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и т. д. Возникающие при этом математические задачи содержат 
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КЛАССИФИКАЦИЯ ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Х  УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫ М И

Многие задачи математической физики приводят к диффе
ренциальным уравнениям с частными производными. Наиболее 
часто встречаются дифференциальные уравнения 2-го порядка. 
В настоящей главе мы рассмотрим классификацию этих урав
нений.

§ 1. Классификация уравнений 
с частными производными 2-го порядка

1. Дифференциальные уравнения с двумя независимыми пе
ременными. Дадим необходимые определения.

Уравнением с частными производными 2-го порядка с двумя 
независимыми переменными х, у  называется соотношение меж
ду неизвестной функцией и(х,  у)  и ее частными производными 
до 2-го порядка включительно1):

F (х, у, U, Ux, Uy, Uxx, UXy, U y y )  =  0.

Аналогично записывается уравнение и для большего числа не
зависимых переменных.

Уравнение называется л и н е й н ы м  о т н о с и т е л ь н о  
с т а р ш и х  п р о и з в о д н ы х ,  если оно имеет вид

ацЧх х ~\- 2,Cli2UXy -р Qi^Uyy F\ (дг, у, U, Ux, Uy) =  0, (1)

где flu, ai2, 022 являются функциями х н у .
Если коэффициенты ац, Я12, Я22 зависят не только от х  и у, 

а являются, подобно Fu функциями х, у, и, их, иу, то такое 
уравнение называется к в а з и л и н е й н ы м .

Уравнение называется л и н е й н ы м ,  если оно линейно как 
относительно старших производных ихх, иху, иуу, так и относи
тельно функции и и ее первых производных их, иу:

0-цЧхх +  2ai2 иХу +  я22 иуу +  их +  Ь2иу +  си +  f  — 0, (2)

') Мы пользуемся следующими обозначениями для производных:

ди ди _ д'и _ д 2и _ д 2и
и* *  дх ’ Uy ~~ д у  ' и*х ~~ д х 2 ’ и*у д х  д у  ’ Uyy д у 2 И Т’ А’



где ап, «12, а22, bi, b2, с, f — функции только х  и у. Если коэф
фициенты уравнения (2) не зависят от х и у, то оно представ
ляет собой линейное уравнение с постоянными коэффициентами. 
Уравнение называется о д н о р о д н ы м ,  если f (x,  у) = 0.

С помощью преобразования переменных
£ =  <р (х, у), п =  Ф(*, У),

допускающего обратное преобразование, мы получаем новое 
уравнение, эквивалентное исходному. Естественно портавить во
прос: как выбрать |  и ц, чтобы уравнение в этих переменных 
имело наиболее простую форму?

В этом пункте мы дадим ответ на поставленный вопрос для 
уравнений, линейных относительно старших производных вида 
( 1) с двумя независимыми переменными х и у\

@цих х ~\~ *2а\2иХу a22Uyy Ч- F (х, у, и, их, Uy) — 0. 

Преобразуя производные к новым переменным, получаем:

Ux == +  ит?\хг 
Uy =  U^ty Ч- \̂\Лу>

ихх =  и1 &  +  2«8Т1Е Л  +  “ п Х  +  и£ хх +  и^ хх>
UXy  == U%ltx^y ~Ь Îri (1ахЦу "Ь ty*\x) “Ь ■̂■щЛхЦу “Ь и%%Ху  Н- ЧцЦху, 

и уу =  ии Ч  +  Ч т & д ,  +  ип Л  +  Ч у у  +  иц \ у

Подставляя значения производных из (3) в уравнение (1), бу
дем иметь:

ац«К +  a22u ^  +  F =  0, (4)

(3)

где
®\\ а и%х “Ь ^ а1 2 "Ь а22%У’
®12 == ~Ь ^12 (ЕхЛг/ “Ь Ч)хьу) “Ь 0.2̂ ,уХ\у,

2̂2 = а п*12х +  2а12чхЧу+ a22ify,

а функция F  не зависит от вторых производных. Заметим, что 
если исходное уравнение линейно, т. е.

F (х, у, и, их, tiy) b\tix “j- b2uy — cu -j~ f r 

то F  имеет вид

F ( t ,  ц, и, щ,  ыл) =  р1ы5 +  р2«Т1+ у м  +  б, 

т. е. уравнение остается линейным1).

‘) Отметим, что если преобразование переменных линейно, то F — F, 
так как вторые производные от |  и т] в формулах (3) равны нулю и f  не 
получает дополнительных слагаемых от преобразования вторых производных.



Выберем переменные £ и г] так, чтобы коэффициент йц  был 
равен нулю. Р ассмотрим уравнение с частными производными
1-го порядка

аиг \  +  2ах# хг у +  a 22z2 =  °. (5)

Пусть z =  <p(x, у ) — какое-нибудь частное решение этого урав
нения. Если положить |  =  ф(л:, у),  то коэффициент йц, очевид
но, будет равен нулю. Таким образом, упомянутая выше задача
о выборе новых независимых переменных связана с решением 
уравнения (5).

Докажем следующие леммы.
1. Если z  =  (f(x,y) является частным решением уравнения

anz l  +  2al2z xz y +  a22z l  =  О,

то соотношение ср (х, у) =  С представляет собой общий интеграл 
обыкновенного дифференциального уравнения

аи dy2 -  2al2 dx dy  +  а22 dx2 =  0 . (6)
2. Если  ф (х, у) — С представляет собой общий интеграл 

обыкновенного дифференциального уравнения
аи dy2 — 2ai2 dx dy  +  a22 dx2 —  0,

то функция z  —  ф (x, у) удовлетворяет уравнению (5).
Докажем первую лемму. Поскольку функция z  —  ц> (х, у) 

удовлетворяет уравнению (5), то равенство

a , , t ^ ) 2 ~ 2 M ~ " ? ; )  +  a 2 2 = = 0  (7)

является тождеством: оно удовлетворяется для всех х, у  в той 
области, где задано решение. Соотношение ф (х, у) =  С является 
общим интегралом уравнения (6), если функция у, определенная 
из неявного соотношения ф (х ,у )  = С, удовлетворяет уравне
нию (6). Пусть

y =  f{x,  С)
есть эта функция; тогда

аУ _ _  Г <?х (х, у)  I  
dx L фу (х, у) \y—f (х, с) ’

где скобки и значок у =  f (x,  С) указывают, что в правой части 
равенства (8) переменная у  не является независимой перемен
ной, а имеет значение, равное f ( x , C ) .  Отсюда следует, что 
у — f(x,  С) удовлетворяет уравнению (6), так как

a “ ("ЗяТ — 2а'2 ^dx ^  0,22 ~

-  [“" ( -  - 20|г( _ +  Ч - / и . а  =  °-



поскольку выражение в квадратных скобках равно нулю при 
всех значениях х, у, а не только при у  =  /  (х, С ) .

Докажем вторую лемму. Пусть <p(x, у) = С — общий ин
теграл уравнения (6). Докажем, что

для любой точки ( х , у ) .  Пусть (х0,уо) — какая-нибудь заданная 
точка. Если мы докажем, что в ней удовлетворяется равенство 
(7х), то отсюда в силу произвольности (лг0, уо) будет следовать, 
что равенство (7') есть тождество и функция <р (х ,у)  является 
решением уравнения (7'). Проведем через точку (х0, уо) инте
гральную кривую уравнения (6), полагая ф(*о, i/o) = С о  и рас
сматривая кривую */ =  /(* , С0). Очевидно, что уо =  f ( x 0,C0). 
Д ля  всех точек этой кривой имеем:

что и требовалось д о к а зат ь1).
Уравнение (6) называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  для 

уравнения ( 1), а его интегралы — х а р а к т е р и с т и к а м и .
Полагая |  =  ф(д:,(/), где ф(л:,у) =  const есть общий инте

грал уравнения (6 ), мы обращаем в нуль коэффициент при 
и$*. Если г|) (х ,у )  =  const является другим общим интегралом 
уравнения (6), не зависимым от ф (х,у) ,  то, полагая т] =  -ф(х, у ) , 
мы обратим в нуль также и коэффициент при и ч.

Уравнение (б) распадается на два уравнения:

’) Установленная связь уравнений (5) и (6) эквивалентна известной 
связи (см. С т е п а н о в ,  Курс дифференциальных уравнений, 1937, стр. 287; 
С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. II, 1948, стр. 78) между линейным 
уравнением с частными производными 1-го порядка и системой обыкновен
ных дифференциальных уравнений. В этом можно убедиться, разлагая левую 
часть уравнения (б) в произведение двух линейных дифференциальных вы* 
ражений.

(7')

Полагая в последнем равенстве х =  Хо, получим:

«пФ* (ХоУо) +  2 а 12<?х (ХоУо) 4>у (ХоУо) +  а 22<Р2у (ХоУо) =  0.

(10)

(9)



Знак подкоренного выражения определяет тип уравнения 

ап ихх +  2a12ux„ +  a22Uyy +  F =  0. (1)
Это уравнение мы будем называть в точке М  уравнением

г и п е р б о л и ч е с к о г о  типа, если в точке М а\2 — а па^  >  О,
э л л и п т и ч е с к о г о  типа, если в точке М а\2 — я па22 <  0.
п а р а б о л и ч е с к о г о  типа, если в точке М а\2 — о,па ^  =  0 ') .

Нетрудно убедиться в правильности соотношения

**12 ° 11®22 “  (а 12 а иа2г) ^ 2» ^  = ‘
из которого следует инвариантность типа уравнения при пре
образовании перемёнйыхГ так как функциональный определи
тель (якобиан) D преобразования переменных отличен от нуля. 
В различных точках области определения уравнение может 
принадлежать различным типам.

Рассмотрим область G, во всех точках которой уравнение 
имеет один и тот же тип. Через каждую точку области G про
ходят две характеристики, причем для уравнений гиперболиче
ского типа характеристики действительны и различны, для 
уравнений эллиптического типа — комплексны и различны, а 
для уравнений параболического типа обе характеристики дей
ствительны и совпадают между собой.

Разберем каждый из этих случаев в отдельности.
1. Для уравнения гиперболического типа >  0 и

правые части уравнений (9) и (10) действительны и различны. 
Общие интегралы их q>( х , у ) = С  и ty(x,y)  = С  определяют 
действительные семейства характеристик. Полагая

Ъ =  <р(х,у), tj =  i|)(x, у), ( 11)
приводим уравнение (4) после деления на коэффициент при 
« 5 т, К виду

р
И£т| — Ф(£, л» и > иЬ и^}, где Ф = _

Это — так называемая к а н о н и ч е с к а я  форма уравнений 
гиперболического типа2) . Часто пользуются второй канонической

Эта терминология заимствована из теории кривых 2-го порядка.
J) Для того чтобы Оыло возможно введение новых переменных |  и т) 

через функции <р и надо убедиться в независимости этих функций, доста
точным условием ’ чего является отличие от нуля соответствующего функцио
нального определителя. Пусть функциональный определитель

I Фх Ух
I Чу Уу

в некоторой точке М обращается в нуль. Тогда имеет место пропорциональ-



формой. Положим
|= = а  +  р, т) =  а — р,

т. е.
а =  E +  TL2 . Р 2 ’ 

где а и р — новые переменные. Тогда

= =  ~2 ~ ( ^ а  ~Ь ^р)> «т , =  у  ( « а  ^р)> = =  "J" (^ а а  ^ р р )-

В результате уравнение (4) примет вид

“ аа — «рр =  Ф 1 (Ф, =  4Ф ).'

2. Д ля  уравнений параболического типа а?12 — аиа22 =  О, 
уравнения (9) и (10) совпадают, и мы получаем один общий 
интеграл уравнения (6): q> (х, у) =  const. Положим в этом 
случае

£ =  Ф (х, у) и tj =  г| (jc, у),

где Т[(х,у) — любая функция, не зависимая от ф. При таком 
выборе переменных коэффициент

1̂1 ~  ап%х "Ь "Ь а22%1 =  ( У  ап “Ь V  а2^у) —

так как а 12 =  V  ап Y  а22> отсюда следует, что 

йу2 == +  &12 (Еж1!*/ +  ty'tXx) +  =
=  i V ап l x +  V а 22|„) (YaTt r\x +  Y а22 т\у) =  0.

После деления уравнения (4) на коэффициент при ицп получим 
каноническую форму для уравнения параболического типа

“ ли =  ф  (£. Л. и, щ,  u j  (ф =  — - £ - ) .

ность строк, т. е.
фд: _  
фу Уу ’

что, однако, невозможно, так как

Фх __ _  а12 У̂ а?2 qlla22 f_ tyx _ а12 ~~ Т̂ а?2 ~  а11а22
Ф У а11 а11

(а12 — а11а22>°)
(при этом мы считаем ап Ф  0, что не является ограничением общности). 
Тем самым независимость функций ф и rf> установлена.



Если в правую часть не входит то это уравнение Судет 
обыкновенным дифференциальным уравнением, зависящим от 
|  как от параметра.

3. Для уравнения эллиптического типа а212 — аиОгг <  0 и 
правые части уравнений (9) и (10) комплексны. Пусть

где ф* — сопряженная к ф функция, будет представлять собой 
общий интеграл сопряженного уравнения (10). Перейдем к 
комплексным переменным, полагая

При этом уравнение эллиптического типа приводится к такому 
же виду, что и гиперболическое.

Чтобы не иметь дела с комплексными переменными, введем 
новые переменные а и р ,  равные

Уравнение (4) после деления на коэффициент при иаа прини
мает вид *) _

Таким образом, в зависимости от знака выражения 
а ?2 — а па22 имеют место следующие канонические формы

') Подобное преобразование законно только в том случае, если коэф
фициенты уравнения (1) — аналитические функции. Действительно, если

вательно, функция у  должна иметь комплексные значения. О решении этих 
уравнений можно говорить лишь в том случае, когда коэффициенты а щ (х , у )  
определены для комплексных значений у. При приведении уравнения эллип
тического типа к канонической форме мы ограничимся случаем аналитиче
ских коэффициентов.

ф(*> у) =  с
— комплексный интеграл уравнения (9). Тогда

Ф* (*> У) =  с ,

£ =  Ф (х, у), r\ =  q>*{x,y).

так что
|  =  а +  г’Р, г] =  а — ф.

а 11̂ х "Ь ^а 1 2 “I" а22̂
=  (а„а* +  2а 12ахау +  а22а 2у) -  (апр£ +  2а 12р Д  +  а22р*) +

+  2/ (а„а*р* +  «12 +  а А )  +  а22а А )  =  °>

В этом случае

т. е.
аи =  а22 и а 12 =  0 .

а?2 — а па 22 <  0, то правые части уравнений (9) и (10) комплексны, а следо



уравнения ( 1):
а?2 ~  а иа 22 >  0 (гиперболический тип) ихх — иуу =  Ф или и =  Ф,
а 12~ а па2 2 < 0  (эллиптический тип) ихх иуу =  Ф,

а 12~ аиа22~  О (параболический тип) и хх —  Ф.

2. Классификация уравнений 2-го порядка со многими неза
висимыми переменными. Рассмотрим линейное уравнение с дей
ствительными коэффициентами

п п п
2  2  ^11и х ,х , +  2  b i t ix +  с и  -f- f  =  0 (а*/ =  й//)> (12)
/ =  I f r = l  '  1 1 =  I ‘

где а, Ъ, с, f  являются функциями Xi, х2, х п. Введем новые 
независимые переменные полагая

lk =  l k ( x u х 2, . . . .  х п) (k =  l , . . . , « ) .
Тогда

п п п п
и х , == 2 иx ix i ~  2 2 ,d ika ]t -ь 2 u \k  (̂ s)*.*.»‘ fc-i я 1 7 fc=i z=i s ‘ t=i

где
„  _  д и  
aik~  TS” *

Подставляя выражения для производных в исходное уравнение, 
получим:

п п - п
2  2  o.kiu\ki, +  2  ЬкЩк +  си +  f = о,
*=i t=i К 1 fo=»i s

где
п п п п п

йы =  2  2  о.цщкац, bk =  2  + 2  2  (!*)*,* .•
*«=1 /= 1  i = l  i = l  /= 1  * Г /

Рассмотрим квадратическую форму

2  2  (13)

коэффициенты которой равны коэффициентам ац  исходного 
уравнения в некоторой точке М0(*р *“). Производя над пе
ременными у  линейное преобразование

Л

\)i —  2  «iftT14,
fc=l

получим для квадратической формы новое выражение:
п п п п

2  2 в « Л Л .  где a“, =  2  2А—1 <■= 1 ‘ /<=1 /я=1 U



Таким образом, коэффициенты главной части уравнения изме
няются аналогично коэффициентам квадратической формы при 
линейном преобразовании.

Как известно, выбором соответствующего линейного преоб
разования можно привести матрицу (a°ti ) квадратической фор
мы к диагональному виду, в котором

|а “г | =  1, либо 0;
=*= 0 ( t /', i, /  =  1, 2 , . . . л ) .

Согласно з а к о н у  и н е р ц и и ,  число положительных, отрица
тельных и равных нулю коэффициентов а°и в каноническом ви
де квадратичной формы инвариантно относительно линейного 
преобразования.

Назовем уравнение (12) в точке М0 уравнением э л л и п т и 
ч е с к о г о  типа, если все п  коэффициентов а°{1 одного знака; 
г и п е р б о л и ч е с к о г о  типа (или н о р м а л ь н о г о  г и п е р 
б о л и ч е с к о г о  типа), если п — 1 коэффициентов а°1{ имеют 
одинаковый знак, а один коэффициент противоположен им по 
знаку; у л ь т р а г и п е р б о л и ч е с к о г о  типа, если среди а°и 
имеется т  коэффициентов одного знака и п  — т  противопо
ложного знака (m, п — т >  1); п а р а б о л и ч е с к о г о  типа, 
если хотя бы один из коэффициентов а°и равен нулю.

Выбирая новые независимые переменные так, чтобы 
в точке Мц

а = - ^ -  =  а° ai*  dxt

где a°ik — коэффициенты преобразования, приводящего квадра
тическую форму (13) к каноническому виду (например, полагая 

=  2  а г°2**)> П0ЛУчим, что в точке М 0 уравнение в зависимости 
от типа приводится к одной из следующих канонических форм: 

+  • • • +  +  Ф =  0 (эллиптический тип),
П

Их х —  2  и х,х, +  Ф (гиперболический тип),
1 1  1=2 ‘ ‘ 

т п
2  2  ихх  + ф  ( т > \ , п  — т > \ )
i«=l ‘ ‘ i=m+1 1 1

(ультрагиперболический тип),
п—т
2  +  Ф =  0 ( t n >  0) (параболический тип).
i = 1 4 1 и

Мы не останавливаемся при этом на более подробном делении 
уравнений параболического типа на уравнения эллиптически- 
параболические, гиперболически-параболические и т. д.



Таким образом, если уравнение (12) в (некоторой точке М  
принадлежит к определенному типу, то его можно привести к 
соответствующей канонической форме в этой точке.

Рассмотрим подробнее вопрос о том, можно ли привести 
уравнение к канонической форме в некоторой окрестности точки 
М, если во всех точках этой окрестности уравнение принадле
жит к одному и тому же типу.

Для приведения уравнения в некоторой области к канониче
скому виду нам пришлось бы функции gi(*i, х2, . . . ,  х п) (i —  
=  1, 2, . . . ,  п) подчинить дифференциальным соотношениям 
аы — 0, для k ф  I. Число этих условий, равное /г(/г —- 1)/2, пре
восходит п  — число определяемых функций g при п >  3. Для 
п =  3 недиагональные элементы матрицы (atft), вообще говоря, 
можно было бы обратить в нули, но при этом диагональные эле
менты могут оказаться различными.

Следовательно, при п ^  3 уравнение нельзя привести к ка
ноническому виду в окрестности точки М. При п — 2 можно 
обратить в нуль единственный недиагональный коэффициент и 
удовлетворить условию равенства двух диагональных коэффи
циентов, что и было сделано в п. 1.

Если коэффициенты уравнения (.12) постоянны, то, приводя 
(12) к канонической форме в одной точке М, мы получим урав
нение, приведенное к канонической форме во всей области оп
ределения уравнения.

3. Канонические формы линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами. В случае двух независимых переменных ли
нейное уравнение 2-го порядка с постоянными коэффициентами 
имеет вид

а П и х х  +  %а 12и х у  +  а 22и у у  +  Ъхих +  b 2U y  +  CU +  / (х, у) —  0. (14)

Ему соответствует характеристическое уравнение с постоянны
ми коэффициентами. Поэтому характеристики будут прямыми 
линиями

а12 +  V  а212 — а ц а22 а12 — у а\2 —- аи а22 
у = --------------------------х - \ - С и у  = --------------------------х-\-Сг,.вц а п 1 1

С помощью соответствующего преобразования переменных 
уравнение (14) приводится к одной из простейших форм:

+  Ь2иц +  си +  / =  0 (эллиптический тип), (15) 

иъп +  b ^ z - j r  b2un +  cu +  f =  Q |
или } (гиперболический тип), (16)
и %I — ипп “Ь M s +  Ь2иц-\-си +  f  =  О J

+  Ь2иц +  си +  f  =  0 (параболический тип). (17)



Д ля дальнейшего упрощения введем вместо и новую функ
цию V.

и =  еН+дл . у, 

где X и р, — неопределенные пока постоянные. Тогда

ыТ) =  е ^ + ^ ( у л + ц у ) ,  

и ^  =  (у^ 2Xv% +  X2v), 

и1ц =  (о5г) - f  Xv  ̂+  цг>6 +  А,цг>),

“ пл =  e ^ +M,T1 К л  +  +  И2«)-

Подставляя выражения для производных в уравнение (15) и 
сокращая затем на получим:

v ll  +  unr, +  (Ь\ +  2Х) +  (b2 +  2p.) vn +
+  (^2 +  й2 +  Ь\Х +  b2\i +  с) v +  fj =  0.

Параметры X и ц выбираем так, чтобы два коэффициента, на
пример, при первых производных, обратились в нуль (X =  
=  — &i/2; {г =  —bt/2). В результате получим:

vll +  vw  +  yv +  fi =  0,
где у — постоянная, выражающаяся через с, bi и bz, fi =  
=  fe-M+ил). Производя аналогичные операции и для случаев 
(16) и (17), приходим к следующим каноническим формам для 
уравнений с постоянными коэффициентами:

+  иЛ1) +  у» +  fi =  0 (эллиптический тип),

0e4 +  Y0 +  fi =  O |
или > (гиперболический тип),

vtl — vm +  yv +  f l = 0  )

+  b2vn /:1 =  0 (параболический тип).
Как было отмечено в п. 2, уравнение с постоянными коэффи
циентами в случае нескольких независимых переменных

п п п

И  2  altux x +  2  b iU x  - \ -  си +  f =  0 t=i / = i ‘ i i= 1 1

при помощи линейного преобразования переменных приводится 
к каноническому виду одновременно для всех точек области его 
определения. Вводя вместо и новую функцию v

u =  u e V i + V 2+ - + V n



и выбирая нужным способом Хи мы можем дальше упростить 
уравнение, что приводит нас к каноническим формам, сходным 
со случаем п — 2.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ I

1. Найти области гиперболичности, эллиптичности и параболичности 
уравнения

ихх +  УЧуу =  О

и привести его к каноническому виду в области гиперболичности.
2. Привести к каноническому виду уравнения:
а) ихх +  хуиуу =  0.
б) уихх — xUyy +  их +  уиу =  0.

в) е2хихх +  2ех+уиху +  е2уиуу  =  0.
Г) UX X +  (1  +  y ) ^ Uy y  =  0 .

Д) хихх +  2 У х у и ху +  уиуу — их =  0.
е) (х — у) ихх + (ху — уг — х + у) иху — 0.
ж )  У ^ и Х Х  —  е 2 * и У У  и Х  —  0 .

з) sin2 уихх — е2хиуу +  3их — 5« =  0.
и) ихх +  2иху +  4иуу +  2их +  Зиу =  0.

3. Привести к каноническому виду и максимально упростить уравнение

аихх +  2аиху +  аиуу  +  Ьих +  сиу +  и =  0; а,Ь,с — постоянные.

4. Введя функцию v  =  ие^х+ ^у и выбирая соответствующим образом па
раметры X и ц, упростить следующие уравнения с постоянными коэффи
циентами:

а) ихх +  иуу +  аих +  $иу +  уи =  0.

б) ихх =  - ^ и у +  аи +  рих.

в) ихх — иуу  =  сш ж +  риу +  уи.

г) иху =  аих +  Риу.



УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Уравнения с частными производными 2-го порядка гипербо
лического типа наиболее часто встречаются в физических зада
чах, связанных с процессами колебаний. Простейшее уравне
ние гиперболического типа

ихх Uyy =  О

обычно называют у р а в н е н и е м  к о л е б а н и й  с т р у н ы .  
В настоящей главе, как и в последующих, мы ограничимся рас
смотрением класса линейных уравнений.

§ 1. Простейшие задачи, приводящие к уравнениям 
гиперболического типа. Постановка краевых задач

1. Уравнение малых поперечных колебаний струны. К аж 
дую точку струны длины I можно охарактеризовать значе
нием ее абсциссы х. Описание процесса колебания струны мо
жет быть проведено при помощи задания положения точек 
струны в различные моменты времени. Для определения поло
жения струны в момент времени t достаточно задать компонен
ты вектора смещения [ui (x,  t ) ,  U i ( x , t ) ,  Us (x , t ) }  точки x в мо
мент t.

Мы рассмотрим наиболее простую задачу о колебаниях 
струны. Будем предполагать, что смещения струны лежат в од
ной плоскости (х, и) и что вектор смещения и перпендикулярен 
в любой момент к оси х\ тогда процесс колебания можно опи
сать одной функцией u(x , i ) ,  характеризующей вертикальное пе
ремещение струны. Будем рассматривать струну как гибкую уп
ругую нить. Математическое выражение понятия гибкости за 
ключается в том, что напряжения, возникающие в струне, 
всегда направлены по касательным к ее мгновенному профилю 
(рис. 1). Это условие выражает собой то, что струна не сопро
тивляется изгибу.

Величина натяжения, возникающего в струне вследствие уп
ругости, может быть вычислена по закону Г у к а 1). Будем рас
сматривать малые колебания струны и пренебрегать квадратом 
их по сравнению с единицей.

•) С. П. С т р е л к о в ,  Механика, «Наука», 1965.



Пользуясь этим условием, подсчитаем удлинение, испытывае
мое участком струны (хи х2). Длина дуги этого участка равна

X,

S '  =  |  Y 1 +  («х)2 dx Х 2 — X ! =  S.
х,

Таким образом, в пределах принятой нами точности удлинения 
участков струны в процессе колебания не происходит; отсюда

в силу закона Гука следует, что величина натяжения Т в каж
дой точке не меняется со временем. Покажем также, что натя
жение не зависит и от х, т. е.

Т (л:) =  Т0 =  const.

Найдем' проекции натяжения на оси х  и и (обозначим их Тх 
и Ти):

Тх М  == Т (х) cos а  =  г Т -  ^  Т (х),
'  '  V\ +  (иху

Ти {х) —  Т (х) sin а  s i  Т (*) tg а  =  Т (х) их,

где а  — угол касательной к кривой u(x, t )  с осью х. На участок 
(jci, Хг) действуют силы натяжения, внешние силы и силы инер
ции. Сумма проекций всех сил на ось х  должна быть равна 
нулю (мы рассматриваем только поперечные колебания). Так 
как силы инерции и внешние силы по предположению направ
лены вдоль оси и , то

Тх {х2) — Тх (*,) =  0 или Т (*,) =  Т (х2). ( 1)

Отсюда в силу произвольности х\ и х2 следует, что натяжение не 
зависит от х, т. е. для всех значений х  и t



После сделанных предварительных замечаний перейдем к вы
воду уравнения поперечных колебаний струны. Воспользуемся 
вторым законом Ньютона. Составляющая количества движения 
участка струны (xiy х2) по оси и равна

Х г

J  щ(1,  t ) p ( l ) d l ,

где р — линейная плотность струны. Приравняем изменение ко
личества движения за промежуток времени Д* =  t2 — ti

х г

J p(i)Ms. t2) - u t (b t,))di 
*i

импульсу действующих сил, складывающихся из натяжения

Т o lix  | х = х  Т оUx  | х — х

в точках х% и Xi и внешней силы, которую будем считать не
прерывно распределенной с плотностью (нагрузкой) F ( x , t ) ,  
рассчитанной на единицу длины. В результате получим урав
нение поперечных колебаний элемента струны в интегральной 
форме

X,
J  M S .  *,)]р(£) d l  =

Xi tt Xf 11
=  J  T0[ux {x2, x) — ux (xlt r ) ] d t +  J  J  F ( i ,  x ) d l d x .  (3)

t ,  X ,  t ,

Для перехода к дифференциальному уравнению предположим 
существование и непрерывность вторых производных от 
u ( x , t ) 1). Тогда формула (3)' после двукратного применения тео
ремы о среднем примет вид

utt (V, t')9 (l*)M{bx =  {T0[uxx(t ' ,  П )  +  Р(1т , г*)}д/д*,
где

I*. Г .  Г * е ( * „  х 2), а Г, Г ,  ***•€=(/„ t2).

') Делая предположение о двукратной дифференцируемое™ функций, 
мы фактически уславливаемся о том, что будем рассматривать лишь функ
ции, обладающие этим свойством. Таким образом, подобного типа предполо
жение связано с ограничением круга изучаемых физических явлений и не со
держит в себе утверждения, что не существует функций, удовлетворяющих 
интегральному уравнению колебаний и не имеющих вторых производных. 
Такие функции существуют и представляют значительный практический ин
терес. Подробнее см. об этом § 2, п. 7.



Сократив на АхАt и переходя к пределу при х2 -*■ Xi, t% —*■ ti, по
лучим дифференциальное уравнение поперечных колебаний 
струны

Т<Мхх =  РЩ1 — F (х, t). (4)

В случае постоянной плотности р =  const этому уравнению 
обычно придают вид

ип =  а2ихх +  f  (х, t) (а  =  ) ,
где

f ( x ,  t ) = ± F ( x ,  t)

(5)

(6)

Рис. 2.

есть плотность силы, отнесенная к единице массы. При отсут
ствии внешней силы полу
чим однородное уравнение

tiff== а2ихх
или

и х х —  и уу =  0  ( у  =  at) ,

описывающее свободные ко
лебания струны. Это урав
нение является простейшим 
примером уравнения ги
перболического типа.

Если в точке х0 (*i <  х0 <  х2) приложена сосредоточенная 
сила fo(t) (рис. 2), то уравнение (3) запишется так:

Х г Х 2 t i

J Р (I) [«< (I, к) — Щ (t, ^)] d t  — J  j  f ( t ,  т) d t  dx  =
*« x, t,

ft tt
=  { To[Ux(x2, x) — ux (xu t)] dx  -f- J  fo{x)dx.  

*i и
Поскольку скорости точек струны ограничены, то при jci —► лг0 и 
х2 —*■ х0 интегралы в левой части этого равенства стремятся к 
нулю, и равенство (3) принимает вид

и и
J То [их (х0 +  0, т) — их (х0 — 0, т)] dx =  — J  fo (т) dx.  (7)

Пользуясь теоремой о  среднем, сокращая обе части равенства 
на At  и переходя к пределу при t t - * h ,  получим:

T^/oW.



Отсюда видно, что в точке приложения сосредоточенной силы 
первые производные претерпевают разрыв и дифференциальное 
уравнение теряет смысл. В этой точке должны выполняться два 
условия сопряжения

и (х0 +  0, t) =  и (дг0 — 0, /), 

их (х0 +  0, t )  — их (х0 — 0, 0  == — у -  /о (0. ^
'  о

первое из которых выражает непрерывность струны, второе оп
ределяет величину излома струны в точке Хо, зависящую от 
М О  и натяжения Т0.

2. Уравнение продольных колебаний стержней и струн. Урав
нения продольных колебаний для струны, стержня и пружины 
записываются одинаково. Рассмотрим стержень, расположенный 
на отрезке (0, I) оси х. Процесс продольных колебаний может 
быть описан одной функцией u ( x , t ) ,  представляющей в момент 
t смещение точки, имевшей в положении равновесия абсциссу 
х *). При продольных колебаниях это смещение происходит 
вдоль стержня. При выводе уравнения будем предполагать, что 
натяжения, возникающие в процессе колебания, следуют зако
ну Гука.

Подсчитаем относительное удлинение элемента (х, х  -f- 
’4- Дх) в момент t. Координаты концов этого элемента в момент 
t  имеют значения

х  - f  и (х, t), * +  Дл: +  « (*  +  Адг, t), 
а относительное удлинение равно

[Ах +  и ( х  +  bx ;A - u ( x J ) X - A X = U x ( x + Q  Ах> t )

( О < 0 <  1 ).

Переходя к пределу при Ал: —>■ 0, получим, что относительное 
удлинение в точке х  определяется функцией ux (x , i ) .  В силу

!) Выбранная здесь геометрическая переменная х называется перемен
ной Лагранжа. В переменных Лагранжа каждая физическая точка стержня 
в течение всего процесса характеризуется одной и той ж е геометрической 
координатой х. Физическая точка, занимавшая в начальный момент (в со
стоянии равновесия) положение х, в любой последующий момент t  находится 
в точке с координатой X  =  х +  и(х, t) .  Если мы фиксируем некоторую гео
метрическую точку А с координатой X, то в различные моменты времени 
в этой точке будут находиться различные физические точки (с разными 
лагранжевыми координатами х).  Часто пользуются также переменными 
Эйлера X, t, где X  — геометрическая координата. Если U (X, t) — смещение 
точки с эйлеровой координатой X , то лагранжева координата

х =  X  — U {X, t ).
Пример использования координат Эйлера приведен в п. &



закона Гука натяжение T ( x , t )  равно

Т(х,  t) =  k { x ) u x {x, t), (9)

где k (x )  — модуль Юнга в точке x(k (x )  >  0).
Пользуясь теоремой об изменении количества движения, 

лолучаем интегральное уравнение колебаний
Х г \

J [ щ { Ы 2) - щ Ц ,  f,)]pG)d& =
-*>

2̂ Хз ti

=  j  [k (х2) их (х2, т) — k  (*,) их {хх, т)] dx +  |  J  F (i, т) d t  dx, (10)
l , _ х , /,

где F ( x , t )  — плотность внешней силы, рассчитанная на еди
ницу длины.

Предположим существование и непрерывность вторых произ
водных функции u(x , t ) .  Применяя теорему о среднем и совер
шая предельный переход1) при Ах — Хг— X i—>-0 и Д t =  
=  t2— /i — 0, приходим к дифференциальному уравнению про
дольных колебаний стержня 2)

[k{x )ux]x =  putt — F{x, t). ( 11)

Если стержень однороден [k(x) =  const, р =  const), то это 
уравнение записывают следующим образом:

««  =  а2ихх +  f  (х, t) (12)
где

f f e  0  =  ^  (13)

есть плотность силы, отнесенная к единице массы.
3. Энергия колебаний струны. Найдем выражение для энер

гии поперечных колебаний струны Е =  К  +  U, где К  — кинети
ческая и U — потенциальная энергия. Элемент струны dx, дви
жущийся со скоростью v — ut, обладает кинетической энер
гией

■j mv2 — р (х) dx {utf  ( tn=;pdx).

') В дальнейшем мы будем опускать подробности, связанные с предель
ными переходами, которые были разобраны при выводе уравнения попереч
ных колебаний струны.

2) Условие малости колебаний в данном случае связано только с гра
ницей применимости закона Гука. В общем случае T =  k (x ,u x)ux, и мы 
приходим к квазилинейному уравнению

\k (*, их) их]х =  putt F (x,t).



Кинетическая энергия всей струны равна
i

К  =  j  J  Р (*) [Щ (х , t ) f  dx. (14)

Потенциальная энергия поперечных колебаний струны, имею
щей при t =  U форму u ( x , t 0) — Uo(x), равна работе, которую 
надо совершить, чтобы струна перешла из положения равнове
сия в положение и0(х). Пусть функция u (x , t )  дает профиль 
струны в момент t, причем

и(х,  0) =  0, и(х,  t0) =  u0(x).

Элемент dx  под действием равнодействующей сил натяжения

= Тихх dxт ди 
дх x + d x

Т ди 
~дх

за время dt  проходит путь ut (x ,t )dt .  Работа, производимая всей 
струной за время dt, равна

i i f  . i

)dt .

С 1 ' Г 1T0uxxut d x \  dt =  { Тйихщ — TQuxuxtdx ) dt ■■
о I t  0 6J J

=  j — 4 " 5 t J  To(ux)2d x +  T0uxut

Интегрируя no t от 0 до t0, получаем: 
/ , t>

dt ■■
о

t in

=  — Y  J  To[ux {x, t0)]2d x +  |  T0uxut dt.

Нетрудно выяснить смысл последнего слагаемого правой 
части этого равенства. Действительно, Тоих \х=о есть величина 
натяжения на конце струны х =  0; U t ( 0 , t ) d t  —  перемещение 
этого конца, а интеграл

и

{  ToUxtit |г=0 d t  (15)
о

представляет работу, которую надо затратить на перемещение 
конца х  — 0. Аналогичный смысл имеет слагаемое, соответ
ствующее х =  I. Если концы струны закреплены, то работа на 
концах струны будет равна нулю (при этом u ( 0 , t ) = 0 ,



ы<(0, t) = 0 ) .  Следовательно, при перемещении закрепленной на 
концах струны из положения равновесия и =  0 в положение 
ио(х) работа не зависит от способа перевода струны в это по
ложение и равна

i

~ ~ Т  J  Го[«о(*)]2 dx> ( 16>
о

потенциальной энергии струны в момент / =  to с обратным зна
ком. Таким образом, полная энергия струны равна

i

Е  =  ■у  I  [Уо («*)2 +  Р W  («*)*] dx.  (17)
о

Совершенно аналогично может быть получено выражение для 
потенциальной энергии продольных колебаний стержня. Впро
чем, его можно получить также, исходя из формулы для потен
циальной энергии упругого стержня

где /0— начальная длина стержня, / — конечная длина. Отсюда 
непосредственно следует:

^  =  4  J  k ( u xf d x .
о

4. Вывод уравнения электрических колебаний в проводах.
Прохождение электрического тока по проводу с распределенны
ми параметрами характеризуется силой тока i и напряжением 
v, которые являются функциями положения точки х  и времени 
t. Применяя закон Ома к участку длиной dx, можно написать, 
что падение напряжения на элементе провода dx  равняется сум
ме электродвижущих сил:

— vx d x  —  i R d x - \ - i tLdx ,  (18)

где R  и L — сопротивление и коэффициент самоиндукции, рас
считанные на единицу длины.

Количество электричества, притекающее на элемент прово
да dx  за время dt

[t (л:, t) — i (* +  dx,  /)] dt =  — ix dx dt, (19)

равно сумме количества электричества, необходимого для за
рядки элемента dx, и количества, теряющегося вследствие несо
вершенства изоляции:
С [v (х , t  +  dt) — v (х , /)] dx  +  G dx  • v dt =  (Cvt +  Gv) dx dt, (20)



где С и G — коэффициенты емкости и утечки, рассчитанные на 
единицу длины, причем величину потерь мы считаем пропор
циональной напряжению в рассматриваемой точке провода.

Из формуй (18), (19) и (20) получаем систему
ix +  Cvt +  Gv —  0, |  
v x -f- Lit +  Ri  =  0, J

называемую системой т е л е г р а ф н ы х  уравнений1).
Чтобы получить одно уравнение, определяющее функцию I, 

продифференцируем первое равенство (21) по х, второе — по 
t, умножив его на С. Производя вычитание в предположении 
постоянства коэффициентов, найдем:

ixx -}- Gvx —— С Lift — CRif  “  0.

Заменяя vx его значением из второго уравнения (21), получим 
уравнение для силы тока

ixx =  CLift +  (CR +  GL) if +  GRi.  (22)

Аналогично выглядит уравнение для напряжения
vxx =  CLVft +  (CR +  GL) v t +  GRv.  (23)

Уравнение (22) или (23) называется телеграфным уравне
нием. Если можно пренебречь потерями через изоляцию и если 
сопротивление очень мало (G R ^  0), то мы приходим к изве
стному уравнению колебаний

vtt =  a2vxx (а  =  ] / - ! £ - ) •  (24)

5. Поперечные колебания мембраны. Мембраной называется 
плоская пленка, не сопротивляющаяся изгибу и сдвигу. Рас
смотрим мембрану, натянутую на плоский контур С. Будем изу
чать поперечные колебания мембраны, в которых смещение пер
пендикулярна к плоскости мембраны.

Пусть ds  — элемент дуги некоторого контура, взятого на по
верхности мембраны и проходящего через точку М ( х , у ) .  На 
этот элемент действует натяжение, равное Т ds. Вектор Т  вслед
ствие отсутствия сопротивления изгибу и сдвигу лежит в каса
тельной плоскости к мгновенной поверхности мембраны и пер
пендикулярен к элементу ds. Можно показать, что отсутствие 
сопротивления сдвигу приводит к тому, что величина натяже
ния не зависит от направления элемента ds, так что вектор 
натяжения Т =  Т(х, у, г) является функцией х, у  и t. Эти

') Эти уравнения являются приближенными в рамках теории электро
магнитного поля, поскольку они не учитывают электромагнитных колебаний 
в среде, окружающей провод.



свойства вектора Т служат математическим выражением отсут
ствия сопротивления изгибу и сдвигу.

Будем изучать малые колебания мембраны, пренебрегая 
квадратами первых производных их и иу, где функция u ( x ,y , t )  
определяет форму мембраны в момент времени /. Из этого 
предположения сразу же следует, что Th(x,y , t )  — проекция на
тяжения на плоскость (х, у) — равна абсолютной величине на
тяжения. В самом деле, при любой ориентации дуги ds  угол у'  
между вектором Т и плоскостью (х,у)  не превосходит угла у, 
образуемого нормалью к поверхности мембраны в точке {х, у) 
с осью г. Поэтому

cos у ' cos у  — — 1 =■ ^  1,
V l + u l  +  u l

т. е. cos у '  =  1» и
Th (х, у, z, t ) — T cos у ' =  71 (*> у, z, t). (25)

Вертикальная составляющая натяжения, очевидно, равна
гр  ___  гтп д и

1 “ ~  1 T i t '

Выделим на поверхности мембраны элемент площади, проекция 
которого на плоскость (х, у)  является прямоугольником ABCD  
со сторонами, параллельными осям координат (рис. 3). На этот 
элемент действует сила натяжения, равная

Г =  Т ds. (26)
ABCD

В силу отсутствия перемещения вдоль осей х  и у  проекции Т* 
на эти оси равны нулю: 

с D

П =  j  Т ( х 2, у, t )dy  — |  Т { х и у, t )dy =
В А

Уг

=  J  {Т (Х2, У, t) — T (хи у,  /)} dy  =  0 .
" и.

Аналогично

T l = j { T  (х , у2, t) — Т (х, у и t)} dx  =  0.
X,

Пользуясь теоремой о среднем и учитывая произвол в выборе 
площадки ABCD,  получаем:

Т(х,  у х, t ) = T ( x ,  у2, t), )
, y , t ) = T { x 2, y , t ) ,  JT{x  i



т. е. натяжение Т не меняется при изменении х  и у  и может за 
висеть лишь от t.

Площадь какого-либо элемента мембраны в момент вре
мени t равна в нашем приближении

ЯтзНг=Я V l  +  u l  +  u * d x d y ~ l l d x d y . (28)

У‘Уг

У=У,

Следовательно, в процессе колебаний не происходит растя
жения, откуда в силу закона Гука вытекает независимость на
тяжений от времени. Таким об
разом, мы установили, что на
тяжение не зависит от пере
менных х, у  и t

Т(х,  у, t) =  const =  Т0. (29)
Перейдем к выводу урав

нения колебаний мембраны.
Воспользуемся теоремой о при
ращении количества движения.
Пусть Si — проекция на пло
скость (х, у) некоторого уча
стка мембраны, а С i — гра
ница Si. Приравнивая изменение количества движения им
пульсу вертикальных составляющих сил натяжения и внешних 
действующих сил с плотностью F(x , y , t ) ,  получаем уравнение 
колебаний мембраны в интегральной форме

J  J  [«< (*. У> к) — Щ (лг, у, *j)] р (х, у) dx dy  =

х-х, т-хг
Рис. 3.

Iг“J \ T ^ d s d t + \ l \ F d K d y d , . (30)
и С, t, Si

где р (л:, у) — поверхностная плотность мембраны, a F ( x , y , t )  — 
плотность внешней силы (на единицу площади).

Для перехода к дифференциальному уравнению предполо
жим, что функция u(x ,y , i )  имеет непрерывные вторые произ
водные. С помощью теоремы Остроградского ‘) контурный ин
теграл преобразуется в поверхностный

J" дп ^  ^  У у у) dy<
С, Si

’) См. В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. II, 1948, стр. 196; 
Б. М. Б у д а к ,  С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука», 1965.

2  А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



вследствие чего интегральное уравнение колебаний приводится 
к виду

ti
J J J (ри« — То (Uxx +  иуу) — F (х, у, /)} dx  dy dt =  0. 

t, s ,

Пользуясь теоремой о среднем, произвольностью выбора и 
промежутка времени ( t iJz) ,  делаем заключение о тождествен
ном равенстве нулю выражения в фигурных скобках. Таким об
разом, приходим к дифференциальному уравнению колебаний 
мембраны

рЧц Tq (ux x U y y ) F  (х, у, t). (31)

Д ля однородной мембраны уравнение колебаний можно запи
сать в виде

utt =  а2 (ихх +  и у у) +  f  (х, у, t) (а2 =  , (32)

где f ( x , y , t ) — плотность силы, рассчитанная на единицу мас
сы мембраны.

6. Уравнения гидродинамики и акустики. Для характери
стики движения Ж И ДКО СТИ пользуются функциями Vi(x ,y,Z, t ),  
Vz{x,y, z , t ) ,  v3(x,y,  2, t), представляющими компоненты вектора 
скорости v в точке (х, у, z) в момент t (эйлеровы переменные). 
Величинами, характеризующими движение жидкости, являются 
также плотность р ( x , y , z , t ) ,  давление p ( x , y , z , t )  и плотность 
внешних действующих сил F ( x , y , z , t )  (если они имеются), рас
считанная на единицу массы.

Рассмотрим некоторый объем жидкости Т и подсчитаем дей
ствующие на него силы. Пренебрегая силами трения, обуслов
ленными вязкостью, т. е. рассматривая идеальную жидкость, по
лучим для результирующей сил давления выражение в виде 
поверхностного интеграла

— J  J  рп dS,  (33)
s

где S — поверхность объема Т, п  — единичный вектор внешней 
нормали. Формула Остроградского *) дает:

— J J  p n d S  =  — J J J  grad р dx. (34)
s т

■) В самом деле, рп  =  р cos(n , x) i  +  р cos(n, y ) j  +  р cos(n, z)k,  где
i, i, k  — единичные векторы в системе координат (х, у, г) ,

др



При вычислении ускорения какой-либо точки жидкости необхо
димо учесть перемещение самой точки. Пусть x =  x(t) ,  у =  
=  y(t),  z =  z(t) — уравнение траектории этой точки. Вычислим 
производную скорости по времени 
d v  dv . d v  . , dv  . , dv  .

Ч Г  ”  S t  +  Ж x  +  Ц  У +  ~ d l z  =
dv  . d v  . d v  , d v  dv  , , „

=  Ж  +  ^ 7 и‘ + ^ ^  +  ж «з =  -5 Г  +  ( ^ ) г ; >

где

v = ‘ ^ - + i 4 - + k 4 ~ -dx  1 1 dy  ' д г

Такая производная по времени, учитывающая движение части
цы среды (субстанции), называется с у б с т а н ц и о н а л ь н о й  
или материальной. Уравнение движения жидкости выражает 
обычную связь между ускорением частиц и действующими на 
них силами

Ш Р ^ Т = “ Ш  e r ^ p d x + j j \ PFdx ,  (35) 
т т т

где последний интеграл представляет собой равнодействующую 
внешних сил, приложенных к объему Т. Отсюда в силу произ
вольности объема Т получаем уравнение движения идеальной 
жидкости в форме Эйлера

vt - f  (v\1) v —  — grad p +  F. (36)

Перейдем к выводу уравнения непрерывности. Если внутри Т 
нет никаких источников или стоков, то изменение в единицу 
времени количества жидкости, заключенной внутри Т, равно по
току через границу S

жШ р̂ - Я р™̂- (37)г s
Преобразование поверхностного интеграла в объемный дает

J  J  J  (-Sr +  div Pv) ^ = °*
т

Так как это равенство справедливо для сколь угодно малых 
объемов, то отсюда следует у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и

-|£- +  div (рг») =  О
или

-^j- -j- v  g rad  р +  Р div v  =  0. (38)



К уравнениям (36) и (38) следует присоединить термодинами
ческое у р а в н е н и е  с о с т о я н и я ,  которое мы здесь возьмем 
в виде

P =  f  (р).

Следовательно, мы получаем систему пяти уравнений с пя
тью неизвестными функциями vx, vy, vz, р и р. Если бы уравне
ние состояния содержало температуру, то нужно было бы доба
вить еще уравнение теплопереноса (см. приложение IV). Таким 
образом, система уравнений

(vV)v =  F — у  grad р, 

-|£- +  div (ро) =  О,

P =  f (  р)

(39)

представляет замкнутую систему уравнений гидродинамики.
Применим уравнения гидродинамики к процессу распростра

нения звука в газе. Сделаем следующие допущения: 1) внеш
ние силы отсутствуют; 2) процесс распространения звука яв
ляется адиабатическим, поэтому уравнением состояния служит 
адиабата Пуассона

Р
Ро (£)’ (*-■£)•

где ро и р0— начальная плотность и начальное давление, ср и 
с„ — теплоемкости при постоянном давлении и постоянном 
объеме; 3) колебания газа малы, можно пренебрегать высшими 
степенями скоростей, градиентов скоростей и изменения плот
ности.

Назовем к о н д е н с а ц и е й  газа величину s (x , y , z , t ) ,  рав
ную относительному изменению плотности

s (х, у, z, t) =  р , (40)
Ро

откуда
Р =  Ро (1 + « )•  (41)

Уравнения гидродинамики при сделанных предположениях 
принимают вид

grad р,

Р, +  p0 d i v v  =  0,

Р =  Ро (1 +  ^)v =  Ро С1 +  Ys)>



так как

-J-gradp =  - f - ( l  — s +  . . . )  grad р =  -^~ grad р +
Р Ро Ро

div pv =  v  grad р +  р div v  =  р0 div v  +

где точками обозначены члены второго и высших порядков ма
лости. Вводя обозначение а2 =  уро/ро, перепишем систему (42) 
в следующем виде:

vt =  - a *  g rads ,  1
s, +  div® =  0. j { '

Применяя к первому уравнению (42') оператор дивергенции и 
меняя порядок дифференцирования, будем иметь:

div-^j- =  -^-divz> =  — a2 div (grad s) =  — a2 V2s =  — a2 As,

где
У2 _  д  _  . d2 ■

дх2 д у 2 д г 2

— о п е р а т о р  Л а п л а с а .  Используя второе уравнение (42'), 
получим уравнение колебаний

A s =  -jr s„ (43)
или

Я2 ( s xx  +  s y y  +  S zz )  =  s tt-

Отсюда и из (40) получаем уравнение для плотности

° 2 (Р *х  +  Р у у  +  Р гг )  —  P t t • ( 4 3 ' )

Уравнения (43) и (43') являются уравнениями колебаний. 
Введем теперь п о т е н ц и а л  с к о р о с т е й  и покажем, что он 
удовлетворяет тому же уравнению колебаний (43), что и кон
денсация.

Из уравнения
v t =  — a2 grad s

следует

v (х, у, z, t) =  v (х, у, Z ,  0) — а2 grad  ^ |  s dt^  , (44)

где v ( x , y , z ,  0 )— начальное распределение скоростей. Если поле 
скоростей в начальный момент имеет потенциал



то имеет место соотношение

v =  — grad у, z) +  a2 J s dt =  — grad U, (46]

которое означает, что существует потенциал скоростей 
U ( x , y , z , t ) .  Знания потенциала скоростей достаточно для опи
сания всего процесса движения *)

v =  — grad U, 1
1 „  } (47)

Подставляя эти значения в уравнение непрерывности

s* +  div о =  0, 

получим уравнение колебаний для потенциала 

a2(Uxx +  U yy+ U zz) = U ti
или

Utt =  a2MJ.  (48)

Для давления р и скорости v  также можно получить уравне
ние колебаний вида (48), называемое часто у р а в н е н и е м  
а к у с т и к и .

При решении задач для двумерного и одномерного случаев 
надо в уравнении (48) оператор Лапласа заменить оператором
д1 . д* д2 гг

~дх* ”** ~ду* и’ соответственно> ~д̂ 2 • Постоянная

У  Ро

имеет размерность скорости и, как будет показано в § 2, явля
ется скоростью распространения звука.

Вычислим скорость звука в воздухе при нормальном атмо
сферном давлении. В этом случае у  =  7/5, ро =  0,001293 г/см3, 
р о =  1,033 кг/см2-, следовательно,

а =  | / " - ^  =  336 м/сек.
Г Ро

') Из формулы (46) видно, что потенциал U определен с точностью до 
Слагаемого, являющегося произвольной функцией I  Из уравнения v,  =

=  —a2 grads и (46) следует g r a d e s — ■— I //j  =  0, т. е. 5 =  -^ -  U\  при

соответствующей нормировке потенциала Ut  ,



В случае колебаний газа в ограниченной области на ее гра
нице должны быть заданы определенные граничные условия. 
Если граница представляет собой твердую непроницаемую стен
ку, то нормальная составляющая скорости равна нулю, что при
водит к условиям

dU  
дп

п ds=  0 или -3— х дп =  0. (49)
s

7. Граничные и начальные условия. При математическом опи
сании физического процесса надо прежде всего поставить зад а
чу, т. е. сформулировать условия, достаточные для однознач
ного определения процесса.

Дифференциальные уравнения с обыкновенными и, тем бо
лее, с частными производными имеют, вообще говоря, бесчислен
ное множество решений. Поэтому в том случае, когда физиче
ская задача приводится к уравнению с частными производными, 
для однозначной характеристики процесса необходимо к урав
нению присоединить некоторые дополнительные условия.

В случае обыкновенного дифференциального уравнения
2-го порядка решение может быть определено начальными ус
ловиями, т. е. заданием значений функции и ее первой производ
ной при «начальном» значении аргумента (задача Коши). 
Встречаются и другие формы дополнительных условий, когда, 
например, задаются значения функции в двух точках (задача 
о цепной линии). Для уравнения с частными производными воз
можны также различные формы дополнительных условий.

Рассмотрим сперва простейшую задачу о поперечных коле
баниях струны, закрепленной на концах. В этой задаче u(x , t )  
дает отклонение струны от оси х. Если концы струны О ^ х ^ С /  
закреплены, то должны выполняться « г р а н и ч н ы е  у с л о 
в и я »

и (0, t) =  0, и (/, t) =  0. (50)

Так как процесс колебаний струны зависит от ее начальной 
формы и распределения скоростей, то следует задать «началь
ные условия»:

И (* . *о) =  Ф (* ). 1 , , п
f 0) =  l |5 ( x ) .  /

Таким образом, дополнительные условия состоят из граничных 
и начальных условий, где ср(х) и ф(х) — заданные функции точ
ки. В дальнейшем мы покажем, что эти условия вполне опре
деляют решение уравнения колебаний струны



Если концы струны движутся по заданному закону, то гранич
ные условия (50) принимают другой вид:

, « ( 0 . 0  =  1*1(0 , )
и (I, 0  =  М 0 , I и ’

где jLi 1 (0  и ц .г (0— заданные функции времени t. Аналогично 
ставится задача для продольных колебаний струны или пру
жины.

Возможны и другие типы граничных условий. Рассмотрим, 
например, задачу о продольных колебаниях пружины, один ко
нец которой закреплен (точка подвеса), а другой конец свобо
ден. Закон движения свободного конца не задан и зачастую 
является искомой функцией.

В точке подвеса х  —  0 отклонение

ы(0, 0  =  0;
на свободном конце х  =  I натяжение пружины

T ( l , t )  =  k (53)
и л  Х = 1

равно нулю (нет внешних сил), так что математическая фор
мулировка условия свободного конца имеет вид

их (/, 0  =  0.

Если конец х  — 0 движется по определенному закону ц(/) ,  а 
при х  =  I задана сила v( t ) ,  то

и (0, 0  =  Ц (0 . “х (/, 0  =  v (0 , (v (0 =  - j  v (О) •

Типичным является также условие упругого закрепления, ска
жем для х  =  /,

k u x (1, 0  =  — аы (/, 0
или

ux (t, t ) =  — hu{l ,  0  ( л  =  | - ) ,  (54)

при котором конец х  =  I может перемещаться, но упругая сила 
закрепления вызывает на этом конце натяжение, стремящееся 
вернуть сместившийся конец в прежнее положение. Эта сила, 
согласно закону Гука, пропорциональна смещению « ( / , / ) ;  ко
эффициент пропорциональности а  называется коэффициентом 
жесткости закрепления.

Если точка (система), относительно которой имеет место 
упругое закрепление, перемещается и ее отклонение от началь
ного положения дается функцией 0 (0 » то граничное условие



принимает вид

ux (l, t ) = - h [ u ( l ,  t ) - Q ( t ) ] ,  h =  - j >  0. (55)

Условие упругого закрепления на левом конце х =  0 имеет вид 

их (о, t) =  h[u  (0, /) -  9 (/)], h >  0

(формально можно считать, что (55) имеет место и при х  — 0, 
но к <  0). Следует отметить, что в случае жесткого закрепле
ния (а велико), когда даже небольшие сдвиги конца вызы
вают большие натяжения, граничное условие (55) переходит 
в условие u(l , i )  — \i(t) (а =  оо) при ц(/) =  0 ( /) .  В случае 
мягкого закрепления (а мало), при котором большие сдвиги 
конца вызывают слабые натяжения, граничное условие перехо
дит в условие свободного конца

и х (1> 0  =  0 (а  =  0).

В дальнейшем мы будем говорить о трех основных типах 
граничных условий:

граничное условие 1-го рода ы(0, / ) = [ х ( 0 — заданный ре
жим,

граничное условие 2-го рода «ж(0, /) =  v (0 — заданная сила,
граничное условие 3-го рода ux (0,t) =  h [u(0, t )  — 0 (^)] —- 

упругое закрепление.

Аналогично задаются граничные условия и на втором конце 
х  — 1. Если функции, задаваемые в правой части (ц(0> v (0  
или 0 (0 ), равны нулю, то граничные условия называются о д 
н о р о д н ы м и .

Комбинируя различные перечисленные типы граничных ус
ловий, мы получим шесть типов простейших краевых задач.

Более сложное граничное условие имеет место, например, 
при упругом закреплении, не подчиняющемся закону Гука, ко
гда натяжение на конце является нелинейной функцией смеще
ния «(/, /), так что

ux (t, t) =  j F [ u ( l ,  t)]. (56)

Это граничное условие в отличие от рассмотренных выше яв
ляется нелинейным. Возможны, далее, соотношения между сме
щениями и натяжениями на разных концах системы. Напри
мер, в задачах о колебании кольца, когда л: =  0 и х  —  1 пред
ставляют одну и ту же физическую точку, граничные условия 
принимают вид



т. е. сводятся к требованиям непрерывности и и их. Произвол 
ные по t могут также входить в граничные условия. Если ко
нец пружины испытывает сопротивление среды, пропорциональ
ное скорости его движения (к концу пружины прикреплена 
пластинка, плоскость которой перпендикулярна оси пружины), 
то граничное условие принимает вид

kux (/, t) =  — aut (I, t). (58)

Если к концу х  —  I пружины прикреплен груз массы т, то 
при х  =  I должно выполняться условие

mutt (I, t ) =  — kux (I, t) +  mg.  (59)

Д ля поперечных колебаний струны все граничные условия за
писываются в той же форме с заменой k на Т0.

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением трех про
стейших типов граничных условий, проводя основное изложе
ние на примере первого типа граничного условия и отмечая 
лишь попутно особенности, связанные со вторым и третьим 
условиями.

Сформулируем первую краевую задачу для уравнения (5):
найти функцию и (х, t ) , определенную в области 0 ^  х  ^  /, 

t 0, удовлетворяющую уравнению
utt =  а2ихх +  f ( x , t )  для 0 < х < 1 ,  t >  О,

граничным
и (0 , t) =  (j., (t),
« (60'>

и начальным условиям:
и (х, 0) =  Ф (х),

( 0 < х < [ ) ■ (е0">
Аналогично ставится задача для уравнения (11).

Если на обоих концах берутся граничные условия 2-го или
3-го рода, то соответствующие задачи называются второй или 
третьей краевыми задачами. Если граничные условия при 
х  =  0 и х — I имеют различные типы, то такие краевые задачи 
называют смешанными, не проводя более подробной их клас
сификации.

Обратимся теперь к рассмотрению предельных случаев по
ставленной задачи. Влияние граничных условий в точке Мо, 
достаточно удаленной от границы, на которой они заданы, ска
зывается через достаточно большой промежуток времени.

’) Мы не останавливаемся на случае, когда граничные условия заданы 
на отрезке 0 ̂  t  ^



Если нас интересует явление в течение малого промежутка 
времени, когда влияние границ еще несущественно, то вместо 
полной задачи можно рассматривать предельную з а д а ч у  
с н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  для неограниченной области: 

найти решение уравнения

utt =  а2их х f (х, t) для — о о < х < о о ,  * > 0 ,  

с начальными условиями

Эту задачу часто называют з а д а ч е й  К о ш и .
Если же мы изучаем явление вблизи одной границы и влия

ние граничного режима на второй границе не имеет существен
ного значения на протяжении интересующего нас промежутка 
времени, то мы приходим к постановке задачи на полуограни- 
ченной прямой 0 ■<!.*:< оо,  когда помимо уравнения даны допол
нительные условия:

Характер явления для моментов времени, достаточно уда
ленных от начального момента t —  0, вполне определяется 
граничными значениями, так как влияние начальных условий 
благодаря трению, присущему всякой реальной системе, с тече
нием времени ослабевает1). Задачи этого типа встречаются 
особенно часто в случаях, когда система возбуждается перио
дическим граничным режимом, действующим длительное время. 
Такие задачи «без начальных условий» (на установившийся ре
жим) формулируются следующим образом:

найти решение изучаемого уравнения для  0 ^  х  ^  I и t >  
>  —оо при граничных условиях

Аналогично ставится задача без начальных условий для полу- 
ограниченной прямой.

') Уравнение колебаний с учетом трения, пропорционального скорости, 
имеет вид

Подробнее о постановке задач без начальных условий при а  =  0 см. п. 7 §3.

при — оо < х <  оо. (61)

(63)

ип  =  а2ихх — аи( ( а > 0 ) .



В дальнейшем мы будем рассматривать помимо основных 
краевых задач также предельные задачи:

1. Задачи в бесконечной области, когда одна или обе гра
ницы находятся в бесконечности.

2. Задачи без начальных условий (на установившийся ре
жим), когда рассматривается решение, определенное в течение 
бесконечного промежутка времени.

8. Редукция общей задачи. При решении сложной задачи 
естественно стремиться свести ее решение к решению более 
простых задач. С этой целью представим решение общей крае
вой задачи в виде суммы решений ряда частных краевых задач.

Пусть Ui(x,t) (i —  1 ,2 , . . . ,  я) — функции, удовлетворяющие 
уравнениям

Очевидно, что имеет место суперпозиция решений, т. е. функ
ция

удовлетворяет аналогичному уравнению с правой частью

и дополнительным условиям, правые части которых суть функ
ции

Указанный принцип суперпозиции относится, очевидно, не 
только к данной задаче, но и к любому линейному уравнению

(64)

u i (0 , t) =  ц{ (/),

Ч, t ) =  (*);

Ui {х, 0) =  фг (х), (65)

(х, О) =  V  (х).

П
Ы<°> (*, t) —  2  Ui (X, t) (66)

П
Г ( х ,  (х, t) (67)

ft

п
ф(0) (х) =  2  Фг ( х ) , (68)

п



с линейными дополнительными условиями. Этим свойством мы 
в дальнейшем неоднократно будем пользоваться.

Решение общей краевой задачи

может быть представлено в виде суммы

и (X, t) =  и, (х, t) +  «2 (х, t) +  и3 (х, t) +  и4 {х, t), (70)

где и\, и2, «з, и4 — решения следующих частных краевых задач:

ин (х, 0) =  1|)(л;), и2< (лг, 0) =  0; u3t(x, 0) =  0; ии {х, 0) =  0.

Мы ограничимся здесь этой формальной редукцией для того, 
чтобы характеризовать частные краевые задачи, составляющие 
основные этапы при решении общей задачи. Аналогичная ре
дукция может быть произведена и для предельных случаев об
щей краевой задачи.

9. Постановка краевых задач для случая многих переменных. 
Мы подробно рассмотрели постановку краевых задач для слу
чая одной независимой геометрической переменной х  (и вре
мени i).  Если число геометрических переменных п >  1 (напри
мер, п —  3), то первая краевая задача ставится совершенно 
сходным образом:

требуется найти функцию и (М, t ) ~  и (х, у, z, t ) , определен
ную при t ^  0 внутри заданной области Т с границей  2 ,  удов
летворяющую при t >  0 внутри Т уравнению

utt — a2uxx +  f (x ,  t)
(0 < х < 1 ,  t >  0); 
и (0, t) == ц, (t), 
и (/, t) =  ц2 (<); 
и(х,  0) =  qp(x),' 
ut {x, 0) =  ip (лг)

(69)

( 0 < * < / ,  / > 0 ) ,

и, (0 , t) —  0, и2 (0, t) —  ц, (t), u3 (0, t) =  0 , u4 (0, t) =  0 ,
Ui (/, t) =  0; u2(l, t) =  0; u3(t, t) =  ii2 (t); и4 (/, /) =  0;

и, (x, 0) — ф(л:), и2 (х, 0) =  0, и3(х, 0) =  0 , и4(х, 0) =  0 , ]

(71)



граничному условию на 2

и |2 =  ц (Р, t) (Р(х, у, z ) s 2 , / >  0) (73)

( \ i (x ,y ,z , t )  есть функция, заданная на Е) и начальным усло
виям

и (М, 0) =  ф (М), )
щ  ( М ,  0) =  -ф (М) } - (М z )  е  Г)> (74)

Разложение общей краевой задачи на ряд более простых про
исходит аналогично предшествующему. Отметим, что возможна 
также постановка предельных краевых задач для неограничен
ной области, полупространства и т. д.

10. Теорема единственности. При решении краевых задач:
1) надо убедиться в том, что дополнительные условия до

статочны для выделения однозначного решения; это дости
гается доказательством теоремы е д и н с т в е н н о с т и ;

2) надо убедиться в том, что дополнительные условия не 
переопределяют задачу, т. е. среди них нет несовместных усло
вий; это достигается доказательством т е о р е м ы  с у щ е с т в о 
в а н и я ;  доказательство существования решения обычно тесно 
связано с методом нахождения решения.

В настоящем пункте нами будет доказана следующая т е о 
р е м а  е д и н с т в е н н о с т и :

Возможно существование только одной функции u (x , t ) ,  
определенной в области O^Cx^C l,  t ^ O  и удовлетворяющей 
уравнению

р <*) ! § ■  *= +  F  (* '  0  (Р м  > ° >  k  м >  °>’

0 < л : < / ,  ^>0 ,  (75)

начальным и граничным условиям

и (х, 0) =  ф (л:), щ {х, 0) =  ф (лг),

ы(0, 0 =  М0. «(/> 9 =  МО. J (76)
если выполнены условия :

1) функция u (x , t )  и производные, входящие в уравнение  
(75), а также производная uxt непрерывны на отрезке 0 ^ х ^

I при t ^  0 ;
2) коэффициенты р(х) и k(x)  непрерывны на отрезке 0 

sc; X £ g  I.
Допустим, что существует два решения рассматриваемой за

дачи:
«I (х, 0 . М * .  0 > 

и рассмотрим разность v(x, t) =  и у (х, t ) — и2(х, t).



Функция v (x , t ) ,  очевидно, удовлетворяет однородному урав
нению

а также условию 1) теоремы.
Докажем, что функция v (x , t )  тождественно равна нулю. 
Рассмотрим функцию

и покажем, что она не зависит от t. Физический смысл функ
ции E(t)  очевиден: это полная энергия струны в момент вре
мени t. Продифференцируем E(t)  по t, выполняя при этом 
дифференцирование под знаком интеграла *)

Интегрируя по частям первое слагаемое правой части, будем 
иметь:

Подстановка обращается в нуль в силу граничных условий (из 
v (0, /) =  0 следует V i(0 ,t )  =  0 и аналогично для * =  /). От
сюда следует, что

т. е. E (t)  =  const. Учитывая начальные условия, получаем:

*) Для дифференцирования под знаком интеграла достаточно, чтобы 
получаемое при этом подынтегральное выражение было непрерывно на 
отрезке О х ^  / при t ^  0. Это требование в нашем случае выполнено, 
так как функция v (х, /) удовлетворяет условию 1) теоремы, а р (х) и к{х)  — 
условию 2).

(77)

и однородным дополнительным условиям
v(x ,  0) =  0, и(0, 0  =  0» 

vt (х, 0) =  0; v (I, t) =  0,
(78)

(79)

о

(80)
о о

=  |  [pvtvtt — vt (k v x)x] dx  =  J  vt [po« — (kvx)x] dx  =  0,

i
E (t) =  const =  £ ( 0 ) = 4 j [ A  (vxf  +  p (vt? ] ^ 0 dx =  0, (81)

0



так как
о (х , 0) =  0, vt {х, 0) =  0.

Пользуясь формулой (81) и положительностью k и р, заклю
чаем, что

vx (х, t) =3 О, vt (х, о  S3 0, 

откуда и следует тождество
о (х, t) =  const =  С0. (82)

Пользуясь начальным условием, находим:

v(x,  0) — С0 —  0; 

тем самым доказано, что
о (х, t) =  0. (83)

Следовательно, если существуют две функции ux(x, t)  и u2(x, t ),  
удовлетворяющие всем условиям теоремы, то u \ ( x , t ) = u 2{x,t).

Для второй краевой задачи функция о — и\ — ы2 удовлетво
ряет граничным условиям

о,(0 , 0  =  0, vx ( l , t )  =  0, (84)
и подстановка в формуле (80) также обращается в нуль. Даль
нейшая часть доказательства теоремы естается без именений.

Для третьей краевой задачи доказательство требует неко
торого видоизменения. Рассматривая по-прежнему два решения 
Ы| и и2, получаем для их разности v(x , t )  — u l — u2 уравнение 
(77) и граничные условия

М О , 0  — К  о(0, 0  =  0 (А ,>  0), |
о ,  (/,*) +  h2v (/, 0  =  0 (h2 >  0). J (85)

Представим подстановку в (80) в виде

[kvxvt]l0 =  — [h2v2 (I, 0  +  M 2(0, ОЬ

Интегрируя -Щ- в пределах от нуля до t, получим: 
t  i

Е  (0 —  Е  (0) =  J  j* of [ро„ — (k v x)x] dx dt —
о о

-  4 {h2 [О2 (I, о -  »2 (/, 0)] + А, [о* (0, 0 ~  У2 (0, 0)]},
откуда в силу уравнения и начальных условий следует:



Так как в силу неотрицательности подинтегральной функции 
E ( t )  0 ,  то

E ( t ) ^  0 , (87)
а следовательно, и

v(x ,  0  =  0- (88)
Изложенный здесь метод доказательства теоремы единствен

ности, основанный на использовании выражения полной энер
гии, широко применяется при доказательстве теорем единствен
ности в различных областях математической физики, например, 
в теории электромагнитных полей, теории упругости и гидро
динамике.

Доказательство единственности других краевых задач (за
дачи Коши и задачи без начальных условий) будет дано 
в дальнейшем в соответствующем месте.

З а д а ч и

1. Доказать, что уравнение малых крутильных .колебаний стержня имеет
вид

в и  =  а.Щхх, а =  ~\/~Щ .

где 0  есть угол поворота сечения стержня с абсциссой х, G — модуль сдвига, 
/  — полярный момент инерции поперечного сечения, a k — момент инерции 
единицы длины стержня. Дать физическую интерпретацию граничных усло
вий 1-го, 2-го и 3-го рода для этого уравнения.

2. Абсолютно гибкая однородная нить закреплена на одном из концов 
и под действием своего веса находится в вертикальном положении равнове
сия. Вывести уравнение малых колебаний нити.

где u(x,t) —смещение точки, I — длина нити, g — ускорение силы тяжести.
3. Тяжелая однородная нить длины I, прикрепленная верхним концом 

(лг =  0) к вертикальной оси, вращается вокруг этой оси с постоянной угло
вой скоростью со. Вывести уравнение малых колебаний нити около своего 
вертикального положения равновесия.

0гвег: S F  =  °2 [(/ -  х) й  +  где я*в  *■
4. Вывести уравнение поперечных колебаний струны в среде, сопротив

ление которой пропорционально первой степени скорости.

Ответ: =  a2v хх — h.2v(, а2 =

5. Вывести граничные условия для уравнения продольных колебаний 
упругого стержня (пружины) в случае, когда верхний конец стержня за 
креплен жестко, а к нижнему прикреплен груз Р, если:

а) за положение равновесия принимается напряженное состояние стерж
ня под действием неподвижного груза Р,  подвешенного к нижнему концу 
(статическое растяжение);



б) за положение равновесия принимается ненапряженное состояни! 
стержня (например, в начальный момент из-под груза убирается подставка 
и груз начинает растягивать стержень).

6. Написать уравнение и условия, определяющие процесс крутильны: 
колебаний стержня, к обоим концам которого прикреплены шкивы.

Ответ: При х =  0, х =  I должны выполняться граничные условия вид;

в и (0, 0 =  сф* (0, 0 . ©« (/. 0 =  -  <*1®х (/, 0 -
7. В некоторой точке х =  ха струны (0 ^  х ^  /) подвешен груз массы М 

Вывести условия сопряжения в точке х — х0.
8. К концу х — I упругого стержня, упруго закрепленного в точке * = 0  

подвешен груз массы М. Написать уравнение и условия, определяющие про 
дольные колебания стержня, предполагая, что на него, кроме того, действует 
внешняя сила. Рассмотреть два случая:

а) сила распределена по стержню с плотностью F(x, t) ;
б) сила сосредоточена в точке х =  х0 и равна F0(t).
9. Рассмотреть процесс малых колебаний идеального газа в цилиндриче 

ской трубке. Вывести сначала основные уравнения гидродинамики, а затем 
предполагая процесс адиабатическим, вывести дифференциальное уравненш 
для: 1) плотности р, 2) давления р, 3) потенциала U скорости частиц газа 
4) скорости v, 5) смещения и частиц. Привести примеры реализации гранич 
ных условий 1-го, 2-го и 3-го типов для этих уравнений.

10. Установить соотношения подобия между процессами механических 
акустических и электрических колебаний (см. приложение VI к гл. II).

11. Привести примеры граничных условий 1-го, 2-го и 3-го рода для те 
леграфных уравнений.

12. Рассмотреть задачу о продольных колебаниях неоднородного стержш 
(k — kt при х  <  х0, k =  k2 при х >  *о) и вывести условия сопряжения i 
точке стыка неоднородных частей стержня (при х =  Хо).

13. Дать физическую интерпретацию граничного условия

еш^О, 0 +  Р«,(0. 0 = 0 .

14. Привести пример механической модели, для которой реализовалось бь 
уравнение

ип =  а2“хх +  Ч  +  си-

§ 2. Метод распространяющихся волн

1. Формула Даламбера. Изучение методов построения реше 
ний краевых задач для уравнений гиперболического типа мь 
начинаем с задачи с начальными условиями для неограничен 
ной струны:

ut} — а2ихх =  0, (1

и (х, 0) =  ф (х), 1 
ut {x, 0) =  ^(л:). j

Преобразуем это уравнение к каноническому виду, содержа 
щему смешанную производную (см. гл. I). Уравнение характе 
ристик

dx2 — a*dt2 =  О



распадается на два уравнения:

dx — a dt —  0, dx  +  a dt —  О,

интегралами которых являются прямые

х — at =  Ci, х +  at =  C2.

Вводя, как обычно, новые переменные

|  =  х +  at, ц =  х — at,

уравнение колебаний струны преобразуем к виду:

«6Л =  0. (3)

Найдем общий интеграл последнего уравнения. Очевидно, для 
всякого решения уравнения (3)

ич (£, л)==Г(л).

где /*(л) — некоторая функция только переменного т). Интегри
руя это равенство по т] при фиксированном | ,  получим:

U (I, Ti) =  J г  Сп) *1 + и О\) =  и (Б) + h (л), (4)
где fi и f2 являются функциями только переменных |  и т). Об
ратно, каковы бы ни были дважды дифференцируемые функции 
п  и /г, функция ы(£, т]), определяемая формулой (4), представ
ляет собой решение уравнения (3). Так как всякое решение 
уравнения (3) может быть представлено в виде (4) при соот
ветствующем выборе f  1 и f2, то формула (4) является общим 
интегралом этого уравнения. Следовательно, функция

и (х, t) =  f, (х +  at) +  f2 (х — at) (5)

является общим интегралом уравнения ( 1).
Допустим, что решение рассматриваемой задачи существует; 

тогда оно дается формулой (5 ) .  Определим функции / 1 и f2 та
ким образом, чтобы удовлетворялись начальные условия:

и (х, 0) =  f, (х) - f  f2 (х) =  ф (х), (6)

Щ (х, 0) =  af[ (х) — а / '  (х) =  г|) (х). (7)

Интегрируя второе равенство, получим:
х

h  (*) — /г (*) =  ~  J  Ф («) da +  С,
X,



где Хо и С — постоянные. Из равенств
fi (*) +  /2 (х) =  ф (*),

X

fi (х) — f2 (*) =  - j  J (a) da +  C
X i

находим:
х ■)

fi М = = у ф  (х ) +  4а J  ^ ( a ) da +  T *

(8)

Таким образом, мы определили функции /1 н ^  через за 
данные функции ф и г|), причем равенства (8) должны иметь 
место для любого значения аргумента1). Подставляя в (5) 
найденные значения f  1 и fi, получим:

{ x + a t x —a t  «

{  ♦ ( „ ) * » -  j  < , (« > * ■

X t  * 0  >
ИЛИ

x+ a t

( ) _ Л (£± т ^ ) + i  j  , (a)rfa. (9)
x —at

Формулу (9), называемую формулой Даламбера, мы полу
чили, предполагая существование решения поставленной зада
чи. Эта формула доказывает единственность решения. В самом 
деле, если бы существовало второе решение задачи (1) — (2), то 
оно представлялось бы формулой (9) и совпадало бы с пер
вым решением.

Нетрудно проверить, что формула (9) удовлетворяет (в пред
положении двукратной дифференцируемости функции ф и одно
кратной дифференцируемое™ функции г|)) уравнению и началь
ным условиям. Таким образом, изложенный метод доказывает 
как единственность, так и существование решения поставлен
ной задачи.

2. Физическая интерпретация. Функция u (x , t ) ,  определяемая 
формулой (9), представляет процесс распространения началь-

■) В формуле (5) функции f\ и /2 определены неоднозначно. Если от /1 
отнять, а к /2 прибавить некоторую постоянную Сь то и не изменится. 
В формуле (8) постоянная С не определяется через ф и i|\ однако мы можем 
ее отбросить, не меняя значения и, При сложении /1 и /2 слагаемые С/2 и 
— С/2 взаимно уничтожаются.



ного отклонения и начальной скорости. ЕсЛи фиксировать t =  
=  t0, то функция u( x , t 0) дает профиль струны в момент to', 
фиксируя х =  х0, получим функцию u(x0, t ) ,  дающую процесс 
движения точки Хо (рис. 4). Предположим, что наблюдатель, 
находившийся в точке 
х  — 0 в момент t =  О, 
движется со скоростью а 
в положительном направ
лении. Введем систему ко
ординат, связанную с на
блюдателем, полагая х ' —
=  х  — at, t' — t. В этой 
подвижной системе коор
динат функция u ( x , t ) —
=  f ( x  — at) будет опре
деляться формулой и =
=  f (x ' )  и наблюдатель 
все время будет видеть 
тот же профиль, что и в 
начальный момент. Сле
довательно, функция 
u ( x , t ) = f ( x — at) пред
ставляет неизменный про
филь f (x) ,  перемещаю- рис- 4, 
щийся вправо (в положи
тельном направлении
оси х) со скоростью а (распространяющуюся или бегущую 
волну). Функция /(*  +  at) представляет, очевидно, волну, рас
пространяющуюся налево (в отрицательном направлении оси л:) 
со скоростью а. Таким образом, общее решение (9) задачи 
Коши для бесконечной струны есть суперпозиция двух волн 
f i ( x a t ) f z i x  — at),  одна из которых распространяется на
право со скоростью а, а вторая — налево с той же скоростью. 
При этом

ft (х +  at) =  у  ф (х - f  at) - f 'F ( x  +  at), f2 (x  — at) =

=  - j  ф (лг — at) — x¥ (x — at),
где

W M  =  i  J  ^ da- 
*0

Д л я  выяснения характера решения (9) удобно пользоваться 
плоскостью состояний (х, t) или «фазовой плоскостью». Прямые 
х — at  =  const и х а / =  const являются характеристиками 
уравнения (1). Функция u =  f ( x  — at) вдоль характеристики



х  — at —  const сохраняет постоянное значение, функция и — 
=  f (x - \ -a t )  постоянна вдоль характеристики х  Ц- at  — const.

Предположим, что f (x )  отлична от нуля только в интервале 
{Х[,Хг) и равна нулю вне этого интервала. Проведем характе
ристики x — at —  x\ и x  — at — x2 через точки (*i,0) и (х2, 0); 
они разбивают полуплоскость (х, / >  0) на три области /, II  
и I II  (рис. 5,а).  Функция u ~ f ( x  — ai) отлична от нуля только 
в области II, где x t <  х  — at  <  х2 и характеристики х  — at  =  
=  Х\ и x  — at —  x2 представляют передний и задний фронты 
распространяющейся направо волны.

Рис. 5.

Рассмотрим теперь некоторую фиксированную точку (х0, 10) 
и проведем из нее обе характеристики х  — at =  x0 — at0 и х -j-, 
+  at — х0 -{- at0, которые пересекут ось х  в точках —
—  at  о, t =  0 и х2 =  х 0 at0, t —  0. Значение функции и  —  
=  /i(x  — t ) - j - f2( x a t )  в точке (x0, t 0) равно u(x0, t0) =  fi  (*i)+; 
+  /2(*2), т. e. определяется значениями функций f\{x) и f2(x) 
в  точках (хь 0) и (х2, 0), являющихся вершинами треугольника 
M P Q  (рис. 5,6) ,  образованного двумя характеристиками и 
осью х. Этот треугольник называется характеристическим тре
угольником точки (х0, to). Из формулы (9) видно, что отклоне
ние u(x0, t 0) точки струны в момент t0 зависит только от зна
чений начального отклонения в вершинах Р(х0 — a t 0, 0) и 
Q{Xo-\-at0, 0) характеристического треугольника MPQ и от зна
чений начальной скорости на стороне PQ. Это становится осо
бенно ясным, если формулу (9) записать в виде

+  J* * ( « ) * » .  ( 1 0 )

PQ

Начальные данные, заданные вне PQ,  не оказывают влия
ния на значения u (x , t )  в точке М ( х 0, t0). Если начальные усло
вия заданы не на всей бесконечной прямой, а на отрезке PiQi,



то они однозначно определяют решение внутри характеристиче
ского треугольника, основанием которого является отрезок P\Q\.

3. Примеры. Решение (9) можно представить в виде суммы 
и =  щ (х, 0  - f  ы2 (х, t ) , где

«1 (х, f) =  у  (Ф (* — at) +
+  ф(х +  а/)], (И)

и2 (х, t) =
=  W (х +  at) -  Ч' (х -  at) =

x + a t

=  2~- J  У (a.) da. (12)
x —at

Если начальная скорость 
равна нулю (г|з(х) = 0), то 
отклонение u =  u i(x , t )  есть 
сумма левой и правой бегу
щих волн, причем началь
ная форма каждой волны 
определяется функцией
0,5ф(х), равной половине 
начального отклонения. Ес
ли же ф ( х ) = 0, то и —
=  uz(x,t)  представляет воз
мущение струны, создавае
мое начальной скоростью.

П р и м е р  1. Рассмотрим 
распространение начального 
отклонения, заданного в 
виде равнобедренного треу
гольника. Такой начальный \  
профиль можно получить, 
если оттянуть струну в се-1, 
редине отрезка [xi, х2]. На 
рис. 6 даны последователь- [ 
ные положения струны через 
промежутки времени At  =
=  (х2 — Xi)/8  а.

Наглядное представление о характере процесса распростра
нения можно получить с помощью фазовой плоскости (х, t ) .  
Проведем характеристики через точки P (x i ,0 )  и <2(хг, 0); они 
разобьют полуплоскость (— оо •< х <С оо, / ^  0) на шесть об
ластей (рис. 7). Отклонение щ(х,  t) в любой точке (х, t) дается 
формулой (11). Поэтому в областях /, / / / ,  V отклонение равно 
нулю, так как характеристический треугольник любой точки

*■‘..7 - Г * *
Рис. 6.

Рис. 7.



из этих областей не имеет общих точек с отрезком [xl tx2], на 
котором заданы начальные условия. В области II решением 
является «правая волна» u =  0,5<p(jt— at),  в области I V  — «ле
вая волна» и =  0 , Ь у { х at ) , а в области VI  решение есть 
сумма «левой» и «правой» волн.

П р и м е р  2. Пусть начальное отклонение <р(х) =  0, а на
чальная скорость отлична от нуля только на отрезке [х\,х^\, 
где она принимает постоянное значение г|э0: г|з(*) =  фо ПРИ ^  
sg; х  ^  х2, ty(x) =  0 при х  >  х 2 и х <  Х\. В этом случае реше
нием является функция u2(x, t) .  Вычислим функцию Ч ^ х ) ,  вы
брав при этом х 0 =  0 (рис. 8):

Решение u2(x, t )  есть разность правой и левой волн с профилем 
М/ (х). Последовательные положения этих волн через проме
жутки времени Дt =  (x2 — х^)/8а изображены на рис. 9. Про
филь струны для t ^  4Д£ имеет форму трапеции, расширяю
щейся равномерно с течением времени. Если ф(х) отлично от 
постоянной на [xi,x2], то изменится лишь профиль Ч^дс).

Для выяснения характера решения воспользуемся фазовой 
плоскостью (х, t) (рис. 7). Напишем выражения для u(x , t )  
в различных областях фазовой плоскости.

В области I (x — a t > x 2) Ч'Ч* +  at) =  Ч ^я  — at) =  const, 
u(x, t)  =  0.

В области V ( x - \ - a t < ix { )  Ч'(х — at) =  Ч/'(х -f- at) —  О, 
и(х,  t) =  0 .

В области I I I  (х — at <  х и х  +  at >  х2)

о

X 0 при x < x h
(лг — лг^фо/2а при а : ,< а : ^ д : 2, (13) 
(х2— ;c,)T|>0/2a при х > х 2.

Ч' (* +  at) =  const =  X\ a Xl Фо,

4 f (x — at) =  0, и (x, t) =  *2 2~x' ф0.

В области I I  {Xi < jc  — a t < x 2, x - \ - a t > x 2)

ЧЧ* +  аО =  - ^ = ^ г |> 0,

Ч> (x — at) =  - — aJa x1 ф0) и (x, t) =Фо. « (x, t) =

В области IV  (x, <  x  +  at <  x 2, x — a t <  x x)

У  (x - f  at) =  X> Фо, 4f (x — at) =  0, u(x,  t ) = * ^ a*~  ф0.



В области VI (х — a t >  х и x  +  a t < x 2)
x + at — Х\У  (х -f- at) ■■ 2 а Фо.

цг(х -  at) =  * at2a *' ^о, и (х , t) =  % .

П р и м е р  3. Рассмотрим задачу о колебаниях струны под 
действием сосредоточенного импульса. Сообщая в начальный 
момент точкам струны (х, х  +
—f- Длг) постоянную скорость -фо 
(например, ударяя струну мо
лоточком), мы прикладываем к 
этому участку импульс /, рав
ный изменению количества 
движения при t =  0, так что 
/  =  рАлгфо, где р — линейная 
плотность струны. Таким обра
зом, мы должны решить зад а
чу о колебаниях струны с ну
левым начальным отклонени
ем и начальной скоростью 
■ф =  /  о/р =  ф0 на интервале 
(х, х  -f- Ах) , гр =  0 вне этого 
интервала; здесь Io — 1/Ах  — 
плотность импульса. Анализ 
решения этой задачи был дан 
выше при решении примера 2.

Рис. 8. Рис. 9.

Отклонение, вызываемое импульсом, распределенным на интер
вале (х ,х  -ЬДх), представляет собой при t >  Ах/2а трапецию 
с нижним основанием 2a t Ах  и верхним 2at  — Ах. Совершая 
предельный переход при А х —»-0 / 0 == const, видим, что откло
нения будут равны нулю вне (х — a t ,x - { -a t)  и / /2ар внутри 
этого интервала. Можно условно говорить, что эти отклонения 
вызываются точечным импульсом I.



Рассмотрим фазовую плоскость (х , t) и проведем через 
точку (х0, tо) обе характеристики:

х  — at =  x 0 — at0, х  +  at =  х 0 +  at0
(рис. 10). Они определяют два угла oci и а2, называемые верх-' 
ним и, соответственно, нижним характеристическими углами для 
точки (х0, t0).

Действие точечного импульса в точке (лг0, t0) вызывает от
клонение, равное внутри верхнего характеристического

угла и нулю вне его.
4. Неоднородное уравнение.

Рассмотрим задачу Коши для 
неоднородного уравнения коле
баний

1
И и =  ихх +  f  {х, t),

(14)
—  оо < х  <  оо , / > 0 ,

-1 и (х , 0) =  ф(х),
ut (x, 0) =  ф (д:),
—  оо  < j c <  о о .

Пусть w f (л:, t ; т) — решение вспомогательной задачи Коши

j , r ( W f ) ft =  (w f)xx , — o o < x < o o ,  t >  т (15)

dw f
Wf (x, т; t) =  0, -JJ- (x, r; t) =  t (x ,  x), t =  x, — oo <  x  <  oo. (16) 

■Формула Д алам бера  (9) дает
x+ a (<—T)

wf (x, t; x) =  w f (x, t — r;x)  =  - ^  J  f ( l ,  x)d£
x—a (t—x)

Перепишем формулу Даламбера (9) в виде

(17)

dw(/Шф
ч{х ,  t) =  -Q j - (x ,  t; 0) +  ai*(x, t ; 0), (18)

где
x + a t x + a t

w^ix,  t) 0) =  -^- J  iKi)d!-, wv (x, t; 0) =  J  ?(|)dg
x —at x —at

являются решениями задачи (15), (16) при т =  0 и /  =  i)j(*)( 
/  ==ф(х) соответственно, так как непосредственное дифферен-



дирование показывает, что
x + a t

^ Ч * . < ; 0 ) = 4 4  }  ф ( | ) «  =  ^ 0 + 1 < £ = £ !) .
x - a t

Докажем, что справедлива следующая лемма:
Решение неоднородного уравнения (14) с нулевыми на* 

чальными данными ut (x ,0) = 0, и(х,0 )  =  0 имеет вид
t

и(х, t ) =  а? |  (дг, t\ т) dx. (19)
о

Дифференцируя функцию (19) и учитывая условия (16) для 
W](x, t\ т), находим:

Г dw* С d w t
щ  (лг, /) == a2w { (х, t; t) +  a2 J - j f  (.х, /; т) dx =  a2 J (лг, /; т) dxy

о о
(20)

t
d w t  Г d JWt

и« (*> 0  =  0,2 - o f  (*> t\ t) +  a2 J -gjJ-  (лг, /; т) dx  =
О

t

—  a2 J  (лг, t\ т) dx  +  а2!  (лг, t),  
о

t  t

о о
Отсюда видно, что функция (19) удовлетворяет уравнению (14). 
Из формул (19) и (20) сразу следует:

Решение задачи (14), в силу (18) и (19), можно предста
вить в виде

/
и (лг, t) =  ^ - ( x , /; 0) +  ву,|,(лг, t; 0) +  а2 J  w f (x, t; x )d x .  (21)

о
Пользуясь выражением (17) для Wf, получим:

x + a t

u ( , i<) =  J j £ ± « 0 + t i £ = L 2 0 + -L. J  ^ 0 * 1  +
x - a t

t  я + а ( / - т )

+  1 J  f  f i t ,  x ) d \ d x .  (22)
0 x - a  ( < - t )



Прямая подстановка (22) в (14) показывает, что функция 
(22) в самом деле является решением задачи (14), если суще
ствуют производные q>"(x), i |/(*) и df/dx.

Из формулы (17) следует, что функция wf удовлетворяет 
уравнению при t —  т, если f  дифференцируема по х, т. е. пред
ставление (21) возможно при тех же условиях, при которых 
решение задачи Коши существует.

Формула (21) показывает, что решение общей задачи (14) 
может быть сразу написано, если имеется решение вспомога
тельной задачи (15) — (16). Аналогичная формула имеет место 
и для решения задачи Коши в неограниченном пространстве 
(см. гл. V).

5. Устойчивость решений. Решение уравнения (1) однозначно 
определено начальными условиями (2). Докажем, что это ре
шение меняется непрерывно при непрерывном изменении на
чальных условий.

Каков бы ни был промежуток времени [0, /о] и какова бы 
ни была степень точности е, найдется такое б(е, ^о), что всякие 
два решения уравнения  ( 1) ux(x, t)  и u2(x, t )  в течение проме
жутка времени t0 будут различаться между собой меньше чем 
на е:

| ы, (х, t) — u2(x , t )  | < е (0 <  t <  /0), 

если только начальные .значения
щ (х, 0) =  ф, (х), | «2 (х, 0) =  ф2 (*),

(х, 0) =  г|э, (*) И [ {х, 0) =  ф2 (*)

отличаются друг от друга меньше чем на б:
I ф| (х) — Ф2 (*) К б ;  | ф, (*) — г|э2(х) | < б.

Доказательство этой теоремы чрезвычайно просто. Функции 
U\ { x, t )  и u2( x , t )  связаны со своими начальными значениями 
формулой (9) так что
| и, (х, t) -  и2 (х, t) | <  -1ф1 (* +  «0 -Ф»(* +  в<)1 +

x + a t

+  +  ^  |  Ц ,, ( „ ) _ * ( < ■ >  I
x —at

откуда получаем:
\ щ( х ,  t) — и2 (х, f ) | < | .  +  A + J L a . 2a f < 6 (l +to) .

что и доказывает наше утверждение, если положить



Всякий физически определенный процесс, развивающийся 
во времени, должен характеризоваться функциями, непрерывно 
зависящими от начальных данных. Если бы не было этой не
прерывной зависимости, то два существенно различных про
цесса могли бы соответствовать практически одинаковым си
стемам начальных условий (различие которых лежит в преде
лах точности измерений). Процессы такого типа нельзя считать 
определенными (физически) такими начальными условиями. 
Из предыдущей теоремы следует, что процесс колебаний струны 
не только математически, но и физически определен началь
ными условиями.

Если решение математической задачи непрерывно зависит 
от дополнительных условий (от начальных, граничных данных 
и от правой части уравнений — от исходных данных задачи), 
то говорят, что задача устойчива.

В связи с изучением физически детерминированных явлений 
вводится понятие корректности. Говорят, что математическая 
задача поставлена корректно, если 1) решение задачи суще
ствует, 2) задача имеет единственное решение, 3) решение за 
дачи непрерывно зависит от исходных данных (устойчиво).

Отметим, что некорректно поставленные задачи часто встре
чаются в приложениях и к их числу относятся многие хорошо 
известные математические задачи.

Приведем пример некорректно поставленной задачи, реше
ние которой неустойчиво.

Функция и(х, у) ,  являющаяся решением уравнения Лапласа 
ихх +  uvy =  0, однозначно определяется своими начальными 
условиями1) и(х,  0) =  ф(дс), иу {х, 0) =  г|з(х). Рассмотрим функ
ции и('Цх,у) =  0 и ui2)(x, y) —  j -sinXx • chXy,  удовлетворяю
щие уравнению Лапласа. Функция и ^ ( х , у )  зависит от X, как 
от параметра. Начальные значения

и(1)(х, 0) =  0, и(2)(х, 0) =  <p(x) =  ysinAje,

uj}> (х, 0) =  0, u f  (х, 0) =  г|з (х) =  0

различаются сколь угодно мало при достаточно больших X. 
Однако при этом решение и№(х,у)  может стать сколь угодно 
большим, каково бы ни было фиксированное значение у. Сле
довательно, задача с начальными условиями для уравнения 
Лапласа является некорректно поставленной.

') Эти условия математически однозначно определяют решение уравне
ния Лапласа. В самом деле, задание иу (х, 0) эквивалентно ох (х, 0), где 
v ( x , y ) — функция гармонически сопряженная для и(х , у ) .  Этим с точностью 
до постоянной однозначно определяется аналитическая функция, действитель
ной частью которой является функция и(х ,у )  (см. гл. IV, § 1, п. 5 ).



Естественно возникает вопрос о том, могут ли некорректно поставле! 
ные задачи вообще соответствовать каким-либо задачам, представляющи 
интерес для физики? А также, какую научную ценность может представлят 
приближенное решение некорректно поставленных задач, поскольку малы 
ошибкам в условиях задач могут соответствовать большие ошибки решения

Подобные сомнения возникают в связи с тем, что в сказанном выи: 
подразумевается, что в качестве приближенного решения задачи берете 
точное решение задачи, соответствующее приближенным условиям.

Приведем пример некорректно поставленной задачи, имеющей важне 
практическое значение.

Рассмотрим задачу о нахождении производной г ( х ) — ~ ^ п о  равноме[

ным приближенным значениям для f(x).  Пусть мера точности при задани 
Н*)  и определении z  (х) определена как

шах \J  (х) — f (х) \ и max | z  (х) — г  (*) |.

Очевидно, что эта задача с точки зрения приведенной выше терминологи 
неустойчива (поставлена некорректно). В самом деле, если J (*) =  f(x)  4 
+  б cos ых, то m a x |f (x )— f(x)  | е при малом б. Однако если мы в каче 
стве приближенного значения г (х) выбрали бы точную производную дл: 
функции f(x) ,  то __ .

S' (х) =  J' (х) — бсо sin сод: и шах 1г (х) — z  (х) | =  бсо;

бш при фиксированном б и большом to может быть как угодно большиь 
числом. Однако хорошо известно, что в качестве приближенного значенш

f ( x  +  h ) - f ( x )производном берется разностное отношение — 1 ^ к о т о р о е  пред

ставляет искомую производную с как угодно малой погрешностью, есл! 
только А и 6/А достаточно малы. Понятно при этом, что для получения хоро 
шего приближения для dfldx по приближенному значению для f  (х) погреш 
ность б должна быть достаточно мала.

Итак, в рассматриваемом примере, несмотря на неустойчивость задачи 
можно указать метод получения сколь угодно точных приближений дл* 
искомого решения по достаточно точным приближенным условиям задачи.

Подобное положение типично для многих некорректно поставленньи 
задач ').

Некорректно поставленные задачи часто встречаются в физике при изу
чении объектов, недоступных непосредственному исследованию (измерению) 
В этих случаях приходится делать заключения о характеристиках «2» таких 
объектов по их косвенным (физически детерминированным) проявлениям «и», 
доступным для экспериментальных измерений и связанным с «г» функцио
нальной зависимостью вида А г =  и. В результате мы приходим к задаче 
обработки наблюдений, которая является обратной задачей и состоит в опре
делении характеристик «2» объектов по данным «и» эксперимента. Многие из

’) М. М. Л а в р е н т ь е в ,  О некорректных задачах математической фи
зики, Изд. Сиб. отдел. АН СССР, Новосибирск, 1962; А. Н. Т и х о н о в ,  
Решение некорректно поставленных задач и метод регуляризации, ДАН 
СССР 151, № 3, 501—504 (1963); «О регуляризации некорректно поставлен
ных задач», ДАН  СССР 153, № 1, 45—52 (1963);- «О нелинейных уравнениях 
первого рода», ДАН СССР 161, № 5, 1023— 1027 (1965).



этих задач являются некорректно поставленными. В частности, приведенная 
выше задача Коши для уравнения Лапласа имеет непосредственное отнош е
ние к обратной задаче гравиметрии (об определении формы тела по со зд а 
ваемой им аномалии силы тяжести). Приведенный выше пример о вычис
лении производной по приближенным значениям функции типичен для многих 
экспериментов, где измерения проводятся по принципу накопления.

Отметим теперь следующее обстоятельство. Очевидно, что 
функция u(x, t ) ,  определяемая формулой (9), может быть ре
шением уравнения ( 1) только в том случае, если функция 
дифференцируема, а функция <р(х) дифференцируема дважды. 
Из сказанного ясно, что функции, изображенные на рис. 11 и 
12 , не могут являться решением уравнения ( 1), так как они не 
всюду дважды дифференцируемы. Более того, можно утверж
дать, что решения уравнения колебаний, удовлетворяющего

х,
. X  i

Рис. 11. Рис. 12.

условиям (2 ), не существует, если функции <р(х) и г|э(х) не 
имеют нужных производных. Действительно, повторяя рассуж
дения, приведшие нас к формуле (9), мы можем утверждать, 
что если существует решение уравнения колебаний, то оно 
должно представляться формулой (9). Если же функции ср, гр 
не дифференцируемы достаточное число раз, то формула (9) 
определяет функцию, не удовлетворяющую уравнению ( 1 ), т. е. 
не существует решения этой задачи.

Однако если немного изменить начальные условия, заменив 
их дифференцируемыми функциями ср(х) и г|)(х), то этим на
чальным функциям уже будет соответствовать решение уравне
ния (1). Кроме того, заметим, что при доказательстве теоремы 
настоящего пункта мы фактически доказали, что функции, 
определяемые формулой (9), непрерывно зависят от начальных 
функций ф и г]? (независимо от того, дифференцируемы эти 
функции или нет). Таким образом, если некоторым функциям ф,

не соответствует решение уравнения колебаний, удовлетво
ряющее условиям (2), то функция, определяемая формулой (9), 
является пределом решений уравнения колебаний с немного 
сглаженными начальными условиями.

Полученные таким предельным переходом функции назы
ваются обобщенными решениями. Понятие обобщенных



решений играет большую роль в физике и было введено
С. J1. Соболевым1).

6. Полуограниченная прямая и метод продолжений. Рассмот
рим задачу о распространении волн на полуограниченной пря
мой х ^  0. Эта задача имеет особенно важное значение при 
изучении процессов отражения волн от конца и ставится сле
дующим образом:

найти решение уравнения колебаний

a2uxx —  u tt ПР И 0 < * < 00, t >  О,

удовлетворяющее граничному условию
и (0, t) =  n(t )  (или их (0, t) =  v( t ))  ( / >  0)

и начальным условиям
и (х, 0) =  ф (лг), \

ut (x, 0) =  ф(л:) ) ^ х < о о ) .

Рассмотрим сначала случай однородного граничного условия 
и (0, 0  =  0 (или их (0, /) =  0),

т. е. задачу о распространении начального возмущения на стру
не с закрепленным концом х — 0 (или свободным концом).

Отметим следующие две леммы о свойствах решений урав
нений колебаний, определенных на бесконечной прямой.

1. Если начальные данные в задаче о распространении ко
лебаний на неограниченной прямой (задача ( 1 ) — (2)) являются 
нечетными функциями относительно некоторой точки х 0, то со
ответствующее решение в этой точке х0 равно нулю.

2. Если начальные данные в задаче о распространении ко
лебаний на неограниченной прямой (задача ( 1 ) — (2 )) явля
ются четными функциями относительно некоторой точки х0, то 
производная по х соответствующего решения в этой точке равна  
нулю.

Докажем лемму 1. Примем х0 за начало координат, х0 =  0. 
В этом случае условия нечетности начальных данных запишутся 
в виде

Ф (х) =  —  ф (—  *); ф (х) =  —  ф (—  х).
Функция u( x , t ) ,  определяемая формулой (9), при х =  0 и 
t >  0 равна

„(О, < ) д ф (-> +  .(-< ■ »  _!__!. | ф (аМо =  0> 
______________________  — at

') См. подробнее С. J1. С о б о л е в ,  Уравнения математической физики, 
Гостехиздат, 1954, а также И. Г. П е т р о в с к и й ,  Лекции об уравнениях 
с частными производными, Физматгиз, 1961.



так как первое слагаемое равно нулю в силу нечетности <р(я), 
а второе равно нулю, поскольку интеграл от нечетной функции 
в пределах, симметричных относительно начала координат, 
всегда равен нулю.

Аналогично доказывается лемма 2. Условия четности на
чальных данных имеют вид

Ф (х) =  ф (— х)\ г|з (х) =  г|> (— х).
Заметим, что производная четной функции является функцией 
нечетной

ф' ( х )  =  — ф ' ( _  х) .

Из формулы (9) следует:

(0. 0 =  ф {ai) + 2Ф (~ at) +  g j  (at) — г|з(— at)} =  0, * > 0,

так как первое слагаемое равно нулю в силу нечетности ф'(*)> 
а второе — в силу четности ip(x) ') .

Приведенное выше доказательство фактически опирается на 
формулу Даламбера и не связано с двукратной дифференци- 
руемостью функции u(x, t ) .  Тем самым доказано, что лемма 1 
верна для любых функций, представимых формулой Д ал ам 
бера, а лемма 2 — для функций того же вида с дифференцируе
мой функцией *!>(■*), т- е- Для обобщенных решений задачи 
( 1) — (2 ).

При помощи этих двух лемм можно решить следующие за 
дачи :

требуется найти решение уравнения  ( 1 ), удовлетворяющее 
начальным условиям

и(х,  0) =  ф(*), )
/ n\ I / \ I 0 <  х  <  00 > V2 'щ (х, 0) =  ф (*) J 

и граничному условию
м(0, 0 =  0, t  >  0

(первая краевая задача).
Рассмотрим функции Ф(х) и Ч'(дс), являющиеся нечетным 

продолжением ф(лг) и чр (лг), входящих в условие (2 ') :
__Г Ф(*) для д с> 0 ,

1 — ф (— х) для х  <  0,

4 , w = = j  для * > 0 ’
■ф(— л:) для х  <  0.

*) Эти две леммы являются следствием того, что если начальные усло> 
вия четны (или нечетны), то и при t > 0  функция u ( x , t ) ,  определяемая фор^ 
мулой Даламбера, обладает тем ж е свойством (предоставляем читателю д о ’ 
казать это). Геометрически очевидно, что нечетная непрерывная функция и 
производная четной дифференцируемой функции равны нулю при х  =  0.

3 А. Н. Т и х о н о в , А, А, Самарский



Функция
x+ at

U (X, t ) ■- Ф ( х  +  at)  +  Ф (х  —ф(* - а 0  + _ L  J ЦГ{а)с1а
x —at

определена для всех х и / >■ 0. В силу леммы 1
ы(0, 0 =  0.

Кроме того, эта функция удовлетворяет при t =  0 и х  
дующим начальным условиям:

0 сле-

и (х, 0) =  Ф (х) =  ф (л:), 1 
и( (х,  0) =  W (д:) =  -ф (л:), J * >  °'

Таким образом, рассматривая полученную функцию u(x, t )  
только для х >■ 0, t ^  0, мы получим функцию, удовлетворяю
щую всем условиям поставленной задачи.

Возвращаясь к прежним функциям, можно написать:
Ф  (дг +  at) +  ф (х  — at) ,

2 +  
x+ at

+  -ĵ T J У (a) da  для / <  - j , x >  0
x —at

Ф ( x  +  a t )  — ф (at — x)u(x,  t) —
+

x+ at

+ 2a J 'Ф(а)da  для t  >  • x >  0 .
a t—x

(23)

В области t  <  xja влияние граничных условий не сказывается, 
и выражение для u( x, t )  совпадает с решением (9) для беско
нечной прямой.

Аналогично, если при х =  0 мы имеем свободный конец ,
и* (0, t) =  0,

то, беря четное продолжение функций ф(х) и г|)(х)
|  ф(х) для х >  0,
I Ф (— х) для х <  0;

•ф (х) для х >  0, 
ф (— х) для х <  0, 

получим решение уравнения колебаний
x+ at

14 * )  =



ИЛИ

u(x,  t) =

x+at
<р ( s  +  at) +  ф (х  —  at)

Ф (х  +  at)  +  Ф (at  —  х)

+

+

2 а I ■ф (a) da  для

[ x+at

x —at

at—x

+ 2 а J ф (а) da  +  J Ф (а) da для t > — , а '

удовлетворяющие в области х ^  О начальным условиям (2 ) и 
граничному условию ux(0, t )  — 0.

В дальнейшем при решении различных задач нам часто 
придется пользоваться методом продолжения на бесконечную 
область начальных дан
ных, определенных на не
которой части этой обла
сти.

Поэтому мы еще раз 
сформулируем получен
ные результаты в виде 
двух следующих правил.

Для  решения задачи  
на полу ограниченной пря
мой с граничным усло
вием u ( 0 , t ) = 0  началь
ные данные надо продол
жить на всю прямую не
четно.

Д ля  решения задачи 
на полуограниченной пря
мой с граничным усло
вием ux (0, t )  = 0  началь
ные данные надо продол
жить на всю прямую  
четно.

Рассмотрим два при
мера. Пусть начальные 
данные на полуограничен
ной прямой, закреплен
ной при х =  0, отличны 
от нуля только в интер
вале (а , Ь),  0 < а < Ь ,  в 
котором начальное откло
нение, даваемое функций ф(*), изображается равнобедренным 
треугольником, а ф(*) = 0 .  Решение этой задачи будет полу^



чено, если начальные данные нечетно продолжить на бесконеч
ную прямую. Процесс распространения волн изображен ка 
рис. 13. Вначале процесс происходит так же, как и на неограни
ченной прямой. Заданное отклонение разбивается на две волны, 
движущиеся в разные стороны с постоянной скоростью, причем 
это продолжается до тех пор, пока полуволна, идущая налево, 
не дойдет до точки х =  0 (рис. 13). В этот момент с левой сто
роны ( х ^ О ) ,  на которой происходили аналогичные процессы,

к точке х =  0 подходит 
полуволна с «обратной 
фазой». В последующие 
моменты происходит отра
жение полуволны от за
крепленного конца. Это 
изображено в деталях на 
рис. 13. Профиль отра
жающейся волны укора
чивается, отклонения ис
чезают, затем отклонения 
появляются с обратным 
знаком и, наконец, отра
женная полуволна пойдет 
вправо за ушедшей туда 
полуволной с той же ско
ростью. Таким образом, 
при отражении волны от 
закрепленного конца 
струны, ее отклонение ме
няет знак.

Рассмотрим второй 
пример. Пусть ка полу- 
ограниченной п р ям о й * :^  
^  0, закрепленной при 
х =  0, начальное откло

нение всюду равно нулю, а начальная скорость г)? (л:) отлична от 
нуля только в интервале (хи х2) (0 < x i < x 2), причем здесь 
tj>(x) =  const. Продолжим нечетно начальные данные. От каж
дого интервала (хи х2) и (—х и —х2) распространяются откло
нения, подобные отклонениям, изображенным на рис. 14. Как 
видно из рисунка, в начальной стадии в области х >• 0 процесс 
происходит так же, как и на бесконечной прямой. Затем проис
ходит отражение от закрепленного конца и, наконец, волна 
с профилем в виде равнобедренной трапеции с постоянной ско
ростью движется вправо.

Изучение отражения от свободного конца проводится ана
логично, только начальные данные нужно продолжать четно,



так что отражение волны от свободного конца будет происхо
дить не с измененной, а с той же фазой.

Мы рассмотрели задачи с однородными граничными усло
виями

«(О, /) =  ц(/) =  0
или

И* (О , <) =  v ( * )  =  0 .

В общем случае неоднородных граничных условий решение 
представляется в виде суммы, каждое слагаемое которой удо
влетворяет только одному 
из поставленных условий ,
(либо граничному, либо 
начальному).

Обратимся теперь к , 
решению уравнения при 
нулевых начальных и за 
данном граничном усло
виях
й(х,  0) =  0, щ(х,  0) =  0, '

й (0, *) =  ц (0 , t >  0.
о

Очевидно, что гранич
ный режим вызовет вол
ну, распространяющуюся 
вдоль струны направо со скоростью а, что подсказывает нам 
аналитическую форму решения:

й (х, t) =  f ( x  — at).

Определим функцию f из граничного условия
й(0, t) =  f { — ctt) =  \i(t),

откуда
f(z) =  , * ( _ ! ) ,

так что
й(х,  0 =  =

Однако эта функция определена лишь в области х  — at  ^  0, 
так как ц ( 0  определена для t ^  0. На рис. 15 эта область изо
бражается заштрихованной частью фазовой плоскости.

Чтобы найти i i (x, t )  для всех значений аргументов, продол
жим функцию ц (0 на отрицательные значения t, полагая 
jit (^) =  0 для t <  0. Тогда функция

б(*. *) =  ц(*



будет определена для всех значений аргументов и будет удов
летворять нулевым начальным условиям.

Сумма этой функции и функции (23), определенной в на
чале настоящего пункта, представляет решение первой крае- 
вой задачи для однородного уравнения колебаний. Д ля полу- 
ограниченной струны:

Аналогично может быть построено решение второй краевой 
задачи. О третьей краевой задаче см. п. 9, стр. 79.

Мы ограничимся здесь решением краевой задачи для одно
родного уравнения колебаний.

Решение неоднородного уравнения см. в п. 9.
7. Задачи для ограниченного отрезка. Рассмотрим краевые 

задачи для ограниченного отрезка (0,/). Будем искать решение 
уравнения

Рассмотрим предварительно случай однородных граничных 
условий

Будем искать решение задачи в этом случае методом продол
жения, предполагая возможность следующего представления:

x—at
(24)

x+at

at—x

u,ft a2uxx, 

удовлетворяющее граничным условиям

и ( 0, 0 =  i*i (0 .1  
u(i ,  /) =  ц2(о J

и начальным условиям

и (0, t) =  u (I, t) =  0.



где Ф и ¥  — функции, подлежащие определению. Начальные 
условия

и(х,  0) =  Ф(х) =  ф (JC). 1 
щ (х , 0) =  Ч*- {х) =  1|) (x) J Х ""

определяют значения Ф и Т  в интервале (0,/).
Чтобы удовлетворить нулевым граничным условиям, нало

жим на функции Ф(я) и ^ ( х )  требования нечетности относи
тельно точек х =  0, х =  /:

ф  (х) =  -  Ф (— х), Ф (*-) =  — Ф (21 — х),

Ч? (х) =  — У ( — х), W(x)  =  - W ( 2 l — x).

Сопоставляя эти равенства, получим:

Ф(х') =  Ф(л:' +  2/) ( х ' =  — х)

и аналогично для Чг(д:), т. е. Ф и Ч* являются периодическими 
функциями с периодом 21.

Рис. 16.

Нетрудно видеть, что условия нечетности относительно на
чала координат и условия периодичности определяют продол
жение Ф(х) и на всей прямой — оо <  х <  оо. Подставляя 
их в формулу (9), получаем решение задачи.

На рис. 16 совмещены фазовая плоскость (х, t) и плоскость 
(х,и) ,  в которой дано начальное отклонение и его продолже
ние. На фазовой плоскости штриховкой выделены полосы, вну
три которых отклонение отлично от нуля (см. рис. 7). Знаки 
плюс и минус, стоящие в этих полосах, указывают на знак 
(фазу) отклонения (в виде равнобедренного треугольника).



Пользуясь этим рисунком, легко представить себе профиль от
клонения в любой момент t. Так, в момент t  =  21/а мы полу
чим отклонения, совпадающие с начальными. Таким образом, 
функция u(x, t )  будет периодической функцией t с периодом 
Т =  21/а (см. стр. 92).

Рассмотрим теперь задачу о распространении граничного 
режима. Будем искать решение уравнения

Из результатов п. 6 вытекает, что при t <  l/а  решением служит 
функция

Однако эта функция не удовлетворяет граничному условию 
и{1,  t) — 0 при t > l l a .

Рассмотрим «отраженную» волну, идущую налево и имеющую

есть решение уравнения при t  < .  21/а.
Продолжая этот процесс далее, получим решение в виде 

ряда

содержащего (для каждого фиксированного t) только конеч
ное число отличных от нуля членов, ибо с каждым новым от
ражением аргумент уменьшается на 21/а, а функция р, (/) =  О

utt =  а2ихх

с нулевыми начальными условиями
и (х , 0) =  ср (х) — 0, 

ut (x, 0) =  гр (л:) =  0
и граничными условиями

где

при х — 1 отклонение, равное p. (t  — Ее аналитическое вы
ражение дается формулой

Легко проверить, что разность двух волн

оо оо



для t <С 0. Выполнение граничных условий проверяется непос
редственно. В самом деле, положим х =  0 и выделим из первой 
суммы отдельно первое слагаемое при п —  0, равное ji(0 - 
Остальные слагаемые первой и второй сумм, соответствующие 
одинаковым значениям п, взаимно уничтожаются; это показы
вает, что « ( 0, 0 — |*(0 -

Заменяя п на п — 1 и изменяя в связи с этим пределы сум
мирования, преобразуем первую сумму к виду 

00

Полагая теперь х =  I, непосредственно убеждаемся в том, что 
слагаемые первой и второй сумм взаимно уничтожаются1)- 

Формула (25) имеет простой физический смысл. Функция

f ' ( ' - f )
представляет собой волну, возбуждаемую граничным режимом 
при х =  0, независимо от влияния конца х =  /, как если бы 
струна была бесконечна (0 < * < ° ° ) .  Следующие слагаемые 
представляют собой последовательные отражения от закреп
ленного края х =  I (вторая сумма) и от края х —  0 (первая 
сумма).

Аналогично, функция

п=о л=0

дает решение однородного уравнения с нулевыми начальными 
условиями и(х,  0) =  0, ut (x, 0) =  0 и граничными условиями 
« ( 0 , 0  =  0 и «(/, 0  =  ц( 0-  На доказательстве единственности 
рассмотренной задачи и непрерывной зависимости решения от 
начальных и граничных условий мы не останавливаемся.

8. Дисперсия волн. Уравнение колебаний струны ии — а-ихх 
допускает решение в виде бегущей волны u — f ( x ± a t )  произ
вольной формы. Общее уравнение гиперболического типа с по
стоянными коэффициентами

Htt — а2йхх +  Ьхщ +  Ь2йх +  ей =  0 (26)

с помощью указанной в гл. I подстановки й =  ueKx+ t̂, где ц, =  
=  —0,5 йь X =  —0,5 Ь2/а2, сводится к уравнению

ин — а2ихх +  си =  0, (27)

’) Начальные условия также проверяются непосредственно, так как ар
гументы всех функций отрицательны при t =  0 и выражение (25) при t =  0 
равно нулю.



где с — с +  (bi/2)2 — (b2/ 2a ) 2. Покажем, что уравнение (27) не 
допускает решений в виде произвольной бегущей волны при 
с ф  0. В самом деле, подставляя u =  f ( x — at)  в (27), нахо
дим a2f" — a2f" +  cf =  0, откуда, в силу произвольности f, сле
дует с =  0.

Импульс или сигнал произвольной формы может быть раз
ложением в интеграл Фурье представлен в" виде суперпозиции 
гармонических волн вида

и (х , t) =  е 1 «»<-**>,

где о  — частота, k =  2 n /k — волновое число, Я — длина волны.
Скорость, с которой фаза волны a  — a t  — kx перемещается 

в пространстве, называется фазовой скоростью волны и равна, 
очевидно, v =  ajk.  Если фазовая скорость гармонической вол
ны зависит от частоты, то говорят о дисперсии волн. В этом 
случае гармонические составляющие сигнала смещаются друг 
относительно друга, в результате чего профиль сигнала иска
жается.

Очевидно, что если уравнение не допускает решений в виде 
волн произвольной формы, то фазовая скорость гармонической 
волны зависит от частоты, т. е. имеет место дисперсия.

Покажем, что для уравнения (27) имеет место дисперсия 
при с ф  0. Подставляя в (27) и =  е{<~а1~кх\  получаем уравнение, 
связывающее со и k:

(о2 — a2k2 - f  с =  0.

Отсюда следует, что фазовая скорость

зависит от частоты. При условии с — 0, т. е. для уравнения ко
лебаний струны ии =  а2ихх, v =  а не зависит от частоты и 
дисперсия отсутствует. Условие с — 0 называют также усло
вием отсутствия искажения.

В качестве примера рассмотрим телеграфное уравнение 
(см. § 1, п. 4)

ixx =  С Li tt -J- (CR +  LG) if +  GRi ,

Полагая i — u e где ц =  0,5(CR +  GL) / CL,  получаем для и 
уравнение

и хх  =  CLutt +  си ,

где с =  — (CR — L G ) 2I4CL.  Отсюда видно, что при CR ф  LG 
сигнал по кабелю распространяется с искажением, так как 
имеет место дисперсия волн. Условие

CR — LG или -£ =  -§■



называется условием отсутствия искажения в линии. В этом 
случае телеграфное уравнение допускает решение в виде зату
хающей волны

i (х, t) =  в -* ? (х  — at), Y =  y  =  - |- .  а =  - р = ,

где / — произвольная функция.
Отсутствие искажения волн при их распространении по ка

белю имеет особо важное значение для телефонной и телеграф
ной связи на больших расстояниях.

9. Интегральное уравнение колебаний. При выводе дифференциального 
уравнения колебаний (5) в § 1 мы исходили из закона сохранения количе
ства движения, который привел нас к уравнению колебаний в интегральной 
форме (3). Для того чтобы от интегрального уравнения перейти к дифферен
циальному, мы предположили, что функция u (x , t )  имеет вторые производ
ные. Всякое предположение об ограничении класса рассматриваемых функ
ций некоторым свойством означает отказ от изучения функций, не обладаю 
щих предполагаемым свойством. Таким образом, переходя от интегрального 
уравнения колебаний к дифференциальному, мы исключаем из рассмотрения 
процессы колебаний, не удовлетворяющие требованию двукратной дифферен
цируемости.

Покажем, что всю теорию мож но развить в классе непрерывных кусочно
дифференцируемых функций, исходя из интегрального уравнения колебаний

Х| 1

-  J  -  ( ‘  - э г ) ,  ]  л  +  I  J  "  «  <28)
и  х ‘ * 'J  X , t ,

Этому уравнению можно придать следую щ ую  форму. Рассмотрим в плоско
сти (х , t) область G, ограниченную кусочно-гладкой кривой С, и покажем, 
что для этой области имеет место интегральное соотношение

с а
Для однородной среды эта формула принимает вид

+  ( ' - £ ) •  ,2!П с в
Если кривая С является контуром прямоугольника со сторонами, параллель
ными осям координат, то формула (29) совпадает с формулой (28). Если 
кривая С состоит из кусков, параллельных осям, то область G м ож но пред
ставить как сумму прямоугольников. Суммируя контурные интегралы, соот
ветствующие отдельным слагаемым, мы получим, что слагаемые, относя
щиеся к внутренним границам, взаимно уничтожаются, так как интегри
рование производится в противоположных направлениях, а остающ иеся  
слагаемые дадут  формулу (29). Пусть, далее, кривая С  содерж и т дуги С,



не параллельные осям и не являющиеся линиями разрыва подынтегральной 
функции. Возьмем сетку со сторонами, параллельными осям координат, и рас
смотрим ячейки сетки, пересекающиеся с областью G. Обозначим через G* 
совокупность этих ячеек и через С* — границу области G*. Ф ормула (29)

применима к G*. П ереходя к пределу 
при уменьшающихся размерах сетки, 
нетрудно убедиться в справедливости 
формулы (29) для предельной кри
вой С.

В самом деле, первое слагаемое 
формулы (29), примененной к области 
G*, состоит из слагаемых типа

J  Ф (х, t) d x  или J  Ф (х,  t) dt,

где Ф ( x , t ) — непрерывная функция и 
С п — дуга_контура С*, аппроксимирую
щая дугу С (рис. 17).

Пусть t  —  t n ( x ) — уравнение кривой С„ и t =  t ( x ) — уравнение кри
вой С. Очевидно, что t n (x) равномерно сходится к t(x)  и 

ь ь

lim [ Ф [х, tn (* )] d x =  Г Ф [х, t (*)] dx,
л-> оо J J

что и доказы вает законность предельного перехода ').
Если кривая С содержит дуги, являющиеся линиями разрыва подынтег

ральной функции, то формула (29) сохраняет силу, если брать в качестве 
значений подынтегральной функции ее предельные значения с внутренней 
стороны области G. Таким образом , справедливость интегральной формулы
(29) доказана.

Рассмотрим следующую задачу:
найти функцию и (х, t ) , определенную и кусочно-гладкую в  области

—  о о с ^ с о о ,  / ^ 0 , удовлетворяющую уравнению

ди . . „ ди  ,, 
-=гг dx  +  az dt dt  d x ) +j Jf  (x, t) d x  dt  =  0 (29')

и начальным условиям
и {х, 0) — ф (х ), 

ut (х, 0) =  г|)(*),

где  ф (д г )— кусочно-гладкая функция,  a ili(jr) и f ( x , t ) — кусочно-непрерыв
ны. Здесь  С — произвольный кусочно-гладкий контур, лежащий в области 
t 0. П окаж ем , что эта задача имеет единственное решение, определяемое 
формулой Д алам бера.

Допустим , что функция u ( x , t )  представляет решение нашей задачи. Рас
смотрим треугольник А В М  (рис. 18), примыкающий к оси / =  0 с вершиной 
в точке M ( x , t ) ,  со сторонами, являющимися отрезками характеристик

') Поскольку dx  — 0 на вертикальных звеньях ломаной С п, то в этой 
формуле t  =  t n (x)  есть уравнение горизонтальных звеньев кривой С п.



х  —  at —  const и х  +  at  =  const и применим к нему формулу (29'). Вдоль
л , ,  d xотрезка AM  имеет место равенство —гг  =  а, так чтоa t

ди , ,  ди ( ди .. , ди . \  ,
- 5— d x  +  a2 - j — dt  =  a - 37-  dt  +  -5 — dx]  =  a du.  dt  d x  \  dt  д х  }

dx
Вдоль отрезка MB  имеет место равенство =  — а, так что

ди . . 2 ди I ди ,, . ди  , \  .
- j — dx  +  а2 -3 — dt  —  — а \  - г — dt  +  d x]  — — a du. dt  дх  \ d t  д х  )

Следовательно, подынтегральное выражение вдоль характеристик является 
полным дифференциалом. П роизводя интегрирование вдоль отрезков ВМ  и 
МА,  получим:

м
J ( - ^ f d x  +  a 2- ^ d t ^ = - a [ u ( M )  — и (В)],
в

А

J ̂ d x  +  a ^ d t ^ a l u  (Л) — и (М )],
м

так что формула (29') принимает вид:
В

. . . .  и (В )  +  и ( А )  . 1 [ д и  . 1 Г Г ,  . ,.
« М - ------ -------------+  g j J  -W dx +  w  J  j  f d x d t

A ABM
ИЛИ

u{x, 0 B ± l l + ^ . ) ,,tJP (x z ^ 0  +

x-ta i i

+ S  I + J / < 8 . 4 * 6 .

x+at  t x + a ( t —x)

(30)

x —at  0 x —a{ t—x )

Таким образом, если решение поставленной задачи сущ ествует, то оно одно
значно определяется своими начальными значениями. В случае однородного  
уравнения (f  =  0) эта формула совпадает с формулой Далам бера. Отсюда  
следует теорема единственности для рассматриваемой задачи.

Нетрудно непосредственной подстановкой проверить, что функция типа

t х+ а (t—x)

и (х, t) = / 1  (* +  at) +  f 2 (x  — at) +  f dx  I" f3 ( l , x ) d t ,
0 x - a ( t - x )

где fi и {2 — кусочно-гладкие функции, a fs — кусочно-непрерывная функция 
удовлетворяет уравнению (28), а тем самым и уравнению (29 '). Это доказы 
вает теорему существования. Решения задач, рассмотренных в п. 3 в каче
стве примеров, являются кусочно-гладкими функциями и охватываются изло
женной теорией.

Обратимся теперь к первой краевой задаче на полуограниченной прямой. 
Будем искать решение уравнения (29) в некоторой точке M ( x , t )  дл я



t > x j a  (рис. 19), так как в области t < . x / a  (под характеристикой х  =  at) 
влияние граничного режима не сказывается, и решение определяется форму
лой (30). Применим формулу (29') к четырехугольнику МАА'В,  в котором МА,

Рис. 18. Рис. 19.

MB  и АА '  — отрезки характеристик. Выполняя интегрирование вдоль характе
ристик МА, А А '  и ВМ,  получим:

в
2аи (М) =  2аи  (Л) +  аи (В) — аи (А')  +  J dx +  J J f  d x  dt.

A’ MAA'B
П одставляя сю да координат^ точек М, А, В  и А', будем иметь:

и ( х ,  <) =  и ( о , 0)

x+at x+a(t—х)
ди
dt

at—x
d x +  ont S * '  I f  (E. T)  dl ,

U —a « — т> I

« (* ,  <)Е ц ( / - | ) +  4>(x +  a t ) - < p ( a t - x )

x+at x+a (t—x)

at—x I x—a (t—x) |

Из (31) непосредственно следует единственность решения рассматриваемой 
задачи.

При f  —  0 эта формула, как нетрудно заметить, совпадает с формулой 
(24) § 2, п. 6. Аналогичным способом изучается и вторая краевая задача, а 
такж е задачи для ограниченного отрезка.

При изучении первой краевой задачи мы видели, что задания двух на
чальных условий

и (х,  0) =  <р (х), и{ (х, 0) =  i|) (х) 
и одного граничного условия

и (0, /) == ц (t)
достаточно для полного определения решения. Отсюда следует, что должно 
существовать соотношение, связывающее функции ф, т|), р, и v, где \ ( t )  =  
= u x (0, t ) .  Дифференцируя формулу (31) по х и полагая х =  О, получаем:



где для простоты положено f  =  0. Пользуясь формулой (32), можно, напри
мер, третью краевую задачу свести к первой краевой задаче.

10. Распространение разрывов вдоль характеристик. Обратимся к рас
смотрению разрывов производных решений уравнения (29). Покажем, что 
линиями разрыва производных функций 
u ( x , t ) ,  удовлетворяющих уравнению (29), h  
могут быть только линии семейств характе
ристик 5

х  — at  =  const, х  +  at  =  const.

В самом деле, пусть некоторая дифферен
цируемая кривая, определяемая уравне
нием

* =  *(/), .

Рис. 20.является линиеи разрыва производных 
непрерывной, кусочно-дифференцируемой 
функции u (x , t ) .  Предположим для опреде
ленности, что x( t )  — возрастающая функция. Применим формулу (29') к пря
моугольнику ABCD  (рис. 20):

J { ж ах +  а2- ш ш) +  I (4г^ + а*Жл) " 0’
BA+AD DC+CB

а такж е к криволинейным треугольникам Дi = B A D  и Д2 =  ВОС:

\  ( # * + * ■ & " ) +
BA+AD DB

DC+CB

где скобки ( ) 1,2 показывают, что надо брать предельные значения изнутри 
треугольников Д| или Дг- Вычитая из суммы последних двух равенств пред
шествующее, получим:

(33)

DB

или в силу произвольной малости дуги DB

[ ■ £ ] ' + * [ ■ # ] - *  

где, как обычно, скобками обозначается величина разры ва функции

Возьмем производную по t от значения функции u ( x , t )  вдоль линии разры ва 
производных

~aiu (x (0 . 0 \ д х (*■ =  1. 2),



причем в качестве значения производных можно брать предельные значения 
как из Ai, так и из Дг. Разность правых частей при < =  1 и г =  2 дает:

Сопоставляя это равенство с равенством (33) и предполагая, что по крайней

ства возможны одновременно, если детерминант этой системы равен нулю:

Таким образом, линии разрыва производных решения уравнения колебаний 
являются характеристиками.

1. Начертить профиль струны для различных моментов времени в сле
дующих случаях:

I. Н е о г р а н и ч е н н а я  с т р у н а  (— оо <  х  <  оо).
а) начальная скорость равна нулю (ij)(*) = 0 ), а начальный профиль 

струны задан в виде рис. 21 ;
б) начальное отклонение равно нулю, а начальная скорость имеет по

стоянное значение Ut(x,0)  — \J)0 на участке струны (xi, х2) и равна нулю вне 
этого участка;

в) начальные условия имеют вид

II. П о л у о г р а н и ч е н н а я  с т р у н а  ( 0 ^ х <  оо).
г) начальная скорость равна нулю (^ (х ) =  0 ), а начальное отклоне

ние задано в виде треугольника, изображенного на рис. 21 . Конец струны 
закреплен;

д ) та ж е задача для струны со свободным концом лг =  0 ;
е) начальные условия имеют вид

конец струны х  =  0  закреплен;
ж ) аналогичная задача для струны со свободным концом лг == 0. Про

филь струны для всех задач а) — ж ) следует начертить для моментов вре  ̂
мен и

Отметить для задач а) — ж ) на фазовой плоскости (*, t) зоны, соответствую
щие различным стадиям процесса.

мере один из разрывов отличен от нуля, видим, что эти равен-

или
х  =  ±  at  +  const.

З а д а ч и

0
ф (х )  =  0 , ф (х) — j ^ x ( 2 c

при х < с ,  

х)  при с < х < 2 с ,  

при х > 2  с.0

при 0 < х < с ,
ф (х)  =  0 , (х) =  •{ ^o =  con st при с < х < 2 с ,

при х > 2  с;

<о =  0, tk — ^ - k  (6 = 1,2 ....... 8).



2. Найти решение задачи 1а) для всех значений переменных х а  t (ф ор
мулы, выражающие функцию u (x , t ) ,  различны для разных зон фазовой  
плоскости).

3. Определить отклонение в некоторой точке х0, to, пользуясь фазовой  
плоскостью (*, /)  и плоскостью (х ,и ) ,  в которой (рис. 21 ) заданы начальные 
отклонения (г|> =  0 ), как для случая не
ограниченной струны, так и для случая по- " 
луограниченной струны с закрепленным 
(или свободным) концом.

4. В начале длинной цилиндрической 
трубки, заполненной газом, находится пор
шень, движущийся по произвольному за 
кону х  =  f ( t ) ,  со скоростью v =  / ' ( / )  <  а.
Начальное смещение и скорость частиц газа 
равны нулю. Найти смещение газа в се
чении с абсциссой х. Рассмотреть случай 
движения поршня с постоянной скоростью  
с <  а. Что можно сказать о решении задачи, если начиная с некоторого мо
мента скорость поршня v >  а? (см. Приложение 5 к гл. II).

5. Пусть по неограниченной струне бежит волна u ( x , t )  =  / (лг — at).  
Состояние струны в момент t =  0 принять за начальное и решить уравнение 
колебаний при соответствующих начальных условиях. Сравнить с задачей 1а).

6 . Неограниченный упругий стержень получен соединением в точке х = 0  
двух стержней с характеристиками

ki,  Pi, a l = V k J p ,  при х < 0 ,

k2, Рг, а2 —  V' k2/p2 при х > 0 .

а) Пусть из области х  <  0 бежит волна

и (х, t ) >

где /  — заданная функция. Найти коэффициенты отражения и преломления 
волны при прохождении через точку стыка (х  =  0). Установить, при каких

условиях отраж енная волна от
сутствует.

б) Решить аналогичную за 
дачу, если задано локальное 
начальное отклонение

7. Пусть в некоторой точке струны х  ■■ 
из области х  <  0 бежит волна

и (х, 0 ) =

|  0 np :t x < x i ,

— |  ф (х) при х ,  < х < х 2 < 0 ,
| 0 при х > х 2,

а начальная скорость равна 
нулю.
Хо подвешен груз массы W и

Найти преломленную и отраженную волны.



£. Полуограниченная трубка (дг >  0 ), заполненная идеальным газом, 
имеет на одном конце, х  =  0, свободно перемещающийся поршень массы М. 
В момент времени t  =  0 поршню при помощи удара сообщают начальную  
скорость v0. Найти процесс распространения волны в газе, если известно что 
начальные отклонения и начальная скорость частиц газа равны нулю.

У к а з а н и е .  Рассмотреть решение уравнения колебаний в области  
х  >  0. Использовать граничное условие

М и и  (0 , t) =  S y p Qux (0, t)

(ро — начальное давление газа, S  — площадь поперечного сечения трубки, 
ср \

у  =  — I и начальные условия на границе ы(0, 0 ) = 0 , u t (0, 0 ) =  i»0-Су I
9. Бесконечная струна, имеющая в точке дг =  0 сосредоточенную массу М,  

находится в положении равновесия. В начальный момент времени t  =  0 уда
ром молоточка массе М  сообщ ается начальная скорость v0. Доказать, что в 
момент времени t  >  0 возмущенная струна имеет вид, указанный на рис. 22, 
где U i ( x , t )  и U i ( x , t )  определяются формулами

при x  — a t <  0 (прямая волна), 

пря х  — a t >  0 ;

]  при х  — a t <  0 (обратная волна), 

при x  — a t >  0 .

У к а з а н и е .  Воспользоваться условием

10. Решить задачу о распространении электрических колебаний в бес
конечном проводе при условии

G _ R ^
1 L

и при произвольных начальных условиях.
11. Найти решение интегрального уравнения колебаний для полуограни- 

ченной струны при граничных условиях третьего рода (см. п. 9).
12. На конце х  —  0 полуограниченного стержня укреплена мембрана, 

оказывающ ая сопротивление продольным колебаниям стержня, пропорцио
нальное скорости U t ( 0 , t ) .  Найти процесс колебания, если заданы начальные 
смещения и u t (x, 0 ) =  i|)(x) =  0.

§ 3. Метод разделения переменных

1. Уравнение свободных колебаний струны. М е т о д  р а з 
д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  или м е т о д  Ф у р ь е ,  является од
ним из наиболее распространенных методов решения уравне
ний с частными производными. Изложение этого метода мы 
проведем для задачи о колебаниях струны, закрепленной на 
концах. Решение указанной задачи мы рассмотрим с исчерпы-

и 1 (дг, 0 =

«2 (дг, /) =

Маас
2Т
0

М ао, 
2 Т 
0

2 Т 
' Ма? (x+at)



вающей подробностью и при дальнейшем изложении курса бу
дем ссылаться на этот параграф, опуская повторения доказа
тельств.

Итак, будем искать решение уравнения
иц =  сРихх, ( 1)

удовлетворяющее однородным граничным условиям
и (0, 0 =  0, и(1,  0 =  0 (2)

и начальным условиям
и{х,  0) =  ф (х), 

ut (x, 0) =  ф(л:):} (3)

Уравнение (1) линейно и однородно, поэтому сумма частных 
решений также является решением этого уравнения. Имея до
статочно большое, число частных решений, можно попытаться 
при помощи суммирования их с некоторыми коэффициентами 
найти искомое решение.

Поставим о с н о в н у ю  в с п о м о г а т е л ь н у ю  з а д а ч у :  
найти решение уравнения

ии =  а2ихх,

не равное тождественно нулю, удовлетворяющее однородным  
граничным условиям

и (0, 0 =  0,
(4)

и (!, 0 =  о 1 к ’

и представимое в виде произведения
и(х,  t) =  X( x) T( t ) ,  (5)

где Х ( х ) — функция только переменного х, T ( t ) — функция  
только переменного t.

Подставляя предполагаемую форму решения (5) в уравне
ние ( 1), получим:

Х"Т =  -V  Т"Ха2
или, после деления на ХТ,

Х " ( х )  1 T " ( t )
X (х) а2 T ( t )  • у ’

Чтобы функция (5) была решением уравнения (1), равен
ство (6) должно удовлетворяться тождественно, т. е. для всех 
значений независимых переменных 0 <  х <  I, t  >  0. Правая 
часть равенства (6) является функцией только переменного t, 
а левая — только х. Фиксируя, например, некоторое значение х 
и меняя t (или наоборот), получим, что правая и левая части



равенства (6) при изменении своих аргументов сохраняют по
стоянное значение

1 T" ( t )
Х ( х )  а2 T(t )  ~  л ’

где X— постоянная, которую для удобства последующих выкла
док берем со знаком минус, ничего не предполагая при этом 
о ее знаке.

Из соотношения (7) получаем обыкновенные дифференци
альные уравнения для определения функций Х(х)  и T( t )

X" (х ) +  Л* (*) =  0, X  (*) 0, (8)
Т" (t) +  а2ХТ (t) =  0, Т (t) ф  0. (9)

Граничные условия (4) дают:
и (0, /) =  * ( 0) Г (0 =  0,
u ( l ,  t )  =  X ( l ) T ( t )  =  0 .

Отсюда следует, что функция Х(л:) должна удовлетворять до
полнительным условиям

Х (0) =  Х ( 1) =  0, (10)
так как иначе мы имели бы

Т (0 =  0 и и (х, 0  =  0,

в то время как задача состоит в нахождении нетривиального 
решения. Для функции T( t )  в основной вспомогательной за
даче никаких дополнительных условий нет.

Таким образом, в связи с нахождением функции Х(х) мы 
приходим к простейшей з а д а ч е  о с о б с т в е н н ы х  з н а ч е 
н и я  х:

найти те значения параметра X, при которых существуют 
нетривиальные решения задачи:

X" +  XX =  0, }
X  (0) —  X (/) = о, j (11)

а также найти эти решения. Такие значения параметра X назы
ваются с о б с т в е н н ы м и  з н а ч е н и я м и ,  а соответствующие 
им нетривиальные решения — с о б с т ве  н н ы м и ф у н к ц и я 
ми  з а д а ч и  (11). Сформулированную таким образом задачу 
часто называют з а д а ч е й  Ш т у р м а  — Л и у в и л л я .

Рассмотрим отдельно случаи, когда параметр X отрицате
лен, равен нулю или положителен.

1. При X <  0 задача не имеет нетривиальных решений. Дей
ствительно, общее решение уравнения (8) имеет вид

X (*) — +  С2е ~ ^  *.



Граничные условия дают:

Х(0) =  С, +  С2 =  0;

* ( / )  =  С,ев +  С2е - в =  0 (а =  / / ^ Г ) ,
т. е.

С, =  — С2 и ^  (еа — е~а) =  0.

Но в рассматриваемом случае а  — действительно и положитель
но, так что е“ — е~“ ф  0. Поэтому

С] =  0, С2 =  0
и, следовательно,

X  (х) == 0.

2. При X =  0 также не существует нетривиальных решений. 
Действительно, в этом случае общее решение уравнения (8) 
имеет вид

Х ( Х )  =  С1Х +  С2.

Граничные условия дают:

Х(0) =  [С1дс +  С2]я_о =  С2 =  0.

* ( / )  =  С,/ =  0, 

т. е. Cj =  0 и С2 =  0 и, следовательно,

X (х) =  0.

3. При X >  0 общее решение уравнения может быть запи
сано в виде _  _

X  (х ) =  D, cos У х  х  +  D2 sin У х  x.

Граничные условия дают:

X (0) =  D, =  0, 

х  (/) =  d2 sin Ух I — 0
Если X( x)  не равно тождественно нулю, то D 2 Ф  0, поэтому

sin УXI =  0 (12)
или

У х = ^ ~ ,

где п — любое целое число. Следовательно, нетривиальные ре
шения задачи ( 1 1 ) возможны лишь при значениях



Этим собственным значениям соответствуют собственные функ
ции

X a { x ) = D a s i n ^ - x ,

где D n — произвольная постоянная.
Итак, только при значениях X, равных

К = { ^ г ) ,  (13)

существуют нетривиальные решения задачи (И )

Х п (х) =  sin -?j- х, (14)

определяемые с точностью до произвольного множителя, кото
рый мы положили равным единице. Этим же значениям Хп со
ответствуют решения уравнения (9)

Тп (0 =  Ап cos~j~ at +  Вп sin at, (15)

где A n и B n — произвольные постоянные.
Возвращаясь к задаче (1) — (3), заключаем, что функции

ип (х, t) =  Х п (я) Тп (t) —  (Ап cos—у— at +  Вп sin ^j-at'j  sin x (16)

являются частными решениями уравнения ( 1 ), удовлетворяю
щими граничным условиям (4) и представимыми в виде произ
ведения (5) двух функций, одна из которых зависит только от 
х, другая — от t. Эти решения могут удовлетворить начальным 
условиям (3) нашей исходной задачи только для частных слу
чаев начальных функций <p(x) и \|з(х).

Обратимся к решению задачи (1) — (3) в общем случае. 
В силу линейности и однородности уравнения (1) сумма част
ных решений

оо оо

и( х ,  t) =  ' ^ u n (x, t) =  ^ ( , 4 „ c o s -^ -a t  +  B„sin-^pat'j s in -^ д :  (17)
n =  1 n = l

такж е удовлетворяет этому уравнению и граничным условиям 
(2). На этом вопросе мы подробнее остановимся несколько 
позже (см. п. 3 этого параграфа). Начальные условия позво
ляют определить Л„ и В п. Потребуем, чтобы функция (17)



удовлетворяла условиям (3):
ОО ОО 9

и (х, 0) =  ф (х) — У} н„ (х, 0) =  ^  Ап sin х,
л=1 п=I

ut {x, 0)=т|>(*) =  ^ ] - | р ( * >  0) =  ^y-aB„sin-^p- х.
П=1 п=1

(18)

Из теории рядов Фурье известно, что произвольная кусочно-не
прерывная и кусочно-дифференцируемая функция f ( x) ,  задан
ная в промежутке 0 ^  х ^  /, разлагается в ряд Фурье

f(x) =  '2l bn s in - ^ - x ,

где ’)
П= 1

I

bn =  J J f ( S ) s in ^ -  t d l .

(19)

(20)

Если функции ф(х) и г|;(л:) удовлетворяют условиям разложе
ния в ряд Фурье, то

° °  Г
ф М  =  ^ Ф ^ т - у - ^ ,  ф„ =  у  j  ф ( | ) в т - ^ у Ц  dt ,  (2 1 )

Пг=1 О
оо *

i|)(jc) =  2 ]i()nsin -y-jf ,  1|з„ =  j  J t  (t) sin 1 d t .  (22)
n=i

‘) Обычно рассматриваются периодические функции с периодом 21
ОО

_ . , а0 , VI / пп . , . пп \F (х) =  - у  +  2 j  cos —  дг +  sin —  *J,
П=1+/ I

- J  J ^ ( a c o s - S L g d g ,  6 „ = y  J Z' (Б) sin -2HL g rfg.а „  =

-I -I
Если функция F (х) нечетна, то ап =  0, так что

Г Г
f W  =  J ] 6nSin'TLj": *n==T  J F

n=l
Если функция F(x)  задана только в промежутке ( 0 , / ) ,  то мы мож ем про
должить ее нечетно и вести разложение в промежутке от — I д о  + / ,  что и 
приводит нас к формулам (19) и (20). (См. Б. М. Б у д а к ,  С.  В.  Ф о м и н .  
Кратные интегралы и ряды, «Наука», 1965.)



Сравнение этих рядов с формулами (18) показывает, что для 
выполнения начальных условий надо положить

Ап — фп> Вп =  —  (23)

чем полностью определяется функция (17), дающая решение 
исследуемой задачи.

Мы определили решение в виде бесконечного ряда (17). Если 
ряд (17) расходится или функция, определяемая этим рядом, 
не является дифференцируемой, то он, конечно, не может пред
ставлять решение нашего дифференциального уравнения.

В настоящем пункте мы ограничимся формальным построе
нием решения. Выяснение условий, при которых ряд (17) схо
дится и представляет решение, будет проведено в п. 3.

2 . Интерпретация решения. Обратимся теперь к интерпре
тации полученного решения. Функцию un (x, t )  можно пред
ставить в виде

и п (х , t) — [̂ Anc o s ^ j-  at +  B„sin —  atj sin ^ ~ x  —

=  a„ c o s -^ -a  ( / +  6„) sin-^-jc, (24)
где ________

an =  V A l  +  B l ,  abn =  — arctg . (25)

К а ж д а я  точка струны x0 совершает гармонические колебания

/  TXf l  /1  I t  \  • JT/Zип (х0, t) =  <х„ cos —  a {t +  6„) sin - j -  х0

с  амплитудой
п пап sin ——х0.

Движение струны такого типа называется с т о я ч е й  в о л н о й .  
Точки х =  т ~^(т =  1, 2, . . . ,  п —■ 1), в которых sin ^ j - x  =  О, 
в течение всего процесса остаются неподвижными и называются 
у з л а м и  стоячей волны un (x, t ) .  Точки х =  — — 1{т =  О,

1 , . . . ,  п — 1), в которых s i n - ^ y - x = ±  1 , совершают колебания
с максимальной амплитудой а„ и называются п у ч н о с т я м и  
стоячей волны.

Профиль стоячей волны в любой момент времени представ
ляет синусоиду

ип (х, t) =  Сп (t) sin х,



где
Сп (t) =  а„ COS со„ (/ +  б„) ( с о „ = - у - а ) .

В момент времени t, при котором cosco„(^ +  б„) =  ± 1 ,  откло
нения достигают максимальных значений, а скорость движения 
равна нулю. В моменты времени /, при которых cos (/ +  
+  6„) =  0, отклонение равно нулю, а скорость движения мак
симальна. Частоты колебаний всех точек струны одинаковы и 
равны

© « = - 7 - а .  (26)

Частоты юп называются с о б с т в е н н ы м и  ч а с т о т а м и  коле
баний струны. Для поперечных колебаний струны а2 =  Т/р и, 
следовательно, __

" L j / J L .  (27)

Энергия п-й стоячей волны (л-й г а р м о н и к и )  для случая по
перечных колебаний струны равна

о
2 I

= -Т J [р< sin2 (< + бп)sin2 Щг х +
О

+  Т COS2 со,, (* -f- 6„) COS2 *J rf.v =

=  ~Y~2 [рШп sin2“ n if +  6n) +  T ( ~ r )  COs2 ^  +  6")] » ^

так как
i l
f . о Iin J f n ПП , I

s mz - j - x d x — cos2 —  x dx =  y -
о о

Пользуясь выражением для a n, <on> a также равенством T —
— a2p, получаем:

Еп==^ 1 =  (02M . i i + ^ . ( (29)

где M =  Ip — масса струны.
Колебания струны воспринимаются нами обычно по звуку, 

издаваемому струной. Не останавливаясь на процессе распро
странения колебаний в воздухе и восприятия звуковых колебаний



нашим ухом, можно сказать, что звук струны является на
ложением « п р о с т ы х  т о н о в » ,  соответствующих стоячим вол
нам, на которые разлагается колебание. Это разложение звука 
на простые тона не является операцией только математиче
ского характера. Выделение простых тонов можно произвести 
экспериментально при помощи резонаторов.

Высота тона зависит от частоты колебаний, соответствую
щих этому тону. Сила тона определяется его энергией и, сле
довательно, его амплитудой. Самый низкий тон, который может 
создавать струна, определяется самой низкой собственной час- 

я Г ~ Ттотои ©! — — у  —  и называется о с н о в н ы м  т о н о м  стру
ны. Остальные тона, соответствующие частотам, кратным ол, 
называются о б е р т о н а м и .  Тембр звука зависит от присут
ствия наряду с основным тоном обертонов и от распределения 
энергии по гармоникам.

Низший тон струны и ее тембр зависят от способа возбуж
дения колебаний. Действительно, способ возбуждения колеба
ний определяет начальные условия

и(х,  0 ) =  ср(*); щ (х, 0 ) =  i|> (лг), (3 )

через которые выражаются коэффициенты А п и Вп. Если А х =
— В i = 0 ,  то низшим тоном будет тон, соответствующий час
тоте соп, где п — наименьшее число, для которого А п или Вп 
отличны от нуля.

Обычно струна издает один и тот же тон. В самом деле, 
приведем струну в колебание, оттягивая ее в одну сторону и 
отпуская без начальной скорости. В этом случае

ut (х, 0 ) =  0 , и (х , 0) =  ф (л:) >  0
и

i

Л, =  4  J q ^ s i n j  t d t > 0 ,
о

т а к  к а к

s i n y ! > 0 .

Следующие коэффициенты, вообще говоря, значительно
меньше Л ь так как функция s i n ^ - £  знакопеременна при п ^ 2 .
В частности, если ф(л:) симметрична относительно середины от
резка, то А 2 —  0. Таким образом, если привести струну в коле
бание, оттягивая ее в одну сторону (ф(х) > 0), то низшим 
тоном будет основной тон струны, энергия которого, вообще 
говоря, больше энергии других гармоник.



Привести струну в колебание можно и другими способами. 
Например, если начальная функция нечетна относительно се
редины струны, то

А,  =  0

и низший тон соответствует частоте

2я т /~~Т~
СО =  (02 =  —  У  - •

Если к звучащей струне прикоснуться точно в середине, то 
звук ее резко меняется и она звучит в октаву к своему тону. 
Этот прием изменения тона часто применяется при игре на 
скрипке, гитаре и других струнных инструментах и носит на
звание флажолета. С точки зрения теории колебания струн это 
явление совершенно ясно. В момент прикосновения к середине 
струны мы гасим стоячие волны, имеющие в этой точке пучно
сти, и сохраняем лишь гармоники, имеющие в этой точке узлы. 
Таким образом, остаются только четные гармоники, и самой 
низкой частотой будет

Если прикоснуться к струне на расстоянии !/з ее длины от 
края, то высота основного тона повышается втрое, так как при 
этом сохраняются лишь гармоники, имеющие узлы в точке 
х =  1/3.

Формулы

“ . - т У Т  и r ' = w = 2 , V r -  <з о >

определяющие частоту и, соответственно, период основного ко
лебания, объясняют следующие законы колебания струн, от
крытые впервые экспериментально (законы Мерсена).

1. Для струн одинаковой плотности и одинакового натяже
ния период колебания струны пропорционален ее длине.

2. При заданной длине струны период меняется обратно 
пропорционально корню квадратному из натяжения.

3. При заданной длине и натяжении период меняется про
порционально корню квадратному из линейной плотности 
струны.

Эти правила легко демонстрируются на монохорде.
В настоящем пункте мы рассмотрели стоячие волны, возни

кающие при колебании струны с закрепленными концами. Во
прос о существовании решения вида



эквивалентен вопросу о существовании стоячих волн, так ка) 
профили этого решения для различных моментов времени про 
порциональны.

3. Представление произвольных колебаний в виде суперпо 
зиции стоячих волн. В пункте 1 мы рассмотрели задачу о сво 
бодных колебаниях струны, закрепленной на концах, и дока 
зали существование частных решений в виде стоячих волн. Так 
же была дана формальная схема представления произвольного 
колебания в виде бесконечной суммы стоячих волн. В настоя
щем пункте дается обоснование возможности представления 
произвольного решения в виде суперпозиции стоячих волн. 
В первую очередь рассмотрим обобщение хорошо известного 
для конечных сумм принципа суперпозиции на случай беско
нечных рядов.

Пусть L(u)  — линейный дифференциальный оператор, так 
что L(u)  равен сумме некоторых производных функции (обык
новенных или частных) с коэффициентами, являющимися функ
циями независимых переменных.

Докажем лемму ( о б о б щ е н н ы й  п р и н ц и п  с у п е р п о 
з и ц и и ) :

Если функции Ui (t =  1 ,2 , . . . ,  я , . . . )  являются частными ре
шениями линейного и однородного дифференциального урав
нения L(u)  =  0 (обыкновенного или с частными производны-

оо

ми) ,  то ряд  и =  2  C{U{ является также решением этого урав-  
i=i

нения, если вычисление производных от и, фигурирующих  
в уравнении L(u)  = 0, можно совершить при помоищ почлен
ного дифференцирования ряда.

В самом деле, если производные и, фигурирующие в уравне
нии L( u)  =  0, вычисляются почленным дифференцированием 
ряда, то в силу линейности уравнения

/ с о  \  00

L(u)  =  L 2  ClUi = 1 1 С г/:(« ;) =  0,
\г=1 /  i=i

так  как сходящиеся ряды можно складывать почленно. Тем са
мым доказано, что функция и удовлетворяет уравнению. В ка
честве достаточного условия для возможности почленного диф
ференцирования ряда мы постоянно будем пользоваться усло
вием равномерной сходимости ряда

оо

h C tL( Ui), (31)(=1
получаемого после дифференцирования1).

') См. В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. II, «Наука», I965j 
Б. М . Б у д  а к, С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука», 1965.



Вернемся теперь к нашей краевой задаче. Мы должны пре
жде всего убедиться в непрерывности функции

откуда будет следовать, что u(x, t )  непрерывно примыкает 
к своим начальным и граничным значениям. Д ля этого доста
точно доказать равномерную сходимость ряда для u( x , t ) ,  так 
как общий член этого ряда — непрерывная функция, а равно
мерно сходящийся ряд непрерывных функций определяет не
прерывную функцию. Пользуясь неравенством

является мажорантным для ряда (32). Если мажорантный ряд 
(33) сходится, то ряд (32) сходится равномерно, то есть функ
ция u( x, t )  непрерывна.

Чтобы убедиться в том, что ut (x, t )  непрерывно примыкает 
к своим начальным значениям, надо доказать непрерывность 
этой функции, для чего достаточно доказать равномерную схо
димость ряда

Наконец, чтобы убедиться в том, что функция u( x , t )  удовле
творяет уравнению, т. е. применим обобщенный принцип супер
позиции, достаточно доказать возможность двукратного почлен
ного дифференцирования ряда для u( x , t ) ,  для чего в свою 
очередь достаточно доказать равномерную сходимость рядов

оо оо

и(х,  *) =  У ^ ип(х, t) =  ^ {^ A nc o s - ^ a t  +  Bn s m - ? y a t ) s \ x i ™x ,  (32)

заключаем, что ряд
oo

2 ( M J  +  |S „ | ) (33)
n=l

oo oo

ut (x, t) ~  a ™ ( — sin ™ at  +  Bn cos at)  si. Jl/ts m —r- jc

(34)
или сходимость мажорантного ряда

- ^ ^ п ( \ А п \ +  \ В п \). (35)

оо оо

оо оооо



которым с точностью до множителей пропорциональности соот 
ветствует общий мажорантный ряд

то наша задача сводится к доказательству сходимости рядов

С этой целью мы- используем известные') свойства рядов 
Фурье.

Если периодическая с периодом 21 функция F(x)  имеет k не
прерывных производных, а (& +  1 )-я производная ее кусочно
непрерывна, то числовой ряд

где а п и Ьп — коэффициенты Фурье, сходится. Если речь идет
о разложении в ряд по s in -^ -x  функции f (x) ,  заданной только
в промежутке (0, /), то надо, чтобы предшествующие требова
ния были выполнены для функции F(x) ,  получающейся при не
четном продолжении f (x) .  В частности, для непрерывности F (х) 
необходимо, чтобы f ( 0) = 0, так как в противном случае при 
нечетном продолжении получится разрыв в точке х —  0; анало
гично этому в точке х =  I должно быть f ( / )=4*0, так как про
долженная функция непрерывна и периодична с периодом 21. 
Непрерывность первой производной при х — 0, х =  / получается 
автоматически при нечетном продолжении. Вообще для непре
рывности четных производных продолженной функции надо

‘) См., например, В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. II, 
«Н аука», 1967; Б. М. Б у д а к ,  С. В.  Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, 
«Н аука», 1965.

ОО

(36
Так как

где

о о

оо
2 Пк \ ф„ | ( k  =  0 , 1 , 2 ),

оо (37]
2 «*1 ' Ы  (* =  - 1 , 0, 1).

ОО

2  Я*(1 a j - f l  М ) , (38)



потребовать, чтобы
f(k) (0) =  {l) =  0 {k =  0> 2> 4 ......... 2п). (39)

Непрерывность нечетных производных имеет место без допол
нительных требований.

Итак, для сходимости рядов
оо

2 я* 1ф«1 (6 =  0, 1 , 2)
«=I

достаточно потребовать, чтобы начальное отклонение ф(х) удо- 
влетворяло следующим требованиям.

1° Производные функции <p(jc) до 2-го порядка включительно 
непрерывны, третья производная кусочно-непрерывна и, кроме 
того,

Ф (0) =  ф (/) =  0; <р"(0)=ф "(/)  =  0. (40)

Д ля сходимости рядов

£ / г * |ф „ |  (А =  - 1 , 0 , 1 )
П=1

на начальную скорость i|)(x) следует наложить требования:
2° Функция г|)(х) непрерывно-дифференцируема, имеет ку

сочно-непрерывную вторую производную и, кроме того,

■ф(0) = ф ( / )  = 0 .  (41)

Таким образом, нами доказано, что любое колебание u( x , t )  
при начальных функциях ф(х) и гр(л:), удовлетворяющих требо
ваниям 1° и 2°, представляется в виде суперпозиции стоячих 
волн. Условия 1° и 2° являются достаточными условиями, свя
занными с примененными здесь способами доказательства.

Аналогичная задача была нами решена в п. 5, § 2 методом распростра
няющихся волн

x+ a t

и (х ,  Ф ( * - а 0 + Ф ( *  +  д0  + _ L  J vp (a )  da,  (42)

x —at

где Ф и ?  являются нечетными относительно 0 и / продолжениями началь
ных функций ф (*) и -ф(х), заданных на отрезке ( 0 , / ) .  Функции Ф и как 
было показано, периодичны с периодом 21 и поэтому могут быть представ
лены рядами

оо оо

Ф (*) =  ^  Фп sin ^ J - X ,  Y  (х)  =  ^  1|)„ sin x ,
n*=l n = 1

где фп и t|?n — коэффициенты Фурье функций ф(лг) и яр(х). П одставляя эти 
ряды в формулу (42) и пользуясь теоремой о синусе и косинусе суммы и



разности, получим выражение

ОО

совпадающее с представлением, даваемым методом разделения переменных.
Следовательно, формула (43) имеет место при тех же предположениях, 

что и формула (42) (см. п. 1 § 3 ), которая была получена при условии, что 
функция Ф(х)  непрерывно-дифференцируема дважды , а функция 'F (x ) — 
один раз.

Переходя к функциям ф(дс) и i|>(x), мы помимо условий дифференцируе
мое™ должны потребовать выполнения условий

Таким образом, условия 1° и 2°, являющиеся достаточными для обосно
вания метода разделения переменных, зависят от метода доказательства и 
содерж ат дополнительные условия по сравнению с условиями, обеспечиваю
щими существование решения.

При обосновании возможности представления решения как результата 
суперпозиции стоячих волн мы привели первый метод доказательства сходи
мости рядов, поскольку он не связан со специальной формой (42), примени
мой только к простейшему уравнению колебаний, и без труда мож ет быть 
перенесен на ряд других задач, хотя этот метод предъявляет несколько по
вышенные требования к начальным функциям.

4. Неоднородные уравнения. Рассмотрим неоднородное урав
нение колебаний

Будем искать решение задачи в виде разложения в ряд 
Фурье по х

рассматривая при этом t как параметр. Для нахождения u( x, t )  
надо определить функцию un \ t ) .  Представим функцию f(x,  t)

ф (о) = ф (I) = о, -ф (0) = -ф (0 = о,
ф " ( 0 )  =  ф" ( / )  =  0. (44)

ип =  а2ихх +  f { x , t ) ,  а2 =  j , 0 < х < 1 (45)

с начальными условиями

(46)

и однородными граничными условиями

(47)

ОО
и {х, t ) =  ^  ип (0 sin х, (48)



и начальные условия в виде рядов Фурье:

Г
f ( x ,  0 =  ^ М ' М п - Т - * ’ M 0 = 4 J /(£, / ) s i n - ^ | r f g ;

n = l

ф ( * ) =  Ф« =  т  J ф(^) sin-2̂- ̂  rfi;
n=I 0

Гin-̂ pJC. я|)п=у J i|3(g)sin-̂ -|rf|.

(49)

Подставляя предполагаемую форму решения (48) в исходное 
уравнение (45)

оо

2  sin ̂ х \ - а 2 ип (t) -  йп (t) +  fn (*)} =  о,
П = \

видим, что оно будет удовлетворено, если все коэффициенты 
разложения равны пулю, т. е.

\2
йя У) +  ( т - )2a?un (t) =  fn (t). (50)

Для определения un (t) мы получили обыкновенное дифферен
циальное уравнение с постоянными коэффициентами. Началь

н ы е  условия дают:
оо оо

и (*, 0) =  ф  (х) =  ип (0) sin х —  ^  ф п sin х,
П=1 П— 1

п=\
ut (x, 0) =  г|) (х) =  У] iin (0 )sin -^ j-x  =  'Ф/г sin —j —X,

п— 1

откуда следует:
^ п  ( 0 )  == фл> 1

Йп (0) =  “ф„. J
Эти дополнительные условия полностью определяют решение 
уравнения (50). Функцию un (t) можно представить в виде

(51)

где
t

4  А. Н, Тихонов, А. А. Самарский



есть решение неоднородного уравнения с нулевыми начальными 
условиями1) и

«(„П) (0 =  Фп cos 2 j - a t  +  -фя sin at (53)

— решение однородного уравнения с заданными начальными 
условиями. Таким образом, искомое решение запишется в виде

оо ^
U(x,  t ) =  J s in - y ^ a ( *  — T )s in -y -x  • fn (x)dx +

n—l 0
OO '

+  2  (фп cos ^J~at +  Фя sin at) sin a:. (54)
n= 1

Вторая сумма представляет решение задачи о свободных коле
баниях струны при заданных начальных условиях и была нами 
исследована ранее достаточно подробно. Обратимся к изучению 
первой суммы, представляющей вынужденные колебания струны 
под действием внешней силы при нулевых начальных условиях. 
Пользуясь выражением (49) для fn (t),  находим:
«<■>(*. 0 =  

t i

О О I л=1 >
t I

= J J G( x,  I, t - x ) f & ,  x ) d \ d x ,  (55).
о 0 

где
oo

G( x ,  I, t — x) =  -~£ 2  n’ s in "T~a ^  — T)sin - y - x s in - y - g .  (56)
n—\

Выясним физический смысл полученного решения. Пусть 
функция /(g, т) отлична от нуля в достаточно малой окрестно
сти точки M0(g0, т0):

lo <  I  <  1о +  д £> т0 <  Т <  т0 +  Ат.
Функция р/(g, т) представляет плотность действующей силы; 
сила, приложенная к участку (g0, go +  Д |) .  равна

?о+Д |

^ “ P j  f i t ,  T ) d g ,

‘) В этом м ож но убедиться непосредственно. Формула (52) мож ет быть 
получена методом вариации постоянных. См. также мелкий шрифт в конце 
настоящ его пункта.



причем
То+АТ t 0+ A t  £о+А£

/ =  J F( x) dx  =  p J  J f & , x ) d l d x
То 6о

есть импульс этой силы за время Ат. Если применить теорему
о среднем значении к выражению 

t i
и (х,  t) =  J J G (х, t — x) f  (I, т) dl, dx —

=  J J G(x,  t  — x) f  (I, t)  d l  dx,

о о

io
будем иметь

ТО+ДТ ?0+Д&

и(х,  t) =  G(x,  l , t - x )  J  J  f ( l , x ) d l d x ,  (67)

где
S o < S < S o  +  AS> Т0< т < т 0 +  Ат.

Переходя в формуле (57) к пределу при А | —>• О и А т—>-0, полу
чим функцию

и (х, t) =  G (х, So, t  — т0)-£-, (58)

которую можно трактовать как влияние мгновенного сосредото
ченного импульса мощности /.

Если известна функция G (х, t — т), представляющая
действие единичного сосредоточенного импульса, то непосред
ственно ясно, что действие непрерыв
но распределенной силы f ( x , t )  должно 
представляться формулой
и {х, t ) =  Тар

i t 1
f  J G(x, I, t - x ) f ( l ,  x ) d l d x ,  (59)

t.-a(t-T) £ \+a(t-Vj 

Рис. 23.

о о
совпадающей с формулой (55), полу
ченной выше.

Функция влияния сосредоточенного 
импульса для бесконечной прямой 
была рассмотрена в предыдущем па
раграфе. Напомним, что она является кусочно-постоянной функ
цией, равной внутри верхнего характеристического угла для
точки ( |,  т) и нулю вне этого угла. Функция влияния сосредото
ченного импульса для закрепленной струны (0, /) может быть



получена из функции влияния для бесконечной струны путем не
четного продолжения относительно точек х =  0 и х — I.

Рассмотрим момент времени t, достаточно близкий к т, когда 
влияние отражения от концов х =  0 и х =  / еще не сказы
вается. Для этого момента функция влияния изображается гра
фиком, приведенным на рис. 23. Разложим эту функцию (пола
гая /  =  р) в ряд Фурье по s in -^px ;  коэффициенты Фурье будут 
равны

I £+а(< -т)

Ап =  у  J G (а, t  — т) sin-^y- а da — j* sin-^y-ada =
О |-а (  <-т)

— {cos [I — a (t — т)] — cos ? j -  [£ - f  a (t — t)]} =

2 . я п  ~ . яп  , ,  . —  sin —r- |  sin —r- a ( t  — r).ann I s  / v '

Отсюда получаем формулу
оо

G(x,  g, t — x) =  ^ ^ ^ - s m ~ - a { t  — x ) s \ n ^ - x - s \ n ^ - l ,  (60)
n= 1

которая совпадает с формулой (56), найденной методом разде
ления переменных.

Для значений t, при которых начинает сказываться влияние 
закрепленных краев, построение функции влияния при помощи 
характеристик громоздко; представление же в форме ряда 
Фурье сохраняет силу и в этом случае.

Мы ограничимся приведенной здесь формальной схемой ре
шения, не выясняя условий применимости полученной формулы.

Рассмотрим неоднородное линейное уравнение с постоянными коэффи
циентами

L  (и ) =  им  +  р 1« (п- ,) +  . . .  +  Р « - , « (1) +  Рпи =  f (t) (1*)

и начальными условиями

„<*>( 0)=0  (f =  0, l ........ п — 1). (2*)
Его решение дается формулой

u ( t ) =  J  U ( t - x ) f ( x ) d x ,  (3*)
о

где U ( t) — решение однородного уравнения

! ( £ / ) =  0



с начальными условиями

У<г>(0) =  0 ( < = 0 ,  1. 2), U(n~ l) (0) =  1. (4*)

В самом деле, вычисляя производные u(t )  дифференцированием правых 
частей по /, найдем 

t

( 0 = J  Ui' ) ( t - x ) f ( x ) d x  +  U ( 0 ) f ( t )  [U (0) =  0],
0

t

„(2) (/) =  |  U{2) ( t - x ) f  (т ) dx  +  г/(1) (0 ) f  (t) [£ /fl) (0) =  0].

=  J  [ /(n -D  (t -  T) f  (T) dr +  t /(n_2) (0 ) f  (t) [U{n~ 2) ( 0 ) =  0 ],

0
t

u<"> ( t ) =  J  U{n) ( t - x ) f  (r ) dx  +  t / (n_1) (0 ) f  (t) [U{n~ l) (0 ) =  1].
0

П одставляя эти производные в уравнение (1*), получаем: 
t

L (и) =  |  L [ U { t ~  т)] f  (т ) dx  +  f ( t )  =  f (t), 
о

т. е. уравнение удовлетворяется. Очевидно, что начальные условия (2*) так
ж е выполнены.

Нетрудно дать наглядную физическую интерпретацию функции U(t)  и 
формулы (3*). Обычно функция u(t )  представляет смещение некоторой си
стемы, a f ( t ) — силу, действующую на эту систему. Пусть для £ <  0 наша 
система находилась в состоянии покоя, и ее смещение создается функцией 
} г ( 0 ( ^ 0 ) ,  отличной от нуля только в промежутке времени 0 <  t <  е. И м
пульс этой силы обозначим

t

I  =  J U (т) dx. 
о

Обозначим «е (0  функцию, соответствующую f E (t),  считая е параметром и 
полагая /  =  1. Нетрудно убедиться, что при е-> -0  существует lim ие (I), не

е-»0
зависящий от способа выбора f e (t),  и что этот предел равен функции U(t) ,  
определенной выше

U  ( 0  =  lim «е (<).
8 -> 0

если положить U(i)  = 0  для t <  0. Таким образом, функцию U (/) естествен
но назвать функцией влияния мгновенного импульса.

В самом деле, рассматривая формулу (3*) и применяя теорему среднего 
значения, получаем:

8

we W * = £ / ( ' - T e )  J  /в (* ) d x = U [ t -  t j )  (0 <  т ’  <  е <  t).
о



Переходя к пределу при е -» -0 , видим, что существует предел 

lim иг (t) =  lim V  (t —  т*) =  U (t ),
e-»0 e-»0

что и доказы вает наше утверждение.
Перейдем к представлению решения неоднородного уравнения через 

U ( t ) — функцию влияния мгновенного импульса. Разбивая промежуток ( 0 ,0  
точками Ti на равные части

Дт — — , т
представим функцию f ( t ) в виде

т
f(t) =  2  h (о. 

i= 1
где

0 при t < x i  и 

f ( t )  при т i < / < r i +1.f i  ( 0  =  {
Т огда функция

и (0 =  2  “i W.
т

i= l

где Ui(t) суть решения уравнения L ( u i )  — fi  с нулевыми начальными дан
ными.

Если т  достаточно велико, то функцию Ui(t) можно рассматривать как 
функцию влияния мгновенного импульса интенсивности

j  =  ft  (т*) Ат =  } (т i) Дт,
так что

т t

и (о  =  2  и  ( t - X i ) f ( r t )  Лг  a W o > f  и  ( t - x ) f  (т) dx,
/= 1 0

т. е. мы приходим к формуле

и (t) —  J U {t — т) f  (т) dx,
о

показывающей, что влияние непрерывно действующей силы мож но представ
лять суперпозицией влияний мгновенных импульсов.

В рассмотренном выше случае и ^  удовлетворяет уравнению (50) и ус
ловиям « „ (0 )  =  й п (0) =  0. Для функции влияния U(t)  имеем:

U

так что

U +  o.2U == 0, U (  0 ) = 0 ,  г> (0) =  1,

U (/) =  —i—  ism iHL at. 
л п а  I

О тсю да и из (3*) получаем ф орм улу (52)
t i

“ я0  (0  =  V — т ) fn (т) dx  =  J sin a (t — т ) fn (т )  dx .
Л Л



Полученное выше интегральное представление (3*) решения обыкновен
ного дифференциального уравнения ( 1*) имеет, как мы убедились, тот ж е  
физический смысл, что и формула (59), даю щ ая интегральное представление 
решения неоднородного уравнения колебаний.

5. Общая первая краевая задача. Рассмотрим о б щ у ю п е р -  
в у ю  к р а е в у ю  з а д а ч у  для уравнения колебаний: 

найти решение уравнения

так что v(x,  t) представляет отклонение функции и(х,  t) от не
которой известной функции U(x,  t).

Эта функция v(x,  t) будет определяться как решение урав
нения:

Выберем вспомогательную функцию U(x,  t ) ,  таким образом, 
чтобы

Тем самым общая краевая задача для функции и (х , t) сведена 
к краевой задаче для функции v(x,  t) при нулевых граничных 
условиях. Метод решения этой задачи изложен выше (см. п. 4).

utt =  a2uxx +  f (x,  t), 0 < x < l , t > 0  

с дополнительными условиями

(45)

(47)

(46)

Введем новую неизвестную функцию v(x,  t ) ,  полагая: 

и (х, t ) =  U (х, t) -f- v (х, t),

v ti =  a2vxx +  f ( x , t ) ,  f ( x , t )  =  f ( x , t )  — [ Utt — a2U xx]

с дополнительными условиями

v{x,  0) =  ф(.с), ф (х) =  Ф (х) — и  (х, 0),

v t (X, 0) =  -ф (х)\ ojj {х) =  1J3 (л:) — Ut (х,  0);
v (0, t) =  р,, (0 , Й1 (0 =  Hi (t) — и  (0, t),
v (l, t) =  д2 (0 ; Д2 (0 =  Н2 (0 — и  (1> 0 -

Hi (0 =  0 и н2 (0 =  0;
для этого достаточно положить

U( x,  0 =  Hi (0 +  у  [№г (0 — Hi (01-



6. Краевые задачи со стационарными неоднородностями.
Весьма важным классом задач являются краевые задачи со 
стационарными неоднородностями, когда граничные условия и 
правая часть уравнения не зависят от времени

utt =  a2uxx +  f0(x), (45')

и (х, 0) =  ф (х), 1
ut (x, 0) =  ^(х), J

и ( 0, t) — и.[, их =  const, 1
и (I, t ) = U 2, «2 =  const. J

В этом случае решение естественно искать в виде суммы
и (х, t) =  й (х) +  v (х, t),

где м(х)— стационарное состояние (статический прогиб) стру
ны, определяемое условиями

а2й" (х) +  f0 (х) =  0, 
й (0) =  ии 
й (I) =  и2,

a v(x,  t ) — отклонение от стационарного состояния. Нетрудно 
видеть, что функция й(х)  равна

I I ,  х  £,

й (х) =  щ +  (м2 — щ)  т  +  7  J d h  |  d l 2 —  |  d l x J* f- ^ - d % 2.
0 0 0 0 

В частности, если fo — const, то

й (х) =  щ +  (и2 — «,) у  +  (1х — х2).

Функция v(x,  t),  очевидно, удовлетворяет однородному урав
нению

vtt =  a2vxx

с однородными граничными условиями
и (0, 0 =  0, 
v  (/, t) — 0

и начальными условиями
v ( x ,  0) =  ф (х), ф (х) =  ф (х) — й (х), 

vt (x, 0) =  ij)(x).

Таким образом, v является решением простейшей краевой 
задачи, рассмотренной нами в п, 1 настоящего параграфа.



При выводе уравнения колебаний струны и в ряде других 
случаев мы не принимали во внимание действия силы тяжести. 
Из сказанного выше следует, что вместо явного учета силы тя
жести (и вообще сил, не зависящих от времени) достаточно 
брать отклонение от стационарного состояния.

Решим простейшую задачу подобного типа при нулевых начальных ус
ловиях:

В этом  случае для функции v(x,  t) получаем задачу

vu  =  a?vxx, 
v (х , 0) =  ф (х)  =  — й (х), vt  (х, 0 ) - О, 

v (0 , /) =  0 , v (/, 0  =  0 .

Н етрудно убедиться, что для решения этой задачи нет необходимости поль
зоваться точным аналитическим выражением для и(х) .

Выражение для v ( x , t )  согласно формуле (17) имеет вид

Для вычисления этого интеграла весьма удобным является следующ ий метод. 
Пользуясь уравнением (8 ), находим:

П одставим это выражение в формулу для Л „ и выполним двукратное инте 
грирование по частям

utt — а2ихх  +  f 0 (х), 
и(х, 0) =  0, щ{х, 0) =  0, 
и (0 , t ) —  и ,, и  (/, t) =  «2.

(45")
(46')

(47")

ОО

v (х, о = 2  cos а V  hnt +  в п sin а V K t ) X n (x),
п- 1

где

есть собственная функция следующей краевой задачи:

X" +  к Х  =  0, 
Х ( 0 ) = 0 ,  Х ( 0 = 0 .

(8)
(10)

Из начальных условий следует, что
Вп =  0

о

Хп (х) =  -  ~ - Х " ( х ) .



откуда, учитывая уравнение и граничные условия для и(х) ,  находим:

I

или

Ап —' пп

и2Х'п ( 0  -  Ulx'n (0 ) -  J ̂ - Х п (X) dx

«2 (— О / М » Х п (х) dx

В частности, для однородного уравнения (fo(x) =  0) имеем:
2

Ап~ ШГ  [“2 (' 1
Этим методом удобно вычислять коэффициенты Фурье для граничных усло
вий второго и третьего рода, а также в случае краевой задачи для неодно
родной струны

если известны собственные функции и собственные значения.

7. Задачи без начальных условий. Как было показано выше, 
задача о колебании струны при заданном граничном режиме 
может быть сведена к решению неоднородного уравнения с ну
левыми граничными условиями.

Однако этот прием зачастую усложняет решение задачи, ко
торое может быть найдено непосредственно.

При изучении влияния граничного режима важно найти ка
кое-нибудь частное решение (однородного уравнения), удовле
творяющее заданным граничным условиям, так как вычисление 
поправки на начальные данные сводится к решению того же 
уравнения с нулевыми граничными условиями.

Весьма важным классом задач о распространении гранич
ного режима являются «задачи без начальных условий».

Если граничный режим действует достаточно долго, то бла
годаря трению, присущему всякой реальной физической системе, 
влияние начальных данных с течением времени ослабевает. Та
ким образом, мы естественно приходим к з а д а ч е  б е з  н а 
ч а л ь н ы х  у с л о в и й  (I):

найти решение уравнения  
ии =  а?ихх — а щ (а >  0), 0 <  х <  I, t >  
при заданных граничных условиях : 

и {0, /) == (/), 
и (I, t) =  р,2 (/).

Эту задачу назовем задачей ( IJ .

(61)
d a )



Слагаемое а щ в правой части уравнения соответствует тре
нию, пропорциональному скорости.

Рассмотрим сначала задачу о распространении периодиче
ского граничного режима:

u(l ,  t) — A cos a t  (или u(l ,  t) — В sin at), (62)
и (0 , / )  =  0. (63)

Для дальнейшего нам удобнее записать граничное условие 
в комплексной форме

и{1, t) — Aeiat. (64)
Если

и (х , 0 =  ы(1) (х, 0 +  г'м<2) (х, 0
удовлетворяет уравнению (61) с граничными условиями (63) и
(64), то (х, t) и м<2> (х, t ) — его действительная и мнимая 
части — в отдельности удовлетворяют тому же уравнению 
(в силу его линейности), условию (63) и граничным условиям 
при х — I

«<■> (I, t) =  A cos соt, 
м(2) (/, 0  =  A sin a t .

Итак, найдем решение задачи
utt — а2ихх — aut,

(65)«(0, 0 = 0,
и (1, 0  =  Аеш .

Полагая
и (х , 0 =  X  (х) е ш

и подставляя это выражение в уравнение, получим для функ
ции X  (х) следующую задачу:

x" + k2x  = o (k2 = - $ - ^ - ^ - ) .  (66)

*(0) =  0, (67)
X (1) — А. (68)

Из уравнения (66) и граничного условия (67) находим:
X (х) =  С sin kx.

Условие при х — I дает:

так что
С =  - А тг, (69)sin kl '

Х(х)  =  А =  X, {х) +  i X2 (х), (70)sin kl
где Л^(л:) и — действительная и мнимая части X  (х).



Искомое решение можно представить в виде

и (х, /) =  [X, (х) +  iX 2 (х)] е ш  =  «(1) (х, /) -f /и<2) (х, /),
где

и<*> (х, t) =  X 1 (х) cos со/ — Х2 (х) sin со/, 
ы(2) (х, /) =  Xi (х) sin со/ +  X2 {x) cos со/.

Переходя к пределу при а - > 0 ,  найдем, что
(Оk =  lim k =  -

а - * 0  а
и, соответственно,

(71)

со
s in ----X

ы(1) (*, /) =  lim ы(1> [х, t) — A -----^— cos со/, (72)
sin —  / 

а

.  (о sin —  х
й(2) (х, t) =  lim u(2) {х, t) =  A ------—  sin со/. (73)

e -*° sin —  /
a

Рассмотрим следующую задачу:

utt =  a2uxx, 0  < х < 1 ,  / > — оо; 

и (0, /) =  ц, (/), / >  — оо; } (10)
и (/, /) =  ,и2 (/), j

которую будем называть задачей (1о). Очевидно, что ц<*) (х, /) 
и Ш2) (х, t) являются решениями задачи (10) при граничных 
условиях

й«')(0,/) =  0, «(■)(/,/) =  A cos со/, 
й(2> (0, /) =  0, й(2) (/, /) =  A sin со/.

Решение задачи при а  =  0 существует не всегда. Если ча
стота вынужденных колебаний со совпадает с собственной ча
стотой со„ колебаний струны с закрепленными концами

ппсо == сап =  —  а,

то знаменатель в формулах для г?1) и й<2> обращается в нуль и 
решения задачи без начальных условий не существует.

Этот факт имеет простой физический смысл: при со — со„ на
ступает резонанс, т. е. не существует установившегося режима. 
Амплитуда, начиная с некоторого момента / =  /0> неограниченно 
нарастает.

При наличии трения (а ф  0) установившийся режим воз
можен при любом со, так как sin kl ф_ 0 при комплексном k.



Если щ (/)  =  0, а (Х2 ( 0  — периодическая функция, предста
вимая в виде ряда

оо

Нг (0 =  +  V) (Ап cos сm t  +  Вп sin ant), (74)
П= 1

где а  — наименьшая частота, А п и В п — коэффициенты Фурье, 
то решение задачи для случая а  =  0 принимает вид

™ • °>п 
A  sin ~ а ~ х  й(х,  t) =  - £ - x  +  ^  (Ап cos an t  +  Вп sin a n t)----- ^ — ,

п= 1 sin —  1

если только ни одна из частот а п  не совпадает с собственными 
частотами закрепленной струны.

Если же |Xi(t )— непериодическая функция, то, разлагая ее 
в интеграл Фурье, аналогичным методом можно получить реше
ние в интегральной форме.

Отметим, что решение задачи без начальных условий при 
а  =  0 определено неоднозначно, если только не накладывать 
каких-либо дополнительных условий. В самом деле, прибавляя 
к какому-либо решению этой задачи любую комбинацию стоя
чих волн

S I . пп  , . п  п п  Л . пп  ( /l„cos —  a t B n s m - j -  а п  sin —  х,

где А п и В п — произвольные постоянные, видим, что эта сумма 
будет удовлетворять тому же уравнению и тем же граничным 
условиям.

Чтобы получить единственное решение задачи (1а ) при 
а  —  0, введем дополнительное условие «исчезающего трения»:

Решение задачи (1о) мы называем удовлетворяющим усло
вию «исчезающего трения», если оно является решением за 
дачи (Ice) при ос —*• 0.

Аналогично решается задача, если конец х — I закреплен, 
а при х =  0 задан граничный режим.

Решение общей задачи без начальных условий

и (0, t) =  Hi (0 . и (I, t) =  И2 (t)
определяется в виде суммы двух слагаемых, для каждого из 
которых неоднородно лишь одно из граничных условий.

Докажем единственность ограниченного решения задачи без начальных 
условий для уравнения (61). При этом мы будем  предполагать непрерыв
ность решения вместе с его производными до  второго порядка включительно 
в области 0 ^  х  <  /, — оо <  t  <  t0, если граничные значения

и (0 , 0  =  ц, (I), и (1, 0  =  Hs ( 0  

определены в области — оо <  t <  to.



Пусть Ui(x, t )  и u2( x , t ) — nBa ограниченных решения рассматриваемой 
задачи ( I) ,

\ u i \ < M ,  | «2 1 <  АТ,

где М  > • 0  — некоторое число.
Разность этих функций

v (х, t) =  и, (х, t) — «2 (дг, t)
ограничена ( \ v \ < 2 M ) ,  удовлетворяет уравнению (61) и однородным гра
ничным условиям

v (0 , <) =  0 , v (/, t) =  0.

Коэффициенты Фурье для функции v
I

vn (t) =  у  j* v (х , t) sin - у -  x  dx,
0

очевидно, удовлетворяют уравнению

бя +  айп +  ш̂ «  =  ° (ю« =  - у ^ ) ,  (♦)

так как вторые производные функции v ( x , t )  непрерывны для 0 sg: х  ^  /. 
О бщ ее решение уравнения (*) имеет вид

a(1)f я(2)г t \
vn (t) =  A ne n +  В пе п ,

г д е  qJj1* и q^  — корни характеристического уравнения, равные

№
о , Т /  а2 2 <2\ « 2 /

“ Т  +  У  - - а п> {’п - - - 2 ~ У т  (<х>0)-

Так как а  >  0, то R e ? ^ 1,2* С  0. Следовательно, решение (**) уравнения (*) 
будет ограниченным при < -» -— оо лишь при А п =  0 и В п =  0, т. е. v n (t) =  0 
для лю бого п.

Таким образом,

v (х, () =  0 и и, (х, t) =  u2 (* , t).

8. Сосредоточенная сила. Рассмотрим задачу о колебаниях 
струны под действием сосредоточенной силы, приложенной 
в точке х =  хо. Если сила распределена на некотором участке 
(х0 — е, х0 +  е ) , то решение находится по формуле (55). Совер
шая предельный переход при е —» 0, можно получить решение 
поставленной задачи.

С другой стороны, при выводе уравнения колебаний мы ви
дели (см. (8), п. 1 § 1 ), что в точке х0, к которой приложена со
средоточенная сила, происходит разрыв первой производной, 
а сама функция остается непрерывной. Решение задачи и(х,  t ) 
о колебаниях струны под действием силы, сосредоточенной 
в точке х0, можно представить двумя различными функциями:



Эти функции должны удовлетворять уравнению
ии =  а?ихх при х ф  х0, (76)

граничным и начальным условиям С>
щ (0, 0 =  0, и (х, 0) =  ф (лг), 1 
и 2 (1> 0 =  0; ut {х, 0) =  if) (л:) J

и условиям сопряжения в точке х =  х0 (см. (8), § 1 ), состоя
щим из условия непрерывности функции и(х,  t ):

«1 (*о> 0  =  «2 (*о> 0 . (78)
и условия, связывающего величину разрыва производной с си
лой f ( t ) ,  сосредоточенной в точке Хо:

£ С = ° =- <79)
Заботиться о соблюдении начальных условий нет необходимо
сти. Если мы найдем частное решение уравнений (76), удовле
творяющее граничным условиям из (77), а также (78) и (79), 
то, прибавляя к нему решение однородного уравнения колеба
ний, мы всегда сможем удовлетворить заданным начальным 
условиям.

Рассмотрим частный случай
f{t) — A cos соt, — оо <  t  <  +  00

и найдем решение, удовлетворяющее лишь граничным условиям, 
предполагая, что сила действует все время, начиная от 
t —  — оо (установившийся режим), т. е. решим задачу без на
чальных данных. Будем искать решение в виде

«, {х, 0 =  X t (х) cos со/ при 0 <  л: <  *o, 

ы2 (х, 0  =  % 2 (х ) c o s  ПР И хо ^  х  ^  I- 
Из уравнения (76) следует:

Х "  +  ( v ) 2 * 1 = 0  п р и

Х2 Н~ (-^")2 Х 2 =  0 при

Функции Xi  и Х2, кроме того, должны удовлетворять гранич
ным условиям

* , ( ( ) ) =  0 , * 2 (0 = 0, (81) 

вытекающим из (77), и условиям сопряжения

X i  (Хо) =  * 2  Ы ,  Х [  {Хо) -  Х '2 (.хо) =  4 .  ( 8 2 )

вытекающим из (78) и (79).

(80)



Из уравнения (80) и условий (81) находим:

X t (х) =  С sin-yX, J 2W  =  -Osin-^-(/ — х); 

условия сопряжения (82) дают:

С sin х0 — D  sin -у  (/ — х0) =  0,

СО СО I г \  СО (О /# . А
С — cos т  Хо +  D —  cos т  (/ -  Хо) =  т .

Определяя отсюда коэффициенты С п D,  получаем:

sin —  (I — х 0)
Аа а со . _. ^  --------------- sin — X cos cot при 0 <  X <  Хп,со , а г  и’s i n ----I

и (х, t) =

kCо

СО
. Sin ----  Хп

Аа а . со , ,  ч , ^  ,
2 =  -7ТГ------------sin  —  (I — X) COS (0Г При Х0 < !  X 5^ /.

Я  СО # (0  # (2
s i n ---- /

а

Аналогично записывается решение при / ( )̂ =  4̂ sin со̂ .
Итак, получено решение для случая f( t)  =  A coscot или 

/( / )  =  Л sin coiL Если f ( t )— периодическая функция, равная
ОО

/  (0 =  +  У] (ап cos ant  +  р„ sin ant)
n= 1

(ш — наименьшая частота), то, очевидно,
f _ ° ° .  . ст ,, .

. . a  s i n ------(1— х о)
1 а 0х  I . *о \  I а  ■ <х>пх.,

и, =  —  ̂ 1 ----- г- +  /  ------------------ s in ----- X1 k I 2 V / /  /  1 . (o/t , a
s i n ------1

и (x, t ) =

_ . sin ■n=l aI
X  (an cos ant  -f- sin ant), 0 ^ x ^ x 0; 
( °° . con1 / x asin---

- - T ^ K + l - nco/г sin -
I "=1

X  (“« cos con̂  -j- p„ sin ant), x0^ x < ! / .

*° . can (I — x)—  sin— *------ - X. core , a
, соn  s in ----- 1n= l a

(83) >)

') Первые слагаемые этих сумм соответствуют стационарному прогибу, 
определяем ом у по величине силы f  (i) =  a 0/2  =  const, как нетрудно видеть, 
функциями:

« | ( * .  0  =  «i ( * ) = у - у - *  ( i  — - у - )  при 0 <  * <  *о,



Если функция / ( / )  непериодическая, то, представляя ее в виде 
интеграла Фурье, аналогичным методом можно получить реше
ние в интегральной форме.

Если знаменатель у этих функций (83) равен нулю

п т
а>п - —j— а =  а т,

т. е. если спектр частот возбуждающей силы содержит одну из 
частот собственных колебаний (резонанс), то установившегося 
решения не существует.

Если точка приложения силы Хо является одним из узлов 
стоячей волны, соответствующей свободному колебанию с ча
стотой (От, ТО

sin х0 =  О, 

s in ^ L ( / _ ^ o) =  0.

При этом числители соответствующих слагаемых для « обра
щаются в нуль, и явление резонанса не имеет места. Если же 
точка приложения силы, действующей с частотой сот , является 
пучностью соответствующей стоячей волны с частотой о)т , то

• С0т  1Sin —“  Хп =  1,а и

и явление резонанса будет выражено наиболее резко.
Отсюда следует правило, что для возбуждения резонанса 

струны при действии на нее сосредоточенной силой надо, чтобы 
частота ее со была равна одной из собственных частот струны, 
а точка приложения силы совпадала с одной из пучностей стоя
чей волны.

9. Общая схема метода разделения переменных. Метод раз
деления переменных применим не только для уравнения коле
баний однородной струны, но и для уравнения колебаний неод
нородной струны. Рассмотрим следующую задачу: 

найти решение уравнения

L[u]  =  4 l [ k ( x ) - j f \ — q{x) u = = p ( x ) - ^ ,  0 < х < 1 ,  t > 0 ,  (84)

удовлетворяющее условиям

«(О, 0  =  0, « ( / , 0  =  0, о, (85)

и [х, 0) =  ф (х), ut {x, 0) =  ^(х), (86)



Здесь k, q и р — непрерывные на отрезке 0 ^  х ^  I положи
тельные функции (6 >  0, р >  0, <7 ^ 0) ’). Проведем решение 
этой задачи методом разделения переменных. Для отыскания 
частных решений обратимся, как и раньше, к вспомогательной 
задаче о существовании стоячих волн:

найти нетривиальное решение уравнения  (84), удовлетво
ряющее граничным условиям

Подставляя предполагаемую форму решения в уравнение и 
пользуясь граничными условиями, после разделения перемен
ных получаем:

Д ля  определения функции X  (х ) мы получим следующую 
к р а е в у ю  з а д а ч у  н а  с о б с т в е н н ы е  з н а ч е н и я 2): 

найти те значения параметра К, при которых существуют не
тривиальные решения задачи:

а также найти эти решения. Такие значения параметра А, назы- 
ваются с о б с т в е н н ы м и  з н а ч е н и я м и ,  а соответствующие 
им нетривиальные решения — с о б с т в е н н ы м и  ф у н к ц и я 
ми  з а д а ч и  (87) — (88).

Сформулируем основные свойства собственных функций и 
собственных значений краевой задачи (87) и (88), необходимые 
для дальнейшего изложения.

‘) Тот случай, когда k(x) в некоторых точках обращается в нуль, рас
сматривается отдельно (см. Дополнение II).

2) При р =  р0 =  const, k — ko =  const мы получаем краевую задачу о 
собственных колебаниях струны с закрепленными концами:

и (0, /) =  0, и (1, 0 =  0 
и представимое в виде произведения

и (х, t) =  X( x) T{ t ) .

Т" +  АГ =  0.

Ц Х )  +  1рХ =  0, 

ЛГ (0) =  О, Х (0 =  0,

(87)

(88)

X" +  ц* =  0

исследованную  в § 2 .



1. Существует счетное множество собственных значений 
“к\ < . % 2  кп • • • ,  которым соответствуют нетривиальные 
решения задачи — собственные функции Х\ ( х) ,  Х2(х),  . . .
, . . ,  Х п (х ), . . .

2. При <7 ^ 0  все собственные значения кп положительны.
3. Собственные функции Хт(х) и Х п (х) при т ф  п ортого

нальны между собой с весом р(х) на отрезке 0 ^  х ^  /:

i
J  Х т (л:) Хп (х) р (л:) dx =  0 (т ф  п). (89)
о

4. ( Т е о р е м а  р а з л о ж и м о с т и  В. А. С т е к л о в а . )  Про
извольная функция F(x) ,  дважды непрерывно дифференцируе
мая и удовлетворяющая граничным условиям F(0)  =  F(l )  =  0, 
разлагается в равномерно и абсолютно сходящийся ряд по соб
ственным функциям {Xn (x)}:

оо /

F {х) =  2  FnX n (х), Fn =  - p i p  |  F (x) X n (x) p (x) dx,  (90)
n=l 0

I
\\Xn \ f =  I  X l ( x ) p ( x ) d x .

0

Доказательство утверждений 1 и 4 основывается обычно на 
теории интегральных уравнений, и мы не будем здесь его при
водить. В настоящем пункте мы остановимся на доказатель
ствах свойств 2 и 3.

Прежде чем переходить к доказательству этих свойств, вы
ведем так называемую формулу Грина. Пусть и(х)  и v(x)  — 
произвольные функции, дважды дифференцируемые на интер
вале а  <  х <  b и имеющие непрерывную первую производную 
на отрезке а ^  х ^  Ь. Рассмотрим выражение

иЬ [и] — vL [и] =  и (kv'Y  — v (ku'Y =  [k (uv' — vu')]'.

Интегрируя это равенство по х от а до Ь, получим ф о р м у л у  
Г р и н а

ь ь

|  (иЬ [у] — vL  [«]) dx =  k (uv' — vu') J . (91)
a a

Докажем свойство 3. Пусть Xm(x) и ^ „ (x )  — две собствен
ные функции, соответствующие собственным значениям Хт и А„. 
Полагая в формуле (91) и — Хт(х),  v — Х п {х) и учитывая



граничные условия (88), будем иметь '):

J  {XmL [ X n\ — X nL [ X m]}dx =  0 (а — О, Ь =  1),
О

откуда, пользуясь уравнением (87), получаем:

( К  — Ю  J Х т (х) Х п (х) р (х) dx  =  0.
о

Таким образом, если %п Ф  Хт, то имеет место условие
/

J Х т (х) Х п (х) р (х) dx =  0, (92)
о

выражающее ортогональность с весом р(х) собственных функ
ций Хт(х) и A'n(x).

Докажем теперь, что каждому собственному значению соот
ветствует с точностью до постоянного множителя только одна 
собственная функция2). В самом деле, всякая собственная 
функция определяется однозначно как решение дифференциаль
ного уравнения 2-го порядка по значению самой функции и ее 
первой производной при х =  0. Допустив существование двух 
функций X  и X,  отвечающих одному и тому же значению X и 
обращающихся в нуль при х =  0, и беря функцию

') Производные Х'т и Х'п непрерывны всюду на отрезке 0 ^  х  I, 
включая точки х  =  0 и х  =  I, так как уравнение (87) дает:

Отсюда и следует существование производной Х'т при х —  0 и х  =  I.
2) Д оказы ваем ое свойство первой краевой задачи основано на том, что 

два линейно независимых решения дифференциального уравнения 2 -го по
рядка не могут обращ аться в нуль в одной и той ж е точке. Это утверждение 
относится к краевой задаче с нулевыми граничными условиями. При других 
граничных условиях (например, Я (0 ) — Х(1),  Х '(0) =  Х'(1))  могут суще
ствовать две различные собственные функции, соответствующие одному и

тому ж е собственному значению ( xjj* (х ) — cos —  — х,  А'{,2) (х ) =  sin —— - х

X



видим, что эта функция удовлетворяет тому же уравнению 2-го 
порядка (87) и тем же начальным условиям, что и функция 
Х( х) :

Х*(0)  =  £ ^ Х ( 0 )  =  0,

^ ( 0 ) = * Ш Х ' { 0 )  =  Х' {0) .
d x  X  (0 )

Тем самым доказано, что ^*(х) =  Х( х)  и что

Х Ы  =  А 1 Ы  ( . 4 = 1 ^ ) .

Отметим, что в процессе доказательства мы пользовались 
условием ^ ' ( 0) ^ 0, которое безусловно выполняется, так как 
решение линейного уравнения (87), определяемое начальными 
условиями _  _

I  (0) =  О, X'  (0) =  0,

тождественно равно нулю и тем самым не может быть собствен
ной функцией (см. стр. 114).

В силу линейности и однородности уравнения и краевых ус
ловий очевидно, что если Х п (х) является собственной функцией 
при собственном значении Хп, то функция А пХ п ( х ) ( А п — про
извольная постоянная) также является собственной функцией 
для того же Хп- Выше было доказано, что этим вполне исчер
пывается класс собственных функций. Собственные функции, 
отличающиеся множителем, мы, разумеется, не считаем суще
ственно различными. Чтобы исключить неопределенность в вы
боре множителя, можно подчинить собственные функции тре
бованию нормировки

/
| |* „ | |2=  { Xi  (.x) 9 ( x ) d x = l .

о
Если некоторая функция Х п (х) не удовлетворяет этому требо
ванию, то ее можно «нормировать», умножая на коэффи
циент А п,

АпХп (х) =  Х п (х), Ап ||jfrt|| •

Если подчинить собственные функции задачи (87) — (88) ус
ловию нормировки (||А„|| =  1 ), то они образуют ортогональную 
и нормированную систему

f Xm( x) Xn (x) 9 ( x ) d x  =  [ °* т ¥ = П ’ 
о { 1 , т =  п.



Обратимся к доказательству свойства 2. Докажем, что X >  О 
при q ^  0. Пусть Х п (х) — нормированная собственная функция, 
соответствующая собственному значению Хп, так что

Умножая обе части этого равенства на Х п (х) и интегрируя пох  
от 0 до /, получаем:

так как функция Х п (х) предполагается нормированной. Инте
грируя по частям и пользуясь граничными условиями (88), по
лучаем:

так как по условию k ( x ) ~ > 0  и q ( x ) ^ 0 .
Оставляя доказательство теоремы разложимости в стороне, 

остановимся вкратце на вычислении коэффициентов разложе
ния.

Нетрудно видеть, что

на р(лг)Х„(х), интегрируя по х от 0 до / и учитывая ортогональ
ность собственных функций, получаем написанное выше выра
жение для коэффициентов Fn ( к о э ф ф и ц и е н т о в  Ф у р ь е ) 1).

') Возм ож ность почленного интегрирования ряда следует из теоремы  
Стеклова о равномерной сходимости ряда (90).

Ь [ Х п] =  - Х пр ( х ) Хп (х).

Хп |  Хп (x) р (х) dx  =  — J Хп (*) L [Z„] dx

или
о о

I I

Хп =  -  J X n ^ [ k  (х) ^ f \  d x + i  q(x)  xl (x)dx,
0 0

X n =  — XnkX'n +  J k{x)  [x'n (x)]2 dx  +  J q (x) X 2n {x) dx —
0 0 0

I I
— j  k {  x) [X'n (x)]2 dx  +  J q (x) Xl  {x) dx,  (93)

о о
откуда и следует, что

К >  0,

(94)
о

В самом деле, умножая обе части равенства
оо

F ( x ) = n= 1



Вернемся теперь к уравнению с частными производными. 
Д ля  функции Т {t ) мы имеем уравнение

Т" +  ХпТ =  0 (95)

без каких-либо дополнительных условий. В силу доказанной по
ложительности Хп его решение имеет вид

Тп (t) =  Ап cos У Xnt  +  Вп sin У Xnt<

где А„ и В п — неопределенные коэффициенты. Таким образом, 
вспомогательная задача имеет бесчисленное множество реше
ний вида

иа (х, t) =  Тп (0 Х п (х) =  {An cos V x j  +  Вп Sin У К * )  Х п {х).

Обратимся к решению задачи с заданными начальными ус
ловиями. Будем искать решение в виде

оо

и {х, 0 = 2  (Ап cos У xnt +  Вп sin У xnt) Хп {х). (96)
п= 1

Формальная схема удовлетворения начальным условиям (86) 
основывается на теореме разложимости 4 и проводится совер
шенно так же, как и для однородной струны. Из равенств

оо

и {х, 0) =  ф (х) =  2 АпХ п {х),
П=1

оо

и( {х, 0) =  -ф (дс) =  2  Вп УХ пХ п {х)
ги=1

находим, что
Ап =  Фп. Вп =  — , (97)

где ф„ и фп — коэффициенты Фурье функций ф(х) и ф(л:) при 
разложении по ортогональной с весом р(х) системе функций
{ Х п ( * ) } .

Ограничиваясь общей схемой метода разделения перемен
ных, мы не приводим условий применимости этого метода как 
в отношении коэффициентов уравнения, так и в отношении на
чальных функций.

Основополагающие работы по обоснованию этого метода 
принадлежат В. А. Стеклову1).

’) «Сообщения Харьковского математического общ ества», вторая серия, 
т. 5, №  1 и 2 (1896), «Основные задачи математической физики», т. 1 (1922); 
В. А. И л ь и н ,  О разрешимости смешанных задач для гиперболических и 
параболических уравнений, УМН 15, вып. 2 (1960).



З а д а ч и

1. Найти функцию u ( x , t ) ,  определяющую процесс колебания струны 
<0, /) ,  закрепленной на концах и возбуждаемой (рис. 24) оттягиванием ее в 
точке х  =  с на величину h, т. е. и(с, 0) =  h (см. приложение I). Начальная 
скорость равна нулю.

2. Закрепленная на концах струна в точке х — с оттянута силой Fa. 
Найти колебания струны, если в начальный момент сила перестает действо
вать, а начальная скорость равна нулю.

3. Найти функцию u ( x , t ) ,  определяющую процесс колебания струны 
(0, I), закрепленной на концах и возбуждаемой импульсом К, распределен-

X ' сным на отрезке ( с — б, с +  б ): а) равномерно, б) по закону y0 cos — —— я

(см. приложение I), если начальное 
отклонение равно нулю.

4. Найти функцию u ( x , t ) ,  опре
деляющую колебания струны (0,1), 
закрепленной на концах и возбуж дае-

х=о х*г  х~1 мой импульсом К, приложенным в
точке х  =  с (см. приложение I). На- 

р ис 24. чальное отклонение равно нулю.
5. Доказать аддитивность энергии 

отдельных гармоник для процесса ко
лебаний при граничных условиях и =  0, их —  0. Рассмотреть также случай 
граничного условия 3-го рода их +  hu =  0 (все ряды предполагать равно
мерно сходящ имися). Вычислить энергию отдельных гармоник в задачах 1,
2, 3, 4.

6 . Пружина, закрепленная одним концом в точке х =  0, растянута гру
зом массы М,  подвешенным в точке х =  I. Найти колебания пружины, если 
в момент t  =  0 груз падает и в дальнейшем на конец х —  I не действуют  
никакие силы.

7. Один конец стержня закреплен, а на второй действует сила F0. Найти 
колебания стержня, если в начальный момент сила перестает действовать.

8 . Найти процесс колебания пружины, один конец которой закреплен, 
а ко второму концу в начальный момент подвешивается груз массы. М. Н а
чальные условия нулевые.

9. К однородной струне с закрепленными концами х =  0 и х =  I в точ
ке х  =  с прикреплена масса М. Найти отклонение струны u ( x ,  t ) ,  если: 
а) в начальный момент в точке х  == с струна оттянута на величину h от 
положения равновесия и отпущена без начальной скорости; б) начальное 
отклонение и начальная скорость равны нулю (см. приложение III).

10. Найти процесс колебания пружины со свободными концами при рав
номерном начальном растяжении (представить модель этой задачи).

11. Найти процесс колебания пружины с упруго закрепленными концами 
при одинаковых коэффициентах жесткости, если начальные условия произ
вольны.

Решение исследовать при малых h («мягкое» закрепление) и при боль
ших h («жесткое» закрепление) и вычислить соответствующие поправки 
к собственным значениям для струны со свободными и закрепленными кон
цами.

12. Найти отклонение u ( x ,  t )  струны с жестко закрепленными концами, 
■если колебания происходят в среде, сопротивление которой пропорционально 
скорости, а начальные условия произвольны.

13. Изолированный электрический провод длины I с характеристиками 
L, R,  С и G =  0 заряж ен до  некоторого постоянного потенциала и0. В на
чальный момент один конец провода заземляется, а второй остается все 
время изолированным. Найти распределение напряжения в проводе.



14. Струна с закрепленными концами колеблется под действием гармо
нической силы, распределенной с плотностью f(x ,  t) =<D(x)sin& ><. Найти 
отклонение и(х, t) струны при произвольных начальных условиях. И сследо
вать возможность резонанса и найти решение в случае резонанса.

15. Решить задачу 14, предполагая, что колебания происходят в среде, 
сопротивление которой пропорционально скорости. Найти установившиеся 
колебания, составляющие главную часть решения при t -*■ оо.

16. Упругий стержень длины / расположен вертикально и жестко при
креплен верхним концом к свободно падающ ему лифту, который, достигнув 
скорости Vo, мгновенно останавливается. Найти колебания стержня, предпо
лагая его нижний конец свободным.

17. Решить уравнение
utt =  а2ихх  — Ь2и +  А 

при нулевых начальных условиях и граничных условиях 

и (0 , 0  =  0 , и  (1, 0  =  В,
где Ь, А и В — постоянные.

18. Решить дифференциальное уравнение

иц  — а2ихх  +  Л sh  х  
при нулевых начальных условиях и граничных условиях

и (0, 0  =  В , t i ( l , t )  =  C,
где А, В  и С — постоянные.

19. К однородной струне с жестко закрепленными концами х  =  0 и х  =  I 
в точке х =  с (0 <  с <  /) приложена гармоническая сила

F ( 0  =  Ро sin (at,
действующая, начиная с момента < =  0. Найти отклонение струны и(х ,  t) ,  
предполагая начальные условия нулевыми.

20. Решить задачу о колебаниях неоднородного стержня длины I с ж ест
ко закрепленными концами, составленного из двух однородных стержней, со 
единенных в точке х  =  с(Ь <. с <. I), если начальное отклонение имеет вид

h „ -  х  при 0 х  с,
и (х, 0 ) =

с

-г— —  (I — л:) при с <  л: <  /,

а начальные скорости равны нулю.
21. Найти установившиеся колебания пружины, один конец которой за 

креплен, а на второй действует сила
F ( 0  =  A sin со,/ +  В  sin w2t.

22. Найти установившиеся колебания неоднородного стержня, составлен
ного из двух однородных стержней, соединенных в точке х =  с, если один 
конец стержня закреплен, а второй движется по закону

и (/, t) —  A  sin соt.

§ 4. Задача с данными на характеристиках

1. Постановка задачи. Рассмотрим ряд задач, являющихся 
развитием первой краевой задачи для уравнения колебаний 
струны. Для простоты будем изучать явления вблизи одного 
края, считая другой край удаленным в бесконечность, т. е. в



качестве исходной задачи возьмем задачу для полубесконечной 
прямой.

Уравнение колебаний струны щт =  а2ихх симметрично отно
сительно переменных х и t, если положить а2 =  1 , т. е. изме
нить масштаб времени, введя переменную t — at'. Однако до
полнительные условия вносят асимметрию в математическое 
толкование х  и /: в начальных условиях (при / =  0) за 
даются две функции и(х,  0) и ut (x, 0), в то время как в гра
ничных условиях (при х =  0) задается только одна функция 
« ( 0, t ).

Как было отмечено в § 2, п. 9, между функциями и их нор
мальными производными при t =  0 и х —  0 существует соот
ношение

Щ (0, z)  +  их (0, z) =  ut {z, 0) +  их (г,  0) (а2= 1)

при произвольном значении z.  Отсюда следует, что при х =  0 и 
t  — 0 нельзя независимым образом задать все эти функции; 
произвольными являются только три условия, что и указывает 
на невозможность симметричной постановки дополнительных 
условий.

Дополнительные условия могут задаваться либо на прямых 
линиях х =  0, t  =  0 (с задачами подобного рода мы имели

дело до сих пор), либо на 
некоторых кривых в фа
зовой плоскости. Напри
мер, граничные значения 
можно задавать на неко
торой кривой Ci(x =  
=  Ri ( t ) ) ,  однако для раз
решимости такой задачи 
кривая Ci должна поми
мо достаточной гладкости 
удовлетворять еще неко
торым дополнительным 
условиям.

Рассмотрим процесс 
колебаний газа в трубе 
с подвижной границей 
(подвижным поршнем). 

Ясно, что скорость перемещения границы, движущейся по зако
ну x =  f i ( t ) ,  нельзя считать произвольной: она не должна пре
восходить скорость звука <  а )- Геометрическим след
ствием этого является то, что кривая С\ ( х  =  f i ( t ) )  должна 
быть отделена характеристикой от линии t =  0 несущей на
чальные значения (рис. 25). Если хотя бы в одной точке ли-



ния Ci лежала ниже характеристики х =  at,  то значение функ
ции u( x, t )  вполне определялось бы начальными условиями и 
не могло бы задаваться произвольно. Физический смысл этого 
связан с тем, что при движении газа со скоростями, превосхо
дящими скорость звука, уравнение акустики теряет силу, и 
надо пользоваться нелинейными уравнениями газовой дина
мики *).

Начальные условия можно задавать не только на оси t =  О, 
но и на некоторой линии С2 (  ̂ =  Ы * ) ) ,  которая должна удо
влетворять требованию |/£ (х) \ < 1/а (при этом Сг лежит в обла
сти влияния начальных данных). Задачи подобного типа легко 
решаются с помощью интегрального уравнения колебаний (см.

Не ставя своей целью дать полный перечень всех возмож
ных краевых задач, рассмотрим более подробно задачу опре
деления решения по данным на характеристиках. Эту краевую 
задачу часто называют задачей Гурса. Задача с данными на 
характеристиках представляет большой интерес с точки зрения 
физических приложений. Она встречается, например, при изуче
нии процессов сорбции и десорбции газов (см. приложение V), 
процессов сушки (см. задачу 1 ) и многих других задач.

2. Метод последовательных приближений для задачи Гурса. 
Рассмотрим простейшую задачу с данными на характеристиках

Дополнительные условия даны на прямых х =  0 и у  =  0, яв
ляющихся характеристиками уравнения (1). Будем предпола
гать, что функции cpi(x) и ф2 (г/) дифференцируемы и удовлетво
ряют условию сопряжения ф1(0) = ф 2(0). Интегрируя последо
вательно по х и у  уравнение ( 1 ), получим:

и (х, у) =  ф! (х) +  Фг (у) — ф! (0) +  |  J* f i t ,  Ti) d t  dl). (2)

§ 2 ,  п. 7).

UXy --  f (X, У),
U (x, 0) =  Ф; {x),

« ( 0, y) =  <h(y)-
(1)

X

0
У x

и (x, y) =  и (x, 0) +  и (0, у) — и (0, 0) +  J dr\ J  /  (t ,  11) d t
о 0

или



Таким образом, для простейшего уравнения, не содержащего 
первых производных их, иу и искомой функции, решение пред
ставляется в явной аналитической форме (2). Из формулы (2) 
непосредственно следует единственность и существование реше
ния поставленной задачи.

Перейдем к решению линейного уравнения гиперболического 
типа

иху =  а (х, y ) u x +  b (х, у ) и у +  с (х, y ) u  +  f {х, у)  (3)

при дополнительных условиях на характеристиках х =  0, у  — О

и (х, 0) =  ф, (*),

«(0, у) = : ъ (у)>

где ф1 (х) и ф2{у)  удовлетворяют требованиям дифференцируе
мое™ и сопряжения. Коэффициенты а, Ь и с будем предпола
гать непрерывными функциями х и у.

Формула (3) показывает, что функция и(х,  у)  удовлетворяет 
интегро-дифференциальному уравнению

и х
И (х, у) =  J J [a (I, ti) иъ +  Ь (1, Г) ) и^+с  (I, Т)) и] d l  йц +

о о
У  X

+  Ф1 (*) +  ф2 (у) — Ф1 (0 )  +  J J f (I. л) d l  dr\. (4)
о о

Для его решения воспользуемся методом последовательных 
приближений. Выберем в качестве нулевого приближения функ
цию

«о (х> У)  =  0.

Тогда (4) дает для последовательных приближений следующие 
выражения:

V х

Щ (х ,  У)  =  Ф1 (а-) +  ф2 (у) —  ф, (0) +  }  /  /  (I . Л) d l  rfr),
о о

У  X

«!»(*> у) =  иi (x,  у ) +  j J [a(g, 1 +
о о

+  Ь (£, ri) +  с (£, Т]) «„-J d l  dr\.



Отметим попутно, что

ди,
дхГ ==1 ? '  +  I  И * ’ +  Tl)- -^ - -l- + c  (ЛГ, Г]) ип- ,] с1т),

X

ду ' J [a(l’ +  У ) ^ Ъ Г ~ + с ( ! , « / ) « „ - , ] d t .
дип ди, 
ду

Докаж ем равномерную сходимость последовательностей 

{ип (х,у)}, г/)}, { ~Ву~ (*’ У} } ’

Д ля этого рассмотрим разности 
2„ (х, у) =  ип+] (х, у) — ип (х, у) =

(6)

=  j J [а (I, л) +  Ь (I, п) +  с (1, г,) z„_, ( | ,  п)] d \  Л |,
О о

dzn (х , у) __  дип+1 ( х , //) __ дип (дг, у)
дх дх дх

=  J  [а (х, л) дгдпх ' +  b (х, ri) dZg^ ' +  с (х, т|) г„_, (лг, г))] dx\,

дгп (х, у) _ _  дип+1 (дг, у) _  дип (дт, у) 
ду ду ду

=  J  [а ( |, у) +  b ( | ,  ?/) +  с (I, у) г„_, (g, у)] dl .
"о

Пусть М — верхняя граница абсолютных величин коэффициен
тов а{х , г/), Ь(х, у), с(х, у) и Н — верхняя граница абсолютных 
величин Zq =  Ui(x, у) и ее производных

I z01 <  Я,
дга I .  т.

1 Г Г |< Я ’
дгп I 
ду  | <  / /

при изменении х  и у  внутри некоторого квадрата (0 ^  х  ^  L, 
О ^ у ^ Ь ) .  Построим мажорантные оценки для функций
г п, - | j - ,  4 ^ - .  Очевидно, что

| г, | <  ЗНМху  <  3ЯМ (* +  у)- ,

дг,
дх
дг,
~ w

<  ЗНМу <  ЗИМ (х +  у),

<  ЗНМх <  ЗНМ (х +  у).



Предположим, что имеют место рекуррентные оценки
п+1

дгп
дх

дгп
ду <  знмпк п~1 (х +п[у)П ,

где К  >  0 — некоторое постоянное число, значение которо; 
уточним ниже. Пользуясь этими оценками и формулой щ  
(п +  1)-го приближения после ряда упрощений, усиливаюнц 
неравенство, получим:

I г, +1 | <  ЗИМ- V -  +  2) <

^  ои>лп+1„п  (x +  y)n+z ^  3Н (2KLM)'
< 6НМ  А („ +  2)1 ■< W " ( «  +  2)I

п+2

дгп+1
дх

< 3нмп+1кп < 3Я  (2KLM)n+x 
К  ( я  +  1)!

дгп+ 1
ду <  з н м ' * ' ' к ' - '  Ц ± ^  (■£+!• +  2) <

< 3  нмп+'кп {х +  у)
п+1 п+1

( « + 1)1 <
3Н (2KLM)  
К  ( я + 1 ) !

где
K =  L +  2.

В правых частях этих неравенств с точностью до множите 
лей пропорциональности стоят общие члены разложения е2кьл  
Эти оценки показывают, что последовательности функций

и п —  Щ  +  +  . . .  +  z n - u

дип ди0 д г I
дх

дип
дх
ди0

дх
dzt

+

ду ду ду ... +

дх

ду
сходятся равномерно к предельным функциям, которые мы обо 
значим

и(х,  у) =  lim ип (х, у),

v (х, у) ■■ lim - ^ - ( х ,  у),д х

w {х, у) —  lim -
П->оо и У

(х, У)•



Переходя к пределу под знаком интеграла в формулах (5) и 
(6), будем иметь:

У X

и (X, у) =  щ (х, у ) +  J J  [а ( |,  Т]) v + b  (£, ri) w + c  (g, ri) и] d l  dy\,
О о 

У

v (x ,  y) =  - ^ j - ( x , y ) + j  [а(лг, л) v - f  b (х, л) w +  с (х, -ri) ы] rfr],
О
х

(х, y) =  ^ j f  (х, У) + J  [а (I. У) v +  Ь ( | ,  у) w +  с ( | ,  у) и] d%.

(7)

w ~ ■ •" аи ' ' •" ’ .о

Вытекающие отсюда равенства

v — их,

позволяют установить, что функция и { х ,  у )  удовлетворяет ин- 
тегро-дифференциальному уравнению

у х

и  (х,  у )  =  Ф 1 W  +  ф2 (У) — Ф 1 (0 )  +  J  J  /  ( 6 »  Л) d l  d 4  +
о О

У X

+  I J  [а (£, r\)ui +  b (I, л) +  с (&• л) и] d l  <*Л> (4)
о о

а также исходному дифференциальному уравнению (3), что про
веряется непосредственно дифференцированием (4) по х и у .  
Функция и =  и ( х ,  у ) ,  как нетрудно убедиться, удовлетворяет и 
дополнительным условиям.

Докажем теперь единственность решения рассматриваемой 
задачи (3) — (3'). Допуская существование двух решений 
Ui ( x ,  у )  и «2(*> У) ,  сразу же получаем для их разности

U  (х,  у )  =  щ  ( х ,  у )  — ы2 (х ,  У)

однородное интегро-дифференциальное уравнение
у х

U (х, у) =  J J (a(Jx +  bUy +  cU) d% dy\.
0 0

Обозначая далее через Н х верхнюю грань абсолютных величин 

| и  (*, у) I <  Н и I и я (х, y ) \ <  Ну, \ U y ( x , y ) \ < H l



для повторяя оценки, проведенные дл;
функций z n (x, у) ,  убеждаемся в справедливости неравенства

I t j  | и  (■* "Ь # )”"*" ^  ЪН, (2KLM)n+2
IC/ К З Я . М  к  <  W  ~  (п +  2) Т~

при любом значении п. Отсюда и следует

U (х , г/) == 0 или и, (х, г/) =  «2 (д:, г/),

что и доказывает единственность решения задачи с данными нг 
характеристиках.

Если коэффициенты а, Ь и с постоянны, то уравнение (3) 
с помощью подстановки

и — х}еКх̂ и
приводится к виду

vx„ +  Clv =  f. (8)
При С] =  0 мы получаем задачу для простейшего уравне
ния ( 1), решение которой дается формулой (2).

Если С) ф  0, то решение задачи для уравнения (8) также 
может быть получено в явной аналитической форме методом, 
изложенным в § 5.

З а д а ч и

1. Через трубу ( * > ( ) ) ,  заполненную веществом, содержащ им влагу, 
продувается воздух (со скоростью v ) . Пусть v(x,  t ) — концентрация влаги 
в поглощающем веществе, и(х,  t ) — концентрация свободных паров. Вывести 
уравнение для функций и(х,  t) и v(x ,  t), описывающих процесс сушки, если:
1) процесс изотермический и 2) изотерма сушки имеет вид u — yv,  где у  — 
постоянная изотермы (см. также приложение V ).

2. По трубе (х  >  0) пропускается со скоростью v горячая вода. Пусть 
и — температура воды в трубе, v — температура стенок трубы, и0 — темпе
ратура окружающ ей среды. Вывести уравнения для и к v, пренебрегая рас
пределением температуры по сечению трубы и стенок и считая, что на гра
ницах ^ о д а  — стенка и стенка — среда существует перепад температур и 
происходит теплообмен по закону Ньютона (см. главу III, § 1).

§ 5. Решение общих линейных уравнений 
гиперболического типа

1. Сопряженные дифференциальные операторы. Установим 
некоторые вспомогательные формулы, нужные нам для пред
ставления решений краевых задач в интегральной форме. Пусть

3?[и] =  ихх — иуу +  а(х ,  у ) и х +  Ь(х, у ) и х +  с{х, у) и ( 1) 
(а(х, у), Ь(х, у), с(х,  у) — дифференцируемые функции)

■— линейный дифференциальный оператор, соответствующий ли
нейному уравнению гиперболического типа. Умножая 3? [и] на



некоторую функцию v, запишем отдельные слагаемые в виде 

vuxx =  (vux)x — (vxu)x +  u v xx, vbuy =  (bvu)y — и (bv)y,

VUyy =  (VUy)y — (Vyu)y +  UVyy, vcu =  ucv.

vaux =  (avu)x — и (av)x,

Суммируя отдельные слагаемые, получаем:

v Z [ u ]  =  uJf[v]  +  2 L  +  ^ ,  (2)
где

JC(v) =  vxx — vyy — {av)x — (bv)y +  cv, (3) 

Н  =  vux — vxti +  avu - (vu)x — (2vx — av) и =  (4)

=  — (vu)x +  (2ux +  au) v, (4') 

К  =  — vuy +  vyu +  bvu =  — (vu)y +  (2 v y +  bv)u  =  (5)

=  (uv)y — (2uy — bu) v. (5')

Два дифференциальных оператора называются с о п р я ж е н 
н ы м и ,  если разность

v3?[u] — иЖ [и]

является суммой частных производных по х  и у  от некоторых 
выражений Н и К.

Рассматриваемые нами операторы 3? и Ж,  очевидно, яв
ляются сопряженными.

Если 3?[и]=Ж[и\ ,  то оператор 3? [ы] называется самосопря
женным.

Двойной интеграл от разности vS? [и] —  иЖ  [у ] п о  некоторой 
области G, ограниченной кусочно-гладким контуром С, равен

J |  ( v & [ u l - u j r [ v J ) d £ d r i =  J ( H d y \ - K d l ) ,  (6)
а с

где и и v — произвольные дважды дифференцируемые функции 
(двумерная формула Грина) ') .

2. Интегральная форма решения. Воспользуемся форму
лой (6) для решения следующей задачи:

найти решение линейного уравнения гиперболического типа

3? \ ti \==̂ uxx Uyy~\~a (х , у ) и х "I- b (х , у ) Uy~\~c (х , //) и /  (х , //), (7)

‘) Б. М. Б у д а к, С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука», 
1965.

5  А. Н, Тихонов, A, As Самарский



(/

удовлетворяющее начальным условиям на кривой С,

и 1с =  ф (*)>
«п \с =  Ф (х)

{иг, — производная по направлению нормали к кривой С),
выяснить ту область, в котi 
рой решение определяется у 
ловиями ( Т ) .

Кривая С задана при это 
уравнением

V =  f(x),  
где f ( x ) — дифференцируема 
функция. Наложим на криву| 
С условие, чтобы всякая хг 

х  рактеристика семейств у — х  = 
=  const и у  +  х  =  const пер« 
секала кривую С не более он 
ного раза (для этого надс 

чтобы | / ' ( х ) |  <  !)• Формула (6) для криволинейного треуголь 
ника MPQ,  ограниченного дугой PQ, кривой С и отрезкам 
характеристик МР  и MQ (рис. 26), дает:

J J (ui? [и] — иЖ  [у]) d l  йц =
MPQ

м р . Q

=  J ( H d i \ - K d l ) +  J ( H d r ] - K d l ) +  J { H d ^ - K d D
Q М P

Преобразуем первые два интеграла, взятые вдоль характери 
стик MQ  и МР.  Принимая во внимание, что

d% — — dr\ =  

d l  =  dr\ =

d=  на QM,
V 2

dL  на MP
V 2

(ds-элемент дуги вдоль QM и МР

и пользуясь формулами (4) и (5), получим: 
м м м
J  (Я d4 - K d $ )  =  -  J d { u v ) +  j  (2 ^ - - ^ v j u d s = *

м
=  -  (UV)M +  (uv)Q +  J (2 - g . _  „j и ds



и аналогично

Р м

J  (Н dr\ — К dl)  — — (uv)м +  (uv)P +  J  (2 -g-  _  А = Д  v) и ds.  
м р s

Отсюда и из формулы (6) следует:

м м
(u v ) p + ( u v ) Q Г ( d v  Ь - а  \  Г ( d v  a + b  \( « » ) * = - - - - — Q +  J F P ? ” ) “ ds+ J f e - T P T 0) “ rfs +

О

+  i -  |  ( H d x ] - K d l ) - j \ j l  { v 3 ? [ u ] - u M[ v ] ) d l d y \ .  (8)
P MPQ

Эта формула является тождеством, верным для любых до
статочно гладких функций и и и.

Пусть и — решение поставленной выше задачи с началь
ными условиями, а функция v зависит от точки М как от пара
метра и удовлетворяет следующим требованиям:

Ж  [г>] =  — w,,,, — (av)i — ( b v \  +  cv —  0 внутри A  MPQ (9)

dv b — ci tin I—  =  — — v на характеристике МР,
д$ } (9a)dv b +  a ал/л I—  —  ̂y -̂.- v на характеристике MQ, j

v (A f)=  1.

Из условий на характеристиках и последнего условия находим:

J 2 Y 2
v =  е*° на МР,

J 2 / 2
v =  es' на MQ,

где So — значение s в точке М. Как мы видели в § 4, уравне
ние (9) и значения функции v на характеристиках М Р  и MQ  
полностью определяют ее в области MPQ.  Функцию v часто на
зывают ф у  н к ц и е й  Р и м а н а .



Таким образом, формула (8) для функции и, удовлетворян 
щей уравнению (7), принимает следующий окончательный ви;

Q
и  (До) =  (ц о )р  +  (uv)Q J  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  _

р

+  uv (а йл - Ь  dt)] + 4 -  J J v { M , M ' ) f  (МО daM, (,iaM, = d t  d4). (К
MPQ

Эта формула решает поставленную задачу, так как выражени? 
стоящие под знаком интеграла вдоль PQ, содержат функци* 
известные на дуге С. В самом деле, функция v была определен 
выше, а функции

« 1с =  ф М .
их Ic =  us cos (х, s) +  ип cos (х, п) =  Ф [,2(Х) .

У  1 +  (/ W )2

иу |с =  us cos (у, S) +  Un cos (у, п) =

вычисляются при помощи начальных данных.
Формула (10) показывает, что если начальные данные из 

вестны на дуге PQ,  то они полностью определяют функцию в ха 
рактеристическом Д  PMQ,  если функция f (x ,  у) известна в stoi 
о б л ас ти 1).

Формула (10), полученная в предположении существованш 
решения, определяет его через начальные данные и правук 
часть уравнения (7) и тем самым по существу доказывает един 
ственность решения (ср. с формулой Даламбера, гл. II, § 2 
стр. 51).

Можно показать, что функция и, определяемая формулой 
(10), удовлетворяет условиям задачи (7) — (7'). Однако мы не 
этом доказательстве не останавливаемся.

3. Физическая интерпретация функции Римана. Выясним фи
зический смысл функции v(M, М').  Для этого найдем решение 
неоднородного уравнения

3?[и] =  — 2fj (f =  2 f\)
с  нулевыми начальными условиями на кривой С. Обращаясь 
к формуле ( 10), видим, что искомое решение имеет вид

и (М) =  J  J  о (М, М') /, (МО rfcrM,. ( 11)
________________________ MPQ

‘) Если характеристика пересекает кривую С в двух точках Р и Mi  (см. 
рис. 26), то значение и ( М i) не мож ет задаваться произвольно, а определяет
ся по формуле ( 10) с начальными данными на дуге PQi  и значениями f ( x , y ) 
в Д  PMiQi.



Предположим, что f i (M )— локальная функция точки 7ИЬ равная 
нулю всюду, кроме малой окрестности S e точки М ь и удовле
творяющая условию нормировки

(12)

Формула (11) в этом случае принимает вид

ue ( M ) = j j v ( M ,  M ' ) f l (M ')daM, (13)

Пользуясь теоремой о среднем значении, можно написать: 

ые (М) =  я (М, Ml) J  J  /, (М') daM, =  о (М , MJ),

где Mi — некоторая точка области S e.
Стягивая е-окрестность S e в точку M i( e —►()), находим:

и (М) =  lim ие (М) =  v (М , М,). (14)

•Функция fu  как мы видели на ряде примеров, обычно является 
плотностью силы, а пере-

ражение

“  J J / |  (4, Ч) d l  rf,| (15)

Рис. 27.

представляет собой импульс 
•силы. Отсюда в силу фор
мулы (11) заключаем, что
V (М , Mi) является функцией
влияния единичного импульса, приложенного в точке M t. Функ
ция v ( M , M i) =  v (x ,y \  I, г]) была определена как функция па
раметров М (х ,у ) ,  удовлетворяющая по координатам 1, г] точки 
Mi уравнению

с дополнительными условиями (9а).
Рассмотрим функцию



являющуюся функцией параметров М|(£, г]) и удовлетворяк 
щую по координатам х, у  точки М уравнению

у)[и] =  О

с дополнительными условиями (см. рис. 27)

ди Ь — а „—  =   ̂у -  и на характеристике

ди
д s 2 У 2

и(М„ М , ) =  I. 

Из этих условий находим:

и на характеристике М,Р,, (18

)

и(М,  М,) =  -1

( S I

J  2 / 2
на A^Q,,

f ^ ds J 2^2 ^ es° на М {Р{,

(19

u(Mlt М,) =  1.

Уравнение (17) и условия (18) полностью определяют функ 
цию и в четырехугольнике MP\M\Q\,  ограниченном отрезкамк 
характеристик М Р ь M Q t и М\Р\,  MiQj.

Применяя формулу (6) к четырехугольнику MP\MiQlt полу
чаем:

р, м  Q, м,

J J  ( o ^ [ « ] - « u r [ o ] ) d | r f T | =  J  (Я d r , - * < * £ ) + /  +  J =  C
ArP,Af|Q, М Q, М, P,

(/?(§, r]) — переменная точка интегрирования в MP\M\Q).  Поль
зуясь формулами (4) и (5) для К и Н и условиями (9а) на ха
рактеристиках для функции v, нетрудно вычислить первые два 
интеграла правой части

р ,
J (Н dr] — К dt) — — (uv)M +  (uv)Pi, 

м 
м
J  (Н dr\ — K dQ =  — (uv)м +  (uv)Qi,

подобно тому как это было сделано при выводе формулы ( 10).



Аналогично, пользуясь равенствами (4'), (o') и условиями 
(19) для функции и(М,  Mi) на характеристиках, находим:
м,J (Н ёц —К dl) =
Р г' Г’=  J [— (vu) idi\— ( w o ^ d i l+ J  v[(2 u i d \ \ + 2 ur]d l )+ (audr \— bud l )]=  

p, p.
-M, M,

=  |  d  (« , )  +  J 2 ( i i  -  <1)0 (/.!«= lu-J),.,, -  (U0)p,

И ” - " " - # ) '
Q.
J (Я йл -  К dl) =  (mo)Mi — (uv)Qi (dl  =  dr\ =  -y==). 

л»,
Суммируя все эти четыре равенства, получаем:

2  ( w w ) m  =  2

или
й(М, М,) =  а(М , М,), (20)

так как
(U)Af, =  (U)M= 1 -

Таким образом, мы видим, что v(M,  M i ) — функцию влияния 
единичного импульса, сосредоточенного в точке Mi, можно оп
ределить как решение уравнения

S (g. у) [v (М, М,)] =  0, М =  М(х ,  у), М, =  М, (I, л)
с дополнительными условиями (18).

4. Уравнения с постоянными коэффициентами. В качестве 
первого примера применения формулы ( 10) рассмотрим задачу 
■с начальными данными для уравнения колебаний струны:

Uyy =  ихх -f~ fi (х , t) (у  =  at, f i =  -—£■ j ,

и {x, 0) =  ф {x),

и„ =  Ы * )  “ "J-)*
В формуле (10) дуга PQ является отрезком оси у —  0. 
Оператор

3? [и] =  ихх Uyy 
является самосопряженным, поскольку



Так как а =  0 и 6 =  0, то функция v на характеристиках 
МР  и MQ  равна единице. Отсюда следует, что

у (М, М') =  1
для любой точки М'  внутри треугольника PMQ.

Учитывая затем, что в нашем случае
dr] =  0 на PQ,

получаем:

u ( M ) =  ^ P~)+2 u{Q) +  +  1  rbdtdri.
Р PMQ

Замечая, что Р =  Р (х  — у, 0), Q =  Q(x +  y, 0), где х и у  —  
координаты точки М =  М (х, у ) ,  и пользуясь начальными усло

виями, будем иметь:

ы (х, У) —
_  ф (х — у) +  ф (х +  у ) __

2

х+у

= 4  J Ф. (!)<*£ +
Х - у

у х+(У-‘п)

+  у  J J M S. n) dt  rfn.
0 jc—(«/—ri)

Возвращаясь к переменным х  и t, получаем формулу Далам- 
бера
и (х , t) —

. Л  x+ a t  t х+а  ( /—т)

1 . /  1 х —at 0 х - а  ( f -x )

^ Т с  которой мы уже встречались в п. 9 § 2 (формула (30)).
В качестве второго примера рассмотрим задачу с началь

ными условиями для уравнения с постоянными коэффициен
тами

ч-хх —■ Чуу +  aux +  buy +  си —  0, — оо <  л: <  оо, у  >  0 (21> 
(а, Ь, с — постоянные числа),

« I 4,= 0 = = ( p W >  (2 2 >

нЛ = о  =  1И*)- (23)
Подстановка



позволяет привести уравнение (21) к более простому виду 

Uxx— Vyy+CiU=b,  Ci = у  (4с2—а2— Ь2), — о о < х < о о ,  у > 0 (25) 

•с дополнительными условиями

U \у=о =  Ч>(х)е2 * =  Ф1 (х),  — оо <  х  <  оо, (2 2 ')

Uy\y=o =  ($(x)  — j < f ( x ) ) e 2 Х =  Ь  (х), — о о < х < о о ,  (23')

-если только выбрать параметры К и ц соответствующим образом, 
■полагая

=  (26)
Определение функции U (х, у) по начальным данным и урав

нению (25) сводится к построению функции Римана v(x, у\ tj). 
Функция v должна удовлетворять условиям:

Vxx — Vyy +  Cl v =  0, (27)
и — 1 на характеристике МР,  j
о = 1  на характеристике MQ (рис. 28). J

Кудем искать v в виде
v — v (z), (29)

где  _________________
z  — V(X — i )2 — (у — 11)2 или z2 =  (х — D2 — (у — Г))2. (30)

На характеристиках МР  и MQ  переменная z  обращается 
в  нуль, так что и(0) =  1. Далее, левая часть уравнения (27) 
преобразуется следующим образом:

-  V yy  +  C1U =  V "  ( 2 )  ( Z l  -  z l )  +  ( 2 )  ( Z x x  -  Z y y )  +  Cl °  =  ° -

Дифференцируя выражение для z 2 дважды, по x и у, получим:
z z x — х — 1, 

z z y =  — {у — П).
Z Z x x  +  Z l = 1 ’

Z Z y y  +  Z l = ~ U

Отсюда и из формулы (30) находим:
у2 _ /у2 — 1 у _ у —. J[_
л х  .V 1 > *~хх л уу г  *

Уравнение для v принимает следующий вид:
1



при условии и(0) =  1. Решением этого уравнения является функ 
ция Бесселя нулевого порядка (см. Дополнение II, часть I, § 1)

V (z) =  / 0 ( / с ,  z)
или

V (х,  у ,  I ,  Ti) =  J 0 ( V c i  l (x —  l ) 2 —  ( y  —  Г])2]) .  (31)
Воспользуемся теперь для нахождения U (х, у) формулой (10), 
которая в нашем случае принимает вид

Q
U ( M ) =  и ^  + и ^ )  + | J  ( v U ^ d l - U v ^ d l )  (dri =  0). (32)

p

Вычислим предварительно интеграл по отрезку PQ (т] =  0):
О х+у

j ( v U ^ - U v J d t ^  J (Wc, \ ( х - 1? - у * ] ) и ц {1 , 0)-
P x —y

_  m i .  0) V 7 x y J o ( V ^  V ( x - e f - y 2) ] ^  лчяу 
Vc, \(x — I )2 — y*} *

Пользуясь начальными условиями (22'), (23'), находим:
х+ у

и (х ,У) = ^ 1 ^ р ^ ± у 1 Ц  J j o(V7l V(x-t)2- y 2h A t)d t+
Х - У

х + у  __  ___________________

+  ± ^ Л  , т
v „ V i x - Ъ У - у 2л —у

откуда в силу (24), (22') и (23') получаем формулу 
_ а~ь .. а+ь

и (х, у) ■■_  Ф ( х - у ) е  2 +  ф (х +  у) с 2

ь х ^ у
~ T e2V J { ^ h i V c . V i x ^ l f - y 1) -

Х - У

х + у

+  ^ е Т »  J V ( x - l ) 2 - y 2 ) e ~ TiX~l)y ( l ) d l ,  (35)
х - у

дающую решение поставленной задачи.



Рассмотрим частный случай а — О, Ь =  0, т. е. уравнение 

ихх ууу -j- си =  0.

Из формулы (35) сразу получаем:
х + у

и ( Х , у ) = * {Х rt+g^+^+ l  J /0(/с, Y { X - l Y - y 2 ) ^ { l ) d l  +
Х - у  

х + у

+  7̂ , »  J  - V  (36)
х - у

Полагая здесь Cj =  0 и y =  at, приходим к формуле Д алам бера
x+at

и(х ,  + m  + J L  j  (37)
x —at

дающей решение уравнения колебаний струны
1 _ п 

ĵrjr а2 ”

лри начальных условиях
и (х, 0) =  ф (х), 

ut (x , 0) =  ф(дс),
■ф (х) =  агр (х) =  [ у ,  0).

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ II

1. Решить задачу 1 из § 4, предполагая, что в начальный момент кон
центрация влаги постоянна вдоль всей трубы и на вход подается поток 
сухого воздуха.

2. Решить задачу 2 из § 4, считая, что начальная температура системы  
равна «о, а температура на конце трубы все время поддерж ивается равной 
Uo >  «о-

3. Решить систему телеграфных уравнений (см. § 1 (21) ) :

iх -f- CVj -j- G v =  0, 

vx +  Lif  +  Ri —  0

для бесконечной линии при начальных условиях

i (х, 0) =  ф (х), v (х,  0) =  г|) (х).

У к а з а н и е .  Свести систему уравнений (§ 1 (21))  к уравнению 2-го по
рядка для одной из функций ('(л:, t) или v(x, t),  например

• ixx =  CLltt  +  (CR +  GL) i t +  GRi



с начальными условиями Цх,  0) =  <р(х),

и воспользоваться затем формулой (35).
4. Исследовать решение телеграфного уравнения, полученное (формула  

(3 5 ))  для случая малых G и R. Рассмотреть предельный случай G 0, R-*- 0> 
и получить из формулы (35) формулу Даламбера для решения уравнений, 
колебаний струны.

ПРИЛОЖЕНИЯ К ГЛАВЕ II 

I. О колебании струн м узы кальны х инструментов

Колеблющаяся струна возбуждает колебания воздуха, вос
принимаемые ухом человека как звук, издаваемый струной. 
Сила звука характеризуется энергией или амплитудой колеба
ний, тон — периодом колебаний, а тембр — соотношением энер
гий основного тона и обертонов ') .  Не останавливаясь на физио
логических процессах восприятия звука и на процессе передачи 
звука по воздуху, мы будем характеризовать звук струны ее 
энергией, периодом и распределением энергии по обертонам.

В музыкальных инструментах обычно возбуждаются попе
речные колебания струн. Различают три типа струнных инстру
ментов: щипковые, ударные и смычковые. В ударных инструмен
тах (например, рояль) колебание возбуждается ударом, при
дающим струне начальную скорость без начального отклонения, 
В щипковых инструментах (например, арфа, гитара) колебания 
возбуждаются приданием струне некоторого начального откло
нения без начальной скорости.

Свободные колебания струны, возбуждаемой произвольным, 
способом, могут быть представлены в виде (см. главу II, § 3)

В качестве упражнения к § 3 была предложена задача 1, ле
ж ащ ая  в основе простейшей теории возбуждения струн щипко
вых инструментов. Решение этой задачи показывает, что если 
начальное отклонение струны представлено в виде треугольника 
с высотой h в точке х = с  (рис. 29), то

оо

Ъп =  0.

*) Р э л е й ,  Теория звука, т. I, гл. VI, Гостехиздат, 1955.



(М =  р/) (2)

Энергия п -й гармоники равна

Е  =  — о1ф2 a2 =  Mh2 -------— -------sin2 —
4  Р ш п и п  т п  k W c 2 (1 —  c ) 2 I

и убывает обратно пропорционально п2.
В задаче 4 к § 3 рассматривается простейшая теория удар

ного возбуждения струны при помощи сосредоточенного в точ
ке с удара с импульсом К. Решение этой задачи представляется 
в виде

оо
/  , ч 2К  V4 1 • ппс i . лп  I . , ( , яп  \  /о \

U (X' /) =  ^ 2 j 7 r s m - r"\ 'isin_7_ 5 4 Sin“ ” =  “Г  Wл=I
г ,  К 2 . 2 ППС
n ~ ~M ~sm ~Т~ (4)

х=о х=с 
Рис. 29.

Таким образом, при возбуждении струны ударом, сосредото
ченным на небольшом интервале длины б, энергии различных 
гармоник (для которых б ма- Uj 
ло по сравнению с расстоя
нием между узлами) будут 
мало различаться между со
бой, и тон, издаваемый так воз
бужденной струной, насыщен 
обертонами. Это заключение 
легко проверяется эксперимен
тально. Если натянутую стру
ну (на монохорде) ударить лезвием ножа, то струма зазвенит: 
звук будет насыщен обертонами. В рояле струна возбуждается 
ударом молоточка, обтянутого кожей. Такое возбуждение стру
ны можно представить при помощи следующих схем:

1. Струна возбуждается заданием постоянной начальной 
скорости у0 на интервале (с — б, с +  6). Этот случай будет со
ответствовать плоскому жесткому молоточку, имеющему ши
рину 26 и ударяющему в точке с. Процесс колебаний описы
вается функцией (см. задачу 3 § 3)

оо
, ,ч 4v0l V4 • • ппс . пп  s . пп . .u{x, t) =  ~ ~  V  — Sin—7—  sin —— б • sin —j— x  ■ smco„r,П Q JgwA П I I I

n= 1
и энергии отдельных гармоник равны

AMv\г ,  -...Jo .
Е/l „2„2 Sin

ппс
• sinJ

nnb
п*п‘ —- I ° I - 

2. Струна возбуждается начальной скоростью

ди
~дГ (х,  0) =  '

X С 3Т I [ ^  *
O0 COS----£-------TJ- I *  —  С I <  6,



Этот случай соответствует жесткому выпуклому молоточку ши 
рины 26. Такой молоточек в центре интервала 26 возбуждает 
наибольшую начальную скорость, что схематически может б ь т  
описано приведенной выше функцией. Возбужденное таким об
разом колебание имеет вид (см. задачу 3 § 3)

оо п п  * . ЯП
/ « 8М Х 1 1 со* —  6 -5'" —  '  . пп 

и( х’ 1 ( 25* )2 s m — x ’ sm an t
п= 1

и энергии гармоник равны

Еп 1л2 ' j-j _^2_6rtj2j2 ' C0S I ■ Sin <

3. Молоточек, возбуждающий колебания струны, не является 
идеально жестким. В этом случае колебания определяются уже 
не начальной скоростью, а силой, меняющейся со временем. Та
ким образом, мы приходим к неоднородному уравнению с пра
вой частью

X — с я  . nt \ Х С I ^
Ocos — 6------2 Sln — ' если 0 < / < T ,

| X —  С I >  6 ,
О, если , .t >  х.

Решение этого уравнения для t >  т представляется в виде
оо я п б  (£>п Х . ППС 

1C г  *  . C O S  :---- С O S — —  S i n — -—/ 16F0x6 1 I 2 I . nn x \  
U( X,  t) =  --------r !!—  > — F -------------- / О А  Ч 9 Т  Г--------------S i n - p X S i n Q n  t -----------------------------------4 ’ JT3pa n Г / 2 о « \ Л  Г 1 1 V 2 /

F(x ,  t) =

n=l
Рассмотренные примеры показывают, что ширина интервала, 

по которому производится удар, и продолжительность времени 
удара имеют весьма существенное влияние на величину энер
гии высоких обертонов. Отметим, кроме того, что присутствие 

ппмножителя sin —j— с показывает, что если центр удара молоточка
приходится на узел п -й гармоники, то энергия соответствующей 
гармоники равна нулю.

Наличие высоких обертонов (начиная с 7-го) нарушает гар
моничность звука и вызывает ощущение диссонанса1). Наличие

’) Например, если основная частота (первая гармоника) в 440 колебаний 
в секунду соответствует «ля» первой октавы, то в семь раз большая частота 
соответствует «соль» четвертой октавы. Интервал ля — соль, так называе
мая малая септима, имеет неприятный для слуха, диссонирующий характер.



низких обертонов, наоборот, вызывает ощущение полноты звука. 
В рояле место удара молоточка выбирают близко от точки за
крепления струны между узлами 7-го и 8-го обертонов, чтобы 
уменьшить их энергию. Регулируя ширину молоточка и его 
жесткость, стремятся увеличить относительную энергию низких 
(3-го и 4-го) обертонов. В старых конструкциях рояля, обла
давших более резким, даже до некоторой степени звенящим
тоном, пользовались узкими и жесткими молоточками.

i
II. О колебании стержней

В курсах методов математической физики основное место от
водится уравнениям 2-го порядка. Однако большое число задач 
о колебаниях стержней, пластин и т. д. приводит к уравнениям 
более высокого порядка.

В качестве примера на уравнения 4-го порядка рассмотрим 
задачу о собственных колебаниях камертона, эквивалентную 
задаче о колебаниях тонкого прямоугольного стержня, за ж а 
того одним концом в массивные тиски. Определение формы ко
лебаний камертона и его частоты сводится к решению «уравне
ния поперечных колебаний стержня»

К этому уравнению приходят во многих задачах о колебаниях 
стержней, при расчете устойчивости вращающихся валов, а так
же при изучении вибрации кораблей ').

Рис. 30.

(О

*) См., например, монографию А. Н. Крылова «Вибрация судов».



Приведем элементарный вывод уравнения (1). Рассмотри 
прямоугольный стержень длиной I (0 ^  х  /), высотой h 
шириной b (рис. 30). Выделим элемент длины dx. После изгиб

торцевые сечения выделенного элеме 
та стержня, предполагаемые плоек] 
ми, образуют угол с/ср. Если дефо| 
мации малы,, а длина оси стержня пр 
изгибе не меняется (dl — dx) ,  то

. ду ду д 2у ,da>=-~- -----= ---------------- dx .
^  дх х дх х+ах дх2

Слой материала, отстоящий от ос 
стержня у  =  0 на расстоянии г), из 
меняет свою длину на величину ri d< 

(рис. 31). По закону Гука сила натяжения, действующая вдол 
слоя, равна

dN  =  Е ■ b dr\ • =  — Е ■ b - ^ - r i  dx\,

где Е — модуль упругости материала стержня. Полный изги 
бающий момент сил, действующих в сечении х, равен

2

М - ~ Б Ш Ь J ’’’ “'Ч = - £ - & / ,  (2. 
h 

~ 2где
Jl

2

j  =  b J  тf d i \ = ~ -
_h_

2

'— момент инерции прямоугольного сечения относительно своей 
горизонтальной оси. Обозначим через М(х)  момент, действую
щий на правую часть стержня в каждом сечении. В сечении 
■X dx, очевидно, действует момент сил, равный — (M - \-dM ).

Избыточный момент — dM  уравновешивается моментом тан
генциальных сил

dM  =  F dx.

Отсюда в силу равенства (2) получаем величину тангенциаль- 
лой силы

Рис. 31.



Приравняв действующую на элемент результирующую силу

dF =  ^ - d x  =дх E J  d xд х 4

произведению массы элемента на ускорение

о ,
Р  d t 2

где р — плотность стержня, S — площадь поперечного сечения 
(при этом мы пренебрегаем вращательным движением при из
гибе), получаем уравнение поперечных колебаний стержня

дчу 
dt2 ( 1)

Граничными условиями для заделанного конца х = 0  являют
ся неподвижность стержня и горизонтальность касательной

У х=0 = 0, ду
дх =  0. (4)

На свободном конце должны равняться нулю изгибающий мо
мент (2) и тангенциальная сила (3), откуда следует, что

d 2y
TxJ x=l

=  0, d 3y
~dx* =  0.

x=l
(5)

Д ля того чтобы полностью определить движение стержня, 
нужно еще задать начальные условия — начальное отклонение 
и начальную скорость

ду
П = ■f(x) и dt <=о

=  ф (* )  (о  * < ; / ) . (6)

Таким образом, задача сводится к решению уравнения (1) 
с граничными условиями (4), (5) и с начальными условия
ми (6).

Будем решать задачу методом разделения переменных, по
лагая

y — Y ( x ) T  (/). (7)

Подставляя предлагаемую форму решения в (1), имеем:
Т" U) _  К(4) {*) _  ,  

а2Т (t) Y (х)

Д л я  функции У (я) получаем задачу о собственных значениях
у (4) _  я у  =  о, (8)

Y I = о  —  1 '*=0 U> dx х=а
=  0, d2Y 

d x 2

Г -

х—1
=  0, d 3Y 

d x 3
:0. (9)



Общее решение уравнения (8) представляется в виде
^ Ч

Y (х) =  A  ch У%х +  В sh \ fXx  +  С cos YXx  D sin УХх.

Из условий У(0) =  0, К'(0) =  0 находим С =  — A, D =  — В. 
Отсюда следует, что

Y (х) — A (ch У%х — cos VХх)  +  В (sh УХх  — sin УХх).  

Условия Y"(l) =  0 и Y'"{1) =  0 дают:

Vy онма-р А (ch +  cos V m )  +  В (sh У М  +  sin У Xl) =  О,

УСА̂ ХЛЛЛ A (sh \f M  — sin У  U )  +  В  (ch У й  +  cos У й )  =  0.

Эта однородная система имеет нетривиальные решения Л и В, 
если определитель системы равен нулю. Приравнивая этот опре
делитель нулю, получаем трансцендентное уравнение для вычис
ления собственных значений

4 Г  _  .
sh2 V XI — sin2 У и  =  ch2 У м  +  2ch У  XI cos У й  +  cos2 У й .

Так как ch2* — sh2x = l ,  то это уравнение можно записать 
в виде

chn -cos ,u  =  — 1 ( ,ч =  V x i ) .  (10)

Корни уравнения (10) без труда вычисляются, например, 
графически ’):

ц, =  1,875, 
ц2 =  4,694,
М-з =  7,854,

ц„» 5у ( 2/г— 1) при п >  3.

Последняя формула дает значение ц.„ с точностью до трех де
сятичных знаков, начиная с п = 3, и с точностью до шестого 
знака для п ^  7.

Рассмотрим теперь частоты колебаний камертона. Уравне
нию

Т" +  а*кпТ =  0 

удовлетворяют тригонометрические функции

Тп (t) =  а„ cos 2л;vnt +  bn sin 2nvnt

‘) О вычислении корней уравнения (10) см. Р э л е й ,  Теория зиука, г. I, 
гл. VIII,  1955.



с частотой _ __ __  __
a V ^ n  V K  - . /  E J  __ n l  E J

V"  2n  2л '  p S  2я  I 1 '  p S

Частоты v„ собственных колебаний относятся как квадраты 
jхп- Так как

- ^ | =  6,267, —1 -=  17,548,
1*1 И' I

то второй собственный тон выше основного тона более чем на 
две с половиной октавы, т. е. выше шестой гармоники струны 
при равном основном тоне, третье же собственное колебание 
выше основного тона более чем на четыре октавы. Например, 
если камертон имеет основную частоту в 440 колебаний в се
кунду (принятый стандарт для а'  — ноты ля  первой октавы), 
то следующая собственная частота камертона будет равна 
2757,5 колебания в секунду (между с""  =  2637,3 и f ' " '  = 2794,0— 
между нотами ми и фа четвертой октавы равномерно-темпери
рованной гаммы), третья же собственная частота в 7721,1 коле
бания в секунду уже выходит за пределы шкалы собственно 
музыкальных звуков.

При возбуждении колебаний камертона ударом присутствует 
не только первая, но и высшие гармоники, чем и объясняется 
металлический звук в начальный момент. Однако с течением 
времени высшие гармоники быстро затухают и камертон из
дает чистый звук основного тона. _i u jy

III. Колебания нагруженной струны

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о колебаниях з а 
крепленной на концах струны (0, /), в нескольких точках кото
рой х = х { ( i =  1, 2 , п) помещены сосредоточенные массы Af,-.

Условия в точке Xi можно получить двумя способами. Если 
в точке Xi ( / = 1, 2, . . . ,  п) приложена сосредоточенная сила 
Fi(t ) ,  то должны выполняться соотношения

и (х[ — 0, t) =  u {xt +  0, t), ( 1)

k u x fxl+ l = - F t. (2)

В данном случае под F,- следует понимать силу инерции. Под
ставляя в формулу (2)

F{ =  — M tutt (х{, t),
получим:



Возможен и другой вывод условия (3). Распределим массу 
М { на участке (хг- — е, Xi +  е) с постоянной плотностью 6, и 
воспользуемся уравнением колебаний для неоднородной струны

где р — плотность струны. Пусть ие(х, I) — решение этого урав
нения.

Интегрируя уравнение (4) по х в пределах от х,- — е до 
Х{ +  е и совершая предельный переход при е —>-0, получим 
условие (3) для функции и (х, t) =  lim иг (х, t). На обосновании,

е-*0
предельного перехода мы не останавливаемся.

Формулируем полностью нашу задачу: 
найти решение уравнения колебаний

где  ф(х) и г|;(х) — заданные функции.
2. Собственные колебания нагруженной струны. Остано

вимся, прежде всего, на исследовании собственных частот и 
профилей стоячих волн для нагруженной струны. Для этого мы 
должны найти решение поставленной задачи, представимое 
в виде произведения

Подставляя это выражение в уравнение (5) и пользуясь гра
ничными условиями, получим после разделения переменных

(4)

(5>

удовлетворяющее граничным условиям

(6>

усл ов ия м сопряжения в точках х  —  Xi
и (xt — 0, t) =  u (xi +  0, t), 

MiUtt (xt, t) =  kux ( i =  1, 2, . . . .  n)

и начальным усло ви ям

(8>

и (x, t) =  X  (x) T {t). (9)



Условия сопряжения дают:
* ( х г - 0) =  Х(*, +  0),

M{x ( x t) T" =  k X '  p j r .

Принимая во внимание уравнение (10), перепишем последнее 
соотношение в виде

k X ' Q + l ^ - X M i X i x t ) .

Таким образом, для функции Х{х)  мы получаем следующую за 
дачу на собственные значения:

j 7 (kX') +  k PX =  0, k {х) >  0, р {х) >  0, (11)

* ( 0) =  0, Х(/) =  0, (12)
Х ( * , - 0 )  =  ;Г(*г +  0) ( / - 1 ,  2, N), 1
k X '  (xi +  0) -  kX '  (xt -  0) +  Ш tX (xt) =  0. j  ( '

Отличительной особенностью рассматриваемой краевой задачи 
является то, что параметр X входит не только в уравнение, но и 
в дополнительные условия.

Мы не будем здесь останавливаться на доказательствах су
ществования бесчисленного множества собственных значений и 
собственных функций, положительности собственных значений, 
теоремы разложимости. Эта краевая задача, так же как и за 
дачи обычного типа, рассмотренные нами в § 3 главы И, сво
дится к некоторому интегральному уравнению, которое в дан
ном случае является н а г р у ж е н н ы м  интегральным уравне
нием и эквивалентно интегральному уравнению в интегралах 
Стильтьеса.

Остановимся более подробно на выводе условия ортогональ
ности собственных функций

ХЛх), Х 2 (х).........
которое в данном случае отлично от условия (92) § 3 и назы
вается условием ортогональности с нагрузкой.

К ак было показано в гл. II (см. § 3), собственные функции, 
для краевой задачи

- * - ( * 4 1 ) + * р х = о ,

X  (0) =  0, X (I) =  о 
ортогональны с весом р на интервале (0, /):

i
J  Х т (х ) Х п (х) р {х) dx =  0 { т ф  п). (14)
о



Распределяя каждую массу с постоянной плотностью 6i 
на некотором интервале х, — е <  х <  x t +  е, где е >  0 — ма
лое число, мы придем к задаче о собственных колебаниях неод
нородной струны С ПЛОТНОСТЬЮ ре (х). П у С Т Ь  Я е „ И { ^ е п ( * ) }  —  
•собственные значения и собственные функции этой задачи, для 
которых должно выполняться условие ортогональности

Выделяя в равенстве (15) интегралы по участкам (xt — е, 
X i  +  е )  и  совершая предельный переход при е  —► 0, мы получим 
соотношение

f Х т(х ) Х п (x )p (x )r fx +  ' ^ i MiXm(x[) X n (xl) =  0 { т ф п ) ,  (16)

называемое условием ортогональности с нагрузкой1).
Мы снова оставляем в стороне вопрос о возможности такого 

перехода.
Условие ортогональности (16) может быть получено и чисто 

формальным путем из уравнения и условий (11) — (13). Пусть 
Х т(х) и Х п (х) — собственные функции задачи (11) — (13), соот
ветствующие собственным значениям Хт и Хп, удовлетворяющие 
уравнениям

Умножим первое уравнение на Х п (х), второе — на Хт (х) и вы
чтем из первого результата второй. Интегрируя полученное ра
венство последовательно по участкам (0, Xi); (xi,x2); . . ( xN, I) 
и складывая, будем иметь:

причем мы полагаем х0= 0 ,  x N+i =  l. Выполняя интегрирование 
в каждом из слагаемых суммы и объединяя члены, соогвет-

') Р. К у р а н т  и Д.  Г и л ь б е р т ,  Методы математической физики, т. 1, 
х л . V I, 1951.

(15)
о

П

О

о

5  J { 7 [XmkX'n - X nk X ,m]dx =  0, (17)



ствующие подстановкам x — x i  —  0  и x = x t +  0 ,  получим сумму 
слагаемых вида

Ai =  (XmkX'n -  X nk X 'm) x = X i_ 0 -  (.XmkX'n -  X nkX'm)x=Xi+0.

При этом подстановки при х = 0  и х = 1  в силу граничных ус
ловий обращаются в нуль.

Для вычисления A t воспользуемся условиями сопряжения

Х / О с - О ^ Х / ^  +  О),
(/ =  « . » ) •  (13)kX' ,(x t +  0) -  kX',{Xi -  0):

Переписывая A t в виде

Ai  =  Х т (хО [kX'n (Xi -  0) -  kX'n (x t +  0)] -
-  X n (xt) [kX'n (xi -  0) -  kX'm(x, +  0)]

и пользуясь формулой (13'), находим

Ai =  Х т (xi) М,кяХ я (xi) — Х п (x i ) MikmX m (Xi) =
=  M lX m(xl) X n (x{) (k„ — A,m).

Теперь равенство (17) можно написать в виде

(А« -  К )  { J  Х т (х) Х п (х) р (х) dx  +  J  М,Хт (хд Х п (х^  J =  0.

Если кт ф  кп, то отсюда сразу же следует условие ортогональ
ности с нагрузкой (16).

Норма собственных функций Х п (х) определяется по формуле
/ N

II х я f =  |  xl (х) р (х) dx  +  2  MiX2n (Xi). (18).
0 i=l

Очевидно, что при разложении некоторой функции /  (х ) 
в ряд

/ ( * ) = 2 / А  (*)1

коэффициенты разложения будут определяться по формуле
I N

J  I (*) <*) Р  (*Мх +  ^  л у  (jr,) Хп (xt)

I ------------------------• < |9 >

Задача с начальными условиями, поставленная в п. 1, ре
шается по обычной схеме метода разделения переменных.



Аналогично рассматривается задача о колебании стержня (ил1 
балки) при наличии сосредоточенных масс.

Задача о колебаниях струны, нагруженной сосредоточенны 
ми массами, находит широкое применение в физике и технике 
Еще Пуассон решал задачу о продольном движении груза, под 
вешенного к упругой нити. А. Н. Крылов показал ') ,  что к это* 
задаче сводится теория индикатора паровой машины, крутиль 
ных колебаний вала с маховиком на конце, разного рода «дро
жащих» клапанов и т. д. Для теории многих измерительны? 
приборов важно изучение крутильных колебаний нити, к конц> 
которой подвешена масса (например, зеркальце).

Особую актуальность задача подобного типа приобрела в свя
зи с изучением устойчивости вибраций крыльев самолета. Для 
решения этой задачи необходимо вычисление собственных ча
стот крыла (балки переменного сечения), нагруженного масса
ми (моторы). Кроме того, рассматриваемая задача встречается 
при расчете собственных колебаний антенн, нагруженных сосре
доточенными емкостями и самоиндукциями (в связи с этим см. 
приложение, посвященное аналогии между механическими и 
электромагнитными колебаниями).

Мы не останавливаемся здесь на приближенных методах на
хождения собственных значений и функций задачи, аналогич
ных приближенным методам нахождения соответствующих ве
личин для неоднородной струны.

3. Струна с грузом на конце. Значительный практический 
интерес представляет задача о колебаниях однородной струны, 
один конец которой ( х = 0 ) закреплен, а ко второму концу 
( х — 1) прикреплен груз массы М.

В этом случае условие при х — 1 принимает вид
Mutt =  — kux (I, t) 

и для амплитуды стоячих волн получается уравнение
Х1 +  ХпХ п =  0

с граничными условиями
Хя (0) =  0, Х'п (1) =  ^ Х пХ п (1).

Отсюда находим

Х п (х) =  -Sin т /^ Г ,
sin У Хп 1

где Хп определяется из уравнения

Ctg V K I ^ ^ - V K .  (20)

‘) А. Н. К р ы л о в ,  О некоторых дифференциальных уравнениях матема
тической физики, гл. VII, изд. АН СССР, 1932.



Условие ортогональности функций {X„(x)} принимает вид
i

J  Х а (х) Х т (х) р dx  +  М Хп (/) (/) =  0.
о

Вычислим квадрат нормы
i

Nn =  J  Х 2п (х) р dx  +  M X l  (/).
о

Используя уравнение (20), получаем:
кг /р , Af , М 2 . .
N " =  2 + Т  +  Ж Яп/-

Задача с начальными данными решается обычным методом.
4. Поправки для собственных значений. Вычислим поправки 

для собственных частот в случае больших и малых нагрузок М. 
Для простоты рассмотрим тот случай, когда груз подвешен 
к концу струны. Возможны два предельных случая.

1. А1 =  0. Конец х = 1  свободен. Собственные значения опре
деляются из формулы

2п +  1 я
2 I '

2. М =  оо. Конец х = 1  жестко закреплен: ы(/, / ) = 0 .  Соб
ственные значения определяются из формулы

Нас будет интересовать случай малых М (М —* 0) и больших 
М (М —*• оо). /1 \

1° М  мало. Найдем поправку к собственному значению %п , 
полагая __

V x n ==VjJJ> + е М ,  (21)

где е — некоторое число. Подставляя (21) в уравнение (20) и 
пренебрегая М 2 и более высокими степенями М, получим:

Яга =  Яп) ( 1 — ^рГ")’ <22>

т. е. собственные частоты нагруженной струны при М —»0 воз
растают, приближаясь к собственным частотам струны со сво
бодным концом.

2° М велико. Выбирая l /М в качестве параметра малости, 
положим:

VXi =  / x j F + e J L .



Уравнение (20) дает:

При этом мы пренебрегли членами, содержащими 1/М2 и более 
высокие степени 1/М.

Таким образом,

т. е. при увеличении нагрузки собственные частоты убывают, 
равномерно приближаясь к собственным частотам струны с за 
крепленными концами.

IV. Уравнения газодинамики и теория ударных волн

1. Уравнения газодинамики. Закон сохранения энергии. Урав
нения акустики (см. § 1) были получены в предположении ма
лости скоростей движения газа и малых изменений давления, 
что позволило линеаризовать уравнения гидродинамики.

В задачах, возникающих при изучении полета ракет и ско
ростных самолетов, в теории баллистики, взрывных волн и т. п., 
приходится иметь дело с гидродинамическими процессами, ха
рактеризующимися большими скоростями и градиентами давле
ний. В этом случае линейное приближение акустики непригодно 
и необходимо пользоваться нелинейными уравнениями гидроди
намики. Поскольку с такого рода движениями на практике при
ходится встречаться для газов, то принято о гидродинамике 
больших скоростей говорить как о газовой динамике или г а з о 
д и н а м и к е .

Уравнения газодинамики в случае одномерного движения 
газа (в направлении оси х) имеют вид 

до д-0 j- +  (ро) =  0 (уравнение непрерывности), (1)

Таким образом, уравнения газодинамики представляют со
бой уравнения движения идеальной сжимаемой жидкости при 
отсутствии внешних сил.

Перейдем теперь к выводу закона сохранения энергии. Энер
гия единицы объема равна

p-gj- +  p v - ^ =  — -gj  (уравнение движения), 

p — f ( р, Т) (уравнение состояния).

(2)

(3)



где первый член есть кинетическая энергия, второй — внутрен
няя энергия. Здесь е, очевидно, обозначает в н у т р е н н ю ю  
э н е р г и ю  единицы массы.

Для идеального газа e — cvT, где с„ — теплоемкость при по
стоянном объеме, Т — температура. Вычислим изменение энер
гии в единицу времени

£ ( ^ + Н  =  ж И 9  +  4<Р«>- <5>
Производя дифференцирование в первом слагаемом и поль

зуясь уравнениями ( 1) и (2), получим:
д_ 

dt
/  pv2 \  v2 др  , dv v2 d , , d ( v 2\ dp  ,c v

Для преобразования производной -^-(pe) обратимся к первому
началу термодинамики, выражающему закон сохранения энер
гии

dQ — dz-\- р dx, (7)

где dQ — количество тепла, получаемое (или отдаваемое) си
стемой извне, р  d x — работа, затрачиваемая при изменении 
объема на величину dx ( т = 1/р — удельный объем).

Если процесс адиабатический (теплообмена со средой 
нет), то

dQ =  Q
и

de =  — p d ^  =  -^-dp.  (8>

Пользуясь этим равенством, будем иметь:

d (ре) =  е dp +  р de =  е dp +  dp =  w dp, (9)

± ( p e )  =  w £ ,  ( 10)
где

w =  e +  — ( 11^
P

— т е п л о в а я  ф у н к ц и я  или теплосодержание единицы 
массы.

Производная в силу соотношений (9) и (11) удовле
творяет уравнению

dw др  / 1( Л
=  ( 1 2 >



Учитывая равенства (2), (5), (6), (10), (12), получаем закон 
сохранения энергии в дифференциальной форме

Д ля выяснения физического смысла этого равенства проинте
грируем его по некоторому объему (хи х2)

Хг

Слева стоит изменение энергии в единицу времени на интервале 
(х\, Хг), справа — поток энергии, вытекающей в единицу вре
мени из рассматриваемого объема.

Если эффектом теплопроводности нельзя пренебречь, то 
уравнение сохранения энергии принимает вид

где х — коэффициент теплопроводности.
2. Ударные волны. Условия динамической совместности.

В случае больших скоростей возможны такие движения, при ко
торых на некоторых поверхностях, перемещающихся в простран
стве, возникают разрывы непрерывности в распределении гидро
динамических величин (давления, скорости, плотности и др.). 
Эти разрывы принято называть у д а р н ы м и  в о л н а м и .

На поверхности разрыва ( ф р о н т е  у д а р н о й  в о л н ы )  
должны выполняться условия непрерывности потока вещества, 
энергии и количества движения ( у с л о в и я  Г ю г о н и о ) .  Пе
рейдем к выводу этих условий.

Преобразуем уравнение (2) к более удобному для наших 
целей виду. Умножая (1) на v и складывая с (2), получаем:

Перепишем теперь уравнения непрерывности, движения и 
сохранения энергии в виде

Рассмотрим на плоскости (х, t) линию x — a( t ) ,  являющуюся 
«следом» поверхности разрыва на плоскости (х, t). Пусть А С —

д_ 
д t (13)

А .  (ри) =  _  - L  (р +  ри2)_ (2')

(13)

0 0

(20



некоторая дуга линии разрыва x = a ( t ) ,  где А и С — точки с ко
ординатами x lt ti и х 2= х \  +  Ах; t2 =  ti +  At соответственно. По
строим прямоугольник ABCD  со сторонами, параллельными ко
ординатным осям.

Запишем закон сохранения вещества в интегральной форме
X, <1

J  =  -  { [ М * .  -  (po)*J dt, (15)
X, t,

где слева стоит изменение массы на интервале (xt, х2) за про
межуток времени (tu t2), а справа — количество вещества, вы
текающего из интервала (х\, х2) за время (ti, t2). Если функ
ции р и pv непрерывны и дифференцируемы всюду внутри 
ABCD,  то уравнение (15) эквивалентно уравнению (F ) .  В рас
сматриваемом случае это не имеет места.

Воспользуемся теоремой среднего значения для каждого 
слагаемого в отдельности

[(Р)/-,, ~  (Р),-,. 1 4 f  =  “  (Ри)х=х, +  (Ру)*=*,.х=х* х=*** <=<* (=<**
где х*, х**, t*, I** — средние значения аргументов х и t.

Переходя к пределу при Дл:-*0 (х2 - * х {) и 4 / - + 0  {t2 -* t{ )  
и обозначая индексом 2 значения функций выше кривой х =  
=  а (t) (сзади фронта ударной волны), а индексом 1 — значе
ния функций ниже этой кривой (перед фронтом), получаем:

(р2 — р,) U =  — (ро), +  (ро)2, (16)
где

, ,  da  Лд:
U =  - п - —  l im  - г г

^  Д < - » 0  ^

I— скорость ударной волны.
В системе координат, движущейся вместе с ударной волной,

ux — U — и2 =  U — v2

обозначают скорости частиц перед фронтом и, соответственно, 
сзади фронта ударной волны. Полученное выше соотношение
(16) можно переписать в виде

р ^ ^ р г ы г -  (16')
Это равенство выражает непрерывность потока вещества через 
фронт ударной волны.

Записывая в интегральной форме закон сохранения коли
чества движения, имеем:

*i и
J [(ри)<,-(ру)<1] ^  =  -  /  [(р +  pw%  -  (р +  р°2У  d t>

X, ti



где справа стоит сумма импульса действующих сил (давле
ния) и потока количества движения. Переходя к пределу при 
Ах  —► 0 и A t -*  0, получаем закон сохранения потока количества 
движения на фронте

U [(ри)2 — (pw)il =  — (Р +  P«2)i +  (Р +  РУ2)2
или

р , - f  Pi«2 =  p 2 +  P2«2. (17)

Аналогично получается также уравнение сохранения энергии 
на фронте

+  Ре)2 U -  ( - Т 1 +  Ре), U =  -  Р. °.  ( - Г  + ( х  +  ш )2'

которое после несложных преобразований принимает вид

Pi«i (®i +  х )  ^  Р2“ 2 ( Ш2 +  ~т) 

или в силу условия (16)
«? и\

^ 1  +  - у  —  w 2 +  - i f  •  ( 1 8 )

Таким образом, на фронте ударной волны должны выполняться 
уравнения ( у с л о в и я  д и н а м и ч е с к о й  с о в м е с т н о с т и  
или у с л о в и я  Г ю г о  ни о)

P l « l= P 2«2, (16')

P 1  +  P 1 W? =  P 2 + P 2 W2> ( 1 7 '

2 9
U \

Wi + - £ -  =  w2 +  - y -  (18)

Из первых двух уравнений (16) и (17) выразим их и и2 через 
Р ир:

„ 2  _  _Р2_ Pi — Рг .  2 ___  р> р  1 — Р 2
W ■ —  • у J in  '■ 1 ~ * I

1 Pi P i — Рг 2 Рг Pi — Рг
откуда

Подставляя затем это выражение в уравнение (18), нахо
дим соотношение между значениями энергии по обе стороны 
фронта

W,  — Ш2 =  - 2 ^ -  (Pi +  р2) ( р } — р 2)

и

• е 1 ~  е2 =  2 ^ 7  (Pi “  Р2) (Pi +  f t ) .



Рассмотрим идеальный газ, для которого

р =  Rf>T\ e =  cvT; w =  cpT =  - 
т. е.

ш =  — Ч - - -  <19)V -  1 р
Пользуясь формулой (19), после несложных преобразований 
приходим к так называемому уравнению а д и а б а т ы  Г ю 
го  н и о

Рг _  (у +  1) Рг +  (у — 1) f>, / пт
р, ( у -  1)р* +  (У +  D p , v ;

или
Р2 ( Y +  I) P2 — (У — Dpi 
Pi ( у+ 1) Pi — (у — I) Р2 ’

По этой формуле можно определить одну из величин рь р2, 
рг, если известны три остальные величины.

Ударная волна всегда движется относительно газа от обла
стей с большим давлением к областям с меньшим давлением: 
Р2 >  Р\ ( т е о р е м а  Ц е м п л е н а ) .  Отсюда следует, что плот
ность газа за фронтом больше плотности перед фронтом.

Формула (20) выражает зависимость между р2 и рг при за 
данных р\ и рь Функция р2= р г ( Р 2) при заданных р\ и pi яв
ляется монотонно возрастающей функцией, стремящейся к ко
нечному пределу при р21р\ —* оо  (ударная волна большой ам
плитуды) :

.££ =  . £ ± 1  (22) 
Pi У — 1

Эта формула показывает максимальный скачок плотности 
(уплотнение), который может существовать на фронте ударной 
волны. Для двухатомного газа у =  7/s и максимальное уплотне
ние равно 6:

-^- =  6.
Pi

Пользуясь равенствами (16'), (17) и (20) и полагая р i =  0,
находим:

и  — 1, /  Y +  1 Рг. .  .. [)2 . Рг
1 У  2 р, ’ “ 2 — У  2 ( у +  D Р1 •

Если ударная волна движется по покоящемуся газу (ui =  0 ) , to 
скорость распространения ударной волны равна

т. е. она растет пропорционально квадратному корню из р2-



Рассмотрим простейшую задачу теории ударных волн, до
пускающую аналитическое решение. В цилиндрической трубе 
х  >  0, неограниченной с одной стороны и закрытой поршнем 
с другой ( х — 0 ), находится покоящийся газ с постоянной плот
ностью pi и при постоянном давлении р\. В начальный момент 
/ — 0 поршень начинает двигаться с постоянной скоростью и 
в положительном направлении оси х. Перед поршнем возникает 
ударная волна, которая в начальный момент совпадает с порш
нем, а затем удаляется от него со скоростью U >  и. Между 
поршнем и фронтом ударной волны возникает область 2, в ко
торой газ движется со скоростью поршня. Перед фронтом 
(область 1) газ находится в невозмущенном состоянии: р — рн 
Р = Р\ (о =  0).

Пользуясь условиями на фронте (16), (17) и (18), нетрудно 
определить скорость фронта, а также величину скачка, плот
ности и давления.

Введем безразмерные величины

ш =  — ; U =  — ; 5 =  —  . р =  (23)
р2 С! С, > PiC,

где С] =  V^YPi/Pi — скорость звука перед фронтом (в невозмущен
ной области 1). Тогда уравнения сохранения запишутся в виде

cot/ =  U — v или U —  t m , (24)

P =  l +  y 0 v  или р =  1 +  v t , (25)

р с о =  1 - f  (Y— 1) { 0 v — -ji*2) .  (26)

Исключая отсюда р  и U, получаем квадратное уравнение для 
определения со:

2со2 -  со [4 +  (у +  1) v2] +  [2 +  (у -  1) v2] =  0. (27)

Так как по смыслу со <  1; (р2 >  рх), то выбираем меньший корень

l +  ^ y ^ v 2. (28)

И з уравнений (24) и (28) находим

0 _ i v ± _ ! i 5 +  1/ i + i v 4_ l i ! 62i (29)



Возвращаясь к прежним величинам, получаем:

Р2 =  Р 1 •

Рг — I

(32) 

J .  (33)

(31)

Так как скорость ударной волны постоянна, то для положения 
фронта в момент t будем иметь:

В предельном случае v/ci 5S> 1 (ударная волна большой интен
сивности) из формул (31) — (33) находим предельные соотно
шения

полученные нами ранее.
Если vie 1 <С 1 (волна малой интенсивности), то можно пре

небречь членами u2/cj:

3. Слабые разрывы. Выше было рассмотрено движение удар
ной волны, на фронте которой величины р, р, v и другие испы
тывают скачки. Такого рода разрывы называются с и л ь н ы м и .

Возможны и такие движения, при которых на некоторой 
поверхности испытывают скачок первые производные величин 
р, р, v и других, в то время как сами эти величины остаются 
непрерывными. Такие разрывы называются с л а б ы м и .

В § 2, п. 10 рассмотрено движение разрывов такого рода и 
установлено, что эти разрывы распространяются вдоль харак
теристик. При этом мы исходили из уравнения акустики. Одна
ко и для нелинейных задач газодинамики справедлив аналогич
ный результат.

6 А, Н. Тихонов, А, А. Самарский



Нетрудно убедиться в том, что поверхность слабого р. 
рыва распространяется относительно газа со скоростью, р; 
ной локальной скорости звука. В самом деле, выделим мал- 
окрестность поверхности слабого разрыва и возьмем среди 
значения гидродинамических величин в этой окрестности. О  
бый разрыв, очевидно, можно рассматривать на фоне среди 
значений как малое возмущение, которое удовлетворяет у рг 
нению акустики и должно распространяться с локальной с* 
ростыо звука.

В качестве примера рассмотрим истечение газа в ваку; 
(волна разрежения). Пусть в начальный момент £ = 0  газ, а 
полняющий полупространство х  >  0, покоится и имеет постоя 
ные значения плотности р и давления ро во всей области х  >  
При t =  0 внешнее давление, приложенное к плоскости х =  
снимается, и газ начинает двигаться; при этом возникает сл 
бый разрыв ( в о л н а  р а з р е ж е н и я ) ,  распространяющий 
со скоростью звука с0 в положительном направлении оси х. I  
переднем фронте газа х — х х (/) при ^ = 0  мы имеем разрыв пло 
ности и давления. Однако этот разрыв сразу же после Ha4aj 
движения исчезает.

В самом деле, из условий непрерывности потоков вещееп 
и количества движения при х = х \  (t)

Д ля адиабатического процесса уравнение состояния идеально1 
газа имеет вид

ния справа в точке х х (t), получаем

р+  =  0 и р+ =  0,
так как

РГ =  РТ =  иГ =  Q-

Решения задачи будем искать в форме

Р =  Р(Ю; Р =  Р&У> v =  v{Q, где |  =  x/t. 
Вычисляя производные



где f  =  р, v или р, и подставляя результаты в уравнения ( 1) 
и (2), получим:

1 dp do
<"— « - з г — р -эг -

, „ч dv dp
< ° - 0 p-si— s r

(36)

Умножим первое уравнение на ( у — |)  и сложим со вторым:

• (у _  ?)2 ^р_ dp_
1 d\ d\

или

Отсюда имеем:
I H ' ’- » 2-

где с — скорость звука при адиабатическом процессе.
Поскольку мы рассматриваем движение слабого разрыва 

в положительном направлении оси х, надо выбрать в предыду
щей формуле знак минус, т. е.

о - 6 = - с .  (37)

Подставляя это решение в уравнения (36), получаем:

(38)dp р 4 '
или, что одно и то же,

d v ____ 1_
dp рс

Пользуясь уравнением состояния (35), находим:

с2 =  y  —
Р

и после интегрирования уравнения (38)

i i p 1 - 1 ] -  ( 3 9 >

Из последней формулы можно выразить р через vi

p - p . ( > + - V  • - £ ) * •  < « >
Здесь _____

Ч — V УРо/Ро

_ _  2 _
V у — * С°



обозначает скорость звука при о =  0 (в покоящемся газе). Фо; 
мулу (39) можно также переписать в виде

v =  Y ~ j ( c “  со)- (4

Подставляя выражение (40) для р в уравнение состояни 
(35), находим:

P =P. ( i + V - i P -  <«
Из уравнений (41) и (37) получаем формулу

— V T r t - f - ' - ) -  <4!

определяющую зависимость v от х и t. Подставляя затем выра 
жение (43) для v в формулы (40) и (42), получим зависимост 
р и /г от а: и f в явной форме. Все величины оказываются зави 
сящими от x/t. Если измерять расстояния в единицах, пропор 
циональных t, то картина движения не меняется. Такое движе 
ние называется а в т о м о д е л ь н ы м .

Найдем скорость движения переднего фронта Vi (t),  Полага: 
в равенстве (42) р —  0, будем иметь:

ui =  -  7 Z T  с°• (44

Отсюда следует, что скорость истечения газа в пустоту конечна 
Д ля  двухатомных газов y = 7/ s и

и, =  — 5с0.

Выражение (44) для скорости левого фронта х = х \  (() мож 
но получить также из уравнения баланса вещества

Вводя переменную 

получим

wwj
J  р dx  =  р0лг2 =  p0c0t. (45

X1

1 =ХЦ,

Со

J  р d l =  р0с0.
Vi

Подставляя затем выражение для р из (40) и полагая



Л!

I
будем иметь:

11 _JL
л = т т 1 . <«>

Л,
где

Я, =  1 +  ; Я2=  1.
Y +  1 со

После вычисления интеграла (46) получим:

V-Н У+1
V 1 — AjV-i = 1,

т. е.
А,( =  О,

откуда и следует:
» — 2с°

Y — 1 *

Задача об истечении газа в вакуум решена.
Мы ограничились выше рассмотрением лишь наиболее про

стых задач газодинамики. За более подробным ознакомлением 
с затронутыми здесь вопросами отсылаем читателя к специаль
ной литературе1).

V. Динамика сорбции газов

1. Уравнения, описывающие процесс сорбции газа. Рас* 
смотрим задачу о поглощении ( с о р б ц и и )  г а з а 2). Пусть че
рез трубку (ось которой мы выберем за координатную ось х),  
заполненную поглощающим веществом (сорбентом), пропу
скается газовоздушная смесь. Обозначим через a ( x , t )  количе
ство газа, поглощенного единицей объема сорбента, а через 
u ( x , t ) — концентрацию газа, находящегося в порах сорбента 
в слое х.

Напишем уравнение баланса вещества, предполагая, что ско
рость газа v достаточно велика и процесс диффузии не играет 
существенной роли в переносе газа. Рассмотрим слой сорбента 
от Xi до Х2 в течение промежутка времени от ti до fa. Очевидно,

>) См. Н. Е. К о ч и н ,  И.  А.  К и б е л ь  и Н.  В. Р о з е ,  Теоретическая 
гидромеханика, ч. II, гл. I, Гостехиздат, 1963; Л. Л а н д а у  и Е.  Л и ф ш и ц ,  
М еханика сплошных сред, гл. VII,  Гостехиздат, 1954; Я. Б. З е л ь д о в и ч ,  
Теория ударных волн и введение в газодинамику, изд. АН  СССР, 1946;' 
JI. И. С е д о в ,  Распространение сильных взрывных волн, Прикладная мате
матика и механика, т. X, вып. 2, (1946).

2) А. Н. Т и х о н о в ,  А. А. Ж у х о в и ц к и й  и Я. Л.  З а б е ж и н с к и й ,  
Поглощение газа из тока воздуха слоем зернистого материала, Ж Ф Х, 20, 
вып. 10 (1946).



для него можно написать уравнение баланса вещества
[\и  Ц — vu у  S  At —  [(а +  и) |ь — (а +  и) |,J S  Ах, (1>

которое после сокращения на Дх At  и перехода к пределу при 
Дх -*  0 At  —*■ 0 принимает вид

=  +  (2> 
Левая часть этого уравнения представляет количество газа, на
копляющегося за счет переноса, рассчитанное на единицу длины 
и времени, правая часть — количество газа, израсходованного 
на повышение концентрации сорбированного газа и газа, нахо
дящегося в порах. К этому уравнению баланса следует присое
динить уравнение кинетики сорбции

- ^  =  Р ( Ы - Г / ) ,  ( 3 )

где р — так называемый кинетический коэффициент, у  — кон
центрация газа, находящегося в «равновесии» с сорбированным 
количеством газа.

Величины а и у  связаны друг с другом уравнением
a =  f(y),  (4)

являющимся характеристикой сорбента.
Кривая а =  f (y)  называется и з о т е р м о й  с о р  б ц и и .  Если

f ( y ) : уи0
У (« о  +  ру)  ’

то изотерма называется и з о т е р м о й  Л э н г м ю р а .  Наибо
лее простой вид функции /  соответствует так называемой и з о 
т е р м е  Г е н р и ,  справедливой в области малых концентраций,.

а =  \ у >  (5)
где 1/у — коэффициент Генри.

В этом случае мы приходим к следующей задаче: 
найти функции u (x , t )  и a (x , t )  из уравнений

ди ди  , да /г>ч
~ v a 7  ==-дГ +  -Щ-’ (2>

^ .  =  p( u _ Ya) (6>

при дополнительных условиях
а (х, 0) =  0,
и (х, 0) =  0, J ^
м (0, /) =  и0, (8)

еде ио — концентрация газа на входе.



Пренебрегая производной представляющей расход газа
на повышение свободной концентрации в порах сорбента, по

„ д асравнению с п р о и з в о д н о м , представляющей расход газа на 
увеличение сорбированного количества газа, получаем ‘) :

(2')
дх dt

~dt4 r  =  P(« — Y a), (6)

a (x , 0) =  0, 
и (0, /) =  u0.

Исключим функцию a ( x , t ) ,  дифференцируя первое уравнение 
по t и используя второе уравнение

— vuxt — $u.t — $yat =  Р«* +  Pvy«*
или

Uxi +  ^  Ut +  Pyux =  0.

Определим начальное условие для и, полагая в первом уравне
нии t =  0,

— \ и х {х, 0) =  ры (х, 0), и (0, 0) =  м0, 

откуда находим:
--S-*

и (х, 0) — и0е v .

Задача нахождения функции u(x , t )  свелась к интегрированию 
уравнения

uxt +  Щ +  Py их =  0 (9)

при дополнительных условиях

и{х, 0 ) =  uae v , ( 10)
и (0, /) =  и0. (8)

Характеристиками этого уравнения являются линии
х  =  const, / =  const.

Дополнительные условия в этой задаче представляют значения 
искомой функции u(x , i )  на характеристиках. Аналогично

') Для системы уравнений (2') и (6) достаточно одного начального усло- 
' вия, так как ось t —  0 в этом случае становится характеристикой. Подроб* 
л ее  об этем см. примечание на стр. 168.



ставится задача для функции a(x, t ) :

а** +  7 а* +  Руа* =  0, (11)

а {х, 0) =  0, (7)

а ( 01 0 = - у ( 1 - в - р¥‘). (12)

Следует заметить, что подобная задача встречается при рас
смотрении ряда других вопросов (например, процесс сушки 
воздушным потоком, прогревание трубы потоком воды и т .д . ) 1).

Решение уравнения (9) может быть получено в явном виде 
методом, изложенным в § 5, и дается формулой

(13)

*) П ереходя к уравнению (2 '), мы пренебрегали членом ut. Однако не
трудно показать, что мы придем к тому ж е уравнению, если введем пере
менные:

х — t — t =  т +  .

(рис. 32), в которых время в точке х  отсчитывается от t0 =  x / v —  момента
прихода в эту точку потока газовоз
душной смеси. В самом деле,

ди ди  1 ди д __
дх д {= v дг ' dt  

и уравнение (2) принимает вид 

ди да
V~ d T ~ 1 7 ’

да

д
дх

■уа).

(7'>

(2"> 

(6)
Начальные условия (7) и уравне- 

. ния (2) и (6) дают:

и{х,  0) =  0 , 1
(х, 0) =  0 . }

В области м еж ду  прямой t =  0 и осью |  мы получаем задачу определения 
функции и по начальным условиям (7') (задача Коши). Очевидно, что в этой 
области функция и(х, t) ва 0 (а также a s  0). Из уравнений (2') и (6) 
видно, что при т == 0 функция и(х, t) претерпевает разрыв, в то время как 
функция a(x,  t) остается непрерывной. Таким образом, при т =  0 функция и, 
как было показано выше, определяется из уравнения (2') при а(х,  0) =  0. 
Определяя, как это было сделано на стр. 167— 168 (см. формулы (10) и (12)),. 
значения и(х,  0 ) и а ( 0, t),  мы получаем для функций и(х, t) и а(х, t ) за
дачи с данными на характеристиках.



где х {—  =  - у  — безразмерные переменные, /о— функ

ция Бесселя первого рода нулевого порядка от мнимого аргу
мента.

Пользуясь асимптотическими формулами для функции /о, 
нетрудно получить асимптотическое представление решения при 
больших значениях аргументов.

2. Асимптотическое решение. Выше мы изучали процесс 
сорбции газа, подчиняющегося изотерме сорбции Генри, свя
зывающей количество поглощенного вещества а с равновесной 
концентрацией у линейной зависимостью

Рассмотрим изотерму сорбции общего вида

Нас будет интересовать асимптотическое поведение функций, 
представляющих решение системы (14).

Относительно функции f\{z)  мы будем предполагать сле
дующее:

1. f i(z)  — возрастающая функция и f i ( 0) =  0.
2 . fi(z)  имеет непрерывную производную для всех значений 

z, 0 г̂ Г z  ^  1.
3. Луч, идущий из начала координат в точку (1, f i ( l ) ) ,  ле

жит ниже кривой / 1(2) в промежутке 0 ^  2 ^  1 (рис. 33), что, 
в  частности, имеет место для выпуклой изотермы.

a =  f{y).

Если ввести безразмерные переменные

то система (2'), (6), (7), (8) примет вид

дй  _____ dv
dxi дti '

(14)

v = f \ ( z ) = 4 ^ f  (zuo) (15)

при дополнительных условиях
ы(0, f,) =  l, 
v(xi,  0) =  0.

(16)

(17)



Вводя обозначение для обратной функции

z =  /7 ‘ (v) =  F(v),

будем искать асимптотическое решение поставленной задачи 
в виде распространяющейся волны1)

/6ч l  =  x  — ot, (18)
v  =  Ф (g ),

где а — скорость распространения волны, подлежащая опреде
лению.

Это означает, что на больших расстояниях (при х -> о о )  или 
через большой промежуток времени ( t —*■ оо)

v (х, t) — v =  ф (х — ot); й {ху t) =  й =  г|з (х — at).

Концентрации й и v должны при х =  оо или t =  оо удовлетво
рять условию равновесия

v — f  1 («) или й =  F (v).

Из условия (16) тогда следует:
ы |х=0 = Ф ( — ° ° )  =  1; ф ( —  °о) =  и |х=0 = f i ( l ) .  (19)

< =  оо 00

Из условия (17) следует:
о |х_ 00 =  ф ( + о о )  =  0 ; ф ( + о о )  =  6  1̂  =  /? (0 ) =  0 . (2 0 )

(=0 <«=о
Условия (19) означают, что при / - *  о о ( |—> — оо) должно ус* 
тановиться всюду насыщение.

Подставляя предполагаемую форму решения в уравнения
(14), получим:

г | / — аф' =  0, (21)

— аф' =  г|э — F (ф). (22).

Из (21) и (20) заключаем, что
гр( |)-< тф ( |)  =  0. (23)

Из уравнений (19) тогда следует, что
Ф й)  _ 1

|=-со ( 1)а ~  Ф(6) (24)

или, в размерных величинах,

о =  у -£ - ,  a0 =  f  (и0). (24');

') Д ля упрощения записи вместо Xi, ti будем писать х, t,



=  - < т --------Ь т - Г < 0' (29)

Из (22) и (23) находим:
- а ------ =  (25)

огф — F(cp)

После интегрирования будем иметь:

Ш (ф) =  I  —  £о. (26)

где м(<р) — какой-либо интеграл левой части, а go— постоянная 
интегрирования. Отсюда искомая функция ф ( |)  определится 
с  точностью до неизвестной постоянной g0:

ф =  <0-41- g o ) .  (27)
Ф == сг со 1 (g go)* (28)

Выясним, может ли быть определена функция от1 и будут ли 
функции ф и а|) удовлетворять поставленным условиям при 
g —* оо и g —► — оо. Покажем, что производная

fif(0 _ _ _____ l_
d<p <тср — (ф)

т. е.
g — go =  м (ф)

— монотонно убывающая функция ф. В самом деле, знамена
тель в (29) равен

<?Ф — /Г* (ф) =  j j j y  Ф — f r '  (ф)-

Первое слагаемое есть принадлежащая ординате ф абсцисса 
точки, лежащей на луче, идущем из начала координат в точку 
(1, / i (1)) (рис. 33). Так как мы условились, что кривая ф =  
=  fi(z)  лежит выше этого луча, то

/ . - ' ( ф К т т т Т ) 9 (0 < ф < f i W )
и, следовательно,

<?Ф —  / Г '  ( ф ) >  ° -
Кроме того,

сгф — f~'  (ф) =  0 при ф =  0 и при Ф==/1(1).

Отсюда следует, что
g — i 0 == «»(ф) =  оо при ф =  0,
g — g0 =  со (ф) == — оо при Ф =  Л (1-).

Д л я  обратной функции получаем:
ф =  ( o - i ( g  —  g0) =  f , ( l )  п р и  g =  —  О О ,



г|з =  аф =  7-777 Ф =  1 при |  =  —  О О ,

Далее, в силу равенства (29) имеем:
_1_

7. (1)
■ф =  СТф =  ф =  0 при 1 = 00.

Итак, все условия (19) и (20) удовлетворены, и тем самым 
доказано, что система уравнений имеет решение в виде рас

пространяющейся волны, содержа
щей неопределенную постоянную £0- 

Для определения £0 интегрируем 
первое уравнение по ti в пределах 
от 0 до /0 и по х  в пределах ог 
О до х0:
' и и
|  й (лг0, т) dx — J  й (0, т) dx +  

lo о
*0 *0 

+  J v{x, t0) d x — j  v (x, 0) dx  =0» 
-о 0 -

(30>
Полученное равенство выражает за
кон сохранения вещества. Пере

ходя к пределу при Хо-+-°° и пользуясь начальными условиями 
для й и v, находим:

ОО
J v (х, t0) d x —  J й (0, т) dx =  t0.
о о

Допустим, что для больших значений t решение нашей за
дачи приближается к функциям й и v, найденным выше в виде 
распространяющихся волн.

Если мы определим £0 из условия

J  v (х, /0) dx — t0 -»  0 (/о -> оо), (31>

то это и будет то значение £о, которое соответствует функциям. 
и(х,  t) и v(x,  t).

Преобразуем наш интеграл
ОО 00 оо

J  б (*i *0) dx  =  J ф(л; — ot0)dx  =  J со-1 {х — ot0 — |0) dx —
0 0  о

=  J a-«(6)^=Jca-4£)rfC
- c l - 1, I  \Zi =  - o t 0 - t 0 j



Обозначим через ф* значение со- 1 (£) при £ =  0:
со-1 (0) =  ф*.

Нетрудно видеть, что если ф =  со-1 (Q — обратная функция для 
£ =  о(ф), то (рис. 34)
оо 0  оо

J  (0-'(£)<*£= J СО-*(£)<*£ +  J  о"1 (£)<*£ =
Cl Cl о

и - 1  (Е,) ф*

-?i®_l(?i)+ J со (ф) с?ф +  J  со (ф) Йф
ф * о

Отсюда следует, что вместо предельного равенства (31) можно 
написать:

• (32)

оо

J о»-1 ( £ )< * £ - 4 ,=

!
ф ( —*г#в— £а) 1

(о̂о +  1о)ф(— at0 — lo)+ J о(ф)с?ф | — /о-*о (t0-*oo).

(32')
Перейдем к пределу при 0̂->оо. Тогда

<тф(— at0 — 1о)->огф(— оо) =  afi (1) =  1. (32")

Чтобы вычислить предел выражения
ст<0ф(— ot0 — %0) — t0,

воспользуемся уравнением (25). Разлагая Ц 1 (ф) =  F(cp) в ряд 
вблизи точки фо =  f i ( 1), получим:
а ф  —  F  (ф) =  а  (ф —  фо) +  1 —  F  (ф) =

=  а  (ф —  фо) —  [F (ф) — F  (ф0)] —  [а —  F '  (ф0)] (ф —  Ф0) +

откуда

_  а  — F '  (фо)] ( ф  — Фо) +  . . .  =

где точками обозначены члены более высокого порядка относи
тельно (ф — фо).

Из требования 3 для функции f i следует, что

F '  (ф0) >  сг =  .

Из уравнения (33) находим порядок роста ф при ►— оо:
ф =  Аек* +  фо, (34)

где А и k >  0 — некоторые постоянные.



Из (34) следует, что

lim t0 [<тф (— at0 — £0) — 1] =  lim t0Aoe~k =  0. (32'
ОО ta->oo

Совершая в формуле (32') предельный переход при 
принимая во внимание (32") и (32'"), получаем:

/■О)

1° =  — fTTiy J <°(<p)d(p- (з
0

Тем самым профили волны {a, v} определены полностью.

Рис. 34.

Особый интерес представляет случай изотермы Лэнгмюр; 
Найдем асимптотическое решение для процесса сорбции газ; 
подчиняющегося изотерме Лэнгмюра.

Уравнение (25) примет вид

- а ------- —  =  d l ,  (3(
а ф — Ф

1 — рф

где сг = 1
— 1 +  Р — скорость волны. Из (36) находим: 

л I  — 1 о =  “  (ф),
где

(О

[ у  In (ff — 1 — ро-ф) — 1пф] +  А

Очевидно, что когда ф меняется от 0 до Д (1), то со(ф) меняете: 
от + оо  до ■—оо. Выберем А  так, чтобы

(о.
т. е. чтобы

1 1



При этом условии

■4“ - 7 = r [ i ln(-? р) —1п (4- г Ы ]
и

® (ф) =  - 5 - = т [ 7 1 п 2 ( 1 —  стф) — 1п 2 ( 1  + р ) ф ] .

Значение | 0 определяется формулой
и (1)

1о =  — т^уу |  ® (ф) dcp =  In 2 — 1 
о

и не зависит от р =  и.0/у, т. е. от подаваемой концентрации. 
Искомое асимптотическое решение имеет вид

v (х, t) =  <0 - :1 (х — at — go), 
й [х, t) —  асо-1 (x  — at — 10),

где со-1 (I) — обратная для со(ф) функция.
На рис. 35 приведены результаты численного интегрирова

ния уравнений (14) для изотермы Лэнгмюра методом конечных
U

разностей. Эти графики даны для значений =  10. При
t = t\ результаты численного интегрирования совпадают с асимп
тотическим решением с точностью до 1%. Д ля значений t >  t\ 
можно пользоваться асимптотическими формулами.



VI. Физические аналогии

При рассмотрении явлений в различных областях физии 
мы часто обнаруживаем общие черты в этих явлениях. Это при
водит к тому, что при математической формулировке задачи 
мы получаем одни и те же уравнения, описывающие различные 
физические явления. Простейшим примером может служить 
уравнение

а 4 F  +  Ьх “  °>

описывающее различные колебательные процессы простейших 
систем: математический маятник, колебание груза под дейст
вием силы упругости пружины, электрические колебания в про
стом контуре с индуктивностью и емкостью и т. д. Общность 
уравнений для различных физических процессов позволяет на 
основании изучения свойств одного явления делать заключение
о свойствах другого, менее изученного явления. Так, изучение 
различных акустических явлений может быть значительно об
легчено предварительным рассмотрением подобных электриче
ских схем.

Распространение электрических колебаний в системах с рас
пределенными постоянными описывается, как известно, теле
графными уравнениями

— ^ L  =  C ~ + G V ,  }
дх dt (1)

____  _ 1_  D /  I

d x  ~ ~ L  d t  +  j

где С, G, L, R — распределенные емкости, утечка, индуктив
ность и сопротивление системы. Если можно пренебречь сопро
тивлением и утечкой тока, то для V и /  получаются обычные 
волновые уравнения

■дх2 dt2 — и’

д х 1 ^  d t 2 

а уравнения ( 1) принимают вид

—  1
а ,  «  • I (2)

_  d V _ _  ,  д]_ j w  
дх  L  d t '  j

При решении задачи о распространении звука в одном направ
лении, например, при изучении движения воздуха в трубах, мы



приходим к уравнениям

дх р dt ' I
др dv

dv _1 др
дх т dt ’

(3)

где v — скорость колеблющихся частиц, р — плотность, р — 
давление, а т =  poY — коэффициент упругости воздуха.

Подобие уравнений (2) и (3) позволяет установить соот
ветствие между акустическими и электрическими величинами. 
Разности потенциалов соответствует давление, току — скорость 
смещения частиц. Плотность, определяющая инерционные свой
ства газа, соответствует индуктивности электрической цепи, а 
емкости электрической цепи соответствует 1/т, т. е. обратная 
величина коэффициента упругости. Это же соответствие можно 
установить и из выражений кинетической и потенциальной 
энергий для электрической и акустической систем.

Возвращаясь к уравнениям (1), мы можем ввести акустиче
ские аналоги сопротивления и утечки. Величину акустического 
сопротивления приходится учитывать в тех случаях, когда при 
рассмотрении движения газа оказывается существенным трение 
газа о стенки сосуда. По аналогии с электрическим сопротив
лением, которое определяется как отношение напряжения к то
ку, можно ввести и акустическое сопротивление, определяемое 
отношением давления к току в среде, который пропорционален 
скорости смещения частиц газа, R a =  ptuv. В тех случаях, где 
рассматривается движение газа в пористой среде, приходится 
вводить величину, аналогичную утечке в электрических цепях. 
Эта величина, обозначаемая через Р, называется пористостью и 
определяется частью объема материала, которая оказывается 
заполненной воздухом.

Механическим аналогом телеграфного уравнения является 
уравнение продольных колебаний стержня, которое подобно 
уравнениям (2) может быть записано в виде

где Т — натяжение стержня, v — скорость колеблющихся точек, 
р — плотность и ft — коэффициент упругости стержня.

Сравнивая это уравнение с уравнением (2), мы можем уста
новить подобие между механическими и электрическими вели
чинами. Так, устанавливая соответствие между электрическим 
напряжением и натяжением струны, током и скоростью дви
жения частиц, мы получим, что обратная величина коэффициен
та упругости соответствует емкости, а плотность — индуктив
ности.

dv _ 1 dT _ ^  =
~ d x ~ ~ k ~ d t '  Т х =‘ 9 ~Ш



Таким образом, рассмотрение подобных динамических за 
дач приводит к установлению соответствия между рядом элек
трических акустических и механических величин. Это соответ
ствие можно иллюстрировать следующей таблицей1):

Электрическая система Акустическая система Механическая система

П
ер

ем
ен

ны
е

Н апряжение V 
Ток /  

Заряд е

Давление р 
Скорость частиц v 
Смещ ение и

Натяжение (сила) Т 
Скорость смещ ения х 
Смещение х

П
ар

ам
ет

ры

И ндуктивность L 

Емкость С 

Сопротивление R

И нертность (плот
ность) р

Акустическая емкость 
Сл =  1/т

Акустическое сопро
тивление

Плотность массы рт 

Мягкость С м  =  1 /к

М еханическое сопро
тивление R , ,  м

Развитые выше соображения позволяют в ряде акустических 
задач получить некоторые сведения о характере явлений до 
решения задачи.

Так, задача о движении воздуха в порах для простых гар
монических волн приводит к уравнениям2)

— т р ти +  ги =  — grad р,

АР +  1 (г — iWm) Р =  0.

где и — объемная скорость воздуха через поры, р — давление, 
р — плотность, рт — эффективная плотность воздуха в порах, 
которая может быть больше р, так как в порах вместе 
с воздухом могут колебаться и частицы вещества, Р  — пори
стость, с и со— скорость и частота звука, г — сопротивление по
току, которое характеризует падение давления в материале.
Положив г — р А, рт =  Ьл , -¥^- =  Сд, мы получим наши урав-
нения в виде

La Ж  +  =  — grad р,

CaLa ^  +  CaR a ^ -  =  Ap .

') См., например, Г. О л ь с о н ,  Динамические аналогии, ИЛ, 1947.
2) См. В. В. Ф у р д  у е в, Электроакустика, Гостехиздат, 1948.



Эти уравнения вполне подобны уравнениям распространения 
электрических колебаний в линии. Поэтому мы по аналогии 
с волновым сопротивлением линии

можем сразу написать выражение для сопротивления, называе
мого характеристическим импедансом пористого материала

считая при этом G =  0. Выражение характеристического им
педанса указывает на затухание волн, распространяющихся 
в пористом материале.

Установленная аналогия между электрическими и акусти
ческими явлениями позволяет заменить изучение ряда акустиче
ских задач рассмотрением эквивалентных электрических схем.

Метод подобия в последнее время нашел большое примене
ние в моделирующих счетно-решающих устройствах, в которых 
для решения уравнения, соответствующего какому-либо физи
ческому процессу, строится эквивалентная электрическая схема.

Z = / ;R  +  m L  
G +  iaC



УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Уравнения с частными производными 2-го порядка парабо
лического типа наиболее часто встречаются при изучении про-

• цессов теплопроводности и диффузии. Простейшее уравнение 
параболического типа

обычно называют у р а в н е н и е м  т е п л о п р о в о д н о с т и .

§ 1. Простейшие задачи, приводящие к уравнениям 
параболического типа. Постановка краевых задач

1. Линейная зад ача  о распространении тепла. Рассмотрим 
однородный стержень длины /, теплоизолированный с боков и 
достаточно тонкий, чтобы в любой момент времени температуру 
во всех точках поперечного сечения можно было считать оди-

тепло. Количество тепла, протекающее через сечение стержня 
площади 5  за единицу времени, дается экспериментальной фор
мулой

где k  — коэффициент теплопроводности, зависящий от материа
ла стержня.

Чхх Му — 0 (У — a?t)

и
наковой. Если концы стерж
ня поддерживать при по
стоянных температурах ai и 
«2, то, как хорошо известно, 
вдоль стержня устанавли
вается линейное распреде
ление температуры (рис. 36)

и (х ) — +  “2 , х. (1)
О х

Рис. 36.
При этом от более нагрето
го к менее нагретому концу 
стержня будет перетекать

(2)



Величина теплового потока считается положительной, если 
тепло течет в сторону возрастания х.

Рассмотрим процесс распространения температуры в стерж
не. Этот процесс может быть описан функцией u (x , t ) ,  представ
ляющей температуру в сечении х  в момент времени t. Найдем 
уравнение, которому должна удовлетворять функция u ( x , t ) .  
Для этого сформулируем физические закономерности, опреде
ляющие процессы, связанные с распространением тепла.

1. З а к о н  Ф у р ь е .  Если температура тела неравномерна,, 
то в нем возникают тепловые потоки, направленные из мест 
с более высокой температурой в места с более низкой темпера
турой.

Количество тепла, протекающее через сечение х  за проме
жуток времени (t, t - \ -d t ) ,  равно

dQ =  qS dt, (3>
где

q =  _  k (*) - | j  (4)

■— плотность теплового потока, равная количеству тепла, про
текшего в единицу времени через площадь в 1 см2. Этот за 
кон представляет обобщение формулы (2). Ему можно такж е 
п-ридать интегральную форму

ti
Q =  - S  \  k - ^ { x , t ) d t ,  (5)

t,
где Q — количество тепла, протекающее за промежуток време
ни (ti, h)  через сечение х. Если стержень неоднороден, то k  
является функцией х.

2. Количество тепла, которое необходимо сообщить одно
родному телу, чтобы повысить его температуру на А и, равно

Q — cm  Дм =  cpV А и, (6)

где с — удельная теплоемкость, т  — масса тела, р — его плот
ность, V — объем.

Если изменение температуры имеет различную величину на 
разных участках стержня или если стержень неоднороден, то

ДС|
Q =  |  ср5 А и (х) dx.  (7)

3. Внутри стержня может возникать или поглощаться тепло 
(например, при прохождении тока, вследствие химических реак
ций и т. д.). Выделение тепла может быть характеризовано



плотностью тепловых источников F(x , t )  в точке х  в момент 
В результате действия этих источников на участке стер) 
(х, х  +  dx) за промежуток времени (t , t +  dt) выделится кс 
чество тепла

где Q — количество тепла, выделяющегося на участке стер» 
(*1, х2) за промежуток времени (tu fa)-

Уравнение теплопроводности получается при подсчете ( 
ланса тепла на некотором отрезке (хи х2) за некоторый npoi 
жуток времени (fa, fa). Применяя закон сохранения энергии 
пользуясь формулами (5), (7) и (9), можно написать рав< 
ство
и х, tt

которое и представляет уравнение теплопроводности в инт 
тральной форме.

Чтобы получить уравнение теплопроводности в диффере 
циальной форме, предположим, что функция u (x , t )  имеет и 
прерывные производные ихх и ut 2).

Пользуясь теоремой о среднем, получаем равенство

') Если, например, тепло выделяется в результате прохождения электр 
ческого тока силы /  по стержню, сопротивление которого на единицу д л т  
равно R,  то F =  0 ,24 -l2R.

2) Требуя дифференцируемости функций и(х, t),  мы, вообщ е говоря, м 
ж ем  потерять ряд возможных решений, удовлетворяющих интегральноп 
уравнению, но не удовлетворяющ их дифференциальному уравнению. О дна1 
в случае уравнений теплопроводности, требуя дифференцируемости решени 
мы фактически не теряем возможных решений, так как мож но доказать, ч' 
если функция удовлетворяет уравнению ( 10) ,  то она обязательно долж! 

■ быть дифференцируема.

dQ =  SF (х, t) dx dt

или в интегральной форме
U х,

Q =  5  J J F (х, t) dx dt,
t,  X,

j \k d x  k  dx  I  I  x ) d ^ d x

(1
x,



которое при помощи теоремы о конечных приращениях можно 
преобразовать к виду

д
дх [ k - j ^ ( x ,  о ]  At Ах +  F (х4, t4) Ах At =

=  [ср -jj- (х, /)] _  Ах A t , (12)

Jx=xb

Jx=-f3 
t= ts

где t3, /4, /5 и x 3, х^  Хъ — промежуточные точки интервалов 
( tu h)  и (хи х2).

Отсюда, после сокращения на произведение Ах At, находим:

+  F ( * , ( )  = c p - f e  . (13)ди
дх х=х, dtx=xs

t= t3 t=ti x = x 3

Все эти рассуждения относятся к произвольным промежуткам 
(хи х2) и (/], tz). Переходя к пределу при х и х2- * х  и tu U —̂ t , .  
получим уравнение

д
дх

называемое у р а в н е н и е м  т е п л о п р о в о д н о с т и .
Рассмотрим некоторые частные случаи.
1. Если стержень однороден, то k, с, р можно считать по

стоянными, и уравнение обычно записывают в виде

ut =  a2uxx +  f (x ,  t),

где а2— постоянная, называемая к о э ф ф и ц и е н т о м  т е м 
п е р а т у р о п р о в о д н о с т и .  Если источники отсутствуют, 
т. е. F (х, t) =  0, то уравнение теплопроводности принимает 
простой вид:

и, =  а2ихх. (14')

2. Плотность тепловых источников может зависеть от тем
пературы. В случае теплообмена с окружающей средой, подчи
няющегося закону Ньютона, количество тепла, теряемого 
стержнем1), рассчитанное на единицу длины и времени, равно

F0 =  h(u  — 0),

') Поскольку в нашем приближении не учитывается распределение тем
пературы по сечению, то действие поверхностных источников эквивалентно' 
действию объемных источников тепла.



где Q(x, t) — температура окружающей среды, h — к о э ф ф ]  
д и е н т  т е п л о о б м е н а .  Таким образом, плотность тепловь 
источников в точке х  в момент t равна

F =  Fl ( x , t ) - h ( u - Q ) ,  (1!

где Fi(x , t )  — плотность других источников тепла.
Если стержень однороден, то уравнение теплопроводност 

с боковым теплообменом имеет следующий вид:

ut =  а2ихх — аи +  f (л:, t),

где а =  -^- \  f (x ,  t) =  а9 [х, t) +  ~  -  — известная функция. ср с р
3. Коэффициенты k и с, как правило, являются медленн 

меняющимися функциями температуры. Поэтому сделаннс 
выше предположение о постоянстве этих коэффициентов вог 
можно лишь при условии рассмотрения небольших интервало 
изменения температуры. Изучение температурных процессо 
в большом интервале изменения температур приводит к кваз^ 
линейному уравнению теплопроводности, которое для неоднс 
родной среды запишется в виде

(k (и> *) ж) + F Q = с <“• р 4 г
(см. приложение III).

2. Уравнение диффузии. Если среда неравномерно заполнен 
газом, то имеет место диффузия его из мест с более высоко 
концентрацией в места с меньшей концентрацией. Это же я е  
ление имеет место и в растворах, если концентрация растворен 
ного вещества в объеме не постоянна.

Рассмотрим процесс диффузии в полой трубке или в трубке 
заполненной пористой средой, предполагая, что во всякий мс 
мент времени концентрация газа (раствора) по сечению трубк 
одинакова. Тогда процесс диффузии может быть описан функ 
цией u(x , t ) ,  представляющей к о н ц е н т р а ц и ю  в сечении . 
в момент времени t.

Согласно з а к о н у  Н е р н с т а  масса газа, протекающа: 
через сечение х  за промежуток времени (t , < +  Д/), равна

dQ =  - D - ^ ( х, t ) S d t  =  W S d t ,

W =  — D-— -, (16

где D — коэффициент диффузии, S — площадь сечения трубки 
W (x , t )  — плотность диффузионного потока, равная массе газа 
протекающей в единицу времени через единицу площади.



По определению концентрации, количество газа в объеме V 
равно

Q =  uV;

отсюда получаем, что изменение массы газа на участке трубки 
(*1, х2) при изменении концентрации на Дм равно

XI

AQ =  J c ( x ) A u - S  dx,

где с(х)  — к о э ф ф и ц и е н т  п о р и с т о с т и 1).
Составим уравнение баланса массы газа на участке (хь-Сг) 

за промежуток времени ( t u t2)\
*2

S  ^  x) — °  (*|) 1 7  (*2. *)] dx =*
ti Xt

=  S J  с (Ш « (1 .  t2) - u { l ,  t x) ]d l .
x,

Отсюда, подобно п. 1, получим уравнение
д ( *  д и \  ди

-д1 \ ° - ш )  =  с 1 п ’ <17>
являющееся у р а в н е н и е м  д и ф ф у з и и .  Оно вполне ана
логично уравнению теплопроводности. При выводе этого урав
нения мы считали, что в трубке нет источников вещества и 
диффузия через стенки трубки отсутствует. Учет этих явлений 
приводит к уравнениям, сходным с уравнениями (14) и (15) 
(см. гл. VI, § 2, п. 3).

Если коэффициент диффузии постоянен, то уравнение диф
фузии принимает вид

ut =  а?ихх, где а2 — D/c.

Если коэффициент пористости с =  1, а коэффициент диффу
зии постоянен, то уравнение диффузии имеет вид

Щ === DUxx-
3. Распространение тепла в пространстве. Процесс распрост

ранения тепла в пространстве может быть характеризован тем
пературой u ( x , y , z , i )  являющейся функцией х, у, z  и t.

Если температура непостоянна, то возникают тепловые по
токи, направленные от мест с более высокой температурой 
к местам с более низкой температурой.

') Коэффициентом пористости называется отношение объема пор к пол
ному объему Ко, равному в нашем случае S  dx .



Пусть d a — некоторая площадка в точке Р(£, г|, £) с не 
малью п. Количество тепла, протекающее через da  в едини 
времени, согласно закону Фурье, равно

где k коэффициент теплопроводности, ди/дп  — производная 
направлению нормали п к do, равная

cos п̂ ’ ^  ^  cos ^  cos z >̂=  (Srad u, n)

Закон Фурье часто записывают в форме

тде W  — вектор плотности теплового потока.
Если среда изотропная, то k есть скаляр. В случае аниз( 

тропной среды k есть тензор, а вектор теплового потока 1 
представляет собой произведение тензора k на вектор —g r a d . 
Мы будем рассматривать только изотропные среды.

Перейдем к выводу уравнения теплопроводности в простра! 
стве.

Рассмотрим некоторый объем V, ограниченный поверхность;
5 . Уравнение баланса тепла для объема V за время At =  t2- 
— 1 \ имеет вид:

где Р —  Р ( 1 , г], £ ) — точка интегрирования, dVp =  d l d y \ d ^ ~  
элемент объема, ср — теплоемкость единицы объема, Wn — 
нормальная составляющая плотности теплового потока. Эт( 
уравнение выражает закон сохранения тепла в объеме V з< 
время At: изменение количества тепла в объеме V за врем; 
At  =  t2 — t i (левая часть в (18)) обусловлено потоком тепл: 
через граничную поверхность S (первое слагаемое в право! 
части равенства (18)), а также количеством тепла, выделив 
шимся в объеме V за время At  в результате действия тепло 
вых источников.

Чтобы перейти от интегрального уравнения баланса к диф
ференциальному уравнению, предположим, что u(M,t )  =  
=  u ( x , y , z , t )  дважды дифференцируема по х, у, z  и один pas 
по t и что эти производные непрерывны в рассматриваемой об-

Wn da =  {Wn) da =  — k ~ -  do,

W =  — k grad u,

J  J  J  Ср [и (P, t2) — и {P, *,)] dVp  =



lacTH. Тогда можно воспользоваться формулой Остроградского

J  J Wn do =  | J J  div WdV
S  V

i преобразовать уравнение баланса к виду 

J J J c p  М Л  t2) — U (Р, t l)]dVP =
V

и и
=  -  J  I I  J div W dV p dt +  J J | J F (P, t) dV P d t ..

t, V t, V

(Будем предполагать F (P ,t )  непрерывной функцией своих ар- 
гументов.)

Применяя теорему о среднем и теорему о конечных при
ращениях для функций многих переменных, получим:

ди
с р ~дГ A t - V  =  - d i v W A t - V  +  F

t-=t,
p = p , p = p , p = p ,

At- V,
t= t .

где /з, ti, U — промежуточные точки на интервале At, a Pi, Рг, 
Р 3 — точки в объеме V. Фиксируем некоторую точку М (х , у, z) 
внутри V и будем стягивать V в эту точку, a At стремить к нулю. 
После сокращения на AtV  и указанного предельного перехода 
получим:

ср-~ -(х, у, z, t) =  — div W (x, у, z, t) +  F(x, у, z, t).

Заменяя W  по формуле W  — —k  grad и, получим дифференциаль
ное уравнение теплопроводности

ср ut =  div (k grad и) +  F
или

Если среда однородна, то это уравнение обычно записывают 
в виде р

Uf == хх +  U-yy  +  WZ2)  "1“ I

где a2 =  k/cp — коэффициент температуропроводности, или 

ut =  a?Au +  f  =  

где А==' &  +  ' $ '  +  ' 5 " - о п е РатоР Лапласа.



4. Постановка краевых задач. Для выделения единственн< 
решения уравнения теплопроводности необходимо к уравнен 
присоединить начальные и граничные условия.

Начальное условие в отличие от уравнения гиперболичесю 
типа состоит лишь в задании значений функции u (x ,t)  в : 
чальный момент По

граничные условия могут быть различны в зависимости 
температурного режима на границах. Рассматривают три 
ловных типа граничных условий.

1. На конце стержня х =  0 задана температура
и (О, 0  =  И (О,

где  (г (П)— функция, заданная в некотором промежутке to 
s£: t ^  Т, причем Т есть промежуток времени, в течение кото] 
го изучается процесс.

2. На конце х =  I задано значение производной

К этому условию мы приходим, если задана величина тепловс 
потока Q (l, t ) ,  протекающего через торцевое сечение стержня,

Q(l, t) =  - k ^ { l ,  t),

•откуда (I, t) — v (t), где v ( 0 — известная функция, выр 
жаю щ аяся через заданный поток Q(l,t)  по формуле

v ( 0 — 5 М .

3. На конце х =  I задано линейное соотношение меж, 
производной и функцией

•§£(/, /)------ Л [и (/, 0 - 6 ( 0 ] .

Это граничное условие соответствует теплообмену по зако; 
Ньютона на поверхности тела с окружающей средой, темпер 
тура которой 0 известна. Пользуясь двумя выражениями д. 
теплового потока, вытекающего через сечение х — I,

Q - h ( u - Q )

« — г

получаем математическую формулировку третьего гранично 
условия в виде

•!£(/, t ) = - K [ u ( t ,  о - е ( о ] ,



где K =  h/k — коэффициент теплообмена, 0 ( 0 — некоторая з а 
данная функция. Для конца х =  0 стержня (0, /) третье гра
ничное условие имеет вид

-§£«>, 0  =  я,[и(0, 0 - 0 ( 0 ] .

Граничные условия при х =  0 и х — 1 могут быть разных 
типов, так что число различных задач велико.

Первая краевая задача состоит в отыскании решения и — 
* = u (x , t )  уравнения теплопроводности

ut — a2ux х при 0 < х < 1 ,  0 < t ^ T ,  

удовлетворяющего условиям
и (лг, 0) =  ф {х), О ^ . х ^ . 1
« (0 ,  0  =  М 0 ,  и{1, t) =  \i2 (t), 0 < / < 7 \

где ф ( х ) ,  ni(<) и \jL2{t) — заданные функции.
Аналогично ставятся и другие краевые задачи с различными 

комбинациями краевых условий при х =  0 и х =  I. Возможны 
краевые условия более сложного типа, чем те, которые были 
рассмотрены выше.

Пусть, например, на конце х =  0 стержня помещена сосре
доточенная теплоемкость С i (например, тело с большой тепло
проводностью, вследствие чего температуру по всему объему 
этого тела можно считать постоянной) и происходит теплооб
мен с внешней средой по закону Ньютона. Тогда краевое усло
вие при х =  0 (выражающее уравнение теплового баланса) 
будет иметь вид

Cl ^ -  =  k - ^ - h ( u - u 0),

где «о — температура внешней среды. Это условие содержит 
производную (или если учесть уравнение ut =  a2uxx).

Если среда неоднородна и коэффициенты уравнения яв 
ляются разрывными функциями, то промежуток (0, /), в кото
ром ищется решение задачи, разбивается точками разрыва 
коэффициентов на несколько частей, внутри которых функция 
и удовлетворяет уравнению теплопроводности, а на границах —■ 
условиям сопряжения.

В простейшем случае эти условия заключаются в непре
рывности температуры и непрерывности теплового потока

и (x t — 0, t) =  и (xt +  0, t), 

k i X i - t y - ^ i X i - Q ,  t) =  k ( Xl +  0) J j ( * i  +  0, 0 , 

где Xi — точки разрыва коэффициентов.



Кроме названных здесь задач часто встречаются их предель
ные случаи. Рассмотрим процесс теплопроводности в очень 
длинном стержне. В течение небольшого промежутка времени 
влияние температурного режима, заданного на границе, в цент
ральной части стержня сказывается весьма слабо, и темпера
тура на этом участке определяется в основном лишь началь
ным распределением температуры. В этом случае точный учет 
длины стержня не имеет значения, так как изменение длины 

стержня не окажет существенного влияния на температуру инте
ресующего нас участка; в задачах подобного типа обычно счи
тают, что стержень имеет бесконечную длину. Таким образом, 
ставится з а д а ч а  с н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  ( з а д а ч а  
К о ш и )  о р а с п р е д е л е н и и  т е м п е р а т у р ы  н а  б е с к о 
н е ч н о й  п р я м о й :

найти решение уравнения теплопроводности в области
—оо < х <  оо и t ^ - 1 0, удовлетворяющее условию

и (х, tQ) =  ф (х) {— о о < х <  +  оо),

где ф(х) — заданная функция.
Аналогично, если участок стержня, температура которого 

нас интересует, находится вблизи одного конца и далеко от 
другого, то в этом случае температура практически определяется 
температурным режимом близкого конца и начальными ус
ловиями. В задачах подобного типа обычно считают, что стер
жень полубесконечен, и координата, отсчитываемая от конца, 
меняется в пределах 0 ^  х ^  оо. Приведем в качестве примера 
формулировку п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  п о л у б е с -  
к о н е ч н о г о  с т е р ж н я :

найти решения уравнения теплопроводности в области 
О <  л: <  оо и t0 ^  t, удовлетворяющее условиям

и [х, t0) =  ф (л:) (0 < л <  оо),

u (0 ,/ ) =  n(t) ( t > t 0),
где ц>(х) и \i(t) — заданные функции.

Приведенные выше задачи представляют собой предельный 
случай ( в ы р о ж д е н и е )  основных краевых задач. Возможны 
предельные случаи основной задачи и другого типа, когда пре
небрегают точным учетом начальных условий. Влияние началь
ных условий при распространении температуры по стержню 
ослабевает с течением времени. Если интересующий нас момент 
достаточно удален от начального, то температура стержня 
практически определяется граничными условиями, так  как из
менение начальных условий не изменило бы температурного 
состояния стержня в пределах точности наблюдения. В этом 
случае практически можно считать, что опыт продолжался бес
конечно долго, и начальные условия тем самым отпадают.



Таким образом, мы приходим к к р а е в ы м  з а д а ч а м  б е з  
н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  когда ищется решение уравнения 
теплопроводности для О х / и — оо <. t, удовлетворяющее 
условиям

и (0, t) =  щ (t),
и{1, t) =  ц2 (t).

В зависимости, от характера граничного режима возможны 
и другие виды задач без начальных условий.

Весьма важной является задача без начальных услозий для 
полубесконечного стержня ( / = о о ) ,  когда требуется найти ре
шение уравнения теплопроводности для О <С *  <  оо, t >  — оо, 
удовлетворяющее условию

и (0, t) =  ц (t),
где ц(/) — заданная функция.

Наиболее часто встречаются задачи без начальных условий 
при периодическом граничном режиме

ц (/) =  A cos tot

(см. приложение I к гл. III).
Естественно считать, что по прошествии большого проме

ж утка времени температура стержня практически также ме
няется по периодическому закону с той же частотой. Однако, 
если мы захотим точно учитывать начальные условия, то фор
мально никогда не получим периодического решения, так как 
влияние начальных условий, хотя и будет ослабевать с тече
нием времени, но в нуль не обратится; учитывать это влияние 
ввиду ошибок наблюдения нет никакого смысла. Рассматривая 
периодическое решение, мы пренебрегаем влиянием начальных 
данных.

Постановка краевых задач, изложенная выше, относится, 
конечно, не только к уравнению с постоянными коэффициен
тами. Под словами «уравнение теплопроводности» мы могли 
бы понимать любое из уравнений предыдущих пунктов.

Помимо перечисленных выше линейных краевых задач, ста
вятся также задачи с нелинейными граничными условиями, на
пример, вида

*-§7<0’ 0  =  М « 4(о, 0 - е 4 (о. 01-

Это граничное условие соответствует излучению по закону Сте
фана — Больцмана с торца х =  0 в среду с температурой 0 (0 -  
Остановимся более подробно на постановке краевых задач. 
Рассмотрим первую краевую задачу для ограниченной области.



Р е ш е н и е м  п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и  будем называт! 
функцию u (x , t ) ,  обладающую следующими свойствами:

1) u (x ,t)  определена и непрерывна в замкнутой области
О

2) u(x ,t)  удовлетворяет уравнению теплопроводности в от 
крытой области

О <лг </, t0< t ;
3) u (x ,t)  удовлетворяет начальному и граничным усло

виям, т. е.
и (х, t0) =  ф (я), и (0, t) =  ц, (t), и (/, 0  =  ц2 (/),

где ф (х), |х2( 0 — непрерывные функции, удовлетворяю
щие условиям сопряжения

ф(0) =  М*о) [=  и (О, П0)1 и ф (/) =  (л2 (/0) [= и(Л *о)] .
необходимым для непрерывности u(x ,t)  в замкнутой области.

Рассмотрим плоскость фазовых состояний (x,t)  (рис. 37). 
В нашей задаче ищется функция u (x ,t) ,  определенная внутри 

t прямоугольника ABCD. Эта об
ласть определяется самой поста
новкой задачи, так как изучается 
процесс распространения тепла 
в стержне 0 ^  х ^  / за проме
жуток времени t0 ^  t ^  Т, в те
чение которого нам известен теп
ловой режим на краях. Пусть 
to =  0; мы предполагаем, что 
u (x , t)  удовлетворяет уравнению 

Рис. 37i только при 0 <  л: <  /, 0 <  t s^T ,
но не при t — 0 (сторона АВ) 

и не при х — 0, х =  I (стороны AD и ВС), где начальными 
и граничными условиями непосредственно задаются значе
ния этой функции. Если бы мы потребовали, чтобы урав
нение удовлетворялось, например, при t =  0, то этим мы потре
бовали бы, чтобы существовала производная ф" =  ихх(х,0),  
входящая в уравнение. Этим требованием мы ограничили бы 
область изучаемых физических явлений, исключив из рассмот
рения те функции, для которых это требование не выполняется, 
Условие 3) без предположения непрерывности u (x ,t)  в области 
0 <  х <  /, 0 t ^  Т (т. е. в замкнутом прямоугольнике 
ABCD) или какого-либо другого условия, заменяющего это 
предположение, теряет см ы сл1). Действительно, рассмотрим

')  Н иже б уд у т  рассмотрены краевы е задачи с разрывными граничными 
и начальными условиями. Д л я  этих задач  будет уточнено, в каком  смысле 
понимается выполнение граничных условий.



функцию v (x , t ) ,  определенную следующим образом:

v ( x , t )  =  C (0 < х < 1 ,  0 < ts ^ .T ) ,
v (х, 0) =  ф (.v) (O ^ x ^ Z ) ,  
v (0, t) =  ti, (t), 
v (/, /) =  М 0

где С — произвольная постоянная. Функция v ( x , t ) ,  очевидно, 
удовлетворяет условию 2), а также граничным условиям. Од
нако эта функция не представляет процесса распространения 
температуры в стержне при начальной температуре ф(х) ф  С 
и граничных температурах i-it(t) ф  С и |лг(0 ф  С, так как она 
разрывна при t — 0, х — 0, х =  I.

Непрерывность функции u(x ,t)  при 0 <Z. х <L I, 0 <  t ^  Г 
следует из того, что эта функция удовлетворяет уравнению. Та
ким образом, требование непрерывности u ( x , t ) при 0 ^  х ^  /, 
О ^  t ^  Т, по существу относится только к тем точкам, где 
задаются граничные и начальные значения. В дальнейшем мы 
под словами «решение уравнения, удовлетворяющее граничным 
условиям», будем подразумевать функцию, удовлетворяющую 
требованиям 1), 2), 3), не оговаривая эти условия каждый раз, 
если в этом нет специальной необходимости.

Аналогично ставятся и другие краевые задачи, в том числе 
задачи на бесконечном стержне и задачи без начальных усло
вий.

Д ля задач с несколькими независимыми геометрическими 
переменными все сказанное выше сохраняет силу. В этих з а 
дачах при t =  to задается начальная температура, на поверх
ности тела — граничные условия. Можно рассматривать также 
и задачи для бесконечной области.

В отношении каждой из поставленных задач возникают сле
дующие вопросы 4) :

1) единственность решения поставленной задачи,
2) существование решения,
3) непрерывная зависимость решения от дополнительных 

условий.
Если поставленная задача имеет несколько решений, то сло

ва «решение задачи» не имеют определенного смысла. По
этому прежде чем говорить о решении задачи, необходимо 
доказать его единственность. Д ля  практики наиболее сущест
венным является вопрос 2), так как при доказательстве 
существования решения обычно дается способ вычисления 
решения.

') Ср. с гл. II, § 2.

7  А. Н . Тихонов, А. А. Самарский



Как было отмечено ранее (см. главу II, § 2, п. 5) процесс 
называется физически определенным, если при малом измене 
нии начальных и граничных условий задачи ее решение ме- 
няется мало. В дальнейшем будет доказано, что процесс 
распространения тепла физически определяется своими началь
ными и граничными условиями, т. е. небольшое изменение 
начального и граничных условий мало изменяет и само решение

5. Принцип максимального значения. В дальнейшем мы бу
дем рассматривать уравнение с постоянными коэффициентами

vt =  a?vxx +  $vx +  yv.
Как мы видели, это уравнение подстановкой

0 ==еи *+ « .„  ПрИ ц =  ^ =  Y- 7 ^-

приводится к виду
и, =  а2ихх.

Докажем следующее свойство решений этого уравнения, 
которое мы будем называть п р и н ц и п о м  м а к с и м а л ь н о 
го з н а ч е н и я .

Если функция u (x , t) ,  определенная и непрерывная в замк
нутой области  0 <  ? <  Г и 0 ^  х I, удовлетворяет уравне
нию теплопроводности

ut =  а2ихх (19)
в точках области  0 <  х <  I, 0 <  / ^  Т, то максимальное и ми
нимальное значения функции u(x,t)  достигаются или в на
чальный момент , или в точках границы х — 0, или х =  /.

Функция и(х, t) =  const, очевидно, удовлетворяет уравне
нию теплопроводности и достигает своего максимального (ми
нимального) значения в любой точке. Однако это не противо
речит теореме, так как из ее условия следует, что если макси
мальное (минимальное) значение достигается внутри области, 
то оно такж е (а не только) должно достигаться или при 
t =  О, или при х =  0, или при х — I.

Физический смысл этой теоремы очевиден: если температу
ра на границе и в начальный момент не превосходит некото
рого значения М, то при отсутствии источников внутри тела не 
может создаться температура, большая М. Остановимся снача
ла на доказательстве теоремы для максимального значения.

Доказательство теоремы ведется от противного. Обозначим 
через М максимальное значение и(х, t) при t =  О (0 ^  х /) 
или при х —  0, или при х  =  I (0 ^  t sg: Г )1) и допустим, что

’ ) Если не предполагать непрерывности и(х, t) в замкнутой области 
О х  ^  I, 0 sg: t ^  Т, то функция и(х, t) могла бы не достигать своего 
м акси м ум а ни в одной точке, и дальнейшие рассуж дения были бы неприме-



в некоторой точке (лг0, to) (0 <  х0 <  /, 0 <  to ^  Т) функция 
u (x , t)  достигает своего максимального значения, равного

и (х0, t0) =  M +  г.

Сравним знаки левой и правой частей уравнения (19) в точ
ке (jco, to)- Так как в точке (лг0, to) функция достигает своего 
максимального значения, то необходимо должно быть

!£-(*„, *о) =  О и ! 5 - ( х 0, *0) <  О1). (20)

Далее, так как u(x0, t )  достигает максимального значения при 
t =  to, т о 2)

^ f ( x o , t o ) > 0 .  (21)

Сравнивая знаки правой и левой части уравнения (19), мы ви
дим, что они различны. Однако это рассуждение еще не дока
зывает теоремы, так как правая и левая части могут быть 
равны нулю, что не влечет за собой противоречия. Мы привели 
это рассуждение, чтобы яснее выделить основную идею доказа
тельства. Для полного доказательства найдем точку (xit tt),
в которой и - >  0. Для этого рассмотрим вспомо
гательную функцию

v (х, t) — u (х, t) +  k (t0 — t), (22)

нимы. В силу теоремы о том, что всякая непрерывная функция достигает 
своего максимального значения в замкнутой области, мы можем быть уве
рены, что: 1) функция и(х, t) достигает максимального значения на нижней 
или боковых сторонах прямоугольника, которое мы обозначили через М;
2) если и(х, t) хотя бы в одной точке больше М, то сущ ествует точка (x0, t 0), 
в которой и(х, t) достигает максимального значения, превосходящего М:

u(x0, t 0) =  M +  & (е > 0 ) ,
причем

0 <  лг0 <  /, 0  < / 0 < 7 \

' )  Действительно, как известно из анализа, достаточными условиями 
для  того, чтобы функция f (х) в точке дг0, лежащ ей внутри интервала (0, /),

df пимела относительный минимум, являю тся следующие условия: — О,
Х*=Х0

d2f•s ~y  > 0- Таким образом, если f (х) в точке ха имеет максимальное
о *  Х г= Х а

значение, то 1) }'(х0) =  0 и 2) не может быть, чтобы f"(x0) > 0 ,  т . е. 
Г ( * о ) < 0.

2) При этом ясно, что если t0 < T , то ~gf — 0> если ж е  70



где /е — некоторое постоянное число. Очевидно, что 

v (х0, t0) =  и (х0, to) =  М +  е
и

k{t0 — t ) ^ k T .

Выберем & > 0  так, чтобы kT был меньше е/2, т. е. k < e / 2 T ;  
тогда максимальное значение v(x ,t)  при t — Q или при х —  0,
х  =  I не будет превосходить М +  - j , т. е.

v (х, t ) ^ M  +  ~  (при / =  0 или х =  0, или я: =  /), (23)

так  как для этих аргументов первое слагаемое формулы (22) 
не превосходит М, а второе —е/2.

В силу непрерывности функции v (x , t )  она должна в неко
торой точке (хи ti) достигать своего максимального значения. 
Очевидно, что

v (хх, t,) >  v (xQ, t0) =  М +  е.
Поэтому ti >* 0 и 0 <  xi <  I, так как при t — 0 или х — 0, 
х  — I имеет место неравенство (23). В точке (*t, ti), по анало
гии с (20) и (21), должно быть vxx(xu ti) ^ 0 ,  v t (xi,ti) ^  0. 
Учитывая (22), находим:

их х (хи t\) =  vx x {xu f , ) < 0 ,
Ut(x i, t\) =  vt {xx, /,) +  & > 0.

Отсюда следует, что

Щ (xXt tx) а2ихх (xx, tx) ^  k 0,

т. e. уравнение (19) во внутренней точке (хи ti) не удовлетво
ряется. Тем самым доказано, что решение u(x ,t)  уравнения теп
лопроводности (19) внутри области не может принимать зна
чений, превосходящих наибольшее значение u(x ,t)  на границе 
(т. е. при t =  0, х — 0, х =  I) .

Аналогично может быть доказана и вторая часть теоремы 
о минимальном значении. Впрочем, это не требует отдельного 
доказательства, так как функция их =  —и имеет максимальное 
значение там, где и — минимальное.

Обратимся теперь к установлению ряда следствий из прин
ципа максимального значения. Прежде всего докажем теорему 
единственности для первой краевой задачи.

6. Теорема единственности. Если две функции, их (х, t) и 
и2(х, /), определенные и непрерывные в области 0 ^  х  ^  /, 
0 <  ^  Г, удовлетворяют уравнению теплопроводности



одинаковым начальным и граничным условиям  
и{ (х , 0) =  « 2 {х, 0) =  ф (лг),
«I (0, t) =  « 2 (0, 0  =  Hi (0.
и, (I, t) =  ы2 (/, 0  =  ц2 (/),

ТО Ui (я, t) =  и2(х, /)‘ ).
Д л я  доказательства этой теоремы рассмотрим функцию

v (х, t) =  и2 (х, t) — щ (х, t).

Поскольку функции U\(x,t) и u2(x, t )  непрерывны при

0 < / <  Т,

то и функция v ( x , t ) ,  равная их разности, непрерывна в этой 
ж е  области. Как разность двух решений уравнения теплопро
водности в области 0 <  * < / ,  / >  0, функция v (x , t )  является 
решением однородного уравнения теплопроводности в этой об
ласти. Таким образом, принцип максимального значения при
меним к этой функции, т. е. она достигает своего максимально
го и минимального значений или при t =  0, или при х =  0, или 
при х =  /. Однако по условию мы имеем:

v (х, 0) =  0, v (0, t) — 0, а (/, t) =  0.
Поэтому

v (х, t) =  0,
т. е.

и, (*, t) == и2 (х, t).

Отсюда следует, что решение первой краевой задачи един
ственно.

Докажем еще ряд прямых следствий из принципа макси
мального значения. При этом в дальнейшем мы будем говорить 
просто «решение уравнения теплопроводности» вместо более 
подробного перечисления свойств функций, удовлетворяющих, 
кроме того, начальным и граничным условиям.

1. Если два решения уравнения теплопроводности ul (x ,t)  
и и2(х, t) удовлетворяют условиям

и, {х, о) «2 (х , о),
и, (0, t) <  и2 (0, t), м, (/, /) <  и2 (I, t),

то
ы, {х, t) <; и2 (х, /) 

д л я  всех значений О ^ . х ^ . 1 ,  0 ^ . t ^ . T .

■) В п. 3, § 2 эта теорема будет усилена и требование непрерывности 
лри t =  О снято.



Действительно, разность v (х, t) =  и2 (х, t ) —щ(х, t) удов 
летворяет условиям, при которых установлен принцип макси 
мального значения, и, кроме того,

1>(х, 0 ) > 0 ,  о (0, / )> 0 , » ( / , * ) > 0 .
Поэтому

v(x , i ) ^ 0  для 0 < л: <  /, 0 < t ^ T ,

так  как иначе функция v (x , t)  имела бы отрицательное мини 
мальное значение в области

0 < х < 1 ,  0 < / < Г .

2. Если три решения уравнения теплопроводности
и(х, t), ы(я, t), й{х, t)

удовлетворяют условиям
и (х, t) ^  и (х, t) <1 й (х, t) при t =  0, дс =  0 и х =  1,

то эти же неравенства выполняются тождественно, т. е. для 
всех х, t при Q ^ . x ^ . 1 ,  Q ^ . t ^ . T .

Это утверждение является применением следствия 1 к функ
циям

и(х, t), й(х, t) и и(х, t), и(х, t).

3. Если для  двух решений уравнения теплопроводности 
Ui(x,t)  и uz(x, t)  имеет место неравенство

| ы, (х, t) — и2 (х, t) | ^ е  для / =  0, х — 0, х  — I,
то

| и, (х, t ) ~  и2{х, t) |
тождественно, т. е. имеет место для всех х, t

0 < д г < / ,  0 < / <  Г.

Это утверждение вытекает из следствия 2, если его приме
нить к решениям уравнения теплопроводности

и (х, t) — — е,

и (х, t) =  ы, (х, t) — ы2 (х , /), 
й (х, t) =  е.

Следствие 3 позволяет установить непрерывную зависимость 
решения первой краевой задачи от начального и граничных 
значений. Если мы в некоторой физической задаче вместо ре
шения уравнения теплопроводности, соответствующего началь
ному и граничным условиям



\

возьмем решение u ( x , t ) ,  соответствующее другим начальному 
и граничным значениям, определяемым функциями ф* (х), 
ц*(0, не отличаемыми в пределах заданной степени точности е 
от функций ф(лг), [ i i (0  и м-г(0:

|ф(*) —  ф’ М К е ,  | М-i (0 —  | h ( 0  —  И г ( 0 | < 8 ,

то функция u\(x, t )  будет отличаться от функции u ( x , t )  в пре
делах  той же точности е

| и (х, t) — щ (я, /)1<е-

В этом и заключается принцип физической определенности 
задачи.

Мы подробно провели изучение вопроса о единственности 
и физической определенности задачи на примере первой крае
вой задачи для ограниченного отрезка. Теорема единственности 
первой краевой задачи для ограниченной области в простран
стве двух или трех измерений может быть доказана букваль
ным повторением приведенных выше рассуждений.

Подобные же вопросы возникают при изучении других з а 
дач, целый ряд которых был поставлен нами в предшествующем 
параграфе. Эти задачи требуют некоторого видоизменения ме
тода доказательства.

Единственность решения задачи для неограниченной области 
(см. п. 7) или задачи без начальных условий имеет место лишь 
при наложении некоторых дополнительных условий на изучае
мые функции.

7. Теорема единственности для бесконечной прямой. При
решении задачи на бесконечной прямой существенным является 
требование ограниченности искомой функции во всей области, 
т. е. существование такого М, что | и(х, t) | <  М  для всех
— оо <; х <  +  00 и / >  0.

Если U i ( x , t )  и Ui(x, t)  — непрерывные, ограниченные во всей 
области изменения переменных (х, t) функции, удовлетворяю
щие уравнению теплопроводности

ut =  a2u xx (— оо <  х <  оо, t >  0) (19)
и условию

щ {х, 0) =  и2 {х, 0) (— оо <  х  <  оо),
то

щ (х, t) =  и2 (х, t) (— оо <  х <  оо, t ^  0). 

Рассмотрим, как обычно, функцию



Функция v(x ,t)  непрерывна, удовлетворяет уравнению тег 
лопроводности, ограничена во всей области

| v (х, t) К  | щ (х , 01 +  1 Щ (х , t) | <  2М (— оо < х < оо, t ^  0)
и удовлетворяет условию

v {х, 0) — 0.
Принцип максимального значения, которым мы пользовалис 

при доказательстве единственности задачи для отрезка, здее 
неприменим, так как в неограниченной области функция v (x , t  
может нигде не достигать максимальных значений. Чтобы вое 
пользоваться этим принципом, рассмотрим область

где L — вспомогательное число, которое затем будем неогра 
ниченно увеличивать, и функцию

V (x ,  0  =  4 т ( т -  +  аЧ). (25

Функция V (x,t)  непрерывна, удовлетворяет уравнению тепло 
проводности, в чем нетрудно убедиться дифференцированием, i 
кроме того, обладает следующими свойствами:

V ( х ,0 )  >  | у (*, 0)| =  0,
V ( ± L , t ) > 2 M ^ \ v ( ± L , t ) \ .  (26

Д л я  ограниченной области | лс [ 0 ^ / ^ 7  справедлив прин 
цип максимального значения. Применяя следствие 2 из преды 
дущего пункта для функции ы==—V (x ,t) ,  u =  v (x , t )  и й — 
=  V(х, t) и учитывая (26), получаем:

Фиксируем некоторые значения (х, t ) и, воспользовавшис1 
произволом выбора L, будем его неограниченно увеличивать 
Переходя к пределу при L —► оо, получим:

v{x, 0  =  0,
что и доказывает теорему.

§ 2. М етод разделения переменных

1. Однородная кр аевая  задача . Перейдем к решению nepBof  
краевой задачи для уравнения теплопроводности на отрезке

ut — а2ихх +  / (х, 0 , ( 0 < х < 1 ,  t > 0 )  (1
с начальным условием

и {х, 0) =  ф (х), (О ^ .х ^ .1 )  (2



и граничными условиями
и (0, t) =  ц, (0, 1

/I М _  «  ( * > ° ) -  (3)^ (̂ > 0  — Н\2 (0 J
Изучение общей первой краевой задачи начнем с решения 

следующей простейшей задачи I:
найти непрерывное в замкнутой области  (0 ^  х ^  0 ^  

^  t ^  Г) решение однородного уравнения

щ =  а~ихх, 0 <  х <  I, 0 < t f ^ T ,  (4)
удовлетворяющее начальному условию

и(х, 0) =  ф(л:), 0 ^  л: ^  / (2)

и однородным граничным условиям

и (0,/) =  0, « ( / , 0  =  0, 0 < г < 7 \  (5)
Для решения этой задачи рассмотрим, как принято в мето

де  разделения переменных, сначала основную вспомогательную 
задачу:

найти решение уравнения
Uf — а?ихх,

не равное тождественно нулю, удовлетворяющее однородным 
граничным условиям

« ( 0 , 0  =  0, u ( l , t )  =  0 (5)
и представимое в виде

и(х, t) =  X (x)T (t) , (6)
■где X (х) — функция только переменного х, Т ( t) — функция 
только переменного t.

Подставляя предполагаемую форму решения (6) в уравне
ние (4) и производя деление обеих частей равенства на а2ХТ, 
получим:

1 Т ' Y"
-4 - -----4=---------- Я. (7)

где К =  const, так как левая часть равенства зависит только 
от t, а правая — только от х.

Отсюда следует, что
X" +  XX =  0, (8)

Г  +  аЧТ  =  0. (8')

Граничные условия (5) дают:



Таким образом, для определения функции Х(х)  мы получили 
задачу о собственных значениях (задачу Штурма — Лиувилля)

Х" +  ХХ =  Ъ, X (0) =  0, *  (/) =  (), (10]
исследованную при решении уравнения колебаний в главе II 
(см. § 3, п. 1). При этом было показано, что только для зна
чений параметра X, равных

К = [ ? г )  [П =  1 , 2 , 3 , . . . ) ,  (11)

существуют нетривиальные решения уравнения (8), равные

X n ( x ) = s i n ^ j - x .  (12)

Этим значениям Хп соответствуют решения уравнения (8')

T n {t)= C ne - a'%n\ (13)
где С„ — не определенные пока коэффициенты.

Возвращаясь к основной вспомогательной задаче, видим, что 
функции

ип (х, t) =  (*) Г„ (/) =  Спе~а sin I p - х, (14)

являются частными решениями уравнения (4), удовлетворяю
щими нулевым граничным условиям.

Обратимся теперь к решению задачи (I). Составим фор
мально ряд

“ _(яп_у ч 
и(х, t) =  ^ C ne V ' / ° sin^P-x. (15)

n=l
Функция u (x ,t)  удовлетворяет граничным условиям, так как 
им удовлетворяют все члены ряда. Требуя выполнения началь
ных условий, получаем:

оо

Ф (х) =  и [х, 0) =  Сп sin 2 j -  х, (16)
n=1

т. е. Сп являются коэффициентами Фурье функции ф(х) при 
разложении ее в ряд по синусам на интервале (0, /):

I

С„ =  фп =  у  |ф(Е) s in -55-1 ■<*£. (17)
о

Рассмотрим теперь ряд (15) с коэффициентами С„, опреде
ляемыми по фррмуле (17), и покажем, что этот ряд удовлетво
ряет всем условиям задачи (I). Для этого надо доказать, что



функция u (x , t) ,  определяемая рядом (15), дифференцируема, 
удовлетворяет уравнению в области 0 < х  < 1 ,  t >  0 и не
прерывна в точках границы этой области (при t =  0, х =  О,

Так как уравнение (4) линейно, то в силу принципа супер
позиции ряд, составленный из частных решений, также будет 
решением, если он сходится и его можно дифференцировать 
почленно дважды по х и один раз по t (см. лемму главы II, 
§ 3, п. 3). Покажем, что при / ^  >  0 ( i — любое вспомога
тельное число) ряды производных

В дальнейшем будут сформулированы дополнительные требо
вания, которым должна удовлетворять функция ф ( х ) .  Предпо
ложим сначала, что <р(лг) ограничена, |ф(л:) | <С-М; тогда

х =  I).

оо оо

/1=1 п= 1

сходятся равномерно. В самом деле,

о

откуда следует, что

и аналогично

для t ^ t .

Вообще

оо

Исследуем сходимость мажорантного ряда 2  «п. где



По признаку Даламбера этот ряд сходится, так как

- ( • f ) W + 2 n + I ) f

а2 (2/1+1) f
=  0

Отсюда вытекает возможность почленного дифференцирования 
ряда (15) любое число раз в области t ^  t >  0. Далее, поль
зуясь принципом суперпозиции, заключаем, что функция, опре
деленная этим рядом, удовлетворяет уравнению (4). В сил^ 
произвольности t это имеет место для всех t >  0. Тем самым 
доказано, что при / >  0 ряд (15) представляет функцию, диф
ференцируемую нужное число раз и удовлетворяющую урав
нению (4) *).

Если функция ф(х) непрерывна, имеет кусочно-непрерывную 
производную и удовлетворяет условиям ф(0) = 0  и ф (/) =  0, 
то ряд

сразу же следует равномерная сходимость ряда (15) при t ^  0, 
0 ^  х ^  что и доказывает справедливость сделанного выше 
утверждения, если учесть, что для непрерывной и кусочно
гладкой функции ф(х) ряд из модулей коэффициентов Фурье 
сходится, если ф ( 0 )  =  ф( /)  =  О 2) .

Итак, задача нахождения решения первой краевой задачи 
для однородного уравнения с нулевыми граничными усло
виями и непрерывным, кусочно-гладким начальным условием 
решена полностью.

')  При доказательстве того, что ряд (15) удовлетворяет уравнению 
ut =  а?иХх при t >  0, была использована только ограниченность коэффициен
тов Фурье С„, которая, в частности, будет иметь место для любой ограни
ченной ф(дс).

(15)

определяет непрерывную функцию при t >  0. 
Действительно, из неравенства

| ип (х, t) | < | С„ | (при t >  0, 0 <  х <  I)



2. Функция источника. Преобразуем полученное решение 
(15), заменяя С„ их значениями:

0 L п==\

Изменение порядков суммирования и интегрирования всегда 
законно при t > 0  в силу того, что ряд в скобках сходится рав
номерно по | при ? > 0 1).

Обозначим

G {х, |, t) =  — V  е ( ‘ )  at s in-y- х • sin g. (18)
n=l

Пользуясь функцией G(x, g, /), можно представить функцию 
u(x, t) в виде

i
u(x, 0 =  J  G (x, g, /)cp(g)dg. (19)

о

Функция G ( x , l , i )  называется ф у н к ц и е й  м г н о в е н н о г о  
т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  или, более подробно, функцией 
температурного влияния мгновенного точечного источника 
тепла.

Покажем, что функция источника G(x, g, t), рассматривае
мая как функция х, представляет распределение температуры 
в стержне 0 ^  х ^  / в момент времени t, если температура в 
начальный момент t =  0 равна нулю и в этот момент в точке 
х =  g мгновенно выделяется некоторое количество тепла (вели
чину которого мы определим позже), а на краях стержня все 
время поддерживается нулевая температура.

Выражение «количество тепла Q, выделяющееся в точке g» 
обозначает, как обычно, что мы имеем дело с теплом, выде
ляющимся на «небольшом» интервале около изучаемой точки g.

')  Р яд  2<хп, где а „  определяется формулой (15 '), при q =  0 является 
мажорантным для ряда, стоящего в скобках.



Изменение температуры <jpe (s) . вызываемое появлением тепла 
около точки, будет, очевидно, равно нулю вне интервала 
(1 — е, | +  е), на котором выделяется тепло, а внутри этого 
интервала <ре(|) можно считать положительной, непрерывной и 
дифференцируемой функцией, для которой

так как  левая часть этого уравнения и представляет количе
ство тепла, вызвавшее изменение температуры на величину 
<ре(|). Процесс распространения температуры в этом случае оп
ределяется формулой (19):

Совершим теперь предельный переход при е —*-0. Принимая 
во внимание непрерывность G при t >  0 и равенство (20) и 
применяя теорему среднего значения при фиксированных зна
чениях х, t, будем иметь:

где — некоторая средняя точка интервала (£ — е, | +  е). 
В силу непрерывности функции G(x,%,t) по £ при t "> 0 полу
чаем:

Отсюда следует, что G ( x , l , t )  представляет температуру в точ
ке х в момент t, вызванную действием мгновенного точечного 
источника мощности Q — ср, помещенного в момент t =  0 
в точке | промежутка (0, I).

Отметим следующее свойство функции G (х, |, t) : функция 
G(x, g, / ) > 0  при любых х, | и t >  0. Действительно, рассмот
рим начальную функцию cpe(*), обладающую перечисленными 
выше свойствами, и соответствующее ей решение (21'). Из 
неотрицательности начального и граничных условий в силу

ср (20)

(21)
О

lim иг (х, t) =  -0 -G {x , I, 0  =
е -* 0  с 9



принципа максимального значения следует, что
ие (х, / )>  0

для всех 0<1 .*:•</ и / > 0. Отсюда, воспользовавшись форму
лой (21') , имеем:

иг (х , t) =  G (х, V, 0 ~ > 0  (при t >  0). (21")с р

Переходя к пределу при е -> 0 ,  из (2Г) получим неравенство 
G (x, | , 0 ^ 0  при О ^л :, и / >  О,

которое и надо было доказать.
Этот результат имеет простой физический смысл. Однако 

установить его непосредственно из формулы (19) было бы з а 
труднительно, поскольку G (x,t ,,t)  представляется знакопере
менным рядом.

3. Краевые задачи с разрывными начальными условиями.
Изложенная выше теория относится к решениям уравнения 
теплопроводности, непрерывным в замкнутой области 0 ^  х ^  
«С /, 0 ^  t ^  Т. Эти условия непрерывности являются весьма 
ограничительными. В самом деле, рассмотрим простейшую за 
дачу об остывании равномерно нагретого стержня при нулевой 
температуре на краях. Дополнительные условия имеют вид

u ( x ,0 )  =  u0, и(0, t) — u{l, 0  =  0.
Если «о ф  0, то решение этой задачи должно быть разрывным 
в точках (0, 0) и (/, 0). Этот пример показывает, что постав
ленные выше условия непрерывности начального значения и 
условия сопряжения его с граничными значениями исключают 
из рассмотрения практически важные случаи. Однако формула 
(19) дает решение краевой задачи и в этом случае.

В приложениях часто пользуются формулами, выходящими 
за границы условий их применимости, зачастую вообще не ста
вя вопроса об условии применимости формул. Последователь
ное обоснование всех формул было бы весьма громоздким и 
часто отвлекало бы внимание исследователя от количественных 
и качественных сторон явления, характерных для физической 
сущности процесса.

Однако мы считаем нужным, по крайней мере на простей
ших примерах, дать обоснование математического аппарата, 
достаточное для решения основных задач.

Рассмотрим краевые задачи с кусочно-непрерывными на
чальными функциями, не предполагая, что начальная функция 
сопряжена с граничными условиями. Этот класс дополнитель
ных условий является достаточно общим для потребностей прак
тики и достаточно простым для изложения теории. Нашей



целью является доказать, что та же формула (19) дает решение 
поставленной задачи. Проведем ее исследование в несколько 
этапов. Докажем предварительно теорему:

Решение уравнения теплопроводности
ut =  а2ихх (0 < х < 1 ,  t >  0), (4)

непрерывное в замкнутой области (0 ^  х ^  I, 0 ^  ^  Т) и 
удовлетворяющее условиям

ы(0, /) =  и(/, 0  =  0, * > 0 ,  (5)
и (х, 0) =  ф (х), 0 ^ .x ^ L l ,  (2)

где  ф(х) — произвольная непрерывная функция, обращающаяся 
в нуль при х =  0, х — I, определено однозначно и представляет
ся формулой

и(х, 0 =  J  G(x, t ,  f)q>(6)rfg. (D)
о

Эта теорема была доказана выше в предположении дополни
тельного условия о кусочно-непрерывной дифференцируемое™ 
функции ф(£,).

Освободимся от этого условия. Рассмотрим последователь
ность непрерывных кусочно-дифференцируемых функций фп(1) 
(фп(0) = фп(0 = 0), равномерно сходящуюся к ф(лг). (В каче

стве <$п (х) можно выбрать, например, функции, представимые
ломаными линиями, совпадающими с ф(х) в точках — —, k —
=  0, 1, 2,  . п). Функции ип (х, t ) , определяемые формулой (19) 
через фп(х), удовлетворяют всем условиям теоремы, так как 
4>п(х) удовлетворяют условию кусочной дифференцируемое™. 
Эти функции равномерно сходятся и определяют в пределе не
прерывную функцию и(х, t). В самом деле, для любого е мож
но указать такое п(е) , что

I Фп, М  — М I < 8 ( 0 < х < 0 .  если /ip n2> ft(e ) ,
так  как  эти функции по условию сходятся равномерно. Отсюда 
в силу принципа максимальных значений следует также, что
| и„, (х, t) — uni{ x , t ) \ < s  (0 <  х <  /, 0 <  t <  Т), если щ , п2 >  п (г),

что и доказывает равномерную сходимость последовательности 
функций ип (х, t) к некоторой непрерывной функции и(х, t).

Если мы, фиксировав точку (х, t), перейдем к пределу под 
знаком интеграла, то получим, что функция

/ / 
и {X, 0  =  lim ип (х, 0  =  lim f G {х, 0фп(£) dg =  f G ( x , l , t ) ( f ( l ) d l

П~> oo n~> oo "  J



непрерывна в замкнутой области 0 ^  х ^  /, и удов
летворяет начальному условию (2). В силу сноски на стр. 200 
нетрудно убедиться, что она также удовлетворяет уравнению (4) 
при t >  0. Доказательство теоремы закончено.

Формула (19) дает единственное непрерывное решение рас* 
сматриваемой задачи.

Обратимся к доказательству т е о р е м ы  е д и н с т в е н н о с т и  для слу
чая к у с о ч н о - н е п р е р ы в н о й  н а ч а л ь н о й  ф у н к ц и и  ф (* ) , не пред
полагая, что эта функция сопряжена с граничными условиями. Д окажем , что 
функция, непрерывная в области t >  0, удовлетворяющая уравнению тепло
проводности

ut =  а2ихх (4)

в области 0 <  х <  /, t >  0, нулевым граничным условиям

и (0, t) =  и (/, 0  =  0 (5)
и начальному условию

и (х, 0) =  ф (х), ( 2)

определена однозначно, если:
1) она непрерывна в точках непрерывности функцци ф(дс) и 4
2) ограничена в замкнутой области 0 ^  х ^  I, 0 ^  t ^  70, где to — про

извольное положительное число.
Предположим, что такая функция существует. Очевидно, что в силу 

предшествующей теоремы она может быть представлена в области t >  Г 
формулой

и (х, о -  J  G (х, I, t -  t)  ф. (I) d l  ( t > t >  0) (19')

при любом t , где t — вспомогательное значение,

0 < < < * , ф- (х) =  и (х, t).

Совершим предельный переход в этой формуле при t -*■ 0, сохраняя х 
и t неизменными. П окаж ем1), что возможен переход под знаком интеграла

') Д оказываемая ниже теорема является частным случаем теоремы Л е
бега о возможности перехода к пределу под знаком интеграла, если после
довательность функций Fп(х) почти всюду сходится к предельной сумми
руемой функции F(x) и если эта последовательность ограничена суммируе
мой функцией. Это доказательство приводится, чтобы избежать пользования 
теоретико-множественными понятиями. Если воспользоваться теоретико-мно
жественными понятиями, то совершенно аналогично можно доказать  теорему
о том, что решение уравнения теплопроводности и(х, t), удовлетворяющее 
нулевым граничным условиям, однозначно определено:

1) егли и(х, i) ^ F ( х), где F ( x ) — некоторая суммируемая функция и
2) если почти всюду

lim и (х, t) =  ф (х),
<->0

где ф(д:) — заданная начальная суммируемая функция.



и, следовательно, функция и(х, t) представима в виде интеграла
г

и (х, t) =  |  G (* , t) Ф (|) dt  [Ф (|) =  и (|. 0)], (19)

однозначно ее определяющего.
Пусть * 1, х2, хп — точки разрыва функции ф (* ) .  Полагая хй — 0 и 

х п +1 =  1 (рис. 38) и беря замкнутые отрезки /* (Xh +  б ^  х Xh+i — б)

■ J —

Рис. 38.

(k — 0, 1, п), где б — некоторое фиксированное достаточно малое число,, 
нетрудно убедиться, что подынтегральная функция из (19') равномерно схо
дится к подынтегральной функции из (19) на всяком отрезке 1к (к =  0,
|, 2, . . . ,  п). На отрезках 7н (хъ — 6 ^  х ^  xt, +  б) (k — 1, 2, 3 ...........я ) .
Iо (хо ^  х ^  Хо +  б ), и /п+1 (xn+i — б ^  х ^  xn+i) подынтегральные выра
жения в (19) и (19 ') ограничены некоторым числом N при любом 
в силу предположенной ограниченности функции u(x,t)  и в силу непрерыв
ности G(x, t) при 0 <  | /, t >  0. Разбивая разность интегралов (19) и 
(19') на 2п -(- 3 интеграла, взятых по h  (й =  0, 1, . . . ,  и) и 7* (k =  0, 1, . . .  
. . . ,  п + 1), видим, что эта разность может быть сделана меньше наперед за
данного числа е, если

д <  е 1 
2п +  3 4N ‘

так  что

| [G (дг, 1, / -  ?) (|) -  G (х, |, 0 ф (|)] dt

Ч
и если t выбрано настолько малым, что

| G (х, t , t - i ) < P {( t ) - G ( x ,  t, Оф(Е)|<
1 6 —

< Т  2п +  3 ДЛЯ t ^ t на 1к (*  =  0> 1..........п)>
так  что

J  [G (* , | , t - i )  Ф.  (1) -  G (х, I , О Ф (|)] d% <

‘k
<  2 п ‘+Ъ  ДЛЯ (*  =  0 , 1...........п).

Отсюда следует неравенство
I

J  [О ( x , t , t - t )  (Б) -  G (х, /) ф (|)j dt 
о



доказывающее законность перехода к пределу при t-*- 0 под знаком интег
рала. Таким образом, если существует функция и(х, t), удовлетворяющая 
условиям теоремы, то она представима в виде (19), что и доказывает един
ственность такой функции.

Докажем  теперь, что формула (19) представляет ограни
ченное решение уравнения (4), удовлетворяющее условиям  (2) 
для  любой кусочно-непре- 
рывной функции ф (х), не
прерывное во всех точках 
непрерывности ф (х ).

Э гу  теорему мы дока
жем в  два приема. Дока
жем, что она верна, если 
ф(х) —  линейная функция: Ч'-Ь)

ф СФ (2') Рис. 39.

Рассмотрим последовательность вспомогательных непрерывных 
функций (рис. 39)

сх для 0: ( ■ Ч ) .

а(/ — х) для /^1 — - ^ j ^ . x ^ . 1 ,  а  =  ( п — 1)с.

Функции un (x , i) ,  определенные при помощи формулы (19) для 
Ф „ ( х ) ,  являются непрерывными решениями уравнения тепло
проводности с нулевыми граничными условиями и начальными 
условиями

ип (х, 0) =  ф„ (лг).
Так к а к

ipn W < f n + iW  (о < * < / )>

то в силу принципа максимальных значении

Unix > fy Un+1 (х, t).

Функция Uo(x) =  сх является непрерывным решением уравне
ния теплопроводности. В силу принципа максимального значе
ния

ип{х, t ) ^ U 0 {x),

так к а к  это неравенство имеет место при х =  0, х =  I и t =  0. 
Таким образом, un (x,t)  есть монотонно неубывающая последо
вательность, ограниченная сверху функцией U0(x), откуда сле
дует, что эта последовательность сходится. Нетрудно видеть,



что
I

и(х , t ) =  lim ип (х, t ) =  lim f G (x, I, t)q>n (t)dZ,=
tl-±OO rt-»oo g

I
=  J  G(x, I, *)q>(£)dg< UQ(x)

о
так  как  переход к пределу под знаком интеграла законен. В сил] 
сноски на стр. 204 эта функция удовлетворяет уравнению i 
нулевым граничным условиям при t >  0. Докажем , что этг 
функция непрерывна при t =  0 для 0 ^  х  <  /. Пусть х0 <  /
Выберем п так, чтобы х0 <  I ( l  — . В этом случае фп(*о) =  
=  и 0(х0). Принимая во внимание, что

ип (х, t ) ^ u ( x ,  i ) ^ U 0(x)
и что

lim ип (х, t ) =  lim U0 {x) =  cp(x0),
x - * x t Х -+Х ,t-> 0

заключаем, что существует предел

lim и(х, /) =  ф (лг0), 
t -»0

не зависящий от способа стремления х -*  Хо и t -*  0. Отсюда и 
следует непрерывность u (x ,t)  в точке (х0, 0) . Эта функция ог
раничена, так как она не превосходит U0(x). Итак, д л я  (р(х) =
— сх теорема доказана.

Заменой х на I — х убеждаемся в том, что теорема серна
для

Ф (х) — b (I — л:). (2")
Отсюда следует, что она верна для любой функции типа

Ф (дг) =  В +  Ах,

так  как  подобная функция может быть получена суммирова
нием (2') и (2"). Далее, отсюда следует также, ч.то теорема 
верна для любой непрерывной функции без предположения о 
том, что ф(0) =  ф(/) =  0. В самом деле, любую функцию 
ф(х) такого типа можно представить в виде

ф (х) =  [ф (0) +  у  (ф (/) — ф (0))] +  г|э (*),

где слагаемое в квадратных скобках — линейная функция, а 
гр (х )— непрерывная функция, обращающаяся в нуль на кон
цах отрезка: г|)(0) =t|)(/) = 0 .  Так как мы убедились уже



в том, что для  каждого слагаемого теорема применима, то от
сюда следует, что теорема верна и для ф(х).

Обратимся теперь к доказательству теоремы для произволь
ной кусочно-непрерывной функции ф(х). Формула (19) и в 
этом случае определяет решение, удовлетворяющее уравнению 
и нулевым граничным условиям.

Пусть точка х0— какая-либо точка непрерывности функции 
ф(х). Докажем, что для любого е можно найти 8(e) такое, что 
\и(х, t) — ф(х0) | <  е, если \х —  лг01 <  6(e) и / < б ( е ) .  В силу 
непрерывности функции ф(х) в точке Хо существует т](е) такое, 
что

| ф (х) — ф (х0) | <  j  для | х — х0 1 <  г) (в),
откуда

Ф (*о) — J  <  Ф W  <  Ф (*о) +  у  Для | х  — х 0 | <  ti (е). (23)

Построим вспомогательные непрерывные дифференцируемые 
функции ф (х) и ф(х):

ф (х) =  ф (х0) +  4  для | х — х0 1 <  ti (е),
2 (а)

ф (х) >  ф (х) для | х — х01 >  Г) (е),

Ф(х) =  ф(х0) — -f для |х — х0 1 <  г)(е),
1 (б) 

ф (х) <  ф (х) для I х — х0 I >  Т1 (е).

На интервале |х — хо| >  r j (е) функции ф и ф удовлетворяют 
только условиям (а) и (б), а в остальном произвольны. В силу 
неравенств (23),

Ф ( х ) < ф (х) < ф(х). (24).
Рассмотрим функции

i
ы(х, /)=* J G (х, /) ф (£) rfg,

о
I

и(х, 0 = J  G (х, I, 0 Ф(!)<#;•
о

В силу непрерывности функций ф (х) и ф(х) функции u (x , t )  
и u (x ,t)  непрерывны в точке Хо, т. е. найдется такое 5 (e ) ,  что

й(х, 0  — Ф (* )| < 4 *
и , для I х — х0 1 <  б (е), t <  б (е),



откуда
^ ф М  +  |- =  ф М  +  8,

для I х — х 0 | <  6 (е), t <  б (е),
и (х, t) >  ф (х) — у  =  ф (х0) — е

В силу неотрицательности функции G ( x , l , t )  из формулы (24) 
следует, что

и(х, t)*^Lu (х, t) <  й (х, t). (25)
Отсюда получаем неравенства
Ф (х0) — е <  и (лг, 0  <  ф (х0) +  е для | х — х0 | <  б (е), t <  6(e) 

или
\и(х, t) — ф(х0) 1 < е  для | х  — х0 \ <  6(e), t <  6(e),

что и требовалось доказать. Ограниченность функции \u(x,t)\ 
следует из (25) и из ограниченности функций U(x,t) и u (x , t ) .  
Этим теорема доказана.

4. Неоднородное уравнение теплопроводности. Рассмотрим 
неоднородное уравнение теплопроводности

ut =  a 2uxx +  f(x , t) (1)
с начальным условием

и (х, 0) =  О (26)
и граничными условиями

ы(0, 0  =  °,
и(1, 0  =  0. (5)

Будем искать решение этой задачи u (x ,i)  в виде ряда Фурье 
по собственным функциям задачи (11), т. е. по функциям
{ ля )s in - у -  х  >:

оо

и (х, 0 - 2 > „  (0 s in ^ j -x ,  (27)
п=1

считая при этом t параметром. Для нахождения функции u (x ,t)  
надо определить функции un (t). Представим функцию f (x , t )  
в виде ряда

п=1
гд е

i

f (x ,  0  == fп (0 sin х,
п=1

I

/ло=т J/d, Osinf-irfi. т



Подставляя предполагаемую форму решения в исходное урав
нение (1), будем иметь:

оо

2  sin - у -  X { ( - у - )2 а2ип (О +  й (О — fn (t) } =  0.
n=l

Это уравнение будет удовлетворено, если все коэффициенты 
разложения равны нулю, т. е.

Un(t) =  - a * ( - f - ) 2 un (t) +  fn(t). (29)

Пользуясь начальным условием для u(x ,t)
ОО

и (х , 0 ) = 2 « „  (0) sin х =  0,
л=1

получаем начальное условие для un (t):
и„( 0) =  0. (30)

Решая обыкновенное дифференциальное уравнение (29) с ну
левым начальным условием (30)4), находим:

М О  =  J *  ̂ 1  ̂ а (t X)fn {t)dT. (31)
о

Подставляя выражение (31) для un (t) в формулу (27), полу
чим решение исходной задачи в виде

1 I лп \2 . . . тш
и(х, 0  =  2  j  е  ̂ 1  ̂ а (< ’ ' / л М *  s in - y - x .  (32) 

n= 1 Lo J
Воспользуемся выражением (28) для /п (т) и преобразуем 

найденное решение (32):

и{х, 0 =  J J  | ° <i~t>sinT A:' s in T  * ) d l dx==
О 0 у п—1 >

t I

=  J J g ( x ,  t , t - x ) f (6, г) d% dx, (33)
о о

где
ОО /  п п \2

0 ( х .  I, < - r ) = f  (34)
гс=1

совпадает с функцией источника, определяемой формулой (18)..

1) См. мелкий шрифт в конце п. 4, § 3, гл. II.



Выясним физический смысл полученного решения 
t i

и [х, t) =  J J G (х, I, t — x)f  (I, т) d l  dx. (33)
о о

Предположим, что функция f ( l ,x )  отлична от нуля лишь в до
статочно малой окрестности точки M0(So, То)

S o < S < S o  +  A S ,  То <  Т <  т0 +  Дт.
Функция F(%, х) =  cpf( l ,x )  представляет плотность тепловых 
источников. Общее количество тепла, выделяющееся на отрезке 
(О, /) за все время действия источника (т. е. за Дт), равно

Q =  J  J  ср/ (S, т) d l  dx. (35)
т0 £о

Применим теорему о среднем к выражению 
t  i

■ii {х, t) =  j" f G {х, I, t т) / (|, т) d l  dx =
о о

Т0+ Л Т

*= J J G ( x , l , t - x ) f ( l , x ) d l d x = G ( x , i t - T ) - ® p =  a (x , t ) ,
Т 0 So

где
So <  I <  So +  x0 < т <  To +  At.

Переходя к пределу при Д£ —► 0 и Дт —»• О, получим функцию

и(х, 0 =  П т  й (х, t) =  -£-G(x, So, t — xо),  (36)
Д £ - » 0  СР
Д т - > 0

которую можно интерпретировать как функцию влияния мгно
венного источника тепла, сосредоточенного в точке go в мо
мент То.

Если известна функция — G ( x , l , t  — т), представляющаяср
действие единичного мгновенного сосредоточенного источника, 
то действие источников, непрерывно распределенных с плот
ностью F (x , t )  =  cpf(x, t), должно выражаться формулой (33), 
как  это непосредственно следует из физического смысла функ
ции G(x, l , t  —  т).

Итак, температурное влияние тепловых источников, дейст
вующих в области (lo, So +  Д£) (to,  То +  Дт), дается выраже» 
нием

G(x, l , t - x ) f ( l ,  т)Д£Дт ( -~  =  f ( S, т )Д |Д т).



Если источники распределены непрерывно, то, суммируя тепло
вые влияния источников, действующих во всей области 0 ^  
г^|г£С/, получим после предельного перехода при
Д| —*• 0 и Дт —► О

* i
и{х, t )— J J  G(x, I, t — x ) f ( l ,  x)d%dx.

о о
Таким образом, исходя из физического смысла функции источ
ника G ( x , l , t ) ,  можно было бы сразу написать выражение (33) 
для функции, дающей решение неоднородного уравнения.

Имея форму, в которой должно представляться решение з а 
дачи, можно исследовать условия применимости этой формулы 
в отношении функции /(£, т ) .  Мы не будем проводить этого ис
следования.

Мы рассматривали здесь неоднородное уравнение с нулевы
ми начальными условиями. Если начальное условие отлично от 
нуля, то к этому решению следует прибавить решение однород
ного уравнения с заданным начальным условием ы(лг, 0) =  
=  ср(*), найденное в п. 1.

5. Общая первая краевая задача. Рассмотрим общую первую 
краевую задачу для уравнения теплопроводности: 

найти решение уравнения
ut =  a2uxx +  f ( x , t )  (I)

с дополнительными условиями
и{х, 0) =  <р(*), (2).
и (0, t) =  jx, (t), |
и (I, 0  =  J

Введем новую неизвестную функцию v (x , t )
и (х, t ) =  U (х, t) +  v (х, t), (37).

представляющую отклонение от некоторой известной функции 
U(x, t).

Эта функция v(x ,t)  будет определяться как  решение урав
нения

vt — a2vxx =  f  {х, t), 

f(x ,  t) =  f(x ,  t) — [Ut — a2Uxx] 

с дополнительными условиями
v (x, 0) =  y{x), ф(л;) =  ф(х) — U (x, 0),
o(0. 0  =  м 0 >  M O  =  M O - t f ( o ,  /), 
v( l ,  /) =  М 0 .  м о  =  м о - ( Л  0-



Выберем вспомогательную функцию U (x ,t)  таким образом, 
чтобы

Hi (0 =  0 и Д2 (0 =  0, 
для чего достаточно положить1)

U(x, 0 =  Hi (0 + у  М О  “ Hi (0].

Таким образом, нахождение функции u (x , t ) ,  дающей решение 
общей краевой задачи, сведено к нахождению функции v (x , t ) ,  
дающей решение краевой задачи с нулевыми граничными усло
виями. Метод нахождения функции v(x ,t)  дан в п. 4.

Изложенная выше формальная схема решения задач при 
наличии неоднородностей в уравнении и граничных условиях 
не всегда удобна для представления искомой функции u (x ,t) .  
Трудности, возникающие при нахождении вспомогательной 
функции v ( x , t ) ,  зависят от функции U (x,t) ,  от которой ищется 
отклонение.

В частности, для задач со стационарными неоднородностями 
удобнее выделять стационарное решение и искать отклонение 
от этого решения2).

Рассмотрим, например, задачу для ограниченного стержня 
(0, I). концы которого поддерживаются при постоянных темпе
ратурах и0 и Mi:

Uf а  и хх , 

и (x, 0) =  ф(х), 
и (0, t) Uq, 
и (I, t) =  и,.

Решение будем искать в виде суммы
и (х, t) =  й (х) +  v (х, t),

где й ( х ) — стационарная температура, a v ( x , t ) — отклонение 
от стационарной температуры.

Д ля функций й(х) и v (x , t )  будем иметь условия
й" =  0, v t =  a2vxx\

й (0) =  Uq, v {х, 0) =  ф (я) — й {х) =  ф! (х);
й (/) =  « 1, v (0, t) - -  0,

v ( l ,  /) =  0.
Отсюда находим:

‘ ) См. гл. II, § 3, п. 5.
2) См. гл. II, § 3, п. 6.



Функцию v(x, t), определяемую начальным условием и од
нородными граничными условиями, без труда находим мето
дом разделения переменных.

З а д а ч и

1. Вывести уравнение для процесса нагревания однородной тонкой про
волоки постоянным электрическим током, если на ее поверхности происходит 
теплообмен с окружающей средой.

2. Вывести уравнение диффузии в среде, равномерно движущейся в на
правлении оси х со скоростью w. Рассмотреть случай одной независимой 
переменной.

3. Исходя из уравнений М аксвелла, предполагая Ех =  Е, — О, Hz =  0 а  
пренебрегая токами смещения, показать, что в однородной проводящей сре
д е  составляющая электромагнитного поля Еу удовлетворяет уравнению

д 2Еу 4 я0  дЕу
дг2 д Г ’

где а  — проводимость среды, с — скорость света. Вывести уравнения для Нх.
4. Дать физическое истолкование следующих граничных условий в з а д а 

чах теплопроводности и диффузии:
а) и (О, t) — 0, б) их (0 , t) =  О,
в) их (0, 0  — hu (0 , t) — 0, (А > 0 ч

их (/. О +  hu (I, 0  =  О
5. Решить задачу об остывании равномерно нагретого однородного стерж

ня при нулевой температуре на концах, предполагая отсутствие теплообмена 
на боковой поверхности.

6. Начальная температура стержня и(х, 0) =  ы0 =  const при 0 <. х <  I. 
Температура концов поддерживается постоянной и(0, t) =  ий и (I, t) — «а 
при 0 <  t <  оо. Найти температуру стержня, если теплообмен на боковой 
поверхности отсутствует. Найти стационарную температуру.

7. Решить задачу 6 при следующих граничных условиях: на одном конце 
поддерживается постоянная температура, второй конец теплоизолирован.

8. Решить задачу о нагревании тонкой однородной проволоки постоян
ным электрическим током, если начальная температура, граничная темпера
тура, а также температура окружающей среды равны нулю.

9. Цилиндр длины /, заполненный воздухом при давлении и температуре 
окружающей среды, открывают с одного конца в начальный момент времени, 
и из окружающей атмосферы, где концентрация некоторого газа равна и0, 
начинается диффузия газа в цилиндр. Найти количество газа , диффундиро
вавшего в цилиндр за время t, если начальная концентрация газа в цилиндре 
равна нулю.

10. Решить задачу 9 в предположении, что левый конец цилиндра за 
крыт полупроницаемой перегородкой.

11. Решить задачу об остывании однородного стержня с теплоизолиро
ванной боковой поверхностью, если его начальная температура и(х, 0) = ф (х ) , 
а на концах происходит теплообмен со средой нулевой температуры. Рас
смотреть частный случай <p(x) =  иа.

12. Решить задачу 11, предполагая, что температура окружающей среды 
равна U0.

13. Решить задачу 11, считая, что на боковой поверхности происходит 
теплообмен со средой, температура которой:

а) равна нулю
б) постоянна и равна щ.



14. Найти установившуюся температуру стержня, пренебрегая теплооб
меном на боковой поверхности и считая, что один конец стержня теплоизо
лирован, а ко второму концу подводится поток тепла, гармонически меняю
щийся во времени.

15. Решить задачу 14, считая, что один конец стержня имеет нулевую 
температуру, а температура второго конца гармонически меняется во времени.

16. Стержень (0,/) составлен из двух однородных кусков одинакового 
поперечного сечения, соприкасающихся в точке х — х0 и обладающих харак
теристиками at, ki и, соответственно, а2, k2. Найти установившуюся темпе
ратуру в таком стержне (тепловые волны), если один конец стержня (х  =  0) 
поддерживается при нулевой температуре, а температура второго меняется 
синусоидально во времени.

17. Левый конец составного стержня задачи 16 поддерживается при тем
пературе, равной нулю, а правый — при температуре u(l,t) — и\, начальная 
ж е температура стержня равна нулю. Найти температуру u(x,t) стержня на 
регулярном режиме (первый член разложения).

18. Найти температуру u{x,t) стержня, начальная температура которого 
равна нулю, а граничные условия имеют вид

и (0, t) =  Ае~ш, и (/, t) =  В, 
где А, В и а  >  0 — постоянные.

§  3. Задачи на бесконечной прямой

1. Распространение тепла на бесконечной прямой. Функция 
источника для  неограниченной области. Рассмотрим на бесконеч
ной прямой задачу с начальными данными (задачу Коши):

найти ограниченную функцию u (x ,t) ,  определенную в об
ласти — оо <; х <  оо, t ^  0, удовлетворяющую уравнению теп
лопроводности

ut =  ahtxx, — о о < х < о о ,  t >  0, ( 1 )

и начальному условию
и (х, 0) — ф (х), — оо < х <  оо. (2)

Если ф ( х ) — непрерывная функция, то выполнение начального 
условия будем понимать в том смысле, что и(х, t) непрерывно 
при t =  0, т. е.

lim и (х, 0  =  Ф (*о)-о
х-*х„

Как мы видели в п. 7, § 1, решение уравнения теплопроводности 
однозначно определяется своими начальными условиями, если 
оно ограничено. Поэтому в формулировку теорем вводится ус
ловие ограниченности.

Дадим сначала формальную схему решения поставленной 
задачи, основанную на разделении переменных.

Будем искать ограниченное нетривиальное решение урав
нения (1), представимое в виде произведения



Подставляя выражение (3) в (1), получаем:

X г

где X2 — параметр разделения. Отсюда следует:
Г  +  а-Х2Т =  0, (4)
X" +  Х2Х =  0. (5)

Решая уравнения (4) и (5), найдем частные решения уравне
ния (1) вида

uk(xt t) =  A {X )e -” aH* i**, (6)

удовлетворяющие условию ограниченности. Здесь X — любое 
вещественное число — о о < !Я < ;о о ;  поэтому в (6) возьмем 
знак «плюс» и образуем функцию

оо

и(х, 0 =  J  A {X )e -^ 4+^x dX. (7)
—оо

Если производные, входящие в уравнение (1), можно вычис
лять путем дифференцирования под знаком интеграла (7), то 
функция (7), очевидно, будет удовлетворять уравнению (1) как 
суперпозиция частных решений этого уравнения.

Требуя выполнения начального условия при t =  0, будем 
иметь

оо

Ф (х) =  j A ( X ) e a x dX. (8)
— оо

Воспользуемся теперь формулой обратного преобразования 
интеграла Фурье:

оо

=  i  (9)
— оо

Подставляя (9) в (7) и меняя порядок интегрирования, полу
чим:

00 / 00 \

i  J  ( J  ф ®  e' al ) e-a,M+ikx dX =
— 00 ' — oo /



Внутренний интеграл в (10) р авен 1)

! г .
2 я  J  2 У паЧ

—  ОО

Подставляя (11) в (10), приходим к интегральному предста! 
лению искомого решения

ОО
u ( x , t )  =  J  G(x, t)q>(l)dl, (И

— OO
где

J (x-\?

° Ь ' Ь * > - Т 7 3 ! '  "  '  ( l i

Функцию G{x,\\t), определяемую формулой (13), часто назы 
вают фундаментальным решением уравнения теплопроводное™ 

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, чт 
функция

0 ( * ’ <13, 

представляет температуру в точке х в момент времени t, есл] 
в начальный момент времени t =  to в точке § выделяется коли 
чество тепла Q =  ср.

Функция G ( x , l , t  — 10) удовлетворяет уравнению теплопро 
водности по переменным ( x , t ) z), что можно проверить непо 
средственным дифференцированием.

]) Б. М. Б у д  а к, С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука*
1965.

2) В самом деле,
1х-1У

^  I Х — % _ 4 а г ( f — <о)
L/ у ■' " 11 ,-м  * v. с  *

2 |^я 2[а*(<-<0)]л

G 1 Г 1 1 . ( * ~ 1 ) г 1 
** 2 У~л L 2 [ a * ( t -  f0)]s/‘ 4 [а2 (t -  t0)f> J

G =  1 _ Г_______ _______ , а2 (* -  |)2 1 e ia} «-*,)
2 V n  L 2 [a2 (* -  /0) f *  ^  4 [a2 (/ -  f0)]s/- J

т. e.



Количество тепла, находящееся на оси х в момент t >  t0, 
равно

ср J G{x, l , t - t 0)d x  =  -^ =  f e dx
V n  J 2 V a 2(t — t0)

OO

=  у =  | e -° ! da =  Q =  cp,

т а к  как

J  e~al da — n

I 2 V a ? ( t - t 0) ’ 21

Таким образом, количество тепла на нашей прямой не меняет
ся с течением времени. Функция G(x,%,t — 10) зависит от вре
мени только через аргумент 0 =  a2(t — 10), так что эту функ
цию можно записать в виде

1 1 -<£=&- 
G =  — U r - U e  46 . (13")

2 V n  У  в
На рис. 40 изображен график функции G в зависимости от х 
для различных значений 0. Почти вся площадь, ограниченная 
этой кривой, находится над промежутком

(I — е . I +  е),
где е — сколь угодно малое число, если только 0 = a2(t — t0) — 
достаточно малое число. Величина этой площади, умноженная 
па ср, равна количеству тепла, подведенному в начальный мо
мент. Таким образом, для малых значений t — 10 >  0 почти все 
тепло сосредоточено в малой окрестности точки £. Из сказан
ного выше следует, что в момент t0 все количество тепла по
мещается в точке £.

Рассматривая изменение температуры в фиксированной точ
ке х =  £ +  h с течением времени при h =  0, т. е. при х =  £, 
получим:

г  1 1
х~ 1 2 V  П V q

Таким образом, температура в той точке, где выделяется тепло, 
для малых 0 неограниченно велика.

Если х ф  |, т. е. h ф  0, то функция G представляется 
в виде произведения двух множителей

G*+l ~ '[ .2 V n  Л ] ‘
ft2/ 40



Второй сомножитель меньше единицы: при больших 
он «  1, при малых 0 он «  0. Отсюда следует, что Gx^  = 
= для больших 0; -С Gx= i  для малых 0. Чем мень 
ше h, т. е. чем ближе х к I, тем больше второй множител!

Графики функции Gx=6 и Gx¥=i при h2 <. hi приведены нг 
рис. 41.

Нетрудно видеть, что
lim 0 Хф\ = 0 .
0->О

Раскрывая неопределенность, находим:
1 e~,/s

lim - * *  .£>-*«/« =  _ *  iim _ i -------=  о.
е-»о 2 V л  У^0 21^ яе-> о  _А_ л!/4в

402

Формула (13') показывает, что во всякой точке х  темпера
тура, создаваемая мгновенным точечным источником, действую
щим в начальный момент t =  0, отлична от нуля для сколь 
угодно малых моментов времени. Подобный факт можно было 
бы интерпретировать как результат бесконечно быстрого рас



пространения температуры (бесконечная скорость). Однако это 
противоречит молекулярно-кинетическим представлениям о при
роде тепла. Такое противоречие получается в связи с тем, что 
выше при выводе уравнения теплопроводности мы пользовались 
феноменологическими представлениями о растекании тепла, не 
учитывающими инерционность процес
са движения молекул.

Теперь выясним условия примени
мости формулы (12).

Докажем, что формула
ос

“ < * • ' > = i h  J V¥t

ix-V)
4аЧ ФШ d l ,

(120
П у а с -называемая и н т е г р а л о м  

с о н а, для любой ограниченной функ
ции |ф(|)|<СМ представляет при
t >  0 ограниченное решение уравнения теплопроводности, не
прерывно примыкающее при t =  0 к ф (х) во всех точках непре
рывности этой функции.

Докажем предварительно лемму ( о б о б щ е н н ы й  п р и н 
ц и п  с у п е р п о з и ц и и ) .

Если функция U (х, t, а) по переменным (х, t) удовлетворяет  
линейному дифференциальному уравнению

L (U) =  0
при любом фиксированном значении параметра а , то интеграл

и (х, /) =  J" U (х, t, а) ф (a) da

также является решением того же уравнения L(u) =  0, если 
производные, входящие в линейный дифференциальный опера
тор L (U ), можно вычислять при помощи дифференцирования 
под знаком интеграла.

Доказательство леммы крайне просто. Линейный дифферен
циальный оператор L(U) представляет сумму производных 
функции U с некоторыми коэффициентами, зависящими от х  
и t. Дифференцирование функции и, по предположению, мож
но производить под знаком интеграла. Коэффициенты также 
можно внести под знак интеграла. Отсюда следует, что

L {и) =  J  L(U (х, t, а)) ф (а) da =  0,

т. е. что функция u(x,t)  удовлетворяет уравнению L(u) =  0.
Напомним достаточные условия дифференцируемое™ под 

знаком интеграла, зависящего от параметра.

8  А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



Функция
Ь

F (х) =  J f  (х, a) da
а

при конечных пределах а и b дифференцируема под знаком 
интеграла, если ^ ~ (х ,  а) является непрерывной функцией пе
ременных х и а  в области их изменения (см. Б. М. Б у д а к ,  
С. В.  Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Н аука» , 1965). 

Нетрудно видеть также, что функция
ь

F x (х) =  J / (х, а) ф (a) da
а

при конечных пределах а и b дифференцируема под знаком 
интеграла при тех же условиях относительно функции / (х, а )  
и произвольной, ограниченной (и даже абсолютно интегрируе
мой) функции ф(а). Если пределы интегрирования бесконечны, 
то в этом случае требуется равномерная сходимость интеграла, 
полученного в результате дифференцирования подынтегральной 
функции по параметру (см. там же).

Эти ж е замечания относятся и к кратным интегралам, зави
сящим от параметров.

Д ля линейных уравнений L(u) =  0 имеет место принцип 
суперпозиции, заключающийся в том, что функция

П
и (х , t) CiU-i (х, t), 

i= 1

представленная в виде суммы конечного числа частных реше
ний, является также решением уравнения. Если мы имеем 
решение u (x ,t ,  а ) ,  зависящее от параметра, то интегральная 
сумма

^ iu ( x ,  t, ап)С п (Сп =  ф (а„) Аа) (14]
такж е  является решением уравнения L(u) =  0. Доказанная 
лемма, так  же как  и лемма на стр. 91, устанавливает условия 
при которых предел суммы (14), в нашем случае равный

«  {х, t) =  J U (х, t, а) ф (а) da,

такж е  является решением уравнения L(u) =  0. С этой точи- 
зрения доказанную лемму, как и лемму на стр. 91, естественнс 
называть о б о б щ е н н ы м  п р и н ц и п о м  с у п е р п о з и ц и и  

Обратимся к изучению интеграла (12'). Докажем, во-пер 
:вых, что если функция ф ( х )  ограничена, |ф ( х )| <  М, то ин



теграл (12') сходится и представляет ограниченную функцию. 
В самом деле,

1 Г 1 -& = & -

—-оо
оо

=  М -4 =  f e~a'd a  =  M ( а =  \7-L-) ,  Vn  J I 2 УУч Г
— оо

так как
оо

J е~0? d a = Y n .
— оо

Докажем далее, что интеграл (12') удовлетворяет уравнению 
теплопроводности при t >  0. Для этого достаточно до
казать, что производные этого интеграла при t >  0 можно 
вычислять при помощи дифференцирования под знаком 
интеграла.

В случае конечных пределов интегрирования это законно, 
так как  все производные функции

, (*-£>г 
1 е  4 аЧ

2 V na2t

при t >  0 непрерывны. Для возможности дифференцирования 
под знаком интеграла при бесконечных пределах достаточно 
убедиться в равномерной сходимости интеграла, полученного 
после дифференцирования под знаком интеграла. Проведем 
это исследование на примере первой производной по х.

Итак, для доказательства дифференцируемости функции 
(12) по х, а также равенства

00

4 т -  I -
—  о о  *

достаточно доказать равномерную сходимость интеграла, стоя
щего справа; при этом для дифференцируемости в точке 
(х0, t0) достаточно доказать равномерную сходимость интегра

ла в некоторой области значений переменных, содержащей ис
следуемые значения (х0, /0). например в области

U <  *о <  *2. I *  К  х.

Достаточным условием равномерной сходимости интегра
ла (аналогичным признаку равномерной сходимости ряда) 
является существование положительной функции /Г(Е), не



зависящей от параметров (х, t ) ,  которая мажорирует 
функцию

I ^ G U ,  1 > х ,  К - х ,  (15;

и интеграл от которой сходится:
ОО X,

§ F ( Q d l <  оо, J  F { l ) d l <  оо. (15';
Х х — оо

Величина x t обозначает некоторое число, начиная с которого 
выполняется неравенство (15).

Найдем оценку сверху для абсолютной величины подынте
грального выражения в формуле для

dG . .
-  {х, t)дх

л
- " « к

при любых | л :| ^ х  и t t ^  ^  t2. Нетрудно убедиться в схо
димости интеграла (15х) от функции F(\). Интеграл

(e-w
f  F (| )d g =  Г — L ^ i i i + i - e  Л ,  dl=z Г 1 к ± Щ е~Ш,й1

J  J  2 / я  2 [ < Л , ] /г b J  . 2 / я  2 [ а 2<1] /1 51*1 1̂ JCj—X
(Si —ISI —X)

■сходится, так как  под знаком интеграла стоит множитель типа 
{а\ +  Ь)е~с¥. Отсюда заключаем, что

ди
дх

оо

=  J  *)ф(£)*

Совершенно аналогично доказывается возможность вычис
ления всех остальных производных под знаком интеграла. Тем 
самым доказано, что функция (12') удовлетворяет уравнению 
теплопроводности.

Обратимся теперь к выяснению основного свойства интегра
ла (12 ') , а именно, докажем, что

и(х, t)-*q>{x0) при t —► 0 и х - * х 0 

wBO всех точках непрерывности функции ф(*).



Итак, пусть ф(л:) непрерывна в некоторой точке *о- Мы 
должны доказать, что

lim и (х, t) =  ф (х0), 
t

т. е. каково бы ни было е >  0, можно указать такое б (е) ,  что
|и(х, t) — ф(х0) | <  е,

коль скоро
| х — х01 <  б (е) и | * | <  б (е).

В силу предполагаемой непрерывности функции ф(х) в точке 
х0 существует такое т](е), что

1ф М  — ф(*о)1< - f .  ( 17)
если только

| л: — х0 1 <  ti.

Разбивая промежуток интеграции на части, представим и(х, t) 
в виде суммы трех слагаемых:

“ <*• ( ) - i 7 r  J  y w ’ ^ ^ + i k  J  - d t +

l
oo

J . . .  d l =  Ul(x, t) +  «2 (x, t) +  u3 (x, t), (18)
2 Vn

X,где
X l = X 0 — r\ и X2 = =  Xq -f- TJ.

Главное слагаемое этой суммы и2 можно представить в виде

J  Г Ж е ~ <,| +*1
«-£)»

[ф Ш - ф У 4 = А + / ,
2 V n  J  V  аЧXi

Интеграл 1 г вычисляется непосредственно



Как только \х— лг01 <С г|» то верхний предел становится поло
жительным, а нижний — отрицательным, и при t —► 0 верхний 
предел стремится к +  оо, а нижний к — оо. Отсюда следует, 
что

lim /, =  ф (*0). 
f-> о

X -+ X 0

Таким образом, можно указать такое 6ь что

| / | - 4 > W I < { .  (20)
если только

| а: — лг0 I <  6j и I /1 <  бх.
Покажем, что остальные интегралы: /2, щ и и3 — малы. Оценим 
прежде всего интеграл h :

( * - ! ) !

/ ,| <  ' ' 'j -  J' у = = е *я  1 ч>(S) — ф(х«)№.2Уя J V,х,
Из равенств (18) видно, что при

х 1 < 1 < х 2
имеет место неравенство

I 5 —  *о I <  Л- 
Пользуясь неравенством (17), а также тем, что

X "  оо

1L- J  е °J da <  ^=r J  e~a% da — 1,
У x  — oo

каковы бы ни были х' и х", получаем:

(*-6)* 2/о’*■JL_ _ ! _  Г L -  f
: 6 2 У я  J У Ж  1 6 2 У л  j  а а < б ’/ о К - 6 2 У я  . „ _ _ , ..

X I Х\~—Х

2 V  аП
(21)

где новая переменная а  определяется формулой (19). Оценим



и аналогично 

01
г  1 _J*=«L
J T W e 4аЧ <

2 у  аЧ
М С , Х -+ Х 0

< 77=  ̂ е~а d a -> 0  при , п (23)-
У я J t —> и,

— оо

так как  если х —>х0, то х2 — х >  О, и x t — лг <  0, и если /->0, 
то в последних членах (22) и (23) нижний предел и, соответ
ственно, верхний предел стремятся к +  ° °  и — оо. Следова
тельно, можно указать такое б2, что

I «з (*> 0  | <  и | щ (х, f) | <  - j , (24)
если только

| л: — х0 | <  б2 и 11 1 <  62.

Пользуясь установленными выше оценками (22), ( 2 3 ) ,получаем: 

j и(х, t) — ф(х0) К |«1 +  [/, - ф М  +  /2 +  « з К

I « i I +  I Л — Ф(- о̂) I I 2̂1 “ЬI мз ! <  ■§—I—g—I—g—!—§- =  s, (25) 

если только
| х — х01 <  6 и | /1 <  6,

где б равно наименьшему из чисел 6, и 62.
Таким образом, мы доказали, что функция

ut-x ‘ ,) =  W t  ( ,2 '>
—оо

ограничена, удовлетворяет уравнению теплопроводности и на
чальному условию.

Если начальное значение задается не при t — 0, а при 
t =  toy то выражение для и(х, t) приобретает вид

“ <*■ , ) = W i  I  у . - , . ’ - » . )  <12">— оо

Единственность полученного решения для непрерывной 
функции ф(х) следует из теоремы, доказанной в § 2, п. 3. Если 
начальная функция ф(х) имеет конечное число точек разры- 
за, то интеграл (12") представляет ограниченное решение



уравнения (1), непрерывное всюду, кроме точек разрыва функ
ции ф(х) *).

Рассмотрим в качестве примера следующую задачу: 
найти решение уравнения теплопроводности, если началь

ная температура (при t — t0 =  0) имеет постоянные, но раз
личные значения для  х >  0 «  х <  0, а именно-.

( 7", для х >  0, 
и (х, 0) =  ф(л;) =  {

{ Т2 для х <  0.

Пользуясь формулой (12'), получаем решение задачи в виде

u{x ’ t)==:l v 7  I  Y W e  АаЧ =2 V n  j .

( X - W  „  _  ?  ( X - D *

—  ОО 

0 1Г-.М ' л
4 аЧ_ _ I i _  (* c ~ i M ~  d t  . . .  !■ _  f  

Vn J 2 VW  vk  J
e

X

2 Y aH

=  — f e~ a2 d a  +  — f e~a2 d a  — 
Vn J Vn J

2 Va2t
x

2 Ya4
Tt +  T +  Г‘,7 --2-  f  e ~ « d a ,  (26) V n J

так  как
- 2  0 2 2

l Г e_“2 da =  —L=r Ге~“г da — - l= - [e~a2d a = - ---- —l—  \ e~a* daя j  / я  J Vn j  2 Кяд!0 0
И

V

— 2 “ 2 О
В частности, если

Г2 =  0, Г ,=  1,
то

»<х. o - 4 - ( i  . * . ) ( *  =  ^ ) .

')  Пользуясь методом, изложенным в п. 3, § 2, можно убедиться, что 
функция u(x,t) перечисленными условиями определяется однозначно.



Профиль температуры в заданный момент t дается кривой
Z

где z представляет абсциссу точки, в которой определяется тем
пература, если за единицу длины, в зависимости от t, прини
мается значение 2 V a2t . Построение этой кривой не представ
ляет труда, так как интеграл

Ф ( г ) = у =  j  е - «  da,
Vя „

называемый обычно и н т е г р а л о м  о ш и б о к ,  часто встре
чается в теории вероятностей и для него существуют подроб
ные таблицы *).

Формула (26) при произвольных Tt и Т2 может быть запи
сана в виде

Отсюда видно, что в точке х =  О температура все время по
стоянна и равна полусумме начальных значений справа и сле
ва, так как Ф(0) =  0.

Решение неоднородного уравнения
ut — а2ихх +  f { x , t )  (— оо <  х  <  оо, t >  0) 

с нулевыми начальными условиями
и(х, 0) =  0, 

очевидно, должно представляться формулой
i оо

и(х, t ) =  J  J  G (*, I, t — x)f (I, т) d l  dx, (27)
0 —оо

как то следует из смысла функции G(x, |, t) (см. п. 4, § 2). Мы 
не будем подробнее заниматься изучением этой формулы и ус
ловий применимости, которые надо наложить на функцию
f ( x , t ) -

2. Краевые задачи для полуограниченной прямой. Как мы
уже отмечали в § 1, п. 4, в тех случаях, когда интересуются 
распределением температуры вблизи одного из концов стержня, 
а влияние другого конца несущественно, принимают, что этот

')  См., например, А. А. М а р к о в ,  Курс теории вероятностей, где даны 
таблицы этого интеграла с шестью десятичными знаками. См. такж е более 
краткую  таблицу в конце книги.



конец находится в бесконечности. Это приводит к задаче об 
определении решения уравнения теплопроводности

ut =  a2u xx, х  >  0 ,  * > 0

на полубесконечной прямой х  >  0 для значений t >  0, удовлет
воряющего начальному условию

и  (х, 0) =  ф (х) (х  >  0)

и граничному условию, которое, в зависимости от заданного 
характера граничного режима, берется в одном из следующих 
видов:

и(0, )̂ =  ц(/) (первая краевая задача),

• § j (0 ,  t) =  v(t)  (вторая краевая задача)
или

-^ -(0 ,  /) =  М « (0 ,  0  — 0 (01 (третья краевая задача).

В дальнейшем мы ограничимся подробным исследованием 
только п е р в о й  к р а е в о й  з а д а ч и ,  заключающейся в оты
скании решения уравнения теплопроводности при дополнитель
ных условиях

и ( х ,  0) =  ф(х), ы(0, /) =  ц(0- (28)
Для того чтобы условия задачи определяли единственное ре

шение, необходимо наложить некоторые условия в бесконеч
ности. Потребуем в качестве дополнительного требования, что
бы функция u ( x , t )  была всюду ограничена

\ u ( x , t ) \ < M  для 0 < х < о о  и t ^ 0 ,

где М — некоторая постоянная. Отсюда следует, что начальная 
функция ф(х) должна также удовлетворять условию ограни
ченности

| ф (х) | <  М.

Решение поставленной задачи можно представить в виде 
суммы

и (х,  t) =  Ы, (х, t) +  ы2 (*> t),

где Ui ( x , t )  представляет влияние только начальных условий, а 
U z ( x , t ) — влияние только граничного условия. Эти функции 
можно определить как решения уравнения (1), удовлетворяю
щие условиям

их (х, 0) =  ф (х), Ы] (0, /) =  0 (28')



Очевидно, что сумма этих функций будет удовлетворять усло
виям (28). Докажем предварительно две леммы относительно 
функции u (x , t ) ,  определяемой интегралом Пуассона,

(29)
— оо

1. Если функция i|)(a:) является нечетной функцией, т. е. 
^(х) =  — ^ ( — х),

то функция (29)

1 ?  1 -&=&■“(*'') = п7; J у Ж е  *(0‘!5
— оо

обр ащается в нуль при х = О,
и (0, t) =  0.

При этом, конечно, предполагается, что интеграл, определяю
щий функцию u (x ,t) ,  сходится, что имеет место, если г|? (дг) 
ограничена. Подынтегральная функция в интеграле

“ ( 0 - I
—  ОО

нечетна относительно £, так как является произведением нечет
ной функции на четную. Интеграл ж е от нечетной функции 
в пределах, симметричных относительно начала координат, рав
няется нулю; следовательно,

« (0 ,  /) =  0,
что и  доказывает лемму.

2. Если функция i|j(Jt) является четной функцией, т. е.

^  W  =  'Ф (— х),
то производная функция u (x ,t)  из формулы (29) равна нулю  
при х: — 0

& < ° *  =  0
для  в-сех t >  0.

В самом деле,

ди ' 1 -----------
дх х=0

= 0,
*=0

так к ак при х — 0 подынтегральная функция нечетна, если 
\|>(|) —  четная.



Перейдем теперь к построению функции ul (x ,t) , удовлетво
ряющей условиям (28')-

Введем вспомогательную функцию U (х , t ) , определенную на 
бесконечной прямой — оо <  х С  оо и удовлетворяющую урав
нению, а также условиям

U (0, 0  =  0,
t/ (лг, 0) =  ф (л:) для х > 0 .

Эту функцию, пользуясь леммой, можно определить при по
мощи начальной функции ЧЧх), совпадающей с ф{*) для 
х  >  0 и являющейся нечетным продолжением фС*) для 
х <  0, т. е.

Г ф(х) для х > 0 ,
\|Г/дЛ ^  w

I — Ф (— х) для х  <  0,
так  что

, f , _<£=IL 
U ( x , t )  =  - ± 7=  - = е  4аН 4 ( 1 )  d%.1 ;  2 УН J  VaH Vb/ ь

в О О

Рассматривая значения функции U(x,t)  только в интересующей 
нас области х ^  0, получим:

и(х, t ) — U (х, t) при х ^ О .

Пользуясь определением функции будем иметь:
U (x, t) =

1 Г 1 1 Г 1 ==-4= -±=е ial( W(l)dl +  - ^  - т = е  4fl2< Ч* (I) dl =  
2 / я  J V M  v ;  2 / я  J  VaH b— oo 0

i Г t (*+£)* , f* . (x~
= -------- ~ e  4аЧ ф( l ) d l  +  —^=  —'—=■ e <p(i)rf|,

2 / F J  VaH b ^ 2 y l T J  VaH TVb'

причем в первом интеграле сделана замена | и исполь
зовано равенство

^ (| )  =  - Ф( -  |) =  - ф ( Г ) .
Соединяя оба интеграла вместе, получим искомую ф»ункцию

1 7  I f _ i£ z iL  _<£±1LM

и Л х - 4<Л 4"  Ь ® *  ( 3 0 )

в виде, не содержащем вспомогательных функций. Заметим, что 
при лг =  0 выражение в фигурных скобках обращается в нуль 
и « i(0 ,  t) =  0.



Пользуясь леммой 2, нетрудно убедиться, что решение урав
нения теплопроводности с однородным граничным условием
второго рода - ^ ( 0 ,  0 =  0 и начальным условием Hi(x, 0) =
= ‘ ф(лс) представляется в виде

1 г , Г (*~|)г (*+£>’ 1 
*•<*. 4а!< + Г  4а" (30°  

Применим полученную формулу к решению задачи об осты
вании равномерно нагретого стержня, на границе которого под
держивается постоянная температура, которую мы примем рав
ной нулю. Задача состоит в определении решения уравнения 
теплопроводности, удовлетворяющего условиям

»i (*, t0) =  Т, и, (0, t) =  0.
Учитывая, что начальное условие задается не при / =  0, а 

при t — to, вместо формулы (30) получим:

г г Г <*-£>’ _J£ ± IL .l м  
vA x, t) =  — т =  \е «“'«-*•> — е *>■«-« (31)

’  2 V n  J  J V a * ( t - t 0)

Разбивая интеграл на два слагаемых и вводя переменные
п _ l - х  п _  1 +  х

2 Va? и - t o )  ’ 1 2 V a * ( t - t 0)
получим:

где

Vt (х, t) — ТФ( * ) ,  (310
1 ; 1 2 / а 2 (t -  t0) Г

Ф(г) =  —~= Г е~а' da
о

— интеграл ошибок.
Обратимся теперь к отысканию функции Uz(x,t), представ

ляющей вторую часть решения первой краевой задачи.
Пусть

ц (£) =  |х0 =  const.
Функция

! * - , . ) )  ( 3 2 >

является решением уравнения теплопроводности, удовлетворяю
щим условиям



Отсюда следует, что функция
v(x , t) =  i i o - v ( x ,  f) =  n0 [ l - O ( - v  *

L \ 2 y  a2 (t — t0)
(33)

и является искомой, так как  она удовлетворяет тому же урав
нению и условиям

v (х, t0) =  0 (х >  0) и v (0, t) =  Цо (* >  to)- 
Представим v(x , t) в виде

v (х, t) =  n0t/ (лг, t — t0),
где

оо

"(*• ' - ц= '-Ф(2у.,('- , .)) = Т% I e~"da т
2Va*V-ta)

является решением той же задачи, что и v (x , t ) ,  при ц0 — \.
По определению функция U (x ,t  — 10) имеет смысл только 

при t ^  t0. Продолжим определение этой функции, полагая

U (х, t — t0) н= 0 для t <  t0.

Очевидно, что это определение согласуется со значением функ
ции U (x ,t)  при t — О и определенная таким образом функция 
будет удовлетворять уравнению теплопроводности для всех t 
при х >  0. Граничное значение этой функции (при х  =  0) яв
ляется ступенчатой функцией, равной нулю при t < . t Q и равной 
единице при t >  t0. Функция U (x,t)  весьма часто встречается 
в приложениях и является вспомогательным звеном для на
хождения функции u2(x ,t) .

Рассмотрим вторую вспомогательную задачу, заключаю
щуюся в нахождении решения уравнения теплопроводности со 
следующими начальными и граничными условиями:

( |х0 для <  t <  /,,
v (х, t0) = о, v ( o , t ) = » ( t ) = { 00 для ; > t i _

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что
v (х, t) =  Ho[U(x, t — 10) — U (x, t — f,)].

Вообще, если граничная функция (i(t) задается в виде ступен
чатой функции

Но Для t0 < t s ^ t It



то, рассуждая совершенно аналогично, получим, что решение 
краевой задачи с подобной функцией |и,(/) может быть запи
сано следующим образом:

га—2
и{х, 0 = 2  (*. t — ti) — U (х, t — tl+l)] +  \in^ U  (х, t — tn- 1).

i=0
(35)

Пользуясь теоремой о конечном приращении, получим:
п —2

и (х, 0  =  Hi ди bx +  \in- iU  {х, t — tn-i)  (36)
i==о Ti

Д Л Я  t { ^ . X { ^ t i  + \.

Обратимся теперь к задаче о нахождении решения u(x ,t)  урав
нения теплопроводности с нулевым начальным условием и гра
ничным условием

u ( 0 , 0  =  МО (t >  0),
где ц ( 0 — произвольная кусочно-непрерывная функция. Прибли
женное решение этой задачи легко получить в виде (36), если 
функцию ц(/) заменить кусочно-постоянной функцией. Переходя 
к пределу при уменьшении интервалов постоянства вспомога
тельной функции, получим, что предел суммы (36) будет равен

t
(х, t — x)n  (т) dx,

О
так как  при х >  0

lim Ип-it/  (х, t — /„_,) =  0.

I -

Очевидно, что искомое решение Uz(x,t) второй задачи должно 
быть равно

t

и2 (х, 0  =  J  (*> t — т) ^ М (1х• (37>
о

Мы не будем подробно останавливаться на правомерности пре
дельного перехода и выяснении условий применимости этой 
формулы в отношении функции ц (т )- 

Нетрудно убедиться в том, что



Таким образом, искомое решение в случае произвольной 
функции |л(0 может быть представлено в виде

Отметим, что в процессе получения формулы (38) мы нигде 
не пользовались специальными свойствами уравнения теплопро
водности, кроме его линейности. Мы нигде не пользовались так
же аналитической формулой функции U (x ,t ) ,  а только тем, что 
она удовлетворяет граничным и начальным условиям

Очевидно, что если мы имеем дело с решением какого-либо ли
нейного дифференциального уравнения при граничном условии

нулевых начальных условиях и нулевых дополнительных гра
ничных условиях, если такие имеют место (например, при х = 1 ) ,  
то решение этой задачи может быть представлено в виде

Сформулированный здесь принцип, называемый п р и н ц и 
п о м  Д ю г а м е л я ,  показывает, что основную трудность при 
решении краевых задач представляет постоянное граничное зна
чение. Если краевая задача с постоянным граничным значением 
решена, то решение краевой задачи с переменным граничным 
условием представляется формулой (39). Этим принципом часто

')  Это представление решения первой краевой задачи с нулевыми на
чальными условиями дано здесь для удобства сравнения с решением той же 
задачи, полученным в гл. VI, § 4 другим методом.

t

или
t

и2 (х , t) — 2a2 J  -Щ- (х , 0, t — т) ц (т) dx '). (38)

U (0, t) =  1 для / > 0, 
U (х , 0) =  0 для х >  0

или
для t >  0, 
для t <  0.

и (0, t) =  ц (/) (t > 0),

(39)
о

где U ( x , t ) — решение аналогичной краевой задачи при
U (0, /) =  1.



пользуются при решении многих краевых задач, приводя реше
ние только для постоянного граничного условия, не оговаривая, 
что решение краевой задачи с переменным ц(() дается форму
лой (39).

Сумма функций

дает решение первой краевой задачи для полубесконечной пря
мой для однородного уравнения.

Пользуясь формулой (27) п. 1 § 3 и принципом нечетного 
продолжения, нетрудно убедиться в том, что решение неодно
родного уравнения

при нулевом начальном и нулевом граничном условии 
(и (0, /) =  0) дается формулой
и3 (х, t) =

ы, (х , t) +  и2 (х, t) +  ы3 (лг, t) — u (лг, t) 

дает решение первой краевой задачи

ut =  а2ихх +  / (лг, t), 

и (0, t) =  \i{t), и(х, 0) =  <р(х).

§ 4. Задачи без начальных условий

Если изучается процесс теплопроводности в момент, доста
точно удаленный от начального, то влияние начальных условий 
практически не сказывается на распределении температуры в 
момент наблюдения. В этом случае ставится задача об отыска
нии решения уравнения теплопроводности, удовлетворяющего 
граничным условиям одного из трех типов, заданным для всех 
t >  —оо. Если стержень ограничен, то задаются граничные ус
ловия на обоих концах стержня. Д ля полубесконечного стерж
ня задается лишь одно граничное условие.

Рассмотрим первую краевую задачу для полубесконечного 
стержня:

найти ограниченное решение уравнения теплопроводности в 
области х >  0, удовлетворяющее условию

U[ (х, t) +  и2(х, t)

ut =  а2ихх -f  f  (х, t) (0 <  х <  оо, t >  0)

ОО t

(40)

Сумма



где pi(t) — заданная функция. Предполагается, что функци 
u (x , t )  и ц(/) ограничены всюду, т. е.

| и{х, t) | < М,
| ц (/) | < М.

Как будет показано ниже (см. мелкий шрифт), функция u (x , i  
определяется однозначно. Возьмем наиболее часто встречаю 
щийся случай граничного условия

ц (/) =  A cos at. (2
Эта задача изучалась еще Фурье и впервые была применен; 
при определении температурных колебаний почвы1).

Запишем граничное условие в виде
(д. (i) =  Аеш . (2'

Из линейности уравнения теплопроводности следует, что дей 
ствительная и мнимая части некоторого комплексного решенш 
уравнения теплопроводности каждая в отдельности удовлетво 
ряет тому же уравнению.

Если найдено решение уравнения теплопроводности, удовле 
творяющее условию (2 ') ,  то его действительная часть удовле 
творяет условию (2), а мнимая — условию

и (0, t) —  ц, (0 =  A sin at.

Итак, рассмотрим задачу:

Uf а ихх, (3,
и (0, t) =  Аеш .

Ее решение будем искать в виде
и(х, t) =  Aeax+№, (4]

где а и р  — неопределенные пока постоянные.
Подставляя выражение (4) в уравнение (3) и граничное 

условие, находим:

а2 =  -̂ -р, р =  /со,
откуда

. - ± / Г _ ± у Г Г у т _ ± у ' Х Д  + < и .  ^



Д ля u (x ,t)  имеем: ____

и(х, f) =  Ae±^ ~ ^ :x + i^±^ :^ X+'S>t\  (5)

Действительная часть этого решения

и (х, t) =  Ае ̂  2“! * co s( ± х  -j- (at (6)

удовлетворяет уравнению теплопроводности и граничному ус
ловию (2). Формула (6) в зависимости от выбора знака 
определяет не одну, а две функции. Однако только функция, со
ответствующая знаку минус, удовлетворяет требованию ограни
ченности. Таким образом, решение поставленной задачи полу
чаем в виде

и (х , t) =  Ae ^ 2а' х cos 2̂ 5- х +  oof). (7)

Аналогично решается задача без начальных условий для ог
раниченного отрезка:

и, --- а?ихх.
(8)и (0, t) =  A cos со/, 

и (I, t) =  0.

Переписывая граничное условие в виде
й (0, /) =  Ае~ш , й (/, 0  =  0. 

будем искать решение в форме
й(х, t) =  X (x)e~ lat. (9)

Подставляя это выражение в уравнение (8), получим для 
функции Х(х) уравнение

Х" +  -^-Х  =  0 или Х" +  у2*  =  0,

v - / £ -  У ^ о  +  о (Ю)

и дополнительные условия

* (0 )  =  Л, Х ( 1 )  =  0. (1П

Отсюда для функции ^ (х ) будем иметь:



где Xt и Х2 — вещественная и мнимая части функции Х (х).  Дл 
функций d (x , t )  получаем выражение

М х , 1) =  03

Выделяя вещественную часть функции H(x,t), находим реше 
ние исходной задачи без начальных условий в виде

и (х, t) =  X 1 (*) cos соt +  X2 (x) sin со/. (14
Мы не даем здесь явного выражения для Xi и Х2, хотя это f 
нетрудно сделать.

Если граничная функция представляет собой комбинации 
гармоник разных частот, то решение такой задачи может быт! 
получено как суперпозиция решений, соответствующих отдель 
ным гармоникам.

Д окаж ем  единственность задачи без начальных условий для полуограни' 
ценной прямой. Будем исходить из формулы

t

и (х, i)
. Г *
— ------- ------air е 4°!<< т) “ (О- т) dx +

V n  J  \а2 (t — т )1<о \о2 (t — т)]

+  — - ,—______ е Аа* -  е 4а’ )  и (|, t0) d l  =  /, +  /, (15)
2 У я  J V a2 U — t0)

(t >  to),
которая представляет любое ограниченное решение уравнения теплопровод
ности через его начальное значение u(x,t0) и граничное u(0,t) =  ц(/) в об
ласти х ^  0, t ^  to.

П окажем , что
lim 12 (х, t) =  0, (16)

t o - >  —оо
если только

| и (х, t) |< М

при любом t. Действительно,

( по ОО 1

Г - Г ~а9 !
|/2 |<-гт==] е 1 da, — | е da2 \ =

! х х !Ы  I
— = 4 =  — - ...- I
2 V a 4 t- U ) 2 Y a ? (t- U ) )

2Уа2(*-/о>

v ^ 2 I e~a' da'О
гд е

l - х  5 + *а. = ----. —  и а2 = — г



Отсюда и следует равенство (16), так как  х и t фиксированы, а <0-* -— '» •  
Если в формуле (15) фиксировать х и t и устремить to-*-— то « ( * ,  О 
будет равно пределу только первого слагаемого, и мы получим формулу

i  хг
u( x , t )  =  - ^ =  f --------- - ----- n (T )d T , (17)

2 V n  J  [a2 (t — t ) ]  ^
—  oo

доказывающую, что двух  различных решений нашей задачи быть не может. 
Можно такж е доказать, что для любой ограниченной кусочно-непрерывной 
функции |j,(f) формула (17) представляет решение поставленной задачи.

Аналогично может быть исследована задача без начальных условий для 
ограниченного отрезка (0 ^  х ^  I). Эта задача без условия ограниченности 
имеет многозначное решение, так как функция

г ) 2 аПип {х, t) — Ce ' sin— х

при любом п представляет решение этой задачи с нулевыми граничными зна
чениями. Однако решения такого типа при t -* -— оо неограниченны, и не 
составляет труда доказать единственность ограниченного решения постав
ленной задачи.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ III

1. Найти функцию влияния мгновенного точечного источника тепла для:
а ) полуограниченного стержня при граничных условиях 1-го и 2-го рода 

и при отсутствии теплообмена на боковой поверхности;
б ) неограниченного стержня при наличии теплообмена на боковой по

верхности;
в )  полуограниченного стержня при наличии теплообмена на боковой по

верхности и при граничных условиях первых двух  типов.
2. Найти функцию влияния мгновенного точечного источника тепла для 

полуограниченного стержня с теплоизолированной боковой поверхностью для

третьей краевой задачи [граничное условие вида — Ли (0, t) — f (<)]•
3. Решить уравнение теплопроводности для случаев а ) , б ), в) задачи 1, 

если:
1) в точке дс =  go действует источник тепла Q =  Q(t), в частности 

Q =  Qo — const;
2 ) задано начальное распределение температуры и(х, 0) =  ср(де), в част

ности
( и0 при 0 < х < 1 ,

Ф (*) = 1{ 0 вне интервала (0 , /);

3 ) тепловые источники распределены с плотностью f(x, t) по всему стерж 
ню, а начальная температура равна нулю; рассмотреть, в частности, случай 
f =  <7о =  const (стационарные источники).

4. Полуограниченный стержень с теплоизолированной боковой поверх
ностью был равномерно нагрет до температуры

и (х, 0) =  и0 =  const (х >  0).

Конец стержня, начиная с момента t =  0, поддерживается при температуре,- 
равной О,

и (0, /) =  0 ( f > 0).



■Найти температуру стержня и(х, t) и, пользуясь таблицами интеграла оши£

Ф(2).

построить графики по х на интервале 0 ^  х ^  I функции и(х, t) при t 
=  /2/!6а 2, t =  /2/2а2, t =  Pja2.

Указание. Удобно ввести безразмерные переменные
дг' =  хП, 0 =  аЧ/l2, v =  и/и0.

5. Конец полуограниченного цилиндра в начальный момент време
i  =  0 открывают в атмосфере, где концентрация некоторого газа  равна ,

Найти концентрацию газа в цилиндре u(x,t) для £ > 0  и х >  0, ес, 
начальная концентрация u(x,t)  = 0 .  Пользуясь таблицами интеграла ошибс 
установить, через какое время в слое, отстоящем на расстоянии I от кош 
цилиндра, концентрация газа достигнет 95% внешней концентрации. Най 
закон движения фронта постоянной концентрации.

6. К концу полуограниченного стержня, начальная температура которо 
была равна нулю, подводится тепловой поток kux{Q,t) =  q(t). Найти те; 
пературу u(x,t ) стержня, если:

а) стержень теплоизолирован с боков;
б) на боковой поверхности стержня происходит теплообмен (по зако1 

Ньютона) со средой нулевой температуры.
Рассмотреть частный случай q =  qa =  const.
7. Конец полуограниченного стержня поддерживается при постоянно 

температуре «о; на боковой поверхности стержня происходит теплообмен с
-средой, постоянная температура которой равна щ. Начальная температур 
стержня равна нулю. Найти u(x,t)  — температуру стержня.

8. Решить задачи 6а, 66, считая, что и(х, 0) =  и0 =  const.
9. Найти установившуюся температуру вдоль полуограниченного стержн 

с  теплоизолированной боковой поверхностью, на конце которого
а) задана температура « (0 , t) — A cos шt;
б) задан тепловой поток Q(t) =  В sin
в) происходит теплообмен по закону Ньютона со средой, температур 

которой меняется по закону v(t) =  С sin ш/.
10. Пользуясь методом отражения, построить функцию влияния мгновек 

ного точечного источника для ограниченного стержня с теплоизолированно 
боковой поверхностью при граничных условиях 1-го и 2-го рода.

11. Неограниченный стержень составлен из двух однородных стержне!! 
соприкасающихся в точке х — 0 и обладающих характеристиками а ь у 
соответственно, а 2, k2. Начальная температура

, . ( Тх при лг <  О,
и(х,  0) =  ф (*) =  •!

[ Тг при jc >  0.
Найти температуру и(х,1) стержня для случая, когда боковая поверхност: 
теплоизолирована.

ПРИЛОЖЕНИЯ К ГЛАВЕ III

I. Температурные волны

Задача о распространении температурных волн в почве яв- 
. ляется одним из первых примеров приложения математической 
теории теплопроводности, развитой Фурье, к изучению явлений 

.природы.



Температура на поверхности земли носит, как  известно, ярко 
выраженную суточную и годовую периодичность. Обратимся к 
задаче о распространении периодических температурных коле
баний в почве, которую будем рассматривать как однородное 
полупространство 0 ^  х ^  оо. Эта задача является характер
ной задачей без начальных условий, так как при многократном 
повторении температурного хода на поверхности влияние на
чальной температуры будет меньше влияния других факторов, 
которыми мы пренебрегаем (например, неоднородность почвы). 
Таким образом, приходим к следующей зад ач е1):

найти ограниченное решение уравнения теплопроводности

( 0 < *  <  оо, — оо</), (1)

удовлетворяющее условию
и (0, t) =  A cos со/. (2)

Эта задача была рассмотрена в главе III. Ее решение имеет 
вид (см. гл. III, § 4, (7))

и (х, t) =  Ае  ̂ 2fl2 * cos -^j- х — а ? ! . (3)

На основании полученного решения можно дать следующую 
характеристику процесса распространения температурной вол
ны в почве. Если температура поверхности длительное время 
периодически меняется, то в почве такж е устанавливаются ко
лебания температуры с тем же периодом, причем:

1. Амплитуда колебаний экспоненциально убывает с глуби
ной

А (х) =  Ае V 201 *,
т. е., если глубины растут в арифметической прогрессии, т а  
амплитуды убывают в геометрической прогрессии (первый за 
кон Фурье).

2. Температурные колебания в почве происходят со сдвигом 
фазы. Время б запаздывания максимумов (минимумов) темпе
ратуры в почве от соответствующих моментов на поверхности 
пропорционально глубине

6 =  У Г -Щ Т  х
(второй закон Фурье).

3. Глубина проникновения тепла в почву зависит от перио
да  колебаний температуры на поверхности. Относительное

1) X. С. К а р с л о у ,  Теория теплопроводности, гл. I l l ,  Гостехиздат, 1947.-.



изменение температурной амплитуды равно

Л (х) -£г *
А ~ е

Эта формула показывает, что чем меньше период, тем мен* 
ше глубина проникновения температуры. Д ля температурны 
колебаний с периодами 7\ и Т2 глубины Х\ и х2, на которых прс 
исходит одинаковое относительное изменение температуры, свя 
заны соотношением

(третий закон Фурье). Так, например, сравнение суточных и го 
довых колебаний, для которых Т2 — 365 Ти показывает, что

*2 =  1/365 jcx =  19,1лГ],
т. е. что глубина проникновения годовых колебаний при оди 
наковой амплитуде на поверхности была бы в 19,1 раза болыш 
глубины проникновения суточных колебаний.

В качестве примера приведем результаты наблюдений на; 
годовыми температурными колебаниями на станции Гош [ 
Приамурье *):

Глубина (м ) 1 2  3 4
Амплитуды (°С) 11,5 6,8 4,2 2,6

Эти данные показывают, что амплитуда годовых колебаний 
на глубине 4 м уменьшается до 13,3% своего значения на по
верхности, равного 19,5°. На основании этих данных можно оп
ределить коэффициент температуропроводности почвы

. А(х)  ,  „ «>х*
|П—  =  - У  2 ^ * -  а =  21п, Л(х) •

А

откуда находим, что коэффициент температуропроводности поч
вы равен

а2 — 4- 10~3 см2/сек.

Время запаздывания максимальной температуры на глубине 
4 м  достигает 4 месяцев.

Следует, однако, иметь в виду, что изложенная здесь теория 
относится к распространению тепла в сухой почве или горных 
породах. Наличие влаги усложняет температурные явления в 
почве, при замерзании происходит выделение скрытой теплоты, 
не учитываемое этой теорией.

‘ ) М. И. С у м г и н ,  С. П. К а  ч у р и н ,  Н. И. Т о  л с т и х и и ,  В. Ф.  Ту* 
м е л ь ,  Общее мерзлотоведение, гл. V, Изд. АН СССР, 1940.



Температуропроводность является одной из характеристик 
тела, важных для изучения его физических свойств, а также 
для различных технических расчетов. На изучении распростра
нения температурных волн в стержнях основан один из лабо
раторных методов определения температуропроводности1).

Пусть на конце достаточно длинного стержня поддерживает
ся периодическая температура |х(/). Представив эту функцию в 
виде ряда Фурье

оо
а0 . V 1 I 2яге . . , . 2пп ,\

Н W =  -J- +  2и l a " cos~ f “ * +  bnsin -Y ~ tj  =
п*= I

=  а  +  | Л с 0 8 [ ^ ( , _ 6; ) ] ,
П = \

An= V a l  +  b2n , 6° =  - J L - a r c t g -^ ,

где Т — период, и взяв температурные волны, соответствующие 
каждому слагаемому, получим, что температура u(x,i)  для лю
бого х  будет периодической функцией времени и ее п-я гармо
ника равна

ип (х, t) =  ап (л:) cos * +  bn (х) sin 1 —

я ТТ? х Г^ /* п п  2 л п  , . 2 я п  , о 1
=  Апе r Та cos [ ] /  у #  х ----- Т~t +  ~т~ б"J

ИЛИ ’_____________  ____

V aU xi) + bU x 1) _ „ - y f  т Ь <JC,-Xj)
V a 2n (x2) +  b2n (x2)

Эта формула показывает, что если произвести измерение 
температуры в каких-нибудь двух точках, х i и х2, за полный пе
риод, то, находя коэффициенты ап (х4), bn (xi ) ,  а„(х2), Ьп(хг) 
при помощи гармонического анализа, можно определить коэф
фициент температуропроводности стержня а2.

Периодические колебания температуры в стержне можно 
вызвать, например, следующим образом. Поместим один из 
концов стержня в электрическую печь и будем через одинако
вые промежутки времени включать и выключать ток. В резуль
тате такого периодического нагревания в стержне через неко
торое время установятся периодические колебания темпера
туры; измеряя с помощью термопар температуры u(x l t t) и 
и(х2, () в каких-либо двух точках, x it и х2, за полный период

‘ ) Специальный физический п рактикум , т. I, Гостехиздат, 1945, з а д а ч а  35 ,



изменения граничного режима и подвергая Ui и и2 описанно 
выше обработке, можно определить а2— коэффициент темпере 
туропроводности материала, из которого сделан стержень. Ест( 
ственно, что для применимости изложенной выше теории стер 
жень должен быть теплоизолирован с боков, а такж е долже 
быть проведен контроль температуры на другом конце стержну 
чтобы иметь возможность пользоваться теорией температурны 
волн в полубесконечном стержне.

Д ля возможности использования теории температурны: 
волн в полубесконечном стержне надо убедиться в том, чт< 
температура на свободном конце стержня постоянна. Это конт 
ролируется с помощью дополнительной термопары.

II. Влияние радиоактивного распада на температуру 
земной коры

Для суждения о внутреннем температурном состоянии Зем
ли мы имеем немногие данные, получаемые из наблюдений на 
ее поверхности. Основные сведения о термическом поле зем
ной коры заключаются в следующем. Суточные и годовые ко
лебания температуры происходят в сравнительно тонком по
верхностном слое (порядка 10—20 м для годовых колебаний). 
Ниже этого слоя температура с течением времени меняется 
очень медленно.

Наблюдения в шахтах и скважинах, относящиеся к верхним 
2 —3 км земной коры, показывают, что температура с глубиной 
повышается в среднем на 3°С на каждые 100 м.

Первые попытки, относящиеся к концу прошлого столетия, 
дать  теоретическое объяснение наблюдаемого геотермического 
градиента встретили непреодолимые трудности1). Эти попытки 
исходили из представления об охлаждении Земли, раскаленной 
в прошлом. Начальная температура, характеризующая этот 
процесс остывания, должна иметь порядок Т0 =  1200° С (тем
пература плавления горных пород), а поверхностная темпера
тура имеет порядок 0°С и не могла значительно (больше 100°) 
отклоняться от этой величины за весь период существования 
жизни на Земле. Простейшая количественная теория остывания 
Земли приводит к решению уравнения теплопроводности

д и _ 2 дги
d t  ~ а  дг2

в полупространстве 0 С  z ■< оо при следующих начальных и 
граничных условиях:

u(z, 0) =  Г0, и(0, t) — 0.

*) X. С. К а р е л  о у , Теория теплопроводности, гл. III, Гостехиздат, 1947.



Решение этой задачи было рассмотрено в § 3 настоящей гла
вы и дается формулой

2 Y  аЧ

V n и

Градиент этой функции при z =  0 равен

и (г, t) =  TQ-y=-  | е~а' da.

ди
dz

г 1

2 = 0

_ Г ° е  4 аЧ
V n  V a2t 2 = 0

V n  VaH

Подставляя сюда известные значения геотермического градиен-
ди I о  1Г1- 4та -д— = 7  =  3 -1 0  град/см, 7’о=  1200°С, а такж е значе-

ние аг — 0,006 смг/сек, соответствующее среднему эксперимен
тально определяемому коэффициенту температуропроводности 
гранитов и базальтов, получим для продолжительности процес
са остывания значение / =  0,85-1015 сек =  27000000 лет. Та
кое представление о возрасте Земли никак не согласовывалось 
с геологическими данными. Приближенный характер рассмат
риваемой теории (пренебрежение кривизной Земли, непостоян
ство коэффициента температуропроводности, приближенность 
значения Т0) не может, конечно, изменить порядка найденного 
значения для возраста Земли, который по современным данным 
оценивается приблизительно в 2 • 109 лет.

Физическая схема температурного режима Земли подверг
лась существенному пересмотру после открытия явления радио
активного распада. Радиоактивные элементы, рассеянные в зем
ной коре, при распаде вызывают ее нагревание, так что уравне
ние теплопроводности должно иметь вид

д и __ 2
~дГ~~п ( ' = £ ) •

где А — объемная плотность тепловых источников. На основа
нии многочисленных измерений радиоактивности горных пород, 
и их тепловыделения принято значение

А =  1,3 ■ 10-12 кал/см3сек.

Это значение учитывает тепло, выделяемое ураном, торием и 
калием вместе с их продуктами распада.

Предположим, что плотность радиоактивных источников 
внутри земного шара постоянна и равна значению А, опреде
ленному для верхних слоев земной коры. В этом случае- 
количество тепла, выделяющегося во всем земном ш аре



за  единицу времени, будет равно
Q =  -jnR*A.

Сделаем второе предположение о том, что Земля радиоакт 
ным теплом не нагревается. В этом случае поток тепла че| 
единицу поверхности

, д и  
[ « - д -д г

Q

суть коэффициент теплопроводности и п, д и
где k и Ж  
термический градиент у поверхности Земли.

Отсюда для при z =  0 находим значение

д и
д г

AR
3k 10 2 град!см.

где R =  6,3• 103 км — радиус Земли и k =  0,004 — среднее зь 
чение коэффициента теплопроводности осадочных пород.

Таким образом, геотермический градиент, вычисленный 
предположении, что распределение радиоактивных элемент 
постоянно и что Земля не нагревается благодаря радиоакп 
ному распаду, на два порядка превышает наблюдаемое зна» 
ние геотермического коэффициента

Y =  3 ■ 10-4 град/см.

Откажемся от гипотезы постоянства распределения радиоа 
тивных элементов и предположим, что радиоактивные эj 
менты расположены в слое мощности Н у поверхности Зем; 
Пренебрегая кривизной Земли, получим для определения ст 
ционарной температуры уравнение

dht_ 
д г 2

— j-  для 0

0 для г >  Н 

ы(0) =  0,
д и
д г ■0.

Очевидно, что решение поставленной задачи равно

г > Н ,А Н2 
k 2



т ак  как  эта функция непрерывна вместе с первой призводной 
при z =  Н и удовлетворяет условиям задачи.

Определяя значение градиента этой функции при z =  О, 
равное

д и  I АН_ 
д г  |г=0 k ’

и сопоставляя его с наблюдаемым значением y =  3 • 10-4 градам ,  
находим, что

Н — ^10® см — 10 км.
Оценим влияние сделанной гипотезы стационарности тем

пературы на величину геотермического градиента. Рассмотрим 
для этого решение уравнения теплопроводности

d w  9 д -w , г

f =  \ ср
1 0 ,  z >  Н

с нулевыми начальными и граничными условиями
w (z , 0) =  0, 
w (0, t) =  0.

Решение этой задачи представляется, как мы видели в § 3, ин
тегралом

00 t

w (z , <) =  J  J o ( z .  £; t - x ) f ( l ) d x d l ,
о о

где G — функция источника для полубесконечной прямой, 
равная

1 f (z-£)2 _ i £ ± £ L - l
G (z, J; f — т) = ---- ■■■■■■ 4a,(t~x> ]'

K Ъ ’ 2 /  я  a 2 (/ -  т)  1 3
Вычислим значение градиента при z — 0, принимая во внима
ние значение функции /:

н t v
Лт/ii л Г г



Таким образом,

где

d w А 2~f t И
д г гг= 0 с  p V n а О2

Н Н d a

2 V * Q  ’ ст0 ■2 У а Ч  ’ о 2

оо

S- Г е -
а2 J

d a

dQ
Н V&Q

Вычислим интеграл

„-о2

а„
откуда
d w  __  А
д г  z^ 0 с р а 2

Отметим, что

СУ»

—а 00
2 J  е-°! dcr =  -  2 J  е-°! rfcr,

2а

СГо

з-ааda
я

о:
2 VаЧ

lim d w
дг г=о

—  А И=  Т Н'

так как сра2 =  предел первого слагаемого в фигурных скоб
ках равен нулю, а предел второго слагаемого равен Н.

Вычислим отклонение от его предельного значения для

/ =  2 • 10® лет =  6 • 1016 сек.
Значение сг0 мало: 

Н 10е ss 0,025.
2 V a 2t 2 У б-  10~3 • 6 • 1016 2 ' 19

Разлагая  функции, входящие в формулу (1), в ряды, получим:

Н d w
dz 2 = 0

т. е. d w
dz 2= 0

отличается от своего предельного значения на 1,4%.
Нетрудно было бы вычислить функцию w(z, t) для г > 0  и 

убедиться, что для z ^ H ,  w(z,t)  далеко еще не достигает 
своего предельного значения для t, равного возрасту Земли1) 
(хотя, как  мы убедились, градиент у поверхности практически 
равен своему предельному значению).

‘ ) А. Н. Т и х о н о в ,  О влиянии радиоактивного распада на температуру 
земной коры. И зв. АН СССР, отд. м атем . и естеств. н аук , 1937, стр. 431—459.



Приведенные выше рассуждения носят, конечно, лишь оце
ночный характер; однако, принимая во внимание весьма 
большую устойчивость скорости радиоактивного распада, не изме
няющейся под воздействием доступных нам температур и дав 
лений, мы должны прийти к заключению о том, что концентра
ция радиоактивных элементов должна быстро убывать с глу
биной, если основываться на значении А для верхних слоев 
земной коры, установленном многочисленными измерениями. 
Физическое объяснение, позволяющее установить закон убыва
ния концентрации радиоактивных элементов с глубиной, до сих 
пор отсутствует.

III. Метод подобия в теории теплопроводности

Д ля решения ряда задач теплопроводности весьма полезен 
метод подобия. В качестве примера рассмотрим две задачи.

1. Функция источника для бесконечной прямой. Уравнение 
теплопроводности, как нетрудно видеть, остается неизменным 
при преобразовании переменных

x' =  kx, t' =  k2t, (1)

т. е., если масштабы длины меняются в k раз, то масштаб вре
мени следует изменить в kz раз.

Будем искать сначала решение уравнения теплопроводности
Щ =  а2ихх (2)

с начальным условием
( и0 при х >  О, 

и(х, 0 ) =  ° (3)1 0  при х <  0.

При указанном выше изменении масштабов начальное условие 
(3) остается также без изменения, поэтому для функции u(x,t)  
должно иметь место равенство

и (х, t) — u (kx, k2t) (4)
при любых значениях х, t и k.

Полагая

k==J V T '
получим:

Таким образом, и зависит только от аргумента
__ X

2  ~~ 2 V T  '

(5)



Вычисляя производные для и из формулы (6) 
д}и _ rf2/ 1
Ж  ~~ " °  Ч& ■ 47 ’

ди ___ х • щ  d f  _____ z d f
dt  ~~ 4<’/j dz ~  U° ~2t dz  ’

подставляя в уравнение теплопроводности (2) и сокращая н 
множитель Ио/4/, получаем:

а2 —  =  — 2 z —  (!dz 2 г  dz  ^

при дополнительных условиях

/(— оо) =  0, f(  оо) =  1, (<
соответствующих начальному условию для функции и. 

Интегрируя уравнение (8) будем иметь:
Z'*

а2-С- =  — 2z, f' =  C e ~ ,

I2
f =  C dl  =  Cx J e-Vdl .

— 00 —00

Здесь нижний предел выбран так, чтобы выполнялось перво» 
условие (9). Чтобы удовлетворить второму условию (9), еле 
дует положить:

с, = 1/]ЛГ.
Таким образом,

X
2 VaH

J е- ^ - т [ 1+ ф(1Й г)] ’ т— 00
где

л,

Ф (2 ) - Т Т . И ‘' 6У я  0

(интеграл ошибок). Если начальное значение имеет вид

( и0 при х > х,
и(х, 0)==| Н ’ (11)1 0  при х <  х,

то
(12)



Обратимся теперь к решению второй вспомогательной зад а 
чи, где начальные значения задаются в виде

0 при х2 <  х,
н0 при х х <  х <  х2, (13)
0 при х <  хх.

В этом случае

Начальная температура и0 соответствует количеству тепла

<Э =  ср(*2 — *0  и0.
Если

Q =  ср,
то

и (х, t) =  — 1 1х2 — Xi 2 <14)

Функция влияния источника, сосредоточенного в точке, оче
видно, представляет предел функции u(x,t)  при Хг— Xi —*• 0. 

Предельный переход в формуле (14) дает:

J L [ . - Ф
2  V йЧ

(15)
E=*i

так к ак  в правой части формулы (14) стоит разностное отно
шение, пределом которого является производная в (15). 

Производя дифференцирование, находим:

<16)

т. е. u(x,t)  =  G ( x ,x i , t ) — функция мгновенного точечного ис
точника.

.2. Краевые задачи для квазилинейного уравнения теплопро
водности. Рассмотрим квазилинейное уравнение теплопровод
ности

£ ( * « £ ) - *  3-  < 1 7 >

с коэффициентом теплопроводности, зависящим от температуры.
Найдем решение этого уравнения, удовлетворяющее гранич

ному и начальному условиям

9  А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



В этом случае преобразование (1) также не меняет уравнени! 
(17) и дополнительных условий (18). Отсюда следует, что

( z = w r ) -  0 9
Пользуясь этим выражением, получаем для f уравнение

<20

с дополнительными условиями
/ (0) =  ии f (оо) =  ы2. (21;

Функция f в тех случаях, когда ее не удается найти аналити
чески, может быть найдена при помощи численного интегриро
вания.

Рис. 42.

Уравнение (20) при весьма общих предположениях относи
тельно функций k и ср имеет единственное решение, удовлетво
ряющее условиям (21). Однако на доказательстве этого факта 
мы не будем останавливаться.

Рассмотрим в качестве примера уравнение (17), где k(u) =  
=  h0 +  kiU — линейная функция, а ср — постоянная величина. 
Изменяя масштаб времени и шкалу значений и, мы получим

f
L



для преобразованной функции уравнение |(1 +  аи) —

=  -^г с начальными и граничными условиями и(х, 0) =  0, 
и(0, t) — 1. Полагая

u(x,t)  =  f(z), Z =  ~ = r ,

получаем для / уравнение

1 [ ( ' + » « 1 ]  =  - 2 г §  ■ « О » - 1' f ( ~ )  =  0. (22)

Если коэффициент теплопроводности k(u) является степен
ной функцией температуры, k(u) =  kQua, k0 — const > 0 ,  сг >  0, 
а вместо (18) заданы условия « (0 , t) — u0tn, п >  0, и(х, 0) =  0, 
то уравнение (17) при ср =  1 имеет решения вида u(x,t)  — 
=  tnf (z) , где z =  x/ctm, т  — (1 +  па)/2, с =  const >  0. В ча
стности, при п =  о получаем решения типа «температурной 
волны», распространяющейся с конечной скоростью c :u ( x , t )  =
— uatn 1̂ — п при х ^  ct, и(х, t) =  0 при х ^  ct (см. Допол

нение I, рис. 87). На рис. 42 приведены результаты численного 
интегрирования уравнения (22) для различных значений а.

IV. Задача о фазовом переходе

При изменении температуры тела может происходить изме
нение его физического состояния, в частности при переходе тем
пературы через точку плавления — переход из жидкой фазы в 
твердую (или обратный переход). На поверхности фазового 
перехода все время сохраняется постоянная температура. При 
движении поверхности фазового перехода происходит выделе
ние скрытой теплоты затвердевания (плавления). Сформулируем 
те дополнительные условия, которые должны выполняться на 
поверхности затвердевания1).

Рассмотрим плоскую задачу, когда поверхностью раздела 
является плоскость х ■= %(t). За время /, t +  At граница 
х — | переместится от точки £ =  Xi до точки | =  х2 — xt -f- 
+  Д£. При этом затвердевает масса рД£ (или расплавляется, 
если Д1 <  0) и выделяется соответствующее количество теп
ла ЯрД|.

Для выполнения теплового баланса это количество тепла 
должно равняться разности количеств тепла, прошедших через

‘ ) Ф. Ф р а н к  и Р.  М и з е с ,  Дифференциальные и интегральные у р а в 
нения математической физики, гл. X III, Гостехиздат, 1937.
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границы g =  Xi и | =  Хг, т. е. должно выполняться условие

д и 1 I у  д и 2
~  2~дГ  . I

где ki и k2 — коэффициенты теплопроводности первой и второ? 
фазы, а Я,— скрытая теплота плавления.

Переходя к пределу при At  —*■ 0, мы и получим дополнитель
ное условие на границе раздела в следующем виде:

д и 1
~дГ — k

=I
д и 2 

2 дх =  ^ 1 -  x=l dt

Это условие имеет место как для процесса затвердевания (когда

А| >  0 и >  о ] , так и для процесса плавления (когда Д£ <  0 
dl  ^  Ли <  01; направление процесса определяется знаком левой 

части.
Рассмотрим процесс замерзания воды, при котором темпе

ратура фазового перехода равна нулю. Будем рассматри
вать массу воды х ^  0, ограниченную с одной стороны пло
скостью х =  0. В начальный момент / =  0 вода обладает по
стоянной температурой с >• 0. Если на поверхности х — 0 все 
время поддерживается постоянная температура с4 <  0, то гра
ница замерзания х — | будет со временем проникать в глубь 
жидкости.

Задача о распределении температуры при наличии фазового 
перехода и о скорости движения границы раздела фаз (напри
мер, внутри замерзающей воды) сводится к решению уравне
ний

д и  1 9 <?2г/| _ . ,  0
~ д Г ==а  | ~дх*~ д л я  0  <  *  <  £>

д и 2 ,  д 2и ,  ̂ „
~ д Г  =  а 2 ~ЩГ ДЛЯ | <  X <  оо

с дополнительными условиями

=  С, При Я =  0,

(1)

(2)
и2 =  с при t =  0 1

и условиями на границе замерзания



где k v d\ и k2, а\— коэффициенты теплопроводности и тем
пературопроводности твердой и, соответственно, жидкой фаз. 
Задачу (1) — (4) часто называют задачей Стефана, задачей о 
фазовом переходе или задачей о промерзании.

Решение задачи будем искать в виде

где А и В1, А2 и  В2 — пока неопределенные постоянные, а Ф — 
интеграл ошибок

из условия (3). Последние условия должны иметь место для 
любых значений t. Это возможно лишь при выполнении соот
ношения

где а  — некоторая постоянная. Соотношение (5) определяет з а 
кон движения границы замерзания.

Д ля постоянных Ai, Ви Аг, В2 и а  получаются выражения

Чтобы определить постоянную а ,  надо воспользоваться со 
отношением (4)

X

Удовлетворяя условиям (2) и (3), получим:

А\ =  си А2 +  В2 =  с
из условия (2) и

1 =  a V t (5)

А\ — С],

(6)
С

1 —ф



Решение этого трансцендентного уравнения и дает значение а 
Наличие хотя бы одного решения при ct С  О, с >  О следует уже

из того, что при изменении о 
от 0 до оо левая часть уравне
ния изменяется от — оо до 
+  оо*), а правая — от 0 до 
— оо. В случае, если с равнс 
температуре плавления (с = 0 ) ,  
то выражения (6) и (7) для оп
ределения коэффициентов при
нимают более простой вид:

=з= === О,

Ах — си Вх — С1
Ф

0.5 Ю
Рис. 43.

1.5 2.0
Т

k w  n \- =  - X Pa V n  
а ,Ф ш

(6')

(70

Положив a/2ai =  р, можем переписать уравнение (7') в таком 
виде:

1 р-Р2
• =  - D p ,

Уя" Ф(Р)
где постоянная D определяется выражением

D :
Лр af 
klCl < 0.

дан-Воспользовавшись графиком функции ср ((}') =  - , _  ,
У я  Ф  ф )

ным на рис. 43, легко графически определить значение а.
Решение задачи о промерзании может быть также получено 

при помощи метода подобия, приведенного в приложении III к 
этой главе. Задача о промерзании является в некотором смыс
ле предельным случаем нелинейных краевых задач, рассмотрен
ных в приложении III. В самом деле, коэффициенты теплопро
водности и теплоемкости в задаче о промерзании являются 
кусочно-постоянными функциями, и, кроме того, при и — О теп
лоемкость имеет бесконечно большое значение. Этот случай 
можно получить как  предельный при е - > - 0 , когда скрытая теп
лота выделяется не мгновенно, а на некотором промежутке

' )  Асимптотическое представление функции 1 — Ф (г )  при 2 ->-оо см . 
стр. 718.



---8, + 8, причем должно выполняться условие
в
[ с (и) du =  K.

—8

Однако эту задачу можно решить и непосредственно, пользуясь 
методом подобия. Нетрудно проверить, что все условия задачи 
останутся неизменными, если масштаб длины увеличить в k 
раз, а масштаб времени — в k2 раз. Это значит, что решение
задачи зависит от аргумента , т. е. что

Отсюда, в частности, следует, что движение нулевой изотермы 
будет описываться уравнением \ =  a.Yt  , где а  — значение ар
гумента, при котором /(а) =  0. Д ля определения функции f 
мы имеем следующие условия:

a i4 p "  =  — 2z 4 z для ° < 2 < а -

а 2 -Э -  =  — 2 z ^ 7  « ля a < z < ° ° ;
fi(0) =  c,; /2(оо) =  с; fi (а) =  f2 (а) =  0; 

k j[  (а) — /е2/'(а) =  Ар-|.

Поэтому функция f(z) имеет следующий вид:

j fi (z) =  Ai +  В 1Ф , если 0 <  2 <  а,
f ( z) =  \ / 2 '\

[ M z )  =  4>-f в 2ф ( ^ - ) .  если a < z < c o .

Д ля определения постоянных Ль В ь А2, В2 мы должны ис
пользовать условия (2) и (3), из которых вытекают формулы 
(6 ). Для определения а  получается условие (7). Таким обра
зом, аналитическая часть решения в обоих методах одинакова.

Изложенные здесь соображения показывают, что задачу о 
промерзании можно решать такж е и в тех случаях, когда скры
тая  теплота выделяется не при фиксированной температуре, а 
на некотором интервале температур. Подобным же методом 
можно решить задачу, если имеется не одна, а несколько кри
тических температур, что встречается при фазовых превраще
ниях в процессе перехода от одной кристаллической структуры 
к другой, например при перекристаллизации стали. Наиболее 
эффективным методом численного решения задач о фазовых



переходах является метод конечных разностей, который при
меним для случая двух и трех пространственных переменных 
при наличии нескольких фазовых переходов (см. Дополне
ние I, § 4).

V. Уравнение Эйнштейна — Колмогорова

Микроскопические частицы, находящиеся в среде в свобод
ном, взвешенном состоянии, совершают беспорядочное движе
ние, называемое броуновским. Обозначим вероятность для ча
стицы, вышедшей из точки М0 в момент U, находиться в момент 
t в малой окрестности AV точки М функцией

W {M ,t-M 0, t 0)-AV. (1)
Вероятность здесь понимается в том смысле, что если в те

чение некоторого малого промежутка to +  At из точки М0 вы
ходит достаточно большое количество частиц N (причем взаи
модействие между ними пренебрежимо мало), то концентра
ция этих частиц при At —► 0 в точке М в момент t будет равна 
W(M ,t; Mo,to), если за единицу массы частиц принять всю мас
су выходящих из точки Мо частиц.

С подобным же явлением мы встречаемся при диффузии 
газа, происходящей в какой-либо (например, воздушной) сре
де. Функция W(M, t ; М0, U) представляет функцию точечного 
источника, соответствующего единичной массе.

Очевидно, что

J  W (М, t) М0, t0) dVM =  1 (t >  t0) (2)
и что если начальная концентрация частиц в некоторый момент 
времени t0 равна ср(М), то концентрация u(M,t) этих частиц 
в момент t >  t0 будет равна

и(М, t ) = j  W (М, <; Р, U) Ф (Р) dVP, (3)

где интеграл берется по всему пространству.
Из последнего равенства следует уравнение *)

W (М, t; М0, t0) =  J  W (М, t-, Р, 0) W (Р, 0; М0, t0) dVР (4)

(*<> <  8 < О,
имеющее место для любого значения t0 <  0 <  t. Это послед
нее уравнение называют у р а в н е н и е м  Э й н ш т е й н а  — 
К о л м о г о р о в а .

')  М . A. JI е о н т о в и ч, С татистическая физика, гл. VI, Гостехиздат, 
1944; А. Н. К о л м о г о р о в ,  Аналитические методы теории вероятности. 
Успехи матем атических н аук , вып. V, 1938.



Покажем, что при определенных условиях, наложенных на 
функцию W (M ,t ; Мо, to), решение уравнения Эйнштейна — 
Колмогорова удовлетворяет некоторому уравнению с частными 
производными параболического типа. Рассмотрим случай, ког
да положение точки М характеризуется одной координатой х. 
Предположим, что функция W (х, /; х0, to) удовлетворяет сле
дующим условиям:

1°

lim — l im ^  [ (х — |) W (х, t +  т; |, t)dx =  A (£, t). (5)
т-»о т т  J

Если за время т частица переходит из положения £ в поло
жение х, то —~  ̂ является средней скоростью частицы. Та
ким образом, первое условие означает требование существова
ния конечной скорости упорядоченного движения частицы.

2°

l im (* ~ 1)2 == l im -  f (х -  |)2 W (х, t +  т; t) dx =  2В (£, t). (6)
т - » о  т  т  J

Величина (х — |)2 не зависит от направления смещения точки 
х относительно точки |. Среднее значение квадрата отклонения 
за время т

( ^ = I ?  =  J  (х -  |)2 W ( x , t  +  т; |, t) dx

обычно рассматривается как мера неупорядоченности движения 
за этот промежуток времени. Требование 2° означает предпо
ложение линейной зависимости среднего квадрата от времени 
при малых т.

3°

l im 1 * ~ £1 =  l im ^  Г | л: — 1 13 • W (х, t +  т; £, i) dx =  0. (7) 
т-»о  т  т  J

Функция W (х, / +  т; |, t), являющаяся функцией точечного ис
точника, для малых значений т должна быстро убывать, когда 
\х — £1-*°°, и возрастать, когда |л: — || мало.

Для получения дифференциального уравнения Эйнштейна — 
Колмогорова умножим обе части уравнения (4) на произволь
ную функцию г|)(д:), обращающуюся в нуль вместе со своей про
изводной на границах области интегрирования, и проинтегри
руем по всей этой области:



Разложив в правой части функцию tjj (л:) в ряд Тейлора ги 
х - 1 :

Ч> (х) =  Ф (I) +  V  (I) (х -  I) +  (х -  I f  +  - 4 ^ -  (х -  |)8,
где I* — среднее значение, заключенное между х и и разде 
лив на х, после простых преобразований будем иметь:
J  ^ W (х, t + т; х0, t0) — W (х, t\ х0, t0) dx _

=  J  Г  (I, t- x0, to) [* ' (I) +  r  (£) i£ ^ ]  d l +  

+  J J V "  ft*) (* -  I f  W (I, /; <o) ^  CM +  t; I, 0 4  rfjf.
Предполагая, что ty"'(x) ограничена

I г))'" (x) | <  Л
и учитывая, что

J W (I, t; xo, t0) d l = l ,
мы получим:

т  J J V "  (Г ) (x ~  I f  W (I, t; Xo, t0) W (x ,t  +  т; I, t) d l  dx | <  

< 4 \ \ x - l ? W { x , t  +  x - l ,  t ) d x =  .

Из условия 3° вытекает, что это выражение при т —>0 стре
мится к нулю. Поэтому, переходя к пределу при г -> 0  и ис
пользуя условия 1°, 2°, получаем:

*о) dx =

=  \ W (1 ,  t; х0, t0) [ф' (I) A (I, t) +  Г  (l) В (I, t)] dl.

После интегрирования по частям правой части, принимая во 
внимание, что функция ij; обращается в нуль вместе со своей 
производной на границе области интегрирования, получим:

Так как  это соотношение должно иметь место для произволь
ной функции ф(л:), то для функции вероятности W (x,t; Xo,to) 
мы получаем д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  Э й н 
ш т е й н а  — К о л м о г о р о в а



Полученное уравнение является уравнением параболического 
типа, подобным уравнению теплопроводности, и может быть з а 
писано в виде

Wt =  -£-(BWx) +  a\Vx +  ?>\V, (9)
где

а  =  A -j- В х , |3 =  Ах В хх =  а х .

Из уравнения (9) видно, что величина В имеет физический 
смысл коэффициента диффузии. Если рассматриваемый процесс 
однороден в пространстве и времени, т. е. функция U7 з а 
висит только от разности \ =  х — х0 и Q =  t — /0, то коэффи
циенты А и В не зависят от х и t и являются постоянными. 
Уравнение (8) в этом случае является уравнением с постоянны
ми коэффициентами

Ж  —  +  <10>

Если функция W зависит только от |д: — £|, т. е. вероятности 
смещения направо и налево на одинаковые расстояния от точ
ки | равны, то очевидно, что А должно быть равно нулю. Ана
литически это следует из формулы (5) в силу того, что под- 
интегральная функция нечетна.

В этом случае уравнение (8) является простейшим уравне
нием теплопроводности

VI. 6-функция

1. Определение 6-функции. Наряду с непрерывно распре
деленными величинами (масса, заряд, тепловые источники, ме
ханический импульс и т. п.) часто приходится иметь дело с со
средоточенными величинами (точечная масса, точечный заряд, 
точечный источник тепла, сосредоточенный импульс и т. д .) . 
Не следует забывать, что эти понятия являются «предельными 
образами» и могут быть характеризованы при помощи понятия 
«обобщенных функций»1).

Имея в виду физический смысл задачи, рассмотрим потен
циал в точке М (см. главу IV, § 5) единичной массы, сосредо
точенной внутри некоторого объема Т в окрестности точки М0. 
Возьмем какую-либо последовательность функций {рп} (рп >  
>  0 ) ,  каж дая  из которых равна нулю вне шара 5^° радиуса 
еп с центром в точке М0, где еп- ^ 0  при п -+ о о, и для

' )  См. подробнее Р. К у р а н т ,  Уравнения с частными производными, 
М о сква , 1964, а т акж е  И. М. Г е л ь ф а н д  и Е. Г . Ш и л о в , Обобщенные 
функции и действия над  ними, Ф изматгиз, 1959.



которых, начиная с некоторого п,

I I  J Pn(P)drP =  J  J  J pn(P)dxP =  I. (I
-Mo
\

Рассматривая последовательность функций

г

являющихся потенциалами масс, распределенных с плотностя
ми р„, и совершая предельный переход при п —» оо, получим:

lim (2)
/1 ->оо МоМ

Этот результат, очевидно, не зависит от выбора последователь
ности {р„}. Хотя последовательность {«„} и сходится к 1 /г, од
нако последовательность {рп} не имеет предела в классе 
рассматриваемых кусочно-дифференцируемых функций. «Пре
дельный образ», соответствующий последовательности {рп}, 
называют функцией 6(М, М0).

Основным свойством, определяющим б-функцию, является 
следующее формальное операторное соотношение:

Г г Г - П ( М 0), если М0 е Г ,
J J j  6(M0,M)HM)dTM=.{  0> если м>фТ1  (3)

где f(M) — произвольная непрерывная функция точки М. Имея 
в виду, что при п —*• оо функции р„ равномерно стремятся к ну
лю во всякой области, не содержащей точки Мо, и неограничен
но возрастают в окрестности точки М0, иногда определяют 
б-функцию формально при помощи соотношений

б (М, М0) =  0 при М ф  М0,
б (М, М0) =  оо при М =  М0 1

I II
, 1 при М0 е  Т,

ММ. М.) А * - nJ „ М о 5 б г  (5)

Равенство (5) является очевидным следствием формулы (3) при 
/ =  1.

При рассмотрении последовательностей функций в различ
ных задачах приходится иметь дело с разными определениями 
сходимости.



Говорят, что последовательность функций

{ип (*)} =  щ (х), « 2 (х), . . . ,  ип (*), . . .  (6)
сходится равномерно на интервале (а, Ь), если для любого 
е >  0 можно указать такое N, что при ti, т >  N для любого х 
из (а, Ь) будет выполняться условие

I ип (х) — ит {х) | <  е при п, t n >  N.
Говорят, что последовательность (6) сходится в среднем на 

интервале (а, Ь), если для любого е > 0  можно указать  такое 
N, что при п, m i>  N

ь
J ] ип (х) — ит  (*) Р dx <  е.

а

Говорят, что последовательность (6) сходится слабо на ин
тервале (а, Ь), если для любой непрерывной функции f суще
ствует предел

ь
lim \ f (х) un (x)dx.
ft-*ОО Га

При рассмотрении сходящихся последовательностей обычно 
вводят п р е д е л ь н ы е  э л е м е н т ы  последовательностей. 
Рассмотрим класс непрерывных функций на интервале (а, Ь). 
В случае равномерной сходимости предельный элемент при
надлежит тому же классу функций, что не всегда имеет место 
для сходимости в среднем и слабой сходимости.

Если предельный элемент не принадлежит рассматриваемо
му классу функций, то вводят предельные элементы, расширяя 
исходный класс. При этом под расширением понимается сово
купность исходных и предельных элементов. С понятием расши
рения встречаются в теории действительного числа, когда ирра
циональные числа вводятся как предельные элементы, опреде
ляемые классом эквивалентных последовательностей.

Говоря о предельных элементах в смысле слабой сходи
мости, мы будем говорить, что две последовательности, {««} и 
{vn}, имеют один и тот же предельный элемент, если эти по
следовательности эквивалентны, т. е. последовательность 
{«„ — и„} слабо сходится к нулю: 

ь
lim Г f {х) [ип (л:) — vn (*)] dx — 0.П-+оо J

а

Будем называть последовательность неотрицательных функции 
{6п} нормированной локальной последовательностью точки Хе„



если функция 8п равна нулю вне интервала (Хо— еп, Хо +  ел) 
где еп —► 0 при п —*■ со, а

ъ
J* б„ (л:) dx =  1.
а

Очевидно, что последовательность {бп} сходится слабо. Предель
ный элемент последовательности {6П} обычно называют б-ф у н к- 
ц и е й точки х0.

В том случае, если предельный в смысле слабой сходимости 
элемент и последовательности {«„} выходит из класса функций 
ип, то интеграл от произведения некоторой функции f {x) на 
элемент и определяется как  предел

h h 
lim j f (x) un (x) d x =  | f {x) и dx.
fl-> OO J J

a  a

Очевидно, что для б-функции точки xQ имеет место равенство
ь

j  f{x) б (х0, x)dx =  f (х0).
а

Это соотношение часто принимают за определение б-функции.
2. Разложение б-функции в ряд Фурье, б-функцию можно 

определить так же, как  предельный образ других последова
тельностей, эквивалентных в смысле слабой сходимости приве
денной выше последовательности Ьп(х) локальных нормирован
ных функций ТОЧКИ Х д.

Рассмотрим последовательность функций
п

т ,  ч 1 . 1  I т п  т п  . . т п  . т п  \
Ьп (*о> Х)=-2Г + -]- \C0S ~Т~ Х° ' C0S~T Х +  Slfl Т  x° sin Т х) =

m= 1

=ж + т 2 cos ~г ̂  — х°) W
т=1

или в комплексной форме

К ( х , х 0) =  ± - ^ е ^ ^ \  ' (70
— П

определенную на интервале (—/, /).
Очевидно, что для любой функции g(x), разлагаемой в ряд 

Фурье, имеет место следующее предельное равенство:
i

lim Г б„ (х0, х) g (х) dx — g (х0), (8)П̂ оo_J



которое показывает, что в классе функций {^(х)}, разлагаемых 
в ряды Фурье, приведенная выше последовательность бп (-о, х) 
эквивалентна в смысле слабой сходимости последовательности 
8п(х0, х), т. е. что

оо

1 . 1 (9)
т=1

если это равенство понимать с изложенной выше точки зрения 
слабой сходимости.

С этой же точки зрения имеет место равенство

б (лг0, х) =  2  ф„ (х) ф„ (дг0),
п=I

(10)

где {фп(лг)} — полная ортогональная и нормированная система 
функций, определенная на некотором интервале (а, b), а также 
равенство

6 (хй, х) =  ~  J elk (*°-*> dk =  - -̂ j  cos k (x0 — x) dk. ( П )

Покажем, что при вычислении интегралов, содержащих 6-функ
цию, можно пользоваться рядом (9), производя почленное ин
тегрирование подынтегральной функции.

Рассмотрим некоторую функцию g{x), разложимую в ряд 
Фурье, и интеграл

J  g (х) 6 (*0, х) dx. 
-i

Подставляя сюда вместо б ( jco, лг)  ее выражение из форму
лы (9), выполним почленное интегрирование ряда, стоящего 
под знаком интеграла. В результате получим:

где

/ \ г» | V / -  я т  , -  . я т  \ g (* )  =  - f - - f  2 j \ ^ c° s —  x +  gmsm —  X),
m=l

go =  - j  J  g  (X0) d x 0,

(110

gm

-I

| g  (*o) COS Xq dxo, 
-£

I



Сопоставление формулы (11) с равенством
i

j  Ь{х, x0)g(x)dx  =  g(x0) (— l < x Q< l )
- i

показывает, что выполненное выше почленное интегрирование 
ряда для б-функции приводит к правильному результату.

Таким образом, в классе функций, разложимых в ряд Фурье, 
последовательность частичных сумм

*  . пп ,

— k
эквивалентна нормированной локальной последовательности 
{би}.

Другие формы представления б-функции также основаны 
на использовании некоторых функциональных последователь
ностей, эквивалентных в смысле слабой сходимости последова
тельности {бп}.

3. Применение б-функции к построению функции источника.
Рассмотрим следующую задачу:

ut =  a?uxx, (13)
и {х, 0) =  ф (х), (14)
и(0, f) =  u(l, 0 =  0. (15)

Заданной функции ф(х) соответствует единственное решение з а 
дачи

и(х, t) =  .2Чф(*)].
Допустим, что оператор 3? можно представить в виде

I
и (х, t) =  SE [ф (*)] =  J G (х, I, t) ф (I) dl, (16)

о
где G(x, g, t ) — ядро оператора 3?.

Д ля того чтобы найти ядро G (x ,l , t) ,  положим:
Ф (лг) =  6(л: — х0). (14')

Заменяя в формуле (16) ф(х) б-функцией, получим:
и (х, t) =  G (х, х0, t), (17)

т. е. G (x ,x0,t) является решением задачи (13) при начальном 
условии (14') .

Представим б-функцию в виде ряда Фурье



Ядро G, очевидно, надо искать в виде суммы
ОО

G (х, х0, t) =  Ап (/) sin х, (18)
п=1

каждое слагаемое которой должно удовлетворять уравнению 
теплопроводности. Отсюда следует, что

Из начального условия сразу же получаем:
п 2 . пл Вп =  T sm —  x0.

Таким образом, мы формально получили для ядра G выраже
ние

°° (ппУ г,
G(x, х0, *) =  — ^  е sin х sin - ^ - х 0, (19)

П—1
совпадающее с представлением для функции источника, кото
рое было исследовано в § 3. Решение задачи (13) — (15) дает
ся формулой (16), где G (x,x0,t) — функция, определяемая фор
мулой (19).

Подобным же образом можно найти выражение для функ
ции источника на неограниченной прямой. Функция G в этом 
случае будет определяться условиями

ut — а2ихх =  0 (— оо < х <  оо), (20)
и (х, 0) =  ф (х) =  б (х — Jt0). (21)

Имея в виду разложение б-функции в интеграл Фурье
оо

б (х — лг0) == j  cos к(х — х0) dk , 

будем искать G (x,x0,t)  в виде
оо

G (х, х0, t) =  J (t) cos к (x — x0) dk. (22)
о

Из уравнения (20) находим:
АхЦ) =  А?е~а'т . (23)

Полагая / = 0  и сравнивая формулы (23) и (21), получаем:

Д Г =  1.



Таким образом,
со

G (х , лг0) t) — J  е~а’м  cos К (х — х0) dX.
о

Вычисление этого интеграла дает:
{ Х - Х о ) 2

Отсюда следует, что решение задачи о распространении началь
ной температуры на бесконечной прямой должно выражаться 
формулой

оо

и(х, 0 =  J  G ( x , l ,  t)<t(l)dl. (24)
— оо

Выяснение границы применимости формул, полученных мето
дом 6-функции, требует специального исследования.

В качестве примера рассмотрим теперь неоднородное урав
нение

щ =  а2ихх +  , (25)

где F (x ,t ) — плотность распределенных тепловых источников. 
Если в точке х =  | в момент t — t0 помещен мгновенный ис
точник тепла мощности Q0, то

F(x, t) =  Q « 6 ( x - t ) 6 ( t - t 0). (26)

Найдем решение неоднородного уравнения

н, =  а2их,+ - ^ - б ( х - Ю б ( / - / 0) (*о>0) (27)

при нулевом начальном условии

и {х, 0) =  0.

Учитывая интегральное представление
со

б (х — £) =  -i- J  cos А (х — I) dX,
о

будем искать функцию u(x,t)  в виде
оо

и(х, 0  =  ^ 1  и\ (0 cos ^ U “  I) dX.
о



Подставляя эти выражения в уравнение (27), получаем уравне
ние для U) , ( t ) :

ux{t) +  aW ux {t) =  ^ -  6 ( t - t 0) 

с начальным условием
их (0) =  0.

Как известно, решение неоднородного уравнения 
й +  аги =  f (t), и (0) =  0

имеет вид t
u (t)=  J  e - a,«-Vf(T)dx. (28)

о
В нашем случае

‘ I О при К  tQ,
=  =  j | s. aw„ . w при t > l o  (29)

Таким образом,
оо

и (х, t) = .^  ±  J  cos H x - \ ) d \  =  ^ - G  (х, £, / -  д ,
о

где
(*-£)*

2 У я а 2 (t — t0)

— функция влияния мгновенного точечного источника.
Подобный метод построения функции влияния часто исполь

зуется в теоретической физике').

' )  См. подробное изложение теории 6 -функции и многочисленные при
меры ее применения в книге Д . Д . И в а н е н к о  и А.  А.  С о к о л о в а ,  К лас
си ческая  теория поля, гл. I, Гостехиздат, 1951.



УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

При исследовании стационарных процессов различной физи
ческой природы (колебания, теплопроводность, диффузия 
и др.) обычно приходят к уравнениям эллиптического типа 
Наиболее распространенным уравнением этого типа является 
у р а в н е н и е  Л а п л а с а

Дн =  0.
Функция и называется г а р м о н и ч е с к о й  в области Т, 

если она непрерывна в этой области вместе со своими произ
водными до 2-го порядка и удовлетворяет уравнению Лапласа.

При изучении свойств гармонических функций были разра
ботаны различные математические методы, оказавшиеся пло
дотворными и в применении к уравнениям гиперболического и 
параболического типов.

§  1. Задачи, приводящие к уравнению Л апласа

1. Стационарное тепловое поле. Постановка краевы х  задач.
Рассмотрим стационарное тепловое поле. В главе III было по
казано, что температура нестационарного теплового поля удов
летворяет дифференциальному уравнению теплопроводности

ut — а2 А и а̂2 =  .

Если процесс стационарен, то устанавливается распределение 
температуры u(x ,y ,z ) ,  не меняющееся с течением времени и, 
следовательно, удовлетворяющее уравнению Лапласа

Д« =  0. (1)
При наличии источников тепла получаем уравнение

д U =  ~ f ,  /  =  4 -  ( 2 >

где F — плотность тепловых источников, a k — коэффициент 
теплопроводности. Неоднородное уравнение Лапласа (2) часто 
называют у р а в н е н и е м  П у а с с о н а .

Рассмотрим некоторый объем Т, ограниченный поверхностью
2 .  Задача о стационарном распределении температуры и(х,у,г)  
внутри тела Т формулируется следующим образом:



найти функцию u(x,y,z), удовлетворяющую внутри Т урав
нению

Su =  — f (х, у, г) (2)
и граничному условию, которое может быть взято в одном из

2 ( п е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а ) , .

2 ( в т о р а я  к р а е в а я  з а д а ч а ) , .

III. +  h (и — f3) =  0 на 2  ( т р е т ь я  к р а е в а я  з а д а ч а ) ,

где fi, f2, f3, h — заданные функции, —  производная по
внешней нормали к поверхности 2  ' ) .

Физический смысл этих граничных условий очевиден (см. 
гл. Il l ,  § 1). Первую краевую задачу для уравнения Лапласа 
часто называют з а д а ч е й  Д и р и х л е ,  а вторую задачу — 
з а д а ч е й  Н е й м а н а .

Если ищется решение в области Т0, внутренней (или внеш
ней) по отношению к поверхности 2 , то соответствующую за
дачу называют внутренней (или внешней) краевой задачей.

2. Потенциальное течение жидкости. Потенциал стационар
ного тока и электростатического поля. В качестве второго при
мера рассмотрим потенциальное течение жидкости без источни
ков. Пусть внутри некоторого объема Т с границей 2  имеет 
место стационарное течение несжимаемой жидкости (плотность 
р =  const), характеризуемое скоростью v (x ,y ,z ) .  Если течение 
жидкости не вихревое, то скорость v является потенциальным 
вектором, т. е.

V —  —  grad ф, (3)
где ф — скалярная функция, называемая п о т е н ц и а л о м  
с к о р о с т и .  Если отсутствуют источники, то

d iv t; =  0. (4)

Подставляя сюда выражение (3) для v, получим:
div grad ф =  О

*) Очевидно, что стационарное распределение температуры  м о ж ет у с т а 
новиться лишь при условии равенства нулю суммарного потока тепла через 
границу области. Отсюда следует, что функция долж н а удовлетво р ять  до 
полнительному требованию:

J  J
L

следующих видов:

I. u =  fi на 
Т1 д и  f
IL Ж  =  Ь  на



И Л И

Дф =  0, (Е
т. е. потенциал скорости удовлетворяет уравнению Лапласа.

Пусть в однородной проводящей среде имеется стационар 
ный ток с объемной плотностью j (x ,y ,z ) .  Если в среде не 
объемных источников тока, то

div/ =  0. (6
Электрическое поле Е определяется через плотность тока и 
дифференциального закона Ома

Е =  Т ’ <7
где X — проводимость среды. Поскольку процесс стационарный 
то электрическое поле является безвихревым или п о т е н  
ц и а л ь н ы м 1), т. е. существует такая скалярная функци: 
xp(x,y,z), для которой

Е =  — grad ф ( j— — X grad ф). (8

Отсюда на основании формул (6) и (7) заключаем, что
Аф =  0, (S

т. е. потенциал электрического поля стационарного тока удов 
летворяет уравнению Лапласа.

Рассмотрим электрическое поле стационарных зарядов. И; 
стационарности процесса следует, что

rot Е =  0, (10

т. е. поле является потенциальным и
Е =  — grad ф. (8

Пусть р (x ,y ,z ) — объемная плотность зарядов, имеющихс! 
в среде, характеризуемой диэлектрической постоянной 8 = 1  
Исходя из основного закона электродинамики

J  J  Еп dS  =  4л ^  <?г =  4п j" J  J  р dx, (11
s г

где Т — некоторый объем, S — поверхность, его ограничиваю 
щая, сумма всех зарядов внутри Т, и пользуясь теоре
мой Остроградского

J  J  En d S =  J J J  divE dx,  (12

*) Из второго  уравнения М ак св ел л а  Н =  — ro t Е с л ед ует , что ro t Е =  С



получа ем:
div 2? =  4яр.

Подставляя сюда выражение (8) для Е, будем иметь:
Дф = — 4яр, (13)

т. е. электростатический потенциал ф удовлетворяет уравнению 
Пуассона. Если объемных зарядов нет (р =  0), то потенциал ф 
должен удовлетворять уравнению Лапласа

Дф =  0.
Основные краевые задачи для рассмотренных процессов 

относятся к трем типам, приведенным выше. Мы не будем здесь- 
остана вливаться на некоторых других краевых задачах, харак
терных для различных физических процессов. Некоторые из 
этих задач  будут приведены в приложениях.

3. Уравнение Лапласа в криволинейной системе координат. 
Выведем выражение для оператора Лапласа в ортогональной 
криволинейной системе координат. Пусть в пространстве вместо 
декартовых координат х, у, z введены криволинейные координа
ты <7ь *7г, <7з с помощью соотношений

q\ =  f\{x,y,z), q2 =  f2(x, У, г), q3 =  f3(x, у, z), (14)
разрешая которые относительно х, у , z, можно написать

JC =  <Pi(<7i. <7г. <7з). У =  Ч>ЛЯи <7г. <7з). z =  Фз(<7,, <7г. <7з)- О5)
П олагая <71 =  Си q2 =  С2, <73 =  С,3, где Си С2, С3 — постоянные,, 
получим три семейства координат
ных поверхностей:

/, (х, у, z) =  Cu /2 (дг, у, z) =  С2

f3(x, у, z) =  C3. (16)

Рассмотрим элемент объема в 
новых координатах, ограниченный 
тремя парами координатных поверх- Рис. 44.
ностей (рис. 44). Вдоль ребра
АВ q2 =  const, q3 =  const, вдоль AD <71 =  const, q2 — const, 
вдоль AC qi =  const, q3 =  const. Направляющие косинусы ка 
сательной к ребрам АВ, АС и AD пропорциональны соответ
ственно

<^Ф1 дф 2 <?Фз . <3tpi <Эф2 Зфз , дф , дф 2 дф 3 
&Я\ ’ dqi  ’ d q x ’ dq2 ’ dq 2 ' d q 2 ’ d q 3 ’ d q 3 ’ d q 3

Условие ортогональности ребер будет иметь вид
<Эф1 бф| . бф 2 (?ф2 . 5ф 3 Зфз „  , .  . , ,  /1 -7\



Вычислим элемент длины в новых координатах 

4 s 2 =  dx2 +  dy* +  dz2 =  ( 4 ^  dq, +  dq2 +  dq3J  +

+tiff ̂ * * ) ■ + + a  ̂ +шdq3)2
(18

Раскрывая скобки и учитывая условия ортогональности (17) 
получаем:

ds2 =  Н\ dq\ +  Hi dql +  Н\ d q l  (19
где

„ 2  /<Эф,\2 , ( д 9г \2 , ( д < р 3 \2
7/1 - f e j  +  \ Ж )  + 1 ^ 7 j  '
„ 2  _  / <Эф, \2 , / <?Фа \2 I / 5фз \2
H* - \ W  + f e j  + 1 ^ 7 j ’
„ 2  _  ( <Эф1 \2 , ( дуз  \2 , / йфз \2
Я з ~ и d  + f e )  + f e )  •

Вдоль каждого из ребер элементарного объема меняется толькс 
одна координата, поэтому для длины этих ребер согласно фор 
муле (19) будем иметь:

dsl =  Hl dql, ds2=  H2dq2, ds3 =  H3dq3, (21
так  что элемент объема равен

dv =  dst ds2 ds3 =  HXH2H3 dqK dq2 dq3. (22
Рассмотрим теперь некоторое векторное поле Л (х ,  у, г ) .  Вы

числим сПуЛ, определяемую известной формулой векторного 
анализа

(20

I I
S

Ап d S

сНу Л =  lim ------------- , (23]
vM->° VM

где S  — поверхность, ограничивающая некоторый о5ъем vM, со
держащий рассматриваемую точку М. Применим э т у  формулу 
к элементу объема dv, изображенному на рис. 44.

Пользуясь теоремой о среднем, можно представить разность 
потоков вектора Л через противоположные грани, например че
рез правую и левую грани, в виде

Qi =  А\ ds2 ds3 \qi+dqs — Ai ds2 ds3 1̂ .
Принимая во внимание формулы (21), получим:
Qi =  \qi+dqi — H2H3A y |J dq2 dq3 =



Аналогично вычисляются две другие разности потоков через 
противоположные грани

Q2 — (Н3Н1А2) dq{ dq2 dq3, (25)

Q3 =  - j ^ ( HiH2^3)dql dq2 dq3. (26)

Подставляя в формулу (23) значение J J An ds — Qi - f  Q2 +  <3з
s

и пользуясь формулой (22), получаем выражение дивергенции 
в криволинейных ортогональных координатах

й м = ж /?а  (27>'
Предположим, что поле А потенциальное, т. е.

.4 =  g r a d « .  (28)
Тогда

А — i f L _  а  — л — 1 ди (29)Л‘ ds, Я, dqt ’ А2 Н2 dqt ’ Л;) Я, dq3 ’
Подставляя в (27) выражения (29) для Л2, А3, получим вы
ражение для оператора Лапласа 
Аи — div grad ы =

1 г а  /н2н3 д и  \ . д  ( н 3н 1 д и  \ . д  / я ,я2 <э«п
~  Я,Я2Я3 [а?, \ Я, d q j ^  dq2 \ Н2 dq2 ) ^  dq3 \ Я3 d q j Г
Таким образом, уравнение Лапласа Д« =  О в ортогональных 
криволинейных координатах qu qz и q3 записывается следую
щим образом:
. 1 f а ( Н 2Н3 д и\  . д  / Я 3Я , д и  \ . д  / Я , Я 2 <9Ч \ 1 _ 0
“ И HlH2H3 \ d q i { Я ,  d c j j ^  dq2 \ Н2 dq2) ^  dq3 \ Я 3 Щ1) \

(31)
Рассмотрим два частных случая.
1. С ф е р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  В этом случае qi =  r, 

Яг =  0, Яз — ф, и формулы преобразования (16) принимают вид
х — r sin 0 соэф, # =  r s i n 0 s u ^ ,  z =  rco s0 .

Вычислим ds2:
ds2 — (sin 0 cos ф dr - f  r  cos 0 cos ф dQ — r  sin 0 sin ф dq>)2 +

+  (sin 0 sin ф dr +  r  cos 0 sin ф dQ +  r  sin 0 cos ф dq>)2 +
+  (cos 0 dr — г sin 0 dQ)2’*. 

после раскрытия скобок и упрощений находим: 
ds2 — dr2 +  г2 с?02 +  г2 sin2 0 dq>2,

т. е.



Подставляя значения Ни Н2, Н3 в формулу (31), получим урав 
некие Лапласа в сферических координатах

2. Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .  В этом случае 
Я\ =  р, =  Ф, <7з =  z;

Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах принимает

Если искомая функция и не зависит от г, то уравнение (33) 
упрощается:

4. Некоторые частные решения уравнения Лапласа. Боль
шой интерес представляют решения уравнения Лапласа, обла
дающие сферической или цилиндрической симметрией, т. е. за 
висящие только от одной переменной г или р.

Решение уравнения Лапласа u — U(r), обладающее сфери
ческой симметрией, будет определяться из обыкновенного диф
ференциального уравнения

где Ci и С2 — произвольные постоянные. Полагая, например, 
Ci — 1, Cz =  0, получаем функцию

которую часто называют ф у н д а м е н т а л ь н ы м  р е ш е н и е м  
у р а в н е н и я  Л а п л а с а  в п р о с т р а н с т в е .

Аналогично, полагая

д и  / 1 д и  
dq> \ sin 0 дф ) ] - °

или окончательно

х =  р cos ф, г/ =  р sin ф, z =  z
так что

Я , =  1, Я 2 =  р, Я  з = 1 .

ВИД

А,'р, <р, г

(34)

Интегрируя это уравнение, находим:

(35)



и пользуясь уравнением (33) или (34), найдем решение, обла
дающее цилиндрической или круговой симметрией (в случае 
двух независимых переменных), в виде

U (р) =  Ci In р -f- С%.

Выбирая С] =  — 1 и С2 =  0, будем иметь:

£/0 =  1 п | .  (36>-

Функцию U0(р) часто называют ф у н д а м е н т а л ь н ы м  р е 
ш е н и е м  у р а в н е н и я  Л а п л а с а  н а  п л о с к о с т и  (для. 
двух независимых переменных).

Функция U0 =  -y удовлетворяет уравнению Ди =  0 всюдуг.
кроме точки г =  О, где она обращается в бесконечность. С точ
ностью до множителя пропорциональности она совпадает с по
лем точечного заряда е, помещенного в начале координат; по
тенциал этого поля равен

еи =  —.
Г

Аналогично, функция In — удовлетворяет уравнению Лапласа
всюду, кроме точки р =  О, где она обращается в (положитель
ную) бесконечность, и с точностью до множителя совпадает с 
полем заряженной линии (см. подробнее § 5, п. 2), потенциал 
которого равен

и =  2е, In —,1 р
где ei — плотность заряда, рассчитанная на единицу длины. 
Эти функции имеют большое значение в теории гармонических 
функций.

5. Гармонические функции и аналитические функции ком
плексного переменного. Весьма общим методом решения д ву 
мерных задач для уравнения Лапласа является метод, исполь
зующий функции комплексного переменного.

Пусть
w — f(z) =  u (х , у) +  iv (х, у)

•— некоторая функция комплексного переменного z =  х -j- iy, 
причем и и v являются вещественными функциями переменных. 
х и у. Наибольший интерес представляют так называемые ана
литические функции, для которых существует производная

=  цт  4 ^ =  И т /<* + Д*)-Мг>

Приращение Az =  Дх +  г А у, очевидно, может стремиться к; 
нулю многими способами. Для каждого из способов стремления*



Лг к нулю, вообще говоря, может получиться свое значение 
предела. Однако если функция w — f(z) аналитическая, то
предел lim -5r- =  f' {z) не зависит от выбора пути.

Д г - » - 0

Необходимыми и достаточными условиями аналитичности 
функции являются так называемые у с л о в и я  К о ш и  — 
Р и м а н а

U* =  Vv>У ( (37)

Эти условия можно получить, например, следующим образом.
Пусть w =  и +  iv =  f(z) — аналитическая функция. Вычис

ляя  производные
. . d w  ( г )  d w

W x  =  U x  +  W x = - ^ Z x  =  - [ r

, . d w  (г )  . d w
W y = U y  +  I V  y  =  — г у =  1 Ч Г

_ „ d wи требуя равенства значении , определяемых из этих двух
соотношений, получаем:

. . . d w
U X +  I V X  =  V y  —  l U y = = - J ^  ,

откуда и следуют условия Коши — Римана. На доказательстве 
достаточности этих условий мы не будем останавливаться.

В теории функций комплексного переменного доказывается, 
что функция, аналитическая в некоторой области G плоскости 
z = х + iy, имеет в этой области производные всех порядков и 
разлагается в степенной ряд В частности, для такой функции 
и(х,у)  и v (x ,y )  имеют непрерывные производные 2-го порядка 
по х и у.

Дифференцируя первое равенство формулы (37) по х, а вто
рое по у , получим:

и Хх +  и у у  —  0  и л и  A2v =  0.

Подобным же образом, меняя порядок дифференцирования, 
находим:

Vxx-\-Vyy =  ® или Д2и =  0.
Таким образом, действительная и мнимая части аналитиче

ской функции удовлетворяют уравнению Лапласа. Обычно го
ворят, что и и v, удовлетворяющие условию Коши — Римана, 
являются сопряженными гармоническими функциями. 

Рассмотрим преобразование
x =  x (u ,v ) ,  «  =  « ( * , ? ) > ]  
y = y ( u , v ) ,  v =  v { x ,y ) ,\



взаимно однозначно отображающее некоторую область G пло
скости (х, у), на область G' плоскости (и, v ), так что каждой 
точке области G соответствует определенная точка области G'
и, обратно, каждой точке области G' соответствует определен
ная точка области G.

Пусть
U = U ( x ,  у)

— некоторая вещественная дважды непрерывно дифференци
руемая функция, определенная внутри области G.

Выясним, как изменяется при этом преобразовании оператор 
Лапласа функции U — U[x(u, v), у (и, у)] =  П(и, v).

Вычислим производные функции

Uх =  UUux -I- UVvх, Uу Uииу Uvv у,

U  XX —  и  и и ч ' х  +  U  VV&X “Ъ 2  U  u v U * V x  “Ь  0  u U x x  +  U  o V x x >

U у у  =  U u u U y  "Ь  U  W ^ y  2  U  U v l i y V y  Ч ” U  u t l y y  U  v V y y ,

откуда получаем:

и  х х  +  и  у у  —  0  и и  ( ы *  +  U 2y )  +  U  v v  ( v \  +  v \ )  +

+  2Uuv (UxVx +  UyVy) +  и  и (uxx +  Uyy) +  и  v (Vxx +  Vyy). (39)

Если и и v являются сопряженными гармоническими функ
циями, то преобразование (38) эквивалентно преобразованию, 
осуществляемому аналитической функцией

w = f ( z )  — u +  iv (z =  x +  iy). (40)

В этом случае в силу условий Коши — Римана (37) для 
функций и и и должны выполняться соотношения

и1 +  и1 — Ul  +  vl  =  Vl  +  VX =  I ^  I2*
U x v x  Ч " U y V y  = =  0 .

Формула (39) принимает вид
UXx +  Uyy =  (Uuu +  U 00)\ f '(z )f  (41)

или

KvU — fn i jp "  Ах- yU- (41')

Отсюда следует, что в результате преобразования (40) гармо
ническая в области G функция U(x,y)  переходит в функцию 
U =  U(u,v), гармоническую в области G’, если только
!/'(*) I2 Ф  0.



6. Преобразование обратных радиусов-векторов. При изу 
чении гармонических функций часто пользуются преобразова 
нием обратных радиусов-векторов. Преобразованием обратные 
радиусов-векторов в сфере радиуса а называется такое преобра 
зование, при котором всякой точке М ставится в соответстви< 
точка М', лежащая на том же луче из начала координат, что \ 
точка М, радиус-вектор которой г' связан с радиусом-векторол 
г точки М соотношением

г'г =  а2 или г' =  ——. (42

В дальнейшем будем считать а =  1, чего можно всегда до 
биться изменением масштаба длины.

Покажем, что гармоническая функция двух независимых пе 
ременных и(р, ср) преобразованием обратных радиусов-векторо: 
переводится в гармоническую функцию

v (р', Ф) =  и (р, ф), где Р =  4 ‘ (43

В самом деле, функция и(р, ф), а тем самым и функцш 
Г ( р” ’ как ФУНКЦИИ переменных р и ф удовлетворяют уравне
11ИЯМ

2а д  (  д и \  , д 2и „
Р д р, (ры —  Р ф  (Р  д р  j  +  д(р2 —  О

и
9* д  (  d v  \ . d 2v п

Р Др. <р» —  Р "ф- (Р  —  °-

Переходя к переменным р' и ф, получим: 
d v  __  d v  д р '  __ ,  d v

Р d p  Р dp '  д р  Р д р '  ’

откуда и следует, что v (р', ф) удовлетворяет уравнению Ар, <pv — 
=  0, так  как

, 2 . ,  d ( . dv  \ . d 2v  „
Р Др'. сру —  Р (Р  д р' ) +  ^  —  0.

Переходя к случаю трех независимых переменных, пока
жем, что функция

v (г', 0, ф) =  ги (г, 0, ф), где г =  у  (44;

удовлетворяет уравнению Лапласа ДГ', е, фИ =  0, если и(г, 0 ,  ф) — 
гармоническая функция своих переменных, Дг, 0, <р«=0.

Преобразование (44) часто называют преобразованием 
Кельвина.

Легко убедиться непосредственным дифференцированием 
что первое слагаемое в операторе Лапласа (32) преобразуете?



к виду
1 д  / 2 д и  \ __ д 2и . 2 _  д и  __  1 д 2 (ги)

г 2 д г  v  д г  ) д г 2 ~т~ г д г  г  д г 2 ’ (45)
так что

или

Замечая, что
d v  __  d v  д г '
дг дг дг

, 2  диг -----дг' ’
находим, что v удовлетворяет уравнению ДГ',о, Фо==0, так  как

§ 2. Общие свойства гармонических функций

В настоящем параграфе дается интегральное представление 
гармонических функций, являющееся основным аппаратом для 
изучения общих свойств гармонических функций. Одним из 
важнейших следствий интегральной формулы является прин
цип максимального значения, многократно используемый нами 
в дальнейшем как при доказательстве теоремы единственности, 
так и при решении краевых задач. Здесь такж е дается матема
тическая постановка внутренних и внешних краевых задач для 
уравнения Лапласа и доказывается единственность и устойчи
вость решения этих задач.

1. Формулы Грина. Интегральное представление решения. 
При изучении уравнений эллиптического типа мы часто будем 
пользоваться формулами Грина, являющимися прямым след
ствием формулы Остроградского.

Формула Остроградского в простейшем случае имеет ви д 1)

где Т — некоторый объем, ограниченный достаточно гладкой 
поверхностью 2 , R (x ,y ,z ) — произвольная функция, непрерыв
ная внутри Т +  2  и имеющая непрерывные производные внутри

sin 0 <30
1 д

(sin 0 _ж )  +
1 d 2v  

s in 20 dtp2

ИЛИ

г"1 ДГ', е, =  0.

/ / I llz dx dtJ = J J Я cos Y do (1)
т

‘ ) Б. М . Б у д а к ,  С. В. Ф о м и н, К ратные интегралы  и ряды , « Н а у к а » , 
1965.



Т, у — угол между направлением оси г и внешней нормалы 
к 2. В справедливости этой формулы нетрудно убедиться, вь 
полняя интегрирование по г.

Формулу Остроградского обычно записывают в виде

Я / ( !т + 4 !г + 4 ! ) ^ т = J J { p c o s a + Q cosP + ^ cosY } ^ , (s
Т 2

где dx =  dx dy d z — элемент объема, а =  (пх) , р =  (пу), у =
=  (nz) — углы внешней нормали п к поверхности 2  с коорди 
натными осями, Р, Q, R — произвольные дифференцируемы 
функции *).

Если Р, Q, R рассматривать как компоненты некоторог 
вектора А =  Pi -f- Qj +  Rk, то формулу Остроградского (2 
можно записать следующим образом:

J J  J  div A d x — j  j  An da, (2‘
T 2

где
„ 13 P . d Q . d R

d,'" 4 =  17 +  «7 +  ТЗ-
и

An — P cos a  +  Q cos p +  R cos у
— составляющая вектора А вдоль внешней нормали. 

Перейдем теперь к выводу формул Грина.
Пусть u — u(x ,y ,z)  и v =  v (x ,y ,z)  — функции, непрерыв 

ные вместе со своими первыми производными внутри Т + 1  
и имеющие непрерывные вторые производные внутри Т. 

Полагая
г, . dv  „  dv  n  dv
P dx , Q u dy ’ R ~ u dz

и пользуясь формулой Остроградского (2 '), приходим к та) 
называемой п е р в о й  ф о р м у л е  Г р и н а

Т Е т
л д 2 , д * ■ д 2 „  <? д  .где д  ~~dx* Ну* “1“ ~др оператор Лапласа, -^ -  =  cos a - ^ - 4

+ cos р -f- cos y ---- производная по направлению внешне1
нормали.

•) В дальнейш ем мы будем  предполагать, что к тем областям , с кото 
рыми мы будем  иметь дело, применима формула О строградского. Таким 
поверхностями явл яю тся , например, поверхности с кусочно-непрерывной кри 
визной, а т а к ж е  поверхности Л яп ун ова (см. § 5 ).



Если учесть соотношение
. г , „  d u d v . d u d v . d u  d v  

grad  и grad о =  V« • Vu =  +

то формулу Грина можно представить в виде

J  J  J  и До dx =  — J  J  J  V« Vo dx +  J  J  da. (3')
г т 2

Меняя местами функции и и у, будем иметь:

J J J 0 A«dT =  -  J / / V o V « d T  + J J o - ^ - d o r .  (4)
Г Г 2

Вычитая из равенства (3') равенство (4), получаем в т о р у ю  
ф о р м у л у  Г р и н а

Ш (ыЛи“ уЛи)Л==Я  (u S - ~ y ^ ) rfcT- (5)
Г 2

Область Г может быть ограничена несколькими поверхно
стями. Формулы Грина применимы и в этом случае, причем по
верхностные интегралы следует брать по всем поверхностям, ог
раничивающим область Т.

Д л я  функций и — и(х,у), v — v(x ,y)  двух переменных 
имеют место аналогичные формулы Грина. Вторая формула 
Грина в области S с границей С имеет вид

J J  (и Д2о — о Д аи) dS  =  J  (и — и -|£ -) ds,
S  с
где dS  =  dxdy, ds — элемент дуги вдоль
С, Д2о =  vxx +  vvy, -----производная по
направлению внешней к контуру С нор
мали п.

К ак мы видели (§ 1, п. 4), функция U0 (M) =  - ^ , где Р=>
=  У (х  — xQf  +  (у — у0)2 +  (z — zQ)2— расстояние между точками 
M (x ,y ,z )  и М0(х0, уо, z0), удовлетворяет уравнению Лапласа при 
М Ф  Мо.

Пусть и(М) — гармоническая функция, непрерывная вместе 
с первыми производными в области Г +  Е и имеющая вторые 
производные в Т. Рассмотрим функцию о — \/Rmm„> где Мо — 
некоторая внутренняя точка области Т. Поскольку эта функция 
имеет внутри Т разрыв непрерывности в точке М0(х0, у о ,  z0) , то 
непосредственно применить вторую формулу Грина в обла
сти Т к функциям и и v нельзя. Однако функция о =  I/Rmm„

Ю А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



ограничена в области Т — Ке с границей 2  + 2 е, где Ке — ша 
радиуса е с центром в точке М0 и поверхностью 2 е (рис. 45] 

Применяя вторую формулу Грина (5) к функциям и 
v =  1/R в области Т — К&, получаем:

Щ ( " д т г - т А “ ) л =

- Я (■£(*)-*£)*+Я »£(*) я «2 2 2е е

В правой части этого равенства только последние два  интегра 
ла зависят от е. Вычисляя производную по внешней нормал! 
к области Т — К е на 2 е> найдем, что

откуда

J - П )  = _L
д п  \ R )  2е d r \ R )  г=е  е2 •

4 n e V = 4 я и ‘ - <7
2 е

где и* — среднее значение функции и(М) на поверхности 2 е 
Преобразуем третий интеграл

Я  т  £  -  т  Я  &  *  -  т  М £ ) ‘ “  Ч £ ) ‘ ■ <8
2 2 е е

( д и \*  „ „ <?«где (-^-1 — среднее значение нормальной производной н;
сфере 2е. Подставляя выражения (7) и (8) в формулу (6) и учи 
тывая, что А (1//?) =  0 в Т — Ке, будем иметь:

Я J (- т)Лм dx =  i J Iй Тп (т) - \ Ш йа +  w - 43X8 ©’ ■
т Ке 2 (9
Устремим теперь радиус е к нулю. Тогда получим:

1) lim и* =  и (М0), так как  и(М) — непрерывная функция, г
е -> 0

и* — ее среднее значение по сфере радиуса е с центром в точ 
ке М0;

2) Н т4 л е (-^ М  = 0 , т а к  как из непрерывности первых произ 
е-»о \ а п  /

водных функций и(М) внутри Т сразу же вытекает ограничен 
ность нормальной производной

д и  д и  . д и  а , д и
•^Г =  ^ 7  cos а  +  cos Р +  W  cos Y 

в окрестности точки Мо',



3) по определению несобственного интеграла

й  Ш  ( -  т  Ч  Л = Ш  ( -  т  А “ )т -к е т

В результате указанного предельного перехода е — мы 
приходим к о с н о в н о й  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м у л е  Г р и- 
н а:

где Р =  Р(£,г},£)— точка с координатами £, т), £, лежащ ая на 
поверхности 2.

Если точка Мп находится вне области Т, то v — 1 /RMp не
прерывна и гармонична во всех точках области Т. Поэтому 
слева в формуле (10) получим нуль.

Рассмотрим случай, когда УИ0 принадлежит поверхности 2. 
Предположим, что 2  имеет в М0 касательную плоскость с не
прерывными угловыми коэффициентами. Сфера 2 е радиуса е 
центром в М0 пересекает поверхность 2  и делит ее на две части 
2 f и 2 2, часть 2 i  лежит внутри шара К е. Формулу Грина (5) 
применим к и и v — \/R в области Г — Т\, где 7\ — область, 
ограниченная 2 4 и частью сферы 2£, лежащей внутри Т. Общая 
схема рассуждений, приведших к (9), остается неизменной. При 
этом следует лишь учесть, что интеграл по 2, +  стремится к 
2пи(М0), и внести соответствующие изменения в (7), (8) и (8 '). 
В результате мы приходим к формуле, получающейся из (10) 
при замене 4я на 2я.

Объединяя все случаи, запишем основную формулу Грина 
в виде

Отметим, что если точка М0 является конической вершиной 
поверхности 2 ,  то Q =  а, где а  — величина телесного угла, об
разуемого касательными к 2  в точке Mq.

dx,

(Ю )

Q • и (М0) =

где Q принимает значения:

\ 4л, если точка М0 лежит внутри Т,
Q =  { 2п, если точка М0 лежит на границе 2,

I 0 если точка М0 лежит вне Т.



Для гармонической функции Аи =  0 и формула (10) прин* 
мает вид

(М0— внутри Т).
Таким образом, значение гармонической функции в любо 

внутренней точке области выражается через значение это 
функции и ее нормальной производной на поверхности облает» 
При этом предполагается непрерывность функции и и ее пер 
вых производных вплоть до границы. Отметим сразу же, чт 
каждый из интегралов

где ц и v — непрерывные функции, является гармоническо] 
функцией вне поверхности 2 . В самом деле, так как  подынте 
тральные функции и все их производные непрерывны вне по 
верхности 2 ,  то производные функций (12) любого порядк 
можно вычислять при помощи дифференцирования под знаког 
интеграла. Так как, кроме того, функции

удовлетворяют уравнению Лапласа по переменным M(x,y,z)  
то в силу обобщенного принципа суперпозиции (см. лемму н; 
стр. 221), функции (12) также удовлетворяют уравнению Лап 
ласа по переменным х, у, z.

Отсюда вытекает важное следствие: всякая гармоническа) 
функция внутри области гармоничности дифференцируема бес 
численное множество р а з 1). Отметим также, что гармоническа! 
функция аналитична (разлагается в степенной ряд) во всяко! 
точке М0 области Т. В этом можно убедиться с помощью рас 
суждений, основанных на том же интегральном представле 
нии (11).

Аналогичные формулы имеют место и для гармонически; 
функций двух независимых переменных. Пусть S  — некотора) 
область на плоскости (х , у), ограниченная контуром С, а п  —

' )  Если д л я  функции и, гармонической внутри Т, не выполнено услови! 
непрерывности ее вместе с первой производной на поверхности 2 , то теорем! 
все ж е  сохраняет силу, в чем можно убедиться, о кр уж ая  точку М областью 
леж ащ ей  вм есте со своей границей внутри Т.

(12

и

A .  ( J L )  c o s  а Р +  - А -  ( - 1 )  COS рр +  ^  ( - 1 )  COS V,



направление нормали к этому контуру, внешнее по отношению 
тс области S.

Полагая во второй формуле Грина о=1п(1/#ллр), где Rm,p =  
=  \/ (х — л:0)2 +  (у — Уо)2 — расстояние Р(х, у) от фиксированной 
точки М0(х0, уо),  и проводя рассуждения, подобные тем, кото
рые были проведены для трехмерного случая, получим основ
ную формулу Грина на плоскости

(ад=J  ['" - “ (Р) -к  (1п «^ )] -
— Г Г Ды (Р) In dsP,

J- J КМаР
где

Q =
2я, если Мо лежит внутри S, 

я ,  если М0 лежит на границе С,
О, если MQ лежит вне S .

Если и{М) — гармоническая внутри S  функция и М0 лежит 
внутри S, то

“  <"•>' “  - S I  [ ' "  ^ “  (р> 4 г ( |п - * Ь ) ] d s -

2. Некоторые основные свойства гармонических функций.
Установим несколько важнейших свойств гармонических функ
ций:

1. Если v — функция, гармоническая в области Т, ограни
ченной поверхностью 2 ,  то

Я ~ d a  =  0, (13)

где S  — любая замкнутая поверхность, целиком лежащая в об
ласти Т.

В самом деле, подставляя в первую формулу Грина (3') к а 
кую-либо гармоническую функцию у(Ду =  0) и функцию и =  1, 
сразу же получим формулу (13). Из формулы (13) следует, что
вторая краевая задача ^Ды =  0 в Т, =  /| ) может иметь ре
шение только при условии

И f da — 0.
s ’

Это свойство гармонических функций можно интерпретиро
вать как условие отсутствия источников внутри области 7\



2. Если функция и(М) гармонична в некоторой области 7 
а Мо — какая-нибудь точка, лежащая внутри области Т, п 
имеет место формула

u (Mo ) = 4 ^ r \ \ u d a ,  (14

где Еа — сфера радиуса а с центром в точке М0, целиком лежа 
щая в области Т (теорема среднего значения).

Эта теорема утверждает, что значение гармонической функ 
ции в некоторой точке М0 равно среднему значению этой функ 
ции на любой сфере с центром в Af0, если сфера 2 а не выхо 
дит из области гармоничности функции и(М).

Применим формулу (11) к шару Ка с центром в точке М0 i 
поверхностью Ба:

4пи(М0) =  -  J J  da.

Принимая во внимание, что

т = т  н а  и - з И т ) ! *  = ^ ( т ) Ц = - ^X а к~~аа

(направление внешней нормали к Еа совпадает с направлением 
радиуса), сразу же получаем (14) *).

Записывая (14) в виде

4яр2и (М0) =  С | и (Р) daр
К

и интегрируя по р от 0 до а, получаем:

и(Мо) =  у -  j j j u d x P, Уа =  Щ-а\
*а

т. е. и{Мй) есть среднее по объему шара Ка с границей 2 а.

] ) При до казател ьстве  этой теоремы мы пользовались равенством (13), 
предполагаю щ им сущ ествование производных на поверхности сферы. Если 
функция и (М) ,  непрерывная в замкнутой области Т +  2 , удовлетворяет ур ав 
нению Аи =  О только дл я  внутренних точек Т, то предшествующее заклю че
ние для сферы 2 ао , касаю щ ейся 2 , было бы необоснованным. О днако тео
р ем а верна дл я  любого а  <  а 0, и, переходя к  пределу при а - * - а 0) получаем:

и ( М 0) =  — -2  Г Г u ( M ) d a .
4ла0 J  J



Д ля случая двух независимых переменых имеет место ана
логичная теорема о среднем значении:

где Са — окружность радиуса а с центром в точке М0, лежащ ая 
в области гармоничности и.

3. Если функция и(М), определенная и непрерывная 
в замкнутой области Т +  2> удовлетворяет уравнению Ди =  О 
внутри Т, то максимальные и минимальные значения функции 
и(М) достигаются на поверхности 2  ( п р и н ц и п  м а к с и 
м а л ь н о г о  з н а ч е н и я ) .

Допустим, что функция и(М) достигает максимального зна
чения в некоторой внутренней точке М0 области Т, так что 
щ  — и(Мо) ^  и(М), где М — любая точка области Т. Окружим 
точку М0 сферой 2 Р радиуса р, целиком лежащей внутри обла
сти Т. Поскольку, по предположению, и(М0) есть наибольшее 
значение функции и(М) в Т - f  2 ,  то и(М0) . Пользуясь
формулой среднего значения (14) и заменяя под интегралом 
всюду и(М) значением и(М0), получим:

Если предположить, что хотя бы в одной точке М сферы 2 Р 
и(М) < и ( М о ) ,  то очевидно, что вместо знака ^  будем иметь 
знак С ,  что приводит к противоречию. Таким образом, на всей 
поверхности 2 Р и(М) =  и(М0).

Если р™ — минимальное расстояние от М0 до поверхности 2 , 
то и(М) £= и (Ми) для всех точек, лежащих внутри 2  т . Отсюда
•следует, что в  точках М*, принадлежащих общей части И 2,

‘ о
по непрерывности и(М*) — и(М0). Это и доказывает теорему, 
поскольку мы убедились, что максимальное значение и(М0) до
стигается в точках границы М*.

Нетрудно убедиться, что если область Т связная и макси
мальное значение достигается хотя бы в одной внутренней точ
ке М0, то и(М) =з и(М0) во всей области. Пусть М°) — какая- 
либо другая точка области Т. Соединим точку М(°> с точкой М0 
ломаной линией L (рис. 46), длину которой обозначим /. Пусть 
Mi есть последняя точка выхода линии L из 2  т . В этой точке

ро
и (Mi) — и(М о). Опишем из этой точки сферу 2 т  радиуса p'J1,

О
.касающуюся 2 , и пусть М2 — последняя точка выхода L из

(15)
с,а

“ М>) = iHF J J “ й°м < 4̂ i I “{Мо) da = u (Мо)■ (16) 2Л



2 pOT; в этой точке и(М2) =^и(Мй). Продолжая этот процесс 

далее, получим, что не более чем через р — //р<т > шагов, гд<
Р минимальное расстояние L до 2 , одна из этих сфер за 
хватит точку откуда следует, что и(М(°>) =  и(М0). В сил] 
произвольности М<°> и непрерывности и(М) в замкнутой облает! 
7 + 2 ,  заключаем, что и ( М ) = и ( М 0) всюду, включая точк1 
границы. Таким образом, из всех гармонических функций толь 
ко постоянная может достигать своего максимального значе

ния во внутренних точках об 
лаСти.

Аналогичную теорему мож 
но доказать и относительш 
минимального значения.

С л е д с т в и е  1. Если функ 
ции и и U непрерывны в обла 
сти Т + 2 ,  гармоничны в Т i 
если

u ^ U  на 2,
то и

Рис. 46. u ^ .U  всюду внутри Т.

В самом деле, функция U — и непрерывна в Т +  2, гармо 
нична в Г и

U — ы > 0  на 2.

В силу принципа максимального значения
U — 0 всюду внутри Т,

откуда и следует наше утверждение.
С л е д с т в и е  2. Если функции и и U непрерывны в облает; 

Т +  2 , гармоничны в Г и если

то
| и | ^  U на 2, 

\ u \ ^ U  всюду внутри Т.

Из условий теоремы следует, что три гармонические функ 
ции — U, и и U удовлетворяют условиям

— £ / < и < 1 /  на 2.

Применяя дважды  следствие 1, получим, что
— U ^  и U всюду внутри Г

или



С л е д с т в и е  3. Для гармонической в Г и непрерывной в 
Т +  2  функции и(М) выполняется неравенство | u | ^  m ax I ы| | s 
всюду в Т +  2 .  Для доказательства положим t/ =  max|«||z и 
воспользуемся следствием 2.

Хотя изложение проводилось для трех измерений, однако 
все результаты переносятся на случай гармонических функций 
любого числа переменных.

3. Единственность и устойчивость первой краевой задачи. 
Пусть дана область Т, ограниченная замкнутой поверхностью
2 , на которой задана некоторая функция f. В простейшем слу
чае, когда граничная функция f непрерывна, первая внутренняя 
краевая задача (внутренняя задача Дирихле) для уравнения 
Лапласа обычно ставится следующим образом.

Требуется найти функцию и, которая:
а) определена и непрерывна в замкнутой области Т +  2 ,  

включая границу,
б) удовлетворяет внутри области Т уравнению Ди =  0;
в) принимает на границе 2  заданные значения /.
В условии а) предполагается гармоничность функции внут

ри области Т. Требование гармоничности на границе является 
излишним, так как оно повлекло бы за собой дополнительные 
ограничения для граничных значений.

Условие непрерывности и в замкнутой области (или какое- 
либо другое условие, разъясняющее смысл того, что функция 
и принимает на границе заданные значения) необходимо для 
единственности. Если отказаться от этого условия, то любую 
функцию, равную постоянной С внутри Т и заданной функции 
f на 2 , можно рассматривать как решение задачи, поскольку 
она удовлетворяет условиям б), в).

Докажем теорему единственности:
первая внутренняя краевая задача для уравнения Лапласа  

не может иметь двух различных решений.
Допустим, что существуют две различные функции, и\ и и2, 

являющиеся решениями задачи, т. е. функции, непрерывные в 
замкнутой области Т +  2, удовлетворяющие внутри области 
уравнению Лапласа и на поверхности 2 принимающие одно и 
то же значение f. Разность этих функций и = их — и2 обладает 
следующими свойствами:

1) Аи — 0 внутри области Г;
2) и непрерывна в замкнутой области Т +  2 ;
3) ы|2 =  0.
Функция и(М), таким образом, непрерывна и гармонична 

в области Т и равна нулю на границе. Как известно, всякая  
непрерывная функция в замкнутой области достигает своего 
максимального значения. Убедимся в том, что и == 0. Если 
функция и ф  0 и хотя бы в одной точке и >  0, то она должна



достигать положительного максимального значения внутри об
ласти, что невозможно. Совершенно так ж е доказывается, что 
функция и не может принимать нигде внутри Т отрицательных 
значений. Отсюда следует, что

и =  0.
Перейдем к доказательству непрерывной зависимости реше

ния первой краевой задачи от граничных данных. Напомним, 
что задача называется физически определенной, если малому 
изменению условий, определяющих решение задачи, в данном 
случае граничных условий, соответствует малое изменение са
мого решения.

Пусть «1 и « 2 — непрерывные в Т +  2  и гармонические внут
ри Т функции, для которых \щ — « 2 ^  е на 2. Тогда это же 
неравенство выполняется внутри Т.

Это утверждение непосредственно вытекает из следствия 2, 
стр. 296, в силу того, что U =  е является гармонической функ
цией.

Таким образом, мы доказали непрерывную зависимость ре
шения от граничных условий и единственность первой внутрен
ней задачи.

4. Задачи с разрывными граничными условиями. Часто 
встречается также первая краевая задача с разрывными гра
ничными условиями. Функция, непрерывная в замкнутой об
ласти, не может быть решением этой задачи. Поэтому требует
ся уточнить постановку первой краевой задачи применительно 
к рассматриваемому случаю.

Пусть на кривой С, ограничивающей область S, на пло
скости (х, у) задана кусочно-непрерывная функция f{P). Тре
буется найти функцию и(М): 1) гармоническую внутри области 
5 ;  2) непрерывно примыкающую к граничным значениям в точ
ках непрерывности последних; 3) ограниченную в замкнутой об
ласти 5  +  С.

Заметим, что дополнительное требование ограниченности 
фактически относится к окрестностям точек разрыва функции
f(P ).

Докажем следующую теорему:
решение первой краевой задачи с кусочно-непрерывными 

граничными значениями единственно.
Пусть «1 и и2 — два решения поставленной задачи. Разность

v =  и{ — и2

1) является гармонической функцией внутри S;
2) непрерывно примыкает к нулевым граничным значениям 

на границе, за исключением точек разрыва f(P ),  в которых она 
может претерпевать разрыв;



3) ограничена в S  + С: |и|<М. 
Построим гармоническую функцию

г= 1
где е — произвольное положительное число, D — диаметр об
ласти, г,- — расстояние от рассматриваемой точки М до i-й точ
ки разрыва Pi. Функция U(M) положительна, так как все сла
гаемые больше нуля.

Построим в каждой точке разрыва Pi круг Ki радиуса б, 
выбрав б так, чтобы каждое слагаемое

1 D e ln  —
ri

на соответствующей окружности С/ превосходило А, т. е. чтобы 
e l n Функция  v непрерывна в замкнутой области

П
S - Z k { =  S '  и  на границе этой области.

£=1
Поэтому в силу принципа максимума U является мажо

рантой функции V.
| v (М) | U (М).

Фиксировав произвольную точку М из области S  и устремляя 
г - *  О, получим:

lim U (М) =  0;
е-*0

следовательно,
v (М) =  0, 

так  как v не зависит от е, или
U\ =  и2,

что и требовалось доказать.
5. Изолированные особые точки. Рассмотрим особые точки 

гармонической функции. Пусть Р — изолированная особая точ
ка, лежащая внутри области гармоничности функции и. Пред
ставляются возможными два случая:

1) гармоническая функция ограничена в окрестности точ
ки Я;

2) гармоническая функция не ограничена в окрестности 
точки Р. С особыми точками второго рода мы уже встречались 
(например, In (1 /л)). Следующая теорема показывает, что пер
вый тип особых точек не может быть осуществлен.

Если ограниченная функция и(М) является гармонической 
внутри области S, за исключением точки Р, то можно так



определить значение и(Р), чтобы функция и(М) была гармони 
ческой всюду внутри S.

Возьмем круг Ка радиуса а  с центром в точке Р, целико\ 
лежащий внутри S, и рассмотрим внутри него гармоническук 
функцию v, совпадающую с функцией и на окружности Сс 
круга Ка *)•

Составим разность
w =  u — v,

которая
1) гармонична всюду внутри Ка, кроме точки Р, в которой 

w не определена,
2) непрерывно примыкает к нулевым граничным условиям 

на Са,
3) ограничена в замкнутой области Ка -\- Ca (\w\ <  А).
Так же как и при доказательстве предыдущей теоремы

(п. 4), построим неотрицательную гармоническую функцию

t/(M) =  e l n ^ .

Здесь е — произвольное положительное число, а  — радиус кру
га Ка, г — расстояние от рассматриваемой точки М до точки 
разрыва Р.

Построим круг К6 с центром в точке Р, выбрав его радиус
б так, чтобы на его окружности значение U превосходило А, и 
рассмотрим область Ка — К&. Функция до непрерывна в замкну
той области б ^  г ^  а  и на границе этой области имеет место 
неравенство |до|^ U. В силу принципа максимального значе
ния неотрицательная функция U является мажорантой функ
ции W

| до | ^  U (М) для б ^  г ^  а.

Фиксируя произвольную точку М области Ка, не совпадающую 
с Я, и совершая предельный переход при е —>0, получим:

lim U (Af) =  0,
е-»0

следовательно, всюду, за исключением, быть может, точки Р:
w =  0.

Таким образом, функция и всюду в области 5, за исключе
нием точки Р, совпадает с функцией V.  Полагая и(Р) =  v(P) + 
мы получим функцию и =  v, гармоническую всюду внутри об
ласти 5. Тем самым теорема доказана.

')  С ущ ествование такой  функции будет установлено в § 3, причем по
строение ее не б ази руется на доказы ваемой теореме.



Аналогично проводится доказательство теоремы для случая 
трех измерений, где в качестве мажорантной функции может

быть взята функция U (М) =  е ^ у  — -^) •
При доказательстве теоремы этого пункта мы предполагали, 

что функция и ограничена в окрестности точки Р. Однако те 
же рассуждения остаются в силе, если предположить, что 
функция и в окрестности точки Р удовлетворяет неравенству

| м (М) | <  е (г) lo g - 4 - ,  (17)
рм

где в ( г ) — произвольная функция, стремящаяся к нулю при 
г —► 0, т. е. в окрестности точки Р функция и(М) растет медлен
нее, чем log(l/rpM)-

Итак, если функция и(М) является гармонической функ
цией внутри области S, за исключением точки Р, в окрестности 
которой она растет медленнее, чем log (1 /гМР) при М —*■ Р, то 
эта функция является ограниченной в окрестности точки Р, и 
можно так определить значение и(Р), что функция и будет гар
монической во всей области S.

Аналогично в случае трех независимых переменных: если 
гармоническая функция и(М) в окрестности изолированной 
особой точки Р растет медленнее, чем 1/г,

1“ ( Л 0 К « М - 4 - (  08)

то она ограничена в окрестности этой точки, и можно так оп
ределить значение и(Р), чтобы функция и(М) была гармонич
на и в самой точке Р.

6. Регулярность гармонической функции трех переменных 
в бесконечности. Гармоническая функция трех переменных 
u(x,y,z)  называется регулярной в бесконечности, если

и |< д и
дх

ди
~ду

д и
д г < (19)

при достаточно большом г ^  г0.
Докажем, что если функция u(x,y ,z)  гармонична вне не

которой замкнутой поверхности 2  и равномерно стремится к 
нулю на бесконечности, то она регулярна на бесконечности.

Условие равномерного стремления к нулю на бесконечности 
означает, что существует такая  функция 8*(г), что

где г — радиус-вектор точки М,



Совершая преобразование Кельвина

v (г', 0, ср) == ги (г, 0, ф),
где

г ' = 4 -
получим, что функция v гармонична всюду внутри поверхности 
2 ' ,  в которую переходит поверхность 2  при преобразование 
обратных радиус-векторов, за исключением начала координат, 
где она имеет изолированную особую точку.

Из условия (20) следует, что в окрестности начала коорди
нат для функции v имеет место неравенство

где
| v{r\  0, ф )|< е*(-^ )-1  =  е ( г ' ) ^ ,  

е (г') =  е* {-р-j  - *  0 при г ' —► 0.

На основании последней теоремы п. 5 функция v(r', 0, ф) ог
раничена и гармонична при г'^.г'о:

| и (г', 0, ф) К  Л при r 's^ ro , (21)

откуда и следует, что

. / п ч , | v  (/,  8 , ®) I __А — 1I и (г, 0, ф) | =  — *------ ^  <  — при г >  г0 =  — .
г г г0

В силу гармоничности функции v при г ' =  0 можно напи
сать:
д и  (х, у,  г )  __  д  ( _1

д х  дх ( у *  V (*', у', 2')) =
=  - J ^ . v + ± \ t o M + t o W  +  t o M - \  (22) 

г3 г L дх дх 1 ду дх 1 дг дх J ’ '  '
где

х' =  - -г ' ,  у' — -у г',У_ г г __Z =  — г .
Г

дх ' dt/ д г 'Отсюда, вычисляя производные и принимая во
внимание ограниченность первых производных функции v 
в окрестности точки г ' =  0, получаем:

д и
дх

^  Л ПРИ г - +  ОО.

» д и  д иАналогичные оценки имеют место для производных и



7. Внешние краевые задачи. Единственность решения для 
двух- и трехмерных задач. Внешние краевые задачи по-раз
ному ставятся для трех и двух независимых переменных.

Рассмотрим сначала случай трех переменных. Пусть Т — 
область, внешняя к некоторой замкнутой поверхности 2.

П е р в а я  в н е ш н я я  к р а е в а я  з а д а ч а  (внешняя з а 
дача Дирихле) состоит в следующем:

требуется найти функцию и (х ,у ,г ) ,  удовлетворяющую усло
виям:

1) Аи =  0 в неограниченной области Т;
2) и всюду непрерывна, включая поверхность 2 ;
3) и\ 2 =  f(x, у, г), где f — функция, заданная на поверх

ности 2 ;
4) и(М) равномерно стремится к 0 на бесконечности: 

и(М) —*■ 0 при М —► оо.
Последнее условие является существенным для единствен

ности решения, в чем легко убедиться на простом примере. 
Пусть требуется решить внешнюю первую краевую задачу для 
сферы S n радиуса R с постоянным граничным условием

« Is* =  const =  f0.

Опуская условие 4), видим, что решениями задачи могут слу-D
жить функции Ui =  f0 и u 2 =  fo —  , а также любая функция 

и — а и ,+ Р и 2, где cc-f-{5— 1.
Д окажем , что

внешняя первая краевая задача для гармонических функ
ций с тремя независимыми переменными имеет единственное 
решение. Предполагая существование двух решений и и2, 
удовлетворяющих условиям 1)— 4) ,  видим, что их разность 
и =  Ui — и2 представляет собой решение задачи с нулевыми 
граничными условиями. Поскольку условие
4) выполнено также для функции и, то для 
произвольного е >  О можно указать такое 
R*, что

| и (М) | <  8 при r ^ R * .

Если точка М  лежит внутри области Т'
(рис. 47), заключенной между поверхно
стью 2  и сферой S r (г >7?*), то и (Л 7)< е , Рис. 47. 
как то  следует из принципа максимального
значения, примененного к области Т'. В силу произвольности е 
заключаем, что и ^ О в  области Т', а также и во всей области Т, 
что и доказывает единственность решения внешней первой крае
вой задачи в пространстве.



П е р в а я  в н е ш н я я  з а д а ч а  н а  п л о с к о с т и  ставит
ся следующим образом:

требуется найти функцию и, удовлетворяющую условиям :
1) Ди =  0 в рассматриваемой бесконечной области 2 , огра

ниченной контуром С;
2) функция и всюду непрерывна, включая С;
3) и\ с =  f(x, у ) , где / — функция, заданная на С;
4) и(М) ограничена в бесконечности, т. е. существует такое 

число N, что |п(М) | ^  N.
Требование обращения решения в нуль на бесконечности и 

здесь оказывается достаточным, чтобы доказать, что двух раз
ных решений быть не может, но оно является слишком силь
ным, так как при нем задача может оказаться вообще нераз
решимой.

Докажем, что
внешняя первая краевая задача для функций двул  перемен

ных имеет единственное решение.
Допуская существование двух различных решений и\ и и2 и 

рассматривая их разность и =  и4— и2, являющуюся решением
первой краевой задачи с нулевыми гра
ничными условиями, будем в силу усло
вия 4) иметь

|«|< W  =  W, +  W2,
где Ni и N2 таковы, что |«i| ^.N i,  
| « 21 «с; N2. Обозначим через область, 
лежащую внутри С и являющуюся до
полнением к области 2, так что 2  +  2 i  
есть вся плоскость. Возьмем точку М0 
вкутри 2 t и окружность радиуса R с 
центром в точке М0, лежащую внутри 2 t 
(рис. 48). Гармоническая функция 

1п(1/Ямм„) не имеет особенностей в области 2 ;  функция 
In ( R m m J R )  положительна во всей области 2, включая С. 
Пусть CRl— окружность радиуса Ri с центром в М0, содержа
щая целиком контур С, и 2 '  — область, ограниченная кривыми 
С и CRl. Функция uRl, определяемая равенством

Рис. 48.

и _  V ln ( W * )  
U* ' - N  In ( * , / * )

(23)

есть гармоническая функция, равная N на окружности радиуса 
R i ,  положительная на С; из принципа максимального значения 
следует, что иД| является мажорантой для модуля функции 
и(М) в области 2 ;

I «  Ш) I < «я, (М).



Фиксируем точку М и будем неограниченно увеличивать Rь 
Очевидно, что 0 при Ri-t-oo. Отсюда следует, что

и (М) =  0.
Тем самым, в силу произвольности М, единственность решения 
поставленной задачи доказана. Единственность решения этой 
задачи можно также доказать, пользуясь преобразованием об
ратных радиусов-векторов, переводящим область, внешнюю 
к контуру С, в область, внутреннюю к контуру С', в который 
переходит контур С.

При этом бесконечно удаленная точка перейдет в изолиро
ванную особую точку, в окрестности которой функция v ограни
чена. Из теоремы п. 5 будет вытекать гармоничность функции 
v  в начале координат, а тем самым и единственность решения.

Из приведенных рассуждений следует, что гармоническая 
функция двух переменных и(М), ограниченная в бесконечности, 
стремится к определенному пределу при М, стремящейся к бес
конечности.

Различие в постановке первой краевой внешней задачи для 
двух и трех переменных можно пояснить на следующем физи
ческом примере. Пусть дан шар радиуса R, на поверхности ко
торого поддерживается постоянная температура ип, и требуется 
определить стационарное распределение температуры во внеш
нем пространстве. Функция u =  Uo(R/r) представляет решение 
этой задачи, обращающееся в нуль на бесконечности.

Рассмотрим теперь двумерную задачу, и пусть на окружности 
радиуса R задано постоянное граничное значение

и l2 =  fn =  const.
В этом случае и =  /0 есть единственное ограниченное решение 
задачи и никакого решения, обращающегося в нуль на беско
нечности, не существует. Мы уже встречались с существенно 
различным характером поведения гармонических функций 
в бесконечности для двух и трех независимых переменных (на
пример, поведение 1/г и In 1/г на бесконечности).

Для пространственной и плоской неограниченных областей 
имеет место принцип максимального значения. В этом нетрудно 
убедиться с помощью рассуждений, аналогичных тем, которые 
были использованы при доказательстве теорем единственности. 
Отсюда, в свою очередь, вытекает непрерывная зависимость ре
шения от граничных условий.

8. Вторая краевая задача. Теорема единственности. Реше
нием второй краевой задачи будем называть функцию и, не
прерывную в области Т -|- 2 и удовлетворяющую на поверх
ности 2  условию

д и  г , , . .



Докажем, что решение второй внутренней краевой задачи 
(внутренней задачи Неймана) определяется с точностью до про
извольной постоянной.

Доказательство проведем при дополнительном предположе
нии, что функция и имеет непрерывные первые производные- 
в области Т +  2  *).

Пусть Ui и « 2— Две непрерывно дифференцируемые в Г +  
+  2  функции, удовлетворяющие уравнению Да =  0 в Т и ус-

ди = / (М) на 2 . Для Лункции u — ui — u2 будемловию д п
иметь:

д и
дп =  0 .

Полагая в первой формуле Грина (3) v — u и учитывая соот
ношения Дм =  0 и = 0 ,  получаем:

Ш Ш + Ф Г + Ш ’] * - 0-

Отсюда в силу непрерывности функции и и ее первых произ
водных следует:

д и  д и  д и  „ ,-^— =  ^ — =  -^- =  0, т. е. и =  const, дх д у д г
что и требовалось доказать.

Изложенный здесь метод доказательства применим и в слу
чае неограниченной области для функ
ций, удовлетворяющих требованиям ре
гулярности на бесконечности.

Покажем, что в случае неограничен
ной области, внешней к замкнутой по
верхности, формула Грина (3) примени
ма для функций, регулярных на беско
нечности.

Рассмотрим область Т, внешнюю к 
замкнутой поверхности. Проведем сферу 
2 Д столь большого радиуса, чтобы Сле
жала внутри 2 я. Обозначим TR область, 

ограниченную 2  и 2 Л (рис. 49). Применяя в области TR фор
мулу Грина к двум функциям, и и v, регулярным в

■) П редположение относительно непрерывности первых производных 
в Т +  2  сделано д л я  упрощения доказательства . Д оказательство  единствен
ности при наиболее общих предположениях было дано М. В. Келдышем и 
М . А. Л аврен тьевы м  (Д А Н  СССР, т. XVI, 1937); см. такж е  В. И. С м и р 
н о в ,  К урс высшей м атем атики , т. IV, Ф изматгиз, 1958.



бесконечности, получим:

Tr r R

du  d v  
d y  d y

d u  d v  
dz  dz •] dx +

+  1 1  u - £ r d a + S S u £ d a ‘ (24)

Оценим интеграл го 2п, используя при этом свойство регуляр
ности функций и  и V.

Я « dv
dn da J J U{V x cos a  +  vy cos p +  vz cos y) da

Отсюда видно, что

A  М.
R ‘ R 2

d a <  4я R2 12nA2

lim Г Г и
R - * o о J  J

d v
dn da — 0.

Стоящий справа в (24) интеграл по TR стремится к интегралу 
по всей области Т при R —► оо. Этот интеграл существует, так 
как  подынтегральное выражение в силу регулярности и и и ис
чезает на бесконечности как 1/R1. Следовательно, существует 
предел

lim | J  J u Av d x  — J  J J  u&vdx.
R~*°° TR т

В результате мы приходим к формуле

г

- - Я П & £ + £ £ + £ # ] л + Я “ £ Л - (25)

Тем самым установлена применимость первой, а следовательно, 
и второй формул Грина для неограниченных областей к функ
циям, регулярным на бесконечности.

Покажем теперь, что вторая внешняя краевая задача (внеш
няя задача Неймана) имеет единственное решение, регулярное 
на бесконечности.



Полагая в формуле (25) v — и =  Ui — ы2 и учитывая, что
д и  „=  U, получим:

2
Аи =  0 и -д— д п

J J  J К +  “1 +  ul)dx =  0.

Отсюда в силу непрерывности производных функции и следует, 
что

их — 0, иу =  0, ыг =  0 и и =  const.

Так как и =  0 на бесконечности, то

и =  0, т. е. U\ =  и2,

что и требовалось доказать.
Естественно возникает вопрос: можно ли доказать этим же 

методом единственность первой краевой задачи?
Пусть «1 и и2 — различные решения первой краевой задачи 

(внутренней). Применим формулу (3) к функциям и =  щ — «2 
и v =  и в области Т, ограниченной поверхностью 2 :

J J J  u A u d x = - J J J (и\ + и* + u $ d x  +  j | u - ^ d a .
Т Т 2

Отсюда, принимая во внимание условия

Ды =  0, ы|2 =  0,
получаем

Ш к  + К + "1)^ =  0
т

и, следовательно,

их — иу — иг =  0 и и — const.

На поверхности 2  функция и равна нулю, поэтому мы можем 
утверждать, что

и =  0 и щ =  и2.

Однако это доказательство некорректно, поскольку в процес
се доказательства мы предполагали существование производ
ных искомой функции на поверхности 2 , что самой постановкой 
задачи не предусматривается. Доказательство единственности, 
основанное на принципе максимального значения, свободно от 
этого недостатка.



§ 3. Решение краевых задач для простейших 
областей методом разделения переменных

Решение краевых задач для уравнений Лапласа может быть 
найдено методом разделения переменных в случае некоторых 
простейших областей (круг, прямоугольник, шар и цилиндр и 
др.). Получающиеся при этом задачи на собственные значения 
(задачи Штурма — Лиувилля) приводят к различным классам 
специальных функций. В этом параграфе мы рассмотрим з ад а 
чи Дирихле (внутреннюю и внешнюю), при решении которых 
используются только тригонометрические функции. Позже, при 
изучении специальных функций, будут рассмотрены задачи Д и
рихле для сферы и цилиндра.

1. Первая краевая задача для круга. Решим первую краевую 
задачу для круга:

найти функцию и, удовлетворяющую уравнению:

Д« =  0 внутри круга (1)-

и граничному условию

u — f на границе круга , (2)

где f — заданная функция.
Мы предположим сначала, что функция f непрерывна и диф

ференцируема и решение и(М) непрерывно в замкнутой об
ласти; в дальнейшем мы освободимся от условия дифференци- 
руемости и даже непрерывности функции f (ср. п. 4 § 2) . Н а
ряду с внутренней краевой задачей мы будем рассматривать 
также внешнюю краевую задачу (см. § 2, п. 7).

Введем полярную систему координат (р, ф) с началом 
в центре круга. Уравнение (1) в полярных координатах имеет 
вид

. 1 д  ( д и \  . 1 д 2и п  /о\

(см. формулу (34) § 1). Будем решать задачу методом разде
ления переменных, т. е. будем искать частное решение уравне
ния (1), вида

и (р, ф) =  R (р) Ф (ф) Ф  0.

Подставляя предполагаемую форму решения в уравнение (3),. 
получим

d  (  d R \



где X — const. Отсюда получаем два уравнения: 
Ф" +  АФ =  0, Ф ^ О , (4)

(5)R ¥ "°-
Первое из этих уравнений дает:

Ф (ф) =  A cos У х  ф +  В sin У х  ф.
Заметим, что при изменении угла ф на величину 2я однознач
ная функция « (р , ф) должна вернуться к исходному значению

и (р. Ф +  2я) — и (р, ф) (условие периодичности).
Отсюда следует, что Ф(ф + 2я) = Ф(ф), т . е. Ф(ф) является пе
риодической^ функцией угла ф с периодом 2л. Это возможно толь
ко, если УХ — п, где п — целое число, и

Фп (ф) =  Ап cos пф +  Вп sin яф.
Функцию R (р) будем искать в виде R (р) = р .̂ Подставляя в 

уравнение (5) и сокращая на р̂ 1, найдем:

где С и D — постоянные.
Для решения внутренней задачи надо положить R =  

=  Срп(р, =  п), так как, если D Ф  0, то функция и =  #(р)Ф(ф) 
обращается в бесконечность при р = 0 и не является гармони
ческой функцией внутри круга. Для решения внешней задачи, 
наоборот, надо брать R — Dp~n (р = —п), так как решение 
внешней задачи должно быть ограничено в бесконечности.

Итак, частные решения нашей задачи найдены1):

‘ ) В ы раж ение оператора Л ап ласа в полярной системе координат (3) 
при р =  0 тер яет  смысл. Д о каж ем , что Ди п =  0 такж е  при р =  0. Д л я  до 
казател ь ства  этого мы у ж е  не можем пользоваться полярной системой коор
динат.

Перейдем к  декартовой  системе координат; частные решения

являю тся многочленами по х и у. Очевидно, что многочлен, удовлетворяю 
щий уравнению  Ди =  0 при р >  0, в силу непрерывности вторых производ
ных удовл етво р яет  т а к ж е  этому уравнению при р =  0.

Следовательно,
п2 =  р2 или р =  ± п (п >  0). 

R (р) =  Ср* +  Dp~n,

Ип (Р. ф) =  Ря (An COS Иф +  Вп sin ш р) для р<1а, 

ип (р, =  (Ап cos n(f + Вп sin tiqi) для р



Суммы этих решений
оо

ti (р, ф) =  2  р” (Ап cos Щ  +  В п sin /гф) д л я  внутренней задачи , 
п=о

оо

и  (р, ф) =  (Ап cos /гф +  В п sin «ф) д л я  внешней задачи
п = 0

при достаточно хорошей сходимости т ак ж е  будут гармонически
ми функциями.

Д л я  определения коэффициентов А п и В п используем г р а 
ничное условие

оо

и (а, ф) =  2  (Ап cos яф +  В п sin nq>) =  f. (6)
п - 0

Считая, что f  задана  как функция угла ф, возьмем ее р а зл о 
жение в ряд Фурье

оо

f  (ф)=  "гг +  («л cos пф +  sin пф), (7)
п =  1где

я

Оо = J / № rf-ф,
- Я

Я

^П =  ~  J  f  (Ф) cos пг|з А|> ( « = 1 , 2 , . . . ) ,
— Я

Я

=  4  /  /  (Ф) sin /ггр rfip ( п = 1 , 2 , . . . ) .
— Я

С равнивая ряды (6) и (7), получаем:

Л 0 =  -у-, Л„ =  -^ т ,  =  д л я  внутренней задачи ,

Л0 =  -у-> А п =  апап, В п —  ап$п д л я  внешней задачи .

Таким образом, мы получили формальное решение первой внут
ренней задачи для круга в виде ряда

оо

и (р. ф) = + Yi  (■£)" cos nv + в»sin щ '>'
/г*=1



а  решение внешней задачи в виде
оо

U (р. ф) =  -у- +  ^  ( f )  (а« COS п  ф +  Р„ sin шр). (9;
П= I

Чтобы убедиться в том, что полученные функции действительно 
являю тся искомыми решениями, нужно убедиться в примени
мости принципа суперпозиции, для чего надо доказать сходи
мость рядов, возможность их почленного дифференцирования 
а такж е  доказать  непрерывность этих функций на границе 
круга. Оба ряда можно представить одной формулой

оо

и (р , Ф) =  ^  tn (а„ c o s  пер +  р„ s i n  ш р) +  ,
П-=1

г д е

( — ^ 1  при р ^ а  (внутренняя задача),

{ — <  1 при р ^ а  (внешняя задача),
I Р

Од, р„ — коэффициенты Фурье функции / ( ф).
Д окаж ем , что ряды (8), (9) можно дифференцировать npi 

t <  1 любое число раз. Пусть

ип =  tn (а„ cos пф +  р„ sin п Ф).

Вычислим k-io производную функции ип по ф

=  tnn k | а „  cos ^mp +  k j j  +  Р„ sin (nq> +  k  - | ) ] . 

Отсюда получаем оценку
д кип <  tnn k2M,

где  через М  обозначен максимум модуля коэффициентов Фуры 
и р„:

I «„ 1 < А1, |р„|<М. (10
Фиксируем некоторые значения р0 <С а (для внутренней зад ач и ’ 
или pi =  а2/ р0 >  а (для внешней задачи), при этом to —  ро /а  <
<  1. Р ассм атр и вая  ряд

оо оо
S r n f t ( | a „ |  +  | p „ | ) < 2 M  2 / 0V  ( / < f 0),

и== 1 п—1

видим, что он сходится равномерно при t ^  to <  1 при любои 
к.  Поэтому ряды (8) и (9) можно дифференцировать по с



в любой точке внутри (вне) круга любое число раз. Аналогично 
доказывается, что по переменной р такж е можно дифф еренци
ровать ряды (8) и (9) внутри (вне) круга радиуса ро <  а 
(pi >  а) сколько угодно раз.

В силу произвольности р0 заключаем, что ряды (8) и (9) 
почленно дифференцируемы во всякой внутренней (внешней) 
точке круга. Из возможности почленного дифференцирования 
следует применимость принципа суперпозиции. Таким образом 
доказано, что функции (8) и (9) удовлетворяют уравнению 
Ди =  0 *).

При этом доказательстве мы пользовались только тем свой
ством функции f(cp), что ее коэффициенты Фурье ограничены 
(формула (10)) .  Это имеет место для любой ограниченной 
функции (и д аж е  для любой абсолютно интегрируемой функ
ции). Таким образом, ряды (8) и (9), соответствующие любой 
ограниченной функции, определяют функции, удовлетворяющие 
уравнению

Ли =  0 для / <  1.

Этим замечанием мы воспользуемся позже при обобщении ре
зультатов, полученных в настоящем пункте.

Обратимся теперь к доказательству непрерывности функции 
в замкнутой области (t ^  1). Очевидно, что без более д етал ь 
ных сведений относительно свойств функции f(cp) этого сделать 
нельзя.

Из предположенной непрерывности и дифференцируемое™  
функции /(ср) следует ее разложимость в ряд Фурье, а так ж е  
сходимость ряда

S ( | a J  +  I P » I X ° o .  (И)
П=\

С другой стороны, имеем:

I tnan cos жр К  | <х„ I, | sin я<р К  | Р„ |.

Поэтому ряды (8) и (9) сходятся равномерно при / < Л  и, сл е 
довательно, представляемые ими функции непрерывны на г р а 
нице круга. Из формулы (11) видно, что функция (9),  полу
ченная для внешней задачи, ограничена на бесконечности.

Таким образом установлено, что ряды (8) и (9) удовлетво
ряю т всем условиям рассматриваемых задач.

')  Это уравнение удовлетворяется такж е при р =  0; в самом деле, вы
р аж ая  производные по декартовым координатам через производные по по
лярным координатам, нетрудно убедиться, что функции (8) и (9) при t ^  t0 
мож но дифференцировать по х и у любое число раз. В силу примечания на*, 
стр. 310 отсюда следует, что



2. Интеграл Пуассона. Преобразуем теперь формулы (8) и (9) 
к более простому виду. Д ля  определенности рассмотрим внут
реннюю задачу, а для внешней напишем результат по аналогии.

П одставляя  выражения для коэффициентов Фурье в форму
лу  (8) и меняя порядок суммирования и интегрирования, будем 
иметь:

Я I 1 _ \ П
chlp=и ( р, ф ) = ^ -  J  /  С Ф ) j 4  +  S  ( " а  )  ( c o s m p c o s m p + s in m p s in m p )

П=1
Я

=  ¥ J IТ + S  (£) cosn((f — “Ф) |*1>- (12)
—я I п— 1 )

П роизведем следующие тождественные преобразования:
оо оо

Y  - f  ^  t n cos п  (ф — ip) =  у  +  - j  ^  tn [eln (4>-w +  e ~ in №-1’)] ==
п= 1 п—1

( 00 I
== Т   ̂ 1 +  S  tei +  Уе~ 1 №_ф))"] =

I п= 1 J
1 Г /еМФ-Ф) t e - K  Ф-+» 1

2 [ +  I - t e l №-*» +  1 -  t e ~ l (ф- ф) J _
1 I — t2
2 1 — 21 cos (ф — +  t 2

П о д ставл яя  полученные результаты в равенство (12), полу
чаем:

Я

«(Р. Ф) =  А_ / / Щ ^ - _ 2арс^ ~ фР1 ^ ) +  а2^ .  (13)
— Я

П олученная формула, даю щ ая решение первой краевой задачи 
внутри круга, назы вается и н т е г р а - л о м  П у а с с о н а ,  а под
ынтегральное выражение

К  (Pi ф> a, ip) р 2 _  20р cos ( ф  — ф) +  а2

—  я д р о м  П у а с с о н а .  Отметим, что /С (р, Ф, a, ip) > 0  при 
р С  а, т ак  как  2ар < o 2 - f  р2, если р ф а .

И нтеграл  П уассона выведен в предположении р <  а\ при 
р  =  а представление (13) теряет смысл. Однако

lirn и (р, Ф ) = / ( ф о ) ,
р - > а

ф -» ф д



так к а к  ряд, из которого получен интеграл Пуассона, является 
непрерывной функцией в замкнутой области.

Функция, определенная формулой

удовлетворяет уравнению Ды =  О при р <  а, непрерывна в з а м 
кнутой области, включая окружность р =  а.

Решение внешней краевой задачи, очевидно, имеет вид

В самом начале мы предположили, что функция /(ср) не
прерывна и дифференцируема, и, пользуясь этим, доказали, что 
решение задачи можно представить в виде бесконечного ряда. 
В дальнейшем с помощью тождественных преобразований мы 
перешли от ряда к интегралу Пуассона.

Д окаж ем  теперь, что интеграл Пуассона дает решение пер
вой краевой задачи и в том случае,  когда функция  / ( ф) только 
непрерывна.

Интеграл Пуассона представляет решение уравнения Л а п л а 
са при р < а  (t <.  1) для произвольной ограниченной функции 
/ (ф ).  В самом деле, при р •< a (t <С 1) интеграл Пуассона т о ж 
дествен ряду (8) и в силу замечания, сделанного на стр. 313, 
удовлетворяет уравнению Ды =  О при произвольной ограничен
ной функции / (ф ).

Таким образом, нам остается доказать, что функция и в н а 
шем случае непрерывно примыкает к граничным значениям. 
Выберем какую-либо последовательность непрерывных диф ф е
ренцируемых функций

Последовательности граничных функций будет соответствовать по
следовательность гармонических функций ы а ( р , Ф ) ,  определяемых

Я

(130
. / (ф) при р =  а

я

р2 — 2ар cos (ф — г|)) +  а2
d\ |з при р >  а,

(И )— Я

f  (ф) при р =  а.

f  1 (ф). /2 (ф). • • •. fk (ф). • • • 
равномерно сходящуюся к функции / ( ф) *):

l im  / й (ф ) =  /  (ф ).
Л -» о о

') Мы не будем останавливаться на том, как это осуществить. Такую 
последовательность можно выбрать многими способами.



по формуле (13) или (8). Равномерная сходимость последова
тельности (М ф )}  означает, что для любого е > 0  можно указать 
такое к0{г) >  0, что

I f* (ф) — fft+t (ф) I <  е при k > k 0(e), 1 >  0.

Д л я  функций Uh(r, ф), представляющих решения первой 
краевой задачи, в силу принципа максимального значения, бу
дем иметь:

|Hfe(p, ф) — uk+t(p, ф) | <  е
при р ^ р о ,  если k >  k Q(e), I >  0.

Таким образом, последовательность {«й} сходится равномерно 
к некоторой функции и —  lim uk. П редельная функция н(р, ф)

/г ->  оо

непрерывна в замкнутой области, поскольку все функции и*, 
лредставляем ы е интегралами

Я

Uk ( Р .  ф )  =  /  р2 _  2 а р  c o s  (фР-  -ф) +  а2 ^  ^  d ^ ' '
— Я

непрерывны в замкнутой области. Очевидно, что 

и  (Р. ф) =  lim uk (р, ф) =
Й ->  оо

Я

=  i  I  ^ 2 а р  сао з 7 ф - Ч О + р ^  W  ^  ПРИ ? < а >
— Я

/ (ф) при р =  а,

так  как последовательность {/*,} сходится равномерно к /  и 
поэтому предельный переход под знаком интеграла законен. 

Таким образом функция
Я

“ <Р’ =  ^  , f  p’ - i a p t T t o - V  +  a f f W * *
— Я

при произвольной непрерывной функции / ( ф) является реш е
нием уравнения Л ап л аса ,  непрерывно примыкающим на грани
це круга к заданным значениям.

3. Случай разрывных граничных значений. Д окаж ем , что 
формулы (13') и (14) дают решение краевой задачи для про
извольной кусочно-непрерывной функции / (ф ),  т. е., что это 
решение ограничено во всей области и непрерывно примыкает 
к граничным значениям в точках непрерывности функции / ( ф ) ,  
являясь ,  таким образом, единственным решением, обладаю щ им



этим свойством (ср. § 2, п. 4). Пусть ф0 — какая-либо точка не
прерывности функции f ( ф). Н адо доказать, что каково бы ни 
было е >  0, найдется такое 6(e), что

I « (Р. ф) — f  (Фо) I <  е,
■если

| р — а  | <  6 (е) и | ф — Фо I <  б (е).

В силу непрерывности функции / ( ф) существует такое бо(е),
что

I f (ф) — f (Фо) !<-§-»  если |ф — Фо | < б 0(е).

Рассмотрим вспомогательные непрерывные и дифференцируе
мые функции /(ф) и f (ф ), удовлетворяющие следующим усло
виям:

Дф) = /(фо) + у  Для |ф — фо| < б 0(е),

Ш  >  f  (Ф) Для IФ — Фо I >  60 (е)
и

Ш )  =  f  (фо) — \  для  |ф — Фо | < б 0(е),

/(ф) <  f  (ф) для  | ф — Фо | >  б0 (е),

а в остальном произвольные. Если при помощи формулы (13) 
мы определим для f  и f функции й (р, ф) и ы(р, ф), то это будут 
гармонические функции, непрерывно примыкающие к f ( ф) и 
£(ф)-

В силу положительности ядра Пуассона имеем, что 

и { р, ф )< ы (р , ф )< й (р ,  ф),
т ак  как

ДфХ / (фХ /  (ф).
И з непрерывности функций й(р, ф) и ы(р, ф) на границе при 
Ф =  фо следует существование такого 61(e), что

I « (Р. ф) — f  (Фо) К  т  Для | р — а | <  б! (е), I Ф — Ф о  I <  6j (е)
я

I « Р. ф) — / (фо) I <  т  Для | р — а | <  б1 (е), | Ф — Фо I <  (е).



И з этих неравенств находим:

й(р, Ф )< Й Ф о ) +  у  =  /(фо) +  е, 

f  (фо) — 8 =  f (фо) — Y  <  Ч (р. ф)
Д Л Я

I Ф — Фо I < б ( е ) ,

| р — а | <  б (е),

где б =  min (60, 61).
Сопоставляя полученные неравенства, находим, что

f  (Фо) — е <  и (р, ф ) <  и( р, ф) <  й (р, ф ) <  /  (ф0) +  е

что и доказывает непрерывность и ( р, ф) в точке (а, ф0).
Ограниченность «(р, ф) следует из того, что в силу положи

тельности ядра Пуассона

так  как  в силу ранее доказанного левая часть представляет 
гармоническую функцию, непрерывно примыкающую к гранич
ным значениям / =  1, а такая функция тождественно равна 1. 
Аналогично и ( р, ф) >  М и если /  >  М и что и доказывает огра
ниченность модуля функции «(р, ф).

§ 4. Функция источника

Метод функции источника дает удобный аппарат д л я  анали
тического представления решения краевых задач.

В настоящем п араграф е будут даны определение и основные 
свойства функции источника для уравнения Л апласа ,  а т ак ж е  
будут построены функции источника для ряда простейших о б ла
стей (круг, сфера, полупространство). Это построение провоз 
дится методом электростатических изображений.

или

I и (Р. ф) — /  (Фо) I <  е для
| а — р | <  б (е), 

I Ф — Фо i < 6 (е),

■ 2 , 2-----о---- ;------------ -гг dt y  =  Ма2 +  р — 2ар cos (ф — -ф)

если | / (ф )  | <С М.  Значение ж е  интеграла

2я



1. Функция источника для уравнения Ди =■ 0 и ее основные 
свойства. Д ля  всякой функции и, непрерывной вместе с первыми 
производными в замкнутой области Т, ограниченной достаточно 
гладкой поверхностью 2 , и имеющей вторые производные вну
три Т, как было показано в § 2, п. 1, имеет место интегральное 
представление

ди
RРМо дп и(Р) дп \ R

1
'РМ,

4 я

da  г

ш

Ди
' М М  О

dr м- ( 1)

Е сли функция и ( М )  гармоническая, то объемный интеграл р а 
вен нулю; если же и(М )  удовлетворяет уравнению Пуассона, 
то объемный интеграл является известной функцией.

Пусть v { M ) — некоторая гармоническая функция, непрерыв
ная в r  +  S вместе с первыми производными, не имеющая нигде 
особенностей. Вторая формула Грина

Л / ( « Д о - о Д и ) Л =  J J  ( « - § £ -  v ^ )  da
Т 2

дает:

0 = Л ( °  ж - “ ж ) й а _  J. I  J v A u d T - (2)2 т

Складывая (2) и (1), получаем:

2  Г

тде

G {М, М 0) =  ------- f- v (3')
*пкмм,

—  функция двух точек: М 0(х, у, z)  и Al(g, t|, С)- Точка М 0 фикси
рована, и поэтому х, у, z  играют роль параметров.

Формула (3) содерж иты |2 и . М еж ду тем, при решении

первой краевой задачи задается лишь u|s , а при решении вто

рой краевой задачи — значение J  . Функция v выбирается 

таким  образом, чтобы G |х =  0 для  первой краевой задачи



= 0  для второй краевой задачи j .  Определим функции:

G ( M , P )  при помощи условий:
1 . G ( M , P )  как функция точки Р(%, т], £) при фиксированной 

точке М ( х ,  у, г)  удовлетворяет уравнению Л ап ласа

во всех точках Р  области Т, кроме точки Р =  М.
2. G ( M , P )  при совпадении аргументов (М =  Р) обращается 

в бесконечность и представима в виде (3 '),  где v =  v ( M ,  Р)  — 
гармоническая всюду в Т функция.

3. G(M, Р)  на границе обращается в нуль:

Этому условию можно удовлетворить, потребовав, чтобы

Функцию G, определенную таким образом, будем называть 
ф у н к ц и е й  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  п е р в о й  к р а е в о й  
з а д а ч и  д л я  у р а в н е н и я  Ди =  0. Функция источника по- 

j зволяет дать явное представление для решения первой краевой 
 ̂ задачи для уравнения Ди =  0. В самом деле, формула (3) дает:

“ М О - - J J ’ f - S J - * ’ (4)
Следует иметь в виду, что формула (4) получена с помощью 

формулы Грина, предполагающей выполнение определенных 
условий в отношении функций и и G и поверхности 2 .  В форму-

/  Л \  & Gлу (4) входит в ы р а ж е н и е - ^ - ,  существование которого на поверх-
ности 2  не следует непосредственно из определения функции G.

При получении формулы (4) мы исходим из того, что суще
ствует гармоническая функция и, принимающая на поверхности
2  значение f. Тем самым даж е  для тех областей, для которых 
существует функция источника, удовлетворяющая условиям при
менимости формулы Грина, формула (4) дает явное представле
ние лишь тех решений и первой краевой задачи, которые удовле
творяют условиям применимости формулы Гр'ина (доказывая 
единственность этого класса решений первой краевой зад ачи ).

Подробное исследование формулы (4), проведенное А. М. Л я 
пуновым, показало, что для широкого класса поверхностей, н а 
зываемых поверхностями Ляпунова (см. § 5), она представляет 
решение первой краевой задачи при весьма общих условиях.

Остановимся еще раз на определении функции G. Функция 
G определяется при помощи функции и, являющейся решением

AG =  Gnr]+ G &  =  0, Р ф М

G (М, Р) =  0, если Р е Е ,



первой краевой задачи для уравнения

Ли
с граничными значениями

» 1Х =

Может создаться впечатление, что имеет место порочный круг. 
Для нахождения функции и — решения первой краевой задачи — 
надо найти функцию v — решение той же задачи. Н а самом 
деле порочного круга нет, так как  знание функции источника 
позволяет решить первую краевую задачу с произвольными гра
ничными значениями ( н | 2 —  f),  в то время как для нахождения 
самой функции G достаточно решить краевую задачу  со специ
альными граничными значениями (o |s  = — \ / 4 n R ) ,  что, как мы 
увидим на ряде примеров, значительно проще.

При электростатической интерпретации функция источника

G(M, M0) =  ^ + v

представляет потенциал в точке М  точечного з а р я д а 1), поме
щенного в точку М 0 внутри заземленной проводящей поверхно
сти 2 . Первое слагаемое l /4nR  есть, очевидно, потенциал точеч
ного заряда в свободном пространстве, а второе слагаемое v 
обозначает потенциал поля зарядов, индуцированных на прово
дящей поверхности 2. Таким образом, построение функции ис
точника сводится к определению индуцированного поля.

Остановимся на некоторых свойствах функции источника. 
При этом мы будем предполагать, что рассматриваемые области 
таковы, что для них существуют функции источника, обладаю 
щие нормальными производными на поверхности 2  и удовле
творяющие условиям применимости формулы Грина.

1. Функция источника всюду положительна внутри Т. В са 
мом деле, функция G обращается в нуль на границе области 2  
и положительна на поверхности достаточно малой сферы, опи
санной вокруг полюса. Отсюда следует, в силу принципа макси
мального значения, ее положительность во всей области.

‘) При термической интерпретации стационарная температура точечного 
источника тепла интенсивности q определяется формулой

q/4nkr,

где k — коэффициент теплопроводности. Таким образом, функция G(MM0) 
является температурой в точке М, если температура поверхности тела равна 
нулю, а в точке М0 помещен тепловой источник интенсивности q — k.

Если размерность длины выбрана так, что k =  1, то функция G соответ
ствует источнику интенсивности, равной единице.

11 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



Заметим  также, что
dG
dn

что непосредственно следует из доказанной положительности 
условия G |s =  0.

2. Функция источника симметрична относительно своих арг 
ментов М 0(х, у, z)  и М Ц ,  t j ,  £ ) :

G(M ,  М 0) =  G ( М 0, М).

Пусть М'о и М'о — некоторые фиксированные точки области ! 
Проведем сферы 2 4 и 2г радиуса е с центрами в точках Мо 
Мо  (рис. 50). П олагая

и (М) =  G ( М ,  Мо), v (М)  =  G (М,  М'о') 

и применяя формулу Грина

I I  [u ^ - v ^ ) da (!
Т & 2 , + Z j + S

к области Т е, ограниченной поверхностями Б, 2 i  и 2г, буде 
иметь:

Я О ( л , , ж а ^ < > - О ( м , ж о ^ 1

+ я

6G (м, Мо) , „ dG (м, М'о) 
G (М,  М'о) -  G ( М ,  ЛГ2Г) 0) doM =  (

2,
так  как  левая часть уравнения (5) равна нулю, поскольк 
ДО =  0, а интеграл по поверхности 2  равен нулю в силу гра 
ничных условий. Переходя затем к пределу при е - > 0  и исполь 
зуя особенность функции источника, получим4) :

G (М'0, Mg) =  G (Mg, М'о)
или

G (M ,  М 0) —  G (Мо, М).

Д о казан н ая  симметрия функции источника является матема 
тическим выражением п р и н ц и п а  в з а и м н о с т и  в физике 
источник, помещенный в точку М0, производит в точке М  тако( 
ж е  действие, какое производит в точке М 0 источник, помещен 
ный в точку М .  Принцип взаимности носит весьма общий харак 
тер и относится к различным физическим полям (электромаг 
нитным, упругим и т. д .) .

') Ляпуновым установлена эта теорема в применении к классу поверх 
ностей, называемых поверхностями Ляпунова.



Отметим, в частности, что из свойств симметрии следует, что 
при фиксированном М и ( М 0) =  G ( M , M 0),  как функция пере
менных х, у , z  точки М 0, обладает тем же свойством, что и функ
ция v ( M )  =  G(M,  Afo) переменных | ,  т), £ точки М  при фикси
рованном М 0, т. е. Дмо G =  0 при М ф  М 0, G =  0 при М 0 <= 2.

Функция источника G ( M , M 0) для слу
чая двух измерений, очевидно, будет опре
деляться условиями:

1 . AG =  0 всюду в рассматриваемой об
ласти 5 ,  кроме точки М  =  М 0.

2. В точке М =  М 0 функция G имеет 
особенность вида

1
2я 1п R

3. G \ c  =  0, где С — граница области S. 
Функция источника в этом случае имеет вид

G (M ,  М0) =  -~- In2п Rмм0
V (м , М0),

где v —  всюду непрерывная гармоническая функция, удовлетво
ряющая на границе условию

1
0 |с =  - - ^ 1п мм,

Решение первой краевой задачи для Аи  =  0 при этом дается 
формулой

и (М 0) =  -  j f ^ - d s  (f =  u у .  
с

2. Метод электростатических изображений и функции источ
ника для  сферы. Наиболее распространенным методом построе
ния функции источника является м е т о д  э л е к т р о с т а т и ч е 
с к и х  и з о б р а ж е н и й .  Идея его состоит в том, что при по
строении функции источника

G(M,  М0) = 1 - А —  + о  
*пкмма

индуцированное поле v представляется как поле зарядов, распо
ложенных вне поверхности 2  и выбираемых таким образом, 
чтобы выполнялось условие

, _  1 
v  “  4nR ’

Эти заряды называются э л е к т р о с т а т и ч е с к и м и  и з о б р а 
ж е н и я м и  единичного заряда ,  помещенного в точку М 0 и



создающего в отсутствие поверхности Е потенциал 1/4яR. В 
многих случаях выбор таких зарядов не представляет труд; 
Н иж е мы приведем примеры построения функции источника м< 
тодом электростатических изображений.

Из представления функций источника, полученных во все 
этих примерах, непосредственно видна непрерывность первы 
производных функций G на поверхности 2 .

В качестве первого примера рассмотрим функцию источник 
для сферы.

Пусть д ана  сфера радиуса R  с центром в точке О  и требует 
ся найти для нее функцию источника.

Поместим в точку М 0 единичный заряд  и отложим на ради 
усе, проходящем через точку М 0, такой отрезок О М и что

PoPi =  R 2. (6

где ро =  ОМ  о и pi =  O M t (рис. 51).
П реобразование (6), ставящее в соответствие точке М 0 опре 

деленную точку М и является преобразованием обратных ради 
усов, а сама точка Mi  называется с о п р я ж е н н о й  сточкой  М 0 
Это преобразование является взаимным, и точку М 0 можно рас 
см атривать  как  сопряженную с точкой Mi.

Д окаж ем , что для всех точек Р, расположенных на сфере 
расстояния до М 0 и Mi  пропорциональны. Д ля  этого рассмотри»

треугольники О Р М 0 и ОРМ\  (см 
рис. 51); они подобны, так ка! 
угол при О общий, а прилежа 
щие к нему стороны пропорцио 
нальны:

Ро
R

—  —  или ОМ  1

Из подобия треугольников еле 
дует:

г О _ _  Ро _ _  
г ,  R Pi (7)

где г0 =  |М оЯ |,  t i  =  | М > | .  И з пропорции (7) получаем:

г _ Ро г
r ° R 1

для всех точек сферы. Поэтому гармоническая функция V —

=  — J L - L  на сфере принимает то же значение, что и функция 
Р° г \

— 1/го. О на представляет, очевидно, потенциал зар я д а  величины
— R / ро, помещенного в точку Mi.



Таким образом, функция
G(P,  M0) =  _ L ( _ - L _ J L _ L )

v u/ 4jt \  r0 po r\ ) (8)

и является искомой функцией источника для сферы, так как 
это — гармоническая функция, имеющая в М 0 особенность 1/4яг0 
и обращ аю щ аяся в нуль на сфере.

Решение первой краевой задачи дается формулой (4). 
Вычислим производную

« *дп 4п

где п —  внешняя нормаль, r 1 =  |M 1M | (М, вообще говоря, не 
л еж и т  на сфере).

Производные от 1 /г0 и 1 /г, по направлению п  равны
д /  1 \  д (  1 \  дг0 1 / ч 4

дп

д
дп t k ) - m

дп

дг\
дп

------cos (г j, а),

так как
4 ^ -  =  c o s  ( г о ,  п ) ,  =  c o s  ( г и  п ).

дг.
дп дп

Н етрудно  найти величины c o s ( r0, п) и co s ( r j ,  л): 

cos (г0, п) —

cos (гь  п) =

R2 + Гр -  
2Rr0 

R2 +  r2i -

Ро

Pi
2 Rr{

И спользуя пропорцию (7), будем иметь:

(Ю)

(Н)

(ПО

( П " )

/ г  +
соз(г,, и) |2 =

R2

Ро
R'
Ро

2 R — r0
Ро

Р l + r l - R *  
2р 0г0

Rтак  к а к  по определению точки М,, и r 1= - j j - r 0 на
ро гО

сфере 2. Пользуясь формулами (10), а т ак ж е  в ы раж ен и ям и  
(9), ( И ' ) ,  (11"). найдем:
dG

дп

1 Г 1 R* +  r2 - Pl  pg R pl +  r l - R 2 ]  

; 4я 1_ / q 2Rr0 R>r* p0 2Pora J
d2 „2R — Po



Таким образом, функция и ( М 0) в соответствии с формулой (4' 
равна

и ( М 0) =  - ± -  f [ f ( P ) * - Z £ d o P. (12
4я/? га

Введем сферическую систему координат с началом в центра 
сферы. Пусть (R,  0, ф ) — координаты точки Р, а (ро, 0о, Фо)—
координаты точки Мо\ у — угол между радиусами-векторами О/
и ОМ0. Тогда формулу (12) можно переписать в виде

2Я я 2 2
U (ро. 00. Фо) == —  I I f  (0, ф) — --------------------Г57-  sin 0 dQ dy ,  (12'

где
cos у  =  cos 0 cos 0O +  sin 0 sin 0O cos (ф — ф0) *). (13

Эта формула называется и н т е г р а л о м  П у а с с о н а  д л !  
с ф е р ы .

Тем ж е  методом может быть построена функция источник? 
для области, внешней к сфере,

О Ш , М , )  =  ^ { ± - ± ± ) ,  (14
Pi Г о

где ri =  M M i  — расстояние от фиксированной точки леж а 
щей вне сферы, г0 =  ММ0 — расстояние от точки М а, сопряжен 
ной с точкой Mi,  pi — расстояние М\  от начала координат, г 
R  — радиус сферы.

Учитывая различие направлений нормалей для внутренне! 
и внешней задач, получим:

r  Т  г р2- ^ 2
и(Рь 01, ф0 = —  — --------!------------- f (0, Ф) s in 0 сГ0 с?ф,

4л о о [*  — 2р,/? cos у +  Р?]

где cosy дается формулой (13) (индекс 0 надо заменить на 1)'
3. Функция источника для круга. Функция источника для 

круга может быть получена таким же способом, к а к  и функция 
для сферы. В этом случае функцию следует искать в виде

_______________  <15
!) В самом деле, направляющие косинусы векторов ОР и  ОМв равны 

соответственно (sin 0 cos ф, sin 0 sin ф, cos 0) и (s in 0oc o s9 o. sin 0О sin фо 
cos 0O) , откуда

cos у  =  cos 0 • cos 0o +  sin 0 sin 0O (cos ф cos ф0 +  sin ф sin ф0) =
=  cos 0 cos 0O +  sin 0 sin 6 0 cos (ф — ф0)



П овторяя рассуждение предыдущего пункта от формулы (6) до 
формулы (8), мы найдем функцию G в виде

(16)

dG

дп
1 R2 ~  РО

М,

где р0 =  ОМо, г0 =  М 0Р, ri —  MiP,  R =  OP —  радиус круга 
(рис. 52). Нетрудно убедиться в том, что определенная таким 
образом гармоническая функция 
обращается в нуль на границе

G |с =  0.
Д л я  решения первой краевой 

задачи надо вычислить значе- 
д Gния на окружности С. Вы

числения проходят аналогично 
случаю сферы и дают:

с 2nR Гц

Пусть (р, 0 ) — полярные координаты точки Р, лежащ ей 
окружности, а (ро, 0о) — координаты точки М о, тогда

r20= R 2 +  p l - 2 R 90c o s ( Q - Q 0).

Подставляя в формулу ■
1 Г R2 — р? ds

и Ро, 0 о ) = —  и ( Р ) — ^  —2я J ri R

на

это выражение для г0 и принимая во внимание, что 
и (Р) \c =  f  (0) и ds  =  RdQ,  

приходим для функции и ( М 0) к выражению

«(Ро, 0О)

2 я

i . b
R2- pI

+  Ро — 2/?р0 cos (0  — 0О)
f(Q)dQ,  (17)

называемому и н т е г р а л о м  П у а с с о н а  д л я  к р у г а  (см. 
стр. 314, формула (13)). Эта ж е формула с точностью до знака 
дает решение внешней задачи.

4. Функция источника для полупространства. Понятие функ
ции источника и формула (4) имеют место и для неограничен
ного пространства, если рассматривать функции, регулярные на 
бесконечности (см. § 2, п. 6). Н айдем функцию источника для 
полупространства z  >  0. Поместим в точку М 0(хо, у о ,  z 0) еди
ничный заряд, который создает в неограниченном пространстве



поле, потенциал которого определяется функцией
1

•, где R m,m =  V ( x ~  xq)2 +  (у — у  о)2 + ( z  — z 0)2.
4n #Af0M

Нетрудно видеть, что «индуцированное поле» v является полем 
отрицательного единичного заряда, помещенного в точк^

M i ( x 0, уо, — г0),  являющуюся зеркальным изображением точки 
М 0 в плоскости z =  0 (рис. 53). Функция G, равная

где
R 0 =  | M qM  I = Y ( x  — x 0f  +  (у — У о)2 +  (z — z 0)2,

Ri = | M XM  | = Y ( x  — x Q)2 +  (y — Уоf  +  (2 +  Zof ,

обращ ается в нуль при 2 =  0 и имеет нужную особенность 
в точке М0.

Вычислим дО
дп 2=0

дО_
дг

дО
дг 4п

П о л агая  z  —  О, находим: 
dG 

дп 2=0

Ч -1п [

. Очевидно, что
1г=0

г  — г 0 . 2  +  г 0
,з " ,3Ri

dG
dz

го
2 = 0 2я/?о

Реш ение первой краевой задачи дается формулой

1 Г Г г 0



где 2 0 — плоскость 2 =  0, f (P )  —  u 1 ^ ,  или
ОО 00

и (х о>Уо> z o) = ~  j" J ~г 2 2 f  (х ’ У) dx  dy.  (18)
211 - I  - I  [(* -  *o)2 +  (у -  Уо)2 +  4 ]

§ 5. Теория потенциала

Функция — =  r  ==-, представляю щ ая
R V(x  -  |)2 +  (у -  л)2 +  (г -  S)2 

потенциал поля единичной массы (заряда) ,  помещенной в точке 
Мо(£, Л* £) является решением уравнения Л ап ласа ,  зависящим 
от параметров tj, £. Интегралы от этой фунции по параметрам 
называются п о т е н ц и а л а м и  и имеют существенное значение 
с точки зрения непосредственных приложений в физике, а так
ж е  и с точки зрения развития методов решения краевых задач.

I. Объемный потенциал. Пусть в некоторой точке Л40(Е> i\t t)  
помещена масса т 0. По закону всемирного тяготения на массу 
т,  помещенную в точке М (х ,  у, z ) ,  действует сила притяжения

тт0
~ W Г, (1)

где r = R / R  — единичный вектор в направлении М 0М  (R — M 0M ), 
а у — гравитационная постоянная. Выбирая систему единиц так, 
чтобы у  =  1, и полагая т —  1 , получим:

F  = ----- ^2- гR2 •

Проекции этой силы на координатные оси будут:
т о
R3

Y =  F cos р =  — - J f  (у — л), 

F  cos Y =  — -^§- (z — £),

X =  F c o s a = - - p - ( x - i ) ,

m0 (2)

где a ,  p и у — углы, образованные вектором F  с координатными 
осями.

Введем функцию и, называемую п о т е н ц и а л о м  с и л о 
в о г о  п о л я 1) и определяемую равенством

F —  g r a d  и

') Не следует смешивать потенциал с потенциальной энергией силового 
поля. Термин потенциал употребляется здесь в том же смысле, как с и л о 
в а я  ф у н к ц и я  в механике.



ИЛИ
У д и ди »  д и
Л = = ~ д ! ’ I = ~ d i ’ ~д7

В нашем случае

и  R
Потенциал поля п  материальных точек вследствие суперпозицш 
силовых полей будет выраж аться формулой

п

Ri •/=1 i= 1
Перейдем к случаю непрерывного распределения массы 

Пусть дано тело Т с плотностью p(g, г), £). Определим потенциал 
этого тела в точке М ( х ,  у, z ) .  Д ля  этого разобьем тело Т на до
статочно мелкие части At. Сделаем естественное предположе
ние, что действие элемента Ат эквивалентно действию его массы, 
сосредоточенной в некоторой «средней» точке1) объема Ат; тогдг 
для компоненты силы, действующей на точку М,  получим сле
дующее выражение:

=  ( * _ £ ) ,  где Я2 =  ( * - Е )2 +  ( г / - л ) 24 - (2 - $ ) 2.

Интегрирование по всему объему Т дает компоненту полной 
силы притяжения точки М  телом Т

< з :т
Потенциал в точке М  будет определяться формулой

“ « " • - Я М * -  <4>
г

Если точка М  лежит вне тела, то в этом можно убедиться 
непосредственно дифференцированием под знаком и н теграла2),

') Более точно при этом предполагается, что действие некоторого тела Т 
массы от на точку, лежащую вне выпуклого объема Т, содержащего это тело, 
можно заменить действием некоторого эффективного центра той же массы т, 
лежащего внутри Т.

2) Для возможности дифференцирования определенного интеграла вида

f { М ) =  J  F (М, P)<t(P)dxl

по параметру под знаком интеграла достаточно непрерывности производной 
от функции F(M,P)  по параметру и абсолютной интегрируемости функ
ции ф (Р).  Обычно эта теорема формулируется при ф (Р) 1. Доказательство 
ее для нашего случая ничем не отличается от обычного.



Аналогично вычисляются и производные высших порядков. Оче
видно, что потенциал и(М )  вне тела Т удовлетворяет уравнению 
Л ап ласа  (см. подробнее стр. 340). В дальнейшем, не стремясь 
к построению теории в наиболее общих условиях, мы будем 
пользоваться указанными выше свойствами потенциалов и сфор
мулируем ряд теорем при условии, что 
р — ограниченная функция (подразу
мевая ее интегрируемость).

Если точка М  лежит внутри обла
сти Т, нельзя утверждать, что X  =
без дополнительного исследования, ко
торое и будет дано ниже.

2. Плоская задача. Логарифмиче
ский потенциал. Рассмотрим распре
деление масс в пространстве, завися
щее лишь от двух координат (х, у) .
В любой плоскости z  — const потенциал, очевидно, принимает 
одно и то же значение, поэтому достаточно исследовать потенциал 
точки (х, у ) ,  лежащей в плоскости г  =  0.

Определим потенциал однородной бесконечной прямой L. 
Н аправим ось z  вдоль этой прямой. Пусть погонная плотность 
(т. е. масса единицы длины) равна Сила притяжения элемен
том Az  точки Р(х ,  0) (рис. 54) и ее составляющая по оси х  р ав 
ны, соответственно,

ц Дг |х Дг
~Rr  ~  ~  (*2 +  z 2) ’

AF =  —

АХ =  AF  cos а  =  — \ iA z
V ( x *  +  z 2)3

Отсюда
Л

оо 2

X = — Г ц х -----—— 5Г =  — цх2- ^  Г cos a da = — —J  ^ (x2 +  z t ) l‘ х  j  *

(z /x =  tg  а).

Если Р(х ,  у ) — произвольная точка, то сила притяжения точки 
линией L  будет, очевидно, направлена вдоль ОР  и равна по ве
личине

где
F =  — 2ц

р ’



Потенциал этой силы называется л о г а р и ф м и ч е с к и е  
п о т е н ц и а л о м  н р а в е н

К =  2ц In у ,  (5

в чем легко убедиться непосредственным дифференцированием
Логарифмический потенциал является решением уравненш 

Л апласа с двумя независимыми переменными, обладающил
круговой симметрией вокру 

У полюса в точке р =  0, в кото
рой он обращается в беско 
нечность.

Таким образом п о т е н щ ^  
однородной прямой дает плос 
кое поле и выражается форму 
лой (5). Представление потен 

х  циала в виде интеграла былс 
получено нами лишь для огра- 

Рис. 55. ниченных объемов1). Отметим
что в отличие от объемной 

потенциала логарифмический потенциал не обращается в нул! 
на бесконечности, а имеет там логарифмическую особен 
ность.

Вычислим теперь компоненты силы притяжения точки /  
(рис. 55)

X  =  / r c o s a  =  — 2[х ф -  ^ c o s a = - ^ j ,

Y —  F sin a  — — 2ц -ф- ^ s in a  =  -^ j .

Если имеется несколько точек (бесконечных прямых с рас
пределенной вдоль них массой), то в силу принципа суперпози 
ции силовых полей потенциалы точек (линий) будут склады 
ваться.

]) При вычислении потенциала бесконечной прямой нельзя было непо 
средственно интегрировать потенциалы отдельных элементов, так как в этои 
случае получается расходящийся интеграл. В самом деле, потенциал эле 
мента Дг равен

.  AzД« =  fi -
V y  +  ;

Формальное интегрирование дает расходящийся интеграл



В случае области S с непрерывно-распределенной плот
ностью |а( | ,  ti) *) (рис. 56) компоненты силы притяжения точки 
Р  выразятся двойными интегралами:

* —
■ I ) 2 +  (У — Т))!

d l  di\,

у—s я e<e. |
и потенциал будет равен

и(х ,  у) =  2 J J ц ( | ,  -п) 1п
V  (х — I Y  +  (у — г\)-

■ d l  dr\,

(6)

(7)

что нетрудно проверить дифференцированием для точек, л е ж а 
щих вне 5. Если ж е  точка Р  лежит в области S, то необходимо 
провести дополнительное исследование.

3. Несобственные интегралы. Потенциалы и компоненты силы 
притяжения представляются с помощью интегралов, у которых 
подынтегральные функции обращаются 
в бесконечность, если мы рассматри
ваем их значения в точках, находя
щихся в области, содержащей притя
гивающие массы.

К ак  известно, если подынтеграль
ная функция обращается в некоторой 
точке области интегрирования в бес
конечность, то интеграл нельзя опре
делять как предел интегральной суммы. Действительно, в этом 
случае интегральная сумма не имеет предела, так как слагаемое, 
относящееся к элементарному объему, содерж ащ ему особую 
точку, может как угодно сильно менять величину суммы, в з а 
висимости от выбора промежуточной точки. Интегралы от по
добных функций определяются как интегралы несобственные.

Пусть в области Т задана функция F(x,  у, г ) ,  обращ аю щ аяся 
в бесконечность в некоторой точке М0(х0, уо, 20). Рассмотрим 
определенный интеграл по области Т  — К е, где К е — некоторая 
окрестность точки М 0 диаметра, не превосходящего е.

Если при произвольном стягивании области Кгп к точке М о 
последовательность интегралов

I n ~  \ l \ F d x  ( * v 0)
т-к .еп

‘) Это соответствует в пространстве цилиндру с образующей, параллель
ной оси г, и сечением S в плоскости (х , у) ,  с объемной плотностью ц(£, т|), 
не зависящей от £.



имеет предел, не зависящий от выбора областей К Вп, то это' 
предел называется н е с о б с т в е н н ы м  и н т е г р а л о м  oi 
функции F(x,  у, z )  по области Т и обозначается, как  обычно

Если существует хотя бы одна последовательность облаете» 
К Вп, такая, что при гп -> 0 существует предел 7, а для други> 
последовательностей K Rn этот предел имеет другие значения 
или даж е  вообще не существует, то предел I  называется условнс 
сходящимся несобственным интегралом. Ясно, что при рассмот 
рении условно сходящегося несобственного интеграла I  нужне 
указывать  ту последовательность областей КВп, по которо» 
определяется этот интеграл.

Мы ограничимся здесь рассмотрением того случая, когдг 
подынтегральная функция имеет особенность в изолированно» 
точке. Исследуем сходимость интегралов типа

М о — точка области Т. Не ограничивая общности, можно счи 
тать, что Т есть шар радиуса R  с центром в точке М0. Возьмел 
в качестве области шар радиуса еп с центром в точке М0 » 
будем искать предел последовательности интегралов

Переход к пределу при еп, стремящемся к нулю, показывает 
что при а  <  3 предел существует, при а  ^  3 предела не суще 
ствует.

Покажем, что если функция F(x,  у, z)  неотрицательна и су 
ществует предел

т

(8

где С и а > 0  — некоторые постоянные,

R  =  Rmm, =  V ( x 0 — I)2 +  (г/о — Л)2 +  (г0 — О2,

dr  __
. а —2

если а  Ф  3

АпС [In r]g fп
если а  =  3

In== J II F dx (6n



где Кгп — ш аР радиуса еп с центром в точке М 0, то существует 
предел интегралов /  и при любом выборе последовательности 
областей К Вп, стягивающихся к точке М,  и значение этого пре
дела не зависит от формы области К еп. Любую область К ел 
можно заключить между двумя сферами K Rni и /Се„2» радиусы  
которых еп, и еП2 стремятся к нулю 
вместе с еп (рис. 57). В силу положи
тельности подынтегральной функции

\ l \ F d ' > \ \ \ F d ' >  Ш Р Л -

г - ч , ,

Отсюда видно, что 

lim f [ \ F dx  =  lim f f f F d x  =  I,
/ ! - > oo J  J  J  I t -*oo J

T ~ K ' n  т- « г п

так как  пределы крайних интегралов Рис. 57.
существуют и равны этому числу.

Таким образом, в случае трех независимых переменных не
собственный интеграл

<8>г
существует, если а  <  3, и не существует, если  а  ^  3.

Д ля другого числа независимых переменных критическое 
значение а,  определяющее границы сходимости интегралов типа 
(8), равно числу измерений; так, например, д л я  д в у х  независи
мых переменных интеграл

Я С_да  при а  < 2  сходится,
Ра при а ^ 2  расходится.

Остановимся на признаке сходимости несобственных инте
гралов. Д окаж ем , что

для сходимости несобственного интеграла

ш F (х, у ,  z) d x  d y  d z  (9)
т

достаточно, чтобы существовала такая функция F(x ,  у,  z ) ,  д л я  
которой несобственный интеграл по области Т сходится, и чтобы 
имело место неравенство



Рассмотрим некоторую последовательность областей Кг, с< 
д ерж ащ и х  особую_точку М й. В силу сходимости последовател! 
ности интегралов / п от функции F  для всякого е >  0 существуе 
такое N ( e ) ,  что

[ In, ш
К, ~Кг гП\ П2

F dx <  е,

коль скоро Пи n2 > N ( e ) .  Так как F  является мажорантно 
функцией для Т*"(лг, у, г ) ,  то можно написать:

I In, Ins I — шк.  - к .Еп | е гаг —Кр
F | dr  ̂  J J J F dx < e ,  ( 10‘

- к .ertl еПз

если tii, n z > N ( e ) .  Выполнение условия (10') в силу признак 
сходимости Коши является достаточным для сходимости после 
довательности

т-к,еп
к некоторому пределу

1 =  lim / „ =  f f f F dx.
П->оо J J J

Нетрудно видеть, что этот предел не будет зависеть от форм! 
областей К &п. Тем самым существование несобственного инте 
грала  (9) доказано.

Если ж е для некоторой функции F(x,  у, z)  можно указат  
такую положительную функцию F(x± у, z ) ,  что F(x,  у, z)  >  /  
причем несобственный интеграл от F  по области Т  расходитсу 
то несобственный интеграл (9) будет, очевидно, расходиться 

Следствие: если д л я  некоторой функции F(M,  Р) ,  обращаю 
щейся в бесконечность пр и Р  =  М, имеет место неравенство

С а  =  const <  3,
| F ( M ,  Р) | < ^ 3— - г  , .к МР С =  const <  оо,

то несобственный интеграл по области Г, содержащей точку М

F(M ,  Р) dxPШ
сходится.

И з теории собственных интегралов, зависящих от парамет 
ров, известно, что непрерывность подынтегральной функции п 
п арам етрам  и независимым переменным является достаточные 
условием непрерывности самого интеграла как функции пара



м е т р о в 1)- Д ля  несобственных интегралов непрерывность подын
тегральной функции не имеет места и поэтому указанный выше 
критерий неприменим. Установим критерий непрерывности не
собственных интегралов, зависящих от параметра.

Будем рассматривать несобственные интегралы

где F(P,  М ) — функция, обращ аю щ аяся в бесконечность при 
совпадении аргументов и непрерывная по М, a f ( P ) — ограни
ченная функция.

Интеграл (11) называется равномерно сходящимся в точке 
М 0, если для  любого  е >  0 можно указать такое 6 ( e ) ,  что имеет 
место неравенство

д л я  любой точки М, расстояние которой от М0 меньше  6 (e), и 
д л я  любой  области Т We), содержащей точку М 0 и имеющей диа
метр d. ^  6(e).

Д окаж ем, что интеграл

равномерно сходящийся в точке М0, есть непрерывная функция 
в этой точке М 0. Мы должны доказать, что для любого е можно 
указать  такое 6(e), что

Уг— по области Тг =  Т — 7\. В дальнейшем 
мы более точно определим размеры области 7\. Рассмотрим не
равенство

I V (М0) - И М ) | < | У 2(М0) -  V2 (М) | +  | V,  (М0) I + 1 М М )  |

‘) Б у д а к  Б. М., Ф о м и н  С. В., Кратные интегралы и ряды, «Наука», 
1965, стр. 442.

(П)
г

| t W M ) | =  J  F(P ,  M ) f ( P ) d x P < е
т6 (е)

V ( M ) = \ F ( P ,  M ) f  (Р) d r P,
т

Выберем внутри области Т некоторую об
л асть  Ти содержащую точку М 0 (рис. 58), и 
разобьем интеграл на два слагаемых

при
| V (М0) — V (М) | <  е

V =  V l +  V 2,

7

где интеграл берется по области Ти а Рис. 58.



и покажем, что каждое из слагаемых, стоящих справа, может
быть сделано меньше е/3 при достаточно малом \МйМ \ .  Выбирая 
область Ti внутри сферы радиуса б (е/3), будем иметь:

W i  ( М о Ж у  и |K , ( M ) |< - f - ,  если | M ^ | < 6' ( | ) .

Существование такого б ' вытекает из условия равномерной 
сходимости интеграла (11) в точке М 0. Выбор области T t опре
деляет область Т%.

Так как точка М 0 лежит вне области Т2, то интеграл V2 яв
ляется непрерывной функцией в этой точке.

Отсюда следует существование такого б "(е /3 ) ,  что

\ V 2 (M0) — V 2 ( М ) | < - | -  при | A V W | < 6" ( | ) .
П олагая

б (е) =  m in  [б' (е), б" (е)],
получим:

| F ( M ) - V ( A f 0) | < e  при |А Ш 0| < 6,

что и означает непрерывность равномерно сходящегося инте
грала.

Отметим, что полученные результаты справедливы не только 
для интегралов по объему, но такж е и для интегралов по по
верхностям и линиям. Это обстоятельство будет использовано 
нами в дальнейшем.

Рассмотрим потенциал

V , |2 )г  'ЛГР

и компоненты силы притяжения

Х ( М )  =  -  J J J  <̂ i(*-£)dTP;
'МР

I ' M —

z m — f j j J p b - a d T ,

(13)

в точках, леж ащ и х  внутри притягивающего тела Т. Несобствен
ные интегралы (12) и (13) являются сходящимися, если плот
ность р (М ) ограничена | р ( М ) |  < ; С .  Д ля  потенциала V ( М )  это 
очевидно, так  как

J^ L < ^  (а =  1 <  3).



Д л я  компонент силы притяжения это следует из неравенства

JF L i ? i i < ! r <“ = 2 < 3>’

так к а к  \х — g| <  R.
Д л я  иллюстрации понятия равномерной сходимости несоб

ственных интегралов покажем, что интегралы (12) и (13) яв 
ляю тся непрерывными функциями.

Д л я  этого надо доказать, что интегралы (12) и (13) равно
мерно сходятся во всякой точке М0.

Вычислим модуль и нтеграла1)ш р (Р)
R МР

dxr < С
„Alii МР„М о 
*6

где /C f°— шар радиуса б с центром в точке М 0, содержащий 
область Ть. Однако вычисление этого интеграла по области К $ г 
с центром в точке М 0 — неудобно. Д л я  вычисления последнего 
интеграла целесообразно перейти к сферической системе коор
динат с центром в точке М.  Очевидно, что

С Ш ^ 7  < с  Ш - f e -МР „М МРь-Мок6
„м
К2й

=  С8яб2,

где К ы  ~  ш аР радиуса 26 с центром в точке М.  Если нам з а 
дано некоторое е >  0, то выбирая

е 
8я  С

мы убедимся в равномерной сходимости интеграла V. 
Повторяя аналогичное рассуждение для интеграла

получаем:

Ш
'6 

если

р ( Р ) ^ Л й х Р
*МР

< с I I I  -fir- < с
„Мо °М Р  К6 „М  «МР  

к 2б

— 8пЬС ^  е ,

б < б ( е )  = 8яС

■) Отметим, что интеграл (12) получается из интеграла (11) при 
F( M, P)  =  l lRUP, i ( P )  = р ( Р ) .



Таким образом, потенциал V и компоненты силы притяж е
ния X, Y, Z  являются непрерывными функциями во всем про
странстве *).

4. Первые производные объемного потенциала. Функции, 
стоящие под знаком интегралов

Х (М )  =  -  Г f Г р ( P ) ^ l d x p, Y  (М), Z ( M ),
J i  J r mp

являются производными по соответствующим переменным от 
функции, стоящей под знаком интегралов

Если для функции V законно дифференцирование под знаком 
интеграла, то

. Y = W '  z = 4 b  <14)

т. е. V является потенциалом поля, компоненты которого равны 
X, У, Z.

Если точка М  леж ит вне области Т, то функция

х  — Ъ __________— (х — I) д 1
Rmp [ (* -Ю 2 +  (2/ - г ) ) 2 +  ( г - ? ) 2]а/! дх R MP

непрерывна по обоим аргументам М{х,  у, z )  и Я(£, т), £). Следо
вательно, в этом случае дифференцирование под знаком инте
грала V законно.

Производные более высокого порядка можно так ж е  вычис
лять при помощи дифференцирования под знаком интеграла 
всюду вне тела Т. Отсюда в силу леммы главы III, § 3 следует, 
что потенциал вне притягивающих масс удовлетворяет уравне
нию Л апласа

AF = 0  вне тела Т.

Д окаж ем , что вычисление производных потенциала V можно 
производить путем дифференцирования под знаком интеграла 
и в том случае, когда точка М  лежит внутри тела Т.

При доказательстве мы будем пользоваться только ограни
ченностью функции р(х, у, г )( |р(дс, у, z ) | <  С), не предполагая 
ее непрерывности, откуда будет следовать, что функция 
V(д:, у, z)  дифференцируема и в точках границы, которые можно

■) Равномерная сходимость интегралов V(M)  и Х (М ) доказана в пред
положении ограниченности плотности | р | < С .  Следовательно, эти интегралы 
непрерывны также и в точках разрыва функции р, например на границе 
области, заполненной массами.



рассматривать как  точки разрыва функции р(х, у, z ) ,  равной 
нулю вне тела.

П окажем, что для любого е можно найти такое 6 (e), что
V (х + Ах, у, г) — V (х,  у, z) v  ^  „

_

если
| Ал: | <  6 (е).

Заклю чим точку М й в достаточно малый шар размеры ко
торого мы уточним в дальнейшем, и разобьем V на два слагае
мых

У =  У, +  У2.
где V, и V 2 соответствуют интегрированию по объему Т\ =  Кь‘ 
и дополнительному объему Т2 =  Т — Кр"- Тогда
V ( х  + Ах, у, г ) - V  (х, у, г)

Ах
_  У| (х +  Ах, у, z ) — V, (х,  у, г) ■ У2 (х + Ах, у, г) — У2 (х, у, г)  ̂

Ах ' А х

П ри  любых фиксированных разм ерах  области 1\

« 5 .  - х , - Щ р в . о  £ Ш л .
Г2

так  как  точка М 0 лежит вне области Т2. 
П о л агая  X  =  X t -{- Х 2, оцеиим

X  _  V (х + Ах,  у, z) — V (х, у, г) 
Ах

У2 (х + Ах, у, г) — У2 (х, у, г)
Ах +  U . I  +

+
У\ (х +  Ах, у, z) — Vi (х.

Ах
, У, г) |

и покаж ем , что каждое из слагаемы х можно сделать меньше 
чем е/3. В самом деле,

б ' 2Л  Я

< с !  f  г ^ _ 4 „ с у < 1 .
О О О

(15)

< 1  и | р | <  С. Рассмотрим последнее слагаем оетак как

т, 

х  — ;



где
Ri =  V U x  +  л*) -  I ]2 +  (у -  Tl)2 +  (z -  £)2;

R  =  V  (х -  |)2 +  (У ~  Ц)2 +  (г -  С)2.

Стороны треугольника M 0M M t равны г, г, и | Дх |. Отсюда еле 
дует, что

I R - R i l ^ l b x l
Поэтому

т а к  как  для  любых чисел а и b

ab  (а2 +  б2).
П ри  этом

J J I f = 4 " y  -г, А г, А1 „м, ^
л2«'

где K w  — шар радиуса 26' с центром в точке М х.
П ри соответствующем выборе 6'  можно обеспечить нера

венство
| S \  < - § - 1 2 я б ' = 6 я С 6 ' < | - .  (16)

В ы бирая  б' из условия (16), мы удовлетворим обоим неравен
с т в а м — (15) и (16). Фиксируем область T \ = K v \  а тем  самым 
и область Т2 =  Т — Г,.

Равенство (14) в применении к выбранной области Т2 озна
чает, что для любого е можно указать такое 6", что

У2 (X +  Ах, у, г) — V2 (X, у, г) 
Ах < -  ^  3 ’

коль скоро | Д х | < 6" .  Выбирая, наконец, 6 =  т т [ б ' ,  6"], мы 
получим:

V (х +  Ах, у, г) — V  (х , у, г) у
Ах <  е, если | Дх | <  б.

~  avТ ем  самым доказано, что существует производная равная



Формулы

не требуют специального доказательства.
Таким образом доказано, что дифференцирование под зна

ком интеграла законно и что компоненты силового поля X,  У, Z  
являются компонентами grad V.

5. Вторые производные объемного потенциала. Несобствен
ный интеграл

не сходится абсолютно для внутренних точек Р  тела Т. В этом 
случае мажоранта для подынтегральной функции имеет вид

Установим формулы, по которым вычисляются внутри Т вто
рые производные потенциала V в предположении непрерывности 
и непрерывной дифференцируемое™ плотности р(х ,  у, z )  в окре
стности исследуемых точек. В частности, исследование, прово
димое ниже, не будет применимо к граничным точкам, где, как  
правило, имеет место разрыв плотности.

Представим потенциал V в виде суммы двух слагаемых

б с центром в рассматриваемой точке М 0, внутри которого функ
ция р дифференцируема.

Вторую производную от V2 можно вычислять дифф еренциро
ванием под знаком интеграла, так  как  точка М о леж и т  вне об
ласти Г2

dxP —  —
г

С при а  =  3.

т,

П ервая  производная по х  равна

г, г,
так каккак



Преобразуем интеграл (19), пользуясь формулой Остроград
ского

Г, г,

“ - J J  i C 0 S a d a  +  I J . f i l H T

где Se1”— поверхность сферы, ограничивающая объем Т t, a  — 
угол между внешней нормалью к поверхности Se1” и осью х. 
Первое слагаемое является дифференцируемой функцией в 
точке М о, так как  М 0 лежит вне 2а*°. Второе слагаемое в окрест
ности точки М 0 является такж е дифференцируемой функцией, 
так как  функция р имеет производную в 7V Отсюда следует, что 
в точке М 0 существует вторая производная функции V t. Перей
дем к ее вычислению:

ж  № ) =  - 1\ рж  (т ) cosada + Ш  тг (т) i n dx-
г,

Д л я  второго слагаемого в точке М 0 имеет место следующая 
оценка:

J J J w ( i ) l r rfT < C i J J J - & == C i 4 j l 6 ,  е с л и  I ' l S ' l < C i >  (20)т, г,
Применяя к поверхностному интегралу теорему о среднем, 

получим:

- Я р ^ Ш с о з а ^ = - Я р т ^ = ~ р ‘ ^ г '
VM о

Зд есь  р* — значение плотности в некоторой точке Se1',
д ( 1 \ _ х - %  

дх  \  R ) R 3 R2 cos a
и, кром е того, 

cos2 aЯ ф — da —  у  J  J  -^3- (cos2 a  - f  cos2 p +  cos2 y) da  —  я.
Mo

П ереход  к пределу при 6 - > 0  дает: 
d~vt 4я



Равенство
d 2V d !V l d 2V 2
дх2 дх2 ' д х2 

верно при всяком б и левая часть его не зависит от б, поэтому

£ - ! й ( 4 £ + 4 & ) - - * * " > + ! й Ш < 22 >Ti

d 2VИз существования второй производной , доказанного выше, 
следует существование

l iT . J  J  J  р т &  ( т ) л  “  I Я р  Т , 4 т ) л - <23 )
Тг Т

Последний интеграл получен при специальном способе пре
дельного перехода, когда стягиваемые к точке М0 области яв 
ляются ш а р ам и 1), что и отмечается чертой над интегралом в 
формуле (23). Изменение формы этих областей, вообще говоря, 
может менять значение предела; интеграл (23) следует рассмат
ривать как условно сходящийся. Таким образом,

d 2V 
дх2

Отсюда видно, что вычисление вторых производных потенциала 
при помощи формального дифференцирования под знаком инте
грала привело бы нас к неверному результату.

d 2V d WД л я  производных и - jp -  получаются аналогичные вы
ражения. Подставляя значения всех трех производных в вы ра
жение для оператора Лапласа , найдем:

v дх2 ^  ду2 ^  д г2

=  —4лр (М0), (25)
так как 1 /R  — гармоническая ф ун кц ия2).

') Предел (23) обычно называют г л а в н ы м  з н а ч е н и е м  интеграла.
2) Формула (25) установлена в предположении дифференцируемости 

функции р, что является достаточным условием и может быть заменено ме
нее стеснительными условиями. Однако условия непрерывности функции р(М ) 
для справедливости (25) недостаточно, так как существуют примеры таких 
непрерывных функций р(М ), для которых объемный потенциал не имеет 
вторых производных.



Таким образом, объемный потенциал удовлетворяет уравне
нию Пуассона

при условии дифференцируемости f  внутри некоторой области Т 
имеет частное решение

Отсюда следует, в частности, что решение краевой задачи 
для  неоднородного уравнения (25') можно свести к решению 
аналогичной краевой задачи для уравнения Л ап ласа  А у =  О, 
если искомую функцию представить в виде суммы и =  ы0 +  v.

6. Поверхностные потенциалы. Как показывает основная 
формула Грина (см. § 2)

лю бая гармоническая функция может быть представлена с по
мощью интегралов, являющихся поверхностными потенциалами.

Рассмотрим поле, создаваемое массами, распределенными 
на поверхности1), и определим потенциал этого поля. Поверх
ностной плотностью ц (Р )  в точке Р  поверхности 2  называют 
предел отношения массы, находящейся на некотором элементе 
d a  поверхности 2 ,  содержащем точку Р, к его площади при стя
гивании da  к точке Р. Потенциал этих масс представляется по
верхностным интегралом

называемым п о т е н ц и а л о м  п р о с т о г о  с л о я .
Д ругим типом поверхностного потенциала является потен

циал двойного слоя. Перейдем к его определению.

') Если массы с объемной плотностью р расположены в некотором слое 
толщины h около поверхности Е и поле изучается на расстояниях, больших 
по сравнению с h (h/R 1), то учет толщины поверхности, вообще говоря, 
не имеет смысла. Поэтому вместо объемного потенциала с плотностью р 
целесообразно рассматривать поверхностный потенциал с поверхностной 
плотностью jx =  ph.

АУ = — 4яр внутри тела

и уравнению Л ап л аса

АУ =  0 вне тела.

Неоднородное уравнение
А и —  — f (25')

т

“ W - ^ г Я
2

1 ди __ д
RMP ~дп U дп da P,

(26)



Рассмотрим диполь, образованный двумя массами — т  и 
+ т ,  расположенными в точках Р\  и Pi  на расстоянии At  
(рис. 59). Произведение m - A l  =  N  называется м о м е н т о м  
диполя. Потенциал диполя
в некоторой точке М  (х , у, г ) 
равен

V ■ т
Гг —  т [ - ------- - ) =\ г 2 г, /

N - ( - ____ - )  ШД/ \ г, г, ) '  />

ЩщгУ

Рис. 59.где Г] и г2 — расстояния 
точки М  от точек Р\ и Р 2.

Если А/ мало по сравнению с расстоянием до точки М  
( A Z / r i ^ l ) ,  то, пользуясь теоремой о конечных приращениях* 
можно написать:

К =  X = V ( x ~ t ) 2 +  ( У - т \ ?  +  ( г - №

где производная берется по направлению от отталкивающей 
массы к притягивающей и R  — расстояние от точки М  (х, у, z)

до некоторой средней точки 
Р (  1, ti, £) отрезка АI.

Вычислим производную 
по направлению I :

M i h
I /  1 \ COS ф

== cos (г , I) =  ^2 >

где вектор г  направлен от 
диполя к фиксированной 

точке М,  а ф есть угол между вектором I и вектором г. Таким 
образом, потенциал диполя равен

V( M)  =  N ^ ,  (27}
где N — момент диполя.

Пусть на двух поверхностях 2  и 2 '  (рис. 60), находящихся 
друг от друга на малом расстоянии б, распределены массы т а 
ким образом, что масса каждого элемента поверхности 2 '  равна 
по величине и противоположна по знаку массе соответствую
щего элемента поверхности 2 .  Обозначим через п  общую нор
маль к  поверхностям 2  и 2 ', направленную от отталкиваю щих 
масс к притягивающим. Переходя к пределу при б —►О, получим 
двойной слой как совокупность двух простых слоев с взаимно 
противоположными плотностями, находящимися друг от друга



на малом расстоянии. Если v — поверхностная плотность мо
мента, то момент элемента поверхности daP будет равен

для  потенциала элемента da  в точке М (х, у, z )  мы будем иметь:

где ф! == (п Р М ).
Назовем п о т е н ц и а л о м  д в о й н о г о  с л о я  интеграл

Это определение, очевидно, соответствует такому случаю, когда 
внешняя сторона поверхности является отталкивающей, а внут
ренняя — притягивающей.

Очевидно, что

где ф — угол между внутренней нормалью и направлением из 
точки поверхности Р на фиксированную точку М. Если поверх
ность незамкнутая, то мы должны считать ее двусторонней, так 
к ак  потенциал двойного слоя определяется только для таких 
поверхностей.

Потенциалы простого и двойного слоев в случае двух неза
висимых переменных имеют вид

где С — некоторая кривая, fx — линейная плотность простого 
слоя, v — плотность момента линейного двойного слоя, ф — угол 
между внутренней нормалью к линии С и направлением на фик
сированную точку.

Если точка наблюдения М ( х ,  у, z)  находится вне поверхно
сти (вне притягивающих масс),  то подынтегральные функции и 
их производные по х, у, z  любого порядка в формулах

d N  —  v daP;

(28 )



непрерывны по переменным х, у, z. Поэтому в точках, леж ащ их 
вне поверхности 2 , производные поверхностных потенциалов 
можно вычислять при помощи дифференцирования под знаком 
интеграла. Отсюда в силу принципа суперпозиции следует, что 
поверхностные потенциалы удовлетворяют уравнению Л ап ласа  
всюду вне притягивающих масс. Функции (29) и (30), очевидно, 
удовлетворяют уравнению Л ап ласа  с двумя независимыми пере
менными.

Поверхностные потенциалы в точках поверхности 2  пред
ставляются несобственными интегралами. Покажем, что если 
поверхность имеет непрерывную кривизну, то потенциал двой
ного слоя в точках этой поверх- у 
ности существует. Проведем до
казательство для случая двух не
зависимых переменных:

координат в точке Р,  ось х  на
правим по касательной, а ось у  — по нормали в этой точке 
(рис. 61). Уравнение кривой в некоторой окрестности точки Р  
запишется в виде

К ривая  имеет, по предположению, непрерывную кривизну, т. е. 
у ( х )  имеет непрерывную вторую производную. Поэтому

с

Рассмотрим кривую на плос
кости (х, у) и выберем начало Рис. 61.

У =  У (*)•

у(х )  =  у  (0) +  х у ' (0) +  у" (Од ) (0 < 0  <  1),

откуда вследствие выбора координатных осей

у{х) =  ^ х 2у"{Ъх).

Отсюда будем иметь:

и
cos<p У" (**)



и"И з выражения кривизны К  = ------— 577 следует у "  (0) =  К (Р )
(1 +  у'2) ’

Поэтому

lim ^ Т -  =  Т К ^ ’МР-*  о к  z

что доказывает непрерывность -со̂ вдоль дуги, а тем самым i
существование потенциала двойного слоя в точках кривой С дл: 
ограниченной функции v.

Потенциал двойного слоя в случае трех независимых пере 
менных такж е существует в точках поверхности, имеющей ко

, COS фнечную кривизну, потому что функция имеет интегрируе
мую особенность порядка 1/^?. Существование потенциала про 
стого слоя не вызывает сомнений.

7. Поверхности и кривые Ляпунова. Предположение о конечности кри 
визны оказывается излишним для существования поверхностных потенциалов 

Потенциалы простого и двойного слоев в точках поверхности Б являюта 
несобственными интегралами. Покажем, что эти интегралы сходятся дл: 
определенного класса поверхностей, называемых поверхностями Ляпуновг 
если плотность потенциала ограничена | v ( P ) | < C ,  где С — некоторая по 
стоянная.

Поверхность называется п о в е р х н о с т ь ю  Л я п у н о в а ,  если выпол 
няются следующие условия:

1. В каждой точке поверхности 2 существует определенная нормаль (ка 
сательная плоскость).

2. Существует такое число d >  0, что прямые, параллельные нормал 
в какой-либо точке Р поверхности 2, пересекают не более одного раза част 
2р поверхности 2 , лежащую внутри сферы радиуса d с центром Р. Эт1 
участки поверхности 2р называются окрестностями Ляпунова.

3. Угол у (Р , Р') — (tip, пр>), образованный нормалями в точках Р  и Р‘ 
удовлетворяет следующему условию:

Y (Л  Р’) <  А г \  (31

где г — расстояние между точками Р и Р', А — некотсрая постоянная 
0 <  б <  1.

Пусть Р0 — некоторая точка поверхности 2. Выберем прямоугольну1 
систему координат, помещая начало координат в точку Р0 и направляя ось 
вдоль внешней нормали. Плоскость (х, у) при этом совпадает с касательно 
плоскостью. В силу условия 2 существует такое р0, что уравнение повер> 
ности 2  может быть представлено в виде

z  =  f ( x , y ) 1) (35
для _______

Р =  V х 2 +  у 2 <  р 0. (з;

]) Отметим, что если функция f ( x , y)  имеет непрерывные вторые прс 
изводные в окрестности точки Ро, то поверхность г =  }(х, у) удовлетворяе 
условиям Ляпунова. Таким образом, поверхности с непрерывной кривизно 
являются поверхностями Ляпунова.



Обозначим через 2р0 окрестность точки Р0 на поверхности 2 , определяе
мую условиями (32) и (33). Установим некоторые оценки для функции f ( x , y ) 
и ее производных.

Из существования нормали в каждой точке поверхности (условие 1) 
следует дифференцируемость функции f ( x , y ) .  Направляющие косинусы нор
мали (внешней) выражаются формулами:

г х а г У 1 cos а =  —  ■ ; cos р = — ............... ■; cos у ■■г  I |  VW.J kl ----  _ f  tw o  у ----  r  , -  ,

Vi + 4 + 4 V' + 4 + 4 + 4 + 4 ’
В силу выбора нашей системы координат г х (Р0) =  О, z v (P0) = 0 .  Будем 
считать, что поверхность 2ро столь мала (р0 столь мало), что

l>cosv = — 1 = > 4-. (34)
V i  +  4  +  4  2

Обозначим через п'р проекцию вектора пР на плоскость (х, у) и через а', 
Р '—углы, образованные вектором п'р с осями х  и у. Очевидно, что

cos а =  sin у cos а', cos р == sin у  sin а'.

Так как sin у <  Y> то в силу условия 3

sin у <  A r6ppt
и, следовательно,

| cos а I <  Аг6рРо, I cos Р I <  Ar6ppii, (35)

cos а cos Р 1а так как z x — -------- , z u = ------—, причем --------< 2, то
cos y cos у cos y

K I  <  2 A rPP„> \ z y \ <  2 A r PPo-

Пользуясь формулой Тейлора для функции z  =  f ( x ,  у) в окрестност.1 
точки Р0 (0, 0) будем иметь:

2 (х> У) =  г  (0, 0) +  (х, у) +  y z y (х, у), где 0 <  х  <  х,  0 <  (/ <  I/,

откуда следует, что
\ z (x ,  у) \  < 4 А г ] + 6а. (36)

Полученные оценки (34), (36) позволяют доказать, что в точках, лежащих 
на поверхности 2 , потенциал двойного слоя

Г ( Л 4 ) =  Г f i ^ v (P)rfap (28)
V  * мр Р

является сходящимся несобственным интегралом, если 2  — поверхность 
Ляпунова. Пусть М  =  Р0 — точка поверхности 2. Выбирая систему координат, 
как было указано выше, представим уравнение поверхности 2  в окрестности 
точки Р0 в виде

z  =  f ( x , y ) .
Функция f ( x , y)  удовлетворяет условиям (34) и (36). Вычислим cos ф, где 
Ф — угол между направлением внутренней нормали в точке Я(£, г), £)



и направлением РР0. Нетрудно видеть, что

| cos ф |

<  AR6PP> +  A R pPli +  AAR%Pt =  6A R 6PPt

cos ф

RI2 э2—в (0< 6< 1). (37)

Представим W в виде суммы двух интегралов

W  =  Й7, +  W2,

где W I — интеграл по поверхности 2ро, содержащей особую точку Р0, а ин
теграл W2 берется по остальной части поверхности Так как под- 
интегральная функция в интеграле W2 нигде не обращается в бесконечность, 
то для сходимости интеграла W  достаточно убедиться в сходимости интегра
ла W[. Поскольку

. d |  df\ р d p  dQu(7 — fcos y cos у

где p =  У  I 2 +  V* 6 — полярные координаты на плоскости ( х,у) ,  то преоб
разование переменных в этом интеграле дает:

Ро 2я

U7, =  Г j’ i ^ ± v (P )d a i5 =  I" f - ^ v ( P ) — !—  prfprfG.
4 р . о о 4 ро cosy

“Р о

Для подынтегральной функции в силу оценок (34), (36) и (37) имеем:

v(P)
COS ф  1 = 12 AC

, 2 - f iR  cos у 
так как p <  R.

Такой вид мажорантной функции F обеспечивает сходимость несобствен
ного интеграла в случае двух независимых переменных (см. п. 3).

Нетрудно установить, что для поверхности Ляпунова потенциал про
стого слоя

F ( M ) =  f  f  - J —  \ i ( P ) d o p (26)
MP

также сходится в точках поверхности. Следует отметить, что эта сходимость 
имеет место и для поверхностей более широкого класса.

В случае двух независимых переменных потенциалы простого и двой
ного слоев сходятся в точках кривой (см. формулы (29) и (30)), если эти 
потенциалы берутся для кривых Ляпунова, определяемых условиями, ана
логичными условиям 1—3 для поверхностей Ляпунова.

8. Разры в потенциала двойного слоя. Покажем, что потен
циал  двойного слоя в некоторой точке Ро, лежащ ей на поверх
ности 2 , является разрывной функцией, для  которой имеют



место соотношения
W B(P0) = W ( P 0) +  2 n v ( P 0), 1 
W H(P0) = W ( P 0) - 2 n v ( P Q), j

где W B( P0) — предельное значение потенциала двойного слоя 
при подходе к точке Я0 с внутренней стороны, a W „ ( P 0) — пре
дельное значение с наружной стороны поверхности1).

В случае двух независимых переменных соответствующие 
формулы имеют вид

Wb(P0) =  W( P0) +  m (Po), }
W H(Po) =  W ( P 0) - n v ( P 0) . }  (6У)

Потенциал двойного слоя для двух независимых переменных 
вы ражается интегралом

W (А1)= f ^ L v (P )dsP.
X *МР

Рассмотрим некоторый элемент дуги ds, концами которого 
являются точки Р и Р 1. Проведем через точку Р  дугу окружно
сти радиуса М Р  с центром в точке М  до 
пересечения ее с отрезком М Р Х в точке 
Q, тогда с точностью до бесконечно м а
лых высшего порядка можно написать 
(рис. 62):

ds  cos ф =  da, -g -  =  da>, (40)

где ds  =  P P U da  =  PQ, d a  — угол ви
димости, под которым видна дуга ds  из 
точки М.  Знак  da  совпадает со знаком 
cos ф, так что: rfco >  0, если ф (угол Рис. 62.
между внутренней нормалью в точке
Р и вектором РМ)  меньше я/2, и dco <  0, если Ф >  я/2. 
Если dco >  0, т. е. ф <  я/2, то из точки М  видна «внутренняя» 
сторона кривой С; при d a  <  0 (Ф >■ я/2) из точки М  видна «на
руж ная» сторона кривой. Отсюда следует, что угол видимости
некоторой дуги Р {Р2 равен углу Р \ М Р 2, который описывает луч 
МР,  когда точка Р  пробегает дугу PiPz.

!) Если 2 — незамкнутая поверхность, то внутренняя сторона может 
быть условно определена соглашением о том, какая нормаль в точке Рй на
зывается «внутренней» и какая — «внешней». Следует иметь в виду, что в 
случае незамкнутых поверхностей потенциал двойного слоя определяется 
только для двусторонних поверхностей.

12 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



Рассмотрим потенциал двойного слоя W0 на замкнутой кри
вой С с постоянной плотностью v =  vo =  const. Луч М Р  описы
вает угол

|2я, если точка М  лежит внутри кривой С, 
я ,  если точка М  леж ит на кривой С,

О, если точка М  лежит вне кривой С,

когда точка Р  пробегает всю кривую С. Отсюда для потенциала 
W 0 получаем:

|2nv0, если точка М лежит внутри кривой С, 
nv0, если точка М  лежит на кривой С,

О, если точка М  лежит вне кривой С.

Таким образом, потенциал с постоянной плотностью является 
функцией кусочно-постоянной, причем

W« = W 1 + m № I

W«t ~  I '  •

где Wl,  W°c, W°H — значения потеницала внутри, на и вне кри
вой С.

Аналогично в случае трех независимых переменных будем 
иметь:

da  cos ф
R2 : dco, (42;

где d a  — телесный угол, под которым виден элемент da  поверх
ности 2 .  Пусть do'  — элемент сферической поверхности, полу' 
чающийся при пересечении сферы, описанной радиусом М Р  и: 
точки М, с конусом, имеющим вершину в точке М  и опираю
щимся на элемент поверхности da. Элемент поверхности da'  — 
=  da  coscp. Отсюда и следует формула (42). Замечание, сделан
ное выше относительно зн ака  da,  остается в силе, что приводип 
нас к ф ормулам

|4jtv0, если точка М  лежит внутри поверхности 2, 
2nv0, если точка М  лежит на поверхности 2,

О, если точка М  лежит снаруж и  поверхности 2

характеризую щ им кусочное постоянство функции W°, а также 
к формулам

№  =  W% +  2jtvn,



где W l ,  W°„ — значение потенциала W0 внутри и снаружи по
верхности 2 ,  a — значение W0 на S.

Рассмотрим теперь потенциал двойного слоя с переменной 
плотностью и докажем, что в точках непрерывности плотности 
имеют место формулы, аналогичные формулам (41) и (4 Г ) .

Пусть Р0 — точка поверхности S, в которой функция v (P )  не
прерывна. Введем потенциал двойного слоя W° с постоянной 
плотностью vo =  v (Ро) и рассмотрим функцию

/  (М) =  W  (М) -  W°(M)  =  f  f [v (Р) -  v0] ^ d a P.
У  %МР

Д окаж ем , что функция /  непрерывна в точке Ро- Д л я  этого до
статочно доказать равномерную сходимость интеграла I (М) 
в точке Ро- Зададим ся некоторым числом е >  0. Из непрерывно
сти функции v ( P )  в точке Ро следует, что для  любого наперед 
заданного числа г) >  0 можно найти S i — окрестность точки Ро 
на поверхности S — такую, что

| v (Я) — v (Р0) | <  г],

если Р  е  Si. Представим интеграл I  в виде суммы

/  =  / , + / 8,

где интеграл U берется по поверхности Si, a h  — по поверхности 
S2 =  S — Si. Из определения S i следует:

I Л I <  Т]В 2,
где B z  — постоянная, определяемая условием

(43)
2 “МР

при всевозможных положениях точки М,  не зависящ ая от вы
бора поверхности Si. Подробнее относительно этой постоянной 
будет сказано ниже.

Выбирая г) =  e/Bz, мы убеждаемся в том, что для любого 
е >  0 можно найти такое Еь содержащее Ро, что

| / ,  ( М ) | < е

при любом положении точки М. Отсюда и следует равномерная 
сходимость интеграла /  (М)  в точке Р0, а т ак ж е  его непрерыв
ность в этой точке.

Если WB(Ро) и Wu (Po)— пределы потенциала W (М)  при 
М —*Ро с внутренней и наружной сторон поверхности S, то

Г в (Ро) =  W l (Ро) -|- /  (Ро) =  Г "  (Р0) + /  [P0) + 2 n v 0= W  (Ра) + 2 пу (Л,)



и аналогично
W H(Po) =  W ( P 0) - 2 m ( P 0).

Справедливость формулы (38) установлена.
Проведенное выше доказательство справедливо для  поверх

ностей, удовлетворяющих условию ограниченности (43). Д ля 
выпуклой поверхности, которую всякий луч из точки М  пересе
кает не более двух раз, Въ ^  8я; для поверхностей, состоящих 
из конечного числа выпуклых частей, Be такж е ограничено. Т а 
ким образом, наше доказательство относится к весьма широ
кому классу поверхностей.

Все проведенные выше рассуждения остаются в силе и для 
функций двух независимых переменных. В этом случае формулы 
(41) принимают вид

9. Свойства потенциала простого слоя. В отличие от потен
циала двойного слоя потенциал простого слоя

непрерывен в точках поверхности 2 . Убедимся в этом для слу' 
чая гладкой поверхности 2 .  Д ля этого достаточно устано 
вить равномерную сходимость интеграла V(М)  в точках по 
верхности 2 .

Действительно, пусть Ро — некоторая точка поверхности 2 
Представим потенциал V в виде суммы

где 2 i — достаточно м алая часть поверхности 2 , содержащ аяс; 
в сфере радиуса б с центром в точке Ро- Величину б мы боле( 
точно определим в дальнейшем.

Рассмотрим систему координат с началом в точке Рс 
ось г  которой направлена по внешней нормали в Ро. Пуст] 
М ( х ,  у, г ) — произвольная точка, отстоящая от А>(0, 0, 0) н; 
расстоянии М Р 0 С  б. Обозначим через 2[ проекцию Si на пло 
скость (х, у ) ,  а через — круг радиуса 26 с центром в точк<
М '( х ,  у , 0), целиком содержащий область 2j. Предполага: 
ограниченность функции

W B(Po) =  W ( P 0) +  n v ( P 0), 

W H( P o ) = W ( P o ) - n v ( P 0).

У =  f  f V - ^ P W <J'> +  f f T L - !x(P)dcTp =  K 1 +  l / 2>
V  *j А ЛЛ D  J V  ^  MP

\ V ( P ) \ < A



и  принимая во внимание, что

da — da> =  d  ̂rfT| 
c o s  y  c o s  у

И
R =  V ( X -  I f  +  ( y -  Ti)2 + ( z - 0 2>  V ( x  -  i)2 +  ( y -  Ti)2 = p, 

получим:

j Vi (M) | <  л  f Г - j p -  =  a \  \  ■ ■ ■................ .■ <
■Ы ^ мр  • 'л  V ( x  — £)2 +  (y  — ti)2 +  (z — £)2ii S]

<T* 94  Г Г _ _ _ _ ^  ^ 9 4  Г Г ___________ dr\_______________
^  J J V ( x  — I)2 +  (y — Ii)2 "" J J V ( x  — I)2 +  (у — Г))2 ’ 

2 i «26

если б настолько мало, что c o s y >  ’/г-
Введем в плоскости (дг, у) полярную систему координат (р, <р) 

с  началом в точке М'.  Тогда можно написать
26 2я

| 1 М М ) 1 < 2 Л  Г Г - 2А  Г | - ^ ^  =  8Ляб.
м' ' (х ~  & + ( У  — Ч)2 0J  0J  р

«26

В ы бирая б =  е/8яЛ , будем иметь

l ^ i  ( М ) | < е ,

если МР0 <  б. Следовательно, V  (М) равномерно сходится 
во всякой точке P 0 e S  и является непрерывной функцией в этой 
точке.

Обратимся теперь к изучению поведения нормальных произ
водных потенциала простого слоя на поверхности. П окаж ем , что 
они имеют на 2  разрыв такого ж е типа, как  и потенциал двой
ного слоя.

Внешняя и внутренняя нормальные производные функции V, 
d V  dV  . . .

~dn,Г и ~dn.Г ’ определяются следующим образом. Пусть Р 0 —
некоторая точка 2 .  Из точки Я0 проведем ось z, которую можно 
направить  либо вдоль внешней, либо вдоль внутренней нормали.

Рассмотрим производную в некоторой точке М  оси г.

Обозначим и пределы производной при стрем 
лении точки М  к точке Ро с внутренней или наружной стороны 
поверхности 2 .  Если ось z  направлена по внешней (внутренней) 
нор^али,^ то эти значения называются внутренними и внешними



предельными значениями производной по внешней (внутренней) 
нормали в точке Р о 1).

Исследуем разрывы внутренней нормальной производной
потенциала простого слоя на 2 . Производная в точке М

оси z, направленной по внутренней 
нормали, равна

=  f f  S^ ± ^ ( P ) d a P, (44) 
У  %мр

р0 где — угол между осью z  и векто-
Рис. 63. ром МР.  Проведем из точки Р  (рис. 63)

нормаль PQ  и прямую PN,  параллель
ную оси z  (нормали в точке Ро), и обозначим через 0 угол NPQ,  
равный углу между нормалями в точках Р  и Р о 2). Выражение 
для  потенциала двойного слоя W( M)  содержит множитель
•£212. # где ф — ^  MPQ.  Так как угол M P N  равен

Н ч
я  — "Ф, то

cos (я — г])) =  cos ф cos 0 +  sin ф sin 0 cos Q =  — cos \f>, 

где Q — двугранный угол с ребром P Q 3). Отсюда следует, чтс

~  (М) =  — J J  (н cos 0) - ^ 5 -  da  — J J ц sin 0 cos Q da  =

=  -  r ,  -  /  (M), (45

’) Предел разностного отношения ПРИ М -*■ Ро равен пре-Л1 " о
делу извне для производной по внешней нормали или пределу изнутри длу 
производной по внутренней нормали, в зависимости от того, с какой сторонь 
точка М  приближается к точке Р0.

2) Очевидно, что 0 и sin 0 стремятся к нулю, когда Р -*■ Ро- Если поверх
ность обладает конечной кривизной в окрестности точки Р0, т. е. ее уравне 
ние можно представить в виде

z  =  f ( x ,  у),

где f ( x , y )  имеет вторые производные, то sin 0 будет дифференцируемо! 
функцией х, у  и, следовательно,

sin 0 <  Аг

(для поверхностей Ляпунова sin 0 <  Аг6).
8) Если направление PQ принять за ось' новой сферической системы, г 

эта формула совпадает с формулой (13) на стр. 326.



где Wi  ( М ) — потенциал двойного слоя с плотностью ni =  n c o s 0, 
имеющий разрыв на поверхности 2 .  Очевидно, что интеграл 
/ (М )  является функцией, непрерывной в точке Ро, так как 1( М)  
сходится равномерно в этой точке (см. примечание, стр. 358). 

В озвращ аясь к формуле (45), видим:

( 4 г ) в =  -  -  2 я ^> (р с) -  /  (Ро), |
/  f ) V  \  I ( 4 6 )
( 4 г ) „  “  -  Г  > (р 0) +  (Ро) -  /  (Ро)- ]

Обозначим

=  Г—  J* J* (ц  c o s  6)  du —  J  j* (x s i n  9  c o s  Q  da] =
I- S 2 J M—Pu

где г|)о — угол между осью г  и вектором РоР. 
Замечая, что fii(Po) == ц‘(Ро), находим:

- Я -2

М -Р а  

COS 1|>о da.

(47)

так  как  по условию ось z  направлена по внутренней нормали. 
Если ось z  направить по внешней нормали, то знак cosip изме
няется, и мы получим:

(48)

Д л я  случая двух переменных имеют место аналогичные ф ор
мулы с заменой 2п  на я.

10. Применение поверхностных потенциалов к решению 
краевых задач. Метод разделения переменных и метод функции 
источника позволяют получить явное выражение для решения 
краевых задач только в случае областей простейшего вида. Све
дение краевых задач  для уравнения Л а п л а с а  (или П уассона)



при помощи поверхностных потенциалов к интегральным урав 
нениям, с одной стороны, удобно для теоретического исследова 
ния вопроса о разрешимости и единственности краевых задач 
с другой стороны, дает возможность эффективного численноп 
решения краевых задач  для областей сложной формы. Рассмот 
рим внутренние краевые задачи для некоторого контура С: 

найти функцию  и, гармоническую в области Т, ограниченнох 
контуром С, и удовлетворяющую на С граничным условиям

Аналогично ставятся внешние краевые з а д а ч и 1).
Будем искать решение внутренней первой краевой задач: 

в виде потенциала двойного слоя

При любом выборе v ( P)  функция W (М)  удовлетворяет уравне 
нию Л апласа  внутри С. Функция W (М)  разрывна на контуре С 
Д л я  выполнения граничного условия, очевидно, надо, чтобы

Принимая во внимание формулы (39), получаем уравнение дл 
определения функции v ( P)

Если обозначить через s0 и s дуги контура С,  соответствующи 
точкам Р 0 и Р,  то уравнение (49) можно переписать в виде

и |с =  f  — первая краевая задача,
и л и

=  f — вторая краевая задача.

с

W B(Po) =  f(Po)-

(4!

L

(5<
о

где L  — длина контура С и

(5

!) При постановке второй краевой задачи как внутренней, так и внег 
ней, в граничном условии нормаль будем считать внутренней.



— ядро этого интегрального уравнения, являющегося интеграль
ным уравнением типа Фредгольма второго р о д а 1)- Д л я  внешней 
задачи  получается аналогичное уравнение

L
— nv (s0) + J К  (s0, s) v (s) ds =  f  (s0). (52)

0

Д л я  второй краевой задачи получаются уравнения

L
—  яц (s0) +  J Ki («0. s) И (s) d s = f  (s0) (внутренняя задача) ,  (53)

о
L

n\ i (s 0) + j  K i ( s 0, s ) \ i { s )d s  =  f ( s 0) (внешняя задача) ,  (54)
о

=  (55)
arlPo \  K PP« /  K PPo

если ее решение искать в виде потенциала простого слоя

и (М) =  Г \n - ^ - lx ( P ) d s P.
g  к МР

Вопросы, связанные с разрешимостью этих уравнений, будут 
рассматриваться в п. 11 настоящего параграф а.

Рассмотрим краевые задачи для некоторых простейших об
ластей, для которых соответствующие интегральные уравнения 
легко разрешимы.

1. П е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  к р у г а .  Если кон
тур С является окружностью радиуса R,  то внутренняя нормаль

где

‘) Интегральные уравнения, содержащие интегралы с постоянными пре
делами, называются уравнениями Фредгольма:

ь
J  К (х, s) ф (s) ds =  f (х)  — первого рода, 
а
ь

ф (х) +  J  К (х, s) ф (s) ds =  f (х ) — второго рода.
а

2) Нетрудно видеть, что K(s0,s)  — Ki(s,So).  Такие ядра называются 
с о п р я ж е н н ы м и ,  а сответствующие им уравнения называются сопряжен- 
«ыми интегральными уравнениями.



в точке Р  направлена по диаметру и
COS ф  1

так  как  ср есть угол P qP P '  (рис. 64). Интегральное уравнение 
р j  для  функции v принимает вид

v ( s 0) Ч ™  . J i z v (s ) ds  =  -^ f(so)-  (56 
с

Нетрудно видеть, что его решением являето  
функция

V {s) =  ± f ( s )  +  A,  (57

где А  — некоторая постоянная, подлеж ащ а5 
определению. П одставляя предполагаемую форму решени? 
в уравнение (56), имеем:

±  f  (s0) +  А  +  ± J  -L (-i-f (s) +  A )  ds  = -1 / (s0), 
с

откуда находим для постоянной А выражение через заданнук 
функцию

A  =  ~ b k
с

Таким образом,

v ( s )  =  l . f ( s) _ _ i s - j f ( s ) d s  (58
с

является решением интегрального уравнения (56). 
Соответствующий потенциал двойного слоя равен

Г(М) -  J  I f m s ]  *
с с с

П реобразуем  правую часть предыдущей формулы, предполагая 
что М  леж ит внутри С:

cos ф -  Л )  f  (s) ds.  (59



И з л ОРМ  (рис. 65) видно, что

/ с =
cosq)

'•МР

2R cos ф — RМР 2RRmp cos Ф Р-мр

2 R 2 RRМР 2RRMP 

R2-  Р2о (60)

так  как
2R [я 2 +  ро — 2Яр0 cos (0 — 0О)] ’

P2o =  R 2+ K 2m p - W K m p co s <?-
П одставляя выражение (60) для К  в формулу (59), получаем 
интеграл Пуассона _

u = W  (ро, 0 О) :

2я

Г
(/?2 — pg) /  (0) dQ

2п S Я2 +  Ро — 2# Ро cos (0 — 0О) ’
(61)

дающей решение первой краевой задачи для 
круга.

Проведенные в этом пункте рассуждения 
показывают, что при любой непрерывной функ- р ис. 65.
ции f  формула (61) определяет гармониче
скую функцию, непрерывно примыкающую к граничным значе
ниям

Если функция f  кусочно-непрерывна, то в силу свойства по
тенциала двойного слоя функция W  такж е непрерывна во всех 
точках непрерывности /. Из ограниченности функции f

I f \<c
следует ограниченность функции (61)

| Щ р 0, 0О) | < С ^  Г - 5 ----- --------------------------dQ =  С,
2л J R + P q -  2Rp0 cos (0 -  0О)

так  к а к ')

2я

2Я 2(* ________
J R2 4- о̂  — 2

Ро
^ +  Ро — 2/?р„ cos (0 — 0О)

■<Ю= 1 . (62)

2. П е р в а я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  п о л у п р о с т р а н 
с т в а :  найти гармоническую функцию, непрерывную всюду в об
ласти z  ^  0, принимающую на границе z  =  0 заданное значение 
f (x,  У).

') Равенство (62) следует из того, что левая часть представляет решениэ 
первой краевой задачи при / =  1.



Будем искать решение этой задачи в виде потенциала двой
ного слоя

+  оо

Нетрудно показать, что и(х,  у, г )  равномерно стремится к нулю* 
при R =  ] / х 2 +  у 2 +  г 2 ->  оо , если этим свойством обладает- 
функция /.

11. Интегральные уравнения, соответствующие краевым- 
задачам . При решении краевых задач для уравнения Л а п л а с а  
с помощью потенциалов простого и двойного слоев мы пришли 
к интегральным уравнениям Фредгольма второго рода (50).

Условия разрешимости интегральных уравнений Ф редгольма 
второго рода с непрерывным ядром и ограниченной (интегрируе- 
мой) правой частью сходны с условиями разрешимости систем 
линейных алгебраических уравнений (к которым они сводятся,, 
если интеграл заменить интегральной суммой). П ервая теорема 
Ф редгольма заключается в следующем:

неоднородное интегральное уравнение второго рода имеет 
решение, и притом единственное, если соответствующее одно
родное уравнение имеет только нулевое реш ение1) .

') Для кривых с ограниченной кривизиой теория Фредгольма применима 
непосредственно, так как ядро интегрального уравнения (50) непрерывно.

Теория Фредгольма применима также в том случае, когда непрерывно- 
одно из п о в т о р н ы х  я д е р :

t f n + i )  ( p i (  Р 2)  =  |  J  К (1) ( / > „  М) Км  (М , Р2) daM, К (1) (Р, М) =  К (Р, М),
£

Докажем, что если 2  — поверхность Ляпунова, то повторные ядра на
шего уравнения, начиная с некоторого номера, непрерывны. Как мы видели,

W  (х, у ,  z) =  J  J  r))dZ,ch), R 2 =  {х —  I)2 +  {у — r\)2 +  z 2~

В данном случае
cos ф __  z________________г

R* R > [ (х  -  ЪУ +  ( у -  л ) 2 +  г 2]’/а

и ядро интегрального уравнения

Таким образом, плотность потенциала двойного слоя

и искомая функция равна
+ оо

/  (I. л) d l  dr\.



Д окаж ем , опираясь на сформулированную теорему, что инте
гральное уравнение (50) имеет единственное решение.

Ограничимся рассмотрением выпуклых контуров, не содер
ж ащ их прямолинейных участков границы. В этом случае ядро

для поверхностей Ляпунова
cos ф

-2-8 •

Повторные ядра могут быть представлены в виде

K i . t ( p v  р 2) =  J J  *1 ( p v  Щ  * 2 ( м ,  р 2) d a M.

Покажем, что если | (r{ — Pi M ; а г > 0 ;  /  =  1, 2), то

С
I /Ci, г! <  2—а,—аг ’ если a i + a 2< 2 , r = P lP2.

Очевидно, что эту оценку достаточно установить для случая, когда точка Рг 
лежит в окрестности Ляпунова So точки Р\, причем вместо интеграла по 
можно рассматривать интеграл по проекции S 0 этой окрестности на каса
тельную плоскость в точке Р\ в силу того, что

1 >  Р !р:Ж  >в>0 г (Р, М)

(где р(Р, М ) — расстояние между проекциями точек Р и М на касательную 
плоскость, В  — некоторая постоянная), а также в силу связи между элемен
том поверхности da и его проекцией dS: 
do  =  dS /cosy ,  где согласно формуле (34) 
cos Y >  '/а-

Для плоской области справедлива лемма:

е с л и  | Kt | <

1 - 1

с,

М ) Кг (М, Р2) dx  dy

<

<

С
.2—0tl—dj '

Рис. 66.
Обозначим через R диаметр области S 0.

Разобьем интеграл /  на два интеграла: / 1 —
взятый по кругу G1 радиуса 2г с центром в точке Pi и h  — распростра
ненный на оставшуюся область 0 2 (рис. 66). Так как для точек М,  лежа
щих в Ог,



уравнения (50) К(Ро, Р)  неотрицательно, так как

К  (Я0, Р) d s P —  du>,

где d(o есть угол видимости дуги d S P из точки Ро.
Рассмотрим прежде всего первую краевую задачу для внут

ренней области. Однородное уравнение, соответствующее урав
нению (50), имеет вид

L
nv (s0) +  |  К  (s0, s ) v (s) ds  =  0. (63)

о

Как мы видели (см. п. 8), имеет место равенство

J  К  (s0. s) ds =  л ,

пользуясь которым однородное уравнение (63) можно записать

(

то для интеграла / 2 получаем оценку 

2л R

|/2 |<4С,С2 Г Г— *—J J г 4— се,—а ,
0 2 г 1

г 1 dr, dq>
> а. + а 2< 2, 

( C3/?a'+0j- 1, а , + а 2>2.

Производя в интеграле по Gi замену переменных х  =  гх \  у =  гу\  по
лучаем:

| / . к
1 Г Г _  с , с 2

г2- а , - а г J J ^ 2-а, /2-а , Г, г2
—  d x ' d y '

В последнем интеграле, взятом по кругу G[ с радиусом, равным 2г, г '  есть 
г

расстояние от центра, г2 — от середины радиуса, вследствие чего этот инте
грал сходится, причем он не зависит от положения точки Р2, т. е. от г. 

Отсюда

Положив Сз +  — С, получим искомое неравенство

С
ai +  а2< 2,

| / | < <  г2- а' - “г ’
I CRa'+a‘- 2, а, +  а2>2.

Отсюда следует, что, начиная с некоторого номера, интегралы, производящие 
повторные ядра, ограничены и равномерно сходятся, т, е, являются копре* 
рывными функциями своих аргументов.



в виде
L

J  U (So)  +  V (s)] К  (So, s) ds  =  0. (64)
о

Пусть Po(so)— точка контура С, в которой функция |v ( s ) |  
достигает своего максимального значения. Отсюда следует, что 
сумма v(sg) +  v(s) знакопостоянна. Тогда, полагая в (64) 
sfl =  s* и пользуясь тем, что K ( s 0, s ) ^ 0 ,  получим равенство

v (Sq) +  v (s) =  0
или

V (s) =  —  V (s'),

противоречащее непрерывности в точке sj, если только v(sj)=?£=0.
Следовательно, однородное уравнение (63) имеет только ну

левое решение, и тем самым неоднородное уравнение имеет 
единственное решение при любой функции f 1).

Внешняя вторая краевая задана, как мы видели (см. п. 10), 
сводится к интегральному уравнению

L
(s0) +  J  Ki («о, s) ц (s) ds  =  f  (s0), (54)

0

ядро которого Ki (So, s) является сопряженным по отношению 
к ядру к  (So, S ) ,  т. е. /Cl (So, s) =  K(s ,  s0).

Вторая теорема Фредгольма состоит в следующем: 
число линейно-независимых решений некоторого однородного  

интегрального уравнения равно числу линейно-независимых ре
шений сопряженного уравнения.

И з этой теоремы следует, что решение уравнения (54) опре
делено однозначно. •

Внешней первой краевой задаче соответствует уравнение
L

— Jiv (s0) - f  J  К  (So, S)  v (s) ds  =  f  (s0). (52)
0

Однородное уравнение (f  —  0) согласно предыдущему может 
быть приведено к виду

L
J [v (s0) — v (s)j К (s0, s) ds  =  0. (65)
о

■) При наличии прямолинейных участков границы рассуждения несколько 
осложняются, хотя доведение их до конца не представляет затруднений.



Обозначая через s  ̂ точку, в которой | v ( s ) |  достигает макси
мального значения, получим из (65)

v (s') =  v (s).

Отсюда следует, что только
v (s) =  const =  v0

является рещением однородного уравнения. В силу второй тео
ремы Фредгольма сопряженное однородное уравнение будет 
иметь единственное решение.

Условие разрешимости неоднородного уравнения дает 
третья теорема Фредгольма:

если некоторое однородное интегральное уравнение
ь

Ф (х) —  J К  {х, s) ф (s) ds
а

имеет k линейно-независимых решений  фг(*) (г =  1, 2 , . . . ,  k) ,  
то сопряженное неоднородное уравнение

ь
(*) =  J К (s, х) г|) (s) ds  +  /  (*)

а

Ь
имеет решение, если  J* f (лс) (л:) с?лг =  0, г = 1 , 2 , . . . ,  k.

а
Применяя третью теорему Фредгольма к уравнению (53), 

соответствующему внутренней второй краевой задаче, получим 
условие разрешимости этой задачи

L
J  /  (s) ds  =  0, (66)
о

с которым мы уже встречались в § 1.
Условие разрешимости внешней первой краевой задачи 

имеет вид
L
|  f ( s ) h  (s ) ds  =  0, (67)
о

где h ( s ) — решение однородного уравнения, соответствующего 
(53). Нетрудно выяснить физический смысл этой функции.

Пусть цилиндрический проводник, имеющий в сечении фор
му S,  зар яж ен  до некоторого потенциала Ко- В проводнике весь 
зар яд  находится на поверхности. Обозначим h(s )  плотность по
верхностных зарядов. Потенциал, создаваемый этими поверхно



стными зарядами, является потенциалом простого слоя с плот
ностью h(s)  и выражается формулой (29). Нормальные произ
водные его изнутри равны нулю, так как  внутри проводника
V =  const. Поэтому функция h( s )  удовлетворяет однородному 
уравнению (53) и пропорциональна функции h( s ) ,  определен
ной выше, что и выясняет физический смысл этой функции.

Таким  образом, интегральные уравнения, к которым сводят
ся кр аевые задачи, разрешимы всегда для внутренней первой 
и внешней второй краевых задач и разрешимы при условиях 
(66) и  (67) для внутренней второй и внешней первой краевых 
задач ') .

ЗА Д А Ч И  К ГЛАВЕ IV

1. Найти функцию и, гармоническую внутри круга радиуса а и прини
мающую па окружности С значения

а) и |с  =  A cos ф;

б) и |с  =  А +  В  sin ф.

2. Решить уравнение Лапласа Аи =  0 внутри прямоугольника 0 ^  х  ^  а, 
О <  г/ 6 при граничных условиях

«1*=0 =  МУ). “ IjM) =  h (*). « U = a =  0, ы Iy=b =  0.

Доказать, что получающиеся при этом формулы дают решение задачи 
для произвольной кусочно-непрерывной функции, заданной на границе.

Решить задачу для частного случая

h(y)  =  Ay(b — y), f2(x) =  Bcos-^-x,  f3 =  f4 =  0.

3. Решить уравнение Аи =  1 для круга радиуса а при граничном усло
вии и |г _ а =  0 .

4. Решить уравнение Ди =  Аху  для круга радиуса а с центром в точ
ке (0 ,03  ПР” граничном условии и |г=а =  0.

5. Решить уравнение Аи — А +  В(х2 — у2) в кольце а ^  р ^  Ь, если

: =  Л„ —
ди
др =  0. 

р=б

Начало координат находится в центре кольца.
6. Построить функцию источника для уравнения Лапласа (первая крае

вая задача): а) для полукруга, б) для кольца, в) для слоя (0 ^  г  ^  /).
7. Найти гармоническую функцию внутри кольца а ^  р ^  Ь, удовлетво

ряющую следующим граничным условиям:

U \р=а =  fl (ф), « |р = 6  =  ?2(ф).

') См. подробнее И. Г. П е т р о в с к и й ,  Лекции об уравнениях с част
ными производными, § 39, Физматгиз, 1961,



8. Найти решение уравнения Лапласа Аи —  0 в полуплоскости у  ^  ( 
с граничным условием

, Г 0 при х < 0 ,
и (х, 0) =  \

(. и0 при дг >  0.
9. Найти функцию н(р, ф), гармоническую внутри кругового секторг 

р а, 0 ^  ф ^  фо при граничных условиях:

а) и 1ф=о “  Чь « 1<р=Фв =  “ 1р=а =  ?2. где q{ и ^  —  постоянные

б)  ̂1ф=0  “  ^ 1ф=ф0 “ 0, U |р__а =  f (ф).

10. Методом конечных разностей решить первую краевую задачу для 
уравнения Аи —  0 внутри прямоугольника О ^ л с г ^ а ,  0 у ==S &, подразде
ляя каждую из его сторон на 8 равных частей, если граничные условия имеют 
вид

и |х=0 =  | - ( 1 - у ) .  s i n ы 1х=а =  « 1^=0 =  °-

Сравнить с аналитическим решением (см. Дополнение I, § 3).
11. Найти объемный потенциал сферы при постоянной плотности р =  р0.
Указание. Решить уравнения Да =  0 вне сферы и Аи =  4 пр0 внутри

сферы и решения сопрягать на поверхности сферы.
12. Найти потенциал простого слоя, распределенного с постоянной плот

ностью v =  v0 на сфере.
Указание. Искать решение уравнения Аи — 0 вне и внутри сферы и вос

пользоваться для сопряжения условиями разрыва производноЛ потенциала 
простого слоя.

13. Решить первую краевую задачу для ограниченного круглого цилиндра 
(р ^  а, 0 z  <  I):

а) на основаниях цилиндра заданы нулевые граничные условия (первого 
или второго рода), а на боковой поверхности

и 1р=а = f (г )■
б) на боковой поверхности и на одном из оснований цилиндра заданы 

нулевые граничные условия (первого и второго рода), а на втором основа
нии цилиндра

и =  f (р),

например f (р) =  У1р 1̂ — -^-j.

14. Решить неоднородное уравнение
Аи —  — /

в неограниченной цилиндрической области при нулевых грашш ных условиях 
(первого или второго рода) и построить функцию источника.

15. Найти гармоническую внутри сферы функцию, равную и\ на одной 
половине сферы и и2 на второй половине сферы.

1C. Написать разложение по сферическим функциям плотиости поверх
ностных зарядов, индуцированных на проводящей сфере точечным зарядом.

17. Решить задачу о поляризации диэлектрического шара в  поле точеч
ного заряда.

18. Вычислить гравитационный потенциал плоского диска. Сравнить с 
асимптотическим представлением гравитационного потенциала на больших 
расстояниях.

19. Вычислить магнитный потенциал кругового тока.
20. Решить задачу о возмущении плоскопараллетьного электрического 

поля идеально проводящей сферой. Решить задачу для абсолютно непрово
дящей сферы.
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ПР ИЛОЖЕНИЯ К ГЛАВЕ IV

I. Асимптотическое выражение объемного потенциала
П ри  изучении объемного потенциала

V  (М>=  Ш  P (T Tf> » где d = = R M P (1)
т

на больших расстояниях от тела обычно принимают значения 
потенциала равным m/R,  где m — масса тела Т, R  — расстояние 
его центра тяжести от точки наблюдения. Установим более точ
ное асимптотическое выражение для V 1).

Пусть Б — сфера с центром в начале координат, целиком со
д е р ж а щ а я  тело Т. Вне этой сферы потенциал будет гармони
ческой функцией.

Расстояние от точки наблюдения М ( х , у , г )  до переменной 
точки внутри тела M i ( x u у  и Zi) м
(рис. 67), по которой произво
дится интегрирование, равно

d  =  У  г2 +  r'j — 2 rr, cos 0 

{г —  ОМ,  Г[ =  ОМх), (2) 

о тку д а
1 1 1 
Л  г V I  +  а 2 — 2 а ц  ’

а  =  г ,/г; ц =  cos 0. (3) Рис. 67.

Так к а к  rj <  г, то а < 1 ,  и поэтому имеет место разложение 
(см. Дополнение II, ч. II, § 1)

00
1  =  1 2 < х " Р „ ( и ) ,  (4)

п=0
где Р-п(ц) — полином Л еж андра п -го порядка (см. Дополнение
II, ч. I I ,  § 1) Подставляя это выражение в формулу (1) и учи
ты вая ,  что 1 /г не зависит от переменных интегрирования, полу
чим:

y(M )=i-J|Jp2anp„(>u)dT = F1 + y2 + K3+ ... =
Т /1=0

т т

+  7Г J J  J 9г]Р2 (ц) сГт +  . . .  (5)
_______________  Т

*) В . И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. III, Гостехиздат, 1У56.



Первый член равен т /r, где т  — масса всего тела, и дает нам 
первое приближение для вычисления потенциала при больших г, 

Перейдем к вычислению следующих членов разлож ения (5). 
Подынтегральное выражение во втором члене равно

рР, (Ц) г, =  pjLtr, =  pr, cos 0 =  -£££■_+РУУ +  Р « . .

Величины х, у, z  и г не зависят от переменных интегрирования 
и могут быть вынесены за знак интеграла. После этого второй 
член разложения потенциала принимает вид

7* J  J  J  рг‘/ ’1 ^  dx  =  ~r* (MlX +  М &  +  Мз^  == 7 г ( «  +  У!/ +  z z ) y
Т

где

Mi = J I J рлг*d x =Ш ' Мг =  J J J ptji dx=
г г

М3 =  J  J* J рz xdx — Mz
т

— моменты 1-го порядка, ос, у,  z — координаты центра тяжести. 
Таким образом, второй член убывает как 1 /г2. Если начало ко
ординат поместить в центре тяжести (х —  0, у =  0, z —  0), то 
V2 =  0.

Рассмотрим третий член разложения. П реобразуем  подын
тегральное выражение

=  2?Г [3 (*,* +  УХУ +  г ,г)2 -  г\г2].
Вводя обозначения

M ik =  11 J pxtx k dx (х =  дг,; у  =  *2; г  =  лг3), 
г

приходим к следующему выражению для V3-

^ з = т г  J J J  рг\Р2(») fix =
т

=  ^  ^  1ЗМ"  “  +  Мзз)] +
+  У2 [З М 22 -  ( М „  +  М 22 +  Мзз)] +  z~ [ЗМ33 -  ( М „  +  М 22 +  Л /,Л ] •+-

-j- 2 • 3ху М 12 +  2 ■ 3 x z M 13 -j- 2 • 3yzM2̂ .



Полином, стоящий в фигурных скобках , я в л я е т с я  гармониче
ским полиномом, т а к  к а к  он м ож ет  быть зап и сан  в виде

V3 =  ̂ r{(x2 -  у 2) [Мп -  М22] -  (г2 -  х2) [Ми -  М33] +
+  (у2 — Z2) [М22 — Мзз] +  6 \xyMl2 +  x z M l3 +  yzM 23]}r

где к а ж д о е  слагаем о е  удовлетворяет  уравнению  Л а п л а с а .  Ко
эффициенты, стоящие в кв ад р атн ы х  скобках , в ы р а ж а ю т с я  че
рез моменты инерции. Момент инерции тела Т относительно оси 
х, к а к  известно, равен

А  =  I  I  I  P ( ^ l  +  2 l ) r f T = = A f 22 +  M 33- 
Г

Аналогично моменты инерции относительно осей у  и z равны

В =  М33 +  М п \ С =  М ц -| -М 22.
Отсю да следует , что

М п — М22 =  В — Л; М п — М 33 =  С — А-, М 22 — М 33 — С — В.
В р езультате  мы приходим к асимптотическому вы р аж ен и ю  

д л я  потенциала

V  е* у -  +  ^ -{ х х  +  уу  +  zz) +  -^ 5- {{х2 — у 2) (В — А) +

+  (у2 -  z2) (С -  В) +  (Z2 -  х2) ( А - С )  +
+  6 {хуМХ2 +  yzM 23 +  zxM 31)}, (6)

сп р аведл и во м у  с точностью до членов порядка  1/г6.
В ы р аж ен и е  (6 ) упрощ ается, если поместить начало  коорди

нат в центре тяж ести , а оси координат н ап рави ть  по главн ы м  
осям инерции:

V ^  {(х2 -  у 2) (В -  А) +  {у2 -  Z2) (С -  В) +
- f  (z2 - x 2) ( A - C ) } .  (7)

Полученное асимптотическое представление потенциала по
зво л яет  ответить на ряд вопросов обратной зад а ч и  теории по
тенци ала , заключающ ейся в определении х ар ак тер и сти к  тел а  по 
его потенциалу (или каким-либо его производным).

В самом деле, определяя коэффициенты р азл о ж ен и я  ( 6 ) ,  
м ож но найти массу , координаты центра т яж ести  и моменты  
инерции тела.

II. Задачи электростатики

В з а д а ч а х  электростатики решение уравнений М а к с в е л л а  
сводится к отысканию одной скалярной функции — п о тен ц и ал а  
ф, связанной с напряженностью поля соотношением

Е  =  — g ra d  ф.



И спользуя  уравнения М а к све л л а

div Е —  — 4лр,
получим:

Д<р =  — 4яр.

Т аки м  образом , потенциал удовлетворяет уравнению  П уассо 
на в тех  точках  пространства, где  находятся  электрические з а 
р яды , и уравнению  Л а п л а с а  — в тех точках , где  з ар яд о в  нет.

1. О с н о в н о й  з а д а ч е й  э л е к т р о с т а т и к и  явл яетс я  
оты скание поля, создаваем о го  системой з ар яд о в  на з адан н ы х  
проводниках. При этом возмож ны  две различные постановки 
этой задачи .

1. З а д а ю т с я  потенциалы проводников и тр еб уется  опреде
лить поле вне проводников и плотность зар яд о в  на проводниках. 
М а т е м а т и ч е ск а я  формулировка задачи состоит в следую щ ем:

требуется найти функцию  ср, удовлетворяющую уравнению  
Л а п л а с а  Д<р — 0 всюду вне заданной системы проводников, 
обращ аю щ ую ся в нуль на бесконечности и принимающую з а 
данны е значения на поверхностях проводников Sf.

Ф Is, =  Ф ь Ф; =  const.

Т аки м  образом , в этом сл уч ае  мы приходим к первой краевой 
за д а ч е  д л я  уравнения Л а п л а с а .  Единственность ее решения сле
д у е т  из общей теории.

II. В о зм о ж н а и об р атн ая  постановка задачи . Н а  провод
н иках  за д а ю т с я  полные з ар я д ы .  Требуется определить потен
циалы  проводников, распределение зарядов  по их поверхностям 
и поле вне проводников. Решение этой задачи  сводится к оты
сканию  функции ф, удовлетворяю щей уравнению Л а п л а с а

Аф =  О

вне задан ной системы проводников, обращающейся в нуль на 
бесконечности, принимающей на поверхностях проводников не
которые постоянные значения

Ф |$г =  const

и удовлетворяю щ ей интегральному соотношению на поверх
ностях  проводников

§ Ж а а = ~ 4пе‘ ’
si

г д е  ei — полный за р я д  i-го проводника.
2. Единственность решения второй задачи  из общей теоремы 

не сл ед ует ,  но м о ж ет  быть легко  д о казан а .



П редположим, что сущ ествую т д ва  реш ения cpi и фг з а д а  
чи II. Тогда их разность

ф' =  Ф, — ф2

б уд ет  удовлетворять  уравнению

Аф' =  О
и условиям

Заклю чим все задан н ы е проводники внутрь сферы 2н  достаточ
но большого радиуса  R и применим к функции ф' первую фор
м у л у  Грина в области TR, ограниченной сферой 2 В и поверхно
стям и  проводников Si'.

В силу условий на бесконечности *) и на поверхностях, мы 
получим:

о т к уд а ,  вследствие положительности подынтегрального в ы р а ж е 
ния, следует :

всю ду в рассматриваемой области. У чи ты вая  условие на беско
нечности ф'|оо =  0 , получаем:

ф' =  0 ,

что и д о ка зы в ает  единственность поставленной задачи .
3. Из единственности решения краевой за д а ч и  д л я  ур а в н е 

ния Л а п л а с а  следует, что потенциал уединенного проводника  
п р ям о пропорционален сообщенному ем у з а р я д у

') Из условия <р'| оо =  0 следует регулярность функции <р' на бесконеч
ности (см. стр. 301), в силу чего

ф' |S; =  const,
s,

Уф' =  0 или ф' =  const



В самом деле , если на уединенный проводник поместить з а 
ряды  е и е' — т е ,  то соответствующие потенциалы ф и ср' д о л ж 
ны удо влетворять  уравнениям

Дф =  0; Дф' =  0

и граничным условиям

- i § ^ d<s==e> - b § ^ r d a = m e >
s s

о ткуд а  и сл едует ,  что ф '— т ф  =  0 , т. е. =
На поверхности уединенного проводника получаем :

—г =  — =  С =  const.
Ф Ф

Э ту  постоянную С назы ваю т е м к о с т ь ю  уединенного провод
ника. Она не зависит от з а р я д а  проводника, а определяется  
формой и р азм ер ам и  последнего. Таким образом, д л я  уединен- 
лого  проводника имеет место соотношение

е==СФ, C = - ^ § ^ - d o .
s

Емкость уединенного проводника численно равна з а р я д у ,  при 
сообщении которого проводник приобретает потенциал, равный 
1. Если проводник не уединен, то его потенциал существенно 
зависит от формы и расположения других  проводников. Д л я  
■системы проводников имеют место соотношения

е\ —  С 11Ф1 +  C i2 (Фг— ф0 +  ••• +  СтСф/г — Ф1). 
е2 —  С21 (Ф1 — Ф2) +  С 22Ф2 +  • • • +  С2п (фп — ф2)>

еп — Сп\ (ф1 — фл) +  Сп2(ф2 ~  Фп) +  • • • +  Сппф„,

г д е  ei и (pi — з а р я д  и потенциал i-го проводника. Величина Сц, 
имеет смысл  взаимной емкости г'-го проводника по отношению 
к k-му  проводнику. Она м о ж ет  быть определена к а к  тот зар яд ,  
который д о л ж ен  быть сообщен t-м у  проводнику д л я  того, чтобы 
все проводники, кроме k-ro, имели нулевой потенциал, а fe-й 
п р о во д н и к— потенциал 1.

4. Л егк о  п оказать ,  что матрица коэффициентов Cih является  
симметричной, т. е. имеют место соотношения

С ik — Cki•



Д л я  определенности рассмотрим случай д в у х  проводников, хотя 
и в случае п проводников до казател ьство  остается тем ж е .

П усть  з а д а н ы  два  проводника а и Ь. Тогда определение ко 
эффициентов Саь и Сьа сведется к  определению функций uW и 
и<2\ удовлетворяю щ их уравнениям  Аы(1) =  0 и Ди<2> =  0 и г р а 
ничным условиям

Опишем сферу Hr достаточно большого ради уса  R, з а к л ю 
чающую оба проводника, а  и Ь, и применим формулу Грина к 
функциям и ы(2> в области м е ж д у  поверхностью 2 я и по
верхностями проводников S a  И S b

И нтеграл  в левой части этого равен ства  равен нулю. И с п о л ьзуя  
граничные условия и условия в бесконечности, получим:

что и требовалось доказать .
5. Перейдем к конкретным примерам .
Р ассмотрим  за д а ч у  о поле зар яж ен н о го  ш ара . П усть  на по

верхности проводящего ш ара р ад и ус а  а з а д а н  потенциал <р0. 
Р е ш а я  з ад а ч у  1, легко п оказать ,  что поле и плотность з а р я д о в  
на поверхности ш ара в этом случае  б уд ет  определяться  в ы р а 
ж ен иям и

*R+Sa+Sb

или

Если вместо потенциала на поверхности ш ар а  <р0 з а д а н  полный 
з а р я д  во, сообщенный ш ару, то



При этом емкость  ш ар а
С =  а,

т. е. в абсолютных единицах емкость уединенного ш а р а  чис
ленно равн а  его р ад и усу .

В качестве  следую щ его  примера рассмотрим  з а д а ч у  о сфе
рическом конденсаторе (система д вух  концентрических прово
дящ их сфер).

П усть  внутренний ш ар р ади уса  г, имеет заданны й потенциал 
Vo, а внешний шар р ад и ус а  г% заземлен . Т огда  определение поля 
внутри конденсатора сводится к отысканию функции ф, уд о в 
летворяю щ ей уравнению

Дф =  О
и усл о ви ям

ф|г, =  ^ 0. Ф|г,==0 - 

Л е гк о  п оказать ,  что в  этом случае

а  ем кость  сферического конденсатора равн а

С =
г  г —  П

Более сложной зад ач ей  явл яетс я  определение потенциала 
сферы в присутствии другой сферы, не концентрической с д а н 
ной. Э та  з а д а ч а  р еш ается  методом отражений. Аналитическое 
решение довольно громоздко , и мы здесь приводить его  не б у
дем  ‘ ) .

6 . П ерейдем к д вум ер н ы м  зад а ч а м .
В качестве  прим ера рассмотрим цилиндрический конденса

тор, образованный д в у м я  бесконечно длинными коакси альн ы м и  
цилиндрами, на одном из которых равномерно распределен 
электрический з а р я д .  Очевидно, что решение задачи  одинаково 
во всех  плоскостях , параллельн ы х  плоскости нормального се
чения цилиндра. П о это м у  з а д а ч у  можно р ассм атр и вать  к а к  
плоскую  и вместо полного з а р я д а  з а д а в а т ь  з а р я д  на единицу 
длины  и.

Если внешний цилиндр р ади уса  Гг з азем лен ,  а на внутрен
нем — р ад и ус а  — з а д а н  з а р я д  х, то потенциал поля в конден
саторе  оп р едел яется  вш ражением

Ф =  2х In — ,

’ ) См. Ф р а н к  и М и з е с ,  Дифференциальные и интегральные уравне
ния математической физики, т. II, стр. 713, 1937.



а ем кость  единицы длины цилиндрического конденсатора р авн а

г I
Р ассм отренн ый пример позволяет решить более слож ную  з а 

дач у  определения емкости провода, расположенного н ад  про
водящ ей плоскостью. Пусть над  бесконечной плоскостью на 
расстоянии I от нее находится бесконечно длинный провод р а 
ди уса  р, на котором распределен з а р я д  с плотностью к  ( з а р я д  
на единицу дл и н ы ).  Ясно, что и эта  з а д а ч а  м о ж ет  реш аться  
к а к  двум ер н ая .

III. Основная з а д а ч а  электроразведки

Д л я  изучения неоднородности земной коры в целях  р а з 
ведки  полезных ископаемых широко применяются электриче
ские методы. Основная схем а электроразведки  постоянным 
током заклю чается  в следую щ ем. При помощи зазем ленн ы х  
электродов в землю пропускается ток от питающей батареи . На 
поверхности земли измеряются н ап ряж ен и я  созданного таки м  
образом поля постоянного тока . При помощи наблюдений на 
поверхности определяют подземную структуру .  М етоды  опреде
ления подземных структур (интерпретация наблюдений) б ази 
рую тся на математическом  решении соответствующих зад ач .

Потенциал поля постоянного то ка  в однородной среде  у д о в 
летворяет  уравнению  Л ап л аса

ДК =  0 ( z > 0 )  (1)

при дополнительном условии
дУ
дг 2=0

о, (2)

которое означает , что вер ти кальн ая  со ставляю щ ая плотности 
тока 4) на («дневной ») поверхности г  =  О равна нулю, т а к  к а к  
полупространство z <  0 (воздух ) непроводящее.

Рассм отри м  точечный электрод  на границе полупростран
ства в точке А. Очевидно, что потенциал поля будет  равен

I/___ (Р
2nR ’ (3)

где R  — расстояние от источника А, р — удельное сопротивле
ние среды , а I  — сила тока. Эта функция отличается от ф унк
ции источника в неограниченном пространстве коэффициентом 
2 в силу условия (2 ) .



И зм ер яя  разность потенциалов в точках  М и N, л еж ащ и ; 
на одной прямой с А,  при помощи измерительной цепи, полу 
чим:

V ( M ) - V ( N )  =  ^ r b r ,

т д е  Дг — расстояние м е ж д у  точками N yl М.
П р едп о л агая ,  что точки М а N достаточно близки м е ж д у  со

бой, получим:
У ( М ) - У ( А 0 

А г
dV
дг

/р
2 я  г 2

где  г — расстояние точки О (центра приемной цепи MN)  от пи
таю щ его  электрода . С ила тока  / в питающей цепи известна, так 
к а к  регистрируется в течение хода работы . Отсюда для  со
противления однородного полупространства получим:

dV
дг (4)

Если среда  неоднородна, то величину р, определяем ую  по фор
м у л е  (4 ) ,  н азы ваю т к а ж у щ и м с я  сопротивлением и обозначают 
через р*; рь не будет постоянной величиной.

Рассм отрим  з а д а ч у  о вертикальном электрическом  зондиро
вании, ко гда  слои земной коры залегаю т горизонтально и со
противление их зависит только от глубины

р =  р (z).

В этом случае  к а ж у щ е е с я  сопротивление будет функцией 
расстояния г — АО. З а д а ч а  интерпретации резул ьтато в  верти
к а л ь н ы х  электрических зондирований заклю ч ается  в определе
нии функции р ( г ) ,  даю щ ей «электрический р азр ез»  среды по 
известным значениям рь (0 -

Рассмотрим  подробнее з а д а ч у  о двуслойной среде, ко гда  од
нородный слой мощности I и сопротивления ро л еж и т  на одно
родной среде с сопротивлением pi,

f Ро при 0 < 2  < 1 ,
Р (2 ) = 1  ! ^I р, при / <  z.

Очевидно, что на небольших расстояниях г <  I к а ж ущ ее ся  
сопротивление р* равно р0, т а к  к а к  влияние подстилающей сре
ды  будет  с к а зы в а т ь с я  мало. Д л я  больших расстояний (г I) 
ph будет  равно рь

З а д а ч а  сводится, таки м  образом, к нахождению  решения 
ур авн ен и я  Л а п л а с а  V0 в слое 0 <  z <  / и V\ в полупростран
с т ве  z~> I. При z =  I д о л ж н ы  выполняться условия непрерыв
ности потенциала

^ o U = ^ U  (5)



и непрерывности нормальных составляю щ их плотности тока

1 dV0
Ро дг

1 dVi
г=1 Pi д г z= l

(6)

При 2  =  0 потенциал Vo долж ен  удо влетворять  условию (2 ) ,  
а  в точке А, которую мы выберем  за  начало цилиндрических 
координат (г, ф, г ) ,  потенциал Vo должен иметь особенность 
типа (3 )

V o ^ - ^ - ^ ^ r  +  Vo, (7)
2п У  z2 +  г2

где  — ограниченная функция.
Ф ункция Vj должна быть ограниченной на бесконечности. 

Ф ункции Vo и Vi удовлетворяю т уравнению (1) ,  которое в силу 
цилиндрической симметрии зад ач и  приобретает вид

dW_ , j_ dV_ , -
дг2 г дг  д г 2

М етод  разделения переменных д а е т  д л я  V д в а  типа решений, 
ограниченных при г —  0 :

e± ^ J0(Xr), *
где Jo — функция Бесселя нулевого порядка  (см . Дополнение II,
ч. I, §  1), а X— параметр разделени я . Б удем  и скать  решение 
в виде

оо

Voir, z) =  ^--17==- + Г (А0е-ь* +  В ^ * )  Jo (Xr) dX,
2 я  У г2 +  z 2 Jо

V, (г, г) = J (Aie- ^  + В /0 М  dk.

где A q, В о, А\, В\ — некоторые постоянные. Условие (2) д ает  
с в я зь  м еж д у  А 0 и В0. Вычислим

д У 0
оо

• ТТГЖ + f ( -  + KB*eXz) (Яг)2 л  (г2 +  г ) "  Jdz  2 л  (г2 +  г2)

Условие (2 ) принимает вид
оо

J {B0 - A 0) J 0(Xr)XdX =  0
0

при произвольном г, о ткуда

B q —  Aq.



Из усло ви я  ограниченности Vi при г —* оо следует ,  что

В, =  0.
Таким образом ,

оо

V j (г, z) =  J  Aie~XzJ 0 (kr) dk
о

и
сю

Уо(г, z) =  J  [qe~Xz +  А 0(е~Кг +  eXz)] J 0 (kr) dk]
о

при этом мы воспользовались формулой
оо

(8)

(см. Дополнение II, ч. I, § 5) и обозначили =
О ставш иеся  постоянные А 0 и A t определяю тся из условии 

(5) и ( 6 ) д л я  г  — I, которые сводятся  к системе алгебраических  
уравнений:

А 0 (е~2М +  1) -  А , е =  -  qe- ш

J_ Ао{е-ai _  1) _  J_  А е-ы  = _  ±_е-2Ы
Ро P i Ро

о ткуд а  находи тся  коэффициент

Л0 =  , --------- (£L-PQ )£ ^ . _ „r )
(P i +  Ро) —  (P i — Ро) е

и решение Vo д л я  верхнего слоя дается  формулой
ос

V oir, г) =  - & - [
2л J

k e-211
/ 0 (кг) dk, (9)

где положено
Pi —  Ро
Pi +  Ро

П р ео б р азуем  полученное вы раж ение. Т ак  к а к  |£|<  1, то м о ж 
но зап и сать :



Vo (г, z) =
м “  °° ?

=  S  I кП(Г% i2nl+Z)j° №  dk  +  Йг S  J (2П,_2)/о (Яг) л .  (9')
п=Н5 0 л=1 о

Отсюда, воспользовавшись формулой ( 8 ) ,  получим:

1 1
. 2 +  (z —  2/г/)2 ‘ У >  +  (z +  2я/):я—1 1

. (10)

Это вы р аж ен и е  д л я  решения (9 ) м ож ет  быть с р а з у  написано, 
если реш ать  за д а ч у  методом отражений. П о л а г а я  2 =  0, по
л уч аем  распределение потенциала на поверхности земли

v . f r , 0 ) = t -

ОО

1 + 2  V _____k-
г +  Ь  V7^+л*0 (2«/)а 0 4

о т к уд а

dv0
дг

Ipo
2п

knr

№= 1 +  (2ft/)213/*

и д л я  рй по формуле (4) имеем : 

knr 3
Р а —  Ро

( I

4  [ Д О Н ’

=  Ро + 2 у  . . .

+  Z m + n A ' 1'
=  Р г Ш .  (12)

где | =  r/l, f(%) обозначает вы р аж ен и е  в к в а д р а т н ы х  скобках . 
При г <С / имеем

Рй =  Ро-
Чтобы оценить поведение рь. при больших г, у стрем им  в фор
м уле  (12 ) r - >  о о (| —► оо). П редел  n -го члена с у м м ы  будет  р а 
вен kn, о ткуд а  следует, что

lim  р , =  р„ ( 1 +  2 £  *■ ) -  р0(1 +  - r ^ j )  =

__ 1 +  k __  pi +  Ро +  (pi —  Ро) __
— РОТТГГ — Ро Pi +  Ро —  (Pi —  Ро)

Pi-

С р а вн и в а я  экспериментальную  кривую  с кривой, определяемой 
формулой ( 1 2 ) ,  мы можем  определить ро по зн ачен и ям  р* при



м ал ы х  значениях  г, pi по значениям рь при больших значениях / 
Мощ ность верхнего проводящего слоя / определяется  подбо 
ром. Она р авн а  тому значению /, при котором эмпирическа: 
кр и вая  к а к  функция р(|) =  р (г/l) наиболее близко совпадае' 
с кривой, вычисляемой по формуле (12 ).  Н а технике подбора 
производимого с помощью билогарифмических м асш табов , мь 
не будем  о с т а н а в л и в а т ь с я 1).

В сл уч ае  многослойных разрезов кривые д л я  р* вычисляют 
ся аналогично. Х арактер  электрического р азр еза  среды  опре 
д ел яе т с я  при помощи подбора теоретической кривой, наиболее 
близко совпадаю щ ей с эмпирической. При увеличении ч и с л е  
слоев техн и ка  интерпретации весьма осложняется , т а к  к а к  чис
ло вспомогательны х теоретических кривых сильно растет.

Отметим, что при различных электрических р азр е з ах  pi (г )  Ф  
ф  P2 (z) соответствующие к а ж ущ и еся  сопротивления т а к ж е  р а з 
личны

(г) Ф  p f  (г) ;

следовательн о , з а д а ч а  об определении электрического разреза 
по к а ж у щ е м у с я  сопротивлению с математической точки зрения 
имеет единственное р еш ение2).

З адач и , аналогичные рассмотренной за д а ч е  эл ектр о р азвед 
ки, встречаю тся  в различных областях  физики и техники.

С электростатическими зад а ч а м и  мы встречаем ся  при кон
струировании различных электронных приборов, с тепловыми и 
гидродинамическими — во многих областях  техники (теплоотда
ча здан и ям и , фильтрация воды под плотиной и т. д . ) 3) .

З а д ач и  определения магнитного поля в неоднородной среде 
встречаю тся, например, в магнитной дефектоскопии. Д л я  опре
деления деф екта  в детали , например наличия пустот под по
верхностью, м еталлическую  д етал ь  помещают м е ж д у  полюсами 
м агн и та  и измеряю т магнитное поле на поверхности детали . По 
возмущ ению  магнитного поля требуется определить наличие 
деф екта ,  а т а к ж е ,  если возможно, размеры  деф екта ,  глубину 
его з а л е г а н и я  и т. д.

Д л я  решения зад ач  используются методы моделирования, 
основанные на подобии потенциальных полей различной фи
зической п р и р о ды 4).

■) См., например, прекрасную книгу А. И. Заборовского «Электрораз
ведка», 1943.

2) А. Н. Т и х о н о в ,  О единственности решения задачи электроразведки, 
ДАН 69, N° 6, 797 (1949).

3) Н. Н. П а в л о в с к и й ,  Теория движения грунтовых вод под гидротех
ническими сооружениями и ее основные приложения, 1922, гл. XIV.

4) А. В. Л у к ь я н о в ,  Об электролитическом моделировании простран
ственных задач, ДАН 75, № 5 (1950).



В сам ом  деле , рассмотрим потенциальные поля в неодно
родных средах  различной физической природы (например, с т а 
ционарное поле температур, магнитное поле в неоднородной 
среде, электростатическое поле, поле скоростей жидкости при 
ф ильтрации). Потенциальные функции этих полей u ( x ,y ,z )  
в к а ж д о й  однородной области удовлетворяю т уравнению Л а п 
л а с а  Д «  =  0. Н а границе областей Gt и G2 с различными ко
эффициентами теплопроводности, магнитной проницаемости и 
т. д . вы п олн яется  условие

, ди{" _  . ди<2> 
дп ~~ *2 дП '

где  ft, и k2 — соответствующие физические постоянные.
П у с т ь  на границах  равных геометрических областей зад ан ы  

численно равные значения потенциалов или их нормальных 
производных различных физических полей. Предположим, что 
физические неоднородности этих областей геометрически р а в 
ны и одинаково  расположены; отношения физических постоян
ных (теплопроводностей, магнитных проницаемостей и т. д.) 
любой пары соответственных неоднородностей тож е равны. Тог
д а  численные значения потенциалов этих полей во внутренних 
соответственных точках т а к ж е  равны, т а к  к а к  являю тся  реш е
нием одной и той ж е  математической задачи , имеющей един
ственное решение.

IV. Определение векторных полей

Н а р я д у  со скалярными зад а ч а м и  во многих вопросах э л ек 
тродинамики  и гидродинамики часто встречаю тся задачи  об оп
ределении векторного поля по задан н ы м  ротору и дивергенции 
этого поля.

Д о к а ж е м ,  что векторное иоле А  однозначно определено 
внутри  некоторой области G, ограниченной замкнутой поверх
ностью S ,  если зад ан ы  ротор и дивергенция поля внутри G:

rot Л  =  В ,  ( 1)
div Л  =  С, (2)

а на грани ц е  S  з а д а н а  норм альная  со ставляю щ ая вектора А.

An\s =  f №  (Э)
О тметим, что функции В, С  и f  не м о гут  быть зад а н ы  произ

вольно. Д о л ж н ы  выполняться соотношения
d iv B  =  0, (4)

J J / (М) rfS =  J J J С (б)

13 А, Н. Тихонов, А. А. Самарский



Функцию f  будем  считать непрерывной на поверхности S ,  функ 
ции В и С — непрерывными в G вместе со своими производны 
ми и поверхность S  — такой, что д л я  нее р азр еш и м а  втора! 
внутренняя к р а е в а я  з а д а ч а  при непрерывных граничных зна 
чениях.

П оставленную  з а д а ч у  будем реш ать в несколько  этапов 
Н айдем  вектор Л ь удовлетворяющий условиям

rot Л, =  0, (6

div Л[ =  С. (7
Из соотношения (6 ) следует ,  что

Ai =  g ra d  ф. (8 ]
В з я в  функцию ф в виде

га

мы удовлетворим  и уравнению  (7 ) .  Определим теп ер ь  вектор 
Л2 т а к ,  чтобы

rot Л 2 =  В, (10)
dh^ 2  =  0 . ( 11)

П о л а г а я
Л 2 =  rot -ф, (12)

мы удовлетворим  условию (11 ) .  П о дставл яя  (12) в (10 ) ,  полу
чим:

g r a d  d iv ^  — Аг|> =  В. (13)
П отребуем , чтобы

div "Ф =  0. (14)

Тогда  уравнение (13) д л я  вектора ^  примет вид
Дг|, =  — В. (15)

Р ассм отрим  о бласть  G i, целиком содерж ащ ую  о б л асть  G и о г 
раниченную поверхностью S t.

П родолжим вектор  В в область G i — G, потребовав  выполне
ния условий:

1) н о р м альн ая  составляю щ ая В„ вектора  В на границе S  
непрерывна (с а м  вектор В, вообще говоря, р а зр ы ве н ) ,  B ni =

В пе\

2 ) В п =  0 на S , ; (16)
3) div В  =  0 в Gi — G. (4 ')

У к а ж е м ,  к а к  осущ ествить такое  продолжение В на область 
Gi — G. П олож им •

jB =  g r a d x  в Gx — G.



Условие div В — О дает
А% =  0 в G , - G .  (17)

Граничные условия, в силу 1) и 2 ) ,  имеют вид

Ц - =  Bni на S ,  (170

=  0 на S „  (17")

где B ni — предельное значение В п на внутренней стороне S .  Д л я  
функции % мы получим вторую краевую  з а д а ч у  (17) — (1 7 " ) .  Н е
обходимое условие разрешимости этой задачи

S+ S, S

выполнено, т а к  к а к

J  =  J J  J d i v B d T  =  0 .
s а

П олож ив

о, FQ

Р =  Р (х ,  у, z ) ,Q  =  Q ( l ,  »),£), RP(3=  У  (х -  | ) 2 +  ( у -  л )2 +  (г -  £)2,

мы , очевидно, удовлетворим  уравнению  (15).
Нетрудно убедиться в том, что условие (14) т а к ж е  выпол

нено. В самом деле, вычислим производные
Зф* di|)z
дх  ’ ду  ’ дг

П р ед ставл яя  интеграл по области G i в виде сум м ы  интегралов 
по С и Ci — С и  учитывая соотношение

W Ш т  л -  Ш в«-|г (i)л=-Ш в* (т) ̂
после интегрирования по частям  б уд ем  иметь :

-гШ I тг ■*!= IJ"I ж тгл~ Я в" Т
Gj—О Oi— G S S |

гд е  cos а  =  cos (п, дг) |s , cos а ,  =  cos (n, х)  |s , п  — нап равл ен и е  
внешней нормали к  поверхности.



B x ^ ^ d S .

Д л я  получим: 

д$х  _  1 С Г С д в х I . 1 Г Г  в хе - в х1 .......
Ж - ы }  } J ~dlRdx+ 4H-J J - - - - R--- cosadS-

а, s

- ± Яs,
А налогичные в ы р а ж е н и я  имеют место д л я  производных

дг|)0 дфг
“ 3 —  И - S —  . д у  д г

О тсю да с л ед уе т ,  что

= тт /1 I ^ л-  -k 11 -Г 'ds+-L Я  т 41
G, S , S

В силу условий (4 ) ,  (4 ')  и (16 ) ,  а т а к ж е  непрерывности нор
м альн ы х  составляю щ и х вектора В на S  (B ni — В пе), вектор 
Л 2, определяем ы й формулой ( 12) ,  удовлетворяет  уравнению  
(1 0 ) ,  если вектор  1|э удовлетворяет  условиям  (14) и (15 ) .

Ясно, что вектор  A i +  А2 удовлетворяет  условиям
ro t (A ,  +  A2) =  B , (18)
div (Aj +  А2) =  С. (19)

Чтобы найти вектор А  нам  остается удовлетворить гранич
ному условию (3 ) .  Д л я  этого найдем вектор Аз, удовлетворяю 
щий условиям  внутри G:

rot А 3 =  0, (20)
* d i v A 3 =  0 , (21)

на S
Агп\ s  “  / (М ) -  Aln \s  -  А2п Is  =  f  (М ). (22 )

Ясно, что функция f*(M )  определена однозначно. Из уравн ен ия  
( 2 0 ) следует ,  что

A 3 = g r a d 0 .
П о д ст авл яя  это значение А 3 в уравнение (21 ) ,  получим 

внутри G:
А0 =  0; (23)

условие ( 2 2 ) д а е т

ж | ,  =  т ,  (24)

т. е. д л я  определения функции 0 мы получим вторую кр аевую  
за д а ч у .  П оэтом у  вектор А 3 определится однозначно.

Т аки м  образом , до казано , что з а д а ч а  (1) — (3) имеет един
ственное решение



V. Применение метода конформного преобразования 
в электростатике

1. Д л я  решения двумерных электростатических з а д а ч  часто 
используется теория функций комплексного переменного. Р а с 
смотрим, например, следующую з а д а ч у  электростатики :

найти электрическое поле нескольких заряженных провод
ников, потенциалы которых равны щ ,и 2, . . .

Т а к а я  з а д а ч а ,  к а к  известно (см. приложение II) ,  приводит 
к уравнению

Д «  =  0  ( 1 )
с граничными условиями

и lS/ =  ut, (2)

где  через S i  обозначена поверхность проводника с номером i. 
Если поле можно считать плоским, не меняю щ имся, например 
вдоль оси z, то уравнение ( 1) и граничные условия принимают 
вид:

—  4- —  — 0 (3)
д х 2 +  д у 1 ~  '  ( '

и 1с, =  Щ, (4)

где  С{ — контур, ограничивающий область  S , .
Будем  искать потенциал и к а к  мнимую  часть некоторой а н а 

литической функции

f (z )  =  v (х, у) +  iu (х, у) (z =  x  +  iy), (5)

причем в силу условий Коши — Р и м ан а

v x =  uy, v y =  — u x (6)
и

v x V y +  u x U y  =  0 .  ( 7 )

Из граничного условия (4) следует , что функция f ( z ) имеет по
стоянную  мнимую часть на контурах  Ci, ограничивающ их наши 
проводники.

О б р ащ аясь  к условию (6 ) ,  з ам еч аем ,  что

v (аг, у) —  const (8)

п редставл яет  собой уравнение семейства силовых л и н и й 1) ,  
в  то вр ем я  к а к  уравнение

и(х, у) =  const (9)

')  В самом деле, уравнение силовых линий имеет вид Заме-Ux UuиУ
няя их и иу согласно условиям (6) через —v v и vx, получим v xdx +  v vdy 
=  dv =  0 или v (х, у) =  const.



в силу условия (7) определяет семейство эквипотенциальных 
линий.

Т аким  образом, д л я  решения поставленной задачи достаточ
но найти конформное преобразование

W =  f  ( z ) ,

переводящ ее плоскость комплексного переменного

z =  х-\- iy
на плоскость

W  =  V +  ш ,

при котором границы проводников переходят в прямые
и =  const

или
Im w =  const.

Если известна т а к а я  функция w =  f ( z ) ,  то искомый потен
циал находится по формуле

и =  и (х, y) =  l m f  (z).

З н а я  потенциал, можно вычислить электрическое поле

Ех = - £ ,  Е у = ~ ^  (Ю)

и плотность поверхностных зар ядо в  на единицу длины по 
оси z:

£ / ( £ ) * + ( £ ) ■ .

которая  в силу условий Коши — Р им ана р авн а

o — b \ f ' ( z ) \ .  (11)

2. П о л е  п о л у б е с к о н е ч н о г о  п л о с к о г о  к о н д е н 
с а т о р а .  Н айдем  поле конденсатора, образованного бесконеч
но тонкими м еталлическими пластинами у  =  —d/2 и у  =  d/2, 
простирающ имися в области х  <  0. Не о стан авл и ваясь  на вы 
воде конформного преобразования, переводящ его область , изо
б р аж ен н ую  на рис. 68 в слой |1ш а у | ^  я ,  мы применяем его не
посредственно к решению указанной з а д а ч и 1) .

П реобразование

z =  -^ (oy +  e®) (ш =  ф +  гф) (12)

‘ ) См. Ф р а н к  и М и з е с ,  Дифференциальные и интегральные уравне
ния математической физики, т. II, гл. XV, § 5, 1937,



переводит плоскость z =  x -\ - iy  с д в у м я  разрезам и  (у =  
=  d z d / 2 ,  Х < 0 )  В СЛОЙ | г|71 г£С Л  ПЛОСКОСТИ W —  ф +  Й|>

-л 

Рис. 69.

(р и с .  69 ) .  В качестве  комплексного потенциала выберем ф унк
цию

(13)«о W, 2л  ’

гд е  через  ы0 обозначена разность потенциалов м е ж д у  пласти
н а м и  конденсатора, т а к  что потенциал электрического поля вы 
р а ж а е т с я  функцией

Цр 
2лU (X, y )  =  -Kbty,

гд е  iJj связано  с х и у  соотноше
н и ям и

х  =  (ф +  еф cos г))), |2л
d

Рис. 70.

Н а  рис. 70 изображены экви 
потенциальные и силовые линии 
полубесконечного плоского кон
д ен са то р а .

П ерейдем  к исследованию поля вблизи к р а я  конденсатора.
И з  формул (15) видно, что при ср—>• — ОО

2л Ф. У 2л (16)

г. е. внутри  конденсатора, д ал еко  от кр а ев ,  поле явл яетс я  пло
ским, а при ф —*■ оо

р =  V x 2 +  у 2 «  еф, 6 = : a r c t g - | - (17)

т. е. вне конденсатора, на больших расстоян и ях  от его кр а ев ,  
эквипотенциальные линии являю тся  кр у гам и .



Если вместо хю ввести  комплексный потенциал

т а к  что w =  /» то с в я зь  м е ж д у  2 и f (z )  з а д а е т с я  ур а в н ен и ем«о

о ткуд а  следует :

а при f  =  (ф ±  ni) мы получаем :

dz d / 1 т\ (»^/\ uq
—  =  —  ( l — ev) или f'  (z) =  — -------- r .
df «о 1 y ’  d (  1 - e<P)

П о лагая  u0 —  1, мы  получим д л я  плотности з а р я д о в  а  со
гласн о  формуле ( 11) следую щ ее значение:

—  ' П г ) 1 -  ' (18)
4я 4n d | 1 — е 9 |

Отсюда следует ,  что при ф - > — оо cr>«l/4nrf, а  при ф-> +  °°  
а  «  \/4ndev, т. е. в этом случае плотность з а р я д о в  у б ы ва е т  
на внешней стороне пластин к а к  1/р.

Из формулы (18) видно, что при ф =  0 (на краю конденса
тора) ст =  оо. В сам ом  деле, край плоской пластины и м еет  бес
конечную кривизну и д л я  того, чтобы зар яди ть  его д о  некото
рого потенциала, необходимо поместить на него бесконечный 
зар яд .

К руг  задач ,  р еш аем ы х методом конформного п р ео б р азо ва 
ния, очень широк. С его помощью м ож ет  быть успешно решен 
вопрос о влиянии к р а я  толстой стенки плоского конденсатора , 
р яд  зад ач ,  относящ ихся к влиянию изгибов в конденсаторе 
и т. п. Конформное преобразование м ож ет  быть т а к ж е  приме
нено к расчету  динамических задач . Н едостатком  изложенного  
метода  явл яетс я  то, что конформное преобразование приме
няется  в  основном лишь к плоским з а д а ч а м ,  сво д ящ и м ся  к  д в у 
мерному уравнению  Дг« =  0 .

VI. Применение метода конформного преобразования 
в гидродинамике

1. При решении за д а ч  о д в и ж е н и и  т в е р д о г о  т е л а  
в ж и д к о с т и  сущ ественную  роль играют граничны е условия 
на поверхности тела .

В случае  идеальной жидкости  граничное условие состоит в 
том, что проекция vn скорости жидкости на н аправление  нор-



м али  к поверхности тела д о л ж н а  р авн яться  нормальной со
ставляю щ ей скорости дви ж ен и я  тела.

Если тело неподвижно, то граничное условие принимает про
стой вид

J =  ип в сл уч ае  т ел а ,  дви ж ущ его ся  со скоростью и.

К а к  известно из гидродинамики, потенциал скоростей д л я  
несж имаемой жидкости удовлетворяет  уравнению

Аф =  0 .

Т аки м  образом, з ад а ч а  о потенциальном обтекании твердого 
тела потоком несжимаемой идеальной ж идкости  сводится к  ре
шению уравнения Л ап л аса

Аф =  0

с дополнительным граничным условием на поверхности обте
каемого  тела

т. е. к  решению второй краевой задачи  д л я  ур авн ен и я  Л а п л а са .
Если рассм атри ваем ое движ ение плоское, то решение з а д а 

чи м о ж ет  быть получено при помощи теории функций комп
лексного переменного.

В случае плоского дви ж ен и я  несж имаемой ж и дко сти  у р а в 
нение непрерывности дает :

v =  g ra d  ф,

то граничные условия принимают вид

=  0 в случае неподвижного тел а ,

дох д  (— v y)
(1)дх ду

Запиш ем уравнения линий тока
dxdx dy  
Vx =  Vy

и введем  функцию ф при помощи соотношений
дф . _  дф



Тогда из уравн ен ия  (1) следует ,  что л ев ая  часть вы р аж ен и я
(2 ) я вл яет с я  полным дифференциалом функции ф:

v x dy  — v y dx =  йф.

О днопараметрическое семейство кривых
ф (х , у) =  С

п редставляет  собой линии тока несжимаемой жидкости .
Если сущ ествует  потенциал скоростей, то равенство  rot v =  

=  0 равносильно ур ав н ен и е
Дф =  0.

Из вы раж ений  д л я  v x и vy следует :
3q> __  dt|; 5ф __  <3г|)
дх ду ' ду  дх  '

т. е. функции ф и ф удовлетворяю т условиям Коши —  Рим ана . 
С ледовательно , функция комплексного переменного

йу(2) =  ф(л:, У) +  г’Ф (х, У)
я вл я ет с я  аналитической.

И так , в сяко е  потенциальное плоское движ ение жидкости 
соответствует определенной аналитической функции комплекс
ного переменного и, обратно, в с я к а я  анали ти ческая  функция 
свя зан а  с определенной кинематической картиной движ ения 
ж и дкости  (точнее, с д в у м я  картинами , т ак  к а к  функции ф и ф 
можно поменять ролям и).

Рассм отрим  конкретные примеры применения теории ан али 
тических функций к решению зад а ч  об обтекании тел  плоским 
потоком жидкости .

2. О б т е к а н и е  к р у г о в о г о  ц и л и н д р а .  П усть  на 
круговой цилиндр ради уса  г — а  набегает  плоский поток ж и д 
кости, имеющий на бесконечности постоянную скорость и. 
В случае  стационарного дви ж ени я  зад а ч у  можно обратить и 
р ассм атр и вать  движ ение цилиндра с постоянной скоростью и 
относительно жидкости .

С в я ж е м  с цилиндром неподвижную систему координат и н а
правим ось Ох параллельно скорости движ ения цилиндра.

Н а поверхности д ви ж ущ его ся  в жидкости тела, очевидно, 
вы полняется  граничное условие

дф _  .. дУ 
ds и ds '*

где  ds  — элем ен т  дуги  на контуре, ограничивающем тело.
В сл уч ае  поступательного движ ения со скоростью и это ус 

ловие м о ж ет  быть проинтегрировано на поверхности тела, и



мы получим:
■ф =  и у  +  С

на поверхности тела .
И так , наша з а д а ч а  свелась  к решению уравнения

Дг|з =  О
с граничными условиями:

1 ) =  и у  +  С на поверхности цилиндра,
2 ) и стрем ятся  к нулю на бесконечности. 
Последнее условие означает, что функция

dw ЗтЬ . . dtb
i i 7 = - &  +  t - £ sssv* - l v »dz dy dx

я вл я ет с я  вне кр у га  С однозначной аналитической функцией, 
обращ аю щ ейся в нуль в бесконечно удаленной точке. Это по
зво л яет  представить функцию w  в виде

а; =  Cj In 2 — —— ■% +  . . .1 z z 2 1
Положив

=  A k +  iBk,

мы определим постоянные Ah и Bh из граничного условия

ф — u a s in  9 +  С, 

перейдя к полярным координатам  z =  a e i0
Д л я  постоянных получаются вы р аж е н и я

=  0; А 2 =  иа2; В2 =  0 ; А 3 — В 3 —  0;
Г

2я  ‘
О тсю да

Г , а2W — г I n  2  —  и ---*,2пг z
г  л п а2<P =  ^ e - u c o s e  —  't 

■ф =  — In г  +  и  s i n  0

П ервый член в выражении д л я  w  в ы р а ж а е т  циркуляцию  интен
сивности Г во кр уг  цилиндра. В простейшем сл уч ае  о тсутствия 
циркуляции мы получим

а2
■W =  - U — .

Комплексный потенциал д л я  потока, обтекаю щ его  н еп о д ви ж 
ный цилиндр и имеющего на бесконечности скорость и,  имеет



ВИД

1 иа2 I ^ ,™ =  UZ +  —  +  ш 1 п г .

3. О б т е к а н и е  п л а с т и н к и .  Полученные р езультаты  д л я  
обтекания кругового  цилиндра позволяют реш ать з ад а ч и  об 
обтекании произвольных контуров. При этом применяется м е 
тод конформного преобразования. Рассмотрим  его применение 
на конкретной з а д а ч е  об обтекании пластинки.

П усть на бесконечно длинную пластинку  ширины 2а,  распо
ложенную  на оси Ох (рис. 7 1 ) ,  н абегает  постоянный плоский 
поток, имеющий на бесконечности скорость с компонентами и 
и V. При помощи аналитической функции

2  =  f ( s  +  l H ®

можно устан овить  взаим но  однозначное соответствие м е ж д у  об
ластью  вне пластинки на плоскости z и областью вне к р у г а  
единичного р а д и у с а  на плоскости £. При этом точке z —  оо 
б удет  соответствовать  точка £ =  оо, а

dz  й .  д  ь
-35- =  -2 > °  при £ =  °°-

П осмотрим, к а к  изменится условие на бесконечности. Д л я  
комплексного потенциала

W (z) =5= ф +  ^
м ы  им еем

(  d w \

•— сопряженное значение комплексной скорости.



Н айдем  значение комплексной скорости фиктивного течения 
на плоскости £:

/*\ r t - i  / \1 dw dw dzw(Z) =  w [ f  (z)|; —  =  —
о ткуд а

( * - * ) •

И та к ,  фиктивное течение п р ед ставл яет  собой о б текан и е  ци
линдра единичного радиуса потоком, имеющим на бесконеч
ности комплексную скорость kvoo. Д л я  такого  д в и ж е н и я  ком п
лексный потенциал имеет вид

И £ )  =  ^  +  - ^  +  - ^ - 1п£.

Из соотношения z =  f(t,) следует :

г +  У г 2 — а2 ш 1 г — У г2 — а2 
а ’ £ ~  а

И спользуя эти соотношения, мы  получим д л я  ком плексного  
потенциала жидкости, обтекаю щ ей пластинку , вы р а ж е н и е

w (г) =  иг iv  У  z2 — а 2 +  In (  2 +  ~  ^  ) .

В сл уч ае  отсутствия циркуляции это вы р аж ен и е  п рини мает  вид

w (z) —  иг  — i v  Y z 2 — а 2.

Из полученных соотношений видно, что скорость на кон ц ах  п л а 
стинки достигает  бесконечно больших значений. В р еал ьн ы х  у с 
лови ях  это, конечно, не имеет места .  Наш и р е з у л ь т а т ы  о б ъ яс 
няются тем, что мы считаем ж и д ко сть  идеальной. П р и м ен яя  
теорем у  Бернулли, можно найти в ы р аж е н и е  д л я  силы , д ей ст 
вующей на обтекаемое ж и дкостью  тело.

Изучением сил, с которыми воздух  д ей ствует  на д в и ж у щ е е с я  
в нем крыло самолета , з а н и м ается  аэр о д и н а м и ч е ская  теория 
кр ы л а .  В развитии этой теории исклю чительная роль при н ад
л еж и т  русским и советским ученым , в первую очередь Н. Е. Ж у 
ко вско м у  и С. А. Чаплыгину. В простейшем с л у ч а е  б есц и рку 
лярного обтекания цилиндра плоским потоком ж и д ко с т и  м ы  по
л уч аем  парадоксальный р езул ьта т  — поток не о к а з ы в а е т  на ци
линдр никакого  действия. В сл уч ае  н алож ен и я  на п о ступ ател ь 
ный поток циркуляции скорости вокруг  цилиндра во зн и кает  
сила, действую щ ая на цилиндр перпендикулярно к  н а п р а в л е 
нию скорости потока в бесконечности.

Теория аналитических функций м о ж ет  бы ть и спо льзо ван а  
лишь в сл уч ае  плоского д ви ж ен и я .  В трехмерном  с л уч а е  при
ходится прибегать к  др уги м  методам  реш ения з а д а ч и  об



обтекании жидкостью  твердого тела. В общем случае  решение 
за д а ч и  п р едставл яет  большие трудности. Р ассм отрим  простей
ший случай  дви ж ен и я  ш ар а  в безграничной покоящ ейся ж и д 
кости с постоянной скоростью. Задач а  заклю чается  в решении 
ур авн ен и я

Лер =  О

вне ш а р а  с граничным условием
дф п— и cos 0 на поверхности ш ар а
ап г—а

Й г = 5 г : = ' &  =  0 в бесконечности.

Реш ение ищем в виде

И сп о льзуя  гра-ничное условие, получим:
U a ’  г»ф =  — - ^ c o s e ,

что и д а е т  решение поставленной задачи.
Во всех  рассмотренных случаях  мы считали жидкость 

идеальной. Д л я  вязкой ж и дкости  граничные условия изменяют
ся. Н а поверхности тела должно выполняться условие прили
пания, а именно: в точках  твердой границы скорость жидкости 
по величине и направлению  долж на совп адать  со скоростью 
соответствую щ ей точки границы.

З а д а ч и  обтекания тел вязкой  жидкостью  приводят к боль
шим м атем атич ески м  трудностям . В развитии этой области гид
родинам ики  большую роль сыграли  теории пограничного слоя.

VII. Бигармоническое уравнение

В приложении II к гл а в е  II было получено уравнение по
перечных колебаний стерж ня

&!L +  a* —  =  0 (1)dt2 ^  и д х 4 у4

З а д а ч а  о колебании тонкой пластинки, свободной от нагрузки 
и закрепленной  на кр а ях ,  т а к ж е  приводит к аналогичному у р а в 
нению *)

^  +  “ 2 ( 1 ?  +  - &  +  2 в й Ы = 0  и л "  л “ “ °  ( 2>

*) В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. III, Гостехиздат, 1956.



и граничным условиям

и =  0 и =  0 на  границе . (3)

Кроме того, функция и до лж н а  уд о вл етво р ять  начальны м  у с 
ловиям

и (х, у ,  0) =  ф (х, у); (х, у ,  0) =  г|? (х, у). (4)

Если на пластинку  действует внеш няя сила , р асп ределен н ая  с 
плотностью f ( x , y ) ,  то статический прогиб закрепленной по 
к р а я м  пластинки будет  определяться из уравнения

А Ди =  / (5)
при граничных условиях

и = = < 3 и ^  =  0 -
Уравнение

А Ли - 0 (5 ')

н азы вается  б и г а р м о н и ч е с к и м ,  а его решения, имеющ ие 
производные до 4-го порядка включительно, н азы ваю тся  б и- 
г а р м о н и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .

О сновная к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  бигармонического ур ав н ен и я  
стави тся  следующим образом:

найти функцию и ( х ,у ) ,  непрерывную вместе с первой про
изводной в замкнутой области S  +  С, имеющую производные  
до  4 -го порядка в S ,  удовлетворяю щ ую  уравнению  (5 ) или  (5 ' )  
внутри S  и граничным условиям на С

и\с =  8  («)'; 4 ^  с =  н ^

где g ( s )  и h(s)  — непрерывные функции дуги  s.
При решении формулированной вы ш е зад а ч и  (2) — (4 )  с 

начальными условиями методом р азделен и я  переменных п о л а 
гаю т, к а к  обычно,

и(х, у, t) =  v (x ,  y )T ( t ) .  (7)

П о д ставл яя  это вы раж ение  в уравн ени е  (2 ) и р а з д е л я я  пере
менные, мы приходим к зад а ч е  об оты скани и  собственных з н а 
чений уравнения

ДДи — l v  =  0  (8 )
при граничных условиях

о =  0, -|^- =  0 на С . (9)

1. Единственность решения. Д о к а ж е м ,  что бигармоническое  
уравнение



при граничных условиях

'  и1с =  я (* ) . | г | c =  h(s)  (30

имеет единственное решение.
П усть сущ ествует  д в а  решения Ui и и2. Рассмотрим  их р а з 

ность
v — и{ — и2.

Ф ункция v удо вл етво р яет  бигармоническому уравнению (5 ')  и 
однородным граничным условиям

• Ь - О -  т ! . - 0 -
П р и м ен яя  ф орм улу  Грина

J (Дф-ф — ф Л ф ) с ? 5 = |
о с

к  ф ункциям  ф =  0 , ■ф =  Д1», получаем :

J  ( A v f d S  =  0,
а

о т к у д а
До =  0.

П ри ни м ая  во вн и м ан и е ,  что о|с =  0, п олучаем

v =  0 и ы, =  и2.

С ледовательно , бигарм оническая  функция однозначно опреде
л я е т с я  граничными услови ям и  (3 ') .

2 . П редставление бигармонических функций через гармони
ческие функции. Д о к а ж е м  следующую теорему:

если Ui и и2 — две гармонические в некоторой о б ласти  G 
функции, то функция и =  xut +  и% бигармонична в о бласти  G. 

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  воспользуемся тождеством

Д(фф) =  фДф +  фДф +  2 ( - ^ и -  +  | 2 - ^ ) .  (10)

П о л а г а я
ф = *. Ф = «1,

н ай дем :

A N = 2 ^ . ,  (И )

П ри м ен яя  еще р а з  оператор Д, учи ты вая , что ДДи2 =  0, полу
чим:



Если область  G т акова ,  что к а ж д а я  п р ям ая ,  п а р а л л е л ь н а я  
оси х, пересекдет ее границу не более чем в д в у х  точках ,  то 
имеет место о б р атн ая  теорема:

д л я  каж дой заданной в области G бигармонической функции  
и найдутся такие гармонические функции  ы, и и2, что

и — хщ  +  и2.
Д л я  д о ка зат ел ьс т в а  этого утвер ж д ен и я ,  очевидно, достаточно 
установить возможность выбора функции щ, удовлетворяю щ ей 
д в ум  условиям :

Ды, =  0, (12)
Д ( «  — х и 1) =  0. (13)

Из усло ви я  (13) и формулы (11) сл ед ует :

Аи — А { х щ ) = * 2 - ^ ~ .  (14)

Уравнению (14) удовлетворяет  функция
X

й| (х, у) — J  у  Ды (£, у) d l .
Хп

Т ак  к а к
— • Д «! =  Д = 4 - Д Д ы  =  0,

то Ды, зависит только от у:
Ды, =  v (у).

О пределим  функцию ы, (г/) т ак ,  чтобы

А =  <Э2Ы| / ч
Лы‘ =  Ц ?  = ~ v

и положим u, =  u, +  «i* Эта ф ункция, очевидно, б уд ет  у д о в л е 
тво р ять  обоим условиям  (12) и (13 ) .

Рассмотрим  другой вид представления бигармонических 
функций. Д опустим , что начало координат вы брано  внутри  об
л асти  G и что любой луч, выходящ ий из н ач ал а ,  п ер ес екает  
гран иц у  области G, в одной точке. Т огда  л ю б ая  бигармониче-  
ская в  G функция и может быть представлена с помощ ью  д в у х  
гармонических функций м, и и2 в виде

ы =  (г2 — г 2)ы ,  +  и2. (15)

З десь  г2 =  хг +  у 2, а г0 — з а д а н н а я  постоянная.
Это д о к а з ы в а е т с я  аналогично п р ед ы д ущ ем у  с помощью 

.тождества ( 10 ) и соотношений
д г 2 __Д. __ дИ| дх  . ди, ду

' дг  дх д г  ' ди д г  '



3. Решение бигармонического уравнения д л я  к р у г а .  Р а сс м о 
трим кр у г  р ади уса  г0 с центром в начале координат и будем 
и скать  бигармоническую  функцию, удовлетворяю щ ую  при г =  
=  г0 граничным условиям  ( 6 ) .  Как было ук а з а н о  выше, иско
мую  функцию можно представить в виде сум м ы

и =  (г2 — г*) и, +  и2, (15)

гд е  Ui и «2 — гармонические функции. Из граничных условий 
находи м :

“ 2 U r .  =  £- 0 6 )
Отсю да видно, что и2 есть решение первой краевой зад а ч и  д л я  
ур авн ен и я  Л а п л а с а  и м о ж ет  быть представлено с помощью ин
т е г р а л а  П уассона

2я
J _  г _

2я J г +  rn — 2rrn cos (а — 0)о
И з второго граничного условия получаем:

2г0« , + ^  = Л .  (18)
и Г—Го

Н етрудно  убеди ться  непосредственным дифференцированием, 
что функция

2 r »“ ' +  i ^  ( , 9 > 

уд о вл етво р яет  уравнению  Л ап л аса  и поэтому м о ж ет  быть вы 
р а ж е н а  интегралом П уассона

г ди9 1 Г (гл — г2) h da
2r 0« i  Н-------------  = —  ----- г 2-------1--------------- • (20)гп дг  2я J г +  гг. — 2ггп cos (а — 0)о

Продифференцировав (17) по г и п о д ставляя  зн ачен и е-4^- в
ф орм улу (20 ) ,  найдем  ui. З а м ен яя  в формуле (15) Ui и и2 их 
вы р аж е н и ям и ,  получим:

2я

— i s ;
_1_ Г _________— h da__________ |
2 J  r 2 +  r l  — 2r r0 cos (a — 6)

2П
, Г g  [r0 — rcos (a  — 6)] da

S V2 +  rt ~  2rrQ cos («  ~  e) f



В этой гл а в е  р ассм атр и вается  з а д а ч а  с начальн ым и д а н 
ными (з а д а ч а  Коши) для  уравнения колебаний

Л« =  ^ г 4 £ - / ,  u =  u ( M , t )  ( 1)

в неограниченном пространстве (М  =» М (х, у, г ) ) и на пло
скости (М — М (х, у ) ) .

§ 1. З а д а ч а  с начальными условиям и

1. Уравнение колебаний в пространстве. Простейшим уравне< 
нием гиперболического типа я в л я е т с я  уравнение колебаний ( 1) ,  
которое в физике часто н азы ваю т  уравнением  Д а л а м б е р а .

В гл. II было показано, что уравнение (1) описы вает про
цесс распространения зв у ка  в г а зе ,  процесс колебаний м ем б р а 
ны; в этом случае ( 1) имеет вид

Д2 U tixx Uff f  (x, У У t).

К уравнению ( 1) приводят т а к ж е  зад а ч и  о распространении 
электромагнитны х полей в непроводящей среде  и задачи  тео
рии упругости (см. П риложение I к гл. V ) .

Д л я  уравнения (1) р ассм атр и ваю тся  з а д а ч а  с начальными 
дан н ы м и  (з ад ач а  Коши) в бесконечном простран стве  и кр аевы е  
зад ач и  в ограниченной области.

В этой главе  мы будем  р асс м ат р и ват ь  з а д а ч у  Коши в не
ограниченном пространстве: 

найти решение уравнения

Ды =  Д г utt — f ( M , t ) ,  М —  М (х ,  у, z) (1)

при
t >  О, — оо <  х, у, z <  оо, 

удовлетворяю щ ее начальным условиям-.

где f, ф, \]з — заданные функции.



Реш ением уравнения (1 ) в некоторой области при t >  0 бу 
дем  н а з ы ва т ь  функцию u ( M , t ) ,  непрерывную вм есте  со c b o h m i  
производными, входящ ими в уравнение ( 1) во всех точках  рас 
см атри ваем ой  области и д л я  всех  t >  0 .

Р ассм отрим  частные решения однородного уравн ен и я

Аы =  -jjj- ии, (3

обладаю щ ие центральной симметрией относительно некоторо? 
точки М о, т. е. решения ви да

и (М , t) =  и (г, t),

гд е  г —  г ммо — расстояние м е ж д у  точками М  и М 0. В  этом слу
чае  уравн ен и е  колебаний (3 ) сводится к  одномерному ур авн е
нию д л я  функции v — ги

Vrr =  -^Г »«• (4;

В сам ом  деле ,  если и —  u ( r , t ) ,  то оператор Л а п л а с а  в сфери
ческой системе координат с центром в точке М й (см. гл. IV, § 1, 
п. 3) м о ж ет  быть преобразован  к  виду

в чем мож но уб еди ться  дифференцированием. П оэтому ур авн е
ние (3 ) принимает вид у  (ru)rr —  uti. В водя  за тем  функцию
v — ги, получаем  д л я  нее уравнение (4 ) .  Если функция u ( r , t )  
ограничена при г =  0 , то функция v =  ги о б р ащ ается  в нуль 
при г =  0, v ( 0 , t )  = 0 .  П оэтому з а д а ч а  Коши д л я  уравнения
(3 ) с н ач альн ы м и  данны м и

и (г, 0) =  ф (г), щ (г, 0) =  ip (г) (5)

сводится к з а д а ч е  о колебан и ях  полуограниченной струны 
(0  г  <  оо) с закреплен н ы м  концом г  =  0 :

vrr =  - ^ v tt, v { r , 0) = гф(г), v t (r, 0) = n|>(r), v (0, /) = 0, (6)
рассмотренной в гл. II.

Общ ее решение ур авн ен и я  (4) имеет вид:

-  (г, 0 - / . ( < - ■ £ ) + / , ( < + ■ £ )
и, следо вательн о ,

U(r,  0 =  7/1 +



где /i(|) и / г (£ )— произвольные д в а ж д ы  дифференцируемые 
функции. Ч астны е решения уравнения (3)

ы' =  7 - М ' - т )  и

назы ваю тся  сферическими волнами; Ui ( r , t )  есть р а с х о д я щ а я с я  
сферическая волна, u2( r , t ) — сх о д ящ аяся  в точку  г —  0 сфе
ри ческая  волна, а  — скорость распространения волн. В отличие
от плоских волн / ^  ±  сферическая волна уб ы ва ет  обратно
пропорционально расстоянию от центра.

Т аки м  образом, общее решение уравнен и я  (3 ) в сл уч ае  
центральной симметрии п р едставляется  в виде  сум м ы  д в у х  сфе
рических волн.

У читывая  условие и(0, t) ,  находим 0 =  М О  +  М О или 
f2(t) =  — fi(t) = f ( t )  д л я  всех значений t, т. е.

« ( г , 0  =  +  (7)

и, в частности,

««>,*)=■! п о . (7,>
2. М етод усреднения. Рассм отрим  в неограниченном прост

р ан стве  зад а ч у  Коши

utt =  а 2 Дм =  а 2 {ихх +  иуу +  uzz), — с» <  х, у ,  z  <  оо,  t >  0; > 
и(М ,  0) =  ф(М), щ(М, 0) =  ^ (М ), М —  М {х , у ,  z). J

(8)
П редположим, что решение этой задачи  сущ ествует  и найдем  
д л я  него интегральное представление. П усть  Мо(*о, Уо, го) фик
сированная  точка. Введем  сферическую си стем у  координат 
(г , 0 , ср) с началом в точке М 0.

Рассмотрим  функцию

н ( г , 0  =  Мг [ы] =  1 ^ ? =  / j  urfQ (dS  —  г 2 dQ), (9)
S r

являю щ ую ся средним значением и на сфере S r р а д и у с а  г  
с центром в точке М0, dQ =  s in  0 dQ dtp.

Из (9) видно, что
u(M Q, t 0) =  u { 0 , t 0). (10)

П о к а ж е м ,  что функция r u ( r , t ) — v, о б л а д а ю щ а я  сферической 
симметрией относительно точки Мо, уд о вл етво р яет  уравнен и ю  
ь(4 ) .  Проинтегрируем уравнение (8 ) по о б ъ ем у  ш а р а  /Сг,



ограниченного сферой S r :

\ \ \ h u d x  =  l ? \ l l u« d x - 
Kr Kr

Д л я  преобразования левой части полученного р авен ства  ис 
пользуем первую формулу Грина ( гл а в а  IV) при v =  1, «  =  
=  U (r,t)  и учтем , что нормаль к S r нап равлена по радиус}
/ ди __ ди  \
\Пп д г )

=  4 я г 2
дй
~дгШ Аи 1йх= Я -wr2 dQ=r2ir Г J J “ rfQl

Кг Sr L Sr J
Г

| р2ф  J J  a  dQ 1 = J a « ( P ,  t )p 2dp
0 L 5r J 0

i ? \ \ \ u * dx  =  i p - w

( 12]

Диф ф еренцируя (11) и (12) по г и полагая  v =  гй, полу
чим (4 ) .  Из формулы (7 ')  следует , что

и (М0, t0) =  й (0 , t0) =  4  (А>)- (13)

В ы р ази м  / через  <р и ф. После диф ф еренцирования й =  

|/(* +  т )  — f  — - j ) ]  по г и * найдем {гй)г +  (гй)< =

— 4  Г  (^ +  ~ ) = : ~ Г  ( °̂) при t =  0 и r  =  at0. Отсю да и из (13) 
и (9) сл ед ует

и (MQ, t0) ■■ 1
4 л

_а_
дг J J  r u d Q +  - L / J ди ,г\г - ч г  dQ dt ( И )

r—ato, t=0
3. Ф о р м ул а  П уассона . П ользуясь  начальными услови ям и  (8 ) 

и о п у ск ая  индекс 0 при М 0, to, получаем из (14) формулу 
П уассон а

и (М, t) = 4 я dt t J  J  ф (P) dQP +  t J  J  я|з (P) dQf
at *at

(,d S P =  {at)2 dQP), 

которую , у ч и т ы в а я  (9), можно записать в виде



где

M at [ф] =  - t  Л  ф dQ =  е т - 1 J  ч d S - (17)
СМ cAf
*at at

Здесь Sat — Sat — сфера р ади уса  at  с центром в точке М.
П усть — решение задачи (8) при <р =  0,

иф(М, t) =  tM a t[^]. (18)

Из (16) видно, что решение задачи  (8 ) можно зап и сать  
в виде

и (М, t) —  -^г Мф -Ь u ij)> ( 19>
где

H  =  (18 ')
Из формулы П уассона , полученной в предположении сущ е

ствования решения задачи  (8 ) ,  следует  единственность у к а з а н 
ного решения. В самом деле, предполагая ,  что з а д а ч а  Коши 
имеет д в а  решения ui и и2, получим д л я  их разности начальн ые 
условия ф =  0, г|з =  0. П рименяя к функции и, — и2 п р ед ы д у 
щие рассуж ден и я ,  приходим к формуле (1 5 ) ,  в которой ф =  0, 
г|э =  0 и, следовательно, и =  0 или щ == иг-

П о каж ем ,  что функция u ( M ,t ) ,  о п р е д ел яе м ая  формулой 
П уассон а , в самом деле  д а е т  решение зад ач и  Коши (8 ) ,  если 
ф(л- ,y ,z )  непрерывна вместе со своими производными до тр еть 
его п орядка , a t y ( x ,y ,z ) — до второго по р ядка  включительно. 
Д о к азател ьство  проведем, предполагая  сн ач ала ,  что ф =  0, т. е. 
и = и ф. В ведем  новые переменные а ,  р, у, положив | =  х  +  
.+ a ta ,  г) =  у  -f- а/р, £ =  z +  aty. Отсюда видно, что а ,  р, у  — 
направляю щ ие косинусы р ади уса -векто р а  точки Р (| , г ] ,^ )  сфе
ры Sat (а  =  cos (г, х) и т. д . ) .  Тогда интеграл  по S at преобра
зуется  в интеграл по сфере 5 i ( a 2 +  р2 +  у2 =  1) единичного р а 
ди уса ,  причем d S  1 =  dQi — dS/a2t2, а под зн ако м  и н те гр ал а  
(15) будет

ф (*  +  ata, у  +  atр, 2 +  aty) =  я|з (|, ri, £).

Н етрудно  заметить, что

J j 4 ( g , T U ) t f S i ,  (2 0 )
s,

== “Ь (U\!p)yy ”Ь {Ц^гг == J" J" “I” Фгуп "t” dSy
S.

J J  <2 | >
S„,

*) Cp. (19) с формулой Даламбера.



т а к  к а к  =  .'Рбб и т. д. При дифференцировании по t по, 
знаком  и н тегр ал а  (2 0 ) получим

-Ц- =  а  (гЬа +  +  %Y) =  а  4 J -  ,

ы = ^ + т .  <22
S l s at

Диф ференцируя (22) по t, найдем (/ (ы^ ) t) t =  t(u^ ) tt 4  
,+  (и*)* =  ( « * Ь  +  Of. т. e.

(M\ l —  (23

П ер вая  ф ормула Грина д ает
at

i  J J i t  dS=ihr JI  J Â dr= iL  I p2fifp J J ^ dS'
3at  * a t  0 s p

(24
где  K at — ш ар р ад и уса  at, 5 P — сфера р ад и уса  p с центром i 
точке M ( x , y , z ) .  Вычислим производную, п ользуясь  при ЭТО.', 
равенством  (2 1 )

S at

О тсю да и из (23) сл ед ует  (и^)и =  а2Ьи^, т . е. удовлетво  
р яет  уравнению  ( 8 ) .  Н етрудно убедиться в том, что функция 
diiy/dt т а к ж е  уд о вл етво р яет  уравнению ( 8) ,  если им еет  произ
водные до третьего  по р ядка  включительно.

П о к а ж е м ,  что и ^ ,  оп р едел яем ая  формулой (2 0 ) ,  удовлетво
р яет  начальн ы м  условиям . Ф орм улы  (20 ) ,  (22) даю т и^(М, 0) =

=  0 , l im — • =  ij? (М), lim -г  =  0 , т а к  к а к  функция ib непрерыв
н о  1 <->о *

на и все интегралы  ограничены. Поэтому, согласно (2 2 ) ,  (u^)t =

=  ~  Мф +  — о ' Ф  (М) при t -> 0 и аналогично иф-> 0  при /-> 0

Из ф ормулы  (1 8 ')  д л я  ыФ видно, что (Ыф)« =  0 при t =  0 и, сле
до вательно ,  ф ункция (16) удовлетворяет  условиям  (8 ) .  Тем с а 
м ы м  д о к а за н о ,  что ф ормула П уассона (16) оп ределяет  решение 
з ад а ч и  Коши (8 ) .

И з ф ормулы  (16) непосредственно видна непрерывная з а 
висимость реш ения зад ач и  Коши -от начальных данных.

4 . М етод  сп у с ка .  П олучен ная  в предыдущ ем пункте формула 
(19) р еш ает  в пространстве (х, у, z) однородное уравнение ко
лебаний с н ачальн ы м и  условиями , являю щ имися , вообще гово



ря, произвольными функциями переменных х, у  и z. Если н а 
чальны е функции ф и ф не зави сят  от z, то, очевидно, и функ
ция и, д а в а е м а я  формулой (19 ) ,  т а к ж е  не будет  зави сеть  от 
переменного z. Следовательно, эта  функция б уд ет  уд о вл етво р ять  
уравнению

и,
и начальным условиям

и (х, у, 0) == ф (х, у),
(х, У, 0) =  гр (х, у).

Т аки м  образом, формула, д аю щ ая  решение пространствен
ной задачи , позволяет т а к ж е  решить з а д а ч у  д л я  плоскости.

В формуле (15) интегрирование происходит по сфере Sat- 
В силу независимости начальных дан н ы х  от z  интегрирование 
по верхней полусфере можно з а м е 
нить интегрированием по кр у гу

д|
z.at, получаю щ емуся при пересече
нии сферы S a t  с плоскостью (х , у )
(рис. 7 2 ) .  Элемент поверхности d S  
свя за н  с элементом плоскости da  
соотношением

da =  d S  co sy ,
где

У  (at)2 — р2
at

V  (at)'2 — (х — j )2 — {у — ri)a 
at

To ж е  относится к  интегрированию по нижней полусфере; сле
довательно , интеграл по к р у г у  следует  в з я т ь  д в а ж д ы .

В резул ьтате  мы приходим к формуле

и (М , f) —  u (*, у, t) 2 па
J>_ Г Г ________Ф (Ъ Л) d-l dr\
dt J J  V W -  (* - I)2 “  (У ~  *l)2

+

a t

+ Я
y M

at

■ф (£. Л) dl d\\
V ( a t ) * - ( x - l Y - ( y

(25)

в которой интегрирование производится по внутренности к р у г а  
р ади уса  at  с центром в точке (х , у ) .

Аналогично, если начальные функции ф и if з а в и с я т  только  
от одного переменного х, то формула (19) позволяет  найти.



функцию u ( x , t ) ,  являю щ ую ся решением уравнения

с  начальн ы м и данн ы м и
и (х , 0) =  ф (х), 

ut (х, 0) =  гН*).

Д л я  этого вв ед ем  сферическую систему координат, направи 
полярную ось по оси х. Элемент поверхности d S  вы р ази тся  сл< 
дую щ им образом :

В ы п олняя  в первом интеграле дифференцирование по t, прих< 
д и м  к известной из гл а в ы  II, § 2 формуле Д а л а м б е р а

x+ at

Уравнение колебаний с тремя , д в у м я  и, соответственно, о; 
ним пространственным аргументом  часто н азы ваю т уравн< 
ниями сферических, цилиндрических и плоских волн. Эт 

терм и н ологи я  вполне соответствует примененному вы ш е метод; 
н а з ы в а е м о м у  методом спуска, поскольку при решении уравн( 
ния колебаний на плоскости и на прямой мы исходили из прс 
странственной задачи , к а к  бы « с п ус к а я сь »  к м еньш ем у числ 
переменных. П олученные решения д л я  д в у х  и одного переме! 
ного носят х а р а к т е р  цилиндрических и плоских волн.

М етод  сп уска  применим не только к уравнению  колебани: 
но и к д р у ги м  типам  уравнений и позволяет в р яд е  случаев  v 
ф ормулы , определяю щ ей решение уравнения для  многих пер( 
менных, извлечь решение задачи  д л я  уравнения с меньши 
числом н езави си м ы х  переменных.

5. Ф и зи ч еская  интерпретация. Ф ормулы  (15) и (25 ) даю т во: 
мож н ость  вы ясн и ть  физическую картину распространения сф< 
рических и цилиндрических волн. Начнем со сл у ч а я  тре 
переменных, д л я  которого физический х ар актер  процесса ра< 
пространения сущ ественно отличается, к а к  мы увидим  из дал] 
нейшего, от с л у ч а я  д в у х  пространственных переменных.

И н тегри руя  в формуле П уассона (15) по ф, получим:
x+ a t x + a t

x —a t x—at

x —at



Ограничимся изучением распространения локального  в о зм у 
щения, когда начальное состояние (функции ср >  0 и ф >  0 ) 
отлично от нуля только в некоторой ограниченной области Та. 
Рассм отрим  сн ачала  изменение состояния ы (М 0, 0  в точке Мо, 
л еж ащ ей  вне области Т0 (рис. 73 ) .  Состояние и в точке Ма 
в момент времени t определяется 
в силу (15) начальным состоянием 
в точках , л еж ащ и х  на сфере Sat 
р а д и ус а  at  с центром в М0. Ф ун к 
ция u ( M 0, t )  отлична от нуля толь
ко в том  случае, если сфера Sat 
пересекает  область начальных з н а 
чений Т0. П усть d и D — расстояния 
от точки М 0 до ближайшей и наи
более удаленной точек области То 
(рис. 7 3 ) .  Очевидно, если t д о ста 
точно м ал о  (/ <  ti — d/a), то сфера 
S5S* не пересекается с областью Т0, Рнс- 73-
поверхностные интегралы в форму
ле (15) равны нулю: до точки М 0 возм ущ ени е еще не дошло. 
Н ачи н ая  с момента =  d/a до м ом ента  t2 =  D/a сфера 
So*0 ( î < t <  t2) будет пересекать  о б л асть  7V, поверхностные 
интегралы  в формуле (15 ) ,  вообще говоря, огличны от н ул я :  
точка М 0 находится' в возбужденном состоянии. При д ал ьн ей 
шем увеличении t сфера Sat будет  с о д е р ж а т ь  область  Т0 вн у 
три себ я ,  поверхностные интегралы равн ы  нулю: возмущ ение 
прошло точку М0. Таким образом, при распространении л о к а л ь 
ного возмущ ения в трехмерном пространстве явление последей
ствия отсутствует .

Рассмотрим  теперь мгновенную пространственную  кар ти н у  
возмущ ения u ( M , t 0) в некоторый момент t0. Точки М, н ах о д я 
щиеся в возбужденном состоянии, х ар актер и зую тс я  тем, что
сферы Sate пересекают область н ач альн ы х  возмущений Т0. 
Иными словами, это означает, что геометрическое место точек 
W, в которых возмущение отлично от нул я ,  состоит из точек М,
находящ и хся  на сферах Sat, р ад и уса  a t0 с центрами в то ч ках  Р  

области  Т0. Огибающие семейства сфер Sat, б уд ут  границам и  
области W. Внеш няя огибаю щ ая н а з ы ва ет с я  передним фронтом, 
внутренняя  — задним  фронтом распространяю щ ейся волны. Н а  
рис. 74 изображены  передний и задний фронты волны (1 и 2 )  
д л я  того  случая ,  ко гда  область Т0 я в л я е т с я  сферой р ад и ус а  R0.

Т аки м  образом, начальное возмущ ение, локализованное  
в пространстве, вы зы вает  в к а ж д о й  точке М 0 пр о стр ан ства



действие, локализованное  во времени; при этом имеет место р ас  
пространение волны с резко очерченными передним и задниь 
фронтами ( п р и н ц и п  Г ю й г е н с а ) .

Перейдем к случаю  д вух  переменных. П усть  начальное воз 
мущ ение зад а н о  в области So на плоскости ( х , у) .  Рассмотрии 
изменение состояния u (M 0,t )  в точке М 0, л еж ащ ей  вне So. Со 
стояние u (M 0, t )  в точке М 0 в момент t о пределяется  согласнс 
(25) начальными значениями в точках Р, при н адлеж ащ и х кр у  

г у  2^°„ р ад и ус а  a t0 с центром в Ма. Д л я  моментов времен !
t <  ti =  d/a (d — расстояние о т М  
до ближайш ей точки области  So] 
функция u (M 0, t )  = 0  — до  точки М  
возмущение еще не дошло. Есл1 
t > t  1, то н (М 0,/)=£0. Это зна 
чит, что, начиная с м ом ента  t =  ti 
в точке М0 возникает возмущ ение 
которое сначала , вообще говоря 
возрастает , а затем , н ачин ая  с не 
которого момента, постепенно убы  
в ае т  до нуля (при t-*~ оо ).  В этои 
явлении последействия и заклю ча 
ется отличие плоского сл уч ая  о’ 
пространственного. Влияние началь 
ных возмущений, локализованны ; 
на плоскости, не локали зован о  в< 

времени и х а р а к т ер и зуе т с я  длительно продолжаю щ им ся после 
действием . Принцип Гюйгенса не имеет места.

М гновенная  кар ти н а  возмущений на плоскости имеет резк< 
очерченный передний фронт, но не имеет заднего фронта. З а  
д а ч у  д л я  д в у х  измерений можно р ассм атр и вать  к а к  про 
странственную  з а д а ч у ,  ко гд а  начальные возмущ ения задань  
в бесконечном цилиндре и не зави сят  от третьей координаты 
П о льзуясь  этой схемой, легко  себе представить процесс после 
действия.

6 . М етод о тр аж ен и я .  З а д а ч а  с начальными услови ям и  дл: 
ур авн ен и я  колебаний в случае  областей, ограниченных плоско 
с тям и ,  м о ж ет  бы ть решена методом отражений.

Р ассм отри м  з а д а ч у  д л я  полупространства г  >  0: 
найти решение уравнения колебаний

=  а2

уд о вл етво р яю щ ее  начальным условиям

и (х, у , г ,  0) =  ф (х, у , z), | 
щ (х, у , z, 0) =  я|) (*, у, z) } ^



и граничному условию

и

Решение этой задачи  дается  формулой (1 5 ) ,  если н ачальн ы е 
условия продолжить на все пространство нечетно по г  (при
и 12=о =  0 )

ф (х, у , г) =  — ф (х, у, — г ); я|> {х, у, z) =  — ^  (* ,  у , — z )

Ф (*, y , z )  =  ф (л:, у, — z); г|> {х, у, г) =  ^  (л:, у,  — z).

Проверим, что при нечетном по переменной z продолжении 
функций ф и ф граничное условие ы | г=о =  0  вы по лняется  авто 
матически. В сам о м  деле,

т а к  к а к  поверхностные интегралы по сферам с центрами  в точ
к а х  плоскости 2 =  0 равны нулю при нечетных ф ункциях ф и а|з.

Аналогично м ож ет  быть решена з а д а ч а  д л я  плоского слоя 
0 ^ 2 ^ /  при граничных условиях  первого и второго рода

и соответствующих начальных условиях .
Ф орм ула  (15) ср азу  ж е  д а е т  решение задачи , если н а ч а л ь 

ные условия продолжить нечетно (или четно) относительно 
плоскостей z =  0 и z  =  /. О п ределяем ы е таки м  образом  н а ч а л ь 
ные функции ф и i|) будут  периодическими по перем енному z 
с периодом 21 (ср. гл. II, § 2, п. 7 ) .

Если в слое 0 <  z •< I н ачальные функции ф и (|) я вл яю т ся  
локальны ми функциями, отличными от нуля в области Т0, то 
продолженные функции будут  отличны от нуля в р яд е  областей  
Т„, получаю щ ихся из Го при помощи зер кальн ы х  изображ ений . 
Ф ункция и(М, t) д л я  всякого М и / п р ед ста вл яется  к а к  с у м м а  
конечного числа сл агаем ы х , определяем ы х  возм ущ ени ям и  в Тп 
(ср. с главой II, §  2, п. 7 ) .  Физический смысл этого з а к л ю ч а е т 
ся в том, что за  конечный п ром еж уток времени происходит ко 
нечное число отраж ений от стенок 2 =  0 и z  s= /. Аналогично 
м ож ет  быть реш ена з а д а ч а  д л я  п ар аллелеп ип еда .

или четно /при —  0

и (Р, t) — и (лг, у,  0, 0  =

=  1 Г д
4 па dt

или
и — 0 При 2 =  0 И Z — 1

ди п п 1=  0 При 2 =  0 И 2 =  I



§ 2 . И нтегральная  ф ормула

1. В ывод интегральной формулы. При решении уравнени 
колебани я струны

1 _  f  
U x x  а 2 M ft  I

методом распространяю щ ихся волн мы широко пользовалис 
понятием х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у г л а .  П ереходя к ре 
шению уравнения колебания на плоскости или в пространств

рассм отрим  поверхность

4  г  м м а =  \ t  — 1>

н а з ы ва е м у ю  х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  к о н у с о м  д л я  точк 
Мо и м омента t0. Совокупность точек «ф азового» пространств

(М, t) ,  в которые приходит сигнал, распространяю щ ийся со ск 
ростью а и вышедший из точки М0 в момент to, определяет* 
ур авн ен ием

- j  глш„ =  t — 10 (t >  t0)

и я в л я е т с я  верхней полостью характеристического  конуса то 
ки М 0. Аналогично сигнал , вышедший из точки М  в момент



приходит в то ч ку  М 0 в момент to, если

ГЛШо =  to — t (t <  о̂) •

Геометрическое место таких точек (M , t ) образует  нижнюю по
лость характеристического  конуса (рис. 75 ) .

Д л я  определения в точке ( М 0, to ) функции u ( M , t ) ,  пред
ставляю щ ей решение уравнения ( 1) ,  введем  вместо  времени t 
локальн ое  вр ем я  t* точки М 0, п о л агая

и о ст а в л я я  при этом неизменными геометрические координаты . 
П о льзуясь  сферической системой координат (г, G, <р), связанной 
с точкой М 0, мы приходим к новой системе переменных

г* =  г ,  0* =  0, ф* =  ф, ** =  / — ( / 0 —

Установим уравнение, которому удо вл етво р яет  функция

и (г, 0, ф,/) = « (г*, 0*. ф*. Г + to -  -£) = и  (Л 0*, Ф\ П.

Оператор Л а п л а с а  в сферической системе координат имеет вид
л  __ З 2»  I 2  ди , 1 д  ( . п д и \  ._____ 1 д 2и

U дг2 г дг г2 sin 0 30 \S ln  30 J г2 s in2 0 3<p2

В ы р ази м  производные функции и через производные функ- 
ции U :

и г = U г* +  т  и <''

и гг = U r', , +  L u  • 1 ~ а Ur U

ый = и*-', Н0О = U о*0*>
«ф = t /ф*;

II©■©-
2S U <рт ф* >

u t = U r', И« = Ut V .

У равнен ие (1) переходит в уравнение

Д£/ =  -  - £ г - ^  (г* и  г)  -  F  ( Л  0*, ф*. П ,  (2)
где

F ( r \  0*. ф*. n = f ( r ,  0 , ф, /).

П усть то ч ка  М 0 (х0, у 0, г 0) принадлеж ит некоторому т е л у  Т, о г р а 
ниченному поверхностью S . Р а с с м а т р и в а я  (2) к а к  неоднород
ное уравнение Л а п л а с а ,  в котором t* и грает  роль п а р а м е т р а ,



во сп ользуем ся  основной формулой Грина ( г л а в а  I V ) .  П риме
ним ее к  области Т, п о л а га я  при этом t* =  0 *):

Точка  Л1о я вл яет с я  особой точкой сферической системы коорди
нат. П оэтом у  объемные интегралы естественно р ассм атр и вать  
к а к  пределы  при е —► 0 соответствующих интегралов, в зяты х  по 
о б ъ ем у  Т — Ts, где  Те — шар радиуса е с центром в  точке М п. 
П р ео б р азуем  объемный интеграл

Второе сл а гаем о е  в /е стремится к  нулю при е —>0, т а к  кап 
п лощ адь  поверхности S s р авн а  4яе2. Т аки м  о б р а з а м ,  пр едел  /, 
при е - * 0  равен

')  В силу принятого в главе IV условия знаки в формуле соответствую- 
внешней нормали.

2) При этом преобразовании мы пользуемся тем , что d i  — (г*)2 <$2 dr

s

т г

е

И н тегр и руя  по п ер ем ен н о м у г ’ , получим:

т а к  к а к
d S n =  d S  cos (п, г*) =  г *2 s in  0* dQ*

' • - Я /т

т а к  к а к



что д а е т :

4»t/(Mo.0)  =  J 7 ( f  Ц _ ( / - * . ( _ ! , )  +

+  Ф  ТГ ж ) ds +  I J  J" 7
Г

В ерн ем ся  к  стар ы м  переменным и функции и:

u { M , t ) = U { M , f )  (t =  t' +  t0 - - ^ - ) ,

т а к  что
[/ (М0, О) =  и (М0, /0),

а  т а к ж е
d u _ _ d U _  ■ 1 dU dr 
дп дп ' a d t*

В р езультате  д л я  функции и (М 0, t0) получаем  следую щ ую  и н 
т е г р а л ь н у ю  ф о р м у л у :

■ (“о, «  = ± Я  { - ' “] -к(г) + 57[§ ] ж}'«- ■+ '
+  i J ' J ' . f ' Г * ' » '  (3)

г

часто н азы ва ем ую  формулой К и рх го ф ф а1). З десь  к в а д р ат н ы е  
скобки показываю т, что значение функций надо б р ать  д л я  t* =

=  0 , т. е. при t =  t0 — , т а к  что [/] =  f ( M , t ------ ~ ^ j .
2. С ледствия из интегральной формулы. Ф о р м ул а  (3) нахо

дит свое применение при решении целого р яд а  з ад а ч .  В к а ч е 
стве первого примера рассмотрим з а д а ч у  с н ачальн ы м и  д а н 
ными:

найти решение уравнения колебаний  

Aw — Utt =  0
в неограниченном пространстве, если задан ы  начальны е условия

и |,=0 =  <р (лг, у, г ),

Щ U o =  Ф (*> У’ z )•

]) Формула Кирхгоффа была обобщена С. Л. Соболевым для уравнения 
гиперболического типа с четным числом переменных. При помощи этой фор
мулы Кирхгоффа — Соболева может быть построено решение задачи с началь
ными условиями для указанного уравнения (С. Л. С о б о л е в ,  ДАН СССР* 
1933).

14 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



Н и ж н яя  полость характеристического « к о н у са »  г  =  a ( to — 1 
точки ( М 0, to) п ересекается  с многообразием t  == 0 по сфер 
Sah  (r  =  a t0) р ади уса  ato с центром в точке М 0. Воспользуемс 
формулой (3 ) ,  по л агая  в ней S  =  SatV Д л я  любой функци 
v ( M , t )  значения [ у ]  на сфере S a l1 имеет вид

[о] =  v (м, t0 — =  v (м , 0), т а к  к а к  гмш =  at0.

П оэтом у , если точка М  л е ж и т  на сфере Sat,, то

[u]s =  и (М, 0) =  Ф(М),

Д а л е е

г {.дп \ 1 1 дп \ г ) г дг ^ дг \ г ) г2 дг  4 т/

П о д с т а в л я я  это в ы р аж е н и е  в  (3), находим:

- я  J  {  { j r  i  (щ )  +  J L  4>}<fs =
оМо
b aU

1
4  n

oAft piVfo
r r r*sat%

о т к у д а ,  о п уск ая  индексы  0 при М 0 и to, получаем  формул 
П уассо н а

_д_ 
dt J J ^ L d S  +  J J - ^ - r f s ]  (rMP =  at) 

* А гмр гмрxg rMP rMPо M о M
a t  s a t

( c m .  (15), § 1).
В ка ч естве  второго примера рассмотрим теперь решение ш 

однородного волнового уравн ени я  с нулевы ми начальными да?  
ными. В ы б и р а я  п о-п реж нем у 5  == Sat°„ у б е ж д а е м с я  в том, чт 
поверхностный интеграл  в (3) обращ ается  в нуль, вследстви 
чего п олучаем :

я<Мф
l aU

г д е  Tatt ~  ш аР р ад и уса  a t0 с центром в М 0. И сследуем  подро( 
нее тот случай , к о гд а  п р а в а я  часть я в л я е т с я  периодическо



функцией времени

гд е  со — за д а н н а я  частота колебаний. Из (5 ) находим: 

и(М 0, =  J J / f o W - ^ T — dxM ( k = ^ ,  г  =  глш .).  (6)
mMo

ato

П усть fo(M) — л о кал ьн ая  функция, т. е. функция, отличная 
от нуля  только внутри некоторой области Т. Если М 0 л еж и т  вне 
области  Т и расстояние от М 0 до ближайш ей точки области Т 
равно  d, то интеграл Таи равен нулю д л я  to <. d/a. Д л я  таки х  
значений возмущение не усп евает  дойти до точки М 0. Если р а с 
стояние от Af0 до наиболее удаленной точки области  Т равно D, 
то д л я  моментов t0 >  D/a интеграл в правой части постоянен и 
сводится к  интегралу, распространенному по всей области Т. 
Т аки м  образом, во всякой точке М0, начиная с момента t0 =  
=  D/a, имеют место периодические колебани я с амплитудой

— ik r
, Г Г Г ‘  ММо

(7)

т а к  что
и (М0, t0) =  v (М0) еш \

П р я м а я  подстановка вы р аж ен и я  (6 ) д л я  и (при to >  D/a) 
в уравнение колебаний показы вает ,  что функция v (M )  д о л ж н а  
удо влетворять  уравнению

До +  k2v =  — /0 (М) (k >  со/а), (8 )

которое мы будем в дальнейш ем н азы ва ть  в о л н о в ы м  у р а в 
н е н и е м  (см. гл а в у  V II ) .  Оно часто т а к ж е  н а з ы ва е т с я  у р а в 
нением Гельмгольца.

Рассмотрим формулу (3) д л я  сл уч ая  устан ови вш и хся  ко ле
баний, когда

и (М, t) =  v (М) еш ,
где  v(M) — амплитуда  колебаний, уд о вл етво р яю щ ая  волново
м у  уравнению (8 ) .

В этом случае имеем:

[м] =  и (м, t -  =  о (М)

Ш lat- kr) • ■ ? [ ■ # ]  - i k * м ^  •
[ f ] = f 0 (M )e‘ w -k r ) .



П о дставл яя  эти вы р аж ен и я  в формулу (3 ) ,  приходим к  инте
гральной ф ормуле д л я  волнового уравнения ( 8 ) :

1,1<"»> =  - к  1 1  [■̂ т -  ж  ~  °  ж  ( ^ г - ) }  d S M +
s

+ J J J Л> М £~Т~ йхм (г = гммХ (9)
г

которая  часто т а к ж е  н азы ва ется  формулой Кирхгоффа.
При k =  0  (со =  0 — статический случай) формула (9) пе

реходит в основную ф ормулу Грина (гл. IV, § 2) д л я  неодно
родного ур авн ен и я  Л ап л ас а .

§ 3. Колебания ограниченных объемов

1. Общая схем а метода разделения переменных. Стоячие 
волны. З а д а ч а  о колебании ограниченных объемов состоит в сле
дую щ ем :

найти решение уравнения

d iv  (k g r a d  и) — q(M)u =  p(M )u it, k >  0, q ^ t  0, (1)
где

d iv  (k g r a d  u) =  - § j [ k  - § £ )  +  ~ { k ^ )  +  M k 4 f )  '

M =  M (x, y, z ) , внутри некоторого объема T, ограниченного  
зам кн утой  поверхностью  2 , удовлетворяю щее дополнительным  
условиям u(M,0) = q>(M), И((М,0) = ч>(М) в Г + 2, (2)

и |s  =  0 д л я  t ^  0 . (3)

В случае  однородной среды (k =  const, р =  const) д л я  q =  0 
уравнение ( 1 ) принимает вид

С з а д а ч а м и  подобного типа мы встречаемся при изучении про
цесса колебаний м ем браны  (случай д вух  независимых геометри
ческих п ер ем ен н ы х) ,  акустических  колебаний г а з а ,  э л ект р о м аг 
нитных процессов в непроводящих средах . Особое значение 
п р ед ставл яю т  задачи , связан ны е с генерацией эл ектр о м агн и т
ных колебаний в з а м к н ут ы х  полых резонаторах (эндовибрато 
ры, клистроны , магнетроны и т. д . ) .

З а м ети м ,  что однородность граничного условия (3) не с в я 
з а н а  с ограничением общности. В самом деле , случай

и \s =  Ц, (3')



гд е  (х— произвольная функция точки Р  поверхности S  и вр е 
мени t, легко  сводится к случаю однородного граничного усл о 
вия методом, который изложен в § 3 гл ав ы  II д л я  одного пере
менного и заклю ч ается  в том, что р ассм атр и вается  отклонение 
от заданной функции. Аналогично с т а в я т с я  вторая и третья  
кр а евы е  задачи .

Будем  и скать  решение u (M ,t)  однородного уравн ен и я  (1) 
с условиями (2 ) и (3) методом р азделен и я  переменных. В д а л ь 
нейшем мы ограничимся изложением формальной схемы  реш е
ния. С этой целью рассмотрим основную вспомогательную  з а 
д а ч у  (ср. § 3 гл. I I ) :

найти нетривиальное решение однородного уравнения

d iv  (k g r a d  и) - -  qu =  putt в T, t >  0 {k >  0, р >  0, q ^  0), ( Г )  

удовлетворяю щ ее однородному граничному условию

П о д ставл яя  предполагаемую  форму решения (4) в (1) и р а з 
д е л я я ,  к а к  обычно, переменные, приходим к следую щ им у р а в 
нениям д л я  функции v (M )  и T (t):

Д л я  v (M )  получаем з а д а ч у  на собственные значения ( з а 
д а ч у  Ш турма — Л и уви л л я ) :

найти те значения параметра X, при которых существуют  
нетривиальные решения задачи-.

а  такж е найти эти решения. Т аки е  значения п ар ам етр а  X н а 
зы ваю тся  собственными значениями, а соответствую щ ие им не
тривиальные решения — с о б с т в е н н ы м и  ф у н к ц и я м и  з а 
д а ч и  (5 ) .

О становимся подробнее на этой зад а ч е ,  аналогичной основ
ной зад а ч е  § 3 главы  II. В нашем сл уч ае  уравнение д л я  соб
ственных функций представляет  собой уравнение с частными 
производными, вследствие чего трудно р ассч и ты вать  на п о лу
чение явного представления собственных функций д л я  произ
вольной области Т. В дальнейш ем (пп. 2 и 3) б уд ут  рассм отрены

и |2 =  0 ,

представимое в виде произведения
и (М, t) =  v (M )T (t) .

(3)

(4)

div (k g r a d  v) — qv +  Xpv —  0, v щк 0;
(5)

T" +  XT =  0. (6)

d iv  (k g r a d  i>) — qv +  Яро =  0 (k >  0 , q ^  0 , p >  0 )
у ls = 0 ,



примеры областей Т, д л я  которых явн ое  представление 
возможно, хотя и тр еб ует  введения нового к л а с с а  специальных 
функций. Здесь  мы рассмотрим общие свойства собственных 
функций и собственных значений и проведем формальную схе
м у  метода разделен и я  переменных. Перечислим эти свойства.

1. С ущ ествует  счетное множество собственных значений 
Я1 Хг Хп • • •, которым соответствую т собственные 
функции

У, (х, у, z), v2 (х, у, z), . . . ,  vn (х, у ,  г), . . .

Собственные значения Хп с возрастанием номера п неограни
ченно возрастаю т; Хп —> ° °  при п —* оо.

2. При q ^  О все собственные значения X положительны:

К > 0.
3. Собственные функции {у„} ортогональны м е ж д у  собой с 

весом  р ( x ,y ,z )  в области  Т:

J  vm (М) v n (М) р (М) dxM =  0 { т ф  п), (7)
т

М —  М (х, у ,  z)\ dxM =  dx  dy  dz.

4. Т е о р е м а  р а з л о ж и м о с т и .  Произвольная функция  
F (M ) ,  дваж ды  непрерывно дифференцируемая и удовлетво
ряю щ ая граничному условию

F =  0 на  Е,

р а зл агается  в равномерно и абсолютно сходящийся р я д  по соб~ 
ственным функциям {vn (M)}\

00

F ( M ) = ^ F nvn (M),
tv= 1

где  F n — коэффициенты разложения.
Д о к а за т е л ьс т во  свойств 1 и 4 основы вается  обычно на тео 

рии интегральны х уравнений. Перейдем к д о ка зате л ьств у  
свойств 2 и 3, не требую щ ем у специального математического  ап 
п а р а т а .  Д о к а ж е м  ортогональность собственных функций {vn} 
(свойство 3 ) .  П усть  v n (M ) и vm(M ) — две  собственные ф унк
ции, соответствую щ ие различным собственным значениям Хп 
И Х щ '

~ h { k ' i s f ) + T j i { k  ж { к ^ г ) ~ = 0 |



причем vm =  0 и vn =  0 на 5 .  У м н о ж ая  первое уравнение  на 
v n (M) и вы чи тая  из него второе уравнение, умноженное на 
vm(M), находим:

J I I  div &  grad Vm> ~  Vm div (k grad VnW dx +
T

+ (Я-т — К )  J J j vnv mp dx = 0.
T

О тсю да после преобразований, аналогичных тем, которые ис
пользую тся при выводе второй формулы Г р и н а 1) ,  получаем :

I i  (Vnk^ W  — vm ^ ^ ) d a  +  (Xm — *«) J J J  v mvnpdx =  0.
2  T

В си л у  граничных условий vm —  0 и v n —  0 на 2 ,

( К  — К ) J J  J  vmvnp dx =  0,
г

о т к у д а  и следует , что при кт Ф  Хп

J J J vmvnp dx =  0 ( т ф  п),
т

т. е. собственные функции, соответствующие р азн ы м  собствен
ным значениям , ортогональны м е ж д у  собой с весом р (М ).

При изучении аналогичной краевой  задачи  д л я  одного не
зависимого  переменного

X" +  ХрХ =  0,
*( 0) = 0,
Х(1) =  0

было до казано , что к а ж д о м у  собственному значению соответ
ствует  одна нормированная собственная функция. Д л я  д в у х  и 
трех независим ы х переменных это обстоятельство не имеет м ес
та . К а к  видно из примеров собственных функций п р ям о уго ль 
ника и кр у га ,  рассмотренных ниж е (пп. 2 и 3 ) ,  одному и тому 
ж е  собственному значению м о ж ет  соответствовать  несколько 
собственных функций. Однако к а ж д о м у  собственному значению, 
к а к  это  следует  из теории интегральных уравнений, м о ж ет  со 
ответствовать  лишь конечное число собственных функций, ли
нейно-независимых м еж ду  собой. П усть  некоторому значению

')  В эту формулу входят нормальные производные собственных функций 
на поверхности Е. Обоснование этой формулы для поверхностей типа Л япу
нова см. В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т. IV, Физматгиз, 1958.



Кп соответствует  система линейно-независимых функций v(J\  
v {2), . . . ,  Очевидно, что лю бая линейная комбинация этих
функций

т

vn =  a,v<l>
i  s= i

т а к ж е  я в л яе т с я  собственной функцией д л я  того ж е  собственно
го значения Хп. П о льзуясь  известным приемом о р т о г о н а л и -  
з а ц и и 1) ,  можно построить функции v ^ ,  являю щ иеся
линейными комбинациями исходных функций и ортогональные 
м е ж д у  собой. Таким образом , если собственные функции, соот
ветствую щ ие некоторому Кп, не ортогональны м е ж д у  собой, то 
мы м о ж ем  ортогонализировать их и получить новую систему 
собственных функций, ортогональных м е ж д у  собой и соответ
ствую щ их тому ж е  Кп.

Совокупность таки х  систем собственных функций д л я  р а з 
ных Хп образует  ортогональную  систему собственных функций 
р ассм атр и ваем о й  краевой  задачи

d iv  (k g r a d  v) — qv -j- Apt) =  0, 

v =  0 на 2 *
Число

J J J ^ p d r lVn  =

н а з ы ва е т с я  н о р м о й  собственной функции. У м н о ж а я  к а ж д ую
функцию ип на 1 , получим систему собственных функций,

II 0(1 II
нормированных к единице.

Д л я  д о к а за т е л ь с т в а  положительности собственных значений 
(свойство 2) достаточно воспользоваться первой формулой Гри
на

/Л (k g r a d  vnf  dx ■-
t  d

=  —  J  J  J  vn d iv  (k g r a d  vn) dx +  J  J  v nk ■—  d o  =
T 2

= - Я Ь о*л+л,« Ш о»р</т-
T T

Отсю да видно, что при q ^  0 собственные значения кп поло
ж и тельн ы .

‘ ) См., например, В. И. С м и р н о в ,  Курс высшей математики, т, IV, Физ- 
матгиз, 1958.



В дальнейш ем мы будем пользоваться  теоремой р азл о ж и м о 
сти (свойство 4 ) ,  отсы лая  за  до казател ьство м  к  соответствую 
щ е м у  р азд ел у  интегральных уравнений. П усть

оо

F  (М) =  2  F nvn (М).
п= 1

Отсю да обычным способом, используя условие ортогональности 
(7 ) ,  находим коэффициенты разлож ен и я

Ш  F { M ) vn (Af) р dx

F n =  Т . . .  ------------- • (8 )
I l r * p f t

г

Вернем ся теперь к уравнению  в частных производных. Р е 
шение уравнения

Т п + К Т п =  О
и м еет  вид

Тп {t) =  An cos +  S „ s i n  V K t ,

т а к  что решением нашей основной вспомогательной задачи  бу
дет  произведение

ип (М, t) =  Тп (/) vn (М) =  (Л„ cos V K t  +  Вп s in  / V )  v n (М ).

Общее решение исходной зад ач и  с начальны м и дан н ы м и  есте
ственно искать в виде суммы

оо оо

и {М , t) =  2  Un (М , t) =  2  (Ап cos / Xnt +  Вп s in  V К * )  v n (М). (9)
n=I гс=1

У до влетворяя  начальным условиям  (2)

и ( М ,0 )  =  Ф ( Л 1 ) = 2  A nv n (M),
п= 1

ut (М, 0) =  ф (М) =  2  Вп V K v n  (М)
я—1

и пол ьзуясь  теоремой разлож им ости  4, н аходи м :

=  Фп> Bll == 'Pm

где  ср„ и — коэффициенты Ф ур ье  функций ф (М ) и i|)(M) 
в их разложении по ортогональной с весом р (М)  системе ф унк
ций v n {M). Тем сам ы м  ф ормальное построение реш ения исход
ной зад а ч и  закончено.



Ф изическая  интерпретация полученного решения вполне а н а 
логична случаю  одного переменного. Частные решения

ип (М , t) =  (Л„ cos V K t  4- Вп sin V x nt ) v n (M)

п редставляю т собой с т о я ч и е  в о л н ы ,  которые могут  сущ е
ствовать  внутри ограниченного объема Т.

«Проф или» стоячих волн, определяемые функцией vn {M), 
для  разн ы х  моментов времени отличаются лишь множителем 
пропорциональности. Линии или поверхности (соответственно 
д л я  д в у х  или трех переменных),  вдоль которых v n {M) = 0 , на
зы ваю тся  у з л о в ы м и  л и н и я м и  (поверхностями) стоячей 
волны vn (M ).  Точки, в которых v n (M) достигает  относитель
ных м акси м у м о в  или минимумов, называю тся  п у ч н о с т я м и  
этой стоячей в о л н ы 1). Общее решение п р едставляется  в виде 
бесконечной сум м ы  таки х  стоячих волн. Возможность п редстав
ления общего решения в виде суммы  сл агаем ы х  подобного типа 
и озн ачает  возможность представления произвольного колеба
ния в виде суперпозиции стоячих во л н 2).

Т аки м  образом , з а д а ч а  о колебании мембран или объемов 
сводится по сущ еству  к нахождению  соответствующих собст
венных функций. В пп. 2 и 3 мы рассмотрим колебания прямо
угольной и круглой м ембран , обращ ая при этом главное вни
мание на построение собственных функций. К ак  у ж е  отмечалось 
выше, н ахо ж ден и е  собственных функций в явной аналитической 
форме сопряж ено  с большими трудностями д л я  областей  более 
сложной формы. В случае  произвольных областей д л я  построе
ния собственных функций могут  быть использованы прибли
ж енны е методы . Сущ ествую т различные приближенные мето
ды , основанные на использовании интегральных уравнений, 
вариационных принципов, конечных разностей.

2 . Колебания прямоугольной мембраны. Процесс колебаний 
плоской однородной мем браны , к а к  было показано в главе  II, 
§ 1, о п исы вается  уравнением  колебаний

ии =  аг£ш. ( 10)

П усть  в плоскости (лг, у)  расположена прям оугольн ая  мем
брана со сторонами и Ьг, закрепленная  по к р а я м  и во зб уж 
д а е м а я  с помощью начального отклонения и начальной ско

')  Если возбудить колебания мембраны, посыпанной песком, то песок 
из пучностей будет сбрасываться к узловым линиям, образуя при этом так 
называемые хладниевые фигуры, воспроизводящие узловые линии собствен
ных функций.

2) Обоснованию метода разделения для случая многих переменных по
священа работа О. А. Ладыженской (ДАН СССР 85, 3 (1952)) и работа 
В. А. Ильина, О разрешимости смешаных задач для гиперболических и пара
болических уравнений, УМН 15, вып. 2 (1960).



рости. Д л я  н ахож дения функции u ( x , y , t ) ,  х арактеризую щ ей от
клонение м ем бран ы  от положения равн овесия , мы  д о лж н ы  р е
шить уравнение колебаний

i ! “ = a 2 f i f « + _*!“Л (10 ')
dt2 а  W * 2 ^  д у 2 ) v 1

при задан н ы х  начальных условиях
и {х, у,  0) =  <р (л:, у), ^

- ^ f ( x , y , 0 )  =  q ( x , y )  ) •

и граничных условиях
м (0 , у, 0  =  0 , u (b lt у ,  t ) —  0 , (12)
и(х ,  0 , 0  =  0, u ( x , b 2, t )  —  0. (13)

М ы ищем, к а к  обычно, решение методом разделен и я  перемен
ных, полагая

и(х, у, t) =  v ( x ,  у ) Т  (t). (14)

П о дставл яя  (14) в (10) и р а з д е л я я  переменные, получаем  д л я  
функции T(i)  уравнение

Т" +  а2ХТ =  0, (15)

а д л я  функции v ( x ,y )  — следую щ ую  кр а евую  за д а ч у :

о»» +  v yy +  Яу =  0 ; 
v (0 , у) —  0 , v { b u y) =  0\ (16)
v (х, 0) =  0 , v {х, Ь2) —  0 .

Т аки м  образом, с ам а  з а д а ч а  д л я  собственных значений со
стоит в решении однородного уравнения в частных производных 
при однородных граничных условиях . Б удем  и эту  з а д а ч у  р е
ш ать методом разделения переменных, п о л а гая

v (лг, у) =  X  (х) У (у).

П роводя разделение переменных, получаем  следую щ ие о д 
номерные задачи  на собственные значения:

X "  + vX = 0, |
Х ( 0) =  0 , * (& , )  =  0 ; j V '

Y" +  цУ =  0, |
Y (0) =  0 , У(Ь2) =  0 , J V }

где v  и ^ — постоянные разделени я переменных, с в я зан н ы е  со
отношением (г +  v =  К. При этом граничные усло ви я  д л я  Х (х )  
и У (у)  вытекаю т из соответствующих условий д л я  функции V,



Например, из
v  (0, y) =  X (0 ) Y { y )  =  0

следует  Х ( 0 ) = 0 , т а к  к а к  Y ( у )  Ф О  (мы  ищем нетривиальные 
реш ения).

С решением з а д а ч ,  подобных (17) и (1 8 ) ,  мы у ж е  встреча
лись при изучении колебаний струны. Реш ения уравнений (17 ) 
и (18) имеют вид

Собственным значениям

т аки м  образом, соответствую т собственные функции
„ tin  т п

Vп, т  =  А». т  Sin X S i n  у,

Г Д 6  A n t  гп  некоторый постоянный множитель. Выберем его т а к ,  
чтобы норма функции v n,m с весом 1 была равна единице

by b% ЪI ь%

J \ Vl , m d x d y  =  Al,m l S[v?ltxdxl S i n 2 ^ y d y = l .
0 0 о о

Отсю да ___

Лп- т  =  •

Ортогональность функций {у„, т } очевидна и не н у ж д а е т с я  в 
д о ка зател ьстве .  С ледовательно , функции

/ \ f  4 . п п  . т п  , ,v n,m (x ,y )  =  y - j ^ s m  —  x s m - ^ - y  (19)

о бразую т ортонормированную систему собственных функций 
прямоугольной мем браны .

Число собственных функций, принадлеж ащ их Кп, т  ( к р а т 
ность 1 „ , т ) ,  зави си т  от количества целочисленных решений п 
и т  уравн ен и я

Н ай ден н ая  система собственных функций v n, т  т а к о в а ,  что 
л ю б ая  функция F ( x , y ) ,  д в а ж д ы  непрерывно диф ференцируемая 
и удо вл етво р яю щ а я  граничному условию, м ожет бы ть р а зл о 
ж е н а  в абсолютно и равномерно сходящ ийся р яд  по v n%m. Это



утвер ж ден и е  м ож н о  обосновать, сославш ись на теорию к р а тн ы х  
рядов Фурье.

П о каж ем , что система (19) содерж ит все собственные ф унк
ции нашей з ад ач и  о собственных значениях. П редположим , что 
сущ ествует  собственная функция и0, п р и н а д л еж ащ ая  собствен
ному значению Яо. Т ак  ка к  функция и0 ортогональна всем  соб
ственным ф ункциям, принадлеж ащ им др уги м  значениям  К, то  
в ее разложении по системе (19) останется  лишь конечное чис
ло членов, соответствующих собственным функциям, пр и н адле
ж а щ и м  собственному значению Xn,m==h)- П оэтому ио я в л я е т с я  
линейной комбинацией лишь тех функций (19 ) ,  которые соот
ветствую т 1 п<т — Хо- Таким образом , все функции п р ям о уго ль 
ной мем браны  даю тся  формулой (19 ) .

C ^ J

В о звр ащ аясь  к  исходной за д а ч е  д л я  уравн ен и я  (1 0 ) ,  мы  ви
дим , что частные решения

U-n, т  !==z Vп , т  ( х ,  У )  т  COS h n , т B t i ,  rti mP' f y

п редставляю т собой стоячие волны, профиль которых опреде
л я е т с я  собственными функциями у п , т - Геометрические м еста  
точек внутри прямоугольника , в которы х собственные функции 
обращ аю тся  в нуль, называю тся  у зл о вы м и  линиями. Р а с с м о т 
рим д л я  простоты кв ад р ат  со стороной b{bi —  bz). У зло вы е  ли 
нии функции

2 . пп ппvn, m =  T s m ^ - x s m  — у

явл яю т ся  прямы ми , параллельны ми осям  координат  (рис. 76, а ) .
При кратн ы х  собственных значениях  линейная  ком би н ац и я  

собственных функций т а к ж е  будет  собственной функцией. 
Е е узловы е  линии могут иметь в есьм а  слож ную  форму (рис. 76, б ) .

Рис. 76.



Искомое решение уравнения (10) при дополнительных усло 
ви ях  (11) — (13) имеет вид

оо оо _
и (х, у ,  t) =  2  2  (Sr t .m CO S V K Z a t  +  B„.msin  V K ^ a t )  v n,m(x, y),

m«= 1 rc=l

гд е  v n<m определяется  формулой (19), а  коэффициенты B„t m и 
B n.m р авн ы :

6, 6.

=  j  <f>{x, y)vn, m(x, y)dxdy =  
о 0

_____  6, b,

=  I  v (X* y) sto -^-x  sin у dxdy,
о 0

______  6 , b,

3. Колебания круглой  мембраны . При изучении колебаний 
круглой  м ембраны  полезно перейти к полярным координатам . 
Т огда  уравнение колебаний запишется в виде

1 д  / <5ы \ . 1 д ги 1 ди2 / л т
г dr V  дг ) ' г" г2 дв2 “ о2" <?/2 * ^

Б удем  искать  решение этого уравнения при за д а н н ы х  на
чальны х условиях

и (г, 0, 0) =/, (г, 0), 1
Щ (г, 0 , 0) =  / 2 (г, 0) J

и граничном условии
и (г 0, 0 , 0  =  0 (22)

(з акр еп л ен н а я  по к р а я м  мембрана р ади уса  г0) .  К а к  и в  слу
чае  прямоугольной м ем бран ы , мы прибегаем к разделению  
переменных. П олож ив

и (г, 0 , 0  =  у (г, в) Т (t), 

мы получим уравн ен ие  д л я  T(t)

Т" +  а?ХТ =  0,



и следующую з а д а ч у  на собственные значения д л я  функции 
» ( Л 0 ) :

1 д ( dv  \ , 1 d*v , .  _ .  .
г дг  V дг  ) г2 <Э02 V ~ ' 0  ( °  <  Г <  Г°)’

| у (0 , 0) | <  оо (услови я  ограниченности),

w (г0, 0) =  0 (граничное условие) ,
v (г, 0) =  v (г, 0 +  2я) (условие периодичности).

Ф ункция v д о л ж н а  быть однозначной и дифференцируемой 
функцией точки; поскольку ж е  0 я в л я е т с я  циклической коорди
натой, то д л я  однозначности v мы  д о лж н ы  потребовать , чтобы 
выполнялось условие периодичности с периодом 2я ,  т. е. 
v ( r ,  0 +  2я )  =  v ( r ,  0 ).

Положим
v (r ,  0) =  R (г) 0 ( 0 ) .

П о дставляя  предполагаемую  форму решения в наш е уравнение 
и производя деление на R®, получаем :

( dR\
Т  d r )

_d_
r  d r y  d r )  + e i  +  ;ir2 = = 0 i

R 1 0

Отсюда приходим к уравнениям
0 "  +  ,х20 =  0 ; 

в (0) = в (0 + 2я); 0' (0) = 0' (0 + 2я);
т 4 Ю  + ( х - * ) « - 0.

R (го)— о> | /г (0) | <  о©.

Нетривиальные периодические решения д л я  0 ( 0 )  сущ ествую т 
лишь при ц,2 .=  п2 (п — целое число) и имеют вид

(0) =  D\n cos nQ +  D2n s in  nQ.

Отметим, что собственному значению п2 п р и н а д л еж ат  д в е  ли
нейно-независимые собственные функции cos nQ и s in  nQ.

Д л я  определения функции R (r )  мы  имеем уравн ен и е

d2R 
dr2 +  7 - 3 7 + ( ^ - | - ) Л “ 0 (23)

с однородными граничными условиям и



Т аки м  образом , д л я  определения функции R (r )  мы долж ны  ре 
шить з а д а ч у  о собственных значениях.

Второе условие, н ал а гаем о е  на функцию R ( r ) ,  представляю  
щее условие ограниченности при г =  О, связан о  с тем, чтс 
г —  0 я вл яе т с я  особой точкой уравнения; д л я  особых ж е  точеь 
в качестве  граничного условия достаточно вы стави ть  тр еб о ва 
ние ограниченности (см. Дополнение II, ч. I ) .

В водя  новую переменную

Х — У к г
и о б о зн ач ая

m = R ( y = ) = y ( x ) ,

получим д л я  определения функции у (х )  уравнение цилиндри
ческих функций n -го порядка  (см. Дополнение II, ч. I)

с дополнительными граничными условиями

г/(лг0) =  0 (*0=  У ^ го)> (2б;

I г/ (0 ) 1 <  оо.

Общее решение уравн ен ия  цилиндрических функций имеет вщ  

y (x )  =  d l J n (x) +  d2Nn (x), (27;

где  J n (x) — функция Бесселя , Nn — функция Н еймана n -го по
р я д к а  (см. Дополнение II, ч. I ) .  Из второго условия следует  
что dz =  0. П ервое условие дает :

/ „ (| Л -го) =  0 или /„ (ji) — 0 (ц =  У% г0). (28;

Если — т -й корень ур авн ен и я  /„(|д.) =  0, то

(29:

Э т о м у  собственному значению принадлежит собственная ф унк
ция

Rn.m= y { V l r ) = ] n [ ^ - r )  (Зо;



Отметим следующие свойства собственных функций (30) ’ ) :
1. Собственные функции R ( r ) ,  при н адлеж ащ ие различным 

собственным значениям А, ортогональны с весом г:
Го

о
или

J  r R nmi ( г )  Rnm, (г) d r  =  О ( n i l  ф  т 2)

<з »
о

2. Н орма этих функций р авн а

J r ? . № - r ) d r  =  p ' » V №  (31')
о

/V0’ \В частности, норма функции / 0 \ - jr - r )  р авн а  

? I >i(°) М2 г?j r  /0 ( ^ г )  = (32)
о

3. В с я к а я  непрерывная в интервале (0, г0) функция f { r ) ,  
имею щ ая кусочно-непрерывные первую и вторую  производные 
и удовлетворяю щ ая граничным условиям  зад ачи , м о ж ет  быть 
р азл о ж ен а  в абсолютно и равномерно сходящ ийся р яд

f ( r ) =  (33)
m=l

причем коэффициенты р азл о ж ен и я  определяю тся  формулой

j  r f  (г) J n { ^ ~  г)  dr

=  ---------------------- • (34)
d
2

В о звр ащ ая с ь  к з ад ач е  о собственных зн ачен и ях  д л я  к р у г 
лой м ем браны , получим д л я  собственного значения

%п

^ Ж ) ) 2



две  собственные функции

С оставив их линейную комбинацию, получим:

Вычислим норму собственной функции Vn , т\  ПОПуТНО ПОЛуЧИТ* 
ся д о ка зател ьство  ортогональности собственных функций, вы 
текаю щ ее т а к ж е  из общей теории. Д л я  упрощения вычислений 
ограничимся собственными функциями Vn,m-
2 п го

J* J* Vriu minimi? d r  dQ =
О О

Из общей теории следует ,  что
всякая  непрерывная функция F(r,Q) с непрерывными пер

выми и вторыми производными, удовлетворяю щ ая граничным  
ус ло в и я м  задачи , может быть разложена в абсолю тно и рав
номерно сходящийся р яд

о о

О при /г, Ф  п2,
О при щ =  п2, nti Ф  т 2,

(37)

Аналогичные условия имеют место д л я  функции

В ы р а ж ен и е  д л я  нормы можно записать в виде

(da — г d r  dQ) (38)

где

!
2 при п =  О,
1 при п ф  0 .

F  {г, 0) =  S  (Ап> mvn, т  [г, 0) +  Вп, mv n, т  (г, 0 ))  (39)
п, т



по собственным функциям задачи о собственных значениях для 
круга.

Коэффициенты разложения вычисляются по формулам
2л г»

A n ,  m

j  j  F (г, 0) Jn cos r dr dQ
oo 0

Bn. m

2я го j
J J F (r, 0) In rj s*n n® r dr dQ
о о

nrl

(40)

Отметим, что функция

v0.m(r, 0) =  ^ о ( 4 - г)
не зависит от 0.

Если заданная функция F зависит только от г, F =  F (r ) ,  
то ряд, представляющий разложение F по собственным функ
циям, будет содержать лишь функции v0, m:

где

F ( r ) =  2 л 0. т / 0( ^ г ) ,  
i £ i  \ 'о J

( 4 1 )

10, т  ‘ (42)

Все остальные коэффициенты А п>т и В„, т равны нулю.
Возвращаясь к исходной задаче колебания мембраны при 

заданном начальном отклонении и начальной скорости, можем 
написать ее решение в виде

Ап)
ы(г, О, t ) =  2  vn. m(r, Q){An>mc o s ^ - t  + B a, ms m ~ - t )  +

n, m= 0
r 0 Го

An) An)

+  S  vn,m(r, 0) ( c nt»B c o s ^ 7 7 - /  +  / ? e i m s i n - ^ 2L- /
n, ш=Ю

ro г 0 ')•



Коэффициенты Л„, т, Вп_т, С „,ш, определяются из на
чальных условий

оо

U (г, 0, 0 ) =  2  (^п, т̂ п, т "4" Сп< mVni т) =  f i (г, 0),
п, т—0

= аи(п)
Ufir, 0 ,  0 ) =  2 ^  (B ti, тРп, т~\~ D n ,m P n ,tn )  ^  / г  (^*» 6 )

п, т=0
по формулам

2я г,
fi (г> 9) Лг (V  Яп, mr) cos «0  л dr с?0

Л  и °л п. т  2пг:о
2 •«>» К  ( / W o ) ] 2

2л
J J /а (г .  0) / „ ( / С  т г) sin nQ г dr dQ

Р  0 0
'- 'п , т _  2

Ш к Г л ) \ 2

Аналогичные формулы имеют место для a V ^ n ,mBn, m и» соот
ветственно, для a / A rti mD„,

ЗА Д АЧИ  К ГЛ А В Е  V

1. Решить задачу с  начальными данными для уравнения колебаний 
tin =  а2Аи в пространстве, предполагая, что начальная скорость всю ду равна 
нулю, а начальные отклонения «| (= о  =  ф имеют вид

( 1 внутри единичной сферы,
^  1 0 вне единичной сферы

I A cos -—- г  внутри сферы радиуса г0,
Ф —  l  " 0

' 0 вне сферы радиуса г0.

2. Решить задачу о  колебании полупространства z >  0 при однородном 
граничном условии первого или второго рода, если заданы

а) локальное возмущение, т. е. начальная скорость и начальное отклоне
ние в некоторой области Го;

б ) сосредоточенная сила, действующая по произвольному закону.
3. Решить ту ж е задачу для слоя — / ^  z ^  I.
4. Решить уравнение колебаний в области, представляющей собой  клин, 

угол раствора которого равен п/2 и вообщ е я/га (га —  целое число), если за
даны однородны е граничные условия первого или второго рода, а такж е на
чальная скорость и начальное отклонение.

5. Вывести аналог интегральной формулы (3) §  2 для уравнения

а )

или

б)

иц  =  а2 Д « +  си, где с —  const.



Рассмотреть случай с С  0 и найти решение задачи с начальными данными 
для неоднородного уравнения. Дать физическую интерпретацию полученных 
результатов.

6. Найти функцию и(р, <p, t), характеризующ ую колебания мембраны под 
действием импульса К, сосредоточенного

а) в центре круглой мембраны,
б) в произвольной точке круглой мембраны,
в) в произвольной точке прямоугольной мембраны.
7. Найти собственные частоты и собственные функции мембран, имею

щих форму
а) полукруга,
б) кольца,
в) кругового сектора,
г) кольцевого сектора.
Рассмотреть первую и вторую краевые задачи.
8. Найти установившиеся колебания круглой мембраны (мембраны микро

фона) под действием периодической силы, распределенной по мембране с по
стоянной плотностью /  =  A sin со/. Решить ту же задачу, если { =

=  А  ̂1 — р-  j  sin со/, где с — радиус мембраны.

9. Вывести уравнение распространения звука в среде, движ ущ ейся с по
стоянной скоростью. П реобразовать полученное уравнение, перейти к системе 
координат, движущейся вместе со средой.

П РИ Л О Ж ЕН И Я К ГЛАВЕ V

I. Приведение уравнений теории упругости 
к уравнениям колебаний

Теория упругости ставит своей целью изучение возникаю
щих в упругих телах деформаций и движений при помощи ма
тематических методов. Возникающие под действием внешних 
сил деформации и движения можно характеризовать с помощью 
в е к т о р а  с м е щ е н и й  и, проекции которого на координат
ные оси х, у, z будем обозначать u (x ,y , z , t ) ,  v ( x , y , z , t ) ,  
w (x ,y ,  z , t ) .  Эти смещения возникают в упругом теле под 
действием внутренних сил ( н а п р я ж е н и й ) ,  которые обра
зуют симметрический тензор напряжений

где ах, тХу, Тхг —  составляющие силы (напряжения), действую
щей на единицу площади поверхностного элемента, перпенди
кулярного к оси х; аналогично хух, о у, xyz и х2Х, xzy, az —  компо
ненты напряжений, действующих на единицу площади по
верхностных элементов, перпендикулярных к осям у  и г.



Компоненты ах, ау, ог называют н о р м а л ь н ы м и  н а п р я ж  
н и я м и, а т Ху, т хг и так далее называют с к а л ы в а ю щ и м  
н а п р я ж е н и я м и .  Рассматривая элемент объема и соста 
ляя для него уравнение движения, получим:

д 2и
9 ~dF

d2a
P ~dF

d2w 
P dt2

dox dxxy d x x
dx

dx yx

dy
d ou

dz 
dx yZ

dx

dXzx

dy

dxZy
dx dy

dz
doz
dz

+  X, 

+  Y,

+  Z ,

где p — объемная плотность в точке (я, у,  z ),  X, Y, Z — соста! 
ляющие внешних объемных сил. Связь напряжений, возникан 
щих при деформации, с ее характеристиками дается законо 
Гука, который записывается в следующем виде:

0ах =  2G | (

2 G { е г/ +

<тг =  2G |

т — 2 
в

т — 2 
8

т — 2

}■

}■

}•

G y x y t 

: G y yz, 

Tzx == G y zx.

ьх у '

Lyz ■

При этом величины
du
dx

do
dy

dw
dz

__  du , da
Vxv ~  dy dx  '  Y» 2 ’

образуют симметрический тензор деформаций

®JC Уху  V xz

У ух  е и

■ Угх

В формулах (2) мы пользуемся следующими обозначениями 
G —  м о д у л ь  с д в и г а ,  m —  коэффициент, характеризующи! 
с ж а т и е  тела в поперечном направлении при его удлинении i

л .. ди ш dv , dwпродольном направлении,^ =  div
К уравнениям (1) и (2) следует еще присоединить гранич 

ные условия (на границе заданы, например, смещения и, и, т 
либо поверхностные силы и т. д.), на которых мы здесь не бу 
дем останавливаться.

Уравнения (1) и (2) образуют полную систему дифферен 
и,иальных уравнений в частных производных для напряженш

да_
dz

dw
ду У г х :

dw
дх

, ди
dz



и деформаций. Подставляя выражения для напряжений из (2) 
в уравнения движения (1) и учитывая соотношения (3), полу
чаем систему уравнений для смещений

д 2“  л  f  * , т <Э0 ) . v
P a F - G { A“  +  - ^ T 2 ^ 7 }  +  -t '

д 2о п  Г А . т. <Э0 1 . v

d2w п  f А . т 30 1 . ~  
Р ^  =  0 { Л ш + ^ = 2 - а 7 }  +  г '

(4)

Часто вводят вместо постоянных G a m  так называемые п о 
с т о я н н ы е  Л а м э  Я и ц ,  связанные с ними соотношениями

H =  G, А =  2 G . 
г  ’ от —  2

Это позволяет записать предыдущую систему уравнений в виде 
одного векторного уравнения

р =  (Л +  2ц) grad div и — ц rot rot и +  F,  (5)

где и —  вектор смещения с составляющими и, v и w, F  — век
тор объемных сил с составляющими X ,  У, Z .  Уравнение (5) 
обычно называют уравнением Ламэ.

Покажем, что уравнения (5) могут быть сведены к волно
вым уравнениям для соответствующим образом выбранных 
функций *).

Произвольный вектор F всегда можно представить в виде 
суммы

F =  grad U +  rot L,

где U —  скалярный, a L — векторный потенциал.
Положим

и =  grad Ф +  rot А,
где

р ^ -  =  (Х +  2 ц ) А Ф + и ,  р - ^  =  цДЛ +  £ .

Нетрудно убедиться прямой подстановкой, что определенный 
таким способом вектор и действительно удовлетворяет уравне
ниям упругости (4).

Если объемные силы отсутствуют, то для потенциалов Ф и  А  
мы получаем однородные уравнения колебаний

Р ^ -  =  (Я +  2ц)ДФ, Р^ -  =  цД А.

')  С . Л. С о б о л е в ,  Некоторые вопросы  теории распространения колеба
ний; Ф р а н к  и М и з е с ,  Дифференциальные и интегральные уравнения м ате
матической физики, гл. XII, Гостехиздат, 1937.



Уравнение колебаний для векторного потенциала А в н 
которых случаях (например, в декартовой системе координат 
распадается на три скалярных уравнения. Однако вопрос о npi 
ведении уравнений упругости к отдельным скалярным уравн! 
ниям колебаний не может быть рассмотрен до конца без npi 
влечения граничных условий, которые могут связывать разнь; 
компоненты и тем самым представлять значительные трудност 
для полного расщепления уравнений.

II. Уравнения электромагнитного поля

1. Уравнения электромагнитного поля и граничные условш
Электромагнитное поле характеризуется векторами Е и Н нг 
пряженностей электрического и магнитного полей и векторам 
D  и В  электрической и магнитной индукции. Полная систем 
уравнений Максвелла, связывающих эти величины, имеет ви,

г д е / — объемная плотность токов проводимости, — плот 
ность токов, происходящих от действия сторонних э. д. с., р -  
объемная плотность зарядов, с — скорость света в пустоте 
В дальнейшем мы часто будем считать /<*) =  0.

К этим уравнениям следует присоединить так называемы^ 
материальные уравнения поля

где е —  диэлектрическая постоянная, р, — магнитная проницае 
мость, а —  проводимость среды. В дальнейшем мы будем пред 
полагать среду однородной и изотропной. В этом случае е =  
=  const, ц =  const, а =  const. Мы часто будем рассматривав 
электромагнитные процессы в пустоте, где е =  [д, =  1, 0  =  0 
при условии отсутствия зарядов и токов. В этом случае урав 
нения Максвелла упрощаются:

(1

(2

(3
(4

div J3 =  0, 
div D =  4яр,

D  =  гЕ, 
В — цН, 
/  =  оЕ,

(5
(6
(7

rot Я  =  Ж *  d iv t f  =  0 ,

rot Е =  — di v Е =  0,



Уравнения (1) и (4) совместны, так как между р и /  имеется 
соотношение

4 т - +  d i v  /  =  ° »

выражающее закон сохранения электрического заряда.
Законы электромагнитного поля, выраженные в дифферен

циальной форме уравнениями (1) — (4), могут быть выраже
ны в интегральной форме

§ H s ds =  ^ j \  tn do, (10
С 2

# £ ' *  —  т - г г Я в * ‘ ,0" = - - И г .  <2 '>
С 2

где
* = / с м  +  /  =  g t + /  ( 8 )

— полный ток, /см  = = —  ток смещения. Интегрирование 
производится по контуру С и по поверхности 2, опирающейся 
на этот контур; Ф —  J J Bnda — поток индукции, пронизываю-

2
щий контур С. Обозначая через Т некоторый замкнутый объем* 
а через 2 — ограничивающую его поверхность, будем иметь 
вместо (3) и (4)

\ \ ' B n do =  Q, (30

J J Dn do =  4п j  j  j  p dx —  4ле, (40
2 т

где e  —  полный заряд внутри объема Т.
Уравнения (Г )  — (40 имеют простой физический смысл и 

являются математическим выражением основных опытных фак
тов, послуживших основанием для вывода уравнений Макс
велла. Так, уравнение (Г )  является обобщением известного 
закона Био и Савара, уравнение (2') выражает собой закон 
электромагнитной индукции Фарадея, уравнение (4') может 
быть непосредственно выведено из закона Кулона. Уравнение 
(30 является следствием замкнутости силовых линий магнит
ного поля.

Если среда неоднородна, то к уравнению Максвелла следует 
присоединить условия сопряжения. На границе раздела двух 
разных сред (1) и (2) должны выполняться следующие усло
вия:



(непрерывность тангенциальных составляющих вектора Е),

Н [Р  =  H f  ( К

(непрерывность тангенциальных составляющих вектора Н) 
а также

В {п] =  В™  (11

(непрерывность нормальных составляющих вектора В ),

— ZX2) =  4jtv, или e .£W — е„£<2) =  4nv, (12tl\ П» I tl\ 2. Пг '

где п,\ и П2 —  нормали к поверхности раздела двух сред, при 
чем rii направлена внутрь первой среды, а п2 — внутрь второ! 
среды, v — поверхностная плотность зарядов. Эти условия легк» 
получаются из уравнений (Г )  — (4').

Уравнения Максвелла вместе с граничными условиями по 
зволяют однозначно найти электромагнитное поле в простран 
стве по заданному начальному состоянию поля. При этом дл) 
однозначного определения поля достаточно использовать уело 
вия (9) и (10) непрерывности тангенциальных составляющие 
поля.

Если электромагнитный процесс является статическим, т. е 
не меняется во времени, то уравнения Максвелла принимаю' 
вид

rot Z? =  0, ro tH  =  ^ - o E  +  ^ - f e\

diveZ? =  4itp, d i v n #  =  0.
Если, кроме того, среда не обладает проводимостью, т. е 

а =  0, то мы получаем две независимые системы уравнение 
для электрического и магнитного полей

rot Е =  0, 1
^ j  (уравнения электростатики),

rot H  =  )
0 f (уравнения магнитостатики), 

div iiH =  0 ]
Уравнения электростатики были рассмотрены нами в главе

IV  и в приложениях к главе IV.
-В случае однородной среды нетрудно получить уравнения 

для каждого из векторов Е и Н  в отдельности. Предположим, 
что р =  0, /ю  =  0.

Применяя к уравнению (1) операцию rot, имеем:

rot rot Н  =  rot Е  -j- о  rot Е,



( “ ’ = - £ ) ■  <I3>

откуда в силу уравнения (2) и соотношения rot rot Н =  
=  g r a d d i v # — А Я  получим:

j j • тж к и  ец д 2Н 4лctli дН  grad div Я  — АД =  ----------^ ~ а Г
или

. „  1 d2H . 4лстц дН  
“  a2 dt2 с2 dt

так как
d iv f f  =  0.

Аналогично выводится уравнение для Е
Е _  1 д*Е 4ядц. дЕ  ( И )

а2 dt2 ^  с2 dt ’ '  ;

В частности, уравнению (13) или (14) будут удовлетворять 
компоненты Ех, Еу, Ег и Нх, Hv, Нг

А 1 d2u . 4яац du
AU ■ “п” 2 ai I \ ̂  /а2 dt2 ' с2 dt '  '

где и — одна из компонент Ех, Еу, Ег или Нх, Ну, Нг.
Характер процесса определяется свойствами среды. Если 

среда непроводящая (сг =  0), то мы получаем обычное урав
нение колебаний

^u = = - b " W '  (16)
т. е. электромагнитные процессы распространяются в непро- 
водящей среде без затухания со скоростью а = = с / / е ц  и, 
в частности, в пустоте со скоростью света с.

Если среда обладает большой проводимостью и можно пре
небречь токами смещения по сравнению с токами проводимости, 
то будем иметь уравнение параболического типа

Д о - ^ - З Т "  (17>

В общем случае, когда токи проводимости и токи смещения 
одного порядка, уравнение (15) является уравнением гипербо
лического типа, описывающим процессы распространения с зату
ханием, вызываемым диссипацией энергии вследствие проводи
мости.

Для установившихся процессов, например, в задачах ди
фракции

u =  v(x, у, г) еш , 
мы приходим к уравнению эллиптического типа



где
2 _  _4Jtajic»_ п

К а2 > Ч />2 • U

Статические поля, как было уже отмечено в главе IV, опис 
ваются уравнением Лапласа.

2. Потенциалы электромагнитного поля. Для определен] 
электромагнитного поля мы должны найти шесть величин, я 
ляющихся составляющими векторов Е и Я. В ряде случае 
однако, можно свести эту задачу к отысканию четырех, а инс 
да и меньшего числа величин. С этой целью вводят потенциал 
поля —  векторный А, скалярный ф — следующим образом. Ра 
смотрим уравнение Максвелла в однородной среде, наприме 
в пустоте. Из уравнения (3)

div Я  =  О
следует, что вектор Я  соленоидален и потому может бьг 
представлен с помощью другого вектора А  в виде.

Я  =  rot А. (2

Подставляя это выражение в уравнение (2)
, „  1 дН  rot Е — ---------,с dt *

получаем:
r o t [ E  +  4 4 f ] - 0 ,

c i  1 ЗАт. е. вектор Е  +  ~ ~ Q f  является потенциальным и потому м(
жет быть представлен в виде градиента некоторой скалярнс 
функции ф

E +  T W = ~ grad ф’ @
откуда следует

£ = - g r a d  Ф - 7 ^ Г

Введенные таким образом векторный потенциал А  и скаля{ 
ный потенциал ф  определены не однозначно. В самом деле, и 
формул (20) и (21) видно, что мы получим одни и те же полз 
если заменим А  и ф  потенциалами

A' =  A  +  gradF, ф' =  ф — - 1 ,

где F —  произвольная функция. Чтобы устранить эту неопре 
деленность, налагают на потенциалы А  и ф дополнительно 
условие



называемое часто условием Лоренца. Покажем, что при выпол
нении этого условия потенциалы А  и <р удовлетворяют уравне
ниям

Дф — 4 г  =  — 4лР’ (23)

где р и /  — плотности заданных зарядов и токов.
Подставляя выражения (20) и (21) в уравнение (1)

, „  1 д Е  . 4я . / , ч
r o t / f = = 7 ¥  +  T '  W

и пользуясь векторным тождеством

rot rot А  =  grad div А  — ДА,
будем иметь

grad (diУ Л +  1 - ^ ) - Д А = - - ^ - ^  +  ^ / ,

откуда в силу условия (22) и следует уравнение (24). Под
ставляя затем выражение (21) в четвертое уравнение Макс
велла

d i v £  =  4n:p (4)

и учитывая условие (22), получим уравнение (23) для ф.
В случае однородной проводящей среды (а ф  0) потенциалы 

вводятся с помощью соотношений

В  =  rot A, £ =  — gradф — (25)

А и ф связаны между собой соотношением

divA  +  - ^ - ^  +  ^ %  =  0 (26)

и удовлетворяют уравнениям

=  (27)
с dt2 с2 dt с * х

=  (28)
т  с 2 dt2 с 2 dt е ’

к которым относится все сказанное выше по поводу уравнений 
(23) и (24).

Если свободных зарядов нет (р =  0), то потенциал ф —  0 и 
векторы поля выражаются через один вектор-потенциал А, 
удовлетворяющий дополнительному условию

div А  =  0.



В ряде случаев электромагнитные поля можно описыват 
с помощью векторного потенциала, у которого отлична от нул: 
лишь одна компонента.

Некоторые из примеров будут рассмотрены в дальнейшего 
(см. также приложение I к гл. VII).

3. Электромагнитное поле осциллятора.
1. В теории излучения электромагнитных волн часто поль 

зуются понятием осциллятора или вибратора. Это понятие тес 
но связано с представлением о линейных токах. Осциллято! 
представляет собой линейный ток бесконечно малой длины.

Рассмотрим прямолинейный ток L, сила которого меняетс5 
во времени. В простейшей модели предполагается, что сил? 
тока неизменна по длине проводника.

Ток, постоянный по длине проводника, связан с наличием нг 
его концах зарядов, меняющихся во времени. По аналоги! 
с электростатическим диполем, представляющим совокупное™ 
двух зарядов + е  и — е, осциллятор можно характеризовав 
моментом

p(t) =  e (t) l .  (1

Сила тока в осцилляторе, очевидно, равна

/(* )  =  *(<),
так что

= Щ ) 1 .  ( 2:

Произведение J(t)l  =  J0{t) называют моментом тока.
2. Найдем электрическое поле, возбуждаемое осциллятором 

с моментом
p=pof(t) (з;

в неограниченном пространстве, предполагая, что а =  О, 
е =  1, ц =  1 (вакуум).

Рассмотрим задачу о возбуждении электромагнитного поля 
прямолинейным током L, предельным случаем которого являет
ся осциллятор.

Вне тока L электромагнитное поле определяется из уравне
ний Максвелла

rottf =  - 4 £ - ,  div Я =  О, J
1 дИ f <4)

ro lB ------ Т Т Г -  <4v* =  0.J

На линии тока L векторы поля Н  и Е должны иметь особен
ность, характеризующуюся тем, что циркуляция по бесконечно



малой окружности Кг, охватывающей линию тока L , имеет сле
дующее значение:

(5 )

« е

где J =  J (t )  —  сила тока.
Из этого условия следует, что составляющая Hs на токе 

имеет особенность типа

<б >

где р = | М 0Р|, Мо — точка на линии L, Р  — точка на К е (при 
Р =  е ).

Для однозначного определения поля надо добавить началь
ные условия, которые мы предполагаем нулевыми.

Для решения этой задачи целесообразно ввести потенциалы 
А и (р, через которые, как мы видели (см. стр. 444), поля вы
ражаются следующим образом:

H  =  ro tA , |
„  1 дА . } (7)£ = _ _ _ _  grad Ф, j

причем
d i v 4  +  - I - ^  =  0. (8)

Векторный потенциал вне тока L удовлетворяет однородному 
уравнению колебаний

=  (9)

Введем декартову систему координат, направив ось z  вдоль 
тока L.. Положим

А =  А (х, у, z)sfi,

где г° —  единичный вектор оси z.
Функция А (х , у, г ) ,  очевидно, удовлетворяет вне линии тока 

L однородному уравнению колебаний

ЛЛ- 7 Г ^ -  =  °- ( 10)

Чтобы выяснить особенность вектора А  на токе, воспользуемся 
условием (6). Из уравнения (7) следует, что



Пользуясь далее условием (6), находим, что функция A (x ,y ,z )  
должна в точках линии L иметь особенность вида

л ~ Ц - \ ъ  р . ( п ;

Будем искать потенциал А в виде

А (Р, t) =  J  Л1 (Р, М, t) dlM (Р =  Р (х , у, г » ,  (12 ;
L

где A o(P ,M ,t)  =  A l (P, М, t)dlM — вектор-потенциал элементар
ного тока осциллятора, момент которого равен /о —  /  dl.

Для того чтобы потенциал А имел нужную особенность, 
функция А 0(Р, М, t) должна иметь особенность вида

(13)
С* Р М

В самом деле, предполагая, что Л0 имеет указанную особен
ность, и вычисляя по формуле (12) значение Л вблизи тока 
1 (0  <  2  <  /), получаем:

.  ' R M P  j  V p ’ - K » - 0 ‘  —

=  L  | „ [2  _  5 +  I1 1  - i -  In _
С С 2  +  у  р 2 4 -  2 2

J  (/ —  z) f— 1 + 1 + , . Р  - Г 2 + . .  .1 2/
=  - l n  --------------L---------- ---------------------------------------------- =  —  I n  Р  +  . . .  ,

с г  +  У  р2 +  z 2 с

где точками обозначены члены, не обращающиеся в бесконеч
ность при р =  0.

3. Таким образом, функция А0(Р, М, i) должна удовлетво
рять по переменным P ( x ,y , z ) ,  t уравнению колебаний

АЛ0- ^ ^  =  0 (14)

всюду, кроме точки М, а в этой точке она должна иметь осо 
бенность вида

Ао  (1 5 )
СКМР

Начальные условия в силу сказанного выше — нулевые.
Решение этой задачи, как мы видели в главе V, представ

ляется в виде запаздывающего потенциала

л0 (/И, Р, t) =  • ( 16)
СКМ Р



Как было отмечено выше, момент тока равен 

J0(t) =  J(t)dl =  ^ -  =  p 0f(t). (17)

Таким образом, вектор-потенциал осциллятора можно также 
представить в виде

A q - СГ (18)

Часто вместо вектора-потенциала пользуются поляризационным 
потенциалом или вектором Герца П, полагая

1 ЗП
с dt

Вектор П также удовлетворяет уравнению
1 а2п

(19)

Д П -
dt* ■ О (20)

(21)
и связан со скалярным потенциалом соотношением

Ф =  — div П.
Векторы поля Е и Н выражаются через поляризационный потен 
циал с помощью формул

a 2i 
dt2

дП

Е  — grad div П — =  rot rot П,

Н - - - r o t  , ,  с at

(22)
(23)

Учитывая соотношение (18), получаем 
следующее выражение поляризацион
ного потенциала для осциллятора

Пп или П0 =

(24)
4. Для вычисления полей Е и Н  перейдем к сферической 

системе координат (г, ■&, ф), в начале координат которой по
местим осциллятор и направим ось г('0 =  0) вдоль вектора ро 
(рис. 77). Обозначим ir, i$, единичные векторы сферической 
системы координат.

Вектор По, параллельный вектору р, может быть представ
лен в виде

П0 == П0 cos Ыг — П0 sin |
П0 =  |П0|.

15 А. Н. Тихонов, А.. А. Самарский



Подставляя выражение (25) в формулы (22) и (23), пользуясь 
выражением дифференциального оператора rotF  в сфериче
ской системе координат

rot f  “ [ ж И п № ф> -  - Э  'г +

и учитывая, что II0 =  II0 (г, t), получим:
2 cos Ф <Ш0

В г -

E f

дг
sin д  д  

г дг

IIг

П  rri *

о , я * = о ,

1 3 2П 0• sinft с Зг 3 /

(26)

(27)

Из уравнений (26) и (27) следует, что электрическое и маг
нитное поля осциллятора взаимно перпендикулярны.

5. Рассмотрим частный случай, когда момент диполя перио
дически зависит от времени

o—iattР ( 0  =  Рое

В этом случае формулы (26) и (27) дают:

Ет — 2 cos (-j5------- l-j-) П0>

£ < ,=  sin Ф — - у - — /г2) П0 

Я ф =  ik sin #  — i-j П0,
где

П0==р0-
Jkr

з—i<0<

(28)

(29)

Исходя из формул (28), легко установить особенности строения 
поля осциллятора. На расстояниях, малых по сравнению с дли
ной волны X —  2jt/k (kr <С 1), в формулах (28) можно огра
ничиться одним членом. Получающиеся при этом формулы для 
напряженности электрического поля соответствуют полю ста
тического диполя, электрический момент которого р равен мгно
венному значению момента осциллятора p ( t ) .  Для напряжен
ности магнитного поля получается выражение, соответствующее 
закону Био и Савара. На больших расстояниях от диполя



R % ( k r ^ l )  в формуле (28) можно пренебречь всеми чле
нами более высокого порядка, чем 1/г. При этом получим:

Ег =  О, Е$ =  Нц =  — k2 sin •ОПо, (30)
т. е. поле становится поперечным относительно направления 
распространения. Такие удаленные области поля, где поле из
лучения становится поперечным, называются волновой зоной 
осциллятора. Чтобы подсчитать поток энергии через поверх
ность сферы радиуса R с центром в осцилляторе, надо вычис
лить вектор Умова — Пойнтинга

8  =  ^ \ \ Е Щ \  =  - ^ Е Н

и проинтегрировать это выражение по сфере.
Из формул (29) и (30) следует, что в волновой зоне веще

ственная часть векторов Я ф и Е$ определяется выражением
„  to2 sin •ft / ,  г \ЯЧ,==Е<)= --------^ —  ро cos <а ^  —J,

откуда
pjfc>4 sin2'» /  r\

S =  1 S - - 7 v - cos “ I* “ T j -
Поток энергии через сферу радиуса R за время одного пол
ного периода Т =  2я/ю будет определяться выражением

Т я  2я Т

=  dt j  j  SR2 sin $d&dq> =  ^ - - ! r  J  cos2 сo { t - ~ ) d t  
0 0 о 0

или

2 -
2,.„4

Po<o 
3 C3

Энергия, излучаемая гармоническим осциллятором, пропорцио
нальна четвертой степени частоты

2  ~  ®4
или

где X — длина волны.



§ 1. Распространение тепла в неограниченном пространстве

1. Функция температурного влияния. В главе III было пока
зано, что процесс распространения тепла в однородном изо
тропном пространстве определяется уравнением теплопровод
ности

щ =  а2 Д м  ( О

где u (M ,t ) — температура точки M (x ,y , z ) в момент t, р — 
плотность, с —  коэффициент удельной теплоемкости, k =  const 
и а2 =  k/cp —  коэффициенты теплопроводности и температуро
проводности. Уравнение (1) допускает также диффузионное 
истолкование. В этом случае и — концентрация диффундирую
щего вещества, а2 —  D —  коэффициент диффузии.

Рассмотрим в неограниченном пространстве следующую за
дачу:

найти решение неоднородного уравнения теплопроводности

ut =  а2 Д« +  — (а2 —  — ) , — оо <  х, у, z <  оо, t >  0, (2) 
с р  \ с р  /

( /  — плотность тепловых источников) при начальном условии 

и (х, у, z, 0) =  ф (х, у, z). (3)

Решение этой задачи может быть представлено в виде 
суммы

и =  и j +  щ,

где Ui —  решение однородного уравнения (1) с неоднородными 
начальными условиями, и2 — решение неоднородного уравнения 
(2) с нулевыми начальными условиями. При изучении соответ
ствующих одномерных задач мы видели, что для их решения 
достаточно определить функцию источника.

Построим функцию источника для уравнения теплопровод
ности в неограниченном пространстве.

Предварительно докажем следующую лемму, которая будет 
нами использована в дальнейшем.



Если решение уравнения А и — щ =  О зависит только от 
г и t, то функция v =  ги удовлетворяет уравнению

-£ !£  — J _ _ ^ L  (4)
дг2 a2 dt • к '

В самом деле, записывая оператор Лапласа в сферической 
системе координат, видим, что функция u =  u (r ,t )  удовлетво
ряет уравнению

д 2и , 2 ди  1 ди п 1 д 2 (ги) 1 ди  „т т  Н-----з---------- г ~ 5г  =  0 и л и --------------------- =  0дг2 г дг a2 dt г дг2 а2 dt

полагая затем ги =  V, получаем для v уравнение (4 )1)-
Пусть в начале координат помещен непрерывно действую

щий тепловой источник постоянной мощности q, а в остальном 
пространстве начальная температура равна нулю

и (г, 0) =  0 при г - 7̂ =0 .
Очевидно, что в этом случае температура и является функцией 
только r u t .

Наличие теплового источника при г =  0 означает, что теп
ловой поток в единицу времени через сферу S e (с центром в 
г =  0 и радиусом е при е -» -0  равен q, т. е.

lim
е-»0

- j j k - g - d oдп Я-

_  ди диТак как нормальная производная —  в силу симметрии 
постоянна на поверхности S e, то

k  • 4 п г 2дг ■q при е - * 0 ,
Г:г=б

что означает наличие у производной при г =  0 особен
ности вида — q/4nkr2. Следовательно, сама функция при г =  0 
должна иметь особенность вида

и 4nkr ’

так что произведение ги — v остается ограниченным при г =  0. 
Функция v, определяемая условиями

д 2у __ _ 1_  д у  |
дг2 a2 dt ' |



выражается формулой
оо

г
4VcH

(см. формулу (33), гл. III, § 3). Следовательно, решение за
дачи о распространении температуры при непрерывно действую
щем источнике мощности q, помещенном в начале координат 
(г =  0), имеет вид

и (г, t) =  qU (г, t) =  q Г е~аЧ а ,  (6)
4як г V я •’ г

2 fa?7

где U (г, t ) — температура, соответствующая единичному ис
точнику (q * =  1).

Чтобы перейти к случаю мгновенного источника, рассмот
рим источник мощности q, помещенный в точку (|, г), £) и не
прерывно действующий в течение промежутка времени х.

Такой источник эквивалентен двум источникам мощности 
-\-q и — q, первый из них включается при t —  0, второй — при 
t —  т. Распределение температур при этом выражается форму
лой

их (г, t) =  q [U  (г, t) — U (г, t — %)\.

За промежуток времени т выделяется количество тепла Q =  qx, 
поэтому

ux ( r , t )  =  ^ [ U ( r , t ) - U ( r , t - x ) ] .

Переходя к пределу при т - > 0  и считая Q постоянным, на
ходим:

» . ( г ,  t) — П т и Т(г, =  =

ИЛИ

U0 (r,  t) =  - 0 - G ( x ,  у , z, t\ -п, £),
где

I \3 ( х -Ъ У + < У -П  P + (z -S )3 
0 ( X, „ , z . t - l , r l, i )  =  ( w = ) e -  * *  . (7 )

Функция G (х , у, z, t\ г], £) есть ф у н к ц и я  т е м п е р а т у р 
н о г о  в л и я н и я  мгновенного источника тепла. Она пред
ставляет собой температуру в точке х, у, z  в момент времени t, 
вызываемую точечным источником мощности Q =  ср, помещен
ным в момент /  =  0 в  точку (|, rj, £)■



Нетрудно убедиться в том, что
оо

J* J J G(x, у, z, t\ I, Г], £ )dldy\dt,=  \. (8)
— оо

В самом деле, тройной интеграл (8) можно представить в 
виде произведения трех интегралов, каждый из которых равен 
единице:

Из формулы (7) видно, что функция влияния G обладает 
с в о й с т в о м  с и м м е т р и и

G (x, у, z, t; I, ц, 0  =  О(|, г), £, t\ х, у, z ),

являющимся выражением принципа взаимности: действие в 
точке (х, у, z)  источника, находящегося в точке (£, т|, £), рав
но действию в точке (|, t j ,  £) такого же источника, помещен
ного в точку (х, у, г ). Однако относительно переменной t такая 
симметрия не имеет места, что является выражением необра
тимости тепловых процессов во времени.

Определим вид функции влияния G в случае двух измере
ний. Пусть на прямой, параллельной оси z  и проходящей через 
точку (|, г)), расположен бесконечный линейный источник; 
обозначим через Q —  const мощность источника, отнесенную 
к единице длины. Функция влияния Gz такого источника не бу
дет зависеть от г и вполне характеризуется своими значениями 
в плоскости (х, у ).  Вычислим функцию Gz- Пусть на элементе 
dt, выделяется-количество тепла

dQ =  Q rfg;
тогда распределение температуры в пространстве дается 
интегралом

оо

й== J  ^ r G (x ' у ' z ' t; ’ Ь &
— оо

Вычисляя интеграл
° °  ( г —С)2 оо

j e  4аЧ dl =  2 У а ¥  J е - “3 da =  2 У л а ¥  la =  ,
—00 —00 

получаем:
Q ~



где
1 \2 ( « -5 )2+  (</-•»))*

г К  ■ (8'>

Сопоставляя эту функцию с формулой (7), видим их сходство 
по структуре.

Аналогичным способом можно получить выражение для 
функции источника в одномерном случае. Рассматривая беско
нечный плоский источник с постоянной плотностью Q, полу
чаем:

ОО 00

“ =  J  J  ^ ~ k G i <x, У , Z,  t; I, л, Q ^ J l G t i x ,  t, I),
— 00 — оо

где

a ' <x - , l v - W m e

— функция источника для одного измерения.
В главе III были даны графики, характеризующие поведение 

функции влияния G(x,t\ |). Качественная характеристика функ
ции источника, данная в гл. III, имеет место и для простран
ственного случая.

2. Распространение тепла в неограниченном пространстве. 
Используем теперь функцию источника, полученную в преды
дущем пункте, для решения задачи о распространении началь
ной температуры в неограниченном пространстве.

Пусть требуется найти решение уравнения

ut =  a2h.u, — о о  <  х, у, z <  о о ,  ^ > 0 ,  ( 1)

удовлетворяющее начальному условию

и (х, у, z , 0) =  ф (*, у, z). (3)

Начальное температурное состояние, очевидно, можно пред
ставить как результат суперпозиции действия мгновенных ис
точников, создающих начальную температуру. Рассмотрим эле
мент объема dldr]dt„ содержащий точку (|, г], £). Для создания 
начальной температуры ф(£, ri,£), необходимо в объеме 
d£,dy\dt, поместить количество тепла dQ = срф(£,л , dt\ d^.

Это сосредоточенное количество тепла создаст в точке 
(х, у, г)  в момент t температуру

О {х, у , г, t; I, rj, g) == G (x, у, z, t\ £, л, £) ф (|, rj, £) d% dr\ d'Q. (9)
cp



В силу принципа суперпозиции решение нашей задачи может 
быть получено интегрированием (9) по всему пространству

ОО

и(х , у, z, t ) =  J j  J G{x, у, z, t; t), £)<p(£, л. Qdld^dt,.  (10)
— oo

Формула (10) получена нами в результате наводящих рассуж
дений, не определяющих границы ее применимости и не имею
щих доказательной силы.

Докажем, что
если функция ф кусочно-непрерывна и ограничена, |ф|<!/4, 

то функция и, определяемая выражением
( * - г ) г+ ( у - т р г+ ( г - е ) »

е АаЧ ф (|, г), £) dl dr\ rfg,
(10')

1) ограничена во всем пространстве: |ы|<Л;
2) является решением уравнения теплопроводности при 

t > 0 ;
3) при t =  0 непрерывна в точках непрерывности функции 

Ф и удовлетворяет условию u (x ,y ,z ,0 )  =  ф (x ,y ,z ) .
Для доказательства того, что (10') удовлетворяет уравне

нию (1), воспользуемся известной леммой (см. § 3 главы III).
Если U (x ,y ,z , t ;  g) при любом значении параметра | яв

ляется решением уравнения S ' (и) = 0 ,  где S ’ { и ) — линейный 
дифференциальный оператор, то функция

и (х, у, z, t ) =  j  U (х, у, z, t\ |) ф (|) dl

также будет решением уравнения S ( u )  =  0, если производные 
функции и, входящие в оператор S ( u ) ,  можно вычислять диф
ференцированием под знаком интеграла.

В нашем случае U =  G удовлетворяет уравнению теплопро
водности при любых |, rj, £ и t >  0. Как известно, дифференци
рование по параметру под знаком несобственного интеграла 
возможно, если: 1) производная по параметру от подынтегралЬ’  
ной функции непрерывна и 2) интеграл, полученный после фор
мального дифференцирования, равномерно сходится.

Произведя формальное дифференцирование интеграла (10') 
по х, получим:

J J J ( - - w - ) *  4Л ф (&, л. о о
— оо

Подынтегральная функция непрерывна при ? >  /  >  0, а нали- 
(*-6)Ч-(У—П)2+ (г -Е )а

чие множителя е iaH обеспечивает равномерную

оо



сходимость, если <р ограничено: |<р|<М. Аналогичные резуль
таты мы получим при повторном дифференцировании по л; и 
при дифференцировании по t\ то же относится и к дифференци
рованию по у  и г. Таким образом, функция G удовлетворяет 
всем условиям леммы при t >■ 0. Следовательно, функция и при 
t >  0 удовлетворяет уравнению теплопроводности.

Ограниченность функции и, определяемой формулой (10')» 
которую мы перепишем в виде

оо

и (М, t) =  J J j  G (М, М', t) ф (МО dxM.
— оо

(М =  м  (х, у, z), М' =  М' (I, -п, £)),

устанавливается непосредственно, если принять во внимание ра
венство (8):

оо

|ы|< A J j  J G dx = A. (12)
— оо

Перейдем к доказательству непрерывности u ( x ,y ,z , t )  при 
* =  0.

Рассмотрим точку М0(хо, Уо, Z o ) , являющуюся точкой непре
рывности функции ф, и докажем, что для любого е >  0 суще
ствует такое 6(e) >  0, что

| и (М, t) — ф (М0) | <  е при |ЛШ0| < 6 (е )  и / < 6 ( е ) .  (13)

Построим вспомогательную область Ти содержащую точку 
М0; ее размеры будут определены ниже; остальную часть про
странства обозначим через Т2. Принимая во внимание равенства

и (М, / ) = J J J g  (М, М', t) ф (МО dxM, +  j  J j  G (M, M', t) ф (MO dxM„
Г, Ti

* (M°)== M'> *) ф (Af0) r f v +Ф (Af0) J J J G (M, M', t) dxM„
T, Ti

а также положительность функции G (M ,M ',t ) ,  будем иметь:

| ы(М, 0 - ф ( ^ о ) К Л  +  / 2. (И )
где

/ ,  =  J J J G (М, М', t) | Ф (МО -  Ф(М0) | dxM„  (15) 
г,

J2 —  2А J  j  J  G(M, М', t) dx№. (16)
г ,



Из непрерывности функции ср в фиксированной точке М0 
следует: каково бы ни было г] >  О, найдется такое б '(л )  >  О,
что ____

| ф (М') — ф (М0) | <  г|, если | М'М0 1 <  б ' (т)).

Следовательно, если диаметр области Тi не превосходит 
б ' (е /3 ) ,  то

ОО

' ' < Ш 1 0 Л « - < т Ш 0 Л = т -  (17)
Т\ —оо

Остановимся теперь подробно на выборе области 7V В ка
честве Ti мы можем выбрать сферу с центром в точке M ( x ,y , z ) ,  
что удобно для оценки интеграла / 2. Оценка (17) интеграла h  
сохраняет силу, если радиус этой сферы выбрать равным

Ро =  у 6 '  (1 ) и е с л и  l ^ o K P o -

Переходя к сферической системе координат с центром в точ
ке М, получаем:

РО г2

2 1 О

2 УаЧ <*>

“  ~k /  da -та * уТ  /  da “ 1 (а =  Т Ш ) •
так как

оо оо оо

J a2e- “J da — — у  ае~а‘ +  у  J e~al da —  .
о о о

Таким образом,

J  J  J G d x = l  -  J J  J  G d x - * 0  при
Тг Т,

т. е. для всякого е >  0 можно указать такое б " (е ) ,  что

Ш о л < й '
Тг

и, следовательно,

если только t <  6" (е).



Выбирая из чисел ( т )  и наименьшее и обозна
чая его через 6(e), будем иметь неравенство

I и(М, t) — ф(М0) | <  е при | ММй | <  6(e) и * < 6 ( e ) ,  (13)

которое и доказывает непрерывность u(M ,t)  при t =  0 во вся
кой точке Мй непрерывности функции ф(-М).

Перейдем теперь к решению неоднородного уравнения 
f

щ =  а2 Аи +  —  , — о о  <  х, у, z <  о о , t >  0, с р

при нулевом начальном условии и(х, у, z, 0) =  0. Рассмотрим точ
ку (£, г], £) в момент времени т <  t. Количество тепла, выделяю
щегося в элементе d£,dr\d£ за время dx и равное

dQ — f d l  dr\ dt, dx, 

вызывает в точке (х , у, z) в момент времени t температуру

ср G ("̂ ’ *** х) dl dx\ dt, dx.

Пользуясь принципом суперпозиции, мы можем написать ре
шение поставленной задачи в виде
и(х ,  у, z, /) =

t оо

=  J J * I i  T ^ G X̂’ и’ z ’ f ’ Т)’ ^  (19)
0 — оо

На доказательстве справедливости этой формулы и выяснении 
условий ее применимости мы не останавливаемся.

Задачи для полупространства с. однородными граничными 
условиями первого и второго рода решаются методом отра
жения.

§ 2. Распространение тепла в ограниченных телах

1. Схема метода разделения переменных. Ранее мы ра£Сма-> 
тривали распространение тепла в неограниченном пространстве. 
При изучении распространения тепла в ограниченном теле не
обходимо к уравнению и начальному условию добавить условия 
на границе тела, которые в простейших случаях являются гра
ничными условиями первого, второго или третьего рода.

Рассмотрим простейшую задачу с однородным граничным ус
ловием первого рода:

найти решение уравнения теплопроводности
ut =  a2Au внутри Г при t f> 0  (1)



с начальным условием
и [х, у, z, 0) =  ф (х, у, z )

и граничным условием

где S — граница области Т.
Решение этой задачи может быть получено обычным мето

дом разделения переменных, изложенным применительно к 
уравнению utt =  а2 Ди в главе V, § 3; применение этого мето
да к нашей задаче проходит совершенно аналогично.

Рассмотрим вспомогательную задачу: 
найти нетривиальное решение уравнения

Разделяя переменные обычным способом, приходим к сле̂  
дующим условиям, определяющим функции v (M )  и T(t) :

Для функции v получаем задачу на отыскание собственных 
значений, с которой мы встречалась при рассмотрении колеба
ний ограниченных объемов (см. гл. V, § 3, п. 1).

Пусть Xi, %2, . . . .  Я„, . . .  —  собственные значения, a vu v2,
. . . ,  vn, . . . —  собственные функции задачи (3). Функции {vn} 
образуют ортогональную систему.

Соответствующие функции Tn (t) имеют вид

и вспомогательная задача имеет нетривиальное решение

Общее решение исходной задачи может быть представлена 
в виде

ut — a2Au =  0 в Т при t >  0,
удовлетворяющее однородному граничному условию

(2>

и представимое в виде произведения

и(М, t) =  v (M )T (t)w ^  0.

Д у  +  Яо =  0 в Т, у { М ) ф  0, 
о =  0 на Е (3)

и
Т' +  а2ХТ =  0. (4)

Тя У) =  С пе - а***

ип(М, t) =  Cnvn { M ) e - â (5)



Удовлетворяя начальному условию

и(М, 0) =  ф ( М ) = 2 С Л (М), (7)
Л =1

находим коэффициенты

J  Ф (ЛГ) vn (ЛГ) dxM,

Сп-
где

J у2 (М ) dxM, j _ НОрма функции vn.

Функция (6) и представляет решение задачи.
Уравнение

щ — а2 Д« =  /  (М, t) ( f = £ )  (8)

при однородных граничном и начальном условиях может быть 
также решено методом разделения переменных.

Полагая, как обычно,

и(М ,  0 = 2  Tn(t)vn (M) (9)
п=1

и разлагая функцию f (M , t )  по собственным функциям vn(M)
ОО

f  (М, 0  =  2  f« (t) vn (Af), (t) =  J+J,  j  /  (M', t) vn (AT) dxM„  (10)
n = 1 T

получаем для определения Tn (t) уравнение

K  +  a V n  =  fn(t) 0 0

с начальным условием Тп (0) = 0 ,  если и(М, 0) = 0 ,  решение 
которого имеет вид

T n ( t ) =  j e - ^ n V - X ^ d x .  (12)
о

Отсюда получаем:

* Г I , „Ч • , , „Ч
f ( M ' , x ) d r M,dx. (13)

Выражение в фигурных скобках, очевидно, соответствует 
функции влияния мгновенного источника мощности Q =  ср,



помещенного в точку М' в момент т,

G (М , t, М\ т) =  У  v?JM)v„0\n_ -* \ п (t-x)' ( и )
лшЛ II Vn II 
л = 1

Решение первой краевой задачи й для уравнения теплопровод
ности с неоднородными граничными условиями й|2 =  |х легко 
приводится к решению и неоднородного уравнения с однород
ными граничными условиями « | 2 = о, если положить

й =  и +  Ф, (15)

где Ф — произвольная (достаточно гладкая) функция, прини
мающая значения ц, на Е (см. главу III, § 2). Весьма часто 
встречающийся случай постоянных граничных значений, цо =  
=  const, приводится к задаче с однородными граничными ус
ловиями, если ввести функцию

й =  и +  ц0 (Ф =  const =  Но),
представляющую отклонение от стационарного решения.

Таким образом, основная трудность при решении задач
о распространении тепла в ограниченной области состоит в на
хождении собственных функций и собственных значений для 
данной области.

Форма решения (6), полученная методом разделения пере
менных, удобна для исследования достаточно развитой стадии 
процесса при больших t. В самом деле, собственные значения 
Хп для любой области быстро возрастают с номером п. По
этому при t >  0 ряд быстро сходится и, начиная с некоторого 
момента, первый отличный от нуля член преобладает над суммой 
остальных членов

и ( М ,  0 ~ C , y , ( M ) e - a’V .  (1 6 )

Это соответствует тому физическому факту, что, независимо от 
начального распределения, начиная с некоторого момента, в те
ле устанавливается «регулярный» температурный режим, при 
котором «профиль» температуры не меняется во времени и 
амплитуда убывает по экспоненте с возрастанием времени. 
Этот факт положен в основу нестационарных методов опреде
ления коэффициента температуропроводности. В самом деле, 
измеряя температуру тела в произвольной точке М0, находим, 
что

In| и(М0, /)| ~  - a 2M  +  In|C,0,(M)|. (17)
График этой функции изображается, начиная с некоторого 

момента времени, прямой линией с угловым коэффициентом 
— а2Хг. Зная величину Хь зависящую от формы области, можно 
найти коэффициент температуропроводности.



2. Остывание круглого цилиндра. Рассмотрим задачу об 
остывании бесконечно длинного цилиндра радиуса г0, имеющего 
некоторую начальную температуру, если на его поверхности 
поддерживается температура, равная нулю. Предположим, что 
начальная температура не зависит от z (ось z направлена 
вдоль оси цилиндра). Тогда, очевидно, и в дальнейшем темпе
ратура не будет зависеть от г и меняется только в поперечном 
сечении S цилиндра. Выбирая в этом сечении полярную систему 
координат с полюсом, находящимся в центре круга S, мы при
ходим к задаче об определении функции u(r,q>,t), удовлетво
ряющей уравнению

д 2и . _1_ ди  . 1 д2и __  1 ди
H F  +  г ~дГ (?ф2 ~  ~&~дГ’ * ^

начальному условию
и{г, ф, 0) =  Ф(г ,  ф̂  (19)

и граничному условию
u(r0, ф , 0 =  0. (20)

Как мы видели, решение задачи такого типа может быть 
представлено в виде

н =  2 с Л ( М ) ,  (21)
л= 1

где суммирование распространяется на все собственные функ
ции задачи

d2v . 1 dv . 1 д 2о . . л л I-г-»—1-- ~—1—j- -д -f- Xv — 0, v ^  0, I
дг2 1 г дг г2 <5ф2 1 } (22 )

v (г0, ф) = 0. I
Эта задача на собственные значения была исследована нами 
при изучении колебаний круглой мембраны (см. главу V, § 3). 
Каждому собственному значению

\2

соответствуют две собственные функции

/  ц (п) \ /  ц (,,) \
V п т  =  j  П  \ ~ ~  г j  cos щ  и vnm =  Jn \ -jr -  r j sin Шр, (24)

квадраты нормы которых равны
„2

Vnm f  II vnm IP л  2 V n  (К н ’)]2’ 8n { 2 ; П  =  0 ,



где — т-й корень уравнения

/ „ М  =  0 . (2 6 )

Пользуясь выражениями для и и Я, получаем:
/ u<n) VОО оо / {пj \ / II fn I

и ( г , ф , / ) = 2  2  (Cnmcosn(p +  Cnmsmn<f)Jn\ ~ r j e ~ a *,
„=0 m=l (27)

где коэффициенты Спт и С„т  определяются начальной функцией
г0 2л

j  J Ф (г, ф) Jn  ̂ cos гаф г Лр dr

Спт —
о о

го 2л

о Гг'

е„ =

2 К « 2 

1; «= 7^=0 ; 

2 ; / г = 0 .

(28)

Если начальная температура Ф зависит только от г, то двой
ной ряд (27) заменяется однократным рядом

где

00 I и '0’ \ I  Й'">)  t

m =  1
(29)

(/, =  _  /J), (30)

a ц-m— m-й корень уравнения / 0(ц) =  0.
Остановимся подробнее на задаче об остывании равномерно 

нагретого цилиндра при нулевой температуре на поверхности. 
Если начальная температура



ТО
п

с” "^[лМ)]’ й й э ' < ж

так как а / 0(а) — [а/! (а)]'. Таким образом мы получаем: 

« < М ) _ у  Ы . М р )  ( Д » ,  I

" .  £ ,  Л ' М  I Р ~ г „ '  ( '

В таблицах цилиндрических функций (см. стр. 725, таблицу 3] 
даются численные значения как для корней так и для / ,

В частности,
ц</» =  2,40, / , « > )  =  0,52,
ц<°> =  5,52, / Д ц ^ О ^ .

Ряд (31) сходится быстро и при больших t можно ограничиться 
первым членом этого ряда. В частности, на оси цилиндра

— r,t) —  2 . е -(%\оу 0 =  j .бОе-5-769 =  (32)и о г=0 2,40 • 0,52

3. Определение критических размеров. В главе III было по
казано, что процесс диффузии неустойчивого газа, скорость рас
пада которого пропорциональна концентрации, приводит к урав
нению

щ =  а2 Ли +  р« (р <  0). (33)

Большой интерес представляют процессы диффузии при на
личии ц е п н ы х  р е а к ц и й .  Цепные реакции характеризуются 
тем, что частицы диффундирующего вещества, вступая в реак
цию с окружающей средой, «размножаются». Так, например, 
при столкновении нейтронов с «активными» ядрами урана про
исходит реакция деления ядер, сопровождающаяся появлением 
новых нейтронов, число которых больше единицы. Эти нейтро
ны в свою очередь вступают в реакцию с другими активными 
ядрами, вызывая их деление с выделением новых нейтронов 
и т. д. Таким образом происходит процесс размножения нейтро
нов, носящий характер цепной реакции.

Рассматривая описанный процесс в «диффузионном при
ближении», мы приходим к следующему уравнению:

щ =  а2Аи +  $и (Р > 0 ) ,  (33")
так как цепная реакция эквивалентна наличию источников диф
фундирующего вещества (нейтронов), пропоциональных кон
центрации (плотности нейтронов).



Рассмотрим следующую задачу: 
найти решение уравнения

ut =  а2 Ды +  Ри внутри Т,

удовлетворяющее начальному условию
и(М, 0) =  <р(М)

и граничному условию
(34)

(33)

(35)

С помощью подстановки
и(М, t) =  u (М, t)eV (36)

уравнение (33) переходит в уравнение (1); начальные и гра
ничные условия при этом остаются неизменными. Таким обра
зом, искомая функция и имеет вид

где С„ определяются начальной функцией по формуле (10). 
В случае р <С 0 (диффузия с распадом) показатели ряда (37) 
меньше соответствующих показателей ряда (6). Это означает, 
что при наличии распада убывание концентрации происходит 
быстрее по сравнению со случаем чистой диффузии (р =  0). 
В случае р > 0  (диффузия с размножением), если хотя бы 
один из показателей р — а2Х >  0, т. е. р >  а2Хi, то с течением 
времени будет происходить, вообще говоря (Cj Ф  0), нараста
ние концентрации по экспоненциальному закону (цепная реак
ция). Величина р является характеристикой вещества (коэф
фициент размножения), a Xi существенно зависит от формы и 
размеров области. Будем говорить, что некоторая область Г„р 
имеет при заданном р к р и т и ч е с к и е  р а з м е р ы ,  если 
Xi =  p/а2. Определим критические размеры для бесконечного 
слоя, цилиндра и сферы.

1. Б е с к о н е ч н ы й  с л о й  0 г£; х ^ С ч и т а я  задачу од
номерной, имеем (см. главу II, § 3):

Критическая толщина слоя /Кр. начиная с которой будет проис
ходить процесс лавинного нарастания концентрации и, опре
деляется из условия

оо

и(м, о = 2 с / - л »)Ч(М) (37)

(38)

2. Б е с к о н е ч н ы й  ц и л и н д р .  Считая задачу плоской, 
видим, что наименьшее значение к соответствует собственной



функции, обладающей радиальной симметрией, и равно
/  „ ( 0) \2

Л<°> =  J (ц(0) =  2,4048).

Отсюда для критического диаметра получаем формулу

2 ц (,0)а 4,80а

4 р ~ Т Г ~ " у Т '  (‘ 3 !

3. С ф е р а .  Наименьшее значение X соответствует собствеь 
ной функции, обладающей сферической симметрией, и равно

Я , = ( - | ) г . <4С

откуда для критического диаметра DKр получаем формулу
2па ^  6,28а

У Т ~ T F
n  zna ь,гва . . .

=  ~  ~Тгкг • (4С

§ 3. Краевые задачи для областей 
с подвижными границами

1. Формула Грина для уравнения теплопроводности и функция источника
Для уравнения теплопроводности можно ставить краевые задачи для облаете!

с границами, перемещающимися со вре 
менем.

Для простоты будем рассматрнвап 
эту задачу для уравнения с одной геоме 
трической переменной

2  (и) = а 2ихх — ut =  0, ( 1,

хотя все изложенное ниже мож ет быть 
перенесено на случай многих перемен
ных.

Рассмотрим область BAEF  (рис. 78), 
ограниченную характеристиками АВ и 

EF ( t =  const) и кривыми, определяемыми уравнениями

*  =  3ti (0  (для АЕ)

х =  %2 ( 0  (для BF).

Первая краевая задача для этой  области состоит в определении решения урав
нения теплопроводности ( 1) ,  удовлетворяющ его начальному и граничным усло
виям

и —  ф (* ) на АВ, \

“  U = X ,  U) °=  I*1 “  1х=Хг « )  =  1X2 ^

Из принципа максимального значения непосредственно следует, что эта 
задача не мож ет иметь более одного непрерывного решения. Аналогично могут 
бы ть поставлены и другие краевые задачи.



Установим ф ормулу Грина для уравнения (1) и интегральное представле
ние решений этой задачи.

Рассмотрим оператор

=  +  (3)

интегрируя выражение

•фЗ* (ф) — фЛ  (i|>) =  а2 (^ ф *  — у$х )х  — (ф ty)t

по некоторой области PABQ (рис. 78), где <р(*, t) и г|)(*>0 — произвольные, 
достаточное число раз дифференцируемые функции, и пользуясь формулой 
Грина, получим:

J (ф) — ('Ф)] dx dt =  (j) |фф dx  +  аг ^  — ф dtj ,

где правый интеграл берется по замкнутому контуру PABQ. Если S ’ iф) = 0  
и Л?(ф) =  0, то, выписывая подробнее правую часть, получим:

J фф dx  =  J  фг)) dx  +  jqn|)d* +  a2 ( i l > Ф - Ц - )  d / ]  “

- / [ ф ^ + а 2 ( * 4 ! - - ф 4 г И -  ( 4 >

PQ АВ BQ

П усть ф ( x , t ) — u ( x , t ) — какое-либо решение уравнения теплопроводности 
3?(и)  =  0, а г|> =  G0(.*, t,%, т ) — функция источника для этого уравнения на 
неограниченной прямой

G0 (ЛГ, t, j ,  Т )  -  ■ ■ г: : ~ г Г  , (5)
2 У  па2 (t — т )

часто называемая ф у н д а м е н т а л ь н ы м  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  
т е п л о п р о в о д н о с т и .  Функция G0(x, t, £, т) удовлетворяет уравнению 
3?(Go) = 0  по переменным x, t и сопряженному уравнению JC(G0) =  0 по 
переменным Е, т.

Пусть M ( x , t ) — некоторая фиксированная точка внутри области BAEF> 
в которой мы хотим определить значение функции u (x ,t ) ,  a Mi —  точка с ко
ординатами х, t +  h, где h >  0. П роводя через точку М характеристику PQ, 
заменяя в формуле (4) х на g, t на т и применяя ее затем к области ABQP  
(рис. 78) и функциям

Ф =  и (|, т)_ и о]) (|, тг) =  G0 (х, t +  h , l ,  т ) , (6>
будем иметь:

/ •pQ 2 V п а Ч

4 a2h
U (£, t) d i  =

PABQ



Переходя к пределу при А 0 и учитывая непрерывность по h функ

M B Q ,
OGGo(x, t +  h, g, т ) и _ на PABQ,  а также равенство

4
!im Г t) <11*= и (* , t) »),

h~>0 JPQ 2 / я а * й

если (x, t) лежит на отрезке PQ, получаем основную интегральную форм;

u ( x , t ) =  J u ( l , x ) Q 0 ( x , t , t , ' c ) d l +  J a2 [ G ^ - u ^ A d x ,
PABQ BQ+PA

даю щ ую  представление произвольных решений уравнения теплопроводное 
Перепишем ее еще раз более подробно

(*—£)* (*-£ )»
е 4 «»(<-■*) диГ 4а2 ( t—i )  Г

« (* , 0  =  ==- и (I, т) dl +  а2
_ J 2 У  на2 J

di

[  (ж- S )1 \
Г d i e  4а' « - х>- а 2 u(g, т ) — I %  ... -......  -  d (

BQ+PA dZ \ 2 V n a * { t - x ) ,

Эта ф ормула не дает решений краевых задач, так как для вычисления праЕ

части надо знать значения не только и, но и -щ -  вдоль дуг АЕ  и BF.

При помощи преобразования, подобного тому, которое было выполне 
для уравнения Лапласа при введении функции источника, мож но и ск л к т

из этой  формулы

П усть а —  какое-либо решение сопряженного уравнения M (v )  = 0 ,  об] 
щ ающ ееся в нуль на PQ, и и —  решение уравнения теплопроводности 2?(и) 
=  0. Применяя формулу (4 ) к функциям v и и для области PABQ, получи

° =  J  [ и ( 1. Т) 0 ( 1, т )  dl +  a ^ v -Щ -—
PABQ

Вычитая из (9 ), равенство (10 ), будем иметь:

и ( * , 0 =  J  [ « ( ! »  т )  G (х, t , l ,  x)d% +  a2^ G -^ | -— и Щ -  j  d t j ,

(

(:
PABQ 

где
G ( x , t, t, t )  =  G0 (x, t, 1, t )  — v. (1

Если функцию ч выбрать так, чтобы
G =  0 на РА  и BQ, 

т о  получим интегральное представление для и(х, t) в виде

« ( * ,  0 =  J и (1. т) G (.X, t, 1, т )  d% +  a2 J* и -Щ - d x  — a2 J и -Щ -d x .  (1
АВ АР BQ



Формула (13) дает решение краевой задачи ( 1) —  (2 ), в условиях которой за
даются значения функции и на АР  и BQ, а также на прямой АВ.

Остановимся подробнее на рассмотрении функции G. Она определяется 
при помощи представления ( 12) ,  где функция у(£ , т) характеризуется следую
щими условиями:

Г  i;(|, т) определена в области PABQ  и для т <  /  удовлетворяет сопря
женному уравнению JC ( v) —  0.

2° v =  0 на PQ , т. е. при % =  t.
3° w(g, т) =  — G0(x, t, I, т) на РА и QB.
В силу этих условий функция v зависит от параметров х, t, так что v =  

=  v(x, t, т ), и для ее определения надо решить краевую задачу для уравне
ния J ((v )  — 0, которая эквивалентна решению краевой задачи типа (2) для 
уравнения S ’ (и) =  0, в чем легко убедиться изменением знака у т. Таким 
образом, при представлении функции u (x ,t )  с помощ ью формулы ( 11) ,  даю 
щей решение краевой задачи (2) , основная трудность заключается в нахож де
нии функции v{x, t, т ).

Рассмотрим функцию v(x, ?, £, т ) ,  определяемую условиями:
1° v (х, t, |, т) определена в области PABQ  для t >  т  и, как функция пере

менных x,t,  удовлетворяет уравнению теплопроводности 2?(v )  =  0.
2° v =  0 на АВ, т. е. при /  =  т.
3° v =  — G0 на АР  и BQ.

Д окажем, что v (х, t, g, т) =  v (х, t, g, т).
Рассмотрим функцию G(x, I, g, т) =  О0 +  б . Очевидно, что для лю бого 

решения й уравнения Ж(и)  =  0 имеет место формула, аналогичная (9 ),

й(%, т ) =  J aG0 d x  +  a * ( u ^ - G 0 ^ f )  dt. (9">

О

BQPA

а также формула, аналогичная (13),

“  (5. т )  =  J uG d x + a *  J и dt — a2 J й dt. (13 ')
PQ DQ AP

Эти формулы могут быть получены из формул (9) и (13) изменением знака 
у т, так как при этом уравение Ж —  0 переходит в уравнение 3?  =  0.

Применяя формулу (13) к обла
сти PQRS  (рис. 79), где R S — отрезок t  
прямой, соответствующ ий ординате 0, 
где t >  0 >  т, и к непрерывному в 
этой_ области решению u(x,t)  =
«= G(x, t, I , 0) уравнения 3?(u) — 0, 
получим:
G ( x , t, g , t )  =

=  f  G (x', 0, I, t )  G (x, t, x ’ , 0) dx',
HS 0

так как интегралы no RP и SQ в силу Р ис> ^9.
3° равны нулю.

Применяя аналогично формулу (13 ') к области ARSB  и непрерывному в 
этой области решению и (5 ,  х) =  G(x, f, g , г )  уравнения Ж (и) =  0, получим:

RS



так как интегралы по BS и Л/? равны нулю. Сравнение этих формул дает,
О (х, t, 6, т ) =  С (х , t, т).

Это равенство доказывает, что функция G, рассматриваемая как функция 
имеет при t —  т и х —  | особенность, характерную для функции источни 
равна нулю при t =■ х и х Ф  g, удовлетворяет уравнению S ’* , ! (О ) =  0 в 
три APQB  и обращ ается в нуль на АР  и BQ. Такую функцию естественно i 
звать ф у н к ц и е й  в л и я н и я  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  для уравне? 
теплопроводности в области APQB.

Итак, любое решение уравнения теплопроводности может быть предел 
лено формулой (13) при помощи функции источника.

Если задано неоднородное уравнение S?(u) =  f ( x , t ) ,  то в формуле (: 
к правой части следует прибавить слагаемое

и G (х, U I , т )  f (|, т )  d\ dx

2. Решение краевой задачи. Полученная выше формула (13) дает решен 
краевой задачи для ограниченного отрезка с подвижными концами. Если 
концы отрезка АВ  неподвижны, то дуги АЕ и BF заменяются отрезками п[ 
мых, параллельных оси t. О бласть S  в этом случае имеет вид прямоугольни 
со  сторонами, параллельными координатным осям. Из общей формулы (1 
мож но предельным переходом получить формулу Пуассона, даю щ ую  решен

уравнения теплопроводности с : 
данным начальным условием 
бесконечной прямой.

Предположим, что в части г 
лосы, ограниченной двумя харг 
теристиками t —  0 и t =  6, пр 
ходящими через точки А и 
(рис. 80), функции и и их yflOBj 
творяют неравенствам

t

Е 6 t=8 F
1(1i

Р 1 Q• 1
111 t=0 х =I

А 1 В

Рис. 80.

I и (х, t) 

ди о-Кх*

< N

< N ,дх
где К >  0 и Д̂ > 0  —  некотор] 
числа. Заменим дугу  BQ отрезке 

прямой х  =  I, где I —  положительное число, которое в дальнейшем будем н 
ограниченно увеличивать. При этом мы будем исходить из формулы (9 ), кот 
рую  перепишем в виде

и  ( х , 0  =
/

(х-1У
4а2 (t—T)

2 V n a 2(t — т ) [ “
(6, т ) d l  +  а»

b

PABQ
Р ассм отрим  интеграл по отрезку BQ 

(х -1?  _

( - ^ г )  - и  ( h r )  

t

ди

аГ

4а2 (t—X)

2 V п а 2 (t — т ) 2 (t ^ г ]

dT—и (|, т )

dr  =

2 ( t  — r)
■ dr

( x - l f

H t ) :

4a2 (< —t)

2 У  яа2 (t — т)
■ dx ■ J « ( /, r)

n ' '1=1 
и покаж ем, что он стрем ится  к нулю при I -> °°

, 4a2 (t X) (x —l) dx

4 У  па2 (t—т )  ( t—x)
■Л +



Оценим интеграл / 1 при больших значениях /

t
, _ _____ Na2 Гбо̂ а" Г dt ( I \( е с л и , < - и ( / - т ) < б ) .

Очевидно, что |/j| - > 0  при I-*- оо, так как /С — фиксированное число, а б мо
жет быть выбрано как угодно малым числом, например так, что

* < ■  *16а26 ’

Аналогично доказывается, что |Аг| -*■ 0 при /-> - оо.

Если для функции и(х, t) и ее производной неравенства (А ) выпол

няются также при отрицательных х, то можно принять за кривую АЕ  отрезок 
прямой х  =  —I и, повторяя изложенные выше рассуждения, убедиться в том, 
что при предельном переходе интеграл по РА в формуле (9) стремится к нулю. 
В результате мы приходим к известной нам из главы III, §  3 формуле П уас
сона ‘ )

+ °° _

I Г в *аНи (х, t) =  ■ ' Г —  и (|, 0) dg.
2 у па2 J У  t

—  ОО

Рассматривая полубесконечную область и предполагая, что для функции 
источника G(x,t,  |, т) выполнены неравенства (А ), с  помощ ью аналогичных 
рассуждений найдем:

ОО

и (х ,  0 =  — J а?М т ) -^ г |  dx  +  Г Ф (g) G (л:, t, g, 0) d l  (14>
РА 5==*л хА

где
ц (0  =  и (х А, / )  и ф (х )  =  и (х, 0).

Как нетрудно убедиться, функция источника для полубесконечной прямой 
х  ^  0 мож ет быть получена методом отражения и равна

G (х, t, g, т ) =
па2 (t — т)

(*-£)* (x+S)a
е  4as « - T )  _ е 4a2 (t

1)г 1

так как она представима в виде ( 12) ,  удовлетворяет уравнению теплопровод
ности по переменным х, t и обращ ается в нуль при х =  0:

G (0, t, I  х) =  0.
Вычислим производную

6G

dl 1= о  2 ^ л [a2 (t — x)V/2
4aJ (t—X)

' )  Приведенные рассуждения нельзя рассматривать как вы вод  этой ф ор
мулы, так как мы основывались на ней при выводе формулы (9 ) .



и. подставляя ее  значение в (14), получим ф ормулу 

, г Г < *-»*  _ 1£ ± Е ]

“ • ' ■ « - i v r J  V W 1'  +

2 V «  J [a2 (< — т)]

которая определяет функцию и (х , t), удовлетворяю щ ую  уравнению 

ut =  а2ихх  (0 <  х <  оо, t >  0)

и дополнительным условиям
и (х, 0) =  ф (* ),
и (0, <) =  ц (<) ’

3 . Функция источника для отрезка . Реш ение уравнения теплопроводное-, 
на ограниченном отрезке 0 < х < 1  дается формулой ( 11), которая после з 
мены д уг РА  и BQ  отрезками прямых и сдвига начала координат в точку 
принимает вид

О (х, /; 6, т )  =
t t I

“  ° г S L -o  ^  dx ~  “ г § " i f -  i - i  ^  ^ d x + § а  (’х> *' ^ о) ф ® d
о о о

где
1М ( 0  =  И (о, 0 . Цг ( 0  =  U ([, t), ф (х )  =  и {х,  0).

Функция источника G (х , t, g, т )  для отрезка мож ет быть построена методо: 
отраж ения. П омещ ая положительные источники в точках 2nl +  | и отрищ  
тельные источники в точках 2nl — £, представим функцию источника с пс 
мощ ью ряда

ОО

И (* . 0  —  £  [Go (* . и 2nl +  I ,  г )  -  Go (x, t, 2nl -  g, т ) ] , (16
П —— oo

где

Go (x ,  t, I ,  t )  = -------------  e 4a' (i_T)
2 V n a 2 ( /  — t )

—  ф ункция источника для неограниченной прямой.
С ходи м ость  ряда, а также выполнение граничных условий О |л_ 0 =  0 t 

G \х _ [  =  0 устанавливаю тся без труда.
В §  2 главы III была получена иная форма представления функцш  

источника
ОО ft* Я *  ,  .

П! * t \ 2 Х' ~ 1г а . пп . п п  G (х, t, £, т )  = = —  > е s in - у -д г  sin —  £. (17)
Л-1

Д окаж ем  эквивалентность обоих представлений.



Ф ормулу (17) м ож но рассматривать как разложение функции G (х , t, g, т )  
в ряд Ф урье по синусам на отрезке (0, /)

ОО

G (х, t, |, т )  =  ^  G „ (х, t, т )  sin £. (18)
n =  1

Вычислим коэффициенты Фурье G n функции G, определяемой рядом (16),
I

0п==т 1 G ( x ,  t, I,  т )  s \ n - ~ l d l  =

00 I Гf  2 )  j J Go ( * , / . 2r t  +  6„  т )  sin . 2 .  !,<*&,■
n = — 00 I 0

f  1
-  J  Go (x, t, 2nl -  %2, t )  sin %2 d h  |.

0 )
В водя новые переменные интегрирования

Г  =  2« /  +  |, и I "  =  2 п 1 - % ъ
получим:

(2п + 1) I

J  J c0(*l u ,.t)sin-2p-6'd&'+
2 nl

nc=—00 2rt!
2nl

(2n—1) / 
отк уда  следует, что

+  oo

°»“ f  J 0o(*.f,E.T)sin-T-6di“
+  °° (* — £)*

=  1  [  _____ 1 / ~ 4a3<t- I>sin —  t d t .
I J 2 У na2 (t — t )  I

—  OO

В ведем переменную

я  =  -
2 V  a? {t —  т )

Т огда

d\ —  —  ,  ^  = - :  sin £ =  sin (х  +  2 V a 2 ( f  — т )  Я) =
2 У а 2( / ~ г )  / /

. тг 2пп ,г-г-г,--------г ,  . пп 2пп -.г—г-г,--------г , .=  sin - у  х  cos —j—  У a3 (t — т )  Я +  cos - у — x  s m — j— У a2 (t —  т )  Я,;

+ о о

G „ =  —  sin — — -4= г (* е—^  cos K a 2 (t —  т )  Я dA, +
I I У п J 1— ОО

+ 00

I 2 Ttfi 1 Г — • 2яп |/  » у. \ *----- c o s -------х — -р= е  s in ---------у  а2 (t —  т ) А  ал.
I I У  я J I



Второй интеграл равен нулю, так как под интегралом стоит нечетная отш 
тельно начала координат функция.

Первый интеграл является частным случаем интеграла
+  оо

/  (а, Р) =  J  е cos РЯ dX,

равного

/< « .

В нашем случае а =  1, Р =  — — л/a2 (t — т), так что

/  =  V  я  е
и

п!л* ,
2 /г 0 я «и п —  — е sin —j— х.

П одставляя найденное выражение для коэффициентов Фурье Gn в форму 
(18), сразу ж е получаем второе представление (17) для функции источни 
G. Тем самым эквивалентность двух разных представлений (16) и (17) j 
казана.

§  4. Тепловые потенциалы

1. Свойства тепловых потенциалов простого и двойного слоя. Как мы е

дели, всякое решение уравнения теплопроводности мож ет быть представле 
в виде (рис. 79):

u ( x , t ) =  | G0u d l -  J G0u d l +  J c 0«rfl +  a2 J (о0- | | - и - ^ ) а
АВ AP BQ B Q + P A

Займемся изучением отдельных слагаемых этой суммы и докаж ем в пе 
вую  очередь, что каж дое из них в отдельности удовлетворяет уравнению те 
лопроводности. Действительно, первое слагаемое является интегралом Пуа 
сона, для которого это уж е было доказано.

Д окаж ем , что для внутренних точек области PABQ  уравнению теплопр 
водности удовлетворяю т интегралы

л 2 /  [*-%. №1*
V =  a2 G0v dx  =  ■ - а ■ 1 е 4a‘ (t~ x> v (x )d T  (| =  X i ( t )  

/р 2 У  я  J У  a2 (t — т)

л л i*-%i СО!2
Г = 2а* Г _ £ £ i M T  =  — Г -« .— X lf f l - Г  ^ («-■»> й ( т ) * г .

J dl 2a V n  J (t — t )
л р  о

Функции V и f  называются тепловыми потенциалами (простого слоя и д в о 1 
н ого слоя соответственно).



Производные функций V и W вычисляются при помощи дифференцирова
ния под знаком интеграла, так как подстановка, входящ ая при дифференциро
вании по t, равна нулю. Например,

lx-X\ (т)|»
1______________1 “  4a * ( t - T )

Gо (х, t, Xi (Т), т )  Ц (т )
х * 2 V n  V a2 (t — т )

И (т) =  0

в силу того, что х  ф  XI (0 -  Таким образом, дифференцирование по параметрам 
*, t будет относиться к функции Go, которая является решением уравнения 
теплопроводности. Изучение остальных слагаемых проходит аналогично.

Рассмотрим теперь поведение функций V, W на кривой АР (x =  %\(t)). 
Очевидно, что интеграл V непрерывен при переходе точки (х, t) через кривую 
АР, так как этот интеграл сходится равномерно (см. главу IV, § 5 ). Докажем, 
что W претерпевает разрыв при переходе через кривую АР, причем

^  l*=Xi (#1+о “  ^  U=Xi (<) Iх

W  1*=Х. ( 0 - 0  =  W  U=Xi (f) —  Iх

Э то доказательство будет проведено в предположении дифференцируемости 
Xi (t) и функции ц(0-

Рассмотрим сперва W при постоянной плотности ц ( /)  =  Цо

W°(x , t )  = ----- f  ----------- -----? Ц ^ -
2а V n  J (t — r ) lf

( * - % i ( t ) F  
4 a2( f - D

и вспомогательный интеграл

И» (* , i) -
1

ts о '
КI .  4a2 (f—T) „

—■ I r  ~  e Mo й ,
2a У  я  J V  < — т

*9

являющийся, в силу сделанного выше замечания, непрерывной функцией в точ
ках дуги АР.

Разность Wa — И  вычисляется непосредственно

V *  (х, t) -  Vй (х, 0=
2a У :? !

[*-Х< (Т)[« 
4a2 (#—х) х — %1 (т) 2/| (т )

L (< -  т ) */, Но =

где

2
:fl07 iT

Оо

Г (а = -^М Ш =),
J V 2 V a 2 ( t - T )  Г

x -X i  (tо)
2/ а 2 { /—#„)

а 0 =  +  оо, если дс >  Xi (0 . 

а 0 =  0, если *  =  х , (t) — х 0, 

а 0 =  — оо, если д; <  Xi (<)•



При х  - »  хо ±  0 мы получаем:

[Г>  (х0 ± 0 ,  0  ~  W°  (*о. 01 “  [V (*о ±  0, 0  -  К ( * 0, 0 ]  =
±  ОО

2

и
В силу непрерывности V  имеем:

f ( * o ± 0, t ) ~ V ( x 0, 0  =  0.
Таким образом ,

Г »  (* 0 ± 0 , 0  =  (*о, 0  ±  Но.

Если Ц (О не постоянна, то
(* , О =  И7° (* , 0  -  ф (* , 0 .

где
* [•«—х> ( t ))2

*  < * ■ «■ -  w w j  w  " * « > -  *•w i  л -*0
В силу сделанных предположений о дифференцируемости функции ц 

это т  интеграл имеет такую ж е особен н ость  при т  =  t, как и V, сходи? 
равномерно и является  непрерывной функцией на кривой АР. Таким образ* 
предел W  (х , t) при х  — х 0 ±  0 равен

W { х а ±  0, t) =  W* (* 0, 0  ±  И.

что и тр ебов ал ось  доказать.

Н етрудн о убеди ться , что производная Д р - (дг, t), п одобно W (х, t), р

рывна при х  =  х 0. Эта производная равна

* fjc—Xl (t)P
^ 1  = - - - - - - L _ 1  f  M « - v v{x)dx
д х  2а V H  2 J (t — т )

и равна — W (х, t) с  плотностью 

О тсю да  сл ед у ет , что
dV . п .. 3V  , .. ^  v  (/)
-Ш Ы ±  0, O - g j ^ o .  .

где  интеграл

i  ^o—/i W 11
( , 0, 0 - — > i  f e t i M ;  <*’ <<-*> v ( T )d T

д х  2а У Н  2 J (t — х ) 1’

равен п ол усум м е производны х V  в точке х 0 справа и слева:

Т {х° +  ° ’ 0 +  % (х° ~ ° ’ ° ] -
Отметим, что функция У(*> 0  в самой точке ха не имеет производной.



На этом мы заканчиваем исследование потенциалов вдоль АР. Свойства 
потенциалов вдоль кривой BQ совершенно аналогичны.

2. Решение краевых задач. Тепловые потенциалы являются удобным ана
литическим аппаратом для решения краевых задач.

Рассмотрим сперва первую краевую задачу для полуограниченной области

найти решение уравнения
ut =  агихх при х  >  Xi ( 0 . t >  t0, 

удовлетворяющее условиям

и (х, t0) =  Ф ( х ) ,  х  >  х , (#0);

и [%i (0 ; *1 =  М О . t > h -
Без ограничения общности мож но считать, что ф(лг) =  0, так как, беря 

разность меж ду u (x ,t )  и произвольным решением уравнения теплопроводно
сти v (x , t ) ,  удовлетворяющим том у ж е начальному условию, получим новую 
функцию, для которой ср(х) =  0, а граничное значение по-прежнему будет 
известно.

Предполагая, что приведение к нулевому начальному условию уж е сде
лано, представим решение в виде

t

U ('Х’ ^ = la 2" W  ̂= I  *' Xl  ̂^  dX =
f * - X i  (t)l*

4 [a® ( /  — x ) ]3/!
A ( t )  dx-,

эта функция удовлетворяет уравнению при х  >  Xi (t), ограничена в бесконеч
ности и имеет нулевое начальное значение при любом выборе fl (t) .  При 
х =  Xi(t) она разрывна и ее предельное значение при х  =  X i(0  + 0  долж но 
быть равно ц(<)

_ * . . .  ,  . IX, ( 0 - Х .  СО)’
М 1 + _ »  j  Х ..(0. 4«* (* -т ) д ( т ) й т = = ц ( 0 .

Э то соотношение является интегральным уравнением типа Вольтерра второго 
рода для нахождения функции р.(т), определяющей искомое решение u (x ,t ) .  
Сущ ествование решения всегда имеет место в силу общей теории, если кривая 
х — Xi (0  определяется дифференцируемой функцией.

Это уравнение особенно просто, если граница нашей области  неподвижна: 
Xi (?) =  х0. В этом случае интеграл обращ ается в нуль и

Д (0  =  2а2ц (0 ,

так что искомое решение имеет вид

* ( Х - Х 0)7

и (*,<)=•-- -7 =  Х ~  * 7Г  * 4aHt~ X)  ̂(*) dx.2а У Т  J ( /  — т )

С этой формулой мы уже встречались дваж ды  (см . главу III, §  3 и главу V I, 
§  3, п. 2), однако только здесь дано доказательство того, что эта функция у д о 
влетворяет уравнению и дополнительным условиям.



Вторая и третья краевые задачи решаются аналогично при помощи г 
тенциала. Рассмотрим краевую задачу для ограниченной области, беря допс 
нительные условия в виде ^

и (х, 0) =  ф (* ), %1 (0) <  лг <  %2 (0),

=  «txs(0; *] =  М О  (*> 0).
Считая, что начальное значение приведено к нулю: ф (х ) =  0, представ! 

решение в виде

“  {Х' 0  =  2 ^  {W' +  Гз) =
t

dG о
.  dl  о

С dG
(X, t, Xi (т ), т )  jl, (т )  dx +  J - Щ -  (х, t, Xi ( т ) ,  т ) ДД а (т ) d

Эта функция удовлетворяет уравнению и нулевому начальному условию щ 
любом вы боре функции и ц.2( 0 - Она разрывна при х =  %\(t) и х =
=  Хг(0  и ее предельные значения при х  =  Xi(0  +  0 и л: =  %2(0  — 0 должн 
быть равны H i(/) и ЦгСО. что дает систему уравнений

-  m  Г / п  /  1Х .«)-Х ,(т )]2
(О J____ 1 Xi ( 0  — Xi (т ) 4а2 "(7—т)

J Га2 U -  ■
е д 1 (т ) й т  +

2а2 4 y V  J [а2 (* -  т ) ]3/:

Г П \  1 \ '<■! \Ч — 1А\ 41-
| 4 a « W - t ,  p s ( T ) d T e | l l ( <

J Г а2 и  -4 V n  J [а2 ( /  -  т )]3' 

t Г / а  / ч fe .« )-X i WI2+ « Г JClLO-x. т) в 4а2(<_г) rfT
4 1 /я  J [а2 ( / - т ) 1 /!

1*2 (0
2а2 4 У  я  J [а2 ( / — т ) ] !^

\%, « ) -х »  (t)]2

4 ^ я  J [а2 — т)]

Эта система является системой интегральных уравнений типа Вольтерра, все; 
да имеющей решение.

З А Д А Ч И  К Г Л А В Е  VI

1. Сфера радиуса R0 в начальный момент заполнена газом концентраци 
«о; вне сферы концентрация равна нулю. Найти функцию и, характеризующу: 
процесс диффузии газа в неограниченном пространстве. Решить ту же задач 
для полупространства при наличии газонепроницаемой границы г  =  0.

2. Решить задачу о нагревании сферы радиуса Ro, если начальная темпе 
ратура равна нулю, а на границе поддерживается постоянная температура.

3. Найти температуру шара, на поверхности которого происходит тепле 
обмен со  средой нулевой температуры, если начальная температура постоянн 
и равна и0.

4. О днородное твердое тело ограничено двумя концентрическими сферам 
с радиусами а и 2а. Внутренняя поверхность тела теплоизолирована, а н 
внешней поверхности происходит теплообмен со средой нулевой температурь



Найти распределение температуры в теле в момент t, если начальная темпера
тура тела равна и0.

5. Вывести уравнение диффузии в среде, движущейся с постоянной ско
ростью. Написать выражение для функции точечного источника в неограничен
ном пространстве.

6. Рассм отреть стационарную задачу диффузии в подвижной среде, счи
тая скорость движения постоянной и пренебрегая диффузией вдоль направле
ния движения среды (задача о газовой атаке). Написать функцию источника 
для полупространства, считая, что плоскость 2 =  0 газонепроницаема.

7. П остроить функцию теплового источника для слоя, ограниченного пло
скостями г  =  0 и г  =  /, а также для клина с раствором п/п (п —  целое чис
ло) при нулевых граничных условиях. Решение исследовать.

8. Найти функцию влияния мгновенного источника тепла мощности Q, 
равномерно распределенного на поверхности сферы радиуса а.

9. Решить задачу о нагревании бесконечного цилиндра, начальная темпе
ратура которого равна нулю, а на поверхности поддерж ивается постоянная 
температура. Пользуясь таблицами функций Бесселя, найти профиль темпера
туры (взяв на радиусе десять точек) и среднюю температуру по сечению для 
больших моментов времени. П остроить соответствующ ие графики.

10. Рассмотреть задачу о намагничивании бесконечного цилиндра постоян
ным магнитным полем, параллельным оси цилиндра. П ользуясь таблицами бес
селевых функций, подсчитать величину потока индукции через поперечное сече
ние цилиндра.

11. Построить функцию мгновенного точечного источника тепла для бес
конечной цилиндрической области произвольного сечения при граничных усло
виях первого рода. Рассмотреть частный случай поперечного сечения круглой 
формы.

Указание. Представить решение в виде
ОО

и (М, z, t) =  2  ЦП (*> О tyn (М),  
п= 1

где i M A f ) — собственная функция поперечного сечения цилиндра.

ПРИЛОЖЕНИЯ К ГЛАВЕ VI

1. Диффузия облака

Рассмотрим процесс диффузии газового облака, образующе
гося при разрыве снаряда.

При разрыве снаряда выделяется некоторое количество 
дыма Q, который распространяется во все стороны, образуя 
облако. Облако сначала растет, затем оно светлеет по краям, 
его темная непрозрачная часть уменьшается, все облако свет
леет, начинает «таять» и, наконец, исчезает. Эта картина осо
бенно отчетливо видна в ясный день на фоне голубого неба.

Процесс распространения дымового облака можно тракто
вать как процесс диффузии дыма от мгновенного точечного 
источника мощности Q в неограниченном пространстве. Такой 
процесс диффузии носит не молекулярный, а турбулентный ха
рактер; ему соответствует некоторый эффективный коэффициент

16 А. Н , Тихонов, А. А. Самарский



турбулентной диффузии D. Мы не учитываем здесь начальны! 
разброс дыма, а также практически совершенно не существен 
ное влияние земли. В этих предположениях концентрация ды 
ма дается формулой

/ 1 \з _ * ! ± g ! ± 2L 
и (х, у, z, t) =  Q ( j y = )  е wt (D  =  а2),

если начало координат поместить в точку разрыва снаряда.
Остановимся на вопросе о видимости облака. Время, за ко 

торое облако полностью «растает», зависит от поглощения светг 
в атмосфере и от порога чувствительности измерительного прИ' 
бора (глаз, фотопленка и т. д.).

Как известно, интенсивность света, проходящего через од
нородные слои газа, приближенно равна

/  =  / „ е - аг,

где / 0 —  первоначальная интенсивность света, а  =  ао« — коэф
фициент поглощения, пропорциональный концентрации погло
щающего газа (сю =  const), и — концентрация газа в слое,
I — толщина слоя.

Если имеется два слоя толщины h и 4  с разными концент
рациями газа «1 и « 2, то

Отсюда ясно, что интенсивность света, проходящего через об
лако с непрерывно меняющейся концентрацией дыма, будет оп
ределяться формулой

I г „ _ а « \udlI =  I0e j .

Видимость облака определяется отношением ///о, зависящим от
величины J и dl.

Пусть б — порог чувствительности инструмента наблюдения; 
тогда при

1о ~ 1 <  б или — > 1 — 6
'О Iо

облако становится невидимым; при

1оТ  -■ >  1 — б или - / - < 6  
'о  ‘ о

облако кажется совершенно непрозрачным. Если

б < 4 - <  1 -  б,
*о



то облако кажется наблюдателю частично прозрачным. Степень 
прозрачности зависит от величины отношения

Направим теперь ось z  по лучу зрения и будем считать, что 
наблюдатель находится в бесконечности. При этом облако 
проектируется на плоскость (х , у) .  Для оценки видимости раз
личных участков облака, соответствующих точкам (х, у ) ,  вы
числим интеграл

и соответствующий участок полностью прозрачен. Если коли' 
чсство дыма по лучу зрения велико

определяет границу облака, за пределами которой оно стано
вится невидимым. Радиус облака, очевидно, равен

т. е. от величины интеграла

оо оо
x ’ + y ’ + z 1

е ADt dz —\ и М ~  J и (х. у, 2, /) <(z =  Q ( j f i f i j ) ’  I
— ОО

Если количество дыма по лучу зрения мало

то 4— <  е-л  =  б,*0

т. е. при надлежащем выборе Д =  In у  соответствующий уча

сток облака совершенно непро
зрачен. При Р

услс°тга

(р2 =  х2 +  if)

64л Dt 
Qa0



При малых значениях t радиус облака (р) мал и растет вместе 
с t; при

f f  _  « о Q 
0 4пе6 D

р достигает максимума

Ртах  =  2 V D t0 =  j / * , 

при t >  U радиус облака р уменьшается и при

л __  О
1 64яО

обращается в нуль (облако исчезает).
Наблюдая процесс расплывания облака, можно определить 

коэффициент турбулентной диффузии D в свободной атмосфере 
(например, из формулы для ti или для t0).

П. О размагничивании цилиндра с обмоткой

Рассмотрим задачу о размагничивании цилиндра с обмот
кой. Такая задача возникает в связи с теорией баллистического 
гальванометра *).

При включении или выключении магнитного поля в обмот
ке возникает индукционный ток. При точной постановке задачи 
нужно учитывать обратное воздействие этого тока на поле 
внутри цилиндра. Однако это тормозящее действие обмотки 
обычно не учитывается и задачу решают с упрощенными гра
ничными условиями.

Познакомимся, прежде всего, с такой упрощенной постанов
кой задачи. Рассмотрим бесконечный цилиндр радиуса R, на 
поверхности которого намотана проводящая обмотка. Цилиндр 
находится в однородном магнитном поле Но, параллельном оси 
цилиндра Oz. В момент t —  0 поле выключается.

Внутри цилиндра, очевидно, будет удовлетворяться урав
нение

А н  =  =  (1)
где

9 С2 
а  — ~л---------- •4я(1<Т

В силу осевой симметрии поля

Hz — Н (г, t)

' )  Б. А. В в е д е н с к и й ,  Ж урнал Русского физико-химического общества
55, 1 (1923).



и уравнение (1) может быть переписано в виде

дг2 г дг а2 dt

Если пренебречь влиянием индукционного тока в обмотке на 
процесс размагничивания цилиндра, граничное условие на его 
поверхности будет иметь вид

H {R ,t )  =  0 ( f > 0 ) .  (2)
При / =  0

Н (г, 0) =  Н0. (20

Решение уравнения (1') при граничном условии (2) без тру
да получается методом разделения переменных (см. стр. 465)

а  Й°’л №)
Здесь /о и А  — функции Бесселя нулевого и первого порядка, 
р40) — k-й корень уравнения

/ 0 (|*) =  0. (4)
Так как а2 весьма велико, то для достаточно больших t 

можно ограничиться в формуле (3) первым членом (регуляр
ный режим)

Н (г, t) == 1,60 • Н0е~ 5'77 ^ ' / 0 (2,4 . (5)

Отсюда для потока индукции получаем:

Г л 2 — f
Ф (t) —  2я \хН (г, t) г dr ег -г -  Ф0е 111 R1 , (6)

J U т

где Ф0 — начальный поток (при t —  0), |л, =  î ( j
Формулой (6) пользуются для практических расчетов при 

измерениях с помощью баллистического гальванометра.
Чтобы определить область применимости этой формулы, сле

дует решить указанную выше задачу, учитывая тормозящее 
действие обмотки1).

Электродвижущая сила индукции в контуре (витке) L, как 
известно, равна

^и„д = j > E t dL.

' )  Эта задача была решена В. Н. Никитиной.



Преобразуем контурный интеграл, используя для этой цел 
теорему Стокса, второе уравнение Максвелла и уравнение (1

* " "  =  Я  rot, Е *S =  -  -t J J f .  is -
S L

ИЛИ

Здесь 5  — поперечное сечение цилиндра, L — контур, ограничи 
вающий 5, v — нормаль к контуру L.

Граничные условия на поверхности цилиндра запишутся в ви 
де условия скачка поля

H ( R - 0, t ) - H ( R  +  0, 1) =  Ц -п 1 ,

где J — индукционный ток в обмотке, п — число витков на еди 
ницу длины цилиндра. Отсюда, учитывая, что Н (R -{■ 0, t) —  (

^инд 

J -  pi •

где р — линейное сопротивление обмотки, I — длина одног 
витка, получаем:

H { R , f )  =  H ( R - 0 , t )  =  ^ n ^ .  (8

Сопоставляя соотношения (7) и (8), окончательно приходи] 
к граничному условию

H(R,  f) +  J L H r(R, t) —  0.

Таким образом, мы должны решить уравнение

Нгг +  ± н г =  -±г н 1 (9

при дополнительных условиях

Я (г, 0) =  Н0,

H ( R , t )  +  aHr (R ,t )  =  0 ( « = - £ ) •

Решение будем искать методом разделения переменных, пол? 
гая

H (r, i) — X (г) Т (/).



Для функции X (г) и Т (t) получим условия

* "  +  | * '  +  Я2*  =  0; (10)
Х (Я ) +  а * '(Я )  =  0 ( Х ( 0 ) < о о ) ,

Т' +  Х2а2Т —  0, (11)
где К2— параметр разделения.

Из второго уравнения сразу же находим:
Т (/) =  е~а™К

Частными решениями уравнения (10) являются функции 
Уо(Хг) и NoiXr) (см. Дополнение II, ч. I), однако условию огра
ниченности при г =  0 удовлетворяет лишь /о(Хг). Поэтому

X{r)  =  AJ0(%r).
Граничное условие при r =  R дает уравнение для определения 
собственных значений

70 (XR) +  a - J-°d(£ R)- =  0
или

h  (У) — M i  (У) =  0,
где

р =  а/R, у =  XR. (12)
Корни этого уравнения могут быть найдены либо графиче

ски, либо разложением функций Бесселя в ряд по степеням 
у =  XR.

Обозначим yk корни уравнения (12), так что
к̂ — yk/R-

Общее решение нашей задачи будет иметь вид
00

Н (г , /) =  2  А /о  [ ук -£-) е ~ М * У  аЧ. (13)
*= i

4й находим из на
R

Г H 0J0 ( г  г dr

‘  ?  9 ,  УЛ  ^ о Ы  +  « Г  U  )J jHr f - ) rdr
о

Члены ряда (13) быстро убывают, так как а2 =  с2/4я|ла 
велико ( ~  1013— 1014). Поэтому с достаточной степенью точ
ности можно ограничиться первым членом

*=1
Коэффициенты Аь находим из начального условия

R



что приводит к следующему выражению для потока:

ф ( А ~ ф  -----------4 / ‘ ( к

где
Фо =  NH0nR2 (N —  полное число витков в обмотке).

Расчеты приводят к следующим формулам потока для раг 
личных значений параметра р:

[ 0,804 Фое~4'750 при (3 =  0,1,
Ф(/) =  1 0,872 Ф0е~3-9бе » р =  0,2, 6 =  t,

| 0,912 Фое-з.з50 » р =  о,3,

позволяющим проследить за тормозящим действием тока н 
спадание поля в цилиндре. С увеличением р, т. е. с увеличение; 
тока в обмотке, скорость убывания потока уменьшается. Пр 
Р — 0 естественно приходим к выражению (6) для п о т о к е  
являющемуся, таким образом, нулевым приближением.

В теории баллистического гальванометра важно знать врем 
т спадания потока от Ф0 до значений, определяемых чувстви 
тельностью гальванометра, которое характеризует инерцион 
ность прибора. Пусть у  —  относительная чувствительность галь 
ванометра, т. е. гальванометр может регистрировать лишь зна 
чения Ф уФо- Величину т, очевидно, можно найти, полага 
в формуле

ф  (t) =  аФ0е~ы,
Ф =  уФо в момент t =  т.

Из сравнения полного решения (16) с грубым решением (6 
видно, что коэффициент в формуле (6) завышен. Это означав 
завышенное значение чувствительности прибора при одном 
том же значении т.

Приводимая ниже таблица содержит значения т для раз 
личных р, в том числе и для р — 0, при у  — 10-3.

аЧН2 1 3 х <р=0,1) X ( 0 = 0 ,2 ) х (Р = 0 ,3 )

Ж ел езо 
ц =  500
от =  105 ом ~ 'см ~ 1 1 см 1,59 0,71 0,888 1,15 1,28

Альснфер 
ц =  2000
а =  1,3 • 10 4ом ~ 1см—1 1 см 5,12 0,217 0,272 0,330 0,405



УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 
(продолжение)

§ 1. Основные задачи, приводящие 
к уравнению S.v +  cv =  О

1. Установившиеся колебания. Весьма широкий класс вопро
сов, связанных с у с т а н о в и в ш и м и с я  к о л е б а н и я м и  
(механическими, акустическими, электромагнитными и т. д.) 
приводит к так называемому в о л н о в о м у  у р а в н е н и ю

Ду-)-й2у =  0 (k2 =  c >  0). (1)
Рассмотрим в качестве примера мембрану S, закрепленную 

по границе С и колеблющуюся под действием периодических во 
времени сил. Соответствующее уравнение имеет вид

Д2й =  -^ -йи — F0 (х, у) cos со/. (2)

При изучении периодических процессов удобно пользоваться 
комплексными функциями, заменяя (2) уравнением

д 2«  =  ^ г  utt — F0(x, у ) е ш . (3)

Функция й, очевидно, является вещественной частью функции 
и из (3).

Будем искать установившиеся колебания, имеющие вид

и — vei(ot. (4)

Для амплитуды установившихся колебаний у  получаем сле
дующее уравнение:

Д2у +  k2v =  — F0 (х, у) ( k =  , (5)

к которому надо добавить граничное условие
v \с —  0. (6)

Если контур мембраны С не закреплен, а совершает периоди
ческие колебания с той же частотой со



то для функции v на контуре С имеет место неоднородное грг 
ничное условие

v  1с =  fo- (6А
Как было уже отмечено выше, задачи об установившихс 

колебаниях характерны также для акустики и теории электрс 
магнитного поля. Кроме того, часто встречаются задачи о 
установившихся колебаниях в неоднородной среде, в частности 
в кусочно-однородной среде (когда, например, в пространств' 
имеются отдельные области, нарушающие однородность) 
К этому кругу вопросов относятся задачи теории дифракции 
на которых мы остановимся ниже.

2. Диффузия газа при наличии распада и при цепных реак 
циях. При диффузии некоторых газов (например, эманации ра 
дия) происходит реакция распада молекул диффундирующегс 
газа. Скорость реакции распада обычно принимают пропорцио 
нальной концентрации газа. При написании уравнения диффу 
зии это эквивалентно наличию отрицательных источников газа 
В случае стационарного процесса диффузии мы приходим ь 
уравнению

D До +  cv =  0 (с <  0), (7]
где D  — коэффициент диффузии. Как было указано в главе VI, 
§ 2, п. 3, большой интерес представляет случай с >  0, соответ
ствующий диффузии при наличии цепных реакций, ведущих и 
размножению диффундирующих частиц. В стационарном слу
чае мы получаем при этом уравнение

Ли +  cv —  0 (с >  0),
так как цепная реакция эквивалентна наличию источников диф
фундирующего вещества, пропорциональных концентрации 
v ( x , y , z ) .

3. Диффузия в движущейся среде. В главе IV была рассмо
трена задача о диффузии газа в неподвижной среде. Рассмот
рим задачу о диффузии газа в заданном стационарном потоке, 
скорость которого в точке М (х, у, z) имеет компоненты
01 ( x , y , z ) ,  02( x , y , z ) ,  0 з ( x , y , z ) .  Количество газа, протекающего 
через элементарную площадку da в точке M ( x , y , z ) ,  равно

dQ — — Dn grad и da - f  и 0я da,
где u ( x , y , z ) — концентрация газа в единице объема, п — еди
ничный вектор, нормальный к площадке da, D — коэффициент 
диффузии в точке (x , y , z ), 0 (х ,  у, z ) — вектор скорости потока.

Составляя уравнение сохранения вещества для некоторого 
объема Т с границей 2, получаем:



Преобразуем поверхностный интеграл в объемный, пользуясь 
формулой Остроградского

J [div (D grad и) — div (uft)] dx =  0. 
т

Отсюда в силу произвольности объема Т вытекает уравнение 
диффузии в заданном потоке

div(Z) grad и) — div (ыФ) == 0 (8)

или в скалярной форме

М ° ж ) + М О + М ° % - ) -
—  -J7 M 1) —  -3 7 ( ^ 2) —  - ^ - М з )  =  ° -  ( 8 0

К такому же уравнению, приводит задача о распространении 
тепла в движущейся среде.

Рассмотрим следующий пример. Пусть в полупространстве 
2 ^ 0  имеется воздушный поток с постоянной скоростью «о, на
правленной по оси х. Считая коэффициент диффузии постоян
ным, получаем из (8) уравнение

£>Ды — и0 —  =  0,
являющееся простейшим вариантом у р а в н е н и я  г а з о в о й  
а т а к и .

Полагая
и —  ve^x

и выбирая затем
ц =  u0/2D,

получим для функции v ( x , y , z )  уравнение

“оАу +  cv =  0, где с =  — <  0.

4. Постановка внутренних краевых задач для уравнения
Av -г  cv  =  0. Как было показано в главе I в связи с изучением 
канонических форм уравнений с постоянными коэффициентами, 
всякое уравнение эллиптического типа с постоянными коэффи
циентами может быть приведено к виду

А у +  су =  0. (9)
Свойства решения уравнения (9) существенно зависят от 

знака коэффициента с, что физически очевидно, если иметь в 
виду диффузионную интерпретацию этого уравнения.



Остановимся на вопросе единственности решения первой 
краевой задачи уравнения (9). Для уравнения Аи +  cv =  О 
при с <Z 0 имеет место принцип максимального значения в сле
дующей форме:

решение v(M)  уравнения Av +  cv =  0 (с <  0), определенное 
внутри некоторой области Т с границей 2, не может достигать во 
внутренних точках области Т положительных максимальных (и 
отрицательных минимальных) значений.

В самом деле, допустим, что в некоторой точке М0, лежащей 
внутри Т, функция v{M)  достигает положительного максималь
ного значения [v(M0) >  0]. Тогда в точке М0

- ? т < 0 . - т г т < 0 , | ^ - < 0  д х2 ’ д у 2 д г2

и, следовательно, Ди ^  0, что находится в противоречии с от
рицательностью коэффициента с и положительностью у (М 0) ' ) .

Из принципа максимального значения автоматически сле
дует единственность решения первой краевой задачи для урав
нения (9).

Может существовать только одно решение уравнения Ду +  
-(- cv =  0 (с <  0), определенное и непрерывное в замкнутой об
ласти Т +  2 , принимающее на границе 2  заданные значения

v h  —  f.

Действительно, допуская существование двух различных ре
шений t>i и Уг, рассматривая их разность Vi — v2 и проводя рас
суждения способом, изложенным выше (см. главы III и IV), 
мы приходим к противоречию с принципом максимального зна
чения.

Если с —  0, то мы получаем первую краевую задачу для 
уравнения Лапласа, единственность решения которой была до
казана.

Если с >  0, то единственность может не иметь места. Рас
сматривая в главе V задачу о собственных значениях краевой 
задачи

Ду +  Яу =  0, у Ь =  0,

мы убедились на примерах в существовании нетривиальных ре
шений (собственных функций) при X >  0. Очевидно, что во
прос о множественности или единственности решения первой 
краевой задачи эквивалентен вопросу о том, совпадает ли с 
с одним из собственных значений Кп рассматриваемой об 
ласти Т.

’ ) Сравнить с доказательством принципа максимального значения для 
уравнения теплопроводности.



§ 2. Функции влияния точечных источников

1. Функции влияния точечных источников. Теория потенциа
лов, развитая в главе IV для уравнения Лапласа, может быть 
распространена и на уравнение Av cv —  0. Для построения 
функций влияния точечного источника рассмотрим решение Оо, 
зависящее только от г. Оператор Лапласа для функции Уо(г) 
в сферической системе координат имеет вид

1 d /  2 dvo_ \ _  d2 (гр0) 
г2 dr \ dr ) г dr2 '

что приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению
d2w
dr2 +  cw —  0 (w =  v0r).

Вводя обозначение с — № для с >  0 и с —  — х2 для с <1.0, по
лучаем:

^ - + k * w  =  0 ( с > 0 ) ,  ( 1)

- ^ _ * 2Ш==0 (с <  0). (Г )

Из уравнения (1) находим:
w =  C{e ikr +  C2e~ikr (2)

и, соответственно,
ikr e ~ ikr

Vo =  C l - ^ - + C 2 ^ 7 - .  .  (3 )

В случае вещественного k получаем два линейно-независимых 
решения eihr/r и e~ihrlr, которым соответствуют вещественные ли- 
нейно-независимые решения

cos kr sin kr иг г

При с <  0 (с =  —х2), пользуясь уравнением ( I 7), получаем 
два действительных линейно-независимых решения

И

Функции

е
г (к >  0). (4)

p±tkr „ ±хг
— —-  (с >  0) и ——  (с <  0)

при г =  0 терпят разрыв непрерывности, обращаясь в бесконеч
ность как 1/г. Такой же характер особенности имела функция 
источника для уравнения Лапласа (с =  0), пропорциональ
ная 1/л



Рассмотрим поведение этих функций на бесконечности. Слу
чай с <  О соответствует процессу, сопровождающемуся погло
щением (ср. уравнение диффузии (7) § 1). Одно из решений 
е~*г/г экспоненциально стремится к нулю на бесконечности, что 
в терминах задачи диффузии означает убывание концентрации, 
вызываемое поглощением. Это убывание происходит тем силь
нее, чем больше коэффициент |с| =  х2, характеризующий интен
сивность поглощения. Второе решение экспоненциально возра
стает на бесконечности и физического смысла для задачи в не
ограниченной области не имеет (его можно было бы интерпре
тировать как наличие источника в бесконечности).

Случай с — k2 >  0 соответствует установившимся волновым 
процессам (см. § 1, п. 1). Функция v представляет амплитуду 
функции

и (М, i) — v (М) е ш ,

удовлетворяющей уравнению колебаний ( §1) .
Одно из главных решений уравнения (1)

соответствует процессу колебаний
I (at-kr)

«о (г, t) = ------:------

который имеет характер сферической волны, р а с х о д я щ е й 
с я  от источника в точке г =  0. Второе решение

ikr
v 0 (г)  =  —

соответствует процессу колебаний

«о {г, t) =
gi (иt+kr)

имеющему характер сферической волны, приходящей из бес
конечности в точку г =  0 ( с х о д я щ и е с я  волны). Очевидно, 
что это решение при изучении процессов, возбуждаемых точеч
ным источником в неограниченном пространстве, прямого физи
ческого смысла не имеет.

Отметим, что функцию v( M)  можно рассматривать как 
амплитуду колебаний типа eiMt или е~т . Мы брали временной 
фактор первого типа. Во втором случае расходящаяся волна 
имеет вид

- I  (оit-kr)  
t) = ---------------,



e ikr

т. е. ей соответствует второе решение

«о  (О  = '

— ikr

Г
Первое же решение

е
V0 (г)  =  -

при этом физического смысла не имеет.
2. Интегральное представление решения. Для уравнения (9), 

§ 1 при с Ф  0 можно написать формулы, аналогичные форму
лам Грина, которые были установлены для уравнения Лапласа. 
Вводя обозначение

9? (и) =  Ли +  си, (5)
сразу же получаем формулу

J (и$£ (у) — v 2  ( u ) )  dx =  J  ( и  - J J -  — v da, ( 6 )
Г 2

являющуюся аналогом и прямым следствием второй формулы 
Грина (см. главу IV, § 2). Подставляя сюда вместо v одну из 
«функций точечного источника», например e~*R/R, и повторяя до
словно все рассуждения главы IV, § 2, приходим к аналогу 
основной формулы Грина

и т = - i  J [ « £  ( т ^ - )  -  4°м +
2

1 Г
+  4 -̂ J  /  ( Щ —^ dx:i (R  =  RMMa)> (7)

г
где и(М)  — решение неоднородного уравнения 3? (и) =  — f ( M) .  

Для случая с =  k2 имеет место аналогичная формула
и (М0) =

“ i i  [ u - k { 1 i r ~ )  ж ]
2  Т

(7')
которая была получена в главе V  как следствие формулы Кирх- 
гоффа.

Введем понятие функции источника уравнения &  (и) =  0 для 
заданной области Т с границей 2. Пусть v ( M ) — решение 
уравнения 3? (о) = 0 ,  регулярное всюду в Т. Формула (6) дает

0 = - u ^ - v ^ ) d a +  \ f v d x - (8)



Складывая (8) с равенством (7), получим:

и (М0) =  -  J [и { ^ -  + v ) ~  +  о) | ^ ]  daM +
J (~ 4яТ? ^ vj f  (М) drAJ (R =  RMMo). (g j
т

Эта формула справедлива для произвольного решения v(M)  
уравнения Аи —  x 2v — О, регулярного в области Т. Пользуясь про
изволом выбора функции и, получаем:

и (М 0) =  -  J и(М) daM +  J G (M0, M) f (M) drM, (Ю )
2  T

где

G( M0, M) =  ^ -  +  v (11)

—  функция источника, обладающая следующими свойствами:
1) G ( M , M 0) обращается в бесконечность при М =  М а как 

1/4п/?, что следует из формулы (11);
2) G ( M , M 0) удовлетворяет уравнению &  (и) = 0  всюду в 

Т, кроме точки М 0;
3) G ( P , M 0) =  0 в точках Р, лежащих на границе 2 . 
Вопрос о существовании функции источника связан с вопро

сом о существовании функции v, удовлетворяющей уравнению
# ( » )  =  0 в Т

и граничному условию

на 2.4л R

Очевидно, что функция G ( M , M 0) однозначно определена для 
любой области, допускающей единственное решение первой крае
вой задачи. В частности, при с —  — х2 <С 0 эта функция опре
делена для любой области. В простейших случаях функцию 
источника можно найти в явной форме, пользуясь методом, ана
логичным методу электростатических изображений1).

Так, например, для полупространства 0 функция источ
ника имеет вид

-HR  . - x R i

G (M ^ o ) = V - k '  <12>

R  =  Rmmo = V ( x  —  х йу  - f  { у  —  Уо)2 +  (z  —  z 0)2, 

=  Rmm, =  V ( x  —  x 0f  4 - {y  — y 0)2 +  { z  +  Z o f ,

‘ ) Для сферы м етод электростатических изображений неприменим при 
с 0.



где Mi(xo,t/o, — 2г0) — изображение в плоскости z —  О точки 
Мй(х0, yo,Zo).

М ы  не остан авл и ваем ся  здесь на вопросе о применимости 
предыдущ их формул д л я  неограниченной области, что, впро
чем, без тр уда  м о ж ет  быть установлено в сл уч ае  с <С 0. З адачи  
д л я  неограниченного пространства при с >  0 связан ы  с «прин
ципом излучения» и будут  рассмотрены в следую щ ем параграф е.

Д л я  функции источника G (M ,M 0), определенной д л я  про
извольной области Т, имеет место п р и н ц и п  в з а и м н о с т и ,  
вы р аж а ем ы й  равенством

Д о казател ьство  этого свойства явл яетс я  б уквальн ы м  повторе
нием соответствующего до ка зател ьств а  д л я  случая  уравнения 
Л а п л а с а  (гл ава  IV, §  4 ) .

В случае д вух  независимых переменных уравнение д л я  
функции v0 (г) имеет вид

т. е. я вл яется  у р а в н е н и е м  Б е с с е л я  н у л е в о г о  п о 
р я д к а ,  общее решение которого м о ж ет  быть записано сле
дую щ им образом (см. Дополнение I I ) :

гд е  ffj)l)(kr) и (kr) — ф у н к ц и и  Х а н к е л я  н у л е в о г о  
п о р я д к а  п е р в о г о  и в т о р о г о  р о д а .

Функции H o^kr)  и H ^ (k r)  при г =  0 имеют логариф миче
скую  особенность:

где  точками обозначены сл агаем ы е ,  остаю щ иеся конечными 
при р =  0. Н а бесконечности (при р - * о о )  поведение функций 
Х а н к е л я  определяется асимптотическими ф ормулами

гд е  точками обозначены члены более вы сокого  п о р ядка  м а 
лости относительно 1/р.

G(M ,  АТ0) =  G (М0, М).

Vo (г) =  С . я Г  (kr) +  С2Н(о2) (kr),



Таким образом , уравнение А2у +  №v =  0 имеет д в а  фунда 
ментальных решения

Яо* {kr),
у о ( 0 = |  (2) ,

Ш (kr),
имеющих логариф мическую  особенность и соответствующие 
функциям eihr/r и e~ihrl r  д л я  пространства.

Выбор той или иной ф ундаментальной функции зависит от 
вида условий излучения на бесконечности (см. § 3, п. 4 ) .  Если 
временная зависимость берется в виде еш , то функция H ^ ik r )  
определяет расходящ ую ся  цилиндрическую волну. При врем ен 
ной зависимости е~ш  расходящ ую ся волну определяет функция 
H{0l)(kr).

Если с =  — у? <  0, то линейно-независимыми решениями 
уравнения

^ - + т ч г - ^ ° = о
являю тся  цилиндрические функции мнимого ар гум ента

/0(хг) и /Со (иг),

П ервая  из этих функций /о(хг) ограничена при г =  0 и экспо
ненциально во зр астает  при г —> оо; функция /Со(хг) имеет в 
точке г =  О логариф мическую  особенность

^Со(р)=  1 п ~  +  . . .

и тем сам ы м  я в л я е т с я  искомым фундаментальным решением. 
П а бесконечности она у б ы вает  по закону

Ко( р) =  / - § г - » +  . . .

Мы не о стан а вл и ваем ся  подробно на формулах Грина и по
нятии функции источника G в случае д в ух  независимых пере
менных, т а к  к а к  изложение этого было бы повторением пре
ды дущ его .

3. Потенциалы. В гл аве  IV были рассмотрены потенциалы 
д л я  уравн ени я  А и =  0. Такого  ж е  типа потенциалы могут  
быть построены и д л я  уравнения Аи — х2ы =  0.

Б уд ем  н а з ы ва т ь  о б ъ е м н ы м  п о т е н ц и а л о м  (д л я  у р а в 
нения А и — у.ги — 0) интеграл

V
Г —HR

( M ) = J  p ( P ) J L _ dTft p ,

Г

R  =  R m p= V { * - 1 ?  +  (//-л )2 +  ( z - l f ,  dxP =  d l d 4 d r,  (13) 
где  p (P)  — плотность потенциала.



Сф ормулируем кратко  основные свойства объемного потен
ц и ала ,  до казател ьство  которых проводится по аналогии с г л а 
вой IV.

1. Вне области Т функция V(M )  удо влетво р яет  уравнению

AV -  x2V =  0.

2. Внутри области Т интеграл (13) сходится, сходятся  т а к 
ж е  интегралы, получающиеся при помощи формального диффе
ренцирования V(М )  под знаком интеграла

J  р(6, т1> О и т- д*
т

3. Ф ункция V ( x ,y ,z )  дифференцируема, и ее первые про
изводные можно вычислять дифференцированием под знаком  
и нтеграла

Р(Е. Л. и т. д .
т

Дифференцируемость функции V { x ,y ,z )  д о к а з ы в а е т с я  в пред
положении только ограниченности функции р. Отсюда, в ч аст 
ности, следует дифференцируемость V и в точках  поверхности
2 ,  ограничивающей область  Т, где, к а к  правило, имеет место 
р а зр ы в  плотности р (М ) .

4. Во внутренних точках области Т, в окрестности которых 
плотность р дифференцируема, вторые производные объемного 
потенциала V сущ ествуют, и потенциал V удовлетворяет  у р а в 
нению

А К — x2V =  — 4лр (М).

5. П ервы е производные объемного потенциала п р ед ста в 
л яю тся  равномерно сходящ имися и н тегралам и  в предполож е
нии равномерной ограниченности р. П оэтому первые производ
ные являю тся  непрерывными функциями во всем пространстве, 
вклю ч ая  точки поверхности 2 .

О бъемные потенциалы позволяют представи ть  решение к р а е 
вой зад а ч и  д л я  неоднородного уравнения Ди — х 2«  =  — f в ви 
д е  с ум м ы

u{M) =  V (М) Ч- и, (М),

где V  (М) — объемный потенциал с плотностью р =  // 4 я ,  
Ui(M ) — решение краевой задачи  д л я  однородного ур авн ен и я  
Д «1 — x 2« i  =  0.

П ерейдем к обзору свойств потенциалов простого и д во й 
ного слоя. Н азовем  п о т е н ц и а л о м  д в о й н о г о  с л о я



интеграл

W  (М) =  J  и (Р ) - ± -  dap  (/? =  RMP), (Н

где |х(Я) — поверхностная плотность потенциала W.
Перечислим основные свойства потенциала двойного слоя 

отсы лая  за  их д о казател ьством  к гл аве  IV §  5.
1. Вне поверхности 2  потенциал двойного слоя всю д у  удов 

летворяет  однородному уравнению A W — %2W  =  0 .
2. Потенциал двойного слоя сходится в точках  границы 

если 2  принадлеж ит к к л ассу  поверхностей Л яп ун о ва .
3. Ф ункция W  разры вн а  в точках  поверхности 2  и имею' 

место соотношения
Г в (М0) =  Г ( М 0) +  2щ 1(М0),
W A M 0) =  W (M 0) - 2 n i i ( M 0).

Здесь WB(Ma) — предельное значение функции W (M )  npi 
стремлении М  к  М 0 изнутри области Т, №п(Мо) — предельно< 
значение W (М) при стремлении М к  М 0 снаруж и  Т. П о т е н  
ц и а л  п р о с т о г о  с л о я ,  определяемый поверхностным ин 
тегралом

F ( M ) = J  P ( P ) ± ^ - d a p (R =  RMP), (15!
s

о б л ад ает  следую щ ими свойствами:
1. Вне поверхности 2  потенциал простого слоя всю ду  удов 

летворяет  однородному уравнению AV — x2V —  0.
2. Интеграл равномерно сходится на 2  и определяет фуню 

цию V (M ),  непрерывную во всем пространстве.
3. Н орм альны е производные потенциала простого слоя дл* 

поверхностей к л а с с а  Л яп ун о ва  удовлетворяю т соотношениям 
(ср. (48 ) ,  §  5 гл а в ы  IV)

( ~ ^ ) в = и Г1 +  2л,,<М„),

{Ш=и° - 2я<,<МА
гд е

— предельные значения д л я  нормальной производной изнутри
и, соответственно, извне 2  в точке М0 на поверхности 2  (v — 
внеш няя норм аль)

и « W o ) И г ] d ar  (R =
s



Поверхностные потенциалы позволяют д л я  весьм а широкого 
к л а с с а  поверхностей (например, поверхностей к л ас с а  Л яп ун о 
ва )  сводить кр а евы е  задачи к интегральным уравнениям .

Рассмотрим  первую внутреннюю кр аевую  з а д а ч у  д л я  у р а в 
нения Д и — х 2и —  0 при граничном значении u\-z =  f. Предпо
л ож и м , что искомую функцию можно представить в виде по
тенциала двойного слоя

который, к а к  было отмечено выше, удовлетворяет  внутри Т од
нородному уравнению Ди — х2и =  0. Т ребуя  выполнения г р а 
ничного условия u|s =  f, приходим к следую щ ему и нтеграль
ному уравнению д л я  определения функции р:

которое явл яется  линейным интегральным уравнением Ф ред- 
го льм а  второго рода. На вопросах сущ ествования и единст
венности решения этого интегрального уравнения мы здесь  не 
о стан авливаем ся .

Д л я  уравнения Ди — х2и =  0, т а к  ж е  к а к  и д л я  уравн ен ия  
Л а п л а с а ,  применим метод конечных разностей.

§ 3. Задачи для неограниченной области.
Принцип излучения

1. Уравнение Дv + cv = —f в неограниченном пространстве.
Рассмотрим  решение неоднородного уравнения

в неограниченном пространстве. Д л я  простоты изложения б у 
дем  считать, что f отлична от нуля  внутри некоторой о гр ани 
ченной области (ло кальная  ф ункция) . Х ар актер  решения этого  
уравн ен и я  существенно зависит от з н а к а  коэффициента с.

Остановимся сперва на случае с =  —  х 2 <  0. Решение у р а в .  
нения Ду —  х 2у  =  — / можно представить в форме объем ны х 
потенциалов

Таким образом, решение уравнения (1) без дополнительных у с 
ловий в  бесконечности определено неоднозначно. Б удем  и с к а т ь  
по аналогии с внешней задачей  д л я  уравнения Л а п л а с а ,

u ( M ) = W ( M ) =  J ^ ( P ) ^ - [ - L ^ i ] d a pf (И )

2лр  (М) +  J ц (Р) d a P  =  f  (М )>
2 Р

A v +  cv —  — f (1)

и
г т



решение уравнения ( 1) ,  обращающееся в нуль на бесконеч
ности. Э тому условию удовлетворяет  функция Vi (М) и не удов
летво р яет  функция и2(М ).

Д о к а ж е м  следую щ ую  теорему единственности: 
уравнение

Да — %~v =  — f

не может иметь более одного решения , обращаю щегося в нуль  
н а бесконечности  *).

Допустим, что сущ ествую т два  различных решения постав
ленной ^задачи v {M )  и v{M )  и рассмотрим их разность w =  
=  v — v. По предположению, найдется т а к а я  точка М0, что 
т ( М 0) — А ф  0. Д л я  определенности будем  считать А >  0. 
В  силу того, что о > (М )—*■() в бесконечности, можно у к а з а т ь  
тако е  Ro, что при г >  R0 функция w <  А/2. Отсюда следует, 
что точка М й л еж и т  внутри Т^„— сферы ради уса  R o— и что 
функция w (M )  достигает  своего максимального  значения внут
ри ТЛо. Таким образом , мы приходим к противоречию с прин
ципом м акси мального  значения, имеющим место д л я  нашего 
уравн ен и я  (см. § 1, п. 4 ) .  Теорема единственности д о ка зан а .  

Р ассмотрим  теперь случай с =  k2 >  0.
Функции

/• Л IkR
m - m  J  ” « m =  \  t ( f ) 4 s  ( л = а д

T T

по-прежнему явл яю тся  решениями уравнения (1 ) .  Однако в 
этом случае обе функции убы ваю т на бесконечности. Отсюда 
в ы тека ет  необходимость введения дополнительных условий на 
бесконечности, однозначно определяющих решение уравнения
(1) .  Эти условия б уд ут  разобраны в пп. 2, 3 и 4 настоящ его  п а
раграф а.

2. Принцип предельного поглощения. З а д а ч а  о вы нуж денны х  
колебан и ях  с за ту х ан и ем  приводит к уравнению

Д u =  ± - u tt +  t u t - F { M , t )  ( Р > 0 ) .  (2)

Б удем  считать, что функция F (M ,t)  я вл я ет с я  периодической 
по времени, т. е. F ( M , t )  =  } (М )е ш . В этом случае  уравнение
(2 ) имеет периодические решения вида

u ( M , t )  =  v(M )e t*t. (3)

')  Под термином «функция, обращающаяся в нуль на бесконечности» мы 
понимаем следующее: каково бы ни было е, найдется такое г ( е ) ,  что для лю
бой точки М(г, д , ф), для которой г >  г (е ) , |и(М)| < 8 ,  т. е. мы предпола
гаем  равномерное стремление к нулю при г-*- оо.



Ф ункция v(M.), очевидно, удовлетворяет  уравнению
Аи +  q2v —  — f  (М), (4)

где q2 — k2 — ф м является  комплексной величиной, k =  а/а.
Будем  н азы ва ть  уравнение (4) с комплексным значением 

коэффициента q2 у р а в н е н и е м  с к о м п л е к с н ы м  п о г л о 
щ е н и е м  1-го (\mq2 <  0 ) и л и  2-го т и п а  ( 1ш<72 > 0 ), 
в зависимости от знака  мнимой части q2, что соответствует  вре
менной зависимости eiwt ( 1-го типа) e~iwt (2-го ти п а ) .

Ф ун дам ен тальн ы е решения этого уравнения, з ави сящ и е толь
ко от г, имеют вид

где
Vo(r) =  —j — и v 0 (r) =  -

=  ±  V ( т Г  ~  г’р ( 0  =

- ± { / =  ,  (5)

Знаки корней выберем так , чтобы q i >  0. Следовательно ,
fi- l q ar =  iqar

Vo (r) =  — —  e - " ‘r , v 0 (r) =  ——  e^r.

Условию ограниченности на _бесконечности удо влетво р яет  толь
ко функция vo(г); функция v 0(r) неограниченно возр астает  при 
г -> оо и потому не имеет прямого физического смысла.

Объемный .потенциал
f P-iq  otf

m )  =  \ H P ) ^ s r e - » d - Cp ( R - R MP) (6)

представляет  единственное решение уравнения (4 ) ,  об р ащ аю 
щееся в нуль па бесконечности. Предел v ( M ) при р —> О равен

/• _ikR
v (М) =  Hm V (М) =  J f  (Р ) dxp (R  =  RMp), 

г
т а к  к а к  при р —* 0  имеем: q o - * k  и qi —► 0. При выбранной нами 
временной зависимости еш  величина qa >  0 , т а к  к а к  зн а к  qo 
связан  со знаком  qy соотношением 2q0qi =  Рсо.

Если зависимость от времени в з я т а  в виде е~ш  ( l m g 2 > 0 ) ,  
то положительному значению qi будет  соответствовать  qo <  О 
и предел q0 при р —*• 0 равен —k.

Таким образом , дополнительным условием , позволяющ им 
выделить решение волнового уравнения



соответствую щ ее расходящ и м ся  волнам, я вл яетс я  требование 
чтобы функция v(M )  я в л я л а с ь  пределом ограниченного реше 
ния волнового уравнения с комплексным поглощением первогс 
рода при стремлении к нулю коэффициента поглощ ен и я1).

3. Принцип предельной амплитуды . С волновым уравнение?»

Ли +  k2v — — / (7

чащ е всего  приходится встречаться при изучении установив 
шихся колебаний, во зб у ж д аем ы х  периодическими силами (см 
§  1, п. 1).

Р ассм отрим  уравнение колебаний с периодической правой 
частью

A u — A f U it =  — F (F =  fe ia>t). (8;

Д л я  определенности решения к уравнению сл едует  д о б а в и в  
некоторые начальные условия , например, нулевые:

и (М, 0) =  0,
щ (М , 0) =  0. J (9'

Ф ун кц и я  u (M ,t )  в начальной стадии процесса не будет строгс 
периодической. О днако с течением времени в системе будут  ус 
т а н а в л и в а т ь с я  периодические колебания с частотой вы нуж даю 
щей силы, т. е. решение u ( M ,i )  примет вид

и(М , t) =  v (M )e 1̂ ,  ( 10]

v (M )  п р едставляет  предельную ам плитуду  колебаний, т. е, 
v  (/И) =  l im  ие~ш , и удовлетворяю т уравнению

t->  оо

Ли +  k2v =  — f

Требование, чтобы v (M )  было предельной амплитудой колеба
ний с нулевыми начальными данными, и представляет  то допол
нительное условие, которое надо присоединить к  волновом} 
уравнению  д л я  вы деления единственного решения.

Т аки м  образом, приходим к следующей задаче : 
найти решение волнового уравнения Ли +  k2v — —/, яв

ляю щ ееся предельной амплитудой д ля  решения уравнения ко
лебаний

Ли — - ^ u tt =  - f  (М) еш  (8 *]

с  начальны ми условиями
и (М ,  0) =  0 , 1

, 0) =  0. J ^щ  (М

*) См. А. Г. С в е ш н и к о в ,  Принцип излучения, ДАН 73, 5 (1950),



П редстави м  предельную ам п л и туду  в явной форме. Д л я  этого 
найдем решение уравнения колебаний (8*) с нулевы м и  нач ал ь
ными данными, пользуясь формулой

Ч'Чг)
и(М ,  0  =  4̂  J ^  dxp { R ~ R mp)’

тм
at

полученной в гл аве  V (§ 2, ( 5 ) ) .  Здесь  Tat — шар р ади уса  at  
с центром в точке М.

П усть  f ( P )  — локальн ая  функция, отличная от нуля  только  
внутри некоторой ограниченной области Т0. Тогда д л я  предель
ной ам плитуды  v (М) получим вы раж ение

I Г p~lkR ,
v { M ) =  l im  и{М, t)e~iat=  l i m —  — ^— f ( P ) d x p =

<-» oo t-> oo qn J К
1 at

( * = * * !■ ) ■  ( 1 I>
т,

Т аки м  образом , предельная ам п л и туда  п р едставл яется  объем 
ным потенциалом, определяемым главным решением e~ikR/Ry 
которое соответствует расходящ и мся волнам е{̂ ~ каУ R.

Принцип предельной ам плитуды  приводит м атем ати чески  к 
тому ж е  р езультату ,  что и принцип предельного поглощения. 
Это и естественно, т ак  к а к  оба эти принципа вы деляю т реше
ние, соответствующ ее расходящ и мся волнам.

4. Условия излучения. В предшествующих п ун ктах  были р а с 
смотрены общие физические основания, позволяющие найти ре
шение волнового уравнения, соответствую щ ее расходящ и мся  
волнам. Однако такой путь требовал  обращ ения к  решениям 
вспомогательных задач . Установим теперь аналитическое усло
вие, характеризую щ ее расходящ ую ся волну и вы раж ен ное  не
посредственно в терминах изучаемого  решения волнового у р а в 
нения.

Плоские волны, распространяю щ иеся вдоль оси х, имеют вид 

u =  f [ t — — п р ям ая  волна (и д ущ ая  в положительном  н а 

правлении оси х)\ 

и =  /[t +  ~ )  — обратная волна (и дущ ая  в отрицательном  н а 
правлении оси х).

П р я м а я  волна х ар актер и зуется  соотношением 
дй , 1 дй п



о б р атн ая  волна — соотношением 4)

ди  ' 
дх a o i

Д л я  установивш егося  р еж и м а

и =  v (х) еш

эти соотношения принимают вид

ik v  =  0дх ' д л я  прямой волны, 

д л я  обратной волны.
S (12)

П ерейдем теперь к  случаю  сферических волн. Если сфери
ч еская  волна в о зб у ж д ается  источниками, расположенными в  
ограниченной части пространства, то на больших р асстоян и ях  
от источников сферическая волна подобна плоской волне, ам п 
л и туд а  которой уб ы вает  к а к  1/г. Отсюда естественно считать, 
что р ас х о д я щ а яся  сф ерическая волна д о л ж н а  уд о вл етво р ять  
соотнош ению 2)

Д л я  ам п ли туды  установивш ихся колебаний эти услови я  прини
м аю т вид

Соотношения (15) и (16) мы получили, предп олагая ,  что на 
больших расстояниях  в с я к а я  расхо дящ аяся  волна подобна 
плоской волне, ам п л и туд а  которой уб ы вает  к а к  1/г. У бедимся 
в правильности этого утвер ж ден и я .

')  Написанные соотношения представляют уравнения с частными произ
водными 1-го порядка, решения которых имеют вид прямой и обратной волны.

2) В дальнейшем мы пользуемся двумя обозначениями: 0 (g )  — величина, 
убывающая как g при |->0, о ( |) — величина более высокого порядка мало
сти, чем | при |->-0.

(13)

аналогично д л я  сходящ ейся сферической волны

(14)

д л я  р асхо дящ и хся  сферических волн , (15)

д л я  сходящ и хся  сферических волн. (16)



1. В сл уч ае  точечного источника, н ахо дящ его ся  в н ач ал е  
координ ат , это утвер ж д ен и е  совершенно очевидно, поскольку  
с а м а  волна имеет вид

Л (4>t—kr)
и (г, 0 =----= щ(г) еш ,

т а к  что

4 г  +  г'ь о= 0 ( т ) -
2. П усть сф ерическая волна 

в о з б у ж д а е т с я  точечным источ
ником, находящ имся в некоторой точке М й. А м п ли туда  сфери
ческой волны равн а

- т
V o W  =

где R  — расстояние м е ж д у  точками М  и М0, равн ое (рис. 82) 

R =  У  г2 +  pg — 2rp0 cos 0 .

Вычислим производную
dR г — Ро cos ■& . , п  ( 1 \
d r  R  ~  +  I Г  J  •

В силу  пункта  1

tojL +  lk v 0 = o ( ± ) .

П роверим  справедливость формулы (15):

S ' ( oo) =  - ^  +  ^® o =  o ( t ) -  <15'>
В сам о м  деле ,

до0 _  д v0dR _  до0 ( л , п  { 1 \\ _  dv0 J \ _ \

т а к  к а к

З М ^ М т ) -
Отсюда и из пункта 1 сл едует :

& ( v 0) =  Щ*- +  ik v 0 +  o(-J-) =  о ,

что и требовалось доказать .
3. П о каж ем ,  что объемный потенциал

» ( « ) - / / « Л ,  (К -  Rm )  (16-)
Т

Рис. 82.



уд о вл етво р яет  условию (15). Очевидно, что

г  <„) =  J  / (Р) X  ( - £ £ )  А ,  -  J !  (Р) о ( 1 )  а ,  =  о ( I ) .
т т

Ф о р м ула  (11) представляет  ам п ли туду  р асходящ ейся волны 
во зб уж д аем о й  источниками, произвольно распределенным! 
внутри ограниченной части пространства Т. Мы видели, чт( 
функция v (M )  удовлетворяет  волновому уравнению

Лу +  k2v =  — f  Ш)

и стремится к  нулю к а к  1 /г на бесконечности; кроме того, каь 
было показано , д л я  нее на бесконечности вы полняется соотно
шение

^  + 1кг)!==0{т)-
явл яю щ еес я  необходимым дополнительным условием.

П о каж ем ,  что
сущ ествует единственное решение волнового уравнения  

Л v + k2v =  - f ( M ) ,

■где f(M )  — л ок ал ьн ая  функция, удовлетворяющее на бесконеч
ности услови ям

- 0 ( 1 )  У>
и | (а)

■|L +  fA0 = o ( l ) .  ]

Д о п у с к а я  сущ ествование д в у х  различных решений V\ и и2> по
л у ч а е м ,  что их разность

w —  v | — г>2

удо вл етво р яет  однородному уравнению и условию ( а ) .  Пусть
— сфера р ад и ус а  R, который мы в дальнейш ем устремим в 

бесконечность. П ользуясь  основной формулой Грина д л я  функ-
e~lkR-ций w (M )  и =  будем  иметь в точке М о, л еж ащ ей

внутри  Б,

ш ( Ц ) =  |  ( Vo^ . - w ^ d a .

’ ) И. Н. В екуа показано, что первое из приведенных здесь двух  условий 
является следствием второго; см. И. Н. В е к у а ,  Труды Тб. М атем. ин-та 
12 (1943).



У словие (а) д л я  у0 (г) и w (M) д а ет :

Оо4г ~ w ТГ = v° [_  ikw + 0 (т)] — w[~ ikvo + ° (т)]

о ткуд а  и следует , в силу произвольности точки М 0, единствен
ность решения нашей задачи.

часто н азы ваю т у с л о в и я м и  и з л у ч е н и я  или усло ви ям и  
Зоммерф ельда.

С лед ует  отметить, что д л я  неограниченных областей , не 
совпадаю щ их со всем пространством, условия на бесконечности 
могут иметь форму, отличную от условий З о м м ерф ельда .

Т аки м  образом, соотношения ( а )  представляю т ан алити че
скую форму условий излучения д л я  неограниченного простран
ства и не основаны на физическом принципе, который позволил 
бы сф ормулировать эти условия д л я  областей более сложной 
формы.

Условия излучения, получаю щ иеся при введении в волновое 
уравнение бесконечно малого комплексного поглощ ения, впер
вые были использованы В. С. И гнатовским  4) . Принцип в в е д е 
ния бесконечно малого комплексного поглощения л егко  при
меним д л я  неограниченных областей  различной формы и д л я  
более слож н ы х задач .

Д л я  зад а ч  на плоскости, с вя зан н ы х  с уравнением

П оэтому

Условия

(а)

A2t> - f  k2v —  О, 

условия излучения на бесконечности принимают вид

*) В. С. И г н а т о в с к и й, Ann. d. Phys. 18 (1905).



Простейшими реш ениями этого уравнения явл яю тся  функци 
Х ан ке л я  нулевого п о р ядка  (kr) и #о2) (kr) (см. Дополнен* 
И, ч. I, § 3).

Из асимптотических формул

+ 0  ( | ) 1

и рекуррентны х соотношений

видно, что условию излучения удовлетворяет  лишь функци 
Н ?  (kr) .

Т аки м  образом , функция Яо2) (kr) удовлетворяет  уравнени) 
(1 7 ) ,  усло ви ям  излучения (18) и имеет логариф мическую осс 
бенность при г =  0. П оэтому функция НТ (kr),  к а к  у ж е  отм< 
чалось в § 2 ,  играет  роль функции точечного источника для  b o j  
нового уравн ени я  (7) в сл уч ае  двух  независимых переменны; 
Реш ение неоднородного уравнения

А2у  +  k2v =  — / 
в ы р а ж а е т с я  формулой ,

о (М) =  - i -  J  J H f  (kRMp) f (Р) d e p,
*s

гд е  S  — область , в которой функция f отлична от нуля.

§  4. З а д ач и  м атем ати ческой  теории дифракции

1. П остановка  задачи . Распространение волновых процессо 
(электром агн и тн ы х , упругих , акустических и т. д . )  сопрово» 
д а е т с я  целым  рядом  типичных явлений (диф ракция, преломле 
ние, о тр аж ен и е  и т. д . ) .  Реш ение задач , связан ны х  с этими я !  
лениям и , проводится непосредственно или имеет много общег 
с реш ением волнового ур авн ен и я  в неоднородной среде

£ )  +  £ ( ( - $ )  +  - £ ( » > £ ) + —  f  о » ® » .  <

гд е  р и р — п ар ам етр ы  среды .
Н аибольш ий интерес с точки зрения физических приложени 

п р ед с т а в л я е т  случай кусочно-постоянных парам етров  р и ( 
С о о тветствую щ ая  м а т ем а т и ч ес к а я  з ад а ч а  состоит в следующеь



В неограниченном пространстве имеется р яд  ограниченных об
ластей  Ti с постоянными п ар ам етр ам и  pi и рг-; часть  простран
ства Т0, внешняя по отношению к областям  Гг-, т а к ж е  однород
на (р 0 =  const, ро =  const ) .  Волновое уравнение внутри к а ж 
дой области Ti принимает обычный вид

Av. +  k2iv. =  — f i в  Г , (г =  0, 1, . . . ,  п), (2)

где Ui — значение искомой функции и внутри Гг-,

«.г Рг®2 * f
■ и = т ;

в области Т^ Н а поверхностях 2*, ограничивающих области Г,-1) 
дифференциальные уравнения зам ен яю тся  усл о ви ям и  сопря
ж ен и я

v { =  v0 на 2 г, )

=  на ( / =  1, 2 , /г). [  ^

Н а бесконечности функция v 0, я вл яю щ а я с я  решением волнового 
уравнения Аи - 
виям  излучения
уравнения Аи +  k\v =  — / 0 в То, д о л ж н а  уд о вл етво р ять  усло-

t>0 (M) =  o ( f ) ,

dv° - f  ik v 0= o  ( y j .
d r

(4)

Н и ж е будет  показана достаточность условий сопряж ения и 
условий излучения д л я  однозначного определения функции v во 
всем пространстве. П оставленная выше з а д а ч а  я в л я е т с я  про
стейшей задачей  м а т е м а т и ч е с к о й  т е о р и и  д и ф р а к ц и и .

2. Единственность решения задачи дифракции. Д окаж ем , что задача мате
матической теории дифракции, сформулированная в п. 1, имгет единственное 
решение. Д ля упрощения записи будем предполагать, что однородность среды 
нарушается только одним телом Т,, ограниченным замкнутой поверхностью 
2 ь  вне которой расположена область Т0. При этом мы не делаем предполо
жения об односвязности области Т\.

Докажем  следующую теорему:
может существовать только одна функция, удовлетворяющая:
а) уравнениям

S ’o (»о) =  д »о +  *о»о =  — /о „  .

& 1 (vl) =  tw l +  k21v l =  - f l в Г ,

■) При этом мы рассматриваем для простоты тот случай, когда неодно
родности Т( имеют общую границу только с окружающей средой.



б) условиям сопряжения на поверхности S i

о 1 =  о0

„  I e l — п ди° • I (s
Pl дм ~ р0 dv ’

(4

в) условиям излучения на бесконечности

. - 0 ( 1 ),

- ^ - + ^ 0==о(1 ).

Д опуская существование д вух  различных решений 

0 = { 6 l .  Vo) и W =  {tT,, l>0}, 

получаем, что их разность
W =  {W\,

где _  _
101 =  6! —"tii, w0 =  v0 —Но 

удовлетворяет однородным уравнениям и прежним дополнительным условия* 

2 ’р(шо) =  0 в Го, 2 ’,( w i) =  0 b  Т,, (2*

i dw ,  d wn  „  , ..W, =  И)°, Pi - qJ -  =  P o - ^ -  на 2 „  (3*

=  0 ( т ' ) ’ ■ ^ £"*‘ ' йа'о =  0 ( т )  при r_> °°- (4*w0

Д ля функций wQ, , комплексно-сопряженных к  функциям wQ и w it очевидно 
будут удовлетворяться однородные уравнения (2*), условия (3*) и условие 
излучения

Щ = 0 (7 ) > ~BF~ ikwo = 0 ("Т") * (4**
П усть — сфера достаточно большого радиуса R, охватываю щ ая облает) 
Tv  и ТR — область, ограниченная поверхностями 2 j и

Применяя формулу Грина к функциям wlt wx в области и К-дао, w 
в области TR, получаем:

Г/  / * \ Г (  * &w i \J (®i5 ’i ( » i ) - I,,i2 ’i ( ® i ) ) * =  J -d^ --wl-d^)da = 0’
Г, 2,

[wq&o ( wq)  — w ’0S 0 (ш0)] d x  =

Я дш1 ,  dw0\ f (  dw'0 „ <Эда0 \

+ J Г0 H v ^  ~  W° ~ d \ l

J
T*



где V. — нормаль внешняя к области TR, Vj — нормаль, внешняя к области
д д Очевидно, -=—  ---------з—  на Zj.UVo vVj

Умножая первое равенство на ри второе на р0, склады вая их и поль
зуясь условиями сопряжения (3*), находим:

Г( dwl . 3®<Л.J \“'o r̂_ “’°"drJrfa = 0-
Выражая из условий излучения производные 

приходим к следующему равенству:

2ik j" wgwoda + J [и>0о (-£-) “  “'о0 (-jf)] da — 0.

Второй интеграл при R -> оо стремится к нулю, поэтому

j" w 0w'Q d a  =  J" | Rw0 |2 d i l  - »  0, R -> oo (dQ =  sin 0 dQ dip).  (5)

В Дополнении II, ч. II, §<4 показано, что функция

V m (г, 0, <р) =  t % Y m (0 , Ф), 
где ___ 

О р > - / £ я ” +±<'’>

и Ym (Qt ф) — сферическая функция m -го порядка, удовлетворяет волновому 
уравнению

?o(Vm) =  bVm +  k2oVm =  0
и условию излучения

Применим формулу Грина в области TR к  функциям wQ и Vm

0 =  |  l » 0a ? ( V m) - V m& ( w 0) ] d T ~

TR

Второе слагаемое I R в силу условий излучения стремится к  нулю при R->oo 
(см. теорему § 3, п. 4). Так как первый интеграл 1 Х не зависит от R,  то

17  A s Н, Тихонов, А. А. Самарский



отсюда следует, что 1̂  =  0 и, следовательно, 1R =  О при любом R, т. е.

dr
х

Если обозначить

• J w0Ym (0, ф) dQ — • Г (6, <р)<Я2 =  0.
Г = = Л  V _  r*=R

J w0Ym (0, ф) dQ =  а т  (k„Rj,

то можно написать:

(*оX) о* (М ) -  <4 ( у )  С® (*0Щ = 0.
откуда находим

am?m (**Д),
где  a m — постоянный множитель.

Условие полноты сферических функций
00

J  |#v0|*rfQ~. ^ R 2a 2m (k0R) (6)
2^ m—О

и формула (5) дают:
/?am (k0R) ->• 0 при R -> оо.

Однако согласно асимптотической формуле

произведение rtf® (&ог) остается по модулю больше некоторого положитель
ного числа при больших значениях г; следовательно, а т  =  0, т. е. a m(koR) =  
зз  0; отсюда в силу уравнения замкнутости (6) вытекает, что ш0 =  0 на сфере 
2 Г|). Таким образом, если сфера 2 Го некоторого радиуса г0 охватывает область 
Т1, то вне этой сферы функция w а  0. Отсюда в силу аналитичности1) реше
ния уравнения S ’ =  0 заключаем, что функция ш0 =  О всюду в области Т0. 
Д алее, из условий сопряжения следует, что на поверхности 2 !

а,1= °  и - ^ -  =  °-

Основная формула Грина, примененная в области Т\ к функции по
казы вает, что

(1J1 1 Г Г e~ikiR d w i(P )  , пч д ( e ~ ik'R \\J
=  J [ - R ----- (8)

2,
где R =  RMp, в  любой точке М области Т\.

Итак мы убедились, что w(M) в  0 во всем пространстве; это и доказы
вает теорему единственности.

')  Аналитичность функции w в области Т\ следует из формулы (7) § 2 
для комплексного значения х  =  ik и для поверхности 2 , целиком лежащей 
внутри 7V



3. Дифракция на сфере. 1. Практически важным классом решений уравне
ния колебаний

являю тся плоские волны. Плоской волной, распространяющейся в каком-ни
будь заданном направлении, называется решение, зависящ ее от времени и от 
одной пространственной координаты, отсчитываемой в направлении распро
странения. Например, плоская волна, распространяющаяся вдоль оси х, удо
влетворяет уравнению с двумя независимыми переменными

ux x - - ^ utt =  °
и имеет вид

В случае установившегося режима, когда зависимость от времени определяется 
множителем еш , плоская волна имеет вид

и(х, 1) =  Аец °“ - кх\ (9)

где к =  оi/a — волновое число, | А | — амплитуда.
Плоская волна, распространяющаяся в направлении I, где l ( lx,ly,U ) — 

единичный вектор, может быть записана следующим образом:

и (*, у, г, t) =  Ае‘ ^ ~ к(х1х+У1у+г1г)] =  Ае (10)

Функции
v (х) =  Ae~ikx, v (* , у, г) =  Ae~iktr, (И )

являющиеся решениями волнового уравнения
Ди +  62с; =  0, (12)

обычно такж е называются п л о с к и м и  в о л н а м и .
В математической теории дифракции обычно изучаются возмущения поля 

в однородной среде, создаваемые наличием включений 7\, нарушающих одно
родность среды. Пусть v (М) — поле в однородной среде, создаваемое задан 
ными источниками, которые мы считаем расположенными вне области 7\ 
( i =  1, . . . .  n ) ; в частности, это могут быть достаточно удаленные источники, 
вызывающие появление плоских волн,

v (х, у, г) =  Ае~Шг. (13)

Действительное поле Vo, имеющее место в области То при наличии неоднород
ностей, можно представить в виде суммы

«о (М) =  w0 (M) +  Оо ( М),

г д е й о ( М ) — «падающая волна», w0(M) — дифрагированная или отраженная 
волна, представляющая возмущение внешнего поля v  неоднородностями Т (.

Будем искать в области То дифрагированное поле w0(M), а внутри 7\ — 
«преломленное поле» Установим условия, определяющие искомые функции
а>о и v i  (i  — 1, 2..........п)  :

а) функции Wo и Vi удовлетворяют уравнениям

Aw0 +  kuw0 — 0 в Т0, (14)



б) на границах раздела 2 t областей Т{ и Го выполняются следующие ус
ловия сопряжения:

ot =  w 0 +  й0 на 2/> ( 15̂

где Vo — заданная функция,

да, dwn
P t - W - ' o - W + b  на (16>

где f l =  pQ — заданная функция;

в) отраженная волна w0(M) на бесконечности ведет себя, к ак  расходя
щаяся сферическая волна, т. е. удовлетворяет условию излучения

а»о (М) =  О (“ ) t

П Г  +  1кгв<> =  0 [ т ) '

2. Рассмотрим более подробно дифракцию плоской волны на сфере') .  
Пусть в направлении оси г  из бесконечности падает плоская волна

y0r=Ae~ikz (17)

на шар радиуса R с центром в начале координат. Ищем отраженное и пре

ломленное поля в виде разложения по сферическим функциям; v0 n f  =  po—g ~ t
входящие в правые части условий сопряжения, разложим по сферическим 
функциям.

Положим z =  г cos 0 ; тогда можно воспользоваться следующим разло
жением плоской волны по сферическим функциям:

e- ik r COS0=  (2/n +  1) ( — i)m tym (kr) Pm (cos 0), (18)
m«=0

где ___

(kr) =  } / " - £ ;  /„+./, (kr),

a I m+\/z(kr) — функция Бесселя первого рода (т + Ч г)-г о  порядка, 
Pm (cos 0) — полином Лежандра m-го порядка. В самом деле, слева стоит 
решение волнового уравнения, зависящее только от г. Всякое решение волно
вого уравнения может быть представлено как сумма произведений сферических 
функций на ■tym(kr). Поскольку в нашем случае левая часть (18) обладает зо
нальной симметрией, то

e- ik r  cose =  2  Cm* m (kr)P m(«*b ), (19)
m=О

! ) Аналогичные методы часто используются в квантовой механике в зада
чах о рассеянии частиц.



гд е  Cm — неопределенные пока коэффициенты. Пользуясь ортогональностью 
полиномов Л ежандра и их нормой (см. Дополнение II, ч. II), получаем:

1

M m (  p) =  -2OT-2+ 1  J V ' pSP,n(g)rfS (20)
-1

(р =  kr, I  =  COS 0).

Н айдем  первый член асимптотического представления для интеграла, стоя
щего в  правой части; сравнение его с первым членом асимптотического раз
ложения функции 'ф т(р) позволит нам определить коэффициент С„,. Проинте
грируем т  раз по частям, интегрируя каждый раз e~ip̂  и дифференцируя 
<Рт (| ) . В результате получим разложение интеграла по степеням 1/р. 
С охра няя только первый член разложения, будем иметь:

+1
1J

—1
1рЪРт  (6) d\ at [e~lplPm (6)]Ц -

U~lpPm (1) -  elpPm ( - 1 ) )  =  (e~ip -  ( - 1 Г  eip) =— ip — «р

— I р

е
— гр р

С  дру-гой стороны, как известно (см. Дополнение II, ч. I, § 1),

♦»<р>«— р ■
С р авн и вая  эти выражения, находим из (20):

Ст = ( 2 т  +  1 ) ( - / Г ,  (21)

что и доказы вает формулу (18). 
И1з (17) следует:

U *  -  ат Р т  (cos 0);
т=0

ат  =  А (2т, +  1) ( — l)m \|эт  (k0R); j

dv0 I
Po д .  ЬщРm (cos 0);

r=R m=0
bm =  AkoPo (2m +  1) (— l)m (koR).

(23)

О траженное и преломленное поля являю тся решениями волнового ур ав 
н е н и я  и, так ж е  как  и падающее поле, обладают зональной симметрией.



Поэтому функции i>i и w0 мы ищем в виде
ОО

v , =  а т$т  ( V )  Pm  (cos 0), (24)’
m=0

ОО

Шо =  2  PmErn ( V )  Pm (cos 0), (25).
nv=0

(26)

Перейдем теперь к  определению коэффициентов разложения а т  и рт * 
П ользуясь условием сопряжения и сравнивая коэффициенты при Рт (cos 0)г 
получаем:

Q-mtym (kiR) — PmSm (^о^) — ат  — Л (2т  + 1 )  ( — i)m (k oR)> 

P\klam$'m (M ) ~  (V?) = bm = AkoPo (2m + 1) (—/)"* Vm (k0R),

3. Рассмотрим в качестве примера задачу о рассеянии звука твердым сфе
рическим препятствием. Пусть на абсолютно твердую и неподвижную сферу 
радиуса R с центром в начале координат падает плоская звуковая волна, рас
пространяющаяся в направлении оси г. Звуковое давление р (* , y ,z ,t) , как. 
было установлено в главе II, § 1, удовлетворяет уравнению колебаний

где а — скорость звука, у — показатель адиабаты, ро и ро — давление и плот' 
ность среды в невозмущенном состоянии.

Давление в падающей плоской волне дается функцией

получаем для р (х ,у ,г )  волновое уравнение
Д р +  кгр =  0.

На поверхности сферы S R в силу ее абсолютной твердости долж на равняться: 
нулю нормальная составляющ ая скорости и. Проекция скорости н а  направле
ние нормали п связана с давлением следующим уравнением:

откуда

а т  =  Л (2/м +  1 )(— i)m P0k0 К  (V?) С  (*0«) -  £т (*0*) Фт (V?)]/ / ' * (2/г
Р М т  (к\Щ Ет (V?) ~ Р М т  (klR) Ет (М )

Р М т  (М ) н>т (М) -  РокоЪт (V?) ( îtf) 
РоЭД>т ( М )  Ет  (*0Я) -  P l ^ m  ( M )  Em (**(>*)

P 0
Po ’

где A — постоянная.
Рассматривая установившийся процесс

р (х, у , z ,t )  — p (х, у, г) е~ш ,

дип _ 1 др
dt р дп ’



жоторое в стационарном случае дает
1 др

/сор дп '

Отсюда получаем граничное условие

Тг\ =°- дп
П олагая  p = p 0 +  w,  где w ( x , y , z ) — давление рассеянной волны, получаем 
д л я  определения w следующие условия:

а) функция w ( x , y , z ) удовлетворяет волновому уравнению
Д w  +  k 2w  =  0;

б) на поверхности сферы S a выполняется граничное условие
dw I др0
дп дп Я в

в) рассеянная волна w ведет себя на бесконечности, как  расходящ аяся 
сф ерическая волна, т. е. удовлетворяет условию излучения при г -> оо,

w (М) =  О ( - 1 ) ,  

^  +  ikw =  o (  1).
Н етрудно видеть, что эта задача явл яется  частным случаем  рассмотрен

ной выше задачи дифракции и соответствует значению параметра р i =  0. 
П олагая в формулах (25) и (28) р, =  0, получаем:

рт  =  — А (2 т  +  1) ( -  i)m У  М - (29)
£т  (V ? )

И

tt) =  -  А V  (2 т  +  1) ( -  I Г  ? т  (kor) р т  (COs 0). (30)
"  £ т ( М )т=О

Если длина волны велика по сравнению с размерами шара, т. е. k0R^iU 
т о  в формуле (29) можно воспользоваться разложениями функций (kR) 
•и t,m(kR) в ряды, которые следуют из разложений функций J m+4t (kR) и
■Н*т+% (bR) по степеням малого аргумента kR  (см . Дополнение II, ч. I, §§ 1 и 3):

W,

-  V  2 k R \  Г (3/2) Г (5/2) / ’  ’  — V  2k R  Г (5/а) ’

_  / _  (—V
“  1 V 2kR Г Ш  : С| / 2kR П - 1/

Ф̂о (kR)
Г  «С А .4\  \  А \  12)

So (kR) э* i 2W- г  (Ча) ’ —• у  Г (— Va) *
Т ак  как



то получаем:

откуда следует

4 ,  (kR) В£ 1 -  e i ,

&,(**)  e s - L ,  Ci (*/?) <as

to(kR) =  ~  7Г5Т2’ ( « ? ) « -
21

( k R ) 2 ’  ( * / ? ) 3 *

П одставляя в формулу (29) найденные выражения для ф' иг/п " С  нахо*
дим:

Ро = Pi“ - 4 (W)'*
Нетрудно видеть, что следующие коэффициенты пропорциональны (kR) s, по* 
этому при рассеянии длинных волн (kR 1) возмущение да приближенно 
представляется двум я первыми членами ряда (30)

W =  PoSo(^) +  P i£ i(^ )cos0 |
[Р 0 (cos 0) =  1, Р\ (cos 0) =  COS 0 ]. J

На больших расстояниях от возмущающей сферы (kr 1) в т ак  называемой 
«дальней» или «волновой» зоне для функций t/>(kr) и £i(&r ) имеем асимпто
тические представления

i 0 ( k r ) ^ - L - e - ikr, (32>

которые вытекают из асимптотических представлений функций Ханкеля.
Подставляя в формулу (31) выражения (32) для £о (hr) и £i (kr) и заме» 

няя р0 и Pi их приближенными значениями, получим:

Ak2R3 
3 г ( l  -  - | c o s 0 je - ifer. (33>

Обратимся теперь к вычислению интенсивности рассеянной волны; эта 
величина определяется как среднее значение потока энергии (вектора У м ова), 
равного произведению избыточного звукового давления да на скорость и, 
причем под да и и следует понимать действительные части соответствующих, 
выражений. В нашем случае

w =  w0 cos (at — kr), 1
, t u\ Г (34>;и =  «о cos (<at — kr), J

где Wo и u0 — соответствующие амплитуды.
Вычислим интенсивность звука  / в волновой зоне, сохраняя при этом, 

главные члены асимптотических разложений, 
г

,  UqWq J  cos2 (cot — kr) dt =  .u°™°.. =  .25. _  период^.T
б

Из уравнения движения



-и формулы (34) находим: 

Таким образом,
«о =

W о
ар

( - I - ) ’ -2ар 18арг2

О бозначая мощность, рассеянную сферой в конус dQ, через
2 я г22  (0) sin 0 dQ,

A2k4Rs ' я ' 2
-будем иметь:

2 (0) 18ар (l-fcos0)2
Полярная диаграмма интенсивности рассеянного шаром звука  приведена

Рис. 83.

н а рис. 83 (масштабы не соблюдены). Если
2

cos0 =  +  • 0 =  а  =  48°10\

то  в направлении Q — а  рассеяние отсутствует.

•ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ VII

1. Найти функцию влияния стационарного точечного источника газа , пред
п олагая, что газ распадается в процессе диффузии. Решить задачу для диф
фузии в пространстве и на плоскости.

2. Решить ту же задачу в полуплоскости у >  0, считая, что при у — О 
концентрация равна нулю.

3. а ) Решить внутреннюю и внешнюю задачи для уравнения
Ди — х2« =  О,

«ел и  на сфере г  =  г0 задано граничное условие и \Г—Г0 =  A cos 0.
В случае внешней задачи сформулировать условия на бесконечности, обе

спечивающие единственность решения.



Рассмотреть аналогичные задачи, предполагая, что

« !г=Го =  F (0)-

б) Решить аналогичные задачи для уравнения с двумя независимыми пе
ременными, когда граничные условия заданы на окружности радиуса г0 и. 
имеют вид

и \гс=Га =  Л cos ф
и, соответственно,

«Iг=г.=  f  (ф)-

4. Решить задачи 3 а ) , б) для уравнения

Да +  к2и =  0.

В случае внутренней задачи исследовать вопрос о том, при каких значениях: 
/о существует единственное решение (k считать заданным).

Сформулировать условия, гарантирующие единственность решения как  для: 
двух , так и для трех независимых переменных.

5. На глубине А под поверхностью земли находится среда, в которой с по
стоянной плотностью распределено радиоактивное вещество. Найти концен
трацию эманации, считая, что концентрация ее на поверхности равна нулю.

6. Найти собственные частоты мембраны, имеющей форму кольца, радиусы' 
которого равны а и Ь (а <  Ь), считая что i>|r_ a =  0 и v ] r = b  =  0. Показать, 
что предел первого собственного значения при а -* -0  равен первому собствен
ному значению круглой мембраны радиуса b с закрепленной границей.

7. Найти собственные колебания и собственные частоты для эндовибра
тора цилиндрической формы, считая стенки эндовибратора идеально проводя
щими. Рассмотреть ту  же задачу в акустической интерпретации.

Указание. В случае электромагнитных колебаний ввести поляризационный 
потенциал (см. приложение I к гл. V II).

8. Определить электромагнитное поле точечного диполя в неограниченном 
пространстве, считая, что величины поля пропорциональны Исследовать- 
асимптотическое поведение решения на больших расстояниях (в волновой 
зоне). Решить ту ж е задачу для диполя, находящегося над идеально прово
дящей поверхностью (вертикальный диполь).

Указание. Ввести поляризационный потенциал.
9. Поставить задачу о распространении электромагнитных волн внутр» 

бесконечного цилиндрического радиоволновода произвольного сечения с иде
ально проводящими стенками. Рассмотреть волну электрического типа, распро
страняющуюся вдоль круглого цилиндрического волновода и имеющую наи
большую длину. Найти поле, вычислить поток энергии через сечение, перпен
дикулярное к основанию (см. приложение I к гл. VII).

10. Решить неоднородное уравнение

Д и +  k2u — — f

в неограниченной цилиндрической области круглого сечения, на поверхности- 
которой имеют место однородные граничные условия первого рода или вто
рого рода, и построить функцию источника (см. приложение II к  гл. V II).

11. Построить функцию источника в случае первой краевой задачи для: 
уравнения

Д и +  k2u =  0

а) в полупространстве z >  0;
б) на полуплоскости у >  0;
в) внутри слоя —/ ^  z ^  /.



12. Решить задачу о дифракции плоской электромагнитной волны на бес
конечном идеально проводящем цилиндре. Решить эту ж е задачу в акустиче
ской интерпретации.

13. Найти собственные электромагнитные колебания сферического эндо
вибратора с идеально проводящими стенками. Рассмотреть случаи колебаний 
типа ТЕ и ТМ (см. приложение II к гл. VII).

14. Найти собственные электромагнитные колебания эндовибратора, пред
ставляю щего собой область, заключенную меж ду двумя коаксиальными ци
линдрическими поверхностями и двумя плоскостями, перпендикулярными к оси 
цилиндров.

Указание. Д ля поляризационного потенциала Пп, m воспользоваться фор
мулой, аналогичной формуле (14) приложения II к гл. VII.

ПРИЛОЖЕНИЯ К ГЛАВЕ VII

1. Волны в цилиндрических трубах

1. При конструировании различного рода радиоустановок  
приходится реш ать важ ную  з а д а ч у  о передаче электр о м агн и т
ной энергии от передатчика к передающей антенне или, наобо
рот, от антенны к приемнику. Вопросы трансляции э л е к т р о м а г 
нитной энергии встречаются т а к ж е  и в р яде  др уги х  практиче
ских  зад ач  современной радиотехники.

Д о  последнего времени эта  з а д а ч а  удовлетворительно ре
ш ал ас ь  с помощью двухпроводной линии, представляю щ ей со
бой д в а  металлических провода, м е ж д у  которыми расп р о стр а
н яется  электром агнитная  волна. Но о к а зы в а е т с я ,  что н а р я д у  с 
недостаткам и , свойственными вообще передающим линиям , т а 
к а я  д вух п р о во дн ая  линия излучает  электром агнитную  энергию, 
причем это излучение увеличивается  с повышением частоты  р а 
диоволн. П оэтому такой вид передаю щей линии становится  мало  
удобны м  в области ультракоротких  радиоволн.

В последние годы в технике ул ьтр ако р о тки х  (сантим етровы х 
и деци метровых) радиоволн д л я  передачи энергии применяю тся 
совершенно др уги е  передающие устройства — полые м етал ли че
ские трубы ( р а д и о в о л н о в о д ы ) ,  внутри которых происхо
ди т  распространение радиоволн. Т аки е  передаю щие устройства ,  
•обладая м алы м и  потерями, явл яю тся  очень удобны ми линиями 
передач  *).

М а т е м а т и ч е ск а я  теория распространения радиоволн по т р у 
б ам  была з а л о ж е н а  еще Р элеем , изучавш им распространение 
акусти чески х  волн в трубах . Интенсивное развитие теория р а 
диоволноводов получила в последние годы, особенно в р аб о тах

‘ ) Б. А. В в е д е н с к и й  иА.  Г. А р е н б е р г ,  Радиоволноводы, ч. I, Гос- 
.техиздат, 1946.



советских ученых. В настоящ ее время свойства круглого , пря
моугольного и других  типов волноводов изучены достаточно 
хорошо.

Р ассм отрим  сн ач ала  свойства радиоволноводов произволь
ного поперечного сечения, а затем  проиллюстрируем их на ряде- 
конкретных примеров. И так , рассмотрим цилиндрическую тру
бу, неограниченно простирающуюся вдоль оси z. Б уд ем  предпо
л а г а т ь  стенки трубы  идеально проводящими. Обозначим 2  — 
поверхность, S  — поперечное сечение трубы  и С — контур , о гр а
ничивающий это сечение. Предположим, что: 1) х ар актер и сти ки  
среды , заполняющей такой  волновод, е и ц, равны 1, ст = 0;,
2 ) внутри волновода отсутствую т источники поля; 3) поля перио
дически меняю тся по зако н у  e~l(i>t.

У равнения М а к с в е л л а  в этом случае принимают вид

rot Н  =  — ikE ,

rot Е — ikH, / ш \

d i v t f  =  0 , '  с '  
d iv Е =  0.

( 1 >

П оскольку  стенки волновода являю тся  идеально проводя
щими, тан ген ц и альн ая  компонента Et на стенке волновода р а в 
на нулю

Et |х =  0. (2),

П о к а ж е м ,  что внутри волновода могут распространяться бегу - 
щие электромагнитные волны. Будем и скать  решение ур а в н е 
ний ( 1) в виде

Е =  g r a d  div П -|- £2П, 1 

Н =  — ik  rot П, J ^

гд е  П — поляризационный потенциал. Р ассм отрим  случай , ко
г д а  вектор П имеет лиш ь одну компоненту, н ап равленн ую  
вдоль  оси z(H z =  0 ) .  В этом случае ур авн ен ия  (1) после под
стан овки  в них вы р аж ен и й  (3 ) д ад ут :

ДП +  &2П =  0 или Д2П +  +  k2Il  =  0 (4>

( п  =  п у .
Условие (2 ) б удет  выполнено, если потребовать, чтобы

П|2 =  0. (5)



гд е  М  — точка, л е ж а щ а я  в поперечном сечении S .  П о д ставл яя  
( 6) в (4 ) ,  приходим к выводу, что Ч>(М) я в л я е т с я  собственной 
функцией задачи  о колебаниях м ембраны , закрепленной по 
контуру, т. е.

A2i|) - f  Ял|) =  0 внутри S ,

■ф Iс =  0 .

Здесь  А2 =  -J“ 2 +  — д вум ер н ы й  оператор Л а п л а с а .
Обозначим через {Я„} и {г|ь} систему собственных значений 

и собственных функций этой задачи . Ч астное решение задачи  
(4) имеет вид

11„(М, z) =  $ n (M )fn (z), 

где  функция f n (z) определяется из уравнения

К  +  № - К )  I , - » -  (»>

Общее решение уравнения (8 )

fn (z) =  А пе"*г +  Впе - " п г (уп =  О )

Н етрудно видеть, что член Л„егу« г соответствует  волне, бе
гущ ей в положительном направлении оси г, второй ж е  член в 
формуле (9) — волне, бегущей в обратном направлении.

Р а с с м а т р и в а я  лишь волну, бегущ ую  в одном направлении , 
положим

f n (z )  =  A ne l '/n« ,

тогда получим решение в виде

IIп {М, г) =  А пЪя (М)е*п> (10)

где  А п — постоянная, о п р ед ел яем ая  из условий во зб уж д ен и я  
полей.

П о д ст авл яя  вы ражение (10) в формулы (3) и во сст ан авл и 
в а я  м нож итель  е~ш , найдем составляю щ ие поля в виде

Р п (М )е1 (уп ^ ) г ( 11)

где  F„  — функция, вы р а ж а ю щ а я с я  через собственную  функцию 
м ем бран ы  \f>n (-M) или ее производные.

Если k2 >  Яп, то у п вещ ественно и вы р а ж е н и е  (11) пред 
с т а в л я е т  собой бегущую волну, р асп ространяю щ ую ся вдоль  оси
2 с фазовой скоростью



Г рупп о вая  скорость волны, очевидно, равна

ы =  =  l - K / k 2 <  с,

т. е. в пустом волноводе имеет место дисперсия.
Если k2 <  Х„, то у п — м п (хп > 0 )  и вместо вы р аж ен и я  

( 11) получаем  затухаю щ ую  волну

Р п (М )е~ш -*"г, (12)

распространяю щ ую ся вдоль  оси z в положительном н ап равле
нии.

Т а к  к а к  собственные частоты  Хп м ембраны  неограниченно 
возрастаю т с увеличением номера п, то к а к о в а  бы ни была ча
стота со, начин ая  с некоторого номера п =  N, будем иметь:

k2 <  К -

С ледовательно , в волноводе м о ж ет  распространяться  лишь ко
нечное число бегущ их волн. Если k2 <  Xi, то в волноводе не 
м о ж ет  сущ ество вать  ни одной бегущей волны.

Д л я  того чтобы в волноводе заданной формы и размеров 
м огла  р асп р о стр аняться  хотя бы одна б егущ ая  волна, должно, 
очевидно, выполняться  условие

<  А2 или Л <  ,
V Я«]

где  Л  — длина волны, распространяю щ ейся в трубе.
Д л я  волновода прямоугольного сечения со сторонами а  и 

Ъ имеем :

( : : i ; оо
и, следовательно , б е гущ ая  волна может сущ ествовать  лишь при 
условии ________

*  >  я Т / + -р- или Л <  r J L = = .  (14)

У  + Ж
Реш ен и ям и  уравнений М а к све л л а  могут  быть т а к ж е  поля 

с равной нулю 2 -составляю щ ей электрического поля

Ег —  0. (15)

В во дя  вектор  П =  ГНг и п о л а га я

Е  =  ik  ro t П ; Н  =  g ra d  div П --J- /г2П (16)

(Ё2 =  0),



у б е ж д а е м с я ,  что функция П (M ,z)  д о л ж н а  определяться из 
ур авн ен и я

ДП +  £2П =  0 или Д2П +  +  k 4 l  —  О (17)

и граничного условия

£ - 0  на 2 . (18)

П овторяя  приведенные выше р ассуж д ен и я ,  найдем решения 
этой задачи

П„ =  А Л п  (М) е ^ г (уп =  Vk> -  U  (19)

которы м соответствуют решения уравн ен ия  М а к с в е л л а  вида

Fn (M) e f ( V — <).

З д е с ь  ^ ( A f )  и Я„ означают собственные функции и собствен
ные частоты  м ембраны  S  со свободной границей

Д2фп +  =  0 в S ,

- ф -  =  0 на С. д\

Т аки м  образом, в волноводе могут сущ ествовать  электро 
м агнитны е поля д в ух  типов {Е, Н} и {Е, Н}, определяем ы е по 
ф орм улам  (3) и (16 ) .  Принята следую щ ая терминология: гово
рят  об  электрических волнах (или волнах типа ТМ),  если 
Нг —  0, или о магнитных волнах (типа ТЕ), если Ez =  0. М ы  
убедились , что в волноводе могут сущ ество вать  волны ТЕ и 
ТМ. М ожно п о к а з а т ь 1) ,  что любое поле в волноводе п р ед ста 
вимо в виде сум м ы  полей ТЕ и ТМ. Отсю да следует ,  что произ
вольное поле в волноводе можно определить, если известны 
д в е  с к ал я р н ы е  функции П (M ,z)  и П ( M ,z ) .

2. Найдем величину энергии, уносимой бегущ ей волной, н а 
пример типа ТМ.

Д л я  этого вычислим величину потока вектора  У м ова  — 
П ойнтинга через сечение 5 :

(20)
s

гд е  Н * — вектор, комплексно-сопряженный векто р у  Н, S  — пер
п ендикулярное сечение волновода.

‘ ) А. Н. Т и х о а о в и А. А. С а м а р с к и й, Вестник МГУ, вып. 7 (1948),



В ведем  прямоугольную  систему координат х, у, г. Тогда

W z = - ^ ^ \ { E xH'y - E yH'x ) d x d y .  (21)
s

В ы р ази м  составляю щ ие поля через поляризационный потенциал 
II по ф ормулам

„  д 2П „  д 2П
• С  V  -------  . .  -ч •  £  и  -------  ■дх д г  ’ У д у  д г  ’

и подставим их значения в равенство (2 1 )

s

Ф ун кци я  П и со п р яж ен н ая  ей функция П* согласно (10 )  пред
стави м ы  в виде

п ( м ,  2) =  Л А М А г ,

П*(М, z) =  A*n% ( M ) e - lv»z,

где  г|)„ — собственная функция закрепленной м ембраны  
(^п |с =  0 ) .  О тсю да следует , что вместо (22) мож но написать

* . - г » . 1 4 . г Я Ш + ( ^ т ) 1 лх d,j=S

=  - g - v J A . I 2 {  M n Y d S .  
s

П р и м ен яя  первую  ф ормулу Грина

| J  №)2 d S  =  - J J фяД2ф„ d S  +  J ^  ds =  К  11
S  S  С S

получаем  в ы р аж е н и е  д л я  потока энергии бегущей волны  но
м ер а  п

W z =  ^ \ A n ? у п1 п. (23)

Если одновременно распространяется  несколько волн, то Wz 
б уд ет  равно су м м е  сл а га ем ы х  вида (23 ).

П ерейдем  теперь к з а д а ч е  о возбуждении электром агн и тн ы х  
полей в волноводе задан н ы м и  т о к а м и 1).

3. П усть  в некотором объеме Vo внутри волновода Е з а д а 
ны  токи j (М, z)e~iwt, меняю щ иеся во времени по гарм он и ческом у

')  А. А. С а м а р с к и й и А. Н. Т и х о н о в, ЖТФ 27, вып. 1 1, 12 (1947),



з а к о н у .  Н айдем  поля, во зб уж д аем ы е  этими токами . В силу 
принципа суперпозиции полей достаточно, очевидно, решить з а 
д а ч у  о возбуждении волновода элементарны м  диполем произ
вольной ориентации.

Ч тобы  д а т ь  представление о методе решения поставленной 
вы ш е  общей задачи , рассмотрим более простой случай воз
б у ж д е н и я  волновода линейным током I =  I0(z)e~i<s>t, з ад а н н ы м  
на отр езке  L, параллельном оси z.

Д л я  определения электромагнитных полей, во зб уж денн ы х  
в  волноводе, надо использовать:

1) уравнения М аксвел л а  (1 ) ,
2 ) граничные условия

£tang ■— 0 на

3)  условие излучения в виде требован ия отсутствия волн, 
приходящ и х из бесконечности,

4 )  условие возбуждения , которое мы берем в в и д е 1)

Hs (is =  ~  Iо или (24)

где  К е — окруж ность радиуса  е ( е - > 0 ) ,  о х ва ты ва ю щ а я  линию
L, р = | А Ш 0|, где М 0 — точка на токе, М  — точка на о к р у ж 
ности К е- Иными словами, электром агнитное поле на токе  
д о л ж н о  иметь особенность определенного типа.

П ерейдем  к потенциалу П, воспользовавш ись д л я  этого фор
м у л а м и  (3 ) .  П усть  (М 0, g) — произвольная точка на токе. В в е 
дем  цилиндрическую систему координат р, cp, z с центром в точ
ке ( М 0, |) и вычислим Hs, пользуясь  ур авнением  (3 ) ,

и  ■и дП 
Hs ~ lk  др •

О тсю да  и из (24) следует, что в точке (М 0, £) функция П д о л ж 
на и м еть  логарифмическую особенность

П ~ - - | М п ± .  (25)

Т а к и м  образом, функция ГГ (M ,z )  д о л ж н а  уд о вл етво р ять  во л 
н о во м у  уравнению (4 ) ,  граничному условию  П =  0 на 2 ,  у сл о 
вию излучения и условию во зб уж ден и я  (2 5 ) .

Б у д е м  и скать  решение этой зад а ч и  в виде

П =  К  J  П0 (М, М0-, z, 0  / 0 (£) d$, (26)



где  П0(Ж, Л10; 2 , £)— функция источника, о п р е д е л яе м а я  к а !  
решение уравнения

ДП0 +  k 4 \  =  0

по переменным (М, z) и (М 0, £), удовлетворяю щ ее граничном} 
условию

П0 =  0 на Е,
1 е1кгусловию  излучения и имеющее особенность типа —— при 

совпадении ар гум ен тов ,  т. е. представимое в виде с у м м ы
Акт

П0(М , М\ г ,  5) =  —  + a(Af, М 0; z ,  О

( г =  l/ p 2 +  ( 2 - S ) 2 , Р== |ЛШ 0 |),

гд е  v — р е гу л я р н ая  функция, определяем ая  из волнового  у р а в 
нения и граничного услови я

Н етрудно видеть, что функция П (М , г ) ,  о п р ед ел яем ая  по фор
м ул е  (2 6 ) ,  будет  иметь логарифмическую особенность, и у с 
ловие во зб уж ден и я  выполнится, если положить нормирующий 
множитель

„  _  4я 
ike

О тсю да следует ,  что

II (М ,  =  П0 (М , М 0; 2 ,  О/о (£)<*£.
L

В частности, д л я  эл ем е н та  тока длины Д/

П (М , 2 ) = - ± L / 0 . A / . п 0.

С ледовательно , По имеет физический смысл п о л я р и з а ц и о н 
н о г о  п о т е н ц и а л а ,  соответствующего во зб уж дени ю  эле
ментом тока , помещ енным в точке (Л10, 5) п ар аллельн о  оси вол
новода .

Т аки м  образом , з а д а ч а  определения поля в волноводе пол
ностью сведена  к  построению функции источника По первой 
краевой  зад ач и  д л я  уравн ен ия  Ди +  kzu =  0 внутри бесконеч
ного цилиндра.

Д л я  построения функции источника м о ж ет  быть применен 
метод, изложенный в гл а в е  VI, § 2. Рассм отрим  неоднородное 
уравнение



гд е  f ( M , z ) — за д а н н а я  функция с граничным условием

и|з =  0 .

Б удем  и скать  функцию u (M ,z )  в виде ряда

и (М, г)  =  21 и„ (2) 1|з„ (М ) , (28)
П=1

гд е  tyn(M)  — нормированные собственные функции мем браны  S

=  О, |с =  0. (7)

Р а з л а г а я  f ( M ,z )  в ряд
ОО

/ (М, z) =  '£l f n (z) (М), f „ ( z ) =  J  J  f  (M't z) (MO d a M. (29)
n = 1 S

и п о дставляя  вы раж ения (28) и (29) в уравнение (2 7 ) ,  полу
чаем уравнение

<  ( * ) - Р Х  (*) =  - № -  Рп =  V K = k 2- (30)

Решение этого уравнения, к а к  нетрудно зам ети ть , п р ед ста вл яет 
с я  формулой

+Г  е-Рп\*-Ы
иЛг)== J — f"(5)d£* (31)

— оо

которая  в силу формулы (29) м о ж ет  быть зап и сан а  в виде 
+  00 _ р  | z _ £ |

« * ( z ) = J J  |  6 (310
5  — оо

П о д с т авл я я  это выражение в ф ормулу (28) и м ен яя  порядок 
сум м и р о ван и я  и интегрирования, будем  иметь:

и (М, z) =  J  J  J  И0 (М, М',  z  -  С) f (М ',  С) d o *  rfS, (32)
г

где

П0 (М , М', z  — 5) =  е “ р" 1 г-Е (33)
П— 1

Р я д  д л я  По(Л4, М ' , г — £) при z  ф  £ раьком ерно  и абсолютно



сходится в силу оценок д л я  собственных функций 4) и присущ 
ствия экспоненциального множителя. Ф ункция — £)
в точке (М =  М', z — Z) имеет особенность типа 1/л Н а д о 
к а з а т е л ь ст в е  последнего утвер ж ден и я  мы не о стан а вл и ваем 
с я 2) .  Из сказанного  выше следует ,  что

G (М , М', z  -  £) =  П0 (М, М', z  -  О,

т. е. функция источника По имеет вид
ОО

П 0 ( М ,  М ', 2  — 0  =  У  Ч>»(М)Ч>«(ЛП е -р п l » - C l t
*шЛ 1 р п

Из ф ормулы (33) следует ,  что поле в этом сл уч ае  предста
вится в виде  суперпозиции волн вида (11) и (12 ) .  Из з а м е ч а 
ния на стр. 526 следует ,  что р яд  (33) будет состоять  из конеч
ного числа сл а га е м ы х  вида

Вп^п (М) еп’п 1 г _ и  (бегущ ие волны) (yn =  ] f k 2 — Кп, р„ =  — гу„)

и из бесконечного числа с л а г а е м ы х  вида

В'п§п [Щ е~Рп' г~*°1 (затухаю щ ие волны),
где

В ' п = — £ Р  , P n ^ V K 1 ^ 2, K > k \

Д л я  определения полей надо  воспользоваться ф ормулами (26) 
и (3 ) .

! ) Д ля собственных функций ifi„(M ) имеет место равномерная оценка 
U>»(Ai) I *== где А — постоянная, не зависящая ни от точки М, ни от ин
декса п. В самом деле, краевая задача (7) равносильна интегральному урав

нению фп ( М) =  Хп J  J  G (М, М') ■V])п (М') daM,, где G(M,M') — функция ис- 
S

точника для уравнения Л апласа Д%и. — 0 при граничном условии и I с =  0. Из 
этого интегрального уравнения вытекает в силу неравенства Буняковского-

\ * п \ < \ К \ л /  J J  G2 (M , doM, < A \ k n \,
V S s

так  как

J  J  ф2 (M’) daM, =  1; J  J  G2 (Af, M') daM, <  A2.
s  s

Аналогичным методом получаются оценки для производных

2) См. А. А. С а м а р с к и й  и А. Н. Т и х о н о в ,  ЖТФ 27, вып. И (1947).



З а д а ч а  о возбуждении волновода элементом  магнитного' 
то ка ,  п араллельны м  оси z (бесконечно м а л а я  петля с электри
ческим током в плоскости S z=e), приводит нас  ко второй функ
ции источника

1% <М . М’ ; 2 - 0 = 2  />„ =  У К = 1 ? ,
П=\

удовлетворяю щ ей  граничному условию =  0 на 2 .  При этом 
4 л»Я 2 =  0 ; П =  — £Д/П0 (kAl — момент эл ем ен та  магнитного 

т о к а ) .
Аналогичным методом можно решить з а д а ч у  о возбуждении 

произвольно ориентированным дипол-ем (элементом  тока),,  
н ай дя  особенности полей в этом случае. Соответствую щ ие ф унк
ции П будут  определяться по формуле, аналогичной формуле 
(3 3 ) .  В случае поверхностных и объемных токов функции П 
д аю тся  поверхностными и объемными и н тегралам и  (по ан а л о 
гии с (2 6 ) ) .  Д альнейш ее вычисление полей производится по 
ф орм улам  (3 ) .

Тем самы м за д а ч а  о возбуждении любого цилиндрического вол
новода произвольными задан н ы м и  токами  р еш ается  полностью. 
Ч тобы  использовать общие формулы д л я  волновода определен
ного сечения, достаточно найти собственные колебани я  мем браны , 
имеющей форму перпендикулярного сечения волновода.

П риведем  вы раж ени я  д л я  ортонормированных собственных 
функций прямоугольной м ембраны  со сторонами а и Ь:

(М) =  $ пп (х , у) =  ~\/~Ць s i n ^ x s i n l j -  у\

$ п (М)  =  $ пт{х, у )  =  у Г ^ c o s ™ x c o s  ™ у  ( е / = 2 ,  ] ф 0; е0= 1 ) ;

1 2 / ГИ2 I tl2 \
^тп — Я \ а2 +  Ь2 ) •

Д л я  круглой мембраны  р ад и ус а  а  имеем :

/— In  ( Vmn — ) cos

—  т 7 Т »— Г Г  « • " /мр’па I Jn (M'mn) |
___  j n I fan \

(M )  =  L  (г ,  ф) =  у /Г- ^ Г  y , 2 mn_  2 | Jn  (Amn) I sin
У г/пп

г д е  Pmn — корень ур авн ен и я  /„ (jx) =  0 ; %тп =  Ц2тп/а2, {\тп -  ко р ен ь  
у р а в н е н и я  / ' (ц )  =  0 ; i mn =  №тп/а2.

COS



JI. Электромагнитные колебания в полых резонаторах
В последние годы в радиотехнике получили широкое распрс 

-странение о б ъ е м н ы е  р е з о н а т о р ы  или э н д о в и б р а  
т о р ы ,  п р едставляю щ ие собой металлические полости, запол 
ненные диэлектриком  (в частности, воздухо м ) .  В эндовибрато 
рах  могут  сущ ество вать  стационарные электром агнитны е пол: 
(стоячие во л н ы ) ,  н а зы ва ем ы е  собственными электромагнитны  
ми колебаниям и .

В радиотехнике ультракоротких  волн применяются эндо 
вибраторы вес ьм а  сложной формы. О бщ ая проблема определе 

иия собственных колебаний эндовибраторов произвольной формь 
чрезвычайно сл о ж н а ,  однако  д л я  эндовибраторов п р о стей те !  
формы решение получается в явном виде. Т ак  к а к  стенки из 
готовляю тся из хорошо проводящего м етал ла ,  то при расчет* 
собственных колебаний обычно предполагаю т стенки идеально 
проводящими. Поправки на конечную проводимость мож но по 
лучить, используя  граничные условия Леонтовича. В дальней 
шем мы б уд ем  предполагать , что стенки эндови братора я в 
ляю тся  идеальн о  проводящими и все величины поля меняются 
во времени по зако н у  е~ш .

Не с т а в я  своей целью д а т ь  исчерпывающее изложен ие тео
рии эндовибраторов , остановимся на некоторых общих вопро
сах  теории этих  колебательных систем.

1. Собственные колебания цилиндрического эндовибратора. 
П роблема определения собственных электромагнитны х ко л еб а 
ний состоит в нахождении нетривиальных решений уравнений 
М а к с в е л л а 1) ,  точнее в определении собственных частот  со, при 
которых си стем а  однородных уравнений М а к све л л а  с однород
ными кр а евы м и  условиями имеет нетривиальные реш ения, а 
т а к ж е  сам и х  нетривиальных решений.

У равнен ия М а к с в е л л а  в этом случае имеют вид

внутри полости Т, на поверхности которой 2  вы полняю тся ус 
ловия

оба эти усл о ви я ,  к а к  нетрудно показать ,  экви вален тн ы . 

‘ ) Множитель e ~ i<at всюду опускаем.

rot Н =  — ikE, 
rot Е =  ikH ,  
d i v £  = 0 , 
d iv Я  =  0

( 1)

Et =  0 (2)
или



П р и ведем  расчет  собственных колебаний д л я  эндови братора , 
п р едставл яю щ его  «отрезок» цилиндрического волновода произ
вольного  сечения, ограниченный д в у м я  боковыми стен к ам ц  
z  =  ± /  (ось 2 параллельн а  образующ ей цилиндра) .

Т а к  ж е  к а к  и в цилиндрическом волноводе, в р а с с м а т р и в а е 
мом эндови браторе  возможны колебани я и электрического  
типа {Н г =  0 ) и магнитного типа (Ег =  0 ) .

Д л я  волн электрического типа положим

Е =  g ra d  d iv П +  &2П, 1 
H =  — ik  rot П, | (4 '

где  П =  Ш г ( iz — единичный вектор, направленный по оси г)  —  
поляризационный вектор-потенциал, у  которого отлична от ну
л я  ли ш ь составляю щ ая по оси г. Из формулы (4 ) с р а з у  ви д
но, что в этом сл уч ае  Нг —  0 .

Ф ун кц и я  П, к а к  обычно, уд о вл етво р яет  волновому у р а в н е 
нию

ДП +  k2U =  0. (5)

В ы б ер е м  на поверхности 2  ло кал ьн ую  п рям оугольную  систе
м у  коорди н ат  ( s , v, 12), где v — единичный вектор, н ап р авл ен 
ный по  нормали к поверхности, s  — по касательной  к  к о н т у р у  
С, о гран и чиваю щ ем у перпендикулярное сечение S  цилидриче- 
ского зндови братора .

В с и л у  граничных условий (2) имеем :

- ( ! ? - + *2П) 1 = ° -
(в)-

Оба э ти  р авен ства  будут  удовлетворены , если потребовать , 
чтобы

П 12 =  0. (7).

При 2 =  ± / из (2) получаем условия
д гП
dsdz U=±f
<32П

F  I — ■ ■■■■ = 0L“S I*=+ / I

Е,v 'z=±z д\ dz =  0 ,
z«=± /

д л я  вы полнения которых достаточно положить
дП 
дг



Т аки м  образом, мы приходим к следующей кр аево й  задаче :  
найти нетривиальные решения волнового уравнения

Д2П + 4 ^  +  62П =  0 (6 '

с  однородными граничными условиями
П|£ =  0 , (7

3(1
дг =  0. (8 

z=±*
К а к  и в сл уч ае  цилиндрического волновода (см:, стр. 524) 

решение ищем в виде

П (М, г )  =  т|з (М) / (z). О]

П о д ставл яя  это вы р аж ен и е  в уравнение ( 6 ' )  и используя  усло
вие (7 ) ,  получаем д л я  функции ^ (М )  з а д а ч у  о собственных ко
л е б а н и я х  закрепленной мембраны ,

Д2г|) +  Яг|) =  0 в S ,  (10)
ij3 =  0 на С. (11)

Д л я  определения функции f(z )  после разделени я переменных 
получаем  уравнение

f" +  (k2 - V f  =  0 ( 12)
с граничным условием

/ ' ( ± 0  =  0, (13)

вы текаю щ им из услови я  ( 8 ) .
С лед ует  иметь в виду, что здесь, в отличие от задачи  д л я  

волноводов, № не я в л я е т с я  заданной величиной, а  входит в 
уравнение в к ачестве  п ар ам етр а .  Мы д о л ж н ы  найти  те значе
ния №, при которых з а д а ч а  (6) — (8 ) до п ускает  н етр и ви ал ь
ное решение.

Р еш ая  уравнение (12) с условиями (1 3 ) ,  н аходи м  собствен
ные функции

fm (z) =  A mc o s ^ - ( l  — z), 

соответствую щ ие собственным значениям

^  =  ( ^ г )2 (m =  0, 1, . . . ) •
где

К р а е в а я  з а д а ч а  (10) — (11) д ает  спектр собственных зн аче
ний {Я„} с соответствую щ ей системой нормированных собствен
н ы х функций {фп (М )} . Отсюда вытекает , что в эндовибраторе 
м о гу т  сущ ество вать  только  таки е  колебания , собственные или



резонансные частоты  которых равны

®тл — с У К  •

Этим частотам  соответствует система собственных функций

—  нормированные к единице функции. Решение определено с 
точностью до амплитудного м нож ителя Л„, т , который находит
ся из условий возбуждения колебани я данного типа.

Если собственные функции м ембраны  известны, то
по ф ормулам  (14) и (4) можно вычислить компоненты поля.

Если поперечное сечение S  эндовибратора п р ед ставл яет  со
бой прямоугольник со сторонами а и Ь, то б удем  иметь:

соответствует  м акси м альн ая  до п усти м ая  длина волны

р авн а  ди агонали  кв ад р ата ,  получаю щ егося в п ерпендикулярном  
сечении. Следовательно, в т ако м  эндовибраторе во зм о ж н ы  лиш ь 
собственные колебания с частотой

или
П„. т  (М, г) =  А п, т ^ п (М ) cos ^ - { l  — z) 

П/l, т (М , z) =  А П: m t y n  (Л1) f m (z), ( 14')

(14)

где

п т  .
IJ C O S - J T  U —  2 ) .

В этом случае  наименьшей собственной частоте
/"■

В частности, при Ь = а наибольш ая длина волны

Л 0 =  а V  2



или длиной волны
А < л 0.

•Совершенно аналогично н ахо дятся  собственные ко л еб ан и я  м а г  
нитного типа ( Ег —  0 ) .  В этом случае п о лагаем

Е — ik rot П,

Я  =  g r a d  div П +
гд е

П =  Ш2.

Д л я  определения П (M ,z )  получаем  уравнение (6) с граничным* 
усл о ви ям и

<ЭП
д\ 0 ,

п и - о .
р е ш а я  ко то р ы е  находим:

П„ , =  Ап, т^ т ( M ) s l l k j j r ( l — Z).

(7')

(8']

(15)

В этом сл у ч ае  под ^ П(М ) следует  понимать собственные функ

ции м ем б р ан ы  5  при граничном условии •§“ ===® на
2 . Э лектр о м агн и тн ая  энергия собственных колебаний . Вычис

л им  энергию  электрического  и магнитного полей в стоячей вол
не в цилиндрическом эндовибраторе.

Д л я  простоты ограничимся случаем волны электрического  
типа. У ч и ты вая  в ф ормулах  (4 ) зависимость Е и Н от времени 
по з а к о н у  e~ia>t и беря только  действительную  часть , полу
ч аем :

д гП
dz дх 
<52И

COS at,  

cos at,y dz dy 

=  ( 4 J r  +  * 2П ) cos at ,

(16)

. <Ш . , 
k s in cot,

r, . <?П . ,Hy =  k - ~ - s i n  a t ,



Д л я  вычисления энергии электрического и магнитного  полей 
восп ользуем ся  известными формулами

( 1 8 >т

<1 9 >т

где  интегрирование производится по о б ъ ем у  Т эндовибратора .
П о д ст а вл я я  в формулу (18) вы р аж ен и я  (16 ) и п о л ьзуясь  

формулой (147) ,  будем  и м е т ь 1) :
i

^ w = -srcos2a,M JI  [(-^2+(lir)Va J u'W2dz+дуS - I

+
S -I

П роизводя несложные вычисления, получим:

jjVrfa J  (f" +  k W d z ) .

J  [f' ( z ) f  dz =  ff'  f_t -  J  ff" dz  =  (k2 - X )  J  f 2 dz  =  k2 -  X, (1 9 ')
-/ -I  - I

I I
J  (/" +  k W  dz  =  X2 f f 2 d z  =  X2, (20)

- i  - i

т а к  к а к  в силу нормировки функций f
i

j f 2 d z =l .  (21)

Д л я  вычисления интегралов по S  во сп ользуем ся  первой фор
мулой Грина, уравнением д л я  функции фп, граничными усл о 
виями  и условием нормировки

J J [(4г)2+ dir)1dxdtJ“  JI  (̂ )2 da=
s  s

=  — J J •фАг'ф da -f J т|з ds — X J  J  -ф2 da =  X, (2 2) 
s c  s

гд е  Vz —  оператор «н а б л а »  в плоскости S ,  Дг — д вум ер н ы й  опе
ратор  Л а п л а с а .  В р езультате  получаем вы р а ж е н и е  д л я  энергии

*) Значки т ,  п мы временно опускаем.



электрического  поля
&9A t)  =  - ^ r k2Xcos2 <i>t. (2

Д л я  энергии магнитного поля в силу формул (17 ) ,  (19) и (14 
имеем :

(0 =  - ^ г  J  J  Ш ) 2 +  (|гГ] dx йУ / f2 dz sin2
S - I

о т к у д а ,  уч и ты вая  равен ства  (2 1 ) и (22) ,  находим:

=  (2.

П олная энергия электромагнитного поля, очевидно, не м е н я е  
с я  во времени:

8  =  +  =  (2 !

Из формул (23) и (24) видно, что в стоячей волне происходр 
взаимное превращ ение электрической энергии в магнитную  
обратно, причем ср едн яя  за  период энергия электрического пол

р авн а  средней энергии магнитного поля
5» 1 А*ск* я== 1 ^  (2.

м 2 8я 2

3. В о зб уж ден ие  колебаний в эндовибраторе. Д л я  во зб у ж д  
ния поля в эндовибраторе внешним источником надо  в в е о  
через щ ель в его оболочке элемент связи . Т аки м  элементо 
связи  м о ж ет  быть либо виток, либо стержень, действующи 
к а к  м а л е н ь к а я  антенна. Д л я  того чтобы элемент свя зи  не во: 
м ущ ал  поля в эндовибраторе, необходимо, чтобы его размер  
были много меньш е длины волны. Возможны  и д р у ги е  спос< 
бы во зб у ж д ен и я  эндовибратора, например пучком электроно; 
пронизываю щ им полость эндовибратора (через отверстия в ег 
с т е н к а х ) .

Реш ение з ад а ч и  о возбуждении эндовибратора антенно] 
помещенной внутрь , или в предельном случае  эл ем ен тарн ы м  Д1 
полем, тр еб ует  учета  конечной проводимости стенок. В проти1 
ном сл уч ае  установивш ийся процесс невозможен. Учет коне1 
ной проводимости стенок м о ж ет  быть произведен с помощь: 
у с л о в и й  J 1 е  о н т  о в и ч а.

М ы  р ассм отрим  здесь  з а д а ч у  о возбуждении сферическог 
эн до ви бр ато р а  диполем , допускаю щ ую  простое аналитическа



р е ш е н и е 1) .  П усть  в центре сферы р ад и ус а  г0 помещен диполь, 
колеблющийся с частотой со и амплитудой 1 и направленный 
вдоль оси 2. Т ребуется  найти поле внутри сферы, уч и ты вая  к о 
нечную проводимость стенок.

В этом случае  поля Е и Н можно вы р ази ть  через ф унк
цию U :

£' =  - ? i e w ( s i l i e - | r ) ’ ]

£ . = 4 i ( f D '  |  ( 2 8 )

и  ди  I** m dQ * J

О стальн ы е  компоненты Е(р, Нг, Нв равны  нулю.
Т а к  к а к  диполь направлен по оси г (0 =  0 ) ,  то поля, оче

видно, не долж н ы  зависеть  от у гл а  ср.
Ф ункция U удовлетворяет  уравнению

7 Ш е !ж )  + т 4 г ж Н 4 г )  + с' “ 0' (29)
гд е  р =  kr, причем U имеет при р - » 0  особенность ви да

;A k r  • *,2. ip
^75-------(30)

Н а  поверхности сферы (р =  р0) до лж н о  вы п олн яться  условие  
Л еонтовича

Е0 =  аНу, (31)
гд е  _

а - „ м / т  ( * — ? £ — )  <ВД>

— эф ф ективная глубин а скин-слоя.
Из соотношений (31) и (28) вы текае т  граничное условие д л я  

функции U

или

P ° 4 r L  + ( 1 - W 0 t/| о = 0 . (33)
IP-“Po IP^Po

Реш ением ур авн ен ия  (29 ) ,  имеющим особенность (3 0 ) ,  оче
видно, я в л я ет с я  функция

U =  -  k* ] / - g -  [/#> (р) +  С/./, (р)] Р ,  (cos 0),

>) См. С. М. Р ы т о  в, ДАН СССР 51, вып. 2 (1946).



где  P i  (cos 0) — полином Л еж ан д р а  первого п о р яд ка ,  Н>/1— функ 
ция Х ан келя  первого рода, /«/, — функция Бесселя ,

Pi (cos 0) =  cos 0 ,

/ $ > (  p) =  - | / _ ^ ^ p ( 1L _  i ) ,  /Vi (p) e  ( « £ £ . _  c o s  p ) .

П остоянная С определяется из граничного условия (33)

1 - 4 - - — + « ( - r L - i )
Ро Ро \ ‘Ро )С =  — егр»

cos Ро ^1 — sin р0 — ia р у —  — cos p0j
Ро \ Ро / \ Ро

Полученное решение можно использовать д л я  определения ве 
личины потерь в стенках . Мощность, поглощ аем ая  в стенках

Я

11(0(1 |  |Яф|22я р * 8т 0<*0Q- 16л

вы числяется  непосредственно и равна Q 

cos ро,

цсо k*d 1
В — iaA |2

s in p 0.

, гд

д  _  s in p 0

Ро Ро

Если диполь расположен  не в центре сферы, то р асч ет  поле1 
сильно осло ж н яется ,  однако  решение м о ж ет  быть получено i 
виде рядов.

III. Скин-эффект

Переменный ток  в отличие от постоянного не расп ределяете !  
равномерно по сечению проводника, а имеет большую плотност: 
у  его поверхности. Это явление н азы ваю т с к и н - э ф ф е к  
т о м 1) (по-английски skin  — к о ж а ) .

Рассм отрим , д л я  простоты, бесконечный однородный цилин 
дрический провод (ц =  const, ст =  co n s t ) ,  по которому тече' 
переменный ток. Б удем  предполагать , что полный ток I == 
=  h e iai, протекающий через сечение провода, известен.

П рен ебрегая  то кам и  смещения по сравнению с током  прово 
д и м о с т и 2) и считая  процесс установивш имся, т. е. з а в и сящ ш

')  И. Е. Т а м м, Основы теории электричества, «Н аука», 1966.
2) Отметим, что внутри проводников, в частности внутри металлов, плот 

ность токов смещения ничтожно мала по сравнению с плотностью токов про 
водимости: /см -С / =  оЕ. В нашем случае последнее условие эквивалентН( 
требованию еш <С а. Ввиду того, что для твердых металлов проводимост!
о »  1017 абс. ед., токами смещения можно пренебречь для всех частот, упо 

требляемых в технике.



от времени по з ак о н у  еш , получим, после сокращ ения на мно
ж и тел ь  еш , ур авн ени я  М а ксвел л а  в виде

то\Н =  ^ - Е ,  ( 1)

rot Е — — ИгцН, (2)

d i v £  =  0 , (3)

d iv  Я  =  0, (4)

где  k  =  м/с. У равнения (3) и (4) в данном  случае , очевидно, 
сл ед ую т  из уравнений ( 1) и (2 ) .

В ведем  цилиндрическую систему координат (г , г ,  <р), т а к  
чтобы ось z со вп ад ал а  с осью провода . Тогда в силу осевой 
симметрии тока все величины можно считать  зависящ им и то л ь
ко от переменной г.

Т ак  к а к  в наш ем случае вектор Е  нап равлен  вдоль оси z, 
то из уравнений ( 1) и (2 ) будем иметь:

± - ^ ( г Н , ) = ^ Е г, (10

- j p  Ez —  г/гцЯф. (2 ')

И склю чая  отсюда Н(р, найдем :

1 d (_ d E z \ _  . Ano\ik с
т ч г \ г — ) - 1 — т - Е*■

В ведем  граничное условие на поверхности провода при 
г  =  R. Д л я  этого воспользуемся тем , что нам известен полный 
т о к  /о, протекающий по цилиндру.

Запиш ем  первое уравнение М а к с в е л л а  (1) в интегральной 
форме:

§ H s ds =  ^ I 0, 
с

гд е  С  —  контур, охватываю щ ий провод, На — тан ген ц и ал ь н ая  
со с тав л я ю щ а я  вектора  Н  на С. Если в к ач естве  т ако го  кон тура  
в з я т ь  о кр уж н о сть  г =  R, то получим:

2Я

f H v (R)dq> =  % I 0



ИЛИ

Яф ( * ) - ! £ •  (€

Отсюда, п ользуясь  соотношением (2 ) ,  находим:
dE, __ 2ik\i

r=R cR 7°- Vdr

Т аки м  образом, мы  д о лж н ы  решить уравнение Б есселя

E :{ r )  +  ± E U r )  +  ( . a V ~ i ? E z (.r) =  V ( a 2= = i ^ - )  (5'

при граничном условии

E'z (R) =  —̂ - I o (7'

и условии ограниченности при г =  О

|£г (0 ) 1 < о о .  (8

Общ ее решение уравн ен и я  (5 ')  имеет вид

A J 0 ( а г У ~ 1 )  +  BN0 (ar V ~ i ) ,  (9

где  /о и No — функции Бесселя первого и второго ро да  (см 
Дополнение II, ч. I ) ,  А и В — постоянные, подлеж ащ и е опреде 
лению.

Ф ункция N0 им еет  логарифмическую особенность при г —  О 
П оэтому в силу усл о ви я  (8 ) В — 0 и, следовательно,

Ez (r) =  A J o { a r V ~ i ) .  (10

Коэффициент А  определим из граничного условия ( 7 ) :

А =  2 V ~ ‘ (11
acR ]t (a7?V^— г)

О тсю да д л я  плотности тока

/ =  ог£г
получаем :

<12

В правой части этой формулы стоят функции Б есселя  от комп 
лексного  ар гум ен та



h i . с к и н -э ф ф е к т  545

Обычно пользую тся для  этих функций следую щ ими обозначе
ниями: ___

h  С* V ~  *) — Ьег0 х  +  i bei0 х\

/] (х Y — i) —  beri х  +  i beij x.

Нетрудно найти вы раж ения д л я  вещ ественных функций b e r x  
и bei х, пользуясь  разложением  функций Б есселя  в ряд . Н а 
пример,

J o ( x V — i) =  J o(x i Y l ) =

—  ^ (И )2  (2 !)2 (3 I )2 ‘ t- (4 ! )2

( ! ) ' , ( - § ) •  1 , , ( ( * ) ■  (-§-)'

berj  x  1
V 2

beio-t (и )2 (3 l)2 (14)

—  I 1 ( 2 ! ) 2 +  ( 4 ! ) 2 . . . } + « (  (1 !)2  ( 3 , )2 +  

о ткуд а  получаем :

(f)‘ Ш'
Ьег0* =  1 — - щ р -  +  - j4i p - — •• (13>

( £ _ M
( l ! ) 2 (3I) :

Н етрудно  уб еди ться  подобным ж е  образом , что

ь +( £ _ Ж _ Ж  + ...), (15)
( 2  I I 2! 2 1 3 !  3 !  41 j

ье1|,  ■ ! _ , +  ( £ + 1 1 1  (16 ,
1^2 [ 2  1 1 2 !  2 1 3 !  3 1 4 !  J

В п рилож ен иях  встречаю тся т а к ж е  производные

ЪеГдХ, beioX,
причем

Ji (.к: Y ~ i )  — Y  — г (beio х  — i b e r j  л:). (17)

П о льзуясь  введенными функциями, в ы р аж е н и е  (12) д л я  то 
ка  м ож н о  зап и сать  в виде

. ,  ч__ /0 а  Ьег0 а  г  + i bei0 а  г
1 ' Г'  2tiR be i '  а R — i ber ' а R ’

18  А. Н. Тихонов, А. А, Самарский



ИЛИ
IQa ( (berQ ar bei^ a R — beiQ a r  b er' aR)
2л.R I (b e i' a R)2 +  (ber^ a R)2H r)- 9тгР I /hni/ n l?\2 Л- i\\erf n PS|2

>ei
(bei^ aR)2 + ( b e r ' aR)2+  i

. (beiQ ar  b e i' a R +  berQ ar  b e r ' a R)
}■ <>

В ы ч и сляя  абсолютную величину этого вы р аж ен и я ,  получи!

I ; (г\ | _ .  ! оа -\ f  (ber0 ar)2 +  (bei0 a r ) 2 . .
1М  л  2nR V  (ber' aR)2 +  (b e i' aR)2 ’ ^

Величиной, характеризую щ ей распределение тока  по сеченш 
я вл я ет с я  отношение

l /( r ) l  __1  f  (ber0 a r ) 2 +  (beio a r ) 2
I i (R) I V (ber ' aR)2 +  (beiQ aR)2 * ^

П роизведем расчет распределения тока по сечению для дв^ 
частот 0)1 =  314 (50 периодов в сек .) ,  со2 =  3 14 -1 04 (5 -1 0 5 перш 
дов в с е к . ) .

Все изложенные выше вы кл адки  были произведены в гау< 
совой симметричной системе. Поэтому при переходе к систем

С ГС Э  следует  учесть, что цсгсэ  == М̂ аусс т г • Все остальные в<
личины, входящ ие в формулы (12 ) ,  (18 ),  (19) и (2 0 ) ,  в обеи 
системах  (гауссовой и С ГС Э ) совпадают. П оэтому в систем 
СГС Э

а 2 =  4я,иста>.

Д л я  меди а  =  57 -10 5 СГС Э , поэтому си — 0,4444 (для  он 
02 =  44,44 (дл я  со2) .  Вычислим отношение модулей токов (20 
д л я  низкой частоты coi =  314 для  двух  значений г : г =  О 
г =  0,5 R. При этом R положим равным единице.

И м ея  в ви ду  *), что

b er00 = 1, 
b e i0 0 = 0 ,
Ьег0 0 ,222 =  1 — 0 ,0 0 0 0 3 6 +  . . .  = 0 ,9 9 9 9 6 4 ,  
be i0 0 ,222 =  0,0123 — 0 ,0 0 0 0 0 2 +  . . .  = 0 ,0 1 2 3 0 0 ,
Ьег0 0 ,444 =  1 — 0,00061 +  . . .  = 0 ,9 9 9 3 9 ,  
be i0 0 ,444  =  0 ,493 — 0 ,0 0 0 3 +  . . .  = 0 ,4 9 3 0 ,

')  См. такж е Е. Я н к е, Ф. Э м д  е, Ф. Л ё ш,  Специальные функции, фо) 
мулы, графики, таблицы, «Н аука», 1964.



н ай дем , что
ПО)
HR) R= 1

: 0,9994, /(0,5/?)
HR) 1

т. е. при небольшой частоте ток расп р еделяется  по сечению 
приблизительно равномерно (скин-эффект о тсутствует ) .

Р ассм отрим  теперь второй случай : сог =  3 1 4 -1 04. Т а к  к а к  а  
Белико, то д л я  расчета удобнее исходить не из разложений 
функций ber и bei в ряды , а из асимптотических формул

/ 0 (a  r V — i)-
Л £ - - 1 

1 e Y 2 V / 2  8 )

j ( a R V - i )  =

V2nar

1
Y^naR

a R 
e V2

откуд а  получаем, з а д а в а я с ь  значениями г 

/ (0,9/?)
HR)

0,9/?; R =  1: 

V Z e  **  0 ,047.
'  0 9

44_ ---- r=-0,l

Этот р е зул ьта т  свидетельствует о чрезвычайно быстром ум ен ь 
шении плотности тока по мере углублен и я  внутрь проводника 
при вы соких  частотах. Отметим в заключение, что скин-эффек
том широко пользуются на практике  д л я  з а к а л к и  металлов .

IV. Распространение радиоволн н ад  поверхностью земли

П роблемы, сязанны е с распространением радиоволн к а к  в 
свободном пространстве, т ак  и при наличии поверхностей р а з 
дела , имеют огромное теоретическое 
и практическое значение. Этим вопро
сам посвящено чрезвычайно большое 
количество работ советских и ино
странных авторов.

М ы рассмотрим за д а ч у  о влиянии 
земли н а  распространение радиоволн, 
и зл уч аем ы х  вертикальным диполем.
При это м  землю будем  считать плос
кой *).

П усть  над поверхностью земли на 
расстоянии h в точке Ро находится 
диполь, излучающий периодические
колебани я частоты со. Примем плоскость земли  за  плоскость 
z — О н  направим ось z  по оси диполя (рис. 84 ) .  П олож им ,

‘ ) Э та задача была впервые решена Зоммерфельдом в 1909 г Первона
чальное решение Зоммерфельда содержало ошибку, которая была исправлена 
В. А. Фоком.

Рис. 84.



что в атмосфере ( г  >  0) ео = Цо =1 ,  сто =  0. П редположим да 
лее, что зем л я  ( г  <  0 ) х арактери зуется  диэлектрической пс 
стоянной е, проводимостью о, а м агн и тн ая  проницаемость | 
м о ж ет  быть принята равной единице; е и ст будем считать по 
стоянными.

Н аш а з а д а ч а  заклю ч ается  в отыскании напряженности поля 
создаваем о го  диполем. Процесс распространения электром аг  
нитных волн описы вается уравнением М аксвел л а .

К а к  было показано  в Приложении II к гл. V, решение ур ав  
нений М а к с в е л л а  м о ж ет  быть сведено к решению волновоп 
уравнения д л я  поляризационного потенциала П 1):

АП +  k2n  =  0, (1
где

л  2

k2 =  \ 
) k\ " л

П отенциал П свя зан  с напряженностями поля соотношениями

Е =  £2П +  g ra d  d iv  П, ]

Я  =  — г -^ -ro t  П. (2
«0 )

В нашем случае  вектор  П направлен параллельно излучаю щ ем; 
диполю

П = ( 0 , 0 , 1 1 , ) ;  Пг =  Нг (/-, z). (3
П олож ив

о  . . 4ястг  =  е +  ! ------,1 ш ’
получим;

и2 J - t 2 ki  =  ti Ко.

Соотношения (2) и (3) даю т:

H4 =  — ik  о -^ т - ;  E(f =  Hr =  0 при 2 > 0 , (4 

ik? э п ,
Hv =  — - fg— £ср =  Я г =  0 при z < 0 .  (5

Чтобы получить граничные условия при 2 =  0, воспользуем  
ся  условием  непрерывности тангенциальных составляю щ их на 
пряженностей полей. Эти условия, к а к  п о казы ваю т формуль

Р  __ д дП 0 .
г ~~ д г д г  '

д ап ,
Е = _____ —•г д г д г  '

')  Так как рассматривается установившийся процесс, то временной мно 
житель е~ш  можно опустить.



(4) и (5 ) ,  б уд ут  выполнены, если положить:

Будем  искать  решение уравнения (1) при граничных условиях
(6) в виде  суперпозиции частных решений вида

Д л я  неограниченной области вместо дискретного спектра  соб
ственных значений % получается непрерывный спектр. П оэто
му реш ение П можно искать в виде

зн ак  у  ц, долж ен  быть выбран таки м  образом , чтобы обеспечи
в а л а с ь  сходимость интеграла (7 ) .  О стаю щ аяся  пока неопреде
ленной функция F  (Я) представляет  собой амплитудны й  м нож и
тель отдельны х  колебаний.

В осп ользуем ся  интегральным представлением  потенциала 
(см. Дополнение II, ч. I, § 5)

Р ассм отрим  д ве  различные области:
а )  В о з д у х  ( z ] > 0 ) .  Поле в этой области б уд ет  иметь  вид

— потенциал поля первичного во зб уж ден и я ,  со зд а ваем о го  с а 
мим диполем , а П в т о р  — потенциал поля вторичного в о з б у ж д е 
ния, со зд а ва е м о го  возникающими в зем л е  токами .

И сп о льзуя  представления (7 ) ,  (8 ) и (9 ) ,  мы  м о ж е м  зап и 
сать :

(6)

(k2 =  X2 — \i2).

оо

(7)
О

оо

о

{ix = Y k 2 - k 2, R =  V r 2 +  ( z - h ) 2). (8)

где

(9)

(Ю)

где  F {h )  — пока что неопределенная функция.



б) З е м л я  ( г < 0 ) .  В этой области имеет место то л ько  вто
ричное возбуж дение , которое мы можем зап исать  в ви д е

П 3 =  j  F 3(X) J 0 ( X r ) dX, (11)

где  ]i2 =  k2 — X2. Т ак  к а к  z  <  0, то зн а к  п о к а з а т е л я  эксп о 
ненты обеспечит сходимость интеграла .

Д л я  определения функций F(X) и FS(X) во сп ользуем ся  гр а 
ничными условиям и  ( 6) ,  которые дают:

|  /0 ( ' И  е -мА [Я — \iF (Я) — ц3Р 3 (Я) ] dX =  0 , 
о
оо

J  J 0 (Яг) e - w  [Я +  vlF  (Я) -  n*iiF3 (Я)] ^  =  0.

У слови я  (12) б уд ут  выполнены, если мы положим 
ц/7 (Я) +  » 3F 3 (Я) =  Я, |

[iF  (Я) — n 2iiF 3 (Я) =  — Я. j  

Р е ш а я  уравнение (1 3 ) ,  найдем F ( Я) и F 3(X) в ви д е  

^ (Я )  =  А (1 - ■  2|̂  ) ;
ц \ « 2Ц +  Из /

2А,

(12)

F 3(K). П2Ц +  (i3

(13)

(14)

П о д с т а в л я я  полученное вы раж ение  (14) в ф ормулы  (10) и
( 11 ) ,  получим следую щ ие вы р аж ен и я  д л я  поляризационного по
тен ц и ала  поля вертикального  диполя:

оо оо

П 0 =  Г J 0 ( l r ) e ~  +  Г j  f a )  е-*\*+Н —  _
J  И' J  И*

оо

-  2 J  Jo (Яг) е- 1  (*+ «  ^  •+  1*3 И

П ,

оо

J  Jo (И 'h XdX

(15)

О б о зн ач ая  через R =  Y r 2 -\ -(z— h)2 расстоян и е от точки 
н аб л ю д ен и я  до диполя , через R ' — У  г2 +  (z +  h)2 расстояние 
от точки наблю ден ия  до  зеркального  о т р а ж ен и я  д и п о л я  в пло-



скости 2 =  0 и п ользуясь  п редставлением  (8 ), перепиш ем в ы р а 
ж ен и е  д л я  функции П0 в виде

оо
a ikR J k R '  Л м У НУ

no = V + V - ^ ^ e-MZ+A)w ^ ^ *  (15°о

Р ассм отри м  некоторые предельные случаи.
1) И д е а л ь н о  п р о в о д я щ а я  з е м л я .  В этом случае  

а —► оо, а  следовательно, \k3\ и \п\—*■ оо. При этом формулы
(15) и (15 ')  даю т:

J k R  J k R ’

n o =  V -  +  ^ ; Пз =  0 -

Этот ж е  р езул ьтат  легко получить непосредственно, реш ая з а 
д а ч у  методом отражений.

2) Д и п о л ь  в о д н о р о д н о й  с р е д е .  В этом случае  
ko — k3; п =  1; jx =  (яз. Ф орм улы  (15) и (15 ')  даю т :

П 0  =  П 3  =  J *  / 0  ( A , r )  e ~ v 1 z ~ h  I
dX e IkR

R ’

т. e. имеет место одно первичное возбуж дение , к а к  и должно 
быть.

Полученные интегральные вы р аж е н и я  (15) я вл яю тся  весьм а 
слож ны м и д л я  исследования и практического применения. Под- 
интегральные вы раж ения имеют точки ветвлен ия и полюсы. 
Зоммерф ельдом был предложен метод приближенного вычис
ления этих интегралов путем деформации кон тура  интегриро
в а н и я 1) .  При этом им была получена сл ед ую щ ая  приближен
н ая  ф ормула д л я  поля вблизи поверхности земли :

( ^  \
■ 2—г— ( 1 +  i Y n P e~p — 2 К р е -Р J е0-* d a j , (16)По

где величина р — т а к  н азы ваем о е  «численное р асстояни е»  — 
свя зан о  с полюсом р подынтегрального в ы р а ж е н и я  (15) соот
ношением

р =  I (k0 — р) г.

Ф о р м ул а  (16) совп адает  с ф ормулами , полученными соверш ен
но иным путем рядом други х  авторов (В ейль , Ван-дер-П оль , 
Ф о к ) .

')  Ф р а н к  и М и з е с ,  Дифференциальные и интегральные уравнения 
математической физики, т. II, 1937.



М ЕТО Д КО НЕЧНЫ Х РАЗНОСТЕЙ ' )

§  1. Основные понятия

М ы познакомились с аналитическими м етодам и  решения 
уравнений с частными производными. Однако явное представ
ление решения в виде р я д а  или интеграла не все гд а  возможно 

Р ассм отрим , например, уравнение теплопроводности

М етод  разделен и я  переменных применим только в случае 
k (x , t )  =  k i( x ) k 2(t) .  О днако часто встречаются задачи , когда 
коэффициент теплопроводности непредставим в т ак о м  виде или 
д а ж е  зави си т  от тем пературы  (квазилинейное уравнение тепло
проводности). П редставление решений нелинейных уравнений 
в аналитической форме возможно в исключительных случаях

У ниверсальным методом приближенного решения дифферен
циальных уравнений, применимым для  широкого к л асс а  у р а в 
нений матем атической  физики, является  метод конечных р аз 
ностей (или метод сеток).

М етод  конечных разностей состоит в следую щ ем. Область 
непрерывного изменения ар гум ентов  (например, х  и t) з а м е 
няется  конечным (ди скретны м ) множеством точек (у з л о в ) ,  н а 
зы ваем ы м  сеткой; вместо функций непрерывного ар гум ен та  рас 
см атр и ваю тся  функции дискретного ар гум ен та ,  определенные 
в у зл а х  сетки и н аз ы ва ем ы е  сеточными функциями. Производ
ные, входящ и е в дифференциальное уравнение, зам ен яю тся  (ап 
проксимирую тся) при помощи соответствующих разностных 
отношений; дифференциальное уравнение при этом заменяется 
системой алгебраических  уравнений (разностным уравнением) 
Н ачальн ы е  и кр аевы е  усло ви я  тоже зам ен яю тся  разностными 
н ачальн ы м и  и кр аевы м и  условиями для  сеточной функции.

Естественно требовать , чтобы полученная т аки м  образом 
разн о стн ая  к р а е в а я  з а д а ч а  бы ла разреш има и ее решение прк 
увеличении числа N у злов  сетки приближалось (сходилось) 
к  решению исходной зад ач и  для  дифференциального у р а в 
нения. Н и ж е  понятия аппроксимации, сходимости, точности у 
устойчивости иллю стрирую тся на простейших примерах .

*) С'м. А. А. С а м а р с к и й ,  Введение в теорию разностных схем 
«Н аука», 1971.

о:



1. Сетки и сеточные функции. Рассм отри м  простейшие при
меры сеток.

П усть область изменения аргумента  х е с т ь  отрезок 0 ^  х  ^  /. 
Р азобьем  отрезок точками Xi =  ih (i =  0, 1, 2, . . .
. . . ,  N; h >  0) на N равных частей длины h =  1/N к а ж д а я .  
М н ож ество  точек х\ =  ih, t =  0, 1, 2, . . . , N, н азы ва ется  р а з 
ностной сеткой на отрезке 0 ^  х ^  I и обозначается й Л =
— {х{ =  ih, i —  0, 1, . . . ,  N), а число h — расстояние м е ж д у  
точками (у злам и ) сетки й/, — н азы ва ется  шагом сетки.

Отрезок [0, /] можно разбить на N частей , вводя  произволь
ные точки Xi <. х2 <  . . .  < x N- i  С  I. Т о гда  получим сетку  
йл  =  {xit i — 0, 1, . . . ,  N, Хо =  0 , x N =  /} с шагом /г,- =  
=  Xi — Xi-i, который зависит от номера i у з л а  x t. Если Л,- Ф  
ф  hi+i хотя бы д л я  одного номера г, то с етка  й Л =  й^ н а з ы 
вае тся  неравномерной. Если hi =  const =  h =  1/N д л я  всех
i =  1 , 2 ,  . .  . ,  N, то мы получаем построенную выше р авн о м ер 
ную сетку .

Н а бесконечной прямой — оо <  х  <  оо можно р ассм атр и 
в ать  сетку  oj/i, х =  {х +  ih, i = 0, ± 1, ± 2 , . .  .} с началом в лю 
бой точке х, состоящую из бесконечного числа узлов.

Функцию у% =  у  (Xi) дискретного а р г ум ен т а  Xi, i —  0, 1, . . .  
. . . ,  N, называю т сеточной функцией, определенной на сетке й Л.

Всякой непрерывной функции f (x )  можно поставить в со
ответствие сеточную функцию f ) ,  п о л а г а я ,  нап ри м ер , f 1} =  
~ f { x t)- Впрочем, в некоторых сл у ч аях  удобнее  у с тан авл и вать  
это соответствие другими способами.

П усть  область изменения ар гум ен тов  (л:, t) есть п р ям о уго ль
ник Д  =  (0 ^  х  ^  1, 0 <  f <  Г). Построим на отрезке 
0 <  х  1 сетку йл =  {xi — ih, i =  0, 1, . . . ,  N} с ш агом h =  
=  \/N и сетку й  t  =  {tj =  jx, j  — 0, 1, . . . ,  N0} с ш агом  т =  
=  Т/N о на отрезке 0 ^  t ^  Т. М н ож ество  узлов  (Xi,tj)  с k o o j>  

ди натам и  Xi — ih и tj — jx назовем сеткой в прям оугольнике  Д
и обозначим й/1Т =  {(Xi =  ih, tj =  jx ) ,  i —  0 , 1............N, j  =
=  0, 1, . . . ,  N0}. Эта сетка равномерна по к а ж д о м у  из пере
менных х и t. Если хотя бы одна из сеток й л  или й т н ер ав 
номерна, то сетка назы вается  неравномерной. С етка  й Лг, 
очевидно, состоит из точек пересечения прям ы х х =  Xu i =  
=  0, 1, . . . ,  N и прямых t =  tj, j  —  0, 1, . . . ,  No-

Пусть у — сеточная функция, з а д а н н а я  на йлт. Б удем  обо
зн ачать  у[ = y ( X i , t j )  значение сеточной функции у  в у зл е  
(xu tj) сетки a>hx■ _

Непрерывной функции u ( x , t ) ,  где  (х ,1)  — точка из Д, будем  
ставить  в соответствие сеточную функцию =  t =  u.(xi , t

Возможны и другие способы такого  соответствия, на кото
рых мы  здесь не останавливаем ся .



2. А ппроксимация простейших дифференциальных операто
ров. Оператор Lh, преобразующий сеточную функцию у  в сеточ
ную функцию У =  Ьиу, назы ваю т сеточным или разностным опе
ратором. Дифференциальный оператор L, заданны й в классе  
функций непрерывного ар гум ента ,  м ож ет  быть приближенно 
заменен  (аппроксимирован) разностным оператором Lh, з а д а н 
ным на сеточных функциях. Д л я  этого к а ж д а я  из производ
ных зам ен яется  разностным отношением (отсюда и н азван и е  
«разностный о п ер ато р » ) ,  содерж ащ им значения сеточной функ
ции в нескольких у з л а х  сетки. Посмотрим, к а к  это д е л ае тс я  д л я  
первых и вторы х производных функции одного переменного.

П усть юл =  {xi =  ih) — сетка с шагом h на отрезке 0 ^  
^  х  sg: 1. Р ассм отри м  первую производную Lv =  и' функции 
v ( x ) .  З амен ить  ее разностным вы раж ением  можно бесчислен
ным множеством  способов. Простейшими являю тся  зам ены

Vt — v ,  , _
l v -------.............. =  L h vi

— л е в а я  р азн о стн ая  производная или левое разностное отно
шение,

vt ., —- V, ,
Lv  ~ ..1~+\  1 =  L t v t

V, , .  —  V , .
— п р ав ая  р азн о стн ая  производная или L°hv i = — -----------
ц ен тр альн ая  р азн о с тн ая  производная.

З д есь  Vi =  v(X{), зн а к  ~  означает соответствие или ап
проксимацию. При зам ен е  Lv — v' разностным вы р аж ен и ем  
^ h v i д о п у с к а е т с я  погрешность L * v { — (Lv)t =  ^> н а з ы в а е м а я  
погрешностью аппроксимации оператора L разностным опера
тором Lh. Естественно требовать , чтобы при стремлении h 
к нулю эта  погрешность стремилась к  нулю. Д л я  оценки г|У? 
надо предположить, что v(x )  г л а д к а я  функция. Б удем  гово
рить, что v (x )  при н адлеж и т  к л ассу  (пространству) C(m>[0, 1] 
( v ( x ) е  С(,п> [0 , 1]) функций, з аданн ы х  на отрезке 0 ^  х  ^  1, 
если v (х) имеет т  непрерывных на отрезке О -< х 1 произ
водных. При т  =  О получаем кл асс  С<°) [0, 1] непрерывных при 
О г£С х  ^  1 функций.

П усть  v (x) e C W  [0, 1], где  т ' ^ . 2 .  Р азл о ж и м  v (x )  в окре
стности точки х  —  Xi:

v i ± i  =  v i ±  h v ' i  +  O i f i 2)

и вы числим  Ф* =  L ^ v t — v'{ =  0  (h), ^  — L * v .  — v t =  О (h).
Б у д е м  говорить , что разностный оператор Lh: 1) аппрокси

м и р ует  диф ф еренциальны й оператор L  н а  сетке ©л, если



m ax I Ф? I =  m a x  I Lhv i — (Lv){ I, гд е  v (x ) — достаточно г л а д к а я  
&h &h

функция, с тр ем и тся  к  нулю при /г —> 0; 2) ап п рокси м ирует  L 
с порядком  п ( п > 0), если m ax  I ф* I =  О (hn) (или  m a x  I ^  I ^ . M h n,

“ а “ л
где М  — по лож ительн ая  постоянная , не з а в и с ящ а я  от К).

О б р ащ аясь  к формулам д л я  Ln, видим , что LhVi и L£vi ап
проксимируют Lv =  v' с первым порядком при v е  О т \ где  
т  ^  2. Увеличение т  не меняет  порядка  аппроксимации.

В ы р а ж е н и е  д л я  LhVi содерж ит значения v в д в у х  у зл ах  
х =  Xi и х =  Xi-i сетки. Говорят, что оператор Lh я вл яет с я  
двухточечным или оператором первого порядка.

М нож ество  узлов, значения сеточной функции в которых 
вхо дят  в вы р аж ен и е  н азы ваю т шаблоном оператора Lh
в точке Х{. Очевидно, что шаблон оператора Lh состоит .из 
д вух  узлов Xi и х {- j, а шаблон L% — из узлов Xi и Xi+i.

В озьм ем , например, трехточечный оператор, определенный на 
шаблоне Xi-i. •*<> x i+i:
, ( ° )  , +  1 / 1  W -  о т , , , + ( l  —  2 0 ) и г — ( I  —  с т ) о г _ ,
Lh Vi —  o L h  Vi  +  ( l — o ) L h V i — --------------------------^-------------------------- , (2)

где a — произвольное число. В частности, при а  — 1/2 получаем
о v i + 1 — v l - 1центральную разностную производную L ^ vi— ------- ^ ------- , кото

рая ,  к а к  нетрудно показать, при v (x )  е  С<3> [0, 1] аппроксим и
рует v '(x )  со вторым порядком.

В дальнейш ем будем пользоваться  обозначениями

v
Vx , i  h  • Vx . t  h

=  V l  +  \ - L - o  \
V X. i 2A 2 V л .  I ^  X. O'

В тех случаях , ко гда  номер i у з л а  не имеет значения, б уд ем  его 
о п уск ать  и писать V-, vx, v  ®.

Р ассм отрим  теперь вторую производную Lv =  v". Н а  д в у х 
точечном шаблоне, очевидно, ее аппроксимировать  нельзя .  В ы 
берем трехточечный шаблон, состоящий из узлов Х{-\, Хи х г-+ь и 
рассмотрим  разностный оператор

1 о . . .  —  2v,  +  V, ,
L hV l =  Vx x , i  =  T { Vx , i - Vx , l ) = — ------W ------------ '  (4 )

Если v  e  C<m> [0, 1], m ^  4, то можно написать

v t ± I  =  t>£ ±  h v '  +  £  V" ±  v ' "  +  -g- +  Q ( h %  (5)

i+i



(o ( h n ) — величина, с т р ем ящ аяс я  к нулю при h - *  0  быстрее, 
чем hn). Отсюда сл едует  (индекс i о п ускаем ) ,  что

v -x — v" =  ^  u<IV> +  о (/г2), (6)

т . е. v -x аппроксимирует v" со вторым порядком .
Д л я  аппроксимации четвертой производной Lv =  v(IV> выбе

рем пятиточечный шаблон, состоящий из узлов х{ +  kh(k — О, 
±  1, ± 2 ) ,  и положим

L V = V  ^ - 2 - 4 ^ - + 6 ^ - 4 ^  + 1 + ^ +2 ( ? )
h  i  Uxxxx ,  i  h l  • К1 )

В этом сл уч ае  v ЯхЯх — v {lV) — О [h2) д л я  и ( л : ) е С (6). На пяти
точечном шаблоне (х г - f  kh), 6 =  0 , ± 1, ± 2 , м ож н о  добиться  
аппроксимации О (/г4) д л я  v", если » е С ,6). В сам о м  деле , 
из (6) и (7) сл едует ,  что оператор

L h v  =  v x x ~ l ^ v x x xx = : v "  +  0 ( h 4 )  (8 >

и м еет  4-й порядок аппроксимации.
Н а практике  аппроксимация производных на многоточечных 

ш аблон ах  используется редко, так  к а к  при увеличении ш абло
на обычно увеличивается  объем вычислительной работы  и у х у д 
ш аю тся качества  получающихся разностных операторов 
(в  см ысле устойчивости).

Еще р аз  отметим, что порядок аппроксимации разностного 
оператора Lh зависит от порядка  т  дифференцируемое™ функ
ции v ( x ) .  М ы везде  фактически говорили о м акси м альн ом  по
р я д к е  аппроксимации, который не меняется при увеличении но
м ера  т  кл асса  С(т \ считая , что v(x)  — л ю б ая  функция из №*). 
Очевидно, что при специальном выборе v (x )  порядок аппрокси
мации м ож ет  повыситься. Если, например, v (x )  = и (х )  есть реше
ние уравн ени я  и" =  х, то u<IV> = 0 и ихх =  и", т. е. vXx аппро
кси м и рует  v"  точно при v =  и.

Р ассм отри м  более сложный оператор
, ди д 2и /Л,

~di ~дх2 ' <9>

гд е  u —  u(x2 t ) — функция д в у х  аргументов х  и t, меняю щ ихся 
в области  Д  =  (0 ^  jc ^  1, 0 <  / <  Г ) .  В ведем  се т к у

®лт =  {(*< =  *‘й, ti =  fr), 1 =  о, 1, N, / =  О, 1, . . . .  Nq}

с ш а га м и  h =  \/N и т  =  T/N0, построенную в  п. 2 ,



П роизведем зам ен у

( д и \ + 1 u i + ' - u j  /+1 
U / / i  ~  Т Ui ’

/д2и у  
[ d ^ l i

« L i  - 2«{ +  “j± i_  =
/г2 JCJC, (•

В р езул ьтате  получим разностный оператор

/  ;hi i
ut+ i - u l «г- i - 2 “ < + “ i + i 

/г2 ( 10)

который м&жно записать в виде Lhxu =  ui — где  й =  и\, 
и =  и|"н . Этот оператор определен на шаблоне, состоящем из 
четырех точек /j+i), (*<, t j ) ,  ( * {_ь t j) , (х{+1, tj) (рис. 85, и). 
Оператор Lhx определен не во всех  у зл а х  шлт, а только при 
0 <  i <  N и j  >  0, т. е.

o=t
(H j+ 0 ( ‘J * 0  (M ,j+ 0

a=0
(i.j+ O

U-l.J) d,j) 
a)

(U)
6)

Рис. 85.

d ,j)  (l+ t,j) 
в)

в тех у зл ах ,  в которых шаблон состоит только из у злов  сетки 
(о/,т. У злы  (Xi, t j) ,  0 <  i <  jV, j  >  0, назовем внутренними и 
обозначим whx =  {(*t, tj), 0 <  i <  N, 0 <  j  -< jV0} м ножество  всех 
внутренних узлов. Таким образом , оператор Lhx определен на 
со/,т, т. е. во внутренних узл ах .  В остальны х у з л а х ,  н а зы ва ем ы х  
граничными, долж ны  быть з ад а н ы  кр аевы е  и н ачальн ы е усло 
вия. Оператор Lhx имеет первый порядок апроксимации по т и 
второй по /г:

m ax  I Lh u[ — (Lu)[ \ — 0 ( h 2 J r  т), (11)
“ At

т а к  к а к  и-х — и" +  О (/г2), u-t =  i i - \ - 0 ( т) ( “  =  ( 4 т ) /) '  З десь
ш трих о зн ач ает  дифференцирование по х, то ч ка  — диф ф ерен
ц и ровани е  по t. Рассмотрим оператор

и{+1- и { ,/+> . ■ 2u[+l + и/+ 1
Тг---------или Lhxu — u-t ( 12)

определенный на четырехточечном ш аблоне (л:<_i, tj+1) ,  (x t, tj+i),  
(xi+i, tj+i), (xi, tj) (рис. 85,6). Он аппроксим ирует  Lu  с тем  ж е  
порядком , что и оператор ( 10) .

В § 2 б уд ет  рассмотрено одноп араметрическое  семейство 
разностных операторов, аппроксимирую щ их оператор (9 ) .  Это 
семейство содерж ит операторы ( 10) и ( 12) .



Д о  сих пор мы оценивали величину погрешности аппрокси 
мации i|) =  LhV — Lv  д л я  оператора Lh (или Lhx) к а к  max|ij)|

“л
т. е. по норме *) ( « в  норме»)

||ф||0 =  шах| -ф(дс) |. (13

Д л я  оценки величины сеточной функции ф можно исполь 
зо вать  и др угие  нормы, например:

/N- 1 V/» N~ 1
[| ф ||2 =  2  , 1Ж 11=  2  | и т. д . (14 

V / <*=1

П усть  || ф || — некоторая норма для функций ф, з аданн ы х  нг 
сетке «ил. В дальнейш ем б удем  говорить, что разностный опера 
тор Ln’. 1) аппроксимирует дифференциальный оператор L пс 
норме || • ||, если || гр || =  || Lhv — Lv  || - »  0 при h - *  0; 2) аппрок 
симирует L с порядком п ( п >  0) (Lh имеет п -й порядок ап 
п рокси м ац и и ) ,  если || ф || =  0 ( h n) или || ф II ^  M h n, где М =  
= const >  0 не зависит от h.

Если v — достаточно г л а д к а я  функция, a a j  — равномерна* 
сетка ,  то все  рассмотренные выше разностные операторы имеют 
один и тот ж е  порядок аппроксимации в любой из норм (13) 
(14 ) .

И наче обстоит дело в сл уч ае  неравномерной сетки.
П усть  юл =  {х^ i —  0, 1, . . . ,  N, Хо =  0, xN =  1} — неравно

м ер н ая  с етка  с ш агам и  hi =  Xi — Xi-i, i —  1, 2 ............N, на о т 
р езке  0 ^  х  ^  1. Рассм отри м  оператор Lv — v". Е м у  поставим 
в соответствие разностный оператор

<«>
г д е  h i —  -^ {h i +  hi+1), — определенный на трехточечном ш аблоне

(х 1—i, Xi, Xi + j).
Вычислим погрешность аппроксимации %  =  LhPi — Lvi. 

П р ед п о л ага я ,  что v (x )  е С 4 [0, 1] и пользуясь разлож ен иям и

•vh -  ”,+'>,+,'■;+%»;'+т ч -иС + 0 (*;«)•

»,■- = о ,  - * , » ; + 4 -  -  т,  ч ° < " + 0  (*!)■

]) Каждой сеточной функции у  ставится в соответствие некоторое неотри
цательное число ||(/||, называемое нормой и представляющее собой аналог рас
стояния от начала координат в обычной геометрии. Норма удовлетворяет тре
бованиям: 1) ||г/|| =  0 только при у(х) =  0; 2) \\су\\ =  |с| ||у||, с =  const;
3) \\у +  г|| :gC ||г/|| +  ||г|| (неравенство треугольника) (см. Л. В. К а н т о р о 
в и ч  и Г. П. А к и л о в, Функциональный анализ в нормированных простран
ствах, Физматгиз, 1959).



находим
Ь :

Ы+1 — к 0;" +  о (а* +  л; +1).

Отсюда видно, что II г|) L  =  О(А0), h0 — maxh i ,  если ||-||8 при 
s =  0, 1, 2, — любая из норм (13), (14). Отсюда следует, что 
Lh имеет 1-й порядок аппроксимации в нормах ||- 1|0, ll-lli, II-Иг- 

Покажем, что при надлежащем выборе нормы, а именно:

Ж 1 з  =

N - l  / I \2

2  h t 2  hk^k
г= 1 ft—I

оператор (15) имеет в этой норме второй порядок аппрокси
мации:

1ЖЬ =  ||/.Л0 - 1 У ||з =  О (/?о).
‘ г+iТак как  v't"  =  и'", +  О (Ai+I), то (h i+t — Л() о '"

=̂ ' H r ( h2i+iv 'i'+\ — +  ° ( h2i+d’ и П0ЭТ0МУ ^  представится
в виде

Фi =  %  +  Ъ], Фг =  О (А* +  h}+,),

= i  (т,'+«_  ^  ц‘ = т  h *v '1" = 0  (А‘)-
г „ i

Вычисляя 2  Ь/Лк =  2  Сп%+1 — ‘Чи) =  T1/+I — Л! и учитывая, что
fc=i fe=i

|г]| =  0(Ао). получаем ||ф||ч =  0(А^) и, следовательно, 

1ЖЬ<1Ж1з +  И Ч>*1Ь<М&

где М — const >  0 не зависит от сетки, т. е. (15) имеет 2-й 
порядок аппроксимации в норме ||*|1з на любой неравномерной 
сетке со и- Этот результат сохраняет силу и для норм

JV-1 AV-1 \2

2  А Л 2  ftktyk
i = I k=i

ЛГ-1

IIФ lb. =  2  hi
I k=\

Отметим, что II tp Ц3 ^  | ф ||s, s =  0, 1,2.
В дальнейшем будем пользоваться обозначениями



Если сетка со* неравномерна, то при аппроксимации операторг 
(9) используется оператор (15), так что вместо (10) и (12) бу 
дем иметь разностные операторы Lhxu — u{ — iiXjt, Lhxu — u-t — uu  
В этом случае вместо (11) получим оценку

max\\Lhxu — Lu\\3 =  O(h20-\-x), (17
“ t

где максимум берется по / = 1 ,  2, . . . ,  N0.
Сетка шт такж е может быть неравномерной с шагом т/ =

j j • 1 о \г гт ( д  u \ i+i — и**=Ч — Ч - и  7 =  1. 2 ..........N0. При этом --------— —  =
/ ди V +I

=  П?Г + ° ( T/+i); Т0ГДа в (17) т =  шах х,. 
v '  К / < л г „
3. Разностная задача. До сих пор мы занимались аппрокси

мацией простейших дифференциальных операторов разностны
ми операторами. Обычно требуется решить дифференциальное 
уравнение Lu =  —f  с некоторыми дополнительными (началь
ными, краевыми) условиями. Поэтому кроме построения раз
ностного оператора нужно аппроксимировать на сетке правую 
часть и дополнительные условия, после чего можно поставить 
разностную задачу, т. е. написать разностные (алгебраические) 
уравнения и дополнительные условия на сетке.

Закон написания разностных уравнений и дополнительных 
условий называют разностной схемой.

Рассмотрим несколько примеров постановки разностной за
дачи.

П р и м е р  1. Задаче Коши для уравнения 1-го порядка

u'(x)  =  f(x),  х > 0 ,  м(0) =  и0, (18)

на равномерной сетке соответствует разностная краевая задача 

y t+i — y t =  h<pt, у 0 =  и 0 (cp| =  =  

получаемая при замене оператора и '  разностным оператором

Lhu =  u-X.

П р и м е р  2. Краевой задаче для уравнения 2-го порядка

u "  =  — f ( x ) ,  0 <  х <  I, « (0 ) =  (Х!, ы(1) =  ц2, (19)

на равномерной сетке соответствует краевая задача

Vi+i — 2t/i +  у i - i  =  — h \ i ,  */0 =  Mi> Уы — Мг (Фi = f (*())>

получаемая при замене оператора и" разностным операто
ром U хх-



П р и м е р  3. Краевой задаче для уравнения теплопровод
ности

=  S  +  0 <  лг <  1, 0 < t < T ,  (20)

и(х, 0) =  и0(х), 0 ^ л : ^ 1 ,  (21)

и (0, t) =  [х, (t), u ( l ,  0  =  1*2(0. 0 < / < 7 \  (22)
на равномерной сетке йлт =  {Xi =  ih, t} =  j r ( i  =  О, 1, . . .

N, j =  0, 1, Л̂ о)} соответствует разностная краевая 
задача

У{+[ — У!1 =  У{У\-\ — 2 ^  +  ^ +1) +  тф^+1, 0 < £ <  jV, О

( y = - ^ t . Ф,?+' =  /(*<.  */)) .  . '/? =  « o ( ^ ) > (2 3 >

^0 =  ( /̂)> ^  =  (24)

получаемая при замене оператора теплопроводности разност
ным оператором (10). Определим у [+х:

y i +  i =  (l — 2у)у[-\-  Y(y{_, + ^ +i) + ^ +1, (25)
где у  =  т//г2.

Если у[  известно, то по этой формуле можно определить 
у\+х во всех узлах / =1 , 2 ,  . . . ,  N — 1 (на слое / + 1). Так как 
при j  — 0 задано начальное условие y nt — u ( x t), то формула 
(25) позволяет определить от слоя к слою значения у\+х во 
всех узлах сетки ю;1Т, используя при этом краевые условия 
(24). Схема (23) называется явной.

Пусть LftT определяется формулой (12). Тогда уравнение 
принимает вид

../+1 ,.f //^1 _9 4 -I У* У* У1-\ У* *̂ У1+\ I _/_|-1 /од\
У1 =  Ухх +  ф ил и  — ^ ^ ------------------ь ф г -  (2 6 )

Для определения у [+1 на новом слое j  +  1 получаем систему 
алгебраических уравнений

•Y ^ ll  — (1 +  2у)!/|+1 +  уг/Ц! =  — У[ — тФ/+‘» 0 <  i <  N.  (27)

Т акая  схема называется неявной или схемой с опережением.
4. Устойчивость. После того как разностная схема написана, 

т. е. сформулированы разностное уравнение и все дополнитель
ные условия, возникает прежде всего вопрос о разрешимости 
полученной алгебраической системы уравнений. Если эта систе
ма неразрешима, то такую схему следует признать непригод
ной.



Пусть разностная задача разрешима. Тогда естественно тре
бовать, чтобы при неограниченном измельчении сетки решение 
разностной задачи стремилось к решению исходной задачи для 
дифференциального уравнения (схема сходилась). В этих рас
суждениях мы предполагаем, что разностная задача решается 
точно и решение может быть найдено с любым числом знаков. 
Практически же все вычисления ведутся с конечным числом 
знаков и на каждом этапе вычислений допускаются ошибки 
округления. Если малые ошибки округления, допускаемые на 
промежуточных этапах вычислительного процесса, при сгущении 
сетки приводят к большим искажениям решения, то такую 
схему называют неустойчивой. Она непригодна для практики.

Ошибки вычислений можно рассматривать как возмущение 
начальных данных или правой части уравнения. Отсюда сле
дует, что от схемы надо требовать, чтобы решение разностной 
задачи мало менялось при малом изменении входных данных 
задачи (правой части, краевых и начальных условий) или, 
иными словами, чтобы решение непрерывно зависело от вход
ных данных при измельчении сетки. Если это требование вы
полняется, то схема называется устойчивой, в противном случае 
схема неустойчива. Ниже приводятся примеры неустойчивых и 
устойчивых схем.

П р и м е р  4. Устойчивая схема. Рассмотрим задачу Коши 
для уравнения

и' — — а  и, х >  0, и (0) =  иа, а  >  0, (28)
имеющую решением и(х)  — ийе~ах и заменим ее разностной 
схемой

V i - V i - 1  • , о ̂ си/1 , i 1, 2, • • •, у  о U-Q*

Из разностных уравнений получаем y t (1 +  ah) =  yi-\ или г/,- =  
—- 5г/;_, =  s ly 0, где s =   ̂ <  1. Преобразуем выражение 
для s:

In s =  — ln (1 +  ah)  =  — ah  +  О (h2) =  — h (a +  О (h )), 
или s =  e~ft(a+o№>.

Рассмотрим какую-либо точку x. Для простоты будем пред
полагать, что эта точка является узлом последовательности се
ток <5Л при h 0. Номера i, соответствующие этой точке для 
сетки б л, равны i =  x/h. Очевидно, что

Hi — s ‘У0 =  У0е  hla+° m  h =  tJoe -ax+ 0 ih) =  y Q [е ~ах О  (h)], 

что и доказывает сходимость разностной схемы.



Отсюда видно, что при малом изменении начального зна
чения у0 решение tji разностной задачи также меняется мало 
(непрерывно зависит от у 0).

П р и м е р  5. Неустойчивая схема. Рассмотрим ту же зад а 
чу (28), что и в примере 4:

и' — — а и, х >  0, и (0) =  и0. 
Аппроксимируем уравнение и'  =  —а  и разностной схемой 

g У i -  У,-, +  (1 _  q) h±L~.y± +  а у . 7 о, г =  1, 2 ..........  (29)

где <т — произвольный параметр, не равный единице, о ф  1.
Т ак  как схема трехточечная, то начальные значения надо 

задавать  не только в точке х =  0, но и в точке =  h: у 0 =  «о, 
г/i = йо- Из (29) следует

(a — l ) y l+i — [(2ог — 1) +  а/г]г/г +  стг/г_, ==0. (30)

Будем искать частные решения этого уравнения в виде г/г- =  s*. 
Для s  из (30) получим квадратное уравнение

(а — I) s 2 — (2а — 1 +  ah) s  +  а =  0, (31)

дискриминант которого равен
Д. =  (2а — 1 +  ah)2 — 4а (а — 1) =  1 +  2 (2а — 1) ah  +  a2h2,

так что Y А — 1 +  (2а — 1) ah  +  О (Л2). Отсюда находим для 
корней Si и s 2 уравнения (31):

s, =  ^ у ( 1  +  ай +  О (/г2)), s2 =  1 -  ah  +  О (h2).

Общее решение уравнения (30) имеет вид
y t =  As\ +  Bs!2, (32)

где постоянные А и В определяются из начальных условий при
i — О и i = l .  Учитывая, что In (1 +  ct.h -f- 0 ( h 2))  =  ± h  (a  -j- 
L+  О (/г)), находим

s  a  c h ( a + 0 ( h »  s  _  g - A  ( a + O  (A))
1 a — 1 > 2

Пусть x — фиксированная точка, являющаяся узлом сетки 
<D/i, т а к  что х =  ih. Из (32) следует

X
y t ~  А  ̂ СТ t j h е*(“+0 (Л)) _|_ g e -x(a+ 0  (A))_

Отсюда видно, что поведение решения зависит от значения 
параметра о. Если a >  1, то ■  ̂ >  1 и первое слагаемое



при любом значении А Ф  О неограниченно возрастает при 
/1 - > 0 .

Коэффициент А зависит от у0, У\- Если при некотором выбо
ре начальных значений А =  0, то при сколь угодно малом воз
мущении начальных данных, хотя бы за счет ошибки округ
ления, мы получим А ф  0 и соответствующее решение будет 
неограниченно возрастать при h -*  0.

Таким образом, при а  >  1 схема (29) неустойчива и непри
годна для вычислений1).

Приведенные выше примеры показывают, что если схема 
устойчива, то малые изменения начальных данных или пра
вой части уравнения приводят к малым изменениям ре
шения разностной задачи; если же схема неустойчива, то ма
лые изменения начальных данных и правой части могут приво
дить на достаточно мелкой сетке к сколь угодно большим из
менениям решения. Поэтому неустойчивая схема рас
ходится.

Пусть ищется решение yh некоторой разностной задачи с ша
гом h на сетке а»л, удовлетворяющее разностному уравнению 
с заданной правой частью ср и дополнительными соотношениями 
(например, начальным, краевым условиями), заданными в гра
ничных узлах сетки. Правую часть уравнения и известные функ
ции, содержащиеся в дополнительных условиях, называют вход
ными данными. Решение разностной задачи зависит от входных 
данных и от параметра h — шага сетки. Меняя Н, мы получаем 
последовательность {yh} решений разностной задачи.

Говорят, что разностная задача поставлена корректно (раз
ностная схема корректна), если ее решение y h при любом до
статочно малом h sg; h0\

1) существует для произвольных входных данных;
2) непрерывно зависит от входных данных, причем эта за

висимость равномерна относительно шага h.
Свойство непрерывной зависимости решения разностной за 

дачи от входных данных называется также устойчивостью раз
ностной задачи (схемы).

Решение разностной задачи yh рассматривается не при од
ном фиксированном значении h, а при любых h ^  /г0, т. е. на 
любых последовательностях достаточно мелких сеток. Равномер
ная по h непрерывная зависимость ун от входных данных озна
чает, что свойство непрерывной зависимости сохраняется при 
h —*■ 0. Иными словами, если решение оценивать по норме 
||-||(i), а входные данные, например, правую часть ф по норме 
If - 11(2), то устойчивость (равномерная по h) схемы по правой 
части означает существование такой постоянной М  > 0, не

■) При а  =  0,5 схема (29) такж е неустойчива.



зависящей от h, что
|| y h ||(1) <  М II ф ||(2) при любых h <  h0.

Данное выше определение корректности разностной схемы 
аналогично определению корректности задачи для дифферен
циального уравнения, с которым мы неоднократно встречались 
в курсе. Различие между этими определениями состоит в тре
бовании равномерной по h устойчивости решения разностной 
задачи.

§ 2. Разностные схемы для уравнения теплопроводности

1. Схемы для уравнения с постоянными коэффициентами.
Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения теплопро
водности: _

найти н епр ерывн ую  в п р ям о у г ол ьник е  Д  (0 ^  ^  1, 0 ^  
^  t ^  Т) функцию и =  и (х, t ) , у д о вл ет в ор яю щ ую  у с л о в и ям :

4 г - - Ж 7  +  /<*,0. 0 < * < 1 ,  0 < ( < Г ,  I (1)

и(х,  0) =  н0 (х ) , и ( 0 ,  t) =  U i ( f ) ,  и ( I ,  t) =  u2(t). J 

Введем в Д  описанную в § 1 сетку a hx =  ©л X  =  {ixi — 1’А».

и вводя произвольный вещественный параметр а  (вес верхнего 
слоя t — t j+,), получим однопараметрическое семейство схем

Схема (2) определена на шеститочечном шаблоне, состоящем 
из узлов (xi+s, tj+h) (s =  — 1, 0, 1; k — 0, 1), расположенных 
на двух слоях t — tj и t =  tj+l (рис. £5, а) .  Поэтому схему (2) 
часто называют двухслойной шеститочечной схемой или схемой 
с весами.

Поскольку в (2) входит произвольный параметр о, то факти
чески мы рассматриваем не одну схему, а однопараметрическое

*1 =  М> г' =  0, j  — 0, 1 , . . . ,  JV0} с шагами h=\/N ,
х =  T/N0. Проводя замену

— т ' =  Л  ( a y '  + l +  (1 —  <т)г/') +  ф '+1, 

j  — I, 2, N0, i =  1 , 2 ........... N — I,

(2)

где Ayh =  y . x ..



семейство схем. В дальнейшем будет показано, что с помощь* 
параметра а  можно управлять устойчивостью и точностью схе 
мы (2). Так как схема (2) пишется одинаково во всех внут 
ренних (при 1 <  i <  N, / >  0) узлах (х{, tj) сетки солт, то ин 
дексы I , j  можно опустить и пользоваться безындексными обо 
значениями, полагая

У =  У{+\ У =  У[> У{=  У~ У . ф =  фг/+1.

В этих обозначениях схему (2) перепишем в виде
у . =  А {а у  +  (1 — о ) у )  +  ср, (х, t) <= соЛт. (З;

Присоединяя сюда начальные и краевые условия 

У(х, 0) =  и0(х), хе=юЛ, 

у (0 ,  t) =  ux{t), у{\, t) =  u2(t), * < = 6 t , (4]

получаем разностную задачу (3)—(4), соответствующую задаче (1). 
Требуется найти сеточную функцию у(х,  t), определенную для 
(х, t) е  йЛт и удовлетворяющую уравнению (3) во внутренних 
узл ах  соЛт =  {(xt, tj), 0 < i < N ,  0 <j<^N0}, а в граничных 
узлах  y hx =  {(xh tj), i =  0, 0 < / < 7 V 0; i =  N, 0 < / < j V 0; / =  0, 
О ^ г ^ Л ^ }  сетки <йЛт — условиям (4).

Д ля  определения у  =  у 1+1 из (3) и (4) получаем задачу

°УУ1- 1 — (1 +  2сту) Vi +  °yyt+i =  — Fi, 0 < i  < N ,

У 0— u l> У ы ~ и2<

F i =  ( !  — 2 y  (1 — ff)) Vi  +  (1 — о) у  ( y t- x +  y l + l ) +  Тф(, y  =  j r -

Значения y  =  y{ и, следовательно, Ft на нижнем слое (при 
t = t i )  известны. Счет идет от слоя / к слою / +  1, начиная с / = 0, при котором задано у 0 = и0(х).

При о =  0 получаем явную схему (см. § 1, п. 2) . Для нее 
*/г =  F{, т. е. значения у  определяются независимо в каждом 
узле сетки ю/,. При о ф  0 для определения у  получаем систему 
алгебраических уравнений порядка N — 1 (такие схемы назы
ваются неявными). Метод решения этой системы, учитываю
щий специальный вид (трехдиагональность ее матрицы, у кото
рой отличны от нуля только элементы, стоящие вдоль главной 
диагонали и двух соседних с нею диагоналей), указан в п. 10.

2. Погрешность аппроксимации. Пусть у  — у  (х, t) — решение 
задачи (3) — (4), u =  u ( x , t ) — решение исходной задачи (1). 
Рассмотрим разность zt+l =  y l +l — и (xit £/+1) или z —y  — и 
и подставим у  — z +  и в уравнение (3). Предполагая и —



=  u(x,  t) заданной функцией, найдем

z(- =  А (ог +  (1 — а)2) +  ф, (х, О е ®лт> 
z(x,  0) =  0, z (0, t) =  z (1, t) =  0,

где
•ф =  Л  (сг и -f- (1 — ст) й) +  ф — щ  (6)

представляет собой погрешность, с которой решение и — u ( x , t )  
уравнения (1) удовлетворяет разностному уравнению (3). Се
точная функция ф =  гр (л:, /, гг; h ,x ,a ) ,  определяемая формулой
(6), называется погрешностью аппроксимации дифференциаль
ного уравнения (1) разностным уравнением (3) в классе реше
ний u — u ( x , i ) уравнения (1) (или «погрешностью аппрокси
мации для схемы (3) на решении уравнения (1 )» ) .

Д ля оценки величины функции ф мы будем пользоваться 
различными нормами (при фиксированном t ^ a x),  например:

|| гИ1с= птах |\Ы> (7)к г с л г
(N - 1 V/,

1ЖЬ =  ( 2 а ^  . (8)
а такж е  нормами

шах|| ф llj., m a x || ф lb и т. д. (9)
“т “т

Будем говорить, что схема (3) имеет по норме II ф II т -и по
рядок аппроксимации по h и n-й по т на решении u — u ( x , t )  
(аппроксимирует уравнение (1) с порядком ( т ,  п)) или просто 
имеет аппроксимацию 0 ( h m) +  0 ( т " ) ,  если

||iHKM(/zm- f  хп) (т > 0 ,  п >  0), (10)
где М  — положительная постоянная, не зависящая от /г и г, а 
11-11 — некоторая норма (например, (7) или (8 ) ) .

Д ля оценки порядка ф по h и т разложим гг =  u (x , t )  в ок
рестности точки (х{, t = t i+i/3 = tj + 0,5т) по степеням h и т. 
Будем предполагать, что u (x , t )  имеет нужное по ходу изложе-

ди , да
ния число производных. Обозначая u ~~gf> и ~~дх н т '
U —  U {Xi,  t j + i ) ,

u — u{xv  t j+1/г), получим Агг =  гг" +  гг(ГУ) +  ••• (см. § 1, п. 1), 

гг =  й  +  0,5тгг +  й  +  О (т3), й =  й  — 0,5тгг +  й  +  О (т3),

} (5)



Пользуясь разложениями для и, й, Ли, находим 

аи  + (1 — а) й — й  + (а — 0,5) хй + О (т2)
Л (аи  + (1 -  а)  и) =  аи"  + (1 -  а) й" + О (Л2) =

=  ы" +  (а -  0,5) г~й" +  О (Л2 +  т2). 

Подставляя полученные выражения в (6), будем иметь 

■ф =  й" — й +  (а — 0,5) хй" +  ф +  О (Л2 +  т2).

Так  как  и  есть решение уравнения (1), то й" — й =  — f  и 
ф =  Ф -  f  +  (а -  0,5) тц" +  О (Л2 +  т2) ').

Выбирая ф так, чтобы Ф =  f +  О (/г2 +  т2), например qp =  f, если 
/ е  С(0), получаем

■ф =  (а — 0,5) хй" + О (Л2 + т2). (11)

Обозначим через Сп(Д)  класс функций, имеющих т  произ
водных по х и п  производных по t, непрерывных в Д.  Из пре
дыдущего ясно, что

И 511с =  О (Л2 -f- т) при <г=т 0̂,5 и и €=■ C t̂\ (12)
И ’ 11с =  О (Л2 +  т2) при сг =  0,5 и и е  Сз4). (13)

Выбирая параметр а  равным
1 Л2а  =  а . =  у - ж  (14)

и правую часть
г I h2 d 2f

(P =  ^ + - i 2 5 F -  <15>

получим схему повышенного порядка аппроксимации ф =  
=  О (/г4 + т2), если и е  Сзб), f  е  Ci2) 2).

3. Энергетическое тождество. Чтобы выяснить, при каких зна
чениях ст схема (2) устойчива по начальным данным и по пра
вой части, найдем оценку решения разностной задачи (3) — (4) 
с однородными краевыми условиями ( « 4 =  ы2 =  0) через ф и «о.

Для этого используем метод интегральных или энергетических 
соотношений, который без существенных изменений переносит
ся на случай уравнений с переменными коэффициентами. Нам

*) Так как  й"  +  f  — й =  0, то (6) можно было бы сразу записать в виде 
tj> - [Л (аи +  (1 — а) и) — й"] +  (ф — /) — (и. — й).

2) К пп. 1, 2 см. В. К. С а у  л ь е в, Интегрирование параболических урав-
-нений методом сеток, Физматгиз, I960.



понадобится небольшое число предварительных сведений. Пусть 
v (x )  — Vi, z(x) =  Zi — произвольные функции, заданные на 
сетке a>h =  {Xi =  ih}.

Имеют место следующие формулы:
1. Формула разностного  диф ф ер енциро вани я  п р о и з в е д е н и я

(vz)x, i =  v izx, i +  v x, iz l+l. (16)

В самом деле, ViZXi, +  vx< jZi+i == [v{(Zi+1 — Zi) (иг'-н—
— Vi)zi+l]/h =  (Vi+iZi+i — ViZi)/h =  ( v z )X' Формула (16) яв 
ляется разностным аналогом формулы дифференцирования про
изведения ( u v ) '  — u'v  +  uv'.

2. Формула с уммирования  по  частям
(у, zx) =  — (z, v i ] +  {vz)N- v 0z x, (17)

где
N - 1 N

(и, до) =  2  ViWih, (v, w] — 2  Viwji, (18)
(=i i=l

являющаяся разностным аналогом формулы интегрирования по 
частям.

Выразим из (16) ViZXii =  ( v z )Xti — v XiiZi + 1 и преобразуем 
сумму

N - 1 N - 1 Л '-1

(у, г х) =  2 ViZXt ih =  2 [(oz)<+I —  (vz)t] — 2 v x, tz l+lh =  i—i i—i <=i
N=  ( vz )N -  Viz t -  2  o ti tz th (» , =  0 l+l).

1= 2

Учитывая затем, что и, =  v 0 + — 0̂) =  v o "b ^vx, i> получим-
N(о, zx) =  ( vz)N -  ( vQ + h v it ,)z, -  2  z tv it th  =  ( vz )N -  v 0z t -  (z, v x]„

3. Первая ра зно стная  формула Грина

(v ’ (аУ*)х) =  -  (аУя’ v x] +  аУг° L  “  Ii- ( 19>
В самом деле, полагая в (17) z =  a y z , сразу получим (19)- 
Из (19), в частности, следует, что
(у, ( а у х)х) =  — (a y v  v-], если y  =  v  =  0 при г =  О, N; (20) 

(У, (а Ух)х) =  — (а, (Ух)2], если y 0 =  y N =  0. (21 >

Формула (19) является разностным аналогом формулы Грина

1 1
J  и (kw')' dx =  kuw' — J  ku'w'dx.



4. Вторая ра зн о стная  формула Грина

( °*  И * ) * )  -  (?•  ( a v x)x)  =  И *  -  -  «1 И *  -  0 » , ) о  (22 )

получается из (19), если в (19) поменять местами у  и v  и вы 
честь из (19) полученное равенство.

Нам понадобится также неравенство

I (У. г ) ‘ \ <  V(У, УУ (г,  z y ,  (23)
где

i
(у, 2)' =  2  I =  2, з, . . . ,  iV. (24)

f a l

Рассмотрим сумму

(г/ +  Яг, у  +  Яг)' =  (г/, г/)г +  2Я (у, z)1 +  Я2 (г, г )г >  0,

где Я — любое вещественное число.
Если (г, г)* =т̂= 0, то (г/+  Яг, г/ +  Я г ) * :^ 0  при любых зна

чениях Я только при условии, что дискриминант квадратного 
трехчлена [{у, г)*]2— (у, у ) '  - (г, г)* ^  0. Отсюда и следует (23). 
В частности, при i =  N получаем неравенство Коши — Буня- 
ковского

\{У, z) |< || у\\ -|| г  ||, (25)
где ( , ) дается формулой (18), а || у\\ — норма сеточной функ
ции у  =  уи  равная

II У II =  УОТТ) =  ( 2  y f h j 2. (26)

Д окаж ем  следующие неравенства:

I U I K - jWzt],  если zo =  zN =  0, (27)

l U i ^ - j l U j c ] ,  если zq — zn — 0, (28)

г д е  112 11,,= max \zt \, Цг|| дается формулой (26), а
0 < i < N

Ы  =  (г*’ Zx\k =  ( g  4  ih

Замечая, что г* =  ^ 2  2*, = ^ 2  представим zf)
в  виде

** -  (‘ -  *.) ( g г*. . ft) +  (J +1 ч  j )  ■



Применяя неравенство (23) для каждой из сумм, например:

2  2*. kh\  <  2  (z*. kf  h  • 2 1 2Л - * , 2  (**. fe)2ft,Jt*= 1 / fc—1 к~1 ft—1
получим:

z? <  дс{ ( i  -  * f) ( s  (z*. *)2 A +  2  (z,. ft)2 й ) =  x, (1 -  ж,) II z* ]2.
\ft=l k = l  + 1 /

(29)

Так как  max лг (1 — x) — то отсюда следует, что H z l k ^
0 < x <  1 

< - g - H  2 * ] -

Умножив (29) на й и просуммировав по i = l ,  2, N—1,
N— I

будем иметь || г |р <  || z* ]2 или || z |1<-^|| гг ], так как  У ] ih =

=  ( Л Г - 1 ) й < 1 .
Пусть Av =  (avx)x, а~^сх >  0. Из (21) и (27) следует оценка

— (Ay, v) —  — ((a v x )x, t>)> 4с,|| v II2. (30)

В самом деле, — (Лу, v) =  (a, (и*)2] >  ^lll v*]2 в силу (21). Поль
зуясь затем неравенством (27), получим (30).

Укажем еще одно неравенство:

2 1 ab ! <[ с 0а2 +  -J-  Ь2, (31)
Со

где а  и Ь — заданные числа, с0 — произвольное положительное 
число. В самом деле,

2 | а 6 |  =  2

так как 2 1 а хЬх | ^  а2 +  Ь2 при любых я, и Ьу
Перейдем теперь к изучению вопроса об устойчивости схе

мы (3) по начальным данным и по правой части.
Напишем энергетическое тождество, соответствующее ур ав

нению с однородными граничными условиями:
z-t =  Лг<а> +  ф, za =  zN =  0, z(x, 0) =  z0(x), (32)

где
2 (а) —  a z  _ j _  ( 1  _  Of)

Умножим уравнение на 2rzf ih — 2 (z l — zi) h  и просумми
руем по i = l ,  2, . . . ,  N — 1:



Представляя 2(а) в виде

2(а) =  0,5 (z +  z) +  (ст — 0,5) (z — z) =  0,5 (z +  z) +  (a — 0,5) xzt

и пользуясь первой формулой Грина (20) для a = l ,  y  =  xz{ =
— z — z, v =  z Jr% и а — 1, tj =  v =  z-v  и м еем 1)

2т (Л2<«>, г {) =  -  2 (а -  0,5) т2{z.-t, z.{] -  (z_ +  Sg , z .  -  i g] =
=  -  2 (a -  0,5) t 2 || г & ]2 - 1| 2,  f  +  || 2* f

Подставив это выражение в (33), получим энергетически 
тождество:

2 t  [ I zf f  +  (ст -  0,5) т || г л  ]2] +  || 2,  ]2 =  || гл ]2 +  2т (г|>, 2f). (34 

Отметим, что имеет место следующее неравенство:

II ^ ] 2<-^-|| all2, если v0 =  v N =  0. (35

В самом деле, суммируя неравенство

v l . t  =  j r  (» , -  ^ _ , )2 <  j r  К  +  °?-i)

по t = l ,  2, . . . ,  N, приходим к (35).
4. Устойчивость. Как было указано в § 1, п. 4, устойчивост! 

схемы означает непрерывную зависимость решения разностно! 
задачи от входных данных (от начальных данных, от право! 
части и от краевых условий в данном случае).

Выясним, при каких значениях параметра а схема (3) устой 
чива по начальным данным и по правой части. Для этого рас 
смотрим задачу (32) с однородными краевыми условиями 
Уточним понятие устойчивости.

Пусть решение задачи (32) оценивается по норме || z ||(1 
(например, || 2 ||(1) = || 2 ||с, II 2 ||(П == || г * ] ) ,  а правая часть ф -  
по норме || ф ||(2) (например, || ф ||(2) =  II гр ||с, || г|) ||(2) =  II г|) ||2) .

Будем говорить, что схема  (32) (или (3) — (4) )  устойчивс 
п о  начальным данным и п о  правой  части, е сли  при  достаточш 
малых h ^  ho и т ^  То имеет место неравенство

шах || 2 {х, t) L , <  Mj || 2 (л:, 0) L, +  М2 шах || ф (х, t) |Ц, (36
t<=ii>x ' '  ( е й ,  '

г д е  M\, M2 — положительные постоянные,  н е  з а в и с ящ ш  
от h и х.

*) (Л  * “  «  =  “  (2,  +  **  ~  **]• (A Zj, *-) =  -  (z_f , z_.J.



Д ля устойчивости схемы (32) достаточно, чтобы выполня
лось одно из условий

II 2  ||(1) <  (1 +  С,т) II г  ||(1) +  с 2т  II Ф ||(2), (37)
или

II 2 11(21)< (1  +  С]ТГ) II г  11̂,) +  С2х II -ф 11̂2,, (38)
где Сь с2 — положительные постоянные, не зависящие от h и т.

В самом деле, пусть выполнено условие (37). Запишем его 
в виде

l| z % )< ( l  + с 1т)||2'-||1(1) +  с2т||ф/|!(2), (39)
/ = 1 ,  2 ,  . . .

Исключая из (39) последовательно || z !~x 1^, || z>~21|(2), . . .  
и учитывая, что (1 +  с,т)/ < e c,tl при / '< / , получим

.........  1 (40)\г(х,  0)Ц„ +  с 2

Отсюда следует (36) при М, =  еС|Г, М9 =  с 2М{Т. Предполагая, 
что выполнено (38), аналогичными рассуждениями приходим 
к неравенству вида (40), в котором следует заменить || • II вы-

J_ ^ у»
ражениями || • ||2. В результате снова получим (36) с ,И, =  е 2 , 
М2 =  У с2М,.

Пользуясь тождеством (34) для схемы (32), мы установим 
неравенство вида (36), из которого и будет следовать, в силу 
сказанного выше, устойчивость схемы (3).

Чтобы выяснить вопрос об устойчивости по начальным дан
ным, рассмотрим задачу (32) при ф =  0 и положим|| z 1^ =  || z* ]. 

Тождество (34) при ф =  0 имеет вид
2т [ I г,- f  +  (а -  0,5) т II г л  ]2] +  II ]2 =  || ]2. (41)

Пусть о ^  0,5. Тогда выражение в квадратных скобках 
неотрицательно и

l|Zj]2<||z-]2 или 1141 < 1 4 - 4  <1141.

Отсюда, в силу начального условия z° =  Z o ( x )  следует, что
1|2/Р(1) < 1|2:о||(1), где II z ll(!) =  II ]• (42)

Пусть а <  0,5, так что а  — 0,5 <  0. Обозначая z{ — v и поль
зуясь (35), найдем
II о IР +  (а -  0,5) т|| к* f > \ \ v \ f -  (0,5 -  а) т ~ | |  о \? =

=  ( l  - ( 0 , 5 - а ) т - - р - ) | | о | р > 0



при
1 - ( 0 , 5 - < т ) т - ^ > 0 ,

.  1 h2 „  т. е. при сг ст0 =  — — — . При этом условии выражение
в квадратных скобках в (34) неотрицательно, и мы снова при
ходим к (42).

Таким образом, схема (32) (и схема (3)) устойчива по 
начальным данным в норме II2 1^ =  Hz*], если выполнено 
условие

_1 Л2 , .  оч
0 > Т “ 1 7 ==(Т°- (4 3 >

Рассмотрим частные случаи. Если то условие (43)
всегда выполнено и схема (32) устойчива при любых /гит .

Для явной схемы о  =  О и условие (43) дает

Y = - ^ t < y  или т < у / г 2, (44)

т. е. явная схема условно устойчива (устойчива при условии 
(44), связывающем т и /г). Можно показать, что при Y s> y +

+  с,т“, 0 ^ а <  1, явная схема неустойчива, т. е. условие у  <

< - j  +  c ,т° является необходимым для устойчивости явной схемы
(ci =  const > 0  — произвольная постоянная, не зависящая от 

Н и х ) .
Из (43) видно, что схема повышенного порядка точности

(сг =  ст, =  у — безусловно (при любых / г и т )  устойчива,
так как о* ^  оо-

Перейдем к оценке устойчивости схемы (32) по правой 
части. Будем исходить из тождества (34). Имеет место теорема: 

Разно стная  схема  (32) у стойчива по начальным данным и 
по  п ра в ой  части при

так что дл я  р е ш е н и я  z з а д а ч и  (32) верна оц енка

Пользуясь неравенствами (26) и (31), имеем

2т (ф, z{) <  с 0х I z-t||2 +  - J  II Ф |р. (46)



Если с г ^ 1/2, то мы получаем из (34) неравенство 

2т I Zf f  +  II 2,  Y <  И йя Р  +  С0т J  2j|p +  - J  II Ф |р.

Выбирая затем с0 =  2, будем иметь

IU ,]2<||2x]2+  ут| Ж Р .

Отсюда сразу следует

II z'x f  <  1 Zo* f  + 2  т II 'Ф''' Г- 
/'=1

Так как  а2 +  Ь2*^.(а + Ь )2 при а ^ О ,  0, то тем самым тео
рема доказана.

З а м е ч а н и е .  Несколько изменяя рассуж дения, можно показать, что 
1 1 __е

теорема верна при о ^ а е =  —---------——-Л2, где 0 < e * S j l ;  в (45) следует

вместо 1^2 написать У^2е. Сравнение с (36) показывает, что II z jl^) <I|| z.g ] ,

И  11(2) =  И  II. =  =
Нетрудно получить оценку (36) с || z||(1) =  II г  ||, II ф ||(2) =  II Ф II при

о > Ч *
Ограничимся доказательством устойчивости по начальным данным. По

ложим в уравнении (32) г|з =  0, умножим его на 2т г ^ Н  и просуммируем по
t =  l , 2 .......... N — 1. Пользуясь формулой Грина (20) и тож деством
2т ( z (0), г . )  =  (г  +  5, z -  5) +  2т (а  -  0,5) || z-t f  =  II г  ||2 -  || 5 ||2+ 2 т  (с т -0 ,5 )Х

X I ||2. получим || z  ||2 +  2 т2 (а  — 0,5) | z . ||2 +  2т || z^  I2 =  || 2 ||2. Отсюда при

о  >  0,5 следует || г  ||2 <  || i  ||2 и || z !  || <  || z0 II.
Эта оценка справедлива и при ст^ст0. Однако мы не имеем возм ож 

ности останавливаться на доказательстве этого факта.

Мы доказали устойчивость схемы (32) в нормах || Za] и || z  ||,
(  * \' ,г

являющихся разностными аналогами норм I j* (^г) dx  i
( г1 V/2и ( | и2 dx J . Пользуясь разностным аналогом принципа мак-
^0 /

симума, можно убедиться в том, что чисто неявная схема 
устойчива в равномерной метрике, т. е.

l l z l K l l z 0 |̂  при ог= 1 (Ф =  °)- (47 )
Оказывается, что симметричная шеститочечная схема с а  =  0,5 
такж е равномерно устойчива при любых / г и т



Рассмотрим явную схему (ст =  0). Запишем ее в виде 
У1 — (\ — 2y ) y t -f- у  ( y{- i  +  +  тфг.

Если y < V j ,  to| y t |<(1 — 2\)|&| + y (| & - i  l +  l^+ i 1) +  т|ф* К
<  IIУ  11с +  т II ф IL так как 1 — 2у  >  0. Отсюда следует || у  Ц <  
<Ш 1е +  т||ф|1с при Y< '/ 2  и

/

I I ^ I K M + S  'Ч|ф''||с, ( 4 9 )
j '—1

где II г/ Itc =  ш ах [ г/1. Таким образом, явная схема равномерно 
й л

устойчива по начальным данным и по правой части, если вы
полнено условие 72-

5. Сходимость и точность. Будем говорить, что:
1) решение задачи (3) — (4) сходится к решению и —

— u ( x, i )  задачи (1) (схема (3) — (4) сходится) при h -*  0 и
т - * 0 ,  если max \\у! — и1 ||(i) —<► 0 при h - *  0 и т —>0;

о

2) схема (3) — (4) сходится со скоростью 0 ( h m-\-xn), 
т  >  0, и >  0, или имеет точность О(hm т") (порядка т  по h 
и порядка п  по т) ,  если при достаточно малых /г <  /г0 и т <  То

max || г/7 — и1 |L. ^  М (hm +  т"),
о

где М =  const >  0 не зависит от h и т.
Характеристикой точности схемы (3) — (4) является 

II z ||(i) =  || у  — и 11(1), где ll-ll(i)— одна из введенных выше норм. 
Функция z =  z(Xi,tj+1) является решением задачи (5). Так как 
z(x,  0) =  0, то из (45) для z следует оценка

/ 1 \ '/г
^  т|| V ' f j  при < т > у .  (50)

Учитывая неравенство (28), получаем

II г 1 \\с <  -~ = r  max ||г|/ || =  М2 max || У '  ||. (51)
2 у 1 о)т й>т

Отсюда следует теорема:
Из устойчивости по пра вой  части и аппроксимации  схемы 

(3) сле дует е е  р а вн ом ерна я  сходимость, причем п о р я д о к  е е  точ
ности с овпадает с  п о р я дк ом  аппроксимации  4). Иными словами, 
если схема (3) устойчива по правой части, т. е. о ^  '/г, и вы
полнены условия, при которых схема (3) имеет максимальный 
порядок аппроксимации на решении u =  u( x, t )  (см. (12),

')  См. В. С. Р я б е н ь к и й ,  А. Ф. Ф и л и п п о в ,  Об устойчивости раз 
ностных уравнений, Гостехиздат, 1956.



(13)) , то она имеет точность 0 ( т т ° +  /г2), где т 0 =  2 при
о = 0 ,5 , т а =  1 при а Ф  0,5:

I у 1 — и %  ^.M{h.2 +  тт<1) при а ф  at , (52)

где М  =  c o n s t  >  0 не зависит от А и т.
И з п. 2 сл ед у ет , что оценка (52) имеет м есто, если  и е=

Ф = f при а ^ 0,5, и g Cf, <f — f =  f l+/l при сг =  0,5.
Из неравенства (49) следует, что для явной схемы || у !—и ! | К

<  М (h2 +  т), если и е  Сг4).
З а м е ч а н и е .  В силу замечания к теореме в п. 4 схема (3)

при сг =  у ----- имеет при « е С з 61, [ e C l !| точность О (/г4-|-т2),

если ф определяется по формуле (15).
6. Разностные схемы для уравнений с переменными коэффи

циентами. Перейдем теперь к изучению разностных схем для 
численного решения уравнения теплопроводности (диффузии) 
с переменными коэффициентами

с Ж  =  И 7 ( к -д̂ ) ~ ^ и +  ! ' k > 0 ’ с > 0 * (53)
где c  =  c (x , t ) ,  k =  k(x, t ) ,  q =  q (x , t ) ,  f  =  f ( x , t ) — заданные 
функции х и t. Если, например, коэффициент теплопроводности 
k =  k(x, t, и) зависит от температуры и, то уравнение (53) на
зывается квазилинейным. Квазилинейные уравнения допускают 
аналитические решения только в исключительных случаях. Р аз 
витие вычислительной техники и применение метода конечных 
разностей сделали возможным решение линейных и квазилиней
ных уравнений с переменными коэффициентами. При этом вы
явилась необходимость развивать методы, пригодные для ре
шения по одним и тем же программам уравнений как  с не
прерывными, так и с разрывными коэффициентами.

Задачи с разрывными коэффициентами встречаются очень 
часто в физике и технике. Достаточно, например, указать зад а 
чи о диффузии нейтронов и о термическом режиме в гетероген
ном реакторе, состоящем из большого числа зон с разными фи
зическими свойствами, задачи о движении границ фазовых пе
реходов (см. гл. III, приложение IV) и т. д. Для решения задач 
с разрывными коэффициентами используют схемы «сквозного» 
счета, не использующие информации о положении точек разры
ва. При этом во всех узлах сетки и для любых коэффициентов 
пишутся одни и те же формулы (без какого-либо изменения 
формул в окрестности разрывов).

Требования сходимости и точности схем сквозного счета 
накладывают ограничения на вид этих схем. Схемы, сходя
щиеся в случае разрывных коэффициентов, можно получить

19 А, Н. Тихонов. А, А. Самарский



при помощи метода баланса или интегро-интерполяционногс 
метода.

7. Метод баланса. Консервативные схемы. Физические про 
цессы, с которыми мы познакомились в курсе, характеризуют 
ся интегральными уравнениями сохранения (количества тепла 
количества движения, энергии и т. д.) . Так, например, зако! 
сохранения тепла (уравнение баланса) на отрезке [*i, х%] зг 
время At =  U — ti имеет вид

Хг

J  с  [и (х, t2) — и (х, fj)] dx =
х,

U х ,  ti

=  J  [W(xlt t) — W (x2, t ) ] d t +  J  J  f i x ,  t ) d x d t ,
t , X, <|

где u ( x , t ) — температура, с  — теплоемкость единицы длины, 
f (x,  t) — плотность источников тепла, W (х, t) = —k(x, t) X
X (*,  О— тепловой поток, k(x, t)  — коэффициент теплопро-

т-, д иводности. Ьсли существуют непрерывные производные и

"ЗлГ Ж") ’ то из УРавнения баланса следует дифференциальное 
уравнение теплопроводности

=  +  *>•
Естественно при написании разностных уравнений, при

ближенно описывающих тот или иной процесс, исходить из 
уравнения баланса. Пусть дана сетка (Xi =  ih, t j = j x ) .  Для 
каждой элементарной ячейки (прямоугольника) этой сетки пи
шется уравнение баланса, которое содержит интегралы от функ
ции и ее производных (потоки в случае уравнения баланса теп
ла) вдоль границы ячейки. Для их вычисления необходимы 
предположения о профиле функций. В зависимости от выбора 
локальной интерполяции как  по х, так и по t мы получим раз
личные схемы. Вопрос о выборе интерполяций подчинен требо
ваниям устойчивости, точности и простоты реализации (в част
ности, требованию минимума арифметических операций, кото
рые надо произвести для получения решения).

Проиллюстрируем м е т о д  б а л а н с а  ( и н т е г р о - и н -  
т е р п о л я ц и о н й ы й  м е т о д )  на примерах.

Сначала рассмотрим стационарное уравнение теплопровод
ности

~J x[ k <*) "fj) ~  ? (*)u== “ /(*)» 0 < * < 1 ,  k > 0 ,  q ^ O ' ,  (54)



здесь q (x )u — мощность стоков тепла (при q ^ O — источни
ков), пропорциональная температуре м(х).

Выберем на отрезке 0 ^  х ^  1 сетку йд =  {Xt — ih, i =  
=  0, 1, N} с шагом h. Напишем уравнение баланса тепла

1 (% на отрезке <  х <  х*+уа, Х1-цг =  у  (x*_i +  x t) — x i- i  +  у :

xt+'h *1+Чг
W i-ч,  — Wi+ч, — J q (х) и (х) dx +  J  f  (х) dx =  0, (55)

*/-'/! Х1-Чг

где W (х) — — k ( Ж ) — поток тепла. Чтобы получить схему,
заменим первый интеграл и W разностными выражениями. 
Возьмем простейшую аппроксимацию (и — const — u t при Xt-i

<  Xt+t/,):

Х1+Чг Х1 + Чг
J  q (х) и{х) dx «  hdiUi, =  -j- J  q(x)dx. (56)

*/_./,  * / - y ,

Проинтегрируем равенство ^  на отрезке x ^  ^ x ^ x jt

xi

—u,= J  -j-dx. 
x i - i

Так как  W входит в (55) в полуцелых точках Х / ± у „  то, пола
гая  W — const =  Wt-y,  при x i - l^ x ^ x f, будем иметь

i - i  — Ui =  Wt-ч,  Ju i - i - u t = w l - 4 ,  J 
t - 1

или

Wi-ч , — — cii “* =  -  amx, i, (57)

a t -.

h

1

I
dx

(570



Отметим, что J есть тепловое сопротивление отрезка
xi - 1

[х/..j, Xi]. Заменяя интеграл (57') по одной из формул
Н xi

J_ Г dx  1 _1_ Г dx  1 /__1 . 1
h  J k ( x )  ' h  J k ( x )  ~  2 {  kl _ l k{

. . xi-1  
2k k

получим ai — k t - 42, ai =  -r— ! и т. д. Все эти коэффициен-
k i - 1 ki

ты отличаются друг от друга на величину 0 ( h 2) .  Подставляя 
в (55) выражения (56) и (57) и обозначая искомую функцию 
у  и получим разностную схему, выражающую закон сохранения 
тепла на сетке (консервативную схему):

_L [ ( » » ,  - » , )  _ j  _  Л т .  _  ф|| (68)

которую можно написать в виде
( а у я)х — dij =  — ф, (58')

где
Xl + 'h

— J q{x)dx,  ф, =  j  J f  (x) dx. (59) 
xi-'k xt-'h 

{Ъ\етод. баланса, таким образом, позволяет получать схемы, 
коэффициенты которых во всех узлах сетки вычисляются по од
ним и тем же формулам как  средние значения коэффициентов 
дифференциального уравнения в окрестности узла сетки.

Сами схемы (58) пишутся одинаково во всех узлах сетки и 
для любых k(x),  q(x ) ,  f ( x ) .  Такие схемы называются о д н о 
р о д н ы м и .  Для практических целей целесообразно находить 
коэффициенты схемы a, d, ф по более простым формулам, ис
пользуя значения k, q, f  в отдельных точках. При этом a, d, ф 
определяются как средние значения к, q, f  в одной или несколь
ких точках

п г п г

а ( х ) =  2  C j k ( x - \ -  S j h ) ,  — l ^ S / ^ 0 ,  2  Cj  =  I ,  C j ^ Q ,  (60) 
i —n  i l = n ,

и аналогично для d, ф. Совокупность точек {Sj} называется 
коэффициентным шаблоном.

Обычно используют шаблоны из одной или из двух точек, 
полагая, например,

a i z=^i—4,' ^'iz==4i> (61)



если k, q, f  непрерывны. Если k, q, f  разрывны, то в этих фор
мулах следует брать полусумму предельных значений слева и 
справа 4).

Схема (58) имеет второй порядок аппроксимации, если 

~i+ 2a‘ +[ = k t +  0  (/г2), .. =  k' +  0{h*),

di =  qi-\- О (h2), % =  f t +  0 ( h 2). (62)

В самом деле, погрешность аппроксимации для схемы (58) на 
решении и =  и(х)  уравнения (54) равна

•ф. =  (Ли — du  +  <р), =  р -  [а ,+1 (u l+l- u t) - a i (и, —ul_ t)]—d lut+ Фг  

Подставляя сюда

«I ± > =  “ i ± К  +  -т  <  ±  т *  +  0  (/г4)

и учитывая, что ((^w'')' — -(- /)/ =  0, получим

■Ф, =  ( а*+‘2+ а ' -  *,) и" +  [ a‘+lh а‘ -  k'j u ' - ( d t- q t) u t+ ( < p - f t).

Отсюда видно, что ф =  0 ( h 2),  если выполнены условия (62). 
Нетрудно убедиться в том, что коэффициенты a, d, ф, написан
ные выше, удовлетворяют этим условиям.

Таким образом, метод баланса приводит к однородным схе-**-' 
мам 2-го порядка аппроксимации. Эти схемы сходятся в клас
се кусочно-непрерывных коэффициентов и имеют по крайней 
мере 1-й порядок точности (схема (58) с коэффициентами (57 ') , 
(59) — 2-й порядок).

Разностные схемы для уравнения (54) можно писать, исходя 
из требования 2-го порядка аппроксимации. Однако при этом 
может оказаться, что схема 0 ( h 2) расходится в классе разрыв
ных коэффициентов. Примером может служить схема

а fr . l. y t - i - 2yt + yi+\ - ki+ i~ kt - i  У i+i У i—i __ t
^ ---------------1---------- 2Л------------------- 2h-------------4 l V l — — l h

(63)

соответствующая уравнению (ku' )r — qu = ku" + k'u' — qu  = —f. 
Имеется пример1) (при q — 0, f  = О, и (0 )= 1 ,  ы(1) = 0) , пока
зывающий, что решение уравнения (63) при h 0 имеет преде
лом функцию й (х ), не являющуюся решением исходной задачи.

')  См. А. Н. Т и х о н о в, А. А. С а м а р с к и й, Об однородных разностных 
схемах, Ж- вычисл. матем. и матем. физ. 1, № 1 (1961).



Если вопрос о сходимости схемы выяснить путем сгущения сеток 
(что часто делается на практике), то можно сделать ошибочный 
вывод о ее сходимости (она «сходится», но не к решению исход
ной задачи).

8. Двухслойные схемы для уравнения теплопроводности с 
переменными коэффициентами. Обратимся теперь к нестационар
ному уравнению теплопроводности (53). Для простоты положим 
с  = 1, 9 = 0. Напишем уравнение баланса для прямоугольника 
(х{-уг ^ . х ^ х 1 +>/а. (рис. 86):

*i+4i
J  [и (х, t!+l) — и (дг, //)] dx =

*i+1 */+>/* */+i 
=  J  [M{xt- 4v t) — W {xi+4i, t)]dt-\- J  J  f ( x , t ) d x d t ,  (64> 

4  * ( - ' ! ,  *i

где W =  — Возьмем простейшие формулы:

xi+'k
J  [u {x, t ,+,) — и (x, t j ) ] d x ~ h [ u (xt, t j+l) — и {xit *,)]. (65> 

xl-4 ,
*1+1
J W ( x t+4i, t ) - W ( x t- 4i, t ) ]d t~

~ та [ Will , ,  -  W[t\i] + т (1 -  a) [ W[+y, -  W{-4J, (66>
где а  — произвольное число. Пользуясь для Н^-j/, формулой 
(57) и подставляя (65), (66) в (64), получим двухслойную кон

сервативную схему

Щ *!/г

t j H
„/+1 У ± - ог(А у){+1 +

+  ( 1 - а ) ( А ^  +  Ф' +1, (67) 
■t=tj А у  =  (ayR)x,

tj+1 *;+■/,
Рис. 86. * 1  + ' =  Т Г  J  j  f  (X ' $ d X  d t >

tj xt_ ,/s (68)
где а вычисляется (при фиксированном t) по формулам пре
дыдущего пункта, так что Аи — [k j  +  О (h2) . Для ф
можно пользоваться и другими формулами, эквивалентными; 
(68) с точностью до 0(/г2 +  т2). Если / — непрерывная функ
ция, то полагаем ф|+1 =  /{+'/*.



По аналогии с п. 3 убеждаемся в том, что схема (67) имеет 
аппроксимацию 0(Л 2 +  (сг— Уг) т +  т2). Если заменить <х(Аг/)̂+1 + 
4 -  (1 — a) (Ay)!t выражением

Так как уравнение баланса может быть написано для лю
бой области G на плоскости (х, i ) ,  ограниченной кривой Г:

то его можно использовать для получения консервативных раз
ностных схем в случае тепловых задач с подвижными внутрен
ними и внешними границами на произвольных неравномерных 
сетках .

Аналогично можно получить консервативные схемы для 
уравнений газодинамики, упругости и т. д. Во всех случаях не
обходимо у полученных разностных схем проверять порядок ап
проксимации, устойчивость, сходимость и другие свойства, так 
как  эти качества схемы не следуют из ее консервативности.

Метод баланса, или интегро-интерполяционный метод (см. 
-ссылку на стр. 581), широко применяется на практике1). Полу
чающиеся при этом схемы сквозного счета сходятся в классе 
разрывных коэффициентов.

Рассмотрим теперь первую краевую задачу для уравнения 
теплопроводности в области (0 ^  ^  1, 0 ^  Т)

=  Lu +  f ( x , t ), 0 < * < 1 ,  t >  0,  =

и  (0, i) =  ц, (t), и  (1, t) — ц2 (*), и (х, 0) =  к0 (*),
0 <  ct ^  k (х, t) ^  с 2,

где с 1у с 2 —  const.

■) См., например, Г. И. М а р ч у к ,  Численные методы расчета ядерных 
;реакторов, Атомиздат, 1958.

A W . (ш//+> +  (1 -  a) yl )  =  (a'+v. (ayi+l +  (1 -  а) уГ)х,

то получим схему того же порядка точности:

А/+'/. (сгг/Ж +  (1 _  а) *,/) +  фЖ

или
У{ =  Л  (ау +  (1 — а) у) +  ф. (69)

J ( си  dx +  W dt) — J  J  / (л:, t) dx dt,
г a



Для ее решения на сетке йЛт (см. п. 1 § 1) воспользуемся 
двухслойной схемой (69), полученной методом баланса:

г/- =  Л(аг/ +  (1 — tr)#) +  <p, 0 < x  =  i h < l ,  t =  j x > 0 ,  j

у  (0, t) =  y.l {t), y ( l ,  t) =  \i2(t), t(=<bx, } (71)
у  (x, 0) =  «о (*), х с = щ ,  j

где Лу — (а(х, ^ +у2) у я)х есть схема 2-го порядка аппроксима
ции по h.

Для определения y  =  y{+i из (71) получаем краевую задачу: 

Ai+iVi+i — Citji +  Aitjt-i =  — Fh 0 < i < N,
*/o==M'I> У N == ^2»

где Ax =  <7 -jpO-i, Ct =  At +  At+l +  1, a Ft выражается через у 1.
Оценим погрешность аппроксимации схемы (71). Пусть 

y ( x , t )  — решение задачи (71), a u =  u{x , t )  — решение исход
ной задачи (70). Подставляя в (71) y t =  zl -\-ul , получим для 
разности z — у  — и условия

zf =  A(crz +  (l  — <т) 2) +  ф, Zq =  2д, =  0, (73)

2 (х, 0) =  0,

где ф =  Л (о и  +  (1 — сг) и) +  ф — и.; — погрешность аппроксима
ции для схемы (71) на решении u =  u (x , t )  уравнения (70).
Учитывая, что Аи =  Lu +  О (/г2), ф =  //+1/а, — + 0 ( т 2),
о и  +  (1 — о) й =  (и +  (о  — 0,5) хй)1+'/2 +  О (т2), получаем ф =  
=  (сг — 1/2)%(Ьй)1+'1г +  О (т2 +  h2), если и(х, t) и k(x,  t) — до
статочно гладкие функции (и е  С{з\ k е  Со3>).

Отсюда видно, что симметричная схема (0 =  0,5) имеет 2-й 
порядок аппроксимации по h и т.

Перейдем к исследованию устойчивости схемы (71) по на
чальным данным и по правой части. Так как  az  -f- (1 — a) z =  
*= 0,5 (z +  z) +  (a — 0,5) т^-, to  (73) можно записать в виде:

z{ — (а — 0,5)тЛ;г(- — 0,5Л (z +  z) — г|>, z0 — zN =  0. (74] 

Будем предполагать, что

} (72)



Действуя так же, как в п. 3, напишем энергетическое то* 
ждество для задачи (74) — (76), аналогичное тождеству (33):

2т I z-t ||2 — 2т2 (сг — 0,5) (Kzv  zf) — (Л (z +  z), z — z) — 2т (i|>, zf).

(77)
В  силу формулы Грина (19) имеем — (Aw, v) — (a, о?],
— (A(z +  S), г - 2 )  =  (а(гг + £ ]1), гх - £ г] =  (а, г2] - ( а ,  Щ. 
Представляя затем а в виде а =  й-\- (а — й) =  а  +  ха{ и поль
зуясь условием |а? | ^ с 3, будем иметь а ^ (1 +  тс4)а ,  с4 =  с3/с1, 
(а, Щ <[(1 +  с4т)(а , 2||. Подставим эту оценку в (77):

2 т  [INI2 +  (а  -  Ч»)х(а,  4 -] ]  +  (а, г2] < ( 1  +  с4т)(а, г2]+2т(г|), zf).

(78)
Исследуем сначала устойчивость схемы (74) по начальным 

данным. Для этого положим в (78) ф =  0. Покажем, что вы-
Л2ражение в квадратных скобках ^ 0  при с т ^ 0 ,5  — При

0,5 это очевидно. Пусть а  <  0,5. По аналогии с п. 4 на
ходим || v  II2 — (0,5 — ст) т (а ,  о|] >  ||у|р — (0,5 — сг) с2т || ||2 >

\ — (0,5 — ст) 4д22т ) || и||2> 0  при 1 — (0,5 — сг) Ac2xh~2 ^  0 (здесь 
v  =  Zj). Поэтому из (78) следует

l l z l J j ^ O - f  c4T)||2|f0 < ( l  + - ^ L ) 2||i|f1)t где ||z Ц,2,, =  (a, z2],
(79)

1 г 11|(1) <  (1 +  0,5с4т) 1 г ' - '  ||(1) <  (1 +  ^ f ) 11| z° ||(I) <  e ° ^ l  || z0
(80)

Таким образом доказана теорема:
Разно стная  схема  (74) (или  (71)) у стойчива  п о  начальным

данны м  в норме  || z ||(1)=  V(a > z%\ пРи
1 Л2
2  4 с 2т

(81)

В этом сл уча е  для  р е ш е н и я  з а д а ч и  (74) — (76) при  г|з =  0 с п р а 
в е д л и в а  оц ен ка

l lz 'l l^s^A fJzoH ^, где М1 =  е°*с'т. (82)
Из (81) следует, что явная схема (а  =  0) zf =  AS устойчи

в а  при х -С /г2/2сг, т. е. шаг по времени для устойчивости 
явной схемы должен быть тем меньше, чем больше максимум



коэффициента теплопроводности. Поэтому явные схемы нецеле
сообразно использовать для уравнений с переменными коэффи
циентами.

Докажем теорему:
Для р е ш е н и я  разностной з а дачи  (74) — (76) при  а  >  0,5 

с п р а в е дл и в а  оц ен к а
шах || 2 L, <  Mj || Zq |L. +  М2 max || ф ||, (83)

“ т “т
где

II2 IU — (84>

Обратимся к неравенству (78):

2т [ z-t ||2 +  (а, 2?] < (1  +  с4т) (й, Щ +  2т (ф, z{) при ст >  '/г- (Щ

Подставляя сюда оценку (46), получим (при с 0 =  2)

(а, г | ] < ( 1 + с 4т)(а, Щ +  ±  1К|р.

Решив это неравенство (по аналогии с п. 4)

l e o l ^ l S l V ' f l .  М[ =  е с'т, 
/'=i J

приходим к оценке (83).
Если учесть, что (а, 2?] >  с, || 25 Ц2 >  4с, ||z|£, то из (83) для- 

решения задачи (73) получим

max || 2 II,, ^  М max || гр ||, (86)
б т й т

где ___

М =  1/  ~  , || 2 1  =  max | 2 |.
У й с > а л

Тем самым доказана теорема: е сли  схема (71) у стойчива  
(при  о ^ 0 , 5 )  и аппроксимиру ет ур а вн ен и е  (70), то она  схо
дится, причем  п о р я д о к  е е  точности совпадает с  п о р я д к ом  ап
прок симации .

П усть сетка <5ft неравномерна, a*h =  (* г, / =  0, 1..........N),  ее шаг h t =
*= xt — xi - \  зависит от I. Тогда в (71) вместо Ау  следует подставить вы* 
ражение (ср. п. 2 § 1, (15))



Погрешность аппроксимации для Л может быть представлена в виде 

^  =  Ли, -  Lu,  =  (л /+1 — т)г) +  О [ h ]  +  h 2i +i ),

•где г) =  О (Л?), т. е. || -ф Ц0 — О (Л0), || -ф ||2 == О (Л). Однако, как было пока
зано в п. 2, для || ф Из верна оценка

ГЛЛ—1 / I \2-|У,
И 1 1 з=  2  йг ( 2  йл )  = 0 ( Ао)> гДе Л0 =  m a x h , .

С хема может быть получена методом баланса.
Если коэффициент ft(x, t) имеет разрыв 1-го рода на линии х — const (не

подвижный разрыв) или х =  g(f) (движущийся разрыв), то схема (71) по- 
прежнему сходится, однако порядок ее точности, вообще говоря, понижается. 
В случае неподвижного разрыва (при х =  const) целесообразно выбирать 
сетку  так, чтобы точка разрыва х — const была узлом сетки со/,. Это приводит 
к  неравномерным сеткам. Однако порядок точности (второй по h)  схемы 
(71) на такой сетке сохраняется и в случае разрывного k.

Оценка порядка точности в случае разрывных коэффициентов и неравно
мерной сетки значительно усложняется. При этом справедлива оценка вида 
(86), однако в правой части (86) вместо [|г|)|| стоит норма специального вида 
41фНз, указанная выше.

Д о  сих пор мы рассматривали краевые условия 1-го рода. 
Они удовлетворяются на сетке шь точно, и поэтому точность 
разностной схемы определяется порядком аппроксимации ур ав 
нения. Краевые условия 3-го рода аппроксимируются прибли
женно. Естественно требовать, чтобы порядок их аппроксима
ции совпадал с порядком аппроксимации дифференциального 
уравнения.

Приведем разностные краевые условия 3-го рода без вы- 
.вода ‘ ) .

Рассмотрим сначала краевую задачу
(ku'Y — qu =  — f(x), 0 <  jc <  1; k (х) >  0, q [х) 0; 

k (0) и' (0) =  р,и (0) — |it; — &(1)ы'(1) =  р2и(1) — ц2, (88)
тде Pi >  0, р2 >  0. Уравнение заменяется схемой (58), а усло
вия при х = 0, х = 1 — разностными краевыми условиями 3-го 
рода :

а \Ух , о=  $\Уо Д г а ыУх,  N $ г У N ^2- (89 )

где a l =  a ( h ) ,  aN =  a (xN) =  а (1 ) ,  р, = pt + 0,5 МО), Рг =  
=  Рг +  0,5hq( 1), * i  =  m +  0,5A/(0), Да. =  (х2 —(— 0,5/г/ (1). Эти 
условия аппроксимируют условия (88) на решении и =  и(х)  
задачи  (88) с порядком О (Л2).

*) См. А. А. С а м а р с к и й ,  Однородные разностные схемы для нелиней
ных уравнений параболического типа, Журн. вычисл. матем. и матем. физ. 2, 
.№ 1 (1962). Условия (89) и (92) могут быть получены методом баланса.



Разрешая (89) относительно г/о и г/jv, получим удобную дл я  
вычислений запись краевых условий 3-го рода:

Уо =  ЩУ\ +  Vi, y N =  УъУы-\ +  v2> (90>

где х, =  a j{ax +  APi), щ  =  a N/(aN +  Ар2), v, =  Ар,,/(а, +  Лр,), v2 =  
=  h\i2/(aN +  Ар2).

Обратимся теперь к третьей краевой задаче для уравнения 
теплопроводности (70). Пусть при х =  0, х — 1 заданы усло
вия:

k -§7 =  Pi (t) и — Hi (0 при х =  0,
д и  <9 1 >— k - ^  =  р2(/)и — ц2(/) при * = 1 .

Разностные краевые условия 3-го рода в этом случае имеют
вид

а \ (°УХ, о +  ( !  — ст) Ух, о) =  ° . 5% f, о +  Pi (а Уо +  t 1 — ст) Уо) — ^i>

Ai =  l*i -h 0,5А/ (0, /),

“  М ст̂ .  w +  ( 1 _ а ) 6 я. и) =  лг +  Р2 И л г  +  0  ~  °0 Уы)~^т
й2 =  ц2 +  0,5Л/(1, О,

(92)
где а и aN, рь р2, Дь й2 берутся в момент t = ^+0,5, а  — пара
метр, входящий в уравнение (71). Они имеют тот же порядок 
аппроксимации 0 (А 2 +  ( о  — 0,5)т +  т2) на решении и — u(x , t )  
(уравнения (70) с условиями 91 )) ,  что и схема (71). Учитывая,, 
что y = y i  известны для всех i =  0, 1, . . . ,  N, нетрудно при
вести (92) к счетному виду (90). Выражения для хь хг, vi и v* 
не выписываем.

В результате для определения у  =  y i+l получим разностное 
уравнение (72) с краевыми условиями (90).

9. Трехслойные схемы . Помимо двухслойных схем, рассмотренных 
в п. 8, для численного решения уравнения теплопроводности (70 ) исполь
зую тся трехслойные схемы, связывающие значения искомой функции у  д л я  
трех моментов времени t =  t j + v  t ^ t /_ l (на трех с л о я х )1)-

Часто применяю тся трехслойные симметричные схемы)

и 1+ 1 —  и ! - '
------- 2^--------=  Л ( °У1+1 +  (1 — 2ст) г/ +  а у '~ ')  +  у 1 ( у 1 =  /0. (93>

где  Лг/ =  ( а ( х, 1] )Ух)х- ®ни име1°т  погрешность аппроксимации 0 (Л 2 -|-т2)> 
при любом ст.

')  См. Р. Д . Р  и х  т  м а й е р, Разностные методы решения краевы х за 
д ач , И Л, 1960.



Д л я  трехслойной схемы (93) помимо у  (х,  0) необходимо задавать  зна
чение у  (х, т ) при t =  т . Это можно сделать д вум я  способами: 1) используя

формулу и ( х ,  т )  =  и (х,  0) +  т  - щ -  (*, 0) +  О ( т 2) и уравнение (70), полу

чаем у  (х,  т )  =  Uq ( х )  +  х [Lu +  /]/_0 =  ио ( х) "Ь т [(^ ( х> O)u'0) '  +  f ( x ,  0 )]; 
2) использовать для определения у  (х,  т )  двухслойную схему 2-го порядка 
точности: у .  =  0,5Л ( у  +  $) +  ф при t  =  т . Итак, пусть заданы начальные
условия

у ( х ,  0) — u Q (х),  у  (х,  т )  =  й 0 (х),  х е= &h. (94)

При л г= 0 , * = 1  ставятся краевые условия, например, 1-го рода.
П окажем, что схема (93) устойчива по начальным условиям и по пра

вой части при
а  >  44.  (95)

Д ля этого рассмотрим однородные граничные условия у 0 =  0, y N — 0. В ве

дем обозначения y  =  y l +l , у  — уК у  — г/-1  и перепишем схему (93) в виде

У ~̂ХУ =  Лг/(ст> +  ф, у {а) =  а у  +  (1 — 2а) у  +  °У . (96)

Умножим уравнение (96) на 2т«/гст)Л, просуммируем по г =  1, 2, . . . ,  N — I 
и учтем  тождества

(У — У) у {а) =

=  [ у  (У2 +  Л  +  (° ~  у )  (У ~  у)2} ~  [ у  (У2 +  h  +  [ o - ^ ) ( y  -  У)2} ,

Y  (Уг +  У2) =  I ( у  +  у )2  +  Т {у -  у )2-

В результате будем иметь

|| у  Ilf,, +  2т (a , ( y f ) 2\ =  || $  II,2,) +  2т (Ф, у (а)), (97>
где

IIУ Ilf,, =  j  II У +  У II2 +  (а  -  7<) II У -  S II2. (98 )

\\У И?!) > 4  \\У~У\\2 ПРИ о > Ч +

П ользуясь затем неравенствами

2т (ф, уП  <  тс„ II у™ II2 +  - f  II ф||2, (а , (^0))2] >  4с, II у'
с-о

и выбирая с 0 =  8et, получаем

11у 11(2,)<11у 11(21) +  -8^11ф 112
Отсюда следует оценка

(а) |р

(99>

/ I \Чг
I У1 Ц,) <  II </(т) ||(1) +  у =  Т Ц ф '' IP j  при а > « Л .  (Ю0>



Эта оценка позволяет доказать сходимость схемы (93), (94) со скоростью
О (А2 +  т 2) при а  ’ /<•

У каж ем  еще одну трехслойную схему

£  ( „ Ж  - y l ) - ±  (у 1 -  У1- 1) =  Л2//+1 +  „/+» =  //+>,

Лу  =  ( а ( х ,  t l +l ) y g ) x.

Она безусловно устойчива и имеет точность О (А2 +  т 2). Д ля определения 
y l +l из (101) получаем задачу (72) с

1 3 М - у' Г 1
C i =  A i +  Ai+ i  + 1 7 »  ^  =  Фг Н------------ ------------.

которая решается методом прогонки (см. п. 10).
Д л я  уравнения гиперболического типа

~dW=‘ Lu +  f ,  Lu =  - ^ - [ k  (х, (102)

и  (0, t )  =  и,  ( 0 , и (1 , t )  =  u 2 (t ) ,  и{х,  0) =  и 0 (х),  - ~ - ( х , 0 ) =  й 0 (х)  (103)

разностные схемы должны содержать не менее трех слоев. Симметричные 
схемы

у/+1 ~  *  у1 - =  Л/ ( ° y ,+i  +  (1 -  2о ) у 1 +  а у 1- 1) +  // (104)

имеют аппроксимацию О (Л2 +  г 2) и устойчивы при

^  1 /г2 
0 ^  4  4 т 2с 2

В частности, явная схема (ст =  0) условно устойчива при

Хотя все устойчивые схемы (104) имеют один и тот ж е порядок точности, 
но на реальных сетках, как  показывают численные эксперименты, точность 
схемы увеличивается с уменьшением 0. Поэтому можно рекомендовать 
пользоваться безусловно устойчивыми схемами при а — 1/,.

10. Решение систем разностных уравнений. Метод прогонки.
Неявные схемы для уравнения теплопроводности приводят 
к системе алгебраических уравнений для значения искомой 
функции y [+l на новом слое t — tj+l.

Эта система уравнений имеет вид
A t U t - 1 — C ty i В(У{+1 =  — F {, 0 <  i  < М, (Ю5)

где Fi — заданная функция.
Д ля уравнения с постоянными коэффициентами

Ai =  a\, В{ =  ау, ^ = 1  +  2(77, Y =  -p->

(101)



Д ля уравнения с переменными коэффициентами

Ai =  o y a it Bt =  o y a i+l — Ai+l, Ci — Ai +  Л*+1 +  1.
В случае неравномерной сетки

а а ,  а а , , ,
Ai — jj h т> Bi =  -j- j — т, С( =  Л* +  ,6*+  1.

i i  nr t +1
Краевые условия 1-го и 3-го рода, рассмотренные нами 

в § 1 и § 2, можно записать в виде

!/o =  Kiyi +  Vi> Уы =  ^Уы-1 +  Ъ- ( 106)

При xi =  0, яг  =  0 отсюда следуют условия 1-го рода уо =  ^и
y N  =  V2-

Итак, рассмотрим уравнение (105) с краевыми условиями 
(106) и предположим, что

А, > 0 ,  Bi >  О, С{ ^  A{-\-Bi или Ci =  Ai-\-Bi-\-Di, D i ^ O ,  1 /jq-гч 
О < и а < 1, a =  1, 2. J

При этих условиях, как будет показано ниже, задача (105) — 
(106) разрешима. Для нахождения ее решения можно приме
нять обычные методы линейной алгебры или методы итераций. 
Однако наиболее выгодным или экономичным по объему за 
трачиваемой работы является метод прогонки или метод фак
торизации1), учитывающей специальный вид матрицы системы 
уравнений (105) — ее трехдиагональность.

Будем искать решение задачи (1 0 5 )— (106) в виде
y i  — а.1+ху1+1 +  Р/+1, г =  0, 1, 2, . , . , N — 1, (108)

где а* и Pi — неизвестные пока функции. Подставляя г/i—i =  
= + pi в (105), исключим yi-\ и получим (Л,а,- — С4)г/,-+ 
+ В*г/г+1 + (i4,Pi + Fi) =  0, после чего при помощи (108) исклю
чим у с

[(Atai  — Ci) а [+{ +  Sj] tji+i +  [(Лга 4 — Ci) Рг+i +  MiPi +  ^t)] =  0.

Уравнение (105) будет удовлетворено, если выражения в квад
ратных скобках равны нулю. Из этих двух равенств находим 
рекуррентные формулы для определения cti+i и Pi+i:

“‘ « = - c A v  ‘ - U 2 ...........Л Г - 1 .  (109)

*) См. Г. И. М а р ч у к ,  Численные методы расчета ядерных реакторов, 
Атомиздат, 1958; С. К. Г о д у н о в ,  В.  С.  Р я б е н ь к и й ,  Введение в теорию 
разностных схем, Физматгиз, 1962.



Сравнивая формулу у 0 — a-iyi +  Pi с краевым условием (106) 
при I =  0, находим:

а, =  х,, Pi =  vt. (110)
Решая (109) с начальными условиями (110), найдем оц, Р;, 

/ =  1, 2, . . . ,  N. Чтобы пользоваться формулой (108), надо 
знать уп.

Определим y N через cln и  р^ из краевого условия (106) при 
/ =  N. Исключая y N- i  из формул у ц  =  x2yN-i +  V2, Улг- i  =  
= ajvX/jv + Pjv, находим:

у«=:т Ш г  <1U>1 a2aN

при условии, ЧТО 1 — K2&N Ф  0.
Покажем, что из условий (107) следует 0 ^  щ  <. 1 для всех

/ =  1 , 2 ...........N. Из формулы a,+i =  +  Л<(1 — щ)  +
+  Di] видно, что 0 <  ai+i С  1, если 0 ^  щ  <  1 и, следователь
но, 0 а,- <  1 для 1 = 1,2, . . . ,  N, так как oci = »ei <  1. Та
ким образом, 1 — X2ajv >* 0 при 0 ^  хг <  1 и формула (111) 
имеет смысл.

Решение задачи (105) — (106) состоит из двух этапов: 1) по 
начальным данным (110) и формулам (109) последовательно 
определяются а , ,  затем Рг для / = 1 , 2 ,  . . . ,  N (счет идет слева 
направо— от / к / +  1); 2) из (111) находится у  я  и затем по 
формуле (108) последовательно (справа налево — от / +  1 
к /) определяются y N- U Ук- 2 .......... у и Уо-

Счет по формулам (108) устойчив, так как 0 ^  а г- <  1.
Существует еще один вариант формул прогонки:

h  =  -C i-B fo+x  ’ 2, . . . ,  N - 1 ,  ь = к 2; (112)

^  -  -c f - ■ ^ '= 1 . 2, . . . .  л^- l ,  ^  =  v2; (113)

m+i =  h +iy i  +  r\i+u l = U  2, . . . .  N - l ,  tJo =  y ± ± ^ l .  (114)

Порядок счета: 1) по формулам (112) и (113) последова
тельно от i +  1 к / (справа налево) определяется сначала |{, 
затем r]i для i =  N — 1, N — 2, . . . ,  1, 0; 2) по формулам (114) 
последовательно от / к / +  1 (слева направо) находятся 
Уи У2 . . . .  Уи-

Нетрудно убедиться в том, что число арифметических дей
ствий, производимых при решении задачи (105) — (106), про
порционально числу уравнений.

1 1 . Разностные методы решения квазилинейных уравнений. 
При изучении высокотемпературных процессов необходимо 
учитывать зависимость коэффициентов теплоемкости и тепло



проводности от температуры. Мощность тепловых источников 
может также зависеть от температуры, если, например, тепло 
выделяется в результате химической реакции. В результате мы 
получаем для описания процесса распространения тепла кза- 
зилинейное уравнение теплопроводности

(* +  с ( « ) > ° .  k (и) >  0. (115)

В общем случае с  =  c ( x , t , u ) ,  k =  k (x , t , u ) ,  f  — f (x , t ,  и ) .
В неоднородной среде k и с  могут быть разрывными функ

циями аргументов х и и (для разных веществ зависимость k, 
с  от температуры различна). Уравнение вида (115) встречается 
такж е при изучении проникновения магнитного поля в среду, 
коэффициент магнитной восприимчивости которой зависит от 
магнитного поля.

Уравнение (115) заменой искомой функции приводится к 
одному из видов

ж --£ • (*  <“>•£)• <|16>

^  =  ! £  +  /(«)■ 017)
U

В самом деле, вводя, например, функцию v  — J  c(u)du, полу-
о

чим для нее уравнение (116).
В настоящее время метод конечных разностей является 

единственным методом, позволяющим эффективно найти реше
ние квазилинейных уравнений.

Рассмотрим простейшие двухслойные схемы для уравнения 
(115). Они могут быть получены методом баланса по аналогии

с п. 7, если учесть, что W =  — k («) .

Д ля квазилинейных уравнений использование явных схем 
нецелесообразно, если k(u) является быстроменяющейся (на
пример, степенной) функцией, так как условие устойчивости

<  h2 
Т 2 max k (и)

требует очень мелкого шага т по времени. Поэтому применяют
ся неявные схемы — линейные и нелинейные относительно y i+i. 
В случае нелинейных схем применяются итерационные методы 
для нахождения г/-'+1.



а) Неявные схемы с точностью 0(/i2 +  т) :
1

--'т = -W К-н (У*) {у{% 1 -  У{+х) -
- a i {yl){yi+'-y\±^\ +  f{yf i ,  (118)

„/+1 _ ц1 1
I4 - ML -  ж К+. ̂ /+1> (Уи! -  УП ~

-  a t (*/'+') ДО+« -  у\+})] +  f (У{+1). (Н9)
где

а ! (у) =  к [ - У{- ^ - - 1- ) .  ( 120)

При л: =  0, лг =  1 ставятся краевые условия, например уо =  « 1, 
У N =  U-2.

Первая схема линейна относительно y j +1 — значения у  на 
новом слое t =  t j+1. Решение разностной краевой задачи для 
у{+1 находится методом прогонки (см. п. 10).

Вторая схема (119) нелинейна относительно у{+1. Для ре
шения получающейся системы нелинейных уравнений приме
няются итерационные методы. Напишем уравнение для опреде-

5 + 1

ления итераций y t в случае простейшего итерационного ме
тода

5 S +  1 5 S+ 1  5 5+ 1  5

А1У1 - 1 — С[ у { +  А{+1У[ + 1 — — Fit (121)
где

Ai =  - ^ - a l (у), С> =  А[ +  Ai+i +  1, F{ — у1~\-t f  ( у {),

s — 0, 1 , 2 , . . .  — номер итерации.
В качестве нулевого приближения обычно берут значение

о
у{ с предыдущего слоя, полагая y t =  у[\ иногда применяют 
экстраполяцию с использованием у\~х (если у[  как функция /

5+1
монотонна). Решение уравнений (121) относительно y i  с крае
выми условиями при £ =  0, i — N 1-го или 3-го рода находится 
методом прогонки (см. п. 10). Для окончания итераций ис-

5 + 1  5
пользуется условие max [ y t — у ,  | <  е или же задается опре-

1</<ЛГ-1
деленное число итераций. Обычно уже две-три итерации замет
но повышают точность. Итерационные схемы (119) позволяют 
для обеспечения заданной точности использовать более круп
ный шаг по времени по сравнению с безитерационными схемами 
(118), что зачастую приводит к значительному уменьшению 
объема вычислительной работы.



б) Симметричная шеститочечная схема 0(/i2 +  t 2) :

< i 2 2 >

где a.i =  k{̂ l ~x̂  j .  Это нелинейная схема, и для определе
ния г/(+1 нужны итерации.

В случае слабой квазилинейности, когда k не зависит от и, 
а  правая часть f ( u )  нелинейна, имеются безитерационные без
условно устойчивые схемы 2-го порядка точности.

Напишем такую схему (при k =  const = 1 ) :
у — у'

0,5т A9 + f(y 0. у ' + ' - у ' :0 ,5А  (///+• +  у!) +  f(y),

АУ =  У XX'

(123)

где у  — промежуточное значение. Сначала применяется с ша
гом 0,5 т и правой частью f ( y ’ ) чисто неявная схема, затем с 
шагом т и правой частью f ( y )  — симметричная шеститочечная 
схема. В результате полу
чается схема 2-го поряд
ка точности по h и т.

Иногда для решения 
квазилинейных уравнений 
используются симметрич
ные трехслойные схемы
(93); в этом случае к (и )  
и f  (u)  берутся на шаге /.
Однако предпочтения за 
служивает нелинейная 
схема, аналогичная схе
ме ( 10 1).

П р и м е р .  Приведем 
результаты численных 
расчетов по схеме (119) 
для случая k (и) — щи,0, 
щ  >  0, 0 >  0, f  =  0. Урав
нение {коиа имеет решения, производные которых

в точках, где и =  0 разрывны, а поток и0ыа -^ -  непрерывен,
т. е. существует фронт температуры, который распространяется 
с конечной скоростью (рис. 87).

Примером такого решения является функция



где с  — скорость температурной волны. Эта функция является 
решением задачи

4 г  =  ^ ( 5{о«<тж ) .  * > 0, * > 0,

и [х, 0) =  0, и (0, t) =  и / /а, где ы0 =  (^ “р) ' •

Для этого примера по схеме (119) были проведены расчеты 
с параметрами а  =  2, хо =  0,5, с  =  5, h =  0,2 (число точек 
N — 50) и шагом т =  2-10~4. Точное решение и результаты 
расчета нанесены на рис. 87. Всюду, кроме нескольких бли
жайших к фронту узлов, отклонение сосчитанного решения от 
точного не превосходит 0,02. Число итераций v ^  3 (е =  10_3) .  
Сплошная линия на рис. 87 — точное решение, кружки — рас
четные точки *).

Отметим, что схема (122) немонотонна и поэтому при расче
те температурной волны дает худшие результаты по сравнению 
с монотонной схемой (119).

§ 3. Метод конечных разностей для решения задачи Дирихле

1. Разностная аппроксимация оператора Лапласа. Пусть на 
плоскости (хи х2) задана область G, ограниченная замкнутой 
кривой Г. Рассмотрим задачу Дирихле (см. гл. IV)

Au =  ^ j  +  - ^ r =  — f(x)  в G, и |г =  |я(*1, х2). (1) 
дх\ дх\

Для решения задачи (1) методом конечных разностей надо 
в области G + Г ввести сетку и аппроксимировать на этой сетке 
уравнение и краевое условие.

Начнем с аппроксимации оператора Лапласа. Заменим каж 
дую из вторых производных -^-4, -^-4 разностными выраже-

дх\ д х 2
ниями:

д 2и и (xt +  А), х2) — 2и ( x t , х2) Ч- и (х\ — h [t х2)
дх.2м "I 
д 2и  и  ( * 1 , х2 +  А2) — 2и  (* !, х2) +  и ( хи  х2 — Аг) __

4 ~  h\

=  Л 1«»

-------------------------------9 tlr; „ --- Л.~и9
дх$  h i  Х2Хг 2

где h a — шаг по ха, а  — 1 , 2.

')  См. А. А. С а м а р с к и й ,  И. М.  С о б о л ь ,  Примеры численного рас
чета температурных волн, Ж- вычисл. матем. и матем. физ. 3, № 4, 702—719 
(1963).



Оператор Лапласа Аи заменим разностным оператором
А и ■■ и х [х, и х3хг’ (2>

который определен на пятиточечном шаблоне («крест»), состоя
щем из точек (хи х2), (xi — hu х2), (xi + hi, х2), (лгь х2 — h2) y 
(лг1, x2 -{-h2). Он изображен на рис. 88, а. Вычислим погреш
ность аппроксимации для оператора Л. Так как (см. п. 2 § 1)

я'2- ь2 а*и , 4ч
— +  О (ha),их X '■ а а

д 1и h i  д*и
------ 1---- -2 Iдх\а 12 д х а

а =  1, 2,
h

Аи — А и =  —-  L\U -I— — L 2u  -f- О (hi  -1- Лг)> L a  =  2
12 12 d x i

и, следовательно,
Av — Av — О ( \ h I2), 

\h?  =  h\ +  h l
где v  — любая функция, имеющая не менее четырех производ
ных по Xi и х2 (и е  О т\ т  
аппроксимирует оператор Лап
ласа со 2-м порядком.

Нетрудно убедиться в том, 
что оператор

4). Таким образом, оператор А

A'v =  Ли + М + ла 
12

Л,Л2и,

4
1 ^  х/"  Ч

h ,
4

о
' */ J

О

а) б)

4 о  л,
% *

*/

(3)
определенный на девятиточеч
ном шаблоне («ящик»)
(рис. 88, 6), имеет на решении 
и =  и (х) уравнения Ди =  О 
4-й порядок аппроксимации 
(А'и — Д« = 0 (|/г|4) при «  <= 
е  С<т >, т  ^  6) и 6-й порядок 
(А'и — A u =  0 ( h e) при н е  
е  С<т\ т  ^  8 ) на квадратной 
сетке, т. е. при hi = h2 = h.

Напишем подробнее выражение для Л в случае hi  =  h2 =  ft 
(на квадратной сетке)

д , , __ ,, I , ___  У\ +  Уг +  Уз +  У\ —  4у0
у  ух,Х, "Г Ух2Хг h2

Разрешая уравнение Ау =  0 относительно уо, получим

4
6)

4
г)

Рис. 88.

У о ~ Т ( У \  "Ь У2 +  Уз +  yi)-



Значение у  в центре шаблона есть среднее арифметическое зна 
чений в остальных узлах шаблона. Эта формула является раз 
ностным аналогом формулы среднего значения для гармониче 
ской функции.

Уравнение Пуассона Ди =  —f (x i ,x2) заменяется схемой

АУ =  — Ф (*)> Ф М  =  Ф (*i> х2) — f  (*i, х2). (4)

Перейдем теперь к построению разностного аналога задач* 
Дирихле (1) в области G -f- Г. Проведем два семейства па 
раллельных прямых х\ = i i hu х2 — i2h2, i b i2 = 0, ± 1 , . . .  (бу 
дем считать, что начало координат (0, 0) лежит внутри G) 
Точки (i\hu i2h2) назовем узлами. Узлы x =  (ilh l , i2h2) и х ' —
— (i'lhi, г'гЛг) назовем соседними, если они лежат на прямой, па

раллельной либо оси *i, либс 
оси х2 и отстоят друг от другг 
на расстоянии шага (hi  или 
h2) , так что | i\ — i\ \ + 1 & — 
— i21 =  1. Узел х — ( i ih i , i2hz) 
называется регулярным, есл!- 
его соседние узлы ((t'i ± 
± 1 ) h u i2h2), ( h h u (i2 ± 1 ) h 2) 
образующие пятиточечный 
шаблон «крест», находятся 
либо внутри области G, либс 
на ее границе. Если хотя бы 
один из этих четырех соседних 
узлов не принадлежит G +  Г, 
то узел х =  х* назовем нере-

о
гулярным. Обозначим сол мно
жество всех регулярных узлов, 
to*h — множество всех нерегу
лярных узлов. Точки пересе
чения П Р Я М Ы Х  Х\ =  /1Л 1 , х2 =

— i2h2 с границей Г назовем граничными узлами. Множество 
всех граничных узлов назовем границей сетки и обозначим 
*уд. Таким образом, области G + Г ставится в соответствие 
сетка а>Л( 0  +  Г), т. е. множество точек х е  <вл, где сол =
*= ®а +  “ а +  Yft (рис- 89).

Будем предполагать, что сетка обладает свойством связ
ности, т. е. любые два внутренних узла можно соединить ло
маной, целиком лежащей внутри G и состоящей из звеньев, 
соединяющих узлы сетки и параллельных либо Охь либо Ох2.

В регулярных узлах пишем разностное уравнение (4), ис
пользуя пятиточечный шаблон «крест» с шагами hi и h2.

* Нерегулярные узлы, я*. со% 
о Регулярные узлы,

Рис. 89.



В граничных узлах х е у д  задаем значение искомой функ
ции

у =  !*(*), x<=yh. (5)

В нерегулярных узлах могут быть написаны различные усло
вия.

1) Интерполяция нулевого порядка.
Значение у{х)\а>\ полагается равным
\i(x) в ближайшем узле х границы уи:

y (x)  — \i (х) при х <= (О*. (6)®v
2) Интерполяция первого порядка. 

Значение у (х) j * определяется при
помощи линейной интерполяции. На
пример, для случая, изображенного на 
рис. 90, значение у 0 в узле О опреде
ляется по формуле

(-5Г+*Гг)»ь=-5Г»--’-ТЕГГ*'з. Р>
которую можно записать в виде 

Л ,У =  0, где Л ^  =  г/.А ,

Aiи — аппроксимация оператора Ltu = 

сетке (см. § 1 , п. 2 ).

х Нерегулярные узлы, хе со* 
о Регулярные узлы, а .̂соЛ

Рис. 90.

д2и
— 2 на неравномернойдх ■

br 0,5(h,_+ht), Ьг=0,5(Ьг + ht ), h,.=03, h ^ 0 2  

Рис. 91.

3) Интерполяция второго порядка. В узле х е  со* пишется 
пятиточечная схема на нерегулярном шаблоне (на неравномер
ной сетке)



Нерегулярный шаблон изображен на рис. 91, а  и 88, в. Узел 3 
является граничным, /, 2, 4 — внутренние. Пусть h x-  — рас
стояние между узлами 3 и 0. Тогда А,г/ =  -g- ~ Уа- — Уо~ Уз j =

=  Й1 =  kl +2Л‘~' (см- § 1 - п. 2 )A 3y  =  -L  ( у -  2 Уо +  у 4) =

Ау =  А,г/ +  Л2г/. Второй случай изображен на рис. 91, б и 88, г. 
Узлы 2 и 3 находятся на границе, h2+ — расстояние между 
узлами 2 и 0. В этом случае

Л и — —  ( У' ~У°  — У о - У Л  — ,,
А ‘у  —  Й, V А, /г,- ) —

А и  —  —  С _  У о - У Л  — и
—  Й2 I Л2+ h2 ) —  У г м

где  П2 =  0,5 (А2 +  Й2+). Мы будем рассматривать 3-й способ 
задания условий на со*. Как будет показано ниже, он является 
наиболее точным.

Сформулируем теперь разностную краевую задачу, соответ
ствующую задаче ( 1 ):

О

А У +  ф =  о, х  е= соА, (9 )

А*г/ -|- ф == 0 , х е  и *, (10 )

г/ =  ц, *е=\й. (И)

Возникают два вопроса: 1) о разрешимости задачи, т. е.
о существовании решения системы алгебраических уравнений 
(9) — (11) ;  2) о сходимости и точности схемы (9) — (11). От
веты на эти вопросы мы получим ниже при помощи принципа 
максимума.

Чтобы оценить погрешность, с которой мы определяем ре
шение задачи (1) из уравнений (9) — (11), нужно оценить раз
ность у ( х ) — u ( x ) = z ( x ) ,  где у (х)  — решение задачи (9) — 
(11),  и(х)  — решение задачи (1),  взятое в узлах сетки соЛ. Под
ставляя у  =  z +  и в (9) — ( И) ,  получим

Az =  — г]з, ■ф =  Лы-(-ф, х е с о й, 
Л*г =  — ij)*, ■ф* =  Л*и +  ф, дгео)* ,

2 =  0 , X €= Уд-

(12)

Из предыдущего следует, что ^ = Л« + ф = 0(|/г|2), если 
<p =  f (x ) ,  г|5* =  0 (|/г|) для условия (8), ф* =  0 ( 1 ) для усло
вия (7). Чтобы оценить решение задачи (9) — (11) через пра
вую часть, нам понадобится принцип максимума.



2. Принцип максимума. Рассмотрим задачу (9) — (11). Р аз 
решим уравнение (9) относительно г/0 (см. рис. 88 ,а ) :

2 ^ 2  +  Уо =  (У1 +  Уз) +  ~ 2  (У 2 +  У*) +  Фо> x^a>h. (13)-

Пусть 0 — нерегулярный узел (см. рис. 88, в). Тогда из ур ав 
нения А*у +  Ф =  0 следует

W  У\ —  Уо Уо —  Уз \ I 1 / Уг —  Уо У о ~ У Л _ _  т 
Й, \ Л, А ,- )^~ h 2 [ A, h2 ) —  _фо’

2 (~r~----- Ь =  +  Т2 ( у2 +  ^4) +  Фо> (14)\ "1^1— «2 / "1̂ 1 2̂

где фо =  Фо +  у ^ — Ii (3), /zi_ — расстояние м ежду узлом 0 и гра
ничным узлом 3, =0,5(/*!_ +  h {). Из (13) и (14) видно, что 
обе формулы могут быть записаны в виде /1 (х) у  (л:) =
=  2 В (х, £) //(£) +  F (х) для всех л: е  со. =  соЛ +  ю*, где сум -  

Seffl’ W
мирование проводится по всем узлам шаблона с центром 
в узле х, исключая сам узел х. Коэффициенты А (л:) и В (х, I) 
удовлетворяют условиям А (х) >  0, В (х, |) >  0,

О

2  В (х, |) =  А (х) при х е  сол.
Ъ < = Ш ' ( Х )

Если у  L = 0 ,  то по крайней мере один из коэффициентов В (х, £)
/г

в пограничной зоне со’ можно формально положить равным
нулю, так что 2  В(х, £) =  А (х) — D (х), D (x )>  0. Если, на-
пример, узел 3 (см. рис. 91, а) находится на y h, то D(x) =
=  D (0) =  —- —  , так как  /г. =  0,5 ( h i -  +  hi) <  ftj. Если ж е 

Й1Л1- Л|
два  узла 2 и 3 (см. рис. 91, б)  являются граничными, то D{x) =
=  D (0 )> -^ -  +  -V ,  В (0, 2) =  £ (0 , 3) =  0. Таким образом, при 

A] h\
г/ |уд =  0 в со* всегда выполнено условие

f l ( i ) > - ^ ,  где h  =  m a x ( h u  h 2). (15)

Итак, рассмотрим задачу: требуется найти функцию у (х) ,  
определенную на шд=сой+Ул и удовлетворяющую в coft уравнению

А (х) у  (х) =  2 В(х,  l ) y ( l )  + F ( x ) ,  х<=щ,
ЕеШ'М , 1СЧ„  (16)

А (х) >  0 , В (х, I) >  0, 2 В (х, | ) <  А (х). 

Справедлива следующая теорема ( п р и н ц и п  м а к с и м у м а ) :



Если F(x)  <  о в с ю д у  в  сол, то р еш ен и е  з а д ачи  (16) (не  р а в 
н о е  по стоянной)  н е  может принимать н аи б ол ьш е г о  положитель
н о г о  з н а ч е н и я  в о  внутренних узлах сетки сод. Если ж е  у (х)  Ф  
Ф  const и F(x)  ^  0 в со к, то у (х )  н е  может принимать внутри 
(Oh н а и м ен ьш е г о  отрицательного значения .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F(x) ^  0 во всех внутренних 
узлах. Допустим, что у (х )  принимает положительное макси
мальное значение в некотором внутреннем узле. Так как 
у (х )  Ф  const, то существует такая точка г е » ,  в которой 
у  (х) — max у  (я) = М0 >0, а в соседнем узле % ^Ш  (х),  
имеем у(£,)<Мо-  Уравнение (16) в узле х перепишем в виде

]> (* )  -  2 В (х, I)] у  (х) +  2 В (х, I) (у (*) -  у  &)) =  F (х). (17)

Так как  2 В (х, £) ( у (х) — у  (£)) >  В (х, |) ( у (х) — у  (|)) > 0 ,  то
из (17) и (16) следует F ( x )> 0 ,  что противоречит условию 
i r ( x ) ^ 0 .  Первая часть теоремы доказана.

Вторая часть доказывается аналогично.
С л е д с т в и е  1. Если F ( x ) ^  0, х е ю л и у\ ^ 0 ,  то ре-

^Л
шение задачи (16) неотрицательно: у (х)  ^  0 всюду в й Л. В са
мом деле, пусть хотя бы в одном узле х е  сол функция у (х)  
отрицательна; тогда она должна принимать отрицательное наи
меньшее значение во внутреннем узле. Это невозможно, в силу 
принципа максимума (если только у (х )  ф  const).

С л е д с т в и е  2. Если F (х) ^  0, х е  соА и у  L ^  0, то у ( х ) ^ 0 ,УЛ
д л я  всех х е  6)Л.

С л е д с т в и е  3. Однородное уравнение

А ( х ) у ( х ) =  2 В (х ,1 ) у ( 1 )  (18)
(х)

при однородном граничном условии у  L =  0 имеет только три-'Л
виальное решение.

В самом деле при F =  0 следствия 1 и 2 дают соответствен
но у (х )  ^  0, у (х )  £=: 0, т. е. у (х )  == 0.

Таким образом, разностная задача (16) имеет единственное 
решение.

С л е д с т в и е  4. Для решения однородного уравнения (18) 
верна оценка

ll</llo<ll</llo.Y> (19)
где  || ^ llo =  max \y(x)\t || у  lb,Y =  max| у (х)  | (решение уравнения 

*<=ел x ^ y h
(18) принимает наибольшее и наименьшее значение на гра ' 
лице у*).



Имеет место следующая т е о р е м а  с р а в н е н и я :
Пусть у ( х ) — р е ш ен и е  у р а в н ен и я  (16), а у ( х ) — р е ш е н и е  

того ж е  у р а в н ен и я  с  правой  частью F(x)  ^  0 и граничным  
знач ени ем  у  | ^ 0 .  Если выполнены у с л о в и я  |/•’ (*) | ^  F(x)'Л
при  х е= (o/i, \у{х) I ^  у  (*) при x ^ y h, то | у  (х) | у  (х) д л я  
в с ех  х ей/ ,.

Следствие 1 сразу дает у (х )  ^  0 всюду в йЛ. Функции 
и — У +  У> v =  y  — y  удовлетворяют уравнению (16) с правы
ми частями Fu =  F  -f- F, Fv =  F  — F и граничными значениями 
и =  у у |v, v  — y  — г/1 v. Так как по условию Fu ^  0, 
u [ y ^ s  0 и Fv ^  0, v\y ^  0, то, в силу следствия 1, и ^  0 или

—у ,  и > 0  или у ^ у ,  т. е. при л: (=«/,.
3. О ценка решения неоднородного ур авн ен и я . Рассмотрим 

неоднородное уравнение
А{х)у{х) =  ^ В { х ,  |)г/(|) +  ^ (* ) ,  л : е ш Л, (20>

с однородным граничным условием
У lY — о.

Пусть выполнены условия

В(х,  Е) >  0, 2 в ( х ,  t) =  A ( x ) - D ( x ) ,  D ( x ) >  6 > 0  (21) 
для всех х ею,,.

Тогда для решения задачи (20), (21) верна оценка

(22>

В силу теоремы сравнения где у  — решение з ад а 
чи (20) с правой частью F == I/7!- Пусть у (х )  принимает наи
большее значение в узле х. Так как у (х )  >  0, то

А (х) у(х) =  2 в  (х, ЮУ(Ю + 1Е (х) I ̂ (A (x)-D  (х)) у (*) +  | F  (х) |, 
£

<|| (II41 llo — rnax| ij) I).
h

Учитывая, что || у ||0 ^ у ( х )  и О >  б, получаем (2 2 ). Заметим,, 
что фактически нами получена оценка

■дТ '̂Цо’
Предположим, что 

D (х) б >  0 при х е  ю* и Z) (х) 0 при х е  соЛ, (23 )



Тогда для решения задачи (20), (23), (24) верна оценка

ll0 llo<-g-imio. (2Е

В самом деле, у (х )  ^ 0  в силу принципа максимума и н
О

может иметь наибольшего значения в узлах x ^ v ) h, в которы 
F (х) = 0 .  Предполагая, что х е  со* есть точка, в которой до 
•стигается максимум, получим оценку (25).

Наибольшие трудности при оценке решения задачи (21) воз 
никают в случае D(x) = 0  при В этом случае строитс:
мажорантная функция у (х )  ^  || у  ||0, удовлетворяющая уравне 
нию (20) с правой частью F{x)'2s-\F(x)\.

Итак, если выполнено условие D(x)  ^  б >  0, х е  мл, т< 
д л я  решения задачи (20) — (21) верна оценка

lliHlo<llyllo.Y +  J4 J!!L. (26
выражающая непрерывную зависимость решения от граничны 
данных и от правой части.

4. Сходимость решения разностной задачи Дирихле. Чтобь 
установить сходимость и порядок точности схемы (9) — (11) 
мы должны оценить решение задачи (12).

Погрешность аппроксимации в регулярных узлах гр = 
=  (Ли +  <р) — (Lu +  /) =  0 (  | /г |2) , если и е С ® ,  и в нере 
■гулярных узлах гр =  гр* =  О ( | h |).

Так как || г|э* ||0 — 0(|/г|), то для оценки г следует рассмот 
реть отдельно вклад в г  за счет погрешности аппроксимаци]

О

в нерегулярных узлах. Представим z в виде суммы z =  z +  z*
О

где z и г* — решение задачи

Az =  — ф, х<=сол, г\у = 0 ,  “ф =  { (27
| 0, х <= юл;

Лг* =  - Ц , ' ,  х е ш , , .  2%  = 0 ,  Г  =  \ 0, (28
h I x <= coft.

Т ак  как  z |у = 0 ,  то D(х ) ^ - р -  =  6 > 0  при х е ш *  и D { x ) ^ i
О

при X е  (0Л.
Пользуясь (25), получаем

l | z * lb < W l lo .  (29
О

Для оценки z воспользуемся теоремой сравнения. Построив 
мажорантную функцию



где R  — радиус круга с центром в точке (0, 0) e G ,  содержаще
го область G, К  =  const >  0. Вычислим разностные производ
ные

(* , +  hA2 — 2х\ +  (х.  — h , ) 2
а / 2= и . , * , = (*!)4 л = ( i ...—  (1  -  2-

о
Л2г2 =  2 при х е  юй. В нерегулярных узлах также имеем Л ,г2= 2. 
Таким образом,

О

AU =  — /(Лг2 =  — 4/С при х е  сол =  сол +
О

Выберем /С так, чтобы ||ф||0<4/С. Д ля этого достаточно по-
1 °ложить К  =  - j  IIФ 11о- Учитывая, что U ^ O  при x ^ . y h, U <  KR2 =  

4— т^ИФНо и пользуясь теоремой сравнения, находим

1И Ь< 1|£/|Ь< 4*21Ж|. (30)

Объединяя неравенства (29) и (30) и учитывая, что || г  ||0< || z ||q +  
-И1 z* ||о, получаем

1и||о<Л2||ф*||о +  4 - ^ 2||ф1Ь. (31)
Тем самым доказана теорема:

Д л я  р еш ен и я  за дачи  (12) имеет место оц енка  (31).
Из (31) видно, что если u ^ C W ( G ) ,  т. е. решение задачи 

имеет непрерывные в замкнутой области U — G +  Г вторые
О

производные, так что || ф ||0 =  р( \h |), || ф* ||0 =  р( \h |), где 
р(|А|) -+Q при |/г| —> 0, то схема (9) — (11) сходится:

II г  11о == IIУ —  и llo == Р ( I Л |). (32)
Если и е  С<4> (G),  то справедливы оценки

dsu
IIФ Но <  I Л I2» II "Ф* 11о ^  где Ms =  max

^  3 a. G dxl (33)

(а  =  1, 2, s =  3, 4). Применяя неравенство (31), видим, что 
для решения задачи (12) верна оценка

1М1о =  | | г / - « 1 Ь < 4 м зЛз +  ^ | Л р(

т. е. схема (9) — (11) равномерно сходится со скоростью 
0(|/г|2) (имеет 2-й порядок точности).

Заметим, что если у  на со̂ - задавать при помощи линейной 
интерполяции (см. (7 )) ,  то г|?* =  0 ( 1 )  и оценка (31) дает

н ^ — ы По =  О  ( I h |2), (34)
т. е. и в этом случае схема (9) имеет 2-й порядок точности.



5. Решение разностных уравнений методом простой итера
ции. Д ля определения решения разностной задачи Дирихле 
(9) — (11) мы получаем систему линейных алгебраических 
уравнений большого порядка, равного числу внутренних узлов 
сетки. При точном решении этой системы известными методами 
линейной алгебры требуется большое число арифметических 
действий и большой объем оперативной памяти машины. По* 
этому систему уравнений решают итерационными методами, 
учитывающими специальный вид матрицы системы.

В этом пункте мы рассмотрим метод простой итерации 
( м е т о д  Я к о б и ) .  Пусть h 1 =  fi2 =  h. Запишем уравнение (9) 
на шаблоне (рис. 88, а ) .  В регулярном узле имеем:

.  S  S  S  S

о0   р| + v* + + 04 + /ггфо

где s  — 0, 1, 2, . . .  — номер итерации. В нерегулярном узле 
(см. рис. 91, а) в случае, когда узел З е у л :

S+I i f  hh-  s , h -  /  . s / 
u° ==T \ ~ W Vi + - F ( y2 +  t>4)

. h2h -  . h2 
+  —4g“  Фо +  -fijT Цз. ( 3 6 )

где цз =  ц(3) — значение у  L =  ц в узле 3.yft
О

При s =  0 выбирается начальное приближение v  — и0.
S

Пусть у  — точное решение задачи (9) — (11), v  — s -я итерация.

Итерационный процесс сходится, если разность v  — y  — z стре
мится (по некоторой норме) к нулю при s - *  оо. Подставляя
S  S  j
V =  y  +  z в (35) и учитывая, что у 0 =  т  (у, +  у 2 ■+ у 3 +  г/4 +

S  *

+  /г2фо), получим для z однородное уравнение

SZo =  z' + z* + z* + z< , х е = щ ,  (37)

S+I 1 Г h h -  s  , h -  , s , s Л _  .  ,0Q.
z° " " Т Г Ж - * 1 +  -t (z2 +  z4)\> (38)

О о
с условиями z | ==0 и начальным условием z =  у  — и<>, где г

'А
есть погрешность, допускаемая при выборе начального при
ближения.

Чтобы оценить г, надо выбрать норму IMI. например:

|| z It й =  шах | г  |, || г |  =  ( 2 г 2 i2h2) h xh^\'\



Будем говорить, что метод итераций (35) сходится, если

I! у — v  || —► 0 при s - *  оо. Обычно задают точность е >  0, с ко
торой надо найти приближенное решение; при этом ставится 
требование

II V — у  IK  е II «о — у  ||. (39)

Если итерации сходятся со скоростью геометрической прогрес-
S S —1

сии, т. е. ||и — y l K p l l  v  — «/ IK pI uq — у\\, 0 < р <  1, то усло
вие (39) будет выполнено, если р4 <  е. Отсюда следует, что для
уменьшения начальной невязки || ы0 — у  || в раз достаточно

сделать s 0^  ln-^-/ln -£■ итераций.
Метод простой итерации сходится со скоростью геометриче

ской прогрессии по норме 1М1г (в среднем) в случае, когда & = 
=  (0 ^  ха ^  1, а  — 1, 2) — квадрат и hi =  h 2 =  h, знамена
тель р =  1 — 2sin2-^ -  < 1 ^при h  <  зависит от шага h сетки.

1 л2Л2 2 1При малых h In —«5——  и, следовательно, s Q*=> In —, i\ е.

число итераций пропорционально числу узлов N =  -^  сетки. 
Так как на вычисление одной итерации по формулам (35), (36) 
затрачивается О действий, то, чтобы получить решение

задачи (9) — (11) с точностью е, надо затратить
арифметических действий. Заметим, что погрешность в определе
нии решения исходной задачи есть сумма погрешности 0 ( h 2) 
самой разностной схемы (9) и погрешности 0 ( e )  метода итера
ций для решения (9). Чтобы обе эти погрешности были одного 
порядка, естественно выбирать е == 0(№).  Таким образом, для 
метода простой итерации

So= o ( - ^ l n | ) .

В настоящее время имеются методы, которые обеспечивают 
точность е:

а) для прямоугольника с числом итераций s0 «  In - ^ - l n и 

общим объемом работы О ^-p-ln-^-ln-^-j;

б) для непрямоугольных областей с s0 «  In j -  и общим 

объемом работы О ^ 3- ln-^-j.



Это — методы переменных направлений, которые мы рас
смотрим в § 4, п. 3.

Сравнение с ними показывает, что метод простой итерации 
является слишком трудоемким. Поэтому, несмотря на свок 
простоту, он в настоящее время почти не используется при ре
шении разностных задач для эллиптических уравнений.

§ 4. Разностные методы решения задач 
с несколькими пространственными переменными

1. Многомерные схемы. В § 2 мы рассматривали разностные 
схемы для решения задачи Дирихле в случае двух измерений 
(Х\, хг). При написании разностных схем для уравнения тепло
проводности

(и

первым шагом является аппроксимация оператора Лапласа, 
Пусть

Лу =  А г/ +  А у ,  А у  =  у  <х=1, 2, [2]I  ̂ «, л а а

— пятиточечный оператор на сол с шагами h x и /гг-
По аналогии с § 2, п. 2 двухслойные схемы для (1) возьмем 

в виде
у/+1 -  =  Л (Ш/Ж +  (1 -  а) уГ) +  ф, (3)

У̂ +1 =  l/lth ~  У (b^ i’ ĥ 2> tj+1)-
Пусть G — область на плоскости (хи х2), ограниченная кри

вой Г. Введем в U = G + Г сетку шЛ, описанную в § 3. Будем 
рассматривать задачу

4 r e A« +  /(*. 0 , 0 < Г, )
01 ? (4)

и(х,  0) =  и0(х), и |г =  ц (х, t). j

Ей поставим в соответствие разностную схему (3) с краевыми 
условиями

г/ IY/I =  у{х, 0) =  и0{х). (5]

По аналогии с § 2 устанавливается, что схема (3) устойчива
при

а  >  (если hi =  h2 — h).

Отсюда следует, что явная схема (а =  0)

—— ~ у  =Лг// +  Ф/+1 или y i+1 — у 1 +  x(Ayl  -j- ф/+1) (6] т



Й2условно устойчива при (в одномерном случае при
т <  /i2/2, см. § 2 ) .  Неявные схемы безусловно устойчивы при 
а  >1/2. В случае трех измерений, когда х = (хь х2, хъ), в (3) 
нужно подставить

Лг/ =  Л,у +  А2у  +  Л3г/, Аау  =  а  =  1, 2, 3.

Условие устойчивости имеет вид

о >  j  — (при h l =  h 2 =  h3= h ) .

Явная схема (0 =  0) устойчива при т ^ / г 2/6. Порядок аппрокси-
/ д имации г|з =  (Лы +  ф — щ) — ( Lu +  / ---- ^-1 зависит от а:

•ф= О (| h |2 +  т2) при 0 =  0,5, ф = 0 (| Л | 2 +  т) при а Ф  0,5

(\h\2— 2  Л2, р — 2, з )  при любом числе измерений.
\ а= 1 /

Краевые условия на ул ставятся так же, как и в § 3 для з а 
дачи Дирихле. В нерегулярных узлах со̂  оператор Л (Л ~  А) 
пишется на неравномерной сетке. Д ля схемы с опережением 
(ст =  1) справедлив принцип максимума. Она равномерно схо
дится со скоростью О ( | h |2 +  т ) .

Не представляет труда написание (по аналогии с § 2 и 3) 
схем повышенного порядка 0(|/г|4 + т2) аппроксимации; напри
мер, при р =  2(х =* (хи х2))  схема 0(|/i|4 -f-т2) имеет вид

y i s=Ai (a iy  +  {1 — a i ) y )  +  А2(а2У +  {1 —а2) у )  (f=°)>

1 Л2
aa ~ Y — а = 1 ,  2 (G — прямоугольник).

В случае уравнений с переменными коэффициентами для 
получения схем можно воспользоваться методом баланса на 
сетке сак■ Пусть, например, дано уравнение теплопроводности

qi === Lu -j- /  (х , /), х =  (xj, •. . ,  Хр), L, =  L, L>2 4“ . •. "f" Lp,

LaU~  ~dx^{ka x̂ ’ ^ ~дх^)’ < * = 1 , 2  , . . . , p .

Пусть p =  2. Возьмем объем ( ( t , — у )  h x ^ ^ (i ,  + 1 )  h ly 

(г2 —-|-)А2 < л :2< ( г 2 + 1 ) / г 2, ^  j j  и напишем для него

20 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский



уравнение баланса тепла )

J  J  (u l+l — и ’) йх  ̂dx2 =
8  *i+\ */+i

=  J  J  (W: dx2 +  W2 dXi) +  J  J  J  f ( x , t )  dxx dx2,
tj с  g  tj

где g  =  ((* 'l— 4 ' ) /ll ^ A;I ^ ( i’l + y ) ^ ! ’ («2 —4 )^ 2  

^ ( / 2 +  y ) ^ )  —прямоугольник, С—его граница, Wa =  —ka -^ -  —
тепловой поток по направлению оси Оха. Заменяя интегралы 
и потоки разностными выражениями по аналогии с п. 8 § 2, 
приходим к схеме вида:

У'+'~  У> =  А (И+Ц W +l +  (1 -  or) у>) +  <р/+» (8)
или

=  о  (Ay)l+i +  (1 -  о) (Ау)1 +  фЖ, (9)
где

A =  A j-|-A2, Аау  =  (̂ ааУх )̂х > О®)

т. е. Аа есть аналог разностного оператора Ау =  ( а у ^ х, ап
проксимирующего Ьи =  (ku' ) r (см. § 2, п. 7). Коэффициент аа 
определяется из выражений вида (61) § 2, например:

a i =  («!),„ ,, =  ki ((г, — у )  А„ i2h2, f ) ,

a 2 =  {a2)li i i= k 2([i lh u (г2 — у)/г2, и т. д.

Д ля ф =  фг+! МОЖНО ВЗЯТЬ формулу <f>!+1 =  f  {ilhi, i2h2, tj+1/г). 
Если коэффициенты ka имеют разрывы при ха =  const, а  =  
=  1, 2, то простейшее выражение для аа имеет вид

Щ — [&i {i\hi — 0, i2h2 — 0, /) +  ki (iihi — 0, i2h2 +  0, t) -f-

+  ki (iihi +  0, i2h2 +  0, t) h\ {iihx +  0, i2h2 — 0, /)]
и аналогично для a2.

Для полученных схем (8) справедливы результаты § 2, п. 8.
2. Экономичные схемы. При решении методом сеток много

мерных уравнений большое значение имеет объем вычислитель
ной работы, т. е. число арифметических действий для решения 
задачи с требуемой точностью. Посмотрим с этой точки зрения 
л а  схемы, полученные в предыдущем пункте.



Пусть G — квадрат (0 ^  Xi ^  1, 0 ^  x% ^  1), со л =  
= {{i\h,i2h),  i i , i 2 = 0, 1, . . . ,  N) — сетка с шагом А. Она имеет
(N — l)2 =  o ( -^ - j  внутрених узлов. Рассмотрим явную схему (6)
и неявную схему (3) при а  — 1. Обе схемы имеют один и тот 
же порядок точности. Число Q действий для определения y i+l 
во всех узлах сол на новом слое t == tj+i пропорционально чис
лу (N — I)2 узлов сетки a>h, т. е.

< ? я в = 0 ( ^ ) .

В случае неявной схемы (3) при а  =  1 для определения y i+t 
нужно решить систему (N— I) 2 уравнений. Это требует не ме
нее чем QHeaB= действий, т. е. значительно больше, чем
для явной схемы.

С другой стороны, неявная схема (а  =  1) устойчива при
любых т и А, а явная схема устойчива лишь при т^ -^ -А 2.

Возникает вопрос: нельзя ли найти такие схемы, которые со
четали бы лучшие качества явной (объем работы Q = o ( - ^ 2- j j
и неявной (безусловная устойчивость) схем?

Такие схемы называют экономичными.
В последние годы предложено много экономичных схем для 

различных задач математической физики1). Экономичные схе
мы позволили найти численное решение ряда сложнейших з а 
дач физики и техники, в отношении которых еще несколько лет 
назад были сомнения в возможности их приближенного реше
ния даже с использованием самых совершенных быстродей
ствующих вычислительных машин.

В случае одного пространственного переменного, как  мы ви
дели в § 2, неявные схемы приводят к системе уравнений (105), 
которые решаются методом прогонки. При этом для нахожде
ния y i+i требуется О операций. Рассмотрим сетку й/, с ша
гом h = l / N  в квадрате G ( 0 ^ X i ^ l ,  0 ^ л г г ^ 1 ) .  Сетку 
можно представить как совокупность узлов, расположенных на 
«строках» i2 =  0, 1, 2, . . .  N, или как  совокупность узлов, рас-

‘ ) D. W. Р е а с е ш а п ,  Н. Н. R а с h f о г d, The numerical solution of pa- 
rabolie and elliptic differential equations. J . Industr. Math. Soc. 3, № 1, 28—41 
(1955); J. D o u g l a s ,  On numerical in tegration  of u xx +  u vv  — u t im plicit 
methods. J. Industr. Math. Soc. 3, 42—65 (1955); H. H. Я н е н к о ,  Об одном 
разностном методе счета многомерного уравнения теплопроводности, Докл. 
АН СССР 125, № 6, 1207— 1210 (1959); Е. Г. Д ь я к о н о в ,  Разностные схемы 
с расщепляющимся оператором для многомерных нестационарных задач, Ж. 
вычисл. матем. и матем. физ. 2, № 4 (1962); А. А. С а м а р с к и й ,  Об одном 
экономичном разностном методе решения многомерного параболического урав
нения в произвольной области, Ж- вычисл. матем. и матем. физ. 2, № 5 (1962).



положенных на «столбцах» t‘i =  0, 1, 2, . . . ,  N. Всего имеется 
N +  1 строка и N -|- 1 столбец. Число узлов в каждой строке 
(столбце) равно N -j- 1.

Если на каждой строке (столбце) решать задачу вида (105) 
из § 2 методом прогонки при фиксированном iz(ii), то для на
хождения решения на всех строках (столбцах), т. е. во всех у з 
лах сетки, потребуется число действий пропорциональ
ное числу узлов Основная идея экономичных методов и со
стоит в последовательном решении одномерных задач вида 
(105) из § 2 вдоль строк и вдоль столбцов.

Наиболее четко выражает эту идею продольно-поперечная 
схема (неявный метод переменных направлений):

Переход от слоя / к слою / +  1 совершается в два этапа с ша
гами 0,5т: сначала решается уравнение (11),  неявное по напра
влению Х\ и явное по х2, затем уравнение (12), явное по Х\ и не
явное по х2. Значение у 1*'12 является промежуточным.

Формулируем краевые и начальные условия для схемы 
(11) — (12) в случае, когда G =  {0 ^  xlt х2 ^  1} — квадрат, 

сол =  {(i\h\, i2h2)} — сетка с шагами h u h2. Если краевые усло
вия в (4) не зависят от /, т. е. и =  ц(х ), то полагаем у 1+'1г L =
=  У!+1 lv = ll М  L • Если же ц == \i{x,t) зависит от t, то дляУЛ yh
промежуточного значения краевые условия при ii =  0,
jV 1 задаются по формуле

У1+'1г =  Y ^ /+1 +  и') — -j-^A2(li/+1 — (iO =  p. при t, =  0, Nlt (13)

получаем разностную задачу (11) — (15), соответствующую за 
даче (4).

Продольно-поперечная схема (11) — (12) безусловно устой
чива (при любых т и h)  и имеет точность 0 ( т 2 +  ^2)-

Подставим в (11) ,  (12) вместо Aiу  и А2у  их выражения

(11)

(12)

для y i+t ставятся обычные условия
y !+ l— \i,+l при i2 — 0 ,N 2. 

Присоединяя сюда начальное условие
у ° = и 0(х) при / =  0,

(14)

(15)

Л1// =  (Л1У)М, ==^г('/г,-1 — 2Уи + ^ ;,+  i).
1

А2у  =  (Ла ) =  - к  К - ,  ~  2y it +  y h+i)П 2



(пишем только тот индекс (ii или г2), который меняется). Тог
да для y i+'Ь =  у  и y i+l =  у  получим краевые задачи

Здесь Д определяется по формуле (13). Пусть у> и, следова
тельно, Fi+'h известны. Фиксируем i2 =  1 и на этой строке по 
формулам прогонки решаем краевую задачу (16). Полагая за 
тем г'г =  2, . . . ,  N2— 1, последовательно найдем yi+'h во всех 
узлах сод. После этого вычисляем F-H-v* и вдоль столбцов i'i =  
=  1, 2, N1 — 1 решаем краевые задачи (17). В результате 
получаем значение y i+i на новом слое. При переходе от слоя 
j  1 к слою / +  2 процедура счета повторяется.

Из сказанного выше ясно, что при переходе от слоя /' к слою

найти при to — joT по начальным данным, требуется, очевид-

ционально числу использованных узлов пространственно-времен
ной сетки (ohx =  {{iihi, i2fi2 , jx)}.

В случае уравнения (7) с переменными коэффициентами

Операторы Ai и А2 действуют только вдоль строк и столбцов 
соответственно. Поэтому схемой (11) — (12) можно пользо
ваться и для произвольной области, полагая, например, ji =  
=  0 ,5 ( ^  +  ^ +1) . Если G — Gi область, составленная из пря
моугольников, то при

продольно-поперечная схема имеет точность 0 ( t 2 +  |/i|2).

(16)

и

— 11 2, . . . ,  Д̂2 1 (0 <С i\ <С Afj),
(17)

/ +  1 затрачивается арифметических действий. Чтобы

операций, т. е. число операций пропор-

в (11) — (12) следует подставить, согласно (67) § 2, выраже
ния Aау  =  (аа (х, tj +0,5) Уя ) . а = 1 ,  2, Lau — Ааи =  О (h2a) .X rt

Д =  0,5 (fj/ + V +I) — 0,25tZ,2 (m/+1 — ii1)



Схему (11) — (12) нельзя формально обобщить на случай 
трех пространственных переменных xlt х2, х3. Так построенная 
схема неустойчива.

Универсальным методом, пригодным для решения уравнения 
теплопроводности с переменными и даже разрывными коэффи
циентами в произвольной области G любого числа измерений, 
является локально-одномерный метод. В основе его лежит по
нятие суммарной аппроксимации схемы. Пусть дано уравнение
(7). Будем искать его приближенное решение vi+l при t =  tj+u 
последовательно (при а =  1, 2, р) решая одномерные урав
нения теплопроводности

^ = L av (a) +  f a, =  0 = 1 , 2, . . . ,  р, (18)
0=1

с условиями »/а)=  v [a-i y а  =  2 ..........р, v ^  — v 1 и естественными
краевыми условиями. Решением этой задачи, которую мы 
условно запишем в виде L\-*-L2-*  . . .  - * L P, является v l+l =  
=  v f f l .  Зная v ° = u 0(x), находим v /+1.

Каждое из уравнений номера а  заменим двухслойной шести-
dv  _vi

точечной схемой с весом о а (при этом • (ct) —— , Ьа ~ А а,
/а~Фа) ВВДЗ

=  Л а М Й ‘ +  0  -  'О  0/а,j +  Фа •

Учитывая, что заменяя v  на у  и опуская индекс
/ +  1, получим последовательность схем для одномерных урав
нений теплопроводности (одномерных схем), которую мы назо
вем локально-одномерной схемой и условно запишем в виде
Л| ^ —>- Лг -> . . .  -> Ар°р\ Напишем локально-одномерную схему 
для случая ога =  1 (A<‘> —> Ар1’):

У(а)  У ( а - ц  ^  Аау (а) +  фа , ( х ,  t) ( =  a h x , ^

а  1 , 2 ,  . . . ,  р, у ^  =  у  , У̂ р) у

Здесь Лаг/ = (а а (х, ? ) у  ) , фа = ф а (х, f ) ,  где Г — любое зна-
ха

чение t  на отрезке например f  =  tJ+l. Правые
части Фа выбираются так, что ф, +  ф2 +  . . .  +  Фр ■= f  (х, t*)
+  О (| h  |2 +  т), например ф, =  ф2 =  . . .  = ф р_1 =  0, ф p =  f.

Формулируем краевые условия для у (а). Пусть G — р-мер- 
ная область в пространстве *  =  (x1, . . . ,  хр), Г — ее граница.



Построим по аналогии с § 3, п. 2 в G +  Г сетку соЛ. Возьмем
о

любую точку x e c o ft и проведем через нее прямую С0, парал
лельную оси Оха. Рассмотрим тот простейший случай, когда 
Са пересекает Г в двух точках Р~ и Р+. Множество всех то
чек Р~ и Р+ обозначим а = 1 ,  2 .......... р.  Если G =  G0 =
=  {0 ха l a, а =  1, 2} — прямоугольник, то у “ состоит из узлов 
(t'lAi; 12й2), лежащих на сторонах ха =  0 (г'а =  0) и ха — 1а (га =  Л̂а), 
а = 1 ,  2. Краевые условия для г/(а), очевидно, задаются только 
на у<“>:

г/(а) =  И(а:, О при с с = 1 , 2 ,  . . . , р .  (20)

В начальный момент t — 0 задано условие
у{х, 0) =  uQ(x). (21)

Условия (19) — (21) однозначно определяют y i  при всех 
У =  1, 2, . . .  и х е  (оЛ. Для нахождения г/(„) мы получаем урав
нение у {а) — тЛаг/(а) =  Fa =  j/(ct_i) - f  Тфа с краевыми усло
виями (20). Эта разностная задача решается методом прогон
ки вдоль строк или столбцов.

Схема (19) аппроксимирует уравнение (7) в суммарном 
смысле: погрешность аппроксимации г|) для локально-одномер
ной схемы есть сумма погрешностей аппроксимации г|за на ре
шении и =  и (х, t) для одномерных схем (19) номера а:

Р

‘Ф =  2  'Фа =  О (| h  р +  т), хотя все г|эа = 0 ( 1 ) .  (22)
0=1

Схема (19) безусловно устойчива и равномерно сходится:

тах|г/  — и1 \ =  О (| А |2 +  т). (23)
°>л

В случае двух измерений (р = 2) схема (19) имеет вид

У ) ~  ^l^d) Фр Т  (У>+1 Уц)) == A2 l̂+l "Ь Фг»

так к а к  у ф) =  у ‘ , У{2) =  У,+1.
В схеме (19) не все направления равноправны. Симметри- 

зованная локально-одномерная схема
0,5Л^ -> 0,5Л^ — . . .  -v  О.бЛр1* -► О.бЛ'р0 0 ,5М ° -> 0,5ЛУ\

как показывают численные эксперименты, обладает большей 
точностью по сравнению со схемой (19) с шагом 0,5т.

Можно построить ряд симметричных схем, имеющих второй 
порядок точности по т. Оказывается, что схема (11) — (12)



также является симметричной локально-одномерной схемой 
вида

0,5А(20) — О.бЛ!0 - *  0.5ЛГ -> О.бЛУ'
с

ф, =  0 ,  ф2 =  0 ,5 / ,  Ф з = = 0 , 5  f ,  ф4 =  0 .

В этом можно убедиться, если исключить у ^  и у@) (сложив 1-е 
и 2-е, 3-е и 4-е уравнения) и обозначить у$) =  уЯ-'А.

Напишем одну из симметричных локально-одномерных схем 
с = О ( |/г|2 + т2) для трех измерений (р — 3, х = (хи x2,x3) ) i

0,5Л(,0) -> 0,5Л§),5) -> Л(з°’5> -> 0,5Л^°'5) 0,5 А^. (24)

Эта схема, изученная И. В. Фрязиновым, является обобщением 
схемы (11) — (12) на трехмерный случай.

Нетрудно написать локально-одномерную схему для квази
линейного уравнения

£ = 2 Ш М 0  + Н«>. (25)
Ct**=l

Достаточно заменить каждую из одномерных схем (19) любой 
из схем, рассмотренных в § 2, п. 12, для одномерных уравне
ний:

S f .w -/<«>. <26>а«1
Так, например, для двумерного случая р  = 2 достаточно 
в (19) заменить Aii/(i) и A2y i+i выражениями ( y i+i =  f/(2) при 
Р — 2)

М и  =  Ы У т )  у {о Л 2у 1+1= К (у 1+]) (2 7 >

0=1 (у) =  k i , а2(г/)==/г2( У*г~ ‘ +  У )

и положить ф! =  0; ф2 =  /(*/(!>).
На равномерной сетке Аау,  очевидно, имеет вид (а  = 1,2)

К У  =  [(Оа (у)),а+, (*/,а+, ~  У) ~~ йа (У) {У -  ^ B- l ) ]  • (28>

Д ля определения y w  и y i+l получаем нелинейные трехточеч
ные задачи, которые решаются по аналогии с п. 12, § 2 мето
дом итераций с использованием формул прогонки для каждой 
итерации. Если в (27) положить a l =  a i (y^) и az =  a2(y(i>), то 
получим для определения y w  и y i+i линейные краевые задачи, 
которые решаются сразу путем прогонки по строкам и по столб
цам соответственно.



Приведем два примера.
П р и м е р  1. Расчет двумерной температурной волны. Рас

смотрим двумерное уравнение теплопроводности
д и
d t дх,7{k , (u ) -£ t )  +  - £ ; ( k2(u)- £ t ) '  К ( и ) = к аи \  а =  1, 2,

(29)
с  параметрами <п =  4, xi =  4, а2 — 2, х2 =  0,25 и для расчета 
используем точное решение

_ 0,5 V — 1 +  ]/ Т
и (х ,, х2, t)

16 {t — хх — 2 х 2) 

при t  ^  x t -f- 2 х 2, 

0 при /^JC[ +  2;t2.
(30)

Сетка грубая: hi =  h2.=  1; число узлов Ni -N2 =  30-20 =  600. 
Из решения взяты начальные значения, т. е. и(хи хг,0)  = 0 ,  и 
краевые условия на прямых Xi =  0, Xi =  30, х2 — 0 и х2 =  20.

Рис. 92.

Расчеты проводились по локально-одномерной схеме (19) 
с операторами Ai и Лг, определяемыми формулами (27): а) ша
гом т =  0,2; б) шагом х =  1,0; в) шагом т =  2,0. Некоторые 
результаты при t =  30 нанесены на рис. 92, где крестиками 
обозначены результаты варианта в), точками — варианта 
а ) ,  сплошные линии — это аналитическое решение1).

П р и м е р  2. Расчет задачи о фазовом переходе (задачи 
Стефана). Предположим, что имеется две фазы 1, 2 с коэффи
циентами теплоемкости й ( и) ,  с 2(и) и теплопроводности ki (и ) ,  
k2(u ) .  В каждой из фаз температура u (x , t )  удовлетворяет



уравнению теплопроводности
р

cs(u) gt 2  дха дха) +  *)’ 5 — 1, 2 ,  (31)

х (^i, • . . ,  Хр), р  1, 2, 3,
где f (x , t )  — плотность тепловых источников. На границе раз
дела фаз температура u (x , t )  — и* постоянна и равна темпера
туре «* их фазового перехода, тепловые потоки разрывны и их 
разность равна %v, где к  — теплота фазового перехода, v  — ско
рость фронта границы фаз. В одномерном случае условия на 
границе х — £(/) раздела фаз имеют вид

если в фазе 1 ы <  ы*, а в фазе 2 и >  и*.
Вводя б-функцию Дирака, запишем уравнение (31) в виде

Условия на границе фаз (в частности, условия (32) при р =  1) 
следуют из уравнения (33).

Для решения задачи Стефана применяется метод сглажива
ния: 6-функция приближенно заменяется б-образной функцией 
б (ы — и*, Д), отличной от нуля только на интервале (и* — А, 
и* + А) и удовлетворяющей условию нормировки

и эффективный коэффициент k(u ) ,  совпадающий с &i(и) при 
и <  и* — А и с k2{u) при u > u *  +  A, мы получаем для опре
деления и  квазилинейное уравнение теплопроводности

(32)

и*+Д
J  6(« — и*, A)du =  1.

и*—А
Вводя эффективную теплоемкость

с  (и) =  с  (и) +  А6 (и — и*, А)



с соответствующими краевыми условиями на границе Г области 
G, в которой ищется решение.

Так как «размазывание» проводится по температуре, то оно 
применимо для любого числа измерений и любого числа фаз.

Для решения уравнения (34) применяется локально-одно
мерная схема (19), (27).

Отметим, что 6 (и — и*, Д) выбирается таким образом, что
бы с  (и) вблизи и = и* имело наиболее простой вид: «ступень
ки», параболы и т. д.

Были получены численные решения следующих задач, 
имеющих точные аналитические решения *):

1) задачи с косым плоским фронтом (рис. 93);

2) осесимметрической задачи, в которой граница фаз есть 
окружность (рис. 94).

Решение этих задач проводилось в прямоугольной системе 
координат. Результаты расчета показаны на рис. 93 и 94. 
Сплошные линии — границы раздела фаз, крестики — расчет
ные точки, в которых и =  и*.

3. Итерационные методы переменных направлений для ре
шения разностной задачи Дирихле. Решение уравнения теплопро
водности du/dt = Ди с однородными краевыми условиями стре
мится к нулю при i оо  (см. гл. III и VI) и, следовательно,

’ ) А. А. С а м а р с к и й ,  Б.  Д.  М о и с е е н к о ,  Экономичная схема сквоз
ного счета для многомерной задачи Стефана, Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 
5, № 5 (1965); см. также Б. М. Б у д  а к, Е. Н. С о л о в ь е в а, А. Б. У с п е н 
с к и й ,  Разностный метод со сглаживанием коэффициентов для решения задачи 
Стефана, там же.



решение задачи

-g j- =  Дн +  f  (* ) ,  i e C,  t >  0, и |г  =  fi (х), и (х, 0) =  «о (х)

с правой- частью и краевыми значениями, не зависящими от t  
(со стационарными неоднородностями), при t -> оо стремится 
к решению задачи Дирихле

Д u — — f(x),  x ^ G ,  ы|г =  ц(л:). (35)

Этим же свойством обладают и решения разностных задач (33), 
соответствующих уравнению теплопроводности. Поэтому разно- 
стные схемы для уравнения теплопроводности используются 
в качестве итерационных методов для приближенного решения 
разностной задачи Дирихле

Av =  — ф(л:), x ^ a h, 1>|  ̂=  ц(д:), (36)

рассмотренной в § 3.
Метод простой итерации § 3, п. 5 есть явная схема (6) для 

уравнения теплопроводности (1) (при f  =  f (x ) )  с фиксиро
ванным шагом х =  ~ h 2 (в случае, когда G =  G0 — прямоуголь
ник и hi — hz — h ) .  При этом у>— итерация номера /, 
у(х,0)  — и0(х) — начальное приближение. Число итераций для
явной схемы s0 =  s0(e) =  О Значительно меньшего
числа итераций требует продольно-поперечная схема (неяв
ная схема переменных направлений):
y s +Чг — t s+1/2A ,ys+V* =  y s +  xs+i/2A2y s +  Xs+y j ,  y s+'b | =  ц (л:), (37)

'Л
У$+] — ^  + IA2?/S+I =

=  y s+'l> +  Ts+IA,t/s+‘/2 +  Ts+]f,  ys+11 =  Ц (*), y° =  y 0 (x). (38)
1 h

Здесь s — номер итерации (s =  0, 1..........s Q— 1), y s+'la — проме
жуточное значение (подитерация), А , у  =  у .  , \ у ~ У х 2х̂  Ts+1/, 
и t s + i  — итерационные параметры, зависящие от номера итера
ции. Д л я  нахождения y s+l/2 применяется прогонка по строкам, 
для y s+l — по столбцам. Параметры xs+y2 и t s+i выбираются 
так , чтобы число итераций s 0 =  s 0(e) было минимальным. В слу
чае, когда G =  G0= ( 0 ^ . x a ^ . l a, а = 1 , 2 )  — прямоугольник, 
задача о выборе оптимального набора параметров {т5+уг} и {т5+1} 
решена.

Пусть
е 4 * 0  яАц . 4 о Tthn 6„ — -s-s in2 -—-  и Д„ =  — COS — —



— наименьшее и наибольшее собственные значения оператора 
Л а (а== 1, 2). Проведем замену

_  W s + l + r  _  ___ WCD.,+ 1 —  Г , о г л
1+рШ5+1 > т«+> — Т - р Ш, +1" '  <39>

где р и г  определяются по формулам

и — S __ А, — 6i Д2 у.__ (Д, — 6,) (Аг — 62)
х + | ’ Д2 + б| Ai ’ У (Д2 + di) (Л, + fl2)

1 ( А , - А 2 +  (А 1 +  А 2)р ) ,  т  =  г +  -1~ р
(40)

2Д, Д2 '  1 J  1 '  1 1 "  ................  Д,

Оценим число итераций s0(e) по формуле

«о(е)«-^1п|-1п^-, где Ti =  -j-=-|. (41)

Зная s0, вычисляем параметры

(1 +  26) ( l  + в ° / )  1— 1 0  о ш \
20O,5o/(i + е1_а/ + е1+а/) ’ 7 ! * 2* •••* S° ’ (42)

где

после чего по формулам (39) находим t s + i/2 и xs+i («набор пара
метров по Жордану»).

Применяется и другой, более грубый, способ выбора пара
метра (0/— циклический набор параметров с п0 параметров 
в цикле и k0 циклов, так что со/+*п„ =  со у, /==1, 2, . . . ,  п0. Пара
метры со,, ton, . . . ,  образуют геометрическую прогрессию 
со/+, =<7(0/, знаменатель которой — 0,16,

n0= [ln ^ - / ln | ]  +  1, / J „ = [ l n - i / l n | ] + 1,

где [а] — целая часть числа а>  0, р =  0,186.
При выборе параметров обоими способами для s0(e) верна

оценка s0=  o|ln-^ln » гДе й =  min (Alt й2), но циклический
набор приводит к несколько большему числу итераций. Зато 
такого типа наборы можно строить в случае трех измерений.

Д ля схемы 0 (  h |4) при р — 2, 3 также можно указать на
боры параметров, при которых s0— О 1п~) •

В  случае областей более сложной формы пользуются схемой 
(37) — (38) с постоянными параметрами =  t s+'/2 и —  t s+i- 

Пусть, например, G — Gi — ступенчатая область, составлен
ная из прямоугольников со сторонами, параллельными осям



координат, 1а —  диаметр области G4 по направлению ха 
(а =  1, 2) и можно ввести сетку йл— равномерную по Xi и х% 
с шагами /ii и h2. Собственные значения оператора А пу =  у.

а хаха
лежат на интервале (6а, Ла),

• о sthn i 4 9 тсНп sin2— - ,  Aft =  —о cos2— -
h2 21 9 а h2 21 "а zta па *La

Полагая б, +  с0 =  6', А, +  с0 =  Д', 62 — с0 =  6', Д2 — ср =  Д' 
и определяя (o =  (62A2 — 6,A,)/(6, +  62 +  А, +  Д2) из условия 
6[Д' =  6'А ', получим для т(1) и т(2) формулы

T(i) =  — -—  ) т (2) =  “ —  t Где Юо =  _ 1 _  У — . (43) 
1 +  юс0 1 -  сос0 У б' д'  у 6' д'

Число итераций s0 =  +  1, где

p = ( i  +  ^ Г ; ) _ , ( 1 - У л О - О  +

<  =  К 1 К ’ « = 1. 2,

т. е. s0(e) =  o ( l l n l ) .
Метод переменных направлений (37) — (38) с постоянны

ми параметрами т(1) =  тs+v, и т<2) =  t s+i пригоден и в случае 
областей более сложной формы, а также для эллиптических 
уравнений с переменными коэффициентами. В формулах (43) 
изменяются лишь выражения для 6а и Да.

Однако продольно-поперечная схема (37) — (38) применима 
лишь для двух измерений. По числу итераций ей эквивалентна 
двухпараметрическая попеременно-треугольная схема («схема 
бегущего счета» или «явный метод переменных направлений»), 
пригодная для любого числа измерений и для области сложной 
формы и для уравнений с переменными коэффициентами. Эта 
схема может быть записана в виде
y S + 'k  -f =  y S  _j_ c o # 2I -|_ fi>2# , / ? 20S -f т  (Д y S  +  ф )  =  F*, (44)
y s+1 +  coT?2r/s+1 =  y s+>l2 =

=  r +,/\ S ==0, 1........ ^ +,A|Va= / +1|Va =  h W .  (45)
где

p p 
y==y£ i i^ y x a' =  — tj'xa'

a = l  a = l

p —  число измерений. Для простоты изложения предпола
гаем, что G = до = {0 ха la, а =  1, . . . , р} — р-мерный



параллелепипед, сетка со* равномерна по каждому ха,
р

Л у = § Л аУ . А  аУ  =  У я а Х а ‘

Параметры со и т находятся по формулам
2 2 б 1 66

СО =  - 7 =  , Т  =  
/  6Д Yi + \2 ’

(46)
а б и А — границы спектра оператора Л, равные

Поясним алгоритм нахождения г/5+1/» и ys+l из (44)—(45) 
для р =  2. Из (44)—(45) при р =  2 находим

Пусть G =  G0 =  (0 ^  Xi ^  1и 0 ^  х2 ^  12) . Счет ys+,h на
чинается из левого нижнего угла (0, 0) и идет либо по строкам, 
либо по столбцам. Счет ys+i начинается из верхнего правого 
угла (/ь/г) и ведется либо по строкам, либо по столбцам. В са
мом деле, значение в узле (Ль h2) сразу находится по формуле 
(47), так как ys+'!l{hu 0) =  ц(Аь 0) и г/,+,/а(0, h2) —  ц,(0, h2) изве
стны. Зная ys+4,{huh2), можно найти ys+'^(hi,2h2) или 
ys+'/з (2/i|, h2) , и т. д. Таким образом, ys+'fi и ys+l находятся во 
всех узлах х е о л  по рекуррентным формулам (47) — (48) с за
тратой числа действий, пропорционального числу узлов. Число

' )  Более подробно см. А. А. С а м а р с к и й ,  Введение в теорию разност
ных схем, глава V I I I ,  «Наука», 1971. Там же дан список литературы.

(47)

итераций есть величина



С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е  Ф У Н К Ц И И

1. Введение. Метод разделения переменных для уравнений 
с частными производными приводит к задаче Штурма— Лиу- 
вилля. Для уравнений с постоянными коэффициентами и гра
ничными условиями первого рода, которые рассматриваются 
в гл. II, I I I ,  V, мы получаем задачу на собственные значения, 
или задачу Штурма — Лиувилля:

найти значения X, при которых однородное уравнение Ди +  
+  Xv =  0 в области Т с однородным условием v \ 2 = 0  на гра
нице S  имеет нетривиальные решения v ( P ) ^  0 ( с о б с т в е н 
н ы е  ф у н к ц и и ) .

Если Т —  отрезок 0 ^  х ^  /, прямоугольник (0 <1 х ^  /ь
О-Сг/^С/г) или параллелепипед (0 jC x *CIu 0^у^С12, 0-*Сг*С
<  /з), то собственные функции vn(P ) выражаются через триго
нометрические функции.

Если Т —  круг, цилиндр или шар, то для нахождения соб
ственных функций вводятся новые специальные функции — ци
линдрические и сферические функции.

Рассмотрим отдельные случаи.
1. К р у г  0 ^ г ^ г 0. В  полярных координатах (г, <р)

Д 2у  + % v  =  t 4 f  ( г 4 г )  +  7 ^ 1 ^ '  +  Я у  =  0, ° < г < г о >

» U ro =  0, и # 0. (1)

Функцию v ищем в виде v(r, ф) =  /?(г)Ф(<р). Подставим v =
— Р Ф  в уравнение и разделим переменные:

) ̂  Xr R =  — i j r  =  И, гДе t* =  const.

Отсюда следует, что ф" + цф = 0,
± (r/? ')' +  ( * - - £ ) t f  =  0, R (r 0) =  0.

В силу однозначности решения Ф(ф)  должна быть периоди
ческой функцией, т. е. Ф  (ф +  2л) =  Ф  (ф). Это условие дает 
ц — п2, где п — целое число. Полагая х — У Х г ,  приходим 
к уравнению цилиндрических функций или уравнению Бесселя



м-го порядка:

Т-£ (*£ ) + ( ‘ =  °  и-”и У ' +  Ч У ' Ч 1 )»-0.(2)
причем R (г) — y {V k  г). При п — 0 получаем уравнение Бесселя 
нулевого порядка

=  0 или у " +  ± у ' +  у =  0,х dx \ d x / ”  х

которое соответствует случаю решений задачи ( 1), обладающих 
осевой симметрией.

Решения уравнения (2) называют цилиндрическими функ
циями. К  уравнению (2) приводят также задачи для уравнения 
Лапласа и волнового уравнения в случае, когда область Т есть 
круговой цилиндр.

2. Ш а р 0 sgC г ^  г0. Рассмотрим задачу Штурма — Лиу- 
вилля

Ла +  Л0 =  О, 0 < r< r0, v |г==Г() =  0. (3)
В  сферических координатах
А  1 д  / о д »  \ I 1 *  а 1 д  / . Q д о \  . *

V ~  г2 дг ( Г дг ) г2 Ф’ V’ Л 0- Я>° —  sin 0 30 \S ln  <?0 ) ” *”  sin2 0 dqT2’

(4 )
Положим v =  Р ( л ) а ) (0, ф) и проведем разделение переменных: 

(r*R 'Y  +  Xr2R  Л0, фа>

R  w
откуда следует

До, <р w + \iw =  0, (5)

-^(г2Я Т  +  ( х - - £ ) / ?  =  О, R  (г0) =  0 . (6)

Подстановка x — Y%r, y =  R/]/rx приводит (6) к уравнению 
Бесселя

У" +  ^ у ' +  [\ - £ ) у  =  0, v2= n - i- .

Для функции ш(0, ф), определенной на сфере, мы получили 
уравнение (5), которое имеет ограниченное решение (сфериче
ские функции) только при |л =  я ( я + 1 ) .  Таким образом, при 
разделении переменных для оператора Лапласа в сферической 
системе координат мы приходим к сферическим функциям. 
В  частном случае, когда w =  w(Q) не зависит от ф, уравнение
(5) принимает вид

d
ds



Это уравнение Лежандра, имеющее только при ц =  л ( л + 1 )  
ограниченное решение (полиномы Лежандра). Сферические 
функции выражаются через производные полиномов Лежандра 
и тригонометрические функции.

В квантовой механике часто встречаются полиномы Чебы
шева— Эрмита и Чебышева — Лагерра.

2. Общее уравнение теории специальных функций. Уравнения 
для простейших специальных функций могут быть записаны 
в виде

Ly +  Xp (х)у — 0, а < х < Ь , р (х)>0, (8)

Ly = ~ { k { x ) - ^ )  — q{x)y, 6 ( * ) > 0 ,  q (x )^ 0 .

Простейшая краевая задача у" + Ху = 0, у (0 )= у (1 )= 0 ,  
соответствующая а =  0, b — I, q =  0, k =  р — const, определяет 
тригонометрические функции. Рассмотрим уравнения для дру
гих специальных функций.

1) Уравнение Бесселя (2), или [ху')' -\-{хх— ^ j y  =  0, соот-

ветствует k (*) =  х, р (лг) =  л:, q(x) =  —  , а =  О, b =  г0.
2) При k{x) — \ — х2, р =  1, <7 =  0, а — — 1, b =  1 получаем 

уравнение Лежандра
[(1 - х 2)у '] ' +  Ху =  0. (9)

3) Уравнение присоединенных функций Лежандра

[(1 -  X2) у '}' -  у +  Ху =  0 (10)

соответствует k{x) =  \ — х2, q (х) =  t _ ---г , р =  1, а =  — 1,6 =  1.
4) Уравнение Чебышева — Эрмита

(е~х3у'У  +  Хе~х2у =  0 или у"  — 2ху' Ху =  0 (11)

с оответствует k (х) =  е~х\ q(x) — 0, р (лг) =  е~х\ а — — со, Ь =  оо.
5) Уравнение Чебышева — Лагерра

(хе~ху'У  +  Хе~ху =  0 или у" +  (1 — х)у' +  Ху =  0 (12)

соответствует k(x) =  xe~x, q =  0, р =  е~х, а =  0, b =  <х>.
Характерной особенностью указанных уравнений является 

обращение в нуль коэффициента k(x), по крайней мере, на од
ном из концов интервала (а ,Ь ). Это свойство k(x), как будет 
показано ниже, играет важную роль для постановки краевых 
задач для уравнения (8).



Рассмотрим поведение решений уравнения (8) вблизи осо
бой точки, в которой k(x) обращается в нуль.

3. Поведение решений в окрестности х =  а, если k (a )=  0. 
Рассмотрим случай, когда а конечно.

Если в уравнении (8) q(x) — Ар(д:) заменить функцией q(x), 
то все результаты, полученные ниже для уравнения

Ly =  (k(x) у ' ) '— q(x) у =  0, k {x )> 0  при a < x < b ,  (8')

будут справедливы и для уравнения (8).
Л е м м а  1. Пусть у\{х) и у2(х )— два ливейно-независимых 

решения уравнения (8'), коэффициент которого k(x) имеет вид

где ф ( х ) > 0  — непрерывная на (а ,Ь) функция. Если yi{x) — 
ограниченное решение, представимое в виде

где и(х) — непрерывная на (а,Ь ) функция и и (а )Ф  0, то вто
рое решение Уг(х) при х-*а  является неограниченным.

Заметим, что у2(х) можно представить в виде квадратуры 
через линейно-независимое решение у { (х). В  самом деле, из
0 — y2Lyi — yxLy\ =  \k (у2у[ — //,?/')]' следует, что вронскиан функ
ций ух (*) и у2 (я) равен у{у'2 — у2у\ =  С/k (лг), где С ф  0, так как 
У\{х) и у2{х) линейно-независимы. После деления на у\ полу
чим (г/2/г/,)' — Cjky\. Интегрируя это уравнение от х0 до х, 
получим

В  силу линейной независимости у\{х) и у2{х) можно считать 
С\ =  О. Кроме того, можно положить С =  1, так как решение 
однородного уравнения определено с точностью до постоянного 
множителя. В  результате будем иметь

причем х0 выберем так, чтобы у i ( a )  не обращалось в нуль на 
интервале а <  a  <  Xq.

k (*) =  (x — а) ф (л:), ф (а) Ф  0, (13)

t/iix)— {x — a)n u(x), n ^ O , (14)

У2 (х) =  У1 (х) f v + C1 . где C!== const.J  k (a) {/( (a)

X



Подставляя вместо k(x) и у\(х) их выражения и пользуясь 
теоремой о среднем, найдем (заменяя у2 на у2) :

Уг
X

{х) — {х — а)п и (я) Г ---- TTn+ia , ' 2 / чv ' J  (а  — а )гп+1 ф (а) и2 (а)

X
а)п и (х) Г da 
(х*) J  (а — a)-n+l

ха

(■X-
■ф

1
(х — а)п и (х) } 2п(а — а)2П

х
при п >  О,

(15)
'К О  \ , , . ,хI In (а — а) 1̂  при п —  О,

где if =  Ф ( * ) «2(х), х *е (х , х0). Представим у2(х) в виде

У 2 (х) =  f 1 (x) +  f2(x, х0),
где

э т и  I “  2" “ ри п > 0 ’I In {х — а) при п — 0;

м *. 2” «'•-'«»”  ”ри п>0,
[ — In (л:0 — а) при п =  0.

Отсюда видно, что f2(x, хо) при х-*а  остается ограниченной,
а |/i (^) 1~*• ° °  при х-+а либо как , либо как | In(jc—а) |.

\Х о,)
Фактически доказана следующая

Л е м м а  2. Пусть выполнены условия леммы 1. Если 
У\(а) Ф  0, т. е. п = 0, то у2(х) имеет при х — а логарифмическую 
особенность:

у2 (а-) ~  In (х — а) при г/, (а) ф 0  (п — 0).

Если у\ (х) имеет при х — а нуль я-ro порядка: У\{х) — (х —
— а)'пи(х), п >  0, то У2 (х) имеет при х — а полюс порядка т

у2 (х) ~  (х — а)~п, если ух (х) ~  (х — а)п, п >  0.

Л е м м а  3. Пусть выполнены условия леммы 1 и коэффи
циент q(x) либо ограничен, либо стремится к оо при х^-а,



qo(x) — непрерывная на [а,Ь] функция. Тогда для ограниченного 
решения У\(х) вида (14) выполняется условие

lim k (х) (х) =  0, (16)х~>а их
если, кроме того, имеет место неравенство

п >  а — 1.
В  самом деле, фиксируем некоторое значение хи а <  Xj <  

и проинтегрируем (8') от х до хи а <  х <; xt:
*!

k (х) у[ (х) =  k (*,) у[ (ж,) — J  q (а) г/, (а) da =  Q (х).
X

Подставляя сюда выражения для У\(х) и д(х), найдем:

Q(x) =  k (х,) у[ (х.) -  J da, 0.
X  '  '

Отсюда видно, что Q(jc) — непрерывная на отрезке 
функция, если а — п < \  или п > а — 1. Переходя к пределу 
при х~>а, видим, что существует предел lim Q(x) =  Q(a) и,.

х-»а
следовательно,

lim k (х) у { (я) — Q (а).
х->а

Покажем, что Q(a) =  0. Для этого выразим у\(х) через Q(x):
Х г X t

Ух М  =  Ух (*>) -  J т Щ " da =  У' {Xl) ~  J (a — а)ф (a)~ d a ‘
X  X

Отсюда видно, что у\(х) может быть ограничена в точке х — а 
лишь при условии Q(a)  =  0, откуда и следует (16).

4. Постановка краевых задач. Перейдем к постановке крае
вых задач для уравнения

1г/ +  Арг/ =  0 и Ly  =  0 (17)
в промежутке (а,Ь), на одном или обоих концах которого k(x) 
обращается в нуль. Если k(a) =  0 и выполнено условие (13), 
то при х = а мы будем требовать ограниченности вида (14) 
решения уравнений (17). При этом не требуется, чтобы реше
ние у(х) при х — а принимало заданное значение.

Общее решение уравнений (17) есть у(х) — Ayi(x) -\-Ву2(х), 
где ух и г/г — любые линейно-независимые решения уравнения
(17), А и В  — произвольные постоянные. Если у i ( *X



удовлетворяет условию ограниченности (14) при х =  0, то уг{х 
при х —*а обращается в бесконечность (лемма 1). Поэтому и: 
требования ограниченности (14), которое мы будем записыват] 
формально в виде

| г / (а ) |< о о  (18

и называть естественным условием ограниченности (поскольку 
оно является следствием структуры оператора L ),  сразу еле 
дует В  =  0.

В результате мы приходим к следующей краевой задаче:
Найти собственные значения и собственные функции у (х )^  

^  0 уравнения
(ky'Y — q y+  Xpy =  0, k (x )> 0, а < х  < b, (19

где k(x) имеет вид (13), при условии ограниченности (14) ил!
(18) и обычном условии, например, первого рода:

у(Ь) =  0 при х =  Ь.
Если k(a) — 0 и k(b) =  0 (например, для уравнения Ле 

жандра), то на обоих концах интервала (а, Ь) ставится условш 
ограниченности, так что у { {х) =  (х — а)п\(Ь — х)п2 и [х), где ri\ ^  
Ss 0, «2^ 0, и(а)-5̂ 0, и (Ь )Ф  0, и(х) — непрерывная на (а,Ь\ 
функция; это условие формально записываем в виде

I у(а) I < оо, I */ (&) | < оо.
Если интервал (а, Ь) бесконечен, как, например, а =  —  оо 

/?==оо для уравнения Чебышева — Эрмита или а — О, b =  ос 
для уравнения Чебышева — Лагерра, то при а =  — оо или npi 
b =  оо в этом случае условие ограниченности (18) заменяете 
более слабым требованием: решение на бесконечности н< 
должно возрастать сильнее, чем конечная степень х.

Формулируем общие свойства собственных функций и соб 
ственных значений поставленной краевой задачи (18)— (20).

1. Существует бесчисленное множество собственных значе 
ний A,i <  %2 <  Хз <  . . .  < Х п <  . . . ,  которым соответствую' 
собственные функции У\{х), yz(x), . . . ,  уп(х), ...

2. При q 0 все собственные значения не отрицательны:

К>0.
3. Собственные функции уп(х) и ут (х), соответствующи* 

разным собственным значениям Хп и Хт , ортогональны междз 
собой с весом р(х):

ь



4. Имеет место теорема разложимости: функция f (x )  разла
гается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд по собствен
ным функциям уп(х) данной задачи

если: 1) f(x) имеет при а <  х <  Ъ непрерывную первую и ку
сочно-непрерывную вторую производные;

2) f (x) удовлетворяет граничным условиям задачи; при; 
этом, если k(a) — 0, то

Свойства 2 и 3 доказываются так же, как и в гл. II, § 3,. 
с помощью формул Грина. При этом используется ограничен
ность в точке х =  а функции уп(х), а также следующее из 
леммы 3 равенство lim k {х) у'п (х) =  0, в силу чего подстановки
в формулах Грина при х =  а обращаются в нуль. Доказатель
ство свойств 1 и 4 обычно проводится с помощью теории инте
гральных уравнений. Для того чтобы 1 и 4 имели место, до
статочно, чтобы k(x ) была непрерывной, а q (x )—  либо непре
рывной, либо имела вид q{ (x)/(х — а ) , где q i(x )— непрерывная 
функция. Для изучаемых ниже классов специальных функций 
эти условия выполнены.

Краевая задача (19)—(20) эквивалентна интегральному уравнению

где К  (х, 1 ) — G (х, |) Vp  (х) р (|), ф (х) =  V p (x ) у(х), a G (х, | )  — функция 
Грина для оператора L. В случае k (a )— 0, k (b) Ф  0, y (b ) — 0 функция 
Грина определяется так: ■

1. G (х, |) — непрерывная функция х при фиксированном

Из определения G (х, | ) следует G (х, | )  >  0 при х, i  е  (a, b), G (х, 1 ) — G (£, х) 
(симметрия).

ОО

| f (а) | <  оо при 0 < ? ( а ) < о о ,

f(a) =  0 при q{x)JT ^ o о.

Ь

а

2. Первая производная —т— испытывает скачок при х =  ах
AG v=S+0

=  k ( i )  [O ' (1 +  о, ю  — G ' d  — о, S ) ] = - l .
dx *=£—0

3. L XG (x, I )  =  0 во всех точках a< x < b , кроме x =  £.
4. G (x, I )  удовлетворяет граничным условиям

I С (a, i )  I <  °o, G (b, I )  =  0.



Перейдем к изучению конкретных специальных функций: ци
линдрических и сферических функций, а также полиномов Че
бышева— Эрмита и Чебышева — Лагерра.

ЧАСТЬ I
Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К И Е  Ф У Н К Ц И И

§ 1. Цилиндрические функции

При решении многих задач математической физики прихо
дят к обыкновенному дифференциальному уравнению

d2y | 1 dy 
dx2

ИЛ И (и

называемому у р а в н е н и е м  ц и л и н д р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  
п- го п о р я д к а .  Это уравнение часто называют также у р а в 
н е н и е м  Б е с с е л я  п -го п о р я д к а .

Характерными задачами (см. главы V, V I и V I I ) ,  приводя
щими к цилиндрическим функциям, являются краевые задачи 
для уравнения

Аы + k2u =  0 (2)
вне или внутри круга (вне или внутри цилиндра в случае трех 
независимых переменных). Вводя полярные координаты, преоб
разуем уравнение (2) к виду

1 д ( ди \ . 1 д2и . ,2 п /оч
г д г \ Г д г )^ ~  г2 Эф2 + * “ -  °*

Полагая и =  и разделяя в (3) переменные, получаем:

И
Ф "  +  АФ =  0.

Условие периодичности для Ф(ср) дает А =  га2, где п — целое 
число. Полагая затем х =  kr, приходим к уравнению цилиндри
ческих функций



В  случае решений волнового уравнения (2), обладающих ради
альной (цилиндрической) симметрией, мы получим уравнение 
Бесселя нулевого порядка

(v —  произвольное действительное или комплексное число, дей
ствительную часть которого мы можем считать неотрицатель
ной) имеет особую точку при х =  0. Поэтому решение у(х) сле
дует искать в виде степенного ряда1)

начинающегося с ха, где а — характеристический показатель, 
подлежащий определению. Подставляя ряд (4) в уравнение (1 ') 
и приравнивая нулю коэффициенты при ха, ха+1, xa+h, по
лучим уравнение для определения а и систему уравнений для 
определения коэффициентов а

Так как мы можем предположить, что а0 ф  0, то из первого 
уравнения (5) следует, что

Оставим пока в стороне тот случай, когда c +  v или о — v 
(и соответственно —2v или 2v) равно отрицательному целому 
числу.

*) См. В. В. С т е п а н о в ,  Курс дифференциальных уравнений, Физматгиз,. 
1959; Л. Э. Э  л ь с г о л ь ц, Дифференциальные уравнения и вариационное 
исчисление, «Наука», 1965.

7 -3 7 ( * 4 i -) +  У =  °  или У" +  ^ У ' +  У =  <>-
1. Степенные ряды. Уравнение Бесселя v-ro порядка

(1)
или

х2у" +  ху' +  (X2 — V 2) у =  0 0 0

у(х) =  ха {а0-\-а1х + а2х2 +  . . .  +  акхк +  . . . ) ,  (4)

а0(о2 — v2) = 0, 
«i[(a-f I)2 — v2] = 0, 

a2[(0 + 2)2- v 2] +  ao =  O, (5)
[(о + k)2 — v2] + flft- 2  = 0

(k =  2, 3, . . . ) .

a2 — v2 =  0 или a =  ± v. 
Перепишем k-e уравнение (5) k >  1 в виде

(of +  k -f- v) (a -f- k — v) ak +  ak-2 =  0-

(6)

(7)



Тогда из второго уравнения (5), в силу (6), будем иметь
ai =  0. (8)

Уравнение (7) дает рекуррентную формулу для определения 
через а&_2:

ak-2
ak (а +  k +  v) (а  +  k — v) ^

Отсюда и из (8) заключаем, что все нечетные коэффициенты 
равны нулю. Если v вещественно, то при о =  —v решение об
ращается в бесконечность в точке х =  0.

Остановимся на случае о =  v. Из (9) следует, что каждый 
четный коэффициент может быть выражен через предыдущий:

й2т =  —  а2т —2 22т  (от +  v) '

Последовательное применение этой формулы позволяет найти 
выражение агт  через а0

а 2т  =  ( —  O '”  22mr n ! ( v +  l ) ( v  +  2) . . .  (v +  m) ‘

Воспользуемся свойством гамма-функции T (s )1)
Г  (s +  1) =  (s) =  . . .  =  s (s — 1) . . .  (s — n) Г (s — n).

Если s — целое число, то
Г (s +  1) =  s!

Коэффициент a0 до сих пор оставался произвольным. Если 
v ф  — п, где п >  0 — целое число, то, полагая

а ° —  2vr ( v + l )  ^

и используя отмеченное выше свойство гамма-функций, получим:

a 2k ~  ( О  22k+vr (k +  1)Г(/г +  v +  1) ’ ^

Если же а =  —v, v ф  п, где п >  0 — целое число, то, полагая

а° — 2-vr ( _  v > (12 )
получим:

a2 k - (  ! ) fe 22ft_ Vr(fe + 1)1r(fe _ . v + 1 ) - (14)

‘) Б. М. Б у д а к ,  С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука», 
1УЬ5.



Ряд (3), соответствующий a — v ^ O ,  с коэффициентами (12) 
и (13)

Jv (x )  =  2 i ( —  О Г ( * +  1 ) Г ( *  +  v +  1) ( у )  ^
ft= 0

называется ф у н к ц и е й  Б е с с е л я  п е р в о г о  р о д а  v - r o  
п о р я д к а .  Ряд

/ - v W - i r ^ + . i n t - v + u d P '  <16>fe=0
соответствующий а =  — v, представляет второе решение урав- 
нения (1), линейно независимое от J v (x). Ряды (15) и (16), оче
видно, сходятся на всей плоскости х.

Рассмотрим теперь тот случай, когда v равно половине целого числа. 
Пусть v2 = (п + , где п ^  0 — целое число. Полагая в формулах (5̂ - 

. 1а =  п +  — , получим:
2 (ft + 1) а] = О, 

k (k +  2ft +  1) =  0 (k >  1),
так что

а, = 0,

k̂—2
ak==~  k(k + 2п +  1) *

Последовательно применяя эту формулу, найдем:

а ь = = _______________________________ ( - 1 ) "  Д о ________________________________

2в 2 - 4 ... (2k) (2п +  3) (2я +  5) . . .  (2 п +  2k +  1) '

Полагая здесь v =  n +  -|-, получаем формулу (11).
Положив, далее,

1«0 | )
^ г ( „  + А )

получим формулу (13).
Пусть

1
а = п 2 ’ 

тогда уравнения (5) для ak принимают вид

а 1 • 1 (—2 ft) = 0,



По-прежнему все коэффициенты Я]. а3....... агп— ] равны нулю, но дл:
.а2„  + , получаем уравнение 0 • a2n+i +  a2ra- i =  0, которое удовлетворяете! 
при любом значении а2п+1- При k> n  коэффициент a2k+1 определяется равен 
ством

в  определении функции Л> (*)• Формулы (15) и (16) остаются в силе.
Отметим, что формула (16) определяет J- V{x) лишь для 

нецелых значений v, поскольку определение а0 по формулам 
(12) при целых отрицательных v = —п лишено смысла. Про
должим по непрерывности (16) на целые значения v =  п. По
скольку T(k — п +  1) — ± °о  для к ^  k0 =  п — 1, суммирование 
(16) фактически начинается со значений k =  k0-\-l==n. И з
меняя в (16) индекс суммирования k =  n-\-k', получаем:

так как суммирование начинается с k ' —  0.
Выпишем в качестве примера ряды для функций Бесселя 

первого рода нулевого (п — 0) и первого ( п = 1) порядков:

Функции J о(х) и Ji(x )  наиболее часто встречаются в приложе
ниях и для них имеются подробные таблицы1). На стр. 726 
приводятся графики Jo(x) и 7 i(* ).

Функции J n(x) и J-n(x) (п — целое число), как мы видели, 
линейно зависимы

Для нецелых значений v функций J v(x) и J-V(x) линейно 
независимы. В самом деле, J v (x) имеет нуль a J~v(x )— полюс 
v-ro порядка в точке х — 0. Таким образом, если v — нецелое

')  Во всех таблицах специальных функций всегда имеются таблицы для 
бесселевых функций первого рода (см., например, Е. Я н к е и Ф. Э м д е, 
Ф . Л ё ш ,  Специальные функции, формулы, графики, таблицы, «Наука», 1964, 
где Jo(x) и Ji(x ) даны с пятью знаками для значений х в интервале от 0 
до 14,9).

a 2k  +  i
( l)ft п а2п+1

(2п +  3) (2га +  5) . . .  2 • 4 . . .  (26 — 2п) ’

Полагая — , получаем формулу (14).

Таким образом, при v = ± ^ r a + — j не требуется никакого изменена

V ________ (—')*'_______
L i  г  (k’ +  n +  1 )Г(/г '+  1)

оо

/ _ „ W  =  ( - i r  У

/ _ „ (* )  =  ( - !  )"/»(*)•



число, то всякое решение yv(x) уравнения Бесселя (1) может 
быть представлено в виде линейной комбинации функций J v(x) 
и J-V{x)

У\ (х)== C\Jv (х) ~|~ С2/—V (-̂ )'
Если ищется ограниченное решение уравнения (1), то Сг — 0 и

yv (x) =  ClJ v(x) при R e v > 0 .
2. Рекуррентные формулы. Установим следующие соотноше

ния, существующие между функциями Бесселя первого рода 
различных порядков,

d I Jу (х) \ A>+i (*) (17)
dx \ xv I хч ’

(xvJ v (х)) =  * v/v_, (х). (18)

Эти формулы проверяются непосредственным дифференцирова
нием рядов для бесселевых функций. Покажем, например, спра
ведливость соотношения (17)

ft=1 feir(fe + v + D

1 ( лг\26+('’-1>
=  V  (— l ) ft------- -------- {—)4 Г (* )Г (й + у + 1) I 2 )

В  последней сумме k меняются от 1 до оо. Введем новый ин
декс суммирования 1 =  к — 1, который будет меняться от 0 до
оо. Тогда будем иметь^

/у (*)'tv ——- f- dx V

_  V /  ,х! 1 f M P*+ < v+ l)|_ г
2 /  Г ( / +  1)Г[/ +  ( v +  1 ) +  1] \2 ) v + l W ’г=о

что и доказывает формулу (17). Справедливость формулы (18) 
доказывается аналогично.

Отметим два важных частных случая рекуррентных формул. 
При v =  0 из (17) следует:



Установим рекуррентные формулы, связывающие J v {x), /v+ i(x] 
и /v-i (Jc). Производя дифференцирование в (17) и (18), полу 
чаем:

- ^ - ; ; w = / v+, w ,  (17'

- +  ( is '

Складывая и вычитая (17') и (18'), находим рекуррентньк 
формулы

yv+i W  +  /v- iW  =  T ^ W .  I ...
*  \ (21

j V + l (̂ 0 ^V“ 1 (х) - 2/V (-̂ )* j
С помощью формулы (21) можно вычислять J v+\(х), если из 
вестны J y(x) и J v-i(x)\

J v+i(x) =  - J ^ l (x) +  ^ ^ - .  (21'

3. Функции полуцелого порядка. Найдем выражения дл? 
функций J>/,{x) и /_уг(х):

<22
\т / у\*/а+2т

т=0 т ! Г 1
\ т  t г \ — 'к + 2 т

Пользуясь свойством гамма-функции, находим:

г (1 + ^ )- " 3-5̂ Г +" г (|).1
Г (¥ + ”*) = — 2§” ~ 11 Г (у)' i

где

Подставляя (24) в формулы (22) и (23), получаем:



Нетрудно видеть, что сумма в (25) представляет собой разложе
ние sinx, а сумма в (26) — разложение cos л: по степеням х. 
Таким образом, /■/„(*) и /_ч,(х) выражаются через элементар
ные функции ___

W  =  | / - ^ s in x ,  (27)

1-Ч2(х) =  у Г -^со*х. (28)

Рассмотрим функции 1п+уг{х), где п — целое число. Из (21') 
следует:

/•/, ( X )  =  - J  Н  ( X )  -  J  — Чг ( x )  =  - [ / r- ^ ( - C O S X  +  - ^ )  =

= V -k [sin (х —f ) + тС08(х - т)] ■’
/•/,(х)= V - h {  - sin̂ j~4 [sin (х -  т ) + т cos [х -  т ) ] }=

=  sin(*  -  ( 1 -  4 - } + cos(* -  • т } -
Пр именяя последовательно формулу (21') найдем:

/я+у, (х) =  у sin (х -  Рп ( 1 )  +  cos (х -  - f . )  Q „ ( i )  } ,  (29)

где Рп — многочлен степени п относительно — , a Qn ^  j —
многочлен степени п — 1. Отметим, что Рп(0) =  1, Q„(0) =  0.

4. Асимптотический порядок цилиндрических функций. Реше
ния уравнения Бесселя обычно называют цилиндрическими 
функциями. В п. 1 была определена одна из цилиндрических 
функций — функция Бесселя.

Основным свойством цилиндрических функций является их 
поведение при х-*0  и х —*оо (асимптотическое поведение). 
Ниже будет показано, что любая цилиндрическая функция од
нозначно определяется своей асимптотикой при х —*оо, точнее, 
.главным членом асимптотического разложения.

Докажем, что любая вещественная цилиндрическая функция 
при больших х представима в виде

+  (30)

где Ф  0, — некоторые постоянные, О означает члены 

порядка не ниже -4-.



Полагая
У - Щ .  (31)

вычисляя производные у' =  — 0,5x~*!*v +  х~'1гю', у " =  —
— +  0,75x~*hv и подставляя их в уравнение Бесселя,
получим уравнение

o,,+ (1- ^ rL) t' = 0’ (32>
являющееся частным случаем уравнения

» " +  (1 +  р(*) )о =  0, (33)
где

p W  =  0 ( - L ) .  (34)
Положим

v =  у sin (х +  6), Vе =  у cos (х -f- б), (35)

где y ( * )  и б (х) — некоторые функции х, причем у (*)= ^0  ни 
в одной точке, иначе v и v' одновременно обращались бы в нуль 
и v(x ) было бы тождественно равно нулю. Пользуясь (35) и 
(33), будем иметь:

v' =  у cos (л: б) =  у' sin (х +  б) +  Y W  +  1) cos (х +  6),
v" — у' cos (х +  б) — y (б' +  1) sin (х +  б) — — (1 +  р) у sin {х +  б).
Отсюда находим:

6' =  psin2(A: +  6) =  o ( - ^ ) ,  (36)

\  =  — -tg (^+б)  =  -  Р  sin (х +  б) cos (х +  б) =  О . (37)

Покажем, что существуют предельные значения у и б при х-> оо 
В  самом деле,

а

б (х) =  б (а) — J  б' (s) ds,
X

откуда, в силу (36), следует, что существует предел lim 6 (a) =  б̂ , и
а~>оо

6 (-̂ ) =  боо +  О (-̂ г) - (38)
Аналогично находим из (37)



Таким образом, всякое решение уравнения (33), и, следова
тельно, уравнения (32) при х —>со имеет вид

V (х) =  Ус, sin (х +  6 J  +  О (-i-). (40)

Тем самым установлена справедливость асимптотической фор
мулы (30) для любой цилиндрической функции yv(x).

Покажем, что не может существовать двух различных ци
линдрических функций с одинаковой асимптотикой. В  самом 
деле, пусть yv(x) и у„(х ) — две различные цилиндрические функ
ции, для которых

Yoo =  Yoo> = 6̂ . (41)
Разность этих функций

У\ (х) =  yv (*) — yv (х) Ф  0

также является цилиндрической функцией, имеющей, в силу 
(41), следующую асимптотику:

yv (х) =  О .

Однако это противоречит формуле (30) для любой цилиндри
ческой функции yv(x). _

Следовательно, yv(x) =  0 и yv(x)=syv(x).
Решением уравнения Бесселя может быть и комплексная 

функция Zv(x) =  Z v(x)-\-iZv(x), где E v(x) и Zv(x) — веществен
ные цилиндрические функции. Из предыдущего следует, что 
комплексная цилиндрическая функция также однозначно опре
деляется своей асимптотикой при х —► оо.

Значения постоянных у°° и боо определяются с помощью до
полнительных исследований, которые дают

у*, =  для всех v.

В  § 1, п. 3 для v =  r t+ V 2 была получена формула (29), 
из которой следует, что

' “« w = / 5 s,n( * - f - ) + °W -  (42)
В  § 4 будет дан вывод асимптотической формулы для 

функции J v (x):

=  —  f ) + °(тд ). («)
21 А. Н 5 Тихонов, А. А. Самарский



где v — любое неотрицательное число (v ^  0). Формула (43) 
имеет место и при произвольном v, так что

* - т  ) +  ° Ш -  <«>
§ 2. Краевые задачи для уравнения Бесселя

Простейшая жраевая задача для уравнения Бесселя на 
отрезке [0, г0] связана с задачей о собственных колебаниях 
круглой мембраны

Д2О +  ЯУ =  0, A2l ) = l ^ r (r- | f )  +  -i.-0 , (1)

v (г, ф) \г=п =  0, | о (г, ф) | < оо, у (г, Ф) # 0. (2)

Полагая v (г, ф) =  R  (г) Ф  (ф) и разделяя переменные (см. Введе
ние), получаем:

ф " +  v®  =  0, (3)

т 4 ( ' 4 г ) + ( * - «W-»- <4>
Условие периодичности для Ф(ф) дает v — ti2, где п — целое 
число. Таким образом, функция R(r) должна определяться из 
уравнения Бесселя

& [R ]  +  krR =  0 ( s m ^ ^ r ^ - ^ r R )  (5)

при граничном условии
R (r 0) =  0 (6)

и естественном граничном условии ограниченности в точке г — 0
I R  (0) I < ОО. (7)

Полагая
х =

У (х) =  R (г) =  R X (8)
У х Г

приходим к уравнению

Т-гг(*-£)+(‘ - £ )*  = |>. (9)
при дополнительных условиях

у ( У 1 г 0) =  0, ( 10)
I У (0)1 <оо. (11)

Отсюда находим



В  силу граничного условия y {rQ У ^ ) — 0 имеем:

/„(!*) =  0 (ц==г0/ я ) .  (13)
Это трансцендентное уравнение имеет бесчисленное множество 
вещественных корней ц(1п), . . . ,  . . . ' ) ,  т. е. уравнение ( 1) 
имеет бесчисленное множество собственных значений

I и(п) \2
№  =  [ ~ )  ( т = 1, 2, . . . ) ,  (14)

которым соответствуют собственные функции

Я (г ) =  Л / „ ( ^ г )  (15)

краевой задачи (5) — (7).
Из способа построения собственных функций видно, что вся

кое нетривиальное решение рассматриваемой краевой задачи 
дается формулой (15).

Из общей теории уравнений вида 3?[у] +  Яр у — 0, рассмот
ренных выше (см. Введение), следует ортогональность системы 
собственных функций

с весом г:

I  1п ( " 7 Г  г) 1п ( "7 Г "Г)  Г dr ~  0 при 06)с 0
Вычислим норму собственных функций R\{r) — J n{a\f), где 
а1=ц•<" )/го- Попутно будет получено условие ортогональности 
(16). Для этого рассмотрим функцию Rz{r) =  J  n{azr), где аг — 
произвольный параметр.

Функции R i{r) и R i{r) удовлетворяют уравнениям

“ °-

1 ( 'т )  + (^-'тК=0'
причем R i(r0) =  0, а /^(г) уже не удовлетворяет этому гра
ничному условию. Вычитая из первого уравнения второе, пред
варительно умножив их, соответственно, на Rz(r) и R i(r ), и

' )  На стр. 725 дана таблица корней уравнения /о(и) =  0, в частности 
первый корень n (j0) =  2,4048.



интегрируя затем по г в пределах от 0 до г0, будем иметь:
Го

(а? -  o’) J  rtf, (г) /?2 (г) rfr + [г -  Д,/ф] f  = О,
о

откуда находим:

\  г, л Vn («Vo) «,/' (а,г0)- г 0/„(а1г0)а2/'(а2г0)
1\\*\2Г - — ----------- о--- 2--------------  —

о а, — а2

V n  (« V o W n f'V o )

Г

J
(17)

Переходя к пределу при а 2—*-aj и раскрывая неопределен
ность в правой части, получаем выражение для квадрата нормы:

г »  2

II Ri If = II /„ (air) II2 = J r t f  (r) dr =  Y  [J'n (a,r0)]2
о

или
Г* (  u(n) \ rl
J T rK - t K W  <18>0

/Vm’ \В  частности, квадрат нормы функции /01 —р— г I равен

Ь ( ^ = 4 , . ю .°
ц < « >

Если положить а2 =  —— ф  aj == —— , то из формулы (17)
Го Го

сразу следует условие (16) ортогональности функций Бесселя.
Отметим, что имеются таблицы нулей функции /0(ц) и 

соответствующих им значений (см. стр. 725). Приведем
несколько первых значений ц(,0) =  2,4048, ц̂ 0) =  5,5201,
jig» =  8,6531, ц<4°> =  11,7915.

Из асимптотической формулы (42) § 2 следует, что с воз
растанием номера т  нуля цМ разность должна 
стремиться к я. Это можно проследить даже для приведенных 
выше значений (например, — ^ 0) =  3,1330, ц<40) — ^ 0> =  
=  3,1384, ^ 0) — и40) =  3,1405 и т. д.).

В силу общих свойств собственных функций краевых задач 
{стр. 630) имеет место теорема разложимости!



всякая дважды дифференцируемая функция f(r), ограни
ченная при г =  0 и обращающаяся в нуль при г — г0, может 
быть разложена в абсолютно и равномерно сходящийся ряд

m=I
■где

J  f { r ) J n [ ^ - ? ) r d r  2

^ -------. и л = ^ ж ) } 2

Вторая краевая задача для уравнения Бесселя:
Z (R )  +  XrR=> 0, Я (г )Ф 0 ,

R '  (го) —  0, | /? (0) | <  оо

решается аналогично. Собственные функции и собственные зна
чения также будут выражаться формулами (15) и (14), где 
под следует понимать корень номера тп уравнения

j'n (ц) =  0.
Собственные функции задачи ортогональны между собой 

с  весом г (см. (16)) и имеют квадрат нормы, равный

Аналогично решается и третья краевая задача. В  этом слу- 
’ получается ур;

J'n (ц) =  IxhJn (ц).

чае для определения получается уравнение вида

§ 3. Различные типы цилиндрических функций

1. Функции Ханкеля. Наряду с функциями Бесселя первого 
рода J v(x) большое значение для приложений имеют другие 
специальные виды решений уравнения Бесселя. К  их числу от
носятся прежде всего ф у н к ц и и  Х а н к е л я  п е р в о г о  и в т о 
р о г о  р од а  tfv*(х) и Hv\x), являющиеся комплексно-сопря
женными решениями уравнения Бесселя. С точки зрения физи
ческих приложений основной характеристикой функций Хан
келя является асимптотическое поведение при больших значе
ниях аргумента. Поэтому мы определим функции Ханкеля как



цилиндрические функции, обладающие следующей асимптоти
кой:

//<'> (*) =  Y - h  * ^ +  • • • ’ {1)

я<2> (X) =  Y - h  е~1 ^ v' ^  +  . . . ,  (2)

где точками обозначены члены более высокого порядка малости- 
относительно Х/х. Условия (1), (2), в силу п. 4 § 1, определяют 
tfv0 и Н(2) однозначно. Разделяя действительную и мнимую 
части, представим функцию Ханкеля в виде

H^(x) =  J v (x) +  iNv (x), (3)

Н i2) (*) =  /v ( jc) -  tW¥ М , (4)
где функции

1,(х) =  ± [Н {"(х ) +  Н™(х)], (30

N%,(x) =  ~ [ H (" ( x ) -  Н{?(х )}  (4') 

имеют асимптотический характер

/« w = / 1 :cos( * - t ' ’ - t ) + ■■■• <5> 

JV ,W  =  y r^ r s I n ( * - - f - v - T - ) +  . . . .  (6),

что следует из формул ( 1) и (2).
Как будет показано ниже (см. п. 4. § 4), введенная здесь 

функция J v (x) является функцией Бесселя первого рода, рас
смотренной в § 1. Мнимая часть Nv(x) функции Ханкеля назы
вается ф у н к ц и е й  Н е й м а н а  или ц и л и н д р и  ч е с к о й  
ф у н к ц и е й  в т о р о г о  р о д а  v - ro  п о р я д к а .

Формулы (3) и (4) устанавливают связь между функциями 
Ханкеля, Бесселя и Неймана, аналогичную связи между пока
зательной функцией мнимого аргумента, синусом и косинусом 
(формула Эйлера). Асимптотические формулы (1), (2 ), (5) и,
(6) подчеркивают эту аналогию.

При изучении решений уравнения колебаний
tiff =  а2 (ихх -f- Uyy)

мы видели, что амплитуда v(x, у) установившихся колебаний



удовлетворяет волновому уравнению
vxx +  vyy +  k2v =  Ди +  k2v =  0 (б2 =  -^-).

Если решение волнового уравнения обладает радиальной сим
метрией v(x,y) =  v(r), то, как было отмечено в § 1, функция 
v (k r ) удовлетворяет уравнению Бесселя нулевого порядка. 

Таким образом, функции

Hi" (kr) еш  =  г/"—  ш+кг) ~т= + • • • W r  =  * т ) » (7) r nkr У  i

Я{,2) (kr) еш  =  ]/ "- ^ e l <at~kr) Y T  +  . . .  (8)

•являются решениями уравнения колебаний, имеющими харак
тер цилиндрических волн. Функция Н ^ (кг )еш  соответствует 
расходящимся цилиндрическим волнам, а функция Но\кг)еш — 
сходящимся цилиндрическим волнам1).

Вторым важным свойством цилиндрических функций является 
их поведение при х->0. В  силу леммы 1 Введения функции Ну' 2) 
и jVv при х->0 обращаются в бесконечность (так как 7V (0)
конечно), точнее, (х), Яо2) (х), No(x) ~  ln- j, так как /о(0) =

■= 1 ф  0; Нч](х), Ну](х), Nv(x) ~  4т ПРИ v >  0, так как /v (х) ~  xvxv
при х-+0.

Функции Ханкеля и Неймана нулевого порядка являются 
•фундаментальными решениями уравнения АгУ +  k2v =  0, так 
как они имеют нужную логарифмическую особенность при 
г = 1/ 1М Т 2^ 0  (см. гл. V I I ) .  Приведем (без доказательства) 
точные выражения для главных членов разложения этих функ
ций в окрестности точки л: =  0:

N M  —  -§-1„ ± +  „ ! " «  =  - §  1п1+  . . . .

#о2) =  —  In — +  •••Я  X

2. Функции Ханкеля и Неймана. Как  было отмечено в п. 1, 
■всякое решение уравнения Бесселя нецелого порядка v выра
жается через функции /v и /_v. Установим связь между функ
циями яУ>, н%\ Nv и 7V, /-V

*) Если взять временной множитель е iat, то расходящимся волнам 
.соответствует (kr) е~ш , а сходящимся — (kr) е~ш .



Так как всякое решение уравнения Бесселя при нецелом v 
можно представить в виде линейной комбинации функций 
Jy(x ) и /_v(x), то

Н У  (х) =  Ci/v (х) +  C2/_v (х), (9)
где Ci и С2— постоянные, подлежащие определению. Д ля  глав
ных членов асимптотических разложений, очевидно, имеет ме
сто аналогичное равенство

У Ъ ■' С, COS (х — = .  V  -  А )  +

+  c o s ( x H - i v - i ) .  (Ю>

Преобразуем аргумент второго слагаемого к виду ̂ х — -j v  — - j) г 

cos (л: +  -у v — =  cos [(x — -у v — -|-) +  nv] =
(  Я  Я  \ . /  я  я  \ .=  cos 1л:---v -----4 ~)cos rev — sin I л;---^  v — sin nv.

Сокращая обе части равенства' (10) на У2/пх и пользуясь 
формулой Эйлера для левой части, получаем 

( я  я  \ . . . / я  я \c o s ^ x - T v - T ) +  t s i n ( x - T v - T ) =

=  (Ci -f С2 cos nv)cos (x — -j v — -j) — C2sin n vsin (x — —■ v — „ 
откуда

Ci +  C2cosnv=  1, — C2sinjtv =  i
или

C2 =  - r J— ; |* I sin nv I
Q ___ cos jtv — I sin яу____С e~inv I

1 i sin яу  2 )
Подставляя (11) в (9), находим:

Аналогично
H ?  (x) =  [/v (x) -  / _ v (x)]. (13)

Пользуясь формулой (4'), определяющей Nv(x), получаем из (12) 
и (13):"

=  J y (x } co s n v- J- .v (X)_' 
v 4 ' sin ЯУ '



Формулы (12), (13) и (14) получены нами для нецелых значе
ний v. Для целого значения v — п функции Ханкеля и Неймана 
могут быть определены из (12), (13) и (14) с помощью пре
дельного перехода при v-+ti. Переходя в этих формулах к пре
делу при х —*п  и раскрывая неопределенность по известному 
правилу, будем иметь:

Пользуясь представлением функций J v и /_v в виде степен
ных рядов, можно получить аналогичные представления для 
Nv(x), а также Н ^(х) и Н (2) (х).

Формулы (12) и (13) можно рассматривать как аналитиче
ское определение функций Ханкеля. Существуют, однако, и 
другие способы введения функций Ханкеля. В  § 6 будет дано 
представление функций Ханкеля в виде контурных интегралов.

Если v =  п +  72, то функции Ханкеля и Неймана выра
жаются в конечном виде через элементарные функции. В  част
ности, при v =  '/г имеем:

3. Функции мнимого аргумента. Цилиндрические функции 
можно рассматривать не только при действительных, но и при 
комплексных значениях аргумента. В  настоящем пункте мы 
рассмотрим цилиндрические функции первого рода от чисто 
мнимого аргумента.

Подставляя в ряд, определяющий /v(*)» значение ix вместо 
х, получаем:

Щ , (х) =  -  /_,,, (х) =  -  /  2 / - s - s in  (х — f ) .

■Нъ(х) =  J 4l (x) +  iN4, (x) =  [cos (*  — y )  +  i sin [x — -f-)]

(x) =  />/, (*)  -  iN'l, (X) = Y  [cos [x ~  f )  — 1 sin (x ~  ir )1  ^

00



где

1у (х) =  2  r ( f e +  1 ) Г ( й  + v +  1) ( т )
/г=0

— вещественная функция, связанная с J v (ix) соотношением
_1  Яу[

I v'(x) =  i~vJ v (ix) или Iу (х) — е 2 Jy(ix).
В  частности, при v =  0

/о(■*) — •М*’*) =  1 +  ( y )  +  (2,)2 ( у )  +  (з,)2 ( у )  +  ••• (17)

Из ряда (16) видно, что I v (x) являются монотонно возрастаю
щими функциями, имеющими при х — 0 нуль v-ro порядка. 
Пользуясь асимптотической формулой (5), получим, что для 
Iv(x) должна иметь место асимптотическая формула

М*>~1/тЕ*' <18>
при больших значениях аргумента х.

Аналогично вводится /_v (x). Функции /v и /_v при нецелом 
v линейно независимы, так как в точке х =  0 I v(x) (v >  0), 
имеет нуль v-ro порядка, a I~v (x) — полюс хгv. Если v = n — 
целое число, то 1~п(х) =  1п(х).

Цилиндрические функции мнимого аргумента являются ре
шениями уравнения

у "  +  ± у ' - ( 1 + 4 ) у  =  °  <19>
и, в частности, функция 1о(х) удовлетворяет уравнению

У" +  ^ У '~ У =  о. (20)

Наряду с функцией /v(x) рассматривают функцию Макдональда 
Ку(х ), определяемую с помощью функции Ханкеля чисто мни
мого аргумента

2.
K 4(x) =  ± nie  2 "v I i " ] (ix). (21)

K v(x) является вещественной функцией х. В  самом деле, фор
мулы (12) и (13) дают



Пользуясь асимптотическим выражением для Н^\ находим:

(23)

Формулы (23) и (18) показывают, что Kv(x) экспоненциально ~ 
убывают, a I v(x) экспоненциально возрастают при х —>оо. От
сюда следует линейная независимость этих функций, а также 
возможность представлений любого решения уравнения (19) 
в виде линейной комбинации

В  частности, если у ограничено на бесконечности, то А =  0 и 
у — В К ч {х )\  если же у ограничено при х =  О, то £ =  0 и у — 
=  A Iv(x).

Из линейной независимости /v и Kv следует, что Kv(x) имеет 
при х — 0 полюс v-ro порядка (Kv ~  x~v) при v ф  0 и логариф
мическую особенность при v == 0. В  п. 4 показано, что

На рис. 107 даны графики /0(х) и Ко(х). В  отличие от 7V(*) 
и Ny[x) функции I v(x) и K v(x) являются монотонными (/ „(* ) 
возрастает, a Kv(x) убывает с ростом х).

Наиболее важное значение имеет функция

4. Функция Ко (х). Покажем, что для функции Ко (х) справедливо сле
дующее интегральное представление:

y =  A Iv (x) +  B K v (x).

Ко(х) =  \п — +  . . .  при х->0.

Ko(x) =  ^ - H {ol)(ix).

ОО

(24)
о

Нетрудно убедиться в том, что интеграл
ОО

(24')
о

удовлетворяет уравнению

&(у) = у" + —у' — у = 0- (25)
В  сайтом деле,

ОО

.& (F) = j  e-* ch6(ch2 ! - - j chi -

ОО

J  e~x ch & sh21 d l -  -1 j" e~x ch 6 ch I  d% =  S , -  S 2.



Интегрируя второе слагаемое по частям, получим:

ОО ОО

S 2 =  —  Г е-х сЬ6 с Ь и |  =  - ^ - е - хс1,& °° + Г e-jech|sh 4 r f£  =  5 „
X  J  X  о  Jо о

откуда и следует:
2  (F ) = 0.

Полагая ch |  =  г|, преобразуем интеграл (24') для F  (х) к виду

ОО

Г е~хг] 
f ( * ) = J  ,/- dx\.

J  V  i f  1

Пользуясь этой формулой, можно выяснить характер поведения функции F (x У 
при х~>оо. Производя еще раз замену переменной

х(т) — 1) = |,
получаем:

р Г р £ р %
/>(*)=- ^  * .. d\ - ‘ F l (x).

У г * /» (*+ *) Гх
При Х-+ оо

Следовательно, при больших значениях х

Ft ( * )= J£ i ( i+ e ) ,

где е -> 0 при х -> оо. Отсюда получаем асимптотическую формулу

F (x )= V ^ e~x+ •••> (26̂
где точками отмечены члены более высокого порядка малости. Введенная 
с помощью интеграла (24') функция F  (х) является решением уравнения (25),. 
ограниченным на бесконечности, поэтому

F  (х) =  В  Ко (х).

Сравнение асимптотических формул для Ко(х) и F0(x) показывает, что В  =  1
и, следовательно,

ОО

Ко (х) =  J  е~х ch 8 d| (х > 0). (24).
0

Выясним характер функции Ко (х) при х -> 0.



Представим интеграл
оо

к. W у=т«ч
в виде 00 -X

Яо(*) = {  Т7= ( д с п  — Л).
х

Разбивая этот интеграл на три части 
л л

Ко(х) = Г dX j. Г (g~x- . гJ yV-x2 j /Л2-*2 J VI2х х  А

e~%dX

где А — некоторая вспомогательная постоянная, видим, что первое слагаемое 
равно

, А +  V A 2- x *In ------ ------- =  — \пх+  . . . ,

а второе и третье слагаемые ограничены при ле-»-0. Отсюда следует, что

/Со (х) =  — In х +  . . .  =  In +  . . . ,  (27)

где точки означают слагаемые, остающиеся конечными при х =  0. Таким об
разом, функция Ко(х) является решением уравнения (25), имеющим лога
рифмическую особенность в точке х =  0 и экспоненциально убывающим при
X  —*■ оо .

Следующая задача дает физическую интерпретацию функции Ко(х). Пусть 
в начале координат действует стационарный источник неустойчивого газа 
мощности Qo- Стационарный процесс диффузии сопровождается распадом газа 
и описывается уравнением

4“ — ■«-т^(г4 г )+ ^ - 0 - Л - ° <28) 
( * —&•)'

где р — коэффициент распада, D — коэффициент диффузии. Функция источ
ника этого уравнения обладает круговой симметрией и, следовательно, удо
влетворяет уравнению

T 7 f ( * - 5 7 ) - “  =  0  ( *  =  х г ) ;

кроме того, функция источника имеет логарифмическую особенность в начале 
координат и ограничена на бесконечности. Отсюда следует, что функция ис
точника пропорциональна Къ{кг):



Для определения множителя А воспользуемся условием источника

, ‘Z  <3 0 >

где интеграл слева выражает диффузионный поток через окружность К е ра
диуса е с центром в источнике. Подставляя в это условие вместо и функцию 
G =  АКй(у.г) и учитывая логарифмическую особенность функции /<0(лг) при 
х — О, получаем:

limе-»0
Отсюда

Q
2я D

<3 < >

Интегральную формулу (24) для Ko(x) можно получить, исходя из простых 
физических соображений.

Рассмотрим нестационарную задачу диффузии газа с распадом. Пусть 
в начале координат находится источник постоянной мощности Q0, действую
щий начиная с момента t =  0. Будем предполагать, что в начальный момент
i  =  0 концентрация газа всюду равна нулю. Концентрация u (x ,y ,t) должна 
удовлетворять уравнению

D Ли — Р« =  ut (32)

и соответствующим дополнительным условиям. Уравнение (32) при помощи 
подстановки

и — йе~$*
преобразуется в обычное уравнение диффузии

D Дй — й(,

для которого функция влияния точечного источника имеет вид

(2 V n D  ( t -  т ) ) 2
A D (t- т) ( D  =  a 2).

Таким образом, функция влияния мгновенного точечного источника для урав
нения (32) равна

t)
О2 V n D  ( t -  т ) ) 2

4D (t-X)

■Функция влияния источника мощности Qo, непрерывно действующего от t — 0 
до момента t, дается формулой

4nD (t — т) о



Вводя новую переменную
0 = t — т,

получаем:

Q О J  е 4В0 130 ^0G ■■ 4kD J  0 ‘
о

Функция источника, соответствующая стационарной задаче, может быть Hail* 
дена предельным переходом при оо в предыдущей формуле

G =  lim G =  J*4яО J 0 •о
Преобразуем этот интеграл при помощи подстановки

0 =  Се1,
где С — некоторая постоянная.

Требуя, чтобы выполнялось равенство

4 DC ^С ’
находим:

с — И - ^ -  =  рс  =  -^-■/"-ё----221 /** =  ! - ) .
2 V  f5D 4DC 2 ' D 2 \ D ]

Отсюда следует, что стационарная функция источника имеет вид
00 ОО

Q — *3° Г — Qo Г е-кг ch _ Qo_ к  ( \
°  4nD J  6 d l~  2nD )  6 d l 2nD Ao(Xr J-

— oo О

Таким образом, рассмотренная здесь задача приводит к интегральному пред» 
ставлеиию (24) для функции Ко (*)•

§ 4. Представление цилиндрических функций 
в виде контурных интегралов

1. Контурные интегралы. Рассмотрим уравнение колебаний 
иц — а2(ихх-{- иуу) — а2Дгы и будем искать его решение в виде 
u(x,y,t) — v(x ,y )e iat-, для v(x ,y) получим уравнение Д2у ~Н 
-\-k2v — 0 (& =  со/а). Его частными решениями являются функ
ции v — e±ihx и v =  e±ihv — амплитуды плоских волн и —
— ei(at±hx) и ы = распространяющихся вдоль оси х и
соответственно вдоль оси у. Плоская волна, распространяющаяся f



в направлении /, очевидно, имеет вид
v  -__e —ik (lr )  _  g —ik (х cos Ф + (/ sin Ф) _  g—lkr cos (ф—a)(

x — r cos a, y =  rsina , / =  /(созф, этф ).

Если a  =  я/2, то на оси у амплитуда волны, падающей под 
углом ф к оси х, равна

v = e~ ikr sin<p. (1)
Будем искать решение Zv(x) уравнения Бесселя

L (у) =  х2у "  +  ху' +  (х2 — v2) у — 0 (2)

в виде суперпозиции плоских волн вида ( 1), считая при этом
Ф =  ф! -j- 1ф2 комплексны
ми и обозначая kr = х. 
Положим
Z v (х) =

— |  к  (х, ф) o'v (ф) dq> =  
с

_  J  е- ^ 8|п(Рфу (ф)йф,
с

(3)
где С — некоторый кон
тур на плоскости ф =  
=  ф1 +  Ц>2, К  {х, ф) =
—  e- ix  sin ф( ф у (ф )  —  н е _

определенный пока фазо
вый множитель. Выберем 
С так, чтобы интеграл 

(3) сходился, а так, чтобы этот интеграл удовлетворял
уравнению Бесселя. Найдем сначала Ф у (ф ), предполагая, что 
интеграл (3) сходится и его можно дифференцировать под зна
ком интеграла. Вычислим L (K ).  Замечая, что /Сф =  — ix cos ф/С, 
Лфф =  ix sin ф/С — х2 cos2 срК, К х =  —i sin ф/С, Кхх =  —sin2 ф/С, 
получим х2К хх +  х Кх +  х2К  =  К  (х2 cos2 ф — ix sin ф) =  — /Сфф» 
L  (К) — —  (v2/C +  /Сфф) и, следовательно,

L  (Z v) =  -  J  (/Cw  +  v2/C) Ov (ф) dcp. 
с

Проинтегрируем по частям, считая, что подстановки обра
щаются в нуль (на бесконечности, если контур уходит в



бесконечность):
A ( Z , ) ---- J  {< K !+ v ‘< IM W < p -  J

С с

=  — J {Ф£ +  v2d>v}Kd<p.
с

Для того чтобы L (Z V) =  0, достаточно, чтобы
(D̂  +  v ^ ^ O .

Выберем tDv =  e(v<p. Тогда Z v (x )=  J  е-** sln v+tvt ^ф. Для сходи-
c

мости этого интеграла до
статочно, чтобы
Re (ix sin ф) =

=  Re (ix sin (ф ! -f- /ф2))  =
=  — x cos ф[ sh ф2 >  О

(ф  =  ф , +  г'ф2)-

Это условие выполнено при 
х >  0, если

Ф2 < О,

— £- +  26я <ф, <-%- +  2kn,

либо ф2 >  О,
п
2я +  2kn <  ф| <  —х— (- 2kn,

k — ± I, ±2, . . .  (4) Рис. 96.

На рис. 95 области, по которым должен проходить контур, за
штрихованы. В качестве контура С можно взять любой контур, 
асимптотические ветви которого лежат в заштрихованных об
ластях.

2. Функции Ханкеля. Выберем два контура: Сх — контур, 
состоящий из луча (— /оо, 0), отрезка (0, — я) и луча (— я,
— я  -f- гоо), а контур С2 =  (гоо + я ,  я) +  (я, 0)-+-(0, — гоо) (рис. 96). 
Соответствующие интегралы (3) определяют цилиндрические 
функции

/<?>(*) =  _  -i- Je-^in'P+'v-Pfihp, k = \ ,  2. (5)Ж

В  п. 4 будет показано, что определенные при помощи кон
турных интегралов (5) функции (х) совпадают с функциями



Ханкеля, которые были введены в § 2. Для этого достаточно 
будет убедиться в том, "что функции (5) имеют асимптотику

н ' " М = / . . . .  ....
ТС Я  /л\av =  *  — y v -  — . (6)

Пользуясь определением (5) функций Ханкеля Н у '2)(х), можно 
получить для них рекуррентные формулы

н^и  +  1 =  ^  Н %  -  M *ii == -  2Н$Г(х), k = l , 2 .
Выведем первую формулу. Замечая, что <Pv+i +  =  2С03ФФУ, 
® v =  eiv4>, и интегрируя по частям, находим:

Н %  (х) +  H($LX (*) =  — A  J  e~ix sin <p+,'V(p cos ф =
"  с*

==: — | e - 'xsln<f+'v,P^==-^- Н[к)(х). хк с^

Из (5) и формулы /v (х) — -j (# v 1 +  Я<2)) можно получить пред
ставление в виде контурного интеграла для функции Бес
селя /у (лг), полагая

/„ (х) =  |  (# 1°  (*) +  я 12) (*)) =  -  -1 J е " '* sin4,+iv<t> ,  (7>
с»

где С0 =  С[ +  С2 — контур, состоящий из луча (я  +  1оо,0), от
резка ( я ,— я ) и луча (— я, —я +  too)• Направление обхода 
указано на рис. 96.

Чтобы убедиться в том, что интеграл (7) в самом деле дает 
функцию, совпадающую с введенной в § 1 функцией Бесселя, 
надо показать, что он разлагается в степенной ряд (15) § 1. 
Для этого нам понадобятся некоторые свойства гамма-функции.

3. Некоторые свойства гамма-функции. Гамма-функция T(s) ,  
как известно, есть интеграл

оо

Г (s) =  j  e~xxs~l dx, (8)
о

где s — вообще говоря, комплексный аргумент, причем R es ;>  
>  0. Помимо элементарных свойств ‘)

Г  (1) =  1, r ( - £ ) = / S ,  F (s  +  l) =  s r (s ) и т. д.,

') Б. М. Б  уд  а к, С. В. Ф о м и н ,  Кратные интегралы и ряды, «Наука», 
1965.



нам понадобится свойство

г ( * ) г ( 1- * ) “ -йпгг- <9>
В  самом деле,

оо оо

Г  (s) Г  (1 — s) =  J  J  в-(* + V -1/-* dx dt.
о о

Будем рассматривать этот интеграл как двойной интеграл и 
произведем замену переменных, полагая l  =  r\ — xjt.
Вычисляя |*г)г — %tr\x =  — (1 +Т1)//, получим dxdt =  — Y~^di,dr\ и

оо оо оо

г м г а - 5) =  |  \  а •-'*1
1 + Г1

О 0 о
Интеграл, стоящий справа, вычисляется при помощи вычетов 
и равен я /sin n s1).

Д ля  гамма-функции имеет место представление в виде кон
турного интеграла (интеграла Римана — Ханкеля)

r(s ) =  (ef2lis— I)-1 J  e-<pcps-1 с/ф, (10)
V

где у — любой контур (на плоскости комплексного переменного 
<р =  ф) -f- 1'фг) указанного на рис. 97 вида; этот контур идет из 
-{-оо, обходит вокруг точки ф =  0 и воз
вращается опять на + оо. Подынтегральная У 
функция f (ф) = е-ч’ф8-1 = е~ч,е̂ в~^п ф ком
плексного переменного ф имеет точку вет- — -~х 
вления ф =  0. Проведем разрез вдоль по- '  
ложительной части вещественной оси, пола
гая а г £ ф  =  0 на верхнем берегу разреза Рис. 97. 
и аг£ф =  2я на нижнем берегу разреза.
В  силу теоремы Коши контур у можно, без изменения величины
интеграла J  /(ф)йф, произвольно деформировать, сохраняя об-

Y
ход вокруг точки ф =  0 и удерживая концы контура на -J-oo. 
Выберем в качестве у контур, состоящий из луча (+ °о , е) на 
верхнем берегу разреза, окружности С 8 с центром ф =  0 и ра
диусом е и луча (е,+оо) вдоль нижнего берега. Тогда f ( ф) =  
=  g-qp+ts-ijin ф на верхнем берегу и / (ф) =  е<з-»)2яг-Ф-к«-1)1п ф на 
нижнем берегу, где In ф принимает вещественные значения,

‘) -М. А. Л а в р е н т ь е в ,  Б. В. Ш а б а т ,  Методы теории функции комп
лексного переменного, Физматгиз, 1958.



так что

J  е-(Рф5-1 dcp =
у е ОО

Покажем, что интеграл по СЕ стремится к нулю при е -*0 , если 
R e s > 0- В  самом деле, на Ce | е-ф | ограничен,

I ф«-1 | =  e(so-l) In I Ф I—St arg Ф —  8So-le -Si arg ф̂  s  _  S q

Поэтому предельный переход в (11) приводит к (10).
Формула (10) определяет справа от мнимой оси аналитиче

скую функцию T(s) .  В  силу аналитического продолжения фор
мула ( 10) справедлива на всей плоскости и T(s)  представ
ляется в виде частного двух целых функций. При s =  — п 
(п ^  0) T(s)  имеет полюса.

Справедлива формула

4. Интегральное представление функции Бесселя. Покажем 
теперь, что функция

разлагается в ряд (15) § 1. Для этого преобразуем контур Со 
(см. стр. 658), полагая р = е~г №_л) ( х>0) .  Из таблицы

и
J* Ффв—1 сГф ^  A2ms',e~s' arg ф —>• 0 при е—>-0 (s0 >  0).

с,е

(12)
у

Она следует из (9) и (10). В  самом деле,

/ (х) =  -± -  Г e~ix sin (P+ivc«> йф
ЗХ J

(13)
Со

Ф i o o- f j t  я  у  0 — я  — я + го°

с»



видно, что С0 преобразуется в контур у, показанный на рис. 98» 
который состоит из луча (+  оо, х/2), окружности С* радиуса 0,5л: 
и луча (0,5л:, +  °°)-  Вычисляя

-  U  sin ф----•§(««- — е-») -  — i  (-£ е'« - Щ -.«- » )  =  £  — р.

преобразуем интеграл (13) к виду

V
Разложим ехр(л:2/4р) в степенной ряд и подставим в (14):

fc=Q V

Пользуясь затем формулой (12) для 1/Г {k +  v +  1), получим

•М*) =  ^  ( ~  0 * г (£ + !) г (V +  k + 1} ( у )
ft=0

Таким образом, функция (13) есть функция Бесселя J v(x), вве« 
денная в § 1, п. 1. Преобразуем ин
теграл (13), разбив его на три части: __
по оси ф1 (от —л до я ) и по бесконеч- с  \ J  = :̂ 
ным ветвям. Для вычисления инте
грала по ветвям ( ± я  +  1-оо) введем Рис. 98. 
новую переменную, полагая соответ
ственно ф =  ±  я .  В  результате получаем для функции Бесселя 
v-ro порядка следующее интегральное представление:

Я оо

/„(*) = -L J  e-*sh6-vEdgt (15),
—я 0

Если v = п целое число, то sin яг = 0 и
Я

/„ (*) =  J e-ixsin<t+in<9 dy. (16).
—Я

Отсюда, в частности, следует, что для плоской волны e~ix sln ч>- 
имеет место разложение в ряд Фурье

ОО



так как (16) есть формула для коэффициента Фурье этого раз
ложения. Полагая ф = -f- п/2 и учитывая, что, в силу перио
дичности подынтегральной функции в (16), интегрирование 
можно производить по любому промежутку длиною 2я, получим 
вторую интегральную формулу:

Л

=  J  е-̂ созф+гпф dyt (17)
— Л

которая соответствует следующему разложению плоской волны:
оо

e-lx cosq>=  ^  (— /)"/ „ (х) e~in ,̂
П=—оо

В  частности, при п =  0 имеем:
Л

J oW  =  lt r  J г-гдссо5фЛ|>- (18)
— Л

5. Интегральное представление Kv(x). Покажем, что для 
функции К \ (х ) мнимого аргумента, определяемой по формуле 
(см. § 3),

K v (*) =  у  nie2 (ix), (19)

справедливо интегральное представление
оо

/ (v W  =  y  J  e-*ch*-v*d&, х > 0 , (20)
— оо

Отсюда видно, что Kv(x) — вещественная монотонно убы
вающая положительная функция. При v =  0 формула (20) дает

оо

Ко (х) =  J  e - t 'M d l. (21)
о

Для доказательства (20) обратимся к (19) и представлению 
(5) для функции М>’\ Пусть — контур (рис. 99), у которого 
вертикальные части пути Сi вместо — л и 0 имеют абсциссы 
—л — ^ и i|) (-ф <С 0); в частности, Ci, о =  Ci. В  силу теоремы 
Коши замена С4 в (5) контуром С^  не влияет на значение 
интеграла, если при больших |ф2| выполнено условие сходи
мости интеграла R e ( — ix sin ф) < 0, где х = Xi + ix2, ф = ф1 -К 
+  г'ф2. В силу (19) нас интересует функция Ханкеля (ix) 
чисто мнимого аргумента. Условие сходимости при Хх — 0, х =  
=  ix2, ф =  имеет вид x% sin ф! ch ф2 <  0 или Хг sin if <  0. М ы



выберем контур Ci, _ я/2 при -ф == —  я/2. Заменим х% иа х и вве- 
дем новую переменную интегрирования g, положив ф = ---

Рис. у».

тогда £?ф =  id%, sin ф =  cos ig =  ch £ и интеграл (5) по Ci, ф, 
примет вид

1 00
Н У  {ix) =  е ~  nV‘ J е~х ch d\.

•— со
Отсюда и из (19) следует (20).

6. Асимптотические формулы для цилиндрических функций.
Пользуясь методом перевала1), покажем, что для функций 
H v '2}(x), определяемых при помощи контурных интегралов (5), 
справедливы при больших значениях вещественного аргумента 
х >  0 следующие асимптотические формулы:

н У (х ) =  V  — e ^ ^ + o l A A ,  * > 0, |
, ч (22)

Я<2) (х) =  У  e~l (* “ ^  v-t )  +  о  ( - L ) .

*) М. А. Л а в р е н т ь е в ,  Б. В. Ш а б а т ,  Методы теории функции ком
плексного переменного, Физматгиз, 1958.



Отсюда, в силу п. 4 § 1, будет следовать, что функции (5) тож
дественно совпадают с функциями Ханкеля, введенными в § 3 
при помощи формул (12), (13).

Из формул H v) =  7V +  iWv, # v )==/v— iNv и (22) следуют 
асимптотические формулы для функций Бесселя J v(x) и функ
ций Неймана N v(x):

•'>'м cos (* - f v - f ) + 0 ■ (23)

"  v - t s'm(x ~  f v~  t ) + °  a
(24)

Напомним, что в п. 4 мы доказали тождественность функ
ций J v (x), введенных при помощи контурных интегралов, 
с функциями J v(x), введенными в § 1 при помощи рядов.

При выводе асимптотических формул (22) мы будем поль
зоваться контурными интегралами (5). Рассуждения достаточ
но провести для {х). Подынтегральная функция

e-lx sln<p+ivq>( х •> о,

в формуле (5) не имеет особенностей в конечной части пло
скости комплексного переменного ср.

Поэтому, в силу теоремы Коши, контур интегрирования в ко
нечной плоскости можно произвольно деформировать при усло
вии, что асимптоты ветвей контура, уходящих в бесконечность,

лежат в тех же заштрихованных поло
сах плоскости ф, как и для контура Си 
Если выбранный контур Сi целиком ле
жит в заштрихованной области 
(рис. 100), то во всех точках, где эшф Ф  
Ф  0, подынтегральная функция экспонен- 

у циально стремится к нулю при х-*оо, 
так как Imsin ф <  0. Если отдельные ча
сти контура проходят по незаштрихован- 
ной области, то на этих частях в под
ынтегральном выражении происходят 
сложные интерференционные явления.

Для выяснения асимптотического 
поведения функции tfv° (х) при больших 
значениях аргумента х целесообразно 
контур Ci выбрать так, чтобы он цели

ком лежал в заштрихованной области. Такой контур очевидно 
пройдет через точку — я/2, в которой действительная часть 
R e ( — г sin ф) =  cos ф1 sh ф2 обращается в нуль. При х —>оо под
ынтегральная функция в окрестности этой точки не стремится

Рис. 100.



равномерно к нулю, поэтому главной частью интеграла по Сi 
при х —► оо является интеграл по_малой дуге, содержащей точку 
Ф  =  —л/2. С этой точки зрения следует выбрать так, чтобы 
на нем множитель е-йс81пч> убывал наиболее быстро при удале
нии от точки ф = — л/2. Рассмотрим «топографию» функции
e- ix  sm ф в окрестности ф =  — я/2. Положим ф= — y  +  setB. Для 
малых значений s найдем:

— i sin ф =  i cos (sew) =  / ̂  1 — em  +  • • •) =

= -у sin 20 +  i ^1 — |-cos20j +  . . .

Для действительной части R e (— i sin ф) =  у  s2 sin 20 точка
s =  0 является седловой точкой: в заштрихованных полосах эта 
функция отрицательна, в незаштрихованных областях — поло
жительна, а при s =  0 (ф =  — л/2) обращается в нуль. Н а
правление 0 =  0о =  —л/4, очевидно, будет направлением наи-
быстрейшего спуска (убывания) для функции -у sin 20. Отсюда
следует, что и для модуля функции г й!|П1р точка s =  0 яв
ляется седловой, а 0о =  — л/4 соответствует направлению бы
стрейшего спуска.

Выберем контур Сх так, чтобы он содержал прямолинейный 
отрезок С ie (— e < s < e ) ,  проходящий через точку s =  0 
(ф =  — л/2) под углом 0о =  — л/4, а его ветви, уходящие 
в бесконечность, целиком лежали в заштрихованных областях 
(рис. 100).

Подынтегральная функция в (5) экспоненциально убывает 
при удалении от точки s =  0. Поэтому с точностью до экспо
ненциально убывающего слагаемого можно написать:

• //£>(*) =  [e - ix^ + m d y~ ± -  f V ( - T +')- 'vT<fce- ‘ Т ,
ТС J  J l  J

с , - в

— - I JL
так как вдоль С1е ф =  — Ц- +  se-w*, dq — e 4 ds, — i sin ф «

5'— 2— h e‘vtp я е  2 , a s изменяется от e до — s. Введем. 
обозначения g =  5]/x/2, dl — Ух/2 ds, a = Y х/2. Тогда



Если х —>оо1), т. е. а -» оо, то J e~t2 dl~+ J  е~& d'i =  Y п.
—еа

Отсюда находим первый член асимптотической формулы (22). 
Следующие члены разложения можно получить, если взять 
члены более высокого порядка малости относительно s. Оценка
О \ ĵ для остаточных членов в (22) следует из п. 4 § 1.

Отметим, что изложенный выше метод перевала или метод 
седловой точки применим для получения асимптотического раз
ложения ряда других функций, представимых в виде контурных 
интегралов, а также для Н у’2)(х) при v х-> оо.

§ 5. Интеграл Фурье — Бесселя и некоторые интегралы, 
содержащие функции Бесселя

1. Интеграл Фурье— Бесселя. Найдем разложение заданной 
функции f(r) в интеграл по функциям Бесселя. Интеграл Фурье 
для функции f(x) и соответственно для функции двух перемен
ных f(x ,y ), как известно, имеет вид

оо оо

J ^ I (1)
—  ОО — ОО

ОО ОО ОО оо

=  J f ( g ,  (2)
—оо —-оо —оо — оо

Вводя полярные координаты с помощью соотношений 
x =  rcos(p, £ =  pcos\|), n =  Acos|, 
г/ =  г sin ф ; г| =  р sin гр; [i' =  A,sing,

лолучим:
dt, dr\ =  р dp dty, d\i rfjj,' =  Я dX rf|, 

цх +  ц'у =  Kr cos ( I  — ф), +  p/ti =  A,p cos (Ф — |). 
Предполагая, что f(x, у) имеет вид

fix , y )= f { r ) e ^ ,  (3)
где n — целое число, и преобразовывая с помощью написанных

')  Ошибка, допускаемая при замене конечных пределов бесконечными, 
имеет экспоненциальный характер убывания, так как

ОО

Г е~^г d| ~  е-гУ2г.



выше соотношений интеграл Фурье (2), находим:
оо оо Я

/ (г) ein<f =  J J / (р) р dpX dX • J ear cos <б-ч»-Ип (б-ч>) rfg • ein(f X
О 0 —л

я
X — /Яр cos (Ф— (Ф—5) (4),

2л J 
—я

Воспользуемся формулами (см. (16), (17) § 4 п. 4)
я

=  i  J e<*C0SE+/»?e-t~ d g ,  ( t  =  <p — -£■), (5>
— Я

я
1 Г' » ( z )  =  -^  J  e - b 'o s v + tn i'e  2 d r  (g =  „  +  |/). (6).

— Я

Так как подынтегральные выражения в (5) и (6) являются пе
риодическими функциями I  и £' и интегрировать поэтому можно 
по любому промежутку длиной 2я, то можно написать:

Я

J_
2я —я

я

Г * —
J  giz cos (1-Ы+1П <!-?.) ^ |  =  / я (;г)е 2 , (7)
•я

1_ J e- ‘*co,(6'-66)+/»(6,-86)d&/ =s/||(z) e-*-T-> (8>
2я —я

где £0 и Ц — произвольные числа. Подставляя (7) и (8) в (4) и 
сокращая обе части на егпф, получаем и н т е г р а л  Ф у р ь е  — 
Б е с с е л я :

00 оо

f(r) =  J J / (Р) /* (Яр) /„ (Xr) XdXpdp (9)
о о

или
оо оо

/ (0  =  J  Ф (Л) /„ (Яг) Я где Ф (Я) =  J  f (р) /„ (Яр) р dp. 
о о

Д ля того чтобы разложение в интеграл Фурье — Бесселя 
было возможно, достаточно потребовать от функции /(г), опреде
ленной в промежутке (0, оо), выполнения следующих условий:

1) f(r ) непрерывна в промежутке (0, оо);
2) /(г) имеет конечное число максимумов и минимумов во 

всяком конечном промежутке;



3) существует интеграл
оо

J р|/(р)|ф-
о

На доказательстве этого мы не останавливаемся.
2. Некоторые интегралы, содержащие функции Бесселя.

В различных приложениях часто встречаются определенные ин
тегралы, содержащие бесселевы функции

К  числу наиболее распространенных интегралов этого типа 
принадлежит интеграл

оо

В ,  =  J  е-гЧ й  (рЯ) dk =  у = =  (2 > 0 ) .  (10)

Для-^оказательства этой формулы заменим /0 ее интегральным 
выражением ((16) § 4) и затем изменим порядок интегриро
вания:

оо оо Я

Bi — J (рА) dK — J е~гК d% J е~ sin ф dtp =

2 +  г'р sin ф
—я 0 —л

я  я  я
г t__  1 Г 2 dq> г Г р sin ф йф __  1 Г

2я J  г2 +  р2 sin2 ф 2я J г2 +  р2 sin2 ф я  J z2 +  р2 sin2 ф *
—я —я О

так как
я

sin ф dtpГ z2 +  р2 sin2 ф 
—я

в силу нечетности подынтегрального выражения.

/ г2 4- о2
— S — полу

чаем:



тем самым формула (10) доказана. Пользуясь (10), сразу же 
находим:

оо

(11)

Полагая в формулах (10) и (11) z =  ia и разделяя действи
тельную и мнимые части, получаем ряд следствий:

cos ak dk ■ 1
09

--------------

оо

J  /о (P̂ ) s*n яЯ dk —  О,
о
оо

J /, (рЯ) cos akdk =  — ,
о **
оо

Г /, (рЯ) sin ak dk =
q Р У  Р2 — а2

оо

J* Joipk) cos akdk =  0, 
о 
00

J 0 (рЯ) sin ак dk =  -= != = -
J  У  a2 — p2

при p > a; (12)

при a >  p; (13)

Г /, (рЯ) cos ak dk =  -  ( l  — ■ a ) ,
J  p \ У  a2 — p2 /
oo

J  J { (рЯ) sin ak dk =  0 
о

Докажем вторую интегральную формулу
оо

В 2_ | м а д в-иУ +|< й . = ^ ( | - )

при а >  р. (13')

V _ Р 1  
it (14)



Подставим в эту формулу вместо /v степенной ряд и произ
ведем почленное интегрирование (/ >  0!):

я  _ V ________(— i>* l'PV i*+v Гi»+ »+ i -л* .. «2 — 2 j  Г(й + i)r(fe + v + 1) Ы  J A е аА'fc=0 о
Вычисляя вспомогательный интеграл

f 5EfwT | « " ¥ +̂ 1 =-ж н -Г№ + у + I),
о о
получаем:

fe=0
что и требовалось доказать.

Отметим, что вычисление В\ можно провести аналогично, 
разлагая бесселеву функцию в ряд и производя затем почленное 
интегрирование.

Рассмотрим интеграл

/ Р З Р | г  |С . - V М - k '  | г  |=  J /0(Ap)-e- 7= = - A r f A .  (15]

вляется

Д , +  АА, - 0  ( д _ ^ .  +  ^ .  +  ^ . ) .

0
Нетрудно убедиться, что он является решением уравнения

Функция
0о- ^ 1  (г =  / ? + Т 2)

также удовлетворяет волновому уравнению (г > 0)

Av0 +  &2я0 =  7  (rvo) +  k2v0 =  — k2 - -  -f k2v0 — 0.

Разложим функцию v0 (p) =  eikp/p в интеграл Фурье — Бесселя

е<*Р _  

р ~ о

со

j F ( A ) / 0(pA)AdA, (16

где
ОО



Для вычисления функции /^Я) воспользуемся формулами (12)

F  (Я) =  J  /0 (Яр) (cos kp +  г sin kp) dp ■■

V я2 -  ft2 ’ 
i

Таким образом,

т. е. функция

J k  р

Vk2 -  № Ух2 -  k2
ОО

= J  Л) (рЯ) -
XdX

Vx2 — k2 ’

JkYpi+P

если Я >  k, 

если k >  Я.

(18)

V̂ p2 + г2

совпадает с интегралом С(р,г) при 2 =  0. Итак, обе функции

о0(р. г) и С (р, z)

являются решениями волнового уравнения, совпадают при 
z =  0 п имеют в точке 2 =  0, р =  0 одинаковую особенность.

Отсюда следует, что они тождественно равны друг другу, 
т. е.

g - Y V - k *  | г  |

/Я 2 -  k2 ' Я dX :
e ik Yf?+z* 

V  р2 +  z2
(19)

Полученная формула широко применялась А. Зоммерфельдом 
в физических исследованиях и часто называется формулой 
Зоммерфельда.

Ч А С Т Ь  II

СФЕ РИ ЧЕ С К И Е  Ф У Н К Ц И И

Сферические функции были введены в связи с изучением ре
шений уравнения Лапласа и, в частности, с теорией потенциала. 
В  § 1 мы рассматриваем полиномы Лежандра, которые исполь
зуются затем для построения шаровых и сферических функций 
(§2) .  Сферические функции являются весьма мощным аппаратом 
для решения многих задач математической физики.



§ 1. Полиномы Лежандра

1. Производящая функция и полиномы Лежандра. Полиномы 
Лежандра тесно связаны с фундаментальным решением уравне-
ния Лапласа где R  — расстояние точки М  от фиксирован
ной точки Мй. Пусть г и г0 —  радиусы-векторы точек М  и Л40, 
а 0 — угол между ними (рис. 101). Очевидно, можно написать

R V г\  +  г2 — 2rr0 cos 0

1 1
г0 У \  +  р2 — 2рх 
1 1

для г <  г0,
( 1)

г V 1 +  р2 — 2р*
-  для г >  Го,

где л: =  cos 0 (— 1 <  л: <11) и р =  —  < 1 или р =  — < 1 (в обоих
г о г

случаях р меньше единицы).
Функция

ЧЧр, х ) = - 7 Г Т \ , =  (0  <  р <  1, - 1 < * < 1 )  (2) 
У  1 +  р2 — 2рх

называется п р о и з в о д я щ е й  ф у н к ц и е й  полиномов Л е
жандра.

Разложим функцию Ч*- (р, х) в ряд по степеням р:

¥ (Р .  х) =  1>Рп(х) Рп-
п=0

(3)

Коэффициенты Р п(х) разложения (3) являются полиномами
п-й степени и называются полиномами

м0 t— ------ -------Лежандра.
В  силу теоремы Коши из фор- 

го мулы (3) следует, что
1 дпЧРп(х)-.

Рис. 101.
п\ дрп р=0

=  _ 1_ Г ч ^ ) _
2ni J  £"+<

С ь

(4)
где С — любой замкнутый контур в плоскости комплексного 
переменного £ =  £ +  гг|, содержащий точку £ =  0. Полагая 
у \  — 2лг£ +  £2 =  1 — £г, найдем £ =  2 (z — x)/(z2 — 1), d£ =  
=  2 (1 — £2) dz/(z2 — 1), Y  (£, *) d£ =  2 dz/(22 — 1).

Формула (4) примет вид

где Cj — любой контур, окружающий точку z =  x.



Учитывая, что
1 Г > г -  1)" dz =  (д.2 _  1)Л

2я г J  г — х 4
с,

и пользуясь формулой для производной

*  \ S ^ r . dz= n l dz,dx J z — x J
c, c, ' '

получаем из (5) формулу для Рп(х):

р » м = я г ^ к - '2 <6 >

Из формулы (6) непосредственно видно, что: 1) Р п(х) есть 
полином степени п; 2) Р п(х) содержит только степени х той 
четности, что и номер и, так что

Рп(- х )  =  (- 1 )пРп(х). (7)
Полагая х = 1 ,  находим:

оо

^ (Р . 1) =  т ^ =:1 + Р +  ••• + Р " +  ••• = S /,« ( l )P n,
/г—О

т. е. Р „ (1 )=  1, и, ь силу (7),
Р „ ( - 1 )  =  ( - ! ) " .  (7')

Формула (6) называется дифференциальной формулой для по
линомов Лежандра или формулой Родрига.

Заметим, что из (1) и (3) следует разложение потенциала

_1_
R

2Ш при г < го>
Г  ° в (8)

f S I t -) P " ( cos0) ПРИ '•>'•0-
/г=0

2. Рекуррентные формулы. Дифференцируя Ч*1 (р, х) по р
и х, получим два тождества:

(1 -  2р* +  р2) 'F p -  (х -  р) W =  0, (9)
(1 — 2рх +  р2) — p'F =  0. (10)

Запишем левую часть формулы (9) в виде степенного ряда
относительно р, подставив в нее ряд (3) для VF и ряд 4Fp =

=  2  (« +  О Л ц -i (х)р". Коэффициент при рч полученного ряда,О

22 А. Н. Тихонов, А. А, Самарский



в силу (9), равен нулю при всех х:
(п +  1) Рп+1 (х) — х(2п+  1) Рп (х) +  пР„_ , (х) =  0. (11)

Это тождество есть рекуррентная формула, связывающая три 
последовательных полинома. Она позволяет найти последова
тельно все Ря (х) (п>  1), если учесть, что (6) дает

Р 0(дс)=1, Л  (*) =  *•
Так, например, полагая в (11) п — 1, найдем Р2(х) — у(3л:2— 1).

Выведем еще две рекуррентные формулы:
п Р п (х) —  хР'п (х) +  Р'п- 1  (х) =  О,

или
Р'п̂ (х )  =  хР'п(х )- п Р п(х), (12)

Р'п(х) — хР'п-\{х) — nPn-i{x) — Q. (13)
Исключив из (9) и (10) W, получим тождество р^р —

— (х — p)4fx =  0, из которого сразу следует (12), если в левую 
часть этого тождества подставить ряд (3) и приравнять нулю 
коэффициент при prt. Дифференцируя затем (11) по х и исключая 
Р'п- 1 — ХРп — пРп, получим Р'п+ 1 — хР'п — {п +  1) Р „ =  0 или (13) 
после замены п +  1 на п.

3. Уравнение Лежандра. Найдем дифференциальное урав
нение, решением которого является Рп{х). Для этого исключим 
Р п-1 и Р 'п- 1  из (12) и (13). Сначала подставим Р'п- 1 из (12) 
в (13):

Р'п —  хР 'п - I  —  п Р п - I  =  (1 —  X2) Р'п +  П Х Р п —  п Р п - I  —  0 ,

затем продифференцируем полученное тождество по х и еще 
ркз применим формулу ( 12) для Р'п-\-
[(1 -  х2) Р'п]' +  пхР'п +  пРп -  пР 'п =

=  [(1 —  X2) Р'п] +  nxP'n +  tlP n —  (ПХР'п — П2Р п) —  0.

В  результате приходим к уравнению
[ (1 - х 2)Р 'п]' +  п (п+ 1 )Рп  =  0. (14)

Тем самым доказано, что полиномы Лежандра Рп{х) 
являются собственными функциями, соответствующими соб
ственным значениям Я„ =  п (п +  1), следующей задачи:

найти такие* значения Я, для которых на отрезке — 1^ л :^1  
существуют нетривиальные решения уравнения Лежандра

£ [ (1  - * ')- § ]+  > *-О, - 1 < * < 1 ,  (15)



ограниченные при х — ± 1 и удовлетворяющие условию нор
мировки у (  1) =  1.

4. Ортогональность полиномов Лежандра. Уравнение Ле
жандра (15) является частным случаем (при <7 =  0, р = 1 ,  
k ( x ) = l — х2) рассмотренного во Введении уравнения

(k{x)y')' — q(x)y +  lp (x )y  =  0. (16)
Поэтому к нему применима общая теория для уравнения (16). 
Из этой теории следует:

1) полиномы Лежандра разных порядков ортогональны 
между собой:

1
J  Рп (х) Рт  (*) dx — 0 при т Ф п \

-1.

2) второе линейно независимое решение уравнения Лежандра 
при Я =  п ( п +  1) обращается в бесконечность при х — ± 1 как 
In (1 нь х).

Система ортогональных полиномов, как известно, является 
замкнутой1). Поэтому уравнение Лежандра не имеет нетри-

')  Система ортогональных функций {<рп} называется з а м к н у т о й ,  если 
не существует непрерывной функции, не равной тождественно нулю и орто
гональной ко всем функциям данной системы.

Система ортогональных функций {ф „} называется п о л н о й  в проме
жутке (а,Ь), если любую непрерывную функцию можно аппроксимировать 
в среднем с любой степенью точности при помощи линейной комбинации функ
ций {фп}. Иными словами, какого бы ни было е >  0, всегда можно указать 
такую линейную комбинацию функций

Sn — С1Ф1 + ••• Ч" Спфп>
что ь

J  [f М  — S „  (x )]2 dx<e.
а

Для полной системы функций {срп} имеет место соотношение
Ь оо

J  f{x)dx = y i N fn>
а п=\

где fn — коэффициенты Фурье функции f(x)

( f n - j f c j  H D q U S W i).
' а  ‘

Замкнутость есть следствие полноты. Пусть дана некоторая полная си
стема ортогональных функций {<pn (*)}- Допустим, что существует непрерывная 
функция } (х )Ф 0 ,  ортогональная ко всем фп(дс). Тогда в силу полноты



виальных ограниченных решений ни при каком %фп(п-\-  1). 
В самом деле, если бы существовало решение у{х) для К ф  
фп{п-\- 1), то оно было бы ортогонально во всем Р п(х). 
Отсюда, в силу замкнутости системы ортогональных полиномов 
{Р п{х)}, следует, что у(х) == 0. Тем самым доказано, что мы 
нашли все ограниченные нетривиальные решения уравнения Ле
жандра.

5. Норма полиномов Лежандра. Вычислим норму || Р п || поли
номов Р п(х): / I у/,

1 Л ,| |= М  P2n(x)dxj .

Применим рекуррентную формулу (11) дважды: сначала вы
разим из нее (предварительно заменив в ( 11) п +  1 на п) Рп 
через Р „ _  1 и Рп-2, а затем хРп — через Р п+\ и Р п-\- Учитывая 
ортогональность полиномов Р„, Рп-и Рп-2, получим:

1
п

IИ р п IP =  4- J  р п М {(2п -  1 )х Рп-1 (х) -  (п -  1) Рп-2} dx =
-1 I

=  |  (хРп) Я „_, dx =  | ^ |  II P„_ , IP.
-1

Последовательное применение этой формулы дает \\Рп\? — 
=  2̂ п 11 PolP. Подставив сюда || P 0IP=II 1 IP =  2, находим квадрат 
нормы

» Р - Г = 2 ^ г г  и I P J 1 = / S T -  07)

системы функций {<рп} должно иметь место равенство
Ь ОО

J V  (*)<** =  У ] о,
а п=1

так как fn =  0 по предположению. Отсюда следует, что f =  0, что противо
речит сделанному допущению, т. е. система {ф п(*)} является замкнутой.

Полнота и, тем самым, замкнутость системы ортогональных полиномов 
{Р п (л-)} является следствием т е о р е м ы  В е й е р ш т р а с с а  о возможности 
равномерной аппроксимации непрерывной функции при помощи полиномов: 
какова бы ни была непрерывная функция f(x), заданная в промежутке (а, b), 
и каково бы ни было е >  0, существует такой полином Qn(x), что

\ f (x ) - Q n (x)\<e. (Л)

В самом деле, представляя полином Qn(x) в виде линейной комбинации 
ортогональных полиномов {Рп(х)} и пользуясь неравенством (Л ), мы получим 
условие полноты системы ортогональных полиномов.



Таким образом,
1

I-1 Рщ (х) Рп {х) dx =
О, т  ■■■п,

2 п + 1 т = п . (18)

6. Нули полиномов Лежандра. С помощью формулы Родри- 
га (6) можно доказать теорему:

Полином Лежандра Р п (х) имеет п нулей, расположенных на 
интервале — 1< х < 1, а его производная k-го порядка k^Cn, 
имеет п — k нулей внутри интер
вала ( — 1, 1) и не обращается в 
нуль на его концах.

Действительно, функция w —
=  {хг— 1) "  обращается в нуль 
на концах интервала (— 1, 1). Ее 
производная w'(x) обращается в 
нуль при х — 1 п х — — 1 и по 
теореме о нуле производной 
имеет хотя бы один нуль внутри 
интервала (— 1, 1). Вторая про
изводная w " (х) имеет, по край
ней мере, два нуля внутри интер
вала и не обращается в нуль на. его концах (рис. 102). Про
должая рассуждения, приходим к заключению, что п-я произ
водная имеет, по крайней мере, п нулей на интервале 
(— 1, 1) или, точнее, ровно п нулей, так как она есть полином 
п-й степени. Первая часть утверждения доказана. Производная 
Рп(х) по той же теореме должна иметь, по крайней мере, п — 1 
нуль внутри (— 1, 1), но она есть полином (п — 1)-й степени и 
потому имеет ровно п — 1 нуль внутри интервала. Далее за
ключаем, что Р „ (х) имеет п — k нулей внутри интерва-

Рис. 102.

dx*
ла (— 1, 1).

7. Ограниченность полиномов Лежандра. Покажем, что по
линомы Лежандра Р п(х) равномерно ограничены для всех зна
чений аргумента — 1 ^  х ^  1:

I P . W K 1 .
Д ля этого нам понадобится интегральное представление

2я

Рп М  = Ш  J [х +  i\ f  I — х2 sin фГ е?ф. (19)

Выведем формулу (19). Возьмем в (5) в качестве контура Cj 
окружность радиуса ^ = j / l — х2 ( | * | < 1) с центром в точке



z — x. Тогда z =  х +  У 1 — x2ei4>, dz =  iV \  — x2el<td<p, (z — x)n+l —  
n+1 _____

=  (1—x2) 2 e'(n+D4if 22— 1 =  x2— 1 +  (1—x2)e2i<t-\-2xYl—x2ei(e=  
=  V T ^ F e '*  [2x +  V T ^ x 2 (e** -  е~^)] =  2 V T ^ x^ e^  [x +  i X  
x V i - x 2 sin<p]. Подставляя эти выражения в (5), получим (19). 
Если — l s ^ x s ^ l ,  то | х +  i V l  — *2sin ф I ^  1 и из (19) сразу 
следует ограниченность Р п(х).

§ 2. Присоединенные функции Лежандра

1. Присоединенные функции. Рассмотрим следующую за- 
дачу:

найти собственные значения и собственные функции урав
нения

Ы и - *  % ]  +  (*■— T ^ ) l>  =  0’ -><*<>. (!)•
при условии ограниченности

\у(± 1) | <  оо. (2).

Уравнение (1) является частным случаем уравнения (8)„ 
рассмотренного во Введении, при k(x) =  1 — х2, q(x) =  
=  m2/( 1— х2), р =  1, а =  — 1, b =  1. Так как коэффициент
а х ) ^ — х2 обращается в нуль на обоих концах отрезка.
— 1 ^  л: ^  1, то естественное условие ограниченности ставится 
при х — — 1 и х =  1. В  силу леммы 2 Введения решение у(х) 
задачи ( 1) должно при х =  ±1 иметь нули порядка v, где 
v — т/2. Отсюда следует, что решение задачи (1) естественно- 
искать в виде

y(x) =  ( \ - x 2)ml2v(x), о ( ± 1 ) ^ 0 .  (3>

Подставляя (3) в уравнение (1), найдем:

(1 — х2) v"  — 2 (m-\- 1) v' +  [А, — m (m +  l)]u =  0. (4>-
d mzЭто же уравнение получается для производной d m решения

уравнения Лежандра (15) § 1, если его продифференцировать- 
m раз. Нетривиальное ограниченное решение z — P n (x) урав
нения Лежандра существует лишь при X = п(п +__ 1), где п —  це
лое положительное число. Отсюда следует, что



•есть решение уравнения (2), а функция

я*»т) (JC) =  (1 — де®)"*72 (6)

есть собственная функция задачи ( 1), соответствующая собст
венному значению

К  =  п(п+1), п =  1 , 2 , . . .  (7)
Р ^ (х )  называется присоединенной функцией Лежандра т-то по
рядка. Очевидно, что Р {п (х) =  Рп(х), р ТН х )Ф 0  лишь при 
т ^ .п .

2. Норма присоединенных функций. Согласно общей теореме 
на стр. 630 присоединенные функции Р J,m> образуют ортогональ
ную систему. Вычислим норму ||Рпт>|| присоединенных функций. 
Попутно будет доказана их ортогональность. Умножим уравне
ние (4) на (1 — х2) т  и учтем (5). После замены т 1 на m 
получим:
d

dx
Введем обозначение

1

[(1 _ Х 2 Г  j = _ [к _ т {т _ 1 } ]  ( j  _  < ( 8 )

Ln. к = J Р (пт )(х) РТ^Х) dx=  J  (1 - X^ n ^ P n _ ^ _ dX.
-1 -1

Интегрирование по частям дает:
1

т ___ dm P k d mP п/1 Г dm d Р/< 2\ dmP n

dxm~ l dxm 11 Х )  dxm~' X )  dxm
r m■Ln.k dx.

Подстановка обращается в нуль, а подынтегральный член, 
в  силу (8) и (7), преобразуется к виду

C lk =  [n (n+  \ ) - т { т - \ ) ] С Г ь '= { п  +  т ) { п - т +  1 )0 ’*
И з  этой рекуррентной формулы следует
■Ln, к =  (п + т.) (п + т  — 1) ... (п + 1) п ... (п — т  + 1) L°!, к =

__  (га +  т)\  га! .о __  (га +  т)1 , (0)
га! (га -  т)\ Ьп- к ~  (п -  т)\ Ln ' *'

Выражение для L°n,k дается формулой (18) § 1, так как Р (п = Р п. 
В  результате получаем:



т. е. присоединенные функции ортогональны между собой и
квадрат нормы присоединенной функции Р„т> равен

ц п (ш)||2 _  2 (п  +  т)\ п г л
11 "  11 2п +  1 (п - т ) \  ' '

3. Замкнутость системы присоединенных функций. Докажем, 
что система присоединенных функций (P^m)(*)} полностью ис
черпывает все ограниченные решения уравнения ( 1).

В самом деле, при к = п(п + 1) решение, линейно независи- 
мое с Р^ (х ),  обращается в бесконечность при лс =  ± 1. 
Ограниченное же решение при Хфп(п-\- 1) должно быть орто
гонально ко всем Р (п ] (х).

Для того чтобы убедиться, что не существует ограниченных 
решений уравнения ( 1), отличных от Р т̂ ) (х), достаточно уста
новить, что система присоединенных функций {Р«т ) (х)} замкну
та, т. е. что не существует никакой непрерывной функции, не 
равной тождественно нулю, которая была бы ортогональна ко 
всем функциям системы.

Л е м м а .  Любая функция f(x), непрерывная на отрезке 
[— 1, 1] и обращающаяся в нуль на его концах при х =  1 и 
х — — 1, может быть равномерно аппроксимирована с любой 
степенью точности линейной комбинацией из присоединенных 
функций любого порядка т .

Заметим, прежде всего, что производные полиномов Ле- йт
жандра -j^rPn(x) являются полиномами степени п — т .  По
скольку любой полином по степеням х может быть представлен 
в виде линейной комбинации этих полиномов, то, в силу тео
ремы Вейерштрасса, любая функция f(x ), непрерывная на от
резке [— 1, 1], может быть равномерно аппроксимирована с лю 
бой степенью точности при помощи линейной комбинации
£ rP n ix ) :

f М —
п=т

< е, если п0 > N (е).

Умножая это неравенство на (1 — х2)т12, получаем, что

< 8, если n0> N (e),
где

fl (x) =  f(x )( 1 - х Т 12, (П>
т. е. любая функция f(x), представленная в виде ( 11), где 
J(x )  — функция, непрерывная на отрезке [— 1, 1], может быть



равномерно аппроксимирована с любой степенью точности ли
нейной комбинацией присоединенных функций.

Будем говорить, что функция fi(x) принадлежит классу Н и 
если она непрерывна на отрезке [— 1, 1] и тождественно равна 
нулю в малых окрестностях точек х — — 1 и х = 1.

Так как для каждой функции fi(x) класса Hi функция

является непрерывной на [— 1, 1], то тем самым лемма доказана 
для функций класса Ни

Рассмотрим некоторую функцию f(x ), непрерывную на от
резке [— 1, 1], обращающуюся в нуль на концах. Очевидно, что 
эту функцию можно равномерно аппроксимировать при помо
щи функции fi(x) из класса Hi с точностью до е/2:

Аппроксимируя fi(x) линейной комбинацией из присоединен
ных функций с точностью до е/2,

которое и доказывает лемму.
С помощью этой леммы легко доказывается полнота системы 

присоединенных функций, а тем самым и ее замкнутость.
Напомним, что система функций {фп (л:)} называется пол

ной на некотором отрезке [а, Ь], если любую функцию F (x ), не
прерывную на [а, Ь\, можно аппроксимировать в среднем с лю
бой степенью точности при помощи линейной комбинации этих 
•функций

\ f (x )- h  {х )\ < \ .

получаем неравенство

IfW —S.WI <8>

b 2

а
Очевидно, что всякую функцию, непрерывную на отрезке
1— 1, 1], можно аппроксимировать в среднем с любой степенью 
точности при помощи функции f (x ) t непрерывной на [— 1, 1] и



обращающейся в нуль при х =  ± Ь
1

J  [F  (х) — f (x)f dx <  е'.
-i

Беря линейную комбинацию присоединенных функций, рав
номерно аппроксимирующих функцию f(x)

| f(x) — 2 , (х) | <  г",
и пользуясь неравенством

(а +  6)2< 2 (а2+ 62),
получим:

1 1 I
J  [F  (х ) — J ]  ]* dx <  2 J  [F (x)—f (х)]2 dx +  2 J  [f (x) — Y ] *  d x < *  

-l -l -l 
(если 2e' +  4 (e")2 ̂  e),

что доказывает полноту, а тем самым и замкнутость системы, 
присоединенных функций.

§ 3. Гармонические полиномы и сферические функции

1. Гармонические полиномы. Гармоническим полиномом на
зывается однородный полином, удовлетворяющий уравнению* 
Лапласа

^И == U-xx “Ь Чуу Uzz =  0. (1) ’
Нетрудно убедиться, что первые два однородных гармони

ческих полинома имеют вид
Ui (х, у, z) =  Ax-\- By  +  Cz,
и2 (х, у, z) — Ах2 +  By2 — (А +  В) z2 +  Сху -f Dxz +  Eyz,

где А, В, С — произвольные коэффициенты.
Определим число линейно-независимых однородных гармо

нических полиномов степени п
ип=  2  ^ p , q , r X P y qZ r . (2)

p + q + r— n

Целая однородная функция степени п имеет (я  +  1) {п +  2)/2' 
коэффициентов. Действительно, правую часть равенства (2) 
можно представить в виде 
a0,o,nZn +  (auo,n- lx +  aQ, Un-ly )z n- i . . .  +

Ч- К - ь о л * ' 1' " 1 +  an-2,i,ixn-2y +  . . .  +  a0,n-Uiyn-1)z  +
+  (ая, о, оХп +  a „_ it 1, ъХп~'у +  . . .  -f а 0, 0Уп) Л-



При zn имеется один коэффициент, при 2n_1 — два, . . . ,  при г 
имеем п коэффициентов, а при 2° число коэффициентов равняет
с я  (п +  1), так что общее число коэффициентов равно

1 + 2 +  . . .  + п  +  (/ г + 1 )=  <Я + 1У Я+ 3 - . (3)

Уравнение (1) налагает на коэффициенты п {п — 1)/2 линей
ных однородных соотношений, так как А«„ — однородная функ
ция степени п — 2. Таким образом, полином должен иметь не

(rt + 1) (я + 2)
;менее чем 1— !— -------------- 1— ^ — =  2ti-\-\ независимых коэф
фициентов. Если бы указанные ( п — 1) /г/2 соотношения оказа
лись линейно-зависимыми, то число независимых коэффициен
тов было бы больше 2п +  1.

Покажем, что только 2п +  1 коэффициентов линейно незави
симы. Коэффициенты a P, q, r однородного полинома можно пред
ставить в виде

а  = ___!______ _______.
р' ч‘ r р\ q\ rl д х р д у ч дг

Если ип — гармонический полином, то ap>q, r при г ^ 2  можно 
выразить через коэффициенты а р>д,о и а Р, q, ь число которых 
в точности равно 2п +  1.

Действительно,
= _ _ ! _______ёГ ! ___ =

p , q , r  p\q\r\ д х р д у ч дгт~2 [  д г 2 J
__ 1________д п~2 Г__ д 2ип __ д 2ип __

р\ q\ rl дхр д уч д г т~2 [  дх2 д у 2

== Pl®p+2. q,  г —2 ”1“ Рг®р, q + 2, г —2'

Поступая аналогично с коэффициентами а Р+2, q, г-2  и аР, q+г, г-2, 
мы в конце концов выразим а Р, г через коэффициенты типа 
«р, д, о (р +  q =  п) и а Р, ,, 1 (p +  q + 1 — п).  Число коэффи
циентов вида а Р, д,о равно (п + 1), а a P, q, r равно п. Таким об
разом, общее число линейно-независимых коэффициентов, а 
следовательно, и независимых гармонических полиномов п-й 
степени в точности равно 2п +  1-

Однородные гармонические полиномы называются ш а р о 
в ы м и  ф у н к ц и я м и .

2. Сферические функции. Сферические функции проще всего 
могут быть введены при решении уравнения Л апласа для ша
ровой области методом разделения переменных.

Будем искать решение уравнения Лапласа в переменных 
(г, 0, ф)
а .. 1 д  / ..о ди \ | 1 д ( п д и \  , 1 д 2и п ч

г2 Иг V д г )  г2 sin 0 <Э0 l Sln <Э0 j г2 sin2 0 3q>2 — ’ ^



полагая
и {г, 0, <р) =  R(r) У (0, ф).

Для определения R (г) получаем уравнение Эйлера
r2R" +  2rR' — XR =  0, ’ (4)

а для определения К(0, ф) — уравнение

4 » ^  +  ^ = т е т ж ( 5' " е ж )  +  ш п г 1 ?  +  1 , ' “ 0 <5>

с дополнительным условием ограниченности функции Y на всей 
сфере.

В частности, функция У(0, ф) удовлетворяет условиям 

F (0, ф +  2зх)= Y (0, ф),
I Y ( 0 , ф) | <  о о , | Y ( я ,  ф) | <  о о .

Ограниченные решения уравнения (5), обладающие непрерыв
ными до 2-го порядка производными, называются с ф е р и ч е 
с к и м и  ф у н к ц и я м и .

Решение задачи для F(0, ф) ищем также методом разделе
ния переменных, полагая

Y (0 .  ф) =  0 ( 0 ) Ф ( ф ) .

Функция Ф(ф) удовлетворяет уравнению
ф "  +  ц ф  =  О

и условию периодичности

Ф (ф +  2я) =  Ф (ф).

Задача для Ф(ф) имеет решение лишь при целом ц =  т2 и 
линейно-независимыми решениями являются функции c o s /Пф к 
sin Отф. Функция 0 (0 )  определяется из уравнения

-^ -s -Ж ( s in 9 - ж )  +  (я . ----- г4 д - )0  =  Оsin 0 dO \ d6 J 1 \ sin2 0 j

и условий ограниченности при 0 =  0 и 0 =  п.
Вводя переменную

t  =  COS0

и обозначая X{t) |f=cose = X(cos 0) = 0 (0 ) ,  получим дл я  X{t) 
уравнение присоединенных функций

(5')



Уравнение (6), как мы уже видели в § 2, допускает ограничен
ные решения лишь при К =  п(п - f  1)

X (0 U o s  0 =  №  (0 U o s  9 =  Рпт) (COS 0) =  0  (0), 

где т  ^  п.
Выпишем полученную систему сферических функций /г-го по

рядка. Условимся приписывать отрицательный верхний индекс 
тем функциям, которые содержат cosAcp, и положительный — 
тем функциям, которые содержат sin йф. Тогда будем иметь:

т  =  0 ^ 0>(0, ф) =  Pn (cos0),
т — 1 F(„_I)(0, ф) =  /)!г1,(соз0)созф, (0, ф) =  Р!') (cos0 )s in ф,

(7)
tn—k Y{n &>(0, ф)=Рге)(сО3 0)СО8^ф, Yn\d, ф)=Р^> (COS 0) sin ^ф 

( k =  1, 2, . . п).

Число различных сферических функций п-го порядка 7 т̂) равно 
2п +  1. Линейная комбинация этих 2п +  1 сферических функ
ций (7)

П

Yn (0. ф) =  2  (Апт cos /Пф +  Впт sin АПф) p j r ’ (cos 0) (7*)
т =О

ИЛИ

^«(0, ф )=  2  CmnYT'iB, ф),т^ —п
где

( Ллт при т  <  О, 
тп ~  \ Впт при т  >  О

является также сферической функцией и называется сфериче
ской гармоникой.

Функции У[п =  Рп (cos 0) не зависят от ф и называются з о- 
н а л ь н ы м и .  Так как P n (t) в силу леммы § 1, п. 6 имеет ров
но п нулей внутри промежутка (—1, + 1 ) ,  то сфера разделяется 
на ( r t + 1 )  широтных зон, внутри которых зональная функция 
сохраняет знак.

Рассмотрим поведение функции

Y{*k) — sinft 0 [ Рп (/)! f
L dt - t=COS 0 I

sin kq>,
f=cos 0 I COS &ф

на сфере. Так как sin 0 обращается в нуль на полюсах, s iп /гср
АН 
dtkили соэАф обращаются в нуль на 2k меридианах, а -~ ^ Р ц (0



в силу той же леммы — на (п — k) широтах, то вся сфера раз
бивается на клетки, в которых Y ^ k) сохраняет постоянный знак 
(рис. 103). Функции У(гА) (при k >  0) называются т е с с е -  
р а л ь н ы м и .

Вернемся теперь к отысканию функции R. Будем искать 
функцию R{r) в виде

R — га.

Подставляя искомую форму решения в уравнение (4), получим
характеристическое уравнение для 
определения а:

а  (ст +  1) — п (п - f  1) =  0,

откуда находим два значения о;
а =  п и cr= — (n-f-1).

Следовательно, частными решения
ми уравнения Лапласа являются 
функции

/■"Уп* (0, ф ) , (7')

Рис. ЮЗ. г-<п+|)у£ ) (е, ф), (7")

первая из которых, очевидно, соответствует решению внутрен
них задач, а вторая — внешних задач (см. § 4, п. 1).

Покажем, что найденные решения уравнения Лапласа яв
ляются однородными полиномами п-й степени. Общий член, на
пример, в формуле (7') можно записать так:

v — rn sin4 0 cos 6ф cos'1-*-2'7 0,

где q изменяется от 0 до (п — k) /2. Функцию v можно предста
вить в виде произведения трех полиномов!

V — Ui • и 2 ■ и 3,
где

«! =  r k sin* 0 cos 6ф =  Re [г sin Qeiv]k — Re [(x - f  itj)k], 
u2 — rn- k~2<i cos"-*-2? 0 =  zn~k- 2ti, 
u3 =  r2c< =  (x2 +  i f  +  z2)q.

Отсюда ясно, что функция rnyW(0, ф) есть однородный гармо
нический полином степени k -f- ti — k — 2q -j- 2q =  n.

Очевидно, что сферические функции являются значениями 
шаровых функций (7') и (7") на сфере радиуса единица.



3. Ортогональность системы сферических функций. Докажем, 
что сферические функции, соответствующие различным значе
ниям X, ортогональны на поверхности сферы 2 -  Пусть Y\ и У2 
удовлетворяют уравнениям

Ае>фУ,+А,1У1= 0 ;  Де.фГ2 +  Я2У2 =  0, (5)
где

. _ _ 1 ____д _ (  . Q д \ , 1 д 2
01 sin 9 д в  \Sln  3 0 /  sin2 0 дф2

Нетрудно видеть, что имеет место формула

(dQ — sin 0 dQ d(p),

легко получаемая интегрированием по частям.
На поверхности сферы

д и  \ д и  1 Г д  , л „ s <Ир 1
gradB= a o  в̂ +  ТПГё-ЩН' divA =  in r 0 [ w ( sinMo -I ^ J ’

так  что
Дв,<рм — div grad  и 

и формулу (8) можно записать в виде

J  | У2 ДУ, dQ. — — J  | g rad  • g rad  У2 • dQ.

Меняя местами в формуле (8) функции Yi и У2 и вычитая по
лученную формулу из формулы (8), будем иметь:

/ - J J  {У2Ь 0. / i  -  г л .  Ф^2} d a  =  0. (9)

Формулы (8) и (9) являются формулами Грина для оператора 
сферических функций.

Из формулы (9) легко следует ортогональность функций У1 
и У2. В самом деле, пользуясь уравнениями (5), получим из 
формулы (9)

/ =  (*2- Л , )  J  | У,У2 <Ш =  0, 

откуда при =?£ Л2 
J  J  У!У2йа =  о
X



или
2л я

J  J  ^ ( 0 ,  ф)К2 (б. ф) sin 0 dQ dq> =  0.
о о

Тем самым доказана ортогональность сферических функций, со
ответствующих разным X.

Выше мы получили для % =  п(п 1) систему 2п +  1 сфе
рических функций п-го порядка. Докажем, что и эти сфериче
ские функции ортогональны между собой на сфере.

Пусть Y{n ' ] и Y{n !> —  две сферические функции. Интегрируя их 
произведение и пользуясь формулой (9) § 2, получим:

2П Я

J  J  Y{n [)Y{n !) dQ =  f J  Y(n l) (0, ф) Y{n 2) (0, ф) sin 0 dQ dy =
2  0 0

2я  Я

—  J  cos ^ф cos й2Ф J  P(n [) (cos 0) Рпг) (cos 0) sin 0 dQ —

2л + 1

=  J  cos &,ф cos 62ф dy | P̂n (0 Рпг) (i) dt =
0 -1

0 при kx Ф  k2,
2я  (rt +  k)\ , , , , л

=  < 2n +  [- ( n - k ) \  ПР И =  =
22я 2 n +  1 при kl = k 2 =  0,

(S')

т. e. сферические функции, определяемые формулой (7), обра
зуют ортогональную систему в области 0 ^  0 ^  я, 0 ^  ф ^  2я  
и имеют квадрат нормы, равный

2Я JX
I У̂п Г = J  J  (0, ф)]2 sin 0 dQ d(f ■■

о о 2 п +  1
2 (п +  k)\яе* -(n -k )l ’ (8")

где е0 =  2, ek =  1 при k >  0.
Предполагая возможность разложения произвольной функ

ции /(0, ф) в ряд по сферическим функциям (возможность т а 
кого разложения для дважды непрерывно дифференцируемой 
функции будет подробно обоснована ниже, п. 5), допускающий 
почленное интегрирование, получим

оо п

/ (0, ф) =  2  2  {Лпт cos т ф +  Впт Sin Шф) Р ^  (COS 0),„=0 т=0



где Апт и Д 
лами

пт -коэффициенты Фурье, определяемые форму-

2л я

(* J  / (0> ф) Р (cos 0) cos ntф sin 0 dQ d<p

Anm
о о

Am) 112

2п я

J  J  I (0, ф) (cos 0) sin mq> sin 0 dQ dq>

Bn о о

(9)

I y(m) 112 __ 2 яет  (n + m) I _ f  2  ПРИ
I ' »  II 2n+\ (n — ni)l ’ \ 1 при

m =  0, 
m >  0.

Общее решение уравнения Лапласа можно представить 
в виде

и ( г ,  0 , ф ) =  2 ]  ( - J )  М 0 .  Ф)
п= 0

для внутренней краевой задачи или
\п +1

и(г, 0, Ф ) =  S ( t *) Г« ( 0 ’ (Р)
«!=0

для внешней краевой задачи, где 
00

^«(0. ф) =  2  fanm cos тф +  P„m sin тф} PJT’ (cos 0)
т —О

— сферическая гармоника.
4. Полнота системы сферических функций. Докажем полноту 

системы сферических функций, определяемых формулой (7). 
Докажем сперва, что любая функция f(0, ф), имеющая непре
рывные вторые производные, может быть равномерно аппро
ксимирована некоторым полиномом из сферических функций. 

Рассмотрим разложение такой функции в ряд Фурье 
00

/ (0, ф) == 2  И т  (0) cos тф  +  Вт  (0) sin тф].
т=О

Используя ограниченность второй производной, легко оценить 
коэффициенты Ат  и Вт  этого разложения

М м



Отсюда следует, что для остаточного члена ряда Фурье имеет 
место равномерная оценка

т 0

/ — ^  [Лт  (0) cos тф  +  Вт  (0) sin тф]
т=0

=  \Rn < 2 М

( 10)
где е' >  0 — любое наперед заданное число.

На основании п. 3 § 2 коэффициенты Фурье Лт (0) и Bm(Q), 
являющиеся непрерывными функциями 0, обращающимися в 
нуль при 0, равном 0 и я, могут быть равномерно аппроксими
рованы линейными комбинациями присоединенных функций 
т-го порядка

Ат  ( 0 ) ~ 2 a ftHm)(cos0)
k=0
п

k=0

<

< 2 m0 + 1 ( 11)

Тогда из неравенств (10) и (11) будет следовать:
т,

+  bkP*т) (cos 0) sin тф] | < 2e', (12)

что и доказывает возможность равномерной аппроксимации лю
бой дважды дифференцируемой функции / (0, ф) полиномом из 
сферических функций. Отсюда следует, что и любую непрерыв
ную функцию можно равномерно аппроксимировать полиномом 
сферических функций, что и доказывает полноту системы функ
ций, определяемых формулой (7). Из полноты этой системы сле
дует ее замкнутость.

Таким образом, доказано, что уравнение сферических функ
ций не имеет ограниченных решений при К ф п(п-\-1) и что вся
кая  сферическая функция п-го порядка (при X = п(п + 1)) 
представима формулой (7*).

5. Разложение по сферическим функциям. Сферические функ
ции являются собственными функциями уравнения

1
sin 0 50 (s i n 6 4 r )

1 д*и
s in 2F ^  +  A w = = 0  ИЛИ Л 9- Ч>М +  Хи  =  0  ^

0 ^  я)  при дополна поверхности сферы 2  (0 ^  ф ^  2я, 0 
нительных условиях ограниченности.

Д ля обоснования разложимости произвольной дважды не
прерывно дифференцируемой функции / ( 0 ,  ф )  в ряд по сфери-



ческим функциям перейдем к соответствующему интегральному 
уравнению. С этой целью построим функцию источника урав
нения

а 1 3  п д и  \ , 1 д 2и п , ,  лч
д е, ф«— sin0 де \sin 0 а 9 ) +  sin20 д(р2 — 0, (14)

удовлетворяющую условию ограниченности решения при 0 = 0, тс. 
Как было отмечено выше

^е, <ри =  (div grad м)0, ф (15)

на поверхности сферы. Уравнение (14) можно рассматривать 
как уравнение стационарного распределения температуры или 
стационарного электрического тока на поверхности сферы.

С этой точки зрения понятно, что невозможно построить ре
шение однородного уравнения

Лв.ф«  =  0 (16)
с особенностью в одной только точке, так как для возмож
ности существования стационарной температуры необходимо, 
чтобы сумма источников и стоков равнялась нулю.

Введем обобщенную функцию источника, которая в нашем 
случае должна быть решением уравнения

Де>(рц =  <7 (q =  1/4я), (17)
регулярным всюду, кроме полюса 0 — 0, где она должна иметь 
логарифмическую особенность. Правая часть уравнения (17) 
означает плотность отрицательных источников (стоков) тепла, 
равномерно распределенных по поверхности сферы так, что

J J * A T - 1 .  (18)
s

Предполагая, что искомая функция источника и является функ
цией только одного переменного 0, получаем для нее обыкно
венное дифференциальное уравнение, решая которое найдем:

и — — ^ In sin 0 +  с In t g - j .  (19)

Требуя, чтобы и имело особенность только при 0 =  0, полу
чаем:

с — q
и

и — — 2q In sin ~  —  q In 2 .

Так к ак  Ui =  const является решением однородного уравнения, 
то функция источника G определена с точностью до произвольной



постоянной. Поэтому мы можем написать:

G==“ i ln s in T -  (20>

Если источник находится в некоторой точке М0, то функция 
источника имеет вид

G(M, М0) =  — ^ l n s i n ^ ,  (21)

где уММо— угловое расстояние между точками АТ0(9о,фо) и 
М (0, ф) 1).

Перейдем теперь к решению неоднородного уравнения

Д 0-ф“  =  ' s i n e ' ~д0 ( s i n  0 Ж ) sin2 0 "dip2- —  — ^ ( 0 > ф)- ( 22 )

Это уравнение может иметь регулярное всюду на 2  решение 
только при выполнении условия

JJ/rrfCT =  0, (23)

выражающего, что сумма источников и стоков должна быть 
равна нулю. Его легко получить из формул Грина для опе
ратора А0, ф, установленных в п. 3.

Покажем, что всякое решение уравнения (22), удовлетво
ряющее условию (23), представимо в виде

и(М) =  J  J  G (М, P)F{P)daP +  A,
2

где А — некоторая постоянная, a G (М, Р) — функция источника, 
определяемая формулой (21). Пусть М — некоторая фиксиро
ванная точка сферы, в которую мы помещаем северный полюс 
(0 =  0), а — диаметрально противоположная ей точка. Точки 
М и Mi являются особыми точками уравнения (22). Поэтому 
построим на И в этих точках малые кружки К,¥ и /Се1' и рас
смотрим интеграл

/ =  J J  («AG — G ku)do.

*) Угол у  определяется из формулы
cos y  =  cos 0 cos 0О +  sin 0 sin0o cos (<p — фо).



Подставляя в правую часть выражения для Ди и ДG, имеем:
2Я Л—§,

/  =  i  J  [u w ( sin0- | f ) - Gw ( sin0l r ) ] d0^  +
Л—8 2л

+ / - Ш $  [ и <?Ф2

О 8

дф2

Учитывая, что в квадратных скобках стоят точные производ
ные от выражений

sin G [и dG п  ди 
<Э0 ~  °  ~Ш

dG ^  ди ,2л п
и и~ д ^ ~ °  ~д  ̂=  и’ пРичем о С =  О*

получаем после интегрирования
2л

/ = J  [sin §(и д0
о

Д алее , замечая, что

ае

дд

будем иметь:
2я

/ 1 Г Г • 0 0 . 0  1 я - е  .
/  =  1 г )  LSin Y ' cos Y ctS Y • u\e

2я

sin 0 In s in -J  J dcpl
2л =  /, +  /2.

Отсюда видно, что 

Следовательно,

l im / ,=  «(Af) и lim /2 =  0.
е -» 0  е->0

где

и (М )=  J  J  G (М, Р) F (Р) doP +  А, 
s

А =  J  J  и da — постоянная.

(24)

Решение нашей задачи определено с точностью до аддитивной 
постоянной. То решение, для которого J  J  и do—Q, определяется



формулой
и (АО =  J  | G (М, Р) F (Р) da р.

Применяя (24) к уравнению сферических функций Д0, фы =  
=  —Ки, заключаем:

сферические функции, определяемые формулой (7 ) , пред
ставляют совокупность всех линейно-независимых собственных 
функций интегрального уравнения

и (М) =  k J  J  G(M, Р) и (Р) daP

с симметрическим ядром G(M, Р), определяемым формулой (21).
К этому уравнению применима общая теория интегральных 

уравнений с симметрическим ядром. Отсюда следует, что про
извольная дважды  дифференцируемая функция f(6, ф) может 
быть разложена в равномерно и абсолютно сходящийся ряд по 
сферическим функциям

ОО

Не, Ф) =  2 к „ ( е ,  ф) =л=0
оо оо

=  2  2  (Anm cos тф +  Впт sin тф) Р̂ т) (cos 0), (25)
п= 0 т=О

где
п

Yn(Q, ф )=  2  (ЛптСОЭтф +  Bnm Sinm ^P^ {cos 0), (26)
т =О

Апт и Впт — коэффициенты Фурье.

§ 4. Некоторые примеры применения сферических функций
Рассмотрим несколько типичных задач математической фи

зики, требующих применения сферических функций.
Напомним, что общее решение уравнений Лапласа в сфери

ческой системе координат (г, 0, ф) имеет вид
оо

и (г, 0, ф) =  ^  (а пгп +  Yn (0, ф),

где Уп(0, ф) — сферическая гармоника, т. е. линейная комбина
ция всех 2п +  1 сферических функций. Если решение ищется 
в области г <  а (внутренняя задача), то Вп =  0, для задачи 
в области г >  а (внешней задачи) следует положить А п = 0 и, 
наконец, в случае области а <  г <Ь , не содержащей ни г = О, 
ни г =  оо, в решение, вообще говоря, входят слагаемые с гп и 
1/гп+\



1. Задача Дирихле для сферы. Пусть дана сфера радиуса а. 
Поместим в центр этой сферы начало сферической системы ко
ординат (г, 0, ф) и рассмотрим две задачи Дирихле:

Ди =  0 при г <  а, м |г==а =  / (0, ф) (внутренняя задача), (1)
Дм =  0 при г > а ,  и |г_ а == / (0, ф) (внешняя задача), (Г)

где / =  /(0 ,ф) — заданная функция на поверхности сферы. Р аз
ложим /(0, ф) в ряд по сферическим функциям:

/(0, ф) =  11 M e ,  ф),п=0
п

F„(0, ф)= 2  {Aim COS Шф +  Впт S in  /Пф} Р(пт> (COS 0),m=0
где А пт и ВПт  вычисляются по формулам (9) § 3.

Решение внутренней задачи ищем в виде
оо

и(г, 0, Ф ) - 2 ( - £ )  Ул(0, ф) При г < а .
п=0

Пользуясь граничным условием при г =  а и учитывая разложе
ние для /(0, ф), находим

М 0 .  ф) =  ^ ( 6 .  ф).
Аналогично находим решение внешней задачи (2): 

и (г,  е ,  Ф ) - 2 ф  ф) ПР И г >  а.
ЯяО

2. Проводящая сфера в поле точечного заряда. Найдем элек
тростатическое поле точечного заряда е в точке Р в присутствии 
идеально проводящей сферы радиуса а. Будем предполагать, 
что сфера заземлена, т. е. ее потенциал равен нулю. Поместим 
начало сферической системы координат (г, 0, ф) в центр О сфе
ры, а полярную ось (0 =  0) проведем через точку Р\ ОР =  
=  Го >  а.

Электростатическое поле Е =  —grad и. Потенциал и =  
=  и(М ), {М =  М (г, 0, ф)) удовлетворяет уравнению Лапласа 
всюду вне сферы, кроме точки М — Р, в которой имеет особен
ность вида e/RMp =  «о, где «о — потенциал заряда е в неогра
ниченном пространстве (в отсутствии сферы). На поверхности 
сферы потенциал ц 1^0 = 0. Решение задачи естественно искать 
в виде

=  +  К =  КМр =  V r l  +  г2 -  2rr0cos 0 ,



где v есть решение внешней задачи Дирихле 
До =  0 при г >  а,

В данном случае / из (1) имеет вид /(0) =

(2)

. Восполь
зуемся разложением 1/7? 
в ряд при г <  г0 (см. § 1, 
п. 1)

п =О

при г <  г0. (3)

Решение внешней задачи 
Дирихле (2) ищется в виде

п =О

Из (2) и (3) находим У„ =  — еа% -(п+1)Р„(cos0). Таким образом, 
потенциал ы =  и(г, 0) найден:

оо

и =  и{г, 0) =  j -  — е ^  »+г7,—  (cos 0).

3. Поляризация шара в однородном поле. Пусть в электро
статическое поле в однородной изотропной среде с диэлектри
ческой постоянной ei помещен шар радиуса а из диэлектрика с 
постоянной Е2 (рис. 104). Будем искать потенциал создавшегося 
поля в виде суммы

Wi =  m0 +  wi вне шара, 
u2 — u0 -\-v2 внутри шара,

где щ — потенциал невозмущенного (в отсутствии диэлектри
ческого шара) поля, а у — возмущение, вызываемое помещен
ным в поле шаром. Потенциал и удовлетворяет уравнению

Ди =  0

и =

при дополнительных условиях



где S  — граница шара, Ui и и2 — значения функции и вне и 
внутри шара. Отсюда следует, что потенциал v будет опреде
ляться условиями

Ди =  О, 
vl — v2 на S,

дп на S,

(4)

(4'>1 дп

так как для функции и0 имеем:
Д и 0 == О,

(Ho)l =  (ыо)2 На

В правой части равенства (4') стоит известная функция 0 и <р, 
которую мы разложим по сферическим функциям:

див
дп

Полагая
О

л=О л=0
и пользуясь граничными условиями (4) и (4'), получаем:

Yn =  Ya

п-О

откуда

п— 1.
z лтк а  \ а j  п=о

Г (e i — е2) а 
п е, (п +  1) +  е2п -

-------(ei — ва) 2«*=0

(4")

Рассмотрим теперь частный случай. Шар помещен в одно
родном параллельном внешнем поле Е0, направленном вдоль 
оси г. Потенциал этого поля равен



Формула (4") дает:

Yn =  0 при п ф  1,

Д л я  потенциала возмущенного поля имеем:

ы, =  — E0z [ l  +  ^  + 8Д ( у ) 3] вне шара (г > а),

внутри шара ( г < а ) ,

откуда следует, что
8i — е2 2 а3 

28[ +  е2 л3

Е2
ди.2_______3etь'иг _ дс! р
dz 2ei +  е2 °’

т. е. поле внутри шара параллельно и однородно.
Если ег >  si, то эквипотенциальные поверхности, оставаясь 

плоскостями, перпендикулярными к направлению поля, будут 
расположены реже, чем в невозмущенном поле. Силовые линии, 
являющиеся ортогональными траекториями эквипотенциальных 
поверхностей, будут втягиваться в шар с большей диэлектриче
ской постоянной. В случае ei >  ег картина будет обратной.

Этим же методом можно получить решение задачи о поля
ризации шара в присутствии точечного источника, если восполь
зоваться разложением 1 /R по сферическим функциям (см. § 1).

Следует отметить, что аналогичные задачи встречаются при 
изучении магнитных и термических полей, а также поля стацио
нарного электрического тока при наличии сферического вклю
чения, физические характеристики которого отличны от харак
теристик среды. Для термической задачи в граничное условие 
(3) вместо ei и ег будут входить коэффициенты теплопровод
ности ki и 62, для магнитной задачи — магнитные проницаемости 
Hi и Ц2, а для последней задачи — проводимости A-i и

4. Собственные колебания сферы. Рассмотрим задачу о соб
ственных колебаниях сферы радиуса г0 с нулевыми граничными 
условиями первого рода. Эта задача сводится к отысканию соб
ственных значений и собственных функций уравнения

Aw +  Kv =  0 
с граничным условием на поверхности сферы

а =  0.

(5)



Помещая начало сферической системы координат в центр сфе
ры, перепишем уравнение (5) в виде

где
■ W W  (’'% ■ ) + - k b -  'О- (5')

а  * d / . Q до \ . 1 d! v
Ae.<pu —  sine ж  \S ln  Ж  j "** sin2 0 H q f "

Решение будем искать методом разделения переменных, пола
гая

v(r, 0, Ф) =  /г(г)У(0, ф). (6')
После подстановки этого выражения в уравнение (5) получим: 

d _ (  г dR \
dr Г  dr ) „ Де, фК

-------- - j ------- 1  +  Я г 2 +  - ^ -  =  0 ,  ( 7 )

откуда следует:
Д9, фГ +  |х}' =  0, (8)

о»
Решая уравнение (8) при естественных условиях ограничен
ности в полюсах сферы

т * = о .п < ° °  (ю)

и условии периодичности по ф: К(0, ф +  2л) =  К(0, ф ) ,  полу
чаем собственные значения

(х =  п(/г+1),  (11)

каж дому из которых соответствует 2п -\- 1 сферическая функ
ция:

У!»О)( 0 .  <Р) =  Р п ( C O S0),

У{п П ( 0 ,  ф) =  Р{п (C0s 0 )  COS /ф, ( 1 2 )

Y\P (0, q>) =  PiJ ) (cos Q) sin jq> (/ =  1, 2, n).

Обратимся теперь к уравнению (9). Учитывая равенство (11), 
граничные условия при г =  г0 и естественное условие ограни
ченности при г =  0, получаем для функции R (r) следующую 
задачу на собственные значения:

(г21 г )  +  (Я -  Я(",£—  ) ^ - ° »  О')
Р ( г 0) =  0, (13)

I/г (0)1 < 0 0 .  (14)



С помощью подстановки
1?(г) =  -ф г  (15)

г г

это уравнение приводится к уравнению Бесселя порядка 
(я  +  ’/г):

У/, +  7-У/ +  [ я . - ' (" ^ ] у  =  0. (16)

общее решение которого имеет вид (см. Дополнение II, ч. I, 
§ 1)

у (г) =  А1п+чг (V ^ r)  +  BNn+ч, iV ^ r). (17)
Из условия ограниченности (14) следует, что

В =  0.
Граничное условие (13) дает:

п+ч, ( У  кг о)=  0-
Так как  мы ищем нетривиальные решения уравнения, то 
А ф 0 и, следовательно,

/„+./, (У я г 0) =  0.

Обозначив v[n\ v[n\ . . . ,  корни трансцендентного уравнения

/„+./, (v) =  0, (18)
находим собственные значения

’ v<">\2
=  • (19)

Каждому собственному значению Хт ,п соответствует 2п +  1 
собственная функция. Введем обозначение

'М * )  =  У Г£  /»+■/,(*)• (20)

Тогда собственные функции уравнения (5) при граничном усло
вии (6) можно представить в виде

v(n) \
On. т, 1 {Г, G. ф) =  Ф» r j  Y\P (0, ф)

(я =  0,1, . . . ;  т =  1,2, / =  — п, . . . ,  —1, 0, 1, . . . ,  п). (21)
Рассмотрим теперь первую внутреннюю краевую задачу для 

волнового уравнения



при граничном условии
0 =  /(0. ф) (23)

на поверхности сферы радиуса г0.
Из предшествующего изложения ясно, что решение этой з а 

дачи представляется в виде

где f nj — коэффициенты разложения функции /(0, <р) по сфе-

то краевая  задача (22) — (23) имеет решение не для всякой 
функции f(0, ф). Формула (24) показывает, что необходимым и 
достаточным условием разрешимости нашей краевой задачи в 
этом случае является обращение в нуль коэффициентов f,H!

Если эти условия выполнены, то решение определяется форму
лой (24) ,  в которой слагаемые, соответствующие п — п0, отсут
ствуют. Однако при этом решение определено неоднозначно, 
так к а к  к нему всегда можно прибавить любую линейную 
комбинацию собственных функций, соответствующих к2 =  Хт ,Па.

5. Внешняя краевая задача для сферы. Рассмотрим внеш
нюю первую краевую задачу для сферы (см. гл. VII, § 3)

ОО п

v{r, 0 , ф) =  2  2 ]  fnl
П=0 jsss.—П

(24)

рическим функциям {/^'(б, ф)}
оо пп

/(0, ф) = 2  2 /„/</> (е, ф).п—0 (25)

Если k2 совпадает с одним из собственных значений

fn./ =  0
или

л 2л

б О
I J /(0, Ф ) < ) (0, ф) sin 0 d0 Ар =  0.

Av +  k2v =  0 (k2 >  0), 

v lr=rt =  /(0, Ф),

lim r +  ikv j  =  0 (условие излучения).



Как было показано в § 3 главы VII, эта задача имеет един
ственное решение. Разложим искомую функцию и функцию 
/(0, ф) в ряды по сферическим функциям:

v(r , е, Ф) = 2  2  ^ ( 0 ^ ( 0 ,  ф).п=0 /=—л
00 П

f (0. ф ) = 2  2 / пЛ )(0. Ф).пс=0 /=—п 1
Коэффициенты разложения Rn{r)> очевидно, будут удовлетво
рять уравнению

Rn +  j R n  +  (k2 -  ” Rn =  0,

граничному условию
R n{ro)=fn  

и условиям излучения при г —► оо:

=  lim г (R'n +  ikRn) =  0.
\  г  /  г - > О О

Общее решение этого уравнения имеет вид (см. п. 4  и Допол
нение I, § 3)

* » =  AnW (k r) +  B £ f{k r), 
где __

« № = / f  П 'к  <р>- 
а я ( р ) = / | г Я(. « ( р )  <<>=*>■>.

Учитывая асимптотические формулы для функций Ханкеля 
//^(р) и H f  (р) (см. Дополнение I, § 3):

— . Г  я п  л  1

v « ‘ 1 ! " , 1 +  ■••• 

я « ( р ) _ / Х ' в - ' 1 ' ' - " г - т ] +  . . .

(точками обозначены члены более высокого порядка малости 
относительно 1/р), получаем для функций и следующие 
асимптотические формулы:

. Г .  яп  я  11 [ы - — - - J 
£0>(ЙГ)=- =---------+  . . . .



Отсюда видно, что условию излучения удовлетворяет лишь 
функция ^ 2)- 

Поэтому
Ап  =  0 .

Пользуясь граничным условием при г =  г0, находим:

Я — fnl

Таким образом, мы получаем функцию v (r, 0, <р) в виде
ОО ОО /п\

V ( г ,  0 ,  ф) =  2  2  ' % )П<ьг\ у{"  ( 0 ,  ф)’
П=0 /=-п \ 0)

где
Я 2л

J  J  / (0 , ф) У|/> (0 , Ф) sin 0 dQ dq>
t  0 о

К ' Т  '
и

л 2л
2я е ,  (л +  /)! \ 2 , / =  0 ,

,  „ 1 1 U , / > 0

— квадрат нормы сферической функции У»}( 0 ,  ф).

Ч А С Т Ь  III

ПОЛИНОМЫ ЧЕБЫШЕВА — ЭРМИТА И ЧЕБЫШЕВА — ЛАГЕРРА

§ 1. Полиномы Чебышева— Эрмита

1. Дифференциальная формула. Полиномы Чебышева — Эр
мита Я п(х) определим по аналогии с полиномами Лежандра 
при помощи производящей функции (р; лг), полагая

V (р, х) =  е2хр~рг =  £  Нп (х) £ .  (1)
п=О

Отсюда, в силу теоремы Коши, следует

Н « " * ( * * )  п! Г¥( Е. *)  , л! Г е -(х- & ; .  ,п>

где С — замкнутый контур в плоскости комплексного перемен
ного £, охватывающий точку £ =  0.. Вводя новую переменную



интегрирования z =  x — l ,  преобразуем (2) к виду 

f f .  ( * ) - ( - !

= ( - i ) “ ^ { s r - г ?  I  й г * } -  <3>
1 С, >

где Cj — контур, охватывающий точку z =  x. В силу теоремы
d n  ( е ~ х ’ )Коши, выражение в фигурных скобках равно — d п . В ре

зультате получаем из (3) дифференциальную формулу

Я„ (*) =  ( -  1)пе* '-£ г(е -* ). (4)

Эта формула показывает, что Нп(х) есть полином степени п, 
причем

Нп( - х )  =  ( - 1 ) а Нп(х). (5)
Из (4) находим Н0(х )=  1, Я , (х) =  2х, Н2(х) =  4х2 — 2 и т. д.

2. Рекуррентные формулы. Дифференцируя производящую 
функцию по р и х, найдем:

-  2pY =  0, Wp -  2 (х -  р) W =  0. (6)
В каждое из тождеств (6) подставим ряд (1) для Ч^р, х). 

Собирая члены при рп и приравнивая их к нулю, получим две 
рекуррентные формулы:

Н'п(х) =  2пНп- 1(х), (7)
Hn+i (х) -  2хНп (х) +  2nHn-i (х) =  0. (8)

Формула (8) позволяет последовательно определять Я„ для 
всех п, зная Н0(х) =  1, Hi(x) — 2х. Так, например, Н2(х) =  
=  2xHi — 2Но =  4х2 — 2, Н3 =  2хНг — 4Hi =  8л:3 — 12л: и т. д.

3. Уравнение Чебышева — Эрмита. Найдем уравнение, кото
рому удовлетворяет Нп(х). Д ля этого используем рекуррентные 
формулы (7) и (8). Сначала с помощью (7) исключим из (8) 
2 tiH n—i‘

Нп+1- 2 х Н п +  Н'п =  0; 
это уравнение продифференцируем по х:

Н'п+1 ~  2хН'п -  2На +  Я" =  0

и подставим сюда Я ,̂+1 =  2 (п  +  1)Я^ из (7). В результате по
лучим:



Отсюда видно, что полином Чебышева — Эрмита является соб
ственной функцией, соответствующей собственному значению 
X =  2п, следующей задачи (задача Штурма — Лиувилля): 

найти те значения X, при которых уравнение Чебышева — 
Эрмита

(е~х'у')г +  Хе~х2у — 0, — о о < * < о о ,  (10)

имеем нетривиальное решение, возрастающее при х —*■ оо не 
быстрее, чем конечная степень х.

Решение этой задачи можно было бы искать в виде степен-
оо

ного ряда у — ^ а пхп. Подставляя этот ряд в уравнение (10),
п —0

получим для коэффициентов рекуррентную формулу

2 п - 1  _
(п +  2 ) ( п +  1) “ «•

Из формулы (11) видно, что при Х =  2п все коэффициенты 
а* = 0 для k >  п и ряд обрывается. Только при X = 2п может 
быть выполнено условие на бесконечности. Получающиеся по
линомы определены с точностью до постоянного множителя. 
Выбирая ап =  2™, получим полиномы Нп(х).

4. Норма полиномов Нп(х). Докажем (не обращаясь к об
щей теории), что полиномы Чебышева— Эрмита образуют 
ортогональную с весом е~х% на бесконечной прямой — оо <  
<  х <; оо систему функций, и вычислим их норму (с весом 

р ( х )  = £ > - * ’ ) :  __________ ^

\\Нп\\ =  / 2 пп\ У  п . (12)

Рассмотрим выражение
оо оо

Lmn = J  Hm (х) Нп (X) е~** dx =  ( - l ) n | Нт (х)-£„ (е~х*) dx.
— оо —оо

Положим для определенности, что т  ^  п. Интегрируя по ча
стям и пользуясь формулой (7), а также тем, что на беско
нечности обращается в нуль произведение полинома на е~•х\ 
получим:

оо

ь»„  =  ( -  1)п" ' 2 т  J  Нm_i (е~х2) dx =
— оо

оо
{* Jti—m

— 2т т\ J J j— s i e - ^ d x .
— оо
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jft—m—1
Lmn =  ( - 1Г m 2mm\ -§jpi=s=r (e~*)

так как  Н0 = 1 .  Отсюда видно, что
ОО

=  0 при т < п .
—оо

Если т  — п, то
оо

Lmn =  Тп\ J  е~*г dx =  2Пп\ / я  =  || Я„ |р.
—оо

Тем самым доказано, что

f 0, т  ф  п.
* . « г - Ц м у -  и _ п

Система полиномов Чебышева — Эрмита является замкну
той (на доказательстве этого факта мы не останавливаемся),
и, следовательно, мы нашли все решения задачи (10), т. е. 
К ф  2п не может быть собственным значением.

5. Функции Чебышева — Эрмита. В приложениях (см. 
стр. 712) часто пользуются функциями Чебышева — Эрмита

Ч>«(*) =  Л» (*) е” , hn (х) =  |"|и- ,

образующими ортогональную и нормированную с весом р(х) == 
=  1 систему на бесконечном интервале —  оо < ;  х <С оо:

7  [ 0, т  Ф  п,J * . W 4 w W « f a -  u  т _ п
—  ОО

Эти функции обращаются в нуль при х —► ±  оо и удовлетво
ряют уравнению

ty'h +  (^ — х2) 'Фп =  0 ПРИ Л =  2/1+1.

§  2. Полиномы Чебышева — JIareppa

1. Дифференциальная формула. Полиномы Чебышева — Ла- 
герра Ln (x) мы определим при помощи производящей функции

У (р , х) =  Т 1Г - е - ^ .  (1)
Р азлагая  ее в степенной ряд

оо

Ч  (р, x ) = ^ L n (х) р", Ln (*) =  - L | ^  _  (2)
0 р=0



и пользуясь теоремой Коши, найдем:

L (х) =  —  Г dr
n W  2m J £n+1 Q’c b

где С — контур, охватывающий точку £ =  0. Введем новую пере
менную интегрирования z, положив £ =  1 — — , =  тогда

Ln М = ех J  (2_̂ )п+1 dz>
с,

где C i — контур, охватывающий точку z =  х. Формула (3) дает 

^п{х) =  - ^ е х-^ г { х пе -х). (4)

Отсюда заключаем, что Ln (x) есть многочлен степени я . 
В частности, имеем L0W = 1» -̂i ( • * ) = ! — *•

2. Рекуррентные формулы. Дифференцируя Ч1 (р, л:) по р 
и х, получим два тождества:

( 1 - р ) 2^ р - ( 1 - р - д : ) ^  =  0, (5)
( 1 - р ) ^  +  р ^  =  0. (6)

Подставим в (5) и (6) ряд (2) и приравняем коэффициенты при 
рга+1 нулю; это дает рекуррентные формулы

(п +  1) Ln+i -  (2п +  1 -  х) Ln +  nLn. x =  0, (7)
L'n+i - L ' n +  Ln =*0. (8)

Формула (7) устанавливает связь между полиномами Ln+uLn, 
Ln- i  и позволяет последовательно определить все Ln, например:

М * )  =  ^ К З - * ) А - 1 о ] = “ у * а - 2 * +  1.

Выведем еще одну рекуррентную формулу

xL'n -f- (п +  1 — х) Ln — (п -j- 1) Ln+1 =  0. (9)

Д ля этого заменим в (7) п на п +  1 и продифференцируем по х: 

(п +  2) Ь'п+2 — (2 п. +  3 — х) L'n+1 +  Ln+1 +  (п +  1) L'n — 0;

дваж ды  применяя формулу (8), исключим отсюда L'n+2 и L'n+1 
и в результате получим (9).

3. Уравнение Чебышева — Л агерра . Найдем уравнение, ре
шением которого является L„ (*). Дифференцируя (9) по х, по
лучим xL'h +  {п +  2 — х) L'n — Ln — (п +  1) L'n+i — 0, после чего



исключим I.'n+i при помощи (8). В результате приходим к ур ав
нению для Ln:
xL'n + (1  — x)L'n -i- nLn =  0 или - ^ ( хе~к^ ~ )  +  пе~хК  =  0,

(Ю)
которое называется уравнением Чебышева — Лагерра.

Тем самым доказано, что Ln(x) есть собственная функция, 
соответствующая собственному значению X =  п задачи: 

найти значения X, при которых уравнение
(хе~ху'У +  Хе~ху  =  0, 0 < л : < о о ,  (11)

имеет в области 0 <  х <  оо нетривиальное решение, ограни
ченное при х =  0 и возрастающее при х —*• оо не быстрее, чем 
конечная степень х.

Заметим, что уравнение (10) для Ln(x) можно получить, 
если продифференцировать п +  2 раза функцию z =  хпе~* и 
воспользоваться дифференциальной формулой (4).

4. Ортогональность и норма полиномов Чебышева—Лагерра. 
Докажем ортогональность и нормированность с весом е~х по
линомов L„(x), исходя из фрмулы (4). Рассмотрим интеграл

ОО оо

[  L,n М  l-n (*) е - х dx =  -J j-1  Lm (x) - jp i  (xne~x) dx.
0 o '

Пусть m ^  п. Интегрируя m раз по частям и учитывая, что 
из-за наличия множителя вида xke~x( k X ) )  все подстановки 
обращаются в нуль, получим:

=  (12)
О

Если m <  п, то, интегрируя еще раз, найдем J mn — 0, так как dm~t-1
dxm-r r Ltn =  0. В случае m - п  имеем

dnL.n __/__i \п
dxn ~ К 4

И
оо •

(— 1)" хпе~х dx =  =  1 =11 Ln |р. (13)
о

Итак, полиномы Чебышева — Лагерра образуют ортонормиро- 
ванную с весом е~х систему функций:

j  Lm{x)Ln {x)e-x d x = [  °* т ф П ' (14)
0J I 1, т =п.



5. Обобщенные полиномы Чебышева — Лагерра. При изучении 
движения электрона в поле кулоновых сил, а также в других 
задачах современной физики наряду с полиномами Ln (x) 
встречаются обобщенные полиномы Чебышева— Лагерра 
LSn(x). Теорию этих полиномов можно построить по аналогии 
с пп. 1 — 4, исходя из производящей функции

У 8(р, x) = - - J ^ T re ~ ^ ,  s >  —1, (15)

и разлагая ее в ряд по степеням р:
оо

V* (р, х) =  У] Lsn (х) р"; Lsn (х) =  (р, х)
/г—0 р=0

Повторяя рассуждения, проведенные для 5 =  0 в п. 1, находим:

L ' ( x ) = ±  Г х) d l - x - ° c *  1 Г г"+5е~г dz L n W  2л i J £"+' х  е 2 м  J  (2 - х ) п + 1
С С,

Отсюда следует, что

Ln(x)=-±r x - sex £ r (xn+se - x), (16)

т. е. L * (х) действительно является многочленом п-й степени.
В частности, Lo(x) =  l, Z-f(x) =  l + s  — х.

Вводя функцию z =  Xn+Se~x и дифференцируя ее (п +  2) раза
dnzпох, найдем для функции и =  -jjpr уравнение хи"-\-{х +  1— s) и '+

+  ( « +  1)ы =  0. Вычислим производные для Lf, (х) =  -~j- x~sexu 
и учтем при этом уравнение для « ; тогда получим уравнение 

х (L*)" (х s 1) (Lf,)' +  пЦ  =  0, (17)

которому удовлетворяют обобщенные полиномы Lsn (x). Тем са
мым доказано, что обобщенные полиномы Чебышева — Л агер
ра являются собственными функциями, соответствующими соб
ственным значениям

К  — п +  -̂ -тг—
следующей задачи:

найти значения X, при которых уравнение

ху" +  (s +  1 — х) у' +  (я  — -^4^-) у =  0
или



имеет в области 0 -^ л :< о о  нетривиальное решение, ограни
ченное при х =  0 и возрастающее при х -*  оо не быстрее ко
нечной степени х.

Исходя из дифференциальной формулы (16) и проводя рас
суждения по аналогии с п. 4, нетрудно доказать, что полиномы 
Ln образуют ортогональную с весом e~xxs систему функций:

О, т ф п  ( s >  — 1),
LSn (х) Lm (л;) е~хх dx ■ Г (и +  s +  1)J т  =  п.п!

Полиномам Чебышева — JIareppa Lsn (x) соответствуют орто
гональные и нормированные с весом р(х) =  1 функции

■фпС*0 — х 2е 21п(х),
где

М - 1 .
которые являются решениями уравнения

(дгф')' Ч- —- f  — =  0 ( 19>
при граничных условиях: ограниченность в точке х =  0 и об
ращение в нуль при х —>оо, соответствующими собственным 
значениям

— п +  S 1г~ •

Из формулы (18) видно, что Ln(x) =  Ln(x) для Хп равного 
п +  7г (если в уравнении (18) X заменить на X +  ’/г, то при 
s =  0 оно совпадает с уравнением Чебышева — JIareppa (10)) .

В заключение отметим, что ортогональные системы полино
мов {Ln(x)} и {l„ (х)} являются замкнутыми (на доказательстве 
этого факта не останавливаемся). Тем самым мы нашли все 
собственные функции задач (10) и (18).

§ 3. Простейшие задачи для уравнения Шредингера1)

1. Уравнение Шредингера. В квантовой механике поведение 
частицы, находящейся в поле потенциальных сил, описывается 
уравнением Шредингера

1Й4 1 ' =: — “I j - ^ z,  г ! ) (1)
•) Рассматриваемые здесь задачи для уравнения Шредингера дают при

меры применения полиномов Чебышева — Эрмита и Чебышева — Лагерра. 
Приведенное ниже изложение не претендует на полное освещение вопросов, 
связанных с уравнением Шредингера. По университетской программе кванто
вая  механика изучается после курса математической физики.



где й =  1,05-10-27 эрг-сек — постоянная Планка, i = V —1»
(х — масса частицы, U — ее потенциальная энергия в силовом 
поле, t]3 =  tj; (х, у, z, t) — волновая функция.

Если силы не зависят от времени, U = U ( x ,y ,z ) ,  то воз
можны стационарные состояния с заданным состоянием энер
гии, т. е. существуют решения вида

Ф =  •Ф0 (х, у, z)e h , (2)

где Е — общая энергия частицы. Подставляя это выражение 
в уравнение (1),  приходим ко второму уравнению Шредингера

Аф° +  ^ - ( £ - £ / ) Г  =  0, (3)

в котором Е играет роль собственного значения, подлежащего 
определению. В дальнейшем вместо г|з® мы будем писать

Д1> +  -§ £ (Я -£ / )1>  =  0. (4)

В случае отсутствия силового поля U =  0 уравнение (4) 
принимает вид

Дф +  -^ Ч >  =  0. (5)

Нетрудно заметить сходство этого уравнения с волновым урав
нением классической физики

А-ф ^2-ф =  0» (6)
и w 2я . _где/г =  — =  —7----- волновое число, К — длина волны. Однако

С А

это сходство является чисто внешним и формальным в силу 
различия физического смысла функций, входящих в уравнения 
(5) и (6).

В уравнении Шредингера непосредственный физический 
смысл имеет не сама функция ф, а |ф|2, которое истолковы
вается в статистическом духе: выражение |\Jj|2dxd yd z  означает 
вероятность пребывания частицы внутри элементарного объема 
d xd ydz  в точке (х, у, z) пространства.

В связи с этим нормировка собственных функций к единице, 
которой мы неоднократно пользовались ранее в целях матема
тической простоты, теперь приобретает фундаментальное зна
чение. Условие нормировки

J  J  J  |г|э fd x d y d z  =  1 (7)



означает, что частица находится в каком-либо месте простран
ства и поэтому вероятность найти частицу где-нибудь в про
странстве равна единице (достоверное событие).

Рассмотрим некоторые простейшие задачи для уравнения 
Шредингера.

2. Гармонический осциллятор. Уравнение Шредингера для 
гармонического осциллятора принимает вид

где U =  ^ y ~x2, coo— собственная частота (циклическая) ос
циллятора. Наша задача будет состоять в отыскании стацио
нарных состояний, т. е. спектра собственных значений энергии 
Е и соответствующих собственных функций ip из уравнения

Г  +  ^ ( £ - - ^ г * 2)ф =  0 (8)

при дополнительном условии нормировки
оо

J  | г|> \2d x =  1. (9)
оо

Вводя обозначения

»— R&- (10)

для функции г(? =  гр (g) после очевидных, преобразований полу
чим уравнение

^  +  ( А - т  =  0 (11)d \2

с дополнительным условием нормировки
оо

=  (12)

Решением этой задачи, в силу п. 5 § 1, будут функции

ы ю -  1 e 4 l k ( l )
V ^  У 2пп\ / я

соответствующие собственным значениям

Кп =  2 ft -f- 1.



Возвращаясь к исходным обозначениям, находим:

е~ т Ь )
=  ----- u = ± ? l L . (13)

YxQ V 2nn\ Yn 

En — Йю0 (n +  -i-) («  =  0, 1, 2,  . .  .)• (14)

В классической механике энергия осциллятора

Р* цсо02 

2ц 2

где — импульс частицы, может принимать непрерывный ряд 
значений. С точки зрения квантовой механики энергия осцил
лятора, как показывает формула (14), может принимать лишь 
дискретный ряд значений Еп. В этом случае говорят, что энер
гия квантуется. Число п, определяющее номер квантового 
уровня, называют главным квантовым числом. В низшем кван
товом состоянии при п — 0 энергия осциллятора отлична от 
нуля и равна

Е0 =  y  /ко.

3. Ротатор. Найдем собственные значения энергии ротатора 
со свободной осью, т. е. частицы, вращающейся на одном и 
том же расстоянии вокруг неподвижного центра.

Потенциальная энергия U ротатора сохраняет одно и то же 
значение во всех положениях частицы и ее можно положить рав
ной нулю U — 0.

В сферической системе координат (г, 0, ф) с началом коор
динат в неподвижном центре уравнение Шредингера для ро
татора

Дф+ =  0

можно записать в виде

5- ж  fsin 0 +  2 1 г я " т ? +  |1г£ф =  0- (15)r 2 s in 0 30 \ 30 / 1 г2 sin2 0 Зф2 1 Ь2 т  v '

При этом используется условие

Вводя вместо массы ц момент инерции



получаем

1 О Т ж И 4 ! )  +  1 ^  +  ^  =  °
или

Лв.фФ +  Яг|> =  0, (16)
где

Я =  -| -Е. (17)

Таким образом, мы приходим к краевой задаче на собствен
ные значения для уравнения

Ае. ф-ф 4- Яф =  0 (16)
при естественном граничном условии ограниченности в точках 
0 =  О и 0  =  л и  условии нормировки

я  2я

| J  | о|) I2 sin 0 dQ dq> =  1. (18)
о о

Решениями этой задачи, как мы знаем, являются нормирован
ные сферические функции

2 при т  =  0\ 
при тф О ,

nDIt П1\и,Г1Г1

♦ .» <е. Ф ) - / 3Щ ^ Е Г У'Г'(в. ф) ( > . = { ]

cos/пф (19)
Y[”* (0, Ф) =  Р\т) (cos 0) ( т  =  0, 1.......... I),

sin mф
соответствующие собственным значениям

Ь =  1(1 +  1). (20)
Заменяя Я. его значением согласно формуле (17), получаем 
формулу для квантованных значений энергии ротатора

Егт =  1(/+ l ) - g - ,  / =  0 , 1 , 2 , . . .  (21)
4. Движение электрона в кулоновом поле. Одной из простей

ших задач атомной механики является задача о движении 
электрона в кулоновом поле ядра, имеющая большой практи
ческий интерес, так как решение ее дает не только теорию 
спектра водорода, но также приближенную теорию спектров 
атомов с одним валентным электроном (водородоподобных ато
мов), например атома натрия.

В атоме водорода электрон находится в кулоновом электро
статическом поле ядра (протона), так что потенциальная энер
гия U (x ,y ,z)  равна

t/ =  — еу ,  (22)
где г есть расстояние электрона от ядра, —е — заряд элек
трона, + е  — заряд ядра.



Уравнение Шредингера в этом случае имеет вид

+  + 4 ) ^  =  0. (23)

Наша задача состоит в отыскании таких значений Е, для кото
рых уравнение (23) допускает решение, непрерывное во всем 
пространстве и удовлетворяющее условию нормировки

оо

J \ у> z ) fd x d y  d z = \ .  (24)
—оо

Введем сферическую систему координат с началом в ядре, ко
торое предполагается неподвижным,

- ? l r ( r 2 f - )  +  ^ Ae . .4 ’ +  T ( £ +  T - ) ’f  =  0- <25>
и будем искать решение в виде

4>(г, О. Ф) =  ЗС(г)Г1т , (0, Ф). (26)
Принимая во внимание дифференциальное уравнение для сфе
рических функций Y\т) (0, ф):

Да. ФУ1т ) (0, ф) +  I ( Л -  1) У\т) (0 , ф) =  0,
получаем:

$+4 £+[£(*+т)-̂ ]*=°- <и>
Введем в качестве единицы длины величину

а — h2/\xe2,
в качестве единицы энергии — величину

Р _ J£ £ ^_е?_
£ °~~ Й2 ~  а ’

Полагая
р =  г/а, е =  Е/Е0 (е <  0), (28)

перепишем уравнение (27) в виде

0 + ! £ + ( 2° + } - ^ ) * = о. <»>

С помощью подстановки
(30)

уравнение (29) приводится к виду

где



Вводя в качестве независимой переменной величину
х =  р У  — 8е , (32)

получим вместо (31) уравнение

ХУ" +  У' — ( i f  +  У -г уХ — 0 (33)
или

d ( dy  
dx

где
(*  - f )  -  ( т + £ > + = » .  <33')

(34)

совпадающее с рассмотренным нами в § 2 уравнением (19). 
Найденные там собственные значения оказались равными

Л I S + ^
^  —  пг Н------- 2—  ’

а собственные функции (определенные с точностью до постоян
ного множителя) выражались через обобщенные полиномы 
Чебышева — JIareppa Lsn \

Уп.т{ х )  =  х^е~^13Пг{х), (35)

где Lnr (x) определяются формулой (16) § 2.
Учитывая, что

s =  2/ +  1,
получаем:

X =  nr +  I -f- 1 =  п (п =  1 , 2 , . . . ) .  (36)
Целое число п называется главным квантовым числом, пт — 
радиальным квантовым числом, I — азимутальным квантовым 
числом.

Заменяя X его выражением согласно формулам (34) и (28), 
получаем квантованные значения энергии

£» =  - w -  <37>
Они зависят только от главного квантового числа п.

Положим Е равным энергии кванта йсо =  hv, Е =  — hv, 
где v =  со/2 л  — частота. Тогда будем иметь:

це4 R
2Ь2п2Н ~  п2 ’

где R =  =  4̂ д3- — так называемая постоянная Ридберга.
Найдем частоты спектральных линий. Наблюдаемая в спек

тральной линии частота vnn  ̂ соответствует переходу из состоя
ния с энергией Еп в состояние с энергией ЕПх.



Частота vnп, кванта, излучаемого при таком квантовом пе
реходе, равна

* ( ? - - ? ) •  (39>
Полагая nt — 1 и давая п значения п = 2, 3, . . . ,  мы получим 
ряд линий, составляющих так называемую серию Лаймана

v =  /? (1 — - U  .пп, '  \ п1 )

Далее, значения п< =  2, п =  3, 4, . . .  дают серию Бальмера

Vnn, =  #  ( '2 ^  ~~ Цг) '
значения th =  3, п — 4, 5, . . .  — серию Пашена

Перейдем теперь к определению собственных функций во
дородного атома. Для этого в силу формулы (26) нам доста
точно найти радиальные функции %(р).

Пользуясь формулами (35), (32), (30), (34), (36), можем 
написать:

Xnl (Р) =  Л п [Ц -) 1 е " »  L n -t- i  (■% ) , (40)

где А п — нормировочный множитель, определяемый из условия
оо

{  Р2Хп/ (р) dp =  1. (41)
о

Вычисляя А п, получаем следующее выражение для нормиро
ванных радиальных функций:

<«>
В силу формул (26) и (19) нормированные собственные 

функции имеют вид

где хш(р) определяется формулой (42).
Число т  ( т  — 0, ±1, ±2, . . . ,  ± 1) называется магнитным 

квантовым числом.
Так как пТ всегда неотрицательно (пг =  0, 1, 2,  . . .), то при 

данном п в силу формулы
п =  пг -f- / -(- 1

квантовое число I не может быть больше п — 1 (/ =  0, 1, 2,  . . .  
п — 1). Поэтому при определенном значении главного



квантового числа п число I может принимать п значений I =  
=  0, 1, . . . ,  п — 1, а каждому значению I соответствует 21 +  1 
значение т .  Отсюда следует, что заданному значению энергии 
Еп, т. е. заданному значению п, соответствует

Л.-1
2  (2/ +  1) =  1 +  3 +  5 +  . . .  +  (2п -  1) =  п2
7=0

различных собственных функций. Таким образом, каждый уро
вень энергии имеет вырождение кратности п2.

Найденный нами дискретный спектр отрицательных собст
венных значений энергии Еп состоит из бесконечного множества 
чисел с точкой сгущения в нуле.

Второй отличительной чертой рассматриваемой задачи для 
уравнения Шредингера является наличие непрерывного спектра 
положительных собственных значений (всякое положительное 
число Е является собственным значением уравнения (23)) . 
В этом случае электрон уже не связан с ядром, но все еще на
ходится в его поле (ионизированный атом водорода). На дока
зательстве существования сплошного спектра мы не останав
ливаемся, отсылая читателя к специальной литературе1).

Ч А С Т Ь  IV

ФОРМУЛЫ, ТАБЛИЦЫ И ГРАФИКИ

Ниже приводятся таблицы некоторых специальных функций, 
с которыми мы встречались при решении краевых задач мате
матической физики. Таблицы сопровождаются перечнем про
стейших свойств специальных функций.

I. Основные свойства специальных функций
1. И н т е г р а л  о ш и б о к

1. Интеграл ошибок:
Z

Ф (г) — -Д=- f е~а2 da.
Уп J

2. Разложение при малых z:
Ф(г) =  -т = - ( г ------^  +  . .  V

У я  \ 11-3 21-5 j
3. Асимптотическая формула при больших г:
ф (z) 1 ------ ! _ -1-.г /j _ 1 3 ‘ 4 _ 4 ’ 5 ' 6 I \

V n  г  I 1 (2г ’ ) + (2г)* (2г )<

’ ) См., например, В. А. Ф о к, Начала квантовой механики, 1932; К у р а н т  
и Г и л ь б е р т ,  Методы математической физики, т. I, Гостехиздат, 1951, гл. V.



2. Ц и л и н д р и ч е с к и е  ф у н к ц и и

N,

Ряды
1. Функции Бесселя

h  (х) — (■j ) Г (v + 1) ~ •'
2. Функции Неймана

WoW— +с) +

(С =  0,577215664901532 есть 
постоянная Эйлера)

t f i W — £  +

+ £/,(*) (in f  + c) +
JV.W — 1 ( 4 ) "  ( / . - ! ) ! + . . .

(п>  1)

3. Функции Ханкеля 

H{̂ (x) =  JA x) +  iNv (x),

Н{?  (х) =  /v (*) -  Шч (х)

4. Функции мнимого аргумента 

/v (■*) =  ( —  0 V /v (ix) =

2 ' W"

Асимптотические формулы

7v w  =  V ^ 08 ( * - - Т " -  т )  +  • • •

sin ( * - £ )  +  . . .

iV, (*) SS ___

=  _

__ f  2 . I пп. я  \ .
=  V  n x S,n \ 2 4~j

---  . / nv Я \
I f i  2 4^ +  ....

/
— — / ЯУ Я \
_ 2 _  e -  Vх  2 4 )  +  .  .  .

1
Г (v +  1)

Ko(x) =  %tH\>l)(lx) =

к  i W — f  j +  .

* » (* )  =  y e  2 "#<1)(/*) =
_  ( n -  1)1 ( 2 \n(4Г+

7v ( ^  — У  2 я х  +

/CoWss e - * +  . . .

£  e - * +  . . .  

/ С „ (* )® } ^ £  e - * +  •••



5. Рекуррентные формулы:

- j -  [xvZv (*)] =  *vZ (х), - f  Г 
dx dx L x J x

zv. ,w  + zvHw = f z vw,
где Zv(x) — любая цилиндрическая функция вещественного 
аргумента.

Частные случаи:

К(х) =  — A W .  J  /, (x)dx =  1 -/„(*) ,
О

х
-  [xJ  ̂(х)] =  x J0 {х), J  xJ0 (х) dx =  x Jx (х).

Д л я  функций мнимого аргумента:

(*) -  /V+I (х) =  Щ- /„ (х), Kv-i (х) -  Kv+i (*) =  -  Ц- К, (х),

/ v- 1 (х) +  /V+I (*) =  2 -JZ /v (X), ATv-i (x)+ K v+1 W = —2 ^  A'v (*), 
I'o(x) =  Ii(x), K'o(x) =  — K l (x).

6. Определитель Вронского для цилиндрических функций:

/v ( * )  Л^; (лег) -  N v  (х) К  М  '

/<»> /*Л «(2)' W<2> ^  W<>)' /„ч____VЯ У ' (х) Н ?  (ж) -  Я Г  (* )  Я У ' (л )  =  -  

Iv (х) K'v (х) — Kv (х) /v (х) =  — Y .

ях ’

7. Интегральные формулы:
л

-ixslnip+incp = ;

—я
j n(x) =  J -  J  e-^ s in v + «n v ^ :

Я  Я

j y L J  ег*созФ+«пф^ф_111£}1. |" е (хсозЧ>соз/1ф £?ф,
2 я —л о

нУ’ 2) (х) =  — -  ̂ J  e-i*sin4,-Hv(p ф̂,
С 1, 2

где контуры интегрирования С] и С2 изображены на рис. 96;
оо



8. Функции полуцелого порядка:

J'U ( * )  =  ] /  —  S in  X,

/-■/, W  =  -£г cos *>

1 ч А х ) = * У - Ь  ( п г - - С03* ) ’

{х) =  У ( - ^ - - s i n x ) ,

Nn+'k {х) =  (—  I)” - ' / _ п - ' /г {х).

3. П о л и н о м ы  Л е ж а н д р а
1. Производящая функция:

00
У ! РпРп(х), 0 <  р <  1, —

У 1 +  р2 2рх

2. Рекуррентная формула:
(я +  1) Рп+1 (х) — х ( 2 п +  1 )Р п {х) +  гсР„_, (х) =  0.

3. Формула Родрига:

рп{х) =  ^ п ^ -j^r[{x2 — 1) ].

4. Уравнение полиномов Лежандра:

М { 1 - х2)- Ш + п ( п + 1 ) у ^ ° -
5. Интегральная формула:

2я

Рп (х) =  2“ J  (* + г К 1 — л'2 cos фГ ̂ Ф> — 1 ^  х  ̂  1 •
о

6. Квадрат нормы:
+1

II Л, IP =  J  P l{x)d x  =  - ^ ~ T .
-1

7.
р0(х )= 1 ,  Р,(х) =  х, P2(x) =  i (  Зх2- 1 ) ,



4. П р и с о е д и н е н н ы е  ф у н к ц и и

1. Уравнение присоединенных функций:

d
dx

2.
p m .dxm

3.

I l f  Г -
-1

5. П о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  — Э р м и т а

1. Производящая функция:
оо

e2ix~i2= ^ Hn(x) ~ -
п=0

2. Рекуррентные формулы:

Н'п (х) == 2nHn- i  (х), Нп + 1 (х) — 2 хНп (х) +  2пНп- Х (х) =

3. Дифференциальная формула:

Нп(х) =  ( - \)*е*-£ре~*
4.

I Я „ IP =  J  Н\ (х) е~х* dx =  2пп\ У л

6. П о л и н о м ы  Ч е б ы ш е в а  — Л а г е р р а

1. Производящая функция:
xt 

' I-<
1 —t

rz=Q

2. Дифференциальная формула:

> * 
n\ e

I M * ) I P = 1 .

0.



II. Таблицы
Та б л ица  1

Интеграл ошибок Ф (z) =  —1= Г е ald a  0 * ^ 2 ^ 2,8
У я  Jо

г Ф(г) 1 2 Ф(г) Z Ф(г) Z Ф(г)

0,00 0,0000 0,40 0,4284 0,80 0,7421 1,20 0,9103
0,01 0,0113 0,41 0,4380 0,81 0,7480 1,21 0,9130
0,02 0,0226 0,42 0,4475 0,82 0,7538 1,22 0,9155
0,03 0,0338 0,43 0,4569 0,83 0,7595 1,23 0,9181
0,04 0,0451 0,44 0,4662 0,84 0,7651 1,24 0,9205
0,05 0,0564 0,45 0,4755 0,85 0,7707 1,25 0,9229
0,06 0,0676 0,46 0,4847 0,86 6,7761 1,26 0,9252
0,07 0,0789 0,47 0,4937 0,87 0,7814 1,27 0,9275
0,08 0,0901 0,48 0,5027 0,88 0,7867 1,28 0,9297
0,09 0,1013 0,49 0,5117 0,89 0,7918 1,29 0,9319
0,10 0,1125 0,50 0,5205 0,90 0,7969 1,30 0,9340
0,11 0,1236 0,51 0,5292 0,91 0,8019 1,31 0,9361
0,12 0,1348 0,52 0,5379 0,92 0,8068 1,32 0,9381
0,13 0,1459 0,53 0,5465 0,93 0,8116 1,33 0,9400
0,14 0,1569 0,54 0,5549 0,94 0,8163 1,34 0,9419
0,15 0,1680 0,55 0,5633 0,95 0,8209 1,35 0,9438
0,16 0,1790 0,56 0,5716 0,96 0,8254 1,36 0,9456
0,17 0,1900 0,57 0,5798 0,97 0,8299 1,37 0,9473
0,18 0,2009 0,58 0,5879 0,98 0,8342 1,38 0,9490
0,19 0,2118 0,59 0,5959 0,99 0,8385 1,39 0,9507
0,20 0,2227 0,60 0,6039 1,00 0,8427 1,40 0,9523
0,21 0,2335 0,61 0,6117 1,01 0,8468 1,41 0,9539
0,22 0,2443 0,62 0,6194 1,02 0,8508 1,42 0,9554
0,23 0,2550 0,63 0,6270 1,03 0,8548 1,43 0,9569
0,24 0,2657 0,64 0,6346 1,04 0,8586 1,44 0,9583
0,25 0,2763 0,65 0,6420 1,05 0,8624 1,45 0,9597
0,26 0,2869 0,66 0,6494 1,06 0,8661 1,46 0,9611
0,27 0,2974 0,67 0,6566 1,07 0,8698 1,47 0,9624
0,28 0,3079 0,68 0,6633 1,08 0,8733 1,48 0,9637
0,29 0,3183 0,69 0,6708 1,09 0,8768 1,49 0,9649
0,30 0,3286 0,70 0,6778 1,10 0,8802 1,50 0,9661
0,31 0,3389 0,71 0,6847 1,11 0,8835 1,51 0,9661
0,32 0,3491 0,72 0,6914 1,12 0,8868 1,6 0,9763
0,33 0,3593 0,73 0,6981 1,13 0,8900 1,7 0,9838
0,34 0,3694 0,74 0,7047 1,14 0,8931 1,8 0,9891
0,35 0,3794 0,75 0,7112 1,15 0,8961 1,9 0,9928
0,36 0,3893 0,76 0,7175 1,16 0,8991 2,0 0,9953
0,37 0,3992 0,77 0,7238 1,17 0,9020 2,1 0,99700,38 0,4090 0,78 0,7300 1,18 0,9048 2,2 0,9981
0,39 0,4187 0,79 0,7361 1,19 0,9076 2,3 0,9989

2,4 0,9993
2,5 0,9996
2,6 0,9998
2,7 0,9999
2,8 0,9999



Значения функций Бесселя нулевого и первого порядка 
от х =  0 до х =  12,00

X /( № /, (X) X h  U) Л (х) X h  (х) Л <*)

0,00 +  1,000 +0,000 4,00 -0 ,3 9 7 -0 ,0 66 8,00 +0,172 +0,235
0,10 +0,997 +0,050 4,10 -0 ,3 8 9 -0 ,1 03 8,10 +0,148 +0,248
0,20 +0,990 +0,099 4,20 -0 ,3 7 7 -0 ,1 3 9 8,20 +0,122 +0,258
0,30 +0,977 +0,148 4,30 -0 ,361 -0 ,1 7 2 8,30 +0,096 4-0,266
0,40 +0,960 +0,196 4,40 -0 ,3 4 2 -0 ,2 03 8,40 +0,069 +0,271
0,50 +0,933 +0,242 4,50 -0 ,321 -0 ,231 8,50 +0,042 +0,273
0,60 +0,912 +0,288 4,60 -0 ,2 9 6 -0 ,2 5 7 8,60 +0,015 +0,273
0,70 +0,881 +0,329 4,70 -0 ,2 6 9 -0 ,2 7 9 8,70 -0 ,0 13 +0,270
0,80 +0,846 +0,369 4,80 -0 ,2 4 0 -0 ,2 9 8 8,80 -0 ,0 39 +0,264
0,90 +0,808 +0,406 4,90 -0 ,2 1 0 -0 ,3 1 5 8,90 -0 ,0 65 +0,256

1,00 +0,765 +0,440 5,00 -0 ,1 7 8 -0 ,3 2 8 9,00 -0 ,0 9 0 +0,245
1,10 +0,720 +0,471 5,10 -0 ,1 4 4 -0 ,3 3 7 9,10 -0 ,1 14 +0,232
1,20 +0,671 +0,498 5,20 -0 ,1 1 0 -0 ,3 4 3 9,20 -0 ,1 3 7 +0,217
1,30 +0,620 +0,522 5,30 -0 ,0 7 6 -0 ,3 4 6 9,30 -0 ,1 58 +0,200
1,40 +0,567 +0,542 5,40 -0 ,041 -0 ,3 45 9,40 -0 ,1 77 +0,182
1,50 +0,512 +0,558 5,50 -0 ,0 0 7 -0 ,341 9,50 -0 ,1 94 +0,161
1,60 +0,455 +0,570 5,60 +0,027 -0 ,3 3 4 9,60 -0 ,2 09 +0,140
1,70 +0,398 +0,578 5,70 +0,060 -0 ,3 2 4 9,70 -0 ,2 22 +0,117
1,80 +0,340 +0,582 5,80 +0,092 -0 ,311 9,80 -0 ,2 32 +0,093
1,90 +0,282 +0,581 5,90 +0,122 -0 ,2 9 5 9,90 -0 ,2 4 0 +0,068

2,00 +0,224 +0,577 6,00 +0,151 -0 ,2 77 10,00 -0 ,2 4 6 +0,043
2,10 +0,167 +0,568 6,10 +0,177 -0 ,2 56 10,10 -0 ,2 4 9 +0,018
2,20 +0,110 +0,556 6,20 +0,202 -0 ,233 10,20 -0 ,2 50 -0 ,0 0 7
2,30 +0,056 +0,540 6,30 +0,224 -0 ,2 0 8 10,30 -0 ,2 4 8 -0 ,031
2,40 +0,002 +0,520 6,40 +0,243 -0 ,1 8 2 10,40 -0 ,2 43 —0,055
2,50 -0 ,0 4 8 +0,497 6,50 +0,260 -0 ,1 54 10,50 -0 ,2 37 -0 ,0 7 9
2,60 -0 ,0 9 7 +0,471 6,60 +0,274 -0 ,1 25 10,60 -0 ,2 2 8 -0 ,101
2,70 -0 ,1 4 2 +0,442 6,70 +0,285 -0 ,0 95 10,70 -0 ,2 1 6 —0,122
2,80 -0 ,1 8 5 +0,410 6,80 +0,293 -0 ,0 6 5 10,80 -0 ,2 0 3 -0 ,1 42
2,90 -0 ,2 2 4 +0,375 6,90 +0,298 -0 ,0 35 10,90 -0 ,1 8 8 —0,160

3,00 -0 ,2 6 0 +0,339 7,00 +0,300 -0 ,005 11,00 -0 ,171 -0 ,1 7 7
3,10 -0 ,5 9 2 +0,301 7,10 +0,299 +0,025 11,10 -0 ,1 5 3 -0 ,191
3,20 -0 ,3 2 0 +0,261 7,20 +0,295 +0,054 11,20 -0 ,1 3 3 -0 ,2 0 4
3,30 -0 ,3 4 4 +0,221 7,30 +0,288 +0,083 11,30 -0 ,1 1 2 —0,214
3,40 -0 ,3 6 4 +0,179 7,40 +0,279 +0,110 11,40 -0 ,0 9 0 -0 ,2 2 2
3,50 -0 ,3 8 0 +0,137 7,50 +0,266 +0,135 11,50 -0 ,0 6 8 —0,228
3,60 -0 ,3 9 2 +0,095 7,60 +0,252 +0,159 11,60 -0 ,0 4 5 -0 ,2 3 2
3,70 -0 ,3 9 9 +0,054 7,70 +0,235 +0,181 11,70 -0 ,021 -0 ,2 3 3
3,80 -0 ,4 0 3 +0,013 7,80 +0,215 +0,201 11,80 +0,002 -0 ,2 32
3,90 -0 ,4 0 2 -0 ,0 2 7 7,90 +0,194 +0,219 11,90 +0,025 -0 ,2 29

12,00 +0,048 -0 ,223



Последовательные корни уравнения / о (| 'п '= 0  и соответствующие 
значения | I t |

п J, (и„) п V-n '• (■*„)

1 2,4048 0,5191 6 18,0711 0,1877
2 5,5201 0,3403 7 21,2116 0,1733
3 8,6537 0,2715 8 24,3525 0,1617
4 11,7915 0,2325 9 27,4935 0,1522
5 14,9309 0,2065 10 30,6346 0,1442

Т а б л и ц а  4
Значения функций Ко  (* )  и Ki (х)

X Ка(х) Ki (х) X Kt (X) К, 1х)

0,1 2,4271 9,8538 3,1 0,0310 0,0356
0,2 1,7527 4,7760 3,2 0,0276 0,0316
0,3 1,3725 3,0560 3,3 0,0246 0,0281
0,4 1,1145 2,1844 3,4 0,0220 0,0250
0,5 0,9244 1,6564 3,5 0,0196 0,0222

0,6 0,7775 1,3028 3,6 0,0175 0,0198
0,7 0,6605 1,0503 3,7 0,0156 0,0176
0,8 0,5653 0,8618 3,8 0,0140 0,0157
0,9 0,4867 0,7165 3,9 0,0125 0,0140
1,0 0,4210 0,6019 4,0 0,0112 0,0125

1,1 0,3656 0,5098 4,1 0,0998 0,0111
1,2 0,3185 0,4346 4,2 0,0089 0,0099
1,3 0,2782 0,3725 4,3 0,0080 0,0089
1,4 0,2437 0,3208 4,4 0,0071 0,0079
1,5 0,2138 0,2774 4,5 0,0064 0,0071

1,6 0,1880 0,2406 4,6 0,0057 0,0063
1,7 0,1655 0,2094 4,7 0,0051 0,0056
1,8 0,1459 0,1826 4,8 0,0046 0,0051
1,9 0,1288 0,1597 4,9 0,0041 0,0045
2,0 0,1139 0,1399 5,0 0,0037 0,0040

2,1 0,1008 0,1227 5,1 0,0033 0,0036
2,2 0,0893 0,1079 5,2 0,0030 0,0032
2,3 0,0791 0,0950 5,3 0,0027 0,0029
2,4 0,0702 0,0837 5,4 0,0024 0,0026
2,5 0,0623 0,0739 5,5 0,0021 0,0023

2,6 0,0554 0,0653 5,6 0,0019 0,0021
2,7 0,0492 0,0577 5,7 0,0017 0,0019
2,8 0,0438 0,0511 5,8 0,0015 0,0017
2,9 0,0390 0,0453 5,9 0,0014 0,0015
3,0 0,0347 0,0402 6,0 0,0012 0,0013



III. Графики специальных функций

Рис. 106. Графики функций Неймана Л/0 (*) и Ni(x).
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IV. Различные ортогональные системы координат

Пусть х, у, z — декартовы координаты некоторой точки, а 
Хи Хг, х3 — криволинейные ортогональные координаты этой точ
ки. Квадрат элемента длины выражается формулой

ds2 — dx2 +  dy2 +  dz2 — h\ dx2. +  hi dx\ - f  h\ dx2,
где

Hi + { д УХ1 2 + Ш  ( ' = 1 . 2 . 3 )

— метрические коэффициенты, или коэффициенты Ламэ. Орто
гональная координатная система полностью характеризуется 
гремя метрическими коэффициентами hu h2, h3.

Приведем общее выражение для операторов grad, div, rot, 
Д в ортогональной криволинейной системе координат:

grad и =  ^  
/=

1 du .

rot А  =

Д и ■■ 1 Г д / /г2Лз ди 
L д х х \ й, d x t

M i h&2 K h
1 д д d

dxi д х 2 д х г t

h i  Ai h 2A ЬзАз

д и  \ . <5 M i д и  \ . д
d x j  1 д х 2 I A* д х 2 ) дх

hxh2 ди 
h3 дх3 )]•

где *ь i2, i3— единичные базисные векторы, А — {Аи А2, А3) —  
произвольный вектор, и — скаляр.

1. П р я м о у г о л ь н ы е  к о о р д и н а т ы .

: х, ■ У у X 3 =  2 , /г, =  1, /г2=  1, h3— 1,
д и  д и  

grad  „ = _ *  +  _ / +
д и
IT k dz

i ! k

rot А — д
д х

д
д у

д
dz

Ах Ау А2

дА, д А и
div A =  +  ду +

дАг_
dz

дЛг
ду

д А ,
dz i +  . . . ,

Aw - IIхх ""Ь" Uyy ~\~ Hzz> 

где i, / и k — направляющие единичные векторы осей х, у у г.



2. Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы

Xi — r, х2 — Ф, x3 =  z

связаны с прямоугольными координатами уравнениями

д: =  гсозф, г/ =  г sin ф, z — z.

Координатные поверхности: г = const — цилиндры, ф 
=  const — плоскости, г  =  const — плоскости.

Метрические коэффициенты равны

h l =  1, h 2 —  r, h 3 —  1,
так что

, ди . . 1 ди . , ди . 
grad « =  +  +  ! 7 1з,

«. * 1 д , „ ч . I дЛ2 I д А 3 
й" А =  Т И 7(гА^ + Т - Ж  +  -д Г

■= (7  4 £  ■- # )  * ■+ ( I 1 ■ - # )  4 + [ f  I  m j  -  4- ! $ ]  <,
. 1 <Э (  д и  \ . 1 д 2и  . д 2ид ы =  _ _ ^ _  j  +  +

3. С ф е р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы

Xi =  r ,  х 2 =  0 ,  Х3 =  ф 

связаны с прямоугольными координатами формулами 
х =  г sin 0 cos ф, ?/= г sin 0 sin ф, z =  rco s0 .

Координатные поверхности: концентрические сферы г =
— const, плоскости ф =  const, конусы 0 =  const.

Метрические коэффициенты равны

h i — l, h2 =  r, h3 — r  s in0,
так что

j  д и  . , 1 д и  . | 1 д и  . grad u — — ix —  ц-\-  ̂ ,.nQ -g^h,

±  Ь  ̂ Aj-+ т ^ е  W (sin '0 ^  )'+ T ik e  ’ 

rot л  =  T i t e  [ w  <sin ел з) -  ^ f \  h +  у  ^  л з)] *2 +

+  T [ w ( rA J  — * w ]
л ____ \ д  (  2 д и \  , 1 д  . a  ди\ , 1 <?2u

г2 5л V j  ^  г* sin 0 50 1SU1 0 50 ]  г2 sin2 0 5ф2 ‘



4. Э л л и п т и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы

*1 =  А, лг2 =  ц, x3 =  z 

•определяются с помощью формул преобразования

х =  сХц, г/ =  с]/(А2 — 1) (1 — jj,2) , z — z,

где с — масштабный множитель.
Метрические коэффициенты равны

Л . = с ] / - ^ E r f .  h ^ c ] f , А3= 1 .

Координатные поверхности: А =  const — цилиндры эллипти
ческого сечения с фокусами в точках х =  ±с,  у =  0, ц == 
=  const — семейство конфокальных гиперболических цилинд
ров, 2 =  const — плоскости.

5. П а р а б о л и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы .
Если г, 0 — полярные координаты точки на плоскости, то 

параболические координаты могут быть введены с помощью 
формул

ЛГ| =  Л =  У~2Т  sin - j , х2 =  ц =  V%r cos - f ,  x3 =  z.

Координатные поверхности А = const и ц = const представ
ляют собой пересекающиеся параболические цилиндры с обра
зующими, параллельными оси г. Связь с декартовыми коорди
натами дают формулы

* =  -S- (и-2 — А2), у =  Ац, 2 =  2.

Метрические коэффициенты Л, — h2 — ]/А2-(- ц2, Л3=  1.
6. Э л л и п с о и д а л ь н ы е  к о о р д и н а т ы .
Вводятся с помощью уравнений (а > Ь > с ):

а2 +  А. + э 4  62 +  А 1 с2 +  А

л:2 1 У2 I г 2
а 2 +  Ц 1 &2 +  ц 1 +м

л 2
п2 _1_ л, + -  2/2 1 А2 _1_ л, «

г 2
л2 I ..

(уравнение одно-
— с2 > р, >  — 62) полостного ги

перболоида),
(уравнение двух-

— Ь2 > v > — а2) полостного гипер
болоида).

Каждой точке (х, у, z) соответствует только одна система 
значений А, ц, v. Параметры xt =  X, х2 =  ц, х3 =  \ и назы-



ваются эллипсоидальными координатами. Координаты х, у, z 
выражаются явно через Я, ц, v:

, , /  (Я +  а2) (ц +  а2) ( у~+а2У ....  / ( Г + Ь *)(\1 +  Ь2) ( ^ + У )
- У  _  д2) (С2 _  а2) • У - У  (С2 _  J2) (а2 _  ft2) *

_ _  . , / (*■ + сг) (И + О  (у + с2)* — -  У (а2 _  С2) (ft2 _  С2)

Коэффициенты Ламэ равны

+  (V -  Ц R („) £  ( *  Ox) £ )  +  (Я _  „) R W  J L  ( S  м  £ ) ] .

Частное решение уравнения Лапласа, зависящее только от Я,. 
U — U (Я), дается формулой

где А и В — произвольные постоянные.
7. В ы р о ж д е н н ы е  э л л и п с о и д а л ь н ы е  к о о р д и 

н а т ы .
а) Вырожденные эллипсоидальные координаты (а , р, ср) для 

вытянутого эллипсоида вращения определяются при помощи 
формул

х — с sin р cos ф, у =  с sin a  sin р sin ф, z =  с ch а  cos р, 
где с — масштабный множитель, 0 ^  а  <  оо, 0 ^  р ^  л, 
—л <  ф я. Координатные поверхности: вытянутые эллипсои
ды вращения а =  const, двухполостные гиперболоиды враще
ния р =  const и плоскости ф =  const.

Квадрат элемента длины дается выражением

ds2 — с2 (sh2 а  +  sin2 Р) (da2 +  d$2) +  с2 sh2 а  sin2 Э dtp2, 

откуда для метрических коэффициентов получаются значения! 

hl =  h2~  с Y  sh2 a  -j- sin2 р , h3 — /гф =  с sh а  sin p.

R(s) =  V (s +  a2) (s +  b2) (s +  c2) (s =  Я, ц, v).
Оператор Лапласа можно представить в виде



Уравнение Лапласа имеет вид

а  * Г '  3 / ,  ди \ , 1 д ( . а ди \ .
Ы с2 (sh2 а  +  sin2 (5) [ sh а  <Э« \S °  да  ) sin р с>Э \Sln  ̂ dp j

+  ( —!___ I___ I—) =  О
\ sh2 а  sin2 (5 } Зф2 J

б) Система вырожденных эллипсоидальных координат 
(а, р, ср) для сплюснутого эллипсоида вращения определяется 

-с помощью равенств

х — с ch a  sin р cos ф, у — с ch а  sin р sin ф, г ^ с с Ь а с о в ф ,  
0 ^ а < о о ,  О ^ р ^ я ,  — я < ф ^ л .

Координатные поверхности: сплюснутые эллипсоиды враще
ния а  — const, однополостные гиперболоиды вращения р =
— const и плоскости ф =  const, проходящие через ось z.

Квадрат линейного элемента и оператор Лапласа в рассмат
риваемой системе координат имеют вид

ds2 — с2 (ch2 а  — sin2 Р) (da2 +  dp2) +  с2 ch2 а  sin2 р dф2,
а  * Г I д  I , ди\ . 1 д  ( . „ ди\  .

U ~~ с2 (ch2 а  -  sin2 Р) L"ch”a да  \ а  da) '^ s in p 'd p  \S in ^ “ap"/

\sin2a ch2 a / дф2 J ’

8. Т о р о и д а л ь н ы е  к о о р д и н а т ы .
Система тороидальных координат (a , р, ф) определяется при 

помощи формул

__ с sh a  ens ф __  с sh a  sin ф __ с sin р
Х ch a  — cos p ’ У ch a  — cos P ’ Z ch a  — cos p ’

где с — масштабный множитель О а  <  оо, —я <  р ^  я, 
—я  <  ф ^  я.

Координатные поверхности суть торы a =  const:

(р — с cth a)2 +  z2 =  (р =  V х 2 +  У2).
•сферы р =  const:

(z — c ctg Р)2 +  р2 =  (-^р -)2.
ПЛОСКОСТИ ф =  const.

Выражение для квадрата линейного элемента имеет вид

“  .(.I, a -  „ и . ' irfa2 +  Ф  +  =h’ “ ‘‘ Л



метрические коэффициенты равны

, , с , с sh аh„ — ha =  —г—— — 5-, h„а Р ch а  — cos Р ’ Т ch а  — cos Р ’

и оператор Лапласа дается следующим выражением:

J _______ <Ри
■ cosf5)sha d(f2 '

д  __ д I sh а  ди \ .__ д ( sh a_____ ди\  ,_______
Ы д а  \ch a  — cosP d a  J (Эр \ch a  — cos p <5P j  (ch a  •

Удобно вводить вместо и новую функцию v с помощью соотно
шения

u — Y 2 ch a  — 2 cosр • v, 

при этом уравнение Дм =  0 приводится к уравнению

0 a a + e M +  »aCtha +  i - 0 + - 5Ê O w = O .

9. Б и п о л я р н ы е  к о о р д и н а т ы
а) Биполярные координаты на плоскости. Переменные

х, — а, дг2 =  Р, х3 — z

называются биполярными координатами, если имеют место 
равенства

a s h  a  a s i n pУ ------ —г*  z — z.»■' ЛП П _ f'rtQ К ’cli a  — cos р ’ у  ch a  — cos p

Метрические коэффициенты равны hl — h2 =  c h a c o s , h3 =  1.
б) Бисферические координаты JC]=a, л'2 =  р, л:3 =  ф опреде

ляются при помощи формул

с sin a  cos m с sin a  sin ф c s h pf— -----------------------z _  у  = z _______________т_ 2  = = ----------------- _-------
ch p — cos a  ’ J  ch p — cos a  ’ ch p — cos a  ’

где с — постоянный множитель 0 ^ а < ( 3 ,  — о о < р < с о ,
—  я  <  ф ^  я .

Эти формулы можно представить в компактной форме:

Z +  /р =  С i  ctg a  ^  (р  = Y x 2 + i f ) .

Координатные поверхности суть: веретенообразные поверхно
сти вращения а  = const:

(p -cctga )2 +  z2 =  f e ) \



сферы р =  const:
р2 + (2Г — С Ctg Э)2 = (̂ Нр-)2*

плоскости р =  const.
Выражение для квадрата линейного элемента в простран

ственных биполярных координатах имеет вид

d$2 =  (eh р - cos а)* ^  +  Sin2 °  d ^ '

откуда следует

“ 2 ch р — cos а ’ ch Р  

и уравнение Лапласа принимает вид
д / sin а \ 5  / sin а ди \ ,__________J________<Ри__ ~

да  \ ch р — cos а  д а  j ' д{$ \ ch р — cos а  д|$ J sin а  (ch Р — cos а) дф2

При решении уравнения Лапласа удобна подстановка

и — у 2 ch р — 2 cos a v.

Тогда для функции v получается уравнение

^аа +  Opj, +  Ctg а  -  i  У +  Vw  =  0 .

10. С ф е р о и д а л ь н ы е  к о о р д и н а т ы .
а) Вытянутые сфероидальные координаты

х\ Я, Л̂ 2== [А, * 3 Ф> 

x=cX\i, у = с У (Х 2 — 1 )(1 — n2)coscp, z—cY (X 2 — 1 )(1 — p.2) sin ф, 
Я >  1, — 1 < ц < 1 ,  0 <  ф < 2 л ,

hi =  c V ^ z r r  . К  =  Л3==с1/(Я2- 1 ) ( 1 - ( х 2).

б) Сплюснутые сфероидальные координаты

Х\— Х, Х2 =  Ц, ЛГ3 =  ф,

х =  сЯц8 1пф ,  у =  с У  (Я2 — 1) (1 — (х2) , z =  сАц cos ф.

Поверхности X =  const—сплюснутые сфероиды, ц =  const—одно
полостные гиперболоиды. Метрические коэффициенты

Л| / т г = т .



11. П а р а б о л о и д ы  ы е  к о о р д и н а т ы .  Переменные
*1 =  X, Х2 =  Ц, Хз  —  ф ,

определяемые соотношениями

л: =  Яцсозф, ^ =  А,Ц81Пф, z =  y (  X2 — ц2),

называются параболоидными координатами. Метрические коэф
фициенты равны h{ = h 2 =  V  X2 +  ц2 , =

Координатные поверхности X =  const, ц, =  const являются 
параболоидами вращения вокруг оси симметрии Ог.
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