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ПРЕДИСЛОВИЕ

В основу книги положен материал ряда общих и спе­
циальных курсов по теории графов, которые читаются ка­
федрой прикладной математики МИЭМ. Владение метода­
ми теории графов является в настоящее время необходимой 
составной частью образования специалистов, занимающих­
ся вопросами прикладной математики.

Успех применения графов можно объяснить тем, что 
они являются удобным языком для формулировки и эффек­
тивным инструментом для решения задач, относящихся 
к весьма широкому кругу научных проблем. Можно упо­
мянуть в этой связи вопросы конструирования систем ав­
томатизированного проектирования программирования для 
ЭВМ и создания операционных систем, исследования опе­
раций и управления, а также ряд задач экономики, статис­
тической и теоретической физики, теории информации, 
социологии, математической лингвистики и т. д. Возмож­
ность приложения теории графов к столь различным об­
ластям заложена, в сущности, уже в самом понятии графа, 
сочетающего в себе теоретико-множественные, комбинатор­
ные и топологические аспекты.

Говорить о единой математической теории, применяю­
щейся в различных прикладных областях со своим кругом 
идей и методов в каждой, можно только в том случае, если 
она достигла достаточно высокого уровня формализации и 
удовлетворяет требованиям математической строгости. Эту 
сторону вопроса авторы книги стремились подчеркнуть спо­
собом изложения теории графов, в котором определения 
основных понятий даются в наибольшей общности, а рас­
суждения проводятся, по возможности, математически 
строго.

Материал книги можно разбить на три группы. К пер­
вой группе, которую можно назвать алгоритмическими за­
дачами теории графов, относятся те задачи, где теория гра­
фов применяется как удобный язык для описания на со­
держательном уровне алгоритмов (гл. II, V III, § 3 гл. IX, 
X, Х1)7 Ко второй группе относятся вопросы комбина­
торного характера (гл. VI, IX, X II—XIV). Наконец, в



третьей группе сосредоточены вопросы применения теории 
графов к различным математическим задачам и собственно 
вопросы теории графов (гл. I, III, IV, V, VII, XI, XV).

Это деление материала книги, конечно, в значительной 
степени условно.

При написании книги авторы существенно использова­
ли источники, указанные в списке литературы.

Дополнение, написанное В. В. Беловым и В. П. Масло­
вым, посвящено приложению теории графов к ряду физичес­
ких проблем, связанных с нерелятивистской квантовой 
механикой и квантовой теорией поля. На основе понятия 
дискретной комплексной марковской цепи устанавливается 
связь между фейнмановской вероятностной концепцией 
квантовой механики, методом функционального интегри­
рования (интегрирования по траекториям) и диаграммами 
теории возмущений. Этот материал потребовал введения 
математического аппарата, не связанного непосредственно 
с теорией графов, и поэтому его включение в основной текст 
пособия было признано нецелесообразным.

В качестве первого примера использования языка гра­
фов приводим граф зависимости глав книги (рис. 1).

Авторы



Глава /
ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ. 

ПЕРВЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ГРАФОВ

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

1. Множества и операции над ними. Термины «мно­
жество» и «элемент» считаются первичными и поэтому не 
определяются. Предполагается, что для данных элемента а 
и множества А всегда можно определить, принадлежит 
элемент а множеству А (пишется а 6 А) или элемент а не при­
надлежит множеству А (запись: а £ А ,  или а £  А).

Введем некоторые обозначения:
ф — множество, не содержащее элементов, т. е. для 

любого элемента а а £ф; ф — пустое множество;
z — множество целых чисел, т. е. такое множество, 

что а 6 z тогда и только тогда, когда а — целое число;
ж+ — множество неотрицательных целых чисел; 

к — множество действительных чисел.
Определим теперь операции над множествами. Если из 

х  £ А следует х £ В, то A cz В. В этом случае будем го­
ворить, что А вложено в В (А содержится в В) и множе­
ство А называть подмножеством множества В.

Если А и В — множества, то через А \  В обозначается 
множество всех элементов А, не принадлежащих В, т. е. 
х € А \ В  тогда и только тогда, когда х в А и х ( В.

Через А \] В  обозначается такое множество, что х£А  U В 
тогда и только тогда, когда х  6 А или х £ В (при этом не 
исключено, что одновременно х £ А и х  6 В). Через А Л В 
обозначается множество такое, что х 6 А Л В тогда и толь­
ко тогда, когда х £ А и х £ В.

Множество A U В называется суммой множеств А и В, 
а А Л 5  — пересечением их.

Так, справедливы соотношения

А ( \В с :А ,  Л Л #5=В , Л с Л и б ,  B czA {JB .

Отметим, что если А с .  В, В cz С, то А <=_С, поэтому из 
приведенных выше соотношений следует, что А Л В с А  U В-



Справедливы также формулы дистрибутивности 

(А [}В )[)С  =  {АПС){}(ВПС), {Af ]B) [ j C =

=  (А[)С)()(В1)С)

(отметим, что А =  В выполнено тогда и только тогда, когда 
А а В  и BczA).

Определения суммы и пересечения можно несколько 
обобщить. П усть/ — произвольное множество, каждому эле­
менту i которого поставлено в соответствие множество А .. 
Тогда через (J А . обозначается такое множество, что

/е/
х  €1М < тогда и только тогда, когда существует /0 £ /

tel
такой, что # £ Л ,0, а через ( ]At — такое, что х €  f ]Ai  тог-

ie l iel
да и только тогда, когда для всех i 6 /  х £  А г.

Справедливы обобщенные формулы дистрибутивности

/ и Л Л П £ =  и и * п я ) ,  Л (Л г и 5 ).\» / / ге/ \/б/ / is/

Все приведенные соотношения доказываются весьма 
просто; проверка их предоставляется читателю.

Приведем два примера множеств. Пусть А — некоторое
. множество. Через 2 обозначим множество подмножеств А ,А

т. е. В 6 2 тогда и только тогда, когда В а А .
Множество А называется конечным, если в нем содер­

жится конечное число элементов. Если эти элементы есть 
alt ..., ап, то пишут А =  {alt а2, ..., ап}. В частности, мно­
жество, состоящее из одного элемента а, обозначается че­
рез {а}. Число п называется количеством элементов А и 
обозначается через| А | . Отметим, что \ 2А\ =  2|И|*.

Опишем еще один способ построения новых множеств 
из уже построенных. Пусть А , В  — два множества. Через 
А х В  обозначим множество, состоящее из упорядоченных 
пар (а, Ь), таких, что а 6 Л, ft £ В. Иначе говоря с £ А х  
х В тогда и только тогда, когда с есть пара (а, ft), причем 
а £ А , b ^ В .  Мы будем обозначать а через Прхс, b — че­
рез Пр2с и называть их первой и второй проекциями эле­
мента с.

Множество А х В  называется декартовым произведе­
* Приведенные рассуж дения нельзя рассм атривать как  стро­

гое о п р е д е л е н и е  конечного множества; такое определение весьма 
сложно.



нием А и В. С помощью декартова произведения можно 
ввести операцию дизъюнктивной суммы V Л; семейства

‘е>
множеств A t(i 6 /). Именно, по определению

У Л г =  U {i} X Лг.
fc/ iel

В частности, Л V B  =  ({]} х  Л) U ({2} X В ) . При 
дизъюнктивном сложении, в отличие от операции объеди­
нения, не отождествляются одинаковые элементы множе­
ств Л и В (или семейства Лг).

2. Отношения. Отношение эквивалентности и разбие­
ние на классы. Введем понятие отношения. Будем говорить, 
что на Л задано отношение R, если задано подмножество R  
декартова произведения Л х  А . Элемент а 6 Л находится 
в отношении R к элементу b 6 Л (что записывается как 
aRb) тогда и только тогда, когда (a, b) £ R. При этом сущест­
вен порядок элементов: может быть, что а находится
в отношении R к элементу Ь, но b не находится в отношении 
R к а.

Отношение называется а) симметричным, если aRb 
тогда и только тогда, когда bRa\ Ь) рефлексивным, если для 
любого а 6 Л aRa; с) транзитивным, если из aRb и bRc 
следует aRc; d) антисимметричным, если из aRb и bRa 
следует а =  Ь.

Из множества всех отношений выделяется класс отно­
шений, одновременно симметричных, транзитивных и реф­
лексивных. Такие отношения называются отношениями 
эквивалентности*.

Теорема 1.1. Если R есть отношение эквивалентности 
на множестве А , то существует такое разбиение Лг (г £ I) 
множества А

A = [ j A t, Лг ПЛ,. =  0 ( ; # / ) ,
<6/

что aRb тогда и только тогда, когда существует i0 в I  
такое, что а 6 А/о , b в • Обратно, каждое разбиение А 
задает на А такое отношение эквивалентности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Л пусто, то теорема 
тривиальна. Если Л непусто, то через {а} обозначим под­

* Отметим, что это не единственный класс, который может 
быть выделен. Н априм ер, отнош ения, обладаю щ ие одновременно 
свойствами а), с) и d), назы ваю тся отнош ениями порядка. Нам 
такие отношения понадобятся в гл. IX .



множество элементов Ь множества А таких, что aRb. Спра­
ведливы утверждения:

1) а £ {а}, так как в силу b) aRa;
2) если {а} П {Ь} Ф  Ф, то {а} =  {6}, так как если 

х  6 {а} П {6}. то из г/ £ {а} следует aRy. Далее, aRx, 
следовательно, по a) xRa. Используя с), получаем хЩ  и, 
используя bRx, аналогично получим bRy, т. е. у  £ {Ь}- 
Доказано, что {а}с: {Ь}. Симметрично получим {b} cz 
cz {a}.

Из 1) и 2) следует, что множество подмножеств вида 
{а}, а £ А образует разбиение множества А. Очевидно, 
что aRb эквивалентно тому, что а и b лежат в одном классе 
разбиения. В

3. Отображения. Образ и прообраз множества при ото­
бражении. Рассмотрим теперь понятие отображения. Тер­
мины «отображение» и «функция» будут рассматриваться 
как синонимы. Считаем, что задано отображение /  : X  -у  У, 
если каждому элементу х  6 X  сопоставлен элемент f(x) 6 
6 У*.

Пусть f  : X  -+ Y  — некоторое отображение. Если 
.4 с X,  то образом А при отображении /  называется множе­
ство элементов В cz Y  такое, что у  £ В  тогда и только 
тогда, когда существует х  6 А такой, что у  =  /  (х). Анало­
гично, прообразом C czY  при отображении /  называется 
множество D c X  такое, что x £ D  тогда и только тогда, 
когда /  (х) 6 С. Образ и прообраз обозначим соответственно 
f (A)  и /~‘(С). Операция взятия образа или прообраза мно­
жества удовлетворяют соотношениям:

Г 1 (А и В) =  /-1 (А) и г  (В), f  (А и В) =  /  (Л) и /  (5);

г  (А п В) =  Г 1 (Л) П Г 1 (В), f  (А п Я)с=/ {А) Л /  (В)\

г  (Y \A ) =  Х \ п  (A), f ( X \ A ) ^ f  (X )\f(A ).

Однако нельзя утверждать, что /  (Л Л В) =  f  (А) Л / (В) 
и /(Х \Л ) =  f (X)\ f (A).  Достаточно рассмотреть постоянное 
отображение f  : X  -*-Y  (такое, что f(x) =  г/06 У для лю­
бого х  6 X).

Отображение называется взаимно-однозначным, если 
/  (X) =  Y  и для любого у  6 X  множество ГН{у})  состоит 
из одного элемента. Нетрудно видеть, что определено ото­
бражение / _1 : У - у Х.  Именно, f~l(y) = a  тогда и только 
тогда, когда f~l ({г/}) =  {а}.

* Приведенное вы сказы вание нельзя считать определением 
функции; будем считать это понятие первичным.



Пусть f  \ X  -+-Y, g  : Y  -+ Z  — отображения. Через 
g ° f :  X  - > Z  обозначается отображение, которое элемен­
ту х в X  ставит в соответствие элемент g(f(x)).  Если /  вза­
имно-однозначно, то /  о / '1 =  1х , о /  =  1У> где 1х (х) =  х
для любого х  6 X,  1 у (у) =  у  для любого у  £ Y.

Пусть X,  Y  — множества, X  X Y  — их декартово 
произведение. Обозначим через n p t : X  X Y  -> Х  отобра­
жение, сопоставляющее элементу (х, у) £ X  X Y  элемент 
П Р1 (х, у) — х  6 X.  Аналогично определяется отображение 
Пр2 : X х  Y  ->  Y.

Пусть А = { 1 , 2 .........п}.  Подстановкой порядка п на­
зывается взаимно-однозначное отображение А в А.  Множе­
ство всех подстановок порядка п обозначается S n (позднее 
мы увидим, что S n — группа относительно операции ком­
позиции).

§ 2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ

1. Определение мультиграфа. Прежде чем приступить 
к точным определениям, поясним их наглядно. Любое ко­
нечное множество точек (вершин), некоторые из которых

Рис. 2 Рис. 3

соединены попарно стрелками (в теории графов эти стрелки 
называются дугами), можно рассматривать как граф 
(рис. 2). Например, граф может изображать сеть улиц в 
городе, вершины графа — перекрестки, стрелками обоз­
начены улицы с разрешенным направлением движения. 
(Улицы могут быть с односторонним и двусторонним дви­
жением.) Отметим здесь два момента. Во-первых, не любой 
граф можно изобразить на плоскости так, чтобы дуги пере­
секались только в вершинах (рис. 3). Во-вторых, две вер­
шины могут быть соединены несколькими дугами, идущими



в одном направлении (например, таким свойством может 
обладать схема железных дорог). Такие дуги будем назы­
вать кратными, а граф, содержащий кратные дуги, часто 
называют мультиграфом (рис. 4). Если подчеркивается, что 
в данном графе нет кратных дуг, то он называется графом 
без кратных дуг.

Определение 2.1. Мультиграфом или просто графом 
G называется пара объектов G =  (X , Г), где X  — конечное 

множество, а Г — конечное подмно- 
^  жество прямого произведения Х х Х х

Хг \   ж+. При этом X  называется множе-
р  . ством вершин, а Г —  множеством дуг

графа G.
Покажем, каким образом введен­

ное определение формализует понятие графа, интуитивно 
описанное выше. Дугу (стрелку), соединяющую вершины 
Xi, х }, мы обозначим через (хг, Xj, п), где x t — начало ду­
ги, Xj — ее конец, а п —  номер дуги. Например, графы, 
изображенные на рис. 2, 24, 4, могут быть аналитически 
описаны соотношениями:

X  =  {xlt х2, х3, х4}, Г =  {(хъ х2, 1), (х2, хи  1),

(х2, х3, 1), (х3, х4, 1), (^1 » х3, 1)}; (2.1)

X  = { x lt х2, х3, xt , хь}, Г = Х х Х х { 1 } \ £ х  {!}, (2.2)

где Е а  X  х  X  состоит из всех пар вида (xit x t);

X  {xXt х2}, Г =  {(^2> 1), (х2, х х, 2), (х2, хх, 3),

(Xi ,  X i t l ) } .  (2 .3)

Отметим, что при нумерации дуг не требуется, чтобы 
были использованы все номера, начиная с единицы и до 
числа дуг между данными вершинами. Например, граф на 
рис. 2 может быть описан и так:

X — {*1, х3, х&\, Г — {(*1» Хч, 101,), (х2, Xj, 1), (х2,
Х3, 4), (х3, лг4, 5), (Xf, х3, 10 )̂}. (2.4)

Графы, заданные соотношениями (2.1) и (2.4), будем счи­
тать различными. Д ля формализации «идентичности» этих 
графов вводится ниже понятие изоморфизма.

Как уже сказано в определении 2.1, элементы Г назы­
ваются дугами. Дуга вида (xt , x t , п) называется петлей.

Несколько сложнее понятие ребра. Иногда на графе, 
возникающем в какой-либо прикладной задаче, нет необ­



ходимости задавать направление связи между х .  и xj.  
При изображении в этом случае связь рисуют без стрелки и 
говорят о ребре, соединяющем x t и Xj (рис. 5, а). Будем счи­
тать такие ребра объединением Дуг (Xt , Xj, п) И (Xj, x t , n) 
с одинаковыми номерами. Таким образом, ребром называет­
ся подмножество вида {(xit xjt л), (xjt x i t n)} сгГ  (рис. 5, б).

Определение 2.2. Граф G =  (X , Г) называется симмет­
рическим, если для любых i, / из (xt , xjt п) 6 Г следует 
включение {xjt x t ,n) £ Г.

Из определения видно, что мно- а)
жества вида {(xit Xj, п), (xj, x t , 
ri)} для симметрического графа об­
разуют разбиение множества Г.
Множество классов этого разбие­
ния обозначается Г и называется 
множеством ребер симметрического 
графа G. Подчеркнем, что Г опре­
деляется только для симметриче- Рис. 5
ских графов.

В дальнейшем, допуская вольность речи в случаях, 
где это не может привести к разночтениям, вместо «ребро 
{(xi, Xj, ti), (Xj, Xi, я)}» будем говорить «ребро (xit Kj, ft)». 
Отметим, что выражения «ребро (xt , Xj, л)» и «ребро (х}, 
x t , л)» при этом тождественны.

Определение 2.2 '. Полностью неориентированным гра­
фом называется пара G =  (X , Г), где X  — конечное множе­
ство, а Г — конечное подмножество прямого произведения 
2х X ж+, состоящее из элементов вида (А , л), где А со­
держит ровно два элемента.

З а м е ч а н и е .  Каждый симметрический граф однозначно 
определяет некоторый полностью неориентированный граф. Эле­
менты Г назы ваю тся при этом ребрами.

Формализуем теперь понятие графа без кратных дуг.
Определение 2.3. Графом без кратных дуг называется 

(мульти) граф G =  (X , Г), удовлетворяющий условию: для 
любых i, /  существует самое большее один элемент п £ х + 
такой, что {xt , х }, п) £ Г.

Для описания графов без кратных дуг можно восполь­
зоваться упрощающей символикой — дугу (xt , Xj, ti) гра­
фа G обозначать (xit Xj). Таким образом, можно дать другое 
определение графа без кратных дуг, эквивалентное опре­
делению 2.3.



Определение 2.3'. Графом без кратных дуг называется 
пара объектов G =  (X , Г), где X — конечное множество, а 
Т с: X  X X .

Мы пользуемся обозначением Г в определениях 2.1 и 
2.3, хотя этим символом обозначены различные объекты. 
В подавляющем большинстве случаев это не вызывает до­
полнительных затруднений. Отметим еще, что соответствие 
между графами в смысле определений 2.3 и 2.3' не взаимно­
однозначное, поскольку нумерация ребер в определении 
2.3' отсутствует.

Покажем, что граф без кратных дуг определяет некоторое 
отображение (которое также будем обозначать буквой Г) 
Г : X  2Л. Каждому элементу хг 6 X  сопоставим под­
множество Г (хг) 6 2х  следующим образом. Считаем, что 
х } (Е Г(хг) тогда и только тогда, когда (хг, х 3) £ Г (здесь 
использовано определение 2.3'). Легко видеть, что и об­
ратно, любое отображение Г : X  ->-2х  определяет граф в 
смысле определения 2.3'. Можно дать определение экви­
валентное определению 2.3'.

Определение 2.3” . Графом без кратных дуг называется 
пара объектов G — (X , Г), где X  — конечное множество, а 
Г : X ->  2х — отображение.

В дальнейшем будут рассматриваться и полностью нео­
риентированные графы без кратных ребер. Ребра такого 
графа будем часто обозначать (xit Xj) или, эквивалентно 
(х }, x t) и говорить о неупорядоченной паре вершин (хг, 
Xj). Все упомянутые обозначения следует рассматривать как 
вольности речи (впрочем, сильно облегчающие изложение). 
Точные определения даны выше.

2. Некоторые общие понятия теории графов. Дугу 
и 6 Г и вершину х  6 X  назовем инцидентными, если 
х =  П р ^  или х  =  Пр2ц. Ребро и £ Г и вершину х £ X ,  
назовем инцидентными, если инцидентны дуга и £ и и х .  
Дугу и, такую, что Прхи =  х, назовем исходящей из х, 
а если Пр2« =  х,  то — входящей в х. Две вершины x t и 
Xj называются смежными, если существует дуга, соединяю­
щая либо X; С Xj, либо Xj С Хг.

Определение 2.4. Путем в мультиграфе G =  (X , Г) 
называется такая конечная последовательность дуг
{иъ  «2.........ит }, «г 6 Г, что Пр2и ; =  ПрхЫг+1 для i =
=  1 ,2 , ..., т — 1. Если кроме того, Пр2мт  =  П р ^ ,  то 
путь {иъ  ..., ит} называется контуром. Путь называется 
простым, если из неравенства i ф  / следует и 1Ф и },



и элементарным, если последовательность вершин {Пр1ы1, 
Пр2%, Пр2ит } не содержит совпадающих элементов, 
кроме, может быть, крайних.

Интерпретация пути (и контура) в мультиграфе очевид­
на. Путь является простым, если при движении вдоль него 
одна и та же дуга никогда не приходится дважды, и элемен­
тарным, если при этом никакая вершина не встречается 
дважды.

Пусть теперь G =  (X, Г) — симметрический мульти­
граф.

Определение 2.5. Цепью в симметрическом мультигра- 
фе* G называется такая последовательность {ии ..., ит}, 
и i d  Т  ребер графа G, что существует путь {иъ ит] 
в G, удовлетворяющий условию ut £ ut для i =  1, 2, ... , т. 
Цепь называется циклом, если соответствующий путь есть 
контур. Цепь называется простой {элементарной}, если 
соответствующий путь простой .{элементарный}.

Очевидно, что для любой цепи {%, ... ит}, т >  2 
существует ровно один путь {ult ..., ит), такой, что иг £ 
g и .. Это доказывает корректность определений простой и 

элементарной цепи.
Определение 2.6. Мультиграф G' =  (X ', Г') называет­

ся суграфом мультиграфа G =  (X, Г), если Х '=  X, Г 'сгГ . 
Граф G' называется подграфом графа G, если Х 'с zX ,  Г '=  
=  Г П (X ' X X ' х  z +). Наконец, граф G' называется частью 
графа G, если Х 'с Х ,  Г 'сгГ .

Таким образом, суграф получается из графа удалением 
некоторого числа дуг (с сохранением вершин). Подграф 
получается из графа удалением некоторого числа вершин 
вместе со всеми дугами, инцидентными удаленной вершине. 
Часть графа получается из графа применением конечного 
числа обеих описанных операций.

^^Определение 2.7. Наименьший симметрический мульти­
граф Сейм такой, что G является суграфом GC[iM, называет­
ся симметризованным мультиграфом мультиграфа G =  
=  (X, Г).

Определение 2.8. Мультиграф G =  (X, Г) называется 
сильно связным, если для любых двух вершин x t , X j£  X , 
х . ф  %j существует путь {иъ «2> ..., ит} такой, что x t =  
=  Пр!%, Xj =  Пр2мт .

* В этом определении симметрический мультиграф может 
быть заменен на отвечающий ему полностью неориентированный 
граф; в дальнейш ем такие замечания будут опускаться.



Определение 2.9. Симметрический мультиграф G =  
=  (X , Г) называется связным, если он сильно связен. Произ­
вольный граф называется связным, если связен его симметри- 
зованный граф GCI1M.

Из этих определений прямо следует, что понятия связ­
ности и сильной связности совпадают для симметрических 
мультиграфов.

Определение 2.10. Подграф G' графа G называется 
компонентой связности графа G, если 1) G' связен, 2) G' 
обладает свойством максимальности, т. е. если G" — 
некоторый другой связный подграф G и G' a  G", то графы 
G' и G" совпадают.

Будем говорить, что ребро и 6 Г является перешейком 
в симметрическом мультиграфе G =  (X , Г), если при уда­
лении этого ребра количество компонент связности графа 
увеличивается на единицу. Очевидно, что ребро является 
перешейком тогда и только тогда, когда не существует 
простого цикла, содержащего это ребро.

Определение 2.11. Полустепенью исхода р вершин х  
называется число исходящих из нее дуг. Полустепенью захода 
q вершины х  называется число входящих в нее дуг. Степенью 
вершины st х  называется число р +  q.

З а м е ч а н и е .  Иногда в симметрических м ультиграф ах сте­
пенью верш ины х  будет назы ваться число инцидентных ей ребер. 
Из контекста всегда будет ясно значение числа s t  х  в каждом слу­
чае.

Определение 2.12. Ребро и симметрического мульти­
графа G =  (X , Г) называется тупиком, если степень одной 
из его вершин равна единице (здесь степень вершины опре­
деляется как число инцидентных ей ребер).

Определение 2.13. Пусть G =  (X , Г) — мультиграф, 
п = |  X  |. Матрицей смежности G называется п Х п  мат­
рица А —  || at j || , в которой элемент аи  равен количеству 
дуг из Г вида (х. ,  х 3, k).

Определение 2.14. Мультиграфы G =  (X, Г) и G '=  
=  (X' ,  Г ') называются изоморфными, если существуют вза­
имно-однозначные отображения ф : X  - + Х ' ,  0 : Г -> Г ', 
такие, что n p ^ t ] ^  ф оП р1( П р2°ф — ф оП р2.

§ 3. ЗАДАЧИ, ПОСЛУЖИВШИЕ ОСНОВОЙ ТЕОРИИ ГРАФОВ

1. Задача о кенигсбергских мостах. На рис. 6 схема­
тически изображена карта города Кенигсберга, относящаяся 
к XVIII в. Город был расположен на берегах и двух остро­



вах реки Преголи. Острова между собой и с берегами были 
связаны семью мостами. Жители города любили размышлять 
над проблемой: можно ли, выйдя из дома, вернуться обрат­
но, пройдя по каждому мосту только один раз?

Полностью неориентированный мультиграф G, отвечаю­
щий задаче, представлен на рис. 7. Вершины х\, xk соответ­

ствуют правому и левому берегам реки, вершины х2, х3— 
островам, ребра мультиграфа — мостам. На языке графов, 
следовательно, задача формулируется следующим образом: 
существует ли в мультиграфе простой цикл, содержащий 
все ребра (эйлеров цикл).

Л. Эйлер сформулировал и доказал необходимое и дос­
таточное условие того, чтобы в произвольном полностью 
неориентированном связном мультиграфе существовал эй­
леров цикл.

Теорема 3.1. Эйлеров цикл в симметрическом связном 
мультиграфе G существует тогда и только тогда, когда 
степени всех его вершин — четные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия тео­
ремы очевидна, поскольку при каждом проходе через вер­
шину, используются ровно два ребра.

Достаточность можно доказать индукцией по числу ре­
бер мультиграфа. При числе ребер, равном двум, как нетруд­
но видеть, теорема справедлива. Пусть утверждение теоре­
мы верно для всех мультиграфов с числом ребер, не превос­
ходящем п. Для мультиграфа с числом ребер п +  1 рас* 
смотрим произвольный простой цикл.

Хотя бы один такой цикл обязательно существует для 
графов с четными степенями вершин. Если в графе не име­
ется ни одного простого цикла, то любое его ребро — пере­

Рис. 6 Рис. 7



шеек. Удаляя какое-либо ребро графа, инцидентное, ска­
жем, вершинам хг и Xj, разбиваем граф на две компоненты 
связности. Каждое ребро в этих компонентах связности — 
также перешеек. После удаления ребра степени вершин

г н и  о нЕсли рассматривае­
мый простой цикл ц со­

держит все ребра, то теорема доказана. В противном случае 
найдутся вершины х} (i =  1, 2 , . . . ,  k), принадлежащие парам
смежных ребер цикла, такие, что из каждой из них исходит 
по крайней мере одно ребро, не входящее в построенный 
цикл. В силу условия теоремы число ребер, исходящих изд^
и не принадлежащих циклу ц , обязательно четно. Например/ 
в графе, изображенном на рис. 8, имеем

(*= {(*!, х2), (х2, x j ,  (х„ х13), (х13, х10), (х10, х„),(хя х8),

(хв, х7), (х7, хв), (х„, хь), (х5, хг)}; 

Xj, есть вершины к2, х10, х13.
Рассмотрим подграф G' мультиграфа G, построенный с 

помощью ребер, не входящих в цикл ц . Подграф G' сос­
тоит, быть может, из нескольких компонент связности. Сте­
пени всех вершин G' — четные числа. Каждая компонента 
связности Gp подграфа G' удовлетворяет предположению 
индукции, так как содержит меньше, чем п -4- 1 ребро. 
Следовательно, в каждой компоненте Gp существует эй­
леров цикл, содержащий, по крайней мере, одну из вер-

х ( и Xj стали нечетными. 
Склеим компоненты свя­
зности по вершинам x t и 
Xj. Новая вершина, как и 
все остальные, в полу-

Рис. 8

Хп ченном связном графе 
имеет четную степень. 
Число ребер в получив­
шемся графе равно п. По 
предположению индук­
ции в нем существует 
эйлеров цикл. Но это 
противоречит предполо­
жению, что в каждой 
компоненте связности 
все ребра — перешейки.



графов Gp, получаем эйлеров цикл графа G. Q
2. Задача о четырех красках. Формулировка этой задачи 

чрезвычайно проста и не соответствует всей глубине и 
сложности проблемы: можно ли на любой политико-админи- 
стративной карте раскрасить страны так, чтобы никакие 
две страны, имеющие общую границу, не были раскрашены 
одинаковой краской, и чтобы были использованы всего четыре 
краски? Уточним, что если две страны граничат по точке, 
то они не считаются имеющими общую границу.

В терминах графов задача может быть поставлена сле­
дующим образом. Дан произвольный полностью неориенри- 
рованный плоский граф G. Можно ли каждую вершину гра­
фа G раскрасить с помощью одной из четырех красок так, 
чтобы никакие две смежные вершины (вершины, соединен­
ные хотя бы одним ребром) не были раскрашены в один 
цвет. Конечно, нетрудно привести примеры графов, которые 
раскрашиваются в одну, две, три или четыре краски. В гл. VI 
будет доказана теорема о том, что любой плоский 
граф может быть раскрашен с помощью пяти красок. Тем 
не менее, проблема четырех красок до сих пор не решена. 
Удалось лишь доказать, что такую раскраску можно осу­
ществить для всех плоских графов с числом вершин, не пре­
восходящим 38.

Задача эта приобрела известность с 1878 г., когда анг­
лийский математик Кэли привел ее формулировку на засе­
дании английского королевского научного общества; доба­
вив, что не мог ее решить, хотя и размышлял над ней дли­
тельное время. С тех пор многие выдающиеся математики 
пробовали свои силы в решении этой задачи. Удивительно, 
что для графов, нарисованных на торе, листе Мёбиуса или 
бутылке Клейна (см. гл. V), соответствующая задача реше­
на, т. е. установлено необходимое и достаточное число кра­
сок для раскрашивания.



Глава II 
АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

Рассмотренные в § 3 гл. I задачи были связаны с уста­
новлением необходимых или достаточных условий сущест­
вования некоторого объекта в графе (эйлерова цикла, рас­
краски графа в п цветов и т. п.). В этой главе познакомим­
ся с новым типом задач, которые назовем алгоритмическими 
задачами теории графов.

Понятие алгоритма считается в современной математи­
ке столь же фундаментальным, как понятие множества и 
соответствия (функции), и не сводимым к более элементар­
ным. Не будем пытаться формально определить, что такое 
алгоритм, а обратимся к примерам, чтобы у читателя поя­
вилась возможность интуитивно уяснить себе смысл понятия 
алгоритма решения задач теории графов.

§ 1. ЗАДАЧИ О КРАТЧАЙШИХ ПУТЯХ

1. Путь с наименьшим числом дуг. Пусть задан про­
извольный граф G =  (X , Г). Требуется построить такой 
путь, соединяющий две заданные вершины а и Ь, который 
содержит наименьшее число дуг (путь кратчайшей длины, 
если считать, что длины всех дуг одинаковы).

Если граф содержит небольшое число вершин и дуг, а 
задачу решает человек, то искомый путь может быть непо­
средственно «увиден», т. е. найден без применения каких- 
либо явно осознаваемых правил. При значительном коли­
честве вершин и дуг в графе возникает необходимость в 
четком описании способа решения задачи.

А л г о р и т м  р е ш е н и я
1°. Присвоить вершине а метку 0.
2°. Если х  ф  а и х  £ Гд, то присвоить каждой та­

кой вершине метку 1.
3°. Пусть Л(т) (т — 0, 1, 2, ...) — множество вер­

шин, имеющих метку т. Вершинам множества



А(т  +  1) =  {х€ Х/ х  6 ГЛ (т), х  £ A (k) при й < т }  
присвоить метку т +  1.

4°. Процесс присвоения вершинам меток прекратить, 
как только вершина b получит некоторую метку п,  
(ЬеА(п)) .

5°. Рассмотреть вершины xh , xt , x in, такие, что
xh £ A { n  — 1), 6 6 Гл^,

х 1ш6 А ( п —  2), xt i e T x v  

Х{п 6 Л (0), Xin_i 6 Гx in.

Путь [i =  [a = x in, x tn j , . . . ,  b] дает решение задачи.

З а м е ч а н и е .  Если на некотором ш аге невозможно присвое­
ние метки т  +  1 верш инам в силу того, что множество ГА (т ) пусто, 
и верш ина Ь не получила метки, то это означает, что в графе 0  не 
сущ ествует никакого пути, соединяю щ его верш ину а с верш иной Ь.

Доказательство того, что применение правил алгоритма 
всегда приводит к решению задачи 1, основывается на том 
очевидном факте, что вершины множества Л (т) — это все 
те вершины, в которые можно попасть из вершины а по пу­
тям, содержащим ровно т дуг, и нельзя попасть по пути 
длины меньшей, чем т.

2. Путь кратчайшей длины. Рассмотрим теперь случай, 
когда каждой дуге и графа G =  (X,  Г) сопоставлено п о л о ­
ж и т е л ь н о е  число /(и). Это число 1(и) можно назвать 
длиной дуги. Длиной пути ц назовем сумму длин дуг, вхо­
дящих в ц:

L [ M =  %Ци) .
и&-

Возникает следующая задача. Найти в графе G путь ц 
кратчайшей длины, соединяющий вершину а с вершиной Ь.

А л г о р и т м  р е ш е н и я
1°. Перенумеровать вершины графа G так, чтобы вер­

шина а получила номер 0. Обозначить вершину а через 
хо. (При этом вершина b совпадет с некоторой вершиной 
хп.)

2°. Присвоить каждой вершине x t метку Хг так, 
чтобы Ао =  0, = 4 - о о  при i >  0.

3°. Найти такую дугу (xit xj), для которой Х;-— 
— Яг >  l(Xi, х }). (Полагаем, что оо— оо = 0 . )  У вер-



ш и н ы  Xj з а м е н и т ь  м е т к у  X j н а  н о в у ю , м е н ь ш у ю  м е т к у  

h  = h  +  xj)).
4°. Применять правило 3° до тех пор, пока для каж­

дой дуги (х v Xj) не станет справедливым неравенство
X j  X j I { X j , X j ) .
5°. В множестве Г"‘хп (хп =  Ь) найти такую верши­

ну xPl, что
^п ~  'hpi ((%Pi1 Хп))'

Аналогично, в множестве Г_1лгР1 найти такую вер­
шину хРг, чтобы было справедливо равенство

XPl =  Кг +  1 ((хР2, xpj)) и т. д.

После некоторого числа шагов вершина xPk совпадет 
с вершиной ха (х0 =  а).

Путь jx =  [а =  Xpk , xPft l , . . .  , xPl, b\ —  кратчайший, 
его длина L [ц] =  Хп.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а
Докажем, что после конечного числа применений пра­

вила 3° для каждой дуги графа станет справедливым нера­
венство

X j  X; ^  I ((Х { , X j ) ) .

Для этого заметим, что на любом этапе метки Х7- > 0  при 
j  Ф  0, а метка Хо =  0, что можно доказать по индукции. 
В самом деле, при первом применении правила 3° будет 
изменена метка ХА у одной из вершин xh, смежных с верши­
ной хо(хк 6 Гхо). Эта вершина xh получит новую метку 
ХА =  I (.Xq f XfJ I>0.

Предположим, что после того как применено правило 
3° п раз (п >  1), станет справедливым утверждение, что 
Х0 =  0, Хг > 0  для i > 0 .  На п +• 1 шаге какая-то вершина 
Xj получит новую метку Xj =  Xj +  / ((x it Xj)). Но в силу 
предположения индукции Xj >  0, кроме того, 1((хи х 3)) >  
> 0 ;  поэтому X; > 0 .

Ясно, что при каждом изменении метка вершины графа 
уменьшается на положительную величину, не меньшую, чем 
минимальная разность длин путей графа.

Из этих двух утверждений вытекает, что метка любой 
вершины графа может изменяться лишь конечное число раз. 
Так как вершин конечное множество, то правило 3° может 
применяться лишь конечное число раз.



Докажем теперь утверждения, содержащиеся в прави­
ле 5°. Вершина xPl 6 Г-1^  такая, что X„=XPl +  l((xPl, x n)) 
обязательно найдется в случае, если существует хотя бы 
один путь, соединяющий хо с хп. Ибо тогда, как нетрудно 
сообразить, метка %п<  оо. Поэтому xPl— это, например, 
та вершина, которая послужила для изменения метки 
Хп в последний раз.

Аналогично доказывается существование вершин 
Xpk (k >  I).

4

По условию дуги графа имеют положительную длину, 
поэтому метки V ,  •••• ^р- , ■■■ образуют строго убываю­
щую последовательность неотрицательных чисел, отличаю­
щихся друг от друга на величину, большую или равную 
длине кратчайшей дуги графа. Следовательно, какое-то 
%pk =  0, Xpk = хо. (Вершина хо выделена тем, что ей в силу
правила 2° с самого начала присвоена метка Хо =  0 и в фор­
мировании этой метки не участвуют дуги графа.)

Докажем, что путь jj. =  [лго, хр , . . .  , xPl , хп\ — 
кратчайший. Для этого рассмотрим произвольный путь v =  
=  [хо, х ^  х 1т, хп], соединяющий хо с хп. Имеем не­
равенства

^п I ((х 1т’ хтд)’

Xim

0̂ ^  I ((*0>



Складывая эти неравенства, получаем соотношение
т—1

К  <  I ((*0. *;,)) +  2  1 ((*7 Xij+1)) +  1 ((XW  х п)) =  L  М.
/=1

так как Хо =  0.
В то же время, по построению пути ц имеем:
L Ы  =  Х„, откуда L [(*] <  L  М.

П р и м е р. В графе G (рис. 9) легко установить, что 
кратчайший путь, соединяющий вершины хо и хд, имеет 
длину L  [|х] == 14.

§ 2. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ЭЙЛЕРОВА ЦИКЛА

Обратимся к задаче об эйлеровом цикле, уже рассмотрен­
ной нами в предыдущей главе. Пусть G—связный мультиграф 
G, степени всех вершин которого — четные числа. Теорема 
3.1 гл. I гарантирует существование эйлерова цикла.

Как фактически построить его? Оказывается, что дос­
таточно выполнять следующие правила.

А л г о р и т м

1°. Выбрать произвольно некоторую вершину а. 
2°. Выбрать произвольно некоторое ребро и, инци­

дентное а, и присвоить ему номер 1. (Назовем это ребро 
«пройденным».)

3°. Каждое пройденное ребро вычеркивать и присва­
ивать ему номер, на единицу больший номера предыду­
щего вычеркнутого ребра.

4°. Находясь в вершине х, не выбирать ребра, сое­
диняющего х  с а, если только есть возможность дру­
гого выбора.

5°. Находясь в вершине х,  не выбирать ребра, кото­
рое является «перешейком» (при удалении которого 
граф, образованный незачеркнутыми ребрами, распа­
дается на две компоненты связности, и м е ю щ и е  
х о т я  б ы  п о  о д н о м у  р е б р у ) .

6°. После того как в графе будут занумерованы все 
ребра, цикл [х =  [и^,  ыгу  ... , щ ] ,  образованный реб­
рами с номерами от 1 до п,  где п — число ребер в графе, 
есть эйлеров цикл.



О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а
Пусть мы находимся в некоторой вершине х ф  а. В 

исходном графе G степень вершины х  — четное число, поэ­
тому после зачеркивания ребер, по которым мы приходили 
и уходили из вершины х,  ее степень — нечетна. Следова­
тельно, существует, по крайней мере, одно незачеркнутое 
ребро, инцидентное вершине х. Если это ребро — единствен­
ное, инцидентное вершине х,  то оно, в силу замечания в 
п. 5° алгоритма, не может быть «перешейком», и по нему 
можно покинуть вершину х.

Пусть ребер, инцидентных вершине к — нечетное число, 
большее единицы. Докажем, что среди них хотя бы одно 
ребро не является перешейком. Допустим противное: все 
ребра, инцидентные вершине х ,— перешейки. Удалим од­
но из этих ребер, такое, чтобы вершина х н а  оказались в 
разных компонентах связности. Такое ребро существует, 
так как в противном случае вершины х  и а были бы связаны 
более чем одной простой цепью. Это означало бы, что суще­
ствует простой цикл, содержащий вершины ж и а. Но ребра, 
входящие в простой цикл, не могут быть перешейками.

Рассмотрим компоненту связности Glt содержащую вер­
шину х (и не содержащую вершину а). В графе Gt степени 
всех вершин, в том числе и вершины х  — четные числа. Сле­
довательно, в графе G, существует эйлеров цикл. Ребра, 
входящие в цикл, не могут быть перешейками.

Итак, наше допущение ведет к противоречию. Более 
того, мы убедились, что среди ребер, инцидентных вершине 
к в графе, полученном из графа G удалением пройденных 
ребер, лишь одно может быть перешейком.

Таким образом, доказано, что невозможность выполнить 
предписания алгоритма может возникнуть только в верши­
не а, если попасть в нее, по крайней мере, во второй раз. В 
отличие от других вершин степень вершины а при k -м 
попадании в нее (k >  1) — четна. Если эта степень равна 
нулю, алгоритм перестает работать.

Докажем, что в этом случае эйлеров цикл уже построен. 
В самом деле, в силу правила 3° любое ребро может войти 
в цикл (л не более одного раза. В силу правил 4°, 5° — прой­
дены все ребра. Действительно, непройденные ребра опре­
деляют в графе компоненты связности. Если эти компоненты 
можно связать с вершиной а цепью из более чем одного за­
черкнутого ребра, то среди этих ребер наверняка одно — 
перешеек; если одним ребром, то была возможность выбора 
ребра, не ведущего в вершину а.



Рассмотрим задачу о поиске выхода из лабиринта, кори­
доры которого не обязательно находятся на одном уровне. 
Подобная ситуация возникает, например, при блуждании 
в пещерах или катакомбах. Условимся, что можно каким- 
либо образом отмечать, в каком направлении пройден дан­
ный коридор и какой коридор приводит на данный перекрес­
ток в первый раз. Пусть мы находимся на перекрестке а, 
тогда поиск выхода (перекрестка Ь), из лабиринта может 
быть описан следующим алгоритмом.

А л г о р и т м

1°. Никогда не проходить по одному и тому же ко­
ридору в одном и том же направлении дважды.

2°. Находясь на некотором перекрестке, не выбирать 
коридора, который привел на этот перекресток в первый 
раз, если только есть возможность другого выбора.

Прежде чем приступить к обоснованию алгоритма, за­
метим, что, отождествив коридоры лабиринта с ребрами, а 
перекрестки, или концы тупиков с вершинами, мы придем 
к связному полностью неориентированному графу, пред­
ставляющему схему лабиринта (рис. 10). Таким образом, 
на самом деле, поставлена задача о нахождении цепи, сое­
диняющей две заданные вершины графа. Конечно, для 
решения задачи можно применить алгоритм нахождения 
кратчайшего пути — алгоритм решения задачи п. 1. Од­
нако этот алгоритм содержит слишком много операций. 
Применяя его, пришлось бы проходить по некоторым реб­



рам дважды, чтобы присвоить метку всем перекресткам, 
смежным с данным, если таких перекрестков больше од­
ного.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а

Покажем, что любой перекресток х такой, что х ф  а, 
х ф Ь ,  всегда можно покинуть, не нарушая правила 1°. 
Пусть мы находимся на перекрестке к  в k +  1 раз. Тогда 
k  коридоров, инцидентных х,  окажутся пройденными в 
направлении от перекрестка, и k +  1 коридоров — по на­
правлению к перекрестку. Следовательно, имеется, по 
крайней мере, один коридор, по которому не выходили 
из х.

Предположим теперь, что мы находимся на перекрестке 
а и не можем его покинуть, не нарушив правило 1°. Пока­
жем, что в этом случае все перекрестки лабиринта (в том 
числе и выход) были пройдены хотя бы один раз. Для этого 
присвоим перекрестку х  индекс, равный числу пройденных 
перекрестков в момент, когда мы в хпопали впервые. Вершине 
а присваиваем индекс 0. Оказывается, каждое ребро, инци­
дентное вершине с индексом р,  было пройдено дважды.

Докажем это утверждение по индукции. Д ля перекрест­
ка а оно справедливо, так как из а нельзя выйти. Пусть это 
утверждение справедливо для всех индексов р  <  т,  до­
кажем его для р =  т +  1. Пусть (х х р) —  ребро, по 
которому мы пришли в хр в первый раз. Очевидно, i т.  
Но любое ребро, инцидентное х  г, по предположению ин­
дукции, пройдено в обоих направлениях. Это же ребро ин­
цидентно хр, поэтому в силу правила 2° остальные ребра, 
инцидентные хр, также пройдены в обоих направлениях. Из 
этого утверждения вытекает, что каждая вершина, смежная 
с уже пройденной, также была пройдена. Следовательно, 
были пройдены все вершины.

§ 4. АЛГОРИТМЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ

1. Общие свойства алгоритмов. Рассмотренные задачи 
позволяют сформулировать следующие свойства алгорит­
мов.

1. Алгоритм состоит из совокупности конечного числа 
правил или предписаний. Действия над графом, произво­
димые в соответствии с правилами, должны быть достаточ­
но простыми.



2. Применение алгоритма считается совершающимся в 
дискретном времени; другими словами, правила алгоритма 
применяются по шагам — общее число шагов конечно.

3. Какое из правил будет применено на данном шаге 
или какое действие будет совершено в соответствии с неко­
торым правилом, зависит только от результатов предыду­
щих шагов.

4. Некоторые алгоритмы теории графов обладают свой­
ством локальности: действие в соответствии с правилом или 
установление непротиворечивости некоторого действия пра­
вилам алгоритма происходит на основе анализа дуг, ин­
цидентных данной вершине, или вершин, смежных с 
данной.

5. Алгоритм обладает свойством массовости, т. е. при­
меняется либо для всех, либо для некоторого бесконечного 
множества графов.

2. Реализация алгоритмов теории графов на ЭВМ. 
Несмотря на то, что все приведенные в настоящей главе ал­
горитмы обладают совокупностью свойств 1°—5°, каждый 
из них имеет свою специфику, отражающуюся в его форму­
лировке. Имеется определенное различие в степени подго­
товленности записи алгоритмов для их реализации на ЭВМ. 
Электронно-вычислительная машина может быть применена 
для решения какой-либо задачи теории графов только пос­
ле того, как алгоритм решения будет записан в виде про­
граммы. Программа прежде всего должна предусмотреть, 
какие данные и в каком виде должны быть введены в память 
ЭВМ для их последующей обработки. Граф вводится в ЭВМ 
с помощью матрицы смежности. Для графа G =  [X,  Г) 
без кратных дуг матрица смежности — это квадратная 
матрица || аи  || размером п Х п ,  где п — число вершин гра­
фа. Элемент ai} — 1, если дуга (х ., Xj) 6 Г; а гу- = 0  — 
в противном случае. (Подробнее матрица смежности графов 
будет рассмотрена в гл. XI.) Кроме того, может потребо­
ваться введение дополнительной информации о графе, нап­
ример, матрицы расстояний в задаче п. 2.1. Далее програм­
ма должна четко предписать последовательность операций, 
которые нужно произвести над матрицей смежности графа, 
другими входными данными или вспомогательными ве­
личинами, формируемыми в процессе решения, чтобы полу­
чить ответ, а также предусмотреть, в каком виде этот от­
вет будет выдан ЭВМ.

После этих кратких замечаний нетрудно понять, какая 
большая дистанция, как правило, имеется между формули-



ровной алгоритма теории графов и программой для ЭВМ. 
Из приведенных в этой главе алгоритмов ближе всего к про­
грамме первый алгоритм. Это объясняется тем, что шаги 
алгоритма здесь детально расписаны и даже введены в 
формулировку алгоритма вспомогательные массивы А(т).  
По существу, при составлении программы требуется лишь 
более подробно и формализованно описать операции фор­
мирования массива А(т  +  1), используя матрицу смеж­
ности графа и массив А(т).

Алгоритм решения второй задачи менее формализован и 
более далек от программы, хотя также легко может быть реа­
лизован на ЭВМ, так как в его описание входят лишь опе­
рации перебора дуг, сравнения чисел и присвоения меток 
вершинам.

Алгоритм построения эйлерова цикла, приведенный в 
§ 2, уже достаточно труден для записи в виде программы. 
Положение осложняется еще и тем, что правило 4° алгорит­
ма требует умения определять, является ли данное ребро 
«перешейком».

Про все алгоритмы, имеющиеся в книге, можно сказать, 
что они написаны на «содержательном» уровне. Там, где 
излишняя формализация записи алгоритма не затемняет 
его содержания, авторы стремились в описанном выше 
смысле приблизить его к программе.



Глава III
ГОМОМОРФИЗМЫ МУЛЬТИГРАФОВ. 

ГРУППА АВТОМОРФИЗМОВ

Гомоморфизм графов есть отображение, сохраняющее 
отношение инцидентности. Частным случаем гомоморфизма 
является автоморфизм графа, который можно наглядно 
представить, изобразив граф в виде сети из нитей, узлы 
которой отвечают вершинам графа. При этом автоморфизм — 
такая деформация графа, в которой запрещено рвать нити, 
завязывать новые узлы и развязывать старые. Точное опре­
деление этих понятий, которое здесь приводится, исполь­
зует технику теории групп, поэтому даются основные оп­
ределения и теоремы теории групп.

§ 1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ГРУПП

1. Определение группы. Общие понятия теории групп.
Приведем сначала общее определение группы.

Определение 1.1. Множество g, в котором определено 
произведение (задана функция <p : g  х  g  -+g\ <р(ж, у) или 
ху), называется группой, если выполнены свойства

1) x(yz) =  (xy)z (ассоциативность) и
2) уравнения ах — Ь, у а =  b однозначно разрешимы 

для любых а , b Eg-
Отметим, что не требуется, чтобы ху =  ух. Группы, для 

которых ху  =  ух, называются абелевыми и для них поль­
зуются аддитивной записью для групповой операции 
(х +  у  вместо ху).

Докажем несколько свойств группы.
Теорема 1.1. Существует единственный элемент е 

группы g  такой, что для любого a E g выполняются равен­
ства ае — еа =  а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a Eg — некоторый 
элемгнт. Обозначим через е1 решение уравнения ха — а, 
а черезе ег — решение уравнения ах =  а.

Пусть b — произвольный элемент g; y lt у2 таковы, 
что аух =  Ь, у2а =  Ь. Тогда имеем равенства

еф =  е1ау1 =  аух =  Ь, Ье2 =  у2ае2 = у2а -  Ь,



т. е. егх  =  х  для любого х в g, хе2 =  х  для любого х  £ g. 
Но при этом е2 =  еге2 =  ev  Обозначив элемент ег =  е2 
через е, получаем утверждение теоремы.

Элемент е называется единицей группы (для абелевых 
групп в аддитивной записи он называется нулем).

Теорема 1.2. Для любого a £ g  существует такой эле­
мент а -1 6 g . что аач  =  а '1а =  е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть аг1 — решение урав­
нения ах =  е. Рассмотрим равенство

а(ха) =  (ах)а =  еа =  а.
Из этого равенства и из определения е следует равенство 
ха =  е. Доказано, что для любого а существует обратный 
элемент а -1, такой, что аГ^а =  ааг1 =  е (для абелевых групп 
в аддитивной записи говорим об обратном элементе и обозна­
чаем его —а). В

Не продолжая далее изучение подобных свойств групп, 
перейдем к дальнейшим определениям.

Определение 1.2. Подгруппой в g называется такое 
подмножество g ' £ g, что из х, у  6 g' следует ху  6 g' 
и дг1 6 g'-

Определение 1.3. Пусть g, g ' — группы. Отображение 
Ф : g - у  g' называется гомоморфизмом {групп) тогда и толь­
ко тогда, когда выполняется равенство <р(ху) =  ф(х)ф(у).

Множество элементов, для которых ф(х) =  е ', назы­
вается ядром гомоморфизма ф и обозначается через Кег ф, 
образ ф обозначается 1шф.

Теорема 1.3. Множество Кег ф есть подгруппа в g, 
Im Ф есть подгруппа в g ' .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, отметим, что спра­
ведливы соотношения

Ф (е) =  ф (ее) =  ф(е) <р(е), 
откуда ф (е) =  е' и е £ Кег ф. Далее, если а £ Кег ф , 

b 6 Кег ф , то
Ф (ab) = ф ( а ) ф ( 6 )  =  е'е' =  е ',

Ф (аг‘) =  е'ф (а-1) =  ф (а) ф (а-1) =  ф (аа~*) =  ф (е) =  е ',

т. е. ab и а -1 принадлежит множеству Кег ф. Таким обра­
зом, Кег ф есть подгруппа.

Докажем, что множество Im ф есть подгруппа в g'. 
Так как ф(е) =  е ', то е' 6 1тф.  Пусть элементы а', Ь' 6 
6 Im ф. Это значит, что существуют такие а и b из g, что 

а' = ф ( а ) ,  Ь' = ф  (Ь). Тогда выполнены равенства
а'Ь' =  ср(а)ср(Ь) = Ф  (ab),



а '  ф ( а ' 1) == ф (а )  ф ( а -1) =  ф ( а а -1) =  Ф (е) =  е '\  

поэтому ф (а-1) = а ' -1 и, следовательно, а’Ь ' £ 1 т ф ,  
а '-16 Im ф. Щ

Пусть теперь g'  — некоторая подгруппа в g. Опреде­
лим в g  отношение эквивалентности. Считаем элемент х 
эквивалентным элементу у,  т. е. х  ~  у  тогда и только тогда, 
когда хг/-1 6 ё ' ■ Проверим, что отношение ~  есть отношение 
эквивалентности. Действительно

1) х  ~  х, так как xx~1 = e £ g '  (рефлексивность),
2) пусть х ~  у,  т. е. хг/-1 £ g'\

но тогда выполняется соотношение (хг/-1)-1 £ g '. С другой 
стороны, (хг/-1) (г/х'1) =  х (у~1у) х-1 =  хх-1 =  е, так что по­
лучаем равенство 

(хг/-1) 1 =  г/х-1.
Отсюда следует, что г/х"1 £ g ', т. е. у  ~  х (симметричность),

3) пусть х — г/, у  ~  г. Это значит, что хг/-1 ^ ^ ',  
г/2-1 Из последних соотношений получим, что хг-1 =  
=  (ХУ~0 (Уг ~*) dg'> т - е- х  ~  г (транзитивность).

Обозначим класс эквивалентности, который содержит х, 
через {х}.

Теорема 1.4. Пусть подгруппа g ' обладает свойством 
x- lg ' x = g '  ( 1. 1)

для любого х  6 g- Тогда множество gig’ классов эквивалент­
ности по ~  образует группу относительно операции ум­
ножения'.

{х} {У} =  {ху}.
Такая операция определена корректно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Опишем сначала класс эк­
вивалентности, содержащий х. Пусть у  6 {х}, или у  ~  х. 
Это значит, что г/х-1 =  h £g ' ,  откуда у  = /гх, h £g' .  
Наоборот, если у  = /гх, h £ g ’, то г/х-1 = /г  £ g ’, т. е. 
у  ~  х. Значит, когда h пробегает g' ,  fix пробегает {х}. 
Это можно символически записать в виде {х} =  g'x. Мно­
жество {х}{у}  (множество всех произведений вида хгуъ 
х\ ~  х, у г ~  у) должно быть классом эквивалентности {ху}. 
Тогда это множество можно назвать произведением классов 
{х} и {у}.  В силу равенства {х}{у}  =  g'xg 'y, для того чтобы 
множество {х}{у}  было классом эквивалентности, нужно, 
чтобы выполнялось равенство 

xg' =  g'x*, или g' =  x-1g'x,

* Д л я  равенства x g ' =  g 'x  не нуж но, чтобы равенство xh  =  
=  hx  соблю далось для всех h £  g '.  Достаточно, чтобы для любого 
h ’ £ g ' сущ ествовал h £  g ’ такой, что xh  =  h 'x



что совпадает с условием (1.1) для любого х  Eg- В таком 
случае имеем

g 'xg’y  =  g 'g 'xy  =  g'xy,  
так как ё 'ё ' =  ё ' (ё' ~  подгруппа). Единицей g/g  являет­
ся множество g'e =  g'; все аксиомы группы проверяются 
тривиально. Проверку предоставляем читателю.

Дадим теперь определение нормального делителя.
Определение 1.4. Подгруппа g ' такая, что x 4 g 'x  =  g ' 

для любого х E g, называется нормальным делителем груп­
пы g.

Построенная выше группа классов эквивалентности 
называется фактор-группой g  по g'.

З а м е ч а н и е .  В случае, когда группа g  коммутативна, у сло ­
вие л г1 g 'x  =  g ' вы полняется автоматически, ибо x~lg 'x  =  g 'x ~ 1x =  
=  g '.  В аддитивной записи х  ~  у  значит х  —  у  £ g '.  Л ю бая 
подгруппа коммутативной группы  есть ее нормальны й делитель.

3  адача 1. Д о казать , что множество всех взаимно-однознач­
ных отображений конечного множества X  в себя есть группа с 
композицией отображений в качестве групповой операции. Т ак ая  
группа обозначается S n (п =  \ X  | ).

Задача  2 . При каком числе элементов множ ества группа S n 
коммутативна?

З ад ач а  3. Пусть g ',  g" — группы. Д о казать , что множество 
g '  X g" с операцией умнож ения (* ', х") (у ', у ")  =  ( х 'у ',  х "у”) обра­
зует группу. Эта группа назы вается прямой суммой g '  и g" и обоз­
начается g ' ф  g ”.

2. Некоторые сведения из теории абелевых групп. Про­
ведем теперь построение, которое потребуется в гл. IV. 
Пусть S — произвольное конечное множество. Рассмотрим 
множество формальных линейных комбинаций элементов 
из множества S с целыми коэффициентами. Обозначим это 
множество через g(S).  Иными словами, если S =  {slt
s2, ..., s„}, то элементами g(S) будут формальные выраже­
ния вида

У  Мг-Jmmk
i =  1

Определим сумму элементов из множества g(S) формулой

2  k iSi +  2  k iSi =  2  +  ^  Si-
:=] i=l (=1

Очевидно, что g(S) с этой операцией есть аоелева группа.



Определение 1.5. Построенная выше группа g(S) назы­
вается свободной абелевой группой над множеством S.

Определим теперь понятие изоморфизма групп. В 
дальнейшем изоморфные группы будут рассматриваться 
как одинаковые.

Определение 1.6. Гp y n m t g u  g ' называются изоморфными, 
если существует гомоморфизм ф: g  ->  g ' , обладающий об­
ратным.

Теорема 1.5. Любая конечная группа g ' изоморфна фак­
тор-группе свободной группы g(g').

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим свободную группу 
g(g' ) .  Ее элементы — формальные суммы 
где Xi d g ' .  Поставим в соответствие каждой такой сумме 
соответствующую сумму элементов g' ,  полагая

kiXi = x i +  • • • +  x t (kt раз), если k t >  0;

k ^ i  —  0, если kt — 0

и

k tXi =  (— x t) H-------f- (— Х{)(— ki раз), если &г < 0 .

Полученное отображение ф: g(gr) -*-g’, очевидно, есть 
гомоморфизм, причем 1ш ф =  g ’.

Покажем, что группа g  (g'VKer ф изоморфна g ’. Рас­
смотрим гомоморфизм 6: g(g' ) '  Кег ф -+ g ', определенный 
так: г|;({х}) =  ц>(х). Это определение корректно, так как если 
взять у  6 {х},  так что {х} — {у),  то

у  — х  6 Кег ф , т. е. ф (х — у) =  0, или ф (х) =  ф(г/).
Покажем, что существует гомоморфизм ф"1. Если a £g ' ,  

то множество всех х  £ g(g') таких, что ф(х) =  а есть класс 
эквивалентности по Кег ф , так как если ф(х^ =  а, ф (х 2) =  
=  а, то ф (xj — х2) =  0, т. е. хх — х2 6 Кег ф. Такое ото­
бражение, очевидно, и будет v|)_1.

З ад ача  4. Пусть z  — группа целых чисел, ту_ — подгруппа 
чисел, делящ ихся на т. П оказать, что группа у_т =  
изоморф на группе корней т -й степени из 1 с умножением в качест­
ве групповой операции.

Задача  5. Пусть в последовательности групп и гомоморфиз­
мов

¥ Ф
§1 —*■ §2 -У 8з<
Ker<p={0g i}, Кег ̂  = 1т <р, 1тф = £3.

Д о к азать , что группа g3 изоморфна g 2/Im (p .



§ 2. ГОМОМОРФИЗМЫ, ИЗОМОРФИЗМЫ 
И АВТОМОРФИЗМЫ ГРАФОВ

1. Основные определения. Пусть G — мультиграф, 
т. е. G — (X,  Г), Г — конечное подмножество в X  X X  Хж+ 
(z+ — множество натуральных чисел). Обозначим через П рг 
проекцию прямого произведения Х х Х х ж +на i'-й сомно­
житель. Например,

n p i(* lt хг, п) = х г 6 X, Пр2 (агх, хг, п ) = х 2 е X ,  Пр3 (дГ|,

Хг, п) =  п 6 z +.

Определение 2.1. Гомоморфизмом ф  мультиграфа 
G =  (X , Г) в мультиграф G' =  ( X ' , Г ') называется пара 
отображений

ф  =  (Ф,Ч>); Ф : Х - > Х ' , 1 1 ) :  Т ^ Г

таких, что

Пр1 о ip =  ф о П рь Пр2 °г|5 =  ф о Пр2. (2.1)

Наглядно ф есть отображение вершин G в вершины G', 
\|з — отображение дуг G в дуги G' . Требования (6.1) сво­
дятся к тому, чтобы образ дуги оставался инцидентным об­
разам его концов. Таким образом, гомоморфизм графов — 
это «деформация» с допущенными операциями склеивания 
вершин и дуг.

Определение 2.2. Композицией гомоморфизмов ф : G ->  
-*-G' и ф ' : f f  ->  G" называется гомоморфизм ф ' о ф  =  
=  (ф'оф, г|з'о\|з). .

Тривиальным образом проверяется, что ф 'оф  — гомо­
морфизм графов. Этот гомоморфизм отвечает последователь­
ному проведению деформаций, отвечающих гомоморфизмам 
ф  и ф '.

Определение 2.3. Гомоморфизм ф -1 : G' ->G называется 
обратным к гомоморфизму ф  : G -*■ G', если

ф-10 ф  =  idG =  ( lx , 1г ); ф о ф - ‘ =  1(10, =  (1х „ 1г,).

Определение 2.4. Гомоморфизм ф  называется изомор­
физмом, если он имеет обратный. Изоморфизм ф  графа G 
в себя называется автоморфизмом графа G.

Очевидно, что если ф  обладает обратным ф -1 и ф  =  
=  (ф, \|>), то ф _1=  (ф-1, ^ -1), т. е. ф и \|5 — взаимно-одно­
значные отображения. Отсюда ясно, что деформации, от­



вечающие изоморфным отображениям графов, проводятся 
без склеиваний вершин и ребер.

Приведем несколько примеров гомоморфизмов, изомор­
физмов и автоморфизмов.

1. Граф G2, изображенный на рис. 11, б, является го­
моморфным образом графа G1( изображенного на 
рис. 11, а. Г омоморфизм задается отображениями

*1
ф :л:2

х,з

■Уг
■Уг

■У1

а)

(*i. хг)- 
ф:(*2. *з)‘

(■*8> *i)'

(Уг> Уг) 
ЛУг, Ух) 

(Уи УгУ,

Рис. И

Xs X*

Рис. 12

это — гомоморфизм на. Если ^  и С, -  графы без крат­
ных дуг, то гомоморфизм ф  всегда задается отображением 
Ф. Не следует, однако, думать, что любое отображение вер­
шин ф можно продолжить до гомоморфизма. Например, в 
рассматриваемом случае отображение

Ф : -*У и *г ->Уи х3
не может быть продолжено до гомоморфизма графов (до­
кажите это!).

2. Пусть дан граф G, изображенный на рис. 18. Как 
указывалось в конце примера 1, для задания гомоморфизма 
на простом графе достаточно задать отображение на верши­
нах. Легко проверить, что подстановки

ф . и ф г . f  х ^ х ^ х Л
* ‘  \ * 2* 3* 4* 5* 1/ 2 ' \ * 3* 4* 5* Л /

задают автоморфизмы графа G. Пусть Oi — автоморфизм, 
отвечающий Фх, Ф2 — автоморфизм, отвечающий ф 2. Мож­
но доказать (сделайте это!), что любой автоморфизм ф



графа G может быть представлен в виде ф  =  ф “ ° ф | , 
где ф “ =  ф х о . . .  офх (а сомножителей) при а > 0  и ф “ =
=  ФГ* о. • -офГ1 ( | а | сомножителей) при а < 0 ,  фг опреде­
ляется аналогично, и ф хоф2 = ф 2оф 1.

Рис. 13

3. Графы Gx и G2i изображенные на рис. 13, а, б, изо­
морфны; их изоморфизм определяется подстановкой

Ф
. / * i * 2* 8 * 4 * 5 * e * 7 \

’ [уйМУзУвУгУь )
34

4. Рассмотрим мультиграф G, 
изображенный на рис. 14. 
Подстановке

<р: * 1 * 2 * з

* 2 * 3 * 1

отвечает не один автоморфизм гра­
фа G. Так, подстановка ф вместе с 
отображениями

(*1> *2» 1) (*2’ *3» 3)
( * 1 »  * 2 »  0  ( * 2 »  * 3 *  0  ( *  1» * 2 »  2 )  У ( * 2 » * з »  2 )

•• (*2. *3. 0  (*3- *1. О И 'Ь : (*1. *2. 3) -V (*2, *3, 1)
( * 3 »  * 1 »  0  ( * 1 )  * 2 »  0  ( * 2 »  * 3 »  0  ( * 3 »  *1 »  О

( * 3 >  *1 >  0  ( *1 >  * 2 )  О

образует два р а з л и ч н ы х  автоморфизма графа G 
(подсчитайте число различных автоморфизмов с ф на пер­
вом месте).

2* 35



Разобранные примеры подсказывают возможность опи­
сания группы автоморфизмов мультиграфа G с помощью 
отображения ее в группу подстановок на множестве вершин.

Теорема 2.1. Множество всех автоморфизмов графа G 
с композицией в качестве групповой операции образует груп­
пу* .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство

(Ф4 о Ф2) о ф 3 =  ф , о (ф 2 о ф 3), т. е. ((ф, о ф2) о ф3,

( ' Ь ° ' Ы ° ' Ы  =  (Ф1 °(Ф2 °Фз)> t i 0 (Фг ° фз)) следует из общих 
свойств отображений. Далее, очевидно, что

Ф ° ( 1 Х. 1Г) =  Ф

для любого автоморфизма ф  графа G. По определению, для 
каждого автоморфизма ф  существует обратный ф -1, т. е. 
такой, что

ф о ф - 1  =  ф - > о ф =  i d 0  =  ( l x> 1г ).

С помощью этого доказывается однозначная разреши­
мость уравнений фоХ = ¥ ,  Коф = Ч Г (проведите это дока­
зательство).

Теорема 2.2. Пусть G =  (X , Г) — мультиграф, п — 
=  | X  | . Существует естественный гомоморфизм

f  : Aut (G) - * S n,
где Aut (G) — группа автоморфизмов', G, S n — группа под­
становок порядка п. Этот гомоморфизм задается формулой

/(Ф ) = / ( ( Ф. ^ ) )  =Ф-  
Ядром гомоморфизма является прямая сумма

K e r / =  0 S (B)f (2.2)
и е Х Х Х

где п ( и ) =  | N(u) | , N( u)  — {a£  z + | (и, а) 6 Г}, т. е.

N(u) — множество номеров дуг, соединяющих x t с 
X), где и =  (xt, Xj).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем еще множество

N* (и) =  {х 6 Г | х  —  (и , a), a £ N  («)},
т. е. множество дуг, соединяющих данную пару вершин. 
Легко видеть, что /  — гомоморфизм групп. Нужно дока­
зать лишь последнюю часть теоремы — равенство (2.2).

* В дальнейш ем эта группа будет обозначаться Aut (G).



Пусть ф  £ Ker /, т. е. / ( ф) =  1х; тогда ф  =  (lx> ij;). В силу 
(2.1) имеем:

Пр;°\1> =  1^0 Прг — Пр г (i =  1,2),

поэтому, если х 6 N* (и), то \|)(х) 6 Л/* (и). Отсюда можно 
рассмотреть сужение г|? на N* (и):

: N*(u)-*-N*(u) ,

причем \|зи— взаимно-однозначное отображение. Таким 
образом, каждый элемент ф  £ Ке г /  определяет элемент

(фц | н € Х х Х )

группы 0  «S причем каждая группа S  (и) реализо-
иеХхХ

вана как группа подстановок на множестве N*(u).  Нао­
борот, если (г|5и | и 6 X  X X)  — элемент этой группы, то 
ф  =  (1^, г|з), где \J) =ij3u на N *(и) — элемент Кег /. Щ 

Следствие 2.1. Группа автоморфизмов любого графа 
конечна.

Следствие 2.2. Группа автоморфизмов графа без крат­
ных дуг есть подгруппа S n, где п — | X  | , G =  (X , Г).

Докажем, что в следствии 2.1 сформулировано един­
ственное характеристическое свойство групп автоморфизмов 
мультиграфов.

Теорема 2.3. Д ля любой конечной группы g  существует 
мультиграф G такой, что g  =  Aut (G).

На самом деле мы докажем, что G можно выбрать пол­
ностью неориентированным графом без кратных ребер. Д о­
казательство будет проведено конструктивно. Удобно про­
вести доказательство в два приема. Докажем сначала лем­
му.

Лемма 2.1. Д ля любой конечной группы g  существует 
полностью неориентированный граф G с раскрашенными реб­
рами такой, что группа g  изоморфна группе автоморфизмов 
графа G, сохраняющих раскраску ребер.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В качестве графа G возьмем 
граф

G =  (g, gX-g\E).
где Е  — диагональ,  Е  =  ({а, а) | a  Сопоставим каж­
дому элементу группы g  свою краску и раскрасим ребро 
(а, Р) в краску, соответствующую элементу а -1|3 группы g. 
Докажем два утверждения.



1°. Каждый элемент группы g  определяет автоморфизм 
графа G, сохраняющий раскраску ребер.

Рассмотрим некоторый элемент ао £ g. Отображение 
фа : g  ->-g, Фа (а) =  а 0а  является взаимно-однозначным, 
так как левое умножение на а ^ 1 есть обратное отображение
к Фа„ • Ф» 0(Р^1 =  Ф^1оФа0 =  V  Далее, так как G --
простой граф, то отображению ф^ отвечает не более одного 
автоморфизма графа. Поскольку G — полный граф, то, 
как нетрудно проверить, любая подстановка вершин ф 
определяет автоморфизм ф  =  (ф, г|з) графа по формуле

М “ . Р)) =  (ф(а). Ф(Р))-
Проверим, что автоморфизм, определяемый фа , сохра­

няет раскраску. Отображение гр переводит ребро (а, |3), 
раскрашенное в цвет, соответствующий а _1(3, в ребро 
(Фа0(а )> Фа„(Р)^ =  (а о а > а 0Р), раскрашенное в цвет, соот­
ветствующий элементу (а0а ^ )  (ао(3) =  a^ajp'aofl =  а _1|3. ■

2°. Каждый автоморфизм графа G, сохраняющий рас­
краску ребер, определяется единственным элементом груп­
пы g.

Пусть ф  =  (ф, \Jj) — автоморфизм G, сохраняющий рас­
краску. Пусть е — единица группы g. Покажем, что для 
фиксированного ао существует точно один автоморфизм G, 
сохраняющий раскраску, и такой, что <р(е) =  а„. Заметим, 
что в каждой вершине имеется ровно одно входящее ребро 
каждого цвета и ровно одно выходящее. Пусть а  — произ­
вольная Еершина графа. Она лежит на конце выходящего 
из е ребра цвета а . После преобразования она должна 
лежать на выходящем из ао ребре цвета а , например, на 
(а0, Р). Но (а0, (3) помечено цветом а 0-1|3, откуда а 0-1 |3 =  
=  а  и (3 =  а 0а . Доказано, что ф(а) =  а 0а. Щ

Из утверждений 1° и 2° вытекает, что автоморфизмы, сох­
раняющие раскраску, образуют подгруппу группы g. Кро­
ме того, каждому такому автоморфизму отвечает элемент 
а 0 такой, что ф(а) == а 0а. Соответствие Ф - > а 0 взаимно­
однозначно. Это соответствие есть гомоморфизм, так как 
если ф - > а 0, г|з ->  (30, то ф0̂ а 0|30; отсюда следует, что 
оно есть изоморфизм.

Следующим шагом в доказательстве теоремы 2.3 яв­
ляется построение произвольного конечного числа графов, 
неизоморфных друг другу и имеющих тривиальную группу 
автоморфизмов. Это можно сделать многими способами. 
Для доказательства используем графы Gj, изображенные 
ка рис. 15.



Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2.3. Пусть за­
дана группа g. Построим для нее раскрашенный граф, как 
в лемме 6.1. Перенумеруем элементы группы g  произволь­
ным образом и заменим каждое ребро, раскрашенное в 
цвет а I, графом Gt, заменяя начало ребра на x t, а конец 
на х4. Теперь при любом автоморфизме полученного графа 
каждый из подграфов Gt должен переходить в подграф Gt 
с тем же номером. Отсюда вытекает, что каждый такой авто­
морфизм порождается единственным автоморфизмом G, 
сохраняющим раскраску. Применение леммы 6.1 завершает 
доказательство.

х , X, jCii

peifep
Z j + i
ребер

Ху

Рис. 15 Рис. 16

2. Вычисление групп автоморфизмов для некоторых 
графов. Приведем теперь примеры вычисления группы 
Aut (G) для некоторых конкретных графов G.

П р и м е р  1. Вычислить группу автоморфизмов простого 
ориентированного цикла длины т  (рис. 16).

Пусть имеется некоторый автоморфизм Ф этого графа. П усть 
верш ина x t  переходит при этом автоморфизме в верш ину x k+l. 
П оскольку из вершины исходит ровно одно ребро с концом х 2, 
то хг долж но перейти в х/,+2*. Аналогично получаем, что каж д ая  
верш ина с номером i переходит в верш ину с номером /, являю щ им ­
ся остатком от деления k  +  i на т  (/' =  k  +  i если k -\- i <  т ) . 
Иными словами, каждый автоморфизм этого графа прод олж ается  
циклической подстановкой верш ин. Наоборот, очевидно, что к аж ­
дая циклическая подстановка верш ин порож дает автоморфизм гр а ­
фа. Лю бая циклическая подстановка есть степень подстановки

д =  /*1 *2 • • • Хт \
°  \Л-2 *3 . • • )  ’

и при этом о т есть тож дественная подстановка. О кончательно,
Aut (G) =  z т -
* Э то верно, если k  -f- 1 ф  т .  В случае k  -f- 1 =  т  верш ина

* 2  переходит в х ь



П р и м е р  2. В ычислить группу автоморфизмов простого н е ­
ориентированного ци кла длины т  (рис. 17).

Рассуж дения, аналогичны е примеру 6 .1 , показы ваю т, что если

¥(*i) =  *ft+i.
то <р(х2) может быть равно либо x k , либо х*+2 (xlt если k  +  1 = т ) .  
О бразы  дальнейш их верш ин определяю тся однозначно. Таким 
образом , лю бая подстановка, отвечаю щ ая автоморфизму графа G, 
мож ет быть однозначным образом представлена в виде о" а | ,  где

Х1Х2 ‘ ' '  хп
*2*3 • • • Xi

Х 1Х 2

хтхт—\ * ’ ’ xi
(п — 0 , 1, . . .  , т  — 1;

ft =  0 , l ) .

X j

Рис. 17 Рис. 18

О днако из этого н е л ь з я  заклю чить, что Aut (G) =  %т ф  z 2, 
ибо Цт ©  Z 2 — абелева группа, а и о2 не коммутируют: о,ст2 =

(J2CTj  ̂ ■ф 02Ох*
Можно описать группу A ut (G), задав каж дый ее элемент парой 

показателей (n ,k ) в его разлож ении OjOg. При этом умножение 
определится формулами:

(nl t  1) (л2, k) =  (nl —  n 2, 1 + f e ) ,

(nu  0) (n2> k) =  (лх +  n 2, k ),

где слож ение в первой компоненте производится по модулю т , а во 
втором — по модулю 2.

П р и м е р  3. Вычислить группу автоморфизмов графа G 
(рис. 18).

Аналогичными рассуж дениям и (см. пример 2) получим, что 
любой автоморфизм графа G может быть определен подстановкой 
вида а" о%, где n, k  =  0, 1, 2, 3, 4 и

в  _  а  _  { х Л хз**х ь\
1 \*2*3*4*5*J ’ 1 U w A /  ’



причем, в отличие от примера 6 о хаг =  cr20 i. Н о из соотнош ения 
ст3 =  0 , немедленно следует, что

Aut (G) =  Z5-

П р и м е р 4. Пусть даны  графы  Gb  вг  (рис. 19, а, б). И зом ор­
физм этих графов установлен в примере 2 этой главы . Д оказать , 
что группы Aut (G,) и A ut (G2 ) при этом изоморфны и вы числить 
эти группы.

Рис. 19

Пусть Ф: Gx -* G2 — изоморфизм. Тогда соответствие 

Aut (GO Э Ф ->■ ф "1ф ф  £  A ut (G2)

устанавливает изоморфизм групп A ut (Gj) и A u t (Gi) (докаж ите это!).
Вычислим теперь группу A ut (Gj). К ак и ранее, любой автом ор­

физм Ф определяется подстановкой ср. Пусть при <р элемент х% 
переходит в х к . Тогда х 2 может переходить в верш ины , соседние с 

в одной из последовательностей:

W s V i V i ^ i .

Позиции дальнейш их верш ин определяю тся уж е однозначно. Таким  
образом, мо'” но убедиться, что любой автоморфизм Ф определяется 
однол из подстановок вида <р =  ст* о е2 a™ (ft, е = 0 ,  1, . ..  , 6; т = О ,  1), 
где

(xlx2x3xix6x&x1 \
ai — I ; °2 —\дг2дг3.\-4л:6лгвдг7лг1 j

Х ^ 2Х3 . . .  Х7 \  

х 7х вх 5 . . .  Хг )  '

Заметил 1 , что о , =  Ог- А налогично примеру 6 получим, что 
группа мо кет быть представлена элементами (п, к), где п =  0, 1, . . . ,  
6; к  =  0, 1 и умнож ение задается  равенствами

(п , 1) ( r i ', k) — {n — n ' ,  1 + f t ) ,

(п , 0) ( n r , k) =  { n + n ' ,  k);

X i X 2 X 3X 4X 6 X eX 7 \  _ 
.X 3 X i X s X gX 7X 1X 2  J ’



в первой компоненте слож ение производится по модулю 7, а во вто­
рой — по модулю  2.

В заключение этого параграфа сформулируем теорему, 
доказательство которой предоставляется читателю.

Теорема 2.4. Если граф G состоит из двух несвязных и 
неизоморфных компонент с группами автоморфизмов gx 
и g2, то группа Aut (G) есть прямая сумма групп g1 и g2:

Aut (G) = g i ® g 2.



Глава IV
  ЦИКЛЫ в  ГРАФАХ.
ДИПЛОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ГРАФА

Во многих прикладных задачах существенны свойства 
графов, связанные с существованием в графе замкнутых 
цепей (циклов). К рассмотрению этих вопросов мы и при­
ступим. Все графы данной главы предполагаются полно­
стью неориентированными и не содержащими кратных ре­
бер. Условие отсутствия кратных ребер не является суще­
ственным и введено, главным образом, для упрощения 
рассуждений.

§ 1. ЦИКЛОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ГРАФА. ДЕРЕВЬЯ

1. Определение дерева. Прежде чем дать определение 
дерева, введем важную характеристику графа — циклома- 
тическое число.

Определение 1.1. Пусть граф G ~ ( Х ,  Г) .имеет р 
компонент связности. Цикломатическим числом графа G 
называется число

v (G) =  Sx — S„ +  р,

где S 0 — число вершин графа, S x — число его ребер.
Одним из свойств цикломатического числа является его 

монотонность. Дадим строгую формулировку этого свойства.
Теорема 1.1. Пусть граф G' является суграфом графа G, 

тогда выполняется неравенство
v(G') < v ( G) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно рас­
смотреть случай, когда граф G' получен из графа G удале­
нием одного из ребер. В этом случае Si =  S x — 1, S0 =  
=  S 0. Если выбрасываемое ребро является перешейком,
то р ' =  р +  1 и, следовательно,

v (G') — So +  р' =  (Si — 1) — S0 +  (р +  1) =
=  Si — S 0 +  p =  v (G).



v (GO — Si — S 0 +  p' =  (Sj — 1) — S 0 -f- p  =  S t — S 0 +

Уже из доказательства этой теоремы выясняется смысл 
цикломатического числа. Видно, что при удалении ребра 
цикломатическое число уменьшается на единицу в том и 
только в том случае, когда удаляемое ребро не является 
перешейком. Но если ребро I не есть перешеек, оно обяза­
тельно входит в какой-либо цикл. Действительно, из того,

что удаление этого ребра не нарушает связность графа, 
следует, что его концы соединены некоторой цепью в графе 
с удаленным ребром /. Добавляя к этой цепи ребро /, по­
лучим цикл (например, на рис. 20, а отмеченное ребро не 
есть перешеек, а на рис. 20 , 6  — перешеек). Таким обра­
зом, цикломатическое число связано в каком-то смысле с 
количеством циклов в графе. Точное утверждение относи­
тельно этой связи будет сформулировано в § 2.

Следствие 1.1. Д ля любого графа G выполнено неравен­
ство v (G) >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G =  (X , Г) — некото­
рый граф. Очевидно G —(X,  ф) (граф с теми же вершинами, 
что и G, но без ребер) есть суграф графа G. Используя тео­
рему 1.1, имеем

v (G )< ; v (G).

Но для G справедливо соотношение р =  So, откуда следует 
формула

v (G) =  Sx — So +  р = 0  — р + р =  0. В

+  р — 1 = v ( G ) — 1 < v(G). ■

Рис. 20



Теорема 1.2. Следующие свойства графа G эквивалентны:
1) граф G связен и не имеет циклов-, 2) граф G связен и 

v(G) =  0; 3) граф G связен и So =  Sx -j- 1; 4) So =  S x +  1 
и v(G) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметив, что для связного 
графа (р =  1) равенство v(G) = 0  влечет равенство So =  
=  Si +  1; So =  Sx +  1 — равенство v(G) =  Sx — So +  
4 -1  =  0, а из условий So =  S x +  1 и v(G) =  0 (без пред­
положения о связности) вытекает, что р =  1, так как

0 =  Sj — So +  р =  S t — (Sx +  1) +  р =  р — 1

и, следовательно, граф связен. Таким образом, свойства
2), 3) и 4) эквивалентны.

Покажем, что из свойства 1) следует свойство 3). Если 
свойство 1) выполнено, то при удалении любого из ребер 
графа G (без удаления вершин) количество компонент связ­
ности увеличивается на единицу. Первоначальное количе­
ство компонент связности равно единице. После удаления 
Sx ребер число компонент связности станет равным Sx 4- 1. 
С другой стороны, после удаления Sx ребер мы получим граф 
с тем же количеством вершин So, что и у исходного, но без 
ребер. Число компонент связности такого графа есть So, 
откуда So =  Sx 4- 1-

Докажем теперь, что из свойства 3) вытекает 1). Дока­
зательство проведем от противного. Пусть G содержит не­
который цикл. Удаляя ребро этого цикла (любое), мы не 
нарушаем связности графа. Д ля полученного графа G'

So =  S0, s ; = S , - l ,  P ' = l ,
откуда

v ( G ' ) = S i  — So +  p ' =  (Si — 1) — So +  1 =  v (G) —
— 1 =  — 1»

что противоречит следствию из теоремы 1.1.
Определение 1.2. Граф G называется деревом, если он 

обладает одним (и, следовательно, всеми остальными) из 
свойств 1) —4).

Иногда при определении дерева исключается случай 
So =  1. По определению 1.2 такой граф является деревом; 
в ряде случаев такое определение оказывается более удоб­
ным.

Заметим, что если граф G состоит из двух несвязных 
графов G' и G", то справедливо соотношение

v (G) =  v (G') 4- v (G").



Докажем теперь характеристическое свойство v(G).
Теорема 1.3. Равенство v(G) =  0 эквивалентно отсут­

ствию циклов в графе G.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть граф G состоит из 

несвязных компонент Gu  ... ,  Gp. Тогда имеем равенство
v (G) = v (G 1) +  ... +  v(Gp); 

кроме того,

v ( G x ) > 0 , . . . ,  v(Gp) > 0 ;  v (G) = 0 .

Из этих соотношений следует равенство
у(Сг) =  0 ( t =  1. 2 , . . . ,  р).

Поскольку каждый из графов G1( ..., Gp связен, можно 
применить теорему 1. 2, из которой следует, что в этих
графах нет циклов. В G нет циклов, так как Gx.........Gp —
несвязные компоненты этого графа.

По аналогии с понятием дерева граф без циклов (воз­
можно, несвязный) иногда называется лесом.

С помощью понятия дерева можно сформулировать не­
обходимое и достаточное условие связности графа, соот­
ветствующее теореме.

2. Условие связности графа. Приведем теорему, даю­
щую необходимое и достаточное условие связности графа.

Теорема 1.4. (о частичном дереве). Граф G связен 
тогда и только тогда, когда он содержит некоторое дерево 
в качестве суграфа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что если граф со­
держит частичное дерево, то он связен.

Докажем обратное. Пусть граф G связен. Тогда, если 
v ( G ) =  0, то G есть дерево (см. определение 1.2). Если 
v(G) ф  0, то по теореме 1.3 в графе G есть хотя бы один цикл. 
Удалив одно из ребер этого цикла, мы не нарушим связ­
ность графа G и уменьшим его цикломатическое число на 
единицу. Через конечное число таких шагов получим связ­
ный суграф с v(G) =  0, т. е. дерево. ■

З а м е ч а н и е .  Суграф граф а G, являющийся деревом, назы­
вают частичным деревом графа G.

§ 2. БАЗА НЕЗАВИСИМЫХ ЦИКЛОВ

1. 1-цепи и 0-цепи графа. Как уже отмечалось, цикло­
матическое число v(G) графа G связано с количеством цик­
лов в графе G, а именно, оно равно количеству независимых



циклов в G. Точному определению этого понятия и доказа­
тельству утверждения и посвящен настоящий параграф.

Определение 2.1. Свободная абелева группа, порожденная 
множеством всех неориентированных ребер графа G =  
=  (X , Г), обозначается через C^G) и называется группой 
одномерных цепей графа G. Свободная абелева группа, поро­
жденная множеством вершин графа G, обозначается через 
Co(G) и называется группой нульмерных цепей графа G.

В обозначениях § 1 гл. III это определение можно запи­
сать так:

Cx(G) = g ( Г), Со(G) = g ( X ) ,

где Г — множество неориентированных ребер графа G.
Для дальнейших построений нам потребуется ориенти­

ровать все ребра графа G (как уже было сказано в начале 
этой главы, граф G предполагается полностью неориен­
тированным). Поставим в соответствие каждому нео­
риентированному ребру {(x t , Xj), (xj, X;)} один из элемен­
тов (х.,  Xj) или (х}, x j )  из X  X X  произвольным, но фик­
сированным образом. При этом мы не изменяем самого гра­
фа G. В дальнейшем, на ребрах этого графа могут возникать 
и другие ориентации. Таким образом, ориентация ребер 
графа есть отображение

Ф : Г - + Х х Х ,

где Г — множество неориентированных ребер G, т. е. эле­
ментов вида {(х;, х }), (xj, Х()}. Отображение ф должно 
удовлетворять условию

Ф (и) £ и для любого и 6 Г.
Выбранную ориентацию называем канонической.
В дальнейшем будет показано, что данные определения 

не зависят от произвола в выборе ориентации.
Элементы группы CX(G) называем 1 -цепями. Выясним связь 

между 1-цепями и цепями в смысле определения 2.5 гл. I. 
Напомним, что цепью называется последовательность ре­
бер {«!, ..., ит} такая, что конец i совпадает с началом 
и j (/ =  2, 3, ...,  т).

Задание цепи определяет на ребрах этой цепи ориента­
цию, которую мы назовем индуцированной. Эта ориентация 
строится следующим образом. Пусть задана цепь {ц1( . . . ,  
ит}. По определению цепи существует путь { щ , . . . , и т} 
такой, что и; 6 ««• Определим <pt («i) =  u'i. Отметим, что



индуцированная ориентация срх, вообще говоря, не совпа­
дает с канонической ориентацией ср.

Зададим отображение цепей в 1-цепи следующим обра­
зом: если {«j ит} — некоторая цепь, то определим

<!> ит}) =  ±  «, ±  ••• ±  ит,

Хг где знак «+» выбирается для тех i,
для которых индуцированная ориен­
тация совпадает с канонической, а 
знак «—» для всех других г.

Вообще говоря, неверно, что ка­
ждая 1-цепь есть образ некоторой 
цепи при отображении \|>. Однако 
справедлива следующая лемма.

Лемма 2.1. Каждая 1-цепь с может 
быть представлена в виде с =  2  \|з ( с'-),
где а  — цепи в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно рассмотреть цепи 
Сг, состоящие из одного ребра каждая. Q |

Пример 2.1. Пусть G — граф, изображенный на рис. 21. 
Цепь

{Ui, и2, и3},

«1 ~  {(*0- Xj), (xlt Xfj)}, U‘> =  {(Xi, х3), (x3, xj)}, u3 =

=  {(*3. x2), (x2, x3)}

индуцирует на ребрах, входящих в нее, ориентацию сле­
дующим образом:

Щ =  {(хо, хх), (хъ  хо)} ->  (хо, xj),

и2 =  {(Хх, х3), (х3, xj)} (х±, х3),

U3 =  {(х3, х2), (х2, х3)} -> (х 3, х2).

Ориентация первых двух ребер этой цепи совпадает с кано­
нической, а ориентация последнего не совпадает, поэтому 
этой цепи отвечает 1-цепь

и2, Из}) =  +  и2 — и3.

С другой стороны, как легко видеть, 1-цепи +  и3 не 
отвечает н и к а к а я  цепь в графе G.

Пусть «х, «2, и3 определены, как и выше, а и4 =  
=  {(*i. xj), (х2, хх) }. Последовательность

где



{Wj, U%, U3, U4, u± }

есть цепь. При этом на ребре иг возникают две индуциро­
ванные ориентации (так как оно дважды входит в цепь). 
Этой цепи соответствует 1-цепь

ф ( { « „  И2, и3, И4) « J )  =  Mj +  U2 — и3 — Ы4 —  Ui —  и2 —

U3 —  Ufa

причем коэффициент при их равен нулю. С другой стороны, 
если обозначить н5 =  {(х2, хо), (хо, х2)}, то цепи 

{%, U4, U5, щ} 
отвечает 1 -цепь i|)({mi, и4, «5, «1 }) =  2 ux +  ы4 +  и5.

2. Граничный оператор графа. 1-циклы. Определим 
здесь граничный оператор, сопоставляющий каждой 1- 
цепи его «обобщенную границу».

Определение 2.2. Дифференциалом, или граничным опе­
ратором d, группы Cj(G) называется гомоморфизм 

d : C1{G) -*Co(G). 
определенный следующим образом:

1) если и =  {(хг, X j ) ,  (xj, х ^ }  и ср (и) =  (xit X j ) ,  то 
du =  Xj — x t

I r  I I r I
2) если x  =  V  kiXi, mo dx  =  ^  k tdut ,

£=1 /=1

По самому определению отображение d есть гомомор­
физм групп. Таким образом, для каждого ребра определяет­
ся его «граница» или сумма граничных точек с коэффициен­
тами, отвечающими канонической ориентации соответствую­
щего ребра. Например (см. рис. 21), можно написать:

d ((х„ х2) +  (х2, х3) — (х„ х3)) =  (х2 — x t) +  (х3 — х2) —

— (х3 — Xj) =  0.

(В последней формуле допущена вольность в обозначениях. 
Следовало бы вместо (х1; х2) писать {(хг, х2), (х2, хх) } =  ы4, 
а ф(и4) =  (хъ х2). Но такая вольность допустима, если всег­
да использовать каноническую ориентацию.) Такую 1-цепь 
естественно назвать 1-циклом. С другой стороны, имеем

d ((X j, х 2) -)- (х 2, Х3) ; ' (-^1» х 3)) =  (Х2 Xj) -j- (x.j х 2) - \ -

-Г (х3 — * 1) =  2х3 — 2х±;

такая 1-цепь не есть 1-цикл; 1-цикл, отвечающий цепи



{(*i. xz), (x2, x3), [xlt x3) (такой цикл является цепью в смыс­
ле определения 2.5 гл. I), есть

(*i. х 2) +  (х2, х3) —  (х1г х3).

Определение 2.3. Элемент х  6 CX(G) называется \-цик­
лом, если dx =  0. Подгруппа Zx =  Ker d cz CX(G) называет­
ся подгруппой 1-циклов графа G.

Лемма 2.2. Любой 1-цикл с ф  0 можно представить в 
виде с =  2  ^ (с,), где ct — циклы в G.

I г I -v
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть с —  ^  a iu t = 2  ^ u 'i

1=1 г = 1
(в последовательности и \ , . . . ,  u'N могут встречаться равные 
ребра). Поскольку с — цикл, то

N N

d  ^  ±  и\ =  ^  d { ±  U{) =  0. (2.1)
/=1 i=i

Рассмотрим 1-цепь ± и | ,  имеем d ( ± u [ )  =  x t l — x i2 . 
Из (2.1) очевидно, что существует номер /х такой, что 
1 < j i 4̂ .N  и d ( ± u'.J =  х 1ш — x lt. Если х ( Ф х t , то су­
ществует /2 такой, что d ( ± u ' i ^  =  x i t — х ^ .  Продолжим 
построение последовательностей x t и и', до того момен-

k ‘е
та, когда x t окажется равным какому-либо x t для k0̂

k &0
^  k  — 2. В силу конечности множества X процесс обя­
зательно закончится. Очевидно, полагая для удобства 
/ 0 =  1, цепь

Iи, , и. , . . . ,  и. \
\ ; 40- 1  k—2/

есть цикл. Нетрудно проверить, что

V " "  V J )
=  ±  и, ±  • • • ±  и, ,

'*„-1 k—2
причем знаки совпадают со знаками в разложении с. Приме­
няя тот же процесс к с — \|> ( \ и .  в конце\\ 'ko-l 'k-2)
концов приходим к утверждению леммы. Щ

З а м е ч а н и е .  В доказательстве не учтена возмож­
ность dut =  0. Но это возможно только, когда ut — пет­
ля. В этом случае иг как 1-цепь равна г|> {«;})• Исключив 
сначала все такие слагаемые, приходим к утверждению 
леммы 2.2 и в общем случае.



независима. Пусть существуют ko, klt ... ,  kn не все равные 
нулю, такие, что

V (0) +  k i X (l) Н b k nx {n) =  0.

Если расписать все х{1) по ребрам графа G, то ясно, что в 
этой сумме коэффициенты при всех ребрах должны обра­
щаться в ноль. Однако 1-циклы х 0) , ... , х(п) 6 Zj (G') и, 
поэтому они не содержат но, а лг<0>содержит ий. Отсюда сле­
дует, что ко =  0, но при этом один из k l t  ..., kn не равен 
нулю и х(1), ... , х {п) зависимы, что невозможно.

Покажем теперь, что система (2.3) полна. Пусть х  £ 
6 Z,(G).

Тогда

х  =  k0u0 +  • • • +  kSt uSi и х  ±  6 Z4 (G).

При правильном выборе знака имеем 

х ± k ox i0)e Z l (G,y

В силу предположения индукции существуют k\ такие, 
что

х  ±  kox {0) =  k \ x (l) +  • • • +  knx w , 

поэтому

Х =  =р k ox {0) +  k \ X m  +  • • • +  k n X { n) ,

т. е. система (2.3) полна. Щ
Сформулируем и докажем теорему, обосновывающую не­

зависимость построений от выбора канонической ориента­
ции ребер графа.

Теорема 2.2. Пусть Сг (G) и С[ (G) — группы, отвечаю­
щие графу G с различным выбором канонической ориентации. 
Тогда существует такой изоморфизм /  : C^G) -+C'(G), что 
диаграмма

С\ (G) - I c ;  (G)
\  /  

d С0 (G) d'

коммутативна, т. е. d =  d' ° /  (и поэтому d' == d о /-1).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зададим / ( и г) =  ± « г в за­
висимости от того, совпадают или не совпадают ориента­
ции « г при переориентации ребер. На остальных элемен­
тах определим /  так, чтобы он был гомоморфизмом, т. е.

Очевидно, что /  — изоморфизм. Остальные утверждения 
теоремы проверяются тривиально (проверьте все утверж­
дения теоремы самостоятельно). Щ

Следствие. В предположениях теоремы f  устанавливает 
изоморфизм групп Zx (G) и Z[(G).

Д  о_к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /  — ограничение /  на 
Zi (G) / _1 — ограничение / -1 на Z\ (G). Нужно доказать, что

где 1 — тождественный гомоморфизм. Проверим эти ус­
ловия.

1) Пусть х  6 Z(G), т. е. dx  =  0, тогда 

d'  (/ (*)) =  d’ o f  (х) =  dx  =  О,

т. е. d '( /(x )) =  0 и / (x)€Zj (G) .  Отсюда 

/ ( Z t (G) ) cZ; (G) .

2) Пусть х ' 6 ZJ (G), тогда d 'x ' — 0 и d  (/_1 (х)) =  
=  dof~1(x) — 0. Отсюда, как и в первом случае, 
r ( Z [ ( G ) ) c z Z t (G).

3) Докажем, что f ( Z 1(G))=Z' l (G). Пусть х'  £ Z ’ (G), 
тогда к  =  /~‘(х') 6 Zt(G) (см. 2) и /(х) =  ж'. Точно так же 
r ( Z i( G ) )  =  Zj (G).

4. Последнее утверждение теоремы очевидно, так как 
на любом х 6 Zj (G) /  (х) = /  (х) 6 Zi (G) и поэтому / _1 о f (x)—  
—/~4 (/ М ) =  f~l (/ (*)) — Аналогично, если х ' £ Zi (G), 
ТО /о  /-! (х') =  х'.  I I

С помощью гомоморфизма d можно охарактеризовать 
также и количество связных компонент графа G.

Теорема 2.3. Количество элементов любой базы группы 
Со (G)/Im d равно количеству связнык компонент графа G.

T(Zi  (G)) =  Z[ (G), Г  (z i (G)) =  Z, (G) и f 0 /-1

=  Г ° / = 1 .



Точнее, группа Со (G)/Im d изоморфна группе

2 ® * ‘ ' Ф 2> (2-4)
где ж — группа целых чисел, а количество прямых слагаемых 
равно р — числу связных компонент графа G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, из второго утвер­
ждения следует первое. Докажем второе утверждение. Вы­
делим в каждой связной компоненте Gj графа G по одной 
(произвольной) вершине x tj (/ =  1, ..., р). Рассмотрим 
группу g ( К , -  •••, x ip}), очевидно, изоморфную группе 
(2.4). Пусть {kxt } — класс эквивалентности элемента 
kxt по Im d. Если xv принадлежит той же компоненте, 
что и x i , то существует цепь {мо, иг, . ..,  ит } такая, что ко­
нец ut совпадает с началом и м , начало т  есть х^,  а ко­
нец ит есть хг . Тогда, выбирая знаки соответствующим 
образом, видим, что

d ( ± k u 0 ± k u l ±  • • • ±  kum) =  kx., — kxu 6 Im d  и kxt , ~
~  kx , .»1

С другой стороны, эквивалентность kxv ~  kxit невозможна, 
если Kt, принадлежит компоненте связности, не содержа­
щей xt и к'к,, ~  kxh невозможно при любом хг  и к' ф  k 
(докажите это!). Таким образом, в каждом классе эквива­
лентности по Im d есть один и только один элемент вида
р

2  kjXt . Тем самым устанавливается соответствие между
/=I /
классами эквивалентности и элементами группы g  ( {к^, . . . ,  
•••»*/р})- Очевидно, что это соответствие есть изоморфизм.

4. Алгоритмы построения базы независимых циклов. 
Приведем теперь алгоритм отыскания базы независимых 
1-циклов для произвольного графа G. Сначала рассмотрим 
алгоритм нахождения частичного дерева графа G в том слу­
чае, когда G связен. Пусть ребра графа перенумерованы 
произвольным образом.

А л г о р и т м  2.1

1°. Выбрать первое ребро графа G и занести его в 
список.

2°. Выбрать следующее по номеру ребро графа. 
3°. Проверить, образует ли выбранное ребро цикл



с ранее занесенными в список. Если да, перейти к 4°. 
Если нет — к 5°.

4°. Проверить, что номер ребра меньше |Г(. Если 
да, перейти к 2°, если нет — к 6°.

5°. Занести данное ребро в список. Перейти к 4°.
6°. Закончить работу.

Теорема 2.4. Ребра, занесенные в список к концу работы 
алгоритма 1, образуют частичное дерево графа G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G' — граф, построен­
ный из ребер списка и содержащий все вершины G. Очевид­
но, что он не содержит циклов. Докажем, что он связен. 
Пусть, напротив, граф G' не связен. Тогда в G' существует, 
по крайней мере, две компоненты связности. В силу связ­
ности G существует цепь в G, соединяющая эти две компо­
ненты. При добавлении к G' любого ребра этой цепи не об­
разуется циклов, что противоречит тому, что все ребра были 
проверены согласно с пунктом 3°, так как данное ребро в 
соответствии с 5° должно было быть занесено в список.

Теорема 2.5. Пусть G — связный граф, G' — его частич­
ное дерево и ии  ..., и — ребра G, не входящие в G'. Тогда 
при добавлении к G' каждого из ребер их, ... ,  ит в графе 
образуется ровно один простой цикл. Соответствующие 
1-циклы образуют базис в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Добавим к G' одно из ребер 
 ит, например иг. Тогда в графе образуется, по край­

ней мере, один цикл. Так как для полученного графа G 
его цикломатическое число v(G) =  1, то группа Z^G) имеет 
базу, состоящую из одного элемента, поэтому в графе G 
имеется ровно один простой цикл. В силу того что каждый 
из циклов, полученных таким образом, содержит одно из 
ребер иъ  ..., ит и не содержит остальных, эти циклы неза­
висимы. Подсчитаем число т. Для G' выполнено соотно­
шение

v(G') = s ; - s 0 +1 = 0,
так как G ' — дерево, отсюда S| =  S o — 1. Не использо­
ванных в графе G' ребер в G содержится т =  Sj — Sj == 
=  Sx — So +  1 =  v(G). Таким образом, система независи­
мых циклов содержит v(G) элементов. Если она не является 
базой, то можно дополнить ее до некоторой базы, количество 
циклов в которой больше v(G), что противоречит теореме 2.1. 

Теорема 2.6. Пусть G — граф, Gx Gp — его связные



компоненты. Тогда для группы Z1(G) графа G имеем равен- 
ство

Z x (G) =  Zx (Gj) ф  ■ • • 0  Zj (Gp)

(оно понимается в смысле изоморфизма групп).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  6 Zx (G). Разложим 

элемент х  =  х {1) +  • • • +  x ip), где в каждом х и) содержат­
ся ребра из Gj и только они. Такое разложение единст­
венно. Кроме того, выполнено равенство

dx0) +  Ь dx(p) =  0 ,

причем dx(i) содержит вершины только из Gj. Отсюда
dxU) = 0  (/ =  1, 2, ... ,  р),  т. е. x in e Z 1(GJ) ( j =  1 ,2 ..........р).
Определено отображение

Z1 (G) +  Z, (GJ 0  • • • 0  Z, (Gp): x  -v  (x<l) x lP\

обратное к которому строится тривиально, а именно:

(*(I), . . . ,*<PW 4  • • ■ + * <р).
Очевидно, что эти отображения есть гомоморфизмы.

Таким образом, можно выписать алгоритм нахождения 
базы независимых циклов для произвольного графа G.

А л г о р и т м  2.2

1°. Выделить связные компоненты графа G.
2°. В каждой компоненте построить базу независи­

мых циклов, как в теореме 2.4, пользуясь алгоритмом 2.1.
3°. Объединить полученные таким образом базы. 

В остальной части этого параграфа используется поня­
тие плоской реализации графа. Точное определение этого 
понятия дано в следующей главе. При первом чтении можно 
ограничиться наглядным представлением о плоском графе.

Сформулируем алгоритм нахождения базы независимых 
циклов для графа G, обладающего плоской реализацией.

Теорема 2.7. Если связный граф G допускает плоскую 
реализацию, то границы областей, на которые граф G раз­
бивает плоскость*, образуют базу независимых циклов**.

* Н еограниченная область при этом не учиты вается.
** Здесь и далее не проводится различие между циклами и со­

ответствующими им 1-циклами.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как будет доказано ниже, 
для плоского графа выполняется равенство

So — Sx +  S2 =  2, откуда v (G) =  — So +  p  =
=  S 2 — 2 +  1 =  S 2 -  1, 

и достаточно доказать лишь независимость циклов базы. 
Доказательство проведем индукцией по S2.

Б а з и с  и н д у к ц и и .  Если S 2 =  2, то утверждение 
очевидно, так как база содержит всего один цикл.

И н д у к ц и о н н ы й  ш а г .  Пусть теорема справед­
лива для всех графов G' с S2 =  п. Пусть G — связный граф 
с S2 =  п  +  1. Возьмем одно из ребер, лежащих на границе 
неограниченной области и не являющееся тупиком или 
перешейком. После удаления его получаем граф G' с S2 =  
=  п. Применяя предположение индукции и замечая, что 
цикл, содержащий выброшенное ребро, не зависит от ос­
тальных, завершаем индукционный шаг. 9

Замечание. В силу теоремы 2.6 ограничение на связность графа 
несущественно.



Таким образом, определено некоторое обобщение поня­
тия цикла, поскольку 1-циклом мы называем и то, что на­
глядно следовало бы называть конечным набором циклов. 
Преимущества этой терминологии будут видны ниже. 

Проиллюстрируем это понятие на примерах (рис. 22):

* =  (х0, *2) — (*i. *г) — (*о> *1) Х°______ х ,  *7

есть 1-цикл, так как
7  \

dx — d ((*„, х2) — (хх, х2) — х, /  ~^х г

' /(*о> * 1)) =  0;
\  / /

* =  (*о>*2) — (xl t xz) ~ А /  —-
(хй, x t) +  (*в, х,) +  (х„ хЙ) + V ^ r Г6 д

"Ь (х$, Xq)

есть 1-цикл, так как dx  =  0; Рис. 22

х — (хо, х2) +  (хь  х2) +  (Хо, * l) +  (*в> Х7)
не есть 1-цикл, так как

dx =  х 2 — х0 +  хг — хг +  x t - — Х0 Х7 — Xg = 2х2

— 2х0 +  х в — х 7ф 0 .

В этом рассмотрении выясняется группы Со (G).
3. Независимость и полнота системы 1-циклов. Понятие 

независимости будем формулировать в терминах 1-циклов. 
При этом независимость обычных циклов будет пониматься 
как независимость соответствующих им 1-циклов.

Определение 2.4. В графе G I-циклы х(1>, . . . ,  x im) на­
зываются зависимыми, если существуют такие целые числа 
kt , ..., km не все равные нулю, что

ktx il) +  • • • +  kmx (m) =  0. (2.2)

Если же из (2.2) следует, что =  ... = k m = 0 ,  то 
эти 1-циклы называются независимыми. Если х(|), . . . ,  х(ш) 
таковы, что для каждого х  £ Zx существует разложение

x  —  k tx {l) -j \-k mx (m),

то система лс(1), , х (т) называется полной. Любая полная
система независимых 1-циклов называется базой независи­
мых 1 -циклов.



Интерпретация зависимости 1-циклов очевидна. Напри­
мер, 1-цикл

X =  (Л-0, Х2) С̂ 4» Х2) (-̂ 1 > Х4) (Хо, X1)

зависит от 1-циклов

Х(1) =  (хо, Х2) — (хо, Xj) — (хъ  х2),

Х ^ =  (^i, х2) (х4, X,) (xlt х4),
(1) I (2)так как х  =  х  +  х •

Лемма 2.3. Если в графе G нет циклов, то группа Zx {G} 
тривиальна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если с £ Z2(G) и с ф  0, то 
по лемме 2.2

с =  2Ф (с ',),
где с\ — циклы в G. Поскольку в G нет циклов, то с =  0.

Теорема 2.1. Число элементов любой базы независимых 
\-циклов графа G равно v(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся методом ин­
дукции по v(G).

Б а з и с  и н д у к ц и и .  Если v (G) =  0, то по теореме 
1.3 граф G не содержит циклов, т. е. Ker d = 0 .

И н д у к ц и о н н ы й  ш а г .  Пусть дан граф G с 
v(G) = п  +  1. Пусть теорема доказана для любого графа 
G с v(G) =п. По теореме 1.3 в графе G имеется цикл. Удалим 
одно из ребер этого цикла. Получим граф G', причем из 
доказательства теоремы 1.1 очевидно, что v(G') — п. При­
меняя предположение индукции, выделим базу независи­
мых 1 -циклов

*(1) x w eZ t(G ').

Заметим, что группу CX(G') можно считать подгруппой 
C^G), Со (G') — подгруппой Co(G) и d(C 1(G'))c: Co(G'). 
Отсюда ясно, что Z^G') есть подгруппа в Zj(G).

Пусть цикл, из которого мы удалили ребро, есть {ц0, 
«!, ..., ит}, причем, ребро т  было удалено. Пусть х(0>— 
элемент Ci(G), отвечающий этому циклу, т. е.

х <0) =  <|> ({«„,... , Ыго}) =  ±  и0 ±  щ ±  ■ ■ ■ ±  ит\

здесь знаки выбраны, как и ранее; тогда dxw  = 0 ,  или 
х (0) 6 Z, (G).



Глава V
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ 

ДВУМЕРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Теория графов может быть применена для вычисления 
некоторых инвариантов двумерных поверхностей — эйле­
ровой характеристики и групп гомологий.

Поясним понятие инварианта. Назовем две поверхности 
эквивалентными, если одну можно перевести в другую с 
помощью произвольной деформации без разрывов и склеи­
ваний. Например, с этой точки зрения сфера эквивалентна 
поверхности куба, поверхность тора эквивалентна «сфере 
с одной ручкой», которая строится следующим образом. 
Вырезаются из сферы два непересекающихся маленьких 
диска и к образовавшимся отверстиям приклеивается ци­
линдр так, как это показано на рис. 23. Пусть задана функ­
ция, ставящая в соответствие каждой поверхности некоторое 
число. Такая функция называется инвариантом в том слу­
чае, если числа, сопоставляемые любым двум эквивалент­
ным поверхностям, одинаковы.

Определения эйлеровой характеристики и групп гомо­
логий даются здесь на основе теории графов. Другие (более 
общие) определения этих инвариантов можно найти в учеб­
никах алгебраической топологии.

Отметим еще, что в дальнейшем не дается строгих опре­
делений топологических понятий, таких, как деформация или 
многообразие, а приводится их наглядное объяснение.

В этой главе все графы предполагаются полностью не­
ориентированными и без кратных дуг.



§ 1. ЭЙЛЕРОВА ХАРАКТЕРИСТИКА

1. Плоские графы. Дадим определение плоского графа. 
Определение 1.1. Пусть задан набор {/ъ /2, ..., /„}

отрезков гладких кривых на плоскости, причем
1) отрезки l t и 1} не имеют общих точек, кроме, быть 

может, концевых (в частности l t не самопересекается, хотя 
может быть замкнутым)-,

2) граф G изоморфен G[llt ..., 1п], где граф G[/x /„]
определен равенством

GU,  /„] = ( Х \  Г').

X '  — множество концевых точек отрезков 1и  ... , 1п 
на плоскости. Г ' =  {{(х, у, г), (у, х, г)} I х, у  — концы

Набор {1Ъ /2, ..., 1п} называется плоской реализацией 
графа G =  (X , Г).

Разумеется, не каждый граф допускает плоскую реали­
зацию. Например, графы, изображенный на рис. 24, 
как будет доказано ниже, не допускают плоской реализации.

Отметим, что рис. 24, а не является плоской реализацией 
графа, так как не выполнено требование 1) определения 1.1.

Граф называется плоским, если он допускает плоскую 
реализацию.

Дадим теперь определение наложения двух плоских реа­
лизаций графов.

Определение 1.2. Пусть {/,} (г =  1 ,2 , . . . ,  п) — плос­
кая реализация графа G, а {/'•} (/ =  1, 2, ..., т) — гра­
фа G'. Пусть 1( , . . . ,  l lkj — части, на которые кривые 
набора {/'.} делят отрезок /г; l'jk, определены ана-1 1 I I
логично. Набор

ĵk' (r =  1. 2 , . . . ,  n, k =  \, 2 , . . . ,  ki, j 1 ,2 , . . . ,  /и,
k '=  1 ,2 .........k\)



удовлетворяет требованию 1) определения 1.1 и является 
плоской реализацией графа

G "\lik, l'jk, (г =  1 , . . . ,  п, £ =  1 k it j  =  1 ,... ,m ;

k ' =  I , . . . ,  k[)b

построенного no этому набору. Граф G" называется нало­
жением графов G и G' (относительно их заданных плоских 
реализаций).

В этом параграфе считается, что каждый граф плоский и 
снабжен фиксированной плоской реализацией. Поэтому 
различие между графом и его плоской реализацией не про­
водится.

Определение 1.3. Эйлеровой характеристикой связного 
плоского графа G называется число

1 (G) =  So — Sx +  S 2,

где So — число вершин графа G, S x — число его ребер, S 2 — 
число областей, на которые G делит плоскость (включая и 
бесконечную область).

Сформулируем теперь основную теорему этого парагра­
фа —- теорему Эйлера.

Теорема 1.1. Д ля любого плоского связного графа G спра­
ведливо равенство х (G) =  2.

Доказательству этой теоремы предпошлем доказатель­
ство двух лемм.

Лемма 1.1. Пусть связный плоский граф G' получен 
из связного плоского графа G наложением на последний реб­
ра I с несовпадающими концами. Тогда справедливо соот­
ношение x(G) = x (G ') .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия очевидно, что 
пересечение графа G и ребра / не пусто (иначе G' не мог бы 
быть связным). Пусть а, b — концы отрезка I, а х1г..., хп— 
точки пересечения I и G, рассмотрим несколько случаев.

С л у ч а й  1. Ни одна из точек а, Ь, хъ  ..., хп не сов­
падает ни с одной вершиной графа G. Очевидно, что число 
вершин в графе G' равно S'0 =  So +  п +  2. Если на граф 
G наложить отрезок (a, xt), то число ребер увеличится на 
два, а число областей не изменится (рис. 25, а). При после­
довательном наложении отрезков (хъ х2), . . . ,  (хп_{, кп) 
число ребер увеличивается на два, а число областей — на 
единицу (рис. 25, б). При добавлении же отрезка (хп, Ь) 
число ребер увеличивается на единицу, а число областей



не изменяется (рис. 25, в). Это рассуждение показывает, 
что числа ребер и областей графа G' равны

S, = S X +  2я +  1; S 2 =  S 2 +  п — 1.

Складывая эти равенства, получаем утверждение лем­
мы.

С л у ч а й  2. Некоторые из точек хх, ..., х п являются 
вершинами графа G. Пусть число таких точек k (k 4^ п). 
Тогда справедливо равенство

Sq =  So -Ь п  — k  -t- 2.

Рассуждая аналогично случаю 1, заметим, что если конечная 
точка отрезка (х ., х м ) есть вершина графа G, то Sj увели­
чивается на единицу, если же конечная точка не совпадает 
с вершиной, то — на два. При этом для числа ребер графа 
G' получим выражение

S, =  S i -j- 2/i -f- 1 — k

и, замечая, что S 2 меняется так же, как и в случае 1,— 
соотношние

S 2 =  S2 -f- п  — 1.

В результате сложения S'0, SJ и S'2 получаем утверж­
дение леммы.

При разборе случаев 1 и 2 предполагалось, что точки а 
и Ь не принадлежат графу G. Если, например, точка а 
принадлежит графу G, то доказательство можно свести к 
уже разобранному следующим образом.

Добавим к отрезку I малый кусок (а ',  а) так, чтобы он 
пересекался с G только в точке а (рис. 26). Нетрудно видеть, 
что эйлерова характеристика не изменилась, так как



S ' =  S'0 +  1, S] =  S | +  1, S"2 =  S '. При этом задача 
сводится к уже разобранной. Подобным образом поступим и 
с концом b в том случае, если b (j X.

Легкое видоизменение доказательства позволяет полу­
чить тот же результат и при а =  Ь. Детали доказатель­
ства предоставляются читателю.

Лемма 1.2. Пусть связный граф G' получен налозкением 
графа G' на граф G, тогда х  (G') =  /(G ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство 
методом индукции по числу ребер п графа Gj. Базисом ин­
дукции является лемма 1.1. Проведем индукционный шаг. 
Различаем два случая.

С л у ч а й  1. В графе Gt имеется, по крайней мере, два 
ребра, которые пересекаются с ребрами графа G. В этом 
случае, удаляя ребро графа Glt не являющееся перешей­
ком, получим граф G[ с п ребрами такой, что наложение 
G" графа G’ на граф G связно. Пользуясь индукционным 
предположением, получаем равенство х  (G") =  1(G)- Добав­
ляя выкинутое ребро по лемме 1.1, заключаем, что x(G ') =

С л у ч а й  2. Граф Gj пересекается с графом G по 
одному ребру /. Если г р а ф — не дерево, то в нем есть цикл. 
Удаляя ребро этого цикла, не совпадающее с I и рассуждая 
аналогично случаю 1, получим равенство x(G ') — x(G). 
Если же Gx — дерево, то в нем имеется, по крайней мере, 
два тупика. Удаляя не совпадающий с I тупик, теми же 
рассуждениями получим, что эйлеровы характеристики 
графов G и G' совпадают. Щ

Доказательство теоремы 1.1. Рассмотрим два плоских 
связных графа Gx и G2 (рис. 27). Пусть / — дуга, одна вер­

Рис. 26 Рис. 27

=  X(G)



шина которой принадлежит G1( а другая G2. Пусть G' — 
наложение / на Gt. По лемме 1.2 справедливо равенство 
X(Ci) =  x(G'), поскольку G' связен. Кроме того, наложение 
G" графа G' на граф G2 также связно, а поэтому у (G") =  
=  у (Gj). Аналогично получим равенство у (G2) =  у (G") и 
поэтому эйлеровы характеристики графов Gx и G2 совпадают. 
Из произвольности графов Gt и G2 получаем, что любые два 
плоских связных графа имеют одну и ту же эйлерову харак­
теристику. Достаточно подсчитать ее поэтому для простей­
шего плоского связного графа. В качестве такого графа вы­
берем граф ({х}, ф). Д ля  него So =  1, 5 , = 0 ,  S2 =  1; 
отсюда х (G) — 2. Щ

З а м е ч а н и я  1. Эта  теорема дает основание назы вать число 
2 эйлеровой характеристикой плоскости. Подробнее об этом см. в 
следующ ем параграф е.

2. У словие связности графа существенно для  доказательства 
теоремы, так  как  уж е для  графа ({х ь  хг},  0 ) имеем равенство So =  
=  2, S j =  0, S2 =  1 и х  (G) =  3.

В качестве элементарного приложения теоремы Эйле­
ра докажем, что графы, представленные на рис. 24, не до­
пускают плоской реализации.

Теорема 1.2. Графы

G1 =  ({*1, *2, *«. у и у2, у3}, {{хг, у,), {ур  хг)},

г, / = 1 , 2 ,  3})

и

G2 =  ({*1, *2> *3» *4» X  х Х ^Е ),

где множество Е  состоит из элементов вида (х , х), не допус­
кают плоской реализации.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим, что в графе Gj 
нет циклов длины 3, так как любое ребро ведет из группы 
вершин (хь  х2, х3) в группу (уи  у 2, у3). Любой цикл в G, 
имеет поэтому длину большую или равную четырем. Пред­
положим теперь, что Gx допускает плоскую реализацию, 
тогда для чисел So, S l( S2 получаем равенства So =  
=  6, S, =  9, а из у (Gj) =  2 следует S2 =  5.

Пусть п . (I =  1, ..., 5) — число ребер, ограничивающих 
грань с номером i; имеем п 1 '̂ > 4 и

1 4 л
S, =  ~  2  «г >  10, т. е. 9 >  10.

1 =  1



Полученное противоречие доказывает первую часть теоре­
мы.

Допустим, что G2 допускает плоскую реализацию. Тог­
да из теоремы 1.1 имеем равенства

S0 =  5, Sj =  C l=  10, S2 =  7.

Пусть п .  (I =  1, 7) имеют тот же смысл, что и раньше.
Очевидно, я* >  3 и поэтому выполнено неравенство

s i =  { 2 ,I‘ > V > 1 0 > ю > ю . И
1 ш  г

Доказанная теорема допускает обращение. Именно, она 
представляет доказательство необходимости в следующем 
критерии, позволяющем решить вопрос о том, допускает 
ли граф плоскую реализацию.

Теорема 1.3. (Понтрягин — Куратовский). Д ля того что­
бы граф был плоским, необходимо и достаточно, чтобы он 
не содержал в качестве подграфов графы Gx или  G2 из ус­
ловия теоремы 1.2.

Доказательство достаточности в этой теореме здесь не 
приводится. Отметим, что аналогичных критериев реализу­
емости графа уже для тора не найдено (определение гра­
фа, реализуемого на поверхности, см. ниже).

2. Эйлерова характеристика двумерных поверхностей. 
Как было показано в пункте 1, для любого плоского связ­
ного графа его эйлерова характеристика х (Р) — So — 
— Sx - f  S 2 равна двум. Число два можно назвать 
поэтому эйлеровой характеристикой плоскости. В этом 
параграфе обобщается понятие эйлеровой характеристики 
на произвольную двумерную поверхность без края. Как 
указывалось в замечании 2 к теореме 1.1, условие связности 
графа существенно в формулировке этой теоремы. Из дока­
зательства теоремы видно, что это условие обеспечивает 
следующее свойство областей, на которые граф G делит 
плоскость.

А. Любая гладкая кривая без самопересечений, концы 
которой лежат на границе области, делит эту область на 
две части.

Из рис. 28 видно, что в случае произвольной поверхнос­
ти в трехмерном пространстве это условие уже не обеспе­
чивается только связностью графа. Например, граф, со­
стоящий из вершины хо и петли ^(рис. 28, а), ограничивает



на торе область, показанную на рис. 28, б, и является связ­
ным. Петля /2, оба конца которой лежат на границе области, 
не делит, однако, эту область на две части. Таким образом, 
условие связности в этом более общем случае должно быть 
заменено на некоторое более сильное.

Существует несколько вариантов такой замены; остано­
вимся на следующем.

Б. Любая область из числа тех, на которые граф G де­
лит поверхность S, эквивалентна (в смысле, поясненном 
в начале данной главы) единичному кругу плоскости.

Рис. 28

Очевидно, это условие влечет за собой условие А (хотя 
строгое доказательство этого факта не просто). Перейдем 
теперь к точным формулировкам.

Определение 1.4. Реализацией графа G =  (X, Г) на 
поверхности называется такой конечный набор отрезков 
гладких кривых 1Ъ ..., /„, заданных на S , что выполняются 
условия 1) и 2) определения 1.1.

Если у данного графа G существует реализация на по­
верхности S, то граф G будем называть реализуемым на S, 
или, короче, S -графом. Допуская вольность речи, в этой 
главе зачастую будем отождествлять граф G с его реали­
зацией на поверхности S. Отметим еще тот факт, что один 
и тот же граф может быть реализован на различных поверх­
ностях.

Введем теперь условие, о котором говорилось в начале 
этого параграфа.

Определение 1.5. Реализация графа G на поверхности 
S  называется правильной, если выполнено условие Б этого 
параграфа.

Отметим, что понятие правильности относится не к са­
мому графу G, а к его конкретной реализации на поверхнос­



ти S. Один и тот же граф может иметь на данной поверхности 
5  и правильную, и неправильную реализации. Например, 
граф

6  — ({хо> Хц х%}, {(-''О’ х а), (Хд, х^), (х0> Ху), (х^, '^2)})

имеет две реализации на торе (рис. 29, а, б), из которых 
первая является правильной, а вторая — неправильной. Д о­
пуская вольность речи, будем говорить о правильных 
5-графах.

Определение 1.6. Д ля любого правильного S -графа 
определим его эйлерову характеристику равенством х (G) =

а) Ф

Рис. 29

=  So — Sj +  S2, где So — число вершин графа, Sj — 
число его ребер, a S2 — число областей, на которые граф де­
лит S.

Сформулируем теперь теорему, аналогичную теореме
1.1 для S -графов.

Теорема 1.4. Д ля любых двух правильных S -графов Gx 
и G2 имеем равенство х (Gi) =  1 (G2).

Доказательство этой теоремы проводится дословно так 
же, как и доказательство теоремы 1.1, и поэтому предостав­
ляется читателю.

Приведем формулировки лемм, аналогичные леммам 1.1 
и 1.2. Сначала дадим определение наложения.

Определение 1.7. Пусть / г (г =  1, 2, ..., п) — S -реа­
лизация графа G, l'j (/ =  1 , 2 , . . . ,  т) — S -реализация гра­
фа G'. Пусть lik ( i — 1, 2, ... , п; k =  1, 2, ... , k t) части /г
на которые его делят отрезки a l'jk, (/ =  1 ,2  т-
k! =  1, 2, . . . ,  k'j) определяется аналогично. Граф G", оп­
ределяемый отрезками lik, l'jk, как своей S -реализацией, 
называется наложением G на G' (или G' на G).



Лемма 1 .3 . Пусть S -граф G' получен из правильного 
S -графа G наложением на последний ребра I. Тогда, если G' 
связен, то он правилен, и У. (G') =  х (G).

Лемма 1.4. Пусть S -граф G' получен наложением пра­
вильного S -графа Gx на правильный S -граф G. Тогда, если 
G' связен, то он правилен, и х (G) =  у (G').

Рассмотрим здесь только утверждения последних двух 
лемм, касающиеся правильности графа G’. По условию Б 
каждая область графа G эквивалентна единичному кругу; 
так как построение G' из G можно провести добавлением 
одного (или нескольких) новых ребер, пересекающихся с G, 
то доказательство этих утверждений эквивалентно следую­
щему факту.

Любая гладкая несамопересекающаяся кривая с концами 
на границе единичного круга делит его на две области, каж­
дая из которых эквивалентна единичному кругу. Доказа­
тельство этого утверждения, относящееся к топологии, 
проводить не будем, а примем его в качестве очевидного.

Дадим теперь определение эйлеровой характеристики 
поверхности S. Корректность такого определения обосно­
вывается теоремой 1.4.

Определение 1.8. Эйлеровой характеристикой данной дву­
мерной замкнутой ограниченной поверхности S  без грани­
цы называется эйлерова характеристика любого правиль­
ного S -графа.

Обсудим теперь (не приводя, впрочем, точных доказа­
тельств) инвариантный характер эйлеровой характеристики 
S относительно эквивалентности, определенной в начале 
настоящей главы. Пусть поверхности S ' и S"  эквивалент­
ны. Это означает, что существует некоторая деформация без 
разрывов и склеиваний, переводящая S ' в S". Пусть G — 
некоторый правильный S '-граф. В процессе деформации 
графС остается правильным. Это следует из того, что каж­
дая область из числа тех, на которые G делит S ', деформи­
руется при этой деформации без разрывов и склеиваний и 
поэтому остается эквивалентной единичному кругу в плос­
кости. Кроме того, из условия отсутствия разрывов и склеи­
ваний с^ёДует, что числа So, S u  S 2 в процессе этой дефор­
мации но изменяются. Граф G перейдет в результате в пра­
вильный S ''-граф G', причем выполняется соотношение

X (G) =  х (G'),

так как х (G) в процессе деформгции постоянно. Эти рас- , 68



суждения показывают, что эйлерова характеристика по­
верхности есть инвариант.

Вычислим теперь эйлерову характеристику так назы­
ваемой «поверхности рода р» в трехмерном евклидовом про­
странстве к3. Поверхность рода р в к3 строятся следующим 
образом. Рассмотрим в к3 сферу S2. Вырежем из S 2 два 
непересекающихся малых диска и приклеим к получившим­
ся отверстиям цилиндр (рис. 30). Результатом явится «сфе-

Рис. 30

ра с ручкой» или поверхность рода I. Поверхность рода р  
может быть описана такими же преобразованиями и пред­
ставляет собой сферу с р ручками (поверхностью рода ноль 
по определению называют сферу S 2). Важность этих поверх­
ностей в R3 обусловливается следующей теоремой, которая 
здесь приводится без доказательства.

Теорема 1.5. Любая замкнутая ограниченная поверхность 
без границы в R3 эквивалентна поверхности рода р при  
некотором р.

Теорема 1.6. Эйлерова характеристика поверхности 
рода р  равен 2—2р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1.4 достаточ­
но вычислить эйлерову ха­
рактеристику некоторого 
S -графа на поверхности S 
рода р. В качестве такого 
графа возьмем граф G, 
строящийся следующим об­
разом. Вершины G находят­
ся на основаниях «ручек», 
по две на каждом основа­
нии (рис. 31). Опишем ре­
бра графа G (рис. 32, на 
котором изображена одна 
из «ручек»). Каждое осно- Рис. 31



вание ручки разделяется вершинами на две дуги (1Ъ /2; 13, 
/4 на рис. 32). Эти дуги есть ребра G. Кроме того, выбрав на 
каждом основании ручки по одной точке (х . и х 1+2 на рис.

Рис. 32

32), соединим их кривой /5. Эту кривую также причислим к 
ребрам графа. Наконец, рассмотрев сферу с 2р «дырками», 
соединим все вершины графа G на сфере так, как показано 
на рис. 33.

Из построения G очевидно, что это — правильный 
5-граф. Вычисление эйлерЪвой характеристики i(G )  дает­
ся теперь прямым подсчетом:

S 0 =  4р, — 7р, S 2 — р  -f- 2, х (G) =  4р  — 7р +  р +  2 =
—  2 2р. Ш

Следствие. Две поверхности родов ръ  р2 соответственно 
эквивалентны тогда и только тогда, когда рг — р2.

Эквивалентность при 
Pi = Pi очевидна. Если две 
поверхности эквивалентны, 
то x (S ')  =  l (S " ) ,  так что 
эквивалентность поверхно­
сти рода рь  поверхности 
рода р2 при рх Ф  р 2 невоз­
можна. Если учесть еще 
теорему 9.2, то можно ут­
верждать, что две замкну­
тые ограниченные поверх­
ности S ' и S" без границы 
в к3 эквивалентны тогда и 
только тогда, когда у_ (S') =
=  X (S").

Отметим, что все тре­
бования последнего заме­

чания существенны.
3. Эйлерова характеристика многообразия размерности 

два. Рассмотрим понятие двумерного топологического 
многообразия, обобщающего понятие поверхности в к3.



Наглядно можно представлять себе многообразие как «по­
верхность», склеенную из некоторого числа треугольников. 
Говоря точнее, в качестве элементарных компонент для 
построения многообразия будем использовать части дву­
мерных поверхностей, полученные деформацией треуголь­
ника. В силу этого поня­
тие «многообразия» оказы­
вается весьма широким. В 
частности все поверхности, 
рассмотренные выше, пред­
ставляют собой многообра­
зия. Например, разбиение 
сферы на треугольники мо­
жно получить, вписав в шар 
правильный тетраэдр и 
спроектировав его ребра из 
центра на поверхность сфе 
ры (рис. 34).

В качестве первого ша­
ра в построении много­
образий определим понятие 
алгебраического многооб­
разия.

Определение 1.9. Алгебраическим многообразием раз­
мерности 2 назовем конечное множество X  =  {х1( ..., хп} 
с выделенными системами двухэлементных подмножеств 
01 х =  {аъ ... ,а т) (а г =  {xj , xk }) и трехэлементных под­
множеств 012 =  {blt ... , bt) (bt — {xr , xs , xt ), причем вы­
полнены условия:

1) каждый элемент множества X  входит хотя бы в одно 
из множеств а г;

2) каждое подмножество а г вложено точно в два мнооюе- 
ства из 0!2-

Элементы из (Ях называются ребрами, элементы из 
(Я г — гранями.

Наглядно элементы X  есть вершины треугольников, 
(Я 1 — стороны, a — сами треугольники. Если сторона at 
принадлежит треугольникам Ь} и bh, то их нужно пред­
ставлять себе склеенными по этой стороне.

Приведем примеры.
1. Рассмотрим проективную плоскость irp2 (рис. 35).
Множество X  состоит из тринадцати элементов 

{ки  ..., х13}. Не будем выписывать множества 01 г и 01 г —



читатель может проделать это самостоятельно. Отметим 
только, что из рисунка следует, что диаметрально проти­
воположные точки квадрата должны быть отождествлены,

■я» х„ х,г

2 , / ^  X,

X}

Ху
Х,з

Х„ 
Рис. 35

Хю

h

иными словами, r p 3 есть квадрат (рис. 36), у которого 
отождествлены стороны 1г и /2; /3 и /4 в направлениях, ука­
занных стрелками. Отождествление одной из пар сторон

превращает квадрат в лист Меби­
уса. Второе отождествление без 
самопересечений в R3 уже невозмо­
жно, что оправдывает введение но­
вого определения для таких объ­
ектов.

В дальнейшем будем пользо­
ваться рисунками типа рис. 36 для 
представления многообразий, не 

выписывая явно множеств X , 01г и (Лг.
2. Рассмотрим многообразие, изображенное на рис. 37 

(бутылка Кляйна).

а)

h
Рис. 36

б)

Рис. 37

Если отождествлять стороны квадрата в направлениях, 
показанных на рис. 37, а, то получим многообразие, назы­
ваемое бутылкой Кляйна. Ее реализация в R3 (с самопе­
ресечениями) показана на рис. 37, б.



З а д а ч а  1. Н ачертить разбиение бутылки К ляй н а на треуголь- 
ники и вы писать множ ества X ,  Oh  и $ V

Определим теперь понятие многообразия. Рассмотрим т  
равносторонних непересекающихся треугольников на плос­
кости; т  = |С (,2|. Поставим в соответствие каждому эле­
менту из (Яг один и только один из этих треугольников. 
Рассмотрим какой-либо из этих треугольников. Пусть ему 
отвечает элемент вида { х , , х , , х. } из (Я,.'  I j tj is' "

Маркируем символами х x t и xt вершины треу. 
гольника. Проделаем то же самое со всеми т  треугольни­
ками. Треугольники будем 
обозначать символами Ьъ хц x[t
... ,Ьт (в соответствии с 
отвечающими им элемента­
ми множества 012). Отожде- 
ствим теперь ребра треу­
гольников, концы которых 
маркированы одинаково Xi2 ц г
так, как эго показано на 
рис. 38. Точками многооб- ис-
разия будем считать внут­
ренние точки треугольников и пары точек, отвечающих 
друг другу при таком отождествлении. Покажем теперь, 
что каждая точка такого многообразия обладает окрест­
ностью, устроенной так же, как часть плоскости. Окрест­
ностью внутренних точек данного треугольника будем счи­
тать внутренность этого треугольника. Рассмотрим теперь 
точку, лежащую на стороне треугольника и не совпадающую 
с вершиной (рис. 39). Для наглядности изобразим эти сторо­
ны слившимися. Окрестностью отмеченной на рисунке точки 
считаем внутренность полученного при склейке четырех­
угольника. Наконец, рассмотрим вершину ж,-0. Очевидно, 
что (сдеформировав, если нужно, треугольники) можно 
изобразить на плоскости совокупность треугольников, со­
держащих как вершину, как это сделано на рис. 40. 
На этом рисунке уже проведены необходимые отождеств­
ления. Внутренность изображенной на рисунке фигуры бу­
дем считать окрестностью xit . Сформулируем определение.

Определение 1.10. Многообразием S , отвечающим ал­
гебраическому многообразию (X , 01 ъ 012), называется опи­
санное выше множество точек. При этом последователь­
ность точек уъ ..., у п 6 S  называется сходящейся, если на­
чиная с некоторого номера N  все они принадлежат одной 
из окрестностей вида, описанного выше, и в этой окрест­



ности последовательность yN,y N +l... .  сходится как после­
довательность точек на плоскости.

Это определение отвечает, естественно, интуитивному 
понятию склеивания треугольников.

Теперь можно обычным образом определить непрерыв­
ность отображения S в S ',  где S и 5 ' — многообразия.

Рис. 39 Рис. 40

Именно, отображение f  : S  S ' непрерывно тогда и только
тогда, когда из сходимости последовательности к1.......
х п, ... 6 S к ко следует сходимость последовательности 
/(лгг), . . . , / (* „ ) ,  ... 6 S ' к /  (хо).

Наконец, дадим определение эквивалентных многооб­
разий.

Определение 1.11. Два многообразия S  и S ’ называются 
эквивалентными, если существует такое взаимно-однознач­
ное отображение /  : S ->  S ', что /  и f~l непрерывны.

Теперь не представляет трудности 
определить понятие реализации гра­
фа на данном многообразии, эйле­
рову характеристику многообразия 
и доказать теорему, аналогичную 
теореме 1.4. Предоставляем читателю 
провести соответствующие вычисле­
ния.

Вычислим эйлеровы характери­
стики r p 2 и бутылки Кляйна. Для этого достаточно вы­
числить i{G) для фиксированных правильных графов на 
этих многообразиях. Д ля проективной плоскости r p 8 пра­
вильный кр2-граф показан на рис. 41; это граф

X,
Xо

Xt,
хг

Рис. 41

G ({-̂ 0’ *" » -̂ 4}’ {(-̂ 0* l̂)» Ĉ t* (Х2* -̂ о)' С̂О* *̂ з)»

(xa> xi)> (x i> *0)})-



Этот граф отсекает область, эквивалентную единичному 
кругу (учтите склейку), и поэтому справедливы равенства 
S 0 =  5, Sj = 6 ,  S2 =  1, х(м>2) = 0 .

Задача  2. Вычислить эйлерову характеристику буты лки 
К ляйна.

Обсудим результаты вычислений. Как видим, эйлеровы 
характеристики r p2, бутылки Кляйна и тора (поверх- 
ность рода 1) одинаковы. Из этого, однако, нельзя вывести 
заключения о эквивалентности этих многообразий. В дей­
ствительности же они неэквивалентны. Таким образом, в 
общем случае, если эйлеровы характеристики двух много­
образий не равны, то можно утверждать, что они неэкви­
валентны. Но если эйлеровы характеристики равны, то 
многообразия могут оказаться и неэквивалентными.

§ 2. ГОМОЛОГИИ Д В У М ЕРН Ы Х  ПОВЕРХНОСТЕЙ

1. Граничные гомоморфизмы и группа H t. В этом па­
раграфе приведем рассуждения, обобщающие проведенные 
в § 2 гл. IV и позволяющие построить еще один инвариант 
плоских поверхностей.

Рассмотрим поверхность S и G — правильный S -граф 
на этой поверхности. Пусть группы Сх (G) , С0 (G) определе­
ны так же, как и ранее, а С2 (G) — свободная абелева груп­
па, порожденная множеством областей, на которые С раз­
бивает поверхность.

Предположим, что граф G не имеет тупиков (будем рас­
сматривать лишь такие графы). Это не является ограниче­
нием, так как если из правильного S -графа удалить тупики, 
то результатом будет снова правильный S -граф.

Зададим ориентацию каждого ребра и каждой области. 
Под ориентацией области понимается упорядочение множе­
ства вершин, лежащих на ее границе так, чтобы каждая 
вершина следовала за вершиной, соединенной с ней ребром 
непосредственно. Для каждой области возможно ровно две 
такие ориентации. Например, область, изображенная на 
рис. 42, допускает ориентации (хо, хх, х2, х3, х4) и (xo,xit 
х3, х2, хл). Будем говорить, что ориентация ребра согласо­
вана с ориентацией области s, если ребро и лежит на границе 
s и и =  (х, к'), а в ориентации s вершина х' следует за к. 
Например, ориентация ребра (хг, хо) на рис. 42 не согласо­
вана с первой ориентацией и согласована со второй.



Теперь зададим гомоморфизмы

Сг { 0 ) ^ С , { 6 ) ^ С 0(0). (2.1)

Гомоморфизм dy задается так же, как и в гл. IV. Гомомор­
физм d2 зададим так:

т /  s ,  \

d2S| =  J  ±  UJ и й* 2  =  2  kid*Si'
i=i . (=i

где ult um — все ребра, ограничивающие s ;; знак «+» 
выбирается, если ориентация и; согласована с ориентацией 
s .,  «—» — в противном случае.

Так же как и ранее доказывается, что все построения 
не зависят от ориентации.

Теорема 2.1. Справедливо равенство dx о d2 =  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно дока­

зать равенство dl od2(si) == 0 (г'=1, ... , S 2). Пусть вершины 
s есть хо, ..., хт в порядке, задаваемом ориентацией. Тогда 
нетрудно видеть, что композиция dt о d2(st) равна нулю:

di о d2 (s;) =  (x t — х0) +  (х2 — Xj) +  • • • +  (хт — xm-1) +

+  (*о ~  хт) =  0. ■

Эта теорема означает, что выполнено включение Imtf2c: 
с :  Ker dv

Определение 2.1. Элементы из Im d2 называются грани­
цами , элементы из Ker dx — циклами. Группа Ker d.xl\m  d2 
называется группой одномерных гомологий G и обозначается
Н М -

Поясним смысл этого определения. По определению
фактор-группы Нг мы считаем два цикла х,(i) v<2> экривз-



лентными, если существует такой элемент s £ C 2(G), что 
х 0 )— х {2) =  d2s.

Рассмотрим в качестве примера граф, изображенный на 
рис. 43. Цикл

-j- w2 +  н7 +  и8 +  ui  +  ы5 +  нв 

эквивалентен циклу
х(2) =  иг +  и2 +  «з +  и4 +  а5 +  и„, 

так как справедливо соотношение

х {1) — х (2) =  и7 +  us — и3 =  ±  ds2

в зависимости от ориентации s2. Это отвечает тому факту, 
что поскольку 1-цепь и7 +  и8 — и3 является границей 
элемента s2, то цикл х(1) можно стянуть в цикл х (2\  пере­
ведя и7 +  «8 по s2 в и3. На самом деле циклы х(1) и х(2) эк­
вивалентны нулю, так как выполнены соотношения

х ^  =  ±  rfsj ±  cfs2, х *2) =  ±  a’Sĵ .

2. Инвариантность группы # t. Докажем, что группа Н г 
есть характеристика поверхности, а не графа.

Теорема 2.2. Пусть Glt G2 — два правильных S -графа. 
Тогда группы //i(G j) и Нг (G2) изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что если О — на­
ложение Gx и G2 и  если G — правильный S -граф, то 
H^Gx) =  H X(G). Граф G можно полечить из Gx применением 
двух операций: 1) делением ребра и с помощью новой вер­
шины на две части и 2) делением области s с помощью ново­
го ребра на две части*.

Покажем, что при выполнении каждой из этих операций 
группа #i(G) не изменяется.

1°. Пусть граф G' получен из G применением операции
1) к ребру и. Тогда Co(G) есть подгруппа Co(G')- Группу 
Ct (G) можно отобразить bCx(G') так. Ориентируем ребра 
и' и и", полученные делением и вдоль и. Отобразим каждое 
ребро G, кроме и в него само, как ребро G'. Ребро и отобра­
зим в сумму и' - f  и". По аддитивности продолжим это со­
ответствие до гомоморфизма групп Cj(G) -> C X(G')- Очевид­
но, что ядро этого гоморфизма есть нуль и поэтому Ci(G) 
можно считать подгруппой C1(G’). Группы С2 (G) и C2(G') 
совпадают.

* Концы этого ребра — верш ины в G



Пусть х  — цикл в CX(G'). Тогда, очевидно, что коэффи­
циенты в х  при и' и и" совпадают и, следовательно, х  — цикл 
в Сх (G). Отсюда следует, что справедливо включение

Ker dx cr Сх (G).
Так как множество 1ш d2 вложено в множество Ker dlt 
то 1ш d2 a  C^G). Отсюда ясно, что группа не измени­

лась при применении преобразова­
ния 1) к ребру и.

2°. Пусть граф G' получен из G 
преобразованием 2). Очевидно, что 
Co(G) есть подгруппа в Co(G'), 
Ci(G) — гподруппа в C^G'). То, что 
C2(G) есть подгруппа в C2(G'), дока­
зывается так же, как и в 1°. При 
этом области s, подвергшейся деле­
нию, сопоставляется сумма s' +  s' 
областей, получившихся в резуль­
тате деления. Ориентации s' и s ' 

выбираются согласованными с ориентацией s.
Докажем следующие утверждения*:
а) если х (1) в  Сг (G'), то существует такой элемент 

х ’ £ ^ (G ) ,  что х(|) ~  х ‘ относительно Im di\
б) если x <l)~x<2) (х(|) 6 (G), х(2) 6 Ct (G)) относительно 

Im d 2, то х (1) ~  х(2) относительно Im rf2;
в) если х (1) ~  х (2) (л;(1) £ C 1(G), х <2) 6 Ci (G)) относитель­

но Im d% то лг(|) ~  л:(2> относительно Im d2.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Если х(1) содержит не равный 

нулю коэффициент при новом ребре, то, очевидно, справед­
ливо разложение

х (1) =  ^ k i U i  +  k'u',
i=i

где и ' — добавленное ребро (рис. 44). С другой стороны, 
справедливо равенство

d2S' =  и' -|- ^  ±  Ц;.
 ___________ г=1

* Все обозначения со штрихом относятся к G',  без ш триха — 
к С. Т ак  x t  — верш ина G, х х — верш ина G' (может быть та же с а ­
м ая, что х ъ  но рассм атриваем ая как  верш ина G'). Аналогично dlt 
d<i — граничные гомоморфизмы в C2 (G), CX(G), a d u  d2 —  b C 2(G')> 

Ci (<?')•

Рис. 44



Вычитая из хт  I -цепь k'd2s' , получим цикл х ' такой, что 
~ х ' .

б) Пусть х(1) ~  х (2) относительно Im d2. Это означает,

что существует элемент у  =  6С 2(0), для которого
/=1

выполнено равенство х(1) — х(2) =  cit/. Заменяя s на s '+  s ' , 
получаем, что разность х {1) — х (2) можно представить в 
виде

Х(Х) — х(2) =  dy', у' == 2  ^
(=1

({s’,} получается из {s; } заменой s на s', s").
в) Если лг(|) — х(2) =  d y ', то так как в 1-цепи х(1) — 

— х (2)коэффициент при новом ребре есть нуль, то, очевид­
но, коэффициенты в у' при s' и s' совпадают. Объединяя 
области s' и s", получаем равенство xw  — х (2) — dy, где 
У 6 CS (G). Ц

Выберем теперь в каждом классе эквивалентности по 
подгруппе lm d2 по одному элементу и зафиксируем их. До­
кажем, что в каждом классе эквивалентности по Im d% 
содержится точно по одному фиксированному элементу. 
Пусть х' в Ci(G) и {*'} — класс эквивалентности элемента 
х' по Im d'z- В силу утверждения а) в {х'}  содержится эле­
мент х" из Ci(G). Для некоторого х  из числа выбранных эле­
ментов х" ~  х  относительно Im d2. Но тогда х" ~  х  по Im d ’,} 
по утверждению б) и х  £ {х'}. Далее, если лг<1), л:(2) — вы­
бранные представители, то они не могут содержаться в одном 
и том же классе эквивалентности по Im d2, так как тогда,
в силу утверждения в) имелась бы эквивалентность х (1) ~ х {2) 
относительно Im d2, что невозможно. Таким образом, по­
строено взаимно-однозначное соответствие Hi(G) и H^G'). 
Это соответствие есть гомоморфизм, так как если

{х} - >  {х'}, {у} - У  {у'},

то (считаем, что х  — фиксированный представитель {х}, 
у  — представитель {//}, а г — представитель {х} +• {у}) 
г ~  х  +  у  относительно Im d'2 и по утверждению б) отно­
сительно Im d2; из включений х £ { х '} ,  у <Ц{у'} следует 
включение х  +  у  6 {х'}  +  (у '}  и поэтому г в {х '}  + {у’},



т. е.

Д ля окончания доказательства теоремы 2.2 заметим, 
что если наложение Gx на G2 несвязно, то Gx содержится в 
одной из областей Ga (рис. 45). Дополнив G2 цепью, имеющей 
общие точки с Glt сделаем наложение Gx на G2 связным, а

следовательно, правильным 
S-графом. С другой стороны, 
по 2° мы не изменим группы 
Hv  Из этих рассуждений сле­
дует равенство /^ (G j =

Эта теорема позволяет счи­
тать / / j  характеристикой по­
верхности. Очевидно, если 
две поверхности эквивалент­
ны, то их группы гомологий 
изоморфны.

Заметим еще, что естест­
венно считать нулем границу 
точки. Это дает нам продол­

жение диаграммы (2 . 1):

C2(G )4 :C i (G )^ -C 0( G ) ^ 0 ,  (2. Г)

где через ноль обозначена нулевая группа, состоящая из 
одного нуля. Далее, поскольку в рассмотрении не присут­
ствует элементов трех измерений, то естественно продол­
жить эту диаграмму так:

0 ^ - C 2( G ) ^ C 1( G ) ^ C 0( G ) ^ 0 .  (2.1'0
Очевидно, что равенство d i+lodt =  0 выполнено для i =  
=  0 , 1 , 2 , и поэтому можно определить группы гомологий

H t (G) =  Ker dj/Im  d i+1.
Нульмерная группа гомологий графа фактически вы­

числена в теореме 2.3 гл. IV. Поскольку Ker do— Со (G), 
то Ho{G) =  Co{G)!\m dlt а эта группа, как доказано в теоре­
ме 2.3 гл. IV, изоморфна группе г ф . . . ф ж ,  где число 
прямых слагаемых равно числу компонент связности. П ра­
вильный^-граф  на связной поверхности S всегда связен*,

* К ак уже говорилось выше, гакие утверж дения топологи­
ческого характера считаю тся здесь очевидными; строгие доказа­
тельства увели бы слишком далеко за рамки этой книги-



поэтому число связных компонент любого связного S -гра­
фа равно числу связных компонент S. Это доказывает не­
зависимость tfo(G) от G. В дальнейшем группа /7o(G) для 
некоторого правильного S -графа G обозначается #o(S).

Вычислим Hi(S) для трех многообразий.
Т о р Т 2. Тор можно представить как квадрат с противо­

положными сторонами, склеенными так, как показано на 
рис. 46, а. На этом же рисунке изображен правильный Т2- 
граф. Он же изображен непосредственно на торе (тис. 46, б).

о)

f
t

Рис. 46

Вычислим группу #x(G):
1) С2(G) =  z , общий элемент C2(G) имеет вид ksx;
2) Сг (G) =  z 0  z, общий элемент Сг (G) имеет вид 

kxux Н- h2u2\
3) Co(G) =  z , общий элемент Co(G) имеет вид kxx. 
Вычислим Кег dx:

di {k\u\ +  k2u2) =  (*i +  кг) (хх — х{) =  0; Ker d2=Cx (G}. 

Вычислим Im d2:

d2 (ksx) — k(u x — u2 — ux 4- u2) =  O'. ^2 =

отсюда
Hx (Г 2) =  Hx (G) =  Ker d j Im d2 =  z 0  z.

Б у т ы л к а  К л я й н а .  Здесь отождествление сто­
рон квадрата нужно проводить иначе, чем в случае Т 2 (со­
ответствующий чертеж вместе с правильным S -графом дан 
на рис. 47).

Проведем вычисления:
1) C2(G) =  z , общий элемент группы C2(G) есть ksx,
2) CX(G) =  z 0 z, общий элемент группы CX(G) есть

kxiix +  k2U2\
3) Co(G) =  z , общий элемент группы Co(G) есть kxx.



Вычислим ядро dx\

di (kiUi +  k2u2) =  kx (xx — *,) +  k2 {xt —  =  0 ,

Ker d 4 =  z ®  z =  C, (G); далее, d2 (kst) =  k (u2 +  Hi —
г/з ~b == 2ku^.

Таким образом, образ гомоморфизма d2 есть 

Im d2 =  2 z  ф  0 c  z  ф  z =  Ker dv

ч,
. J
\ иг_и_,

uz \
X,

Рис. 47 Рис. 4&

Нетрудно видеть, что группа H X(S) определяется равен- 
ством

Нх (S) =  Ker d j Im d2 =  z ®  z.

П р о е к т и в н а я  п л о с к о с т ь  r p 2. Вычисле­
ния проведем для двух различных правильных кр2-графов.

Способ 1. Правильный кр'г-граф показан на рис. 48. 
Вычислим группы С; (G):

1) C2(G) =  z , общий элемент C2(G) есть /и,;
2) C^G) =  z ® z ,  общий элемент C^G) есть + k 2u2;
3) Со (G) =  z ф  z, общий элемент Со (G) есть +  &2х2. 
Найдем ядро dt \

dx ( k ^  +  k2u2) =  k1(x2 — хг) +  k2 (xx — x2) =
=  (&i — k2)(x2 — Xj).

Отсюда ядро di есть z с общим элементом k{ux +  иг). 
Вычислим образ d2:

d2(ks1) =  k(tii +  « 2 wi "Ь иг) =  2 6 («1 +  м2).

Отсюда получим соотношение

Im da =  2 z c z  =  Ker

и окончательно имеем
Hi (irp3) =  Ker d j\xa  d2 =  z2.



Способ 2. Правильный кр2-граф показан на рис. 49, а. 
На рис. 49, б, в указаны ориентации областей sx и s2, кото­
рые также указаны на рис. 49, а.

Проведем вычисления:
1) c 2 (G) =  ж ф ж , общий элемент C2 (G) есть +

+  k 2S2,
2) Сх (G) =  ж ф  ж, общий элемент Сх (G) есть +  k2u2\
3) Co(G) =  ж, общий элемент Co(G) есть kxv

d2 (kisx +  k2s2) =  — u2) + ^ 2(ui + « 2) =  (^i T- /г2) +

Таким образом, группа Im d2 есть подгруппа группы 
2  0 2  =  Ct (G), состоящая из таких элементов +  t2u2, 
в которых и t2 имеют одинаковую четность. Очевидно, 
что это — подгруппа ж ф  ж. Существует ровно два класса 
эквивалентности по этой подгруппе, а именно:

{0 } =  {/jMj +  t2u2 | tlt t2 одинаковой четности};
{1 } =  {tlUl -f  t2u2 | tu  t2 разной четности}.

Очевидно, что {0} +  {0} =  {0}, {0} +  {1}, {1} +  {1} =
=  {0 }, так что фактор-группа есть* 2:

Н j (rp 2) =  ж2,

что согласуется с результатами случая 1 .
Группы ж2, ж2ф ж  и ж ф ж  неизоморфны (докажите 

это!), поэтому поверхности irp'*, Т 2 и S неэквивалентны.
В примерах 1°— 3° рассматривались не простые графы, 

а мультиграфы. Но доказательство теорем 2.1 и 2.2 дослов­
но переносится на случай правильных S -мультиграфов.

Рис. 49

Вычислим образ

dx (/гм  +  k2u2) =  (xx — x j  +  k2(xx — x j  =  0 ;

Ker d2 =  ж ф  ж =  Сг (G);

+  {ki. —  k2) u2.



Глава VI
РАСКРАСКИ ГРАФОВ. 

ХРОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО

В гл. I уже встречалась задача о раскраске графов. Н а­
помним ее постановку. Пусть дана географическая карта 
страны, в которой имеется несколько областей. Требуется 
окрасить каждую область так, чтобы любые две области, 
граничащие между собой, были окрашены в различные цве­
та. При этом «граничащими» областями называются области, 
которые граничат по некоторой линии (а не в точке). Во 
введении было показано, что эта задача может быть сведена 
к задаче о раскраске плоского графа: имея некоторое число 
красок, раскрасить каждую вершину одной из этих красок 
таким образом, чтобы любые две смежные вершины имели 
различную окраску.

Задача об определении минимального числа красок, 
нужных для правильной раскраски графа, которую мы 
здесь рассмотрим, является одной из первых задач теории 
графов. В этой главе слово «граф» будет обозначать полно­
стью неориентированный граф без кратных ребер.

§ 1. В Ы Ч И С Л Е Н И Е  ХРОМАТИЧЕСКОГО ЧИСЛА 
ЗАДАННОГО ГРАФА

1. Полином 7r(G , X) и хроматическое число. Дадим сна­
чала точные формулировки. Отметим некоторую вольность 
в обозначениях. Говоря, что для графа G =  (X , Г) (x i,x j)6Г, 
мы будем подразумевать, что в графе G существует 
н е о р и е н т и р о в а н н о е  ребро, соединяющее вер­
шины x t и Xj, т. е. {(x t , xj), (Xj, x t)}  6 Г. Заметим, что за­
дача о раскраске мультиграфа сводится к задаче о рас­
краске графа, полученного склеиванием всех кратных ре­
бер.

Дадим теперь определения правильной раскраски и хро­
матического числа.



Определение 1.1. Граф G =  (X , Г) называется правильно 
раскрашенным X красками, если каждая его вершина рас­
крашена одной из X красок и если из ( х ., х,) 6 Г следует, 
что х .  и Xj раскрашены разными красками. Если все эти 
требования выполнены, то мы говорим также, что задана 
правильная раскраска графа G X красками.

Определение 1.2. Граф G =  (X , Г) называется р-хро- 
матическим, если существует правильная раскраска графа 
G р красками. Минимальное из таких чисел р называется 
хроматическим числом данного графа.

Вычисление хроматического числа заданного графа мо­
жет быть проведено с использованием вводимой ниже 
функции n(G , X).

Определение 1.3. Для заданного графа G и натурального 
числа X через я  (G, X) обозначается число всех различных пра­
вильных раскрасок графа G с помощью X красок.

Выведем теперь формулы, связывающие число я  (G, X) 
с другими характеристиками графа. Первые две из них 
дают возможность вычислять я  (G, X) только для сравнитель­
но простых графов. Остальные формулы связывают я  (G, X) 
с я  (G;, X) для его более простых компонент G;. Такие фор­
мулы дают возможность вычислять я (G, X) для данного гра­
фа, последовательно строя его из более простых частей («раз­
бирая» его на более простые части). Примеры вычисления 
я (G, X) для некоторых графов будут даны ниже.

Теорема 1.1. Справедлива формула

П (G, X) =  Xs” — 2  Р (Wj) +  2 11 (“i> и)) —
< i*i

И/, f̂c) ••• i
i+i*k

где So — количество вершин графа G; ut (i =  1 ,2  Sj) —
ребра графа G, перенумерованные некоторым способом, а 
ц (« ; , и ut) — число таких раскрасок графа G, при 
которых концы каждого из ребер uj, ..., ut закрашены 
одним цветом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что число всех 
возможных (не обязательно правильных) раскрасок графа 
G равно Xs". Из этого числа нужно вычесть количество тех 
раскрасок, в которых концы хотя бы одного ребра закраше­
ны одинаково. Пусть число раскрасок, в которых ровно k



ребер имеют концы одного цвета, есть vft. Имеем соотно­
шение

=  ( 1.2 )
k-\

Подсчитаем число vx. Рассмотрим сумму 2  («;)• В этой
('

сумме раскраски, входящие в v2, учтены дважды. Именно, 
если концы ребер ш , и «,•„ закрашены одинаково, то эта 
раскраска входит в [х(«,-,) и jx(щг). Аналогично, раскрас­
ки, входящие в vft, учтены k раз; получим

vi==2 !J' ^ ~ 2 IVi'
s 1 = 2

Учитывая, что i =  С\, перепишем эту формулу в виде

2 ^(нг) = 2 с Ь -  (ЬЗ)
i i =  I

Аналогичными рассуждениями получим формулу

2  I * К 2  CN-
ф . • • i—fe+i

В самом деле, в сумме ^  jx (и ^ ,. . . ,  uik) раскраска, у
нф ... +tk

которой закрашены одинаково концы ребер Му , ... ( / >
k ^>  £), учтена С/ раз, что и дает последнюю формулу. 

Учитывая, что С | =  1, перепишем эту формулу в виде

2   wi*) =  2 CN -  М
l=k

Используя формулы (1.3) и (1.4), составим сумму
5 5

- 2 ^  + 2^ к -  “/,)•■•=2 ^  2  C*V|‘
< ii+ii k=l i=*k

Меняя в этом выражении порядок суммирования [все вхо- 
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дящие в сумму индексы (г, k) заключены (рис. 50) в заштри­
хованный треугольник], получим:

Теперь, воспользовавшись формулой бинома Ньютона

Подставляя последнюю формулу в соотношение (1.2), по­
лучим формулу ( 1 1 ) .■

Отметим, что формула (1.1), несмотря на свой общий 
характер, непригодна для фактических вычислений л(С,Х) 
для конкретных графов и представляет скорее теорети­
ческий интерес. Следующая теорема дает формулу, удоб­
ную для вычислений при достаточно малых So. Чтобы вы­
писать эту формулу, введем обозначение. Обозначим через 
p(s, с) число суграфов графа G, включающих s ребер и имею-

{=1 fe=l

Рис. 50

о =  (1 -  i ) ' = 2 c f ( -  i)s= i + 2 е " w
k=0

напишем



щих с компонент связности; при этом, если при данных s 
и с таких суграфов не существует, то полагаем p(s, с) =  0. 

Теорема 1.2. Справедлива формула

u (G,X) =  2 ( - 1>5/? (s- c) Xc (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим отдельно каждый 
член, входящий в ф орм улу '(1.1). Пусть дан набор ребер

ч, > •• , и Ik' Рассмотрим суграф графа G, включающий 
ребра ut , .■■,и1к и только их. Пусть число компонент связ­
ности этого суграфа* равно с. Если дана раскраска графа 
G, у которого концы ребер ut , . . . ,  uik раскрашены попар­
но одинаково, то в рассматриваемом суграфе одинаково 
раскрашенными оказываются его компоненты связности. 
Обратно, раскрасив каждую компоненту связности сугра. 
фа (рис. 51) в свой цвет, получим раскраску графа, у ко. 
торой концы ребер ut , ... , uik раскрашены одинаково. Чис. 
ло таких раскрасок, очевидно, равно IF отсюда следует 
равенство

где суммирование распространено на все с, для которых 
p(k, с) ф  0. Очевидно, что таких с — конечное число, так 
как, например, количество компонент связности любого 
суграфа меньше или равно S 0. Подставляя последнюю 
формулу в (1.1), получим (1.5).

* Напомним, что, по определению  суграф а, он вклю чает все 
верш ины  графа О.



Выведенная формула (1.5) описывает структуру n(G, X) 
как функции переменной X. Непосредственно очевидны 
следующие свойства функции n(G, X):

1) л(С, X) есть многочлен степени So с коэффициентом 
при старшем члене, равном единице;

2) коэффициент при Х° в n(G, X) равен нулю, отсюда 
видно, что it(G, X) как многочлен делится на X.

Как уже говорилось выше, эта формула дает возмож­
ность вычислять ji(G, X) при не слишком большом So. В ка-

а) S) 6) г)

Рис. 52

честве примера вычислим it(G, X) для полного графа с тремя 
вершинами (рис. 52, а). Все суграфы этого графа показаны 
на рис. 52, б, в, г. На рис. 52, б показан суграф с s =  О, 
с =  3; на рис. 52, в — три суграфа с s =  1, с =  2; на 
рис. 52, г — три суграфа с s =  2, с — 1; на рис. 52, а — 
сам граф, который можно рассматривать как суграф с s =  3 
и с — 1. Числа pis, с) для этого графа поэтому есть 
pi0, 3) =  1; pi 1, 2) =  3, p h ,  1) =  3, p i3, 1) =  1 и в осталь­
ных случаях pis, с) = 0 .  Пользуясь формулой (1.5), имеем 
соотношение

я ( Д , X) =  -  ЗХ2 +  З Х -  X =  Х(Х — 1) (X — 2).

Из последней формулы следует, что хроматическое чис­
ло этого графа есть 3, так как из равенств

л (G, 1) =  л (G, 2) =  0; л (G, 3) =  31 =  6

следует, что граф G можно закрасить тремя красками, но 
нельзя закрасить одной или двумя.

Следующие четыре леммы позволяют свести подсчет 
функции л(<2, X) к подсчету этой функции для более простых 
графов.

Лемма 1.1. Если граф G состоит из дву к несвязных час­
тей Gy и G2, то справедлива формула

n{G, X) = n ( G x, X )*n(G 2, X).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта формула — очевидное 
следствие того факта, что раскраски Gx и G2 можно выби­
рать независимо. Я

Лемма 1.2. Если граф G получен из двух графов склеи­
ванием по одной точке хо (рис. 53), то

k (G, >•)= Х) • U(G2, х)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что эта формула 
будет доказана, если число раскрасок графа Gt , в которых
данная вершина имеет предписанный цвет, равно —  ic(Gt,

X
X). Докажем это.

Разобьем множество 
всех раскрасок графа Gx 
на классы, относя к од­
ному и тому же классу 
все раскраски, в кото­
рых вершина хо окраше­
на в данный цвет. Оче­
видно, что число таких 
классов равно X. Дока­
жем, что число элемен­
тов каждого класса оди- 

Рис. 53 наково. Пусть а ь  ...,
а х — краски. Пусть в 

классе А  вершина хо окрашена краской с^, в классе В  — 
краской а 2. Перекрасив каждую раскраску из А ,  заменяя 
краски в соответствии с подстановкой

ах —>-а3 —>-а 3 -> . ..  —*-а\ —>-сх1,
получим раскраски класса В. При этом различные раскрас­
ки переходят в различные, и мы получим класс В целиком, 
так как обратное перекрашивание переводит В в А. Полу­
чено взаимно-однозначное соответствие между элементами 
А и В. Эти классы конечны, поэтому их количества элемен­
тов равны. Из произвольности классов А и В следует, что
число элементов каждого класса есть -j- я  (Gu  X). Раскра-

шивая произвольно граф G2 и сочетая эти раскраски с 
теми раскрасками Glt у которых хо раскрашена в тот же
цвет, получим л (G2, X) • —  я  (G\, X) различных раскрасок. 

Очевидно, что все раскраски учтены. Ц



Лемма 1.3. Пусть граф G получен из двух несвязных 
графов Gi и G2 склейкой с помощью ребра I, внешнего для 
обоих графов (рис. 54). Тогда справедливо соотношение

*(G, X) =  ( l _  JL )* (G lf X)k (G2,X).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что если G' — граф, 
полученный добавлением / к С2 (см. рис. 54), то

я  (G', X) =  (К — 1) я (G„ X).

Пользуясь леммой 1.2, получаем

rc(G, Х )=  tc(G!, Х)(Х— 1)x (G2, X). и

Лемма 1.4. Пусть граф G получен из графа Gt добавле­
нием ребра без изменения числа вершин (рис. 55, а). Тогда 
для л (G, К) справедлива формула

я  (G, X) =  я  (Gx, X) — я  (G', X),

где граф G' (рис. 55, б) получен из Gx склеиванием вершин, 
инцидентных ребру I и преобразованием полученного муль­
тиграфа в простой граф склеиванием кратных ребер.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что число раскра­
сок графа G равно n(G1, К) минус число раскрасок графа Glt 
в которых концы ребра / одинаково раскрашены. Но пос­
леднее число есть n(G', X).

2. Примеры вычисления числа n(G, X) для различных 
графов. Покажем, как соотношения, доказанные в леммах 
1.1—1.4, применяются для вычисления функции n(G, К).

1. Рассмотрим /г-мерный симплекс

S n =  (X , Г)



где X =  [ко, . .., хп}, а Г =  X X Х \Е , Е — множество 
элементов вида (а, а) (диагональ).

Так как каждые две вершины соединены между собой, 
то S n нельзя раскрасить менее чем п  +  1 красками. Отсюда 
ясно, что

п  (G, X) =  О при X ^  ti (X — целое).

Кроме того, как уже отмечалось выше (свойства (1) и 
(2) ), n(G, X) есть многочлен степени л -Н , делящийся наХ.

Его корнями должны поэтому быть числа 0, 1, 2, 
Учитывая еще, что коэффициент при старшем члене ра­
вен 1, имеем:

я  (G, X) =  Х(Х — 1) ... (X — п). (1.6)

В частности, n(G, п +  1) =  (п +  1)!
Дадим доказательство этой формулы с использова­

нием леммы 1.4. Выделим некоторую вершину графа и 
перенумеруем ребра, исходящие из нее, числами 1, ..., п. 
Обозначим Gw  граф S n с выкинутыми ребрами uu . . . , u h. 
Тогда G(n) есть граф, состоящий из изолированной точки 
и S„_4. Выкидываем ребра в соответствии с леммой 1.4 
по очереди. Отмечаем, что на каждом этапе G' =  S„.i, 
равенства

к (Sn, =  п (G(1), X) — It (*5Л_1, X),

It(G (1),X) =  u (G (2), X ) - w(S/I. 1,X)>

« ( 0 (л' 1), X) =  u(G (n),X )- -u (S „ .1,X),



сумма которых есть

* (5 „Д ) =  ’' ( 0 (л,Д ) - л * ( 5 я-1. *)■
Заметим теперь, что в силу леммы 1.1 справедливо ра­
венство * (0 <я), X) =  Xu(S<l. 1)X)f из которого следует:

Я (Sn, X) =  (X — n) It (S„_!, X).

Отмечая, что n(So, Х )= X, так как So есть граф, состоящий 
из одной вершины и без ребер, получаем формулу (1.6) 
по индукции. Ц

2. Пусть dn — дерево с п вершинами. Вычислим функ­
цию n(dn, X).

Удалим из дерева одно из ребер, являющееся тупиком. 
При применении леммы 1.4 заметим, что граф G' в этом слу­
чае есть йп_ъ a Gx есть граф, состоящий из dn_x и изолиро­
ванной вершины. Отсюда следуют равенства

к (dn, X) =  it (Gj, X) — я (G', X) =  Хя (£?„_!, X) — it (dn_1( X) =

=  ( X - l ) « ( r f n_l f X).

Заметив, что n(dv  X) =  X) {dx — изолированная вершина), 
по индукции получим:

n (dn, X) =  Х(Х — 1)л-1. (1.7)

3. Пусть с„ — цикл с п вершинами. Для вычисления 
функции n(G, X) используем лемму 1.4. При удалении 
любого из ребер цикла будем иметь равенства

Я (с„, X) =  It (dn, X) — It (cn_!, X) =  X (X — l)"-1 — Jt (c„_i, X).

Запишем эти равенства при п  =4 , 5  nQ

it (£4, X) =  X (X — 1 )3 — к ( с 3, X),

Tt (с5, X) =  X(X — I)4 — It (с4, X),

" (« v  X) =  X (X -  l r - ' - ^ V - . ’ X)

и умножим их на (— 1)* (4 < ^ k ^ n 0):

( -  l ) ^ ( c ft, X) =  [X (X -  l)*-i -  * (Сй_1( X)] (-1 )* .



k=4

Просуммируем эти равенства по k от 4 до п0:

2  ( - 1  у к (с„, х)= 2  ( - 1  г щ ~ 1 г-1 ~
k=4 4=4

■ 2  ( - 1 ) » *  (« X) - -  X ft ~ 5 ;  +  ft -  O' -

— ^3 (сз> X) +  2  (— 1)* л (с*. X).
k—4

а) ' S) В) г) д) е) ж)

G Y  Nr ^ 2'*  G ^'* ' Б/* Gg

Рис. 56

Отсюда следует формула

* К ' х) =  ( -  1)Я* К -  1Г° +  ( X - 1 ) 3 -

— Щ — 1)(Х — 2)] (1.8)

4. Пусть G — граф, показанный на рис. 56, а. Вычи­
слим функцию я (G, X).

Используя лемму 1.3, получаем

*(G, Х )=  ( l - i - W c , ,  X))2.

Вычисление n(Glt К) проводим с помощью леммы 1.4, выки­
дывая отмеченное на рис. 56, б ребро. В результате полу­
чим:

* (Gi, X) =  п (G3, X) — ir (G2, X) =  к (G3; X) —

X (X 1) (X — 2) (X — 3),

так как граф G2 (рис. 56, в) есть симплекс S 3. Вычисляем 
n(G3, X) с помощью леммы 1.4, выбрасывая отмеченное на 
рис. 56, г ребро:

* (< ?„* )=  - f  l*(S2, X)]2 — it (G4, X).



Аналогично получим соотношение

я  (G4, X) == л (G§,X) л (G „ X) —— л (£4, X) ■ л (d3, X).

(Графы G4, G5 и  G6 изображены на рис. 56, е, ж.) Собирая 
все эти формулы и пользуясь (1.7) и ( 1 .8), можно получить 
выражение для n(G, X). Это выражение мы здесь приводить 
не будем и вывод его предоставляем сделать читателю в ка­
честве упражнения.

Возникает вопрос: любой ли многочлен с целыми коэф­
фициентами, делящийся на X, есть n(G, X) для некоторого 
графа G. Чтобы ответить на это, выведем еще некоторые 
свойства n(G, X), ясные уже из определения этого числа:

1) если n(G, п) =  0, то ji(G, X) =  О при X <  п\
2) если n(G, п) Ф  0, то n(G, X) ф  0 при X > я ;
3) значения я (G, X) неотрицательны при целых положи­

тельных X.
Уже из этих трех свойств ясно, что не любой многочлен 

предоставим в виде n(G, X). Например, многочлен
Х(Х — 2) =  Р (\) 

уже не есть n(G, X) ни для какого графа G, так как Р{2) =  
=  0, Р ( 1 ) # 0 .

С помощью n(G, X) можно дать критерий р-хроматич- 
ности и метод вычисления хроматического числа для задан­
ного графа G. Именно, граф G является р-хроматическим 
тогда и только тогда, когда n(G, р) Ф  0. Хроматическое 
число можно вычислить по формуле

min {р : р целое, л (G, р) Ф  0}.

Заметим, что для определения хроматического числа 
графа можно использовать методы линейного программиро­
вания.

§ 2. ОЦ ЕН КА ХРОМАТИЧЕСКОГО ЧИСЛА 
ПЛОСКОГО ГРАФА

1. Теорема о пяти красках. Теорема утверждает, что 
любой граф, обладающий плоской реализацией, может быть 
правильно раскрашен пятью красками. Вспоминая задачу, 
сформулированную в начале этой главы, видим, что из этой 
теоремы следует возможность раскрашивания любой карты 
пятью цветами.

Вопрос о том, достаточно ли для любой карты четырех 
красок, до сих пор не решен. Это так называемая проб­
лема четырех цветов. Примеры плоских графов, не раскра-



шивающихся тремя цветами, строятся очень легко и будут 
приведены ниже.

Теорема 2 . 1 . Любой плоский граф 5-хроматичен.
Прежде чем доказывать теорему 2 . 1 , докажем лемму, 

которая имеет чисто технический характер и будет исполь­
зоваться при доказательстве теоремы.

Лемма 2.1. В любом простом связном плоском графе без 
тупиков и перешейков существует вершина степени мень­
шей или равной пяти.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что степень 
любой вершины гр*афа G =  (X , Г) больше пяти. Из этого 
предположения вытекает следующая оценка для числа 
ребер графа

2Sj =  ^  s* x t ^  6лг0.

По условию теоремы граф G является плоским. Как и 
ранее, будем отождествлять G и его плоскую реализацию. 
Гранью графа G поэтому называется любая связная часть 
плоскости, ограниченная ребрами, принадлежащими к 
плоской реализации G. Количество ребер, ограничивающих 
каждую грань графа не меньше трех, так как граф не со­
держит кратных ребер. Отсюда имеем неравенство

3Sa < 2 S 1.

Подставим теперь оценки

—  St, S2 <  —  S f 

в выражение для эйлеровой характеристики графа G:

X (G) =  S Q S t +  S 2 —  Sj — S t +  —  Sj =  0 .

Это противоречит тому, что, по теореме 1.1 гл. V,
Х (0) =  2. ■
Д о к а з а т е л  ь с т в о  т е о р е м ы  2.1. Рассмот­

рим следующие операции над мультиграфом:
1) удаление тупика (вместе с вершиной);
2) склеивание двух ребер, инцидентных одной и той же 

паре вершин х г, ху,
3) удаление перешейка.
Очевидно, что если после проведения любой из указан­

ных операций над графом G его хроматическое число стало



равным р, то хроматическое число исходного графа G есть 
шах(2, р). Кроме того, после применения некоторого коли­
чества операций 1) — 3) получается простой граф, состоя­
щий их конечного числа связных компонент, в каждой из 
которых нет тупиков и перешейков. Если хроматические
числа этих компонент есть  р то хроматическое
число графа G есть max (plt ..., рт). Из этих рассуждений

l< j< m
видно, что достаточно доказать следующее утверждение: 
хроматическое число любого простого связного плоского гра­
фа без тупиков и перешейков меньше или равно пяти, т. е. 
такой граф всегда 5-хроматичен.

Докажем это утверждение. Оно будет доказываться по 
индукции по числу S, ребер графа G. При этом будет ис­
пользована лемма 2 . 1 .

Б а з и с  и н д у к ц и и .  При Sj =  3 теорема верна, 
так как единственным связным графом без тупиков и 
перешейков с Sj =  3 является треугольник. Треугольник 
3-хроматичен, а следовательно, и 5-хроматичен.

И н д у к ц и о н н ы й  ш а г .  Пусть теорема верна 
для любого графа с количеством ребер Sj п. Рассмотрим 
(простой плоский без тупиков и перешейков) граф G с 
^  == п т  1. По лемме 2.1 в этом графе существует по мень­
шей мере одна вершина степени меньшей или равной пяти. 
Зафиксируем одну из таких вершин х . Будем различать 
три случая.

Случай 1. Пусть stx , < i4 . Рассмотрим граф G', полу­
ченный из G удалением вершины x t и инцидентных ей ре­
бер. Число ребер такого графа, очевидно, меньше п. При­
меним индукционное предположение, согласно которому этот 
граф 5-хроматичен. Рассмотрим какую-либо правильную 
раскраску G' с помощью пяти красок.

Возвращаясь к графу G, видим, что раскраска графа G' 
задает раскраску графа G, в которой, однако, не закрашена 
вершина Но эта вершина соединена ребрами не более 
чем с четырьмя уже закрашенными вершинами. Имеется 
возможность закрасить ее так, чтобы не нарушить пра­
вильность раскраски. В предположениях этого случая ин­
дукционный шаг завершен.

Случай 2 . Пусть st х^  =  5, и не все соседние ребра, 
выходящие из xt , образуют треугольники (рис. 57).

В этом случае склеим две вершины, смежные с хг , 
инцидентные двум соседним ребрам и не соединенные



между собой ребром (на рисунке kv и xt„). Применяя пре­
образование 2), получим из получившегося мультиграфа 
простой граф, в котором число ребер меньше или равно п. 
Рассмотрим существующую по предположению индукции 

I I , правильную раскраску полученного
I______ St--' графа. Она индуцирует некоторую

/Л  раскраску графа, в которой вершины,
\  /  \  ранее склеенные (xv и хг ) имеют, од-
— нако,  одинаковую окраску. Получен- 

ная РаскРаска будет правильной, так 
‘ как эти вершины в графе непосредст-

венно не связаны ребром, и в предпо- 
/  \  ложениях случая 2 индукционный
Рис. 57 шаг также завершен.

Рис. 58

Случай 3. Если st x t = 5  и вершина х к есть центр 
пятиугольника (рис. 58, а). В этом случае обязательно дол­
жны существовать две вершины, не соединенные непосред­
ственно ребром, из числа пяти, окружающих х  (на 
рис. хг  и так как в противном случае эти пять вер­
шин образовывали бы второй из графов, упомянутых в 
теореме 1.2 гл. V, и, следовательно, граф не был бы плос­
ким. Удалим вершину x t с инцидентными ей ребрами 
(рис. 58, б) и склеим x t , и хг  (рис. 58, в). Число ребер по­
лученного графа меньше п. Рассмотрим его правильную 
раскраску с помощью пяти красок. Она индуцирует пра­
вильную (так как хг и хг  не соединены ребром непосред­
ственно) раскраску графа G, в которой, однако, не раскра­



шена вершина xt . Заметив, что из пяти вершин, соеди­
ненных с х( непосредственно, две (хг и х г ) раскрашены 
одинаково, выводим отсюда, что эта раскраска может быть 
дополнена до правильной раскраски графа G. В предполо­
жениях случая 3 индукционный шаг завершен.

Приведем теперь пример плоского графа, для правиль­
ной раскраски которого недостаточно трех красок. Такой 
граф изображен на рис. 59. Доказательство того, что 
для его раскраски недостаточно трех 
красок, вполне тривиально и предоста­
вляется читателю.

2. Необходимые и достаточные ус­
ловия 1- и 2-хроматичности. Необходи­
мые и достаточные условия даются сле­
дующей теоремой.

Теорема 2.2. Граф G 1-хроматичен 
тогда и только тогда, когда он не содер­
жит ни одного ребра. Граф G 2-хромати- 
чен тогда и только тогда, когда он не содержит циклов не­
четной длины.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение теоремы 
вполне очевидно. Д ля доказательства второго, очевидно, 
можно ограничиться случаем с в я з н о г о  графа G.

Рассмотрим связный граф G и рассмотрим частичное 
дерево этого графа, полученное удалением из него ребер 
еи  ..., еп. Очевидно, что оно может быть раскрашено двумя 
красками. Если в начальном графе G был некоторый цикл 
нечетной длины, то концы того из ребер е(о, которое уча­
ствует в этом цикле, окажутся раскрашенными одинаково, 
ибо путь п о  д е р е в у ,  соединяющий эти две вершины, 
состоит из четного количества ребер. Таким образом, если 
бы граф G мог быть правильно раскрашен двумя красками, 
то эта раскраска была бы правильной и для частичного 
дерева; но тогда концы ребра еи были бы раскрашены оди­
наково, что невозможно.

Обратно, если граф не содержит циклов нечетной длины, 
то для любой правильной раскраски частичного дерева 
концы любого из ребер e i закрашены по-разному, а следо­
вательно, индуцированная раскраска графа G правильна. Щ



Глава VII
ЯДРО ГРАФА. 

ПРИМЕНЕНИЕ ГРАФОВ В ТЕОРИИ ИГР

Строгое определение дискретной игры (с полной инфор­
мацией) существенным образом связано с понятием графа. 
Здесь кратко рассматривается связь некоторых характе­
ристик графа, например, ядра графа с теорией игр.

Д ля определения и изучения свойств ядра графа вводят­
ся такие понятия, как «внешне устойчивое множество» и 
«внутренне устойчивое множество» графа и «база» графа, 
которые представляют самостоятельный интерес и находят 
применение в различных конкретных задачах.

§ 1. ЯДРО ГРАФА И ЕГО СВОЙСТВА

1. Определения устойчивых множеств. Ядро графа.
Определение 1.1. Множество S  с  X  называется ядром 

графа G =  (X , Г), если выполнены следующие два условия, 
что

1) справедливо равенство Г л: П >5 =  0 , (1.1)

2) y x $ S  справедливо соотношение Г х  QS ф ф .  (1.2)

Из условия (1.1) вытекает, что ядро S не содержит вер­
шин, в которых имеется петля, а из условия (1 .2) — что 
5  содержит все такие вершины, для которых Гх =  ф; 
пустое множество не может быть ядром.

Условие (1.1) выделяет из всех подмножеств множест­
ва X  внутренне устойчивые множества, т. е. такие 
множества J с: X ,  любые две вершины которых не смежны.

Определение 1.2. Число a (G) =  шах |У|, где 2 — се-
ЛЕ

мейство всех внутренне устойчивых множеств, называется 
числом внутренней устойчивости графа.

Определение. 1.3. Множество г а  X , обладающее тем



свойством, что для любой вершины х  £ е выполняется 
условие

Г (х) П е ф  ф,

называется внешне устойчивым, а число

Р (G) =  min | г | ,
ЕбГ

X
Х1f  ------- ъ

Рис. 60 Рис. 61

где Г — семейство всех внешне устойчивых множеств, — 
числом внешней устойчивости графа.

Из сказанного следует, что ядро графа S  представляет 
собой множество, устойчивое как внутренне, так и внешне.

Числа внутренней a(G) и внешней [3 (G) устойчивости 
графа, имеющего ядро S , удовлетворяют соотношению

a (G) =  max | J | >  | S | >  min | е | =  р (G).
JeE ееГ

Как показывают примеры, не всякий граф обладает 
ядром. Например, граф (рис. 60) ядра не имеет, так как 
a(Gj) =  1 <  2 =  fKGj). С другой стороны, у графа может 
быть несколько ядер. Так, граф, изображенный на рис. 61, 
имеет два различных ядра: Sx =  {хъ х3}, S 2 =  {х2, xt }.

Понятия внутренне и внешне устойчивого множества 
удобно проиллюстрировать на примерах, связанных с 
шахматной игрой.

П р и м е р  1. М ожно ли на шахматной доске расставить во­
семь ферзей так, чтобы ни один из них не находился под ударом 
какого-либо другого?

Эта задача сводится к нахождению  наибольш его внутренне 
устойчивого множества в графе G =  ( X,  Г), который определяется 
следующим образом.

Множество верш ин X  =  {*i, *2, ..., *в4} графа взаимно-одно- 
значно соответствует множеству клеток шахматной доски, а ото-х
браж ение Г : X  2 определяется условием: если х ^ Х ,  то Г«г—  
множество тех и только тех вершин графа, которые соответствуют 
полям шахматной доски, находящ имся под ударом ф ерзя , распо­



лож енного на клетке с номером i. Очевидно, что если X j ^ V x i ,  
то при перестановке ф ерзя на клетку с номером /  поле i будет под 
его ударом , иными словами, построенный граф G-симметрический. 
Лю бые две клетки ш ахматной доски, не леж ащ ие на одной горизон­
тали , вертикали или диагонали , определяю т в графе G несмежные 
верш ины . Т олько на таких  двух клетках можно расставить два 
ф ерзя  так , чтобы они не находились под ударом друг друга. Отсюда 
следует, что наибольш ее количество попарно несмежных верш ин в 
графе G, т. е. число внутренней устойчивости a (G ), равно наиболь­
шему количеству ф ерзей, размещ енных на ш ахматной доске так, 
что ни один из них не находится под ударом другого.

Отметим, что ответ на вопрос, поставленный в задаче, можно 
получить без привлечения теории графов, причем задача допускает 
92 реш ения.

З а д а ч а  1. П оказать , что для графа задачи, рассмотренной в 
примере 1 (о восьми ф ерзях), число внутренней устойчивости 

a (G ) 8.
П р и м е р  2. О пределить число ферзей, которых достаточно 

расставить на ш ахматной доске так , чтобы каж дая клетка доски 
находилась под ударом хотя бы одного из них? При этом считается, 
что к л етка, заним аем ая фигурой, находится под ударом.

Эта задача эквивалентна задаче нахож дения наименьшего 
внеш не устойчивого множ ества в графе G =  ( X ,  Г), рассмотренного 
в предыдущ ем примере. В самом деле, условие, определяю щее внеш ­
не устойчивое множество e-.xjffce.  => Г л -у П е^  0  в силу сим­
метричности графа означает, что найдется так ая  верш ина х к £  е, 
что Г х к =  Xj, т. е. при положении ф ерзя на клетке с номером 
k (xk £ е) поле с номером j  находится под его ударом (см. пример 1).

З ад ача  2. П оказать , что число внешней устойчивости fS (G) 
графа G из примера 2 равно 5.

2. Внешне устойчивое множество. Прежде чем сфор­
мулировать общие условия существования ядра для про­
извольного графа, укажем алгоритм построения внешне 
устойчивого множества. Алгоритм построения внутренне 
устойчивого множества для графов специального вида, 
так называемых двудольных, будет рассмотрен в гл. IX.

Предварительно рассмотрим конструкцию, связанную 
с внешне устойчивым множеством графа, необходимую для 
обоснования алгоритма. По заданному графу G =  (X , Г) 
без _петель построим граф G1 = ( X | J X ,  Fj), где 
Х = { х ъ х 2 х п } — второй экземпляр множества

Х =  {хи  х2, ..., х п}, а отображение I \ : X  - у 2 определим 
следующим условием:

x i £ FiXj тогда и только тогда, когда i —j или T x ^ x j.
(1.3)

Лемма 1.1. Если е — внешне устойчивое множество 
графа G(X, Г), то Гх8 =  X , и наоборот, если =  X , 
то множество е внешне устойчиво.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в — внешне устойчивое 
множество; покажем, что Г\е == X. Действительно, если 
Xj — произвольно выбранная вершина множества X, то 
или Xj £ е и в этом случае из определения (1.3) следует, 
что существует вершина xh 6  е такая, что Г*; 3  xh; или 
Xj £ и. Из условия (1.3) в первом случае получаем, что 
вершина x s 6 {хк £ а), во втором случае — Xj 6 

(xj 6  е)- Таким образом, и в том и другом случае для про­
извольной вершины х } 6 X существует вершина х  из 
е(х =  хк, или х — Xj), такая, что Г,* 9 х }, т. е. Г^е =  X.

Покажем, что в случае, когда Гхе =  X, множество е — 
внешне устойчивое. Действительно, пусть х } — произволь­
ная вершина, не принадлежащая множеству е, x t $ е; 
тогда по условию леммы в графе G1 для вершины х } най­
дется такая вершина x h £ е, что Г ^ З л г ,.  Из этого равен­
ства, на основании условия (1.3), следует, что T x} ^ x h, 
xk € e, Xj $ е, т. е. пересечение Yxj [ \ъ ф ф ,  и по опре­
делению (1.3), множество е — внешне устойчивое. В  

Для описания алгоритма построения внешне устойчи­
вого множества удобно ввести следующие определения.

Определение 1.4. Вершина x t Е X в графе = (Х  U X , Гх) 
называется висячей, если ГГ'*; =  {Xj}, Xj £Х.

Определение 1.5. Граф GL =  (X [J X, Гх) называется 
неприводимым, если 1) для любой пары вершин х, у £ X 
не выполняется включение 1\л: с  Г ^ ; 2) в графе Gx нет ви­
сячих вершин.

А л г о р и т м  п о с т р о е н и я  н а и м е н ь ш е г о  
в н е ш н е  у с т о й ч и в о г о  м н о ж е с т в а

1°. Удалить из X все такие вершины х, для каж­
дой из которых существует вершина у £ Х ( х ф у )  та­
кая, что г,г/. Из множества вершин {xt  x ik} ^ X
таких, что r txt =  T{x t — ■ ■ ■ — V^xik, оставить в X 
только одну.

2°. Удалить из X все висячие вершины.
3°. Удалить из X вершины х, смежные с висячи­

ми, и занести их в список Т.
4°. Удалить из X вершины, смежные с вершинами, 

удаленными в 3°.
5°. К полученному графу применять п. 1° — 4° до 

тех пор, пока не прекратится удаление вершин.



(Процесс, описанный в п. 1°—5°, будем называть уп­
рощением графа G, до неприводимого Gj = (Х '  U X ', Г,.)

6°. Если X  =  0 , то вершины, занесенные в спи­
сок Т, образуют наименьшее внешне устойчивое мно­
жество.

Если X ' Ф  0 ,  то перейти к 7°. _
7°. По списку Т  и графу Gi =  (X 'l jX  , П) строить 

внешне устойчивые множества e/i(7’), еи(Т) >•••. sjm-jm- v  
... е. (Т ) в соответствии с п. 8°— 10 °./l

8°. Удалить из X ' произвольную вершину х^, а из 
X  — все вершины Х€Г| Х.  (полученный граф обозна­
чить через G' ). Составить список (Г), занеся в 
список Т  вершину xf . Заменить в 3° список Т  на

9°. Упростить граф G'x до неприводимого (G'),
it

применяя п. 1°—5°.

10°. Применяя п. 7°—9°, строить графы

\  <G') ’ £ь £/, (С') ....... %  £/m_, -  еу, (G')  (1 <  h  <

<  | X ' I , . . . ,  1 <  j m <  | sjm_ l (X')| такие, что

=  *£( 1.  2.......m). ,

11°. Среди списков Sy ey f ... (Г), 6  6 (1, 2 , . . . ,  m)
отвечающих графам е^еуА 1- - ej (G')> построенным в 
п. 10 °, найти список с наименьшим числом элементов. 
Вершины графа G, =  (X (J X, Г,), внесенные в этот спи­
сок, образуют наименьшее внешне устойчивое мно­
жество графа G =  (X, Г).
Работу алгоритма проиллюстрируем для графа G =  

= (Х , Г), изображенного на рис. 62. Отвечающий ему граф 
Gj =  (Х у X, 1\) представлен на рис. 63.

1°. В графе Gj удалить вершины хг и поскольку 
ГxXi cz Тгх2, Гххв cr I V 4. Получившийся граф изображен 
на рис. 64. _

2°. Вершина х5 висячая. Удаляя вершины х5, х5, а 
также вершины х3, х4, (Гл:5 =  {х3, лг4, xs}). получим не-



приводимый граф G'v представленный на рис. 65 
IX | ф- ф ,Т  =  {ЛГ5}.

3°. Удалим, например, вершину х4 вместе с вершинами 
х1г хв 6  ГЛ . Составим список е} (Т) — {х5, х4} (jt =  4) 
и построим граф G4 (рис. 66).

х г
X,

Xi

Хь

Хь

х г
Xs

х в Хз

Рис. 65



4°. Удаляя в соответствии с п. 1° вершину х3 и занося 
вершину х2 в список, получаем внешне устойчивое множе­
ство {х5, х4, х,} =  е4 (Т).

5°. Если вместо вершины удалить вершину х2 или 
х3, списки е2(Т) и е3(Т) не будут содержать меньшего числа 
вершин. Так что множество {xit х5, х2} — наименьшее внеш­
не устойчивое множество.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а  п о с т р о е н и я
в н е ш н е  у с т о й ч и в о г о  м н о ж е с т в а

Ввиду конечности графа G1 = ( X [ J X ,  1\) и того, что при 
применении правил алгоритма в п. 2°, 4°, 8° число вершин 
графа, остающихся в множестве X, монотонно убывает, 
очевидно, что либо X ' =  ф , либо найдется такое целое 
неотрицательное число т ,  что

%  V - i  -  • / , ( * ’) =  Ф ПРИ 0 < k < m ,  1 < / ,  <  | X  | ,

1 <  к  <  | ( X )  | ....... 1 <  j h <  | V j . . .  е. ( X )  |.

Далее, заменим, что применение правил п. 1°—5° к 
графу Gx приводит к построению множества X ’ и множества 
вершин в списке Т  таких, что выполняется условие

Г1Х ^ и Г 1Г = Х ,  Х' П Т = ф .  (1.4)

В силу леммы 1.1 отсюда следует, что множество Т  U X '— 
внешне устойчивое в графе G. Более того, из п. 1° и 3° 
алгоритма, определения 1.4 висячей вершины и условия
(1.3) следует, что любое внешне устойчивое множество б  
графа G содержит все вершины Т.

Если теперь выполняется условие X ' =  ф,  из которого 
вытекает, в силу п. 3°, 4°, условие X ' =  ф,  то из равенства
(1.4) получаем, что множество вершин списка Т  — наи­
меньшее внешне устойчивое множество.

Если Х ’ Ф Ф ,  то списки вершин sj  ... е. (Т ) приk k-—\
условии, что е;- е< ... е. (X ) = 0 , k £ (1 , 2 , ... , m) по

k к—1 “
тем же соображениям, что и выше, определяют внешне ус­
тойчивые множества графа G. Так как по построению 
(п. 8°) эти списки вершин являются расширением списка Т, 
причем любое расширение множества вершин Т  до внешне 
устойчивого может быть получено путем применения пра­



вил алгоритма в п. 8°— 10°, то наименьший из списков 
Bj Bj t ... 8^(7), k  6  (1 , • ■ • , т) является наименьшим
внешне устойчивым множеством.

3. Максимальность ядра графа. Д ля доказательства 
свойства максимальности ядра графа приведем определение.

Определение 1.5. Множество А называется максималь­
ным множеством семейства множеств 2 , если из включения 
В А , где В  6 2 ,  следует равенство В  =  А.

Теорема 1.1. Если S  — ядро графа G =  (X, Г), то множе­
ство S  является максимальным элементом в семействе 2 
всех внутренне устойчивых множеств.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А — внутренне устой­
чивое множество, содержащее ядро S, т. е. А гэ S. Тогда
существует вершина а ^ А ,  a<£S. Так как S  — внешне
устойчивое множество, то пересечение Га Г) 5  Ф  ф, a
следовательно, Т а [ \ А  Ф  ф, что противоречит внутренней 
устойчивости множества А £ 2 . Щ

Теорема 1.2. В симметрическом графе без петель каждое 
максимальное множество семейства 2  всех внутренне ус­
тойчивых множеств является ядром графа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть S £ 2  — максималь­
ное множество семейства 2 . Покажем, что S устойчиво 
внешне. Действительно, если Гж (] *5 =  Ф для некоторой 
вершины х £ S , то множество А =  S U {х} в симметричес­
ком графе без петель внутренне устойчиво. Тогда включе­
ние A zd S  противоречит максимальности множества 5  
в 2 . ■

Как следствие теорем 1.1 и 1.2 получаем следующий 
результат.

Теорема 1.3. Симметрический граф без петель обладает 
ядром.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Укажем способ построения 
множества S — максимального в множестве 2  всех внутрен­
не устойчивых множеств и тем самым, в силу теоремы 
1 .2 , ядра графа.

Возьмем • произвольную вершину хо £ X  и положим 
So =  {хо}; затем выберем некоторую вершину хх £ Гхо 
и положим Sx =  {хо, хг}, далее выберем вершину х2 $ Г52 

и т. д. Граф конечен, поэтому на некотором шаге получим 
множество S n такое, что TSn =  X. Множество S n — 
внутренне устойчивое по построению, и очевидно, что оно 
максимально в 2 , поэтому S n — ядро графа. |



4. База графа. Д ля доказательства следующей теоремы 
существования ядра понадобится понятие базы графа.

Определение 1.6. Множество B czX  называется базой 
графа G =  (X , Г), если оно удовлетворяет двум условиям:

1) для любых двух вершин bt Е В, Ь2 £ В, Ьг =j= Ь2 
в графе G не существует пути ни из Ьг в Ь2, ни из Ь2 в Ьх\

2) для каждой вершины х  £ В существует такая вер­
шина Ьх Е В , что найдется путь из х  в Ьх ЕВ .

Например, граф, изображенный на рис. 67, имеет 
базу В =  {&!, Ь2, Ь3}.

З а м е ч а н и е .  Б аза  графа может содерж ать один элемент. 
Т огда условие 1) считается выполненным по определению.

Рис. 67

Определение 1.7. Вершина х  имеет строго последую­
щую вершину у  (вершина у  строго следует за х ) , если

1) существует путь из х в у;
2) х  и у  не лежат на одном контуре.
Так, на рис. 68 вершины x s, хъ х2, хо строго следуют 

за х4. Ни одна из вершин контура {хо, хъ хг} не имеет строго 
последующих.

Если вершина х  графа G =  (X , Г) является вершиной, 
имеющей строго последующие, то найдется вершина гх, 
не имеющая строго последующих, и такая, что существует 
путь из х  в гх. Это утверждение очевидно в силу конечности 
графа и определения 1.7. Д ля графа, изображенного на 
рис. 69, для вершины х, например, вершина х } = г х, для 
вершины хо соответствующая вершина г определяется 
неоднозначно: гг =  х , или z, =  х п.

Ха J  X q

Лемма 1.2. Всякий конечный граф G =  (X , Г) имеет 
базу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим множество К  
всех вершин графа G — (X, Г), которые не имеют строго 
последующих. Это множество вершин К  разобьем на по­



парно непересекающиеся группы, объединяя в одну группу 
те и только те вершины из К , которые лежат на одном кон­
туре (в том числе контуре нулевой длины для изолирован­
ных вершин). В силу конечности графа G таких групп 
конечное число; обозначим их через

BV . . . , BN : K =  Й Д  Д,ПДу= 0

и выберем в каждой группе B t (i =  1,2,  ..., N) по элементу 
bt в B t. Утверждается, что множество {b . (i =  1, 2, ..., N )}=
— Во  — база графа G. В самом деле, во-первых, если

Рис. 68 Рис. 69

6 . ф  bj, то не существуют пути ни из bt в bj, ни из Ь} в 
6 г, так как ни вершина blt ни bj не имеют строго после­
дующих, а с другой стороны, bu bj не лежат на одном кон­
туре, поскольку b t £ B it bj £ B j, а пересечение B t [ \Bj  —
=  0 . Во-вторых, если x  £ Во, то в случае х  £ К,  имеем 
х  6  В  . при некотором i =  1,2,  ..., N , u  поэтому существует 
путь из х  в b . в  В  ( (все элементы из В  . лежат на 
одном контуре); в случае, когда х £ К,  очевидно найдется 
путь из вершины х  в вершину zx, не имеющую строго по­
следующих, и поэтому zx 6 К,  т. е. zx £ B t при некото­
ром го 6 (1. 2, N),  а тогда существует путь из zx в bt

т. е. окончательно найдем путь из к  £ К  в (j Во. По

определению 1.6, Во  — база, И
Введем на множестве К  вершин графа G =  (X , Г) от­

ношение R между любыми двумя элементами kL £ К,  
k2 6 К  следующим образом: &XR k2 тогда и только тогда, 
когда и /г2 лежат на одном контуре.



Задача 3. Д о к а за ть , что отношение R есть отношение экви ­
валентности.

Рассмотренная в доказательстве леммы 1.2 конструкция
N

построения разбиения К  =  U B t представляет собой
i*= 1

разбиение множества К  на классы смежности (по отноше­
нию R ), а базу Во  образуют представители всех классов смеж­
ности (по одному представителю из каждого класса).

Теорема 1.4. Граф, не содержащий контуров нечетной 
длины, обладает ядром.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G =  (X , Г) — граф 
без контуров нечетной длины. Определим последовательно 
множества Y о, Yu  ... cz X  следующим образом:

1. Множество Ко — п^сто. Пусть Во  — база подграфа, 
порождаемого множеством X  \  Уо; эта база в силу леммы
1.2 существует. Положим Yx =  Во  U Г-15о.

Если множество Y n определено, то обозначим через 
В п какую-либо базу подграфа, порождаемого множеством 
X \ Y n и удовлетворяющую условию Вп 6 Г-1 (Г-15 ,1_Д5/ П_1). 
Нетрудно показать, что такая база существует. Полагаем
У щ  = у » и в „ и г - ‘5 в.

Тогда справедливы включения 

ф =  У0а У г с : . . .  .

Исходный граф конечен, поэтому при некотором т выпол­
няется равенство Ym =  X , и множество

т—1
5 =  U 5 n 

1 2 = 0

является ядром графа.
Действительно, 5 в н е ш н е  у с т о й ч и в о ,  так как 

если х  $ S, то из построения 5  и определения базы В п 
следует, что х  £ Г~lB n\ Y n при некотором п 6 (1, 2 , ..., т), 
а следовательно, Гл; f) Вп ф  ф и Гд: П S Ф  ф.

Покажем, что 5  — в н у т р е н н е  у с т о й ч и в о .  
Предположим, обратное, что существует две смежные вер­
шины, принадлежащие S. Так как Вп п £ (1, 2, ..., т) — 
база некоторого подграфа, то эти вершины не могут принад­
лежать одному и тому же множеству В п. Пусть одна из 
указанных вершин принадлежит В п, а другая В г (г <. 
С п ,  г, /г6(1, 2, . . . ,  от)). Тогда имеем Вп (]Г '1Вг =  ф, ибо 
Г '1̂  cr Y r+l, Y r+i <= Y n, Вп с ; X \Y n cz X \Y r+i. С другой



стороны, Вг П Г-1 Еп =  ф, так как в противном случае 
можно было бы построить путь

|А =  {(Xq, Хп), (Хп , y n- i ) t  (Уп-1> Х п- 1)> (.Хп-1> Уп-2}< >

(У г* xr)}> Xq 6 Br, Xq ̂  F В̂п, 

хпе в п<= Г-1 ( Г - ^ .Д У ^ ) ;  уп_, € Y~'Bn_\Yn_<, хп_£Вп̂

. . . ,  уг е Г -^ Д У /, * ,е в , .

Пусть (л соединяет вершину х0 £ Вг с вершиной я, £ В,, 
причем все остальные вершины пути также лежат в A \ Y r. 
Так как Вг — база подграфа, порожденного вершинами 
Х \7 Г, то л:0 =  хг  Таким образом, путь ц представляет 
собой контур нечетной длины, равной 2 (п — г) — 1, что 
противоречит условию теоремы. Ц

§ 2 .  ГРА Ф Ы  В ТЕОРИИ ИГР

I. Игра «ним». На графе естественным образом можно 
определить некоторую игру для двух игроков А и В, назы­
ваемую игрой «ним».

Пусть (X, Г) — конечный граф. Рассмотрим игру, по­
ложениями которой служат вершины графа. Начальная 
вершина хо выбирается жеребьевкой, и противники играют 
поочередно: сперва игрок А выбирает вершину хх в множе­
стве Глго и затем В выбирает вершину лг2 в множестве Txt 
и т. д. Если один из игроков выбрал вершину x h, для ко­
торой Г% =  ф, то партия на этом заканчивается и этот иг­
рок считается выигравшим.

Введенное в § 1 понятие ядра графа позволяет охарак­
теризовать все выигрышные положения игры, т. е. те вер­
шины графа, выбор которых обеспечивает выигрыш партии 
независимо от ответов противника. Основным результатом 
является следующая теорема.

Теорема 2.1. Если граф (X, Г) игры «ним» имеет ядро 
и если один из игроков выбрал вершину в ядре, то этот выбор 
обеспечивает ему выигрыш или ничью.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, если игрок А 
выбрал вершину х1 6 S , то либо Гх± =  ф, тогда он выиграл 
партию, либо его противник В обязан выбрать вершину 
х2 в множестве X \ S ,  а значит следующим ходом игрок А 
сможет выбрать вершину х3 f  S и т. д. Если в какой-либо 
момент один из игроков выиграл, выбрав вершину хт, для



которой Тхт =  ф, то хт 6 S, и выигравшим партнером не­
обходимо является А.

2. Общее определение игры. Ограничимся играми с 
двумя игроками А и В.

Определение 2.1. Игра определена, если задано:
1) множество Y, элементы которого называются поло­

жениями игры;
2) отображение Р множества Y в множество 2У всех 

подмножеств множества Y, Р : Г -> 2У , называемое пра­
вилом игры;

3) отображение А  множества Y в множество {0, 1, 2}, 
называемое кодом, причем А  (у) = 0  тогда и только тогда, 
когда Ру  =  ф; при  Д  (у) = 1  очередной ход в положении 
у  должен сделать игрок А , при А. (у) = 2  — игрок В;

4) две вещественные функции f A (y) и f B(y), определенные 
на Y , называемые функциями предпочтения соответственно 
для игроков А и В.

Считается, что оба игрока в каждый момент времени зна­
ют положение игры у  £ Y ,  поэтому такую игру называют 
игрой с полной информацией.

Партия осуществляется следующим образом. Начальное 
положение г/о £ Y  выбирается по жребию. Если, например, 

А  (уо) =  1 , то первый ход делает игрок А , причем он должен 
выбрать у х 6 Руо; затем игрок, который должен сделать 
следующий ход (игрок А , если А  (уд =  1 , или игрок В, 
если д  (уг) =2 ) ,  выбирает положение у 2 в множестве Руи  
и так далее.

Если один из игроков выбрал такое положение y h, для 
которого Pyh =  ф,  то партия заканчивается.

Свяжем с каждым из игроков один из эпитетов: актив­
ный или пассивный. Если S с  F  — множество положений, 
встретившихся в течение партии, то выигрыш игрока А,  
по определению, есть:

fA (S) =  Sup fA (у), если игрок А активный,
yp.s

f A( S ) = M f A(y), если игрок А пассивный.
уе$

Аналогично, с помощью функции / в (у) определяется 
выигрыш игрока В.  Если f A ( S ) > f B (S),  то игрок А считает­
ся выигравшим; если f A (S) <  f B (S) — проигравшим.

Таким образом, можно сказать, что игра представляет 
собой абстрактное множество Y  с заданной на нем «струк­
турой игры», определяемой:



1) структурой графа (Y,  Р) на множестве Y,
2) вектор-функцией (А (г/), f A (у), f B (у)), заданной на Y.
Рассмотрим два примера, иллюстрирующих введенное

определение. Пусть задана на графе G — (X , Г) игра «ним», 
рассмотренная в п. 1. Тогда множество положений игры 
определяется так:

У =  Х х{1,2} =  {(*. i) | * € * ,  /€{1,2}}.

Так как игроки Л и В делают ходы поочередно, то отоб­
ражения Р и Д  задаются соотношениями:

Р(х,  1) =  Гхх{2}, Р(х,  2) =  Гхх{1},

А (х, i) =  i, если Гх Ф  ф\ А (х, i) =  0, если Гх — ф.

Функции f A (у) и / в (у) определяются следующим образом:

f A (x, 2) =  f B (х , 1) =  1 при Гх =  ф

fA(x, 2) =  f B (x, 1) =  0 в остальных случаях.

Оба игрока считаются активными.
В т о р о й  п р и м е р .  Два игрока А и В  играют в 

шахматы.
Пусть ^ 6 ( 1 ,  2, ... , 65)— номер клетки шахматной дос­

ки занимаемой фигурой /, причем tf  =  65 означает, что
/  отсутствует на доске, тогда вектор х  =  ( ^ ......... (/>•••)
называют диаграммой положения. Положение игры 
у  =  (х, i), где индекс i, равный 1 или 2, соответствует очеред­
ному ходу в положении х, который делает игрок А или В 
соответственно. Оба игрока активны; f А (х) =  1, когда 
х  — матовое положение и Г (х) =  ф, f А (к) = 0  во всех ос­
тальных случаях. Соответственно определяется и функция 
/ в(к) для игрока В.



Глава VIII 
ТРАНСПОРТНЫЕ СЕТИ

Теория транспортных сетей возникла при решении за­
дач, связанных с организацией перевозки грузов. Тем не 
менее, понятие потока на транспортной сети, алгоритм 
нахождения потока наибольшей величины и критерий су­
ществования потока, насыщающего выходные дуги сети, ока­
зались плодотворными для многих других прикладных и 
теоретических вопросов комбинаторного характера.

§ 1. ПОТОКИ НА ТРАНСПОРТНЫХ СЕТЯХ

1. Основная задача теории транспортных сетей. Вве­
дем основные понятия теории.

Определение 1.1. Транспортная сеть Т  есть совокуп­
ность двух объектов: 1. Связного графа G =  (X , Г) со свой­
ствами 1°) в графе G отсутствуют петли, 2°) в графе G 
существует одна и только одна вершина хо такая, что мно­
жество Г_1хо =  ф, 3°) в графе G существует одна и только 
одна вершина г, такая, что множество Гг =  ф.

2. Целочисленной неотрицательной функции с(и), за­
данной на множестве Г дуг графа G.

Вершина хо называется входом сети, вершина z — вы­
ходом. Значение функции с(и) на дуге и называется про­
пускной способностью дуги.

Определение 1.2. Пусть U~ — множество дуг, заходя­
щих в вершину х, a U¥x — множество дуг, выходящих из 
вершины к. Целочисленная неотрицательная функция 
Ф(«), заданная на множестве Г дуг графа G, называется по­
током, если она удовлетворяет следующим свойствам:

1) 2  Ф(м) =  2  Ф(«) (*=£*о> х ф г ) ,  
иеих «euj

2) ф (ы )<с(ы ).



Термины, входящие в определения 1.1 и 1.2, наводят на 
мысль, что при рассуждениях относительно транспортных 
сетей очень удобно представлять, что по дугам транспорт­
ной сети движется некоторая несжимаемая «жидкость». 
Дуги могут пропускать «жидкость» только в одном направ­
лении и в количестве, не превышающем их пропускной 
способности. Свойство 1) определения 1.2 можно понимать 
как закон сохранения количества жидкости. Вся жидкость, 
движущаяся по транспортной сети, вытекает из входа сети 
и стекает в выход. Сколько жидкости поступает из входа 
сети, столько же стекает в выход, так как из свойства 1) оп­
ределения 1.2 следует равенство

2  =  —1 (Р(Н)’ (] -] )ueU%0 ueUI

Определение 1.3. Величина 2  9  (и) называется величи-
ueUf

ной потока <р и обозначается срг.
Задача. На данной транспортной сети Т  построить поток 

наибольшей величины.
Прежде чем изложить алгоритм решения задачи, введем 

еще два термина. Дуга и называется насыщенной, если 
Ф (и ) ~  с (и). Поток ф (и) называется полным, если каждый 
путь из х0 в z содержит хотя бы одну насыщенную дугу.

2. А л г о р и т м  Ф о р д а  — Ф а л к е р с о н а  
д л я  н а х о ж д е н и я  п о т о к а  

н а и б о л ь ш е й  в е л и ч и н ы
1°. Перенумеровать произвольным образом вершины 

сети Т, отличные от х 0 и г.
2°. Построить произвольный поток ф на транспорт­

ной сети Т  (например, положить ф (и) =  О, у и  6 Г).
3°. Просмотреть пути, соединяющие вход сети х0 

с выходом г. Если поток ф полный — перейти к пункту
4°. В противном случае рассмотреть путьц , соединяю­

щий хо с г , все дуги которого не насыщены. Построить 
новый поток ф':

ср' (и) = ! ф ^ ’ если “ ^  ^
1 ф (и) +  k, если и 6 (а, 

где k = m i n  (с(и) — 4>(и)). Повторить этот процесс до 

получения полного потока ф.



4°. Присвоить целочисленные метки вершинам сети 
Т  и знаки «+» или «—» дугам по правилам а) входу хо 
присвоить метку 0; б) если вершина х . получила некото­
рую метку, а у  — еще непомеченная вершина, то 

вершине у  6 T x t, такой что <p ((xit у)) <  c((xt, у)) 
присвоить метку i, а дуге ( х у )  — знак «+»; 
вершине у  6 ^~lx t, такой что ср((г/, л :.))> 0 , присво­
ить метку г, а дуге (у, х ;) — «—». Остальные непомечен­
ные вершины и дуги метки и знака не получают;

в) повторить процесс, описанный в пункте 4° б) до 
тех пор, пока не прекратится появление новых отмечен­
ных вершин и дуг. Если в результате процесса 4° б) вер­
шина z не получит метки, то поток обладает наиболь­
шей величиной. В противном случае перейти к пункту 5°.

5°. Рассмотреть последовательность отмеченных вер­
шин ), =  (z, xt , xt , ... , Л'0) , каждая из которых имеет 
метку, равную номеру последующей вершины, и после­
довательность дуг |1 (не обязательно путь), соединяю­
щих последовательные вершины из %. Построить новый 
поток ф':

Перейти к пункту 4°.
2. Соотношение между величиной потока и пропускной 

способностью разреза сети. Введем новые понятия теории 
транспортных сетей.

Определение 1.4. Пусть А с Х  такое множество вер­
шин графа, что х0 £ А ,  z ^ A .  Множество U~A дуг, захо­
дящих в А , т. е. соединяющих вершины у~^ А с вершинами 
х  в А , называется разрезом сети Т.

Определение 1.5. Пропускной способностью c(UA) раз­
реза U~A называется сумма пропускных способностей дуг, 
входящих в разрез,

Лемма 1.1. Д ля любого потока ф и любого разреза U~A 
справедливо соотношение фг с (U~A).

Ф (и), если ы £ р.
Ф (м) +  1. если и Ер. и имеет знак «+», 
Ф (и) — 1, если и 6 р и имеет знак «—».

c (Ua) =  2  c (u)-чеид



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу того, что выход сети ' 
г 6 А , для величины потока фг справедливы соотношения

Фг= 2  Ф М - Ц  Ф(“) < 2  C(U) =  C ( U ~ ) . ■
Ы6СГ4 uet/jj uelT^

Следствие. £сли для некоторого потока ф и некоторого 
разреза U~A выполняется равенство фг =  c(U~A), то поток 
Ф обладает наибольшей величиной.

Лемма 1.1 и следствие из нее необходимы для обоснования 
рассмотренного алгоритма.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а

Прежде всего заметим, что реализация алгоритма состо­
ит из конечного числа шагов. В самом деле, п. 3° может 
применяться лишь конечное число раз, так как на каждом 
шаге величина потока увеличивается по крайней мере на 
единицу. Вместе с тем величина любого потока не может 
превзойти суммарной пропускной способности дуг, инци­
дентных выходу сети г, 2  с (и)-

ueUz
Процесс присвоения меток в силу условия, что каждый 

раз получают метку еще неотмеченные вершины, конечен.
И, наконец, в п. 5° поток ф' обладает большей величиной, 
чем ф. Это вытекает из того, что по определению вершины 
z и правил п. 4° б) дугам, входящим в г, может быть присво­
ен только знак «+».

Получаемая по правилу 3° функция ф '  —- поток. Это 
непосредственно следует из того, что ц — путь.

В соответствии с правилом п. 5° строится также поток. 
Чтобы доказать это утверждение, рассмотрим три соседние 
вершины последовательности %: x ik . В силу
правила 4° б) возможны только ситуации, представленные 
на рис. 70. Но в этих ситуациях ф' — поток.

Пусть процесс, описанный в п. 4° б), приводит к тому, 
что вершина г не получает метки. Обозначим через А мно­
жество непомеченных вершин. В силу того, что хо 6 Л , 
z (Е А множество А определяет разрез сети UA. Каждая 
дуга и 6 UA соединяет помеченную вершину у  с непоме­
ченной х £ А .  Вершина к  может остаться непомеченной 
при условии, что ф  {(у, х ) )=  с ((у, к)). Аналогично, на каж-



дой дуге u £ U +a (выходящей из А) выполняется равен­
ство ф(ы) =  0, поэтому справедливы соотношения

Фг =  2  Ф(“) — 2  Ф(и) = 2  c(u) =  c(U'A).
тид т^А

В силу леммы 1.1 это означает, что поток ср обладает наи­
большей величиной.

Рис. 70

Проведенное рассуждение совместно с леммой 1.1 со­
ставляют доказательство следующей теоремы.

Теорема 1.1. Д ля заданной транспортной сети величина 
наибольшего потока равна наименьшей пропускной способ­
ности разрезов, т. е.

max =  min с (U~A).

Рис. 71

В качестве примера применения алгоритма Форда — 
Фалкерсона рассмотрим транспортную сеть Т  и полный 
поток Ф, для которого ф2 =  14 (рис. 71). Применяя правила 
4° и 5° алгоритма, можно получить поток с Фг =  15.



§ 2. НЕКОТОРЫЕ ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ

1. Задачи об «источниках» и «потребителях». В зада­
чах этого типа встречаются три рода объектов: «источники», 
«потребители», «промежуточные пункты». Источниками мо­
гут быть электростанции, заводы, контрольно-измеритель­
ные приборы, железнодорожные станции и т. д., которые 
поставляют соответственно электроэнергию, изделия, ин­
формацию, грузы и т. д. для потребителей. В промежуточ­
ных пунктах может происходить, например, преобразо­
вание электроэнергии, упаковка или комплектация изделий, 
кодирование информации, перевалка грузов, причем, что 
весьма существенно, без изменения количества. Источники, 
промежуточные пункты и потребители связаны сетью линий 
передач или автомобильными, железнодорожными, морскими 
линиями или каналами связи с заданными пропускными 
способностями.

Пусть в некоторую единицу времени источники х } 
(/ =  1, 2, ..., k) вырабатывают dj единиц продукции, а 
потребность потребителя y t (i =  1, 2, ..., т) в этой продук­
ции равна bt . Пропускные способности линий считаются так­
же отнесенными к выбранной единице времени. Таким об­
разом, в задачах этого типа речь идет о неизменном и одно­
родном по времени (стационарном) процессе. С каждой 
такой задачей свяжем транспортную сеть Т  в смысле опре­
деления 1.1 Вершинами сети Т  служат источники, потре­
бители, промежуточные пункты и еще две вспомогательные 
вершины: вход хо и выход г. Вершину лго свяжем дугами 
(х0, Xj) (/' =  1, 2, ...,& ) с источниками и припишем им про­
пускные способности a,j. Потребителей y t свяжем с выхо­
дом г  дугами (yt, г) с пропускными способностями bt . 
Остальные вершины соединим между собой дугами в соот­
ветствии с реальным наличием связей между ними с соот­
ветствующими пропускными способностями.

Возникает задача о нахождении такого распределения 
потока энергии (грузов, информации) по линиям, чтобы в 
максимальной степени (желательно полностью) удовлетво­
рить потребителей. Очевидно, что это задача об отыскании 
потока наибольшей величины на транспортной сети Т.  
В § 3 будут установлены необходимые и достаточные усло­
вия, при которых существует поток, насыщающий выходные 
дуги, что соответствует в этих задачах полному удовлетво­
рению нужд всех потребителей.



2. Динамические транспортные сети. Пусть требуется 
за заданное время to переиезти максимальное количество 
грузов, первоначально сосредоточенных в городах xlt 
х 2 > ••• , *дг_1 в количествах аи  а2, ... , аы_ х в город xN. Го. 
рода х1г хг xN связаны некоторой сетью железных до­

рог. Обозначим через tt j время, 
которое затрачивает поезд, что­
бы достичь x j из Kh если x t и 
К] — соседние города, а через 
Си — пропускную способность 
связывающей их дороги; вооб- 

х* ще говоря, tu  ф  t t j, си ф  сп . 
Пусть сп  — максимальное ко- 

Рис. 72 личество грузов, которые могут
одновременно находиться на ста­

нции города x . ( i  <  N).  Будем считать, что t0, tu , c. j ,  cit— 
целые числа.

Введем множество

X =  {хи х2, . . . ,  xN} х  {0, 1, 2....... /„} (J {л:0} U {г},

где х0, z — вход и выход транспортной сети, а элементы 
(Xj, t) декартова произведения {xlt к2, ... , ^ } Х  {0, 1, 
2, ... , /0} соответствуют городам х ,  в момент времени t. 
Множеством вершин транспортной сети будет некоторое 
подмножество множества X. Формальное описание этого 
подмножества весьма громоздко, а суть дела легко ус­
мотреть из рис. 72 и 73. На рис. 72 изображена схе­
ма дорог, связывающих города xlt к2, х3, х4. Рис.- 73 отве­
чает динамической транспортной сети для t0 — 5.

Вершину (xit t) соединим дугами ((хг, t), (рс;, t +  1)) 
пропускной способности cn { i < . N )  с вершинами (xit 
£ + 1 )  и дугами ((xt, t), (Xj, t +  tu)) пропускной способ­
ности ct j с вершинами, соответствующими соседним с x t 
городами Xj. Вход ко соединим дугами (х0, (xt , 0)) (i <  A') 
пропускной способности at с вершинами (xit 0). Вершины 
{xN, tj), (xN, tx +  1) (xN, t0), где min t

соединим с выходом дугами бесконечной пропускной спо­
собности. (Снова в сеть Т могут войти не все описанные дуги 
(см. рис. 73)).

Если ф — некоторый поток на сети Т,  то значение по­
тока Ф на дуге {{xv t), (xs, t +  t tj)) будем понимать как 
количество груза, которое следует отправить из города



х , в момент времени t на соседнюю станцию х }, а величину 
ФЦ^;. О» (x t> * +  1)) ~  как количество груза, которое сле­
дует оставить на станции к..  Ясно, что величина потока фг 
равна общему количеству груза, перевезенному на станцию 
х А, за время t0.

(х„0) (х„1) (х„2)

3. Комбинаторные задачи. Рассмотрим задачу о назна­
чении на должности. Пусть в некотором учреждении имеется
6 вакантных должностей уъ у  .......
г/„ и 6 работников хи  к2, ..., Ев­
граф G, изображенный на рис. 74, 
иллюстрирует, какие должности у 
может в силу своей квалификации 
занимать работник х. Пусть вы­
полнено условие: каждый работник 
может занимать хотя бы одну дол­
жность и на каждую должность 
претендует хотя бы один работник.
Возможно ли произвести назна­
чение на должности так, чтобы 
все шесть должностей заняли работ­
ники соответствующей квалифика­
ции?

Один из способов решения этой 
задачи состоит в рассмотрении Рис. 74



вспомогательной транспортной сети Т. Для ее получе­
ния добавим к множеству X  (J Y  вершин графа G еще 
две вершины: вход ко и выход г. Соединим х0 с каждой 
ВерШИНОЙ Xj ДУГОЙ ПрОПуСКНОЙ СПОСОбнОСТИ с((х0, Xj)) =  1
и каждую вершину y t с г дугой пропускной способности 
с { ( х г)) =  1. Припишем дугам исходного графа G беско­
нечные пропускные способности. Получим транспортную 
сеть Т,  изображенную на рис. 75.

Ясно, что если на сети Т  будет существовать поток такой, 
что ср ((«/;, г)) = 1 ,  т. е. насыщающий выходные дуги (од­
новременно он будет насыщать и входные дуги (хо, я .)), 
то требуемое назначение будет возможно произвести. Нуж­
но назначить работника x t на должность у 3 в том и только 
том случае, когда 4>((xt , у })) = 1 .

§ 3. ПОТОК, НАСЫЩАЮЩИЙ ВЫХОДНЫЕ ДУГИ

1. Потребность и поглощающая способность множества.
Для того чтобы сформулировать условия существования 
на транспортной сети Т  потока, насыщающего выходные 
дуги, введем некоторые новые понятия.

Определение 3.1. Функция d(y), определенная на вер­
шинах транспортной сети Т  такая, что

d(y) =  \ c tty ’ если Г у 5 г ’
\ 0, если у £ Г-12 ,

называется потребностью вершины у.



Определение 3.2. Функция d (Л) множеств А  с  X ,  
определенная равенством

d(A)  =  y<d(y),
ytA

называется потребностью множества А .
Определение 3.3. Пусть множество A c z X ,  Т  А — 

транспортная сеть, полученная из исходной сети Т  соеди­
нением всех вершин у  £ А с выходом сети г дугами беско­
нечной пропускной способности. Тогда величина

F{A) — шах 2  Ф (ы)> (3-1)
f  ueU~A

где максимум берется по всем потокам на сети Т А, назы­
вается поглощающей способностью множества А.

Термин «поглощающая способность» становится более 
ясным, если учесть, что справедлива следующая лемма.

Лемма 3.1. Для любого множества А с  X  существует 
поток ф0 на сети Т А, обладающий свойствами:

1) F ( A ) = 2  ф0 (и),
ueUA

2) Фо (и) =  0 для дуги и 6 U+A такой, 
что и ф  (х, z), где х  £ А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим поток ф на сети
Т А, для которого сумма 2  Ф(м) принимает максималь-

uel/д
ное значение. Пусть на некоторой дуге (х, у), где х £ А ,  
у $ А ,  у ф г  значение потока ф ( { к , у)) > 0 .  Построим новый 
поток ф' на сети ТА. Для этого положим ф' ((х, у)) — 0,
ф' ((х, 2)) =  Ф ((х, у)) +  Ф ((*, 2)) И ф' (и) =  Ф (и) — ф ((X, у)) 
на всех дугах, принадлежащих одному из путей, соеди­
няющих вершину у  с выходом сети г.

Проделав описанное построение для всех дуг и 6 U*A 
не являющихся выходными, получаем поток фо, для кото­
рого справедливы утверждения леммы. И

2. Основная теорема. Критерий существования потока, 
насыщающего выходные дуги, составляет содержание сле­
дующего утверждения.

Теорема (о насыщении) 3.1. Поток ф, насыщающий вы­
ходные дуги, существует тогда и только тогда, когда для



любого мнооюества Y  с  r _1z справедливо соотношение меж­
ду поглощающей способностью F(Y) и потребностью d (У):

F { Y ) > d { Y ) .  (3.2)

Доказательство теоремы будет приведено позднее. При­
менение критерия (3.2) рассмотрим на примере. Для тран­

спортной сети Т  (рис. 76) 
подсчитаем величины F(Y) 
и d(Y).

Множество Г-12 совпа­
дает с множеством {х2, 
х4, Л'5}. Чтобы решить во­
прос о существовании пото­
ка, насыщающего выходные 
дуги, последовательно про­
сматриваем семь подмно­
жеств множества Г_1г:Рис. 76

Y1 — {х2}< У г — {^4}» у 3 — {^5}, Y 4 — {х2, к4}, 

Y 5 =  {х4, х5}, Ув =  {х2, х&}, Y7 =  {х2, х4, х5}. 

Получаем следующую таблицу (табл. 1).
ТАБЛИЦА I

У Y 1 ^2 К3 у* У* у . к ,

й 4 1 2 5 3 6 7

F 8 5 5 8 9 10 10

Критерий (3.2) выполнен, следовательно, поток, насы­
щающий выходные дуги сети Т,  существует.

Лемма 3.2. Пусть А о — некоторое множество вершин 
сети Т, не содержащее входа хо и выхода z (ЛсХ\{д;о^ z}). 
Если для любого множества А такого, что Л  о с  Л  с  
сХ \{л:о , г}, справедливо неравенство

c(U~A) > d ( A ) ,  (3.3)

то для множества А о выполняется соотношение



Д о к а з а т е л ь с т в о .  По заданной транспортной 
сети Т  и множеству Л0 построим вспомогательную тран­
спортную сеть 7\. Сеть 7 \ получается из сети Т  с помощью 
двух операций:

а) удаления всех дуг и 6 U+A , а затем всех вершин 
и всех дуг, не принадлежащих никакому пути, ведущему
из х0 в А о (следовательно, выход z сети Т  всегда удаляется);

б) склеивания всех вер­
шин множества А 0 в одну вер- х, 
шину го. Очевидно, что вер-
шина z0 будет выходом сети 
7 \ (например, для сети (см. х
рис. 76) при выборе множе­
ства А 0 — {к2, к3, #4} сеть Ту Рис- 77
будет иметь вид, показанный 
на рис. 77).

Пусть ф — поток наибольшей величины на сети 7\. 
По потоку ф можно построить поток ф0 на сети Т А , опи­
санный в лемме 3.1, положив

ф (и) для дуг, общих сетям ТА и 7\;
2ф (у, х) для дуг вида и =  (х, г), где * 6 А0, 

Фо(и) = ч  а сумма берется по всем вершинам у  6 Т 1 
таким, что у £ А 0, у  £ Г_1х;
О в противном случае.

По построению потока ф0 справедливо соотношение

К =  2  <Po(«)- (3.5)
иъ1)~До

В силу того, что ф — поток наибольшей величины, из 
(3.5) вытекает равенство

' Ч Л . Н Ф * .  (3. 6)

Для потока ф по теореме 1.1 существует такой разрез U~A 
сети Тъ  что для пропускной способности разреза U~A вы­
полняется равенство

c(UA) =  t 0- (3-7)
Разрез U~A порождается некоторым множеством вершин 
А,  общих для сетей Т  и Тъ  не содержащим входа хо и вы­
хода z сети Т  и таким, что справедливо включение Л о с: Л. 
Следовательно, при переходе от сети Т г к сети Т  новых дуг



к множеству U~A не добавляется, и разрез UА сети 7 \ 
можно рассматривать как множество дуг сети Т. Это поз­
воляет воспользоваться условием (3.3) леммы и получить 
из (3.6) и (3.7) соотношения

F ( A 0)=c(U~A) > d ( A ) > d ( A 0). (3.8)

В соотношении (3.8) второе неравенство есть следствие 
включения Л 0 с  Л. Ц

Следствие. Если неравенство (3.3) выполняется для лю­
бого множества A cz Х\{хо,  г}, то для всех множеств 
А  с :  Л"\{я'о, 2 } справедливо неравенство (3.4).

Лемма 3.3. Поток насыщающий дуги, инцидентные вы­
ходу z, существует в том и только том случае, если для 
любого множества вершин А с  Х \  {хо, г} выполняется не­
равенство (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Для любого 
множества Л cz Х\{хо, г} и для любого потока ср справед­
ливы неравенства

F ( A ) >  2  ф (« ) >  г)). (3.9)
ugL/д  уеА

Если существует поток ср, насыщающий выходные дуги, то 
из неравенств (3.9) и определения 3.1 вытекает неравенство

F ( A ) > d ( A ) .  (3.10)

Поглощающая способность F(A) любого множества Л не 
превосходит пропускной способности разреза U~A, т. е.

F ( A ) ^ c (Ua), (3.11)

поэтому из (3.10) и (3.11) вытекает утверждение леммы.
Достаточность. Допустим, что верно неравенство (3.3). 

Пусть U~B — произвольный разрез сети Т.  Рассмотрим 
множество Л =  B\{z}.  В силу следствия из леммы 3.2 и 
неравенства (3.3) имеем неравенство

d ( A ) ^ F ( A ) .  (3.12)

Пропускные способности разрезов U~A и U~B связаны со­
отношениями

с (U~b) =  с (Ua) +  2  с ((*’ =  0 (Ua) +  d 13)
х Г А



Из (3.13), (3.12) и (3.11) вытекает цепочка неравенств, спра­
ведливая для любого разреза U~B :

с ( i g  >  F (Л) +  d  (Х\Л) >  d (Л) +  d (Х\Л) =  d  (X) (3.14)

Из (3.14) по теореме 1.1 для потока ф наибольшей величины 
вытекает соотношение

Фг = m inc(6g > d (X ).
В

Следовательно, этот поток насыщает все дуги, идущие в 
выход z сети Т. И

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3.1. Докажем эк­
вивалентность условий теоремы 3.1 и леммы 3.3.

Покажем, что из неравенства (3.2) следует неравенство
(3.3) для любого множества Л с= Х\{яо, z}. Д ля этого рас­
смотрим множество В =  А П Г“‘г с  Г_12 . Очевидно, что 
справедливы соотношения

с (U~A) >  F (Л), F (Л) >  F (В), d ( A ) =  d (Г). (3.15)

Из соотношений (3.15) вытекает неравенство (3.3). Следо­
вательно, в силу леммы 3.3 поток, насыщающий выходные 
дуги, существует.

Пусть поток ф, насыщающий выходные дуги, сущест­
вует. По лемме 3.3 для любого множества А а  Х\{хо, г } 
справедливо неравенство (3.3). В силу следствия из леммы
3.2 неравенства (3.3) вытекает неравенство (3.2). |



Глава IX
ТЕОРЕМА О СИСТЕМЕ 

РАЗЛИЧНЫХ ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЕ В ТЕОРИИ ГРАФОВ

В теории графов существуют специальные так называе­
мые двудольные графы, являющиеся удобной моделью для 
ряда важных проблем, возникающих в абстрактной теории 
конечных множеств.

Формулировка той или иной задачи дискретной (конеч­
ной) математики на языке теории графов часто облегчает 
ее решение. В этом случае использование эффективных ал­
горитмов, существующих в теории графов, позволяет найти 
конструктивное решение рассматриваемой задачи. Приме­
ром может служить известная в теории множества теорема 
о системе различных представителей (СРП) [7]. Доказатель­
ство этой теоремы приводится ниже с помощью теории 
транспортных сетей.

В настоящей главе будет приведен ряд результатов (тео­
ремы 1.2— 1.5), не обязательно имеющих теоретико-графо­
вую формулировку, эквивалентных теореме о СРП.

Доказательство эквивалентности всех шести теорем 
является нетривиальной задачей и требует для своего реше­
ния введения ряда важных понятий теории графов, таких, 
как «опора или вершинное покрытие» графа, «дефи­
цит» и «паросочетание» графа. Все эти понятия представ­
ляют самостоятельный интерес и находят применение в 
прикладных задачах.

§ 1. ТЕОРЕМА О СИСТЕМЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ 
И ДРУГИЕ ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ЕЙ УТВЕРЖДЕНИЯ

1. Теорема о системе различных представителей. Пусть 
Sj (i =  1, 2, ..., «) — подмножества некоторого множе­
ства S.

Определение 1.1. Совокупность элементов {дгг} 
(г =  1, 2, .., п) множества S  называется системой различ-



ных представителей семейства множеств S t ( t=  1, 2, п),
если выполняются следующие два условия: a) x t £ S t при 
каждом i 6 (1. 2, п), б) х . ф  х }, если i ф  /.

Теорема 1.1. Необходимым и достаточным условием 
существования системы различных представителей семей­
ства множеств S ; (i =  1, 2, ..., л) является выполнение 
следующего условия:

для као/сдой последовательности различных
индексов ilt i2, ..., ih, где k 6(1, 2, я)

k ( 1. 1)объединение множеств (J S it содержит не ме- 
/= I '

нее чел k различных элементов.

Заметим, что необходимость условия (1.1) для существо­
вания СРП вполне очевидна. В качестве примера рассмот­
рим совокупность множеств Sx =  {1, 3, 1}, S2 =  {3, 3,1},
S s =  {1, 1, 3}, S4=  {2, 3, 1,3}, для которых условие (1.1)

з
не выполняется, так как объединение U S t содержит

1 = 1

только два различных элемента: 3 и 1. Поэтому нельзя 
найти трех различных представителей множеств S1( S2 
и S3.

Занимательной по форме является «теорема о сватовстве», 
эквивалентная теореме 1.1.

Теорема 1.Г. Пусть п юношей дружат с девушками 
и пусть для каждой группы, состоящей из k юношей (k =  
=  1, 2, ..., п), имеется, по крайней мере, k девушек1 имею­
щих друзей среди этих юношей. Тогда каждого юношу мож­
но женить на девушке, с которой он дружит.

2. Теорема о цепном разложении частично упорядо­
ченных множеств. Д ля формулировки теоремы понадо­
бится следующее определение.

Определение 1.2. Множество X  =  {х, у, ...} называется 
частично упорядоченным, если в нем введено бинарное отно­
шение для некоторых пар элементов — отношение порядка 
х у, которое подчиняется условиям:

1) х ^ х  для всякого х £ Х  (рефлексивность),
2) если * < { /  и у < г ,  то х ^ z  (транзитивность),
3) если х у  и у< ^х ,  то х =  у (антисимметричность).
Если два элемента х  и у  множества X  сравнимы м е ж ?у

собой и х  <  у, то говорят, что элемент х  не превосходит 
элемента у, или что он предшествует у\ можно сказать, 
что элемент у  превосходит элемент х  или что у  следует за х.



Примером частично упорядоченного множества являет­
ся множество целых чисел, причем отношение порядка х у  
означает, что «у делится без остатка на х». Другим важным 
примером является множество вершин X  графа G ='(Х ,  
Г), если отношение порядка х  ^  у  ввести следующим 
образом: для двух вершин х  и у,  не лежащих на одном 
контуре, задано отношение х у,  если х  совпадает с у  
или существует путь из вершины х  в вершину у.

Определение 1.3. Всякое подмножество А частично упо­
рядоченного множества X , в котором любые два элемента 
сравнимы между собой, называется цепью.

Пусть X  — конечное частично упорядоченное множе­
ство. Тогда каждое подмножество вида {х} в силу рефлек­
сивности отношения порядка представляет собой одноэле­
ментную цепь. Таким образом, множество X  имеет очевид­
ное разложение на п (п =  | X  | ), не пересекающихся одно­
элементных цепей.

Теорема 1.2. Минимальное число непересекающихся це­
пей, составляющих разбиение частично упорядоченного 
множества X , равно максимальному числу взаимно несрав­
нимых элементов множества X  [7].

3. Теорема о числе независимых элементов бинарной 
матрицы. Рассмотрим матрицу А порядка п х т ,  элемен­
ты аи  которой равны единице или нулю. Линией матрицы 
называется ее строка или ее столбец. Два элемента матрицы 
называются независимыми, если они не лежат на одной 
линии.

Теорема 1.3. Максимальное число независимых единиц 
любой бинарной матрицы равно минимальному числу ли­
ний, содержащих все единицы матрицы [8].

В качестве примера, иллюстрирующего эту теорему, 
рассмотрим матрицу

0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 1
0 0 1 0 0

Все единичные элементы этой матрицы содержатся во 
второй и третьей строке и третьем и четвертом столбце. 
Меньшего числа линий, содержащих все единицы в матри­
це А, нет, поэтому максимальное число независимых еди­
ничных элементов А равно четырем.



Следующие ниже теоремы имеют уже теоретико-графову 
формулировку.

4. Теорема о числе дуг паросочетания двудоль­
ного графа в случае, когда й(П ) =  | Х |. Понятие паросо­
четания графа было фактически введено в гл. V III в за­
даче о назначении на должность. У возникающего в этой 
задаче графа (В, Г) множество вершин В определялось дву­
мя непересекающимися множествами X  и Y, а отображение 
Г действовало из X  в 2 К.

Определение 1.4. Граф (В, Г), обладающий свойствами'.

1) B =  X [ ) Y ,  Х [ ] У  =  ф, 2) Г Х с= 2 У, ГY  =  ф,

Рис. 78

называется двудольным графом (обо­
значается как (X , Y, Г )=  G).

Определение 1.5. Паросочета- 
нием двудольного графа называется 
такое множество П его дуг, в кото­
ром никакие две дуги не смежны.
Цуги, входящие в паросочетание U, 
называются независимыми.

Через d(/J) будем обозначать чи­
сло дуг паросочетания П. Всякое 
паросочетание П в двудольном гра­
фе G =  (X,  Y,  Г) определяет вза­
имно-однозначное отображение мно­
жества А п вершин графа, являю­
щихся началами дуг паросочетания 
П, (Ап а Х ) ,  на множество В п концов дуг
r i ( B n zzY ) .  Это отображение будем обозначать через 
П : X  -> Y. Таким образом, паросочетание можно рас­
сматривать одновременно и как множество дуг графа, и 
как отображение. Понимая паросочетание как отображение, 
будем употреблять соответствующие термины, например, 
«паросочетание из X в К».

На рис. 78 выделено паросочетание П =  {(xlt у2), 
(̂ -2> Уз)’ (̂ 4» £/l) } ? A [j = ( ^ 1 >  ^21 х4), В =  (у I , У 2, Уз).

Задача  1. Д оказать , что если в двудольном графе (X , Y , Г)п= 
=э G выполняю тся неравенства | Гаг | > т ,  т — натуральное число, 
для всех х ^ Х ,  | Г-1// | < т ,  для всех y ^ Y ,  то сущ ествует паро­
сочетание множества X  на множество Y.

Задача  2. Д оказать, что если граф G => (X,  Y , Г) допускает 
хотя бы одно максимальное паросочетание, в котором d (П)  =>

из



=  | X  | =  n, и если min [ I'x \ — г, то при r >  n существует не 
xex

менее чем г (г — 1) ... (г — п +  1) =  А пг различны х максимальных 
паросочетаний. при г с  п это число не менее чем п\

Из определения паросочетания следует очевидная оцен­
ка для числа дуг d(fl) произвольного паросочетания П

d(I l  < \ Х \ .  (1.2)

В следующей теореме сформулированы условия, при 
которых достигается оценка (1.2).

Теорема 1.4. [2]. Паросочетание, отображающее X  в Y, 
существует тогда и только тогда, когда для любого 
множества А а  X  выполняется соотношение

I Л | <  | ГЛ | . (1.3)

5. Теорема о максимальном (наибольшем) паросочетании 
двудольного графа при й(П )  < 1 * 1 -  Если условия теоремы 
(1.4) не выполняются, то максимальное число дуг паросоче­
тания определяется д е ф и ц и т о м  графа.

Определение 1.6. Дефицитом двудольного графа G ~  
— (X, Y, Г) называется число 50 =  т а х (  | Л | —| ГЛ |).П о-

А ьХ
скольку 0 с :Х , | ф | =  0 и 
| Г 0  | =  0, то дефицит дву­

дольного графа 80 >  0. На­
глядный смысл дефицита дву­
дольного графа связан с по­
нятием о п о р ы .

Определение 1.7. Опорой 
двудольного графа G =  
=  (Х, Y, Г) называется множе­
ство его вершин С а Х  U Y та- 

Рис- 79 кое, что каждая дуга графа G
инцидентна по крайней мере

одной вершине из С.
Например, если A cz X , то множество (Х\Л) (J (ГЛ) 

является опорой графа (рис. 79).
Нетрудно показать, что всякая наименьшая опора С 

графа G =  (X , Y , Г) имеет вид С =  (Х\Л) U (ГЛ).
Действительно, пусть множество С cz X  U Y — наи­

меньшая опора графа; справедливы равенства

С =  С П (Х и П  =  (С Л * )и (С Л К ). (!-4)



Введем обозначение А =  Г~‘(С П Y)> тогда в силу того 
что С — опора графа, имеем равенство

( С П * ) и л  =  Х;

а поскольку С — наименьшая опора, то (С fl X) Л А =  
=  0 , и поэтому

С(1Х =  Х\Л. (1.5)

Подставляя (1.5) в (1.4) и учитывая, что С f] Y  =  ГЛ, 
получаем С — (Х\Л) IJ (ГЛ). Ц

Количественная связь между числом элементов опоры 
и дефицитом б о устанавливается следующей леммой.

Лемма 1.1. В двудольном графе G =  (X , К, Г) наимень­
шее число элементов опоры С равно | X  | — б 0-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определений 1.6 и 1.7 
вытекает равенство

I А' | — 80 =  | X [ — шах ( | Л | — | ГЛ | )=
А~Х
=  m in( | X | — | Л | +  I ГЛ | ).

А̂ Х

Введя обозначение В =  Х \Л , получим

min( | X | — | Л | +  | ГЛ | )= m in (  | В  | +
вех

+  | Г (Х\В) | ) =  min | С | , 
с

где B U T  (Х\В)  =  С — опора графа G. Hi

Теорема 1.5. В двудольном графе максимальное число дуг 
паросочетания равно минимальному числу элементов опоры.

6. Теорема о максимальном целочисленном потоке в 
«двудольной» транспортной сети. К множеству вершин 
X U Y  двудольного графа G =  (X, К, Г) присоединим две 
вершины л и г и  добавим к множеству Г дуг графа G дуги
вида (хо, х), х £ X  и (у, г), у  £ Y. Обозначим через Г но­
вое множество дуг. Определим на множестве Г дуг графа 

G = ( Х  U {хо} U У U {2 }, Г) целочисленную функцию
С : Г -> z + такую, что с(хо, х) =  с(у, г) =  1 для любого 
х £ Х  и любого у  6 Y, с(х, у) =  со.

Получившуюся транспортную сеть булем называть 
«двудольной» транспортной сетью и обозначать через Та.



Теорема 1.6. Максимальный поток в двудольной сети 
равен минимальной пропускной способности разрезов данной 
сети.

Эта теорема для произвольной транспортной сети была 
доказана в гл. VIII. В § 2 будет показано, что теорема о

максимальном потоке для дву­
дольной транспортной сети сле­
дует из теоремы 1.5 о макси­
мальном паросочетании в дву­
дольном графе.

Задача  3. Пусть G =  ( X ,  К , Г)—
двудольный граф. Д ва элементарных 
пути графа G, соединяющие верш и­
ны хо и г графа G, назы ваю тся не- 
пересекаю щ имися, если у них нет 
общих дуг. Множество дуг М  р а з ­
деляет верш ины хо и г в графе G, 
если верш ины хо и г принадлеж ат 

различны м  компонентам графа GM =  ( X ,  Y ,  Г \М ).
Д о к азать , что наибольш ее число непересекаю щ ихся путей, 

соединяю щ их верш ины *  и г двудольной транспортной сети, равно 
наименьш ему числу дуг, разделяю щ их верш ины х 0 и г.

З а м е ч а н и е .  Это утверждение на самом деле справедливо 
д л я  лю бого графа и любой пары его верш ин (см. [8]). В этом случае 
утверж дение о числе непересекаю щ ихся путей эквивалентно теоре­
ме о максимальном целочисленном потоке (см. [7]).

На рис. 80 представлен полный шестивершинный граф 5 в, 
отображающий эквивалентность друг другу всех шести 
теорем, сформулированных в § 1. Выделенное на рис. 80 
частичное дерево

(X  =  {х„ х2 х6}, Г =  {(*!, х4), (х4, хь), (х5, х3),

(х5, Х2), (х5, А'6)})

графа Se является «наикратчайшим» частичным деревом, 
приводящим к доказательству эквивалентности всех рас­
сматриваемых утверждений.

§ 2. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ТЕОРЕМ  1.1. — 1.6

1. Эквивалентность теоремы 1.1. и теоремы 1.4. Для
доказательства эквивалентности теорем 1.1 и 1.4 достаточно 
заметить, что любой совокупности множеств S г, г в 
6 ( 1 , 2 , . . . ,  п) естественным образом можно сопоставить 
двудольный граф Gs =  (X , К, Г) инциденций множеств



и элементов. Множеством вершин X графа G является со­
вокупность {Sj}, x t =  S h | X | =  n, а множество вершин

П
Y  — есть (J S ;. Вершина г/6 Vxt , если г/6 *Sf. Тогда,

(=i
очевидно, что условие (1.1) теоремы (1.1) означает нечто 
иное, как условие (1.3) теоремы (1.4) для графа Gs . Н а­
оборот, любой двудольный граф G =  (X, Y,  Г) можно рас­
сматривать как граф инциденций Gs множеств S t =  {у, 
y ^ T x i }  и элементов у  6 Y. Таким образом, условие (1.3) 
теоремы (1.4) влечет за собой условие (1.1) теоремы (1 .1 ).■

2. Эквивалентность теоремы 1.4. и теоремы 1.5. Д ля 
доказательства понадобится следующая лемма.

Лемма 2.1. Положим в графе G — (X, Y, Г) для любо­
го множества Л с  Х8(Л) =  | А | — | ГЛ | , тогда спра­
ведливы утверждения:

а) о (Л, U Л2)+ 8  (Л, П Л2) >  S (Л4) +  8 (Л2) ;

б) семейство множеств (Я =  {ЛсгХ, 5(Л) =  60} замкну­
то относительно операций (J и П е конечном числе, т. е.
если (.Аи Л2) 6 01, то (Л1U Л2) € (Л, П Л2) 6

в) множество А0 — П А ф  ф, если 80 >  0.
т

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Неравенство а) получим как 
разность соотношений:

I 1Мг I +  I A t о Л2 | =  | Л, | +  | Л2 |

I Г (Л ,и Л 2) I +  I П 4 П Л )  I <  I ГЛ .иГЛз I +

+  I г л ,  п  ГЛ2 | =  | ГЛ4 j +  | ГЛ2 | ,

вычитая второе соотношение из первого.
В силу свойства а) имеем соотношение
5 (Л, U Л2) +  8 (Л, П Л2) >  8 (Л,) +  5 Ш  =  280.

Тогда из неравенств
8(Л1и Л 2) < 8 0, 8(Л1ЛЛ2) < 8 0 

следует, что
8 (Л ,и Л 2) =  80, 8 (Л, f| Л2) =  80, 

т. е. свойство б) доказано.
Поскольку граф G конечен, то Л0 есть пересечение ко­

нечного числа множеств из Of, а поэтому по свойству б) име­
ем включение Л0 £



Если Л0 — ф, то дефицит В0 =  5 (Л0) =  S (0) =  0, что 
противоречит предположению 80 > 0 .  Я

Лемма 2.2. Пусть справедлива теорема 1.4, тогда число 
дуг максимального паросочетания двудольного графа равно
m - v

Доказательство. Рассмотрим множество Л0 =  (]А, где
леа

(X =  {A, S (А) == 80}. Если удалить из графа вершину х0$А0, 
то дефицит не изменится. Действительно, дефицит ^ г р а ­
фа (Х\{х0}. Y, Г) удовлетворяет условию 8c<j;S0, а так 
как множество Х\{х0} 6 А0, 8 (Л0) =  80, то 8’ =  50.

Если удалить из графа вершину х0 £ А 0, то дефицит 
графа уменьшится ровно на единицу.

В этом случае удаление х0 «разрушает» в графе G все 
те множества А , для которых 8 (А) =  50 и, поэтому дефицит 
нового графа 80< 8 0. Для множества Л ^=  Л0\{л;о} имеем

8 (4 )  =  I Л0 I -  1 -  I ГЛ0 I < 8 0 =  | Л0 I -  I Г Д  I ,

откуда следует, что | ГЛ^ J >  | ГЛ0 ) . Но в силу того 
что Л’ сг Л, имеем | ГЛ0 | >  | ГЛ^ | , а значит | ГЛ0 | =  
=  | ГЛ0 | . Отсюда получим равенство

8(л0) =  | л; | -  | гл' | =  ( | л01 - 1) -  | гд, | =

=  *о— 1.
Тогда из справедливости соотношений 8 (Л )̂ =  80— 1 ^  
<  80 <  80 следует, что 

1-
Таким образом, удаляя из множества Л0 графа G ко­

личество вершин, равное числу 80, получим граф G' с 80, 
в котором, в силу теоремы 1.4, существует паросочетание 
Я  из X ' в Y, й(П)±= | X ' | =  I X | —80, являющееся 
наибольшим. И

Из лемм 2.1 и 2.2 следует, что справедливость теоремы
1.4 влечет справедливость теоремы 1.5.

Пусть теперь справедлива теорема 1.5. Тогда, в силу
леммы 1.1, шах й ( П ) =  | X | — 80. Отсюда вытекает необ- 

п
ходимость и достаточность условия (1.3), ибо равенство 
б о = 0  эквивалентно условию (1.3).

3. Эквивалентность теорем 1.5 и 1.3. Эквивалентность 
теорем 1.5 и 1.3 нетрудно установить, если для двудоль-



матрицу: Лс = ((а0)) (г 6(1, 2..........| X | ), /  6(1, 2, Y\)).
где at j =  1 в том и только том случае, когда (xh у,) 6 Г. 
Независимость двух единичных элементов матрицы А а оз­
начает, что соответствующая им пара дуг графа G несмежна. 
Поэтому максимальное число дуг паросочетания равно мак­
симальному числу независимых единичных элементов.

С другой стороны, каждой линии матрицы А а отвечает 
вершина графа G, вершина х 6 X,  если линия — строка 
матрицы и вершина у  6 К, если линия — столбец матрицы. 
Причем, число единичных элементов линии равно числу 
дуг графа G, инцидентных вершине х либо вершине у. 
Отсюда следует, что множество линий, содержащих все 
единичные элементы матрицы А 0 взаимно-однозначно оп­
ределяет множество вершин графа G, которое по определе­
нию 1.7 является опорой графа. Отсюда следует, что мини­
мальное число элементов опоры графа равно минимальному 
числу линий, содержащих все единичные элементы матри­
цы А а. Поскольку любая бинарная матрица является мат­
рицей Аа двудольного графа, то эквивалентность теорем 
1.5, 1.3 становится очевидной. Е |

4. Эквивалентность теоремы 1.2 теореме 1.5. Пусть 
X  =  {хи х2, ..., хп} — частично упорядоченное множе­
ство. Рассмотрим двудольный граф Gx  =  (X, X' ,  Г), у ко­
торого множество вершин составляет два экземпляра мно­
жества X, т. е. X '  =  X, а отобра­
жение Г: X -v  2х ' определено пра­
вилом: пара вершин x t € X и 
Xj € X определяет дугу (xt , Xj) €Г, 
если в частично упорядочен­
ном множестве элемент x t Xj.
При любом (1 ,2 , ... , л) дуга 
(хи х’) 6 Г, так как в силу ре­
флексивности отношения порядка 
всегда X i ^ X j .  Рассмотрим граф 
на рис. 81. В нем элементы хг и 
х2 эквивалентны (хх — х2) , а после­
довательность (хп, хк, х. )  образует 
цепь множества X. Каждой цепи 
длины I <"л множества X соответст­
вует паросочетание с числом дуг, 
равным / — 1 в графе G, на­



пример, цепи {xn, x h, x t) отвечает паросочетание {(хп, х'^, 
(X*. Xt')}.

Если две цепи не пересекаются, то при объединении 
дуг паросочетаний, отвечающих этим цепям, снова полу­
чается паросочетание. Тогда если через г обозначить произ-

А'(л)
вольное разбиение множества X на цепи: X =  2  X it где

/=1
N(r) — число элементов разбиения, то это разбиение од­
нозначно определяет паросочетание (обозначим его через 
П(г), для которого выполняется равенство

Л'(г) N(r)
d (П (г)) =  | П(г)  | =  2  | X, -  1 | =  2  I *1 I -  

1=] 1=1
— N(r) =  | X  | — N (г) — ti — N  (г). (2.1)

Справедливо и обратное утверждение.
Лемма 2.2. Для  любого паросочетания П существует 

разбиение г — г (П ) множества X  такое, что

N  (г (П)) =  n — d (П). (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество дуг {(x t , х . ) 
(х.з, x j j  ... (xim, x im+l)}— произвольное паросочетание /7, то 
X h  X i3 ^ X i t ’ ’ X i m ^ X l m + V  ^ СЛИ ОбъвДИ Н ИТЬ ЭЛв-

менты {xt , xt , . . . , x im, хгт+1}вцепи множества X  (эти цепи 
не будут пересекаться в силу независимости дуг паросоче­
тания П) и добавить в качестве одноэлементных цепей все 
еще не вошедшие в паросочетание П элементы множест­
ва X ,  то получится разложение г(П)  множества X  на не-
пересекающиеся цепи X  . (i =  1, 2 , . . . ,  N [г{П))\ причем

2  X, =  2  I * 1 - 1  I + N (r (I l ) ) -

— d{FI) +  N (г(П)).

N (г) П

2
/ = 1

Из равенства (2.1), утверждения леммы (2.2) и теоремы
1.5 следует, что минимальное число цепей в разбиении 
множества X равно дефициту 80 графа Gx , так как

m in N  (r) — n — шах d (П (г)) =  п — шах d (Я) =  50. (2.3)
г Г П



Число несравнимых друг с другом элементов множества 
X естественно связать с опорой С графа Gx .

Лемма 2.3. Если Со — минимальная опора графа GXj 
то существует множество у  (С0) а  X  попарно несравнимых 
элементов, для которого

| Т(С0) |  =  « -  |С 0 [ , [ X [ (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть С0 — некоторая мини­
мальная опора графа G и пусть

C 0 =  C x U  ^ X '  ~  { ' 'v  • "  ’ x ik’ Х /У ••• ’ Х jm } (2 .5 )

(О ̂  k, т < ; п, k  -+ т ^  п).

Все индексы в (2.5) различны, т. е. ГС .̂ П Сх , =  ф. Пред­
положим противное, например, что il =  Поскольку 
С0 — минимальная опора, то найдется вершина х $ С х та­
кая, что (х, л ^ б Г .  Аналогично, найдется вершина х'£С х ,̂  
(х1 , х ' ) £ Г .  Тогда из транзитивности отношения порядка 
и определения графа Gx слетует, что дуга (х, х ')€ Г  и ни 
одним из своих концов не смежна с множеством вершин 
из С0, а это противоречит тому, что С0 — опора. Таким 
образом, все индексы {iv . . . ,  ih, j l t .. . ,  jm} попарно раз­
личны. Если теперь рассмотреть в частично упорядочен­
ном множестве X  множество

7 (С0) =  . . . ,  x ik, хи  xjm}, то из определения
опоры следует, что элементы множества у (С0) несравни­
мы и | т (С0) I =  п — | С0 | . Щ

Используя результаты лемм 2.2 и 2.3, легко получить, 
что из теоремы 1.5 следует теорема 1.2.

Действительно, из (2.3) и (2.4) имеем соотношения:

п — min | С | =  п —  |С0|=  | f(C 0) | <  ш ах 7 (С )<  
с с

<  шах I 1  (г) I , (2.6а)
Г

п — шах d (П) =  min N  (г). (2.66)
П г

Но поскольку всегда для разбиения г частично упорядочен­
ного множества X  выполняется неравенство

I Т (г) I <  N (г),



то из (2.6а) и (2.66) получаем утверждением теоремы 1.2, 
при условии, что верна теорема 1.5, т. е. что min С =

с
=  шах d (Я). 

п
Верно и обратное, что из теоремы 1.2 следует теорема 1.5. 

Для доказательства этого сопоставим двудольному графу 
G =  (X, Y,  Г) частично упорядоченное множество X U Y,  
считая, по определению, что элементы x t и у j находятся 
отношении x t <  y Jt если дуга (xt, у }) 6 Г, x t £ X, у 3 6 Y. 
Тогда если г — произвольное разбиение множества X [J Y  
с числом элементов разбиения, равным N(r), то для него 
существует паросочетание П(г) такое, что

d (Я (/■)) =  | X \ J Y  | - N ( r ) .  (2.7)

Паросочетание П(г) состоит из дуг, отвечающих двухэле­
ментным цепям разбиения г.

И, наконец, если j(r) — множество несравнимых эле­
ментов, то дополнение (X U К)|у(/") содержит опору С(у) 
графа G, и поэтому

I С(т) I <  I х и г  1 -  I т (г) I .
Отсюда с учетом (2.7) и при условии, что верна теорема

1.2 (max f  (г) =  min N  (г)), получаем неравенства

min | С | -< min С (у) ^  | X U Y  | — max | j  I =
С 1 1

=  [ X у У | — min N  (г) =  max d (П (г)),
Г Г

из которых следует утверждение теоремы 1.5 ( т а xd(Ff)  =
я

=  min | С | ), поскольку d (Я) | С | для всех Я  и С.
с

5. Эквивалентность теорем 1.5 и 1.6. Для доказатель­
ства эквивалентности теорем достаточно проверить выпол­
нение следующих равенств:

max d (Я) =  max ф2, (2.8)
П 9

min | С | =  min С (U~A), (2.8а)
с л

где через Я  и С обозначаются паросочетание Я  и опора С 
в двудольном графе G =  (X, Y, Г), а через ф и А — поток
и множество вершин, определяющих разрез U~A в транспорт­
ной сети вида:(j



1) G =  (Х и К )  и у  и {г}, Г), Г =  Г и  {(*„.*)> * 6 Х )  (J

{(г/, г), у € У } ,

2) с(х0> х) =  1, X; с (у, г )  =  1, y £ Y \  с(х, у) =  оо,

х б х ,  y e v .

Докажем равенство (2.8). Если ф(ы), « 6  Г — поток 
в транспортной сети Т ~ , то множество дуг П (<р)= {(х, у) 6
£ Г, ф((х, у)) =  1} является паросочетанием в графе G. 

С другой стороны, очевидно, что всякое паросочетание П  
в графе G определяет однозначно поток ф(/7) в сети Т ~ .
При указанном взаимно-однозначном соответствии между 
множеством паросочетаний {П} графа G и множеством 
потоков {ф} в сети Т -  выполняется равенство

d(TI( ф)) =  ф2, 
из которого следует соотношение (2.8).

Перейдем к доказательству соотношения (2.8а). Пусть 
U~A — произвольный разрез транспортной сети Т ~ ,  опре­
деляемый множеством вершин А,  А 3 г, А $ х0.

Множество А представимо в виде

A = X a [JYa I}{z}, Х а =  Х (] А ,  Y a =  Y [ \ A ,  (2.9)

причем пропускная способность разреза С (t/“) равна 

C ( t / - ) = 1  - I X J  +  1 - 1 П ^ 1  +  оо-|{(х, у),

х е х \ х А, y e Y A \. (2 .Ю)

Иллюстрацией к соотношениям (2.9) и (2.10) служит 
рис. 82, в котором множество Х А=  {xlt х%}, Y А =
=  {Ув* Уь. г/4}» ДУГа (*5. Ув) имеет пропускую способность 

с — оо.
Очевидно, что для разреза U~A с минимальной пропуск­

ной способностью множество дуг {(х, у), х €  Х \ Х А, у£Ул}— 
=  ф, т. е. для такого разреза выполняется условие

Г (Х \Х л)Л У „ =  0 . (2.11)

Если теперь U~A — разрез, удовлетворяющий условию (2.1 ]) 
(на рис. 82 такой разрез, например, определяется мно­
жеством дуг, заходящих в множество А =  {х{, х2, у6, уъ,



г//, 2}> если из графа G удалить дугу (хь, ув), то множест­
во вершин С (Л), где

С(Л) =  Х /,и Г ( Х \Х /,),

Х'ХЛ УА

Рис. 82

очевидно, является опорой графа G =  (X,  У, Г). Причем
в силу условия (2.11), для величин С (А) и С (U~A) справед­
ливо неравенство

|С (Л )| =  |Х л | +  |Г (Х \Х А) | < | Х л | +  |У \У л |= С ( ^ - ) .
(2.12)

Отсюда следует, что

min | С (A) J <  min C(U~), (2.13)
А А

а значит

min | С | <  min | С (Л) | <  min С (£/'). (2.14)
С А А

На самом деле, в соотношениях (2.14) всегда выполня­
ются равенства. Действительно, если С0 — минимальная 
опора, то по лемме 1.1 она представляется в виде

С0 =  б ои Г (Х \5 о).

Полагая

Х А. =  * »  Y Ao =  Y \ T ( X \ B 0),

определим множество А 0

Ло =  Х л и ^ и { г } ,



а по нему разрез U~A с пропускной способностью 

С (U-A)  =  I х Дп| + 1 У\УЛ | =  | В0 1 +  |Г (Х \Ва) I =  I с 01. 

Отсюда следует, в силу (2.14), равенство 

IС01 = min | С | = С (U'AJ  = min С (U~A),

доказывающее соотношение (2.8а).
З а м е ч а н и е .  И спользование при доказательстве эквива­

лентности теоремы 1.5 и t .6  двудольной сети с пропускной способ­
ностью С (и) =  оо, и — (x t , г/у) x i ^ X ,  y j ^ Y  не ограничивает 
общности рассуждений. Н етрудно видеть, что величина потока в 
двудольной транспортной сети не зависит от величины пропускны х 
способностей дуг и (  Г, если только с(и) ф  0.

Рис. 83

6. Доказательство теоремы о системе различных пред­
ставителей. В силу эквивалентности теорем 1.1 — 1.6 
§ 1 достаточно доказать любое утверждение, эквивалентное 
теореме о СРП. Д ля этой цели удобно выбрать теорему 
1.4, дающую теоретико-графовую формулировку теоремы 
о СРП.

Пусть G — (X , Y,  Г) — двудольный граф. Сопоставим
графу G транспортную сеть G (рис. 83), дополнив двудоль­
ный граф (X, Y,  Г-1) входом хо и выходом г, причем выбе­
рем пропускные способности:

С (ж0, yh) = 1  (k — 1, 2 , . . . ,  т ),

с(у1г, X j )  =  ОО, если X j  е Г-1 , (2.15)

c(xJ t z) =  l ( / = 1 , 2 .........п).



Тогда полная потребность d(A) некоторого множества 
A cz X  будет равна | А |, а наибольшее количество потока 
F(A), которое может пройти через А, будет равно |ГЛ|. 
Произвольный поток ф в построенной сети определяет не­
которое паросочетание П. Множество П  в этом случае сос­
тоит из тех и только тех дуг ( х ; , у ;), для которых ф( y j , x t) =  
=  1. Очевидно, что паросочетание П  отображает X  в Y  
тогда и только тогда, когда поток насыщает все выходные 
дуги. Такой поток существует в силу теоремы о насыщении 
(гл. V III), если

F ( A ) >  d(A),  или | ГА | >  | А | для любого АсиХ.Щ

Как следует из доказательства, для нахождения мак­
симального паросочетания можно применить алгоритм 
Форда — Фалкерсона (см. § I гл. VIII).

В случае, когда условие (1.1) или, что то же самое, ус­
ловие (1.4) не выполняется, для выделения совокупности 
множеств, имеющих СРП, из данного семейства множеств 
{Sj, i в (1, 2, ..., п)} можно использовать алгоритм теории 
транспортных сетей.

Существует, однако, более прямой путь решения этой 
задачи, основанный на идее «чередующихся» цепей двудоль­
ного графа и известный под названием «венгерский алго­
ритм».

§ 3. ВЕНГЕРСКИЙ АЛГОРИТМ

Общая идея алгоритма чрезвычайно проста [21.
Определение 3.1. Пусть для двудольного графа G =  

=  (X , Y, Г) построено некоторое паросочетание П. Дуги 
П будем называть «жирными», остальные дуги — «тонки­
ми». Вершина графа, инцидентная «жирной» дуге, называет­
ся насыщенной, в противном случае — ненасыщенной.

Определение 3.2. Цепь*, состоящая из поочередно ме­
няющихся «жирных» и «тонких» дуг, называется «чередую­
щейся цепью».

На рис. 84, а «чередующейся цепью», которая соединяет 
ненасыщенные вершины хх и у2, будет цепь и. =  {(хи  у }), 
(Уи х2), (х2, у2)}.

* Здесь и на протяжении всего параграфа под цепью jj. =  
°  (Уъ *2 ), ■••} в двудольном графе понимается последо­
вательность неупорядоченны х пар (x t , y k) верш ин графа.



Определение 3.3. Чередующиеся цепи, которые соеди­
няют ненасыщенные вершины, называются «тонкими».

Наличие в графе тонкой чередующейся цепи позволяет 
построить вместо паросочетания Я  =  {(х2, yx)} (d(n)  =  1)
новое паросочетание Я  =  {(xlt у л), (х2, i/2)) (d (Я) =  2), кото­
рое содержит на одну дугу больше (рис. 84, б). Для этого 
необходимо все тонкие дуги цепи jx сделать жирными, а 
жирные — тонкими, не затрагивая дуг вне цепи (л. К полу­
ченному графу G с новым паросочетанием Я  при наличии 
тонкой чередующейся цепи можно применить аналогичную 
операцию «перекраски» дуг и получить граф с паросочета-

а) S)
х,

хг

*з

У1

Уг

х г
У1

Уг

Рис. 84

нием Я, имеющим на две дуги больше, чем исходное 
паросочетание Я.

Как видно будет из дальнейшего, отсутствие тонких 
чередующихся цепей означает, что построенное паросоче­
тание является максимальным. Таким образом, алгоритм 
построения максимального паросочетания фактически сво­
дится к процессу нахождения тонких чередующихся цепей.

Для компактного описания такого алгоритма, а также 
для его обоснования удобно ввести следующие обозначения. 
Пусть Я  =  {л1( л2, ..., лй(Я)} — множество дуг паросо­
четания Я , упорядоченное произвольным образом. Обоз­
начим через Я + — множество тех жирных дуг, концы кото­
рых смежны хотя бы с одной ненасыщенной вершиной, а 
через П~ — множество жирных дуг, начала которых смеж­
ны хотя бы с одной ненасыщенной вершиной (рис. 85). 
Заметим, что множества

П  =  {(*2. г/i). (*з> «/J. (*4, Уг)} =  {»Ч. я г, *зЬ

Я + =  {я-j, !г2, !г3}, Я" =  {тс1( тг2} удовлетворяют включе­
нию Я  =>Л+1)Л~.



Множества Я + и П~ не образуют, вообще говоря, раз­
биения множества Я. Паросочетание Я , представленное 
на рис. 85, полное, в том смысле, что каждая тонкая дуга

смежна, по крайней мере, с одной 
У1 жирной. Впредь будут рассматри­

ваться полные паросочетания, пос- 
у2 кольку от произвольного паросоче­

тания графа к полному легко пе­
рейти, добавляя к паросочетанию 

</з тонкие дуги, не смежные с жир­
ными.

Поиск тонких чередующихся 
У* цепей удобно проводить на вспо­

могательном графе (Я, Г*), вер- 
у шины которого соответствуют ду- 
5 гам паросочетания Я , а отобра­

жение Г* определяется следующим 
образом: при i Ф  /, Г*гс£ 9

если только конец дуги паросочетания п 3 является смеж­
ным с началом дуги гсг (рис. 8 6) и всегда Г *я*Э яг. 
Так, для рассматриваемого примера (рис. 85) граф (Я, Г*) 
имеет вид, представленный на рис. 87.

Из определения множеств Я +, Я ” следует, что тонкая 
чередующаяся цепь существует, если только найдется хотя 
бы один путь от вершины, принадлежащей множеству Я + 
к вершине из множества Я ' на графе (Я, Г*). В этом случае
возможна замена паросочетания Я  на Я  так, что d(I7) =  
=  й(Я) +  1. Выбирая, например, на рис. 87 путь {л2, 
л г} (^2 £ л 2 6  П~), получаем одно из максимальных 
паросочетаний

n  =  {(Xi, г/4), (х2, г/,), (ха̂ у 5), (*4, уг)} =  {^ , я2, п3, *4} 
(рис. 8 8 ), для которого d (Я) =  | X  | == 4, а соответству­
ющий граф (Я, Г*) изображен на рис. 89. Другое макси-



мальное паросочетание можно получить, если на графе 
(Я, Г*) выбрать путь {ль  л х}, ведущий из Я + в П~ (рис. 87).

А л г о р и т м  п о с т р о е н и я  
м а к с и м а л ь н о г о  п а р о с о ч е т а н и я  

в д в у д о л ь н о м  г р а ф е

1°. Построить произвольное полное паросочетание 
Я . Если Я отображает X в К, то Я  — максимальное 
паросочетание, если нет, то перейти к 2°.

2°. Построить граф (Я, Г*), отметить на нем вершины 
множеств Я* и Я '  и найти путь, ведущий из Я + в П~, 
например, с помощью алгоритма выхода из лабиринта 
(см. гл. II). Если такого пути нет, то паросочетание мак­
симально, в противном случае заменить паросочетание
Я на Щй(П) =  О Д  +  1) и возвратиться к 1°. 
Обратимся теперь к обоснованию алгоритма и докажем 

следующую основную теорему метода чередующихся 
цепей.

Теорема 3.1. Следующие четыре условия равносильны:
1) в двудольном графе (X, Y, Г) паросочетание Я  мак­

симальное',
2) в двудольном графе (X, Y, Г) не существует тонких 

чередующихся цепей',
3) в графе (Л, Г*) не существует пути, идущего из 

точки множества П+ в точку множества П~\
4) в графе (Я, Г*) возможна такая маркировка вершин 

знаками «+» или «—», что все вершины множества Я + име­

Рис. 88 Рис. 89



ют знак «+», все вершины множества 1Г имеют знак «—» 
и не существует дуги, идущей из «+» в «—».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что справедлива 
следующая цепочка импликаций (1) -*■ (2) =»• (3) =*■ (4) (1):

( 1 ) (2 ), так как если бы существовала тонкая чере­
дующаяся цепь [х0, то паросочетание Я  = (Я \[ i0) U (н \П )  
имело бы на одну дугу больше, чем Я , что невозможно 
ввиду максимальности парос )четания Я;

(2) =*> (3), так как всякий путь графа (Я , Г*) из Я + в 
Я " определяет хотя бы одну чередующуюся цепь, соединяю­
щую ненесыщенные вершины х0 в X  и уй 6  Y\

(3) (4), поскольку справедливо включение Я + с: Г* Я +
и (по условию) не существует пути из Я + в Я ',  то 
П~ а  П \  Г* Я +. Пометим знаком «+» все вершины мно­
жества Г*Я+ — концов Есех путей с началами в П+, а
знаком «—» — вершины множества Я \Г * Я +. Тогда 
условие 4) будет выполняться, ибо если бы существова­
ла дуга из Г*Я + в Я", то существовал бы путь из Я + в Я ';

(4) (1). Пометим в графе (X , Y,  Г) дуги паросочета-
ния Я  знаками «+» или «—» в соответствии с условием 
4) и обозначим через Х~ множество начальных точек дуг 
паросочетания, помеченных знаком «—», а через Y+ — 
множество конечных точек дуг паросочетания, помеченных 
знаком «+» (рис. 90). Множество Х~ [) Y + =  С является 
опорой графа, т. е. не существует дуги (хо, уо) такой, что 
х0 $ Х~, уо $ Y* (последнее утверждение будет доказано 
ниже). Для любого паросочетания Я  и любой опоры С 
имеем: d (Я) =  | Я  | | С |, а построенные паросочетание П
и опора С удовлетворяют условию \ П \ ~  |С |,  поэтому паро­
сочетание Я  — наибольшее, а опора С — наименьшее.

Предположим теперь, что существ) ег дуга (хо, уо), 
хо $ Х~, уо £ У+ и рассмотрим четыре возможных случая:

1) веришны хо и уо не насыщены. Этот случай невоз­
можен, так как Я  — полное паросочетание (рис. 91);

Уо

Рис. 90 Рис. 91



2) вершина хо не насыщена, вершина уо насыщена 
(рис. 92). Тогда существует дуга л 6 П  с концом в уо. 
Поскольку уо i  У+, то дуга я  должна быть помечена зна­
ком «—», но с другой стороны, по определению множества 
Л +, она должна принадлежать этому множеству и быть по­
меченной поэтому знаком «+». Таким образом, из условия
4 ) следует, что этот случай невозможен;

х,

Рис. 92 Рис. 93

3) вершина хо насыщена, вершина у0 не насыщена 
(рис. 93). Тогда существует дуга л £ П с началом в х0. 
Поскольку хо $ X", то дуга л должна быть помечена зна­
ком «+», но так как л £ П',  то она должна быть помечена 
знаком «—», что невозможно;

4) вершины х0 и у0 насыщены (см. рис. 90), причем х0 — 
начало п г £ Я +, у о — конец л 2 £ П~. Тогда по определению 
графа (П , Г*), л 2 6  Г ^я^ что противоречит условию 4), по

X,

У< х 2

•Уг х 3

■Уз JC if.

•Ць XS

•У5 X t



которому никакая дуга не должна идти из «+» в «—». Та­
ким образом, и этот случай невозможен. Ц

З ад ач а . Построить максимальное паросочетание для графов 
Gj и Ог, изображ енны х на рис. 94 и 95.

§ 4 .  П РИ К Л А Д Н Ы Е  ЗА Д А ЧИ  НА ПАРОСОЧЕТАНИЯ

1 . Нахождение хроматического класса двудольного 
графа.

Определение 4 .1. Хроматическим классом графа G на­
зывается натуральное число x(G), удовлетворяющее следую­
щим условиям: 1) каждую дугу графу можно окрасить в 
какую-нибудь из j{G) красок таким образом, что никакие 
две смежные дуги не будут окрашены одинаково;

2) такой раскраски дуг графа нельзя добиться с по­
мощью /(G) — 1 краски.

Д ля двудольного графа G =  (X , У, Г) нетрудно вычис­
лить его хроматический класс i(G), используя понятие 
степени двудольного графа st (G).

Определение 4.2. Степень st( G) двудольного графа 
G =  (X , Y, Г) определяется формулой

st G —  max { | Г* | , | Г~гу | х  £  X , у £  Y ) . (4.1)

Д ля двудольного графа G =  (X , Y, Г) справедливо равен­
ство

7. (G) =  st (G). (4.2)

Доказательство равенства (4.2) основано на существо­
вании в двудольном графе специального паросочетания, 
содержащего все вершины графа, полустепень которых 
максимальна и равна st(G). Если такое паросочетание по­
строено, то окрашиваем первой краской все дуги этого 
паросочетания. Далее, второй краской окрашиваем дуги 
паросочетания в суграфе G', состоящем из еще не окрашен­
ных дуг, которые содержат вершины наибольшей степени 
st(G') =  st(G) — 1.

Поскольку, при каждом шаге степень st(G) умень­
шается на единицу, то красок в количестве т — st(G) 
достаточно для раскрашивания всех дуг графа (X, Y , Г).

Доказательство равенства (4.2) будет завершено, если 
доказать следующее утверждение.

Лемма 4.1. В двудольном графе (X, Y, Г) всегда суще­
ствует паросочетание, использующее все те вершины х  6 X,



для которых | Тх | =  st (G), и все те вершины у  £ Y, для 
которых | Г_1г/ j =  st (G).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1.4 в графе 
G' =  (X ', Y ', Г '), полустепень вершин которого одна и 
та же и равна st(G'), всегда существует паросочетание, 
отображающее X ' в Y ' .

Построим для графа G =  (X, Y, Г), st(G) =  т, граф 
G' =  (X ', Y ' , Г) такой, что 1) st(G') =  m; 2) G' содержит 
G в качестве подграфа. Для этого удобно взять т  экземп­
ляров графа G:

(X1, У1, Г), (X 2, Y2, Г), , (Х«, Y m, Г), (4.3)

и, если вершина х г € Х  такова, что т — | Гхг | =  т г > 0 ,  
t £ ( I ,  2, ... , | Х | ) ,  то рассмотреть соответствующие вер­
шины х\ £  X1, х2 £  X2, ... , л:"1 £  Хт и соединить каждую 
из них дугами со всеми вершинами нового множества 
М (х^ =={1,2 , . . . ,  /пг}, состоящего из т г точек. Рассмотрев 
таким образом все точки л;г£ Х ,  i £ ( l , 2 ,  ... , | Х | ) ,  перей­
ти к вершинам y t £  Y, j £ (1, 2, ... , | У | ) и в случае, когда 
т ~  j Г '1 у j | >  rtij, построить множество М (у,)= {  1, 2 , . . . ,  т }-} 
и соединить каждую из вершин у\ £  У1, t/2 £ У2, ... y™(^Ym 
со всеми вершинами множества (г/;-).

Если рассмотреть теперь двудольный граф G' =  
=  (X' ,  У ', Г) с множеством вершин

Х ' =  U &  V  У ' =  U Y !  U М ( х , )
\ < К  | X  | \ < j <  | У | К /С  1 V | 1<(< | X  I

и множеством построенных дуг, то, очевидно (рис. 96), он 
удовлетворяет требуемому условию. Если теперь П ' : X ' -*■

Y ' — максимальное паросочетание в G', то ограничение 
отображения ГГ на множество X 1, например, определяет 
паросочетание в графе G(1) =  G, содержащее все вершины, 
полустепени т.

Задача  1 У казать хроматический класс графов Gj и Ог 
(см. рис. 94, 95).

2. Наибольшее внутренне устойчивое множество дву­
дольного графа. Структура графа G =  (X, Y, Г) и понятие 
внутренне устойчивого множества делают почти очевидным 
результат следующей теоремы.

Теорема 4.1. Если G =  (X, Y, Г) — двудольный граф, то
1) множество С с : X (J Y является опорой графа тогда и 
только тогда, когда его дополнение (X (J Y ) \ C  — S  — 
внутренне устойчивое множество',



2) a (G) =  | Y  | -f- 80, где 60 — дефицит графа G.
Первое утверждение теоремы следует из сопоставления 

определений множеств С и S. Также просто получить вто­
рой результат теоремы:

Уa (G) =  max | 5
s

+  \Y\

max ( | X
с +

С I = | Х |  +  | У | - (  I X

М1уг)

yiflsA г  1г  / у 3 '
^ { /i  дУг Ms

< \  I  л \  f

G v \  \ Gn,\ l / \  \

М (Х  | )  

Рис. 96

М(х3)

В этой выкладке мы использовали теорему 1.4 этой 
главы.

Теорема 4.1 сводит задачу о нахождении наибольшего 
внутренне устойчивого множества к построению наимень­
шей опоры графа. Число вершин наименьшей опоры, как 
известно, равно числу дуг наибольшего паросочетания. Пос­
кольку для нахождения наибольшего паросочетания мы 
имеем эффективный венгерский алгоритм, то фактически он 
и является основной частью алгоритма для построения ми­
нимальной опоры.

А л г о р и т м  п о с т р о е н и я  н а и б о л ь ш е г о  
в н у т р е н н е  у с т о й ч и в о г о  м н о ж е с т в а  

д в у д о л ь н о г о  г р а ф а

1°. Построить какое-либо наибольшее паросочета­
ние П  графа G =  (X, Y, Г).



2°. Пометить в графе G дуги знаками «+» и «—» 
в соответствии с 4) теоремы 3.1. Тогда наименьшая 
опора С будет состоять из начальных точек жирных 
дуг, помеченных знаком «—», и конечных точек жир­
ных дуг, помеченных знаком «+», т. е. C’ =  X "U  У+, 
где множества Х~ и Y* были введены при доказатель­
стве теоремы 3.1.

3°. Перейти к дополнению S =  (X U У)\С.
S — наибольшее внутренне устойчивое множество.

Задача 2. Найти наибольш ее внутренне устойчивое мно­
жество для графов Gx и Gi (см. рис. 94, 95) и определить их число 
внутренней устойчивости.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а

Для графа G и построенного в п. 1° максимального паро­
сочетания П  в силу теоремы 3.1 всегда возможна маркировка 
дуг, указанная в п. 2° алгоритма.

Дополнение S — (X  U V") \ С, где С — опора является 
внутренне устойчивым множеством, так как в противном 
случае найдутся вершины х  £ S и у  £ S, Тх 3 у,  а сле­
довательно, и дуга (х , у) $ С, что противоречит определе­
нию опоры С. Если С — минимальная опора, то S =  
=  (X (J V0\C — наибольшее внутренне устойчивое мно­
жество.

3. Задача об оптимальном назначении (задача I). Не­
формальная постановка задачи состоит в следующем. Пусть 
имеется п рабочих мест на производстве и m кандидатов на 
эти места. Целые числа ai3 >  0 (i =  1, 2, ... , m, j  =  
=  1, 2, ..., п) определяют меру эффективности использо­
вания г-го человека на /-м месте. Необходимо произ­
вести назначение m человек на п рабочих мест так, 
чтобы:

1) суммарный эффект использования рабочих был мак­
симален;

2) на каждое рабочее место назначено не более одного 
человека;

3) никто не назначен более чем на одно рабочее место. 
Отметим, что можно ограничиться случаем, когда m =  п, 
так как, если m > n ,  всегда можно ввести (m — п) фик­
тивных работ, для которых ai} — 0 при всех i =  1,2,  ..., m, 
j =  n +  1, ... , m — n. Далее, в силу неотрицательности 
a .j (i, j =  1, 2, ..., tn) каждый кандидат должен быть на­
значен на работу, поскольку в противном случае всегда



можно увеличить суммарную эффективность использования 
рабочего персонала.

Таким образом, любое назначение определяется под­
становкой

т  ( « :  т  : / « ) •  т - " № '  ,4 -4)

и задача состоит в том, чтобы найти такую подстановку 
ло 6 Sm, при которой суммарная эффективность использо-

т

вания рабочих 2  al я(/) (тс £  S m) была бы максимальной
i=i

т. е. требуется найти

mf  2  * (О ■ (4-5)
т  г' =  I

Определим задачу Г двойственную задаче 1: найти

( т  т  \

2  +  2 v*J ’

где минимум берется по всем парам чисел uh vt (I, j  =  
=  1,2,  m), удовлетворяющих неравенству

щ +  vj >  a,j (i , / =  1,2,  ... , т). (4.6)

Важность двойственной задачи определяется следующей 
теоремой.

т

Теорема 4.2*. Максимум суммы 2  at задачи (1) равен
i=i

* Теорема 4.2 является  частным проявлением общего принципа 
«двойственности» для линейных программ. Д л я  задачи 1 линейная 
программа, соответствую щ ая требованиям 1) — 3), будет иметь

вид: 1) ш ах 2  aij^iJ> 2) 2  <  1 1......................3) 2  к  1
I, /=1 г=1 /=1

(< =  1, ... , т),  где i t] принимает значения 0 или 1 в зависимости 
от того, назначен /-й кандидат на /-е место или нет.



минимуму суммы V t t j - f  ^  Vj задачи Г . Пусть это об- 
1=1 1=1

щее значение для сумм достигается на парах ut, тогда

ui +  vj(t) — aij(i) 0 =  1> 2, ... , т) 
и соответствующая подстановка '

/ 1  2 ... i ... т

^  W (  1) / ( 2 ) - / (О ... / И
дает решение задачи об оптимальном назначении.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство носит кон­
структивный характер и дает алгоритм, позволяющий най­
ти оптимальное решение за относительно малое количество 
шагов. Во-первых, заметим, что из условий (4.5) и (4.6) 
непосредственно следует для любой подстановки я  нера­
венство

т  пг т  т

2  a i  ч о  <  2  + v =  2  “ г +  2  и >' (4-7)
( = 1  г =  1 * '= 1  1=1

из которого видно, что

/  т  т  \

min (
V <=i i = i

т

V  W; +  V  v A  — М ' существует, а для
. 1=1 i=i /

max V  at ... =  /И выполняется условие
с  m i=l

т  /  т  т  \

М =  max ^  аЛ к(/) <  min ( ^  и* +  2  =  ^  (4'8>
n^Sm <=1 \ ‘=1 /=1 /

Покажем, что М =  М ’. Для этого по заданному набору 
{“ ь и;)> удовлетворяющему (4.6), определим множество 
упорядоченных пар индексов г, / £ ( 1 , 2  т)

{ ( i , i ) l u i +  vl =  ail) =  P.

Всегда можно набор {иг, »,) выбрать таким, что Р ф ф .  
Например, полагая м( =  т а х  а г/-, =  получим, что все

(< f<m
(£, /) 6 Р. Пусть P f — множество всех таких индексов



j ,  что ul Jr  Vj =  aij, тогда P—  (J P t. Множеству P есте-
f— 1

ственно сопоставить граф GP =  (X, Y, Г), в котором 

X  =  Y  =  {y j ( i =  1,2,  . . . ,  /л)},

Гх{ =  y, (i =  1, 2 , . . . ,  m), если / £ Р , ( /  =  1,2......... m).

Если граф Gp допускается максимальное паросочета­
ние П, й ( П ) = :  | X  | =  т и (xlt — дуги этого паро­
сочетания, то подстановка тс (г) =  /  (г) (г =  1, 2 , . . . ,  т) дает 
решение задачи об оптимальном назначении, поскольку 
в этом случае М =  М'.

В случае, когда d(/7) <  | X | =  т ,  из теоремы 1.4 сле­
дует, что существует множество А0 cz X,  | ГД, | <  | А01. 
Определим тогда новые значения переменных uf , vf :

1
(*i £ Л>).

и. « г
Щ

v' __ I vi +  1 (#/' 6 Г А>)> 
' U j  (У>£ГЛ0).

(4.9)

Рис. 97

Нетрудно проверить, что набор 
4 .  v] V, / =  1,2,  ..., m) 

по-прежнему удовлетворяет ус­
ловию двойственной задачи 
(рис. 97):

1) если Xj $ А о, то из формул (4.6), (4.9) следует нера­
венство u't +  v ' i >  ai} ;

2) если дг,бЛ» то ^  +  «/ =  ( ^ + 1 )  +  («,— !) =
=  и,- аи ,

3) если x t £ /40, / £ Г/40, то (i, / ) £ Р  и и, +  о , > а 1} в 

силу целочисленности а,-,.
т т

Д ля новых переменных сумма ^  а, 4- ^  0 умень-
<=| /-= |

т  т

шается по сравнению с суммой ^  нг +  2  v> На величи‘
'^1 (•='

ну ГЛ„ в силу равенства



2 « i  + 2 ° /  =  2 ы' - | л |  +  2 1' , +  | г д »1==
i= 1 /=1 1=1 /=>

т  т

= 2 ^  +  2 ^ - ( i ^ i - i r 4 i -
1=1 /=II I

По новым переменным , v строим граф Gp, , где 
Р'  =  {(/, / ) | « ’- + и )  =  fljj} и проверяем условия (1.3) 
теоремы 1.4. Если они выполняются, то можно построить 
(используя один из рассмотренных выше алгоритмов) мак­
симальное паросочетание, которое и дает оптимальный ва­
риант задачи о назначении. В противном случае повторяем 
предыдущую процедуру и находим u t , о;. , уменьшая на

т  т

целое положительное число сумму ^  ^  v t, сохра-
1=1 /=1

няя при этом условие и. +  у. »  аа  (/, / =  1,2,  ... , т). В 
силу конечности множества индексов i, / =  1, 2, ... , т 
и целочисленности переменных uh v} £ z +, указанный 
процесс оборвется на конечном шаге и даст решение задачи 
об оптимальном назначении.Ц

З ад ача  3. П оказать, что и в случае нецелых значений а,-у (Л /  =  
=  1 , 2 , . . . ,  я) элементов матрицы эффективности <4 теорема 4.2 
остается справедливой.

З ад ача  4. Д оказать , что при оптимальном назначении (зада­
ча I) хотя бы одно лицо обязательно будет вы полнять ту работу, 
на которой его производительность максимальна

Работу алгоритма решения задачи об оптимальном наз­
начении проиллюстрируем конкретным примером.

Пусть матрица эффективности А =  ((а, у)) имеет вид

4 7 5 9
6 7 6 2
8 У 13 10
5 7 6 4

Полный перебор всех возможностей потребует расчета 
т\ =  24 вариантов. Построим набор чисел иь vj, положив 
V, =  0 (/ =  1, 2, 3, 4), а и, — шах au (i — 1, 2, 3, 4).

/ 6 ( 1 .  2 ,  3 , 4)
Результат такого выбора переменных представим в табл. 2



г/i У* Уз г/4

“ i
0 t o 0 t 0

Х\ 9* 4 7 5 9

Х2 и 6 7 6 2

Ч 13 8 9 13 10

*4 7 1 5 7 6 4

Элементы матрицы А,  равны max au (i =  1, 2, 3, 4), под-
I < /< 4

yf черкнуты.
Строим граф Gp по множеству 

р  =  {(*'. /). и , +  v,  =  а,у}. В 
t/z данном случае Р =  {(1, 4), (2,2),

(3,3), (4,2)}, соответствующий граф 
Gp изображен на рис. 98; макси- 

"3 мальное паросочетание графа П =  
=  {хъ Уд, (х2, г/2), (х3, Уз)},

У* й{П)  =  3 <  1 XI

Находим множество А о cz X  
такое, что | Г \4 о | <  | <4 о|. 

В данном случае А о =  {(xv  х2, л:4}, тогда Г Л о  =  (у2, г/4). 
Отмечаем в табл. 2 стрелками соответствующие переменные 
ut и vj и строим по ним новые переменные ut , v по фор­
муле (4 .9), в результате чего получаем новую таблицу 
(табл. 3).

Т А Б Л И Ц А  3

г/i г/2 Уз г/4

0 1 0 1

8 4 j 5 9

*2 6 6 7 6 2

*3 13 8 9 13 10

*4 6 5 7 6 4



Строим граф Gp , , где Р'  =  {(г, /), и, +  =  аи },
подчеркивая в таблице соответствующие элементы аи  
двойной чертой. На графе Gp (рис. 99) ищем максимальное 
паросочетание. Здесь удобно воспользоваться венгерским 
алгоритмом и заметить, что у графа Gp с паросочетани- 
ем П,  указанным выше, имеется тонкая чередующаяся

У> Х>\

Уг Ч г—

Уз Х 3 --------

У*

Рис. 100

цепь {(г/г, х2), (х2, у2), (у2, х4)}. Перекрашивая нужные ду­
ги, получаем новое паросочетание, очевидно, максимальное, 
так как d(IT) =  й(Л) +  1, а с1(Л) =  3 =  |Х| — 1 (рис. 100). 
Определяемая паросочетанием П' подстановка

1 2  3 4 
4 1 3  2 .

дает оптимальное назначение n{i) — j(i) (i = 1 ,  2, 3, 4).

З а м е ч а н и е .  Теорема двойственности позволяет произ­
вести косвенную  проверку правильности полученного результата:

2  аШ1) — 9 +  6 +  7 +  13 — 35,
i=i

2  ui +  2  viU) — 13+6) +  (1 +  1) — 35.
/'=1i=i

4. Задача об оптимальном назначении (задача II).
Количество различных типов задач на оптимальное назна­
чение определяется в конечном счете количеством различ­
ных оптимизационных параметров, представляющих прак­
тический интерес. Так, в предыдущем пункте в качестве



такого параметра была выбрана суммарная эффективность 
назначения

  * </>
1=1

где л — некоторая подстановка множества индексов 
X  =  {1 , 2 ........т),  л  £ Sm, и задача I заключалась в нахож­
дении оптимального значения параметра сто, который равен 
шах ст(л) по всем я  £  Sm.

тс
Д ля задачи II в качестве оптимизационного параметра 

выберем

0 (1c) =  “ “ a i1«(o (4Л°)

и поставим вопрос о нахождении оптимального параметра 
сто, равного шахст(я). Иными словами, рассмотрим такое

“eSm
назначение я: i -+л{£) (i =  1, 2, ..., т), при котором самое 
«узкое» место его будет наибольшим среди всевозможных 
назначений. Подобная задача возникает, например, при 
определении наибольшей скорости движения конвейера, 
которая определяется «узким» местом min а/1[П при усло-

1 « 'e m  ‘
вии, что atj выражает собой число единиц продукции, 
производимое в единицу времени рабочим г, если он вы­
полняет работу /.

Решение поставленной задачи легко сводится к нахож­
дению наибольшего паросочетания, причем здесь удобнее 
вести рассуждения в терминах теоремы 1.3.

Пусть л — произвольная подстановка, тогда сопоста­
вим матрице А =  {{ац))тХт матрицу А % порядка tn X т, 
состоящую из нулей и единиц так, что 

1, если а и >  m in air(i) ,

аЧ =
1 <i<m

О, если « „ < т ш  (41| )

Теорема 4.5. Если в матрице А т существует т неза­
висимых единичных элементов, то подстановку л  можно 
«улучшить» до подстановки л ' такой, что

m in а. m in а. ... . (4.12). . ^ 1у (О — . . я (0 v 7
1 < i < m  \ < к т

Подстановка л ' будет отвечать одному из возможных мак­
симальных паросочетаний П (d (П ) =  т) в графе Gr, струк-



тура множества дуг в котором определяется условиями 
(4.11).

Если максимальное число независимых единичных эле-. 
ментов меньше, чем т, т — \ Х\ ,  то подстановка я  опти­
мальна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение выте­
кает из определения независимости элементов бинарной 
матрицы и равенства (4.11).

Д ля доказательства второго рассмотрим сначала част­
ный случай, когда в матрице А % существует строка to, не 
содержащая ни одной единицы. Это означает по построе­
нию , что для данной строки все элементы

t '“'«>  (4- ,3)
и, в частности, на этой строке min •

А тогда для любой другой подстановки л ' выполнение ус­
ловия (4.12) влечет за собой неравенство

а. , >  min а. >  а. . . .  ,НК ('о) )</<« ( * --  1о*(/о) ’

которое заведомо не выполняется в силу (4.13).
Для доказательства второго утверждения в общем слу­

чае остается заметить, что любая другая подстановка я ',  
для которой хотя бы один элемент a.j = 0  не может уве­
личить, как это видно из (4.11) и определения А %, величи­
ны min a . , liy Подстановки я ',  отличной от я  и использую-

1<г<т ' '
щей только единичные элементы матрицы А к , не суще­
ствует в силу условия теоремы. Ц

Из доказательства теоремы непосредственно видно, что 
алгоритм решения задачи в существенной своей части сво­
дится к проверке условий теоремы 1.4 и нахождению 
максимального паросочетания.

Здесь уместно вновь вернуться к нахождению макси­
мального паросочетания, причем интересно проследить, 
как алгоритм расчета максимального потока изменится с 
учетом специального характера графа и использованием 
лишь матрицы А % в теореме 4.5.

Как нетрудно увидеть, задача о максимальном потоке 
для сети, состоящей из двудольного графа G =  (X,  Y,  Г), 
дополненного входом и выходом, сводится к построению 
максимального множества независимых единичных элемен­
тов в матрице А а порядка т X п,  где т — \ X  |, п =  | Y  |.



Рассмотрим таблицу Т,  в которой клетки с номерами (г'/) 
(г £ (1, 2, ... , tn), / £ (1, 2, . . . ,  ri)), такими, что аи  =  1 
называются допустимыми. Клетки таблицы Т , не лежащие 
на одной строке или в одном столбце, называются незави­
симыми. Допустимые клетки таблицы Т, образующие неза­
висимое множество, соответствуют множеству независимых 
единичных элементов матрицы А0 .

А л г о р и т м  Ф о р д а  — Ф а л к е р с о н а  в 
с л у ч а е  м а т р и ч н о г о  п р е д с т а в л е н и я  
т р а н с п о р т н о й  с е т и  д л я  п о с т р о е н и я  

н а и б о л ь ш е г о  п а р о с о ч е т а н и я  
в д в у д о л ь н о м  г р а ф е

1°. Построить в Т  произвольное множество незави­
симых клеток, например, просматривая последователь­
но строки, начиная с первой и помещая единицу в любой 
допустимой клетке строки с последующим вычерки­
ванием строки и столбца, содержащих эту единицу. 
Пометить, например, знаком (X ) те строки, которые не 
содержат единиц.

2°. Просмотреть все помеченные строки, отыскать 
в с е  допустимые клетки, не содержащие единицы, и 
пометить индексом соответствующей строки непомечен­
ные столбцы, содержащие такие клетки. Если будет 
помечен столбец, не содержащий единиц, перейти к 4°. 
В противном случае — к 3°.

3°. Просмотреть помеченные столбцы и найти в них 
клетку с единицей. Строки, содержащие такие клетки 
и еще не помеченные, пометить номером соответствую­
щего столбца. Если новых меток строкам присвоить 
нельзя, перейти к 5°. В противном случае — к 2°.

4°. Увеличить множество независимых клеток на 
единицу с помощью следующей операции, называемой 
«прорывом». В столбце, не содержащем единицы и толь­
ко что помеченном, поставить единицу в клетке с меткой 
этого столбца; затем в строке, в которую поставлена 
единица и не помеченной меткой (X) ,  убрать единицу 
из клетки, соответствующей метке данной строки; и, 
наконец, в столбце, содержащем клетку, из которой 
убрана единица, поставить единицу в клетку, соответ­
ствующую метке данного столбца. Перейти к 2°.

5°. Закончить работу. Имеющееся размещение не­
зависимых клеток с единицами определяет в матри-



це Аа максимальное множество независимых 
тов.

элемен-

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а
Прежде всего заметим, что операция «прорыва» в п. 4° 

по своему построению увеличивает имеющееся множество 
независимых клеток (с единицами) на одну клетку. Причем, 
применять эту операцию 
можно лишь конечное 
число раз, а именно, не 
более чем число строк, 
первоначально помечен­
ных знаком (X).  В самом 
деле, при «прорыве» пе­
ремещение единицы по 
«вертикали» (без нару­
шения независимости 
клеток с единицами) 
возможно лишь в клет­
ку, расположенную в 
строке с меткой ( X ) (см. 
п. 1° и определение не­
зависимых клеток).

В силу конечности 
таблицы и условия (п 
кратную маркировку строк 
число шагов реализации 
меток прекратится. При 
все возможные случаи

т
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Рис. 101

2°. 3°), обеспечивающего одно- 
и столбцов через конечное 

алгоритма, появление новых 
этом, в силу условий п. 3°, 

«прорыва», увеличивающего имею­
щиеся на данном этапе множество независимых клеток 
на единицу, были осуществлены, так что получившееся 
размещение независимых клеток не может быть увеличено 
и является максимальным.

Рассмотрим работу алгоритма на следующем примере. 
Пусть исходная транспортная сеть задана таблицей 
(рис. 101), в которой допустимые клетки не заштрихованы.

После применения первого правила алгоритма получа­
ем множество независимых клеток, в которых расположе­
ны единицы. После применения второго и третьего правил 
алгоритма получаем соответствующую разметку столбцов и 
строк (рис. 102), причем пятый столбец, не содержащий еди­
ниц, помечается индексом первой строки (Q ). Теперь можно 
устроить «прорыв», перемещая 1 из клетки (1,2) указанным 
выше способом; на рис. 103 изображено получившееся раз­



мещение независимых единиц в клетках (1,5), (2,1). (3,3)
(4,4), (5,2) и (7,6). Просматривая вновь помеченные строки, 
находим столбец 7, не содержащий единиц, и поэтому до-
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пускающий прорыв (рис. 104). Полученное размещение 
единиц в клетках (1,5), (2,1), (3,7), (4,4), (5,2), (6,3), (7,6) 
максимально.

З ад ач а  5. Построить матрицы смежности для графов Gj и G2 
(см. рис. 94, 95) и у к азать  максимально возможное размещ ение еди­
ниц, используя алгоритм Ф орда — Ф алкерсона в матричной форме
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А л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  
о б  о п т и м а л ь н о м  н а з н а ч е н и и  

( з а д а ч а  II)

1°. По исходной матрице А и произвольной подста­
новке л £ S n составить матрицу А т , состоящую из 
нулей и единиц, причем так, что

1, если а г; >  min а. ... ,
\<1<п " 1'

О, если a t j ^  min а ^ .

2°. Найти в матрице A z максимально возможное ко­
личество независимых единичных элементов. Если число 
таких элементов меньше, чем п, то перейти к 4°, если 
нет, то к 3°.

3°. По п независимым единичным элементам опре­
делить подстановку л ' (/) =  / (/ =  1 , 2 , . . . ,  п), j  — но­
мер столбца, содержащего единичный элемент строки г, 
и перейти к 1°.

4°. Закончить работу.
Подстановка, полученная в конце работы алгоритма и 
отвечающая набору независимых единичных элементов, 
является оптимальной.
Алгоритм решения задачи II оптимального назначения 
проиллюстрируем следующим примером. Пусть матрица
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эффективности А представлена табл. 4, а исходная подста­
новка

1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 4 2 7 6

Т А Б Л И Ц А  4

2 6 4 5 9 2 3

5 3 1 8 8 1 4

? 0 5 2 5 6 9

5 6 1 7 4 7 8

0 8 2 4 3 4 1

1 9 6 5 2 5 3

6 9 1 0 4 | 6 7

Числа, стоящие на пересечении строки и столбцов соответ­
ственно с номерами г, я(г) ( i =  1, 2, ... , 7), подчеркнуты. 
Д ля исходной матрицы А

поэтому матрица А т_ принимает вид, представленный таб­
лицей на рис. 105, где незаштрихованные клетки соответ­
ствуют единичным элементам матрицы А к, а заштрихован­
ные — нулевым элементам.

В матрице отыскиваем максимально возможное коли­
чество независимых клеток. Удобно при этом по возмож­
ности как можно больше клеток подстановки л. На рис. 
105 такое назначение указано единицами. Поскольку матри­
ца А ж совпадает с матрицей А 0, представленной таблицей на 
рис. 103, то, применяя описанный алгоритм Форда — 
Фалкерсона, можно указать максимальное множество из 
7 клеток (см. рис. 104) и тем самым определить новую 
подстановку

1 2 3 4 5 6 7



Рис. 105 Рис. 106

Подстановка л ' определяет матрицу А п, (рис. 106), 
лля которой нетрудно определить, что максимальное неза­
висимое множество содержит 5 <С 7 клеток, и поэтому под­
становка л ' оптимальна.



Глава X
ГАМИЛЬТОНОВЫ МАРШРУТЫ 

И ЗАДАЧА О КОММИВОЯЖЕРЕ

В главе рассматривается одна из проблем теории гра­
фов, известная как «задача о коммивояжере». В теории гра­
фов эта проблема возникла под влиянием следующей прак­
тической задачи.

Район, который должен посетить бродячий торговец, 
содержит некоторое количество городов, расстояния между 
которыми известны. Требуется найти маршрут, проходящий 
через все пункты по одному разу и возвращающийся в ис­
ходный. Если таких маршрутов много, требуется найти 
кратчайший из них.

Сложность задачи проявляется, с одной стороны, в от­
сутствии достаточно общих теорем существования таких 
маршрутов, с другой стороны, в том, что нет пока эффектив­
ного алгоритма отыскания кратчайшего пути, который 
по объему вычислений существенно отличался бы от прямо­
го перебора громадного числа вариантов (порядка п\, 
где п  — число городов). В настоящее время для получения 
практических результатов при большом п используют не 
точные, а приближенные алгоритмы. В полной общности 
задача о коммивояжере формулируется в § 2.

§ 1. ГАМ ИЛЬТОНОВЫ  Ц И К Л Ы  И КОН ТУРЫ

1. Существование гамильтоновых циклов в полностью 
неориентированном графе. Постановка задачи о коммиво­
яжере предполагает, разумеется, наличие хотя бы одного 
маршрута, проходящего по всем городам, причем через 
каждый лишь по одному разу.

Определение 1.1. Пусть G = ( Х ,  Г) — полностью нео­
риентированный граф. Цепь, проходящая через каждую 
вершину графа G = { Х ,  Т )  и притом только по одному 
разу, называется гамильтоновой. Цикл ц =  {(хо, x j ,



(xlt xz) , ..., (xn-i, x n)}, проходящий через все вершины графа 
G и притом по одному разу через каждую (за исключением 
хо =  хп), называют гамильтоновым циклом.

На рис. 107 представлен один 
из гамильтоновых циклов 1

Заметим, что в графе, изображен­
ном на рис. 107, каждому гамильтонову циклу jj. отвечает 
подстановка

которая циклически переставляет элементы множества 
X  =  {1 , 2, ... , п), т. е. для некоторого элемента i £ X  
совокупность элементов {£, ir(t'), ... , itn_1(i), т.п (г) == j'} 
исчерпывает все X.

Задача 1. Д оказать , что лю бая циклическая подстановка в 
множестве верш ин X  =  (1 , 2, . . . ,  п }  п о л н о г о  графа G о п р еде­
ляет однозначно гамильтонов цикл.

Лемма 1.1. Если в графе G =  (X , Г )( | X  | =  п) суще­
ствует элементарная цепь jx =  {(х0, х {), ... , х т)} =
=  {хф x lt ... , хт}* длины т ^ п — 1 такая, что при не­
котором I £  ( 1 , 2 , ... , п) ребра (x0, x t), (хт, х {̂ )  £  Г 
(рис. 108), то цепи jj. можно сопоставить элементарный

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что z — элемен­
тарный цикл. И

Обозначим через G подграф графа G, определяемый 
подмножеством вершин {хо, x lt ..., хт} а  X . Тогда, 
по построению, цикл z будет гамильтоновым в 
подграфе G  ̂ (см. рис. 108).

* В этом параграфе помимо обычного обозначен ия {(хо, х г), 
(хи  х 2), . .. , (х п_ъ  *„)} цепи (х будет использоваться  и такое: {хо< 
Н  хт} =

Те же ребра, расположенные в 
другом порядке, определяют цикл

н  =  {1, 4), (4, 2), (2, 5), (5, 3), 

(3, 1)}.

p-а — {1» 3), (3 ,5), (5 ,2) (2,4), 
(4, 1)}.

5 2

Рис. 107

(

цикл ẑ Xit X ... , Хт , Xi_\y ... , д*о} •



Определение 1 .2 . Элементарная цепь ц =  { х о , х ъ  . . .  , х т } 
имеет т и п  ц и к л а ,  если в подграфе есть гамиль­
тонов цикл.

Нетрудно дать критерий того, что элементарная цепь 
имеет тип цикла, используя понятие степени вершин 
графа.

Определение 1.3. Элементарная цепьр =  {хо, x lt . . . ,x m}—  
полная, если ее нельзя продолжить добавлением новых ребер 
к какому-нибудь из ее концов, не нарушая свойства элемен­
тарности.

Лемма 1.2. Полная цепь р. =  (хо, х г , . . . ,  х т } длины т 
имеет тип цикла, если st хо +  st х т > т +  1 .

Рис. 108

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим полную цепь 
(л =  { хо ,  х 1г ..., х т }  и подграф G  ̂ (см. рис. 108). Поскольку 
цепь полная, то степени вершин s t^ o  и s t ^ m в подграфе 
Gpi совпадают со степенями stxo и st*m этих же вершин в 
графе G:

St ̂  Хо =r= St Хо, St^JV^ " st х т , (1*1)

иными словами, все ребра от вершин хо и х т должны идти 
к вершинам графа G^ =  G(xo, x t  х т).

Д ля подграфа Gy, условие

stuXm > /?г — st^xo (1 .2 )

очевидным образом обеспечивает для хотя бы одного ребра 
(.хо, х .)  существование ребра (xt. it хт). В силу леммы 1.1 
цепь {хо, х ., ..., Х т }  определяет гамильтонов цикл в графе

Поэтому из соотношений (1.1) и (1.2) следует утвержде­
ние леммы. Н

Лемма 1.3. Наидлиннейшая элементарная цепь в связ­
ном графе имеет тип цикла тогда и только тогда, когда 
граф имеет гамильтонов цикл.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, если jj. =  
=  { хо ,  х х, ..., х т }  — элементарная цепь наибольшей дли-



цы имеет тип цикла, то граф G имеет гамильтонов цикл. В 
противном случае нашлись бы такая вершина х  £ X , 
что х $ Gy, и, в силу связности графа G, ребро (х, х .)  для 
некоторого i £  (0 , 1 , ..., т), соединяющее вершину х  с 
цепью ц . Поскольку в Gд существует гамильтонов цикл 
Zy,ив нем ребер, по крайней мере, на одно больше, чем в jj., 
то_элементарная цепь {хг, л:г} и ( 2 Д{*г> -̂ г+i}) имеет длину, 
превосходящую длину цепи fx, что невозможно, так к а к ц ,  
по условию, цепь наибольшей длины в графе G (рис. 109).

лУ/У/

Обратное утверждение очевидно, поскольку длина мак­
симальной элементарной цепи в графе G =  (X, Г) не пре­
восходит числа п — 1 (п — J X | ), а гамильтонов цикл графа 
содержит цепь длины п — 1 . Q

Объединяя леммы 1.2 и 1.3, можно высказать следующую 
альтернативу.

Теорема 1.1. В связном графе а) либо имеется гамиль­
тонов цикл, б) либо длина наибольших элементарных це­
пей графа удовлетворяет неравенству

т  >  st хо - f  st хт, (1.3)

где лго и хт — начальная и конечная вершины элементарной 
цепи и =  {хо, хъ  ..., хт) длины т.

Заменяя в неравенстве (1.3) сумму st хо +  st хт на
min (st хо +  st хт) , где минимум берется по всем парам
вершин {хо, хт}, хо ф  хт £ X , из теоремы 1 .1  получаем 
следующий результат.

Теорема 1.2 . В  графе без гамильтоновых циклов длина т 
его наибольших элементарных цепей удовлетворяет нера­
венству

т >  st хх +  st х-i, (1.4)

где st Xj =  m in s tx , stje2 =  m in s tx
x£X хфхг

x£X



Следствие 1 . Если в графе G =  (X , Г) ( | X  | —п) для лю­
бой пары вершин х ; и Xj выполняется соотношение

s tx . +  st Xj >  п — 1, (1.4')

то граф G имеет гамильтонову цепь. Если же

st хо +  st хт >  п, (1.4")

то граф G имеет гамильтонов цикл.
Следствие 2. Если степень каждой вершины графа G 

удовлетворяет соотношению

s t *i > 4 " l X l =eT n’

то граф имеет гамильтонов цикл.

Рис. 110 Рис. 111

Следствие 3. В полном графе с числом вершин п  2 
всегда существует гамильтонов цикл (см. рис'. 107).

Как видно из условия (1.4'), наличие в графе вершин с 
большими степенями благоприятствует существованию в 
графе гамильтонова цикла. Это обстоятельство позволяет 
свести задачу отыскания гамильтоновой цепи в графе G — 
=  (X , Г) к отысканию гамильтонова цикла в графе G' =  
— (X ', Г '), который получается добавлением новой верши­
ны у  к множеству X  и новых ребер, проведенных из у  во 
все вершины х  £ X .

Очевидно, что наличие цикла в графе G' равносиль­
но существованию гамильтоновой цепи в графе G, и 
наоборот.

На рис. 110 гамильтоновой цепи ц =  {хг, х2, х 5}
графа G =  ({a'x,  .........*5)}> Г) отвечает гамильтонов цикл



Zn =  { * 1 . •••> XS, у, хг} в  графе G' =  ({хи хъ  . . . ,  х5, у ) , Г ) .

Приведем два классических примера гамильтоновых 
циклов. Правда, в этих примерах вопросы существования 
не охватываются рассмотренными результатами и построе­
ние гамильтоновых циклов требует для своего решения в 
каждом случае отдельного подхода.

1. Замкнутое кругосветное путешествие. Пусть даны 
20 городов. Будем считать для простоты, что они располо-

Рис. 112

жены в вершинах правильного додекаэдра, условно изобра­
жающего Землю. Тогда оказывается возможным осущест­
вить «кругосветное путешествие», двигаясь по ребрам доде­
каэдра, побывав в каждом городе один только раз. Один 
из маршрутов приведен на рис. 1 1 1 .

2. Ход шахматного коня. Можно обойти шахматным ко­
нем шахматную доску так, чтобы побывать в каждой клетке 
ровно по одному разу. Один из возможных циклов изобра­
жен на рис. 1 1 2 .

Методы решения приведенных примеров, как правило, 
опираются на симметрию возникающих графов и не пере­
носятся на более общие графы.



2. Гамильтоновы контуры. Для произвольных графов, 
как показывают простейшие примеры (рис. 113), еще более 
трудно, чем для полностью неориентированных, высказать 
какие-либо достаточные условия существования гамильто­
нова контура (пути). Так, графы изображенные на 
рис. 113, а, б, не имеют гамильтоновых контуров, в то 
время как соответствующие им полностью неориентирован­
ные графы удовлетворяют условию s t лг£ >  - у  | Х | , обес-

а) б) печивающему существо-

всегда существует гамильтонов путь.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (х =  {хъ х2, ..., хр ) — 

путь длины р  — 1 (р >  1 ), все вершины которого различны, 
и пусть у  — вершина графа, не принадлежащая ц. Тогда 
в силу свойств графа G можно составить путь вида
Иь =  {хи х2 xk , у , xh+1, . . . ,  хр } при некотором
k  6 { 0 , 1 , ... , р), содержащий вершину у  (здесь 
Ц О =  { У ! X i ,  Х р } ,  jХр  —  { Х } ,  . . . ,  Хр,  у } ) .

Таким образом, шаг за шагом можно построить путь, 
содержащий все вершины графа по одному разу. Щ

З а м е ч а н и е .  Все результаты  этого параграф а автомати­
чески переносятся на полностью неориентированны е графы. В 
частности, для  полного полностью неориентированного граф а всег­
да сущ ествует гамильтонов цикл.

Г а м и л ь т о н о в ы  к о н т у р ы  и ф а к т о р  
г р а ф а

Для выяснения существования гамильтоновых путей 
в графе можно использовать теорию транспортных сетей. 
Д ля этого понадобится определение.

Определение 1.4. Суграф G' =  (X, Г7) графа G =  
=  (X , Г) называется фактором, если каждая вершина его 
имеет полустепени захода и исхода, равные единице.

* Такой граф назы вается полным.

Теорема 1.3. В графе 
G, любая пара вершин 
которого соединена хотя 
бы в одном направлении*,

вание гамильтоновых 
циклов. Тем не менее 
справедлива следующая 
теорема.

Рис. 113



Очевидно, что каждый гамильтонов контур является 
фактором, но обратное не верно, ибо фактор может сос­
тоять из нескольких непересекающихся контуров.

Теорема 1.4. Необходимое и достаточное условие суще­
ствования факторов для графа G =  (X, Г) состоит в том, 
что | S | | FS | для любого множества S  а  X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим двудольный граф 
G' =  (X , X , Г ') в котором: 1) | X  | =  | X  | ; 2) х } £ Г 'хг при 
условии, что xj(z  Гхг (г, j — 1 ,2,  ... , п). Тогда условие 
данной теоремы эквивалентно тому, что в графе G' =  
=  (X, X, Г ') существует паросочетание, отображающее 
множество X  на X  (теорема 1.4 гл. IX).

Отождествляя дуги паросочетания (x t , X j ) £ G '  с ду­
гами (xt, Xj) 6 G, получаем искомый фактор в графе 
G =  (X, Г). ■

Следствие. Если в графе G =  (X, Г) выполняется равен­
ство | Г х\ — | Г ~ 1х\ =  т для любой вершины х  £  X, то 
дуги этого графа можно распределить по т непересекаю-
щимся множествам Пъ П 2 Пт, каждое из которых
образует фактор.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, в двудоль­
ном графе G' =  (X, X, Г ') будем иметь равенство

| Г'х| =  т, ] Г-1 х | =  т,

и поэтому, в силу леммы 4.1 гл. IX, можно отобразить мно­
жество X на X и тем самым определить множество дуг Пх 
в графе G =  (X, Г). В суграфе, остающемся после удаления 
дуг множества Пи  можно отобразить X на X и тем самым 
определить множество дуг Я 2 и т. д. |

Рассмотрим примеры. 1. Для графа, изображенного на 
рис. 114, не существует гамильтонова контура, поскольку 
для вершины d ^  X нарушено условие теоремы. Действи­
тельно,

\ { d } \ - \ T d \  =  l - 0  =  \.

2. Д ля графа G =  (X, Г) (рис. 115) условия теоремы вы­
полнены, и поэтому соответствующий ему граф G' =  
=  (X, X, Г') (рис. 116) допускает паросочетания с числом 
дуг, равным 5 =  1X I , например,

П 1= { { а , 1 ) ,  ( e , b ) ,  (Ь, с ) ,  {с, a ) ,  (d, е) } .



Паросочетание П 1 определяет в графе G =  (X,  Г) 
фактор

ф х =  {(a, d), (d, е) (е, b), (b, с), (с, а)},

Рис. 114 Рис. 115

который, как нетрудно видеть, является гамильтоновым 
контуром.

Таким образом, задача 
отыскания фактора графа сво­
дится к задаче о наиболь­
шем паросочетании и допускает 
эффективное решение с помощью 
алгоритмов, рассмотренных в 
гл. IX. Для нахождения гамиль­
тонова контура необходимо сре­
ди всех факторов рассмотреть 
лишь те, которые состоят 
из одного контура. Если таких 
факторов нет, то для построе­
ния гамильтонова контура ис- 

£ ^  пользуют «склейку» друг с дру-
*  гом различных факторов.

Рис. 116

Г а м и л ь т о н о в ы  к о н т у р ы  и д е ф и ц и т  
г р а ф а

Предыдущие результаты допускают обобщение и поз­
воляют связать существование гамильтонова пути (конту­
ра) с дефицитом графа.

Определение 1.5. Рассечением R графа G =  (X, Г) 
называется такая совокупность элементарных путей или



элементарных контуров, что 1) два пути рассечения не име­
ют общих вершин,

2) каждая вершина графа принадлежит одному из п у ­
тей рассечения.

Среди различных путей рассечения будем различать 
элементарные контуры, которые обозначим через

я-i — {хо , x t , ... , хр — х0 };

элементарные пути длины, не равной нулю, обозначаемые 
через

h  ~  {хо > х[ * ’ xq} >

пути длины 0 , т. е. совокупности отдельных вершин, кото­
рые обозначим

Тй =  {**}•

Обозначим через А 1 множество вершин, принадлежащих 
контуру а,-, через Bj — множество вершин, принадлежа­
щих пути (3;, через Ск — множество {xh}-, положим:

«((*,.) =  О, п ф }) =  1 , n ( y k) =  1 .

Определение 1.6. Величина % (R) рассечения R ,

R =  {«!, а2, ... , «р; р1( р2, ... , р9; Tflt ..........   у,}

определяется формулой

м я )  =  2  n w  +  2  +  2
i=i j= 1 t=i

Очевидно, что фактор графа является его рассечением ве­
личины % — 0 .

Теорема 1.5. Наименьшая величина рассечения графа 
G =  (X , Г) равна дефициту этого графа, т. е.

min к (R) =  50 =  max ( | S  | — | TS | ). 
r  s c  х

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим двудольный граф 

G' =  (X , X ,  Г'): 1) | X  | -  \Х  |, 2 ) X j £  Г '*„ если

X j ^ T Xi, i, / £ ( 1 , 2 ........ п)



и рассечение

R ~  { a Z >  ° 2  Pi» Р‘2, ••• > Р9; Y 1 ’ Y 2 .  •••, у л}-
Тогда контуру a t в графе G' отвечает паросочетание, содер­
жащее \ А 1\ дуг; пути |3; отвечает паросочетание, содержа­
щее \ В* \— 1 дуг. Объединяя все эти дуги, получим паро­
сочетание П с числом дуг

rf(n) =  2 M 'i  + 2 ( i ^ i - и .
i~ \  j— 1

Тогда справедливы следующие равенства:

|Х |  =  / г = 2 И +  +
i=i /=1 k=\ ;=1

+  2 1 ^ |  =  ^(П ) +  м ^ ) ,
4=1

ИЛИ

\{ Р )  =  п — d (П).
Отсюда, с учетом теоремы 1.5 гл. IX окончательно 

получаем:

m in K(R) =  п — max d  (П) =  п — (п — 80) =  V  Н  
R я

Из теоремы 1.5 и определений 1.5, 1.6 непосредственно 
получаем следующие следствия.

Следствие 1. Если в графе G =  (X , Г) существует га­
мильтонов контур, то его дефицит б о =  0 .

Следствие 2. Если в графе G существует гамильтонов 
путь, то для дефицита б о графа G справедливо неравенство 
0 < 6 о <  1 .

Следствие 3. Если граф G =  (X , Г) не содержит конту­
ров, то его дефицит б о равен наименьшему числу попарно 
непересекающихся элементарных путей (отдельная вершина 
при этом рассматривается как путь длины нуль).

Следствие 4. Если граф не содержит контуров, то не­
обходимое и достаточное условие существования гамиль­
тонова пути состоит в том, что 8 о =  1 .

В качестве примера рассмотрим граф (см. рис. 114), не 
содержащий гамильтоновых контуров и с дефицитом б о —- 
=  1. В силу следствия 4 существует гамильтонов путь, ко­
торый можно найти, рассмотрев наибольшее паросочетание



в графе G' =  (X , X ,  Г') (см. рис. 116), предварительно уда­
лив из него дугу (d, е). Искомый путь будет {е, Ь, с, a, d}.

Приведем теперь два примера практических задач, в 
которых возникает вопрос об отыскании гамильтонова 
пути.

1. Пусть {хъ х2, ..., хп) —- точки, изображающие не­
которые действия. Точки x t и х ,  связываем дугой (х. ,  Xj), 
если только осуществление действия x t перед х 3 не влечет 
никаких потерь.

Оптимальный, т. е. с нулевыми потерями, порядок осу­
ществления действий (хъ х2, ..., хт) определяется одним 
из гамильтоновых путей графа.

2. Требуется указать такой порядок обработки п  раз­
личных деталей, требующий двух последовательных тех­
нологических операций на двух станках, чтобы закончить 
работу как можно скорее. Известно время ak, затрачивае­
мое для обработки k-й детали на первом станке и время 
bk — на втором. Считается, что при оптимальном порядке 
t-я деталь обрабатывалась бы раньше, чем /-я в том и толь­
ко в том случае, если

min {at, bj) ^  min {aj, bt}.

При выполнении этого неравенства соединяются вершины 
Xj и Xj дугой (Xi, xj). В полученном графе находится га­
мильтонов путь. Если этот путь существует, то он укажет 
оптимальный порядок организации работы.

1. Формулировка задачи. Пусть А — квадратная матри­
ца порядка п X п с неотрицательными коэффициентами

А  =  ((а и ))п х п  ’ а и  >  0 (£, /  =  1 , 2 , , л); Sn — группа под­

становок порядка ti, a Z  (п) —подмножество циклических 
подстановок ее. Элементы группы S n будем обозначать

§ 2. ЗАДАЧА О КОМ М ИВОЯЖ ЕРЕ

Каждой подстановке л  £ S n

сопоставим число
П

о (л) =  V (2 . 1)



Д ля  заданной матрицы А , удовлетворяющей условиям

1) а и  »  0 (t, / =  1 , 2 , . . . ,  п), 2) аи =  оо (£ =  1 , 2 , , и),

найти циклическую подстановку ло ^  Z (п), для которой 

а(тг0) =  m in a(ic).

Будем обозначать иногда ст(ло) через ст(Л), подстановку 
яо называть оптимальной, матрицу А — матрицей «рас­
стояний».

Геометрический смысл сформулированной задачи сос­
тоит в том, что элементы a u ( i ^ j )  матрицы Л можно рас­
сматривать как обобщенные длины дуг полного симметри­
ческого графа с числом вершин | X | = я ,  причем в отличие 
от матрицы смежности, когда равенство ац  = 0  означает, 
что пара вершин (xit xj) $ Г, в этой задаче равенство 
atj = 0  означает, что пара вершин x t и Xj определяет дугу 
(*i> x i) 6  Г, имеющую нулевую обобщенную длину. Обоб­
щенная длина дуг не является, вообще говоря, симметрич­
ной функцией вершин графа, что легко увидеть на конк­
ретных примерах. Поскольку граф G — полный сим­
метрический граф, то любая циклическая подстановка 
я  (г, я  (г), ..., л " -1  (г), л п (i) =  г) определяет в графе G га­
мильтонов контур ц „= { (г , я(г')), (я(г), л 2(г')),... ,  (nn~ l(i), г')}, 
а тогда задача о коммивояжере состоит в определении крат­
чайшего (оптимального по отношению к параметру а) 
гамильтонова контура в полном графе.

Задача определения кратчайшего гамильтонова контура 
в произвольном графе G =  (X, Г), длины дуг которого 
bt] >  0 , также легко сводится к задаче о коммивояжере. 
Д ля этого достаточно рассмотреть матрицу А =  ((аи )) 
вида

Если при решении задачи получим ст(ло) =  оо, то это 
означает, что в графе G =  (X, Г) не существует ни одного 
гамильтонова контура.

Собственно задача о бродячем торговце, упомянутая во 
введении к этой главе, отвечает матрице Л, определяемой 
соотношением (2 .2) с дополнительными условиями:

1) Л — симметричная матрица, так как Ьц =  Ьц — 
расстояния между городами;

*ez(n)

bij (( î> x j) £  Г),

оо ((*„ Xj) $ Г).
i, j £ { \ , 2 ,  . . . , п )  (2 .2)



2) коэффициенты матрицы А удовлетворяют неравенству 
«треугольника» bu +  b,jm >  bim i, j, m  £ ( 1 , 2 , ti) 1ф )ф т .

Как частный случай задача о коммивояжере содержит 
задачу об отыскании гамильтонова контура в произвольном 
графе G =  (X, Г). Достаточно положить в матрице А

[ 0 ((x t, Xj) £  Г),
| tj ] £ (1 > 2 , ... , П)
1 °° (C*i, x }) $ Г).

Тогда гамильтонов контур в графе G =  (X, Г) существует 
в том и только том случае, если оптимальное значение 
ст(яо) =  0 .

Отметим, наконец, связь задачи о коммивояжере с за­
дачей 1 об оптимальном назначении, рассмотренной в 
гл. IX. Напомним, что в задаче о назначении параметр

П
ст' (л) =  У  а£ x(t.( минимизировался по всем подстанов-

г=1

кам из S n, т. е. оптимальной была подстановка £  S n 
такая, что

a (tcj) =  min а' (и).
-бвд

В силу включения Z(n) cz S n для любой подстановки 
я  £  Z (п) справедливо неравенство

ст(тс) >  m in а' (я).
%iSn

Таким образом, решение задачи о назначении дает ниж­
нюю оценку оптимальной длины гамильтонова контура по, 
а именно:

0 (iro) >• m in а' (к).
sn

2. Примеры практических задач, сводящихся к задаче 
о коммивояжере. Сформулированная в общем виде задача 
о коммивояжере часто встречается на практике там, где 
возникает вопрос о наилучшем упорядочении каких-либо 
действий, объектов, предметов и т. д.

Различные варианты задачи оптимального упорядочения 
объектов возникают при планировании рационального ис­
пользования транспорта. Например, при определении мар­
шрута развозки продуктов по торговым точкам города 
так, чтобы суммарная длина пробега машин была бы мини­
мальной; при выборе минимальной по протяженности ав­



тобусной линии в городе, на ряде улиц которого возможно 
лишь одностороннее движение и фиксировано местополо­
жение остановок автобуса.

Некоторые варианты этой задачи используются также 
при рациональной расстановке указателей в музее, когда 
известно местоположение каждого экспоната и расстояние 
между любыми двумя из них и требуется установить та­
кой порядок осмотра, при котором затрачивается мини­
мум времени на переходы между экспонатами.

Задача определения оптимального порядка обработки 
деталей в количестве п штук, если известно время ti} 
переналадки станка для обработки г'-й детали после обра­
ботки /-й детали, когда требуется установить такой по­
рядок работы, при котором суммарное время на переналад­
ку было бы минимальным, также основана на рассмотренной 
задаче о коммивояжере.

Ряд прикладных задач на нахождение оптимального 
гамильтонова цикла были рассмотрены в § 1 настоящей 
главы.

Нетрудно понять, что прямой способ перебора всех 
(п — 1 )! возможностей в задаче о коммивояжере высокой 
размерности п (п ~  102— 103) даже с использованием 
современных ЭВМ практически не применим.

Д ля частного вида матрицы А существуют достаточно 
эффективные алгоритмы. Так, например, для матрицы А ,  
все элементы которой удовлетворяют неравенству треу­
гольника, имеется удобный геометрический метод, основан­
ный на элементарных аксиомах и теоремах геометрии (за­
метим, что если матрица А симметрична, то уже объем пря­

мого перебора уменьшается в два раза, т. е. равен j  •

В произвольном случае алгоритмов, которые бы рабо­
тали эффективно при п ~  100, пока не существует. Наи­
большей размерности, которой удалось достичь в расчете 
оптимального контура, является я ~  70. В последнем слу­
чае был использован метод, основанный на модификации 
одного из наиболее эффективных методов решения задач 
о коммивояжере — методе «ветвей и границ».

§ 3. МЕТОД ВЕТВЕЙ И ГРАН ИЦ

1. Общая схема метода. Среди методов нахождения 
оптимального решения экстремальных комбинаторных за­
дач центральное место занимает в настоящее время метод



«ветвей и границ». Главная идея этого метода состоит в за­
мене случайного перебора возможных решений целенаправ­
ленным. Существенным является наличие априорных кри­
териев, с помощью которых в некоторых случаях удается в 
процессе перебора отбрасывать множества решений, в ко­
торых нет оптимального. Заметим при этом, что хотя при 
решении некоторых задач метод ветвей и границ не помо­
гает избежать полного перебора, в большинстве случаев 
его применение к конкретным задачам значительно снижает 
объем вычислительной работы по сравнению со случайным 
полным перебором. Особенно это относится к случаю, когда 
достаточно построить приближенное решение с заданной 
степенью точности.

Перейдем теперь к точным формулировкам.
Экстремальной комбинаторной задачей называется за­

дача о нахождении минимума функции

y =  a{z) ( z £ Z ) ,  (3.1)

где Z — некоторое конечное множество.
В конкретных комбинаторных задачах Z представляет 

собой совокупность всех допустимых решений. Например, 
часто множество Z  — это множество (возможно упорядо­
ченных) выборок т  элементов из п заданных. Так, в задаче 
о коммивояжере т =  п и множество Z является множеством 
циклических подстановок из п элементов \Z\  =  ( n— 1)! 
Решение z* , доставляющее минимум функции <r(z)(z € Z), 
называется оптимальным решением задачи.

Функцию a {z) (z £  Z) называют обычно целевой функ­
цией.

Рассмотрим функцию к (Л), определенную на всех под­
множествах множества Z, за исключением пустого множе­
ства:

7 : 2 2 \  {0 } -> R 

и удовлетворяющую условиям

а) у (Л) <  mi na (z )  для любого подмножества Л £  Z;
z£ А

б) т (Л,) >  т (Л2), если Л, £  Л2 £  Z. (3’2)

Определение 3.1. Значение функции у (А) на мнооюе- 
стве А называют нижней границей множества А.

Выбор функции у (Л) для решения конкретных задач в 
достаточной степени произволен. Имеет смысл выбирать



в качестве у (Л) функцию, вычисление которой на данном 
множестве А требует значительно меньшего числа операций, 
чем нахождение минимума функции a(Z) на А.

Введение нижней границы множества является п е р ­
в ы м  о с н о в н ы м  м о м е н т о м  м е т о д а  в е т ­
в е й  и г р а н и ц .  Пусть дано некоторое разбиение мно­
жества Z на подмножества Z[l) , Z :l) , . . . ,  Z(1)* I fli

Z =  U z f  , Z '1» n z ) ‘> =  0  (1 Ф ) ) ,  (3.3)
/=1 1

тогда из соотношений 3.2 следует

o(z*) =  m in а (г) >  min j  (Z!1*) =  ч (Z'.1’ ). (3.4)
2$ z i<i<n, ia

Отсюда можно оценить близость a(z) — ст(г*) произволь­
ного решения z £  Z к оптимальному г* следующим обра­
зом:

a ( z ) - a  (z*)<a(z) -  т ( %"  ) =  е* (z). (3.5)

Если величина е‘(2) лежит в пределах выбранной для конк­
ретной задачи точности, то решение г можно принять за 
приближенное решение задачи. Если найдется такой эле­
мент г £  Z,  для которого

*(*) =  т ( 4 ' ) )’ т - е- ei(z) =  0, (3.6)

то из неравенства (3.5) следует, что z — оптимальное реше­
ние, т. е. г =  z*. Таким образом, в этом случае существует 
оптимальное решение г*, принадлежащее Z (̂  . С этой точ­
ки зрения множество Z**’ является «наиболее перспектив­
ным» по сравнению с другими множествами Z)1> (г ф  to), 
входящими в разбиение множества Z. Напомним, что в 
заданном разбиении (3.3) множества Z, «наиболее перспек­
тивное» подмножество Z).1) имеет наименьшую границу

Т (Z /1>) =  m in ? ( Z f  ). (3.7)
‘  1 < 1 < Я 1

Поскольку априори о точном решении z* нельзя выска­
зать каких-либо определенных суждений, то условие (3.7) 
принимают за решающее правило, по которому из мно­
жеств Zj1’ , Z ^  данного разбиения множества Z вы­



бирают множество Z[[) с целью сужения «области поиска 
оптимального решения».

Пусть теперь множество Z\^  представимо в виде

Z<:> =  z l2> - Z l2> П 2 ^ ' =  0  v =£ v'. (3.8)
/— 1

Тогда совокупность множеств
70) 70) 7 (1) 7 <1> 7 (1), z ,2 , , ^ - o+i , . . .  , ^ ni ,

v(2) 7 (2) 7  (2)
^1 > ••• * ’ ••• ’ (/0)

образует новое разбиение множества Z, которое после 
переобозначений

Z ^ - Z ^ O  < ; < ; « - I), 2 ((1> - > Z < J (. ,_,(»„ +  1 <

<  i <  « 0 .  > ->■ z ^ . , ,  ( l  <  ( <  v (lo)

запишем в виде

z = 2 z ‘2) - (3 -9)
i=i

Для последовательности множеств {Z|2) } (t =  1, 2, ... , л2) 
вычисляем их новые границы 7 (Zi2)) и на основании крите­
рия (3.7) выбираем среди множеств, входящих в разбиение 
(3.9), множество Z*2) с наименьшей границей. Продолжая 
указанный процесс, на каждом k-u шаге получаем разбие-

Пи /  L V

ние множества Z вида Z =  U Z. , причем переход от
i=\

разбиения множества Z с номером k к разбиению с номе­
ром k +  1 осуществляется путем разбиения множества 
ZjA) , удовлетворяющего условию

7 (Z|.A))=  min t (Z,№ )- (З.Ю)
\< i< nk

Описанный процесс последовательного разбиения под­
множеств решений Z f ] называется процессом «ветвле­
ния» исходного множества решений Z в соответствии с 
выбранным правилом ветвления (3.7). Процесс ветвления



является в т о р ы м  о с н о в н ы м  м о м е н т о м  в 
м е т о д е  в е т в е й  и г р а н и ц .  Процесс ветвления 
исходного множества Z может быть схематически изобра­
жен в виде дерева вариантов, вершинами которого являются 
подмножества Z f'1 (рис. 117), причем все вершины с фик-

Рис. 117

сированным индексом k лежат на одном горизонтальном 
уровне.

Заметим, что в процессе ветвления происходит «измель­
чение» множеств, входящих в разбиение

min | z f +1>|<  m in \Z\k) |. (3.11)
1<<<Пд+1 \< i<nk

Отсюда при достаточно большом k (&->- оо) можно получить 
разбиение множества Z на подмножества Z f'1 , состоящие 
из одного элемента. Это означает, что в процессе ветв­
ления произведен полный перебор решений.

На каждом конечном шаге ветвления с использованием 
критерия (3.10) сужения области поиска оптимального 
решения может и не произойти. Действительно, хотя спра­
ведливо неравенство (3.11), для минимальных границ 
fe-ro и (k 4- 1)-го разбиения выполняется соотношение

min T (Z'*+I)) >  min ^ ( Z f 1).



Поэтому, вообще говоря, справедливо соотношение

\ Z {k+n\ >  \ Z (k) I.
I го I I I

Рассмотрим случай, важный с точки зрения уменьшения 
общего объема вычислений, когда выполняется противопо­
ложное неравенство. Пусть при некотором k , & < | Z | ,

nk
разбиение множества Z, Z =  U Z*ft) содержит подмноже­

ство, состоящее из одного элемента г. Пусть таким подмно­
жеством будет Z\k) и пусть

o(z) =  T (Z<w) >  min 7 (Z\h)).
1 < i< n k

Рассмотрим все те подмножества Zlft) (г = 1 ,  2, ... , пк), 
для которых выполняется неравенство

T(Z‘A,) > 1f (Z|ft) ).

Очевидно, что в процессе дальнейшего ветвления вершины, 
отвечающие таким подмножествам, не подлежат ветвлению, 
поскольку для всех таких Z)ft) выполняется условие

min а (2) >  7 (Z,w  ) >  7 (Z\k) ).

Описанная ситуация будет реализована в рассматриваемом 
ниже варианте метода ветвей и границ при решении задачи 
о коммивояжере.

Как можно понять из вышесказанного, эффективность 
метода ветвей и границ существенным образом зависит от 
способа разбиения множеств Z, выбора правила ветвления 
и способа вычисления границы множеств. В следующем 
пункте рассмотрим все эти вопросы в связи с решением 
задачи о коммивояжере.

2 . Решение задачи о коммивояжере методом ветвей и 
границ (точный алгоритм). Пусть Z(п) —- множество всех 
гамильтоновых контуров л, отвечающих матрице порядка, 
п х п. Зафиксируем некоторую дугу, например (xh Xj), 
и разобьем множество Z(n) на два непересекающихся под­
множества: подмножество Z\X) (п — 1) всех контуров, со­
держащих дугу (xh Xj), и подмножество Z(2>} (п — 1), сос­



тоящее из контуров, не содержащих дуги (х. ,  xj). Указан­
ный процесс ветвления (по дуге ( х xj)) схематически 
представлен на рис. 117.

Уже на первом шаге ветвления вместо одной задачи 
отыскания кратчайшего контура на множестве Z(ti) полу­
чаем две задачи для подмножеств Z\ i] (л — 1) и z!2l) (л— 1), 
каждая с меньшим числом сравниваемых контуров. Так, 
например, для множества Z\ l) (п — 1) соответствующая ма­
трица «расстояний» А г будет иметь порядок л — 1, пос­
кольку эта матрица получается из исходной матрицы А 
зачеркиванием /-й строки и /-го столбца. В самом деле, в 
дальнейших построениях гамильтоновых контуров с по­
мощью ветвления узла Z[V) (п — 1) элементы i-й строки 
Щи {k =  1 , 2 , ..., я) и /'-го столбца akj (k =  1 , 2 , ..., л) 
не могут быть использованы, так как гамильтонов контур 
является элементарным по определению. По этим же со­
ображениям исключается в дальнейшем дуга (х3, x t), т. е. 
в матрице А х полагают элемент aj t — °°.

Этот процесс преобразования матрицы А в матрицу А х 
по дуге (xh xj) будем называть в дальнейшем процессом 
стягивания дуги (xt, xj).

Продолжая процесс ветвления узлов Z j” ( л — 1) и 
Zj1’ (л — 1), в конце концов придем к подмножествам, 
состоящим лишь из одного гамильтонова контура. Напри­
мер, продвигаясь по ветви Z\ l) (л — 1) ->  Z,<2) (л — 2)
-*■... ->  Z\k) (л — через (л — 1) шагов получим
множество Z\n~ X) (1), состоящее из контура {(г, /'), (т, 
/), . . . ,  (р, q)}. Как уже отмечалось в п. 1, одно из таких 
множеств является оптимальным решением задачи. Конеч­
но, проведение полного ветвления множества Z (п) равно­
сильно по объему работы прямому перебору всех (л — 1)! 
возможных контуров множества Z(n) ,  но, используя по­
нятие границы множества Z h можно попутно отбрасывать 
«бесперспективные» узлы, из которых не могут выходить 
ветви, ведущие к решению.

С учетом сказанного сформулируем следующее правило 
завершения работы алгоритма. Процесс работы алгоритма, 
состоящий в последовательном ветвлении исходного множе­
ства контуров Z(n) с одновременным вычислением и сравни­
ванием нижних границ получающихся подмножеств, проис­



ходит до тех пор, пока не будут выполнены следующие 
два условия:* а) получено подмножество, состоящее из од­
ного гамильтонова контура,

б) нижняя граница этого подмножества, т. е. длина 
этого контура меньше (или равна) нижних границ всех 
ранее построенных подмножеств (узлов ветвления).

Полученный таким путем гамильтонов контур является 
искомым решением.

Рассмотрим теперь подробнее, каким образом выбирают 
дугу (х t, Xj), по которой ведется стягивание, и как опре­
деляется нижняя граница подмножеств контуров Z\k) .

В ы ч и с л е н и е  н и ж н е й  г р а н и ц ы  
д л я  п о д м н о ж е с т в а  Z\k)

Это вычисление производится путем операции приведе­
ния матрицы А к. Рассмотрим, например, определение ниж­
ней границы исходного множества Z.

Определение 3.2. Операция приведения над матрицей 
А состоит в том, что 1) из каждого элемента каждой стро­
ки вычитают минимальный элемент этой же строки (при­
ведение по строкам), 2) из каждого элемента каждого столб­
ца после приведения по строкам вычитают минимальный 
элемент этого же столбца (приведение по столбцам).

Полученную в результате матрицу будем обозначать
через А и называть приведенной. Приведенная матрица А 
содержит в каждой строке и столбце, по крайней мере, по
одному нулевому элементу а1т =  0. Обозначим через D 
множество пар индексов, отвечающих нулевым элементам:

D =  {(/, т) | а (т =  0}. (3.12)

Очевидно, что длина оптимального контура сто (Л) свя­
зана с длиной оптимального контура ао(А) в исходной мат­
рице А соотношением

оа (А) =  <г0(А) +  1 +  2  (ЗЛЗ)

где а к (k =  1 , 2 , п) — минимальный элемент в k-&
строке матрицы А , в |3; (/ =  1 , 2  п) — минимальный
элемент в l-м столбце матрицы А после приведения по 
строкам.



Величину ^  Ч  +  2  ^  =  ^ называют константой
fc=i 1= 1

приведения.
<*•/

В приведенной матрице A , a t j >  0, поэтому для любого
контура л £ Z ( n )  его длина ст (л) >  0 и сто (Л) 0. Из фор­
мулы (3.13) получаем следующую нижнюю границу длины 
контура для множества Z(n)\

П П
а0 (А) =  m in ст (it) >  V  aft +  V  ^  =  h,

п  fSj

отсюда

Т (Z(n)) =  A =  (ЗЛ4)
*=i ;=i

Заметим, что из формулы (3.13) и определения множества 
D следует, что если множество D содержит хотя бы одну 
совокупность элементов, из которых можно образовать цик­
лическую подстановку множества X  — ( 1 , 2 , ...; п}, то 
нижняя граница множества Z(n) является т о ч н о й  ниж­
ней гранью а  (я) на Z(n).  Действительно, в этом случае

/w ti п
сто (Л) = 0 , а величина h =  ^  аи +  2  ^  является дли-

k=i i= I
ной некоторого контура.

Аналогичную процедуру приведения и вычисления ниж­
ней границы можно провести для подмножеств Z[k) с матри­
цами меньшего порядка, чем п. Так, например, для множе­
ства Z\ l) имеем у (Z,(I) ) = a i;- +  hlt где — константа при­
ведения матрицы А и  полученной стягиванием матрицы Л 
по дуге (г, j).

В ы ч и с л е н и е  н и ж н е й  г р а н и ц ы  д л я  
п о д м н о ж е с т в  Z[k)

Вычисление производится по известной нижней границе 
«предыдущего» подмножества (так, например, для Z (2l) та­
ковым будем исходное множество Z(n) (см. рис. 117) путем 
добавления к его границе числа а г.(. , выражающего собой



минимальное увеличение длины любого контура, не содер­
жащего по определению множества Z*1’ дуги (i, j).

Действительно, длина гамильтонова контура, не содер­
жащего дуги (t, j), а также (/, г), возрастает по сравнению с 
длиной контуров, проходящих через дугу (г, /) (предпола­
гается, что поскольку дуга (г, j) — дуга ветвления, то
а1} =  0 (см. ниже), не менее чем на величину a ijt где 

а =  min aih +  min ahj.
кф! k+i

(3.15)

Иллюстрацией к этому рас­
суждению может служить рис.
118.

Таким образом, для нижней 
I границы множества Z (X) полу­

чаем формулу

T(Z20 ) =  h +  V  (3-16) 

где a t- определено соотношением (3.15).

В ы б о р  д у г и  (г, |), п о  к о т о р о й  
п р о и з в о д и т с я  в е т в л е н и е

Выбор дуги осуществляется так, чтобы величина 
выражающая увеличение длины контура при невключении 
в него дуги (/, т), была бы максимальной по всем дугам
(/, т), для которых в приведенной матрице А,  а1т =  0 , т. е.

=  о  ’ гА е a 'im =  a lk +  a km> ( 3 - 1 7 )

а множество D определено соотношением (3.12).
При работе алгоритма может возникнуть необходи­

мость произвести ветвление какого-либо множества Z f'1- 
Рассмотрим, например, множество Zf* (п —  2) на рис. 117. 
В этом случае исходной матрицей для Z f ' (п — 2) будет ма­
трица А , в которой необходимо 1) провести стягивание по 
дуге (г, /'), гак как элементы множества Z f ] (п — 2) обяза­
тельно содержат дугу (i , /), 2) заменить элемент ат1 на оо,



так как ат, $ Z f ’ (я — 2). В результате получим матрицу 
А.т, после приведения которой по формуле (3.17) определим 
дугу для стягивания в множестве Z*2> (я — 2).

З ад ач а  2. П оказать, что граница множества Z^k) (п — к) мо­
ж ет быть определена форм улой

Т ( 2 И =  2  а И +  к' ’ (3-18)
(<', i)i м

гдг И' — константа приведения матрицы А а множество М — 
множество пар дуг, о б я з а т е л ь н о  входящ их в контуры из

(п -  к).

Формулу (3.18) можно использовать для проверки пра­
вильности расчетов по формулам (3.16).

Полная схема работы алгоритма ветвей и границ будет 
выявлена при расчете следующего конкретного примера.

Пусть матрица «расстояний» — матрица А представ­
лена табл. 5.

Т А Б Л И Ц А 5

1 2 3 4 5
« V

1 ОО 30 40 15 6 6

2 10 оо 18 7 9 7

3 20 30 оо 0 10 0

4 25 10 35 оо 5 5

5 9 8 7 6 оо 6

1°. Приведение матрицы А и получение границы множе­
ства Z(ti) производится по формуле (3.14). В табл. 5 приве­
дены в столбце «акУ> минимальные элементы строк; после 
приведения по строкам получим матрицу А ' (табл. 6).

После приведения матрицы А ' по столбцам матрица А 
имеет вид, представленный табл. 7. Константа приведения

5 5

h =  V  otft -f- V  =  24 +  6  =  30. По формуле (3.14) гра-
к= I /= 1

ница множества Z(n) :y(Z(n)) = 3 0 .
2°. Выбор дуги ветвления и оценка нижней границы мно-



1 2 3 4 б

1 оо 24 34 9 0

2 3 оо 11 0 2

3 20 30 оо 0 10

4 20 5 30 оо 0

5 3 2 1 0 оо

<Фг» 3 2 1 0 0

жества Z (p  . Из вида матрицы А (табл. 7) определяем мно­
жество D,

D =  {(1,5), (2,1), (2,4), (3,4), (4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4)} 

и вычисляем по формуле (3.15) alm , ( l , m ) ^ D ,

< 4  =  {9, 0, 0, 10, 3, 0, 3, 10, 0};

отсюда 
max аЧт ю *34 , т. е. дуга (3,4)— дуга ветвления.

■(И
'2 элементы которого

( I ,  m)£ D
Нижняя граница множества Z

не содержат дугу (3,4), из формулы 
(3.16) равна

) =  h +  «' /== 3 0 +  10 =  40.

Ветвление по дуге (i , j)' =  (3, 4) 
изображено на рис. 119.

3°. Стягивание матрицы А по 
дуге (г, j) =  (3, 4) и приведение 
получившейся матрицы по методу 
первого шага алгоритма. В резуль­
тате стягивания матрицы А получим
матрицу А и  отвечающую множеству Z,(1) (п — 1) и проде­
лаем процедуры первого и второго шагов алгоритма до тех 
пор, пока множество Z i >  1 не будет содержать только 
один контур (рис. 120).

Ы мо 1/2,) =30 

Рис. 119



Стягивая матрицу А по дуге (3,4) после приведения по­
лучаем матрицу расстояний А х (табл. 8). Здесь элемент 
а43 заменен на оо в соответствии с замечанием, сделанным 
выше.

Поскольку для матрицы константа приведения =  

=  0 , то матрица А х совпадает со своей приведенной A lt

U(nrilf(zln)) = 30

33

ffz?)=52 /  Л

z ? ( S y  г '} Щ )1 Г Г $ = Л

Z ($= *3

Рис. 120

и соответственно у (Z[l) ) =  30 =  7 (Z(n)). Выбираем в ка­
честве дуги ветвления дугу (1.5), получаем множества 
Zj2) , Z{2> и повторяем процедуру до тех пор, пока матрица 
расстояний будет иметь порядок 2 x 2  (см. рис. 120).

Множество Z[4) состоит из единственного цикла, содер­
жащего дуги {(3,4), (1,5), (4,2), (5,3), (2,1)}. Длина этого 
цикла а(лх) =  33.

4°. Ветвление множества Z[k) , если 7 (Z{k)) <  а(ях). 
В данном случае нижние границы множеств Z (2l ) ,

Z f \  Z {24) больше, чем длина получившегося контура 
поэтому ветвление множеств Z {2k) дает контуры, длина ко-
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эрых будет заведомо превосходить длину контура я,, 
'аким образом, контур %  — оптимальный.

В общей ситуации необходимо было бы произвести вет 
пение тех вершин Z {2k) , для которых i  { Z f ]) <  а  (пг) , по
учить контуры я 2 л т, сравнить длины этих контуров
ежду собой и получить тем самым оптимальный контур.

З а м е ч а н и е .  Как видно из описания алгоритм а, его работа 
^дет особенно эффективна при реализаци и  алгоритма на много- 
роцессорных ЭВМ, так  как  в этом случае возможно проводить 

дновременное ветвление нескольких верш ин дерева вариантов 
| Т А Б Л И Ц А  7

1 2 3 4 5

1 оо 22 33 9 0

2 0 оо 10 0 2

3 17 28 оо 0 10

4 17 3 29 оо 0

5 0 0 0 0 оо

Т А Б Л И Ц А  8

1 2 3 5

1 оо 22 33 0

2 0 оо 10 2

4 17 3 ОС 0

5 0 0 0 оо

Т А Б Л И Ц А  9

1 2 3 4 5

1 оо 30 46 19 2

2 10 оо 19 3 2

3 21 15 оо 35 0

4 26 22 30 оо 4

5 3 4 3 2 оо



З а д а ч а  3. Реш ить задачу о коммивояжере для  матрицы «р 
стояний» А ,  приведенной в табл. 9.

Особенность рассмотренного алгоритма, основанного 
методе ветвей и границ, состоит в том, что оптимальн 
контур определяется последовательностью дуг, выбор i 
торых на каждом шаге определяется условием: на дуге, 
которой ведется стягивание, величина а'1т, (/, m) £  D ) 
стигала бы максимума (см. (3.17)).

Изменяя принцип выбора дуги для стягивания, по; 
чаем другую реализацию метода ветвей и границ. Опиш 
кратко алгоритм, в котором выбор дуги для стягиван 
производится на основе минимального значения kohtj 
функции (см. [3]).

Определение 3.3. Пусть Z(а,  0) — множество гамильп 
новых контуров, полного графа, проходящих через дугу (а, |

Fn
Функция (а, (3)----->- к+, определяемая формулой

f ? [ ( a , p ) ] =  ^  <*(«)• (3 -1

* 6 2  (а,  Р)

называется контур-функцией первого порядка.
Правило выбора начальной дуги (i, /) контура яо onf 

деляется из условия минимальности контура-функции:

[U j) 6  ^ 0=^ Р] [(t. /)1 =  min F" [(a, P)], (3.2
(«.

где UA — множество дуг графа G.
Последующая дуга контура определяется по матрице , 

получаемой из исходной стягиванием по дуге (г, /), в соо 
ветствии с формулой (3.20).

Значение контур-функции для пары дуг (г, j), (k , t 
обозначим через F\ [(г, /), (k, т)), т. е.

Fn2 [(i, i), (k , m )] =  2  (3-2

((<, /), (k, m))

Здесь Zx ((i, /'), (k, m)) — множество гамильтоновых koi 
туров, содержащих дуги ({i, j), (k, m)) в исходном граф 

Аналогично, ф)рмула (3.21) определяет контур-функци 
ft-го порядка Fnk 1(г, j), (k, т)   (р, г)].



Преимущество указанного способа выбора дуги для 
стягивания (см. (3.20)) состоит в том, что для вычисления 
значения контур-функции k-то порядка можно получить 
систему рекуррентных соотношений, по которым легко про­
вести вычисления. При этом над матрицей А , помимо про­
цесса стягивания, т. е. зачеркивания определенных строк 
и столбцов, никакие другие операции не производятся.

Приведем без доказательства формулу для контур-функ­
ции первого порядка

F1 [(*, /)] =  (« -3 )!  [6" - с ?  -  bnk +  ( п - \ )ankl— anlk], (3 .2 2 )

где

4  =  2  4 .  к
1=1

п
=  2  апц , апц—элементы исходной матрицы расстояний А.

<*/=1

Проводя конкретные расчеты по алгоритму «ветвей и 
границ», нетрудно заметить, что объем вычислительной 
работы существенно зависит от выбора вершин ветвления. 
Для матриц произвольного вида, вообще говоря, этот объем 
работы не намного меньше, чем при непосредственном пере­
боре (п — 1)! еозможных вариантов (п — размерность 
задачи). В практических расчетах весьма важным является 
применение приближенных методов решения задачи с не­
большим объемом вычислительной работы.

Описанный выше в п. 1 алгоритм решения задачи о 
коммивояжере является точным в том смысле, что правило 
завершения работы алгоритма гласит: вычислительный про­
цесс заканчивается тогда и только тогда, когда полученный 
контур оптимален.

Определение 3.4. Алгоритм решения задачи о коммивоя­
жере называется приближенным, если правило завершения 
его работы таково, что вычислительный процесс заканчи­
вается тогда (но не только тогда), когда найденный контур 
оптимален.

Например, можно совсем не проводить ветвления в 
методе «ветвей и границ» и заканчивать работу алгоритма 
как только в результате процесса последовательного стяги­

/== 1 
IФк



вания матрицы А одним из рассмотренных выше способов* 
получится гамильтонов контур, который принимается за 
оптимальный.

Отметим, наконец, возможность использования для 
решения задачи о коммивояжере приближенного метода 
статистических испытаний (метод Монте—Карло). Точ­

ность этого метода невелика, порядка ~)г= , где п—размер-
V п

ность матрицы А. Достоинством метода является его прос­
тота реализации на ЭВМ и использование небольшого объе­
ма памяти машины ~ я 2 +  2п.

* П риближ енны й алгоритм реш ения задачи методом «ветвей и 
границ» был реализован на ЭВМ М-220, и расчеты , проведенные 
Н. Г. Д удниковы м  (в дипломной работе) дали удовлетворительные 
результаты  по точности и скорости счета. При этом выяснилось 
преимущ ество выбора дуги для стягиван ия с использованием кон- 
тур-ф уикции по сравнению  со способом, основанным на формуле



Глава X I
ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ. 

МАТРИЦЫ СМЕЖНОСТИ ГРАФОВ 
И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Тесная связь теории конечных автоматов с теорией гра­
фов и удобств матричного описания графов в вопросах, 
связанных с конечными автоматами, обусловила объеди­
нение этих вопросов в одну главу.

Теория конечных автоматов применяется в настоящее 
время, например, при конструировании электронно-вычис­
лительных машин. В связи с этим возникает так называемая 
задача декомпозиции автоматов, т. е. построения сложных 
автоматов из более простых блоков, при помощи различных 
способов их соединения. В данной главе рассматривается 
весьма частный случай этой задачи: вопрос о разложении 
данного автомата на два, соединенных параллельно.

В этой главе на частных примерах будет показано, ка­
ким образом методы теории графов могут быть применены 
к решению задач декомпозиции.

Кроме чисто практического применения, теория автома­
тов имеет и теоретическое значение. Понятие конечного 
автомата есть попытка строгого математического определе­
ния понятия алгоритма. Известны и другие попытки опре­
делить понятие алгоритма, а именно: машины Тьюринга 
и теория рекурсивных функций. При этом вопрос о пол­
ноте таким образом определенного понятия алгоритма 
выходит уже за рамки математических построений.

Отметим, что для простоты изложения в этой главе мы 
ограничились случаем простых графов. Большинство оп­
ределений и теорем этой главы можно перенести и на слу­
чай мультиграфов.

§ 1. НЕКОТОРЫ Е ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ К О Н ЕЧ Н Ы Х  АВТОМАТОВ

1. Конечные автоматы и нагруженные мультиграфы.
Определим прежде всего понятие конечного автомата.



'Определение 1. Конечным автоматом называется сово­
купность пяти объектов Z  — (А, В, Q, ср, г|)), где

1) А — конечное множество, называемое в дальнейшем 
входным алфавитом автомата',

2) В — конечное множество, называемое выходным алфа­
витом автомата,

3) Q — конечное множество (множество состояний авто­
мата) с отмеченным элементом qo — начальным, состоянием 
автомата; Q иногда будем называть алфавитом состояний 
автомата,

4) ф : Q х  Л -4 - Q — функция перехода,

5) ip : Q X А - у  В  — функция выхода.

Опишем теперь работу конечного автомата. Будем счи­
тать, что автомат работает в дискретном времени (t — 
=  0, 1, 2, 3, ...). В начальный момент времени t =  0 ав­
томат находится в отмеченном состоянии qo. В момент вре­
мени t — 1 на вход автомата подается некоторая буква а 
входного алфавита*. В результате этого автомат переходит 
в состояние q =  <f(qo, а) и на его выходе появляется буква
b =  г|;(<7о, а). В момент t =  2 на вход автомата может быть
подана другая буква входного алфавита а'. Тогда в момент 
t — 2 автомат переходит в состояние q' =  ср(q, а’), а на его 
выходе появляется буква Ь' =  (̂<7> а ')- Работа автомата 
продолжается таким образом, пока на его вход подаются 
буквы алфавита А.

Обозначим через a(i) букву алфавита А , подаваемую на 
вход автомата в момент t, через q (t) — состояние автомата 
и через b(t) — букву алфавита В,  появляющуюся на выходе 
в этот момент. Функция a(t) определена для t = 1, 2, /шах, 
при t =  / шах +  1 она не определена. Это означает, что в 
момент tmm +  1 автомат прекращает свою работу. При 
этом q(t) и b(t) определены для тех же /. Очевидно, всегда 
q{ 0) =  qo.

Условимся называть словом над некоторым алфавитом 
всякую конечную последовательность его букв. Рассмотрим 
некоторое (произвольное!) слово ах ... ап входного алфавита 
А. Будем последовательно подавать буквы этого слова на 
вход Z, т. е. положим

a(t) =  at (t =  1 , 2 ........п).
В процессе работы автомата на выходе его появятся после-

* Буквой алфавита мы называем произвольный его элемент.



довательно буквы b{ 1), Ь(2), Ь(п), а сам автомат пройдет
через состояния q(l), q{n). Обозначив bt =b( t ) ,  бу­
дем говорить, что на выходе автомата появилось слово 
Ьг ... Ьп. Сформулируем полученное утверждение в виде 
теоремы.

Теорема 1.1. Любой конечный автомат Z задает функ­
цию, определенную на множестве слов над алфавитом А 
со значениями в множестве слов над алфавитом В.

Не следует думать, что любая функция, отображающая' 
слова’алфавита А в слова алфавита В, отвечает некоторому 
конечному автомату. Нетрудно видеть, что множество ко­
нечных автоматов с фиксированными А и В  счетно (если не 
различать автоматы, отличающиеся друг от друга только 
обозначениями состояний), а множество функций описанного 
в теореме вида несчетно (докажите это!).

Ближайшая наша цель заключается в том, чтобы пока­
зать, что каждый автомат может быть эквивалентным обра­
зом описан с помощью некоторого н а г р у ж е н н о г о  
м у л ь т и г р а ф а..

Определение 1.2. Нагруженным мультиграфом с мно­
жеством индексов Y  называется пара (G, /), где G =  (X , Г) — 
мультиграф, a f  : Г -+Y. — отображение, определенное на 
всем множестве Г.

Каждому конечному, автомату Z  =  (А, В, Q, ф, 4’) 
поставим в соответствие нагруженный мультиграф G =  
=  (Q, Г) с множеством индексов А х В  и отображением /, 
которые строятся ниже.

Пусть q ., q j £ Q — произвольная пара состояний авто­
мата. Определим подмножество A [qit qj] множества А фор­
мулой

A[qi ,qj] =  { a e A \ 4 ( q i , a ) = q J}.
Определим число n(q t ,q j) равенством n(qt , q }) =^\A[qt ,qj]\. 

Перенумеруем элементы множества A [qi t q у] каким-либо об­
разом. Будем обозначать через ah , qj] — 6 -й элемент 

. A[qi,q.j] (6 = 1 , 2 , . . . ,  п (qit qj)) (если п (qt , qj) = 0 , то |Л[<7г, q}\\ 
пусто).

Теперь определим множество Г формулой
Г =  {(<?;, qjt k) 6 Q x Q x z + | 6 < « ( д г, qj)},

- а функцию / — формулой

Д(?е <?;•’ /г)) = К \Яи tyb Ф (Яо аи [Як Я;D- 
Пусть (G, /), где G =  (Q, Г) — нагруженный мультиграф 
с множеством индексов А х В ,  обладающий свойством:



А. Д ля любого элемента а £ А из каждой вершины 
ц 6  Q выходит одна и только одна дуга /  £ Г такая, что

ПРх/(/) = а .
(Здесь Пр! : А х  В А — проекция прямого произве­
дения на первую компоненту.)

Определим теперь недостающие компоненты ср и \|з 
конечного автомата следующим образом. Пусть l(q, а) — 
дуга G, выходящая из q, и такая, что

n p i /  (/ (q, а)) =  а.
В силу свойства А такая дуга определена однозначно для 
любых а 6 А , q £ Q, тогда

Ф (q, а) =  Пр2/ (q, а)

Пр2 : Q X Q х ж+ -*■ Q — проекция на вторую компоненту; 
напомним, что I (q, а) 6  Г с : Q X Q X ж+), а

ф (q, а) =  Пр2/  (/ (^, а)),

где Пр2 : А х  В В — проекция на вторую компоненту.
Теорема 1.2. Построенные выше отображения устанав­

ливают взаимно-однозначное соответствие между множе­
ством конечных автоматов с заданными А , В, Q и множе­
ством нагруженных мультиграфов описанного выше типа 
и обладающих свойством А , если считать неразличимыми 
все мультиграфы, которые отличаются друг от друга лишь 
перенумерацией дуг.

Доказательство вполне очевидно.
Пример 1 . Пусть для автомата А =  {ait аг, а3}, 

Q =  {<7i> <7г> <7з> <74}. В =  \ b lt Ь?}, а функции ф и ф заданы 
табл. 10  и 1 1 .

Т А Б Л И Ц А  10

\  Q

Л
Ь <?.ч !/4

a i Чз 4i Q-i

а-з Я* <?з Я\ Q2

а3 ■ <?2 Яг <?2



Q

Л

ъ <7г <74

ь, Ьг Ъх Ь\

а2 ь, bi Ь2 bi

аз 62 *2 b%

Нагруженный мультиграф, отвечающий этому конечному 
автомату, изображен на рис. 1 2 1 .

Если автомат Z обладает тем свойством, что из ра­
венства

Ф (4j, % )  =  Ф (</;• ак)

а)
I— ZZL, ZZZ— 1

+ —ш - * — н и —+■

следует ак =  ак , то соответствующий этому автомату 
нагруженный мультиграф будет простым. Для облегчения 
изложения будем рассматривать только такие автоматы. 
Можно доказать, что каждый автомат, не обладающий этим 
свойством, может быть заменен на обладающий им без изме­
нения функции, описанной в теореме 1 . 1 .

2 . Операции над конечными автоматами. Определим 
теперь операции последовательного и параллельного сое­
динения двух конечных автоматов (рис. 1 2 2 , а и б).



Определение 1.3. Автомат Z, отвечающий последова­
тельной работе автоматов Zx =  (А1( Blt Qlt ф1( i^) и 
Z2 — (Л2, В 2, Q2, ф2, г|).>), считается определенным в том и 
только том случае, когда В х =  Л2, и при этом 

Z  =  [А, В, Q, Ф , г|з), 

где А — А и  В  =  B it Q =  Qx х  Q2, а ф и г|) определяются 
формулами

т. е. автоматы Zx и Z2 соединены таким образом, что вы­
ходной сигнал автомата Zx автоматически передается 
на вход автомата Z.,.

Определение 1 .4. Автомат Z, отвечающий параллельной* 
работе (см. рис. 122, б) автоматов Zx и Z2, определен всег­
да, и при этом

Z  == (Л, В, Q, ф , <р), 
где А =  Ai XAz ,  В =  BiXB-2 , Q — QiXQz, а ф и ф определя­
ются следующим образом:

ф ( К ’.

ф^ Г .  « Г )). 

*?))•
Это определение, очевидно, отвечает способу соединения 

автоматов Zt и Z2, при котором на входы этих автоматов од­
новременно подаются буквы и a f ] соответствующих ал­
фавитов, а выходной буквой считается пара букв 
bf ' 1), появившихся на выходах Zx и Z2 в данный момент. 
\ /  Двумя описанными способами можно получать довольно 
большие структурные схемы автоматов (примеры даны на

* В литературе иногда рассматриваю тся два способа п ар ал ­
лельного соединения автоматов, отвечающих параллельной одно­
временной и параллельной неодновременной работе автоматов. 
Н аш е определение описывает первый из этих способов.



рис. 123) Можно (мы здесь этого делать не будем) определить 
и другие* способы построения сложных автоматов из более 
простых.

Предлагаем читателю самостоятельно определить ус- 
лозия, при которых определены автоматы со структурными 
схемами (см. рис. 123, а  и б) и выписать выражения элемен­

тов результирующих автоматов через элементы Z u ..., Z7.
В связи с возможностью построения более сложных ав­

томатов из более простых возникает обратная задача, так 
называемая задача д е к о м п о з и ц и и  автомата Z. 
Иными словами, нужно выяснить, при помощи соединения 
каких более простых автоматов можно построить данный 
автомат Z и вычертить структурную схему соединения 
таких автоматов. В общем случае эта задача имеет неодно­
значное решение и поэтому ищется декомпозиция, опти­
мальная в том или ином смысле/) Мы не будем здесь рас­
сматривать эту задачу в полном объеме.

Рассмотрим еще понятие изоморфизма двух конечных 
автоматов Zx и Z2.

/  -впределите-175г Два автомата Z =  (Alt В и  Qlt Фъ 'Ы
и Za =  (А2, В г, Q2, ф2, \|з2) называются изоморфными, если 
существуют такие взаимно-однозначные отображения ал­
фавитов / :  А г -> Л 2 и g  : Вг -> В 2, что слово а\]) ... пе­
рерабатывается автоматом Zx в слово 6 ,(1)... Ь{п1) тогда и 
только тогда, когда слово f (a \ l))... f ( a {nl)) перерабатывает­
ся автоматом Z2 в слово т. е. отображе­
ния слов этих двух автоматов отличаются лишь пере­
обозначением алфавитов.

Рис. 123



Очевидно, что достаточным условием изоморфизма ав­
томатов будет изоморфизм их графоидов (Glt Д) и (G2, / 2), 
иначе говоря, такой изоморфизм графов Gx и G2, который 
каждое ребро, отмеченное парой (а(1), 6 (|)), переводит в 
ребро, отмеченное парой (/ (а(1>) , g ( b w )). Устанавливать 
изоморфизм конечных автоматов можно с помощью алго­
ритма распознавания изоморфизма графов, который будет 
приведен в следующем параграфе.

§ 2. М А ТРИ Ц Ы  СМЕЖНОСТИ ГРАФОВ 
И О П ЕРА Ц И И  НАД НИМИ

1. Матрицы смежности графа. Основная теорема об
изоморфизмеХ-Матрицы смежности являются одним из спо­
собов задания графой При этом, как будет видно из даль­
нейшего, мультиграф G =  (X,  Г) определен своей матрицей 
смежности с точностью до изоморфизма.

-Определение -2r 1. Матрицей смежности мультиграфа 
G =  (X , Г) называется матрица размера п Х п ,  где п =  
=  | X  | , в которой элемент atj равен числу элементов Г, 
имеющих вид (x[t x)t т).

В графе без кратных дуг элементы at) могут быть рав­
ны единице или нулю в зависимости от того, входит ли дуга 
(.x t , xj) в Г или нет. Очевидно, что мультиграф определен 
с точностью до нумерации ребер.

Выясним теперь, каким образом по матрицам двух гра­
фов без кратных дуг можно определить, изоморфны ли 
эти графы.

Теорема 2.1. Графы G =  (X , Г) и G' =  ( X ' , Г') с мат­
рицами смежности || a is || и || atj I! соответственно изо­
морфны тогда и только тогда, когда

1) выполнено равенство | X  ) =  | X ' | ( =  п) и
2) существует такая подстановка а £ S n, что atj =  

=  da(i м /) , где S n — группа подстановок множества 
{1 , . . . ,  п).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ф  — изоморфизм G и 
G'. Этот изоморфизм однозначно характеризуется взаимно­
однозначным отображением ф : X  - + Х ' . Тогда очевидно, 
что условие 1) выполнено. Кроме того, ф индуцирует под­
становку S n следующим образом: если ф (xt) =  х'., то
а(0 =  /. Так как ф — взаимно-однозначное отображение, 
то о  — подстановка на множестве (1, ..., п}.  Далее, если 
а ц =  1, то (Klt х,) € Г, (ф (х^,  ф (ху)) 6 Г ' и a'a(l)oU) =  1.



=  О.
Обратно, если | X  | =  | X'  |, и существует подстанов­

ка o g S ri такая, что al} — a£(/)<J(j!), то отображение ф, опре­
деленное равенством ф(лг,-) =  лг'(/), индуцирует изоморфизм 
графов. Докажем это. Во-первых, очевидно, что ф взаим- 
но-однозначно. Во-вторых, если (хг,х у) 6 Г, то a i t — 1,
< (г> ( / )  =  аи =  1 и & < /> •  x°uJ =  (* * ) •  ф М  е Г - 0 б Рат '
но, если (*f, xj) $ Г , то atj =  0 , < (0в(/) =  а у  =  0 и ( х (0) 
х ' (л) =  (ф (^). Ф (*;))£ Г. н. . .  , ..

Доказательство теоремы 1 с незначительными услож­
нениями переносится на случай мультиграфов.

2. Модификация основной теоремы. Алгоритм распоз­
навания изоморфизма графов. Заметим, что использовать 
непосредственно теорему 1 при практическом распознава­
нии изоморфизма для графов с большим п =  | X  | нецеле­
сообразно, так как количество подстановок, подлежащих 
проверке, равно га! и весьма быстро растет с ростом п. Ис­
пользуем метод, который для большинства графов позволит 
свести перебор к минимуму. Этот метод основан на построе­
нии г р а ф а  с о о т в е т с т в и я  для данных графов 
G и G'.

Очевидно, что если графы G и G' изоморфны, то у со­
ответствующих вершин одинаковы полустепени исхода и 
захода. В связи с этим строим граф соответствия как граф, 
множество вершин которого есть X  V X' ,  и вершина из X  
соединена с вершиной из X '  в том и только в том случае, 
если у этих вершин в графах G и G' соответственно одина­
ковые полустепени исхода и захода. Вершины из X  между 
собой не соединены, вершины из X '  тоже.

№)
&



Пример. 1. На рис. 124, а, б ,  в изображены соответ­
ственно графы G, G' и граф соответствия, построенный для 
графов G и G'. Из рассмотрения графа соответствия видно, 
что при наличии изоморфизма между G и- G' вершины хх 
и х 5 могут соответствовать только вершинам у 2 и у3, верши­
ны хг и xi — ух и г/4, а х 3 — у ь. Таким образом, вместо 5! =  
=  12 0  подстановок нужно проверить четыре:

/  Х^ Х'2 Х3 ^4 ^Х ^2 ^3 *̂4 ^5 \

(2.1) может переходить только в у3, но не в у 2. Рассу­
ждая далее так же, получим изображенный на рис. 125 
модифицированный граф соответствия, который задает 
единственную подстановку

которую только и нужно проверить по теореме 2.1. Такая 
проверка немедленно показывает изоморфизм графов.

В общем случае модифицированный граф соответствия 
строится следующим образом. Пусть X  — такое подмноже­
ство X,  что для каждой вершины x t 6 X  не существует дру­
гой вершины х } £ X  с теми же полустепенями исхода и за­
хода. Пусть X 1 — подмножество в X' ,  строящееся анало­

,Уг Ух У5 Уь Уъ Уг Уь Уь Ух Уз

Х̂  Х3 Х̂  Х$Xf Х% Х§ Хд х§

.Уз Ух Уь У \ Уъ Уз Уь Уь Ух Уъ,( :

’ ванного графа соответствия
(2,1) (см/ рис. 125) можно еще
Уг. уменьшить количество подста-

С помощью модифициро-

-2 новок. Поясним способ по- 
Уз П/51 строения такого графа на

 ̂ ПГ\1ШЛ1ЛП J  Л*»ЛП л n limrv ппппримере. Замечая, что при 
И.1) изоморфизме вершина х3 обя- 
У* LyiJ ■ зательно переходит в верши- 
Ю,2) V НУ Уь выписываем около ка- 
ys V ждой вершины из G, соеди-

Рис. 125 I 'вершин G', соединенных с
/ \ ненной с хэ, символ х3, а у

/ у 5, — символ у 5. Теперь вид­
но, что х5 с полустепенями



гично. Соединим вершины из X  с вершиной X '  в том и только 
том случае, когда у них равны полустепени исхода и за­
хода. Если полученный при этом граф не определяет вза­
имно-однозначного соответствия между X  и X ' , то считаем 
модифицированный граф соответствия неопределенным. 
Если же такое соответствие установлено, то около каждой 
вершины Xi из Х \Х  выпишем те х} £ X , для которых 
(*;, xj) £ Г, и те х } в X ,  для которых (xj,  х {) £ Г (объе­
диняя эти вершины в две группы в соответствии с направле­
нием стрелок). Проделав то же_самое с вершинами X '  \ Х  , 
соединяем х  £ Х \ Х  с х ' £ Х ' \ Х '  тогда и только тогда, 
когда у них одинаковы полустепени исхода и захода, и, 
кроме того, выписанные около х  и х ’ вершины отвечают 
друг другу при взаимно-однозначном соответствии между 
X  и X ' , определенном выше.

Очевидно, что если G изоморфен G' , то должно быть 
выполнено условие: каждая вершина X  соединена с ка­
кой-либо вершиной X ' и наоборот. При этом в каждой ком­
поненте связности модифицированного графа соответствия 
содержится одинаковое число вершин из X  и X '.

Если это условие выполнено, то модифицированный граф 
соответствия определяет одно или несколько взаимно-од­
нозначных отображений X  и X '.  Сформулируем теперь ал­
горитм распознавания изоморфизма графов.

А л г о р и т м  2.1

1°. Проверить условие | X | =  | X '  | . Если оно вы­
полнено — перейти к 2°, если нет — к 8°.

2°. Выписать вершины G' и G" с их полустепенями 
исхода и захода (р, s). Определить множества X и X . 
Если Х = Х и л и Х '  =  X ',  то перейти к 4°.

3°. Выписать около каждой вершины совокупности 
смежных им вершин из X, X ' . Построить модифициро­
ванный граф соответствия, если он определен — пе­
рейти к 5°, если нет — к 8°.

4°. Построить граф соответствия.
5°. Проверить условие В, если оно выполнено, пе­

рейти к 6°, если нет — к 8°.
6 °. Проверить все подстановки, определяемые гра­

фом соответствия. Если есть подстановки, реализую­
щие изоморфизм, — перейти к 7°, если нет — к 8°.



\
7°. Результат: графы изоморфны и изоморфизм оп­

ределяют эти подстановки.
8°. Графы не изоморфны.

В большинстве практических задач этот алгоритм поз­
воляет свести перебор к сравнительно малому количеству 
подстановок, реализуемый на ЭЦВМ даже при весьма боль­
ших п. Исключение представляет тот случай, когда все 
(или почти все) пары (р, s) равны между собой.

V  'З.- Компоненты связности; При помощи матриц смеж­
ности графов можно определить количество компонент 
связности. Д ля этого определим операцию элементарной 
склейки вершин на мультиграфе и выясним, как эта опера­
ция преобразует матрицу смежности.

“ Определение—2.2. Мультиграф G' =  (X' ,  Г ') получен 
из мультиграфа G =  (X , Г) при помощи операции элемен­
тарной склейки вершин х ;  и х , из X , если

1) X ' =  (X\({xt} и {*;») и {г}, где z g X ;
2) (хт, x t, п) е Г'  (т, 1 ф  i, /) тогда и только тогда,

когда (хт, х„ п) 6  Г,
(хт, z, п) 6  Г '  ( т ф  i, /) тогда и только тогда, когда 

или п =  2k и (хт, х и k) 6 Г или п =  2k +  1 и (хт, Xj,л) е г ,
(г, z, п) 6 Г '  тогда и только тогда, когда или п =  4k 

и (x t, x it k) 6 Г, или п =  4/г +  1 и (xj, xj,  k) 6 Г,  или 
n = 4 k  +  2 и (xi t x j , k ) 6  Г,  или п = 4/г +  3 и (Xj, x it k) 6 Г,

(г, хт, п) 6 Г '  тогда и только тогда, когда п =  2k
и ( x it хт, k) 6 Г или п =  2k +  1 и (Xj , хт, k) 6 Г.

Иными словами, при склейке вершин хг и Х) склеи­
ваются и концы дуг, совпадающие с х , и Xj, а сами дуги 
сохраняются. Иллюстрацией может служить рис. 126, где 
изображен граф G' (рис. 126, б), полученный элементарной 
склейкой вершин хх и x z графа G, изображенного на 
рис. 126, а. Очевидно, склеивание двух вершин, лежащих 
в однсй и той же компоненте связности, не изменяет коли­
чества компонент связности.



Обозначим | X  | через п. Перенумеруем множество вер­
шин графа, полученного элементарной склейкой x t и X) 
следующим образом. Номера вершин, начиная с первого 
до i — 1, сохраним. Номера вершин, начиная с i +  1 до 
/ — 1 , уменьшим на единицу, номера остальных вершин 
уменьшим на два, а вершине г присвоим номер п — 1 : 

вершины х ^ . .  x t_i x i+i... х ы  х м  ... хп г;
новые номера 1 . . . г— 1 г . . . / — 2 / — 1 . . . п  — 2 п — 1 

Обозначим через f(k) (k — 1, 2, ..., п — 2) старый номер 
вершины с новым номером k. Тогда матрица Ц a'lk || ново­
го графа строится по матрице || alh || первоначального графа 
по формулам:

aik — ai(/)/(*> 2 ), ап_ к к =  aif(k) -f a (fw (k ^

<  n — 2 ),

ai n—i =  ai(i) i "f" afu)i 2 ), an_ x n_i =  a it --J-

+  ajl +  Cljj.
Например, матрицы смежности G и G' (см. рис. 126) 

есть соответственно
0 2 1

1 1 0
и

0 1

0 1 0 1 4

Заметим еще, что если в матрице смежности мультигра­
фа отличны от нуля лишь элементы, стоящие на главной 
диагонали, то число компонент связности равно числу вер­
шин мультиграфа, т. е. размеру матрицы, так как мульти­
граф содержит только петли. На основании этого сформули­
руем алгоритм подсчета числа компонент связности по ма­
трице мультиграфа.

А л г о р и т м  2.2

1°. Найти ненулевой элемент матрицы a ijy не стоя­
щий на главной диагонали, если он существует, перей­
ти к 2°, если нет — к 3°.

2°. Произвести над матрицей операцию, отвечающую 
склейке вершин x t и xj,  перейти к 1°.

3°. Подсчитать количество р строк матрицы. 
Результат: количество компонент связности мультигра­
фа равно р.



4. Операции над матрицами. Перейдем теперь к разбору 
операций над графами* и соответствующих им операций над 
матрицами. И з таких операций рассмотрим операции умно­
жения и суперпозиции графов, отвечающих параллельной 
и последовательной работе конечных автоматов (см. § 1).

Начнем с параллельной работы. Множеством вершин 
графа G — Gx X G2 будет Множество Х х х Х 2 (если Gx =  
=  {Хъ  Г i), G2 =  ( Х2, Гг)- Если графы Gx и G2 (с соответ­
ствующими отображениями fx, /2 в множества индексов) 
отвечают конечным автоматам Zx и Z2, то равенство X  =  
— Х х X Х 2 очевидно. Далее, если возможны (при некото­
рых входных буквах на входе) переходы из х[1) в xj1} и 
из x f '1 в x f \  то возможен и переход из { x f \  х [2>) в (х | !), x f ^  
в автомате Z, полученном параллельным соединением Zx 
и Z2.

I -Оттредезгеиие-2г{}. Граф G — Gx X Gz =  (X , Г) назы- 
* вается произведением графов Gx и G2, если X  =  Х х х Х 2

и{{х\1), х | 2>), (xj1*, xj2,))6  Г тогда и только тогда, когда
(х(Р , я /1*) ^Гх и (xl2), xj2))6 Г 2 (с точностью до порядка
сомножителей Г =  Г 1 X Г 2).

Д ля того чтобы рассматривать матрицу смежности гра­
фа G, нужно упорядочить элементы из Х х х Х 2 (предпола­
гая, что Х х и Х 2 уже как-либо упорядочены). Будем упоря­
дочивать произведение в так называемом лексикографиче­
ском порядке, т. е. расставляем их так:

( * г \ * < 2))  ( * г - * Н -  ( 4 й . л  ( 4 ,)- ^ 2)) . -

где т =  | X J ,  / =  \ Х 2\. Иными словами, если г, /, k, I — 
целые числа, то считаем ( t , /г)< ( / , / ) ,  если i < / '  (при лю­
бых k и /) или г =  / и / г < / .  Тогда, если A t =  || а{ц  || , 
А2 =  || a jf  Ц , то матрица А будет' иметь вид Л =

=  II bu, ft), (/. I) II - пРичем ьи, *> </, о =  а и аы •
В развернутом виде А является клеточной матрицей вида

* Н ачиная с этого момента, для простоты рассматриваю тся 
графы без кратных ребер.



а \ № а(12 А2 0-\тА2

а2\ А2 а22 А 2 &2т А2

0/1 *Аг a j pA2 • • ®1т А2

т. е. она составлена у^занны м  образом из матриц a\}] А 2, 
где aj}}A 2 =  А 2 при ajP =  } и нулевой матрице при а\}) =  
=  0. Всякая матрица, приученная указанным способом из 
некоторой матрицы менЫдего размера, называется пра­
вильной клеточной матрицей.
& Определение 2.4: Матрица А порядка п =  ml называет­
ся правильной клеточной матрицей (П К М ), если ее можно 
записать в виде

где A ik — матрицы порядка I, причем все ненулевые A ik 
(г, k  =  1 , 2 , ..., т) равны между собой.

Например, из двух матриц

0 1 0 1 0 1|1
1 0 1 0

и
1 oil 0

0 0 0 1 0 ojo 1
0 0 1 0 0 oj 1 0

первая есть ПКМ, а вторая — нет.
Рассмотрим теперь преобразование над графами, соот­

ветствующее последовательной работе автоматов Zx и Z2. 
Пусть нагруженные графы (Glf Д) и (G2) / 2) соответствуют 
автоматам Zx и Z2. Маркировка дуг графов Gx и G2 позволяет 
задать разбиения множества дуг, выходящих из данной 
вершины в каждом из этих графов, следующим образом. 
В графе Gx для множества дуг ( х ^ ,  х 1°) зададим разбиение 
на классы, относя к одному классу дуги, помеченные одной 
и той же буквой выходного алфавита автомата 1 Ъ т. е. дуги 
(л:)’*, x j l)) и (я}'*, х]1)) относятся к одному классу тогда и 
только тогда, когда

п р а М Л  *}г))) =  Пр2/ 1 ((*11, , 1 Л



где Пр2 : А  х  В  ->  В  — проекция на вторую компоненту 
произведения (и далее Прх : А  х  В ->  Л — проекция на 
первую компоненту).

В графе G2 зададим разбиение дуг (хЦ}, 4 2)) по букве 
входного для Z2 алфавита (отметим, что выходной алфавит 
Z x есть входной алфавит Z2), т. е. дуги ( 4 f , 4 2>) и ( 4 f , 4 2)) 
лежат в одном классе, если

ПР1/ 2( 4 ? , 4 2)) = n Pl/ ( 4 f , 4 2)).

Заметим, что в силу однозначности работы Z2 из этого ус­
ловия вытекает равенство 4 2) =  4 2). т - е. каждый класс 
содержит в точности один элемент.

Теперь заметим, что переход из вершины ( 4 ' \  4 2)) в 
вершину (х/ ' \  х Р )  возможен тогда и только тогда, когда 
дуги ( 4 ’\  4 ° )  и (xk2> > 4 2)) принадлежат классам, помечен­
ным одной и той же буквой. Заметим, что число ребер, вы­
ходящих из 4 ! \  одинаково при любых /г0, если только ра­
бота автомата всегда определена.

Сейчас мы несколько обобщим эти рассуждения, дав оп­
ределение суперпозиции графов. Предварительно удобно 
определить две теоретико-множественные операции над 
графами и матрицами — объединение и пересечение.

j / ' '  Определение 2.5. Объединением графов Gx =  (Х и Г i) 
и С2 =  (Х 2, Гг) называется граф G =  (X , Г), где X =  
=  Х х и _Х 2, Г =  Г! и Г 2.

■Цпредёление-- -2.6. Пересечением графов G =  (Хъ Г i) 
и G2 =  (Х 2, Г2) называется граф G — (X , Г), где X  =  
=  Х г П Хг, Г =  Гг п Гг.

В этих определениях Г] и Гг — подмножества

i (X 1U X 2)X (X 1U X 2). При этом Г1ПГ2с:(Х 1П Х 2) х

•   х ( х 1п х 2),

и определение 4 корректно.
Соответствующие операции над матрицами изучим при 

X 1 =  Х 2. Заметим, что элементы матриц графов без крат­
ных ребер могут быть равны только нулю или единице. 
Определим следующие операции. Если а, b — переменные, 
принимающие значения нуль или единица, то определим 
выражения а V b и а Д  b равенствами:

a \ J b = a + b  — ab, a / \b  =  ab.



Очевидно, что a \Jb  и a / \b  снова принимают значения 
нуль или единица. Если графам G{ и G2 отвечают матри­
цы At =  На}/1’ II и Л2=  || а}/’ Ц , то графам 0  =  6 ^ ^  и 
G' =  G, f| G2, как легко видеть, отвечают матрицы

A, U А2 =  || afP V 4 ?)II и ^  П Л  =  II 4 !> Д a}f II
соответственно. Эти матрицы называются пересечением и 
объединением матриц Л х и Л 2.

а; <9

Пример. На рис. 127, а, б, б и г изображены графы 
Gi, G2, Gx [J G2 и  G( П G2 соответственно, их матрицы

Л1 =
0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 1 , Л2 = 0 0 1 , Л , и Л 2= 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 0 1

0 1 0

0 0 1

0 0 0

A f \ A , =

Теперь дадим определение суперпозиции графов*. 
Определение 2.7. Пусть граф Gx разбит на суграфы 

Gu  Glp rna/c, что

Gi =  Gu  U U Gip, Gu П G^ = (Х , ф)  (i Ф  j),

а граф G2 — на суграфы G2l, ..., G2p, каждый из которых 
имеет не более одной выходящей дуги из каждой вершины, 
и при этом

G2 =  G21U ... U G2p; G2l П G2j =  (X, ф) (г ф  /).

* Наш е определение отличается от общ епринятого; см., на­
пример, [8].



Суперпозицией графов по данным разбиениям называется 
граф G

G =  G, >|< G2 =  (GH X G21) U -  U (Glp X G2p).

Отметим, что граф GL г соответствует в теории конечных 
автоматов суграфу Gx, в котором сохранены дуги, помечен­
ные выходной буквой b it a Gzi — суграфу G2, в котором 
сохранены дуги, помеченные входной буквой bt . Единствен­
ность дуги, выходящей из данной вершины в G2 г, отвечает 
однозначности работы автомата Z2.

Выясним, какой вид имеет матрица графа Gj >)< G2. 
При этом нам удобно пользоваться упорядочением пар, 
обратным лексикографическому, т. е. (г, k) <  (I, т) тогда 
и только тогда, когда k <  т или k =  т  и i <  I.

Разбиения графов Gx и G2 порождают разбиение матриц:

— U Л1г, А и П А у  
/=1

Л° ( / у), Л2 — U Л2̂ ;
*=i

Лгг Л Л2у == Л° (t Ф  /) 
где Л°— матрица, содержащая только нули, и в каждой 
строке каждой из матриц Л 2; содержится не более одной 
единицы. Тогда матрица Л, отвечающая Gx >j< G2, равна

Л: U Ац  X Л2г
1=1

■̂2(Ц Л2;12 .. • Л2

^ 2im2 •. .А

2г 1т

‘2 г/пт

где в каждой клеточной строке содержится не более одной 
из матриц Л 2г (некоторые клетки могут быть нулевыми). 
Матрицы такого вида называются суперпозиционными кле­
точными матрицами.

&

У*



ХУ  П р и м е р  3. На рис. 128, а и б изображены графы 
G( и G2; матрицы этих графов соответственно есть

1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 00 0 1 II<мК

0 1 0 10 1 0 0 0 1 0
матрица графа GjXG2 есть

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
Q 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
G0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

а сам граф изображен на рис. 129. Из этих рисунков вид­
но, что разложение графов по операции >[< дает упроще­
ние уже при небольшом числе вершин.



\ 1  П р и м е р  4. Пусть Gv G2 — те же графы, что и в пре­
дыдущем примере, разложение G2 показано на рис. 130, a , a 
разложение G, —-на рис. 130, б. Тогда матрицей графа 
G!>|<G2 будет матрица

хг xz

• X,

Рис. 130

А  =
1 1 1

О О О
О О О

X

0 1 0  0 
0 0 1 0  
0 0 0 1 
0 0 0 0

0 0 1 0  
0 0 0 0 

0 1 0  0 
0 0 0 0

0 0 0 

О О 1 

О О О

О О О  
О О О  
О 1 о

X

X

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

что при обратном лексикографическом упорядочении равно

А =

000 111 000 000
000 000 001 000
000 000 000 010
000 000 111 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 111
000 001 000 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 000 000
000 000 010 000

Соответствующий граф изображен на рис. 131.
В 'заключение этого параграфа заметим, что число еди­

ниц, которые присутствуют в матрице графа Gx >|< G2, не 
может превышать числа пхЧ, где т — число вершин Gu 
I — число вершин G2. Это непосредственно ясно из способа 
построения матрицы Gx G2.



§ 3. РА ЗЛ О Ж ЕН И Е ГРАФОВ ПО ОПЕРАЦИЯМ  
ПРОИЗВЕДЕНИ Я И С У П ЕРПОЗИ ЦИИ

1. Вводные замечания. В этом параграфе будут при- 
зедены алгоритмы разложения графа по операции произве­
дения и операции суперпозиции. Число графов, непосред­
ственно разлагающихся по этим операциям, весьма невели­
ко, поэтому для данного графа G будем искать изоморфный 
гму граф G', для которого справедливо одно из равенств

G' =  Gi х  G2 и л и  G j  >)< G2,

где Gx и G2 — более простые по сравнению с G графы.
Очевидно, если граф разлагается в этом смысле по одной 

аз двух операций, то существует такая подстановка о 6 
Е S„ (п= |  X  |), которая переводит матрицу графа G в со- 
этветствии с теоремой 2.1 в правильную клеточную матри­
цу (ПКМ) или в суперпозиционную клеточную матрицу 
(СКМ), в зависимости от операции, по которой ведется раз­
ложение. Чтобы выяснить существование такой подста­
новки, нам нужно пересмотреть м! перестановок, что в слу­
чае больших п весьма затруднительно. Ниже предлагается 
метод уменьшения числа проверяемых подстановок. Заме- 
гим, что если матрица А  есть ПКМ или СКМ, то одновремен­
ная перестановка клеточных строк и столбцов или одно­
временная перестановка строк и столбцов каждой клетки 
; помощью одной и той же подстановки оставляет матри­
цу ПКМ или СКМ соответственно: кроме того, п —
=  ml (т , I Ф  п).



Пусть п =  ml, S n — группа подстановок на п элемен 
тах, S m и S, — группы подстановок m и / элементов соот 
ветственно. Обозначим через SmS, подгруппу S n, элемента 
которой отвечают паре подстановок а 6 Sm, о' 6 S lt I 
действуют так: подстановка о £ Sm представляет co6oi
«блоки» по I элементов, а о' £ S , — элементы каждой 
блока из числа т блоков. Тогда если ст переводит матриц; 
А  в ПКМ (или СКМ), то подстановка стах (ах £ Sm5 () тож( 
переводит А в ПКМ (соответственно СКМ), и наоборот.

Таким образом, из каждого класса эквивалентности ш 
SmS, нужно проверить по одной подстановке.

Каждой подстановке а сопоставим теперь пару разбие 
ний множества {1, .. . ,  п} при п — ml следующим образом 
Рассмотрим числа cr( 1), о(п). Классы первого из разбие
ний есть

{а (1), . . . ,<:(/)},  {s(l  +  1), ... , а (2/)}, ... , {з ((m — 1) / +

+  1) , . . .  , с (ml)}

(число классов т).  Обозначим эти множества Р г Рт
Классы второго разбиения есть

M l ) ,  = ( / + 1 ) .........o ( ( m - l ) /  +  l)}, { а (2),

о(/ +  2 ).......  o( (m— 1 ) /  +  2 )},... , {а (/), а (21)........  о (ml)}

Эти классы обозначим Qx, ... ,  Qt. Так построена пара раз 
биений (Р, Q), обладающая свойством: для любых i, t 
Pi Л Qj содержит ровно один элемент. И обратно, парг 
(Р,  Q) с этим свойством определяет подстановку. Именнс 
через 0(1) обозначим элемент, содержащийся в Р г f] Qx 
а(2) — элемент, содержащийся в P t f) Q2, и так дале( 
(пользуемся лексикографическим упорядочением множест! 
Pi П Qj)- Очевидно, что каждая подстановка из SmS  
только перенумеровывает элементы Р и элементы Q (н( 
смешивая их между собой), не изменяя самих разбиений, 
Наоборот, любая такая перенумеровка соответствует эле­
менту из S mS,. Пары (Р, Q), отличающиеся только нуме 
рацией, назовем эквивалентными. Очевидно, что нужно вы 
брать по одной паре (Р, Q) из каждого класса эквивалент 
ности и проверить подстановки, обратные тем, которьк 
отвечают выбранным парам. Нетрудно видеть, что коли 
чество подстановок, подлежащих проверке, уменьшено



2. Операция умножения. Если s(x), р(х) — полустепени 
исхода и захода вершины х  графа G =  Gx х  G2, то справед­
ливы соотношения

s (xt, у j) = s ( x t) s  (у ,); р (Xi, уj) =  p ( x i) p  (yj).

В связи с этим из всех возможных разбиений чисел s(x) 
и р(х) графа G на множители

Р«=РиР2* (Зл)
выберем всевозможные разбиения, подчиняющиеся усло­
виям:

если ха, XpEPi,  то s)a =  и pia =  р
(3.2)

если ха, Хр 6  Qp то s2a и р2я р^.

Теперь сформулируем алгоритм разложения графа по 
операции х .

А л г о р и т м  3.1

1°. Подсчитать число вершин п графа G. Если п =  
=  ml (т, I Ф- п), перейти к 2 °, если п простое — к 8°.

2°. Записать матрицу смежности G и проверить, 
не является ли она ПКМ, если да — перейти к 7°, ес­
ли нет — к 3°.

3°. Для каждой вершины образовать всевозможные 
разложения чисел s и р  на множители, аналогично ра­
венству (3.1).

4°. Образовать пару (Р,  Q), удовлетворяющую 
соотношениям (3.2). Перейти к 5°. Если такой пары нет, 
перейти к 8 °.

5°. Найти подстановку, отвечающую паре (Р, Q). 
Обратную ей подстановку применить в матрице смеж­
ности А.  Если получится ПКМ, перейти к 7°.

6°. Построить новую пару (Р,  Q), неэквивалентную 
всем предыдущим и удовлетворяющую (3.2). Перейти 
к 50. Если такой пары нет — перейти к 8°.

7°. По ПКМ построить матрицы смежности графов 
Gx и G2. Результат: G =  Gx х  G2.

8°. Граф G не разложим в произведение двух графов.
3. Операция суперпозиции. Приведем теперь алгоритм 

разложения G по операции суперпозиции.



А л г о р и т м  3.2
1°. Подсчитать число вершин п графа G. Если 

п — ml (т, I Ф  ri) — перейти к 2°, если п простое — 
к 6°.

2°. Записать матрицу смежности G и проверить ус­
ловие ^ а ^ ^ т 21. Если оно выполнено, перейти к 3°,

если нет — к 6 °.
3°. Проверить, не является ли полученная матрица 

СКМ, если да — перейти к 5°, если нет — к 4°.
4°. Образовать произвольную пару разбиений (Р , Q) 

(неэквивалентную всем рассматривавшимся ранее). 
Перейти к 3°. Если такой пары не существует, перейти 
к 6 °.

5°. По данной СКМ построить матрицы графов Gj 
и G2. Результат: G =  Gx >|< G2.

6°. Граф G не разложим в суперпозицию двух гра­
фов.

Рассмотрим примеры работы алгоритмов.
П р и м е р  1. П усть матрица графа G есть

0001 0000
0001 0101
0000 1000
0100 1000

1011 0111
ООП 0000
0001 0001
ООН ООН

Применим алгоритм 3.1.
1°. Здесь гс =  8. Пусть т  =  2, / =  4.
2°. П роверка показы вает, что А не есть ПКМ . Переходим к 
3°. Выписываем

=  1 =  1 • 1 Pl =  1 =  1 ■ 1
s2 —  3 =  3 • 1 или 1 ■ 3 Л = 1  =  Ы
«з =  1 =  1 • 1 р3 =  3 =  1 . 3  Или 3 • 1
s4 =  2 =  1 - 2  или 2 • 1 Pi =  6 =  1 - 6  или 6 • 1 

2 • 3 или 3 • 2
s5 =  6 =  1 - 6  или 6 • 1 или р6 =  2 =  1 - 2  или 2 • 1
2 ■ 3 или 3 • 2
s6 =  2 =  2 • 1 или 1 • 2 рв =  2 =  1 • 2 или 2 • 1
s 7 =  2 =  2 '  1 или 1 • 2 р1 =  2 = 1 - 2  или 2 • 1
s8 =  4 =  1-4 или 4 • 1 или 2- 2 ps =  4 =  1 - 4  или 4-1

5°. Л егко проверить, что пара разбиений 

Pi =  {4, 5, 6, 8}, Р 2 =  { 1, 2, 3, 7}
Qi =  {1. 6}, Q2 =  {3, 4), Qs = {7, 8}, Q4 = {2, 5)



удовлетворяет соотношениям (3.2) для выделенных способов 
разлож ения на множители. Соответствую щая подстановка и обрат­
ная ей:

^ /1 2 3 4 5 6 7  8\  _t _  /1 2 3 4 5 6 7 8

(б 4 8 5 1 3 7  2/  И1  \ 5  8 6 2 4 1 7 3

подстановка сГ1 переводит А  в матрицу А ':

А ’ =

0100
0001
ОНО
1110

0100
0001
0 1 1 0
1110

0100
0001
0 110
1110

0000
0000
0000
0000

которая есть ПКМ . Переходим к 7°.
7°. Л егко видеть, что матрицы А г и Аг  для  Gx и G2 соответствен­

но имеют вид:

1 0

Результат: G =  Gj х  Сг.
П р и м е р 2. Пусть матрица графа G есть

0 1 0 0

0 0 0 1

0 1 1 0

1 1 1 0

00 00 00 00
00 01 00 00
00 00 оо' 00
00 10 00 00
00 00 "10 00
01 00 00 01
00 00 00 10
00 00 00 0!

1°. п  =  8. Представляем п =  8 =

2°. Условие ^  aij  =  ^ с  22 • 4 : 
/

2 . 4.

16 выполнено.

3°. Проверим, является ли А  СКМ. Д л я  этого выпишем раз­
личные ненулевые 2 x 2  клетки

0 0 1 0 0 0 1 0

1 0
»

0 0
»

0 1
>

0 1

Видно, что они не могут образовывать нужное разбиение матрицы, 
так  как , например, две последние клетки имеют непустое пересе­
чение.



4°. Отметим, что единичной подстановке (рассмотренной в 3°) 
отвечает пара разбиений

{1, 2}, {3, 4}, {5, 6} , {7, 8}; (1 , 3 , 5, 7} {2, 4 , 6 , 8}.

Чтобы из этой пары получить неэквивалентную  ей пару разбиений, 
нуж но в одном из них (например, во втором) поменять местами два 
элемента (например, 1 и 2) разных классов, которые при первом 
разбиении принадлеж ат одному и тому же классу. Получим пару 
разбиений

{1, 2}, (3 , 4}, {5, 6}, {7, 8}; {2, 3, 5, 7}, {1, 4, 6, 8},

отвечающую подстановке

1 2 3 4 5 6 7 8 \

2 1 3 4 5 6 7 e j  '

П рим еняя обратную подстановку (которая в данном случае сов­
падает с о, так  как  а 2 =■ ё) к матрице А ,  получим А ' .

3°. Предоставляем читателю проверить, что А '  не является  
СКМ . П родолж ая проверку подстановок последовательным пр и ­
менением 4° и З0*, придем к подстановке

1 2 3 4 5 6 7 8 \

,2 6 4 8 3 7 5 1 / '  

П рим еняя подстановку а~! к А,  получим

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

различные 2 x 2  клетки которой есть

0 1 1 0 0 0

0 0 , 0 0 > 1 0

причем в каждой клеточной строке каж дая такая  клетка встре­
чается не более одного раза. Поэтому матрица А"  есть СКМ. М атри­
цы графов Gj и Gi вместе о разбиениями их на подматрицы вы писа­
ны ниже:

* П оскольку число подстановок, подлеж ащ их проверке, равно 
8! (2141 )-1 => 840, мы лиш ены возможности привести работу алго ­
ритма полностью.

1 2 3 4 5 6 7 8 \

8 1 5 3 7 2 6 4 ’ ДЛЯ К0Т0Р° Й



Ai-
1 1 
1 О

О 1 

О о
1 о 
1 о

0100
0001
оно
1110

0100 0000 0000
0000

и
0001

и
0000

0010 0000 0100
0100 1000 0010

Соответствующие графы с разбиением показаны  на рис. 132. 
П редоставляем  читателю  выписать графическую  интерпрета­

цию графа Gx >(< Gi.

X, г

G X O ; O '
X, х г СС2

U
JC1

г  Ui У*п

L Уг Уз

Рис. 132

У/ Й-1 г-Уг У4 •

и / и

J
1
ъ  УзО - L yl  Уз

Приведем формулировки некоторых общих задач теории 
автоматов.

1. Задача синтеза конечного автомата. По данному ото­
бражению множества слов над алфавитом А в множество 
слов над алфавитом В  найти автомат Z, реализующий дан­
ное отображение.

2. Задача анализа конечного автомата. По данному гра- 
фоиду конечного автомата Z  найти отображение слов над 
его входным алфавитом в множество слов над его выходным 
алфавитом, которое реализует этот автомат.

3. Задача декомпозиции автоматов, частные случаи ко­
торой обсуждались выше.

При решении всех трех задач аппарат теории графов 
оказывается весьма полезным. Эти вопросы можно найти в 
специальной литературе (см. например, цитированную выше 
книгу А. Н. Мелихова и приведенную в ней обширную би­
блиографию).



Глава XII
ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

В ПЕРЕЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ 
ТЕОРИИ ГРАФОВ

Предварительное понятие о задачах, которыми занима­
ется теория перечисления графов, можно получить, пытаясь 
ответить, например, на такие вопросы. Сколько существует 
неизоморфных графов, состоящих из п вершин и т  дуг, или, 
в более общем виде, — сколько существует неизоморфных 
графов из п  вершин, обладающих одним из следующих 
свойств: или состоящих из т  компонент связности, или
связных и не имеющих циклов, или плоских, или с четны­
ми степенями вершин и т. п.? Эти задачи относятся, в 
сущности, к комбинаторике. Вместе с тем приемы решения 
перечислительных задач теории графов имеют свою специфи­
ку. В этой главе будет рассмотрено несколько комбинаторных 
задач, с тем чтобы способом, предложенным Пойа [10], 
ввести мощный инструмент комбинаторики — производящие 
функции.

§ 1. РИСУНОЧНЫЕ РЯДЫ И ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ

1. Сочетания. Начнем с достаточно простой задачи о 
сочетаниях.

Определение 1.1. Пусть имеется п каких-то отличных 
друг от друга объектов аъ а2, ..., ап. Назовем т  — соче­
танием из п элементов ах, а2, ..., ап выборку т из них без 
учета порядка.

Найдем С  — число т — сочетаний из п элементов. 
Решение этой задачи начнем со случая п ~  3. Рассмотрим 
рис. 133. В первом столбце квадратиком обозначено отсут­
ствие элемента a s (j =  1 ,2 , 3); 2-выборка агаг, например, 
получается, если взять левую фигуру первой строки (квад­
ратик) и правые фигуры из второй и третьей строк. Вооб­
ще, каждая m-выборка (т 3), получается, если взять 
по одной фигуре из каждой строки, причем, т из них из



второго столбца. Таким образом, рис. 133 содержит явно 
альтернативы для каждого предмета — войти или не войти 
в выборку, и неявно — все возможные выборки из трех пред­
метов.

Представим выборку агаъ в виде символического произ­
ведения, изображенного на рис. 134, в котором сомножите­
лями являются левая фигура первой строки и правые фи­
гуры второй и третьей строки рис. 133. Каждая т-вы-

□  ®

□  ®

□  © 1 1 ( ° Р  ( в р

Рис. 133 Рис. 134

борка также может быть записана в виде символического 
произведения, а все возможные выборки представлены раз­
личными фигурами, изображенными на рис. 135.

□□□ ©□□ □©□ □□© □©© 
©©□ ©□© ©@©

Рис. 135

Следующий важный шаг состоит в том, чтобы считать 
каждую строку рис. 133 и весь рис. 135 символической 
суммой своих фигур и ввести символическое произведение 
сумм рис. 133; получится ряд, изображенный на рис. 136.

Возникает вопрос, в каком смысле складываются и пере­
множаются фигуры. Вообще говоря, можно было бы дать 
строгое математическое определение этим действиям. Од­
нако мы не будем этого делать, исходя из тех соображений, 
что рис. 136 дает излишнюю информацию по сравнению с

( □ + © )  ( □  +  © )  ( □  +  © )  =

=  □  □ □ + ® П П + П  © □ + □ □ © + □  © @  +

+ ©  □ © + ©  © □ + © © ©



той, которая требуется постановкой задачи. Нас интересует 
лишь число m-сочетаний, а рис. 136 содержит все т-соче­
тания явно.

Сопоставим каждой фигуре рис. 133, 135, 136 числовую 
переменную х  в степени, равной числу содержащихся в ри­
сунке предметов, квадратику сопоставим хи =  1 (рис. 137).

Рис. 137

При таком соответствии нижние две строки рис. 136 пере­
ходят в сумму

Р (х) =  1 +  С\х +  C3V  +  С|х3, (1.1)

так как рисунки, переходящие в хт, соответствуют т-вы­
боркам из трех предметов. Весь ряд (рис. 136) переходит в 
равенство

(1 +  x f  =  1 +  С\х +  С\хг +  Clx3. (1.2)

Производя фактическое возведение в степень в левой части 
равенства (1.2) и сравнивая коэффициенты при одинако­
вых степенях в левой и правой частях, получаем, что

СЪ =  3, Сз =  3, С |=  1.

Возвращаясь к случаю произвольного числа п предме­
тов и рассматривая рисунок, аналогичный рис. 133, но со­
держащий п строк, легко получить равенство

(1 +  х)п =  1 +  С \х  +  • • • +  О »  +  • • • + 0 .  (1-3)

Это равенство дает повод назвать числа С™ биномиальными 
коэффициентами.

2. Производящая функция и перечисляющий ряд. 
Принципиальное значение равенства (1.3) состоит в том, 
что оно сводит решение комбинаторной задачи к алгебраи­
ческой.

Определение 1.2. Функция (1 +  х)п называется произ­
водящей для чисел Сп в том смысле, что С™ — коэффи­
циент при х т в разложении этой функции в ряд Тейлора, а 
сумма (конечный ряд) в правой части равенства (1.3) назы­
вается перечисляющим рядом.



Из формулы (1.3) вытекает, что Спп = \ .  Хотя число 
С°п не имеет комбинаторного смысла, удобно положить 
С°п — 1 и переписать равенство (1.3) в виде

хК (1.зо
1=о

Из (1.3) или (1.30 получаем цепочку равенств

с "  =  Т ^ - ( 1 + х ) "т  I й х т

t i ( n  —  1 ) . . .  (п —  т)  

т !
п\

■ (1-4)
(га —  т)  \т\

Производящая функция (1 +  х)п удобна при нахождении 
различных, полезных в ряде задач, соотношений между 
числами С„. Например, из тождества

(1 + х )« +1 =  (1 +  х)п (1 + х )  

немедленно следует рекуррентная по п формула

С +1 =  С  +  С Г 1 . (1.5)

Учитывая, что С°п =  Спп — 1, легко получаем с помощью

Из равенств (1.4) вытекает соотношение
Cm   рп—тп —  ^п ( 1 .6)

Полагая в тождестве (1.3) х  =  1, получаем равенство для 
суммы биномиальных коэффициентов

2 Сп =  2». (1.7)
/= j



С помощью производящей функции (1 4- х)п можно выве­
сти ряд других интересных соотношений между числа-

/ЫПми Ln •
3. Выборки с различными видами предметов. Положим 

теперь, что имеется не п различных предметов, а я различ­
ных видов предметов. Требуется найти число т-выборок, 
состоящих из объектов указанных п видов, причем в каж­
дую выборку могут входить по нескольку предметов одного 
вида. Порядок предметов несуществен. Обозначим искомое 
число через f(n, т).

□  @ @© @@@ ... ©©...©
vт

□  ©  © @  © @ ©  . . .  © © . . . ©
т

□  ©  © @  © @ @  . . .  © © . . . ©
> V* *

т
Рис. 138

Обратимся опять к вспомогательному рисунку (рис. 138). 
Каждый ряд рис. 138 состоит из т +  1 фигуры, каждая
фигура отвечает вхождению 0, 1, 2 т  предметов данного
вида в т-выборку.

Рассуждения, аналогичные проведенным выше, приво­
дят к следующему результату: производящей функцией для 
чисел f(n, т) является функция (1 -f х  +  х 2+  ... +  х т)п. 
Таким образом, справедливо равенство

1 Ат
f(n , т) =  —-  —  (1  +  л: -1» х 2 +  • • • +  хт)п 

т\  d x m
. (1.8).

х=о

Можно написать и другие производящие функции для 
чисел f(n, т). Например, легко понять, что добавление к 
сумме 1 +  х  +  ха+  ... 4 - х т степеней хк при k >  т не 
влияет на значение правой части формулы (1.8). Следова­
тельно, производящей функцией для чисел f  [п, т) будет 
также функция (1 — х)~п, так как



Из равенств (1.8) и (1.9) вытекает формула

/(« , =  . (1.80 
т\ d x m \х=о

З ад ач а  1. П усть предметы k -го (k <  п) вида входят в m-вы­
борку не более /(ft) раз (j(k) <  tn). Н айти производящ ую  функцию  
для чисел F(n,m)  m-выборок в этом случае.

В следующем параграфе мы рассмотрим две задачи, ил­
люстрирующие применение изложенных здесь идей.

§ 2. ЗА Д А ЧИ  О РА ЗМ ЕНЕ МОНЕТ 
И РА ССЕЧЕНИИ М Н О ГО У ГО Л ЬН И К О В

Задача 1. Сколькими способами можно разменять мо­
нету достоинством 20 копеек на медные монеты?

Р е ш е н и е .  Имеются четыре типа медных монет: до­
стоинством в одну, две, три и пять копеек. Обозначим через 
Р п — число способов заплатить сумму в п копеек этими че­
тырьмя типами монет. Очевидно, что Р х =  1, Р2 =  2, 
Р3 =  3, Р 4 =  4, Рь =  6. Нужно найти Р20. Положим для 
удобства Р0 =  1.

□ о © © ©©©
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Рис. 139

Для дальнейших рассуждений полезно иметь перед гла­
зами рисунок (рис. 139). Один из способов размена монеты 
в 20 копеек можно представить в виде символического про­
изведения, изображенного на рис. 140. Все возможные спо­



собы размена будут содержаться в произведении, изобра­
женном на рис. 141.

( □ . +  © + © ©  + О О О  + . . . ) •
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Рис. 141

Для того чтобы извлечь из последней строки рис. 141 
те и только те рисунки, которые отвечают способам размена 
монеты в 20 копеек, сопоставим каждой фигуре переменную 
х в степени, равной общей стоимости монет фигуры 
(рис. 142). При таком соответствии последняя строка 
рис. 141 переходит в перечисляющий ряд

I I — ~х°, ©  ~~х2, ©  — х 3, ©  -*~xs,Q )  © - ~ х г,

( D ®  © ■ © © • □ • © @ © ^ ? . . .

Рис. 142

Р(х) =  Р 0 +  Р^Х +  Рг*2 +  ••• +  Р пхп +  . . . ,  (2.1)

а весь рис. 141 соответствует равенству

(1 -  х)-1 (1 — X2) '1 (1 — х3)-1 (1 -  х5) '1 =  Р 0 +  Р ,х  +  

+  Р 2х2 +  ... +  Р„ (2.2)
т. е.

F (х) =  (1 — х ) '1 (1 — х2) '1 (1 — х3)-1 (1 — х5)"1 — произ­
водящая функция.

Опишем рекурсивную процедуру подсчета коэффициен­
та Р 20. Имеем разложения

(1 — х)-1 (1 — X2)"1 (1 — х3)-1 (1 — х5) '1 =

=  Р 0 +  Р\Х +  ... +  Р п ХП +  ... .



(1 — х)-1 (1 — л:2)-1 (1 — X3)-1 =

— а0 -{- a tx  -{- ... +  йп хп +  ... ,
(2.3)

( 1 - х ) '1 ( I - х 2) '1

— b0 ~\- btx  -j- ••• +  bn х п +  ... ,

(1 -X )-1  =  1 +  Х +  ... +  хп +  ... ,

причем Ьй =  Ьг =  а0 =  ах =  1, а2 =  2, Р 5 =  6. Из первых 
двух разложений (2.3) вытекает равенство

( 1 - х ‘) ( Р 0 +  Р 1х +  ... +  Рп х» +  ...) =

=  а0 +  atx  +  ... +  ап хп +  ... ,

откуда следуют соотношения между коэффициентами а} 
И P j

О-п =  Рп ^п -5
ИЛИ

Рп =  Р п-5 +  а». (2.4)
Точно так же получаем соотношения:

а* =  ап-з +  ъ-п> (2-5)
bji =  ^д-2 +  1 • (2-6)

Из соотношения (2.6) и того факта, что Ъ0 — Ьг =  1, имеем 
равенства

&2rn =  1 +  ^2т+1 = ! + / « •  (2.7)
Применяя формулу (2.4) несколько раз, выражаем коэф­
фициент Р 2о через коэффициенты й;

^*20 =  ^ 1 5  ~"Ь ^20 =  Я ю  -(- а 15 +  Й20 =  ^ 5  “Ь  а ю  Н-  а 1Ъ +

+  йго =  6  +  а 10 +  а 15 +  а 20. (2 .8 ) 

Воспользовавшись формулой (2.5), получаем равенства:

я 20 =  а 17 +  & 20 —  . . .  =  « 2  +  ^ 5  +  ^ 8  +  ^ 1 1  +  ^ 1 4  +  6 17 +

+  620 =  2 +  3 +  5 +  6 +  8 +  9 +  11 = 4 4 ,

й15 =  й12 +  Ь15 =  ... =  а0 +  Ь3 +  +  69 +  Ь12 +  Ьи  =

=  1 +  2 +  4 +  5 +  7 +  8 =  27,



#ю — я7 +  й10 — ... — 0 1+ 64+ 6 7 + 6 10  — 1 + 3 + 4 + 6  =  14.

Таким образом, Р 20 =  6 +  1 4 +  27 +  44 =  91. Итак, 
монету достоинством в 20 копеек можно разменять на мед­
ные 91 способом.

Рис. 143

Задача 2. Сколькими способами можно рассечь вы­
пуклый n-угольник на п — 2 треугольника п — 3 непере- 
секающимися диагоналями? Многоугольник считается жест­
ко закрепленным на плоскости.

Р е ш е н и е .  Обозначим через D n искомое число спо­
собов. Легко видеть, что D s =  1, Z)4 =  2, D s =  5 (рис. 143).

Основная идея решения этой задачи заключается в сле­
дующем. Будем строить рассечения многоугольника, не 
являющегося треугольником, из рассечений других много­
угольников с меньшим числом сторон. С этой целью выде­
ляем одну из сторон многоугольника и называем ее базой. 
Тот треугольник, который опирается на базу, назовем ба­
зовым и обозначим значком Д. В рассматриваемом «-уголь­
нике есть два рассеченных на треугольники многоугольника 
с меньшим, чем п, числом сторон, располагающиеся слева и 
справа от базового треугольника (рис. 144).

Рис. 144

Конечно, один или оба таких многоугольника могут от­
сутствовать. Будем считать, что в этом случае имеются 
вырожденные многоугольники и рисовать вместо них отре­
зок (рис. 145). Рис. 144 и 145 можно рассматривать как пред­
ставление л-угольника в виде символического произведения 
базового треугольника на многоугольники, располагающиеся 
слева и справа от него.



Введем рисуночный ряд, состоящий из всех /г-угольни­
ков, рассеченных всеми возможными способами (рис. 146). 
Во второй строке рис. 146 воспроизведен один из способов

= , _____

= ( „ + Д * к ь ) - Д  • ( „ + Д н - i s H

Рис. 146

рассечения шестиугольника на треугольники, показанный 
на рис. 144. Так как каждая фигура первой строки рис. 146 
может быть представлена в виде символического произве­
дения базового треугольника на многоугольники с мень­
шим числом сторон, то фигуры первой строки рис. 146 на­
ходятся во взаимно-однозначном соответствии с разложе­
нием произведения трех сомножителей третьей строки 
рис. 146. Средний сомножитель этого произведения — базо­
вый треугольник, два других — рисуночные ряды верхней 
строки рис. 146 плюс отрезок.

На рис. 147 показано соответствие фигур степеням пере­
менной х, с помощью которого от рисуночного ряда пере-

1 1 - ~ х ° > / \ — х ’ 1 ^ 1  — ■ О  — О  — • • •

Г



ходим к перечисляющему. Обозначим через D(x) перечис­
ляющий ряд:

D(x) =  D3x + D i x* +  ... +  Dn хп~2 +  ...

Тогда соотношение между первой и третьей строками 
рис. 146 аналитически запишется в виде

£>(*)=  [1 +  Z>(jc)]jc[1 +  D(x)} == лс[1 + D (x )]2. (2.9)

Выбирая тот корень квадратного относительно D(x) урав­
нения (2.9), который конечен при х  =  0, получаем формулу

правая часть которой есть производящая функция. Учиты­
вая разложение

из формулы (2.10) получаем формулу для искомого комби­
наторного числа

л  __ 2 • 6 ■ 10 • • (4п — Ю)

(я — 1)1
§ 3. П Е РЕ Ч И С Л Е Н И Е  К О РН ЕВ Ы Х  ДЕРЕВЬЕВ

Рассмотрим граф, являющийся деревом, одна вершина 
которого отмечена и названа корнем. Два корневых дерева 
называются изоморфными, если существует взаимно-одно­
значное отображение вершин одного дерева в вершины 
другого, переводящее корень дерева в корень и сохраняющее 
отношение смежности вершин. Пусть требуется найти Т п — 
число различных неизоморфных корневых деревьев с п 
вершинами. Легко видеть, что 7 \  =  1, Тг — 1, Т3 =  2,

На рис. 148 корень дерева отмечен стрелкой, направ­
ленной вниз. Основная идея решения этой задачи аналогич­

н о )

У 1 — 4х = 1  — 2х — ...
2” ! - 3 - 5 . . . ( 2 я - 3 )  г „

п\

4.



на идее решения задачи о рассечении многоугольника. Мы 
будем строить дерево с п вершинами из более мелких. Для 
этого выделим «главные ветви» дерева, содержащие ребра, 
инцидентные корню, и будем рассматривать любое дерево 
как символическое произведение корня на фигуры, состоя­
щие из изоморфных ветвей — одной, двух и т. д. (рис. 149).

После этого замечания переходим к рисуночному ряду: 
бесконечной сумме всех неизоморфных корневых деревьев 
(рис. 150). На рис. 150 бесконечное число строк. Первая 
строка — рисуночный ряд. Вторая строка — ряд, относя­
щийся к всевозможным наборам корневых деревьев из од­
ной вершины. Третья строка — ряд из фигур, составленных 
из корневых деревьев с двумя вершинами. Четвертая и пя­
тая строка — ряды из фигур, соответствующих двум неизо­
морфным корневым деревьям из трех вершин.

Установим соответствие фигур степеням переменной х 
(рис. 151). Тогда рис. 150 приводит к соотношению Кэли

Т  (х) =  T tx  +  Т2х 2 +  ... +  Т  пхп +  ... —

=  х ( 1 — х)~Тх (1 — х 2)~Тг... (1 — хп)~Тп ...

Более компактно это соотношение можно записать в виде

Формула (3.1) отличается от формул (2.2) и (2.10) тем, 
что в производящую функцию вошли искомые числа Т п. Тем 
не менее, сравнивая коэффициенты при одинаковых степе­
нях переменной в левой и правой частях формулы (3.1), 
можно последовательно вычислять Тп. Выпишем несколь­
ко первых членов перечисляющего ряда Т(х):

Рис. 149

00 -т
Т (х) =  х  П  ( ! — *“) "• (3.1)
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Рис. 151

T (x) =  x  +  x 2 +  2x3 +  4x4 +  9x6 +  20x6 +  48*7+ 115xa+  

+  286л:9 +  719л:10 +  184л:11 +  4766л:12 +  ... 

Явной формулы для чисел Т п до сих пор не получено.



Глава XIII 
ТЕОРЕМА ПОЙА

Решение большого количества задач перечисления гра­
фов опирается на изящную теорему, принадлежащую Пойа. 
Подробный разбор этой теоремы оправдан тем, что матема­
тические понятия, необходимые для формулировки и дока­
зательства этой теоремы, имеют принципиальное значение 
для всех комбинаторных задач. Трудно дать определение 
комбинаторики; к этому разделу математики относят за­
дачи, в которых речь идет о подсчете возможностей, о числе 
способов выбора элементов некоторого множества, о числе 
множеств данного типа и т. п. Основная сложность заклю­
чается в том, что часто приходится считать некоторые воз­
можности или способы выбора не отличающимися друг от 
друга в некотором, иногда довольно трудно поддающемся 
формальному описанию смысле. Например, утверждение 
о том, что существует всего пять правильных многогранни­
ков, подразумевает, что их расположение в пространстве 
не имеет значения. В современной математике существует 
понятие, соответствующее этой ситуации — понятие отно­
шения эквивалентности. Можно сказать, что в комбинатор­
ных задачах подсчитывается число классов эквивалентнос­
ти. Как правило, отношение эквивалентности порождается 
некоторой группой подстановок, и изучение подобных от­
ношений лежит в основе теоремы Пойа. Кроме того, эта тео­
рема дает решение комбинаторных задач с помощью переч­
ня конфигураций, являющегося обобщением понятий про­
изводящей функции и перечисляющего ряда.

§ 1. цикловой ИНДЕКС Г РУ П П Ы  ПОДСТАНОВОК 
МНОЖЕСТВА

1. Группа подстановок множества. Рассмотрим конеч­
ное множество Т, | Т  | =  N.



Определение 1.1. Пусть Т  =  {^, t2, ... , £v}. Подста­
новкой g  множества Т  называется взаимно-однозначное ото­
бражение Т  на себя•

g : T  ->■ 7\

Образ элемента t £  Т при отображении g  будем обо­
значать g(t).

Определение 1.2. Композицией gr о g2 двух подстановок 
gi и gz называется такое отображение множества Т  в себя, 
для которого

g i° g z ( t)  =  g i(g 2{t)).

Приведем без доказательства следующую лемму.
Лемма 1.1. Композиция g i° g z подстановок g lt g2 есть 

подстановка множества Т. Композиция есть ассоциативная 
операция:

g 1°(g 2 °g S) =  (g l°g 2 )°g S-

В силу свойства взаимной однозначности подстановок 
как отображений для каждой подстановки g  существует 
обратная подстановка g '1:

=  если tj  =  g(ti).

Подстановки g  и g~l удовлетворяют равенствам

g °g ~ 1(t) =  g~1° g ( t)  =  t, y t £ T .

Обозначим через е тождественную подстановку множе­
ства Т:

е (0 =  t, y t  £  Т.

Тогда можно записать, что g~l og — gog'1 =  е. Из прове­
денных рассуждений и леммы 1 вытекает, что совокуп­
ность всех подстановок множества Т  образует группу.

Определение 1.3. Группа всех подстановок множества 
Т , | Т \ — N  называется симметрической группой степени N  
и обозначается S N .

Группа S N содержит N1 подстановок, где N  — число 
элементов множества Т. Все рассматриваемые в даль­
нейшем группы G подстановок множества Т  будут являться, 
следовательно, подгруппами группы SN .



2. Эквивалентность элементов множества Т  относи­
тельно подстановки. Фиксируем некоторую группу G.

Определение 1.4. Пусть g  подстановка множества Т, 
g  £ G. Элемент t t 6 Т  будем считать эквивалентным эле­
менту tj £ Т  относительно подстановки g, если существует 
целое т такое, что t t =  g m(t}) ,  где g° — е, gm =  g o g o  ... ° g

т
при т-натуральном, g n =  (g-1)1"1 при п целом, отрицатель­
ном.

Если t t эквивалентен tj, то пишут t t ~ ty.
Лемма 1.2. Выполняются следующие свойства отноше-

i 2 *ния ti ~  t j :
1) t  ~  y t  (рефлексивность),
2) если t t ~  tj, то tj ~  t t (симметричность),
3) из t t ~  tj, tj ~  th следует, что t t ~  th (транзи­

тивность).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойство 1) вытекает из ра­

венства t =  g°(t). Свойство 2) справедливо ввиду того, что 
если tt =  g m (tj), то t j  — g~m(ti). Наконец, если справед­
ливы равенства t i =  g m(tj), tj =  gn (th), то t t =  g m+n (th). ■

Определение 1.5. Обозначим через ~g(t) класс элементов 
эквивалентных элементу t относительно подстановки g. 
Класс эквивалентности тg (t) называется циклом.

Основанием к этому определению служит следующая 
лемма.

Лемма 1.3. Класс эквивалентности тg(t) состоит из эле­
ментов t, g(t), g2(t), ■■■, g k(t), где k — натуральное число, 
зависящее, вообще говоря, от g  и t, т. е. k — k (g, t), такое, 
что справедливо равенство g k+1 (t) =  t.

Таким образом, можно сказать, что элементы множества 
xg (t) циклически переставляются подстановкой g.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1.3. Пусть g  ф  е, 
ибо в случае g  =  е доказательство тривиально (k  =  0). 
Рассмотрим последовательность

U g(t), g2(t), . . .  , g ' ( 0 ,  . . .  • ( 1 . 1 )

Так как множество Т  конечно, последовательность (1.1) 
не может состоять из различных элементов. Пусть отрезок 
этой последовательности от элемента t до g w  (t) состоит



из несовпадающих элементов, a gk+l (/) равен одному из 
предшествующих

g k n {t)  =  g P { t )  ( 0 < р < Л ) .

Пусть р ф  0, тогда имеем равенства

gp (t) =  g (8 p~1(t)) и gP (t) =  g (gk (t)).

В силу взаимной однозначности отображения g  отсюда сле­
дует равенство g k (t) =  gP~1 ({). Это противоречит сделан­
ному предположению. Следовательно, для каждого t  6 Т  
существует такое натуральное число k  =  k (g, t), что 
g k+1{t) =  t.

Ясно, что если q — натуральное число и q >  k, то спра­
ведливо равенство g 4 (t) =  g* (t), где }= q —  [—-—  (6 + 1 )—

Lk +  1J
остаток от деления числа q на k +  1; очевидно, O ^ j ^ k .

Если q — целое отрицательное число, то, выбрав нату­
ральное п такое, что n(k +  1) — |^ |  >  0 получим

g qV) =  g ~ lql(0 =  g~  hi (g n(k+u (0) =  ■
Пусть Сг(£), C2(g)y . . . ,  Cn(g) — различные циклы мно­

жества Т. Непосредственным следствием теоремы 1.1 
гл. I является следующая теорема.

Теорема 1.1. Циклы C}{g) (/ =  1 ,2  п) образуют
разбиение множества Т:

T = U C j ( g ) ,  c p (g) П CQ(g) =  <p (р ф -q ).

3. Цикловой индекс групп подстановок. Пусть для 
данной подстановки g  множество Т  разбивается на /х цик­
лов длины \(k =  1), /2 циклов длины 2(k =  2) и т. д.

Определение 1.6. Типом подстановки g  называется по­
следовательность 0i> /2. In), где N  — число элементов 
множества Т.

Из определения чисел j t и теоремы 1.1 вытекает равен­
ство

/1 +  2 /2 +  3/3 +  ... -f- jV/д, =  N.

Рассмотрим некоторую группу G подстановок множе­
ства Т. Каждой подстановке g  6 G сопоставим произведе­
ние

д-Ь д./*



где (j\, h  l'N) —  тип g, Х ъ ^ Я 1 ( £ =  1, 2, . . . .  ЛО-
Определение 1.7. Цикловым индексом группы подстано­

вок G называется многочлен от N — \ Т\ переменных
р /г у у \ —   ̂ r/i(g) yi2(§) у ifj(s)r a ( x  i, *2, л , x2 ... Лд, ,

gee
где | G | — число элементов группы G.

Например, если G—тривиальная подгруппа группы S N , 
т. е. подгруппа, содержащая лишь один элемент — тождест­
венную подстановку е, то справедливо равенство Р0 (хи

\ N  XZj ...» Xpj} х  ̂ .
П р и м е р  1. П усть дано множество Т  =  \  tx, h ,  /3| .  Требуется 

найти цикловой индекс группы S3 всех подстановок множества из 
трех элементов.

Каждому из 6 элементов группы G сопоставим граф, верш инами 
которого являю тся элементы множества Т,  а дуги соответствуют 
отображ ению  g  (т а б л . 13). Из таблицы заклю чаем , что

Р Sa (*i> х 2> х з) =  ( х \ 4“ х 2 -|- 2х3) .

Т А Б Л И Ц А  13

Элемент G — Ss Граф Слагаемое 
В PS,

е О О О х!

gl <Z> О х\ х2

g2 < 7<Г> х1х2

g3 о  < z > X1 У1 х\ 2

gl *3

gb х3



П р и м е р  2. П усть Т  — множество верш ин тетраэдра 
(рис. 152), a G — группа подстановок Т,  которые могут быть 
осущ ествлены  вращ ениям и тетраэдра как  целого. Подсчитать ци к­
ловой индекс группы  G.

Т аких подстановок 4 х  3 =  12, тогда как  всех подстановок 
четырех элементов 4! =  24. Подстановки g  £ G можно разбить на 
классы :

Рис. 153

a) тож дественная подстановка,
b) 8 поворотов на ±  120° вокруг четырех осей, проходящ их 

через верш ины  Т  и  центры  противополож ны х граней,
c) три поворота на 180° вокруг трех осей, проходящ их через 

центры противополож ны х ребер.
Геометрически очевидно, что для подстановок из класса а) име­

ется четыре ци кла по одному элементу; для  подстановок из класса 
Ь) один ци кл  длины один и один цикл длины три; для подстановок 
из класса с ) — два цикла длины два. П оэтом у спр аведл и ва  фор­
мула

P q (xi> х 2> х з> x i) = jg ( Х1 +  ®A’i *3 + 3*2)-

П р и м е р З .  П усть Т  —  множество верш ин куба, G — группа 
подстановок Т , осуществимых с помощью вращ ений куба. Найти 
цикловой индекс группы  G.

Всего таких  подстановок 6 • 4 ==• 24. Их можно разбить на 
классы  (рис. 153):

a) тож дественная подстановка,
b) ш есть поворотов на 4  90° вокруг осей, проходящ их через 

центры противополож ны х граней,
c) три поворота на 180° вокруг осей, проходящ их через центр 

противополож ны х граней,
d) шесть поворотов на 180° вокруг осей, проходящ их через 

центры  противополож ны х ребер,



е) восемь поворотов на + 120° вокруг осей, проходящ их через 
противоположные верш ины куба.

В клад подстановки класса а) в циклический индекс равен х * , 

подстановка класса Ь) дает вкл ад  х%, из класса с) — вклад  х \ ,  из 

класса  d) — вклад  х \ , из класса е) — вклад  x f  j t | .  Отсюда получим 
следующее вы раж ение для циклового индекса группы  G:

Ра (^i. *2  xs) =  ( х\ +  + 6x1 +  8xf х23) .

П р и м е р  4. Пусть Т  — множество граней куба, G — под­
становки Т,  осуществимые с помощью вращ ений. Н айти цикловой 
индекс группы G.

Тождественная подстановка дает в цикловой индекс вкл ад  x f  , 

подстановка класса Ь) — вкл ад  x j x i ,  подстановка из с) — в к л ад  
x f  х \ ,  из d) — вклад х 2 , из е) — в к л ад  х%. Следовательно, справед­
ливо равенство

Pq (XU хг *в) =  ( А  +  6*1 xi +  3*1 Х2 +  6*f +  8*1) •

§ 2. ТРА Н ЗИ Т И В Н Ы Е  М НОЖЕСТВА ГРУ П П Ы  ПОДСТАНОВОК

1. Эквивалентность элементов множества, порожденная 
группой подстановок. В § 1 рассмотрено понятие эквивалент­
ности двух элементов множества Т  относительно подста­
новки g. Введем сейчас понятие эквивалентности относи­
тельно группы подстановок G.

Определение 2.1. Элемент t , € Т называется эквивалент­
ным элементу tj £ Т  относительно группы G подстановок 
множества Т, если существует такая подстановка g  6 G, 
что t i =  g{tj).

Лемма 2.1. Введенное отношение эквивалентности реф­
лексивно, симметрично, транзитивно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу равенства t — e(f), 
е 6 G отношение рефлексивно. Из равенства t ; =  g(tj) 
вытекает равенство t} =  g '1^ ,)-  Так как g~x 6 G, то отно­
шение симметрично. Наконец, если справедливо равенство 
U =  t} =  g2(th), где gu g2 £  G, то выполняется ра­
венство t i  = g z ° g i  (th)> g 2 ° g i £ G ,  и отношение транзитив­
но. |

Обозначим то (t) — класс эквивалентности элемента t 
относительно группы G.

Определение 2.2. Классы эквивалентности х0 (t) назы­
ваются транзитивными множествами группы G.



Д ля группы G, состоящей из тождественной подстанов­
ки, транзитивные множества содержат по одному элементу. 
Для симметрической группы S N, напротив, существует 
лишь одно транзитивное множество — все Т.

2. Стационарная подгруппа элемента множества Т. 
Пусть g  — некоторая подстановка. Рассмотрим множество

Te = { t £ T \ g ( f )  =  t).

Множество Tg состоит из неподвижных точек отображе­
ния g. Д ля произвольного элемента t 6 Т  определим под­
множество Gt a  G, положив Gt =  {g £ G | g(t) =  /}.

Лемма 2.2. Множество Gt есть подгруппа группы G, 
так называемая стационарная подгруппа элемента t 6 Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть подстановки g1( gz 
принадлежат Gt, т. е. gt (t) =  /, g 2(t) =  t. Тогда справед­
ливы равенства g ^ g ^ t)  =  gi(g2(0) =  gi(t) =  t, следова­
тельно, g i°  gz £  Gr  Для тождественной подстановки вы­
полняется равенство e(t) =  t, поэтому е 6 Gt.

Пусть g  6 G(, тогда получим цепочку равенств g~l(t) — 
~  ё~1Ш )) = g~ log(t) =  e(t) =  t, следовательно, Gt. ■

Лемма 2.3. Пусть tx 6 xG (t); тогда справедливы ра­

венства

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условия леммы суще­
ствует элемент h 6 G, такой, что tx =  h(f), t  =  h~l{tj). Пусть 
подстановка g  6 Gt\ рассмотрим подстановку g' =  h o g  o h '1. 
Имеем

g ' (ti) =  h o g o h ~1 (/,) =  h o g ( t )  =  h  (t) =

следовательно, g'£ Gu . Для каждой подстановки g ’6 Gt 
существует лишь единственная подстановка g  6 G такая, 
что g ' =  hogoh'1, так как из равенства g ' — hogohrx — 
=  Aogjo/r1, gi 6 Gt и взаимной однозначности отображения 
h  следует g  =  gx =  h^og'oh.

Итак, установлено взаимно-однозначное соответствие 
между Gt и Gt, а следовательно, справедливо равенство

Для доказательства равенства | Gt | =  | G | / 1 ха (/) | вве­
дем отношение эквивалентности подстановок группы G 
относительно подгруппы Gt. А именно, подстановку h  6 G 
будем считать эквивалентной подстановке /  6 G, если су­
ществует подстановка g  £ Gt такая, что h  =  fog.  В силу



того что Gt — подгруппа, введенное отношение рефлек­
сивно, симметрично и транзитивно. Классы эквивалент­
ности r t (h) образуют разбиение группы G как множества:

р
G =  U Из определения эквивалентности вытекает

равенство | i t (hj) | =  | Gt | .
Каждый класс t t (hj) находится во взаимно-однозначном 

соответствии с элементами из i a (t). В самом деле, если 
f i f i  6  (hj)< т0 справедливы равенства

так как g if g21 Gt. Поэтому все подстановки класса zt (hj) 
переводят элемент t  £  Т  в элемент hj (t) £  х0 (t). Обратно, 
если ?  £ t Q(t) и t '  — hi(t),  t ' =  h2(t), то подстановка 
h\ ° h 2(z Gf, т. e. подстановки h { и h2—эквивалентны. Сле­
довательно, число p  различных классов эквивалентности 
т,(А/) равно | х0 (0 | .

Высказанные утверждения позволяют установить равен­
ства

3. Теорема о числе транзитивных множеств. Основным 
результатом настоящего параграфа является следующая 
теорема.

Теорема 2.1. Число транзитивных множеств N  (G) 
группы G равно

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим все пары (g , f), 
где g  6 G, t 6 T, для которых g(t) =  t. Число п таких пар 
можно подсчитать двумя способами. С одной стороны на­
ходим, что при фиксированной подстановке g  £ G число 
таких пар равно | T g | . Суммируя по всем элементам группы 
G, получаем равенство

h  (0  =  hj o g i (t) =  hj (t)\ f2 (t) =  h } ° g 2 (t) =  hj (t),

| 0 | = Д К ( А , ) |  =  р | 0 « |  =  М ) | 1 < М - И

N ( G ) =  ——  V  | T .  | . 
v '  | G | g '

g€<?

(2 . 1)



С другой стороны, при фиксированном элементе t 6 Т  
число пар равно | Gt | , следовательно,

« =  2 I G* | •

Преобразуем сумму ^  [ Gt | . Существует набор t t £  Т
КТ

k
(/ =  1, 2, . . . ,  k), k= N (G ), такой, что U 'CG(^ )=  Т, поэтому

/=1
справедливы равенства

« =  ^ | G f | = 2  2  l Gf l =  2 l To(^)| |Gt,l =
Кт /= l t&a (tj) i=i

=  |G|W(G).  (2.2)

Последний знак равенства в (2.2) установлен в силу лем­
мы 2.3. Из равенств (2.1) и (2.2) следует утверждение тео­
ремы. В

§ 3. КЛАССЫ  Э К В И В А Л ЕН ТН Ы Х  О Т О БРА Ж ЕН И Й

1. Эквивалентность отображенний конечных множеств.
Рассмотрим отображения f  : Т  - + R  множества Т  в некото­
рое конечное множество R.  Так как Т  и R  — конечные мно­
жества, то совокупность всех отображений f i T ^ - R  
также содержит конечное число элементов. Это число рав­
но Я |Г |. Будем обозначать множество отображений Т  в 
R  через R T .

Группа G подстановок множества Т  порождает экви­
валентность отображений в соответствии со следующим 
определением.

Определение 3.1. Отображение / г 6 R T эквивалентно 
отображению f j  6 R T относительно группы G, если суще­
ствует такая подстановка g  £ G, что справедливо равенство

fi =  f j ° g - 1- (3-1)
Лемма 3.1. Отношение эквивалентности (3.1) рефлек­

сивно, симметрично, транзитивно.
Доказательство леммы очевидным образом вытекает 

из групповых свойств подстановок и проводится аналогично 
доказательству леммы 2.1.

Отношение эквивалентности (3.1) порождает классы 
тG(f) эквивалентных отображений. Эти классы ха (fj) ( j =



=  1 ,2 , , р) образуют разбиение множества отображе­
ний R T .

П р и м е р  5. П усть Т  =  I?*, t2}, G — S2 , R  — числовое 
множество, содержащ ее два элемента 0 и 1. Найти классы  эк в и в а ­
лентных отображений R T .

Сущ ествует четыре отображ ения множества Т  в множ ество R  
и два элемента группы S 2  (табл. 14, рис. 154). Очевидны равенства:

f j  ( £ 1 1 (0  )  =  f j  (е (0)  =  f j  (0  ( / = 1 , 2 , 3 ,  4); 

кроме того,

h ( g ~ 2 ( t ) )  =  h ( t ) ,  f 2 (g-2l (0 )  =  М 0 .

Т А Б Л И Ц А  14

*- 
/

 
ос 

/

/ 
Ь**

t, f,

h 0 1 0 1

| 0 1 1 0

О О 9t

5,2

Рис. 154

Следовательно, имеем 

И з равенств

Ш ~ 1 ( 0 )  =  /4 ( 0 -  / « ( * “ '  ( 0 ) = М )

вытекает

*0 (/з) =  ^ ( /4 )  =  { /з .А Ь

Таким образом, имеется три класса эквивалентных отображений.

П р и м е р б .  П усть Т  — множество гр ан ей  куба, G — группа 
подстановок граней куба, осуществимых с помощью вращ ений. 
М ножество R  пусть состоит из двух элементов: R  =  {с, k )  (можно 
считать, что эти два элемента есть синяя и красная краски). Н айти 
классы  эквивалентны х отображ ений R T .

Отображение f\ Т  -* R  можно отождествить с раскраской  гр а ­
ней куба в красный и синий цвета. Всех способов раскраски ф икси­
рованного в пространстве куба 2е. Если два раскраш енны х р а з ­
лично куба располож ены  параллельно  в пространстве, то м ож ет 
случиться, что один из них можно повернуть так, что кубы пере­
станут казаться раскраш енны ми различно. Очевидно, эти две рас­
краски эквивалентны  относительно группы  подстановок граней 
куба, осуществимых с помощью вращ ений.

Классы эквивалентности можно пересчитать и описать сле­
дующим образом: а) все грани красны е — одна раскраска в классе,



б) пять граней красны х, одна си н яя  — 6 раскрасок  в классе,
в) две противополож ные грани синие, остальны е — красные — три 
раскраски  в классе, г) две смежные грани синие, четыре — красные 
— 12 раскрасок , д) три грани, прилегаю щ ие к одной верш ине, си­
ние — 8 раскрасок, е) две противополож ны х грани и одна остав­
ш аяся  синие — 12 раскрасок.

Классы ж ), з), и), к) получаю тся из классов г), в), б), а) зам е­
ной краски «синяя» на «красную».

Здесь перечислено 10 классов раскраски , содерж ащ их в сумме

1 + 6  +  3 +  1 2 +  8 +  1 2 + 1 2 +  3 +  6 + 1 =  29 

раскрасок . С ледовательно, перечислены все возможные классы.

2. Группа подстановок множества /?т , порожденная 
группой G. Полезно обсудить другой подход к рассмотре­
нию классов эквивалентных отображений, по форме более
близкий подходу § 2. Для этого рассмотрим множество G 
отображений множества R T в множество R T, которое по­
рождено группой G в следующем смысле. По каждой под­
становке g  £ G построим отображение £  G по формуле

где f Z R T . Очевидно, что ng (/) 6 R T .
Лемма 3.2. Отображение ng 6 G есть подстановка 

множества R T .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнено равенство 

n g (Д) =  (Д), эквивалентное в силу (3.2) равенству

В силу свойства взаимной однозначности подстановки g  
равенство (3.3) означает, что значения отображений f lt 
h  € R T совпадают на всех элементах t £ Т. |

Композиция двух отображений ixft и определяется 
как обычно:

операции композиции (3.4).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Операция композиции (3.4) —

(3.2)

(3.3)

(3.4)

ЯЙ1 0 *«,(/) =  /  0 £2 * ° £ i ' • (3.5)

Лемма 3.3. Множество G есть группа относительно



ассоциативна. Единицей группы G является подстановка 
п е, е (j G, так как

М Л  =  f oerl =  f ° e =  /. v / £ t f r -

Элементом (я^)-1, обратным элементу я^, является подста­
новка я  „ так как

=  =  f » e  =  f

в силу равенства (3.5). В
Лемма 3.4. Соответствие я: G -> G, заданное равенством

(3.2), есть гомоморфизм групп G и G.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы 3.5 вытекают 

равенства

V *  (/) =  / ° ( £ i °  ёгГ1 =  f o g ?  ° &Г' =  wgl 0 (/)• ■

У группы G подстановок множества отображений R T есть 
транзитивные классы. Из формулы (3.2) и определения 
транзитивных классов, данного в § 2, вытекает следующая 
лемма.

Лемма 3.5. Отображения f t и £  R T эквивалентны 
тогда и только тогда, когда они принадлежат одному и
тому же транзитивному классу группы G.

Определение 3.2. Множество элементов g  £ G таких,
что ng =  л е £  G, называется ядром отображения л  и 
обозначается ker я.

Пример. Пусть множество R  состоит из одного элемен­
та R =  {г}. Тогда множество RT для любого Т  состоит 
также из одного элемента. Естественно, что и группа всех 
подстановок множества R T содержит лишь единичный эле­
мент. Ясно, что какова бы ни была группа G подстановок
множества Т,  группа G =  {е}. Поэтому ядром отображения 
я  будет являться вся группа G.

Лемма 3.6. Пусть {g} — множество подстановок из G, 
переходящих в я  при отображении я . Справедливы ра­
венства

| t e } « J “ l k e r i t l* IG I =  i ^  I I ker тс 1.

Лемма есть непосредственное следствие леммы 3.4.



Имея в виду дальнейшее приложение теории в комбина­
торике и перечислении графов, введем следующие термины.

Определение 4.1. Фигурами называются элементы мно­
жества R . Конфигурациями называются отображения
/ е  r t -

Существенным моментом теории перечисления Пойа 
является приписывание фигурам и конфигурациям весов. 
В простейшем случае весами могут служить вещественные 
числа. Отметим, что в этом случае веса можно складывать 
и перемножать. Введем общее понятие веса.

Определение 4.2. Пусть на множестве W введены две 
ассоциативные и коммутативные операции', сложение «+» 
и умножение «•». Пусть, кроме того, определено произведе­
ние элементов w С- W  на рациональные числа. Если выпол­
нены следующие условия-.

1) относительно операции сложения множество W яв­
ляется группой,

2) справедливы равенства

(р +  q) w =  pw +  qw, р (qw) =  (pq) w,

(pwt) ■ (qw2) =  (pq)wl -w2,

где p, q — рациональные числа wx, w2 £  W, то говорят, что 
множество W есть коммутативная алгебра над полем ра­
циональных чисел.

Например, множество полиномов от п переменных 
x lt х 2, ... , х п с рациональными коэффициентами и введен­
ными стандартным образом операциями сложения и умно­
жения является коммутативной алгеброй над полем рацио­
нальных чисел.

Определение 4.3. Пусть имеется произвольное отобра­
жение а  : R  -*• W. Весом wa (г) фигуры г £  R называется 
образ фигуры г при отображении а.

З а м е ч а н и е .  В дальнейш ем никогда не придется рас­
сматривать одновременно несколько отображ ений R  в W,  поэто­
му значок а  у веса wa (г) мы будем опускать.

Определение 4.4. Перечнем L (R) множества фигур R  
называется сумма весов фигур г £  R :

L(R) =  2  w(r).
r£R



Если в качестве множества W взять множество вещест­
венных чисел и придать вес, равный 1 всем фигурам, то 
перечень фигур — это просто число элементов множества R.

Определение 4.5. Пусть определены веса w(r) фигур мно­
жества R. Весом конфигурации /  £ R T называется произ­
ведение

® ( Л = П И №
г

Перечнем конфигураций называется перечень множества 
R T :

L ( R T) =  ^

В дальнейшем будет показано, что перечень конфигу­
раций есть обобщение понятия перечисляющего ряда.

Лемма 4.1. Если конфигурации f lt / 2 £  R T эквивалентны 
относительно группы G, то их веса равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию леммы выпол­
нено соотношение /,(/) =  f 2°g~1{i), g  G G. Следовательно, 
справедлива следующая цепочка равенств:

® (Л )“  П и л ( ' ) ) ) =  П ^ ( / 2 ( г 1( 0 ) =
КТ ЦТ

=  П  w(h(t))= w(h),
t £ T

поскольку в силу взаимной однозначности подстановки g~l 
второе и третье произведения имеют одни и те же сомно­
жители, расставленные, может быть, в другом порядке. 
Порядок несуществен в силу коммутативности операции 
умножения.

Лемма 4.1 позволяет однозначным образом ввести вес 
класса эквивалентных конфигураций.

Определение 4.6. Весом класса эквивалентности w [тс(/)]£ 
£  W называется значение веса любой входящей в него конфи­
гурации. Перечень классов эквивалентности — это сумма 
весов классов эквивалентности.

Пример 7. Рассмотрим раскраш ивание граней куба из приме­
ра 6. Пусть множеством весов является множество полиномов от 
двух переменных с и ft с рациональными коэффициентами. Найти 
перечень классов эквивалентных раскрасок.



П олож им вес элемента «синий» из R  равным с, элемента «крас­
ный», равным k. Тогда классы эквивалентны х раскрасок получат 
веса

/гв , к ъс,  /г4с2, /г4с2, k 3c3, k 3c3 , №с?, &2с1, ксъ,

соответственно. Мы видим, что разные классы могут иметь одина­
ковые веса. Перечень L  классов эквивалентны х раскрасок равен

L =  к? +  к ъс +  2 k*c* +  2ks<? +  2k2ci +  №  +  c«.

§ 5. ТЕОРЕМА ПОЙА

1. Соотношение между перечнем фигур и перечнем кон­
фигураций. Справедливо следующее полезное утвержде­
ние.

Лемма 5.1. Перечень конфигураций f  £ R T связан с пе­
речнем фигур г 6 R соотношением

L (RT) =  (L (R))1 г 1. (5.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения перечня 
фигур правая часть формулы (5.1) может быть записана в 
виде

(L (R) )1Т1 =   ̂2  w (r)J1 т 1 = И г 4) +  w(r2) +  ... +  w(rp))

И г 1)+Ш(г2)+  ... +W(rp) ) ... ( o M + u f a )  +  ... +  W(rp)), (5.2)

где p  =  | R | и число сомножителей в произведении равно 
| Г | .  Если раскрыть скобки в правой части формулы (5.2), 
то получим сумму

(L(tf )) | r | =  ^  w ( r<t ) w ( r< , ) - w ( r ip ) ’ (5-3)
'»•1............1р

содержащую | R \ 1 т 1 членов. Общий член этой суммы име­
ет вид

w ( rJ  w ( rJ - “ ' ( % )  (5-4)
и получается выбором r’j-ro слагаемого в первом сомножите­
ле, г2-го слагаемого — во втором, (р-го — в последнем. 
Конечно, часть сомножителей произведения (5.4) может 
совпадать между собой.

Установим взаимно-однозначное соответствие между 
элементами множества Т  и сомножителями произведения 
в формуле (5.2). Пусть элементу tt соответствует первый сом-



ножитель, элементу /2 — второй, эл ем ен ту ^ , где iV =  | Т | 
— последний сомножитель:

(ш(г!) +  ... +  w{rp)) (ш(г4) +  ... +  w{rp)) ...

_________
... (ш(г,) +  ... +  W{rp))'

Тогда каждое слагаемое формулы (5.3) будет отвечать не­
которому отображению f  : Т  -*-R  такому, что справедливы 
равенства

Кроме того, это слагаемое будет равно w(f) — весу конфи­
гурации /. Так как число конфигураций /  6 R T, равное 
| # | | Г | , совпадает с числом слагаемых суммы (5.3), то 
правая часть формулы равна перечню конфигураций

L(#)=  2 и/)- ■
fiRT

2. Перечень кусочно постоянных конфигураций. Пусть 
множество Т  разбито на k непересекающихся подмножеств

т =  и Т], т , г\ т , = ф  (1Ф1).
/=1

Рассмотрим подмножество Фк с: R T конфигураций /  по- 
стоянных на каждом подмножестве Ту.

f i f )  — г j, Y t t T j  ( / = 1 . 2 ........k).

Лемма 5.2. Д ля перечня подмножества Фй справедливо 
равенство

П  2 (“' (Г))|Г' 1- {5-5)
/=1 ге«



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим разложение про­
изведения правой части равенства (5.5):

П  2 (“'(О)'7' 1 =  ( ( ^ м 1 г‘ 1 +  (w(г2))1 т> 1 + . . .  +
/=i гея

+  (ffi,('>))l r ‘ l x ^ r O ) 17-’ 1 +  . . . +

+  (а> (Га))' Г‘ ' )  • ■ ■ ((w (г,))1 Tk 1 +  • •. +  (w (гр))! Г* 1). (5.6)

Общий член суммы, получаемый при раскрытии скобок в
(5.6), имеет вид

. . . .  I Tt | | 7", | I Ть I
(ш (г(1)) ( W ( r j )  : . ( w ( r ip))' (5.7)

и соответствует одной и только одной конфигурации, для 
которой выполняются равенства:

f ( t )  =  rh > V ' 6 т»

/4 0  =  V  V* € Т ъ
щ л »..• + + • • •

/ ( 0  =  % .

(среди элементов rtj могут встречаться одинаковые).
Кроме того, произведение (5.7) равно весу конфигурации. 

Следовательно, вся сумма, возникающая при раскрытии 
скобок в (5.6), равна перечню L(<£>h). Q

П р и м е р  8. П усть имеется п шаров и три ящ ика Af,  A i ,  A s. 
С колькими способами Р п можно разместить шары по ящикам так, 
чтобы в первых двух ящ иках было по одинаковому количеству 
ш аров?

В качестве множества Т  выберем множество, состоящее из трех 
ящ иков {Ах,  Лг, Л3 |.  Множество R — совокупность неотрицатель­
ных чисел, не превосходящ их п: R — {0, 1, 2, 3, . . . ,  п) .  Конфигу­
рация f  — способ разместить шары по ящ икам. В данном случае 
долж ны  вы полняться равенства

f  (Ах) =  f  (А2У, f  (Ах) +  /  (Л2) +  f  (А3) =  я.

Полож им Тх =  {Ах,  Л2}, Тг =  {Л3}. Придадим вес фигурам — 
элементам из R  — по правилу w(j) =  х1, / £ R.  Тогда вес конфи­
гураций, удовлетворяю щ их условиям задачи, равен х п:

w { f ) = w ( f  (Л )) w (f  (А2)) w  (/ (Л3)) =  д-/<л‘) ХГ Ш  =
 _  хп



По .гемме 5.2 перечень L конфигураций, постоянных на Т, и Тг 
(но не обязательно имеющих вес х п),

L =  (1 +  х 2 +  x i +  ... +  х 2П) (1 + *  +  х2 - f  . . .  +  х п). (5.8)

Искомое число способов — коэффициент при х п в разлож ении пра­
вой части (5.8) по степеням х. Л егко  сообразить, что тот же коэф­
фициент остается при х п , если рассмотреть вместо (5.8) вы раж ение

Z-i =  (1 +Г - +  а-4+  ... + х * п + х * п+* +  ...)  (1 + л -  +  л-2 +  ... +

+  х п - L / * 1 +  ...)  =  (I — Л'2Р  (I — Л')'1.

Ф ункции L И  Z.J являю тся производящими ф ункциями комбинатор­
ных чисел Рп. Имеем разложение

Li — (1 +  f  - у  (1 -  *)"* +  Y  (! -

откуда находим следующ ую формулу:

=  у  ( я + 1 ) 4  у О  + ( - О” ).

3. Теорема Пойа. Пусть на множестве Т  действует груп­
па подстановок G. Обозначим через F класс эквивалентных 
относительно G конфигураций, через w(F) — вес клас­
са F. Д ля перечня классов эквивалентных конфигураций 
L =  V  w(F) справедливо равенство

F

L = p o ( 2  w{r l  2 (И г))2’ - ’ 2  И ' » 4’)’ <5-9>
\гёR r£ R

где N  — число элементов в Т, Ра (хъ хг, ..., xs ) — цикло 
вой индекс группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем некоторый вес 
w 6 W. Пусть Dw — совокупность конфигураций, имею­
щих вес w:

Dw = { f t R T\ w ( f ) = w \ .

По лемме 4.1 из /  6 D w вытекает, что © 6 D w, если Ф 6 тс ([).

Следовательно, группа G подстановок множества R T , еве­
денная в § 3 этой главы, переводит множество D w в себя. 
Поэтому для подсчета nD —числа классов эквивалентных

W
конфигураций, обладающих весом w, можно применить тео­
рему 2.1 и получить равенство



V w ( * e),  (5.10)

где Y j, (лг) — число неподвижных точек подстановки я 
т. е. конфигураций f £ D w таких, что n g (f) = / .  В силу 
леммы 3.6 формулу (5.10) можно преобразовать к виду

(5.11)
g rO

rReWn,(g) —  число конфигураций /  € D w таких, что fog-1 =  
= / .  Умножая обе части равенства (5.11) на w и суммируя 
по всем весам w 6 W, получим равенство

w n D =  TFT ш (5Л2)__ -  \ G\  JmU шшё
Well- g -О

Левая часть есть перечень классов эквивалентности 

У  W"D =  У  w ( F ) = L .  (5.13)
ш

tiyc\V Г

Изменим в правой части равенства (5.12) порядок сум­
мирования. Получим следующее выражение для перечня 
классов эквивалентности:

5 “ ' |Г" (Й ' (514)g  - ( ?  w  -IV '

Внутренняя сумма в правой части равенства (5.14) есть пере­
чень конфигураций /  таких, что fog-* =  /. Так как g _1 — 
подстановка множества Т, то Т  разбивается на циклы 
Т j ( / =  1, 2, ..., k) подстановки g~l (теорема 1.1). Усло­
вие /  =  fog4  означает, что

/ ( 0 =  /  ( г 1 (*)) =  / te r2 ( * ) = - .

поэтому конфигурация /  постоянна на каждом цикле Т> 
(/ =  1,2,  ... , k ).'

По лемме 5.2 справедливо равенство

2 w ^ = п 2 (аУ ̂
waw у=1 ген

Ti\



Пусть (/ъ / г, jд.) тип подстановки g"1. Следовательно, 
среди чисел | 7^| число 1 встречается ]\ раз, число 2 встре­
чается /2 раз и т. д. Отсюда вытекает, что

2  =  *  (') Т  X
и %W *■ reR )

х  { 2  w )a f  -  { 2  и г » "  УЛ' • <5-15)
 ̂ гея > reR >

Выражение (5.15) может быть получено, если подставить 
выражения

xt =  2 w (r)' х2 =  2 ( ау(''))2’ ••• ’ xn =  2 ^ ' ( r))v
reR r̂ R r0R

в произведение x \1 x'23 ... x ^ N, являющееся слагаемым в 
цикловом индексе PQ (л^, хъ ... , х Л,) группы G, отЕечаю-
щим подстановке g~x. Из этого замечания и равенств
(5.14), (5.15) вытекает утверждение теоремы. Ц

Пример 9. Вновь рассмотрим задачу об окраш ивании граней 
куба в две краски: синюю и красную. Требуется, пользуясь 
теоремой Пойа, найти перечень классов эквивалентны х раскрасок.

Цикловой индекс группы  подстановок граней, осуществимых 
с помощью вращ ений, найден в примере 4:

Р а  (•*!’ *2 хв) =  2^ ( ®А1 х* "Ь х2 ®х2 ~Ь 8л| ) .

Пусть, как и в примере 6, множество весов есть множество 
полиномов с рациональными коэффициентами от двух переменных 
с и ft. Положим вес элемента «синий» равным с, «красный» — ft. 
В силу равенства (5.9) перечень классов эквивалентны х раскрасос 
есть

J L  [(с +  kf  +  6 (с +  к)* (<* +  ft4) +  3 (с +  ft)2 (с* +  А») +  6 (с* +

+  ft2)3 4- 8 (с3 +  ft3)2] =  ft6 +  ft5C -f  2ftJc2 +  2ft3c3 +  2k2c* +  ftc® +  c8, 

что находится в полном согласии с результатами примеров 6 и 7.

§ 6. Ц И К Л О В Ы Е  ИНДЕКСЫ  ДВУХ ГРУПП,
ЧАСТО ВСТРЕЧАЮ Щ ИХСЯ В ТЕОРИИ П ЕРЕЧИ С Л ЕН И Й .

ГРАФОВ

1. Цикловой индекс симметрической группы Sp. Пусть
подстановка g £ S p имеет тип (jlt /2, . . . ,  /,,). Определим чис­
ло подстановок, имеющих тот же тип. Пусть сначала тип



g  есть (О, 0, , 0, 1). Из всех р\ п е р е с т а н о в о к  эле­
ментов множества Т  п о д с т а н о в к у  g  порождают ров­
но р перестановок вида tH, / г>, . . . где t ik+i =  g ( t ik)
( k=  0 , 1, , p — = g ( t lp).  Таким образом, имеется
( p — 1)! подстановок рассмотренного типа. Пусть теперь 
тип g  есть }р). Очевидно существует р\ [/,! j ^ - j p ' - l ' 1
различных способов объединить р элементов множества Т  
в упорядоченные группы, причем /, групп содержит по 
одному элементу, / 2 групп — по два элемента и т.д.  Эги 
упорядоченные группы отвечают циклам подстановок дли­
ны п (п =  1, 2, ... , р) (сами циклы есгь просто подмноже­
ства Т). Так как ровно п перестановок из п элементов 
( n =  1, 2, . . . ,  р) соответствуют действию подстановки g  на 
цикле длины п, то искомое число подстановок есть 
Р- [/И 1г- ••• jp- 17‘ 2/! ... р'р ]_1 . Следовательно, справедли­
ва формула

Ps (i/i- Уг< ••• . УР)
р

- У■>! Z j j —  У’\ У2 yJP’ ( 6 .1 )
ф  а! 2^ ,v • А /У

где суммирование проводится по всем таким наборам це­
лых неотрицательных чисел (jlt /2, ..., j p), для которых 
/, +  2/ 2 +  ... +  pj„ =-- р.

2. Цикловой индекс группы-кранца. Пусть Q и У?—ко­
нечные множества, G и Н — группы подстановок множества 
Q и R  соответственно. Рассмотрим множество Q х  R  всех 
пар (q, г) точек q 6 Q, г 6 R-

Определим подстановку у множества Q х  R  следую­
щим образом. Пусть /  : Q -* Н — некоторое отображение 
на всю группу Н,  рассматриваемую просто как множество. 
Пусть g  — некоторая подстановка из группы G. Тогда дей­
ствие подстановки у на пару (q, г) определяется формулой

Т [£> Я ((?- г)) =  (g (q), f  (q) {г)). (6.2)

Количество подстановок у [g ,/], очевидно, равно |G | | Н  |IQI . 
Нетрудно проверить, что они образуют группу. Эта группа 
называется группой-кранца и обозначается GIH).

Теорема 6.1. Пусть Ра (УиУг, ■■■) и Рн  (*i. х2, ...) — 
цикловые индексы групп подстановок G и Н. Справедливо 
равенство



Ра  (я ] * 2 > •••) ■ Р а [Рн ( * 1 > х 2 > х з> •••) >

Р f] (̂ "2> x t> в̂> •••) •••] * (®*3)

где правая часть получена подстановкой yk =  Р н (xk, x 2h, 
x3h, ...) в цикловой индекс группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим подстановку
Y lg> Л 6 G\H\.  Пусть g  6 G имеет тип (ju  /2........ /р), где
Р =  I Q|- Определим тип подстановки у . Фиксируем некото­
рый цикл (qlt q2, ..., qk) подстановки g  и рассмотрим мно­
жество Т  всех пар (q ;j г), где i =  1,2,  ... ,  k, а г пробегает 
все множество R. Очевидно, что это множество переходит 
в себя при преобразовании у . Найдем, на какие циклы оно 
распадается под действием подстановки у .

Пусть h j  =  f(qj) ( / =  1, 2, k). Оказывается, что эти
циклы зависят только от произведения h =  hk, ... 
Положим, что подстановка h  имеет тип (Ьъ b2, Ь3, ...), и 
рассмотрим действие подстановки ylg, Л и ее степеней на 
элемент [qlt г]. Последовательные применения у дают 
следующий результат:

(Чи г) ->  (Ъ> К  (г)) (<7з, h2 ^  {г)) ...

-  -► (Qk K -х - h i  (г)) -> (qlt hk hh_i ... К  (r)).

Следовательно, если элемент г принадлежит циклу подста­
новки h длины /, то элемент (qlt г) порождает цикл длины 
к1. Таким образом, множество Т  распадается на Ьх циклов 
длины k, b2 циклов длины 2k, b3 циклов длины 3 k  и т. д.

Д ля каждого множества Т  рассмотрим выражения 
| Н |_fc xbk' xb'k ... Если просуммировать эти произведения при
фиксированных q 6 (<?i, q2, ••• , <7ь) по всем / 6  H Q, то по­
лучим Р н  (xk, x2h, x3h, . . . ), так как произведение h =  
=  hk hk_i ... hx пробегает группу Н  k  раз, когда h t (i =

=  1,2,  ... k) пробегает группу Н  один раз.
Так как тип подстановки g  есть (ju j2, ...), то эта подста­

новка дает вклад

\Рц(*1> Х2’ ХЯ* ...)]^ [ Р fj(x 2t x it  х в> •••)] [Pf{(X3<Xв» -̂ в •**)] •••

в цикловой индекс группу G[H). После суммирования по 
всем g£G  этих вкладов получаем утверждение тео р е м ы .|



Глава X IV
НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ 

ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ ГРАФОВ

Теория перечисления графов имеет многочисленные 
применения. Перечисление корневых деревьев, предпри­
нятое Кэли (см. § 3 гл. XII),  имело целью подсчет числа 
изомеров насыщенных углеводородов Сп Я 2п+2. Структур­
ную формулу таких веществ можно рассматривать как де­
рево, в котором вершины имеют степень 1 или 4. Результаты 
других задач перечисления находят приложения в химии, 
теоретической и статистической физике, биологии, теории 
планирования эксперимента и т. д.

Изучение методов перечисления графов полезно не толь­
ко с целью получения результата — искомого комбинатор­
ного числа, оно позволяет также глубже уяснить смысл 
основных понятий теории графов. К их числу следует от­
нести изоморфизм графов, группу автоморфизмов графа, 
корневые графы и графы с отмеченными ребрами. В первом 
параграфе дается новое определение графа, полнее раскры­
вающее комбинаторную природу этого понятия.

Заметим, что если бы удалось найти число всех плоских 
графов и всех 4-хроматических, то это бы решило проблему 
4 красок. К сожалению, эти задачи перечисления до сих 
пор не решены.

§ 1. ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ГРАФОВ 
С р  ВЕРШИНАМИ И k  ДУГАМИ

1. Граф как конфигурация. Пусть Т  — некоторое 
множество, | Т I =  р. Рассмотрим полный граф без петель 
Кр( Т ,  Т  X Т\Е) ,  где £  с  Г X Т  — диагональ, Е  =
=  {(*;> U) (* =  1. 2 - ••• - Р)}- г РаФ Кр  имеет р(р —  !) ДУГ-
Произвольный граф G =  (Х,Г) с р вершинами и k дугами — 
это суграф графа К Р- Обозначим через R  множество из двух 
элементов R  =  {0, 1} с весами о>(0) =  1, ш(1) =х.  Очевидно, 
что графы G =  (X , Г) с р вершинами и k  дугами (k ^



р(р — 1)) находятся во взаимно-однозначном соответ­
ствии с конфигурациями /  : К Р -+-R, причем

/  да,, о »  =  { '  ■ если <' , , у 6 Г -{ 0 в противном случае.
Вес конфигурации w(f) — хк.

Обозначим через Qp группу автоморфизмов графа К р■ 
Теорема 1.1. Совокупность изоморфных графов с р вер­

шинами и k дугами есть класс эквивалентных относительно 
группы Qp конфигураций /  : /Ср -> R.

Доказательство теоремы вытекает непосредственно из 
определения автоморфизмов графа.

Применим теорему Пойа для подсчета числа неизоморф­
ных графов без петель с р вершинами и k  дугами. Обозначим 
это число gph. Следствием теоремы 1.1 и теоремы Пойа 
является следующая теорема.

Теорема 1.2. Перечисляющий полином g p{x) удовлетво­
ряет равенству

gp {x) =  PQ ( 1 + J t ,  1 + * \  . . . .  1 + х р{р- 1)) ,  (1.1)
р

где PQ (хъ к2, . . . ,  хр(р_ {)) — цикловой индекс группы Qp,
рассматриваемой как группа подстановок дуг графа К.р.

Таким образом, задача свелась к нахождению циклового 
индекса группы Qp.

2. Цикловой индекс группы Qp. Группу Qp можно опре­
делить как группу подстановок упорядоченных пар точек. 
Для получения ее циклового индекса воспользуемся цик­
ловым индексом группы S p. Рассмотрим сначала случай 
р  =  3. Тогда из формулы (6.1) гл. XIII  находим следующее 
выражение для циклового индекса группы S 3:

PSa (J/i. У2. Уз) =  Y  (У'\ +  3у i уг +  2у3).

В табл. 15 показано, какую подстановку g  6 Q3 порож­
дает подстановка g  6 S 3. Суммируя по всем подстановкам 
из S 3l получим равенство

PQs (xit х2, . . . ,  хе) =  - у  (х[ +  3^2 +  2 х \).
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В силу теоремы 1.2 для перечисляющего полинома ga(x) 
справедлива формула

£з (*) =  Y  (1 +  X? +  - у (1 +  *2)3+  - f  (1 +  *3)2 =

=  1 +  х  +  4 х г +  4 Х 3 +  4 х *  +  х5 +  Xе .

Н а рис. 155 показаны все графы с тремя вершинами.
В случае произвольного р член циклового индекса

группы Qp, соответствующий члену у 1' t/2‘ ... y jp  в цик­
ловом индексе группы S p, можно вычислить следующим 
образом. Рассмотрим сначала те и только те упорядочен­
ные пары, которые состоят из точек, лежащих на циклах 
подстановки g  £ S p одинаковой длины п. При действии
подстановки g  пар точек, порожденной подстановкой g ,  
такие пары образуют 2пС2 + ( п — 1)/„ циклов длины п

'П
(первое слагаемое отвечает парам точек, лежащих на раз­
ных циклах, второе — на одном и том же; С2, =  0 при•п



/'„ <  2). Упорядоченные пары (^  , такие, что точка 
t t лежит на цикле подстановки g  6 S p длины q, а точка

t{ — длины г, сами образуют циклы подстановки g  

9з(х)  =  1 +  х  + 4хг +  Ьх3 + Чх** + X s +  х 6

длины от(<7, г) — наименьшего общего кратного чисел q 
и г. Таких циклов будет 2 jq jrd(q, г), где d(q, г) — наиболь­
ший общий делитель чисел q и г. Следовательно, член 
rfi 1Л ‘ ••• Урр отвечает члену

в цикловом индексе группы Qq. Отсюда вытекает равенство

I <q<r<p

где суммирование проводится по всем наборам натураль­
ных чисел (/j, ]г jp) таких, что j t 4- 2/2 4 Ь pjp= p .

П р и м е р  1. Требуется подсчитать число ррафов с  четырьмя 
вершинами.

Рис. 155

2nC? +(n—1)/ 'пп
1 <q<r<p

PQp (x It x2t ••• * xp —

2nC2 +  (n - l ) tn  
in X

2/.  Ir d (q, r)
(1.2)



Имеем р  =  4, следовательно, суммирование в формуле (1.2) 
проводится по следующим наборам чисел ( / j, / 2 , / 3 , / 4): (4, 0, 0 , 0); 
(2, 1, 0, 0); (1, 0, 1, 0); (0, 2, 0, 0); (0, 0, 0, 1). Каждому набору от­
вечаю т следующ ие слагаемые:

41 2С? 12 / ■.——  л г 4 =  лг, (первое),

4! 2 1 1  - 2 5 .  .
 « х „ =  6*, *  (второе),

2 . 2  1 2 2  1 2 '  г  /»

41  2 2  4
“ *з*з =  8;гз (третье),

4! „ в
 х  =  Zx (четвертое),4 . 2 2 2 ' г 7

41 з с а , ч——  xi  =  6х4 (пятое).

Суммируя эти слагаемые, получаем равенство

PQi (x l ’ х 2  * 12) =  -f- 6 л-® Jf* -f- 8Л"3 -f- 3jf2 -f- 6 a-4) .

(1.4)

Из формул (1.4) и (1.1) при р =  4 получаем следующ ее вы раж е­
ние для g4(*):

g t (x) =  l +  x  +  5х* _|_ 13дл _|_ 27х4 +  38дг5 +  48л-6 +  38л-7 +

+ 27ха +  13а-9 + 5дг10 +  хп +  л-12.
Симметрия коэффициентов вытекает из того ф акта, что взятие до­
полнения графа G относительно полного графа Кр однозначно опре­
деляет сам граф G.

§ 2. П Е РЕ Ч И С Л Е Н И Е  ПОЛНОСТЬЮ  НЕОРИЕНТИРО ВАНН Ы Х 
ГРАФОВ С р  ВЕРШ ИНАМ И И k  РЕБРАМ И

1. Конфигурация, отвечающая полностью неориенти­
рованному графу. Рассмотрим полный полностью не­
ориентированный граф К р с р вершинами. Обозначим че­
рез R p группу автоморфизмов графа К Р (RP — группа пере­
становок неупорядоченных пар точек). Тогда различные 
неизоморфные симметрические графы с р вершинами и
k ~  ^  ребрами можно отождествить с классами эк­

вивалентных относительно группы R p конфигураций 
/  : К Р Я, где Я =  {0, 1}. Пусть веса фигур удовлетворя-



ют равенствам t«(0) =  1 , w(l) =  х, тогда вес конфигураций
w(f) равен хк. Обозначим через g,,(x) перечисляющий поли­
ном

р (р—о
2

8 р ( х ) =  2  S Pk x k '
k=0

(§Pk — число неизоморфных графов с р  вершинами и k 
ребрами). Аналогом теоремы 1.2 будет следующая теорема.

Теорема 2.1. Перечисляющий полином g p(x) удовлетворяет 
равенству

( -  
gp(x) — Р % \1 +  *> 1 +  х 2> ••• > 1 +  х  J , (2 . 1 )

где (хи х2, . . . ,  хр (р_ 1)/2) — цикловой индекс группы Rp.
2. Подсчет циклового индекса группы подстановок R p.

Для нахождения циклового индекса группы R p воспользуем­
ся, как и в § 1, цикловым индексом группы S p. Пусть сна­
чала р =  4. Цикловой индекс группы S4 дается выраже­
нием

1» У2> Уз< У4) — “  ( Ух +  6 (/i</2 +  ^УгУз +  Зг/^-f 6 г/4) .

Рассмотрим табл. 16.

Из табл. 16 получаем формулу

Р (%i> х 2’ > х в) —  ( x i "Ь 9xi Х2 +  8 x3  -|- 6 X2X4 ). (2 .2 )

Из равенств (2.2) и (2.1) следует, что справедливо следую­
щее выражение для перечисляющего полинома gt (x):

g i (х) =  1 - f  х +  2 х 2 +  Зх3 +  2х4 +  х5 +  х6.

На рис. 156 изображены все графы с четырьмя вершинами. 
В общем случае вклад от члена y'l.y'f — y ' f Z P e

Р
в цикловой индекс P D может быть разбит на две незави-Ар
симые части, которые затем следует перемножить. Первая 
часть порождается парами, точки которых лежат на циклах 
подстановки g  6  S p одинаковой длины п,  вторая часть — 
остальными парами точек.



Первую часть удобно разделить на вклады от циклов 
нечетной и четной длин. Д ля нечетных циклов справедливо 
соответствие



(2Л+1) С ;Ъп+1 + " W

для четных циклов — соответствие

д+(х) =  1 + х  Л- 1хг +  Зх3 +  2xk +  х 5 + Xs

Вторая часть вклада порождается соответствием

/? /г lq lrd(.Qtr )
yq У, - + Xm (q, n  >

где tn(q, г) — наименьшее общее кратное, d(q, г) — наи­
больший общий делитель чисел q и г. Таким образом, ус­
тановлено равенство

Подстановка (2.3) в (2.1) решает поставленную задачу 
перечисления. Например, для р =  5 имеем следующее вы­

Рис. 156

1 <ц<т<р



ражение для перечисляющего полинома:

&5 (*) =  1 +  * +  2л:2 +  4х3 +  6а'4 +  6х5 - f  6хв +  Ах7 +

+  2 л:8 +  х 9 +  х 10.
3. Перечисление мультиграфов. В теореме 2.1. было 

установлено выражение для перечисляющего полинома 
g p(x) полностью неориентированных графов без кратных 
ребер. Очевидно, что если в качестве множества фигур R  
взять множество {0, 1, 2}, то конфигурацию /  : К Р -*-R —  
можно отождествить с мультиграфом, в котором существует 
не более двух ребер, соединяющих пары вершин. Поэтому, 
заменяя перечень L(R)  =  1 +  х  в равенстве (2.1) на пере­
чень L(R) — 1 -f х  +  к2, получаем перечисляющий поли­
ном для графов, кратность ребер в которых не превосходит 
двух.

Следствие 1. Перечисляющий полином g  (л:) для iпол­
ностью неориентированных мультиграфов с кратностью 
ребер, не большей двух, равен

gp (x )  —  Р ^  1 “Ь  х х 2> 1 +  * 2 +  ,

р (р—о  \

1 + х  2 +  х  (р— j  . (2.4)

Если не накладывать ограничений на кратность ребер, 
то взяв в качестве множества фигур R  множество Z+ =  
=  {0, 1, 2, ...}  с весами w(n) =  хп, приходим к следующему 
утверждению.

Следствие 2. Перечисляющий полином gp (к) для муль­
тиграфов с р вершинами имеет вид

( ( р (р -о \-1
g'p(x) =  PR ((1 — х)-1, (1 — Л2)-1, ... . \ 1 —* 2

(2.5)
Аналогичные следствия вытекают и из теоремы 1.2.

§ 3. П Е РЕ Ч И С Л Е Н И Е  М А РК И РО В А Н Н Ы Х  ГРАФОВ

1. Маркировка. Приемы перечисления графов, осно­
ванные на теореме Пойа, далеко не исчерпывают всех спо­
собов перечисления. Разработаны и другие методы. Мы по­



знакомимся с двумя из них. Начнем с перечисления марки­
рованных графов.

Вершинами графа могут быть элементы самых различ­
ных по своей природе множеств. Часто бывает удобно в 
качестве множества вершин рассматривать какое-либо 
конкретное, например, числовое множество.

Определение 3.1. Пусть X  и Q — два конечных множе­
ства. Взаимно-однозначное отображение f  : Q X  на­
зывается маркировкой множества X  множеством Q. Мно­
жество Q есть множество меток, X  — маркированное мно­
жество.

Маркированное множество X  может являться множест­
вом вершин некоторого графа G ~  (X , Г). В этом случае 
естественно ввести следующее определение.

Определение 3.2. Пара (G, /), где G =  (X , Г) граф, а 
/  — маркировка множества X , называется маркированным 
графом.

С помощью маркировки /  можно определить граф 
G(f) =  (Q, I}). Будем считать, что дуга (qa, q?, т) 6 Г/( 
где qa, q,, £ Q, в том и только в том случае, если дуга 

/(??)> т )£Г.
Определение 3.3. Два маркированных графа (G, Д), 

(G, / 2) называются изоморфными, если графы Gfi и G^ сов­
падают. Маркировки fi и / 2 изоморфных маркированных 
графов называются эквивалентными.

2. Маркировка и группа автоморфизмов графа. Рас­
смотрим граф G =  (X , Г) без петель и кратных дуг. Очевид­
но, что для любых двух маркировок f 1 и / 2 графа G существу­
ет такой элемент g  симметрической группы S n подстановок 
множества Q (п =  |Q|), что справедливо равенство

fz — f i 0g- (3-1)
Теорема 3.1. Пусть /  — некоторая маркировка графа 

G. Совокупность Н подстановок g  £ S n таких, что марки­
ровки fog эквивалентны маркировке f, изоморфна группе 
автоморфизмов Aut(G) графа G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что Н  — погруп- 
па группы S„. Очевидно, что тождественная подстановка 
е £ Н. Пусть подстановка g  6 Н. Это означает, что графы 
Gf  и Gfog совладеют. Отсюда следует, что дуги (qa, q̂ ) и 
(g(qa), g(q?)) одновременно либо принадлежат, либо не при­
надлежат множеству Гу Из этого утверждения вытекает, 
что g~l 6 Н.  Аналогично доказывается, что композиция 
двух подстановок из Н  также принадлежит Н.



По заданной подстановке g  £ Н  построим отображение 

- <Р =  ° Г 1 (3.2)
множества вершин X  графа в себя. Из формулы (3.2) выте­
кает, что ф — взаимно-однозначное отображение, так как 
отображения f u g  взаимно однозначны.

Пусть кх и х2 — смежные вершины, т. е. (х1( х2) 6 Г. 
Тогда (<p(*i)), ф(яса)) 6 Г, так как дуга (gof' 1̂ ) ,  g°/_1(*2)) £ 
6 Гf , следовательно, ф  £ Aut (G). Обратно, если 

Ф £Aut (G), то g  =  / - ‘офо/ g Н.  В силу взаимной однознач­
ности маркировки f  формула (3.2) устанавливает изомор­
физм групп Н  и Aut(G). ■

Следствие. Данный граф G =  (X, Г) можно маркировать 
пМ | (Aut (G) | способами, где п  =  I X | .

3. Число маркированных графов с «  вершинами. Для 
того чтобы подсчитать, сколько существует маркированных 
графов с п вершинами, достаточно рассмотреть полный граф 
К п (Q, Q X Q\E), который содержит п (п — 1) дуг. Тогда 
любой граф Gf , порожденный графом G e n  вершинами, есть 
суграф Кп- Следовательно, справедлива следующая тео­
рема.

Теорема 3.2. Число неизоморфных маркированных гра­
фов с п вершинами равно 2 " (я-1>.

Д ля полностью неориентированных маркированных гра­
фов с вершинами справедлив аналогичный результат.

Теорема 3.3. Число неизоморфных маркированных пол­
ностью неориентированных графов с  п вершинами равно

п (п-1)

2 2 .
На рис. 157 показаны все маркированные полностью 

неориентированные графы с тремя вершинами.
4. Перечисление маркированных деревьев. Концевыми 

вершинами дерева Т  называются вершины к, инцидентные 
одному ребру (st х  =  1).

Лемма 3.1. Любое дерево Т  с числом вершин более одной 
имеет, по крайней мере, две концевые вершины.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим метод индукции по 
числу ребер. Д ля дерева из одного ребра утверждение 
леммы, очевидно, справедливо. Пусть оно справедливо для 
всех деревьев из п  ребер. Удалим из дерева Т, содержащего 
п  +  1 ребро, какое-либо ребро. Так как в дереве любое 
ребро — перешеек, то дерево Т  распадается на две компо­
ненты связности, также являющиеся деревьями. Если каж­
дая из них содержит более двух вершин, то в силу предпо­



ложения индукции, в каждой компоненте содержится, по 
крайней мере, по две концевые вершины, а всего концевых 
вершин не менее четырех. После восстановления удаленного 
ребра увеличивается степень лишь у двух концевых вершин. 
Следовательно, по крайней мере, две концевые вершины

Рис. 1 5 7 '

остаются. Если одна из компонент связности содержит лишь 
одну вершину, то при восстановлении удаленного ребра 
эта вершина становится концевой. Остается концевой, по 
крайней мере, еще одна концевая вершина у второй компо­
ненты связности. И

Теорема 3.4. Число неизоморфных маркированных де­
ревьев из п вершин равно tin~2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подсчитаем число различных, 
быть может изоморфных, деревьев, которые можно постро­
ить на множестве меток Q. Обозначим через

<7i> Яп (3-3)
элементы множества Q. Пусть Т  — некоторое дерево с 
множеством вершин Q. Пусть q. — первая концевая вер­
шина в последовательности (3.3), а =  (q^, qh) — ин­
цидентное ей ребро. Удалим из дерева Т ребро щ  вместе с 
вершиной q{ . Получим новое дерево T v  Пусть qt —  пер­
вая в последовательности (3.3) концевая вершина дерева 
7 \, а «2 =  (q{ l  q/a) — инцидентное ей ребро. Повторяем 
этот процесс до тех пор, пока после удаления ребра ы„_2 =  
=  (qifi 2, qJn 2) не остается единственное ребро ип_4 =



=(<7г„ j. q} j), соединяющее две оставшиеся вершины. По­
следовательность

(3.4)

однозначно определяется деревом Т.  Заметим, что любая 
вершина qt € Q может войти в последовательность (3.4) 
более одного раза.

По последовательности (3.4) можно однозначно восста­
новить дерево Т. Для этого находим первую вершину q( 
в последовательности (3.3), которая не содержится в после­
довательности (3.4). Она определяет ребро их =  (q^, qh). 
Вычеркиваем один элемент qh из последовательности
(3.4) и вершину qt — из последовательности (3.3) и продол­
жаем построение для оставшихся вершин. Легко доказать, 
что получающийся граф является деревом. В последова­
тельности (3.4) каждый элемент qjm может совпадать с любой 
из п вершин множества Q. Различные последовательности 
вида (3.4) определяют по построению различные деревья. |

1. Теорема о характеристике неподобия для деревьев.
В этом параграфе производящая функция числа неизоморф­
ных деревьев будет выражена через производящую функцию 
корневых деревьев.

Определение 4.1. Пусть Т  — дерево, GT — группа авто­
морфизмов дерева Т. Две вершины x it Xj дерева Т  называются 
подобными, если существует автоморфизм a £G T такой, 
что о (xt) — Xj.

Аналогично определяется подобие ребер.
Определение 4.2. Числом неподобных вершин дерева Т  

(числом неподобных ребер) называется число классов экви­
валентности вершин (ребер) относительно группы GT.

Теорема 4.1. Пусть р ' и q' — числа неподобных вершин 
и ребер дерева, q" — число ребер, соединяющих подобные 
вершины. Тогда имеет место соотношение

Доказательству теоремы предпошлем несколько лемм. 
Пусть Т а — поддерево Т (Та — подграф Т, являющийся 
деревом).

§ 4. П Е РЕ Ч И С Л Е Н И Е  ДЕРЕВ ЬЕВ

р' — (я' я") — 1 • (4.1)



Определение 4.3. Поддерево Та называется характерис­
тическим, если любые две различные вершины Та не подобны.

Определение 4.4. Характеристическое поддерево Тп  
обладающее тем свойством, что любая вершина у  £ Т ,  
смежная с Та, имеет в Та, по крайней мере, одну вершину, 
подобную себе, называется максимальным характеристи­
ческим поддеревом.

Лемма 4.1. Любое дерево Т  обладает, по крайней ме­
ре, одним максимальным характеристическим поддере­
вом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т г — поддерево, сос­
тоящее из вершины xv  Очевидно, что Тх — характеристи­
ческое поддерево. Если все вершины у  £ Т , смежные с х г, 
подобны хг, то 7 \ — максимальное характеристическое под­
дерево. Пусть вершина х2 смежна с хх и не подобна хх. Тогда, 
присоединяя к Тх вершину х2 и ребро (хг, х2), получим ха­
рактеристическое поддерево Г2. Если все вершины у  £ Т,  
смежные хг или х2, подобны либо xlt либо х2, то Т 2 — мак­
симальное. Если вершина х3 смежна либо с хх, либо х2 и 
не подобна ни къ  ни х2, то, присоединяя к Т г вершину х3 
и либо ребро (хъ к3), либо ребро (х2, к3), получим характе­
ристическое поддерево Т3 и т. д. После конечного числа ша­
гов получим максимальное характеристическое поддерево
тп. Ш

Лемма 4.2. Пусть То — максимальное характеристи­
ческое поддерево дерева Т. Тогда Т0 содержит по одному эле­
менту из каждого класса эквивалентности подобных вершин 
дерева Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу свойства максималь­
ности поддерева То любая вершина к £ Т ,  смежная с То 
имеет в То подобную себе. Пусть вершина xv  несмежна с 
То и ни одна вершина, подобная хъ не содержится в Го. 
Рассмотрим цепь соединяющую вершину хх с какой-то 
вершиной у  £ Т. Пусть (%, х2, ..., хт, у) — совокупность 
вершин цепи ц . Тогда ни одна из вершин, подобных х2, 
не содержится в То. Действительно, в противном случае 
существовал бы автоморфизм а £ Gt такой, что сг(я2) £ Т0. 
Следовательно, вершина a (x 1) была бы смежна с 
ет(лг2) 6 То и в силу максимальности То принадлежала бы 
То. Аналогичным свойством обладают вершины х3, xit . . . ,x m. 
Значит, вершина хт, будучи смежной с вершиной 
у  £ То, не имеет в Та подобных. Это противоречит макси­
мальности Т 0. ■



Определение 4.5. Ребром симметрии дерева Т  называет­
ся ребро (к, у) такое, что вершины к и у  подобны.

Заметим, что число ребер симметрии q" входит в форму­
лировку теоремы 4.1.

Лемма 4.3. Каждое дерево Т  имеет не более одного ребра 
симметрии.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / =  (х, у) — ребро сим­
метрии. Удалим это ребро из дерева. Тогда дерево Т  ра­
зобьется на два несвязанных между собой дерева Т х и Ту, 
содержащих соответственно вершины х  и у. Если ст 6 GT 
такой, что а(х) — у, то автоморфизм а порождает изомор­
физм деревьев Т х и Ту. В самом деле, если вершина г 6 Т х, 
то а (г) £ Ту, так как г связана цепью с вершиной х, 
а следовательно, a(z) должна быть связана цепью с вершиной 
у  =  ст(лг) (автоморфизм сохраняет отношение смежности). 
Из изоморфизма деревьев Тх и Т у следует, что | Т х | =  
=  | Т у\ . Пусть / ' =  (х ',  у') — ребро симметрии дерева Т,  
отличное от I. Пусть, для определенности, оно находится 
в дереве Т х. Удалим ребро Г из дерева, сохранив в нем реб­
ро I. Тогда для соответствующих деревьев Тх• и Т у< бу­
дем иметь равенство | 7V | =  | Ту> |. В то же время это 
равенство не может иметь места, так как либо 7V, либо Ту> 
есть часть дерева Т х. Ц

Лемма 4.4. Пусть То — максимальное характеристи­
ческое поддерево дерева Т. Тогда То содержит по одному эле­
менту из каждого класса эквивалентности ребер, за исклю­
чением ребра симметрии, если таковое существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Лемма 4.4 есть непосредст­
венное следствие леммы 4.2 и определения поддерева То.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4.1. Пусть s0 и 
sx — число вершин и ребер поддерева То. В силу теоремы 
1.3 гл. IV s„ — Sj =  1, в силу лемм 4.2 и 4.4, Sq =  р ', 
sx =  q' — q"- Следовательно, справедливо равенство
(4.1). ■

2. Производящая функция чисел неизоморфных деревь­
ев. Заметим, что для данного дерева Т  число р' есть число 
неизоморфных корневых деревьев, которые можно получить 
из Т. Следовательно, если равенство (4.1) написать столько 
раз, сколько существует неизоморфных деревьев с п вер­
шинами, и просуммировать эти равенства, то в правой части 
получим число t n неизоморфных деревьев с п вершинами, 
сумма чисел р' дает число Тп корневых деревьев:



Сумму чисел q' — с(' можно найти следующим способом. 
Аналогично корневому дереву рассмотрим дерево с отме­
ченным ребром. Тогда сумма чисел q' — q" по всем деревьям 
с п вершинами будет равна числу неизоморфных деревьев 
с отмеченными ребрами, не являющимися ребрами симмет­
рии. Изоморфизм деревьев с отмеченными ребрами — это 
такой изоморфизм деревьев, при котором отмеченное ребро 
соответствует отмеченному. Рассмотрим два корневых Де­
рева: дерево А с i вершинами и дерево В  с /вершинами, 
причем t +  / =  п. Соединим корень дерева А с корнем 
дерева В ребром. Будем считать это ребро отмеченным. Мы 
получим дерево с п вершинами и отмеченным ребром.

Лемма 4.5. Пусть А — дерево, A t (i =  1, 2, ..., т) — 
неизоморфные корневые деревья, полученные из дерева А . 
Пусть В — корневое дерево', неизоморфное деревьям А ..
Тогда деревья Df (i =  1, 2 т) с отмеченными ребрами,
полученные соединением корней деревьев A t с корнем дерева 
В отмеченным ребром, неизоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что дерево D t 
изоморфно дереву D), f{D f) — D h где /  — взаимно-одно­
значное отображение деревьев, сохраняющее отношение 
смежности и переводящее отмеченное ребро в отмеченное. 
Предположим, что корень дерева В  (в составе дерева D ;) 
переходит в корень дерева В  (в составе дерева D j), а корень 
дерева A t переходит в корень дерева A t. Отсюда немедленно 
вытекает, что корневое дерево A t изоморфно корневому де­
реву Л у, что противоречит условию теоремы. Альтернативное 
предположение о переходе при отображении /  корня дере­
ва А г в корень дерева В и корня дерева В  в корень дерева 
А } привело бы к заключению о существовании изоморфизма 
корневых деревьев А г, А / и В. |

Заметим, что ребро симметрии может появиться только 
при соединении корней изоморфных корневых деревьев. 
Отсюда следует, что число qn деревьев с п вершинами и от­
меченными ребрами, не являющимися ребрами симметрии, 
равно

9 , - 2  T,Tl + d  (4.3)
Н7=л

К /

причем второй член равенства (4.3) соответствует соедине­
нию ребрами различных корней корневых деревьев, полу­
ченных из одного и того же дерева. Формулу (4.3) можно 
привести к виду



— 2 2  I 1  о n/2 n/2 2  n/2 ~~* i+j=n i  i
i+i

=  T  2  T P f - l - T n f l .  (4.4)
i + J = n  1

Подставляя (4.4) в (4.2), получаем формулу

tn =  T n +  ±  2  7YT ‘ r „ /2, (4.5)
1 /+/=« 1

откуда — следующее выражение для производящей функции 
деревьев:

t (x) =  T  (х) +  - 1  [Т2 (х) -  Т  (.х %  (4.6)



Глава X V  
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СЕТИ

Источником теоретических концепций теории гргфов, 
изложенных в этой главе, явилось исследование электри­
ческих сетей Кирхгофом, предпринятое им в прошлом веке.

§ 1. КОЦ ЕП И В Г РА Ф Е

Введем понятие, двойственное понятию 1-цепей графа, 
рассмотренному ранее в гл. IV.

1. Линейные пространства коцепей графа. В этом па­
раграфе будут рассматриваться только связные графы. 
В гл. IV вершинам и ребрам графа G были сопоставлены 
алгебраические объекты — группы 0- и I-цепей. Целесооб­
разно провести подобное сопоставление и в отношении функ­
ций, заданных на множествах вершин или ребер графа.

Определение 1.1. Пусть с* есть гомоморфизм группы 
Co(G) в группу вещественных чисел R

с *  : С0 (G) - у  r ; с* (тсх +  пс2)=  тс* (с^+ пс* (с2), т, п£ж,

где съ  с2 6 Co(G). Гомоморфизм с* называется нульмерной 
коцепью, или 0-коцепью.

Определение 1.2. Суммой коцепей с\ и с\ называется 
т ат я коцепь с*, что

с* (с) =  с\ (с) -f- с* (с), у с  € С0 (G).

Произведением вещественного числа а  £ r  на коцепь с* 
называется коцепь а с*, обладающая свойством

(ас*) (с) =  ас* (с), у с  6 С0 (G).

Множество коцепей с введенными операциями сложения 
и умножения на вещественные числа образует линейное



пространство, называемое пространством нульмерных ко­
цепей C'0(G). Если вместо группы нульмерных цепей C0(G) 
рассматривается группа 1-цепей, то получается линейное 
пространство одномерных коцепей Cj (G) в полной анало­
гии с определениями 1.1 и 1.2.

Рассмотрим коцепь k,€C*(G) такую, что

Справедлива следующая, приводимая без доказательства 
теорема.

Теорема 1.1. Любая коцепь c€Cq(G)  однозначно пред­
ставима в виде

Любая коцепь с 6 CJ (G) однозначно представима в виде

Равенства (1.3) и (1.4) означают, что размерность линей­
ного пространства C*0(G) (С*(G)) равна числу вершин (ре­
бер) графа, а коцепи х". (uk) образуют базис в С'0 (G)(CJ(G)).

2. Кограничный оператор и его свойства. Введем го­
моморфизм, сопряженный граничному оператору d : C^G)-»-

Определение 1.3. Дифференциалом, или кограничным 
оператором д в пространстве С* (G) называется отображе­
ние

х ) (xt) =  S j =  ( ^  если 1 ~  1’
1 '  [ 0 в противном случае

и коцепь uk 6 С* (G) такую, что

(^e) =  ^ke-

(1-1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

->  Со (G).

d : C ' 0( G) ^ C\ ( G) ,

определенное следующим образом:

1) (дс*)(с) =  с* (dc), y c t C i l G) ,  у с* eC*0(G),

2) д К с ;  +  а2с*) =  а,дс* +  ъгдс'г  с \ / 2 6 С* (G).



Найдем дифференциал коцепи х*. Для его вычисления 
достаточно знать значения дх! на любой 1 -цепи ик. В со­
ответствии с (1.3) получаем равенства

где xk — конец, хк —  начало ребра ик при канонической 
ориентации. Следовательно, если ребро ик не инцидентно 
вершине xJt значение д х * на ик равно нулю, если же ребро 
ик инцидентно xjt то значение дх* на ик равно плюс или 
минус единице в зависимости от того, является ли вершина 
Xj концом или началом ребра ик.

Определение 1.4. Коцепь b £ C \  (G), представимая в 
виде Ь =  д с*, где с* £ Co(G), называется кограницей.

Теорема 1.2. Значение кограницы Ь 6 С\ (G) на любом 
цикле г £ Cj(G) равно нулю.

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает 
из определений 1.3 и 1.4.

Теорема 1.3. Размерность подпространства кограниц

В a  CJ(G) равна s0 —  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1.1 любая
0-коцепь с* 6 Cg(G) представима в виде (1.1). Из равенства
(1.1) и определения 1.3 вытекает, что любая кограница есть 
линейная комбинация кограниц d x * ( j  — 1, ... , s0). Дока­
жем, что совокупность {дх*} линейно зависима. Для этого 
рассмотрим кограницу

Значение кограницы Ьх на любой цепи вида uk (k =  
— 1, 2, ... ,  sx) равно нулю. В самом деле, пусть xki — на­
чало, хкг — конец ребра ик. Тогда д x'ki (uh) =  — 1, 
dx*kt (ик) — +  1, d x ,j (uk)=  0 при klt k2 и, следователь­
но, ‘bl (ик) = 0 .

Докажем, что из равенства

(дх]){ик) -  х) (йик) =  х) (xki -  xk)  =  х) {xk)  —  х] (xk)  =

=  (1.5)

bi — д x^ д x2 -\- ••• +  5 x sj ( 1.6)

S o — 1



вытекает, что все ау =  0. Д ля этого рассмотрим значение 
коцепи Ь2 на ребре икг, инцидентном вершине Пусть 
xmi(m4< s0) — другой конец ребра ик , тогда b2(uki) =  
=  ±  аШ1 =  0. Пусть Uk, — ребро инцидентное вершине 
X m lt Хтг ф х $0 —  конец ребра икг, тогда b2(uk,) =  ± а т2= 0 , 
потому что ат1 =  0. В силу связности графа этот процесс 
приведет к доказательству сформулированного утвержде­
ния. Следовательно, любые s0 — 1 кограниц вида дх' ли­
нейно независимы. |

Пусть zlt z2, zv 6 Cj (G) — базис независимых цик­
лов графа G и пусть

Рассмотрим коцепи z], z* z*6C*(G) такие, что

где коэффициенты а[!) те же, что и в равенствах (1.7).
Теорема 1.4. Коцепи zv z2 z*, где v = v (G ), ли­

нейно независимы и не лежат в В.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим значение коцепи 
на цикле Zj:

Равенство (1.9) означает, что любая коцепь z* ( /= 1 ,2  v)
не является кограницей. Совокупность коцепей zi> h ,  ... , z* 
линейно независима, так как из равенства

(1.7)

( 1.8)

V



вытекало бы, что все (3 7- =  0. Для этого достаточно вычис­
лить значения левой части равенства (1.10) на таких реб­
рах uk (k =  1, 2, ..., v), которые принадлежат только од­
ному из циклов ги  z2, ..., zv и не принадлежат остальным. |

Обозначим через Р линейную оболочку коцепей г*,..., г*. 
По теореме 1.2 кограницы b £ В  обращаются в ноль на 

циклах. Выясним, на каких цепях с £ C^G) принимают ну­
левые значения коцепи подпространства Р. Д ля этого рас­
смотрим множество Rx . ребер, инцидентных вершине x j
в графе. Пусть это будут ребра ujt, . . . ,  и^. Рассмотрим
цепь

г г =  ± и, ± и ,  ±  • • • ± и, , (1-11)Xj 7, н  >п '  '

причем перед ребром uJk ставится знак «+», если х} — ко­
нец и, при канонической ориентации, а знак «—» в про-' k
тивном случае.

Теорема 1.5. Справедливы равенства

г Ц г х}  =  0 (k  =  1, 2, ... v; j  =  1, 2......s0). (1.12)

dx'j(rXj )=m,  (1.12')

где m =  stxy-.

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Если вершина Xj не инци­
дентна ни одному ребру, входящему в цикл zk, то очевидно, 
что равенство (1.12) справедливо. В противном случае вер­
шина Xj инцидентна сразу двум ребрам цикла zk, причем 
для одного из них вершина х j является началом, для дру­
гого — концом при индуцированной ориентации ребер. 
Отсюда вытекает утверждение теоремы. |

Линейное пространство CJ (G) может быть сделано эв­
клидовым пространством, если в нем ввести скалярное 
произведение коцепей.

Определение 1.5. Скалярное произведение с*>
коцепей задается формулой

{ с \ , с \ ) ^ с \ { с 2), (1.13)

S j S i

где с2 —  такая цепь, что с2 =  2  ajuj> если с\ = 2  aJu] *
/=1 /=i



Si S i

Теорема 1.6. Пусть l -коцепи c| =  ^  а;ы‘, с \~  

тогда справедливы равенства

(Cj, с2 ) =  ^  =в ^  су (U)) с2 (ut).
/=1 /=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (1.14) вытекает не­
посредственно из свойства линейности коцепей (определе­
ние 1.2) и соотношений (1.2). |

Теорема 1.7. Д ля любой кограницы b ^ B c C ^ G )  и 
любого элемента с £ Р выполняется соотношение

(Ь, с) =  0. (1.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1.4 любой 
элемент с £ Р  есть линейная комбинация коцепей 
г) (/ =  1, 2 v)

V

с =  2 а‘г ' '  <1Л5>1 = 1

Вычислим < й ,  с > . Используя (1.14), получаем

«гг,) =  2  «i* (2i) =  °.
/  *=■!

Последнее равенство выполняется в силу теоремы 1.2. |

§ 2. ПРИМЕНЕНИЕ ГРАФОВ 
В ТЕОРИИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ

1. Пассивные и активные элементы электрических сетей.
С точки зрения теории графов электрическая сеть — это 
полностью неориентированный граф G, ребрами которого 
являются электрические элементы — сопротивления, ем­
кости и индуктивности. Ребром может также служить про­
извольная комбинация этих элементов. Сопротивления, 
емкости и индуктивности являются пассивными элемента­
ми. Активными элементами электрических сетей служат 
генераторы тока и напряжения.

2. Сети с пассивными элементами. Д ля сопротивления, 
индуктивности и емкости справедливо одно из трех соот-

{Ь, с) =  ь ( %  
v = l

2
1=1



ношений между силой тока, протекающего через элемент, и 
разностью потенциалов v(t) на концах элемента:

и (0 =  Ri (/), v ( t ) — L  =  ±  i (0 , (2.1)

где R,  L, С — величины сопротивления, индуктивности и 
емкости, считающиеся не зависящими от силы тока (ли­
нейные сети) и положительными. Если i(t) >  0, то ток течет 
в направлении, отвечающем канонической ориентации ребра.

После преобразования Лапласа из (2.1) получаем ра­
венства

v{p) =  R  i (jo), v (р) =  Lp i (p), » (p) =  J -  i (p) (2.2)
Cp

или в общем виде v(p) =Y(p) i (p) ,  где Y(p) — адмитанс 
ребра (начальные значения тока i(0) и напряжения и(0) 
полагаем равными нулю).

Равенства (2.2) есть лишь соотношения между током и 
напряжением на каждом элементе. Д ля того чтобы узнать, 
каковы на самом деле эти величины в случае, когда эле­
менты объединены в сеть, применяют законы Кирхгофа:
1) сумма значений тока на всех ребрах, инцидентных каждой 
вершине графа, равна нулю; 2) сумма значений напряжений 
на каждом цикле графа равна нулю.

Будем рассматривать ток /(р) и напряжение V(p) как 
элементы пространства CJ(G)., Тогда из законов Кирхго­
фа и результатов § 1 вытекает, что /(р) £ Р ,  V(p) £ В ,  
т. е.

/ ( Р ) = 2 / * ( р К ,  (2.3)
k=i

У(Р) =  2 Уа (Р)д<г.  (2-4)
т—1

Величины 1к (р) называются токами в циклах. Зная

hiP){k  =  1 ,... , v) и Vm{p) (т =  1 ,...,« о  — 1),

можно найти ток i(p) и напряжение v(p) на каждом ребре, 
вычислив значение /(р) или V(p) на этом ребре.

В правых частях равенств (2.3) и (2.4) всего v +  s0 — 1 =  
=  sx неизвестных коэффициентов. Воспользуемся соотно­



шениями (2.2), чтобы получить алгебраическую систему 
уравнений для 1к(р) и Vm(p).

Подставим значения v }(p) =  V(p) (и,) и ij(p) =  1(р)(и}) 
в систему (2.2). Получим соотношения

V(p)(uj)  =  Yj (p)I(p)(uj ) ,  (2.5)

которые приводят к следующей линейной алгебраической 
системе уравнений:

2  Vm(P)dxm(uj) ~ Y J(p) y i k (P)zl(uj) =  0 (2.6)
т=1 k=l

( / = 1 . 2  Sj).

Теорема 2.1. Система (2.6) имеет только нулевые реше­
ния.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в силу теоремы 
1.7 коцепи 1(р) и V(p) ортогональны:

( I (p) ,  V(p) )  =  2 i I ( p ) ( u J V ( p ) ( u h) =  0. (2.7)
k=i

Подставляя соотношения (2.5) в (2.7), получим равенство

2  к *  (р) ( / ( * > ) №  =  0. (2.8)
*=1

В силу того, что Y к(р) >  0, из (2.8) вытекает равенство 
нулю величин 1(р) (ик) (k =  1, ..., Sj). Линейная независи­
мость коцепей z \  2* влечет тогда равенства 1к (р) =  0.
Из соотношений (2.5) и линейной независимости кограниц 
дх*. вытекают равенства Vm (р) = 0  (т = 1, 2, ..., s0 — 1). g  

Утверждение теоремы 2.1 физически означает, что в 
электрических сетях, состоящих только из пассивных эле­
ментов, при нулевых начальных условиях для токов и на­
пряжений электрический ток и напряжения всегда равны 
нулю.

3. Сети с активными элементами. В силу того что гене­
раторы тока и напряжения имеют вполне определенные зна­
чения тока и напряжения, их включение в качестве ребер 
в граф электрической сети накладывало бы дополнительные 
и иногда противоречивые ограничения на потенциалы в 
вершинах, к которым подсоединяются генераторы напря­
жения, и на токи в циклах, в которые встроены генераторы 
тока. Принимается, что генераторы напряжения вклю­



чаются последовательно с пассивными элементами, а гене­
раторы тока параллельно пассивным элементам, и вся эта 
совокупность является ребром графа. Следовательно, если 
i(t), v(t) — ток и напряжение на пассивном элементе, то на 
ребре ток есть i(t) — j(t), где j(t) ~  заданный ток генера­
тора тока, а напряжение есть v( t )— e(t), где <?(/) — з.д.с. 
генератора напряжения. Законы Кирхгофа, сформулиро­
ванные для сети в предыдущем пункте, по-прежнему остают­
ся в силе. Остаются справедливыми также соотношения

М р) =  П (Р )* а(р ) (2-9)
между током и напряжением на каждом пассивном элемен­
те. Из сказанного вытекает, что токи и напряжения в цепях 
с активными элементами представимы в виде (2.3) и (2.4), 
а уравнения для коэффициентов /* (р), Vm(p) получаются 
из следующей системы соотношений:

о* (Р) =  V (Р) (“*) +  ен (Р) =  Y k (Р) h  (Р) =
=  Y k (p)( l (p)(uk) +  jk (p)). (2.10) 

Из (2.10) получаем равенство

2  v "‘ ДОд <  (“*) - ДО 2 7/ Д О («*)=
т=1 /=1

=  - е * ( р )  +  Ук(р)/*(р). (2.11)

В силу теоремы 2.1 неоднородная система уравнений (2.11) 
имеет единственное решение.

Аналогичная система уравнений может быть получена 
для сетей из пассивных элементов при произвольных на­
чальных условиях для значений тока и напряжения на 
ребрах.

§ 3. М А ТРИ Ц Ы , АССОЦИИРОВАННЫ Е С ГРУП ПАМ И 
ОДНОМ ЕРНЫ Х И Н У Л ЬМ ЕРН Ы Х  Ц ЕП ЕЙ  ГРАФА

Матрицы инциденций и матрица циклов графа естест­
венным образом возникают при «координатном» рассмот­
рении граничного оператора d  : CX(G) -vCo(G) относитель­
но выбранных в Co(G) и Сх(0) соответствующих «базисов» — 
системы образующих {х . (г = 1 , 2 , . . . ,  So)} в группе 
Co(G) и системы образующих { u j ( j  — 1, 2, .. . ,  s2)} в группе 
Cj(G).



1. Матрица инциденцийвершин и ребер графа, не 
имеющего петель. Дадим определение матрицы инциден- 
ций.

Определение 3.1. Матрицей инциденций D графа G 
называется матрица гомоморфизма d : CX(G) -у  Co(G) от­
носительно образующих элементов {х (г = 1 , 2 .......  s0) }
eCo(G) и {u j ( /  =  1, 2  Si)} eCj(G):

d ( « y) =  j ?  </гух г ( /  =  1 , 2 .........  Sl). (3 .1 )
i= 1

Применим к обеим частям равенства (3.1) гомоморфизм 
х], тогда

d(j х .d(uj) — х^ (Xj Xj )̂ (i=  1, 2 , . . . ,  Sq, / = 1, 2 , . . .  ,Sj)t
P' (3 .2 )

где xjt — конец ребра ujt a xjt — начало ребра Uj при ка­
нонической ориентации (см. гл. IV).

Из равенства (3.2) окончательно получим, что

О, если вершина x t не инцидентна дуге ип 
+ 1 ,  если вершина хг является концом дуги Uj (3.3) 
— 1, если вершина x t является началом дуги uf.

Таким образом, можно дать следующее определение 
матрицы инциденций, очевидным образом равносильное 
определению 3.1. _

Определение 3.2. Матрица инциденций графа G — это 
матрица D порядка (So X 5 Х), элементы которой задаются 
соотношением (3.3).

Задача 1. Показать, что справедливы равенства

и1 ( r*i) =  ^ х ‘ =  =  1 > 2, Sо, / = 1 ,2 ,  . . .  , Sj),
(3 .4)

где 1-цепь гх  определена формулой (1.11) § 1.

Теорема 3.1. Ранг матрицы D равен So — 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 2.1 гл. IV сле­

дует, что ядро гомоморфизма d  Ker d =  Z(G) имеет размер­
ность, равную цикломатическому числу v(G) =  Sj — S 0 + 1  
графа G*. Отсюда получаем, что

d tj —

* Здесь и всюду ниже рассматривается связный граф G.



rangD  =  Sj — rang Z(G) =  S ,—  (5, — S0 + l )  =

=  S0 - 1 .  ■
З а м е ч а н и е  1. Тот ф акт, что rang D  <  So — 1, непосред­

ственно следует из определения матричных элементов dij.  Д ействи­
тельно, каж дое ребро графа без петель инцидентно двум и только 
двум верш инам графа, поэтому любой столбец матрицы D  содер­
ж ит только два ненулевых элемента ( - f  1) и (— 1). Если слож ить 
все строки матрицы D,  то получим равенства

S.
d i j = 0  (j =  1, 2 ............... S i ) ,  (3 .5 )

i—\
которые означаю т линейную  зависимость всех строк матрицы инци­
дентности.

Если 1-коцепь с1 £ P(G)t то тогда справедлива система 
равенств

2 < * |/7  =  °  (I =  Ь 2 , . . . ,  S0), (3.6)
/=1

cj =  c1(uj) (/ =  1 ,2 .........S t).

Действительно, из условия с1 £ P(G) и теоремы 1.5 
следует, что значение коцепи с1 на 1-цепи вида гх при
каждом i =  1, 2, ..., S0 равно нулю, т. е.

& (г*)  =  2 С'Ы' ^ х)  =  0 (1' =  !> 2.........«о).
/=1

Подставляя сюда значение коцепи ы‘ (гх )  из формулы
(3.4), приходим к системе (3.6).

\  Таким образом, матрица инциденций D является мат­
рицей линейной системы уравнений для нахождения ко- 

^эффициентов разложения по базису {и;*} коцепи с1 £ С\ (G), 
/ удовлетворяющей первому закону Кирхгофа в вершинах 
графа G.

З а м е ч а н и е  2. Обозначим через D T произвольны й невы­
рожденный минор порядка (So — 1) X (So — 1) матрицы D.  
Тогда множество ребер, отвечающих столбцам матрицы D T , и 
множество верш ин графа X  образую т суграф T(G) графа G, я в л я ­
ющийся частичным деревом графа G.

З ад ач а  2. Д оказать , что | det D T | =  | det D JT1 | =  1.



2. Матрица циклов графа. Рассмотрим определение 
матрицы циклов графа.

Определение 3.3. Матрицей циклов Z графа G, порож­
денной частичным деревом T(G), называется матрица раз­
ложения базисных 1-циклов гъ z2, ..., г, по образующим 
{«ь  «2, ..., uSi} группы C1(G), т. е.

Zl =  У =  2.........v)- qJ  (3-7^

Теорема 3.2. Ранг матрицы Z равен цикломатическому 
числу Sx — So +  1 =  v(G) графа G.

Доказательство следует из линейной независимости
1-циклов ги  г2, ..., 2V, образующих базу 1-циклов графа G.

Применим к обеим частям равенства (3.7) функционалы 
и*. (/ =  1, 2 , . . . ,  Sj), тогда получим:

О, если ребро не принадлежит ци­
клу zt,

+  1, если ориентация ребра и} в ци­
кле z t совпадает с канонической 
ориентацией и} (3.8.),

— 1, если ориентация ребра в цикле 
Z; противоположна канонической 
ориентации.

Используя соотношения (3.8), можно дать следующее оп­
ределение матрицы циклов графа G.

Определение 3.5. Матрицей циклов графа G, порожден­
ной деревом T(G), называется матрица Z порядка v х  S t , 
где v — цикломатическое число графа G, элементы которой 
определяются из соотношения (3.8).

Если {u j  ( / =  1, 2, ..., S j}  — образующие элементы 
группы Ci(G), то через с будем обозначать Sj — мерный 
вектор с целочисленными компонентами с — (Ci, с2, ..., cSi), 
где Ci, с2, ..., с — коэффициенты цепи с 6 CX(G) по об­
разующим группы Ci(G),

/=1

Если цепь с — 1-цикл, то соответствующий вектор с 
называется циклическим. Пусть 1-цепь с £ Z(G), т. е. dc = 0 ,

О

aij =  «у (z l) =



тогда в базисе {и } ( / =  1, 2, Sj)} условие равенства 
нулю дифференциала d на цепи с означает, что

Цикл с раскладывается по образующим {zlt z2 zv}
подгруппы Z(G),

Соответственно для вектора с справедливо разложение

Если z k — соответствующий циклу zk вектор, то из

строка цикломатической матрицы Z. Тогда из (3.9) и (3.10) 
следует, что

где г% — (Sj)-MepHbm вектор-столбец.
Условие (3.11) можно переписать в виде условия ортого­

нальности матрицы D  и транспонированной матрицы Z tr

Полученный результат о связи матриц D и Z  сформули­
руем в виде теоремы.

Теорема 3.3. Матрица циклов и матрица инциденций 
графа удовлетворяют соотношению

З а м е ч а н и е  3. Пусть T(G)  — частичное дерево графа G. 
Перенумеруем ребра графа таким образом, чтобы дуги { « v + i ,  U v +2, . . . ,  
и принадлежали дереву T(G).  Множество дуг дерева Т  (G) обозна­

чим через Т ( Т  =  {uv+ i, Uv+2 , . . .  , «Si }). Через Г* обозначим до­
полнение Г* =  Г/ Т .  Очевидно, что при указанной нумерации дур 
графа матрица циклов Z  имеет вид

(3.9)Dc =  0.

(3.10)

определения 3.4 следует, что z k = ( a ki, акг, . . . ,  a ftj) —

D Z k  =  0  ( k =  1 , 2 , . . . ,  v), (3.11)

DZtr =  0. (3.12)

DZtr =  0. (3.13)



3. Решение неоднородной линейной системы первого 
закона Кирхгофа. Пусть дана неоднородная система урав­
нений относительно переменных qv  q2 qs , 6 R (/ =
=  1, 2 ,.. .  ,S J  с матрицей D

2  d iflj  — Pi> (l =  1 > 2 , ,  S0). (3.15)
i=i

При р г = 0  (i =  1 ,2 , ..., S0) однородная система
(3.15), как уже отмечалось выше, является записью первого

St
г» _ i _

закона Кирхгофа для коцепи с\ — >  q^i*, при рг Ф  0 
“  /=1 

неоднородная система (3.15) отвечает первому закону Кирх­
гофа для электрической сети с внешними генераторами тока 
силы p t (i = 1 , 2 ,  ..., S0).

Теорема 3.4. 1) Система (3.15) совместна, тогда и толь­
ко тогда, когда выполняются условия

s.
2 ^  =  0;
*=i

2) если система (3.15) совместна, то решение системы — 
вектор-столбец q — (qu q2, . . . ,  qs )‘r представим в виде

q  =  Z irx +  ((}T,, D~lP r ,  (3.16)

где у — произвольный v-мерный вектор Z tT — транспо­
нированная матрица циклов графа G относительно дерева 
Т , q T — произвольный v -мерный вектор, D t — невырож­
денная подматрица матрицы D , столбцы которой зануме­
рованы множеством индексов Т, \ Т  | =  S0 — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условия совместности сис­
темы (3.14) следуют из свойства (3.5) матрицы D. Действи­
тельно, если



V d y  =  0 (/ =  1, 2, ... , S 4),
i=l

TO

s» s„ S, S, / 5„ \
=  v  v <m , -  v , ; v il(

(=1 /=1 /=  I /=1 \ i = l  /

Решение неоднородной системы (3.15) представим в 
виде

<7 == <7о +  й  1*

где — общее решение однородной системы, q i — частное 
решение неоднородной системы

£?о =  0. (3.17а)
D q i = p , p  =  (pi   As0). (3.176)
В силу условия (3.10) решение однородного уравнения 

(3. 17 а) можно записать в виде

=  (ЗЛ8)
к=\

где вектор Z k =  (2^ , г ^ , ... , zk^ )—k-я строка цикломатичес-
кой матрицы относительно дерева Т,  a -\k — произволь­
ные действительные числа.

Определим вектор-столбец у =  (Ти '[г, •••. '(wYr> тогда 
равенство (3.17а) означает, что

0o =  Z"y, q0 =  (<7?, ... , q \ )  (3.19)

или, что 

о
ьЧ°,= У, Т А ;  =  2  « )  ( * * )  =  V  т * <  (и,),  / = 1 , 2  Sj .

* = i  k= 1 * = i

Для нахождения частного решения системы q x заметим, что 
rang D =  So—1, поэтому достаточно рассмотреть, в (3.176), 
например, первые (So — 1) уравнений

s,



Пусть Dт — невырожденная подматрица матрицы D 
порядка (S0 — 1) Х (50 — 1), отвечающая дереву T(G).  

Из системы (3.20) величины q{l) (/ = v  -f- 1, ... , 5 t)
однозначно определяются через величины р ; (г =1 , 2 .........
S0— 1) и произвольные значения (/'= 1, 2, ... , v).

Таким образом, частное решение системы q t запишется 
в виде

q , =  [qw  D~lp ) tr,

где q Tt =  (<7„ q2 q j ‘r, D~' p  =  ( ^ ......... <7^ )  — реше­
ние невырожденной неоднородной системы (3.17 6) с 
матрицей DT.
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В. В. Белое, В. П. Маслов

Дополнение

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 
КОМПЛЕКСНЫХ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ

В работах Р. Фейнмана в конце 40-х годов, посвященных 
новой формулировке нерелятивистской квантовой механи­
ки и созданию квантовой электродинамики, можно выделить, 
по крайней мере, три важные идеи, послужившие в 
дальнейшем источником многих приложений в различных 
разделах теоретической физики. Это, во-первых, представ­
ление о бесконечномерном интегрировании по траекториям, 
во-вторых, введение так называемых диаграмм теории воз­
мущений — графических схем для изображения и интер­
претации членов ряда теории возмущений и, наконец, 
понятие о комплексной амплитуде вероятностей событий 
в квантовой механике и правилах их сложения.

Если следовать хронологической последовательности 
появления статей в 1948—1949 гг., то генетическую связь 
указанных трех идей можно изобразить так:

I Амплитуды вероят­
ностей событий и пра­
вила их сложения

II Интегриро­
вание по путям

I I I  Диаграммы 
теории возму­
щений

Отсюда видно, что вероятностная концепция нереляти­
вистской квантовой механики послужила отправной точ­
кой для формулировки метода функционального интегри­
рования (интегрирования по траекториям).

Если связь I ->-11 явно представлена в работах Фейн­
мана (см., например [10],) то переход II ->-1П в деталях 
нигде явно не проделан, хотя логическая связь между 
интегрированием по траекториям и диаграммами теории воз­
мущений у Фейнмана была, и авторы дополнения попытают­
ся ее здесь восстановить. Последовательно и математически 
строго удается это проделать, отправляясь от дискретной



модели нерелятивистской ьвгнтовой механики — так на­
зываемой комплексной марковской цепи (КМ-цепи), вве­
денной в работе [5].

Глава I
КОМПЛЕКСНЫЕ МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ 

И СУММИРОВАНИЕ ПО ПУТЯМ

Определение дискретной комплексной марковской цепи 
(КМ-цепи) естественным образом связано с теорией графов 
и теорией матриц.

В § 1 рассматривается связь теории графов с представ­
лением матриц и операций над ними на графах. Здесь же 
вводятся понятия графа матрицы, суммы и упорядоченного 
произведения графов матриц. Эти понятия составляют 
теоретико-графовую основу приложения КМ-цепн к физи­
ческим идеям Фейнмана.

В § 2 определяется однородная КМ-цепь и вводится 
понятие амплитуды Грина КМ-цепи, которая выступает 
в приложениях как комплексная амплитуда вероятности 
перехода квантовой системы из одного состояния в другое. 
Представление амплитуды Грина КМ-цепи на графах мат­
риц реализует правила сложения амплитуд вероятностей 
событий по Фейнману. Представление амплитуды Грина 
КМ-цепи на графе матрицы в виде суммы по путям этого 
графа приводит естественным образом к дискретному ана­
логу так называемого континуального интеграла Фейнмана.

Такая интерпретация амплитуды Грина КМ-цепи поз­
воляет получить обобщение «континуального интеграла» 
Фейнмана, рассматривая последний как предел решения 
разностной схемы, отвечающей однородной КМ-цепи. Соот­
ветствующий пример рассматривается в § 3. Для вычисле­
ния амплитуды Грина в этом примере эффективно исполь­
зуются методы, развитые в учебном руководстве [6].

§ 1. А Л ГЕБ РА  М АТРИЦ И ГРАФ Ы

I. Граф матрицы. Представление произведения матриц 
на сумме графов перемножаемых матриц. Предварительно 
рассмотрим определение.

Определение 1.1 .Суммой 0 Х +  0 г двух мультиграфов 
G, =  (X , Гс,) и 0 2 =  (^ , TgJ с одним и тем же множест­



вом вершин X  называется мультиграф G' — (X , 
множество дуг Гсх+с2 которого определяется равенством

Гон-с, =  Го, V (1-1)

(см. § 1 гл. I). Наглядно равенство (1.1) означает, что мно­
жество дуг мультиграфа Gx +  G2 получается объединением 
дуг Го, и Го, (рис. 158).

Gj G2

Рис. 158

Из определения 1.1 следует, что множество Га, дуг 
графа Gl +  G2 совместно с множеством вершин X  образует 
суграф* графа Gx +  Ga, который будем обозначать по-преж­
нему через Gv  Аналогичное обозначение используется для 
суграфа (X, Гс2) графа Gx +  G2.

На рисунках удобно различить дуги графа Gx +  G2, 
отвечающие суграфу Gx от дуг суграфа G2 так, как это изобра­
жено на рис. 158.

Определение 1.2. Пусть А =  — произвольная
матрица порядка N X N с элементами а ^  £ с. 
Граф Ga =  (Ха , Г а ) без кратных дуг, множество вершин 
Х а и множество дуг Гд которого определяется из условий:

1) Хд =  {х(, х2, . . . ,  xN}, (1.2а)

2) Гд — {(%i, Xj) | йц- 7̂ =0}, (1-26)

назовем графом матрицы А. Матричный элемент atj ф  0 
будем называть весом дуги (х., х ,-) и обозначать через
f((xi ,  к })).

Из условия (1.2 6)) следует, что если элемент atj  — 0, 
то дуги (Xi, Xj) в графе Ga нет.

* См. § 1 гл. 1. 
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Таким образом, произвольной матрице А однозначным 
образом можно сопоставить:

1) граф без кратных дуг GA =  ( ХА, Гд ), определяе­
мый условиями (1.2);

2) весовую функцию /, определенную на множестве 
дуг графа /  : Гл -> с \{0 }  формулой

f{(Xi, х})) =  a tj (i, / =  1 ,2 ....... N). (1.3)

При описанном соответствии матриц и графов без крат­
ных дуг следует иметь в виду, что различным двум матри­
цам может соответствовать один и тот же граф, точнее — 
два графа, изоморфные друг другу в смысле определения 
2.1 гл. III.

Действительно, рассмотрим преобразование матрицы А , 
состоящее в одновременной перестановке любых двух ее 
строк и соответствующих им столбцов с теми же номерами. 
Обозначим через <тt } операцию перестановки двух строк

и столбцов матрицы А с номерами ik и jk и рассмотрим ком­
позицию из N  перестановок строк и столбцов матрицы А

° =  <4 1e« * - i w ° v  Г (1-4)

Пусть А ' — матрица, получившаяся из матрицы А ука­
занной перестановкой строк и столбцов,

N  =  а (Л), а  (/) в(/) =  а1} (/, / = 1 , 2 ....... N). (1.5)

Всякая перестановка ст,у строк и столбцов матрицы оп­

ределяет на множестве {1, 2, ..., /V} подстановку, которую 
обозначим через

<з. _  П ,  2 , . . . ,  1Й, . . .  , j k , . . . ,  ч \
k  к  \ 1 ,  2 , . . . ,  jfc, . . .  , t 'g, . . .  , п<

Соответственно, композиции (1.4) отвечает подстановка 
а £ S N, где S N — группа всех подстановок множества

Таким образом, преобразованию а матрицы А в матри­
цу А 1 отвечает изоморфизм соответствующих им графов
0 == ° А’> который задается отображением множества



вершин графа GA в множество вершин графа GA, по фор­
муле*

а(хг) =  х^ .у  x t 6 Х А, € Х А,.

Определение 1.3. Скажем, что матрица А приводится 
к матрице А ', если существует такая перестановка а строк 
и столбцов матрицы, А , что А ' =  а(А).

Как отмечено выше, приводимым матрицам соответ­
ствуют изоморфные графы.

Если матрица А приводится к блочно-диагональной 
матрице с числом блоков, равным р,  то это очевидно, озна­
чает, что граф Ga изоморфен графу, состоящему из р ком­
понент связности.

Определение 1.4. Матрицу А , не приводящуюся к блоч­
но-диагональной, будем называть неприводимой матрицей.

Перейдем теперь к представлению произведения мат­
риц А г и А 2 на графе Ga -f  GA . Рассмотрим на графе G ^ -f 
-\-Ga упорядоченную тройку вершин (x it xh, к}) та­
кую, что

*й€Гс (*,), Х]€Га (xk). (1.6)
Л А ,

Последовательность вершин (х. ,  xk, х 3), удовлетворяю­
щая условию (1.6), определяет последовательность дуг 12ц

li! ~  {(x i> xk) £ iXh’ Xj) ^ } =Д, A,
(1.7)

которая на графе GA +  GA представляет собой путь дли­
ны два такой, что первая дуга пути принадлежит суграфу 
Ga , вторая — суграфу GA . Такой путь I на графе G1+ G 2 
назовем чередующимся путем, отвечающем упорядоченной 
цепочке (Ль Л2) матриц А х и Л2.

Обозначим через i j f  (А1, Л 2) множество всех чередую­
щихся путей длины два на графе Gx +  G2 из вершины x t 
в вершину Xj. Из определения 1.2 графа матрицы следует, 
что каждому чередующемуся пути I 6 1$ (Аъ  Л2) отвечает 
отличное от нуля произведение ajl1 a l f  элементов матриц 
А г и Л2.

Справедливо и обратное утверждение. Каждый ненулевой



член суммы, выражающий собой матричный элемент 
[Аг Л а]гу произведения матриц и А 2

=  2  а» ’ а» '  о - 8)
ft=i

определяет на графе GA> 4- G ^, в точности один путь дли­
ны два.

Таким образом, суммирование ненулевых членов раз­
ложения (1.8) связано с геометрической структурой графа 
GAi 4- GAa, точнее со структурой множества всех чередую­
щихся путей длины два на графе GA 4- GA , отвечающих 
упорядоченной цепочке (Лх, А 2).

Если величину сЦ’ a i f  рассматривать как вклад /(/) 
соответствующего чередующегося пути длины два на гра­
фе Ga 4- GAz, то из равенства (1.8) получаем следующее 
правило.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  м а т р и ч н ы х  
э л е м е н т о в  [ А ^ ^ ц  

п р о и з в е д е н и я  м а т р и ц  A tA t н а г р  а ф е  GAi + G A

Элемент \A 1A i\lj произведения матриц А х и А.г равен 
сумме вкладов всех чередующихся путей длины два на графе 
GAi 4- GAa, ведущих из вершины x t в вершину x jt

и л ь , - ! <■!:’ < ’ =  2
k=1

З а м е ч а н и е  1. Н а графе QAi -f- GAi можно рассматривать 
пути I произвольной длины п(п  >  2) с произвольным чередованием 
дуг суграфов GAi и GA>. Такие пути будем назы вать произвольно 
чередующимися  путями на графе GAt +  GA . М ножество всех про­
извольно чередую щ ихся путей длины п  на графе GA +  GA обоз-

начим через l \ ?  (At  А г).

Обобщим предыдущие рассуждения на произвольное 
число матриц А и  А 2, А п.

Определение 1.5. Путь I длины п из вершины x t в вер-
П

шину К) на графе ^  GА, отвечающем упорядоченной цепо- 
/=1 ^

чке матриц (Лх, А г, . . . ,  А п), определяется набором (п 4- 
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+  \)-й вершины (xit х( , . . . ,  x ln_ v х }) таким , что если 
I =  {(Xi, х^ ) (х^, x^J, . . . ,  (xin_ j, Ху)}, то

(xj, хл) 6 Г ^ . (х^, х^) £ Гл , . . . ,  (xin_ ,f Xj) 6 Гдл

П
Такой путь I длины п на графе V  Ga. назовем чередую-

t= 1
щимся путем упорядоченной цепочки матриц (Л ^ Л 2, ... ,  А п).

Если через i j f  (Ах, Л 2, ..., А п) обозначить множество 
всех чередующихся путей длины п цепочки (Лх, Л2, ..., Л п), 
соединяющих вершин хг и Xj, то множества 1}ц] (Ль  
Л 2, ...,Л „ ) образуют разбиение множества Ln (A u  
Л2, ..., Л „ ) — множества всех чередующихся путей дли­
ны п упорядоченной цепочки матриц (Лх, Л 2, ...,  А п) на

П
графе У й А

/=|

Ln{Au Аг, . . . ,  Л„) =  U I]? (Аи А2, , Ап),
/=>

С ' п С = 8„ А ,-  ’ о -9»

Вкладом чередующегося пути I цепочки (Ль  Л 2, ... ,  Л„) 
назовем величину

*1*+!»’ (1Л0)4=0

где

=  < * = ° - 1.......
го =  г; «л =  /)•

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  э л е м е н т о в  п р о -
Л

и з в е д е н и я  м а т р и ц  Лх Л2 ... Лп на  г р а ф е ^ ^
г=1

Матричный элемент IЛ]Л2 ... Л„]г, произведения мат­
риц А Х,А%, ... ,  Л „ равен сумме вкладов всех чередующихся



путей п длины на графе ^  GA из вершины x t в вершину xjt
i =  1 1

М Л .. .Л „ ] г ;=  2  f ( e)> (1Л1)
. . .  Ая )

где вклад /  (/) определяется из формулы (1.10)
Положим А г =  А г =  ... =  Ап =  А. Тогда GA = G A

(i =  1, 2, ..., АО и поэтому любой чередующийся путь на
П

графе V  GA представляет собой путь длины п на графе GA.
i= 1 1

Соответственно множество Ln(Au А 2, ..., А п) всех чередую-
П

щихся путей длины п  на графе ^  GA в этом случае совпада-
/=i 1

ет с множеством L" (А) всех путей длины п на графе GA- 
Отсюда и из формулы (1.11) для матрицы (А)п получаем 
следующее правило.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  э л е м е н т о в  м а т ­
р и ц ы  (А)п н а  г р а ф е  GA

Матричный элемент [Лл]г j равен сумме вкладов всех путей 
длины п на графе GA из вершины хг в вершину xf

№ ц =  2  /(«), (1.12)

где

f  (/) =  П  fl,A, (t0 -  U in =  /).
k=o +

В качестве примера рассмотрим матрицу А вида

0 5 5 2 1
0 0 0 1 0
2 4 0 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 8 0



Если изобразить граф GA матрицы А и применить пра­
вило (1.12), то нетрудно получить, что

Г 0, п — 2k ( 6 = 1 , 2 , . . . ) ,
H"li3 =  15 . i о«, я =  2fe +  1 (6 =  0,1,...), (1ЛЗ)

["-г! В Д
[Л«]14=  2  i3 -io ft3n-2-2ft+  2  г-ю^з»-1-2* ^

k=0 k=0

и
+  2  20-10*3я_3_2/г.

к=0
г .  _ 01

Здесь п  — 21  /г — 2означает целую часть числа
2 J '  2

З а м е ч а н и е  2. В случае совпадения двух матриц в у п о р я­
доченной цепочке ( Аг, А% . .. , А„),  например, матрицы А ^  и 

(i'i, (г =  1, 2 ............п), множество Lп (At ,  Аг,  . . . ,  А п) всех че-
П

редую щ ихся путей длины  п  на графе ^  GA можно рассм атривать
*=! *

П

на графе 2  ^ а  но Уже как  множество чередую щ ихся путей 
fc=i *’ кф1г

длины п с  отмеченным чередованием дуг суграфа G =  G ,
а . а .

п
а именно, й - я  и /г-я дуги пути I на графе 0 А долж ны

kZ\ *

принадлеж ать су графу GA = 0 А ■
11 *г

Для построения дискретного аналога континуального 
интеграла Фейнмана и его обобщения полезным будет сле­
дующее замечание.

З а м е ч а н и е  3. Н а множестве всех путей L n (Л) длины п 
в графе Ga определим функционал

f  : L n ( А ) - *  С 

по формуле

п- 1

МО = П  / ((х1кх1ц+1»'
k=0



f  ((*«*. =  ah  1ш 1 =  {(*/. - ....... x<n } 6 L" И) •

По функционалу f  определим ф ункционал Ф на любом подмно­
ж естве путей вида (/4), образую щ их разбиение множества L n (A)  
аддитивным образом:

ф (W) =  У  П1)-
l&if (Л) 1&W {A)

И з правила вы числения элементов матрицы Ап следует, что
значение функционала Ф на подмножестве /j”* (А) равно матрично­
му элементу матрицы Ап,

ф т  =  2  /  <0 =  (1.14)
Ч П)<Л>

Рассмотрим подробнее частный, но важный для при­
ложений случай вычисления п-й степени матрицы Л, ког­
да Л — В  -j- С и коммутатор [В, С] Ф  0.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  э л е м е н т о в  
м а т р и ц ы  (В +  С)п

Матричный элемент [(В +  C)”]i;- равен сумме вкла­
дов веек произвольно чередующихся путей I длины п на 
графе GB +  Gc из вершин x t в вершину xf.

[(Я +  СУЪ, = 2  /(/), (1.15)
Л (я)

1э1 ц (в, с)

здесь вклад /(/) пути I =  {иъ щ, ..., ип) определяется фор­
мулой

tl—1
/ ( 0  ~  Г1 /  (Ыа)» uk =  (x ik' x ik+i), h ~  =  /> (1*16)

k—0

где
/ (« * )=  если «a€ G b,

/ ( “*) =  cW i . если “* €G c-
Д ля обоснования правила (1.15), (1.16) представим мат­

рицу (В +  С)л в виде суммы 2п слагаемых, каждое из кото-



рых является произведением, составленным из матриц 
В я С так, что общее число сомножителей в каждом слагае­
мом равно п:

(.В +  С)п =  В" +  ВС"'1 Н Bn~iC +  ВСВп~г +

+  в с2 в п-3 н ь вс*-2в  +  — н сп =
2"

~ ^ Р к (В,С) .  (1.17)
4=1

Поскольку общий член P k (В,  С) разложения (1.17) пред­
ставляет собой произведение п матриц, то в силу правила 
вычисления элементов произведения (1.11) матричный эле­
мент 1Рк(В, С)]^ равен сумме вкладов всех чередующихся

п , (*) пг(к)
путей (В, С, k) длины п на графе ^  GB +  ^  Gc , где

г=1 i=i

n ^ k )  и n2(k) — число сомножителей в Р к(В, С), равных 
матрице В и матрице С соответственно. Очевидно, что 
выполняется равенство

«1 (k) +  th (k) =  п {k =  1, 2 , . . . ,  2").

В силу замечания 2 множество чередующихся путей длины
пу(к) пг(к)

п на графе ^  GB +  ^  Gc совпадает с множеством чере-
i=i »■=1

дующихся путей длины п на графе GB +  GC с отмеченным 
чередованием дуг суграфов GB и Gc . Поэтому матричный 
элемент \Pk (B,C)]tj при любом &=1, 2, ..., 2" определяется 
вкладами /( /)  путей длины п на графе GB+ G C, причем раз­
личным k ( k = \ ,  2, ..., 2”) отвечают пути длины п с различ­
ным чередованием дуг суграфов GB и Gc , так как чередо­
вание дуг суграфов GB и Gc в пути 16 i j f  (ВС) определяет­
ся расположением матриц В и С в произведении P k (B,C).

Из разложения (1.17) и правила вычисления элементов 
произведения матриц получаем требуемое равенство.

З а м е ч а н и е  4. П равило вычисления элементов матрицы 
(В  - f  С)п на графе Gg  +  Gc  является  той теоретико-графовой ос­
новой, на которой удается построить диаграммную  интерпретацию  
членов ряда теории возмущ ений КМ-цепи (см. ниже гл. 2).



Граф GB +  GC будем называть в дальнейшем аддитив­
ным графом суммы двух матриц В  и С и обозначать через
/N
Gb+Ci т- е-

GB+C — GB +  Gc .
Внимательный читатель заметит, что в общем случае 

аддитивный граф суммы двух матриц не совпадает с графом
суммы этих матриц, т. е. что GB+C Ф  GB+C.

2. Упорядоченное произведение графов. Представление 
произведения матриц на упорядоченном произведении 
графов перемножаемых матриц. Пути длины п, дающие 
вклады в (1.11) при достаточно большом п, вообще говоря, 
не являются простыми на графе GA. Например, если в вер­
шине x t в графе Ga имеется петля (*г, хг) и atj ф  О при не­
котором ]'Ф  г (г =  1, 2, ..., JV), то при любом п существует 
путь длины п.

Поэтому определим теперь граф Ga \  называемый п-й 
степенью графа Ga такой, что матричный элемент матри­
цы А п определяется вкладом только простых путей на гра­
фе Ga K

Вначале отметим, что любому графу без кратных дуг 
G — (X , Г) (Г Ф  ф) можно сопоставить двудольный граф
G =  (X , Г), для которого множество 1) вершин X  =  

1 2 ~  х 
— X \ J X ,  2) дуг Г определено отображением Г : X  -> 2  . 

Примером может служить граф Gx и отвечающий ему
двудольный граф Glt изображенные на рис. 159.

Граф G является гомоморфным образом графа G при



гомоморфизме ф 2,ф 2 :G -»-G, который задается следующи­
ми двумя отображениями вершин и дуг графа:

~  1 2 
Ф • х  >■ Ху ф ( x i  £ X )  х^ | (р ( x t £ X )  =  х I (/== 1 , 2 ,«««, М ),

(1.18)

ф :Г -> Г ,  ф((^г. */)) =  (<Р (*г)> Ф(*;)) («. / = 1 , 2  АО,
1 2 

где x t 6 А", 6 X.

Г е о м е т р и ч е с к и  гомоморфизм ф 2 означает склей-
1 2 

ку при каждом i вершины х . £ X  и вершины х  г £ X в
одну вершину с сохранением дуг Г.

Определение 1.6. Упорядоченным произведением G a 1a , . . . a ii 

графов GAi, GAi, . . . ,  GAfi матриц A lt А 2, ..., А п соответст­

венно назовем граф (X , Г), множество вершин X  и мно­
жество дуг Г которого определяется из условий (см. с. 6):

л+1 i i
1) X =  V X , (X  =  {j} х  X ),

i=\

i+1
2) Г = r A U r A U . . . U r An, ТА. : Х - + 2 Х ( i =  1 ,2 , . . . ,n).

Если A x =  A 2 =  ... =  A n =  A , mo zpcupGAl,A  лп
называется п-й степенью графа Ga и обозначается через GA ] ■ 

Граф Ga^ A s , являющийся упорядоченным произведе­
нием графов Gt = G ^  (см. рис. 159), G ^ ^ G j  и графа 
G2 =  G^j (рис. 160), изображен на рис. 161



Граф ^  GAk является гомоморфным образом графа GA,A,...An
ft=i

при гомоморфизме ф ", который определяется аналогично 
гомоморфизму ф 2 в (1.18), и геометрически состоит в склей-

I
ке при каждом i (i =  1, 2, N) всех вершин х .  6 X ,

Рис. 161

Л+1 п
. . . ,  х г 6  X  В одну вершину x t графа >  GAk так, что каж-

4=1
дой дуге (xt , X j )  6 Гл^ однозначно соответствует дуга

П
(х1г х /) суграфа G ^  в графе 2 GV

k=*\
Из определения 1.6 и определения графа G. матри-

к
цы A k следует, что каждое отличное от нуля слагаемое 
суммы

[Al A2 ... An]tj =

2  а £  (* • ./=  1 .2 ..........* 0 (1 .1 9 )
1 < /!,/,........V l <W

k
представляет собой вклад пути/, l ={ x i xi ... , x t , X j \ x t 6X}
длины n на графе G ^ ^  д .

В случае, когда А х =  Л а =  ... == А п =  Л , из форму­
лы (1.19) получаем следующее правило.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  э л е м е н т о в  м а т ­
р и ц ы  (Л)" н а  г р а ф е  G ^

Матричный элемент [Л”]и матрицы (Л)" равен сумме 
вкладов всех простых путей длины п из вершины х  t в вер­



шину Xj на графе GA} , являющемся п-й степенью графа
Ga , т. е.

№ =  2  /W .  0-20)
/6 ij? (ап)

где (А п) обозначает множество всех путей длины п
графа GA] из вершины x t, в вершину К].

З а м е ч а н и е  5. П онятие графа, являю щ егося упорядо­
ченным произведением графов перемножаемых м атриц, и предста­
вление на нем матричных элементов произведения матриц я в л я ет ся  
теоретико-графовой основой связи  между КМ -цепью и дискретным 
аналогом континуального интеграла (интеграла по траекториям ) 
Ф ейнмана.

Задача  1. Пусть а ь  а 2 и о 3 — двухрядны е матрицы П аули:

- Г У -  - U -
Вычислить, используя правило (1.20), произведения матриц

П

1) стх, а а о„, 2) (аг)л (i =  1, 2, 3), lim  у  _ ! L  (t =  1, 2, 3).
n-s- оо fe|

k—0

§ 2. СУ П ЕРП О ЗИ Ц И Я  А М П Л И ТУ Д ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОБЫ ТИЙ 
ПО Ф ЕЙ Н М А Н У  И О П РЕ Д Е Л Е Н И Е  КОМ ПЛЕКСНОЙ 

МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ

В этом параграфе излагаются основные положения 
фейнмановского подхода к вероятности в квантовой меха­
нике и способам ее вычисления, следуя работам [10], [13], 
[14].

Затем определяется комплексная марковская цепь 
(КМ-цепь), которая, в частности, может служить математи­
ческой моделью вероятностного подхода Фейнмана в кван­
товой механике.

Определение КМ-цепи тесным образом связано с поня­
тием графа матрицы и множеством путей на графе. Целе­
сообразность использования понятия графа при рассмот­
рении дискретного аналога теории Фейнмана связана с 
тем, что графы матриц являются простейшей и в то же время 
естественной моделью, на которой реализуются правила



Фейнмана относительно сложения амплитуд вероятностей 
и вычисления вероятностей событий.

1. Амплитуды вероятностей и правила их сложения. 
В основе формализма фейнмановского подхода лежит пред­
ставление об амплитуде вероятности, связанной с каким- 
либо движением системы в пространстве — времени. Сам 
Фейнман пишет об этом: «...новый, выдвигаемый квантовой 
механикой способ изображать мир ...состоит в том, чтобы 
задавать амплитуду любого события, которое может слу­
читься. Если событие состоит в регистрации частицы, то 
можно задать амплитуду обнаружения этой частицы в тех 
или иных местах и в то или иное время. Вероятность обна­
ружить частицу тогда будет пропорциональна квадрату 
абсолютной величины амплитуды» ([13], стр. 219).

Итак, первое положение вероятностной концепции кван­
товой механики гласит следующее.

Вероятность Р(А)  события* А дается квадратом абсо­
лютной величины комплексного числа Z(A),  называемого 
амплитудой вероятности данного события А:

Р ( А ) =  | Z(A)  | 2. (2.1)

Второе положение определяет правило сложения ампли­
туд вероятностей.

Если событие А может произойти несколькими взаимно 
исключающими способами Ви  В2, ... , Bk, то амплитуда ве­
роятности Z(A)  такого события является суммой амплитуд 
вероятностей каждого отдельного способа Z (Bt) (г =  
=  1, 2  k)

Z ( A ) ^ ^ Z ( B t). (2.2)
i=i

Из формул (2.1) и (2.2) следует, что вероятность суммы по­
парно несовместимых событий не равна сумме вероятностей 
отдельных слагаемых, т. е.

р  2  В, \ == Р (Л) =  IZ (Л) 12 =
w=i

2
(•=i

ф

(2-з)/=! 1=1
* Событие здесь рассматривается как совокупность начальны х 

и конечных условий опыта. Эти условия полностью определяю тся 
путем измерения в начальны й и конечный моменты врем ени.



В таком случае говорят, что между амплитудами вероят­
ности отдельных событий происходит и н т е р ф е р е н ­
ц и я .

Следует отметить, что правило сложения амплитуд ве­
роятности (2.2) в физике было известно задолго до появле­
ния квантовой теории. А именно, в волновой оптике явле­
ние интерференции (дифракции) света количественно опи­
сывается с помощью соотношений (2.1) и (2.3). Если имеется 
например, два когеррентных точечных источника света B t 
и В2, излучающих волны с амплитудами Z(BX) и Z(B2), 
то интенсивность I (Blt В2) света, создаваемая этими источ­
никами в точке х,  равна

I (Blt в 2) =  IZ (В,) +  Z (В2) I2 =  I  (В,) +  I  (В2) +

+  2 V i  (Sj) I ( B2) cos Д (x), 

где I  (В,) =  | Z (В,) |2, I  (B2) =  | Z (B2) |2, Д (x) — разность 

фаз между Z (B J и Z (B2). Член 2 К /  (В,) /  (B2) cos Д (лг)

обусловливает интерференцию.
Интенсивность света /  =  | Z (В) |2 также допускает ве­

роятностную трактовку, если обратиться к корпускулярной 
природе света. Тогда величина / (х) =  | Z (л:) |2 выражает 
собой вероятность попадания фотона в точку х.

Вне зависимости от физического истолкования амплитуд 
вероятностей и правила их сложения соотношениям (2.1)—
(2.3) в дискретном случае отвечает следующая абстрактная 
схема построения вероятностного пространства событий [14].

Пусть О =  {Л,, А2, . . . ,  Ah} —  произвольное конечное 
множество, элементы которого назовем элементарными 
истинными событиями (или просто элементарными собы­
тиями) и пусть каждое At само состоит из (i) элемен­
тов b\l) (/ =  1, 2, . . . ,  f(t)). Каждый элемент b\l) назовем 
элементарным виртуальным событием, а всю совокупность 
их при i =  1, 2, . . . ,  k —  множеством элементарных вир-

ь КО ...
туальных событий Я, £2 =  U U Щ  }■

«=1 /=1
Изобразим с х е м а т и ч е с к и  множества Я и Я в виде

двудольного графа G =  (Я U Я, Г) (Г : Я 2 ̂ ) (рис. 162) и 
припишем каждой дуге (Ь{.1), A t) (i =  1, 2, ... , k, j  =  
=  1 ,2 , . . .  7 (1) произвольное комплексное число clv  кото­



рое назовем амплитудой элементарного виртуального 
события Ь(р  .

Определим на совокупности всех подмножеств* N  (Q) 
множества £2 комплексно-значную функцию Z : N  (0,)-+ с, 
принимающую на подмножестве {6j'}} значение

Z ( { b f  }) =  ct J (i =  1, 2 k, j  =  1, 2 ........7 (j)) (2.4)

и являющуюся аддитивной функцией на каждом из мно­
жеств Af.

/ Си )  Т(0 HD

z ( М  l b  ) ) “  ( 2 -5)' i=i j=i

Элементы В  6 N  (Q) назовем виртуальными событиями, а 
значение функции Z (В) — амплитудой виртуального собы­
тия В.

Функцию Z : N ( Q . ) - ^ c  нормируем по отношению к 
множествам A lt А2 Ah, A t (zN(Q,) так, чтобы

2 1 ^  и«) |2 = 1 -  (2.6)
1 = 1

Тройку (QiNiQ) ,  Z ), где Q — произвольное множество, 
N  (Q) — алгебра подмножества множества Q, Z  (В) — ампли­
туда, определенная на N  (й) и удовлетворяющая условиям

* Совокупность всех подмножеств N(2) явл яется  алгеброй 
множ еств. Последнее означает, что само Q£N(Q.)  объединение, пе­
ресечение и разность двух множеств из NlQ)  опять принадлеж ит
2 .



(2.5) и (2.6), назовем пространством виртуальных собы­
тий с комплексной амплитудой Z.

Рассмотрим совокупность всех подмножеств M(Q.) мно­
жества элементарных истинных событий Q = {А 1, Аг  Ah}-
Элементы А^ . М  (Q) называются истинными событиями.

Поскольку элементарные истинные события At сами 
состоят из элементарных виртуальных событий {bj '* }, At =

т(0
=  и ь? , то At 6 N  (Q), и поэтому любое множество

/=! J
Л(:М(Й) можно рассматривать как элемент из алгебры 
N (Q). Тогда комплексная амплитуда Z, определенная на 
алгебре виртуальных событий N (О), индуцирует на алгеб­
ре истинных событий N (Q) функцию

P ( A e M ( Q ) ) = \ Z ( A e N ( Q ) ) \ \  (2.7)

Значение Р(А)  будем называть вероятностью истинного 
события А , а величину Z ( A ) — амплитудой вероятности 
события А.

Как следует из формул (2.4)—(2.7), функция Z : N  (Q) -*■ 
—> с удовлетворяет правилам Фейнмана (2.1) и (2.2) отно­
сительно сложения амплитуд вероятностей и вычисления 
вероятностей истинных событий А ( (г =  1 ,2 , ...,&).

Описанная выше абстрактная схема правил сложения и 
вычисления амплитуд вероятностей событий может быть 
естественным образом реализована на графах, являющихся 
графами матриц.

Действительно, пусть Z =  ((za))NxN — неприводимая 
унитарная матрица с комплексными коэффициентами и 
пусть Gz — граф матрицы Z. Граф матрицы Gz связный граф 
без кратных дуг. Рассмотрим на графе Gz  множество Ln(Z) 
всех путей длины п,

L"(z ) =  U О А  (2.8)
К я ,  /о /п < #

где /]"•„(-£).— множество путей длины п из вершины лг/о, 
в вершину Xjn, или множество путей длины п с «закреплен­
ными концами» Xjo и xjn. Напомним, что через [Zn]j0jn обоз­
начаются элементы матрицы Z n.

В соответствии с абстрактной схемой сложения ампли­
туд вероятности проведем следующее сопоставление:



1) элементарное виртуальное ч— >- путь I длины п на 
событие (ft)0 } гРаФе Gz  с закреп­

ленными концами Х/о
и х  и

2) множество Q элементар- ■«— множество всех пу- 
ных виртуальных собы- тей Ln(Z) на графе 
тий Gz

3) элементарное истинное со- ч— множество
бытие А. =  U {Ь{Р  } путей длины п с зак- 

/= 1, 2,...,* / 1 репленными конца­
ми X] И Xj

4) амплитуда элементарного — >- вклад /  (/) пути 16
виртуального события £ /<«> (2), умножен-

,о/п^  'I  / // ный на величину с,
зависящую от /0 и 
N,  с — с (/о, JV)

5) амплитуда вероятности -<— у матричный элемент 
истинного события Z (At) lZnljoJn матрицы Z",

умноженный на с =
=  с (/0. W

Величина с =  с ( /0, ^о п ред еляется  из условия норми­
ровки (2.6). Так как матрица Z  унитарна, то

l l t f - W - 1 (/о =  1. 2........ Л0- (2.9)
/л = 1

Отсюда следует, что для выполнения условия нормировки
(2.6) необходимо выбрать числа с ( /0, N) (/• =  1 ,2 , ..., /V) 
таким образом, чтобы выполнялось условие

2 И / о . Л 0 1 , =  1- (2-Ю)
i=i
В силу замечания 3 в § 1 любая функция Z : B(L"(Z))->

-> с ,  значение которой на элементах bj° -е— >-/ 6 (Z), и

A t =  'и  {bj(>} ч— ► / ^ ( Z )  определено равенствами

Z ( { 6 } 'V /  =  c (/o,A 0 /(/) , / 6 / ^ ( 2 ) ,  (2.11а)

Z ( u  {^■, } ) = Z H i) = C(/„ ,^ )[Z '’]W/i> (2.116)



удовлетворяет условию аддитивности (2.5) на подмножест­
вах A i (i =  1, 2 , k ) , являющихся элементарными истин­

ными событиями.
Таким образом, с точностью до набора чисел {с (/0, N ), 

/0=  1, 2, ..., N )  из (2.10) унитарная матрица Z, граф мат­
рицы Gz и множество путей L" (Z) на графе G по формулам 
(2.11 а) и (2.11 б) определяют на алгебре N (Ln (Z)) всех 
путей длины я  функцию Z : JV(2) - у с , удовлетворяющую 
правилам вычисления амплитуд вероятностей (2.1) и (2.2).

Само понятие вероятности в квантовой механике не 
изменяется по сравнению с обычной теорией вероятностей. 
Радикально изменяется лишь способ вычисления вероят­
ности события и понятие самого события, вероятность ко­
торого вычисляется.

Как уже отмечалось (см. сноску на стр. 310), понятие 
«событие» в квантовой механике в конечном итоге неразрыв­
но связано с процессом измерения в начальный и конеч­
ный моменты времени. Поэтому если мы говорим о вероят­
ности какого-либо события в квантовой механике, напри­
мер, о том, что квантовая система занимает в данный мо­
мент определенное положение, то неявно предполагается 
проведение измерений положения системы в этот же момент 
времени.

В формальной схеме, рассмотренной выше, такие собы­
тия («снабженные» измерением) назывались истинными со­
бытиями. Вероятность истинных событий вычисляется по 
формуле (2.1).

Если измерения над системой в данный момент времени 
не производятся, то вопрос о вероятности «события» най­
ти систему в некотором положении в этот момент времени 
является не корректным. Подобные «события» были опре­
делены выше как виртуальные события. Для виртуальных 
событий существует лишь комплексная амплитуда события 
Z(B),  которая «становится» амплитудой вероятности собы­
тия и определяет вероятность этого события по правилу
(2.1), если производится измерение.

Подробнее о связи измерения в квантовой механике 
и вычислением вероятностей событий см. в [13].

Заметим, что правила сложения амплитуд вероятностей 
допускают большой произвол в выборе функции

Z : N ( L n (Z))-+c.

Как уже отмечалось выше, любая комплексно-значная 
функция Z(B),  удовлетворяющая соотношениям (2.11),



обеспечивает выполнение условий (2.1), (2.2). Поэтому для 
проведения последовательного анализа на пространстве 
виртуальных событий (Ln (Z), N  (Ln (Z)) Z) и получения 
содержательных результатов потребуем, чтобы функ­
ция Z : N(Ln (Z)) с была аддитивной функцией на лю­
бом подмножестве 0 ^  t 6 N  (Ln (Z)) (а, р =  0, 1 ,2  п)
множества путей Ln (Z) с двумя «закрепленными верши­
нами» х,  и х. .

‘ а *0
Точный смысл этого условия состоит в том, что

Z I  и / у =  У  Z (/), (2.12)
И .  ip } .

где / — произвольный путь длины п, проходящей через
вершины графа Gz х.  и x t «в моменты времени ta и /р».
Последнее означает, что если записать путь I длины п 
двумя способами, указывая один раз последовательность 
дуг, составляющих путь,

I =  U2, ... , иа , ... , Wp , ... , Un},

а другой раз последовательность проходимых вершин 
вдоль пути /,

/ =  \   \ ) >
то тогда вершина x t является концом дуги иа , а верши­
на концом дуги и , . Отметим, что множество путей 0 (. 

при а =  0, р =  п ранее обозначалось через /*"* (Z).
Определим на множестве N  (Q), где Q =  Ln (Z), условную 
амплитуду Z В {, В2 в N  (Q).

Определение 2.1. Условная амплитуда Z{BJB2) собы­
тия Вх при наступлении события В 2 определяется как от­
ношение

Z ( B i/B2) =  Z- f ;̂ L ,  (2.13)
^ (#2)

где B t -B2— пересечение событий В, и В2

2. Определение комплексной марковской цепи. Пред­
варительно кратко рассмотрим вещественный случай [15]. 
Вещественная дискретная цепь Маркова (ВМ-цепь) с ко­
нечным числом состояний определяется как последователь­
ность случайных величин {\k, k  = 0 ,  1, ..., п )  такая, что 
распределение значений случайной величины Ek полностью



определяется распределением значений случайной вели­
чины l h_i. Уточним это определение.

Обозначим через x lt х2, . . . ,  xN к 1) возможные зна­
чения случайной величины при каждом 6 =  0, 1, . . . ,  п.

Определение 2.2. Последовательность случайных вели­
чин (Sjj, 6 =  0, 1, . . . ,  п) является вещественной цепью 
Маркова, если условное распределение величины £h при 
фиксированных значениях величин 4, . . . ,  =
=  х( , Е0 =  х,о совпадает с условным распределением \ h 
при условии, что , т. е.

Р (?ft =  xlh /  =  xih-l * • " » & )  =  XiJ ~
=  Р ( Ъ  =  X t j h - i  =  *,*_,)• (2.14)

Определение 2.3. Матрица R (k  — 1, 6) =  {{Р (lk — 
— x ih I lu-i ~  x ih_ i))) называется матрицей перехода цепи 
Маркова на k -м шаге. Цепь Маркова называется однород­
ной, если матрица перехода R ( k — 1,6) не зависит от 6*.

Матричные элементы матрицы перехода R  =  ((pife l )) 
удовлетворяют условиям (Pih_iik = Р  (lh =  x ih /  =  x ih_'))

0 ^  P‘k-i 'ft ^   ̂ “  1» 2> i N),
(2 .16)

2  ' f t =   ̂ =  2 ..........
‘A=1

Марковские цепи являются адекватной моделью для 
описания следующей часто встречающейся ситуации. Пред­
положим, что некоторая физическая система 5, которая в 
любой момент времени t может находиться в одном из состо­
яний, число которых конечно, переходит из одного состоя­
ния в другое в дискретные моменты времени th (6 — 
~  0, 1 , . . . ,  п). Обозначим возможные состояния системы S 
через x lt х2, . . . ,  xN . Определим случайные величины
{lk, 6 = 0 , 1 п) так, что событие (Ek= x ik (ih =  l, 2, . . . ,  N,
6 =  0, 1, . . . ,  п), x ik 6 R1} означает нахождение системы S 
в момент tk в состоянии x lh . Событие {$h= x ikx ik б к1) для 
удобства обозначения будем записывать в виде (th, x th)- 
Тогда элементы матрицы R  рассматриваются как вероят­

* Всюду ниже, если не оговорено особо, рассм атриваю тся 
однородные м арковские цепи.



ности перехода системы S за время т =  th — th_{ из одно­
го состояния в другое, причем pik_{ — вероятность пе­
рехода системы S из состояния (tk_„ *, ) в состояние

При исследовании процессов, описываемых марковски­
ми цепями, рассматривается следующая задача. По задан­
ному в начальный момент t =  О распределению случайной 
величины | 0 (или по заданным начальным вероятностям 
Р?о О'о =  Ь 2, . . . ,  N) обнаружить систему S в состоянии 
x .J  требуется найти вероятность Р (tn, xin ) того, что 
система в момент времени tn находится в состоянии x in . 
Из формулы полной вероятности следует, что

Условную вероятность Р (tn, x in /  /0, x .J  называют вероят­
ностью перехода системы S  из состояния х. в момент tnI о v
в состояние x in в момент t i n . Из условия н е с о в м е с т и ­
м о с т и  состояний системы 5  и о д н о р о д н о с т и  цепи 
Маркова следует, что матрица перехода за п шагов запи­
сывается в виде

где R  =  ((Pift.j th ))—  матрица перехода за один шаг.
Рассмотренная конструкция вещественной марковской 

цепи при переходе к пределу при п -+■ оо и увеличении 
числа возможных состояний N  -*■ °° (если такой предел 
существует) дает описание непрерывных систем классичес­
кого типа, например, описание движения броуновских час­
тиц.

Для волновых систем, подобных системе нерелятивист­
ской квантовой механики, может быть получен [5] соответ­
ствующий предельный переход, если использовать обоб­
щение вещественных марковских цепей — комплексные 
марковские цепи.

По существу КМ-цепь является вероятностным дискрет­
ным аналогом процессов квантовой механики, в которых 
с одной стороны дальнейшее развитие процесса определяет­
ся состоянием системы в настоящий момент времени и не 
зависит от способа, которым это состояние достигнуто, а с 
другой — если над системой не производится измерений

(**> Х*к)-

N
(2.16)

((/>(*».  X j t 0, * , . ) ) )  =  (/?)», (2.17)



в данный момент времени, то положение системы не опре­
делено, и она может находиться одновременно в несколь­
ких из возможных состояний.

Указанные обстоятельства совместно с понятием ампли­
туд вероятностей событий и правилами их сложения на­
ходят точное математическое выражение в конструкции 
КМ-цепи к определению которой и перейдем.

Пусть S — некоторая система, которая в любой момент 
времени /(0 ^  t <  Т) может находиться в любом из своих 
возможных состояний хх, х 2, . . . ,  xN. Возможные состояния 
системы S отождествим с вершинами хи  х2, . . . ,  xN графа 
Gz — графа унитарной неприводимой матрицы Z.  Положим 

тtk — kx, где т =  — (k  =  0, 1, . . . ,  п). Напомним, что путь I 
п

длины п проходит в момент t h через вершину x ] k , если 
k-я дуга пути I имеет своим концом вершину x j h .

Определение 2.4. Виртуальным состоянием системы S  
в момент времени t h назовем множество всех путей длины п 
на графе Gz , проходящих в момент th через вершину Xjk 
и будем обозначать через

Xj h (k =  0, 1, . . . ,  п; / к =  1, 2, . . . ,  N).

По аналогии с вещественным случаем определим услов­
ную амплитуду перехода системы S из одного виртуального 
состояния в другое за конечное число шагов т(т<^п) .

Определение 2.5. Условная амплитуда перехода 
Z ( X j h / X]h ) системы S  из виртуального состояния 
В2 =  X jh в виртуальное состояние B t =  X j h+m опреде­
ляется формулой

=  1 * 4  w  <2 1 8 >
Теорема 2.1. Условная амплитуда того, что система 

находится в виртуальном состоянии X jh при условии, что 
в моменты времени t0, tx, ..., 4 - i  она находилась в вирту­
альных состояниях х ^ , x-h , x Jk ( равна условной ампли­
туде того, что система S  находится в момент the состоя­
нии X jh при условии, что в момент времени th_x она нахо­
дилась в состоянии x j h_ т. е.

Z  ( x j h / X j k l , ,  х и ) — Z  (Xjk / Xj k_J  . (2.19)

* Л евая  часть равенства определена в силу свойства амплиту­
ды  (2.12) и определения условной амплитуды (2.13).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля простоты возьмем k =  2. 
Д ля случая k >  2 доказательство производится анало­
гичным образом.

Из определения 2.1 имеем:

Z (л:, /  jc . х , ) — — ■ Х’1 Х,°)- =  /  х
V '* 71 * (* / ,* / . )  * (* / ,* / , )

х  г  ( * / . * / .  * / . )  г  ( * / . * / , )  z  ( * / ,  * / ,  * / . )
z  (■*/. ■*/.) z (*/.) z (■*/, X/ J  z  (xh */.)

Так как при k — 2 правая часть формулы (2.19) имеет вид

то для доказательства утверждения теоремы при k =  2 
достаточно показать, что выполняется равенство

Z (Xj X: X: ) Z (X: )
—-——————--------^ — == 1. (2.20)

Ч хи хп) Ч хи хи)

Рассмотрим событие лг/о 6 В (L"(Z)), являющееся 
объединением элементарных виртуальных событий — пу­
тей длины п с закрепленными двумя вершинами х./о

“ V

Из свойства (2.12) аддитивности амплитуды Z : B(Ln(Z))-+ с 
на подмножествах путей указанного вида и формулы 
(2.11а) из равенства (2.21) следует, что

Z (x h ' x h )  =  2  Z ^ Xi« Xi ‘ Xi° X]n ) =
/a* ••• *

=  2  ^ U , N ) Z h u Zu _ . . . Z , n_t , ^
1 ̂ /s t /З » • * • t IП ̂  N

I</2. /з, ... ,



Аналогичным образом вычисляем безусловные ампли­
туды событий

x !*x h ’ x h x it X W x h :

Z  (x h x it) =  ^/i h 2  C^'0’ ^  2 /« /> X

х  I у  Z. . .{ ^  it /8
I

2 (xh Xi, Xh) =  2  ° U°' Zi° ь 1• ’ ^n—1
К/....... in<N

=  0 (j0, N ) Z. u z ,  h | 2  zh h ..  ̂hl-1 Ы } ’
1 i</8, . in<N J

z (xn) =  2  °’ ^  /> ь •• 7̂1-1
K/o. /., ... . /я<л/

-  2  | 2  zu .-
 ̂^ /̂11

Подставляя вычисленные безусловные амплитуды со­
бытий в левую часть (2.20), получаем требуемое равенство.^ 

Теорема 2.1 выражает условие, аналогичное условию 
марковости вещественной цепи случайных величин.

Предыдущие рассуждения приводят к следующему опре­
делению комплексной марковской цепи.

Определение 2.4. Пусть Z  — неприводимая унитарная 
матрица с комплексными элементами, Gz — граф мат­
рицы Z, Ln (Z) — множество путей длины п на графе Gz  ; 
пусть случайная величина принимает значения 1, 2, , N
при каждом 6 =  0, 1, . . . ,  п. Значению случайной вели­
чины {vft =  j h, k =  0, 1, ..., п, jh =  1, ..., N } на про­
странстве виртуальных сообытий (L"(Z), B(Ln (Z)), Z) с 
комплексной амплитудой Z сопоставим виртуальное со­
стояние системы x j h_

Последовательность случайных величин {vft, 6 =  0, 
1, ..., я} называется однородной комплексной марковской 
цепью, отвечающей матрице Z порядка N  X N , если вы­
полнено условие:

матрица условной амплитуды перехода за т шагов оп­
ределяется формулой

{ { 4 x >kJ x h ) ) ) = m k ]k+m- (2.22)



Таким образом, КМ-цепь однозначно определена, если 
задана совокупность объектов: унитарная матрица Z и 
граф матрицы Gz . В этом случае будем обозначать 
КМ-цепь через (Z, Gz) .

Заметим, что понятие виртуального состояния системы 
как множества всех путей на графе Gz , проходящих через 
фиксированную вершину графа в заданный «момент вре­
мени», является принципиальным моментом в приведенной 
выше конструкции КМ-цепи и соответствует физическому 
смыслу понятия состояния квантовой системы, над которой 
не производят измерения.

Рассмотрим виртуальные состояния xJh системы в мо­
мент времени tk (k =  1, п — 1). Аналогично веществен­
ному случаю виртуальные состояния X j k (jk — 1, . . . ,  N) 
образуют разложения вероятностного пространства 2  на 
попарно несовместимые виртуальные события

2 =  x t +  х 2 +  ... +  x N ,
(2.23)

Xjk x ik— Ф> ik Ф  /* •

При th — t0 =  0 виртуальное состояние х ^  системы 5  — 
множество путей длины п, выходящих из вершины графа 
х .  , отождествим с состоянием х, системы S в начальный

/ о  /о
момент ^  =  0. Тогда в любой другой момент th(k ф  0), 
система S , находившаяся в момент t0 =  0 в состоянии 
х /а, представляется «пучком» путей x jo на граф Gz, и по­
скольку пересечение множеств путей х /о и X j k (jk =  1 ,2  N)
не пусто, то это означает, что система S в момент време­
ни 4  находится сразу в нескольких попарно несовмести­
мых виртуальных состояниях x j k {jh =  1 ,2 .........N).

В момент времени t= tn пересечение х 1п виртуаль­
ных состояний системы S представляет собой множество 
путей длины п с закрепленными концами и ^ л и поэто­
му в силу соответствия (см. п. 1) является истинным эле­
ментарным событием Л (:

A i =  */„ х 1п ■ (2-24)
Учитывая определение 2.1, из (2.24) следует, что безуслов­
ная амплитуда события A t равна

1 (Лг) =  2 (xh Xjn) =  Z (хJn / xh)Z (х /о) .



Отсюда, с учетом определения (2.4) условной амплиту­
ды, получаем, что

Z (Л,) =  IZ "1 ,,,„Z  (* , ,) .  (2.25)

Сравнивая формулу (2.25) и (2.116) приходим к сле­
дующей интерпретации величин с(/0, N), фигурирующих 
в схеме сложения амплитуд вероятности. Величина с(/0, 
Л0(/о=  1> 2, ..., N) представляет собой амплитуду 
события—обнаружить систему S  в виртуальном состо­
янии х ^  или в силу проведенного выше отождествле­
ния — в состоянии х{ в момент t — t0 =  0. Иными слова­
ми, величины (c(j0, N),  j0 — 1, 2, ..., N) в совокупности 
задают начальное распредеделение амплитуды вероятности

2  ( х /в) =  с (/„, N)  (/0 =  1, 2 , . . . ,  N),

причем вероятность р системе S находиться в момент 
/0 =  0 в состоянии х.^, равна

p” = \ z ( x h ) \ ' = \ c ( L m -

В силу условия (2.10) для начальных вероятностей р}0) 
выполняется равенство

2  *  =  1.
/о— I

аналогичное условию нормировки начального распреде- 
ления вероятностей для ВМ-цепи.

Выберем величину с(г0, N) из условия, что

« « . .  v - к , .  - { £  ; ; ; t  ‘ . - ■ л -  *  < * * *

Тогда с вероятностью =  1 система 5  в момент 4  =  0
будет находиться в состоянии и в силу равенства (2.25)
амплитуда истинного события Л г совпадает с условной
амплитудой перехода системы из начального состояния
системы х, в конечное X; .

п *Определение 2.5. Условную амплитуду Z ( X j n / x jo) бу~
дем называть амплитудой Грина КМ-цепи и обозначать
через К ?\ •Jo Jn



Из определения 2.4 следует, что

перехода системы S  из состояния x jo в х )п за п шагов. В
соответствии с правилами (2.1—2.2) вероятность р тако-

яго перехода определяется формулой ------

Отсюда и из условия унитарности матрицы Z получаем 
классические условия на вероятности перехода:

N

3. Связь амплитуды Грина КМ-цепи с дискретным ана­
логом интеграла Фейнмана по траекториям. Рассмотрим
дискретную квантовую систему S, состояния хг(г'= 1 ,2  N)
которой представляют собой координаты квантового объек­
та, например, электрона на прямой, отстоящие друг

от друга на расстоянии h, h =  , x t =  ih(i = 1 , 2 , ,  N).

Движение системы S  в дискретном времени th (k =  
=  1 ,2  ri) описывается комплексной марковской цепью

Если в момент t — 0 электрон находился в точке х. ,10
то событие — обнаружить его в точке х }п в момент t =  tn 
представляется множеством путей длины п на графе Gz 
из вершины х{ в вершину x ]fi. Амплитуда такого события— 
а м п л и т у д а  Г р и н а  /((">. КМ-цепи в силу формулы/О !п
(2.27) и правила вычисления матричных элементов мат­
рицы 1 п на графе Gz  (см. 1.12) равна сумме вкладов все­
возможных способов осуществления события

(2 )

где / — путь длины п на графе Gz из вершины хи в вер 
шину x Jn.

(2.28)
Ы = \

(Z, Gz) .

(2.29)



Используя результаты § 1, перейдем к представлению 
п -й степени матрицы Z (амплитуды Грина КМ-цепи) на 
графе G{z \  являющемся п -й степенью графа Gz (см. опреде­
ление 1.6).

Граф G<zn) представляет собой «развертку» в дискретном 
времени tk =  kx (k = 0 , 1, п) графа Gz  так, что любой

х

/\
/Xк\\

/XX / \ xJn

\ / /
/ \/

Рис. 163

путь / графа Gz изображается в виде простого пути I на 
графе Gzl), причем движение вдоль пути I происходит в на­
правлении возрастания времени tk(k =  0, 1, п).
^  На рис. 163 изображен граф Gz, G ^ in  =  7) и ряд путей 

длины п — 7 из вершины х^  в вершину Х)п . Граф G{̂  есте­
ственно назвать дискретным пространством-временем 
(,х , 0 . в котором происходит движение системы S, опреде­
ляемое КМ-цепью (Z, Gzy  Тогда пути / на графе G{z ]— это 
дискретные траектории движения системы S  в простран- 
стве-времени, а множество l \n). (Zn)— множество всевоз-/о !п
можных траекторий, выходящих из точки xjo в момент 
t0 — 0 и приходящих в точку Х)п в момент t =  tn. В силу 
(1.20) для амплитуды Грина КМ-цепи /(j"j =  [Zn)Uin спра­
ведливо равенство

« Г / , -  2  П1)’ <2-30>
и п)



где I — траектория движения системы из х.^ в Xjn . Отсюда 
следует, что амплитуда Грина /Су("! КМ-цепи (Z, Gz) —
это функция, которая зависит от координат начального 
х и и конечного %jn положений системы, причем значение 
этой функции определяется вкладом всех траекторий, до­
пустимых для данной системы матрицей Z — вкладом всех 
«интерферирующих альтернатив движения электрона» из 
точки х.а в точку Xjn по Р. Фейнману [14].

Представление (2.30) в виде суммы ^  /  (/) по траек-

ториям на графе Ĝ n) можно считать точным дискретным ана­
логом представления решения уравнений квантовой меха­
ники в виде так называемого континуального интеграла, 
или «интеграла по траекториям» [14].

При Л - + 0 и т  =  т (h) ->-0 сумма по траекториям, сто­
ящая в правой части равенства (2.30) , превращается в 
«интеграл» по всем непрерывным траекториям x(f), л;(0) =  
=  xja, x ( t  =  tn) =  Xjn , от вклада траектории /( /)  [4]. 
Поэтому если существует предел K ( x , f )  функции Грина 

(т, К) КМ-цепи (Z, GZJ при h ->-0 и т =  т(h) ->0 (А/п->
-*-ху t n ->  t), то этот предел К(х, t) можно принять за опре­
деление «интеграла по траекториям».

Пример существования интеграла по траекториям в 
указанном смысле для уравнения

ди ди   с  ,
dt дх

где с — скорость света, рассматривается в следующем пара­
графе.

§ 3. К М -Ц ЕП Ь ФОТОНА

Рассмотрим простейшее модельное уравнение*, опи­
сывающее динамику фотона,

* Авторы сознательно рассматриваю т тривиальны й пример 
линейного дифференциального уравнения первого порядка с по­
стоянными коэффициентами и соответствующ ую этому уравнению  
разностную  схему, прим еняя достаточно слож ную  технику опера­
торного исчисления, построенного в [6]. Тем самым читателю пре­
доставляется возможность на примере, допускаю щ ем точное реш е­
ние, познакомиться с общими актуальны ми методами реш ения



с — const) (3.1)

и построим КМ-цепь (Z, Gz) , рассматривая разностную 
аппроксимацию этого уравнения на равномерной сетке 
Q,z н с шагами т и h по координатам х  и t соответственно:

 ̂=  {Xj, th | Xj =  jh,  j =  0, 1, . . . ,  N', t^ ~  kx,
k  =  0, 1 n} .

С помощью операторных методов [6] найдем матрицу 
Z n, определяющую амплитуду Грина /(f) . (т, И) (/„, /„ =/о /я
=  1, 2, iV) КМ-цепи (Z, Gz) и докажем сходимость 
амплитуды /С!"’ (т, Л) к функции Грина уравнения (3.1)/о 'Я
при Л ->  0 и т (Л) -> 0 .

Решение уравнения (3.1) будем искать в классе 2л-пе­
риодических по х  6 R1 функций и (х, t)

и (х  +  2it, t) =  и (х, /), (3.2)

задавая при  ̂ =  0 начальное условие

и(х,  0) =  и0(х) ( 0 < х < 2 я ) .  (3.3)

Легко проверить, что функция

и (х, t) =  и0 (х +  ct),

где и0(х) — периодическое продолжени е функции и0(х) на 
всю прямую к1 является точным решением задачи (3.1) —
(3.3).

Найдем приближенное решение поставленной задачи
Коши (3.1), (3.3) с краевыми условиями (3.2) на отрезке 
0 <  t <  Т:

д и    д ц

dt дх  ’

и (0 ,0  =  « (2 * ,/)  (0 < / < Г ) ,  (3.4)
и (х, 0 ) =  и0 (х )  (0  <  *  <  2тг),

задач математической ф изики, предназначенными в первую  очередь
для построения асимптотических решений уравнений с перемен­
ными коэффициентами и нелинейных уравнений, а такж е мате­
риал для самостоятельной работы и возможных обобщений рас­
смотренного примера.



N  =  —  , . (3.5)
h t

Д ля построения функции, приближающей решение 
уравнения (3.1) в точках сетки Qx ft, рассмотрим явную 
разностную схему (максимального порядка точности [91) 
вида

ui+l ~ ui =  се [ --* +1й~~ и1 -  ( А  -  )  X

х  +  (з .п
t/l J

где ы* — значение сеточной функции h (х , )̂, определен­
ной в узлах сетки: х } =  jh, th =  krc(j =  0, 1, . . . ,  Л/; 
£ =  0, 1, . . . ,  п).

Разностное уравнение (З.Г) рассматривается во внутрен­
них узлах сетки: х }, tk (/ =  1, 2, . . . ,  N  — 1, k =
=  1, 2, . . . ,  п —  1). В граничных узлах сетки х }, th (j =  
=  0, N,  k — 0) рассматриваются начальные и граничные 
условия для уравнения (З.Г), аппроксимирующие соответ­
ствующие условия (3.2) и (3.3) для уравнения (3.1).

В данном случае эти условия для уравнения (З.Г) име­
ют вид

и\ =  ukN (k =  0, 1........п), (3.2')

=  (j =  0 , l , . . . , N ) ,  (3.30

где {фУ, / =  0, 1, ..., N}  —  произвольный набор чисел с 
условием ф0 =  фд,, апроксимирующий начальную функ­
цию и0(х). Если и0(х) — гладкая функция, то можно по­
ложить

У] =  н0 (X =  jh) (/' =  0, 1........N). (3.6)

Если разностное уравнение (З.Г) и краевые условия 
(3.20 позволяют выразить значение сеточной функции
на временном слое th+1 — (k +  1)т: (и*+1......... м^-1) через
значение сеточной функции на слое th =  kx: (и*, . . . ,  u kN ), 
то можно шаг за шагом вычислить значения решения раз­
ностного уравнения в узлах сетки на слоях t =  т, t =



=  2т, t — nr,  поскольку значения и° (/ =  0, 1, . . . ,  N)  
известны и определяются равенствами (3.6).

Введем отношение шагов сетки а  =  —  и выберем систе-
h

му единиц, в которой с =  1, тогда систему (З.Г) можно 
преобразовать к виду

(1 + s a ) u ;+ ' + ( l - s V + ; = ( l - e a ) ^  + ( l+ e a )« ;+I . (3.1")

С учетом краевого условия (3.2') при каждом k =  0, 1, . . . , п  
сеточная функция и, Л (х, t) задается выбором N  чисел
(ик0 , и \  ukN_ ,). Обозначив через и к Л?-мерный вектор
и к =  (ик0 , «, , . . . ,  m^_j) систему (3.1), (3.2) запишем в
матричной форме

A i u k+1 =  A0u k (k =  0, 1, ... ,  п —  1),

где матрицы Ал и А 0 имеют вид

(3.7)

(1+ sa) (1— ea) 0 0
0 (1 + s a )  (1— sa) 0
0 0 (1 + s a ) 0

А = • •

0 0 0 ■ • (1 + s a )  (1— sa)
(1— sa) 0 0 (1+Sff)

(1 — ea) (1 +  sa) 0 0
0 (1 — за) (1 + s a ) - - 0
0 0 (1 — sa) • 0

0 0 0 ■■ • (1 — sa) (1 +  sa)
(1 +  set) 0 0 •• (1 — ea)

N X N

(3.8)

NXN

Нетрудно проверить, что определитель det В матри 
цы В  вида



bi b2 0
0 bt b2
0 0 b.

B =

0 0 0
b2 0 0

bl b2 
b.

равен
det B =  b" +  (— i f  b% ( N > 3). (3.9)

Отсюда следует, что матрица А х при условии Е а ф О  для 
любого N  =  3,4, ... невырождена, так как

Используя невырожденность матрицы А ъ  систему (3.7) 
разрешаем относительно вектора и к+1:

Покажем, что матрица перехода Z =  Л, 1 А 0 от слоя 
th к слою 4+i — унитарная неприводимая матрица и тем 
самым определяет некоторую КМ-цепь (Z, Gz). Для этого
найдем собственные значения матрицы Z =  А ~ 1 А0 из 
уравнения

det (XI — А ~ 1 А0) =  det A ~ l det ( ^  — Л0) =  0. (3.11)

Используя равенство (3.9) и явный вид матриц А г и Л 0 из
(3.8), уравнение (3.11) можно переписать в виде

[ ( 1 + £а ) Я - ( 1 - е а ) ] л + ( - 1 ) л/+1[ ( 1 - Е а ) Я -  (1 +  з а ) ] " = 0

Отсюда для собственных значений }.j имеем равенства

det А, =  (1 +  e a f  +  (— 1)V+I (1 — s a f  ф  0.

u k^  =  A ~ x А0 u k (k =  0, 1 л — 1). (3.10)

(3.12)

—  (/ =  0, 1, . . . , W - 1 ) ,  (3.12а)

где



В силу формул (3.12) все собственные числа Xj (/ =  О, 
1 ,... N — 1) попарно различны и по модулю равны единице:

1 +  ре‘тУ

где р =  -— —. Отсюда следует, что матрица Z =  А ' Ап
1 _!_ сп *

унитарная, а ее неприводимость будет доказана в п. 4 
§ 1 гл. II.

Таким образом, разностная схема (3. Г) для уравнения
(3.1) определяет однородную комплексную марковскую цепь 
(Z, Gz) с матрицей Z =  А '1 Л 0) где А г и Л0 определены 
равенствами (3.8).

Решение разностной схемы (3.10) на я-м временном слое 
можно выразить через начальные данные в виде

где в 0 =  ( ф о , . . . ,  Фдг 1 )  *

Матрица 1 п—это матрица условной амплитуды перехода 
КМ-цепи (Z, Gz) за п шагов на графе Gz (см. § 2).

Определение матрицы Z" эквивалентно решению раз­
ностной задачи (3.1') — (3.3').

Решение задачи (3.1) — (3.3) можно получить, если 
разностную схему (3.1) записать в виде псевдодифферен- 
циального уравнения. Д ля этого продолжим сеточную 
функцию ик специальным образом до гладкой по х  и t 
функции и (t, х) (uk. =  u(th, X])) так, чтобы при каждом 
t =  th для функции u(t, х) выполнялись краевые условия
(3.2). С этой целью рассмотрим векторное пространство 
М N функций, представляющее собой линейную оболочку 
векторов

Очевидно, что для заданного набора чисел (ик0 , и\ , . . . ,  ukN) — 
=  u k с условием ик0 =  ukN(k =  0, 1 п) существует функ­
ция ик(х) 6 M N такая, что

и п =  ( I f  и 0. (3.13)

е‘тх, т =  0, ± 1 ,  ± 2 ..........± М ,  M  =

N  — нечетно.

ик (х =  jh) =  ик (/ =  0, 1......... N),



причем в силу определения пространства M N краевое усло­
вие (3.2') удовлетворяется автоматически:

ик (0) =  иь (Nh =  2it) (k =  0, 1, . . . ,  п).

Таким образом, начальные и краевые условия (3.2') — 
(3.3') в узлах сетки £2  ̂h выполнены, если решение разност­
ного уравнения (3.1) при / =  th рассматривать как сужение 
на сетку гладких функций из пространства M N.

Далее, используя соотношения

е х и (t, х) — е х u(t,  х) =u(t ,  х  +  h)

е % и (t, х) =  е z u(t,  х) =  u( t  -f- т, х)

и учитывая равенство т =  ah,  перепишем задачу (З.Г) — 
(3.3') в виде псевдодифференциального уравнения с на­
чальными данными, принадлежащими пространству функ­
ций М . •

Lu ■■
. д . д . д“Л -НГ -̂ 7 -r-

(1 +  s a ) e  ш +  (1 +  ва)е т е дх -  (1 +

+  еа)е дх — (1 — sa)] и (х, t) — 0, (3.14)

и {х, 0) =  и0 (х) 6 M N . (3.14а)

Обозначим через А оператор А =  — i и положим
дх

2тссо =  hA,  h — ------. Решение задачи (3.14) будем искать [61
N

в виде

1 ( 2  I \  / 2  \ \
и (х, t) — etAS х’ *' " <р (л:, ( , а ) и 0(х). (3.15)

Здесь S(x,  t, К), ф(л:, t, X) — вещественные бесконечно диф­
ференцируемые по всем своим аргументам и 2л-периоди-

ческие по х  6 R1 функции. Выражение вида f ( x ,  со)  пред­
ставляет собой оператор, являющийся функцией от упоря­
доченной пары некоммутирующих друг с другом операто­
ров со и х. Индексы 1 и 2 над операторами со и х  в выраже- 

/2 1 \
нии F а )  показывают, что первым действует оператор 
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и  =  — i h  , вторым — оператор умножения на х. Точ-
дх

ный смысл этого утверждения состоит в следующем опре­

делении действия оператора F (х, со) на функции v(x) 6 M N .

+U 2*

F (х. ы)и(х)  =  eimx F(x, mh)  (' e4m>' v(y)dy.  (3.16)
- M  0

Подставим выражение (3.15) в уравнение (3.14) и, вос­
пользовавшись теоремой о коммутации с экспонентой [6], 
получим

1 Г , 1 as
2 3

e/AS[(l +  га) е м + (1 —т) \ е>iAS 1/1 -L сп\ о‘Лт &
1 6S

,<m ~W
1 AC “17

_ ( l  +  e a )e L <*J - ( l _ s a ) J  <? u0(x) =
i

=  eiAS L<?u0 =  0, (3.17)

где у функций S, cp опущены аргументы (x, t, со).
Для того чтобы функция и(х, 0 из (3.15) являлась реше­

нием уравнения (3.14), достаточно, чтобы выполнялось 
равенство

L c p « 0  =  0 ,  ( 3 . 1 8 )

где через L  обозначается операторное выражение, стоящее
в квадратных скобках в равенстве (3.17).

Положим функцию ф =  1, а функцию S(x,  t, со) опре­
делим как решение уравнения

dS as /  d S  ЛWiUi ——— law —г— tw 1 Т ”“ "г */
( l + s a ) e  + ( 1 — ea)e e x —

_ ( I + e a ) e  \ dx) — (1 — ea) =  0. (3.19)

При таком выборе функции S(x,  t, со) прямой подстановкой 
в уравнение (3. 14а) можно показать, что функция



где S удовлетворяет уравнение (3.19), является точным 
решением уравнения (3.14а).

Д ля того чтобы решение из (3.20) удовлетворяло на­
чальному условию (3.146), необходимо положить

Таким образом, для рассматриваемого случая оператор­
ный метод позволяет полностью свести решение разностной 
задачи (3.14а) — (3.146) к решению нелинейного уравнения 
первого порядка (3.19) относительно функции S(a:, t, со), 
зависящей от параметра со 6 [— л, +  я], с начальным 
условием (3.21). Уравнение (3.19) относительно функции 
S (х, t, со) называется уравнением Гамильтона — Якоби. 
Решение уравнения Гамильтона—Якоби (3.19) с начальным 
условием (3.21) получим методом бихарактеристик [6J.

Предварительно разрешим уравнение (3.19) относитель­
но производной . Полагая |3 =  1 ~  — , из (3.19) получа-

dt  1 +  га
ем равенство

функции S (х, t, о>) окончательно получаем задачу (задачу 
Коши)

с вещественным гладким гамильтонианом Н  (х , р) =

S  (*, (, <о)|<=3 =  0. (3.21)

3S

dt

Поскольку =  1, то для определения

(3.22)



1 /  й _l  N=  arg (   . Метод бихарактеристик дает
aw  ̂ 1 _|_ ре'а,(Р+1) у

для задачи (3.22) решение S  (х, t, со) в виде

S (л:, t, со) = a rc tg (
\  Р  +  COS (О

— arctg I Sin ю

1 +  fi COS U)
(3.23)

Отсюда и из формулы (3.20) точное решение разностной зада­
чи (3.14а) — (3.146) представимо в виде

it
a h

и (х , t) — е т  ■\[34-COSu>

, ,  s i n  ш  \  . I р  s i n  <
a re te   г  “ ■агс*£

1+Э C°S to / _ «0 (л:), (3.24)

где, напомним, оператор /д ® , на функциях н0(д:) 6 
определяется формулой

+м

и (х, t) — F (со, t) и0 (х) — elmx F (m h , t) X
m= —Af
2тг

X j  еНту ub(y) dy.  (3.25)

Полагая в формуле (3.25) 

«<>(*) =  М *  — /о*) =
+М

(0 < / „ < # - I), (3.26)
m = — Л 1

получим следующее выражение для р а з н о с т н о й  
ф у н к ц и и  Г р и н а  уравнения (3.14а)

К* (*■ /о) =

i m ( x  / 0h )  ^  а / [  |^ a r c t e  j 3 - j - c o s  m /г a l v l s  l - J ~ ^ c o s  m h
+М

-  2 *т =  —Af

s i n  m h  . (3 s i n  m f t
— a r c t g  — -------------— -

] , (3.27)

где p = -----— . Отсюда следует окончательная формула для1 + га
амплитуды Грина (т, А) КМ-цепи (Z, 0 2) , если рас-



смотреть ограничение полученной в (3.27) функции Kh (х, 
t, /о) на слой tn =  пт — Т  сетки h в точке х  =  }пп и

поменять местами индексы /0 и /*:

= ^  e - m i n- h ) h  e in [arctg e S s s  ~arc(g ifegS r]. (3 .28)
m = —M

Относительно сходимости при h ->-0 построенного ре­
шения K h (jn, h,  ит, /0) =  K {:n] (т, h) разностной задачи1° !п
(3.1') — (3.3') с начальным условием

K h (jn h, 0 , уо) =  ^  e - ‘m(i» - h)h^ ± b inh =
m =  —М

Y >  / я =  /о (in =  ° . 1 Ю  (3 29)

in ^  /о (® ^  /о ^  N  —  1)

к решению дифференциальной задачи (3.1) — (3.3) с на­
чальным условием и0(х) =  6(х — х0) заметим следующее. 
Функция Kh(x, t, /о) является гладким продолжением на 
отрезок [0, 2л] сеточной функции К | л) (т, К), определенной 
в узлах сетки Qx ft. Поэтому под сходимостью решения 
разностной задачи h) к решению и (х, t) дифферен­
циальной задачи будем понимать сходимость при h -> 0  
последовательности гладких функций K h (х, t, /0) 6 M N к 
функции и(х, t). В силу формул (3.15), (3.23) и (3.26) функ­
ция K h (х, t, /о) представляется в виде

Кн(х,  и  /о) =  eiAS {t’h' А) bh (X-  /оК), (3.30)

* К ак следует из формулы (3,13), решение и \п) (и)  (/„ =‘П
s= 0, 1, ... , N) разностной задачи Коши с начальны м условием

Л») -г . .  =  { 1’ 1 =  /о 
1/0 | о, i =/=/0

и у ] =  8(-, =  . (i =  0, 1, ... , N  —  1) при фиксирован­

ном /о (/о =  0, 1......... N  — 1) в узле (xj  =  jh, tn =  пт) сетки h
является  матричным элементом \ Zn\j ^  транспонированной матри-

цы ( ( [zx  / „ ) ) ' =  ( « ) ) ) ' ■



л ■ д где А — — i  .
д х

Хорошо известно [2], что последовательность функций 
6Л(х—j 0h) при h -+-0 (jji-> xо) сходится к обобщенной функ­
ции Ь(х — х0) по норме пространства H .^ S 1), где H ^ S 1) — 
пространство обобщенных функций первого порядка на 
окружности S 1. Напомним, что норма функции }(х) в H-i 
(S1) определяется следующим образом:

| / W ( — +
О

Нетрудно показать, что оператор elAS (t' h' А) из про­
странства Hs( S 1) в Hs (S1) (s — целое) равномерно по h 
ограничен и при h ->-0 сходится к оператору сдвига 

-и  —giAsy, о) _  g йх. Отсюда следует, что при каждом 
/6 Ю , Т]

lim K h (х, t, /о) =  и (х, t) =  Ь (х +  ct), (3.31)
/1—>0

(по норме пространства H ^ S 1)). Полагая, как обычно, 
норму || • ||в в пространстве В функций от х  и / равной

№ =  ||/ | |„ _ i(S1), (3-32) 
* J

из (3.31) получаем сходимость последовательности Kh {x, 
t, j0) к точному решению и (х , t) в пространстве В.

Глава II 
ДИАГРАММЫ ФЕЙНМАНА В ТЕОРИИ 

ВОЗМУЩЕНИЙ KM-ЦЕПИ И КВАНТОВОЙ 
ТЕОРИИ

Графические схемы, впервые введенные Р. Фейнманом 
[11], [12] для представления членов ряда теории возмуще­
ний в квантовой электродинамике, — диаграммы Фейнма­
на, находят в настоящее время широкое применение в 
различных разделах теоретической физики. В этой главе 
на примере нерелятивистской квантовой механики (§ 2) 
предпринята попытка понять диаграммы Фейнмана в тео­
рии возмущений непрерывной квантовой системы с точки



зрения диаграмм дискретной модели этой системы — КМ- 
цепи, определенной в гл. I. Диаграммы теории возмуще­
ний рассматриваются здесь как классы эквивалентных 
траекторий, имеющих вклады одного и того же порядка 
малости относительно малого параметра, по которому 
ведется разложение в ряды теории возмущений (в прило­
жениях таким параметром обычно является константа взаи­
модействия системы с внешним полем).

Реализация идеи разложения всей совокупности тра­
екторий, определяющей полную амплитуду вероятности 
перехода системы из одного состояния в другое, на классы 
эквивалентности основана на возможности представления 
амплитуды Грина КМ-цепи на графе, представляющем со­
бой сумму графов матриц. На этом пути удается получить 
именно тот вид диаграмм, который обычно используется в 
литературе для интерпретации членов ряда теории воз­
мущений в нерелятивистской квантовой механике.

В § 1 приводится формула (1.21) для вычисления вклада 
диаграмм теории возмущений КМ-цепи в полную амплитуду 
Грина КМ-цепи, которая является дискретным аналогом 
известных правил вычисления вкладов диаграмм теории 
возмущений в квантовой механике в импульсном представ­
лении. При указанном подходе выясняется целесообраз­
ность и естественность рассмотрения рядов теории возму­
щений в импульсном представлении, в котором волновая 
функция непрерывной системы выражается в координатах:
1) импульс р 6 R3, время t 6 R1 или 2) импульс р  £ к3, 
энергия Е  6 r 1. Переход от координат (р, t) к координа­
там (р, Е) в непрерывном случае осуществляется с помощью 
преобразования Фурье по переменным t -+ Е .

Аналогичные понятия, а именно, «р, /» и «р, /^-пред­
ставления определяются для КМ-цепи соответственно в 
§ 1 и 2. При этом преобразованию Фурье, осуществляюще­
му переход от переменных (р, t) к переменным (р, Е) в не­
прерывной системе, сопоставляется (§ 2) преобразование 
диаграммы теории возмущений дискретной КМ-цепи, ко­
торое уменьшает в переменных (р, Е) число топологически 
неэквивалентных диаграмм.

Диаграмма Фейнмана в теории возмущений нереляти­
вистской квантовой механики определяется как совокуп­
ность объектов, состоящая из графа диаграммы и коцепи, 
определенной на дугах графа со значениями в группе коэф­
фициентов, выбор которой зависит от выбора представле­
ния КМ-цепи.



В «р, ^-представлении КМ-цепи соответствующая 
коцепь принимает значение в четырехмерном векторном 
пространстве импульсов к 1 и удовлетворяет первому за­
кону Кирхгофа (гл. XV, § 1) в каждой внутренней вершине 
графа диаграммы. Это свойство диаграмм квантовой меха­
ники при переходе к квантовой теории поля (§ 3) интерпре­
тируется как закон сохранения 4-вектора «энергии-импуль­
са» взаимодействующих частиц при столкновениям.

§ 1. РЕГУЛЯРНАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ КМ-ЦЕПИ

1. Связь разложения в ряд теории возмущений матриц 
и соответствующих им графов. Требование унитарности 
матрицы Z в определении КМ-цепи (Z, Gz ), важное для 
приложений, в частности, в квантовой механике (см. § 2 
гл. I), несущественно для построения теории возмущений 
КМ-цепи. Поэтому Есюду в этом параграфе будет рас­
сматриваться КМ-цепь с произвольной неприводимой 
матрицей* порядка N , обозначаемой через А , А =  ((а^)),
Ctij 6 с.

Рассмотрим задачу о разложении амплитуды Грина 
К {п) (s) однородной КМ-цепи (Л(е), Ga m ), аналитически 
зависящей от малого параметра е( | е | <  1), в ряд Тейлора

К (п\е ) = К (0п) +  е1/С{">+ -  • -+ *тК (тп) + •  • - =  2 ^ ’ • О -1)
г=0

называемый рядом теории возмущений КМ-цепи. Аналити­
ческая зависимость КМ-цепи от параметра е здесь означает, 
что элементы матрицы Л(е) — аналитические функции по 
ё на интервале (—1, + 1).

Используя интерпретацию суммы и произведения 
матриц на графах, каждому члену К}гп) порядка г в разло­
жении (1.1) удается сопоставить семейство графов доста­
точно простой структуры, называемых графами теории 
возмущений КМ-цепи, и сформулировать правила вычис­
ления матричных элементов каждого члена разложения
(1.1) по этим графам. Идея подобного сопоставления чрез­
вычайно проста и состоит в следующем.

* Рассмотрение неприводимых матриц не ограничивает общ но­
сти. Если матрица Z  приводится к квазидиагональной с блокам и 
Z b  Z 2, . . . ,  Zp , то граф Gz  матрицы Z  состоит из р  компонент с в я з ­
ности Glt Gz, Gp  с «матрицами смежности» Z x, Zi ,  . . . ,  Zp  соответ­
ственно и, поэтому дальнейш ие построения можно проводить для  
каж дой из компонент связности независимо от других*



Поскольку амплитуда Грина К м  (е) представляет со­
бой значение функционала ф  на множестве путей Ln (Ga<*>) 
длины п графа Ga m  . К (п) (е) =  ф  (Ln (G^o)) (см. § 1 гл. I), 
то естественно ожидать, что разложению (1.1) отвечает 
соответствующее «разложение», или «расслоение» мно­
жества путей Ln (GA(е)). Это «расслоение» множества пу­
тей L n (GA(i)), очевидно, должно индуцироваться разло­
жением матрицы А (е) в ряд Тейлора

А (г) =  А 0 +  еМ , +  • • • +  е"M mi +  О (£->+>), (1.2)

так как с алгебраической точки зрения для получения г-го 
приближения /(^ам пли туды  Грина необходимо сгруппи­
ровать члены при гг в разложении (1.3):

К (п) (е) а  (Л (*))» =  (Л0 +  еЛ, +  • • • +  e ^ A mt +

+  О (««.+*))« =, Ап0 +  sAo~1Al +  • • • +  е М Г ‘Л2 +  • • • +  

+  е ^ А Г ' А п ,  +  • • • +  О (вт), т  =  m ltг. (1.3

Однако в общем случае для произвольной матрицы Л(е) 
непосредственная реализация этой идеи разложения мно­
жества путей графа Ga w  затруднительна ввиду «устойчи­
вости» графа Ga матрицы А относительно малых возмуще­
ний матрицы А ,  а следовательно, и «устойчивости» геомет­
рической структуры множества путей Ln (GA) на графе GA, 

Устойчивость графа матрицы относительно малых воз­
мущений матрицы означает, что если GA — граф мат­
рицы A lt a GA — граф матрицы Л 2, причем,

Д — произвольная матрицы (Л ф  0,) то (в силу определе­
ния 1.4) гл. I) граф GAi совпадает с графом GA :

* Д л я  вы полнения равенства (1.5) достаточно, наприм ер, по-

А2 — At -f- еД =  Л2 (г), s —у О, 

Л 1 -((а} ))) ) ,а ^ ) ^ 0  ( ( , / =  1 ,2 ......... N),

(1.4)

(1.5)

шах |Д г ; | 
1 <(, i < N  '



Устойчивость графа матрицы относительно малых 
возмущений применительно к матрице А(е) из (1.2) приво­
дит к тому, что в формуле, выражающей амплитуду /С(я)(г) 
через вклады путей на графе Ga (e) ,

[К{п) (*)hj =  2  (1.6)
‘* № ( 0 )

где

/ ( О  = п / («*) .  / ( « * }  =  e V H - . ( e ) “ C «  +
А = 1

+  еа?1? +  • • • +  ет ‘а!т ‘>
'Л + 1  !fc'A+l

если uk =  *»А+1)» (г1 =  4 +1 =  /)» можно при б ->-0
заменить граф Gam  на GA :

[ * <Л) Why =  ^  / ( 0  (К6а)

вне зависимости от структуры матриц A lt А 2, ... ,  А п. При 
этом возникает «рассогласование» между возможностью 
разложить левую часть равенства (1.6 а) в ряд (1.3) по сте­
пеням е и независимостью структуры множества путей 
1}р (GAo), п о  которым производится суммирование в пра­

вой части равенства (1.6а), от параметра е. В то время как 
множество путей i j f  (GAo) однозначно определено матрицей 
Л о, вклад /  (0 пути / £ i j f  (GAo) зависит от всех матриц 
A t, i = 0 ,  I, ..., п в разложении (1.2) матрицы А(е) и па­
раметра е в силу формулы (1.6).

Последнее обстоятельство обеспечивает выполнение 
равенства (1.6а) при каждом е £ (—1, + 1 ), но при разло-

П—1
жении вклада пути /( /)  =  f ]  aikik^  п0 степеням е ПОЛуЧа-

^О
ющиеся коэффициенты разложения при ег в правой части 
равенства (1.6а) уже не допускают наглядной интерпре­
тации в виде вкладов путей на графе. Чтобы обойти это 
затруднение, необходимо перейти от представления КМ- 
цепи на графе Ол(е) к представлению КМ-цепи на графе



Ga(s )— аддитивном графе суммы матриц (1.2). Напомним 
(см. с. 306), что по определению

Ga m  — Ga0 +  GAt +  • • • +  GAnii +  GQ{mlA.ly  (1,7)

Обобщая очевидным образом полученное в § 1 гл. I пра­
вило вычисления матричных элементов п-й степени суммы 
двух матриц, для произвольного числа матриц М и  
М г, ..., Мт получаем следующее правило.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  п-й с т е п е н и  с у м- 
м ы м а т р и ц М х +  М 2 +  ... +  Мт.

Матричный элемент [{Мг +  М2 +  ... +  Мт)п равен 
сумме вкладов всех произвольно чередующихся путей длины

л
п на аддитивном графе G т суммы матриц

i =1

[(Mi -f  М2 +  • • • +  Alm)njiy- =  ^  /(/),

wm>
( 1.8 )

I г> \
1 s t  i )  ' ( M i ,  М „

где

Л ™

о - 9)

а вклад /  (I) пути I является произведением матричных эле­
ментов матриц М1( М 2 Мт, причем число матричных
элементов матрицы М  t(i = 1 , 2 ........  т) в произведении f(l)
равно числу дуг пути I, принадлежащих су графу дм. 

^  1 
графа G т

(=■1

Воспользовавшись этим правилом для амплитуды Гри­
на К {Л) (е) КМ-цепи (Л(е), Ga m  )> гДе ^  (е) удовлетворяет
(1.2), получим представление

(S) =  (Л (з)Г =  2  /(О, О-Ю)



л т <
=  +  ^о{вт1+Ь (1-И)

л
а через L" (Ол<Е) ) обозначается множество всех произволь-

л
но чередующихся путей длины п на графе Ga m -

КМ-цепь (Л(е), G^(e)) эквивалентна КМ-цепи (А (е),
л
GA(£)) в том смысле, что полные амплитуды Грина той и 
другой КМ-цепи совпадают. Но для приближенного вычис­
ления амплитуды Грина К {п) (е), как увидим в дальней­
шем, более естественным и удобным является представление

л
амплитуды К  (е) на графе G,i(S) . Поэтому всюду ниже, 
если не будет оговорено особо, теория возмущений КМ-

л
цепи (Л (е), См(Е) ) рассматривается на графе Ga m  > явля­
ющемся аддитивным графом суммы матриц ряда Тейлора
(1.2) для матрицы А (г).

Из формулы (1.10) в силу мультипликативности вклада 
пути /(/) относительно дуг, входящих в путь I, следует, что 
для получения разложения амплитуды /С(я)(е) в r -м порядке 
теории возмущений (г т) достаточно взять множество 

л
путей графа Gr = G a„ +  GAl Н +  GAf- Рассмотрим под­
робнее частный, но важный случай, когда в разложении
(1.2) А п =  0, п >  1, 0 (б и+1) = 0 .  Тогда амплитуда К (п\е )  
в л ю б о м  п о р я д к е  теории возмущений будет опреде­
ляться вкладами путей длины п на графе Ga, +  С д. Но 
любой путь / длины п на графе Ga, +  Ga, состоит из дуг 
суграфа Ga3 и  суграфа GAl, причем вклад дуги суграфа Ga, 
по порядку е есть const, а вклад дуги суграфа Ga, — 0(e). 
Отсюда в силу мультипликативности вклада /(/) пути / 
относительно дуг, входящих в него, и формулы (1.8) тогда 
следует, что для вычисления амплитуды Грина Кг{п) поряд­
ка 0  (ег) из всего множества путей L'1 (Ga, + GaЛ на 
графе Ga„ +  Сл, необходимо рассмотреть только те произ­
вольно чередующиеся пути длины п, которые содержат 
дуги суграфа Ол, равно г раз (г ^  п). Обозначим множе­
ство таких путей через /]" 'г) (А (е)).

Таким образом, разложению амплитуды К {п) (г) по сте­
пеням &г (г = 0, 1, 2, т) однозначно соответствует раз-



л
биение множества всех путей длины п на графе G на

(п Г\ ^ ( е)
подмножества путей вида 1ц' .Множеству путей /,■/'г>(Л(г))
можно сопоставить семейство подграфов {G(r) (А (е))} по-

л
рядка г графа Ga(s) .

Оказывается, что достаточно просто можно описать 
структуру множества всех путей 1ц’г) (А (е)) и соответству­
ющих им подграфов, если рассмотреть так называемое «р, /»- 
представление КМ-цепи.

2. Определение «р, /»-представления КМ-цепи. Пред­
положим, что матрица А о в разложении (1.2) матрицы Л(е) 
КМ-цепи Л(е), Ga^) имеет простую структуру, т. е. сущест­
вует N (N  — порядок матрицы Л о) линейно независимых 
собственных векторов е; матрицы Л 0,

Aq&i =  {i =  1 > 2, . . . .  jV).

Определение 1.1. Представление матрицы Л ( е ) = Л 0 +  
-|- еА, ( е) в базисе собственных векторов матрицы А0 
назовем v,py>-представлением* матрицы А (е).

В «р» -представлении матрица Л(е) имеет вид

Л(е) = [ / -M (s ) f7 = [X 1,X2 Х^ +  еЛ ^е), (1.12)

где U — матрица порядка (N  х  N), составленная из соб­
ственных векторов et матрицы Л 0. Через [Хь  К2, ..., Хл ] 
обозначается диагональная матрица с элементами ^.(г =  
=  1 ,2 , . . . ,N )  на диагонали, Л ^ е ) — матрица, эквивалент­
ная матрице А 1(г), Л х(е) =  U~iA 1(e)U.

-  л
Определение 1.2. КМ-цепь вида (Л (е), ), где мат-

Л(е)

рица А (е) — «/?»-представление матрицы Л(е) КМ-цепи
А

(А (е), GА(г) ), а граф Ga m  определяется равенством

^~А1 =  ^"3 >’ (1.13)Л(г) Ао Л,(е) '  >

называется «р,Ь-предстсшлением КМ-цепи (Л (г), GA{, ) ).

* И спользование термина «р»-представления связано с физи­
ческим смыслом матрицы А  о для  КМ-цепи нерелятивистской кван ­
товой м еханики (см. ниже § 2).



л
Граф G ~{  ̂ называется графом матрицы А (е)в «р, h-  

представлении.
Матрица К ^  (s) =  А (г))п называется «р, Ь-представ-

лением амплитуды Грина К {п) (е) КМ-цепи  (А (е), Ga (S) ).
л

Из определения (1.2) следует, что граф G~  матрицы
Л ( е )

Л(е) в «р, ^-представлении является суммой двух графов

л
^ 'а(в) [̂>ч. х2. ••• . Хл] Л^е)’

в) г»V
t/2

*
л

О
6[л„...,х*] с/1Й_ е[А,>-.л«] + 5/5;

Рис. 164

где G„ , , — граф диагональной матрицы [Xlt[ 1 *   ЛДГ]
Х2, состоящий из изолированных вершин, с одной

петлей в каждой вершине, G -  — граф матрицы Л 4 (е).^i(s)
В качестве примера рассмотрим граф G -  матрицы

~А1 (е), представленный на рис. 164,а, и граф G[Xi> х х j —

на рис. 164,6 (всюду ниже дуги графа G XiXj( __ >х̂  изоб­

ражаются пунктирными линиями); граф G^Xii х.( ... t х̂ +
Л

4- G~ = G ~  изображен на рис. 164, в.^  Л,(е) Л(е) Г F

З а м е ч а н и е .  Имея в виду прилож ение рассматриваемы х 
понятий к  теории возмущ ений в квантовой механике, подчеркнем,

что верш ины графа матрицы ,4(е) в «р, /«-представлении ни как  не 
связаны  с возможными дискретными состояниями — вершинами 
(*1 , х г , x N ) графа GA(s) для  КМ-цепи, отвечающей матрице 2" =



=  А  (е). В связи  с этим верш ины графа <3^ обозначаю тся через
Л ( е )

(#1 . уг> ■■■• Уц)  в отличие от обозначений (x v  х г, . . . ,  x N) вершин 
графа GA(s) .

3. Диаграммы теории возмущений КМ-цепи в «р, (»- 
представлении. Рассмотрим разложение в ряд по степеням 
е амплитуды Грина КМ-цепи в «р , /«-представлении

K W ( e ) = K {0n) +  в ^ [ П)+  ••• + 8 « ^ " ) =  (1.14)
г-О

Из определения амплитуды Грина КМ-цепи и определения 
«р, ^-представления следует, что коэффициенты разло­
жения (1.1) связаны с коэффициентами разложения (1.14) 
соотношением

к Т  =  U 'K ^ U - 1 (г — 0, 1 , . . . ,  т).

Поэтому достаточно вычислить члены разложения КМ-це­
пи в «р, ^-представлении. Как следует из правила вычис­
ления элементов п-й степени матрицы (см. формулу (1.12) 
гл. I), матричный элемент амплитуды

[ К{п)( г )]ч =  [(Л(в))»]„ (г, / = 1 , 2  N )

определяется формулой

1К(Л) (е)],; =  2  ДО. (Ы 5)

где /(/) — произведение весов f (u k) (k —1, 2, ..., п) дуг uk, 
составляющих путь / длины п на графе

Для простоты рассуждений положим вначале, что мат­
рица А ! (е) =  ((ai;)),vXiv не зависит от е, т. е. что в «р, /»- 
представлении матрица А (е) КМ-цепи (А (е), Gam  ) имеет 
вид

A  (s) =  [Xj, Х2, . . . ,  -(- sA{. (1.16)

Из соотношения (1.16) и из правила сложения графов
л

следует, что вклад дуги и графа , принадлежа­
щей суграфу .. . ,х  j» в величину /( / )  имеет поря­



док const, а вклад любой дуги и суграфа G -  — псря
док 0 (е 1), Отсюда и из формулы (1.15) следует, что для
получения члена разложения амплитуды [К (п) (е)]г;- по­
рядка гт (г =  0, 1, ..., m; m <Jn) необходимо вычислить 
вклад тех и только тех путей длины п на графе G^ х х +

+  G^ , которые содержат дуги суграфа G -  ровно г
A At

раз (г <  п).
Обозначим множество всех таких путей длины п через 

/<"• ^(^(s)) (г =  0, 1 тп). Очевидно, что справедливо сле­

дующее разбиение множества (А) всех путей дли­
ны п из вершины x t в вершину

№ & (* ) )=  0оС г)й о ) . С г)п 1 ^ = 0 , г ф г\  ( L i n
Л Г п \  ~Разбиение множества г . (А) всех путей (1.17') в силу фор­

мулы (1.15) дает следующее представление амплитуды Гри­
на:

_ m

[Kin)m i j =  2  / ( 0  =  2  2  f® -  (1 л ? )

Сравнивая разложение (1.17) и разложение (1.14) и учиты­
вая, что вклад /( /)  =  0 (е г), если I £ 1ц’г) (Л(е)), для чле­
нов ряда теории возмущений амплитуды Грина КМ-цепи в 
«р, ^-представлении окончательно получаем формулу

[ # %  =  2  /(0 - (Ы 8)
1&^’Г){Л(В))

Рассмотрим подробнее подмножество путей l \ f ' r) (Л(е)). 
Пусть г — 1 и индекс i ф  /(/, i =  1, 2, ..., N), тогда мат­

ричный элемент [K,\n)]ij ф  О, если только аг;- Ф  0. При этом
любой путь / 6 /г/’ '*(Л(е)) длины п можно представить на под-

л —
графе G '(е1) графа G [А (е)), изображенном на рис. 165, а, 
если начальной вершине y t пути I сопоставить вершину 

графа G'ie1), конечной вершине пути у j — вершину 
и ребро (gj, lz) ориентировать от вершины к вершине £2-



Любой путь I 6 l\"' °(Л(е)) будеттогда однозначно определен, 
если задать два целых неотрицательных числа: число пг — 
кратность дуги-петли (y t , г/;). число пг — кратность дуги- 
петли (t/j, у]) такие, что вместе с числом 1 — кратностью 
дуги (у i, yj) они определяют разбиение числа п,

rti +  n2 + l  =  n. (1.19)

»)

о .
( >  
- V

4г~й Z*~yj

б)

(пЛ Спл

Рис. 165

Д ля пары чисел пгя п2, удовлетворяющих условию (1.19), 
примем обозначение < n x, п2 >  (рис. 165,6). При i =  /
множество путей /•”’ (Л) можно представить на графе G'^e1), 

изображенном на рис. 166.
Рассмотрение графа G"(ex) с дву- 

//, мя пунктирными петлями при вер-
А Д /  — G (& J(i - jj  шине \  i продиктовано желанием со-
Ц )  хранить равенство (1.19) и для слу-

чая i =  /• Кроме этого, как выяснит- 
с‘ ся в дальнейшем, именно такое изо­

бражение графа является необходи­
мым для определения «р, ^«-представления КМ-цепи (см. 
§ 2). Отметим, что вычисление матричных элементов [K{rn)]it 
по графу G" (е1) не усложняется при наличии двух петель 
вместо одной.

Целые числа пъ п2 и 1, удовлетворяющие условию (1.19) 
при заданном значении п, будем рассматривать как значе­
ния некоторой коцепи С*, г =  1, определенной на дугах 
графа G^e1). Причем, имея в виду равенство (1.19) для зна­
чений коцепи С*=1, будем говорить, что коцепь С*=1 удов­
летворяет «первому закону Кирхгофа». Последнему согла­
шению можно придать буквальный смысл (закона Кирх­
гофа) как «равенства нулю суммы токов в вершине графа». 
Это будет проделано ниже в § 2 в связи с рассмотрением 
диаграмм Фейнмана в квантовой механике.

Граф G' (е1) вместе с коцепью С*=1, удовлетворяющей 
первому закону Кирхгофа (1.19), назовем диаграммой те­



ории возмущения порядка г =  1 для КМ-цепи в «р, 6>-пред- 
ставлении и будем изображать так, как это показано на 
рисунке 165,6, отмечая значение коцепи на соответствую­
щих дугах графа.

Обобщим рассмотренное выше определение на диаграм­
мы теории возмущений любого порядка r( 1 <  г т ). 
Предварительно рассмотрим следующее определение.

Определение 1.3. Связный мультиграф G назовем эйле­
ровым путем относительно двух вершин графа «а» и «6», 
если в графе G существует эйлеров путь из вершины «а» в 
вершину «6», и соответственно эйлеровым контуром отно­
сительно вершины «с», если существует эйлеров контур, 
для которого вершина «с» является началом и концом.

Вершину «а», являющуюся началом эйлерова пути, 
обозначим через gout, вершину «в» — через \ {п. В случае 
эйлерова контура вершину «с» обозначим через £out =  gIn.

Определение 1.4. Диаграммой Xp,t (sr) теории возму­
щений порядка г для КМ-цепи в «р, Ь-представлении 
назовем пару объектов (GPt t (ег), С’_ р< (), где 1) граф GPt t (er) =  
=  (Г, X  =  { |х, lz , . . . ,  |s Л) ( l < s 0<AT) является или эйле­
ровым контуром относительно одной отмеченной вершины 
lout =  lin> или эйлеровым путем относительно двух отме­
ченных вершин | out и Н]п, множество дуг Г которого пред­
ставляет собой объединение двух множеств Tint и r ext- 

Множество Г щ  состоит из г дуг, среди которых мо­
гут быть и петли, называемые внутренними дугами графа-, 

множество r ext состоит из петель, называемых внешни­
ми петлями графа, причем число внешних петель <£>(1ь)п р и  
каждой вершине | г (г =  1, 2.......s0) вычисляется по форму­
лам

Р1
i n t <7int +  11 i — 1,

co(Si) =
p t , i =  2, 3 , . . . ,  s0 — 1, если GP it(sr) — эйле­

ров путь
i n t  i n t  I i  ,•

<7s0 — Ps0 +  *» 1 — S0>

Pin t+ 1 ,  i =  1 

Plnt =  q f , 2 ,3 , . . .  , s 0, если GPit(B') —  
эйлеров контур,



где через p'.ni обозначается полустепень исхода вершины 
в подграфе Gint =  (Г int, X) графа GPtt (ег), а через </int — 

полустепень захода вершины | г*.
Вершины графа G Sin и Eout будем называть внешними 

вершинами, остальные вершины — внутренними.
2) С , ( — коцепь со значениями в ж+, принимающая на 

дугах графа значения
с ; И п1) =  1 (i =  1 .2  Г) С*г (и “  ‘) =  л, ( i = l ,

2 , . . .  , г -\- 1),
которые удовлетворяют условию 

г+1
^ п г + г  =  /г. (1.20)
г= 1

Пару (и, С*г (и)), где и — дуга графа, а С*(и) — значение 
коцепи С* на зтом ф ге, будем называть линией диаграммы 
!£Р, t (е0- Набор целых чисел пъ п2, ..., пг+1, удовлетворяю­
щих условию (1.20), обозначим через (п1 \п 2 \... \nr+i).

Определение 1.5. Д иа­
граммы, графы которых 
различаются только нуме­
рацией внутренних вершин, 
назовем топологически экви- 

4«л“ 4, ^  валентными.
Например, графы Gx и 

G2 (рис. 167) изоморфны в 
ис' 1 смысле обычного понятия

изоморфизма двух графов 
(см., например, § 2 гл. III), но они не являются тополо­
гически эквивалентными, как графы с отмеченными верши­
нами.

Множество всех топологически неэквивалентных диаг­
рамм порядка r{<£Mt (er), а =  1, 2 ....... /(г)} будем обозна­
чать через j£(r).

На рис. 168** приведены в качестве примера все возмож­
* Н апомним, что полустепень исхода р(е;) верш ины £г — это 

число дуг, вы ходящ их из верш ины полустепень захода q(Zj) — 
число дуг, заходящ их в верш ину В формулах для вычисления 
ш ( у  использована связь  между полустепенями исхода /?(?г) и зах о ­
да (?(£;), которая следует для  графов, имеющих эйлеров путь (кон­
тур). (См.: К- Б  е р ж . Теория графов и ее применение. М., И Л , 
1962).

** Здесь и далее внутренние дуги диаграмм изображ аю тся ж и р ­
ными линиям и.



ные топологически неэквивалентные диаграммы второго 
порядка (г — 2), на рис. 169 — ряд диаграмм третьего 
порядка (г =  3).

(rtf I . (ni 11 v пз 1 \ nt I . ( (r*i)f , \п5*v  I V  V11 v L lV J)  (iX -i-V  4in + 4,„t

С а Г »  V j / w

Рис. 168

З адача  1. Н айти число t(r) топологически неэквивалентны х 
диаграмм порядка г.

4. Вычисление вкладов диаграмм теории возмущений 
в «р, t» -представлении. Перейдем теперь к формулировке 
правил вычисления вкладов диаграмм (er) (а =  1, 
2, . . . ,  ((г)) порядка г (г — 0, 1, 2, ..., т )  в амплитуду КМ- 
цепи КгП)порядка г. Предварительно рассмотрим пример

Рис. 169

вычисления вклада диаграммы порядка г — 3, изображен­
ной на рис. 170, в матричный элемент [Дзл))гу при г =  1, 
j  =  2. Пусть граф GPi t (sr) является подграфом графа G

А(е)



КМ-цепи (А (е), G~  ). На графе Gp, < (е3) (см. рис. 170) су-Л(е)
ществует эйлеров путь* длины 3 из вершины | out в gin, 
дуги которого выделены жирными линиями. Этот эйлеров 
путь длины 3, состоящий из внутренних дуг графа 

Gp, t (ег). дополняется до пути I длины 
п из вершины xi=\ =  | out в вершину 
Х/=2 =  h n путем присоединения к внут­
ренним трем дугам внешних петель 
при вершинах fout, \ k, | in в количест­
ве «i =  ях +  п3 при вершине gout, п2 
при вершине я4 при вершине £in=  
=£.' так, что

Рис. 170 n j +  п -2 +  « 4  +  3  =  л . (1 - 20а)

Вклад каждой внешней петли при вер­
шине равен соответствующему этой вершине собственному 
значению матрицы f^ ,  Х2, ..., Ы  из (1.16), т. е. при вер­
шине £out этот вклад равен Xt, при | А — при \j — %]. 

Вклад каждой внутренней дуги (£. , |  - ) равен соответ-k '~‘k
ствующему матричному элементу матрицы A t из (1.16). 
Тогда вклад /(/) отдельного пути / длины п при фикси­
рованных целых числах пи п2, «4. удовлетворяющих усло­
вию (1.20а), определяется равенством

/( /)  =  akl a i} (k Ф  i, j). (1.206)

Суммируя выражения (1.206) no k — 1 ,2 ,. . . ,  N, к ф
=f= i, j и всем целым числам nlt п2, n4, £ z +, удовлетворя­
ющим условию (1.20а), получаем для вклада диаграммы 
St выражение

f {£p, i (s )) = a n 2d ai k aki ^  2d K h  '
\<k<N <п, | п, | п4>
кф1,1

* У казанны й путь, строго говоря, является эйлеровым в су- 
графе Gp t(s3), состоящем из внутренних дуг диаграммы. Если до­
полнить этот путь внешними петлями при верш инах , то получим 
эйлеров путь в графе Gp t (е3).



Учитывая, что nx =  +  п3, =  К3 =  Хг, последнюю
формулу запишем в следующем виде, используя «6-функ­
цию» целочисленного аргумента

N , i =  т 
,̂т 1 0, i=£m (г, т =  1, 2,... , N)\

П £ )  =  2  2  a tk akmZmjbim 2  W C V
1<£, т<Л/ <nt | ns | па I n,>k, тф1, j

( 1 .2 0 b )

Формула (1.20в) обобщается на диаграммы любого порядка 
r(r =  0, 1 ,2 , ..., т) следующим образом.

П р а в и л о  в ы ч и с л е н и я  в к л а д о в  
д и а г р а м м  т е о р и и  в о з м у щ е н и й  

в а м п л и т у д у  Г р и н а  К М-ц е п и 
в «/?, 6>-п р е д с т а в л е н и и

1. Если граф диаграммы £ p,t{ гг) — эйлеров путь, то
полагаем вклад диаграммы /  *(ег)) в амплитуду [i(,(n)]ii
равным нулю при i =  1 ,2 , ..., N  (соответственно полагаем,
что f { g p,t (ег)) =  0 для амплитуды [ K ^ h p  если граф 
диаграммы <£Pt t (er) — эйлеров контур).

2. Если граф диаграммы Х Р, t (er) — эйлеров путь и 
i Ф  /, то для того чтобы определить вклад диаграммы
/(£ „ .«  И )  в амплитуду [ ^ л)]^, i ф  /, необходимо:

а) присвоить вершине | out индекс i ( |out =  £г), а верши­
не £in — индекс j  ( |ln =  lj) и провести эйлеров путь I
длины г из вершины | out в вершину gjn в подграфе Gint =
~  (Х> r int) графа Gp>t(&r); обозначить через {?г, Ь2>
I t ,  l i r £,} =  i h k> h  =  1» 2> •••> N )  последовательность
вершин, определяющих путь /;

б) сопоставить индексу ik вершины (k — 1, 2 , . . . ,  г,

г +  1; h  =  г, ir+i =  /) число

ik -v  X,-* (k =  1, 2 , . . . ,  г, г +  1),

где %ik — собственное значение матрицы A a,n k — значение 
коцепи С* на внешней петле в вершине £г ;



в) сопоставить паре индексов (ik, ift+1) двух последо­
вательных вершин 11к и (h — h ir+i =  /, k — I ,

2, r +  1) элемент г матрицы Л 1(е), если l t k ¥=

Ф Ь  , и элемент а( , , умноженный на «6-функцию»
k+l k ft+1

целочисленного аргумента

g _ = Р ’ *̂==**+1’ если 1
* fc+i {о, tA =5̂= ik+l

lk+l-

(ik, если Ц ^ +1,

если b k = h +l-

Тогда вклад /  (j£Pi t (er)) диаграммы j£Pi t (er) определяется 
формулой

г—1

/ (£p, / И )  =  2 -  ' • 2  *«, -  “ irJ ( m ik ik + )  X

X 2  « . • • № . ( 1 . 2 1 )
| П2 | . . .  | Пг>

где через n 6 ife t обозначено произведение «б-функций»
по всевозможным парам индексов, совпадающих вершин в 
пути I, N  —  порядок матрицы А(г) в КМ-цепи (А(е), Ga <о).

3. Если граф диаграммы — эйлеров контур, то вы­
числение вклада /(G) производится по формуле (1.21)при 
i =  /.

З а м е ч а н и е .  Из формулы (1.21) следует, что если го —  
число внутренних петель графа ( (е2) (го <  г), то ф актическая 
кратность суммы по индексам k ,  k ,  . . . ,  ir равна г — го — 1.

В качестве примера вычислим вклады ряда диаграмм 
порядка г — 2, 3 ( |out Ф  £in). Выпишем результаты этих 
вычислений:
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Введение диаграмм g Pt t (s2) теории возмущений поз­
воляет при вычислении r-го приближения К.\п) амплитуды 
Грина КМ-цепи заменить суммирование вкладов всех путей 
I 6 l \ j ’ г) на суммирование вкладов всех топологически не­
эквивалентных диаграмм порядка г, т. е. для амплитуды 
К{п) справедлива формула

I (О
\K {rn)]t i =  2  / ( 0 =  2  / f e  И )  (/- =  0 ,1 ........ т),

/6/(?,г>( ^ )  а=1
(1.22)

где t(r) — число неэквивалентных диаграмм порядка г.
Отсюда и из формулы (1.3) окончательно приходим к 

выводу, что полная амплитуда Грина КМ-цепи в «р, 6>- 
представлении является суммой вкладов всех диаграмм во 
всех порядках г(г — 0, 1, 2, т) теории возмущений:

т t (г) т

-, ( е , ) ) = 2 /(^ (г))- (1-23)г—0 а=1 г=0

Формулу (1.23) совместно с определением диаграмм 
££р. t ($г) и правилом вычисления их вкладов можно принять 
за определение полной амплитуды Грина КМ-цепи в 
«р, ^-представлении. Это новое определение амплитуды 
КМ-цепи, разумеется, эквивалентно определению амплиту­
ды К{в) как n-й степени матрицы Л(е), /С(е) = (Л  (е))п.

Но важно отметить следующее обстоятельство при пере­
ходе к пределу от дискретной модели к непрерывной. Н а­
пример, в квантовой теории поля определение полной 
амплитуды перехода системы из одного состояния в другое 
(так называемой S-матрицы) связано с определением 
этой амплитуды в виде ряда теории возмущений по кон­
станте взаимодействия. Каждый член этого ряда пред­
ставляет собой сумму вкладов всех топологически неэкви­



валентных диаграмм соответствующего порядка г(г — 0, 1, 
2 оо), допускаемых в квантовой теории поля (диаграм­
мы квантовой теории поля будут определены ниже в § 3). 
При этом дополнительно возникает серьезная проблема 
суммирования ряда теории возмущений и так называемая 
проблема расходимостей некоторых членов этого ряда [1]. 
По-видимому, возможное обобщение понятия КМ-цепи на 
случай квантовой теории поля при обосновании соответ­
ствующего предельного перехода к непрерывным величи­
нам позволило бы корректным образом вычислить ампли­
туду перехода.

В рассматриваемой в этом параграфе дискретной ситуа­
ции представление амплитуды Грина КМ-цепи в виде ко­
нечного ряда теории возмущений (1.23) оказывается по­
лезным представлением для вычисления матричных элемен­
тов [K{n)]ij, если заметить следующее обстоятельство. 

Графы диаграмм теории возмущений КМ-цепи могут
Л

быть отождествлены с подграфами графа G~ (  ̂ КМ-цепи
в «р, ^-представлении. В самом деле, каждый граф GPtt(er) 
диаграммы порядка г представляет собой некоторый путь

л
/ длины п на графе G~ , содержащий ровно г дуг гра-

А  (е)
фа G^  . Если этот путь простой, то множество вершин и

Л ( е )
Л

дуг, входящих в него, является подграфом графа G , ко-
Л(Е)

торый и отождествляется с графом GPi t (ег). Если этот путь 
не простой, то он содержит в точности один простой путь, 
подграф которого отождествляется с графом диаграммы. 
При таком отождествлении двум графам диаграмм разного

порядка может отвечать один и тот же подграф графа G~
Например, на рис. 171 приведены две диаграммы 

GP it(e2) и GPi ,(s4) второго и четвертого порядков соот-
Л

ветственно, которым на графе G~(  ̂ , изображенном на
рис. 172, отвечает один и тот же подграф, выделенный 
жирной линией.

Это соответствие графов диаграмм теории возмущений 
и подграфов графа КМ-цепи G^ позволяет при вычисле­

н о
нии амплитуды К {п) по формуле (1.12) не рассматривать 
вклады тех диаграмм, графы Gpj  (ег) которых не содержат­



ся среди возможных подграфов графа G Ради удоб­
ства терминологии в этом случае будем говорить, что
вклады диаграмм, графы которых не являются подграфами

л
графа G„  , равны нулю. 

л<о
Заметим, что вклад диаграмм (£ Pt t (ег) может быть равен 

нулю за счет интерференции членов в формуле (1.21), хотя

4 n ^ o u t% '

£in £out,

Рис. 171

граф диаграммы £ р<, (ег) является подграфом графа
л
G~ .

-4(e)
Таким образом, в конкретных задачах число диаграмм, 

вклады которых необходимо учитывать при вычислении
амплитуды I/C‘%  по формуле (1.12), может быть весьма 
ограниченным. Это число зависит от конкретной структу­
ры матрицы А (е) =  [Xlt . . . ,  Хд,] +  еЛА(е) — «р»-представ- 
ления матрицы Л(е) КМ-цепи (-4(e), в А{г)).

В качестве примера приведем следующие два утвержде­
ния.

1. Если связный граф G^ матрицы A t удовлетворяет 

условию

p {x t) - q ( x t) =  0 ( / =  1, 2 ,... , ДО*, (1.24)

* Здесь p(Xi) и q(x{) — полустепени исхода и захода вершины 
Xj в графе 0 ^

1̂*



то в разложении (1.1) матричный элемент

1 * ; % = °  (*'• i = i’ 2 - -  - щ ( г = 2 - з - -  -)• ( L 2 5 )

Действительно, из условия (1.24) следует отсутствие в 
графе G~ путей длины два. Отсюда и из определения [К(п)]цAi г j
в формуле (1.18) следует равенство (1.25).

« V

2. Если матричные диагональные элементы матрицы А г 

а н =  0, (t =  1 ,2 ,...  , N),

то вклады всех диаграмм, для которых число внутренних 
петель г0 Ф  0, равны нулю.

Доказательство очевидно в силу определения графа

G~ , мультипликативности вклада / ( / ) , /  6 1{п’г)(А) и сде-
Л

данного выше замечания о связи подграфов графа G~ ) и
графов диаграмм теории возмущений.

Приведенные утверждения сформулируем в терминах 
свойств матрицы А =  А 0 +  eAv

Теорема 1.1.* Пусть А 0 и А х — матрицы с веществен­
ными коэффициентами и пусть Л 0 — симметрическая в 
r P матрица, а матрица удовлетворяет условиям:
а) Л 1 ^= 0, б) коммутатор [А0, А,\ =  О
Тогда и только тогда в разложении (1.3) матрица

К {гп)^ 0  (г =  2 ,3 , . . . , ) .

Теорема 1.2. Если А 0 — эрмитова, а А г — косоэрми­
това матрицы, то вклады диаграмм теории возмущений, 
имеющих хотя бы одну внутренюю петлю при вершине, 
равны нулю.

Задача. Д оказать справедливость утверж дений теорем 1.1 и
1.2, используя диаграммную технику.

Отправляясь от свойств матрицы А 0 и А и  задающих 
КМ-цепь (Л(е), Gyi(£)), можно дать ряд достаточных усло­
вий, когда вклад диаграмм определенного типа равен нулю. 

Примером может служить следующая теорема.
Теорема 1.3. Пусть А 0 — эрмитова матрица порядка

* Более общий случай см. в [3].



(N  X ЛО, [A0, A {\ =  0, матрица А г удовлетворяет условию 

Л[г =  IA lt Р  =  — Е (Е —  единичная матрица).

с \ п  ^— V у  г V у .^ > . V ^
О ' О  H P  С А J U O ( j

Тогда вклад диаграмм вида Gt, G2, G3 в амплитуду [К ]ц 
равен нулю при любых г, /  =  1, 2 , . . . ,  N  (i ф  /).

Доказательство теоремы относительно вклада диаграм­
мы немедленно следует из формулы (1.21) и свойств мат­
рицы А х.

Доказательство теоремы для диаграмм <£3, ..., и т. д. 
вытекает из следующего факта.

Если граф Gp. (ег) диаграмм £ Pt t (sr) содержит в качестве 
подграфа граф G, (еГ/) диаграммы £р, t (&r ) (г' <  г), вклад 
которой равен нулю, то и вклад диаграммы £ р< < (ег) тоже 
равен нулю. Последнее утверждение непосредственно сле­
дует из формулы (1.21). И

Используем полученные результаты для разложения 
по малому параметру е (е 1) КМ-цепи фотона, опреде­
ленной в § 3 гл. I.

5. Теория возмущений КМ-цепи фотона. Матрица 
Z(e) КМ-цепи фотона (Z(e), Gzw) определяется равенством

Z (s) = А\ 1 (е) А0 (s), (1.26)
где матрицы А х(г) и А 0(е) имеют вид (3.8).

Д ля получения разложения амплитуды Грина К (п)(ч)= 
— (Z(e))n в ряд теории возмущений (1.1) необходимо раз­
ложить в ряд по s матрицу Z(e),

Z(e)  =  Z0 +  eZt +  ••• + emZm + 0(sm+1) (m <  tf).
Используя явный вид матриц ^j(e) и Л 0(е) из (3.8), 

представим их в виде:

А0 (е) =  В, -  е«Я 2,



где матрицы В х и В2 уже не зависят от е и их элементы опре­
деляются равенствами

^1 =  ((bijfiNxN  > —

+ n 1 = 1>2........ло- о - 28)о, IФ1 — 1,1
bm — bN] =  1

Вг. =  ((ci;))jVx^'

( — 1, / =  /  — 1, 
сг; = 1  — 1. < =  /> О’. / = 1 . 2 , . . . ,  ДО.

I 0, г'=/= /, / 1

С01 =  CjVl =  1

Из формул (1.27) и (3.9) при е =  0 следует, что

detB 4 =  det Л)(0) =  2 (JV — нечетное). (1.28')

Воспользуемся известной [6] формулой конечномерной 
теории возмущений

(5! +  sa52)_1 =  5 Г 1 (/ +  £ аВ2ВГ1) =
СО

=  ВТ12  ( -  1)* И *  (W  )* • (1.29)
А = 0

Тогда для матрицы Z(e) с учетом (1.27) и (1.29) получаем 
разложение

Z (е) =  /  — 2шВ~\~х В2 -\- О (г2). (1.30)

Поскольку матрица Z0 =  1 — диагональна, то матри­
ца Z(e) из (2.35) является матрицей КМ-цепи в «р, /^-пред­
ставлении (Z(e) =  Z(e)) и соответственно КМ-цепь (Z (е),

А
Gzio) в <ф,^-представлении имеет вид (Z (е), GZw ), где

л
Gz(е) =   ̂ ^ -{- Gz,(S)>

Z, (в) =  — 2ы ВГ'В2 +  О (е2).



При е ->-0 граф Gz,(e) матрицы Zj(e) совпадает с графом 
GB-iB матрицы В Т 1В2 так, что в первом порядке по е ампли­

туда Грина К\п) полностью определяется вкладами диаграмм 
первого порядка, являющимися подграфами графа

Вычислим матричные элементы матрицы ВГ1 В 2 =  Zx- 
Из (1.28') и (1.28") получаем,что матричный элемент [Z j j j  
определяется соотношением

где Ьц1 (г, / =  1, 2, ..., N) — элементы матрицы В, При 
выводе формулы (1.31) использована следующая связь

графы всех топологически неэквивалентных диаграмм 
£ {p}t (er) (а =  1, 2, . . . , t ( r )  при г< Л Л  Поэтому каждому 
члену разложения /(*n>(r =  0, 1 m <; N) амплитуды
Грина /С<п)(е) =  (Z(e))« в ряд (1.1) в данном случае отвечают 
диаграммы всех топологических типов при каждом г(г =  
=  0, 1, т, т  <  N).

G[и  . i] +  Gs->Bt- причем величина вклада дуги суграфа 
равна соответствующему матричному элементу мат­

рицы В ~ ХВ2.

Из формулы (1.31) и определения 
графа матрицы следует, что граф GZl
матрицы Zj =  В\ 1 Вг— полный сим­
метрический граф без петель, a GZ(S) —
= G [,.,...  , п +  GB- 1В? — граф матрицы

Рис. 173

Z(y) в «р, ^-представлении — это 
полный симметрический граф с петля­
ми при каждой вершине вида, изобра­
женного на рис. 173 (при N =  3). 
Так как Gz(%> — полный граф, то он 
содержит в качестве своих подграфов



Вклад этих диаграмм вычисляется по формуле (1.21), 
в которой нужно положить X; =  1 (i =  1 ,2 , М),

%  tk+i =  1 ^ 4  ' н - i ( ik ' ' ft+1 =  ’ ’ 2......... N ) ’ ПрИ Г =  0,1
вклады всех топологически неэквивалентных диаграмм 
полностью определяют по формуле (1.23) члены разло­
жения (1.1) Коп) и К \п):

|/СУ
(У.

I к (Ч),
V - \ ) .  .- V  i + j

}
>-=J

§ 2. ДИАГРАМ МЫ  Ф ЕЙН М АН А В НЕРЕЛЯТИ ВИСТСКОЙ 
КВАНТОВОЙ М Е Х А Н И К Е  КА К  ДИАГРАМ М Ы  ТЕОРИИ 
ВОЗМУЩ ЕНИЙ К М -Ц ЕП И  В -П РЕД С ТА В ЛЕН И И

1. Связь нестационарной теории возмущений в кванто­
вой механике с диаграммами КМ-цепи в «p ,t»  -представле­
нии. Пусть матрица Zo такова, что амплитуда Грина 
Коп) (т, h) КМ-цепи (Z0, GZJ  при h-*-0 и т =  т ( h ) -*-0 
сходится к функции К0(х, 1), удовлетворяющей уравнению 
Шредингера для свободного движения квантовой системы

* -=  -« * * * .>  (2.1)

при некоторой постоянной а >  0. (В дальнейшем рассмат­
ривается система единиц, в которой а  =  1.) Существование 
такой КМ-цепи следует из результатов работы [5].

Сходимость амплитуды Грина Коп) (т, h) к функции 
К о (x,t) определяется аналогично тому, как было рассмотрено
в § 3 гл. I для модельного уравнения фотона —  =  с —  .

dt дх
Рассмотрим теперь регулярное возмущение КМ-цепи 

(Z0, G2„), т. е. такую КМ-цепь (Z(e), Gz(a)), аналитически
* В этом параграфе рассматриваются унитарные матрицы.



зависящую от малого параметра е, представляющего 
собой константу взаимодействия частицы с внешним по­
лем, что справедливо разложение

Z(e) =  Z0 + 2 s %  +  O n .  (2.2)
fc=i

Д ля простоты будет рассмотрен случай, когда все Zk =  
== 0 при k >  2 и 0 (ея+1) =н 0.

Предположим, что существует предел в указанном выше 
смысле КМ-цепи (Z(e), G2(s)) при h -»-0 и т =  т(К) -> 0  
и пусть коммутатор

[Z01 (2.3)

Тогда очевидно, что предел амплитуды Грина КМ-цепи 
(Z(e), GZ(s) — функция К(х, t, е) будет удовлетворять урав­
нению Шредингера с потенциалом ev(x, /,е )= £0** , где 
v(x, t, е) — аналитическая функция по е, гладким образом 
зависящим от х  6 R3. t 6 к1:

i J 0 L  =  -  А К  +  ew (X, t ,  в) к .  (2 .4 )
Ы

Пусть при t =  4  функция /((x, t, е) удовлетворяет ус­
ловию

K ( x , t , e ) \ ^ to= l> ( x - t ) .  (2.5)

Решение уравнения (2.4) при t >  /0, удовлетворяющее 
условию (2.5), называется функцией Г р т а  задачи Коши

* У словие (2.3) исклю чает из рассмотрения тривиальны й слу­
чай диаграмм теории возмущ ений КМ-цепи в «р, /«-представлении, 
когда матрицы Zo и Zj одновременно приводятся к диагональному

виду так , что граф матрицы Z ^ U ^ Z i  (ZoU =  [Хх . . . Х„] U)

состоит из изолированны х вершин с петлями при каждой.
** Д л я  того чтобы рассмотреть случай , когда потенциал взаимо­

действия v зависит от времени t, предполагается, что КМ-цепь не 
является  однородной, т. е. условная амплитуда перехода [Z]y из 
состояния (лсг, tk ) в состояние (xj, tko+i) зависит от h  (k0 — 0, 
1, ... , п — 1). Все результаты , полученные д л я  однородной КМ- 
цепи, остаю тся в силе; при этом следует лиш ь учесть, что ампли­
туда Грина неоднородной КМ-цепи определяется не степенью ма-

ч=1
трицы Z  (е), а произведением матриц п г  (/*(«))•

fe=0



для уравнения Шредингера и обозначается через К(х, Е; 
t, t0] е ).

Для решения задачи (2.4), (2.5) справедливо следую­
щее разложение в ряд теории возмущений по малому па­
раметру е:

K (x ,l-  t, t0\ е) =  К 0(х,%- t, / о, 0 )  +

+ (у) j e- iHa{t- tl) v  (х, t u 0) e ~ iH A h - u) Ь ( X  —  £) dtt +
tb

+  ( f  T ( e~ iHo (t~‘s) v(x’ °) V(x, t u 0) X
'  to to

x  е~шли~и) 3 (ле— 5) dt{dtz +  —  f  е~ш" l‘~u) — (x, t, 0 )  x
i J dsto

X е - ‘Яо«,-ы x b ( x  — l ) d t l - \ - 0 (£3), (2.6)

где выражение e~‘H° f(x ) =  и (x, t) представляет собой 
запись решения задачи Коши

‘  =  H °U’ U{-X’ =

Как увидим, разложение (2.6) допускает естественную
аналогию в дискретной ситуации, в связи с чем можно будет 
дать однозначное графическое представление каждого 
члена ряда теории возмущений. А именно, разложению
(2.6) решения К(х, £; t, tQ\ е) уравнения Шредингера от­

вечает разложение амплитуды Грина /С<л) (т, h, е) =
П—1

=  П  Z (40, е) соответствующей КМ-цепи в ряд по степе-
*о=0

ням е.
Для получения нулевого и первого членов разложения 

амплитуды К м  (т, h, г) =  К (п) (е), очевидно, достаточно 
рассмотреть разложение в ряд по е произведения матриц
П—1
[~1 (Z0 +  sZx (tkJ). Используя результаты § 1, в частности,
*0=0
очевидное обобщение формулы (1.21) на случай неодно­
родной КМ-цепи, для амплитуды Грина [ ^ <,0(е)](/ в «р,



/«-представлении в первом порядке теории возмущений 
по е получаем

[ * ! %  =  2  Й  (*>..)],/^ \  (2-7)<nt I пг>

где Z t (/«,) — матрица Z4 (/„,) в «^«-представлении,

Z, Z0(/ =  [X,........XiV] (см. §1).

Формула (2.7) для амплитуды Грина КМ-цепи является 
дискретным аналогом первого (по е) члена разложения
(2.6). Для того чтобы в этом убедиться, необходимо в фор­
муле (2.6) перейти к «р , /«-представлению К(р, р'\ /, /0; е) 
функции Грина К(х, £; /, /0; к), используя преобразование 
Фурье F по переменным х  6 R3 и £6 к’,

К (р, р'\ /, /0; s) =  Ft-+P’F X̂ PK{X, i; /, /0; s) ==

1
(2л)'

- j  j  e~lpx elp'lK  (x, £; /, /0; e) dxdl.

Д ля функции Грина в «р, /«-представлении из (2.6) тогда 
получаем разложение

К (р, р'; t, /0; е) =  е~ф 8(р — р') +

+  ( f ) { е * п - ‘>р(р-р’, („ О)*-»'’ 1' - ' "  it, +

+(f)’ 5 I ~Нр- ‘1' 0)1’ хU (R1 *0

X v ( q  — р', tu 0 )e~ ip d ttdqdt2 -f  

+  i i  (  i l ( p  _  P' t ti, 0) e- ’p'2(t̂  d tt +  0(6»),
i J  dt*o

(2.8)

где функция v(p, t, 0) — преобразование по Фурье потен­
циала взаимодействия v(x, i, 0). Формула (2.8) справедлива 
при / —- /0 >  0; при / — /0 <  0 получаем, что амплитуда



К (р , р'\ t, to, е) =  0. Первый (по е) член разложения (2.8) 
имеет вид

j  e-iP4t-h) ~^р _ p,t ^  oj (2.8а)

и
и соответствует первому члену разложения (2.7), который 
можно переписать в виде

(•к Г ь , =  v  2  l? i {/n‘ )] v  ХГ Ч , -  (2-86)
Л!=0

где « =  — , Дtni =
Т

Из сравнения подынтегрального выражения в (2.8а) и 
общего члена суммы в (2.86) можно сопоставить:

1) волновой функции eiD свободно движущейся
частицы с импульсом р ’ 6 к3 в момент времени tx сомно­
житель Хг'^ХД/,) при tx =  rijT в (2.86):

соответственно,
g - i p ‘ ( t— h )  ч,—1;

2) «потенциалу» v(p  — р ', tu 0) в (2.86) — матричный 
элемент:

v(p  — p', ti, 0) «■ [Z, (/„,)],у.

Установленное соответствие между первым членом ряда 
теории возмущений в (2.8а) и первым членом разложения 
амплитуды Грина КМ-цепи, с одной стороны, и соответ­
ствие между разложениями амплитуды Грина КМ-цепи и 
диаграммами соответствующего порядка (см. § 1) в «р, /»- 
представлении — с другой, позволяют сопоставить первому 
члену ряда теории возмущений (2.8а) диаграммы



Как диаграмма Gpj (е1), так и диаграмма Gf}t (е1) до­
пускает следующую физическую интерпретацию. Начиная с 
момента времени t — t0 свободная частица движется с 
импульсом р' до момента tni =  п±х,. В момент =  пхт
частица под действием «потенциала» v(p , t, 0) <-> \ZX (4,)!^ 
переходит в другое состояние с импульсом р ф  р' и далее 
движется свободно. В этом случае говорят, что частица 
«рассеялась» на потенциале один раз.

Однократное «рассеяние» на потенциале v (х, t, 0) мо­
жет произойти в любой момент времени =  ti{z (0 пг ^

1), поэтому полная амплитуда перехода в
первом порядке по е получается суммированием вкладов 
всех возможных переходов при пг — 0, 1, ..., п — 1. При
i Ф  / амплитуда [ft)"*!;; определяется вкладом диаграммы

i j
при г =  j — вкладом диаграммы <£}р\(s1)

М

Аналогичным образом можно сопоставить каждому 
члену ряда теории возмущений (1.7) для функции Грина
К (р, р’\ t, £) в «р, ^-представлении диаграммы £ Pit (ег) 
теории возмущений соответствующей КМ-цепи в «р, Ь- 
представлении.

Например, во втором порядке теории возмущений 
амплитуде

К2(Р, Р'\ U t0) =  j  j  v ( p - q ,  h , 0) X
to R1

X j  е- 1чЧи~и) V ( q - p ' ,  h , 0) e- lp'h ,' - u) dtidqdts
to

соответствуют диаграммы {i?pj (®2)> a =  1, •••, t (2)} КМ- 
цепи, изображенные на рис. 174.



2. Определение «р, Е» -представления диаграмм теории 
возмущений. С ростом числа г порядка теории возмущений 
число топологически не эквивалентных диаграмм, опреде­
ляющих г-й член разложения функции Грина в «р, /«-пред­
ставлении, быстро растет. Оказывается, что существует

IL—v J  v +v—

Рис. 174

такое представление КМ-цепи, в котором число неэкви­
валентных диаграмм порядка г значительно меньше, чем 
в случае «р, /«-представления КМ-цепи. Это новое пред­
ставление КМ-цепи, которое мы будем называть «/?,£»- 
представлением, естественным образом возникает в связи 
с «р, ^«-представлением в квантовой механике, «р, Еъ- 
представление в квантовой механике — это представление
волновой функции системы ¥  (р, р'\ /, /0) в координатах: 
энергия Е, Е 6 к1 и импульс р, р 6 к3 .

Волновая функция в «р, /«-представлении (р, /) свя­
зана с волновой функцией в «р , ^«-представлении преоб­
разованием Фурье

V (Р, /) =  Ц г -  (* е~ /а  ^  (P. f ) dE -(2л)’/« J  
—  00

По отношению к «х, /«-представлению волновая функция

¥  (р, Е) представляет собой четырехмерное преобразова­
ние Фурье по переменным х р, t -+ Е

w  {х' t ] = w  j  J  e~ ‘Bt e‘px * (p’ E ) dE  dp■ (2,9)
r’ rs

Рассмотрим преобразование диаграмм «р, /«-представле­
ния (ег)} в диаграммы «р, ^-представления в (ег) }, 
индуцированное переходом от координат (р, /) к коор­
динатам (р, Е). Это преобразование обозначим через FL . 
Преобразование FL диаграмм «р, /«-представления — это



пара двух преобразований Fa и F£t, F L= ( F G, Fc.) , 
где Fa—преобразование графа Gp ( (ег) диаграммы t (ег), 
a Fc, — преобразование соответствующей коцепи.

Определение 2.1. Преобразованием FQ (G ( (е')) графа 
, (гг) =  (Г 1п1 ^Fcxt- X) порядка г называется граф (X, Г), 

множество вершин X которого состоит из (г +  1) вершин 
(*!, х%, ..., хг, у), а множество дуг Г — образ отображения

• r lnt U T ext —*■ X  х  X ,

которое определяется условиями: 1) каждый внутренней 
дуге «)"'(« =  1, 2, . . . ,  г) ставится в соответствие дуга 
(у, х i) 6 Г (г =  1, 2, ... , л), 2) каждой внешней петле при 
внутренней вершине и * { (t =  1, 2, ... , г) ставится в
соответствие, дуга (х , хв ) так, что если иех( -v (x  ,

ex, ’ i 1 ai
•«в uT+i > xa ), mo x„ =  x  , и тройка вершин

vl i+l рг+1 ai+1
(xa , Ха, , ) определяет путь на графе(X, Г), 3)внешней

Z I ? + 1

петле ие* и и*^, ставится в соответствие дуга (у, х г) и
(хг, у) соответственно.

Дуги графа (X , Г), инцидентные выделенной вершине 
у  6 X  назовем внешними, не инцидентные вершине у — 
внутренними.

Определение 2.2. Граф (X, Г), полученный преобразо­
ванием Fq графа Gp ( (еО, называется графом порядка г 
диаграммы £ р £ (?/) КМ-цепи в «р, Е»-представлении и 
обозначается через Gp Е (ег), т. е.

GP l£ H  =  F0 (Gp ,(8 0 ) .

Пример преобразования FQ для графов второго порядка 
изображен на рис. 175.

Как следует из определения 2.1, преобразование FQ 
переводит множество в с е х  топологических неэквивалент­
ных графов порядка г в «р , ^-представлении в один граф 
порядка г в «р, ^«-представлении (рис. 176).

Рассмотрим теперь преобразование Fc, целочисленных
коцепей Сг , определенных на графах G(p \ (е2) и удовлетво­



ряющих при заданных целых числах л и г  условию

«1 +  «2+  •••+ п, +  nr+i +  г =  п, у а =  1, 2 ,... , t(r). (2.10)

Определение 2.3. Преобразованием Fc,(C'r ) целочислен­
ной коцепи С* р t называется коцепь С’ р £ со значением 
в R1, удовлетворяющая первому закону Кирхгофа в каждой 
вершине графа Gp Е (б'’).

Если обозначить значение коцепи Сг Е на дугах гра­
фа через

(ji — Сг ((у , х i)) (i =  1, 2, . . . ,  г ),  Pi =  Cr ((xi, x^+i ))

(Qt> Pi 6 R4) ( t =  1, 2, . . . , r )

Pin =  C r (У> %i)t Pout =  C r (Xr , y), (P[a , p out 6 R4),



то выполнятся условия

Я м  Л' Pi ~  Pi+1 0 1> 2, ... , Г —  1),

Ql ~Ь Pin Pout •
i=l

(2.11а)

Рис. 176

Условие (2.11а) является следствием равенства (2.10) 
для соответствующей коцепи С* "в «р, ^-представлении.

Определение 2.4. Пара объектов (Gp £ (ег), С* р Е ), где 
1) Gp Е (ег) — граф, полученный преобразованием Fa графа 
Gp ( (гг) диаграммы в «р, Ь-представлении, 2) С* £ — ко­
цепь со значением в к 1, являющаяся преобразованием Fc , 
коцепи Сг называется диаграммой теории возмущений 
<£р Е (еЛ) КМ-цепи в «р, Е»-представлении.

Рассмотренное преобразование FL диаграмм «р, /»-пред- 
ставления в диаграммы «р, Е» — представления согласо­
вано с преобразованием Фурье по переменным время t ->  
-± Е  (энергия) волновой функции в «р, /»-пред- 

ставлении в том смысле, что каждая диаграмма порядка 
г в «р, Е» -представлении и только она одна определяет 
полностью г-н член разложения функции Грина в «р, £»- 
представлении. Д ля того чтобы в этом убедиться, в разло­
жении (2.8) применим преобразование Фурье к обеим час­
тям равенства по переменным t - > £ ,  t0 0. Для просто­
ты рассмотрим, например, Фурье-образ первого члена раз­
ложения (2.9). Вводя функцию

в  (Л) =  ( 1> Х > 0
1 0 , к <  о,



запишем первый член разложения (2.8) в виде 

K t (Р, Р'\ U t0) =  j  e - ip4t- h) Q ( t ~ t l) v ( p -
IR1

-  p ', t u 0) e~ip'* (U~U) e  (tl -  g  (2.12)

Далее заметим, что функция e~lp4t~u) Q (t — t j  удовлетво­
ряет уравнению Шредингера в «р, 6>-представлении с 
правой частью

i J L  _  0  (/ _  ti) =  8 (t -  / J . (2.13)

Переходя к Фурье-образам по переменной Е, из урав­
нения (2.13) получаем, что

=  lim ------- ! e+iEtt * (2.13а)
у_»о+о £ —pz +  iv 

Аналогично, для преобразования Фурье t0 ~>Е0 имеем:

=  Н т   L  е~‘Е̂  . (2.136)
v-4-о+о Е 0 — р'  +  (V

З а м е ч а н и е .  П реобразование Ф урье Fta_+Eo записы вается
в виде 

F, о ч <*«) =  ~ ^ 7 Г  j  dt°-
R1

Из формулы (2.12) с учетом (2.136) окончательно полу­
чаем, что

~  С рЛ-iEti
^h-*Eo Ft-+EKi(P> Р ; *<>) =  J +  —

-  0 )  =  7 3 ^ »  ( f  -  г  -

* Это обычная р егуляри зац и я  с выходом в комплексную  
плоскость ш ироко используется в теории обобщенных функций 
(см., например, [2]).



где v(p , Е, 0) — Фурье-образ потенциала v(x , t, 0) при 
четырехмерном преобразовании Фурье от переменных 
(я, t) к переменным (р , Е).

Функция —-----   называется свободным пропагато-
С — р® +  14

ром, или функцией распространения для нерелятивистской 
свободно движущейся бесспиновой частицы.

Введем четырехмерные векторы «энергии-импульса»

р2 =  ( Е , р ) , р е  R3 и f t  =  (£„,/> '), р 'б к 3 *.

Тогда в первом порядке теории возмущений для функции 
Грина в «р, ^«-представлении получаем формулу

Ki (р2> Pi) Е — р 2 +  (V

W (Р* — Pi, 0 )— -----1^— — , (2.15)
Ео — р + п

которую можно представить в виде

K i(p2, Pi) =  — х
(2л)2 J  Е —  p 2 + i v

~  R1
X о ( 9 .0 ) —------—  4 q - p 2 +  p jd q .  (2.16)

с 0 — р -Т ^
Д ля полного ряда амплитуды К(р2, рь  е) с точностью до е2 
включительно из (2.8) следует разложение

К ( р %, P i ) =   ------7-Г —  8 ( Е - Е 0)8(р —  р ' )  +t  -- р 1 -f- 14

+  ( - )  j  £ _ p .+-,v +  +
R4

+  P i) d ? +  —  f      W (<7a. 0 )p --------- —  X\ 1 J • • -1 E - p *  + i4 Eq — q3 + »
R ’ R R*

x  v {qi>ty—— - a i . - 5 (?2 — p + q)b(qi — g +t 0 —  p  - f  (v

* Здесь и далее трехмерные ьекторы обозначаю тся жирным 
шрифтом.



-f- Po) dq dqt dqz +  —  - -----!----- -- (q, 0) X
I J  E  — p 2 +  IV дг

IR4

X “ ? b r r P - Z  +  Pi)dq +  0 ( e a). (2.17)
to  p  +  14

Сопоставим каждому члену ряда К г (р2, р {) теории воз­
мущений порядка г в разложении (2.17) диаграмму £  Е (ег) 
порядка г в «р, ^«-представлении. Предварительно произ­
ведем преобразование Гф над графом Gp Е (ег). Это преобра­
зование состоит в удалении отмеченной вершины у  у графа

6} §)

CCj JCg 30р

Рис. 177

Gp Е (ег). При этом дуги, инцидентные вершине у, сохраня­
ются и будут изображаться стрелками с одной вершиной— 
концом x t для внутренних дуг вида (у, x t) и началом хг— 
для дуги (хг, у). Преобразование Гф над графом Е (е') 
изображено на рис. 177, а, 6.

Объект, возникающий из графа Gp ь (ег) в результате 
преобразования Г ф, будем по-прежнему называть «графом» 
и обозначать через й ф (гг). Графы бф (ег) (г =  0, 1, ...) — 
это графы Фейнмана теории возмущений порядка г в не- 
релетявистской квантовой механике.

ГрафОф (е') можно изобразить и так, как это показано 
на рис. 177,в, отмечая волнистой линией взаимодействие 
частицы с рассеивающим центром, который символически 
изображается заштрихованным кружком, а сплошной 
прямой стрелкой — свободное движение частицы. Такую 
форму изображения графов теории возмущений обычно 
используют в физической литературе [1].

Граф Фейнмана Сф (ег) порядка г представляет собой 
«дерево» с числом вершин, равным г. Соответствующая 
графу G0 (s') диаграмма £ ф =  (вф, Сф) называется диаг­
раммой Фейнмана порядка г.



З а м е ч а н и е .  Граф Ф ейнмана Оф (гг) порядка г можно рас­
сматривать как  геометрическую  реализацию  графа Gp Е (гг) порядка 
г на плоскости R2. Эта реализация получается при стереограф и­
ческой проекции сферы S2 из полюса N  £  S2 правильной геометри­
ческой реализации плоского графа Gp Е (ег) на сфере S 2 при усло­
вии, что полюсу N  отвечает вы деленная верш ина у  графа Gp Е {ъг).

Приведем диаграммы, отвечающие первым трем членам 
ряда теории возмущений (2.17):

+  As)8 (<7i— Рг+Рз) dq2 dp2

Сравнивая теперь члены разложения порядка г функ­
ции Грина в «/?, ^-представлении из (2.17) с графами Фейн­
мана б ф порядка л ( л  =  0, !, ...) приходим к следующему 
правилу вычисления амплитуды Kr (pr+l, p t) в каждом по­
рядке г теории возмущений по заданной диаграмме Фейн­
мана £ ф (е').

Д ля вычисления функции Грина К ,(р г+и рх) в «р, £»- 
представлении, в r -м порядке теории возмущений необхо­
димо:

1) сопоставить каждой линии (и, С* £ (и) =  pt =  
=  (Е, pi)) диаграммы <?ф (ег) пропагатор свободного дви-

3 ( Е  —  Е 0) 8 ( р  — р ' )  ~
(£ , Р)

Е  — р г - f  i ч

IF

Pi=!^o’P'I рг(Еф)
+  Pi)dqt ~

жения частицы
E i - p j  +



каждой линии вида (и, С* £ (и)=  (?,-) Фурье компоненту по­

тенциала взаимодействия о (<?,-), </г £к*:

а каждой вершине x t — «б-функцию» б (q( — р[+г 4 - р,), 
выражающую закон сохранения импульса (1-й закон Кирх­
гофа) в каждой вершине графа G.

~ 8(?г — Р м  +

2) перемножить величины ^  и v (7 ,, 0)
E t - p j  + h

в порядке движения по диаграмме <£ Е (ег) от вершины хг 
к вершине хг и умножить полученное произведение

I ~ /  ч 1 \ 1_______ :________v (q .)________________v(q t) ___________
£/■+1 -  Рг41  +  h  Er -  P 2r +  ‘ v Е Г ~ р \  +  ‘ч

на произведение «6 -функций»

Sq

П  s (?i — Рм  +  Pi)’
1=1

3) полученное выражение проинтегрировать по «импуль­

сам» потенциала v(qt), т. е. по переменным qv  qz, , qr,
qt £ r 4 и по внутренним импульсам частицы ри   оп
Pi 6 R4 (Pi =  (Et, Pi))-

З а м е ч а н и е .  Выбор «р, £»- представлен и я в нерелятивист­
ской квантовой механике является скорее вопросом удобства гра­
фической интерпретации членов ряда теории возмущ ений по 
константе взаимодействия s в этом представлении.

В релятивистской квантовой теории поля выбор «р, Е» - пред­
ставления по сущ еству связан  с релятивистской инвариантностью  
теории и поэтому в следующем параграфе диаграммы  Ф ейнмана 
теории возмущ ений рассматриваю тся только в «р, с»-представлении.



§ 3. ДИАГРАМ М Ы  ФЕЙНМ АНА 
В КВАНТОВОЙ ТЕО РИИ ПОЛЯ

Диаграммы Фейнмана в квантовой теории поля являют­
ся естественным обобщением диаграмм нерелятивистской 
квантовой механики и представляют собой удобную гра­
фическую интерпретацию членов ряда теории возмущений 
по малой константе взаимодействия е(е 1) для полной 
амплитуды, перехода квантовой системы из одного состоя­
ния в другое. Эта амплитуда является матричным элемен­
том оператора, который в физической литературе носит 
название S -матрицы [1].

По сравнению с диаграммами квантовой механики диаг- 
рамы Фейнмана в квантовой теории поля выглядят намного 
сложнее. Это связано с различием физической картины 
тех явлений, которые рассматриваются в квантовой меха­
нике и в квантовой теории поля. Последняя описывает 
уже такие взаимодействия элементарных частиц с внешним 
полем, при которых возможно взаимное превращение час­
тиц друг в друга. На языке теории графов различие между 
квантовой механикой и квантовой теорией поля это раз­
личие между графом, являющимся деревом (именно таков 
граф диаграмм Фейнмана в любом порядке теории возмуще­
ний по е в квантовой механике), и произвольным связным 
графом с тем же числом вершин (такие графы возникают в 
квантовой теории поля).

Определение диаграмм Фейнмана в квантовой теории 
поля, так же как и диаграмм квантовой механики, тесным 
образом связано с первым законом Кирхгофа для линей 
ных цепей, рассмотренном в § 2 гл. XV.

1. Определение диаграмм Фейнмана. Обозначим через 
б ф =  (Хф, Гф) связный граф без кратных дуг и без петель 
с одной отмеченной вершиной у  6 Х ф. Пусть число всех 
неотмеченных вершин равно S 0, так что общее число всех 
вершин графа й ф равно S 0 -f- 1.

Неотмеченные вершины графа х2, ..., x sJ  на­
зовем внутренними вершинами графа, отмеченную верши­
ну у — внешней. Таким образом, множество всех вершин 
графа 0 ф — это множество

* Ф =  -  . *s„> У\ U Ы -  (3.1)

Множество Гф всех дуг графа разобьем на два подмножест­
ва ГШ1 и r ext; r ext — множество дуг графа Сф, инцидент­



ных внешней вершине у, дуги множества r ext называются 
внешними дугами (линиями)-, r int — множество дуг графа 
G0 , инцидентных только внутренним вершинам графа, 
дуги множества Tint называются внутренними дугами 
(линиями).

Число внутренних дуг графа G0  обозначим через S v
Рассмотрим на графе 0 ф 1-коцепь Сф со значениями в 

векторном пространстве r4. Будем различать значения 
коцепи Сф на внутренних и внешних дугах графа G0  . 
Примем следующие обозначения:

Сф (и) =  Р. Р =  {Ро> Ри Рг> Рз)6 R1. если и 6 Гех1,
(3.2)

Сф (и) =  q, q =  (q0, qlt q2, q3) 6 R*. если и 6 Г1п4.

Потребуем, чтобы в каждой вершине графа й ф выпол­
нялся первый закон Кирхгофа, т. е. чтобы коцепь 
Сф 6 Р (СФ) (см- гл- x v  § 1)-

Определение 3.1.* Назовем диаграммой Фейнмана <£ф
пару объектов (G0 , Сф), где 1) Оф — связный граф без крат­
ных дуг и петель с одной отмеченной вершиной, который 
называется графом Фейнмана, 2) Сф — 1 -коцепь со значе­
ниями в r \  принадлежащая подпространству коразрезов 
Р (й ф) графа 0ф (§3  гл. XV).

Число внутренних вершин S0 графа С-ф называют по­
рядком диаграммы.

Пусть D — подматрица матрицы инциденций графа 
G0 , не содержащая строки выделенной вершины у  и столб­
цов, отвечающих дугам множества r ext. Матрица D — 
матрица порядка S 0 х  S u  элементы которой обозначаются 
через d u (i =  1, 2, ..., 5 0; / =  1, 2, ..., Sj). Используя 
формулу (3.5) гл. XV и обозначения (3.2), запишем условие 
того, что 1-коцепь Сф в Р (0 ф) , в матричной форме следую­
щим образом:

■Si
2  du 4 j  ±  Pj =  0, (i =  1 ,2 , . . . ,  S0) (3.3а)
/=i

* Ср. с определением 2.4 § 2.



где знак «+» означает, что внешняя дуга ui £ Г ext. 
Сф(иг) = р г направлена от вершины у  к вершине x it знак 
«—» — наоэорот, от вершины x t к вершине у. Как следует 
из теоремы 3.4. гл. XV, условие (З.Зб) является условием 
совместности системы (3.3а) относительно неизвестных 
величин qj(j =  1, 2, ..., S x) при заданных величинах pt

Приведем теперь физическую интерпретацию графа 
б ф и коцепи Сф, обычно используемую в квантовой теории 
поля [1]. Каждая дуга и;- графа в ф представляет собой сво­
бодное распространение релятивистской элементарной 
частицы массы т } >■ Q, а каждая внутренняя вершина 
x t графа G0 представляет взаимодействие элементарных 
частиц в малой области пространства-веремени с внешним 
полем. В результате взаимодействия элементарных частиц 
возможны их взаимные превращения друг в друга. В за­
висимости от выбора взаимодействия и сорта частиц опре­
деляется число частиц, возникающих при одном акте 
взаимодействия в малой области х  пространства-времени, 
что в свою очередь определяет степень внутренних вершин 
x t (i =  1, 2, ... , S0) графа 0 ф. Так, например, в кванто­
вой электродинамике [8] степень каждой вершины графа 
б ф равна трем, что связано с возможным рождением (унич­
тожением) электронно-позитронной пары частиц и фо­
тона. Значение коцепи Сф на дугах графа представляет со­
бой четырехмерный вектор энергии-импульса реляти­
вистской частицы. Например, если «7- 6 r ext> то Сф(и )) =  
=  p j = ( p 0. ,  p j) ,  где р°. — энергия, a p j  6 R3 — импульс 
частицы. Условие (З.Зб) тогда означает выполнение закона 
сохранения энергии-импульса в каждом процессе взаимо­
действия в области x t (i — 1, 2, ..., S0).

Д ля частиц массы m jt связанных с внешними дугами 
графа предполагается выполненным релятивистское усло­
вие связи энергии-импульса р с массой частицы ту.

( i = l ,  2, . . . ,  So).

з



Если выполнено дополнительное условие

то говорят, что вектор p j £ к1 принадлежит массовой обо­
лочке — положительной поле гиперболоида, уравнением 
которого в псевдоэвклидовом пространстве к 1 является 
соотношение (3.4).

Четырехмерные импульсы внутренних дуг графа, вооб­
ще говоря, не удовлетворяют условию (3.4) и соответствую­
щие им элементарные частицы называются виртуальными.

В экспериментах по столкновению (рассеянию) частиц 
требуется обычно определить по заданным до столкновения
4-импульсам сталкивающихся частиц энергии-импульсы 
частиц, возникших в результате взаимодействия в некото­
рой области пространства-времени.

На графе 0Ф свободным частицам до взаимодействия от­
вечают внешние дуги, идущие от выделенной вершины у  
к вершинам х  в которых происходит взаимодействие час­
тиц. Соответственно, частицам, обнаруженным после рас­
сеяния, отвечают внешние дуги графа в ф, направленные к 
вершине у.

Таким образом, вершине у  графа G0 в физическом про­
странстве-времени отвечает «бесконечно удаленная точ­
ка» — начало движения системы невзаимодействующих 
свободных частиц до рассеяния и конец движения сво­
бодных частиц после рассеяния. Поэтому при геометри­
ческой реализации графа Gq> вершина у  изображаться не 
будет, а соответствующие этой вершине внешние дуги 
имеют только одну вершину (входа или выхода). Типичный 
пример подобной реализации графа Фейнмана представлен 
на рис. 178.



3  а м е ч а н и е .  У казанную  выше геометрическую  реализа­
цию графа Ф ейнмана можно получить путем стереографической 
проекции из полюса N  £ S 3 геометрической реализации* графа 
б ф  на сфере S 2 при условии, что внешней верш ине у  графа б ф со­
ответствует точка N.

Отсутствие петель на графе G0 отвечает причинной упо­
рядоченности двух последовательных взаимодействий в 
пространстве-времени (х , t).

Данное выше определение диаграмм Фейнмана соответ­
ствует в физической литературе [1] диаграммам Фейнмана 
в импульсном представлении. Это связано с тем, что состо­
яние свободной квантовой частицы помимо внутренних 
квантовых чисел определяется сохраняющимся между 
двумя последовательными взаимодействиями 4-импульсом 
частицы р ,  =  (p°r  p j).

Аналогично тому, как это было проделано для диаграмм 
нерелятивистской квантовой механики (§ 1), можно рас­
смотреть координатное (х, ^-представление диаграмм Фейн­
мана. Поскольку переход от координат (х, t) к (р, Е) с по­
мощью четырехмерного преобразования Фурье — унитар­
ное преобразование, то величины, подлежащие измерению, 
в процессах столкновения частиц не зависят от выбора 
представления. Поэтому всюду ниже будет рассматривать­
ся только импульсное представление для описания вза­
имодействия частиц. В то время как число внешних дуг 
графа G0  определяется числом реальных частиц, т. е. 
частиц, обнаруженных в результате измерения до и после 
столкновения, число внутренних дуг S 1 при заданном по­
рядке S 0 диаграммы может быть произвольным (при усло­
вии, что S0 — 1 Sx ^  2С | , где С | — число сочетаний 
из Sо по 2) и в конечном счете зависит от выбора физи­
ческой модели, описывающей процесс рассеяния.

Порядок диаграммы S0 однозначно соответствует г-му 
члену ряда теории возмущений (при г =  S 0) в разложе­
нии полной амплитуды перехода системы (так называемой
S -матрицы) из начального состояния при t =  — оо в ко­
нечное при t =  +  со по малой константе взаимодействия 
е(е <  1).

* Здесь геометрическая реализация графа й ф не обязана быть 
правильной (сравни с § 2 гл. V), так  как  графа 0 ф  в квантсвой тео­
рии поля не обязательно является плоским, как  это было в кванто­
вой м еханике (см. § 2).



Определение полной амплитуды перехода (S-матрицы) 
является основной и крайне сложной задачей квантовой 
теории поля. Поэтому представляет интерес приближенное 
вычисление полной амплитуды перехода, приводящее к 
важным физическим следствиям уже при разложении с 
точностью до е2 или е3 [1]. Вычисление амплитуды перехо­
да с точностью до ег связано с рассмотрением графов Фейн­
мана с числом вершин S0 =  г.

Ниже будет рассмотрен подробнее случай взаимодей­
ствия релятивистских частиц с нулевым спином и массой 
т >  О, волновая функция 'F(x) которых удовлетворяет 
уравнению К л я й н  а—Г о р д о н а—Ф о к а

Здесь и всюду ниже используется система единиц, в кото­
рой скорость света с и константа Планка h  равны единице.

2. Вклады диаграмм Фейнмана в амплитуду перехода в 
импульсном представлении [7]. Пусть <£ф—диаграмма Фей- 
мана порядка S 0 с числом внутренних дуг Sx.

Определение 3.5. «Интегралом» Фейнмана, отвечаю­
щим диаграмме (вкладом диаграммы £ ф или амплитудой
Фейнмана), называется формальное выражение вида

где q} 6 R4 (/ =  1, 2, ... , Sj) — четырехмерный импульс 
внутренней дуги и j графа Оф диаграммы <£ф, v — малый 
параметр (v ->-0 +  0), Р (qlt qit ..., qs )— спиновый поли­
ном порядка k относительно переменных qlt q2, qs , d i} — 
элементы матрицы инциденций графа бф .

Спиновый полином P(qly q2, qs ) представляет собой 
многочлен относительно qx, qz, qs с матричными коэф­
фициентами порядка 4 x 4 ,  которые в свою очередь вы­
ражаются через четырехрядные матрицы Дирака [8].

Зф {Pii Р21 ••• > PsJ  —  (О j* ••• j* dq% ••• dqSt X

(3.6)

/= i



Функция —я 5-------  называется проаагатором, или
rttj — qj — h

функцией распространения свободной релятивистской бесспи- 
новой частицы массы 0 и является фундаментальным
решением (функцией Грина) для уравнения Кляйна—Гор­
дона — Фока в импульсном представлении. Последнее 
означает, что функция

/с; (JC, о  =  lim  Г е <яГх>- 2 \  , dq,
1 v->o+o j m? — — tv

3
где < q ,  x >  =  q0t —  * £ r3- УДОвлетво-

t=\
ряет уравнению

□  *}(* , fl = + m f  К* (*, 0  +  8(*)8(0. * 6  R8, / C r1.

Нетрудно видеть, сравнивая выражения (3.6) и (2.16— 
2.17), что определение «интеграла» Фейнмана порядка 
г =  S0 в квантовой теории поля является прямым обобще­
нием амплитуды вероятности Фейнмана в нерялитивист- 
ской квантовой механике в импульсном представлении, 
отвечающей г-му (при г =  S0) приближению по констан­
те взаимодействия е. Формальное выражение (3.6) при опре­
деленных условиях на структуру графа в ф диаграммы £ ф 
при заданном порядке k полинома Р(с/{, q2, ..., qs ) опреде. 
ляет сходящийся при \q} \ -*■ f  оо несобственный интег­
рал.

Ниже будет показано, что этот интеграл существует, 
если выполнено неравенство

2S4 — 4v (G0 ) — & >  0, (3.7)

где v(G0 ) — цикломатическое число графа й ф, k — по­
рядок спинового полинома Р (qlt q2, ..., qs ).

•Если 0ф — связанный граф, то используя определение 
(гл. IV) цикломатического числа, неравенство (3.7) можно 
представить в виде

4S0 — 2S. — (k +  4) >  0. (3.8)

Из неравенства (3.8) следует, что при заданном порядке г 
(г =  S 0) теории возмущений в разложении «Sa-матрицы



в импульсном представлении диаграммы Фейнмана, опи­
сывающие процессы с большим числом (Sx) виртуальных 
частиц, дают неограниченно большой вклад. Так что 
использование «интеграла» Фейнмана в этом случае при­
водит к бессмысленному результату, и возникает задача о 
регуляризации (устранении расходимостей) выражения
(3.6). В общем случае эта задача подробно рассматривает­
ся в [1].

При заданном порядке k полинома Р (qlt q2, . . . ,  qs ) не­
трудно привести примеры диаграмм, для которых выраже­
ние (3.26) определено корректным образом. Д ля k =  О 
такие диаграммы порядка г — 2 и г =  3 изображены на 
рис. 179,а, б соответственно. При k =  1 или k — 2 «интег­
рал» Фейнмана для диаграммы на рис. 179,6 является уже 
расходящимся при | <?;-1 ->- <» интегралом, точно так же 
как и для диаграммы (г =  2), изображенной на рис. 179,в.

Всюду ниже будут рассматриваться только такие ди­
аграммы, для которых при заданном порядке k полинома 
P(qu q2, ...,<7s ) выполняется условие (3.7) так, что коррект­
ным является в этом случае употребление термина «интег­
рал Фейнмана» в собственном значении понятия интеграла.

Приступим теперь к выводу условия (3.7). В силу того 
что в каждой вершине x t графа 0 Ф выполняется закон 
сохранения 4-импульса, число независимых переменных 
импульсов, по которым ведется интегрирование в (3.6), на 
самом деле меньше, чем Sx. Преобразуем подынтеграль­
ное выражение в (3.6), используя результаты § 3 гл. XV 
о матричном представлении первого закона Кирхгофа в 
электрических сетях.

Во-первых, воспользуемся тем, что rang D =  S Q — 1, 
и поэтому число независимых строк матрицы D равно

/

\

/

Рис. 179



S 0 — 1. Пусть строка матрицы D  с номером S 0 выражается 
через предыдущие (50 — 1) строки в виде

i=i

di =  ( d n . d a  dtSi) .  (3.9)

Равенство (3.9) выполняется в силу свойства матрицы ин- 
циденций

50

2 d«=° о' = 1>2.....5i)-
<■=i

Рассмотрим произведение

So-1 /  -
X П «

i= 1 V

Заменяя в аргументе первого сомножителя в (3.10) сумму
Si

2  dSiijqj на выражение 
/=1

51 S , /  So—1 \  S0- l  /  S i \

/= I /=1 \ i'=i /  i=l \/=1 /
So 1 So—I

=  — 2  (~ Рг) =  2 Рг> 
/=i (=i

преобразуем произведение (3.10) к виду

Si2 Я] +  Pi (3.10)
/= i



3 Ф(Ри Р2> ■■■ > Ps„) =  (0S‘ 5 | 2  Pi I j" dqt dq2 ... dqSi
V = 1  /  45,

So-1 /  S,
П  ь 2  dijq, + pt

X

r i  (ntf -  $  -  к)
M

p (qi, <?2 qsJ -  (3 -12)

В интеграле (3.12) сделаем замену переменных: 

2  +  Р* =  =  1- 2, . . . ,  S0 — 1). (3.13)
1=1

Пусть D T— минор матрицы D, отвечающий дереву T(G) 
графа G, и пусть {mv+1, uv+2, . . . ,  us ) — дуги дерева Т (G), 
тогда в силу теоремы (3.4) § 3 гл. XV для системы (3.13) 
решение q =  (qlt q2, . . . ,  qs )tr, qs 6 R4 представимо в виде

q — Z tr i  + ( q T' ,  p))l r ,

или

q,  =  (Zl r i ) j + q ]  ( / = 1 , 2 .........v),
(3.13a)

q, =  ( Z " T), +  [D~; ( I -  p))j (j =  v +  1, . .. ,  S,).

Здесь произвольные переменные y; 6 R4 (i — 1, 2, ..., v) — 
это величины, которые в § 3 гл XV в цепях Кирхгофа назы­
вались токами в циклах.

Произвольные переменные положим равными нулю, 
тогда якобиан матрицы перехода от переменных (qu 
q2, ... , q s ) к переменным (?„ f 2, . . . ,  ь  h ,  . . . ,  gSo_ ,) равен 
(см. § 3 ‘гл. XV)

D(Q\. С/2> • • 9, ■ </,+! • •• ■ 4st ) =  det i z';
1)(Ъ> Ь' • ■ Kv • 6l. - ■ Ч - i) 0 D~l



Здесь Ztrr — невырожденная подматрица транспортиро­
ванной матрицы циклов Z, определитель которой равен 
единице.

В переменных f lt f 2, . . . ,  f v, g, интеграл (3.12)
примет вид

• M P i .  f t ,  . . . .  PS,) =  (QS' 8 ( У  л )  f  •• f  d Ti -
^' = l V ’ XR,(S- "

■So—1
П  S(5j)P (9l, ... , qSi)

... ... ^ So_, ^ ------------------------ . (3.14)
Л  (nt j  —  qj  —  h )
/=1

Используя характеристическое свойство «S-функций», 
проинтегрируем (3.14) по переменным £„ £2, Es _ , .
В результате интегрирования получим следующее пред­
ставление для Уф (р{, ... , ps ):

З ф { Р н  •••• PsI)  =  (0S' 8 ( 2  P l)  i  dTl ^  X
v = i / Rh

x jP j ..(7)-te,W) _ (315)
П  (m? — fly (тг) — fr)
/=•

где векторы fy(j) (j =  1, 2, , S t) определятся из урав­
нений (3.13), если в них положить все g,(j =  1, 2, . . . ,  5 0 — 
— 1 равными нулю, т. е.

<7/ =  ( 2 " т); ( / = 1 , 2 ,  . . . ,V) ,  (3.16)

<?,.= ( Z ^ j - I D T 1 =  v-l-1, ..., S t).

Если теперь в интеграле (3.15) перейти к сферическим 
координатам в пространстве : (р, ю), где сй=(ср1,...ф4ч_ | )— 
угловые координаты на сфере S4v_1 размерности (4v— 1), 
то подынтегральное выражение при р -> оо (равномерно по 
со 6 S 4v-1) ведет себя как функция вида ( p2S>~(4v_1,_*) 1 ,



Отсюда следует, что для сходимости интеграла (3.15) при 
р -* -о о  необходимо потребовать выполнения неравенства

2St — (4v — 1) — А >  1, (3.17)

которое совпадает с неравенством (3.7).
Дальнейшее исследование интеграла Фейнмана, в част­

ности, исследование аналитических свойств выражения
(3.6) как функции внешних импульсов частиц ри р2, ..., pSi , 
связано с параметрическим представлением, или так на­
зываемым «а»-представлением интеграла Фейнмана [1].

Вывод «а»-представления и многочисленные примене­
ния этого представления к исследованию свойств интегра­
ла Фейнмана подробно рассматриваются в книге [7].
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