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ПРЕДИСЛОВИЕ

У ж е простейшая математическая абстракция явлений 
реальной действительности — прямая линия — рассматри­
вается с разных точек зрения различными математичес­
кими дисциплинами. Т ак , алгебраический подход к изу­
чению этого объекта состоит в описании его свойств как 
множ ества, к элементам которого можно применять «опе­
рации», и в получении его алгебраической модели на ос­
новании этих свойств, абстрагируясь от свойств тополо­
гических. С другой стороны, топология абстрагируется 
от алгебраической структуры  объекта и строит формаль­
ную модель прямой линии, выделяя в качестве основы 
модели «непрерывность» прямой линии. Анализ рассмат­
ривает прямую и ф ункции на прямой в единстве всей 
системы их алгебраических и топологических свойств, 
получая свои основные выводы путем использования 
взаим освязи  алгебраической и топологической структур.

Т а к а я  ж е картина наблюдается и на более высоких 
ступ ен ях  абстракции. Алгебра изучает линейные прост­
ран ства , группы, кольца, модули и т. д. Топология — 
различного  рода структуры  на произвольных множест­
вах , придаю щие математический смысл понятиям предела, 
непрерывности, окрестности и т. д. Ф ункциональный 
ан ал и з рассматривает топологические линейные простран­
ства, топологические группы, нормированные кольца, 
модули представлений топологических групп в топологи­
ческих линейных пространствах и т. д, Таким образом, 
основным предметом изучения функционального анализа 
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следует считать объекты, наделенные согласованны ми 
алгебраической и топологической структурами.

Курс ф ункционального анализа, впервые прочитанный 
на механико-математическом факультете М ГУ А. Н. К ол­
могоровым и традиционно включающий в себя теорию 
меры и интеграла Лебега, в основном посвящ ен класси­
ческим разделам ф ункционального анализа . П редлагае­
мая читателю книга является результатом попытки обоб­
щения и систематизации опыта преподавания авторами 
этого курса на механико-математическом ф акультете МГУ 
и преследует следующие цели.

И зложить необходимые теоретические сведения по 
курсу анализа III  в объеме программы математических 
факультетов университетов.

Снабдить преподавателей, читающих лекции и веду­
щих упраж нения по анализу  III (или ф ункциональном у 
анализу), а такж е студентов, изучающих этот предмет, 
пособием, органически соединяющим в себе учебник и з а ­
дачник с достаточно подробными указаниям и к решениям 
задач.

Д ать  читателю представление о некоторых элементах 
аппарата, используемого для решения задач современного 
функционального анализа (категории, ф ункторы , прост­
ранство когомологий, характеры  групп и т. д .).

Снабдить читателя пособием, пригодным д ля  сам остоя­
тельного изучения классических глав ф ункц иональн ого  
анализа и освоения методики решения соответствую щ их 
задач.

Книга делится на три тесно связанны е меж ду собой 
части — теорию, задачи и указан ия к реш ению задач. 
Соответствующие разделы каж дой из трех частей объеди­
нены общим названием. Главы подразделяю тся на п араг­
рафы, а параграфы — на пункты (кроме главы  I). Система 
деления книги на пункты может быть рекомендована 
в качестве схемы примерного распределения материала 
по семинарским занятиям , где на м атериал каж дого 
пункта отводится 1— 3 занятия в зависимости от направ-
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ленности курса, уровня подготовки студентов и их инте­
ресов. П о каж дому пункту приводится 23 задачи различ­
ной трудности, причем те, которые составляют необходи­
мый минимум, помечены круж очком, а сложные — звез­
дочкой. Небольш ое число особо трудных задач отмечено 
двумя звездочками. Реш ения этих задач могут быть из­
лож ены  преподавателем либо предложены студентам как 
темы индивидуальны х докладов. С другой стороны, за­
дачи с круж очком  разумно рекомендовать для письмен­
ных контрольны х работ.

Авторы благодарны С. М. А гаяну, А. В. Зелевин- 
скому и А. В. Трусову за помощь в составлении у каза ­
ний к реш ениям задач.

А . А . Кириллов 
А . Д . Гвишиани



Ч А С Т Ь  I 

ТЕОРИЯ

Г Л А В А  I

СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 
И ТОПОЛОГИИ 

§ 1. Отношения. Аксиома выбора и лемма Цорна

Пусть X  — множество, Я  — подмножество в X X X . 
Говорят, что точки х  и у  из X находятся в отношении Я, 
и пишут хЯ у, если (х , у) е  Я.

П р и м е р ы  о т н о ш е н и й .  1) Отнош ение равенства:
#  =  Дх =  {(л:, х ) \х < = Х \ .

2) Отношение порядка на вещественной прямой:

Я =  {(х, у ) \ х ^ у } .

3) Отношение линейной зависимости в линейном прост­
ранстве Ь над полем К:

Я =  {(х, у ) \ у  =  0 либо х  =  ку,  к ^ К \ .

Отношение Я  называется отношением эквивалентно­
сти, если оно обладает свойствами:

1) р е ф л е к с и в н о с т и :  (х, х ) ^ Я  \ / х е Х  (или
Я  Д*);

2) с и м м е т р и ч н о с т и :  (х, у) ^ Я = > ( у ,  х ) е й  (или 
Я'  =  Я,  где Я'  означает транспонированное отношение:
Я 'Н ( * .  у) \ ( у >

3) т р а н з и т и в н о с т и :  (х, у) е  Я  и (у, г) е Я => 
=2>(х, г ) е 1 ?  (или Я ° Я с : Я ,  где зн ак  • означает компо­
зицию отношений: Я 1*Я2 =  {(лг, г) [ 3 у. {х, у)  е  /?х, (у, г) е  
е  /?,}).

Пусть Я — отношение эквивалентности. В этом случае 
будем писать х ^ у  вместо х Я у  и говорить, что х  эквива­



лентен у . Обозначим через Я (х ) совокупность всех эле­
ментов из X , эквивалентных х . И з свойств 1), 2), 3) 
вытекает, что подмножества вида /? (х) исчерпывают все X  
и попарно либо не пересекаются, либо совпадают. Эти 
подмножества называю тся классами эквивалентности. Сово­
купность классов эквивалентности обозначается Х (^  
и назы вается фактормножеством X  по отношению Р.

П р и м е р ы .  1) Проективное пространство Р ( Ц ,  с в я ­
занное с данным линейным пространством 2) Фактор- 
пространство линейного пространства по под­
пространству ¿ 2  (Для х > считаем, что х ~ у ,  если
х  — у<= Ь 2). 3) Совокупность вычетов по модулю п. 4) Сово­
купность положительных рациональных или всех целых 
чисел как  классов эквивалентности пар натуральных 
чисел.

Отнош ение Р  на множестве X  называется отношением 
частичного порядка, если оно обладает свойствами:

1) т р а н з и т и в н о с т и  (Р  с :  Я);
2) а н т и с и м м е т р и ч н о с т и  (Р [) Я ' с : Ах ).
Вместо х Р у  обычно пишут х  >  у  и говорят «х следует

за у». Е сли , кроме того, выполняется свойство
X X  (т. е. любые два элемента сравнимы), 

то отнош ение Я  называется отношением порядка.
П р и м е р ы .  1) Обычное отношение порядка на вещест­

венной прям ой. 2) Отношение вклю чения для подмножеств 
данного множества (это отношение обозначают знаком с  ), 
которое является  отношением частичного порядка (но 
не п оряд ка). 3) Отношение делимости для целых чисел 
(обычно обозначаемое знаком | ), такж е являющееся отно­
шением частичного порядка.

П одмножество У  в частично упорядоченном множестве X 
назы вается ограниченным сверху (сн и зу ), если оно допу­
скает маж орант у (м инорант у), т. е. такой элемент х  е  X ,  
что у < С х  (соотв. у~ > х)  для всех ¡ / е Г .

М нож ество X  с отношением частичного порядка Я назы ­
вается направленным множеством, если И обладает свой­
ством Я ° Я '  =  Х х Х  (другими словами, для любых х  и у  
из X  найдется элемент г, следую щий и за х , и за  у).  
Если ( X ,  Я)  — направленное множество, М  — произволь­
ное м нож ество, то отображение X в М  называется нап­
равленностью  или сетью в М . Это понятие является обоб­
щением п он ятия последовательности, к которому оно сво­
дится; если X  — натуральный р яд  с обычным отношением 
порядка.

Ю



В курсах высшей математики нередко говорят, что 
понятие мноокества «является настолько общим, что ему 
трудно дать какое-либо определение», и поэтому ограни­
чиваются указанием  ряда синонимов: набор, совокупность, 
семейство и т. д. Н а самом деле сущ ествует строгая тео­
рия множеств, в которой это понятие точно определяется 
(разумеется, не сведением к другим , более простым или 
общим понятиям, а описанием тех  свойств, которыми 
это множество обладает). При этом оказы вается , что вовсе 
не всякие «набор», «совокупность», «семейство» и т. д. 
можно считать множеством. (Н априм ер, понятие мно­
жества всех множеств, как известно, противоречиво.) Тем 
не менее сущ ествую т непротиворечивые теории с доста­
точно богатым запасом множеств.

Д ля больш инства разделов м атематики достаточно, 
чтобы рассматриваемый запас множеств содерж ал хотя бы 
одно бесконечное множество и допускал  следующие опе­
рации:

1) объединение и Х а\
а е А

2) пересечение П
а е л

3) разность Х \ У ;
4) построение множества отображ ений X  в У, обоз­

начаемого У х \
5) произведение ^ [ Ха .

а  Е Л

Здесь X , У, А и все Х а, а  е / 1 ,  являю тся множест­
вами, и мы предполагаем, что результатом  операции такж е 
является множество.

Последняя операция заслуж ивает более подробного 
обсуждения. П усть Л —некоторое множ ество и каждому 
элементу а  е Л  поставлено в соответствие непустое т о ­
жество Х а. По определению, элементом множ ества ]^[ Х а

аеЛ
является такое отображение а  I—»- ха множ ества Л в и Х а,

а е Л
что ха е  Х а для  всех а  е Л .  Если множ ество Л беско­
нечно, то существование такого отображ ения неочевидно 
(и, как  сейчас известно, не может быть выведено из его 
существования для  конечных Л и др у ги х  естественных 
аксиом). Поэтому утверждение о непустоте Ц  Х а для

а<=А
непустых Х а принимают в качестве самостоятельной 
аксиомы. Она получила название аксиомы выбора или ак-

И



сиомы Цермело. Приведем два утверж дения, эквивалентные 
аксиоме вы бора.

Л е м м а  Ц о р н а .  Если в частично упорядоченном мно­
жестве X  всякое упорядоченное подмножество ограничено 
сверху (с н и зу ), то в X  есть хотя бы один максимальный 
(м иним альны й) элемент х 0.

З а м е ч а н и е .  Термин «максимальный элемент» не озна­
чает, что х 0 > х  для  всех х е Х  (такой элемент мы будем 
назы вать наибольш им). М аксимальность х 0 означает лиш ь, 
что в X  нет элемента, следующего за х0 и отличного от х0.

Т е о р е м а  Ц е р м е л о .  Каждое множество можно 
вполне упорядочит ь, т . е. ввести на нем такое отноше­
ние порядка, при  котором любое подмножество содержит 
наименьш ий элемент.

Оба эти утверж дения являю тся, по существу, обоб­
щением известного принципа математической индукции 
и заменяю т этот принцип в тех случаях , когда прихо­
дится иметь дело с несчетными множествами.

Ч итателю , желающ ему подробнее познакомиться с осно­
вами теории множеств, мы рекомендуем просмотреть 
«Сводку результатов» книги [6], а такж е предисловия 
автора и редактора перевода к этой книге.

§ 2. Пополнения

О п р е д е л е н и е .  Метрическое пространство X  назы­
вается полным, если всякая фундаментальная последо­
вательность имеет предел в X.

П олные пространства обладают важным свойством: 
в них справедливы  теорема о стягиваю щ ихся ш арах 
и принцип сжимаю щ их отображений (см., например, [18]). 
Однако часто приходится иметь дело с неполными про­
странствами. Существует замечательная конструкция, 
позволяю щ ая изготовить из каж дого неполного простран­
ства соответствующ ее ему полное пространство, присое­
диняя «недостающие» точки.

О п р е д е л е н и е .  Пусть X — метрическое простран­
ство. П ополнением X  называется метрическое простран­
ство У, обладаю щ ее свойствами:

1) У — полное пространство;
2) в У  есть подмножество У0, изометричное X;
3) Уо плотно в У (т. е. замы кание У0 совпадает с У; 

другими словам и, каж дая точка из У является предель­
ной для У0).



П р и м е р .  Множество R вещ ественных чисел является  
пополнением множества Q рациональны х чисел с обычным 
расстоянием.

Т е о р е м а  1. Каждое метрическое пространство X  
допускает пополнение Y . Любые два пополнения Y ' и Y "  
пространства X  изометричны, причем  связывающая и х  
изометрия оставляет на месте т очки из X .

Д оказательство состоит в явной конструкции попол­
нения. Обозначим расстояние на X  буквой d. П усть F  — 
множество всех фундаментальных последовательностей то ­
чек из X .  Если х  =  {хп} и у  =  \ у п } — две точки из F,  то 
числовая последовательность d ( x n, у „) будет фундамен­
тальной, так  как  | d (хп, у„) — d (хт, у т) \ *=£ d (хп, х т) +  
+  d ( y n, у т). Значит, эта последовательность имеет предел, 
который мы обозначим d(x,  у).  В еличина d( x ,  у) обладает 
почти всеми свойствами расстояния. В самом деле, н е р а ­
венства d (х, у)  Зй 0, d (х, y )< - d (х, z) +  d  (у, г) и равенства 
d (х, х) =  0, d (х, y) =  d (у, х) легко  получаю тся предель­
ным переходом из соответствующих неравенств и равенств, 
где вместо х , у , г стоят х п, у п, zn. Н е  вы полняется лиш ь 
свойство отделимости: d(x,  у) =  0 не означает, вообще 
говоря, что х  =  у.

Введем на F  отношение R  =  {(*, у) \ d  (х, у) =  0}. Из п р и ­
веденных выш е свойств величины d ( x ,  у)  следует, что R  —  
отношение эквивалентности. П оложим Y  =  F ^  и опреде­
лим расстояние на Y,  полагая d ( R ( x ) ,  R( y ) )  =  d(x ,  у). 
П роверка корректности этого определен ия предоставляется 
читателю.

П окажем теперь, что Y  — пополнение X. Д л я  этого 
рассмотрим отображение <р: X -*■ Y ,  которое каж дой точке 
х  ставит в соответствие класс (р (х),  содерж ащ ий постоян­
ную (и, следовательно, фундаментальную ) последователь­
ность х  — (х, X, х,  . . . ,  х, . . . ).  Ясно, что отображ ение ср 
изометрично. Мы обозначим через Y 0 образ X при отоб­
ражении ф. Д алее , пусть у — любой элем ент из F  и {хп} е  
œ  F  — какая-н ибудь последовательность из класса у. 
Тогда

lim  d  (Ф (хп), у ) =  lim  lim  d ( x n, х т) =  0.
п-*- ОО /1-*СО/П-+СО

Это значит, что у  является пределом последовательности 
{ф (хп)} и, значит, предельной точкой д л я  Y 0.

Докаж ем полноту Y.  П усть \ у п) — ф ундам ентальная 
последовательность в Y.  Так к а к  Y 0 плотно в Y,  мож но



указать таку ю  последовательность (ф(л:п)} в Y 0, что 
d ( y ( x n), у п) -* -0 .  Я сно, что {уп\ и {ф(х„)} сходятся или 
расходятся одновременно. Но последовательность {ц>(х„}} 
имеет своим пределом точку у  — класс последовательности 
{хп}. В самом деле,

lim  d  (ф (хп), у) =  lim lim  d (хп, х т) =  0.
п -*■ со п -*• со т ->со

П усть теперь Y '  и К" — два пополнения X и ф ': X Y'0, 
ф": X ->  Y I  — соответствующие изометрические отображе­
ния. Рассмотрим отображение г|!0 =  ф '.(ф " )  1 из Y (" в Y„. 
Оно изометрично и, значит, переводит фундаментальные 
последовательности в фундаментальные. П оскольку Y ’ и Y" 
полны, фундаментальны е последовательности в Yö ( YЦ) 
являю тся сходящ им ися в Y ' (Y"). Это позволяет продол­
жить изометрию г|?0: Y „ - ^ Y ^  до изометрии \|j: Y ” - > F ' , 
полагая ( l im ф„) =  Пш г|’0 (ф«)- Теорема доказана.

п —► со п-*со
П рактически  пополнение чаще строится с помощью 

другой конструкции .
Т е о р е м а  2. П уст ь М  — полное метрическое простран­

ство и X  — подмножество в М . Тогда X  полно тогда и только 
тогда, когда оно зам кнут о в М . В  частности, в качестве 
пополнения X  можно взять его замыкание в М.

(По поводу доказательства см. задачу  31.)
П р и м е р .  П ополнением интервала (а, Ь) относительно 

обычного расстояни я является отрезок [а, ¿] — замыкание 
интервала (а, Ь) в R.

§ 3. Категории и функторы

Многие определения и конструкции, употребляемые 
в математике, удобно получать из небольшого числа общих 
понятий, которы е в последнее время составили особую 
область и ссл ед о в ан и я— теорию категорий. Мы познакомим 
читателя с элементами этой теории.

Говорят, что задан а категория К , если задана совокуп­
ность (вообще говоря, не множество, см. § 1) Ob (К) объектов 
категории и д ля  каж дой пары объектов А , В указано мно­
жество Мог (Л , В) морфизмов категории  из Л в В. При этом 
морфизмы м ож но перемножать, т. е. задано отображение 
Мог (Л, В) х  Мог (В , С )-> М о г(Л , С): образ пары морфиз­
мов /  е  Мог (А , В) и g  е  Мог (В, С) принадлеж ит Мог (Л , С) 
и обозначается g - f .  Предполагается, что он обладает



обычными свойствами композиции отображений: /г « (£« /) =  
=  Для /  <= Мог (А,  В), £  е  Мог (В, С), к е  Мог (С,  О ) .
Кроме того, в множестве Мог (Л , Л) выделен так н а зы в а е ­
мый единичный морфизм, обозначаемый 1д и обладаю щ ий 
свойствами: 1 л ’/  =  /, £*1л  =  £ Д л я  всех / е М о г ( В ,  Л) ,  
¿ е М о г ( Л ,  В). Часто для наглядности объекты категори и  
обозначают точками, а морфизмы — стрелками, соединяю ­
щими эти точки.

П р и м е р ы .  1) Категория множеств (объекты — м н о ­
жества, морфизмы —отображения множеств).

2) К атегория групп (соотв. колец, алгебр) (объекты — 
группы (соотв. кольца, алгебры ), морфизмы — гомомор­
физмы).

3) К атегория топологических пространств (объекты —  
топологические пространства, морфизмы —непреры вны е 
отображения).

4) К атегория линейных пространств надданным полем К  
о б ъ е к т ы  —  линейные пространства над К, морфизмы — л и ­
нейные операторы).

Д ва объекта Л и В категории К  называются изоморф ­
ными, если существуют таки е морфизмы /  е  Мог (Л , В )  
и § е М о г ( В ,  Л),  ч т о / - £ = 1 в ,

Объект Л в категории К  назы вается универсальным  
отталкивающим *) объектом, если для любого объекта В  
из К  множество Мог (Л, В) состоит ровно из одного э л е ­
мента. (В ы раж аясь наглядно: из точки Л в любую д р у гу ю  
точку В  ведет ровно одна стр ел к а .)

П окаж ем в качестве упраж нения на введенные п о н яти я , 
что любые два универсальных отталкиваю щ их объекта А  
и В  изоморфны (если они сущ ествуют). В самом д ел е , 
пусть /  — единственный морфизм из Л в В  и £  — единствен­
ный морфизм из В в Л. Тогда / * £ е М о г ( В ,  В ) , ё °!  е  
<= Мог (А,  А).  Но Мог (В, В) содерж ит единственный элем ент 
1В (поскольку В универсален), а Мог (Л, Л) — единственный 
элемент \ А (поскольку А универсален). З н а ч и т , / • £ =  1д,

П окаж ем теперь, что понятия фактормножества и п о п о л ­
нения являю тся частными случаям и  понятия ун и вер сал ь­
ного объекта. В первом случае мы рассмотрим следую щ ую  
категорию  К,  построенную по м нож еству X  и отношению /?. 
Объектом К  будем считать отображ ение <р множества X

*) Слово «отталкивающий» мы для краткости будем иногда о п у с ­
кать,



в какое-нибудь другое множество У (свое для каж дого 
объекта), обладающ ее свойством: х Я у  => ф (х) — ф (у). Мор­
физмом объекта ф: Х - у У  в объект -ф: Х - ^ - 1  назовем 
такое отображение %: У  - у  I ,  для которого коммутативна 
диаграмма

Последнее означает, что Х”ф =  'ф- (Вообще, коммутатив­
ность диаграммы, составленной из объектов и морфизмов 
некоторой категории, означает, что для любого пути из 
одной точки диаграммы  в другую по стрелкам  этой диа­
граммы произведение соответствующих морфизмов зависит 
только от начального и конечного объектов, а не от выбора 
пути. В приведенном выше примере есть два пути из X  
в 1 ,  что и дает условие х ° ф =  "Ф1-)

Проверим, что каноническая проекция р\ Х - у Х ^  
является универсальны м объектом в категории К • Пусть 
ф: X -* - У — объект из К- Рассмотрим диаграмму

Легко убедиться, что условие коммутативности одно­
значно определяет отображение, соответствующее пунктир­
ной стрелке. Это значит, что М ог(р, ф) состоит из одного 
элемента. Поэтому р: X  -> Х д а  — универсальный объект.

Разберем теперь конструкцию пополнения. П усть X  —  
метрическое пространство. Рассмотрим категорию  К , объек­
тами которой являю тся  изометрические отображения 
ф: X  -*■ У, где У — полное метрическое пространство (свое 
для каж дого объекта). Морфизмом из ср: X - у  У в X - у г  
назовем такое изометрическое отображение %: У - y Z ,  для 
которого коммутативна диаграмма (1).

Проверим, что каноническое вложение ф пространства X  
в его пополнение У  является универсальным объектом. 
В самом деле, д ля  любого объекта г|): X  - у  Z  диаграмма

(1)



может быть единственным образом достроена до ко м м у та­
тивной диаграммы вида (1). Искомое отображ ение % о п р е ­
деляется на подмножестве ф (X) по формуле % =  г|; - ф-1 
(условие коммутативности), а дальш е расп ростран яется  
по непрерывности:

Х (Н т# „) =  Н т х (г /л).

Отметим, что единственность пополнения (с точностью  
до изометрии) вытекает из доказанной выше общ ей теорем ы  
об изоморфизме универсальны х объектов.

Одно из основных понятий в теории категорий  — п о н я ­
тие функтора.

О п р е д е л е н и е .  Ковариантным функтором  из к а т е ­
гории Кх в категорию К 2 называется отображ ен ие F, 
которое каждому объекту А  из Кх ставит в соответствие 
объект F (А) из /С2, а каж дом у морфизму Ф из Мог (А , В ) — 
морфизм F ( ф) из Мог (/•'(Л), F  (В)),  причем вы п олн яю тся  
условия:

1) Р ( 1 л ) =  1 ^ ;
2) F (ф-я|>) =  F  (ф)«/7 (г|)).
Часто такж е встречаю тся отображ ения F  катего р и й , 

ставящ ие в соответствие каж дом у морфизму ф е  М ог (Л , В)  
морфизм F  (Ф) е  Мог (F(B),  F  (Л)) и удовлетворяю щ ие 
вместо условия 2) условию

2')
Они называются контравариантными ф ункт орам и.
П р и м е р ы .  1) Переход от метрического п ространства 

к его пополнению является  ковариантным ф унктором  
из категории метрических пространств в категорию  полны х 
метрических пространств (морфизмами в обеих катего р и ях  
являю тся изометрические отображ ения).

2) Переход от линейного пространства L  н ад  полем К  
к двойственному пространству L ' (пространству /( -л и н е й ­
ных функционалов на L) является кон травари ан тн ы м  
функтором из категории линейных пространств над  К  
в себя.

3) Д л я  любой категории К  отображ ения Л —  Мог (-, Л) 
(соотв. Л —. Мог (Л, •)) продолж аю тся до ко вар и ан тн о го  
(соотв. контравариантного) функтора из К  в категорию  
множеств. Д ля этого нуж но морфизму ф (= Мог ( А г, Л 2) 
поставить в соответствие отображение Мог (•, Л х) в 
Мог(-, Л 2) (соотв. М ог(Л 2, •) в М о г(Л 1( •)), состоящ ее в 
умножении слева (справа) на морфизм Ф.



С овокупность ковариантны х функторов из К х в К 2 
сам а образует категорию Соу (Кх, К 2). Морфизмами в ней 
яв л яю тся  так  называемые функторные морфизмы или 
естественные преобразования функторов. Они определя­
ю тся т а к : пусть /71 и Р 2—функторы из К 1 в К 2. Морфизмом ф 
из /•'х в Р 2 назы вается такой набор отображений 
Ф (Л ) е= МоГ/с2 (Л), .Р2 (Л)) (где А пробегает ОЬ (Кг)), 
что д л я  любого гр е  М о г ^  {А, В)  коммутативна диаграмма

(в)
<р(Л)| |ф (В)

Р Л А ) ^ Щ Р Л В)

А налогично определяется категория Соп! (/Сл, К 2) 
контравариантны х ф ункторов из К х в К 2-

М ногие утверж дения о функторах достаточно доказы ­
вать  только  в случае ковариантных функторов в силу 
следую щ его общего приема. Д л я  любой категории К  опре­
делим  дуальную категорию К 0, для которой ОЬ (/<С0) =  ОЬ (К),  
Могк ° ( А ,  В)  =  Мотк (В , А ), а произведение в кате­
гории К 0 определяется как  произведение £ ° /  в катего­
рии К.  Иногда говорят, что К 0 получается из К  обраще­
нием стрелок. Ясно, что контравариантный функтор из К х 
в К 2 — это то же самое, что ковариантный функтор из К\ 
в К 2 (или из ^ 1  в К*).

Д в е  категории К х и К 2 называют эквивалентными, 
если существуют такие ковариантные функторы /•': К х ->  К 2, 
С: К 2~ > К г, что функторы Р°  С и б » /7 изоморфны тождест­
венным функторам в категориях  С о у  (К2, К 2) и С о у  (К у, К х) 
соответственно.

П р и м е р .  Знаменитые три теоремы Софуса Ли вместе 
с теоремой Эли К артана по существу утверждают экви­
валентность трех категорий: категории односвязных групп 
Л и, категории локальны х групп Л и и категории вещест­
венных алгебр Ли.

Б о л ее  простой п р и м е р :  категория дискретных топо­
логических пространств (в которых все подмножества 
откры ты ) эквивалентна категории множеств.

Хорош ей иллю страцией к понятию эквивалентности 
категорий  является

Т е о р е м а  3. Если в категории К  все объекты изо­
морфны, то К  эквивалентна категории К п, состоящей 
из одного объекта А 0 е  ОЬ (Л") и всех морфизмов из 
Мог/<• (Л 0, Л„).



Примером такой категории может служ и ть  категория 
п-мерных линейных пространств над данным полем или 
категория всех групп из р  элементов (р — простое число).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем для каж дого  объекта 
А  е  О Ъ К  ф иксированный изоморфизм а  (А): А  - у  А 0 и пост­
роим функтор Р: К ^ ~ К 0 следующим образом: Р (А)  — А 0 
для всех Л е О Ь Л Г ;  если р е  Мог (Л , В),  то положим 
Б  (Р) =  а  (В) ° Р «а ( А) - 1 е  Мог (Л 0, Л0). Кроме того, обозна­
чим через (2 функтор влож ения К й в К .  Я сно, что 
/*■»0 =  1 /с0, 0 ° Р  =  Р. П окаж ем, что функторы Р  и 1* изо­
морфны. Д ля этого определим функторные морфизмы ср: 
Р  -> 1 к  и -ф: 1 к~*-Р  т а к > чтобы ф - 1|) =  г|з»ф =  1. П о опреде­
лению функторного морфизма, для любого р следую щ ие 
диаграммы должны быть коммутативны:

А В  А  - 2 - 5
Ф (Л )| |  Ф (В) ф(<4 ) |  [ 'К В )

л РШ А А А/10 * Л о л 0 /1д

Кроме того, долж ны выполняться соотнош ения 
Ф (Л) "т); (Л) =  1^, г|э (Л) • ф (Л) =  1 д . Ясно, что этого можно 
добиться, полагая ф( Л)  =  а ( Л ) 1, г |з ( Л ) = а ( Л ) .  Теорема 
доказана.

Г Л А В А  II

ТЕОРИЯ М ЕРЫ  И ИНТЕГРАЛА.

§ 1, Теория меры

1. Алгебра множеств. П усть X  — некоторое множество. 
Через Р  (X ) будем обозначать совокупность всех подмно­
жеств множества X .

О п р е д е л е н и е .  Кольцом подмножеств множ ества X  
называется непустое семейство Я  с :  Р (X) ,  зам кнутое отно­
сительно операций объединения, пересечения и разности.

В этом случае Я  замкнуто такж е относительно опера­
ции симметрической разности Л Д  В =  (Л и # ) \ ( Л  П В)  =  
=  ( Л \ В ) и ( й \ Л ) .

У с и л е н и я  с т р у к т у р ы  к о л ь ц а .  1) Алгеброй  
множеств назы вается кольцо Я  с  Р  (X), содерж ащ ее 
в качестве элемента все множество X .

2) и-кольцом  называется кольцо Я, зам кн утое относи­
тельно операции счетного объединения.



3) 8-кольцом  назы вается кольцо, замкнутое относи­
тельно операции счетного пересечения.

4) а-алгеброй  (соотв. 8-алгеброй) называется кольцо, 
которое одновременно является алгеброй и сг-кольцом 
(соотв. 6-кольцом).

О с л а б л е н и е  с т р у к т у р ы  к о л ь ц а .  Полукольцом  
н азы вается  семейство Б с  Р (X), замкнутое относительно 
пересечения и обладающее свойством: если А , 5 е 5 ,  то 
сущ ествую т такие С и  . . . ,  Сп <= Б , что Л \ В  =  С\ |_ | С 2 1_|. . .
.. .1__I Сп (символ и  означает дизъюнктное объединение,
т. е. объединение непересекающ ихся множеств).

П р  и м е р ы .  1) Совокупность 5  всех полуинтервалов 
вида [а, Ь) на вещественной прямой является полуколь­
цом, но не кольцом.

2) Если 7?! с : Р ( Х г) и ^ ¡ с Р  (Х 2) — кольца множеств, 
то семейство

явл яется  полукольцом (но, вообще говоря, не кольцом). 
То ж е верно, если и Р 2 — полукольца (см. задачи 79 
и 80).

Е сли  5  — любое семейство подмножеств X,  то среди 
колец (соотв. а-колец), содержащ их 5 , имеется минималь­
ное. О но обозначается Я  (5) (соотв. (5)) и называется 
кольцом  (соотв. о-кольцом), порожденным 5  (см. задачу 76).

П усть А  — подмножество в X . Характеристической 
ф ункцией  подмножества А  называется функция Хл на X, 
задан ная  условием

Удобно считать, что значения характеристической ф унк­
ции — не числа, а вычеты по модулю 2. В этом случае 
будут справедливы равенства (см. задачу 86)

! )  1 а , { \а 1 =  Х а 1 -%а 2,

ХЛ,иЛ2 ХЛ1-|- ХЛ2 Хл̂  * ХЛ2>
3 ) ХЛ1ДЛ8 Х Л , +  ХЛ2»

Х л , \ л 2 Х л ( Х л, * Х-Л2*

П усть X — топологическое пространство, и  а  Р  (X) — 
семейство открытых множеств в X . Элементы /?е ((/) назы ­
ваю тся борелевскими подмножествами в X.

/^1 х ^ 2 =  { Л х В е Р ( Х х У ) | Л е / ? 1, В е ^ 2}



П р  и м е р .  Множество всех рациональны х точек отрезка 
[О, 1 ] является борелевским множ еством на вещественной 
прямой.

2. Продолжение меры.
О п р е д е л е н и е .  Мерой на п олукольц е 8  а  Р{Х)  

называется вещ ественная неотрицательная ф ункция ¡.I на 5 , 
обладающая свойством аддитивности:

р. {А |—| В) — р {А) +  р  (В).

Мера р. назы вается счетно-аддитивной (или а-аддитив- 
ной), если она обладает свойством:

( со \ оо

( 1)
А = 1 / /¡ =  1

оо

(Более точно: если все А и и к принадлеж ат 5 ,  то
*=  1

правая часть равенства (1) сходится и ее сумма равна 
левой части.)

П р и м е р ы .  1) Пусть х0 — ф и кси рован н ая  точка X .  
Д л я  любого множества А сг X полож им

/ а \ - 1  1' если А <
^  \ 0, если х 0 ф  А .

Это — ст-аддитивная мера на Р ( Х ) .
2) П усть 5  — рассмотренное выше полукольц о  полу­

интервалов вида [а, Ь) на Я. П олож им р. ([а, Ь)) =  Ь — а. 
Тогда р — мера на 5 . Счетная аддитивность этой меры 
будет установлена ниже.

Т е о р е м а  1. Всякая мера р ' на  полукольце  5  одно­
значно продолжается до меры р на кольце Я  (5). Е сли  
исходная мера счетно-аддитивна, то тем же свойством 
обладает и ее продолжение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся тем, что каж дое
П

множество Л е ^ ( 5 )  имеет вид А — И  А,„ Л* е= Я (см.
к=  1

задачу 77). Поэтому величина [х(Л) (если она определена)
п

должна равняться М а)- П окаж ем , что это равен-
* = 1

ство действительно определяет меру р. на Я (8).



1) К о р р е к т н о с т ь  о п р е д е л е н и я .  Пусть А к,
т  п

|  [ А к — А.  П оложим Ckl =  A k {]Bt. Тогда 
/ =  i * =  i

ясно, что А к =  ] Д  Ckl, B t =  J J  Сы. Поэтому ^  ц ' ( А к) =  

=  2 У  (£ « )  =  . £  И/(Я/)-
к,  I  I

п

2) А д д и т и в н о с т ь .  Пусть А  =  j [ А к, А к е  R  (S).
к  =  1

лм*>
П оложим А к =  |_ | Сы, где Cw e S .  Тогда Л =  \ \ С к1 и

¿ =  i k,i 
N  (k ) п

И (Л) =  2  И-' (Сы) =  ц' (СА/) =  ¿ ]  м- (Л,г). Остается
k ,  I  к  1 =  1 к =  1

проверить ст-аддитивность продолженной меры ц, если
СО

исходная м ера ст-аддитивна. П усть А — И  А к, A, A u ee
k =  1

п N  (k )

e = # ( S ) .  Т огда Л =  } ] В/( А к =  \ \ В к1, где B h B k l t =S .  
i =  1 i =  1 

П оложим C iw =  B t П В «. Имеем

M- ( ^ ) =  ¿ j  H- (^¿) =  ¿ j  2 ]  H- (C m ) =  (Сш) =  (Ak)-
i  l  к ,  l  к  I ,  l  к

(Мы воспользовались соотношениями В г — L I  =
к ,  I

=  Ц  и возможностью менять порядок суммирования 
i. i

в рядах  с неотрицательными членами.) Теорема доказана.
В аж ны м свойством счетно-аддитивных мер является 

счетная монотонность: если А , А к ^  S  и А  с  U А к, то
М Л Х 2 Х Л ) .

О казы вается , счетно-аддитивная мера, заданная на по­
лукольц е 5 ,  продолжается не только на кольцо R  (S) и 
даж е не то ль ко  на а-кольцо R a (S),  но на гораздо более ши­
рокую совокупность так называемых измеримых множеств.

О п р е д е л е н и е .  Пусть задано множество X, полу­
кольцо S  cz Р  ( X)  и ст-аддитивная мера ц на S.  Д ля лю­
бого А  е  Р  (X ) определим внешнюю меру ¡л* (Л) равен­
ством

оо со

М.*(Л) =  М  £  ц (А к), Л с= J  Л*, ЛАе 5 .
4 = 1  к = 1



Н азовем подмножество Х е Р ( X )  измеримым по Л е ­
бегу относительно меры fx, если для любого е >  0 н а й ­
дется такое множество В  е  R  (S),  что ji* (ЛА В) <С е. 
(В дальнейшем множества, измеримые по Л ебегу о тн о ­
сительно меры (х, будут для краткости назы ваться просто  
измеримыми  или fx-измеримыми , если надо подчеркн уть ,
о какой  мере ¡х идет речь.)

П усть теперь кольцо R  (S )  является  алгеброй (т. е. со ­
держит максимальный элемент X ). В этом случае с п р а ­
ведлива

Т е о р е м а  Л е б е г а .  Совокупность L ( S ,  ¡х) и зм е р и ­
мых множеств образует о-алгебру, на  которой (х* являет ся  
а-аддитивной мерой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П роверим сначала, что д ля  м н о ­
жеств из исходного полукольца S  (соотв. R  (S)) вн еш н яя  
мера совпадает с исходной мерой ц/ (соотв. с ее про-

СО

должением ¡х). В самом деле, если А  е= R (S) и А  с  U
k =  1

СО

то [х(Л )й^ \ i ( Ak) в силу счетной монотонности меры ¡д.. 
k =  \

Переходя к нижней грани по всем покрытиям, мы п о л у ­
чаем отсюда, что |х (Л )< [х * (Л ) . С другой стороны , по-

П

скольку  Л е К  (S), можно представить Л в виде Л =  B k,
£ =  1

П

где B k е  S.  Поэтому ¡х* (Л) [д,(£/г) =  ^ (Л ). О тметим,
k  =  \

что из самого определения внешней меры легко вы водится
СО

•ее счетная монотонность: если А  с= ( J  А к> то
* =  1

00

<  2  И-* (Л*)-
k =  1
Оставш уюся часть доказательства теоремы можно к р а т к о  

описать следующим образом. Элементы кольца R  (S ) о б ­
разуют некоторое неполное метрическое пространство, 
на котором мера р является  равномерно непреры вной 
функцией. Измеримые множ ества — это точки поп олн ен и я , 
а мера р* — продолжение по непрерывности ф ункции ¡л 
(см. задачи 98, 99).

Перейдем к деталям. О пределим расстояние м еж ду  
множествами Л и В  формулой d ( A ,  Б ) =  [х * (Л Д Б ). Д л я



проверки обычных свойств расстояния полезно отметить, 
что само множество А  Д В  можно рассматривать как  свое­
образное «расстояние» между А и В, принимающее зн а­
чения не в числах, а в множествах. Аксиома треуголь­
н и ка для этого расстояния имеет вид (см. задачу 70)

Л Д В  с  { А А С )  и ( ВАС) .

Отсюда и из монотонности ц* непосредственно следует 
обычная аксиома треугольника: с/(А, В ) ^ й ( А ,  С) +  
+  с/(В , С). Свойства й ( А ,  В) =  с1(В, А) и ё ( А ,  В ) ^ 0 
очевидны. Последнее свойство й (А,  В) =  0 => А  — В,  вообще 
говоря, не вы полняется. Стандартный выход из этого за ­
труднения состоит в том, что мы объявляем множества 
Л и В эквивалентными, если й ( А ,  В) =  0. Ф ункция й 
переносится на классы  эквивалентных множеств и обла­
дает там всеми свойствами расстояния.

Теперь определение измеримого множества можно сфор­
мулировать так: множ ество А измеримо, если оно с лю ­
бой точностью приближ ается множествами В из Я (Б). 
Д ругим и словами, совокупность Ь (Б) измеримых множеств 
совпадает с замы канием  (5) в построенном метрическом 
пространстве. М ожно показать (см. задачу 99), что про­
странство Р ( Х )  (точнее, соответствующее факторпрост- 
ранство классов эквивалентны х множеств) полно. Поэтому 
Ь  (5 ) можно такж е рассматривать как  пополнение Я  (5).

П режде всего проверим, что Ь( Б)  является  алгеброй. 
П усть А г и А 2 измеримы, т. е. для любого е > 0  най­
дутся такие множества В г и В 2 из Я (Б), что |х* (Л ХД В Х) < е  
и М-* (Л 2Д В 2) <  е. Тогда (см. задачу 71) будут справед­
ливы оценки

( (Л1 \ ] А , ) А ( В 1\ ] В2) ) < 2 г ,
(А* ( (^ 1 П Л 2) Д ( В 1 П В 2) ) < 2 е ,

II* ( (А1 \ А 2) А ( В 1\ В 2) ) <  2а,

что доказывает измеримость множеств А г и А 2, А г |~| А„ и 
А х \  А 2.

Покажем теперь, что ¿ ( 5 )  есть а-алгебра. Пусть
СО

А к е  Ь  (5) и А  =  у  А к. Д ля любого е >  0 существуют 
к =  1

таки е  множества В к ^ 1 ? ( 8 ) ,  что ¡л* (А Д  В) <  е/2*. Поло-
СО /  СО \  I СО \

жим В =  у  В*. И з включения и  А  и  в > к
к= 1 \*=1 / \* = 1 /



С  и  ( Л Д  Вк) вытекает, что р* (Л Д  В) «£ У  ^  =  е. 
*=1 к — 1 

Д алее, пусть В ’к =  В ь \  {Вх и В 2 и . . .  и В к_г) при к  >  1 и

В'х— Вх.  Тогда Вк ^  Я  (Б) и 5 =  у  В*. П о ско л ьку  ряд
£ =  1

р. (Б*) сходится (его частичные суммы ограничены
к

ОО

числом р (Х )), существует такой  номер N , что 2  Р (Вк) <
А=Л/+1

А/

< е .  Положим В ' =  у  В'к. Тогда В ' е  Я  (5) и |х * ( В Д В ') <  
1

< е .  Отсюда р * ( Л  Д В ') * £ р * ( Л  Д  В) +  р* (В Д  В ') <  2е, 
что и доказывает измеримость А.

Проверим, что р * -с ч е тн о -а д д и ти в н а я  мера на ¿ ( Б ) .  
Л е м м а .  | р * ( Л )  — р* (В) | ==£ р* (Л Д В ) .
Другими словами, ф ункция р* равномерно непрерывна 

относительно расстояния й ( А ,  В) =  р * ( Л Д В ) .
Д оказательство вытекает из монотонности р.* и вклю ­

чений А си В [ } ( А  / \ В ) ,  В с  А  и (Л Д  В).
Пусть теперь А 1У Л 2 е н ! ( 5 )  и Л =  Л1и Л 2. Д л я  лю ­

бого е >  0 выберем В х и В2 из Я  (5) так, чтобы с1 (Л /, В , ) < е ,
I =  1, 2. Тогда й ( А , Вх и В 2) <  2е. Поэтому | р* (Л ) —
— р * (В 1и В 2) | < 2 е .  С другой стороны, р * ( В 1и В 2) =  
=  Р (В,  и в 2) =  р  (В,)  +  р (В2) -  р (В,  П В2). Но р  (Й! П в 2) =  
=  й (Вх П в 2, ф )  =  к  (Вх П В 2, Л! П л 2) <  2е, значит,
| р* (Вх и В2) — р х (В2) — р (В2) | <  2е. Соединяя все получен­
ные и исходные неравенства, получаем, что | р* (Л) —
—  р* (Л]) — р* (Л 2) | < ; 6е. П оскольку это верно для  всех 
е > 0 ,  это значит, что р* (Л) =  р* (Л х) +  р* (Л 2), т. е. р* 
аддитивна на I  (5).

Наконец, докажем счетную аддитивность р*  на Ь  (5 ).
со со

П усть Л =  Е М * -  Н еравенство р* (Л) <  2 ]  М - *  ( А к )  сле- 
к = 1 " *=1 

дует из счетной монотонности р*. Н еравенство р * ( Л ) ^
СО

^  2  Iх* получается предельным переходом из нера- 
к =  \

N

венства р* (Л) ^  Р* (^*)> которое вы текает из конеч- 
к—1

ной аддитивности и монотонности р. Теорема д о казан а .



У словие X œ R ( S )  оказы вается в ряде случаев слиш ­
ком сильным. Рассмотрим более слабое условие X ^ R a (S).

СО

Т огда X  =  J | X „ ,  где X „ e S ;  таким образом, все про-
k=\

стран ство  является счетным объединением множеств из 
п олукольца. Мера ¡х в этом случае называется о-конечной.

О п р е д е л е н и е .  М ножество А  называется измеримым  
по Л ебегу  относительно ст-конечной меры ц, если измеримы 
все множ ества ЛПХ*,  ¿ =  1, 2, . . .  Мерой А называется

ОЭ

сумма ряда 2 ц * ( Л П Х , ) ,  если он сходится, и +  оо
1 =  1

в противном случае.
Н етрудно проверить, что измеримые множества по- 

преж нему образуют ст-алгебру, а определенная выше мера [х* 
явл яется  (т-аддитивной (с очевидной поправкой: обе части 
равенства ц. (11  * . ) - 2  ¡а ( Аи) могут быть бесконечны). 

Знакопеременным аналогом мер являю тся заряды. 
О п р е д е л е н и е .  П усть X — множество и R  с  Р  (X) — 

некоторое 0 -кольцо. Вещ ественная (соотв. комплексная) 
ф ун кц и я  v на R  называется зарядом  (соотв. комплексным 
зарядом ), если она счетно-аддитивна в следующем смысле:

ОО

для любых A h <= R  из того, что A =  \ [ A k принадлежит R ,
k = \

следует, что ряд ¿ ] v ( / 4 ft) абсолютно сходится и его сумма
равн а v (/4 ) (ср. с задачей 131).

П р и м е р .  Лю бая линейная комбинация а-аддитивных 
мер на R  с вещественными (соотв. комплексными) коэф­
фициентами является зарядом (соотв. комплексным зарядом). 

О казы вается, справедливо и обратное утверждение. 
Т е о р е м а  2. Всякий заряд (соотв. комплексный заряд) v 

может быть записан в виде v =  ¡i j — u2 (соотв. v =  ¡ij —
—  H2 +  î>3 — t>4), где \ak — счетно-аддитивные меры.

О п р е д е л е н и е .  Вариацией заряда  v на множестве А  
назы вается  величина

ОО

| v j (А) =  sup 2  ! v ( А и) !, А  =  ]  J A k.
k * = i

П р и м е р .  Если v =  ¡Xi — ¡-Ц, то | v | (Л) sg (Л) +  Мя (A).  
Это неравенство превращ ается в равенство, если меры ^  
и ц2 дизъю нкт ны  на А  (т. е. существует такое разложение 
А — А х и А й, что |а2 И 1) =  М Л 2) =  0).



Т е о р е м а  3. Ф ункция  | v | является счетно-аддитив­
ной мерой на R . (См. задачу 138.)

3. Конструкции мер. Рассмотрим полукольцо S ,  состо­
ящее из всех полуинтервалов вида [а, Ь) на вещественной 
прямой. Совокупность всех мер на этом полукольце до­
пускает простое описание. А именно, сопоставим каж дой 
мере |д. на 5  функцию F№ на вещественной прямой R, 
определенную формулой

ц([0 , 0 ) при / > 0 ,
Fß (t) =  0 при t — 0,

— ц ([¿, 0)) при t <  0.

Очевидно, что функция / ^  — неубы ваю щ ая. Обратно, 
если F  — неубывающая функция на R, то можно опреде­
лить меру (д./? на S ,  полагая ¡j,f ([а, b)) — F(b)  — F(a) .  
(Проверка аддитивности ц/? предоставляется читателю.) 
Соответствие между мерами на S  и неубывающими ф унк­
циями на R становится взаимно-однозначным, если рас­
сматривать лиш ь функции с дополнительны м условием 
F (0) =  0.

Т е о р е м а  4. Д л я  того чтобы м ера ц на S  была 
счетно-аддитивной, необходимо и достаточно, чтобы соот­
ветствующая ф ункция F на R была непрерывна слева, 
т. е. F ( t — 0) =  F( t )  для всех i e R .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из соот­
ношения F( t )  — F ( t  — 0 ) =  lim  ц ([/ — е, t)) — 0. (Ср. с за-

е ->0
дачей 97.) Д л я  доказательства достаточности предположим,

СО

что [а, b) =  J  X [<2а, Ь/,). Тогда для любого N  справедливо
4 =  1

N

вклю чение [а, b) id  J [  [ak, bk) и, следовательно, |л([а, b) ) ^
А  =  1 

N

ц ([а *> Ьк)) в силу аддитивности и монотонности |Л.
*=1

Устремляя N  к  бесконечности, получаем ¡л ([а, Ь)) ^
00

^  2  И-([а л> Ьк)). Докажем обратное неравенство. Д ля 
*=1

любого е > 0  выберем положительные числа б, б2, б2, . . .  
так , чтобы вы полнялись неравенства У7 (Ь) — Р (Ь — б) <  е, 
Р ( а ь ) ~  Р ( а к — б*) < е /2 * .  Это можно сделать, так  как  /  
непрерывна слева. Заметим теперь, что отрезок [а, Ь — 6]



покры вается целиком интервалами (ак — 8к, Ьк). Значит, 
существует тако е  N , что уже первые N  интервалов покры­

вают этот отрезок. Отсюда ¡а ([а, ^*))>
k=i
N

поскольку [а, b — б) а  [а, b — б] с= J J  (ак — 8Ь Ьк) <=
N  *=1

cz  [а к — б*, Ьк). Вместе с написанными выше неравен- 
*= i

N

ствами это дает  |л([а, Ъ)) <  Iх ([«*, ^*)) +  2е. Теорема
* = 1

доказана.
Отметим важный п р и м е р :  F( t )  =  t. В этом случае 

мера на S  совпадает с обычной длиной, а ее продолже­
ние ¡я* на L  (S)  называется мерой Лебега на R.

Д ругой  п р и м е р :  пусть [/] — целая часть t, т. е. 
наибольш ее целое число, не превосходящее t. Положим 
F( t )  = —  [— <]. Л егко проверить, что F(t )  непрерывна 
слева. Соответствующ ая мера продолж ается на все под­
множ ества R по формуле

¡л(А)  =  число целых точек в А.

Опишем теперь все заряды, определенные на R a (S),  
где S  — рассмотренное выше полукольцо полуинтервалов. 
Д л я  каж дого  заряда v положим

Г v ([0, 0 ) при t >  0,

Fv ( 0 =  0 ПРИ * =  °> (2)
( — v([i, 0)) при ¿ < 0 .

Чтобы описать множество функций Fv на R, соответ­
ствующ их зарядам  v, нам понадобится

О п р е д е л е н и е .  Вариацией  функции /  на отрезке 
[а, b] назы вается  величина

Var*/ =  sup 2 ]  |/(£*)-/(S*+i)l.
k=\

a  =  L < E i < . . . < S «  =  b.

где верхн яя  грань берется по всем конечным наборам 
точек . . . ,  на отрезке [а, Ь]. Множество функций 
ограниченной вариации обозначается через V [а, £>].



Т е о р е м а  5. Вещественная ф ункция  /  на от резке  
[а, Ь\ имеет ограниченную вариацию  тогда и т олько  
тогда, когда она представима в виде разности двух м оно­
тонных ф ункций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  монотонных функций в а ­
риация совпадает с приращением: У аг*/ =  | /  (Ь) — ( ( а )  | 
(см. задачу 208). Поэтому все монотонные функции и их 
линейные комбинации имеют ограниченную  вариацию . 
Обратно, пусть У а г £ /< о о .  П олож им  ф(£) =  У а г '/ .  Я сно, 
что ф — неубывающ ая функция. К ром е того, рассм атривая 
простейший набор точек £1 =  а , 12 =  Ь, мы видим, что
Vаг*/ [ / ( & )  — /  (а) \. Отсюда ф (^ ) -  ф (¿2) =  У а г ^ /5 з
5= I /  (¿1) — /  (¿2) I ПРИ ¿1 >  4- Это значит, что ф ункц ия 
1р(^) =  ф(^) — /(<) — такж е неубы ваю щ ая. Поэтому /(¿ )  =  
=  Ф (/) — г|: (¿) — разность двух монотонных функций.

Т е о р е м а  6. Д л я  того чтобы ф ункция Р  на Ч соот­
ветствовала некоторому заряду  V по формуле (2), необхо­
димо и достаточно, чтобы она удовлетворяла условиям'.

1) Р (0) =  0;
2) Р непрерывна слева;
3) Т7 имеет ограниченную вариацию  на любом от ­

резке.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д остаточность следует из теорем

4 и 5. В самом деле, представим Р  в виде разности д ву х  
неубывающих функций и / 7_. Ясно, что если Р  у д ов­
летворяет условиям 1) и 2), то Р + и Р~ можно вы брать 
так, чтобы они тоже удовлетворяли этим условиям.

По теореме 4 функции /7+, соответствуют некоторым 
счетно-аддитивным мерам (х+, ¡1 _. Тогда функция Р  =  
=  Р+ — Т7-  соответствует заряду ц.+ — ¡х_.

Необходимость условия 1) очевидна, необходимость 2) 
доказы вается так же, как и в теореме 4. Д окаж ем  необ­
ходимость 3). Д л я  этого заметим, что по определению 
вариации заряда V справедливо равенство У аг£/7у =  
=  М ( [ Й> Ь)). Таким образом, нуж ное нам утверж дение 
является частным случаем общей теоремы о конечности 
вариации заряда (см. задачу 138). Теорема доказан а .

Пусть X  и У  — два множества, Б  а  Р  (X)  и Т  а  Р  (У)  —  
два полукольца, а ц и V — меры на 5  и Т.  Рассмотрим 
полукольцо 5  х  Т  а  Р  ( Х х  У),  состоящ ее из множеств 
вида А х  В,  Д е 5 ,  В е Г  (см. задачу  79), и определим 
на нем функцию ¡л, х  V , полагая (|л х  V ) (А х  В)  =  ¡я (Л) • V (В).  
Л егко проверить, что эта ф ункция аддитивна,



Т е о р е м а  7. Если меры ц и v счетно-аддитивны, 
то этим свойством обладает и мера p ,x v .

(Д оказательство этой теоремы мы отложим до построе­
ния теории интегрирования (см. гл. II, § 3, п. 3).)

Ясно, что аналогичная теорема верна для произведения 
любого конечного числа мер. О казы вается, что при не­
больших добавочных ограничениях она справедлива и для 
бесконечного произведения.

П усть задано некоторое множество индексов А  и для 
каж дого а  е  А  заданы  непустое множество Х а, полу­
кольцо S a cz Р  ( Х а) и счетно-аддитивная мера ца на S a. 
Предположим, что для  всех а  е  А,  кроме конечного числа, 
полукольцо S a содерж ит Х а и ца (Ха) =  1. Положим 
X  =  Х а и назовем  цилиндрическими подмножества

а е А
Y  с  X  вида

Y= П п  (З)
а б Л  \ А 0

где Л 0 — любое конечное подмножество в А , содержащее 
все индексы а ,  д л я  которых fx(XK) ^ = l ,  a Y a — любое под­
множество из S a . Д л я  Y  вида (3) положим

и(*0= п м у«)-
(ZS А о

Т е о р е м а  8. Цилиндрические подмножества образуют 
полукольцо S ,  на  котором  и является счетно-аддитивной 
мерой.

Д оказательство  см ., например, в книге [28].
Есть один важ ны й случай, когда счетная аддитивность 

меры-произведения (и даже более общих мер) устанавли­
вается весьма просто.

Л е м м а .  П уст ь  Л =  N и все Х п, b e N , - конечные
множества. В  этом случае соотношение Y  =  ]J[  Y k для

k
непустых цилиндрических множеств возможно, лиш ь если 
сумма конечна.

С л е д с т в и е .  Всякая аддитивная мера на полукольце S  
счетно-аддит иена.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы .  Мы введем в X =  
00

— П Хп  такую  метрику, что все цилиндрические мно-
П а я  1



жества будут открыты, зам кн уты  и компактны. У т в е р ж ­
дение леммы будет тогда следовать из леммы о конечном  
покрытии. Искомая метрика может быть задана т а к .  
Будем записывать элемент х  е  X  в виде последователь­
ности {х„\, х п е  Х п. Положим

1 0, если х  —  у,
1 /£ , где ¿  — наименьш ий номер, для  

которого х к Ф  уь.

Ясно, что замкнутый шар радиуса \ /k  с центром в точке л: 
совпадает с открытым шаром радиуса l / ( £ - f l )  и я в л яе тс я  
цилиндрическим множеством. Отсюда следует откры тость 
и замкнутость цилиндрических множ еств. К омпактность их 
следует из компактности X ,  которая в свою очередь  
легко доказы вается предъявлением  конечной е-сети д л я  
любого е > 0 .  (По поводу компактности см. гл. I I I ,  
§ 2, п. 2.)

П р и м е р .  На множестве X  бесконечных десятичны х 
дробей вида х =  0, х х х г х я . . .  можно определить м еру  
описанным выше способом, п олагая  X* =  {0, 1, 2, . . . ,  9},

=  Р ( Х к), ¡лк (F ) =  [gcard Y ,  где card  Y  — число элем ен ­

тов множества Y . Можно проверить, что лебеговское п р о ­
должение этой меры по сущ еству совпадает с м ерой  
Лебега на отрезке [0, 1].

Очень интересный пример меры возникает из ф и зи ­
ческих приложений (броуновское движение). В простран­
стве С [а, Ь] непрерывных ф ункций на отрезке [а , 6] 
рассмотрим подмножества вида

X ( t i ..........tn\ Ai, •••,  А„) =  { л : е С [ а ,  b ] \ x ( t k) е  А*},

где tx ^ t 2 ^ . . . ^ t n — точки отрезка [а, Ь\, а Аи  . . . ,  А п —  
интервалы на вещественной оси. Л егко  проверить, что 
такие множества образуют полукольцо S.  О казы вается , 
формула

1 —П П — 1
| i ( X ( / lt А!....... Ая)) =  я ~  П  (**+1- *а)~1/2Х

k = \
П—1

S ■ > > { - 2  » } * ■ ■ ■ ■ * .4/( I 1 )



задает на 5  счетно-аддитивную  меру. При п — 1 эту фор­
мулу надо понимать так:

М(Х  (*, Д)) =  ^ т  =  |А| - 
д

Лебеговское продолж ение меры |л называется мерой Винера 
на С [а, Ь]. Эта мера обладает многими интересными свой­
ствами. Отметим, например, что функции, дифференциру­
емые хотя бы в одной точке отрезка [а, Ь], образуют 
множество нулевой меры.

Ф изическая интерпретация меры Винера (точнее, свя ­
занной с ней меры [х0, см. задачу 204) — вероятность того, 
что частица, соверш аю щ ая броуновское блуж дание по 
прямой, в моменты (2, . . . ,  находится в интервалах 
А г, Д2, . . . ,  Дл соответственно. Таким образом, график 
движения этой частицы  с вероятностью 1 является нигде 
не дифференцируемой непрерывной функцией на \а, Ь].

§ 2. Измеримые функции

1. Свойства измеримых функций. П усть задано множе­
ство X  и ст-алгебра Л с  Р  (X). Вещественная функция /  
на X называется 'Л-измеримой, если для любого с е  Я 
множество

£■„(/) =  { х е Х :  [ { х ) < с }

(так называемое лебеговское множество функции /) принад­
лежит Л. М ожно показать  (см. задачу 139), что в этом 
определении зн ак  <  можно заменить любым из знаков 

, > ,  (но не знаком  = ) .
К ом плекснозначная функция /  [х) =  и (х) +  ш (х) назы­

вается 31-изм ерим ой, если таковыми являю тся ее вещест­
венная часть и (х) и мнимая часть 1>(х). Более общо: 
вектор-функция \  (х) со значениями в конечномерном 
вещественном линейном пространстве Ь  называется Л-из­
меримой, если для некоторого базиса ех, . . . ,  еп в Ь в раз­
ложении Ц х ) =  11 ( х ) е 1+  . . .  + 1 п ( х ) е п все коэффициенты 

(х) являю тся Л-измеримыми функциями. Это определе­
ние не зависит от выбора базиса в Ь (см. задачу 161).

Часто, когда речь идет о пространстве X с мерой ц., 
определенной на а-алгебре 'Л сг Р  (X), вместо «Л-измери- 
мая» говорят <.(\\-измеримая» или просто измеримая функ­
ция. Основные свойства измеримых функций описывает



Т е о р е м а  9. Множество измеримых ф ункций обра­
зует алгебру, замкнутую относительно сходимости почт и  
всюду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е сли  функция /  измерима, то 
функции Ц , | / |  и / г измеримы в силу следующей общ ей 
леммы.

Л е м м а .  Пусть /  — измеримая, a g  — непрерывная ф у н к ­
ции. Тогда композиция g ( f ( x ) )  измерима.

Д оказательство вытекает из утверждения задачи  143. 
Пусть функции / х и / 2 измеримы. Докажем изм еримость 
суммы / г +  / 2. Д ля этого заметим, что лебеговское м н о ­
жество Вс (/]. + / 2) можно представить в виде объединения 
счетного числа измеримых множ еств:

£ c ( / i + / 2) =  U  ( Е г Ы П Е а - г Ш
r e  Q

где Q — множество рациональных чисел.
Далее, измеримость произведения следует из

выш есказанного и из тож дества / г/ 2 =  ------- - .

Диалогично, тождество ш ах (Д, / 2) =  (/1 +  / 2) + 4 "  ^  — ^
показывает, что максимум д в у х , а значит, и любого к о н е ч ­
ного числа измеримых функций измерим. П усть {/„} — 
невозрастающая последовательность измеримых ф у н кц и й  
и /  — ее предел. Тогда множ ество E c (f) является о б ъ ед и ­
нением множеств E c (fn) и, следовательно, изм ерим о. 
Таким образом, алгебра измеримых функций за м к н у та  
относительно монотонных предельны х переходов. Н о, к а к  
известно, всякий предельный переход можно зам ен и ть  
двумя монотонными. А именно,

lim  f n (х) =  lim  lim т а \ { f n (x), f n+ 1 (*), . . . ,  f n+k(x)} -
П—+СО n-+  со/г-юо

Теперь очевидно, что если / х измерима, а / 3 со в п ад ает  
с / j  почти всюду, то / 2 такж е измерима. Теорема д о к а за н а .

2. Сходимость измеримых функций. Д ля и зм ери м ы х 
функций можно определить несколько разных типов с х о ­
димости. Наиболее употребительны следующие три т и п а :

1) Равномерная сходимость на множестве X  о б о зн а ­
чается / га= > /  и означает, что

sup |/„  (х) — /  (х) | ->  0 при П-> GO.
X
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2) Сходимость почти всюду (относительно меры |л) обоз­
начается / „ И " /  и означает, что

/ л ( х ) - > / ( х )  при П-УСО

д ля  всех точек л: вне некоторого подмножества меры нуль.
3) Сходимость по мере  обозначается f n ~ - f  и означает, 

что для любого е >  О мера множества А п (г) =  
=  {х е  X: | /„  (х) — ¡ { х ) \ ^ г )  стремится к нулю при п  ->  со.

Перечисленные типы  сходимости связаны между собой. 
Ясно, что из равномерной сходимости вытекает сходи­
мость почти всюду и сходимость по мере.

Т е о р е м а  10. Е сли последовательность f n сходится к f  
почт и всюду на X  и \х (X)  <  оо, то f n — f.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A n {z) =  {x (= X:
\ f n (x) — f ( x ) \ ^ s \ .  Положим В п (s) =  ( J  A k (е). Ясно,

что В х (е) zd В 2 (г) zd . . .  =э В п (е) =з . . .  "Пусть В  (е) =
ОО

=  р | '0 л (е). Если i e ß ( e ) ,  то х  принадлежит Л „(е) для
П =  1

ско л ь  угодно больш их номеров п.  Отсюда следует, что 
f n (x) не сходится к f  (х) при я - *  со. Значит, множество 
В  (г) имеет меру нуль. Н о ц.(В(е)) =  lim  ц ( В п (е)) (см. за-

п -»со
дачу 97). Так к ак  fj, ( А п (е)) (Вп (е)), мы видим, что 
ц.(/1л (е))->-0 при /г->- оо, т. е. f n ~ f .  Теорема доказана.

И так, равномерная сходимость влечет сходимость почти 
всюду, а сходимость почти всюду влечет (на множестве 
конечной меры) сходимость по мере. Обратные утвержде­
ния неверны (см. задачи  162, 163, 168). Интересный 
и важный факт состоит в том, что эти утверждения ста­
новятся верными, если «подправить» последовательность 
{f„} или множество X . А именно, имеет место

Т е о р е м а  Е г о р о в а .  Если fn *L.tf на X  и |x (X) <  со,  
то для любого о  >■ 0 существует такое подмножество 
Е а cz  X,  что ц (Еа) С о  и [п =>[ вне Еа.

Т е о р е м а  11. Е сли  /„ ü  /  на X , то существует такая 
подпоследовательность {nti\ натурального ряда, что

на  X  при k  —у оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  Е г о р о в а .  Восполь­
зуем ся обозначениями А п (е) и В п (е) из доказательства 
теоремы 10. Мы видели, что для любого е > 0  ,и (В п (г)) - v 0



при п - у о о .  Поэтому для любого А найдется такой  номер 
N  (k), что |i(Z?jv(A) (1/А)) < а / 2 * .  Возьмем в качестве Е а

СО

множество У  ßjv(ft) (1/А). Тогда fx (Еа) <  а  и при  /г >  ZV (/г) 
/¡ =  i

справедливо равенство | /„ (х) — /  (х) | <  1/А вне
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  11. В тех ж е  обозна­

чениях, что и выше, выберем для каж дого А такой  номер п к, 
что ц (Впк (1/А)) <  1/2*. П окаж ем, что подпоследователь­
ность я* — искомая. В самом деле, множество тех точек х,  
в которых ftikix) не стремится к f  (х) при A -v o o , содер­
жится в lim Вя,,(1/А) и, следовательно, имеет меру нуль.

/¡-»со

§ 3. Интеграл

1. Интеграл Л ебега. П усть заданы множ ество X ,  ст- 
алгебра VI с :  Р (X)  ' и счетно-аддитивная мера ¡х на 91. 
Измеримая (вещественная или комплексная) ф ун кц и я  /  
на X  называется простой, если она принимает не более 
чем счетное множество значений. Т акая  ф ункц ия мож ет 
быть записана в виде счетной линейной комбинации х а р а к ­
теристических функций:

СО

f ( * ) =  И С*Х- (*). (4)
* =  1 *

причем можно предполагать, что все А к измеримы и
СО

Х =  И  А*.
к =  \

З а м е ч а н и е .  Если все значения ск попарно различны , 
то измеримость А к следует из измеримости /. К ром е того, 
при этом условии представление /  в виде (4) одно­
значно. Однако мы предпочитаем не требовать р азл и ­
чия ск.

Ф ункция f  вида (4) называется суммируемой  на X ,  если 
сходится ряд

СО

2 !  с*! м- (Л *). (5)
k = i

Можно проверить, что это определение, как и следую щ ее 
ниже определение интеграла, не зависит от выбора пред­
ставления (4) (см. задачу 189).
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П усть  A cz ?i; определим инт еграл f ( x)  по множест­
ву А  формулой

СО

\ f  (х) d\i (х) =  £  с№ (А п А к). (6)
A  k =  1

Сходимость этого ряда вы текает из суммируемости /.
С овокупность всех суммируемых простых функций 

на X  мы будем обозначать S  (X , ¡-i) или просто S  (X), если 
из кон текста ясно, о какой мере ¡я идет речь. Когда нужно 
подчеркнуть, что мы рассматриваем вещественные или 
комплексны е функции, мы будем использовать обозначения 
S R (X ), S c (X). Основные свойства простых функций описы­
вает

Т е о р е м а  12. 1) Множество S  (X) является линейным  
прост ранст вом.

2) Соответствие /  >—>  ̂/  (х) d\i является линейным
А

ф ункционалом на S  (X).
3) Соответствие А  \—*• J /  (х) da  является зарядом на  'Л.

А

4) Величина dx ( / ,  g) =  jj | /  (х) — g (х) \ d\i (х) обладает
х

всеми свойствами расстояния, кроме, быть может, отде­
лим ост и.

5) Справедлива оценка | $ /  dp, — § g  dp  | dx (/, g) для всех
A  A

f, g  ^  S ( x )  и всех A  e  SI.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждения 1), 2), 4) и 5) выво­

д ятся  непосредственно из определения (ср. с задачей 185). 
Д о каж ем  3). Если /  — характеристическая функция неко­
торого множества В  е  St, то соответствие A - > \ f d \ x  —

А
=  | х ( ЛГ | В)  является счетно-аддитивной мерой и, следо­
в ател ьн о , зарядом на 3(. В силу задачи 123 аналогичное 
утверж дение верно для конечных линейных комбинаций 
характеристических функций и их пределов в смысле рас­
сто ян и я  d x. Теорема доказана.

В дальнейшем мы будем отождествлять функции, сов­
падаю щ ие почти всюду, как  правило, не оговаривая этого 
особо. П осле такого отож дествления множество S  (X) пре­
вращ ается  в метрическое пространство с расстоянием du  
Л егко  убедиться, что это пространство может быть неполно 
(см. задачу 190). К ак мы увидим ниже, пополнение S (X, |л)



допускает явную  реализацию в виде некоторого простран­
ства функций на X (точнее, в виде классов  эквивалентно­
сти таких функций).

О п р е д е л е н и е .  Ф ункция /  на X  назы вается сумми­
руемой по мере |л, если существует т а к а я  последователь­
ность {/„} с  S  (X , fi), что

1) последовательность {/„} ф ундам ентальна в S  (X, ц.) 
в смысле расстояния dx\

2) f n —*/ почти всюду относительно меры |х на X.
Ясно, что если функция f  суммируема, a g  эквива­

лентна /, то g  такж е суммируема (достаточно рассмотреть 
ту же самую последовательность {/„}). П ространство клас­
сов эквивалентности суммируемых ф ункций обозначается
М * .  (1).

Покажем, что если ц. (X) <  со, то в с я к а я  ограниченная 
измеримая ф ункция f  принадлежит L x (X , (J-). В самом деле, 
пусть E kn(f) =  { x Œ. X :  k / n ^ f ( x )  < ( £ +  1)/«}. Положим

00 k
fn (х) =  2  — Xe (х )- (Фактически, в силу  ограниченности f,

— СО
эта сумма конечна.) Ясно, что | /„ (л:) — f ( x )  | <  1 /п , так что 
/„ = }  /  и тем более /„ ^  f. Кроме того, {/„} фундаментальна,

так как  dx (/„, f m) =  \ | /„ (х) -  f m (х) \ d p  <  fi (X).
х  ' '

(Мы пользуемся утверждением 3) задачи 185.)
П олученный результат допускает обобщение. Назовем 

измеримую функцию /  на X существенно ограниченной, если 
найдется такая  константа С, что | /  (х) | ^ С  почти всюду на X .

Н аименьш ая из таких констант (докаж ите ее существо­
вание!) назы вается существенной верхней гранью  ф унк­
ции ¡ / ¡ и  обозначается ess sup | /  (л:) j. В еличина d  СО (/. g) =  
=  ess sup \ f ( x )  — g  (x) I обладает всеми свойствами расстоя­
ния, кроме отделимости. Соответствующее факторпростран- 
ство, состоящее из классов эквивалентности существенно 
ограниченных функций, обозначается L œ (X , (х). Это про­
странство полно относительно расстояния dœ. Суммируе­
мость существенно ограниченной ф ункции на множестве 
конечной меры доказы вается так же, к ак  и суммируемость 
ограниченной функции. Поэтому при ¡л, (X ) <  со  мы имеем 
включение

Loo(X, Ц.) С  Lj (X , (х).

Построим теперь интеграл для суммируемых функций. 
Д ля этого нам понадобится



Л е м м а .  Е сли  {/„} и {£„} — две фундаментальные после­
довательности в 5  (X , р,), которые почти всюду сходятся 
к одной и т ой же ф ункции  /г е  (X , (х), то (/„, g n ) - y  О 
при п -* - со.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть фл =  Тогда { фя} —
ф ундам ентальная последовательность в 5  (X , ¡х) и фя—-‘О-
Мы долж ны  до казать , что $ | фя | Предположим, что

х
это не так. Т огда найдется такое число 8 > 0  и такая под­
последовательность {пк\, что $ I фя 4 | ф  6 для всех /г.

х
П роизведя перенумерацию и умножив все функции на б х, 
мы можем счи тать, что для исходной последовательности 
выполняю тся неравенства  ̂ | ф„ [ йц  5* 1 д ля  всех п.

х
Теперь выберем из{фя}такназываемую«быстро сходящую­

ся» подпоследовательность {фЯ/г}> обладающ ую свойством

(фПк , (р„й+1) < 1 / 2 * .

Д л я  этого достаточно в качестве п к взять тот номер, 
начиная с которого члены последовательности {фя| отстоят 
друг от друга не более чем на 1/2*. Произведя еще раз 
перенумерацию, мы можем считать, что выполняются 
оценки й 1 (фя, фя41) ^  1/2"12. Вспомним теперь, что ф !— 
простая ф ункция вида (4):

СО

Ф1 М  =  I ]  ЗДСл* (*)•
¿ =  1

со

П оскольку | ск | =  § |! ф х (л:) | с1ц (х ) >■ 1, существует такой 
к = 1 х

N  N

номер N.  что £  I ск I З гЗ /4 . П оложим А  =  [ [  А к, и пусть 
* =  1 к =  \

С =  т а х  \ск \ =  шах 1 ф, (х) I. По теореме Егорова в мно-

жестве А  можно указать такое подмножество Е,  что 
ц (Е) <  б/(4С) и фл = > 0  на множестве В =  А \ Е .  Тогда
и | ф„ | ф  ->  0. С другой стороны, 
о

5 I Ф1 ! ¿[I =э= (( I ф! I й \1 -   ̂ | ф, | (1ц '  ■ -  ¡1 ■ С =--1 ,
В  А Ь

\ I Фх I Ф  \ I ф». 1 1 ^  (11 (фя, фл; 1) .... ~ . 
в  в



Поэтому

я - 1

Полученное противоречие доказы вает лемму.
С л е д с т в и е .  Ф ункционал 1А (/) =  jj /  (х) ф , (х), опреде-

А
ленный для любого А  е  91 на пространстве S  (X , ц), п р о ­
должается по непрерывности до функционала на прост ­
ранстве L x (X , [i).

В самом деле, если f e L j ( X ,  ¡л) и {/„}— ф ундам ен­
тальная последовательность в S  (X , |х), сходящ аяся к  /  
почти всюду, то можно полож ить

I A (f) =  lim 5 f n {x)d\ i {x) .
П^СОА

В силу доказанной леммы предел в правой части не 
зависит от выбора последовательности {/„}.

Построенный таким образом ф ункционал назы вается 
интегралом Лебега от суммируемой функции /  по м нож е­
ству А  и обозначается f ( x )d \ a(x ) .

А
Т е о р е м а  13. 1) Множество L 1 (X,  (i) является л и н е й ­

ным пространством.
2) Д ля  любого множества А  ее 'Л соответствие f  >—*■ 

I—* \ [ (х) (1ц (х) является линейны м  функционалом н а

L x ( X ,  ц ).
3) Д ля  любой функции f  е  (X , |д.) величина v (А )  =  

=  jj /  (х) (l[i (х) является зарядом на  ?1.
л
4) Величина d1(f, g) =  \ \ f  — g  | й ц  обладает на L x (X , ¡.i)

х
всеми свойствами расстояния.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть /  и g  — суммируемые 
функции, {/„} и {gn} —сходящ иеся к ним почти всю ду 
фундаментальные последовательности простых ф ункций. 
Тогда последовательность {a/„ +  Pg-„} фундаментальна и 
сходится почти всюду к af-{-Pg.  Это доказывает утверж -



дение 1). У тверж дение 2) следует из jj ( а / +  ßg) Ф —
А

=  lim \ (afn +  ß g „ ) d n =  а  lim \ / „ ф + ß l i m  $ g n d\i =
Л Л п А п А

— / ф  +  Р \ g d p .  Утверждение 3) доказы вается так
А А

же, как  аналогичное утверждение теоремы 12. Наконец,
4) выводится переходом к пределу из соответствующих 
свойств dj в пространстве S (X , р,).

З а м е ч а н и е  1. Н иж е мы покажем, что пространство 
(X, ц) полно относительно расстояния d ,. Отметим, что 

во многих вопросах функционального анализа простран­
ство Lj (X,  ¡д.) естественно возникает как пополнение того 
или иного класса функций относительно интегральной 
метрики d L. Тот ф акт , что точки этого пространства можно 
реализовать классам и эквивалентности суммируемых 
функций, играет подчиненную роль.

З а м е ч а н и е  2. Распространение интеграла с простых 
функций на суммируемые можно проводить многими спо­
собами (см. по этому поводу задачи 195— 197).

2. Функции ограниченной вариации и интеграл Лебе­
г а — Стилтьеса. П усть  ф и /  — две вещественные функции 
на отрезке [а, Ь]. Д л я  любого разбиения Т  — (t0 =  a < .
<  <  . . . <  tn <  tn =  b) отрезка [а, b] и любого набора 
точек \  =  (!i, . . . ,  1„), удовлетворяющего условиям /н <  

¿ = 1 ,  2,  . . . ,  п, составим интегральную сумму 
Римана — Стилтьеса'.

s  (т , | ,  / ,  Ф) =  2  /  &) [ф (/,) -  ф (/,-!)]■ (7) 
1 =  1

Назовем величину к ( Т ) =  т а х  (/г — t t- x) диаметром

разбиения Т . Если существует предел

lim  S ( T , l ,  / ,  Ф), (8)
м л - о

то он назы вается интегралом Рим ана — Стилтьеса и 
обозначается

\ f ( t ) d y ( t ) .
а

К лассическая теорема Стилтьеса утверждает, что для 
существования этого интеграла достаточно, чтобы функция



ср имела ограниченную вариацию  на отрезке [а , 6], а ф у н к­
ция /  была непрерывна на этом отрезке. Отметим, что 
в частном случае, когда ф (/) =  /, интеграл Р и м ан а  — 
Стилтьеса превращается в обычный интеграл Р им ан а.

Условие ограниченности вариации для ф явл яется  есте­
ственным: иначе уже для кусочно-постоянны х ф ун кц и й  f,  
принимающих значения ±  1, выражение (7) будет н ео гр а­
ниченным. Поэтому в дальнейш ем мы будем р ассм атри ­
вать в качестве ф только функции с ограниченной в а р и а ­
цией. Д алее, если функции /  и ф имеют общ ую точку  
разрыва, то легко убедиться, что предел (8) не сущ ест­
вует. Если же ф ункция /  непрерывна в точке разры ва 
функции Ф, то значение Ф в этой точке не вл и яет  на 
величину (7) (см. задачу 223). Значит, мы можем в д а л ь ­
нейшем считать функцию ф непрерывной слева. К аж д о й  
такой функции ф соответствует некоторый за р я д  v 
(см. теорему 6).

И нтеграл функции /  по этому заряду н азы вается  и н ­
тегралом Лебега — Стилтьеса. Мы будем обозн ачать его 
ь
§ /  (х ) dv  (х ). Справедлива
а

Т е о р е м а  14. И нт еграл Римана — С т илт ьеса
ь
J f  (х) dtp (х) существует тогда и только т огда, когда
а
f  ограничена и почти всюду непрерывна на [а, £>] от носи­
тельно меры | v j. В этом случае определен также инт ег-

ь
рал Лебега — Стилтьеса ^ f ( x ) d v ( x )  и его значение совпа-

а
дает со значением интеграла Рим ана — Стилтьеса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П р ед ста ­
вим ф в виде суммы непрерывной функции ф0 и ф у н кц и и  
скачков фх (см. задачу 215). Тогда заряд v т ак ж е  будет 
суммой зарядов v0 и vv  Уж е отмечалось, что ф у н кц и я  f  
долж на быть непрерывной в течках  разрыва ф. П оэтом у  
множество Qj точек разрыва /  имеет нулевую  | vx |-м еру. 
П окаж ем, что оно имеет нулевую  | v0 |-меру. П у с т ь  
соI [а ,  ß] означает колебание функции f  на отрезке [а , ß ], 
а о)/ (х) =  lim  со/ \х  — б, х -)- е] — колебание f  в точке х . 

е-0
Обозначим через (б) множество точек, где ко л еб ан и е  
функции /  не меньше б:

Q) (б) =  {х е  [а, b]\ (üf (х) ^  8}



Я сно, что Q f=  JJ Q |( 6 ) =  [J Поэтому доста-
6 > 0  n  —  \

точно доказать, что каж дое из множеств Q; (б) при б > 0  
имеет |v 0 |-Mepy нуль. П усть задано е > 0 .  Существует 
н астолько  мелкое разбиение Т  =  (t0 =  а <  tx < . . .  <  tn =  b), 
что

tl

2  I Фо (* ()  -  Фо (U-х) | >  IV 0 I ([а , Ь]) -  е.
£— 1

Тогда
п

I ]  {I v0 1 ([*/-1 . tl]) - 1 Фо (tl) -  Фо <  е. (9) 
г=1

И зм ельчая, если нуж но , разбиение Т,  мы можем счи­
тать , что справедливо неравенство

П

2  Ю/ [ t i - v  tl] | Фо (tl) -  Фо ( * ы ) |  <  еб , (1 0 )
i = i

так  к а к  функция /  интегрируема, а выражение в левой 
части (10) можно представить в виде

sup [ S ( T ,  g1( f ,  ф) - S ( T ,  g2, / , ф)].
Si. b

Рассмотрим те слагаемые в сумме (10), которые соот­
ветствую т отрезкам разбиения [7; 1 , /,], содержащим внутри 
себя точки множества Яу (6). Д ля этих слагаемых вели­
чина сof [ti lt ti] ограничена снизу константой б. Поэтому 
из (10) следует, что

v '  I ф ( t t) -  ф (¿Ь 1 )| <  е,

где сумма распространяется на указанные выше отрезки 
разбиения.

И з (9) следует, что £ '  | vo ! ([¿г-ъ Ч )  <  2е, т. е. суммар­
н ая  | v0 |-мера указан ны х отрезков меньше 2е.

Н о эти отрезки покрывают все множество Qf  (б), кроме, 
бы ть может, конечного числа точек, совпавших с точками 
разбиения Т.  Так как  | v 0 |-Mepa точки равна нулю (функ­
ция фо непрерывна), мы видим, что j v0( (б)) | < 2 е .

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П усть заряд v представлен в виде 
(i+ — |я_, где [х+ и [X- — конечные меры на отрезке [а, b] и
М  =  м-++и-



Если [ v I (Q/) =  0, то (i, (Qj)  =  |A_ (Q ^  =  О. С другой 
стороны, если ф ункция ф ¡1 ,-интегрируема и ц_-интегри- 
руема, то она и v-интегрируема. Это п оказы вает, что 
в доказательстве достаточности мы можем ограничиться 
случаем положительного заряда (или монотонной ф ун к­
ции ф). В этом случае, как  и в обычной теории интег­
рала Римана, мы можем воспользоваться критерием Д арбу: 
для интегрируемости /  достаточно, чтобы н и ж н я я  грань 
по Т  выражений в левой части (10) бы ла равна 
нулю.

Пусть задано е > 0 .  Обозначим через М  колебание /  
на [а, Ь] и через V  вариацию  функции ф на [а, b ]. М но­
жество Qf (8)  при любом б > 0  имеет меру н у л ь . Кроме 
того, это множество замкнуто и, следовательно, ком пактно. 
Значит, его можно покрыть конечным числом отрезков 
общей ,и-меры ^ е / ( 2 /И ) .  Н а оставш ейся части отрезка 
[а, Ь] колебание /  во всех точках меньше 8. Л егко  п ока­
зать (аналог теоремы о равномерной непрерывности ф у н к­
ции, непрерывной на отрезке), что сущ ествует такое  р аз­
биение этого множества на конечное число о трезков , что 
колебание /  на каждом из отрезков разбиения будет «s:ô. 
Выберем в качестве 8 величину е/(21/). Тогда д л я  построен­
ного разбиения Т  левую часть (10) можно оценить констан- 

«  8  8 
той М  + 2 v ' V  =  е- Теорема доказана.

Д ля практического вычисления интегралов Р и м ан а — 
Стилтьеса и Лебега — Стилтьеса удобно пользоваться  свой­
ствами, описанными в задачах 220, 223, 224, 225.

3. Свойства интеграла Лебега. Н екоторы е важ ны е 
свойства интеграла Лебега были уж е описаны  выше 
(см. теорему 13); мы будем постоянно пользоваться  этими 
результатами. Здесь мы рассмотрим свойства и н теграла, 
связанные с предельными переходами, произведениями 
мер и дифференцированием зарядов.

Т е о р е м а  15. (Теорема Лебега об ограниченной схо­
димости.) Пусть {fп\ — последовательность ^-сум м ируем ы х  
ф ункций на множестве X , ограниченная по м одулю  ф ик­
сированной неотрицательной  ¡л-суммируемой н а  X  ф унк­
цией ф и сходящаяся ц-почти всюду на X  к ф ункции  / .

Тогда /  ^-суммируема на X  и

JLZА А

для любого ^-измеримого множества А.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим для любого измери­
м ого множ ества А v (А) =  J ф du  (х). По теореме 13 v —

А
кон ечн ая мера на X.

Л е м м а .  Если ф ункция g  измерима и ограничена на
X , т о ф ункция f  =  (pg ^-суммируема и jj f  (х) d\i (х) =

А

— \ g  (х ) dv (х) для любого [.i-измеримого множества А.
А
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим множество М  тех 

ф ункций g  на X, для которых утверждение леммы спра­
ведливо. Очевидно, М  содержит все характеристические 
ф ункции измеримых множеств. В самом деле, если g  =  %n, 
то

\ f d \ i =  \ Ф Х в Ф =  $ (pd\\ =  v (A  f l ß ) =  \ g dv-
А А А П В  А

Зн ачи т, М  содержит и конечные линейные комбинации 
таки х  функций. П усть теперь g  — любая ограниченная

изм еримая функция на X. Положим g- (х) =  -  [ng  (л:)], 

g r  (х) =  g .  (х) +  К  Тогда g ±  ( х ) е М  и g _  (х) ^ g ( x )  ^ g + (х). 

П оэтому jjg-_dv= U ф£_ (х) d\i (х) ^  Ü ф ^ ф ^  5 ф ^ ф =  \g+dv.
А А А А А

П ри п  оо первый и последний члены этого соотноше­
ния стремятся к \ g d v .  Значит, j e  М,  и лемма доказана. 

А
Вернемся к доказательству теоремы 15. Определим 

ф ункции

, ( fn(x)/ (p(x),  если Ф(jc) =#= О,

Х \  0, если ф(х) =  0,

i f  (х)/ц>(х), если ф (х) ф О ,
^  Х { 0, если ф (х) =  0.

По предположению теоремы, функции g n (х) обладаю т свой­
ствами |g „ ( * ) |s S l ,  g n ( x ) " - ^ g .  Мы должны доказать, что 
lim  \ /„  (х) dp  =  \ fdp..  В силу леммы, это равносильно
л - с о  А  А

утверж дению  l im \ g n ( x ) d v =  \ g d v .  Таким образом, мы 
п -  o ä  X

свели доказательство теоремы Лебега к частному случаю, 
когда мера пространства X конечна, а рассматриваемые



функции ограничены по модулю одной и той ж е констан­
той. В этом случае утверждение теоремы без труда 
выводится из теоремы Егорова.

Т е о р е м а  16. (Теорема Б. Леви о монотонной сходи­
мости.) П уст ь {fn) — монотонно возрастающая последо­
вательность р-суммируемых ф ункций на  множестве X .  
Положим f  (х) =  l i m/ n (х) (допуская значение  +  оо).

я  ->со

1) Если инт егралы  \t f n (x)d\ i (x)  ограничены в совокуп-
х

ности, n:of (x)  суммируема и  ̂ f ( x ) d p ( x )  =  lim  \f f n (x)dp(x) .
X  n -* co x

2) Если  lim  $ /„ (x) du (x) — оо, т о ф ункция f ( x )  не-
n^ca'x

суммируема.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Вычитая из всех f n и из /  

функцию / 1( мы можем считать, что f n ~Ŝ  0 и /5 = 0 .  П усть 
¿  — множество, где f  (х) принимает значение +  оо. Тогда 
£ = = П и £л,п’ где E N„ ^ { x ( = X :  f n ( x ) S s N } .  Имеем

N  п
\ f n (х) dp N  ■ ц п). Так как  § /„  (х) dp. ^  С  для всех /г,

Е N n  %
мы получаем \ i (ENn) ^ C / N \  отсюда ц ,(£) =  lim  Пш|л(£'Лг„) =

N-*cü п-+со
=  0.

Итак, ф ункция f  почти всюду кон ечн а. Д окаж ем , что 
она суммируема. Проще всего воспользоваться  результа­
том задачи 197. П усть Л —такое м нож ество конечной 
меры, на котором f  (х) ограничена сверху . Тогда

\ f ( x ) d \х =  lim  $ f n (х) dp  lim $ /„  (x) d p  (x) « s C,
А я  — « M  n - c o x

что и доказы вает суммируемость / .  О ставш аяся часть 
утверждения 1) и утверждение 2) вы текаю т из теоремы 
Лебега об ограниченной сходимости.

Л е м м а  Ф а т у .  Если последовательность {/„} р-сум- 
мируемых неотрицательных ф ункций обладает свой­
ствами:

1)  ̂ /„  (х) dp  sg  С для всех п; 
х

2) f n (х) — - /  (х) почти всюду на X ,
то f  — р-суммируемая функция и  ̂ /  d p  ^  С.

х



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заменим предельный переход 
двум я монотонными предельными переходами. 

А именно, полож им

й ы  (х) =  пип {/„ (х), / я+1 (х), . . . ,  / Я+А (х)}, 
g n (x) =  l i m g kn (х).

к-*  оо

Тогда Н т g n ( x ) = f ( x )  для почти всех х . Из монотонности
п~* 00

интеграла следует, что $ gn d \K -.C , а из теоремы 16 выте-
х

кает, что /  суммируема и $ /ф = = £ С , что и доказывает
х

лемму.
Выведем из полученных свойств интеграла упоминав­

шуюся выше полноту пространства (X, |х).
Т е о р е м а  17. Пространство ¿ х (Х , |я) полно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть {/„} — фундаментальная 

последовательность в (X, ¡л,). П ереходя, если нужно, 
к подпоследовательности, можно считать, что {/„} обладает 
свойством (/„, / л+1) <  1/2". Положим ф1 =  / 1, ф„ =

00

при п ^ 2 .  Р я д  2 ]  I Фя {х) \ по теореме 16 сходится всюду
П — \

к Некоторой почти всюду конечной суммируемой функции 
Ф (х). Зн ачит, ряд  £  ф„ (х) сходится почти всюду к неко­
торой ф ункции ? (х). Отсюда вытекает, что почти 
всюду на X . Кроме того, все функции / я ограничены по 
модулю ф ункцией  ц>(х). По теореме об ограниченной схо­
димости (см. теорему 15) П т  $ | / „ ( * ) — /  (х) | ф  =  0. Зна-

п- с о х
чит, /„  -н>-/ в пространстве (X, ц). Теорема доказана.

Ещ е одно полезное свойство интеграла Лебега —его 
так назы ваем ая абсолютная непрерывность.

Т е о р е м а  18. Пусть (X,  ¡1 ). Тогда для любого
г >  0 сущ ествует такое 6 >  О, что из и (А) <  б следует

5 /  (х) ф  <  е.
А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение теоремы означает 
по сущ еству непрерывность отображ ения 1(: Л ->   ̂ / М  ¿ц,

А
действую щего из метрического пространства Ь ( Х )  изме­
римых м нож еств (см. задачу 100) в Я. Если % — характе­
ристическая ф ункц ия измеримого подмножества конечной



меры в X , то отображение / х, очевидно, непрерывно. То 
ж е самое верно для ¡¡, если /  — линейная ком бинация 
характеристических функций. Д ал ее , если / л ->-/ в Ь х ( Х ,  |х), 
то / / „ - » - / /  равномерно на Ь ( Х ) .  О стается воспользоваться 
известным фактом: равномерный предел непрерывных 
функций является непрерывной функцией. Теорема д о к а ­
зана.

Вернемся теперь к доказательству теоремы 7 § 1, п. 3,
о произведении мер. Пусть (X , 5 ,  (х), (У,  Т,  V ) означаю т 
то же, что и в указанной теореме. Д л я  каж дого м н ож е­
ства С =  А  X В  из полукольца Б х  Т  положим /с  (х ) =  
=  1 а ( х ) \ ’ (В).  Я с н о ,  ч т о  (ц X V) (С) =  ц (А) X  V (В)  =  
=   ̂ /с  (х) й\1. Если множество С  представлено в виде 

к
СО

С =  ] [  Си, Си е  5  х  Т,  то из счетной аддитивности V 
к =  1

вытекает равенство / с (х) =  (х )- По теореме Л еб ега
*

об ограниченной сходимости отсюда следует равенство

ОО

5 / с (*) с1а ( х )=  ^   ̂ /с* (х ) ^  М -
X  к =  1 X

и значит,
со

(|Х Х Г )(С )=  2  X V) (Си).
А =  1

Теорема 7 доказана.
Изучим подробнее отображение С>—>/с,  определенное 

выше. Распространим его на кольцо / ? ( 5 х Т )  по ф орм уле

/ л  = 2  / с л.
с ,  * = 1  

* =  1

Л егко проверяется оценка

1/с, — [сЛщх.п)  <  (I1 X V) (С1 Д  С2).

(В самом деле, если С 1 =  А 1 \_| В,  С2 =  А г и В ,  где
В =  С1 С\С2, то /с , — /с , =  /л , — /л 2, / с . д с ^ / ^  +  Ал,-)

Поэтому соответствие С I—> / с продолжается до о то б р а ­
ж ения всей ст-алгебры х  у)-измеримых множеств Ь ( Х х У )



в /-1  ( ^ ,  ц) по формуле /нт  с„ =  Пп1/с„ (первый предел
П П

рассматривается в ¿ ( X x  У),  второй — в (X, ц)).
Л е м м а .  П уст ь  С е 1 ( Х х К ) .  Д ля  почти всех х е Х  

множество С , с У ,  задаваемое формулой Сх =  { у ^ У :  
(х, у)<=С\ ,  измеримо по мере V и V (Сх) =  / с (х).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля элементарных множеств 
(т. е. множеств из кольц а Я ( Б х Т ) )  это верно по опре­
делению / с . Д ал ее , если {С(л)} — монотонная последова­
тельность множеств, то в силу счетной аддитивности меры V 
справедливо равенство г (П т С £ п>) =  П т у ( с 1 л)). Поэтому

П П

свойство V (С*) = / с (х) сохраняется при монотон­
ных предельных переходах. Но всякое измеримое мно­
жеств,о С может быть с точностью до множества меры 
нуль получено из элементарных множеств двумя монотон­
ными предельными переходами. В самом деле, пусть 
Сп — элементарное множество, аппроксимирующее С с точ-

СО 0 0

ностью  до 2 п по мере [XXV. Положим' С =  Р | у  Сп+к.
/  п = 1 4 = 1

о о  0 0  /

Тогда ( [ х х г ) С \ у С о+А =  0, (м- Ху^ М С я+л Х С ) « ^ 1-».
~ к=I '

Отсюда (¡я х  V) (С Д  С) =  0. /
Значит, / с и / с совпадаю т почти ¿сюду и, следовательно,

для почти всех х  е= X [с ( х ) = [ ъ (*) =  V (Сх) =  V (Сх). Лемма 
доказана.

Т е о р е м а  19. П уст ь  ц и V — -конечные меры, 
С — ((х х  \)-измеримое подмножество в X  х  У. Положим 
Сх =  { у ^ У :  (х, у ) ^ С } .  Тогда для ¿х-почти всех х  е  X  
множество Сх \-изм ерим о, функция / с (х) =  у  (Сх) ц-изме­
рим а и справедливо равенство

(ц X V) (С) =  $/с  (х)й\1(С),  (11)
х

в котором обе части могут одновременно принимат ь 
значение +  сю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество С имеет конеч­
ную меру, то утверж дения теоремы вытекают из дока­
занной выше леммы и из того факта, что равенство (11) 
сохраняется при переходе к пределу (слева в простран­
стве £  (X  X У), справа в пространстве (X , ц)).

Если мера м нож ества С бесконечна, то существует 
возрастающее семейство подмножеств конечной меры



Cn c z C ,  для которого U Сп =  С и (ц х  v) (С„) -*■ оо. Тогда 
f c (x) =  \ i m f c n (x) и

П

ü f c n (х) dii =  ( n x  v) (С„) ->  оо.
X

П оэтом у/с измерима и несуммируема. Теорема доказана. 
Эта теорема, в частности, обосновывает хорош о извест­

ный способ вычисления площадей плоских ф игур (соот­
ветственно обНёмов'^ттррстранственных тел) с помощью 
интегрирования длин (соответственно площадей) их сечений.

З а м е ч а н и е  1. П оскЬя^ку пространства (X , ¡л) и 
(Y, v) входят в условие TeopeitH. 19 симметрично, заклю ­
чение теоремы останется верным, если пом енять их мес­
тами. Таким образом,

(l*X v)(C ) =  $ n (C ;)d v (i/) , (1 Г )
У

где Су =  {х е  X: (.х , у)<=С}.  Отсюда следует так ж е , что

5 v (Сх) d\i (х) =  J ц (Су) dv (у). (12)
X У

З а м е ч а н и е  2. А налогичная теорема справедлива 
для произведения любого конечного числа пространств. 
В случае трех пространств (X,  ц), (Y,  v), (Z, Я) она 
имеет вид

(ji х  v x ? .)  (С) =

=  $ M C V)i/)dO xxv)(.x :, i/) =  U li y v ) ( Q ^ ( z). ( 13)
XX у Z

где

CXty =  { zeEZ:  (х, у,  г ) е С | ,
Сг =  {(х, y ) e a X x Y :  (х, у,  г ) е С | .

Т е о р е м а  Ф у б и н и .  Пусть f  (х, у) — сум м ируем ая  
ф ункция на произведении пространств (X , fx) и (Y ,  v). 
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Д ля  [у-почти всех , т е Х  ф ункция f  (х, у) с у м м и р у ­
ема на Y  и ее инт еграл по Y  является сум м ируем ой  
функцией на X .

2) Д ля  v -почти всех у  е  Y  ф ункция f  (х, у) с у м м и р у ­
ема на X , а ее инт еграл по X  является сум м иру ’мой ф у н к ­
цией на Y .



3) Справедливы равенства 

5 / ( * .  У) & х  V) (*, у) =
ХхУ

=  5 ^  /  (*. у) (IV (у) |  ф  (х) =  Ц У  (X, у) ф  (х) |  ¿V (г/). (14)

4) Д л я  неотрицательных  (¡ххч)-изм ерим ы х ф ункций  
существование одного из повторных интегралов в (14) вле­
чет суммируемость  /  на X  X У.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р азлож ение /  =  /+ — /_ сводит 
доказательство  к случаю  неотрицательной функции. Р ас ­
смотрим произведение пространств (X, ¡л), (У, у), (Я , X), 
где X =  йг — обычная мера Лебега, и множество С с Х х  
х К х К ,  заданное условием

С =  {(х, у, г) е Х х У  X Я:  0 < г < / ( х ,  у)}. 

Применим к этому случаю  соотношение (13). Имеем 

Сх, у =  { г ^ К : 0 < :г ^ ( х ,  у)}-, Х(Сх, у) = Ц х ,  у),

Сх =  { ( у , г ) е Е У х Я :  0 < г < / ( * ,  #)};
( у х Х ) ( С х) =  \[(х,у)с1у(у) .

У

О тсю да непосредственно вытекают все утверждения тео­
ремы.

Отметим существенность условий суммируемости /  в пп.
1), 2), 3) и условия неотрицательности в п. 4) (ср. с зад а­
чами 239 — 242).

О п р е д е л е н и е .  П усть заданы  множество X, ст-алгебра 
91 с  Р  (X ), а-конечная мера и конечный заряд V на 'Л. 
З ар яд  V называется абсолютно непрерывным  относительно 
(х, если из условия |х(Л ) =  0 следует у( Л)  =  0. Д ва заряда 

и v2 называю тся эквивалентными, если условие | | (А) — 
=  0  равносильно условию | у 2 | ( Л ) = 0 .

Т е о р е м а  Р а д о н а  — Н и к о д и м а .  Всякий конеч­
ный заряд V,  абсолютно непрерывный относительно меры 
(г, имеет  вид

х { А ) = \ ! ( х ) ( 1 ] 1 { х ) ,  (15)
А

где /  — некоторая ф ункция из  (X , и). Ф ункция  /  (как  
элемент пространства (X, ¡х)) однозначно определяется 
зарядом  V.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля любого рационального числа 
г положим \ г =  \  — г\1. В силу результата задачи 136 мно­
жество X  представляется в виде Л/1__I А ~г т ак , что заряд
уг неотрицателен на А'г и неполож ителен па А г . Д ля 
любого вещественного числа с положим Л с = у  А г. Ясно,

г >с
что {А с} — убывающее семейство измеримых множеств: 
А с̂  а  А Сг при с1 > с 2. Покажем, что Л _ 00 =  Р ] Л С и до-

С

полнение к Лоо =  у л с имеют меру нуль. В самом деле, если
С

А а  Л_оэ, то у г ( А )~>~0 для всех г,  что возможно лишь 
при ц (А)  =  0. Если же Л с  Х \Л о о , то V,. (Л) ^  0 для всех 
г , что такж е возможно лишь при (х (Л) =  0. Д алее, семей­
ство {Ас\ по построению непрерывно справа: А с =  
=  П  А с+г- Поэтому существует т а к ая  ф ункц ия /  на X ,

е >  о
что Ле =  | х е Х :  / ( х ) > с } .  Ф ункция /  измерима, так  как  
все множества А с измеримы по построению.

Пусть теперь Е  — любое множество конечной меры. 
Тогда (см. задачу 187)

~  ц (Е  П Л ^ Х Л у м ^  =

к- ^ р ( Е  П А ± \ А ш у

С другой стороны, по определению А с, справедливы 
оценки

-£ у.(Е  П Л Д Л щ \ <
\ п п 1

П Л ^ Х Л  ̂+ Л ^  ^ р  /  Е  П Л ^ \ Л -̂]_ Л _
\ п п / \ п П / '

Это доказывает (15) для множеств конечной меры. Теперь 
из конечности заряда V (см. задачу 134) вытекает сум ­
мируемость /  и справедливость (15) в общем случае. 
Единственность /  (как  элемента Ь х(Х,  р,)) следует из резуль­
тата задачи 192. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если  ,и — мера на X ,  V — конечный заряд, 
абсолютно непрерывный по мере ,и, то для  любого е >  0 
существует такое 6 > 0 ,  что из ¡ л ( Л ) < 6  следует  
¡г|  (Л) <  е.

=  И т  АП —*03 “К

п т



В самом деле, по теореме Радона — Никодима сущ е­
ствует т а к ая  функция / e L ^ X ,  fi), что v ( A )  — ^ f d \ i .

А

Тогда |v  | (Л) =   ̂ | / |  ¿ц  и утверждение вытекает из тео- 
А

ремы 18.

Г Л А В А  III

ЛИНЕЙНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА
И ЛИ Н Е Й Н ЫЕ  ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Общая теория

1. Топология, выпуклость и полунормы. Мы будем 
рассм атривать линейные пространства L над полями R 
и С. В тех  случаях , когда утверждение не зависит от 
выбора поля, мы будем вместо R или С писать К • Если 
А и В  — два подмножества в L, а X и (х — два числа из К,  
то через Х А -\-\1В мы будем обозначать множество эле­
ментов z œ. L  вида Хх-\-\уу, где х  œ  А, у ^ В .

О п р е д е л е н и я .  Отрезком (соотв. интервалом) в L  
с концами в точках х  и у  назы вается совокупность точек 
2 ê L  вида z =  r x - \ - ( l  — х)у,  O ^ t ^ s I  ( с о о т в .  0 < т < 1 ) .

М ножество Е  c z L  называется выпуклым, если оно 
вместе с любыми двумя точками содержит целиком отре­
зок с концам и в этих точках. М ножество E œ L  назы­
вается уравновешенным, если для  любого а ^ К ,  | а | ^ 1 ,  
справедливо включение аЕ  с  Е.

М ножество Е  с .  L называется поглощающим, если 
U  ХЕ =  L.

К.
П олунорм ой  называется ф ункция р  на L, принимаю­

щая неотрицательны е значения (допускается значение 
р(х )  =  со)  и обладаю щ ая свойствами:

1) р (Хх) =  |Х| р (х), X œ .K,  x œ L  (однородность);
2) р (х +  у)  ^  р (х) -f- р (у) (полуаддитивность).
И з условий 1) и 2) легко следует, что р ( 0) =  0.
Нормой  назы вается такая полунорма, которая для лю­

бого ненулевого . t e L  принимает конечное ненулевое 
значение.

Единичны м  шаром  для полунормы р  называется мно­
жество В р =  {х œ  L: / ? ( * ) <  1}.



Ф ункционалом Минковского множества В cz L  н азы ­
вается функция р ц { х ) =  inf X  (если х ф Х В  ни при

Л>0, хеА В
каком Я > 0 ,  то полагаем р в ( х ) =  + о о ) .

О казы вается, соответствия р  i—► В р и В  i—► рв  почти об- 
ратны друг к другу, если р  пробегает множество п о л у ­
норм в L, а Б  —множество вы пуклы х уравновеш енных 
множеств. О говорка «почти» связан а  с тем, что разны е 
множества В  могут иметь один и тот ж е функционал М ин­
ковского р в (см. задачи 267, 268).

Т е о р е м а  1. 1) Если р — полунорм а, то ее единичный  
шар В р — выпуклое уравновешенное множество.

2) Если р — норма, то В р — поглощающее множество, 
не содержащее целиком никакой прям ой (т . е. одномер­
ного подпространства) в L.

3) Если В  — выпуклое уравновешенное множество, т о  
р в — полунорма.

4) Если В —выпуклое, уравновешенное, поглощающее м н о ­
жество, не содержащее ни одной прям ой, то рв — норма.

5) Д ля  любой полунормы р справедливо равенство  
Рвр =  Р-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У тверж дения 1) и 2) непосредст­
венно вытекают из определений. Д окаж ем  3). О днород­
ность функционала р в очевидна. П усть В — вы пуклое 
множество. Д окаж ем, что рв — полуаддитивная ф ункц ия. 
Пусть х, у  e L ,  Если р в {х) или р в (у) бесконечны, д о к а ­
зывать нечего. Если р в (х) — 0, то к е В  при всех Я > 0 .  
Поэтому из i / e B  следует, что ( 1 — е) г/ +  х =  (1 — е) у  +
- f  е й  при 1 > е > 0 .  Т аким  образом, неравенство

Р в ( у ) < \  влечет р в ((1 — е) у  +  х)  1 при всех s e ( 0 ,  1). 
Отсюда следует, что Рв(у- \~х ) ^ Р в ( у ) -  О стается исследо­
вать случай, когда р в (х) и р в (у) отличны от нуля. Р а с ­

смотрим векторы х г — — ■ е х  и у & =  1 , е у. По определе- 
Pft\x) РВ \У)

нию функционала М инковского имеем х е, г/е е  В  при 
е > 0 .  Т ак как  В  выпукло, отсюда следует, что х х е 4- 
+  (1 — т)г/е е В  при O s g t i g l .  В частности, при т =  

Рп  (х ) 1 — в

~  р, ц  +  < .„м  "о л у ,а е “  М Ч  +  М Й  ( ж + ! / ) е й ' З н а '

/ , ч Рв (х) + Р в (у) Ачит, Рв ( х  +  у)  —  при е > 0 ,  откуда и следует

полуаддитивность р в. Утверждения 4) и 5) теоремы п р о ­
веряются без труда.



О п р е д е л е н и е .  Линейным топологическим простран­
ством (сокращ енно Л Т П ) называется линейное простран­
ство Ь  над полем К , снабженное топологией, относительно 
которой операции сложения и умножения на число непре­
рывны.

П р и м е р  1. П усть р — конечная полунорма в при­
мем в качестве базы  топологии в Ь  совокупность откры­
тых шаров В р (х, г) =  { у ^ Ь :  р ( х  — у ) < г } .

Проверим, что таким  образом получается линейное то­
пологическое пространство. В самом деле, пусть х,  у  е  Ь 
и и  — окрестность точки х  +  у ^ Ь .  По определению то­
пологии множ ество и  содержит некоторый шар вида 
В Р(х +  У, г), г > 0. Положим и 1 =  В р(х, г/2), и 2 =  В р(у, г/2). 
Тогда и 1 и открыты и + II2 сг В р (х +  у, г)< ^1!  
в силу полуаддитивности р. Тем самым доказана непре­
рывность операции сложения.

Пусть теперь х е [ ,  Х ^  К  и II — окрестность точки 
Тогда и  содержит шар вида В р (Хх, г), г >  0. 

Положим Уе =  {(х ^ К :  |Я — | х | < е } ,  и е, =  В р (х, б). Если 
^  ее 1/ е, ( / е  и 6, то

р (Хх —  ц у ) ^ р  (Хх — |ях) +  р (|хх — ц у ) ■ '
<  е р  (х) +  (| X | +  е) б.

Ясно, что д ля  достаточно малых положительных е и б 
последнее вы раж ение будет меньше г. Поэтому У8 £/6 с  
си В р (Хх, г) сг С/, и мы доказали непрерывность умно­
ж ения.

П р и м е р  2. П усть {ра }аеЛ  — любое семейство конеч­
ных полунорм в Ь.  Примем в качестве базы топологии в Ь 
совокупность ш аров В р^(х,  г), а  е Д ,  х е [ ,  г >  0, и их 
конечных пересечений. Как и в примере 1, можно про­
верить, что эта топология превращает в линейное 
топологическое пространство. Такие Л Т П  называют по- 
линормированными.

З а м е ч а н и е .  К аж дая конечная полунорма в простран­
стве определяет отображение Ь в множество состоя­
щее из всех вещественных неотрицательных чисел. Опре­
деленная выше топология — это слабейш ая топология, от­
носительно которой все полунормы семейства {ра }а е д 
непрерывны. Н епрерывность полунормы р  равносильна 
открытости ш ара В р (0, 1).



О п р е д е л е н и е .  Локально выпуклым  линейным то п о ­
логическим пространством (сокращ енно ЛВП) назы вается  
такое Л Т П , которое обладает базой топологии, состоящ ей 
из выпуклых множеств.

Ясно, что Л ТП  из примеров 1 и 2 являю тся Л В П . 
О казы вается, что Л Т П  примера 2 является самым общим 
примером Л В П . А именно, справедлива

Т е о р е м а  2. Во всяком Л В П  Ь топология мож ет  
быть определена с помощью семейства полунорм  {ра } аел - 
В  качестве такого семейства можно взять совокупность 
всех непрерывных полунорм на

Д оказательство основано на следующем у твер ж д е­
нии.

Л е м м  а. Всякая окрестность нуля  в Л В П  Ь содерж ит  
открытое выпуклое уравновешенное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы .  Пусть ^  — п ро и зво л ь­
ная, а О с  и  — открытая вы пуклая окрестности нуля в Ь. 
Из непрерывности операции умнож ения на число в Ь  
вытекает, что существует тако е  число е >  0 и т ак ая  о т ­
кры тая окрестность нуля V с  Ь, что В е -У с  0 ,  где В Е — 
=  { К ^ К :  |А ,|< е } . Пусть № означает выпуклую оболочку 
множества В еУ,  т. е. совокупность всех векторов ви д а

2  Т/А> где х к е  В еУ,  а коэффициенты хк удовлетворяю т 
к =  1
ограничениям

N

О <  т„ 1, 2  т* =  1
к =  1

(ср. с задачей 269). Тогда множ ество V? открыто, в ы ­
пукло, уравновешено и содерж ится в 0  с и .  Лемма д о ­
казана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. В силу леммы и 
утверждения 3) теоремы 1 на Ь определено некоторое 
непустое семейство непрерывных полунорм, обладаю щ ее 
свойством, описанным в примере 2. Введем в Ь топологию  
полинормированного пространства, взяв  в качестве сем ей­
ства {/?а }аел  совокупность всех непрерывных полунорм  
на Ясно, что эта топология не сильнее исходной, т а к  
как  все шары В Ра (х, г) открыты в исходной топологии. 
С другой стороны, в каждую окрестность нуля в исходной 
топологии можно вписать вы пуклое уравновешенное о т ­
крытое множество а значит, и шар В р^ ( 0, 1). Т аки м



образом, топология полинормированного пространства не 
слабее исходной. Теорема доказана.

Обычно рассматривают лишь отделимые или хаусдор- 
фовы ЛТП, т. е. такие, в которых любые две различные 
точки обладают непересекающимися окрестностями.

Т е о р е м а  3. В любом ЛТП £ существует и единст ­
венно такое подпространство  10> что

1) любая непустая окрестность точки х е !  содержит  
множество х-\-Ь0\

2) факторпространство Ь/Ь0, снабженное естественной 
фактортопологией, отделимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ь„ — пересечение всех 
непустых окрестностей нуля. Из непрерывности операций 
сложения и умножения на число вытекает, что ¿ 0 —под­
пространство и что справедливо утверждение 1). Далее, 
если л: и у  — две различные точки фактор пространств а 
¿/¿о, то существует окрестность нуля £/ в ¿/ ¿0. содер­
жащ ая х — у. Из непрерывности операции вычитания 
вытекает, что существует такая окрестность нуля V, что
V — V а  и .  Тогда х +  V и у  + V — непересекающиеся 
окрестности точек х и у .  Теорема доказана.

П р и м е р .  В полинормированном пространстве 
(£. {Ра}<хел) ¿о совпадает с множеством, где все полу­
нормы ра обращаются в нуль.

Одна и та ж е топология в ЛВП Ь может задаваться 
разными наборами полунорм. Два набора полунорм 
{Ра}ае.А и {<7р}рев называются эквивалентными, если они 
определяют одну и ту же топологию. Можно показать, 
что два набора полунорм эквивалентны тогда и только 
тогда, когда любая полунорма одного набора мажори­
руется конечной линейной комбинацией полунорм другого 
набора и обратно.

В дальнейшем, к ак  правило, будут рассматриваться 
лишь отделимые полинормированные пространства. Среди 
них особенно важны пространства (¿ , {ра}аел), для кото­
рых семейство А конечно или счетно. Если А конечно, 
то можно заменить набор полунорм {ра} одной полунор­
мой р  = 2  Ра ,  которая задает ту же топологию, что и

а  е А
весь набор {р«}а ел - Д ля отделимости Ь необходимо и 
достаточно, чтобы полунорма р  была нормой. Такие ЛТП, 
в которых топология может быть задана нормой, назы­
ваются нормируемыми, а если норма р, задающая топо­
логию, фиксирована, —нормированными. Если А счетно,



то, вообще говоря, I  не является нормируемым. Однако 
всякое счетно-нормированное ЛТП метризуемо, т. е. то­
пология в нем задается некоторой метрикой. Более того, 
эту метрику можно считать инвариантной относительно 
сдвигов*). Такой метрикой является функция

d(x,  у) = 2  2-" Рп(Х У)
1 + Р п  (х  — у УП— 1

2. Сопряженные пространства. Линейные топологичес­
кие пространства образуют категорию, морфизмами кото­
рой являются непрерывные линейные отображения. Сово­
купность всех линейных непрерывных отображений из 
ЛТП в ЛТП L2 обозначается через X (Llt L2). Ясно, 
что X (Lu L2) есть линейное пространство над К • Особый 
интерес представляет случай L2 — K.

Пусть задано ЛТП L. Пространство X (L, К) назы­
вают сопрязкенным пространством  к L. Обычно его обозна­
чают L ', а его элементы называют линейными непрерыв­
ными функционалами на L.

Если L — нормированное пространство, то в V тоже 
можно ввести норму по формуле

II/I t ' =  sup -тг^тр- (1)Хфо и* III

(см. задачу 282), где fjefi означает норму элемента х е  L.
Аналогично, если L — полинормированное пространство 

с семейством полунорм {ра}а<=А, то в L' вводится семей­
ство ПОЛуНОрМ {Ра}аеЛ

Ра(/) =  ( 5УР Й И 1 - (2)
{ х : р а  (х)фо) ра (х )

Пространство L' с топологией, соответствующей норме 
( 1) или системе полунорм (2), называют сильно с опр яж ен ­
ным к L.

Слабая топология определяется для любого ЛТП L 
системой полунорм p/(x) = \f (х)\, где / пробегает L'; для 
слабой сходимости последовательностей используют обозна­
чение хп-*-х.

*) Обычно линейным метрическим пространством называю т линей­
ное пространство, снабженное метрикой, инвариантной относительно 
сдвигов. Мы такж е придерживаемся этой терминологии.



*-слабая топология определяется для сопряженного 
ЛТП V системой полунорм рх (/) =  | / (я) |, где л: пробегает Ь.

Банаховым пространством  называется полное норми­
рованное пространство.

Т е о р е м а  4. Для любого нормированного простран­
ства (Ь, р) сопряженное пространство  ( ¿ ',  //) полно *).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {/„} —фундаментальная 
последовательность элементов из Ь'. Для каждого 
числовая последовательность /„ (л:) фундаментальна и, сле­
довательно, имеет предел, который мы обозначим } (х). 
Проверим, что / е  I ! . Линейность / получается предель­
ным переходом из линейности Непрерывность / равно­
сильна его ограниченности на единичном шаре Вр 
(см. задачу 281), а последняя вытекает из фундаменталь­
ности {/„} и оценки

I [ ( х ) \^р ' ( Пр( х) .  (3)

Наконец, утверждение р'(/п — /)-> 0 получается перехо­
дом к пределу при т-+  со в неравенстве р' (/„ — /т ) <  е, 
справедливом для достаточно больших п, т  в силу фун­
даментальности {/„}. Теорема доказана.

Д ля любого нормированного пространства Ь существует 
естественное вложение его во второе сопряженное прост­
ранство Ь" (см. задачу 303). Если это вложение является 
изоморфизмом на все пространство называется реф­
лексивным. Для таких пространств слабая и *-слабая топо­
логии совпадают.

Соответствие Ь - у Ь' можно продолжить до контра- 
вариантного функтора в категории е© всех банаховых 
пространств (морфизмы— непрерывные линейные опера­
торы). А именно, каждому оператору А е  X ( ¿ х, ¿ 2) можно 
поставить в соответствие сопряженный оператор А', дейст­
вующий из 1!.г в Ц по формуле

^ 7  (х)=1{Ах),  где / е Ц  х ^ Ь г.

Нормой оператора А е Х  (Ьь  1 2) называется число
II|| Л | =  вир 1—
II •* Нц

Т е о р е м а  5. Норма оператора А' совпадает с  нор­
мой А.

*) Здесь и ниже, если не оговорено противное, иод сопряжен­
ным пространством понимается сильно сопряженное пространство.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычислим норму А'. По опре­
делению,

ЦЛ ¡1 ~  sup J  sup ! Л / =  sup (Л /) (x) =
i \in<i

=  s u p  | / ( i 4 j c ) |  = sup \FAx(f) I =  sup 1 ^ ,1 = .
I / I K  i  ! / ! ; § !  l * I < i14 <1 I 'K I

■ sup I Ax || = || Л ||.

(Мы воспользовались равносильным утверждению зада­
чи 303 равенством где Fy е  (L0' — образ 
г / е /„2 при естественном вложении L -> -(L ')'.)

3. Теорема Хана — Банаха. Если ЛТП Lx и L2 отде­
лимы и конечномерны, то всякое линейное отображение 
из в ¿ 2 непрерывно (см. задачу 300) и, следовательно, 
dim X  (Li, L2) =  dim Z^-dim ¿ 2. В частности, dim L’ =  
=  dim L. В бесконечномерном случае это не так. Известно 
(см. задачу 321), что бывают такие отделимые бесконечно­
мерные ЛТП L, для которых L ' =  {0}. Оказывается, 
в ЛВП такой неприятности не возникает.

Т е о р е м а  Х а н а  —Б а н а х а .  Пусть р  —полунорма 
на L, ¿ о — подпространство в L u. f 0 — линейный функци­
онал на ¿о, обладающий свойством | /0 (х0) | р (х0) для всех 
х0 е  L0. Тогда существует линейный функционал / на  L.. 
совпадающий с  /0 на L0 и обладающий свойством 
|/ (х) | С р (х) для всех x e L

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим совокупность X  
всех пар (Lv  f L), где Lx — подпространство в L, содержа­
щее ¿о, а /х — линейный функционал на Llt обладающий 
свойством |/j (хх)\ s^p(X j), хх е  Lx, и совпадающий с /0 
на L0. Отметим, что X непусто, так  к ак  содержит пару 
(¿о. /о)- Определим на множестве X  частичный порядок, 
полагая (Lx, f x) <  (L2, /2), если Lx с :  L2 и ограничение /2 
на Lx совпадает с /х. Множество X  удовлетворяет усло­
виям леммы Цорна: всякое его упорядоченное подмно­
жество {(La . /а)}, о се  Л, имеет мажоранту: ( ULa> /)> 
а е Л ,  где / — функционал, совпадающий с /а на La. 
Значит, в X  есть максимальный элемент (L, /).

Предположим, что Ь ф Ь .  Пусть х е  L — элемент, 
не лежащий в L. Построим продолжение /х функционала 
/ н а  пространство L1 = L + K x , полагая /, (х -f  he) = / (х) -f- 
-\-Хс. Выпишем условия, которым должна.удовлетворять



константа с е  К  для того, чтобы это продолжение обла­
дало свойством \fl (x)\<:p(x),  XŒ

| / ( * )  +  Яс| < ; / ? ( * - } - Ал), x e L ,  Xœ K-
Заменяя х на — Ху и деля обе части неравенства на 

| X \, мы приходим к равносильному условию
I c - f ( y ) \ < p ( x - y ) ,  y ^ L .

Разберем сначала случай К =  R- В этом случае мы 
должны проверить, что семейство отрезков [Í (у) — р (х —у), 
Î (У) +  Р (х — у)], y ^ L ,  имеет общую точку. Д ля этого 
достаточно проверить, что левый конец любого отрезка 
лежит левее, чем правый конец любого другого отрезка. 
Искомой точкой будет тогда верхняя грань всех левых 
концов.

Итак, осталось проверить неравенство 
f{yi )  — p ( x - i j i ) <r . f { y 2) ^ p { x - y 2), y v  у г (=1.

Но оно сразу следует из неравенства 

/ Ы  -  / Ш  <  Р (Ух ~ У-i) ^Р ( У1~х)  +  Р(х-Уг ) -
Непосредственное перенесение этого рассуждения на 

комплексный случай может быть проведено с помощью 
теоремы Хелли (см. задачу 320). Мы укажем здесь более 
простой обходной путь. Рассмотрим пространство как 
вещественнее. Тогда его можно получить из L, последо­
вательно присоединяя R .t и R ix. Последовательные 
продолжения функционала f  приведут нас к вещественно­
линейному функционалу ф, совпадающему с f  на L, обла­
дающему свойством | ф (х) | р (х) для x œ L v Я с н о ,  ч т о  

теми же свойствами обладает и функционал г|) (х) =
= — 1ф (ix). Наконец, полагая (х) = ф _ МЬ1 полу-

I г / \ i I ф W 1 + 11 Mi / \ чим искомое продолжение: | (х) \ = —------ ----------<  р (х)

и f l (ix) -- ф ^  = i'fx (х). Итак, мы построили

пару (/_!, /х), следующую за (L, f), что противоречит мак­
симальности последней. Значит, предположение Ь ф Ь  
неверно, и теорема доказана.

С л е д с т в и е  1. В любом полинормированном про­
странстве L имеется достаточно много линейных непре­
рывных функционалов, чтобы разделить любые две точки.



В самом деле, если х, у, х ф у ,  то по лемме п. 1 
существует выпуклая уравновешенная окрестность нуля
и ,  не содержащая х — у.  Положим р = р и , Ь0 = К(х — у) ,  
/о (х — у) = 1. По теореме Хана —Банаха существует такой 
функционал что / (х) — / (г/) =  1 и Ц (х)\^ р ц (х).

С л е д с т в и е  2. Для любого нормированного п р о ст ­
ранства (Ь, р) и любого вектора х<=Ь,хфО сущ ест вует  
такой ненулевой функционал [ ^ ( ¿ ' ,  р'), что

/(*) = Р '(/ )Р М - (3 ')

С л е д с т в и е  3. Для любого нормированного п р о ст ­
ранства (/_>, р) естественное вложение 1_ в Ь" (переводящее 

в функционал х(})—}(х)) изометрично. (Ср. с з ад а ­
чами 303, 304.)

З а м е ч а н и е .  В доказательстве теоремы Хана — Б ан а­
ха свойства полунормы р использовались не полностью. 
А именно, можно показать, что все рассуждения остаются 
в силе, если от р потребовать полуаддитивности и поло­
жительной однородности: р ( кх ) —Хр(х) для X̂ 0 .

Кроме того, можно ослабить условия теоремы, потре­
бовав выполнения неравенства [0( х ) ^ р ( х )  (т. е. ф унк­
ционал ограничивается лишь сверху); при этом для ф унк­
ционала / (х) гарантируется односторонняя оценка ¡ ( х ) 
< р (* ).-

Приведем геометрическую интерпретацию теоремы 
Хана — Банаха.

О п р е д е л е н и е .  Пусть Е и М — линейные простран­
ства. Линейным многообразием  в линейном пространстве 
Ь называется прообраз точки при линейном отображении 
А: Ь - у М .  Е сли  образ Ь в М при отображении А имеет 
размерность п, то говорят, что линейное многообразие 
А~1(х), х^ . А( Ц,  имеет коразмерность п. Многообразие 
коразмерности 1 называется гиперплоскостью. Таким 
образом, гиперплоскости— это множества уровня линей­
ных функционалов.

Т е о р е м а  6 ( г е о м е т р и ч е с к а я  ф о р м а  т е о ­
р е м ы  X а н а — Б а н а х а). Пусть К = Я- Если и  — откры ­
тое выпуклое множество в ЛТП Ь и 5  — линейное м н о ­
гообразие, не пересекающее 11, то существует гип ерпло ­
скость Т, содержащая  5  и не пересекающая и .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что и  содержит 
нуль. Пусть 10 —подпространство, порожденное 5 , и /0 —  
линейный функционал на Ц, определенный равенством



/0(х) = 1 для i e S  (функционал /0 определен корректно, 
поскольку S порождает L0 и не содержит нуля). Посколь­
ку S  не пересекает U, функционал /0 обладает свойством 
/о (*) ^  Рц W  для х ^ ^ о -  Функционал Минковского р и 
полу аддитивен и положительно однороден: р и (кх) = Хри (х) 
при Я ,> 0. В силу сделанного выше замечания, этих 
свойств достаточно для справедливости теоремы Хана — 
Банаха в вещественном случае. Продолжим /0 до функ­
ционала / во всем пространстве, обладающего свойством 
[ ( х ) ^ р и (х), и положим i = { j c e L ,  /(х) =  1}. Тогда 
Т — искомая гиперплоскость. В самом деле, на U / (х) 1, 
а в силу открытости U / (х) <  1 для х е ( / .

С л е д с т в и е .  Пусть в ЛТП L заданы два выпуклых 
не пересекающихся множества Ux и U2, одно из которых 
открыто. Тогда существует  гиперплоскость Т, разделяющая 
Uх и U2»

В самом деле, положим U = U1 — U2, 5  =  {0}. Тсгда 
U — выпуклое открытое множество, S  — линейное мно­
гообразие, не пересекающее U. Пусть Т0 — гиперплоскость, 
содержащая S  и не пересекающая U. Поскольку Т содер­
жит нуль, она задается уравнением / (х) =  0, гд е/  —неко­
торый линейный функционал на L. Так как U выпукло 
и не пересекает Т, функционал / принимает на U значе­
ния одного знака.

Пусть для определенности / (х) >  0 для х е  U. Вспо­
миная определение U, мы видим, что f ( x1) > f ( x 2) для 
всех x1^ U 1, x2<=U2. Пусть с=  sup /(х2). Тогда гипер-

плоскость Т — {х: f (x)  = c } разделяет Ul и Иг.
З а м е ч а н и е .  Требование открытости U1 или U2 

в формулировке следствия существенно (см. задачу 301). 
Другую  теорему о разделении выпуклых множеств см. 
в задаче 302.

4. Банаховы пространства. Среди всех ЛТП наиболее 
удобны для обращения и поэтому чаще всего встречаются 
(особенно в вопросах, связанных с приложениями) бана­
ховы пространства. Д ля них справедливы три основных 
принципа линейного функционального анализа, об одном 
из которых шла речь выше (теорема Хана — Банаха). 
В этих пространствах имеют место теоремы об обратной 
и неявной функциях, которые составляют основу для 
многих результатов нелинейного функционального ана­
лиза. Мы приведем здесь несколько простейших свойств



и конструкций банаховых пространств. Более подробные 
сведения можно найти в книгах [18], [27] и [28*].

Начнем с конечномерных пространств. Самым и звест­
ным примером банахова пространства является простран­
ство 1й(п, К),  К = Я или С. Оно состоит из всех векторов 
х = (хх.......... хп) ^ К п, а норма в нем определяется фор­
мулой

Г П = 1 ( 4 )

Естественным обобщением этого пространства яв л яется  
пространство 1Р (п , /С). Оно такж е состоит из векторов 
х е  Кп, а норма задается формулой

I п \ 1/р
И р  =  ( Д 1 1 * * П  . ( 5 )

Несложно показать, переходя к пределу при р  -> оо 
в (5), что

||х [оо =  т а х  \Х1 \. (5 ')

Оказывается, выражение в правой части (5) является 
нормой, когда р принадлежит сегменту [ 1, оо], вклю чая 
концы (см. задачу 323). Доказательство этого утверж де­
ния не очевидно и потребует некоторых приготовлений.

Назовем два числа р и <7 из [1, оо] сопряженными, 
если выполняется одно из следующих эквивалентных 
условий:

1) 1  +  1  =  1;
' Р я

2) (р — 1) (£?— 1) = 1;
3) р +  <7 =  /?<?.
Л е м м а  ( н е р а в е н с т в о  Г ё л ь д е р а ) .  Пусть р  и  

<7 — сопряженные числа из сегмента  [1, оо]. Тогда дл я  
любых х, у  е  1{п справедливо неравенство

• 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если одно из чисел р  или 7 

равно оо, то неравенство (6) очевидно. Рассмотрим с л у ­
чай, когда р  и с] конечны. Воспользуемся следующим



вспомогательным результатом: если а ^ О  и Ь^О,  а р  
и <7 — сопряженные числа, то аЬ ^  ар! р -\-b4lq. Аналити­
ческое доказательство этого неравенства легко полу­
чается, если вычислить частные производные функции

ф (х, у) = ху -  Хр1р -  уч'!ц. Гео- 
метрический смысл неравен­
ства виден из рис. 1. Из 
этого же рисунка видно, что
при а = Ьс> 1 (или Ь ■- ’ )
неравенство превращается в 
равенство.

Докажем теперь неравен­
ство Гёльдера. Поскольку 
обе части неравенства (6) 
однородны по х и по у, до­
статочно рассмотреть случай
IX 1р = 1 =  | у  II,. (Ес ли один из 
векторов х или у  равен О, 

неравенство становится очевидным.) Положим а=\х1\, 
Ь = \уг \ во вспомогательном неравенстве. Мы получим 
\х{у1\<: \х1\р1р-1г\у1\91ц. Суммируя по £ от 1 до п, полу­
чаем

\*ГР
= 1 .

Лемма доказана.
З а м е ч а н и е .  Из доказательства леммы видно, что 

справедливо следующее полезное дополнение к неравен­
ству Гёльдера: для каждого ненулевого х ^ К п суще­
ствует такой ненулевой у  е  Кп, для которого неравен­
ство Гёльдера превращается в равенство.

Отсюда вытекает формула

зир \ 2 хш \
< = 1 (7)

В самом деле, правая часть в (7) не превосходит 
левой части по неравенству Гёльдера и достигает этой 
величины в силу сделанного выше замечания.

Пусть X — компактное топологическое пространство. 
Через С(Х)  мы обозначаем линейное пространство непре­
рывных функций на X. Легко видеть, что это пространство 
становится нормированным, если положить 

II/|| =  йир |/(х) |, / е С (Х ) .
х е .  х



Т е о р е м а  7. Пусть р и q — сопряженные числа. Выра­
жение \\xfp является нормой при  р е [ 1 ,  оо]. П ростран­
ство 1р (п, К)' изоморфно lq (n, К)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Yq — компакт в К п, опре­
деляемый условием Yq =  {у е  Кп, i г/|9 =s£ 1}. Построим 
отображение /(" в C(Yq) по формуле x*—* f x, где f x (y) —

П
= Yi Xiyi- Из (7) вытекает, что ¡x\p = l f x [c (Y).  Но 

i = i
C(Yq) — нормированное пространство. Значит, \х\р — норма 
в Кп. Второе утверждение теоремы непосредственно сле­
дует из (7) и определения нормы в сопряженном прост­
ранстве. Теорема доказана.

Пространство 1Р (п, К)  допускает обобщение. Обозначим 
через 1р{К) пространство последовательностей в К  со

СО

свойством I Х{ \р <  оо. (Для р =  оо обозначим через I^  (К) 
¡ = 1

пространство ограниченных последовательностей в К. )  
Положим

СО

\ \ X n ) l p  = { Y i \ X n \ P) UP Дл я  1 < Р < 0 0 ,
п — 1

I {-^л} !оо =  s u p  | ЛГ„ I Д Л Я  р  =  ОО.п
Можно показать (см. задачи 324, 325), что простран­

ства 1р(К) при любых р е [  1, оо] — банаховы.
Приведем теперь несколько конструкций, позволяющих 

строить новые банаховы пространства из имеющихся.
1. Пополнение любого нормированного пространства 

является банаховым пространством.
2. Если L — банахово пространство, a L0 — его зам кн у­

тое подпространство, то L0 само является банаховым 
пространством.

3. Пусть L0 — замкнутое подпространство в банаховом 
пространстве L, L1 = L/ L 0 — соответствующее факторпро- 
странство. Тогда Lx является банаховым пространством 
относительно нормы ||л:|i,1 == inf {у\ь- (См. задачи 327, 328).

У*=-Х
4. Пусть Lx и ¿ 2—два банаховых пространства, Ьг (&Ь2— 

их алгебраическое тензорное произведение. (Напомним опре­
деление (g) Z,2 (см. такж е задачу 61). Пусть Lx □  L2— 
совокупность всех формальных линейных комбинаций симво­
лов х □  у, где x ^ L x, у  е  L2; Lx ° L2—подпространство 
в Lx □  Z,2, порожденное выражениями вида
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а) {х1 +  хг) П у  — х1П у  — хг Пу ,
б) хП{ У1 +Уг ) - хПУ1  — хиУг,
в )  Хх □  \.иу — ^¡х (л: □  у)\ к, ^  <= К .

Тогда ¿ 1®/.2 =  (1 , □  ¿ 2)/(̂ 1 °12)- Е сли  х е  у  е  1 2, 
то класс эквивалентности, содержащий х □  у, обозна­
чают х ®у . )

З а м е ч а н и е .  Не следует думать, что каждый эле­
мент пространства £1® / ,2 имеет вид я ® у  (см., например, 
задачу 341).

Если конечномерно и имеет базис ех..........е„, то, как
легко проверить, каждый элемент однозначно

П
записывается в виде ^ е к® у к. Если 12 также конечно- 

*=1
мерно и имеет базис . . . ,  /т, то элементы е,®/;-, 1 г йС п,
1 ^ / = ^ т ,  образуют базис в Ь1(&Ь2. В 1Л(&Ь2 можно 
различными способами вводить норму. При этом естест­
венно потребовать, чтобы эта норма р  обладала свойством 
р (х®у)  =  />! (х) р.г (у), где х е / , ! ,  у  е= ¿ 2, а р г и р2 -  нормы 
в пространствах и Ь2 соответственно. Такие нормы 
называются кросс-нормами.

Заметим теперь, что пространство Ц<8)Ь'3 естественно 
отображается в ( ¿ !® £ 2) ': элементу /, ® /2 е  ¿1 соот­
ветствует линейный функционал / на ¿ 2, определяемый 
формулой / (л:® у)  (л:) /2 (у). Потребуем от нормы р 
в 1 . !® ^  выполнения условия р ’ (/) — р\ (Д) Р-Н/г), гДе Р' > 
р[, р ’.г — нормы в пространствах ( ¿ ^ ¿ г ) ' ,  соответ­
ственно. Такие нормы называют равномерными кросс-нор- 
мами. Оказывается, что среди всех кросс-норм есть наиболь­
ш а я —она обозначается р ^ ®р 2, а среди равномерных 
кросс-норм есть наименьшая — она обозначается р х®р2.
Пополнения по этим нормам обозначаются ¿!®/^2
и Ьг ®Ь2 соответственно.

5." Если и ¿ 2 —банаховы пространства, то в их 
прямой сумме ¿!© £ 2 можно определить норму формулой

I *1® *21 — IХ 1 [1 + 1: х2 |!а.

Полученное пространство также будет банаховым. 
Отметим, что топологически эквивалентное (но не изомет- 
ричное) пространство можно получить, если положить

I! *10*2 | = зир ( ]* Л , ¡х2 у .



§ 2. Линейные операторы

1. Пространство линейных операторов. Линейные топо­
логические пространства над данным полем К (К =  R 
или С) образуют категорию Хк , морфизмами которой 
являются линейные непрерывные отображения, называемые 
обычно линейными непрерывными операторами. Если Lx 
и ¿ 2 —два ЛТП над полем К, то совокупность всех линей­
ных непрерывных операторов из Lx в L2 обозначается 
X (L1} L2) (см. гл. I l l ,  § 1, п. 2). Ясно, что X (Llt L2) — 
линейное пространство над /С; если ж е L1 =  L2 = L, то 
X (Z-j, ¿ 2), обозначаемое чаще End/., является к тому же 
алгеброй над полем К.

Пространство X  (Llt L2) можно снабдить различными 
топологиями. Наиболее употребительными являются сле­
дующие три.

1. Слабая топология. Базис окрестностей нуля* )  
в этой топологии составляют множества
U(x, f) = {A ^ X ( L lt L2) :\f (A(x) )\<l},  х е в Ъ ,  / e L J .

Легко проверить, что последовательность {Ап\ сходится 
к Л в слабой топологии тогда и только тогда, когда для 
любого х e L j  последовательность {Ап (х)} сходится к А(х) 
в слабой топологии пространства Ь2. Это соотношение 
записывают так: Ап -+ А или A — vi-Wm Ап.

2. Сильная топология. Базис окрестностей нуля состав- 
ляют множества U (х, V) = {А е  X (L1; L2): Ax<=V], где 
i e i j ,  а V — окрестность нуля в L2. Ясно, что сильная 
сходимость А„ к А равносильна сходимости Апх к Ах 
в топологии L2 для любого j c g L j .  Это записывают так: 
А„^-А или А = ъА\т Ап.

3. Равномерная топология. Пусть Lx и Ь2 — нормирован­
ные пространства с нормами и р2. Тогда в X (Llt L2) 
можно ввести норму р  по формуле

Базис окрестностей нуля составляют множества 

U (е) =  {А е  X (Lv  L2)\ р (А) <  е}, е >  0.

*) Д ля определения топологии в ЛТП достаточно задать базис 
окрестностей нуля. В качестве такой системы можно рассматривать 
любое семейство подмножеств, содержащих н уль , сдвиги которых 
образуют базу топологии,



Тот факт, что последовательность Ап стремится к А 
в равномерной топологии (т. е. р (А„ — А) -> 0 при п ->■ оо), 
записывают так : Ап или у4=р-Пш Ап.

П -*  СО

Несложное рассуждение показывает, что слабая топо­
логия слабее сильной, а сильная— слабее равномерной. 
Отметим, что в конечномерном случае (т. е. когда 
сН т/ ^ С о о , сН т12 < 00) все три топологии совпадают. 
В бесконечномерной ситуации это уже не так (ср. с зада­
чами 346 — 348).

Отметим некоторую несогласованность описанной (обще­
принятой) терминологии с введенными раньше (и тоже 
общепринятыми) понятиями слабой и сильной топологий 
в пространстве Ь' = £  (Ь, К)- А именно, если рассматривать 
линейные функционалы как  операторы из £ в К,
то слабая и сильная операторные топологии соответствуют 
*-слабой топологии в V, а равномерная операторная топо- 
л гия соответствует сильной топологии в V.

Линейный функциональный анализ в основном покоится 
на трех китах — трех теоремах, связанных с именем Стефана 
Банаха. Одна из них —теорема Хана — Банаха — разобрана 
в § 1. Здесь мы приведем две другие.

Т е о р е м а  Б а н а х а  —Ш т е й н г а у з а .  Пусть Ьг — 
полное линейное метрическое пространство, Ь2— нормирован­
ное пространство и {/Ц,|у е Г - с ем ей ст во  линейных непре­
рывных операторов из в Ь2. Если для каждого х е^ Ь 1 мно­
жество {Аух} у ^ г  ограничено в Ь2 (т. е. || Аух\\ «£ С (х) 
V* е  £г, у е / ) ,  то семейство \ АУ\ равномерно ограничено 
на некотором шаре с  центром в нуле в (т. е. || Аух || <;  С 
для всех у е Г  и всех х из шара В (0, г) =  { х е
11 (0, х) <  г\).

С л е д с т в и е .  В условиях теоремы семейство {А равно­
степенно непрерывно: Уе >  0 36  > 0: й(х1, х2)< б= >  
=> || Ау (хх) — Ау (х2) || <  е Уу  е  Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я .  Пусть ||ЛуЯ[Ко 
на шаре В (0, г). Выберем б настолько маленьким, чтобы
шар В (0, б) содержался в множестве ~ В (0, г). (Это воз­
можно в силу непрерывности операции умножения на число 
в ¿ , . )  Тогда, если й(х1, х2) < б ,  то || Ау (л )̂ — Ау (х2) || =
= II Ау(х1- х 2)\\ =  ^||лг - ^ ^ | | < у - с  = е, так как

с (х ,~ хг)- е  -  В (0, 6) с  В (0, г).& 8



Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы  Б а н а х а  — Ш т е й н -  
г а у з а .  Предположим, что семейство {Л¥} неограничено 
ни на каком шаре вида В (0, г), г  >  0. Тогда оно неогра­
ничено ни на каком шаре вообще. В самом деле, п усть 
В (х1 > >1) —любой шар в 1Х. Из инвариантности метрики 
относительно сдвигов вытекает, что шар В (хх, г х) — 
=  1̂ +  6 ( 0 , ^ ) .  Так как семейство {Ау) ограничено на 
векторе хх и неограничено на шаре В  (0, г^,  оно неогра­
ничено на шаре В (хг, гх).

Построим теперь последовательность шаров В (хп, г п) 
и последовательность индексов {у„}, обладающих следую­
щими свойствами:

1) В (хп+1, гп+1) с  В (хп, г п);
2) /-П4 1 < г л/2;
3) || АУп (х) || для всех л е В  (х„, г„).
Положим Хд =  0, г0 =  1 и воспользуемся тем, что семей­

ство \АУ) неограничено на шаре В (х0, г0). Значит, найдется 
такой индекс у г и такой элемент (х0, г0), что
II АУ1х11| >  1. По непрерывности Лу, существует такое число 
г\, что || АУ1 х || 1 для всех . г е В  (х\, г\). Уменьшая, если 
нужно, г  1, можно считать, что п  <  г0/2 и В (х1г гх) с : В  (ха, г0). 
Предположим, что шары В (хк, г к) и индексы у к уже выбраны 
для — 1. Поскольку семейство {Л^ неограничено
на В (хп-1У гп 1), существует такой индекс у п и такой эле­
мент хп е  В (хп-г , г п- г), что || АУп (хп) || >  п. По непрерыв­
ности АУп существует такое число г п, что || ЛУлх|| 3 :  п д л я  
всех х <= В (хп, гп). Уменьшая, если нужно, г п, можно 
добиться выполнения соотношений г п <  г„_1/2 и В (хп, г п) а  
сг В (хп- х, г п-г).

Воспользуемся теперь полнотой Ьх. Пусть х — точка, 
общая для всех шаров В (хп, г„). Т акая  точка найдется 
по теореме о вложенных шарах (см. [1 ]) . Тогда|[ ЛУя (х) || > п  
для любого п, что противоречит ограниченности семейства 
{Л н а  векторе х. Теорема доказана.

Одно из важных следствий теоремы Банаха — Штейн- 
гауза — слабая полнота пространства X (Ьъ  Ь2) в случае, 
когда — полное метрическое линейное пространство, 
а ¿ 2 —банахово пространство. В частности, справедлива

Т е о р е м а  8. Если Ь —полное метрическое линейное 
пространство, то сопряженное пространство Ь' слабо  
полно *).

*) Здесь имеется в виду полнота в смысле слабой операторной 
сходимости, т. е. *-слабой сходимости в сопряженном пространстве.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {/„} — слабо фундамен­
тальная последовательность в Ь'. Это значит, что для 
любого х ^ 1  числовая последовательность {/„(*)} фунда­
ментальна и, значит, имеет предел, который мы обозна­
чим !  (х). Для доказательства теоремы мы должны прове­
рить, что [ е / , ' .  Линейность / получается переходом 
к пределу из линейности /„. Непрерывность / вытекает 
из следствия теоремы Банаха — Штейнгауза. В самом 
деле, семейство {/„} отображений Ь в К ограничено на 
каждом векторе Значит, оно равностепенно непре­
рывно. Поэтому для любого е >  0 существует такое б >  О, 
что \}п (х)\< & на шаре В (0, 6). Переходя к пределу при 
п —>■ со, получаем, что ¡/ (х )| < е на шаре В (0, б), что и 
доказывает непрерывность /.

Еще одно полезнее следствие теоремы Банаха — Штейн­
гауза формулируется так.

Т е о р е м а  9. В нормированном пространстве Ь всякое 
слабо ограниченное множество X (т. е. такое, что \[ (х)\^ 
==£с(/) для любого  х е Х  и / е I ' )  ограничено.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим элементы и е Х  как 
линейные функционалы на Ь'. По условию, семейство X 
ограничено на каж дом  / е ! ' .  Так как Ь' полно, по тео­
реме Банаха — Ш тейнгауза X ограничено на некотором 
шаре В (0, г) в Ь', т. е. \{(х)\*^с для всех х е Х  и всех 
/ е й ( 0 ,  г). В силу следствия 3 теоремы Хана —Банаха 
(см. § 1 гл. III) отсюда вытекает, что ||х|̂ с/ г  для всех 
х е  X, т. е. X ограничено.

Третьим основным принципом линейного функциональ­
ного анализа является

Т е о р е м а  Б а н а х а  об о б р а т н о м  о п е р а т о р е .  
Пусть и Ь2 — полные метрические линейные простран­
ства, А — линейный непрерывный оператор, взаимно одно­
значно отображающий на Ь2. Тогда обратный опера­
тор А 1: Ь2 непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы должны проверить, что для 
любого е >  0 образ шара В (0, г) с  при отображении 
А содержит окрестность нуля в ¿ 2, что и означает непре­
рывность А 1. Воспользуемся тем, что для любого е > 0

СО

объединение и  пВ  (0, е) содержит Ьх. Поэтому объедине-
П — \ _

ние образов Х„ =  Л (яВ (0 , е)) содержит 12. Пусть Х „— 
замыкание Хп. Покажем, что Х„ содержит целиком неко­
торый шар положительного радиуса в Ь2. В противном



случае дополнение Yп к Хп в L2 было бы всюду плотным 
открытым множеством. В силу задачи 32 пересечение

Yп было бы всюду плотно, в то время как оно на
Л =  1

самом деле пусто. Итак, существуют такие « 0e N ,  х0 е  
е 8̂ и Го > 0 ,  что Хп гэ В (хи, /•„). Это значит, что зам ы ­
кание образа ß (0 , е) содержит шар В{х0/п, га/п). Выбе­
рем е настолько малым, чтобы выполнялось условие 
В (0, г ) - В  (0, е) с  ß  (0, г). Это можно сделать в силу 
непрерывности отображения (х, у ) ^ Х — у. Мы доказали , 
что замыкание образа В (0, е) содержит шар В (х0/п, г 0/п). 
Поэтому замыкание образа В (0, г) содержит множество 
В(х0/п, г„/п) — В (х0/п, r j t i ) ,  которое в свою очередь со­
держит В (0, г0/п).

Итак, образ любого шара ß  (О, г) с= Lv, г >  О, плотен 
в некотором шаре вида В (0, р) сz L2. Пусть образ шара 
В (0, г/2") с :  Ly плотен в шаре В (0, р п) cz L2, п =  1, 2, . . .  
Не ограничивая общности, можно считать, что р „ -> 0 . 
Покажем, что образ шара В (0, г) содержит шар В (0, р,). 
Пусть г/ е  ß  (0, р,). Поскольку образ В (0, г/2) плотен 
в В (0, pL), найдется такой вектор (0, г/2), что
d( y ,  Аху)<^р2. Далее, поскольку образ В (0, г/4) плотен 
в В (0, р2), найдется такой вектор (0, г/4), что
d ( y  — Ax 1( Лл:2) < р 3 и т. д. Ряд сходится в Lx
к некоторому вектору л; <= В  (0, г). Имеем d (у, Ах) =  
=  lim d( y ,  y ;/U fl) = 0. Теорема доказана.

п —ю э
Эта теорема часто используется в такой ситуации. 

Пусть в пространстве L заданы две нормы рх и р.г, при­
чем р 2^ с р х и пространство L полно относительно к а ж ­
дой из норм. Тогда нормы р х и р2 эквивалентны, т. е. 
Pi «= с 'р2 для некоторой константы с '. (Для доказатель­
ства достаточно рассмотреть тождественный оператор из 
(L, рх) в (L, р 2).)

Аналогичное рассуждение применимо и к двум счет­
ным семействам полунорм, превращающих L в полное 
метрическое пространство; если одна система полунорм 
мажорирует другую, то эти системы задают одну и ту ж е  
топологию. Этот факт широко используется в теории 
обобщенных функций.



2. Компактные множества и компактные операторы.
Множество А в топологическом пространстве X называют 
компактом , если из любого покрытия А системой откры­
тых множеств можно выбрать конечное подпокрытие, А 
называется предкомпактным, если его замыкание 
компакт.

В случае, когда X — метрическое пространство, более 
удобно следующее определение. Множество А а  X назы­
вается компактом, если из любой последовательности \ап) 
элементов А можно выделить подпоследовательность {аЛ/г}, 
сходящуюся к некоторому элементу а е !  Мы не оста­
навливаемся здесь на доказательстве эквивалентности 
этих определений и отсылаем читателя к любому подроб­
ному курсу анализа, например, [42]. (Более общий ре­
зультат см. в задаче 369.)

К ак правило, в дальнейшем рассматриваются множе­
ства, лежащие в полных метрических пространствах. Для 
них справедлив весьма полезный критерий Хаусдорфа 
предкомпактности в терминах е-сети (говорят, что мно­
жество А является г-сетью  для множества В , если для 
каждой точки 6 ее В найдется точка й е / 1, отстоящая от 
Ь не далее чем на е).

Т е о р е м а  10 ( к р и т е р и й  Х а у с д о р ф а ) .  Пусть 
X — полное метрическое пространство, А — подмножество 
в X. Для предкомпактности А необходимо и достаточно, 
чтобы для каждого  е > 0  множество А обладало конечной 
г-сетью.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть А 
не обладает конечной е-сетью для некоторого г  >  0. Выбе­
рем произвольно точку аг е  А и будем строить индуктивно 
последовательность {ап}, обладающую свойством ¿ (а ;,  Я /)^  
Зг е при I ф  /. Пусть отрезок последовательности аъ  . . .  
. . . ,  ап уже построен. Так как этот отрезок не является 
е-сетыо для А, существует точка а е / 1 ,  отстоящая от 
всех аи 1 <  I <  п, по крайней мере на е. Эту точку мы 
и возьмем в качестве апН. Построенная таким образом 
последовательность {ап}, очевидно, не содержит никакой 
сходящейся к элементам А подпоследовательности, что 
противоречит предкомпактности А.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть А обладает конечной е-сетью 
для всех е >  0, и пусть {а,,} — последовательность в А. 
Если ..........Ьт\ — конечная 1-сеть для А, то все мно­
жество А покрывается шарами В(ЬЬ 1), 1 = 1, . . . ,  т.



Значит, в одном из этих шаров находится бесконечно 
много членов последовательности {ап\. Выберем этот шар 
и рассмотрим его конечное покрытие шарами радиуса 1/2. 
(Это покрытие существует, поскольку А обладает конеч­
ной 1/2-сетью.) По крайней мере в одном из них лежит 
бесконечное множество членов последовательности \ап]. 
Покроем этот шар конечным числом шаров радиуса 1/4 
и т. д. В результате мы получим стягивающуюся систему 
шаров Вп радиуса 2 п, в каждом из которых лежит бес­
конечно много членов последовательности {ап). Выберем 
подпоследовательность {а„к } так, чтобы аПк е  В к. Эта под­
последовательность фундаментальна и, следовательно, схо­
дится к некоторой точке, лежащей в замыкании А. Теорема 
доказана.

Сл е д с т в и е .  В конечномерном нормированном про ст ран ­
стве предкомпактность равносильна ограниченности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если А предкомпактно, то А —
— компакт и, следовательно, ограниченное множество. 
Значит, ограничено и А. Обратно, пусть А ограничено. 
Построим явно конечную е-сеть для А. Пусть хх......... хп
— координаты в Ь. Поскольку А ограничено, существует 
такое число С, что 1 для всех точек 
х е  А (ср. с задачей 256). Пусть — радиус наименьшего 
шара в Ь, содержащего единичный куб \х е  Ь : | X/1 1, 
1< 1< п}. Выберем число М настолько большим, чтобы 
выполнялось неравенство Я/М<^е. В качестве искомой 
е-сети можно взять множество точек вида , &П/Л'1), 
где целые числа, заключенные в пределах от — МС 
до -\-МС.

З а м е ч а н и е .  Число элементов в построенной е-сети 
равно, как  легко видеть, (2МС)п, т. е. имеет порядок
О (е " ) при е->-0. Показатель п здесь напоминает нам
о размерности пространства в котором лежит наш 
компакт. Важной и интересной характеристикой пред- 
компактного множества А является асимптотическое пове­
дение при е-->-0 функции N (в) — числа элементов в мини­
мальной е-сети для А. В частности, если N ( г ) ~ С - в - у , 
то говорят, что А имеет аппроксимативную размерность  
у. Можно показать, что в п-мерном нормированном про­
странстве существуют предкомпактные подмножества любой 
аппроксимативной размерности, заключенной между 0 и п.

В бесконечномерных пространствах ограниченности, 
как правило, уж е недостаточно для того, чтобы множество 
было предкомпактно,



Т е о р е м а  11. Пусть Ь — линейное нормированное 
бесконечномерное пространство. Тогда единичный шар В =  
=  {х е  Ь : |1 х\\ < 11 в Ь не является предком пакт ным мно­
жеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что В предком- 
пактно. Тогда он покрывается конечным числом шаров 
Вь  . . . ,  Вщ радиуса г <с. 1. Рассмотрим «-мерное подпро­
странство Ьп в Ь, содержащее центры этих шаров. Такое под­
пространство^ заведомо существует при «ЗгА/. Пусть
В, Вх, . . . ,  бдг — пересечения шаров В, б ; ..........Вд, с Ьп.
Ясно, что множества В, В 1 являются шарами в Ьп радиуса
1 и г соответственно. Пусть ^ — мера Лебега в Ь„, норми­
рованная условием (х(б) =  1. Тогда ¡х(£^) = /•". Так как В 
содержится в объединении 1 ^  N, справедливо 
неравенство А!г п^ 1 .  Но при г <  1 и достаточно боль­
шом п  это невозможно. Теорема доказана.

Некоторой компенсацией служит следующий результат.
Т е о р е м а  12. В нормированном пространстве Ь вся­

кое слабо ограниченное множество слабо предкомпактно.
Мы докажем эту теорему в предположении, что про­

странство Ь' сепарабельно, т. е. содержит счетное плот­
ное подмножество {/„}. В этом случае слабая топология 
на каждом слабо ограниченном подмножестве X с= Ь мет- 
ризуема. В самом деле, если X слабо ограничено, то оно 
и сильно ограничено по теореме 9. Значит, X содержится 
в шаре радиуса г. Определим счетное семейство полунорм 
Рп {х) =  | /л (х) |. Покажем, что это семейство определяет 
слабую топологию на X. В самом деле, база слабой топо­
логии в множестве X состоит из множеств вида

и  {х, /) =  { ^ еХ :| / (д с -«/ )| <  1}, х е= Ь, / е ! ' ,

и их конечных пересечений.
П усть Д — функционал из плотного подмножества {/„}, 

обладающий свойством |/ — /,• ||<; 1/(4г). Тогда подмноже­
ство тех г/<=Х, для которых р 1(у — х ) с  1/2, содержится 
в и ( х ,  /), так как | / (* -  у) | =  |Д ( х - у )  +  (/ -/ ,) (х -  у)  | <

<  2 + 4?^2 r = 1 ■
Пoкaжeм теперь, что X —слабо предкомпактное мно­

жество. Д ля этого проверим, что из каждой последова­
тельности \хп] с  X можно выбрать слабо сходящуюся 
в замыкании X подпоследовательность. Так как числовая 
последовательность /;(*„) ограничена при каждом I, то, 
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применяя стандартный диагональный процесс, можно 
выбрать подпоследовательность, сходящуюся по каждой 
полунорме р 1. Поскольку семейство {р{\ определяет слабую 
топологию на X, эта подпоследовательность будет слабо 
сходящейся. Теорема доказана.

Очень интересная и красивая область линейного функ­
ционального анализа— теория компактных выпуклых мно­
жеств. Мы приведем здесь лишь наиболее яркий и полез­
ный результат из этой теории — теорему Крейна —Миль- 
мана о крайних точках.

Точка х, принадлежащая выпуклому множеству К  
в ЛТП, называется крайней (или экстремальной), если 
она не является серединой отрезка, целиком лежащего 
в К ■ Например, крайние точки замкнутого шара в евкли­
довом пространстве — это все точки ограничивающей его 
сферы; крайние точки замкнутого куба —это его вершины; 
открытое множество вообще не имеет крайних точек.

Т е о р е м а  13 ( К р е й н а  —М и л ь м а  на) .  Пусть Ь — 
ЛВП, К —выпуклый компакт в Е, Е — совокупность край ­
них точек К ■ Тогда К совпадает с  замыканием выпуклой 
оболочки Е.

Доказательство теоремы см. в задачах 371—375.
Одно из приложений этой теоремы — доказательство 

неизоморфности различных банаховых пространств (ср. 
с задачами 376—378); другое — изящное доказательство 
де Бранжа теоремы Стоуна — Вейерштрасса (см. [27]).

Критерии компактности множеств в различных конк­
ретных пространствах мы приведем ниже, но один сл у­
чай-пространства С (X) — разберем здесь, поскольку он 
используется в общей теории нормированных пространств.

Т е о р е м а  14 (А р ц е л  а — Ас  к о л и). Пусть С ф ­
орм ированное пространство вещественных непрерывных 
функций на метрическом компакте X с  нормой ||/|| =  
=  тах|/(*)| . Для того чтобы семейство Ас : С( Х)  было

X
предкомпактным, необходимо и достаточно, чтобы оно  
было 1) равномерно ограниченным (т. е. существовала бы т а­
кая константа С, что |/ (*) | ^  С для  / е Д )  и 2) равно­
степенно непрерывным (т. е. для каждого  е >» 0 существо­
вало бы такое 6 > 0, что |/ (*) - /  (у) \ <  е, как только 
с1 (х, у) <  б, для всех / е  А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть А 
предкомпактно. Тогда оно допускает конечную е/3-сеть 

..........К аж дая из функций непрерывна и, сле­



довательно, ограничена на X. Отсюда следует равно­
мерная ограниченность А. Каждая из функций ( 1 равно­
мерно непрерывна на X. Поэтому сущ ествует такое ¿>¿>0, 
что \ftix) — /; (у) | <  е/3 при с1(х, у ) < 8 1. Тогда из рас­
смотрения четырехугольника /(*), /г (х), ¡ ¡ ( у) ,  /(г/) выте­
кает требуемое свойство равностепенной непрерывности 
для 6 =  гшп (бг . . .  6//).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Построим явно конечную е-сеть 
для А, если известно, что семейство А равномерно огра­
ничено и равностепенно непрерывно. Пусть б выбрано 
так, чтобы выполнялось неравенство |/(х) — / (у) | <  е/3 
при й(х, у)  <  б для / е / 1 . На компакте X существует 
конечная б-сеть 5  =  1̂ ,  . . . ,  хп]. Рассмотрим ограничение 
функции / на множество 5  как вектор пространства 

(л, К). Образом А в 1т {п, Я) является некоторое огра­
ниченное множество А. Значит, А предкомпактно и обла­
дает конечной е/3-сетью . . . ,  Покажем, что набор 
функций /х, . . . ,  /дг является е-сетью в А. Пусть / е / 1 . 
Ограничение / функции / на 5  отстоит не больше чем на 
е/3 от некоторой в смысле метрики 1х (п, И). Оценим 
расстояние между / и /, в С(Х).  Пусть л: —любая точка 
из X и хк е  5  — ближайший к ней элемент 5 . Тогда 
й(х,  хк) <  б. Поэтому |/(де)—/(-»*)|< е/3 и Щх)  —/,(лг*)|<
<  е/3. Кроме того, | / (л:*) -  Д (хк) | <  е/3 согласно выбору 
/1. Значит, (// — /¿||<е. Теорема доказана.

Более общий результат см. в задаче 379. 
О п р е д е л е н и е .  Оператор А, действующий из норми­

рованного пространства в нормированное пространство 
¿ 2> называется компактным (в другой терминологии — 
вполне непрерывным), если он переводит всякое ограни­
ченное множество в предкомпактное.

Это понятие было введено Д. Гильбертом при изуче­
нии интегральных операторов. Примером компактного 
оператора может служить любой ограниченный оператор 
конечного ранга  (т. е. оператор с конечномерным обра­
зом). В самом деле, в конечномерном пространстве всякое 
ограниченное множество предкомпактно. Совокупность 
всех компактных операторов, действующих из в ¿ 2, 
мы будем обозначать Ж Щ, ¿ 2).

Т е о р е м а  15. 1) ^С{ЬЪ Ц) — замкнутое по норме под­
пространство в X  ¿ 2).

2) Если С ^ Х ( Ь 2, Ь3),
то С - В ' А ^ Ж  ( ¿ 0, ¿з); в частности, Ж (Ь, Ь) — идеал 
в X  (¿ , I).
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3) Если А <=Ж ( ¿ ь ¿ 2), то сопряженный оп ерат ор  А': 
принадлежит Ж (и г, Ц).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть А и в  —компактные 
операторы из в ¿ 2, X — ограниченное подмножество 
в Ьг. Множества АХ и ВХ предкомпактны. Поэтому пред- 
компактно и множество а ЛХ +  рВХ. Значит, аЛ  +  Р В ^  

1 2). Далее, пусть Ап <= Ж (Ьг, Ь2) и Ап =$ А при 
п->-оо. Покажем, что множество АХ предкомпактно. П усть 
задано е >  0. Выберем номер п таким, чтобы выполнялось 
неравенство ||Л —Л„||<е/(2/?), где И = эир ЦхЦ. Тогда

х е  X
множество АпХ будет е/2-сетью для множества АХ, так  
как | Ах — Апх | <  е/2 для х е  X. Множество А„Х по усло ­
вию предкомпактно и, следовательно, имеет конечную 
е/2-сеть 5 . Ясно, что 5  будет е-сетью для АХ.

2) Пусть X —ограниченное множество в Ь0. Тогда АХ — 
ограниченное множество в В • АХ — предкомпактное 
множество в Ь2- Покажем, что С • В • АХ — предкомпакт­
ное множество в ¿ 3. В самом деле, если 5  — конечная
“ •сеть для В • АХ, то С5 — конечная е-сеть для С • В « АХ.
II ̂  II

3) Пусть Л е  ^ ( ¿ ! ,  ¿ 3), /И — ограниченное множество 
в ¿-2. Покажем, что множество А' Мс Ь \  предкомпактно. 
Д ля этого построим изометрическое вложение этого мно­
жества в некоторое пространство типа С (X). А именно, 
в качестве X мы возьмем замыкание множества АВ,  где 
В —единичный шар в пространстве (АВ предкомпактно, 
так как  Л —компактный оператор, В — ограниченное мно­
жество). Каждому функционалу / е Л ' Л Т  мы поставим 
в соответствие функцию } (х) на X по формуле f (x)  =  g ( x ) ,  
где g  ^  М выбирается так , чтобы выполнялось равенство 
/ = Л'£. (Этим свойством £ определяется, вообще говоря, 
неоднозначно, но если / =  Л '^  =  Л '^2. то для точек х е  АВ 
значения ^  (х) и g 2(x) совпадают. Таким образом, соот­
ветствие / 1— / определено корректно и, очевидно, яв л яется  
вложением.) Покажем, что это соответствие изометричио. 
В самом деле,

II / ||с (X)  =  шах 11 (х) | =  эир | ё  (х) | =  вир | ц  (Ау) | =
л е Х  х е А В  у е в

=  эир I А'ц( у )\= эир \[(у)\ =  \^\ г
у е в  у е в  1

Остается проверить, что функции соответствующие 
функционалам / е  А'!Л, образуют равномерно ограничен-



ное и равностепенно непрерывное семейство. Это вытекает 
из оценок

I ?  М  I <  II/ 1 ;  <  И  II\\§к  <  И I  ■ « П а т  м , 
I f  М  -  ! (у) I <  II ё  1к . \ х - у  | к ,  <  < Н а т  м  • II х  -  у \\ц ,

где ( П а т М =  эир \\g\l'. Теорема доказана.
ё £ м

Одно из самых полезных с в о й с т в  компактных опера­
торов описывает

Т е о р е м а  16. Компактные операторы переводят слабо 
сходящиеся последовательности в сильно сходящиеся.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А: >-¿2 — компактный 
оператор и хп —--х в Ьх. По теореме 9 последовательность 
{хп\ ограничена по норме. Поэтому последовательность 
\Ахп) предкомпактна. Значит, существует подпоследова­
тельность {АхПку  сходящ аяся к некоторому вектору г/ е  
е 1 2. Покажем, что и вся последовательность {Ах„} схо­
дится к у. Действительно, в противном случае нашлось 
бы е > 0  и бесконечная подпоследовательность {АхШк}, 
обладающая свойством ||Ахтк — г/||3ге . Так как |Ахт^  — 
предкомпактное множество, оно обладает подпоследова­
тельностью, сходящейся к некоторому вектору г  е  ¿ 2. 
Можно считать, что {Ахт^  и есть эта подпоследователь­
ность. Ясно, что || г/ — г||з=е. По следствию 1 из теоремы 
Х ана —Банаха сущ ествует такой линейный функционал 
/ е  Ц, что / (у) ф !  (г). Пусть ф =  Л'/ е  1[. Тогда ц>(хПк) =  
= [ (Ах„к) ->/((/), ф (*т*) = /(А кт/;)-> / (г). Это противоре­
чит сходимости последовательности ф (хп). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  В пространствах с сепарабельным соп­
ряженным доказанное свойство компактных операторов 
является характеристическим: всякий ограниченный опе­
ратор, переводящий слабо сходящиеся последовательности 
в сильно сходящиеся, является компактным. В самом 
деле, в этом случае слабая топология на ограниченных 
множествах метризуема и поэтому определяется сходи­
мостью последовательностей. Поэтому наш оператор не­
прерывен, если снабдить слабой, а ¿ 2 сильной тополо­
гией. Так как  ограниченные множества слабо предком- 
пактны, их образы сильно предкомпактны.

3. Теория фредгольмовых операторов. Пусть Ьх и ¿ 2— 
банаховы пространства и Т Ь2). Уравнение

Т(х)  = у,  * е £ 1( у ^ Ц ,  (8)



является естественным обобщением системы линейных 
алгебраических уравнений на бесконечномерный случай. 
Оказывается, что при некоторых дополнительных предпо­
ложениях теория таких систем почти полностью анало­
гична конечномерной теории. Однако имеется и различие. 
Помимо более сложных доказательств, в бесконечномер­
ной ситуации возникает новое понятие — индекс линей­
ного оператора. Д ля введения этого понятия нам пона­
добятся некоторые приготовления. Будем обозначать через 
кегГ  ядро  оператора Т, т. е. совокупность всех решений 
уравнения

Через \тТ обозначим образ  оператора Т, т. е. сово­
купность тех у  е  ¿ 2, для которых разрешимо уравнение 
(8). Ясно, что кег Т — замкнутое подпространство (как 
прообраз точки при непрерывном отображении). Множество 
пп Т не всегда замкнуто (см. задачу 392). Мы будем 
вместе с оператором Т рассматривать сопряженный опе­
ратор Т' е  X (¿4, Ц) и соответствующие уравнения

Если \тТ и ¡ш Т' — замкнутые подпространства, то 
можно определить банаховы пространства

сокег Т =  Ь2/\ ш Т и сокег Т' = Ь\1'\т Т'.

Они называются коядром операторов Т и Т' соответ­
ственно. Положим]

Оператор Т назовем фредгольмовым, если числа а  (Т) 
и Р (Т) конечны. В этом случае число I (Т ) называется 
индексом оператора Т.

В конечномерном случае, когда сНт 11 = Ы1, сНт/,2 =  М2. 
легко проверить равенства

Тх = 0, (9)

Т,'§'==/, §■ е  ¿ 2, / 6= Ьи 
Т'ё  = 0,

(10)
(11)

а (Т) =  сНт кег Т, Р (Г) =  сНт сокег Т,
I (Т) = а  (Т) — Р (Т).

ЛД -  а  (7 ) = АГ2 — р (Г) = ^  7\
-  а  ( Г )  = Л?х -  р (Г') = гапё Т',



которые в сочетании с равенством rang Т = rang Т' (тео­
рема о ранге матрицы) дают соотношения

а ( Т )  =  Р ( П .  Р (7’)=  а  ( Г ) ,  i (T)  = - i ( T ' ) .  (13)
Цель этого п ун кта—доказать соотношения (13) в бес­

конечномерном случае (для фредгольмовых операторов) и 
дать удобные критерии для вычисления индекса и для 
разрешимости уравнений (8) —( 11).

П усть задана последовательность линейных пространств 
и линейных операторов:

Lk~i -£■ Lk — L/¡+i - v . . ,  (14)

Эта последовательность называется точной в члене Ц, 
если im Тк — ker Т к+1. Говорят, что последовательность 
(14) точна, если она точна в каждом члене. Ясно, что 
точность в члене Lk влечет равенство Г /г+1 - Тк =  0. Пос­
леднее свойство получило название полуточности. Если 
последовательность (14) полуточна в члене Lh, то im T^cz 
a  ker ТkH. Факторпространство Нк = ker Ткп/im Тк изме­
ряет «отклонение от точности» в члене Ьк. Оно называется 
k-м пространством когомологий последовательности (14). 
Если Нк =  {0} для всех k, то последовательность (14) точна.

Нас будет интересовать случай, когда все пространства 
Ьк — банаховы, а операторы Т* непрерывны. Основной 
результат в этом случае

Т е о р е м а  17. Пусть дана точная последовательность 
(14) банаховых пространств и непрерывных операторов. 
Тогда сопряженная последовательность

. . .  Ц - i  L'k L/¡ + i ч—. . .  (15)
также точна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала один частный 
случай. А именно, пусть последовательность (14) имеет 
вид

O - v L j ^ L ^ O ,  (16)

где 0 означает тривиальное (нульмерное) пространство, 
и соответственно последовательность (15)—вид

(17)
Точность последовательности (16) означает, что к е гГ  =  {0} 
и i m T ' = L 2, т. е. Т — изоморфизм линейных (но не бана-
80



ховых!) пространств Ьг и Ц. По теореме Банаха об об­
ратном операторе, Т непрерывен и, следовательно, Т 
осуществляет топологический ■ изоморфизм (линейный го­
меоморфизм) банаховых пространств и ¿ 2. Поэтому 
Г '—топологический изоморфизм Ц и /Л. Отсюда выте­
кает точность последовательности (17). Итак, справедли­
вость теоремы 17 в этом простейшем частном случае следует 
из теоремы Банаха. Можно проверить, что верно и обрат­
ное: теорема Банаха является следствием рассмотренного 
случая теоремы 17.

Вернемся к рассмотрению общего случая. Полуточ- 
ность сопряженной последовательности очевидна, так как  
Т'н »7* + , =  (Т кп  ° Тк)' =  0. Остается доказать, что пп Т*+1 
гэкегТ * . Пусть / е к е г Т * .  Это означает, что функционал 
/ е / 4  обращается в нуль на ¡пт Тк =  кег Тк п . Значит, он 
определяет некоторый линейный функционал /•'0 па под­
пространстве ¡ш Ткп а  1кАЛ по формуле Р0 (Ткн (х)) = / (х). 
На пространстве ¡ш Тк+1 есть две нормы: одна —заимст­
вованная из Ьк+1, другая — перенесенная из Ьк/кег Тк+1 
с помощью оператора Тк+1. Так как Ткн  ограничен, пер­
вая норма мажорируется второй. По теореме Банаха, эти 
нормы должны быть эквивалентны. Значит, Р0 непреры­
вен в топологии Ькн  и по теореме Х ана —Банаха допус­
кает непрерывное продолжение до функционала е  
Ясно, что 71* + 1/7 =  /, и теорема доказана.

Эта теорема допускает обращение н обобщение (см. 
задачи 397, 398).

Т е о р е м а  18. Пусть Т — фредгольмов оператор из  
X  ¿ 2). Тогда Т' <= X (1!ь Ц) также фредгольмов и спра ­
ведливы равенства (13).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению пространств 
кег Т и сокег Т имеет место точность последовательности

0 ->• кег Т -*■ ¿ 2 сокег Т -*■ 0,

где г —вложение, а р — естественная проекция. По теоре­
ме 17 отсюда следует точность последовательности

0 ч- (кег Т)' I -  Ц I -  Ц I -  (сокег Т ) ' 0.

А это означает, что имеют место изоморфизмы
кег Т' я «  (сокег Т)', сокег Г  я «  (кег 7 ) '.  (18)

Отсюда вытекает фредгольмовость Т'  и справедливость 
равенств ( 12) и (13).



Примером фредгольмова оператора может служить лю­
бой обратимый оператор Т ^ X ( L lt L2), т. е. такой, для 
которого сущ ествует оператор S  е  X (L2, ¿ 1). обладаю­
щий свойствами: T°S = \l2, S - T = 1 l 1- В этом случае 
а  (Т) =  р (Т) =  0. Оказывается, что фредгольмовы опера­
торы в определенном смысле близки к обратимым.

Назовем оператор Т<=Х{1Л, 12) почти обратимым, 
если найдутся такие операторы S x и S 2 в X (L2, L̂ ), что

S 1.7 , =  l 4 +/C1> T* S2 = \Lo+ K 2, (19)

где Ki е  End Lx и K 2 е  End L2 — компактные операторы.
Т е о р е м а  19 (С. М. Н и к о л ь с к и й ) .  Каждый фред- 

гольмов оператор почти обратим. Более того, операторы 
Sj  и S 2 можно выбрать так, чтобы Кл и К2 были опера­
торами конечного ранга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что существуют такое 
замкнутое подпространство М a  Lt и такое конечномер­
ное подпространство N a  L2, что L1 =  k e r 7 ' ® M ,  L2 =
= \тТ ® N. Выберем в kerT  базис ..........хсцт) и в
(kerТ) ' — дуальный базис /х, /2, . . . ,  f a ( p -  (Дуальность 
этих базисов означает, что /, (*/) = 8У *); г, / =  1, . . . ,  а  (Т).) 
Продолжим по теореме Хана —Банаха функционалы fi 
до линейных непрерывных функционалов Fi^L\  и поло-

а(П
жим М — П ker Fi-

1 = 1
Тогда для каждого i g Lj существует и единственно 

представление в виде
а(Т)

Х= J^dXi + y, где t/e=M. (20)
1 = 1

В самом деле, применяя к обеим частям равенства Fh 
мы видим, что Ci = Fi{x). Обратно, при таком выборе ко­
эффициентов Ci вектор у  обязан лежать в М. Значит,

=  ker Г  ®  М.
Пусть теперь zlt . . . ,  Zp(7-) — базис в coker Т =  L2/im Т, 

и пусть 2/ — представитель класса 2г. Обозначим через N 
линейную оболочку векторов zit 1 (Г). Пусть г —
любой вектор из L2, 2 —его образ в cokerT. Тогда су-

ществует и единственно разложение г = 2 с*2ь откуда
(= 1

*) бij, как обычно, означает символ Кронекера: 6̂  = 1, 0 
при i ф j.



следует существование и единственность представления 
z в виде

г =  ^ c i Z i  +  i, где (21)
¿ = 1

Значит, L2 = i mT®A( .  По теореме Банаха оператор 
Т осуществляет топологический изоморфизм М и im Т.  
Обозначим через f  оператор, обратный к Т\м, и опреде­
лим оператор S  е  X (Lit L,) равенством

S(z)  = f ( t ) ,  (22)
где г е 12 и i e i m T  связаны равенством (21). Опера­
торы ST  и TS легко вычисляются в явном виде с по­
мощью разложений (20) и (21):

/ а  ( Г )  \

S - T ( x ) = S ’ T ^  C iXi +  y ]  =  S - T ( y )  =  y ,

/Р (Г)
T . S  (z) = T- S  I 2

' / = i
о  ( Г)

Отсюда К! = ST  — l L l : х*-+— ^  Fi (x)xi , K 2 = TS — l Li: 

Р<г>
г м —  2  c izj> где Cj — координаты вектора z в базисе {z;}. 

/=1
Теорема доказана.

Отметим, что операторы Ki  и /С2, построенные в д о ка ­
зательстве теоремы, являются проекторами (на простран­
ство ker Т параллельно М и на пространство N парал­
лельно im Т соответственно).

Т е о р е м а  20 (Ф. Рис с ) .  Если К  е  End L —ком­
пактный оператор, то оператор Т =  1 — К — фредгольмов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пространство ker Т состоит 
из тех векторов х, для которых К (х) = х. Поэтому опе­
ратор К  в пространстве ker Т является одновременно 
компактным и единичным. Отсюда следует конечномер­
ность ker Т (ср. с задачей 381).

Выберем, как и в доказательстве теоремы 19, зам кн у­
тое подпространство М a  L, дополнительное к ker Т. 
Оператор Т взаимно однозначно отображает М на im Т. 
Пусть Г  —обратное отображение. Покажем, что оператор

Т ограничен (т. е. <  с <  со для всех у  е  im Т).

c,z, +  t ) = T - t { t )  = t.



В противном случае можно было бы найти последова­
тельность векторов единичной длины {хп} с : М , для кото­
рых Уп — Т{хп)-+  0. Но Т (хп) =  хп — К{хп). Последова­
тельность {хп\ ограничена, и, следовательно, последова­
тельность {К (*„)} предкомпактна. Переходя, если нужно, 
к подпоследовательности, мы можем считать, что {К{хп)\ 
имеет предел х. Так как Т{хп)-*- 0, отсюда следует, что 
хп -+х. Вектор х лежит в М (так как М замкнуто), 
имеет единичную норму (как предел хп) и обладает свой­
ством Т(х) = 0 (так к ак  Т непрерывен, а Т(хп)-+0).  Зна­
чит, П кег Т, что невозможно. Мы доказали ограни­
ченность Т. Выведем отсюда замкнутость ¡ т  Т.

Пусть у п е  пп Т и уп -> у.  Тогда последовательность 
у п фундаментальна и, значит, фундаментальна и последо­
вательность хп = Т (уп). Поскольку М полно (см. тео­
рему 2 гл.1), существует х — \'тл хп. Тогда Т (х) =

/ I—►СО

= Н т Т(хп) = \\т у п =У- Замкнутость ¡ш Т доказана.
П — > 00 п - * о о

Осталось доказать неравенство |3 (Т) <  оо, т. е. конечно­
мерность сокег Т. Это следует из соотношений (18) и уже 
доказанного утверждения о конечномерности ядра, при­
мененного к оператору Т'. (Мы используем здесь теорему
о том, что оператор К’ компактен, если компактен К.)

Выведем теперь из всего сказанного выше
К р и т е р и й  ф р е д г о л ь м о в о с т  и. Оператор Т е  

е  X  ( ¿ х, Ьг) фредгольмов тогда и только тогда, когда 
он почти обратим.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вторая часть критерия со­
ставляет утверждение теоремы 19. Докажем первую 
часть.

Пусть Т почти обратим, т. е. выполнены равенства (19). 
Тогда кег Т с :  кег • Т =  кег (1 -|-К г). Последнее прост­
ранство конечномерно по теореме Рисса. Далее, ¡ш Г  з  
:э  ип Т - 5 2 =  ¡ т  (1 4-^Сг)- Последнее пространство замк­
нуто и имеет конечную коразмерность в ¿ 2 по теореме 
Рисса. Тогда ¡ т  Т обладает теми же свойствами (как 
прообраз ¡ т  Т/\т Т-  8 г а Ь г/\т Т *5 2), что и завершает 
доказательство критерия.

Обозначим множество всех фредгольмовых операторов 
из в ¿ 2 через ^  (Ьъ  ¿ 2).

Т е о р е м а  21. Множество ^  (Ьъ  Ь2) открыто в 
X  ( ¿ ! ,  Ь2) (относительно равномерной топологии) и ин­
вариантно относительно сдвигов на элементы Ж ( ¿ ъ ¿ 2).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т е  аГ (Ьи Ь2). Тогда Т 
почти обратим и справедливы соотношения (19). Пусть 
норма оператора Л е< 5 ?(£ 1( ¿ 2) строго меньше каждого 
из чисел |||| \ ||52|| *. Тогда операторы 1 + 5 хЛ и 
1 + ¿4 5 2 обратимы. (Если ||В||<;1, то в качестве ( 1 + В )-1

00

можно взять сумму сходящегося ряда У] ( — В) к.) Поэтому
/г =  О

(1 + 5 И ) - 15 Х (Т +  Л) =  (1 + 5 Х Л)-1 (1 +  /С1 +  5 1Л) =
=  1 +  (1 + 5 1Л )"1 К.1 =  1 +  К ъ  

('Т +  Л )52 (1 +  Л 52)-1 =  (1 +/Са +  Л 5 2)-1 =
=  1 +  К 2 (1 +  ¿452)_1 =  1 +  /С2»

что доказывает почти обратимость оператора Т-\-А.  Зна­
чит, аГ ( ¿ ь ¿ 2) содержит окрестность точки Т.

Пусть теперь Т е  аГ ( ¿ 1, 1 2), К  е  Ж (Ь1, Ь2). Равенства

5  х(Т +  /С) =  1+  ^ 1 +  5 1/С=1+Л|'1,
СТ + К ) 5 3 =  1 +/С2 +  /С52 =  1 +/С2

показывают почти обратимость Т +  /(. (Мы использовали 
тот факт, что произведение компактного оператора 
на ограниченный есть компактный оператор.) Теорема до­
казана.

Т е о р е м а  22. Функция  г (индекс) локально пост оянна  
на  </" {Ьъ  Ь2), не меняется при сдвигах на элементы 
Ж (Ьь  Ь2) и обладает свойством г (АВ) = 1{А) г (В),  гд е

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала полезную тех­
ническую лемму, позволяющую иногда явно вычислить 
индекс оператора. Пусть пространства и разложены 
в прямые суммы замкнутых подпространств ф  А^,
£ =  1, 2. Тогда каждый оператор Т<=£(Ьи  1 2) может 
быть записан в виде операторной матрицы второго поряд­

к а  Т = ( с  о)* где Л е  «£ (# !, Мг), В ^ Х ( М и  ЛГ2), С е= 
еЕ # (М ъ М2), И ^ Х ( М 1, Ма).

Л е м м а .  Если оператор Т фредгольмов, а О обратим, 
то /(7’) = г ( Л - В 0 1С),

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы .  Заметим, что умноже­
ние оператора Т слева или справа на обратимый опера­
тор не меняет чисел а  (Т) и |3 (Т), а значит, и индекс Т.



Поэтому

‘ р м г  э - ' [ «  - вп а  " Н - ^ с  ? )
. / А  -  В й  ^С О 

- 1[ О о

Если оператор Т имеет вид ^  (его естественно
записать к ак  Тг ®  Т2), то кег Т =  кег 7\ ф  кег Т2, сокег Т=  
=  сокег Тг ®  сокег Т2. Отсюда I (Т) =  I (Т!) + 1 (Т2). В нашем 
случае / (Г) =  / (Л — ВО гС) + 1 (О) =  I (Л — ВО 1С). Лемма 
доказана.

П усть теперь Ь2). Положим Л/1 =  кегТ ’0>
УИ2= 1т Т 0 и построим замкнутое подпространство МхСЬх 
и конечномерное подпространство Л̂ 2 с :  Ь2, как в доказа­
тельстве теоремы 19. Тогда оператор Т0 имеет вид

где О0 — обратимый оператор. Любой оператор Т,
( А  В \

достаточно близкий по норме к Т0, имеет вид ( с  А,
где О — обратимый оператор. В силу доказанной леммы Т 
зависит только от размерности и /У2: 1(Т) =
= 1 ( А—В 0 1С) = сНт А^ —сПт М2 (см. (12)).

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть Т <= 
<=<? (¿х, Ь2), Ь2). Рассмотрим функцию ф(0 =
=  1 (Т 4- //(), определенную на всей вещественной прямой 
(так к ак  множество & (¿^  Ц) инвариантно относительно 
сдвигов на элементы &£ ( ¿ х, Ь2)). В силу уже доказанного 
утверждения эта функция локально постоянна и, сле­
довательно, постоянна на любом связном множестве, в част­
ности на прямой. Значит, I (Т) = ф (0) = ф (1) =  / (Т +  /С).

Докажем третье утверждение. Для этого рассмотрим 
вспомогательный оператор Л ®  В, действующий из 
в ¿ 2 ф  1 0- Как уж е отмечалось выше, ¿ ( Л ©  В) =  /(Л)+ 
+  1(5 ). Далее, при достаточно малом е справедливо 
равенство 
. ( А  0 \  _  . /  А  0 
г ^0 В ] - 1 [ е \ и  В

: ~ / \ ,  - 8 - 1 А \ /  А 0 \ / г - Ч г  В  \~| . / 0  А В \

- 4 t . f r  ) к  4  ° - О Н '  « ) " 1 (Л В ) '
Теорема доказана.

А л ь т е р н а т и в а  Ф р е д г о л ь м а .  Пусть Ь — бана­
хово пространство, К — компактный оператор в Ь, к — 
число, отличное от нуля.  Рассмотрим четыре уравнения :



1 ) /\ х — he  =  у,
2) Кх — Хх — О,
3)
4) / ('/_*/  =  О,

где х, у  œ  L, f ,  g<=L'. Тогда либо а) уравнения  2) и 4) 
имеют лишь тривиальное решение, а уравнения  1) и 3) 
однозначно и корректно разрешимы при любой правой 
части, либо б) уравнение 2) имеет конечномерное прост ­
ранство решений  /•! с  L, а уравнение  4) — конечномерное 
пространство решений L2a  L' , причем  dim Lx = dim L2. 
Уравнение 1) разрешимо в точности для тех y ^ L ,  для 
которых f  (у) =  О для всех f  Уравнение  3) разрешимо
в точности для тех g  е  L', для которых g  (х) — О для 
всех х œ Lt .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оператор АЛ обратим и, следо­
вательно, является фредгольмовым оператором с нулевым 
индексом. Этими же свойствами по теореме 22 обладает 
оператор Т =  /( —А 1. Первый случай альтернативы соот­
ветствует равенству а (Т )= 0 . Тогда р ( Т) =а  (T) + i (Т)=0,  
откуда а  (Т’) =  Р (Т ') =  0. Поэтому ker Т =  ker Т' =  {0}, 
im T — L, im T' = L'. Корректная разрешимость уравнений
1) и 3) (т. е. непрерывность Т 1 и (Т ')-1) следует из тео­
ремы Банаха.

Второй случай альтернативы характеризуется неравен­
ством а(Т)фО.  Тогда, поскольку Т фредгольмов, а (Г )< о о . 
Поскольку в силу формул (13) — i (T)  = i ( T ’) =  0, мы 
имеем $(Т)  — а(Т) ,  а  (Т') = р (Т") = а  (Т). Кроме того, 
ker Т' =( i m Г ) 1 *), im Т'  = (ker Т)1. Теорема доказана.

Отметим, что из альтернативы Фредгольма вытекает 
следующее спектральное свойство компактных операторов: 
если точка спектра (т. е. оператор К — Х1 необра­
тим), то А — собственное значение конечной кратности.

§ 3. Функциональные пространства
и обобщенные функции

1. Пространства интегрируемых функций. Пусть X — 
множество с мерой ц. Через LP(X,  (х), l s s :p < o o ,  мы 
обозначим совокупность классов эквивалентности (л-из- 
меримых функций с суммируемой р-й степенью. Положим

*) Если L — ЛТП, V — сопряженное пространство и X — под­
множество в L, то через X 1 обозначается совокупность всех / е  L' 
таких, что /(•*) =  0 для всех



для / е  1Р (X , р.)

(Здесь мы не делаем различия между классом эквива­
лентности / ^ ¿ р ( Х ,  [х) и конкретной функцией / (л:) е /.) 
Априори не ясно, что 1 Р(Х, |х) — линейное нормирован­
ное пространство при р Ф  1. Этот факт является след­
ствием неравенства Минковского: Ц/Ч-яИр^И/Цр +  Ц̂ Цр, 
которое в свою очередь вытекает из неравенства Гёльдера:

417). В случае точечной сг-конечной меры эти неравенства 
превращаются в соответствующие неравенства для после­
довательностей.

Введем еще пространство ¿оо(Х, (х) существенно огра­
ниченных |х-измеримых функций (ср. с п. 1 § 3 гл. II).

Т е о р е м а  23. Пространства Ьр (X , и) при 1 <  р < - с о  
являются банаховыми. Пространство, сопряженное к 
Ьр (X, ц), при  1 =5̂  р  <  оо изоморфно пространству
Ь9(Х, М-). гд е  “р + у = 1-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т7 —линейный непрерыв­
ный функционал на ЬР(Х, ¡х). Если А а  X — множество 
конечной меры, то его характеристическая функция %А 
принадлежит ЬР (X , |х). Положим v(Л)  =  /;’ (%л) и проверим, 
что V _  заряд на алгебре измеримых подмножеств X. 
Аддитивность V вытекает из линейности /\ Абсолютная 
непрерывность V относительно меры ¡х следует из оценки 
| V (Л) I < 1 1 Т7 ) II Ха Ц ,  =11 р  \\Ь’Р н- ( Л ) 1/р- По теореме Радо­
н а-Н и ко д и м а (см. гл. И, § 3, п. 3) существует такая 
¡х-измеримая функция g  на X, что У (А) =  ̂g  (х) й\1 (х)

для любого множества А конечной меры. Покажем, что 
g ^ L q (X, |х). Д ля этого заметим, что в силу замечания 
к неравенству Гёльдера (см. с. 64 и задачу 416) для любой 
(х-измеримой функции g  справедливо равенство

Ясно такж е, что верхнюю грань в правой части (23) 
достаточно брать по простым функциям / из ЬР(Х, }х).

е с л и — |-— = 1 (ср. с задачами 416, 
Р Я

1И ? =  5иР \ f e d v  
И̂ 1 *

(23)



N

Но для функции вида / (х) =  с к1Ек М  имеем
* = 1

л/ л/

S / (* ) g (* ) ^  =  Ё  с* S g (х) dll =  2  CftV (£fc) =  ^  {Я-
X k = \  E k 6 = 1

Поэтому правая часть в (23) ограничена числом Ц^Ц^.  
Значит, g  €= Lq (X, |х). По неравенству Гёльдера вы раж е­
ние Fg (f) = \ f (x)g(x)d\i (x)  является линейным непрерыв- 

х
ным функционалом на LP(X,  |х). Так как F и r g совп а­
дают на простых функциях, они совпадают всюду на 
LP(X, |х). Применяя еще раз соотношение (23), мы ви ­
дим, что || g  j|9 = 1F 1 l  ■ Тем самым доказан изоморфизм 
L'p\x, \i) = Lq (X, |if. Полнота LP(X, ц) в случае К  
< р  sg  оо следует теперь из общей теоремы о полноте со­
пряженного пространства (см. п. 1 § 1 гл. III). Полнота 
¿ х (Х,  |я) была доказана в гл. II, § 3.

Утверждение теоремы 23 об изоморфизме LP(X, ^х) и 
Lq(X,  ¡я) при р — оо перестает быть верным. Пространство 
¿ю (Х , |х) не изоморфно L j(X , jx), за исключением триви­
ального случая, когда оно конечномерно. Можно п о ка ­
зать, что бесконечномерное пространство L j(X , jx) для не­
точечной меры |х вообще не является сопряженным к  к а ­
кому-либо банахову пространству. (Ср. с задачей 436.)

2. Пространства непрерывных функций. Пусть X  
компакт. Пространство С (X) состоит из всех непрерывных 
функций на X. Норма в С (X) определяется формулой

||/|| =  ш ах | / (х) \.
i e X

Легко проверяется (см. задачу 438), что С (X) —б ан а ­
хово пространство.

Т е о р е м а  24. Всякое банахово пространство L и з о ­
морфно замкнутому подпространству в одном из п р о ­
странств типа С (X). Если L сепарабельно, то в качестве X 
можно взять отрезок [О, 1J.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — единичный шар в про­
странстве L ', сопряженном к  L. Тогда X —ком п акт 
в »-слабой топологии ;см. [13]). Каждый элемент про­
странства L можно рассматривать как  линейную функцию 
на X. В силу сказанного в п. 2 § 1 получаемое таким  
образом отображение L в С (X ) является^ изоморфизмом 
на замкнутое подпространство всех линейных функций
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на X. Пусть известно, что L сепарабельно. Тогда XczL'  — 
метризуемое топологическое пространство (см. § 1, п. 1). 
Если X — выпуклый метрический компакт в линейном 
пространстве, то сущ ествует непрерывное отображение / 
отрезка [0, 1] на X (см. задачу 452). Определим теперь 
отображение L в С [0, 1]: < р * Ф (/) =  [/(/)] (ф). В силу 
сказанного выше это отображение является изомор­
физмом L на некоторое замкнутое подпространство в 
С [0, 1].

Т е о р е м а  25. Пространство, сопряженное к  С [0, 1], 
изоморфно пространству V [0, 1] функций с  ограниченной 
вариацией на отрезке  [О, 1], непрерывных слева и удов­
летворяющих условию  g-(0) =  0, с  нормой || g  || =  Var¿ g . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть g e  V [0, 1], / е С [ 0 ,  1].

Положим Fg  (/) =  §/(%) d g  (х). Для любого разбиения
О

0 =  =  1 и любых ti] имеем

2  / (Ь )  ís (ti) -  g ( * , - , ) ]  ^  I I  / ||с [О, Я 1 е  lv  [0. , ] .
i = i

С другой стороны, для любого е >  0 существует такое
п

разбиение Т отрезка [0 , 1], что ¡g  (t,) - g  (t ¡^)  | >

> V a r íg  — e. Мы можем и будем считать, что в точках 
разбиения Т функция g  непрерывна. Пусть {/„{ — после­
довательность непрерывных функций таких, что | /„ (х) | sg: 1 
и fn(x)  sgn [g  (tk) g  (¿¿-i)], x e  [íft-x, tk).

1 П
Тогда lim \ f n ( x ) d g ( x ) = У. \g(tk) - g ( t k̂ )\. Поэтому 

n^ QO ü X=l 
I

при достаточно большом n \ f n dg(x)  >  V a r¿g - -e . Отсюда
0

I IFg l l c ' io ,  i ]  ~\\ё\\у[о, i ] .
Остается доказать, что любой линейный непрерывный 

функционал/'- на С [0, 1] имеет вид/-^с некоторой g е  К[0,1]. 
Продолжим F по теореме Банаха до функционала F на про­
странстве ß [ 0, 1] ограниченных функций с нормой ||/|| = 
=  sup ! / (*) |. Пусть Ха — характеристическая функция полу­
интервала [0, а). Положим g ( a )  = (F, %„). Ясно, что 
£ (0 ) =  0. Покажем, что Var¿g(x) <  оо. Д ля любого раз-
90



биения Т положим г г (х) =  sgn [g(¿*) — g  (4  i)], h)-
П

Тогда {F, e T) =  |g (/*) - g  (i/t-i) I, °™УДа Var¿g<||/|| = 
fc =  l

=  Il l ' l l-Д ля любой кусочно постоянной непрерывной справа

функции ф на [0, 1] имеем: (F, ф) =  J ф (x)dg (х). Непрерыв-
о

ная функция/может быть равномерно приближена такими ф„, 
как , например, фп (x) = f  ([пх]/п). Поэтому равенство 

1
(F, /) =  J / (*) d g  (х) верно для всех непрерывных функций

f. Остается заметить, что для непрерывных / замена g  (х) 
на g ( x  — 0) =  lim  g ( x  — е) не меняет интеграла Стилтьеса

е->+0
1
\f (x)dg(x) .  Поэтому можно считать g  непрерывной слева.

° З а м е ч а н и е .  Теорема 25 допускает следующую экви­
валентную формулировку:

Всякий линейный непрерывный функционал на  С [0 , 1] 
имеет вид

Fy( f )  = l f ( x)  dv  (х),
0

где V — некоторый борелевский заряд на [ 0 ,  1 ] ,  причем

IFv ¡с' [о, i] =  Var¿v.

В этой форме теорема 25 переносится на пространство 
комплексных непрерывных функций (с заменой v на ком­
плексный заряд) и на пространство типа С (X ), где X — 
любой метрический компакт. Для произвольного компакта
X первое утверждение теоремы остается верным, но соот­
ветствие между зарядами и линейными непрерывными 
функционалами перестает быть взаимно однозначным.

3. Пространства гладких функций. Пусть Q — область 
(т. е. открытое подмножество) в R", Q — замыкание Q 
в R". Мы будем использовать следующие стандартные 
обозначения: x  =  (xt ............хп) -  координаты в R", xk =
=  х*1 . . .  xknn , d¡ = — оператор частной производной,



д — ^1х- - - д 1пп, |̂ | =  ̂ 1 +  Л24 - . . .  + к п. Через Сг (й )  обоз­
начается совокупность функций на О, обладающих част­
ными производными до г-го порядка в точках £2, причем 
д 1{, |/|< г, продолжаются до ограниченных непрерывных 
функций на ¿2. Определим норму в С ^ й ) формулой

Таким образом, сходимость в СЛ(й )  означает равно­
мерную сходимость самих функций и их частных произ­
водных до г-го_ порядка включительно. Несложно про­
верить, что Сг (й )  — банахово пространство.

Пространства (7 (0 )  удобны в тех вопросах, в которых 
от рассматриваемых функций требуется вполне определен­
ная конечная гладкость (т. е. наличие определенного 
количества непрерывных производных). Есть, однако, 
такие задачи, в которых требуется заранее неизвестная 
или бесконечная гладкость. В этих задачах естественно 
использовать пространства бесконечно дифференцируемых 
функций. Эти пространства локально выпуклы, но, как  пра­
вило, ненормируемы, а иногда и неметризуемы.

Наибольшее применение находят три типа пространств.
1. Пространство Ш (О) состоит из всех бесконечно диф­

ференцируемых  функций в О. Топология в £( й)  опре­
деляется семейством полунорм рК1, где /( — компакт в й , 
а ¿ =  (¿1..........1п) — произвольный мультииндекс:

Т е о р е м а  26. Пространство Ш (Q) счетно-нормируемо 
(и, следовательно, метризуемо) и полно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через К т совокуп­
ность точек обладающих свойствами: 1) расстояние 
от х до границы области Q *) (т. е. множества dQ = Q \Q ) 
не меньше 1/т; 2) расстояние от х до 0 не больше т.

Ясно, что /(„ — компакт, что все точки Кт являются 
внутренними для /(mfl и что объединение Кт по всем т 
исчерпывает область Q. Определим полунорму рт в Ш (Q) 
формулой pm ( f )= sup \dlf(x)\.

*) Под расстоянием до границы мы, к ак  обычно, понимаем мини­
мальное из расстояний до ее точек,

= sup j d lf  (х)

Pki if) = max | dlf  (x) |. (24)



Пусть К — произвольный компакт в Q. Функция б (л:) =
— d(x,  й \ й )  непрерывна и положительна на К ■ Следо­
вательно, она достигает минимума бо> 0 .  Функция Д (х)=
— d (х, 0) непрерывна на К и, значит, достигает макси­
мума Д0. Если число т выбрать т ак , что выполняются 
неравенства l/ m < 60, т > Д0, то Кт будет содержать 
компакт К■ Если, кроме того, выполняется неравенство 
mS=|/|, то полунорма рт мажорирует полунорму рК1. Мы 
доказали, что семейство полунорм {рт\ мажорирует се-

т
мейство {pki}- Обратное очевидно: р т ф ^ ^ ] р к  t(f)-

1 = 0 т
Осталось доказать полноту Ш (й ). Пусть {/„} — фунда­

ментальная последовательность. Тогда {/„} фундаментальна 
по любой полунорме рт. Отсюда вы текает, что ограни­
чение {/„} на /(„ — фундаментальная последовательность 
в Ст (Кт)- Значит, существует такая функция Fm <= Ст (Кт), 
что f n \Km-+Fm в метрике Ст(Кт)■ Ясно, что функции Fm 
согласованы в том смысле, что Рт+\\кт~ Р т- Поэтому 
существует единая функция /, совпадающая с Fm на Кт■ 
По построению, /?т  (/ „ -/ )-»-0  при п - у  с о .  Это значит, 
что f  е  % (Q) и f n - ^ f  в топологии пространства S(Q).

З а м е ч а н и е .  Пространство Ш (Й) часто обозначают 
(̂ “ (й). Если граница й непуста, то Ш(0)  не совпадает 
с пересечением С'1 (О) (функции из S(Q) ,  вообще говоря, 
не продолжаются до непрерывных функций на Q).

2. Пространство (О) состоит из бесконечно диффе­
ренцируемых финитных (т. е. равных нулю вне некото­
рого компакта) функций на й. Носителем функции <р назы­
вается замыкание множества тех точек, где ср отлична 
от нуля. Носитель <р обозначается символом supp ф. Та­
ким образом, & (Q) состоит из тех ф е ! ( й ) ,  для 
которых supp ф —компакт. Легко проверить, что & (Q) 
не замкнуто в Щ (й ) и, значит, неполно в топологии Ш (й ).

Пусть К — компакт в Q. Обозначим через HP к (й ) под­
пространство в Ш (Q), состоящее из тех ф, для которых 
supp ф с К .  Тогда &K(Q) с топологией, заимствованной 
из Ш (й ), будет полным счетно-нормированным простран­
ством (ср. с задачей 463). Определим теперь в & (Q) топо­
логию, более сильную, чем наследуемая из Ш (й ). А имен­
но, будем считать множество V а  ИР (й ) открытым (соотв. 
замкнутым), если его пересечение с & K(Q) открыто 
(соотв. замкнуто) для любого компакта / С е й .



Получаемую таким образом топологию можно такж е 
задать с помощью семейства полунорм. Пусть {Кт} — сис­
тема компактов, построенная в доказательстве теоремы 
26. Обозначим символом а  последовательность {/Vm} целых 
неотрицательных чисел и положим

Ра(ф )=  ü  sup |д'ф(х)| (25)
т =  1 х1= К т \ К-т- 1

1 1 т
(здесь Ко — пустое множество). Отметим, что для каждой 
функции ф е  f ( ß )  ряд в правой части (25) содержит 
лишь конечное число ненулевых слагаемых.

Т е о р е м а  27. Последовательность {ф„} сходится к ср 
в &  (Q) тогда и только тогда, когда

1) фл-*-ф в смысле ё(0, ) .
2) все функции  фя (а значит, и ф) принадлежат од ­

ному подпространству &K(Q).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность условий 1) и 2) 

очевидна так  ж е, к ак  и необходимость условия 1). До­
кажем необходимость условия 2). Пусть последователь­
ность |ф„} такова, что носители ф„ не содержатся ни в 
каком фиксированном компакте. Производя, если нужно, 
перенумерацию, мы можем считать, что supp фт  ф  Кт- 
Пусть хт — так ая  точка вне Кт, в которой фт  отлична 
от нуля. Рассмотрим множество V, состоящее из всех 
функций ф е ^  (Q), удовлетворяющих условиям | ф (хт) | <
<  [ фт (хт) I /т для т = 1, 2, 3, . . .  Поскольку любой ком­
пакт K c z Q  содержит лишь конечное число точек хт, 
пересечение V с М к (Q) задается конечным числом усло­
вий и, следовательно, открыто в £PK(Q,). Значит, V от­
крыто в &  (Q). Пусть pv — функционал Минковского для 
V. Легко видеть, что V — выпуклое уравновешенное мно­
жество, а тогда p v — непрерывная полунорма в ¡2$ (Q).
Явный вид p v  дается формулой p v (ф) = sup (хт)

фш (хт)
отку-

да вытекает, что р у ( у п)>? т. Поэтому последовательность 
{ф„,} не может быть сходящейся. Теорема доказана.

Т е о р е м а  28. Пространство ¡2$ (О) полно, неметри- 
зуемо и обладает свойством Гейне — Бореля: всякое огра­
ниченное*) подмножество в &  (й) предкомпактно.

*) Ограниченным множеством в полинормированном пространстве 
называется множество, ограниченное по каждой из полунорм,



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если последовательность {ср„} 
фундаментальна, то рассуждение, приведенное в доказа- 
тельстве теоремы 27, показывает, что вся эта последова­
тельность лежит в одном подпространстве Пос­
кольку &K(Q.) полно, эта последовательность имеет 
предел. Предположим теперь, что (Q) метризуемо и 
пусть {фт } — последовательность, для которой supp ф,„ ç t  
ф  Km- Из непрерывности умножения на число следует, 
что для каждого т можно указать настолько малое число 
ôm> 0 ,  что d ( О, бт фт ) <  \/т. Э то значит, что последова­
тельность {0т фш} стремится к  нулю, что противоречит 
теореме 27. Таким образом, ¿3 (Q) неметризуемо. Пусть, 
наконец, А — ограниченное подмножество в ^  (Q). Р ас­
суждение, уж е использовавшееся выше, показывает, что 
/ 4 с ^ ( й )  для некоторого компакта / ( е й .  Поскольку 
А ограничено по каждой полунорме рКь  все функции 
из А и все их частные производные удовлетворяют усло­
виям теоремы Асколи — Арцела. Отсюда вытекает предком- 
пактность А в к (Q), значит, и в (Q). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Вместо обозначения & (Q) используется 
также C f  (Q).

3. Пространство S  (R") состоит из бесконечно диф­
ференцируемых и быстро убывающих на бесконечности 
функций в R". Топология в S (R") задается счетным семей­
ством полунорм

Pa,ß(/)=  sup \xadVf(x)\, (26)
хе  R"

где приняты стандартные сокращенные обозначения

а  =  (<*!, . . . ,  а„), ß = (ß i.......... ß„), xa = x*1.. .x*«t
j A  _  a |ß |

д х ^ ' " д х 1 п dx^1 . . . d x l n '

(Пространство S  (R ra) состоит из всех / e g ( R n), для 
которых Ра, ß (/ )< ° °  Для всех а  и Р-)

Иногда бывает удобно вместо набора полунорм (26) 
рассматривать набор

P i  ß (/) = S I xad^f (х) I dx (26 ')



Т е о р е м а  29. Системы полунорм (26), (26') и (26") 
эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала более 
наглядный случай п —\. Справедливо равенство

! xk d' f (х) | <  sup ; (х2 +  1) xk д1 f(x)\.

Отсюда

Р'ы (/) =  $ \ хк d' f  (х) | dx <
R

<  sup 1 (* ’ +  \)xk d lf  (x) I J <  Я (p k+2l (f) +  Pki if)).

Аналогично,

p h ( f ) = ( \ j x kd' f (x)

< ^sup  (1 + x2)\xkd'f(x)\2 J

<  (V n  (pl+1. i +  Ph)) (/)•

Таким образом, полунормы системы (26) мажорируют 
полунормы систем (26 ') и (26"). Далее, применяя нера­
венство Коши — Буняковского к функциям

\xkdlf ( x ) \ V T + ^  И
У  1 + х 2

получаем

р'ы (/)2 = ^ i  xWf  (x) \dx j <

==£ j  | xkdlf  (.x) |2 (1 + x 2) dx J  =
R

=  n(pl + 1, / (/)2+  ph iff).

Значит, полунормы системы (26") мажорируют полу­
нормы системы (26 '). Остается оценить полунормы системы 
(26') через полунормы системы (26"). Воспользуемся тем, 
что для / e S ( R )  функции xkd‘f (x)  при любых k и / 
стремятся к нулю на бесконечности и поэтому справед­
ливо равенство

xk d' f  (л:) = \ [ikd‘f  (0 ]' dt. (27)
—  00



Отсюда

Ры (J) = sup ! x* d‘f  (x) |<  i I [/* d ‘f  (/)]' I dt <
*  R

^ k p b  — 1, / if) +  Pk, t+l i f ) -

Случай n >  1 отличается лишь техническими усложне- 
(* dxниями: вместо равенства  ̂ =  п  нужно использовать
R

(* dx
неравенство  ̂ 1 ^  д <; оо, а вместо тождества (27) —

R "
тождество

— 00 — со

справедливое для любой бесконечно дифференцируемой 
функции, которая вместе со своими производными стре­
мится к нулю на бесконечности. Теорема доказана.

По запасу функций и по топологии пространство 
5  (Rn) занимает промежуточное положение между & (R n) 
и J ? ( R n). Именно, имеют место непрерывные вложения

®  (R',)c = S (R '!)c :£ (R '> ).

До сих пор мы не привели еще ни одного примера функ­
ции, принадлежащей (R") или 5  (R"). Построение таких 
примеров не вполне тривиально. Однако справедлива 

Т е о р е м а  30. Пространство ИР i Rn) плотно в Lp (R", 
dx) ) при  1 г ^ р < с о ,  в S (R") и в 6 (R”). Пространство  
S ( R n) плотно в LPi R", dx) при  1 < р < о о  и в <§ (R").

Чтобы избежать технических сложностей, мы прове­
дем доказательство подробно лишь для случая п — 1. 
Начнем с конструкции нетривиальной функции в HP (R). 

Л е м м а  1. Функция

С 0 при х ^ О ,
\ е {/х при х < 0

бесконечно дифференцируема на всей прямой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всюду вне точки л; =  0 утвер ­

ждение очевидно. Проверим, что ср<*> (0 )= 0  для К =  1,

*) Как обычно, через dx мы обозначаем меру Лебега в R ” .
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d*2, . . .  Д ля этого заметим, что функция —г  (eUx) имеет
dx

вид Р/е (х)х~21ге 1,х, где Р* — некоторый многочлен сте­
пени (Это легко устанавливается по индукции.)
Д алее, lim  ^ -~ - e l/x =  lim Р ( — 4-) tme~ ‘ =  0 для любого

*-» —О Х /-> + 00 \ 1 /
т  и любого многочлена Р , что легко установить с 
помощью правила Лопиталя. Таким образом, limcp<A)(e) =8 —* О
=  0 для всех k. Применяя еще раз правило Лопиталя, 
получаем утверждение леммы.

Л е м м а  2. Функция
( ехр [2/(я2 — 1)] при  |*| < 1,
| 0 при |лг|=з1

принадлежит  & (R).
В самом деле, эта функция обращается в нуль вне 

отрезка [ - 1, 1] и бесконечно дифференцируема, так  как 
записывается в виде г|з (*) =  ср (л: — 1) ф(— 1), где 
Ф — функция из леммы 1.

Л е м м а  3. Для любого е >  0 положим я|?е (х) =  ~ г|: > 
00

гд е  e r 1 — § ч)) (х) dx. Тогда функция  г|-е (х) обладает свой- 
—  00

ствами :
1) ■teM SsO ;
2) su p p ^ E = [— е, е];

00

3) § 'фе {х) dx — 1.
—  00

Доказательство очевидно.
Теперь мы в состоянии доказать первое утверждение 

теоремы 30 (о плотности &(R)  в Lp (R, dx) при
оо

< о о ) . Пусть / е  Ьр (R , dx). Поскольку интеграл  ̂ \f\pdx
—  ОО

— N
сходится, существует такое число N, что § \f\pdx-\-

оо —со
+  $ \f\p d x < ( ~ \ P. Тогда функция

N  '  '



имеет компактный носитель и !/ —/л/1Р< у .  Далее, 
поскольку f N (х) непрерывна в среднем (см. задачу 432), 
существует такое б >  0, что J  | f N (х) — f N (x +  t)\P dx <  
при ¡¿ | < б . Рассмотрим теперь функцию

СО

g (x)  =   ̂ h  (х - t) г[зб (t) dt.
—  СО

(Этот интеграл существует, поскольку г|зб ограничена, 
финитна и, следовательно, принадлежит L9(R, dx).) Оце­
ним расстояние между f N и g  в LP (R , dx). Д ля этого 
воспользуемся формулой |1/|р =  sup \ f h dx  . Имеем

\ f s - g \ p =  sup

=  sup 
1|Л||?<1 S { ] ty6(t)fN(x — t ) dt  — f N(x) j h(x)dx

-C O  \ — oo

CO oo

= sup
IIAII

5 (0 (fN (x ~  0 ~  f N (x)) h (x) dx dt
— 00—00

|Мы воспользовались равенством § %  (0  ^  =  1 • | Послед­

ний интеграл допускает оценку
б  / С О

$ 'фб (0 ( 5 (fN (х — 0 — /л/ (х)) к (*) d x ) dt
- б \— 00 /

СО

<  5 г ы о 4 ^  =

в силу выбора б. Итак, f fN — g \Р< ^  и> следовательно,
l f  — g l p < e-  Проверим, что g e ^ ( R ) .  Финитность 
функции g  вытекает из финитности ¡ы и -фв: ясно, что 
supp g  c i  supp f N +  supp грб = [— jV — 6, N +  б]. Бесконечная 
дифференцируемость g  вытекает из тождества



которое легко доказывается по индукции (ср. с § 1 
гл. IV).

Докажем теперь, что (I?) плотно в ё  (И). Для этого 
построим функцию %1 <=н (Я), обладающую свойством: 
^ ( 4 ^ 1  на [ — 1, 1]. В качестве такой функции можно 
взять, например, первообразную от функции г|?1/2(л: 3/2) —
— гр1/2 (лг — 3/2) (рис. 2).

n>
%,(X)

X, ,
-2 -1 0 / г *

Р ис .  2.

Положим %N (х) =  ^  j. Тогда %N (х) е  &  (R) и %n ( х)  =
=  1 при х ^ [ — N, /V]. Пусть / e £ ( R ) .  Тогда %Nf  е  
е -®1 (R). Проверим, что в £ ( R)  ПРИ N ^ -co .  Пусть
/( — компакт на прямой. Тогда он содержится в [— N, N] 
при достаточно большом N. Поэтому Puii lNf — f) — 
= sup j (хлг/ — /)(,) (х) | = 0  при достаточно большом N. Зна­
чит, X;v/->/ в <§ (R) при N -> 00.

О казывается, та же последовательность x.vf сходится 
к / и в смысле пространства S  (R). Доказательство этого 
опирается на оценку

\xkf U) {х) | Pk + m, I (f)
Nm при \x\^sN,  f e S ( R ) ,

которая непосредственно вытекает из определения нормы 
Pft+m, /• Имеем

Ры (iNf  -  /) =  sup I xk (%Nf  -  [)U) (x) | =
R
I

=  sup У] c'l X k fW (x) (X;V —  l ) l W )  (x) <
x e  R у — о

I
-if У, c'l p k+l, j  (/) sup , (xN -  1 )«-/> (x) |. 

/“  Л s  R



Воспользуемся теперь соотношением

I(Xjv— 1)u) (*)|=  -f[i (X i- 1 ) (/,( ^ ) | ^ Q

при i e R  и N 5= 1.
Тогда мы получим

i
Put (w f - f X - t f  2 е' Рк ,и i ®  C l~>'

/=о

Последнее выражение стремится к нулю при N -->■ оо .  
Остальные утверждения теоремы следуют из уже доказан ­
ных.

Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а .  Пусть Й — ограничен­
ная область в R". Тогда для любого натурального k п р о ­
странство Рп полиномиальных функций от п переменных 
плотно в Ck (й ).

Доказательство теоремы мы отложим до § 1 гл. IV, 
так как  оно опирается на технику сверток.

С л е д с т в и е  1. Для любой области  й с  R" пр о ст ­
ранство Рп полиномиальных функций от п переменных 
плотно в S  (й ).

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я .  Пусть заданы  
функция / (= S  (й ) и полунорма p Kk в S  (й ). Покажем, что 
для любого е > 0  существует такой многочлен q е  Р п> 
что pKk(q — f) <  е. Пусть V — ограниченная откры тая 
окрестность компакта k. Ограничение / на V принадле­
жит, очевидно, С* (У ). Применяя к этому ограничению 
теорему Вейерштрасса, найдем такой многочлен q е  Р п, 
что || q — / \c k (¡7) <  е. Поскольку норма пространства С* (F )  
мажорирует полунорму рки, q — искомый многочлен.

С л е д с т в и е  2. Пусть й  — область в R", К —компакт  
в й , <р е  (й ), / е  (Q) и ¡ ( х ) Ф  0 для х е  К. Т огда  
найдется последовательность многочленов {pk) cz  Рп такая, 
что pkf -*  Ф в (й).

Для доказательства достаточно выбрать {pk} т а к ,
чтобы pk у- в S  (й).

4. Обобщенные функции. Понятие обобщенной ф унк­
ции*) естественно возникает в различных вопросах м ате­

*) Вместо термина «обобщенная ф ункция» иногда употребляется 
термин «распределение» (d istribution ),



матики и математической физики при желании распрост­
ранить некоторые естественные операции (дифференциро­
вание, интегрирование, решение дифференциальных урав­
нений, преобразование Фурье и т. д.) на более широкую 
область по сравнению с той, где эти операции первона­
чально определены. На первых порах это приводило 
к парадоксальным и противоречивым определениям обоб­
щенных функций. Например, знаменитая б-функция Дирака 
определялась следующими свойствами:

СО

6 (х) =  0 при х ф О ,  8(0) =  оо, $ б (х) ¿х =  1.
—  00

Другое определение той же функции: б(х) =  ~-^-(51£пл;).
Ясно, что обычной функции с такими свойствами не суще­
ствует.

Оказалось, что эти и многие другие свойства пере­
стают быть противоречивыми, если понимать обобщенную 
функцию как элемент сопряженного пространства Ь', где 
¿  — некоторое пространство «пробных» или «основных» 
функций. В качестве пространства Ь чаще всего исполь­
зуют & (£2), ё  (£2) или 5  (Я"). Элементы пространств 
Й?' (О), &' (£2) и 5 ' (Я ”) получили название обобщенных 
функций в области  £2, обобщенных функций с  компактным 
носителем в области О и обобщенных функций умеренного 
роста в Кл соответственно. Происхождение этих названий 
выяснится ниже.

Покажем сначала, каким образом любую (не слишком 
плохую) обычную функцию в £2 можно рассматривать как 
обобщенную функцию.

Т е о р е м а  31. Пусть / — локально с уммируемая (т. е. 
с уммируемая на каждом компакте) по мере Лебега йх 
функция в области  £2. Соответствие ф.—*- \ ц>(х){ (х) с1х

а
является линейным непрерывным функционалом на ИР (О). 
Если, кроме того, / обращается в нуль вне некоторого 
компакта К  с :  £2, то это соответствие является линей­
ным непрерывным функционалом на 6’ (£2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу результата задачи 462 
мы должны проверить, что из ф„->0 в &(И2) следует 

(х) !  (х) с1х->0. Но это вытекает из определения схо-

димости в ИР (£2) и теоремы Лебега о предельном переходе
юг



под знаком интеграла. Для доказательства второго утвер ­
ждения достаточно сослаться на теорему 15 гл. II.

Обобщенные функции типа, описанного в теореме 31, 
назовем регулярными обобщенными функциями; они соот­
ветствуют обычным локально суммируемым функциям f  (at). 
Бывают, однако, и нерегулярные обобщенные функции. 
По аналогии с регулярным случаем значение обобщенной 
функции F на основной функции ф часто записывают
в виде  ̂ F (я) ф (х) dx =  (F, ф). Разумеется, эту запись 

£2
нельзя понимать буквально — соответствующий интеграл 
расходится или вообще не имеет смысла.

Пусть й  — область в R*, содержащая начало коорди­
нат. Определим функцию Дирака б (я) как элемент прост­
ранства б ' (Q), задаваемый формулой

$ б {х) ф (х) dx =  ф  (0). 
и

Поскольку M(Q)  непрерывно вложено в cS'(fi), всякий 
линейный функционал на ё  (Q) порождает при ограни­
чении линейный функционал на k? (Q). Из того, что 

(Q) плотно в ё  (Q), вытекает, что естественное отобра­
жение ь '  (Q) в SP' (Q) является вложением. Аналогичные 
соображения показывают наличие непрерывных вложений

ё '  (R") с : S' (R") с= (R n).

Другими словами, всякая обобщенная функция с ком­
пактным носителем является обобщенной функцией ум е­
ренного роста, а всякая обобщенная функция умеренного 
роста является обобщенной функцией.

В отличие от обычных функций, обобщенные функции 
не имеют определенных значений в точке (впрочем, этим 
свойством обладают уже известные нам элементы прост­
ранств Lp (X, ц)). Тем не менее для обобщенной функции

- имеет смысл выражение «F (х) равна нулю
в области U cz Ü » .  По определению, это выражение озна­
чает, что (F, ф) = 0 для всех пробных функций ф, обла­
дающих свойством s u p p  ф  с— U.

Пусть f e f '  (Q). Скажем, что х не принадлежит носи - 
пгелю F, если F обращается в нуль в некоторой открытой 
окрестности точки х. Ясно, что носитель F является зам к ­
нутым множеством (так как его дополнение открыто — 
это непосредственно вытекает из определения носителя).



Обозначим его supp F и положим U =  Q \supp/\ Докажем, 
что F обращается в нуль в области U. Пусть ф е ^ (Q) 
и supp cp = К czU. К аж дая точка х е / (  обладает окрест­
ностью Vх, в которой F обращается в нуль. Из покры­
ти я  {Vx}xeк  выделим конечное подпокрытие VXt, . . . ,  VXn, 
и пусть фх, ф„ — соответствующее разбиение единицы

П п
(см. задачу 464). Тогда ф = фф( и (F, ф) =  (F, фф;)= 0 .

i= i <=1 
Если V — любая область, в которой F равна нулю, то 
все точки V не принадлежат supp/7 и, значит, V с£ / .

Теперь выражение «обобщенная функция на й  с ком­
пактным носителем» мы можем понимать в двух смыслах:

1) как элемент пространства Ш'(Q);
2) как  элемент F е  &>' (Q), для которого supp/7 —ком­

пакт.
Эти два понятия на самом деле совпадают. А именно, 

всякий элемент F е  (й ) определяет, как  уже отмечалось 
выше, элемент В '  (Q), который мы будем обозначать той 
ж е  буквой. О казывается, таким образом получаются в точ­
ности те элементы i^ '(Q ) , которые имеют компактный 
носитель. Докажем это.

Пусть F е  Ш' (Q). Тогда F непрерывен относительно 
одной из полунорм pKk, задающих топологию в % (£2):

(F, Ф > < срА-*(ф) для ф«=&(й) .

Ясно, что ограничение F на §& (Q) обращается в нуль на 
Q \ K -  В самом деле, если ф е  (Q) и эиррф с  Q \ K ,  то 
PKk (ф) —0. Таким образом, s u p p F c :^ ,  т. е. F как эле­
мент (Q) имеет компактный носитель. Пусть теперь 
F е  ( i i)  и supp F =  К  — компакт в Q. Построим такой 
функционал F на Ш (Q), ограничение которого на & (Q) 
совпадает с F. Д ля этого рассмотрим некоторую компакт­
ную окрестность V множества К  и построим функцию 

.^ (Q ), обладающую свойством Xi/(*) =  1 Для х е  V 
(см. задачу 464). Определим F формулой (F, f)  = (F, %vf). 
Это определение имеет смысл, так как %vf  е  (Q) для 
любой / е ! (  Q). Ясно также, что F e f  (Q) (см. за­
дачу 472а). Остается проверить, что =F.  Пусть 
ф е ^ (Q), Тогда (F, ф> — </7, Ф> =  </7, ХИР — ф )=0» так 
как

supp (xi/ф — ф) с ; Q \K с : Q \K .



Т е о р е м а  32. Пространства HP' (Й), %' (й ) и S' (R n) 
^-слабо полны. (Другими словами, если последователь­
ность {Fn\ обобщенных функций такова, что числовая 
последовательность {(Fn, <р>} фундаментальна для любой 
пробной функции  ф, то существует  lim  Fn = F, который

п  —* СО

является обобщенной функцией того ж е типа, что и Fn.)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим F формулой (F, ф) = 

=  lim <Fn, ф>. Линейность F очевидна. Докажем непре-
п -* 00

рывность. В случае Ш (й ) и S  (R") непрерывность вытекает 
из теоремы Банаха — Штейнгауза (ср. с § 2, п. 1), так 
как £( й)  и S  (R") — полные метрические линейные про­
странства (см. задачи 480 — 483). Разберем случай ИР {Q). 
Ограничения Fn на &K(Q) стремятся к  некоторому, эле­
менту FK е  ИР к  (й ), так как Н& к (Й) — полное метрическое 
линейное пространство. Определим теперь функционал 
F e f ' f й),  полагая его равным FK на ^ х ( й ) .  Коррект­
ность этого определения легко проверяется. (Если supp ф е  
e/ C if lK s , то (FK , ф> =  lim (Fn, Ф) = (FKi, ф>.) Непре-

п -*• 00
рывность F следует из задачи 462. Теорема доказана.

П р и м е р .  Обобщенные функции (x d iiO ) '1. Пусть
СО

(R). Тогда интеграл j  dx сходится при е > 0
—  СО

и имеет конечный предел при е \  0 (см. задачу 499). 
В силу теоремы 32 этот предел является обобщенной функ­
цией на прямой, которая обозначается (x ih i'O ) '1.

Всякая обобщенная функция с компактным носителем 
в й  непрерывна по одной из полунорм рК1. Наименьшее I, 
для которого это имеет место, называется порядком  обоб­
щенной функции. Если обобщенная функция F e f  (й) 
имеет порядок I и носитель К, то она продолжается до 
линейного непрерывного функционала на С! (V7), где V — 
любая окрестность компакта К.

Говорят, что обобщенная функция F <= Ш' (й ) имеет 
порядок  s^1, если она продолжается до линейного непре­
рывного функционала на С1 (й). Не всякий элемент 
f e ® ' ( й )  имеет конечный порядок. Однако для любой 
области К е й с  компактным замыканием ограничение F 
на 3  (V) имеет конечный порядок.

Всякая обобщенная функция умеренного роста F<=S' (R") 
непрерывна относительно одной из полунорм sup ра , ß

I а  
l ß l « (



(см. п. 3). Порядком F называется наименьшее /, при 
котором это имеет место. Таким образом, всякая обобщен­
ная функция умеренного роста имеет конечный порядок. 
(Нетрудно проверить, что это определение порядка экви­
валентно данному выше в случае, когда й  = R" и обоб­
щенная функция / лежит в S' (R") cz 02)' (R").)

5. Действия над обобщенными функциями. Мы покажем 
здесь, каким образом основные действия над обычными 
функциями — умножение на функцию, дифференцирование, 
замена переменных — переносятся на обобщенные функции.

Пусть L означает какое-либо из пространств J^ (Q ), 
£ (й ) , S  (R ”), L '—сопряженное пространство, L5 —неко­
торое плотное подпространство в L', состоящее из регу­
лярных обобщенных функций. В случае L = &(Q)  или 
Ш (й ) в качестве L» удобно взять Ê& (й ); в случае L = S (R") 
можно в качестве Lo взять 0$ (R n) или S  (R"). Предположим, 
что в Lo задан некоторый линейный оператор А0 и что 
этот оператор непрерывен в топологии L'. Тогда Ап про­
должается до непрерывного оператора А в L'. Это про­
должение единственно, поскольку L» плотно в L'.

В нужных нам случаях непрерывность оператора А0 
может быть установлена следующим полезным приемом. 
Пусть В — непрерывный оператор в L, В ' —сопряженный 
оператор в L'. Если ограничение В'  на L<i совпадает с А0, 
то А0 непрерывен. В этом случае, очевидно, искомое про­
должение А совпадает с В'.

Перейдем к конкретным приложениям описанной общей 
схемы.

1) У м н о ж е н и е  на  ф у н к ц и ю .  Пусть / е ! ( й ) ;  
покажем, что оператор М (/) умножения на / допускает 
непрерывное продолжение с & (й ) на (й ). Положим 
L =  ЁЯ (й ) =  Lo, В =  М (/). Ограничение оператора В' на Lo 
легко вычисляется. В самом деле, пусть ф е ^  (й), g  е  Lo. 
Тогда

(в  'g > Ф> =  ( g,  Вф> =  (g,  /ф) =  \ g  (х) / (лг) ф (х) dx.
fi

Таким образом, оператор В' на пространстве Lo действует 
как умножение на функцию f. Мы видим, что этот опе­
ратор допускает непрерывное продолжение (а именно, В ’) 
на все пространство È>' (Q). Обозначая это продолжение 
по-прежнему через М (f), мы получаем равенство

(M( f )F,  ф> = <F, М (/) ф).



П р и м е р .  Вычислим произведение 5-функции на п ря­
мой на бесконечно дифференцируемую функцию /. Имеем 
(/6, <р) =  (6, /ф) = / (0 )<р(0). Отсюда /6 = / (0 )6 , что согла­
суется с нашим интуитивным представлением о поведении 
6-функции при умножении.

2) Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е .  Напомним, что через ду 
мы обозначаем частную производную д/дх,-, а через <5* — 

а1*1оператор — т-— —г—. Покажем, что оператор д к допу­
ск 1... дх п1 п

скает непрерывное продолжение с & (О,) на 3 ' (О). 
Достаточно рассмотреть случай оператора д,-. Положим 
В = — ду и вычислим ограничение В' на М(02).  Имеем

(В '/, ф) =  </, Вф) =  -  5 / (х) йх =  5 ф (х) йх.
и £2 '

Итак, В'  совпадает с д;- на (£2). Поэтому оператор 
д/длгу допускает непрерывное продолжение (а именно, В' )  
на 3 '  (£2). Явный вид этого продолжения (которое мы 
обозначаем по-прежнему через д,) дается формулой

(<?у/\ <р) =  — </?, дуф)

и вообще для любого /е

<а*л ф> = (— 1)1*1 </% а * Ф).

П р и м е р .  Обобщенная функция д к8 действует по 
формуле

<<3*6, ф) = (— 1)1* 1 Ф (0).

З а м е н а  п е р е м е н н ы х .  П усть у  =  у  (х) — взаимно 
однозначное бесконечно дифференцируемое отображение 
области £2 на себя, х = х (у) — обратное отображение. 
В пространстве ¡2? (О) определен оператор замены пере­
менных Т:  (Тф) (у) =  ф (х(у)). Вычислим сопряженный опе­
ратор Т'  на пространстве ^ (£ 2 ). Имеем

< 7 7 . ф) =  </. 7ф> =  5 / (У) ф (х (У)) й у  =  
й

= ^ /(*/(*)) ф(*) дх с1х.

Таким образом, оператор, сопряженный с Т, является 
композицией оператора Г -1 обратной замены переменных



и оператора М  ̂  ̂ умножения на модуль якобиана
этой замены. Отсюда вытекает, что оператор Т допускает 
непрерывное продолжение на 3 '  (й ). Несложное вычисле­
ние показывает, что оно задается формулой

<7Т, Ф> =  </% М ( 1 / 1 ) 7 » ,

где 1 — якобиан отображения Т~х.
П р и м е р .  Пусть а (х) — бесконечно дифференцируемое 

взаимно однозначное отображение прямой на себя. Вычис­
лим обобщенную функцию б (а (х)). Имеем

(6 (а (х)), Ф) =  <6, Ф (Ь (ж)) | Ь' (х) |) =  Ф (Ь (0)) | V (0) |,

где Ь(х) — функция, обратная к а(х).  В частности, спра­
ведливо равенство б (ах +  Ь) = | а I"16_  ь/а (х). (Через бй (х) 
обозначается обобщенная функция, действующая по фор­
муле <6й, ф ) = ф (6).)

З а м е ч а н и е .  Определенные выше операции над обоб­
щенными функциями по построению являются непрерыв­
ными операторами. Следовательно, они перестановочны 
с предельными переходами. В частности, сходящийся ряд 
из обобщенных функций можно дифференцировать почленно 
любое число раз.

Покажем теперь, что совокупность всех обобщенных 
функций с компактным носителем естественно возникает 
из регулярных обобщенных функций применением опера­
ции дифференцирования. А именно, справедлива

Т е о р е м а  33.  Всякая обобщенная функция  7  е  Ш' (й) 
может быть записана  в виде

^ =  а*/, '(28)
где  6 — некоторый мультииндекс, а / — регулярная обобщен­
ная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Удобно в качестве системы полу­
норм в % (й ), определяющей топологию в этом простран­
стве, взять систему

Рпи (ф) = $ I дк Ф (х) | Ах,
к п

где {Кп\ — семейство компактов, исчерпывающее область 
(см. п. 3). Если обобщенная функция Р непрерывна отно­
сительно полунормы р пК, то в силу теоремы Хана — Ба­
наха и теоремы об общем виде линейного функционала



на (/(„, Ах) существует такая  функция / <= ¿оо (К п, Ах), 
что

(Л  Ф) =  $ 5* ф (■*) / (х)

Это равенство после замены / на (— I)1* 1/ превращ а­
ется в искомое соотношение (28).

З а м е ч а н и я .  1. Приведенное доказательство обеспе­
чивает лишь измеримость функции /. Увеличивая, если 
нужно, мультииндекс можно добиться, чтобы функция
I была непрерывна на й.

2. Можно показать, что вне носителя функция / 
совпадает с некоторым многочленом, аннулируемым опера­
тором д к .

3. Аналогичным рассуждением доказывается 
Т е о р е м а  34. Каждая обобщенная функция ум еренного

роста  /7е 5 ' ( К " )  допускает  представление (28), г д е  / — 
непрерывная функция умеренного роста на Я".

Для построения и изучения обобщенных функций 
в многомерных областях большую роль играет конструк­
ция прямого произведения обобщенных функций.

Пусть Йх —область в 1?т , й 2 —область в Я". Положим 
й  =  4  х  Й , с  Ят+л. Если /,• — регулярные обобщенные 
функции в Й;, ¿ = 1, 2, то можно определить р егул яр ­
ную обобщенную функцию / в й по формуле (Д, <р> =  
=   ̂¡ 1  (х) /2 (у) ф (х, у)АхАу.  Функция / называется прямым 

а
произведением и /2 и обозначается X /2. По теореме Фу- 
бини этот интеграл можно вычислять последовательно:

</, ф> =  $ ¡ 1 (х) (  ̂ /-2 (У) ф (х, У) Ау\ Ах = 
в, \а, /

=  5 Ш ) (  \ /1 (*) Ф (*. У) ¿А аУ- (29)
£2 2 \Й1 /

Оказывается, эта конструкция сохраняет силу для любых 
обобщенных функций.

Т е о р е м а  35. Пусть ср е  ¡2? (й ), е  ИР' (й ;), 1 =  1, 2. 
Тогда

1) функция ф! (х) =  </2, (р (х, ■)) принадлежит  (й ^ ;
2) функция ц>2(у) = (1ь ф(-> У)) принадлежит ИР ( й 2);
3) справедливо равенство </1( Ф1> =  </2, ф2>;
4) соответствие ф-»-(Л> Ф1) =  Фг) является лин ей ­

ным непрерывным функционалом на ИР (Й).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем финитность функции 
<рх. Пусть К с= й  — носитель функции <р, Кг — проекция К 
в Тогда функция <рх (у) = ц> (х, у ) тождественно равна 
нулю  при х вне /Сх. Поэтому ф 1(x) = (f2, срх) =  0 для 
х ф К ,  откуда suppфх с :  K v  Далее, отображениеQxb & (Q2) 
по формуле х i—-► ц>х бесконечно дифференцируемо. Это вле­
чет бесконечную дифференцируемость фх. Итак, фх (= 
=  &(&!) ,  и мы доказали 1). Утверждение 2) доказыва­
ется точно так же.

Д ля доказательства 3) рассмотрим сначала частный 
случай, когда функция ф (х, у)  имеет вид фх (х) ф2 (у). 
В этом случае, очевидно, фх (х) = фх (х) (f2, ф2), ф2 (у) =
— (P2 ( y ) ( f u  Ф 1)  и равенство (29) выполняется. Поскольку 
линейные комбинации функций вида фх {х) ф2 (у) плотны 
в & (Q), остается проверить, что отображения ф-v  <f1( фх) 
и Ф -></2. фг> непрерывны в топологии & (Q). Это сле­
дует из непрерывности отображения ф->-фх пространства
& (й ) в пространство &  (^х), проверяемой непосред­
ственно.

§ 4 . Гильбертовы пространства

1. Геометрия гильбертова пространства. Линейное про­
странство Н над полем К = R или С называется предгиль­
бертовым, если в нем задано скалярное произведение *), 
т. е. отображение Н хН  в К, обозначаемое ( , ) и обла­
дающее свойствами:

1) (XjXj +  Х2х2, у) — Х1(х1, у) + Х2(х2, у)  (линейность по 
первому аргументу);

2) (х, у) = (у, х) (эрмитова симметричность-, черта оз­
начает комплексное сопряжение);

3) (х, х ) ^ 0  (положительная полуопределенность).
Предгильбертово пространство Я  называется гильбер­

товым, если дополнительно выполняются условия:
3 ') (х, л:)> 0  при х ф  0;

*) Н азвание «скалярное произведение» возникло из работы Га­
мильтона о теле кватернионов. Каждый кватернион </ представляется  
в виде суммы «скалярной части» </„ и «векторной части» д =  ^ - | - < 72/_|_ 
-\ -q3k. соответствии с этим произведение двух векторных кватер­
нионов <7 и г  является сум мой скалярного произведения ( ц , 7 )  и 
векторного произведения [ д ,  г] .  В зарубеж ной литературе вместо 
термина «скалярное произведение» часто используется термин «внут­
реннее произведение).



4) Н полно в топологии, определяемой нормой |х |  =  
=  V (х, х).

(Тот факт, что это действительно норма, будет уста­
новлен ниже.)

Одним из важнейших следствий свойств скалярного 
произведения является

Н е р а в е н с т в о  К о ш и  — Б у н я к о в с к о г о :
\{х, £/),*< (X, X) {у, у).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала (*, у) — вещест­
венное число. Для любого Ï e R  имеем

О < (х -И г/, x  +  ty) =  (x, x) +  2 t(x , y) +  t2 (y, у).

Значит, этот квадратный трехчлен (от переменной t) имеет 
неположительный дискриминант: (аг, у )2 — (х, х) ■ (у, у) ^  О, 
что и требовалось. Общий случай получается из разобран­
ного умножением вектора х  (или у) на подходящее комп­
лексное число, по модулю равное 1. При этом (х, у) ста­
новится вещественным, не меняя своей абсолютной вели­
чины, а (*, х) и (у, у) не изменяются.

С л е д с т в и е .  Величина | л: | =  V  (х, х) обладает свой­
ствами полунормы (и даже нормы, если выполнено усло­
вие 3')).

В самом деле,

1х +  у Г  =  (х, х )  +  ( х , у) +  (у, х) +  (у , у) ^  (х, х) +

+  2 \(х , у )\ +  (у ,у )< * (х , x) +  2 V ( x ,  х) • (у, у) +  (у,  «/) =
=  (II *1 +  1У II)2-

Из всякого предгильбертова пространства L можно 
«изготовить» гильбертово пространство L следующей кон­
струкцией. Пусть L0 сг L — подмножество тех векторов х, 
для которых (х, х) =  0. Неравенство Коши — Буняков­
ского показывает, что L0 —подпространство в L. В фактор- 
пространстве L /L 0 естественным образом определяется ска­
лярное произведение: если х, у  е  L/L 0, а х  е  х, у  <= g —
— представители классов I  и у, то полагаем (х, у) =  (х, у). 
Предоставляем читателю убедиться в корректности этого 
определения и в том, что полученное скалярное произве­
дение обладает свойством 3'). Далее, если L/L0 неполно, 
обозначим через L его пополнение по норме ||*|| =  ] / (х, х). 
Неравенство Коши — Буняковского показывает, что ска­
лярное произведение непрерывно в этой норме и, следо-



вательно, продолжается на I .  Проверку свойств 1) — 3) 
для продолженного скалярного произведения мы опускаем.

П р и м е р ы .  1) Пусть ¿  — пространство финитных по­
следовательностей {хп} чисел из К  со скалярным произве-

СО

дением (х, у) =  х * 9 п -  В этом случае 1 0 =  {0}, 1  =  12 (К).
П =  \

2) Ь =  С [а , Ь] — скалярное произведение — задается
ъ

формулой (/, ¿) =  5 /  (х) ё  (х) йх. В этом случае 1о =  {0},
а

1  =  Ь2 [а, Ь].
3) ¿  — пространство измеримых ступенчатых функций 

на множестве X  с мерой р, скалярное произведение имеет 
вид ([, £) =  $ ! { х ) ё {х )  с1\х. Здесь Ь0 состоит из функций,

X
почти всюду равных нулю по мере |я, 1  =  1 2 (Х, ц).

4) Ь — пространство многочленов от комплексного пере­
менного г, скалярное произведение задается формулой

(Р> 0 ) =  Р (г )  (}(г) й х й у , г  =  х-\-1у.
I г; <  I

Здесь ¿,„ =  {0}, а I  совпадает с совокупностью А 2 (О) всех 
аналитических функций в единичном круге И, принадле­
жащих ¿а (О, йх йу) (см. задачу 533).

В вещественном гильбертовом пространстве можно 
определить угол <р е  [0, л] между векторами х  и у  по 
формуле

В частности, если (х , у) =  0, то ср =  п/2. В этом случае 
говорят, что х н у  ортогональны, и пишут х \  у.

В комплексном гильбертовом пространстве угол не 
определяется, но понятие ортогональности сохраняет 
смысл. Если 5  —любое подмножество в гильбертовом 
пространстве Н , то через 5 х обозначают ортогональное 
дополнение к 5 , т. е. совокупность всех векторов х  е  Н, 
ортогональных ко всем векторам г/6=5. Очевидно, что 5 х 
всегда является замкнутым линейным подпространством 
в Н.

Одно из основных геометрических свойств гильбертова 
пространства описывает



Т е о р е м а  36. Если К  —непустое выпуклое замкнутое 
подмножество в гильбертовом пространстве Н, то для 
любой точки х<= Н существует единственная точка у<= К , 
ближайшая к х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть d =  inf d (x , у), где
у^К

d (x , у) — расстояние, порожденное нормой ||х|| =  У (х , х ), 
и пусть уп — последовательность точек из К, для которой 
U m d (x , y„) =  d. Покажем, что \ у п\ —фундаментальная

Я  —►ОО

последовательность. Для этого нам будет полезно тожде­
ство параллелограмма'.

\\х +  У? +  \х - у ' \>  =  2\х1? +  4 y f ,  (30)

справедливое в любом предгильбертовом пространстве 
(см. задачу 547). Применив это тождество к паралле­
лограмму со сторонами х - у п и х — у т, получаем

I! Уп  -  Ут |.2 =  2 \Х -  у п I2 +  2 1х -  у т If -  II 2х -  Уп -  у т II2.

Уп +  Уп
2 ■-4 d 2,Заметим теперь, что |i 2х — уп — у т ц’2 =  4

так как Уп~^Ут Œ К- Если п и т  достаточно велики, то

11л :_ ^ 1 |2< ^ 2 +  е> откуда | Уп — Ут II2 <  <  4 (d2 +  e) — 4d2 =  4e.
Мы доказали фундаментальность \у п}. Пусть г/=П тг/„. 

Тогда d (x , y) =  \\m d (x , y„) =  d. Существование ближай­
шей точки доказано. Единственность вытекает из тожде­
ства параллелограмма: если d ( x ,  y) =  d ( x ,  y ’) =  d, то 
IIУ -  у' II2 =  2 II х - у  I2 +  2 II л: -  у' 1,2 _  ! 2х -  у  -  у ’ |!2 <  4d2 —
— 4d2 =  0. Теорема доказана.

Т е о р е м а  37. Пусть Н — гильбертово пространство, 
Н х —его замкнутое подпространство, //., - Я / .  Тогда Н  
есть прямая сумма Ну и Н 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть . t e / / ,  Ху — ближайшая 
к х  точка из Ну. Положим х2 — х — Ху и покажем, что 
x2 œ # 2. В самом деле, пусть y t = H y ,  мы знаем, что 
функция вещественного переменного i  f  ( t )  =  \ x  —  Xy - \ - t y f  
имеет минимум при / =  0. Значит, / '(0 )  =  0. Но

ÿ ) + ( i ,_ , i ) = 2 R e f e  9 ) , 

Поэтому Re(x2, у) =  0. Заменяя у  на iy, получаем 
1ш(х2, у) =  0. Итак, (х2, у) =  0, т. е. x2 Œ H t . Мы дока-



зали, что Я является суммой Ну и Я 2. То, что эта сумма 
прямая, вытекает из ортогональности Ну и Я 2: если i e  
^ H y f \ H 2, то (х, х) =  0, т. е. х =  0. Тот факт, что Я 
является прямой суммой двух ортогональных подпро­
странств Ну и # 2> записывают формулой Я =  Я 1 @ Я 2.

Т е о р е м а  38. Всякий линейный непрерывный функ­
ционал f на гильбертовом пространстве имеет вид 
/  (х) =  (х, у) для некоторого у е Я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ну =  К ег/ — совокупность 
всех векторов, аннулирующих f. Если Ну =  Н, то /  =  0 
и можно положить у  =  0. Если / / j  =7̂= Я, то положим 
Я 2 =  Я 11. По теореме 37 Я =  Я ! 0 Я 2. Покажем, что Я 2 
одномерно. Пусть г/0 — ненулевой вектор из Я2. Тогда 
/  (i/0) 0, так как в противном случае у 0 принадлежал
бы Ну. Для любого у  у е  Я 2 вектор уу — j ~  у 0 принадле­
жит Ну П Я 2 и, следовательно, равен нулю. Это доказы­
вает, что {у0} — базис в Я2. Положим теперь у  =  Уо
и сравним функционал / с функционалом л: i— (л:, г/). Оба 
функционала обращаются в нуль на Hi  и оба принимают 
значение f  (у0) на у 0. Поэтому они совпадают всюду.

З а м е ч а н и е .  Теоремы 36 — 38 перестают быть вер­
ными в предгильбертовом пространстве (см. задачу 544).

Система векторов {х а }а е А  в предгильбертовом про­
странстве называется ортонормированной, если

I I  при а  =  р,
(*«, *р) - | 0 при

Н е р а в е н с т в о  Б е с с е л я .  Для любой ортонорми­
рованной системы {ха}а ел  и любого вектора х справедливо 
неравенство

2  \(Х> *a)i*< (* . *)• (31)
аеЛ

(Сумма слева понимается как su p 2 ]|(x , ха) ¡2, где верхняя
Л» Ло

грань берется по всем конечным подмножествам Л0сгЛ.  
Нетрудно показать, что эта сумма может быть конечна 
лишь в том случае, когда не более счетного множества 
слагаемых отлично от нуля.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению суммы в левой 
части (31) достаточно проверить это неравенство для ко­



нечного множества А. Пусть Н г — подпространство в Н , 
порожденное системой {ха\, а  е Л ,  Н 2 =  Н 1. Тогда х =  
=  2  саха -\-у , где г / е / / 2. Из ортонормированности {ха }

а  е  Л
и ортогональности и Н г вытекают равенства 

(х, Ха) = с а, (х, х) =  2  I с а  I 2  +  (у, у),
о е Л

откуда немедленно следует (31).
Ортонормированная система {л:а }а е л в гильбертовом 

пространстве Н называется полной, если ее ортогональ­
ное дополнение состоит из нуля.

Р а в е н с т в о  П а р с е в а л я  ( о б о б щ е н и е  т е о р е м ы  
П и ф а г о р а ) .  Для любой полной ортонормированной 
системы \ха}а<=А и любого вектора х справедливо равенство

(х, х) =  ^  | (х, ха) |2. (32)
аел

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л„ — набор тех индексов, 
для которых (х, ха) Ф  0. Как уже отмечалось выше, мно­
жество А 0 счетно. Занумеруем его и будем писать х ъ  
х2, . . .  вместо ха„ ха2, . . .  и С}, с2, ...вм есто са1, са„ . . .

П
Рассмотрим последовательность сумм 8 п = £ с 1х 1, Так

1 = 1
п-\-к

как |5 Л+Й — 5„ |,2=  £  |С(|2 и ряд сходится, по-
1 = п + 1 I

следовательность фундаментальна. Пусть 5 =  Пш 5„ 
и у  =  х  — 8 .  Покажем, что на самом деле у  =  0. Для этого 
достаточно проверить, что у  ортогонален системе {ха }а«==л- 
Для а  ф  А 0 это очевидно по построению, а для а  е / 1 0 
вытекает из равенства

(У, х {) =  (х — 8 ,  Х1) =  Н т  (х — 8„,  Х / ) = 0 .
п —►оо

Итак, у  =  0 и, значит, х =  8.  Отсюда
П

Попутно нами доказана
Т е о р е м а  39. Всякая полная ортонормированная 

система {ха}а е д в гильбертовом пространстве Н является



гильбертовым базисом в том смысле, что любой вектор 
х е Я  однозначно записывается в виде

* =  2  саха , где са =  (х, ха).
а е А

З а м е ч а н и е .  Понятие гильбертова базиса отличается 
от понятия базиса в линейном пространстве и совпадает 
с ним только в конечномерном случае. Отличие состоит 
в том, что допускаются бесконечные линейные комбина­
ции, не имеющие смысла в чисто алгебраической ситу­
ации.

Т е о р е м а  40. Всякое гильбертово пространство об­
ладает гильбертовым базисом. Все базисы данного про­
странства Н равномощны. (Эта мощность называется 
гильбертовой размерностью Н.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пользуясь леммой Цорна, легко 
доказать существование максимальной ортонормированной 
системы в Н. Если бы она была неполна, то, присоединяя 
к этой системе единичный вектор из ее ортогонального 
дополнения, мы получили бы противоречие с максималь­
ностью системы. Значит, максимальная система полна и 
по теореме 39 является гильбертовым базисом в Н.

Равномощность двух базисов в конечномерном про­
странстве следует из аналогичного алгебраического факта: 
в этом случае понятия базиса и гильбертова базиса совпа­
дают. Пусть теперь Н  обладает счетным базисом {хп}п е ц. 
Тогда Н  бесконечномерно (так как хп независимы) и се­
парабельно (т. е. обладает счетным всюду плотным под­
множеством; таковым является, например, совокупность 
всех конечных линейных комбинаций базисных векторов 
с рациональными коэффициентами). Поэтому всякий дру­
гой базис \уа }а<5 Л содержит бесконечное число элементов. 
Если бы А было несчетно, то в Н было бы несчетное 
множество непересекающихся шаров радиуса 1 (доста­
точно взять шары с центрами в точках 2уа , а  е  А), что 
противоречит сепарабельности Н. Случай несчетной раз­
мерности требует дополнительных сведений из теории 
множеств, и мы его опустим.

Для сепарабельных гильбертовых пространств сущест­
вование базиса можно доказать без использования леммы 
Цорна с помощью процесса ортогонализации.

Пусть {хп}п1= N —счетная система векторов в Н, орто­
гональное дополнение к которой состоит из одного нуля^ 
(например, плотное в Н семейство векторов, существую-



щее в силу сепарабельности И). Удаляя «лишние» век­
торы, мы можем считать, что хп линейно независимы. 
Определим теперь новые последовательности векторов 
{Уп\пе  N, {г„}пе=м следующим образом:

у ^ 4 ' 21 “ им*

Уг — х 2 ~~ (х 2’ г 1) г 1> 2 2 = = 7 й 7 г

У11 -- Хц (Х„, z ¡ ) zh Уп
1 Уп II

Легко видеть, что система {zn} ортонормирована и 
линейная оболочка z lt . . . ,  zn совпадает с линейной обо­
лочкой хи . . . ,  хп. Поэтому {zn)a(=n —базис в Н.  Заметим, 
что если первоначальная система \х„} лежала в некотором 
(незамкнутом) подпространстве Н 0 а  Н , то система { zn} 
также лежит в #„• Отсюда, в частности, вытекает, что 
во всяком сепарабельном предгильбертовом пространстве 
есть базис.

Т е о р е м а  41. Два гильбертовых пространства изо­
морфны тогда и только тогда, когда они имеют одинако­
вую гильбертову размерность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условия оче­
видна. Докажем достаточность. Пусть Н г и # 2 имеют 
одинаковую размерность. Это значит, что в Н г и в Н 2 
есть равномощные базисы {ха }а е А  и {г/а}а ел- Определим 
оператор U: формулой U / 2  С<*ХА =  2

\ а е Л  /  а  е Л
Равенство Парсеваля показывает, что этот оператор изо- 
метричен (т. е. сохраняет скалярное произведение) и, 
следовательно, отображает / /х в некоторое полное подпро­
странство L c z H2. Поскольку L содержит базис {уа }ае л ,  
L L={0}.  Поэтому L =  / / 2. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Все сепарабельные бесконечномерные 
гильбертовы пространства изоморфны.

2 . Операторы в гильбертовом пространстве. Как мы 
видели в п. 1 , каждый линейный непрерывный функционал 
в гильбертовом пространстве Н  может быть записан в виде 
скалярного произведения. Отсюда вытекает, что вещест­
венное гильбертово пространство Н естественно отожде-



ствляется со своим сопряженным Н'\ вектору у  соответ­
ствует функционал f y (х) =  (х , у). Для комплексного 
гильбертова пространства это соответствие является анти­
изоморфизмом, так как f y зависит от у  антилинейно: 
h ii/l+x2y2 =  ^ify, +  ^2fy2- Введем пространство Н *, эрмитово 
сопряженное к Н. Элементами Н* являются антилинейные 
непрерывные функционалы на //. Пространства Н  и Н* 
естественно отождествляются: вектору х  е  Н  соответствует 
антилинейный функционал /* (у) =  (х, у).

Если Ну и Н 2 — гильбертовы пространства, Л —линей­
ный оператор из Н г в Н2, то можно определить эрмитово 
сопряженный оператор А *, действующий из Щ  =  Н 2 
в Н* =  Ну по формуле

(А *х2, х1) =  (х2, AxJ,  X i^H i.

Соответствие А \—*• А* обладает свойствами:

+  =  +  ( А В ) * = В * А * \  (А*)* =  А.

Часто эрмитово сопряженные операторы называют про­
сто сопряженными. Мы тоже будем так делать, сохраняя, 
однако, разницу в обозначении: сопряженный оператор 
обозначается Л ', а эрмитово сопряженный — Л*.

Выделяются следующие классы операторов.
Самосопряженные (или эрмитовы) операторы Л харак­

теризуются свойством А* — А.
Унитарные операторы характеризуются свойством U* — 

=  U~1. (Это равносильно условиям U *U  =  l = U U * .  В ко­
нечномерном случае достаточно одного из этих равенств.)

Нормальные операторы N характеризуются свойством 
N N * = N * N .

Ортопроекторы Р  характеризуются свойствами Р* =  
=  Р  =  Р 2 (см. задачу 554).

Положительные операторы Л характеризуются свойст­
вом (Ах,  x )^ sO  для всех i e f l .  Это свойство записы­
вается так: Л 0. В множестве End Н  вводится частич­
ный порядок: А ^ > В ,  если Л — 0.

П р и м е р ы .  1) Оператор Л умножения на функцию 
a e L 00(Х, ц) в пространстве L2(X,  |я) является самосо­
пряженным, если а (х) вещественна почти всюду, и уни­
тарным, если \а(х)\  =  1 почти всюду. Этот оператор норма­
лен для любой функции а, является ортопроектором, 
если а принимает почти всюду значения 0 или 1 , поло­
жителен, если а ^ 0 почти всюду.



2) Оператор Т  одностороннего сдвига в /2 (R), дейст­
вующий по формуле Т \хп] =  \хп+1), обладает свойством 
Т Т *  =  1, но не является унитарным, так как Т * Т  =  1 — Р и 
где Р х проектор на подпространство, порожденное пер­
вым базисным вектором.

3) Пусть А — интегральный оператор в L 2 (X , ¡я) с ядром
K ( x v  х2), т. е. A f ( x x) — jj К (xlt x2) f ( x 2) d\a (x2). Вычислим

x
сопряженный оператор Л*. Основное равенство (Л/, g-) =  
=  (/> в этом случае имеет вид

$ $ К  (xL, х2) f  (х2) g ( x x) dii (хх) d[i (x2) =  \ f ( x )  (.A * g ) ( x ) d\i (x), 
x x  J

откуда (A*g)  (x) =   ̂К  (xlt x) g  (Xl) dp. (Xl). Итак, Л * -т а к ж е
л:

интегральный оператор с ядром К* (хг , х2) =  К ( х 2, хх).
Отметим, что в частном случае, когда X  состоит из 

конечного числа точек единичной меры, мы получаем 
известное из линейной алгебры соотношение между эле­
ментами матрицы Л и эрмитово сопряженной матрицы А*: 
afk =  aki.

Т е о р е м а  42. Линейный оператор А из гильбертова 
пространства Н х в гильбертово пространство Н 2 компак­
тен тогда и только тогда, когда он может быть равно­
мерно аппроксимирован операторами конечного ранга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность условия справед­
лива в любом банаховом пространстве и была установлена 
выше (см. теорему 15). Необходимость доказывается так. 
Пусть Л <= Ж  ( # lt Н 2), В х — единичный шар в H v  Тогда 
А В Х— предкомпактное множество в Н 2. Возьмем произ­
вольное е > 0, пусть у г ........ y N — конечная е-сеть для
А В Ь Н0 — линейная оболочка y v  . . . ,  y N и Р 0 — ортопро­
ектор на Н 0 в Н 2. Ясно, что Р 0А — оператор конечного 
ранга, поскольку im Р 0А cz im Р 0 =  Н0. С другой стороны,

И  - Л И 1 =  sup II А х  — Р „ А х \ =  sup \ у  — Р 0у\
хеВ,  yeABi

так как

IУ -  РоУ\=1У -  y t -  Ро (У -  Уд 1 >=|| (1 -  Ро) (у -  Уд II <  IIУ -  У11|.

(Последнее вытекает из того, что 1— Р 0 является, как 
и Р 0, ортопроектором и, следовательно, имеет норму 1.) 
Теорема доказана.



Каждому эрмитову 'оператору А в гильбертовом про­
странстве соответствует эрмитова (в вещественном про­
странстве — квадратичная) форма Q a ( x )  =  ( A x ,  х ).

Т е о р е м а  43. Для любого эрмитова оператора А 
справедливо равенство sup | QA (x)¡ =  || А ||; если верхняя грань

достигается в точке х0, то х0 — собственный вектор опе­
рат ора А с собственным значением ±  ¡ А ||.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что | QA (х) | =  | (Ах, х) | sg 
СЦЛх  || || *¡=s£¡ А |] при ¡* 1 = 1 . Для получения обратной 
оценки воспользуемся тождеством QA (х +  у) — QА (х — у ) =  
=  4 Re (Ах,  у),  которое легко выводится из определения QA. 
Пусть sup | Qa (х ) | =  с. Тогда из нашего тождества выте- 

11*11= i 
кает неравенство

4 Re (Ах, y ) ^ c \ \ x  +  y f  +  c \ \ x - y f

или, в силу тождества параллелограмма,
2 Re (Л*, 2/)=s£c||*f +  c \ \ yf .

Положим здесь У =  ^ ц  Ах. Тогда мы получим 2||л:||||Лл:||<
sS 2 c |jx ||2 или || Ах  I <  с || х ||, что и требовалось. Другой 
вывод можно получить из задачи 556.

Пусть теперь sup ¡Q¿(*)¡ достигается в точке х0. Обо­
значим через г  любой единичный вектор, ортогональный 
к х0. Вектор Xt =  *о cos t - \ - z  sin/  при t =  0 совпадает с х0 
и при любом t имеет единичную длину. Поэтому Qa (x¡)
имеет экстремум при ¿ =  0. Значит, QA (xt)  ̂ =  0.
Вычисляя эту производную, получаем 2 R e ^ x 0, z ) =0 .  
Заменяя здесь z на iz, мы видим, что (Ах„, z ) =  0. Поэтому 
Ахп <=({хо}1) 1, т. е. Ах0 =  Кх„. Наконец, К =  (кх0, *„) =  
=  (Лхо, х0) =  ±  ||Л||. Теорема доказана.

Т е о р е м а  44. Если подпространство сг Я инва­
риант но относительно эрмитова оператора А, то орто­
гональное дополнение Н 2 =  Н1 также инвариантно отно­
сительно А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ^ e f í ! ,  x ¡ e f í 2. Пока­
жем, что А х2 _]_*!• Это следует из равенства (Ах2, х ^ =  
=  (х2, Ах^). Таким образом, Л Н 2 с Н 2.

Т е о р е м а  45 ( Г и л ь б е р т ) .  Пусть А —компактный 
эрмитов оператор в гильбертовом пространстве Н. Суще­
ствует ортонормированный базис {*р}ре в. состоящий 
из собственных векторов оператора А. Соответствующие



собственные значения {Яр} вещественны, и для любого е > 0  
лишь конечное число их лежит в области \ X \ >  е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С помощью леммы Цорна легко 
устанавливается, что существует максимальная ортонор- 
мированная система, состоящая из собственных векторов 
оператора А . Покажем, что эта система является базисом 
в Н. Если это не так, то пусть Н 0 — ортогональное допол­
нение к этой системе. По теореме 44 #„ инвариантно 
относительно А. Ограничение А 0 оператора А на Н 0 — 
компактный эрмитов оператор, не имеющий ни одного 
собственного вектора (в силу максимальности исходной 
системы). Покажем, что это противоречит теореме 43. 
В самом деле, из компактности А 0 вытекает, что О а0 
непрерывна в слабой топологии на единичном шаре В 1. 
А именно, если хп -^ х , то

ФЛоС^я) Q лo  (х )  ~  ( А 0Хп, Хп) (А<)Х> X )  =
=  ( А0 (хп х), хп) -)-(Ах,  хп х).

В первом слагаемом первый сомножитель сильно стре­
мится к нулю ввиду компактности А 0, а второй ограни­
чен, так как х„ е  В г. Поэтому первое слагаемое стремится 
к нулю. Во втором слагаемом первый сомножитель фик­
сирован, а второй слабо стремится к нулю. Поэтому и 
второе слагаемое стремится к нулю. Итак, <3д — слабо 
непрерывная функция на Вг. Так как шар В 1 — компакт 
в слабой топологии, функция | (¿А | достигает на своей 
верхней грани в некоторой точке х0 е  Вх. По теореме 43 
х0 — собственный вектор для А,  что и дает искомое про­
тиворечие. Вещественность собственных значений вытекает 
из соотношений Х$ =  (Ах$, х^) =  (х^, Лхр) =  Хр.

Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть 
В г а  В  — совокупность тех индексов р, для которых 
| Ар | >  е, Н е — подпространство, порожденное {л:р}р<=ве. 
Пространство Н Е инвариантно относительно А. Обозначим 
через А е ограничение А на Н е. Тогда А е — обратимый 
компактный оператор, что возможно, лишь если Н г конеч­
номерно и, следовательно, В& конечно. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Доказательству теоремы Гильберта 
можно придать конструктивный характер: мы последова­
тельно находим собственные числа оператора А в порядке 
убывания их абсолютных величин, пользуясь теоремами 
43 и 44.



Оказывается, не только максимальное (по абсолютной 
величине) собственное значение эрмитова оператора А 
имеет вариационный смысл. Справедлива

Т е о р е м а  К у р а н т а .  Пусть А — компактный эрми­
тов оператор в гильбертовом пространстве Н. Предполо­
жим, что его ненулевые собственные значения зануме­
рованы с учетом кратностей так, что выполняются 
неравенства

А. х А, 2 ^ - - . < 0 < . . . ! ^ А 2^ А х.

Тогда

A„ =i n f  sup A„ =  sup inf
н п -1*± ” п- 1 l|X|1 1ИГ

где Hn- j пробегает все (ft— \)-мерные подпростран­
ства в Н.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Второе равенство вытекает из 
первого после замены А на — А. Докажем первое. Пусть 
//„ -1 —линейная оболочка векторов х ±........ хЛ1, соответ­
ствующих собственным значениям Ах, . . . ,  Хп 1 . Тогда 
в максимальное собственное значение равно А„.

Поэтому sup - А ~  =  Хп. С другой стороны, для каж- 
х±Нп-1 11 11

дого (« — 1)-мерного подпространства Н п._х пространство
имеет ненулевое пересечение с пространством натя­

нутым на хх........ хп. Пусть

П

х  =  1 ] ckxk <=
k= 1

Тогда

(*) _  I °к I2 я» <2 (Х)
II у |'2 VI/- 12 Т- е‘ йиР --------  ^2 А„.

Теорема доказана.
Из этой теоремы вытекает полезный в приложениях 

принцип промежуточности (см. задачу 566).
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Г Л А В А  IV

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЭЛЕМЕНТЫ
ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

§ 1. Свертки на коммутативной группе

1. Свертки основных функций. Пусть G — конечная 
группа, К  — некоторое поле. Обозначим через K [ G ]  сово­
купность формальных линейных комбинаций элементов 
группы G с коэффициентами из К- Элементы К  [G] имеют 
вид

* =  2 ]  a (g)g> гДе a ( g ) t = K .  (1)
i s f i

На множестве /([G ] естественно вводится структура 
алгебры над полем К;

Ь ( 2 !  a ( g ) g ) =  £  х ° ( S ) S ,
\ g e a  )  g е й

21 а ( ё ) ё +  21 b (g)g =  21 (a (g) +  b (g))g< (2) 
8 e 5  g e c  g e e

I 2 1  a( g)g \ (  X  b ( g ) g \ — 2 ]  a (Si)b(g2)gig2-
« е й  / \ g e G  / g , e G

g . е й

Удобно отождествлять элемент x e / ( [ G ] ,  заданный 
формулой (1), с функцией a( g) Ha  группе G со значениями 
в К- При такой интерпретации умножение на число и 
сложение в К  [G] становятся обычными операциями над 
функциями. Операция умножения, однако, отличается от 
обычного (поточечного) умножения. Она называется сверт­
кой и обозначается *. Явный вид ее дается формулами
(а  * b) (g) =

=  2] а (s h~') & (ft) =  2] а (/l) b (h xg) =  21 a tex) b Ы -  (3)
fceG Л е й  gig2 = g

Множество К  [G] с введенными в нем выше операциями 
называется групповой алгеброй группы G. Эта алгебра 
естественно возникает как универсальный объект в под­
ходящей категории (см. задачу 579) и играет большую 
роль в теории линейных представлений групп.

В дальнейшем нас будут, как правило, интересовать 
бесконечные группы G, снабженные некоторой мерой ¡л.



В этом случае сумму в формуле (3) естественно заменить 
на интеграл. Более точно, мы предположим, что G — ком­
мутативная топологическая группа (это значит, что в G 
определена хаусдорфова топология, относительно которой 
групповые операции (g ,̂ g 2) и 1 непрерывны)
и что на G задана борелевская мера ц,, инвариантная отно­
сительно сдвигов и перехода к обратному элементу. Груп­
повую операцию в G мы будем обозначать знаком + .  Тогда 
свойство инвариантности меры |Д. можно записать в виде 

(1 (Х +  а) =  ц(Х), ц ( - Х )  =  ц(Х) (4)
для любого борелевского множества X  c G  и любого а е С .  
Известно, что такая мера р, существует тогда и только 
тогда, когда группа G локально компактна *) и в этом 
случае инвариантная мера определена однозначно с точ­
ностью до числового множителя.

О с н о в н ы е  п р и м е р ы .  1) G =  Rn, групповая опе­
рация — обычное сложение векторов, мера [х — обычная 
мера Лебега в R",

d\i (х) =  dx  1 dx2 . . .  dxn.
2) Zrf — «-мерная целочисленная решетка в R", состоя­

щая из векторов с целыми координатами. Групповая опе­
рация-слож ение, инвариантная мера ¡х имеет вид ц(Х) =  
=  card X  (число точек в множестве X).

3) Тя —/г-мерный тор. Мы будем рассматривать две 
реализации Тл: либо как подмножество в С", состоящее
из векторов г =  (гх........ г„) с условием | г* | '= 1 , 1 ^  k ^  п,
и с операцией покоординатного умножения, либо как 
факторгруппу R"/Zrt, элементы которой можно задавать 
векторами i e R n с условием th е  [0, 1) и с операцией 
сложения по модулю 1. Соответствие между реализациями 
устанавливается формулой zk =  e2JUtk, Инва­
риантная мера ¡л — обычная мера Лебега в координатах 
/1( . . . ,  tn. Отметим, что эта группа компактна и что 
|х (Т » ) =  1.

Свертка функций / х и / 2 на коммутативной группе G 
с инвариантной мерой ^ определяется формулами
(ft * / 2) (х) =  \ h ( x - у) / 2 {у) d\x (у) =   ̂/, (у) / 2 (х -  у) dn (у) , (5) 

а с
которые являются точным аналогом (3) (и превращаются 
в (3), если G конечна, а ц (X) =  card X).

*) Топологическое пространство называется локально компакт­
ным, если любая его точка имеет компактную окрестность,



Т е о р е м а  1. Если f lt f2 ^ L x(G, fi), то интеграл (5) 
существует для почти всех x œ G, функция f x* f 2 принад­
лежит L X{G, fi) и | | / i * / 2 IK  IIЛ II II/а Il-

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Если f v  / 2 е  (G, fi), то по 
теореме Фубини функция cp(x, у) = f 1 (x) f2 (у) принадлежит 

( G x G ,  fiXfi), причем || ФI =  I 1 1| / г I•
Рассмотрим теперь преобразование т пространства GxG,  

переводящее точку (х, у) в (х-\-у,  у). Это преобразование 
измеримо (переводит борелевские множества в борелевские) 
и сохраняет меру fiXfi. В самом деле, если X  =  А х  В с  
c z G x G  — элементарное измеримое множество, то

|i х  fi (т (X)) =  Л Хт(х) (х , у) dii (х) йц (у) =
G x G

=  ^ H L x ( x - y , y ) d \ i ( x ) d p ( y )  =  U \ x x ( x — y , y ) d i i ( x ) ) d \ i ( y )  =
G x G  G \ G

=  S ll (^+i/)dfi(i/) =  f . (^ ) f i( S )  =  f iX f i(X ).
в

Отсюда следует, что т порождает изометрическое пре­
образование Т  пространства L1 ( G x G ,  fiXfi) по формуле

Т ф {х, у) =  ф (т 1 (х, у)) =  <р(х — у,  у).

Применяя этот результат к функции ц>(х, y ) —f i { x ) f 2 {y), 
получаем утверждение теоремы.

З а м е ч а н и е .  Доказанное неравенство влечет непре­
рывность операции свертки в пространстве LX(G, fi).

Т е о р е м а  2. Операция свертки коммутативна, ассо­
циативна и дистрибутивна относительно сложения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Последнее утверждение сразу 
следует из линейности интеграла. Первые два доказываются 
подходящей заменой переменных, сохраняющей меру fi или 
fiXfi. А именно,

f i  */» (*) — \ f i ( x ~ y )  h  (У) d\i  (у) =
G

=  S /1 (— У) /2  (х +  У) dp (у) =  \ f 2 { x - y )  f x (у) d\i (у) =

=  ( f t*f i ) (x) ,
((/1 * / 2) * h)  (x) =  S (/1 * / 2) (X -  y) /з (У) du (y) =

=  П  f i ( x - y - z ) f t (z) /3 (y) d[i (z) d \i (y) =

=  \ \ h ( x - z ) f 2 ( z -  y) / 3 (y) d\i (z) 4 1 (y) =  (/г * (/2 * / 3)) (x). 
ci?



Пусть теперь Т  (а) означает оператор сдвига на группе G: 
(Т (а) f) (х) =  f  (х-\г а ). Ясно, что Т  (а) — изометрический 
линейный оператор в Lx (G, ц). Одно из важнейших свойств 
свертки описывает

Т е о р е м а  3. Операция свертки перестановочна со 
сдвигами на групп е:

Т  (а) (Л * /2) =  Г (а) f i*  f2 =  f i * T  (а) /2. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем:

Т (а (Д * /я) (лс) =  (/* * /2) (* +  а) =
==\ f i ( x  +  a - y )  f2 (у) d\L ( у ) = \ Т  (а) (ж -  у) /2 (у) ф  (у) =

О G

=  (Т (а) f i * f 2) (х).

Второе равенство следует из первого и коммутативности 
свертки. В дальнейшем мы будем использовать обозначе­
ние S (/) для оператора свертки с функцией /: 5  (fx) /2 =  
=  Утверждения теоремы 2 можно сформулировать
в виде тождеств

S ( f 1) S ( f t )=>S( fa) S ( f 1) =  S ( f 1* f t), (7)
а утверждение теоремы 3 —в виде тождества

Т  (а) S  (f) =  S (/) Т (а) =  S  (Т (а) f). (8)

Т е о р е м а  4. Если ip e  & ( R n), то S  (ф) — непрерывный 
оператор из dx) в I (R " )  и из &  (Rn) в М  ( Rn).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (Rn), / e L x(Rn, dx).
Покажем, что функция 5 ( ф ) /  бесконечно дифференцируема 
и справедливо равенство

¿ > ''5 (ф )/ = = 5 (б * ф )/ .  (9 )

Очевидно, достаточно проверить это утверждение в слу­
чае частной производной dj — d/dxj.  Пусть ej — базисный 
вектор в R". Оператор д/ может быть записан в виде 

T ( t e j ) -  1
lim ------~t------. По теореме 3 последний оператор переста­

новочен с S  (f). Поэтому

djS (ф ) /  (х) =  djS (/) ф (*) =  lim —( - S (/) ф (х) =
/ О

Г (/*,)-!



Последнее равенство вытекает из того, что для ф е ^ (R")
т  ( t e j )  — 1 ,  функция — —J ---- ф равномерно стремится к Ojф, а опе­

ратор S (/) сохраняет равномерную сходимость. Итак, 
равенство (9) и бесконечная дифференцируемость S (ф) /  
доказаны. Проверим, что S (ф): L1 (R4, d x ) - * E ( R n) — 
непрерывный оператор. Для любой полунормы р^к в % (R") 
имеем

Ркк (S (ф) /) =  sup (ö*5 (ф) /  (*)) =  sup | S (б*Ф) f (x)  | <
^  sup [ д*ф (дс) 11/ f i ,

R n

что и требовалось.
Для доказательства последнего утверждения проверим, 

что для фх, ф2е  J^(R ") справедливо включение

supp (фх * Фг) С  supp Фх +  supp ф2, (10)

где supp означает носитель, а +  в правой части —ариф­
метическую сумму множеств: Х - \ - У  =  { х - \ - у \ х ^ . Х ,  у  ^ Y \ .  
В самом деле, если х ф  supp Фх -f-supp ф2, то для любого 
г/еэиррф! вектор х — у ^ зи р р ф 2. Поэтому в интеграле (5), 
определяющем ф( * ф2 (х), подынтегральное выражение тож­
дественно равно нулю. Значит, фх * ф2 обра[цается в нуль 
вне supp фх +  supp ф2. Последнее множество является ком­
пактом и, следовательно, содержит supp (фх * ф2). Мы дока­
зали, что S (ф) переводит £& (Rn) в OP (R"). Непрерывность 
S (/) достаточно проверить на подпространствах OPК (R"), 
где она устанавливается той же выкладкой, что и выше, 
учитывая, что 5  (ф) переводит & K ( Rn) в & Kt(Rn), где 
К.х =  /С-f"supp ф. Теорема доказана.

2 . Свертки обобщенных функций. Определение свертки 
можно обобщить на тот случай, когда один или оба сомно­
жителя являются не обычными, а обобщенными функциями.

Пусть F ^  (R"), у  ^  &  ( Rn). Свертку F *  ф можно 
определить двумя способами.

П е р в ы й  с п о с о б .  Оператор 5 (ф), как мы знаем 
(см. теорему 4), является непрерывным оператором в про­
странстве & (R-). Вычислим действие сопряженного опе­
ратора S (ф)' на регулярную обобщенную функцию f  (х). 
Имеем

<5(Ф)7, Ч>) =  </. 5(ф)^> =
=  5 /  (*) Ф * Ф (х) dx =  J J U x) Ч> (х -  у) $  (у) dy.  (11)

Rn R™R"



Введем обозначение ф(д:) =  ф ( — х). Тогда последнее 
выражение можно преобразовать так:
$ $ /  (*) Ф ( У - х )  г|> (у) йу =  $ /* ф  (у) 1|> (у) йу  =  <5 (ф) /, ф). 

к" к"
Итак, мы установили равенство операторов 5(ф)' =  5(ф) 

на регулярных обобщенных функциях. Отсюда вытекает, 
что оператор 5  (ф) допускает непрерывное продолжение 
на 3 ' (Яп), а именно, оператор 5 (ф) . Это и есть первое 
определение свертки. Запишем его в виде формулы

< Р * Ф ,  г|>> — (Л  ф*г|)>. (12)

В т о р о й  с п о с о б .  Интеграл $ ф (х -  у) Р (у) йу, опре-

деляющий свертку в случае обычных функций, можно 
определить в случае, когда ^  е  (К") как значение 
функционала Р  на основной функции ф(г/) =  ф (х — у). 
Используя ранее введенные обозначения, это определение 
можно выразить формулой

Р * ф (х) =  </•', Г ( _  *) ф). (13)

Таким образом, второе определение свертки выражает 
^ * ф  в виде обычной функции на Я". Оказывается, на самом 
деле оба определения совпадают. А именно, справедлива 

Т е о р е м а  5. Если Р < = & ' ( К п), ср ^  &  (Я"), то обоб­
щенная функция Р ■■сф, определенная формулой (12), регу­
лярна, бесконечно дифференцируема и может быть вычис­
лена в точке по формуле (13).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что эле­
мент Т ( — х) ф е  ^  (Я") непрерывно зависит от х е  Я". 
(Если хп - + х  в 1 "̂, то Т  (— хп) ф -*Г  (—х) Ф в топологии про­
странства £& (Я").) Поэтому правая часть равенства (13) — 
непрерывная функция. Рассмотрим ее как регулярную 
обобщенную функцию на И" и покажем, что она совпадает 
с обобщенной функцией (12). Для этого мы должны для 
любой ф ¿21 проверить равенство

(Р , ф * ф) =  $ (р , Т  (— А') Ф) ф (х) с!х 
я"

или

$ р  (у) [ \ ф (X — у) ф (х) й х \й у  =
КЛ \ кл I

=  $ р  (у) Ф (х — у) йу\ ф (х) йх. 
к" к" /



Покажем, что справедливо более общее равенство

§-Р(у) /   ̂ а ( х ,  у)йх\с1у =   ̂ Р ( у ) а ( х ,  у ) ё у \ й х ,  (14) 
1?'! я'" < 1<ш '|*'г '

где Р е  Ъ' (Яя). а  е  $> (К'ит)- Для этого заметим, что мно­
жество тех а  е£> (Я га+,г), для которых равенство (14) верно, 
образует замкнутое линейное подпространство. Это под­
пространство содержит все функции а  вида а  (л;, у)  =
— $ ( х ) у ( у ) ,  Р е £ ) (Я '!), у е , $ ( 1?ш) и, следовательно, сов­
падает с ¿>(1̂ "'|П).

Для доказательства теоремы осталось проверить бес­
конечную дифференцируемссть функции Р*ср.  Она следует 
из бесконечной дифференцируемссти отображения х >—»• 
|—- Т ( — л:)ф, которая проверяется непосредственно.

Аналогично определяется свертка Р*  ф в случае, когда 
Ф и Р принадлежат другим пространствам основных и 
обобщенных функций (см. задачи 604, 605).

Пусть теперь '(Я*), Ге=&'(Я").  Покажем, что
можно определить свертку /''* /, которая будет элементом 
пространства (Я"). Мы уже знаем, что оператор 5  (Р) 
свертки с ?  е  А' (1{") переводит ¿'-(Ял) в Ш (Рл). Можно 
проверить (см. задачу 604), что этот оператор непрерывен. 
Далее, операцию V и соотношение (12) можно перенести на 
обобщенные функции. Отсюда вытекает, что оператор 5  (Р) 
имеет непрерывное продолжение (а именно, 5  (Р)') на про­
странство й'(11л) и отображает его в ¿>'(ЯЛ). Это и есть 
искомое определение свертки. Запишем его в виде формулы

</?«/, Ф> =  </, ¿ * ф>. (15)
З а м е ч а н и е .  В этом определении сомножители Р  и /  

играют несимметричную роль. Можно бььто бы строить 
продолжение оператора Б ([): ¿> (!'{")->-£' («И до непрерыв­
ного оператора в ¡Ь' (Ял) (а именно, 5  (/)') и определять 
Т7* / как результат применения к Р этого продолженного 
оператора. Мы получили бы формулу

< Р * / ,  Ф> =  <Р, /* ф > .  (1 5 ')

Можно убедиться (ср. с доказательством теоремы 5), 
что формулы (15) и (15') определяют одну и ту же обоб­
щенную функцию.

Приведем еще одну полезную формулу для свертки 
обобщенных функций Р  и /:

<Р, / , ф)  =  < Р х / , Ф ) .  ( 16)
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где F х  /  — прямое произведение обобщенных функций F и / 
(см. § 4 гл. III), т. е. обобщенная функция в R 2", задан­
ная одним из эквивалентных равенств:

</7 Х / , а ) =  S F( x) i  $ f ( y ) a ( x >  y ) d y \ d x  =
R П \ R n !

а через <р обозначена функция ф (х-\-у).  Доказательство 
этой формулы предоставляется читателю (оно сводится 
к замене переменных в интегралах, содержащих обобщен­
ные функции).

Приведем теперь «таблицу умножения» для операции 
свертки в основных функциональных пространствах:

$ (r") S ( R n) 8 (R") S '  ( r " ) S' ( R n) 3b' (r")

2Р (Rn) SP (R") S(R") g(R") SP (R«) P% (R») %{Rn)
S(R») S (R«) S (R») — S(R») P% (Rn) —
ш т &(Rn) — — &(Rn) — —
#  (R») $p  (R") S (Rn) 8(Rn) %' (R») S ' (Rn) SP’ (Rn)
S' (R*) P% (R") P'6 (R") — S' (Rn) — —

М '  (Rn) g(Rn) --- — SP' (R'!) -- --

Прочерк означает, что соответствующая операция 
свертки не определена. Через Р ё  (Кл) обозначено подпро­
странство в "), состоящее из функций, растущих не 
быстрее многочлена. Для запоминания этой таблицы по­
лезно иметь в виду следующее правило: свертка опреде­
лена, если хотя бы один сомножитель финитный, гладка, 
если хотя бы один сомножитель гладкий, и финитна, если 
оба сомножителя финитны.

Т е о р е м а  6. Операторы свертки перестановочны друг 
с другом  (в тех случаях, когда их композиция имеет смысл), 
с операторами сдвига и с операторами дифференциро­
вания.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что пер­
вое утверждение теоремы влечет два остальных. Дело



в том, что операторы сдвига и дифференцирования яв­
ляются частными случаями оператора свертки. А именно, 
справедливы равенства

Т (а) ф =  6а *ср, (18)
<3,'ф=<3*6*ф. (19)

Равенство (18) для основных функций ф вытекает из (13):

6а * ф [х) — 5 8а ( х - у ) ( р ( у ) с 1 у  =  <р(х +  а) =  Т  (а) ц>(х). 
кп

N.

Для обобщенных функций ф с компактным носителем (18) 
вытекает из (15) и равенств ба =  б_а, Т  ( а ) ' =  Т  (— а), 
проверяемых непосредственно.

Равенство (19) доказывается индукцией по числу |£| . 
Основная лемма в этом доказательстве — соотношение д/ф =  
=  д;6 *ф доказывается так же, как и (18).

Итак, осталось проверить равенство 5 (/^ 5  (/2) =  
=  5  (/2) 5  (Д) в тех случаях, когда хотя бы одна из функ­
ций Д и / 2 имеет компактный носитель. Пусть для опре­
деленности /! =  / е ^ ' ( К п), / 2 =  /Г е  (И"). и мы должны 
проверить коммутативность диаграммы

5 Ф[ |5 Ф
ё' (К")  ^  (К")

По определению действия оператора свертки на обоб­
щенные функции это равносильно коммутативности диа­
граммы

£)(И«) (И»)
5 (I)| ^  (/) ,
¿(К«) (^")

которая вытекает из равенства (16). Теорема доказана.
Доказанная теорема о перестановочности операторов 

свертки допускает следующее интересное и полезное обра­
щение.

Т е о р е м а  7. Пусть А — непрерывный оператор из 
2>(Яп) в % (Ял). Следующие свойства А эквивалентны:

1) А перестановочен со сдвигами-,
2) А перестановочен с операторами дифференцирования,
3) А является оператором свертки с некоторой обоб­

щенной функцией /  е  (Яя).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме б из свойства
3) следуют 1) и 2). Покажем, что из 2) вытекает 1). Пусть 

(Я”), а ^  К". Рассмотрим функцию вещест­
венного переменного / 1—» Т  (— /а) А Т  (/а) ф со значениями 
в <э(Рп). Производная этой функции по / легко вычисля­
ется, если учесть равенство

~  Т ((а) =  О аТ (1а) =  Т  Щ  Оа , (20)

справедливое для операторов сдвига в &  (Кп) и Ш (И") 
(через О а обозначена производная вдоль вектора а). Эта 
производная имеет вид

[ -  Т  (— 1а) О аА Т  Щ  +  Т ( -  ¿а) А й аТ Щ ]  <р,

что равно нулю в силу перестановочности А и О а. 
Поэтому наша функция постоянна. Приравнивая ее зна­
чения при ¿ =  1 и ¿ =  0, получаем Т  (— а) А Т (а) ф =  Лф, 
откуда следует 1). Выведем теперь свойство 3) из 1). 
Для этого заметим, что соответствие ф <—»• Лф (0) является 
линейным непрерывным функционалом на 3  (Я"). Обозна­
чим этот функционал через /. Теперь из 1) можно заклю­
чить, что Лф (х) =  Т (х) Лф (0) =  А Т  (х) ф (0) =  </, Т (х) ф) =  
=  /*ф (х). Итак, А =  8(1).

З а м е ч а н и е .  Утверждение теоремы и ее доказатель­
ство переносятся без изменения на случай, когда опера­
тор Л действует из 5 ' (Ял) или ё ' (Я. 11) в 5'(1?я).

Свойство 3) при этом формулируется так: Л =  5(/), где 
/ е 5 '  (К”) или е  Ш '( 1̂ )  соответственно. Несколько более 
сложно доказывается, что всякий оператор из &  (Яп) 
в себя, перестановочный со сдвигами, имеет вид 5 (/), 
где / е ^ '  (Я”). Таким образом, операторы свертки во всех 
этих случаях образуют максимальное коммутативное семей­
ство. Это свойство показывает, что семейство операторов 
свертки похоже на семейство операторов умножения 
на функции. Ниже мы увидим, что это сходство не слу­
чайно: оба семейства переходят друг в друга при некото­
ром преобразовании пространства.

§ 2. Преобразование Фурье

1. Характеры коммутативной группы. Пусть С —ком­
мутативная группа. Характером этой группы называется 
гомоморфизм в  в группу Т, т. е. такая функция х на в



с комплексными значениями, равными 1 по абсолютной 
величине, что

Х(* +  0) =  Х(*)Х(0) -  (2 1 )

Если С — топологическая группа, то, как правило, 
термин «характер» означает «непрерывный характер». Мы 
будем считать все рассматриваемые характеры непрерыв­
ными, не оговаривая этого особо. Если и %2 — харак­
теры группы в ,  то их произведение Х1Х2 — также харак­
тер; если % — характер, то х-1  =  X *) — также характер. 
Таким образом, совокупность всех характеров данной 
группы б образует группу относительно операции обыч­
ного умножения функций. Эта группа обозначается & 
и называется группой, двойственной к й. Группа д  стано­
вится топологической группой, если определить сходи­
мость %„-*■% как равномерную сходимость на каждом 
компакте К е б .

П р и м е р .  Пусть в  =  2 — группа целых чисел. Ясно, 
что каждый характер ¡ ( е б  определяется своим значе­
нием на образующем элементе 1 е  С (не путать 1 с еди­
ницей группы, роль которой играет 0). В самом деле, 
из (2 1) следует, что

%(п) =  [Х(1)]Л Для всех п ^ 2 .  (22)

Значение / =  х(1) может быть любым числом г е Т ,
А

Тем самым множество б отождествляется в этом случае 
с окружностью Т.

Т е о р е м а  8. Имеет место изоморфизм топологических 
групп 2  =  Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы уже видели, что множество Ъ 
естественно отождествляется с Т. Покажем, что это соот­
ветствие является изоморфизмом топологических групп. 
Будем обозначать через характер, определяемый усло­
вием %2 (1) =  г, г е Т .  Равенство Хг,Х*а =  Хгг показывает,
что соответствие г ^ % г является изоморфизмом групп Т и 2 .  
Осталось проверить, что это соответствие является гоме­
оморфизмом. Поскольку группа 2. дискретна, каждый 
компакт в 2  состоит из конечного числа точек. Значит, 
сходимость в 2  является поточечной сходимостью. Равен-

*) Черта, как обычно, означает комплексное сопряжение,



ство (22) показывает, что Ъ п~*~Ъ тогда и только тогда, 
когда (1) —̂Хг-(1)* т - е- когда г„->г. Теорема доказана.

Т е о р е м а  9. Группа  Т изоморфна Ъ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждому п ^ Ъ  соответствует 

характер %п группы Т, задаваемый равенством

Х п ( г ) = г п, г е Т .  (23)

Мы покажем ниже (см. также задачу 630), что Т не имеет 
других характеров, кроме тех, которые задаются фор­
мулой (23). Поэтому соответствие п-> % п устанавливает 
эквивалентность множеств Ъ и Т. Равенство Х«Хт =  5Сл+т 
показывает, что эта эквивалентность является изомор­
физмом групп. Осталось проверить, что она является 
гомеоморфизмом топологических пространств. Для этого 
проверим, что множество Т дискретно. Это следует из более 
общего результата задачи 625. Теорема доказана.

Мы видим, таким образом, что группы Ъ и Т двой­
ственны друг к другу. Этот факт является частным слу­
чаем следующего результата.

П р и н ц и п  д в о й с т в е н н о с т и  Л. С. П о н т р я -  
г и н а. Для любой локально компактной топологической

А

группы в  естественное отображение О в С, которое эле­
менту ставит в соответствие характер / г на С 
по формуле

/г (X) =  1 (е). X е  б , (24)

является изоморфизмом топологических групп.
Заметим, что для общих топологических групп этот 

принцип не всегда выполняется (см. задачу 631).
Т е о р е м а  10. Группа  Л изоморфна Я.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждому поставим в соот­

ветствие характер е  1{, задаваемый формулой

Ха (х ) =  егШх. (25)

Покажем, что формула (25) дает все характеры груп­
пы Я. Пусть Предположим сначала, что % — диф­
ференцируемая функция. Тогда из (21), дифференцируя 
по у  и полагая у  =  0, получаем (х) =  с%(х),  где с =  х '( 0). 
Это дифференциальное уравнение имеет единственное ре­
шение, удовлетворяющее начальному условию % (0) =  1 ,



а именно: %(х) =  есх. Из условия [х(*)| =  1 вытекает, 
что с чисто мнимо. Значит, % совпадает с одним из ха­
рактеров (25).

Теперь избавимся от предположения о дифференци­
руемое ти %. Один из способов — рассмотреть % как элемент 
&>'(R) (см. задачу 627). Другой способ — применить тех­
нику сглаживания. Пусть ф е  ^  (R). Тогда функция 
%*Ф бесконечно дифференцируема. С другой стороны, эта 
функция пропорциональна % (см. задачу 628) с коэффи­
циентом, отличным от нуля, для подходящей функции ф 
(например, для достаточно далекого члена 6-образной по­
следовательности). Отсюда вытекает, что всякий харак­
тер группы R —бесконечно дифференцируемая функция.

Итак, мы установили взаимно однозначное соответст­
вие R и R: Х-+%х. Равенство =  Хмц показывает, что это 
соответствие — изоморфизм групп. Докажем, что оно явля­
ется гомеоморфизмом. Если Хп X, то х>, -*■ Хк равномерно 
на любом компакте в R, как следует из явного вида Хх- 
Обратно, пусть равномерно на любом отрезке.
Тогда %. ,(*)-»■ 1 равномерно на отрезке [0, 1]. НоЛ. л — Л

sup | Хх„-х (*) -  1 | =  SUP I sin я ~  Х) х  I =[0, 1] п [0, 1]
1 при \Хп - Х \ ^ ~ , 

siп jx ¡ — Я. ¡ при \Хп —

Отсюда вытекает, что Хп-*Х.  Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  1. Группа R оказывается двойствен­

ной самой себе в смысле Понтрягина. Однако канони­
ческого изоморфизма R - v R  (в отличие от изоморфизма
R-»- R) не существует. Наш выбор соответствия Х-*-е2лЛх 
диктуется удобством определения преобразования Фурье 
в L2 (R) и  формулы Пуассона (см. ниже). Часто исполь­
зуются другие соответствия: X \—* e i%x или Хь—* е Лх.

З а м е ч а н и е  2. Теперь мы можем доказать пропу­
щенное при доказательстве теоремы 9 утверждение о ха­
рактерах группы Т. Пусть х е  Т. Рассмотрим функции 
%l (t) =  %(eistit). Ясно, что Xi — характер группы R. Зна­
чит, Xi (t) =  e2Jtilt для некоторого X е  R. Поскольку Xi 0 )  =  
=  ^ ( 1) =  1 , число X должно быть целым. Отсюда Xi (Ó =  
_  g in in t  J T_ Q ^  =  Zn .



Мы предоставляем читателю доказать следующее об­
щее утверждение, содержащее теоремы 8 — 10 в качестве 
частного случая.

Т е о р е м а  11. Пусть С =  К" X Zt х  Т' -  прямое про­
изведение групп. Тогда двойственная группа б  изоморфна 
К п Х 2 ‘ х  Т*.

Пусть й  — локально компактная коммутативная группа 
с инвариантной мерой ц. Для любой функции /  е  (в , ц) 
определим преобразование Фурье f  формулой

/(х) =  и М х С ^ М м - М ,  Х ^ б .  (26)
а

Таким образом, преобразование Фурье переводит 
функции на 6’ в функции на двойственной группе б.

П р и м е р ы .  1) Если й  =  2,  то функция /  е  (2) — 
это суммируемая двусторонняя последовательность {сп}п(=г.  
Преобразование Фурье ставит в соответствие этой после­
довательности функцию / (¿ )  =  £ с пгп на Т, называе-

п ег
мую иногда производящей функцией последовательности
{ с п } п е г -

2) Если й  =  Т, /  е  ¿х (Т, £?/), то преобразование Фурье
функции /  — не что иное, как последовательность коэф-

1
фициентов Фурье функции /: сп = ] ( % п) — ^  (1)е'гя‘'асН.

о
3) Если в  =  Я, /  е  (К, с1х), то преобразование Фурье 

/  также является функцией на Я, задаваемой интегралом  
Фурье. }  (К) =  ^  (х) е -2я‘Кхйх. Основные свойства преобра-

н
зования Фурье на любой коммутативной группе описы­
вает

Т е о р е м а  12. Пусть О — локально компактная ком­
мутативная группа с инвариантной мерой ¡д,. Преобра­
зование Ф урье переводит пространство (С, р) в прост­
ранство непрерывных ограниченных функций на б . При 
этом преобразовании свертка функций переходит в обыч­
ное умножение:

(/1 * / 2П х ) = М х ) - / 2 (ЗС), (27)
оператор сдвига Т  (х), х е б ,  переходит в оператор 

умножения на характер (см. (24)):
(Т (X) /Г(х) = / * / ( Х )  (28)



оператор умножения на характер % ^ G  переходит в опе­
ратор сдвига Т ( % 1) (в мультипликативной записи гр уп ­
повой операции на G):

(Xi) =  Т  (х '1) /  (Xi) = /  (ХХГ1)’ (29)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Хя~»-Х в G (х).

Для любого е >  О найдется такой компакт К  с: G, что 
jj / / |d | i .< e .  По определению топологии в G функции

G \ K
Хп(х) равномерно на К  стремятся к %(х).  Поэтому, начи­
ная с некоторого номера п(е),  выполняется неравенство 
\1п ( х )  — х ( х ) \ < г  для х < = К .  Отсюда

I /  (хп) - f { x )  | =£S  ̂I /  М  I ¡X» (х) -  X (*) I d\i  (х) - f  
к

+  J If  (х) (Хп (х) -  X (*) Ми ( * Х  е || / 1| +  2е. 
а \ к

Мы доказали непрерывность /. Ограниченность f  не­
посредственно вытекает из оценки интеграла (26). Равен­
ства (27), (28) и (29) проверяются прямым вычислением 
с использованием замены переменных. Теорема доказана.

2. Ряды Фурье. Разложение функции в ряд Фурье —  
наиболее изученный случай преобразования Фурье на 
коммутативной группе (в данном случае — группе Т). 
Исследование рядов Фурье составляет отдельную обшир­
ную область в теории функций. Мы здесь ограничимся 
только основными фактами, наиболее важными для при­
ложений.

В дальнейшем для преобразования Фурье функции f  
на Т мы будем вместо общего обозначения / (х)  исполь­
зовать более традиционное обозначение

C n = f { x n) =  \ f { t ) e  2ЯШ dt.
О

Т е о р е м а  13. Преобразование Фурье является ун и ­
тарным оператором из I 2(Т, dt) в /2 (Z).

Доказательство вытекает из утверждения задачи 531
о том, что функции %n {t) =  e2nint образуют ортонормиро- 
ванный базис в Ьг (Т, dt), и из подсчета соответствующих 
преобразований Фурье. Если через еп обозначить двусто­
роннюю последовательность, в которой на п-м месте стоит 
единица, а на остальных местах — нули, то она будет



в точности преобразованием Фурье функции Так как 
{еп}пег  — ортонормированный базис в 12 (£), преобразова­
ние Фурье унитарно (см. задачу 561).

Эта теорема является частным случаем следующего об­
щего факта:

Пусть в  — компактная коммутативная группа, 6 — 
двойственная к ней дискретная группа  (см. задачу 625). 
Будем считать, что инвариантные меры ¡д. и ц на этих 
группах нормированы условиями:

¡л (О  =  1 , ¡л. (X) =  сагс! X для X с; С.

Тогда преобразование Фурье является унитарным опе­
ратором из ¿ 2 (6 , [д.) в ¿2 (^, и)-

Существует много результатов о связи гладкости 
функции /  на Т с быстротой убывания ее коэффициентов 
Фурье (см., например, задачи 645 — 648). Основой их 
вывода является

Т е о р е м а  14. Оператор дифференцирования переходит 
при преобразовании Фурье в оператор умножения на после­
довательность { 2 тп } п е 2 -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / е С 1 (Т); тогда коэффи­
циенты Фурье Сп производной функции /  можно вычис­
лить, интегрируя по частям:

1 1
с1п =  \ Г У ) е  =  - $ /  (О йе-2пм =  2тпсп,

о |0 о
1

где сп =  $ /  (0 е 2ЯШ<И -  коэффициенты Фурье функции /.
о

Теорема доказана.
Распространим теперь преобразование Фурье на обоб­

щенные функции на Т. Пусть /  е= Ш' (Т).  ̂ Естественно 
назвать преобразованием Фурье обобщенной функции /  
набор коэффициентов с„ =  < / ,  е 2П"'1> .

Будем называть двустороннюю последовательность 
{сл}„е2  медленно растущей (или последовательностью 
умеренного рост а), если сп =  0 { п к) для некоторого /г. 
Пространство всех медленно растущих последовательнос­
тей обозначим Р  (Т).

Т е о р е м а  15. Преобразование Фурье задает изомор­
физм пространств %' (Т) и Р( 2 ) ,  при котором свертка 
переходит в обычное произведение, оператор сдвига Т  (/) —



в оператор умножения на последовательность ¡е2л‘п/}, д и ф ­
ференцирование по / — в оператор умножения на после­
довательность {2тп} ,  умножение на характер е2ЯШ — 
в сдвиг на /г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для гладких регулярных обоб­
щенных функций перечисленные свойства уже доказаны. 
Остается сослаться на тот факт, что всякая обобщенная 
функция на Т является конечной суммой производных 
некоторого порядка от регулярных функций.

Рассмотрим теперь вопрос о восстановлении функции /  
по ее преобразованию Фурье {сп}п<=2. Е с л н / е / , 2 (Т, Ш),  
то, как мы знаем,

/ ( 0 = п§ 2 6’ле2Я‘'1/- (3°)
причем ряд в правой части сходится в смысле простран­
ства ¿ 2 (Т, сИ). Если коэффициенты с,г убывают достаточно 
быстро, то этот ряд сходится в более сильном смысле. 
Например, если сл =  0(/г*) для всех ¿ > 0 ,  то ряд схо­
дится в топологии пространства §(Т). Вопрос о сходи­
мости ряда Фурье занимает большое место в теории функ­
ций. Мы не будем останавливаться на возникающих здесь 
(иногда трудных) вопросах.

Сравним формулу (30) с определением преобразования 
Фурье на группе I:

[Сп\ И  спе ъаш.
пег

Мы видим, что эти преобразования получаются одно 
из другого композицией с преобразованием на Т или на Ъ\

{сп} =  {с_п} или /(*) =  /(— 0 -

Введем термин обратного преобразования Фурье для 
композиции обычного (или прямого) преобразования Фурье 
и преобразования («птички»). Оказывается, справедлив 
общий принцип: прямое и обратное преобразования Фурье 
являются взаимно обратными операторами. Точная фор­
мулировка этого принципа с указанием соответствующих 
друг другу классов функций на О и С зависит от специ­
фики группы С.

3. Интеграл Фурье. Преобразование Фурье для ф унк­
ций на вещественной прямой задается интегралом Ф урье:

СО

/  О') =  5 /  (х )е 2яГах йх. (3 1 )
— СО



Напомним, что в п. 2 мы ввели понятие обратного 
преобразования Фурье:

ОО

f (k)  =  S f  (x)e2nilx dx. (32)
— СО

Т е о р е м а  16. Прямое и обратное преобразования 
Фурье являются взаимно обратными преобразованиями 
пространства S  (R).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что под действием 
преобразования Фурье (и прямого, и обратного) простран­
ство S (R) переходит в себя. В самом деле, поскольку 
функция f e S ( R )  и все ее производные суммируемы и 
стремятся к нулю на бесконечности, интегрирование по 
частям дает равенство

( f ^ ) ( k )  =  (2mk)kf(k).  (33)

Далее, поскольку функции xkf(x)  суммируемы при 
любом к, дифференцирование формулы (31) по к дает ра­
венство

р >  =  [ / ( — 2 ш л :) '; ] \  (3 4 )

Обозначая оператор преобразования Фурье через F, 
мы можем переписать (33) и (34) в виде коммутационных 
соотношений

FDk =  M kF , F (— М) к =  D kF, (35)
F D F 1 =  M,  FMF- 1 =  — D, (36)

где через D обозначен оператор дифференцирования d;dx,  
а через М — оператор умножения на 2nix. Система полу­
норм, определяющая топологию в S (R), имеет вид

Ры (/) =  sup | xkf (l) (х) |.
x<=R

По теореме 29 гл. III эта система эквивалентна системе 

Р'ы (/) =  S I xkf [l) (х) I dx.
R

Оценим полунорму р ы (}) через полунормы р'тп (/). Для 
этого заметим, что ры (/) =  (2л)~кр00 (M kD lf), p'kt (f) =  (2я);*х 
X Poo ( MkD lf). Далее, оценка интеграла (31) дает pw (f) <  
<роо(/)- Отсюда

Ры (f) =  (2п)-*Роо (M*Z?7) =  (2я)-*роо ((DkM ‘f f ) .



Остается переставить местами операторы О* и М 1, чтобы 
получить требуемую оценку. По формуле Лейбница имеет 
место тождество

т ш ( /г ,  /)

° ‘м ‘ -  2 < 3 7 >
/ =  о

Мы доказали непрерывность отображения / \  Непрерыв­
ность обратного преобразования Фурье Р  доказывается 
точно так же с использованием коммутационных соотно­
шений

№ * =  (— М)кР, Р.Мк =  О кР  (35')
или

Ю ( Р ) 1  =  — М,  Р м  (Р)~1 =  0 .  (36')

Рассмотрим теперь композицию преобразований Р  и Р. 
Из соотношений (36) и (36') немедленно вытекает, что 
эта композиция перестановочна с операторами О  и М.

Л е м м а .  Всякий непрерывный оператор в простран­
стве Э (Н), перестановочный с оператором М , является опе­
ратором умножения на некоторую функцию.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть оператор А в 5  (И) пере­
становочен с М . Тогда он перестановочен с оператором 
умножения на любой многочлен. Покажем, что для лю­
бой функции ф е 5 ( И )  и любой точки а е  Р значение 
Лф(а) зависит только от ц>(а). В самом деле, если ф1 (а) =  
=  ф2 (а), то разность фх (х) — ф2 (х) обращается в нуль в точке 

а и, значит, имеет вид ( х - а ) \ р ( х ) ,  где <= 5 (I*). Поэто­
му Аср1 (л:) =  А [ф2 +  (х -  а) =  Лф2 (х) +  (х -  а) А\р (х), по­
скольку А перестановочен с умножением на л: — а. Отсюда 
Дф1 (а) =  Лф2 (а), что и требовалось. Итак, для любой 
точки й е Й  существует такое число / ( а ), что Лф (а) =  
=  /(а)ф (а) для в с е х ф е5 (1 * ). Значит, А = М ( / ) .  Лем­

ма доказана.
З а м е ч а н и е .  Из приведенного доказательства нельзя 

сделать никаких выводов о структуре функции ¡. Но мы 
знаем, что для любой функции ф е 5 ( Р )  функция /ф так­
же принадлежит 5  (!}). Отсюда следует, что / бесконечно 
дифференцируема.

Вернемся к доказательству теоремы. Интересующие 
нас операторы Б р  и РР,  в силу доказанной леммы, яв-



ляются операторами умножения. Кроме того, справедли­
во соотношение

D M ( f ) - M ( f ) D  =  M(f ' ) ,

вытекающее из правила Лейбница. Поэтому оператор вида 
М (/) перестановочен с оператором D  только тогда, когда 
/ ' =  0, т. е. /  =  const. Эго показывает, что операторы FF 
и FF скалярны: FF =  C1, FF =  C 2. Для завершения дока­
зательства теоремы остается проверить, что С1 =  С2= 1 . 
Эго вытекает, например, из явного подсчета преобразо­
вания Фурье какой-либо функции из S (R) (см. задачу 668).

Т е о р е м а  17. Существует унитарный оператор в 
L2(R, dx),  ограничение которого на пространство Ь г (R, dx) П 
П U  (R, dx) совпадает с преобразованием Фурье. (В  даль­

нейшем этот оператор мы будем обозначать, как и пря­
мое преобразование Фурье, буквой F .)

В частности, для любой функции f e S ( R )  справед­
лива ф о р м у л а  П л а н ш е р е л я :

ll/fiatR, d*) =  llFlk2<R, d\)- (38)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 16 и общих свойств 
преобразования Фурье (см. п. 1) вытекает, что преобра­
зование Фурье переводит умножение в свертку:

Ш ~ = Ь * и  (39)

Применим это равенство к частному случаю, когда f± (х) =
=  /(*). /2 (*) =  f(x).  Имеем / (X) =  \ f  (х) e r  ™iXxdx =  f ( — X). 
Поэтому (39) дает R

$ | f (x)  \2е~ ™l^ d x  =  5 f (^ — М-) f (— М-) d\i.
R R

Полагая здесь i  =  0 и заменяя — ¡i на X, получаем (38). 
Поскольку S (R) плотно в L2 (R, dx),  из (38) вытекает, 
что оператор F имеет единственное унитарное продолже­
ние с 5  (R) на L2 (R, dx). Остается проверить, что на под­
пространстве L =  L2 (R, dx) n£-i(R> dx) это продолжение 
задается интегралом (31). Пусть ср е  L, ф„ е  S (R) и ф„ ф 
в смысле каждой из норм L2 (R, dx) и Lx (R, dx). Тогда 
4>n~*-ф равномерно и фл-^/чр в смысле L2 (R, dX). По­
следнее влечет, что некоторая подпоследовательность ф„а



сходится к Рф почти всюду. Отсюда /7ф =  ф, и теорема 
доказана.

З а м е ч а н и е .  Теорема 17 является частным случаем 
общего утверждения: если С —локально компактная ком­
мутативная группа с инвариантной мерой [г, то сущест­
вуют такая инвариантная мера |я на двойственной группе 
д  и такой унитарный оператор |х)-> 1 2 (0 , ¡л),
сужение которого на ¿ 2 (б, ¡л) П Ех (С, ц.) совпадает с пре­
образованием Фурье.

Так же как и в случае окружности, гладкость функ­
ции / на прямой связана с убыванием на бесконечности 
ее преобразования Фурье }. Так как группа I? самодвой­
ственна, имеет место двойственное утверждение: убывание 
на бесконечности функции f  связано с гладкостью /. Вот 
один из вариантов точной формулировки.

Т е о р е м а  18. Если функция /  и все ее производные 
до порядка к суммируемы на 1?, т о }  удовлетворяет оценке

\ П к ) \ = 0 ( \  +  \ Ц ) к-
Если функция (1 + 1 х  [)*/ (х) суммируема на Е!, то /  

имеет непрерывные ограниченные производные до порядка £.
Доказательство вытекает из коммутационных соотно­

шений (35). (Мы предоставляем читателю убедиться, что 
в предположениях теоремы 18 вывод этих соотношений 
сохраняет силу.)

Требование быстрого убывания на бесконечности 
в случае 6 = 1̂  можно сформулировать разными спосо­
бами. Самое сильное условие такого сорта — финитность 
функции /. Оказывается, это условие влечет аналитич­
ность функции /  на комплексной плоскости С, содержа­
щей прямую Я.

Т е о р е м а  П э л  и — В и н е р а .  Преобразование Ф урье  
пространства /,2( —а, а) (рассматриваемого как подпро­
странство в ¿ 2 (Я, Ах)) состоит из всех целых аналит и­
ческих функций g(%), обладающих свойствами:

П | ■< Се2™'111"1*-1, где константа С может б ы т ь
своя для каждой функции ĝ ,

2) ограничение g  (Я) на Я принадлежит (И, с1К).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Интеграл (31), определяющий 

функцию / для / е / , 2( - а, а), сходится при всех 1 е С .  
Непосредственное вычисление показывает, что ¡(к)  диф­
ференцируема по комплексному переменному к и, следова­
тельно, является целой функцией.



Необходимость условия 1) вытекает из оценки

I / M I § f ( x ) e  2л‘ dx J | /  (л:) | ein Re (iU) dx.

Необходимость условия 2) следует из теоремы 17.
Покажем достаточность этих условий. Поскольку огра­

ничение g  на R принадлежит L2(R, dk),  существует такая 
функция / g L  (R, dx) , 4T0g =  f. Предположим сначала, что 
g  (к) достаточно быстро убывает на бесконечности: i g(k)\  ^

[ l i n  К |

^  — i -|_ j х |2 '• Тогда g  (к) суммируема на R и / может быть 
выражена через g  обратным преобразованием Фурье:

00

f  (я )  =   ̂ g  (к)  e2ai lx dk.
—  СО

По лемме Коши контур интегрирования можно сдвинуть
СО

в комплексную область: /  (х) =  jj g  (k-\ -ib)  eini^ iib)x dx.
—  СО

Пусть х >  2яа. Тогда подынтегральное выражение при
Çfî ixb(a-x)

Ь >  0 допускает оценку . .. . и, следовательно, инте-
1 +  | Л г

ресующий нас интеграл стремится к нулю. Поскольку 
значение интеграла на самом деле не зависит от Ь, мы 
получаем, что f  (х) =  0 при х > а .  Аналогично, устремляя 
Ь к — оо, получаем, что f(x)  =  0 при x<L — a. Остается 
избавиться от условия убывания g  (к) на бесконечности. 
Пусть ф g  ^  (R) и s u p p ç c : [ — е, е]. Тогда функция 
ф (X) быстро убывает на бесконечности и удовлетворяет 
оценке | ф (Я) j Се-ПЕ ',mX в силу уже доказанной части 
теоремы. К функции g x (k) =  g(k)  ф (к) применимы изложен­
ные выше соображения с заменой а на а +  е. Значит, 
функция (к) =  f* ф принадлежит 12 (—а — в, a -f  е). Отсюда 
без труда выводится, что f œ  L.,( — а, а). Теорема доказана.

4. Преобразование Фурье обобщенных функций. Пусть 
/ g  %' (R). Интеграл, определяющий преобразование Фурье 
функции /, можно рассматривать как значение обобщенной 
функции / на характере х?. ^  £  (R):

f ß )  =  (f, %>)■ (40)

Более широкое определение преобразования Фурье 
можно получить по схеме, описанной в п. 5 § 3 гл. III.



Если / е  (Я, йх), ф е 5  (Я), то
(¡, ф> =  Л $ е 2яДх/ (х) ф [X) с1х (IX =  </, ф). 

к к
Правая часть этого равенства имеет смысл для /  е 5 '  (Я). 
Поэтому мы определим преобразование Фурье в прост ран­
стве 5 ' формулой

(/> Ф> =  </> Ф)> Ф е  ^  (Я). (41)
В случае, когда / е Г ( И ) ,  это определение эквивалентно 
данному выше по формуле (40).

Т е о р е м а  19. Прямое и обратное преобразования Фурье 
являются непрерывными взаимно обратными операторами  
в 5 ' (II).

Доказательство сразу вытекает из формулы (41), 
которая показывает, что преобразование Фурье в 
5 ' (Я) является оператором, сопряженным к преобразова­
нию Фурье в 5 (Я).

Преобразование Фурье обобщенных функций сохра­
няет основные свойства преобразования Фурье обычных 
функций: оно переводит свертку в обычное умножение, 
сдвиг — в умножение на характер, умножение на харак­
тер—в сдвиг, дифференциальный оператор с постоянными 
коэффициентами — в оператор умножения на многочлен. 
Более точные формулировки см. в задачах соответствую­
щего пункта.

З а м е ч а н и е .  Преобразование Фурье обобщенных 
функций из 3 ' (К)  также можно определить по формуле 
(41). Однако образом этого отображения уже не будут 
обобщенные функции известных нам классов. Можно по­
казать, что образом (Я) при преобразовании Фурье 
является пространство аналитических функций g(X) ,  ко­
торые для любого N  и подходящих С и / ?  удовлетворяют 
оценке

|£(?0 | < С ( 1 + 1 7 4 )^6 «  1тХ|-

Преобразования Фурье обобщенных функций из (Я)  
являются линейными функционалами на этом простран­
стве.

П р и м е р .  Регулярная обобщенная функция / ( х) =  ехг 
имеет своим преобразованием Фурье линейный функци­
онал

(}, Ю ! \ е ^ ё (Х)йХ,



где интеграл берется по некоторому контуру С в комп­
лексной плоскости К.

Некоторые полезные свойства обобщенных функций 
можно доказать чисто алгебраическим способом, исполь­
зуя коммутационные соотношения преобразования Фурье 
с операторами сдвига и умножения на характер. При­
мером является следующая формула суммирования Пуас­
сона.

Т е о р е м а  20. Д ля любой функции е р е 5 (Я) справед­
ливо равенство

2 ]  < р ( 6 ) =  2 ]  Ф (*)• (42)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (42) равносильно ут­
верждению / =  /, где / =  2  8 (х  — к). Обобщенная фун-
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кция {  обладает свойствами: 1) Т (  1) /  =  /, 2) М (1) /  =  /, 
где Т  (1) —сдвиг на 1, а М  (1) — оператор умножения 
на % 1  =  е-пи . Свойства 1) и 2) переходят друг в друга 
при преобразовании Фурье (задача 708). Покажем, что / 
определяется этими свойствами с точностью до постоян­
ного множителя. В самом деле, из свойства 2) легко вы­
водится, что носитель /  содержится в 2  и что в каждой 
точке носителя / имеет нулевой порядок. Отсюда /  =  
=  V  ск8( х  — 1г). Теперь из свойства 1) следует, что все

Лег
коэффициенты ск равны между собой и / =  с V  б (х — Щ.

/бег
Остается вычислить константу с. Равенство I =  { пока­
зывает, что с2= 1 . Поскольку в 5 (Я) есть положительные 
функции, преобразование Фурье которых положительно, 
случай с =  — 1 невозможен. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Условие ф б 5 ( Я )  можно существен­
но ослабить. Достаточно, например, чтобы ф и Гр допу­
скали оценку вида 0 (|л :р1_Е).

З а м е ч а н и е  2. Формула Пуассона является частным 
случаем более общего утверждения. Пусть

0 -^-0 0- > 0 -^-С1 -> 0

— точная последовательность локально компактных ком­
мутативных групп и



— двойственная последовательность. Тогда при подходя­
щем выборе инвариантных мер |̂ 0 на С0 и на спра­
ведливо равенство

 ̂ /  (х) ф .0 (*) =   ̂ f (х) (х)-

Г Л А В А  V

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ

§ 1. Функциональное исчисление

1. Функции операторов в конечномерном пространстве.
Линейные операторы можно рассматривать как обобще­
ние понятия числа. В одномерном случае эти два поня­
тия совпадают. Уже в двумерном пространстве начинаются 
отличия, главное из которых — некоммутативность опера­
ции умножения для операторов. Тем не менее многие 
свойства чисел сохраняются и при переходе к операторам 
в многомерных пространствах. Одно из этих свойств — 
возможность подставлять операторы в качестве аргу­
ментов в различные функции. Изучение функций от опе­
раторных аргументов составляет предмет функционального 
операторного исчисления. Мы ограничимся функциями 
одного переменного. В этом случае не возникает затрудне­
ний, связанных с некоммутативностью*). В этом пункте 
мы рассмотрим функции от оператора в конечномерном 
пространстве.

Пусть Л —линейный оператор в конечномерном линей­
ном пространстве Ь над полем К  =  И или С. Простейшие 
функции, в которые можно подставлять оператор А 
в качестве аргумента,— это многочлены. Если р (х) =

П
=  £ скхк, то естественно определить р ( А ) равенством

к = О

р(Л) =  | > и * ,  ( 1)
* = 0

*) С одним из вариантов некоммутативного функционального 
исчисления можно познакомиться по книге В. П. Маслова [13*]. Д р у ­
гой вариант— теория представлений матричных групп.



условившись, что Л° =  1 (единичный оператор). Последнее 
условие необходимо для того, чтобы выполнялись естествен­
ные равенства

(Х\Р1 +  ̂ -2Ри) (Л) — к1р 1 (Л) -(- %2р 2 (Л), (р±р2) (Л) =
=  Р х { А) р 2(А), (2)

выражающие тот факт, что отображение р  \—»- р (Л) является 
гомоморфизмом алгебры многочленов в алгебру операторов.

Следующий, более широкий класс функций — рацио­
нальные функции. Если г (х) =  р  (х)/ц (х), где р и q — мно­
гочлены, то мы определим г (А) формулой

г (А)  =  р (А) д (Л) 1 =  ^ ( А ) 1р  (Л). (3)

Это определение имеет смысл, только если  ̂(Л) —обрати­
мый оператор. В конечномерном случае обратимость ^(Л) 
равносильна условию (Ы(7(Л )=^0.

Наиболее важный пример — резольвента оператора Л _
определяется формулой

(Л) =  (Л — Я-1 )~1 =  (Л), (4)
где гх (х) = \ / ( х  — %).

^Соответствие г \—*■ г (А) является гомоморфизмом некото­
рой подалгебры поля рациональных функций К (х) в ал­
гебру операторов. Можно проверить, что эта подалгебра 
состоит из всех рациональных функций, полюса которых 
лежат вне спектра (т. е. множества собственных значений) 
оператора Л.

До сих пор мы не привлекали к нашим рассмотрениям 
топологию. Теперь предположим, что ¿  — нормированное 
пространство и тем самым множество операторов в Ь 
также снабжено нормой. Тогда мы можем определить целую 
аналитическую функцию от оператора Л формулой

00

/ ( Л ) = £ с * Л А, (5)
к = 0

со

если / ( * ) = £  с̂ Х}{, В самом деле, если /  — целая функ-
00

ция, то числовой ряд ' £ с к\\А \к сходится. Отсюда выте-
к =  О

кает, что последовательность частичных сумм ряда (5) 
фундаментальна и, следовательно, имеет предел в про­
странстве операторов в



П р и м е р .  Вычислим ё А, где Л —оператор поворота 
на 90° в Я2, а ¿ — вещественный параметр. Поскольку 
Л2 =  — 1, ряд для е1А принимает вид

etA =  1 +  tA  — ~  • 1 — -g p  +  4у • 1 +  gj-А - . . . ,

откуда etA — cos t -  1 -fsin¿ • А.  В матричной форме это
/ 0  í \  /  cos t sin А  

равенство принимает вид ехр^_, 0j =  ( _ sin/ cost)-
Предположим теперь, что в пространстве многочленов 

или целых аналитических функций введена некоторая 
норма, относительно которой отображение fi—>~f(A) непре­
рывно. Тогда это отображение продолжается по непрерыв­
ности на пополнение пространства многочленов или целых 
функций по этой норме.

П р и м е р .  Пусть оператор А задается диагональной 
матрицей с вещественными числами на диагонали, при­
надлежащими отрезку [а, Ь]. Тогда соответствие / 1—* /  (Л) 
непрерывно по норме С [а, b] и, следовательно, можно 
определить / (Л) для любой непрерывной функции на [а, 6].

В конечномерной ситуации вопрос о том, какие ф унк­
ции от оператора Л имеют смысл, решается до конца 
следующим образом. Пусть А,г, Kk — набор комплексных 
чисел, пъ . . . ,  пк — набор натуральных чисел. Определим 
в пространстве многочленов полунорму

Р х . ......... Kk-,n. ........... п Af) =  max max \f(m) { Щ.  (6)

Если Л —оператор в конечномерном комплексном линей­
ном пространстве L, то через р А обозначим полунорму 
в пространстве многочленов:

Рл (/) =  ! / (Л) ||.

Т е о р е м а  1. Пусть А — оператор в конечномерном  
линейном комплексном пространстве, . . . ,  К  — корни  
многочлена минимальной степени, аннулирующего операт ор
А, пг........ nk — кратность этих корней. Тогда полунормы
p>.v . . . ,  xk-, nv  ... ,n k и Р а эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть L — пространство многочле­
нов, L0 — подпространство многочленов, имеющих в точке
Kj корень кратности j =  1 ,2 ........k. Обе полунормы,
о которых говорится в теореме, аннулируют пространство 
L0 и порождают нормы в факторпространстве L/Z.0.



Поскольку последнее конечномерно, любые две нормы 
в нем эквивалентны.

С л е д с т в и е  1. Если А — оператор с простыми собст­
венными значениями, то выражение f  (А) имеет смысл для 
любой непрерывной функции /.

С л е д с т в и е  2. Если А — оператор в п-мерном про­
странстве, то выражение f  (А) имеет смысл для любой 
ti-кратно дифференцируемой функции.

2. Функции ограниченных самосопряженных операторов. 
Пусть А — ограниченный самосопряженный оператор 
в гильбертовом пространстве Н над полем K  =  R или С. 
Задача этого пункта— определить f ( A)  для любой боре- 
левской функции /  на отрезке [— а, а], где а =  ||Л |.

Напомним, что спектром оператора А называется 
множество о (А) а  С, состоящее из тех 1 е С ,  для которых 
оператор А — X I необратим. Дополнение к а (А) в С 
называется резольвентным множеством и обозначается 
р(Л). Таким образом, резольвента оператора А, г к { А ) ^  
=  (Л — XI)-1, определена при А, е р  (Л).

Т е о р е м а  2. Спектр ограниченного оператора явля­
ется непустым компактным подмножеством в С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 11 | >  || А ||, то оператор А —
— Я-1 имеет обратный оператор rk (A), задаваемый рядом:

СО

г, ( .4 )=  (7)
k = Q

Поэтому а (А)  содержится в круге |Х |< ||Л ||.  Далее, если 
в некоторой точке Ä0 e C  существует резольвента г \ а (А) — 
=  В,  то в круге радиуса J|В (¡~1 сходится ряд

СО

Ъ ( А ) =  £  ( Х - \ ) « В « + К  (8)
k~0

Это показывает, что резольвентное множество р (А) 
открыто и, следовательно, а (Л) —компакт. Попутно мы 
установили, что норма резольвенты допускает следующую 
оценку снизу:

II ri  (А) I S s  d  (к, о ( А ) У 1 =  ( m in  (А, —ц ) \ - ‘. (9)
\ц е а (Л ) J

Остается доказать непустоту спектра. Предположим 
противное, т. е. а ( А )  =  ф .  Тогда резольвента гх (А) 
является целой аналитической функцией от % е  С. Фор­
мула (7) показывает, что ||^ (Л )||->0  при К -^ о о . Значит,



|гя.(Л)| ограничена на всей комплексной плоскости. Для 
любых векторов х и у  из И величина {гх ( А) х ,  у) является 
целой аналитической функцией от К, стремящейся к нулю 
на бесконечности. Такая функция по теореме Лиувилля 
тождественно равна нулю. Значит, / \ ( Л ) = 0 ,  что невоз­
можно. Теорема доказана.

Изучим теперь, как меняется спектр Л, когда над 
оператором Л совершают те или иные преобразования.

Т е о р е м а  3. 1) Пусть г (х) -  рациональная функция, 
не имеющая полюсов на спектре оператора А . Тогда опе­
ратор г {А) определен и его спектр описывается формулой

а (г (Л)) =  г (сг (Л)) =  {г (к): ^ ест (Л )} . (10)

2) Спектр сопряженного оператора А* связан со спект­
ром А соотношением

а(Л*)  =  о(Л)  =  {£, 1е< т(Л )}. (И )

Д о к а  з а т е л ь с т в о .  Пусть г (х)—р (х) q (x)~*, где р 
и </ —взаимно простые многочлены. Если fXj, . . . ,  |аш 
корни р(х) ,  К  корни q{x)  (учитывая кратности),

т п

то г(х)  =  с П  (* -  а,) П  (* -  Р/)“ Отсюда г (Л) =
1 = 1 / - 1  

т п
=  с П  И - “ ;1) ] !  И)- ПУСТЬ ^ ( т ( Л )  и jx =  r (к).

Поскольку рациональная функция г(х)  — ц обращается 
в нуль при х =  к, ее числитель имеет % корнем и, следо­
вательно, содержит множитель х — к. Поэтому оператор 
г (Л) — (j, • 1 содержит множителем необратимый оператор 

1 и, следовательно, сам необратим. Значит, ja е  
е  <т (г (А)). Мы доказали включение г (ст (Л)) сг а  (г (Л)). 

Обратно, пусть [1 е о ( с ( Л) ) .  Представим рациональную

функцию г (х) — и в виде произведения с ] J (х — ос;) х
1 = 1

П

(х — ß/)” 1. Нели бы все щ принадлежали р(Л) ,  то 

оператор г (Л) — ц -1 имел бы обратный оператор
т п

■ I I  ч < л > П  (Л —ßyl ) ,  что неверно. Значит, одно

из'чисел а /  принадлежит спектру Л. Но тогда г (аг) — 
__¡я =  0, т. е. ja e r  (а (Л)), Утверждение 1) доказано.
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Утверждение 2) вытекает из равенства (А л )* =  (А*) 1, 
которое влечет соотношение

гк (А*) =  г1(А)*.

Т е о р е м а  4. Пусть А — самосопряженный оператор. 
Тогда

1) А имеет спектр на отрезке [— ||Л |, ||Л||];
2) для любой рациональной функции г с полюсами вне 

а  (А) справедливо равенство

| г (А) | =  шах | г (X) |. ( 12)
1 е о ( Л )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X — невещественное число. 
Покажем, что существует гх (А).  Оператор А — к 1 не имеет 
ядра, так как если л: — единичный вектор из кег ( Л—А1), 
то Х =  (Ах,  х) =  (х, Ах) = X ,  что неверно. Далее, образ 
оператора А — А1 плотен в / / ,  так как пп (Л — XI)1 =  
=  кег (А — XI)* — кег (А —XI) — 0. Покажем, что оператор 
(Л —АЛ)-1, определенный на \ т ( А  — А1), ограничен. Пусть 
Я =  а  +  1-Р, а,  р е  Я. Тогда

\ ( А  — Х\ )х\? =  ((А — а \ ) х  — фх,  (А — а \ ) х  — фх)  =
Ч ! ( Л - а1)х1* +  ^ 1 х Г 7 > ^ \ \ х \ ? .

Отсюда || А — А11-1  р - 1 и г (А) получается продолжением 
по непрерывности. (На самом деле, как можно проверить, 
из полученной оценки следует, что ¡ш (Л — А1) =  Н.)

Итак, ст(Л) лежит на вещественной оси. Утверждение
1) следует теперь из того, что а (А) лежит в круге ради­
уса || А || (см. доказательство теоремы 2).

Доказательство утверждения 2) начнем со случая г (х) == 
=  Тогда 2) сводится к равенству

IIЛ1 =  эир {| X |: А е с т  (Л)}. (13)

Величину, стоящую в правой части, называют спектраль­
ным радиусом  оператора Л и обозначают г (А). Имеет 
м'есто

Л е м м а .  Для любого ограниченного оператора А спра­
ведливо соотношение

г (Л) =  Пт  | А п\'1п\ (14)
п —> оо

если А — самосопряженный оператор, то г (Л) =  || А ||.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование предела в правой 
части равенства (14) вытекает из общих свойств полуад- 
дитивных последовательностей (см. задачу 725). Далее, 
разложение резольвенты в ряд Лорана в окрестности бес­
конечно удаленной точки дается формулой (7). По фор­
муле Адамара радиус сходимости этого ряда (равный, 
очевидно, г (Л)) связан с коэффициентами искомым соот­
ношением (14). (Мы применяем здесь формулу Адамара 
к операторной аналитической функции. Легко проверить, 
что обычный вывод этой формулы полностью переносится 
на этот случай.) Для любого оператора А справедливо 
равенство

¡1 A *A  || =  sup (ЛМ х, у) =  sup =  М |,2.

В частности, для самосопряженного Л || Л2|| =  | A f .  Поэтому 
|| А 2" 1 =  1Л ||2" и, следовательно, lim || Л" |jI/n = || Л ||. Лемма

п —* СО
доказана.

Вернемся к доказательству утверждения 2) в общем 
случае. Пусть В =  г (А) .  Тогда В*  =  г  (Л) (через г мы 
обозначаем функцию г ( г )  =  г(2); легко проверить, что г —  
рациональная функция, коэффициенты которой комплексно 
сопряжены коэффициентам г). Применяя уже доказанное 
утверждение к самосопряженному оператору В*В =  | г \2 (Л), 
получаем

\ В ? = * \ В * В \  =  г { В*В)  =  sup (fi)=  sup I r {I) I2
l i E o  ( B * B)  k e a ( A )

(последнее —в силу утверждения 1) теоремы 3). Теорема 
доказана.

С л е д с т в и е .  Для любого самосопряженного оператора 
А в гильбертовом пространстве Н существует единст­
венный непрерывный гомоморфизм ц> алгебры С [— а, а], где 
а =  ¡1 Л ¡1, в алгебру ограниченных операторов в Н, облада­
ющий свойствами:

1) ф( 1) =  1 {здесь слева 1 означает функцию, тождест­
венно равную 1 ,_а справа — единичный оператор в Н );

2) ф(/) =  ф(/)*;
3) ф (х) =  А;
4)  I  ф  ( / )  I I  = * =  I I  /  I I  с [ — а ,  а ] .
Этот гомоморфизм обладает также свойством:
5) если AB  =  В А, то ф (/) В =  Вер (/). (Другой вывод 

этого утверждения см. в задачах 748, 749.)



Теперь мы распространим гомоморфизм ф на алгебру 
Д [— ||Л||, IЛ ||] ограниченных борелевских функций на 
отрезке [— ||Л||, ||Л||].

Т е о р е м а  5. Пусть А — ограниченный самосопряжен­
ный операт( р  в гильбертовом пространстве Н. Существует 
единственный гомоморфизм ф алгебры В [— а, а] ограни­
ченных борелевских функций на отрезке [— а, а \, где а =
— ¡IА ||, обладающий свойствами-.

1) ф (1) =  1 ;
2) ф (х) =  А \
3) если / п ( х ) ^ С  и fn (i) в каждой точке t е  

е [ -  а, а], то Ф (/„)->»ф (/).
Г омоморфизм ф обладает также свойствами:
4) ф (/) =  ф (/)*;
5) 1!ф (/)¡l=s£ sup 1 / ( 01 ,  t ( = [ — a,  а];
6) ф (/) В  =  В ф (/) для любого оператора В, перестано­

вочного с А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На множестве С [ — а, а] гомо­

морфизм ф уже определен. Совокупность борелевских 
функций получается из совокупности непрерывных функ­
ций поточечными предельными переходами; это влечет 
единственность искомого гомоморфизма ф. Докажем его 
существование. Пусть х, у ^ Н .  Определим линейный 
функционал Fx¡y на С [ — а, а] по формуле

^ ( / )  =  (Ф (/)* , У)- (15)

Поскольку I FXt У (/) К  II Ф (/) IIII * | |  У || <  II/ÜC [-Й, а] X 
хЦхЦг/Ц, FXt у непрерывный функционал, норма кото­
рого не превосходит величины ¡| х  || || у  [. Значит, существует 
такой борелевский заряд vx¡y на [— а, а],  что

Fx,y(f)  =  l  f ( t ) d v Xty(t), (16)
— а

причем Varf_av ^ ||x ||||í / |! . Пусть теперь /  — ограниченная 
борелевская функция на отрезке [— а, а\.  Величина

а

Bf(x,  у ) =   ̂ f ( t ) d v Xiy(t)  линейно зависит от х, антили-
— а

нейно — от у  и удовлетворяет оценке | Bf (х, у) | 
sup \f ( t ) \ [ x |||iy |!. Отсюда следует, что существует

t e l — a, а ]
ограниченный оператор ср (/), что Bf(x,  г/) =  (ф(/)х, у),  
причем Iф ( / ) l< s u p  | / (/) |, / е [ - й ,  а]. Пусть /п (0 -> / (0



для / е [ — а, а]. Тогда для любых х и у  из И мы имеем 

(ф (/«) х, у) =  $ ¡п (t) dvx>у (t) -v  5 f (t) dvXiy (t) =  (ф  (/) x, у) .
— а — а

Таким образом, ф (/„) слабо сходится к ф (/). Отсюда 
вытекает, что отображение ф — гомоморфизм. В самом 
деле, равенства

ф (Ч +  =  ̂ Ф  (/) +  (-1ф (g),

ф (/£ )= ф (/)ф (£ )
справедливы, когда / и g  принадлежат С [— а, а] и со­
храняются при поточечных предельных переходах. Это же 
рассуждение показывает, что ф обладает свойством 4). 
Теперь мы в состоянии доказать свойство 3). Пусть /„ (t ) ~> 
- + f ( t )  для всех / е [ — а, а ] и \ fn ( t ) \ ^ C .  Тогда | fn —
— / 12 (О -»-О Для всех * е  [— а, а].  Поэтому ф ( | fn — /  |2) ->■ 
-> 0. Отсюда ¡1 ф (fn - f ) x  I2 =  (ф (fn -  f )* ф ( / „ - / )  x, x)  =  
=  (ф ( j f„ — / ,2) x, x) 0. Tеорема доказана.

О с н о в н о й  п р и м е р .  Пусть H =  L2 ( X , [ i), Л —опе­
ратор умножения на функцию а е 1 и ,(Х , р,). В этом с л у ­
чае ф (/) —оператор умножения на функцию f (a(x) )  (про­
верьте это, проследив построение ф (/) на этом примере). 
Универсальность этого примера выяснится ниже.

Построенное в теореме 5 функциональное исчисление 
допускает следующее полезное обобщение.

Т е о р е м а  6. Пусть А г, . . . ,  А п — попарно перест а­
новочные ограниченные самосопряженные операторы в ги л ь­
бертовом пространстве H, Т  — параллелепипед в R", о п р е­
деленный условиями [ ti \ « i l  Ai !, £=1 ,  2 п. Существует  
единственный гомоморфизм ф алгебры В (Т ) ограниченных 
борелевских функций на Т в алгебру ограниченных оп ера­
торов в Н, обладающий свойствами'.

1) ф (1 )  =  1;
2 ) ф ( U)  —  А ь
3) если \fk ( t ) \ ^ C  и f  h (t) —> f  (t) для всех î œ T ,  то  

ф (fit) Ф  (/) в сильной операторной топологии.
Кроме того, гомоморфизм ф обладает свойствами-.
4) ф (/) =  ф (/)*;
5) Iф (/)IK  sup | / (0! ;

t Œ Т
6) ф( / )В =  Вф(/) для любого оператора В, перест ано­

вочного с А ъ  . . . ,  А п.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Вк (Т ) — подалгебра в В  (Т ), 

состоящая из функций, зависящих от координаты th. Тогда



ограничение ср на В к (Т) совпадает с гомоморфизмом ф,„ 
соответствующим по теореме 5 оператору А к. Обозначим 
через В0 (Т) подалгебру ступенчатых функций на Т,  т. е. 
функций вида /(/) =  У]с,н . . .  скп%Е1( к ) . . .%епЦп). Если иско­
мый гомоморфизм ср существует, то согласно сказанному 
выше на ступенчатой функции /  он должен задаваться 
формулой

<р(Л =  £ с к 1 ... *я ф1 (Хв,) ••• Ф*(Хвя). (17)

Отсюда вытекает единственность <р на В0 (Т), а следова­
тельно, и на В (Т ) в силу свойства 3).

Докажем его существование. На подалгебре В0 (Т) мы 
определим отображение ср формулой (17). Поскольку А^ . . .  
. . . ,  А„ попарно коммутируют, операторы ф^Д), Ф2 (/г)» • ■ • 
■-■>фя(/л) также попарно коммутируют (утверждение 
6) в теореме 5). Поэтому отображение ф является гомомор­
физмом. Далее, гомоморфизм ф переводит положительные 
функции в положительные операторы, так как если / 5 =0, 
т о /  =  £ 2 для некоторой вещественной функции ^  е  В0 (Т)
и, значит, ф (/) =  ф (£)2 ^  0. Это влечет справедливость 
свойства 5) (см. задачу 749). Поэтому гомоморфизм ф 
продолжается на алгебру С (Т ) непрерывных функций на 
Т  и обладает там свойством 5). Вывод отсюда теоремы 
проводится так же, как вывод теоремы 5 из следствия 
к теореме 4.

Отметим полезное
С л е д с т в и е .  Пусть А — нормальный оператор в гиль­

бертовом пространстве Н, Т —квадрат на комплексной 
плоскости с центром в нуле и стороной 2 ¡| А ¡1 Существует 
единственный гомоморфизм алгебры В (Т ) ограниченных боре- 
левских функций на Т  в алгебру операторов в Н , обладающий 
свойствами'.

1) ф ( 1) =  1 ;
2) ф (х +  1у) =  А\
3) ф (/) =  ф (/)*;
4) если !/„| < С « / Л ( /) -> / для / е Г ,  Ш ф  (/„) ->■ Ф (/).
Этот гомоморфизм обладает также свойствами'.
5) IIФ ( Л К э и р  | / ( 0  |;
6) ф( / )В =  Вф(/) для любого оператора В, перестано­

вочного с А и А*.
В самом деле, если Л —нормальный оператор, то 

А — В +  Ю, где В и С — ограниченные самосопряженные 
операторы, норма которых не превосходит нормы А.



Условия 2) и 3) влекут условие 2) ф (х ) =  В , ф (у) =  С. 
Теперь утверждение следствия вытекает из теоремы 6, 
примененной к операторам В и С.

3. Неограниченные самосопряженные операторы. В при­
ложениях часто встречаются операторы А, определенные 
не во всем гильбертовом пространстве Я, а только на 
некотором незамкнутом плотном подпространстве ¿¡Яд ^  Я, 
и неограниченные на этом подпространстве. Для такого 
оператора можно определить сопряженный оператор А*, 
который также может быть не всюду определен и неогра­
ничен. А именно, областью определения А* называется 
(вообще говоря, незамкнутое) подпространство ¿¡Ял*,состоя­
щее из таких векторов у  е  Я, для которых линейный функ­
ционал XI—* (Ах, у) ограничен на ЁРд. В этом случае он 
однозначно продолжается до линейного функционала на 
Я и может быть записан в виде лл—*(лг, г), г е / / .  Мы 
полагаем А*у^=г .  Таким образом, равенство

(Ах,  у) =  (х, А*у),  (18)

которое является определением А* для ограниченных А,  
теперь остается справедливым лишь для х  е  &  А, у  е  ЁЯл*.

Можно дать другое, более «геометрическое» определе­
ние А*.  Для этого заметим, что всякий (в том числе и 
не всюду определенный и неограниченный) оператор А 
задается своим графиком, т. е. подмножеством Гл с : Я  © Я, 
состоящим из векторов вида л: ® Ах, х ¡= 0 $ А. Ясно, что 
Гл является линейным подпространством в Я ф  Я, не 
содержащим векторов вида 0 © х, х ф О .  Обратно, вся­
кое подпространство в Я © Я, не содержащее векторов 
вида 0 0  х, х ф О ,  является графиком некоторого опера­
тора.

Обозначим через т преобразование Я © Я, переводя­
щее вектор х ®  у  в — у  ® х  (поворот на 90°).

Т е о р е м а  7. Графики операторов А и А* связаны 
соотношением

Гл* = т  (Гл)1. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ¡ / © г е Г л - .  Это значит, 
что для всех х  е  0 3 л выполняется соотношение (Ах,  у)  =
— (х, г) (см. (18)). Это соотношение — не что иное, как 
условие ортогональности векторов у  © 2  и — Ах © х 
в Я ©  Я. Теорема доказана.

Назовем оператор А замкнутым, если Гл —замкнутое 
подпространство в Я  © Я. Оператор В называется замы-



канием оператора Л, если Гл — замыкание подпростран­
ства Гл- Говорят, что В является расширением А, и пишут 
В г э Л ,  если Г д з Г л .  Из теоремы 7 вытекает

С л е д с т в и е .  Для любого оператора А оператор А* 
замкнут, а оператор (Л*)*, если он определен, совпадает 
с замыканием А.

З а м е ч а н и е .  Не всякий оператор допускает замы­
кание. Например, оператор А , определенный на множестве 
финитных последовательностей в /2(Я) и переводящий 
еп в пеъ п — 1 , 2 , . . . ,  не имеет замыкания, так как среди 
предельных точек его графика есть точка 0 © ех. Про­
верьте, что оператор А* определен на подпространстве 
{ е ^ 1 , которое неплотно в 1-2 {Щ-

Оператор А называется самосопряженным, если

и А =  А* на &  а-
П р е д о с т е р е ж е н и е .  Это свойство оператора не 

эквивалентно более слабому условию

{Ах,  у) =  (х,. Ау)  для х, у е в & А. (21)

Операторы, обладающие свойством (21), называют сим­
метрическими. Очевидно, (21) эквивалентно включению 
А а  А*.

Оператор А называется существенно самосопряженным, 
если его замыкание —самосопряженный оператор.

П р и м е р ы .  1) Пусть Л —оператор умножения на х 
в ¿2  (Л, йх) с областью определения &  а =  &  (Я)- Найдем 
0%а *- По определению, для / е ^ л *  должно выполняться 
равенство

со оо

§ х<р (х) /  (х) йх =   ̂ ср (х) g  (х) йх,
— со — со

где
£  =  Л*/, ф е ^ ( Я ) .

Поскольку &  {К) плотно в ¿ 2 (Я, ¿х), отсюда следует, 
что £ (л:) = х [ { х ) .  Итак, ^ л *  состоит из всех / е £ 2 (Я, йх), 
для которых х[ ( х ) е /,2 (Я, йх). Оператор А* состоит в умно­
жении на х. Вывод: оператор Л симметричен, но не само­
сопряжен. Можно проверить, что Л* самосопряжен и, 
следовательно, Л существенно самосопряжен.



2) Пусть Л —оператор дифференцирования й/Ах 
в ¿ 2 (Я, Ах) с областью определения 3  (К).  Найдем З а *. 
Если / е ^ л * ,  то для всех ф е

с о  оо

5 ф' (х) /  (х) йх =  5 ф (x)g (х) Ах, где £ =  Л */.
— ОО — со

Это равенство показывает, что g  (х) является обобщенной 
производной от функции — ¡(х).  Итак, З а * состоит из 
таких функций йх), у которых обобщенная про­
изводная принадлежит 1 2(Я, ¿х). Оператор Л* совпадает 
с — ¿/йх.

В приложениях оператор Л часто задается в виде 
дифференциального выражения. В этом случае у него 
существует так называемая естественная область опреде­
ления 3 А а  ¿2 (й, А\1 ), а именно, совокупность всех обоб­
щенных функций /  е  3 '  (О), для которых /  и Л/ принадле­
жат ¿а (£2, А\\). В приведенных выше примерах операторы Л* 
имели как раз естественную область определения.

Теория самосопряженных операторов хорошо разрабо­
тана. Для ее применения в приложениях нужно знать, 
что тот или иной оператор самосопряжен или хотя бы 
существенно самосопряжен. Необходимым условием для 
этого является симметричность оператора, которая, как 
правило, проверяется без труда. Для исследования сим­
метрических операторов полезен следующий критерий.

Т е о р е м а  8. Пусть А — симметрический оператор 
в гильбертовом пространстве Н. Тогда самосопряжен­
ность А эквивалентна каждому из условий:

1) Л замкнут и кег ( Л * ±  П) =  {Ок
2) ¡ т  (Л ±  П) =  Н.
Существенная самосопряженность А равносильна каж­

дому из условий:
3) кег (Л* ±  ¿1) =  {0};
4) ¡ т  ( ЛгЬП)  плотно в Н.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Л — самосопряженный опе­

ратор, то он замкнут (так как Л =  Л*, а Л* замкнут). 
Если л; е  кег (Л* ±  ¿1), то Ах =  1х. Отсюда (Ах, х) =  
=  /1 лг 1а =  (де, Ах) =  — (||х||2, т. е. х =  0.  Мы показали, что 
для самосопряженного оператора Л выполнены условия 1). 
Покажем, что 1) влечет 2). Сначала заметим, что 
¡ т  (Л ±  П )х =  кег (Л* + /1 ) . Поэтому из 1) вытекает, что 
1ш ( Л ± П )  плотно в Н.  Воспользуемся теперь замкну­
тостью Л. Пусть у  — любой вектор из Я  и {*„} — после-



довательность из £& а , для которой ( A z h i \ ) x n~*-y. После­
довательность \ ( A z h i l ) x n} фундаментальна. Соотношение
I (А ±  i 1) х |2 =  ( Ах  :i: ix, Ах ±  ix) = 11 Ах  р +  |х  |2 5 s || х f  пока­
зывает, что {хп\ — также фундаментальная последователь­
ность. Пусть х =  lim хп. Тогда х ® у  ^ Г л ± ц  и, значит

п~*со
у  е  im (А ± .  ¿1).

Теперь покажем, что из 2) следует самосопряжен­
ность А.  Так как А с  А*,  нужно лишь проверить включе­
ние & А* cz 0 $ а - Пусть у  e J ? А*- Поскольку ¡т(Л:А: П) =  # , 
существуют такие ректоры x± e J ? . 4, что (А ¿1) х± =  
=  (А* ±  И) у. На подпространстве & А оператор А* опре­
делен и совпадает с А. Поэтому (A* d . tl)  (у — х±) =  0. 
Но ker (А* ±  tl)  =  im (A i l )1 = 0 . Значит, у  =  х±  и 
у< ^ & А -

Предположим теперь, что А существенно самосопряжен. 
Тогда А* совпадает с замыканием А (задача 764) и, сле­
довательно, самосопряжен. Отсюда следует 3) в силу уже 
доказанной части теоремы. Далее, из 4) следует 3) 
(задача 778). Выведем теперь из условия 3) существенную 
самосопряженность А. Так как А симметричен, справед­
ливо включение А с .  А*. Зто показывает, что А допускает 
замыкание А и что А а  А* (так как Л* —замкнутый 
оператор). Далее, из теоремы 7 следует, что Л* =  Л*. 
Значит, для оператора А выполнены условия 1). Поэтому 
Л самосопряжен, а А  существенно самосопряжен.

Пр и ме р .  Пусть A = i - ^ x , Н =  Ь2( R, dx), <£> А =  &  (R). 
В этом случае симметричность Л вытекает из равенства

СО 0 0

5 ф ' (х) я|5 (х) dx  =-- —  $ Ф (х) г |/ (х) dx  д л я  ф, г|з е  J? " (R ).
—  СО —  о о

Сопряженный оператор Л*, как мы видели выше, опре­
делен на множестве л» с: L2 (R, dx), состоящем из функ­
ций, имеющих обобщенную производную в L.z (R, dx), и 
равен id/dx.  Найдем ker (Л* ± /1). Если ( Л * ± П ) /  =  0, 
т. е. /( / ' :± /)  =  0, то f  — ce--x (задача 523). Поскольку эти 
функции не лежат в L2 (R, dx), мы получаем ке г ( Л*±П)  =  
=  {0}. Значит, Л существенно самосопряжен.

Пусть А — неограниченный, а В — ограниченный опера­
торы. Говорят, что А и В перестановочны, если В пере­
водит а в себя и В Ах — АВх  для х <= &  А- Можно пока­
зать, что для самосопряженного оператора Л это условие 
равносильно перестановочности В и любого из ограни­
ченных операторов ( Л ± / 1) \



§ 2. Спектральное разложение операторов

1 . Приведение оператора к виду умножения на функцию.
В этом пункте мы покажем, что всякий самосопряженный 
оператор унитарно эквивалентен оператору умножения. 
Более точно, имеет место

Т е о р е м а  9. Пусть А  — самосопряженный операт ор  
в гильбертовом пространстве И. Существуют такое п р о ­
странство X  с мерой ¡л, такая измеримая функция а н а  X  
и такой унитарный оператор U из Н в L2 {X , (д.), что 
следующая диаграмма коммутативна-.

А\ |U (а) (22)
Н  ^ М Х ,  ц)

(Здесь М  (а) — оператор умножения на функцию а в L 2 (X , ц) 
с областью определения &м(а) ,  состоящей из тех функ­
ций / е 1 2 (Х, ц), для которых a / e L 2 (X, ц,).)

Доказательство этой теоремы мы проведем в несколько 
этапов. Предположим сначала, что оператор А ограничен 
и что в пространстве Н  есть циклический вектор для А , 
т. е. такой вектор что всякое замкнутое подпростран­
ство в Н, содержащее |  и инвариантное относительно А , 
совпадает с Н (см. задачу 715). В этом случае мы будем 
называть А оператором с простым спектром (ср. с зада­
чей 716).

Т е о р е м а  10. Пусть А — ограниченный самосопряжен­
ный оператор с простым спектром. Тогда для А справед­
ливо утверждение теоремы 9, причем можно положить 
X  =  [— 1| А ||, | Л||], a (* )= * , и \ ( х )  =  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что теорема дока­
зана и |я —искомая мера на X.  Пусть /  — ограниченная 
борелевская функция на X.  Тогда из теоремы 5 вытекает, 
что оператору f ( A)  в Н  соответствует оператор умноже­
ния на f ( x ) в L2 (X,  ^), т. е.

Uf (А) =  М  (J) U.  (23)

В самом деле, для f { x ) — x  (23) сводится к (22), 
а общий случай получается, если проследить построение 
оператора f (A) .

Отсюда следует равенство

(/(Л) £,!)„  =  ({ //(Л) ? ,£ /|)д2(х ,,,,==(/. 1)д.(л,ц,. (24)
б  А. А. Кириллов, А. Д. Гвишиани 161



Левую часть равенства (24) можно вычислить, зная только 
оператор А и вектор с. Тем самым мы восстанавливаем 
меру (х. А именно, если Е  — измеримое подмножество в X  
и %Е — характеристическая функция Е,  то

ц (£) =  (%л, 1 )щ х ,1х) =  (Хе (А)1,  1)н - (25)
Пусть теперь задан самосопряженный оператор А 

с простым спектром в пространстве Н, и пусть |  — цикли­
ческий вектор для А.  Определим функцию [х на борелев- 
ских подмножествах отрезка Х = [— 1| А ||, || А ||] формулой (25). 
Проверим, что (х — счетно-аддитивная мера. Прежде всего, 
из равенств Хе =  Хё =  Хе вытекает, что оператор %е (А) — 
ортопроектор. Поэтому (хя(Л)£, 5) =  |] Х-г? (Л) Ц̂2 0. Далее,

со со

если £ = П  Е *’ т 0  Х е =  У] Х,Ек (ряд сходится в каждой
к - 1 к= 1

со

точке). Поэтому %Е (А)  =  У] 1еь (4) (в смысле сильной
£ = I

сходимости) и, значит, |г(Л) =  (хв(Л)1 , £)=( ¿ Х е й(Л)£,
\*=1 /

СО

=  2  ц(£а). Определим теперь оператор и  из Н в Щ Х ,  }х) 
*= 1

на векторах вида /  (Л) £ следующим образом:

11П АП  =  Г. (26)

Проверим, что этот оператор изометричен, т. е.

(С/Д (А) I, и ь  (А) Я щ х . м  =  (/1 (А) I, Ь (А) 1)„. (27)

Если /1 =  Х£„ / 2 =  Х£г- то (27) сводится к равенству 
( Х я и  Х £ , к . < х , ц )  =  (ХЯ| И ) ? .  Х е Л А ) \ ) н  =  { Х е Л А ) Х е Л А ) Ь  1 ) н ,  
справедливому по определению меры |х. По линейности 
равенство (27) верно для ступенчатых функций Д и /2. 
Наконец, это равенство сохраняется при поточечных 
ограниченных предельных переходах. Тем самым изоме- 
тричность 11 доказана. Поскольку векторы вида / (Л)£ 
плотны в Н (они образуют линейное пространство, содер­
жащее |  и инвариантное относительно А), а функции / 
плотны в ¿ а(Х, р.), оператор и  продолжается до унитар­
ного оператора из Н на Ьг (Х,  (х). Наконец, обозначая 
х} (х) через <д(лг), по определению имеем

(УЛ/ (А)1 =  и § { А ) 1  =  ё  =  М  № / =  М (*)*//(Л)



Отсюда 11А— М ( х ) и  на векторах вида ! { А) 1 ,  а значит, 
и всюду. Теорема доказана.

Теперь освободимся от условия цикличности.
Т е о р е м а  11. Пусть А — ограниченный самосопряокен- 

ный оператор в гильбертовом пространстве Н. Существует 
семейство подпространств {Яр}ре £ в Н, обладающее свой­
ствами:

1) Яр ± Н $ '  при Р
2) £  Я р = Я ;

рев
3) А Н р с: Н р при всех р е  В;
4) ограничение А на Яр имеет циклический вектор для 

каждого р е й .
Доказательство сразу следует из леммы Цорна, при­

мененной к совокупности всех систем {Яр}, обладающих 
свойствами 1), 3), 4). Отметим также, что если Я  сепа­
рабельно, то множество В не более чем счетно. Из теорем 
10 и 11 вытекает справедливость для любого ограничен­
ного самосопряженного оператора А  теоремы 9 со сле­
дующим уточнением: в качестве множества X можно взять 
объединение нескольких экземпляров отрезка [— 1| А ||, | А ||], 
а в качестве функции а (х) — координатную функцию х.

Мы предоставляем читателю вывести, следуя изложен­
ной выше схеме, более общий результат.

Т е о р е м а  12. Пусть А 1....... Ап — ограниченные попарно
перестановочные самосопряженные операторы в гильберто­
вом пространстве Н. Существует такая реализация Н 
в виде пространства Ь2 (X, и,), что все операторы А ъ . . . ,  А п 
одновременно становятся операторами умножения на веще­
ственные функции а у (х), . . . ,  ап (х) е  Ь-Л (X,  ¡х).

С л е д с т в и е .  Пусть А — ограниченный нормальный 
(в частности, унитарный) оператор в комплексном гиль­
бертовом пространстве Н. Существует такая реализация Н 
в виде пространства ¿ 2 (X, ц), при которой оператор А 
переходит в оператор умножения на комплекснозначную 
функцию а е  ¿да (X, ¡1 ) (в случае унитарного оператора 
|а(л:)| =  1 почти всюду на X).

В самом деле, оператор А имеет вид В +  г'С, где В и С — 
перестановочные самосопряженные ограниченные опера­
торы. Применяя к ним теорему 12, получаем нужное 
утверждение. Если оператор А унитарен, то А А * — 1, 
откуда | а(х)|2= 1  почти всюду.

Разберем теперь случай неограниченного самосопря­
женного оператора А в пространстве Я. Построим вспо-



могательный оператор V =  (А +  П) (А — ¿1) 1. Для этого 
заметим, что в силу теоремы 8 ¡ т (Л  —/1) =  Я. Значит, 
для всякого х е  Н существует такой у  е  З а ,  что 
х  — А у — 1у. Положим V х =  А у-\-1у. Образ оператора 
А -\-И  совпадает с Н в силу той же теоремы, поэтому 
¡ш V — Н. Наконец, равенство || А у  — 1у ||2 =  (Ау — 1у, 
А у — 1у) =  (Ау,  Ау)  +  (у, у) =  \А у - \г  1у !|2 показывает, что
V — изометрия. Таким образом, оператор V унитарен. 
По следствию из теоремы 12 существует такая реализация 
пространства Н  в виде (X , ц), при которой V перехо­
дит в оператор умножения на измеримую функцию и(х),  
обладающую свойством: | V (х) | =  1 почти всюду на X.

Покажем теперь, что значения и(х)  отличны от 1 
почти всюду. В противном случае оператор V имел бы 
собственный вектор х0 с собственным значением 1 (тако­
вой в нашей реализации является любая функция, отлич­
ная от 0 лишь на множестве, где у(х) =  1). Равенство 
Ух0 =  х  о равносильно равенству А у0 — »/„ =  А у0 +  1у0, 
откуда г /0  =  0  и, зн-ачит, х0 =  0. Итак, V (х) отлично от 1 
почти всюду. Значит, существует такая измеримая веще­
ственная функция а(х) ,  что V (х) =  почти всюду;

достаточно положить а(х) =  1  ̂(х) — \ ' Наконец докажем,
что 3 А =  3 ( у - 1 )-« и А =  1 ( У +  1) (V — I ) '1. Отсюда будет 
следовать, что в нашей реализации А является операто­
ром умножения на а(х).

По определению V имеем ( V- \ - \ ) х  =  У х-\-х  =  A y-!r iy-{- 
-\-A y—iy = 2 A y ,  (У— 1 )х  =  ] / х - х  =  А у-\-1у  — А у-\-1у =  Щ .
Отсюда = и т ( У -  1) =  3 А и А у =  ~- (У +  \ ) х =

= 1  (V +  1) (V — 1) у.  Теорема доказана.
Следствием этой теоремы является следующее обобще­

ние результатов п. 2 § 1.
Т е о р е м а  13. Пусть А — самосопряженный (быть 

может, неограниченный) оператор в гильбертовом про­
странстве Н. Существует единственный гомоморфизм 
алгебры В (Я) ограниченных борелевских функций на Я 
в алгебри Епс1 Н в Н, обладающий свойствами:

1) ф (1) =  1 ;

2) Ф ( Щ  =  (Л +  П ) ( Л - П ) - ь

3) если |/„ (¿ ) |< ;  С и /л (0 - * / ( 0  для всех / е  Я, то 
Ф  (¡п) сильно сходится к ср (/).



Кроме того, гомоморфизм <р обладает свойствами:
4) ф ( / ) = ф ( / ) * ;
5) | | ф ( / ) | | ^  SUP 1/(01-

/<= R
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что // реализо­

вано в виде L2 (X, ц) так, что оператор А состоит в умно­
жении на измеримую вещественную функцию а(х).  Тогда 
оператор V =  (А +  Л) (А — /1) 1 состоит в умножении на
v №  =  а [̂ ) \ • Определим искомый гомоморфизм <р формулой
Ф (f) =  М  (/, а), где М (f , а) — оператор умножения на функ­
цию f (а (я)). Свойства 1) — 5) проверяются без труда. Д ока­
жем единственность ф. Из 2) следует, что ф

=<р( ( г а Г ) - к_‘ “ к * ' Отаода <р ( ? т т ) = К е 1 ''
V  J - V *  V __ V *

=  Im V,  где Re У =  —?>— > Im K  =  —^ — • Тем самым
Ф  однозначно определена на рациональных функциях 

//2_ 1 21 \
вида рцг\)>  гДе Р — многочлен от двух перемен­
ных. Используя теорему Вейерштрасса, можно доказать, 
что такими функциями равномерно приближается любая 
непрерывная функция на прямой, для которой существуют 
и равны друг другу конечные пределы/(/)  при t - > ±  оо*). 
Наконец, последовательно применяя к таким f(t )  пото­
чечные ограниченные предельные переходы, можно полу­
чить любую функцию из B(R). Теорема доказана.

2. Спектральная теорема. Многие результаты теории 
меры (см. гл. II) переносятся m utatis mutandis на случай, 
когда вместо обычных мер рассматриваются так называе­
мые проекционные меры.

О п р е д е л е н и е .  Пусть задано множество X,  некото­
рая сг-алгебра В подмножеств X,  содержащая X,  и гиль­
бертово пространство Н.  Отображение X: В End Н назы ­
вается проекционной мерой на (X , В) со значениями 
в E n d //, если выполнены условия:

1) Х(Е) =  Х(Е)* для любого Е ^ В \
2) X (£ \ П Е 2) =  X (Ej) X (Е2) для любых Е ъ Е2 ^ . В ;
3) X (Et U Е2) =  К (£х) +  Х.г (Е2) д л я  любых непересекаю- 

щихся Е1г Е 2 е  В;

*) Достаточно воспользоваться заменой переменной

Р —\ 21
_ * c o sa , д — i  - s m a .



4) если Е п ^ В  и существует П т  Е п — Е  (см. задачу
П-+ОЭ

81), то в-ПтЯ (Е п) существует и равен Х(Е).
п~*со

П р им ер . Пусть (X, В, ¡л) — пространство с обычной 
сг-аддитивной мерой х̂. Положим Н = Е 2(Х, |я), Х (Е ) = 
= М (%е ) — оператор умножения на характеристическую 
функцию множества £  с= В. Свойства 1)—3) здесь оче­
видны, 4) следует из теоремы Лебега об ограниченной 
сходимости.

Обсудим здесь некоторые свойства проекционных мер, 
вытекающие из данного выше определения. Из условия
2) вытекает, что все операторы Х (Е ), Е ^ В ,  попарно 
перестановочны. Далее, условие 1) вместе с равенством 
X (Е )2 = Х (Е ), вытекающим из 2), показывают, что Х (Е ) — 
ортопроектор.

Обозначим через Н Е подпространство Х (Е )Н , на кото­
рое Х(£) проектирует Я. Свойство 2) имеет следующий 
геометрический смысл: Н е ^ е^ Н е , П Н е 2- Из 3) легко выво­
дится более общее утверждение: Я(£'1и£'2)= ^ (^ 1)4 Я(£'2) —
— ^(ЕхОЕ^). Геометрически это означает, что Н е ^ е^  
= Я е 1 +  Я я ! и что Я £1_1_Я£,, если Е г и Е г не пересе­
каются. Наконец, из 3) следует, ч т о Х (0 )  = О, Я (Х ) = 1, 
т. е. Я ф = {0}, Н Х = Н.

Из проекционной меры X можно изготовить целое 
семейство обычных мер и зарядов. А именно, пусть £ и
г)—два вектора из Я . Тогда отображение 5^: В->-С, 
заданное формулой

Х1У) (Е) = (X (Е) I, Г)), (28)
будет комплексным зарядом на В. Если | = г|, то вместо 
%  мы будем писать просто Х̂ . Поскольку операторы X (Е) 
положительны, заряд Х̂  является мерой. Тождество

= Т  ^ + ’1— ~  ‘■Ч+1ц) (29)
показывает, что заряды А|Ч, а следовательно, сама про­
екционная мера X восстанавливаются по набору обычных 
мер {¡Ц}|Е//.

Проекционную меру X можно, как и обычную меру, 
использовать для определения интеграла. Пусть/ — В-изме- 
римая ограниченная числовая функция на X. Интеграль­
ной суммой Лебега для / назовем выражение

5 „ (М )=  <3°)



Легко проверяется, что если п1< п 2, то (/) 5 = S „, (f) 
(т. е. разность' S „ t(f) — S nt(f) — положительный оператор). 
Кроме того, последовательность {S„(/)} ограничена снизу 
оператором inf f (х) ■ 1. Существует (см. задачу 557)

х  <= X

s-lim S n(f), который называется интегралом функции f
Ч —+ OQ

по проекционной мере X и обозначается $ / (х) dX (х).
х

Из свойств обычного интеграла Лебега вытекает, что для 
любого вектора ^ е Я  справедливо равенство

jj / (х) dX (х) Е, s') = $/(х) dX*. (х).
X / х

Отсюда и из тождества (29) вытекает справедливость более 
общего равенства

/$ / (х) dX (х) ?, 11 \ = $ / (х) dX-.4 (х). (31)
\х I X

Наконец, можно определить интеграл A = ^f (x)dX (х)
х

для неограниченной ¿¡-измеримой функции / на X. А именно, 
обозначим через & А совокупность векторов \ <^Н, для 
которых сходится интеграл $ | f(x) ¡2dXt (х). (Из (29) можно
т . т й л т п  п т л  (0Л  .  —  п и и р м и п о  п л п п п л р т п я н г т п л  и  Н  \*-»iJIUVVIII,  ̂ ir.nuv.w.vv ------------- - ~ l i ' J

Для а определим оператор А равенством
(At, 4 )= \ f(x )d X ln(x). (32)

х
Сходимость этого интеграла следует из неравенства

I ^г| (Е ) j2 ^ ^ ъ (Е ) Яг) (Е ) , (33)

которое является частным случаем неравенства Коши — 
Буняковского. А именно, для интегральной суммы интег­
рала (32) из (33) и неравенства Коши — Буняковского 
следует оценка

\Sn(f, Xln) ? ^ S n(\x\\ Хг) S a ( 1Дл). 

откуда  ̂/ (х) dX,4 (х) 2 ^  J | / (х) |21| г) fdX. Таким обра-
X  X

зом,Ц/4||я<1/||^(л, ^).
Отметим, что если функция / вещественна, то по опре­

делению оператора А выражение (Л|, £) вещественно для



Таким образом, оператор Л —симметрический. 
На самом деле этот оператор с областью определения 

л,введенной выше, является самосопряженным. Это 
следует из теоремы 8 и из явной конструкции операторов 
(Л ±; i I ) ' 1: эти операторы можно определить интегралами
(• d\ (X)
J  f ( x ) ± i '
Л'

Теперь мы можем сформулировать основной результат 
этого пункта.

Т е о р е м а  14. Пусть А — самосопряженный (необяза­
тельно ограниченный) оператор в гильбертовом простран­
стве Н. Существует единственная борелевская проекцион­
ная мера X на R со значениями в End Н, обладающая 
свойством:

f ( A ) = ]  f(x)dX(x) (34)
—  СО

для любой ограниченной борелевской функции / на R.
Кроме того, справедливо равенство

СО

Л = $ xdX(x). (35)
—  00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Единственность X сразу выте­
кает из (34), если положить/ = Хл. где Е  — борелевское 
множество на прямой. Доказательство существования 
аналогично, если перейти к той реализации И, в кото­
рой оператор Л является оператором умножения на функ­
цию.

Проекционная мера X называется спектральной мерой 
оператора Л, а равенство (35) — спектральным разложе­
нием этого оператора.

В качестве следствия теоремы 14 мы получаем опре­
деление любых (в том числе неограниченных) борелевских 
функций от любого самосопряженного оператора Л: они 
определяются интегралом (34) с теми предосторожностями, 
которые указаны выше. Можно проверить, что / (Л) — 
всегда замкнутый оператор, нормальный в том смысле, 
что ЛЛ* и А*А имеют общую область определения и сов­
падают на ней. Примером применения этой конструкции 
является описание однопараметрических групп унитарных 
операторов.



О п р е д е л е н и е . Совокупность {К (/)}/е к унитарных 
операторов в гильбертовом пространстве Н называется 
однопараметрической группой, если выполнены условия:

1) V (() V (5) = V (/ +я) для (, я е  Я;
2) отображение I V (() непрерывно в слабой опера­

торной топологии.
Т ео р ем а  С то у н а . Всякая однопараметрическая 

группа унитарных операторов в Н имеет вид
К (0 = е ,/л, (36)

где А — некоторый самосопряженный оператор в Н.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим сначала, что формула 

(36) действительно определяет однопараметрическую 
группу, как сразу видно, если перейти к той реализации
Н, в которой А является оператором умножения на функ­
цию; кроме того, в этой реализации легко проверяется 
равенство

А  У (№  = 1 У Ц )А 1 = 1 А У т  Для Ъ ^ ® А. (37)

Пусть теперь задана однопараметрическая группа 
{1/(/)}/е1*. Определим & А как совокупность тех векто­
ров | е  Н, для которых функция / ь—* V (/)£ дифференци­
руема, и определим для а оператор А равенством
Л| = — г ^ - К (0 1  ■ Покажем, что & а плотно в Н.
Сначала заметим, что соответствие I V (I) сильно непре­
рывно. Пусть теперь {ф„} с: (Я) — б-образная последо­
вательность. Тогда для любого | е  Н  последовательность

СО

 ̂ ф„ (т) V (т)£ ¿т сходится к £. Проверим, что е
—  СО

е  ^ А. В самом деле,
00 со

V Ц)1п= $ ф„(т) у у  +  х)1(1г = 5 фя ( т - 0 ^ ( т ) | ^ т .
—  00 — 00

И 00
Отсюда V (0 \п = — $ (т — О V (т) % йх. (Дифферен-

—  00

цируемость интеграла по параметру I доказывается, как 
в обычном анализе.)

Проверим теперь, что V (/) сохраняет подпространство 
л и что справедливы равенства (37). Для этого доста­

точно заметить, что векторы V (I +  т) | и V (т) V (О I  сов­



падают. Дифференцируя их по т и полагая т = 0, полу­
чаем искомое соотношение.

Симметричность оператора А получается дифференци­
рованием равенства (V (t)l, У (/ )|) =  1 по t при ¿ = 0. 
Наконец проверим, что А существенно самосопряжен. 
Пусть т] е  ker (Л* ±  П). Тогда для любого \ е  ^  а имеем 
((Л г р П )| ,  т)) =  (£, (Л* ±  ¿1) г|) =0. Поэтому функция 
/ (t) = (У  (t) г|) удовлетворяет дифференциальному урав­
нению f ' ( t ) ± f ( t ) =  0. Отсюда f ( t ) —ceTt. Но / ограни­
чена, так как V (t) — унитарный оператор. Значит, с = 0 
и (У(/)£, т])=0 для всех Поскольку & А плотно
в Н, то т] =  0. Итак, к е г (Л * ± П )= 0  и, следова­
тельно, Л существенно самосопряжен. Пусть Л —его 
самосопряженное расширение. Сравним теперь операторы
V (t) и V { t ) —eiíA. Пусть Рассмотрим 
функцию — — t)V  (t)l, г)). Дифференцируя эту 
функцию по t и используя равенства (37), получаем

/' (t) = — (V (—  t ) iA V (t ) l ,  r]) +  ( V ( - t ) i A V j t n , т])= 0 .

Отсюда /(/) =  (i, г)), что дает V (— / )^ (0 i  — £> т. е.
V ( t ) l  = V (0?- Поскольку V (0 и V(t) унитарны, a л 
плотно в Н, мы получаем V (t) = V (t). Теорема доказана.



Ч А С Т Ь  I I

ЗАДАЧИ

Г Л А В А  I

СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 
И ТОПОЛОГИИ

§ 1. Отношения. Аксиома выбора и лемма Цорна

1°. Какие из следующих отношений являются отноше­
ниями эквивалентности?

а) Отношение равенства двух чисел;
б) отношение подобия двух треугольников;
в) отношение порядка на вещественной прямой;
г) отношение линейной зависимости в линейном про­

странстве Ь размерности п >  1;
д) отношение линейной зависимости в множестве Ь* =  

= / ,\ {0 } ,  где ¿  — линейное пространство.
2. Назовем две положительные функции и /2 

на отрезке [0, 1] эквивалентными, если

0 < ^ 7 г У ~ ’ 1™0т а " < о °-

Проверить, что это действительно отношение эквивалент­
ности и что соответствующее фактормножество несчетно.

3. Определим отношение /х>/2 для положительных
функций на отрезке [0, 1] условием Н ш - ^ г  = °°-  Про-

х^о /2(*)
верить, что это — отношение частичного порядка, и дока­
зать, что любое счетное подмножество ограничено.

4°. Пусть X  и К  —частично упорядоченные множества. 
Определим на произведении X  х У  отношение (хх, г/() ^  
^  (хг, у2) условием хл :>х2 и у, у.,. Доказать, что это 
отношение частичного порядка. Будет ли оно отношением 
порядка, если X и У — упорядоченные множества?



5. а) Пусть (Х а) а£= а — семейство частично упорядочен­
ных множеств. Введем на их прямом произведении 
}" }  Х а отношение полагая (ха) ^ ( у а), если ха ^ у а

а е  А
для всех а е  Л. Доказать, что это — отношение частичного 
порядка; | [ Х а с этим отношением называется произведе-

а е  А
нием частично упорядоченных множеств.

б) В  условиях а) пусть в каждом Х а отмечена точка 
1„ е Х а. Назовем произведением пар (Х а; ха) подмно­
жество |  [  (Х а; ха) а  I I  Х а, состоящее из таких наборов

а е л  а е Л
(Уа)> что Уа может быть ОТЛИЧНО от ха лишь для конечного
числа индексов а. Ввести на Ц  (Х а',ха) структуру частич-

а е Л
но упорядоченного множества с отмеченной точкой.

6. Доказать, что множество натуральных чисел, 
частично упорядоченное отношением делимости с отмечен­
ной точкой 1 (см. задачу 5), изоморфно произведению 
счетного числа экземпляров натурального ряда с обыч­
ными порядком и отмеченной точкой 0.

7°. Обозначим через Р (Х ) множество всех подмножеств 
в X  с отношением частичного порядка по включению. 
Доказать, что если X  = ]^[ Х а (дизъюнктное объединение),

а е  Л
то Р (Х ) изоморфно произведению Р (Х а) как частично

а е  А
упорядоченное множество.

8. Пусть X  — частично упорядоченное множество. Пред­
положим, что частичный порядок на X  обладает следую­
щим свойством: множество М  (х) = {у е  X : у <х\ конечно 
для всех 1 ё Х .  Для любой функции ¡(х ) на X  положим

/=■(*) = Е Ш -

Доказать, что функция ¡(х) восстанавливается по Р  (х) 
с помощью формулы вида

/(*)= 5] И*. у)Р (у)-

Функция ц определена однозначно и называется функ­
цией Мёбиуса для частично упорядоченного множества X.

9. Пусть задано семейство (Х „; ха) частично упорядо­
ченных множеств с отмеченными точками. Предположим,



что каждое Х а удовлетворяет условию задачи 8, т. е. 
определена его функция Мёбиуса (ла; пусть для всех а, 
кроме, быть может, конечного числа, точка ха — минималь­
ный элемент Х а. Доказать, что для частично упорядочен­
ного множества п (.Х а; ха) определена функция Мёбиуса ц

и что она задается формулой

И ((í/oc)> (^а)) = На (Уа> 2<х)ш
аеА

10. Найти функции Мёбиуса для следующих частично 
упорядоченных множеств:

а) натурального ряда с обычным отношением порядка;
б) натурального ряда с отношением делимости;
в) совокупности конечных подмножеств данного мно­

жества X  с отношением включения;
г)** совокупности подпространств линейного «-мерного 

пространства над конечным полем с отношением включения.
11*. Выразить через функцию Мёбиуса задачи 10 сле­

дующие величины:
а) функцию Эйлера (р (/г), равную количеству натураль­

ных чисел, меньших п и взаимно простых с п\
б)** величину P(n,q) — количество неразложимых мно­

гочленов степени п с коэффициентами из конечного поля 
Fg и со старшим коэффициентом 1;

в) предел C (N )/N2, N  ~*-оэ, где С (N) — число несокра­
тимых дробей вида plq, ls^ p ^ N ,  l ^ q ^ N .

12. Пусть Ф „ (t) = (tn/d — где |x — функция Мёби-
din

уса задачи 10 б). Доказать, что
а) Ф „ (t) — многочлен степени tp(п) с целыми коэффици­

ентами (см. задачу 11а);
б) П ФЛ0 = *л-1;

d\n
в)* многочлены Ф „  (t) неразложимы и взаимно просты 

над полем Q рациональных чисел.
13. Пусть А — вполне упорядоченное множество и для 

каждого а е  А задано непустое упорядоченное множество 
Х а. Определим в множестве X  = ]Д  Х а лексикографический

аеА
порядок, полагая х > у ,  если хаа> у ао, где а0 — наимень­
ший элемент А, для которогоха Ф у а. Доказать, что это —
— действительно отношение порядка.



14. Пусть пространство упорядочено так, что
а) х1> у 1 и хг>у.1=$х1-\-хъ> у 1-\-у2\
б) х^>у и >.>0 влечет %х~>Ху для X ев Я;
в) х > у и у > х  влечет х = у.
Доказать, что Я" изоморфно (как упорядоченное прос­

транство) произведению п прямых (с обычным порядком), 
на котором введен лексикографический порядок (см. за­
дачу 13).

15*. Назовем два вполне упорядоченных счетных мно­
жества эквивалентными, если между ними можно устано­
вить монотонное взаимно однозначное соответствие. Пусть 
<Ж — множество соответствующих классов эквивалентно­
сти. Определим на отношение порядка, полагая 
¡д, >  V, если в классах ц и V есть такие представи­
тели М  и N, что М эквивалентно начальному 
отрезку в N (т. е. множеству вида N (п0) = {п<= N : 
п < п 0\ )•

Доказать, что
а) в о# имеется наименьший элемент ц0;
б) любые два элемента <М сравнимы;
в) множество <Л вполне упорядочено;
г) множество <М несчетно;
д)** любое несчетное множество содержит часть, рав­

номощную .
16*. Пусть в£ — вполне упорядоченное множество, 

описанное в задаче 15. Положим 'Л = о# х [0, 1) и опре­
делим на 'Л лексикографический порядок: если а — (\х, х), 
Ь — (ч, у), то а > Ь  означает либо и либо

и х > у .
Доказать, что любой начальный отрезок (см. задачу 15) 

множества 'Л эквивалентен (как упорядоченное множество) 
полуинтервалу [0, 1), в то время как само множество 'Л 
не эквивалентно этому полуинтервалу.

17*. Пусть а0 = ([10, 0) — минимальная точка множества 'Л 
задачи 16. Определим топологию на 'Л0 = 21 \  {а0}, принимая 
в качестве базиса открытых множеств «интервалы» (а, Ь) — 
= | с е  '*10: а <  с <  Ь]. Доказать, что

а) у каждой точки а е  Л0 есть окрестность, гомеоморфная 
обычному интервалу;

б) топологическое пространство Л0 связно и не гомео- 
морфно обычному интервалу.

Пространство 'Л0 называется прямой Александрова и 
служит примером одномерного многообразия, не обладаю­
щего счетной базой открытых множеств.



18°4 Доказать, что в множестве кругов, содержащихся 
в данном квадрате на плоскости, есть максимальный 
элемент, но нет наибольшего по включению.

19. Используя лемму Цорна, доказать, что в каждом 
линейном пространстве есть базис.

20. Используя теорему Цермело, доказать, что для 
любых двух множеств А и В существует либо взаимно одно­
значное отображение А на часть В, либо взаимно однознач­
ное отображение В  на часть А.

21*. Вывести теорему Цермело из леммы Цорна.
22*. Доказать лемму Цорна, пользуясь теоремой Цер­

мело.
23*. Доказать, что иоле комплексных чисел изоморфно 

алгебраическому замыканию поля рациональных функций 
с рациональными коэффициентами от континуального 
семейства алгебраически независимых переменных.

§ 2. Пополнения

24. Доказать, что справедливость теоремы о стягиваю­
щихся шарах является характеристическим свойством 
полных метрических пространств.

25°. Доказать, что всякая равномерно непрерывная 
функция на метрическом пространстве X  однозначно про­
должается до непрерывной функции на пополнении и это 
продолжение равномерно непрерывно.

26. Доказать неполноту и построить пополнения сле­
дующих метрических пространств:

а) прямой R с расстоянием d(x , î/) = | arctg x — arctg г/1;
б) прямой R с расстоянием d (x, y) = \ex — ey\.
27°. В  множестве отрезков на прямой определим рас­

стояние формулой d ( [ a ,  b], [с, d\) = \a-c\ +  \b — d\. 
Доказать неполноту и найти пополнение этого метриче­
ского пространства.

28. В  множестве {А} отрезков на прямой определим 
расстояние как длину симметрической разности:

d (А,, А,) = |А1| +  |А2|- 2 |А 1 П А2|.

Доказать неполноту и найти пополнение этого метри­
ческого пространства.

29°. Доказать полноту пространства В (X ) всех огра­
ниченных функций на множестве X  с расстоянием

d (/, g) = sup | f(x )- g  (*)|, x e= X.



30°. Пусть X  — ограниченное метрическое простран­
ство. Доказать, что соответствие х>—*d (x , •) является 
изометрическим отображением X  в В  (X ) (см. задачу 29).

31°. Пусть X  — подмножество в полном метрическом 
пространстве Y. Доказать, что:

а) X  полно тогда и только тогда, когда оно замкнуто.
б) Пополнение X  равно его замыканию в Y.
в) Вывести из задач 29, 30 и а), б) теорему о попол­

нении для ограниченных пространств.
32. Пусть X  — полное метрическое пространство, — 

открытые всюду плотные подмножества в X. Доказать,СО
ЧТО Р) Y t всюду плотно в X.

( = 1
33. Доказать неполноту пространства многочленов от­

носительно расстояний:
а) d (P , Q )=  max IP (x) — Q (*)|;

*e[0, I]
б) d (P, Q) = $1 P  (x) -Q(x)\ dx\

о
в) d (P , Q) = 2 k ; ! ,  если P(x ) — Q (x) = ctxl.

i
34. Пусть метрическое пространство X  таково, что для 

любого е > 0  в нем существует конечная е-сеть. Дока­
зать, что пополнение пространства X  является компактом.

35. В множестве С (X, Y) непрерывных отображений 
метрического пространства X  в ограниченное полное мет­
рическое пространство Y  определим расстояние формулой

d ifi, h ) = sup dY (Д (x), f2 (a-)). 
xe. x

Доказать полноту метрического пространства С (Х , У).
36. Пусть X  — ограниченное полное метрическое про­

странство с метрикой dx, a G — совокупность всех взаимно 
однозначных и взаимно непрерывных отображений X  на 
себя. Определим в множестве G расстояние по формуле

d ( L  /2) = sup [dx if! (x), /2(*)) +  <*х (/,'(*), /i* (*))].

Доказать полноту метрического пространства G.
37°. Пусть р — простое число. Определим р-адичсскую 

норму на множестве рациональных чисел равенством

И Р = р * , если "*,



где т  и п — целые числа, взаимно простые с р. Доказать 
соотношения:

а) I ^  I г\ 1И1 гч !/>>
б) к 1 + /'2||р< тах {||г1||р, |г8у ;
в) если || г1 |р <  | г2 ||р, то || г1 +  г2 ||р = \\г2 ||р.
38*. Доказать, что множество О рациональных чисел 

с расстоянием (1р{гъ г2) = ||тх — г2||р (см. задачу 37) является 
метрическим пространством. Пусть Ор — его пополнение. 
Доказать, что все арифметические операции в О продол­
жаются по непрерывности на Ор. Получаемое таким обра­
зом поле называется полем р-адичвских чисел (по поводу 
неполноты О см. задачу 39).

39*. Доказать, что каждый элемент из поля Ор (см. 
задачу 38) однозначно записывается в виде р-ичной дроби 
вида

... Я- 1 ^ - 2  • • •  ^  1г>

где Ой£а; ;=;:р— 1; после запятой — конечное число зна­
ков, а перед запятой— бесконечное. Другими словами,
каждый элемент х е  <}р является суммой сходящегося ряда

+ 0 0

У] а{р'. Доказать, что О-рФ О-

40. Доказать, что в поле 0 5 (см. задачу 38) справед­
ливы равенства

2 + 3= ...00010; 2 - 3  = ... 444;
2-3= ...00011; 2 :3  = ... 3131314.

41. Доказать, что в поле 0 5 5-адических чисел извле­
кается квадратный корень из числа — 1 (= ...44 ), и найти 
его последние три знака. Сколько таких корней суще­
ствует?

42*. Обозначим через Zp замыкание кольца целых 
чисел Ъ в Ор (множество целых р-адических чисел). Д ока­
зать, что Ър — компактное множество. Построить взаимно 
однозначное и взаимно непрерывное отображение Ър на 
канторово совершенное множество.

43*. Доказать, что для любого х ^ 1 р (см. задачу 42) 
существует предел \\тхрП. Обозначим этот предел sgnpл:.

п - +  СО

Доказать, что полученная таким образом функция (р-ади- 
ческий сигнум) принимает ровно р различных значений: 
0 и (р— 1) корней степени р — 1 из 1. Доказать тождество

sgnp(*í/) = sgnpx■sgn;,г/.



44*. Найти область сходимости в поле Q/; рядов

у  «' „ V - t - « - » * 1.k\ шш k 4
* = 0

45*. Доказать, что в Qp не существует отношения 
порядка, обладающего свойствами:

а) если * > 0  и у > 0 , то х-\-у> 0;
б) если х >  0 и у >  0, то х у>  0;
в) если i , > 0  и существует \\тхп — х, то х ^ О .

/ I —‘■СО

46. Определим расстояние на множестве N натураль­
ных чисел, полагая d(m, n) = l/k, если у чисел т и п  
совпадают последние k знаков в десятичной записи.

а) Доказать, что полученное метрическое пространство 
неполно и его пополнение изоморфно (как кольцо) пря­
мому произведению колец Z3 и Z5.

б) Доказать, что для любого натурального k суще­
ствует ровно четыре &-значных окончания:

... ООО ООО 

... 000 001 

... 890 625 

... 109 376,

воспроизводящиеся при умножении. (Это значит, что если 
числа jVj и N2 оканчиваются указанными k цифрами, то 
произведение оканчивается теми же k цифрами.)

§ 3. Категории и функторы

47°. Доказать, что категория непустых подмножеств 
данного множества X  (морфизмы — вложения) не обладает 
универсальным отталкивающим объектом, а дуальная кате­
гория обладает таким объектом.

48°. Построить контравариантный функтор из катего­
рии всех подмножеств данного множества (морфизмы — 
вложения) в себя.

49°. Существует ли универсальный отталкивающий 
объект в категории групп, в категории линейных про­
странств над данным полем, в категориях, дуальных 
к категориям групп и линейных пространств?

50°. Пусть (^ — категория абелевых групп с отмечен­
ной образующей (морфизмы — гомоморфизмы групп, пере­



водящие отмеченную образующую в отмеченную). Указать 
универсальные объекты в С, и в С,.

51. Пусть С2 — категория групп с двумя отмеченными 
образующими (морфизмы — гомоморфизмы групп, перево­
дящие отмеченные образующие в отмеченные). Доказать, 
что в в 2 есть универсальный объект. Этот объект назы­
вается свободной группой с двумя образующими.

52. Обозначим через Ай2 полную подкатегорию в 02 
(см. задачу 51), объектами которой являются абелевы 
группы с двумя отмеченными образующими. Доказать 
существование универсального объекта в Л02. Этот 
объект называется свободной абелевой группой с двумя об­
разующими.

53*. Обозначим через Ап (К) категорию ассоциативных 
алгебр над полем К  с п отмеченными образующими. Дока­
зать существование универсального объекта в Ап(К). 
Этот универсальный объект есть так называемая тензор­
ная алгебра над «-мерным линейным пространством над 
полем К.

54*. Доказать существование универсального объекта 
для полной подкатегории СА„ (К) в Ап (К ), состоящей из 
коммутативных алгебр.

55*. Доказать существование универсального объекта 
для категории 1Ап (К ) алгебр Ли над полем К  с п отме­
ченными образующими. Соответствующий объект назы­
вается свободной алгеброй Ли с п образующими.

56*. Пусть © — алгебра Ли над полем К  характери­
стики нуль. Рассмотрим категорию К  (©), объектами кото- 
той являются линейные отображения (р пространства © 
в ассоциативные алгебры (свою для каждого объекта), 
обладающие свойством:

Ф ([*. У\) = Ф М Ф (у) -ч>(у)ч> (х).
Морфизмом объекта <р: ©-> А в объект 1];: @->-В назы­

вается такой гомоморфизм х'- А-*-В, для которого ком­
мутативна диаграмма

Доказать, что К  (©) обладает универсальным объектом 

Ф0: (© ).



Алгебра и  (©) называется ассоциативной оболочкой или 
обертывающей алгеброй для 0.

57*. Доказать, что ассоциативная оболочка (см. за­
дачу 56) свободной алгебры Ли с п образующими изо­
морфна тензорной алгебре над п-мерным пространством.

58*. Пусть {Х а}, а е  А, —семейство объектов катего­
рии К-

Рассмотрим категорию К, объектами которой являются 
наборы морфизмов фа е М о г (Х а, V), а  е  А (К  —некото­
рый объект из К , свой для каждого объекта из К). Мор­
физмами в К  являются наборы коммутативных диаграмм 
вида

Если категория К  имеет универсальный отталкиваю­
щий объект, то соответствующий объект из К  называется 
суммой объектов и обозначается п Х а. Морфизмы ¿а:

а е  А
Хц->- Х гх называются каноническими вложениями сла-

« 6  А
гаемых в сумму.

Доказать, что в категории множеств и в категории 
линейных пространств над данным полем определены 
суммы любого семейства объектов.

59. Определение произведения семейства объектов {Х а}, 
а е Л ,  категории К  получается из определения суммы 
(см. задачу 58) с помощью обращения стрелок. А именно, 
произведением ] [ Х а называют сумму объектов Х а

а е  А
в дуальной категории Морфизмы ра: {  | Х а -+Ха назы-

а е  А
вают каноническими проекциями произведения на сомно­
жители.

Доказать, что в категориях множеств и линейных 
пространств над данным полем определено произведение 
любого семейства объектов.

60. Доказать, что в категории линейных пространств
П п

над данным полем сумма 1~[ и произведение ["]
к = I 4=1

конечного числа объектов изоморфны.



61. Пусть и ¿ 2 —два линейных пространства над 
полем К ■ Рассмотрим категорию, объектами которой 
являются билинейные отображения <р: гДе ^ —'
некоторое линейное пространство (свое для каждого 
объекта ср). Морфизмом из объекта <р: в объект
■ф: ЬххЬ.2->- М назовем такое линейное отображение %: 

для которого диаграмма

|х

коммутативна.
Доказать, что построенная таким образом категория 

обладает универсальным отталкивающим объектом я: 
®  ¿ 2- Линейное пространство ®  ¿ 2 назы-
к

вается тензорным произведением пространств и ¿ 2 над 
полем К-

62*. Пусть и С2 — конечные абелевы группы. Рас­
смотрим категорию всех отображений:

ф: (? ! X  б 2 О

где 0 — некоторая конечная абелева группа, своя для 
каждого объекта), которые являются гомоморфизмами по 
каждому переменному. Морфизмами служат коммутатив­
ные диаграммы вида

х | ЗС

где % — гомоморфизм. Доказать, что в построенной кате­
гории существует универсальный объект

^1X С2 —>- Тог б2)

(так называемое произведение кручения двух групп). Вы ­
числить Тог (Цт , Цп), где Цт — циклическая группа 
порядка т .

63*. Пусть заданы направленное множество А и неко­
торая категория К ■ Предположим, что для каждого а е Л  
указаны объект Х а е  ОЬ К, а для каждой пары а С  р —
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морфизм фар е  Мог (Х а, Хр), причем для любой тройки 
а <; р <  у диаграмма

коммутативна.
Рассмотрим категорию К А, объектами которой являются 

семейства морфизмов {сра: Х а-+Х}аеА , согласованные 
С Фар, где X  — некоторый объект из К  (свой для каждого 
семейства), а морфизмом из {фа: Х а -+Х\а(=А в {г|за : Х а-> 
-+У}аеА назовем такой морфизм х е  Мог (X , У), что для 
любого а е Л  диаграмма

коммутативна. Универсальный объект категории /(¿(если 
он существует) называется индуктивным пределом семей­
ства {Х а} а<=А. Двойственное понятие проективного пре­
дела определяется как универсальный объект в (К А)°.

Доказать, что
а) аддитивная группа поля рациональных чисел явля­

ется индуктивным пределом счетного семейства групп 
целых чисел;

б) **кольцо 2Р целых /?-адических чисел (см. задачу 42) 
является проективным пределом колец вычетов по моду­
лю рп.

64°. Каждое комплексное линейное пространство можно 
рассматривать как вещественное, а каждое комплексно­
линейное отображение — как вещественно-линейное. Дока­
зать, что описанное соответствие является ковариантным 
функтором из категории Ь (С) линейных пространств 
над С в категорию Ь (Я) линейных пространств над Я.

65. Доказать, что отображение дС (тензорное 
произведение над Я в смысле задачи 61) порождает ко- 
вариантиый функтор из ¿ (И ) в Ь ( С).

66. Доказать, что категории ¿ (Я )  и ¿ (С ) (см. зада­
чу 64) не эквивалентны.

67. Доказать, что категория всех конечномерных ли­
нейных пространств над полем К  эквивалентна некоторой 
своей подкатегории со счетным числом объектов.



68. Доказать, что категория конечных групп эквива­
лентна некоторой своей подкатегории со счетным числом 
объектов.

69°. Пусть заданы группа О и поле К ■ Рассмотрим 
совокупность /([б ] формальных линейных комбинаций 
элементов й с коэффициентами из К ■ Относительно ес­
тественных операций сложения, умножения на элементы 
К  и произведения К  [в ] является алгеброй над К.

Доказать, что
а) соответствие б —»- К  [С] является ковариантным фун­

ктором из категории групп в категорию /(-алгебр;
б) К  [б] является универсальным объектом в категории 

мультипликативных отображений группы б в /(-алгебры.

Г Л А В А  II

ТЕОРИЯ М ЕРЫ  И ИНТЕГРАЛА

§ 1. Теория меры
1. Алгебра множеств.
70°. Доказать, что операция симметрической разности 

удовлетворяет следующему условию:
Л Д  В с  (Л Д  С) и ( В А С )

(аналог неравенства треугольника для «расстояния» 
й (А , В ) = Л Д В ,  принимающего значения в множествах).

71. Доказать, что
а) (А, и Аг) Д  (В , и В г) а  (А , Д  В ,) и (Л2 Д  В а);
б) (А, П А2) Д  (В х П В.г) с ^ Д Й ^ П  (Л2Д В 2);
в) ( Л ^ Л ^  Д  ( В ! \ В 2) с  (А , Д  В ,) \  (Л2 Д  В 2).

(Эти включения означают непрерывность операций объеди­
нения, пересечения и дополнения относительно «расстоя­
ния» в смысле задачи 70.)

72°. Показать, что система множеств, замкнутая 
относительно операций объединения и пересечения, вообще 
говоря, не является кольцом.

73. Доказать, что система множеств, замкнутая отно­
сительно операций объединения и разности, является 
кольцом.

74°. Доказать, что множество всех отрезков (открытых, 
замкнутых и полуоткрытых) на прямой является полу­
кольцом, но не кольцом.



75°. Обозначим через X — \а, Ь, с} множество, состоящее 
из трех элементов, и через ^  (X) — множество всех под­
множеств множества X.

а) Привести пример полукольца, состоящего из эле­
ментов &  (X), не являющегося кольцом.

б) Описать полукольца, которые можно построить 
из элементов № (Х).

в) Описать кольца, которые можно построить из эле­
ментов аР(Х).

г) Описать алгебры, которые можно построить из эле­
ментов аР (X).

76°. Показать, что для любой непустой системы мно­
жеств S  существует одно и только одно минимальное 
кольцо R  (S), т. е. такое кольцо множеств R (S), что S  с: 
cz R (S) и R (S )  czR  для любого кольца R, содержа­
щего S.

77°. Доказать, что для полукольца S  минимальное
П

кольцо совпадает с системой множеств вида А = Y\ Ak,

A k <=S. k = i
78°. Доказать, что любая ст-алгебра является 6-алгеб­

рой и, наоборот, любая б-алгебра является ст-ал­
геброй.

79. Доказать, что прямое произведение полуколец 
является полукольцом.

80. Показать, что прямое произведение колец может 
не быть кольцом.

81°. Верхним пределом последовательности множеств Е п
называется множество lim £ „ = р| / [ J  E k\, т. е. совокуп-

п п \k~̂  п /
ность точек, принадлежащих бесконечному числу из мно­
жеств Е п. Нижним пределом последовательности множеств
Е „  называется множество \ \ тЕп = um Е к\. Доказать,

п п \ k ^ n  )

что для любой последовательности множеств Е п lim Е
___ П

s l im £ „ .  Если верхний и нижний пределы равны, то их
П

общее значение называется пределом последовательности 
множеств Е п.

82°. Привести пример последовательности множеств £„, 
для которой lim Е п Ф  lim Е п.



83. Пусть X  — множество и \Еп} — последовательность 
множеств таких, что Е па  X  для любого п. Доказать 
формулу

X \ l im  Е п = lim (Х \ Е п).
« ~

84. Пусть {£ „} — последовательность множеств и {%п} — 
последовательность их характеристических функций. Дока­
зать, что характеристической функцией множества lim f,,П
является функция limxn, а характеристической функцией

П
множества И ш £ „— функция П т  %п.

П П

85. Доказать, что предел последовательности множеств 
Е п существует тогда и только тогда, когда существует 
предел характеристических функций множеств Е п.

86°. Пусть Л — некоторая система множеств и Л —сово­
купность характеристических функций множеств, при­
надлежащих А. Доказать, что А является кольцом мно­
жеств тогда и только тогда, когда А есть алгебраическое 
кольцо (относительно сложения и умножения по модулю 2).

87*. Борелевскими множествами на прямой называются 
множества, получающиеся из интервалов применением 
счетного числа операций объединения, пересечения и раз­
ности. Доказать, что совокупность борелевских множеств 
имеет мощность континуума.

88*. Пусть дано 10 множеств. Сколько новых мно­
жеств удается построить из этих 10 множеств с помощью 
(многократного) применения операций пересечения, объ­
единения, разности и симметрической разности?

89°. Пусть /: А -> В —отображение множеств, — 
система подмножеств множества А, <£М — система подмно­
жеств множества В. Положим

/ (е^) = {/ (X) Cl X  £5 е?&\,
f-1 {SB) = {/-1 (Y) <= a*?: Y  6= Щ .

Доказать, что если <£В — кольцо, то (а®) — также кольцо.
90. В обозначениях задачи 89 показать, что f (orf), 

вообще говоря, не обязано являться кольцом, если — 
кольцо.

91. В обозначениях задачи 89 доказать, что если <£В — 
а-алгебра, то /_1 (<£8) — также 0-алгебра.



92. В обозначениях задач 76 и 89 доказать, что

(<&)).
2. Продолжение меры.
93. Внутренней мерой множества Л с  [0, 1] называется 

число fi* (Л) =  1 — ц* ([О, 1 ]\ Л ) ,  где fi* — внешняя мера 
множества Л. Доказать, что

ft* ( A ) Ss  fi* (Л).

94. В обозначениях задачи 93 доказать, что множество 
Л cz [О, 1J измеримо по Лебегу тогда и только тогда, ко­
гда

М,* (Л) =  ц* (Л).

95. Доказать, что мощность множества измеримых по 
Лебегу подмножеств отрезка [0, 1] больше мощности кон­
тинуума.

96. Обозначим через ¡л меру Лебега на отрезке [0, 1] 
и введем на пространстве измеримых по Лебегу подмно­
жеств отрезка [0, 1] отношение эквивалентности, положив 
А ^ В ,  если ц(/1 Д В )  = 0. Доказать, что множество 
классов эквивалентности имеет мощность континуума.

97. Пусть fi — мера на S. Доказать, что следующие 
условия эквивалентны, если 5 — кольцо, и могут быть не 
эквивалентны, если 5 — полукольцо:

/ 00 \ 00
а) счетная аддитивность ¡.i ГМ* = 5 > (Л * );

\ « = i  I * = i

б) полу непрерывность сверху: если А г zd Л 2 з  Л3 гэ ... и 
00

А = f ]  Ак, то ц (Л) = limfi (Ак)\
*=i

в) полунепрерывность снизу: если А г а  А г с  A3cz ... и
ОО

Л =  (J  Л*, то ¡я (Л) =  lim jLt (Л^); 
k= i

г) непрерывность: fi( lim Ак) = lim jn. (Лft).
П-* 00 п~*оо

98. Пусть ц — счетно-аддитивная мера на полукольце 
S  а  Р (Х ), f i* — соответствующая внешняя мера на Р  (X). 
Доказать, что отношение }1 * (Л Д В )= 0  является отноше­
нием эквивалентности и что функция d(Ä, В ) = fi* (Л Д  В) 
задает расстояние на соответствующем фактормножестве 
<̂ . (Здесь Л и В  — классы эквивалентности, содержащие 
множества Л и В.)



99*. Доказать, что метрическое пространство <JC из 
задачи 98 полно.

100. Обозначим через R и L  подпространства в (см. 
задачу 98), состоящие из классов элементарных (т. е при­
надлежащих R (S)) и измеримых множеств соответственно. 
Докажите, что L совпадает с замыканием R.

101*. Пусть 5 —подкольцо интервалов вида [а,Ь) на 
отрезке [0, 1], «^ — пространство, построенное в задаче 98. 
Доказать, что <М связно и некомпактно.

102*. Пусть S x — полукольцо полуинтервалов вида [а , b) 
на единичном отрезке, a S 2 — полукольцо прямоугольни­
ков вида [a, b)x[c, d) на единичном квадрате.

а) Доказать, что соответствующие пространства и L 2 
(см. задачу 100) изометричны.

б) Изометричны ли пространства и S 2?
в) Изометричны ли R x и R 2?
103°. Пусть {£ „ }— последовательность измеримых по 

Лебегу множеств на прямой. Являются ли измеримыми 
множествами верхний и нижний пределы последователь­
ности {£«}? (См. задачу 81.)

104. Пусть А„ — последовательность измеримых мно­
жеств и 2 ^ (Л „ )< о о .  Доказать, что ц, (lim Ап) = 0.

105°. Доказать, что борелевские множества измеримы 
по Лебегу (см. задачу 87).

106. Доказать, что всякое измеримое по Лебегу множе­
ство на прямой есть объединение борелевского множества 
и множества меры нуль.

107. Пусть X  — единичный квадрат на плоскости и S  — 
полукольцо прямоугольников, принадлежащих X, вида

Таь != {а < х < Ь ,  0 «S í/< 1 }.

Положим т ( Т аЬ) — Ь — а. Описать явный вид лебеговского 
продолжения меры |д,.

108. В условиях и обозначениях задачи 107 доказать, 
что множество Т — {0 s í 1, у =  1/2} неизмеримо, и найти 
его внешнюю меру.

109*. Найти меру Лебега подмножества отрезка [0, 1], 
состоящего из чисел, у которых в десятичной записи ци­
фра 2 встречается раньше, чем цифра 3.

110. Найти меру Лебега подмножества единичного 
квадрата на плоскости, состоящего из точек (х, у) таких, 
что j sin л: | <с 1 /2, a cos (х+ у) иррационально.



111. Найти меру Лебега подмножества единичного квад­
рата на плоскости, состоящего из точек, декартовы и по­
лярные координаты которых иррациональны.

112*. Рассмотрим в единичном квадрате на плоскости 
систему (не являющуюся полукольцом) вертикальных и го­
ризонтальных прямоугольников, у которых длина или 
ширина равна единице, и припишем каждому прямоуголь­
нику меру, равную его площади. Указать хотя бы два 
различных продолжения меры на алгебру, порожденную 
этой системой прямоугольников.

113*. Пусть мера ц, задана на полукольце X  с единицей 
и р,*— отвечающая ей внешняя мера. Множество А с  X  
называется измеримым по Каратеодори, если для любого 
подмножества Z cz X  имеет место равенство

ц* (Z )= lx* ( Z M )  +  (A* ( Z \ A ) .
Доказать, что множество А измеримо по Лебегу тогда 
и только тогда, когда оно измеримо по Каратеодори.

114*. Пусть т  — исходная ст-аддитивная мера, опреде­
ленная на полукольце. Множество А называется множе­
ством о-однозначности для меры т ,  если

1) существует ст-аддитивное продолжение X меры т , 
определенное на А;

2) для всяких двух таких ст-аддитивных продолжений
и А2 справедливо равенство

К  (Л )= М Л ).
а) Доказать, что каждое множество А, измеримое по 

Лебегу, является множеством ст-однозначности для исход­
ной меры т .

б) Доказать, что система множеств, измеримых по Ле­
бегу, исчерпывает всю систему множеств ст-однозначности 
для исходной меры т .

115*. Пусть каждое из множеств Х я, п = 1, 2, 3, 
состоит из цифр 0, 1, 2, ..., 9. Определим меру цп на Х п,
полагая |л„ (Y) = -¡^card Y. Пусть р,— мера на X  = По­
являющаяся произведением мер Рассмотрим отображе­
ние X  в отрезок [0, 1]: {x„}i—>-0, хг х2 х3 ... (бесконечная 
десятичная дробь). Доказать, что при этом отображении 
мера )х переходит в обычную меру Лебега на [0, 1].

3. Конструкции мер.
116*. Построить пример неизмеримого по Лебегу мно­

жества на прямой.



117*. Построить пример неизмеримого по Лебегу мно­
жества на плоскости.

118*. Построить пример измеримого по Лебегу мно­
жества на плоскости, проекции которого на координат­
ные оси неизмеримы.

119**. Пусть (д. — мера Лебега, X  — измеримое подмно­
жество отрезка [0, 1]. Точка х е  X  называется точкой 
плотности множества X , если

l i m  М * П ( * - е ,  *+ е )>  ^  j _ 

е-0 28

Доказать, что почти все точки множества X  есть точки 
плотности.

120. Описать все подмножества Е  отрезка [0, 1] такие, 
что их характеристические функции %Е (х) интегрируемы 
по Риману.

121°. Пусть X  — пространство с ст-аддитивной мерой. 
Доказать, что подмножества нулевой меры в X  образуют 
а-кольцо.

122°. Доказать, что счетные множества на прямой 
имеют лебеговскую меру нуль. Привести пример несчет­
ного множества на прямой, имеющего лебеговскую меру 
нуль.

123°. Доказать, что множество всех зарядов на ст-ал­
гебре 'Л является линейным пространством, полным отно­
сительно расстояния d (v lt v2) = sup | Vj (A) — v 2 (Л) |.

124. Для любого подмножества М  пространства R" 
обозначим через М  — М  множество

М — М = {х — у: н е М ,  г/е М }.

Доказать, что если М  измеримо и имеет положитель­
ную лебеговскую меру, то множество М  — М  содержит 
окрестность нуля в R".

125°. Пусть X  = {xlt х2, ... ,  хп, —счетное мно­
жество и каждому его элементу xt поставлено в соответ-

СО

ствие число р/5=0 так, что ^ р п = 1. Положим для лю-
п =  1

бого подмножества A cz X  т ( А ) — рп, где N a =
nesNA

= {г: xt е  А).



Доказать, что т  есть ст-аддитивная мера на алгебре 
всех подмножеств множества X.

126*. Привести пример конечно-аддитивной, но не 
ст-аддитивной меры.

127**. Доказать счетную аддитивность меры Ви­
нера.

128*. Вычислить меру Винера множества функций 
/ е С [и ,  Ь], обладающих свойствами: / (а )< 0, /(¿>)>0.

129. Определим меру [г на [0, 1] формулой }х([а, Р)) =
= 1°§21 ± | ,

Доказать, что эта мера сохраняется при преобразова­
нии х >— где {•} означает дробную часть числа.

130. Каждое действительное число х е [0 ,  1] можно 
разложить в непрерывную дробь х=  ---- —:--- (рацио-

нальным числам соответствуют конечные дроби, иррацио­
нальным — бесконечные).

а) Доказать, что преобразование задачи 129 в терми­
нах последовательностей \пк] имеет вид {пк} i—* {л*+1}.

б) Вычислить меру в пространстве последовательнос­
тей, соответствующую мере ¡л, задачи 129.

131°. Докажите, что условие абсолютной сходимости 
ряда ^ у ( А п) в определении заряда можно заменить ус­
ловием простой сходимости (см. стр. 26).

132. Вычислить вариацию комплексного заряда v = 
= |д,1 +  г[х2 на множестве А, если

а) известно, что меры ^  и ц2 дизъюнктны на А;
б) jlij = |i2 на А.
133. Пусть v — комплексный заряд на сг-алгебре 91 с: 

а  Р  (X).
Доказать, что вещественная и мнимая части v яв­

ляются зарядами на 'Л.
134*. Пусть V —заряд на ст-алгебре 'Л с: Р  (X). Дока­

зать, что s u p v ^ )<  +  oo, inf v(/4)>  —оо.
Ле91 Ле?(

135*. Доказать, что верхняя и нижняя грани, о ко­
торых идет речь в задаче 134, достигаются на некоторых 
множествах Л+ и А . из ?1.

136. В обозначениях задачи 134 доказать, что функция 
v (соотв. — v) является ст-аддитивной мерой на 51 П Р  (Л+) 
(соотв. на $ П Р (Л  ))•



137. В обозначениях задачи 134 доказать, что для 
всякого A œ  il справедливо равенство v (Л) = v (А П А ¡) -4- 
-\-v(A[\A).

138. Доказать, что вариация |v| заряда v конечна 
и а-аддитивна.

§ 2. Измеримые функции 

1. Свойства измеримых функций.
139°. Пусть X  — пространство с мерой и / — вещест­

веннозначная функция, определенная на множестве X. 
Доказать, что следующие свойства функции f эквива­
лентны:

а) для лю богоаеЯ  множество {x œ X : f (x )> a } из­
меримо;

б) для любого й ё Я  множество {х<=Х: f (x )^ a }  из­
меримо;

в) для любого ü œ R  множество {х œ  X : f(x)< ia\ из­
меримо;

г) для любого a e R  множество j j t e Â :  f (х) ^ а }  из­
меримо.

140. Доказать, что в условиях задачи 139 выполне­
ние любого из условий а) — г) эквивалентно выполнению 
условия

д) для любого борелевского множества В cr R мно­
жество f 1 (В) измеримо.

141°. Пусть функция f измерима и не обращается 
в нуль. Доказать, что функция 1// измерима.

142°. Доказать, что |/| — измеримая функция, если / 
измерима.

143. П усть/(ij, ¿2, — непрерывная вещественно­
значная функция, определенная на n-мерном веществен­
ном пространстве, a (х) ... g„ (х) — измеримые функции. 
Доказать, что функция h (х) = f {g{ (х )... gn (*)) измерима.

144*. Пусть g (х) — измеримая функция, определенная 
на вещественной прямой, а / — непрерывная вещественная 
функция. Показать, что функция h (х) = g (f (х)), вообще 
говоря, неизмерима.

145. Пусть / (х) — вещественная функция. Описать те 
числа п, при которых из измеримости функции [/ (х)]п 
следует измеримость f(x).

146. Пусть f(x) — функция, всюду дифференцируемая 
на отрезке [0, 1]. Доказать, что f (х) измерима по Ле­
бегу.



147. Пусть / (л:) — канторово взаимно-однозначное отоб­
ражение отрезка [0, 1] на квадрат: для двоично-иррацио­
нального x = (xL, х2, ха, ...)/ (* ) = (у и уг), уг = (xv х3, ...у, 
уг = {х 2, х4, . . .). Доказать, что отображение/^) перево­
дит любое измеримое подмножество отрезка в измеримое 
подмножество квадрата и сохраняет значение меры.

148. Функция f(x), определенная на вещественной 
прямой, называется борелевской, если для любого а е  R 
множество jx e / ? :  f (x )< a } — борелевское (см. задачу 
106). Доказать, что любая измеримая функция после ис­
правления на множестве меры нуль становится борелев­
ской.

149*. С-свойство Лузина. Пусть ¡л —мера Лебега на 
отрезке [0, 1], а / — измеримая, почти всюду конечная 
функция на этом отрезке. Доказать, что для любого 
е >  0 существует замкнутое множество 1] такое,
что ограничение функции / на множество F  непрерывно 
и |i (F) >  1 — е.

150*. П у с т ь / — измеримая функция, определенная на 
вещественной прямой. Точка x e R  называется точкой 
Лебега функции /, если существует измеримое по Лебегу 
подмножество X  cz R, содержащее х и имеющее х своей 
точкой плотности, такое, что ограничение f\x непрерывно 
в точке х. Доказать, что почти все точки прямой есть 
точки Лебега для функции /.

151. Пусть х = 0, ..., у = 0, т гт 2т 3... —деся­
тичные записи чисел х н у ,  принадлежащих отрезку [0, 1]. 
Положим f (х, y) = k, если tiii = mk и п1ф т 1 при i< & ; 
если nk Ф  mk для всех k, то полагаем / (х) = оо. Дока­
зать, что функция / измерима по Лебегу и почти всюду 
конечна.

152. Пусть / (^  — непрерывная функция, определенная 
на отрезке [а, Ь\, и «(с) —число решений уравнения 
/ (х) = с. Доказать, что функция п(с) измерима по Лебегу.

153°. Пусть /„ (х)— последовательность измеримых функ­
ций. Доказать, что функции sup fn (x) и inf/„(*) изме-

П П
римы.

154. В обозначениях задачи 153 доказать, что функ­
ции lim fn (x) и lim j n (x) измеримы.

«-»оо
155. Пусть {fn )— любая последовательность измеримых 

функций. Доказать, что множество тех точек х, где су­
ществует lim fn (x), измеримо.

П-+СО



156°. П усть/ — измеримая функция. Доказать, что ее 
положительная часть /+ = шах (/, 0) и ее отрицательная 
часть /~ = — min (/, 0) — измеримые функции.

157. Вещественные функции/ и g, измеримые соответст­
венно относительно мер |i и v, называются равноизмеримыми, 
если для любого с > 0  \i{x: / (х) < с} — v {у: g(y)<C.c\.

Доказать, что если / — функция, измеримая относи­
тельно меры (х, то существует непрерывная слева на от­
резке [0, ц (Х )] неубывающая функция g, равноизмерн- 
мая с /.

158. В условиях задачи 157 доказать единственность 
функции g(x).

159. Комплекснозначная функция / (л:) = ti (х) +  iu (х) 
называется измеримой, если измеримы ее вещественная 
часть и(х) и ее мнимая часть v{x). Доказать измеримость 
модуля и аргумента f(x).

160. Доказать, что для измеримости комплекснознач­
ной функции f (х) необходимо и достаточно, чтобы были 
измеримы все множества вида A rtZ = {x: \f(x) — z\ sg; г), 
где г е С ,  г 0.

161. Вектор-функция / со значениями в конечномер­
ном пространстве V называется измеримой, если изме­
римы координаты вектора / (х) относительно некоторого 
базиса в V . Доказать, что это определение не зависит 
от выбора базиса.

2. Сходимость измеримых функций.
ИХ162°. Доказать, что последовательность fn(x) = ^ ^ -¿ 2

всюду на R сходится к нулю, но не равномерно.
163°. Исследовать на сходимость и равномерную схо­

димость последовательность fn (x )= xn на отрезке [0, 1].
164°. Доказать, что две непрерывные функции на 

отрезке эквивалентны относительно меры Лебега только 
тогда, когда они тождественно равны.

165. Построить измеримую по Лебегу функцию на 
отрезке, не эквивалентную никакой непрерывной функции.

166. Известно, что / и fn-^g- Доказать, что 
/ эквивалентна g.

167°. Пусть \п (х) = , на отрезке [0, я]. Д ля  .
заданного 8 > 0  указать явно множество Егорова Е&, на 
котором последовательность /„ сходится равномерно.

168*. Занумеруем все рациональные числа отрезка 
[0, 1J и запишем k-e число г* в виде несократимой
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дроби rk = pk/qk. Положим fk(x) = exp {— (pk — xqk)2}. До­
казать, что /*->0 по мере Лебега на [0, 1) и что 
lim fk{x) не существует ни в одной точке отрезка.
Г»—ЮО

169. В условиях предыдущей задачи указать явно 
подпоследовательность, сходящуюся к нулю почти всюду.

170. Определим функции на отрезке [0, 1], полагая

( 1 при f = l. 2....... k; ft= l, 2, ... ,
( 0 в остальных точках,

и пусть gn (х) = fik) (х)> где i и k подбираются из условия 
n — k ^2~  ̂  t- Доказать, что£„->0 по мере, но lim gn {x) 
не существует ни в одной точке.

171. Пусть fn~^h и fn~^g- Доказать, что h и g экви­
валентны по мере ц.

172*. Теорема Лузина. Доказать, что вещественная 
функция на отрезке [й, b] измерима по мере Лебега 
тогда и только тогда, когда для любого е > 0  сущест­
вует непрерывная функция, отличающаяся от / на мно­
жестве меры sg е.

173*. Из теоремы Лузина (задача 172) вытекает, что 
всякая измеримая на отрезке [а, b] функция / является 
почти всюду пределом последовательности {/„} непрерыв­
ных функций. Всегда ли можно эту последовательность 
выбрать монотонной?

174*. Функция Дирихле

|0, если х иррационально,
\1, если х рационально,

может быть получена из непрерывных функций двукрат­
ным предельным переходом:

■ф(л:)= lim lim [cos (2лп! х)~\т .
п —►со т —►оо

Можно ли получить ее из непрерывных функций одним 
предельным переходом?

175. Доказать, что простая функция (т. е. функция, 
принимающая не более счетного множества значений)



измерима тогда и только тогда, когда измеримы все ее 
множества уровня

Lc (f) = {x<=X: / (х) = с\.
Верно ли это для произвольных функций?
176. Доказать, что каждая измеримая функция может 

быть представлена в виде равномерного предела измери­
мых простых функций.

177. Определим функцию f (х) на отрезке [0, 1] сле­
дующим образом. Если х = 0,ПуП^.. . — десятичная запись
числа х, то / (х) = шах n¡. Доказать, что f (х) измерима

i
и почти всюду постоянна.

178. В условиях задачи 177 доказать, что функция 
f (х) = \\тп1 определена всюду и почти всюду постоянна.

i  —+ СО

179. Пусть ц — мера Винера на пространстве Х  = 
= С[а, Ь]. Определим функцию f на X , полагая f(x) =

ь
= ^x(í) dt.

а
Доказать, что f ¡л-измерима.

ь
180. Та же задача для функции / (х) = jjcp (х (t), t) dt,

а
где ф (х, у) — непрерывная функция двух переменных.

181. Та же задача для функции f (х) = шах x(t).
t e [ a ,  b]

182*. Пусть X  — множество целых р-адических чисел 
(см. задачу 42), S  — алгебра подмножеств X , которые 
одновременно открыты и замкнуты в X , "H = R n(S). До­
казать, что всякая непрерывная функция на X  l’í-изме- 
рима.

183*. В условиях задачи 182 доказать, что всякое 
множество / l e S  является объединением конечного числа 
шаров. Определим меру fi на S, полагая меру шара 
равной его радиусу (для шаров радиуса р к, k — 0, 1,
2, ...). Доказать, что мера ц счетно-аддитивна и что 
всякая 'Л-измеримая функция ¡л-эквивалентна некоторой 
непрерывной функции.

184*. Доказать, что мера ц. из задачи 183 обладает 
свойствами:

а) ц (Х ) = 1;
б) ¡л (Л + я ) = ц (Л) для всех х е Х .
Доказать, что всякая мера на Й, обладающая свой­

ствами а) и б), совпадает с ц.



§ 3. Интеграл

1. Интеграл Лебега.
185°. Доказать, что если / и g —суммируемые простые 

функции, то
а) \(f(x ) +  g (x ))dn=  \f(x)d\i+\g{x)dy.\

А А А
б) af (х) rf|x = а  ̂/ (х) d[i (а = const);

А А
в) если |/ (х)| С  М почти всюду на А и р, (А) <  оо, то

£/Иц(Л).

186°. Вычислить интеграл Лебега по интервалу (0, оо) 
от функций:

а) f(x )= e ~ ix\

б) f  W  =  [х+1] [х+ 2]’
в) f(x ) = \![х]\, где [х] означает целую часть числа х.
187. Пусть | а (Х )< о о  и / — суммируемая функция 

на X . Доказать, что интеграл Лебега (х) d\i может
х

быть вычислен по формуле

\f(x )d n =  lim {{х (Ez Х\ **</</*+1}), (1)
X  Я (7") — О k

где Г  = {4} — разбиение вещественной оси, %(Т) —
= sup | tk — ¡¡*+11 — диаметр разбиения Т, а {£*} — любой 

k
набор точек, удовлетворяющий условию \к е  [tk, /А+1]. 
Выражение (1) называется интегральной суммой Лебега.

188. Доказать, что утверждение задачи 187 остается 
верным в случае |i(X ) = oo, если дополнительно потребо­
вать, чтобы £* = 0 для тех к, для которых отрезок 
\hn h+1] содержит точку 0.

189. Пусть измеримая простая функция f представлена 
двумя способами в виде линейных комбинаций характе­
ристических функций дизъюнктных множеств:

/ (*) = 2 ] сЛлк (х) = £  dixel (х).
к I

Доказать, что '^i ck\i(Ak)= '^ i dl\i(B l) в случае, если один 
k i 

из этих рядов абсолютно сходится.



190°. Пусть /„ — простая функция на [0, 1], опреде­
ленная формулой fn(x) — ~[nx\, где [л:] означает целую
часть числа х. Доказать, что последовательность {/„} 
фундаментальна и не имеет предела в пространстве 
S[0, 1] простых суммируемых функций с расстоянием

diif, g) = *\\f-g\dx. 
о

191. При каких значениях параметров а и р  функция 
f(x) = xa-sinxp, определенная на полуинтервале (0, 1],

а) интегрируема по Лебегу,
б) несобственно интегрируема по Риману?
192°. Доказать, что интеграл от неотрицательной сум­

мируемой функции f по множеству А
а) неотрицателен,
б) равен нулю только тогда, когда f(x) = 0 почти 

всюду на А.
193. Пусть ф — монотонно возрастающая гладкая функ­

ция на отрезке [а, b], г|) —обратная к ней функция на 
отрезке [ср(а), ф (Ь)]. Рассматривая интеграл как предел 
суммы Лебега, доказать тождество

Ь уф )
$ Ф  (x)dx= $ yV  (у) dy.
а ф(а)

194. Доказать, что интеграл Лебега от неотрицатель­
ной функции f (х) по отрезку [а, b] совпадает с мерой 
Лебега множества на плоскости, заданного неравенствами 
а -^ x ^ b , 0 s^ys^f(x).

195. Доказать, что неотрицательная измеримая функ­
ция f суммируема на А тогда и только тогда, когда для 
всех простых функций g, не превосходящих /, интегралы 
 ̂ g (х) d\i (х) ограничены одной и той же константой.

А
196. Положим для любой вещественной функции /: 

f+(x) = (f(x) +  \f (x) |)/2, /- (х) = (| / (*)| — / (х))/2. Доказать, 
что функция / суммируема тогда и только тогда, когда 
суммируемы функции и

197. Доказать, что измеримая неотрицательная функ­
ция / суммируема тогда и только тогда, когда 
sup J f (х) d\i (х) <; оо, где верхняя грань берется по всем

л
множествам А конечной меры, на которых функция f 
ограничена сверху.



198. Пусть ц.(х)<оо. Доказать, что неотрицательная 
измеримая функция / на X  суммируема тогда и только 
тогда, когда сходится ряд

199. Доказать, что неотрицательная ограниченная 
функция на множестве X  бесконечной меры суммируема 
тогда и только тогда, когда сходится ряд

200°. Вычислить интеграл Лебега по отрезку [0, я/2] 
от функций / (л:):

a) f(x) =  sin х\

г) по квадрату 0 < ж 1 ,  0й£г/==с1 от функции

201*. Доказать, что функция на отрезке [а, Ь] интег­
рируема по Риману тогда и только тогда, когда она огра­
ничена и почти всюду непрерывна.

202*. Доказать, что интеграл Лебега от функции

конечен тогда и только тогда, когда симметрическая мат­
рица А —\\а1)\ положительно определена. Доказать, что 
интеграл в этом случае равен с1е1: (я • Л-1).

203*. Вычислить интеграл по мере Винера на С[0, 1] 
от функции

ОО
2  2 » ц {* е Х : /(*)=== 2"}.

00

б)

в)

sin лг, если х рационально,
cosa;, если х иррационально;
sin л:, если cosx рационально,
sin2 а:, если cosa: иррационально;

f(x  i ........л-„) = ехр{— ZaijXiX)}



204**. Обозначим через С0[0, 1] пространство непре­
рывных функций х(() на отрезке [0, 1] с дополнительным 
условием х (0) = 0. Доказать, что пространство С[0, 1] 
можно так отождествить с произведением X С0 [0, 1], 
что мера Винера ц перейдет в щхц,,, где р, —сбычная 
мера Лебега на И, а р0 — некоторая мера на С0[0, 1].

205**. Пусть р0 — мера, пострсенная в задаче 204. 
Вычислить интегралы:

а)  ̂ йи0 (х);
С„ [0,1]

'1
¿Но (х),б) \ \х (t) dt

Со [0,1]

в) \ \х2 (t) dt
Со[0, 1]

d\i о (*)•

206. Пусть измеримая функция / на множестве X  ог­
раничена, и пусть существуют такие константы А >  0 и 
а <  1, что [ i j x e X :  |/ (х)\ >  е} <  Л/еа для е >  0. Дока­
зать, что функция / интегрируема по мере р.

207. Пусть на множестве X  конечной меры задана 
измеримая функция /. Предположим, что существуют такие 
константы Л > 0  и а > 1 , что р. { í e X :  |/(х) | >  Ai} << 
<; Л/М“  для A í> 0 . Доказать, что функция / интегри­
руема по мере (д,.

2. Функции ограниченной вариации и интеграл Л е­
бега — Стилтьеса.

208°. Установить следующие свойства полной вариации:
а) для любого постоянного а  и функции / ограничен­

ной вариации Var® (af) = j a  ¡ Var* (/);
б) если / и g — функции ограниченной вариации, то 

f-\-g — также функция ограниченной вариации, причем

Var» (/ +  g) <  Var* (/) +  Var* (g) ;

в) если a < ö < c  и / — функция ограниченной вариа­
ции на отрезке [а, с], то

Var£ (/) +  Varg (/) =  Var® (/̂ ;

г) если / — монотонная функция, то
Var* (/) = | / (а) — / (¿>)|.



209. Проверить, ограничена ли вариация следующих 
функций на отрезке [0, 1]:

Л'2з т 1  /х при 0 < х ^ 1 ,
0 при х = 0;

хъ'тХ/х при 0 < х < ;1 ,
0 при х = 0.

а) /(*) =

б) /(*) =

210. Доказать, что множество точек разрыва функции 
ограниченной вариации на отрезке не более чем счетно и 
состоит лишь из точек разрывов первого рода.

211. Доказать, что функция ограниченной вариации 
на отрезке измерима по Лебегу.

212°. Доказать, что функция на отрезке, обладающая 
ограниченной производной, является функцией ограничен­
ной вариации.

213*. Пусть функция / обладает интегрируемой по 
Риману производной на отрезке [а, Ь]. Доказать формулу

Var*(/)=$¡/' (х)\йх.
а

214°. Найти следующие вариации:
Уаг®°(еА), Уаг^(1пл:), Уаг*я (со5А'), Уаг^ (х — х3).

215. Пусть Ф  — непрерывная слева функция ограни­
ченной вариации на отрезке [а, Ь\. Доказать, что функ­
ция Ф  однозначно представляется в виде суммы Ф  = 
= Ф 0-[-Ф1> где Ф 0 — непрерывная функция ограниченной 
вариации, а Ф* — так называемая функция скачков: Ф х (х) = 
= ^ с кЬ(х — ак), где {а*}—любое конечное пли счетное

к = \
подмножество на [а, Ь], 0 (х) — функция Хевисайда, зада-

I 0 при
ваемая формулой 6(х) =  < , . а {с*}—-любая ̂ 1 при х> 0 ,
числовая последовательность, удовлетворяющая условию

I Ск I <  оо.
к

216. Доказать, что
а) произведение двух функций ограниченной вариации 

есть функция ограниченной вариации;
б) если / ( х ) ^ а > 0  и / — функция ограниченной 

вариации, то и вариация функции 1// ограничена.



217. Будет ли функция ф (/) иметь ограниченную 
вариацию на отрезке [0, 1], если функция / имеет огра­
ниченную вариацию на отрезке [0, 1], а функция ф

а) непрерывна на всей числовой оси,
б) имеет ограниченную вариацию на всей числовой оси?
218°. Пусть Е  — подмножество отрезка [0, 1], % — ха­

рактеристическая функция множества Е. Доказать, что % 
имеет ограниченную вариацию тогда и только тогда, когда 
граница Е  — конечное множество.

219*. Пусть / и g — две непрерывные функции с огра­
ниченной вариацией на отрезке [а, Ь]. Доказать, что 
множество {/(х), £ (л:)}, лге[й, Ь], не может заполнить 
квадрат. Верно ли это, если отказаться от требования 
ограниченности вариации?

220°. Докажите следующие свойства интеграла Римана — 
Стилтьеса:

а) если Ф  —функция ограниченной вариации, а функ­
ция / интегрируема по Ф , то

ь
 ̂/ (х) с1Ф (х) ; вир | / (л:)| Уаг^ (Ф);

б) если Ф х и Ф 2 — функции ограниченной вариации, 
а функция / интегрируема по Ф х и Ф 2, то она интегри­
руема и по Ф, где Ф  = Ф 1 + Ф 2, и

ъ ь ь
5 / (*) ¿Ф  (*) = $/ (х) йФ1 (х) +  5 / (х) <1Ф2 (х).
а а а

221. Пусть функция Ф  имеет ограниченную вариацию 
на отрезке [а, Ь] и разрывна в точке с е (й ,  Ь), а функ­
ция / интегрируема по Ф  в смысле Римана—Стилтьеса. 
Доказать, что функция / непрерывна в точке с.

222. Доказать, что если Ф  —функция ограниченной 
вариации на отрезке [а, Ь], отличная от нуля в конечном 
или счетном числе точек, лежащих внутри (а, Ь), то для 
любой функции /, непрерывной на отрезке [а, Ь],

ъ
§ / (л:) йФ (х) — 0.
а

223. Доказать, что если функция / непрерывна, то
ь

интеграл Римана — Стилтьеса $ / (х) йФ (.к) не зависит от



значений, принимаемых функцией Ф  в точках разрыва, 
лежащих внутри (а, Ь).

224. Доказать формулу интегрирования по частям для 
интеграла Стилтьеса:

]f(x )d g {x ) = f(x )g (x ) 5 g (х) df (х).

225. Пусть функция f (х) непрерывна на отрезке [а, Ь], 
а функция g (х) имеет на [а, Ь] всюду, кроме конечного 
числа точек сг, ... ,  ск, суммируемую по Риману производную 
g' (.х). Доказать, что при этих условиях существует интеграл 

6

Римана — Стилтьеса \fdg и что он выражается формулой
а

d g = \fg ' dx-\-f (a) [g (a - fO )-g  (а)] +
а а

к
+  f (b ) [g (b )- g (b - 0)]+  2  f (cm)[g (cm + 0 )- g (c m -  0)].

т  =  1

226°. Пусть |яф —мера, порожденная монотонной непре­
рывной функцией ф. Доказать, что интеграл Лебега

ь
\ xd\iф равен интегралу Стилтьеса ^xd<f{x), и вычис-

[oi Ь] а
лить его.

227°. Вычислить интегралы Римана — Стилтьеса

I i  = \xdg(xy, g(x):
— 1

h  = \x*dg(x), g (x) =

x — — 1, 
x (= ( — 1, 2), 
x e= [2, 3], 

(- 1 ,  jee [0 , 1/2),
0, лгеф/2, 3/2), 
2, x =3/2,
2, x e  (3/2, 2].

228°. Вычислить интегралы
2 2 2 

/х= j *dg (* ), /2 = 2 \x*dg(x), /3=  ̂ (*3+
— 2

где g (x) : 

202

x-j-2, x e  [— 2, — 1
2, x e ( - l ,  0), 

x2 +  3, i e [ 0 ,  2].



229°. Пусть f (х) — непрерывная функция на отрезке 
[О, 1]. Индикатрисой Банаха N ¡(y ) функции / называется 
число корней уравнения f (x )= y  (если оно бесконечно, 
то полагаем N f {y) = оо). Доказать, что Nf (у) — измеримая

СО

по Лебегу функция от у (см. задачу 152) и ¡j N f (y )dy =
—  СО

= Var¿ (/), если хотя бы одна из частей последнего 
равенства имеет смысл.

230*. Пусть ф (х) — канторова лестница, т. е. непре­
рывная монотонная функция на отрезке [0, 1], постоян­
ная па каждом интервале, дополнительном к канторову 
совершенному множеству, и принимающая на интервалах 
k-vo ранга значения 1/2*, 3/2*, 5/2*........(2*— 1)/2*.

У

/ г
/

Г>1
3/4 -

/ —
1

/
г 1

1/2 1- _  —
//

г\
1/ й t____ 1 1

J 1 1 1 
г 1 \ I I  

/ I I I  
' I I I ■ ■о i/g г/з 1/з г/з р/я s/s

Вычислить интегралы:
! 1 1

а) ¡¡х*с?ф(.)с); б)  ̂ех dtp (х); в) $ sin xxdtp (х).
О О О

3. Свойства интеграла Лебега.
231°. Доказать, что множество (X , (я) является мет­

рическим пространством относительно расстояния

р(/> g) = S \f-gldn-
X

232°. Пусть последовательность fn (X, jx) сходится 
равномерно к функции / (х). Доказать, что если ц (X ) С  оо, 
то fn-*~f в пространстве ¿ i ( X ,  ¡.i). Верно ли это в слу ­
чае /я (X) = оо?



233. Построить последовательность функций /„ œ  
е  L i [0, 1], обладающую свойствами:

а) 0 для всех x œ [0, 1J;
1

б) J | fn M i d x ^ C  для всех п\
о

в) последовательность {/„} не имеет предела в L i [0, 1]. 
234°. Пусть X  — множество конечной меры (я. Для

любых измеримых функций / и ^ положим

Р ( Л  g ) = $  i + i ? w - g ( l ) i
х

Доказать, что функция р обладает всеми свойствами рас­
стояния, кроме отделимости, и что соответствующее мет­
рическое пространство М [0, 1] состоит из классов экви­
валентных функций.

235. Доказать, что сходимость в М [О, 1] (см. зада­
чу 234) совпадает со сходимостью по мере и что простран­
ство М [0, 1] полно по метрике р (/, g).

236. Доказать, что функция

p i  (/> g )  =  S a r c t ê  ! /  М  -  s M l  Ф  M
х

определяет метрику в пространстве М [0, 1] (см. за­
дачу 234) и что сходимость по этой метрике совпадает 
со сходимостью по мере.

237. Пусть {/„} — последовательность неотрицательных 
суммируемых функций, сходящаяся почти всюду к сум­
мируемой функции /. Доказать, что если при п-*- со 
\ fn d\i \ / d\i, то /„-*-/ в смысле сходимости в прост-
X X
ранстве L x (X, ¡.i).

238*. Пусть f Œ L i iX ,  |.i) и ц (Х ) = 1. Доказать, что 
существует такая монотонная функция g ' ( i ) e L 1[0, 1], 
что для любого t œ [0, 1]

t
inî \ f (х) du M  = \g (т) dr,

\4A) = t*A 0
1

sup $ f M  d|x м =  \ g (T) dx.
\i(A) =  t'A  i _ /



239. Доказать, что для двойного интеграла
00 00

 ̂  ̂ е~ху $\\\ х $\п у йх йу 
о о

существуют повторные интегралы и величины этих пов­
торных интегралов совпадают. Существует ли двойной 
интеграл?

240. Доказать, что для двойного интеграла 
1 1

И * у йхйу. - (*2 + !/2)20 о
существуют оба повторных интеграла, но их величины 
не совпадают.

241. Доказать, что для двойного интеграла
1 1

ху
5 5 (*2+ у2)2 -1 -1

с1х с1у

оба повторных интеграла существуют и величины их 
совпадают, но двойной интеграл не существует.

242. Положим

/(*, у) =

22я при 2й=Г.

-  22пл 1 П р и  2я11 ==== -̂ ̂  2я~ I 2л =̂= ̂  д л - Г  | 
О в остальных случаях.

Доказать, что
1 /1 V 1.1
Ш / (* ,  у)(1у)<1хф\[\Цх, у)Лх\йу,

243**. Пусть [д, — ненулевая борелевская мера на мно­
жестве вещественных чисел, обладающая следующим 
свойством: для любого / е  Я мера ¡д*, определенная фор­
мулой (,1г (Л) =¡1 (Л +/). эквивалентна мере (.1. (Такие 
меры называют квазиинвариантными относительно сдвигов.) 
Доказать, что мера |х эквивалентна мере Лебега.

244*. Пусть ¡я —мера на X  и /1( /2 — две ¡¿-сумми­
руемые вещественные функции на X. Определим заряды 
^  = формулой ^ (Л )=  \ fidn, ¿ — 1, 2. Доказать, что V,

А



и v2 эквивалентны тогда и только тогда, когда ц (МхДЛ^2) = 
= 0, где ^  = | х е Х :  ¡ ¡ {х)ф 0 }.

245*. Пусть |л — 0-конечная мера на X, V —мера, 
определенная на той же сг-алгебре и абсолютно непре­
рывная относительно ц, (т. е. [х (Л ) =  0 => V (А) = 0 ). Дока­
зать, что существует неотрицательная ^-измеримая функ­
ция р, обладающая свойством V (А) = 5 р (х) с!ц (х) для

А
любого измеримого множества А (обе части равенства 
могут одновременно принимать значение + °°)-

246*. Доказать, что на вещественной прямой И не 
существует измеримого по Лебегу множества А, обла­
дающего свойством: для любого интервала А

И- {А П Д) = ^-ц (А).

247**. Вещественная функция Р  на отрезке [а, Ь\ 
называется абсолютно непрерывной, если для любого е >  0 
существует такое б >  0, что для любого семейства интер­
валов {А,}, А; = (а{, 6,), с суммой длин < б

П
справедлива оценка ^  (а,) — Т7 (¿?,) | <  е. Доказать, что 

( = 1
а) абсолютно непрерывная функция Б почти всюду 

дифференцируема;
б) производная 1(х)=Р'(х) суммируема на отрезке 

[а, Ъ\,
в) справедлива формула Ньютона — Лейбница

ь
^ (6) -  /=■ (а) = 5 / (х) с1ц (х).

а

248*. Пусть / е  ¿1 (а, Ь]. Доказать, что функция
X

Р  (х) — $ / (*) ¿ц (л:) почти всюду дифференцируема и Р ' (х) =
а

= / (х) для почти всех х е  [а, Ь].
249. Доказать, что следующие множества плотны 

в пространстве ¿ х[0, 1]:
а) множество 5(0, 1) кусочно-постоянных функций 

с конечным числом точек разрыва;
б) множество непрерывных кусочно-линейных функций 

с конечным числом точек излома;
N

в) множество многочленов Р  (х)=  акхк\
к = о



г) множество тригонометрических многочленов
Л/

т  (х) =  скегМкх.
k = — N

250. Доказать, что в пространстве (Я) плотны сле­
дующие множества:

а) кусочно-постоянных финитных функций;
б) непрерывных финитных функций;
в)* множество функций вида Р (х )е ~ х!, где Р  — 

многочлен.
251. Пусть Доказать, что ¡¡|/(х +  е) —

6
— /(х) | с1х—->~0 при е->0. Другими словами, сдвиг яв­
ляется непрерывной операцией в (К).

252. Сверткой функций и /2 на прямой называется 
функция /, задаваемая формулой

00

/ (* )= $  А (О М * - О  Л.
— со

Доказать, что если и /2 принадлежат (И), то подын­
тегральная функция суммируема для почти всех х и 
свертка / также принадлежит пространству

253. В условиях задачи 252 доказать, что если одна 
из функций или /2 ограничена, то свертка / непрерывна.

Г Л А В А  I I I

Л И Н ЕЙ Н Ы Е ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА
И Л И Н ЕЙ Н Ы Е ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Общая теория

1. Топология, выпуклость и полунормы.
254°. Доказать, что топология в ЛТП определяется 

заданием системы окрестностей нуля.
255. Доказать, что в любом Л ТП  замкнутое множество 

X  и точка х <ф. X  имеют непересекающиеся окрестности.
256. Пусть в конечномерном линейном пространстве 

заданы две нормы рх (х) и р2(х). Доказать, что сущест­
вует такая положительная константа С, что

р 1(х )< Х р г(х), р2(х )^ С р 1(х).



257. Доказать, что в конечномерном линейном прост­
ранстве L  есть только одна топология, относительно 
которой L  является отделимым ЛТП.

258°. Доказать, что если две нормы р(х) и q(x) мажо­
рируют друг друга: C~1p (x )< ,q (x )^ !Cp(x), С >  0, то 
системы открытых шаров В р и В д определяют одну и ту 
же топологию.

259°. а) Доказать, что если множество А открыто, 
а В  произвольно, что множество Л - fß  открыто.

б) Доказать, что если множество А замкнуто, а В  — 
компакт, то множество А-\-В замкнуто.

260. Приведите пример замкнутых множеств А и В, 
для которых А-\-В не является замкнутым множеством.

261°. Пусть А и .. . ,  Ап — выпуклые множества и ...
• • • I кп — фиксированные числа. Доказать, что множество

П
А = %iAi выпукло. 

i  =  1

262°. Доказать, что пересечение любого семейства вы­
пуклых множеств выпукло.

263. Пусть А — любое ограниченное множество на 
плоскости и В  — единичный круг х2 +  У2<  1- Доказать, 
что для любых положительных чисел ос и ß множество 
а Л + ßß измеримо по Лебегу, а если А выпукло, то

(аЛ -f- ßß) = Sex2 + Laß -f- nß2.
Каков смысл коэффициентов S и L?

264*. Пусть A Jt ..., Ak — выпуклые ограниченные 
множества в пространстве R” . Доказать, что ц (а1Л1 + ... 
...- fa*Лft) является однородным многочленом степени« 
от переменных a lt . . . ,  ак.

265. Пусть L  — линейное пространство над полем К. 
Доказать, что среди всех отделимых топологий, превра­
щающих L в Л ВП , есть самая сильная, которая назы­
вается ядерно-выпуклой топологией и обладает следующими 
свойствами:

а) всякий линейный функционал (т. е. линейное ото­
бражение/: L->/C) непрерывен;

б) базис окрестностей нуля в L  состоит из всех вы­
пуклых множеств, содержащих нуль и пересекающихся 
с каждой прямой, проходящей через нуль, по интервалу 
положительной длины.

266. Доказать, что множество В  является единичным 
шаром для некоторой полунормы р тогда и только тогда,



когда оно выпукло, уравновешено и замкнуто в ядерно- 
выпуклой топологии (см. задачу 265).

267. Доказать, что среди всех выпуклых множеств В , 
содержащих 0 и имеющих данный функционал Мииков- 
ского р, есть наибольшее В 1 и наименьшее В 0 (по вклю­
чению).

268. В условиях задачи 267 доказать, что В г является 
замыканием В„ в ядерно-выпуклой топологии.

269. Пусть Л —любое множество в линейном прост­
ранстве Ь, (Л) — пересечение всех выпуклых множеств 
в Ь, содержащих Л, с2 (Л) — совокупность всех векторов

П
вида х =  х{хь где х1^ А ,  а коэффициенты х1 неотри- 

£ = 1 п
цательны и обладают свойством = Доказать, что

<■= 1
с1(Л )= с2(Л). Это множество называется выпуклой обо­
лочкой и обозначается с (Л).

270. Множество М в ЛТП Ь называется ограниченным, 
если для каждой окрестности нуля и  существует такое 
е >  0, что еМ с  11. Доказать, что в полинормированном 
пространстве (Ь, {ра}аел) множество М. ограничено тогда 
и только тогда, когда оно ограничено по каждой из 
полунорм ра, а е /1 .

271. Доказать, что во всяком Л ВП  выпуклая оболочка 
ограниченного множества ограничена. Привести пример, 
показывающий, что в произвольном ЛТП это свойство 
может не выполняться.

272. Пусть К “  — пространство всех последователь­
ностей вещественных чисел с топологией покоординатной 
сходимости (ср. с задачей 276). Доказать, что в Я00 нет 
непустых открытых ограниченных множеств.

273. В пространстве С (Я) всех непрерывных веществен­
ных функций на прямой введем счетную систему полунорм

с° р а ё) 
Рн ф =  шах !/(*)) и положим ¿(/, £ )=  У  Н  "

Для каких г >  0 шар радиуса г является выпуклым мно­
жеством в С (К)?

274. В пространстве С (Я) всех непрерывных веществен­
ных функций на прямой определим расстояние формулой



Будет ли являться пространство С (К) с топологией, 
определяемой этим расстоянием, ЛТП?

275°. Доказать, что подпространство ВС (Щ  простран­
ства С (И) из предыдущей задачи, состоящее из всех огра­
ниченных непрерывных функций на прямой, является 
нормируемым ЛТП.

276. Обозначим через Л”  пространство всех последо­
вательностей вещественных чисел с расстоянием

00

М Ы ,
П— 1

Доказать, что *
а) Я00 локально выпукло;
б) И”  счетно-нормируемо;
в) ненормируемо.
2. Сопряженные пространства.
277°. Доказать, что если линейный функционал не­

прерывен в какой-либо точке линейного топологического 
пространства, то он непрерывен в каждой точке этого 
пространства.

278. Пусть ¿  — линейное топологическое пространство. 
Доказать, что

а) линейный функционал / на Ь непрерывен тогда и 
только тогда, когда существуют такое открытое множество
I I  а  Ь и такое число t, что ( не принадлежит множе­
ству /(¿У);

б) линейный функционал / на непрерывен тогда и 
только тогда, когда его нулевое подпространство Кег/ =
— {хш. / (л:) = 0} замкнуто в Ь.

279. Доказать, что если ¿  — бесконечномерное норми­
рованное пространство, то на нем существует разрывный 
линейный функционал.

280. Пусть в линейном топологическом пространстве 
существует определяющая система окрестностей нуля, 
мощность которой не превосходит размерности Ь. Дока­
зать, что на Ь существует разрывный линейный функ­
ционал.

281°. Доказать, что для того, чтобы линейный функ­
ционал / был непрерывен на линейном топологическом 
пространстве Ь, необходимо, а в случае, когда I, удов­
летворяет первой аксиоме счетности, и достаточно, чтобы 
он был ограничен на каждом ограниченном множестве.



282°. Доказать, что величина Ц/1| = эир обладает
х ф О  » *

свойствами нормы в Ц .
283. Вычислить нормы следующих функционалов в про­

странстве С [а, Ь]:
ь

а) 1(х) = ^х У) сН,
а

Х Ь
б) 1У (х) = $ х (() у (О Л ,

а

в) ^(л;) = 2] Кх(Ь),
1 = 1

де у — фиксированный элемент из С [а, Ь], . . . ,  — 
набор различных точек отрезка [а, Ь], Я,1, . . . ,  —набор 
вещественных чисел.

284. Доказать, что норма функционала / е Г  обратна 
к расстоянию в [  от нуля до гиперплоскости { (х) — 1.

285°. Доказать, что любое конечномерное линейное 
нормированное пространство Ь рефлексивно.

286. Доказать, что замкнутое подпространство рефлек­
сивного пространства рефлексивно.

287. Доказать, что пространство с0 всех последователь­
ностей вещественных чисел, стремящихся к нулю, с нор­
мой р{\хп\) = тах ] хп | нерефлексивно.

288°. Пусть ¿  — бесконечномерное нормированное прост­
ранство. Доказать, что слабая топология в Ь не совпадает 
с сильной.

289. Пусть I  = /х (Я ) — пространство последовательное-
СО

тей вещественных чисел с нормой рг ({хп\) =  | хп |. Дока-
п =  1

зать, что слабая сходимость в Ь совпадает с силь­
ной.

290. Гиперплоскость Р  называется опорной для выпук­
лого множества К , если имеет с ним общую точку и все К  
расположено по одну сторону от Р. Доказать, что мно­
жество опорных плоскостей к единичному шару в £ естест­
венно нумеруется точками единичной сферы в Ь '.

291. Пусть в нормированном пространстве ¿единичный 
шар В является выпуклым многогранником. Построить 
естественное соответствие между 6-мерными гранями В 
и (п - &)-мерными гранями единичного шара В ' в /Л



292. Выпуклое множество М  в ЛТП для которого 
множество { х е е  М \Ууе^1  З е (г / )е К : х +  ( у ^ М  при 
\*\-<г (У)} непусто, называется выпуклым телом. Назовем 
выпуклые тела В  и В ' в К " двойственными, если их функ­
ционалы Минковского определяют в Я" структуры соп­
ряженных нормированных пространств. (Мы отождествляем 
вектор (ах........ ап) с функционалом (хх, ... ,  хп)у-+

Доказать, что сечение В  ¿-мерной плоскостью Р  двой­
ственно проекции В ' на эту плоскость.

293. Пусть с — пространство всех вещественных пос­
ледовательностей {хп}, для которых существует предел 
П т х,и с нормой == эир \хп | и с0 — подпространство
последовательностей, стремящихся к нулю. Доказать, что 
пространства с' и с' изоморфны пространству ^ (К ), 
а пространства с и с9 не изоморфны друг другу.

294. Доказать изоморфизмы 1Р (/()' =/ (/С), где р е  
е (1 ,  оо), ц = р !(р— 1), или С.

295. Доказать, что (К)' не изоморфно 1Х (К), К = К ,  С.
296. Пусть Ьх и ¿ 2 —нормированные пространства, 

элементы которых записываются в виде векторов-столбцов 
длины пх и «з соответственно. Оператор А X  (Ьх, ¿ 2) 
можно тогда записать в виде матрицы из пх столбцов и и2 
строк, так что действие А на х е  Ьх состоит в умножении 
слева А на хх согласно правилам матричного умножения. 
Показать, что пространства Ц  и можно отождествить 
с пространствами векторов-строк длины пх и п2 соответст­
венно, так что действие сопряженного оператора А' будет 
состоять в умножении справа на матрицу А.

297. Для любого 1 е К " ,  х  — ( х х, . .., хп), положим

Доказать, что топология, задаваемая нормой \х\р, 
1 ^ р -^ оо , не зависит от выбора ре=[1, оо] и совпа­
дает с топологией в пространстве 1р(п, К)'.

298. Доказать, что 1Х (К) = 1Х (/()', но что это прост­
ранство не является рефлексивным (ср. с задачей 295).

П

IIX  Цоо =  БЫр | АТ/]
1



299*. Доказать, что не существует никакого нормиро­
ванного пространства, для которого пространство С [а, Ь\ 
было бы сопряженным.

3. Теорема Хана — Банаха.
300. Доказать, что если ЛТП  отделимо и конечно­

мерно, то всякое линейное отображение где L.¿ — 
произвольное ЛТП, непрерывно.

301. Пусть Р  — пространство всех многочленов от л: 
с вещественными коэффициентами, U+ (соотв. U ) — подмно­
жество многочленов с положительным (соотв. отрицатель­
ным) старшим коэффициентом. Доказать, что множества 
U+ и U выпуклы, но не разделяются никакой гиперпло­
скостью.

302. Доказать, что выпуклые замкнутые непересекаю- 
щиеся множества А и В, одно из которых — компакт, 
строго разделяются гиперплоскостью. (Это значит, что 
существуют такой непрерывный линейный функционал / 
и такие константы су< с г, что f ( x ) ^ c l на А и f ( x ) ^ c 2 
на В.)

303°. Пусть L — линейное нормированное пространство 
с нормой р, L ' — сопряженное пространство с нормой р ', 
¿ " — пространство, сопряженное к L ',  с нормой р". К аж ­
дому х е  L поставим в соответствие элемент Fx е  L" по 
формуле Fx (f) = f(x) для f e i ' .  Доказать равенство 
p"(Fx)= p (x ).

304°. Пусть L — конечномерное нормированное прост­
ранство. Доказать, что L  и L" изоморфны (т. е. сущест­
вует линейное изометрическое отображение L  на L").

305. Доказать, что всякое линейное нормированное 
пространство изометрично подпространству некоторого 
пространства вида С (Х ), где С (А ) — пространство непре­
рывных функций на компакте X  с нормой |!/| = шах | / (х) |.

306*. Доказать, что всякое сепарабельное нормирован­
ное пространство L изометрично некоторому подпростран­
ству в С[0, 1].

307. Построить изометричное вложение 1Р (2, R) в прост­
ранство С[0, 1] для р — 1, 2, со.

308. Доказать, что существует изометрическое вложе­
ние 1р(п, R) в ¿оо (R).

309. Пусть ¿о, (R ) — пространство ограниченных веще­
ственных последовательностей {хп}, ti=~-1, 2, ... Доказать, 
что существует линейный функционал L IM  <= /» (R )', обла­
дающий свойствами:



1) sup X nSsL IM  {xn}^ m ix „ ‘,
2) если существует limjt„ = a, то L IM  {x„} =a;

n —*co
3) Ы М {х ч+1} =  Ь1М{хл}.
310. Доказать, что утверждения задачи 309 перено­

сятся на случай двусторонних последовательностей {*„}, 
tl Gü 1L.

311. Пусть ¿  — нормированное пространство, Г  —линей­
ный обратимый оператор в L, обладающий свойством:

р (Тпх) ^ с р  (х), V x ^ L ,  п = 0, ± 1 , ...

Доказать, что существует норма р в L, эквивалентная 
р, относительно которой преобразование Т изометрично.

312. Пусть L  — Л ВП . Доказать, что L  допускает неп­
рерывное вложение в произведение прямых R “ , где а — 
достаточно высокая мощность. (Другими словами, всякое 
ЛВП  допускает координатное описание.)

313*. Пусть ß ( R ra) — совокупность ограниченных веще­
ственных функций на R " с нормой |/|| = sup |/(*)|. Дока-

х е  R п
зать, что существует линейный функционал L l M e ß ( R n)', 
обладающий свойствами:

а) inf / (х) ^  L IM  / (х) <  sup / (*);
R "  R n

б) если существует lim f (x )= a , то L IM / (* )= a ;
\х \ —►СО

в) для любого i / e R "  L IM / (х +  у) = L IM /  (*).
314. Доказать, что в пространстве R " существует 

конечно-аддитивная мера, определенная для всех подмно­
жеств в R", инвариантная относительно сдвигов и совпа­
дающая с обычным объемом на параллелепипедах.

315°. Доказать, что выпуклое подмножество X  в Л ВП  L 
плотно тогда и только тогда, когда всякий линейный 
функционал / е  L ', равный нулю на X , обращается в нуль 
тождественно.

316. Доказать, что всякое замкнутое выпуклое мно­
жество в вещественном ЛВП L является пересечением 
некоторого семейства полупространств вида /(*)< ; с, где 
/«=/.', c e R .

317. Представить единичный шар в L p (n, R) в виде 
пересечения счетного числа полупространств.

318*. Пусть Im — N -мерный куб, задаваемый в R^ урав­
нениями |х,-1=̂ :1, 1 ^ / ^ y V . Доказать, что любое выпук- 
214



лое ограниченное множество на плоскости можно с любой 
точностью аппроксимировать двумерным сечением /-v. 
(Более точно, для любого е > 0  и любого выпуклого мно­
жества l / c R s существуют такое N и такое вложение 
ср: R2 R,v, что функционалы Минковского множеств U

рй
и связаны неравенствами 1—е < — < 1 + е . )

319. Построить изометрическое вложение 1„{п, R) в 
С [0, 1] для любого р е [  1, оо].

320. Теорема Хелли. Доказать, что если семейство 
выпуклых множеств в R" таково, что любые п + 1 мно­
жеств семейства имеют общую точку, то все множества 
семейства имеют общую точку.

321. Определим топологию в пространстве С[0, 1], 
взяв в качестве базиса окрестностей нуля множества

i _____
U B = { f^ C [0 , l ] :\ )V \ f(x )\ d x < e }. Доказать, что на по- 

ô
лученном топологическом пространстве каждый непрерыв­
ный линейный функционал равен нулю.

322*. Пусть L — ЛВП, X  — множество с мерой ц., / — 
функция на X со значениями в L. Говорят, что / слабо 
измерима, если числовая функция F  (J (х)) ¡¿-измерима для 
всех F ^ L ' .  Элемент ср œ L  называется слабым интегра­
лом от f по мере ц на множестве X, если F  (f) =
—  ̂ F  (f (х)) d\i (х) для всех F  е  L ' . Доказать: 

х
а) единственность слабого интеграла;
б) существование слабого интеграла в случае, когда 

L  — рефлексивное банахово пространство, а функция ||/|| 
суммируема по мере [х на X.

4. Банаховы пространства.
I п \1 /Р

323°. Доказать, что IU||P = ( 1^1р 11е является
\fc = i <

нормой при 1 и п ^ 2 .
324. Доказать, что при l= gp < oo  К  = R или С, 

1р (К) — сепарабельное банахово пространство.
325. Доказать, что пространство /<» (К) всех ограни­

ченных последовательностей {хп}, xnŒ К, с нормой \\{х„} || =  
=  sup ¡ хп \ — несепарабельное банахово пространство.

П
326. Доказать, что нормированное пространство L 

является банаховым тогда и только тогда, когда всякий 
ряд V*., для которого 2  II X; II <  оо, сходится в L.



327°. Пусть L 0~  замкнутое подпространство банахова 
пространства L. Доказать, что формула ||л:||1 = inf ||г/||
задает норму на пространстве L! = L/L0. и

328. Доказать, что пространство L u определенное в 
задаче 327, — банахово.

329*. Пусть L  — нормированное пространство, L 0 — его 
замкнутое подпространство, Ь г = L/L0 и норма в L x опре­
делена, как в задаче 327. Верно ли, что если 10 и L x — 
банаховы пространства, то пространство L  — тоже банахово?

330*. Показать, что всякое сепарабельное банахово про­
странство над полем К  является факторпространством /х (К.).

331°. Показать, что нормированное пространство L 
несепарабельно тогда и только тогда, когда в нем есть 
несчетное множество попарно непересекающихся шаров 
радиуса 1.

332. Доказать, что в нормированном пространстве 
достигается расстояние от данной точки до произвольного 
конечномерного подпространства.

333*. Найти расстояние от точки хп<=С[— 1, 1] до 
подпространства Я я_1с=С[— 1, 1], состоящего из всех 
многочленов степени <  п.

334. Пусть L — банахово пространство и /,0 — замкну­
тое подпространство в L. Вектор x e L  называется е-пер­
пендикуляром к L 0, если для любого у е  L0 выполняется 
неравенство \\х-\-у\\^(\ — е)||л:||. Доказать, что при е > 0  
любое собственное подпространство L0 обладает е-перпен- 
дикуляром.

335. Вывести из результата задачи 334 некомпакт- 
ность единичного шара в бесконечномерном банаховом 
пространстве.

336. Доказать, что существование нуль-перпендику­
ляра к подпространству L0, задаваемому уравнением 
f{x ) = 0, / e L ' ,  равносильно существованию max |/(х)|.

11*1! 1
337. Подпространство L 0 в банаховом пространстве L 

называется дополняемым, если существует такое замкну­
тое подпространство L x cz L, что L  = L 0 ф L j (алгебраи­
ческая прямая сумма). Доказать, что

а) всякое конечномерное подпространство дополняемо;
б) всякое подпространство конечной коразмерности 

дополняемо;
в) пространство /<*> (К) дополняемо в любом содержа­

щем его банаховом пространстве;
г) если L/L0 изометрично li(K ), то L0 дополняемо.



338*. Доказать, что пространство 1Р1(п, Я) изометрич- 
но пространству 1р2(п, И), только если рх= р2-

339. Пусть и ¿ 2— линейные пространства над по­
лем К. Рассмотрим категорию К , объектами которой яв­
ляются билинейные отображения А: Е 1х Ь 2 где Ь — 
некоторое линейное пространство над К  (свое для каж­
дого объекта). Морфизмом объекта А\ Ь 1х Ь 2-+ Ь в объект 
В: Ь 1х Ь 2-*- М назовем линейное отображение у :Ь-+ М , 
для которого коммутативна диаграмма

Доказать, что универсальным объектом в К  является 
A0: U x L 2—>■ L,i &iL 2'. (Xi , х2) 1 x i^ x 2.

340*. Пусть и L 2 — банаховы пространства, К  — 
категория билинейных отображений A: L xX L 2*—* L с нор­
мой s^ l. Морфизмы определяются, как в задаче 339, с 
дополнительным условием ||<р||<;1. Доказать, что в кате­
гории К  универсальным объектом является отображение
Aq' Lí\ х L 2 —>- L i& )L 2i (Xi , x2) * Xi(£)x 2.

341*. Пусть L 1 = l2(n, R), L2 = l2(m, R). Отождествим 
пространство ®  L 2 с пространством матриц порядка 
п х т  следующим образом. Будем записывать элементы L2 
в виде векторов-строк, а элементы L x — в виде векторов- 
столбцов. Тогда элементу % Cg у мы поставим в соответствие 
матрицу л: • у. Пусть элементу а ен L x ®  Ь 2 соответствует 
матрица А. Доказать, что норма элемента а в простран­
стве Lj Cg> /-2 может быть вычислена по формуле ||а|| = 
= s¡/¡ -К .. +  sj/2, k = min (я, т ),  где s¡ — расположенные 
в порядке убывания собственные числа матрицы АА ' {А ' А), 
если k = n (соответственно k = m).

342. Доказать, что в условиях задачи 341 норма эле­
мента а е  Lj <g> L¿ совпадает с нормой матрицы А как опе­
ратора из l2(rn, R) в l2(n, R) и равна числу s1/*.

343. Пусть Lj и ¿2 — банаховы пространства. Показать, 
что существует естественное изометрическое вложение 
LJ Cg) Ц  в пространство X  (Lít L.¿).̂

344. Доказать, что lx (п, R) (g) (m, R) изоморфно 
/х (т п , R).

345. Доказать, что /<*> (п, R) ®  (т., R) изоморфно 
Ico (пт, R).



§ 2. Линейные операторы

1. Пространство линейных операторов.
346°. Пусть в пространстве /2 (К ) оператор Р к действует 

по формуле Р к ({хп}) = {гпкхп), где епк = 1 при к <  п и епк = О 
при к> п . Какие из следующих сходимостей имеют место 
при £->- оо: а) Р й=>0, б) Р к-+0, в) Я*,--О?

347°. Пусть ех, , еп, ... — естественный базис в про­
странстве /3(Я). Определим оператор Ап формулой

А — !е1' е с л и  к ~ п > 
пвк~\0, если к ф п .

Доказать, что ||Л„|| = 1 и что А п —  0 при п-у оо.
348°. В  условиях задачи 347 определим оператор В п 

формулой
_ {е „, если к=  1,

" * (0, если ¿=^1.

Доказать, что ||В„ || = 1, В п О при л -> оо, но не суще­
ствует з-1 ¡ш В„.

Я -»-ОО
349°. Доказать непрерывность операции умножения опе­

раторов в равномерной топологии: если Ап=$ А ^  ¿ 2), 
В п=э В е е £  ( ¿ 0> ¿0 , то ЛлВ „ (¿„, ¿ 2).

350°. Пусть и ¿ 2 — банаховы пространства. Доказать, 
что если А п-^ А е  X  ¿ 2), то нормы операторов Л„ 
ограничены в совокупности.

351. Доказать, что если Ап -> Л <= ,5? ( ¿ 1, ¿ 2), 
е= #  (/,„, ¿Л , то ¿ 2).

352*. Доказать, что операция умножения операторов
а) не непрерывна в сильной топологии пространства 

Епс! если Ь бесконечномерно (сравнение с результатом 
задачи 351 показывает, что сильная топология в Епс1£ 
не определяется сходящимися последовательностями);

б) непрерывна на единичном шаре пространства Епс1£.
353. Привести пример последовательностей операторов 

Ап —*■ 0, 5 „—*0, для которых АпВ п не сходится слабо к 0.
354. Пусть банахово пространство I  разложено в алге­

браическую прямую сумму: Ь = Ь1-\-Ь2. Доказать, что 
оператор проектирования на параллельно Ц  ограничен 
тогда и только тогда, когда и ¿ 2 замкнуты в Ь.

355. Доказать, что оператор Р  в банаховом простран­
стве является проектором на некоторое замкнутое под­
пространство параллельно замкнутому пространству



тогда и только тогда, когда он ограничен и удовлетво­
ряет соотношению Р 2 = Р.

356°. Доказать неравенство || А ||||В|| для Л е
e = X (L lt L 2), E e e X ( L 0, U).

357. Доказать, что X  (Lb L2) — банахово пространство.
358°. Пусть А — оператор умножения на ограниченную 

измеримую функцию а (х), действующий в пространстве 
LP (X, fi). Доказать, что А ограничен, и найти его норму.

359°. Найти норму тождественного оператора, дейст­
вующего из Lp [a, b] в Lq[a, b~\ при p^sq.

360*. Для каких функций а(х) оператор умножения 
на а (.х) является непрерывным оператором из L „ [0, 11 
в L J0 ,  1]?

361. Пусть Т (/) — оператор сдвига в L P (R), 1 ^ р < .  оо : 
T (t ) f (x )= f (x  +  t).

Доказать, что Т (t)-+T (t0) при t-+t0. Верно ли, что 
T (t )= * T (t0) при

362*. Пусть А (/) — дифференцируемая операторная 
функция на R, значения которой принадлежат En d L  
и dim L<oo.

Доказать, что все решения дифференциального уравне­
ния А ' (t) — С А (/), где С е  End L, имеют вид А (t) = etcA 0,

ОО
где /l0s=EndL, а

k =  0

363**. Пусть A (t) — непрерывная операторная функция 
на R со значениями в EndL, d im L< co . Доказать, что 
все решения функционального уравнения A(t) А (s) = 
= A (t +  s) имеют вид A (t)=eiC, где С е  End L.

364*. Показать, что утверждение задачи 363 перестает 
быть верным в случае dimL = oo.

365. Пусть А — линейный оператор из L x в L2, перево­
дящий всякую сильно сходящуюся последовательность 
в слабо сходящуюся. Доказать, что А ограничен.

366*. Пусть А — оператор из L x в L2, непрерывный 
в смысле слабых топологий Lj и L 2. Будет ли А непрерывен 
в смысле сильных топологий?

367. Пусть К  (х, у) — непрерывная функция на еди­
ничном квадрате в R2. Оператор А действует из L p[0, 1] 
в L? [0, 1], 1 sgp, <7<оо, по формуле (Af) (х) =

= \К  (х, у) f(y) dy. Найти сопряженный оператор А ':

LQ'[  0, \\-+ L P' [0, 1], где р' =  р/(р — 1), q' = q/(q-l).



368. Пусть Р : С [0, 2]-^ С [О, 1] —оператор ограниче­
ния. Найти сопряженный оператор Р'\ V [О, 1]->У[0, 2].

2. Компактные множества и компактные операторы.
369. Доказать, что следующие свойства подмножества 

А в топологическом пространстве X  эквивалентны:
а) А — компакт;
б) всякое бесконечное подмножество А содержит 

направленность, сходящуюся к некоторому элементу из А;
в) всякая центрированная система замкнутых подмно­

жеств в А имеет непустое пересечение. (Система множеств 
называется центрированной, если любая конечная подси­
стема в ней имеет непустое пересечение.)

370. Вычислить аппроксимативную размерность канто- 
рова совершенного множества X. (Множество X  является 
пересечением счетного числа множеств Х п, где Х „ полу­
чается из отрезка [0, 1] выбрасыванием З " '1 интервалов

371°. Пусть /( — выпуклое множество в линейном про­
странстве L. Подмножество А с . К  называется крайним, 
если всякий отрезок, лежащий в К, середина которого 
принадлежит А, целиком лежит в А. Доказать, что пере­
сечение любого семейства крайних подмножеств либо пусто, 
либо является крайним подмножеством.

372. Пусть К  — выпуклый компакт. Доказать, что сово­
купность его замкнутых крайних подмножеств (см. задачу 
371), упорядоченная по включению, имеет минимальный 
элемент.

373. Пусть К  — замкнутое выпуклое ограниченное под­
множество в Л В П  L, Л — минимальный элемент семейства 
замкнутых крайних подмножеств в К  (см. задачу 372). 
Доказать, что А состоит из одной точки.

374. Доказать, что выпуклый компакт К  в ЛВП  L 
имеет хотя бы одну крайнюю точку.

375*. Доказать теорему Крейна — Мильмана: всякий 
выпуклый компакт А' в ЛВП  L совпадает с замыканием 
выпуклой оболочки своих крайних точек.

376°. Найти крайние точки единичного шара в про­
странстве 1р(п, R), ls g p ^ c o .

377°. Найти крайние точки единичного шара в про­
странствах с и с0 (см. задачу 293).

378. Доказать, что пространства с и с0 (см. задачу 293) 
не являются сопряженными ни к какому линейному нор­
мированному пространству.

вида



379. Доказать следующий аналог теоремы Асколи — 
Ариела: пусть В (Т,  X) — метрическое пространство всех 
ограниченных функций на множестве Т  со значениями 
в компактном метрическом пространстве X; расстояние 
в В ( Т ,  X) определено как d( f ,  g) =  sup dx (f (i), g  (t)),

t e  T
где dK — расстояние в X. Д ля того чтобы множество 
М с 5 ( Т ,  X) было предкомпактным, необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись условия: для каждого е > 0  
существует такое конечное разбиение множества Т: Т  —
— 7 \L J . . .L J T n, что на каждой части Т/  каждая ф ункция 
/ е М  изменяется не больше чем на е.

380. Найти крайние точки множества 5  дважды сто­
хастических матриц порядка п. (Матрица А называется 
дважды стохастической, если ее элементы неотрицательны 
и сумма элементов каждой строки и каждого столбца 
равна 1.)

381°. Д оказать, что в бесконечномерном нормиро­
ванном пространстве единичный оператор неком пак­
тен.

382°. Доказать, что в бесконечномерном нормирован­
ном пространстве компактный оператор не имеет ограни­
ченного обратного оператора.

383. Пусть оператор А в lp (R), 1 р  оо, задан  
формулой А {хп\ =  {апхп\, где [ап\ —фиксированная огра­
ниченная последовательность вещественных чисел. Д о к а ­
зать, что оператор А компактен тогда и только тогда, 
когда lim ап =  0.

f l  —► СО

384. Доказать некомпактность в пространстве С [0, 1] 
оператора А,  действующего по формуле Af  (х) =  
=  x - f ( x ) .

385. Пусть L x и ¿ 2 —банаховы пространства, / 1 е  
<= X  (Lit L2). Доказать, что из компактности А' следует 
компактность А.

386°. Пусть К( х ,  ^  — непрерывная функция на единич­
ном квадрате в R2. Доказать, что оператор А в С [0, 1],

определенный формулой Af (х) =  $ К  (х, у) f (у) dy,  компак-
о

тен.
387. Пусть K e L 2 ( X x 7 ,  (xxv). Д оказать, что о п ер а­

тор А,  действующий из L2( Y , v) в L2(X, fx) по формуле 
Af  (х) ~  \ К  (х > У) /  (у) dv (у), является компактным, 

у



388*. Пусть оператор Т в пространстве Ьр (О, оо), р ^  1,
К

задан формулой Tf (x)  =  ^  J  f ( t ) d t .
о

Д оказать, что Т  ограничен, но некомпактен. Найти 
норму Т.

389. Пусть пространство L рефлексивно. Доказать 
компактность оператора Т e E n d L ,  переводящего всякую 
слабо сходящуюся последовательность в сильно сходя­
щуюся.

390. Пусть Q —область в R4. Доказать, что оператор 
вложения из Сш  (¿1) в Ск (Q) компактен.

391. Может ли компактный оператор А удовлетворять
П

алгебраическому уравнению ск А к =  0 (мы полагаем
k — Q

Л° =  1)?
3. Теория фредгольмовых операторов.
392. Пусть Л —оператор в /P (R), действующий по фор­

муле А {х„} =  \апхп}, где {а„}— фиксированная последо­
вательность вещественных чисел. При каком условии 
на {а п} подпространство im А  замкнуто в /p (R)?

393°. Пусть Т  — оператор в ¿P (R), действующий по фор­
муле Т {хп} =  {хпц}.  Найти ядро и коядро операторов 
Т к, Лг =  1, 2 , . . .

394*. Пусть Р — многогранник в R3, Х к —множество 
его ориентированных /е-мерных граней (0-мерные грани — 
вершины, 1-мерные грани — ребра, 2-мерные грани— обыч­
ные грани, 3-мерная грань —сам многогранник), Lk — про­
странство вещественных функций на X k. Если Г е  Х к 1 , 
Д е Х 4, то можно определить число е(Г, А), равное 0, 
если Г не лежит на границе А, и ±;1 в противном слу­
чае. Знак е(Г, А) зависит от ориентаций Г и А. Пусть
е , ........  ек- х базис, задающий ориентацию Г; /* —
базис, задающий ориентацию А и выбранный так, что 
векторы Д , . . . ,  fk_j лежат в плоскости Г, а вектор fk 
трансверсален к Г и направлен вне А. Тогда е(Г, А) 
равно знаку определителя матрицы перехода от elt . . . , ек х 
к ........  fk-v  Определим оператор dk: L h ^ -^L it формулой

<**/(Д) =  £ е ( Г ,  А )/(Г).
T s X k-i

Д оказать полуточность последовательности 
0 - + L 0 0



и вычислить ее когомологии для простейших многогран­
ников (симплекса, куба, куба с дыркой, куба с внутрен­
ней полостью).

395.- Пусть С* (Т ) — пространство функций на окруж­
ности Т,  имеющих k непрерывных производных, с нормой

| | / | | =  m a x  {¡ / (01,  I/' (01..........  ) / (/i) (Of}-
/еГ

Доказать полуточность последовательности

О ->  С* (Т)  — Ск 1 (Т) О,

где d — оператор дифференцирования, и ' вычислить ее 
когомологии.

396. Пусть дана полуточная последовательность ко­
нечномерных пространств

0 - + L 0 b L 1 ^ . . . - + L n-1 ^ L „ - > 0

и Hk — пространства ее когомологий для /г =  0, 1, . . . ,  п. 
Доказать тождество Эйлера

( -  l ) k d \ m L k =  2  ( -  l ) ftdim  H k,
It =  0 к  =  0

397**. Пусть задана последовательность
Т т^ Т ПТ п-\-\ т

банаховых пространств и непрерывных операторов. До­
казать, что если сопряженная последовательность

точна, то точна и исходная последовательность.
398*. Пусть дана полуточная последовательность

г 7 /г г ^*  + 1 г...->■ Lk-i —* L k ----- ' £./i+1

банаховых пространств и непрерывных отображений. До­
казать, что сопряженная последовательность полуточна 
и пространства к о г о м о л о г и й  сопряженной последователь­
ности сопряжены к пространствам когсмологий исходной 
последовательности.

399°. Построить почти обратный оператор для опера­
тора Т из задачи 393.



Т  =  ( ¿ )  +  W ( ¿ )  +  • ■ • +  (*).

действующий из Ск{п[0, 1J в С*[0, 1]. Доказать, что 
оператор Т  — фредгольмов и найти его индекс.

401. Я вляется ли фредгольмовым оператор умноже­
ния на непрерывную функцию а (х) в пространстве С [0, 1]?

402*. П усть ¿  — пространство гармонических непре­
рывных вплоть до границы функций в области Q с= R2, 
ограниченной гладкой кривой Г. Доказать, что оператор 
ограничения Р:  / ,-> С (Г ) является фредгольмовым, и найти 
его индекс.

403. Пусть Q — ограниченная область на комплексной 
плоскости, Я  (£2) — пространство голоморфных в Q и не­
прерывных в Q функций, а (z) — функция, голоморфная 
в некоторой окрестности Q. Доказать, что оператор умно­
жения на a ( z ) фредгольмов в # ( й ) ,  и найти его индекс. 

404°. Найти все решения интегрального уравнения 
л/-а

f(x)  =  k  ̂ cos (x — y ) f ( y ) d y  в пространстве С [0, 1].
о

405°. При какой правой части g  е  С [0, л] интеграль­
ное уравнение

Я
f ( x ) - \ s m ( x  +  y ) f ( y ) d y  =  g(x)

О

разрешимо в пространстве С [0, л]?
406°. При каких ^ e R  уравнение

f ( x ) - k \ e ^ y > f  ( y ) dy  =  1
(I

разрешимо в Lp [a, b], l C p < o o ?
407*. Пусть H 0 — L2(R, dx),  — пополнение про­

странства S (R) (см. гл. I l l ,  § 3, п. 3) по норме ||/||j =  
=  !*/io +  l!/' ilo (здесь I |l0 означает норму в Я 0). Операторы 
рождения и уничтожения в квантовой теории поля могут 
быть определены как дифференциальные операторы из Н 1
в II0, действующие по формулам A ± f  =  (~-х ±  x^f .  Д ока­
зать, что А ±  — фредгольмовы и что шс1Л+ =  ±  1.



408. Оператором Гильберта — Шмидта называется 
интегральный оператор

ь
(/4q>)(s) =  $ K( s ,  t )<p(t )dt ,

а

действующий в пространстве L2 [а, Ь], ядро которого
b ь

удовлетворяет условию $ § | /С (s, t) \2 ds dt <  со.  Д оказать,
а а

что для оператора Гильберта — Шмидта выполнено н ера­
венство

г Т ь
М К 1 /  S I l * ( s» W d s d t .

У а а

409°. В обозначениях задачи 408 доказать, что соот­
ветствие А I—»• К  (s, t) между операторами Гильберта — 
Шмидта и их ядрами является взаимно-однозначным 
с точностью до эквивалентности измеримых функций.

410°. Пусть дан оператор Гильберта — Шмидта, опре­
деленный ядром К (s, t) (см. задачу 408). Доказать, что 
сопряженный к нему оператор определяется «сопряжен­
ным» ядром K i t ,  s).

411. Интегральным уравнением Фредгольма (второго 
рода) с вырожденным ядром называется уравнение вида

<р (s ) = I р ‘ &  &  ( о )  ф ( 0 d t + /  (s)-

где Pi, Qi — функции из L2[a, Ь]. Доказать, что общее
П

решение этого уравнения имеет вид <p (s) =  У] qiPt (s ) + f  (s)
i =  \

и что неопределенные коэффициенты qi можно найти 
из некоторой системы алгебраических уравнений вида

П
¿С aifli +  =  qi.
/= i

412*. Уравнением Вольтерра (второго рода) назы вается 
интегральное уравнение

q>(s) =  f/C (s, t )q>( t )dt - \ - f ( s ) ,
а
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где К (s, t) — ограниченная измеримая функция. Доказать, 
что для любой функции f Œ L 2 уравнение Вольтерра 
имеет одно и только одно решение.

413. Д оказать, что произведение двух операторов 
Гильберта —Шмидта с ядрами К  {s, i), Q(s,  t) (см. за­
дачу 408) есть оператор того же типа с ядром

ь
R (s, t) =  ^ K ( s ,  u)Q(u,  t )du.

a

414. Пусть Л — оператор Гильберта — Шмидта (см. за­
дачу 408), причем его ядро удовлетворяет соотношению

b ь

5 5 | К  (s, t ) \2d s d t  =  K 2< o o .
а а

Доказать, что ядро К п (s, t) оператора А п удовлетворяет 
оценке

ь ъ
I 5 1 (S, t ) \ ‘2d s d t ^ K 2n.

§ 3. Функциональные пространства и обобщенные 
функции

1. Пространства интегрируемых функций.
415. Доказать, что для любых измеримых функций 

на множестве X  с мерой ц справедливо неравенство 
Гёльдера:

^  I /  М  \р Ф  М  ) 1 / р  ^  I в  М  I 9  ^  М | 1 А ? .

1 , 1 Iгде числа р и о связаны соотнош ением---- -----= 1 .
н  4 Р 1 я

416°. Доказать, что для любой измеримой функции /  
на множестве X  с мерой р, справедливо равенство

5 | /  (х) |р ^  (х ) У /Р =  эир $ / ( * ) £ ( * )  ¿ И * ) | >
X / X |

где верхняя грань берется по всем функциям §'(х), удов­
летворяющим неравенству $ | §  (х) |? ф , (%) < ; 1, а числа р

к
1 , 1 1и а связаны соотношением — Ь — 1 ,

4 Р ч



417. Д оказать интегральное неравенство Минковского 

р  I/ (x) +  g ( x ) \ p d\i  M j 1/P<

I / M l p du (x)J/p +  ^  \ g(x) \Pd\ i (x) U p

для 1 <  р <  оо.
418°. Говорят, что мера ¡х на множестве X имеет счет­

ную базу, если существует такое счетное семейство {Ап} 
измеримых подмножеств в X,  что для любого измеримого 
подмножества В найдется такое множество А п, что 
ц, ( Л „ Д £ ) < 8 .

Доказать, что пространство (X, ¡х) сепарабельно 
тогда и только тогда, когда |х имеет счетную базу.

419°. Д оказать, что пространство Ьр (X, ¡х), 1 < р < о о ,  
сепарабельно тогда и только тогда, когда сепарабельно
М Х ,  и).

420°. Д оказать, что пространство Ьх (Х,  ¡х) либо 
конечномерно, либо несепарабельно.

421°. Пусть ¡л (X) <  оо. Доказать, что при р ^ д ^ Х  
пространство ЬР {Х,  |х) содержится в пространстве Ьд (X, (х).

422°. Д оказать, что при р ф д  ни одно из пространств 
ЬР(Я, dx), Ьд (К, dx) не содержится в другом.

423°. Пусть 0 < а ^ р < о о .  При каких р  функция
¡(х)  =  а^ - р принадлежит пространству ¿^(Я-н dx) (через

К+ обозначена положительная полупрямая)?
424. Пусть числа р, д, г связаны соотношением

7  +  ^ +  7  =  1 ’ / е М * >  V), Й ^ 1 ? (Х, |1) , А е ^ ( Х ,  ц). 
Доказать, что функция fgh суммируема и что lfgh\\1^

¡\htr-
425. Пусть 1 С  р ^ г ^ д ^ с о .  Д оказать, что ЬР (Х,  ц) П 

П 1д (X, (х) содержится в 1 Г (X, ц) и для всякой функции 
/ е £ р (Х, }х) П 1 д ( Х ,  ¡л.) справедливо неравенство ¡ / |г ^

< 1 /1 “ 17¡1«. где а  =  Р==Й = Я '
426. Пусть |х ,(Х )< о о . Д оказать, что 1 т (Х,  |х) с : 

с Ь р {Х,  [х) при всех р5=1 и что | |/ |Ь  =  П гп ||/|р.
р  —*СО

427°. Д оказать, что в пространстве /,р [а, Ь] плотны 
следующие множества функций:

а) множество 5  [а, Ь] всех кусочно-постоянных функ­
ций;



б) множество С[ а,  Ь] всех непрерывных функций;
в) множество &  всех многочленов;
г) множество многочленов, равных нулю на концах 

отрезка.
428. Найти норму функции { ( х ) = х а в тех простран­

ствах Ьр [0, 1], 1 « £ р < о о ,  которым эта функция при­
надлежит.

429. Построить в йх)\
а) бесконечномерное замкнутое подпространство, состоя­

щее из непрерывных функций;
б) бесконечномерное замкнутее подпространство, не со­

держащее ни одной ненулевой непрерывной функции.
430. П усть ц (Х )< о о ,  У с 2 Ь 1 (Х,  ц) — замкнутое 

бесконечномерное подпространство. Доказать, что V не 
может содержаться в Ьх (Х,  ц).

431°. Д оказать, что множество С0(Я) непрерывных 
финитных функций плотно в ЬР (Я, (1х) при 1 ^ р < о о .

432. Д оказать, что всякая функция йх) 
непрерывна в среднем, т. е. для всякого е > 0  существует 
такое 6 > 0 ,  что при | / | < 8  выполняется неравенство

00

—СО

433. Д оказать утверждение задачи 432 для простран­
ства Ьр (П.п, йх).

434*. Пусть М а Ь р{Кп, с1х), 1 < р < о о .  Доказать, 
что для предкомпактности М необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия:

а) существует такая константа с, что ||/  ¡р с  с для всех 
/ ё М ;

б) для любого е > 0  существует такое число (е), что

5 \[ [ х ) \ ( 1 х <  г, /  <= М\
!*| > « ( е )

в) для любого е >  0 существует такое число б (е) >  О, 
что при | / 1 < б (е) выполняется неравенство

$ | / ( *  +  0 - - / М ^ < е .

435*. Д оказать  изоморфизм пространств

^ ( Х ,  (.1) ®  (К, ц х у ) .



436. Найти крайние точки единичного шара в LP (X,  ц):
а) при р — 1;
б) при 1 < р < о о ;
в) при р =  со .
437*. Доказать, что пространства L x [0, 1] и 1Х не и зо ­

морфны.
2. Пространства непрерывных функций.
438°. Доказать, что для любого компакта X  простран­

ство С (X) — банахово.
439°. Доказать сепарабельность пространства С ( Х ) ,  

где X —компакт, лежащий в R".
440. Назовем линейный функционал F на С (X)  поло­

жительным, если F(f)~Sz 0 для всех неотрицательных 
функций / е С ( Х ) .  Доказать, что всякий положительный 
линейный функционал F непрерывен и его норма равна 
F (  1), где 1 — функция, тождественно равная 1 на X.

441. Доказать, что любой функционал F е  С'  (X ) 
можно записать в виде F =  F 1 — F2, где Fx и F2 — п оло­
жительные функционалы (см. задачу 440).

442*. Пусть X —метрический компакт, F ^ C ' ( X )  — 
положительный функционал (см. задачу 440). Положим 
для любого компакта К  cz X  \х(К) =  inf F (ср) и д ля

XypEqjJSi
борелевского множества Е cz X  ц (Е ) =  sup |х(/С), где

К а Е
^  — компакт. Доказать, что р. — счетно-аддитивная м ера.

443°. Вычислить нормы следующих функционалов 
на С [ — 1, 1]:

а) F (f) =  \ f  (х) dx\
О
1

б) F (/) =   ̂ sgn xf (х) dx;
— 1

в) F ( f ) = \  f ( x ) d x - f ( 0);

г) Fe (/) =  / (е)-1-/(- е)- 2/ (0).
00

* > ' < » - 2  W ) ;П — l

e)F„(0= j/M 'k - S rb  2  ’{"Л
k — — n



444°. Записать в виде интеграла Стилтьеса и вычис­
лить нормы следующих функционалов на С [ — 1, 1]:

а) F (/)  =  /(0 );

б) F ( f ) = \  f ( x ) d x - 2 f ( Q y ,
— 1

в) F (/) =   ̂xf (х ) d x <
О
О 1

г) F (/) =  J /  (х) dx  — 2  ̂/  (*) dx.
— 1 о

445. Первая теорема Хелли. Доказать, что последо-
]

вательность функционалов Fn (/) =  \ f ( x )  dgn(x), где g n
о

е  V [0, 1] имеет «-слабым пределом функционал /7(/)=
i

=  l f ( x) dg(x) ,  где g  е  V [0, 1], тогда и только тогда, 
о

когда g n (x) ~ + g ( x) в каждой точке отрезка [0, 1] и 
вариации всех функций g n ограничены в совокуп­
ности.

446*. Вторая теорема Хелли. Пусть М  с  V [0, 1]. 
Доказать, что если все функции из М  имеют ограни­

ченную в совокупности вариацию, то М  содержит подпо­
следовательность {gn (x)}, сходящуюся в каждой точке 
отрезка [0, 1].

447. Пусть г?5 — подпространство многочленов в С [0, 1]. 
Какие из следующих линейных функционалов на 
допускают непрерывное продолжение на С [О, 1J (через р

d e g  р

обозначается многочлен акхк):
А = 0

а) F1 ( p ) = a 0,
d еЯР

б) F2 (Р) =  S
к ~ О 
deg р

в) F3 ( p ) =  2  ( -  1 )kak,
k =  o 

N
г) Ft (р) =  скак, где [ск] —фиксированный вектор



448°. Пусть X — связный компакт. Д оказать, что еди­
ничный шар в пространстве С (X)  имеет всего две край ­
ние точки.

449*. Доказать, что крайними точками в единичном 
шаре пространства С' ( X)  являются точечные заряды 
± 1̂ ,  л г е Х , определенные формулой (ц.*,  ̂) =  /(* ).

450**. Теорема Стоуна — Вейерштрасса. Пусть X  — 
метрический компакт, А а  С (X) — замкнутая подалгебра 
в С (Х ), разделяющая точки (т. е. для любых двух раз­
личных точек хх и х2 из X существует такая  функция 
Ф е / 1 ,  что ф (*1) Ф  ф (х2)) и содержащая функцию, тож ­
дественно равную 1. Доказать, что А — С( Х) .

451*. Верно ли утверждение задачи 450 для алгебр, 
не содержащих единицу?

452*. Пусть X — линейно связный метрический ком­
пакт. Построить непрерывное отображение отрезка [0, 11 
на X.

453. Построить непрерывное отображение отрезка 
[0, 1] на единичный квадрат.

454. Построить изометрическое вложение 1Р ( 2, Я) 
в С [0, 1] с помощью непрерывного отображения отрезка 
[0, 1] на единичную сферу пространства 1Р (2, Я).

455. Доказать изоморфизм пространств С [0 , 1] ® С [0 , 1] 
и С (П ), где □ —единичный квадрат в К2.

456*. Доказать, что для любых компактов X и К 
в И" имеет место изоморфизм С (X) ® С (У) ^  С (X X К).

457. Пусть А: С (X) С (У) — изоморфизм банаховых 
пространств. Доказать, что А имеет вид (А[) (у) =  а (у) х  
Х /(ф  (у)), где а —непрерывная функция на У,  принима­

ющая значения ±: 1, а ф — гомеоморфизм У  на X.
458. Доказать, что пространство всех функций вида 

f(x)  +  g(y) ,  где £(ЕЕС[0, 1], замкнуто в С(Щ ), где 
□  —единичный квадрат в И2.

459**. Доказать, что пространство С [0, 1] обладает 
счетным топологическим базисом {¡п (х)), т. е. такой систе­
мой функций {/„(*)}, что любая функция / е С [ 0, 1]
однозначно представима в виде равномерно сходящегося

00

ряда / ( * ) =  2  с«/л (*)•
п = 1

460*. Доказать, что система функций {е2л1пх}, я е г ,  не 
является топологическим базисом (см. задачу 459) в про­
странстве СР  [0, 1] всех непрерывных функций на [0, 1] 
с условием /(0 ) = / (1 ) .



3. Пространства гладких функций.
461. Пусть ^  (М) — пространство финитных последо­

вательностей (т. е. последовательностей, у которых лишь 
конечное число членов отлично от нуля). Для любой 
последовательности а  =  (а (, а.2, . ..)  положи 1ельных чисел 
определим полунорму ра в 3  (М) равенством

СО

Р а ( Ы )  =  2 ]  <*к\Хк\-
4 = 1

а) Д оказать, что набор полунорм ра превращает ЁЯ (М) 
в полное неметризуемое ЛВП. б) Описать сходимость 
в этом пространстве, в) Доказать, что для любой непу­
стой области О, ъ М  (£2) есть замкнутое подпространство, 
гомеоморфное ¡¿> (М).

462°. Пусть А — линейное отображение пространства 
ЁР (£2) в локально выпуклее пространство I .  Доказать 
эквивалентность следующих утверждений:

а) А  — непрерывное отображение;
б) А — ограниченное отображение (т. е. переводит 

ограниченные множества в ограниченные);
в) А секвенциально непрерывно (т. е. из <ря 0 при п -^ о о  

следует Н тЛ ф „  =  0);
П - *  СО

г) ограничение А на любое подпространство ¡2$к (£2) с  
с  & (О) непрерывно.

463°. Доказать, что & к (£2) замкнуто в &  (£2).
464. Пусть /( — компакт в области £2 с: 1?" и [II¡\ — 

открытое покрытие К ■ Доказать, что существуют такие 
неотрицательные функции ф ^ е ^ ( О ) ,  1 = \ ,  Ы, что 
выполняются условия:

1) зи ррф ; с :£ /;  для всех г;
N

2) ФI (х) =  1 Для х <= /(.
¡=  1

Набор {ф;} называется разбиением единицы на К.
465. Д оказать, что ¿0  (£2) плотно в Ш (£2) для любой 

области £2 с  И".
466*. Доказать, что любое замкнутое подмножество 

в К" является множеством нулей некоторой функции 
/ е ^ ( Я ' г).

467*. Пусть \сп\ — любая числовая последовательность. 
Существует ли функция /  !&> (Е), для которой (0) = с п, 
п — О, 1, 2, ...?



468*. Доказать теорему 30 гл. TII для любого п,  
определив для х  е  R” функции i|)S и %N из &  (Rn), обла­
дающие свойствами:

a) T j)e(*)^0, % ( x ) = 0  при ||jc |]> fi, j¡ % ( x ) d x = l ;

б) 1 n  (х) 0, хлг (х) =  1 при (I х  1 N .
469°. Какие из следующих функций принадлежат про­

странству Ш (R)?
а) / (x) — x!l, k е  N;
б) f ( x ) = e x;
в) f(x)  =  \x\-,
г) f ( x ) ~  sinx/x;

470°. Какие из следующих функций принадлежат про­
странству S (R)?

471°. Доказать, что операции дифференцирования д!дх1 
и умножения на независимую переменную Х{ являются 
непрерывными операторами в пространствах В (Кл), 5  
Ш (!*»).

472. Доказать, что если то
(й). Является ли билинейное отображение

(/; g ) - +  fg из @ ( Q ) X S ( Q )  в j®r(Q)

а) непрерывным по каждому переменному,
б) непрерывным по совокупности переменных,
в) секвенциально непрерывным по совокупности пере­

менных (т. е. из /„-► / в £„-> •?  в % (fi) следует

стремится к нулю в Ш (К).
474°. Пусть /  — ограниченная бесконечно дифференци­

руемая функция на прямой. Будет ли умножение на /  
непрерывным оператором

а) в S& (R), г) из &  (R) в S  (R),
б) в S (R ), д) из &  (R) в £ (R ),
в) в Ш (R), е) из 5  (R) в ё  (R)?

а) /  (х) — ех\ в) е х‘\
б) f ( x ) =  1 / ( 1 + х2); г) хке~ х\  ¿ — натуральное.



475*. Обозначим через G (R 2) подпространство в § (R 2), 
состоящее из функций <р, обладающих свойством:

Ф (х +  т, у  -(- п) =  егя'туц> (х, у), т, n e Z .  

Доказать, что оператор А,  действующий по формуле

Af ( x ,  У ) =  £  f ( x +  k )e~™iky,
k(=Z

переводит S (R) в G (R 2).
476**. Пространство М ( Т п) бесконечно дифференци­

руемых функций на я-мерном mope Tn p &Rn/Zn опреде­
ляется как совокупность тех функций ф на Т", для кото­
рых соответствующие функции па R" Ф (tlt . . . ,  tn) =
=  ф(е2я1<1.........еът‘п) принадлежат §  (R"). Доказать изо­
морфизмы:

&  (Тт ) ®  ш  (Тя) *=« &  (Тт ) ® дц (Тп) ;= «^г(т ш+л).

477°. а) Пусть R"). Д оказать, что для любого
i / e R "  направленность f t ( x ) = ———j — имеет предел
в ИЯ (Rn) при t-* -0 .

б) Пусть /  е  Ш (R"). Доказать, что для любого у  <= R"
направленность f t (х) —  ̂(х +*У)—1 (х\ имеех предел в % (R")
при t - +  0.

478*. Пусть {б*} — последовательность положительных
00

чисел, для которой сходится ряд б*. Определим после-
А =  1

довательность функций {/„} на прямой, полагая /„(*) =
X

=  sgn х, fn (л:) =  g—  ̂ /„-j (х) dx при п 1. Доказать, что
П х~ 6п

последовательность f n равномерно сходится к функции 
/ e l ( R ) ,  обладающей свойствами:

оо

а) / (л) =  — 1 при х < 0 ,  f (x)  =  +  1 при х >  6*;

б) |/(п) (х) | с  2" (6j . . .  б„) 1 для всех x e R .
479*. Пусть счетно-нормированное пространство L 

с системой полунорм обладает тем свойством, что 
всякое ограниченное по полунорме pft+1 множество пред- 
компактно по полунорме р к.



а) Доказать, что L обладает свойством Гейне — Бо- 
реля.

б) Вывести отсюда, что пространства & K (Q),  % (Q), 
S  (R '!) обладают свойством Гейне — Бореля.

480*. Пусть ¿  — полное ЛВП, Q —область в R". Через 
E( Q,  L) обозначим пространство бесконечно дифферен­
цируемых вектор-функций в области £2 со значениями 
в L. Если {ра} ае  а  — набор полунорм, определяющий топо­
логию в L,  то в É (£2, L) топология определяется семей­
ством полунорм pKia, где К  — компакт в £2, / =  (lL........1п) —
мультииндекс, а е / 1 :

Доказать, что ё  (Q, L) —полное ЛВП, метризуемое, 
если метризуемо L.

481*. Пусть Qj —область в R", £22 — область в Rm, 
£22 х  £22 с : Rm+n — их прямое произведение. В обозначениях 
задачи 480 доказать изоморфизмы:

482*. Доказать изоморфизмы:

Ш (£2Х) ® Ш (£22) ^  Ш (Й! X £2г) ^  % (£2Х) ®  Щ (£22).

483**. Сформулировать и доказать аналоги утверж де­
ний задач 480 — 482 для пространств ¿2? (О) и 5

4. Обобщенные функции.
484°. Доказать, что следующие функционалы на &  (Л ) 

являются сингулярными обобщенными функциями, и найти 
их носители:

^ t a ( 9 ) = s u p p a (a/9  (*)).
xœK

%(Ql9 ë (Q2) ) ^ S ( Q 1x Q2) ^ S ( Q 29 S ( Q t )).

00

oo

— со
oo

B) <p)=v. p. J
‘ Ф (JC) —  Ф (0)—x ÿ  (0) , 
1 x3

— 00
no



символ v. p. [ означает главное значение в смысле Кош и1.
\  — со

/  -  е ос', \

l im $ + S )  .
enoV J«, i / I

485. В условиях задачи 484 г) найти предел ¿7s с°^ * 

при k-*- со.
486°. Доказать, что пространство основных функций 
(R) вкладывается в пространство обобщенных функ­

ций (R).
487°. а) Пусть /< = L j(R , dx) и f s (x) [ ~ j  ■ Д ока­

зать, что lim / е в пространстве S ’' (R) существует и равен
е \0

СО

с ■ 8 (х), где с =   ̂ f  (х) ^х.
—  СО

б) Доказать равенства

\\т-^Гг е - хг1* =  У п Ы <х), l i m =  л6(х). 
е \0  У 8 е \0  х +8

488. Доказать существование пределов lim * . в про-
е \о  х — 18

странстве 3 '  (R).

489. Найти lim ( s in —) /  х в пространстве (R).
е \0  '

490°. Существует ли lim sin (х/в) в пространстве ^ '( R ) ?
е \ 0

491°. Пусть две локально суммируемые функции /  и 
g  в области ß c  R" определяют одну и ту же регулярную 
обобщенную функцию (т. е. \ f (х) ц> (х) dx =  \ g  (х) (х) dx

Q й
для всех ф е ^ ( й ) ) .

Д оказать, что f u g  совпадают почти всюду в Q.
492°. Доказать, что 6-функция Дирака, определенная

00

формулой 5 6 (х) Ф (х) dx =  ср (0), не является регуляр-
—  СО

Н О Й .

493. Обобщенные функции на я-мерном торе Т" опре­
деляются как линейные непрерывные функционалы на 
пространстве ^ ( Т " )  (см. задачу 476). Доказать, что ряд 
из регулярных обобщенных функций (здесь t е  R",
kt — +  . . .  +  k j n ,  суммирование ведется по всем /е е  Z")



сходится в смысле & '  (Тя) к обобщенной функции 6(/),
определенной равенством j[ 6 (t) ф (/) dt  — ф (0).

<j>/Î
494°. Д оказать, что каждая обобщенная функция на 

торе Т" (см. задачу 493) имеет конечный порядок (т. е. 
продолжается до непрерывного линейного функционала 
на пространстве С* (Т") /г-гладкнх функций на Тл при 
некотором k).

495. Доказать, что обобщенная функция F на прямой,
СО

заданная формулой (F, ф) =  У] ф(/,) (/г), не имеет конеч-
*=о

ного порядка.
496. Каков порядок ô-функции?
497. Каков порядок обобщенной функции (см. за­

дачу 484):
а) в интервале (— 1, 1),
б) в интервале (1, 2)?
498. Д оказать тождество Сохоцкого - — ■* =  & +

л  ( U  X

ц zn i à ( x ).
49Э. Доказать, что функции имеют П0РЯД°К 1

в любой ограниченной области на прямой, содержащей 0.
500. а) Пусть L — ЛВП, L'  — сопряженное к L про­

странство, снабженное ^-слабой топологией. Доказать, 
что всякий линейный непрерывный функционал F е  (L'Y 
имеет вид F ( f ) = f ( ф), где ср e L .

б) Доказать, что регулярные обобщенные функции 
*-слабо плотны в пространствах %' (Q), ИЯ' (Q), S ’ (R"). 

501°. Каков носитель и порядок обобщенных функций 
1

а) ф I—► J j л: | ф' (х) dx,
— I 
1

б) ф I—>  ̂ sgn.r ф' (х) dx?
—  1

502*. Пусть ç e f  (R).
а) Доказать, что функция

00

/ Ф(Ь) =  Г (Xy-'l xb '<p(x)dx,  
о

определенная при R e À > 0 , допускает аналитическое про­
должение на левую полуплоскость.



б) Д оказать, что при фиксированном ) . е С  соответ­
ствие ср I—» / ф (Л.) является обобщенной функцией (которую 
обычно обозначают х \ ~ 1!^ (Ц)-

в) Вычислить определенную выше обобщенную функ­
цию для значений параметра Х =  — п, п =  0, 1, 2, . . .

503. Д оказать равенства:

504. Д оказать с помощью конструкции прямого про­
изведения обобщенных функций формулу

505*. Теорема о ядре. Доказать, что всякое непрерыв­
ное линейное отображение А: ИР (£2Х) (ñ 2) имеет вид

<Лср1, ф2) =   ̂ К ( х > y ) ( f A x)(í>Ay)d x d y<

где К  е  3 '  (Qj х  Q.¿).
506. В условиях задачи 505 пусть Qj =  Q2 =  R. Найти 

явно обобщенную функцию К ^  HP' (R2), если отображе­
ние А

а) является естественным вложением ИР (R) в (R );
б) имеет вид ф ф (а) ■ бь.
5. Действия над обобщенными функциями.
507°. Вычислить производные следующих обобщенных 

функций:
a) sgn х;

в) [х] — целая часть х.
508°. Вычислить вторые производные следующих обоб­

щенных функций:

б) е— ■* I; г) з т л :-е г-|-*+а |.
509°. Д оказать, что обобщенная функция Р  е  Н& '(Ю . 

обладающая свойством / г' =  0, есть константа.

б) № ( х )  х  б10(4 ')=  уУ’дхк ди1

СО СО

А
дх ^  Ф (х, у) dy  =  ^ д?х- (х, у) ду, ф е !  (R 2).

—  СО — со

Qi X йз

а) \ х\ ;  в) | s in лг|;



510. Доказать, что все решения уравнения x F =  0 
в обобщенных функциях F e # '  (R) пропорциональны 
б-функции.

511*. Доказать, что всякая обобщенная функция на 
прямой с носителем в точке a e R  имеет вид Р &а (х )<
где Р — многочлен.

512. Пусть g e £ ( R )  задает взаимно-однозначное ото­
бражение прямой на себя и h е  Ш (R) — обратное отобра­
жение. Выразить явно через б (х) и ее производные функцию  
б' (g(x)).

513. Обобщенная функция F  на прямой называется 
однородной степени (Я, е), где i , e C ,  е =  0 или 1, если 
для t Ф  0 справедливо равенство F (tx) =  11 ^ (sgn t)e F  (х ) .

Доказать, что следующие функции однородны, и найти  
их степени однородности:

а) F (х) =  | х  j \  Re К >  — 1;
б) F (х) =  sgn х;
в) F(x)  =  8(x);
г) F ( x ) =  q?‘~x (см. задачу 484);
д) F (х) =  б' (х).
514. Доказать, что однородная функция степени (к,  е)  

на прямой (см. задачу 513) удовлетворяет дифференциаль­
ному уравнению xF' =} . F.

515**. Доказать, что для всех ) , е С, е =  0, 1 сущ е­
ствует ровно одна с точностью до числового множителя 
однородная обобщенная функция на прямой степени (к,  е).

516*. Доказать, что единственными обобщенными ф у н к ­
циями на прямой, инвариантными относительно сдвигов, 
являются константы.

517*. Пусть F — обобщенная функция на плоскости, 
инвариантная относительно сдвигов вдоль оси Ох.

а) Доказать, что существует такая обобщенная ф у н к­
ция /  на прямой, что (F,  ф) =  //, ф (х, у) dx\-

\ R /
б) Выразить F в виде прямого произведения.
518*. Пусть F — обобщенная функция на плоскости 

с носителем — отрезком [0, 1] на оси Ох.
а) Доказать, что существуют такое число N  и так и е  

обобщенные функции на прямой f0, f lt /дг, что



б) Сформулировать это утверждение в терминах пря­
мого произведения обобщенных функций.

519*. Доказать, что регулярная обобщенная функция 
/  (х) =  exp (iex) принадлежит S'  (R), но ее производная 
в смысле обобщенных функций не совпадает с / '  (х) =  iexeleX.

520. Решить уравнение s in x -/(x )  = 0  в обобщенных 
функциях на прямой.

521*. Пусть обобщенная функция f  в R" удовлетво­

ряет соотношению ( ^ j xf — R*j F (x) =  0 и инвариантна от­
носительно вращений R". Доказать, что <F , ф) =  
=  с ^cp(x)da(x) ,  где с —константа, а ст —элемент ин-

SR
вариантного объема на сфере S R радиуса R в R".

522. Пусть обобщенная функция F на прямой обла­
дает свойствами:

а) F(x  +  l ) = / r (x);
б) егШ F (х) — F (х).
Доказать, что F (х) =  с 8(x  — k).

* G Z
523. Доказать, что всякая обобщенная функция F на 

прямой, удовлетворяющая уравнению F' (х) =  a ( x ) F  (х) -f- 
-f-b(x) ,  a, 6 e I ( R ) ,  является регулярной (и, значит, сов­
падает с обычным решением этого уравнения).

524**. Пусть F — обобщенная функция в R", у кото-
д !‘Р

рой все частные производные вида l s s t s g /г; O ^ k ^ r ,

принадлежат L 2 (Rn, dx).  Доказать, что при г
функция F совпадает почти всюду с функцией класса 
С1 (R»).

525*. При каком условии на коэффициенты {сп\ ряд 
^  спе-Шх сходится в 

п е г
526. Вычислить суммы:

“  V  е‘пх 
a) 2 j  cos пх/ п2> D' Zt

п—i « е /
00

в) У \n keinx, k — 0, 1, 2, г) V  sin (2п +  Ох
n t ‘z  ’ L  2 « + 1  •п — О

527. Можно ли определить операцию умножения в 
(R) так, чтобы она была непрерывна по каждому пе-



ременному и совпадала с обычным умножением на регу­
лярных функциях?

528*. Вычислить обобщенные производные:

529. Пусть ёТ5 — многочлен от п переменных. Обобщен­
ную функцию б (аР (х)) в 1?" определим как предел (если 
он существует) последовательности ср* (аР (х)), где {срА} — 
6-образная последовательность в &  (И). Вычислите 6 ( #  (х)) 
в следующих примерах:

а) п =  1, ¿Р (х) =  х2 рх
б) п =  2, ИР (х, у) =  х2 4- у 2 — 1;
в) п =  2, ё?5 (я, у) = х 2 — у 2;
г) п  =  3, г?5 (я, //, г )  =  л:2 4- /У2 — г2.

§ 4. Гильбертовы пространства

1. Геометрия гильбертова пространства.
530. а) Доказать, что соответствие построенное 

в п. 1 § 4 гл. 3 раздела «Теория», определяет ковариант- 
ный функтор из категории предгильбертовых пространств 
в категорию гильбертовых пространств.

б) Покажите, что £  можно определить как  универсаль­
ный объект в подходящей категории.

531°. Доказать, что система функций еп { х ) = е ш1пх, 
п е  2, является гильбертовым базисом в / .2 (0, 1).

532*. Применить процесс ортогонализацни к последо­
вательности одночленов 1, х, х2, . . .  в следующих гильбер­
товых пространствах:

533. Применить процесс ортогонализацни к последо­
вательности одночленов 1, г, г \  . . .  в предгильбертовых 
пространствах многочленов со следующими скалярными 
произведениями:

а) />,([ — 1, 1], йх)\ в) /-а (ГО, со), е -Мл:);

г) ¿2  ((— оо, со), е ~ хг(1х).

а) (Р , <?)= И  Р  (2) <2 (г) йх йу;

б) (Р, (?) =  $ $ Р (г) <? (г) е~  г '* Ах Лу.
С



534*. Выразить линейный функционал Fx ( f ) = j ( x )  в 
пространствах задачи 533 в виде скалярного произведения.

535*. Д оказать, что пополнения предгильбертовых про­
странств, рассмотренных в задаче 533, состоят из всех 
аналитических функций с суммируемым квадратом по 
мере d x d y  в круге радиуса R  в случае а) и суммиру­
емых по мере e~ lz ^ d x d y  на плоскости в случае б).

536. Найти коэффициенты разложения по базису зада­
чи 531 для следующих функций:

а) /  (х) =  sgn {2х -  1);
б) f (х) =  еХх;
в)* f (х) =  В к (х), где {б*} — последовательность много­

членов Бернулли, однозначно определяемая условиями:
1) B'k ( x ) = k B , t - 1 (x);
2) B k (0) = В /г (1) при k >  1;

3) В х (х) — х — ~ ■.

537*. Д оказать, что ортогональное дополнение к систе­
ме функций еп(х) =  егп1пх, я е Z, в пространстве L2 ([a, b], dx)

а) равно нулю при \ Ь — а | ^ ; 1 ;
б) отлично от нуля при \ Ь — а \ >  1.
538*. Пусть В0 — пространство всех тригонометричес­

ких полиномов (т. е. конечных линейных комбинаций 
функций eiXx, К е  R). Введем в В0 скалярное произведение

А

Сf- g ) =  lim h .  f ( x) g l x ) d x .
A ^  +  co Z/1 J

—  A

а) Д оказать, что соответствующее гильбертово про- 
странсто В несепарабельно и имеет континуальный гиль­
бертов базис {e a jr }>,eR-

б)** Д оказать, что В содержит пространство почти 
периодических непрерывных функций, т. е. замыкание В 0 
по равномерной норме | | / |i= s u p  \ f (x) \ ,  но не совпадает

-vs R
с ним.

539*. Пусть |.i —мера на прямой, определенная фор­
мулой р .(Л )=сагс1Л  (число точек в А).  Доказать, что 
L 2(R, |i) несепарабельно и изоморфно пространству за­
дачи 538.

540. Доказать, что в L2 [a, i>] есть ортонормирован- 
ные полные системы, состоящие из



а) многочленов;
б) ступенчатых функций;
в) тригонометрических многочленов;
г) функций, лежащих в наперед заданном плотном 

подпространстве.
541. Система функций Хаара  {срт „}, т  е  N, 1 ^ / г = ^ 2 т , 

определяется формулой

Доказать, что эта система является ортонормирован- 
ным базисом в ¿ 2(0, 1).

542. Система функций Радемахера {фт (х)}, ш е  N. 
определяется формулой фт (*) =  (— 1)[2" ' г д е  [ ] о зн а­
чает целую часть числа.

а) Доказать, что система Радемахера ортонормирована, 
но неполна в 1 а (0, 1).

б) Доказать, что система функций Уолша, задавае­
мая формулой фт „ . . . ,  фт „ (*) =  фт , (х) - . . . - (ртп(х), где

<  т 2 <  • ■ • <  тп> з фт{ ~  функции Радемахера, орто­
нормирована и полна в ¿ 2 (0, 1).

543. Найти в гильбертовом пространстве Ь 2 (0, ^ о р т о ­
гональное дополнение к следующим множествам:

а) многочленов от х\
б) многочленов от х2;
в) многочленов с нулевым свободным членом;
г) многочленов с нулевой суммой коэффициентов.
544°. Найти в предгильбертовом пространстве С [— 1 ,1 ]

всех непрерывных функций на [— 1, 1] со скалярным

произведением (/, ¿х) =   ̂/  (х) (х) йх  ортогональное допол­

нение к пространствам:
а) функций, равных нулю при л : ^ 0 ;
б) функций, равных нулю в точке х =  0.
Верна ли в этих случаях теорема об ортогональном 

дополнении?
545°. Вычислить углы треугольника, образованного

точками М — 1, !): М * ) =  0, }.2 (х) =  1, [ 3 (х) =  х.

Ф т, п (х) =  —2"Ч\ если — <  -2̂
я

2т>

если

—1



54ß. Пусть г, — характеристическая функция отрезка 
[О, /], О. Найти углы между двумя хордами кривой et 
в L2 (0, со):

а) если хорды имеют общий конец и направлены 
в разные стороны;

б) если хорды имеют общий конец и направлены 
в одну сторону.

547. а) Д оказать, что во всяком предгильбертовом 
пространстве выполняется тождество параллелограмма:

\х  -  у \ 2 +  \x  +  y f  =  2 \ x f  +  2 \ у  f .

б)* П оказать, что во в с я к о м  нормированном линейном 
пространстве над R или С, в котором выполняется это 
тождество, можно ввести такое скалярное произведение, 
что будет справедливо равенство ¡ x f ==  (х, х).

548. Д оказать, что в комплексном гильбертовом про­
странстве справедливы равенства:

N

а) (х, у) =  ^ ^ l x  +  eMiklNy f e 2niklN при N s ? 3;
£=i

2я

б) (*, У) =  2̂  ^¡x  +  ei0yl*etBdQ.
о

549. Пусть в гильбертовом пространстве Н семейство 
векторов {хп} обладает свойствами: ||л:п |= 1 ,  (х„, хт) =  с 
при т Ф  п. Д оказать, что существует слабый предел 
последовательности \хп).

550. Д оказать, что для ортогональной системы век­
торов \х„} следующие условия равносильны:

а) I ]  х„ сильно сходится;
п

б) У^Хп слабо сходится;
11

в) SfX/zli2 сходится.
п

551°. Пусть S — любое подмножество в гильбертовом 
пространстве Н . Доказать, что (S 1) 1 совпадает с замы­
канием линейной оболочки S.

552. Пусть L — подпространство в гильбертовом прост­
ранстве Н, / 0 — линейный непрерывный функционал на L. 
Доказать, что / 0 имеет единственное продолжение на Н 
с сохранением нормы.



?. Операторы в гильбертовом пространстве.
553°. а) Доказать, что всякий оператор А в комп­

лексном гильбертовом пространстве Я  однозначно пред­
ставим в виде A = B  +  iC,  где В и С — эрмитовы оп ера­
торы. (Иногда пишут ¿  =  ИеЛ, С =  1тЛ .)

б) Проверьте, что А нормален тогда и только тогда, 
когда Re Л и Ini Л перестановочны.

в) Доказать, что оператор Л унитарен тогда и только 
тогда, когда он нормален и (ИеЛ)2 +  (1 тЛ )2 =  1.

554. Доказать, что
а) всякий оператор Р  в гильбертовом пространстве, 

обладающий свойством Р 2 =  Р* — Р,  является сртопроек- 
тором, т. е. оператором проектирования на замкнутое 
подпространство Я 1 параллельно его ортогональному 
дополнению Я 2;

б) всякий оператор S,  обладающий свойством S ”1 =  
=  S* =  S,  является ортогональным отражением в неко­
тором подпространстве.

555. Доказать равенства || Л * Л ( =  | ЛЛ * | = j| Л f  =  || Л 
для любого ограниченного оператора Л в гильбертовом 
пространстве Я.

556. Пусть Л — положительный оператор в предгиль­
бертовом пространстве Я , х — любой вектор из Я .

а) Доказать, что числовая последовательность а  (k ) =
, / л ь  \ __О (k)  -\- С1 ( / )=  In (Л^лг, х) выпукла, т. е. а / — ---------

б) Доказать неравенство || A x f  (х) ■ || Л ||, где 
<2л (х) =  (Ах,  х).

557. Пусть {Л „} — монотонная ограниченная последо­
вательность операторов в гильбертовом пространстве Я . 
Доказать, что существует s-lim Лл.

п~* СО

558. Пусть Я! —замкнутое подпространство в гиль­
бертовом пространстве Я , Я 2 =  Я,1, Р  — ортопроектор 
на Я 1; Л — оператор в Я. Выразить в виде алгебраи­
ческого соотношения между Л и Р  следующие утверждения:

а) Я х инвариантно относительно Л;
б) Яд и Я 2 инвариантны относительно Л.
559. Пара конечномерных подпространств (L1, L 2) 

в гильбертовс м пространстве Я  (над R или С) называется 
конгруэнтной паре (Л ^, М 2), если существует такой уни­
тарный оператор U в Я, который переводит L x в М х 
и L z в М г. Необходимыми условиями конгруэнтности 
являются равенства dim =  dim М х, d im L 2 =  d im  М 2.



В дальнейшем они считаются выполненными. Пусть P i — 
ортопроектор на Li, Qi — ортопроектор на M h / =  1, 2.

а) Пусть dim/_; =  clim A i(=  1. Доказать, что для конг­
руэнтности пар (Llt Ь 2) и  ( Мг , М 2) в вещественном про­
странстве необходимо и достаточно, чтобы были равны 
углы между векторами, порождающими эти пространства.

б) Выразить угол между векторами, порождающими 
пространства L l и  L2, через проекторы Р г и Р 2.

в) Найти критерий конгруэнтности двух пар одномер­
ных подпространств в комплексном пространстве.

560. В обозначениях задачи 559 пусть А,1( . . .  , %.п, . . .  — 
собственные значения оператора Р 1Р 2Р 1.

а) Доказать, что — вещественные числа, заключен­
ные между 0 и 1.

б) Доказать, что отличных от нуля чисел К{ не больше 
чем k =  min (dini Lx, d im L 2). Расположим их в порядке 
убывания и положим ср; =  arccos i =  1, 2 , . . . ,  k. 
Числа ц>1 называются углами между подпространствами

и L 2.
в) Если dim Lx=  1, dim 1, то имеется единствен­

ный угол ф! между Lx и 1 2 и единственный угол ifo между 
Мх и М 2. Доказать, что пары (Llt L2) и ( Mit М 2) кон­
груэнтны тогда и только тогда, когда фА =  лр!.

г)* Доказать общий критерий конгруэнтности: пара 
(Li ,  L 2) конгруэнтна паре ( Mi ,  М 2) тогда и только тогда, 
когда углы между Lx и L2 равны сооогветствующим углам 
между Mi  и М 2.

д) Раствором подпространств L i и L 2 называется чи­
сло 1 P i  — Р 21. Выразить это число через углы между Lj и L2.

561°. Доказать, что для унитарности оператора U е  
(Hi,  Н 2) необходимо, чтобы U переводил любой гиль­

бертов базис в Hi  в базис в Н 2, и достаточно, чтобы U 
переводил некоторый базис в И х в базис в Н 2.

562°. Д ля любого оператора А в гильбертовом прост­
ранстве доказать соотношения:

а) (im Л )1 = k e r  Л*;
б) (ker Л )1 =  (im Л*)

(черта означает замыкание).
563. Пусть последовательность операторов {Ап\ в гиль­

бертовом пространстве Я  слабо сходится к Л и, кроме того, 
для любого х  <= Н | А пх\\ - Н  А х  I'. Доказать, что { А п\ сильно 
сходится к Л. В частности, это означает, что для после­



довательностей унитарных операторов сильная и слабая 
сходимости к унитарному пределу совпадают.

564. Пусть X  (Я) — алгебра ограниченных операторов 
в гильбертовом пространстве И. Д оказать, что всякий 
автоморфизм X  (Я), перестановочный с операцией сопря­
жения, имеет вид. A t-^ -U A U  J, где ¿/ — унитарный опера­
тор в Я.

565*. Найти все замкнутые по норме идеалы в алгебре 
X  (Я) (см. задачу 564) для сепарабельного гильбертова 
пространства Я.

566. Вывести из теоремы Куранта следующий принцип 
промежуточности. Пусть А — компактный эрмитов опера­
тор в гильбертовом пространстве Я , Я 2 — замкнутое под­
пространство коразмерности 1 в Я  (т. е. сИ тЯ ;1 ^ ) ,  
Р  — ортопроектор на Н х. Тогда для собственных чисел {Vf 
оператора А  и собственных чисел {¡.(¿} оператора Р А Р ,  
занумерованных так же, как в теореме Куранта, имеем

^•1 <  l-i-i <  <  • • • < 0 <  • • • <  Иг «5 К  <  Щ  <  A,j.

567*. а) Д оказать, что всякий положительный опера­
тор А в гильбертовом пространстве имеет положительный 
квадратный корень В,  который может быть получен как 
сильный предел последовательности В п, определенной 
начальным условием В0 =  0 и рекуррентной формулой

б) Доказать единственность положительного квадрат­
ного корня В из положительного оператора А.

568. а) Доказать, что в конечномерном гильбертовом 
пространстве Я  всякий оператор А допускает запись 
в виде А = Я и  и в виде Л =  1/ 5 , где Р  и V — положи­
тельные операторы, а и  и V — унитарные. Эта запись 
называется полярным разложением А. (В случае с1!шЯ =  1 
она сводится к записи комплексного числа а  в виде ле'ф.)

б) Доказать, что ^  и 5  определяются по оператору А 
однозначно. Верно ли это относительно и  и V?

в) Проверить, что оператор Т  одностороннего сдвига 
в / 2 не допускает полярного разложения в смысле п. а).

569. Пусть I/ — оператор в гильбертовом пространстве 
Я , Я х — ортогональное дополнение к кет и ,  Н г — замыка­
ние ¡гп и . Оператор и  называется частично изометричес­
ким, если он изометрично отображает Н 1 на Я 2. Выразить 
это свойство в терминах ортопроекторов Р х, Р 2 на Нг и Я 2.



570. Пусть А — оператор в гильбертовом пространстве 
Я; доказать, что существует единственное представление 
А в виде A =  R U , где R — положительный оператор, a U — 
частично изометрический оператор (см. задачу 569), обла­
дающий свойством kerí7 =  ker А. Это представление также 
называется полярным разложением А. (Ср. с задачей 568.)

571. Оператор А называется оператором Гильберта — 
Шмидта, если для некоторого гильбертова базиса {лгр}ре в 
сходится ряд I ЛлГр I2.

Р е В
а) Д оказать, что если А — оператор Гильберта — Шмидта, 

то величина \\А\\2 =  ! Илгр | \ 1/2 не зависит от выбора
' Р е в  /

базиса и определяет норму в пространстве Х 2 (Н) опера­
торов Гильберта — Шмидта, мажорирующую обычную норму 
оператора.

б) Д оказать, что норма || ■ fa порождается скалярным
произведением {А,  В ) я г( т — 2  (АУу> ВУу)н, где{г/у}?еГ —

v e r
любой гильбертов базис в Я.

в) Доказать, что всякий оператор Гильберта — Шмидта 
компактен.

г) Построить изоморфизм пространства Х 2 (Н) и гиль­
бертова тензорного произведения Я  на Я '.

д) Д оказать, что всякий оператор Гильберта — Шмидта 
в ¿2  (X,  Iх) является интегральным оператором с ядром 
К  œ L2 ( X x X ,  fi Xц).

572. Оператор А в гильбертовом пространстве Я  
называется ядерным, если он представим в виде А —ВС,  
где В и С — операторы Гильберта— Шмидта.

Д оказать, что
а) если А — ядерный оператор, то для любого базиса 

{íM ver в Я  ряд V (Aijy, i/y) сходится и его сумма не зави­
сит от выбора базиса; она обозначается tr А и называется 
следом оператора А;

б) если А — ядерный и В —ограниченный операторы, то 
АВ  и В А  — ядерные операторы и t r / I f í  =  tr ВЛ.

в) Совокупность всех ядерных операторов образует 
банахово пространство Х х (Н) относительно нормы f-¡!,, 
определяемой формулой ¡|/4|| =  trÆ , где А =  RU  — поляр­
ное разложение А.

г) Пусть &С (Я) — пространство компактных операторов 
в Я  с обычной нормой. Доказать изоморфизмы: Ж  (Я)' ^  
ъ Х х (Н), Х х (Н)'  (//).



573. Найти собственные векторы и собственные числа 
интегрального оператора А в L2 [0, 1], заданного форму-

1
лой (Af) ( х ) = \ К  (х, у) f (у) dy,  если

О
а) К (х, y) =  cos  2я (х — у)\
б) К( х ,  у) =  min (х, у).
574*. Пусть И — гильбертово пространство, X  — м но­

жество с мерой [д,. Набор единичных векторов {1х}х<=х из 
И называется непрерывным базисом  (в другой терминоло­
ги и —когерентной или переполненной системой), если д л я  
любого ^ е / /  функция х *-*(£,, £л.) ^-измерима и сп равед ­
ливо равенство

IIEi2 =  5 |(£, У Г ^ ( 4
X

а) Построить непрерывные базисы в пространствах 
задачи 533.

б) Доказать, что отображение £ (§, D  является и зо ­
метрическим отображением Н  в L2 (X,  (.i).

в) Доказать равенство dim Н  =  \i (X).
г)** Доказать равенство tr  Л =  § (Л!*, t x) d\i (х) д л я

х
ядерного оператора Л.

575**. Пусть Л — ядерный интегральный оператор 
в пространстве /_2[0, 1J с непрерывным ядром К. (х, у) .  
Доказать тождество

1
tr Л =  \ К  {х, х) dx.

о

Г Л А В А  IV

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И ЭЛЕМЕНТЫ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

§ 1. Свертки на коммутативной группе

1. Свертки основных функций.
576. Пусть G — конечная группа, /( — некоторое поле,
а) Доказать, что центр /C[G] состоит из функций а  е  

e / ( [ G ] ,  обладающих свойством a ( g h ) = a ( h g ) для любых 
/г, ge= G .



б) Классом сопряженных элементов в G называется 
множество вида Сл =  { g h g \  g e G } .  Доказать, что число 
различных классов сопряженных элементов в G равно 
размерности центра /([G ].

в) Известно, что алгебра /([G ] коммутативна. Верно ли, 
что коммутативна группа G?

577. Пусть Ц п означает циклическую группу порядка п.
а) Доказать, что С [ Ц п\ изоморфна прямой сумме п 

экземпляров поля С.
б) Верно ли аналогичное утверждение для поля R?
578*. Доказать изоморфизм R [S 3] и R +  R +  M at2 R.
579*. Доказать, что естественное вложение G в /CfGJ

является универсальным объектом для категории отобра­
жений ф группы G в ассоциативные /(-алгебры с едини­
цей, обладающих свойствами ф ( g ^ )  =  ф (gj) ф (g2), ф (1) =

580°. Вычислить явно свертку двух характеристических 
функций отрезков в L x (R, dx).

581°. Пусть G =  R" или Тя. Доказать, что свертка двух 
ограниченных функций из Lx (G, является непрерывной 
функцией.

582. Вычислить свертку /х * /2 в ^ ( R ,  dx),  если
а) fi  (х) =  1/(л:2 +  а 2), / 2 (х) =  l/(x2 +  Ь2)\
б) /х (х) — е ~ х2/2а, / 2 (л;) =  e ~ x‘J2b.
583°. Пусть функция ф в Rn финитна и k раз не­

прерывно дифференцируема, а функция /  принадлежит 
L ^ R " , dx). Доказать, что свертка ц>*[ имеет непрерыв­
ные производные до k-ro  порядка.

584. Пусть L — некоторое банахово пространство функ­
ций на группе G с нормой ¡-¡¿, обладающей свойствами:

1) l|7, (a)/: |i=il/l!i. где Т  (а) —оператор сдвига: T(a) f (x)  =  
=  / ( *  +  а);

2) IТ (a) f  — f\\L ->■ 0 при а - >  0 в G.
Доказать, что оператор S (ф), ф е  Lx (G, р.), переводит 

пространство L в себя и имеет в этом пространстве норму, 
не превосходящую || ф ¡’¿.

585. Говорят, что последовательность функций {fk\ на 
топологическом пространстве X  с борелевской мерой ¡л 
является дельтообразной для точки а е Х ,  если выполня­
ются условия:

1) f k ( x ) ^  0 на X;
2)  ̂ f и (х) d\x (х) =  1;

X



3) для любой окрестности U точки а  при k-^ -on

Доказать, что следующие последовательности дельто­
образны для точки О е  Я":

а)* ¡п (х) — к п(р(/гх), где ф —любая борелевская функ­
ция на Ял, обладающая свойствами 1) и 2);

где {с*} — подходящая последовательность констант.
586. Пусть G — коммутативная топологическая группа 

с инвариантной мерой [г, {/¿} —дельтообразная последова­
тельность для точки a e G  (см. задачу 585), L — банахово 
пространство функций на G, удовлетворяющее условиям 
задачи 584.

Доказать, что S ( f k) - + T ( a )  при k - y  оо.
587. Пусть функция ф на R" внутри шара радиуса R  

совпадает с некоторым многочленом, а вне этого шара 
равна нулю; функция 1|з е  Lj (Rn, dx) имеет носитель 
в шаре радиуса г < .R .

Доказать, что свертка ф * т)) имеет носитель в шаре 
радиуса R +  r и совпадает с некоторым многочленом 
в шаре радиуса R — r. (Все шары имеют центром точку 0.)

588*. Теорема Вейерштрасса. Д оказать, что всякая 
непрерывная функция в R" может быть на любом ком­
пакте равномерно аппроксимирована многочленом.

589. Пусть /  е  L-l (G, |i). Доказать, что 5  (/) — ограни­
ченный оператор в гильбертовом пространстве L2 (G, jí). 
Вычислить сопряженный оператор 5 (/)* .

590. Пусть и / 2 принадлежат L2 (G, ц.). Доказать, 
что свертка / ! * / 2 определена и принадлежит Loo(G, ц).

591. Определим операцию * в пространстве функций 
на группе G равенством / * (х) = / ( — х).

Доказать, что

592. Определим функцию ек на Тл формулой ек (t) == 
_  ¿¡.яш (здесь /е e Z n — мультииндекс, kt =  . . .  +  kntn). 

Доказать тождества

\ fk (х) d[i (х) ->  0.
х \и

б)

а) /?*/•* =  (/i * / 2)* Для flt [г);
б) ( f i * f í )  (0) =  (/i. / 2) Для /х, / s e L 2 (G, ц).

ек * е к — ек, ек *е, — 0 при k ^ j .



593. Т  ригонометрическим многочленом на Т" называется 
линейная комбинация функций ек, определенных в задаче
592. Д оказать, что совокупность тригонометрических мно­
гочленов образует идеал в алгебре L x (Тп, dt).

594*. Построить на торе Т" дельтообразную последо­
вательность, состоящую из тригонометрических много­
членов.

595. Д оказать, что тригонометрические многочлены 
образуют плотное множество в С* (Т") при любом k.

596°. а) Выписать явно первые четыре многочлена 
Бернулли B k (t) из задачи 536в).

б) Вычислить свертку Ву^Ву  на [0, 1].
597*. Пусть fx и / 2 —локально суммируемые функции, 

носители которых ограничены слева. Тогда можно опре­
делить свертку которая обладает тем же свойством. 
Вычислить явно свертки:

а) [0 (л:) л;«] * [6 (jc) x^J;
б) [еахЬ (л:)] * [еЬхЬ (х)].
598**, Пусть числа 1, q ^ h  1 связаны равен­

ством 1/р +  l / q  — 1/г =  1. Д оказать, что
LP (G, [ i )*Lg {G, и) с : Lr (G, ц).

2. Свертки обобщенных функций.
599°. Вычислить явно следующие свертки на прямой:
а) 6а *6г,; в) 6 '*0  (х);
б) 6а * б (л:); г) 6' * 1.
600°. Записать в виде свертки дифференциальный one-

П
ратор с постоянными коэффициентами L: / - >  ^  С/,/(й).

*=о
601°. Д оказать тождество / * 1 = ( / ,  1 ) ’ 1 для любой 

обобщенной функции f e f  (R).
602°. Пусть == х [о. Ы, /2 =  X [с d,\. Вычислить ( / W 2).
603. Положим /  [x) =  f  (— х). Доказать тождество 

(/1* / 2) v где / х и / 2 —обобщенные функции, одна
из которых имеет компактный носитель.

604*. Пусть / g S '(R ") , q i e S ( R “). Свертка /* ф  
определяется формулой / * ф =  5(Ф )'/>  т. е. ( / * ф, i)?) =  
=  (/> Ф * 'Ф))- Доказать, что

а) / *  ф — регулярная обобщенная функция;
б) (/ * ф ) (х) =  </, Т ( — х)ф) \
в) (/ * ф )  (х) растет на бесконечности не быстрее мно­

гочлена от ¡*[.



605*. Пусть /  е %' (R"), ф е 1 ( Я “). Свертка /* ф  опре­
деляется формулой /* ф  =  5 ( ф ) /  (ср. с задачей 604). 
Доказать, что

а) /* ф  — регулярная обобщенная функция;
б) /  * Ф (х) =  </, Т  (— х) ср>;
в) /*  ф е !  (R n);
г) оператор S  (/): Ш (R ")^ - Ш (R") непрерывен.
606*. Пусть / e J ? ' ( R " ) .  Д оказать непрерывность опе­

ратора S (/): (R n)->-e (R").
607. Пусть Ш (Тл) — пространство бесконечно дифферен­

цируемых функций на торе 1 п (с топологией равномерной 
сходимости всех производных), Ш' (Т") — сопряженное про­
странство обобщенных функций. Определить операцию 
свертки в %' (Тл) и доказать, что (Tn) * g  (Тл) с  Ш (Т").

608. Пусть фд, (t) =  (sin (2N  +  1) n //sin  ní)2/ (2N +  1). 
Доказать, что lim q N (t) =  6 (t).

N -»■СО
609. Доказать, что пространство тригонометрических 

многочленов плотно в Ш (Т).
610. Доказать аналогичное задаче 609 утверждение 

для Ш (Тл).
611°. Запишите в виде свертки разностные операторы:
а) A hf (x)  =  [ f (x +  h ) - f ( x - h ) ] / 2 h ,
б) Bhf  (х) =  Г/ ( x + h )  + /  (x — h) — 2/ (*)]/*»

и найдите их пределы при h-*- 0.
612. а) Найти k -ю производную многочлена Бернулли 

Bk (t) как обобщенной функции на Т.
fz\l 1б) Доказать тождество Bk *B¡ = —  , Вш  при k >  

> 0 ,  / > 0 .
613. Пусть обобщенная функция f  на Т задается фор­

мулой
1 1/2

</. Ф> =  ®  S tg nt  ф (t) d t = \  tg nt  [ф (t) -  ф (1 -  /)J dt.
i) o

а) Вычислить свертку f  * ek, где ck (t) =  егяШ.
б) Вычислить свертку f * f .
614*. Пусть

f i (x,  У ) = & ( х 2 +  у 2 - г ] ) ,  f t (x, y) =  5 ( x 2 +  y 2- r ¡ ) .

Вычислить свертку f t * f 2 в g ' ( R 2).
615*. Пусть / t и f 2 — финитные непрерывные функции 

на полупрямой [0, со). Положим Ft =  f i i V x 2jr y 2).



Доказать, что свертка F =  F1* F 2 также имеет вид 
F(x,  у) =  f  (V"х2 +  у 2) , где /  — некоторая финитная непре­
рывная функция на [0 , со), и дать явное вы раж ение/ 
через / х и / 2.

616*. Пусть g '+ fR ] —подпространства в Ш (R), состоя­
щие из функций с носителем, ограниченным слева или 
справа, (R) — аналогичные подпространства в (R).

а) Доказать изоморфизм %+(R) =  S r̂ (R )  (сходимость 
Фя-^Ф в Шл_(R) определяется условиями: supp ф„ огра­
ничены с одной стороны общей константой; ф„ -► ф в смысле 
Ш (R)).

б) Определить операцию свертки в & '± (R).
в) Д оказать, что i ± ( R ) * ^ ± ( R ) c l + ( R ) .

617*. Положим при а > 0  / а (х) ха ^0 (х) .

а) Проверить, что / a e ^ ( R )  при а > — 1.
б) Доказать тождество / a * / ß  =  / a +ß.

в) Доказать тождество fa =  fa- i  ПРИ « > 1 .
г) Найти предел / а при а - > 0  в & + ( R ) .
618*. Построить в (R) семейство операторов /(а ) ,  

c t e R ,  обладающее свойствами:
а) / ( a ) / ( ß )  =  / ( a  +  ß), /  (0) =  1;

X
б) /(1) ф (х ) = $ф (0 ^  для ф е ^ + ( Р ) ;

0
в) / ( — 1) ф (л:) =  ф ' (х) для ф е ! +  (R);
г) /(a )/fs  =  /cnß ПРИ ß > - ! >  a  +  ß > - l  (/«опреде­

лены в задаче 617).
Оператор /  (а) называется оператором дробного интег­

рирования порядка а  (или дробного дифференцирования
порядка — а) и обозначается иногда через .

619. Вычислить следующие интегралы и производные 
дробного порядка:

а )  /  ( у ) х [ о .  i ] ( * ) ;

б) ( ^ ) • % ( , ) ;
в)* I { H 2 ) \ j 0{ V x ) b ( x ) } ,

СО
/-fr

где Jn( t )— ? (— 1)''------------функция Бесселя.0 W imi ' 2*i‘ Ш)2к — 0 ' '



620*. Пусть обобщенная функция /  на И2 имеет вид
2тс

ф) =  2я ]  Ф(с0^> ьтЦШ.
0

Доказать, что / * /  — регулярная обобщенная функция, 
и вычислить ее.

621. Вычислить свертку / * / ,  где /  — обобщенная 
функция на И3, задаваемая формулой (/, <р) =

=  4л ] ф *з) йа, где 5  — сфера ¡| х ,| =  1, <1о — эле-
б-

мент площади сферы.

§ 2. Преобразование Фурье

1. Характеры коммутативной группы.
622°. Найти явный вид характеров циклической группы 

Цп порядка п.
623. Доказать, что всякая конечная коммутативная 

группа О изоморфна (не канонически) своей двойственной 
группе 6.

624. Обобщенным или неунитарным характером группы б  
называют ее гомоморфизм в мультипликативную группу 
поля комплексных чисел.

Доказать, что для компактной группы в  все обобщен­
ные характеры являются обычными. Найти обобщенные 
характеры групп: а) Ъ, б) И, в) С, г) К*, д) С* (* озна­
чает мультипликативную группу).

625*. Доказать, что если группа в  компактна, то двой­
ственная группа б  дискретна.

626*. Доказать, что если группа С дискретна, то 
двойственная группа б  компактна.

627. Пусть х — характер группы К, рассматриваемый 
как элемент пространства ¿? '(Й ). Доказать, что % удов­
летворяет дифференциальному уравнению %' =  с%, где с — 
некоторая константа.

628°. Пусть % -  характер группы в ,  /  е  (в ,  ц). Д о ка­
зать, что %*/ =  с/, где

с = 1 *{  Ф) =  \ !  { х ) г ( х )  (1\х (х).
а

629°. Пусть 0  — компактная группа с инвариантной 
мерой щ нормированной условием р ,(0 )= 1 . Д оказать,



что для любых двух характеров Xi> Ъ е  G справедливо 
соотношение

( 0, если ул ф%г> 

если Xi =  X2-

630. Доказать, что все характеры группы Т'г исчерпы­
ваются функциями ek (t) =  e2ltlki (ср. с задачей 592).

631*. Доказать, что соответствие G -+■ G определяет 
контравариантный функтор в категории топологических 
абелевых групп.

632. Пусть L — ЛТП над полем R, рассматриваемое 
как топологическая абелева группа. Найти двойственную
к L группу L.

633**. Пусть Qp — поле р-адических чисел (см. задачу 
38), Zp — подкольцо целых р-адических чисел. Найти 
двойственные группы к следующим группам: a) Qp, б) Zp,
в) Qp/Zp.

634**. Пусть G0 —замкнутая подгруппа в G, Gy =  
=  G/G0 — соответствующая фактор-группа. Это кратко 
записывается в виде точной последовательности

O-vG o— G -^ G j-^ O ,

где 0 —тривиальная группа из одного элемента. Д ока­
зать, что двойственная последовательность

О ч - С о Л - С '^ Д ч - О

такж е точна.
635*. Найти двойственную группу G, если G =  Q/Z. 

(Группа G естественно отождествляется с группой всех 
корней из единицы с помощью отображения xm odZ -^-

^ ç 2 l t ix  ^
СО

636. Пусть G =  Г 1  Ц 2 — группа всех последовательно-
П — 1

стей нулей и единиц (групповая операция— сложение по 
модулю 2; топология определяется покоординатной схо­
димостью).

а) Д оказать, что G компактна.
б) Д оказать, что двойственная группа изоморфна счет-

00

ной группе 2  Ц г всех финитных последовательностей 
(i=i



нулей и единиц (групповая операция— сложение по мо­
дулю 2; топология дискретна).

в) Установить измеримое соответствие между б  и 
отрезком [0, 1], при котором характеры й  переходят 
в функции Уолша (см. задачу 542).

637. Пусть а  — иррациональное число, /  е  (Т, сИ) — 
функция, обладающая свойством /  (̂  +  а ) =  /(^) почти всюду. 
Доказать, что /  почти всюду постоянна.

638. а)0 Пусть йх). Д оказать, что 
при Х->оо.

б) Пусть группа в  имеет вид К'1 х Тт  х 2 к и /  е  ц). 
Доказать, что /  (л:) — 0 при х - у с ю  в  б  — Яп х 2 тх Т к.

639**. Пусть С — С1р — аддитивная группа поля р-ади- 
ческих чисел. Обозначим через ЗР (б) пространство финит­
ных локально постоянных функций на й.  Доказать, что 
преобразование Фурье переводит пространство &  {<3) в себя.

640. Пусть 5  (2) — пространство двусторонних последо­
вательностей {сп}, обладающих свойством с„ =  0 ( п  к) для 
всех &. Топологию в 5  (X) зададим семейством норм

Рк ({сл}) =  Бир | п к сп |, 6 =  0,  1 , . . .
П

Доказать, что преобразование Фурье устанавливает 
изоморфизм линейных топологических пространств Ш (Т) 
и 5  (2).

641. Непрерывная функция /  на группе б  называется 
положительно определенной, если для любого конечного 
набора хп элементов в  матрица А с элементами 
а*у =  /: (Хк~X])  положительно определена. Д оказать следу­
ющие соотношения для положительно определенной функ­
ции /:

а) I / «  1 ^ / ( 0 ) ,  / ( * ) = / ( — *);

б) [ /  (0) /  (х -  у) -  /  (х) е т | 2 <  (Г2 (0) -  | /  (х) | Ж  (0) -
- 1 Ш 1 2)-

642. а) Доказать, что линейная комбинация характе­
ров группы й  с положительными коэффициентами явля­
ется положительно определенной функцией на О.

б) Д оказать, что произведение двух положительно 
определенных функций является положительно определен­
ной функцией.

в) Доказать, что если ф е ^  (С, ¡л), то функция ф*ф* 
(где ф*(х) =  ф (— х)) положительно определена.
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643. Пусть 0  — конечная группа. Доказать, что /  поло^ 
Жительно определена на в  тогда и только тогда, когда 
функция /  неотрицательна на 6.

644. Пусть ф е 1 1 (С, ц) и ср^О . Доказать, что ср 
положительно определена на д.

2. Ряды Фурье.
645°. Что можно сказать о коэффициентах Фурье 

функции /  на Т, если известно, что /
а) четна: / ( ¿ ) = / ( 1  — 0.
б) нечетна: / ( 0  =  — /(1 — /),
в) вещественна почти всюду на Т?
646°. Пусть функция / на Т имеет кусочно-дифферен­

цируемую к-ю производную. Каково максимальное число /, 
для которого можно гарантировать оценку \сп \ =  о(| п ¡~') 
для коэффициентов Фурье функции /?

647. Д оказать, что образ пространства Ск (Т) при пре­
образовании Фурье содержится в множестве последова­
тельностей, обладающих свойством | сп | =  о (| п |-й), и содер­
жит множество последовательностей, обладающих свойст­
вом |ся | =  о(/г_* '1̂ е), 8 > 0 .

648. Пусть № к (Т) — совокупность функций на Т, у ко­
торых Л-я обобщенная производная принадлежит ¿ 2(Т, Ш). 
Дайте описание этого пространства в терминах коэффи­
циентов Фурье.

649. Д оказать, что функция /  (¿) =  Ы в т  п  {/} принадле­
жит ¿ !(Т , сИ), и найти ее преобразование Фурье.

650. Выразить в терминах коэффициентов Фурье сле­
дующие свойства функции /:

а) +  у )  = /  (0>

б) f ( t +■J- ^  =  kf(t)■, при каких 6 е г  существуют нену­
левые функции, обладающие этим свойством?

651*. Точная последовательность 0 ->■ Цп Т Т ->-0 
задается вложением ¿: Цп-*- Т по формуле 1(&тос1«) =  
_  е2тк/п и проекцией р: Т -> Т  по формуле р( г )  =  гп. Опи­
сать двойственную точную последовательность.

652. Пусть функция /  суммируема на отрезке [0, 1/4]. 
Как нужно продолжить /  на отрезок [0, 1], чтобы 
ее коэффициенты Фурье удовлетворяли соотношениям
С2к — <̂ с2к-1=  С1_2*.

653. Пусть {с„\ — коэффициенты Фурье функции /  е  
е / , ! ( Т ,  (И). Найти коэффициенты Фурье {сп (Н}} для сгла­



женной функции (или функции Стеклова) / Л (л:) =
х-\- Н 

х ~ Н

654. Найти разложение в ряд Фурье функции /  (/х, / 2) == 
=  э£п ({¿1} — {М) на Т2, где {/} означает дробную часть /.

655. Какими свойствами характеризуются последова­
тельности {с„} коэффициентов Фурье:

а) тригонометрических многочленов,
б) многочленов от {/},
в) многочленов от {/— 1/2}?
656*. Доказать, что непрерывная функция /  на Т 

положительно определена (см. задачу 641) тогда и только 
тогда, когда ее коэффициенты Фурье неотрицательны.

657. Последовательность {сп}, п ^ Ъ ,  называется поло­
жительно определенной, если для любой финитной после­
довательности {г„}, п е г ,  справедливо неравенство 
У  Сп-т^п^т ~ 0.

п, т
Доказать, что положительно определенная последова­

тельность ограничена и обладает свойствами: ся =  е_„, 
Со  ̂ \ С п \ ,  + п СтСп |2 (С5 | Ст |2) (с§ — | Сп |2).

658*. Доказать, что всякая положительно определен­
ная последовательность (см. задачу 657) является преоб­
разованием Фурье конечной борелевской меры (д, на Т:

сп =  ^е~2лШс1 \1 (/).
о

659. Пусть ¿У —унитарный оператор в гильбертовом 
пространстве Н,  ^ е Я .  Д оказать, что последовательность 
сп =  Ф ' %  I) положительно определена.

660. В условиях задачи 659 предположим, что |  — 
циклический вектор для и  (т. е. линейная оболочка в ек ­
торов и % , п е  2,  плотна в Н).  Построить изоморфизм 
Н и Ь2 (Т, ц), где ц — преобразование Фурье последова­
тельности \сп), при котсром оператор и  переходит в умно­
жение на е2па.

661*. П усть/  —кусочно-дифференцируемая веществен-
П

ная функция на Т, ске2лШ — частичная сумма
£ =  — п

ее ряда Фурье, Г , с Т х  I* — график функции Н айти 
предельное множество для {Г„}> т. е. совокупность 
всех предельных точек последовательностей {у„}, у „ е Г л.



662. Найти разложение в ряд Фурье обобщенных 
функций:

а) / ( 0  =  6 (0 ;
б) /  (t) =  ctg nt.
663. Вычислить сумму следующих рядов обобщенных 

функций:

а) е-я,'п<;
п<=г

б) 2 ]  |/г |е 2яЫ;
/ I G Z

00

в) (s ' n я/г Ш )/П-
n =  l

664. Доказать, что обобщенная функция на Т опре­
деляется однозначно своими коэффициентами Фурье.

665. Обобщенная функция f на Г называется положи­
тельно определенной, если для любой функции ф e  é  (Т) 
справедливо неравенство (/, ф*<р*)ЗгО. Охарактеризо­
вать положительно определенные обобщенные функции 
в терминах их коэффициентов Фурье.

666*. Пусть G (R 2) означает подпространство^ в S  (R2), 
состоящее из функций f (x,  у), обладающих свойством:

g(x +  P, y +  q ) = g ( x , у)е2л‘ру, р, Z.

Доказать, что
а) для всякой функции /  e S ( R )  функция

g(x,  У ) =  e - ™ kyf(x +  k)
f e S Z

принадлежит G (R2);
б) всякая функция g [ e G ( R 2) получается описанной 

в п. а) конструкцией из некоторой функции / e S ( R ) ;
в) соответствие между S (R) и G (R2) является изомор­

физмом ЛТП.
667*. Пусть G( R 2ra) —подпространство в S  (R2"), состо­

ящее из функций, обладающих свойством:

g ( x  +  o, y +  q)^ e°-niw g (x , у), х, у<=  Rn, р, q < = Z n.

Построить изоморфизм ЛТП S  (Rn) и G (R 2").



3. Интеграл Фурье.
G68. Вычислить преобразование Ф урье следующих 

функций:
a) f ( x ) = e ~ ax\  а >  0; б) /  (*) =  1/(л:2 +  а 2);
в) /  (х) =  8 (*) е ~ ах, а >  0; г) f  (х) =  %[а, Ь] {х)\
д)* f (х) =  l / chax;  е)* f ( x ) = x / s h a x \
ж)* /  (х) =  l / ch2ax; з) /  (х) =  (sin ах sin bx)/x2.
669. Пусть D k =  d/dxk, М к — оператор умножения на 

хк. Введем в пространстве S(R")  операторы A k — i Dk -f- 
4- М к, А к =  Ю к — М к, k =  l ,  2, . . . ,  n (так называемые 
операторы рождения и уничтожения в квантовой теории 
поля).

а) Доказать, что система уравнений A kf  =  0,
sg n , имеет в S(R»)  одномерное пространство решений.

б)* Пусть f o ^ S  (R") — базисный вектор в пространстве 
решений системы A kf =  0, 1 (так называемый 
вакуумный вектор). Доказать, что система функций f m =  
=  (А*)т >... (An)mnf0, m e  N", плотна в 5  (R").

П
в) Положим N к — A%Ak, N =  ^  N k (так называ­

л а
емые операторы чисел заполнения и числа частиц). Дока­
зать, что функции fm, т <= Z", являются собственными 
для операторов N k и N , и вычислить соответствующие 
собственные значения.

г)* Построить изоморфизм пространства 5  (R") и про­
странства n-кратных последовательностей {ст\, m e N * ,  
обладающих свойством \ст\ — о ( \ т\ ~ к) для всех & e N .

д) Вычислить преобразование Фурье функций fm, т е  
е= N".

670. Доказать, что всякий непрерывный оператор 
в пространстве 5  (R"), перестановочный с операторами 
M k, 1 ^ k ^ n  (см. задачу 669), является оператором умно­
жения на функцию.

671. Доказать, что всякий непрерывный оператор 
в S (R"), перестановочный с операторами М к и D k, 1 sg: 
s ^ k ^ n  (см. задачу 669), является скалярным.

672. Д оказать, что прямое и обратное преобразова­
ния Фурье сохраняют пространство S (R n) и являются в 
нем взаимно обратными непрерывными преобразованиями.

673. Пусть G (R2") — пространство, изоморфное S (R") 
в силу задачи 667. Какой оператор в G (R 2") соответст­
вует преобразованию Фурье в S (R")?



674°. Найти преобразование Фурье следующих функ­
ций из L2 (R, dx), a, b <= R:

а) f (x)  — 1 /(л: +  a), a e C \ R ;
б) f  (х) =  (sinax)/x;
в) f  (x) =  { s 'maxsmbx) lx\
г) f ( x ) = x / ( x 2 +  a2);
д) f  (x) =  ( thax)/x.
675°. Что можно сказать о преобразовании Фурье 

функции /, если известно, что функция /
а) четна,
б) нечетна,
в) вещественна,
г) удовлетворяет условию f ( x ) = f ( — х)?
676. Функции / и g  на связаны равенством f (x)  =  

—g ( A x - \ - b ) ,  где А — линейный обратимый оператор в R", 
f e e  R". Как связаны преобразования Фурье f (к) и g(k)?

677. Доказать, что если f ^ L 1 (Rn, dx) и f ( k ) ==0 ,  то 
f (х) =  0 почти всюду.

678. Пространство Hs (Rn) определяется при s ^ O  как 
пространство преобразований Фурье всех функций из 
Z,2(Rra, (1 + ||А ,||^2)сй). Доказать, что при s > л/2 каждая 
функция f ^ H s (R") совпадает почти всюду с некоторой 
непрерывной ограниченной функцией.

679. Д оказать непрерывность операторов D k: Hs (Rn) - v  
Rn), 1 (см. задачи 669 и 678).

680°. Д оказать, что свертка двух функций из S (Rn) 
также принадлежит S (R").

681. Д оказать, что свертка функций f j e / / Sl(R") и 
/2 е Я 5!( R”) (см. задачу 678) принадлежит BCk (Rn), если 
s1 +  s2^ 6 .  (Через B C ^R ") обозначается пространство 
функций на Rra с непрерывными ограниченными производ­
ными до порядка k. Норма в этом пространстве имеет вид

1Л1= sup | / ( / , (*)1-)
R", |i |< *

682. Пусть Р  — многочлен на R степени 2т,  не имею­
щий вещественных корней.

а) Д оказать, что преобразование Фурье функции 
/  (х) — 1 / Р  (х) бесконечно дифференцируемо всюду, кроме 
точки Х =  0.

б) Д оказать, что f (а) имеет в точке К =  0 односторон­
ние производные всех порядков. __

в) Каков порядок гладкости f(K) (число непрерывных 
производных)?



683. Пусть / е Ь ^ Я ,  йх) — рациональная функция. 
Доказать, что для некоторых констант с > 0  и е > 0  
справедлива оценка | / (к) ! < с е - е 'Я1,

684. а) Известно, ч т о / £ е 5 ( 1 * )  и $ х"[(х)йх =  0 для
R

всех гае!Ч.  Следует ли отсюда, что /==  О?
б) Известно, что ф е # ( К )  и $ хпц>(х)йх =  0 для всех

я
п ^ п 0. Следует ли отсюда, что <р =  0?

685*. Доказать, что всякая непрерывная положительно 
определенная функция /  на прямой имеет вид /(* ) =
==̂  е 2лах ¿¡л (Л.), где ц —некоторая конечная борелевская 

к
мера на Я.

686. Пусть {и  (0}, / е  К, — однопараметрическая 
группа унитарных операторов в гильбертовом простран­
стве Н (т. е. V  (Г) ¿У (я) =  ¿7 (/ +  5)), непрерывная по / 
в сильной операторной топологии. Доказать, что для 
любого вектора \  <= Н  функция /  (¿) =  (I! £) положи­
тельно определена.

687. В условиях задачи 686 предположим, что вектор 
£ — циклический для и  (Г) (т. е. линейная оболочка век­
торов и  (I) | ,  I е  К, плотна в Н ). Построить изоморфизм 
пространств Н и ¿ 2 (К. Ц)> при котором оператор ¿У (/) 
переходит в оператор умножения на е2лШ.

688*. Теорема Пэли — Винера. Доказать, что преобра­
зования Фурье функций из (Я) образуют пространство 
целых аналитических функций от Я е С ,  обладающих 
свойством: существуют такое число а >  0 и такие кон­
станты с,„ что | £(^) | (1  + |Я |) * ^ с * е а|1тХ'1.

689*. Пусть /  — непрерывная функция на К", убываю­
щая на бесконечности как 0(||л:[|" ) .  Тогда для любого 
аффинного подмногообразия ¿ с т Я "  размерности п — 1 
ограничение /  на £ суммируемо на I  относительно есте­
ственной меры Лебега ^  на Ь.

а) Доказать, что если $ / (*) (л:) = 0  для всех £  с :  К",

то /  (х) =  0.
б)** Выразить явно /(*) через ф (Ь) =  $ /  (*) (х)

£
в случае п — 3.

690**. Найти функцию /< = 5 (1 * 3), если известны инте­
гралы этой функции по всем прямым, пересекающим д ан ­
ную прямую I а  Я3.



4. Преобразование Фурье обобщенных функций.
691°. Вычислить преобразование Фурье следующих

г) j: (x) =  sgnx;
д) /  (х) =  хк\
е) /  (х) =  | л: |2Й+1;
ж) /  (л:) =  х2<г эеп х.
692. Найти преобразование Фурье обобщенной функ­

ции }(х) =  с ов ах2, а е Я .
693. Найти преобразования Фурье обобщенных функ­

ций:
а) /  ^  .1  (см. задачу 484);

б) / М  (см> задачу 499)'
694. Найти общее решение уравнения х"/ (х) =  О 

в & ' ( Ю .
695. Найти общее решение уравнения хлР > (х ) =  0
а ) в ^ ' ( Ю .  б) в Г ( Ю .
696. Найти преобразование Фурье обобщенной функции

697. Найти преобразование Фурье обобщенной функ­
ции / (х) =  I х2 — a 2 1, а е  R.

698. Найти преобразования Фурье обобщенных функций:
а) f (x)  =  sgn (sin ах);
б) /(х ) =  sgn (cosax);
в) /  (jc) =» I sin ax  |.
699. Пусть /  — однородная обобщенная функция сте­

пени (À,, е). Д оказать, что f также однородна, и найти 
ее степень.

700*. Вычислить преобразование Фурье обобщенной 
функции f a (х) =  х“ /Г (a  +  1) (см. задачу 502).

701. Пусть /  — регулярная обобщенная функция на 
окружности Т, F — обобщенная периодическая функция 
на прямой, связанная с /  соотношением (F,  ср) =  
=  ¡j /  (е2ЯН) ср (i) di.

Как связаны преобразования Фурье функций F и /?

прямой:

в) /  (х) =  6 (х — а);

f ± ( X) Х2 _  Г2 ±  ¡0 g™ X2 ~  Г" -J_ ¿Е-'



702*. Назовем непрерывную функцию f  на R" квази- 
периодической с периодом R, если ее интеграл по любому 
шару радиуса R не зависит от положения центра шара.

а) Доказать, что для п =  1 квазипериодичность равно­
сильна обычной периодичности.

б) Построить непостоянную квазипериодическую функ­
цию на плоскости.

в) Может ли непостоянная квазипериодическая функ­
ция иметь два разных периода и J?2?

703*. Найти преобразование Фурье обобщенной функ­
ции /  (х) = е ~ п {Ах’ х) в R", где Л — симметрическая мат­
рица с положительно определенной вещественной частью.

704. Найти преобразование Фурье обобщенной функ­
ции f  ( x)—eiIÍ(Ax' х) в R", где А — вещественная симмет­
рическая невырожденная матрица.

705. Доказать, что образом пространства %’ (R) при 
преобразовании Фурье является совокупность целых ана­
литических функций е С ,  удовлетворяющих оценке

где С, N,  R — некоторые константы (свои для каждой 
функции g).  От каких свойств преобразуемой функции 
зависят константы R и N?

706. Доказать, что уравнение А/  =  /  не имеет ненуле-
П

vi д2
вых решений в пространстве S '(R ”). (Здесь Д =  £  щ  ~

/¡=1
оператор Лапласа.)

707*. Пусть u( t ,  х) — решение уравнения теплопровод­
ности с начальными данными и (0, х) =  v (х), 

u œ L ^ R ,  dx).  Показать, что и (t, х) имеет вид v * f t (x), 
и найти функцию f t.

708. Пусть Т  (а) — оператор сдвига на вектор û e R " ,  
М (а) — оператор умножения на 2лсах в пространстве S ' (R"). 
Вывести коммутационные соотношения

c f T  (a) S - i  =  М (а), <?М (а) =  Т  (— а),

где -  преобразование Фурье.
709. Вычислить с помощью формулы Пуассона суммы:

V I  V  1 s V
a) Z i  п2 +  а2 ’ б ) Là (а +  п)2 ' в ) i ¿ ( 2 n + l ) 3-

nez  nez n= о



710. Найти преобразование Фурье обобщенных функ­
ций в R":

а) б (|| х  ||2 - г 2), б) 0 (г2- | |  л; у2).
711*. Обобщенная функция / e S ' ( R 3) регулярна и 

зависит только от радиуса г =  || л: ||, /(л:) =  ф (||х ||) . Пока­
зать, что ее преобразование Фурье задается формулой

СО

f {%) =  5 k (г II К II) ф (г) dr,  
о

и найти функцию k.

712*. Д оказать тождество в? [В (х)] =  лд (X)-j-iéP ~ .
713. Вычислить преобразование Фурье обобщенной 

функции (см. задачу 484 в)).

Г Л А В А  V

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ

§ 1. Функциональное исчисление

1. Функции операторов в конечномерном пространстве.
714°. Пусть Л —оператор в n -мерном пространстве L

над полем К.  Доказать, что операторы 1, А, А2.........  А п
линейно зависимы.

715. Д оказать, что следующие свойства оператора А 
в «-мерном пространстве L над полем К  — R или С экви­
валентны друг другу:

а) операторы 1, А,  А 2, . . . ,  Л"-1 линейно независимы;
б) существует такой вектор что Л£ , . . . ,  Л"-^  — 

базис в L;
в) существует вектор циклический для А (т. е. 

такой, что всякое подпространство в L, содержащее £ и 
инвариантное относительно А , совпадает с L).

Операторы А , обладающие перечисленными свойствами, 
называются регулярными.

716. Д оказать, что диагональная матрица задает регу­
лярный оператор тогда и только тогда, когда все эле­
менты, стоящие на главной диагонали, попарно различны.

717. Д оказать, что следующие свойства матрицы А эк­
вивалентны:

а) Л . задает регулярный оператор;



б) минимальный многочлен для А совпадает с х ар а к ­
теристическим многочленом;

в) каждому собственному значению А отвечает только 
одна жорданова клетка.

718. Д оказать, что множество регулярных операторов 
открыто и всюду плотно в множестве всех операторов.

719. Пусть ^„  — совокупность матриц порядка п вида

/О 1 О О ... О \
/о  0 1 о ... о \

.................................
О 0 0 0 ... 1 Г

\«i а2 а3 а4 ... a j
Доказать, что

а) всякий регулярный оператор в n-мерном простран­
стве в подходящем базисе задается матрицей А ¡= R n\

б) каж дая матрица A ^ R n задает регулярный оп е­
ратор;

в) две матрицы А и В  из R n подобны (т. е. А  =  
=  С В С 1), только если А =  В.

720. Доказать, что два регулярных оператора А  и В  
в л-мерном пространстве L над полем K = R  или С подобны 
тогда и только тогда, когда справедливы равенства

tri4* =  trß * , k = l ,  2, . . . ,  п.

721°. Пусть

к 1 о о 
0 к 1 о

0 0 к

— жорданова клетка порядка п с собственным значени­
ем К. Вычислить матрицы:

а) А п, п =  2, 3;
б) р( А) ,  где р — многочлен;
в) / (Л) ,  где /  — целая аналитическая функция;
г) г (А),  где г —рациональная функция, не имеющая 

полюса в точке %.
722. Пусть 'Л —алгебра над полем К  — С или Я. 

Идемпотентом называется элемент х е  91, обладающий 
свойством х2 =  х. Прямой суммой алгебр 'Лх и 3(2 назы ­
вается линейное пространство ^  © Л2 с покомпонентной 
операцией умножения. Доказать, что следующие свойства 
алгебры 21 эквивалентны:



а) 91 изоморфна прямой сумме некоторых (ненулевых) 
алгебр ílj и 'Л2;

б) в алгебре 'Л есть нетривиальный (отличный от нуля 
и единицы) идемпотент.

Алгебры, не обладающие этими свойствами, называются 
примарными.

723. а) Д оказать, что поле С является примарной 
алгеброй над R.

б) Доказать, что всякая примерная алгебра с едини­
цей и с одной образующей над С изоморфна одной из 
алгебр ЭД„ =  С[л;]/(л:п) (факторалгебре многочленов от х по 
идеалу, порожденному х п).

724. Доказать, что всякая конечномерная алгебра 
является прямой суммой примарных алгебр.

725. Числовая последовательность {а„} обладает свой­
ством 0 < а т ,-„ < а „ ,  +  а п для всех т и п. Д оказать, что 
существует lim ( a j n )  и что он равен inf (a j n ).

п—*со п
726. Пусть А — оператор в «-мерном линейном прост­

ранстве L над полем К ■ Обозначим через 'Л (Л) алгебру 
над К,  порожденную 1 (единичный оператор) и А.  Д ока­
жите, что dim Л (Л) sg; я.

727. Пусть /( =  С. Докажите, что алгебра 'Л (Л) при- 
марна тогда и только тогда, когда оператор Л имеет 
единственное собственное значение.

728. Пусть S — некоторое множество операторов в линей­
ном пространстве L. Через S ! обозначается совокупность 
операторов в L, перестановочных со всеми операторами 
из 5 . Для каких операторов Л справедливо равенство 
Л (Л)1 = ' Л( Л) ?

729. Д оказать, что всякий многочлен от коэффициен­
тов матрицы Л, не меняющийся при преобразованиях 
подобия Л i—»■ СЛС-1, является многочленом от tr Л , tr А 2, . . .  
. . . ,  tr Л".

730*. Пусть Л и Б  —матрицы второго порядка. Д ока­
зать, что всякий многочлен от коэффициентов Л и В,  не 
меняющийся при преобразованиях Л-»-С Л С -1, ß - ^ - C ß C 1, 
имеет вид P ( t r A ,  tr  В,  tr  Л2, t r ß 2, tr AB),  где P —неко­
торый однозначно определенный многочлен от пяти пере­
менных.

731**. Пусть Л и В — матрицы порядка п. Доказать, 
что алгебра многочленов от коэффициентов Л и В,  инва­
риантных относительно преобразований A - t - C A C ' 1, ß - >  
-> C ß C  \  содержит не менее /г2 +  1 образующих.



732. Указать в пространстве матриц порядка 2п х  2п 
подпространство размерности 1 +  /г2, состоящее из попарно 
перестановочных матриц.

733. Пусть А —оператор в л-мерном пространстве с един­
ственным собственным значением К. Доказать, что для лю­
бой функции/, (п — 1)-кратно дифференцируемой в точке Я,

/1—1 ^
справедливо равенство / ( Л)  =  (А — К - 1)*.

к = и
734.* Пусть Л —оператор в /¡-мерном пространстве 

с различными собственными значениями Я1( . . . ,  Кп. Д о к а­
зать формулу

1 ( А ) =  V f W l l ^
/¡ = 1 ¡Фк

735*. Пусть оператор А имеет собственные числа Я,1( . . .  
. . . ,  к„ с кратностями т 1.........тп. Доказать формулу

г, тк_ j
f ( A ) =  2  Z f U)( h ) B Jk

k =  \ / = и

и найти явный вид операторов Bjk.
736*. Пусть К  — совокупность всех положительных 

(см. задачу 747) операторов со следом 1 в конечномерном 
гильбертовом пространстве Н.  Доказать, что /С — вы пук­
лый компакт, и найти крайние точки К-

2. Функции ограниченных самосопряженных операторов.
737. Пусть Л —оператор умножения на непрерывную 

вещественную функцию а(х)  в пространстве L 2 (0, 1). 
Доказать, что Л —самосопряженный оператор, и найти 
а (А).

738°. Найти спектр оператора Л, действующего в L2 (0, 1) 
по формуле Af (х) =  а (х) f  (х), где а е  Loo (О, 1).

739°. Пусть / e L ^ R ,  dx).  Найти спектр оператора 
свертки S { f ) в пространстве L2(R, dx).

740°. Пусть / е ^ ( Т ,  dt). Найти спектр оператора
S (/) свертки с /  в пространстве (Т, dt).  *

741°. Доказать, что спектр унитарного оператора U  
лежит на единичной окружности.

742°. Пусть Л — самосопряженный оператор. Д оказать  
унитарность оператора (Л -f-АЛ) (Л +  7.1) 1 для невещест­
венных К.



743°. Известно, что оператор (Л — П) обратим, а опе­
ратор (Л +  i 1) (Л — г'1)-1 унитарен. Доказать, что Л само­
сопряжен.

744°. Известно, что оператор U унитарен, a U — 1 
обратим. Доказать, что оператор Л =  i (t/ +  1) (U — I)-1 
самосопряжен.

745. Вычислить спектральный радиус оператора Воль- 
т ерра А в L2(0, 1), задаваемого формулой

A f ( x )  =  \ f ( t ) d t .  
о

746. Вычислить явно резольвенту оператора Вольтерра 
(из задачи 745).

747°. Оператор Л в гильбертовом пространстве Н  на­
зывается положительным, если (Ах,  х ) ^ 0  для всех х ^ Н ,  
х ф О .  Мы будем писать в этом случае Л^>0 .  Доказать, 
что для положительного оператора Л справедлива фор­
мула

1Л || =  sup
х^О */

748*. Пусть Л —самосопряженный оператор, а мно­
гочлен р (х) неотрицателен на отрезке [а, Ь]. Доказать, 
что р  (Л );> 0 .

749. Доказать, что отображение р>—* р ( А )  непрерывно 
относительно нормы С [а, Ь], если а • 1 ^  Л Ь • 1.

750. Пусть Л —ограниченный самосопряженный опе­
ратор. Доказать, что оператор U ( t ) = e iiA при всех i e R  
является унитарным оператором и что справедливы ра­
венства

U (t) U (s) =  U (t +  s), U (0* =  U ( -  0-

751. Доказать, что в условиях задачи 750 оператор­
ная функция U (t) дифференцируема и U' (t) =  i AU (t) =  
=  iU (t) A.

752**. .Доказать, что всякая непрерывная в тополо­
гии нормы операторная функция U (t), удовлетворяющая 
функциональным уравнениям U  (t) U (s) — U (t +  s), U (t)* =  
=  U (— t), имеет вид, указанный в задаче 750.

753°. Найти полярное разложение оператора Л умно­
жения на функцию а <= L*, (X, ¡.i) в пространстве L2 (X,  (i).

754. Найти полярное разложение оператора односто­
роннего сдвига в 12(С).



755. Пусть А и В — перестановочные операторы, 
А =  /?£/ — полярное разложение А.

а) Доказать, что и V  перестановочны с В,  если 
В — унитарный оператор.

б) Верно ли это в общем случае?
756. Пусть Л ; > Б ^ > 0  и В обратим. Доказать, что А 

обратим и
757*. Пусть Г —оператор сдвига в 12(2)  (Т  {хп\ ■= {хп+1}). 

Доказать, что существует единственный самосопряженный 
оператор Л, обладающий свойствами:

1) Т  =  е‘А;
2) | Л | < я .
758. Пусть Н 1 и # 2 — подпространства в Н, Р 1 и Р 2 — 

соответствующие им ортопроекторы. Доказать, что 
П т  (Рх^г)" существует и равен ортопроектору на Н1 [ ] Н2.

п -►оо

759. Пусть Л —оператор в ¿ г [(0, оо), йх\, заданный
00

формулой Л / (х) =   ̂ йу. Д оказать, что Л перестано-
б

вочен с операторами растяжения Ь(а):  ¡(х)>—*¡(ах) .
3. Неограниченные самосопряженные операторы.
760°. В обозначениях теоремы 7 гл. V доказать, что 

т(Гд)1 является графиком некоторого оператора тогда и 
только тогда, когда Ь А плотно в Н.

761°. Пусть операторы Л и Л* плотно определены 
(т. е. Од и Од* плотны в Я). Д оказать, что (Л*)* сов­
падает с замыканием Л.

762°. Пусть Л —оператор й/ёх  в ¿ 2 (К> й *)с областью 
определения:

а) О л =  2>(ЯУ,
б) Од = { ф е й  (Я); Ф (0) = 0};
в) Од =  {ф е= (Я); ф е ^ ( Р ,  с1х), ф ' < = 1 2(Я,  с1х)} — 

естественная область определения. Найти в этих слу­
чаях А* и Од..

763°. Пусть Л =  ¿[¡с1х — оператор в Ь2 ((0, оо), с1х) 
с областью определения:

а) О д =  {ф е  $ ( Я) ,  эирр ф с : (0, оо)};
б) Од =  { ф е ! ( 0 ,  оо), ф е 1 2(0, оо), ф ' е £ 2 (0, оо)}. 
Найти Л* и Од».
764°. Доказать, что существенная самосопряженность 

оператора Л равносильна каждому из условий:
а) Л* самосопряжен;
б) Л =  Л \



765°. В каких случаях оператор A = i d / d x  в про­
странстве #  =  L2 (0, 1) симметричен, существенно само­
сопряжен, самосопряжен:

а) D a =  & [ 0, 1],
б) =  {Ф <= С1 [0, 1], Ф (0) =  ф (1)},
в) О л =  {Ф е С 1 [0, 1J, Ф (0) =  Ф (1) =  0}?
766. Оператор A — idldx в Ь2{0, 1) определен в обла­

сти Од с  С1 [0, 1], заданной краевым условием ф(0) =  
=  tap (1),  К <= С.

а) Найти А *  и D A*-
б) При каких X А существенно самосопряжен?
767°. Будет ли симметричным оператор Лапласа А =  

=  +  в ¿ 2 (R2- dx)' если
a)‘ D A =  5 ( R 2); б) D& =  D (R2);
в) Од — естественная область определения.
768*. Докаж ите, что всякий симметрический оператор А,  

для которого D a =  H,  ограничен.
769. Пусть А — самосопряженный оператор.
а) Д оказать, что оператор ( Л / 1 ) ( Л  — П) 1 =  £/ 

унитарен.
б) Д оказать, что ker (U — 1) =  {0}.
770. Пусть U  унитарный оператор, для которого ker (U —

— 1) =  {0}. Докаж ите, что оператор А =  i (U +  1) (U — I)*1 
с областью определения D A =  im (U — 1) самосопряжен.

771*. Вычислить оператор А в условиях задачи 770, 
если ¿/ — оператор сдвига на 1 в l2 (Z).

772. Пусть II =  12(С), D a с о с т о и т  из всех финитных 
последовательностей с нулевой суммой, оператор А зада­
ется матрицей A = \ a j k l, где 0/* =  г sgn (/ — &).

а) Будет ли А симметрическим?
б) Будет ли А существенно самосопряженным?
773. Пусть Ai,  í = 1 ,  2 , — операторы умножения на х 

в L2 (R, dx) с областями определения D A¡. Известно, что 
А 1 и А 2 существенно самосопряжены. Могут ли подпро­
странства D a , и D a 2 иметь нулевое пересечение?

774. Пусть оператор А плотно определен и положи­
телен (см. задачу 747). Доказать, что существенная само­
сопряженность А равносильна условию ker (Л* +  1) = 0 .

775*. Д оказать, что для любого замкнутого плотно 
определенного оператора А оператор Т  =  Л*Л +  1 с обла­
стью определения D r = { x ^ D A\ Ax ^ . D a *\ самосопряжен.

776*. Пусть Н 1 и //.¿ — гильбертовы пространства, 
Н 1 ® # 2 — их гильбертово тензорное произведение. Дока­



зать, что если операторы Л х и А г самосопряжены в Н 1 и Н 2 
соответственно, то оператор А х 0  1 +  1 ®  ^2 с областью  
определения D a^ D a, существенно самосопряжен в Н.

111°. Доказать, что спектр самосопряженного оп ера­
тора лежит на вещественной оси.

778°. а) Доказать соотношение (im A ) 1 =  ker А*  д ля  
плотно определенного оператора А в гильбертовом п ро­
странстве.

б) Верно ли в этом случае соотношение (ker A ) L =  
—• im А *?

779. Доказать, что самосопряженный оператор А  не 
имеет симметрических расширений, отличных от А.

780. Пусть А — симметрический оператор. Д оказать, 
что оператор (Л +  /)(Л — г')1 продолжается до изометр и - 
ческого оператора U из im (Л — г) в ¡ т ( Л  +  г).

781. Пусть Л —замкнутый симметрический оператор. 
Доказать, что пространство ¡ т ( Л  +  г'1) замкнуто в Я .

782. Доказать, что замкнутый симметрический оп ера­
тор Л допускает самосопряженное расширение тогда и 
только тогда, когда dim ker (Л* — /1) =  dim ker (Л* +  i 1).

§ 2. Спектральное разложение операторов
1. Приведение оператора к виду умножения на 

функцию.
783°. Пусть Л — самосопряженный оператор в конечно­

мерном пространстве. Привести его к виду умножения 
на функцию.

784°. Пусть H =  L2[— 1, 1], оператор Л состоит в умно­
жении на функцию а (х) =  х. Какие из следующих функций 
являются циклическими векторами для оператора Л в Н:

а) /(* ) =  1; б) /(*) =  sgnx; в) /(* )  =  0 (лс)?
785. Оператор Л в пространстве tf  =  La [— 1, 1] 

состоит в умножении на функцию а ( х ) = х 2. Доказать, что
а) в Н нет циклических векторов для Л;
б) представить И в виде объединения двух подпро­

странств, обладающих циклическими векторами для А.
786. Доказать, что если Л — оператор с простым сп ек т­

ром в бесконечномерном гильбертовом пространстве Н , то 
операторы 1, Л, . . . ,  Л" линейно независимы.

787*. Пусть В и С —ограниченные самосопряженные 
операторы, перестановочные друг с другом. Доказать, что 
существует такой ограниченный самосопряженный о п ер а­
тор Л, что В и С являются функциями от Л.



788. Пусть А — самосопряженный оператор с простым 
спектром. Д оказать, что всякий ограниченный оператор 
В,  перестановочный с А,  является функцией от А.

789. Доказать оценку ||/(Л )| =  вир | /  (0! для любой
1еа(А)

ограниченной борелевской функции от самосопряженного 
оператора А.

790. Какие из следующих операторов являются опе­
раторами с простым спектром:

а) умножение на х 2 в пространстве ¿ 2(0, 1);
б) умножение на х 2 в пространстве Ь 2 (— 1, 1);
в) умножение на х 2 в пространстве 1 2 ([0, 1 ]х  [0, 1]).
791. Привести к виду умножения на функцию опера­

тор свертки 5 ( / ) ,  ёх). Для каких функций 
этот оператор самосопряжен?

792. Может ли оператор свертки 5  (/), йх), 
быть унитарным?

793*. Пусть О — коммутативная локально компактная 
группа с инвариантной мерой При каких условиях на 
функцию /  е  (в ,  }х) оператор свертки 5  (/) является:

а) самосопряженным;
б) унитарным;
в) компактным?
794. Пусть А — интегральный оператор в ¿ 2 (0, 1),

1
заданный формулой Л / (х) =  $гшп (х, у ) ! ( у ) й у .  Привести

о
этот оператор к виду умножения на функцию.

795. Пусть оператор Л в 12 (Т) задан формулой (Ас)п =  
=  С/,-1 — 2сл +  с„+1. Привести этот оператор к виду умноже­
ния на функцию и найти его спектр.

796. Привести к виду умножения на функцию неог­
раниченный оператор Л =  ¿с1/с1х в (И, <1х) с естествен­
ной областью определения.

797. Пусть Л — неограниченный самосопряженный опе­
ратор в Я , Гд — график Л в Я  © Я. Д оказать, что орто­
гональным дополнением к Гд в Я © Я  является т (Гд).

798. В условиях задачи 797 обозначим проекцию 
вектора х  ® 0 на Гд через ( у ® А у ) ,  а проекцию этого 
вектора на Гд1 — через — Аг  ® г. Доказать, что

а) соответствия х>—*~у и хь— являются ограничен­
ными операторами в Я; обозначим их В и С соответ­
ственно;

б) справедливы соотношения С =  — А В , (1 +  Л2) В =  1.



799. Пусть оператор А в L2(R,  dx) совпадает с i d / dx  
на естественной области определения D A =  \<р <= L2 (R , dx),  
q>' œ L2 (R,  dx)}.  Вычислить явно f ( A) ,  если

а) f ( t ) = e iat, a œ  R;
\ « , i-, sin Clt __ j-ж

б) / ( / )  =  —£— , a e s R;

B) / ( 0  =  ^  Œ R-

800. Найти явно оператор f ( A) ,  если f ( t ) = e aí\  0, 
A = d / d x  в L2(R, dx) с областью определения Од =  
=  { f e L 2(R,  dx),  < p ' e L ! (R. ¿r)}.

801. Доказать, что оператор конечной разности
Дйф(х) =  | - [ ф ( х  +  /1) - ф ( х ) ]  является функцией от опе­
ратора дифференцирования.

802. Привести к виду умножения ка функцию опе­
ратор А,  действующий в пространстве L2 ((0, оо), dx)

ОО

по формуле Af(x)  =  ^  (СР- с заДачей 759)> и найти
о

его спектр.
803*. Привести к виду умножения на функцию опе­

ратор А к , действующий в L3 (R 2) по формуле
2л

A Rf(x,  у ) =  ~  \ f ( x  +  R  coscp, y  +  Rsin(p)dq>.
о

804. Оператор A R действует в L2 (R 3) по формуле 

A* f  (У) =  S f  da (í/)’
'S R

где da ( у ) — элемент площади на сфере S r радиуса R  
с центром в начале координат. Привести этот оператор 
к виду умножения на функцию.

805*. Пусть /  — непрерывная функция на окружности. 
Написать явное выражение для оператора f (F) ,  где 
F — оператор Фурье: F^{y)  — ‘\e~2nixy( f {y)dy .

R
2. Спектральная теорема.
806. Пусть X — проекционная мера на отрезке [a, b ] 

со значениями в End Я , /  — непрерывная функция на 
[а, Ь]. Для каждого разбиения T = { a  — t0- ^ t 1^ . . . ^ t n= b }



и каждого набора точек £ — {!*}, £* е [ 4 .  ^+i]> опреде­
лим интегральную сумму Римана

S( f ,  Т,  £) =  £  / ( Ы М [ ^ .  4 n J).
k = 0

а) Д оказать, что, когда диаметр разбиения б (Г) =  
=  ш ах (tk+1 — tk) стремится к нулю, интегральные суммы

k
S  (/, Т,  стремятся по норме к некоторому оператору. 
Этот оператор называется интегралом Римана от /  по 
мере X и обозначается

ь
R \ f  (х) dX (х).

а
b

б) Доказать, что интеграл Римана R^[ ( x ) dX( x )  совпа-
а

b

дает с интегралом Лебега \ f  (х) dX(x),  определенным в п. 2 

§ 2 гл. V.
807°. Доказать следующие свойства интеграла от огра­

ниченных функций по проекционной мере:
а) \ К / х  (х) +  а 2/ 2 (*)] dX (х) =  

к

=  «х $ fi (х) dx (х) +  ос2 $ / 2 (х) dX (х)\
X X

б) 5 ( /1/ 2) (х) dX(x) =  \ f  1 (л:) dX (х) \ / 2 (х) dX (х)\
X X X

в) [ f ( x ) d X ( x ) sup |/ ( * ) |;
i e X

Г) ( ]  f  (x) dX (x)\* =  $ f ix )  dX [x)\
\ X  I X

д) если fn ( x) - +f ( x ) ,  I f n ( x ) \ ^ C  для всех x  e  X,  to 
¡j f n (x) dX (x) - >  /  (x) dX (x) сильно. 
x  x

808. а) Доказать, что свойство 3) в определении про­
екционной меры можно заменить более слабым усло­
вием 3') X (X  \  Е) =  1 — X (Е) и нормировочным условием
Ч Ф ) =  о.

б) Доказать, что условие 2) в определении проекцион­
ной меры следует из условий 1), 3) и нормировочных 
условий Х ( ф ) =  0, Ц Х ) =  1.



809. Пусть Н г =  L2 [0, 1], / / 2 =  Z-2 ([0, 1 ] X [О, 1]). Опре­
делим проекционные меры и со значениями в E n d / / ,  
и Епс1Я2 соответственно, полагая (Е)  =  М (%Е (х)). Су­
ществует ли такой изоморфизм U: Я х Я 2, при котором 
переходит в А2?

810. Пусть заданы множество X с а-алгеброй В,  гиль­
бертово пространство Я  и для каждого конечная 
мера на (X, В) так, что выполнены условия:

1) М Х )  =  | №
2) Щ- 2[it -)- 2(1,).
Верно ли, что существует такая проекционная мера К 

на X со значениями в E n d //, что для всех g е  Я?
811*. Пусть X — метрический компакт, Я  —гильбер­

тово пространство. Представлением алгебры С (X) в Я на­
зывается отображение (р: С (X) -> End Я , обладающее свой­
ствами:

1) ф является гомоморфизмом алгебр;
2) ф ( /)  =  ф ( /)* ;
3) ф ( 1 ) = 1  (единица слева — функция на X, справа — 

единичный оператор в Я).
Доказать, что существует единственная проекционная 

мера % на X со значениями в End Я  такая, что <р if) =

=  \ f ( x ) d k ( x ) .
х
812. Пусть Л — самосопряженный оператор в гильбер­

товом пространстве Я , I  — его спектральная мера, Е — 
борелевское множество на прямой. Через НЕ обозначим 
подпространство Х(Е)Н.  Доказать, что

а) НЕ инвариантно относительно А;
б) если Е ограничено, то А \нЕ — ограниченный опе­

ратор;
в) если Е  замкнуто, то а(А\НЕ) cz Е.
813. Доказать, что спектр самосопряженного опера­

тора А состоит в точности из тех точек a e R ,  для ко­
торых -А. ((а — е, а  +  е ) ) ф 0  при любом е > 0 .  (Здесь I  —  
спектральная мера оператора А.)

814. Критерий Вейля. Доказать, что точка а принад­
лежит спектру самосопряженного ограниченного опера­
тора А в гильбертовом пространстве Я  тогда и только 
тогда, когда существует последовательность единичных 
векторов £ „ е Я ,  для которой ( А \ п — а£„||-»-0 при п -> о о .

815. Определение существенного спектра  ограниченного 
самосопряженного оператора А получается из критерия



Вейля (см. задачу 814) наложением дополнительного усло­
вия: последовательность {£„} ортонормирована. Доказать, 
что если оператор В самосопряжен и компактен, то су­
щественные спектры А и А +  В совпадают.

816. Формула Стоуна. Пусть А — ограниченный само­
сопряженный оператор. Доказать равенство

ь

s-lim £  J  [ ( a - ^ ) 2 +  82l] -1d?i =
8 а

=  ±  М W )  +  *  ((а, Ь)) + 1 Ц  Щ ) =  1 .% ([a, b]) +  - \ k  ((а, b)).

817. Пусть U — унитарный оператор в гильбертовом 
пространстве Н.  Доказать, что существует единственная 
борелевская проекционная мера к  на окружности Т со 
значениями в End Я , для которой справедливо равенство

f ( U)  =  \ f ( e ™“) d k ( t )
о

для любой борелевской ограниченной функции f  на Т.
818. Эргодическая теорема фон Неймана. Пусть U — 

унитарный оператор в гильбертовом пространстве Н.  До-
N

казать, что s-lim  д.- \  Uk существует и равен проек-
N-+ СО 'V k =  I

тору на ker (U — 1).
819. Пусть Л —любой ограниченный оператор и /  — 

аналитическая функция в области Q, содержащей а  (Л). 
Определим оператор /  (Л) равенством

! ( Л )  =  ~ ^ ( к ) ( А - к 1 ) - Ы к ,  
с

где С —любой контур в Q, охватывающий а  (Л).
а) Д оказать, что соответствие /•—►/(Л) является гомо­

морфизмом алгебр.
б) Доказать, что для нормального оператора Л это 

определение / (Л )  совпадает с данным в п. 2 § 1 гл. V.
820*. Д оказать, что любое семейство попарно комму­

тирующих ограниченных самосопряженных операторов 
в сепарабельном гильбертовом пространстве можно одно­
временно привести к виду умножения на функцию.

821*. Пусть Л — самосопряженный оператор в гиль­
бертовом пространстве И, к — его спектральная мера и /  —



борелевская функция на /?. Определим / ( А ) формулой
СО

(!(А)Ъ,  1] ) =  5 { {х) йк1ц(х)
—  00

на подпространстве ИА с  Н, состоящем из тех векторов
СО

для которых $ | /  (х) ¡2 йК*. (х) <  со. Доказать, что
—  СО

а) оператор В = / ( Л )  замкнут и плотно определен;
б) операторы ВВ* и В*В  имеют общую плотную  

область определения и совпадают на этой области.
822. Найти явно спектральную меру для оператора 

А =  1й/йх в Ь2{К,  йх) с естественной областью опреде­
ления

О л =  { с р е М Я ,  йх): <р' ^ Ь 2(Я,  йх)}.

823. Найти явно спектральную меру для самосопря-
(Рженного расширения оператора А =  в И А — &  (К ) с :  

с  £ 2 (И, йх).
824*. Найти явно спектральную меру для самосопря-

д2 З2 гчженного расширения оператора Лапласа ^  ^  в и А —

=  5 ( К 8) с / 2(К 2, йх).
825. Найти оператор А в представлении V (1;)— еиА 

для однопараметрической группы в пространстве 
¿ 2(Я, йх),  заданной равенством V ^ ) {  (%) — У Ц-{-х).

826. Пусть однопараметрическая группа 0  (/) унитар­
ных операторов в гильбертовом пространстве Н обладает 
свойством (У(1) =  1. Доказать, что V  (/) = е ил, гд есг(Л )с2 
с ;  Ъ.

827. Д ля всякого ли унитарного оператора V  сущ е­
ствует такая однопараметрическая группа V ((), что
1/(1 ) =  и?

828*. Найти спектральное разложение самосопряжен-
й2

ного расширения оператора А =  — ¿^2 + л;2 с первоначаль­
ной областью определения Б  (А)  =  5  (Я).



Ч А С Т Ь III

УКАЗАНИЯ

Г Л А В А  I

СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И ТОПОЛОГИИ 

§ 1. Отношения. Аксиома выбора и лемма Цорна

1. Ответ: а), б), д) —  отношения эквивалентности, в) и г) — нет.
2. Определение переформулируется: Д и /2 эквивалентны, если 

существуют положительные числа а, b и в  такие, что а  <  Д  (x)/f2 М  <  Ь 
при 0 < х  < е .  Отсюда следует, что это — отношение эквивалентности. 
Несчетность фактормножества следует из того, что все функции х а 
при а  ^  0 попарно не эквивалентны.

3. Пусть Д, /2. /з> последовательность положительных функ­

ций. Определим функции /  и f, полагая f =  m in  ¡¡(x) , f (x)  =
л 1

=  k  шах ¡¡(х) при 1 / (k-\-  1) < х  \/k.  Тогда / < / ; < /  для всех

г =  1,2 , . . .
4. Пример: X  и К — множества натуральных чисел с обычным 

отношением порядка. Тогда точки (1 ,2 ) и (2, 1) в Х х У  несравнимы.
5. а) Непосредственно следует из определения отношения частич­

ного порядка.

б) Отношение порядка в J  [  (Ха ; ха) индуцировано отноше- 
а е  А

нием порядка в большем множестве J  J  Х а - Отмеченная точка
<х<вЛ

—  (ха ), а  е  А.
6 . Воспользоваться разложением на простые множители.

7. Каждое подмножество i  с  X равно Y a , где Y a = Y  f ]X a . 

П ри этом Y  =  п Y a =>Z  =  ]^ [  Za  <=> Y a  => Z a  для всех а  <= А.
а е А а е А

8 . Ф ункция ¡.I (х, у )  находится из следующей системы уравнений:

¡.I (х , х) =  1 для всех х  е  X ;  если у  <  х, то 2 j  М (г, у) =  0 .
у <  г *£»

9. Воспользоваться указанием к задаче 8 .
10. а) ц (я ,  * ) = !>  ( А — 1. в остальных случаях 

ц  (х, у)  =  0 ,



f  X
б) Воспользоваться а) и задачами 6 и 9. Ответ: ц  (х,  у) =  Ио  ̂ у

где цо -  классическая функция Мсбиуса (u0 ( l ) = I ,  Mo (Pi • . . .  • Pk)
Где p j,  . . .  , p k — различные простые числа, а в остальных

случаях (л) = 0). И |Л |_ |В ,
в) Воспользоваться задачами 7 и 9. Ответ: |Л (л ,  В ) = ( —

где В  <  А <  X , | А \ и ' В | — число элементов в А  и В  соответственно.
г) Пусть основное поле состоит из q элем ентов. Тогда ц (Л , В) —

— ( _  i)rf . qd (d -  1)/2, где d =  dim Л — dim  В.  П лан доказательства:

пусть ( ? )  — число 6-мерных подпространств в л-мерном пространстве

над полем из q элементов. Свойства коэффициентов j  аналогичны

свойствам обычных биномиальных коэффициентов (в которые они пре­
вращ аю тся при q — 1). В частности,

(1)
(разделить все (ft +  1)-мерные подпространства (л +  1)-мерного про­
странства на два подмножества — содерж ащ иеся и не содержащ иеся 
в данной гиперплоскости),

П
./* =  (1+0 ( 1 + 9 0 - О  + 9 "-10- (2)

k = 0 4
(Эта формула выводится из (1), так же к ак  обычный бином Ньютона —  
из основного свойства биномиальных коэф ф ициенте!). Требуем ое
равенство У ,  |.t(C , б ) =  0 (см. указан и е  к задаче 8) следует из

В czC а  А
равенства (2), если положить < =  — 1.

11. а) П роверить, что ^ < р (с /)  =  л (q> (d) равно количеству нату- 
d | п

ральных чисел т ^ п  с НО Д (т, п) =  n/d) .  Отсюда следует, что
ср(п) =  ^ ] ц  ( n , d )  (n/d) d (см. указан ие  к задаче 10 6 )).

d n  d\n
б) Сопоставим каждому неразлож имому многочлену г  степени

d со старшим коэффициентом 1 ряд  /р  (X) =  1 + X rf +  X2d +  . . .  

Д оказать, что коэффициент при Х п в J  |  f P (X)  (произведение
р

по всем неразложимым многочленам) равен числу всех многочленов 
степени п со старшим коэффициентом !, т. е. qn ■ Отсюда следует,

чт0 П  fp  W  =  1 - i-‘/X-{-q2X 2+ . . . =  Но \ [ f p  ( X )  =
p  P

_  I----- !——\  , так что ]~J (1 — x n)~p{'n ' ? '  =  (1— q X ) ' 1.

В зяв логарифмическую  производную от обеих частей этого равенства 
и разложив ее по степеням X , получить равенство У ] dP  (q, d ) - q n -

d ¡n



Отсюда следует, что

Р  (я. Q) =  ~ Ц (п, d) q =  -1  цо (л/rf) 4a .
d\n d\n

в) П роверить, что С (Л 0 =  2 ф (&) — 1. И спользуя равен-
I <  N

ство задачи 11а), вы вести отсюда, что

Заметим, что вычисления можно продолж ить: из основного свой­
ства функции М ёбиуса (см. указание к задаче 8) легко вытекает, что

12. Все утверж дения легко следуют из того, что Ф п (t) =  | [  (t — e).

ства этого равенства воспользоваться определением функции Мёбиуса 
(задача 8).

13. П роверяется непосредственно.
14. Разобьем  Rn в дизъюнктную сумму трех подмножеств:

0 +—  In t {л: >  0}, 0 '  =  In t {х <  0}, r = ( F n ( F

(In t — внутренность множества, а Л — замыкание А).  Д оказать , что 
Г — линейное подпространсгво, множества 0 + и 0 ~  непусты и любой 
путь из 0 ! в О пересекает Г . Вывести отсюда, что Г — гиперплос­
кость в R™, а О'  и О“ — ограничиваемые ею полупространства. Далее 
использовать индукцию .

15. а) Пусть |х0 — класс эквивалентности, содержащий натураль­
ный ряд N с естественным порядком. Если М  —  любое вполне упоря­
доченное счетное множество, то в нем есть наименьший элемент m¡, 
в множестве М  \  { т х} — наименьший элемент т 2 и т. д. Пусть moo — 
наименьший элемент множества M \{ /n ¿ } “ _  t (если это множество пусто,

то М  эквивалентно натуральному ряду). Я сно, что отрезок М  (тсо) 
множества М  эквивалентен N.  Значит, класс М  больше ¡г0 и ц„ — 
минимальный элемент. 4

б) Пусть М  и L  —  два вполне упорядоченных счетных множества. 
Назовем элемент т е М  допустимым, если отрезок М  (т) эквивален­
тен некоторому отрезку  в L. Если все элементы М  допустимы, то 
можно построить монотонное отображение ф множества М  на неко­
торый отрезок в L  по следующему правилу: если для всех т < т х 
отображение ф определено, то ф (m¡) определяется как наименьший 
элемент L,  не входящ ий в множество ф (М  (т ])). Если все L исчерпы-

1

целая часть числа Отсюда следует, что

искомое выражение.

известно, что это число равно 6/ л 2.

е
где е пробегает первообразные корни степени и из 1. Д л я  доказатель-



зается одним из множеств ф ( М  (т)),  то Ь и М  сравнимы и Ь < М .  
1усть теперь существуют недопустимые элементы, и пусть тд— н а и ­
меньший из них. Разберите отдельно случай, когда у /п0'  есть пред- 
цествующий элемент и когда такого элемента нет. П окаж ите, что в 
тервом случае М >  а второй случай на самом деле невозм ож ен.

в) Пусть гМо с  гМ.  Выберем ц <= и представителя М  класса  
х. Если Мх —  представитель класса е  аЛ/0, то либо >  (.1, либо М ] 
эквивалентен отрезку М  (т{). Мы получили монотонное отображ е­
ние ^  |— *. т 1 той части о#/0, которая леж ит «левее» ¡х на подмножестве 
в М . Так как М  вполне упорядочено, это подмножество имеет м и ­
нимальный элемент. Значит, минимальный элемент есть и в е/7/о.

г) Предположим, что е/И счетно. Выберем в каждом классе щ  е
С »

е  М  по представителю М{,  и пусть М =  \] М(.  Введем в М  отно-

иение эквивалентности. Если и,- <  иу, то М{  отображается на отрезок 
в М / и мы говорим, что точка т е .  М ; эквивалентна своему образу  
в М /. Проверьте, что построенное таким образом отношение будет 
действительно отношением эквивалентности, что соответствую щ ее 
фактормножество М  счетно, вполне упорядочено и что его к л асс  (х 
больше, чем все классы ц е  <>///, что невозможно.

д) Воспользуйтесь теоремой Цермело.
16. Назовем ц б 4  допустимым, если отрезок множества 91, 

определяемый элементом (ц, 0), эквивалентен полуинтервалу [0 , I ) . 
Рассуж дая, как в доказательстве 15 б), докажите, что все элементы 
М  допустимы.

Второе утверждение задачи вытекает из несчетности м  (см. з а ­
дачу 15г)) и счетности базы топологии на [0 , 1).

17. См. указание к задаче 16.
18. Максимальные элементы — круг, и, касающиеся хотя бы д ву х  

сторон квадрата. Среди них наибольшего не существует.
19. Применить лемму Цорна к множеству всех линейно н езави ­

симых систем векторов данного пространства, упорядоченному по вклю - 
чению.

20. Рассуж дая, как  в доказательстве задачи 156), показать, что 
любые два вполне упорядоченных множества сравнимы (т. е. одно 
эквивалентно отрезку другого).

21. Рассмотрите частично упорядоченное множество, элементами 
которого являются подмножества данного множества X  с отно­
шением полного порядка на них. П окажите, что условия леммы 
Цорна выполнены и что максимальный элемент — это все м нож ество 
X  с отношением полного п о р яд ка .

22. Пусть X — частично упорядоченное множество, у д о влетворяю ­
щее условиям леммы Цорна, К — множество мощности, больш ей, 
чем X (например, Р  (X). По теореме Цермело У можно вполне у п о р я ­
дочить.

Предположим, что в X нет максимального элемента, и построим 
монотонное отображение ф множества У в X (что, очевидно, невоз­
можно). А именно, если ф уж е определено на отрезке У (у0), то п о л а ­
гаем ф (г/о) равным тому элементу х0 е Х ,  который м аж о р и р у ет  
ф (У (Уо)) (это множество упорядочено и по условиям леммы Ц орна
допускает мажоранту).

23. Д оказать, с помощью леммы Цорна, что существует базис т р а н с ­
цендентности С над (), т. е. максимальное семейство Я алгебраически  
независимых над О комплексных чисел. Д оказать , что С явл яется



алгебраическим замыканием поля рациональных функций с коэф' 
фициентами из Q от переменных г е й .  Наконец, доказать , чтс 
семейство Q имеет мощность континуума (если мощность Й меньше 
континуума, то и мощность С должна быть меньше континуума)

§ 2. Пополнения

24. Пусть х и  х 2, х3, . . .  — последовательность Коши. По опреде­
лению существует последовательность индексов п х <  п2 <  п3 <  . . .  та­
к а я , что все точки х п при п > п к леж ат в замкнутом ш аре В к ра­
диуса 1/2* с центром в одной из этих точек. Рассмотрим шар В к , кон­
центрический с вдвое большим радиусом. Проверить, что после­
довательность В к — стягиваю щ аяся и ее пересечение есть \ \т х п .

f l  —* 00
25. Пусть / — равномерно непрерывная функция на х г, ...

— последовательность Коши и х — отвечающая ей точка пополнения. 
Тогда ¡ ( х ) Ш  lim  /  (хп) (предел существует в силу равномерной не-

прерывности / и полноты числовой прямой Я).
26. а) Отображение х >— »- arctg  х  изометрично отображает пря­

мую с введенным расстоянием на интервал (—я /2, я / 2) с обычным 
расстоянием. Поэтому пополнение I* изометрично отрезку [—я /2 , я/2].

б) Аналогично а), отображ ение* I— * е х  является изометрией нашего 
пространства на луч (0, со). Пополнение изометрично полупрямой [0, со).

27. Пополнение получается добавлением «одноточечных отрезков» 
[а, а], а  (= Я.

28. Прежде всего, любая последовательность отрезков с длинами, 
стремящимися к 0, является последовательностью Коши — всем им 
соответствует одна дополнительная точка в пополнении, расстояние 
от которой до любого отрезка А равно |Д | .  Д оказать, что пополне­
ние получается присоединением этой единственной точки. Д л я  этого 
доказать , что из любой последовательности Коши отрезков с длинами, 
не стремящимися к 0 , можно вы брать подпоследовательность, у которой 
все пересечения Д; П Ау- непусты. Воспользоваться тем, что для пере­
секаю щ ихся отрезков расстояние совпадает с определенным в задаче 27.

29. Д оказать, что для любой последовательности Коши {/„} пре­
дел /: (х) =  Н т  /„ (* )  существует при всех и что последователь­

ность {/„} равномерно сходится к / .  Д ля доказательства ограничен­
ности (  воспользоваться оценкой ! /(* )  — / (У)! | / (* )  — /„ (* )  | +

30. Воспользоваться неравенством треугольника.
31. а), б) Любая последовательность Коши в X  сходится к точке 

в зам ы кании X .  Обратно, любая точка замыкания X  есть предел неко­
торой последовательности Коши в X .

в) В качестве пополнения X  можно взять замыкание в В (X)  его 
образа при изометрическом вложении задачи 30.

32. Д оказать сперва непустоту пересечения всюду плотных откры ­
ты х множеств, а затем вывести утверждение задачи из непустоты 
пересечения.

дйщ ейся последовательностью Коши для всех трех расстояний,

к
33. Последовательность



34. П роверить, что е-сеть для X является е-сетью и для попол­
нения X; поэтому можно считать, что X  полно. Д оказать, что из 
любой последовательности в X можно вы брать подпоследователь­
ность К ош и.

35. См. указание к задаче 29.
36. Пусть (f„) —  последовательность Коши в G.  Тогда ( /“ *) — 

такж е последовательность Коши. В си у задачи 35 (/„) и р а в ­
номерно сходятся к непрерывным отображ ениям  /  и g .  Д л я  д о к а за ­
тельства того, что /  и g  взаимно обратны , воспользоваться оценкой

dx  (fg  М . х) <  d x  (fg (x) -  ff~> (x)) +  d x  ( / / - '  (x) -  f n f - '  (x)).

37. Непосредственно следует из определения.
38. Пусть (х п) и {уп) ~  последовательности Коши в Q относи­

тельно расстояния dp. Д оказать, что (хп +  у п) и (хпуп) — такж е после­
довательности Коши; если х п -Д  0, т . е. 1| л:л ||р >  а  >  0 для д о ста­
точно больших п,  то ( \ / х п) — последовательность Коши (воспользо­
ваться оценкой

II х у - х ' у '  \\р II х ||р II у — у'  ||„ +  || У'  lip II Х - Х '  ||р

и равенством I ^  II — ̂  lljp \
Ip II Х  11/7 II Х  11р /

.Относительно неполноты Q
II V  II /

1
х  х ’ 

см. указание к задаче 39.

39. Д оказать , что ряд о,р(, г д е О = ё а ^ = ^ р — 1, сходится в О р
1 =  - к

(это следует из того, что его частичные суммы образуют последова-
4-00 со

тельность Коши). Пусть х =  ^  а 1Р1' У ~  2  и * — наимень-
1 = — к 1 =  —1 

ший индекс, для которого а; # 6*. Д оказать , что dp (x, у) =  р  ‘ 
(в частности, разложение в ряд по степеням р однозначно). В ы вести

отсюда, что последовательность 1х„ =  ^  а\ п)Р ' \  является последо-
\ I— / 

вательностью Коши тогда и только тогда, когда для любого индекса 
(' последовательность а!п) стабилизируется при больших п.  О тсю да 
следует, что множество элементов, представляю щ ихся в виде сум м ы  
такого рода, замкнуто. Далее доказать , что любое рациональное 
число г представляется в таком виде (достаточно рассмотреть слу ч ай  
г =  т/п,  где т, п — целые, п взаимно-просто с р; построить по и н ­
дукции целые числа т 0, т\,  т 2, . . .  и а 0, а.\, аг, . . .  (О ^ щ ^ р — 1)

такие, что т0 — т, пц — а,-п =  ш;+1Р при ¿ ^ 0 ; тогда г =  ^  а <Р‘ —
1= о

искомое разложение). Осталось сослаться на задачу 31.
Д оказать , что число х е О р рационально тогда и только то гд а , 

когда соответствующая дробь периодична (вспомнить, как д о к а зы в а ­
ется аналогичное утверждение для вещ ественных чисел). Отсю да с л е ­
дует, что 0.р ф 0 . ,  т. е. что О относительно р-адической м етр и ки  
неполно.

40. Последнее равенство. В обозначениях указании к п р е д ы д у ­
щей задаче имеем п — 3, т — щ  =  1.  Ч исло выбирается так , чтобы



=  5/л2 аг =  1, т 2 = — 1, — 1 — За2 =  5 т 3 = >  а 2 =  3, т 3 = —2.
П оскольку т\  —  т 3, далее, числа а,- повторяются периодически, 

т. е. а3= 1 ,  а 4 — 3, а 5=р1, а„ =  3 и т. д.
СО

41. Число К — 1 искать в виде ^  щЪК где 0 г £ а г г с 4 .  Числа щ

¿ = о
искать индуктивно из сравнений а 2 =  — 1 (5), а§ +  Ш ао^ =  — 1 (52), 
(во +  5сг1 )2 4- бОаоОг =  — 1 (53). . ..  > (Оо 5 « ! + . . .-[-5,г_2а /г_2)2-(-
+ 2  • 5* ч а0а*^1=  — 1 (5к). Эта система имеет два решения:

а0 =  2 , 01 =  1, 02 =  2, . . .  и а0 =  3, «1 =  3, а2 =  2 , . . .
42. Числа О, 1, 2, . . . ,  р к — 1 образуют р ~к-сеть в Ъ. Поэтому 

компактность Ър вы текает из задач 34 и 31. Д алее использовать, что
со

каждый элемент Хр имеет вид ^  а1р ‘, где 0 = й а ; г й р — 1, причем
¡ = 0

сходимость последовательностей элементов 2 р означает стабилизацию 
каждого коэффициента а

43. Д оказать с помощью индукции по п,  что хРп =  хРп~х +  р п ■ ип, 
где ип ^ 2 р (при п =  1 воспользоваться малой теоремой Ферма). 
Отсюда следует, что sgnp (д;) =  П тл:Р" =  Пгп (х +  р 1и1- |-р 2и2+  ...  +

п —юо п-+ со
+  р пип) сущ ествует и )| э§прд: — х р -1. Вывести из последнего 
неравенства, что числа sgnpa при а  =  0 , 1, . . .  , р — 1 различные, т. е. 
sgn^, принимает Р значений. С другой стороны, вывести из опре­
деления 5§Пр, что (8йп1„ х ) Р = 5§пр х  для всех х<=7.рп,  и воспользо­
ваться тем, что уравнение у р = у  в поле 0 Р не может иметь больше 
чем р  корней.

44. Вывести из задачи 37 б), что ряд в <Зр сходится тогда и 
только тогда, когда его общий член стремится к нулю. Воспользо­
ваться оценками

I* II И | р- Г ® + 1|г] +
со

Вывести из них, что область сходимости ряда ( - 1)*-1 Хь/ к—
к =  о

это {х  е  (}р | || х  || <  1} = р Ъ р \ такова же область сходимости ряда
ОО

2  х 1г1М при р Ф  2 .  Если же р =  2 , то последняя область сходи- 
к—о
мости равна

|* е =  о 2 | и* и < у |  =  4 г 3 .

45. Число — 1 есть предел в Ор последовательности натуральных 
чисел.

46. а) Д оказать , что последовательность натуральны х чисел яв­
ляется последовательностью Коши относительно расстояния й  тогда и 
только тогда, когда она является последовательностью Коши относи­
тельно 2-адического и 5-адического расстояний. Получаемое отобра­
ж ение пополнения N по с1 в X 2 Ь и есть искомый изоморфизм,



б) В силу изоморфизма задачи а) бесконечные «окончания», вос­
производящиеся при умножении, соответствуют решениям уравн ен ия 
х? =  х  в кольце Ъч X 1-а. Это уравнение имеет четыре реш ения: (0, 0), 
(О, 1), ( 1, 0) и ( 1, 1).

§ 3, Категории и функторы
47. Универсальный отталкиваю щ ий объект дуальной к атего р и и  — 

множество X .
48. Каждому множеству сопоставить его дополнение.
49. Ответ на все вопросы — «да».
50. Универсальный отталкиваю щ ий объект в — группа целы х 

чисел 1,  а в б" — единичная группа.
51. Универсальное свойство легко следует из любой известной 

конструкции свободной группы . Приведем одну конструкцию  свобод­
ной группы /**2 с образующ ими а и Ь.

Пусть Ц а и ^  — бесконечные циклические группы с образую щ ими 
а и Ь. Элементы ^  — это слова (Хх, х г, . . . ,  х„),  где х к при 6 =  
=  1, 2, , п принадлеж ит одной из групп Ц а или Ц ь, лю бые два 
последовательных члена принадлеж ат разным группам и ни один 
член не является единичным элементом своей группы; число п назо­
вем длиной слова. Д лина слова может быть равна 0, т. е. Р 2 содер­
жит пустое слово ф .  Умножение слов определим с помощью ин дук­
ции по длине. Положим ф  • ф  =  ф ,  ф  ■ (*х. . . .  , х„)  =  (х1 .........х п) ■ ф  =
=  С*х, . . . .  х п) (т. е. ф  будет единичным элементом £ 2). П роизведе­
ние (Хх, . . . ,  х„) (г/х, . . . ,  у т) определим отдельно в трех слу ч аях :

(1) Если х п и у\  леж ат в разных группах, то

(*х, •••» Хп) (*/х* •••» Ут)~(хх, . . . ,  Хп , г/х, Ут)'
(2) Если х п и ¡/х леж ат в одной группе и х п ф у ^ \  то

(Хх, . . . ,  Хп) (ух, . . . ,  Ут) — (Х 1, . . . ,  Хп _х, ХпУх, г/а, . . . ,  Ут )'

(3) Если х п =  у ^ 1, то

(Хх, хп)(Ух, . . . ,  Ут) — (Х1 , . . . ,  Хя _х) (¿/2> Ут)

(произведение в правой части определено в силу индуктивного пред­
положения).

Проверьте, что /•’г с этим умножением является группой с двумя 
образующими а и Ь и что она и есть искомый универсальный объект.

52. Свободная абелева группа с образующими а и Ь может быть 
определена как прямое произведение бесконечных ци клических  групп 
Ц а и Ць- Другой способ ее построения — взять ф акторгруппу  сво­
бодной группы с двумя образующими (см. задачу 51) по ее ком м у­
танту.

53. Приведем одну конструкцию  универсального объекта. Р а с ­
смотрим векторное пространство А п над К  с базисом е1, где /  про­
бегает конечные последовательности . . . ,  &д,), 6,-е  { 1, 2 , . . . ,  п }; 
если рассматриваются алгебры  с единицей, то допускается пустая 
последовательность 1 =  ф .  Умножение в А п, превращ аю щ ее ее в К-  
алгебру, определяется правилом е1 -ег = е / г , где 1 Г  получается 
приписыванием Г  вслед за / .  Проверить, что А п является  ассоциа­
тивной /(-алгеброй с п отмеченными образующими еЛ), е12), . . . ,  е ш) 
и что это и есть универсальный объект,



54. У ниверсальный объект в С А п (К ) может быть определен как 
ф акторалгебра универсального объекта в А п (К)  (см. задачу 53) 
по двустороннему идеалу, натянутому на элементы вида х у — ух.

55. Приведем конструкцию  свободной алгебры Ли с п образую ­
щ ими eL, . . .  , еп . Определим по индукции семейство множеств Е п,

1, полагая £ 1 =  {е1, . . . ,  еп }, а при л 2 E n =  | ]  E k x E i .
k + l = n

П олож им M =  Еп и определим умножение М  X  М  i— *■ М  посред- 
п

ствомотображ ений E k х  Е р — ► E ^  + i c M  (стрелка — каноническое вклю ­
чение, вытекающее из определения £ *  + /). Пусть К  [М] — векторное 
пространство над К  с базисом Ai; введенное умножение на М  пре­
вращ ает К  [ Щ  в /С-алгебру. Свободная алгебра Л и с я  образую ­
щ ими может быть определена как  факторалгебра К  [М] по двусто­
роннему идеалу, натянутому на элементы вида а ■ а и (ab) с +  (6с) а +  
+  (са) Ь. Проверьте универсальное свойство.

Заметим, что универсальные объекты задач 53 и 54 могут быть 
получены  аналогичной конструкцией, т. е. факторизацией К  [М ] 
по подходящему двустороннему идеалу.

56. Определим V {&) как тензорную  алгебру пространства 0 ,  
профакторизованную  по двустороннему идеалу, натянутому на эле­
менты вида х ° у  — y ° x  — [х, у], х,  r / s @ .  Д оказать универсальность
V  (@), исходя из универсальности тензорной алгебры (см. задачу 53).

57. П усть О  — свободная алгебра Л и с п образующими. И споль­
зу я  универсальное свойство @ (задача 55) и универсальное свойство
V  (@) (задача 56), доказать, что V  (@) есть универсальный объект 
в категории  А п (К)  (см. задачу 53).

58. Сумма в категории м нож еств— дизъюнктное объединение; в 
категории линейных пространств — прямая сумма /  J ^ V a —

\аеЛ
подпространство в декартовом произведении V а , состоящее из

а е  А
векторов, у которых лишь конечное число ненулевых компонент).

59. Произведение в категориях  множеств и линейных прост­
р а н ст в — обычное декартово произведение.

60. См. указания к задачам 58 и 59.
61. и  ®  L2 может быть определено как  факторпространство L'IL",  

где ¿ '  — векторное пространство над К  с базисом (е1а, *,), а  е  Lv  
b е  L 2 (т. е. множество индексов равно L t X L2), a L" — подпростран­
ство в L ', натянутое на векторы вида о — -̂еш. о  — *■ о>
е их> } b  +  \xc) а . Ь) • с р  \1 Ç== К .

62. Пусть d —  наибольший общий делитель чисел т  к п.  Про­
верьте, что Ц л  с каноническим морфизмом Ц т X Ц п -*■ Ud'  перево­
дящ им (a mod m, b mod n) в ab mod d,  является универсальным объек­
том (и, следовательно, Тот(Цт, Ц п) =  Ц а). В общем случае восполь­
зуйтесь тем, что любая конечная абелева группа является прямой 
суммой циклических, и тем, что функтор Тог аддитивен по каждому 
аргум енту.

63. а) Положим А  равным множеству натуральных чисел и пре­
вратим  А  в направленное множество с помощью делимости (a  sc  р, 
если а  | ¡5). Пусть X a =  Z  для всех а  е  А  и фа р при а  <  р есть умно­
ж ение на р,/а. Проверить, что индуктивный предел этого семейства 
изоморфен аддитивной группе Q (морфизмы фа : X a -*-Q задаются 
формулами ifa (k) =  k/a) .



б) Д оказать, что вложение Z +  Zp индуцирует изоморфизм 

Z/p”Z Zp/pnZp .

64. Непосредственно следует из определения.
65. В обозначениях указания к задаче 61 структура векторного 

пространства над С в ¿ ® R C. задается форм улой г ■ (eta, w >-{-L") =  
=  eia. zwi где » g L ,  z ,  в е C, z w  —  произведение комплексных 
чисел.

66. Воспользоваться тем, что функтор F,  осуществляю щий экви­
валентность категорий , задает изоморфизм полугруппы  автоморфиз­
мов Aut (Л) на A ut (F (Л)) и тем, что полугруппа вещественных чисел 
не изоморфна ни одной из полугрупп матриц с комплексными коэф­
фициентами.

67. В качестве этой подкатегории можно взять  категорию  прост­
ранств К п, п =  0 , 1, 2 , . . .

68. В качестве этой подкатегории можно взять  категорию  конеч­
ных групп, реализованны х как группы преобразований множеств 
{ 1, 2 п \  при некотором п.

69. Непосредственно следует из определений.

Г Л А В А  II

ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА  

§ 1. Теория меры

1. Алгебра множеств.
70. Следует из того, что (Л Д0) =  ( Л \ А )  (J ( В \ Л ) ,  ( А \ В )  с .  

с  ( Л \С )  U ( С \ В ) ,  (В \ А ) с  ( С \Л )  U ( В \ С ) .
71. а) Следует из включения ( Л  (J /42) \ ( ß !  U ß 2) M i \ ß , )  U 

U (A a\ B t ).
б) Введем обозначение для дополнения E C =  ( A 1 \J / l 2U ß i U ß 2) \ £ ,  

тогда (Ау. П Л2) Д ( ß t П В 2) =  (Л \  U А $  А (ß f  U В J) с  ( ( А \  Д ß j )  П (А ‘ Д
=  (А 1 А В 1) Ц ( А 2 А В 2).

в) Следует из б), если учесть, что Л , \ Л 2 =  Ах(]  Л£.
72. Рассмотреть систему, состоящую из одного непустого мно­

жества (другие примеры см. в задаче 75).
73. Л П В  =  ( Л 1 1 В ) \ ( ( В \Л ) 1 ) ( Л \В ) ) ,  А А В  — ( А \ В )  (J ( В \ А ) .
74. Объединение двух не пересекающихся отрезков не является 

отрезком.
75. Все полукольца, не являющиеся кольцам и:

{{а}. {Ь}, ф ) .  {{6 }, М ,  ф ) ,  {{с} ,  {а},  ф } ,
{ { а ,  Ь } ,  { с } } ,  { { Ь ,  с}- { « } } -  { {с ,  а } ,  { 6 } } ;

все множества, содержащие {а},  {Ь}, {с}, ф ,  но не совпадающие 
с Р  (X). Остальные полукольца являю тся кольцам и; всякое кольцо, 
состоящее из конечного числа элементов, явл яется  алгеброй. Алгебры, 
для которых единицей служ ит X:

{X, ф ) ,  {К,  {а, Ь},  {с}, ф } ,  {X, {Ь, с},  {а},  ф ) ,
{X, {а, с }, {Ь}, ф \ ,  Р ( Х ) „

Еще существуют шесть алгебр с единицей из двух элементов, три, 
алгебры с единицей из одного элемента и алгебра { ф } .

10 А. А. Кириллов, А. Д . Гвишиани 289



76. Рассм отреть множество, состоящее из всех множеств, полу­
чающихся из конечного числа элементов системы S путем примене­
ния операций пересечения и дополнения.

п т
77. П усть А =  ] J  Ai,  В =  j j  В/,  Л ;, B / e S .  Тогда Л \ В  =

¿ = 1 /=  1
п т

- I I  п ( А [ \ В / ) .  Так как S  —  полукольцо, то существуют такие 
»= 1 /=1

пЧ
Ч ..........сп е= S , что А [ \ В / =  U с к .

/? = )
78. Если Е  —  единица алгебры, то

и Л„ =  £ \ П ( £ \ А ) .  П Л „ - £ \ и ( Я \ Л л).
п п п п

79. Рассмотрим произведение двух полуколец Sj и S 2 (для боль­
шего числа сомножителей доказательство аналогично). Если A =  A X х  
Х 4  В =  ß i  X В 2, где А{, B t е  S ; для / =  1, 2, то А Л В  =  (А г f| ß i)  х  
X (Л2 П В -i) е  х  S 2. Пусть ß x с  A v  ß 2 с  А 2; тогда существуют 
f i f  е  S и B (2l> е  S 2 такие, что A 1 =  B l \J В \ 1). . .  В[к>, А 2 — В 2 U ß a1* . . .

...ß</> и X i4* =  ( ö 1 X Я * ) и ( д  U j ß (, °  X В$У)) .

80. П усть Р  (X) — алгебра подмножеств множества из трех эле­
ментов (см. задачу 75). {а, а\  1J {Ь, Ь) ф  Р  (X)  х  Р (X).

81. lim  Е п есть совокупность точек, принадлежащ их бесконеч­
ному числу из множеств £„; lim Е п — совокупность точек, принад­
лежащих множествам £ „ , кроме, может быть, конечного числа из них.

82. Верхний предел последовательности А,  В,  А,  В,  . ..  равен 
А \ ] В ,  нижний — А ( \ В .

83. х\ п f U £*bU(*\ U £*')=и(П [К^ Ек)
п \ k ^ n  ) п \  fe >  /I У п \ k ^ n

84. Рассмотрим % ^iim  £ nj  ^ ‘m рассматривается анало-

гично |. Л егко видеть, что условие % (х:0) =  1 (т. е. х0 принадлежит бес­

конечному числу множеств из £„) равносильно условию i im %п (xQ) — 1.
п

85. Из задачи 84 следует, что условия lim  £ „  =  l im £ „  и П т ^ л =  
__ ~п~ п ~7Г

=  lim  %п равносильны .
П
86. Пересечению множеств соответствует умножение характеристи­

ческих ф ункций, асимметрической разности— сложение по модулю 2 .
87. К аждому ц е  <М  (см. задачу 15) поставим в соответствие со­

вокупность борелевских множеств класса ц: — совокупность 
интервалов; ß ^  — совокупность множеств, которые получаются из мно­
жеств класса <  ^  одной операцией счетного объединения, счетного 
пересечения или дополнения. Д окаж ите, что В — (J ßu и что все В и

щ м
имеют мощность континуума,



88. Д оказать, что из п исходных множеств можно получить не 
более 2 " — 1 непустых непересекающихся подмножеств (последние 
будем называть примитивными). Очевидно, что из любых k п р и м и ­
тивных множеств получается ровно 2* различны х множеств. Р ассм о т­
рите следующий пример, показываю щ ий точность нашей о ц ен к и : 
исходное множество A¡, i =  1, . . . ,  п состоит из всех последовательностей 
нулей и единиц длины п,  у которого на <-м месте стоит 1.

89. Г  ( K O n W í H W i n K , ) ,  г 1 (Ух) Д К . ) .
90. Положим А  =  {а, Ь, с, d\ ,  В =  {а' ,  b ' , d ' } ,  о ? £ — {Ф< {а > *}• 

{с, d] ,  {а, Ь, с, d } \ ,  f  (а) =  а ',  ) (b) =  f  {с) =  Ь \  f ( d )  =  d' .
Тогда f { {a ,  6})П Д {с. <*})<£/ ( в ’Я -

00

91. Если Е —  единица в <£&,то (~Х( Е ) — единица в / - 1(<й?) П
00 Г1=и 1

=  f- 4  n Yn).
п =  1

92. Д ля любых Y i ,  Y 2 c z B  выполняется / _1 (Ki) П / “1 ( ^ 2) =  
= / _1 ( Y i П У2). Г 1 (Y i) А  / _1 (Y 2) =  f _1 ( Y i  Д  Y 2). Сравните со способом 
построения минимального кольца системы множеств, который о п и сан  
в указаниях  к задаче 76.

2. Продолжение меры.
93. В силу полуаддитивности внешней меры

М.ЧЛ) +  ц М [0 , 1] \ Л ) З г м .*  ([0 , 1] ) =  1.

94. Обозначим через S полукольцо интервалов, принадлеж ащ их 
отрезку [0,1]. Пусть существует В  е  R  (S)  такое, что ц* (А  Д  В)  <  е; 
тогда ц (В) —  е щ  (Л) [х* (<4)sg ¡я (В) +  е, откуда вытекает р а в е н ­
ство ц* (Л) =  Ц* (Л)- С другой стороны, предположим, что ц* ( А )  =  
=  [х*(Л ). Тогда Ve >  0 существуют В п, C k e  R  (S)  такие , что

Т Т  В п с  А  с  И  Ck и |Л* Д  В п — ц* П  Ск < е .  Л егко  д о к а -
n =  l k =  1 \ п  =  1 /  \А =  1 _ /
зать, что существует В  е  R ( S )  такое, что б  л Д  В \  <  е; то гда

|Х*И Д В )^И */7Л  д Ц в  \ у / Ц В „ Д В \ \ ^ 8

95. Любое подмножество канторова множества, имеющего м ощ ­
ность континуум, измеримо (его мера равна нулю).

96. В каждом классе эквивалентности существует борелевское  
множество (см. задачи 87,106).

97. Очевидно, что а) <£=> б), а ) » в ) ,  г ) = > а ) .  Если вы полнены
б) и в), то имеют место следующие неравенства:

и / П т Л , Л  =  Л П  П /4,Л =  П т Л  и  Ап\ ^ Ш ] х ( А к),
\  п /  \  к п ^ к  )  к, \гС^к }  к

ц / П т  Л л \ =  ц  /  у  П Л п \  =  П ш ц /  П Л „ \  ^ И т ( х ( Л А),
\  п I  \  к п ^ к  1 к \ я > *  /  >!

откуда следует импликация а ) = > г ) .
Рассмотреть следующий пример полунепрерывной сверху и с н и зу , 

но не счетно-аддитивной меры на полукольце 5  подмножеств [0 , 1) П О :

5  =  {«а , 6 =  [а, Ь) П [0,1) П 0}> И- («а. ь) =  Ь - а ,



98. И спользовать неравенство и* (Л Д С ) ес  ¡х* ((Л Д  В)  и (В  Д  С)) ^  
(х* (Л Д  В) +  ц* (В  Д  С), которое следует из задачи 70 и полуад-

дитивности ц*.
99. Пусть \ А п ] — фундаментальная последовательность элемен­

тов из А„  с :  Л „. Тогда для любого л<г N существует / (п) е  N та­
кое, что р (Л и ', А П") <  1/2" для любых л ' >  I (п ), п ’ >  I (я). Поло­
жим т  ( 1) =  / ( 1), т  (2) = т а х  {т (1) +  Ь / (2)}, т  (3) =  ш ах {т  (2) +  1, 
/ (3)} и т .д . Неслож но доказать, что Ц / Н т  Л т ( ; , \ Н ш  Лт (у ,\ =  0 и, сле-

\  1 "Г  I
довательно, \ А п} имеет предел.

100. Если множество В  измеримо, то по определению Уе >  0
3  Л е  Я  (5) такое, что (х* (Л Д  В)  <  е.

101. Множества Л „ =  ^
£ =  1

2й — 1 2к Л 
2 п ■ задают такую  совокуп­

ность {Л„}„_1, г, . . .  элементов из что р ( Л /р Л т ) = 1 / 2  для лю­
бых I ф  т,  откуда следует некомпактность еА1- Д л я  доказательства 
связности еМ используйте непрерывные отображения [0 , 1]-> -е^ /,

задаваемые формулой (¿) =  Л, где Л э  [0, /] П Е, Е  а  Ё.
Е

102. а) Удалим из квадрата [0, 1] X [0, 1] все точки, у которых 
хотя бы одна координата двоично-рациональна, и рассмотрим отобра­
жение <р: (х , у) I— *■ г, определенное правилом: если х  =  0, | 2 ...  
. . . ,  у== 0 , гц т|2 . . .  — двоичные разложения чисел х  и у,  то г имеет 
двоичное разложение 2 =  0, ••• Проверьте, что ф изометрично 
на полукольце прямоугольников вида а гё  &, с у  с двоично­
рациональными параметрами а, Ь, с, с1 и, следовательно, продолжа­
ется до изометрии 1,2 на /,£.

б) Не изометричны. Рассмотрите в пары точек, находящихся 
на расстоянии 1.

в) Пусть ф — изометрия ^  на /?2. П оскольку отображение А >— »- 
|— »- Л Д  В  при каждом В  является изометрией (проверьте!), можно 
считать, что ф переводит ф  в ф .  Далее, условие Л е й  равносильно 
соотношениям р [ ф,  В) =  р ( ф ,  Л) +  р ( ф ,  В).  Поэтому ф сохраняет 
отношение вклю чения. Т ак  как С с  Л П В  равносильно {С с : Л и 
С с: В},  а С А {] В  равносильно { С э Л  и С В] ,  то ф переста­
новочно с операциями объединения и пересечения. Кроме того, допол­
нение Л к Л характеризуется свойством р (Л, Л ) = 1 .  В ы в о д :  ф 
является изоморфизмом 2 2-алгебры на 22-алгебру Я 2-

103. Да, так как  измеримые множества образуют а-алгебру.
оо

нм. и  2  11{Ап)-
\ к п~̂ к /

105. Измеримые множества образуют а-алгебру.
106. Пусть Л с  Я измеримо. Из задачи 94 следует, что для 

любого е >  0 сущ ествует замкнутое множество В г сг Л такое, что
ОО

[х* ( А \ В )  <  е. Тогда у  В 1/п — искомое борелевское множество. 
п= 1

107. Подмножество квадрата измеримо тогда и только тогда, 
когда оно имеет вид А  X  [0, 1], где Л с : [0, 1] и измеримо по Лебегу,



108. ц н, ( Т )  =  0 , ц ,* ( г )  =  1, следовательно, Т  неизмеримо (см. 
задачу 94).

109. Это множество можно получить способом, аналогичным спо­
собу получения канторова множества: выбросить из [0 , 1] множество 
[0.3; 0.4); выбросить восемь множеств вида [O./ij 3; O.ni 4), где 
п1==0, 1, 4, 5, . . . ,  9 и т . д.

Мера оставшегося множества:
СО

1 - 0 , 1 -  8Л • 10~п+1 =  0 ,5 .
п —1

110. Подмножество квадрата, состоящее из точек (х, у),  для 
которых c o s (x + i / )  рациоиален, имеет меру 0 , так  как  состоит из 
счетного числа отрезков прямых вида * +  i/ =  co n st. Ответ: л /6 .

111. Дополнение к рассматриваемому подмножеству представить 
в виде объединения четырех подмножеств меры 0. Ответ: 1.

112. Продолжим меру на полукольцо всех содерж ащ ихся в квад­
рате прямоугольников, стороны которых параллельны  соответствую­
щим сторонам квадрата, приписав каждому таком у  прямоугольнику 
меру, равную //2, где / — длина пересечения прям оугольника с неко­
торой фиксированной диагональю  квадрата.

113. Из измеримости множества А  по К аратеодори следует, что

Н (Х) =  (х*(^) +  ̂ * (^ \Л ) =  ^*И ) +  (Ч И).
откуда следует (аналогично задаче 94) измеримость А  по Лебегу. 
С другой стороны. Д л я  любого подмножества Z  с .  X  существует 
измеримое по Лебегу множество Zx такое, что X  гэ Z x z j  Z , ц (Zx) — 
=  ц* (Z) (Zi — это пересечение такой последовательности счетных 
покрытий множества Z элементами полукольца, для  которой мера н 
(n -го покрытия) меньше |.i* (Z) +  1/п). Имеем

ц*(2)« |л*(2  П Л) +  |1*(2\Л),
H*(Z) =  n (Z i)  =  n ( Z i  п Л Н - ц ( г \ Л ) = г ц *  (Z П Л) +  ( г * ( 2 \ Л ) ,

откуда следует измеримость множества А  по К аратеодори .
114. а) Если А  измеримо по Лебегу, то у е  >  0 сущ ествует такое 

В из минимального кольца, что н* (А Д  В)  <  е. Отсюда следует, 
что (А  Д  В)  =г: Ц* (А  Д  В)  <  е, следовательно, | ( А ) — (В) \ <  е, 
где / = 1 ,  2. Так как Хх (В) —  >.2 (В), то j (Л) — Х2 (Л ) | <  2е, что и 
заканчивает доказательство.

б) Пусть а  =  ц* ( F ) = g i / iS [ i* ( K )  =  6 . Построим лебеговское рас­
ширение v лебеговской меры Д, порожденной т,  такое, что Y  будет 
v-измеримо и v ( Y )  =  y .  Имеются такие ^-измеримые множества, Е х и 
£ 2 , ч т о

Ех с  Y  а  £ 2, ц ( £ 1) =  а , ¡л (£ 2) =  &.

К системе ¡.i-измеримых множеств добавим все подмножества мно­
жества £  =  £ 2 \  £ ] ,  имеющие вид С — А (У \  Е, )  U В (E 2\ Y ), A cz Е,  
В cz £ , где Л, В измеримы и однозначно с точностью  до множества 
меры 0 определяются по множеству С.  Положим



115. П усть v  — мера Лебега на [О, 1]. Будем отождествлять об­
разы и прообразы  при отображении /: X  [0 , 1] (так как f  почти 
всюду би екц и я). Если Y„  и Для бесконечного множества индек­

сов {k} Y ь ф  Х к , то n(K ) =  v(K) =  0. Если K =  Kt x  . . .  X К* X X ft+1 х
k

Х Х к+2Х . . . ,  то |j, (Y)  =  10_л card  Y ¡ =  v (Y) ,  так как Y  состоит из
i= i

к
J J  card  Y i  отрезков длиной 10_ft. Рассмотрим теперь полукольцо мно- 
¿=1
ж еств L  вида [а п 10 к , Ь к 10~*). Л егко видеть, что ц  и v совпадают на L,  
а лебеговское продолжение с полукольца L совпадает с обычной ме­
рой Л ебега.

3. Конструкции мер.
116. Определим на интервале [0, 1] отношение эквивалентности: 

х ~ у ,  если х  — ( /е  Q. Пусть А  является подмножеством (0, 1], содер­
жащим по одному элементу из каждого класса эквивалентности. Д л я  
г е (  0 , 1] определим множество А г <= (0 , 1], получающееся из А 
сдвигом на t  по модулю 1:

А, =  ([г +  Л ]Щ (г-1 )  +  Д])П(0. 1].
Л егко видеть, что интервал (0, 1] является объединением сово­

купности попарно непересекающихся множеств {А г },гд,ег  е  Q(")(0, 1]. 
П ривести к противоречию предположение об измеримости А.

117. Постройте пример, аналогичный примеру задачи 116, введя 
отношение эквивалентности: (xit х 2) ~  ( y lt t/2)> если

* i - < / i s Q ,  x2 —  y 2 e=Q.

118. П усть A cz  [0, 1) неизмеримо. Рассмотреть множество

{А  X {0}} U {{0} X Л}<=[0, 1J X [0, 1].

119. По поводу указаний к решению этой задачи без использо­
вания понятия интеграла читатель отсы лается к книге {3] гл. V, § 6 , 
упраж нение 15. Отметим также, что если использовать понятие ин­
теграла, то задача не представляет трудности, ибо, если ф — характе-

X
ристическая ф ункция множества А,  Ф (х) =  ^ ф (t) dt,  то утверждение

задачи л егко  следует из того, что Ф ' (х) =  гр (х) почти всюду.
120. И з теоремы Лебега об интегрируемости по Риману следует 

необходимое и достаточное условие: граница множества имеет меру 0 .
121. Т ривиальная проверка.
122. П ервая часть задачи является тривиальным следствием из зада­

чи 121. Примером для второй части задачи служ ит канторово множество.
123. Д л я  фундаментальной последовательности {v„} положим 

/  lim  у „ '\ ( Л ) =  lim  v„ (А)  для любого А  е  51. Счетная аддитивность
\  п  —► СО /  л —*• с о

функции множеств lim vn следует из равенства
П-* 00

lim  V v , M i )  =  2  lim  v n (Ai),  где Л =  (J A t , A k ^\Ai  =  Q)
fl —► CO £ i П-* 00 i

при к ф  l,  которое следует из равномерной сходимости рядов ^  v„ (Afi
(

по п.



124. Непосредственно из определения измеримого множества не­
сложно доказать, что существует такой параллелепипед В, что

0,75 ц (В) sg (г (М П  В)-

Д оказать, что открытый параллелепипед В'  с центром в точке  
О е  R", гомотетичный параллелепипеду В  с коэффициентом 1/2, п р и ­
надлежит М  — М .  Идея доказательства: если b е  В ', то (б +  М П В ' )  П 
Л (М П  В ') непусто, так как имеет полож ительную  меру.

125. Непосредственная проверка с использованием свойств двой­
ного абсолютно сходящегося ряда.

126. Пусть X =  Q H [0, 1]. Рассмотреть кольцо подмножеств X ,  
порожденное отрезками, с обычной мерой. X  состоит из счетного числа 
точек, каж дая из которых имеет меру 0 .

127. Известные до сих пор доказательства счетной аддитивности 
меры Винера сводятся к тому, что устанавливается соответствие м еж ­
ду X  =  С [0, 1] и некоторым пространством Y  с мерой v так, что мера 
Винера (я переходит в меру v. См., наприм ер, [6 *]. В первой главе  
этой книги строится изоморфизм пространства (Х 0, fi0) (см. зад ач у  
203) и отрезка [0, 1] со стандартной мерой. Д ругое (хотя и близкое) 
изложение можно найти в [4] гл. IX , § 6 , п. 7. Здесь роль Y  и гр ает  
счетное произведение прямых, а роль v — счетное произведение г а у с ­

совских мер —7= e ~ xI/i dx.
у  я.

128. М ножество, о котором идет речь в задаче, является частным 
случаем множества вида t ( t ít t2; Дь  Л2) при Д =  а, t^ =  b, Ai =  
=  (— оо, 0), Д2 =  (0, оо). Поэтому иском ая мера равна

=  2  [lo g a(a  +  n + l )  +  log2 ( P + n )  — log2 (p +  n +  l) — log2 (a  +  n)] =

131. Если сумма ряда не зависит от порядка суммирования, то  
ряд сходится абсолютно.

о оо

СО

129. Обозначим ¡: x - + { \ j x } .  Имеем

ИГ1««. Р))= 2  loga
п = 1

00

оо

п — 1
=  log2 ( l + Р )  — log2 ( l + a ) = n ( [ a ,  Р)).

130. а) / П\ -f
п3 +  ■.. « 2 +



132. a) |v | ( X )  =  M * ) + M X ) :  
б) | v | ( X ) = K 2 fli (X) .
133. Определим комплексно сопряженный заряд , положив v ( ^ )  =  

=  v ( A )  для любого А  е  91. Тогда
R ev  =  (v +  v)/2, Im v =  (v — v)/2.

134. Д л я  любого А  е  91 положим /  (/l)  =  sup { | v (А' )  |: А ’ с:  
с 1 А ,  А '  е  91}. П редполож им, что sup | v (А)  [ =  оо, тогда существует

Ле?[
Л0 е 9 1 ,  / ( Л 0) = о * .  П о индукции выберем последовательность А 0 гэ 
гэ AxZ2  Л2 :э  . . .  такую , что /  (Л„) =  оо, | v  ( А п) \ ^ п .  (Пусть В  с  А п _ х 
и | v ( B )  | 5 = | V ( A n _ i )  | + л ;  если f ( B )  =  со,  то положим А п =  В,  в про­
тивном случае Л „ =  Л „_1  \  В.)

По свойству непрерывности счетно-аддитивной функции (см. за ­

дачу 97г)) получаем противоречие: v fl =  ' im vЛ ,¡ =  oo, в то
\л = о  '  я - * »

СО

время как С —  f) А п е  91 и, значит, v (С) ф  со.  
п— о

135. Множество Е  е  91 назовем отрицательным относительно v, 
если для  лю бого F e  51; аналогично определяется поло­
жительное множество.  Д окаж ем  существование отрицательного мно­
жества Л_ такого, что Л + = Х \ Л _  положительно, откуда следует 
задача.

Пусть { А п } — последовательность отрицательных множеств и 
lim  v (Л„) =  а =  inf (v (/4 ): А  отрицательно}. Тогда . 4 =  у  А„ отрица­

л а  со „
тельно и v ( A )  =  a.  Если Л + = Х \ Л _  неположительно, то сущест­
вует с0 с  Л+, V (е0) <  0. Тогда существует наименьшее натуральное k lt 
для которого сущ ествует с  с0> v (cj) 3 = 1/А,. Повторим операцию 
для с0 \  с1- получив с2 и k v T z k i  и т. д. Д окаж ите, что множество

со
f 0 =  c0\  у  с; непусто и отрицательно, что противоречит определе- 

i= 1
нию а.  Значит, Л+ полож ительно.

136. Любое множ ество Л+ (соотв. Л_) является положительным 
(соотв. отрицательным).

137. Если подмножество Е  е  91 леж ит в X \  (Л+ U Л_), то v (Е) — 0.
138. v+ (E) =  v (Е  П Л +), v_(£) =  — v ( E ( } A _ ) .  Применить задачи 

134— 136.

§ 2. Измеримые функции
1. Свойства измеримых функций.
139. Цепочка следствий доказывается равенствами

00 1 

{ x e = X : f ( x ) > - a } =  f | ( х е Х :  f ( x ) > a  — - } ,
П =1 п

{ х е Х ;  /  (я) <  а )  =  Х \  {* е  X : / ( л : ) ^ а } ,

| * s X :  /(*)*== a} =  f | ( * е Х :  f ( x ) < a  +  -̂ -}, 
п —х п

{х е Х ;  /  (х) >  а]  = Х  \  {л j /  (х) = ^а} ,



140. Всякий луч является борслевским множеством; наименьш им 
а-кольцом , содержащим все лучи, является  кольцо борелевских м но­
жеств.

{х  е  Х\  — оо <  /  (х) <  а -1} у ^ е Х :  0 <  /  (х) <  со}, если а с  0.

142. ( * е Х :  [ /  (х) \ < а }  =  { х ^ Х :  /(* )  < а }  П ) ^ е X :  ¡(х)  >  — а} .
143. Очевидно, что множество {(<1, /  (^ , . . . , / „ ) >  а} 

открыто и его можно представить в виде счетного объединения о тк р ы ­
тых параллелепипедов из 11" вида ( в ^ ,  X . . .  х ( а ^ пК Ь Тогда

144. Построить непрерывную монотонно возрастающую ф ункцию
Я -»-И  такую , что прообраз некоторого множества меры 0 является  
множеством X '  положительной меры (используйте для этого ряды  из 
канторовых лестниц).  Пусть X  с Х '  — неизмеримое множество, ср (у) — 
характеристическая функция множества ¡~1 (х). Тогда ф [/ (х)] н еи з­
мерима.

145. Выражение [/ (х)]п имеет смысл для любой функции /  (х),  
только если п представимо в виде п =  &//, где £ =  0 , 1, 2 , . . .  ; I =  
=  1, 3, 5, 7, . . .  При нечетном £ / ( * )  =  ([/ (х)]к/1) 1/к измерима по за ­
даче 143. П ри четном к  контрпримером служ ит функция

где А  — неизмеримое множество.
146. Считая, что /  (х) продолжена вправо от точки х = 1  диф ф е­

ренцируемым образом (например, /  (1 + а )  =  /  (1) + а / '  (1)), полож им

щ ейся последовательности непрерывных и, следовательно, измерим ы х 
функций: f  (х ) ==э lim  ф„(х).

ляется интервал длиной 2_2Л. Рассмотреть о-кольца, порож денны е

сывания некоторого множества меры 0 (задача 106). Объединение всех 
выброшенных множеств — борелевское множество; можно на нем п оло­
жить, например, / ( х ) = 0 .

149. Д оказать утверждение задачи для  простых функций, п р и н и ­
мающих конечное число значений, доказав сначала, что для лю бого  
измеримого множества Л с  [0 , 1] выполняется: У б > 0  сущ ествует

{ х е Х :  0 <  /  (х) <  а г 1}, если а >  0 , 
{ х е Х :  0 < . f ( x ) < o o } ,  если а  =  0 ,

со п

* = 11 = 1

при х  е  А,  
при х  ф. А,

Тогда / '  (х) является пределом сходя-

п-+ ОО

147. Прообразом квадрата



замкнутое В с  А  такое, что ¡г (А \  В) <  б. Д ля любой функции /  (х) 
существует последовательность простых функций /„ (х), сходящихся 
к f  (х). Тогда сущ ествует последовательность замкнутых множеств 

g
{ К п}, l i ( K n) >  1 — 2« ’ fa W  непрерывна на К л . Н а компактном мно­

жестве К =  |"| К п последовательность непрерывных функций /л (х) 
п

равномерно сходится к /  (х),  откуда следует утверждение задачи.
150. Сведя задачу к случаю , когда f  (х) задана на отрезке [а, 6], 

в силу задачи 149 имеем: Ve >  0 существует измеримое множество 
Х е с  [а, Ь], ц ( Х 8) > 6  — а — г,  такое, что / (х) непрерывна на Х г . 
Обозначим через X'e c . X g множество точек плотности; по задаче 119 
ц ( Х ') = ц  (X g). Очевидно, что все точки Х'е являю тся точками Лебега 
функции /, откуда в силу произвольности е следует задача.

151. Измеримость f  следует из сходимости к /  почти всюду после­
довательности ступенчатых функций f k (x у) =  т т  (k, f  (х, у)).  Мера 
множества, на котором f  (х) конечна, равна

10- 10-2+ 9 0  (1 0 -1 0 " « + 9 0  (10- 10-« +  ...))  =  1,

152. См. указания к задаче 229.

153. 00
{х: sup / л (х) >  с} =  у  {*: fn W  >  с ! • 

п ,i=i 
СО

{х: i n f / „ ( * ) <  с} =  у  {*'■ Ы * Х Ф  
п =  1

154. Следует из задачи 153, так  как

Hm f n (х) =  inf Г sup fn (x)],
n~* oo m L « > m  J
lim  /„ (* )  =  sup Г inf fn (x)].

L n > m  Jm

155. Искомое множество:

f l U i l  I f n ( x ) fn + m  M  I ^  !/& } * 
k n m

156. Следствие из задачи 153.
157. Положим F (c ) =  |i{ x :  f ( x ) * C c ] ,  тогда

g  (у) =  inf с. 
г  (с) < и

158. См. указание к задаче 157.
159. Следствие из задачи 143.
160. На множестве комплексных чисел круги и прямоугольники

j z e C :  a Re г b, с Im г d)

порождаю т одно и то ж е 0 -кольцо измеримых множеств.
161. Координаты векторов в одном базисе непрерывно зависят от 

координат в другом базисе. Использовать задачу 143.
2. Сходимость измеримых функций.
162. Сходимость очевидна. Неравномерность сходимости следует 

из того, что /„  (п) —  1/ 2 ,



163. Последовательность сходится к разрывной функции

. . .  ( О  при 0 sg  х  <  1,
1 при , =  1,

следовательно, сходимость неравномерная.
164. Несовпадение непрерывных функций в одной точке влечет 

несовпадение в некоторой окрестности.

165. I лг1 при O c a c s s I,
'  W  I 0 при х = 0 .

166. Пусть последовательность {/„} не сходится к /  на множестве F, 
а к функции g — на множестве G. Тогда f  и g  могут отличаться только 
на множестве F 1JG -

167. [ô/З, я  — 0/3].
168. Множество тех точек î e R ,  где /„  (х) 2»  р, при 0 < е < 1  

является отрезком длины 2 J^ ln  е- 1Л?а- Эта величина стремится к нулю 
при к-**со.  Значит, / * - > 0  по мере.

Д л я  любой точки х е [ 0 ,  1] рассмотрим подпоследовательность 
рациональных чисел \ rkn }> для которой lim  r k сущ ествует и не

оо
равен х.  Тогда (р*л — xqk„ y  ->- со при л - + о о  и, значит, (х ) ->  0 
при я о о .  Д алее, существует подпоследовательность для кото"

рой I р , /q , — х  I iS  1/? /■ Д л я  этой подпоследовательности f  , ( х ) ^
I I k n kn

^ e _1. Значит, lim  fn (x) не существует.
П —+СО

169. Выбрать {k[},  / =  1, 2 .........  так, чтобы отрезки , на кото­
рых {¡¡t >  l/l ,  не пересекались.

170. Достаточно заметить, что самый естественный способ нуме­
рации множества (х)} задается условием n =  k ( k — l)/2  +  t. Оче­

видно, что ц ( / * ( х ) ^ 0) = 1/£ , lim g „ ( x ) = l ,  lim  g n =  0 .
^ - * - 0 0  П - *  с о

171. Применить соотношения

Е  ( \ h - g \ ^ 6 )  с  Е  ( \ fn - h \ ^ ô / 2 ) \ ) E  (\ f n - g \ 5 z ô / 2 ) ,
0 0

Е (h ф  g) =  U Е  ( I h — g  I 1/я).
Л = 1

172. Применить теорему Егорова.
173. Рассмотреть tg  х  на отрезке [— я /2 , я /2 ] . Если sup [ Д (х) | =  

=  М ,  то хотя бы на одном из двух отрезков [— я / 2 , a rc tg  Ai] или 
[a rc tg /H , я / 2] последовательность {/„ (х)} не сходится к f  (х).

З а м е ч а н и е .  И спользуя теорему Л еви, легко доказать , что 
любую измеримую функцию /  (х) =  /+ (х) — /_  (х) такую , что 

 ̂ /+ (х) dx  =  f _ ( x ) d x  =  -{-со, нельзя представить в виде моно- 
fa, Ь] [а, 6]
тонного предела последовательности суммируемых ф ункций.

174. Приведем к противоречию предположение о том, что f  (х ) =  
=  lim  ф„ (х), где ф„ (х) непрерывны. Положим, F n =  Е  (ф„ sg  0,5) —

П - *  0 0

это множество таких точек х, что фп (х) ^  0 ,5,



Имеем Е (ф < 0 ,5 )  =  Пш /7л, что противоречит тому, что множество
п

иррациональны х чисел не является объединением счетного числа 
зам кнуты х множеств (докажите!).

З а м е ч а н и е .  Не непрерывные функции, представимые в виде 
предела последовательности непрерывных функций, называются 
функциям и 1-го класса Бэра.  Ф ункция Д ирихле принадлежит ко 2-му 
классу Б эра  (двукратный предельный переход).

175. Необходимость (для любой измеримой функции) очевидна. 
Достаточность следует из того, что прообраз любого борелевского 
множества есть объединение не более чем счетного множества уровней. 
Рассмотреть следующий пример неизмеримой функции /£.: R-->-R, 
где £  d  R — неизмеримое множество:

J х,  если х  е  Е,
^  |  — х,  если х ф Е .

176. Д л я  функции f  (х) рассмотреть последовательность*{fn (х)},  
где f„ (х) =  т / п ,  если т / п  «с / (х) <  (m +  1 ) /п,  n e N ,  m e  Z.

177. Мера множества чисел из [О, 1], в десятичной записи кото­
рых есть цифра 9, равна 10_1 +  9 (10“2 +  9 (10_3 +  . ..)) =  1.

178. f  (х) измерима как предел измеримых функций и почти всюду 
равна 9.

179— 181. Функции /  (х) непрерывны в топологии равномерной 
сходимости, (х определена на борелевских множествах относительно 
этой топологии.

182. Достаточно доказать, что любое открытое множество принад­
леж ит 91. Это следует из того, что каждый шар принадлежит S , шары 
составляю т базис окрестностей и что различных шаров в X  счетное 
число (различных радиусов счетное число, в каждом шаре содержится 
натуральное число).

183. Из открытости множества А  следует, что его можно пред­
ставить в виде объединения некоторой совокупности шаров, из кото­
рой можно выбрать конечное подпокрытие, т. к. Л — замкнутое под­
множество X  и, следовательно, компактно. Счетную аддитивность Ц 
достаточно проверить для полукольца всех шаров.

184. Свойства а) и б) достаточно проверить для полукольца шаров. 
Единственность меры следует из того, что каждый шар радиуса р ~ ,г, 
k =  0,  1, 2, . . . ,  состоит из р  ш аров радиуса р ~ 1к+1), меры которых 
совпадаю т по свойству б).

§ 3. Интеграл
1. И нтеграл Лебега.
185. Используйте свойства абсолютно сходящихся рядов.

со со оо

ш .  „  Y - L ------< ; «, У
1 ^  еп е — 1 A d  п ( п + \ )  L a п\

П — {) п — 1 Л =  0
187. Д л я  каждого разбиения T — {tk } определим верхнюю и ниж­

нюю интегральны е суммы Лебега: S  =  ^  + (г*)> $  (Т)  ~
k

=  где ек = { х е = Х :  t k * S : f ( x ) < t k+1}. Д оказать, что если
k



f ( x )  суммируема, то S  (Т ) и S  (Т ) сходятся, S  ( T ) s ^ \ ¡  (x) d ¡ i - ^ S  (Т ),
~  _  ~  х  _  

f /  (х) =  Iim S ( T ) =  lim  S  (Г ) (использовать оценку S  ( T ) —
*Y \  ( Г ) -♦  0 h ( T )~~► О

~ § _ ( Т ) ^ Х ( Г ) ^ ( Х ) ) .
188. И спользуя функции

. J O ,  если х  к 0 принадлеж ат отрезку [ffc, t k + í \,
Г 'х >  ̂ I  (х ), если нет,

свести к задаче 187.
189. Использовать свойства абсолютно сходящ ихся рядов.

• 190. S [0, 1], изометрически вклады вается в [0, 1], где после­
довательность f n (х) имеет пределом ф ункцию  /  (х ) = х  ф  S  [0, 1].

191. а) При а > —  1 — ß (ß >  0) и с о — 1 (ß <  0); 
б) при а  > — 1 — | ß [.
192. a) Очевидно;

б) ц( {*:  / ( х ) > 0 } Х ^ ц ^ х :  f  ( * ) > - i j j  =  0.
П

193. Имеем ц ( { х е [ а ,  b]\ t k s£ <¡p (х) < / É + 1} )= i |)  (tk+1) —  г|> (tk ). 
По теореме Л агранж а ^ ( t k +i) —  ^  (<*) =  t '  ( l k ) ( h  + i — h) -
194. В обозначениях указаний к задаче 187 определим измеримое 

множество на плоскости Е (Т)  =  у  {(х, у): ¡ (х) <= [/*, ¿*+i), 0 у  sg  /*}.
k

Утверждение задачи следует из того, что \ iE  (T)  =  S  (Т),  Е  А  Е  (Т)  
tí: X (Т) (Ь — а).

195. И спользовать монотонно неубывающ ие последовательности 
простых функций, равномерно сходящиеся к /  (к ).

196. Д оказать, что из суммируемости f  (х) следует суммируемость 
| / ( х ) | .  Использовать равенство  ̂ [g (х) +  h (.*)] rfj.i (х) =  \ g  (х) d\i (х) -J-

А Л
+  5 h ( x ) d \ i { x ) .

А
197. Если f  (х) не суммируема, то д л я  любого О  0 существует 

простая функция g  (х) такая, что f  (х) — 1 ^  g  (х) ^  /  (х),

 ̂ 8 (X) (*) >  с-
X

Очевидно, что существует множество А ,  на котором g (x ) прини­
мает конечное число значений, такое, что

\  /  (х) du  (х) 3 s  \  g  (X) d u  (х) >  с— 1.
'А А

198. Положим a„ =  f i ( { x e X :  2" s g /  (х) <С 2Л+1}). Суммируемость
СО СО

/  равносильна сходимости каждого из рядов ^  ап?п и 2  й п2п+1.
п — о я =  о

Показать, что частичные суммы ряда, фигурирую щ его в условии 
задачи, заключены между соответствующими частичными суммами этих 
рядов.

199. И спользовать метод решения задачи 198.



200. а) 1; б) 1; в) п /4 ; г) 1, так как множество {(х, у): ху  е  Q} 
состоит из счетного числа гипербол ху —  const.

201. И нтеграл Рим ана определяется только для ограниченных 
функций. Введем последовательность разбиений отрезка [а, Ь] {Р„} 
так, что P k w  измельчает Р /г и диаметры разбиений стремятся к 0 . 
Пусть т п (х) и М п (х) — функции, соответствующие нижней и верхней 
суммам Д арбу  д л я  Р п , т п (х) (x) М п (х). Положим m (*) =  
=  lim  т п (х), М ( х ) =  lim  М п (х). Д оказать, что /  (х) интегрируема

П - *  СО Л —► 0 0

по Риману тогда и только  тогда, когда 
ь ь
j  т  (х) dx  =  ^ М  (х) dx.  
а а

По задаче 192 последнее условие эквивалентно условию т (х) — 
— М  (х) почти всю ду, что эквивалентно (при х  ф  Р к V6) условию 
непрерывности /  (л;) почти всюду.

202. Линейной ортогональной заменой переменных задача сво­
дится к условию, когда матрица А диагональна.

1 "
203. Заменим интеграл   ̂х 2 (t) dt  интегральной суммой •

 ̂ А=1
Тогда поды нтегральная функция <раЬп (х) будет ступенчатой и ее 
интеграл вы числяется по формуле

оо со
Г п 1 

ех р ■{ — я  2  (тл„ — т*)а —
I к=О

— ОО — со

— ат§ — Ь2 2  1 dx0 dr i ■ • • rfTn- 
k =  i )

В силу задачи 202 справедливо равенство / „  =  y r £ ( d e U ) - , ' 2> 

где Л — матрица разм ера ( п + 1) Х ( л + 1 ) ,  ’имеющая вид

/ 1+ — т  п — 1,

b2
0 , 0, ... 0, 0, 0

— 1, 2 +  —j  )п г
— 1,

Ь2
0 , ... , 0, 0, 0

0 , — 1, 2 4 - —  ^  п 2 ’ - 1, ... , 0, 0, 0

Ъ20, 0, 0, 0........— 1, 2 +  -^ ,  -  1 

\  0, 0, 0, 0........  О, - 1 ,  1 + £ 1

Д ля вычисления det А можно поступить так . Обозначим через 
Од, (А,, (х) определитель матрицы размера А; X М,  в которой по глав­

=  гп-«/2 „Л/2/Л =  л



ной диагонали стоят числа X, а по двум соседним диагоналям  — 
числа [г (остальные компоненты равны нулю). Разлагая  этот опреде­
литель по первой строке, получаем основное тождество: Од, (X, |х) =  
=  М5дг_1  (А., — ц _ 2 (X, и)- Отсюда выводится по индукции, что

(X, и):

х2 — Хх  +  [х2 =  0. Если Х =  2-\-

, где х_,_ — корни квадратного уравн ен ия 

¿>2 , . . 62

4я2 '
Обозначим Од, (X, и) при этих А,, и просто через Т огда 

Ы А = О п,л +  [ ± - ^ - 1 ) о а +  ( - Ц О п + [ ± - ^ - 1 ) {- 1 ) О п_,
(разлож ение гто первой и последней строкам). П ользуясь основны м 
тождеством, это выражение можно привести к виду

^ ( о Л- о в. 1) + ^ о |_ 1.

Вычислим 0 „ :  

Л + 1— хп+х

Ь Ь2 \л +1 Ь 62
+  п +  2̂ + ° (ге~2)) ~ (' "  +  2̂ + ° (П~г)),г + 1

^ - + о ( « - 2)

ехр • -  +  о(/г*) ( « + ! ) } - е х р  |  — [ А + о  (п- 2) (« +  1) |

2 Ь +  о (л-2)

ехр Ъ + ° ( ' г' 1) } - ехР {— ь ~ ~  +  о (л*1)}

- -  +  о ( л - 2) п

~ я ——7—— сЬ 6 +  о ( 1).

Аналогично вычисляется О п_х =  п -{-о (1). Отсюда



И так,

п  при П-+СО.ф abti (*) М  — 1 л~*~ " j / ” а  (i ch b +  b sh b
С [0, 1]

Отсюда по лемме Ф ату следует, что функции фп6 (х ) =  lim  фаЬп (х)
п - » со

будут (i-суммируемы при а  >  0, ¡>5^0  или а $■- 0, b >  0. П оскольку 
Фя0л С*) =£ фаол М  =  фоо (* )’ отсюда вытекает, что применима теорема 
Л ебега и

204. К аж дая ф ункция х е= С [0, 1] однозначно представляется 
в виде х ( / )  =  с +  «/(0, где с =  л: (0) — константа, а ¡1 е  С , [0, 1]. Мера 
(Х0 на С0 [0 , 1] определяется формулой

По (х (¿1......... tn) А\,  . . . ,  Дл) —■

i f  <'• Г  i  “ р I -  * > ........л -

где ¿0 =  т0 =  0 , а множество х ( ^ ,  . . . ,  tn\ Af, . . . ,  Д„) определяется 
так  ж е, как  и раньше.

205. а) (10 (Со [0, 1]) =  ц„(*(*1..........t n \ R ............ /?)) =

k=] —00 —со k=\
dx\,. .. , dTfc.

Обозначив Т/г — T/e_i через a k , а t k — t k_) через sk , мы получаем вели-
П и '-ю 2 /

чину л —1п/2 |  [  |"]"  ̂ е°к ' 5к (1вк =  1.
/г —1 & =  1 —со

б) П оскольку при отображении х - ^  — х  мера ¡10 не меняется, 
а подынтегральная ф ункция меняет знак, то интеграл равен 0 , если 
он существует. Суммируемость подынтегральной функции следует из 
задачи 203 и неравенства Коши — Буняковского.

в) Пусть х  (0  =  с +  г/ ((), у е  С0 [0, 1]. Результат задачи 203 можно 
сформулировать так . Если

1_ 1
ф1 (У) =  Ü У (0  dt,  ф2 (у) =  $ у2 (t) dt, 

Ь о

$ J  ехр { — ас2 — 62 [с2+  2сф1 ((/) +  ф2 ((/)]} de dfio (//) =  
R С0 io, 1]

• v а ch b +  b sh b ' 

304



Положим здесь с =  {}У~а и устремим а  к +  оо. Тогда мы гтридем 
к равенству

R Со [О» 1] 
или

j  e - btV‘Mdti0(y) =  y = = .
Со [о, 1]

Отсюда вытекает, что интегралы ^ ср* (у) с1ц0 (у) можно найти
С0 [о, 1]

из разложения в ряд Тейлора ф ункции 1 / У ch Ь. В частности,

^  фг (У) ¿Vo (У) =  - у , ^  ф1 (У) Ф о  (У) =  •
Со [0, 1] Со [0. 11

206. Пусть I /  (х) | s ; /И. Легко видеть, что

00

J  i У  ( Д - - ^ - ) ц { х е Х : | / (* ) ! > ^ - } ^

X /» = 1
со

^Л М 1-«2]2(а-1, я < о о ,
1

откуда следует интегрируемость f  (х).
207. Очевидно, что

^ If (х) | ( х е Х :  | / ( х) « = 1 }  +
х

0 0  СО

+  2  2л+1| |  { * е Х :  | / ( х ) |  >  2«} ( X ) +  2Л ^  2« (1" а | <  со ,
п = 0  п = о

откуда следует интегрируемость f  (х ).
2. Функции ограниченной вариации и интеграл Лебега — Стил- 

тьеса.
208. Т ривиальная проверка.
209. а) Д а , так как /(х )  удовлетворяет условию Л ипш ица; 
б) нет.
210. 211. Следует из справедливости утверждения задач д л я  

монотонных функций.
212. Использовать теорему Л агр ан ж а .
213. Использовать интегральные суммы Д арбу и теорему Л а г р а н ж а .
214. а) £*» — 1; б) In 2; в) 8; г) 8 3 /9.
215. {ak } — это точки разрыва (см. задачу 210),

с* =  Ф(а* +  0) —Ф(а*).



216. Используйте оценки:

(a) I f - g  (х п+1) - f - g  (хп) ] ^ | /  (x„M ) g  (хч+0  -  f  (хп) g  (хп+]) I +
+ !  /  (*„) g  (*„+i) — /  (x„) g  (xn) | sg  | / (*л+1) -  /  (*„) I sup {| g (x) |} +

+ !  8  (xn+1) — g  (xn) I sup { ¡ f  (at) |};

(6)
1 1

f  (xn+i) f  (x„)
217. Рассмотреть функции

, ,  . . . Í лг sin — , х  ф  О,
f ( x )  — x,  ф (*■) =  ■{ х ’ т-

{ 0, х =  0.

б) Нет. Постройте монотонную функцию ф (х), чтобы ф =  —

при п =  1, 2 , 3 , . . . ,  ф (0) =  0 , и f  (х) с ограниченным изменением 
на отрезке [0, 1], чтобы д л я  некоторой последовательности 1 >  x¡ >  
> У \ > х г > У ъ >  . . .  > 0  выполнялось f  (хп) =  2~п , f (у„) =  0. Тогда 
неограниченность вариации ф (/) следует из расходимости ряда

00
1
п 

п =  1
218. Очевидно.
219. Пусть ф: I =  [a,b]  i— *■ S  =  [0, 1]Х[0, 1] является отображением 

на S ,  задаваемым формулой ф (x) =  (f (x) ,  g(x)) .  Рассмотрим л2 точек

из S  вида гДе к,  / =  1, . . . ,  п,  и их прообразы < . . .

. . . < x n i s c b ,  (р(х1) ф ( р ( х ! ) при i ^ j .

1 2  5 b  1234... iff\___ |___ |____|___ I I III___ |___ I I I

/ -  ■- -^1 2
t
i

4 ^ - -

1
I

; '*5
L _и

""Г"
S í * - í '

! 5 г - f J - ^ / V

é 13 ' Ж ■ X /

Рис. 3.

л2—1
Имеем Уаг£[/(л;)] +  Уаг£ [й(*)]Э= ^  [(/ ( ^ + 1) — /( ^ ) !  +  [й(х,+1) —

( =  1

— Е ( х д  '] Э : '— - — , что противоречит одновременной ограниченности

вариаций f  (х) и ¿ (л ) .
Без требования ограниченности вариаций /  и g  утверждение 

задачи неверно. Д л я  п =  1, 2, 3, . . .  разбейте X и /  на 4л равных



замкнуты х квадратов и интервалов соответственно и установите 
соответствие между этими квадратами и интервалами так , что если 
некоторый квадрат соответствует некоторому интервалу, то его под- 
квадраты  соответствуют подынтервалам указанного интервала (рис . 3). 
Если х е / ,  то х  является точкой пересечения некоторой п о сл е ­
довательности замкнутых интервалов, которой соответствует п о сл е ­
довательность вложенных замкнутых квадратов, точку пересечения 
которых возьмите в качестве гр (л:).

220. Проверить для интегральных сумм и перейти к пределу .
221. Из разрывности Ф (х) в точке с следует, что сущ ествую т 

последовательности {ап \ и {Ьп } такие, что а < а 1 < а 2 < . . . < с < ; . . .  
.. .  <  <  b\ <  b, lim (bn — а„) =  0, | Ф (Ьп) — Ф (а„) | >  К  >  0

п оо ^

Из интегрируемости / по Ф следует, что lim  ¡Ф (Ьп) — Ф (an) \ f ( x )  L "  =  0.
п~*  00 ' п

Таким образом, / (*) 1 п 0,  что и означает непрерывность f  (х) 
I п

в точке с.
ь ь ъ

222. По задаче 2206) $ /  (х) с1Ф (х) =  $ /  (x)d (х) +  J /  {x ) d4>jv (дс),
а а а

где Ф лЧ*) отлична от нуля в первых N  точках, Ф дЧ *)— в остальны х 
точках. Очевидно, что первый интеграл равен нулю, ко втором у  
интегралу применить оценку задачи 220а).

223. Пусть У имеет ограниченную  вариацию и отличается от Ф 
лиш ь в точках разрыва. По задаче 210 Ф — Ч' отлична от н у л я  
не более чем в счетном числе точек. Примените задачи 2206) и 222.

224. Рассмотрите два разбиения: х 0> х и . . . , х п и %0 =  а,  
. . . , t n + i  =  b, где X t . i ^ l r - ^ X i  при / = 1 ......... я .

Имеем

21  /(£;) [ £ ( * ; ) - £  (*;-i)] =
1 =  1

п 4-1
=  f ( b ) g ( b )  — f ( a ) g ( a )  — 2  £(*») [ f ( l i ) ~ f  (S i -x ) l• 

i = i
225. Составьте интегральную сумму и рассмотрите о тр езк и  р а з ­

биения, содержащие внутри себя точки {ск }.
Ь

226. См. задачу 224. Ответ: Ьср (Ь) —  а<р (а) — j  ф (х) dx.
а

227. 11 =  — 1 • 1 +  2 (— 2) =  — 5, / 2 =  - J - : 1 + - | -  (— 2 ) -------17/ 4 -

— 1 2
228. / i =  ^ х d x - \ - 1 +  J 2х2 Jx  =  17/6,

—  *2 о

— 1 2
/ я *  $ JC8 ¿ / л + 1 + J  2x3 34/3,

* —2 0 
— 1 2 

/ 3 =  $ (je8 +  l ) d x + l + j 2 ( x e + l ) j c d x = 3 0 1 / 2 0 .



229. Разобьем отрезок [0, 1] на 2« равных частей и для
е  m in [/ (х), m ax f  (*)] определим N п (у) как число тех частей, в кото­
рых есть хотя бы один корень уравнения f ( x )  =  y.  Ф ункции N „ (у) 
измеримы, т. к. имеют не более чем конечное число разрывов. Д ока­
жите, что N j  (у) =  lim  N п (у), и примените задачу 154. Равенство

П-+ 00
интеграла и вариации проверяется непосредственно.

1
230. а) Обозначим  ̂ х к dO (х) через ак. Воспользуемся тем, что

о

функция Ф (х) обладает свойствами: Ф =  ~  ф  (х ), Ф ( ~  +  =\ 3 / 2 \ 3 3 /
1 1

=  у  +  | Ф ( * ) ,  легко вытекающими из ее определения. Поэтому

i/a 1
ак — хк dO (х) +  х к i/Ф (х) =

"3*

*/з
_1_ 

' т

1 1
J  Ук d<s>(y)+ j  (2 + ii)»  ÄD (у)

r s . 2 sak-s'

Отсюда a* :
1

'2  (3*— 1) 2
З н ая , что а0 =  1, получаем последовательно 01 =  1/2, я ,  =  3/8 

<33 =  5 /16 , а4 =  87/320, . . .  ’
1

б) Обозначим  ̂еах  ¿Ф  (х) через 1Р (а) и воспользуемся методом
о

реш ения задачи а). Имеем
1/3 1

Ч ' (а) =  |  еах  ¿ ф  ^ еа х  ¿ ф  ( * )  =
О 2/3

1 1

И терируя полученную ф ормулу, получаем

П ри а-»- 0, очевидно, ’P f a ) - * - ! .  Поэтому
ОО

Ч' (a\ =  ea,i j |  ch / а 
3*

k = \



в) Из результата задачи б) следует, что
1 оо

sin ИХ da> (х) [V ( n i) — V  ( —  Jlí)] =  J J COS

4 = 1
3. Свойства интеграла Лебега.
231. П роверяется непосредственно.
232. Рассмотрите пример: X =  R, ц — мера Л ебега, fn (x) — 

_1_
П «2 ] •

233. f n ( x ) — nX[o, i/n],
234. Д л я  вывода неравенства треугольника используйте неравен­

ство к  -< (ка +  \xb)l(a +  b) |г при к ^ ц ,  а > • 0 , 6 3 ^ 0 .
235. Пусть { /„} — фундаментальная по мере последовательность 

функций. Докажите, что из {/„} можно выбрать подпоследователь­
ность 1^1  такую, что ¡г е  X: 3  lim  (х ) | 5= ц (X )— 1. А н ало­

гично, из последовательности {/*} можно выбрать подпоследователь­

ность |/*  + 31 такую , что ¡ х |л : е Х ,  3  lim  (х) |  === М-№  ~  Щ Г у  •

Л егко проверить, что последовательность п =  1, 2, . . .  , сходится
почти всюду на X к некоторой измеримой функции } (х) и что /„  (х) 
сходится к /  (х ) по мере. Сходимость по мере фундаментальной пос­
ледовательности из М  [0, 1] следует из неравенства

Р (А g ) 5 s  — e .g  И ^ Х :  \ f ( x ) - g ( x ) \ ^ o } ,

верного для любого а >  0 .
236. Решение аналогично задаче 234.
237. Пусть f ( x ) d [ i = A .  Д ля любого е > 0  сущ ествует подмно-

х
жество Ei  конечной меры в X , для  которого  ̂ — е . По

¿1
теореме об абсолютной непрерывности интеграла сущ ествует такое 
6 ( е ) > 0 ,  что  ̂ f ( x ) d n < e  для всех множеств Е  меры <  6 (е). По 

Е
теореме Егорова сходимость /„  к / равномерна на некотором подмно­
жестве Е 2 cz Ei ,  обладающем свойством |г ( E i\ E 2) <  б (е). Д алее, 
существуют такие номера n t (е) и п2 (г), что J | fN  (х) — f  (х) [ d x  <  е

Ег
при N  >  ni  (в) и < 8  при АГ > п 2 (е). П усть п  (е)\  f N  (*) d[i— А 

х
=  m ax {«х (е), п2 (е)}. Из всего предыдущего следует, что

s I f o - / | 4 i =  f | / д г - П ^ +  fN dv +  \ f d^
X  £ й Х \ Е ,  Х \ Е г

^ 8+1 fN d u - \  fN d\i +  \ f d n —  \ fdtxrsS:
'X Ё2 'X Ёг

^ e + l + e  — 0  — З е ) - |- 1— (1 •—2s) =  7e при N > n ( & ) .



238. Пусть а е  R, Ха={ хе =Х:  f ( x ) ^a}  и р( а)  =  ц(Ха). Тогда 
р (а) — неубывающая функция на R, причем р ( а ) - +  0 при а - у  — сю и 
р  (а) 1 при а - у - |-оо .

Предположим сначала для простоты, что р  (а) непрерывна. Тогда 
сущ ествует обратная функция g ( t ) ,  определенная на (0 , 1) и облада­
ю щ ая свойством p ( g ( t ) )  =  t.  П окажем, что inf ( i  (х) d a  дости-

M(A) =  t JA
гается при A =  X g l ir  В самом деле, любое множество А  меры t полу­
чается выбрасыванием из X gtt) некоторого подмножества Y  и добав­
лением к нему некоторого подмножества Z  cz X \ X gl i ) , причем |г (Y)  =  
=  (•i (Z).

Н о в точках множества Y  ф ункция /  не превосходит g ( t ) ,  а в точ­
ках  множества Z  она больше g ( t ) .  Таким образом, в этом случае 
множество А,  доставляющее нижнюю грань, определено однозначно 
с точностью до ^-нулевого множества.

Покажем теперь, что функция /  на X  и функция g  на (0, 1) 
равноизмеримы, т. е. [До({^еЕ(0 , i ) : =
д л я  всех а е  R, где |i0 означает обычную меру Лебега на интервале 
(О, 1). Л евая часть этого равенства равна р (а), так как неравенство 
g ( t ) ^ a  равносильно t ^ p ( a ) .  П равая часть равна р (а) по опреде­
лению .

И з равноизмеримости / и g вытекает, что для любой борелевской
1

функции х-  $ X (§ (0) d t = \  % (/ (х)) d\i (х). В частности, полагая
о X

. . .  [О  при Л > а ,
=  l  h при h ^ a ,

получаем искомое равенство.
239. Нет.

^2_п2
240. Обозначим /  (х, у) =  ; при х ф О  имеем f ( x ,  у) =

Г^г) и У )ЛУ =  - & + Г ’ Следовательно,
о

^ М  f  (х * Аналогично,
о '  о '

и f{X’ У) d* ) dy==~ ^ '

241. Очевидно, что оба повторных интеграла равны 0. Если бы 
двойной интеграл сущ ествовал, то он существовал бы и на мно­
ж естве { O s S x s S l . O s g i / j g l }  и была бы применима теорема Фубини;

1
i* XU 1 Xно при х  Ф- 0  ̂ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ J а эта функция несумми-



242. Jj ^  f  (x, y) d x j  dy  =  0, |  ( j  f  (x, y) dy\. dx  =  1.

243. Пусть |i0 — мера Лебега, ¡i — квази и н вар и ан гн ая  мера и 
X — любое борелевское подмножество на прямой. Рассмотрим множе­
ство У на плоскости R2, состоящее из пар (х и  х 2), для которых 
х, —  * , е 1  П рименяя к этому множеству теорему Ф убини для про­
изведения мер ц Х ^о  получаем

00 00

5 Но (*1 —  X )  f/ ц  (хг) =  $ Hi (Х. ,  +  X) dfXn (*2)■
— 00 — 00

Отсюда, если ц 0 (х, — Х) =  ц0 (X)  =  0, то щ  (х2 +  Х) =  0 для почти 
всех х2 и, значит, ¡ . i i № = 0 - Если же ц 0 (Х)=^=0, то слева стоит 
H o (X )n i(R ) и, значит, ¡л, (х2 +  X) ф.  О, т. е. p . i ( X ) # 0 .  Таким обра­
зом, меры (.1 и Цо эквивалентны.

244. В ариация заряда V; равна | V,-1 =  | /,■ | ц. Поэтому условия 
| Vi I (Л) =  0 и |v 2 i(-4 )-= 0  равносильны тогда и только  тогда, когда 
равносильны условия ц (A  fl N ^  =  0 и |i (А П W2) = 0 .  Последнее верно 
при всех А тогда и только тогда, когда |i(/V i д  Л/2) =  0.

245. Д ля каж дого подмножества А конечной меры |i по теореме 
Р адо н а— Никодима сущ ествует измеримая ф ункция р л (х), обладаю­

щ ая свойством v (В) =  J  рл  (х) dji (х) для любого измеримого В а  А.

Пусть теперь X = l | X if u  (X,-) < о о  и р, =  р Л .. Л егко  видеть, что

функции р,- ч ру совпадаю т почти всюду на Х ;П Х у . Поэтому сущест­
вует измеримая ф ункция р иа X , совпадаю щ ая с р; почти всюду 
на X,-. Она обладает нужным свойством.

246. Предположим противное. Тогда |х (Л П [0>  1]) =  1/2 и суще­
ствует покрытие множества Л П |0 , 1] непересекаю щ имися интерва­
лами {An }n =  lf 1 , ... такое, что 2  И (д п ) <  *• П олучаем  противо-

П
речие:

Y = n M f l [ 0 , l])s=  2 (1 ( Л П Д « ) < у -
п

247. В оспользоваться теоремой Радона — Н икодим а.
X

248. В оспользоваться тем, что F (х) f  (t) dt  — абсолютно непре­

рывная функция (это следует из абсолютной непрерывности интеграла).
249. а) Непосредственное следствие из определений, б) Этими 

функциями можно приблизить любую функцию  ф из S . в) — г) Мно­
гочлены и тригонометрические многочлены плотны (даж е вы мысле 
равномерной сходимости) в пространстве непрерывных ф ункций, кото­
рые плотны в Ц  [0 , 1] по п. б).

250. а) Следует из определения метрики в L i (R ).
б) Заметить, что всякая  кусочно-постоянная ф инитная функция 

приближается по метрике L\ (R) кусочно-линейной финитной функ­
цией, и воспользоваться п. а).



в) Рассмотрим совокупность 1 0 всех функций / е £ 2 (К), обла­
дающих свойством: \ е ~  Х‘х к1 (х) с1х =  0 для всех целых неотрицатель-

*
ных &. П окаж ем , что функции /  характеризую тся условием:

Ф/ (X) =  \ е~  х‘ +  Кх1 (х) (1х — 0 
к

для всех X е  С. В самом деле, из суммируемости функций е ~ +  ^  (*) 
и х е ~  *г +  Хх /  (х) вытекает, что еру (X) дифференцируема при всех 1 е С .  
Значит, она аналитична. Так как ф (0) =   ̂е ~ х3х к[ (х) с1х, условия

Я
/  =  Ц  и ф / =  0 равносильны. Пусть а (X) — лю бая суммируемая функ­

ция на К . Тогда 0 =  а (X) (р/ (а) йХ =  .̂  а (X) е ~  х2 +  Лх  /  (х) ё х  =  
К я к

=  ([ е ~  Х*Ь (х) /  (х ) йх,  где Ь (х) =   ̂ а (Я) е‘^х  ЛХ. Покажем, что, под- 
к н

бирая подходящ им образом а (х ), можно в качестве Ь (х) получить 
любую непреры вную  кусочно-линейную функцию. Отсюда будет сле­
довать, что ё ~ х ¡ (х )  — 0 почти всюду и, следовательно, /(х )  =  0 почти 
всюду.

Зам етим , что умножение а (Я) на е'м  приводит к сдвигу Ь (х) 
на (. Кроме того, соответствие между а( Х)  и Ь (х) линейно. Поэтому 
достаточно в качестве Ь (х) получить элементарную функцию, рав­
ную 0 вне [— 1, 1] и равную 1 — \ х \  на этом отрезке. Оказывается,

для этого достаточно взять а (X) = —  (ср. с задачей 668з)).

251. Д о к аж и те , что множество функций, для которых выполнено 
условие непрерывности сдвига, замкнуто в Ц  (1?). Проверьте это 
условие для  простых функций.

252. П окаж и те , что М О М *  — 0 — ф ункция, измеримая относи­
тельно меры Л ебега на плоскости (х,  /) , и примените теорему Фубини 
для а-конечны х мер. Использования теоремы Фубини можно избежать, 
рассмотрев сначала свертку на плотном в пространстве непрерыв­
ных финитных ф ункций, затем случай ограниченной функции /! (¿) е  Ц ,  
наконец, при ближ ая / х (¿) ограниченными функциями.

253. Рассм отрите неравенство
оо

1/ ( * + Л ) — /( * ) ! « £  вир М О  $ 1Ы < + Л ) - Ы 0 1 <И-
—  ОО

Г Л А В А  III

Л И Н Е Й Н Ы Е  ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 
И Л И Н Е Й Н Ы Е  ОПЕРАТОРЫ  

§ 1. Общ ая теория
1. Топология, выпуклость и полунормы.
254. О перации сдвига на вектор и умнож ения на скаляр являю тся 

гомеоморфизмами Л ТП .
255. Д л я  любой окрестности нуля Ш в Л ТП  найдется такая  

уравновеш енная окрестность нуля и ,  что I I и  с :  №. Если х ф Х ,



то существует окрестность нуля И/ такая , что x - f - W  [ ) Х  =  ф .  Рас­
смотрите Х + 1 /  и х  +  К , где V — уравновеш енная окрестность нуля 
и V +  V <= W.

256. Выберем базис еи  . . .  , еп. Тогда для лю бого x  =  x Le¡ +  ... -{-хпеп 
Pj (х) =sS Ц ¡ x¡ ¡ pj  (c¿) sS Kj  I x  ¡, где через |¡a:¡¡ обозначена ¿  j x¡ \, /  =  1, 2. 
Отсюда следует непрерывность pj по норме || • ||: | p¡ (у) — p¡ (х) |

— х \ .  Поэтому на сфере | j c ¡ = 1  ф ункции pj  достигают своего 
максимума и минимума, откуда Л"1 1 x  || p¡ (х) ^  А  || х  || с некоторым 
А  >  0. В качестве С можно взять А г.

257. Д оказать индукцией по dim  L,  что всякий линейный изо­
морфизм L  и ( К  —  поле скаляров) является  гомеоморфиз­
мом.

258. Рассмотреть вложения окрестностей нуля .
259. а) А - \ - В =  U ( Л + х ) .  И спользуйте задачу  254.

х  е в
б) Пусть а ф  А  +  В. Тогда для каж дого множество х + А

замкнуто, следовательно (см. задачу 255), сущ ествует уравновеш ен­
ная окрестность нуля U (х), для которой (a- \ -U {х)) П (х +  Л) =  ф .  Мно­

жества * +  —- ( /  (х )— открытое покрытие В. П усть jx ¿ - ¡ - ~ ¿ /  (x¡): 1 ^

sg t ==; л |  — конечное подпокрытие и К =  - ^ U ( x ¿ ) .  Д оказать,
1 ^  i  ^  П

что (а +  К )П (Л  +  В) =  ф .
260. Д ля каж дого t е  R и каждого целого п положим еп (Í) =  

=  eint, f n = e- n Jr neri’ п = \ ,  2, . . .  Будем рассм атривать эти функции 
как элементы пространства L2 (— я ,  я ).

Пусть X i — наименьшее замкнутое подпространство в L2, содер­
жащее е0, еъ  . . . ,  а Х 2 —  наименьшее зам кнутое подпространство 
в ¿ 2. содержащее / ь  f2, . . .  Показать, что X i + X 2 всюду плотно в 1 2, 
но не замкнуто.

СО

Например, вектор х =  ^  принадлеж ит L2, но не при-
П — 1

надлежит X i +  X 2-
261. 262. Следует из определения вы пуклого  множества.
263. См. указание к задаче 264. Ответ: S  =  jx(/1), ¿  — периметр А.
264. Д л я  большей простоты и наглядности приведем доказатель­

ство для случая двух выпуклых множеств на плоскости. Мы пред­
положим дополнительно, что эти вы пуклы е множества Ai  и А г 
ограничены гладкими кривыми Tj и Г2, не имеющими прямо­
линейных участков. Пусть множество Л =  а 1Л 1 +  а 2Л2 ограничено 
кривой Г.

Выберем на кривых Г1р Г2 и Г специальную  параметризацию . 
А именно, каж дой точке т  е  [0, 2я) поставим в соответствие ту 
точку {xi (т), ¡/i (т)) е  Г], в которой достигает максимума величина 
х  cos т  +  у  sin т , когда (х, у) пробегает А х. (Д ругим и словами, (х  (т), 
у(т)) — точка касания 1\  с опорной прямой, составляю щ ей угол т  с 
осью у.)  Аналогично определяются парам етризация (х 2 (т), у 2 (т)) 
кривой Г2 и парам етризация (х  (т), у  (т)) кривой Г. Покажем теперь, 
что эти параметризации связаны равенствами

х  (т) =  CLiXi (т) +  a 2x2 (т), 
у ( %)=^aíyí (т) +  ос, у 2 (т).



В самом деле, 

m ax (х  cos т  +  у  sin т) =  шах [ ( а л  +  а 2*2) cos т 4 -
(х, у )е=А  (хь  г / , ) е л .

+  ( a t í / i + a 2y2) sin т] =  max [a i (Xjcos т +  ÿisin т) +  а 2 (*г cos т  -f-
(x¡, y¡)^At

+  í/2 sin t) ]  =  a i  m ax  (Xjcos т +  ÿ is in i)  +  а 2 max (хг cos-т - f  
(Xl> ^l)e ^l (*2> tJ2)^Aï

+  y 2 s in  T),

откуда следует ж елаемое равенство.
Теперь остается воспользоваться известной формулой для пло­

щади множества Л, ограниченной кривой Г , заданной в параметри-
■2Я

ческой форме: ц ( Л ) = ! | ’ x ( x ) d y ( T ) .  Мы получим, что ц (Л )  =  
ó

=  (Л 1) +  а.®|л (Л 2) +  2 a ja 2 • М  ( А ъ  Л2), где М  (Л ^ Л2) =

Х1У0 +  Х2У'. , „_  i Последняя величина назы вается смешанной пло-
■> 2о

щадью пары множеств  Л 1 и Л2 в смысле М инковского.
Точно так  ж е доказывается, что для k  выпуклых множеств 

A lt . . .  , Л „ на плоскости справедливо равенство

(.t (c3£-ív4 1̂ —(— . ..  +  и*Л/() =  Д ] М  (Л /, A¡) a ¿a /.
i, i

Д л я  множеств в «-мерном пространстве доказательство прово­
дится по тому ж е плану. Граница дА  вы пуклого множества Л пара­
метризуется точками единичной сферы S  в Rn , после чего использу­
ется формула для  объема:

=  $ * i(T )d * a (T) А ••• A d x „(x ). 
s

При этом возникает понятие смешанного объема М  (Ль  . . . ,  А п) на­
бора из п  выпуклых множеств в R", в терминах которого вы раж а­
ются многие геометрические характеристики выпуклых тел.

265. Д о к азать , что ядерно-выпуклая топология задается систе­
мой всех вообще полунорм на L.

а) p j = \ f ( x ) \  — полунорма для любого линейного функционала /  
на L (не обязательно  непрерывного).

б) Ф ункционал Минковского выпуклого, уравновешенного и по­
глощающего множества есть полунорма.

266. В  пересекается с каждой прямой, проходящей через нуль, 
по замкнутому в евклидовой топологии прямой интервалу, когда 
В =« {х: р в  (x) !}, где р в  — функционал М инковского множества В.

267. Рассм отреть множества В 0=  {х\ рв  (х) <  1} и В j =  
=  {х: рв  (х) < Л }, где рв  — функционал М инковского множества В.

268. И спользовать задачу 26G.
269. с2 (Л) — вы пуклое множество. Д алее воспользоваться зада­

чей 262.
270. П редбаза топологии в полинормированном пространстве L 

состоит из множ еств \ р а (х ) <ч}<  a  <= Л, е >  0.
271. Во всяком  Л В П  есть базис окрестностей нуля, состоящий 

из вы пуклы х множ еств.



272. Д оказать, что в топологии покоординатной сходимости Я“  — 
ЛВП с системой полунорм р п, п —  0, 1, . . .  ; р п ({* /}“ ) =  | х п |; далее 
использовать задачу 270.

273. Д ля г 1 шар радиуса г — вы пуклое множество, так  как 
совпадает с С (Я). При 0  <  г  <  1 шар радиуса г не является вы пук-
лым множеством. Положим

/(*) =  { 1-1*1. И < 1 >  
о,  Ы > 1 .

Рассмотрите функции вида X¡ (x)-\-\if  (х — п), п >  —  \og2r.
274. Ш ары 5 í j = ( , f e C ( R ) ,  d (f, 0)= S /?}  при R  <  1 не я в л я ­

ются поглощающими множествами, следовательно, в этой топологии 
C (R ) не есть Л Т П .

275. Нормой на ВС  (R) является ф ункция р  (/) =  sup | /  (х) |.
276. Д оказать, что топология в R°°, заданная  метрикой d ({*„}, 

{уп}), есть топология покоординатной сходимости (см. задачу 272).
2. Сопряженные пространства.
277. Следует из линейности функционала и инвариантности топо­

логии Л ТП  относительно сдвигов.
278. а) Свести задачу к случаю, когда U  —  уравновеш енная ок­

рестность нуля.
б) ker f  замкнуто, следовательно, нигде не плотно, поэтому су ­

ществуют такие х  е  L и уравновешенная окрестность нуля V,  что 
x + V  П ker f - ф -  Д оказать, что f (V) ф  — /  (х), и использовать а).

279. Использовать базис Гамеля. Базисом Гамеля  называется 
линейно независимая система {ха \ элементов линейного пространства L 
такая, что ее линейная оболочка совпадает с L.

280. "Из теоремы Хана — Банаха следует, что топология на L, 
в которой непрерывны все функционалы, совпадает с ядерно-выпук- 
лой (см. задачу 265). Доказать, что мощность базиса окрестностей 
нуля ядерно-выпуклой топологии есть 20, где $ — мощность базиса 
Гамеля (см. задачу 279) пространства L.

281. Л ТП  с первой аксиомой счетности метризуемо.

282. | | f  | | =  sup ! M i  =  sup I /  (x) |.
||* || IUII=i 

ь
283. a) b — а; б) \  \ у  (t) \dt \  в) ^  Í !•

a i

284. Расстояние от нуля до f ( x ) = l  есть inf || * ||; мно-
*e{/(*) = i}

жество { / ( х ) = 1 }  имеет вид X p-j-ker/, где х 0— фиксированный эле­
мент из L и / ( х 0) = 1 .  L  есть линейная оболочка х0 и k e r / .  Д алее 
воспользоваться задачей 282.

285. И спользовать задачу 257.
286. Банахово пространство В рефлексивно тогда и только тогда, 

когда шар || * || 1 компактен в слабой топологии.
287. (с0)' 1Х (на самом деле (с0)' =  1 см. задачу  293), поэтому 

слабая сходимость влечет покомпонентную сходимость. Рассмотрев 
последовательность хл (хш- = 1, i s c r i ,  x ní =  Q, i > n ) ,  доказать неком- 
пактность единичного шара с0 в слабой топологии.

288. Базис слабой топологии состоит из множ еств, неограничен­
ных в сильной топологии,



289. ( / ,) ' э  (на самом деле (/,) ' =  /<*,; см. задачу 294).
290. П усть || х  || =  1, где || • | | — функционал Минковского мно­

жества К,  Р х — гиперплоскость, опорная к J( в точке х.  Взяв функ­
ционал f x  (fx ( x ) =  1, ker f x  П Р х ~ Ф ) ,  используя опорность рх  и за­
дачу 284, д о к азать , что f x  принадлежит единичной сфере в V .

291. Берем  fc-мерную грань и /г + 1  вершин X;, 1 = 1 ......... £ + 1
на ней (такие найдутся, т. к. выпуклый многогранник есть линей­
ная оболочка своих верш ин). Поставим в соответствие этой ¿-мерной 
грани м нож ество {f  е  В ' , /(*,■)= 1, ¿ = 1 ,  . . . ,  £ + 1 } .  Д оказать, что 
полученное множ ество есть (n — k — 1)-мерная грань В' .

292. В ы брать базис в Р и дополнить его до базиса в R".
293. П роверьте, что единичный шар в с0 не имеет крайних точек, 

а единичный ш ар в с имеет две крайние точки: х п = \  я х п =  — 1. 
Изоморфизм м еж ду 1Х и с'0 устанавливается формулой {{а„}, \ х п})  =

00

=  апх п , а изоморфизм между 1Х и с ' — формулой ({а„}, {*,,}) =
П= 1

СО

=  cii lim  х п +  2  а л+1 х п . Для вычисления нормы {а„} в с' рассмот-
л-°°  п = 1

рите последовательности вида

х  = \  sg n a w  при i <  JV,
‘ \  sgnöi при i ^ N .

294. И спользовать неравенство Гёльдера.
295. Рассм отреть на c d m непрерывный функционал f ( {x„})  =  

=  lim  х„ и применить теорему Хана — Б анаха.
П - +  00

296. В ы брать базисы е;, / =  1, . . . ,  n L, и fj, / =  1, . . .  , п2, в L[
и L i, биортогональны е соответственно к базисам е,-, i — 1..........щ  и
fj, / =  1, . . . ,  п 2, в 1Л и Ц .

297. П роверить утверждение для базиса окрестностей нуля и 
воспользоваться равенством / '( л ,  К) =  1/](п, К),  где р  и ^ — сопря­
ж енные числа. Равенство доказать, используя задачу 282.

298. Воспользоваться задачами 295—297.
299. Единичны й шар в пространстве С [а, Ь] имеет две крайние 

точки: /  (х) =  1 и f ( x )  =  — 1 (задача 293). По теореме К рейн а— Миль- 
мана отсюда следует, что он не является компактом ни в какой топо­
логии.

3. Теорема Хана—Банаха.
300. Воспользоваться задачей 257.
301. Разделяю щ ая гиперплоскость должна иметь вид /(х )  =  0, 

/ е Р ' .  Д оказать , что f  —  П.
302. П усть А  компактно; тогда существует вы пуклая окрестность 

нуля V т ак а я , что A - \ - V  [\В =  ф  (см. указание к задаче 255). 
Применить геометрическую  форму теоремы Х ана— Банаха к A - \ - V  
и В  и еще р аз воспользоваться компактностью А.

303. Ф иксируем  * e L ;  из теоремы Х ана— Банаха следует, что 
существует х*  е  L ' , | x * j |= l ,  (х*,  x) =  |jx |.

304. Изометрическое отображение L — L", построенное в задаче 
303, является изоморфизмом в силу равенства размерностей прост­
ранств L  и L".

305. И спользовать метод доказательства теоремы 24 гл, 111 и 
задачу 303.



306. Воспользуйтесь доказательством теоремы 24 и задачей 452.
307. Воспользоваться полярными координатами.
308. И спользовать сепарабельность 1д (п , Я).
309. Пусть ¿  — подпространство в 1т  (И), порожденное последо­

вательностями вида у  — х п+1 — х п, { х п } е  /оэ. Докажите, что по сл ед о ­

вательность у п = \  не лежит в I .  Затем  примените теорему Х ан а  — 
Банаха.

310. См. указания к 309.
311. р  (х) =  зир р  ( Т п х \  п  =  0, ±  1, . . .

П
312. Рассмотреть пространство Д  и вложение * ->  {(/, х)} .
313. См. указания к задаче 309.
314. См. указания к задачам 309 и 313.
315. Применить теорему Х ана— Б анаха.
316. См. указания к задаче 315.
317. Рассмотреть гиперплоскости (х, /,•) =  1, г д е /; — счетное всю ду 

плотное множество единичного ш ара (п , И) +  ~ =  1 и и сп о л ь­

зовать задачу 284.
318. Можно считать, что данное вы пуклое множество V содерж ит 

нуль и пересечение V с каждой прямой, проходящей через начал о , 
есть замкнутое множество. Граница V  задается в полярных коорди­
натах (г,  ф) уравнением выпуклой функции г ( ф), следовательно, 
г (ф) — непрерывная на [0 , 2л] функция, удовлетворяющ ая условию  
/• (0) =  л (2я). Д оказать, что Уе >  0 3  многоугольник Уп (г) т ак о й , 
что [ г  (ф) — а(ф ) [ <  е, где г (ф) —ф ункция границы для Уп (е). У п (е) 
задается пересечением полуплоскостей вида а гх +  & ; ( / _1. Рассм отреть 
вложение ф: К2- ^ " . '  (х, у ) -+ха- \ -уЬ,  где а =  (а1, . . . ,  а„), Ь =  (Ьи  . . . ,  Ьп ).

319. Построить изометрическое вложение сначала 1р (п , Й) 
в /„ ( Я ) .  пользуясь сепарабельностью 1р (п , К) и задачей 303, а затем  
построить вложение (К) С [0, 1].

320. Проведем сначала индукцию  по числу множеств. П у сть  
N  >  га +  2 и для N  — 1 множеств утверждение доказано. Е сл и  
Х х, . . . ,  Хдг удовлетворяют условиям теоремы, то любые N  — 1 из них 
имеют общую точку по предположению индукции. Положим =  
=  Х / П Х дГ, 1 ==:« й£ЛГ— 1. Тогда любые /V — 2 из множеств К,- им ею т 
общую точку. Поскольку N семейство снова удовлет­
воряет условиям теоремы. Значит, все К ; имеют общую точку, ко то ­
рая будет общей для всех X,-. Осталось разобрать случай Ы =  п - \ - 2 .  
Проведем теперь индукцию по размерности. Предположим, что д л я  
размерностей < л  теорема доказана, и рассмотрим множества X*, 
1 г £ г ^ г а - ( - 2 , в Ял, каждые и + 1  из которых имеют общую т о ч к у .

1
Если Х л+2 не имеет общих точек с пересечением 1 =  (■] Х г, то  с у -

¿=1
ществует гиперплоскость разделяю щ ая эти два выпуклых м н о ­
жества. Любые п множеств из X ;, 1 ^ » гС/г +  1, имеют общую то ч к у  
с Х п+2, и с 2 .  Поэтому они имеют общую точку с /,. Положим =  
=  Х ,-[\Ь,  1 г £ « ^ / 1+ 1. Тогда, отож дествляя ¿ с  Р л_1, мы видим ,

п - \ - 1
по предположению индукции, что |~| К; непусто. Это противоречит



п - \-1
определению I  как р  К г =  2 [ Н -  Остается проверить теорему при 

г= 1
п —  О, когда она тривиальна .

З а м е ч а н и е .  Топологическими рассуждениями можно показать, 
что условие выпуклости в теореме Хелли можно заменить условием: 
все множества вида Х ^ П - .-П ^ г *  при & « ;/г + 1 гомотопически экви­
валентны точке (т. е. стягиваю тся в точку).

321. Пусть XI =  1/п , ¿ =  0, . . . ,  п, —  разбиение отрезка [0, 1]. Д ля
хм  _____

любой /  е С [  0, 1] сущ ествует такое п,  что  ̂ У  п  | /  (х) | с?лг <  е, I =

П
=  0, п.  Ф ункция /  (х) представляется в виде /(•*) =  ^  где

¿=о
/ ¿ = Х г  1_ г + п  п! (х)•

1«’ « ]
322. а) Ь ' разделяет точки I,.
б) И спользуя то, что

{ Р (/ (х)) йц (х) I ^  II ^ I /  Ми- <■*)•
Я I X *

доказать непрерывность Р  (/) по Р.
4. Банаховы пространства.
323. {х: 1 х \р 1} — невыпуклое множество при 0 <  р  <  1.
324. Рассмотреть множество финитных последовательностей с ра­

циональными коэффициентами.
325. Рассмотреть множество последовательностей с элементами из 

нулей и единиц.
326. Чтобы доказать, что последовательность Коши сходится, 

достаточно показать, что сходится какая-либо ее подпоследователь­
ность.

327. Д ля доказательства || х || =  0 <=> х — 0 использовать замкну­
тость ¿о в Ь.

328. Выбрать из фундаментальной в Ц  последовательности у п 

подпоследовательность у пк так, чтобы 2 1| ^ я*+1 11̂-1 <  о э ‘
Положить а.к =^уПк —  у Пк+1 и выбрать ак е  ср' 1 ( а к) (ср — фактор- 

отображение так , чтобы | ак === || а /г Ц/,, +  2*/г- Рассмотреть
8 к =  а1 +  . . . - \ -ак . Д оказать , что П т ( /*  =  1 ¡пт/(£/,) — у ^

329. Пусть ф — факторотображение на 1.1, гп — фундаментальная 
последовательность в ^ . Тогда (/л==ф ( гя) фундаментальна в ¿ 1, сле­
довательно, существует г/ =  Пшг/„, откуда || у — у 1 ->■ 0 , следова­
тельно, существуют г п е  ф-1 (у — У„) =  Ц>1 (У) — Ц>̂1 (Уп) такие, что 
\ г п Ь - * - 0 .  Выберем в ф“1 (у) фиксированный элемент /; тогда г п =

Iп <= ср-1 (!/„)• Следовательно, но гп е  ф*1 (уп), поэтому
[ — г п =  х п — ф ундаментальная последовательность в ¿ 0-

Окончательно, существуют Ь т  гп = [ — х,  х = П т х „ ,  п о э т о м у /.— 
банахово.

330. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, {х1г . . .  
. . . ,  х п , . . . } _счетное всюду плотное множество в единичном шаре в X ,



Определим отображение /, (К) >—*  X ,  полагая А: {а п} >—»• ^  а пхп 

{«Я} е / 1(К).
а) Докаж ите, что А  корректно определено и непрерывно.
б) При данном х,  | я  || =  1, выберите *„(«), требуя, чтобы к

К -  21  2 - i n xnll ,
¿ = 1

: 2~*. Отсюда ) т А = Х .

в) Меняя в этой оценке число 2 на 3, 4, покаж ите, что А: 
ф/ker А -*■ X  — изометрия.

331. Необходимость очевидна. Д ля доказательства достаточности 
используйте лемму Ц орна; достаточно доказать сущ ествование несчет­
ного множества непересекающихся шаров радиуса е с некоторым е > 0 .

332. В оспользоваться задачей 257.
333. Д оказать от противного, что если Р п (х ) — многочлен сте­

пени п со старшим коэффициентом 1, то m ax | Р п (х) m a x  ¡ Т „( х )| =

=  21~п , где Т п (х) =  21 п cos (п arccos х).  ̂  ̂ ^
334. При факторотображении ф: L - * - L / L 0 откры ты й единичный 

шар в L переходит в открытый единичный ш ар L / L a.
335. Выбрать последовательность 1 /2-перпендикуляров у п 

к L (у 1, . . . ,  «/„_!).
336. Пусть к подпространству L0 =  {x0 <=L: f  (х0) =  0} существует 

нуль-перпендикуляр x t . Это равносильно утверж дению  ||x t +  х 01 | | | х г || 
для всех x0 e L 0. Д ругим и словами, расстояние d ( х i, L0) достигает­
ся и равно Любой вектор х ф. L0 записы вается в виде 
x  =  a { x i -\-x0), г д е а е ^ \ { 0}, х0 е 1 0.

Имеем

!/(*)! =  М 1 /(* .) | <  |/(* 0 |
IIх  || | а  11| х 1 х0 1| || Ху ||

Значит, норма /  достигается на векторе х х. О братное утверждение 
выводится так же.

337. Пусть банахово пространство, I^  — подпространство. 
Тогда 1) ( ¿ 0) = £ Д , 01 ) (¿ /¿ -(1)  2) ¿ 0 дополняем о < = > 1 0 =  Р /., 
где Р — непрерывный проектор.

а) /.о конечномерно. Выбрав базис е\, . . . ,  еп в ¿.0, показать, что 
существуют такие Д, . . . ,  (п «= V , что (/,, е,) =  Ьц.  Рассмотреть Р: 
[~-+Ц,  Р х  =  2 /̂;> х ) е 1.

I
в) Пусть ф -  изоморфизм 1т (к) и Ф, =  е ,- ф -1 . где

«¿ — стандартный базис в ^  а
Рассмотрим ф, — продолжение ф, на I  без увеличения нормы, 

тогда ||ф ;][=^ ||ф  11|, ( =  1, 2 , . . . ,  и определим отображ ение Р : /, 1 0, 
гл: =  ф ({ф ;, х}).  Д оказать , что Р  — непрерывный проектор.

б) и г) следует из а), в) и 1), 2).
338. Изометрическое вложение 1р (п, Я) в 1д (п , К) при р ф ц  не­

возможно: при таком вложении прямые должны переходить в прямые, 
так как они реализую т кратчайш ие пути из точки в точку при р,  
д Ф  0 , оо. При р Ф  2 всякая изометрия (п , I?) сводится к сдвигу, 
перестановке координат и умножению их всех на — 1.



339. ¿ 1 0 1 .2  — линейная оболочка векторов х ® у ,  х  е  Ц ,  ( / е  Ц.
340. Е сли 5  — произвольная (р, ¡?)-кросс-норма, то S í < p ® q .

к к
341. П усть п ^ т ,  г =  Х; ®  (/(, г -*■ ^ г =  2  Х‘У‘‘ Выберем

1 = 1 «=_1 
собственный базис вг, . . . ,  еп для оператора А г Аг,  еу — базис в ¿ 2' 
Тогда

=  ̂ 2  Ъце1~е̂  кш е11е1^='^1\^'Ккте ^ е те11 =

=  ' '̂Ъ1]'ккт8т/е1е'/1='ЬХуХщЕ1к'

Обозначим а « =  2  ^ А * / : в силу того’ чт0 61.........<?„ — собст-
/ = 1 т

венный базис для Лг Л2, а ;& =0 при i ^ k \  а ц =  2  =
/=  1 'n m

Из представления z =  2  е1®У1< гДе i/i — 2  Я/уё/, следует, что 
¿=1 /=1

п
||z[| =  2  I У> I не меньше кросс-нормы на Z-i (g) Z-2- Осталось доказать,

что || г || — кросс-норма; тогда || • || — норма на Ly 0  L2 в силу у каза ­
ния к задаче 340.

342. В оспользоваться явным видом нормы на Ly ®  L2.

343. П ространство l \  (х) L2 при помощи соответствия 

x ® y - + A x , y < = L ( L lt L 2): А х , у (г) =  {х, г) у,  х  е= L[, у  <= ¿ 2, г е= Lu

отож дествляется с пространством операторов конечного ранга.
Д о к а з а в ,  что норма на ¿ i  ®  ¿ 2 совпадает с обычной нормой

оператора.
344. Д о к азать , что норма на ly (пт,  R) — кросс-норма для норм 

I, (я, R) и l\ (т , R).
345. Д о к азать , что норма на (тп,  R) — кросс-норма для

норм на 1т  (я , R) и lm (т., R).

§ 2. Линейные операторы
1. Пространство линейных операторов.
346. Имеют место б) и в).
347. П усть х =  (хи  х г, . . . ,  х п , . . . ) < = /2 (R); тогда А ах =  х пеi - * 0 .
348. (у, В пх) =  (х, у н), где x =  (*i, х 2, . . . ,  х„,  ...)  и у =  (ух, у 2, . . .

'"  ’ 3 4 9 . '' 'а Тв п - А В  =  А пВ п -  А В п +  А В п -  A B  =  (А п -  Л) В„ +  А  X 
Х ( В п —  В).

350. В оспользоваться теоремой Б анаха  — Ш теингауза,
351. См. задачу 349.



352. Б аза  сильной топологии на E n d  L  задается множеством 
полунорм

P x ( A )  =  y¡Ax% А е  E nd  L,  х  е  L.

Достаточно доказать непрерывность ум нож ения в точке (0, 0), 
где 0 — пулевой оператор в End L.

353. См. задачи 347 и 348.
354. Если Lt  замкнуто, то оператор проектирования на Ц  п ар ал ­

лельно Л2 зам кнут, а потому непрерывен.
355. Д оказать , что kcr Р — im (1 — Р) ,  k e r P n ¡ m P  =  (7) и L =

=  k e r P  +  ¡ m P .
Использовать задачу 354.
356. ¡I Л В | |=  sup |Л В х ||« г  sup И  П || Я* || s^ ll Л || || ВЦ.

. ll*IKi j* 0 < i
J 57. И спользовать теорему Банаха — Ш тейнгауза.
358. || а  || =  ess sup | а  (*) |.

лге х
359. Если р^з-. q, то

/Ь М/ч /Ь \ i /p
131 f f t d x j  < ( 6  — | / | p d x j  .

360. Если p ^ q ,  то а (л) е  (0, 1); при p e q  а { х ) =  0.
361. а) П роверить, что || /  (x +  t) — f  (х) ||д  - *  0 при t 0 для

непрерывных функций с компактным носителем, 
б) II Т  (t') — T  (Г)Ц =  2 при Г ф Г .
362. Д оказать , что A (t) — аналитическая ф ункция от t.
363. Привести матрицы операторов A (Í) одновременно к тр еу ­

гольному виду.
Используя то, что || Л || =  | A.max [i/i, свести к задаче 362.
364. Л (s): M R ) - > - M R ) .  A(s)  x ( t )  =  x ( t  +  s), x ( i )  e i ¡ ( R ) .
365. Пусть ||JCn ||-> 0  и l\ Ахп \\-/>0\ тогда существуют e >  0 и 

подпоследовательность |* n ^J такие> что || А х п И 3 того, что

II П ~ 0 , следует существование а. -> -со  таких, что а„ х„ -> -0 .II к II пь n¡{ п̂
Тогда из того, что \ А а  х  |] — со, следует, что I A a „  х„ I слабо

II * *11 I пк пк\не сходится.
366. В банаховых пространствах сл аб ая  и сильная  ограниченности 

совпадают; непрерывность оператора равносильна его ограниченности.

367. A':  L q, [0, l ] - + L p , [0, 1], A ’f  W  =  j  К  {y, x ) f ( y ) d y .

368. P' F  (<) =  { Fc ^ ’ 0 ^  1 ^  1 ’

2. Компактные множества и компактные операторы.
369. а) :=> б). Пусть А компактно и { у а }а е / — направленность. 

Если {уа } не имеет точек накопления, то для  любого i e  А с у щ е ­
ствуют открытое множество Vx э  х  и такое а х  е  / ,  что у а ф  V  х  
при # > а Л.. Семейство { V x ¡ x e A } — откры тое покрытие S .  В ы делив 
из { ^ х 1 Х1= А }  конечное подпокрытие, получить противоречие.

б) а). Пусть открытое покрытие U  не имеет конечного под­
покрытия, упорядочим множество W  конечных подсемейств сем ей-

11 А. А. Кириллов, А. Д. Гвишиани 321



ства I) по вклю чению . Получить противоречие, рассмотрев направ-
П

ленность {л>}, где /^ =  { /4 , . . . , Р п )<=\У  и х ^ ^ и ^ г -

ач а, В). П усть V —  любая система зам кнуты х подмножеств в А 
и р е  V }. Тогда V центрирована <=> (/ не имеет конеч­
ных п о д п о к р ы т и й  и П 1 ' Ф ф С = > и  не есть покрытие Л. 

р е  V
370. Канторово множество покрывается 2п отрезками длины 3~п 

и не может бы ть покрыто меньшим числом отрезков такой длины, 
Поэтому при е =  3 -» /2  Л/(е) =  2". Значит, /V (е )= = 0 (8~ |оВз2)  и аппрок­
симативная разм ерность равна ^ З2 « = 0 ,6 3 .

371. Условие того, что А — крайнее подмножество /С, выглядит 
так: если х  е  К ,  и е  К ,  х ф  у  и (х +  {/)/2 то д: е  А  и у е  А.

372. Пусть Р — семейство всех компактных крайних подмножеств 
множества К-  Т ак  как  / С е Р ,  то Р ф ф ■ Из леммы Цорна следует 
существование максимальной цепи Й. О —- центрированная система 
замкнутых подмножеств К ■ Далее см. задачу 369.

373 Если А  — крайнее подмножество / ( ,  Л е / . ' ,  [х — максимум 
1}еЛ на Д и Л Д =  { * < = Л : 1?еЛ(х) =  ц}, то Л л — крайнее подмно­
жество К • Д ал ее  воспользоваться тем, что и  разделяет точки в

374. См. задачи 372 и 373.
375. Пусть / / — вы пуклая оболочка крайних точек К ■ Так как 

К, компактно и вы пукло , то замыкание Н е :  К-  Поэтому ком­
пактно. П редполож им , что некоторая точка х а е  К  и хй ф Н .  П ри­
меняя теорему Х ана — Б анаха  к х0 и / / ,  показать, что К А ф Н ( А е Д ' 
и получается из теоремы Хана — Б анаха, К А — см. задачу 373). Это
противоречит построению  Я ■

376. Все точки единичной сферы пространства 1р (п, Я).
377. Единичный ш ар пространства с0 не имеет крайних точек. 

В пространстве с единичны й шар имеет две крайних точки

(1, 1, . . .  , 1, . . .)  И (— 1, -  1..........— 1- ...)•

378. Применить теорему Крейна— М ильмана (задача 375).
379. Пусть М — предкомпакгное множество. Тогда оно обла­

дает е/3-сетью 1 ==5 1 N.  Компакт X  можно представить в виде 
объединения конечного числа частей диаметра <  в/3. Поэтому для 
каждого I сущ ествует разбиение Т  на конечное число частеч, на кото- 
рых колебание не превосходит е/3. Взяв произведение этих разби­
ений, мы получим разбиение Г на такие части 1 что 
колебание ¡1 на Т /  не превосходит в/3 для всех / и / .  Если теперь 
! — любая ф ункция из М ,  — ближайш ая к /  точка е/3-сети, а < 
и в — любые точки из Т то /̂  (*)) ==£ ¿ ^  ( / (0 > / ( ( 0 ) +  
+  и  (5)) +  Лх  (/¿(5), / ( * ) ) <  е/3 +  е/3 +  е/3 =  е. Необходи­
мость условия д оказан а.

Пусть теперь задано  8 >  0 и существует такое разбиение Г =
П

г= П  т/’ чт0 ш/ <  8/4 для всех м ' (3десь означает
колебание функции / на множестве Т у.) Выберем в каждом множе­
стве 7’/ по точке и рассмотрим отображение (р: М  Х п : / 1—*• 
,__»-(/(¿х), . . . ,  /(^л )). Т ак  как Л -  компакт, X « — такж е компакт



(расстояние в Х п определяется формулой d (х, у ) =  max d x (x¡, уЛ).
\^ i^ n

Значит, образ М  — предкомпактное множество. Выберем в ф (М )  
конечную e /2-сеть ср (/i), . . . ,  <р (/„). Тогда Д , /„  — е-сеть для  М .  
В самом деле, если f — любая ф ункц ия из М ,  а ср (J¡) — ближ айш ая 
к ф (/) точка е /2-сети, то для t  е  Т ¡ имеем

d x (f ( t) ,  í t ( t ) ) ^ d x V( t ) ,  f(t¡)) +  d x  (J (tj),  f i  ((/)) +
+  ^X (fi (ó')* ft (0)  <  в/4 4 -е /2 - |-в /4  =  е .

380. К райние точки — матрицы (a¡j), где alal¡1 =  1; a¡,j =  0 д л я  j  ф  
ф а  (i), где о  (í) е  — симметрической группе л-го порядка. Д л я  
п =  2 это очевидно. Пусть это доказано  для k  <  л. Крайние точки  
множества стохастических матриц порядка п — это сечение куба 0 ^

i i /= 1 >  п, плоскостью x iу =  1 > / = • >  п.  Отсю -

да следует, что каждая крайняя к ^ * ¿ , - = 1, / =  1, . . . ,  п,  точка  
должна содерж ать не менее л2— 2/г нулей. Проверить, что у к р а й ­
ней точки найдется a ¡ j =  1, и применить индукцию к матрице, у ко то ­
рой вычеркнута i -я строка и /'-й столбец.

381. См. задачу 335.
382. Компактные операторы образую т идеал в End (L ).
383. Если a¡ -*■ 0, то V е >  0 3  N:  V я  >  N  | ап ¡ <  е. Рассм отреть

/(  =  < { * г } е /р  (R): —  s e l l  (можно считать, что a¡ Ф  0) и K N —  
' I ai I Ip j

=  К П ^ ( е1- •••> én )- Выбрать е-сеть x lt . . . ,  х т в /(д, и до к азать ,
что она есть 2е-сеть для К • О ператор А  компактен тогда и т о л ь к о  
тогда, когда К  компактно.

384. Н а подпространстве í . =  { / e C [ 0 ,  1], / 1|0> 1/г| = 0} оператор 
Af  =  xf  обратим. ’ !

385. Пусть Л '— компактный оператор. Тогда оператор А"  ком ­
пактен. Поэтому множество A’ S",  где S"  — замкнутый единичный 
шар в пространстве L " , предкомпактно. Пространство L2 может бы ть 
изометрически вложено в Ц . О тож дествляя L¡ с образом в Ц  при 
этом вложении, получаем s  A ’ S ”, следовательно, множество ^4S 
предкомпактно в сильной топологии L J, а поэтому и в сильной топ о­
логии пространства 1 2-

386. Применить теорему Вейерш трасса.
387. Если {ф;} и {ify}—полные ортонормированныесистемы в L 2{X, \ i ) 

и ¿2 (Y,  v), то {Z/^/} — полная ортосистема в L 2 (X X V,  Ц X v).

388. Д окаж ем , что || F (л:) ||р |j /  (л:) ||р , где

Если 0 <  Е <  X ,  то имеем 
X

F  \Р  1 С d
-  dx = ------- Ц  \  FP - ~ ( x i - P ) d x  =
х 1 р  —  1 J  dx

í
£W'FP(g) Xí-PFP(X)  

~  р - 1  ' р - 1



Л

Если ( ф О  в (О, X ) ,  то левая часть неравенства (#) положи- 
X X

тельна и потому  ̂ ёх^с.  ^  || ¡Рйх.  У стремляя X к со,

и о
получаем исходное неравенство. Таким образом, оператор Г —-огра­
ниченный. Д окаж ем, что Т  — некомпактный оператор. Рассмотрим

г ( ( 1/к)1/р, х <= [0 , к\, 
к \  0 , х > к ,

тогда

(в)
( т ) 1/Р> 5 е 1 ° ’ к]’
1 / 1 \1/р
¿ \ к !  ' 5 > к '

слабо сходится к нулю  в 1р , а ||/?* ( « ) | |р >  1.
389. I  рефлексивно единичный шар 5 '  слабо компактен.
390. Воспользоваться теоремой Асколи — Арцела.
391. Если СоФ®,  то нет. Если с0 =  О, то может. (Например, 

конечномерный проектор.)
3. Теория фредгольмовых операторов.
392. Существует такое  с >  0, что Vап Ф 0 ,  | ап | >  с. Применить 

теорему об открытом отображении.
393. ¡ т  Т к =  1р (И ).
394. а) П олуточность в членах Ц  и ¿ 3 очевидна.
б) Полуточность в члене ¿ 1- Пусть х — произвольная вершина Р, 

ех равна 1 на л; и нулю  на остальных верш инах. Тогда равна
1 на выходящих из х  ребрах, — 1 на входящих в х  ребрах и 0 на 
остальных. Рассмотрим любую грань Д, которой принадлежит х; 
тогда х принадлеж ит последовательно двум ребрам 1\ и Г2 грани Д. 
Если Гх и Г2 оба входящ ие в х  или выходящие из х ребра, то 
е (Г1,А) =  — в (Г2, Д). Если одно ребро выходит, а другое входит в х, 
то 6(1^, Д) =  в ( Г 2, Д). Отсюда следует, что а 2«1 =  0-

в) Полуточность в члене ¿ 2. Рассмотрим любое ребро Г и функ­
цию Iг , равную 1 на Г и нулю на остальных ребрах. Пусть Дх 
и Д2 — любая пара граней, которым принадлежит Г. Если в (Г, Дх) =  
=  в (Г, А2), т о  е (Д ь р) =  — в (Д 2, р). Если в (Г, Д1) =  — в (Г, Д2), 
то в (Д |, р) =  е (Д , р).  Отсюда ¿ Зс(2 =  0. Д ля куба и симплекса Я 0 =
=  и; /у ,= //2= о :

395. ¡ш Ск (Г ) — подпространство в С ^ - Ц Г )  функций / ,  для кото- 
2я

рых ^/(¿)«М =  0 ,



396. Считая, что 7’о =  7'„.)] =  0, имеем

//,• =  ker Ti±xl'm\ Т ¡\ L¿/ker T¡ + 1 es im 7’,-+I; í =  0, . . . ,  n,  

откуда
dim //¿ -f-d im  ¡m 7’; =  dim  ker T ¡ +L\ 

dim im ^ í  + i +  dim  ker 7 \  + i =  dim  L¡.

397. Сопряженная последовательность точна, с л ед о в ател ьн о , 
im Th замкнут в i; тогда im Г/, замкнут в L¡¡. Е сли i m T j  с  
с : ker T/¡ + l , то по теореме Хана — Б анаха существует такой  f  е  Lk,  
ч т о / е к е г Г / г  n f < £  ' m T k  +  \-

398. Будем через X o с :  L'  обозначать аннулятор  множ ества X  c r  L,  
т. е. совокупность тех f  е  L ' , которые обращаются в н у л ь  na X .  
Пусть ф — факторогображение Lk ¿ / ¡ \ (ker 7*  + i)°> тогда ( Н к)'  =  
=  (ker Tft + 1/im  Г ,,)' =  ф ((im  Г/,)°). Н о (ker 7’í( + 1)u =  im 1, так  как  
im 7V f-1 замкнут в « — слабой топологии L '/(k e r T k 4 i)° =  
=  Lft/im Г * -i-i, но (im  7’fr) ° = k e r  T/í im Г*-)-1 = >  ф (im  Т1*)0 =  
=  ker Т к !im 7'¡í +  i.

399. Оператор сдвига вправо.
400. di m ker А =  п,  dim  coker A  = 0 ;  \r\AA =  n.
401. Ответ: если а (х) Ф  0 ни в одной точке о тр езк а  [0, 1]. 

П усть х 0 е  [0, 1], а ( х 0) =  0 и х п - + х 0; можно считать, что а (х„)  ф  0. 
Рассмотрим / j g C [  0, 1] такую , что (х„) =  I а (хп) | \  0 < Л < 1 .  
Тогда при X' Ф  X"

402. ker Р  =  0, im Р  =  С(Г), так  как любую непрерывную  на Г 
функцию и можно единственным образом гармонически продолж ить в Q.

403. В силу теоремы единственности для голоморфных ф ункций  
ядро оператора А умножения на а  (г) — нулевое.

Пусть г ь  . . . ,  г„ — нули а (г) на Q — кратности k \ ...........k n .
Тогда im Л =  { / е  Я  (Q), (z¿) =  0, /  =  1, i =  1............«} .

п
ind A

i — i
404. Из явного вида ядра вытекает, что решение долж но иметь 

вид f ( x )  — a cos x- \ -b  sin x.  П одставляя это выражение в у р авн ен и е , 
получаем систему линейных уравнений относительно а и Ь:

а =  Х * =  • ®та система имеет ненулевое

решение при ,̂ =  4/(л +  2). Собственные функции пропорциональны  
cos х  ±  sin х.

405. Д л я  любых g ( x ) .  Уравнение имеет единственное реш ение.

406. При X ф  -г------ .
^ Ь — а

407. A + : H i  -> //о -  ker А + =  R ^ 2/2.
Докажем, что ¡ш Л + замкнут в Н 0. Пусть / е  im Л +, тогда 

т|) (х) =  |j¡ eí2í2f ( t )  d t j  е~ * !/2лежит в Н г и Л + г|) =  / .  П олож им  / 0 =

= [ - V 2 ,  V  2 ], / 1 =  Г— со, - J / 2 ] ,  / 2 =  [ ^  2, оо], / ¿ = / 1 , . ,  Ч>, =  * 1 /£ . 

Тогда A ^ i  =  [¡. Докажем, что, если / л -*-0 в Я 0, то в H i .



У читы вая, что Но =  Н 0 ( / 0) Н(, (I¡) -\- Н 0 ( !2) и Н ^ ~ Н \  ( / о) +  /Л  (Л )-|- 
+  Н \  ( / 2)» достаточно рассмотреть отдельно интегралы по / 0, и / 2.

/•*
а) 5 ^ / ( 0  ^ 2/2 <  \ | /  (О I поэтому если /"  -► 0 в ¿ 2,

о
то Ч’о - *"® равномерно на [— (/"2, К"2]. Так как (<рд/~Ьх1Ро ~  /о* то 

(^ о / “*■ 0 в Яо (/<>)■
—У"2 —/2

б) $ ('К +пМ 2 $ № * =
—00 —00

—У~2 -У2
=  $ (№)2+ 2^1'151+^2№)2) ^ =  (0К)2+(*2-1 )№ )2Мл:+

—СО —со
—УН

+  2 ^ ?  ( -  V  2 )  3=  ^  [ ж ) 2 +  - у  (ф  1)2 + 2 4 1  ( -  К 2 )  <**.

—СО

Если —► 0 в Н 0, то /д —>■ 0 — (— |/ 2) — >■ 0 и —>■ 0 в / / 0 ( / х) —^

= > ч>7-»-ов ^1 (Л)-
в) / 2 рассматривается аналогично ¡¡.
Таким образом, ¡ш Л + замкнут в Н 0 Заметим, что полиномы 

Эрмита принадлежат ¡ т  А + ==> 1 т  Л+ =  Я 0; ¡п(1Л+ = 1 .  Рассмотрим 
оператор Л _ -к е г Л _  =  0, ¡ т  Л_ — зам кнут. (Преобразовать выраж ение

оо оо \

^ ( ф '— х ^ { ) г йх  — ^ Р<1х\ .  ¡ т  А* =  Н 1,
—со —со /

кег Л ! = { /  е= //о- (/ — */. ф )я 0 =  0 V /  е  Я 1}-

Вывести отсюда, что <р =  се—л:г/2, а тогда тс !Л _  =  — 1.
408. Использовав теорему Фубини, доказать, что функция 

ф (8) =  (Лер) (5) определена почти всюду. Применяя неравенство Коши — 
Б уняковского, получить оценку

ь
Н’О О г^М !/., • $|К(®, 0 ¡2м.

а

И нтегрируя последнее неравенство по «, прийти к искомой оценке.
409. Проверяется непосредственно.
410. Применить теорему фубини.

ь ь
411. Положить а,• /=  ^ <5* (О Р/  (I) М,  &/ =  ^ <2,- (0  /  (I) Ш.

а а
412. П оказать, что некоторая степень оператора, стоящего в пра­

вой части уравнения, является сжимающим оператором и, следова­
тельно, однородное уравнение имеет единственное (тривиальное) реше­
ние. Д алее применить альтернативу Фредгольма.

413. Применить теорему Фубини и неравенство Коши — Б уня­
ковского.

414. Воспользоваться результатом задачи 413 и применить 
индукцию ,



§ 3. Функциональные пространства 
и обобщенные функции

1. Пространства интегрируемых функций.
415. Д окаж ите сначала для а , Ъ ^  0 числовое неравенство 

а 1/,)Ьич а/р +  Ь/с/: рассмотрев функцию ср =  — (/р,  докажите 
неравенство ф (0 = й ф ( 1) Для / > 0  и подставьте ¿ =  а /6 .

416. Из неравенства Гельдера следует, что

для которой достигается равенство.
417. Пусть q связано с р > 1  соотношением 1/р-(-1/£/ =  1. П ри­

меняя неравенство Гёльдера, имеем

\ \ f + g \ p d v ^ l f \ { f + g \ P - i d ll +  \ \ g \ \ i + g \ P - i d l i ^  
х х X

( j  I /  \p d n ) l,p ( j  I f  +  g  IP d|x)1/,? +  ((( I g  IP ( j  I f  +  g \ p  d n y / 4 ,

откуда непосредственно следует доказываемое неравенство.
418. Пусть я , £ е  2 , т е ! Ч ,  характеристическая функция.

419. Решение аналогично задаче 418.
420. Если card  Х  =  со, рассмотрите несчетное множество функций, 

принимающих значения 0 и 1 в некотором фиксированном счетном 
подмножестве множества X .

421. Пусть р' ,  q'  удовлетворяют условиям: p '  —  p/q-t l / p '  - \ - \ / q ’ =  
=  1; f  е  Lp . Суммируемость \ f ] v  следует из неравенства Гёльдера

ji / М ‘ | (j I fg  I d u )  = - ( J  I f  IP d u ) 1»  (()'I g  f d ^ y / O  s c  I f \ P  d u ) 1" ’ . 
X  À

422. Пусть q ~ > p ,  l / p > k > \ / q .  Рассмотрите функции

f q (x) =  x lt0 (х —  1), 

i p ( x ) = x  *X[0t ij (x),

q r s 
неравенство Гёльдера, имеем

423. 1 / P < p <  l / a .

424. Пусть — H--------  — , тогда - - ! - - | - - L = l .  П рим еняя
q г s q/s r/s  y

тогда ^  +  ^ = 1 .  П рим еняя два раза

И Ф  111 ¡¡/ | р \ gh  !|s ==£ [ /  |p  | g  j ,  , h  I .



425. Л егко проверить, что 1/г =  а /р  +  Р/?> а +  (5 =  1- Ограничимся 

случаем q <  со,  f ( x ) ^ 0 .  Тогда 1 =  р д га'  ̂ ^д7р)~' пРимените нера­

венство Гёльдера к произведению far  • /Р г .
426. И спользуйте очевидное неравенство

( II /  loo -  е) (,и (Х '))1̂  ^  II f  ||р *£ ((X (X))1"  II f  !ет,

где множество X '  cz X  подбирается по е >  0 так , чтобы /  | Зг  II /  !ет —
— е при i e X ' ,  (х (Х ')т ^ О .

427. S  [а, Ь] и Р  плотны в С [а, Ь] (даже в смысле равномерной 
сходимости), плотном в Lp[a,  Ь]. При м алы х е Р 0 плотно в С [а  +  е, 
Ь —  е].

428. П ри а, ф О ,  —  1/р  < а  || |р =  (р а  +  1 ) ~ '/р; п р и 1 й £ р < с о
1 х° !р =  1; при а > - 0  |дс“ |00= 1.

429. а) Под пространство ломаных с вершинами в точках 0, . t  1, 
± 2 , ...;

б) функции из Lv  удовлетворяющие условию /(* )  =  /([* ]).
430. П усть V a  L  . Докажите, что существуют /И, и М.2 такие,

что
V / e l /  ¡ f h ^ M i \ \ f l Lt

П усть { ф ! . . . ср„} — ортонормированная система в V,  рассматри­
ваемом как подпространство в Loo- Д окаж ите, что

п
2  с т  W 
г=1

п
; М 2 для всех х  s  X ,  У] c¡ sg  1, 

i=i

откуда вы ведите, что dim  V <  со, вопреки условию задачи.
431. Д л я  любого е >  0 и любой /  е  Lp (R , dx) существует отрезок 

[а, Ь] такой, что (  ( [ f (х) \р d x \ Up <  е. Примените задачу 427.
W [а, Ь] 1

432. П роверьте непрерывность в среднем на пространстве C0 (R) 
из задачи 431.

433. П роверьте непрерывность в среднем на пространстве C0 (R")-
434. П усть сначала М  состоит из одной функции f. Тогда усло­

вие а) вы полнено автоматически, условие б) вытекает из определения 
суммируемой ф ункции, а условие в) — из задачи 432. Далее, если М 
состоит из конечного числа функций /х, . . . ,  /„ , то для каждой функ­
ции fi условия а), б), в) выполняются с константами сь  R t (е), б/ (s) 
соответственно. Положим с =  шах с;, R  ( e )= m a x  Ri(e,),  6 ( e )= m in 6 ;(e).

I i i
Тогда для  М  выполнены условия а), б), в). Наконец, если М — любое 
предкомпактное множество, для которого {fv  — е/3-сеть, то
для М  вы полняю тся условия а), б), в) с константами с +  е/З, R ( 2е/3),
б (е/3). Это доказы вает необходимость условий а), б), в).

Пусть теперь условия а), б), в) выполнены. Рассмотрим отобра­
жение (ре множества М в подпространство С [— R(s),  Я(е)] c z / .„ (R ,  dx)

* +  б(е)

по формуле tpe ( / ) W  =  - ^ j  ^ ¡ ( t ) d t ,  Из условия а) вытекает, что
X



<р(М) ограничено в С [ — /?(е), /?(е)], из условий б) и в) — что р ас ­
стояние в Ьр (Я , ¿х) между /  и фе (/) — не превосходит 2е. Н аконец , 
из в) следует, что функции ср (/), /  е  М  равностепенно непрерывны. 
Поэтому ф (М)  — предкомпакт в С [— /?(е), Д (е)] и, тем более, пред­
ком пакт в Ьр (Я, йх).

Если {ф(/х). ф (/„)} — е-сеть в ф (М ), то / р  Зе-сеть
в М .  П оскольку в произвольно, М  — предкомпакт.

435. Отображение Дх)(8 ) |Г М '— ►/(*) ■ 8 ( х ) продолжается по н еп р е ­
рывности до отображения (X,  ¡х) ( Я ) ( К ,  V) в Ь1( Х х У , ¡гXV) ,  
не повышающего норму. Проверим, что это отображение па самом 
деле изометрично. Пусть ф е  Ц  (X х  У,  (XXV). Тогда ф аппроксим иру-

П
ется по норме функциями вида ф (х, у)  =  сИ е , (*) Хр,- (У)• где

1= 1
ЕI (Р/) — попарно дизъюнктные измеримые подмножества в X  (К ). 
Без ограничения общности можно считать, что |х (£,•) и —  р а ц и ­
ональные числа, а тогда, умножая ф на подходящее целое число, 
можно считать эти числа целыми, Т аким  образом, наше утверж дение 
сводится к частному случаю, когда X  и V  состоят из конечного 
числа точек единичной меры. Это значит, что мы должны установить 
изоморфизм пространств 1Х (п, I*) и 11 (тп,  И). Пусть ег , . . .
. . . ,  еп —  базис в первом пространстве, / 1, . . . ,  ¡т — во втором; тогда 
в тензорном произведении в качестве базиса можно взять е ; 0 / у .  П усть

— соответствующий базис в третьем пространстве. Надо д о к азать

| =  | 2 С̂ 4  т- е' ы  \ 4 а) | £  } ЬТ ‘' [ =  Е  1 СЧ !■
II Ц I I  I/ II а  1 / Ч'
где ниж няя грань берется по всем представлениям вектора

2  Сце1 ®  // в виДе суммы 2  ч5“ ®  где Фа =  2  4 а>е*'
ч а I

6^ /у -  Оценка в одну сторону вытекает из равенства 

е ^ = ^ а ^ )Ь ^ )■ Оценка в другую сторону получается из рассм о­

трения конкретного представления, в котором а  пробегает все пары
<1 / Ч>ц =  сЦе1< уРи =  1г

436. а) Назовем подмножество Е в пространстве л с мерой (х ато­
мом, если ц (Е) >  0 и любое измеримое подмножество Р с  £  либо имеет 
меру нуль, либо ¡.1 (^) =  ц ( £ ) .  (Легко проверить, что для борелевских 
мер (х атом ы — это точки положительной меры.) Докажите, что к р а й ­
ними точками в (X,  |х) являются характеристические функции а т о ­
мов и только они. (В частности, пространство 1г имеет крайние т о ч ­
ки, а 1Л [0 , 1] — нет.)

б) Все граничные точки шара (для доказательства вы ясните, 
когда неравенство Минковского превращ ается в равенство).

в) Множество таких (, что | /  (лс) | =  I почти для всех х.
437. 1Х является пространством, сопряженным к пространству 

сходящихся к нулю последовательностей, а ¿1 [0 , 1] не является с о п ­
ряженным ни к какому банахову пространству, так как в противном 
случае единичный ш ар^ имел бы край ние точки вопреки задаче 436
а) (примените теорему Крейна—М ильмана).

2. Пространства непрерывных функций.
438. Д л я  доказательства полноты рассмотрите поточечный п р е ­

дел фундаментальной в С (X) последовательности.



439. Многочлены от п переменных с рациональными коэффици­
ентами образуют всюду плотное множество в С { Х ) .

440. Если ф ункция §  принадлежит единичному шару в С (X),  то

IF (g) I =  I f - F ^ F (  1).

441. Если f  (дг)— неотрицательная функция, то положим О/ = { £ :  0<£
(*)}• Тогда Fl (J) =  sup F(g) .  ~~

eeaf
442. Будем обозначать через Ег к —окрестность множества Е  и 

через Е  —  замыкание Е.  Покажем, что для любого компакта К  cz X  
справедливо соотнош ение ц (Кг) -*■ Ц (К)  при е -► 0 . Д ля этого фик­
сируем б >  0 и выберем функцию ф е С  (X),  обладающую свойствами:

(*)*£•• F ( ф )^ ц (^ )  —б- 
Пусть L — множество тех точек i e X ,  для которых ф (х) ^  1 — б. 

Ясно, что L — ком пакт, не пересекающийся с К .  Обозначим через

d  расстояние между К  и L.  Если е <  d,  то функция (х)-
’ -б

jpjx)
1 i - г

обладает свойствами (х) sc \р (х) sc  1. Поэтому ц ( К е) sg F (ip) =

^ ( ф )  (X (/С) —  б  п  с п 
=  =  ]"3 g— • П РИ о -►0 последнее выражение стремится

к ц (К)-
Отсюда легко вы текает равенство ц (К) +  ц (X \ К ) =  1. конечная 

аддитивность, а такж е регулярность функции ц

ц ( Л ) =  sup ц ( К ) =  inf (i (G),
К с А  в=>А

где К  означает ком пакт, a G — открытое множество.

(оо \  оо

ц  М £ л ) выводится непосредственно

л = 1  I п = 1
I n  \ п

из определения (х ( Е п) и неравенства ¡.i и  f t  г 13= 2  I1 которое
\i= i / i = i

следует из определения ц (К ).
Д л я  вывода обратного неравенства воспользуемся регулярностью

СО

ц, введем компакт К  а  Е  =  J J  Е п и открытые множества G-t Z2  £,•
п— 1

так, чтобы

,х ( Е \ К ) < ~ ,  |1 (Gn\ E n) < ± .

со N
Из включения К  cz Gn вытекает включение К  с  и  Gn при

П =  1 п  —  1
некотором N,  Теперь из конечной аддитивности и следует оценка

N  со
Ц (Ю  ^  ^  ц (<3„) и, следовательно, неравенство ^  n(G„)-)-e.

п= 1 п = 1

L



444. е (/) =   ̂й(х)с1Цх); С(х) и Несоответственно равны а) 0(х), 1;
—  1

б) х— 20(х), 4; в) *26 (х), 1/2; г) х —3x0 (х), 3.
445. Для доказательства достаточности условия докажите, что 

для любой ступенчатой функции 5 (х) выполняется
1 >

Нш 5 (х) <1ёп (х) =   ̂5 (х) (х).
п-оо й й

Произвольную функцию / (х) е  С [0, 1) приблизьте ступенчатыми.
446. Сведите задачу к случаю, когда М состоит из монотонно 

неубывающих функций. Выбирая последовательность из М , сходя­
щуюся в некоторой точке, из нее подпоследовательность, сходящуюся 
в другой точке, и т. д., диагональным способом (из п-й подпоследо­
вательности возьмите п-й член) получите подпоследовательность {ф „}, 
сходящуюся во всех рациональных точках отрезка [0, 1]. Докажите, 
что {фя} сходится к некоторой неубывающей функции ф (х) всюду, 
кроме точек разрыва ф (х), множество которых не более чем счетно, 
что позволяет диагональным способом выбрать из {ф„} подпоследова­
тельность, сходящуюся и в этих точках.

447. а), б) продолжением являются /(0) и /(1) соответственно; в),
г) — продолжения нет, так как любую функцию / е С [0, 1] можно 
приблизить полиномами вида (Х + 1) (х), для которых /•’3 =  0, и 
полиномами вида р2(хЛ/ ’*“ 1), для которых ^  (/) =  с0/ (0). Проверьте, 
что эти продолжения не годятся.

448. ^ (х )= 1 , /2(х )=  — 1 (см. задачу 299).
449. Пусть (Хд— тщ +  (1 — т) ц2. где т е  (0, 1), а щ и ц2 при­

надлежат единичному шару в С' (X). Обозначим через [х какую- 
нибудь функцию из С (X ), которая равна 1 в точке х и принимает 
значения из [0, 1) в остальных точках (например, }х (у) =  т ах { 1 —
— й(х, у), 0}). Тогда ц* (/*)= ! ^  |=1, | щ ((х) | 1, | ц2 (/*) I 1 ■ 
Поэтому щ (/л) =  щ {¡х) =  1. Это возможно лишь в случае Ц1 ({х }) =  
=  Иг ({•*}) =  '• т- е- И  — Иг =  М*- Значит, ^  — крайняя точка.

Пусть теперь ц — любая крайняя точка в единичном шаре С ’ (X ), 
/(х) — любая непрерывная функция на X , принимающая значения из 
(0, 1). Легко убедиться, что либо ц, либо (— ц )— положительный
заряд. Пусть для определенности ц > 0 . Положим щ ,

И (!)
(г2= у — Тогда ц, и |х2 лежат в единичном шаре С '(X )  и

* И (/)
ц = (х(/)-Ц1 + 11— [*(/)] ц2.

Так как |л — крайняя точка, то цг и у2 совпадают с ц. Отсюда легко 
выводится, что |* (/£) =  |* (/) (* (§) для любых /, § е  С (X ), принимаю­
щих значения из (0, 1). Ввиду билинейности этого соотношения, оно 
справедливо для всех /, ц е  С (X). Обозначим через Ь ядро функ­
ционала (.1. Это — замкнутый идеал коразмерности 1 в С (X ). Легко 
показать, что существует точка х е Х ,  в которой обращаются в нуль



все функции из L. (В  противном случае X  покрывается конечным 
числом окрестностей U ¡, для которых найдутся / ¡ e i .  такие, что 
fl (х) ф  0 на Ui- Тогда / =  2  I /¡I2 е  L и f ф0> на X , откуда L =  C (X).)

i

Условие codlmZ.= l влечет единственность такой точки. Теперь ясно, 
что n =  p,*.

450. Докажите, что если / е  А, то j / | е  А (разложите У р  в ряд). 
Отсюда непосредственно следует, что шах [/, gj е  А, min [/, g] е  А, 
если f, g s  А. Если f e C  (X), x0 e  X , e >  0, то существует g e / l ,  
g (*0) =  / (лг0), g (y) <  / (y) +  8 для у e  X  (воспользовавшись компакт­
ностью X , возьмите минимум подходящего конечного семейства функ­
ций). Завершает доказательство теоремы переход к максимуму неко­
торого конечного семейства функций.

451. Нет; рассмотрите

^ = { / W l f W e C ( X ) ,  /(*о) =  ° } .

452. Пусть диаметр множества X  равен 1 (что, очевидно, не огра­
ничивает общности). Так как X  — компакт, его можно представить 
в виде объединения конечного числа компактов X j, .. ., Х пi диа­
метра 1/2. Каждый из Xf, £=1, . . . ,  можно представить в виде 
объединения конечного числа компактов Х ;1> ..., Х г диаметра 1/4 
и т. д. Отображение ф мы будем строить постепенно. Сначала разобьем 
отрезок [0, 1] на 2пг — 1 равных отрезков Дх, ..., Д и будем 
считать, что ф (A2*-i) с: Х ;, а ф (Д2*) — путь, соединяющий некоторую 
точку х *е Х д , с точкой (Такой путь существует ввиду 
линейной связности X .) Отрезок A2ft_i мы разбиваем на 2я2— 1 равных 
отрезков l=Si=S2n2 — 1 и полагаем, что ф (Д2*-1, 2t-i) с: Х к1,

а ф (Д2*-1, и) — путь, соеди­
няющий точку % е Х ы  с 
точкой хк, /+1 е= Х к, /+1. Про­
должая этот процесс, мы 
определим отображение <р на 
некотором плотном подмно­
жестве отрезка [0, 1], причем 
это отображение будет равно­
мерно непрерывно там, где 
оно определено. Поэтому его 
можно продолжить до непре­
рывного отображения всего 
отрезка.

453. Утверждение этой 
задачи — частный случай за­
дачи 452. В этом случае по­
строение можно иллюстри­
ровать чертежом (рис. 4): 
Здесь числа tit, пг> ••• все 
равны 4, в качестве пред­
ставителя Х[ , ..., ik квад­
рата X fx ik берется его

центр; четыре квадрата k-ото ранга, лежащие в одном квадрате 
(k — 1)-ого ранга, проходятся по часовой стрелке, начиная с левого 
нижнего.



454. Отображение *.(|cos2n/|2/9sgncos2jtf, | sin 2яЛ /? sgn sin 2я/) 
переводит [0, 1 ] в единичную окружность в 1р (2, R). Соответствую­
щее вложение 1р (2, R) в С [0, 1] имеет вид
(а, Р )н-*ф а, р (0 =

=  а  j cos 2я112/9 sgn cos 2nt +  p j sin 2яt |2/<?sgn sin 2nt.

Проверьте, пользуясь неравенством Гельдера, что

max ,1фа, р( 0 \ =  V\ «  lp +  ! Р |р- /еЮ, 1]
455. Рассмотрим естественное линейное отображение ф

с  [о, 1 ]® С [о , 1 ]- *- с (а ),
задаваемое формулой

ф (/<S> £) (*- У)=  (х)ё(,У)-
Ясно, что это отображение ииъективно, а из теоремы Вейерштрасса 
вытекает, что образ ф плотен в C (D ). Остается проверить изометрич- 
ность ф. По определению, нормы в тензорном произведении

2  f l ®  gl = , „ SUP, ,г“ , fl i!n!l = i|v||= I
l-i (fl) v (gi) j •

Достаточно брать верхнюю грань только по крайним точкам единич­
ных шаров в С [0, 1]'. Поэтому (см. задачу 449)

2  fl М  g l (У)

=  sup 
X, у \ i

gl) (*> У) ф

456. Воспользовавшись теоремой Стоуна — Вейерштрасса, дока­
жите, что С (X ) ®  С (Г ) плотно в С {X x Y ) .  Завершает доказательство 
тривиальная проверка того, что норма рх 0  ру, где рх и ру нормы 
в С (Х ) и С (К ), совпадает с нормой в С (X x Y ) .

457. Воспользуемся тем, что сопряженный оператор А ' задает 
изометрию единичного шара в С (Y )' на единичный шар в С (X ) ’ . 
Поэтому для каждой точки ¡ / е У  существует такая точка х =  ф (у) и 
такое число а (у) =  ± \ , что А'ци =  а (у) [ix. Отсюда (Af) (у) =  
=  а(!/)/(ф(у))- Полагая / =  const, мы видим, что a e C ( Y ) .  Поэтому 
/ °Ф  е  С (У) для любой / е С (Х ) .  Отсюда следует, что ф — непре­
рывное отображение. Применяя это к оператору А г, убеждаемся, 
что обратная функция также непрерывна.

458. Пусть F n (х, у) = /„ (* )+ g „ (у) — фундаментальная последова­
тельность в С (□)• Тогда F n(0, у) = f n (0) ~\~ёп (У) фундаментальна 
в С [0, 1] и, следовательно, f „ (x )—fn (0) фундаментальна и

lim F n (x, у )=  lim (/nW - / n (0 ) )+  ' im (gn(y)+ fn (О))-
П - . 0 0  « - > 0 0  п - » о о

459. Пусть { rn} — всюду плотная в [0, 1] последовательность, 
причем /о =  0, Г1=1. Рассмотрите систему {/„}, где fi(x ) =  x, 
а при п >  1 fn (х) определяется следующим образом: пусть гп при­



надлежит rs ) — одному из (л — 1) интервалов, на которые точки 
Гг> rn-1 разбивают отрезок [0, 1]; тогда

М ° ) = о ,  U ' s , )  =  °- fn Ы  =  1' U ' J  =  °- / „ (0 = 0 .
а график fn (x) — четырехзвенная ломаная.

Замечание. Топологические базисы имеются также в пространствах 
L p (0, 1) и 1р при 1 ^  р <  оо, в сепарабельном гильбертовом про­
странстве (очевидно), но не во всяком сепарабельном банаховом про­
странстве.

460. Если тригонометрический ряд сходится равномерно к функ­
ции f(x), то он сходится к ней и в смысле Ц  [0, 1], и, следовательно, 
в силу ортогональности тригонометрической системы, является рядом 
Фурье f(x). Утверждение задачи следует из того, что существуют 
функции из СР [0, 1], ряд Фурье которых не везде сходится.

3. Пространства гладких функций.
461. а) Неметризуемость следует из того, что для любой число­

вой нефинитной последовательности {Х„} последовательность {Кпеп} 
не стремится к нулю в ¡¡р (N).

б) Последовательность сходится к при л-»-со, если 
и только если: 1) существует такое N, что х ^  — 0 при K > N  и 
всех п; 2) х ^  -*■ хд. при /С =  1, 2, ... , N.

в) Пусть хк  — последовательность точек в й, не имеющая пре­
дельной точки внутри Й; [U K \ — набор попарно непересекающихся 
окрестностей точек хк , ф/(. — ненулевая функция с носителем в Uк . 
Искомое отображение (N) в (Й) можно задать формулой

СО

{с*}-»- 2  С*Ф*-
А =  1

462. Импликация а) б) очевидна; б) => в), так как сходя­
щаяся к нулю последовательность ф„ стремится к нулю по всем 
полунормам; в) г), так как М к (й) метризуемо; г) => а) по 
определению топологии в 2# (Й).

463. к  (Й) является пересечением семейства замкнутых мно­
жеств 1Х=  { ( р е  ^  (Й) : ф (*) =  0}, где х пробегает й \  К.

464. Сначала постройте конечный набор функций {г|>,-}, 1 -gisg/V,
N

ДЛЯ которого supp ty i С= U i  И -ф =  "фi S s  б >  0  на К .  Пусть теперь
1 =  1I е  ё (R ) такова, что f(x) =  0 при х<6/2 и / (* )=  1/х при * 3: 6. 

Тогда ф,-=% •/ (if> (х)) — искомый набор.
465. Воспользуйтесь результатом задачи 464.
466. Представьте й  =  R n \ K  в виде объединения счетного числа 

Шаров. Воспользуйтесь тем, что любая функция из Щ (Q), удовлетво-

ряющая оценке [ ф (х) | ■< е л К) продолжается (нулевыми значе­
ниями на К ) до функции из Щ (Я").

467. Существует.
468. Воспользоваться методом доказательства теоремы 30 гл. I I I ,
469. Все, кроме в),
470. в) и г),



471. В  случае 0$ (Кл) проверьте, что щ-+0 влечет Х{ • ср* -> О
и ^ - ► О ; в случае 5 (К«), # ((* ") дайте оценку соответствующих по- 

дХ1 
лунорм.

472. а) да, б) нет, в) да.
473. Проверяется непосредственно.
474. а) да, б) нет, в) да, г) да, д) да, е) да.
475. Воспользуйтесь тем, что ряд кт \'п) (х-\-к) сходится аб-

кег
солютно и равномерно на отрезке [0, 1], если / е  5 (И), т ,  п <= N.

476. Пусть рк — норма пространства С* (Тт ), <7/,—-норма про­
странства Ск (Тл) и г* — норма пространства Ск (Тт  + п). Про­
верьте, что норма Р к ® Я к  эквивалентна гк (пользуясь тем, что 
всякий линейный непрерывный функционал на Ск (Тт ) имеет вид 
</' ф )=  2   ̂ д'ф (0 (0. где V,- — борелевские заряды с ко-

|1[ </г Тт
печной вариацией на Тш). Далее, из неравенства Коши—Буняковского 
для 12(Тт+п) выведите, что норма рк ®  мажорируется нормой г5 
при в >  ( т  +  п)/2 +  2й. (Более точно, для / е С * ( Тт+п) ряд Фурье
сходится к / по норме Р/г ф<?/(-)

Таким образом, системы норм {Рк®Яп}<  \гк } и {Р к @ Я п ) экви­
валентны, что и доказывает нужное утверждение, если воспользо­
ваться теоремой Вейерштрасса о плотности тригонометрических мно­
гочленов в <2$ (Тп).

477. а) Нужно проверить, что при ( е [ — I, I] все функции об­
ращаются в нуль вне некоторого компакта К, не зависящего от I, 
и что ¡ <1’/ стремится равномерно на К  к (ду}),1], где I — любой 
мультииндекс, а ди означает частную производную по направлению у. 
Воспользуйтесь теоремой о конечном приращении.

б) Нужно проверить, что на любом компакте К  сг И", стре­
мится равномерно на К  к (ду/),г>.

478. Свойство а) очевидно; свойство б) доказывается по индук-

при
П

ции, используя тождество /«*(*) =  £-  ̂ .1, — 0 ^  веРное
II

г <  п. Сходимость последовательности при п->- оо и фиксирован­
ном г следует из оценки

I —----- б
| 1п ' Ч ’ 1 ! "= б , . . . б , , .  '+ 1 ип >

верной при п ^ г  +  2.
479, а) Пусть М — ограниченное множество в ь. Тогда оно пред- 

компактно по любой полунорме так как ограничено по полунор­
ме Р/г+\’ Введем, как обычно, расстояние на I  по формуле й (/, —

оо
“  2  — £)• Если конечная 2‘ -̂сеть для М по полу-

I
норме рА, то она будет 21- '-сстыо в смысле расстояния с1. 

к—1



б) Разберем случай L =  g FK (Q), й c R « .  По теореме Асколи—Ар- 
це л а, множество М, ограниченное по норме рА + 1(/)= max \dlf(x)\,

будет предкомпактным по норме р так как все функции вида д!f, 
\1\ ;£ k будут равномерно ограничены и равностепенно непрерывны в й.

480. Если фя — фундаментальная последовательность в Щ (Q, L), 
то для любого мультииндекса I и любой точки « е й  последователь­
ность д’у п (х) фундаментальна в L. Пусть i|>/(*)= Um д‘срп (х). Дока-

- ,  /2 - + 0 0  
жите, что ^fi{x) =  d % (x )  и что ф „^г|)0 в топологии Ш (Й, L). Мет­
ризуемость Щ (й, L) вытекает из наличия счетного набора норм. 
(Если \ P j\ -  счетный набор норм, задающий топологию в L, a {К/} — 
счетный набор компактов, исчерпывающий область й, то полунормы 
РК щ определяют топологию в ¡§ (Й, L).)

481. Рассмотрите отображение Щ (Q t x f i 2) в Щ (й ь £ (Й 8)) по 
формуле ф где (/ (х)) (у) =  ф (х, у). Воспользуйтесь результатом 
задачи 477.

482. Используйте результат задачи 476 и тот факт, что периоди­
ческие функции плотны в Щ (R ").

483. Для случая S  (R™) полезен результат задачи 475.
4. Обобщенные функции.
484. Все носители совпадают с R. Непрерывность функционалов 

вытекает из теоремы о слабой полноте (R).
485. Исследуйте этот предел отдельно для четных и нечетных 

функций. Ответ: 0.
486. Нужно проверить, что если интеграл | ф (х) \|5 (х) dx равен

R
нулю для всех е  ^  (R), то q> œ  &  (R) тождественно равна нулю.

487. а) Докажите, что lim (/8, ф )= 0  для всех ш, обладающих 
свойством ф(0) =  0.

488. Исследуйте отдельно функции, равные нулю в нуле, и функ­
цию, постоянную в окрестности нуля.

489. Ответ: лб (х).
490. Существует и равен 0.
491. Воспользуйтесь тем, что JgJ'fR) плотно в Lp ( R, dx).
492. Пусть р (X)— локально суммируемая функция. Для любого 

отрезка [а, Ь], не содержащего начала координат, существует после­
довательность ф„ е # ( R), сходящаяся к x[0i (х) и имеющая носи­
тель в отрезке [a — e, & +  е], также не содержащем начала. Из равен-

h
ства 0 =  ф„ (0) =  1[ ф (х) р (х) dx вытекает, что \p(x)dx =  0 для любых

k à X
а и b одного знака. Но функция q (х) — j  р (t) dt непрерывна по х.

о
Отсюда g (л:) =  const и р(л;) =  0 почти всюду.

493. Заметим, что всякая функция ф е  Ф  (Тл) представляется рав­
номерно сходящимся рядом: ф (0 = сие1пШ. Поэтому {ет Ш , ф) =

=  с_/г и / 2  г « ™ , ф\ =  ^  с_Г=Ф(0).
' kszn I tez “

494. В качестве определяющей системы полунорм в &  (Тл) мож­
но взять нормы пространств С* (Тп),



4Я5. Пусть (p(*) = í “ . B ( i ) E f ( R ) ,  где со е  (R )— функция 
с носителем [— 1/3, 1/3], тождественно равная 1 на [ — 1/6, 1/6]. Рас­
смотрите действие F  на сдвиги ф(* + k).

496. Проверьте, что {б, ср) = — j  6 (х) ф' (х) dx. Ответ: 1.
R

497. а) Порядок равен I. Постройте последовательность функций 
Фл s  (R) с носителем на [0, 1], которые равномерно стремятся к
нулю на [0, 1], но v. р.  ̂ dx не стремится к нулю. (Напри­
мер, положите фл (*)=  1/1п п на отрезке [1/(2«), 1/2].) б) Порядок 
равен 0.

498. Один из способов: разложите \/(х± ¡0) в сумму четной и не­
четной компоненты и воспользуйтесь задачей 4876.

499. См. задачу 497 и 498.
500. а) Воспользуйтесь следующей леммой из линейной алгебры. 

Пусть даны линейные функционалы и / на линейном про­
странстве L. Если условия /г (*)=0, .... / „(* )= 0  влекут / =0, то / 
является линейной комбинацией f¡, .

б) Воспользуйтесь п. а) и теоремой Хана—Банаха для ЛВП .
501. а) [— 1, I], 0,
б) { — 1; 0; 1}, 0.
502. а) Примените интегрирование по частям.
б) Воспользуйтесь теоремой о слабой «-полноте (R).

d / X j~ 1\ xV-2
в) Воспользуйтесь соотношениями ■— j =  ¡) и «на­

чальным условием» х у Г  (1) =  б (х).
Ответ: х ^ п~ **/Г (— п) =  б^"*(л:).
503. а), б). Проверяется непосредственно, пользуясь определе­

нием прямого произведения обобщенных функций.
в) Воспользуйтесь определением производной.
504. Применить теорему о прямом произведении к функциям 

б' (х) и 1.
505. Используйте изоморфизм X  (Ц , Ц ) =» (¿ ! ®  ¿ 2)' и резуль­

таты задачи 483.
506. а) К  (х, у) =  Ь(х  — у),
б) К  (х, у) =  6 (х — а) X б (у — Ъ).
5. Действия над обобщенными функциями.
507. а) 26 (*), б) б (лг), в) ^ 6 (x  — k), í e Z .
508. а) 26 (х); б) а2е~ а|* I — 2аб (х)\
в) ^  26 (х — nk) — | sin х |; 

íez
г) — 2 sin ab {х-{-а) — 2 eos х ■ sgn (х-{-а) e~l-* + a I.
509. Докажите, что всякая функция ф е  З Р  (R), обладающая 

свойством  ̂ф (х) dx =  0, имеет вид ф =  1)/, где г|з е  2¡& (R).
R

510. Докажите, что всякая функция ф е ^ ( Р ) ,  обладающая 
свойством ф(0) =  0, имеет вид ф (х) — х\р (х), \|) е  & (# .)■

511. Пусть искомая функция F на отрезке \а — е, а +  е] является 
производной порядка k от непрерывной функции f. Докажите, что 
f (х) совпадает с некоторым многочленом Р _ (х ) на [ а — е, а], и с не­
которым многочленом Р + (х) на (а, а +  е], причем deg P + c k .



Пусть Р  (x) =  P +(x) — P  (х). Тогда
k

F W  = ( ^ j "  [Р (*Ж *-а )] = 2  CtkP(k l) (*“ «)■
/=1

512. 6' (g (X ) )  = h" (0) sgn h' (0) 6 (x— h (0)) -\-h' (O)2 6' (x-h  (0)).
513. а) (X, 0), 6) (0, 1), в) (-1 , 0), r) (-1 , 1), д) (-2 , 1).

F  (tx) — F (x) p, , .514. Воспользуйтесь соотношением l im ---;— :—'—̂ — хг (x), k o -
/-*1 1

торое доказывается, исходя из определения F (tx).
515. Воспользуйтесь задачей 502.
516. Пусть <р е  (R) и  ̂ф (х) rfx =  0. Докажите, что сущест-

R
вуют такие г|)„ е  (R) и a , s R ,  что

<p(*)=lim (■« + я,,) — tn  (■*)]•
П - *  СО

(Например, можно положить ап — - ,  \|зп (х) -- п ̂  cp (t) dt. )
V п b /

517. а) Докажите, что если ф е  (R2) обладает свойством
^ф(х, y)dx =  0 при всех j e R ,  то ф =  Л |:/дх для некоторой -ф ¡=

%  (R2); 
б) F — 1 X/.
518. а) Обобщите метод, описанный в указании к задаче 517.

N
б) F =  /гХ б ''\

¿ = 0
519. Функция /' (х) не является регулярной обобщенной функ­

цией умеренного роста, так как | f'(x )\= ex растет быстрее любого 
многочлена. К  интегралу \ / (х) ф' (х) dx неприменима процедура ин-

R
тегрирования по частям.

520. Ответ: У ] (л: —fct), где { с* }— любая числовая двусто-
ke.z

ронняя последовательность.
521. Пусть ¿--подпространство в (R ” ), порожденное функ­

циями вида х} — Я 2|ф(х), xi^ x - ~ Xj'öx-’ 1 ' ' < / ' " •  ф б

е  W  {Rn)- Докажите, что F аннулирует L и что L имеет коразмер­
ность 1 в £$ (Rn). (Для простоты разберите случай п =  2.)

522. Воспользуйтесь результатом задачи 520.
523. Докажите, что функция ф = е~~А ^  (F (х) — В (х)), где А 

и В  — первообразные для а и Ь соответственно, удовлетворяет урав­
нению ф' =  0.

524. Воспользуйтесь преобразованием Фурье и формулой План- 
шереля.

525. Существуют такие константы С и N , что | cn \^-CtiN при 
п ф  0. (Или ln (с„)/1п п — ограниченная сверху последовательность.)



526. Воспользуйтесь равенством ^ е ' пх =  2я ^  б(х — 2ял). Вы-
пе'1

ведите отсюда дифференциальные уравнения, которым удовлетворяет 
искомая сумма в интервале (0, 2л). Ответы:

(х — я \ 2 я 2
а) g— j — 12 для 2лЬ

л ch а (х— я)б )  ;----- - для х €= [0; 2я1;а sh ал 1 J
в) (2я1)~* 2  6 '* '(х — 2яи);

n s  z
I ~  sgn а: для * е  (— л; я ) ,

|_ 0 для х =  пп.
527. Нет. /Например lim <рп (х) б (х), где {ф„} б-образная после-

д  —*• СО

довательность, не существует.^
528. а) Воспользуйтесь тем, что ln (x2 +  ¡/2) =  lim ln (х2 +  {/2 +  е2)

е -> 0
/ д2 д2 \ 4е2и тем, что К —г +  . 1п (х2 4- и2 4- е2) — т т п — о-;— Затем обоб- \3х2 дуг I ' 1 я 1 ' (х2 +  г/2 +  е2)2

щите результат задачи 487а на функции двух переменных. Ответ: 
4яб (х, у).

б) См. указание к задаче а). Ответ: —4я6 (х, у, г).
529. а) Ответ: 0, если # ( х) не имеет вещественных корней; 

j к  —  ¡ i  ! (6 (х — К )  + 6 (х — ¡ i ) ) ,  если qP  (х ) имеет два вещественных 
корня X и (х; не существует, если гТ5 (х) имеет кратный корень.

б) Перейдите к полярным координатам.
2я

Ответ: (б (x2-(-¡/2 — 1), ф) =  -*-  ̂ ф(соза, sin а) da.
о

в) В области Q == R2 \  {0; 0} справедливо равенство б(х2 — i/2) — i
[б (х — у )-(-б Ос— у)]. Для доказательства удобно перейти2 [ х ¡

к новым координатам и =  х, v =  x- — y2. На всей плоскости б (х2 — у г) 
не существует.

г) В области £2 =  R3 \  {0; 0; 0} справедливо равенство

S(x2 +  i/2 — =  [б (г—/ х 2 +  !/2) +  б (г +  / х 2 +  г/2)],
¿  ¡ ¿ i

или, в цилиндрических координатах г, г, а: б (х2-f у"- — г2) =  
=  ~  [б (г — г) +6 (г+  /•)]. Эта формула задает обобщенную функцию 
во всем пространстве, так как интеграл

j   ̂ф (х< У’ ± Vх2 + У2) ~  J   ̂Ф (r cos а< r s'n а' — А) r̂ d-a

сходится для всех ф е  J ? ( R J). Если б (х3 +  (/2 — г2) существует, то 
разность б (х2 +  у- — г2) — • [б (г — V *'J +  í/2) +  6 (z +  Ц/"х2 +  (/2)]



имеет носитель в точке (0; 0; 0). Значит, она является линейной ßk̂ l+m
комбинацией функций --------- б (х, у, г). Кроме того, эта разность

дхк ду1 дгт
однородна степени — 2 и не меняется при преобразованиях Лоренца 
(линейных преобразованиях R3, сохраняющих форму х2 +  (/2 — г2). 
Значит, она равна нулю. Существование б (х2 +  г/2— г2) проверьте сна­
чала на основных функциях, равных 0 в точке (0; 0; 0), а затем на 
одной функции, отличной от 0 в (0; 0; 0).

Ответ:

б(х2 +  (/2 — г2) =  2j i j ( 6 ( г - У &  +  1/2) +  б (г +  / х 2 +  (/2)).

§ 4. Гильбертовы пространства
1. Геометрия гильбертова пространства.
530. б) Рассмотрите категорию изометрических отображений дан­

ного предгильбертова пространства во всевозможные гильбертовы 
пространства.

531. Для доказательства полноты воспользуйтесь теоремой Вейер- 
штрасса и результатом задачи 427 б).

532. Результатом ортогонализации являются с точностью до по­
стоянного множителя следующие специальные функции:

/ dа) многочлены Лежандра P n (x) =  l ^ \  [(1— а:2)"];

б) многочлены Чебышева Тп (х) =  cos ( я  arccos х)\
!  d \пв) многочлены Лагерра Ln (х) = ех I I ( е ххп)\

г) многочлены Эрмита Н п (х) =  ех‘ | е~х2.

533. а) (г) =  у  > Где 5 =  л^2— площадь круга;

б) Мг)==Т Г = т гУ я • /г!
534. Найдите разложение искомой функции (г) по базису за­

дачи 533. Ответы:
1

а) £л-(г) =
я| R - f 1

б) гл(г) = ̂ -е"-
535. С помощью результата задачи 533 докажите, что каждая 

сходящаяся в смысле последовательность аналитических функций 
сходится равномерно на любом компакте, лежащем внутри данной 
области.

2
536. а) сп =  0 при я четном, сп =  при п нечетном;

б) Сп==Х - 2 л /я Х̂ ф 2 л 1 п ) '
в) сл =  (2лт) к при я =^0, с0 =  0.



537. а) Вложите L2(a, Ь) в La (0, 1).
б) Докажите, что произвольная функция из Щ а , Ь — 1) одно­

значно продолжается до функции из искомого ортогонального допол­
нения в Ц  (а, Ь).

538. б) Докажите, что гильбертова норма оценивается через рав­
номерную норму и что обратное неверно, как следует из рассмотре-

п
ния последовательности fn (x) =  ^  , где {Лд.} — произвольная

к= 1
последовательность вещественных чисел.

539. Пусть f i (х) — функция на R, равная 1 в точке Я, и О 
в остальных точках. Тогда r  — ортонормированный базис 
в L2(R, ц). Соответствие . е1’«  устанавливает изоморфизм базисов, 
а следовательно, и гильбертовых пространств.

540. Примените процесс ортогонализации.
541. Полнота вытекает из того, что линейными комбинациями 

функций ф„т  равномерно приближается любая непрерывная функция 
на [0, !].

542. а) Функция ф|2 =  ф1ф2 ортогональна ко всем функциям си­
стемы Радемахера.

б) Доказательство аналогично задаче 54!.
543. Во всех случаях ортогональное дополнение равно нулю.
544. а) Пространство функций, равных нулю при *5=0;
б) {0}.
545. 30°, 60°, 90°.
546. а) 90°,

б) arccos ' j / ’ -fi-' гДе а — длина меньшей хорды, Ь — длина большей 
хорды.

547. а) Непосредственная проверка.
б) Пусть /С =  R - Определим скалярное произведение формулой

(х, у )=- \  * + у ;,2 - 1 * ¡I2 -1 у ?)■

Равенство (х -f у, г) =  (х, г) +  (у, г) равносильно соотношению
II х +  у +  г ¡2 - j-1 х ¡|2 + 1 у j,2 + 1 г ||2 =  j л: +  у |2 + f у +  г ¡,2 +  [ х +  г р. Это со­
отношение получается из тождества параллелограмма, примененного 
ко всем параллелограммам, которые можно составить из вершин 
трехмерного параллелепипеда. Далее, индукцией по п доказывается 
равенство (пх, г) =  п(х, г), а из него выводится, что (Хх, z) =  X(x, г) 
для рациональных к. Поскольку (х, у) по построению непрерывно 
зависит от х, равенство (Хх, у) = Х(х, у) справедливо для всех вещест­
венных X. В случае комплексного поля мы можем сначала рассмот­
реть овеществление H R гильбертова пространства Н (т. е. тоже про­
странство Н, в котором допускаются только операции сложения и 
умножения на вещественное число). Тогда в силу уже доказанного в 
H R существует такое (вещественное) скалярное произведение (х, i/)R , 
что | х а2 = (х, х)д. Определим скалярное произведение в И  формулой: 
(х, у)=(х, i/)R + « (х, iy) R . Проверьте, что это выражение действи­
тельно обладает нужными свойствами. (Воспользуйтесь соотношением
(х, ix )R =  y  (1*-И*1|2 — M t2 — [<*ii2) = 0, так как 1 Хх [2 =  | к ¡2 || л I,2.)



548. Воспользуйтесь тождеством \х-\-е‘{ду\^е'^ =  \х'^е^-\-(х, у) +
дг 2т >1 ¡у  4 л 1  к

+ (у, х) е2‘и +  || у ^ е‘0 и соотношением е ^ ^  е ы = 0  при
* = ]  к = \N ^3 .

549. Проверьте, что существует сильный предел у последовательностиП
1 VУ п ~ —  Л  Х1 и что векторы ¿1 — Х{ — у ортогональны друг другу и

г= 1 
вектору у.

550. б) в) по следствию из теоремы Банаха — Штейнгауза 
(об ограниченности слабо сходящейся последовательности).

551. Пусть I. (5) — замыкание линейной оболочки 5. Тогда 
Ь (Б )1 — Б 1. Поэтому (5 1) 1 = /.(5 ) по теореме об ортогональном 
дополнении.

552. Представьте Н в виде ¿ ф ! . 1 .
2. Операторы в гильбертовом пространстве.
553. а) Ие А =  ~ (Л + Л * ),  1т А =  ~ ( А - А * ) ,
б) А А* — А *А =  2( (1т А ■ Ие А — Ие А • 1т А),
в) У К *  =  (Ие К )2 +  ( (1т V- Не V — Яе V • 1т У) +  (1т V)2.
554. а) Положим Н Х =  РН, Я 2 =  (1— Р )Н . Проверьте, что и 

Н 2 ортогональны, в сумме дают Н  и что Р  — оператор проектирования 
на Н 1 параллельно Н г.

5+1б) Положим Р = — -— . Проверьте, что Р —ортопроектор.

555. Воспользуйтесь равенством 5 А II =  вир ' ^ Х’ ^  '
х , у  \Х \-'\У ||

556. а) Если к и I четны, то искомое неравенство можно пере­
писать в виде (Ак/2х, А1/2х) г£ || Ак12х\ • || А1/2х1 Если же А и I не­
четны, то введем новое скалярное произведение (х, у)А =  (Ах, у).

: к̂ ±  1=± \
Тогда нужное нам неравенство примет вид: \Л 2 х, А 2 х ] а =̂  

1-1 ||
А 2 х||л.

б) Выведите из а) неравенство | Ах ¡2'л^  г£ (Ах, х)п -(Ап+2х, х), 
а из него — искомое неравенство.

557. Докажите, что последовательность квадратичных форм 
С}Ап (х) =  (} (Апх, х) стремится поточечно к некоторой квадратичной 
форме (х). Затем воспользуйтесь неравенством задачи 556 б).

558. а) АР  =  Р А Р , б) ЛР = РЛ.
559. а) Достаточно рассмотреть случай сЛт// =  2,
б) соз2ф =  1гР1Р 2Р 1 =  ] Р 1Р2Р 1|.
в) Пусть единичные векторы %1 порождают единичные векторы

г); — М {, 1=1, 2. Условием конгруэнтности пар (/.,, ¿ 2) и (А^, /И2) 
является равенство (|х, £2) =  (т|ь т|2)> равносильное равенству (г Р ^ Р ^  
=

560. а) Операторы Р 1Р 2Р 1 и 1 — Р\Р2Р\ =  Рх (1 — Р 2) Р\ +  (1 — Рх) 
положительны.

б) Ранг оператора Р 1Р 2Р 1 не превосходит рангов Р 1 и Р 2.

6— 1 и 2



в) При решении задачи можно считать, что t 2 =  M 2, заменяя, 
если нужно, пару (М и М 2) конгруентной парой. Рассмотрите про­
екции образующих векторов в и M t на L2 =  M 2 и на ортогональ­
ное дополнение к этому пространству.

г) Первый способ: развить соображения предыдущего пункта. 
Второй способ. Назовем пару (Ц, L¡) разложимой, если простран­
ство Я  представимо в виде Я  = Я ' ® Я "  так, что L ( =  L ¿ 0 í , ¿ ,  где 
L '^ L f o H ' , L ¡ =  . В этом случае мы будем говорить, что 
пара (í.i, Ц ) является суммой пар (Ц , Ц ) и (L ", L!j). Покажите, что 
всякая пара является суммой неразложимых и что неразложимые 
пары бывают только при dim Я  = 1 или 2. Последнее видно из того, 
что если £ — собственный вектор оператора Р уР2Ри  то пространство Я ',  
натянутое на | и Р 2£, инвариантно относительно P t и Р 2. Значит, 
этим свойством обладает и Я "  = (Я ') 1 . Отсюда вытекает, что исход­
ная пара разложима, если только dim Я  >  2.

д) Раствор равен sin ф, где ф — наибольший из углов между L, 
и L2.

561. а) Если U унитарен и {еа }а е  А — базис в Н г, то {Uea }a e A  — 
ортонормированная система в Н2. Полнота ее следует из того, что 
х J_ Uea влечет U ^x 1  еа-

б) Если |еа }а<= д — ортонормированный базис в Я 1,а {Uea }aeA — 
ортонормированный базис в Я 2, то для любых х, у ^ Н \  имеем

x =  2 ¡(x , еа)еа, у =  £ ( у ,  ер)ер.
а р

Поэтому Ux =  ]£ (x , еа) Uea, Uy =  ̂ ( y ,  ер) í/ep и 
а р

(Ux, Uу) = (х, еа) (у, ер) (Uea, Ueр) =  2 ( * -  еа) (У< «а) =  (*, у).
а, р а

562. а) Условие у J_ imА равносильно соотношению (у, Ах) =  О 
для всех л е Я ,  а условие у е  ker /1* —соотношению (А*у, х) =  0 
для всех х<=Н. Но (у, Ах) =  (А*у, х).

б) По теореме об ортогональном дополнении (ср. также задачу 551) 
равенство (ker A )1 =  (1'т Л * ) равносильно равенству ker А =  ( ¡т Л * )1 , 
доказанному в пункте а) (с заменой А на Л*).

563. Воспользуйтесь соотношением

1(Ап- А )х  ■* =  ! Л„дс[*+| Л* ¡* - 2  Re (Апх, Ах).

564. Пусть {ха } — базис в Я , £ар —оператор, переводящий
в ха, а остальные базисные векторы — в нуль. Проверьте, что спра­
ведливы соотношения:

1) я*р = £ра;
2) Е арЕуь = Е а6, если р =  у, а иначе £'apE v6 =  0;
3) если Р — ортопроектор, для которого Е аР  =  Р , то Р  =  0 или Е а.
Докажите, что всякий набор операторов, обладающий этими

свойствами, устроен так: существует такой гильбертов базис {г/а }, 
что Е ар переводит i/p в уа, а остальные базисные векторы в нуль. 
Примените это утверждение к набору ст(£«р), где а —данный гомо­
морфизм.

565. Если идеал / содержит хотя бы один ненулевой оператор, 
то он содержит все операторы конечного ранга и, значит, все ком-



пактные операторы. Если I  содержит некомпактный оператор, то он 
содержит ортопроектор на бесконечномерное пространство и, следо­
вательно, все операторы. Ответ: {0}, <У£(Н), X  (Н).

566. Воспользуйтесь соотношениями

(.Р А Р х , х) (АРх, Рх) (Рх, Рх) (Ay, í/)
sup i—j--- г—- =  sup — 5- г - Ц --- г  «S sup у V  ■(ж, х) Рх) (х, х) y^ PL (у, у)

(РА Рх , х) (РАРх, х) (Ах, х)
и SUP tr y\ 55 SUP /, ■= SUP •i g t  xeLfíPH  (*> ^  дгеьпрн (x, x)

567. а) Докажите по индукции соотношения J Л [1/г • 1 >  В „ >  0, 
В 2п <^А и воспользуйтесь результатом задачи 557.

б) Единственность сначала докажите для случая ker А — 0, поль­
зуясь тем, что построенный квадратный корень В является пределом 
многочленов от А и, следовательно, перестановочен с любым другим 
квадратным корнем С; это влечет равенство (б  +  С) (В — С) х =  0, от­
куда (В — С )х  =  0. Общий случай следует из соотношения ker С =  
=  ker С'2, верного для любых С^>0.

568. б) Операторы R и 5 удовлетворяют соотношениям Я2 =  ЛЛ*, 
S2 =  A*A. Оператор V однозначно определен лишь на im S, оператор 
U определен по модулю ker R.

в) Операторы А, допускающие искомую запись, обладают свой­
ством dim ker Л =  dim ker А*, Однако dim ker Г  ф  dim ker Т*.

569. V *V  =  Pü  UU* =  P 2.
570. Положим /? =  (Л Л *)1/4 и определим U на im Л* равенством 

UA*x =  Rx.
571. а) Воспользуйтесь тем, что для любых двух базисов 

{*р}р<= в и {фуЦ>еГ справедливо равенство:

2 ¡ м * р и 2=  2  v |2== -S 2  I V  A*v\ =
рев р е в  v e r  рев

=  2  ил * м 2-
v e r

б) Сходимость ряда ^  (АУу' В Уу)н вытекает из неравенства
v e r

Коши — Буняковского, примененного дважды: один раз для скаляр­
ного произведения в Н, другой раз— для скалярного произведения
в п пв) Пусть Г 0 — конечное подмножество в I , Р г 0— проектор на соот­
ветствующее подпространство в Н. Оцените норму разности А и Р А Р  
в 12 (#)•

г) Отображение Н  ®  Н ' в L2 (H) переводит вектор х ® /  в опе­
ратор A: y ^  f (y )x .

д) Пусть {/р }р ев  — базис в L2(X, (i). Покажите, что А задается
ядром К  (*!, *х)=  2  (Л/р,, /р2)/р! (Xi) /р2 (x2).

З1Р2
572. а) Следует из определения.
б) Докажите, что умножение справа на ограниченный оператор 

B e í 2 (Я ) является ограниченным оператором в Ц  (Я). Обозначим 
его М  (В). Докажите, что М (В )*  =  М (В * ).



в) Проверьте равенство || j4||i= sujd \\rUAV\, где U и V про­

бегают совокупность всех частично изометрических операторов.
г) Каждый оператор (Н ) определяет линейный функци­

онал /а на ПК (Н)\ [л (/()== tr АК- Каждый ограниченный оператор В  
определяет линейный функционал Рв  на (H ):F b  (А) =  tr А В . Д ля 
доказательства того, что это полный набор функционалов, восполь­
зуйтесь тем, что в<Ж(Н)н в ¿6 Х(Н) операторы конечного ранга обра­
зуют плотное множество.

573. а) /, (х) =  eÍItíx, %1 =  ~ ; /2 М  =  е~2Л<-*, \2 = — Остальные
собственные функции— любые из ортогонального дополнения к {fu f2\, 
собственные значения — нули.

б) Перепишите основное уравнение для собственной функции
х 1

в виде \f (*) =  $ !/1 (У) dy +  x^ f(y ) d y . Докажите, что при  ̂=  0 реше-
о х

пий нет, а при Х ф О  / (х) дважды дифференцируема и удовлетво­
ряет уравнению ^/" +  f =  0.

Ответ: /„ (х) =  sin л (п-|-1/2) х, Хп=  я _2(п +  1/2) 3, « e Z .
574. а) Воспользуйтесь функциями gx (г), построенными в за­

даче 534.
в) Представьте dim// в в и д е ^ ] !^ ]2- Где — базис в Н ,

k
г) Начните с операторов ранга 1.
575. Пусть 1п (х) =  е"*'пх — базис в 1г [0, 1],

-)-N , k

4гИ Л>= 2 ( А ‘п> l« )’п = —N Л/ = 1
Докажите, что для А < = Х г (Н) lim Sh(A) = trA . Затем про-

k  —* СО
верьте, что для интегрального оператора с ядром К  (х, у) справед-

1 i
, С í' , чГ sin (2& +  1) л (х — у) I2 

ливо соотношение sk (A) =   ̂ j  К  (х, у)у----sjn я (х— у)----J  У'
о о 1_

Для непрерывного ядра отсюда вытекает, что lim s/¡ (Л )=\ К  (х, х) dx.*->оо о

Г Л А В А  IV

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ Ф У Р Ь Е  И ЭЛЕМЕНТЫ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

§ 1. Свертки на коммутативной группе
1. Свертки основных функций.
576. а) Обозначим через 6g элемент К  [G], соответствующий функ­

ции, равной 1 в точке g и 0 в остальных точках.
Выпишите явно условие перестановочности а е  К [G] и 6g-
б) Условие a(gh) =  a(hg) можно переписать в видea(/¡) =  a(g/ig~!).
в) Верно,



577. а) Пусть е =  е-л‘/п, а — образующий элемент группы Цп 
(в аддитивной записи). Положим ek— }_ ^  е*й/га. Проверьте равен-

п k=\
ства el í *ej = 0 при k=¿=j, ek *ek =  e/l.

б) п — 2 верно. При больших п неверно. Можно проверить, что
R \Hzk\ R "Ь R +  С +  ... +  С.

578. Каждой фуикции а (g) поставим в соответствие числа 
во= a(g)Hd1=  ¿ I  а (в) sgng, где sgng—четность перестановки g:

ge  s, g e i'j

M g (i) — g (/)
----pZTj--- ■ Докажите, что отображения а ■-> а0 и а а,

К  i
являются гомоморфизмами R (S3) на R. Далее, пусть ег, е.г, е3 — три 
вектора на плоскости, в сумме равные нулю. Каждому элементу 
g <= S 3 соответствует линейное преобразование плоскости Т (g), дейст­
вующее по формуле Т (g)el = eg-i,il. Докажите, что отображение 
а '—*■ a (g )T  (g) является гомоморфизмом R [S3] на Mat2 R. Исполь­
зуйте эти гомоморфизмы для построения искомого изоморфизма.

579. Пусть ф — отображение G в /(-алгебру А с единицей, об­
ладающее свойствами ( р (№ )  =  ф («|)1|(й) и ф (1) =  1. Тогда оно 
однозначно продолжается до гомоморфизма /: К  [G] -> А по формуле
а -► S  а iS) ф (е)-

580. Ответ: Х[а, &] * rfj — кусочио-лннейная непрерывная финит­
ная функция на прямой; график этой функции — ломаная с верши­
нами (а +  с, 0), b — a), (a-\-d, b — a), (b-\-d, 0). (Мы считаем 
as^b, с d, b —a ^ d — с.)

581. Для ступенчатых функций утверждение вытекает из резуль­
тата задачи 580. Общий случай получается из оценки ||/»g||oo=S

II / ||оо * II g 111.

58!. ,>»(ъ- + p y - H ^ + t),  (“ > » , »> »)•

6) Y ^ b ^ { 0 f b ) Y ‘ > o -
583. См. доказательство теоремы 4 гл. IV.
584. Установите равенство S (ф)= ф (g) Т (g) dp, (g).

а
585. а) Свойство 3 следует из абсолютной непрерывности интег­

рала Лебега.
б) Свойство 3 достаточно проверить для шаровых окрестностей.
586. Представьте 5 (/¿) — Т (а) в виде J  fk (g) [Т (g) — Т (a)} dp (g).

G
587. Воспользуйтесь формулой дк (ф * i|>) =  (<Э*ф) * г|).
588. Используйте результаты задач 585—587.
589. Использовать задачу 584. Ответ: S  (/)* = S  (/ (— х)) (ср. 

задачу 591).
590. Существование /j * f2 вытекает из того, что при каждом х 

/ (*  — */) принадлежит Z.2 (G, ц) как функция у. Измеримость следует 
из определения интеграла как предела интегральных сумм, ограни­
ченность— из неравенства Коши — Буняковского.



591. Проделайте подходящие замены переменных.
592. Доказывается непосредственным вычислением. (Ср. за­

дачу 629.)
593. Воспользуйтесь результатом задачи 592 и докажите равен­

ство I *ek = (¡, ек\ек для любой функции / <= Ц  (О, jx).
п

594. Можно, например, положить fk (t) =  I I  ф*(</). где
/=1

2 к

« ' ' » - т а  2
s =  — 2k

595. Использовать задачи 586, 594.
596. а) Ответ: В, =  ж — 1/2, В2 =  л:2 — * +  1/6, В 3 =  х3 — 3xV2 4- 

х/2, В., = ** -  2*з +  Х--! — 1/30.
б) Ответ: — В 2/2. Общий результат в задаче 612 б).
597. а) В  (а |-1, 0 +  1) 6 (х) *а+Р+1.

I
çbx__ç(ix
- ^ - Ь ( х )  при а ф Ь , 

хеах0 (х) при а = Ь.

598. Покажите, что если / е  Lp (G, ц), g<=Lq (G, ц), f t e  
e L s.(G. (О- то функция ф (дг, y) =  f(x  — y )g (y )h {x ) принадлежит 
L ¡(G x G , цх  ц), где 2/i= l/p+ l/q+ }/s.

Выведите отсюда нужное утверждение, полагая ---= 1 — - t=  1.s г ’
2. Свертки обобщенных функций.
599. a) ôa+b; б) 6 (* - а ) ;  в) 6; г) 0.

600. у = | | ]

601. Воспользуйтесь тождествами <7, I *ф ) =  (/ *  1, ф\ и Î *го =  
=  <1, Ф)-1 для ? e ^ ( R ) .

602. Воспользуйтесь тождеством (Д * /2)" = /J * /'. Ответ: ô0+c—
— ôe+rf — ó*fc + ó¿,+rf.

603. Можно воспользоваться формулой {/, * /2, ф) =  х/г* ф) и 
соотношениями х/2 =  (/iX/2)v , (/v . фv ) =  (/, ф>-

604. 605. Используйте определение свертки через прямое произ­
ведение.

606. Воспользуйтесь определением топологии в %  (R ") и & ( R n) 
и теоремой о представлении / в виде производной от регулярной 
функции.

607. Положите (Д * /2, ф> =  j  j  /, (t) f2 (s) ф (< + s) d/ ds.
<рЯ

608. Первый способ. Проверьте, что {фдг(0} обладает свойствами 
дельтаобразной последовательности (см. задачу 585). Второй способ. 
Выразите ^фд,, через коэффициенты Фурье функции /,

609. Используйте результаты задач 608 и 593,
610. Используйте указание к задаче 609,



6U. a) Ah = s [ ^ - S .

6)
612. а) Ответ: fei (1 — б) при k >  0.
б) Используйте результат пункта a) i¡ перестановочность свертки 

с дифференцированием.
k

sin 2лkt V I ,п• и у613. а) Используйте тождество s¡— — =  ?  cos (¿í — 1)яг.
í = l

Ответ: / * e¡¡ — — * sgn
б) Используйте результат пункта а) и задачи 609.
Ответ: j  * f=  1 — б.
614. Используйте формулу б (х2 — а2) =  щ-^  ̂ (б (х — а) +  б(д:+а)). 

Ответ:

I1/4S, если отрезки со сторонами rL, гь У х 2-}-//2 
образуют треугольник площади S,

0, если V х 2-\-у2 ф \¡r\— а2], /"i +  г]•

615. Докажите, что f выражается через и f¡¡ с помощью фор-
оо со

мулы / (г) =   ̂ К (П , гг\ г) h (гх) /2 (/-2) drx dr2, где К  (rv г2\ г) — lie­
ft о

которая локально суммируемая функция. Для вычисления К  исполь­
зуйте результат задачи 614. Ответ: К  (гi, r ¿  r) =  0, если отрезки г\,
г г  не образуют треугольника: К  (ru г2; г) =  , если отрезки rlt
г2, г образуют треугольник площади S.

616. а) Поскольку (R) содержит (R) в качестве плотного 
подпространства, всякий линейный непрерывный функционал на ё + (R) 
определяет некоторую обобщенную функцию / s  О#' (R) и сам одно­
значно определяется этой функцией. Пусть а  е  (R). Тогда умно­
жение на а  является непрерывным оператором из (R) в (R). 
Значит, сопряженный оператор переводит ¡¡¿J' (R) в §+(R). Отсюда 
следует, что ^ ( R )  содержит R)- Обратно, если /<г J i - ( R )  и 
o i e | . ( R )  — функция, тождественно равная 1 в окрестности supp/, 
то f =  a f е  (R)-

б) Первый способ: (Д * /2, ф> =  </iX/2, ф), где ф (х, у) =  у (х  +  у). 
Здесь используется тот факт, что supp(/jX/2) имеет компактное 
пересечение с supp Ф, если fít / ¡ e ^ + f  R), а ф е  I -  (R).

Второй способ: определить сначала свертку 2$'± (R) с ( R) 
формулой (/ * ср) (JC) =  </, Т (— х) ф' ) ,  а затем положить </i*/2, ф> =
=  (fu П  *Ф>-

617. а), б), в) проверяются непосредственно.
г) Используйте результат пункта в), непрерывную зависимость 

/а от а  при а >  0 и непрерывность операции дифференцирования 
в j^ i ( R ) .  Ответ: lim fa =  б, 

a->Q



618. Положите при а  >  — л  ̂ /а+л^х> гДе fa —
функции задачи 617. Проверьте независимость от выбора л (задача 
617 в).

619. а) Ответ: 2 \ [  — при л: 1, 2^-^— — - при х^ . 1.
г п у л

б) Ответ: 1/ — . в) Ответ: - ^ а п  Уд:.
V л У л

620. Используйте равенство / =  -̂ -б(д:2 +  1/2— 1) и результат за­
дачи 614. Ответ:

1
при дг2 +  (/2<с 4,

(/*/)(*. У) =  \ л2У (х 2 +  У2) (4 — х2— г/2)
1 0 при дса +  (/23= 4.

621. Используйте равенство / =  б (лс2 +  у2 +  г2 — 1) и указа­
ние к задаче 614. Ответ:

I 1
. _________ =  при *2+(/2 +  г2=̂  4,

(/*/ )(* , у, г) =  ̂  8я/д:2+ у 2 +  г2
I 0 при я2-}-;/2-)-г2 2= 4,

§ 2. Преобразование Фурье
1. Характеры коммутативной группы.
622. Хк (/тос! п) — е2л1к!,п, к=  1, 2, . . . ,  п.
623. Используйте результат задачи 622 и тот факт, что всякая 

конечная коммутативная группа является прямой суммой цикличе­
ских групп.

624. а) Хг (п) =  пг< г е С * ;
б) Х1 (х) = е>-Х, к е  С;
в) XV. ® ( г )= е 11г+ шг, V, ш <= С;
г) П-г (■*) =  !  ̂ (вйп л:)е, к е С , е =  0, 1;
Д) Х̂ . л (г) =  I г I (58п г )п> Я е С ,  п < ^ 2 ;  вёп г=  г/[ г |.
625. Пусть и е — окрестность характера хо> задаваемая неравен­

ством ; % (х) — хо (х)\< &  для всех х е С .  Докажите, что при 7^3 
эта окрестность не содержит точек О, отличных от /0- (Воспользуй­
тесь для этого тем, что множество комплексных чисел вида %(х)Хо(х)> 
х е й ,  образуют подгруппу в Т.)

626. Докажите, что б отождествляется с замкнутым подмноже­
ством в произведении ] |  Т, которог является компактом относи-

йеб
тельно покоординатной сходимости (теорема Тихонова),

627. Докажите, что обобщенная функция (х) принадлежит 
одномерному пространству, порожденному % (х),



628. Сделайте замену переменных в интеграле, определяющем 
свертку.

629. Воспользуйтесь результатом задачи 628.
630. Воспользуйтесь результатом задачи 631 и 592.
631. Каждому гомоморфизму <р: G -*■ Н соответствует гомомор­

физм ср: H-+G, действующий по формуле

Ф(Х)(*) = Х(Ф W)- * s G -

632. Ответ: L совпадает с сопряженным пространством U . Для 
доказательства рассмотрите ограничения характера на одномерные 
подпространства в L и докажите, что % имеет вид % (x) =  etf ,x>, где 
/e=L\

633. а) Всякий характер X е  Q р имеет вид XI (х) — е2л1 где 
l e Q  р, а {■ }— отображение Qp в ( lp/Zp cz Q/Z («дробная часть»).
Ответ: Q = Q  .

a Qjft I т х  Iб) Всякий характер х е  имеет вид %г (х) =е где г — 
рациональное число вида m/р", определенное по mod 1. Ответ: Ър 
~  Qp/Ẑ o*

в) Характеры группы Qp/Zp отождествляются с характерами 
группы Qp, тривиальными на 1р. Ответ: (Qp/Zp) Л =» 1р.

634. Точность в члене G i означает, что /i — мономорфизм, т. е. 
каждый нетривиальный характер G^G/Go определяет нетривиальный 
характер G. Точность в члене G означает, что в виде р (%i) предста­
вимы те и только те характеры G, которые тривиальны на G0. Нако­
нец, точность в члене G0 означает, что любой характер группы G0 
получается ограничением из некоторого характера группы G. Это 
утверждение доказывается с помощью трансфинитной индукции 
(группа Go расширяется до G с помощью операций присоединения 
элемента замыкания).

635. Воспользуйтесь тем, что группа Q/Z изоморфна прямой 
сумме групп Qp/Zp по всем простым числам р (каждая дробь т/п 
однозначно представима в виде суммы дробей, знаменатели кото­
рых— степени простых чисел). Ответ: (Q/Z)* =  Zp.

р
636. б) Воспользуйтесь разложением чисел отрезка [0, 1] в бес­

конечную двоичную дробь.
637. Преобразование Фурье функции j инвариантно относительно 

умножения на последовательность {е2Я,аа\.
638. Докажите требуемое утверждение для ступенчатых функций.
639. Пусть % — характеристическая функция множества Zp с  Qp. 

Всякий элемент gp (G) является линейной комбинацией вида

£ с кх (а кх +  Ьк), где ск <= С, ак, bk е  Qp.

Докажите, что при отождествлении Qp с Qp, указанном в задаче 
633 а) функция х переходит в себя.

640. Воспользуйтесь эквивалентностью систем полунорм

Pk (/) = Д Р̂. i t{k) (О I и p'k (J) = \\jM(t)\dt,



641. а) Матрица / (0)) положителыю определена тогда

и только тогда, когда /(0 )3 :0 , /(*) =  /( — х) и / (О)2 — | / (л:) |а 22= 0. 
б) Воспользуйтесь условием положительности матрицы

7(0) f(x) / {х у)'
/(-*) /(0) f ( - y )
} {у  — х) f(y) /(0)

642. а) Положительная определенность матрицы А означает, что 
^ c ik jZ h i/^ O  для всех наборов {гк } е С " .

i б) Покомпонентное произведение положительно определенных 
матриц положителыю определено. (Для доказательства воспользуй­
тесь тем, что положительно определенная матрица является суммой 
матриц ранга 1, обладающих тем же свойством.)

в) Преобразуйте выражение (ф*ф*) (** — •*/) 2*2/ к виду 
Í | / (х) |2 dx, где ¡ (у) =  ̂ г к(р(у—хк).
а *

643. Матрица А, соответствующая набору всех элементов G, 
является матрицей оператора S  (/). При преобразовании Фурье этот 
оператор переходит в оператор умножения на /.

644. 21 V (X k t]')Z k ¿i =  ̂ V (*)
к, i  С к

2. Ряды Фурье. __
645. а) с11̂=-с_п\ б) Сц— л, в ) С/* —
646. Ответ: / =  fe+ 1. Представьте / в виде суммы (/г+1) — глад­

кой функции и линейной комбинации модельных функций (для 
k — 0 — функций вида ¡ ¿ — a j).

647. Достаточно разобрать случай /г =  0. Первое утверждение 
выводится из включения С [Т] с  Ц  (Т, dt); второе — из равномерной 
сходимости ряда Фурье.

648. Ответ: ^  гРк \ сп |2 <  со.
íiGZ

619. Воспользуйтесь четностью / (t), равенством !' (t) =  n c tg n t
п

sin 2яnt „ V  /п. .. i „при 0 < /  <  1 и соотношением —;---г" =  2 /  cos (2/г — 1) nt. Ответ:r sin nt
к =  1

с„= — In 2 (для вычисления этого коэффициента используйте соотно-
1 i t * nt

шение / =   ̂In sin nt dt = In 2 +   ̂ In sin -y- dt +   ̂ In cos - y  dt—ln 2+
« o o

+ 2/); = — 277T¡ ПРИ ü4¿:0'
650. a) c2*+i =  0, í e Z ;
б) при X =  elntmlk, m <= Z, cn =  0, если п ф  m (mod k).

i p651. 0 —'• Z —* Z Цп —* 0, где i — умножение на n, p —-переход 
к вычетам.



652. Так, чтобы продолженная функция обладала свойствами 
/(* +  у ^  =  / (— 0 =  — /(О (см' задачу 645 а) и 650 а)). Для этого 
нужно положить

( / (1/2-0  на [1/4, 1/2],
/ ( 0=< - / (¿- 1 /2 ) на [1/2, 3/4],

( — /(1— 0 на [3/4, 1].

653. сп (И) =  сп -~ - п р и  п ф  0; с0(А)=с0.
д/654. Воспользуйтесь соотношениями: 26 (¿1 — /2) — 26 (0)>0*1

— 26 (  ̂— /2) -|- 26 (/2).
Ответ: сПЛ =  0 при пхпг(1ц +  л2) ^  0 и при Я1 =  «2 =  0; сл0 =  

=  «'/яя; с0л =  сл,_„ =  — »'/ял.
655. а) [сл]-— финитная последовательность;
б) сп =  Р  при п ф О , где Р — некоторый многочлен;

в) сл =  ( — ПРИ ” 7^0’ где Р — многочлен.
656. Для доказательства необходимости выведите из положитель­

ной определенности [ е С ( Т )  неравенство

Г г ^  ^ ^ ^  ^ ^  ^  ^  О для любой функции ( р д С  (Т).

Примените это неравенство к ф (0 = в2Я" 1<- Для доказательства 
достаточности воспользуйтесь тем, что / является пределом в С (Т)

п к
чезаровских средних Сл =  - ^  Я/,, где ^  с/егя'^.

*--1 / = —А
657. См. указание к задаче 641.
658. Рассмотрите линейный функционал ^ на пространстве три­

гонометрических полиномов, принимающий на егп/п/ значение сл. 
Докажите, что этот функционал положителен на полиномах вида 
Р  (0 = ! <2 (0 ¡2’ рДе Q — также полином, и что всякий положительный 
тригонометрический полином представляется в таком виде. (Восполь­
зуйтесь принципом симметрии, согласно которому корни полинома 
Р  (г), принимающего сещественные значения на окружности ¡ г |=1,  
симметричны относительно этой окружности: вместе с корнем X есть 
и корень X-1.) Вывести отсюда, что Р  имеет непрерывное продолже­
ние на пространство С (Т) и, следовательно, представляется некото­
рой мерой (г.

659. £  сл_шг"г- '*=  %  ^ п\
п, т  п

660. Искомый изоморфизм V переводит вектор Ип|  е й  в функ­
цию еш1п* в ¿2 (Т. р.).

661. Если / — гладкая функция, то 5Л => / и предельное множе­
ство совпадает с графиком Всякая кусочно-дифференцируемая 
функция / представляется в виде суммы гладкой функции и конечной 
линейной комбинации модельных функций вида /(0 = { ^  — а} ,  а е



суммы Бп— ^
ЛШЛк ~ 1

Имеем
п1г ■, сходященся к

в)п (2п 1) л1

■ {1\ при  ̂е  й/г.

$п (8л) =  2 ^  ^ соэ 2 яЫ  Ш  =  ^ 'д" ‘ В "  ***' М  ~ г п —вш л/
*= 1 о 

е„
' 8 т (2 п 4 - 1 )я /  1 С Т л I п  / >

п Г  +  (8,|) =  Я~ \ — - ¿ Т  +  О (8 „).

Таким образом, предельнее множество содержит, кроме графика 
функции /(0 =  -2 ~  {¿Ь  вертикальный отрезок Ь =  0 длины 2 А, где

. 1 Р яп т  , 1 1  8111 т , „Л^вир \ --- Л  = -- \ --- (Iт«=0,.а я  ,) т я  ) т
588.

о о
(См. рис. 5).

Ответ: предельное множество содержит график функции / и вер­
тикальные отрезки и точках разрыва /. Длина отрезка в 2Л =

=  1,177 раз больше величины скачка / в /А, а центр отрезка совпа- 

дает с точкой 1/А, ---  2 —  / ' ° Т Факт полУчил назва­
ние явления Гиббса.

662. а) сп =  1;
б) с„=($|>пл (см. указание к задаче 649).
663. а) 6(<);

1б)

- ¿ с 1 йл/); 

в)

1 — соэ 2л/

■п-

понимаемая как оооощенная производная от
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664. Воспользуйтесь тем, что тригонометрические полиномы 
образуют множество, плотное в В  (Т).

665. сп >; 0 для всех п е  Ъ.
666. а) следует из равномерной сходимости ряда, определяющего 

функцию ё (х, у);
б) и в) — из явной формулы /(х)=1| ё (х, у)(1у.

т
667. Отображение 5 (Я«) в <3 (И2") и в  (Я2л) в 5 (К ") задаются 

формулами

ё(х> У )=  2  /(*) =  $ ё (х, у)йу.
(:егл т"

3. Интеграл Фурье.
— _  л'%г

668. а) М Я )=  1 /  й “ ;

б) /(А )= ^ - е-Я|Л1;' |я1

в)  ̂^  =  а -|- 2 л а :
__ 5Ш л (Ь а) Я

пХ
р-2Шкг

д) рассмотрите интеграл от функции по границе
лполосы 0 ^  1т г ^  — .а

Ответ: / (X) ----- —
I 1 31a cli —  а

~ 1Т‘
е) 2а2 , л2А,' сп —  а

. f пч 2jl2 *
ж)  ̂ ( ) а2 , п Я 'sh —  а
з) при 0 ^  а ^  b

л2а при | X | ■

/ (Я)=

. Ь— а 
: 2л ’

па (a — s) b+ s , ,
---2—  При |X|=_2 F ’ l s l < a>

¿> + аО при |А | ; 2п
669. а) После замены неизвестной функции / (х) i—> ф (х) е~я 1М1а

данные уравнения превращаются в систему == 0, 1 ^ k ^ n ,  ог-ахк
куда ф (х) =  const,



б) Докажите тождество е 51 IIх’ аЛ*=? 2 ^  где

т  т  ш еа е ^ ,  ат  =  а1 1 ... ап ” , /л!=/я ! ... т л! (Воспользуйтесь соотно­
шениями /т  =  ея Их1|2Зт е—2яИх112.) Проверьте, что ряд в правой части 
тождества сходится в топологии 5 (№ "). Поэтому наименьшее замк­
нутое подпространство Ь с  Б (Кп), содержащее все функции [т , т  е  
£ N *1 содержит все функции вида фа (д:) =  е ПН*—а11* =  /0 (х— а). 
Выведите отсюда, что для любой функции ф е  5 (Я») функция ф * фа 
принадлежит Ь. Отсюда вытекает, что преобразование Фурье про­
странства Ь содержит все функции вида ^ 0, где ф е 5  ((*"). В  част­
ности, оно содержит пространство &  (Я п), плотное в 5 (6Ч).

в) Ык(т  =  т ^ т . (Воспользуйтесь соотношениями: Л&рт = /т+Е/;) 
Л*/т  =  сА, т /т _ел, где е*— базисные векторы в Ы п. Для подсчета
констант Ск, т  используйте соотношение АкА% — А*Ак =  4л.)

г) Каждой функции / ё Х  (1*л) соответствует последовательность 
ст  =   ̂ ( (* )/ я ( х ) й  =  (/, / ш ^ ц Я ). Оцените значения полунорм,

ял
определяющих топологию 5 (Кл), на векторах /т , иепользуя соотно- 

д Аъ +  АЙ Ак- А %  
шения ----2?—  • = Ш ~ '

Д )  / т = ( 1 т ' / т . (Воспользуйтесь соотношением Р А ь Р ^ 1 =  

=  Р ( Ш А +  М Й) /г“ 1== (Л1 =  Ш * —В*.)
670. Покажите, что если / е  5 (Ил) и / (а) =  0, а е  К л, то суще­

ствуют такие функции ф* е  5 (И” ), 1 ^  й ^  п, что /(*) =
П 1

=  ^  — Ф* М- (НапРимеР- Ф* (*) =  (а +  т (ж— а)) <*т.)
* = 1 о

671. См. задачу 670 и доказательство теоремы для случая я=1 
в основном тексте.

672. Первый способ: обобщить рассуждения, приведенные в соот­
ветствующем пункте раздела «Теория». Второй способ: воспользоваться 
результатом задачи 669 г) и д).

673. Искомый оператор переводит £ (дс, у) в £ (— у, х)е*я ‘*У. 
(Воспользуйтесь формулой суммирования Пуассона.)

¿гш'Ла
8§п(1ша) при X (1т сс),674. а) I (А,) =  { 2го

б)

0 при sgn Я = — sgn (1т а)>
при ¡Я |< а/2я, 
при |Я|>а/2л

я Ь—а а4-Ьпри —  <  Я <  ,21 ' 2/1 2п ’
я  а+й _  , „  а — Ьп р и --- к -  < Я < -21 н 2п ^ ^  2л ’
0 в остальных точках 

при 0 ^  а Ь,



д) / (Я) =  2 ln ctg я 2/2а (ср. задачу 668 ж).
675. a) f четна, б) / нечетна,

в) / (— —1 Я)> г) / вещественна.
676. / (Я) =  | det A J-i 7 (A '-1X)e23lClA~ 't>.
677. Воспользуйтесь соотношением /=  lim /*ф„,  где {ф„} __

П-+ОЭ
дельтаобразная последовательность в J í r (Rn) (предел в норме про­
странства (R n, dx)). Проверьте, что в условиях задачи /(Я) сум­
мируема (воспользуйтесь неравенством Коши — Буняковского и тем 
фактом, что 0 + Ц Я ; 2) í/a е  /.2 (R", dX) при s >  п/2).

678. Докажите, что при s >  п/2 пространство Ц  (R*, (1 -f-[¡ X ]2)í dX) 
содержится в Ц  (R*, dX). (Воспользуйтесь неравенством Коши — 
Буняковского для функций /(Я) (1 +  [|Я|2) 1/2 и (1 +  |Я||2) ^ /2 и тем 
фактом, что (l-t-|]^j|2)~í/2<=¿2(R'! , dX) при s >  п/2.)

679. Перейдите к преобразованию Фурье.
680. Перейдите к преобразованию Фурье.
681. Воспользуйтесь результатами задач 678 и 679, а также пра­

вилом дифференцирования свертки.
682. Воспользуйтесь разложением 1 /Р (х) на простейшие дроби

вида (x — a f  -j- Ь2 ' 0твет в пУнкте в): порядок гладкости равен 
2 т — 2.

683. Представьте f в виде суммы простейших дробей.
684. а) Не следует,
б) следует (перейдите к преобразованию Фурье).
685. Рассмотрите функционал F  на S  (R), действующий по фор­

муле (F , ф> =  ([ / (Я) ф (Я) dX-
R

Докажите, что F  неотрицателен на неотрицательных ф. (Восполь­
зуйтесь тем что если ф <= 5 (R) и фЭ--0, то ф = 1}:2, где t|> eS(R ).)
Выведите отсюда, что (F , <p) = j  ф d\i, где ц — некоторая мера на R.

к
686. См. указание к задаче 641.
687. См. указание к задаче 641.
688. Пусть / е  & Í R ) ,  supp/c: [— b, b\ и g—Ff. Тогда (2mX)k g(X) =

— F  откуда

е(Я)[Я|*=
ь

(2n)~k  ̂ е 2шХх j {k) (х) dx
- ь

; ( 2 k ) ^ s u P /<*> (х)еЫ Н тХ ,

Таким образом, g обладает требуемыми свойствами с константами 
a=2nb и с* =  (2я)~* sup | /'*’ (х) \ . Обратно, если g удовлетворяетX
оценкам | g (Я) | • | Я |* с,!еа ' Imх то g е  1Л (R, dX) и можно опре­
делить непрерывную функцию /— Fg- Из тех же оценок следует,



l /WI  = J  e2nikxg (л) d l 
R -f И sgn х

 ̂г2я1цж—2я/1*|g (jx-j-iV sgn х) d[i

__С 2я/ 1 х  ] +  la со +  с2^ е • i _ ) _ ¡i¿ 'c í|x  =  n ( c 0 +  c2)í>-/ '2^ - a i .

R

При ¿-¡-со эта величина стремится к пулю. Значит, supp / с: 
с  [— а/2л, а/2л].

689. а) Пусть o e R*. 6 s  R; положим ср (о, £>) =  J ö ( a *  — 6)X
R "

Xf(x)dx. Докажите тождества:

\’ cp (a, b) e~23tib db =  J  (a), ф (a, ö) =  [ а I"1 $ f W  d\xL (x),
R L

где [_,— гиперплоскость ax =  b, | a | =  l/ "a |+  ... +  а*. Если последний 
интеграл равен нулю для всех L, то ф(а, Ь) =  0 при а Ф  О и, зна­
чит, / =  0.

б) Найдем / (0). По формуле обращения

f ( 0 )=  Í  / (a) da =  5 (\  ф (a, b)e~2Jlib db\da.
R 3 R 3\R I

Воспользуемся соотношением ф (та, т6) =  | т [ 1ф(а, 6), вытекающим 
из определения ф (а, Ь) и тождества б (tx) =  | т l^1 б (х). Мы получим:

f (0)=   ̂ ^  ф {га, b)e-™ib dl^jr^dr^j da (a ) =

/со / \ '

= S I U  5 ф (“ * ^  е~2Я̂ г ) r2dr)da («)•
S ! \о \ R / /

где г =  I а I, а= -г—г- е  52, ¿а (а) — элемент площади сферы, р =  г
[ ̂  I

Если обозначить (4я)-1 } ф (а, Р) ¿с (а) через г|) (Р), то последнее выра­

жение будет равно 4я ^ ф (г) г2 йг =  ~\р" (0). Отметим, что геометри-
о

ческий смысл величины г|? (Р) —среднее значение интегралов от / по 
плоскостям, проходящим на расстоянии р от начала координат. 
Таким образом, для восстановления функции / в точке х нужно знать 
ее интегралы только по тем плоскостям, которые пересекаются со сколь 
угодно малой окрестностью точки х. Оказывается, это свойство имеет 
место во всех нечетномерных пространствах.

690. Пусть заданная прямая / является осью х в Я3. Прямая, 
пересекающая / в точке (г1, 0, 0), имеет параметрическое представление



x =  t 4-as, i/ =  p.s z =  ys. Положим ф(а, ß, у, t )=  ^ [(t +  as, ßs, ys) ds.
R

Функция ф однородная степени - 1 по первым трем переменным: 
Ф (ат, ßx, -ft, t) =  \x \ х + (а, ß, y. О-

Будем рассматривать ф как регулярную обобщенную функцию и 
пусть ф (Я, [х, V, т )— ее преобразование Фурье. Можно проверить 
(ср. задачу 699), что ф регулярна вне прямой A =  jx =  v =  0 в R4 и 
однородна степени — 2 по первым трем переменным. Справедливо 
тождество

ф (Я, ц, V, т)=7(т, ртЯ-1, \тЯ-1) | тЯ~2|.

(Для проверки примените обе части тождества к основной функции 
\ ¡ ) e S (R 4) и воспользуйтесь определением ф и тождеством (ф, ф) =» 
=  (<р. ^).) Поэтому I можно выразить через ф: ¡(а , Ь, с) — 
=  ф (а, Ь, с, о) | а | .  Отсюда

/(*. у, e) = - ¿ -  у, г.

где интеграл следует понимать как значение обобщенной функции 
\а\ на основной функции ij: (a) =  ЭД ф (х — s, у, г, t) emiais-i)(is 
(ср. задачу 691 е).

4. Преобразование Фурье обобщенных функций.
691. а) }  (Я) =  6 (Я); б) }(Я ) =  (2ла)*;

в) / (Х )° Ы ( Я - ( 0 ) ; г>

Д) 7(Я) =  (- ^ - )*0 <»>(*); е) /(Я) =  2-^ -+ 1 )! ;
V 2я / (2гаЯ)2*+2

ж) /(Я) =  2 ---¥01---.
(2я/Я)2Л+1

692. Воспользуйтесь тем, что cos ах =  lim cos axs ■ é~exl. Ответ:
________  8 \ 0

f n \ 1 í  л í n2№ • я2Я2
,(Х)=т  w l cosi — sm T7f

693. a) 7(A) =  — ni sgn Я; (ср. задачу 691 г); 
б) /(Я) =  — 2л/0 (Я).
694. f (x )—-P j  б (х), где Р — многочлен степени <  п.

695. a) f (х) — Р  j  б (х), где Р  — многочлен степени < «  — /г;

б) / (*) =  Р  j  б (*) +  <? (х) 0(дс)-|-/? (х), где Р — многочлен сте­
пени <  п — k, Q, R  — многочлены степени <  k.

т  
г

sin 2лоЯ +  2лоЯ cos 2лоЯ
696. }± (Я) =  гг -5 - е+ 2ni 1 х I '



¡ e z

l e zl e z
699. Воспользуйтесь задачей 676. Ответ: (— 1 — X, е).
700. Ответ:

(2 ла  +  0) “ ^  =  | 2лЛ [-« Н 0 ( Х )е
. я-< т  (а + I)1

701. Ответ: F  (Х) =  £  }  (I) 8 (1-1).
I е г

702. а) Воспользуйтесь тождеством

d_
dx  ̂ f (t)d t = f(x +  R )- f (x ) .

X
б) Функция е1Кх будет квазипериодической с периодом R, если 

X е  R " удовлетворяет условию ¡¡ eik*dx =  0. Последнее равно-
||*КЯ

сильно тому, что число W ¡¡ Я, 1 -—корень уравнения 1п/2(х) =  0, где 
1ц/2—функция Бесселя (см. задачу 710). Известно, что это уравне­
ние имеет счетное число корней на положительной полуоси, для кото­
рых справедлива асимптотическая формула хтп я  при 
т-»-со. Если п нечетно, функция I п/2 выражается через элементар­

ные. В частности, при п =  3 /3,2 (х)= 1/ —  { S‘"  х — eo s* ), так чтоY 71Х \ X j
уравнение на X принимает в этом случае вид

703. Ответ: ? (Л) =  (det Л) 1/2 г П Л ) , где аргумент det А
выбирается по непрерывности на пути, соединяющем линейно А с еди­
ничной матрицей.

704. Ответ: / (X) =  (det А) |/2е1да/4е >.), где s^ cueHa.
тура матрицы А (разность числа положительных и отрицательных 
собственных значений).

705. Константа R связана с размерами носителя, а константа 
N — с порядком преобразуемой функции. (Ср. теорему Пэли — Винера 
в задаче 688.) •

706. Перепишите уравнение в терминах преобразований Фурье.
707. Ответ: {/(х)==— i w' /W

2 Vt
708. Проверить эти соотношения в пропранстие S

в) Может; см. указание к б).



709. Ответы: а) — cth nú; б) а
я2 я 3

sin2 я  а ' 32 '

710. а) /(Я) = 2л

б) ](%)--

(XR)n,2~ 1 
(2я)"/2

Я/? I n/2(2nXR), где 1п (х) — функция Бесселя, кото-
рая определяется интегральными представлениями

л/2
2 1*l n (x) =  — V cos 2nO cos (sin 6) dd =

о
Я /2

гн 2 1*
= тт;--- гггг • — \ cos (■* cos в) cos2« 0 dd,(2л— 1)!! я  J  'О

или разложением в ряд: /„ (х )=  ^
А =  0

711. k (r ) =  (2 sin 2лr)/r.

(-\)Ь X \ n+zk
k\ (n  +  k)\ \ 2

712. Воспользоваться тождеством Сохоцкого (см. задачу 499).
713•F =  F 2 dx х2 ]  2 х2

ink I X I

Г Л А В А  V

СПЕКТРАЛЬН АЯ ТЕОРИЯ ОПЕРАТОРОВ 

§ 1. Функциональное исчисление
1. Функции операторов в конечномерном пространстве.
714. Воспользуйтесь тождеством Кэли: Р а )А )  =  0, где Р А — 

характеристический многочлен матрицы А.
715. б) в) а) —очевидно. Для вывода б) из а) рассмотрим 

для каждого вектора £ идеал /с в кольце многочленов от одного 
переменного, определяемый формулой: / |= {Я : Р ( Л ) £  = 0}. Идеал /| 
является главным и порождается многочленом Р который, очевидно, 
является делителем характеристического многочлена Р А. Пусть Р\,... 
... , Р и ~ все  различные делители Р А со старшим коэффициентом 1,
которые возникают в роли для | е  L. Обозначим через совокуп-

k
ность тех векторов |, для которых Р ; ( Л ) £  =  0. Тогда L — ^  ¿г. что

¡ = 1
возможно, лишь если одно из пространств совпадает с L. В  этом 
случае Р { — харак^ристический многочлен оператора А.

716. Воспользуйтесь формулой для определителя Вандермонда.
717. Действуйте по схеме а) б) в) а).

I 718. Условие, что А нерегулярен, может быть записано системой
алгебраических уравнений на матричные коэффициенты А (выражаю­
щих линейную зависимость 1, А, . . . ,  Ап х).



719. а) Пусть £ — циклический вектор для А . Запишите А в базисе ?,
А \ .......

б) Первый базисный вектор е, является циклическим для А.
в) Коэффициенты {а;} однозначно определяются характеристи­

ческим многочленом матрицы А.
720. Коэффициенты многочлена Р  (х) =  хп-\~а1хп~1 ап выра-п

жаются через суммы ^  к = \ , 2........п степеней его кор-
( = 1 *—1

ней. (А именно, справедливы формулы Ньютона: 6а/, =  — ^
¿=о

где а0=  1.)
721. в) Ответ:

/'(X)
1!

Г  W  
2!

/"»-»> (Я) ’ 
' («-1)1

0 /(Я) 1!
f<n~z>(X) 

‘ (« — 2)1
0 0
0 0 0 . . • ■ f(X) ,

722. Если 9( =  911® ?1 2, «/ — единица в 91/, то элементы е,©0 и 
Оф^г — нетривиальные идемпотенты. Обратно, если е — идемпотент 
в 9(, отличный от 0 и 1, то ?( =  3(1 +  'Л2) где 91, =е?(е, 9Ц =  (1 —е) 91 X  
Х(1-е).

723. а) Уравнение Хг— X имеет в С лишь тривиальные реше­
ния 0 и 1.

б) Докажите, что образующий элемент х удовлетворяет уравне­
нию (х — Х • 1)п =  0, где X е  С, а п =  dim 91.

724. Рассуждайте от противного и рассмотрите алгебру минималь­
ной размерности, неразложимую в сумму примарных.

725. Пусть А =  Ы  ап!п. Тогда для любого е > 0  найдется пе

такое, что - - - < Л  +  е. Представим произвольное N в виде N =  пе
a\f ka}o-\-cii

= к-пг +  1, где 0 •< / <  пе. Тогда -гу- sg -  - . При N -*■ со,
1V ¿̂̂ g “i” »

k->-co. Отсюда следует утверждение задачи.
726. Воспользуйтесь задачей 714.
727. Воспользуйтесь задачей 723 б).
728. Для регулярных.
729. Воспользуйтесь задачами 718 и 720.
730. Докажите, что почти каждая пара матриц (А, В) припо-

. fa  0\ „  /у е\ дится к виду Л =  0̂ j ,  B =  i j  J .

731. Коразмерность орбиты действия группы PGL (п) равна в этом 
случае 2л2 — («2— l) =  n2+ 1.

732. Все матрицы вида ^  j ,  где 1„ — единичная мат­
рица порядка п, попарно перестановочнь’.

733. Представьте А в видеЯ-1+.V,  где N n =  0 и проверьте 
равенство для f(X ) — Xk, k = 0, 1, . . . .  п — 1.



734. Проверьте, что /(Л) линейно выражается через значения 
/ в точках А,1........ Х„ и найдите соответствующие (матричные) коэф­
фициенты.

735. Проверьте, что ¡(А ) линейно выражается через /<■/> (А*) 
а / г£;/п*— 1. Ответ: В//г — Рц/(А), где Рцг (л:) — многочлен степени 
п— 1, обладающий свойствами:

1) Р^> (Я,) =  0 для всех чар (5, /), 0 ^  гс т 1 — 1 кроме пары (/, к)\
2) Р  $ ( * * ) =  1-
736. Крайние точки К —положительные операторы ранга 1, т. е. 

ортопрсекторы на одномерные подпространства в Н .
2. Функции ограниченных самосопряженных операторов.
737. Множество а (¿4) совпадает с множеством значеннй, прини­

маемых функцией а (х).
738. Спектр Л — множество существенных значений функции а (х), 

т. е. таких значений Х е С ,  что для любой окрестности и  точки X 
множество

Е ц — { х е Х :  а ( х ) е £ / }

имеет положительную меру.
739. Перейдите к преобразованию Фурье. Ответ: множество зна­

чений преобразования Фурье функции /.
740. Перейдите к преобразованию Фурье. Ответ: совокупность 

коэффициентов Фурье функции
741. Докажите, что спектры и  и (/ 1 лежат в единичном круге.
742. Проверьте изометричность отображения (Л+^,1)||—»-(Л+ Х1)!; 

и плотность ¡ т ( Л  +  Х1).
743. Пусть 11 =  (Л +/1) (А — ¿I)-1. Тогда 

(А * + П )- 1(А * — 1\) = и* = и  ! =  (Л — П ) ( Л  + 1!)1,
откуда

(А* — П ) ( Л  +  П) = ( Л * + П ) ( Л - П )  и Л =  Л*.

744. Воспользуйтесь перестановочностью и  +1 и (¿7— I)-1.
745. Воспользуйтесь формулой

и докажите неравенство Ответ: р(Л)  =  0.
ОО

746. Воспользуйтесь формулой /?^(Л) = — ^  Х х̂ кАк. Ответ:

Я* (Л) I  (х) =  -  X Щ х) - Х - * (() М.
о

747. Воспользуйтесь задачей 556.
748. Докажите, что всякий многочлен, положительный на отрезке 

[а, 6], представим в виде Р (х) +  (х — а)0\ (*) +  (& — х) (2| (х), 
где — многочлены с вещественными коэффициентами. Указание:

(Ь — х) (х — а)*= (Ь — х)1 +  (дс — а ) (  Ь ~ х ^
У Ь - а /  \Уь



749. Докажите, что если а • 1 =£ A sg R • 1, то | А г не превосходит 
шах {| а  !, |р |}.

00

750. Воспользуйтесь формулой е“ А =  V  .
k = о

751. См. указание к задаче 750.
752. Докажите, что ¿У (0 — дифференцируемая функция (см. метод 

сглаживания в доказательстве теоремы Стоуна). Затем выведите диф­
ференциальное уравнение задачи 751 и докажите, что оно имеет 
единственное решение с начальным условием 1/(0) =  1.

753. A = R U , где R — оператор умножения на функцию \ а(х )\, 
а ¿У — оператор умножения на функцию sgn(a(x)).

754. Оператор одностороннего сдвша Т обладает свойствами: 
Т *Т = \ , ТТ* =  Р, где Р  — орюпроектор на ортогональное дополнение 
к первому базисному вектору. Ответ: Т — Р Т .

755. а) А =  BRB~ l B U B '1 — полярное разложение А.
б) Неверно. Разберите случай, когда А и В  — оператор односто­

роннего сдвига из задачи 754.
756. Разберите сначала случай й = 1 , введя в рассмотрение 

оператор Л1/2. .
757. Приведите Т к виду умножения на функцию.
758. Воспользуйтесь монотонностью последовательности ( P lP,iP 1)n.
759. Проверяется непосредственно.
3. Неограниченные самосопряженные операторы.
760. Докажите эквивалентность соотношений:
1 ) О 0 * е т ( Г л )^,
2) х 1  D a  '.
761. Воспользуйтесь перестановочностью операций т и  1 ,  а также 

результатом задачи 551.
762. а) А* = —d/dx, Од , — естественная область опреюления:
б) Ол„ = {/еЕ M R, dx), Г е  M R , dx) © Сб (*)};
в) А* =  — Л.
763. а) Л* =  — d/dx с естественной областью оппеделения;
б) Л* = — d/dx, DА* получается из естественной области опре­

деления наложением дополнительного условия /(0) =  0.
764. Воспользуйтесь равенствами (л )*  =  Л* и (Л*)* =  Л 

(задача 761).
765. а) Не симметричен;
б) существенно самосопряжен;
в) симметричен, но не существенно самосопряжен.
766. a) Л* =  г ' --,  Da , получается из естественной области

наложением условия /(1) =  Х/(0);
б) |М  = 1.
767. Ответ: да, во всех трех случаях.
768. Докажите, что образ единичного шара при отображении А 

слабо ограничен.
769. а) Проверьте равенство [ ( Л — /1) х „ (Л +  ¿1) х\
б) Если x<=ker(i/— 1) и х — (А — i 1) у, то х =  (Л +  1'1) у, откуда 

</ =  0.
770. Проверьте соотношение ("сГ^,)1 =  Г л .



771. Перейдите к преобразованию Фурье. Ответ:

( °°А: {хп} —►< ^  хп + к)
[к = 1

772. а) Да; б) нет (исследуйте пн (А + И)).
773. Могут.
774. Для доказательства достаточности воспользуйтесь неравен­

ством задачи 556 б) и покажите, что (1 +  Л)-1 продолжается с ¡ т ( Л  +  1) 
на все Н и имеет норму 1.

775. Рассмотрите проекции вектора х ф  0 е  Н  ®  Н на Г л 
и = т ( Г л ,). Докажите, что (1 +  Л*Л)-1 — ограниченный самосопря­
женный оператор (см. задачу 798).

776. Воспользуйтесь критерием существенно самосопряженности 
или теоремой Стоуна.

777. Докажите ограниченность (А — Я1)-1 при невещественных % 
(замена А на аЛ +  р, а, |3 <= И сводит общий случай к случаю Я=г) .

778. б) Неверно. Может быть кег Л=0, но Ол » ={ 0 } .  Для этого 
достаточно в качестве Г л взять любое плотное в Я ф й  подпрост­
ранство, имеющее нулевое пересечение с Я ф О  и с О 0 Я .

779. Если Л сг Аи то Л| с  Л*, причем оба включения одновре­
менно строгие или нестрогие.

780. Проверьте равенство ¡(Л  +  11)х||=| (Л — П)дс(.
781. Докажите, что графики оператора Л и оператора (У из 

задачи 780 получаются друг из друга линейными обратимыми пре­
образованиями пространства Н ф Н .

782. Каждому симметрическому расширению оператора Л соответ­
ствует изометрическое расширение оператора и  задачи 780. Самосо­
пряженному оператору соответствует унитарное расширение.

§ 2. Спектральное разложение операторов
1. Приведение оператора к виду умножения на функцию.
783. Рассмотрите пространство X , состоящее из конечного числа 

точек.
784. а) и б) являются, в) — нет.
785. а) Пусть / — любой вектор из Я . Положим £(х) =  ( (,—х) • sgn.ii:. 

Докажите, что вектор g ортогонален циклическому подпространству, 
порожденному /.

б) Подпространства четных и нечетных функций— циклические.
I N

786. Предположим противное: ^  скАк =  0 исм Ф 0 . Тогда линей-
к = о

н а я  оболочка операторов {Л * ¡“ =0 совпадает с линейной оболочкой 
операторов {А к}^~д. Поэтому для любого вектора £ е  Я  простран­
ство, порожденное векторами {Л *£ }^_|, имеет размерность не выше 
N. Значит, оператор Л не может иметь циклического вектора.

787. Используйте тот факт, что квадрат и отрезок изоморфны 
как пространства с мерой.

788. Всякий оператор в Ц  ([а, Ь], ц), перестановочный с умно­
жением на х, является оператором умножения на функцию от х.



789. Воспользуйтесь теорзмой о приведении оператора А к оиду 
умножения на функцию а (х) и пространстве L2 (X , (х). Докажите, 
что множество тех х е  X , для которых а (лг) а (Л), имеет меру 
нуль. Поэтому для почти всех х <= X  выполняется равенство 
|/(а(х) ) |й£ sup f(t).

(ео (Л )
790. Только а). В случае б) кратность равна 2 (см. задачу 785); 

в случае в) кратность бесконечна (т. е. нельзя разложить Н  в сумму 
конечного числа циклических подпространств).

791. Перейдите к преобразованиям Фурье. Условие самосопря­
женности: S (/) : [ (X) — вещественная функция (или: f(x ) =  f (— *)).

792. Нет, так как / ( А ) О  при А-*-оо.
793.J1) f(g )= 7 7 = £ jl
б) I / W l = !  (что возможно лишь, если группа G компактна, 

a G дискретна);
в) когда группа G компактна.
794. Воспользуйтесь задачей 573 б).
795. Перейдите к преобразованию Фурье. Ответ: о ( Л )  =  [ — 1; 0].
796. Сделайте преобразование Фурье.
797. Воспользуйтесь соотношением т (Гд)  i =  Г Л4;, которое спра­

ведливо для любого оператора А и равносильно определению А*.
798. а) По определению проекции справедливо равенство

I х I2 =  IIУ li2 +  l! Ау 52+ ! |а +  || г |2,
откуда I В  1 sg 1, || С || ^  1.

б) Равенство х ф  0 =  (у 0  Дг/) +  ( — Аг 0  г) влечет х — у — Аг, 
г = — Ау. Вспоминая, что у =  Вх, г — Сх, получаем: х = В х — АСх, 
С х = — АВх или 1 =  В — АС. С =  — АВ.

Отсюда имеем: 1 — В А2В, т. е. (1 +  Л2)В = 1 .
799. а) ешА: f(x )^ - f(x  — a) (оператор сдвига),

б) гс :} (х) Ĵ  — — (оператор конечной разности),

в) k  I  e~a'x~u'f (У) &У' а > ° -
R

I г -£=&
800. еаЛ2: f (х) =  \ е ia f (у) dy.

2 у па ,)
R

802. Докажите, что А является опгратором свертки на группе 
положительных чисел с групповой операцией умножения. Сделайте 
замены:

х =  е', y =  es, f (x) =  e~ t,i<f(t).

Ответ: оператор умножения на = dT5n=X’ а ( ^  =  [0, Я1
(см. указание к задаче 710).

803. После преобразования Фурье А переходит в оператор умно­
жения на функцию а (X, p.) =  I 0('2npR), где р = |Л ,2 +  |л2, а /0 (г) — 
функция Бесселя (см. задачу 710).



804. После преобразования Фурье А переходит в умножение 
на функцию

sin 2лрR 
fl’ ~  2npR~ ’

где р =  Vk- +  |х2 +  v2.
805. f (F ) : Ф (х) + / (1) +  И ‘,) +  / ( - 1 )  +  /(.- 0  ф(х) +

+ / С) + i f  ( 0 -  1) -»7 ( - 0  ~ (х) +

+ / (0 - /(■)+/(— 1 )- / (- 0 ф(_ х)+

+ п 1 ) - У ( о ч ( г Л ± т =р $ (_х).
2. Спектральная теорема.
806. а) Пусть w (t) — модуль непрерывности функции / (т. е. 

\ f ( x ) — f ( y ) \ ^ w ( \ x —y\)). Докажите оценку

IIS(f, Т, I )- S (f, т, п)|^«в(в(Г)).
б) Воспользуйтесь тем, что интегральная сумма 5 (/, Т, £) совпа­

дает с интегралом Лебега от ступенчатой функции

^ (* )=  ‘ш \ (х)-
807. Для доказательства свойств а), в), г) полезно равенство

¡(x )d k (x )l, T]j =  ̂ / (x )dX |,n

для любых £, г| е й .  Равенство б) проверьте сначала для 
характеристических функций, а затем используйте а). Для доказа­
тельства д) воспользуйтесь б) и задачей 563.

808. а) Воспользуйтесь соотношением
X \ ( E í U E 2) = ( X \ E i ) П ( Х \ Е 2).

б) Воспользуйтесь соотношением

Еу U £2 =  ( £ i\ £ 2 )U (£ 2\ £ i )L _ I (£ ,  П Е 2).

809. Существует. Воспользуйтесь отображением отрезка на квад­
рат, сохраняющим меру (см. задачу 102 а)).

810. Верно. Используйте тот факт, что соответствие g -*■ (Е) 
задает в Н  полунорму, удовлетворяющую тождеству параллелограмма.

811. Примените утверждение предыдущей задачи к мере |Xt, 
представляющей функционал /-»-(ф(/)|, £).

812. Докажите, что а • 1 А ■ к ((a; b)) Ь • 1 и воспользуйтесь 
результатом задачи 756.

813. Воспользуйтесь задачей 812.
814. Используйте задачи 812, 813.
815. Используйте тот факт, что всякая ортонормированная си­

стема слабо сходится к нулю.



Убедитесь прямым вычислением с помощью замены переменных 
X -*■ (X — 0/е. что

10, если  ̂ф  [а, й],
1/2, если ¿ =  а или < =  6,

1, если < е  (а, 6).

817. Первый способ: представьте (У в виде [ е̂£/ +  П т ( Л  Второй 
способ: используйте результаты задач 769, 770.

818. Используйте результат задачи 817 и соотношение

± V  е*Я/Й/-Л 1 "Ри / = 0 - ( е Т =  р / 7  
/V ¿ у  * I 0 при  ̂ 0 ’

*=1
при /V -*■ со.

819. а) Для доказательства мультипликативности воспользуйтесь
Лл (Л) — /?„ (Л)

тождеством Гильберта (А) ■ ^  (Л ) = ---- ^-------- и предполо­
жите, что контур С, пробегаемый переменной X, содержит контур С ', 
пробегаемый переменной ц в интеграле

4я2
с с

б) Воспользуйтесь тем, что интеграл является пределом римано- 
вых интегральных сумм и что соответствующие числовые интеграль­

ные суммы сходятся к интегралу ~  С |-Л  =  /(0-¿ЗТ I — Кс
820. См. указания к задачам 306 и 787.
821. Рассмотрите сначала случай циклического подпространства.
822. Ответ: X (Е ) = 5(/я ), где ¡р — преобразование Фурье харак­

теристической функции множества -- • Е , а 5 ( 0 — оператор свертки с /.
823. Ответ: Л (£') =  5 (/^), где ¡Е — преобразование Фурье функ­

ции

I 1, если — 4л2Х2е=Е,
8е ^ )  — \ о, если — 4я Ч ? ф Е .

824. Ответ: Х (Е )  =  & где — преобразование Фурье-функции

о (X 10 =  1 ’ ’ если — 4л2(^2 +  |А2) е £ ' ,
^о, если -4я2(Я,2 +  Ц2) ^ £ .



825. Ответ: А =  — М/йдс.
826. Воспользуйтесь теоремой Стоуна и реализацией А в виде 

оператора умножения на в прямой сумме пространств вида
¿2 (И. И)-

827. Да. Используйте задачу 817.
828. Проверьте, что функция [0 (х) =  е~* ^ является собственной 

для А и что оператор

переводит собственную функцию для А с собственным значением 
Я в собственную функцию с собственным значением А +  2. Ответ:

00

А =  ^  <2А +  1)/>*.
£=0

где Р /1 — проектор на подпространство, порожденное функцией //( =  В*/0.
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Абсолютная непрерывность 46 (за­
ряда 50)

Аксиома выбора (аксиома Церме- 
ло) 11 

Алгебра множеств 19
— примерная 268 
Альтернатива Фредгольма 86 
Аннулятор 325 
Антилинейность 118 
Аппроксимативная размерность 73

Базис Гамеля 315
— окрестностей нуля 67

Вакуумный вектор 261 
Вариация заряда 26
— функции 28 
Выпуклая оболочка 209 
Выпуклое тело 212

Гильбертов базис 116 
Гильбертова размерность 116 
Гиперплоскость 61
— опорная 210
Главное значение интеграла в 

смысле Коши 236 
Граница области 92 
График оператора 157 
Групповая алгебра 123

Двойственная группа 133 
Диаметр разбиения 40 
Дизъюнктивное объединение 20 
Длина слова 287 
Дополняемое подпространство 216 
Дуальная категория 18

Естественная область определе­
ния 159

Жорданова клетка 267

Замыкание оператора 157 
Заряд (комплексный заряд) 26

Идемпотент 267
Изоморфные объекты категории 

15
Индекс оператора 79 
Индикатриса Банаха 203 
Индуктивный предел 182 
Интеграл Лебега 39 (простой функ­

ции 36)
— по проекционной мере 167
— Римана по проекционной мере

276
— Римана — Стилтьеса 40
— слабый 215
— Фурье 136, 139 
Интегральная сумма Лебега 166,

196
— — Римана 276
— — Римана — Стилтьеса 40

Каноническая проекция произве­
дения элементов категории на 
сомножитель 180 

Каноническое вложение объектов 
категории в сумму 180 

Канторова лестница 203 
Канторово совершенное множест­

во 220
Категории эквивалентные 18 
Категория 14 
Квадратичная форма 120 
Квадратичный корень оператора 

247
Кватернионы 110 
Класс сопряженных элементов 

250
— эквивалентности 10 
Кольцо подмножеств 19



Кольцо, порожденное множест­
вом 5 20 

Коммутативная диаграмма 16 
Компакт 72
Конгруэнтные пары подпростран­

ств 245 
Коразмерность 61 
Коэффициенты Фурье 136 
Коядро 79
Крайняя (экстремальная) точка 75 
Критерий Вейля 277
— фредгольмовости 84
— Хаусдорфа 72 
Кросс-нормы 66
— равномерные 66 
Куб ^-мерный 214

Лексикографический порядок 173 
Лемма Фату 45
— Цорна 12
Линейное многообразие 61 
Лузина С — свойство 192

Мажоранта (миноранта) 10 
Максимальный (минимальный) эле­

мент 12
Матрица дважды стохастическая 

221
Матрицы подобные 267 
Медленно растущая последова­

тельность (последовательность 
умеренного роста) 138 

Мера 21
— Винера 32
— внешняя 22
— внутренняя 186
— квазиинвариантная относи­

тельно сдвигов 205
— Лебега 28
— проекционная 165
— ст-конечная 26
— со счетной базой 227
— счетно-аддитивная (ст-аддитив- 

ная) 21
Меры дизъюнктные 26 
Многочлены Бернулли 242
— Лежандра, Чебышева, Лагер- 

ра, Эрмита 340
Множества гомотопически экви­

валентные 318 
Множество 11
— вполне упорядоченное 12
— выпуклое 52
— Егорова 193
— , измеримое по Каратеодори 188

Множество, измеримое по Лебе­
гу 23, 24 (относительно ст-конеч- 
ной меры 26)

— лебеговское функции 32
— (х-измеримое 23
— направленное 10 

ограниченное в ЛТП 209
—, — в полинормированном про­

странстве 94 
—, — сверху (снизу) 10
— поглощающее 52
— предкомпактное 72
— ст-однозначности меры 188
— уравновешенное 52
— уровня 195 
Морфизм категории 14
— функторный (естественные пре­

образования функторов) 18
— единичный 15

Наибольший (наименьший) эле­
мент 12 

Направленность (сеть) 10 
Непрерывный базис (когерентная 

или переполненная система) 249 
Неравенство Бесселя 114
— Гельдера 63
— Коши — Буняковского 111
— Минковского интегральное 227 
Норма 52
— оператора 58
— р-адическая 176
Носитель обобщенной функции 103
— функции 93

Обертывающая алгебра (ассоциа­
тивная оболочка) 180 

Область 91
Обобщенный (неунитарный) ха­

рактер 255 
Образ оператора 79 
Обратное преобразование Фурье 

139
Обращение стрелок 18 
Объект категории 14 
Однопараметрическая группа 169 
Оператор Вольгерра 270
— Гильберта — Шмидта 225, 248
— дробного интегрирования(дроб­

ного дифференцирования) 254
— замкнутый 157
— компактный (вполне непрерыв­

ный) 76
— конечного ранга 76
— Лапласа 265



Оператор линейный непрерывный 
67

— неограниченный 57
— нормальный 118
— положительный 118
— почти обратимый 82
— регулярный 266
— рождения (уничтожения) 261
— с простым спектром 161
— самосопряженный (эрмитов) 

118, 158
— сопряженный 58
— существенно самосопряженный 

158
— унитарный 118
— фредгольмов 79
— частично изометрический 247
— чисел заполнения 261
— числа частиц 261
Оператор эрмитово сопряженный

118
— ядерный 248
Операторы перестановочные 160 
Ортогональное дополнение 112
— отражение 245 
Ортогональность 112 
Ортонормированная система век­

торов 114
Ортопроектор 118 
Отношение 9
— порядка 10
— транспонированное 9
— частичного порядка 10
— эквивалентности 9 
Отношений композиция 9 
Отображение ограниченное 232
— секвенциально непрерывное 

232
— — — по совокупности пере­

менных 233
Отрезок (интервал) 52

Подмножества борелевскне 20, 185
— цилиндрические 30 
Подмножество крайнее 220 
Поле р-адических чисел 177 
Полная ортонормированная си­

стема векторов 115
Полнота метрического простран­

ства 12
Положительная полуопределен- 

ность 110 
Положительный линейный функ­

ционал 229 
Полукольцо 20

Полунепрерывность меры 186 
Полунорма 52
Полярное разложение оператора 

247, 248 
Пополнение 12
Порядок обобщенной функции 105, 

106
Последовательность быстро сходя­

щаяся 38
— выпуклая 245
— дельтообразная 250
— положительно определенная 

257
— полуточная 80
— точная 80
— — в члене 80
Предел верхний (нижний) после­

довательности множеств 184
— последовательности множеств 

184
Представление алгебры С (X ) 277 
Преобразование Фурье 136
— — в пространстве 5 ' (И) 145
— — обобщенной функции 138 
Принцип двойственности Понтря-

гина 134
— промежуточности 247 
Проективный предел 182 
Произведение кручения групп 181
— объектов категории 180
— частично упорядоченных мно­

жеств 172
Пространство банахово 58
— бесконечно дифференцируемых 

и быстро убывающих на беско­
нечности функций 95

— — — финитных функций 93
— — функций 92
— гильбертово 110
— когомологий 80
— линейное топологическое (ЛТП)

54
— локально-выпуклое (ЛВП ) 55
— локально-компактное 124
— метризуемое 57
— нормированное 56
— нормируемое 56
— полинормированное 54
— почти периодических непрерыв­

ных функций 242
— предгильбертово 110
— рефлексивное 58
— сильно сопряженное 57
— хаусдорфово (отделимое) 56 
Процесс ортогонализации 116



Прямая Александрова 174
— сумма алгебр 267
Прямое произведение обобщенных 

функций 109

Равенство Парсеваля 115 
Равномерно ограниченное семей­

ство операторов 68 
Равностепенно непрерывное се­

мейство операторов 68 
Разбиение единицы 232 
Раствор подпространств 246 
Расширение оператора 158 
Резольвента оператора 148 
Резольвентное множество 150 
Рефлексивность 9

Свертка функций 123, 128
— — на прямой 207 
Свободная абелева группа 179
— алгебра Ли 179
— группа 179
Свойство Гейне — Бореля 94 
Сигнум р-адический 177 
Симметричность 9 
Система функций Радемахера 243
— — Уолша 243
— — Хаара 243 
Скалярное произведение 110 
Слабая топология (в пространстве

операторов) 67 
След оператора 248 
Слово 287
Смешанная площадь пары мно­

жеств 314 
Смешанный объем пары множеств 

314
Сопряженные числа 63 
Спектр оператора 150 
Спектральная мера 168 
Спектральное разложение опера­

тора 168 
Спектральный радиус оператора 

152
Сумма объектов категории 180 
Существенная верхняя грань 37 
Существенный спектр оператора

277
Сходимость по мере 34
— почти всюду 34
— равномерная 33
Счетная монотонность меры 22 

(внешней 23)
Счетный топологический базис 231

Тензорная алгебра 179 
Тензорное произведение 65, 181 
Теорема Арцела — Асколи 75
— Банаха об обратном операторе 

70
— Банаха — Штейнгауза 68
— Б. Леви о монотонной сходи­

мости 45
— Вейерштрасса 101, 251
— Гильберта 120
— Егорова 34
— Крейна — Мильмана 75
— Куранта 122
— Лебега 23
— — об ограниченной сходимо­

сти 43
-*• Лузина 194
— Никольского 82
— о ядре 238
— Пэли — Винера 143, 263
— Радона — Никодима 50
— Рисса 83
— Стоуна 169
— Стоуна — Вейерштрасса 231
— Тихонова 349
— Фубини 49
— Хана — Банаха 59, 61
— Хелли 60
— — вторая 230
— — первая 230
— Цермело 12
— эргодическая фон Неймана

278
Тождество параллелограмма 113, 

244
— Гильберта 367
— Кэли 360
— Сохоцкого 237
— Эйлера 223 
Топология равномерная 67
— сильная (в пространстве опера­

торов) 67
— слабая 57
— ядерно-выпуклая 208
— слабая 58 
Тор п-мерный 124 
Точка Лебега 192
— плотности множества 189 
Транзитивность 9

Угол 112
— между подпространствами 246 
Универсальный отталкивающий

объект 15 
Уравнение Вольтерра 225



Уравнение интегральное второго 
рода с вырожденным ядром 225

— теплопроводности 265

Фактормножество 10 
Формула Планшереля 142
— Пуассона 146
— Стоуна 278 
Формулы Ньютона 361 
Функтор ковариантный (коптра-

вариантный) 17 
Функции равноизмеримые 193 
Функционал Минковского 53 
Функциональное операторное ис­

числение 147 
Функция абсолютно непрерывная 

206
— Бесселя 254, 360
— борелевская 192
— Дирака (8-функция) 102, 103
— Дирихле 194
— измеримая (¡г-измеримая) 32
— квазипериодическая 265
— (комплексная, вектор-функция) 

21-измеримая 32
— Мёбиуса 172
— — классическая 281
— непрерывная в среднем 228
— обобщенная умеренного роста 

102
— — однородная степени одно­

родности (к, г) 239
— — с компактным носителем 

102
— — положительно определен­

ная 260
— — регулярная 103
— основная (пробная) 102
— производящая 136
— положительно определенная 

257
— простая 35

Функция скачков 200
— слабо измеримая 215
— Стеклова 259
— суммируемая 37
— существенно ограниченная 37
— характеристическая 20
— Хевисайда 200
— Эйлера 173

Характер группы 132

Целое р-адическое число 177 
Целочисленная решетка 124 
Центрированная система мно­

жеств 220 
Циклический вектор 161

Чезаровское среднее 352

Шар единичный 52

Эквивалентность 9
— вполне упорядоченных счет­

ных множеств 174
— зарядов 50
— наборов полунорм 56 
Эрмитова симметричность 110
— форма 120
Эрмитово сопряженная матрица

119
— сопряженное пространство 

118

Явление Гиббса 353 
Ядро 79 
б-алгебра 20 
б-кольцо 20 
е-перпендикуляр 216 
е-сеть 72 
а-алгебра 20 
а-кольцо 19



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Три цифры, следующие за символом, означакя соответственно 
номер главы, параграфа и пункта части «Теория», в котором объяс­
няется смысл этого символа.

С — множество комплексных чисел;
N — множество натуральных чисел;
Q — множество рациональных чисел;
R — множество вещественных чисел;
Z — множество целых чисел.

Пространства

A2 (£>), 3.4.1 — пространство функций, аналитических в круге D;
В  (X ), 3.3.2 — пространство ограниченных функций на множе­

стве X;
С (X ), 3.1.4 — пространство непрерывных функций на множе­

стве X;
С  (Я ) (С’ (Я )), 3.3.3 — пространство г раз непрерывно дифферен­

цируемых функций в Я  (еоотв. непрерывно продолжающихся на Я);
«§? (Я ) =  C j° (Q), 3.3.3 — пространство финитных бесконечно диф­

ференцируемых функций на Q;
2$' (Я), 3.3.4 — пространство обобщенных функций;
Щ (Я) = Сх (Q), 3.3.3 — пространство бесконечно дифференци­

руемых функций на Я ;
&' (Я), 3.3.4 — пространство обобщенных функций с компактным 

носителем;
End L =  X  (L, L);
&  ( ¿ 1, ¿ 2), 3.2.3 — пространство фредгольмовых операторов из 

ЛТП h  в ЛТП
Я*, 3.4.2 — пространство, эрмитово сопряженное к гильбертову 

пространству Я ;
H i ©  Н3, 3.4.1 — прямая сумма линейных пространств;
H i ®  И*, 3.1.4 — тензорное произведение линейных пространств;



3%(L\, L2). 3.2.2 —пространство компактных операторов из Л Т П  
в ЛТП L,;

X  (¿ ,, ¿о), 3.1.2 — пространство линейных непрерывных отобра­
жений из ЛТП Li в ЛТП /,2;

I/, 3.1.2 — пространство, эрмитово сопряженное к ЛТП L;
Lp (X , (.i), 3.3.1 — пространство функций на X, р-я степень кото­

рых ц-суммируема;
1.со(Х , р), 3.3.1 — пространство существенно ограниченных ф унк­

ций на X;
1р(п, К ), 3.1.4— «-мерное пространство над полем К  с нормой

ll*ilP;
tp (K ), 3.1.4 — пространство последовательностей над полем К  

с нормой ¡| Хр ||;
Р  (Z), 4.2.2 — пространство медленно растущих последователь­

ностей;
РШ (R "1’). 4.1.2 — подпространство в % (R <п>), состоящее из функ­

ций, растущих не быстрее многочлена;
S (R (nl), 3.3.3 — пространство гладких быстро убывающих ф унк­

ций;
S' (R '” 1), 3.3.4 — пространство медленно растущих обобщенных 

функций;
V [a ,b ], 2.1.3 — пространство функций ограниченной вариации 

на отрезке [а, Ь].

Сходимости

А„ А, А = и-lim Ап, 3.2.1 — равномерная сходимость опера­
торов;

Ап -*■ А, А =  s-liin Ап, 3.2.1 — сильная сходимость операторов;
Ап -*А , А = w-lim Ап, 3.2.1 — слабая сходимость операторов;
f„ ZZ /, 2.2.2 — равномерная сходимость функций;
fn f> 2.2.2 — сходимость функций почти всюду;
fn -й. Л 2.2.2 — сходимость функций по мере (г.

Операторы

А', 3.1.2 — оператор, сопряженный к оператору А;
А*, 3.4.2 — оператор, эрмитово сопряженный к операто­

ру А\
А О, 3.4.2 — положительный оператор А;
А, 5.1.3 — замыкание оператора А;
А, ф  Аг, 3.2.3 — прямая сумма операторов Л, и А2;
В  а  А, 5.1.3 — оператор В есть расширение оператора А;
Coker А, 3.2,3 — коядро оператора А;



Da , 3.2.3 — область определения оператора А; 
д, 3.3.3— оператор взятия частной производной;
i (А), 3.2.3— индекс оператора А; 
im А, 3.2.3 — образ оператора А; 
ker А , 3.2.3 — ядро оператора А;
М (/), 3.3.5 — оператор умножения на функцию f; 
г (А), 5.1.2 — спектральный радиус оператора Л;
О, (Л), 5.1.1 — резольвента оператора А ; 
rang А, 3.2.3 — ранг оператора .4;
S (/), 4.1.1 — оператор свертки с функцией f;
Т (а), 4.1.1 — оператор сдвига на а; 
р (А), 5.1.2— резольвентное множество оператора А; 
а (А), 5.1.2 — спектр оператора А.

Другие обозначения

А А В, 2.1.1 — симметрическая разность множеств А и S;

А\__Iß  (или J Ai), 2.1.1 — дизъюнктное объединение множеств;
В  (х, г) (В (х, г)), 3.1.1 — открытый (соотв. замкнутый) шар в мет­

рическом пространстве, радиуса г с центром в точке х\
Card Y 2.1.3 — число элементов множества Y;
Cont (Ki, К2), Cov (K i, К2), 1.3 — контравариантные (соотв, ко- 

вариантные) функторы;
diam X, 3.2.2 — диаметр множества X;
ess sup /, 2.3.1 — существенная верхняя грань функции f;
J, 4.2.1 — преобразование Фурье функции f;
fi X /о, 3.3.5 —- прямое произведение обобщенных функций f, и f2;
f i *  fi, 4.1.1 — свертка функций и /2;
G, 4.2.1 -- группа, двойственная к группе G;
.'ПО], 4.1.1— групповая алгебра группы <7;
К0 1.3— категория, дуальная к категории К',
L (S ,\ i) , 2.1.2 — совокупность множеств, измеримых по мере ¡г; 
Мог (А, В), Ob (К ), 1.3 — морфизмы и объекты категории /С;
Р (X), 2.1.1 — множество подмножеств X;
Qa (X), 3.4.2 — эрмитова (квадратичная) форма, соответствующая 

оператору А\
R (S), 2.1.1 — кольцо, порожденное семейством множеств S;
Ra (S), 2.1.1 — a-кольцо, порожденное семейством множеств S; 
supp ф, 3.3.3 — носитель функции ф;
Т1Л,) 4.1.1 — /¡-мерный тор;
Varba f, 2.1.3— вариация функции f на отрезке [а, &];
X-*-, 3.2.3 — ортогональное дополнение к X;
I  1 j ,  3.4.1 — вектор х ортогонален вектору у;
S (дг), 3.3.4 — функция Дирака (дельта-функция);



6Й (дс), 3.3.5 — сдвинутая дельта-функция;
6/у, 3.2.3 — символы Кронекера;
р (Л), 2.1.2 — мера множества .4;
р* (Л), 2.1.2 — верхняя мера множества А;
V (Л), 2.1.2 — заряд;
| V ! (Л), 2.1.2 — вариация заряда V;
£ (х) 4.1.2: ф (д:) = ф (—дг);
ХА, 2.1.1 — характеристическая функция множества
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И ЗД А ТЕЛ ЬС ТВО  «Н АУКА» 
ГЛ А ВН А Я  РЕД А К Ц И Я  

ФИ ЗИ КО -М А ТЕМ АТИ ЧЕСКО Й  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15

ГО ТОВИТСЯ К  ПЕЧАТИ В 1980 ГО Д У

Б а л а к р и ш н а н А. В. Прикладной функцио­
нальный анализ: Пер. с англ. — М.: Наука. Глав­
ная редакция физико-математической литера­
туры.

Монография представляет собой расширение 
и развитие вопросов функционального анализа, 
рассмотренных автором в книге «Введение в тео­
рию оптимизации в гильбертовом пространстве» 
(«Мир», 1974 г.). Она посвящена изложению тех 
направлений функционального анализа, которые 
находят применение в приложениях, особенно 
в теории управления и в задачах оптимизации.

Книга предназначается специалистам в об­
ласти прикладной математики, а также студен­
там и аспирантам соответствующих специаль­
ностей.

Предварительные заказы на эту книгу прини­
маются без ограничения магазинами Книготорга 
и Академкниги.
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Ф И ЗИ КО -М А ТЕМ А ТИ ЧЕС КО Й  Л И Т ЕРА Т У РЫ
117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15

ГОТОВИТСЯ к ПЕЧАТИ В 1980 ГОДУ

Т р е н о г  и н В. А. Функциональный анализ.
Учебное пособие; — М.: Наука. Главная редак­
ция физико-математической литературы.

В книге излагаются метод малого параметра, 
метод продолжения по параметру, приближен­
ные, в частности, разностные, методы решения 
уравнений, метод Галёркина и метод конечных 
элементов (приближение сплайнами), методы 
решения нелинейных задач, регуляризация при­
ближенных задач по Тихонову и другие вопросы.

В ней приводятся все необходимые первона­
чальные понятия и факты, имеется значительное 
число упражнений, так что книгу можно рассмат­
ривать как введение к нескольким важным раз­
делам функционального анализа, изложенным 
в более специальных учебниках и монографиях.

Книга предназначается преподавателям и сту­
дентам втузов, инженерам, а также всем чита­
телям, интересующимся приложениями функцио­
нального анализа.

Предварительные заказы на эту книгу прини­
маются без ограничения магазинами Книготорга 
и Академкниги.


