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п р е д и с л о в и е

В последние годы во втузах наше» страны зна
чительно увеличен курс математики. Наряду с тра- 
диционными разделами геометрии и анализа стали 
излагаться специальные главы математических дис
циплин, необходимые современному инженеру. Осо
бое значение приобрело изучение теории функции 
комплексного переменного, алгебры, теории веро
ятностей и математической статистики.

Студенты должны усвоить обширный и разнооб
разный комплекс математических идей, понятий 
и методов в ограниченное время. В отечественной 
литературе имеется много превосходных руководств 
по указанным разделам математики, но не всегда 
доступных студентам втузов.

Авторы предлагаемой книги ставили перед собой 
задачу написать руководство по некоторым разделам 
высшей математики, доступное для студентов вту
зов.

Включая в книгу значительное число подробно 
разобранных задач и упражнений, авторы стреми
лись сделать книгу пригодной для самостоятельного 
изучения.

Книга может быть использована инженерно-тех
ническими работниками с целью повышения своей 
математической квалификации. Предполагается, что 
читатель знаком с общим курсом высшей математи
ки в объеме известных учебников для втузов 
А. Ф. Берманта или Н. С. Пискунова.



В книге ряд теорем приводится без доказатель
ства, обращается внимание на детальное истолкова
ние их смысла и практического значения.

Авторы несут совместную ответственность за все 
изложение, несмотря на то, что главы I—III написа
ны Л. А. Кальницким, глава IV В. Ф. Жеверже- 
евым, а главы V и VI — II. А. Сапоговым.

Авторы выражают благодарность проф. А. А. Яб
лонскому, чьи советы и пожелания во многом по
могли появлению настоящей книги, и всем кто ока
зывал содействия по усовершенствованию рукописи.



Ф У Н К Ц И И  К О М П Л Е К С Н О Г О  Н Е Р Е М Е Н Н О Г О

§ 1. КОМ ПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

1.1. Комплексные числа. К о м п л е к с н ы м и  ч и с л а м и  
называются числа вида z = х -f у/, где х и у — действитель
ные числа, а / — так называемая мнимая  единица.  Числа 
х и у называются соответственно д е й с т в и т е л ь н о й  и мни
мой частями комплексного числа z и обозначаются

х = Re z, у = 1т г.

При у=0 комплексное число z = х + 0 i совпадает с дей
ствительным числом х ; если же х = 0, то имеем комплексное 
число z =- 0 + у/ = у/, называе
мое чисто мнимым.

Выберем на плоскости декар- 
тову прямоугольную систему 
координат X O Y  и будем трак
товать х и у как координаты 
точек этой плоскости (рис. 1.1).
Тогда каждому комплексному 
числу z = х + у/ будет отвечать 
определенная точка z (x , у) плос
кости и, наоборот, каждой точке 
z (xt У) плоскости будет отвечать 
определенное комплексное число 
z x + yi. Таким образом, меж
ду множеством комплексных
чисел и множеством точек плоскости XO Y  существует вза
имно однозначное соответствие.

Каждая точка z(x, у) плоскости XO Y  определит на этой 
плоскости вектор z с началом в начале координат и концом 
в этой точке; проекции этого вектора на оси координат будут 
равны соответственно л: и у. Векторы г | jc , у| будем считать 
свободными векторами; это значит, что начало любого из 
этих векторов можно совместить с любой точкой плоскости 
X O Y , перенеся соответствующим образом этот вектор парал
лельно самому себе. Наоборот, каждому вектору z плоскости

Рис. 1.1



XO Y  отвечает определенная точка плоскости — конец этого 
вектора, при условии, что начало вектора z совмещено с на
чалом координат.

Отсюда следует, что комплексные числа z = x + yi можно 
геометрически представлять точками z (x yy) плоскости XO Y  
или же свободными векторами z\x,y) этой плоскости. Имея 
в виду геометрическую наглядность, мы часто будем вместо 
термина „комплексное число z = х + у1ш употреблять термины 
„точка z (x y у )и или „вектор z[x,y\*.

Плоскость X O Y  называется п л о с к о с т ь ю  к о м п л е к с 
ных чисел  или п л о с к о с т ь ю  z. Действительные числа 
z — х будут изображаться на этой плоскости точками (jc, 0) 
оси О Х  или векторами, параллельными этой осн. Ось ОХ  на
зывается д е й с т в и т е л ь н о й  осью.  Число г = 1 является 
единичным вектором этой оси. Чисто мнимые числа z = yi 
будут изображаться точками (0, у) оси О У или векторами, 
параллельными этой осн. Ось О К называется мнимой осью.  
Число z= l изображается точкой (0, 1) мнимой оси и является 
единичным вектором этой оси (рис. 1.1).

Будем говорить, что комплексные числа zt = x x+ y {i 
и z> = x2 + y>i равны друг другу (г, = г2) тогда и только 
тогда, когда хх = х2 и у, = у 2. Отсюда следует, что если г, = 
= г2, то любой из векторов г, и z2 может быть совмещен 
с другим с помощью параллельного переноса (т. е. векторы 
г, и г2 равны).

Два комплексных числа z = х + yi и z = х — yl называются 
в з а и м н о  с о п ря ж е н н ы м и. Точки г (х % у) и г(л\ — у) 
симметричны относительно действительной оси ОХ.

Введем в рассмотрение длину г вектора z и угол <?, обра
зованный вектором z с положительным направлением оси О Х  
(рис. 1.1). Величины г и у называются соответственно мо
ду лем  и а р г у м е н т о м  комплексного числа z и обозна
чаются символами

г = 12 1; <Р = Arg г.
Очевидно,

z = х + yi = r (cos ср + i sin <р).
Мы получили так называемую т р и г о н о м е т р и ч е с к у ю  

форму  комплексного числа. Модуль комплексного числа оп
ределяется однозначно формулой

г=  |г| = 1/*» + у2, ( 1.1)

в то время как аргумент при z ^  0 бесконечнозначен и все 
его значения отличаются друг от друга на слагаемые, крат-
6



ные 2*. Все значения аргумента <р удовлетворяют соотноше
нию

__ у
( 1.2)

Условие равенства комплексных чисел состоит еще и в том, 
что их модули должны быть равны, а аргументы могут от
личаться на слагаемое кратное 2*.

При z = U функция Argz не определена. Из множества 
значений Argz(zj=0) выделим одно, лежащее в интервале 

г), которое мы обозначим символом arg г и будем на
зывать г л а в и ы м з н а ч е н и е м  а р г у м е н т а :

— *< argz< ic. (1.3)
В силу формулы (1.2) и определения (1.3) находим, что

уarctg для точек z из первого и четвертого квад-
рантов,
arctg для точек z из второго квадранта,

уa r c t g — * Для точек z из третьего квадранта.
Очевидно, Argz = a r g z (Аг = 0, ±1, ±2, ...).
Числа г = |г| и ? == агgz являются полярными координа

тами точки z. Условия равенства двух комплексных чисел г, 
и z2 в полярных координатах будут

|г,| = |z2|; arg г, =argz2t 

а условия сопряженности
1*1 = И ,  arg -  arg г (arg it).

Примеры 1—5. Представить в три- 
гопомстричсской форме следующие чис
ла: 7, =  1, z2 = i, 2Г3 = -  1 -f / / Т .  
zi = — 2, j>5 = — 2/ (рис. 1.2), взяв для 
аргумента главное значение.

1) Для числа z, 1 имеем х х 1,
У\ 0 и по (1.1) г, Vх\ + у ! = 1; 
из условия (1.3) следует, что д ля в с е х  
Д е й с т в и т е л  ь н ы х  п о л о ж и т е л ь 
н ы х  ч и с е л  аг^ z — 0, следовательно, 
и = arg zx =  0. Таким образом,

с, == 1 = Г1 (COS -f /sin ?,) 
I(cos0 + i sin 0).

2) Для числа z2 = / имеем x2 = О. 
У| «s 1, rt = l. Для всех чисто 
мнимых чисел с положитель- Рис 1.2
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ной м н и м о й  ч а с т ь ю  arg z =  J L ,  следовательно, и <ра — arg z2 =  
Таким образом,

**  =  / =  1 (  COS J L  +  / s in  J L .  j.

3) Для числа z3 =  — 1 -f / V  3 имеем дг3 =  — 1, у3 V  3"7 г3 =  2, а так 
как точка г3 принадлежит второму квадранту, то для нее <р3 — arg zd

Ут ___ 2я
arclK —  f  л arclg (— У  3 )- f  *  =  “ Т~- Таким образом,ДГ3 о

, __ / 2* 2* \
г3 — l-f-/V 3 = 2 ^  cos —j-  -f I sin —g- j.

4) Для числа zA =  — 2 имеем лг4 = — 2, y4 =  0, r4 =  2. Из условия (1.3) 
следует, что д ля в с е х  д е й с т в и т е л ь н ы х  о т р и ц а т е л ь н ы х  чи 
с е л  arg z =  я, следовательно, и == arg zK т.. Таким образом,

г4 = — 2 =  2 (cos к -f / sin т:).

5) Для числа г5 = — 2/ будет zh = 0, уа =  — 2, г5 =  2.
Д л я  в с е х  ч и с т о  м н и м ы х ч и с е л с о т р и ц а т е л ь н о й  м н и 

мой ч а с т ь  ю arg л — — J L ,  а потому и = arg zb =  — J L .
Следовательно,

— 21 = 2 [ cos ( —

С помощью комплексных чисел можно задавать различные 
множества точек плоскости г. Рассмотрим несколько примеров.

Примеры 6—10. Какие множества точек плоскости задаются условиями: 
1) Re z а; 2) 7 < Re z 3) lm z 7; 4) Im z > &; 5) a Re z < p,
7 < I111 z < fc, где а, p, 7, & — действительные числа?

1) Условие Rez =  e эквивалентно уравнению дг=а и задает прямую, па
раллельную мнимой оси О У.

2) Условие « < Re z < р или о < х < р задаст бесконечную вертикаль
ную полосу между прямыми х  = а и дг = р, включая и правую прямую 
дг В (рис. 1.3).

3) Условие 1 тг  = 7 эквивалентно уравнению у =  7 и задает прямую, 
параллельную действительной оси ОХ.

4) Условие Im z > Ь или у > Ъ задает полуплоскость, расположенную 
выше прямой у = &, включая и саму эту прямую (рис. 1.4).



5) Условия « < Re* < В, у < lm z < Ь  задают прямоугольник, ограничен
ный прямыми дг = в, х — ft, У — Ч» У *. причем первая и четвертая сторо
ны включаются в этот прямоугольник (рис. 1.5).

Примеры И — 14. Какие множества точек плоскости задаются условия
ми: 1) | z | =  г  2) г < |*| < R, 3) arg r  - «;
4) в < arg z < {*, где a, fi, г, R  — действи
тельные числа, причем г > 0 и R  > О?

1) Точки г, модуль которых равен г. 
лежат на окружности радиуса г с центром 
в начале координат; из условия | - |
- у  ха -Н У’2 ~г следует уравнение дг2 4- 
4 Уа упомянутой окружности.

2) Условие г < | z \ < R  задает кольцо

9 у .  6

Ъш
И

а й

<4а
И

Г Г
0 X

Рис. 1.5

между концентрическими окружностями 
радиусов г и R  с центрами в начале ко
ординат, включай внешнюю окружность 
(рис. 1.6).

3) Точки г, аргумент которых равен а,
лежат на луче, выходящем из начала координат под углом л к действитель
ной оси, а потому условие arg z = в задает этот луч.

4) Условие a<argr<[*  задает бесконечный сектор, заключенный между 
лучами arg z а и arg z = р, причем сами эти лучи исключаются (рис. 1.7).

Рис. 1.6 Рис. 1.7

1.2. Сложение и вычитание. С у м м о й  г, г, двух ком
плексных чисел г, = *, + y ti и z, = х2 + y>i называется ком
плексное число

z = z\ + z2 = (**| + * 2) + (У| + Уг)
Из этого определения видим, что проекции вектора 

на оси координат равны суммам соответствующих проекций 
слагаемых векторов г, и г2. Следовательно, вектор г, + г2 
равен сумме векторов г, и г2 и является диагональю парал
лелограмма, построенного на слагаемых векторах (рис. 1.8).

Из определения непосредственно вытекают законы сложения:
а) п е р е м е с т и т е л ь н ы й :  г , + г 2 = г2 + г,;
б) с о ч е т а т е л ь н ы й :  -}- (я2 -f- z$) = (Я| 4" ^2) “f*

9



Сложение допускает обратную операцию: для любых двух 
комплексных чисел zx = хх + у,/ и г2 = х2 + y2i можно найти 
такое число г, что z2 + z = z ,. Число z называется ра зно 

с т ь ю  чисел г, и г2 и обозна
чается символом г, — г2. Оче
видно,

г = г, — г2 = (хх — х2) +
+ (У1 -  Уз) i-

Отсюда следует, что вектор 
zt — z2 равен разности векто
ров zx и г2 и направлен из 
конца вычитаемого вектора г2 
в конец уменьшаемого вектора zx 
(рис. 1.8); иначе говоря, вектор 

г , — г2 имеет начало в точке z2 и конец— в точке г,.
Пользуясь рис. 18 и учитывая, что|г|есть длина вектора г, 

а также то, что длина стороны треугольника меньше сум
мы и больше разности длин двух других сторон, устанавли
ваем следующие соотношения для модуля суммы и разности 
комплексных чисел:

|2i +  *2|< |* i l  + |*2l;
|г, - г 2|> |г , |- | г , | . (1.4)

Эти неравенства обращаются в равенство, если arg г, = 
= arg£2. т. е. если точки г, и г2 лежат на одном луче, выхо
дящем из начала координат.

Примеры 1— 4. Какие множества точек плоскости z задаются условия- 
ми: 1) | г — а \ — г, 2) | г — а | < г; 3) | г — а \ > г; 4) г < | г — а | < R, где 
а — комплексное число, г и /? — положительные (действительные) числа?

1) Вектор z — а имеет начало в точке а и конец в точке z, а потому 
\z — а\, как длина этого вектора, есть расстояние между точками z и а. 
Поэтому условие |z — а\ =  г определяет точки z, удаленные от точки а на 
расстояние г. Все такие точки z заполняют окружность с центром в точке а

10
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X от 
заполняют круг

и оадитса г. Итак, условие \z — а \ - г определяет окружность с цент 
ром в точке а и радиуса г.

2) Условие | г — л I < г определяет множество точек г, удаленны 
а на расстояние, меньшее г. Все такие точки г заполняют 

с центром в точке а и радиуса г (рис. 1.9); 
ограничивающая круг окружность исклю
чается Такое множество точек называют 
в н у т р е н н о с т ь ю  окружности \z—a\ г.

*3) Условие | z — а | > г определяет 
множество точек г. удаленных от точки а 
на расстояние большее г. Все такие точ
ки z лежат вне окружности с центром 
в точке а и радиуса г (рис. 1.10). Это 
множество точек называется вн е  ш н о- 
с т ь ю  окружности I z -  а | =  г.

4) Условие г < | z — а | < R  опреде
ляет кольцо между концентрическими ок
ружностями радиусов г и R  с центрами 
в точке а\ при этом внутренняя окруж
ность исключается из рассматриваемого 
множества точек, а внешняя включается 
в него (рис. 1.11).

1.3. Умножение и деление. П р о и з в е д е н и е  г,г2 ком
плексных чисел zt = xt + y ti и = х2 +  y2i определяется ра
венством

г = (хг+ yti) (х2 + у Л) = (ххх2 -  y ty2) +

о

Рис. 1.11

+ (*|У2 + * 2У1К  (1.5)
Из этого определения следуют законы умножения:
а) п е р е м е с т и т е л ь н ы й :  г,г2 = г2г,;
б) с о ч е т а т е л ь н ы й :  г, (г2г,) = (г,г2) г3;
в) р а с п р е д е л и т е л ь н ы й  (относительно сложения):

(г, + г2)г, = г,г, + г2г3.

В частности, при г, = / и г2 = i(x t = хг = 0, у» = у* e  I) 
из определения (1.5) получаем

*•/= — 1.

Если же г, = г = х + у/, а г2 = г = х — у I, то определение 
(1.5) дает

гг = хг + у2 = | г |*.

т. е. произведение двух взаимно сопряженных комплексных 
чисел равно квадрату их модуля (действительному числу). 
•Легко заметить, что фо р м у л а  (1.5) п о л у ч а е т с я  при 
п е р е м н о ж е н и и  хх-\- yxi и х2-\- у -Л по о б ы ч н ы м  прави 
лам а л г е б р ы  с з а меной  п р о и з в е д е н и я  U на — 1.

I I



i.

Перейдя в формуле (1.5) от декартовых координат к по
лярным, с помощью формул

л-, = г, cos <р,; у, = Г| sin
х2 = r2 cos <р2; У2 = r2 sin <ра

получим
ztz2 = r tr2 [cos (<р, + <p2) + *sin(<p, + <p»)|.

Таким образом, при умножении комплексных чисел их мо
дули перемножаются, а аргументы складываются:

|*i*2| -  1*1 II It Arg (ztz2) = Arg г, + Argz2. (1.6)
Отсюда 

ч исло  z2
следует,
в е к т о р

что при у м н о ж е н и и  числа  zy на 
р а с т я г и в а е т с я  ( с ж и м а е т с я )  
в г2 = | г21 раз и п о в о р а ч и в а 
е тс я  на у г ол  <p2 = ArgZ:> про
тив  ч а с овой  с т р е л к и  (рис. 
1.12). Число i имеет модуль, рав
ный 1, и аргумент -tj-, поэтому
у м н о ж е н и е  ч и с л a z на I с в о 
дится  т о л ь к о  к п о в о р о т у  
в е к т о р а  z на прямой у г ол  
прот ив  ч а с о в ой  с трелки .

Умножение допускает обратную 
операцию. Число z = x + yi назы
вается ч а с т н ым  чисел z{ и г>

если
Z>Z = Zy

При г2 Ф  О частное г всегда существует._ Действительно, ум
ножив последнее равенство почленно на z2t получим

\Z,\-Z=Z\Z2,
откуда

L — -

Примеры.

I. —  == 1 (-  о 
i I'

№

—  I .

Х\Х« + У |Уз
*1 +yi

xtfi — -У1У3 
Х\ + У\

I . (1.7)

2. 1 -  П -0 (1  - О
1 + i 11 + /1*

12



Перейдя в формуле (1.7) к полярным координатам, полу
чим

41- = Т" И 5*?' — Ъ )  + i'sin(<p, -  <р,)|;Z-2 ' 2
таким образом, при делении комплексных чисел модуль чис
лителя делится на модуль знаменателя н из аргумента числи
теля вычитается аргумент знаменателя:

-г| = - |7Л- Arg ^  = Arg * ' Агк г ’- (18)
1.4. Возвышение в степень и извлечение корня. Н а т у 

р а л ь н а я  с т е п е н ь  п комплексного числа г определяется 
равенством

гп = 2 • г ... г. 
п раз

Для z r(cos<p +  /sin <р), используя формулы ( 1.6), по
лучим

2 п =  rn (cos п<р +  i s i n / i f ) .  (1 .9 )

Пользуясь определением деления, можно проверить, что 
эта формула остается справедливой и при целом отрицатель
ном //.

Пример I. При z = i получим

Р  =  / • / =  -  1, <з =  р  . / =  /4 =  /з . / =  1

и т. д. Вообще

,4* =  J .  ^ + 1  =  ,4*+2 =  _  1; ^ + 3  =  _ /f 

где &— произвольное целое число.

Пример 2. Вычислить (14-/)"’. Так как * =  1 + I =  К Т (  cos + 

+ 's . n - f  ), то (1 + /)>« = ( K 7 ) ' e ( c o s ^  + / s l n ^ )  =  32i.

M i а^ир**^ Г =   ̂ формула (1.9) дает так называемую ф о р м у л у

(COS 'f -f / sin <р)я =  COS /1<р -f l Sin /I'f.

Отделяя в этом равенстве действительные и мнимые части получим, напри
мер, при п =  2:

COS 2? =  cos* ^ — sin2 f; 
sin 2?  =  2 sin cos 'f.

13



Обратная операция — и з в л е ч е н и е корня  определяется 
так: число w называется корнем н а т у р а л ь н о й  с т е п е 
ни п из числа z (обозначается символом |Лг , причем для
п = 2 пишут V z ), если wn = г.

Положив z = r (cos 9 + / sin 9), w = р (cos б + / sin 0), будем 
в силу формулы (1.7) иметь

ря (cos пЪ + i sin п б) = r (cos в + i sin <?),
откуда, сравнивая модули и аргументы, найдем

ря = г, /10 = <р + 2/?*,
где Л — произвольное целое число. Так как г и р — положи
тельные числа, то первое из этих равенств определяет един
ственное значение р:

р - у г .  ( i -ю)
где берется арифметическое (положительное) значение корня. 
Из второго равенства получаем бесконечное множество зна
чений б:

9 = в»= -Ц ; 2** ■ (1.11)

Таким образом, получаем 

у  г (cos f  + i sin ф) = y /r~(cos -T n̂~k" -Msin ). (1.12)

Формула (1.10) показывает, что модули всех значений 
корня одинаковы, а формула ( 1.11) — что их аргументы от

личаются на слагаемое, кратное
Отсюда следует, что корень

я-ой степени из любого числа 
гф О  имеет п различных значений 
и что эти значения располагаются 
в вершинах правильного «-уголь
ника, вписанного в окружность 
радиуса о = -Уг с центром в на
чале координат (рис. 1.13, где 
п = 6). Все эти п различных зна
чений корня можно получить из 
формулы ( 1.12), полагая, например, 

Рис. м 3  в ее правой части последовательно
к = О, 1, 2, ... , п — 1.

При г=0  все значения корня равны между собой и равны 
нулю.
14



Пример 4. Вычислить все значения Y  1 • Для числа z =. 1 имеем г =  I, 
 ̂=  О, следовательно, по формуле ( 1.10)

3/-Т У*г' , Як*у  1 — cos -j- +  /sin - j“ .

Полагая здесь последовательно k 0, 1, 2, получим 

)о =  cos 0 + / sin 0 =  1;

а г-г- 2* 2я 1 у'ТГ/ Т ) ,  = cos - у  + /sin —  =  — —  + - у —ft

4л 4я 1 1/7ГV T ), = cos —  + /SI1-3- = - — - I j L / .

1.5. Сфера комплексных чисел. Рассмотрим еще один 
способ геометрического представления комплексных чисел. 
Построим сферу 5, касающуюся плоскости г комплексных 
чисел в точке 2 = 0  (рис. 1.14) 
и отметим точку N  сферы, диа
метрально противоположную точке 
касания сферы с плоскостью г. Из 
точки N  сферы проведем луч в лю
бую точку z плоскости г и отме
тим на сфере точку, в которой 
этот луч пересечет сферу. Эту 
точку сферы будем считать новым 
геометрическим представлением 
числа г  и, как и соответствующую Рис. 1.14
точку плоскости, будем называть
точкой г. Если исключить из рассмотрения точку N  сферы, 
то в результате описанного построения между точками сферы S ’ 
и точками плоскости устанавливается взаимно однозначное 
соответствие, называемое с т е р е о г р а ф и ч е с к о й  п р о е к 
цией.

Северному полюсу N  сферы не соответствует пока ника
кое комплексное число. Однако точкам г сферы, достаточно 
близким к N, соответствуют точки г плоскости, сколь угодно 
далеко отстоящие от начала координат, т. е. точки г сколь 
угодно большого модуля.

Введем в рассмотрение новое комплексное „число* г —оо, 
называемое б е с к о н е ч н о  у д а л е н н о й  т очкой ,  и будем 
считать, что на сфере S  оно изображается точкой N. Плос
кость г, пополненную числом г = со, будем называть рас
ш и р е н н о й  п л о с к о с т ь ю  г. Расширенной плоскости г 
при стереографической проекции соответствует полная сфера S  
(включая и бесконечно удаленную точку N), которую бу
дем называть с ферой  г.
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В отличие от бесконечно удаленной точки z = оо все дру
гие точки расширенной плоскости z (или, иначе говоря, точки 
плоскости г) будем называть к о н е ч н ы м и  точками .

Итак везде ниже термином „плоскость будем обозна
чать множество всех конечных точек г, а термином „расши
ренная плоскость г* — пожество, состоящее из всех конеч
ных точек и точки г = .

Различным множествам точек расширенной плоскости г 
отвечают определенные множества точек сферы z. В частно
сти, можно доказать (геометрически это достаточно очевид
но), что окружностям и прямым расширенной плоскости z 
соответствуют окружности сферы г, причем прямым отвечают 
окружности сферы г, проходящие через точку N.

Любым двум не параллельным прямым расширенной пло
скости z при стереографической проекции соответствует таким 
образом две окружности сферы г, пересекающиеся в двух 
точках (из коих одна бесконечно удаленная). Параллельным 
прямым соответствуют окружности, касающиеся друг друга 
в бесконечно удаленной точке.

Тот факт, что сферические изображения прямых и окруж
ностей расширенной плоскости z не отличаются друг от дру
га, позволяет не различать прямые и окружности на расши
ренной плоскости z.

УПРАЖНЕНИИ
1. Написать в комплексной форме уравнения следующих линий (/ — 

действительный параметр): а) х - zcos/, у =  2sln /; 6) х  — 2/, у - Р - 1;
в) у =  2дг; г) 2х + Зу = 1; д) = 1.

4 У
У к а з а н и е. Параметрические уравнения х — х  (/), у = у (/) линии 

в плоскости z можно, записав одним комплексно-параметрическим уравне
нием z = х  (/) +  iy (/) z(t), представить в комплексной форме.

2. Какие линии заданы комплексным уравнением (/ — действительный 
параметр): a) z =  (1 +  i) t\ 6) 2 t* +  it +  4; в) г = cos t -f / sin t\ г) г =
=  / + - L ;  д) г = /(</i+ 1)?

$ i .  ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО
1.6. Области и их границы. Окрестности. Пусть нам дано 

некоторое множество Е  точек плоскости z или расширенной 
плоскости г. Точку г будем называть в н у т р е н н е й  т о ч 
кой множества £, если все точки достаточно малого круга 
с центром в z принадлежат множеству Е. При этом под кру
гом с центром в бесконечно удаленной точке z = 00 будем 
понимать внешность любой окружности \z\ = R  с центром 
ь точке г =0 (этому множеству точек при стереографической
ю



п р о е к ц и и  действительно соответствует некоторый круг сферы 
z с центром в бесконечно удаленной точке N\ чем больше 
д> тем меньше будет этот круг). Точку г, принадлежащую 
и in не принадлежащую Е , будем называть г р а н и ч н о й  точ
кой множества Е у если любой круг с центром в z содержит 
как точки, принадлежащие £, так и точки, не принадлежащие 
Е. Множество всех граничных точек множества Е  называется 
границей  множества Е . Точку z будем называть в н е ш 
ней точкой множества £, если вместе с этой точкой множе
ству Е  не принадлежит и некоторый круг с центром в г.

Примеры. Круг \z\<  1 состоит только из внутренних точек. Любая 
точка окружности | z | =  1 является граничной точкой этого круга, так что 
окружность | * | =  1 является границей круга \z \ < 1.

Круг |г | > 1 с центром в точке z =  ои тоже состоит только из внут
ренних точек. Если его рассматривать на расширенной плоскости г, то его 
границей является окружность | * | = 1. Сели же этот круг рассматривать 
на плоскости z (т. е. исключить точку z =  оо из рассмотрения), то для него 
точка х = оо будет граничной точкой, ибо любой круг с центром в этой 
точке будет содержать как точки, принадлежащие кругу \ z\ > 1, так и точ
ки, ему не принадлежащие (хотя бы саму точку z =  оо). В этом случае 
граница множества точек | z | > 1 состоит из окружности | z | = 1 и точки 
Z =  оо.

Кольцо 1 < | г — /1 < 2 состоит как из внутренних, так и из граничных 
точек.

Множество всех значений z состоит только из граничных точек.

В дальнейшем нам будут преимущественно встречаться 
множества точек, называемые областями. О б л а с т ь ю  назы
вается множество D  точек плоскости z или расширенной 
плоскости г, обладающее следующими свойствами:

a) D  состоит из одних внутренних точек (свойство от
крыт ост и ) ;  б) любые две точки, принадлежащие D, можно 
соединить непрерывной линией, целиком состоящей из точек 
D  (свойство с в я з н о с т и ) .

Множество точек, состоящее из области D  и ее границы, 
называется замкнутой областью и обозначается D.

Примеры.
1. Множества точек | z | < 1 и \z \ > 1 расширенной плоскости г яв

ляются областями, для которых окружность |г | = 1 служит общей гра
ницей.

Если же заданные множества рассматривать на плоскости г, а не на 
расширенной плоскости, то второе из них является областью, граница кото
рой состоит из окружности | г | = 1 и точки г = оо.

2. Кольцо 1 < |г — / | < 2 не является областью, так как точки окруж
ности |г — / 1 *= 2 не обладают свойством открытости.

3. Множество точек, удовлетворяющих условию Re г  • 1ш г > 0 тоже не 
является областью. Действительно, точки г, для которых ху > О заполняют 
первый и третий квадранты плоскости г, исключая оси координат. Это 
множество не обладает свойством связности, ибо, например, точки г, н г2 
этого множества (рис. 1.15) нельзя соединить непрерывной линией, целиком 
состоящей и» точек множества (начало координат 0 ему не принадлежит).
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4. Плоскость г является областью, границей которой служит бесконечно 
удаленная точка 9 = оо (при стереографической проекции плоскость г  пере
ходит в сферу г с выброшенной бесконечно удаленной точкой N). Расши
ренная плоскость г является единственным примером области, не имеющей

границы.
Часть плоскости, содержащаяся внут

ри непрерывной замкнутой линии (рис.
1.16, а ), доставляет нам простейший 
пример области, граница которой со
стоит из одной только линии /. Граница 
области может состоять и из несколь
ких замкнутых линий. На рис. 1.16,6 
приведен пример области, граница ко
торой состоит из двух замкнутых линий 
/, и /2. Внутренняя кривая /2 может 
вырождаться в точку или в двойную 
линию (так называемый разрез) .  

В д а л ь н е й ш е м  мы всегда  б у дем  п р е дп о л а г а т ь ,  
ч то  г рани цы  р а с с м а т р и в а е м ы х  нами о б л а с т е й  
с о с т о я т  из к о н е ч н о г о  числа  з а м к н у т ы х  кривых ,  
р а з р е з о в  и точек .  Так граница области, представленной 
на рис. 1.17, состоит из трех замкнутых линий /0, /,, /2, двух 
разрезов 7, и f 2 и одной точки а. Линин и разрезы, входящие 
в состав границы, мы всегда будем предполагать к у с о ч н о 
г ладкими ,  т. е. составленными из конечного числа гладких 
дуг (дуг с непрерывно изменяющейся касательной).

Рис. 1.16 Рис. 1.17

Число не связанных друг с другом частей, из которых 
состоит вся граница области D, называется п о р я дк о м  с в я з 
ности этой области. Так область, представленная на рис.
1.16, а (внутренность замкнутой линии / ),— о дн ос в я з на ,  
ибо ее граница состоит из одной только линии /. Границу 
односвязной области можно, непрерывно деформируя, стянуть 
в точку, не выходя за пределы рассматриваемой области. 
Область на рис. 1.16, б — д в у с в я з н а, так как ее граница 
состоит из двух не связанных друг с другом частей линий
18



/ И /•>. Область, представленная па рис. 1.17, — ч е т ы р е х- 
с ' вязна;  ее граница распадается на четыре не связанные 
друг с Другом части: 1) /0, Ть Тг» 2) /,, 3) /2 и 4) а.

Плоскость г является односвязной областью, граница ко
торой состоит из одной изолированной точки — бесконечно 
v да ленной точки 2 = со. Расширенную плоскость г будем 
тоже относить к односвязным областям, хотя эта область во- 
обше не имеет границы.

Д ля области, являющейся множеством точек, лежащих вне 
замкнутой линии /, не пересекающей саму себя (т. е. для 
внешности линии /), порядок связности зависит от того, рас
сматривается ли эта область на плоскости г или на расши
ренной плоскости г. Так внешность линии / на рис. 1.10, а 
является односвязной областью, если она рассматривается на 
расширенной плоскости, и двусвязной — если она рассматри
вается на плоскости я. Действительно, в первом случае гра
ница области состоит из одной только линии /, в то время 
как во втором — из линии / и точки г = оо.

П о л о ж и т е л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  обхода  границы 
области условимся считать такое направление, при котором 
область остается все время слева. На рис. 1.16 и 1.17 это 
направление указано стрелками.

В заключение введем понятие окрестности. Под о к р е с т 
но с т ь ю  точки г0 на плоскости или на расширенной пло
скости будем понимать произвольную область, содержащую 
точку 20. Часто в дальнейшем нам придется рассматривать 
стандартные окрестности, называемые е-окрестностями. Под 
е-окрес т нос т ь ю конечной точки г0 будем понимать круг

1 * - 2 ,> !< е

радиуса е с центром в точке г0. Под е-окрестностью точки 
г0= оо будем понимать круг

с центром в точке г0 = оо. Оба эти круга тем меньше, чем 
меньше s.

1.7. Функции комплексного переменного. Возьмем два 
экземпляра плоскости комплексных чисел: расширенную плос
кость (или плоскость) г и расширенную плоскость (или плос
кость) w (их можно представлять себе и совмещенными друг 
с другом). Пусть на первой из них задано произвольное мно
жество точек Е  (оно может содержать и точку z = оо).

Определение. Говорят, кто на множестве Е  задана 
Функция

w = f (z )% (1.13)
ID



если каждой точке z из Е  поставлено в соответствие оона 
или несколько точек w (в первом случае функция называ
ется одн оз н ач ной ,  а во втором — мн о г о з н а ч н о й ) .

Е  называется м н о ж е с т в о м  о п р е д е л е н и я  функции 
/ (г ), а множество К  всех значений wy которые f (z )  принимает 
на £* — м н о ж е с т в о м  и з м е н е н и я  функции. В дальнейшем 
наиболее важную роль будет играть тот случай, когда мно
жества Е  и К  являются областями (см. ниже п° 1.10, тео
рема 2), мы будем их тогда обозначать соответственно D  и А.

Положив £ = *  + у/ и w = и + v i% получим
u + v i = f (x  + yi) = и(х, y) + v (х, у) I ,

откуда
a = Re/(z) = //(дг, у), v = 1ш/(г) = v (x % у). (1.14)

Таким образом, задание функции (1.13) комплексного пе
ременного равносильно заданию двух функций (1.14) двух 
действительных переменных.

Пример 1. Для функции w = г'2, положив г = х  -f у/, w =  и 4- vl, полу
чим и -f v i = (х  -f у 1н =  (х? — у2) -f *2xyi, откуда вытекает

и = х1 — у3, v = 2ху.

Значения г, как было указано выше, будем откладывать 
на одной комплексной плоскости, а значения w — на другой

(рис. 1.18). Точку или точ
ки соответствующие дан
ной точке z из Е л будем 
называть о б р а з о м  точки 
z; о функции w = f (z )  бу
дем говорить, что она ото
бражает множесто Е  точек 
расширенной плоскости 
(или плоскости) z на мно
жество К  точек расширен
ной плоскости (или плоско
сти) w. Функцию (1.13), 
рассматриваемую с точки 

ею отображения, будем называть 
Отображение w = f (z )  будем на

зывать в з а и м н о  о д н о з н а ч н ы м  или о д н о л и с т н ы м  на 
множестве £, если функция w = f (z )  однозначна на Е  и лю
бым двум различным точкам из Е  всегда соответствуют две 
различные точки из К  (т. е. при таком отображении образы 
никаких двух точек из Е  не «склеиваются» между собой).

Если функция w = f (z )  отображает множество Е  на мно
жество К , то каждой точке w из К  будет отвечать одна или 
несколько точек г из Е  (последнее имеет место, если функ-

Рис. 1.18

зрения осуществляемого 
просто о т о б р а ж е н и е м .
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11Я w = z f (z )  склеивает образы нескольких точек из £). 
Таким  образом, на К  будет определена функция

г = <р (ьу),
называемая о б р а т н о й  но отношению к функции (1.13> 
и отображающая К  на Е. Отображение w = f (z )  будет одно- 
пистным тогда и только тогда, когда обе функции /  и <р од
нозначны.

Пример 2. Рассмотрим снова функцию
w =  г2. (115)

В тригонометрической форме
г  =  г (cos <р + / sin <р),

и (115) запишется в виде

w = г3 = г3 (cos 2<р 4- / sin 2«р),
откуда

\w | =  г* =  |*2 |, A r g w  =  2 A rg * . (1.16)

Второе уравнение (1.16) показывает, что отображение w  =  г2 удваивает 
аргументы, в силу чего все точки, лежащие в плоскости г на луче arg г  
=  <рм перейдут в плоскости w в точки, лежащие па луче arg w — 2?0 (рис. 
1.19, а). Первое уравнение (1.16) показывает, что при отображении w = г- 
модулп возводятся в квадрат, откуда следует, что точки, лежащие в плос
кости г на окружности | г | =  г,н перейдут в плоскости w в точки, лежащие 
на окружности |tr|=rj. Отсюда следует, что функция (1.15) отобразит верх
нюю полуплоскость О < arg г < я плоскости г на всю плоскость w с выбро
шенным лучом arg w = 0 (с разрезом вдоль положительной части действи
тельной оси) (рис. 1.19,0). Функция w = г2 однозначна, кроме того, двум 
различным точкам из области 0 < arg г < л соответствуют две различные 
точки из области О < arg w < 2г.; следовательно, отображение w = г2 одно
листно в области 0 < arg г < я. Если считать, что у разреза в плоскости w 
два «берега» (верхний и нижний), то отображение w = г3 будет однолистно 
и в замкнутой области 0 < arg г < г.; при этом точки луча arg г = 0 отобра
жаются на верхний берег arg w = 0, а точки луча arg* = * на нижний бе
рег arg w  = 2г. разреза.

Рассмотрим теперь область 0 < arg г < я -f * > 0. Точки w =  г2, со
ответствующие точкам этой области, заполнят всю плоскость w. Отображе
ние w = *2 не будет однолистным в этой области, так как образы точек 
г, и = — г, (рис. 1.19, в) при этом отображении склеятся — перейдут 
в одну точку ш, =  г? =  г\.

Пусть функция w = f(z ) отображает множество Е  на мно
жество К , а функция *= »g(w ) отображает множество К  на 
множество Я. Функция

« = Ф<*) « * [ / ( * ) ! ,  (1.17)
отображающая Е  на Р, называется с л о ж н о й  фу н к ц и е й ,  
а осуществляемое ею отображение Е  на Р  называется нало- 
ж е н й е м  или с у п е р п о з и ц и е й  отображений g и /.
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Рис. 1.19

!.8. Предел последовательности. Рассмотрим последова
тельность конечных точек г,, г 2, .... , zn% ..., которую коротко 
будем обозначать символом |гя|.

Определения. 1. Конечная точка г0 = х0 + у01 называется 
пределом последовательности |г„| = [хп + yni\, если после- 
довательности (*„) и [уп] действительных чисел стремятся  
соответственно к пределам х0 и у0.

2. Бесконечно удаленная точка г0 = оо называется пре
делом последовательности |гя| = [хп + yni). если последо
вательность действительных чисел ||г„|) стремится к -f оо.

В обоих случаях пишут
lim zn = z0 и л и  zn -* г0.
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Из этих определений следует, что если гп -> г,„ то любая 
е_окрестность точки г„ содержит все члены последователь
ности |2„), начиная с члена некоторого номера 7V, зависящего- 
от е. Это значит, что если г0 — конечная точка, то для лю
бого наперед заданного числа е > 0 можно указать такое на
туральное N, что для всех п > N  будет

\ г „ - г 0 \ < е .

Если же г0= со, то для любого числа г> 0  можно будет 
ука за ть  такое натуральное N, что для всех п >  N  будет

•*Ч

Последовательность [zn] называется о г р а н и ч е н н о й ,  
если все точки этой последовательности принадлежат некото
рому конечному кругу с центром в начале координат, т. е. 
если существует такое положительное число /я, что для всех 
п будет

|г„|</я.
Из определений предела последовательности и ограничен

ной последовательности следует, что всякая последователь
ность конечных точек, стремящаяся к конечному пределу, 
ограничена.

Отметим, что все теоремы о конечных пределах последо
вательностей действительных чисел без существенных изме
нении оказываются справедливыми и для последовательностей 
комплексных чисел. В частности, в комплексной области 
остаются в силе теоремы о пределе алгебраической суммы, 
произведения и частного последовательностей.

1.9. Предел функции. Пусть функция w = /(г) определена 
и однозначна в некоторой окрестности точки г0, исключая 
может быть саму точку г0.

Определение. Конечная точка w0 = и0 + v0l  называется 
Щределом функции f (z )  = и (х, у) + iv  (х, у) при г -> г0 = 
** +  Уо̂ э если действительные функции и (х ,у )  и v (x t y) 
двух переменных х и у стремятся соответственно к пре
делам и0 и v0 при z->z0 (или при jc-> *о, У-*Уо).

В этом случае пишут lim f (z )  = w0 или f(z )-> w 0 при 
г • г„.

В приведенном определении г0 и о»,, — конечные точки. 
Если же одна из них или обе они являются бесконечно уда
ленными точками, то определение следует изменить. Так» 
например, при w0 — со и г0 — конечном определение предела 
будет выглядить так: точка w0 = оо называется пределом 
функции f  (z) при если действительная функция
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1 f(z )\  двух переменных х н у  стремится к + оо при z -► г0 
(или при х -* х0. у -► у0). Предлагаем читателю самостоя
тельно сформулировать определения предела функции в дру
гих возможных случаях.

Из этих определений следует, что если
lim f (z )  = w0t (1.18)
г-*г„

где z0 и ю0 — конечные или бесконечно удаленные точки, то 
для любого числа е > 0  можно найти такое число S > 0, что 
для всех точек г, принадлежащих 8 — окрестности точки г0 
(за исключением может быть самой точки г0), соответствую
щие значения функции w = f (z )  будут принадлежать s — ок
рестности точки ге»0. Это означает, что дли конечных г0 и w0 
(1.18) имеет место, если из неравенства

О < | г — г01 < 5 (1.19)
следует неравенство

|/ (г ;-д а „|< е . ( 1.20)
Если же w0 = оо, a z0— конечно, то (1.18) имеет место, 

если из неравенства
0 < I г — г„ I < 8

следует неравенство

\f{Z)\

Если множество определения Е  функции / (г ) является 
замкнутой областью 7) и точка г0 принадлежит ее границе 
или И является некоторой линией /, то любая окрестность 
точки z0 содержит как точки, принадлежащие Е у так и точки, 
не принадлежащие Е. Определения предела функции сохра
нят силу и в этих случаях, если принимать во внимание 
только точки г, принадлежащие Е.

Так как существование конечного предела функции ком
плексного переменного эквивалентно существованию конечных 
пределов двух действительных функций, то все теоремы о ко
нечных пределах из действительного анализа остаются в силе 
для функций комплексного переменного. Мы не будем оста
навливаться здесь на формулировках этих теорем.

В заключение настоящего пункта подчеркнем еще раз, что 
везде ниже, где речь идет о пределе некоторой функции, 
предполагается ее однозначность.

1.10. Непрерывность функций. Пусть теперь функция f(z )  
определена в некоторой окрестности конечной точки z0, вклю
чая и саму эту точку.
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Определение I. Функция f  (z) называется непрерывной. 
в конечной точке г0. если предел / (г) при z -> г и конечен 
и равен /  (zо):

\imf (z) — f ( z 0) Ф  оо. ( 1.21)
z-ж.

Равенство (1.21) имеет место, если для любого числа г> 0  
найдется такое число 8>0, что из неравенства

| г - г 0|<8
следует неравенство

I /  ( г )  — f  ( г о) I <  *•

Как и в действительном анализе назовем г — г0 = Дг при
ращен нем а р г у м е н т  а, a f ( z )  — f ( z 0)  = п р и р а ще 
нием фу нкции .  Тогда (1.21) будет эквивалентно равенству

lim Аю = 0. ( 1.22)
Ьг-0

Сохраняя обычную терминологию, назовем функцию <р (г) 
б е с к о н е ч н о  малой в окрестности точки г0, если <р(г)->0 
при z-+z0. Тогда равенство (1.22) можно прочитать так: функ
ция w = f (z )  называется непрерывной в конечной точке г0> 
если бесконечно малому приращению Дг аргумента в этой 
точке соответствует бесконечно малое приращение Aw функ
ции.

Из определений предела и непрерывности функции в ко
нечной точке с очевидностью вытекает следующая

Теорема 1. Для того, чтобы функция f (z )  = и (х, у) -f- 
+ v(x , у) i была непрерывна в конечной точке z0 = х0 -f y j ,  
необходимо и достаточно, чтобы функции и(х, у) n v (x ,y )  
были непрерывны в точке (х0, у0).

Отсюда сразу же следует, что известные из действитель
ного анализа теоремы о непрерывности суммы, произведения 
и частного непрерывных функций будут справедливы и для 
функций комплексного переменного.

Понятие непрерывности распространим и на бесконечно 
Удаленную точку с помощью следующего определения:

Определение 2. Функция f (z )  называется непрерывной 
в бесконечно удаленной точке zn = оо, если \\m f(z ) = w0,Z-* оо
где ze»0 — конечное число; число w0 будем принимать за зна
чение функции f (z ) в точке z0 = оо.

Определение 3. Функция / (z) называется непрерывной 
на некотором множестве Е  точек z (и, в частности, в об
ласти D, в замкнутой области D. на линии /), если эта  
Функция непрерывна в каждой точке множества Е.
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Отметим без доказательства, что для функций непрерывных 
в замкнутых областях, на замкнутых линиях, а также на отрез
ках линий, содержащих свои концы, справедливы известные из 
действительного анализа свойства функций, непрерывных на 
замкнутых интервалах. Так, если функция / (г ) непрерывна 
на замкнутом множестве £*, то:

1) f  (z) о г р а н и ч е н а  н̂а £, т. е. существует такое число 
/я > 0, что для всех z из Е  будет \f(z)\-< т .

/(^) достигает на Е  своего наибольшего и наименьшего 
по модулю значения.

Приведем без доказательства еще следующую важную 
теорему:

Теорема 2. Если функция w = f (z )  однолистна и непре
рывна в области D, то  множество Д. на которое эта  
функция отображает область D, то ж е  является об
ластью и обратная функция z =  <р(хе») непрерывна в А.

Теорема эта носит название принципа  с о х р а н е н и я  
области .

>111'ЛЖИ KII ИЯ

1. Сформулировать с помощью неравенства следующие утверждения 
(z(> и — конечны): a) lim / (z) = w(Uг-»гщ
б) lim f ( z ) = сю, в) lim f(z) = w0,

л- •»
г) lim / (z) = оо.

2. Являются ли следующие множества точек z областями: 

а) | г | > 3, б) 0 < arg z < -д-, в) 2 < | z — 1 | < 3,

г) z < - jp  \z\ < 1, д) 0 <  lm ж < 1, е)| ж — 11 < |ж + 11.
3. Установить порядок связности 

областей, изображенных на рис. 1.20. 
и указать положительное направле
ние обхода границы этих областей.

4. Функция or = / (г )  =  и (дг,у)-Н 
-f v (дг, у) I отображает данную кри
вую F ( jt fy) =  0 плоскости г в не
которую кривую Ф (и, v ) = 0 пло
скости w. Для того чтобы найти 
уравнение этой последней кривой, 
достаточно, очевидно, исключить х и у 
из уравнений:

F (x , у) =- 0;

и = и (х, у);

v  — v (х у).
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Если кривая в плоскости г задана комплексным уравнением г =  х (/) +
. «/л/ =sz(0 . т0 уравнение ее образа в плоскости w в комплексной форме

у I =  / 1̂ (01-
уравнение линий плоскости w, на которые функция w = г3 отоб-

* следующие линии плоскости г: а) прямую х — 2, б) прямую у = I, 
^  гиперболу ху =  1. г) окружность ** +  у* _  4.

5 Найти уравнения линий плоскости а», на которые функция м* —
отпбоажает следующие линии плоскости г:
а) 7 = х  б) X2 + у2 == №  (R  > 0), в) у = 4.

$ 8. ПРОСТЕЙШИЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ
1.11. Показательная функция ег для любого комплексного 

z = х + yi определяется формулой
w = ег = = e r (cos у + / sin у). (1.23)

Положив здесь у = 0, установим, что для действительных 
г = х это определение совпадает с обычным. Для показатель
ной функции справедливы соотношения:

ег> ■ ег> = = <?'■-*. (1.24).

Действительно, из формулы (1.23) следует, что модуль 
выражения e* = ex+yi равен еху а его аргумент равен у; в силу 
этого и правила умножения комплексных чисел будем иметь.

е*- • ег‘ = ех> • ех‘ |cos (у, + у2) + / sin (у, + у,)] =
= ех‘+х> [cos (у, + Уз) + i sin (у, + у2)| =

=  ^(r,+x,) + (y, + y,)i —  е*\+**я

Аналогично доказывается и вторая из формул (1.24).
Функция ег является периодической с чисто мнимым пе

риодом 2it/; действительно, для любого целого k имеем
gZ+ЧктЛ ~  gi . glukl

ибо по формуле (1.23)
girki _  cos _j_ i sjn о kit — I .

Положив в формуле (1.23) x = О, у = <р, получим фор
м у л у  Э й л е р а :

е‘* = cos <р + 1 sin <р.
С помощью этой формулы комплексное число в полярных 

координатах можно записать в компактной п ок аз а тель -  
н о  й ф о р м е

z = г (cos <р -j- i sin f ) — re*.
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Примеры
1. 1 = cos О + / sin 0 = *»ю;

К Г  I —
/ =х cos -*2“  -f / sin -~2~ =  € 1:

l + i  = V T  (cos 4- / Sin -£-) = V T  e T .

2. *2+s/ = (cos 3 -f t sin 3);
г ” 2/ = cos 2 — / sin 2.

1.12. Логарифмическая функция определяется как функция, 
обратная показательной: число w называется логарифмом чис
ла z ФО  (обозначение w = Lnz), если ew = z.

Положив z = r e а» = w -f г//, получим

e V 1’ =  r e 1* ,  

откуда вытекают два равенства

еи = г, -+ 2£*.

Из первого равенства находим и = In г — обычный нату
ральный логарифм положительного числа г. Следовательно,

да = Ln z = In г +  / (<р + 2кк) = In | z I + i (arg z + 2 Ля)
= In | гг | 4- / Лгр г. (125)

Эта формула показывает, что логарифмическая функция 
комплексного аргумента имеет бесконечное множество значе
ний. При Л = 0 будем иметь так называемое г л а в н о е  з на 
ч е н и е  логарифма, которое обозначается символом In г; итак,

In г = In \ z\ -f/argz.

Нели z — действительное положительное число, то argz = 0 
и In2Г = In12г|. Следовательно, г л а в н о е  з н а ч е н и е  л о г а 
рифма д е й с т в и т е л ь н о г о  п о л о ж и т е л ь н о г о  числа  
с о в п а д а е т  с о б ы ч н ы м  н а т у р а л ь н ы м  л о г а р и ф 
мом э того  числа.

Примеры.
1. Д ля числа г = — 1 имеем |г | =  1, arg* = «, следовательно,

Ln (— 1) =  (2k +  1) к/, In ( — 1) =  */.
_ _ к
2. Для числа г  = / имеем | г  | =  1, arg г  = -тр, следовательно,

Ln / =  12k +  -5-) */, In / = -у/.
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Из формулы (1.25) следует, что логарифмическая функция 
комплексного аргумента обладает известными свойствами 
логарифма действительного аргумента:

Ln (z, • 2г) =  Lnz, 4- Ln z2;

Ln —  =  Ln z, — Ln zy,

Ln (z") =  n Lnz;

Ln у  z =  —  Ln г.

Действительно, например,
Ln (г, • z.) =  In | г, ■ z2\+1  Arg (z, ■ z2) —
=  In ( 12, | • | z21) + 1 (Arg г, +  Arg z2) =

=  ( In | z, | +  i  Arg z,) -f (In | z2 | -f i  Arg z2) =  Lnz, -f Ln z2.

Аналогично проверяются и другие из написанных выше фор
мул.

1.13. Тригонометрические функции комплексного аргу
мента определяются равенствами:

е,г 4-е-,г
sin z = --- 2/--- * cos = ---- 2----;

sin г . cos г  /« о^\tегг = ---- , cte z = — . (1.26)& cos г ь  sin г '  '

Для действительных z эти определения дают тригономет
рические функции действительного аргумента. Действительно, 
при г = * ( у = 0), например, первое определение нам дает

е1х _  е-1х |
sin г ----- -----= "2J  Kcosjc + / sin л:) —

— (cos jc — / sin x )] = sinx.

Функции (1.26) сохраняют многие свойства тригонометри
ческих функций действительного аргумента. Так, например, 
из периодичности функции ег с периодом 2п следует, что 
Функции sin z и cosz имеют период 2*, функции tgz и ctgz— 
период тс. Действительно, например,

sin (z +  2*) =  -57- [<?' <*+2*> -  е- 1 <*+*«>] =

^  ± г  ]е1г+™ -  е - 1г~™] =  =  sin г.
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Все известные тригонометрические тождества остаются 
в силе и для тригонометрических функций (1.26). Так, на
пример,

В отличие от тригонометрических функций действительного 
аргумента модули функций sin z и cos «г могут быть больше 
1 (даже сколь угодно большими). Так например,

1.14. Обратные тригонометрические функции опреде
ляются как функции, обратные по отношению к тригономет
рическим. Число w называется а р к с и н у с о м  числа z (обо
значение w ~  Arcsinz), если z = sinw. Используя первую 
формулу (1.26), получим

Решая это квадратное относительное eiw уравнение, найдем

Многозначность этой функции определяется двузначностью 
корня и бесконечнозначностыо логарифма.

Аналогично определяются другие обратные тригонометри
ческие функции, формулы для которых выводятся подобно 
формуле (1.27) и имеют следующий вид:

sin2* + cos 2z = 21

cos / — —  (e~l -f e )  ж  1,543; a sin / = ~2r ( e~x — £) ~  1,174/.

или
e2iw -  2 izeiw — 1= 0.

e w = iz + V I -z-
откуда

iw = Ln (iz + У  1 — z-)
и

w = Arcsin z = — / Ln (iz V\ — z-). (1-27)

Arccos z = — i Ln (z + \rzr — 1 ); (1.28)

(1.29)

* i Мы не пишем перед корнем двойной знак, так как символом z 
обозначаем все значении корни.
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Примеры
"  вычислить Arcsln I.
с  помощью формул (1.27) и (1.25) находим

Arcsln / = — / Ln (±  V  2 — I).

Если перед корнем в скобке взят положительный знак, то
Arcsln / =  — / Ln ( /  2 —1) = — / (In ( /  2 - 1 )  -f 

+ /(О -f 2 **)) = 2 Лгл — /In — 1).

Если же перед корнем взят отрицательный знак, то
Arcsln/=  -  / Ln (— К  2 — 1) - -  / {In ( V  2+  1) + 

+  *(*  + 2**)) = (2 Л +  1) *  — /In ( V T +  1).

Объединяя оба эти результата, окончательно получаем

Arcsln / = £* — / In | К  2 — (— !)*!•

2. Вычислить Arctg2/. Применяя формулы (1.29) и (1.25), находим

1.15. Гиперболические функции в комплексной области 
определяются равенствами

Непосредственно из этих определений следует, что функ
ции sh-г и ch г периодические с периодом 2itf, а функции 
thz и cth z имеют период гс/. Опираясь на формулы (1.26) 
и (1.31), легко получить следующие формулы, выражающие 
гиперболические функции через тригонометрические:

Полагая в первой паре этих формул iz = z\ получим 
sin z' = i sh z, cos z' = ch z,

откуда вытекает правило: л ю б о е  с о о т н о ш е н и е  м е ж д у  
т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и  sin г и cos г

sh z =

(1.31)

sh z = — / sin izy ch z = cos iz\ 
th z = — ftg /г, cth z = / ctg/z. (1.32)



п е р е х о ди т  в с о о т в е т с т в у ю щ е е  соот ношени е  
между  г и п е р б о л и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и  sh z и ch с 
в р е з у л ь т а т е  з а м е н ы  в исходном с о о т н о ш е н щ  
is nz и cos г с о о т в е т с т в е н н о  на /shz и с hz.

Пример. Совершив указанную замену в соотношениях

c o s - f  51п2г 1 , 
sin 2г — 2 sin г cos*,

получим соответствующие соотношения между гиперболическими функ
циями

сИ2г —»8Н*г = 1; 
sh 2 х = 2 sh г ch z.

1.16. Функции обратные гиперболическим обозначаются 
соответственно о> = Arsh z (ареасинус), w = Arch z (ареакосинус), 
w = Arth z (ареатангенс), w = Arcthz (a pea котангенс). Тем же 
методом, что и для обратных тригонометрических функции, 
для них можно получить выражения:

Arsh z = Ln (z + У z- -f 1);
Arch z = Ln (z + \ z1 — 1);

Arthz = -y Ln JTT7 I (1.33)

Arcth z = 4 “  Ln г 1 .-.2 г  1
Все эти функции бесконечнозначны.
Пример. Arsh / =  Ln / = (-tj- f  2k- )/.

1.17. Общая степенная функция w = za, где fl = a + -
произвольное комплексное число, определяется равенством

W = = eaLni. (1.34)
Пусть г ге/<р (— к < <р *), тогда
и , е*> |1п '  + <?.+ 2Аж) ij _ еа In г -  0 (<р + 2кг) ( ^ /|p in r+  « ( f  + 2**)| (1 .35)

где k — целое число.
Пусть Э = 0, тогда а =  a — действительное число. Если « — целое, то 

функция г °  однозначна и непрерывна для всех конечных г (кроме точки 
г = 0 при а < О); действительно (1.35) в этом случае дает

w =е 9 (,n r+/f) (так как e2k*rJ 1 при « — целом).
т I т

Е сли а -—  — рациональное число  ̂дробь —  предполагается несо

кратимой), то модули всех значений функции za одинаковы и равны 
ел in г аргументы же этих значений образуют арифметическую прогрессию 

О* = a? + 2 Лз* (Л = О, ± 1 f  2,...). (1.36)
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рассмотрим какие-нибудь п последовательных значений этой прогрессии, 
например 1* одна пара этих значении не отличается
,оУГ от друга на величину, кратную 2л; с другой стороны, при к > п и при
2 < 0 члены прогрессии (1.36) будут отличаться от какого-нибудь из чисел
*   0Я _| на величину, кратную 2г. Следовательно, в этом случае функ
ция имеет п значений, лежащих в вершинах правильного л-уголышка, 
вписанного в окружность радиуса *’ ,п г с центром в начале координат. Та
ким образом, в этом случае функция za совпадает с функцией >

т
.гS сг yV".

Если в — число иррациональное, то среди членов прогрессии (1.36) нет 
отличающихся на кратное 2л. Действительно, если предположить противное, 
т е. если допустить, что для каких-нибудь двух различных целых чисел кх
и кз будет 0̂  —- 0̂  =  2 (кх — к2) = 2/я, где / — целое, то отсюда * =  ^ ^
оказывается числом рациональным. Следовательно, в этом случае функция 

бескоиечнозначна.
Пусть теперь В *0. Из формулы (1.35) следует, что в этом случае 

функция га имеет бесконечное множество значений. Аргументы этих значений 
образуют арифметическую прогрессию 0* =4 In г 4- а? + 2кп- (к =* 0± !,±2,...), 
а модули — геометрическую прогрессию р* - с1 ,n г •** • е~ п о с л е д н е е  
обстоятельство и делает функцию га бесконечнозначной.

Примеры. Вычислить I1 и 32+*. Пользуясь определением (1.34), на
ходим

// =  g l l n l  = ^” ( “ +2* * \  32+' =  е(2 + 0 Ln 3 _  е (2 + /) (In S + 2 *«/) _

I  =  е<21п 3-2*«> -  ' (|п з + = In з - Ur. (cos ln 3 + t sln ln 3)

УПРАЖНЕНИЯ
1. Докажите, что для действительных г =  х> | х  | < 1 функция w = Arcsln г  

имеет действительные значения.
2. Докажите, что для действительных г =  х  функция u> = Arctg* имеет 

действительные значения.
3. Какие линии заданы комплексными уравнениями (t — действительный 

параметр): а) г e\lt\б) г — а —геи % а = л -f i*3, г > 0; в) г = 6el1 + 2e~lt\
г) г (1 -f е~и У = 1; д) г  = г(| + ^ / (найти уравнение кривой в полярных 
координатах).

4. Найти в комплексной форме уравнения кривых: 
а) астроиды х =  a cos31, у =а slnJ /; б) г — (а > 0).

5. Показать, что | sin z | =  У  sin3 х  4- sh3y.
6. Найти действительную и мнимую части функций: 

а) сг\ б) sin z\ в) tg z\ г) cli z\ д) z -f sh z\ e) ze*.
7. Доказать следующие тождества:

a) sin 2z =  2 sin z • cos z\ 6) cos 2z = cos3 z — sin2 z\ в) sin (zx 4- z:) =  
*= sin r. cos Zi +  cos zt sin z2; r) ch2 z — sh3 z = 1; д) ch 2z = ch2* 4- sh3*.

8. Вычислить: 
mt iJL i-/JL
a> e 2; 6 ) e  2 ; в) Ln (1 — /); r) Ln (— 3 4- 4/); д) Ln (— I); e)cos(5 — I): 
* )  sin ( I — 5/); 3)tg (2 — / ); и) ch /; к) sh (— 3 -f- Oi л) Arcsln 3; m) Arcsln (1 4- 0;
H) Arctg 0^*2 — /); o) Arctg -j-; и) Arsh ( — 1); p) Arth/; с) l l +

T> ( 1 4 y)  4'; ф) ( - l / 7 .

3 ИН



s 4. ПРОИЗВОДИЛИ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ
1.18. Производная. Пусть однозначная функция w = f (z )  

определена в некоторой окрестности конечной точки г. Выбе
рем в этой окрестности точку г +  Дг и пусть Да' будет при
ращение функции / (г ) при переходе от точки z к точке
z + Дг:

Определение. Если существует конечный предел отно
шения ^  при Дz -► 0, то:

1) функция / (г ) называется Оифференцируемой в точке г.
2) э т о т  предел называется производной функции f(z ) 

я точке z и обозначается символом

Д® = / (г  + Дг) -  / (г )  = |и (х + Д.*, у + Ду) +
+ iv  (х + Дл, у + Ду)| -  |и (х, у) + iv (х, у)| = Д« + /До,

Отношение-^- при аг->и может стремиться к конечному
пределу только при условии, что и Лге>->0;но это есть усло
вие непрерывности функции / (г ) в точке z (п° 1.10). Итак, 
из дифференцнруемости функции в некоторой точке вытекает 
и непрерывность функции в этой точке. Обратное утвержде
ние, как и в действительном анализе, не имеет места.

1.19. Условия Коши — Римана. Выясним теперь, при каких 
условиях функция будет дифференцируемой в данной точке. 
Здесь имеет место следующая

Теорема. Для того чтобы функция f (z )  = и (х , у) +  
+  iv (х, у) была дифференцируема в точке z = х + iy, необ
ходимо и достаточно. чтобы

Дда=/(г + Д г )- / (г ).

(1.37)

Пусть
w = f (z )  = и(х, у) + iv  (л:,у), Дz = Длс + /Ду,

тогда

где, как обычно, обозначено
Дм = и (х + Д-t, у + Ду) — и (х , у); 
Дг» = v (x  + Дл, у + Ду) — v  (х , у). 

Формулу (1.37) теперь можно переписать так:

(1.38)



1) действительные функции и (х .у ) и v (x ,y ) были диф
ференцируемы в точке z и
Г 2) в этой точке выполнились равенства 

ди __ dv_ д и _____ду
дх ~~ ду • dy “  Av I 1

(условия Коши — Рима на).
■ Д о к а з а т е л ь с т в о  необходимост и .  Пусть функция 

^(z) дифференцируема в точке z. Тогда предел (1.38) суще
ствует и конечен при приближении точки z + Az к точке z 
лю бым образом (т. е. этот предел не зависит от закона стрем
ления Az = \х + Ну  к нулю). Пусть сначала точка г 4- Az 
приближается к z по прямой, параллельной действительной 
оси, т. е. пусть Az = A.v-*0. В этом случае формула (1.38) 
дает:

» Ап 4-/Ас; Ли . . . .  Ли ди , .dv
_______  ( г )  =  П т — т-— = limT T + n im I T  = + (140)Д.Г-0 Л.г-0ЛДГ А.Г-*0 лх ОХ ОХ

К Если же точка z -f Az приближается к точке z по прямой, 
параллельной мнимой оси, то Az = /Ду -► О и формула (1.38) дает

I I- А и + ISv  At» ... Ли , ди * /t l1v
. / w  -  - } '5 5 - i } ‘5 5Г “  5 -  '5 -  (Ы 1 )

Я р  •
г По, как мы уже говорили, в рассматриваемом случае пре

дел (1.38) не должен зависеть от закона стремления Az к ну
лю, а потому выражения (1.40) и (1.41) должны быть равны 
друг другу:

ди , . dv dv . ди 
дх ' дх " ду 1 ду '

■откуда и вытекают равенства (1.39).
I  Д о к а з а т е л ь с т в о  дос т а т о ч н о с т и .  Пусть теперь 

условия (1.39) выполняются. Так как функции и(х% у) w v(x .y) 
, дифференцируемы в точке г = х+Лу, то, как известно из 

действительного анализа, полные приращения этих функций 
можно представить в форме

Ли = и (х + Дх, у  +  Л у ) — и(х, у) = 

Лх) = v (х + Л.г, у + Лу) — v  (дс, у) = (1.42)

|  * Так как f  (2\ по условию существует, то из (1.40) и (1.41) следует 
существование частных производных от функций и и V.
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где а->0, при Дл:->0, Ду-*0 (т. е. при Дг = Дл + /Ду -*■ 0). 
Приращения функции w = f (z ) ,  используя формулы (1.42) 
и (1.39), представим в виде

Да- - / ( г  +  Дг) - / ( * )  =  Дм +  /До =  Дд: +  ^  Ду +

+ ,1 ! & А*  + 37Д>’) + >2|Лг1==

=  (5Г  +  ^ ) Лг +  т< |А г| =  ЛДг +  т)|Дг|,

где обозначено у\ = * + Ф. Л = g-- + при этом т( -> 0 при 
Дг-*0, а Л от Аг не зависит. Поделив последнее соотношение 
на Дг, найдем, что в рассматриваемом случае j j - -*■ А при
Дг ->- 0, что и требовалось доказать.

Д л я  ф у н к ц и й  к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н н о г о  с о х 
р а н я ю т с я  все и з в е с т н ы е  из д е й с т в и т е л ь н о г о  
а н а л и з а  правила  д и фф е р е н ц и р о в а н и я :

1) (\ f ( * ) +  g ( * ) ) ' =  Г  ( * )  +  g '(* );
2) If (z )  ■ g (z)]' = / '(z) g (z) + f (z )g '(z ) ;
^  ( f ( t )  Г  Г  (г ) К  (г) f ( * )  f i'(г)

I g (z )  I  g i f t )

4) \f\g (z )\Y= f\g(z )\-g '(z )- ,

5

В последней из этих формул /  и <р — взаимно обратные 
функции, осуществляющие однолистные отображения окрест
ностей точек z и w.

Действительно, выводы этих правил основаны только на 
свойствах алгебраических действий и предельного перехода, 
которые сохраняются в комплексной области.

1.20. Аналитические функции. Дифференциал. Введем 
теперь фундаментальное для изучаемой теории понятие ана
литической функции.

Определение 1. Функция f (z )  однозначная и дифферен
цируемая в каждой точке области D  называется анали
тической (иначе, регулярной или голоморфной) в этой 
области.

Определение 2. Функция f (z )  называется аналитической 
в конечной точке z. если она является аналитической 
в некоторой окрестности точки г.
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Из этих определений видим, что понятие аналитичности 
и дифференцируемое™ в области совпадают, в то время, как 
услови е  аналитичности в точке является более жестким, чем 
условие дифференцируемое™ в точке; действительно, условие 
аналитичности в точке требует, чтобы функция была диффе
ренцируема не только в этой точке, но и в некоторой ее 
окрестности.

' Определение 3. Точки плоскости 2. в которых однознач
ная функция f (z )  аналитична. называются правильными 
точками f  (г). Точки, в которых функция f(z ) не является 
аналитической, называются особыми точками этой функ
ции.

Пример К  Рассмотрим функцию w  =  г\  Для нее 
и = х* — у*, v  = 2ху,

откуда

_ * L =  * 1 = 2*. * L = _  * 1  = _ 2у. дх ду ду дх

* Условия Коши-Рнмана выполняются для функции w  =  е2 во всех точ
ках плоскрстн г, в силу чего она дифференцируема, а значит, и аналитична 
во всех точках этой плоскости. Этот же результат можно получить непос
редственно воспользовавшись определением (1.37) производной. Действи
тельно, для функции w = г1 в любой конечной точке г будет

= (г 1 Ад)» -  #  = 2  д 
Д? Дг

откуда

llm —  = w ’ = 2г. (г5)' = 2г. Аг-о Аг
1 На этом пути мы фактически вычислили производную рассматриваемой 

функции. Впрочем, убедившись с помощью условий Коши—Римапа в анали
тичности функции w  *= г а во всей плоскости г, мы могли бы вычислить 
Производную от нее, воспользовавшись любой из формул (1.40) и (1.41). 
Так, например, с помощью формул (1.40) снова находим

%

(г-)' = J L  (л? — у») + I JL  (2ху) - 2х f  12у = 2(х + 1у) = 2г. дх дх
Аналогично, с помощью определения (1.37), можно убедиться в анали

тичности функции w =  гп (п — натуральное) во всей плоскости г и вычис
лить ее производную w '= m n

Пример 2. Рассмотрим функцию w =  е2 = r^cos у + / sin у). Для нес 
и тл е* cos yt v *= е* sin у, откуда

*  - e 'c o s y ,  — — ex siny.дх ду ду dx

Следовательно, условия Коши—Римана для функции w  = е* выполняют
ся во всех точках плоскости г, в силу чего она дифференцируема, а значит, 
и аналитична во всей плоскости г. Воспользовавшись формулой (1.40), най
дем (е*)' = е*.
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Функции sine, cose, sli г, ch г являются линейными комбинациями* 
показательных функций е* и е~*% а потому они тоже аналитичны во всей 
плоскости г. Функции ctg*, tgг, clh*, th g аналитичны во всех тех точках, 
в которых соответственно первые четыре функции не обращаются в нуль. 
Формулы дифференцирования всех этих функций, как легко проверить, не 
отличаются от соответствующих формул действительного анализа.

Пример 3. Для функции w г Re г ( v iy )x  имеем и = x-t v ■ лу,
откуда

ди _ 9 ду _  ди л
Ч Г  ’ л Г  у'

Следовательно, условия Коши—Римана выполняются для этой функции 
только при х 0, у =  О. Таким образом, функция ш = г К е г  дифференци
руема в единственной точке г = 0 и нигде не аналитична.

Пример 4. Для функции w  =■ г =  х  — y i будет и = дг, v  = — у, откуда 
ди dv
дх ~  * ду ~~

слелорательно, здесь первое условие Коши —Римана не выполняется, в силу 
чего функция w = z не дифференцируема ни в одной точке.

Д и ф ф е р е н ц и а л о м  d f(z ) аналитической функции 
к* / (z) в конечной точке z называется главная линейная 
по отношению к Az часть приращения Ао> этой функции.
11меем

||т 4 г = л * ) .
откуда

где lim г = 0. ИлиА*-о

3 7 =  / '( * )  +  а (г, Дг),

Д w -= / '(г ) Дz 4- *Дг.

Здесь первое слагаемое /'(г)Дг является при Дг-*0 бес
конечно малой того же порядка, что А г, если / ' (г) 0, 
а второе слагаемое аДг есть бесконечно малое более высокого 
порядка, чем Дг. Отсюда следует, что / '(г )Д г  и есть диффе
ренциал функции f (z );  итак,

<*/(*)•»/' (z )S z = f (z )d z
(ибо при /(z ) = z будет dz = z'Az = Az).

В заключение еще раз подчеркнем, что все введенные 
в настоящем параграфе понятия относятся к о д н о з н а ч н ы м  
фу н к ц и я м ,  рассматриваемым в точках п л о с к о с т и  z 
(точка z = оо исключается из рассмотрения).

* Под линейной комбинацией нескольких функпнй понимают сумму про
изведений этих функций на числовые коэффициенты.
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1.21. Связь аналитических функций с гармоническими.
Выясним теперь, любая ли функция двух неременных х и у 
м ож ет служить действительной или мнимой частью некоторой 
аналитической функции. Пусть нам дана функции

/ ( г )  — и (дс, y) +  tv( x, y)

аналитическая в некоторой области D. Тогда во всех точкахО 
функции и и v удовлетворяют условиям Коши — Римана 
(1.39).
* Дифференцируя первое из этих равенств но х , а второе - 

по у и почленно складывая, получим
#и <Ри _  0 * 
дХ2 т  ду2

I Дифференцируя первое из тождеств (1.39) по у, а второе 
по л* и вычитая почленно из первого второе, получим

дх? 1 ду2
Видим, что функции и и v  должны удовлетворять одному 

и тому же дифференциальному уравнению с частными произ
водными второго порядка, называемому у р а в н е н и е м  Л а п 
ласа.  Функции, удовлетворяющие этому уравнению, назы
ваются г а р м о н и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .  Таким обра
зом, и и v должны быть гармоническими функциями. Однако 
гармонические функции и и v должны еще удовлетворять 
условиям Коши — Римана (1.39); такие две гармонические 
функции называются в з а и м н о  с о п р я ж е н н ы м и .  Итак ,  
д е й с т в и т е л ь н а я  и мнимая  час ти  а н а л и т и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  я в л я ю т с я  с о п р я ж е н н ы м и  г а р м о н и ч е 
с к и ми  фу н к ц и я м и .

Г Основываясь на этом, мы всегда можем построить анали
тическую функцию, для которой данная гармоническая функ
ция является действительной или мнимой частью. Пусть, на
пример, данная гармоническая функция * и (х, у) является 
Действительной частью некоторой аналитической функции 
/ (г ); гармоническую функцию v (x ,y )% сопряженную с функ
цией u(jс, у), найдем из условий (1.39), которые определят

dv dv „нам две частные производные —  и неизвестной функции v
(или, что тоже самое, полный дифференциал неизвестной 
функции и). Таким образом, задача отыскания гармонической 
функции, сопряженной с данной гармонической функцией, 

►есть известная из действительного анализа задача интегриро
вания полного дифференциала функции двух переменных.

* Существование непрерывных вторых частных производных функций 
и ух, у) и t/(jк, у) будет доказано в п° 1.43.

3'J



Пример. Построить аналитическую функцию, для которой данная функ
ция и = х2 — у3 4 2х  является действительной частью (в том, что данная 
функция и является гармонической функцией легко убедиться проверкой).

В силу условий Коши — Рнмана находим
dv
дх

dv

ди
ду 2у ;

ди
(1.43)-д? = Ж  = 2х + 2-

Интегрируя первое из этих соотношений по х% получим
v =  f2 y iix  = 2 ху + у  (у).

Для определения функции (у) дифференцируем последнее равенство 
по у и подставляем во второе соотношение (1.43):

d v
(у) = 2х + 2,

откуда
(у) = 2н<р(у)  =  2у f  С

(С  — произвольная постоянная). Итак, гармоническая функция, сопряженная 
с данной, будет

v = 2ху + 2у + С.

Находим теперь искомую аналитическую функцию
w  =  и -f- iv  = х2 — у7 4* 2х +  (2  ху +  2у +  С) I  *=

=  (jca 4- 2xyi — у3) + (2л: 4- 2y l) 4- С/=
*= (х 4- y i)2 4- 2 (х  4- yi) 4- Cl = z2 4- 2г 4- Cl.

1.22. Геометрический смысл аргумента и модуля произ
водной. Пусть функция w = f  (г) аналитична в области D, 
а г „— некоторая точка этой области, в которой f '(z 0)=£0. 
Функция w = f (z )  отобразит точку г0 плоскости г в точку 
« ’о =/(*<>) плоскости w  (рис. 1.21). Через точку г0 проведем
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какую-нибудь кривую /, которую функция w = / (г )  отобразит 
в кривую L плоскости w , проходящую через w0. На кривой / 
возьмем произвольную точку Z  ^  г0 + Дг, которая отобразится 
н точку = w0 + кривой L.

По определению производной

ltm37 = lim г ~ Г "  ^ /'<*»>• <144)А*-О ^
Из (1.44) следует, что

1/Чг«) I — Птz-*e
IF -

^ г о
.. | U7 — tr„| /, -t-v

= Гг— Г|-  ( ,45)z-*„ — г„|

' Видим, что|/ '(г„)| есть предел отношения бесконечно 
малого расстояния между отображенными точками w0 и W  
к [бесконечно малому расстоянию между первоначальными 
точками г0 и Z. В силу аналитичности / (г ) в точке г„ предел 
(1.44), а значит и предел (1.45), не зависит от характера при
ближения точки Z  к точке г0, т. е. от выбора кривой /, про
ходящей через г0; следовательно, предел (1.45) один и тот 
же во всех направлениях, выходящих из точки г0. По этой 
причине в е л и ч и н у  |/ '(г0)| мо жн о  р а с с м а т р и в а т ь  
г е о м е т р и ч е с к и  как  к о э ф ф и ц и е н т  р а с т я ж е н и я  
в т о ч к е  г0 при о т о б р а ж е н и и  w = / (г ). При этом если 
\Г (го)|> 1. то в достаточно малой окрестности точки г0 рас
стояние между точками при отображении w = / (г) увеличи
вается и происходит собственно растяжение плоскости; если 
же |/ '(ги)|< 1. то отображение приводит к сжатию.
I  Далее из (1.44) получаем

Arg/' (г0) = lim Arg =Z-+Zj * *»»
= lim (Arg( W  — w0) — Arg(Z — z0)\.* (1.46)

Z

Arg (W  — a»0) и Arg (Z  — z0) — это соответственно углы Ф ' и 
которые векторы \ w = W  — w,) и \z= .Z  — г0 составляют 
с действительной осью (рис. 1.21). Пусть <р и Ф будут углы, 
составляемые касательными к кривым I и L соответственно 
в точках z0 и w0 с действительной осью. Тогда 
<!>'-*. Ф |,рИ Z-vz0, а потому из (1.46) получаем

Arg/' (г0) = Ф — <р
или

Ф = ? + Arg/'(z0). (1.47)

! * Здесь использовано требование / ' (*„) + О, ибо в противном случае 
Arg / ' (*о) имел бы смысла.
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Таким образом, A rg/ '(гр)- это угол, на который нужно 
повернуть касательную к кривой / в точке г0 для того, чтобы 
получить направление касательной к кривой L в точке w0.

В силу аналитичности f (z )  в точке угол Arg/7z0y> один 
и тот же для всех кривых /, проходящих через 2?0, поэтому 
A rg/ '(*0) называют в р а ще н и е м  при отображении w = / (г) 
в т о ч к е  г0.

Итак, касательные ко всем кривым, проходящим через 
точку г0э в этой точке при аналитическом отображении 
Wsa f (g )  и условии / ' (*о) У* 0 поворачиваются на один и тот 
же угол Arg/'(*0). Отсюда следует, что в точке г0 функция 
w =  f  (г) при условии f ' ( z 0) j  0 отображает две произволь
ные линии, пересекающиеся ь точке г0 так, что угол между 
первоначальными и отображенными линиями будет один и тот 
же как по величине, так и по направлению. Итак, аналити
ческое отображение w = f ( z ) обладает свойством консерва
тизма (сохраняемости) углов во всех точках, где / ' ( * ) « ^ 0 .

1.23. Конформные отображения. Мы установили, что вся
кое аналитическое отображение w = f (z )  обладает в каждой 
точке z0, где / ' ( 2о)¥*0, постоянством растяжений и консер
ватизмом углов. Но тогда всякая бесконечно малая фигура 
плоскости г, одна из вершин которой лежит в точке г0, при 
аналитическом отображении а»= /(г ) перейдет в плоскости w 
в фигуру с точностью до бесконечно малых подобную исход
ной (рис. 1.22). Действительно, в силу свойства консерватизма 
углов соответственные углы обеих фигур будут одинаковы; 
отношения же длин соответственных сторон, с точностью до 
бесконечно малых, будут равны одному и тому же числу 
I/ ' (*о) I.

V

.__-— < 1

' - I
0 и

Итак, в д о с т а т о ч н о  малой о к р е с т н о с т и  к а ж д о й  
т очки ,  где f  (г) Ф  0, а н а л и т и ч е с к о е  о т о б р а ж е н и е  
о к а з ы в а е т с я  о т о б р а ж е н и е м  подобия .

Отображения, обладающие свойством консерватизма углов 
и свойством постоянства растяжений, называют поэтому кон 
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фо р м н ым  о т о б р а ж е н и е м  1-го рода или просто кон 
формн ым о т о б р а ж е н и е м  (т. е. отображением, сохра
няющим форму). Таким образом, на основании результатов 
д вух  последних пунктов мы приходим к следующей теореме.

Теорема. Аналитическое отображение w = f (z )  конформ
но в каждой точке, где / ' (г) ф 0.
■Отображение w = /  (г) называется к о н фо р м н ы м  в о б- 

ласти  Г), если оно конформно в каждой точке этой области. 
Следовательно, если ф у н к ц и я  гг»=/(г) а н а л и т и ч н а  
в об л ас т и  D, причем во всех т о ч к а х  этой об л ас т и  
f  (г ) Ф  0, то о т о б р а ж е н и е w = f (z )  к о н фо р м н о  в D. 
щ  Можно доказать и обратную теорему: если отображение 
40 ~ f  (z) конформно в области D . то  функция w = f (z )  
аналитична в D  и во всех точках этой области / ' (z) Ф  О

Пример 1. Отображение w = 5г конформно во всех точках плоскости г. 
так как w' = 5 *  0. | t r '|= 5 ,  а потому коэффициент растяжения в любой 
точке плоскости г при отображении w 5г равен 5; arg а*' — 0, в силу 
чего направление ирн отображении не изменяется.

Пример 2. Отображение w г- конформно но всех точках плоскости г, 
кроме точки г = 0. Действительно, а»' 2г. откуда следует, что w' О 
только в точке г = О. Поэтому в начале координат отображение w г- не 
сохраняет, а удваивает углы (в и 1.7 мы видели, что при отображении 
w г2 точки луча arg г переходят в точки луча argw* 2̂ ,н рис. 1.19, а).

Пример 3. Отображение w  = г не является аналитическим, а значит 
и конформным ни в одной точке (п° 1.20, пример 4). При этом отображении 
■Сякая точка г переходит в гочку ей сим
метричную относительно действительной оси.
Следовательно, всякие два направления, вы
ходящие из точки г и образующие между 
•Собой угол а, перейдут в два направления 
симметричных с первыми, угол между кото
рыми будет —а (рис. 1.23); таким образом,
При отображении w = г не происходит изме* 
нения масштаба, а все углы сохраняются по 
абсолютной величине, в то время как направ
ление их отсчета меняется на противополож
ное
\ Отображение, обладающее свой

ством постоянства растяжений и при 
котором углы сохраняются по абсо
лютной величине в то время, как 
направление их отсчета меняется на 
противоположное, на зывается к о нфо р м н ы м о то б ра ж е- 
н и е м 2-го рода.  Как мы видели в последнем примере,
Ъ) = z является конформным отображением 2-го рода. Вооб
ще, если отображение w — f ( z )  конформно, то отображение 
W = / (г )  будет конформным 2-го рода. Действительно, по
следнее отображение можно представить как суперпозицию 
двух отображений w = / (z ) и w = «>. При первом отображении 
углы сохраняются как по величине, так и по направлению
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отсчета; при втором же — направление отсчета углов меняется 
на противоположное. Следовательно, в результате обоих 
отображении углы сохраняются по абсолютно!! величине, 
а направление их отсчета изменится на противоположное. 
Кроме того, отображение w ==/(£) обладает свойством по
стоянства растяжений, так как им обладают оба составляющих 
отображения.

УПРАЖНЕНИЯ
1. Проверить выполнение условии Коши—Римана для функций; a) w =

=  г3; 6) w — ; в) w = sin г; г) w cos*; д) w - Arcsln г. 
г

2. Показать, что условия Коши — Римана в полярных коордшшах имеют
вид

ди 1 ду . Он r dv 
Or г ду ' ду дг

и проверить выполнение этих условий для функций: а) ш = 1пг; б) w In5*.
3. Найти аналитическую функцию /(г ), действительная часть которой

равна: а) хл — Здгу2; 6) х* — у2 + 2дг; в) --- ---- — 2у, при условии /(1) = 0.
X? -f у2

4. Найти аналитическую функцию / (г ), мнимая часть которой равна: 
а) х'2 — у2 — 1, при условии / ( — 1) — 0; 6) дг3 — Здгу3, при условии /(/ ) /;
в) ех (у cos у -f х sin у) -f х  -f у.

5. Найти угол поворота и коэффициент растяжения при отображении 
с помощью аналитической функции w 2г2 f  г  в точках: а) г = 1; б) г =

j - + t  ■> * -

6. Какая часть плоскости г сжимается и какая растягивается, при ото
бражении: a) w г2; 6) w — Зг3; в) w = 2г2 — 8г — 1; г) w — -I-; д) w сг.

§ 5. КОНФОРМ НЫЕ ОТОБРАЖЕНИИ

1.24. Общие принципы. В настоящем параграфе мы изу
чим отображения, осуществляемые некоторыми основными 
элементарными функциями, что доставит нам ряд примеров 
однолистного и конформного отображения одной области 
в другую (см. принцип сохранения области, п° 1.10). Вместе 
с тем мы рассмотрим и ряд частных задач, принадлежащих 
к так называемой основной задаче конформного отображения, 
которая в общей постановке формулируется так: т р е б у е т с я  
найти ф у н к ц и ю  »  = / (« ), о д н о л и с т н о  и к о н ф о р м 
но о т о б р а ж а ю щ у ю  одну  д а н н у ю  о б л а с т ь  D  на 
д р у г у ю  д а н н у ю  о б л а с т ь  А.

Эта задача не всегда имеет решение. Например, можно 
доказать, что многосвязную область D  нельзя однолистно 
и конформно отобразить на односвязную область А. Иначе
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■стоит дело с односвязными областями, для которых имеет 
место следующая теорема.

Теорема существования. Если I )  и А — произвольные оОно- 
связные области, отличные о т  расширенной плоскости z 
и от расширенной плоскости с любой одной выброшенной 
точкой (в частности, от плоскости г), то  всегда суще
ствует однолистное и конформное отображение w = f  (z) 
области D  на А.
Щ Более того, можно доказать, что таких отображении су

ществует бесконечное множество и для того, чтобы из этого 
множества отображений выделить одно нужно, как говорят, 
это отображение н о р м и ро в а т ь ,  т. е. задать некоторые 
дополнительные условия. ТЬк можно задать образы одной 
внутренней и одной граничной точки области D  или тре:*. 
граничных точек D. Для нормирования отображения можно 
также в любой точке г0 области D  задать значения

f (z 0) = wl), arg/' (г0) = б0.
что геометрически сводится к заданию образа одной внутрен
ней точки z0 области D  и угла, на который при этом отобра
жении поворачивается бесконечно малая окрестность точки z„. 
Ниже мы покажем на конкретных примерах, каким образом 
производится нормирование отображений.

К Для того чтобы отобразить односвязную область D  на од
носвязную область А, достаточно уметь отобразить каждую 
из этих областей на какую-нибудь „стандартную* область, 
например на верхнюю полуплоскость или на единичный круг. 
Действительно, пусть, например, функции и w = g (w )
однолистно и конформно отображают области и  и А на круг 
:|w | <  1 и w  =  Л (ю) — отображение обратное и =  g (w ). Тогда 
[суперпозиция

w = Л(<ы) = A \ f(z)\
и будет однолистным и конформным отображением D  на А.
г Ниже (и01.28, пример 3) мы найдем функцию, отображаю

щую единичный круг на себя и содержащую три произволь
ных действительных параметра. С помощью этой функции мы 
можем, определив одно отображение и>=/(г) области D  на 
единичный круг, найти все такие отображения. Распорядив
шись соответствующим образом произвольными параметрами, 
входящими в упомянутую функцию, можно будет удовлет
ворить любым условиям нормирования.
| Очень большое практическое значение имеет следующий:

Принцип соответствия границ. Пусть односвязные об
ласти D u  А ограничены соответственно кривыми I и К  
причем положительному направлению обхода кривой I
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соответствует положительное направление обхода кри
вой >.; пусть функция w =  f(z ). аналитическая в замкнутой 
области D, однолистно отображает I на Тогда w = f (z )  
будет однолистным и конформным отображением области D  
на область Д.

Отсюда следует, что для того, чтобы определить область Д, 
на которую аналитическая функция w — f (z )  отображает 
заданную область D, достаточно найти контур, на который 
эта функция отображает границу области D  и установить на
правление обхода этого контура.

Доказательство сформулированных в настоящем пункте 
утверждений выходит за рамки нашей книги.

1.25. Линейная функция комплексного переменного опре
деляется соотношением

w = az + b, (1.48)

где a ke1' Ф  0 и Ь — постоянные. Это отображение однолист
но на плоскости г, а приняв, что w - оо при г = оо, сделаем 
его, однолистным и на расширенной плоскости г. Линейное 
отображение конформно в плоскости г, так как во всех ее 
точках w’ = а 0.

Будет ли это отображение конформным и в точке z оо?
Для решения этого вопроса нужно ввести понятие угла 

между двумя линиями в бесконечно удаленной точке, причем 
достаточно ограничиться углом между двумя прямыми (ибо 
за угол между двумя кривыми в точке их пересечения при
нимается угол между касательными к кривым в этой точке).

3*1 угол между двумя непараллельными прямыми в бес
конечно удаленной точке по определению примем угол 
между ними в конечной точке их пересечения, взятый с про
тивоположным знаком. (Напомним (см. п° 1.5), что любым 
двум непараллельным прямым расширенной плоскости z 
при стереографической проекции соответствуют две окруж
ности сферы г, пересекающиеся в двух точках, из коих одна — 
бесконечно удаленная).

Угол между двумя параллельными прямыми в беско
нечно удаленной точке примем равным нулю (параллельным 
прямым соответствуют окружности сферы z касающиеся друг 
друга в бесконечно удаленной точке).

При таком определении угла между двумя прямыми в бес
конечно удаленной точке линейное отображение будет обла
дать свойством консерватизма углов и в точке z = оо, т. е. будет 
конформным на расширенной плоскости г. Действительно, при 
этом отображении две прямые, пересекающиеся в точках г, 
и z = оо, перейдут в две прямые расширенной плоскости и\ 
пересекающиеся соответственно в точках и w = оо. Угол
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между прямыми в точке w = оо равен углу между ними 
р точке w x с противоположным знаком, т. е. равен углу меж
ду прямыми в точке г, с противоположным знаком (в силу 
конформности линейного отображения в любой конечной точ
ке) и равен углу между прямыми в точке г = оо. Если же 
две прямые сферы z параллельны, то при линейном отобра
жении (1.48) они перейдут в две параллельные прямые рас
ширенной плоскости w (доказать этот факт предоставим чита
телю), в силу чего и в этом случае угол между прямыми 
в точке г = оо сохранится.
I Функцию (1.48) можно рассматривать как суперпозицию 

трех функций:
1) с» = *г, (& = |а| > 0);

2) 2 = е1*и>;
3) w = Q+b.

Вспоминая геометрический смысл умножения (п° 1.3), за
ключаем, что отображение 1) сводится к подобному растяжению 
(или при k < 1 сжатию) плоскости г с коэффициентом подобия /?, 
а отображение 2) сводится к повороту плоскости о) на угол г 
около начала координат. Сложение комплексных чисел сво
дится к сложению векторов (п° 1.2), в силу чего при отобра
жении 3) всякая точка 2 отображается в соответствующую 
точку w, смещаясь на вектор Ь. Таким образом, отображение
3) означает сдвиг всей плоскости 2 на постоянный вектор Ь.

Итак, линейное отображение (1.48) сводится к последова
тельному применению трех операций: к подобному растяже
нию (или сжатию), к повороту вокруг начала координат и 
к параллельному переносу. Ясно, что при таком отображе
нии прямые переходят в прямые (причем углы между двумя 
прямыми сохраняются), окружности переходят в окружности, 
а любая фигура — в подобную ей фигуру. Таким образом, 
линейно' е  о т о б р а ж е н и е  е с т ь  о т о б р а ж е н и е  по- 
доб и я.

: Про отображение w = f ( z ), при котором окружности рас
ширенной плоскости 2 переходят в окружности расширенной 
плоскости w (на расширенной плоскости можно не различать 
прямые и окружности, см. и0 1.5), будем говорить, что оно 

|обладает к р у г о в ы м  с в о й с т в о м .  Т а ки м  образом, л и н е й- 
ное о т о б р а ж е н и е  (1.48) о б л а д а е т  к р у г о в ы м  
Свойством.

Пример. Найтн отображение w  =  f (z )  прямоугольника — 7 < Re z 
2< I in z < 4 на прямоугольник — 4 < Re ш < 0, — 8 < Im w  < О (рис. 1.24).

Прямоугольники подобны, в силу чего отображение может быть осу
ществлено линейно!! функцией. Отображение u> = z -f АО  =  z + 3 — 2/,
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шяшг

осуществив параллельный сдвиг плоскости z на вектор /10 = 3 — 2/, сместит

точку А в начало координат. Далее с помощью отображения ш, =  в 2 ш =  
/ х к \ к

=  Jcos -2 “ + I s*n = iui поворачиваем плоскость о» на угол —  около
начала координат. Наконец, с помощью преобразования подобия w = 2«»| 
(коэффициент подобия k = 2) приходим к требуемому прямоугольнику. 
Окончательно функция, решающая поставленную задачу, будет

ir =* 2о>, = 2 Ы =* 2/ (z +  3 — 21)

или
w 2 iz +  6/4-4.

1.26. Инверсия. Рассмотрим окружность |г — а | =/? с цент
ром в точке а и радиуса R  (рис. 1.25). Две точки г, и г2

будем называть симметричными 
относительно этой окружности, 
если:

1) они л е ж а т  на одном луче, 
выходящем из центра а окруж
ности,

2) произведение их расстояний 
до центра окружности равно 
квадрату радиуса окружности ,
т .  е.

| а 11 г2 — а | = /?-. (1.49)
В дополнение к этому точкой, симметричной центру ок

ружности zt = а, считается бесконечно удаленная точка =оо. 
Если рассматривать окружность на расширенной плоскости г, 
то она может пройти через бесконечно удаленную точку, т. е. 
может оказаться прямой. Симметрию точек г, и г2 относи
тельно прямой будем ниже понимать в обычном смысле.

Построение точек, симметричных относительно данной 
окружности, может быть просто осуществлено. Пусть данная 
точка лежит внутри окружности (точка zx на рис. 1.25). Про-
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водим луч azx и к этому лучу в точке г, восстанавливаем 
перпендикуляр до встречи с окружностью в точке ;; в точке ; 
проводим касательную к окружности до встречи с лучом аг, 
в точке — которая и будет искомой точкой, симметричной 
с г, относительно данной окружности. Если данная точка 
лежит вне окружности (точка г2), то постррение производит
ся в обратном порядке. Построенные таким образом точки 
zx и г2 действительно симметричны относительно данной ок
ружности, так как, во-первых, эти точки лежат на одном луче, 
выходящем из центра окружности, а во-вторых, из подобия 
прямоугольных треугольников а ;г, и az2z следует

R  _  | z2 — а |
| 2г , - а |  “  R  •

что равносильно (1.49).
Отображение, переводящее каждую точку г в точку, 

симметричную с данной относительно некоторой окружности, 
называется и н в е р с и е й  относительно этой окружности.

Пример. Найти точку, симмет
ричную с данной точкой z относи
тельно единичной окружности | г |= 1.

Строим точку с», симметричную 
с z относительно окружности \z\ = 1 
(рис. 1.26, способ построения указан 
выше). В силу условии симметрии 
имеем

arg и» =  argz ,  |г| • | ш | =  1 

(здесь а = О, R  =  1).
Но тогда arg ю = arg г — — arg z =

" V  ' TTi
откуда, следует, что <о = Итак, точка симметрична с данной
точкой z относительно окружности | z | =  1 и, следовательно, отображение

1 является инверсиеи относительно этой окружности.у
Средствами элементарной геометрии можно доказать сле

дующие теоремы, выражающие свойства симметричных точек 
и инверсии:

Теорема 1. Для того чтобы точки г, и г, были симмет
ричны относительно некоторой окружности I расширенной 
плоскости z, необходимо и достаточно. чтобы любая ок
ружность. проходящая через точки zx и г2. была ортого
нальна к I (рис. 1.27).

Теорема 2. Инверсия отображает любую окружность 
расширенной плоскости г в окружность (круговое свойство 
инверсии).
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Теорема 3. Инверсия отображает любую пару точек 
г у и g2, симметричных относительно окружности I рас
ширенной плоскости z, в пару точек wx и w2, симметричных

относительно окружности 
X — образа окружности I 
на расширенной плоскости 
w (свойство сохранения 
симметричных точек).

1.27. Функция =
будет однолистна на рас
ширенной плоскости г, если 
принять, что w = оо при 
г = 0 и w = 0 при г = оо.

Отображение w = “  можно
представить как суперпо
зицию двух отображений:

1) ш = -L-; 2) w = «> v
Z

(рис. 1.26, где плоскости г, 
и w совмещены). Первое 

отображение есть инверсия относительно окружности \z\ 1 
(п° 1.26, пример), а второе отображение — инверсия относи
тельно действительной оси (точки w и w = ю симметричны 
относительно этой оси). Следовательно, отображение w  — ~  
есть суперпозиция этих двух инверсий.

При отображении w = круг | г |<1 переходит в круг
| w | > l  с центром в бесконечно удаленной точке, круг 
|г|> 1 переходит в круг \w\< 1, окружность \z\ = 1 отобра
зится сама на себя, луч arg£=<p отобразится в луч 
arg 20= — <р, симметричный с исходным лучом относительно 
действительной оси. Поскольку инверсия обладает круговым

*  I
свойством (п°1.26, теорема 2), то и отображение zv = — , яв
ляясь суперпозицией двух инверсий, тоже обладает этим 
свойством. При этом отображении окружности, проходящие 
через начало координат z О, переходят в окружности, про
ходящие через точку w = оо (т. е. в прямые), а окружности, 
проходящие через z = со (прямые), переходят в окружности, 
проходящие через начало координат w = 0.

Производная от функции w = -j- существует и конечна 

всюду, кроме точек г =*0 и гг = оо, и равна w' = — / 0.
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1.25 определение 
удаленной точке,

Следовательно, отображение V  — —  конформно на расши
ренной плоскости г, кроме двух упомянутых точек.

Однако если принять введенное в п° 
угла между двумя прямыми в бесконечно
то отображение w = —  будет конформ
ным и в этих исключенных точках, т. е. 
будет конформным на всей расширенной 
плоскости z. Действительно, из точки 
г = 0 проведем два луча 1 и II, образую
щие угол а.

При отображении w = -у- эти лучи
перейдут соответственно в лучи Г и 1Г, 
симметричные с исходными лучами отно
сительно действительной оси и составляю
щие угол —а (рис. 1.28, где плоскости г 
и w совмещены). Точка г = 0 переходит 
в точку w =  оо, в которой угол между 
образами лучей I и II равен углу между лучами Г и 1Г 
с противоположным знаком, т. е. равен — ( — «) = а, что и тре
бовалось доказать. Аналогично доказывается равенство углов 
в точках г = оо и w = 0.

1.28. Дробно-линейная функция комплексного переменного 
г определяется на расширенной плоскости равенством

w =  ' b(i- (ad — be ф  0, с Ф  0 )* , (1.50)
где я, bycyd — комплексные постоянные; кроме того, принимает
ся, что w = оо при г = — у  и w=  при г = оо. Преобра
зуем формулу (1.50):

ag 4- h асг -f- he асг -f ad 4- he — ad
eg 4- d c[cg 4- d)

а (сг 1 d) 4 (he — a d )__.
e (сг 4- d) с

с(сг 4- d) 
he — ad I

eg 4- d
Отсюда следует, что дробно-линейное отображение является 
суперпозицией трех отображений:

1) i» = cz + d,
12) 2 = — .о»

0 v he — ad3) w = -------

11 pit ad — he — 0 будет a =  le. b 
ращается в постоянную w =  X; при с 
функцию.

Kd(\ — const) и функция (1.50) прев- 
: О (1.50) превращается в линейную
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Отображения 1) и 3) линейны, а отображение 2) нами 
изучено в п° 1.27. Отсюда следует, что всякое свойство, спра
ведливое при линейном отображении и отображении , 
будет справедливым и при отображении (1.50).

Линейное отображение и отображение го = —  однолистны
и конформны на расширенной плоскости. Следовательно, 
дробно-линейная функция тоже однолистна и конформно отоб
ражает расширенную плоскость z на расширенную плоскость w.

Линейное отображение обладает круговым свойством, и, 
как отображение подобия, свойством сохранения симметрич
ных точек, т. е. теми же свойствами, которыми обладает
инверсия (п° 1.26, теоремы 2 и 3). Отображение w = — , как
суперпозиция двух инверсий, тоже обладает этими свойства
ми. Следовательно, этими же свойствами обладает и отобра
жение (1.50), так что:

1) Д р о б и  о-л инейное  о т о б р а ж е н и е  п е р е в о д и т  
л ю б у ю  о к р у ж н о с т ь  р а с ш и р е н н о й  п л о с к о с т и  z 
в о к р у ж н о с т ь  р а с ш и р е н н о й  п л о с к о с т и  w (круговое 
свойство).

2) Д р о б и  о-л инейное  о т о б р а ж е н и е  пре об раз у -  
ет л ю б у ю  п а р у  т о ч е к  2, и г2, с и м м е т р и ч н ы х  о т н о 
с и т е л ь н о  о к р у ж н о с т и  / р а с ш и р е н н о й  п л о с к о с т и  
z в п а ру  т о ч е к  wx и с и м м е т р и ч н ы х  о т н о с и т е л ь 
но о к р у ж н о с т и  X, я в л я ю щ е й с я  о б р а з о м  о к р у ж н о 
сти / на р а с ши р е н н о й  п л о с к о с т и  w (свойство со
хранения симметричных точек).

Дробно-линейная функция (1.50) содержит четыре пара
метра а, Ь, с, d , из которых но крайней мере один отличен 
от нуля. Пусть, например, а ф  0. Деля на этот коэффициент 
числитель и знаменатель дроби (1.50), приведем ее к виду

откуда следует, что дробно-линейное отображение зависит 
фактически от трех комплексных или шести действительных 
параметров. Следовательно, это отображение будет вполне 
определено, если будут заданы три комплексных параметра 
ft,, с,, dx или условия, их определяющие. Простейший вид 
таких условий состоит в задании в плоскостях г  и w произ
вольных троек точек г,, г2, г3 и wи w2, w3, соответствующих 
друг другу при рассматриваемом отображении. Параметры 
bXy си dx найдутся в этом случае как решения системы урав
нений

*i + Ьх *з 'Ь *з “Ь Ьх
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Можно показать, что эта система имеет единственное ре
шение и что искомое отображение в неявной форме задается 
равенством

W  —  W { ш а —  w3 г  —  гх g .2 -  г3 (

w — w3 ’ tf’2 — а», г — *j г2 — г, ' U-Ol/
i Pciuhb это уравнение относительно го, можем убедиться 
в том, что w есть дробно-линейная функция от г, а непос- 

[ родственная проверка убеждает нас в том, что отображение 
( (1.51) действительно преобразует точки г,, г2, г3 соответствен- 
[ но в точки wly w2y w3.

Формула (1.51) сохраняет смысл также в том случае, когда 
одна из точек zk или wk есть бесконечно удаленная, если 
только в этой формуле заменить единицами все разности* 

] содержащие эту точку.
Пример 1. Найти функцию, отображающую точки г, = /, = 1, »  

соответственно в точки wx = 0, w2 = oot w3 — 1 — /.
В силу (1.51), заменив в этом равенстве разности, содержащие г3 и w-,„ 

единицами, будем иметь

w — О 1 г — / 1
w - 1  + 1 ' 1  i ' 1 -  i ’

откуда находим искомую функцию
(1 —  /) g  —  1 —  / 

г -  I
Поскольку три различные точки расширенной плоскости 

определяют на ней единственную окружность, то приходим 
к следующему свойству дробно-линейного отображения:

3) С у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н о е  дробно-линейное  
о т о б р а ж е н и е ,  п р е о б р а з у ю щ е е  з а д а н н у ю  о к р у ж 
нос т ь  р а с ш и р е н н о й  п л о с к о с т и  z в з а д а н н у ю  
о к р у ж н о с т ь  р а с ши р е н н о й  п л о с к о с т и  w так,  что 
при этом три данные  т о ч к и  первой  о к р у ж н о с т и  
о т о б р а ж а ю т с я  с о о т в е т с т в е н н о  в три данные  
т о ч к и  второй.

Пусть на расширенной плоскости z задан круг D, ограни
ченный окружностью /, и дробно-линейная функция отобра
жает окружность / в окружность * расширенной плоскости w 
(рис. 1.29). Тогда в силу принципа соответствия границ 
(п° 1.24) эта функция отобразит круг D  на одну из двух 
областей расширенной плоскости к\ ограниченных окруж
ностью X (т. е. либо на внутренность, либо на внешность 
окружности X). Чтобы определить, какая из этих двух обла
стей соответствует кругу Д  возьмем на границе / круга О  
три точки г,, г2, z3y занумерованные в порядке положитель
ного обхода окружности /. Точки zk при рассматриваемом
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отображении перейдут в три точки а»,, ®2* окружности X; 
образом А круга D  будет служить та из двух областей, ог
раниченных окружностью К для которой обход окружности X 
в направлении возрастания номеров точек wk будет положи
тельным. Можно также взять произвольную точку г0 круга D  
и найти ее образ w0; образом А круга D  будет служить 
та из двух областей, ограниченных окружностью которая 
содержит точку w0.

wt

Рис. 1.29

Рассмотрим еще несколько примеров.
Пример 2. Нл какую область расширенной плоскости w  функция

тг - / -- отобразит верхний полукруг | г | < 1, lm г > 0 расширенной 
1 4 г

плоскости г (рис. 1.30)?

При г  = 1 и г = —1 соответственно будет гг = 0 и w — oо, откуда в силу 
кругового свойства дробно-линейного отображения заключаем, что дуга ВСА  
и диаметр ВА  перейдут в два луча плоскости w. выходящие из начала коор
динат. При г - 0  и г = / соответственно будет tr =* / и tr = 1, следователь
но, диаметр ВА  перейдет в луч arg tr -L-, а дуга ВСА  в луч arg tr 0.

Итак, рассматриваемый полукруг расширенной плоскости г перейдет 
в один из двух бесконечных секторов расширенной плоскости и\ ограничен
ных лучами arg tr = 0 и arg tr = (т. е. или в первый квадрант, или
в расширенную плоскость за вычетом этого квадранта). Для того чтобы 
решить, какой из этих двух секторов является образом исходного иолу-
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круга, обратимся к принципу соответствия границ. При обходе границы 
полукруга в положительном направлении ЛОВСА  (при этом направлении
обхода полукруг остается слева) линия, составленная из лучей arg tr J L
н arg if» = 0 обходится в направлении АОВСА ; при этом направлении обхода
слева остается сектор 0 < arg ir < Следовательно, рассматриваемая

функция отобразит полукруг | g | < 1, Ini * > О на сектор 0 < arg tr < Y  Это
же можно показать, установив, что какая-нибудь точка исходного полукруга
переходит в какую-нибудь точку сектора 0 < arg w < Так, например,

i 4 3точка * = _  переходит в точку tr Наконец, к этому же ре-2. о О
эультату можно прийти, основываясь на том, что при конформном отобра
жении углы сохраняются как по величине, так и по направлению. Угол 
между дугой ВСА  и диаметром ВА  в точке В, отсчитываемый от диаметра
к дуге, равен Т ' следовательно, —  должен быть равен и угол, отсчиты

ваемый от луча arg tr = —  к лучу arg w = 0.
Пример 3. Найти отображение верхней полуплоскости Im g > 0 на еди

ничный круг | tr | < 1.
Зададимся точкой а верхней полуплоскости, переходящей в центр круга 

tr 0 (рис. 1.31). По свойству сохранения симметричных точек, точка а, сим
метричная с точкой и относительно действительной оси, должна перейти 
в точку tr = оо, симметричную с точкой tr 0 относительно окружности 
I tr | ~ 1. Поэтому искомое дробно-линейное отображение должно иметь вил

W g — и — » 
g и

Рис. 1.31

где k комплексная постоянная. При любом к эта функция отобразит полу
плоскость Ini g > 0 на некоторый круг с центром в точке tr 0, ибо точка 
w оо должна быть симметрична с точкой tr 0 относительно окружности 
этою круга. Подберем теперь к таким образом, чтобы этот круг был еди
ничным. т. е чтобы действительная ось О Х  отобразилась в окружность
I tr | 1. Итак, потребуем, чтобы при действительном г было | tr | = 1. При 
z — действительном | g — а | |г — а |, так что в этом случае будет

i * i - = i * i
г — а

I* — а 1 
| г - а | 1*1 - 1.
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Итак, можно положить к с*9, где <р — любое действительное число 
н искомое отображение будет

w = е** —— =-. (1.52)
г — а

Таким образом, существует бесконечное множество дробно-линейных функ
ций, осуществляющих требуемое отображение. Для того, чтобы из этого 
множества функций выделить одну, нужно нормировать отображение 
(см. п° 1.24), т. е. задать условия, позволяющие определить три действи
тельных параметра (параметра ? и двух действительных параметров, опре
деляющих комлексное число а). Приведенные в и0 1.24 условия нормиро
вания как раз приводят к трем действительным уравнениям, определяющим 
три действительных параметра (ибо точка внутри области определяется 
двумя действительными параметрами, а точка на границе области — одним).

Пример 4. Найти отображение единичного круга \z\ < 1 на единичный 
круг | w | < 1.

Заладимся точкой а круга | г | <  1, переходящей в центр w =  О круга
| w | = I (рис. 1.32). Точка <*>=-=-, симметричная с а относительно ок-

а
ружности |z| =  l (п° 1.26, пример), должна переходить при дробно-линей-

Рис. 1.32

ном отображении в точку w = оо, симметричную с точкой w =  0. относи
тельно окружности | а > | = 1, в силу чего искомое отображение имеет вид

г — а - г — а я г — а 
w = к ----г *= ka2_1  02 — 1 1 — 02 *

а
где h = — ка — комплексная постоянная. Эту постоянную найдем, потребо
ван. чтобы точки z=eta окружности | z | = 1 отображались в точки окруж
ности | w | = 1:

11 — ае~** I
= 1*1 • !<■ I -V;— =-ггг = >-\w\ = \b\ 1 —аег

Но | е1* \ =  1, а 11 — ае la \= | 1 — aeta | как модули двух взаимно сопряжен
ных чисел, следовательно, находим | 6 | =  1 или b = eif . Итак, искомое отоб
ражение будет

/« 2 — а------ /I СО\



Эта функция, как и функция (1.52), тоже зависит от трех действитель
ных параметров, определить которые можно по заданным условиям норми
рования.

1.29. Степенная функция. Рассмотрим сначала функцию 
w =£2, с которой мы уже встречались выше (см. п°п° 1.7,1.20 
и 1.23). Эта функция определена и однозначна в плоскости zy 
а приняв дополнительно w == со при 2 = оо, сделаем ее опре
деленной и на расширенной плоскости г.

Так как отображение w  = г2 однозначно на расширенной 
плоскости г, то оно будет однолистным в каждой области» 
образы двух любых различных точек которой не склеиваются 
при этом отображении. Из равенства z\ = z\ (при условии 
Z\ Ф  zi) вытекает г, = — г2» откуда следует, что отображение 
w г2 будет однолистным только в такой области, которая 
не содержит точек, связанных соотношением г, = — г2, т. е. 
симметричных относительно начала координат. В частности, 
этому условию удовлетворяет верхняя полуплоскость 1ш г > О, 
которая при отображении w = z2 переходит на полную сферу w 
с разрезом вдоль положительной части действительной оси 
от точки w  =  0 до точки Х0 = о о  (рис. 1.19,6). Нижняя полу
плоскость 1ш г < 0  снова отображается на расширенную пло
скость w с тем же разрезом.

Отображение w  = г2 конформно во всех точках расширен
ной плоскости г, исключая точки z = 0 и z = со. В точке 
г = 0 производная w' = 2г обращается в нуль; углы в этой 
точке не сохраняются, а удваиваются. В точке же г = оо про
изводная не имеет конечного значения.

Обратимся теперь к степенной функции w = zn (п > 2). 
Доопределив ее условием оо при г = оо, будем иметь
однозначную функцию на расширенной плоскости г. Произ
водная w' = nzn-1 отлична от нуля везде, кроме начала коор
динат г = 0. Следовательно, отображение w = zn будет кон
формным на расширенной плоскости г, исключая точки z = 0 
и z = оо. Для того чтобы исследовать поведение функции 
в точке z = 0, введем в плоскостях г и w  полярные коорди
наты: z = re1*, w = peiH. Функция w = zn тогда запишется 
в виде

ре** = rnein*y

откуда следует два действительных равенства
Р =  г л, И =  Лер.

Первое из этих равенств показывает, что при отображении 
w = zn окружности плоскости z переходят тоже в окружности 
плоскости w (так как при г = const и р = const). Второе же 
равенство показывает, что при этом отображении аргументы 
увеличиваются в п раз, в силу чего лежащий в плоскости z
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луч arg z = <p0 перейдет в плоскости w в луч argw = /1<р0. Таким 
образом, в точке г = О углы не сохраняются, а увеличиваются 
в п раз, т. е. конформность отображения w  = гп действитель
но нарушается в точке г = 0.

Отображение w zn будет однолистным в любой области, 
не содержащей двух точек с одинаковыми модулями 
и с аргументами, отличающимися на величину, кратную
—-— , ибо образы только таких точек склеиваются при
этом отображении. Следовательно, любая область однолист
ности функции w — гп не должна содержать никаких двух 
различных вершин правильного п - угольника с центром 
и точке г — 0. Этому условию удовлетворяет, в частности,
сектор 0 <arg*<-y- с углом растворения -у, который при
отображении w = гп перейдет на всю расширенную плоскость w 
с разрезом вдоль положительной части действительной оси 
от точки w 0 до точки w = оо (рис. 1.33). Точно так же

6)
Рис. 1.33

отображение w = zn будет однолистным в секторе —  < arg г < 
4л 4к 6г.—  и в секторе —  < arg г < —  и воооще в любом секторе

* • £ <  a r g « < ( * + l ) - £  (Л = 0,1,2.......п — 1),

каждый из которых отображается на расширенную плоскостью 
с упомянутым разрезом (рис. 1.33, б). Эти секторы (или о б
ласти однолистности функции w = гп)% не налегая друг на 
друга, заполняют всю расширенную плоскость w  (рис. 1.34, 
где п = 6).

Пример Найти однолистное и конформное отображение сектора
0 < arg z < -L_ на единичный круг | w \ < 1 (рис. 1.35, а и •).

6
Задача будет решена, если мм найдем отображение данного сектора 

на верхнюю полуплоскость, так как отображение этой последней на едипич-
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.Н Ы И  Круг нам уже известно (п° 1.28, формула (1.52). Функция «о =
отобразит сектор 0 < arg г < на верхнюю полуплоскооь lm и» > О

6
(рис. 1.35,6); отображение же этой полуплоскости на круг |ш| < 1 будет

w =  e'*
х6 —  а '

---- = = еи> — а

где а — точка полуплоскости lm ш > 0, пере
ходящая в центр w = 0 круга. Эта функция 
при любых <f и а решает нашу задачу. По
стоянные <р н а  находятся из дополнительно 
заданных условий нормирования. Потребуем,

'г гнапример, чтобы точки z, =  е и z3 = О ис
ходного сектора отобразились соответственно 
в точки а*| =  0 и w-2= t круга (мы задали 

^образы одной внутренней и одной граничной

точки сектора (см. п°1.24). Точка zx =» е[i 12
Рис. 1.34

переходит в точку ш, = г* =  е 2 =  /, следовательно, а = /, a w = i при г =  О, 
что дает нам

г==„|<р О + '■. откуда e,f =  — /.

Итак, искомое отображение с учетом заданных условий нормирования 
будет

г4* — I /j* +  1w — i. z«+ i

1.30. Радикал. Рассмотрим функцию обратную
степенной функции z = wny причем примем, что w = оо при 
г = оо. Во всех точках расширенной плоскости г, кроме точек 
г = 0 и г = оо (где эта функция соответственно равна w = 0 
и w  »  оо), эта функция /г-значна и все ее п  различных значе
ний для каждого фиксированного z = re1* (= £ 0 ,  о о ) дает фор
мула ( 1.12):

Пг-- I „  Пг-- ‘w - у г е = у г • е
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при = О, 1, 2, ... , п — 1. Через к\ обозначим множество 
всех точек w, соответствующих данному фиксированному зна
чению к. В результате получим п функции wk (к  = 0, 1, 2, ..., 
л —1), называемых в е т в я м и  м н о г о з н а ч н о й  ф у н к ц и и

.2х
w = 2 . Очевидно, Wk+\ = п. 

Рассмотрим какую-нибудь ветвь
«г* радикала до = у z и заставим точ
ку z описать в плоскости какую-ни- 
будь замкнутую кривую / (рис. 1.36). 
Если эта кривая не содержит внутри 
себя точку г = 0 (сплошная кривая 
на рисунке), то непрерывно изменяю
щийся аргумент точки z вернется 
к прежнему значению с возвращением 

точки z в исходное положение*. В силу этого и ветвь wk ра
дикала останется прежней (т. е. мы вернемся к прежнему 
значению корня в исходной точке). Картина изменится, если 
кривая / будет содержать внутри себя точку г = 0  (пунктир
ная кривая). В этом случае после полного обхода кривой / 
аргумент точки z в исходном положении увеличится на ± 2* 
(в зависимости от того, совершается ли обход кривой против 
или по часовой стрелки), в силу чего мы от значения wk

i f
корня в исходной точке перейдем либо к значению wke п =

-/*1
= Wk+1, либо к значению wke п = w*_i. Повторяя обход вок
руг начала координат в том или ином направлении достаточ
ное количество раз, мы можем перейти от исходной ветви wk 
радикала к любой другой ветви. Очевидно, что после п об
ходов начала координат в одном направлении мы возвращаем
ся к исходной ветви радикала.

Точка, обладающая тем свойством, что обход вокруг нее 
переводит от одной ветви многозначной функции к другой 
ветви, называется т о ч к о й  р а з в е т в л е н и я  этой функции. 
Таким образом, точка z = 0 будет точкой разветвления функции

п а—
w = | z. Из сказанного следует, что мы можем выделить п
однозначных ветвей wk функции w = У z только в такой об
ласти D, которая не содержит ни одной замкнутой кривой, 
заключающей внутри себя точку г = 0.

* Непрерывно изменяющееся значение аргумента точки г определяется 
однозначно, если фиксировать кривую /, исходную точку на ней и какое- 
нибудь значение аргумента в этой точке.
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Расширенная плоскость г с любым разрезом от точки 2 = 0 
до точки г=оо и, в частности, с разрезом вдоль положитель
ной части действительной оси (рис. 1.37) не содержит ни од* 
ной замкнутой кривой, обходящей точку г = 0. Па ней можно 
выделить п однозначных ветвей wk ( Л = 0, 1, 2.......  п — 1)П ---
радикала, принимающих каждая одно из значений у г. Эти 
ветви будут однолистно отображать расширенную плоскость z 
с разрезом вдоль положительной части действительной оси 
на секторы

* £ < a r g O F < (/ t+ l)^ - (A = 0 , 1, 2...... л - 1 )  (1.54)

расширенной плоскости w (рис. 1.38, где п =  6). Эти отобра- 
жения обратны рассмотренному выше отображению w  = zn 
и непрерывны (п° 1.10, теорема 2). Для того чтобы фиксиро
вать какую-либо из ветвей wk радикала, достаточно лишь 
указать, в каком из секторов (1.54) должно изменяться w.

Рис. 1.38

Поскольку каждая ветвь радикала w = y z однолистна 
на расширенной плоскости z с любым разрезом от точки 2=0 
до точки г  = оо, то в каждой точке этой расширенной плос
кости применима теорема о производной обратной функции 
(п 1.19), в силу которой

( п “ Y  1  -  1 -  1 I» г > -  («г")' - я«-1  •

Эта производная конечна и отлична от нуля во всех точках 
расширенной плоскости, исключая точки г = 0 и г = оо, в си
лу чего отображение с помощью любой ветви функции w =
*= I z конформно на расширенной плоскости г  с любым раз
резом от точки 2  = 0 до точки г = о о . В точке г= 0  эти отоб
ражения уменьшают углы в п раз.



Пример 1. Найти однолистное и конформное отображение верхней 
полуплоскости с разрезом по отрезку от точки г, О до точки г2 
(рис. 1.39, а) на верхнюю полуплоскость lmtr>0 (устранить разрез).

С помощью отображении и> г* удвоим углы в начале координат, в ре
зультате чего отрезок гхг2 перейдет в отрезок u>,u>2 расширенной плоско
сти и> от точки ю, — g\ 0  до точки о>2 = г\ =  — 1, а луч arg в — т. (отри
цательная действительная полуось) — в луч argu> = 2n. В результате исход
ная область отобразится на расширенную плоскость и> с разрезом по дейст
вительной оси от точки =  — 1 до точки о» = с» (рис. 1.39, 6). С помощью 
функции 12 <« ■+- 1 сдвинем начало разреза в начало координат и перейдем 
к расширенной плоскости 12 с разрезом вдоль действительной оси от точки 
123 О до точки 12 эо (рис. 1.39, в). В полученной области можно выделить 
однозначную ветвь функции w -- У 12, уменьшающую вдвое углы в начале 
координат н отображающую последнюю область на полуплоскость Im w > 0  
(рис. 1.39, г). Итак, рассматриваемую задачу решает функция

1.31. Показательная функция. Рассмотрим отображение

(см. it0п°1.11 и 1.20), причем дополнительно примем, что-а»= о 
при 2 = со. Так как w '= е* Ф  0 во всей плоскости г, то отоб
ражение (1.55) конформно во всей этой плоскости. Функции 
w ег однозначна на плоскости г, в силу чего отображение 
(1.55) будет однолистным во всякой области, не содержащей 
таких двух различных точек г, и z2% для которых ег' = ег\ 
Но при gt Ф  г 2 последнее соотношение возможно лишь в слу
чае, когда г, и г2 отличаются друг от друга на величину, 
кратную периоду 2*/ показательной функции. Следовательно, 
областью однолистности отображения (1.55) будет любая об
ласть, не содержащая никакой пары точек, удовлетворяющих 
соотношению

Wf-t Wi*0 IVf«/ 
*)

Рис. 1.39

w - ег = ex+yi = вх • eyi (1.55)

г , -  г2 =  2 /Ы ,



Рис. 1.41 Рис. 1.42

где к — любое целое число. Этому условию удовлетворяет, 
в частности, любая горизонтальная полоса плоскости z шири
ны 2*, например полосы

2 * т : < 1 т г < 2 ( * +  1 )*  (Л = 0 ,  ± 1, ± 2,...) (1.56)

(рис. 1.40). Для того чтобы лучше представить себе характер 
отображения w  = ег, введем на плоскости w  полярные коор
динаты: w  = ре*; тогда (1.55) и 
примет вид

рел = ехе1\
(откуда получаем

р = е \ 0 = у.
Из этих соотношений 

Ьледует, что при отображе
нии (1.55) прямые х  = const,
Параллельные оси Оу пло
скости г, переходят в ок
ружности р = const плоско
сти ге\ а прямые у = const. Рис. 1.40 
параллельные оси Ох, —
в лучи 0= const (рис. 1.41). Если х изменяется в промежут
ке— оо< л*< + оо , а у — в любом промежутке 2кк < у < 
< 2 (к + 1) тт, где к — любое целое число, то р будет изменяться

У х* const

в промежутке 0 < р <  +  оо, а 9 - в  промежутке 2Л * < 0< 
1 < 2 (Л + 1 )* . Отсюда следует, что функция w = ег отобразит 
каждую из полос (1.56) ширины 2* на всю плоскость w  с раз
резом вдоль положительной части действительной оси от 
точки w = 0 до точки w  = оо. При этом нижняя граница каж
дой полосы (1.56) перейдет в верхний берег arg w = 0 раз
реза, а верхняя граница полосы в нижний берег argw = 2* 
разреза.
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Л ю б у ю  горизонтальную полосу ширины тс отображение 
w ег переведет в полуплоскость и, в частности, полосу
О < lm г < тс ( — о о < л <  + ° ° ;  0 < у < тс) — в полуплоскость 
lm w > 0 (рис. 1.42). Отрицательная половина этой полосы 
( -г оо < *  < 0 ; 0 < у < тс) отобразится на единичный полу
круг | w | < l , Iin w > 0 (0 <  р <  I ; 0 <  в < тс, рис. 1. 43).

©О У /.

/ 2

Пример. Найти однолистное и кон
формное отображение вертикальной поло
сы 1 < Re г < 2 (рис. 1.44, а) на верхнюю 
полуплоскость lm w > 0 .

С помощью функции с =  г — 1 совме
стим левую границу полосы с мнимой

осью (рис. 1.44, б). Функция ш =  е * с = h  
повернет полосу на прямой угол против 
часовой стрелки (рис. 1.44, в). Отображе
ние 12 = пи> увеличит ширину полосы
0  < lm u) < 1 в л раз (рис. 1.44, г). Нако
нец, функция о> = г  отобразит полосу
0  < 1ш 12 < 1с на верхнюю полуплоскость 
(рис. 1.44, д). Итак, искомое отображение 
будет

w = eQ = е™ = ех/<: =- eri (*“!).
1.32. Логарифмическая функция обратив показательной, 

бесконечнозначна, причем все ее значения даются формулой 
(см п° 1.12).

Ln г = In г -f /Arg 2 = In r  +  i (argz +  2kn) (k = 0, ± 1, ± 2 ...).

Дополнительно примем, что w  =  со при г = 0 и w  = оо при 
z оо. Обозначив через wk множество всех точек w , соответ
ствующих данному фиксированному значению к , получим 
бесконечное множество функций, которые называются в е т 
в я м и  м н о г о з н а ч н о й  ф у н к ц и и  ад = Ln z. При Л = 0  
будем иметь главную ветвь логарифма ад = In г.
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Фиксируя какую-нибудь ветвь wk логарифма, заставим 
точку плоскости z описать замкнутую кривую, исходной и ко
нечной точками которой будет 2. Рассуждая как в п° 1.30* 
придем к заключению, что точка 2 = 0 будет точкой развет
вления многозначной функции w -= Lnz. Совершив достаточное 
число оборотов около точки г —0 в должном направлении, 
можно перейти от одной ветви логарифма в фиксированной 
точке z (ф {),оо ) к любой другой ветви. Следовательно, в лю
бой области, не содержащей замкнутых кривых, обходящих 
точку 2 = 0, можно выделить бесконечное множество одно
значных и непрерывных ветвей многозначной функции w = Ln 2, 
значения которых в каждой фиксированной точке отличаются 
друг от друга слагаемыми 2krd. Расширенная плоскость 2 
с разрезом вдоль положительной части действительной оси 
от точки 2 = 0 до точки г =  оо не содержит указанных 
кривых, в силу чего на ней можно выделить бесконечное 
множество ветвей логарифмической функции. Каждая такая 
ветвь будет однолистно отображать расширенную плоскость 2 
с указанным разрезом (рис. 1.37) на соответствующую го
ризонтальную полосу

2Л1Г < Im w  < 2 (Л +  1)* (* = 0, ± 1, ± 2...)

ширины 2* (рис. 1.45). В частности, главная ветвь хе* = 1и  ̂
логарифма однолистно отображает расширенную плоскость z 
с упомянутым разрезом на по- 

^ к у  0 < Im w  < 2-, а полу
плоскость Im 2 > 0 на полосу
0 < Im w  < - ширины “ .

Каждая ветвь логарифма 
однолистна на расширенной 

; плоскости 2 с любым разре
зом  ОТ ТОЧКИ 2 = 0  до точки 
г = оо, в силу чего в каж
дой точке этой плоскости 
применима теорема о произ
водной обратной функции, ис
пользуя которую находим для 
любой ветви

(Ln z)' = 1

1Этя производная конечна и отлична от нуля во всех точках 
расширенной плоскости 2, кроме точек 2 = 0 и 2 = оо, в силу 
чего отображение с помощью любой ветви логарифма будет 
конформным на расширенной плоскости 2, исключая точки
2 0 и 2 =  ОО.
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Пример Найти однолистное и конформное отображение полосы
к

о < I in z < it с разрезом — оо < Re г < 0, 1ш ж -тр (рис. 1.46, а) на по
лосу 0  < lm w < т. (устранить разрез).

Функция & — е2 отобразит исходную полосу 
ширины т. на верхнюю полуплоскость lm о» > О, 
причем разрез перейдет в разрез 0  < | u> \ < 1, 

тс
arg u> =- - у  вдоль м н и м о й  оси длины 1 (рис. 1.46,<Г).
Функция С = Y  u>> -f- 1 отобразит последнюю 
область на полуплоскость lm 12 > 0  (рнс. 1.46, в) 
(см. пример из п° 1.30). Главная ветвь w =  In Q 
логарифма отобразит верхнюю полуплоскость 
на полосу 0 < lm w < it (рис. 1.46, г). Итак, ис
комым отображением будет

tcr=lnL2 = ln У  to2 4-1= In V  4- 1 =

=  -j- In (***4- 1).

1.33. Функция Жуковского. Так на
зывают функцию

«- = 4 - (* + 4-)-  о-57)

Ее производная w' = -у- (1 ---конечна
и отлична от нуля во всех точках пло

скости г, кроме точек г  = 0, +  1, — 1, в силу чего отобра
жение (1.57) конформно в плоскости г, исключая три упо
мянутые точки.

Установим условие однолистности отображения (1.57).
Пусть г, Ф  гг, но -j- (г, +  = -j- (га переписав по
следнее равенство в виде

найдем из него, что г,г-,= \. Следовательно, отображение 
(1.57) будет однолистным в любой области, не содержащей 
никаких двух точек, связанных равенством 2,22= \ . Этому 
условию удовлетворяют, в частности, круги | г |<1  и | г |>1 
(см. п° 1.27).

Для того чтобы лучше представить себе рассматриваемое 
отображение, положим г = г е w = и + v i. Подставив это 
в (1.57) и отделив действительные и мнимые части, получим 
два действительных равенства

и = ~Т (г + 4")cos v = ~Т (г ~ ~г)sin (1>58)
Об

г)
Рис. 1.46



Рассмотрим две упомянутые выше области |г | <1 и |г |>  I. 
В области | г  | < 1 возьмем окружность | z | = г < 1. 11з (1.58) 

с л е д у е т , что эта окружность при отображении (1.57) перейдет 
в эллипс с полуосями

К  °г= ~т (г+4")' Ь'~~т (4 г)
н полуфокусным расстоянием cr = \ a'f — b\ = 1, не зависящим 
от радиуса г окружности |г| = г. Таким образом, окружности 
|* | = f (0 < г < 1) при отображении (1.57) перейдут в софо- 
кусные эллипсы с полуосями а, и Ьг, фокусы которых нахо
дятся в точках ( ± 1,0) (рис. 1.47). Так как г ---ПРИ

v

Рис. 1.47

г t< 1, то из (1.58) следует, что при положительном направ
лении обхода окружностей \г\ — г соответствующие эллипсы 
обходятся в отрицательном направлении. При г -> 0 будет иг 
и Ьг-+ оо, причем аг — Ьг = г -> 0. Следовательно, при г ->О 
эллипсы, постепенно округляясь, увеличиваются и заполняют 
всю плоскость w. При r-v 1 — 0 будет a r -+ 1, Ьг -+ 0 и эллип
сы постепенно вырождаются в разрез вдоль интервала |— 1, 1| 
Действительной оси плоскости w.

£ Исключив г из уравнений (1.58), получим

и"-_____
COSJ <f sin-

Уравнение гиперболы с полуфокусным расстоянием 1. Следо
вательно, отображение (1.57) переводит радиусы arg*~<p 
в семейство гипербол с темн же фокусами (±  1, 0), что и у се
мейства эллипсов.
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И т а к ,  ф у н к ц и я  (1.57) о д н о л и с т н о  и к о н ф о р м н о  
о т о б р а ж а е т  к р у г  |«г|<1  на в сю п л о с к о с т ь  « ч  ра з 
р е з о м  в д о л ь  д е й с т в и т е л ь н о й  оси от т о ч к и  w  = — 1 
до т о ч к и  w = \ . При этом верхняя полуокружность пере
ходит в нижний берег разреза, а нижняя полуокрестность — 
и верхний берег разреза. Верхний единичный полукруг | г | < 1, 
1 ш г> 0  функция (1.57) отобразит на нижнюю полуплоскость 
1m « f < 0, а нижний полукруг | г | < 1, 1т г < 0  — на верхнюю 
полуплоскость Im w > 0.

Рассмотрим теперь в области | г | >  1 окружности |г| г 
<1 < г < 1 - ). Проведя точно такой же анализ, как и в преды
дущем случае, легко доказать, что функция (1.57) отображает 
эти окружности на те же самые эллипсы, что и в предыдущем 
случае, но проходимые в положительном направлении. При 
г 1+ 0  эти эллипсы вырождаются в разрез \ — 1, 1| дейст
вительной оси //, а при г -> + ос эллипсы, округляясь, увели
чиваются и заполняют всю плоскость w. Таким образом, 
ф у н к ц и я  (1.57) о д н о л и с т н о  и к о н ф о р м н о  о т о б р а 
ж а е т  к р у г  | г |>1  на всю п л о с к о с т ь  w  с р а з р е 
з о м  в д о л ь  д е й с т в и т е л ь н о й  оси от  т о ч к и  ^ = - 1  
до т о ч к и  w — 1. При этом верхний полукруг отображается 
на верхнюю полуплоскость, а нижний полукруг — на нижнюю 
полуплоскость.

Обратная к (1.57) функция

w = г + у е2 — 1 (1.59)
двузначна, что обусловлено двузначностью квадратного корня. 
Каждую точку z она отображает в две точки w x и w2y свя
занные условием w xw2 = 1. Легко показать, что точки г = — 1 
к z 1 будут точками разветвления этой функции. Таким 
образом, в любой области, не содержащей замкнутых кривых, 
обходящих лишь одну из этих точек, можно выделить две 
однозначные ветви функции (1.59). Этому условию, в част
ности, удовлетворяет вся плоскость z с разрезом вдоль отрезка 
J — 1,1) действительной оси. Ветви функции (1.59) однолистно 
отображают плоскость г с указанным разрезом либо на круг 
|до| < 1, либо на круг|г#|> 1 и по теореме о производной об
ратной функции аналнтнчны.

Пример 1. Найти образ верхней полуплоскости Ini г > 0  при отобра
жении (1.57).

Полуплоскость Im z > 0 не содержит точек, связанных соотношением 

zxz2 =  1 (точки zx и =  -j— расположены одна в верхней, а другая в нижней

г.олуплоскости; п° 1.27J, в силу чего отображение (1.57) однолистно
1 верхней полуплоскости. Разобъем полуплоскость Im z > 0 на два полукруга 
I М < 1, Im z > 0 и |z| > 1, lm z > 0. Функция (1.57) отображает первый
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полукруг па нижнюю полуплоскость lm w  < 0. причем диаметр А В  
(рис. 1.48) перейдет в промежутки (— оо.— 11 и |1, 4 оо [действительной оси; 
второй же полукруг отобразится на верхнюю полуплоскость lm w > 0 , при
чем промежутки (— оо, — 1| и 
11. » )  юйс I вителыюй оси в -»том 
случае отобразятся сами на себя.
Таким образом, мы получаем всю 
плоскость w, промежутки (— х>, 

р - 1) и 11, Ч- оо) действительной оси 
которой будут образами как про
межутка |— 1.11 оси Ох, так и об
разами оставшейся части этой осн.
Следовательно, образом верхней 

иолу плоскости lm z > 0  при отоб
ражении (1.57) будет вся плоская 
с разрезами но промежуткам 

’ ( — сх>,--1] и |1, 4-оо) действи
тельной оси. Аналогично нетрудно 
убедиться в том, что плоскость w 
с теми же разрезами служит рис. 1.48
образом и нижней полуплоскости 
Ini z < 0 при отображении (1.57).

Пример 2. Найти конформное отображение расширенной плоскости z 
с разрезом вдоль дуги А В  окружности, концы которой лежат в точках ± а 
действительной оси (внешность дуги АВ) на внешность окружности С  рас
ширенной плоскости w, проходящей через те же точки (рис. 1.49).

Рис. 1.49

С помощью дробно-линейной функции
z — ао» — -- --
z 4- а (1.00)

отобразим расширенную плоскость z па расширенную плоскость ш, причем 
дуга А В  перейдет при этом в луч от точки »  =  0 до точки и» =  оо; таким 

[образом, функция (1.60) отобразит внешность дуги АВ  расширенной пло-
dub\

скости z на внешность луча расширенной плоскости о». Так как " j j l  > 0 ,
то этот луч будет наклонен к отрицательной оси плоскости и> под углом
a - Jarctg - у . Далее найдем отображение на внешность полученного луча
расширенной плоскости и> внешности окружности С  расширенной плоскости w . 
С этой целью снова воспользуемся лробно-лннейной функцией.

w —а
*  w + а *
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При этом окружность С  перейдет в прямую, которая в силу того, что 
щй I с  к
liwiw а >  ̂ образует с положительной осью угол [J =  - j- — arctg
а ннешиость круга С  — в полуплоскость, ограниченную этой прямой. Отоб
ражение

/ w — а\2
— * - ( ¥ + 1 ) (,61>

переведет эту полуплоскость на внешность луча, образующего с положи-
h

тельной осью угол 2р =  * — 2  arctg —  = я — а; таким образом, этот луч
совпадает с ранее полученным лучом на расширенной плоскости <•>. Исклю
чив о> из уравнений (1.60) и (1.61), получим искомое отображение

/ w — а у  г — а 
\ w + a )  z а*

Из этого уравнения находим

г = ~Т  (a' + 's r ) ’ »  ^  (1-62)
Таким образом, искомое отображение осуществляет функция Жуковского. 
В настоящем параграфе мы изучили частный случай этой функции при 
а 1. Читатель без труда сообразит, в чем состоит несущественное отличие 
отображения (1.62) от отображения (1.59). При отображении (1.62) внеш
ность любой окружности С 1, касающейся окружности С в точке w = а, 
перейдет во внешности некоторого замкнутого контура / расширенной 
плоскости г, охватывающего дугу ЛВ  и имеющего с этой дугой в точке 
г = а общую касательную (точка г — а является точкой возврата конту
ра /). Контур / напоминает сечение крыла самолета; изменяя значения 
параметров a, h и d, можно получить различные по форме сечения крыльев, 
называемые п р о ф и л я м и  Ж у к о в с к о г о .  Знаменитый русский ученый 
М. Е. Жуковский (1847—1921) первый применил методы теории функций 
комплексного переменного к задачам гидромеханики и аэродинамики, 
и, в частности, к задаче об обтекании крыла самолета потоком воздуха, 
положив тем самым начало науке о теоретических основах авиации.

1.34. Тригонометрические функции (см. п° п° 1.13 и 1.20). 
Рассмотрим функцию

в** 4-W = cos* = —  / --- , (1.63)

ее производная w' = — sin z отлична от нуля и конечна во всех 
точках плоскости г, кроме точек г =  къ (к = 0, ± 1, ± 2, . . . )  
в силу чего отображение (1.63) конформно в плоскости г, за 
исключением упомянутых точек. Для того чтобы установить 
области однолистности отображения (1.63), представим его как 
суперпозицию трех уже изученных нами отображений:

1) w = te;
2) а  = СГ\

3> « = i ( a + - 5 - )-
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Пусть область D  при этих отображениях последовательно 
переходит в области Д,, Д2 и Д. Отображение 1) однолистно 
ро всей плоскости г. Для однолистности 2) необходимо и до
статочно, чтобы область Д, не содержала никаких двух точек, 
для которых — ш2 ~  2kiU (п ° 1.31), что будет иметь место, 
если область D  не будет содержать точек, связанных соот
ношением

г, — г2 = 2Лк. (1.64)

Для однолистности 3) необходимо и достаточно, чтобы об
ласть Д2 не содержала точек, для которых С,22 = 1 (см. п° 1.33), 
или чтобы в Д, не было точек, для которых = £••+•* = 1,
или чтобы в D  не было точек, для которых ^  <*•+*.)= 1, т. е. 
таких, что

2|+*2  = 2ЛГ7Г. (1.65)

Итак, отображение (1.63) будет однолистным во всякой 
области, не содержащей никаких двух точек, удовлетворяю
щий С ОДНОЙ стороны условию (1.64) и с другой — условию 
(1.65). Нетрудно убедиться в том, 
что этому условию удовлетворяет, 
например, любая полоса ширины тс, 
параллельная мнимой оси, и в 
частности, полосы

kr. < Re г < (к + 1)тс
(к = 0, ± 1, ± 2, . . . )  (1.66)

■рис. 1.50). Рассмотрим полосу
0 < Re г < тс. Функция 1) повернет 
эту полосу на прямой угол против 
часовой стрелки и отобразит ее 
на полосу 0 < I/я I» < тс. Функция
2) отобразит последнюю полосу на верхнюю полуплоскость 
\ т {2 > (3 (п° 1.31). Функция 3) отобразит верхнюю полупло
скость Im!2>0 на всю плоскость w  с разрезами ( — оо, -  1| 
и |1, +  оо) вдоль действительной оси (рис. 1.48, б, см. п° 1.33, 
пример 1). Итак, функция zc» = cos£ отображает полосу 
p D < R e * < *  на плоскость w  с разрезами ( — oot — 1 ] и |1, +  ^ )  
вдоль действительной оси. Легко убедиться в том, что пло
скость w с теми же разрезами является образом и всех 
других полос ( 1.66) при отображении ifl = cosz.
г Так как sin z = cos ( г ---то отображение w = sin* от

личается от рассматриваемого лишь дополнительным сдвигом 
плоскости г  на вектор — Отображения w =  tg 2 и w =  ctg л 

изучаются аналогичными методами.

1ш
Ы
/'У/у

II11ш

i1Щ
S v

ш ж . г
Рис. 1.50
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Пример. Найти образ полосы— < Re z < —  (рис. 1.51, а) при отоб

ражении w = Ig z.
1 е” ‘ - 1

Отображение w = igz  =■ ~у" ~~̂ Пг---j~” (и0 1*13) представим как супер
позицию четырех отображений:

1) с = 2iz\ 2) u> г= ес; 3)12= 4) w .  -у- 2 -  -  /2.

Отображение 1) расширит исходную полосу вдвое и повернет ее на прямой
угол против часовой стрелки, 
в результате чего она перей-

1С г.
дет в полосу — - у  < lm т < -я-
(рис. 1.51,0). Функция 2) отобра
зит эту полосу на правую полу
плоскость Re ш > 0 (рис. 1.51, в). 
Точки и>| = /, и»3 =  (), UI3 = — / 
мнимой оси Re о» = 0  при дробно
линейном отображении 3) перей
дут в точки 12, = /, 123 = — 1, 
123 =  — /, лежащие на единичной 
окружности | й | = 1, откуда в си
лу кругового свойства дробно- 
лименного отображения и прин
ципа соответствия границ (п. 1.24) 
заключаем, что функция 3) отоб
ражает полуплоскость Re и» >0 
на единичный круг 1121 < 1 
(рис. 1.51, г). Отображение 4) лишь 
повернет круг 112 | < 1 около 
начала координат на прямой угол 
по часовой стрелке (рис. 1.51, d). 
Итак, при отображении w — tg z 

т.: к
полоса — -qp < Re z < пере
ходит в единичный круг | tr | < 1.

Обратные тригономет
рические функции много

значны (гг  1.14). ыюсооы выделения их однозначных анали
тических ветвей не отличаются от способов, рассмотренных 
выше в настоящем параграфе.

1.35. Аналитические продолжения. Принцип симметрии. В настоящем 
пункте мы отметим некоторые важные свойства аналитических функций. 
Доказательства излагаемых теорем выходят за рамки настоящей книги.

Пусть функция f x(z) аналитична в области D,. Положим, что мы пост
роили новую область £>2, имеющую с />, общую часть DX2 (рис. 1.52), и оп
ределили в D 3 аналитическую функцию (z), значения которой в области D Vi 
совпадают со значениями /|(г). Функция /а(г) называется а н а л и т и ч е 
с к и м  п р о д о л ж е н и е м  функции /, (г) из области D х в область f J2 
через D , 3 (или /, (г) называется аналитическим продолжением f 7(z) из 1)\ 
в О, через D u). Доказывается, что если существует такое аналитическое

{ ®

/  41 1 I  I  V *
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продолжение, то оно является единственным, т. е. не может существовать 
двух различных аналитических продолжений функции /, (*) из D\ в D t 
через 0 Х7. В предельном случае новая область />. может не налегать на D x, 
а лишь соприкасаться с ней по некоторой дуге С. В  силу полной однознач
н о й  п | | |К \ К ‘ЛИМ<Н I I! каждой из функции 
f x (г) и / и ) через другую нет, вообще гово
ря. никаких оснований рассматривать эти 
функции, как различные; их можно рассмат
ривать как элементы одной и той же функции

Г  / ( » ) . {

Рис. 1.52

/*(*) в

аналитической в области D, составленной 
из областей D x и D 2: D  = /), + D *

Итак, е с л и  две  ф у н к ц и и. а и а л и т и-
■  е с к и с  в н е к о т о р о й  о б л а с т и ,  р а в 
ны м е ж д у  с о б о й  в ч а с т и  э т о й  о б л а с т и  (или на к р и в о й ,  
л е ж а щ е й  в э т о й  о б л а с т и ) ,  то они р а в н ы  и во в с е й  р а с 
с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и  Таким образом, функция, аналитическая  
it некоторой области, полностью определяется своими значениями на 

ЩЮбой части это й  области или на любой кривой, принадлежащей этой  
области  (теорема единственности). В частном случае, когда дуга С, по ко
торой соприкасаются друг с другом D x и D 2, есть дуга окружности (или 
отрезок прямой), имеет место следующая теорема, называемая п р и н ц и 
пом с и м м е т р и и :

П усть  граница области  D, содержит дугу окружности С  и пусть  
функция w fx (г) конформно о то б р аж ает  D, на область Д, т а к , ч то

С  переходит в участок  7 
N границы Д,. который т о ж е

А' Л1 является дугой окру ж -
(W ноет и (рис. 1 S i ) .  То:^а 

функцию w  = /, (г) можно  
аналитически продолжи ь 
в область D 2, симметрич
ную с D\ относительно С  
(л> 1.26). Аналитическое 
продолжение w = / 2 (г) 
конформно отображ ает f)> 
на область Д ., симметрич-

Рис. 1.53 ную с Д| относительно 7 , 
а функция

Г(г) /,(*) вО,. 
ft (г) в О,

конформно ото б р аж ает область D x 4- С  4- О . на область Л, -f f  -f Д. 
(iпричем однолистно, при условии, ч то  области D x и D.,, а т а к ж е  1, и Д. 
Ht пересекаются).

Принцип симметрии оказывается полезным во многих случаях в прак
тике построения конформных отображений.

Пример. Найти конформное отображение расширенной плоскости г 
с Т-образным разрезом (внешность буквы Т на рис. 1.54, а) на верхнюю 
полуплоскость.

Проведем вспомогательный разрез ?&***3 (от точки gh = 0 но мнимой 
осп. через точку г,-, = оо в точку г, - — 2 /) и рассмотрим правую половину 
исходной области, т. е. правую полуплоскость г с разрезом [0 ,1 ] вдоль
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действительной оси (рис. 1.54, б). Отобразим эту область на полуплоскость, 
что осуществляет следующая суперпозиция отображений

с = г-, и» ~ с — 1, ii = У  w \/ г~ — 1

(рис. 1.54. в. г. д). При этом правая половина буквы „Т* перейдет
и отрезок i*bQ,24Qj мнимой оси расширенной плоскости 12. Прямолинейный

S//////S

Рис. 1.54

участок границы переходит в прямолинейны!! же отрезок
Поэтому к функции 12 = У  г- — 1 применим принцип симметрии, согла
сно которому аналитическое продолжение функции 1 2 - У г 2— 1 через 
отрезок гдог3 отображает левую полуплоскость г с разрезом f— 1 . 0 | вдоль 
действительной оси на левую полуплоскость U; при этом точки левой 
половины буквы ,Т “ перейдут в точки отрезка &r,!2,124S3. Таким образом,



функция У = У  г2 — 1 вместе с ее аналитическим продолжением (которое 
будем обозначать так же, как и исходную функцию) отображает внешность 
буквы „Т “ на расширенную плоскость И с разрезом | — ^5/, /) вдоль мнимой 
оси (рис. 1.5 4 . 1 ). Остается отобразить эту последнюю область на верхнюю

полуплоскость. Отображение t = —--- ^ ■ переводит внешность отрезка
| — I 5/,/| расширенной плоскости Q в расширенную плоскость t с разре
зом вдоль отрицательной части мнимой оси (рис. 1.54, ж ). Функция х = - t 
отобразит ее на расширенную плоскость х с разрезом вдоль положительной 
части действительной оси (рис. 1.54, з) и, наконец, функция w = У  i  переве
дет эту последнюю область в полуплоскость Ini w > О (рис. 1.5 4 , 1/). Итак, 
задачу решает функция

/  Q 4- l Y  5 . /  У & ~ \ + 1 У Ь
/-и V  / — Кг* — Г

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Найти линейное отображение с неподвижной точкой 1 4* 2/(эта точка 
отображается сама на себя), переводящее точку / в точку — /.

2. Найти функцию, отображающую треугольник с вершинами в точках
О, 1 . / на подобный ему треугольник с вершинами. О, 2 , 1  4 - /•

3. Найти отображение круга | г |  <1 на круг | w  — w0l < R  такое, чтобы 
центры кругов соответствовали друг другу и горизонтальный диаметр пере
ходил в диаметр, образующий с действительной осью угол а.

4. Найти точки, симметричные с точкой 2 4-/ относительно окружностей: 
а) |* |  = 1 ; б) | г — / 1 = 3.

5. Найти образы данных областей при заданном дробно-линейном отоб
ражении: а) Квадрант Re г > 0, Im г > 0; w = * - j . б) Полукруг |г| < 1,

2 г — 1 т. г
Im г > 0; w  *  /г- в) Угол 0 < arg г < w = - —у . г) Полоса

0 < R e *< l;  w = 1 .
6 . Найти дробно-линейную функцию, переводящую: а) точки — 1, /, 1 4- I 

соответственно в точки 0, 2/, 1 — /; б) точки — 1 ,оо, / в точки оо, /, 1 .
7. Найти общий вид дробно-линейной функции, отображающей: а) верх

нюю полуплоскость на себя; б) верхнюю полуплоскость на ннжнюю полу
плоскость; в) верхнюю полуплоскость на правую полуплоскость.

8 . Найти отображение на верхнюю полуплоскость следующих областей: 
а) полукруга | г | < 1 , Im г > 0 при условиях » ( - 1 ) = 0 , гг (0 ) 1 ,
а* ( 1 ) = оо; б) сектора | г| < 2 , 0 < argz <- 7̂-; в) круговой луночки \z \ < I,
1*-/|>1

9. Найти отображения на верхнюю полуплоскость следующих областей: 
а) круговой луночки |г | < 1 , |г — /| < 1 ; б) внешности единичного верхнего 
полукруга; в) плоскости с разрезом по интервалу | — 1 * 1 ); г) круга |г| < 1 
с разрезом |0 ,1 | по радиусу.

1 0. Найти образы следующих множеств точек при отображении w = е*: 
а) прямоугольной сетки х  С, у -  С; б) прямых у — кх  4- Ь; в) полосы 
а < 1 т * < Р ( 0 < « < Р <  2л); г) полу полосы Re г < 0, 0 < 1т г < а < 2*; 
д) прямоугольника 0 < Re z < 1, 0 < Im z < 2ic.

11. Найти отображение на верхнюю полуплоскость следующих областей:
а) полосы, ограниченной прямыми у = х, у = х  4- Л; б) круговой луночки,

w =* Ут  = У  — t =- I



ограниченной окружностями | z I = 2 , | z — 1 | = 1; в) плоскости с выкину
тыми областями | z | < 2, \ z — 3 |<1.

12. Найти образы следующих областей при отображении Жуковского: 
а) круга \z\ < R  < 1; б) круга \z \ > R  > 1; в) полукольца lm z > О,
1 < I * I < Я; г) угла -jp < arg 2 < — .

13. Найти отображение на верхнюю полуплоскость следующих областей:

а) круга |г| < 1 с разрезом по интервалу [“ J" , 1 J; б) круга | z | < 1 с раз

резами по интервалам [—1, 0 ) и |-у-, 1 1.
14. Найти образы следующих областей при отображении w -= cos г:

 ̂ к г ,
а) полуполосы 0 < Re г  < it, lm г  < 0; б) полуполосы — —  < Re г < ,
lm г > 0; в) прямоугольника 0<  Re* < it, — h < lm г < h (h > 0).

15. Найти отображение на верхнюю полуплоскость следующих областей:

а) полосы 0  < Re г < 1 с разрезом |(), вдоль действительной оси;

б) полуполосы 0 < Re г  < it, lm г  > 0  с разрезом вдоль отрезка х  = -7 -,

{ У16. Найти образ данной области при заданном отображении w = /(г):
а) полосы 0 < lm г < it, w  *  ch г; б) полуполосы Re г > 0, 0 < lm g < it,
tr ch г; в) полосы 0 < Re г < it, w = tg г; r) полосы 0 < Re г < — , 
w ig г.

§ в. IIНТЕГРИ РОК ЛIIIIК ФУН КЦ ИЙ  КОМПЛЕКСНОГО
ПЕРЕМЕННОГО

1.36. Интеграл от функции комплексного переменного.
Пусть в области D  плоскости £ = х +  /у задана непрерывная 
функция

w  = / (* )  = // (* , у) +  iv  (х, у)

и пусть / — кусочно-гладкая линия (и0 1.6) с началом в точке г0
и концом в точке Z, лежащая 
в области D. Задание начала 
и конца линии / ориенти
рует эту линию, т. е. уста
навливает на ней положи
тельное направление. Ли
ния / может быть как 
незамкнутой, так и замк
нутой (в последнем случае 
Z  = г0). Любым образом 

х разобьем линию / на п „эле
ментарных* дуг в направ
лении от г0 к Z  точками

Рис. 1.55
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jr„ z>.....*п-\ (г* = х„ +  /у»), причем примем Z  = гп (рис. 1.55).
i Обозначим

zk Zk-1 — 4" fiy* (Л = 1, 2,..., //),

где ±хл = хк — xk-t; ±ук = у* — ук~ 1. (Дг* -  вектор, идуuuift 
из точки Zn-1 в точку г*, а |Дг*| — длина этого вектора, т. е. 
длина хорды, стягивающей fc-ую элементарную дугу). В про
извольном месте каждой элементарной дуги (г*-i, г*) возьмем 
соответственно по точке <:* = 5* 4-f'11!* и составим сумму

2  / (с*) Дг* = ^  [и (&*, >з») Д-v* -

-  v  ($*, ij*) Ду*| +

+  / i  |v (5*. Ч*) Аде* +  «  (5*. П*) Ду*|. (1.67) *-i
Через шах|Дг*| обозначим наибольшую из величин |Дг*|. 

В курсах анализа доказывается, что при условии шах | Дг* | -> О 
(в этом случае п -* оо ) обе суммы в правой части (1.67) для 

1 непрерывных функций и (х, у) и v (x ,y )  (непрерывность этих 
функций следует из непрерывности / (г ), см. п ° 1.10)и  кусоч- 

' но-гладкой / стремятся к конечным пределам, не зависящим 
ни от способа разбиения I на элементарные дуги, ни от вы-

I бора точек ~к. Эти пределы являются соответственно криво
линейными интегралами

ju (х, у) dx -  v (x , у) dy и J v  (х, у) dx + и (х , у) dy.

| Следовательно (н° 1.9), при шах | Дг* |-* О и сумма в левой 
части (1.67) тоже стремится к конечному пределу, не зави
сящему ни от выбора точек г*, ни от выбора точек ~.к. 
Предел этот называется к о н т у р н ы м  и н т е г р а л о м  от 
функции / (г )  вдоль линии / и обозначается символом

Г /  (г ) dz = П т £  /  (с*) Дг* = I' udx -  vdy +
/ шах | | -*0 Л-1 /

4- / jvdx  4- udy. ( 1.68)

В частном случае, когда / (г )  =  1, сумма (1.67) будет равна
П

2  ^ z k = A«2i +  Дг2 +  • • • +  ==*-1
= (г х — z0) +  (z2 — zx) + .  • • +  (Z  — Zn-1) Z  ô»
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следовательно,
jdz — Z  — г0. (1.69)

Из формулы (1.68) следует, что контурные интегралы об
ладают следующими обычными свойствами криволинейных 
интегралов:
О ] I/. (г) + Л> (* )] dz = j  /, (г ) dz -f f  / , (г ) dz;

2 ) j  u f(z ) dz a \ f (z )d z ,  где a  — комплексная постоянная:

• 3) \ f (z )d z =  — { f (z )d z ,  где / " — линия совпадающая с /, но 
/ '/

проходимая в противоположном направлении;
4) f f (z )d z  = $ f (z )d z  +  \ f (z )d z , rA e  через Л + /2 обоз- 

)|+/| /| /j 
начена линия, составленная из линий /, и /2.

Докажем еще одно свойство контурного интеграла, так 
газываемую т е о р е м у  об о ц е н к е :
Г,) | |/ (г )г / г |<  f |/(*)Ц Лгг|< М /., (1.70)
где М  — наибольшее значение модуля f ( z )  на /, аХ — длина /, 
Действительно,

I 1 /('„) Д** I < i  |/ (-*) I I А** К  Af i  I Лг* I,Л-1 *-1
П

где |Дг* | — длина ломаной г „г ,.. .z„, вписанной в кривую/; к— 1
в пределе при условии та х | Дг *|-*0  последнее неравенство 
и переходит в (1.70).

1.37. Вычисление контурных интегралов. Контурные ин
тегралы можно вычислять сводя их с помощью формулы ( 1.68) 
к двум действительным криволинейным интегралам. Пусть

x = x (t ) ,  y = y ( t )  (1.71)
будут параметрические уравнения линии /, а началу и концу 
этой линии соответствуют значения параметра t — t„ и t Т. 
Пользуясь уравнениями (1.71), сводим криволинейные интег
ралы, входящие в ( 1.68), к определенным интегралам: 

т
j  f ( z ) d z = f  \ u \ x ( t ) , y ( t ) ]x '( t )  — v \ x ( t ) , y ( t ) \ y ' ( t ) )d t  +
• /<»

1

+ i  J [■:> I*  (О, У ( t ) I x\t) + « |jc.(0, У (01 / (* )> dt =tn
T

= J  (« [X (t ), у (01 +  iv  |* (0 , У (/)]) IX \ t)  +  iy ' (01 dt.
to
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Если вместо двух действительных параметрических уравнений 
линии / ввести одно эквивалентное им комплексно-парамет
рическое уравнение этой линии

z = z ( t )= x ( t )  + ly {t)

(см. упражнения 1 и 2 к § 1), то последний результат мож
но переписать так

j  f  (z) dz = jf\ z (t)]z '(t )d t. (1.72)

Этя формула удобна для вычисления контурных интегралов.
Пример. Вычислить \ | г\ de, где I — прямолинейный отрезок, направ-

ленный из точки 0  в точку 2  +  1.
Параметрические уравнения отрезка прямой, соединяющей точки О 

и 2  4 * Л будут х  = 2 /, у = t, а в комплексной форме *  в  х  + /у =в (2  -г /) /. 
где параметр t изменяется от 0 до 1. Пользуясь формулой (1./2), находим

Ж 1 ______  I
1 1 г | аг = |  У г Р  (2+1) dt = У  5 (2 + 1) j tdt =

1= -j- УЪ (2 + /)•

1.38. Теорема Коши. Если функция f ( z )  аналитична  
г в замкнутой оОносвязнои области D*. то  интеграл о т  этой  
| функции по контуру I. ограничивающему область D. равен 

нулю**

j  / (г )  dz = 0. (1.73)

Т о к а з а т е л ь с т в о  теоремы проведем в дополнительном 
предположении о непрерывности производной f ' ( z )  в D. не 
входящем в определение аналитической функции (п° 1.20), 
что значительно упростит рассуждения (теорему можно до
казать и без этого предположения). В силу (1.69) доказатель

с т в о  формулы (1.73) сводится к доказательству равенства 
нулю двух действительных криволинейных интегралов

j  udx — vdy  и j  vdx +  udy. (1.74)

* Функция называется аналитической в замкнутой области D, если
■ она аналитична в некоторой области, содержащей внутри себя область D  
\ и ее границу /.

*♦ Кружок в интеграле (1.73) означает замкнутость кривом I.
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Из курса математического анализа известно, что для ра
венства нулю криволинейного интеграла

j  Р (х ,  у) dx +  Q (x ,y )d y ,

взятого по любому замкнутому контуру /, ограничивающему
дРодносвязную область, достаточно выполнения условия ^  =

0Q п—  при непрерывности производных, в него входящих. Для
интегралов (1.74) это условие сводится к условиям Коши— 
Римана.

du dv dv __ du
dy ~~ d x И dy dx

(n ° 1.19) выполненным в силу аналитичности / (г ) ;  непрерыв
ность же частных производных функций // и v  сразу же вы
текает из непрерывности / '( * )  (см. формулы 1.40, 1,41

и п° 1.10). Итак, каждый из двух ин
тегралов (1.74) равен нулю и теорема 
Коши доказана.

Распространим теперь теорему Коши 
на случай многосвязной области. Для 
определенности рассмотрим трехсвязную 
область D (pnc. 1.56), граница которой 
состоит из внешнего контура / и двух 
внутренних контуров /, и /2, и будем 
предполагать, что функция f ( z )  анали- 
тичиа в замкнутой области D. Прове
дем два разреза и i 2\ обозначим 
через Г сложенный замкнутый контур, 

Рис, 1.56 состоящий из контуров /, /,, /2, и раз
резов 7, и 72 (причем у каждого из 

этих разрезов следует различать два берега). Область, огра
ниченная контуром Г, будет односвязной, и в силу теоремы 
Коши для односвязной области будем иметь

|  f ( z )  dz = 0,

причем контур Г  будем обходить в таком направлении, при 
котором область остается слева (положительное направление 
обхода). При этом обходе каждый из разрезов и т» будет 
проходиться дважды в противоположных направлениях (один 
оаз по одному берегу, а другой — по противоположному),
£0



н силу чего интегралы по каждому из разрезов взаимно унич
тожатся (п° 1,36, свойство 3) и мы получим

j  f ( z )d z  +  j  f (z )d z  +  |  f  (z )dz  = 0.

Здесь внешний контур / обходится против, а внутренние - 
по часовой стрелке. Получаем следующую формулировку 
теоремы Коши для многосвязной области: если функция/ (г )  
аналитична в замкнутой многосвязной области I). т о  ин
теграл о т  этой функции по границе области D. проходи
мой в положительном направлении, равен нулю.

 ̂ Изменив направление обхода внутренних контуров Л и /2, 
будем иметь

j  f (z )  dz = j  f (z )d z  +  \ f  (z) dz, (1.75)
/ /i I *

где все контуры, как внутренние, так и внешние, обходятся 
против часовой стрелки. Очевидно, формула (1.75) сохранит 
свои» силу и в случае, если все контуры будут обходиться 
по часовой стрелке.

Приходим к другой формулировке теоремы Коши для мно- 
| госвязной области: если функция f ( z )  аналитична в замк- 
| нутой многосвязной области D. т о  ин- 
Хтеграл о т  этой функции по внешнему 
|  контуру, ограничивающему область D.
|равен сумме интегралов по всем внут- 
f ренним контурам, ограничивающим I )
[ (при этом  все контуры, как внешний.
I  т а к  и внутренний, обходят либо по ча- 
I  совой стрелке, либо против).

В частности, если f ( z ) аналитична 
в кольце между двумя замкнутыми кон- 

I  турами /, и /2 (рис. 1.57) и на самих этих 
[ контурах, то

j  f ( z )d z  = j  f (z )d z .  (1.76)

Пример. Рассмотрим интеграл

/ = (, — '1±—  
j (* - <*)"

■ по замкнутому контуру /, где л — целое число. Пели п < 0, 
| т о  подынтегральная функция уг 1 (1уГ = (г  — а )т ( т  = — п > 0) 
[аналитична во всей плоскости z и в силу теоремы Коши / = 0
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Очевидно, по той же причине / = 0 и в случае, когда //>0, 
но точка а лежит пне области D, ограниченной контуром /. 
Пусть теперь п > 0, причем точка а  принадлежит упомянутой 
области. Проведем какую-нибудь окружность С радиуса R, 
не пересекающую контур I. Уравнение этой окружности
в комплексной форме будет г  — а = Re". Функция (г 1
(п > 0) аналитична в кольце между С и /, а потому в силу 
формул (1.76) и (1.72) обходя С и /  однократно в положи
тельном направлении, будем иметь

/ _  с d* (' Rle"dt I с J  о-а) iJ* at.
о 0

2*
Отсюда при n = 1 получаем / = / J dt = 2m\ если же n > 1 
(n = 2, 3,...), to

---- !---еМ«-я)/|2' — о,
/ У 1 / (1 —/I) |o

так как = 1. Итак, если контур / однократно
обходит точку а в положительном направлении, то при любом 
целом я

, _ л _ | 0  п р и « ^ 1. 
•/ <*-*)" I 2*t при я = 1.

1.39. Независимость контурного интеграла от пути ин
тегрирования. Пусть функция / (г )  аналитична в односвязной 

области D. Выберем в этой области про
извольный замкнутый контур /. Разобьем 
контур / на два контура /, и L  с общими 
началом и концом (рис. 1.58). В силу 
теоремы Коши и свойств контурных ин
тегралов будем иметь

j f ( z )  dz = .[/(я) dz + [/ (z ) dz = 

=* jf (z )d z — $ f(z )d z  = 0,
Z0 '■ '■

Рис. 1.58 откуда
\f<z)dz= $ f(z )dz . 

i, i,

Таким образом, из теоремы Коши следует, что если функция 
/ (г )  аналитична в некоторой односвязной области D, то для
Ь2



[л ю б о й  дуги / (незамкнутом), принадлежащей D, интеграл 
от f  (z) по / зависит только от начальной точки z0 и ко
нечной точки z дуги / (но не от /). По этой причине для этого 
интеграла пользуются обозначением

j /(')<**•
где во избежание путаницы переменная интегоиоопапня обоз
начена буквой с (вместо г).
I Если зафиксировать точку z0, а точку z изменять в об

ласти D, то последний интеграл будет функцией от г; обоз
начим эту функцию F (z )  и докажем следующую теорему.

Теорема. Если функция f (z )  аналитична в оОносвязнои 
области D, т о  и функция

F ( z ) = ] f ( r ) d r

т о ж е  аналитична в D , причем F ' (г) = / (г ) .
I Д о к а з а т е л ь с т в о .  F (z )  — однозначная функция; дей

ствительно, как мы видели, рассмотренный интеграл не за
висит от пути интегрирования и при фиксированном г0 имеет 
всегда одно и то же значение при данном г. Остается пока
зать, что F '(z ) существует и равна f (z ) .  По определению 
производной и свойствам контурных интегралов имеем

F  (я) = lim =
Дг-*0

г *+Дг

1 / М Л - | / ( = ) * } = и г а Д | / М Л .
г* г

Функции f ( z )  непрерывна в точке z (что следует из ее 
аналитичности), в силу чего будет f (z )  = / (г )  4- <* (с), Гле 
a (z) -► 0 при z -> z. Поэтому

F ’ (г ) = lim \ / (г )  d- -f lim \ a(z)dz. (1.78)
J  Аг-о J
z z

J  Так как / (г )  — постоянная величина, то на основании 
I формулы (1.69) получаем

*+Дг
I  f(z )dz=  f (z )  I  Л  = /(г)Лг.
X z
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Ввиду независимости рассматриваемого интеграла от пути 
будем считать путь интегрирования от точки г  до точки 
z f- Дг прямолинейным, тогда длина этого пути будет |Дг|. 
Применяя теорему (1.70) об оценке интеграла, будем иметь

/4 Дг
| f * (-) dz | <  max | * (:) I • | Дг | .

г

Отсюда следует, что первый предел в (1.78) равен / (г ), 
а второй — нулю. Итак, F ' (г ) = f ( z )  и теорема доказана.

1.40. Неопределенный интеграл. Функция F  (г ) называется 
п е р в о о б р а з н о й  для функции / (г ) ,  если F (г) = /  (г). 
Очевидно, что если F , (г ) будет первообразной для / (г ) ,  
то и F, (z) -f С, где С  — постоянная, будет тоже первообраз
ной для / (г ) .  Обратно, любые две различные первообразные 
F ,(z )  и F2(z) для одной и той же функции / (г )  отличаются 
друг от друга на постоянное слагаемое. Действительно, 
обозначив

К  (г) = F , (г ) -  F ,  (г) = и (х, у) +  iv  (х,у ), 

будем в силу формул (1.4U) и (1.41) иметь

а' = *L + / —  = —  -  * —  =X Ox 1 Ох ду 1 dy

■= F\ (Z)  -  F , (z) = f ( z ) - f ( z ) ~  0.

Отсюда следует, что
du __ dv_ ^  dv _  du __^
dx dy ** dx dy *

следовательно, u (x ,y )  и v (x ,y )  постоянны. Но тогда и функ- 
ция g (z )  = F t (g) — F 2(z ) тоже постоянна, что равносильно 
высказанному утверждению.

Из сказанного выше следует, что если F (z )  есть некото
рая первообразная для / (г ), то функция F  (г) +  С , где С — 
произвольная постоянная, является множеством в с е х  пер
вообразных для / (г ). Это множество называется н е о п р е 
д е л е н н ы м  и н т е г р а л о м  от функции / (г )  и обозначается 
символом

$ f(z )d z  = F (z )  +  C,

где F ' (я ) = /  (г).
Техника разыскания неопределенных интегралов в комплекс

ном анализе в основном та же, что и в действительном; таб
лица основных интегралов в обоих случаях одинакова
&4



(поскольку одинакова таблица производных). Так, например,, 
имеют место формулы:

1) J  ег dz = ег + С;
2) j  zndz = j  +  С (я ф  — 1, целое);

3) j ^ -  = 1пг +  С;

4) j s\r\zdz = — cos л +  С и т. д.,
справедливость которых следует соответственно из соотно
шений:

(е*)' = егу =гЛ’ (In ̂ )' = ( — cos г ) ' = sin г и т. д.

Первообразная является аналитической функцией, что на
лагает определенные условия на области, в которых справед
ливы написанные равенства. Так, если первая и последняя 

; формулы справедливы во всей плоскости z и тоже самое 
Вторая формула при О, то вторая формула при я  < О 
справедлива в любой области, не содержащей точку 2 = 0, 

жретья же формула справедлива в любой области, не содер
жащей какого-нибудь луча, выходящего из точки 2 = 0 
(п ° 1.32). Вместо In2 в третьей формуле можно брать любую 

; ветвь логарифма, так как эти ветви отличаются друг от друга 
на постоянные слагаемые.

1.41. Формула Ньютона — Лейбница. Пусть F (z )  будет 
какая-нибудь первообразная для аналитической в некоторой 
односвязной области функции f (z ) .  Согласно теореме изп0 1.39,

Z

функция j f ( r.)dz тоже является первообразной для f (z ) .  Но. 
тогда в силу предыдущего пункта

] f ( c ) d c  = F (z )  +  C.
*• к*

При z = z0 контур, по которому вычисляется интеграл в левой 
части замкнется и этот интеграл в силу теоремы Коши обра
тится в нуль. Таким образом, при z = г0 предыдущее равен
ство примет вид 0 = F  (z0) +  С, откуда С = — F (z 0). Следо
вательно,

]  /  (с) dz = F  (г ) - F ( z 0), (1.79
/•

т. е. к о н т у р н ы й  и н т е г р а л  от  а н а л и т и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  в о д н о с в я з н о й  о б л а с т и  р а в е н  ирнра-
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т е н и ю  п е р в о о б р а з  ной э т ой  ф у н к ц и и  на п у т и  
и н т е г р и р о в а н и я .  Формула (1.79) называется ф о р м у 
л ой  Н ь ю т о н а — Л е й б н и ц а .

Рассмотрим примеры.
1+/

Пример 1. Вычислить ( г3 dz.
Поскольку функция г3 аналитична во всей плоскости г. то. применяя 

формулу (1.79), находим

1+<

f 1Г

I
Пример 2. Вычислить

Функция аналитична во всей плоскости г. Проинтегрировав f ee*dg 
по частям, получим с помощью формулы (1.79):

I
j ge*dg = (ге* — е2) = ( 1  — cos 1 — sin 1 ) -f-0

4- / (cos 1 — sin 1) «  — 0,381 — 0,301 I.

1.42. Формула Коши. Пусть функция f ( z )  аналитична 
в замкнутой области D  (односвязной или многосвязной) 
и / — граница области D. Оказывается, что тогда значения 
функции / (z) в любой точке z области D  можно вычислить, 
зная только значения / (г )  на границе / этой области по фор
муле

/ (^ ) = 9Г, I (1-80)
\_ Г

2п/ J  z - г

где граница / обходится в положительном направлении (т. е. 
так, что область D  остается все время слева).

Интеграл в правой части (1.80) называется и н т е г р а л о м  
К о ш и  для функции / ( г ), а сама эта формула носит назва
ние и н т е г р а л ь н о й  ф о р м у л ы  К о ши .

Для вычисления интеграла Коши нужно знать только 
значения f (z )  функции f ( z )  на границе 1> откуда и следует, 
что аналитическая в замкнутой области D  функция полностью 
определяется своими значениями на границе области D

Для вывода формулы (1.80) исключим из области I )  кру
жок, ограниченный окружностью С радиуса г с центром 
в точке г, взяв г настолько малым, чтобы С  не пересекла /. 
Получим область D * , порядок связности которой на одну 
единицу выше, чем у области D. Числитель и знаменатель



ш
подынтегральной функции интеграла Коши аналитичны отно- 

I И нтелы к) с в D *, причем знаменатель не обращается в нуль; 
следовательно, _110дынтегральнаи функция аналитична в замк
нутой области U*, в силу чего по теореме Коши для много- 
связной области (и0 1.38) будем иметь

I
=  f  (1.81) 

z — г  ,) с — г ’ '  '

где / — обходится в положительном направлении, а С — про
тив часовой стрелки. Используя пример из п° 1.38, будем 
иметь

1 (* f ie )d z  / ( г ) (* ds __/<*) 0_ , . . .  0 0 .
“ K r J - 7 ^ 7 ----- 2тТ~J  Т —"г" 2ix? " J  \2). (1.82)

С с
Оценим теперь разность

1 fM d r .  , ,  i f *  / ( с ) _ / ( г )  ,Wl J с-г “ /W-K/.J с-* d‘i с
К [мы воспользовались равенствами (1.81) и (1.82)|. Так как 
■на окружности С имеем |с — г| — г, а г можно взять настоль- 
I  кс> малым,'чтобы \ f(z ) — f ( z )  | < е, где е — любое число (по- 
Вслсднее следует из непрерывности / (г )  в точке г), то, приме- 
1 н яя  теорему (1.70) об оценке интеграла, будем иметь

■  | » й “ г - - / « i<I с
1L  . . 2«г = е.

Так как е может.быть выбрано сколь угодно малым, а левая 
часть последнего неравенства не зависит от е, то она равна 
нулю, откуда и вытекает (1.80).
* С помощью формулы Коши можно вычислять некоторые 

контурные интегральные по замкнутым контурам.
Г e*di .  3

Пример 1. Вычислить ] г ( г _ 3 )~, W  С — окружность радиуса - у
с

с центром н точке 2 .
Ш е*Функция / (* )= - ~  аналитична в круге, ограниченном С, поэтому, при

меняя формулу Коши (1.80), находим
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Пример 2. Вычислить j* ^  где С — окружность радиуса 1 с цент-
С

ром к точке /.
Функция / (г )  = g . j  аналитична в круге, ограниченном С, поэтому 

« силу (1.80) имеем

Г <** Г dz С f (z )d z  л 1
J ^ t 1 = J  (* + /)<*-/) “  J  г-/ *“ 2л//(/) "  2я/ / } -/ -*•с с с

1.43. Производные высших порядков от аналитической 
функции. Применим формулу Коши для доказательства важ
нейшего факта, выражаемого следующей теоремой.

Теорема. Если функция / (г )  аналитична в замкнутой  
области D, т о  в каждой точке области D  она дифферен
цируема сколько угодно рая. причем п-ая производная пред
ставляется  формулой

= Д > Л -. «  S3)

где I — граница ооласти D  обходится в положительном  
направлении.

Доказательство. Пусть z — произвольная точка области Д  а Дг про
извольное число настолько малое по модулю, что точка г + Дг тоже при
надлежит D. В силу определения производной и применяя формулу Коши 
для точек z -f Дг и г. будем иметь

/ (*  I Д г )- / ( г )  1 1 Г ( 1 1 \

I Г /(")<*: I (' - — г Лг 1 Лг
=  35 JjToj) (с -  Д г)(т-г) *  2к/ J (с -  г -  Дг) (-: -  г)» Х

1 (' / (с) йчх/(0Л - 35 J ^ Г7 )Г +
/

i Г / м л  
+  35 Л* .) (, г - Д * )  (с -* )* -

Мы докажем формулу (1.83) при п 1. если покажем, что предел в правой 
части (1.84) равен нулю. Для этого достаточно показать, что интеграл под 
знаком предела в правой части (1.84) ограничен. В силу непрерывности / (г ) 
ь D  она ограничена, т. е. можно указать такое число М  > 0, что |/(г)| < М  в 7)
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Пусть теперь 28 будет кратчайшее расстояние от точки г  до контура V 
(рис. 1.59). Можем считать, что | Дг | < Ь; тогда будет: | с — г | >28» 
■ |с — г | > | с — г | - | Дг | > 28 — 8 — 8 и при- 
ценяя теорему об оценке интеграла (1.70), найдем

IJ
fW dz Л1

(с — г -  Дг) (с — г)-' о ( 2Z)- ■К

где X — длина /; ограниченность рассматриваемого 
интеграла покачана. Итак, формула (1.83) доказана 
для п = 1. Предполагая ее верной для какого-либо 
п — 1. можно с помощью аналогичных рассуждений 
доказать ее справедливость для п и тем самым 
полностью доказать справедливость формулы (1.83) 
для любого п.

Следует отметить, что формула (1.83) получается из фор
мулы Коши (1.80) в результате последовательного дифферен
цирования п раз по z иод знаком интеграла.

Итак, из а н а л и т и ч н о с т и  ф у н к ц и и  f ( z )  в н е к о 
т о р о й  т о ч к е  г, т. е. из д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т и  f (z )  
в о к р е с т н о с т и  э той  т о ч к и ,  с л е д у е т ,  ч т о  j  (z) 
д и ф ф е р е н ц и р у е м а  в т о ч к е  г с к о л ь  у г о д н о  раз  
и, с л е д о в а т е л ь н о ,  все  п р о и з в о д н ы е  / ' (z), / " (г ) , ... 
а н а л  и т и ч н ы  в т о ч к е  г.

Формула (1.83), как и формула (1.80), может служить 
для вычисления некоторых контурных интегралов.

г:(1г
Пример. Вычислить

I trd,
‘Г \ где / — произвольный замкнутый кон

тур, однократно обходящий точку I в положительном направлении.
Функция / (г) = е* аналитична в области, ограниченной контуром /, 

в силу чего, пользуясь формулой (1.83), находим
e*dg

(* —С1)3
2*1* - / 4 0

2 Hi е1 в  *(/  cos 1 — sin 1).

1.44. Теорема о среднем и некоторые ее следствия.
Пусть функция / (г )  аналитична на окружности С радиуса R  
с центром в точке г = а и в круге, ограниченном этой ок
ружностью. Уравнение окружности С в комплексной форме 
будет z — а = Uekt (0 <  t <  2*); применяя формулу Коши (1.80), 
наидем 2*

1 Г /< *)**  1 Г  f i a  + R e " )Rto*'dt 
Т \а ) ~  2*1 J  г - а  “  2ic/J

с о
ИЛИ

Re“

2т

(1.85)
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Правая часть этой формулы представляет собой среднее 
арифметическое из значений функции / (г )  на окружности С. 
Таким образом, приходим к следующей теореме о среднем: 
значение аналитической функции в центре круга равно 
среднему арифметическому ил ее значений на окружности  
этого круга.

С помощью теоремы о среднем можно доказать так назы
ваемый п р и н ц и п  м а к с и м у м а  м о д у л я  аналитической 
функции.

Теорема. Если функция / (г ) ,  не равная тождественной  
постоянной, аналитична в замкнутой области D , то  мо
дуль этой функции достигает наибольшего значения на 
границе области П  и только на ней.

Доказательство этой теоремы опускаем. Применив принцип
максимума модуля к функции g  (г) = сразу же можно
показать, что при условиях предыдущей теоремы и дополни
тельном условии / (г )ф О  в D , модуль функции достигает 
и своего наименьшего значения т о ж е  на границе и только  
на ней.

Формула (1.83) и принцип максимума модуля позволяют 
получить важную оценку модуля п-ой производной. Пусть 
функция / (г )  аналитична на окружности С радиуса R  с цент
ром в точке а й в  круге D, ограниченном этой окружностью. 
Пусть М  будет наибольшее значение |/(г)| в круге D , до
стигаемое на окружности С. Так как на С будет |с — z\ = R y 
то, применяя (1.83), в силу теоремы об оценке интеграла 
(1.70), находим

или

1/ (" ' ( * ) К и ^ -  ( 1.86)

Это и есть искомая оценка. Как следствие отсюда получается 
следующая

Теорема Лиувилля. Если функция f ( z )  аналитична и ог
раничена на всей плоскости г. т о  она постоянна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если |/ (г )|< А /  на всей плоскости г, 
то в силу ( 1.86) при п =  1 будет

I/ ' И К р
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При / ?- *о о  правая часть стремится к нулю, а левая от R  
не зависит, откуда следует, что |/' (z) |= 0  или / ' (z) = 0. 
Но тогда f  (z) = const (п ° 1.40).

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. С помощью формулы (1.72) вычислить интеграл ( Re гг/г: а) /— ра-
/

диус-векгор точки 2  -f /; 6 ) / — полуокружность | г | = 1, 0  < arj» г < л (на
чало nvm в точке g = 1); в) / — окружность | г — a | = R.

2. Вычислить j гс/г. где: а) / — отрезок прямой от точки 0  до точки
1 -f /; 6 ) / — ломаная с вершинами в точках 0 , 1, 1 - f/.

3. Основываясь на теореме Кошн и формуле (1.77), вычислить. 
г tie

“(У — j)  _  2 ) * Где * — любой замкнутый контур, не проходящий
¥ 1через точки г = 1 и g = 2 .

В следующих ниже задачах надлежит пользоваться теоремой Коши 
и формулами (1.80) и (1.83); контур / в этих задачах однократно обходится 
в положительном направлении.

J

4. Вычислить J  ~г _  i , где: а) / — окружность с центром в точке 1

диуса 1; б) / — окружность с центром в точке 2/ радиуса 2 .
_ r I* cos гиг
5. Вычислить J —  ,)} -, где / — окружность радиуса 2 с центром

!
в точке — /.

С г(1г
6 . Вычислить J " 4- ■ —|, где / — окружность радиуса 2 с центром в точке 2.

г*(1г
J

в начале координат.

С г  ттш
7. Вычислить | -7- |р  , где /— окружность радиуса 2 с центром

1 Г г (̂/г
8 . Вычислить J » ГДе f “  произвольный замкнутый контур.

I
содержащий внутри себя точку /.

Г е*иг
9. Вы числить/== | г |̂ . где / — произвольный замкнутый контур,

)
не проходящий через точки 0  и 1.

8 7. РЯ Д Ы

1.45. Числовые ряды. Рассмотрим последовательность 
комплексных чисел [z„) = [хп -f уп1\ и из ее членов обра

зуем ряд

zn — Z i + г 2 *Ь • • • +  +  •.. (1-87)П — 1
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Число S n = z, +  z2 +  . . .  +  zn будем называть //-ой частичной 
суммой этого ряда.

Определение. Ряд (1.87) называется сходящимся, если 
последовательность ( S J  его частичных сумм стремится  
к конечному пределу, т .  е. если lim5n = S. где S  — конечное

П —  оо

число, называемое суммой ряда. В этом случае пишут 
z\ -\- z2 гп -\- . . .  = S.

Нели же последовательность { S J  стремится к бесконечно 
удаленной точке или не стремится ни к какому пределу, то 
ряд (1.87) называется р а с х о д я щ и м с я .

О с т а т к о м  (точнее /t-ым остатком) ряда (1.87) называют 
разность

^ я - М  ” 1“  Zn+ 2  “ I "  • • •

Последовательность {/?я| остатков всякого сходящегося ряда 
тремнтся к нулю; действительно, если ряд (1.87) сходится, то

lim R n =  Jim  ( S  —- S n) =  5  — S  =  0.
я - «> n - *>

Составим два ряда соответственно из действительных и мни
мых частей членов ряда (1.87):

2 * я и £ у „ .  ( 1.88)
Я —1 я  —1

Вопрос о сходимости рядов с комплексными членами сво
дится к изучению сходимости рядов с действительными чле
нами на основе следующей теоремы.

Теорема 1. Д л я  сходимости ряда (/.87) с комплексными 
членами необходимо и достаточно . чтобы сходились два 
ряда (1.88) с действительными членами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть о„ = х х +  х2 + . . .  +  хп и =
— У| +  Уг +  . . .  +  Уп будут частичные суммы рядов (1.88); тогда 
S n = оп +  •zji. Для того чтобы последовательность {£„) стре
милась к конечному пределу S  = о +  т/, необходимо и доста
точно, чтобы последовательности |оя) и |хя) стремились соот
ветственно к конечным пределам о и т (см. п° 1.8), откуда 
и следует справедливость теоремы.

Как следствие отсюда получаем необходимый признак 
сходимости рядов с комплексными членами: если ряд (1.87) 
сходится, т о  П т г я = 0. Действительно, если ряд (1.87) схо-

П— ОО
днтся, то сходятся и два ряда ( 1.88), в силу чего П т л л =

Я - * «

liiny,, = 0, откуда и lim г„ = lim (х„ + yni)  = 0.
Я  -* ОО П — оо
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Так же, как в действительном анализе, имеет место 
Теорема 2. Если сходится ряд

2-1г л I = l^i l  +  1^1 +  • • • +  \zn \ + • • • (1.89)я=1
составленный из модулей членов ряда (/.#7), т о  сходится 
и э т о т  последний ряд, называемый в этом  случае абсо- 
л к тн о  сходящимся.
I  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд (1.89) сходится, тогда из 

неравенств

1* я 1
1Уп1 +  у-п =  \гп |

в силу признака сравнения вытекает сходимость рядов

i  i * j  и 1 iy„i,/I™ 1 П"1
откуда следует сходимость рядов (1.88), а значит, и ряда (1.87). 

11з неравенств

I  ( [hi }< l* J< l* J  + lyJ

и признака сравнения вытекает, что для абсолютной сходи
мости ряда (1.87) с комплексными членами необходима и до
статочна абсолютная сходимость двух рядов ( 1.88) с дейст
вительными членами.

Как следствия из свойств абсолютно сходящихся рядов 
с действительными членами получаются следующие утверж
дения:

1) Если ряд (1.87) абсолютно сходится, т о  при любой 
перестановке его членов сохраняются абсолютная сходи
мость ряда и величина его суммы.
* 2) В  абсолютно сходящихся рядах с комплексными чле

нами допускается любая группировка членов.
3) Абсолютно сходящиеся ряды с комплексными членами 

можно почленно перемножать.
Ниже нам придется главным образом встречаться с абсо

лютно сходящимися рядами и исследовать сходимость ряда 
(1.8)) с действительными членами. Для этого применимы все 
известные из действительного анализа признаки сходимости 
знакоположительных рядов и, в частности, признак Далам-

= р, то при р < 1 ряд (1.89)бера: если существует Нш П + 1

93



сходится, а при р >  1 — расходится (при р >  1 расходится 
не только ряд (1.89), но и ряд (1.87)).

1.46. Функциональные ряды. Пусть теперь мы имеем по
следовательность функций

{/ „ (* ) !  = f l  (*)> U  U ) ....... / „ (* ) .  • • •
комплексного переменного г, заданных в некоторой области D. 
Образуем функциональный ряд:

£  /п И  = / . ( * )+ / ;  ( г ) +  . . .  + / „ ( * ) + . . .  (1.90)
t
Е го частичная сумма

(2 ) = /, (г) -f/г (г) + .. .  + /„ (г)

будет функцией от г. Если в каждой точке z0 области D  
ряд (1.90) обращается в сходящийся числовой ряд, то говорят, 
что ряд (1.90) с х о д и т с я  в о б л а с т и  D. Сумма S (z )  = 

lim S n(z) ряда (1.90) определится в этом случае в области D
п - *  во

как некоторая функция от z.
Если ряд (1.90) сходится в области D, то в каждой точке 

этой области последовательность остатков (/?„ (г )) = {5 (г ; —
— 5 „(г )) ряда стремится к нулю:

lim R n(z) = 0;
П-+  во

это значит, что для каждого е > 0  можно указать такое на
туральное )V, что для всех п > N  будет

|/ ? „(* )|< « . (1.91)

Грань /V, определяющая номер п, начиная с которого выпол
няется последнее неравенство, в общем случае зависит как 
от е, так и от выбора точки z в области D: /V = N (е, г). 
Однако существует важный класс функциональных рядов, для 
которых неравенство (1.91) наступает одновременно для всех г 
из D  как только номер п превысит грань N, зависящую 
только от выбора е. Дадим следующее

Определение. Ряс) (1.90). сходящийся в области D, на
зывается равномерно сходящимся в этой области, если для 
каждого s > 0 можно указать такое натуральное N  = N  (е), 
зависящее только о т  е, что  для всех п > N  будет

одновременно для всех z из области D .
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В этом определении вместо области D  можно рассматри
вать замкнутую область О, линию / либо любое другое 
бесконечное точечное множество — определение воспроизво
дится для этих случаев без существенных изменений.

\ Условие равномерной сходимости ряда функций комплекс
ного переменного в некоторой области гарантирует непрерыв
ность суммы ряда, а также возможность интегрирования 
и дифференцирования суммы ряда путем почленного интегри
рования и дифференцирования этого ряда. Приведем без 
доказательства соответствующие теоремы. Пусть:

1  Л  (*) » / ,  (г) + / ,(* )  + . . . + / „ ( * )  + . . . -  5(г). (1.92)
Л  — 1

1) Если члены ряда (1.92) непрерывны в области D  и ряд 
схооится в этой области равномерно, т о  сумма S  (г ) ряда 
пи»же непрерывна в D.

\ 2) Если члены ряда (1.92) непрерывны в области D  и ряд 
сходится в этой области равномерно, то
[ j'S (z ) dz = j f t (г ) dz +  | / ,  (г) dz + . . .  + j/ „  (г ) dz +  . . .  =

= i  f f „ ( * )d z ,
Л - !  /

где I — любой контур, принадлежащий D.
: 3) Если члены ряда (1.92) аполитичны в области D  и ряд 

сходится в этой области равномерно, т о  сумма S (z )  ряда 
т о ж е  аналитична в D  и

S '  (г ) ==/ |  ( * )  -\- f  2 ( Z )  +  . . . + / л  ( 2 )  +  . • . =

= i / * ( 2), 
л - I

причем ряд производных т о ж е  равномерно сходится в D  
(теорема Вейерштрасса).

В заключение этою пункта дадим практически удобный 
достаточный признак равномерной сходимости ряда.

Признак Вейерштрасса. Если в каждой точке г области D  
модули членов ряда (1.90) не превосходят соответствую 
щих членов какого-нибудь сходящегося числового знакопо
ложительного ряда

оо

2  ал = а, +  а2 + . . .  +  Ял +  . . . .  (1.93)
j п=  1

т о  ряд (1.90) равномерно сходится в U.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть гп будет остаток ряда (1.93). 
Так как этот ряд сходится, то для каждого е > О можно 
указать такую грань Л  N (е), что для всех n > N  будем

гп = ап+1 +  ап ьг +  . . .  < в; 
но тогда для остатка ряда (1.90) будем иметь

I К я (г ) I = I/я lU )+ / « + 2W  + . . . | <
|/я f 1 (я ) | +  |/л+2 (^Н + . . . Дя + 1 +  Л*+2 +  • • • <  •*

как только будет /i>yV(s) и для всех г и:« D, откуда и сле
дует равномерная сходимость ряда (1.90) в D.

1.47. Степенные ряды. Функциональный ряд вида

V  с„гп с„ +  с,г + с,г1 +  . . .  +  Снгн +  . . .
Я - 0

(1.94)

где Г| — комплексные постоянные ( к о э ф ф и ц и е н т ы  ряда) ,  
называется с те  и ен н ы м. Докажем имеющую фундаменталь
ное значение в теории степенных рядов теорему.

Теорема Абеля. Если степенной ряд (1.94) сходится 
в некоторой точке  2„ Ф  0. т о  она абсолютно сходится 
в круге | г |< | г и|. Во всяком замкнутом круге меньшего ри- 
оиуса \z\ </<|г„| ряд (1.94) сходится равномерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ряд ^  с^Ц по условию
я

сходится, то c„zо ->0 при и -> оо, а так как всякая после
довательность конечных точек, стре
мящаяся к конечному пределу, огра
ничена (и0 1.8), то существует такое 
число т >  0, что для всех п

\ с Л \ < т .

Для любой точки z круга |г| </ 
(рис. 1.60) будем тогда иметь

\C„Zn \ =  С„2П-£

Таким образом, в круге |г|< ф  моду
ли членов ряда (1.94) не превосходят соответствующих членов 
сходящейся числовой геометрической прогрессии со знамена-

—— < 1. Отсюда и следует абсолютная и равномер-

Рис. 1.60.

телем 1*0
пая (в силу признака Вейерштрасса) сходимость ряда (1.94)
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в замкнутом круге |г |< ^ . Число q можно выбирать сколь 
угодно близким к |г0|, а потому ряд (1.94) абсолютно схо
дится в любой точке круга | г |< | г 0|.

С л е д с т в и е .  Ксли ряд (1.94) расходится в некоторой 
точке 20, то он расходится и во всех точках области 
| * |> |г „ | .

Действительно, если бы ряд сходился в какой-нибудь точке 
области | г | > | 20|, то но теореме Абеля он сходился бы и 
в точке г0, что противоречит условию.

Проведем теперь из начала координат произвольный луч. 
Возможны три случая:

1) Ряд (1.94) сходится во всех точках этого луча. В силу 
теоремы Абеля можем тогда заключить, что ряд абсолютно 
и равномерно сходк.ся в круге сколь угодно большого радиу
са, т. е. во всей плоскости г.

2) Ряд расходится во всех точках луча, кроме точки г = 0 
(где, очевидно, ряд (1.94) сходится всегда, ибо при 2 = 0 все 
члены этого ряда, кроме первого, обращаются в нуль). В этом 
случае на основании следствия из теоремы Абеля заключаем, 
что ряд расходится в области 12 1 >  е, где е — сколь угодно 
малое положительное число, т. е. расходится во всей пло
скости 2, исключая точку 2 = 0.

3) На луче имеются как точки сходимости ряда (1.94), 
отличные от 2 = 0, так и точки расходимости ряда. Посколь
ку из теоремы Абеля и следствия из нее можно заключить, 
что всякая точка сходимости ряда (1.94) лежит ближе к точке
2 = 0, чем всякая точка расходимости ряда, то в этом случае 
на луче найдется точка г*, отделяющая точки луча, в кото
рых ряд сходится, от точек луча, в которых ряд расходится. 
В самой точке г* ряд может как сходиться, так и расходиться. 
Величина | г* | = г называется р а д и у с о м  с х о д и м о с т и  ря
да (1.94), а круг 12 1 < г к р у г о м  с х о д и м о с т и  ряда. В кру
ге 121 < г ряд (1.94) сходится, вне этого круга — расходится; 
на окружности 121 = г могут располагаться как точки сходи
мости, так и точки расходимости ряда. В рассмотренных выше 
случаях 1) и 2 ) будем считать соответственно, что г = оо 
и г = 0.

Радиус сходимости г ряда (1.94) можно определить, поль
зуясь признаком Даламбера. Пусть существует конечный или 
бесконечный предел

L = lim |-^i±

Тогда ряд (1.94) сходится (п°1.45), если

lim
/!-*«>

Ся + Г=
спгп = \ z \- L<  1,
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т. е. при |г|<-^-, и расходится, если

lim
/}-» ос

Я +  1

спгп

т е. при ! лг | > . Отсюда следует, что радиус сходимости 
р,*да (1.У4) равен

г 4  = lim 1 - М .  (1.95)
( Я - «  I Я + 1 |

Следующий, более общий чем (1.94) ряд

— -  а )п = с0 + с, (г -  а ) +  . . .  +  cn(z -  а )п +  (1.96)Л—О

где а — любое комплексное число, тоже называется степенным. 
Подстановкой z — a = rt он сводится к ряду (1.94). Кругом 
сходимости ряда (1.96) будет круг | / | < г  или \г — а | < г .  
Таким образом, круг сходимости ряда (1.96) имеет центр 
в точке а. Радиус г этого круга можно вычислять по форму
ле (1.95), поскольку коэффициенты рядов (1.96) и (1.94) оди
наковы.

Пример I. Рассмотрим геометрическую прогрессию

гп = 1 + г +  г= + . . . +
л-0

Ее радиус сходимости находим по формуле (1.95):

г = lim — = 1 (так как en =  1). 
я  j я  + 1 I

Следовательно, кругом сходимости прогрессии будет круг радиуса г = 1 
с центром в начале координат, т. е. круг | г | < 1 .  Внутри этого круга 
прогрессия сходится абсолютно, а во всяком замкнутом круге |г| < q < 1 — 
равномерно. Как и в действительном анализе читатель без” труда установит,
что сумма прогрессии внутри ее круга сходимости равна ■ j ■_  , так что

1+ * + *3 + ... + гя +. . .  = -Г Г 7 (1 г 1< •)• (I-97)
t

Пример 2. Исследовать сходимость ряда

ас

V ( * - * у _ ,  * - *  , (*-»)*
^  л! + 1! + 2! + —



Его радиус сходимости в силу (1.95) будет

г = Uni — *  lim (п + 1) = оо.
п  * пс ^ Я 4 - 1 П  осЛ- » С/1 + 1

Следовательно, кругом сходимости данного ряда будет круг радиуса г ^  оо 
с центром в точке а = 1, т. е. вся плоскость г.

1.48. Ряд Тейлора. Во всяком замкнутом круге |г — а К  
**<>' < г  степенной ряд (1.96) в силу теоремы Абеля сходится 
равномерно и имеет своей суммой некоторую функцию / ( г ):

причем на основании теоремы Вейерштрасса (п° 1.46) функция 
/ (г )  аналитична в круге |z — а | < г  сходимости ряда. Так 
как члены ряда (1.98) аналнтичны во всей плоскости г, то 
в силу той же теоремы этот ряд можно почленно дифферен
цировать, причем ряд

тоже равномерно сходится во всяком круге |г — а | < г ' < г .  
Применяя то же самое рассуждение к степенному ряду (1.99) 
и к рядам, получающимся в результате его почленного диф
ференцирования, придем к выводу, что степенной ряд (1.98) 
можно почленно дифференцировать сколько угодно раз. Ра
диусы сходимости всех получающихся таким образом рядов 
будут те же самые, что и для ряда (1.98), т. е. равны г. Дей
ствительно, радиус сходимости ряда (1.99) не может быть 
меньше г (ибо он сходится в каждой точке круга \г — а| < 
■</•'< г), но в то же время он не может быть и больше г; 
так как тогда радиус сходимости ряда (1.98), получаемого 
почленным интегрированием ряда (1.99), тоже был бы больше г.

Дифференцируя (1.99) почленно дальше, найдем, что для 
любой точки z из круга сходимости ряда (1.98) будет

f "  (г) = 2сг +  3 • 2с3(г — а ) +  . . .  +  п [п — 1)с „ (г — а)"-3 - f . . .

/<"> (г) = л! с„ + (п +  1)! Сц+1 (г -  а) -f . . .

Полагая в ряде (1.98) и во всех рядах, получающихся в ре
зультате его почленного дифференцирования, г = а, получим

/ (г )  = c0 +  ct ( z - a )  + с, (г -  а )* +  
-f . . .  +  c „ ( z - a ) "  +  . . . (1.98)

/ {п) (а)



в сил) чего ряд (1.98) записывается в виде

/(*) = S  /(п!Д) ~  а)а =/(<*) + -Цт- ( г - а )  +  

(1.100)

п= 0

Степенной ряд (1.100) называется р я д о м  Т е й л о р а  функ
ции / (г )  в окрестности точки г = а. Т а к и м  о б р а з о м ,  
с у м м а  / (г )  с т е п е н н о г о  ряда  (1.98) я в л я е т с я  а н а 
л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  в к р у г е  с х о д и м о с т и  ря 
да, п р и ч е м  э т о т  ряд я в л я е т с я  р я д о м  Т е й л о р а  
с в о е й  с у м м ы  / (г ).

Естественно возникает вопрос: всякую лн аналитическую 
в некотором круге функцию / (г )  можно разложить в этом 
круге в ряд Тейлора? Ответ на этот вопрос дает сле
дующая

Теорема. Всякая функция f (z ) ,  аналитическая в круге 
| z — а | < г, м о ж ет  быть в этом  круге единственным обра
зом разложена в степенной ряд Тейлора.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем какую- 
нибудь точку z из круга |г — а | < г  
и построим круг |z — о | < г, < г, концен
трический с первым и тоже содержащий 
точку г (рис. 1.61). Через / обозначим 
окружность \г — а \ = г,. Поскольку / (г )  
аналитична в замкнутом круге \ г — а |< г , ,  
то по формуле Коши (1.80) будем иметь

/<■>-£I
= JL  Г

2*/ J  (с —а ) — (г — </

: -L f-ZM- .
2 тЛ J  с — а

а) d~ =

г — а 
с — а

dz. (1.101)

где / обходится в положительном направлении. Так как точ
ка <: лежит на /, то

г — Д I _  1* - Д| _  I * - Д )  ^  1 
с — a j | с — л | г, ^  *
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J _____ =
г — а с — а /

в силу чего прогрессия

равномерно сходится по с на окружности I (см. пример 1,п ° 
1.47). Подставив последнее разложение в (1.101) и интегри
руя почленно полученный ряд (что законно в силу его равно
мерной сходимости на /), получим на основании (1.83)

/ л —0

= _L V  f / - - а ) "  d- =
2 с - a  \ C - a )  *

л=0 I

л-0

Таким образом, мы получили разложение / (г )  в ряд Тейлора 
в круге \г — а  | <  г. Единственность этого разложения есть 
следствие доказанного выше утверждения, что любой степен
ной ряд есть ряд Тейлора своей суммы, ибо отсюда следует, 
что найденное любым способом разложение аналитической 
функции f ( z )  в степенной ряд является рядом Тейлора этой 
функции.

Можно доказать, что наибольший радиус г круга с цент
ром в точке г = а, в котором функция / (г )  разлагается вряд 
Тейлора (1.100), равен расстоянию от точки г  = а до ближай
шей к ней особой точки функции / (г )  (напомним, что осо
быми точками называют точки, в которых эта функция не яв
ляется аналитической, п° 1.20).

Пример I. Для функций f x (*) = £*, /2 (г) = 51пг, /3(*) = cos* имеем 
/\п) (z) =  е2, /,(я) (г) =  sin (-y  + г ), / {3п) (г) = cos +  * ). Отсюда полу
чаем разложения этих функций в ряд Тейлора (а = 0):



Так как все три рассматриваемые функции аналнтнчны во всей плоскости г, 
то полученные разложения справедливы во всей этой плоскости.

Пример 2. Для главной ветви логарифма / (г )  In г имеем f (n) ( г ) -

Точка г — 0 есть ближайшая к точке а =  1 особая точка функции In г; 
расстояние от точки а = 1 до точки г = 0 равно 1. Следовательно, полу
ченное разложение справедливо в круге |г  — 1 1 < 1.

Пример 3 ./ (г )  (1 + г )т . Если т — число целое, то / (г )  однозначна. 
При т  > 0 придем к конечной формуле бинома Ньютона (ибо все произвол 
ные f (z )  порядка выше m-ro будут в этом случае равны нулю). Если 
т  < О, то, используя выражение / {п) (0 ) = т  ( т  — 1) ( т  — 2 ) . . .  ( т  — п -j- 1), 
получим биноминальный ряд:

Точка г = — 1 является особой для /(г), в силу чего это разложение имеет 
место в круге \г \ < 1. Если т  -= а — не целое число, то функция /(г)
= (1 -f г )т  — ет  ,п(|+*) многозначна (п° 1.17). Взяв главную ветвь логарифма, 
найдем

Так как In 1 = 0 (для прочих ветвей In 1= 2krj), то снова придем к биноми
нальному ряду для функции ( l - f * ) m. Точка г = — 1 является и в этом 
случае особой для / (г ), а потому и в случае т  не целом бнномалыюе раз
ложение справедливо в круге |г| < 1. Сходимость ряда на окружности этого 
круга зависит от т .

Вообще, так как ряд Тейлора и формулы дифференци
рования в комплексном анализе имеют тот же вид, что 
и в действительном, то ряды Тейлора для функций комп
лексного переменного не отличаются но виду от рядов Тей
лора для тех же функций действительного переменного.

1.49. Ряд Лорана. Рядами Тейлора представляются функции 
аналитические в круговых областях. Однако часто приходится 
рассматривать функции, аналитичные всюду в некоторой ок
рестности точки а, исключая саму точку а, т. е. аналитичные 
в кольце вида 0 < \г — а | < /?. Такие функции представляются 
двусторонними рядами, содержащими как целые положитель
ные, так и целые отрицательные степени г — а вида:

= ( — 1) я+ 1  - - у --  и получаем следующий ряд Тейлора (а = 1)

( l + * r = l + _ * + _ L _т т  ( т  — 1)

+
m (m — 1) . . .  ( т  - п -f- 1)

п\ г* + . . .

и Т. д.



\

Первый ряд справа — обычный степенной ряд, сходящийся 
в некотором круге |г — а |< /?. Второй ряд подстановкой

= <; преобразуется! в степенной ряд

V  с гп^  Ь—П - , 
п — 1

сходящийся в некотором круге |с| < /?*. Тогда второй ряд
( 1.102) будет сходиться в области |г — а | > = г и если
/• </?, то общей областью сходимости обоих рядов ( 1.102) 
будет кольцо г < | г — а | < /?.

Так как двусторонний ряд (1.102) представляется в виде 
суммы степенного ряда и ряда, приводящегося к степенному, 
то, используя теоремы Абеля и Вейерштрасса (п °п ° 1.47 и 1.46), 
легко установить, что этот ряд в любой замкнутой области 
внутри кольца г < | г  — а \ < К  сходится абсолютно и равно
мерно и что сумма его в упомянутой области есть аналити
ческая функция f (z ) :

/(•г) = я 2  с „ ( г - а , * .  (1.103)

Так как на любой окружност" /: |г — в |= р (г < р < / ? )  
ряд (1.103) сходится равномерно и его равномерная сходимость 
не нарушается после умножения на (г — а )-"-1 (п = 0, ± 1, 

| ± 2, . . . )  (этот множитель ограничен на /), то, интегрируя 
почленно разложение

во
— Я £ > -  = V  с„ (г -  а)*--'
(г а) Я+ 1 ^

по окружности / и пользуясь соотношением (1.77), найдем 
значения коэффициентов

J _  С / (г )  dz 
1 2TtiJ (г _ (л = 0. ± 1 ,± 2 , . . . )  (1.104)

Ряд (1.103), коэффициенты которого определяются форму
л о й  (1.104), называется р я до м  Л о р а н а  функции / (г) 
в окрестности точки а. Таким образом, с у м м а  / (г )  д в у 

х с т о р о н н е г о  р я да  (1.103) я в л я е т с я  а н а л и т и ч е с к о й  
ф у н к ц и е й  в к о л ь ц е  е г о  с х о д и м о с т и ,  п р и ч е м  
э т о т  р я д  я в л я е т с я  р я д о м  Л о р а н а  с в о е й  с у м м ы .
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Спрашивается теперь, всякую ли функцию / ( * ) ,  аналити
ческую в некотором круговом кольце, можно разложить 
в этом кольце в ряд Лорана? Ответ на этот вопрос дает 

Теорема. Всякая функция / (г ) ,  аналитическая в круго
вом кольце г < | z — а | <  R , м о ж ет  быть в этом кольце 
единственным образом разложена в ряд Лорана.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем какую-нибудь точку г, 
принадлежащую кольцу г < | г — а | < R  (рис. 1.62), и построим 

концентрическое с ним меньшее кольцо 
гх < \z -  а\ < /?, (г < г, < R x < /?), тоже 
содержащее точку г. Так как f (z )  анали
тична в замкнутом кольце г, <  \z — а |<  R u 
то по формуле Коши (1.80) будем иметь

I .  I,

Рис. 1.62. где обе окружности /•„>: \г — a\ = R, 
и /,: |г — с| = г, обходятся против часо

вой стрелки. В точности повторив все рассуждения и выклад
ки, проведенные нами при доказательстве теоремы из преды
дущего пункта, разложим первый из этих интегралов в сте
пенной ряд

/| (г) = TjU f  - 0 J-  dz = S  Cm (*  -  a )". (1.106)* * Y * g Я=0M
где

( - - 0 , 1 . 2 . . . . )  (1.107)

с той только разницей, что теперь последний интеграл нельзя 
в силу формулы (1.83) заменить на -- ; , так как/ (g ), вооб
ще говоря, не аналитична в точке а . Для второго интеграла 
(1.105) имеем

/■ <•> *  - Ы »-.<%=* *  “•I Л

-  5Я г Ь /  / « ' )  • 7 - 4 = 5  * •  С  -108»
* •  1 ___ ________г —а

Так как точка с лежит на /,, то
с — а | | с — а | Г|



в силу чего на /, равномерно сходится прогрессия
а©

1 __ I  z — а \*
1 jг _ д | Л-о

Подставив это разложение в (1.108) и интегрируя получен
ный ряд почленно, найдем

|  5S • 7 ^ 7 l * "
/, л-0

I V  Г ч ft - “ )п ,
2г./ 2 и  .) ^  (г —a)n+i ^

Л-0 /,

< | | 0 9 >
/, Л-ТЛ- 1

где

/(с) (с-а)"-’^  (я -  1,2, з,...). (1.110)
л

Подставив разложения (1.106) и (1.109) в формулу (1.105), 
получим

во во

/ ( 2) = / , (* )  + /2 (2) = ^ c „ ( 2 - a ) " +  S  (/ -  =
Л~ 0 Л—1

= 2  с „ ( г - а )« .  ( 1.111)
Я = -  »

Подынтегральные функции в формулах (1.107) и (1.110) 
к для коэффициентов с„ и с~„ аналнтичны внутри кольца 

г < | г  — а |< / ? , в силу чего в этих формулах вместо различ
ных контуров /, и /2 можно взять общий контур (п° 1.38).

■ Объединяя вместе формулы (1.107) и (1.110) и выбирая в ка- 
I  честве пути интегрирования любую окружность /, прннадле- 
I  жащую рассматриваемому кольцу, будем иметь

I  С' = Ы  <” - 0- ± ± 2. . . . ) .  ( 1.112)

I  Итак, мы получили разложение f ( z )  в ряд Лорана в кольце 
r < \ z  — a |< / ? . Единственность полученного разложения
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следует из доказанного выше утверждения, что любой дву
сторонний ряд (1.103) есть ряд Лорана сво.'й суммы, ибо 
отсюда следует, что найденное любым способом разложение 
аналитической в круговом кольце функции f ( z )  в ряд ( 1.111) 
является рядом Лорана этой функции. Теорема доказана.

Ряд (1.106) называется п р а в и л ь н о й  ч а с т ь ю  ряда 
Лорана, а ряд (1.109) — г л а в н о й ч а с т ь ю  ряда Лорана. 
Правильная часть ряда Лорана есть степенной ряд, сходя
щийся в круге |z — я |< / ? , в то время, как главная часть 
ряда Лорана сходится в области |г — а | > г .  Если г< /?, то 
как правильная, так и главная часть равномерно сходятся 
в любом кольце, принадлежащем кольцу г <  \z — а | < /?, и их 
суммы там аналитичны.

Можно доказать, что каждая из окружностей |z — а\ = г 
и |г — а| = /?, ограничивающих кольцо r < | z  — a \ < R  наи
большей ширины, внутри которого функция / (г )  разлагается 
в ряд Лорана, содержит, но крайней мере, одну особую 
точку функции / (г ) .

Пусть теперь функция / (г )  аналитична не только в коль
це 0 <  |г — а  I <  /с, как мы предполагали в начале этого 
пункта, но и в точке z — a (т. е. f ( z )  аналитична в круге 
\z — a \ < R ) .  Тогда при всех п подынтегральная функция 
в интеграле ( 1.110) не имеет особых точек внутри /,, в силу 
чего по теореме Коши (п° 1.38) все С-п — 0 и главная часть 
ряда Лорана (1.111) исчезает. Формулу (1.107) для коэффи
циентов правильной части ряда Лорана, в этом случае в силу

у(Л)/д)
(1.83) дает сп — • ■■ '— . Следовательно, в этом случае ряд
Лорана превращается в ряд Тейлора, который таким образом 
является частным случаем ряда Лорана, а именно, рядом 

Лорана для функции f ( z ), аналитиче
ской в «кольце* 0 <1|г — а|</? .

Пример. Разложить в ряд Лорана функцию 

f  (*) = _ г \ » выбрав а =  0 .
Функция / (г )  имеет две особые точки г  = 0 

и г = 1, в силу чего имеются два круговых «коль
ца» с центром в точке а = 0 , в которых функция 
аналитична — это кольца 1 :0  < | г | < 1 и II: \g | > 1 
(рис. 1.63). В каждом из этих «колец» легко полу
чить разложение функции в ряд Лорана, не поль
зуясь общими формулами для вычисления коэффи
циентов ряда. Данную функцию разложим на сумму 

Рис. 1.61. простейших дробей

/(г) = г (1 — г) Т  + Т~~7
В «кольце* I: |г | < 1 можем рассматривать вторую дробь как сумму гео
метрической прогрессии; тогда получим
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1 1 1 1
г(1 -  г) -  г  + | - , - - 7 " f l + '  + ' 3 + --- + *"  +  •••

Главная часть полученного ряда Лорана состоит из одного члена. В «коль
це* II: | г |  > 1 или | ~ |  < 1 , а потому преобразование ведем так:

1 1 1  1 1 1 / 1 1
г(1 — *) *  е г ' ~  НГ“ “ “ г г I 1 ‘ г : г ••• +

_ 1_ \ J _  _ L  J _+ gn f-... J — — г3 — gi —... — гп — ...

В этом разложении отсутствует правильная часть.
1.50. Нули аналитической функции. Н у л е м  функции/(г) 

называют любую точку а, в которой / (г ) обращается в нуль: 
ЦГ(я) = 0.

Если аналитическая в своем нуле а функция / (г )  не равна 
тождественно 0 в окрестности точка а, то разложение этой 
функции в ряд Тейлора (1.100) в окрестности а имеет вид

/ (г )  = c m (z - a )m + c„ + i ( z - a ) m+l +  . . . ,  (1.113)

гдест Ф О  (/n> 1). Номер т  младшего, отличного от нуля 
коэффициента этого разложения называется п о р я д к о м  ну
ля а. Если т  — \, то нуль называется п р о с т ы м .

fW (a)
Из формулы ск = '  k] (k =  1, 2, 3 , . . . )  следует, что

если а является нулем порядка т  функции / (г ) ,  то / (а) = 
= / ' (а ) = . . .  = /<'"-» (а ) = 0, но / ,ш) (а) ф  0, т. е. п о р я д о к  
н у л я  а е с т ь  п о р я д о к  м л а д ш е й ,  о т л и ч н о й  от 
н у л я  п р о и з в о д н о й  / <т) (а).

Теорема. Д л я  того, чтобы точка  z = а была нулем т-го 
порядка аналитической функции / (г ) ,  необходимо и доста
точно. чтобы э т а  функция имела вид

f(z )  = (г -  а )т ч? (г), (1.114)

где <р (г) аналитична в точке z = а и <р (а ) Ф  0.
Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и .  П устьz = а  есть 

нуль т- го порядка функции / (г ) .  Тогда ряд Тейлора д ля/ (г ) 
в окрестности точки а имеет вид (1.113). Этот ряд предста
вим в форме

/ (г )  = (г — а )т [ст +  ст+1 ( г - а )  +  . . . | ,

где функция <р (г) = ст + ст  +i (г — а) +  . . .  являясь суммой 
степенного ряда, аналитична в точке а, причем <р (а) = ст ф  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о  д о с т а т о ч н о с т и .  Пусть функция 
/ (г )  имеет вид (1.114), гдг т  — натуральное число, а <?(г)
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аналитична в точке а, причем ?  (а ) =£ 0. Разложив ? (z )  в ряд 
Тейлора в окрестности точки а:

где b0 = f(a )= £  0, и подставив этот ряд в (1.114), получим

откуда и следует, что z = а есть нуль т -го порядка функ-

у непрерывности <p(z), входящей в (1.114), можно 
утверждать, что она отлична от нуля и всюду в некоторой 
окрестности точки а . Но тогда существует такая окрестность 
точки а, в которой f ( z )  не имеет других нулей, кроме а. 
Этот результат коротко формулируют так: е с л и  / (z) а н а 
л и т и ч н а  в с в о и х  н у л я х ,  то эти н у л и  — т о ч к и ,  
и з о л и р о в а н н ы е  д р у г  от д р у г а .

Пример. Показать, что точка г  = 0  является нулем второго порядка 
функции / (г )  = 1 — cos г.

/ г2 г 1 \ г2 г*
Имеем 1— cos г =  1 — 1̂ — Ь “4Г — — J = 2Г “  Т  + • • • • откуда

и следует высказанное утверждение.
1.51, Особые точки. В особых точках функции / (г )  на

рушается ее аналитичность (п° 1.20). Здесь мы изучим пове
дение аналитических функций в окрестности особых точек 
простейшего типа — изолированных особых точек. Точку z = а 
будем называть и з о л и р о в а н н о й  о с о б о й  т о ч к о й  
функции / (г ) ,  если существует такая окрестность точки z = а, 
в которой она является единственной особой точкой f (z ) .  
Если z = a изолированная особая точка f ( z ), то существует 
такое достаточно малое кольцо г < |г — а | < /?, в котором 
f ( z )  аналитична и в котором, следовательно, f ( z )  разлагается 
в ряд Лорана:

При этом могут представиться три случая.
I. Разложение (1.115) не содержит главной части и, еле 

довательно, имеет вид

f ( z )  = V  CJ Z _  а )п = с0 + ct (z — а) +  C2(z -  а ) 2 +  . . .  (1.116)

Этот ряд является степенным рядом и его сумма есть анали
тическая функция в круге | г — а | < / ?  (включая и его

<?(z) = b0 +  bl ( z - a )  +

f (z )  = b„ (z — а )т + b,(z — a )m+t +

/ (* )  = У} c» (z ~ a ) ” +  2JmA ( г - * ) " ' (1.115)
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центр z = a). Во всех точках этого круга, кроме точки z = a, 
ряд (1.116) сходится к функции / (г ) ,  а в точке z = a (где 
f ( z )  не является аналитической) — к числу с0. Особая точка 
z = a  называется в этом случае у с т р а н и м о й  о с о б о й  
т о ч к о й  функции f ( z ) .  Если принять, что / (а )  = с0у то раз
ложение (1.116) станет справедливым во всем круге 
|г  — а | < / ?  (включая и его центр z = а), обратившись в ряд 
Тейлора для f  (z) в окрестности точки 2 = а, а f ( z )  станет, 
следовательно, аналитичной в точке а. Очевидно, в д о с т а 
т о ч н о  м а л о й  о к р е с т н о с т и  у с т р а н и м о й  о с о б о й  
т о ч к и  / (г )  о г р а н и ч е н а .

Пример 1. Показать, что г =  0 есть устранимая особая точка функции

\

Имеем
sin г I (  г3 \ , г- г ‘ г”

г  ~  г  \г “  3! + 5! “ •••/- 1 ~  3! ' 5! ~  7!

В получившемся разложении отсутствует главная часть, откуда и следует
sin г

высказанное утверждение. В точке г = 0 функция /(г) = — -—  теряет
смысл. Если принять / (0 ) =  1, то функция / (г ) станет аналитическом 
в точке г = 0 .

И. Разложение (1.115) содержит в своей главной части 
лишь конечное число членов и, следовательно, имеет вид

во

П : ) - У с , ( > - а ) '  +  ^  +  - ^ у Г  + --- +
л-0

: + т г 5 р * (1-Ц7)

где С-т ф  0. В этом случае точка z = a  называется п о л ю с о м  
m-го п о р я д к а  функции f (z ) .  Если т =  1, то полюс назы
вается п р о с т ы м .

Покажем, что в д о с т а т о ч н о  м а л о й  о к р е с т н о с т и  
п о л ю с а  ф у н к ц и я  f ( z )  б е с к о н е ч н о  в е л и к а .  Для 
этого представим последнее равенство в виде

/СО = (г-аг Iе-" + (*-а)+ ... + *-1 (г-а)"'1 +
+ с0 (г -  а )т + ct (z — а ) ”  +1 + .. .1 = (г J  j jsr g(*). 

где lim g  (z) = g  (a)  = c-m ф  0. Отсюда и следует, что
z-*a

f ( z )  -> со при z -► a.
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Из предыдущего равенства имеем
/ (г )  (z -  а ) т = g (г),

откуда получаем удобный критерий наличия у функции / (г )  
Zj точке z = a полюса m-ro порядка:

lim ( / (г ) (г  — а )т ) =  с~т  Ф  0 и оо. (1.117')
г-+а

Пример 2. Показать, что * =  0 есть полюс второго порядка функции

Имеем

1 I, Л gi U 1 1
/ (* ’) =  7 Г { 1 -  (• — 2! + 4! = ~W7r ~~4\ + 6 !

Главная часть этого разложения состоит из одного члена откуда
и следует, что г = 0 есть полюс второго порядка для /(г). Из этого же 
разложения видно, что / ( г ) ^ о о  при г - * 0 , как это и должно быть для 
полюса.

111. Разложение (1.115) содержит в своей главной части 
бесконечное множество членов. Точка г = а называется в этом 
случае с у щ е с т в е н н о  о с о б о й  точкой функции / (г ) .  От
носительно поведения функции в окрестности существенно 
особой точки имеет место приводимая нами без доказа
тельства

Теорема Ю. В. Сохоцкого. Если г  = а является сущ ест
венно особой тонкой функции f (z ) .  т о  для любого числа А 
(конечного и бесконечного) сущ ествует т а к а я  последова
тельность  {гп\ значений аргумента, стремящаяся к преде
лу  а. для которой последовательность [ f ( z n)\ со о тветст 
вующих значений функции f ( z )  стремится к А.

Коротко будем говорить, что в существенно особой точ
ке функция неопределенна.

Пример 3. Показать, что г  = О является существенно особой точкой 
_1_

функции / (г )  = е г .
Функция е* аналитична во всей плоскости t, т. е. при |/| < оо и пред

ставима на этой плоскости рядом

е = 1 + ТГ + “2Г + •••

1 —
Положив t = — . найдем, что функция / (г ) = е* аналитична при | г | > 0 ,
т. е. на всей плоскости г, исключая точку г  = О, и представляется там рядом



тот ряд в своей главной части содержит бесконечное множество членов, 
откуд а и следует, что г  = 0  есть существенно особая точка функции / ( г ) .  
П окаж ем  теперь для этой функции справедливость теоремы Сохоцкого. 
П ри * =  .*-► О ( г  — действительное) / ( г ) - > 0  или оо в зависимости от того, 
стрем ится ли г  к нулю вдоль отрицательной или положительной полуоси х. 
П у с т ь  теперь А =  ге'9 — любое комплексное число, отличное от 0 и оо. Из

равенства / (г )  = е г =  А находим

г  = Ln А = In г -г I 2п-l (п = 0- ± Ь  ± 2 ,.. . ) .

Полагая п =  0, 1, 2, . . . ,  получим последовательность точек {* „}, стремя
щуюся к нулю, во всех точках которой f  (г) — А и, следовательно, вдоль 
которой / (г )  стремится к А.

И так , если z = а есть изолированная особая точка  
функции f (z ) ,m o  в зависимости о т  того , является ли э т а

(точка  устранимой, полюсом или существенно особой, функ
ция f ( z )  в достаточно малой окрестности точки z — a  
будет соответственно ограниченной, бесконечно большой или 
неопределенной. Справедливы и обратные утверждения 'если 
z = a есть изолированная особая точка  функции f ( z ). 

г т о  она будет устранимой, полюсом или существенно особой 
в зависимости о т  того, будет ли предел lim f ( z )  конечным,

г-*а
бесконечны и или несуществующим.

1.52. Связь между нулями и полюсами. Часто удается 
выяснить характер особых точек функции, пользуясь следую
щей теоремой:

Д л я  того, чтобы точка z = а была нулем т-го порядка 
аналитической функции f (z ) .  необходимо и достаточно.
чтобы для функции F  (г) = -77-г- э та  точка была полюсом

I t  I  J \g )

т-го порядка.
Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и .  Пусть z = a

I  есть нуль т-го порядка для / (г ) ;  тогда в соответствии
• с (1.114) эта функция имеет вид

/ (г )  = (г — а )т ф (г),

где <p(z) аналитична в точке а, причем <?(а)=£ 0, откуда

F (z )  ( z - a ) ”  = - ^ у
И

Иш (/"(г) (z -  а )т ) = Y & j-  ¥=0 чоо.

На основании критерия (1.117') отсюда заключаем, что 
для функции F ( z )  точка z = а  является полюсом т -ro порядка.

\
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Д о к а з а т е л ь с т в о  д о с т а т о ч н о с т и .  Пусть z = а есть 
полюс т-го порядка функции F (z ) .  Тогда разложение этой 
функции в ряд Лорана в окрестности точки а будет

F ( z )  =  2 ]  сп ( г  — а ) п +  ( г - а ) *  +  • • • +  (г -  а )т  =
п О

= т г ^ г  (z ~  а )я = j r ^ r  g {z )'я—О

где g (z ), являясь суммой степенного ряда, аналитична 
в точке а, причем g (a )  = с ~ „ ф  0. Но тогда функция
- j~ -  = ip(z) тоже аналитична и отлична от 0 в точке 2 = а,
и мы будем иметь

p i z\ — __ !____ 1
/(г) ( г - а Г ? (г)’

откуда / (г )  = (г  — а )т  <р (г), а это в силу (1.114) и означает, 
что функция / (г )  имеет точку г = а нулем m-ro порядка. 

Примеры. Найти все особые точки функции / (г )  на плоскости г:

1) / ( * )  - (г  3 )>» Эта Функция аналитична в плоскости г, ис
ключая точки *1 = / и г2 = — 3. В силу (1.114) эти точки являются нулями 
соответственно 2-го и 4-го порядков для функции , а потому для /(г) 
эти точки будут полюсами соответственно 2-го и 4-го порядков.

2 ) / ( * )  = ^  —\ ~~ При г =  0  знаменатели обеих дробей обращаются
в нуль; в силу периодичности е2 знаменатель первой дроби обращается 
в нуль в бесконечном множестве точек г = 2knl, где к — любое целое. Итак, 
особыми точками / (г )  будут точки г  = 2kr.i (k =  0,±  1, ± 2 , . . . ) ,  во всех 
других точках плоскости г функция / (г )  аналитична. Исследуем характер 
точки г = 0. Имеем

1 + *- *2 1 + * “  ( ' + 7Г + 1Г + ---)

* К 1 + 17 +'2Г +•••)“  Ч
J_ _г_
2! — 3! •** 1

«=------ ----------- ►--- 2 "  при г -  О,
1+ 2}- + ...

откуда следует, что г = 0  есть устранимая особая точка для / (г )  (п° 1.51). 
В точках г = 2r.ki (k = ± 1, ± 2 ....) функция —  аналитична, а для р ~ [



это будут полюсы ^так как р —  j -*> эо при g-*2k  r./j. Порядок этих полюсов
ранен порядку нулей знаменателя g (g ) = e* — 1. Воспользуемся тем, что 
порядок нуля функции равен порядку ее младшей, отличной от нуля про
изводной (п° 1.50). Имеем # '(* ) =  е* и g ’ (2kr.l) =  \. Отсюда следует, что 
точки g = 2krj(k  =  ± 1, ± 2. . . . )  являются простыми нулями функции g (г)
и, значит, простыми полюсами функции / (г ).

1.53. Поведение функции в окрестности бесконечно уда
ленной точки. Пусть функция f ( z )  аналитична в некоторой
окрестности |*|> -|- бесконечно удаленной точки z — оо

(п ° 1.6), исключая саму эту точку. Отображение z = -7- пе
реводит окрестность точки : = о о  в окрестность точки <: = 0 
расширенной плоскости с и тем самым сводит изучение по
ведения функции f ( z )  в окрестности точки :  = оо к изучению
поведения функции /  (-т-) = <р(") в окрестности точки * := 0.
Если f ( z )  аналитична в окрестности точки z = 00э то <р(~) 
будет аналитична в окрестности точки с = 0 и ее можно бу
дет разложить в ряд Лорана в окрестности этой точки:

во ее

? (<)=2^" + }£ 4^. ° Л18)
Положив здесь с = — , получим разложение f ( z )  в ряд Ло
рана в окрестности точки г = оо:

АС ОО

/4*) = 2  7̂ + 2  с-я2Л- (1119)
При такой замене правильная часть ряда заменяется главной 
и обратно. Отсюда видим, что функция / (г )  будет иметь 
точку z = со у с т р а н и м о й  о с о б о й  т о ч к о й ,  если ряд
(1.118) не будет содержать отрицательных степеней а ряд
(1.119) — положительных степеней г, т. е. будет иметь вид

/ (* )  = = + +

Если в этом случае положить у (0) = с0. то <р (-) станет ана
литической в точке с = 0. Поэтому, е с л и  / (г )  и м е е т  
т о ч к у  z = oo у с т р а н и м о й  о с о б о й  т о ч к о й ,  то 
о б ы ч н о  г о в о р я т ,  ч т о  / ( г )  а н а л и т и ч н а  в т о ч к е
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г =о о ,  полагая при этом / (о о )  = с0 = lim / (г )  (см. непрерыв-
2 - *  оо

ность при г =  оо, п° 1.10). Если

f ^ )  = ^  + ^ T T  + .-Лст ¥‘ 0), ( 1.120)

то 2 = оо называют н у л е м  m-ro п о р я д к а  функции / (г ) .
Точка z = оо называется п о л ю с о м  соответствующего 

порядка функции /(г», если разложение (1.118) содержит 
лишь конечное число членов с отрицательными степенями 
а разложение (1.119), следовательно, содержит конечное число 
членов с положительными степенями z. И, наконец, точка 
г  = оо называется с у щ е с т в е н н о  о с о б о й  т о ч к о й  функ- 
Лии / (г ) ,  если ряд (1.118) содержит бесконечное множество 
членов с отрицательными степенями а ряд (1.119) — беско
нечное множество членов с положительными степенями г.

Так как Н ш /(г ) = lim <р(с), то отсюда ясно, что, д ля  то-*-♦00 <-*0
го ч т о б ы  о с о б а я  т о ч к а  г = оо б ы л а  у с т р а н и м о й ,  
п о л ю с о м  или с у щ е с т в е н н о  о с о б о й ,  н е о б х о д и м о  
и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  предел lim/(z) б ы л  с о о т в е т -

Z - оо

с т в е н н о  к о н е ч н ы м ,  б е с к о н е ч н ы м  или не с у щ е 
с т в о в а л .

В точке г = оо, очевидно, остается в силе теорема о связи 
нулей и полюсов (п° 1.52).

Примеры. Найти все особые точки функции / (г )  на расширенной 
плоскости г:

О / (* )  =  ‘г у . Во всех конечных точках, кроме г = — / ./ (г ) ана
литична. Точка г =  — / является простым нулем функции г I и, следова
тельно, простым полюсом для / (г ). При г -ioc функция /(г)->0. следова
тельно, г  = <х> будет правильной точкой для / (г). В этом же можно убе
диться. разложив / (г )  в ряд Лорана в круге | г | >1 .  В этом круге

|-jj < 1, так что

1 1

- ( - т )

J ______L  4- —
1=5 г ш'1 г»

Полученный ряд имеет вид (1.12Э) при т  = 1, откуда следует, что точка 
г  - оо является простым нулем для / (г ).

2 ) / ( * )  = ax1gn -f ахгп~ х +  . . .  -f ап-\ г  + ап- ^та Функция аналитична 
во всех конечных точках г  как линейная комбинация степенных функций 
(п“ 1.20). Задание функции можно рассматривать как ее ряд Лорана в ок
рестности точки г = оо. Поскольку этот ряд содержит конечное число
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членов с положительными степенями г, то г  = оо является полюсом я-го 
порядка для / (г ).J«/«■>-
причем дробь несократима. Дробная рациональная функция аналитична 
во всех точках плоскости г, кроме точек, в которых обращается в нуль 
знаменатель. Корни знаменателя являются полюсами для /(g ) и порядок 
этих полюсов совпадает с порядком соответствующих им нулей знаменателя. 
Далее имеем

а\ ап 
До 4* г + . . . +  gn 

f (g )= g n~m •------т---------- Г  = гп~т  ? (г),
#» _i_ ' I 1 ZJ2+ g + • • • + gm

Оогде <p(*)->T~" при г->оо. Отсюда видим, что если п > т ,  то / (г) -+ ооOq
при г ->оо и точка г =  оо является полюсом / (г ); нетрудно показать, что

вопорядок этого полюса будет п — т .  Если же п < т ,  то f(g )  -*• 0 или - у
прн г->оо и точка г = оо будет правильной точкой функции (при п < т  
точка g = оо будет нулем порядка т  — п).

4) / (g ) =  sin г. Эта функция аналитична во всей плоскости z. Ряд
г3 gt>

s\n g = g — ”ЗГ + “5Г “ " . . .  имеет смысл для всех г, в том числе и для |г |
сколь угодно больших. Следовательно, это разложение можно рассматривать 
как ряд Лорана для sin g в окрестности точки g = оо. Поскольку это раз
ложение имеет бесконечное множество членов с положительными степе
нями г, то g = оо будет существенно особой точкой функции sin г.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Исследовать сходимость числового ряда ^  г„,
л —1

п л! . е*" einv
если: а) гп = б) г„ = —ц ; в) г„  = е1п\ г) гп = — ; Д) гп = — —п

е'« 1 -
«) *п =  -^г; ж) г „ = —  е п .

ее

2. Определить радиус сходимости степенного ряда 2  сп*п> если:Л-1
I 1 1 п
*) Сп = — ; б) сп = пп\ в) сп =  -jjp г) = т̂г; д) с„ = cos /л.

3. Функцию /(g ) разложить в ряд Тейлора в окрест!!ости точки г = 0 
и определить радиус сходимости полученного ряда: а) /(г) = сИг;
б) /(g ) =  sftn’r, в) / (g ) = -а г Х+ ь-  (Ь + 0 ) ; r) / (g ) =  (г * ; д) / (г ) = 

[ г= arcsln г, где arcsln г — та ветвь Arcsln г, называемая г л а в н о й  

в е т в ь ю ,  для которой Arcsln 0 = 0, a (Arcsln г)' I = Гл * I =4-1.U-0 К 1 — г- I /—о
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4. Разложить в ряд Тейлора функцию / (г ) и найти радиус сходимости: 

а) / (г )  = g * '?2 в окрестности точки g =  1; 6 ) /  (г) =  \  г в окрестности
, точки г = 1 (имеется в виду та ветвь корня, для которой \  1 = 
f 1

= -j* ( — 1 -f-1 У '6 ); в) f (g )  =  In g в окрестности точки г = 2.
5. Разложить в ряд Лорана функцию / (г )  либо в указанном кольце, 

либо в окрестности указанной точки, определив в последнем случае область,
I

< в которой разложение имеет место: а) / (г )  = _j- j  в окрестности точки
1 1

г = 0 ; б) / (г) = g в окрестности точки г  = оо; в) / (г )  = г ^

g2 — 2g -f 5 1 I i л
в окрестности точки g =  1; г) / (г )  = ^  _ _  ^  ^  _ i ' j"j в  К0ЛЫ*е 1 < I *  I < 2 ;

■ууг в окрестности точки г = оо; е )/ (г )  = г1 2 в окрестности 
_1_

точки г = 1; ж) / (г )  =  g-e 2 в окрестности точек g =  0  и g = оо.
6 . Для функции / (г) найти особые точки, выяснить их характер и ис

следовать поведение функции в окрестности бесконечно удаленной точки:

а )/ (* ) = J Z T J v  б) / (* )  = “П Т ? 1 в) / (г )  = ( 1 1 ^)з > Г> /(*>  = ;
1--Ti sin g

д) / (г )  =  е г ; е )  / (г ) = 4 7 + 3 '

S 8. В Ы Ч Е Т Ы  Ф УН КЦ И И

1.54. Вычет функции в конечной изолированной особой 
точке.

Определение. Вычетом функции / (г )  в конечной изо
лированной особой точке z = а (обозначение: Res/ (а ) )  назы
вается коэффициент с п р и  члене г 1 j  в разложении/  (г)
в ряд Лорана в окрестности точки а.

Напишем ряд Лорана для / (г )  в окрестности точки а
«Г 40

/ ( г )  =  У < ; , ( г - « ) * + У  - r ^ S r  < | 1 2 | >

л -  и

и проинтегрируем этот ряд почленно по любому замкнутому 
контуру /, принадлежащему кольцу, в котором справедливо на
писанное разложение, обходя / против часовой стрелки. Исполь
зуя результат (1.77), найдем, что все интегралы в правильной 
части ряда будут равны нулю; все интегралы главной части 
тоже будут равны нулю, кроме единственного интеграла
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от первого члена главной части (где /1= 1). Таким образом, 
в результате указанного интегрирования получим

|  / (г )  dz = с- 1 • 2к/,

откуда

R e s / a )  = c _ i  = ^ j  f ( z )d z .  (1.122)
/

Из онрздзлгння вычгта слэдует, что если г = я есть пра
вильная или устранимая особая точка функции / (г ) ,  то 
R e s / (a )= 0  (ибо в этих случаях в разложении (1.121) отсут
ствует главная часть, так что все С-п = 0).

Теорема (основная теорзма о вычетах). Если функция f  (z) 
аналитична в области D  и на замкнутом контуре I ее 
ограничивающем всюду, за исключением конечного числа
особых точек а х. а г.... ап (лежа'цих внутри I ), т о  интеграл
о т  f (z )  вдоль I в положительном направлении равен про
изведению 2iti на сумму вычетов / (г) во всех точках  ак. т .  е.

J  f ( z )d z  = 2 r.i V  Res/(a*). (1.123>
/ *-l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Окружим точки ак окружностями С* 
настолько малыми, чтобы они лежали внутри / и не пересе
кали друг друга. Так как в многосвязной области, ограни
ченной контурами / и Ск и на самих этих контурах f ( z }  
аналитична, то в силу теоремы Коши будет

\f (z )dz  = ^ j j ( z ) d z ,

где все контуры / и Ск обходятся против часовой стрелки. 
Погеливи умножив правую часть последнего равенства на 2*£ 
и принимая во внимание (1.122), мы и придем к ( 1.123).

Формула (1.123) позволяет вычислять интегралы от f ( z }  
по замкнуты vl контурам, если известны вычеты этой функции 
относительно всех особых точек, находящихся внутри кон
тура.

1.55. Вычет функции в конечном полюсе. Если для вы
числения вычета функции f ( z )  в конечной существенно 
особой точке обычно непосредственно определяют коэффи
циент г_ 1 в разложении функции в ряд Лорана в окрестности 
это! точки, то для вычисления вычета f ( z )  в конечном полюсе 
можно указать более простой прием.
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Пусть конечная точка* = а является полюсом т -го порядка 
функци . / (г ) ;  тогда, умножив (1.117) почленно на (z — а )т , 
будем иметь

(г -  a)mf(z )  = С-т + c-m + i (г — а) + . . .  +  с-i (г -  а )т ~1 +
+  с„ (г — а Г  +  с, (г — а )"  +‘ +  . . .

Дифференцируя последнее соотношение ( т  — 1) раз, по
лучим

~^г„  —  { ( z - a ) mf(z )\  = ( т -  l ) ! c _ i  +

+  т  ( т  — 1) . . .  2с0 (г — а) + . . . ,  

перейдя здесь к пределу при г-*-а, найдем

R es/(a ) = С-\ = -— Ц —  lim \(г -  а ) "  f  (z)\. (1.124)
( т  —  I ) !  z-*a u i

В частности, для вычета функции в простом полюсе ( т  = 1), 
отсюда получаем

R es/(a ) = lim ((г — a ) f ( z ) } .  ' (1.125)
z—a

Пусть функция / (г )  является частным двух функций, ана
литических в окрестности точки а:

f ( z \ =  i S f L  
J K )  * ( * ) ’

причем у ( а )ф О ,  g (а) = 0, g ' (а) ф 0. Тогда точка z = a  бу
дет простым полюсом для / ( г )  (п° 1.52). Применяя формулу
(1.125), найдем

R es/(a , = llm(z -  . ) Л «  -  , Пп.
г — а

Эта формула удобна для нахождения вычетов в простых 
полюсах.

Пример 1—4. Найти вычеты функции /  (г) во всех ее особых точках 
плоскости г.

2
1) / (г )  = ~г ~_  i аналитична во всех точках плоскости г, кроме точки

г  = i, которая является простым полюсом функции; пользуясь формулой
(1.126), находим

Res/(0 = - ^ =  Х = 2.
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\  

гл
2 ) / (* )  = “JSZT j: точки г « = 1 11 гз = — 1 являются простыми полюсам!»

функции — других особых точек на плоскости г нет. По формуле (1.126> 
находим

I 5 1 (—I ) 5 1
Res/(1) = - J7 J-  = Res/( -  1) = = Т *

г*'
3) / (* )  = аналитична на плоскости г везде, кроме полюса 

4-го порядка г =  1. По формуле (1.124) находим

R e s / (l)  = -i- lint ^  ( ( г - 1)« / (г )) = И™ 5 J3  ** =*

1 6-5-4  
= гтг lim (6  • 5 • 4 • г3) =  ^--- = 20.

1
• м

4) / (г )  = е ‘ имеет на плоскости г единственную особую точку г = 0Г 
которая является существенно особой. Выше (п° 1.51, пример 3) мы полу
чили разложение / (г )  в ряд при | г \ > 0

Т  , 1 1 '
* "  1 + Т Г Г  + 1 Г7 Г + ••••

откуда сразу находим Res/(0 ) = 1.ГЬI etc г'
Пример 5. Вычислить ] \ g где  ̂— окружность |г| = 1, про- 

/
холимая против часовой стрелки.

cos*Знаменатель функции / (г) = ^  ^  __ s|n —■ обращается в нуль.

в точках г, = г 2 =  0 , ** = (Л = ± 1, ± 2 , . . . ) ,  а потому для / (г )  этю
точки являются полюсами, причем все эти полюсы будут простыми (ибо* 
sin kr. = 0, но (sin г )' = cos кт. + 0). Внутрь окружности | г | = 1 по
падают только два первых полюса. Имеем

cos г

1C

/—0
В силу основной теоремы о вычетах (1.123), находим

I

Пример 6 . Вычислить \ -f *  j , где I — окружность |г  — 1 — ( I = 1, 
/

проходимая против часовой стрелки.
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{ Решив уравнение г3-f 1 = О, находим простые нули знаменателя 
1 -  V T l  1 4- V T i= — 1, га = --- 2--- * *з = — ~2--- * которые будут простыми полюсами

1.56. Вычет функции в бесконечно удаленной точке. В некоторых 
вопросах может оказаться полезным понятие вычета в бесконечно удаленной 
точке. Пусть /(g ) аналитична в некоторой окрестности точки г =  оо, исклю
чая может быть саму эту точку.

Определение. Вычетом функции / (г) в бесконечно удаленной точке
г  = оо (обозначение: R es/ (oo )) называется коэффициент при члене —
в разложении / (g ) в ряд Лорана в окрестности точки g= oo , взятый 
4 обратным знаком, т .  е. Res/ (оо ) = — с,.

Написав ряд Лорана (1.119) для / (g ) в окрестности точки g =  эо

и интегрируя этот ряд почленно по любому замкнутому контуру /, принад
лежащему упомянутой окрестности и окружающему начало координат, обхо
д я/  по ч а с о в о й  с т р е л к е ,  получим

Вычет функции / (г) в точке г = оо может быть отличным от нуля 
и в случае если эта точка является правильной точкой функции (ибо член
—  принадлежит не главной, а правильной части ряда (1.119)).

Теорема. Если функция f (g )  аналитична на расширенной плоскости г, 
за исключением конечного числа особых точек , то  сумма всех ее вычетов 
( включая и вычет в точке г  = оо) равна нулю.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Пусть ах, а2.......ап — конечные особые точки /(г),
а С  — окружность с центром в начале координат настолько большого 
радиуса, что все точки ак лежат внутри ее. Окружим точки ak окружно
стями Сь (fc = l, 2 ,..., п) настолько малыми, чтобы они лежали внутри С 
и не пересекали друг друга. В многосвязной области, ограниченной окруж-

функцин p (g )  = гз j - . Только третий полюс лежит внутри окруж
ности /. Находим

14-13/ 
— §—

Следовательно, в силу (1.123)

■у- (V"3 — /).

j  / (g ) dg =  сх ( — 2г./),

откуда

(1.127)
I



костями С  и Ck% п на самих этих окружностях, функция / (г ) аналитична, 
так что в силу теоремы Коши (п° 1.38) будем иметь

п
f /(г) + 2  J /(*)</* = О,с- * = 1  Ьк

где С”  — окружность С, проходимая в отрицательном направлении, т. е. 
по часовой стрелке. Поделив это равенство почленно на 2тЛ и принимая 
во внимание формулы (1.122) и (1.127), получим

п
Res/(oo )+  2  Res/ (а * ) = 0, (1.128>

* - 1

что и требовалось доказать.
Следствием формул (1.128) и (1.123) является такое утверждение: е с л и  

ф у н к ц н я / (г )  а н а л и т и ч н а  на р а с ш и р е н н о й  п л о с к о с т и  г  
за и с к л ю ч е н и е м  н е с к о л ь к и х  и з о л и р о в а н н ы х  о с о б ы х  
т о ч е к ,  п р и ч е м  в с е  к о н е ч н ы е  о с о б ы е  т о ч к и  л е ж а т  в н у т 
ри з а м к н у т о г о  к о н т у р а  /, то

\/ (г )  de =  — 2r./ Res/(oo). (1.129>

Примеры 1—4. Найти вычеты во всех особых точках расширенной 
плоскости г (включая и точку г = оо) для функций из примеров 1—4 пре
дыдущего пункта:

2
1) / (*) =  ' / аналитична во всех точках расширенной плоскости

кроме простого полюса г = / (г =  оо — правильная точка функции). Выше 
мы нашли Res/(/) = 2; в силу (1.128)

Res/(oo) -j- Res/(/) = О,

откуда Res / (о о )  =  — Res /(/) =  — 2.
2) / (* )  = — ^ — j— имеет на расширенной плоскости г три особые точ

ки: простые полюсы г, =  1 и г3 =  — 1 и полюс 3-го порядка г3 = оо. Выше 
мы нашли, что R e s / (1) = R es/ (—1) =  _L, а используя (1.128), сразу полу
чаем Res/(x>) = — 1. Последний результат можно получить, разложив/ (г ) 
в ряд Лорана в окрестности точки г = оо; так, например, в круге |г| > 1 
имеем

~^-г- = г3---_  = гз (1 + -!_ + _!_+ ...) =— 1 j _  _1_ \ г- г* / г3 + г + —  + -V + -•г

а так как Res/(oo) есть коэффициент при —  с противоположным знаком,.
то отсюда опять находим Res/(oo) = — 1.

3) / (г )  = — ---j—  аналитична на расширенной плоскости везде, кроме
полюса четвертого порядка г ,=  1 и полюса второго порядка г 2 =  оо. Выше 
мы нашли Res/(1) = 20, но тогда в силу (1.128) сразу находим, что 
Res/(oo) = — 20. Предлагаем читателю еще раз получить последний ре
зультат, разложив / (г )  в ряд Лорана в окрестности точки г =  оо.
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t
4) / ( г ) =  er аналитична везде на расширенной плоскости г, исключая 

существенно особую точку г 0 (г = оо — правильная точка функции). Раз
ложение /(г) в ряд при | г | > О

1
= 1+ТТГ- + ^ !7 Г + •••

справедливо при сколь угодно большом | г |, в силу чего оно будет рядом 
Лорана для /(г) и в окрестности точки г  = 0 и в окрестности точки г =  оо. 
Отсюда сразу получаем Res/(0 )= 1 , Res/(oo) = — 1.

Пример 5. Вычислить I --------(is------, где / — окружность I г  | =  2,
J(2*3 + 1)*(г‘ -1)<

проходимая против часовой стрелки.
Полюсы подынтегральной функции / (г) найдем, решив уравнение 

<2г3-f I )2 • (г4 — 1)з = о, откуда видим, что все они лежат внутри /. Вычис
ление вычетов / (г ) во всех этих полюсах является трудоемкой работой, 
поэтому для вычисления интеграла применим формулу (1.129). Разлагаем 
/ (г ) в ряд Лорана в окрестности г  = оо:

/(*> = ____________ г—___с. - <!f n  1 ___! _ г 3 =
М ' + э Г - С - т г ) ’ ^  1 - J

откуда

it в силу (1.129)

Res/(oo) = - L  
4

\ — ----- _ £ ! --- ---- d z  =  - 2 r ./ R e s / (o o )  = - J l .J  (2*з ; 1)2(г‘ — I)-* 2
1.57. Вычисление определенных интегралов с помощью 

вычетов. Некоторые определенные интегралы от функций 
действительного переменного удается преобразовать в интег
рал по замкнутому контуру от функции комплексного пере
менного, что позволяет применить для вычисления этих ин
тегралов основную теорему о вычетах (1.123). Рассмотрим, 
наиример, интеграл

2* а
i= J  Л + COS X>о

где действительное число а > 1 . Положим eix = z\ при изме
нении х от 0 до 2т. точка z опишет в положительном на-

/ I I 1 4"правлении окружность /: \г | = 1. Так как cos* = --------  =
22 -f 1 и

dz = ielxdx = izdx,
2 z
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то
de/ _  г______ * _______ __  j . f .

/ W¥ )̂ •) z* + 2аг -  1

Полюсы подынтегральной функции f(z ) последнего интеграла 
являются корнями уравнения z7 +  2az +  1 = 0, решая которое 
находим г, = — а + V  я 2 — 1 и z2 = — а — К  я 2 — 1 » причем 
только первый из них лежит внутри /. Пользуясь (1.126)» 
легко находим

К м / ( г '> = Т 5 Г Т З Г ~  2(/^ггг '

так что в силу (1.123)

/ = 4 . 2 r t R e S/ (* , )  = n = r

Теорию вычетов можно применить также для вычисления 
некоторых типов несобственных интегралов. Приведем по 
этому поводу три теоремы, доказательства которых читатель 
может найти в более подробных курсах.

Теорема I. Если функция f(z ) удовлетворяет трем тре
бованиям: 1) f  (г ) имеет точку z — <х> своим нулем порядка 
не ниже второго, от. е. ряд Лорана для этой, функции 
в окрестности точки z = оо имеет вид

f  (z) =  т г  +  т г  +  —

(случай сг=0 не исключается, см. пп 1.53). 2) f (z )  анали
тична на действительной оси. 3) f  (г ) аналитична в верх
ней полуплоскости lm z > 0, исключая конечное число осо
бых точек а ,, а ,, а„, то

+  00 п
J  f (x )d x  = 2nl v  Res/(а*). (1.130)*=-1

Пример I. Вычислить /=  I — ---У— dx. Функция / (г )  =  ——
1 Р J  ( л * + 1)3 (*-

г - 1
+ 1 )*

имеет точку г = оо нулем третьего порядка, а точки г. = / и г2 = — / — 
полюсами второго порядка; других особых точек эта функция не имеет. 
В верхней полуплоскости расположен единственный полюс = / функции 
f(g). По формуле (1.124) находим

Res/(/) = lim А -  {(г — /)’ / (* ) }  -  П т —  1
z->i dg 2 ~+l de ( г  + О2

=  Пт 1 + ‘ —
i-w (г + /)3 4
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/=2*/ Res/(/) = - - jL .

во

Несобственный интеграл \‘ f (x )d x  иногда может быть вы-
—  во

числен и в том случае, когда точка г = <х> не является ну
лем порядка не ниже второго для / (г ). Имеет место

Теорема 2. Если функция f(z ) удовлетворяет трем тре
бованиям: 1) / (г )  = eltzg(z), где а > 0  и £ ( г )-*-0 при г -► оо 
и при условии 1т г > 0  (т .  е. г-*оо, оставаясь в верхней 
полуплоскости или на действительной оси), 2) f (z )  ана
литична на действительной оси, 3) f(z ) аналитична в верх
ней полуплоскости, исключая конечное число особых точек

••• I ^

так что в силу (1.130)

f f (x )d x  = 2гй V  Res/(a*). (1.131)
4-i

(* Atslnje
Пример 2. В ы чи сл и ть  1=  \ ~ г  _|_ 4— dx. Рассмотрим функцию / ( г )  —

—  во•тЛЖ
она удовлетворяет всем условиям предыдущей теоремы (а = 1.

г2 4-4
# (г) = —-— -I. Особыми точками / (г )  будут два простых полюса г, = 2/

г3 -f- 4/
и =  — 2/, причем в верхней полуплоскости лежит первый из них. По 
формуле (1 .126 )

R e s / ( „ ) . J ^ l = ^ r .  

следовательно, по формуле (1 .131 ), применяя формулу Эйлера,

+ « г г +» » . . ,р хе1Х л xcosx  л х sin х 1 г./
J дг»+ 4 ) ДГ2 -Г 4 dx +  1 j лг» + 4 rfjc = 2п 1 ' И »  =

— во —во — «в

Отделяя действительные и мнимые части, находим
во + вол х  cos дс Л . л дт sin X Л к
j  Jfj +  4 dx =  О, I  =  J  д.! + 4 dx -  e i ,

— «0 — во

правда, первый из этих результатов очевиден, так как здесь подынтеграль
ная функция нечетная.

Обе приведенные выше теоремы требовали, чтобы / (г )  не 
имела особых точек на действительной оси; если бы это было

оо

не так, то интеграл J  f (x )d x  мог бы и не существовать. 
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Однако если / (г )  имеет на действительной оси конечное 
число простых полюсов, то предел

jV
lim J  f (x )d xЛ'- + « -N

существует, а про интеграл J  f (x )d x  в этом случае гово-
— «о

рят, что он существует в смысле г л а в н о г о  з н а ч е н и я .  
Относительно вычисления интеграла в этом случае имеет 
место

Теорема 3. Если функция f (z )  удовлетворяет условиям
1) и 3) предыдущей теоремы и на действительной оси име
е т  конечное число простых полюсов хи х2, хт , то

j f (x )d x  = 2гЛ R es/ (а*) + 4 " ^  Res (xk) j
1 *-1

(1.132)

0l2
Пример 3. Вычислить / = j + ^ dx. Функция / (г )  =

о
удовлетворяет всем условиям последней теоремы. В верхней полуплоскости 
она имеет простой полюс гх = /, а на действительной оси — простой полюс 

= 0. Применяя (1.126), находим

1
. ' = Т Г

R es/ (г,) =  .

е

2*i

Res/(**) =  — =1 и далее в силу (1.132)

С е1х С cos х я f  s lnx  , Л /
J  х(х* + 1) J  х (х2 +  1) d x + 1 J  х(х* 4-1) I ■ и +4')>

[ откуда

sin х 
X{Jfl+ 1) dx - И - О - Г )  ”

1. Найти вычеты функции / (г )  во всех изолированных особых точках 
и в точке г  = оо (если она не является предельной для особых точек):

Р >  > <*> -  ‘ > / W  -  - 5 ^ :  .1  / С )  -  Г )  Л . ) - Ч *

A) J  (г) = sin -L.
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2. Вычислить интегралы: a) J ——— --- g jT "’ где *— окружность

| г —  21 = JL; б) f f *  где / -  окружность I  ̂— 1 1 = 1;1 j г* -г I

в) \------------ -— , где / — окружность | г \ = 2; г) f----
' J  (г — 3) (г  ̂— 1) + 1)V< + 2P

где / — окружность |г| = 4; д) j ^ ***..- , где / — окружность |г | = 1;

е) I — --- , где / — окружность |г | = 1; ж) fsln3-i-*te, где / — ок-
s ** ( * а —  9 ) г

ружность | г| = г.
3. Вычислить определенные интегралы:

"  + ̂  <«> а ♦>■*■> L  + ̂  ну =+  cos д:)а о

•» ] т а г -  <“ > °>=»  J w t f  •— " W — *  

»> « f ^ ; -> f e " "  > ‘ > * 
— «О 0 0
4. Вычислить главные значения интегралов:

v ^  sin д: .  jc c o s jc  .  B v с s ln x d x



ГЛАВА II
ЭЛЕМЕНТЫ ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

$ 1. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕСКИ Е М НО ГОЧЛЕНЫ
II РЯД  Ф У Р Ь Е

2.1. Периодические функции. В настоящей главе рассмат
риваются функции действительного аргумента t , как дейст
вительные (принимающие действительные значения), так и 
комплексные (принимающие комплексные значения). В даль
нейшем будем особо оговаривать, какая из двух указанных 
функций действительного аргумента имеется в виду. Аргумент t 
в прикладных задачах может являться временем или прост
ранственной координатой; в последнем случае его обозначают 
чаще буквой х.

Пусть f ( t )  — действительная функция действительного ар
гумента t. Эту функцию будем предполагать п е р и о д и ч е 
с к о й  с периодом Т, т. е. такой, что для всех t справедливо 
тождество

Это соотношение показывает, что полное представление
о функции f ( t )  получим, изучив ее на любом интервале дли
ны Г. За такой интервал

(2.1)

обычно принимают один 
из двух интервалов |0, 7"j
или [-- j-, -j-]. Из ин
терпретации определен
ного интеграла как пло
щади следует, что ин
тегралы о т/ (* ) по любым 
двум интервалам дли
ны Т равны друг другу 
(рис. 2.1) т. е. что

Щ

Рис. 2.1

t

(2.2)
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для всех значений а и Р (этот же факт легко доказать ана
литически).

Нами будет рассмотрена задача о приближенном представ
лении периодической функции f ( t )  периода Т посредством 
косинусов и синусов — простейших периодических функций. 
С этой целью мы введем в рассмотрение следующую беско
нечную систему тригонометрических функций

Функции cosw/ = cos и sin tu/ = sin -у имеют период Т. 
Действительно, например,

Точно так же нетрудно убедиться в том, что функции С08 2 ^

этих функций. Так как постоянную функцию, очевидно, мож
но считать периодической функцией любого периода, то 
о б щ и м  п е р и о д о м  в се х  ф у н к ц и й  (2.3) б у д е т  Т.

2.2. Тригонометрические многочлены. Образуем линейную 
комбинацию первых (2л+ 1 ) функций из (2.3) (т. е. сумму 
произведений этих функций на постоянные коэффициенты)

Функция f n(t) называется т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  мн о 
г о ч л е н о м  я-го п о р я д к а .  Ясно, что j n(t ) является пе
риодической функцией периода Т.

Ниже мы увидим, что если подобрать коэффициенты ак 
н Ьк тригонометрического многочлена f n(t) некоторым спе
циальным образом и взять порядок п многочлена достаточно 
высоким, то тригонометрический многочлен f n( t ) будет в не
котором смысле сколь угодно мало отличаться от произвольной

1, cos u>f, sirn»/, cos2w/, sin 2urf,. . . ,  cos /iwf, 
sin/iwf,. . .  ( I= c o s 0 wf)> (2.3)

где положено
2 г (2.4)CM = -=r.-  т  .

= cos 4- 2*) =

ти sin2w/ имеют период —  и вообще функции cos п т  и sin nwt 
Тимеют период — . Но тогда Т и подавно будет периодом всех

fn (0  = -у- + а\cos + bx sin о4 -f а2 cos 2 t̂ + 
+ bt sin 2 wt +  . . .  + a„ cos nwt +  bn sin n^t =

n
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периодической с периодом Т функции / (/ ) из достаточно 
обширного класса функций. Таким образом, задача прибли
женного представления периодической функции посредством 
косинусов и синусов будет решена.
I  Для дальнейшего многочлен f n(t) удобнее представить 

в более компактной к о м п л е к с н о й  форме .  С этой целью, 
воспользовавшись формулами (1.26), напишем

cos kmt = ~y  (е1кш‘ +  e~lkmt)\

sin ko>t = (eiM  — e~

С помощью этих формул представим (2.5) в виде
п

/■ (О  =  т -  +  S  (•Т  <а* -  ibJ  +  ! - ( « *  +  ibJ  е~ '*"'}•

Введя комплексные коэффициенты

С* = -Т  («* -  *А); с-* = i  <а* + ib*) = **• (2-6>
будем иметь

п
Л (О = -у + 2  (с* + с-к е- ' * - 0  =

А- 1
/I —я

= -^ + V  elM  + V  eiM  
к - 1

Приняв

*о = -у-, (2.7)

представим тригонометрический многочлен в комплексной 
форме

п

Л  (О  = -у  +  («* cos /ги>£ +  Ьк sin Ли>t) = 
к 1

п
= 2  ск е'м , (2.8)к ——п

где комплексные коэффициенты ск выражаются через дей
ствительные коэффициенты ак и Ьк по формулам (2.6) и (2.7).
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2.3. Формулы Эйлера-Фурье. Выразим коэффициенты ск 
тригонометрического многочлена / „ (О  через саму эту функ
цию. Для этого возьмем любое число v из множества чисел
— л, — п +  1, . . . ,  — 1, 0, 1, . . .  ,л — 1, я, умножим (2.8) почленно 
на e-hwt dt и проинтегрируем полученное равенство по интер
валу (О, Г]

Т Т п
I  /п (О dt = J  2  Ске1 dt =О О Л——л

л Г
= 2  c , f  «'<*-’) dt. (2.9)к=—п О 

Т Т
Если к = v, то \ el dt = j dt = Г,

если же к Ф  v, то, обозначив Л — v = т ,  будем иметь 
г 7
(| ( * - » ) » /  f t  — j  e lm.»t d t  =  -  - =  О,
О о

так как е1тшГ = е2тк1= 1 (см. п° 1.11). Следовательно, из всех 
(2л + 1) интегралов в правой части (2.9) отличным от нуля 
будет лишь один интеграл, для которого к = v, и этот интег
рал равен Т. Итак, получаем

j  Л (0 e-‘" ‘ dt = c,T,

откуда, заменив индекс v на Л, находим
т

= dt (ft = 0, ± 1, ± 2...... ±л). (2.10)
О

Это и есть искомое выражение коэффициентов ск через функ
цию /„(О- Если, например, тригонометрический многочлен 
f n(t) задан не аналитически, а графиком или таблицей, то 
с помощью формулы (2.10), применяя какой-нибудь метод 
численного интегрирования, можем вычислить коэффициенты г* 
с необходимой точностью и записать многочлен в аналитиче
ской форме (2.8). Формула (2.10) называется к о м п л е к с н о й  
ф о р м у л о й  Э й л е р а -  Ф у р ь е .

Зная комплексные коэффициенты ск, легко получить выра
жения и для действительных коэффициентов ак и Ьк. Дейст
вительно, первая формула (2.6) дает

аЛ = 2 Re ск> ft* = — 21тсЛ, (2.11)
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н силу чего, воспользовавшись формулой Эйлера £-,*<и/ = 
r-sscosftwf — /sin Ло>£ (п° 1.11) и отделив действительную и мни
мую части в (2.10), найдем 

г
а* = “Г j /л (0  cos kvtdt (k = 0 ,1,2.......я);

U
т

* * - 4  j  /- (О  s,n kmt*t (k =  1,2....... /I).

(2. 12)

Мы получили д е й с т в и т е л ь н ы е  ф о р м у л ы  Э й л е р а -  
Ф у р ь е .

2.4. Ряд Фурье. Теорема Дирихле. Пусть теперь нам дана 
периодическая с периодом Т функция / (О * которая, вообще 
говоря, не является тригонометрическим многочленом. С по
мощью формулы (2.10) вычислим для этой функции беско
нечную последовательность комплексных коэффициентов 

т
ск ~ ~ т  j /(*> е~,к'“‘ dt (* = ° ,  ± 1, ±2 , . . . )  (2.13)

о
или же с помощью формул (2.12) — две бесконечные после
довательности действительных коэффициентов 

г
аЛ = -̂ т j* f { t )  cos kwt dt (k = 0, 1, 2, . . . ) ;

о 
T

b„ = -y j  /(f)s inb> * dt (k =  1 ,2 ,3 ,...) .

(2.14)

С помощью этих коэффициентов построим ♦тригонометриче
ский многочлен порядка п — оо. или тригонометрический ряд

-у- -+- (ак cos kwt 4- Ьк sin kv>t) = сь е1кш1 (2.15)
* - i *=-»

Коэффициенты с* и а*, 6*, определяемые формулами (2.13) 
и (2.14), называются к о э ф ф и ц и е н т а м и  Ф у р ь е  для 
функции f i t )  (ск — комплексные, ак, Ьк — действительные коэф
фициенты Фурье) и связаны друг с другом соотношения
ми (2.11). Ряд (2.15), коэффициенты которого являются коэф
фициентами Фурье для f { t ) ,  называется р я д о м  Ф у р ь е  

:Для функции f i t ) .
После того как мы формально построили ряд Фурье (2.15) 

Для функции f i t ) ,  естественно возникает вопрос: при каких



условиях ряд Фурье, порожденный функцией / (/ ), сходится 
к / (О ?  Прежде, чем ответить на этот вопрос, введем некото
рые дополнительные понятия. Напомним, что точка разрыва Л, 
называется т о ч к о й  р а з р ы в а  1-го рода  функции f ( t ) % 
если левый и правый пределы f ( t 0 — 0) и f ( t 0 + 0) функции 
в этой точке конечны (рис. 2.2).

Определение. Будем говорить, что функция f ( t )  удов
летворяет на замкнутом интервале \%. ,3] условиям Ди
рихле, если:

а) f i t )  непрерывна на |а, Р) либо имеет на этом интер
вале конечное число точек разрыва 1-го рода,

б) / (t) монотонна на |а. р) либо имеет на этом  
интервале конечное число экстремумов.

Таким образом, если функция / (/ ) удовлетворяет на ин
тервале [а,Э| условиям Дирихле, то этот интервал можно 
разбить на конечно? число таких интервалов, в каждом из

которых / (О  непрерывна и монотонна (рис. 2.3). Подавляющее 
большинство практически встречающихся конечных функций 
этому условию удовлетворяет.

Сформулируем теперь фундаментальную в теории рядов 
Фурье теорему, дающую достаточные условия разложимости 
функции в ряд Фурье и отвечающую тем самым на постав
ленный выше вопрос.

Теорема Дирихле. Если периодическая с периодом Т 
функция f  (t) на каком-либо замкнутом интервале длины Т 
удовлетворяет условиям Дирихле, то :

1) ряд Фурье (2.15) для этой функции сходится на всей 
оси t;

2) сумма ряда Фурье равна f ( t )  во всех точках непре
рывности этой функции;

3) в точках разрыва 1-го рода f ( t )  сумма ряда Фурье 
равна полусумме левого и правого пределов функции в этих  
точках.
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Здесь мы ограничимся только формулировкой этой теоре
мы, отсылая читателя, интересующегося ее доказательством, 
к более подробным курсам.

Как указано выше, теорема Дирихле дает лишь достаточ
ные, но необходимые условия разложимости функции 
в ряд Фурье. Это значит, что существуют функции, не удо
влетворяющие условиям Дирихле, однако разложимые в ряд
Фурье. Так, например, функция In |2cos-^-| не удовлетво
ряет условиям Дирихле ( о т  терпит бесконечный разрыв 
в точках / = (2/я— 1)тг, т  = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ,  однако разла
гается в ряд Фурье

cos t ---j- cos 2t +  - cos 31---j- cos At -f- . . .

на всей оси t , исключая точки f = (2 m — l)ic.
Задачу разложения функции в ряд Фурье называют г а р 

м о н и ч е с к и м  а н а л и з о м  этой функции.
2.5. Ряд Фурье для функции, заданной на интервале 

длины Т. В приложениях часто возникает задача о разложе
нии в тригонометрический ряд функции /(О * заданной лишь 
на некотором интервале |*,а +  Т | длины Т и удовлетворяющей 
на этом интервале ус
ловиям Дирихле. О пе
риодичности / (О  здесь, 
следовательно, не мо
жет быть и речи.

Периодически про
должив /(/) с интервала 
|а, г /1 на всю ось /, 
получим периодиче
скую функцию ? ( / )  
периода Т% совпадаю
щую с / (/ ) на интерва
ле |a,a-f Т\ (рис. 2.4).
По формулам (2.14)
вычислим коэффициенты Фурье для функции <р (/)

а+ Г «+Г

а„ = -у- J <p(*)cos k*»tdt = ^jr J f(t)cosk<»tdt

Рис. 2.4.

•+r
(ft = 0, 1,2, . . . ) ;

•+r
Ьк = -у j <р (t) sin kwt dt = -y- j* f ( t )  sin ku>tdt

(ft = 1,2,3 ,...).

(2.16)
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(В  этих формулах вместо интервала интегрирования [О, Т\ 
взят интервал |a,a-f-/'| на том основании, что функции 
и (/) cos kwt и ip(/)sinA«>/ периодичны с периодом Т, в снлу 
чего интегралы от них по любым двум интервалам длины / 
равны между собой (п °2.1); функцию <р (/) мы затем заменили 
н а / ( f ) ,  так как на интервале интегрирования |a, a -f- 7'J эти 
функции совпадают). Затем пишем ряд Фурье (2.14) для 
функции <f(f)

а»
—  -f- (ак cos kmt +  b„ sin kmt). (2.17)

Зтот ряд сходится на всей оси t к функции <р(/) в смысле 
теоремы Дирихле, а значит, на интервале ( а . а + П  к функ
ции / (/ ). Следовательно, во всех внутренних точках интер
вала |а , я+ 7], в которых / (/ ) непрерывна, сумма этого ряда
|авна f ( t ) .  В точках t разрыва f ( t )  сумма ряда равна 7 Х
X  \f(t — 0) -f f ( t  -f 0)}. Посмотрим теперь, чему равна сумма 
ряда (2.17) на концах |а ,а+ 7 '|. Здесь могут представиться 
два случая. Если на концах интервала |а,а +  Т\ значения f ( t )  
одинаковы, т. е. если /(а )  = / (a  +  Т) (рис. 2.4, а), то точки 
t — а + т Т  ( т  = 0, ± 1,± 2 , . . . )  будут точками непрерывности 
функции <р (f), а потому в силу теоремы Дирихле сумма ряда 
(2.17) в этих точках будет равна / ( а )  (или / ( » +  Т). Если же 
/ (« )  ¥ / (а  +  Т) (рис. 2.4, б), то точки f = а -f mT окажутся 
точками разрыва 1-го рода функции <f(f). В этом случае
сумма ряда (2.17) в этих точках будет равна —  (/(<*) +

Итак, ряд (2.17) с коэффициентами (2.16) имеет на интер
вале [*,« +  П  своей суммой (в смысле теоремы Дирихле) 
функцию / (f)*  что и требуется. На концах интервала |а, a -f- 7“)
сумма этого ряда во всех случаях равна —  | / ( * )+ / (*  +  01
(если / (a ) = / (a - f  7е)* то последнее выражение обращается 
в / (« )). Вне интервала Iя, « + Т\ этот ряд дает периодическое 
продолжение функции / ( f )  с интервала |а,а +  Т\ на всю ось f.

Коэффициенты ак и Ьк, определяемые формулами (2.16), 
будем называть коэффициентами Фурье для функции / ( f ) ,  
заданной на интервале [«,

Из изложенного следует, что ряд Фурье для функции / ( f ) ,  
заданной на интервале |а, а + Т\, — это ряд Фурье для 
функции, получающейся из/ ( f )  периодическим продолжением 
ее с интервала задания на всю ось f.

2.6. Ряды Фурье для четной и нечетной функций. Пусть 
f i t )  задана на всей оси t или же на некотором интервале,
134



симметричном относительно начала координат. Эта функция 
называется ч е т н о й ,  если для каждого t

/ ( - 0 - / ( 0 . 
и н е ч е т н о й ,  если

/ ( — О = — /(О-
Из этих определений следует, 
что график четной функции 
(рис. 2.5, а) симметричен отно
сительно оси ординат, а нечет
ной (рис. 2.5, б) — относительно 
начала координат.

Ясно, что произведение двух 
четных, как и двух нечетных 
функций, является функцией 
четной; произведение же четной 
функции на нечетную будет не
четной функцией.

Из интерпретации определен
ного интеграла как площади 
следует, что (рис. 2.5)

(  f  it) dt = (2  } / ( 0 Л .  если f ( t )  -  четная, (2 ,8) 
-т ( о О, если / (О  ~  нечетная, 7

где х — любое число из области определения f ( t ) .
Пусть теперь / (/ ) — четная периодическая функция перио

да Т либо четная функция, заданная на интервале |---
длины Т. Так как qosM  (k = 0, 1, 2, ...) является четной 
функцией, a sin/?(»£(* = 1, 2, 3, ...) — нечетной, то f(t)cosk^t 
будет четной, а / (/ )  sin k&t — нечетной функцией. Вычисляя 
коэффициенты Фурье для четной функции f ( t )  по формулам
(2.16) при а = ---— и учитывая (2.18), найдем

L L
2 2

ак = -|r j  f ( t ) cos М  dt = -yj f ( t )  cos k<»tdt

(A = 0, 1, 2, ...);
г
2

bk = •jr J  f ( t )  sin кЫ  dt =0
r

”2
(* = 1, 2, 3,...).

(2.19)
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Следовательно, для четной функции ряд Фурье (2.17) примет 
вид

/(0  =
flo y
~  +  2л а к cos k m . (2.20)

(Знак равенства между функцией и ее рядом Фурье здесь 
и ниже надлежит понимать в смысле теоремы Дирихле).

Итак, р яд  Ф у р ь е  д л я  ч е т н о й  ф у н к ц и и  с о с т о и т  
т о л ь к о  из с в о б о д н о г о  ч л е н а  и к о с и н у с о и д а л ь 
ной части .

Если f ( t )  — нечетная периодическая функция периода Т 
либо нечетная функция, заданная на интервале |---j-f дли
ны Т, то f(t)coskv>t будет нечетной, a f ( t )  sin k*>t — четной 
функцией. Для коэффициентов Фурье нечетной функции / (t) 
найдем следующие выражения

ak = -у- \ f ( t )  cos кЫ  dt = 0
__т

2

(Л = О, 1, 2, ...);
1 L
2 2

bk = ^ r  f / (/ ) sin кЫ  dt = -y- j  / (/ )s in  kwt dt
L

"2

(2.21)

(* = 1, 2, 3, ...).
Следовательно, р яд  Ф у р ь е  н е ч е т н о й  ф у н к ц и и  и м е е т
вид

(2.22)

н с о с т о и т  т а к и м  о б р а з о м  т о л ь к о  из с и н у с о и д а л ь 
ной ч ас т и .

Рассмотрим примеры.
Пример 1. / (/ ) = A | l — -L на интервале |0, Г]. Поскольку функция

задана на интервале, не симметричном относительно начала координат, то 
говорить о ее четности или нечетности не имеет смысла. График / (/ ) и ее 
периодическое продолжение f  (/) (так называемая «пилообразная функция») 
представлены на рнс. 2.6, а, откуда видно, что f ( t )  на |0, 71 удовлетворяет 
условиям Дирихле. По формулам (2.16) вычисляем коэффициенты Фурье 
для / (0  (а = 0):

*• ”  т /  А п  Л  ~ г ]  ^ ( '  — f ) "  “  А
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<*)
т

далее, применяя интегрирование но частям и учитывая, что
2т.ш =  - Z _  sin 2kr. = 0, cos 2k* = 1, находим 
T

аь = —   ̂ / (/ ) cos fcu>/ dt =  *у-J* Л  ̂1 — -у-) cos ko»t dt =
б и

= — г ) d s,n = S r { ( ‘ -  - г ) stn ku,t

-I- sin kmtdt | = 0.

137



/ 7
bh =  A  j’ / (/) sin *.0/ <// = A  j’ A ( 1 -  _ L  j  sin k*t dt

Таким образом, ряд Фурье (2.17) для данной функции будет

/ (О  = л  ( 1 - - j )  =  -j- + - I V .  *|n *■"' (0 < / < Г). (2.23)
* Л-1

На интервале |0, Г| функция /(/) непрерывна, в силу чего во всех внут
ренних точках этого интервала сумма ряда (2.23) равна /(/). В граничных 
точках |0, 7*|, т. е. в точках t =  0 и / = Т сумма этого ряда должна быть
равна _1_{/(0) + /(7*)) = -ф, что и имеет место (так как sin О = 0 и sin км Т =з
=з sin 2тМ =« 0). Вне интервала (О, Г| ряд (2.23) дает периодическое продол
жение <р(/) функции / (/ ) с интервала |0, 7*1 на всю ось /. Во всех точках 
t Ф m T( т  = 0, t l ,  ±2,...) функция <р(/) непрерывна, а потому в этих точ
ках сумма (2.23) равна ?(/). В точках t = т Т  (точки разрыва 1-го рода ?(/)) 
сумма ряда равна полусумме левого и правого предела ? (/ ) в этих точках,
т. е. равна -^L. На рис. 2.6, б, в изображены приближения функции / (/ ) 
тригонометрическими многочленами

А А А
/а (О — —  4- —  sin и>/ -f 2̂ - sin 2to/ и

/ь (О ---тг  ~  s*n "t“ ••• т~~ s*n ( ш = \Z 7t иЛ \ / /

I

tiA lA y l1
являющимися соответственно 
суммами трех и шести первых 
членов ряда (2.23).

-ЭТ/2 f ( Z ЗТД
тервале

Пример 2. / (0  =  /2 на ин-

[ ~ “Г  ~т\ Функция

Рис. 2.7
/■(/) — четная; график / (/ ) и ее 
периодическое продолжение <f (/) 
представлены на рис. 2.7. /(/)
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Г Т Т \ил интервале | — — , —  удовлетворяет условиям Дирихле В силу чет
ности / (t) ее коэффициенты Фурье вычисляем но формуле (2.19)

«о = Ц м *  = 4 " !  « « - Т  Г>'

далее, дважды применяя интегрирование по частям и учитывая, что sin кк 
=  0 и cos Лгп — ( — 1)*, найдем

Г
2 2

4 Г 4 л . . ь 7е*Я* r= I / (/ ) cos /Го»/ (it = —  | t2 COS Ли»/ (/f =  (— 1)*
о о

Ряд Фурье (2.20) для данной функции будет

/«>-<■-& + £ ]£ < - |)* £T r i ( - - f < ' < -f)- (2.24)
*=1

Функция / (/ ) =  /* непрерывна на | — - j - ,  -j-|* в СИЛУ чего во вссх внут
ренних точках этого интервала сумма ряда (2.24) paBiia /2. Так ка:с

— -Z1) =  /(---)• то и на концах интервала | --- I-, _ |  сумма этого ря-
Т2да равна О, т. е. равна —  Функция <р (/) везде непрерывна, а потому сум

ма ряда (2.24) равна ?  (t) на всей оси /.
ПримерЗ. f ( x )  — — А при — * < х < 0 и А при 0 < х < к. График 

/ (х) и ее периодическое продолжение ? ( * )  представлены на рис. 2.8, из 
которого видно, что /  (л:) на |—к, я) 
удовлетворяет условиям Дирихле Функ
ция Д х) нечетная, а потому ее коэффи
циенты Фурье вычисляем по формулам 
(2.21), заменив в них / налги положив 
Т = 2т.

___ i& L

9>Ю

} х  Ior Iзх х

Ш .

«= Ц- j sin kxdx = [1—(— 1)*|.
(I

Ряд Фурье (2.22) для данной функции будет

2И v  1 — (— 0* ш 4Л / . , sin Здг , sin 5дг , \
/ W  v l — if-----—  ( Sin ж +  —з—  —з—  Ч-...)

2i4
Рис. 2.8

* - i

4Л у  sin (2k — 1) дг
:~ Z -----------  ( -«<*<«>.

*-l
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Внутри интервала [—и, п], исключая точку х — 0, / (дг) непрерывна и сумма 
полученного ряда в этих точках равна /(х). В точке х = 0 сумма ряда рав-

I , „V, 1{/(О — О) -f / (0  + 0)) = _  { — /1-+-Л)=0. I la концах интервала
1| — к, я] сумма ряда равна _ { / ( —* ) - f/ ( * ) } =  0. Вне [— тс, к] в точках

х + /ял ( т  = 0, ± 1, ±2, ...) функция f  (jc) непрерывна и сумма ряда равна 
у (дг). В точках х = тп  (точки разрыва у (х)) сумма ряда равна

— ( тг. —  0 ) -f f  (mit -j- 0 ))  =  0.

2.7. Ряды Фурье для функции, заданной на интервале
(о, - f l удов-10, ŷ-j. Пусть функция f ( t )  задана на интервале

летворяет на этом интервале условиям Дирихле. С помощью 
какой-нибудь функции g (t), не нарушающей условий Ди
рихле, продолжим f ( t )  в отрицательный интервал |— j-, о|. 
В результате получим функцию

/ 4 0 -
g (t )  при — —  < < < 0,

/ (О  при о
(2.25)

заданную на интервале [ ---j", -—] длины Т и удовлетворяю
щую на этом интервале условиям Дирихле. По формулам
(2.16) ^при л = ---—J вычислим коэффициенты Фурье для F(t)

г
2

«* = —  j  F ( t )  cos M d t  (k = 0 ,1 ,2 , ...);
L
2
Г
2

** =  ~F J F (t )  sin kiotdt (k = 1,2,3, ...),
~T

и затем построим ряд Фурье для этой функции

(2.26)



\

В силу (2.25) этот ряд на интервале |0, 4 ]  будет сходиться

к функции f t t ) ,  что и требуется; на интервале же [ — о|
этот ряд будет давать выбранное нами продолжение g (t) за
данной функции.

Поскольку существует бесконечное множество продолже
ний g (t) заданной функции f i t )  в отрицательный интервал
[ -- о), не нарушающих условий Дирихле, то и р я д о в
Ф у р ь е  д л я  ф у н к ц и и  f ( t ) ,  з а д а н н о й  на ин т е рв а -  
ле [о, м о ж н о  п о л у ч и т ь  б е с к о н е ч н о е  м н о 
ж е с т в о .

В частности, при четном продолжении g (t )  в отрицатель
ный интервал [-- о] формулы (2.26) примут вид

г
•j

cos k»>t dta* = - f  j F ( t )  cosklot dt = -jr ̂  f  (t)
0 o

(ft =0,1,2,...); 
b„ = 0 (ft = 1,2, 3, . . . )

и мы получим разложение f i t )  в ряд по косинусам
во

/ (О  = -J-+ \ ] a * cosftu>*

(2.27')

(2.28)

при нечетном же продолжении g (t) в интервал [ — j-, oj 
формулы (2.26) обратятся в

г
•i

Ьк = F ( t )  sin k*td t = -T j f ( t )  sin k*>tdt 
0 0 

(ft-  1,2,3,...)

и мы получим разложение f ( t )  в ряд по синусам

(2.29)

f ( t )  = \ b k з Ш Ш  (о < *< -£)• (2.30)
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Пример. Функцию / (/ ) = /з на интервале |*0, -гр] разложить в ряд
Фурье по синусам. Коэффициенты Фурье для / (/ ) вычислим по формулам 
<2.29). Дважды интегрируя по частям, легко найдем

-и/ (/ ) sin kwt dt
А_
Т О sin М  dt

г .

так что искомое разложение (2.30) будет

(—1)* + 1 Г- 
2 *к

Г
т гт

2 ! V ( _
215. ( - 1)*+1 Sin kbit 2 Г

л3

т

|1 — (— l)* | j Sin kwt =

во

sin (2k — 1) ш/ v
j Z j  (2k — 1У V ' * 1'

Выше мы получили ряд (2.24), также дающий на интервале |(), -g-J функ
цию Разница между рядами (2.24) и (2.31) состоит в том, что пер

вый из них продолжает функцию /*
из интервала |0, — J в интер-

вал | — - у ,  о| четным образом, в то
время как второй — нечетным. На 
рис. 2.9 представлены функция / (/ )=

= О на интервале |о, ~2~|. нечетная
функция F (t ),  полученная путем не
четного продолжения / (/ ) из интер

вала |о, -j-| в интервал J — о | , 
и периодическое продолжение <р(0  

функции F ( t )  с интервала — “2"’ "2 I ,,а всю ось <*>УНКЦИЯ ? ( 0  непрерыв

на всюду, за исключением точек / =  (2m — 1 j  jp- ( т  = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ,  сле
довательно, везде на оси /, кроме этих точек, сумма ряда (2.31) равна (/).

Т
В точках же t =  (2т  — 1) -j- сумма этого ряда равна О.

2.8. Практический гармонический анализ. На практике 
функция / (f)»  которую требуется разложить в ряд Фурье, 
часто оказывается заданной не аналитически, а графиком
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или таблицей. Задачу разложения в ряд Фурье такой функ
ции называют п р а к т и ч е с к и м  г а р м о н и ч е с к и м  а н а 
лизом.

В практическом гармоническом анализе обычно полагают, 
что разлагаемая в ряд Фурье функция задана на интервале 
[0,2«|, чем максимально сокращают объем вычислительной 
работы. Это предположение не ограничивает общности, так- 
как если функция f ( t )  задана на интервале |а ,а + 7 ’], то за
меной аргумента по формуле t = а —  получим функцию
Ч‘ (0), заданную уже на интервале |0,2тг|.

Итак, пусть функция f ( t )  задана на интервале [0,2*] гра
фиком или таблицей. Коэффициенты Фурье для этой функции 
вычисляем по формулам (2.16), в которых надлежит принять
а — О, Т = 2я:

2*

a* = ~ r j  f(t)cosk td t (k = 0, 1, 2, . . . ) ;  

2*
Ьк = j* / (О sin ktdt (k = 1, 2,3 , . . . ) .

(2.32)

Так как в рассматриваемом случае f ( t )  задана не аналити
чески, то интегралы (2.32) точно не могут быть вычислены. 
Эти интегралы в рассматриваемом случае вычисляются при
ближенно с помощью одной из формул численного интегри
рования, например с помощью формулы прямоугольников

g (t) d t x  ^  | g (t0) +  g (t t) +  . . . + g  (tm- 1)} =m
m —1

= У  £ (* , ) ,  (2.33)
v3T

где точки

t,=  (v = 0, 1, 2, делятFtl

интервал интегрирования |a,fi| на m равных частей.
Для того чтобы применить эту формулу, разделим интер

вал (0,2я| на m равных частей точками

to = 0, ti , t2, . . . ,  tm— It tm =
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где t 4 = —  v (v = Of 1, 2, . . . ,  /я), и обозначим через y0, у i*
Уа»- • • «Ут-ьУнв значения /(£) в этих точках (числа у , сни- 

 ̂ маются прямо с чертежа, если / (/ ) задана графиком, или 
берутся из таблицы, если f ( t )  задана таблицей). Вычисляя 
интегралы (2.32) по формуле (2.33), получим приближенные 
выражения для коэффициентов Фурье функции / (/ )

т- 1

2 y ’ cos/f^ (Л = 0* 1. 2, . . . ) ;
(2-34)

^  у , sin kt, (к = 1, 2, 3 , . . . ) .

По этим формулам вычисляют л первых коэффициентов Фурье, 
после чего пишут приближенное выражение функции f  (t) 
в виде тригонометрического многочлена л-го порядка

П
+ V ( a * c o s ^  +  ft*sin/fO (0 < < < 2 it). (2.35)

f I

Принимая во внимание особенности множителей cosk t4 
и sin/tfv, число т  берут обычно равным одному из чисел 12, 
20, 24 , 48, причем т  следует брать тем большим, чем точнее 
должны быть вычислены коэффициенты ак и Ьк и чем выше 
должен быть порядок п тригонометрического многочлена (2.35), 

Изложим здесь одну из схем вычислений по формулам (2.34) при 
т  12. В этом случае числа t v в градусах будут: 0°, 30°, 60°, 90°, 12СР, 150®, 
180°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330°, 360° и, как легко сообразить, все множители, 
на которые умножаются значения у¥ функции / (/ ) в формулах (2.34), све
дутся к следующим:

cos 0° = sin 90° = 1; cos 30J =  sin 60° =  0,866; 
cos 60° =  sin 30° =  0,500; cos 90° = sin <f =  0,

взятым с положительным или отрицательным знаком. Развернув суммы 
(2.34), получим

6а„ *  Уо + У\ + У: + Уз + У1 + Уь +  У» + У» + Ув + У» + Ую + Уп;
Ьв1 ~  (у,. — Ув) + (у , + Ун — Уь — y i) ■ 0.866 + (Уз + Ую — У« — У») • 0,500;

*  (Уо +  Ув -  Уз — Ув) + (У| + У1 + У7 + У| I ~  Уа -  У. — У» — У ю) • 0,500;
&>з «у0 + у ,+ у, — У ,— ув — Ую; (2.46)

6*i *  (У, +  У& -  Ут — Ум) • 0,500 + (у.. + у, — у» — у1П) • 0,866 + (у5 — у,);
6Ь2 *  (у, +  у , +  у , +  у , -  у4 — у5 — у 10 _  у „ )  . «,866;

6Ь3 *  у, + уь + У» -  Уз -  Ут — Ун:
и т .  д.
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Для упрощения выкладок их выгодно производить по следующей схеме. 
В указанном ниже порядке выписываем числа уч и над каждой парой этих 
чисел, подписанных одна пол другой, производим сложение и вычитание:

Уо У. У* Уз У« У* Уо 
У и Ую У» Ув Ут

суммы
разности

и0 их 
Vi

"а "з "ь «а 
V, t/3 VA vs V6

Затем над числами i/v и v« производят операции сложения и вычитания по 
схемам:

Ui. «1 Из «3 Vi 3̂
"в «г. «4 vb

суммы So *1 *3 суммы «1 *3
разности Хо *1 разности »« »з

Нетрудно проверить, что, пользуясь полученными величинами формулы 
(2.36), можно переписать так:

% So “f" *1 4" 2̂ ”Ь $2'
«  К  + 0,866л, + 0,5Х3;

(м .. ^ f0 — s3 + 0,5(s, — su);
<M)j * К,, — x5; (2.Э7)
6by ^ 0,5<j, -f- 0,866a2 -f a3;
66* * 0.866 (», — #,);
6̂ 3  ̂e, — <J3.

Пример. Представить тригонометрическим многочленом 3-го порядка 
функцию /(/), заданную таблицей:

V 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 r.
Т Г

it
2 3

5r.
1 Г

TZ 7r.
0

tr.
3

3 r. 
2

5r.
3

1U
6

2k

/  V») =  y*
i "

30 4H
6 1

64 6. 58 51 38 22 8 2 14

11 30 48 61 64 61 58
2 8 22 38 51

11 32 56 83 102 112 58

V* 28 40 39 26 10 58

V » ■ * 3 • 5 6

10 5414



]

11 32 56 83 28 40 39
58 112 102 10 26

69 144 1.58 83 а. .38 66 39

X, -47 -80 -46 18 14

V 0
« 1 2

3 v 1 2 3

Применяя формулы (2.37), находим

«о *  -i- {69 + 144 + 158 + 83} = 75,6;

в, *  -i- I -  47 “  °-866 • 80-0,5  • 46) =  -  12,8;6

й3 *  - L  |69 — 83 -Ь 0.5 (144 — 158)} =  — 3,5;0
1-47 + 46} = -0.2;

{0,5 • 38 + 0,866 • 66 + 39} = 19,2;

ft, «  0,866(18 + 14) = 4,6;

b, »  - L  (38 — 39) = -  0,2.6
Таким образом, искомое представление данной функции будет

/(/) «  37,8 — 12,8 cos t -f 19,2 sin t — 3,5 cos 21 -f 4,6 sin 21 —
— 0,2 cos 3/ — 0,2 sin 3/.

2.9. Связь между рядом Фурье и рядом Лорана. Зададим 
единичную окружность | z | = l  плоскости комплексного пе-

2тсременного г уравнением z = eM , 0 < £ < —  и предположим,
что функция <р (z) комплексного переменного г аналитична 
(п° 1.20) в сколь угодно узком кольце 1— e < | z | < l + s ,  
содержащем окружность \г\=\. Тогда в этом кольце <? (z) 
разлагается в ряд Лорана (п° 1.49)

ее

<р(*) =  2  ckz\  

коэффициенты которого равны
2х

1 С 9(c)f/c = f
Ch = 57 J 7 *7Г 2* j  <р (ем ) е dt.

KI-I о
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В частности, для точек г = ем (о единичной окруж
ности |г| = 1 мы получим

f ( t )  = <Р (е'и,/) = 2  ск (2.38)

где

с„ = f ( t )  e-‘ka,t dt • (2.39)(2.39)
О

(в соответствии с (2.4) положено ^ - = Т ). Коэф ф ициенты  ск%
определяемые последней формулой, являются комплексными 
коэффициентами Фурье на интервале (О, Г| (п°п° 2.4 и 2.5) 
для функции f ( t )  = ср (е,ш‘) действительного аргумента t , 
а ряд (2.38). таким образом, является рядом Фурье для этой 
функции.

Следовател ьно, на е д и н и ч н о й  о к р у ж н о с т и  р я д  
Л о р а н а ,  р а с с м а т р и в а е м ы й  к а к  ф у н к ц и я  д е й с т в и 
т е л ь н о г о  а р г у м е н т а  /, я в л я е т с я  р я д о м  Ф у р ь е  
ф у н к ц и и  /  (t) = <? (eiwt).

Как мы знаем, рядом Фурье (2.38) можно представить 
любую действительную функцию, удовлетворяющую на ин
тервале |0, Т| условиям Дирихле. Отсюда следует, что любая 
комплексная функция f ( t )  = и (t) -f  iv  ( t ) действительного 
аргумента ty где действительные функции u (t) и v (t )  на ин
тервале |0, Т | упомянутым условиям удовлетворяют, также 
может быть представлена в виде ряда Фурье (2.38). Все фор
мулы гармонического анализа, полученные нами для действи
тельных функций f ( t ) y остаются в силе и для комплексных 
функций / (О . за одним исключением: для комплексных 
функций с~к Ф  ск (см. формулы (2.6)).

1. Разложить в ряд Фурье данные ниже функции и построить графики 
сумм полученных рядов на всей оси t (или х ):

УПРАЖНЕНИИ

а)/(0 = *. —-j- t <-!-■.
« )/ (/ )  = /. О < t <T ,  
в) / (0  = /’ . О < t < T ;

Ь, О < * - L ,
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д) / { t ) ^ a t  + b. - - L  < t < - L ;

e) / { t )  =  a \ t\ + b , -L;

ж) fU )
at — b, — -L. < / < 0 

at +b, 0 < t < -L;

з ) / ( * )  =  -1 ^£|дг| + A + ± jr ,  — I  < x < I;

и) периодическая функция /(f)=|sln«*<|, где u> =

к) At) =

я) /<дг) =

COS ш/, 0 < / < _
4

Т ’Г 2тс
О, —  < t < — , где _  = ш разложить в ряд по косинусам;

х, О < х  < _  

l - x , - L < x  <1
разложить в ряд по синусам.

2. Применив схему вычислений, приведенную в п° 2.8, представить в виде 
тригонометрического многочлена 2-го порядка функцию /(/), заданную таб
лицей

V 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

/v 0 Л
6

1C
3

я
2

2л
т

5л
"б~

я 7л
Ь

4л
3

Зл
2

5л
3

11л
6

2л

f ( t .  ) 44 46 76 88 86 63 24 20 26 40 58 65 70

$ 2. РИ Д Ы  Ф У Р Ь Е  УСИЛЕННОЙ СХОДИМОСТИ

2.10. Порядок убывания коэффициентов Фурье. Пусть 
действительная периодическая с периодом 7 функция f ( t )  на 
любом интервале длины Т удовлетворяет вместе со всеми 
рассматриваемыми своими последовательными производными 
условиям Дирихле.

Для простоты рассуждений предположим, что на любом 
интервале длины Т функция f  (t) и ее последовательные про
изводные имеют ие более одной точки разрыва. Эту единст-
14»
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-rf

f/t)

NKNN

r  i i t  I

венную возможную точку разрыва функции или ее производ
ных поместим, из соображений простоты изложения, в точки 
О, ± Г, ± 27', ... (рис. 2.10). Рассмотрим комплексные коэф
фициенты Фурье для функции f ( t )

1 Гсл = —  ̂ dt (k =  0,

±1, ±2, ...). (2.40)
Положив f ( t )  = u , e~ikwt dt = dv 
и применяя формулу интегрирова
ния по частям (что возможно, 
так как f ( t )  и / '(О  непрерывны 
внутри интервала интегрирования), 
приведем (2.40) к виду:

- /  (0  |Г + У  (О е~""“ dt } =

= 2ЙГ/{ / ( °  +  ()) - / (  т -  ° )  +  j f ' ( t )  e~iM  dt\. (2.41)
U

Используя последнее выражение и применяя оценку (1.70), 
находим

Рис. 2.10.

К 1*=-
/  (0 + 0) — f  (Т  — 0) + ] Г  (t )e - |кu,, 4t

2 ni

I /  (0 + 0) — f ( Т - 0)\ + | j  f ( t ) e - lka"  ,tt\

2*

1/(0+  0) — f ( T  — 0)1+ f |/*(0 e— ifnot I dt

< 1T

1/(0 + 0) - f ( T - o)| + ]\ r ( t ) \ < t t

Обозначив

|/ (0 +  0 )- / (7 - - 0 ) |  +

~2x
l'r( t)\dt

=  S  „
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где s, — число не зависящее от Л, найдем, что при любом к 
имеет место оценка

(* = 1. 2, 3___ )- (2.42)

Отсюда следует, что|с*|-*-0 при к-*-оо, причем порядок 
убыкания модулей комплексных коэффициентов Фурье рас
сматриваемой функции f ( t )  не ниже чем

Если функция f ( t )  разрывна, т. е. если /"(0 + 0) ф / ( Т  — 0), 
то можно показать, что |с*| —*- 0 и не быстрее чем -i-, т. е.

выражение = |cJ-Ar не стремится к нулю при к -*■ оо.
Пусть теперь/ (0  непрерывна, т. е. f  (0 -f- 0) = / ( Т — 0). 

Тогда, положив f ( t )  — u, e~lkmt dt = dv и интегрируя 
по частям, получим из (2.41)

г
= -  - v L r  { - f ' ( <)е- | 0Г +  J / " (о  dt} =

0
Г

f  (0 + 0 ) — / ' (7” — 0) -f J  dt

=  --------------- . (2.43)

откуда, произведя оценку, аналогичную предыдущей, най
дем, что

k * l< - £  (к = 1, 2, 3, . . . ) ,

где s} — число, не зависящее от к.
Таким образом, если функция f ( t )  непрерывна, то порядок 

убывания модуля ее комплексных коэффициентов Фурье
не ниже чем И здесь можно доказать, что если произ
водная / '(/ )  разрывна, т. е. если f  (0 +  0) Ф  f '  ( Т — 0), то 
порядок убывания |с*| не только не ниже, но и не выше
чем -1 ,

Продолжая эти рассуждения, можно доказать следующую 
общую теорему. '

Теорема. Если периодическая функция f (t) непрерывна 
вместе со своими производными до ( т — 1 )-го порядка, а ее

* Нерпам часть утверждении вытекает из необходимого признака схо
димости рядов. Здесь вэжен порядок убывания |с*|.



производная т-го порядка удовлетворяет условиям Ни- 
рихле, то  порядок убывания |с*| не ниже кем - J  и , т . е. су
ществует такая  постоянная s, что для всех значений k

\еш\<г km 1

Если ж е  при этом производная т-го порядка разрывна, то  
порядок убывания \ск\ и не выше чем — 1-г, т .  е. выраже-

янг  ̂ =  |c/J A m*fl яг стремится к нулю при k оо.
Мы предположили, что на любом интервале длины Г  функ

ция f ( t )  и ее производные могут иметь не более одной 
точки разрыва, и поместили эту единственную точку разрыва 
в точки 0, ± Г, ± 2Г , . . .  Если бы таких точек разрыва на ин
тервале |0, Т\ было несколько, то разбив этот интервал 
на части так, чтобы точки разрыва были точками делення, 
мы заменили бы интеграл (2.40) суммой интегралов по этим 
частичным интервалам. Применив к каждому из интегралов 
формулу интегрирования по частям, мы пришли бы к тому 
же самому результату.

Пример. Пусть функция /(/) получается с помощью периодического* 
распространения функции ф(0  — Ae~xt (X > 0) с интервала |0, 7*1 на всю* 
ось / (рис. 2.10).

Комплексные коэффициенты Фурье функции / (/ ) будут
| Г  I

?_ (х+/*«>)> dti« - 4 _ f

А 1 — е
о

—хг
Т X + /Аш *

Поскольку функция / (/ ) разрывна, то в соответствии с установленным 
правилом |с*| должны иметь порядок убывания не выше чем -j-f что. 
и имеет место, так как

\с„\ *А  1 -  e~xr A \ - e ~ XJ „
\Ш - щ -  -11Ш —  • - ^ = =  == —  • —  *  0.

По формулам (2.11) найдем действительные коэффициенты Фурье дайной, 
функции

2А Н1-е~ХГ) ак — 2 Re с* - т ■ хз + к3(1)3 .

v* — * ,m ск — j  • X* + лаа>2
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Видим, что коэффициент hk убывает к соотнетстыии с установленным пра- 
нилом. н то время как ак имеет более высокий порядок убывания
(он убывает как

Таким образом, не всегда оба действительных коэффициента Фурье 
ак 11 к̂ убывают в соответствии с установленным правилом— один из этих 
коэффициентов может иметь порядок убывания более высокий.

2.11. О важности быстроты сходимости рядов Фурье.
В приложениях наиболее удобны ряды Фурье с быстро убы
вающими коэффициентами, так как в этом случае несколько 
первых членов ряда достаточно точно определяют его сумму. 
При этом чем быстрее убывают коэффициенты, тем меньше 
членов ряда нужно удержать для отыскания его суммы с тре
буемой степенью точности.

Кроме этого, в конкретных задачах часто возникает необ
ходимость в почленном дифференцировании ряда Фурье, 
а каждое такое дифференцирование понижает порядок убы
вания коэффициентов Фурье на одну единицу. Действитель
но, если

f (t) = -у- +  (a* cos ku)t -f bk sin ko>t),
*5Г

то
ao

f ' ( t ) =  2  ( “  kvak sin kwt + ko>bk cos ku>t),*-!

так что если ак и bk убывают как т. е. крак-+Аф  О 
г к>’Ьк -► В  Ф  0, то коэффициенты Ы а к и Ы Ь к продифферен
цированного ряда будут убывать уже только как * 
В частности, если функция f ( t )  разрывна и, значит, ее коэф
фициенты Фурье убывают не быстрее, чем -j-, то после диффе
ренцирования ряда Фурье такой функции получится расходя
щийся ряд (его коэффициенты не будут стремиться к нулю). Мы 
здесь не будем заниматься вопросом о законности дифферен
цированиях ряда Фурье, отсылая интересующихся к более 
подробным руководствам. Заметим, что условия, при которых 
возможно почленное дифференцирование ряда Фурье, могут 
быть, в частности, получены и из общих теорем о возможности 
почленного дифференцирования функционального ряда с дей
ствительными членами, рассматриваемых в курсе анализа.

Отметим еще также без доказательства, что почленное 
интегрирование ряда Фурье всегда допустимо, при этом полу
чается ряд, коэффициенты которого имеют порядок убывания
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на одну единицу более высокий, чем порядок убывания коэф
фициентов исходного ряда (этот факт делает высказанное 
утверждение об интегрировании ряда Фурье достаточно оче
видным). Итак, дифференцирование ухудшает, а интегрирова
ние улучшает сходимость ряда Фурье.

Из предыдущего пункта следует, что быстрота убывания 
коэффициентов Фурье периодической функции / (/ ) опреде
ляется дифференциальными свойствами этой функции. А имен
но, если f ( t )  непрерывна и имеет непрерывные производные 
до ( т  — 1)-го порядка включительно, то коэффициенты Фурье
функции f ( t )  имеют порядок убывания не ниже чем J T j
(при этом, как обычно, сама функция считается производной 
нулевого порядка). Следовательно, для того чтобы иметь 
быстро сходящийся ряд Фурье для функции / (О * нужно до
биться непрерывности как функции f ( t ), так и ее первых 
производных.

2.12. Разложение функций в быстро сходящийся ряд 
Фурье (метод А. С. Малиева). Будем предполагать, что
функция f ( t )  задана на интервале [о, -j-| и имеет в нем не
прерывные производные до ( т — 1)-го порядка и /я-ую про
изводную, удовлетворяющую условиям Дирихле. Такой выбор 
интервала задания функции не ограничивает общности, так- 
как если f ( t )  задана на любом интервале |«,Э|, то, совершив
замену аргумента t на 0 по формуле t = ^ — « 8 +  а, при

дем к функции ^ (0), заданной уже на интервале [о, — ].
Как мы видели в п° 2.7, для того чтобы разложить в ряд 

Фурье функцию / (/ ), заданную на интервале [о, -у ], нужно 
эту функцию с помощью некоторой функции g (/) продолжить 
в отрицательный интервал [ ---о|, в результате чего полу
чится функция

F ( t )  =

заланная на интервале [ ----j-|. Если мы не заинтересо
ваны в каком-нибудь специальном характере ряда Фурье, 
с помощью которого хотим представить f ( t )  (нам может, 
например, встретиться необходимость разложить f ( t )  в ряд 
Фурье только по косинусам или только по синусам, что пред
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полагает соответственно четное или нечетное продолжение 
g (t) функции /(О )»  то можем продолжить ее на интервал

с помощью любой функции g(t).
Выберем функцию g (t )  такой, чтобы она на интервале 

|---j-, oj имела непрерывные производные до ( т  — 1)-го по
рядка и m-ую производную, удовлетворяющую условиям 
Дирихле. Однако теперь, несмотря на то, что функции / (/ ) 
и g (t )  обладают каждая в своем интервале задания «хоро
шими» дифференциальными свойствами, периодическая функ
ция <р(0* получающаяся при периодическом продолжении F (t)
с интервала |----y-j на всю ось /, может такими свойст-

твами не обладать. В точках г = v-j- (v =  0, ± 1, ± 2, . . . )
функция ср (О может иметь разрывы; если у (t) непрерывна

в этих точках, то в них мо
гут иметь разрывы производ
ные <р (t) порядка ниже, чем 
(m — 1) (рис. 2.11), что не 
позволит получить для ? (/ ) 
достаточно быстро сходящийся 
ряд Фурье.

Потребуем теперь допол
нительно, во-первых, чтобы 
g (t )  и / ( f )  и их производные 
до ( т  — 1)-го порядка имели 

одинаковые значения в точке t = 0 и, во-вторых, чтобы g (t )  
и f ( t )  и их производные до (/и— 1)-го порядка имели одина-

Т Тковые значения соответственно в точках t = ---5“ и * = +  — »
т. е. потребуем выполнения 2m условий:

g (О) = /  (0) g ( - - f )  = / (- г ) :

* ' ( 0) */'(<>>

g” (o) = /"{о ) r ( - - f - ) = / " ( т ) ;  (2-44)

^ ,«- .,(0) ^  /<*-.» (0) *<— u ( - - f )  = / " - u (~r)-

При выполнении этих условий периодическая функция <p(f) 
будет иметь непрерывные п|юизводные до ( т — 1)-го порядка 
и т -ую производную, удовлетворяющую условиям Дирихле.
НА

ш

fIf jr t

Рис. 2.11



Коэффициенты Фурье функции <р (t) будут иметь тогда поря
док убывания не ниже, чем , а так как ряд Ф ур ье ? (О

в интервале [о, -y j сходится к функции / (О , то для последней
получаем ряд Фурье усиленной сходимости.

Из изложенного следует, что «улучшающая» функция g (О* 
ограниченная поставленными выше условиями, остается доста
точно произвольной в отношении своего вида. В частности*, 
независимо от вида / (О . можно брать в качестве g (t )  алгеб
раический многочлен. Удовлетворение 2т  условиям (2.44) тре
бует лишь, чтобы многочлен g (t)  содержал 2т  подлежащих 
определению коэффициентов, т. е. был бы (2т — 1)-ой степени

g (О = A JP "~ l +  Ait2m ~ 2 +  • • • +  A**-11 +  A2m.
T

Пример. Разложить функцию / (/ ) = f2, 0 < / < - у  в ряде Фурье, коэф-
1

фициенты которою убывают как
Здесь т  = 3, так что улучшающий многочлен g  (/) нужно взять степени 

2/я — 1 = 5:
g  (/) = Ао*> + Axt< + A3tз + А3П + AKt + А,.

Удовлетворяя условиям (2.44), придем к системе шести уравнении для оп
ределения шести неизвестных коэффициентов А^

Аь =  0;
А  =  0;

2Л3 = 2;
Тъ Т* Т* Т* Т 

— А> + At “jg* — Ai -g- -f A3 —  — Aa 2 + ^5= 4 •

г* p  p  T - г
^A) "fg’ — 4>4| -f* 3A> — 2A$ 2 -f* A4 3  2 • 2 *

7*2 72 /•
— 20 Дз -77- -f- 12 A\ 1' — 6>4з”т»“ -f ^ 3  ** 2,

откуда находим

96 112 32
Aq =* — p ! A i =s — p  i i4 j=  “  j  i ^ 3  ~  1* ^4  = = 0.

Таким образом, будем раскладывать в ряд Фурье функцию

F (0
96 112 32 Г

-~Т1*ъ — —7 /4“ Т  **+*• —
Т

р, 0 <  / <  “2" .
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Вычислив коэффициенты Фурье этой функции по формулам (2.26), найдем

4 т*во=Т5 ТГ-
/30 Г» 360 Г*\ „  , 6Р  , .

~ “  vfik* ) П — ( 0 1 “  г«*« I1 + (“ ■ ^ 1;

1
Найденные коэффициенты имеют порядок малости не ниже чем -j j -, что
и требовалось. Искомый ряд после некоторых преобразований запишется 
в виде

оо

2 60 Г» V 1 cos (2ft — 1)
' “ ТГ ^ + —  £  (2ft -- i).-----

во во

720 Р  cos (2/р — 1) о,/ 12 Г* V 1 cos2*u>/
~ «• ^  (2Л — 1 )в ““  ^  (2*)4 +

<*> ао
96 sin (2ft— 1)ш/ 1440 sin 2fto>f / Г  \

+ (2ft- IV-  + (2ft)5 I 0 4 ' *  2 )'(2ft -  l)r> ’ л'. (2ft)5T^T
r TНайденные выше ряды (2.24) и (2.31) тоже дают на интервале 0, - у  

функцию Р, причем первый из этих рядов получается при четном, а вто
рой — при нечетном продолжении /(/) = /- в интервал | — — , о|. В пер
вом случае периодическая функция <р(/) непрерывна (рис. 2.7), а ее первая

Т
производная терпит разрыв в точках t = (2v — 1) -g- (v = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ,  
в силу чего в соответствии с установленным в п° 2.10 правилом коэффи
циенты ряда (2.24) убывают, как -j-f. Во втором же случае сама периоди
ческая функция терпит разрыв в упомянутых точках (рис. 2.9) и поэтому 
коэффициенты ряда (2.31) убывают как -г-.

2.13. Усиление сходимости рядов Фурье (метод А. Н. Кры
лова). Часто, решая какую-нибудь техническую задачу или 
задачу математической физики, получают представление иско
мой функции f ( t )  рядом Фурье. Выражение самой функции f ( t )  
в замкнутой форме в этом случае неизвестно. Если получен
ный ряд Фурье сходится недостаточно быстро, то возникает 
вопрос, нельзя ли усилить его сходимость? Оказывается, что 
во многих случаях это можно сделать. Применяемый при этом 
метод заключается в следующем. Медленно сходящийся ряд 
стараются представить в виде суммы медленно и быстро
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сходящихся рядов Фурье. Медленно сходящийся ряд будет, 
очевидно, являться носителем особенностей (разрывов) функции 
/ (t) и ее первых производных. Если удастся просуммировать 
этот медленно сходящийся ряд, то функция f ( t )  представится 
в виде суммы некоторой функции, заданной в замкнутой 
форме, и быстро сходящегося ряда Фурье. Таким образом, 
задача усиления сходимости исходного ряда Фурье будет 
решена.

Будем исходить из разложения в ряд Фурье функции

sln^  (0 < t < T ) .
А’ 1

(2.45)

(Это разложение можно, в частности, получить из разложе-
т \ния (2.23) при А — — Л  Периодичес

ки продолжив <1»о (О с интервала 
|0, Т | на всю ось t, получим перио
дическую функцию а,,(0 (рис. 2.12), 
имеющую разрывы в точках t =
= vT(v = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ;  таким об
разом,

°о (О
Sin kuit

*-i

—  у  при — T < t < О,

— -у- при 0 <  t < Г,
0 при t = — Т, 0, Т.

(2.46)

Функция того же вида, но имеющая разрыв не в точке 
t =  0, а в некоторой точке t = t„ (0 < t 0< Т), очевидно, будет

,  ч V  sin Ат». (<—/о)
°0 (t to) — 7  А Ь

- - Т - - Т  (*-*«>• ( 0 < f < * ) .  

J L - J L  ( t - t 0), (t0< t< T ) ,  
0, (t = t0).

(2.47)
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В силу периодичности о0(О  будем еще иметь соотношение
+ (2.48)

Для того чтобы получить простого вида непрерывную 
функцию, имеющую разрыв первой производной, проинтегри
руем почленно (2.45), умножив интегралы на ш = 4̂ *:

Ш J  ф0 (О (- J—

Г COS /not у  1 cos hut
I w Jo “  ^  W ~Т-1

(О < t< T ).
т т

Так как оказывается свободным членом ряда Фурье

по косинусам функции, стоящей в левой части, то по форму
лам (2.19) находим

_г

5 т - * - т 1 ( т - * ( т - ‘ )>“-т-Т~Г о
Таким образом, получаем

♦,«> = »  J  * . « ) « - ■ £ - # - • £  ( т - 0 * “
О

•о

V I  COS koit ( 0 < *  <  Т). (2.49)
*-т

Периодически продолжив ф, (t) с интервала [О, Т\ на всю ось t% 
получим непрерывную периодическую функцию о, (1)(рис. 2.13), 
первая производная которой терпит разрыв в точках t = vT 
(v = 0, ± 1, ± 2, . . . )

■ДО COS k">t
k2

(2.50)
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Как и раньше,
«о

. V *  COS (/  — /о)>1 (* *0j - £2
Ь-1

■yj-- J4 ( “2” о̂) »0 ^  t ^  £0»

-j2*-- f? (“J" — f + о̂) »fo ^  f ^  T%
(2.51)

1

6,(t)

■«
ki

0 | r  e 
i

Рис. 2.13

функция, первая производная которой терпит разрыв не в точ
ке t = 0, а в точке t = t0 (0 < t0 <  Г), 
причем
O|(f +  f0) = ol [/ — ( Г — /0)|« (2.52)

Для получения функции, терпя
щей разрыв во второй производной, 
интегрируем почленно (2.49), умно
жая все интегралы на и>:

М * ) - «

==u>]  { т г “ т *  ( т “ *) } Л “ - *Я*^ +  7 5 ^ “ '|}5 *3 =и
оо

=  _  V  • ' « * *  ( 0 < f  <  Г).

Периодически продолжив ф2(0  с интервала |0, Г| на всю ось t , 
получим периодическую функцию ог(0 * вторая производная 
которой терпит разрыв в точках t = vT:

М О
sin k*»t

2 j  s*

(2.53)

Как и выше введем функцию, вторая производная которой 
терпит разрыв в точке t = t0:

- и  * \ V  sin * « (/  — /„)°2 I* — *o) — ~  ---- *3-----  —
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-  £  ( t - t o )-  £ { t  -  t,y  - % r A t -  tny ,o < t< t0,

- £ ( t - t 0)  +  4 i  ( '  -  to )2 to )3, t0< t < T ,
(2.54)

T2

причем <>2 (t + t0) = o2 \t — ( Г  — t0)]. (2.55)
Продолжая эти построения дальше, можем получить функ

ции о,(/ ), терпящие разрыв в производных s-ro порядка 
(5^ 3). Функции os ( t )  можно применить для суммирования 
некоторых медленно сходящихся рядов Фурье.

Пример 1. Рассмотрим ряд

/(О * sin кш!

коэффициенты которого убывают как -j-.
Используя соотношения cos к*. = ( — 1)*, sin кг. = О, преобразуем дан

ный ряд:
ОС по

_  V I  cos кк sin /?«»/ cos кг. sin ko»t — sin кп cos k^t
Z j  к “  ~k=\ k г

\
n

sin км (*-*)

В силу (2.47) получаем

К 1C / /\ ** Л *
~~~Т ~  ~Т г “* ~ ) ==“ ‘ “Г ’ 0 < / < ‘“2’

* * /  ̂ \
2 — 7' \ — 2 / *  7’ ’ 2 ^ ^

О, при / =  - г .

Таким образом, н этом случае примененный способ дал иозможность 
просуммировать ряд до конца

Пример 2. Рассмотрим ряд

) У  С08 2*£_
jmd (Щ 2Т-Т
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Здесь ш == 1 и Т =  —  = 2г. Преобразуем ряд2«

/ м = 1 4- ( — О* cos /где _  1 4- cos kn cos kx _
Л2 *2T-1 A-l

<10 nc

1 cos kx , 1 cos hr. . cos kx -f sin kr. . sin kx
T  /?2 " T ^

1 cos £л: , 1 cos k (x  — r)
~ ~2 ~2 W*=1 1-1

Пользуясь соотношениями (2.50) и (2.51), находим

f ( x )  =  — - y l*1 (* ) -f (д: — г.)] =

1 Г я2 1 г.а 1 1
-  — ll2 — X  (Л “ *)* + ТУ ~  ~  *)2 J, 0 < х  < 71

1 Г ** 1 «с* 1 1
-  — 112 ”  “Г (* *У* + 1 2  Т  (Л ~  х  +  J* * <.дг < 2*

г.2 г.х х2 
24 — —  + “4“* 0 < *  < *.
13г.2 3 «  л:2 
“ 2Г “  “ 4-— . * < * < 2*.

Таким образом, и здесь мы просуммировали ряд до конца.
Пример 3. Рассмотрим ряд

, /1Л_  V 1 co s*»*  ( г. \
f (X )-  2 j  ~k-r+ 1 1“*=—  J-

коэффициенты которого убывают как 
Очевидно,

1 1 1 1 Л 1 1 V* + 1 -  к% • 1 — & ki + ki ■••)>
1 +

1прогрессия в скобках сходится, так как < 1. Оборвав эту прогрессию 
на первом члене и суммируя остаток, получим



Следовательно,

v V i  cos ko»x _  cos ko>x .
/K } —J  k* ^  kA + k* T=T л-i

В силу (2.50) находим

у  _E21g±. = - 0l(x) = * (i - ж)*- J±  (0 < x < 2i).kJ 41* 12*- l
так что

f ix )  =  ^  (/ -  x )» -  4  -  ^ ^ - ( 0  < ДГ < 2/). 

Коэффициенты полученного ряда убывают уже как -jj*.

Пример 4.

/ ( 0 = 4 - У ( - 1) ^  --г--2* — г s ln 2*u.f =7 ^  (2Л)« — 1

4 V  *cos Т ” 2м
— -т  8|п*ш' Н т ) -

Имеем
*

Л» -  1 “  £ *

1 / 1 1 \ 1 1 1 
~ k V + + Л*_ As j ~ к + к* + #■ — к* 

Следовательно,

/(0— 4. V
кк

y i C0S
7*

COS - у  Sin kott

k-l
k i t  ш oo

T
Г  ^  *•' T ^  V '- k *

Первые два ряда справа можем просуммировать. Суммируем первый из них:
kit

л cos
5,(0 = -

4 COS —J- sin  kiot

т я
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2 у ч  sin *.»(* + -£-) + sin
. т

на основании формул (2.47) и (2.48) легко находим

f *.,-) = - 4 [ - ( ' + х ) + - ( ' - г ) 1 -
4 Kt Тj i  , 0 < / <  ̂ ,

4*/ 2к Т_ Т_
7*а j  ' 4 < • < 2 • 

Т
О . / = — .

Точно так же с помощью формул (2.54) и (2.55) получаем
-v

во kr.
л ^  COS -75- • Sin kiot

S 2 (0  = -  —  V ----- — г--------=Т №~ гj*. -

2 V I  sin *«»(/+ “5“ ) + sin /гю (/ — — ]
Т  Z j ” *3

*=1

= 4  [*  ( ' + т ) + с’ ( ' - т ]  =
8г.3 г.з

-377 ^ + Т575 ^ , о <  t <

8г3 4г3 11 л3 л3 Т Т
—  зТ Г  ,3+  “ f *  *3 —  67=5 * +  1 7  * Т  4  ‘  2 ■

Итак,

/(0  = 5, (0 + ^ (0 - 4  V
Ля

cos
sin kut

т &

(о </<-£)•

В исходном ряде коэффициенты убывают как — в то время как в по

следнем — порядок убывания коэффициентов -jg*.
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1. Ф ункцию  f  (дг) =  х — —  (0 < х  < it) разложить в ряд Фурье, 

коэффициенты которого убывают не медленнее, чем - i .

2. Функцию /  (/) = /* (0 < / < ■у*) разложить в ряд Фурье, коэффи-
1

циенты которого убывают не медленнее, чем -gj.
3. Найти сумму ряда Фурье:

.) / „ , - У

б) /(x) = V  (_!)*+> _££L*fL;

в) / ( * ) = V ( - 1 ) *  sln(2fe,~ 1)u,Jf L  —  V(2* 11 l)a I t )’T-T

«л sln2 Arco/ / 2*\

T - T

4. Усилить сходимость ряда таким образом, чтобы его коэффициенты 
убывали не медленнее, чем -j j -:

а) /(0=  V l  + 1 cos*./

оо

б) / (/ )=  V  < - ! ) * - *  sin fc/;
___  F - П

$ 3. С П Е К Т Р Ы  П ЕРИ О Д И ЧЕС КИ Х  Ф У Н КЦ И Й

2.14. Комплексное представление гармонического колеба
ния. Из теоретической механики известно, что каждое из 
уравнений

л:, (<) =  i4cos(u>£ +  <р), 1
* « ) - * * „ < . (  +  » )  ) <2  5 6 >
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определяет так называемое г а р м о н и ч е с к о е  к о л е б а 
ние  с а м п л и т у д о й  А , ч а с т о т о й  <» (или п е р и о д о м

2я \ и н а ч а л ь н о й  ф а з о й  <р. Колебания (2.56) сдви
нуты одно по отношению к другому во времени на величину 
-j- (на четверть периода).

При различных исследованиях бывает удобнее вместо двух 
действительных функций (2.56) рассматривать одну комп
лексную функцию времени t

X  (t) =  Х х (t) + 1 х2 ( t )  =  A {cos (o>t +  <p) +

+  i sin (i»< +  ? )}  = Ael <•'+*>,

которую окончательно представим так

х (t ) = сеы\ где с = Ае1*. (2.57)

Эта функция называется к о м п л е к с н ы м  г а р м о н и ч е с 
ким  к о л е б а н и е м .  Величина с называется к о м п л е к с 
ной а м п л и т у д о й ;  она определяется амплитудой А и фазой <р 
колебания. Наоборот, если известна комплексная амплитуда с, 
то амплитуда и фаза колебания определяются соотношениями:

л  = |с|. ср = Arg с. (2.58)

Действительные гармонические колебания (2.56) являются 
соответственно действительной и мнимой частями комплексного 
колебания (2.57), так что

xt (О = Re x (t ), х2 (t) = lm х (t ).

Комплексное гармоническое колебание (2.57) часто геомет
рически изображают вектором постоянной длины Л, вращаю
щимся с угловой скоростью и>. При фиксированной частоте ш 
комплексное колебание иногда условно изображают постоян
ным вектором с модулем А и аргументом <р. При сложении 
и вычитании большого числа гармонических колебаний одной 
частоты их можно, следовательно, заменить комплексными 
амплитудами и производить далее все действия над этими 
амплитудами (графически или аналитически), как над комп
лексными числами. Определив модуль и аргумент результата, 
получают амплитуду и фазу суммарного колебания.

2.15. Амплитудный и фазовый спектры периодической 
функции. Рассмотрим периодическую функцию f ( t )  периода Г, 
которая, вообще говоря, не является гармоническим коле
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банием. Разложим эту функцию в ряд Фурье (2.15), который, 
если принять обозначение

Аи> — - = о)Лэ (2.59)

запишется в виде

/<0 -  S  (2.60)

где
т

с„ = ~т §f(t)e-,m>' dt. (2.61)
U

Каждый член ряда (2.60) является комплексным гармониче
ским колебанием (2.57) с комплексной амплитудой ск и ча
стотой о>*. Таким образом, разлагая периодическую функцию 
в ряд Фурье, мы тем самым представляем ее в виде суммы 
бесконечного множества комплексных гармонических колеба
ний, частоты о)к которых образуют бесконечную арифметиче
скую прогрессию с разностью

2kГ. 2 (Л — 1)71 2тСW* -  = — ------- -----  = —  =  <0.

Амплитуды и фазы гармонических колебаний, отвечающих 
этим комплексным колебаниям, в соответствии с (2.58) опре
делятся формулами

Л* = k*|; <P* = Argc*. (2.62)

Так как аргумент комплексного числа есть функции много
значная (см. п. 1.1), то для вычисления фаз f k нужно пред
варительно договориться о выборе значений Arg ск. Можно, 
например, условиться брать главное значение аргумента, т. е. 
значения, удовлетворяющие условию — к < <fk О .

Амплитуды Ак и фазы ук гармонических колебаний, в виде 
суммы которых представляется периодическая функция / (/ ), 
играют большую роль в различных прикладных вопросах. Для 
наглядного представления этих амплитуд и фаз делают сле
дующие построения. Возьмем ось частот ш и на этой оси 
отложим частоты шк (рис. 2.14). Против каждой частоты 
перпендикулярно к оси будем откладывать соответствую
щую амплитуду Л* = |с*|. Построенная таким образом диаг
рамма носит название а м п л и т у д н о г о  с п е к т р а  периоди
ческой функции f ( t ) .  Так как с_* = с* (формула (2.6)), то 
| с * I — | с*| или А-.м = Ак, т. е. амплитудный спектр сим мет-
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и рпчен относительно прямой о» = 0; а так как |с*|->-0 при 
А оо (п. 2.10), то ординаты амплитудного спектра стремятся
к нулю по мере удаления от прямой и> = 0 ^причем порядок 
убывания этих орди
нат не ниже чем
Аналогично строится 
ф а з о в ы й  с п е к т р  
функции f ( t ) .  Для 
этого против точек 
шк оси частот отклады
ваются отрезки длины 
<р* (вверх при <?*>0 
и вниз при <?*<0).
Так как <pfr — Arg ck 
и с-к = ск, то <f-k = — <?к, т. е. фазовый снектр симметри
чен относительно точки ш = 0.

2.16. Равенство Парсеваля. Возьмем два тригонометриче
ских многочлена л-го порядка в комплексной форме (2.8)

/ „ (0 = £  Ск е‘™  и +„(*) = £
ft — —Я »— Я

Вычислим среднее по периоду Т от произведения этих мно
гочленов:

Т Т п п

:т \ Ш Ы * ) < Н = ~ т  J  S  ^  с * * * * ' »  dt =
О 0 ft— (I «--/I

я я Г

= c*s> у  ) £' <*+»>-' dt.
Л — —П v - - П О

Подобно тому, как мы это сделали в п° 2.3, находим 
г
J  е1 <*+’) '  </*={

О, если k -f- v ^  О, 
Г, если * -f- v = 0.

Поскольку этот интеграл отличен от нуля только в случае 
v — — /с, то получаем

Т Я  Я

-у j  fn (0  ♦„ (О dt = <v-* = 2  с***-
ft-HI ft— - я
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Можно доказать, что полученный результат справедлив 
не только для тригонометрических многочленов, но и для 
рядов Фурье, т. е. если /  (t) и ф(/) — две периодические 
функции периода Г, а с* и sk — соответственно их комплекс
ные коэффициенты Фурье, то

Т во

- f l /(*>*(*>Л  = 2  ****• {2-63)!> к--~

Мы получили так называемое р а в е н с т в о  П а р с е в а л я .  
Для приложений особенно важен частный случай этого равен
ства при ' \ ( t )= f ( t ) .  В этом случае будем иметь

Т во во

i f  / ’ (*) Л  -  2  с̂ *=  2  Iе*!2- (2 64)О *=— вс

Так как |с_*| = |с*|, то последнее соотношение можно еще 
записать так

Т во

О А 1

= ^o + 2 S i 4 j ,  (2.65)
* - i

где Л* = |г*| — амплитуда k-vo из гармонических колебаний, 
в виде суммы которых представлена функция / ( f )  (или, ко
роче, амплитуда Л-ой гармоники ряда Фурье функции / (f ) ) .  
Итак, с р е д н е е  по п е р и о д у  от к в а д ра та п е р и о д и- 
ч е с к о й  ф у н к ц и и  / ( f )  р а в н о  с у м м е  ряда ,  с о с т а в 
л е н н о г о  из а м п л и т у д  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и й  
в виде  с у м м ы  к о т о р ы х  п р е д с т а в л е н а  / ( f )  при ее 
г а р м о н и ч е с к о м  а н а л и з е .

2.17. Высокочастотное колебание. В качестве примера 
гармонического анализа комплексной функции действитель
ного аргумента рассмотрим так называемое высокочастотное 
колебание. Пусть x( f )  будет действительная периодическая
с периодом Т (и частотой ш = -Hl'j функция, a N — достаточно
большое натуральное число. Введем в рассмотрение комп
лексную функцию / ( f )  действительного аргумента f:

/ ( f )  = X (f) е,а*  К  = TV • ш). (2.66)
Эта функция называется в ы с о к о ч а с т о т н ы м  к оле ба -  
н и е м; действительная функция х (О называется о г и б а ю щ е  (1
JWJ



высокочастотного колебания f ( t ) .  Комплексное высокочастот
ное колебание (2.66) распадается на два действительных 
высокочастотных колебания, являющихся действительной 
и мнимой частями функции (2.66):

/«(О = R e / (0  = X (О cos <V; |
f i  (t) = Im f ( t )  = x (t) sin u>ô- I 1 }

На рис. 2.15 представлен график второй из этих функций (для 
случая iV = 5). Этот график поясняет смысл термина «оги
бающая».

Установим связь между спектрами высокочастотного коле
бания f ( t )  и его огибающей х (0 . для чего разложим эти 
функции в ряды Фурье:

оо

f ( t )  =  x (0 *w  = 2  (2.6»)
k  = — ОО

Х ( 0 “  J s >v ,w . (2.69)

Выше (п° 2.9) мы уже отмечали, что формулы гармонического 
анализа, известные для действительных функций, остаются 
в силе и для комплексных функций, за тем лишь исключе
нием, что для комплексной функции f ( t ) ,  вообще говоря, не 
имеет место соотношение с_* = ск. Для коэффициентов Фурье 
sk и ск имеем выражения (ш0= Af- ш):

г

= -f j  * (0 *■'*“' dt'
О

т г
Ск = -у j  X (О  eh* e~lM  dt=-j- | х ( 0  dt = S„-N.
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Видим, что комплексный коэффициент Фурье высокочастот
ного колебания f ( t )  равен коэффициенту Фурье его огибаю
щей х (0  с индексом на N  единиц меньше. Отсюда следует, 
что амплитудный и фазовый спектры высокочастотного 
колебания просто сдвинуты по отношению к соответствующим
спектрам его огибающей на величину Nm = — j — вправо. Сле
довательно, высокочастотное колебание разлагается в ряд 
Фурье следующим образом

/ (О  = = 2  (2.70)
ft» —ел

где sk — коэффициенты Фурье его огибающей х (О-
Отсюда нетрудно получить ряды Фурье косинусоидального 

и синусоидального высокочастотных колебаний (2.67). Заменив 
в (2.70) число N  на —N, получим

•е

X (О  = 2  s„+Ne‘*"'1. (2.71)

С л о ж и в  почленно (2.70) и (2.71), а затем вычитая из первого 
равенства второе, найдем

во

х (О  cos u,0t = -i- (s*-N 4- Sk+N) elkmt\
к=~-~ 

a*

x (t) sin v  = 4 - ' V  (S*-N — **+лг) е‘ки>1.

(2.72)

Пример. Пусть функция * (/ ) является периодическим продолжением 
функции ф(/) = Л ( l — - jr ) с интервала |0, Т\ на всю ось/. Получить ряды 
Фурье высокочастотных колебаний /, (/) =  * (/) cos 6 и»/ и /а (f) =  *  (f) sin (W  
(ш = -у-, рис. 2.16, а и б).

Вычисляем коэффициенты Фурье огибающей

- - ■ Г  т)< “ - т -

S* = 4- j  1 (t)e~ dt = ~r  f t 1 ~ т )  dt = - < *  *  °)-
ft/

2Л*
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h h h 
Таким образом Ло — -j-, Ах =  -т ,̂ Л7 =

Ак =  ’2kn ~  |с*|). По формулам (2.72) находим

/, (0  = х (О cos GW = -1- ^  (**_« + **+6) в1Ш,
к — — оо

/»(<) = Х (0 Sln6W:

п
■-*-У 2 ^ ( si|p—в —  s*+e) *

,iku*t

На рис. 2.17 представлен ампли
тудный спектр огибающей. Сдви
нув его на величину 6ш вправо, 
получим амплитудный спектр вы
сокочастотного колебания / (/ ) =

У П РА Ж Н ЕН И Я

I. Построить амплитудный и фазовый спектры периодической функции 
/(/), принимая для фаз главные значения:

а) / (О  получается при периодическом продолжении функции 
Т Т Т Т Т Т Т

t  (О  — —  2 ^ 2 ^  ^  4 I Л —  4 ^  t  К  ^ ! 2 ^ 4 ^
Т Г 7 7-1< -j- с интервала — у ,  —  на всю ось t,

2 к
б) / ( f )  = | cos со/1, где ш = -jr.
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2. Вычислив коэффициенты Фурье огибающей у (/). написать ряды 
Фурье высокочастотных колебаний

/ (О  = X (О /\ (О = X (О cos «*>,,/ и / а (О = х (0  sin o>J

I( о»„ = М*> =  —y ~ )• Начертить также амплитудный и фазовый спектры оги
бающей и комплексного высокочастотного колебания: a) x (t ) получается

Т Тпри периодическом продолжении функции ф(/) = Л, 0 <  /<  - у ;0 ,—  < t< T

с интервала |0, Т\ на всю ось f(W  = 5); б) ^ (0  = Л | sin о>/1 /̂i > 0, ш =
2я \= N = 6).

$ 4. И Н Т ЕГРА Л  Ф У Р Ь Е

2,18. Интегральная теорема Фурье. Выше мы получили 
ряды Фурье для периодической функции, а также для функ
ции, заданной на некотором конечном интервале оси t\ в этом 
последнем случае ряд Фурье совпадает с рядом Фурье для 
функции, получающейся при периодическом продолжении 
рассматриваемой функции с интервала ее задания на всю ось t.

В настоящем параграфе рассмотрим задачу о представле
нии непериодической функции, заданной на всей оси t.

Пусть непериодическая действительная функция f ( t )  за
дана на всей оси t и на любом конечном интервале [ т т 1| — j", —  J этой оси удовлетворяет условиям Дирихле. Тогда
на любом таком интервале эта функция может быть представ
лена рядом Фурье

оо

/ ( 0 = 2  c*e'v  (ш* =кш== Т 5-)’ <2-73)
где

L«»
= j  f{b )e - 1'^  db. (2.74)

2
В последней формуле мы изменили обозначения переменной 
интегрирования, так как в дальнейшем нам нужно отличать 
эту переменную от аргумента t. Подставив (2.74) в (2.73), 
получим

г
оо £

/ ( ' )  = -г ] £  J  /(«> db.
Л - - о с  _ Г

2
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Положим теперь
2 ккДшЛ = «>* — ш*_, = — — 2 (Лг — 1) «

Г

тогда последнее равенство перепишется так
т_
2

j  / (б ) </&
ft —— О 7_

2

Л о). (2.75)

Для того чтобы получить представление функции / ( f ) .  задан
ной на всей оси f, естественно в последнем равенстве перейти 
к пределу при условии Т -*• +  оо. При этом условии ДшЛ =
= —  ->0, а так как сумма в правой части (2.75) напоминает
интегральную сумму для функции

оо

J  / ( < / 0
—  ос

аргумента ш, составленную для промежутка — оо < <« <  +  оо, 
то можно ожидать, что в пределе при 7'-> оо равенство (2.75) 
перейдет в следующее равенство:

оо оо

f ( t )  =  -gL j (  j  /(0 ) db j </o>. (2.76)

Трудности строгого доказательства законности описанного 
предельного перехода заключаются в обосновании перехода 
от суммы к интегралу и в предельном переходе под знак м 
суммы. Мы не будем останавливаться на строгом доказать-ь- 
стве формулы (2.76), а ниже сформулируем только достаточ
ные условия представимости функции / ( f )  выражением (2.76).

Равенство (2.76) называется и н т е г р а л ь н о й  ф о р м у 
лой  Ф у р ь е ,  а его правая часть — и н т е г р а л о м Ф у р ь е  
д ля  ф у н к ц и и  / (f ) .

Сформулируем теперь так называемую и н т е г р а л ь н у ю  
т е о р е м у  Ф у р ь е ,  дающую достаточные условия предста
вимости функции интегралом Фурье:

Теорема. Если функция / ( f ) :
а) задана на всей оси t;
б) на любом конечном интервале этой оси удовлетво

ряет условиям Дирихле;
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л) абсолютно интегрируема на всей оси t . т .  е. сходит
ся несобственный интеграл

I  \ m \ d t ,
—  оо

то  для всех t функция f ( t )  представима своим интегралом 
Фурье, причем:

/) интеграл Фурье равен f ( t )  во всех точках непрерыв
ности этой функции;

2) в точках разрыва f ( t )  интеграл Фурье равен
4- \f(t — 0) + f ( t  + 0)}, т .  е. равен полусумме левого
и правого пределов f ( t )  в этих точках.

При использовании формулы (2.76) следует иметь в виду, 
что первое интегрирование в ней следует производить по 0, 
а второе по ш; перестановка порядка интегрирования, вообще 
говоря, незаконна.

Интегралом Фурье представимы не только действительные, 
но и комплексные функции / (/ ) действительного аргумента t. 
В этом втором случае действительная f\(t) и мнимая /2 (t) 
части комплексной функции f ( t )  = /, (t) +  i f t (t) должны 
удовлетворять условиям интегральной теоремы Фурье.

2.19. Аналогия с рядами Фурье. Перепишем интегральную 
формулу Фурье (2.76) следующим образом:

f ( t ) =  J  с(ш )е1°“ d*, (2.77)
—  ос

где
те

с (ш) = .1  J  / ( 0) </0. (2.78)
—  ос

Интеграл Фурье в форме (2.77) обнаруживает сходство с ря
дом Фурье (2.73), в котором суммирование по индексу k 
(связанному с дискретно изменяющейся частотой шЛ) заме
няется интегрированием по непрерывно изменяющейся часто
те у». Функция с(«>), зависящая от непрерывно изменяющейся 
частоты о* и определяемая формулой (2.78), походит на коэф
фициент Фурье ск, определяемый формулой (2.74) и зависящий 
от дискретно изменяющейся частоты шк. Таким образом, если 
ряд Фурье (2.73) дает разложение периодической функции 
/ (/ )  на сумму бесконечно большого числа гармоник ске1'"*', 
частоты тк которых образуют дискретную последовательность, 
то интеграл Фурье (2.77) дает разложение непериодической 
функции на непрерывную „сумму* гармоник с(ш)еш , частоты
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которых также изменяются непрерывно. По этой причине 
представление непериодической функции интегралом Фурье 
как и представление периодической функции рядом Фурье 
называют г а р м о н и ч е с к и м  а н а л и з о м  этой функции.

Функцию с(и>), играющую в теории интеграла Фурье роль 
коэффициентов Фурье, называют с п е к т р а л ь н о й  ф у н к 
ц и е й  для функции /(О- Из формулы (2.78) следует соот
ношение

с ( — ш) = с (ш), (2.79)
справедливое для непериодических действительных функций 
/(О» и аналогичное соотношению = имеющему место 
для периодических действительных функций (для комплексных 
функций f  (t) соотношение (2.79), вообще говоря, не имеет 
место). Величины

А («») = I с (u>) I, <Р (ш) = Arg с (»>) (2.80)

дают соответственно амплитуду и фазу гармонического коле
бания с(<о)£/ш/, соответствующие данной частоте ш.

Как и для периодических функций, мы можем эти ампли
туды и фазы для непериодических функций графически 
изобразить с помощью амплитудного и фазового спектров. 
Возьмем систему координат ЛОю 
(рис. 2.18); на оси абсцисс бу
дем откладывать значения ча
стот to, а на оси ординат — соот
ветствующие значения амплитуд 
А = A (to) = | с (ш) |. Поскольку 
длн непериодической функции 
f ( t )  частота to изменяется не
прерывно в промежутке — оо <  Рис. 218.
< ю < -f оо, то для такой функ
ции амплитуды А будут ординатами непрерывной кривой 
Л = Л(«>). Итак, для непериодической функции мы получаем 
с п л о ш н о й  а м п л и т у д н ы й  с п е к т р  в отличие от ди 
с к р е т н о г о  л и н е й ч а т о г о  а м п л и т у д н о г о  с п е к т р а  
периодической функции (см. рис. 2.14). Аналогично строится 
и фазовый спектр непериодической функции, как множество 
ординат кривой •?=<р (to)=Argc(to) (надлежит только условиться
о выборе значений многозначной функции Arg с («>)). И этот 
спектр тоже будет сплошным. В силу соотношений (2.79) 
и (2.80) функции Л = Л (to) и <р = ср (to) для действительных 
функций f ( t )  будут соответственно четной и нечетной. Ниже 
(п° 2.21) мы покажем, что с(ш )->0 при to оо, откуда сле
дует, что кривая Л = Л (to) имеет ось и> своей асимп
тотой.
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2.20. Действительная форма интеграла Фурье. Интеграл 
Фурье, как и ряд Фурье, можно для действительных функций 
f ( t )  представить в действительной форме. Пусть f ( t )  — дей
ствительная функция. Воспользовавшись формулой Эйлера

перепишем интегральную формулу Фурье (2.76) в виде

Выражение в фигурной скобке в первом слагаемом справа 
является четной функцией от и>, в то время как выражение 
в фигурной скобке во втором слагаемом — нечетной функцией 
от ю. Применив формулу (2.18) (которую нетрудно обобщить 
и на случай - = оо), получим

Это и есть действительная форма записи интеграла Фурье. 
Последнее равенство можно еще переписать так:

В равенстве (2.82) нетрудно усмотреть сходство с действи
тельной формой записи ряда Фурье, а в величинах (2.83) — 
с действительными коэффициентами Фурье.

/ (0  = s r j  { j  /(0)cosw ( t - b ) d O  j </«.+

во во

j  I j  / ( 0) Sin «> (f — 0) db j dm.

f  0 = - jrJ( j  /(9)cos«>(*-6) db\ dm. (2.81)

/ (0  = I  ia (ш) cos mt + b (u>) sin i»fj dm, (2.82)

где

(2.83)



Рассмотрим еще случаи четной и нечетной функций. Если 
f ( t )  — четная функция, то, пользуясь соотношениями (2.18), 
находим

а (ш) == \  j / (® ) cos Ь (ш) = О,
о

в силу чего интегральная формула Фурье (2.82) примет п этом 
случае вид

оо оо

f ( t )  = -^-j { J  / ( 0) cos wOrfO J cosu>t rfu). (2.84)
0 0

Если же f ( t )  — функция нечетная, то
оо

а (ш) = О, b (ш) = j /  (0) sin o.0rf9
О

и формула (2.82) примет вид
оо оо

f ( t )  = -1 j  ( j  /(0)sini»o</o}sino>f<b. (2.85)

\

и и
Сформулированная в п° 2.18 интегральная теорема Фурье 

предполагает задание функции f  (t) на всей оси t. Если же 
f ( t )  задана только на положительной части (0, + сю) этой оси, 
то функцию f ( t )  можно по желанию представить либо фор
мулой (2.84), либо формулой (2.85). В первом случае интег
рал Фурье будет давать четное, а во втором — нечетное про
должение функции f ( t )  из промежутка |0, +  ° ° )  в промежуток 
( -  оо, 0 |.

Пример 1. Представить интегралом Фурье функцию
О при t < О,

/(О Л при 0 < t < х,
О при / > х.

Функция / (/ ) очевидно удовлетворяет всем условиям интегральной 
теоремы Фурье. Вычисляем спектральную функцию (2.78):

оо Т

«-> -  4 J  /<•>*-“  *«-'■*<" -  - J S T  С —
-оо и

Следовательно, искомое представление (2.77) будет
00

j Лт■
— 00
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Отделив здесь действительную и мнимую части и пользуясь соотношениями 
(2.18), можем записать полученный результат в действительной форме

/<о
•С сох / Т \

2 г  sin *2~ • cos о> ( — /I
Т. J  ш dm.

Этот же результат легко получить непосредственно, пользуясь формулами 
(2.82) и (2.83). В силу интегральной теоремы Фурье будем, таким обра
зом, иметь

-И
U>T

■» Sin —  • COS to ( т - #) */u> :

О при / < О,
Л

—  при / = О,

Л при 0 < / < х,
/I

~2~ при t = т,

О при / > т.

Приняв, в частности, т = 1, Л =  1, найдем отсюда при / =  0 интеграл

(2.86)

который иначе можно вычислить с помощью теории вычетов (п° 1.56). 
Пример 2. Представить интегралом Фурье функцию

/(/) = «-в,П («X > 0).
И эта функция, как нетрудно убедиться, удовлетворяет всем условиям 
интегральной теоремы Фурье. Имеем

с(«,)
«о

= -  f2* J / (8) rf(0)

(a2 -f и»2)

Следовательно, no формуле (2.77) будет
во во

f(t) = JL  Г е‘"‘‘ </„,= —  Г cos ш(,1ш 
s J а3! " 13 я J -f*

Так как рассматриваемая функция J  (/) — четная, то этот же результат 
можно получить, пользуясь формулой (2.84).

178



Пример 3. Пусть действительная непериодическая функция х (/) является 
огибающей колебания /(/) = y (в п. 2.17 мы рассмотрели случай
периодической огибающей). Спектральная функция огибающей

во

5(ш) =  i  S *<в)#' м  л
—  ао

тогда для спектральной функции колебания /(/ ) находим
•» во

с(ш) = 2̂ Г I /(в)'"М<Я= i  j -•** - - ----а).
— во — во

Для спектральной функции сопряженного колебания / ( f )  =  х (О ****** 
точно так же найдем

во

С, (ш) = _L J  * (U)*-' d9 = s(u. + »u).
— во

Складывая и вычитая почленно последние два равенства, найдем для 
спектральных функций косинусоидального и синусоидального колебаний 
f\ (О =  X (О cos “ о* и /а (0  =  X (О sln 0,о* с огибающей х (О соответственно 
выражения

а у (fJ) cos шо0е iuA rib =  - L  {s (u* — ш,,) -f- s (u* -f <»»„)},

sin u>(,0* /e*® db = -i_- {s (w — <•>„) — S («» 4 W0)|.

2.21. Порядок убывания спектральной функции. Будем пред
полагать, что функция f ( t )  и все рассматриваемые ее первые 
производные на любом конечном интервале оси t удовлетво
ряют условиям Дирихле. Рассмотрим спектральную функцию

во

С (ш) = J L  ( f  (9) е-1-л м  (2.87)
—  во

Разбивая ось t на части так, чтобы точки разрыва функции f ( t )  
и ее производных были точками деления, заменяя интеграл
(2.87) суммой интегралов по этим частичным интервалам 
и применяя к каждому из этих интервалов формулу интегри
рования по частям, мы, как и в п° 2.10, найдем, что | с ( т )|-*0 
при и>-*оо, причем порядок убывания | с ( ю ) |  не ниже
чем — .ш
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Если функция f ( t ) разрывна, то |с (ш)| —► 0 и не быстрее
= | W • с (ш) | не стремится к ну-1чем — , т. е. выражение

Л Ю  при и> -> оо.
Если функция f ( t )  непрерывна, то порядок убывания | с (и>) |

не ниже, чем если же при этом производная f ' ( t )  раз
рывна, то порядок убывания |с (ш) | и не выше чем -̂ г, т.е.
выражение j «А: (со) | не стремится к нулю при с о оо.

И вообще, если f ( t )  непрерывна вместе со своими про- 
изводными до ( т  — 1)-го порядка, a удовлетворяет
условиям Дирихле на любом конечном интервале оси t. то
порядок убывания |г(ю)| не ниже чем -J -f , т .  е. сущест
вует такая  постоянная s. что

\сН\< ( —  оо <  О) <  +  оо).

Если ж е  при этом  /<ш) (t) разрывна, то  порядок убывания 
| с (ш) | и не выше чем - J  H , т . е. выражение |ш|"+|с(ш)| не 
стремится к нулю при со -► оо.

Примеры. Обратимся еще раз к примерам предыдущего пункта. Функ
ция /(/), рассмотренная в первом примере, терпит разрыв в точках t = 0 
и t = х. Для спектральной функции в этом примере мы получили выра
жение

С(и>) 1
2«>7li (1

откуда

= (l ~~e ,tUt)| = i  14" (l-COS«>x +
I 1 , ___________________________

4- i sin u»x) j = 2л j u> | '  ^  — cos <#x)a + s*nJu,x =*

1 I  f  u»X 1
= 2 4 4  X 4»ln»-r  =  —

U>X
Sin ■J’

Видим, что в этом случае |с(о>)| убывает как — что находится в соот
ветствии со сформулированным правилом.

Во втором из упомянутых примеров функция /(f)= s#~eW (а > 0) непре
рывна, но ее производная /' (/) терпит разрыв в точке / = 0. В этом случае

* (*  + •*) .
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откуда следует, что | с (о>) | убывает как -Ат в соответствии с тем же 
правилом.

2.22. Равенство Парсеваля для непериодических функций.
Пусть / (О и Д ве комплексные непериодические функ
ции, действительные и мнимые части которых удовлетворяют 
условиям интегральной теоремы Фурье. Представим эти функ
ции интегралами Фурье (2.77):

/ (* )-  ]  с(ш)е‘"“ dm-^(t)= ]  s (l)e “ ‘ dK— 00 —00
где с(ш) и s (ю) — спектральные функции соответственно для 
f ( t )  и ф(0 (в целях удобства дальнейших выкладок во вто
ром из этих интегралов переменная интегрирования ю заме
нена на X). Выбрав некоторое т>0,  рассмотрим интеграл

т « в
i j  = j  ) c(m)eM~s~{T)e-‘x,dtdmd̂  =

— T —T — oc — 00
«о о  I 1 \

= j  ( с И ^ У  1 1)1 dt dvxfk =
— 00 - 00 I —X '

- T  !*<•>{ I  мп,!ш-~Мт d>!—ao l —oo )
Законность произведенного нами изменении порядка интегри
рования может быть строго обоснована. Перейдя во внутрен
нем интеграле от переменной интегрирования У. к переменной 12 
по формуле (ш — = получим

•5 j  f m ( t ) d t  = v  ] ’ I j  * (ш-  -г) I dm.
—  Т  — 0 0  V _  0 0  I

При т -> + оо подынтегральная функция внутреннего интег-
— — — sin 12рала стремится k s (w) — — . Можно строго доказать, что при

х + оо последнее равенство в пределе перейдет в сле
дующее

ОС 0 0  /  0 0  \

i  J  f ( t ) W )  dt = - L $ c (» )  j  7 Й  ^ - d Q \  d* =
— 0 0  — 0 0  I  — 0 0  /

= -“ 1 c (ш) s (ш) ( j  dQ\ d(s)-
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У ч и т ы в а я  значение интеграла (2.86), окончательно получим 
» » 

i  j  f ( t )W )  dt = j  с(ш)Г^Г) d». (2.88)
—ао —зо

Мы получили равенство Парсеваля для непериодических 
функций, аналогичное равенству (2.63) для периодических 
функций. В частном случае, когда , равенство (2.88)
лает

оо ао
£  j* 1/(0 |а dt=  j | c (« )P  rf«, (2.89)

— 00 .00

г. e. де л е н н ы й  на 2* и н т е г р а л  по всей оси t от 
к в а д р а т а  м о д у л я  ф у н к ц и и  f ( t )  равен и н т е г р а л у  
по оси t от к в а др а т а  м о д у л я  ее с п е к т р а л ь н о й  
функции с (<о).

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1. Представить интегралом Фурье следующие функции:
v I h "Р И I / I < * . , / Sgn X при I X I < 1.

( о  при I 1 1 > X ' { О при I х I > 1,
/ — 1 при х < О,

где sgn х = | 0 при х =  0, в) /(<) = sgn (f  — а) — sgn (< — Р) (Р > а);
I -f 1 при х > О,

h ( l  -  ф )  при |/| <т,

О при | / | > х;
Sin / При | / | < 1C,

О при 11 \ > *.
2. Функцию /(/) =  е~* (0 < / < -f оо) представить интегралом Фурье, 

продолжая ее: а) четным образом; б) нечетным образом.
3. Используя результаты примера 3 из п 2.20, представить интегралом 

Фурье колебания /, (/) = * (/) cos a и /, (t) = * (t) sin u>t если: a) x(0  =* 
=  e~a 1' 1 (a > 0);

„ i о при t < 0,
* i (t) ~  \ e-l/(a > 0) при t > 0;

2nn
h при |/1 <

r) / (0  = | 

Д) / (0  = 1

В) X (0 =
«0
2rtn

О при | / | > ---  (n — натуральное число).

4. Проверить справедливость равенства (2.89) для функций: 
( О ПРИ t < 0,  ̂ ,.

4) т  = [ е-  (а > 0, при / > 0; б) / (0  = < | | ( « > 0).



Г Л А В А  III

ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

S 1. о р и г и н а л ы  и и а о ы ч ж к н и я

3.1. Оригиналы и изображения. Пусть f ( t )  — действитель
ная функция действительного аргумента t, который будем 
интерпретировать как время или как пространственную коор
динату (в последнем случае аргумент чаще обозначают 
буквой х).

Определение. Будем называть функцию f ( t )  оригиналом, 
если она удовлетворяет трем требованиям:

а) f ( t )  и ее производная / ' (t) на любом конечном ин
тервале оси t имеют не более конечного числа точек раз
рыва 1-го рода.

б) / (О  = 0, при t < О,
в) существуют такие постоянные A f> 0  и s0^>0, что  

\ f(t)\< M e** для всех t.
Условие а) означает, что оригинал f ( t )  является к у с о ч 

н о - г ла дк о й  функцией времени t (или пространственной 
координаты); это значит, что любой конечный интервал оси t 
можно разбить на конечное число таких интервалов, в каж
дом из которых f ( t )  и / ' (/) непрерывны и в концах этих 
интервалов имеют конечные левые и правые пределы. Боль
шинство практически встречающихся функций этому условию 
удовлетворяет. Условие б) оправдано тем, что для физики 
и техники совершенно безразлично, как ведут себя рассмат
риваемые функции до некоторого начального момента времени, 
который, разумеется, всегда можно принять за момент t — 0. 
Условие в) накладывает ограничение на характер роста ори
гинала f ( t ) ,  а именно требует, чтобы f ( t )  при t -*■ + 00 
возрастала не быстрее показательной функции. Большинство 
функций, встречающихся на практике, удовлетворяет и этому 
условию. Число s0 »з условия в) будем называть п о к а з а 
т ел ем  роста  /(/).

В силу условия б) мы в дальнейшем под значением /(0 ) 
оригинала f ( t )  в точке t = 0 будем понимать правый 
предел

/ (0  + 0) = lim /(f).1-0 1> о
1 8 *



В дальнейшем мы будем рассматривать и комплексные 
функции f ( t )  = /, (it) + I /а (О действительного аргумента t. 
Комплексную функцию f ( t )  будем называть оригиналом в слу
чае, если ее действительная и мнимая части f\ (t )  и /2 (t) 
являются оригиналами.

Каждому оригиналу f ( t )  (комплексному или действитель
ному) поставим в соответствие функцию F(p) комплексного 
переменного p = s + /u>, определенную как интеграл

F (p ) = j f ( t )e - r ‘ dt. (3.1)О
Правая часть этого равенства называется и н т е г р а л о м  
Л а п л а с а  для функции f ( t ) .  Функцию F(p) будем называть 
и з о б р а ж е н и е м  Л а п л а с а  (или короче — и зоб ра ж е- 
нием)  оригинала /(/)• Тот факт, что F (р) является изоб
ражением оригинала /(f)* будем записывать так

или
F  (р)

(стрелка направлена всегда от изображения к оригиналу). При 
этом условимся обозначать оригиналы малыми буквами, а изо
бражения — соответствующими прописными буквами.

Пример I. Найти изображение единичной функции Хевисайда, которая 
обозначается и определяется в соответствии с равенством:

f 0 при / < О,
«Ч  1(0 = , <32>( 1 при t > О 

(рис. 3.1). Пользуясь определением 
_ _ _ _ _ _  (3.1), находим при s = Re/> >0

1 (О <-r |  1 (t)e~pt dt =
О

г~Р‘ dt = -L-
Р

Рис. 3.1 Итак,

Р1(0 < + 4 (Rep > 0). (3.3)

Пример 2. Найти изображение функции
= I 0 при / < 0.

\ е °( при t > 0,
где а — комплексное число. Имеем

ОО 00
F ( P )  =  j / (/ )  e~pt dt =  J  e-  '  dt
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если Re (р —-а)> 0  или Rep> Rea (т. е. правее прямой р = Re а).
Итак,

1 (/) е°> ч- f-  (Rep > Re а). (3.4>

Роль множителя 1 (t ) в левой части (3.4) состоит в том,, 
что он «гасит* (обращает в нуль) функцию при t < 0.

Вообще, если функция /  (t) удовлетворяет условиям а) и
в), накладываемым на оригинал, но не удовлетворяет усло
вию б), то функция 1 (t) /  (t ), погашенная при t < 0, уже 
будет оригиналом. В дальнейшем будем считать, что все рас- 
матриваемые нами функции снабжены множителем 1 (t), хотя 
сам этот множитель в написании часто будем опускать. Так, 
например, мы можем писать eal sin и т. д., подразуме
вая при этом соответственно 1 (t ) • tn, 1 (t) eat, 1 (/) sin W 
и т. д.

В заключение настоящего пункта отметим, что изображение 
F (p )  обладает с в о й с т в о м  линейности ,  т. е.

1) если С = const и f(t)< --^F(p ), то
C f ( t ) ^ C F ( p ) ,  (3.5)

2) если /, (0  F , (р) и f 2(t )* - ^ F ,(p ) ,  то
№ + М * ) * - * - Ъ ( р ) + р м . (з.б)

Таким образом, и з о б р а ж е н и е  п р о и з в е д е н и я  ори г и 
нала на ч и с л о  равно п р о и з в е д е н и ю  и з о б р а ж е 
ния  о р и г и н а л а  на это число;  и з о б р а ж е н и е  с у м 
мы д в у х  о р и г и н а л о в  равно с у м м е  и з о б р а ж е н и й  
э т их  ориг ина лов .  Эти свойства сразу же вытекают из 
формулы (3.1).

Следствием двух последних соотношений является общая 
формула

ci/i (О + cif i (О + • • • + cnfn (0  C\F 1 (Р ) 4*
+ с2F 2 (Р) + . . .  + c„hп(р).

3.2. Существование изображений.
Естественно теперь спросить — для вся- 
кого-ли оригинала / (t) существует изо
бражение F (p )? Ответ на этот вопрос 
дает следующая теорема.

Теорема. Для всякого оригинала f ( t )  
изображение F  (р) определено в полу
плоскости Re р = s > s0- где s0 — пока
затель роста функции /(/). причем 
функция F (p ) аналитична в упомяну
той полуплоскости (рис. 3.2). Рис. 3.2
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Д о к а з а т е л ь с т в о  первой части теоремы просто. Пусть 
р s + Ы % любая точка полуплоскости Re р > se(s > s0), тогда, 
применяя условие в) из определения оригинала, найдем

\ J f ( t ) f ( t )  e - * \ d t<
ао# оо

< М  j е *  | е~р> | dt = M  j е~<— *  dt = (3.7)
О О

так как s — s0> 0 ; отсюда в силу признака сравнения сразу 
же вытекает сходимость интеграла (3.1), т. е. факт сущест
вования и однозначности изображения F (p )  в полуплоскости 
R e p > s 0.

Вторая часть теоремы доказывается сложнее. Чтобы доказать аналитич
ность F (р) в полуплоскости Re/>>50. достаточно показать существование 
производной F ' (р) в любой точке этой полуплоскости (п. 1.20). Пусть опять 
р = s + /ш, любая точка полуплоскости Rep = а > s{h тогда

CiF(p) 1 ,
~ Т Г  = ~ьр + =

00 00
-  \ / ( о  4 -  (*-</>+*/» * — e-ptJ dt =  I / (/ ) J T P‘_ —

J  bp J  bp0 0

- 1) rf/ = |  f it * - *  + =
0

+ dt *»
I

= -Г// (0 «~^ dt + i)(V). (3.8)

/где
oo

^ \ р ) = Ь р .^ Р / У )  e - *  + dt.

Так как первое слагаемое в (3.8) от Лр не зависит, то для доказательства
bF(p )существования производной F '  (р ) = Urn — т—  достаточно показать, чтоЬР

т|(Д/>)-#.0 при Д/>-*0. Имеем



< |Д ,1-J*»|/ (0 | . | « - ^ | . (^ .+ l i i£ j  + . . . )  dt<

< |A p | .  J  о Me-«*-*>' + + + dt
О

= M I Ьр I ?  /**-<*“ '•>' *' I А* ' dt =»

= А» | Др | J  Л Г »*-'*-1 •>1 dt.

Интегрируя по частям, легко найдем
ос

I Pe~at dt = ~ ?  (в > 0).

Используя этот результат, получим

Р е - с - * - 1 * / >  I )  •  d t

при s — s0 — | Др | > 0 или при Rep > f0 + I Др |.
Итак,

2М | Д р |
И  (Л / 0 1  <  ( s  —  —  | Д л  1>3 *

откуда и следует, что *)(Др)-*0 при Ьр -> 0. Из (3.8) тогда сразу же 
находим

F  (р) = Пп. = — Т // (0 е - "  dt.Др-о ЛР J
(3.9>

Таким образом, доказано существование производной F* (р) или аналитич
ность F (р) в полуплоскости Rep > *0 + | Др |, а гак как | Др | можно взять 
сколь угодно малым, то и в полуплоскости Rep > «о* Замети*, что правая 
часть формулы (3.9) получается из правой части формулк (3.1) дифферен
цированием последней по р под знаком интеграла.

Теорема, которую можно назвать т е о р е у о й  с у щ е с т 
в о в а н и я  и з о б р а ж е н и й  полностью доказана.

Сл е д с т в и е .  Если точка р-+ оо так, что Ке/> = 5-* + °°*  
то изображение F(p)->  0.

Справедливость этого утверждения сразу же следует из 
неравенства (3.7).

Из доказанной теоремы и ее следствия вытекает, что не 
всякая функция F (p )  комплексного переменного р может
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служить изображением некоторого оригинала f ( t ) .  Из анали
тичности F (p )  в полуплоскости Re/? = s > s 0 следует, что 
все особые точки функции F (p )  должны лежать левее пря
мой s = s0 (или на самой этой прямой). По этой причине 
функция tgр не является изображением: она имеет бесконеч-

2* _1ное множество полюсов рк = — —̂ 11 (£ = 0, ± 1, ± 2, . . . ) ,
распределенных по всей оси s. Функция же р- не является 
изображением, так как она не стремится к нулю при
S  оо.

Отметим, с другой стороны, что изображения F (p )  могут 
существовать не только для функции, которые являются ори
гиналами. Так, например, нетрудно показать, что для функции
~у=~ (и' вообще, для функции t ° , — 1 < а < 0 )  интеграл Лап
ласа (3.1) сходится и, следовательно, для нее существует 
изображение, хотя эта функция и не является оригиналом 
(п 3.17). Таким образом, условия а), б) и в), которым удов
летворяют оригиналы, являются достаточными, но не необхо
димыми условиями существования изображения функции.

Сформулируем еще теорему единственности оригинала: 
если F (p ) служ ит изображением двух оригиналов f , ( t )  
и f  то  эти  оригиналы совпадают друг с другом во всех 
тех  точках, в которых они непрерывны (доказательство 
этого утверждения см. ниже в п 3.19).

3.3. Примеры вычислений изображений. Дифференциро
вание и интегрирование изображений.

Найдем изображение постоянной функции / (О  = С = const 
(более точная запись этой функции f ( t )  = C l(t )\  напомним, 
что множитель 1 (t) у оригиналов мы часто будем подразу
мевать, но не писать). Используя формулы (3.3) и (3.5), сразу 
находим:

Используя формулы (1.26), (3.6), (3.5) и (3.4), получим

(3.10)

1 \  ___

Р  -f- /и>/ р '1 -f- «>’** *

Итак,

(3.11)
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= i  <*"' -  « - * > Т  < 7 ^  -  т Ы  = Т г Ь - -  

ch.,< - 4  ,e-<+ e - - ) ^ 4 - ( 74 ^ + ^ L ;. ) = 7 ri ; r .

Таким образом,
sh ш*«н- ch ш/ (3.12)

Получим важную формулу, связанную с дифференцирова
нием изображений. В предыдущем пункте мы показали, что 
изображение F (р) есть аналитическая функция комплексного 
переменного р в полуплоскости Re/?>s„, причем, как это 
видно из формулы (3.9), производная F '(p ) изображения по
лучается дифференцированием интеграла (3.1) по параметру/?. 
Но тогда (п 1.43) функция F (p )  дифференцируема в полу
плоскости Re/7> s 0 сколько угодно раз и, следовательно, все 
производные F '(p ), F " (p ) , . . .  аналитичны в области Re/?>s„. 
Эти производные получаются путем дифференцирования 
интеграла (3.1) по параметру р соответственно один, два 
и т. д. раз.

Последовательно дифференцируя (3.1), находим

F (p )  = - Jt f ( t )e - r<  dt- 

F " (P )=  lf-f(t)e-n< dt- 

F"' (t) = — ] t 3f(t)e~p ' dt
и вообще

( -  l)« /=•<«)(/) = J  tnf ( t )  e~i" dt.

Так как интеграл в правой части этого равенства есть изоб
ражение оригинала tnf ( t ), то приходим к следующему ре
зультату: если

/ (t) *~i— F(p ),
TO

t"f(t )+ - i- (- \ )*FM (p ). (3.13)
В частности, положив в этой формуле f ( t )  = 1 (t) и ис

пользуя (3.3), найдем изображение степенной функции
dn 1 я!

Точно так же в силу (1.31) находим



/ V " —Н-( -  \ у — --- —  = --- ^-п-. (3.15)dpn р — а (р — a)n+t

Приняв / (/ ) = ел/, получим в силу (3.4):

Еще одна важная формула связана с интегрированием 
>бражений. Пуст 

оригинал, положим
изображений. Пусть f  (t) F (р); предположив, что —

А -  : > ф ( р ).

Отсюда по правилу дифференцировании изображений следует, 
что — Ф' (р )—г ►/(/). Следовательно,

-  Ф' (р) = F (р).
Интегрируем последнее равенство в пределах от р до q:

Ф ( 1 ) — Ф ( ? )  =  J F ( p )  dp.
Р

Перейдя в последнем равенстве к пределу при Re^-> + ° °  
и принимая но внимание, что при этом условии Ф (^)->0 
(следствие из теоремы п 3.2), получим

00
Ф (P) = ^ F (p )  dp (3.16)

Р

Итак, интегрирование изображения F ( p )  по промежутку
\р, со) приводит к делению оригинала f ( t )  на t (при условии,

f i t )  , что -ь-у*---оригинал).

Пример I. Найти изображение оригинала /(/ ) = 4 — 5е2*.
В силу (3.10), (3.4) и свойств линейности (3.5) и (3.6), находим

4 5 8 4- РF (p ) = Р  — 2 2р — р2

Пример 2. Найти изображение оригинала /(/)=* 3/V * + 2С — 1Ч 
Применяя (3.15), (3.14), (3.10) и свойства линейности получаем

;*! . Л 2! 1 18 4 1Г[р) -  3 {р + ,)4 Ь 2 рЛ -  р -  (р f  1)4 + р  -  р .

Пример 3. Найти изображение оригинала /(/) = 2 sin 2/ 4- 3 sh 2/. 
В силу (З.М) и (3.12), находим



Пример 4. Найти изображения оригиналов * и — Так как
1 1

sin t <-4— рГ^Г\ и sh/ч—'z-jflZTY' Т0, пРиме1,яя формулу (3.16), находим
00

sin / I* dp 1C
—T~  J  р п п  = -IT - arc ,gp = arcc,g p' 

p

sh/ Г dp _  1 |n p -f 1
/ J  — 1 2 p — 1 ’ 

p
_  2p* — 4n -f- 8
Пример 5. Найти оригинал no его изображению F (p ) = j^miZ 2 )*~(p* ^~~4)
Разложив рациональную дробь F (р) на простейшие и применяя затем 

формулы (3.15) и (3.11), найдем
2/*-4р + 8 1 1

(/>-2)М*а + 4 )-  (р - 2 )*  + /й + 4 “
* 1 2  о ,  I

= 0> _2)> + —  --̂  + 4 - ^ “  + Т  sln2‘-

УП РА Ж Н Е Н И Я

1. Найти изображения следующих оригиналов:
1 1 •а) 4/3 — 2/ -f 3; б) —  /3 -f 4 cos 2/; в) - у  sin 3/ — 5;

«•) /V* + 2/<?“ * + 4 ch 2/; д) / sin о»/; е) / cos о»/; ж) cos3 о»/; з) cos 2/ • sin 3/;
e*t_ebt

*) — г— •
2. Найти оригинал по заданному его изображению:
3 — 2р2 1 4 - р  р + 2

а' р' • 6) (рз + 1)р» • в) (р — г у  г) />> — »•
5/>3 + 5р» — 11 р + 3 

л) (/> + 3)/*

$ 2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ОПЕРАЦИОННОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ. 

ИЗОБРАЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОРИГИНАЛОВ

3.4. Теорема подобия. Выясним, каким образом влияет 
на изображение Е (р ) изменение масштаба оси t, на которой 
определен оригинал / (О ?  Отвечает на этот вопрос следующая 

Теорема. Если а — положительное кисло и f(t)<-+—F (p ),



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положив af = 0, имеем в силу (3.1):
оо оо

/ (a f ) * ~ - j  f(at)e-pf dt = -i*j / ( 0) e" ^ ed0 =

0
Следовательно, у м н о ж е н и е  а р г у м е н т а  ор и г и н а ла  

на п о л о ж и т е л ь н о е  ч ис ло  « п р и в о д и т  к д е л е н и ю  
и з о б р а ж е н и я  и его  а р г у м е н т а  на это число.

3.5. Теорема запаздывания. Рассмотрим оригинал f ( t ) ,
0. Тогда функция

| 0 при t < т 
g ^  I f i t  — *) при f>x,

где t — положительное число имеет график, который полу
чается из графика f ( t )  сдвигом последнего на величину т

вдоль оси t (рис. 3.3). Таким обра
зом. если функция f ( t )  определяет 
течение во времени некоторого про
цесса, то функция g (t )  определяет 
тот же процесс, но начавшийся с опоз
данием т. С помощью единичной 
функции Хевисайда запаздывающую 
функцию g (t) можно записать так

g ( t )  =  \ ( t - x )  - f ( t - x ) ,

ибо 1 (t — t) = 0 npn£< t (в этом 
случае аргумент отрицателен) и 1 
при t^- т.

Спрашивается, как, зная изображение некоторого ориги
нала, найти изображение этого оригинала в случае, когда 
его аргумент запаздывает на т? Для ответа рассмотрим тео
рему.

Теорема. Если т — положительное кисло и f (t )< ~ —F (p ),
то

1 ( t- T ) . f ( t- x )+ - ± - e  ^ F (p ).  (3.17)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положив f — t = 0, находим

\ ■ f ( t - x ) ^ ~ - J f ( t - x ) e ~ P ^  d t  =  ] f  (0)г-*<*+*> dB =

= e-f"Tf ( t )  e~p‘ dt = e~P' F (p ).
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т  -

Таким образом, з а п а з д ы в а н и е  а р г у м е н т а  оригнна- 
л на п о л о ж и т е л ь н у ю  в е л и ч и н у  т при в о ди т  
к у м н о ж е н и ю  и з о б р а ж е н и я  о риг ина ла  без  за 
п а з д ы в а н и я  на е~Р\

Пример I. Найти изображение оригинала /(/) = (/ — I )3 • 1 (/ — 1). 
Здесь /(/) есть функция /3, но «включаемая» с запаздыванием т = 1.

2
Так как/3*--i— (формула (3.14), то по теореме запаздывания (3.17) 
имеем

(/ _  1)* . е-Р.

Если бы мы в записи функции /(/) опустили множитель I (/ — 1). то по
лучили бы функцию (/ — I)3; но, как мы условились в п° 3.1, такая функция 
означает оригинал (/ — I )3 • 1 (/) без запаздывания. Изображение этого 
оригинала будет

( / - 1* .  | (* )- ( | » _ 2Г + 1) ’ !(*)<-*- рГ-^ЗГ+Т--

Таким образом, недопустимо опускать множители вида l ( f  — т) в записи 
функций, ибо это может привести к недоразумениям.

Пример 2. Найти изображения функций f x (/) и /2 (/), представленных 
соответственно на рис. 3. 4, а и б.

Первая функция есть импульс ве
личины 3, «включаемый* в момент /=О 
и «погашаемый» в момент т = 2; сле
довательно,

/,(/) = 3 - 3  1 (/ — 2).
Точно так же /3 it) = 2 «4- 2 • 1 (/ — 1) —
— 3 • 1 (/ — 2) — 1 • 1 (/ — 3). Применяя 
формулы (3.10) и (3.17), находим

3 3 2 „

Fx(P) = - J ~ ~ P e

„  v 2 2 
FA P )=  y  + Y

-  —  -  —

-Р_,

-Яр

Пример 3. Найти изображение пе
риодического с периодом Т прямоугольного импульса /(/) величины А 
и продолжительности т (рис. 3.5).

Поступая как в предыдущем примере, найдем

/(/)=, А - А  - 1 (/— т) + А - 1 ( / - 7 )  — А • ! ( / — 7’- т )  +

4- А • 1 (/ — 2Г) — Л • l ( f  — 2 T - z )  + . . .
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Свойство линейности изображений (пЛ 3.1) мы ввели для конечного числа 
слагаемых. Полагая, чю это свойство верно и для случая бесконечно

большого числа слагаемых, найдем

\ 'п>

'П +

4- —  е~Р2Г - —  р~Р <2Г+ т» 4- Р Р
Г  Т T+t 2 Т ZT+tЗ Т ЗТ+ tЬ Т  *.

Рис. 3.5

-2Рт_

е sT < 1, то, суммируя прогрессию, находящуюся в фигурной скобке,
Так как \е-рТ\ = \е-  (# + !•) г | ;

окончательно получим

правда, в силу сделанного выше замечания этот результат, вообще говоря, 
требует дополнительной проверки, что мы и сможем сделать ниже (п° 3.8).

Пример 4. Построить график функции /(/) = (/а— 61 + И ) * 1 (1 — 2) 
и найти ее изображение.

Функция / (О описывает некоторый процесс, «включаемый» с запазды
ванием х = 2; для того чтобы решить, какой это процесс, нужно заданную 
функцию представить в форме /(/) = <р (/ — 2) - 1 (/ — 2). Сделаем это:

/ (/ ) = (/ * _  6/+ 11) • 1 (/ — 2) =*[(/ — 2)*+ 4/ — 4 — 6/+  111 • 1 ( / - 2 )  = 
=  1(/ — 2)3 — 2/4-71 • 1 (/ — 2 ) = |(/ — 2 )2 — 2  (/ — 2 ) -f 3] • 1 (/ — 2 ).

Отсюда следует, что /(/) есть процесс <р (/)■» О — 2/ -f- 3, «включаемый» 
с запаздыванием т = 2. На рис. 3.6 представлены графики функций <?(/) 
и /(/). Так как

fft)

К
Рис. 3.7

то, применяя теорему (3.17), находим

/(О “  Т (* — 2) • 1 (< — 2) «—г— ( J r - J r  + y )
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Пример 5. На рис. 3.7 представлен график функции
О при / < О,
3 при О < / < 4,

/<*>■ 9 — “гу  t при 4 < t < 6,

О при / > 6.

С помощью единичной функции Хевисайда записать /(/ ) одним аналити
ческим выражением и найти изображение этой функции.

/(/) = 0 при / < 0; в момент / = О «включается* функция, равная 3; в мо-
3меНт т = 4 она «гасится» и «включается* функция 9 — -g- t\ в момент т = 6

«гасится» и эта функция. Всю эту последовательность действий можно 
записать так:

/(0  = 3. 1(0-3- 1 (/ — 4) 4- (э — • »<*-4>- 

“ (9 - Т  ') ’ *(/—6) = 3 - 1 (/)-+- (б — / )• !(/ - 4 ) -  

- ( 9 — Т  < ) 'Н / - 6).
Для того чтобы найти изображение этой функции, нужно, рассуждая как 
и в предыдущем примере, представить ее в форме

/(/) = 3- 1(0 + * i ( ' - 4 ) .  1 ( /-4 )  + *а( / - 6 ) .  1 (/ — 6).
Имеем

/ (0  = 3- 1 ( 0 +  [б — -|- (/ — 4) — б] - 1 (Г — 4) —

- [ ® - Т  (/ — 6) — 9 ] - I (/ — 6) = 3 - 1 (/) — -̂ * (t—4) • 1 (/ — 4) +

+ (t -  6) • i (t -  6).

Так как

?i (О = — - j -1 «-г- 2р2'
з з

Та (О = 2pi *

то, применяя теорему (3.17), находим
3 3 4п 3

1 J-  рПример 6. Найти оригинал по его изображению F(p ) = -^  — "р* е 
Применив формулы (3.14) и (3.17), находим

75-~ 3 77 е~2р —г-> / — 3 (/ — 2) • 1 (/ — 2).
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3.6. Теорема смещения. На практике часто приходится 
иметь дело с затухающими функциями, затухание которых 
происходит по экспоненте (показательному закону). Спраши
вается, можно ли найти изображение функции с таким зату
ханием, если известно изображение функции без затухания? 
Ответ на этот и некоторые другие вопросы дает

Теэрема. Если р0 — любое комплексное кисло и /  
< ~ Е [ р ) у то

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (3.1) имеем

epJ f  (t) «~г-J  e * f ( t )  e~P‘ dt = ?  f(t)e-<p-p°'‘ dt = F ( p ~ p 0).f) 0
При этом, если изображение F (p )  определено в полупло

скости Re/?>s0, то изображение F (p  — /?„) определено при 
Re ( — />,.) > sn. т. е. в полуплоскости Re р > s0 + Re р0. 

Пример 1. Найти изображения затухающих колебаний

Используя формулы (3.11) и теорему (3.18), нахолим (положив рп =  — а)

Теорема (3.18) может рассматриваться и как одна из об
р а т н ы х  теорем,  позволяющих находить оригиналы поза- 
данным их изображениям. А именно, если известен оригинал/(£)

(3.18)

е sin Mt и е а/ cos mi (а > 0).

е ai sin ш/

Пример 2. Найти изображение оригинала ch / • sin t. 
Применяя теорему (3.18), находим

ch t • sin t = —  (e* -j- e *) sin /= —  et sin t 4-
I  _  44- ~2“ e sin /<—r J________1 J ________ 1 p* 4-2

2 { p — l )3 4-1 + 2 vp 4- l )2 т  1 P k 4-4-

Пример 3. Найти оригинал no его изображению

На основании (3.19) получаем

V -  1 31
>  -  Ар 4- 7 “  (Р -  2)> 4- 3

+ 5. Зе* cos (t У  3) 4- — e2t sin (/ | 3).
V  3
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д л я  изображения F (p ), то формула (3.18) позволяет сразу же 
найти  оригинал для изображения F (p  — p0), «смещенного* 
на Ра-

Пример 4. Найти оригинал по его изображению F (p ) = ^  i f -  Вси- 
л у  первой формулы (3.12) и теоремы (3.18), находим

1 1 - I .
р* + '2р ~  (р  + I ) ’ -  1 ~ ^  е sh/-

3.7. Теорема умножения. Формулируемую ниже теорему 
тоже можно отнести к числу обратных теорем. Она позво
ляет находить оригинал, соответствующий произведению двух 
изображений F t \р) и F 3(p), если известны оригиналы f t (t) 
и /■> (t) сомножителей.

Теорема. Если F t (р) —~ * f x (t) и F 2 (р )—±-+f > (t), то

Ft (Р ) F 2 (р) - + - ]/ , (0) • /* (*-  0) db. (3.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим

/ (0  = J/i (0) ' f t  (t — 0) dB. (3.21)

Можно показать, что функция f ( t )  является оригиналом 
и пусть / (t)-*-?— F (/>); для доказательства (3.20) нужно пока
зать, что F (p )  = F x (р) ■ F 2(p). В силу (3.1) имеем

/4 /»)“ [ {/ / ,(• ) •/* (*-• ) ^0) e-p‘dt =

= f  I f\ (0) h ^  — B)db\ dt.0 0
Воспользуемся теперь следующей формулой перемены по
рядка интегрирования в двойном интеграле

dy\dx =

= Л  I  ? (* .У )  dx\О у

имеющей место в случае, когда 
область интегрирования есть 
изображенный на рис. 3.8 тре
угольник. В нашем случае x = t,
У = ?  (*»У) = е~р‘Л  ( е)/а(<—в). Рис. 3.8
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Приняв а =  + ооэ законность чего можно доказать для на
шего случая, будем в силу последней формулы иметь

F (P )  = J |  J (в )Л  (t ~  0) dt\dB =

= ffA*)\fe-'> ‘f , ( t - B )d t }  dB.

Совершив во внутреннем интеграле замену переменной по 
формуле t — 0 = т, получим

F  (Р ) = |  /, (в) 11 е~> <•+'>/» (т) d~.) dB =

= J  /, (в) в-* 1 [ Л (*) Г** Л  | </0 = /=•, (/>) J/, (9) в-Р* </0 -
= F A P )F X(P), 

что и требовалось доказать.
Функция f ( t ) ,  определяемая формулой (3.21), называется 

с в е р т к о й  двух функций /, (t) и /> (t). Операция получе
ния свертки двух функций называется с в е р т ы в а н и е м  
этих функций. Введя в интеграле (3.21) новую переменную 
по формуле t — В = т, получим

/ ( О  =  -  j  / .  (t -  * ) f ,  <*) d-. =  j / ,  ( *  -  0)/ 2 (0) dB;

это значит, что свертывание обладает с в о й с т в о м  пе ре 
м е с т и т е л ь н о с т и .

Итак, оригинал ,  с о о т в е т с т в у ю щ и й  п р о и з в е д е 
нию дв у х  и з о б р а ж е н и й ,  равен с в е р т к е  о р и г и 
налов  с о м н о ж и т е л е й .

Пример I. Найти оригинал по его изображению ^
Имеем

— !— — = --- !---  •--- !--- , причем----!--- —г—*—  sin <*>/.(pi -f- о>3)3 р* -j- pа -j- ш рл 4" ш
следовательно, по теореме умножения (3.20):



рПример 2. Найти оригинал по его изображению ^   ̂ ■. 
1 Р

p ’j  -f- о»а р ’1 ш* *
Так как

1 1
—  s»n * '. * cos u>/t+ ш 31,1 *’ pS-f-wS

то по теореме умножения
ao

— P---- H__*  J* —  Sin U»0 . COS to (/ —  6) r/0 =  _L  t Sin u>/.(p2 “I” U>2)2 ‘ J  U) 2 toи
Итак, мы получили две важные формулы:

найдем

1
(/>2 +  «,2)1 ^

1
.^ 3  (Sin to/ —  a»/ COS 10/); (3.22)

p 1
■+- -*■ “2̂  f sin U>/. (3.23)(/?2 4. u>2)3

помощью этих формул, применяя теорему умножения еще раз,

1
-  1 [ Г 3

u»3/3 \ 1 3 , 1 о н а  / /*/\С t Ф 1j. (3.24)(/>2+ u>2 )3 4to« l\ 2 2 / ю " 2  * cos юг 1

я  1 ( —  / Sin O)/ —  /3 COS\ u> to/j. (3.25)[p 3 (0 )̂3 * 8to2

Продолжая этот процесс, можем найти оригиналы, соответствующие изоб
ражениям 1/(/>2 + и>2)* и рКр- + <о2)Л (£ = 4 Д ...), правда, получающиеся 
при этом формулы весьма громоздки.

Пример 3. Найти оригинал по его изображению ^  1)10(/>_2) ’
Так как

1 1 „ 1
(р + l)|u 9! ' Р —2 

то по теореме умножения

_____!______L 0»е_в </0 = -L *2' Г0V 31
(/> + l ) lu( p -  2) ' J  9! 9! Jи о

- 1 ( ** *  t 1 \ 1 2/ .
* l9 !3+ 8I3* + ••• + 113» + 3«V 4 3“»* '

*) Интеграл сразу же вычисляется, если применить обобщенную фор
мулу интегрирования по частям:

J  uv{n) dx = — u’v̂ n~2) + и”v{n~3) — ...  +
-f ( — 1)л 1 u{n~l) v + ( — l)rtJ  u{n) vdx.
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Пример 4. Найти оригинал по его изображению " 2р 10)Д
Применяя формулы (3.23) и (3.22) и теорему смещения (3.18) при 

р0 =з — 1, находим

4/> — 3 4(/>+1)-7
(А- Т 2р + W  “  [(/> + I)3 + 9|* “

__ 4 Р 1 7 ______1_______
“  [(р + I )3 -h 9)3 Kp-f tp + 9|* • “ *

4e~l -£- /sln3/ — трр £_/ (sin 3t — 3/ cos 3/) =

- • “ * { ( “ Г * — 5 т ) 8,п3/ +  T ?  /cos3/J.

3.8. Изображения периодических оригиналов. Пусть 
/ (О  — периодический оригинал с периодом Т, т. e . f ( t +  '/') = 
= f ( t )  для всех t > 0.

Теорема. Изображение периодического с периодом Т ори
гинала f ( t ) определяется формулой.

F (P )  = ^ ^ T ,  (3.26)

где
т

V (p ) = J 7 ( 0 * - "  dt. (3.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разбив промежуток интегрирования 
[0,+  о о )  на два промежутка |0, Т\ и |7\ +  оо) и положив во 
втором из следующих ниже интегралов f = 8+7\ получаем

т
F (P) = l /(*)*-" dt = j  fW e-^d t + ̂ fW e-*  dt =

= 'V ( P ) + j f ( Q +  7')<?-/’<,+r>rfO = »F(A>) +

+ e-PT ? f(*)e~i*de = V(p) i-e-pT F(p), 

откуда и получаем (3.26).
Пример I. Опять рассмотрим периодическую функцию /(/), представ

ленную на рис. 3.5 (п° 3.5, пример 3). Для этой функции по формуле (3.27) 
находим

Г х

V (р) = J  /(/) e~pt d t=- f  Ae~pi dt — A .  ( I  — е~рх),
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так что формула (3.26) даег для изображения /(/):
A I- * - * "

7= *'
Мы снова пришли к ранее уже полученному результату 

Пример 2. Найти изображение 
периодического оригинала / (/ )=
=г 4̂ | sin о>/ | (выпрямленная сину
соида, рис. 3.9).

Функция /(О  имеет период Т =
= — ; по формуле (3.27), дважды
интегрируя по частям,находим

т
v  (р) =  j  f ( ty ~ pt dt =

к/m

= А e~pt sin uit dt i
0

Рис. 3.9

Формула (3.26) дает тогда для искомого изображения

F (P )
Аш 1 -f е Ам piz

_р̂ _ ~ pa-f u>2 cth ~2ш>3-fu>2
1 - г

(см. формулы (1.31).
Функция Чг (/?), определяемая формулой (3.27), является 

изображением оригинала
f / (О  при 0 < f< 7 \
| 0 при f > Г.

Можно доказать и обратную теорему: оригинал f ( t ) .  изоб
ражение которого имеет вид (3.26), является периодической, 
функцией периода Т. получающейся при периодическом 
продолжении функции 4» (t) с интервала |0, Т\ на всю поло
жительную часть оси t.

Пример 3. Найти оригинал по заданному его изображению

(Т__ JL\  
pi* \ 2 ' р + р- )

F (P ) =
'' л р1 ■

1—в~рт
Так как заданное изображение имеет вид (3.26), где

I I Т 1 1 \ - Ц
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то искомый оригинал /(/) есть периодическая функция периода Т. Имеем

v w - T T - f - f  +

/. при О < / < -S-

О при t > —
ИО

На рис. 3.10 представлены графики функции <}>(/) на интервале |0, Т\ и ис
комого оригинала /(О» получающегося при периодическом продолжении

функции 6 (О с интервала [О, Т\
\f(t) 

v ( t )
на всю положительную часть 
оси t.

•) Л А 

РИС. 3.10

0 при / < 1,
1 при 1 < / < 2,

• 2 при 2 < / < 3,
О при 3 < / < 4, б) /(/)
2 при 4 < / < 5,
О при / > 5;

2/ при 0 < t < 1, 
-2/ при 1 < / < 2, 
О при / > 2;

г) ЛО =

УПРАЖНЕНИИ

1. Построить график функ
ции /(/); с помощью единич
ной функции Хевисайда запи
сать ее одним аналитическим 
выражением и найти ее изоб
ражение:

t при 0 < t < 1, 
1 при 1 < / < 3, 
О при t > 3;

/ при 0 < / < 1, 
1 при 1 < / < 2,

2 — J  при 2 < t < 4,
О при t > 4;

Д) /40

/3 при 0 < / < 1,
1 при 1 < / < 2,

4 - t при 2 < t < 4,
О при / > 4.

2. Построить график функции /(/) и найти ее изображение:
а) / (О  — * — (/ — 3 ). I (/ - 1 );  б) / (0  = 5 - 2 /  • 1( / - 2)+  I (/ - 3);
в) /(#)— ! + « - ' .  ! (/  — 1); г) / (/ )-  sin / . { ! ( / -  2r.)— l ( / - 3r.)j; 
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( - 4 ) 1 sin 21C/;

с) f it )  -  1 -  * -  ('* -  5/ + 4) • 1 (/— !) + (f* -  3/) • 1 (/ - 3).
3. Найти изображения оригиналов: а) /<?-в/ sin и»/; б) te~at cos ш/ (вос

пользоваться формулами (3.19) и (3.13)).
4. Найти изображение периодического оригинала /(/), являющегося 

периодическим продолжением функции f(/) с интервала |0, Т\ на всю 
положительную ось /; начертить график f  (/):

a) i  (/)

в Ж О

г )1<(/)

А при 0 < / < -j-
 ̂ ; 6 )f(/ ) = _ -Lrj ПрИ о < t < Т\

— А при —  < t<  Т

2 А Т
- j * при 0 < / < -j-

( t Т *
1 — — j при “2- < / < 7*.

2ic/ л Т
A sin — ^—  при 0 < / < —

ТО при —  < / < Г.

а)

г)

ж)

5. Найти оригинал по заданному его изображению:
I _  р  4- 3 3 р 4 — 12р:< 4- 16ра 6/? - f 8

р* — 2р + Ь ' 
3^4-2

б) р* 4- 6р 4- 11* в) рь _  4̂ 4 _|> 5̂ 3

Д) - у  (2 -  Эе-" + е) +
1

(р*-4р + бр
Р3 . 2 — рТ — {2 + рТ) е~рТ

(I -е-рТ)Рз

(Р + 3)*

(Р3 + О” з)

$ .1. ДИ ФФЕРЕНЦИРО ВАНИЕ II ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
ОРИГИНАЛОВ. ПРИЛОЖ ЕНИЕ К ИНТЕГРИРОВАНИЮ  
ЛИ Н ЕЙ Н Ы Х Д И ФФЕРЕН Ц И АЛЬН Ы Х УРАВНЕНИИ 

с постои иным и коэффициентами
3.9. Дифференцирование оригиналов. Задача нахождения 

изображения производной оригинала по изображению этого 
оригинала решается на основании теоремы:

Теорема. Если f ( t )  +~-^-F(p) и f ’ (t) является оригина
лом. то

Г  (О *~т-рЕ(р) —/(0). (3.28)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (3.1) и интегрируя по частям, 
находим

/' (0  ] / '  (О e~pl dt = <г " / (О  J  +

+ p l f ( t ) e r #  dt = p F (p ) —/(0),

так как в полуплоскости Re/?>sn
| е~р1 / (О  |<  '-►О при <-> + оо.

В частном случае, когда / (0 )= 0 , формула (3.28) дает

Г  (t) *— P F  (р). (3.29)
Таким образом, если н а ч а л ь н о е  з н а ч е н и е  о р и г и 
нала / ( f )  равно  нулю,  то д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  
ор и г и н а ла  п р и в о д и т  к у м н о ж е н и ю  его и з о б р а 
ж е н и я  на р.

Применив формулу (3.28) ко второй производной / " (0 . 
получим
/" (О +~*-р \pF(p) —/(0 )) —/ ' (0) = p*F(/>) -  р/(0) - / '  (0). 

Точно так же

f " ( t )  р \p-F(р) — p f  (0) - / ' ( 0)) - / " ( 0) -
-  p3F  (р) -  ? f  (0 ) -  p f  (0 ) -  f "  (0 ).

Применив формулу (3.28) я — 1 раз, получим общую формулу

/(") (t) 4--ь- pnF (р) — рл- ./ (0) — рп~1 f  (0) -
— . . .  —/ ‘--*>(0). (3.30)

В п° 3.2 мы установили, что изображение всякого ориги
нала стремится к нулю при р -*■ оо (так, что Re/>-»-+ оо). 
Следовательно, если f in)(t) является оригиналом, то в силу 
последней формулы будем иметь

/<«-» (0) = lim {pnF (p ) — p"~l f (0 )  — . . .  — (0))

и, в частности, при п = 1 будет
/(0) = lim pF(p ).

Р ~ *т

Пользуясь этим предельным соотношением, можно найти 
начальное значение оригинала f ( t )  по его изображению t\p )9 
не вычисляя самого оригинала.
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р
Пример F  (р) = ^  + j . Тогда

/(0) = lim/?/=• (/>) = lim /  г  = 1.
Р~* во Р~* т  "

Заданная функция является изображением оригинала /(/) =cos Л откуда вч- 
дим, что действительно / (0)=  1.

3.10. Интегрирование оригиналов. Изображение интеграла 
находится на основании теоремы:

Теорема. Если f(t)+--*- F (p ), то  
t

j  f ( t ) d t * - + ^ L .  (3.31)
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко убедиться, что функция
I

является оригиналом. Пусть <р (О Ф (р).О
Так как <р (0) = 0, то по формуле (3.29)

? ' (0  = / (0  -•—»- /»Ф (/>) = F(P)>
откуда и получаем I

Ф (р) = Ш . + +  9 (t) = f f ( t ) d t .
О

Формулы (3.28) и (3.31), определяющие изображения про
изводной и интеграла, играют важнейшую роль в операцион
ном исчислении. Из них следует, что действиям анализа — 
дифференцированию и интегрированию оригиналов соответст
вуют алгебраические действия соответственно умножения 
и деления изображений на р. Величину р можно, таким об
разом, рассматривать как оператор дифференцирования, а ве
личину —  как оператор интегрирования по интервалу [0, f|.

3.11. Интегрирование обыкновенных линейных диффе
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами.
Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение

л<"> (0  + (t) + . . .  + а„-, x'(t) + апх (,t) = f ( t ) ,  (3.32)
где ak — действительные числа. Будем предполагать, что 
искомая функция x (t )4 все ее рассматриваемые производные, 
а также функция f ( t )  являются оригиналами. Требуется 
найти решение дифференциального уравнения (3.32), удов
летворяющее начальным условиям:

х (0) = jt0, xf (0) = ....... (0) = хр-'к (з.зз)
где jc0, x ’ot. . . ,  х[л  ̂— заданные числа.



Пусть х (t) * - ~ Х (р )  и f ( t )  *- i- F (p ) (в дальнейшем будем 
употреблять более короткую запись X  и F). В силу формулы 
(3.30) и условий (3.33) будем иметь

•*'(*) *--•- р Х - х й\
x "(t)«- i-p 2X  - р х 0- х '0;

д-(п-и рп-\ х  — рп~3х0 — . . .  — дс|,"-г>;
л(я,(0  *-—рпХ  — рп~х х0 — . . .  — xj,"-*».

Пользуясь свойством линейности изображений, перейдем 
в уравнении (3.32) к изображениям

рп X  -  рпи 'х0 -  .. .  -  х*,"-'» + а, (/>"-' X  -  рп̂ х0 — ... —
— + . . .  + а„-, (рХ  -  jс0) + а „ Х  = F.

Полученное уравнение будем называть у р а в н е н и е м  
в и з о б р а ж е н и я х ,  соответствующим уравнению (3.32). 
Перепишем последнее уравнение так

Qn [р) Х  =  /•'+/?„_! (уз),
где Qn(p) и /?„_1 (р) — алгебраические многочлены от р соот
ветственно степеней п и « — 1, причем

Qn (Р) = Рп + aiP"-' + ... + а„-1 р + ап.
Из последнего уравнения находим

F (p ) + R „- i (p )
Х (р ) = ---- q a F)---- • (334)

Мы получили так называемое о п е р а т о р н о е  решен ие  
дифференциального уравнения (3.32). Оригинал x (t )% для ко
торого функция (3.34) является изображением, и будет 
искомым решением уравнения (3.32), удовлетворяющим усло
вием (3.33).

Пример 1. Найти решение уравнения хт (/) -f 4х' (t) = 1, удовлетво
ряющее условиям х (0) = дг'(О) = хп (0) = 0.

Переходим к уравнению в изображениях

р»Х (р) + 4 \рХ(р) = — ,
от куда

Л ^  Р (Р3 1 4р) р- (р- + 4) 
1 1 1 1  t 1

-  — У  -  Т  • WT* Т  -  X  sln 2/
(применены формулы (3.14) и (3.11)).'Итак, искомое решение

дг (/) = - {- - -g- sin 2/.
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Пример 2. Найти решение уравнения дг*(/) — 4л;' (/) 4- 5х (/) яг 0, удо
влетворяющее условиям дг(0) = 0, х ' (0) =  1.

Уравнение в изображениях:

р*Х(р) -  1 -  4рХ(р) 4- ЬХ(р) = 0.
откуда

X (Р)*= + s = ( Г = Ж Г Г s,n'•

Искомое решение лг(/) = *2/ sin/.

Преимущество операционного метода интегрирования ли
нейных дифференциальных уравнений перед классическими 
методами состоит в том, что мы сразу получаем решение 
ди ффе ре н циал ьного у ра вне н и я, у до вл етво ря юш ее зада и н ы м 
начальным условиям, минуя получение общего интеграла этого 
уравнения. Если же требуется найти общий интеграл диффе
ренциального уравнения, то и эго можно сделать операцион
ным методом.

Пример 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения

х" (О 4- 2х' (0 4- Ю х (0  ** 2 <?“ ' cos 3/.

Для получения общего интеграла уравнения возьмем произвольные 
начальные условия

х (0) = с,, дг' (0) = са; 
тогда уравнение в изображениях будет

X  (р) -  С\Р - с г + 2р Х  (р) — 2с, + 10 X  {р) = 2

откуда

Р 4-1 , 1  ̂ Р  4-1
*<Р) =  1)3 +  9 +  (С| +  с>) (р  . г  1)5 +  9 + 2 |(р +  I )3 + 9 ]’

схе~* cos 3/ 4- ”5“ to 4- с2) е~* sin 3/ 4- 2e~f -g- t sin 31

к последней дроби применена формула (3.23) и теорема смещения (3.18)). 
Итак, искомое решение

х (/) = e~‘l  с{ cos 3/ 4- (* 4- £3) sin 3/ J,

где с, = С\ 4- с j — новая произвольная постоянная.
Пример 4. Найти решение дифференциального уравнения х” (/) 4- Здг'(/)= 

= 4 • 1 (/) — (t 4- 2) • 1 (/ — 3), удовлетворяющее условиям х (0) = х ' (0) — 0. 
Уравнение в изображениях:

р*Х(р) + зр*</’)= 4 - - ( т г  + 4-) •-*.
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4 5 1
* (Р )=  Р- (Р + 3) р*(р + 3) е~яр~  р>(р + 3) * • 

Так как
1 1 1 1 1 1 1  / 1 1

р»(р +1) = 3 ^  ~  9 ■ р + 9 '/> + 3 3 ~  9 + 9 *
I 1 1 1 1 1 1 1  1

Р3(Р + 3 )~  3 ' р З ~  9 ' рз + 27 ’ р ~  27 ' /> + 3

откуда

з/

< з / 1 1
6 -  9 + 27 “  27

-з/

Т О

4- »-4+4 '-”- 5 ( ^ - т + т  «-"'-"I
X  10  -  3> -  | + ,-»■»-»} . 1 0 - 3 )

и окончательно
..v 4 4 4 //з 5 59 14 ,

J t (0 -  з t — 9 + 9 е { 6 9 * ~  27 + 27 е

Правая часть рассмотренного в последнем примере диф
ференциального уравнения является разрывной функцией, ко
торую в классическом анализе обычно записывают с помощью 
нескольких различных аналитических выражений. Преимуще
ство операционного метода решения таких уравнений по срав
нению с методами классического анализа очевидно.

3.12. Интегрирование систем линейных уравнений. Метод 
интегрирования систем линейных дифференциальных уравне
ний по существу не отличается от метода интегрирования 
одного уравнения. Перейдем сразу к примеру.

Пример. Решить систему дифференциальных уравнений 
х' — ах — = fk?*'; | 
у’ + $х - ау = О, >

при начальных условиях jr(0) = 0, у (0)=  1.
Переход к уравнениям в изображениях дает

PX— X - 9 Y -  
p Y + W - *Y =  1,

где X  = X  (р) : дг (/), У = Y (р) у (/). Применяя обычные методы 
решения систем алгебраических линейных уравнений, получаем отсюда

у  _  ^  и _  (р -  -  V
л ~  ( р - а ) \ + р  ■ г ~  ( р  — в ) |(р  — «>* 4- •
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*</>> = \р -%  + р “ 5-* * W  = s,n W

К О »  «  --р (Р*у.а1 »  -  7 = 7 -+-* У w  =  * *  c o s  ? '  -

3.13. Интеграл Дюамеля. Пусть F (p ) -t- -+f(t) и Ф (р) -*--*■
По теореме умножения (3.20) имеем тогда

F  (Р )  • Ф (Р )  |  /  (8) 9 (* -  в) <*е. (3-35)

откуда, применяя формулу (3.29), получим
t

р F (р) Ф (/>) 4 --* f / (в ) * «  -  в) d9 (3.36)
о

(правая часть (3.35), являюшаяся функцией от t% равна 0 
при t = 0). Дли интеграла в правой части (3.36) t является 
параметром, причем от эгого параметра зависит как подын
тегральная функция, так и верхний предел интегрирования. 
Применив известное из курса анализа правило дифференци
рования определенного интеграла по параметру 

Hi) ь

g (М) d* = g ( b , t )  • ^  - g (a . t )  ■ -J + ,f g ' & t )  dt,
a(/) a

представим формулу (3.36) в виде

pF  (р) Ф (р) Ч —  / (0  ? (0) + f / (6) <р' (t -  6) db. (3.37)
0

Правую часть этой формулы называют ин т е г р а л о м  
Д ю а м е л я .  В силу равноправности функций f ( t )  и у (t) 
последнюю формулу можно еще переписать так

p f  (р) ф (Р)^ - * ч  (t) f (  о; + j> (Ь) / ' (t -  е; do. (з.зв)
о

Интеграл Дюамеля может быть использован при интегри
ровании дифференциальных уравнений. Пусть требуется найти 
решение линейного дифференциального уравнения с постоян
ными коэффициентами

л<"> + а.лг»"-» -+ ... + an- ix ' + anx = f ( t ) ,  (3.39)
удовлетворяющее нулевым начальным условиям

х (0) = х' (0) = ... = Jt<*-1>(0) = 0.

Переходя от изображений к оригиналам, получаем искомые решения:



Наряду с этим будем рассматривать уравнение с той же ле
вой частью и с правой частью, равной 1:

г<*> + + ... + а„- ,г ' + a„z = 1, (3.40)
и будем искать его решение, тоже удовлетворяющее нуле
вым начальным условиям г (0) = г ' ( 0)=  . . .  = г(п~1> (0) = 0 

Уравнения (3.39) и (3.40) в изображениях соответственно 
будут

рпХ  + а 1рп~' Х  + ... + а„-\рХ + апХ  = F (p );

P^Z 4- a,pn~lZ  4- ... 4- a„-t pZ + a„Z  =y-,
откуда находим операторные решения упомянутых уравне
ний

т а г -
где Q„(p) = {Г  4* а\Р"~х 4- ... +а„- Из двух последних соотно
шений находим

X (p )  = p F (p )Z {p ),
и, применив формулу (3.37) или (3.38), получаем искомое 
решение дифференциального уравнения (3.39) в форме

pF(p )Z (p ) = Х(р)-+-+ x (t )  =

= j /  (в) г' (t -  б) dB ш г (0 /(0) 4-} г (в)/' (t -  6) dB. (3.41)

Таким образом, с помощью интеграла Дюамеля мы всегда 
можем получить в виде квадратуры решение x (t)  дифферен
циального уравнения (3.39), удовлетворяющее нулевым на
чальным условиям, если известно решение z (t)  уравнения 
(3.40) с той же левой частью и с правой частью, равной 1, 
также удовлетворяющее нулевым начальным условиям.

Пример. Найти решение дифференциального уравнения х” + х 5/3 
при начальных условиях jc(u) = х ' (0) = 0.

Сначала найдем решение уравнения г" 4- г = 1, удовлетворяюшее ус
ловиям г(0) = г' (0) = 0. Уравнение в изображениях р7 Z  Z  =  — , откуда

Р
1 1 Р

Z ( p )  ~ р (р * ^  \ )  ~  р  - р Г + т -

следовательно, г(/) = 1— cos/. Для отыскания решения заданного уравне
ния применим первую формулу (3.41). В нашем случае г ' (/) = sin/, /(/) = 
= 5/3, так что

t
х (/) = J  5 sin (/ — 0) </0 = 5(/3 — 2 + 2 cos /).

о
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Последний пример носит иллюстративный характер и не 
раскрывает преимуществ, возникающих при применении ин
теграла Дюамеля. Особенно выгодно применять интеграл Дюа- 
меля для интегрирования нескольких линейных дифферен
циальных уравнений с одинаковыми левыми и различными 
правыми частями. В этом случае интеграл Дюамеля значи
тельно сокращает объем вычислительной работы.

УПРАЖ НЕНИЯ
1. Решить дифференциальные уравнения при указанных начальных ус

ловиях:
а) Xя -f 4дг = cos 3/, х (0) = дг'(0) = 2;
б) X я -  2ах' 4- («3 4- №)* = 0; аг(0) = 0, лг'(О) = 1;
в) хт + х' = <*'; х (0) = х ' (0) = х” (0) = 0;
г) *<*> 4- хт = cos /; х (0) = jr' (0) = х” (0) = 0, *"(0 ) = 2;
д) 4хт — 8х* — х' — Зх = — 8е'; д(0) = дг'(0) = дг"(0) = 1;
е) х«) 4- 4х = /з; х (0) = х (0) = х" (0) = хт (0) = 0;
ж) дг(5) 4- 2хт 4- х' = 2t 4- cos t\ х (0) = х (0) = хя (0) - дг̂ (0) = дг«) (0) = 0;
з) хя -  2х’ 4- 2х = 1 4- 1 (/ -  1), х (0) = х' (0) = 0;
и) хя 4- <»*х = а{ 1(0 -  1(/ - т)). *(0) « х'(0) = 0.
2. Решить системы дифференциальных уравнений:

а) х' 4- у = 0, у ' -  2х -  2у = 0; х (0) = у (0) = 1;
б) х' 4- 2х 4- 2у = \0е*‘, у' -  2х 4- у = 7**#; х (0) = 1, у (0) = 3;
в) 2х9 4- у ' — Зл: = 0, х* + у ’ — 2у — е*\ дг(0) = — 1. х’ (0) = 1, у (0) = 0;
г) х' = у — г, у ' = х 4- у, *' = х + в\ jc (0) = 1, у (0) = 2, г(0 ) = 3.

3. Применив интеграл Дюамеля, решить дифференциальные уравнения
а) хя 4- х' = /; х (0) = х' (0) = 0;
б) дГ 4- х 9 = х (0) = х ' (0) = хя (0) = 0.

4. ТЕОРЕМ Ы РАЗЛОЖЕНИЯ
3.14. Первая теорема разложения. В настоящем параграфе 

мы рассмотрим некоторые теоремы, относящиеся к обратной 
задаче — отысканию оригинала по заданному его изображе
нию. Эти теоремы называют обычно т ео ремами  р а з л о 
жения .  Рассмотрим первую из них.

Теорема. Если функция И(р) аналитична в бесконечно 
удаленной точке р^<х>, т . е. разложение этой функции 
в ряд Лорана в окрестности этой точки имеет вид

F(P) = f  + F  + $  + ••■ = <3-42>Я-0 Р
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(п° /.53). mo F (p ) является изображением оригинала f ( t ). 
определяемого степенным рядом

f i t )  = Со + т г t + t2 + ... = 2  л tn- (3-43>
Я—О

Таким образом, если в окрестности точки р =  оо изобра
жение разложено в ряд (3.42), то оригинал получается путем 
почленного перехода в этом ряду к оригиналам с помощью 
формулы (3.14).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ряд (3.42) сходится в окрестности
точки р =  оо, т. е. при (/?> О — некоторое число),
или при |-̂ -| < R. Пусть р — некоторое число, удовлетво
ряющее неравенству |-̂ -| = — </?. Так как ряд (3.42) схо-

* с
дится абсолютно, то сходится и ряд > ■ -Д—, в силу чего

/»=<)р
■ ->0 при п-+оо. Но тогда для любого числа е> 0  будем, 
начиная с некоторого п, иметь

|-р Й г|< ‘- (З-М)

Рассмотрим теперь ряд (3.43) при t>  0. В силу последнего 
неравенства и для тех же п будем иметь

1/(01 =
л=0 л=()

< V  «Ря+1 г  = гр V  = «ре*— п< 1 —л "О  л=*0

для всех *>0.  Таким образом, ряд (3.43) сходится при всех 
£>0. Легко убедиться в том, что функция f ( t )  является 
оригиналом (эта функция удовлетворяет даже более жестко
му условию, чем условие а), ибо она, как сумма степенного 
ряда, дифференцируема сколько угодно раз). Докажем те
перь, что действительно / (t).*-+~F(р). Поскольку степенной 
ряд (3.43) сходится равномерно, то, умножая его почленно 
на е~р' dt и почленно интегрируя, находим

I
f ( 0 * - i - ] coe-p‘d t+ j c i - j j - ... + J  cn^ e - P ‘dt + ...; 
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?  /Л 1 _  e~pt dt = —__
J  я ! '

но так как в силу (3.14)

то
П П  + Ц- + £■ + ...+

и теорема доказана.
Пример I. Найти решение дифференциального уравнения лгО°) — х = О, 

удовлетворяющее начальным условиям
х (0) = 1. дг<*>(0) = 0 (к = 1. 2, .... 9).

Пишем уравнение в изображениях
D '» X (p )- p > - X (p ) = 0t

откуда
у / „v Р* _ 1 ___  _ 1 I 1 | 1 |

Ш  ~ в10-1 / ф ~  р 11 р51"

+ ••• + + - (i,p"

Пользуясь первой теоремой разложения, отсюда сразу получаем
/ю #*» АОп—ю

* (/) = 1 + т й  + ж *  - + i m = m  + ~
Выше мы везде прилагали операционный метод к интегри

рованию линейных дифференциальных уравнений с пос то 
янн ыми  ко э ффи ц и е н т а ми .  Этот же метод с успехом 
может быть применен к интегрированию некоторых уравнений 
с функциональными коэффициентами, к числу которых отно
сится уравнение, рассматриваемое в следующем примере.

Пример 2. Найти решение дифференциального уравнения tx’  + х' 4- 
-f- tx = 0, удовлетворяющее начальным условиям х (0) = 1, х' (0) = 0. 

Положив х  (t)<--i— X  (р), будем иметь
X ' щ-^-рХ— 1, х” +--±-р'Х — р.

Для нахождения изображений функций tx и tx" воспользуемся формулой 
(3.13). Получим

tx*--.— А - х  = - х ' ,  dp
tx• ---А .  (р’Х - р )  = -  2р Х - р ’Х ' + 1.

dp
Таким образом, уравнение в изображениях, соответствующее данному урав
нению, будет

— 2рХ— р*Х' -f- 1 + рХ  — 1 — X ’ = 0
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(/>з -f 1) X ' 4- рХ  = 0.
Мы получили дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 
относительно операторного ре.иения X  (р) данного дифференциального 
уравнения. Разделяя переменные и интегрируя, найдем

Х(р)= у т т р '
где_ С — произвольная постоянная. Выбрав ту ветвь Y 1 -f Р2. для которой 
К Т = 1, применим первую теорему разложения:

V С Л  I С 1 . 1 1 1-3 1
Х(Р ) = —  \1+-рГ) = 7 - ( ‘ - Т  +  2 5 - 2 !- J T -

1-3-5 1 \ / 1 1 1 1-3 1
23-3! ' р» + - - ' ) - С \ р “ 2 - 1! ' р* + 2» • 2! ’ о1 ~  

1 - 3 - 5  1 \ / 1 /з 1 . 3  /4
р7 +  . . .  ) ч —* с  \1 -  2 • 1! * 2! +  2» • 2! * 4! "

/в \ / /а /« /в
6! + - - J - C \1 “ 23(11)3 + 2* (2!)* " 2“ (3!)з +

+ ...)=*(/).

23.3! ' 
1 3 - 5  
2* • 3!

В силу начального условия дг(0)=1 нужно принять С  =  1. Итак, искомое 
решение

Сумма получившегося ряда называется ф у н к ц и е й  Б е с с е л я  н у л е 
в о г о  п о р я д к а  и обозначается символом /0 (/). Таким образом,
x ( t )  =  luU).

Мерная теорема разложения требует, чтобы изображение 
F  (р) было аналитической функцией в окрестности бесконечно
удаленной точки, т. е. в круге |/?|>-^ (где Argр принимает
любые значения). В то же время изображения оригиналов
аналитичны в полуплоскости Re/P>s0 (где---^  < Arg/?<

< Это обстоятельство делает класс функции f ( t ) ,  изоб
ражения F (p ), которых удовлетворяют условиям первой тео
ремы разложения, более узким, чем класс оригиналов. Дей
ствительно, считая t комплексной переменной, будем в силу 
(3.43) и (3.44) иметь



откуда следует, что f ( t )  представима степенным рядом во всей 
комплексной плоскости t. Функции, обладающие таким свой 
ством, называются целыми  т р а н с ц е н д е н т н ы м и  ф у н к 
циями.  Итак, функция F (p )4 удовлетворяющая условиям 
первой теоремы разложения, является изображением целой 
функции /  (О.

Можно доказать и обратную теорему: если оригинал имеет 
вид 1 (О • f ( t ) ,  где f ( t )  — целая функция, удовлетворяющая 
условию \f{t)\<Meh\*\. то  его изображение F (p ) анали- 
тично в бесконечно удаленной точке.

Пример 3. Пользуясь известным разложением
/3 /5 /7

sin*-/ — 3! + 5! — 7! -f ...
справедливым во всем комплексной плоскости /, в силу обратной теоремы 
находим

_ 1_
1 1 1  р*sin t о2 -  + — ---- ,

i + j i
что согласуется с формулой (3.11).

3.15. Вторая теорема разложения. В рассмотренных выше 
примерах нам неоднократно приходилось встречаться с изоб
ражениями, которые являлись дробно-рациональными функ
циями от р (рациональными дробями', т. е. имели вид

F (P )  = 4 $ .  ( 3 . 4 5 )

где А (р )  и В  (р) — алгебраические многочлены от р. Переход 
от таких изображений к оригиналам мы производили, разлагая 
дробь (3.45) на простейшие дроби. В настоящем пункте мы 
получим общие формулы для такого перехода. Заметим 
прежде всего, что для того, чтобы функция (3.45) была изо
бражением некоторого оригинала, степень многочлена А (р )  
должна быть ниже степени многочлена В  (р), т. е. дробь (3.45) 
должна быть правильной; если это условие не имеет место, 
то F (p )  не стремится к нулю при р -*• от и F (р) не может 
быть изображением (п° 3.2).

I. Пусть дробь (3.45) правильна и несократима, ар,,/»г. .. . .  
рп — корни (нули) знаменатели В (р ), которые все предпола
гаются простыми. Тогда разложение дроби (3.45) на простей
шие имеет вид

1
Р ' + 1 *
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Для определения коэффициентов этого разложения умножим 
почленно это равенство на р — рк:

( р - Р к ) А ( р )  _  р - р „  р - р к
Ш  ' , - *  + ■•• + ** + ••• +  *«

перейдя в этом равенстве к пределу при р->рк, найдем
с _ П т  (Р - Р к )А (Р )  _  А(р) _ А ( р к)

о ™ <В(Р) р-р ~~ ЛЧлЛ
Итак, Р РЛ

с* = B'fpl) № = 1. 2, . . . ,  я).
Подставив найденное выражение в (3.46), получим

А {Р ) . V  А {Рк) 1
КР) В (р ) А 4  В '(р к) '  р - р к к - 1

Воспользовавшись свойством линейности изображений 
и формулой (3.4), сразу находим оригинал, соответствующий 
этому изображению:

<з -4 7 >
* - i

И. Пусть дробь (3.45) по-прежнему правильна и несокра
тима, но корни pt, рп,. . .  ,рп знаменателя В (р )  кратные, причем
кратности этих корней соответственно равны /я,, т , ....... т п.
Разложение дроби (3.45) на простейшие имеет тогда следую
щий вид:

F (n \  =  А (р ) С|1 .
В  ( Р )  ( р - р , ) ' " '  ( р - р , ) ' " 1-1 

4- J _______cJ l _______L _1_ С* т 'Т - - - Т  (р_ Л )-.-+1 ч-••• + „ _ „ +
+ ..................... ........................... +

I g»l I С»2 I j _______С»» I - C*m* I
<Р ~ Р к ) т » ' (Р - Р к )т *~Х (p - P k )m» - '+l Р - Р к

+ ...........................................................................................+

+  Т ^ Г Г +  „ - 5 - Т .  +  -  +  +

V
+ • • • + ТгЪ  = z l  ----Тт -v+i- (3.48)Р - Р п  jmU m U  (р -  рк)т к »+«Я—1 V—1
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В этой двойной сумме внутреннее суммирование с индексом v 
производится но членам, относящимся к какому-нибудь одно
му корню, т. е. по всем членам каждой из строк в (3.48). 
Внешнее суммирование с индексом k произЕЮдится по всем п 
полюсам, т. е. по строкам в (3.48).

Умножив почленно равенство (3.48) на (р — рк) т ьл получим

j (Р -  = Скх + Ск2 (р _  Рк) + скз ( р - р к)2 + . . .  +

/ *11

+ ckmh (Р -  Pk)m*-\ + ( Р -  Pk)m* V (р '-р )т ' Ш +

I  + -  +  7 = 7 ,)' <3-49>
где в фигурной скобке заключены все дроби, знаменатели 
которых не являются степенью р — рк. Перейдя в этом ра
венстве к пределу при р-+рк, получим

с  - l i m  ( P - P k ) m»A (p )
В(р )

Продифференцировав почленно (3.49) по р и перейдя 
к пределу при р -*■ р„, найдем

продолжая этот процесс дальше, найдем общую формулу

с‘ ' = т ^ г ' Х ^ [ { р ^ р ' г , Ш \  (3 5 0 >

Перейдя в сумме (3.48) к оригиналам, найдем оригинал 
дроби (3.45) в случае кратных корней знаменателя в виде

F (p )=  A i E l ^  V  V ___tm*~' е"ь1, (3.51)
(Р) В(р) • Z u  («*->)!-Т .=1

где коэффициенты с*» определяются формулой (3.50).
Формула (3.51), выражающая в общем виде оригинал для 

любого дробно-рационального изображения составляет содер
жание в т орой  т е о р е м ы  р аз л о ж е н и я (формула (3.47) 
является частным случаем формулы (3.51), когда все /лЛ=1). 
Эта формула громоздка, что затрудняет практическое ее 
использование. Однако, если воспользоваться понятием вычета 
функции (п°п° 1.54 и 1.55), то ее можно представить в более 
простой форме.
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Дробно-рациональная функция (3.45) аналитична во всех 
точках плоскости р , кроме нулей (корней) рк ее знаменателя, 
причем точки рк будут полюсами порядка т к функции F (р) 
(п° 1.52). С помощью формулы Лейбница*, используя разло
жение (3.48), нетрудно найти, что

lim , m/r- \ {p - P k)m» F (P ) e pt) =( т к -  1)! р .рк dpmk

"кV __ —__  tmn~y ерк*.(тк — v)!
V - 1

Левая часть этого равенства есть вычет функции F (p )e rl от
носительно полюса рк порядка т к (формула (1.127)). Следова
тельно, формулу (3.51) можно переписать так:

П

5 ]  Res <3-52)к I
Итак, вторую теорему разложения можно сформулировать 

следующим образом: если изображение (3.45) является 
дробно-рациональной функцией от р и ру. р2......рп — по
люсы этой функции (простые или кратные), то  оригинал, 
соответствующий изображению (3.45), определяется фор
мулой (3.52).

Пример I. Найти оригинал, соответствующий изображению 
г  р2 — \

= Рк -г 2Р3 -г 9Р3 1 *
В этом случае А (р) = р3 — 1, В  (р) = рк 4- 2р* -f 9/>J 4- 18р = р  (р 4- 

4-2) (р* 4- 9). Корни знаменателя />, = 0, р̂  = — 2, = 3/, = — 3/ все 
простые. В ' (р) = 4рз + -f 18/? f  18. Далее вычисляем

А (0) 1 Л ( — 2) 9 А (3/) 1 4- 27 /
Д '(0) ”  18 * 2) ”  26* Я ' (3/) “  36 + 54 /

747 459 Л(-3/) 1 -27/ 747 459
-  2096 + 2096 *• 36 — 54/ ~  2096 2096 1ш
Следовательно, по формуле (3.47) получаем

1 9 / 747 4591 У -21 ( 747 
^ > - + - *- 18-+ 26 * + 1-2096-+ 2096

/ 747 459 v 
+ \ 2096 ~  2096 *) е

-з//

1 9 747 459
~  ИГ + 26 е ‘‘ + 1048 сов 3* — 1048 s,n ЗЛ

* См. А. Ф. Бермант. Курс магматического анализа, т. 1, п °68, 1950.
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Пример 2. Найти оригинал по его изображению 

F(p) = pJfrTT).
Для функции F (р) точка рх = 0 является полюсом третьего порядка,

а р7 = 1 — простым полюсом. Для отыскания оригинала но формуле (3.52)ept
вычислим вычеты функции Ф(р) = F(p) ept = ^  ̂  в этих полюсах. При
меняя формулы (1.127) и (1.128), находим

1 <Р ( еР* \ ResФ (0) -  ,,ш -  j — j-j

1 .. в* ( (Р р - Р )  ( Р - D - 2 (tp - / - 1 ) }  . . Р  
= '*™ ------------ (7^Т)3----------------- l — t — T-

еР1Ие5Ф (1) = 11т —3 = е*. Далее по формуле (3.52) находим
О —  1 г

F (p ) —.—► Res Ф (0) -f Res Ф (1) = — 1 — / —

Пример 3. Найти оригинал по его изображению

F t  \  Р  Р *Г 'Р )— (р2 + 1)3 “  (^-/)2(рЧ- /)7-
Точки = / и р\ — — / являются для F(p )  полюсами второго пооялка.

ер*рл
Вычисляем вычеты функции Ф (р) = F(p )ept = ^  ^  ^  в этих полюсах:

1 d p*ept
Res Ф (/) = -jj- Пт Тр =

{{3^+p^t)(P + l ) ~ ^ \  еР‘ ( I  J _ \
(р + l)з “ I 2 “  4i J * '

1 d p*epl
R e » « (- 0 =-n-;im< (P-  /P -

l(3p’ +p*t) (p - l)- 2 p * ) eP‘ / I  . M
-------- (T^o5-------- = lT- + i r ) e •

По формуле (3.52) находим

* Res Ф (0 + Res ф ( — О = (-5----j A  «-н +

I  +(4+4) «-“-4( *■ +*-“)- 4-4 (
= cos / — /sin / (применены формулы (1.26)).

219



УПРАЖНЕНИЯ

1. Найти оригиналы, соответствующие изображениям:

1) sin 2) в” ; 3 ) ln ( l  + J - V  4) Ьр _± ± £ _± ± _.
Р  \ Р  J  P *  + Р *

5) 5/?3 -f- 3р* -f- 12р — 12 . gv 3р3 — 1
р* — 16 ’ (р* 4- 1 )3

§5.  ИЗОБРАЖ ЕНИЯ НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫ Х 
ФУНКЦИЙ

3.16. Импульсивные функции Дирака. Рассмотрим функ- 
цию

1 f “г  при t < Л,
5(*,А)= -= - { l (0-K^-A ) J  = А

у 0 при t > Л

(̂ >нс. 3.11). Будем трактовать 5 (t, h) как силу величины
-j-, действующую в течение промежутка времени h. Импульс
этой силы за промежуток ее действия равен, очевидно, 1 при 

любом /г. В пределе при Л -vO функция 
6(1 h) b (t,h ) теряет смысл; однако мы введем

jj ___' у с л о в н ы й  предел 5(£) этой функции
5(0 = lim о (t. Л), (3.53)

Л-о

который можно трактовать как силу, бес
конечно большую при t =0 и равную нулю 

» t при всех t>  0; однако импульс этой силы
по-прежнему равен 1. Таким образом, 

Рис. 3.11 функция 8 (/) в механическом смысле
может быть истолкована как бесконечно 

большая сила, мгновенно сообщающая в момент времени 
t = О материальной точке единичной массы скорость, равную
1. Эта функция называется и м п у л ь с и в н о й  ф у н к ц и е й  
н у л е в о г о  п о р я д к а  или S-функцией.

Изображение 8-функции естественно определить как пре
дел изображения функции 8(/, Л) при Л-+0. Так как

*(*. А) О - * " * ) .

то, применяя правило Лопиталя, найдем

8 (0 11т 1 ~Л~*- = 1 ■ (3.54)
л-о пР
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Полученную функцию F (p )  = 1 можно считать изображе
нием лишь в у с л о в н о м  смысле, ибо она даже не стремится 
к нулю при р-+ оо. Однако нетрудно убедиться в том, что 
для этой функции сохраняют свою силу основные теремы 
операционного исчисления. В частности, применяя теорему 
запаздывания, получим для мгновенного толчка в момент 
времени / =

8 (< _ х) «_4_е-ртв

Определим теперь и м п у л ь с и в н у ю  ф у н к ц и ю  пер
вого  п о р я дк а  о,(/) как предел функции

8 .  ( f , A ) = 4 - l * ( * ' A ) - 8 < * - A ’ A > l  =

= J r  11(0 —2 . l(t -  h) + \(t -  2h)) =

при t < A,

при A < t <2A,
0 при t > 2A

при А-►О. Так как 8, (/, A) г-^з(1 — 2e~ph + е~2рН), то ана
логично предыдущему найдем

8. (0 — — 2e-ph + e~2ph)= p .

Можно показать, что функция 8,(0 в механическом смыс
ле истолковывается как последовательность действующих 
друг за другом двух ударных импульсов, направленных 
в противоположные стороны, мгновенно сообщающих поко
ящейся точке единичной массы единичное перемещение и не 
сообщающих ей скорости.

Аналогично вводятся импульсивные функции высших по
рядков. Для них нетрудно получить соотношение

Ш ^ Р я(п = о, 1,2, ...), (3.55)
где i9(t) = b(t).

Функции ру р2, ...э как и функцию F (p )=  1, можно счи
тать изображениями лишь условно. Эти условные изображе
ния и соответствующие нм условные оригиналы (импульсив
ные функции) были введены Дираком и оказались весьма 
полезными в задачах, в которых рассматриваются величины, 
имеющие характер мгновенного импульса.

Пример. Найти решение дифференциального уравнения х” -f <»3х = 
= А (fc (/ — т) -f а (/ -  2т) + ... -f &(* - лт)}, удовлетворяющее начальным 
условиям х (0) = х' (0) = 0.
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Это уравнение описывает колебательный процесс, происходящий под 
действием п импульсов интенсивности А каждый, следующих друг за дру
гом через промежутки времени т. Уравнение в изображениях

р>Х + = А ( е + е~2р’ + ... + е~пр'),
откуда

Переходя к оригиналам, получаем искомое решение

.г (/ )=  —  {sin со (/ —  т) • 1 (/ -  т) +  Sin ui (/ —  2*) • I (/ — 2х) +и>
+ ... -f sin и» (/ — л-:) • l(f — лт)}.

3.17. Гамма-функция и изображения дробных степеней.
Г ам ма  ф у н к ц и я  Г (0  определяется как интеграл

Г (t) = J  х'-' е~'  dx (t > 0)*. (3.56)

Отметим следующие основные свойства гамма-функции:
1. Г ( * +  1) = tV (t), (3.57)

2. Г (л) = (п — 1)! (« — натуральное), (3.58)

3- Т ц Щ  = - x y - 'd x ,  (3.59)

4. r ( - l )  = VT .  (3.60)

Вычислим один важный интеграл. Используя (3.56), (3.60) 
и совершив замену переменной по формуле х = т2 находим

/ 1 \ ** - L "*
Г j J х - е~х dx — 2 J e~z' d~* = У  г. »

откуда
Я" v~*~f <?~т’ = - 3—. (3.61)

Через гамма-функцию выражаются изображения дробных 
степеней t. Пусть f ( t )  = ta, где а >  0. Изображение этой 
функции определится формулой

F ( p ) = f  t“ e-i»dt. (3.62)0

* См. В. И. С мирнов .  Курс высшей математики, т. 3, ч. 2 § 71, 1949.
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Будем сначала считать р дейстннтельной положительной ве
личиной (р>  0). Заменив pt = (i, найдем тогда в силу (3.56):

Г  = р О р

Пусть теперь р — комплексное; так как аналитическая функ
ция /•'(/>) полностью определяется ее значениями на любом 
отрезке положительной оси (теорема единственности анали
тического продолжения, п° 1.35), то формула

г  *-ч- - {̂ г 1 (3.63)

справедлива и для комплексного р. Эта формула является 
обобщением формулы (3.14) на случай дробных степеней. 
Действительно, если а = п (натуральное), то Г  (п +  1) = п\ 
и формула (3.63) обращается в (3.14).

Интеграл (3.62) сходится не только при а > 0, но и при
— 1 < а <  0 (ибо гамма-функция (3.56) определена при любом 
/ > 0) и, следовательно, формула (3.62) справедлива при 
а >  — 1. Однако для — 1 < а < 0  функция f ( t )  = ta не яв
ляется оригиналом, так как в этом случае ta -+ оо при t -+ 0. 
Можно говорить, что при — 1 < а < 0  функция Vх является
„особым* оригиналом, а функция 1 *ддтг---- его осоиым изо-pU-f I
бражением.

Примеры
1. Пользуясь (3.62), находим

I  > . г ( т )  VT_
у т  V 7  ~ У р ’

2. Используя последний результат и теорему смещения (3.18), получаем
1 - а /  I
7= ”  вУ ' V Р + 1

3. Отсюда с помощью теоремы об интегрировании оригиналов находим 

1 1 С* 1 2 * 7
------ 7 -----  - f - » — у=г \ — —z=r е-** dt = — т = -  Г  e-t'dz ( а  >  0 ) .

p V  р + * V  * J  V tО о
Введем в рассмотрение часто встречающуюся в теории вероятностей функ
цию

t
erf t = — - Г е-* di, (3.64)К* Jо
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называемую ф у н к ц и е й  ошибок .  Учитывая значение интеграла (3.61) 
заключаем, что erf / непрерывна и возрастает от О до 1 в промежутке

О < / < + оо (рис. 3.12). Тогда

1
Р\ Р

= 1 жг— erf V at (а > 0).У a
4. Используя результат первого при

мера формулу (3.4) и теорему умножения 
(3.20), находим

dO1 р 1 е* С _в
\р  (р- О  J  V** , , ' ~ e r f 9 =  ~ У Т ) е у ьи О

, 2 7— е у — I е-* dz = et erf V t .

5. В некоторых вопросах оказывается удобнее рассматривать функцию 
Erf определяемую равенством

(3.65)

(рис. 3.12). Пользуясь этой функцией, найдем изображение оригинала f(t) =
— e~ft. Имеем

е-‘' j  e-t'e-Р» dt = e ~ r j  e~ ( ‘ +r )  dt- 

Считая, что p>  0 и положив / + т р 53*» П0ЛУЧИМ

_ £17. - £1
-t* dz= -± JL  e 4 Erftj -

P/2
2 (*>

С помощью аналитического продолжения этот результат можно распростра
нить на комплексные р.

6. Используя результат предыдущего примера и теорему об интегриро
вании оригиналов (3.о1), находим

(3.66)

3.18 Функции Бесселя. Рассмотрим дифференциальное 
уравнение

Лс" + ^  + (*2 -  X2) *  = 0, (3.67)
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называемое у р а в н е н и е м  Б е с с е л я .  Это уравнение встре
чается в различных вопросах техники, физики, астрономии. 
Действительное положительное число X, входящее и уравне
ние, называется его индексом.

Решение уравнения (3.67) будем искать в виде степенного 
ряда

л* = tr(a0 <xtt + ®*î 2 + •••)• (3.68)
Подставив этот ряд в левую часть уравнения (3.67) и при
равнивая нулю коэффициенты при различных степенях t% 
получим

V [r *- V ->0 = 0;
*'+» |(r + 1)'- — >'I «, = 0;
tr+1 [(г -f- 2)" — >'"]*, •+- = 0; (3.69)

tr+* [(г + s)2 — А*)а, -1- а,_ 2 = 0;

Приняв «о^О, найдем из первого уравнения г=  ±\. Взяв 
сначала г = I  и вычисляя из системы (3.69) последовательно 
значения коэффициентов a,, а2, a3, ..., найдем

_ п в _____________________________ ( - 0 4 .______________________________________ ___

2^1 “  ~  2-4 ... 2s{2k + 2)(2>. -г 4) ... (2А + 2s)

= ___________ (-04.___________ (5 = 1 2 )
2з* • s !(а -j- 1)(/. - 2) ...(A s) 1 •

Подставив найденные значения коэффициентов в (3.68), 
получим следующее решение уравнения Бесселя:

х (0  = ao 28* • к\(к ; 1)(л 2) ... (а г к) • (3.70)
к о

С помощью признака Даламбера легко показать, что этот 
ряд сходится для всех действительных t. В полученном нами 
решении (3.70) уравнения Бесселя коэффициент я0 остался 
произвольным. Если принять а0 = 1 2ХГ(/. + 1), то получим 
решение уравнения Бесселя, которое называется ф у н к ц и е й  
Б е с с е л я  Х-го п о р я д к а  и обозначается символом /х(0- 
Итак,

мо = |1 т ё щ - 1 т Г ‘ <3-7|>к о
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Для представления ряда (3.70) в этой форме мы к раз вое- 
пользовались свойством (3.57) гамма-функции, в результате 
чего получается (>* + 1) (*■ + 2) . . .  (X + к) Г  (). -f 1) = Г (к + 
+ /?+1). С частным случаем уравнения Бесселя при X = 0, 
решением которого служит функция Бесселя нулевого поряд
ка, мы уже встречались выше (п° 3.14, пример 2); найденная 
там функция /0(0  является частным случаем функции (3.71) 
при \ = 0, так как в силу (3.58) Г (к -f 1) = k\.

Если взять теперь г = — X, то найденные из системы (3.69) 
значения коэффициентов as будут отличаться от найденных 
выше значений этих коэффициентов отрицательным знаком 
у К  В результате мы придем к функции Бесселя /-х(0* вы* 
ражение которой получается из (3.71) заменой X на — X. 

Функция Бесселя выражается через элементарные функции
2п -j- 1в случае, когда нндекс > = —rj— , т. е. равен половине нечет

ного числа и только в этом случае. Например, так как
г(4)-4-г* г(4)=->..4кяг(4.)=4.4 .4.x
Х К * , . . .  (свойства (3.57) и (3.60) гамма-функции), то при 
* = —  ряд (3.71) дает

, т  V  <-«>*_____  (_ L )2* +T  _
Г(* + 4-) ' ы  -

= К¥ (> -£+ 4— -1 =
-  V l r  | , _ 'зг + ж _ ---) = V w  sln<-

Если индекс к = п — натуральное число, то из (3.71) легко 
вывести, что

U - * ) = ( - 1 )4 (0 .  (3.72)

откуда следует, что функция Бесселя четного порядка п — 
четные, а нечетного порядка — нечетные. Кроме этого,

/и(0 )=  1, /я (0 )= 0  (л > 1 ). (3.73)

Пользуясь тем же рядом (3.71), нетрудно вывести важную 
рекуррентную формулу

Л +, (0  = л _ , (0  -  21[ (t) (X > 1). (3.74)
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Функции Бесселя табулированы, поэтому работа с ними 
не труднее, чем с тригонометрическими функциями.

Найдем теперь изображение функции Бесселя /я (0» ин
декс п которой есть натуральное число. Начнем с того, что полу
чим оригинал, соответствующий изображению

V г2 + 1
Применяя первую теорему разложения (п° 3.14) найдем

+ -f i  1 1 у - =
\ 'р  + 1 \ Р 'Ч

1 1 1 .3  1 3  5 1
я* ‘2 1! р- Я 2\ р* ‘ 2J • 3! р *

1 f __ 1 • 3 /з Ь З - 5  fi

(3.75)

• 2 • 1! 2J ■ 2! 3 ‘ 23 • 3! 5!
1 ± ____ 1 t ±  \3 , _ ! _  ( m 1 _

— 0! 1! ’ 2 1! 2! \ 2 / ' 2! 3! V 2 /

Так как Г (k + 2) = (k -|-1)1 |формула (3.58)|, то читатель 
сразу усмотрит, что мы получили ряд (3.71) при Х=1,  а по
тому сумма последнего ряда равна функции Бесселя /,(f) 
первого порядка.

Выше (п° 3.14, пример 2) мы получили соотношение
\_

VFTT '
теперь же вывели формулу

/, (t) — =— y P^ + l- P . (3 J6 )
Vp3 г 1

Пользуясь методом математической индукции, докажем далее, 
что для любого натурального п имеет место формула

/„ (О — (Г>-т ' - / Г  (3 77)
" w  VW T^

Эта формула доказана нами для я = 0  и /1= 1. Докажем 
теперь, что если эта формула верна для п = к — 1 и п = к, 
(Л>1), то она верна и для л = 1. В силу формулы (3.74), 
используя (3.73) и теорему (3.28), будем иметь

, . ( V p 3 т 1 -/>)*■' о- ( ур '  + * - р )*  _
‘ , м , )  ■----FFTF 2 р  I  —  ~

_  (VV~~\ - р£± (y p - T j_  г ) 2 _  ( Г р » - н -/>)*+! 
у р п г г W P + '  р) '

Таким обрлзом, по индукции формула (3.77) доказана.
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Пример I. Найти оригинал, соответствующий изображению— е "JT,
где п — натуральное число либо нуль.

Имеем
J _

1 Р  1 1 1  1 1
+ 1  ̂ „я  + 1 it яя+2 ■ qi „п +3 * * * ~ ^/>я + | рп + х 1! рп¥£ ' 2! рп

—I—► —- tn_. j------ /Я + 1 |  ̂ фП +2• п'. 1 1! (/Ц- 1)! '  2!(я 4-2)!

I Л  • J+-T 
<л + 1) ' '  ~  1!Г(я + 2) ■ 1 ' +

j _____ >+т ! I V  ( -и* *+ f
2! Г (я 4 3) ' '  * !Г (я  + * + 1) 'Аг — 1

/

Мы пришли к сумме (3.71), в которой положено X = п и на место t под
ставлено 2 Yt. Следовательно, полученная нами сумма равна /л (2 | 7). 
Итак,

-JL- 1„ (2 VI).р п + 1

Пример 2. Ряд (3.71) сходится не только для действительных /, но 
и для любых комплексных Л В последнем случае этот ряд определяет 
функцию Бесселя комплексного аргумента. Учитывая сказанное, найдем

1 _ 1оригинал, соответствующий изображению е Р,
Поступая как в предыдущем примере, находим

1 _ 1  1 I / 1 /= 1 П —  е ,, = _ _ ^ . _ + _  _ _ _

и  + т Ь “ (" )г “  " W  ( " Р + -• = /« (2VTt).

Во многих задачах физики и техники используются функции Кельвина 
ber t и bel /, которые определяются соответственно как действительная 
и взятая с противоположным знаком мнимая части функции /0(/ \ i), т. е.

/0(/ V 0 = Ьег / — / bel /.

Положив в ряде (3.71) Х  = 0, заменив в нем t на t и отделив действи
тельную и мнимую части, получим

Ьег/= ( - ! >* И»
г Н  1(4*)!!|>
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Выше мы мании

1 _—  е * - г »  /0 (2 Vit)
и л и

откуда
(cos у sln 4 ") -Г-* ber (2 УЪ — I Ье1 (2 V~i),

■у cos -у Ч —* ber (2 Vh -у sin -у Ч —* bei (2 VО-

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найти оригиналы для следующих изображений:
1 Y р + ® v 1 _ _____|_____

а) 1/7 +7 ; ° )  -р ■; “ ) /,"• • у р' г> (Р _ 1) ^ -
sin / COS /

2. Найти изображения функции: а) ; б) —р-=-.

3. Найти изображения интегралов Френеля:
t i 

а) 5 ( 0 =  f  dt; 6 ) C(t)=* Г -£214 dt.
J  y%Tt J  V l  ШU (I

4. Найти решение дифференциального уравнения tx" — Ядг' + х = О, 
удовлетворяющее условиям х (0) = х' (О) = 0.

S «. ОБЩИЙ СНОСОК ОПРЕДЕЛЕНИИ ОРИГИНАЛА 
110 ИЗОБРАЖЕНИЮ

3.19. Интеграл Ьромвича. Задачу определения оригинала 
/ (О  по его изображению F (p )  мы решали выше с помощью 
выведенных нами формул, дающих изображения для некото
рых конкретных оригиналов, а также применяя полученные 
нами обратные теоремы, к которым относятся теоремы сме
шения и умножения, первая и вторая теоремы разложения. 
Выше мы привели достаточное число примеров, иллюстри
рующих применение всех этих формул и теорем.

* Символом я!! обозначается произведение всех натуральных чисел 
от 1 до п одинаковой четности с я; например G!! = 2 • 4 • 6 = 48, 
9М = 1 . 3 • 5 • 7 • 9 = 945.



Однако многие задачи приводят к изображениям, от кото
рых с помощью перечисленных приемов не удается перейти 
к оригиналам. По этой причине в настоящем параграфе мы 
займемся решением общей задачи о построении оригинала 
по заданному его изображению.

Пусть /  (t) — некоторый оригинал, a s0 — его показатель 
роста; пусть F (р) — изображение этого оригинала, т. е.

F (P )  = J  f ( t )  е~'" dt. (3.78)

11етрудно видеть, что функция g (t ) = e~st f ( t ) y где 5 — некото
рое фиксированное действительное число, большее s0(s > s 0) 
удовлетворяет всем условиям интегральной теоремы Фурье 
(п° 2.18), в силу чего функция g (t)  представима интегралом 
Фурье (2.76):

00 00

g М = J I  j g е‘ш <'“в) d01 rfu)-

Подставив сюда g (t) = e~sl f (t )  и учитывая, что f ( t )  = 0 
при t < 0, получим

00

J J  /(б) «-<*+'•">» je }  di»,

откуда

Cl)

S0 5

00 00

f(t) = i  j *(5+,"') * ( f /(®)e"(r+im) * 1 rfu)-
— оо 0

t

Положим теперь s + iu> = p. Так как 
5 — фиксированное число, то idu> = dp, а при 
изменении ю от — оо до + 00 интегрирование
в плоскости р будет вестись вдоль прямой

s Re/? = s(pHC. 3.13). Обозначив условно интег
рал по этой прямой интегралом в пределах 
от s — i оо до s - f /оо, перепишем послед

ние. 3.13 нюю формулу так
я-/*

s—i оо
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r  силу (3.78) внутренний интеграл здесь равен F (p )% так 
что окончательно находим

Полученный нами интеграл, называемый и н т е г рало м  
Б р о м в и ч а ,  и решает в общем случае задачу отыскания 
оригинала /(/) по заданному его изображению F (р).

Из изложенного следует, что если два оригинала /, (t ) 
и f%(t) имеют общее изображение F(p ), то эти оригиналы 
выражаются одним и тем же интегралом (3.79), т. е. совпа
дают друг с другом во всех точках, в которых оба они не
прерывны. Таким образом, сформулированная в п° 3.2 теорема 
единственности оригинала доказана.

3.20. Формулы обращения Римана — Меллина. Рассмотрим 
формулы (3.78) и (3.79) совместно:

Мы доказали, что если F (p )  определяется первой из этих 
формул, т. е. является изображением /(/)» то f ( t )  должна 
определяться второй из них. Иначе говоря, первое равенство
(3.80), рассматриваемое как уравнение относительно неизвест
ной функции /(f), имеет решение, определяемое второй фор
мулой (3.80). Из проведенного в предыдущем пункте рассуж
дения, вообще говоря, не следует, что из второй формулы
(3.80) следует первая формула, ибо нет оснований считать, 
что для произвольной функции F (p )  найденная по второй 
формуле функция f ( t )  будет оригиналом. Иными словами, мы 
не доказали существование решения первого уравнения (3.80) 
относительно f ( t ) .

Однако при некоторых условиях, накладываемых на F (p )  
(которые мы формулируем ниже), из второй формулы (3.80) 
следует первая формула и, таким образом, второе равенство
(3.80), рассматриваемое как уравнение относительно F (p )9 
имеет решение, определяемое первой формулой. Формулы
(3.80), рассматриваемые совместно, называются фо р м у л а м и  
о б р а щ е н и я  Р и м а н а  — Меллина .

Сформулируем теперь условия, при которых функция /(О . 
определяемая второй формулой (3.80), будет оригиналом. Для 
этого достаточно, чтобы:

1) Функция F(p) была аналитична в полуплоскости Re/?>s0, 
где s0 — некоторое положительное число.

F(p ) = \ f(t)e-p'dt\
О

S  +  l o о (3.80)
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2) F (p ) стремилась к нулю при |р|-+ + оо в любой полу
плоскости Re//> s> s0 равномерно относительно arg/?. Это 
значит, что при |/?|>s„ можно указать такое число е, не за
висящее от argр, что |/■ (/?) | < е для всех точек р упомяну
той полуплоскости.

3) F(p ) была абсолютно интегрируема вдоль любой прямой 
Kq р = s(s  > s0). Это значит, что должен сходиться несобст
венный интеграл

f \F(s + lm)\dm.
s—l  *

Доказательство сформулированного утверждения можно най
ти в более подробных курсах.

3.21. Нахождение оригинала в случае, когда его изобра
жение является мероморфной функцией. В настоящем пункте 
мы рассмотрим задачу нахождения оригинала для одного 
часто встречающегося в приложениях класса изображений 
F(p ). Пусть F (p ) — м е р ом ор фн а я  функция, т. е. равна 
отношению двух целых функций. Напомним (п° 3.14), что 
функция у(р ) называется целой, если она представима сте
пенным рядом во всей плоскости р. Например, мероморфной 
функцией является \\\р — отношение двух целых функций 
sh р и ch р. Мероморфная функция может иметь своими осо
бенностями в плоскости р только полюсы.

Итак, пусть мероморфная функция F (р) удовлетворяет 
трем условиям, сформулированным в конце предыдущего 
пункта. Тогда все ее полюсы рп(п =  1,2,3, ...) лежат левее 
некоторой прямой Re/> = s0. Считая все эти полюсы простыми, 
пронумеруем их в порядке возрастания модулей, т. е. при
мем \p*\<\p*+i\- (Здесь нужно предположить еще, что среди 
полюсов рк нет точек с одинаковыми модулями, однако это 
ограничение не является существенным и может быть снято

при другом способе рассуждений.) 
11роведем последовательность ок
ружностей Сп(п = 1,2,...) с цент
рами в начале координат и с ра
диусами Rn так, чтобы было |/?п|<
< /?„ < \ря+11 (окружность Сп про
ходит между полюсами рп и рп+ь 
рис. 3.14). Предположим, кроме 
того, что окружности Сп можно 
провести таким образом, чтобы при 
л->ос (или что то же, при R n->oo) 
функция F(p) на этих окружностях 

рис> з |4 стремилась к нулю равномерно
относительно arg//.
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Рассмотрим интеграл
f F (p ) ept dp (t > 0),
'nn

где /rt — контур, составленный из отрезка прямой Rер*= 
= s (s > s 0) и дуги BDA  окружности Сп. Представив этот 
интеграл в виде суммы интегралов по С„ и и воспользо
вавш и сь  основной теоремой о вычетах (п° 1.54)* получим

В  этом равенстве перейдем к пределу при п оо. Указанный 
предельный переход совершается на основании следующего 
предложения, известного под названием ле ммы  Жо р д а н а ,  
которое приводим без доказательства: если на некоторой 
последовательности дуг окружностей Сп:\р\ = R n. Re/? < s 
(/?„ -> оо, s — фиксировано) функция F (р) 0 при /?„-* оо 
равномерно относительно агgp, то  для любого t>  0

Итак, при я-*оо первый интеграл слева в (3.81) стремится 
к нулю. Второй интеграл слева при я -► оо, очевидно, стре
мится к интегралу вдоль прямой Rep = s. Следовательно, 
в силу второй формулы (3.80) из равенства (3.81) в пределе 
при п -> оо получаем

Эта формула определяет оригинал f ( t )  для мероморфного 
изображения F(p ). Так как

где А (р) и В (р ) — целые функции, то, применяя формулу 
(1.129) для вычисления вычета функции в простом полюсе, 
получим

п
f F (p ) С "dp + J f- (p)er'dp  = 2«/ ^  Res [f-'(pk)er »'\. (3.81)

t .  In  *-*

f ( t )  = 2  Res \F(pk) ep*,\. (3.82)
* I

после чего (3.82) можно будет переписать так

(3.83)



Полученная формула является обобщением формулы (3.47) 
на случай мероморфного оригинала F (p )  — (в формуле
(3.47) А и В  — многочлены относительно р, в то время как 
в (3.83) А и В  — произвольные целые функции.)

1 — е~2рПример 1. Найти оригинал по его изображению h'(p) = ----- ;—
РОт данного изображения можно сразу перейти к оригиналу, применив 

теорему запаздывания. Воспользуемся, однако, формулой (3.83). Функция 
F{p ) имеет единственный простой полюс р « 1 ,  Применяя (3.83), находим

/ (О  -  —  f —  * ' =  * ' • 1 ( 0  -  е‘~2 • 1(/ -  2).

Пример 2. Найти оригинал по его изображению F(p ) = l!l^. = J l !^ —.р р ch р
F(p) — мероморфная функция, причем А (р) = sh р, В(р) = р ch р. Нули 

функции В (р ) будут полюсами функции F(p ) (п° 1.52). Нулями же В{р) 
будет точка р - 0 и точки, где ch р = 0. Решаем последнее уравнение; по
ложив р = s -f- /и», в силу (1.31) имеем

ch р = _  (еР г е-Р) = JL {еs (cos и» -f / sin и>) -f e~s (cos u> — / sin a»)}.

Отсюда легко усмотреть, что clip может обратиться в нуль, только если 
s = 0; тогда ch^accosu», откуда следует, что нулями chр являются точки
Рк ° V  (-* — 1)-j- / (* = 0, ± 1, ±2, ...). Все эти нули будут простыми,
так как (cos w)'|iu ш = — sin мк + 0. Итак, простыми полюсами функции
F(p ) будут точки

о„ -  (2Ь— 1 ) J L  / (Л = i _ ,  0 . ± 1, ± 2, ... ),

лежащие на мнимой оси и>. Далее находим

Л(р) _ sh р
В ’(р) chp-fpsli/7 

Так как sh/?t/> = sh 0 — 0, cUp,^ = ch 0 = 1 , ch /?* = 0 (£ = 0, ±1, ±2,...), то

MP )  - п .
«'(Я,,)

M p*l = ...shA>* , = _L (Дг = о. ± 1, ± 2, ...).
Н’(р„) p*sh р„ р „ У

Напишем теперь выражение для искомого оригинала по формуле (3.83). Так 
как суммирование в ней нужно произвести по всем полюсам изображения, 
то получаем



Д Ы  получили представление оригинала в виде ряда Фурье в комплексной 
форме (п° 2.4), причем комплексный коэффициент Фурье функции /(/) равен

Ск = 2 2/
(2k — 1) г/ <2* — 1)*

Перейдем к действительной форме этого ряда. По формулам (2.11) находим 
действительные коэффициенты Фурье:

ак = 2Re ck 

откуда следует, что

О, Ьк = — 2 I in ск (2k -  1)**

*=|
2г.Видим, что /(/) является периодической функцией периода Т = —1. = 4. По

лученный ряд легко просуммировать методом, изложенным в п° 2.13; по
ступая так, как мы это делали в указанном пункте, находим значение /(О  
на интервале |0, 4|:

то

ло- fv 1 — cos k г. sin kilt
к-1

2 V  sin Ли/
= _____  ▼  _ _ _ _ _ _ _ —

г. ^  Л I

_2_ V  sin Дг!2 (/ — 2>
Дг-1

2 , « » f 1 ПРИ 0 < / < 2пр„ 2 < , <4

(рис. 3.15). Полный график /(/) получим, периодически продолжив картину 
с интервала (0, 4| на всю положительную ось t. Аналитически найденный 
оригинал /(/) можно записать так

/(О = 1 _
1 при Ak — 4 < t < 4k — 2 
1 при 4k — 2 < t < 4k (k = 1, 2, ...).

3.22. Нахождение оригинала путем непосредственного 
применения формул обращения. На практике приходится 
иногда сталкиваться с изображениями, не являющимися ме- 
роморфными функциями; переход от них к оригиналам не 
может быть осуществлен ни с помощью формулы (3.83), ни 
тем более с помощью теорем предыдущих параграфов. Это, 
к первую очередь, относится к многозначным изображениям 
F{p ) с особенностями в виде точек разветвления (п°1.30).



В ьтом случае для отыскания оригинала применяется непо
средственно формула (3.79):

/ Г О lim J  F { p ) * ‘ dp.
J-/U

Вместо интегрирования вдоль отрезка, ограниченного точ
ками 5 —  iw и s + /•>, сначала интегрируют вдоль замкнутого

контура, содержащего упомянутый 
отрезок (рис. 3.16). Если F (p ) 
имеет конечное число особых то
чек, и все они — полюсы, то обыч
но упомянутый замкнутый контур 
выбирается содержащим все ьти 
полюсы внутри себя. Если сверх 
этого F (p ) имеет точки разветвле
ния, то нужно провести соответ
ствующие разрезы (см. п° 1.30).

Пример. Найлем оригинал, соответ-

рис 3 J5 ствующий изображению F (p ) = —  е ,
_ Р

где имеется в виду та ветвь У р ,  для ко
торой Vр > 0 при р > 0.

/\р) — многозначная функция, имеющая точку разветвления при о = 0 
(iiw 1.30). Оригинал вычисляем по формуле

*+<« 5 + 1«
/(0  = 1

2 х/ F(p)ep,dp=~ 1 lim
2x7 5 —i<n

P'-VJ
dp. (3.84)

причем в силу характера особенностей F(p ) для вычисления этого интег
рала теорема о вычетах неприменима. Рассмотрим прежде всего интеграл

2 х/ dp.

взятый в плоскости р по контуру L (рис. 3.16), составленному из отрезка 
прямой АВ , ограниченного точками s — /и> и j  -f /и>, дуг окружностей ВС  
и FA, радиуса /?, малой окружности Ср , радиуса р и прямых CD и EF. 
Обе окружности имеют центры в начале координат. В плоскости р прове
дем разрез вдоль отрицательной части действительной оси. Так как внутри 
L функция F (p ) аналитична, то по теореме Коши (п*> 1.38) рассматриваемый 
интеграл равен нулю, в силу чего будет

(АВ)i  = _ j  -  / - I -з*  -  X .
В) (ВС ) (РА ) С0 (CD )

Рассмотрим поведение F (р) на дугах ВС  и FA при R -+ оо. На этих дугах 
р == Re**, так что

V Р = V К \ cos -j- + I sin “2"J.
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Для того чтобы фиксировать ту нетвь } гр, которую мы должны иметь
1C к

в виду, необходимо считать, что в правой полуплоскости — - у -  <6 < *2 “ .
я 0 тсТогда на ЬС: - у  < б < ic и cos > 0; на Fa: — л < 8 < ——j- и тоже

ft 6 ~
cos ”  > 0. Таким образом, на дугах ВС и FA будет cos -j" > 0, отку
да следует, что на этах дугах

elrr -Ktfcos-i|* У Р | = е 2 < 1,
в силу чего

e-VP _1_
■F

так что Л1*(/>) —► 0 при R  -* эо. Отсюда в силу леммы Жордана (п° 3.21), 
условия которой здесь выполнены, заключаем, что интегралы по дугам ВС  
и FA стремятся к нулю при R -*> оо. Таким образом, в пределе при R  -► оо 
(что эквивалентно условию «* -*оо) получаем

!+
Г  ept-y~p Г  pPt—V р

J  J L - T - d p  =  - ) 1 - T — U p  +

I *  p —s t - l  / “ j  Г  /  Г  5  
+ --------  ds -  \ - --------  ds.

J  S J  80 р
Рассмотрим интеграл но окружности С р. Так как на ней р = ре
«  р (cos 6 -f / sin ft) (л > ft > — я), to pt  — У  p  = po (cos ft + / sin ft) —

___ / f t  ft \
—  К Pi. \cos —  -f I sin ~ l ,  откуда следует, что на этой окружности pt —
— V Р  при малом р будет малой величиной порядка \ р. Таким образом,

ер>-\Т= 1 + Х(Р).
где х (р) -*• 0 при р 0 равномерно относительно ft. Следовательно,

-  ^ 1 ,р 1 ~ 1 "  d p  =  - l  j  ( I  +  * )  < Л  =  2т. I  +  I  | * « / 0 ,

С р  ^

причем интеграл в правой части по модулю меньше, чем 2г. | х |тах, т. е. 
стремится к нулю вместе с р. Такам образом, при р -*» 0 будем иметь:

/ •  u - S t - l V  5 /•  +



Совершив в последних двух интегралах замену переменной по формуле 
| Г=  5, получим

*  +  / »  _ _  <х

\ Л - ~ ' Р dp = 2 *1  — 41 1' «-СТ»‘" М 8•У р • £
J —/ оо ^  о

Для вычисления последнего интеграла воспользуемся равенством
00
( е~ а%х* cos 2 = --- г— е~ь% а* (а > 0),J  2ао

интегрируя которое по b в пределах от 0 до Ь, получим
00 ^
Г е~а *  sin 2Ьх

d x = V  j *  41  * ’о о
положив здесь а = 26 = 1, придем к формуле

j е хч 2ULL dx = у  JL j * v,/ rfT) = , - j rfx=
О 0 0

- т  (грт)
[см. формулу (3.64)]. Учитывая последний результат, получаем

J+  /оо __
еР‘ ~ 'РГ  e P t - V p  / 1 \

1  7---  dp -  2~1 — 2г/ erf ( —— ),J  Р и \2 V  t)I 00
(4) окончательно находим 

/ ( „ - 1 - е г Г  f _ J r T ) _ Er( ( - i ^ )

5—/ эо
откуда в силу (3.84) окончательно находим

(формула (3.65)].
3.23. Преобразование Фурье и его связь с преобразо

ванием Лапласа. Операционный метод может быть связан 
с методом гармонического анализа. Пусть функция f ( t )  удо
влетворяет условиям интегральной теоремы Фурье (п" 2.18); 
тогда она представима интегралом Фурье

/ ( 0  =  2 Г  j {  J / ( в )  <**) dm.
— оо —оо

Это равенство эквивалентно следующим двум: если

S H =  [  f (b ) e ^ d 9 ,  (3.85)
— 00
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во

f(t)  =  ±  \s(o>)eM d»>. (3.86)
— 00

функцию 5(o>) назовем с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  
функция f ( t ) ;  иногда ее, как и функцию С(ш) (п°п°2.19,2.21), 
называют спектральной функцией. Функции S (iо) и С(«>) свя
заны друг с другом соотношением

5 (и>) = 2п • С (ю).
Формулы (3.85) и (3.86) называются соответственно пря-* 

мым и о б р а т н ы м  п р е о б р а з о в а н и я м и  Ф у р ь е .  Сов
местно их называют ф о р м у л а м и  о б р а щ е н и я  Ф у р ь е .  
Равенство (3.85), рассматриваемое как уравнение относительно 
неизвестной функции / ( 0 » имеет решение, определяемое 
формулой (3.86); равенство же (3.86), рассматриваемое как 
уравнение относительно неизвестной функции S(o>), имеет 
решение, определяемое формулой (3.85).

Интегральная теорема Фурье, в частности, требует, чтобы 
f ( t )  была абсолютно интегрируема на всей оси t , т. е. чтобы

ос

сходился несобственный интеграл ] \ f ( t ) \ d t .  Это очень—ос
жесткое требование, которому не удовлетворяют даже такие 
функции, как f ( t )  = const, f ( t )  = tn (n > 0), f ( t )  = sinotf. Для 
того чтобы расширить класс функций, к которым применимо 
преобразование Фурье, будем применять это преобразование 
не к функции /(/)• а к функции g  ( t )  = e~stf ( t ) ,  где s — не
которое фиксированное положительное число, причем функ
цию f(t) будем считать оригиналом (п° 3.1). Нетрудно убе
диться в том, что функция g ( t )  удовлетворяет всем условиям 
интегральной теоремы Фурье, если только взять s > 50, где s0 
показатель роста f ( t ) .

Так как теперь f ( t )  = 0 при £<0, то для функции 
S (t )  e~stf ( t )  формулы обращения Фурье будут

5 (ш) = db-,
ао

е~г1 f ( t )  = 2jT j ^(ш) e‘ml ^l0-
—oo

Введя, как мы это сделали в п° 3.19, вместо действительной 
переменной ш комплексную переменную ря=8 + Ы 9 придадим 
последним формулам вид

F(P) =  l f ( * ) e  >* dO; (3.87)

то
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/ < 0 -  5Г/ j  F(p)e '"  dp.
S - l ®

s+lЭ»

(3.88)

Мы пришли к формулам обращения Римана — Меллина 
(п" 3.20). Итак, мы получили следующую связь операционного 
метода с методом гармонического анализа: если F (p )  есть 
изображение по Лапласу оригинала / (О , то функция F (s  +  
+ /ш) = 5(ш) будет спектральной плотностью затухающей 
функции e~5t f ( t ) .

Сравнивая друг с другом формулы (3.85) и (3.87) (в пер
вой из них для функций / (О , являющихся оригиналами, ин
тегрирование тоже производится в пределах от 0  д о о о ) ,  за
ключаем, что спектральная плотность S(«>) оригинала /(/) 
может быть получена из изображения F (р) этой функции 
заменой в изображении р на /ю, т. е.

S ( t u ) = : 2 i r . C H =  \F(p)],„i*.

Последний результат позволяет пользоваться имеющимися 
таблицами изображений для отыскания спектральных плотно
стей различных оригиналов.

У П РА Ж Н ЕН И И

1. Найти оригиналы, соответствующие мероморфным функциям:
1 ch;?

p ch p 9 ) рс\\2р ’
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ЭЛКМКНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГКЬГЫ
г Л А В А  IV

§ 1. МАТРИЦЫ

4.1. Первоначальные понятия. Прямоугольной матрицей 
называется множество чисел, записанных в виде прямоуголь
ной таблицы, имеющей т  строк и п столбцов. Числа, состав
ляющие матрицу, называются ее элементами. Матрицы запи
сывают так:

=  (<*//) =  I k  >11

*’ =1,2 т\ 
j  = 1.2..... п

Я|1 а,2 . . &\п а.1 at2
а2г а2 2 . . Л2\ а22 ••

а т\ ат> • • • « т п “ т\ атг ••• &тп

Индекс i обозначает номер строки, индекс у — номер столбца 
матрицы. Матрицы в дальнейшем даны в круглых и прямых 
скобках.

Матрица, имеющая т  строк и п столбцов называется мат
рицей размера  т Х п .

Если число строк матрицы равно числу столбцов, т  = п% 
то матрица называется к в а д р а т н о й  по р яд ка  п. Среди 
квадратных матриц отметим д и а г о н а л ь н ы е  матрицы,  
у которых все элементы с неравными индексами (/=£/) равны 
нулю:

а,, О О
О а22 О
О О *33

о
о
о

О 0 0 . . .  а„,

Будем говорить, что элементы аи, а22, ... , а„„ расположены 
на г ла в но й  диагонали .  Диагональные матрицы, все 
отличные от нуля элементы которых равны между собой
16 S4U Н\



(a lt = a22=... = ann =*а),называются с к а л я р н ы м и  ма три 
цами. Если a = l ,  то скалярная матрица называется еди- 
н и ч н о й.

Единичную матрицу принято обозначать буквой Е :
1 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0

Е 0 0 1 . . 0

0 0 0 . . 1

В дальнейшем нам встретятся матрицы вида:

0.1 0 0  . . . 0 a n Я|2 Я | 3 . • а \п

°21 а 22 0  . 0 0 CL22 #23 • • а 2п

а Э1 а 32 #33 . . . 0
»

0 0 #33 • • а 3л

<*„2 а пЗ • • • “ пп 0 0 0  . • # пп

называемые н и ж н е й и ве р х н е й  т р е у г о л ь н ы м и  мат 
рицами,  а также матрицы, состоящие из одного столбца 
/ a i ч и одной строки (ai а2 ... ап) (так называемые матрица-

/  я  2 \

столбец и матрица-строка).
Матрица, состоящая из одного числа, отождествляется с этим 

числом. Матрица, все элементы которой равны нулю, назы
вается нулевой и ее обозначают 0.

4.2. Определители /г-го порядка. Свойства и некоторые 
теоремы. В нашей книге мы не будем излагать теорию опре
делителей, отослав читателей к соответствующей литературе. 
Мы лишь напомним основные определения, сформулируем 
свойства и некоторые теоремы об определителях, чтобы 
иметь возможность ссылаться на них в дальнейшем изложении.

Рассмотрим квадратную матрицу порядка п:
А =  (a ,j).
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Выберем по одному элементу из каждой строки и каждого 
столбц а матрицы и составим произведение этих элементов, 
называемое чл е но м  о п р е д е л и т е л я :

«  ••• апг, (4.1)
г образуют перестановку

а хj  # ,

элементов и можно составить

где вторые индексы /, Л, 
чисел 1, 2, ... , п.

В матрице л-го порядка п2 
п\ произведений вида (4.1).

Говорят, что числа 1, 2, ..., п записаны в «порядке*, если 
каждое последующее число больше предыдущего. Если же 
какое-нибудь последующее число меньше предыдущего, то 
в записи имеет место «беспорядок*.

Числа 3, 4, 5, 6 записаны в «порядке*, числа 3, 5, 6, 4 — 
в «беспорядке*. Число беспорядков (инверсий) в перестанов
ке п натуральных чисел— есть число пар элементов, в кото
рых большее число предшествует меньшему. Перестановка 
называется четной,  если число инверсий в ней четное чис
ло, и не ч е т н о й  в случае нечетного числа инверсий.

О п р е д е л и т е л е м  квадратной матрицы порядка п на
зывается число, представляющее собой сумму членов опре
делителя вида:

2 ( ± « , у Я 2* ... а«г),

причем знак плюс приписывается произведению элементов 
в том случае, когда множество вторых индексов является 
четной перестановкой чисел 1, 2, ..., я, и знак минус, когда 
число перестановок нечетное.

В частности, для определителей 2-го и 3-го порядков по
лучим формулы, известные читателю из общего курса мате
матики:

— а  1\ О-'»'* # j*»12 “ 21.

—  # ц  GL‘>2 #33  - f "  # 13  #21  # 3 2  “ f“

#H #|2 

# 2| #22 

#ц #12 #13

#21 #22 #23

# 31  #32  #33

-f“ # |2  #23 #31 —  #13 #22 # 3 ! #11 #23 #32 #12 #21 #33»

Обозначают определитель матрицы А = (alf) так:

det А =

а и Uf, ... “ in
а-н d'*2 •••

«я. ani ••• “ nn
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Подчеркнем различие между матрицей и ее определите
лем: матрица — таблица чисел, определитель — число, записан
ное н виде таблицы.

Свойства определителей п-го порядка.
1) Определитель не изменится, если его столбцы заменить 

строками, не меняя их порядка.
Сформулированное свойство устанавливает равноправие 

столбцов и строк определителя.
2) Переставить местами два столбца (строки) определите

ля значит умножить определитель на — 1.
3) Определитель, элементы столбца (строки) которого 

равны соответствующим элементам другого столбца (строки), 
равен нулю.

4) Если все элементы Л-го столбца (строки) определителя 
я в л я к у т с я  суммой двух слагаемых, то определитель м о ж н о  
представить в виде суммы двух определителей, у которых 
элементами Ar-го столбца (строки) являются соответственно 
первые н вторые слагаемые членов £-го столбца заданного 
определителя, а все остальные элементы такие же, как и у ис
ходного определителя.

5) Общий множитель всех элементов некоторого столбца 
(строки) можно выносить за знак определителя.

6) Определитель, у которого все элементы некоторого 
столбца (строки) равны нулю, равен нулю.

7) Если к элементам столбца (строки) определителя при
бавить соответствующие элементы другого столбца, умножен
ные на некоторое фиксированное число, то преобразованный 
определитель равен исходному.

Если в определителе я-го порядка выбрать элемент а{) 
и вычеркнуть столбец и строку, на пересечении которых 
находится этот элемент, то оставшиеся столбцы и строки об
разуют определитель (п — 1 )-го порядка, называемый минором 
заданного определителя, соответствующим atJ.

Л л ге б ра и ч е с к и м д о п о л н е н и е м  Ац элемента а» 
определителя называется соответствующий ему минор, взятый 
со знаком плюс или минус. Знак плюс приписывается минору 
элемента alJy если сумма I -f у номеров столбца и строки — 
число четное, а знак минус, если сумма * +У — нечетное 
число.

8) Определитель равен сумме произведений элементов у-го 
столбца на их алгебраические дополнения:

6 e i A = a tJA 4 + a2fA2J+ ... + a nJAnJ. (4.2)
Равенство (4.2) называют разложением определителя deM по 
элементам у-го столбца.

Определитель может быть разложен по элементам любого 
своего столбца (строки).
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Формула (4.2) позволяет свести вычисление определителя 
/j-ro порядка к вычислению п определителей (п— 1)-го по
рядка,
Г 9) Сумма произведений элементов столбца (строки) опре
делителя на алгебраические дополнения соответствующих 
элементов другого столбца (строки) равна нулю.

Отметим, что:
а) определитель диагональной матрицы равен произведе

нию ее элементов, стоящих на диагонали:

и, в частности, определитель единичной матрицы равен 1 
: det Е  = 1;

б) определитель треугольной матрицы равен произведению 
ее элементов, стоящих на главной диагонали.

4.3. Действия над матрицами. Две матрицы А и В  одного 
и гиго же размера называются равными, если все их соот
ветствующие элементы равны, т. е. (alf) = (Ьц)% если alf = by 
дли всех I и у.

Суммой А + В  = С двух прямоугольных матриц А и В  
одного и того же размера m X  п называется матрица С того же 
размера, элементы которой равны суммам соответствующих 
элементов данных матриц А и В, т. е. если А = (а^), В  = (Ьц)у 
т<) С — (Сц)> где Гуу =з bij ( i = 1, 2 , . . . ,  fti\ j  —- 1, 2, 
Операция вычисления матрицы С называется сложением мат
риц А и В.

Пример. Найти сумму матриц:

Правило сложения двух матриц обобщается на случай любого 
конечного числа слагаемых матриц.

Произведением матрицы А на число (скаляр) а называется 
матрица С, элементы которой есть элементы матрицы Л, ум
ноженные на а:

(c,j) = a (a l/t) если =^a,j ( i = 1 ,2 ,. . . ,  m\i = 1, 2 ,.. .  ,л).

Ч
а 22

А = ; det А = а п а22 ... апп



/ 3 2 7 \ / 15 10 35 \
° ' \ 8  1 4 / \ 4 0  5 20 /

Определенные выше линейные операции обладают свойствами
а) Л + |Д + С| = \А + В\+ С ;
б) А + В = В + А ;
в) Л + 0  = Л (0 — нулевая матрица);
г) |* + Р| Л =аЛ+ {М; '
д) а [A -f В\ = аЛ -f- *В;
е) 1 • А = Л;
ж) а[рЛ)=офЛ, где А. В  и С — матрицы, а и jJ — скаляры.

Разность двух матриц А и В  одинаковых размеров опреде
лился равенством: Л — В  = А \ — 1| В.

Пример. Пайуи разность матриц:
, / 2  0Г 3 \ п / 3 4  1 \

( 4 7 - 5 ) " " ( в О з ) '
, / 2-3 0-4 3-1 \ / —1 —4 2 \

\ 4-8 7-0 5-3 ) _ \ -4 7 2 )'
Правило умножения матрицы Л на матрицу В  определяется 

только для того случая, когда число столбцов матрицы А 
равно числу строк матрицы В.

Умножить матрицу А = (ау) размера т Х п  на матрицу 
Н — размера // X  Я это значит найти третью матрицу

П
С — (сн,) размера /и X  </ такую, что с,к = У1 аи bik, i —

/-1
“ 1 , 2 .........т ,  k  =  1 ,2 .......... q.

Матрица С называется п р о и з в е д е н и е м  ма тр и цы  А 
на матрицу В

С = АВ.
Если матрица А — матрица-строка А = (а,а2. . .  а„), а матрица 
В  — матрица-столбец

Пример.

' V



В общем случае, как следует из определения, элемент cik 
есть  сумма произведений элементов /-ой строки на элементы 
/?-го столбца.

Поясним правило умножения матриц примерами:

Произведение двух матриц в общем случае зависит от поряд
ка сомножителей, оно не коммутативно:

/ 2  4\  / 5  1 \ _  /  2.5 -Ь 4.2 2.1 4-4.114 _  /  18 46 \
[ з  7 /  \2 11 /  \ 3.5 +  7.2 3 . 1 + 7 .1 1 /  \ 29 80
/ б  1\ / 2  4\ /5 .2  +  11.3 2.4 +  11.74 /  13 27 \
\ 2 11/  I 3 7 /  \ 2.2 +  11.3 2.4 +  11.7/ \ 37 85 /*

В частном случае равенство А В  = ВА  возможно.
Матрицы А и В, для которых выполняется равенство 

АВ  — ВА, называются п е р е с т а н о в о ч н ы м и  или к о м м у 
т и р ую щ им и .

Например, матрицы:

(проверьте!).
Напомним, что операция умножения матриц А и В  опре

делена только для того случая, когда число столбцов мат
рицы А равно числу строк матрицы В. Таким образом, можно 
перемножить не всякие две матрицы. Может случиться, что 
произведение матрицы А на В  существует, а произведение 
В  на А не существует.

А В  Ф  ВА.
Например,

Например, матрицу можно умножить на матрицу

В 2 4 6 1, а найти произведение В  А — невозможно. 
4 3 0 /
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Если матрицы А и В  квадратные одного и того же поряд
ка, то произведения АН и НА всегда существуют. 

Произведение матриц обладает свойствами:
а) г\АН\ = |аЛ| . В  = А |«Д|;
б) \АВ\С = А |ЯС|;
в) \А +В\ С = АС + ВС ;
г) С \А + В\ = СА + СВ.

Единичная матрица Е  порядка п, играющая роль единицы 
в матричной алгебре, перестановочна с любой матрицей А 
порядка п, что легко проверить непосредственными вычисле
ниями: А Е  = Е А = А .  Скалярная матрица

/ а 0 0 . . .  О Щ
О а 0 . . .0

S  = 0 О а . . . О

0 0 0 . . . а /

может быть представлена в виде произведения S  = aE. Про
изведение квадратной матрицы А на скалярную матрицу того 
же размера коммутативно. Действительно: S A = a E A = a A ,

= А аЕ = аА Е  = аА, откуда 
5Л = AS.

4.4. Линейные преобразования и матрицы. Л и н е й н о е  
п р е о б р а з о в а н и е  п е р е м е н н ы х  jc,. jc*....... хп в пере
менные y i,y2, ..., у „  задается системой равенств

«it хх + a l,x 2 + . . .  + a lnxn = yt ;
а,, х , + аг,х. + . . .  4- аи хп = уг\

amtx, + ат ,х, -f . . .  + атпх„ = у„.
Числа о/у (<=1,2.......т\ / = 1 ,2 , . . . ,п) называются к о э ф 
ф и ц и е н т а м и  преобразования.

Линейное преобразование может быть записано в матрич
ной форме:

2 4 6



А Х  = К,
где А , Х у У — соответствующие матрицы.
Матрица Л называется ма трицей  л и н е й н о г о  пр е об р а 
зования .

Пусть имеют место преобразования:
Д||-*| + Я | 2*2 = У ь  £ ц * |  i * i 2^2 =  y i ;

021*1 4“ #22*2 = Уг* *̂21*1 4~ 2̂2*2 = Уз
с матрицами

I  Д = В - ( М ” )-\ Д21 f l22 / V ^21 *22 /
Под суммой преобразований будем понимать преобразо
вание:

(о.. + Ьи)х,  + (аи + Ь12) х г =  у , +  у,;
(«21 +  М  * i  +  (а 22 +  Ьи ) х3 = уг +  у'г

с матрицей

И Л И

_  / 0 Ц +  ^11 а \2 +  ^12 \
\ а 21 +  ^21 022 +  Ь 22 /

равной сумме матриц А В.
Выполним последовательно линейные преобразования:

Ух =  Я м *! +  <*12* 2; у\ =  * п У 1 +  * 12У2; 
у 2 =  a 21X j +  <*22* 2; У2 =  * 21У 1 +  Ь> 2у 2.

Подставляя вместо yi и у2 нх значения, найдем

У! =  («п*1 +  « 12* 2) +  ^12 («21*1 +  « 22* 2); 
у', =  b2i (atlx t +  a l2x2) +  *22 ( « 21*1 +  022* 2)- 

У I — (^ 11^11 ~f* 021 ̂ 12) * 1  "Ь (# 12^11 “t“ # 22^ 12) * 2i 
Уз =  (#11^21 + ^ 21^22) * !  +(^12 2̂1 +  022^») *2*

Матрицей последнего преобразования является матрица С,
I bxxbxi \

равная произведению матрицы В  = I  ̂  ̂ I на матрицу

л  =  ( а **а - ) ,
\ « 2.022 /

g £  д 1а\\Ь\\ “Ь <*21^12 а 12^п +  а2гЬ\г \ 
\0Ц^21 +^21^22 012̂ 21 +  022̂ 22 /
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Отметим тождественное преобразование, переводящее пере
менные в себя:

1 • xt +0- х2 = хг\
О • ЛГ| + 1 • х2 = хъ

матрицей которого является единичная матрица:

ч ;
I 1реобразование

(*\\Х\ 4- Л|2дс2 = у,; 
а21х | -j— (i-ytX t = у2

переводит переменные хх и х2 в переменные у, и у2. Преоб
разование, переводящее у, и у,  в jc, и х 2ч называется обрат
ным по отношению к первому:

-------  у  + ----- Z f i l ------- у .,-
Лпвя — лцл3| 1 я иак - а 1ал21

____ I____________ у
анвя  ~  лил»  *“  e ,A i

Матрица обратного преобразования:

/ — д 12 \
/ del Л del A j j  ̂ — # 12^

1 ~ а>| ач / deiA  \ — а 2| Л ц /’
\ det Л del /1 '

где d e M  определитель матрицы исходного преобразования, 
отличный от нуля. Если det А = 0, то обратное преобразова
ние не существует.

Нами рассмотрены простейшие примеры линейных преоб
разований и их матрицы. Линейные преобразования возникают 
при решении многочисленных задач математики: в задаче 
о преобразовании координат, в теории систем линейных ал
гебраических и дифференциальных уравнений и др.

4.5. Транспонирование матриц. Если в матрице:

а » . &  12 . . . #1 и

а „ #22 ••• #2 „

<*«| CLm 2 ••• #m/t
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\

поменять местами строки и столбцы, то новая матрица

« и «21 • • «m l

А '  =
«12 «22 •.. «m2

ч « 1 „ «2л •-  « т я

называется т р а н с п о н и р о в а н н о й  по отношению к мат
рице Л.

Отметим, что:
а) если над матрицей А дважды произвести операцию 

транспонирования, то матрица останег;ся неизменной
(Л ') '= Л "=  Д;

б) транспонированная матрица суммы двух матриц равна 
сумме транспонированных матриц:

[л + ву  = Л' + В\
что следует из определения суммы двух матриц;

в) определитель матрицы Л равен определителю транс
понированной матрицы Л':

det Л = det Л',

так как определитель не меняет своей величины при замене 
строк столбцами и столбцов строками;
[ г) транспонированная матрица произведения двух матриц 
равна произведению транспонированных матриц, взятых в об
ратном порядке

(А В У  = В '  А'.
Матрица (АВ) '  получена умножением элементов строк мат
рицы Л на столбцы матрицы В  и заменой затем строк столб
цами. Тот же результат можно получить, умножая элементы 
столбцов матрицы В  (строк В')  на элементы строк матрицы Л 
(столбцов Л').

Примеры.

( 4 3 7  
8 4 9

2 1 6

(4 8 2  
3 4 1 
7 9 6
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2) Матрица-строка (5 8 4 9) есть транспонированная матрица, по отно
шению к матрице-столбцу

Квадратная матрица А называется симметричной, если А = А\ 
и кососимметричной, если А = — Л'. Элементы симметричной 
матрицы связаны соотношением — а кососимметричной 
соотношением а,у= — afl. \

Произведение матрицы А на транспонированную матрицу 
А ' есть матрица симметричная:

4.ft. Обратная матрица. Квадратная матрица А называется 
н е о с о б е н н о й  или н е в ы р о ж д е н н о й ,  если ее опреде
литель не равен нулю: det А =£0.

Если определитель матрицы А равен нулю (deti4=0), то 
матрица А называется о со бе нн о й  или в ы ро ж де нн о й .

Определение. Матрица А~{ называется обратной квад
ратной матрице А . если AA~l = A~lA »  Е. где Е — единич
ная матрица.

Теорема. Всякая неособенная (deM ^O ) матрица А име
е т  обратную.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составим матрицу А*% которая на
зывается со ю з н о й  или п р и с о е д и н е н н о й  по отношению 
к матрице А:

где A4j  — алгебраические дополнения элементов аи матрицы 
(под алгебраическим дополнением элементов a{j квадратной 
матрицы понимают алгебраическое дополнение элемента aif 
определителя данной квадратной матрицы). Заметим, что 
в матрице А* алгебраические дополнения элементов строк 
матрицы А помещены в столбцах, т. е. произведена операция 
транспонирования. Умножим матрицу А* на величину, обрат
ную определителю det Л.

А А Г =  С ,

где С — симметричная матрица.
Действительно,

(С)' = (А А 'У  =  ( А ’ УА ’  =  АА'  = С.

А* = =  / = 1 .2
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Действительно, умножив матрицу (a if) на матрицу ( лсГл ) 9
получим  матрицу С, у которой на главной диагонали будут 
расположены дроби, в числителях которых записана сумма 
произведений элементов строк матрицы А на их алгебраиче
ские дополнения, т. е. определитель матрицы (см. п° 4.2), 
а в знаменателе определитель матрицы А. Таким образом, 
все элементы матрицы С, расположенные на главной диаго
нали, равны 1. Все остальные элементы матрицы С есть 
дроби, в числителях которых записана сумма произведений 
элементов строк матрицы А на алгебраические дополнении 
элементов другой строки, а эти суммы равны нулю. В знаме
нателях дробей записан d eM ^ O .

Таким образом, все элементы матрицы С, расположенные 
не на главной диагонали, равны нулю.

Матрица С есть единичная матрица: С = Е. Мы установили, 
что произведение матриц

\ det А )

есть единичная матрица и, таким образом, матрица
есть ооратная матрица для матрицы А.

В качестве примера найдем матрицу, обратную матрице

/ « и « и  \ 
\ агха „  } '

предполагая, что матрица А неособенная, det А ф  0. Составим 
обратную матрицу

■Ли

А~х —
det A det 

А12 A t«

“ п  \
det А \ 1 /
Ак J ~  <*et v4 — агх а,,/

det A det А

Чтобы показать справедливость равенства AA~l = L, составим



Составляя произведения ЛЛ*-1 и /4-М, говорят, что матрицу -4 
в первом случае умножают на матрицу Л ” * справа, а во вто
ром случае — слева.

Если для матрицы А существует обратная матрица Л \  
то она единственная.

Пусть А В  = Е  и СА = Е. Умножив обе части первого 
равенства слева, а второго справа на Л ” 1, найдем А~ХА В  = 
= A~l Е; В  = Л“ !; СЛЛ~! = ЕА~Х, С = Л следовательно, 
Л-| = С = Д.
Особенная (вырожденная) матрица, определитель А^торой 
равен нулю, обратной матрицы не имеет:
по определению ЛЛ” | = Л~,Л = £ и  det Л = 0, вычисливопре- 
делитель det (АА~Х) = det Л • det Л~! = 1, придем к равен
ству 0=1 ,  что невозможно.

Некоторые свойства обратной матрицы: 
а) Определитель обратной матрицы равен величине, обрат

ной определителю заданной матрицы:
A lA = E\ det (Л _|Л) = det£, d e M _,deM  = l

б) Обратная матрица произведения квадратных матриц 
равна произведению квадратных матриц сомножителей, взятых 
в обратном порядке: \АВ\~Х — В~ХА~Х\

А В  |В~ХА~Х\ = Л \ В В Х\А~х = ЛЛ-* = Е
В~ ха ~х есть обратная матрица для АВ.

в) Транспонированная обратная матрица равна обратной 
от транспонированной данной матрицы: | Л J ' = [Л '!-1,
IА~ХА\' = Е*9 Л '[Л “ || = £ ' = £  умножив на |Л'1 получим 
[Л '|-! • Л' \А-Х] '=  \А~ХУ = [Л ']-1.

Примеры.
1. Найти матрицу, обратную матрице  ̂ j. Опрел

рицы det А = — 10 ф 0, следовательно, мафица А неособенная.

8
7 j. Опреде.мнтель мат-

Присоединенная матрица А* — матрица

—7 _8_ 
10 10

J L  “ 2 
10 10
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■  '2. Найти матриц;2. Найти матрицу, обратную матрице

Матрица неособенная, ее определитель del Л = 40 + 0.
_8_ -32 _10 
40 40 40

4.7. Решение матричных уравнений. Изложенная в пре 
дыдушем пункте теория позволяет решать матричные уран 
нения:

где А — заданная, неособенная, квадратная матрица порядка га; 
В  и С — заданные прямоугольные матрицы размеров соответ

ственно га X  г и г X  п\
А’и Y — искомые матрицы соответственно размеров п X  г 
ш г  X  « .

1) Умножив слева обе части матричного уравнения А Х  — В  
на матрицу А~\ обратную матрице Л, найдем

А-1 ■ А Х  = А-'В, E X  = А~'В, X  = А~'В.
2) Умножив справа обе части уравнения УА = С на А~х, 

будем иметь YAA~X = СЛ-1, У = СА~1.

1) А Х  = В, 2) YA = С,

Примеры.
I. Решить матричное уравнение 

ашаи матрица А 1 равна

2. Найти У  из уравнения
4 3 8



Maipima А неособенная, ее определитель ранен — 7. Обратная матрица

j- i

У  = (29 16 49) (3 2 7).

4.8 Клеточные (блочные) матрицы. Прямоугольные мат
рицы бывает полезно разбить на клетки (блоки) прямыми, 
параллельными столбцам и строкам матрицы и рассматри
вать клетки как матричные элементы данной матрицы. Ниже, 
например, матрица разбита на 6 клеток:

А  =

«II « 1 2 « .3 «14 • ••«.„
а21 а ,м 23 «2 4  • •• «2п

«51 •л<3

• «Ьп
«6. «*2«вЗ «•4 •••«в.

“ т\ 3 «*4- • • «ЯЛ

/ Q l l  Q l2  Q .3  \

\ Q *21 Q 22 Q n  )

где

Qh Q,2 = l

a ,2 «|я

a  22 «23

«52  «53  7 

«6 2  «64

Q lJ —

«14  • • • « I n ' 

«2 4  • • • « 2

«54  • • • «Г>/| ' 

«64  • • • « 6/1

«m4 • • • a mn

матричные элементы матрицы Л, называемые подматрица-  
м и А. Очевидно, разбиение матриц на клетки (блоки) может 
быть произведено различными способами. Матрицу, разбитую 
на клетки, будем называть клеточной.

Разбиение матрицы на клетки может упростить трудоем
кую операцию вычисления обратной матрицы по правилам, 
изложенным в п° 4.6.
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ш  '

Пусть надо найти матрицу Л“ !, обратную неособен
ной квадратной матрице А% которую представим разбитой 
на клетки:

/ Q.. Q.г \
~  \ Qn Qv  Г

где Qn и Q,-, — квадратные подматрицы.
Искомую матрицу Л-1 представим также разбитой на клетки, 
аналогично разбиению матрицы Л

Г А - г - 1 « ' ' « " )

Так как матрица А~х обратная матрице Л, то

\  4 2 1  4 2 2  /  V * '2 1  * '2 2  /  \  U  £  /

Откуда
Q ll# U  4* Q l2#II =  (4 .3 )

(?2|Я,1 + (?22#2«*0; (4.4)
Q ll# l2  +  Ql2#22 =  0 ;

Q 2l#f2  4 “ Q?2#22 =

Из последних равенств найдем искомые подматрицы /?12* 
# 21» # 22-

Из равенства (4.3) вычтем равенство (4.4), умноженное 
слева на

Q n#u 4" Qi2#2i Q uQ ^ Q jitfu  QisQnQssff» =
(Qn QrjQujQji) =

# u =  (Q ii — Q12Q33 * Q li)*1»
из (4.3) найдем

#21 =  —  Qaa Q 2 l# li

и аналогично
# 2 2 =  (Q n  —  Q n Q r J Q ia )-1;

# 1 2  =  Q n Q t i  * # 2 2 *

Аналогично обычным диагональным и треугольным матри
цам (4.1) рассматривают клеточные (блочные) диагональные 
и треугольные матрицы, элементами которых служат подмат
рицы заданной матрицы.

Особое значение имеют клеточно-диагональные матрицы.
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Клеточно-диагональной матрицей называется клеточная 
матрица, у которой вдоль главной диагонали расположены 
квадратные матрицы, не являющиеся нулевыми, а остальные 
клетки состоит только из нулей.

Примером клеточно-диагональной матрицы может служить
матрица

« , , « ,  о 0  0  0  0

а3|ап 0 0 0 0 0
0 О bu ь , ,ь 13о о
О О Ь21ЬггЬг,0 о
о О bM b3,b 330 о
0 0 0 0 0 С,,С|2
О 0 0 0 0 Сц с-,2

1 Л

5

с  |

А = ап а,2
@2\ Q'1'l

В  =  \

^11 2 by з 
^21 2̂3

3̂1 ^32 ^33

_  / С12 \ 
{  с21с ,г ) '

Сложение и умножение клеточно-диагональных матриц одина
ковой структуры производится особенно просто:

если А =

Q,

•

Q,

Я.

Rr ТО

А + 5 =

о , + Л ,

•

Q ,+ K ,

Л Я  =

Q. • Я,

' •
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\

Ап-1 =

рассматривают также клеточные матрицы вила

A .- I

где

Ап—1 м п

N . апп

« I I  «12 • • • «1л —1 

«21 «22 • • • «2/1 — 1
. М л =  I

а in

ап-\\ап - \ 2 . . .  « л - i  л - г  4 « *

К  =  (<*„,<*„

Матрица А„ называется окаймленной по отношению к А„-|.
4.9. Треугольные матрицы. Сформулируем некоторые 

свойства треугольных матриц (4.1)

Я | | Д |2  •

Оо<3 . . 0

0  Q jz  • • а 2л «21 «2 2  ^  • . . 0

0  0 * «31 «3 2  «3 3 * . . 0

0  0 а пп «/11 « Л 2 « / |3  • • • «лл

и правила действия с ними. Высказанные утверждения не бу
дем доказывать в общем виде, но поясним их на примерах.

Определитель любой треугольной матрицы равен произве
дению ее элементов, стоящих на главной диагонали, в чем 
легко убедиться, вычислив ее определитель. Из преды
дущего следует, что треугольная матрица является неосо
бенной только тогда, когда все ее диагональные элементы 
отличны от нуля.

Произведение двух верхних треугольных матриц и двух 
нижних треугольных матриц одного порядка есть соответст
венно ьерхняя и нижняя треугольные матрицы:

« И  «Г.» «13

О а > > а23
О 0  а 3з

/d\\bX\ d\\b\2 +  «12^22 «11^13 «12^23 4 "  «13^33

= = | 0  «22^22 «22^23 " Ь  «23^33

\ 0  0  «33^33
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а,,О О
С1‘*\ #22 О

#31 #32 #33 

/ # 11^11 

I Ьу | #2 2  ^21

О
о

#31 ^11 4" #32^21 4 "  #33^31 #32 ^22 4 "  #  33&32 #33^33

Пронзгедение верхней треугольной матрицы на нижнюю или 
нижней на герхнюю при условии, что порядок матриц один 
и тот же, есть квадратная матрица того же порядка:

/ #11 #12 #13 \

I 0  #22 #23 I

\ 0  О  #33 /

#11 1̂1 4” #12 1̂2 4“ # 13^13

#22^12 +  #23 ^13 

#33 ^13

&п 0 о 
ft,2 Ь >2 о  ] =

^ 1 3  ^2 3  ^3 3  

# 1 2 ^ 2 2  4 “  # 1 3  ^2 3  

# 2 2 ^ 2 2  4 "  # 2 3  ^23

# 3 3 - 3

Справедливо и обратное утверждение. Всякая квадратная 
матрица

#11 # 12 • • • # 1п
# 21#22  *  *  1

Л =

#л1 #л2 • • • #

у которой определители а,,;
#11 #12 #13

#11 #12 

#21  # 2 2
;d e M  отличны от нуля, предста-#21 #22 #23 

#31 #32 #33
вима в виде произведения треугольных матриц различного 
вида (нижней и верхней, верхней и нижней), но одного поряд
ка. Если зафиксировать диагональные элементы одной из 
треугольных матриц, например положить их равными 1, то 
разложение будет единственным.

Для примера представим матрицу А в виде произведения двух треу
гольных:

А =
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* п  -*п У la
*21 *21 У 13 4* «*23 

*31 *31 У\2 4" *32

*пУ13 
*21 У 13 4* *22У21 

*31 >13 + *32̂ 23 + *33
Решив систему уравнений

* п = 2; *,|У|з = — 1; *пУ13 =
*и  =* 3; х2\у,з 4- * 3 2  = 2; * 31^13 4- * 22^23 ~  4;
*31 = 4; -*31у ,2 4 - Х 33 =* 1; 31У13 ~Ь *з2Угз 4- *зз =

найдем

* 2 1 = 3; ДГ33 = 3; у 13 — 0 ;
11 8

* и  =  4 ДГ33 -  — ; узз =  —

и, следовательно,

А
2 0 0
3 7/2 О
4 3 11/7

1 - 1/2 О 
О 1 8/7 
О 0 1

Рассмотрим операцию нахождения матрицы, обратной тре
угольной. Можно утверждать, что если матрица А верхняя 
треугольная, то и обратная матрица тоже верхняя треугольная 
того же порядка, что и матрица А. Покажем это на примере 
матриц третьего порядка.

Пусть задана матрица

Последнему матричному равенству соответствуют 9 ска 
лярных равенств:
1 )а ,,а „ = 1; 2) иц<хи = 0; З )а ,,а 31=0;

требуется найти матрицу

такую, что



4) #12*11 4" #22*12 — Ф  5) #12*21 “h #22*22 = lj
6) #12*31 4~ #22®аг = 0; 7) #|;{3ц 4~ #23*12 4~ #33*13 = 0;
8) # 13*21 4” #23*22 4" #33*23 = 0*
9) #13*31 4“ #23*32 4* #33*33 = 0,

из которых находятся элементы матрицы (а#Л:

- 0 ,  а | 3 _ - - ^ -  [ a , 3a n  +  а :»3я |21 ----- [ £ j jалз I <1ц
ДцДзз
ЯцО*,

Мы показали, что матрица (а^) — действительно верхняя тре
угольная.

Можно указать и общие формулы для вычисления эле
ментов матрицы (а/у). Если А =  (#/у) ( i , j =  1 ,2 , . . . ,  rt) — верх
няя треугольная матрица, то элементы матрицы А - 1 (а/у) 
(/,/ = 1 , 2 , . . . ,  п) можно вычислить по формулам:

Аналогично, если матрица В  = (Ьц) — нижняя треугольная 
порядка rt, то и обратная матрица — нижняя треугольная 
матрица порядка п. Элементы матрицы В~х вычисляются по 
формулам:

4.10. Ортогональные матрицы. Квадратная матрица назы
вается о р т о г о н а л ь н о й ,  если сумма квадратов элементов 
каждого столбца равна единице и сумма произведений соответ
ствующих элементов из двух разных столбцов равна нулю.

а) если I = /, то ли = — ; б) если i > j \  то аи = 0 ; в) если
* <У, то

а) если i = j ,  то б) если i < j ,  то р|у = 0 ;
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Ортогональную матрицу А можно определить как матрицу, 
у  которой обратная Л -1 и транспонированная А ' матрицы 
совпадают:

Л-> = Л'; ЛЛ' = Л'Л = £.
Определитель ортогональной матрицы равен ± 1:

det (ЛЛ ') = det Е; det Л deM' = det Е  = 1,
но

det Л = det Л'; (det Л )2 =1; det Л = ± 1.
Обратная и транспонированная матрицы ортогональной мат
рицы есть также ортогональные матрицы.

4.11. Модуль и норма матрицы. Модулем матрицы А называется мат
рица, элементами которой являются модули элементов А. Модуль матрицы А 
обозначают \А\. Имеют место следующие соотношения, если только оп^” 
рации сложения и умножения возможны для рассматриваемых матриц А и п

\Л + В\<\Л\ + 1В\;\ЛВ\<\Л\-\В\;\*Л\ — \я\^\Л\,
а — скаляр (число).
Нормой матрицы А, обозначаемой ||Л||, называется действительное 

число, удовлетворяющее условиям:
а) I M II > если Л *  0; || А || = 0, если А = 0 (и только в этом случае);
б) || иА || = | а I || Л ||, где а -- скаляр (число);
в) II j4 4- £  || < || j4 || + 1| В  ||;
г) \\А • В  || < || А |1 • || В  ||.

Норма матрицы может быть введена различными способами, обычно 
рассматривают нормы:

а) I M B - K S l e v P ;

б) || А || =  max | ai) |;

a) IM  II = max ^  | Л/у |.

Примеры.
1) Вычислить указанные выше нормы матрицы

а) IM  II = у  I* ; 4= + 3» + (—3)' + 5* + 8» + 2» + (—1)= + 6» = КЙ5;
б) || Л || = max [1 + 3 +  2,4+ 5 +  1,3 + 8  +  6) -  max (6, 10, 17] = 17; 
н) || А || max (1 +  4 + 3,3 + 5 + 8,2 + 1 +  6] =  max |8, 16, 9| +  16.

2) Вычислить нормы (а), (б) и (в) матрицы-строки А =  (5 2 4 7)
а) II А || = У  5* + 2» + 4» + V  = У 94;
<5. в) |Ы  || = max |5, 2, 4, 7] =  max (5,2,4,7[ =  7.

4.12. Элементарные преобразования матриц. Под э л е 
м е н т а р н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м и  матриц п о н и м аю т:



1) Умножение всех элементов какой-либо строки (м., 
столбца) на постоянное число фО.

2) Прибавление к элементам какой-либо строки (цл , 
столбца) чисел, прэпорциона тьных элементам другой стр<, ки (или столбца).

3) Перестановку местами двух  строк (или столбцов). Преог 
разованне (1) может быть осуществлено умножением матриц ,̂

/  « п «12 • • • « I п ^

А

vnn

чае столбца на матрицу

слева в случае строки и справа в слу 

1 .

.  X
I порядка п. Наприме|

« ц « | 2« 1 3

а1Ха 22 « 2 3  

« 3 1 « 3 2 « 3 3

1 О о  
о х о  
0  0  1

Преобразование (2) осуществляется умножением матриц В , 
и В 2 порядка п на матрицу А:

1

0 \\Ol2a t3

«2 1 «22 «2 3

«3 1 «32 «3 3

« I I  «12  « И  

‘̂«21 ‘̂«22^'«23 

«31 «3 2  «33

« 11 ̂ «  12 «  13 

«2 1 ^ «2 2 «2 3

« з Л « 3 2 « 3 3

1 .
1

Д 2 =  - f

• 1

Умножение В х на А равносильно прибавлению к элемен
там некоторой строки чисел, пропорциональных элементам последующей строки.

Умножение В 2 на А равносильно прибавлению к одной 
из строк матрицы А чисел, пропорциональных элементам 
предыдущей строки. Произведения А В Х и АВ> осуществляют 
аналогичные преобразования над столбцами.

Примеры.

#11#12#13 \  /  &Н #12 #13

#'1#12#23 I =  I  #21 #32 #23

#31#32#33 / \  a 3i ^#12 +  #32 >#13 -f- #33
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#31^ #12“Ь#32^ #13 +  #33^

аи а |2 .. • « . „

«21 «22 * *• «2л

«т . «m2 •-• « т л

#п #п ЛцХ -f- # 13  '
#21 #22 # 2 4 е #23 

#31 #23 #31 ̂  +  #ЗэУ

Две матрицы называются эквивалентными, если одна может 
быть получена из другой путем конечного числа элементар
ных преобразований.

4.13. Ранг матрицы. В прямоугольной матрице

А =

размера т Х  п выделим к столбцов и такое же число строк 
(к не больше наименьшего из чисел т  и п) и составим оп
ределитель из элементов, стоящий на пересечении выбранных 
столбцов и строк. Указанным способом может быть получена 
совокупность определителей, называемых минорами матрицы 
А (см. п° 4.2).

Если матрица А — квадратная порядка я, то наибольший 
возможный порядок полученного вышеописанным способом 
определителя равен я

Если матрица размера т  X  я, то наибольший возможный 
порядок определителя равен наименьшему из чисел т  и я.

Определение. Матрица имеет ранг г, если среди ее ми
норов существует хотя бы один минор порядка г. отлич
ный от нуля, а все миноры порядка r + 1 и выше равны 
нулю или не существуют. Ранг нулевой матрицы считается 
равным нулю.

Если матрица имеет размер т  X  я, а ранг ее г, то раз
ность между наименьшим из чисел т  и п и рангом г назы
вается де фектом  матрицы.

Примеры.
1) Найти ранг матрицы

1 4  2

Матрица имеет порядок п =  3, следовательно, ее ранг не может быть 
больше 3.

. 1 4  2
Определитель третьего порядка равен нулю 2 5 4

3 1 6
= 0, но
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существует минор 1 4 |
2 5 I

2) Найти ранг матрицы

Ф  0. Ранг матрицы г =» 2, а дефект 3 — 2

Размер матрицы 3x5 и, следовательно, ее ранг не больше 3.
. 4 5 7

Существует определитель третьего порядка 1 4 3
2 3 5

Следовательно ранг матрицы равен 3( а дефект 0.

= 14 Ф  0.

.VIIГ Л Ж  III! НИН

1. Запишите все миноры определителя:
1 2 9
2 7 3
3 8 2

2. Найдите сумму и разность матриц А и В :

а) / 3 7 8 \ / 11 6 3 \ б)
Л = | 9  1 4  );/* = { 2 4 7 1. Л =

\ 2 8 5 /  \  5 8 4 /

3. Найдите произведения матриц:

д)
А =

в)
А =

г)
А

Я = (7, 11 9),
( Ъ 

8
6 

\ 2
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в
ж) А =  (5 8 6 2);

4. Нал заданными матрицами произвести операцию транспонирования: 
а) /  3 7 8 \  б) (8 7 4 5).

1 2 4
5 6 9

5. Вычислить матрицы, обратные данным:
б) /  2 7 3 \ в)

3 9 4
1 5 3

6. Линейное преобразование записать в матричной форме
У\ =  0 i i * i  +  «13*2 +  <*13*3 +  « и * * ;

У 2 — <*21*1 4  <*22*2 4  <*23*3 4  <*24*4i 

УЗ =  <*31*1 4* <*32*2 4- <*33*3 4" <*34*il 

У 4 =  <*41*1 4  <*42*2 4  <*»3*3 4" <*44*4-
7. Проверить, что система линейных уравнений

5*| — 2х3 4- *з =  15;
ЗлГ| —  4 * 3 — Злг3 =* —  7; 
jTj —  Зд:2 4- 7*з =  26 

может быть записана в матричной форме

5-21 \ (я,\ ( 1S\3 —4 —3 1 • I *з I =  I —7 I или (* |*2*з)
1-3 7 / \ *3 / \ 26 /

= (15 — 7 26).
8. Решить матричные уравнения:

а) / 3 —2\

а) / 2 3 0 \ б) 
\ 0 4 5 /
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§  2 ЭЛЕМЕНТЫ ТКОРИИ ЛИНКЙНЫ Х It К КТО РII M X
II РОСТРА IH'TIt

4.14. Определение линейного векторного пространства.
Множество /?, элементы которого обозначаются х ч у , г, ..., 
называется линейным или векторным пространством (действи
тельным), если:

а) имеется правило, относящее каждым двум элементам х  
и у, принадлежащих множеству R : x б/?, ус/?, третий эле
мент г, также принадлежащий /?, г в/?, который называется 
суммой элементов х  и у : г = х  + у;

б) имеется правило, относящее каждому элементу x s R  
и каждому действительному числу К элемент z  = 1х% гб/?, 
называемый произведением х  на число I;

в) правила образования суммы элементов и произведения 
элемента на число удовлетворяют аксиомам:

1 ) -* + У = У +  *  для любых x s R ,  у sR;
2 ) (х +  у) +  z =  х  +  (у +  z) для любых л 6 /?, у 6 /?, г в /?;
3) существует нуль Ос/? такой, что

О + х  = *  + 0 ;

4) для каждого x s R  существует элемент — x t R  такой, 
что х  -f- (— х) = 0. Элемент — х  называется элементом, про
тивоположным элементу х\

5) 1 • х  = х  для любого x s R ;
6 ) 2 (jtx) =  (z$)x для любого x t R ;
7 )  ( а  +  $ ) х  =  а д : +  $ х ;

8) *(х  + у) = гх -f ау для любых xsR ,  yeR ,  а и Э — Дей
ствительные чиста.

Элементы х у у, г, ... линейного пространства R  называются 
векторами. Действительные числа а, Э» К  участвующие в оп
ределении пространства /?, называются скалярами.

Примеры векторных пространств.
1. Совокупность всех геометрических векторов на оси, на плоскости 

н в пространстве составляют линейные пространства, если сложение век
торов и умножение на действительное число производится по обычным 
правилам, известным из аналитической геометрии.

Читателю легко проверить, что все аксиомы, сформулированные в на
чале этого пункта, выполняются.

2. Множество многочленов степени не выше п. для которых сложение 
и умножение на число определены правилами алгебры, образуют линейное 
пространство. Аксиомы линейного пространства выполняются.

Укажем множества элементов, не образующих линейных пространств:
1) множество многочленов степени п не составляют линейное прост

ранство. Разность многочленов может и не быть многочленом степени пь 
например (д:3 -f 1) — (2л — х*) = — 2дг;

2) множество отрезков оси, начало которых находится в начале коор
динат, а конец в точках с положительной координатой, не образуют линей
ного пространства, так как умножение на — 1 невозможно.
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Но трудно убедиться, что н любом линейном пространстве существует 
to.ibKo одни нуль-вектор х  = 0 и только один вектор, противоположный 
данному вектору х.

4.15. Линейная зависимость векторов. Пусть х1% х2ч ..., 
Хш— векторы пространства /?; с,, сг% ..., сп — скаляры.

Вектор
п

сххх + с>х-, +  ... + спхп = V  с,дс, (3.5)
1-1

называется линейной комбинацией заданных векторов д:,.
Если вектор (3.5) равен нулю, тогда и только тогда, когда 

все числа сх = с2 = ... = ся = 0, говорят, что векторы л:, ли
нейно независимы.

Если вектор (3.5) равен нулю, но среди чисел с „ с2, ..., 
есть хотя бы одно отличное от нуля, то говорят, что векторы 
линейно зависимы.

Рассматриваемые в векторной алгебре три единичных век
тора /, у, к линейно независимы, так как равенство cxl+ c2j-\- 
+ с3/?=0 возможно только в единственном случае: сх = с2 = 
=  с 3 =  0 .

Функции jc, (£) = cos*Л jc2(0 = sin2 ,̂ х ,(0  = Ь заданные 
на конечном интервале, линейно зависимы. Равенство cxxx(t) -f- 
+ с2хз + с3х3 (0 = 0 возможно, если г, = с2 = 1, с3 = — 1.

Если в линейном пространстве R  заданы векторы хи х2 ... 
..., хп% причем некоторые из них линейно зависимы, то и все 
п векторов х{ линейно зависимы.

Пусть линейно зависимы первые q векторов из я, q<rt% 
следовательно, имеет место равенство

сххх + с2х2 + ... + cqxq = 0,

причем среди чисел сх% с2% ся хотя бы одно отлично от 
нуля.
Составим сумму:

сххх+ с 2х 2+ ... + c Qxp + 0xq+i+ ... + 0хл = 0.
В последнем равенстве среди коэффициентов есть числа от
личные от нуля. Таким образом, векторы хх, хъ ..., хп ли
нейно зависимы.

Теорема. Если векторы хх. х2, ..., хп. принадлежащие 
линейному пространству R. линейно зависимы, т о , по край
ней мере, один из них является линейной комбинацией 
остальных.

Если векторы хх. х2, .... хп линейно зависимы, то 

сххх + с2х2 + ... спхп = 0,
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причем хотя одно из чисел г, (7= 1, 2...... п) отлично от
нуля. Пусть ск Ф  0, Тогда вектор хк равен линейной
комбинации векторов хи х2, хк-и «**+ь •••♦ хп:

* ~  ск Ху ск Х 2 — “ 7 Г “  Хк~х

Ск
х к+х — . . . ---Т ~ х пСк ск

4.16. Размерность. Базис и координаты. Определение 1.
Линейное пространство R  называется п-мерным. если в нем 
существует п линейно независимых векторов и не суще
ствует большего числа линейно независимых векторов.

Если в пространстве R  существует любое число линейно 
независимых векторов, то оно называется бесконечномерным. 
Пространство /?, указанное в определении 1, называют ко
нечномерным.

В нашем изложении преимущественно рассматриваются 
конечномерные пространства.

Определение 2. Совокупность п линейно независимых 
векторов п-мерного пространства R  называется базисом 
этого пространства.

Теорема. Каждый вектор х линейного пространства R  
п измерений м ож ет быть представлен как линейная ком
бинация базисных векторов /,. /2, ..., 1п. причем разложе
ние единственное.

Возможность разложения непосредственно следует из оп
ределения базиса и утверждения, доказанного в конце пре
дыдущего пункта п° 3.15.

Докажем единственность разложения. Предположим, что 
можно написать два разложения:

х  =  +  M i  +  ••• +  ' J v
*  =  V l  +  V 2 +  ••• +  Ч Л -

Вычитая из nepioro равенства второе, получим
( ? . - t il)/| +  (E2 - t l2)/2 +  ... +  (;„  —  *]„)/„ =  О,

но так как базисные векторы /,, /2, ..., /„ линейно незави
симы, должны иметь место равенства:
«1 — = 0, ;2 — ъ  = 0, ..., 5Я — г}п = 0, откуда следует, что

1̂ =  tj|, Со — yj2t •••♦ =

Числа Е,, ?2, ..., называются координатами вектора х отно
сительно базиса /1э /2, ..., 1п.
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В пространстве свободных геометрических векторов базис 
составляют основные единичные векторы /, /, &, а координа
тами вектора являются его проекции на оси координат.

Выведем правила сложения и умножения на число векто
ров, заданных координатами.

Пусть x e R  и y e R  имеют разложения:

X  =  S j / f  4 "  ? 2 4 "  

У =  V i  +  ти1ч +
Тогда

4 “  У =  (Si 4 ”  Ч | ) Л  +  (»2  +  Ч * ) ^ *  4 -  ••• +  О я  +  Ч я ) А г  

/лс =  ^ j / j  4 ”  ^ 2 / j  4 “  ••• 4 “  ^ я А г

X — действительное число.
Таким образом, при сложении двух векторов, принадле

жащих линейному пространству /?, координаты векторов, 
заданные относительно любого, но одного и того же базиса, 
складываются; а при умножении на действительное число псе 
координаты умножаются на это число.

4.17. Арифметическое линейное пространство. Построим 
линейное пространство, векторами которого являются упоря
доченные совокупности действительных чисел ?•>, ..., 
и которое называется линейным а р и ф м е т и ч е с к и м  про
странством.

Числа ;2, ..., ;л являются координатами вектора х  =
=  (5|» Ъ* ...» U *

Нулевым вектором называется вектор, все координаты 
которого равны нулю:

jc = (0 , 0, ..., 0) (нуль-вектор).
Два вектора лг =  (5„  Е2, U  и у = (Чп Чя) считаются
ранными тогда и только тогда, когда равны их соответствую
щие координаты:

х = у, если ;/ = >?,; / = 1 , 2 , ..., п.
Суммой двух векторов называется вектор, координаты ко

торого равны суммам соответствующих координат слагаемых 
векторов:

* 4 - У =  (5i 4-Чн 5*4-42. —э *я +  Чя)-
Умножить вектор арифметического пространства х  на дейст
вительное число значит умножить все его координаты на

Ьх =  (Х6Ь  « 2 ........^би
линейные операции над векторами арифметического простран
ства определены так, что выполняются аксиомы, сформули
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рованные в п° 3.14. Размер такого пространства совпадает 
с числом координат п.

В частности, матрица-строка (;,, •••» U  и матрица-стол- 
бец /> ч могут рассматриваться как векторы я-мерного

о
арифметического пространства. Поэтому в дальнейшем мы 
будем их называть вектора ми-столбца ми и векторами-стро
ками.

4.18. Евклидово пространство. Всякой паре векторов х 
и у из линейного пространства R  поставим в соответствие 
действительное число, которое будем обозначать (х , у).

Число (л\ у) называется с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  
векторов л* и у, если выполняются аксиомы:

1) (*♦ У) =  (У, * ) ;
2) (х + у, г) = (х, г) + (у, г);
3) = у) для любого скаляра а;
4) (х, х) > 0, если х =£ 0.
Конечномерное линейное пространство, в котором опреде

лено скалярное умножение, называется е в к л и д о в ы м .
В арифметическом линейном пространстве R  скалярное 

произведение векторов можно определить следующим образом:
п

(•*. У) =  2  ' Г“ ' еСЛИ Х =  ........ *п) И У =  (Ч „  г12....... Т)„).
/- 1

Очевидно, что перечисленные аксиомы (1—4) выполняются. 
С помощью скалярного произведен 1Я вводятся два важных 
понятия: длина сектора и угол между векторами.

Определение. Длиной или модулем вектора называют 
число

| X I =  V  ( * ,  * ) .

Длина вектора арифметического линейного пространства равна

М  =  V W  +  65 +  +SS.
Ясно, что единственным вектором, длина которого равна ну
лю, является нуль-вектор.

Вектор, длина которого равна 1, называется н о р м и р о 
в а н н ым .  Всякий вектор, не равный 0, можно нормировать,
умножив его на скаляр >. =  T JT- Действительно,

| x | . X  =  | j c | . - f i r = l .
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Неравенство Буняковского — Коши. Докажем важное не
равенство

К*. у )К М  • |у|.
называемое н е р а в е н с т в о м  Б у н я к о в с к о г о  — К о ш и .  

Для вектора х = 0 оно очевидно.
| V X)Пусть хфО.  Введем вектор z = у — их, где г = —  есть

некоторое число.
Отметим, что

(г, л;) = (у — ал, дс) = (у, х) -  а (дс, л) =

I  -  ( *  *> -  Ш  ■ <*• = °-
Вычислим

| г|г = (г, г) = (г, у -  ах) = (г, у) -  а (г, лс) = (г. у) =

= (У -  ох, У) = (У, у ) — « (л. У) = (У, У) -  • (л, у) =
_  (у. У) (-Г. X) -  (у. лт) (дг. у) _  | .г Р • I у |» - I (лг, у) I5 ^  п 

- ( Х .х )  -  IJT I» ^ и>
Отсюда и следует неравенство Бундовского — Коши

|(дс, У)|<|л| • |у|.
Определение. Углом между векторами х и у назовем 

число:
( * .  у )9  = arc cos

И

Если один из векторов нулевой, то определение теряет смысл. 
Можно записать

С05? =  Т Г П Т Г ’ (4 -6)

причем угол <р определяется однозначно: Выска
занное определение законно, так как согласно неравенству 
Буняковского — Коши

1 < U l I у I с '
Определение. Два вектора называются ортогональными, 

если их скалярное произведение равно нулю:
( * , У )  =  0 .

Иными словами, если х и у — ненулевые векторы, то, как 
следует из формулы (4.6), они ортогональны тогда, когда
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угол между ними 9  = - j - . Пулевой вектор пространства R
ортогонален к любому вектору этого же пространства.

Определение. Множество векторов называется ортого
нальным, если любые два его вектора ортогональны.

Теорема. Ортогональные векторы лс,, х-,. . . ,  х п, отличные 
от нуля, линейно независимы.

Предположим противное: векторы х и х 2, . . . , х „  линейно 
зависимы

Пусть для определенности этим числом будет с , =^0. Ра
венство (4.7) умножим скалярно на вектор х х:

По условию векторы попарно ортогональны и схФ 0, следо
вательно,

Но последнее равенство возможно только в том случае, когдя
х  = 0, что противоречит условию. Итак, векторы х и х ъ ........
линейно независимы. Доказанное утверждение эквивалентно 
следующему: если линейная комбинация ортогональных век
торов равна нулю, то каждый член этой комбинации равен 
нулю.

4.19. Преобразование координат. Рассмотрим задачу
о преобразовании координат вектора, принадлежащего про
странству R при переходе от одного базиса пространства 
к другому. Пусть в «-мерном пространстве существует два 
базиса:

Любой вектор пространства R может быть разложен по ба-

ctx, + с,х, +  . . .  +  спх п = 0 ,

причем хотя бы одно из чисел c , ( i=  1 , 2  
нулю.

(4.7) 

п) не равно

(*i, * 1) + с2 (х „ хг) + . . .  + с„ (х,,х„) = 0.

(• * , .* i)  =  0 .

1 ) 1 t 2̂t • • ■ *

зисным векторам. Разложим векторы . . . ,  К по векто
рам первого базиса:

Л = /, + а211-, Q„iA,;
1\ =  0 |2 l\ +  +  . . . +  йпгК\

(4.8)



\

Матрица преобразования (4.8)
' #11 #21 • • • #я1 

#12 #22 • • • #я2 (4.9)

являющаяся матрицей перехода от одного базиса к другому, 
не особенная, ее определитель отличен от нуля.

Преобразование (4.8) может быть записано в матричной 
форме:

Л  \  /  #11#21 • • • # * ! \  /  Л  \

М -  у а". ) • ( • '  • <48')

L’ =  AL
Пусть координаты вектора х в первом базисе ...5„

и Г,, — во втором:
х  =  (5,. .........5Я); х  =  О .,  • • •. &»)•

Вектор х может быть разложен по базисным векторам:

*  =  ( 8, 5 , . . Л )  I 1г I  =  ( « ' . 8-) ' /г

к
Учитывая (4.8')? можно написать

/,

In

или

( 5 , « * . . Л ) |  1- | = (Г,и ...5-) * Л ( •* | (4.10)

=  л
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Координаты вектора .t в базисе определяются единственным 
образом, следовательно, коэффициенты при соответствующих 
базисных векторах 1{ в левой и правой частях равенства (4.Ю) 
должны Сыть равны

ё| =  Е|0 ц +  5,а,2 +  • .. +  £/!«,„;
=  5 ,Л -»1 +  ?з«22 +  . . . +  п* 

.............................................  (4.11)

*П * 1«л 1 “Ь *2«л2 Н“  • • • “t" 'Я /̂|/|*
Матрица преобразования (4.11)

/ «ц«|> . •а.л \
/ «21 «22 • 1

ч а„,а„2. . ■ J

транспонирована по отношению к матрице (4.9).
Уравнения (4.10—4.11) могут быть решены относительно
£' Б' *'•

1̂ — ^ii^i +  ^12̂ 2 +  . . .  +  ^ 1Л?Я;
+  . . .  +  b ,n\n\ 

.............................................  (4.13)

«я — „̂1?! + bni-, , f  .. . -|- b
Матрица преобразования (4.13) обратна матрице (4.12). Равен
ства (4.11) и (4.13), связывающие координаты вектора х  
относительно двух разных базисов одного и того же простран
ства /?, представляют собой формулы преобразования коор
динат при переходе от одного базиса к другому.

Справедливо следующее утверждение:
Если с,, — координаты некоторого вектора х

относительно базиса /•>....... /„ п-мерного пространства
и числа ....... Sn определены равенствами (4.13), причем
матрица В — (bit) неособенная, то в пространстве R суще
ствует базис 1\,Гг, такой, что числа6j, с j , . . . ,  6yjym
координатами вектора х  в этом базисе.

В частности, векторы первого базиса могут отличаться 
от векторов второго только постоянными множителями. Фор
мулы перехода от одного базиса к другому в рассматривае
мом случае имеют вид

Л =  У < , i =  1, 2 ..........п.



Матрицей преобразования является диагональная матрица

\

Если все \  = 1 (/ = 1, 2 , . . , л), то имеет место тождественное 
преобразование с единичной матрицей

4.20. Ортогональный базис. В евклидовом пространстве 
в качестве базиса удобно выбрать базис, образованный систе
мой попарно ортогональных векторов /,, /2, /„, т. е. считать, 
что (lh lj) = 0, i + j % l%j  =s 1, 2 ,. . . ,  п. Если, кроме того, длина 
каждого базисного вектора равна единице, то базис назы
вается о р т о н о р м  и р о в а н н ы м .

Примером простейшего ортоиормиронаниого базиса в арифметическом 
линейном пространстве служит базис:

/, = ( 1. 0, 0.......0);

/, =  (0, 1 . 0.......0);

/„= ((), О. 0....... 1).

4.21. Подпространства. Определение. Множество векто
ров L называется подпространством п-мерного простран
ства R. если:

1) все векторы из L принадлежат R :L e R ,
2) если х  € L и у € Л. то х  +  y e  L.
3) если xeL .  то \xsL. \ — действительное число.
Из определения следует, что всякое подпространство есть 

также линейное пространство, размер которого не может быть 
больше п\ что всякое подпространство содержит нуль-вектор 
и любую линейную комбинацию векторов х  и у.

Примеры подпространств.
1) Подпространство, состоящее из единственного вектора-нуля.
2) Подпространство пространства R, состоящее из всех векторов про

странства R. Два указанные подпространства называют тривиальными
3) Если пространство образуют свободные геометрические векторы 

в 3-х-мерном пространстве, то векторы, лежащие в координатной плоскости 
хоу, образуют подпространство.

Определим операции сложения и пересечения подпрост
ранств. Суммой Л, + L2 двух подпространств Lt e R  и L ,eR  
называется множество векторов д: + у, x e L {, y e L 2. Легко
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проверить, что сумма двух линейных подпространств есть 
линейное подпространство пространства R. Множество векторов 
пространства R, одновременно входяших в подпространство Л, 
и L2, называется пересечением подпространств Lxr\L2. Пересе
чение подпространств Lxe R  и L2s R  есть также подпростран
ство R: Lt(\L2eR.

4.22. Изоморфизм линейных пространств. Линейное про
странство представляет собой множество некоторых элементов 
(векторов), в котором введены операции сложения векторов 
и умножения на скаляры, удовлетворяющие некоторым ак
сиомам.

Природа элементов (векторов) линейного пространства 
не служит предметом изучения.

Цель теории векторных пространств состоит в изучении 
свойств пространства по отношению к определяющим его ли
нейным операциям. Пространства, одинаково устроенные отно
сительно операций, обладающие одной структурой, принято 
называть изоморфными.

Определение. Два пространства R' и R" называются 
изоморфными, если между векторами пространства R' 
и векторани пространства R" можно установить взаимно 
однозначное соответствие такое, что:

1) если вектору x ' e R '  соответствует вектор X м € R" 
и вектору у' € /?' — вектор у" € R. то вектору х' + у' € /?' 
соответствует вектор х" у"€ /?";

2) если вектору д:'е/?' соответствует вектор R”, 
то вектору Ix's R' соответствует вектор кх” 6 R (Ь — любое 
действительное число).

Два евклидовых пространства называются изоморфными, 
если кроме перечисленных условий выполняется условие:

3) если векторам х '€/?' и y 'sR '  соответствуют векто
ры дг"б/?" и у" € R", то (jc '.y ') = (jc'% у"); скалярные произ
ведения соответствующих пар векторов равны между собой. 
Отметим, что:

а) если два пространства /?' и R” изоморфны, то нулевой 
вектор пространства R' переходит в нулевой вектор простран
ства R ". Действительно, пусть вектор х ' е R\ переходит в век
тор x " e R .  но тогда, согласно определению изоморфностн 
(пункт 2), вектор0 = ox 'eR '  переходит в вектор 0 = 
=  0  * " € / ? " ;

б) если два пространства R' и R” изоморфны, то линейно 
независимые векторы . . . ,  х„  пространства R' преобра
зуются в линейно независимые векторы х\чх\%. . . чх я прост
ранства /?". Составим линейную комбинацию векторов прост
ранства R":

ахх г +  а2х2 4* . . » -j" апхп = у’’*
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Так как пространства изоморфны, то вектору у"€/?" в пер- 
вом пространстве /?' соответствует вектор

а,*; +  а,*; +  . . .  +  <хпх п = у'.

Если не все числа равны нулю, то у ' ^ 0 ,  а потому
и у" ф О (см. пункт (а)|, что означает линейную независи-щ •
мость векторов Х \, . . . ,  х п-

Теорема. Любые два линейных пространства одной 
и той же (конечной) размерности изоморфны.

Пусть /Л — базис пространства /?' размерности я,
а /',,/’2, — базис пространства той же размерности п.

Векторы x ' e R  и д:"б /?" поставлены во взаимное соответ
ствие, если

л:' =  {,/ , -f- 52/2 + . . .  +  £„/я; =  5|/| +  БгЛ +  • • • 4 е 5л /я,

т. е. если координаты 5, векторов и х " в обоих базисах 
одинаковые. Докажем, что такое соответствие представляет 
собой изоморфизм пространств R' и /?". Проверим условия (1) 
и (2) из п° 4.22.

Пусть даны векторы из /?':

* ' = £  М ', ./  = £  V/'.
1-1 /-1

Этим векторам соответствуют векторы из /?":

х"=Ь,г„ y" = i  v"f.
1-1  1-1

имеем

+ / = £  ( ? / + ч )  i ' „  х " + у " = i  ( ? , + / ; .
/-1 ы

т. e. векторы x f -j-y'e/?' и * " 4-y"€/?"  соответствуют один 
другому.

Если X — любое действительное число, то

и' = £ ( >« i ) =£ (>'?/) л.i—i м

это означает, что векторы и кх" также соответствуют 
один другому. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Всякое я-мерное линейное пространство 
изоморфно //-мерному арифметическому пространству. Два 
пространства различной размерности не могут быть изоморф
ными. Представляем читателю доказать следующую теорему:
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Теорема. Все евклидовы пространства одной и той же 
размерности изоморфны между собой.

4.23. Линейные оболочки. Гиперплоскость. Линейной 
оболочкой Некоторого множества векторов линейного прост
ранства R называется совокупность всех возможных линейных 
комбинаций этих векторов.

Линейная оболочка есть подпространство пространства /?, 
так как удовлетворяет соответствующим аксиомам (п° 4.21). 
Рассмотрим линейное пространство /?, его подпространство L 
и фиксированный вектор х0ь R.

Определение. Множество векторов
х  =  х 0 + у ,

где y s L  пробегает все подпространство L, называется ги
перплоскостью пространства R.

$3. РЕШ ЕН И Е  СИСТЕМ ЛИ Н ЕЙ Н Ы Х УРАВНЕНИЙ
4.24. Формулы Крамера. Рассмотрим систему линейных 

уравнений:
anjc, + o,2jc2 + ... + a tnxn = bt-, 
апх } + ar,x2 + ... + alnxn = by, 
................................................. (4.14)

amtx , + ат1х2 + ... + amnxn = bm\
Xj — неизвестные (/ = 1, 2, ..., n);
а,) — коэффициенты системы (/=1, 2, ..., m\ /=1,2, ...,«); 
ft, — свободные члены (/= 1, 2, ..., m).

Система (4.14) может быть записана в матричной форме:
А Х  =  В,

где А = (аи) — матрица, называемая матрицей системы; ее 
определитель det А называется определителем системы. А"и Б — 
векторы:

•<1 ь ,
Jf2 ь.

X  = • ; в  = :

- V ьт
Решением системы называется любое множество чисел

Х\ — X j  — ^2, •••> Х п =  \п 
которые обращают все уравнения системы в тождество.
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Система, имеющая хотя бы одно решение, называется сов
местной. Система, не имеющая решения, называется несов
местной. Совместная система может иметь одно или несколь
ко решений.

Например, система
л:, +  4 х 2 =  2 ; 
х | Злг 2 — 5

совместна и имеет единственное решение хх=2, х2 = — 1, 
система

ЗдГ| 4лс2 =  0 :
9хх + 12х2 = 0

совместна, но имеет бесконечное множество решений.
Система, имеющая единственное решение, называется оп

ределенной; система, имеющая несколько решений, — неоп
ределенной.

Изучение систем линейных уравнений начнем с частного 
случая: число уравнений п равно числу неизвестных п и мат
рица системы А — неособенная, т. е. deM=^=0. Матрицы X  
и Я — векторы:

X, ь.
х  = ; ; в  = •

*л Ьп
Решение системы (4.14) эквивалентно решению матричного 
уравнения

А Х  = В.
Методы решения матричных уравнений рассмотрены в п° 4.7. 
Искомая матрица X  равна

х  =  а ~ 'в  =  Ш а - а * В ' <4 Л 5 >

где Л-1 — матрица, обратная А ; А* — соответствующая приаь 
единенная матрица.

Пример. Решить систему уравнений

Х\ 2х 2 З.*з =  2;
2*, — Злг2 4- 2дг3 =  -  в;
*1 ■+* «*1 + =* 2*
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Заданную систему запишем и матричной форме
п  2 3 \  /  -г, \ /  2

/ 2 —3 2 

1 1

дг, 1 =  1 - 6

к *3 у
Матрица системы неособенная, так как ее определитель отличен от нуля 
и ранен 10.

Вычислим алгебраические дополнения
А\\ =  —  5; Ли =  0; А\$ =  5; А ц  =  1; А зд =  —  5;

А *з =  1; Л31 =  13; А$> —  4; И33 =  —  7 
и составим обратную матрицу

1 - 1=

- 5 1 13
10 10 10

0 —2 4
10 10

5 1 7
10 10 10

Искомая матрица равна
- 5 1 13

10 10 10

0 - 2 4
10 10

5 1 7
10 10 10

Последнему матричному равенству эквивалентны три скалярных (числовых) 
равенства: i

Х\ =  1; *2  =  2; х2 — — 1.
Решение системы п линейных уравнений с п неизвестными 
удобно записывать и вычислять с помощью определителей. 

Произведение А *В  равно

А *В  =

•̂ 11^21 ••• Ап\ bt det Л,
Л ,2Л22 ... А п2 b2 det An

A\nA*n ••• Ann bn det Ля
где

deM, =

#12 •• #1, /-1 bt #1. / +1 ... a ,n
#21 #22 •• #2. /-1 Ь2 #2. / + 1 ... a-in

#/.1 #я2 •• #л, 1-1 bn an. j+i
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определитель, полученный из определителя системы заменой 
его /-го столбца столбцом свободных членов. Равенство (4.15) 
может быть записано так

det А |
ЛГ, det А,
. 1 • • •

• ■ det А • • •

• • • 
det Ап

что эквивалентно известным формулам Крамера

х> = ^ гт< ' = 1' 2...... ">•
Пример. Найти решение системы

Х\ — 3*2 “f" *3 5*4 : 14;
2xl + 2x, — x3 +  4дг, =  -  8; 
— х, +  5дг, — 2*з — х, =  — 4; 
дг, — дг, + Здг, + дг4 = 0.

Определитель системы
1

2 
—1 

1

- 3  1 

2 — 1 

5 - 2  
- 1  3

-5  
4 

— 1 

1

= 204 *  0,

следовательно, решение может быть найдено с помощью формул Крамера.

Х\ =

14 —з 1 - 5 1 14 1 - 5
- 8  2 - 1 4 ю 1 00 1

— 4 5 - 2  -1 -1 - 4  - 2  — 1
0 - 1  3 1 204 .. г 1 0  3 1 -204

204 204 ~~ ДГз“ 204 204

* 3  =

1 _ 3  14 - 5
2 2 - 8 4  

-1 5 —4 -1
1 - 1 0  1

- з п - 0;

1 - 3  1 14
2 2 - 1 - 8  

- 1  5 - 2  -4 
1 - 1 3  0 

204
-408 =  - 2.*>4 204 2̂04̂

Решение системы xt =  1; * а =  — 1; * 3 = 0; * 4 =  — 2.
4.25. О вычислении ранга матрицы. Рассмотрим матрицу 

А размера т X  л, ранг которой г. Из определения ранга
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(п° 4.13) следует, что существует хотя бы один минор по
рядка г, отличный от нуля. Этот минор назовем базисным, 
а его столбцы — базисными векторами (столбцами). У матрицы 
А может быть несколько базисных миноров, но все они од
ного и того порядка г.

Теорема. Любой вектор-столбец матрицы А является 
линейной комбинацией базисных векторов одного и того 
же базисного минора.

Предположим, что минор d eM r порядка г, отличный от 
нуля в левом верхнем углу матрицы. Такое расположение 
допустимо при надлежащей нумерации строк и столбцов. 
Составим определитель г+  1 порядка

« п «12  •• « 1 г

«21 «22  • * «2 г а -ч

«Г1 « г2  ..« « г г а гч
« * 2  •• a kq

£ — любое из чисел 1,2, ..., т\ q — любое из чисел 1,2,..., п. 
Определитель (4.16) равен нулю. Покажем это: а) если k > г 
и </ > г, то определитель равен нулю, как минор порядка выше 
чем г матрицы, ранг которой равен г; б) если /?<г или 
<7 < г , то определитель равен нулю, как имеющий две равные 
строки или два равных столбца.

Разложив определитель (4.16) по элементам последней 
строки, получим

a k\A k\  +  « А 2 ^ * 2  4 “  . . .  +  Q k q A k q  =  0 ;

причем алгебраические дополнения Akq = А0 не зависят от 
чисел k и q и не равны нулю.

Полагая k = 1, 2, m, получим

« п ^ и  +  « 12^*2 +  ••• +  a \rA\r +  =  0 ;

«21^21 4" «22^22 4" ••• 4~ «2г^2г +  «2 ^ 0  =  0; 

.................................................................. (4.17)
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Из уравнений (4.17) найдем
А

(4.18)

Деление на число А0 возможно, так как оно не равно нулю, 
являясь базисным минором матрицы.

Равенства (4.18) устанавливают линейную зависимость век
тора, записанного в ^-столбце (q = 1, 2, ..., //) от первых г 
базисных векторов.

З а м е ч а н и е .  Теорема формулирована относительно век- 
торов-столбцов. Аналогичная теорема справедлива и для 
случая, когда вместо векторов-столбцов рассматриваются век
торы-строки.

С л е д с т в и е .  Если некоторый минор матрицы А порядка г 
не равен нулю, а все окаймляющие его определители равны 
нулю, то ранг матрицы А равен г. Сформулированное утверж
дение позволяет упростить вычисление ранга матрицы.

Теорема. Ринги двух эквивалентных матриц равны.
Напомним, что матрицы называются эквивалентными, если 

одна может быть получена из другой с помошью элементар
ных преобразований. Действительно, если в определителе все 
строки заменить столбцами (или столбцы строками), поменять 
местами два столбца (строки), умножить все элементы столб
ца на некоторое постоянное, отличное от нуля число, то 
равный нулю определитель останется равным нулю, а опре
делитель, не равный нулю, не станет равным нулю. Это 
и показывает, что ранг матрицы при элементарных преобра
зованиях остается неизменным.

4.26. решение систем линейных уравнений. Теорема Кро- 
некера — Капелли. В п° 4.24 рассмотрено решение системы 
линейных уравнений для частного случая: число неизвестных 
п равно числу уравнений т  и определитель системы отличен 
от нуля. В настоящем пункте рассматривается решение задачи 
в общем случае. К матрице системы

аХ\ (1Х2 ••• а \п 
а>\ а >2 #2п

А =
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припишем вектор-столбец, элементами которого будут свобод
ные члены уравнений системы. Вновь образованную матрицу

/ «и ач •• а \п

в =
а „ °22 •• а 1п Ь*

« т . 0 * 2 - • ^ тп^т

называют расширенной матрицей системы.
Теорема Кроиекера — Капелли: Д ля того чтобы система 

линейных алгебраических уравнений была совместна, необ
ходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был 
равен рангу расширенной матрицы.

1) Докажем, что если система совместна, то ранги матриц 
А и В  равны.

Пусть система (4.14) имеет решение •••» К* тогда

#11*4 +  #12 2̂ +  ••• +  #|л )'Я =  Ьх\
#21 *'1 +  #22**2 +  ••• +  #2 п^н =  ^2*

(4.19)

# * 1* l+ # * 2*2+  ... +  а т п К  =  Ьт .

Из элементов последнего столбца рассмотренной матрицы В  
вычтем элементы первого столбца, умноженные на эле
менты второго столбца, умноженные на ).2, ... элементы т  
столбца, умноженные на tm.

Учитывая равенства (4.19), получим матрицу, все элементы 
последнего столбца которой равны нулю:

а и а,г . •• «.я 0

а 2, а „  .•• °2 л 0

ат х«m 2  • « т л 0

Ранг матрицы (4.20) равен рангу матрицы А. Следовательно, 
ранги матриц А и В  равны. Необходимость условия доказана.

2) Предположим, что ранги матриц А и В  равны между 
собой, и покажем, что исследуемая система совместна. Если 
ранг матриц А и В  равен г, то существует отличный от нуля 
минор det Аг порядка г матрицы А.

Можно считать, что определитель d eM r расположен 
в верхнем левом углу матриц А и В. Но тогда первые г строк
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матрицы Л, а следовательно, и матрицы И линейно незави
симы.

Следует рассмотреть два случая:
а) ранг матрицы г равен числу неизвестных п, т. е. име

ется п независимых уравнений с п неизвестными, причем 
определитель системы отличен от нуля. Единственное реше
ние может быть найдено по формулам Крамера;

б) ранг матрицы меньше числа неизвестных г < я .
В этом случае запишем уравнения системы так:
Дм*, +  ai2x 2+  ... -f a Xrx r = Ьх — а\г+\хг+\ — ... — а Хпх п\
а >\Х\ 4- &44Х2 -f- ... 4~ а2тх г =  b> — d2r+\xr+\ — ... — ainx n\
.........................................................................................................  (4.21)

a rxxx -f" dr2X2 4" ... 4” &rrxr — br — arr+\xr+\ ... urnxn.
Неизвестные, записанные в правой части равенства, зафикси
руем, придав им по произволу значения К+\, *г+2, ...» я̂. Мы 
получим систему г линейных уравнений с г неизвестными, 
единственное решение которой /»,, >.2, ..., \  может быть най
дено по формулам Крамера (deM,=£0). Так как значения 
«свободных неизвестных» х г+и *г+2, ..., х п выбирались произ
вольно, система (4.21) имеет бесчисленное множество ре
шений.

В заключение сформулируем полученные результаты:
1 ) если ранг матрицы системы г равен числу уравнений п, 

то система имеет единственное решение;
2 ) если ранг матрицы системы меньше числа неизвестных 

и система совместна, то система имеет бесконечное множе
ство решений. В этом случае п — г неизвестных могут быть 
выбраны произвольно, а оставшиеся г неизвестных опреде
лятся единственным образом.

Примеры.
1) Совместна ли система

х х ~г Хч — Здгз = — 1 i
2х х + дг3 — 2*3 =  1;

Н” хъ = 3; 
х х 4- 2дга — Здг3 = 1

Ранг матрицы системы

не может быть больше 3.
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Преобразуем матрицу А, умножив элементы последней строки соответст
венно на —1, —2, — 1 и сложив их с элементами 1, 2, 3 строк,

0 - 1  0

0 - 3  4
0 - 1  4
1 2 - 3

Л ,=

Ранги матриц А и Ах равны, так как матрицы А и Ах эквивалентны. 
Ранг матрицы Ах установить просто 

✓
0 - 3  4 
0 - 1 4
1 2 - 3

=  — 8 * 0.

Ранг матрицы А равен 3.
Вычислим ранг расширенной матрицы В

В  =

Преобразуем матрицу В  аналогично предыдущему

В х =

Умножим теперь элементы второй строки матрицы /?, на —2, +2, +1 
и сложим с соответствующими элементами 1, 3 и 4 строк.
Новая матрица

- 5 - 8  0 

- 3  4 -1 
- 7  12 0 
- 1  1 0

имеет ранг г — 4, так как определитель четвертого порядка отличен от 
нуля:

0 - 5 - 8  0

0 - 3  4 - 1  
0 -7 12 0

1 — 1 1 0

- 5  — 8 0 
- 3  4 -1 
- 7  12 0

- 5  - 8II

—7 12 * 0.

Ранги матриц А и В  различны, следовательно, исследуемая система несов
местна
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2) Совместна ли система:
*, — 2jtj 4" *з "Ь *4 =  1 
* i — 2* 3 4- *з “  -*4 = — 1 
* i — 2*2 4- *з + 5* 4 = 5

Матрица системы

А =
1 — 2 1 1 

1 - 2  1 - 1

1 —2 1 5

и расширенная матрица системы

могут быть преобразованы в эквивалентные матрицы с помощью элемен
тарных преобразований следующим образом:

Непосредственно видно, что все миноры третьего и четвертого порядка 
раины нулю, но существует отличный от нуля минор второго порядка

Ранги матриц А и В  равны между собой, равны двум; следовательно, ис 
следуемая система совместна.

3) Решить систему

Ранг матрицы системы равен 3; ранг расширенной матрицы также равен 3. 
Ранг матриц равен числу неизвестных, следовательно, система совместна 
и имеет единственное решение.

Определитель, составленный из коэффициентов первых трех уравнений, 
отличен от нуля. Четвертое уравнение линейно зависимо от первых трех 
и его можно отбросить. Решая систему, составленную из первых трех 
уравнений заданной системы, найдем лг, =  1; * 2 =  2; * 3 =* — 1.

Легко проверить, что найденные значения неизвестных удовлетворяют 
и четвертому уравнению.

дг, -f х3 — х3 =  4; 
2*, + 4дг3 -f- дг3 = 9; 
* i — х3 -J- * 3 =  — 2; 

2* , 4” 5*2 — 3*з = 15.
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4.27. Система линейных однородных уравнений. Система 
линейных алгебраических уравнений называется однородной, 
если все свободные члены равны нулю:

a itxx + а12х, + . . .  + а Хпхп = 0;
а*хх х + а22х 2 + . . .  + а2пхл = 0; 
................................................. (4.22)

атхх х + ат2х 2 +  . . .  +  атпх п = 0 .

Ранг матрицы системы (4.22) и ранг расширенной матрицы 
всегда равны, следовательно, однородная система всегда сов
местна. Очевидно, что х х = х 2 - . . .  = х п = 0 есть решение 
системы, оно называется тривиальным. Можно выяснить, когда 
однородная система имеет нетривиальное решение.

Теорема. Для того чтобы однорооная система линейных 
уравнений имела ненулевое решение, необходимо и доста
точно, чтобы ранг матрицы системы был меньше числа 
неизвестных.

Если ранг матрицы системы г меньше числа неизвестных п, 
то, как показано в п° 4.26, система имеет бесконечное мно
жество решений, следовательно, имеется решение, отличное 
от тривиального.

Если число уравнений совпадает с числом уравнений т = /г, 
то из условия г < л вытекает, что определитель системы 
должен быть равен нулю. Мы приходим к важному утверж
дению.

Для того чтобы однородная система линейных уравнений, 
состоящая из п уравнений с п неизвестными, имела нетри
виальное решение, необходимо и достаточно, чтобы ее опре
делитель был равен нулю. Однородная система, в которой 
число уравнений т меньше числа неизвестных я, всегда имеет 
нетривиальные решения.

Если т < л, то ранг матрицы не может быть меньше числа 
ее строк, г ^ т .  Следовательно, ранг матрицы меньше числа 
неизвестных и однородная система имеет ненулевые решения.

У П Р А Ж Н Е Н И Я

1 . Решите системы уравнений по формулам Крамера: 

а) 5дг, — 2* 3 + х3 =  15; б) 2хх — 3*а -f * 3 — * 4 =  — 1;

Зхх + 4* 2 — З* 3 =  — 7; х х -f- 2*2 -Ь 3*з + 2хк = 14;

* , — З* 3 -f 7*з =  20. *| -f *а — * 3 -f 2*4 =  0;

3*i — 4*2 + х3 4 *, — — 2.
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2. Выясните, какие линейные системы совместны и найдите решения 
совместных систем:

а) 2*, — З* 3 +  * 3 -f 5дг4 = 15; 6) x t — 2* 3 4- Здг3 — 4* 4 = 4;
* i  +  * з  * з  4 -  * 4  =  8 ; дг3 -  * 3 4 -  * 4 =  —  3 ;

\ 3*, 4- 4*2 — 2*з дг4 =17; *, + З* 3 — 3* 4 = 1;
| 7*, — 2* 3 Ч- *з +  3 *4  =  14. —  7*з +  3*з +  * 4 = -  3.

в) 3*| — 5* 3 +  2*з 4- 4* 4 =  2;
7*, — 4* 3 -f- * 3  4 - 3*4 =  5;
5* , - f  7 * 2  — 4*з — 6 *4  =  3.

3. Выясните, какие однородные системы имеют решения, отличные 
от нуля и найдите эти решения:

а) 2*| — 4*2 4~ 5*з 4* 3* 4 =  0; б) 3*| 4“ 2*2 4* *з = Ф 
3*| — 6*2 4- 4*з 4- 2*4 = 0; 7хг 4- 5* 3 + 2* 3 = 0;
4*| — 8*3 4" 17*з 4“ 11*4 = 0# *| 4* 4*2 4" 3*з = 0.

§ 4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ЧИСЛА И СОБСТВЕННЫЕ 
ВЕКТОРЫ МАТРИЦЫ. ПОДОБНЫЕ МАТРИЦЫ

4.28. Характеристические числа и собственные векторы
матрицы. Рассмотрим квадратную матрицу порядка п\

я  11#12 • • • а \п
о > . d'tfi

А = (а,.) = I ‘. ' . . . I  (4.23)

#л!#я2 • • • #ял
и матрицу

^a,i — X а |2 . . .  а,„
a2l u-ri  ̂• • • ain 

А - 1 Е ^ \ ...............................  . (4.24)

/|1 “ я !  • • • я я

X — независимое переменное; Е  — единичная матрица. Мат
рица (4.24) называется характеристической матрицей матрицы А. 
Определитель матрицы А — )-£ есть многочлен степени и 
относительно X:

det [А -  = (-  1)"Х» + ( -  1)»-' +  . . .  +  Р „

он называется характеристическим многочленом матрицы/!. 
Коэффициент при X"-1 равен (— I)"-1 (a,, -f а22 + • • • + «n«)i
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свободный член Рп равен определителю det Л матрицы Л. 
Сумма диагональных элементов

#11 + #22 + • • • 4“ #лл = Sp i4 
называется следом матрицы А.

Корни характеристического многочлена Хь Х2э. . . ,  назы
ваются характеристическими числами или собственными 
числами матрицы А. Множество всех собственных чисел 
матрицы называется ее спектром. Согласно теореме Виета 
сумма собственных чисел матрицы равна ее следу:

+  2̂ + • • • + 6/1 = Sp Л,
а произведение

>м>*2___ Хя = ( — iy*det Л.
Определение. Собственны ч вектором матрицы А. со

ответствующим собственному числу К называется отлич
ный от нуля вектор

x v

х  =  \ Х  \¥=0 ,

удовлетворяющий уравнению
А Х  = IX .  (4.25)

Матрицу А  можно рассматривать как матрицу линейного 
преобразования, преобразующего собственный вектор X  в век
тор >Х, отличающийся от вектора X  только скалярным мно
жителем. Уравнение (4.25) может быть записано в другой 
форме:

\А -  1Е\ • X  = 0, (4.26)
которое, будучи однородным, имеет ненулевое решение X  
только тогда, когда характеристический многочлен равен нулю:

det | А  -  1Е\ = 0. (4.27)
Уравнение (4.26) эквивалентно системе п линейных урав

нений:
(а „  — I) х, +  а,2х , + а,3х3 + . .. + а,пхп = 0 
а2,х, + (а22 — >.) хг + + . . .  + aJnx„ = 0 
Oji^i +Яз2-*2 + (Язз— *•) хг + . . .  + (*зпхп = 0; (4.28)

а п\*\ +  а „ гХ 2 +  . . .  +  ( а пп - ) . )  х „  =  0.
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Уравнение (4.27) в развернутом виде переписывается следую- 
у щ им образом:

^ 12 . . .  ~|„
«22 . «»,

det \ А - Щ  =

« п
«21 2я

Я л! а - 2 . . .  — I

=  0. (4.29)

Оно называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  у р а в н е н и е м .
| Если корни этого уравнения )./э т. е. характеристические 

числа матрицы А , все различны, то каждому из них отвечает 
характеристический вектор определяемый системой урав
нений (4.28) с точностью до произвольного множителя с. 
Примеры. Вычислить собственные числа и собственные векторы матриц:

Составим характеристический многочлен и найдем его корни:

12-Х 2
1 3-Х = О, X* — 5Х -f 4 = О, X, = 1, X, = 4.

Вычислим координаты собственных векторов, соответствующих собствен
ным числам X, и X,:

1) 1 , - 1 ;
(2 -  1) дг, +  2дг, =  0;

«*| + (3 — 1) Хг =  0; 
хх =  — 2;

1.

Собственный вектор:

2) X, = 4:
(2 -  4) х, + 2дг, = 0;

дг, + (3 — 4) дг, «= 0;
дг, = 1; 
дг, =  1.

Собственный вектор: 

с — произвольное постоянное число.
б)

Характеристическое уравнение

3 — X 2 0

2 4-Х —2 
0 - 2  5—X

= Хз — 12Х» -f 39Х — 28 = 0
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умеет корни Я,е=:1, >а*=4, *з~ 7 .
1) (3 — 1) *, 4- 2* 3 + О А, »  1 * 3 =  О;

О*, — 2дга + (5 — I) jr3 *= О;
2*, 4- ( 4 - 1 )  * 3 — 2* 3 = О;

* 1 = 1 ,  Х-2 =  —  1 ,  * 3  =  —  - j -  •

Собственный вектор

2) (3 — 4) дг, 4- 2* 3 + О * 3 =  О;
2хх -f 0* 3 — 2* 3 =  0; Аа = 4. 
Одг, — 2дг3+ * 3 == 0;

* i = l ,  Jf3 =  " у  | * i  =  1. 

Собственный вектор

3) (3 — 7) дг, -f* 2* 3 4" 0 *з — 0;
2*, 4- (4 — 7) дг3 — 2*з = 0; Х3 = 7.
О * , — 2* 3 4- (5 — 7)*3 =  0.

*, =  2, * а = 1, — * 3 = — 1. 
Собственный вектор

4.29. Теорема Гамильтона — Кэли. Предварительные заме
чания.

1. Определим степень квадратной матрицы А.
Положим, что

Л ° = £; Л1 = А; А А = А\ . . . ,  АА . . .  А = А*.
я

Для целых неотрицательных q и г имеют места равенства
A*Ar =  A q+r\
(А<*)г = А*';
А*АГ = А'Ач
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(перестановочность степеней одной и той же матрицы), 
справедливость которых читатель проверит без затруднений 
самостоятельно. Понятие степени матрицы Ая приводит к по
нятию многочлена (полинома) от матрицы Л:

где коэффициенты с0, ci9. . . ,  сг — данные числа. Ясно, что / ( А) 
представляет собой матрицу того же порядка п , что и поря
док матрицы (квадратной) А.
I  Обратим внимание на то, что любой алгебраический поли

ном /(X) = cQ -f- + . . .  + с у  становится полиномом / ( Л )  
от матрицы А , если переменная X заменяется на матрицу А. 
При этом легко убедиться в том, что для двух полиномов 
/, (Л ) и / 2 (Л ) от одной и той же матрицы А выполняется 
тождество

являющееся следствием отмеченной выше перестановочности 
степеней матрицы А: АрАч = АяАр.

Наряду с понятием многочлена (полинома) от матрицы/(Л) 
в теории матриц большую роль играет понятие полиномиаль
ной матрицы. Так, принято называть матрицу вида

элементы которой Ptj ( t )  представляют собой полиномы

переменной t некоторой степени т. Здесь коэффициенты а0, 
вь • • •» ат (числовые), вообще говоря, зависят от индексов I и у.

Путем ряда последовательных разложений матрицы по 
элементам различных строк и столбцов эта матрица может 
быть представлена в виде многочлена

коэффициенты которого # 0, Ви . . 9% Вг представляют собой 
уже числовые квадратные матрицы того же порядка я, что 
и сама матрица В.

Например,

/. ( А ) / , ( А )  = / , ( А ) / 1 (А |),

B =  B0 +  Bxt +  . . .  +  B,V, (4.30)

<3 + 2<-3 8/ +4  
312 + St -  2 t* -f 7



Легко уяснить, что коэффициенты Bt определяются матрицей/? 
однозначно, и это обстоятельство позволяет при рассмотрении 
многочленов типа (4.30) использовать известный из элементов 
алгебры метод сравнения коэффициентов.

2. Одной из важнейших теорем в теории матриц является 
следующая теорема, принадлежащая английским математикам 
XIX в. Гамильтону и Кэли.

Теорема Гамильтона — Кэли.
Если f ( x )  есть характеристический многочлен матри

цы А. то  f  (А ) = 0.
Здесь в правой части равенства / (Л )  = 0 подразумевается 

матрица порядка л, все элементы которой равны 0 , т. е. ну
левая матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим матрицу
/ « I I  ^ «12 • • • « I п

Я =  Л -  =  I .............
\«/»1 «л2  « л л  —  ^

определитель которой det/? равен характеристическому мно
гочлену матрицы A f ( l )  = aQ + + . . .  + ап\п. Образуем 
для матрицы В  обратную матрицу В~х и присоединенную 
матрицу В *ч которые будут, очевидно, полиномиальными 
матрицами. Элементами матрицы В* служат алгебраические 
дополнения элементов матрицы В. Поэтому каждый из эле
ментов матрицы В* представляет собой полином от X степени 
не выше (//— 1), и поэтому, как было разъяснено,

B* = B 0 +  B tX + . . .  +  Bn-i»-\
где Я, — квадратные матрицы порядка п с числовыми эле
ментами.

По определению обратной матрицы (4.6):

И В-1 = В  • • В* = Е.del И
Откуда

BB* = dei B E  = f  (\)Е. (4.31)
Далее имеем

ВВ*  = \А -  Щ  | В {) + В г\ + . . .  +  Вп-хЬ'-'] =
-  А В0 + (АВХ -  В 0) X + (АВ2 - B t) V  +  . . . +

-f* (АВп-j — В п~2^я~| — В п-\\п.
Кроме того,

/ (X ). Е  = и0Е  + + . . .  + апЕ\п.
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п ,Подставляя эти выражения для HR* и f (b )E  в тождество 
(4.31) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях А \  
найдем, что

АВ„ = c ()f ;
АН, -  В„ = а,Е;
А В, -  В, = а,Е;

А В „-1 — В „ .  2 = a/i-if;
— Ля-| = апЕ.

Умножим теперь полученные равенства соответственно на Е,
А, А: , . . . , А п, получим

А В1} = а„Е ;
АгВ х — ЛЯ„ = а,Л;
Л5Я, -  Л-Д, = о,Лг;

Л"Д„_, -  Л - ‘ДЯ_, = ая_1Л-';
-  Л"ЛЯ_, = аяЛ".

После сложения написанных равенств найдем
О =  а0Е  +  а ,Л +  . . .  +  а „А "  =  f(A),  

что и составляет утверждение теоремы Гамильтона —Кэли. 
Многочлен /(>•), для которого / (Л ) = 0, обычно называется 

аннулирующим многочленом матрицы Л.
4.30. Подобные матрицы. Определение. Матрица А 

называется подобной матрице В. если существует такая  
неособенная матрица Т, кто

А = Т-'ВТ.
Матрица Т называется преобразующей матрицей.

Теорема 1. Если матрица А подобна матрице В, то  
и матрица В  подобна матрице А (свойство симметрии). 
Пусть

Л = Т~1ВТ, (4.32)
умножим обе части равенства (4.32) слева на матрицу Т 
и справа на матрицу Т~1:

Т А Т = ТТ-'ВТТ-' = В ;
(7-*)-1 • А Т - ' = В.

Здесь преобразующей матрицей будет матрица Т~х.
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Теорема 2. Если матрица А подобна матрице В. а м а т 
рица В  подобна матрице С. то  матрица А подобна м а т 
рице С (свойство транзитивности).

Пусть
А = Г, ]В Т г; В  = Т2'С - Т2.

Имеем
А = Т~'ВТХ = T-'T-'CT2Tt = (Т2ТХ)-' . С(Т2 • Г,).

Матрицы Л и С подобны, Г 27\ — преобразующая матрица. 
Теорема 3. Каждая матрица подобна сама себе:

А = Е ~ 'А Е .
Единичная матрица £ — преобразующая матрица. Из теорем 
1, 2, 3 следует, что квадратные матрицы порядка п разби
ваются на классы подобных матриц. Две любые матрицы 
из одного класса подобны, а из разных классов не подобны 
между собой.

Теорема 4. Справедливы соотношения:
а) Г-1 (Ах+ А 2) r- M tr + r - M 27\
б) Т~х \АхА2| • Т = Т-'АхТТ-'А2Т.
Теорема 5. Подобные матрицы имеют равные опреде

лители. Пусть матрица А подобна матрице В:
А = Т- 'ВТ ;

det А = det | T~lBT] = det Г  * det В  det Т. (4.33)
Далее

det А = det Т~х • det Т • det В  =
= dcy r  • det Т • det В  = det Д.

Теорема 6. Подобные матрицы имеют одинаковые харак
теристические многочлены /(X).

Пусть матрица А подобна матрице В: А = Г-1 Л Г  и имеет 
характеристический многочлен /(а):
/(X) det | А - Щ  = det | Т ~ 'В Т - \ Е \  = det \ Т~] (В  —IE )  Т\ =

= det \В — Х£|.

С л е д с т в и е  1. Подобные матрицы имеют одинаковые 
характеристические числа.

С л е д с т в и е  2. Подобные матрицы имеют одинаковые 
следы. Заметим, что утверждение, обратное теореме 6, не верно. 
Характеристические многочлены матриц могут быть одинаковы,
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иц<> матрицы не обязательно будут подобными. Например, мат
рицы

M i l ) — (J?)
имеют одинаковые характеристические многочлены:

/ . ( * )  = 1 X 1  =  (1  - к ) * ;  / г (к )  =  1 к 0 
О \— к ’ ' J  О 1 - Ь

При любой преобразующей матрице Т
Т ~ 'Е Г  = Е Ф А ,

и, следовательно, матрицы Е  и А не являются подобными.



Г Л А Н А  V

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

$ 1. в т и т ю т »  и е е  о с н о в н ы е  с в о й с т в !

5.1. Испытания и события. Теория вероятностей имеет 
дело с экспериментами, результаты которых не определены 
заранее однозначно; повторение таких экспериментов приво
дит, вообще говоря, к различным результатам, предсказать 
которые только по известным условиям эксперимента нельзя. 
Слово эксперимент понимается здесь как о с у щ е с т в л е н и е  
у к а з а н н ы х  у с л о в и й ,  объем и содержание которых 
должны быть точно очерчены заранее. При этом предпола
гается, что совокупность этих условий может действительно 
(или в принципе) последовательно воспроизводиться неогра
ниченное число раз; другими словами, рассматриваемые эк
сперименты, которые будем в дальнейшем называть также 
опытами или испытаниями, могут быть принципиально повто
рены сколько угодно раз. Возможные результаты (исходы) 
таких экспериментов будем называть с о б ы т и я м и .

В качестве примера можем взять испытание, состоящее 
в подбрасывании монеты, и, как возможные при этом собы
тия, появление на верхней стороне монеты после ее падения 
либо герба, либо решетки. Это испытание может быть повто
рено произвольное число раз.

События будем обозначать буквами Л, В, С, ...
5.2. Частота и ее устойчивость. Рассмотрим некоторое ис

пытание и будем воспроизводить его достаточно большее 
число п раз. Обозначим через т п(А) число тех из этих испы
таний, в которых осуществилось одно из возможных при
этом событий А. Отношение — кп(А) числа осуществле
ний события гпп(А) к числу произведенных испытаний п бу
дем называть ч а с т о т о й  осуществления события А за рас
сматриваемые п испытаний.

Опыт и наблюдение говорят, что существуют такие испы
тания и возможные для них события Л, что частота кп(А) 
для больших п принимает значения, приближающиеся к не
которому среднему значению р , так что число осуществлений
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т п(А) события А за п испытаний в среднем равно рп. Разу
меется, это свойство устойчивости частоты не должно пони
маться слишком буквально, например, как существование 
предела lim kn (Л) = р. В действительности возможны не
которые случайные отклонения в ту или иную сторону. 
Далее, при изучении закона больших чисел (п° 5.27, п° 5.35) 
характер приближенного равенства kn(A ) ^ р  будет выяснен 
более точно. Мы будем в дальнейшем рассматривать только 
такие события Л, частоты которых кп(А) обладают описанным 
свойством устойчивости, и только такие события будем назы
вать с луч ай ным и  событиями.

Например, при подбрасывании монеты большое число п 
раз ввиду ее симметрии можно рассчитывать на то, что 
число появлений герба (как и решетки) будет приблизительно
равно что и было на самом деле проверено при помощи
тщательно выполненных экспериментов. Поэтому в данном 
случае появление герба будет случайным событием с часто
той

Наблюдение показывает, что при стрельбе по какой-либо 
цели, например из винтовки, число поражений гпп(А) цели 
для одного и того же стрелка при неизменных условиях 
в среднем пропорционально числу произведенных выстрелов п:

т п(А )^рп .
Поэтому факт поражения цели можно считать случайным со
бытием с частотой осуществления кп(А) ^ р. Уместно отме
тить, что в отличие от предшествующего примера величина 
частоты (в среднем) р здесь определяется, помимо других 
обстоятельств, также личными качествами стрелка и может 
в известной мере служить оценкой его умения стрелять.

Как случайное событие можно рассматривать факт вынуж
денной остановки движущегося поезда на определенном уча
стке пути вследствие той или иной технической неисправно
сти, причем частота этого события, естественно, должна на
ходиться в зависимости от эксплуатационных условий.

Если некоторое событие должно обязательно наступить 
в результате производимого испытания, сколько бы раз это 
испытание ни повторялось, то частота осуществления такого 
события равна единице при любом числе испытаний п. Такое 
событие называется достоверным, и далее оно обычно 
будет обозначаться буквой U :

K (U )  = \-
Удобно ввести и рассматривать нево зможно е  собы

тие, определяющим свойством которого служит невозмож
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ность его осуществления в результате производимого испы
тания. Частота невозможного события равна нулю. Для 
обозначения невозможного события примем букву V.

5.3. Частные случаи, объединение и пересечение собы
тий. Если при осуществлении некоторого события А обяза
тельно осуществляется и событие В , то первое событие А 
называется частным с л у ч а е м  второго события Я, а собы
тие В  называется следствием  события .4, что обозначается 
знаком включения Q

А аВ  (или В^А).
В этом случае говорят также, что из А вытекает (следует)
В. Отметим, что для любого события А справедливо

А с  .4, А си ,
так как здесь в правых частях стоят события, осуществление 
которых достоверно при условии осуществления событий 
слева.

События А и В  называются э квивале нтн ыми ,  если 
одновременно

Л с Я  и £сЛ .
Это означает, что оба события А и В  могут осуществляться 
только вместе. Для обозначения эквивалентности событий Л, В 
применяется знак равенства: Л = В.

Событие, состоящее в ненаступленин некоторого события 
Л, называется отрицанием Л и обозначается Л. Событие 
Л называется также событием, д ополн ит ель ны м к со
бытию Л, или событием, п р о ти в о п о л о ж н ы м  для Л. 

Отметим, что U  = V и А = Л для любого события Л. 
Событие С, осуществляющееся в том и только в том слу

чае, когда осуществляются два события Л и В, называется 
пересечением (или произведением)  этих двух собы
тий и обозначается при помощи знака пересечения О:

С = Л П В.
Распространены также обозначения:

С = А ВУ С = Л и Я.
Наконец, событие D, осуществляющееся в том и только 

в том случае, когда осуществляется хотя бы одно из двух 
событий Л или В , называется объединением (суммой)  
этих двух событий и обозначается при помощи знака объеди
нения U:

D  = Л п В.
Часто пишут также

D  = А 4- В, U  = Л или В.
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метим, что для любого события А справедливо:
Аг\ U  = А, Ли V = Л,
Л и Л = £/, Л П Л = V.

Если пересечение двух событий Л и И представляет собой 
невозможное событие, т. е. их одновременное осуществление 
невозможно

А п В =  U,
то такие события называются несовместными.

Если события изображать в виде областей на плоскости, 
то указанные операции с события
ми допускают следующую геомет
рическую интерпретацию:

а) пересечение С = Л П
б) объединение С = Ли/?;
в) дополнительное событие Л.
Ясно, что понятия пересечения

и объединения событий перено
сятся на произвольное число со
бытий. U Л/ = Л, и л ,и  ... U Ап 

i-i
есть объединение п событий Л,,
Л2, ..., Ап и означает событие, 
происходящее тогда и только тогда, 
когда осуществляется хотя бы 
одно из данных событий Л,, ..., Л„,

п
п Л , =  Л,пЛ.п  ... пЛ„ — пере- 
1—1

сечение событий Л,, ..., Л„ — озна
чает событие, происходящее тогда 
и только тогда, когда осуществля
ются все события Л,, ..., Л„ сразу.
При этом справедливы следующие равенства, аналогичные 
распределительному закону для обычных действий сложения 
и умножения в алгебре:

(U  Л;) п С = и (Л, п С); i-i i-i

(П  Д, )иС = П (Л, и С),/=1 J-1
каковы бы ни были события А, и С. Например, левая часть 
первого равенства  ̂и Л,| П С осуществляется в том случае 
(и только тогда), когда осуществляется С одновременно
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а) Пересечение: С-А/]И

б) Объединение: C-AUB 
С

в)Дополнительное 
событие: А



с осуществлением хотя бы одного из событий Л,. Но это Э К -
rt

вивалентно событию и (Л,пС), означающему осуществление/—I
хотя бы одного из событий Aj совместно с С .  Аналогично 
проверяется справедливость и второго из приведенных ра
венств.

5.4. Примеры. Рассмотрим массовое производство каких-либо деталей, 
например, на токарных станках. Обозначим через А событие, состоящее 
в том, что произведенная деталь оказалась удовлетворяющей поставленным 
техническим условиям (исправной). Через В  обозначим факт неисправности 
(брак) детали, происходящей по вине рабочего. С  пусть обозначает брак 
детали вследствие неисправности станка, a D  — брак по причине недобро
качественности поставленного другим предприятием материала. Тогда А 
будет обозначать неисправность детали (без указания причин) и поэтому

Д и с и О  С  А
Если брак детали не может возникнуть по какой-либо причине, отличной 
от трех перечисленных причин, то события В  U С U D  и А  будут эквива
лентными:

В  U С U D  =  А.
Далее Av = В  П C O D  представляет собой факт брака детали по вине 

рабочего при нормально работающем станке и доброкачественном материа
ле, а А» — В  П C O D  — факт брака детали из-за неисправности станка при 
правильной работе рабочего и доброкачественности материала. В виде уп
ражнения читателю предлагается аналогичным образом истолковать сле
дующие события.*

,43 = В  П С  П D, Ак =  В  П С  Л D\
Аь =~В П С  ПО , Аъ =  В П С П О  и Л7 =  Д П С П D.

При этих обозначениях оказываются справедливыми равенства:
Л4и Л 7 =  Д П С . Л51М 7 =  С П О ; |
Лв1М 7-£П£>. J ( '

Первое из них, например, выполняется потому, что одно из двух событий 
D  или D  осуществляется с достоверностью: D  U D  =  U. Два других ра
венства (5.1) выполняются вследствие того, что В  U В  = U  и C \ JC = U .  
Также легко убеждаемся в том, что

А х U A, U Ал U Л7 =  Д;
А* 1 Ы 41 Ы 5 U Л7 =  С; (5.2)
А3 U Аъ U A* U А7 = О. ,

Действительно, по (5.1) А к U U А7 =* (В  П С) U (В  П D) и поэтому
Ау U Ах U Ал U А7 =  (В  П С П D) U ( В  П С) U (В  П D) = В,

так как одно из трех событий С, D  или (С П D ) осуществляется с досто
верностью:

C U  D  U (С П  D ) =  U.

Аналогично проверяется справедливость двух других равенств (5.2).
5.5. Поле событий. Вводимое далее основное понятие ве

роятности события определяется сразу для совокупности всех 
событий, осуществление которых возможно в результате не-
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торого данного испытания. Поэтому целесообразно рассмот- 
>ть эту совокупность событий и выделить наиболее су тест

ей и ые ее свойства.
С о в о к у п н о с т ь  всех во зможн ых  в ре з у ль т а те  

некоторого испытания  событии,  в к о т о р у ю в к л ю- 
чены достоверное  и нев озможное  события,  на
зы в а е т с я  полем событий.

Поле событии будем обозначать буквой 5. То обстоятель
ство, что некоторое событие А принадлежит полю 5, обозна
чается при помощи знака принадлежности е:

Л е 5.
Если осуществление события Л возможно для некоторого 
испытания, то для того же испытания можно говорить 
и о противоположном событии Л. Другими словами, если 
Лс5, то и Лс5. Далее, если осуществление событий Л,, 
Л_», ..., Ап возможно в результате некоторого испытания, то 
как о результате того же испытания можно говорить и об 
объединении этих событий Л,ил_. U ... и Лл, которое кратко

п
записывается в виде и Л . Иначе сказать, если AfiS, / = 1,4-1п
2, ..., п, то U A,sS. В том случае, когда поле 5 включает i-i
в себя некоторую бесконечную последовательность событий 
/ = 1, 2, ... мы будем считать также, что и объединение всех 
этих событий А/ опять принадлежит полю S. При этом ука
занное объединение и Л, понимается как событие, эквивалент- /—1
ное осуществлению хотя бы одного из членов последователь
ности событий Ah I = 1, 2, ...

Соберем вместе перечисленные свойства поля событий S;
1) UeS;
2) если А с5, то  AeS;
3) если A jeS, /= 1, 2, то

Знак объединения пЛ, из свойства (3) может относиться, смот-t
ря по обстоятельствам, либо к конечному,числу, либо к бес
конечной последовательности событий Ah /=1,2, . . .

Эти три свойства поля S  являются характеристическими 
и их совокупность может быть принята в качестве определе
ния понятия поля событий 5.

Нетрудно показать, что пересечение событий, принадле
жащих полю, также будет принадлежать тому же полю.

Действительно, пусть С, и C.eS. Тогда С, U С, будет 
обозначать событие, состоящее в ненаступленни ни события
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Сх, ни события С2, т. е. С, UC2 будет эквивалентно С, П С2. 
Вместе с тем С, и С2, следовательно, и С, и С2 представляют 
собой события, принадлежащие полю. Пусть теперь Л€$, 
ZieS. Тогда из свойств поля следует, что Ле5, BsS .

Принимая А за С, и Л за С2 по только что сказанному,
получаем ______

Л ид = Л пД,
а поэтому пересечение Л п й принадлежит полю 5. Для при
мера возьмем множество U , состоящее из конечного числа п 
элементов Л,, Л2, Л„ (произвольной природы). Пусть 
Л , г, ..., ; обозначает подмножество множества U , состоя-

*| 'а

щее из элементов Л,, Л , ..., Л, . В качестве возможного ис-
I а

хода (события) некоторого эксперимента будем считать какое- 
либо из этих подмножеств. Совокупность S  всех таких событий 
Л, » •••> ik> в число которых включается и пустое множество
0  (невозможное событие V ), представляет собой поле собы
тий в смысле данного выше формального определения. Каж
дое из трех определяющих поле свойств I), 2) и 3) для 
совокупности событий Л очевидно, выполняется. Так
как число всех различных подмножеств из к элементов 
Л,, ..., ik множества U , содержащего п элементов, равно
CJ, то общее число всех событий, образующих рассмотренное

п
поле 5, равно 2я, потому что v  CJ = (1 -f 1 )п — 2я. Это — при-

*=о
мер конечного поля событий. Аналогичным образом могут 
быть получены и бесконечные поля событий S, если в каче
стве U  взять то или иное бесконечное множество элементов 
Л, а 5 будет образовано всеми (или определенного вида) 
подмножествами множества U.

5.6. Свойства частот событий поля. Частоты событий не
которого поля обладают рядом общих свойств независимо от 
того, какое поле событий рассматривается.

1) Частота достоверного события kn(U ) равна единице при 
любом числе испытаний п.

2) Частота всякого события Л с£  представляет собой не
отрицательное вещественное число, т. е. /?„(Л)> 0.

3) Если события Л ,с£ э /= 1э 2, ...э г попарно несовместны,
то

A,) = i  М Л )./—I j=S I
Последнее свойство вытекает из того, что ввиду несовмест
ности событий Лi никакие два из них не могут осуществляться
зоь



при одном и том же испытании. Поэтому общее число испы-г
таний т п(U At), в которых осуществляется хотя бы одно из 

1
событий Л,, будет равняться сумме чисел mn(Ai) тех испыта
ний, в которых осуществляются события Ah / = 1, 2, ..., г 
в отдельности. Итак,

« Л и  А,) =^2 т „  (Л,),/«=1 /—I
откуда делением на п получаем сформулированное свойство 
частот 3).

5.7. Определение вероятностей событий поля. Теории 
вероятностей представляет собой математическую науку о слу
чайных событиях. Сущность метода, при помощи которого 
производится в ней изучение случайных событий, заключается 
в следующем. Сначала выявляются основные, определяющие 
свойства частот событии, образующих поле. Эти свойства 
приведены в предыдущем пункте под номерами 1), 2) и 3). 
Затем каждому из событий А поля 5 относится определенное 
число Р  (Л), и этим числам, называемым вероятностями собы
тий, приписываются в виде аксиом свойства, повторяющие 
выявленные уже основные свойства частот 1), 2) и 3) из 
п° 5.6. Таким образом строится математическая модель поля 
событий и их частот. Теорию вероятностей в целом можно 
рассматривать как результат дальнейшего, уже чисто матема
тического развития этой модели, хотя, следует отметить, ход 
исторического построения ее был в действительности иным. 
Опыт показывает, что соответствие результатов теории веро
ятностей с реальными явлениями такое же полное, как и для 
геометрии, теоретической механики или других математиче
ских наук.

В соответствии со сказанным понятие вероятностей событий 
вводится при помощи следующего определения.

Вещественные числа Р(А). Р (В ) ...... отнесенные событи
ям А. В ...... из некоторого поля S. называются вероятно
стями этих событии, если они удовлетворяют следующим 
аксиомам:

1) P(U) =  1;
2) Я(Л)>0 для любого события AeS\
3) если попарно несовместные события AfiS, / = 1, 2, ....

mo P(U  Л,) = 2Р(Д ,).
/ i

Подчеркнем, что в последней аксиоме 3) речь может идти 
как о конечном числе событий Л,, так и о бесконечной по
следовательности их.

Аксиому 3) в соответствии с традицией часто называют 
теоремой сложен ия  вероятностен.
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Вычисление или оценка неизвестных вероятностей событий 
из некоторого поля 5 по известным вероятностям других со
бытий из того же поля представляет собой одну из главных 
задач теории вероятностей.

Происхождение указанных известных вероятностей может 
быть различным. Не перечисляя всех появляющихся здесь 
возможностей, отметим, что они могут быть вычислены, на
пример, как вероятности событий из других полей; могут 
быть определены как числа, вокруг которых группируются 
наблюдаемые частоты соответствующих событий; могут опре
деляться из соображений симметрии рассматриваемых испы
таний и их исходов. Последний прием будет далее исследован 
более подробно при рассмотрении вопроса о классическом 
определении вероятностей. Что касается определения некото
рых вероятностей по наблюдаемым частотам, то этот способ 
вполне аналогичен определению численных значений различ
ных физических или геометрических величин при помощи 
непосредственного измерения этих величин.

Укажем некоторые простейшие следствия, вытекающие из 
определения вероятностей событий поля.

а) Пусть AeS,  следовательно, и AeS.  Так как A ^ A  = U  
и А п Л = V, то по теореме сложения вероятностей

Р (А )  + Р (А )  = 1,
откуда

Р (А )  = \ - Р ( А ) .  (5.3)
В частности, для невозможного события это дает 

P (V )  = 1 - P ( U )  = \ -  1 =0.

б) По аксиоме (2) Я ( Л ) >  0, а поэтому из равенства (5.3) 
получается, что

0 < Р (Л )< 1 .
Иными словами, вероятность любого события Л представляет 
собой неотрицательное вещественное число, не превосходящее 
единицы.

в) Пусть Л 6 5, Be  5, причем Л с  В. Событие В  может 
осуществиться только при одновременном осуществлении 
события Л или, как исключающий этот случай, при одновре
менном осуществлении противоположного события Л. Поэтому

Р (В )  = Р ( В п  А) + Р  ( Д о Л ) > Я ( Д П  Л).
Но событие Вс\А ввиду Л с/? эквивалентно событию Л и по
этому Р (В  п Л) = Я (Л ).
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Следовательно,
Р { Л ) < Р { В ) ,

если только А с  В.
Вероятности событий представляют собой математический 

эквивалент чисел, вокруг которых группируются частоты 
осуществления события при большом числе п повторений 
испытания. Поэтому закономерности теории вероятностей для 
конкретных случайных событий проявляются при осуществле
нии большого числа испытаний. В этом смысле теорию веро
ятностей можно рассматривать как науку о закономерностях 
массовых явлений.

У11РЛЖНЕН ИМ

1. Пусть событие А означает выпадение на игральном кубике четного- 
числа очков: 2, 4 или б; В  — выпадение числа очков, кратного трем: 3 или 
6. Укажите смысл событий

А и В, А П В, Т й~ В  и АТГв .
2. Изделие, изготавливаемое на некотором станке, может оказаться 

одного из трех следующих видов: 1) удовлетворяющее техническим усло
виям (событие А), 2) бракованное, не подлежащее исправлению (событие 
В ) и 3) частично бракованное, подлежащее исправлению (событие С). Ука
жите наименьшее по числу событий поле событий S, в состав которого 
входят события А, В  и С.

3. Пусть вероятности событий А, В  и С вопроса 2) известны: Р (А )  = 
=  0,94; Я (# )  = 0,02; Я (С ) =  0,04. Чему равны вероятности остальных собы
тий поля S ?

$ 2. ПРИМЕРЫ ВЫЧИСЛЕНИИ ВКРОИТИОГТКЙ
5.8. Применение теоремы сложения вероятностей. Вер

немся к рассмотренному в п° 5.4 примеру производства дета
лей с возможным браком из-за указанных там различных 
причин. Допуская, что иных причин брака нет, замечаем, что 
одно из введенных там событий Аи А2, ..., А7 или событие А 
(отсутствие брака) обязательно должно реализоваться, причем 
любые два из этих событий несовместны. Последнее вытекает 
из того, что в состав каждых двух из событий А{ и Ai вхо
дят взаимно дополнительные события (Ах и Аъ например, 
содержат события В  и В ), а несовместность события А и лю
бого из событий Ак очевидна. Примем совокупность событий 
Аи Л2, ..., А7 и  А за множество U  и в качестве объединяю
щего их поля событий 5 возьмем совокупность всех подмно
жеств множества U  (включая и пустое подмножество 0). 
Вероятностями событий поля S  будут по вышеизложенному 
любые числа, отнесенные этим событиям и удовлетво
ряющие аксиомам 1), 2) и 3), определяющим понятие
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вероятности (п°5.7). Существенным обстоятельством при этом 
будет то, что эти числа (вероятности) для каждого из собы
тии поля .V будут полностью определены по заданным (изве
стным) вероятностям только для некоторых событий того 
же поля S. Источники же сведений об этих последних ве
роятностях, как это уже отмечалось ранее, могут быть раз
личными, и в нашем случае выяснение этого вопроса мы 
оставляем в стороне. Считаем, что заданы вероятности собы
тии Л,, Л2, Л7, например:

Я (Л ,) = 0,02; Р (Л 2) = 0,01; Р (Л 3) = 0,03;
Р ( Л 4) =0,005; Р ( А Ъ) = 0,008;
Я (Л 0) = 0,01; Р (Л 7) = 0,002.

Располагая этими данными, можно найти вероятности как 
событий Л, В. С и D  в отдельности, так и вероятности раз
личных комбинаций этих событий. Л именно, прежде всего 
находим вероятность брака изготовляемых деталей (без ука
зания причины брака), пользуясь теоремой сложения вероят
ностей:

Р М )  = Р (и л ,)=  2  Р(А,) =
/=1 /-1

= 0,02 + 0,01 + 0,03 + 0,005 + 0,008 + 0,01 + 0,002 = 0,085.
Следовательно, вероятность того, что изготовленная деталь окажется ис
правной, по формуле (5.3) найдется так:

р (Л )  = 1 _  Р (А ) =  1 -  0,085 =  0,915.
Далее, применяя формулы (6.2) и снова пользуясь теоремой сложения 
верояшостей, найдем, что

Р ( В )  =  Р (А Х) +  Р (Л А) +  Р Ш  + Р Ш  -  0,037;
Р(С) = Р Ш  + Р Ш  4- Р(Аь) 4- Р Ш  -  0,025;
/><0)= Р Ш  4- Р Ш  4- Р Ш  +  Р Ш  = 0.05.

Если требуется найти вероятности одновременного осуществления событий 
В  \\ С. С  и D, В  и D, то следует воспользоваться формулами (5.1) 
которые дают:

Р ( В  ПС) = Р Ш  4- Р (А 7) =  0,007;
Р (С  ПО ) =  Р Ш  4- Р Ш  = 0,01;
Р {В П О )  = Р Ш  4- Р Ш  «  0,012.

5.9. Классическое определение вероятности. Из преды
дущего примера отчетливо видно,что для вычисления вероят
ностей событии, образующих поле, требуется предварительное 
знание вероятностей некоторых событий того же поля. 
Во многих случаях сведения такого рода могут быть 
почерпнуты из соображений о симметрии каких-либо событий
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поля, которые приводят к принятию заключения о равенстве 
вероятностей этих событий. На этом основано классическое 
определение понятия вероятности.

Пусть поле событий S  содержит п попарно несовместных
я

событий Ах% А2, ___, Л„, объединение которых = пред
ставляет собой достоверное событие, а остальные события 
поля 5 пусть будут образованы всеми различными объедине
ниями некоторых из событий Ah I = 1, 2,. . . ,  п. Выражение 
♦попарно несовместные события» означает, что каждые два

я
из рассматриваемых событий несовместны. Если U Al = Uy
то события Ah I »  1,2, . . . , я  называются единственно  
возможными.  Пусть известно, что вероятности всех собы
тий Ah /= 1 ,2 ,____ п равны одна другой. В этом случае эти
события будем называть равновероятными.  Заключение
о равновероятности часто может быть сделано на основании 
того, что исходы Ah i 1,2...... п производимого экспери
мента оказываются симметричными относительно условий 
этого эксперимента. Так как события А{ попарно несовместны,.

я
то можно применить теорему сложения вероятностей P (U y4<) =

я
= H P ( A f)y а ввиду единственной возможности событий At i=-1

я я
должно быть Р  (и At) = 1. Поэтому V  P (A t) = 1, откуда 
следует, что

P (A ' )  = - L , i =  1,2.......п, (5.4)

так как все вероятности Р (А Л) равны одна другой, а число 
их равно п. После того как установлены вероятности (5.4) 
событий Ah вероятности всех других событий поля S вычис
ляются при помощи теоремы сложения вероятностей. Собы
тие Д U Д. U . . .V A im% представляющее собой объеди
нение попарно несовместных событий Д/|Э А1у. . . ,  Aim, число 
которых равно т , 0 < /я < л, имеет вероятность

Р (А )=  I  (Л ) = -£-. (5.5)

События Alf% j  = 1, 2 , . . m, осуществление одного из которых 
равносильно осуществлению события Л, называются благо
приятствующими для события А. Формула (5.5), полученная 
сейчас как пример вычисления вероятностей на основе изло
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женного выше их аксиоматического введения, служит при 
классическом подходе определением понитии вероятности, 
которое формулируется следующим образом.

Классическое определение вероятности. Вероятностью 
некоторого события А называется отношение числа т  
благоприятствующих ему. равновероятных и попарно не
совместных событии, к общему числу п таких единственно 
возможных событии.

5.10. Примеры классического подхода к вычислению ве
роятностей.

Пример I. Полбрасынается игральный кубик. Какова вероятность вы
падения на верхней грани: 1) четного числа очков? 2) числа очков, деля
щегося на три? Принимаем, что игральный кубик вполне симметричен, так 
что вероятность появления сверху любой из его шести граней одна и та же,
а именно равна -g-. Событие А, состоящее в появлении на верхней грани
кубика четного числа очков, равного 2, 4 или 6 ( т  = 3). Поэтому 

3 1
!>(А) = -jr- = -5“ . Событие В, для которого число очков делится на три, 
имеет благоприятствующими случаями появление числа очков, ранного 3 
или 6 ( т  — 2). Поэтому Р  (В ) -J- - L  .

О о
Пример 2. Из полной колоды игральных карт извлекается наудачу 

одна карта. Найти вероятность того, что эта карта окажется: 1) тузом. 
2) пиковой масти, 3) пиковым тузом.

Так как число карт полной колоды равно 52, и каждая из них имеет 
одинаковую вероятность быть извлеченной из колоды, то эта вероятность 
равна 1/52. Число тузов в колоде т  = 4, поэтому вероятность извлечения

4 I л
туза раина “j j ’- Общее число карт никовой масти равно 13. Поэтому

1 3  1вероятность извлечения карты этой масти равна -grp = — . Наконец,
1

вероятность извлечения туза пик равна g j.
Пример 3. Из полного комплекта карт домино извлекается наудачу 

одна карта. Чему равна вероятность того, что сумма очков на обеих поло
винах этой карты окажется равной б? Вероятность извлечения любой
из карт домино принимается равной так как число всех карт пол
ного комплекта домино равно 28. Из них благоприятствующими для рас
сматриваемого события, когда сумма очков на обеих частях карты равна б, 
будут следующие четыре случая: 0 + 6; 1 -f 5; 2-4-4; 3 -f 3. Следовательно,

4 1
искомая вероятность равна -jg" = ~ -

Пример 4. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5 выбирается наудачу одна, затем также 
наудачу из оставшихся выбирается вторая цифра. Найти вероятность того, 
что: 1) первая цифра четная (событие А), 2) вторая цифра четная (собы
тие В), 3) обе цифры четные (событие С). Для ответа на первый вопрос
замечаем, что на нервом месте с вероятностью —  может оказаться любая
из пяти рассматриваемых цифр, причем в двух случаях, когда она равна 2

2или 4 ( т = 2 ) ,  осуществляется собьпие А. Поэтому Р (А )  = — . Это делаети
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также очевидным ответ и на второй вопрос: Р ( В )  -= -g-. Иначе этот ответ
получается из следующих соображений. С каждой из пяти цифр на нервом 
Mecie может с равной вероятностью комбинироваться на втором месте 
любая из остающихся четырех цифр, так что общее число всех равно
вероятных комбинаций двух выбираемых цифр п — 5 • 4 = 20. Если на нер
вом месте стоит нечетная цифра (таких случаев три), то четной цифрой 
на втором месте может быть 2 или 4; всего таких комбинаций 3 • 2 -- 6. 
Кроме того, возможны две комбинации из четных цифр: 24 и 42. Итак, 
число всех благоприятствующих для события Н случаев т — 8 и поэтому 

8 2Р ( В )  — Наконец, как уже замечено, благоприятствующими для
2 1

события С  оказываются т 2 случаев, что дает Р (С )  =
Пример 5. Монета подбрасывается пять раз. Найти вероятность того, 

что после ее падения на верхней стороне появится: 1) все пять раз герб, 
2) ровно два раза герб.З) хотя бы один раз герб. Считая монету симметричной, 
принимаем вероятность появления сверху после ее падения любой из двух
сторон — герба (г) или решетки (р) — одинаковыми, равными -ц-. При каж
дом из пяти подбрасываний монеты любая из этих двух возможностей 
будет комбинироваться с любой другой, так что общее число п всех таких 
равновероятных комбинаций будет равно 25 32 случаев. Из них только 
в одном случае ( т  =  1) пять раз подряд появляется герб. Поэтому вероят
ность такого события равна Появление герба точно два раза может
осуществиться при любых двух из всех пяти рассматриваемых подбрасыва
ний монеты, т. е. в С1 = 10 случаях. Следовательно, вероятность двукрат-

10 5 ..
ного появления герба равна Наконец, герб хотя бы в одном
из пяти подбрасываний появится в 31-м из всех 32 случаев, так как толь
ко при одной-единственной комбинации, когда все пять раз подряд выпадает 
решетка, он не появляется. Поэтому искомая вероятность появления герба 

31
хотя бы один раз равна -тру.

Пример 6. Какова вероятность того, что среди вынутых наудачу I 
карт из полной колоды 52 карт ровно две окажутся принадлежащими тре
фовой масти?

Всего равновероятных комбинаций по 4 карты из общего числа 52 карт 
можно составить п Cft2 =  270 725. Из 13 же карт трефовой масти состав
ляется С J s 78 различных нар, которые могут произвольным образом 
сочетаться с С %9 741 различными нарами карг других мастей. Следова
тельно, число благоприятствующих рассматриваемому событию равновероят
ных случаев равно С ‘{ 3 • Cjj,, 78 • 741. Поэтому искомая вероятность равна

Ch-Cj, J4 41
СЦ о 20 825 - lu IA

Пример 7. Только что разобранный пример обобщается следующим 
образом. Урна содержит N  белых и М  черных на ощупь неотличимых ша
ров, из которой наудачу извлекаются К  N  f  М  шаров. Какова вероят
ность, что при этом будет извлечено точно v < N  белых и р Л1 черных 
шаров (v -f р = /С)?

Считая вероятность извлечения любого сочетания К  шаров одинаковой, 
получаем, что общее число всех представляющихся здесь равновероятных

(tf-4-ЛЛ!
возможностей равно C'N+M - /(| ( д г — Д )! ' Ри этом v 6о*,,ых шаров

2

312



из всего количества N  белых шаров может быть образовано С ^ = у, ^
М\

способами, а ц черных шаров из М  черных шаров — ^  ^
способами. Следовательно, число всех равновероятных случаев извлечений 
из урны К  шаров, среди которых содержится точно v белых и (* черных 
шаров, равно произведению C'N • CJJj. Поэтому искомая вероятность извле
чения v белых и ja черных шаров равна

с лг • Ом N\ ЛЯ (V +  (*)! (N  4- м — V — I*)!
C N * M  ~  ( N  \ М )\  v! )*! ( N  v)! (Л 1 - (* ) | -

УПРАЖНЕНИЯ

1. Подбрасывается игральный кубик. Какова вероятность появления 
на верхней грани числа очков, ранного одному из простых чисел?

2. Какова вероятность того, что при одновременном случайном извле
чении двух карт из полной колоды 52 игральных карт обе они окажутся 
бубновой масти?

3. Подбрасываются два игральных кубнка. Какова вероятность того, 
что сумма чисел, выпавших на обоих кубиках очков, будет равна 4?

4. Симметричная монета подбрасывается л =  6 раз. Найти вероятность 
того, что хотя бы один раз появится решетка.

5. В одной из студенческих учебных групп 26 человек, из которых 
5 студентов — отличники по математике, в другой группе 24 человека, из 
которых 6 студентов — отличники по математике. Какова вероятность того, 
что оба наудачу выбранные студенты, но одному из каждой группы, 
окажутся отличниками по математике?

§ 3. УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ. НЕЗАВИСИМОСТЬ 
СОБЫТИЙ II ИСПЫТАНИЙ

5.11. Условные частоты событий. Вероятности событий, 
реализующихся как* исходы некоторого испытания, будут, 
вообще говоря, изменяться вместе с изменением условий, ха
рактеризующих это испытание. В частности, к числу допол
нительных условий испытания может относиться предположение
о том, что определенное событие рассматриваемого ноля 
вероятностей осуществилось. Тогда о вероятностях других 
событий поля, определяемых при условии, что некоторое 
определенное событие его осуществилось, говорят как об 
условных  вероятностях .  В противоположность этому 
первоначальные вероятности событий рассматриваемого поля 
называются б е зу словным и  вероятностями. Точное опреде
ление понятия условной вероятности будет далее (5.12) сфор
мулировано на основе предварительного выяснения относя
щихся сюда свойств частот изучаемых событий.

Итак, пусть производится достаточно большое количество 
п раз испытание, в числе результатов которого возможно 
осуществление каких-либо двух событий А к В. Пусть собы-

№
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тие R за нее п испытаний в действительности осуществилось 
v раз, а именно при испытаниях с номерами

it, it...... (5.6)
Отношение —  = кп(В) будет частотой осуществления события
В  за п испытаний. Далее, пусть для испытаний с номерами 
(5.6), т. е. для испытаний при условии осуществления собы
тия В , событие А реализуется ц раз, а именно при испытаниях 
с номерами

/ь Уз» •••* У** (5.7)
Отношение —  будет представлять собой условную частоту
осуществления события А , если учитывать только те испыта
ния (5.6), при которых событие R уже произошло. Эту ча
стоту события А при условии осуществления события R обоз
начим через кп(А/В). Имеем kn (A В) = Замечаем вместе
с тем, что испытания с номерами (5.7), число которых равно 
ц, оказываются как раз темн испытаниями из общего числа 
всех п рассматриваемых испытаний, при которых одновре
менно осуществляются оба события А и R. Поэтому частота 
осуществления пересечения А П R имеет величину Ля(ЛпЛ)  =
= Ввиду равенства —  = -jtj и учитывая найденные зна
чения частот кп(В), кп(А/В) и кп(Аг\В), получаем

кп(А ;В)=  • (5.8)

5.12. Определение условной вероятности. Частоты осуще
ствления событий и их свойства служат прообразами соот
ветствующих вероятностей и их свойств. Нижеследующее оп
ределение условной вероятности отражает свойство частот 
событий, выраженное формулой (5.8). Рассматривается неко
торое поле вероятностей S.

Определение. Условной вероятностью P (A jB ) события 
А €5 при условии осуществления события B s S  называется 
отношение вероятности Р(АпВ) пересечения этих событий 
А[\В к вероятности Р (В ) события В:

Р(А/В) = (5.9)

Это определение имеет смысл только при Р ( Я ) >  0. Если 
P ( R )  = 0, то понятие условной вероятности относительно та
кого события R не вводится.

Пример. Рассматривается испытание с елинстненно возможными и не-
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/>(С,) =  0,1; P (C j )  =  0,2; Р (С 3)=*0,3; Р (С4) =*0,4. Поле событий 5 обра
зовано событиями С/ и их объединениями. В частности, введем специаль
ные обозначения для следующих объединений: •

Ах = Ct U С2, = C| U С3. Я, = С3 U С4.
/?, =  С2и С 4. (5.10)

Ясно, что />(Л,) = 0,3; Р (А 2) =  0,4; Р ( В Х) =  0,7; />(/?,) =0,6. Исходные со
бытия С,- можно, очевидно, представить как пересечения событий (5.10):

С, =  А х П Л2. С, =  Л, П Я 2, С3 = Л, П Л2, С4 =  /I, П Д2,
и поэтому вероятности участвующих здесь пересечений заданы, как веро
ятности событий С/, /=1, 2, 3, 4. Применяя формулу (5.9), найдем следую
щие условные вероятности:

р (А , 1 А ) =  ^ __ 0*1 _  1 .
( 1 2> Р (Л 2) 0,4 4 ’

5.13. Условная вероятность как вероятность на поле 5*.
Данное определение условных вероятностей само по себе еще 
не указывает на то, что эти вероятности удовлетворяют всем 
аксиомам, характеризующим понятие вероятности в смысле 
определения, изложенного в п° 5.7. На самом деле это дей
ствительно так, если условные вероятности рассматривать как 
заданные на поле событий SB, образованном всеми пересече
ниями ЛпЛ, где A a S  пробегает все события поля 5, а В  — 
данное определенное событие того же поля S. Проверка этого 
предоставляется читателю в качестве упражнения.

Итак, условную вероятность P(Afa)  = Р(АпВ)/Р(В)  мож
но рассматривать как вероятность, заданную на поле событий 
Sb- Это  обстоятельство позволяет, во-первых, все общие 
свойства, устанавливаемые для вероятностей событий произ
вольного поля S, автоматически переносить на условные ве
роятности, рассматриваемые как вероятности событий поля 
Sb. Во-вторых, формула (5.9) теперь может рассматриваться 
как выражение связи между вероятностью Р(А/В), заданной 
на поле S b, и вероятностью Р (А ), заданной на поле S. Иными 
словами, вероятности Р (А 'В )  и Р (А )  должны быть согласо  ̂
ваны при помощи формулы (5.9).

Пример. В течение данного промежутка времени Т может не более 
одного раза осуществиться некоторое событие А с вероятностью р. Собы
тие, осуществление которого совпадает с осуществлением А в течение 
части t всего промежутка времени Т, обозначается через Ai% причем для
любого t<  7 вероятность события At пропорциональна / :Я (Л / ) =  —  р.
Пусть промежуток Т разбит на две произвольные части tx и /2. так что
P (A tl) = - jr р, P (A ft) =  -у-р. Требуется найти условную вероятность того,
что событие А осуществится в течение части /2, если известно, что оно не 
произошло в течение первой части
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Искомая условная вероятность Р (Л /в/Д7,) может быть вычислена при 
помощи формулы (5.9):

гыл | Т |  P {A t t (\At„)
^ я (До '

Но, применяя распределительный закон из п° 5.3, имеем
Att— At% П (Л/, U Att) =*

= (At. П И/,) U(Att U Att) =  (At, П Л7,),
так как Л/вП Л/,=  V  ввиду невозможности осуществления события А более 
одного раза. Поэтому

P {A lt (\At,) =  P (A ', )  = - yp .
Далее

Я (Л /,) <= 1 — P (A i t) =  1 — -у-р.

Таким образом, окончательно получаем

~ р t
РМ,.,Ж,|-— j -  - 7 Т Г -  

Г
В частности, пусть ожидается событие, которое может осуществиться 

не более одного раза в течение данной недели и имеющее вероятность
произойти в каждый из семи дней недели. Какова вероятность осуще-14

ствлення этого события в оставшийся седьмой день недели, если известно, 
что оно не произошло за шесть предшествующих дней?
Здесь р =  7 • _ L  = _1_, Г =  7, /, = 6, /, = I 
и поэтому искомая условная вероятность равна

i.-L
t,p  2  1

Г — tyP J  _ () • — ®
2

5.14. Вероятность совмещения событий. Изложенные 
в п° 5.13 соображения позволяют использовать формулу (5.9) 
для вычисления вероятности Р(Аг\В) одновременного осу
ществления двух событий А и В , если считать известной 
условную вероятность Р (А / В )  события А при гипотезе В 
и безусловную вероятность Р (В )  события В . Имеем

Р(Аг\В) = Р (В )  • Р (А  /В). (5.11)
Ясно, что можно поменять ролями А и В:

Р(Аг\В) = Р (А )  • Р ( В / А). (5.12)
Пример 1. Вернемся к уже разобранному ранее примеру 4 из п° 5.10. 

Речь идет о последовательном выборе наудачу двух цифр из первых пяти 
цифр 1,2,3, 4 и5. Вопрос 3 )состоит в вычислении вероятности того, что обе 
выбранные цифры окажутся четными (событие С). Видим, что С  =  АПН, где А
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обозначает факт четности первой из выбранных цифр, а В  — факт четности 
второй цифры. Применим формулу (5.12), для чего сначала вычислим условную 
вероятность Р(В/А ). Условие означает, что событие А осуществилось, 
т. е. что на нервом месте выбрана четная цифра. Остальных будет четыре
цифры, среди которых только одна четная. Поэтому Р ( В  I А) =  Ранее

уже было найдено, что Р {А )  = -jr-. Следовательно,

Р (С )  = Р(А Г\В ) =

Пример 2. Пассажир, покупая билет для проезда по железной дороге 
в день отправления поезда, может только с вероятностью 0,9 рассчитывать 
на получение удобного для него места в вагоне. Известно, кроме того, что 
поезд может опоздать к станции назначения пассажира с вероятностью 0,01. 
Какова вероятность того, что пассажир в срок прибудет к месту назначения 
с желательными для него удобствами?

Здесь требуется вычислить вероятность совмещения двух событий: при
обретения желательного для пассажира билета (вероятность 0,9) и прибытия 
поезда без опоздания (вероятность этого равна 0,99 = 1 — 0,01). Естественно 
считать, что в данном случае условная вероятность опоздания поезда, если 
известно, что пассажир купил нужный ему билет, по-прежнему равна 0,01. 
Поэтому искомая вероятность равна 0,9-0,99 = 0,891.

5.15. Теорема умножения вероятностей. Формула (5.11) 
|или эквивалентная ей формула (5.12)| может быть обобщена 
для случая вероятности пересечения произвольного числа п 
событий А ,, Л>,. . . ,  Л„. А именно, последовательно применяя 
формулу (5.11), получим, что

Я(Л, п ...  пЛ я_2пЛ я_,пЛ,,) =  Р(Л,п ... пЛя_2пЛя_,) X 
X Я Л „ / Л , п .. .  ПЛЯ_2ПЛ„_,) =  Р ( А , п ... ЛЛЯ_2) X 

X Я ( Л я_1/Л,пЛ2п ... ПЛ„_2) • Р ( А п/ Л,п ... пЛ„_2пЛ я_,) =

Я ( Л |) - Я ( Л 1/ Л , ) Я ( Л , / Л , П Л 2) . . . Р ( Л )1/ Л 1ПЛ,П...ПЛЯ_|).
(5.13)

Этот результат, как и его частные случаи, выраженные фор
мулами (5.11) и (5.12), иногда называют теоремой умно 
жения  вероятностей .

Пример. Урна содержит 20 шаров, из которых 8 шаров черного цвета 
и 12 — белого цвета. Требуется вычислить вероятность того, что при из
влечении из урны сразу трех каких-либо шаров все они окажутся белого 
цвета.

Назовем произвольно один из вынутых шаров первым, другой — 
вторым, последний — третьим. Событие А пусть состоит в том, что первый 
шар белый, В  — что второй шар белый, С — что третий шар белый. Тре
буется найти вероятность Р(АГ\ВГ\С). Для применения формулы (5.13) 
надо знать вероятности P (A ) t P { B j A ) % Р(С1А Г\В).

Имеем

/3М ) = -ду “g", Р ( В  I А ) --- -jg,
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^  ^  . 10 5Г (С / А П В ) = - -3-.

Поэтому

5.16. Независимость двух событий. Одним из самых важ
ных, специфических для теории вероятностей понятий является 
понятие независимости  событий и испытаний.  
Сначала формулируем определение этого понятия примени
тельно к случаю двух событий.

Определение. Два события поля S  AczS и BeS назы
ваются взаимно независимыми (или независимыми), если 
выполняется равенство

Из этого определения прежде всего видно, что если вероят
ность хотя бы одного из данных событий равна нулю, т. е. 
Я (Л ) = 0 или Р (В )  = 0, то такие события независимы, так 
как (5.14) в этом случае выполняется. Но если Я ( Л ) > 0  
и Я (5 )> 0 , то сравнение (5.14) с формулами (5.11) и (5.12) 
показывает, что независимость событий А и В  эквивалентна 
равенствам

Эти равенства выражают то обстоятельство, что гипотеза 
об осуществлении одного из данных событий не влияет на 
вероятность осуществления другого события. Именно это 
обстоятельство служит объяснением термина «независимость». 
Заметим, что наличие только одного из равенств (5.15) уже 
обеспечивает независимость |т. е. справедливость (5.14)| двух 
событий, так что справедливость другого из этих равенств 
будет обеспечена автоматически.

На практике признание двух событий независимыми обыч
но происходит в результате установления справедливости 
равенств (5.15), причем, как только что было замечено, доста
точно проверить одно какое-либо из этих равенств.

5.17. Независимость п событий и испытаний. Понятие 
взаимной независимости произвольного числа п событий 
Ah I — 1,2,. . . ,  п обобщает изложенное определение незави
симости двух событий. А именно, по определению события 
Л,, i = 1,2,. . . ,  п называются взаимно независимыми (или 
сокращенно независимыми), если выполняются равенства

Р (Л п в ) = Р(Л)  Р(В). (5.14)

Р (А  I В) = Р(А); Р ( В / А) = Р(В). (5.15)
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для любого числа k <// произвольных (различных) индексов
/2, . . . ,  /*, взятых среди индексов 1,2 э. . . .  л. Допустим 

теперь, что все вероятности Р(Л ,), i 1,2,..., /г положитель
ны. Тогда, как и в случае двух событии, сравнение равенств 
(5.16) с общей формулой (5.13) показывает, что независи
мость событий Л, эквивалентна тому, что каждая из условных 
вероятностей P ( A J  Л, n Atf\... П Л, ) совпадает с соответст
вующей безусловной вероятностью Я (Л,), каковы бы ни были 
уже осуществившиеся другие события Л/э . . . , Л /л:

Я (Л ,М ,П .. .п Л ,/к)==Я(Л/), /=1,2.......n j  + t,. (5.17)
Иными словами предположение об осуществлении каких бы 
то ни было событий Л|ПЛ, П. .. ПЛ4> не влияет на вероятность 
осуществления любого другого события Л,.

Для независимых событий формула (5.13) переписывается 
в следующем виде:

Я(Л,П Л,п .. .  ПЛЯ) = Р  (Л,) • Р ( А 2) ... Р (А п) (5.18)
и выражает собой теорему  у м н о ж е н и я  веро ятн о 
стей для незави симых  событий.

Аналогичный смысл имеет понятие независимости (точнее — 
взаимной независимости) ряда испытаний. А именно, рассмат
ривая некоторый ряд испытаний, будем называть их незави
симыми, если вероятности исходов каждого из этих испытаний 
сохраняют одни и те же постоянные значения вне зависимости 
от того, осуществились или нет те или иные исходы в любых 
других испытаниях.

Вероятность одновременного осуществления некоторых 
исходов в такого рода независимых испытаниях равна произ
ведению вероятностен тех же исходов в соответствующих ис
пытаниях. Таким образом, формула (5.18) распространяется 
на случай, когда входящие в нее события А, представляют 
собой возможные исходы независимых испытаний.

Подробное исследование понятия независимости испытаний 
читатель найдет в полных курсах теории вероятностей.

5.18. Надежность механизмов и систем. В качестве при
мера применения теоремы умножения вероятностей рассмотрим 
вопрос о надежности  какой-либо системы. Пусть речь 
идет о некотором механизме, состоящем из различного рода 
элементов Л,, Л2, . . . ,  Ля. Н а д е ж н о с т ь ю  механизма будем 
называть вероятность исправного функционирования этого ме
ханизма в течение заданного отрезка времени. Предполагается, 
что механизм перестает быть исправным, если хотя бы один 
из составляющих его элементов А, выходит из строя. Это 
значит, что механизм исправен только при одновременной
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исправности всех без исключения его элементов Л,. Пусть 
далее известно, что вероятность выхода из строя элемента А( 
в течение рассматриваемого отрезка времени равна qh так что 
вероятность нормального функционирования того же элемента 
равна Pi = 1 — qh I = l p2,. . . ,  п. Предположим теперь, что 
возможные два исхода в работе элементов Л, (т. е. исправ
ность или выход из строя), рассматриваемые как случайные 
события, независимы друг от друга в смысле данных выше 
определений. При таком предположении надежность всего 
механизма, т. е. вероятность р совместного осуществления 
всех событий, каждое из которых состоит в исправности 
соответствующего элемента Л,, I = 1,2,..., я, найдется но 
формуле (5.18)

Р =/>. • Pl---Pn = П  (1 -<//)•/-1
В частности, если все pt = р = 1 — q одинаковые, то

р = (1 - q ) n.
Этот результат показывает, что даже при очень высоком 
качестве составляющих механизм элементов, а это находит 
выражение в том, что q> 0  мало, надежность р механизма 
в целом при сделанных предположениях не может быть зна
чительной, если п велико, так как /* = (1— q)n->0 при я->ооэ 
сколь бы малым ни было данное ^ > 0.

В связи с большой и все возрастающей сложностью сов
ременных машин и механизмов, образованных зачастую из 
огромного количества п составляющих их элементов, задача 
нахождения путей и средств повышения надежности таких 
механизмов становится одной из важнейших конкретных 
технических и экономических проблем. В решении этой про
блемы немалую роль призван сыграть и теоретико-вероятно
стный, статистический анализ вопросов, относящихся к надеж
ности различных систем.

У П Р А Ж Н ЕН  ИИ

1. Вероятность всхожести предназначенных к посеву семян равна 0,98. 
Вероятность попадания семян на пригодный Для произрастания данного 
растения участок почвы равна 0,96. Какой процент семян при посеве в этих 
условиях даст урожай?

2. Некоторое событие, осуществляющееся не более одного раза в ме
сяц, имеет одинаковую вероятность -̂ j* произойти в каждый из 30 дней
месяца. Найти вероятность осуществления этого события в оставшиеся 
5 дней месяца, если оно не произошло за первые 25 дней.

3. В некоторой лотерее всего 1000 билетов, из которых 600 выигрыш
ных. Найти вероятность выигрыш? хотя бы по одному билету, если куп
лено 10 билетов?
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$ 4. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ. 
ФОРМУЛА НАЙЕСА

5.19. Формула полной вероятности. Этот небольшой па
раграф посвящен простой, но важной формуле, называемой 
формулой полной вероятности.  С ней тесно связана 
приводимая затем формула Байеса,  известная также под 
именем формулы вероя тн ост ей  гипотез.

Пусть Л,, Л2, . . . ,  Л„ попарно несовместные события, Л,пЛ* =П
= l/для 1фку объединение которых достоверно: U Л, = U,
а В — какое-либо из событий того же поля вероятностей, 
причем вероятности Р ( А {) для /=1,2, . . . , я  не равны нулю. 
Тогда справедлива следующая формула:

Р (В )  = 2  P ( A t) Р(В/А,). (5.19)Гй
Для доказательства замечаем, что любое событие В, при

надлежащее тому же полю, в состав которого входят и собы
тия А,, можно представить как объединение попарно несов
местных событий Br\At, Вг\А.,. . . ,  В(\Ап. Действительно, при
меняя распределительный закон (5.13), получим 
В BnU =  Вг\ (Л,иЛ.и .. .U Лл) = (#пЛ,) и(/?Г>Л2) u...u (fin  Л„). 
Так как события (ЯпЛ,), / = 1 ,2 , . . . , п попарно несовместны, 
а это вытекает из попарной несовместности событий Л(, 
то можно применить теорему сложения вероятностей:

Р ( В ) =  I  Р(Вг\А,)./—1
Равенство (5.19) получается отсюда заменой вероятностей 

Р  (Вг\А,) произведениями Р(А, )  • Р ( В  А,) (ф. (5.12)).
Формула (5.19) называется формулой  нолной ве

роятности.
Пример. Допустим, что некоторый прибор оформляется в трех вариан

тах, в зависимости от применения в качестве одного из его элементов либо 
элемента Ль либо элемента Л2, либо элемента А3, причем назначение и спо
соб функционирования прибора одни и те же в любом из указанных трех 
вариантов, но надежность его работы зависит от примененного элемента 
Л/, / = 1,2,3. Как и в примере предшествующего п° 5.18, надежностью здесь 
называется вероятность исправного функционирования прибора в течение 
данного времени. Известно, что надежность прибора в случае применения 
элемента Ах равна 0,98; в случае применения элемента А2 надежность равна
0,96 и в случае применения элемента Ал надежность равна 0,92. Далее пусть 
известно, что 20% всех рассматриваемых приборов выпускается в варианте 
Аи 30% — в варианте А 7 и остальные 50% — в варианте Ал. Требуется найти 
надежность работы наудачу взятого прибора такого рода.

Обозначим через В  событие, состоящее в том, что выбранный при
бор в течение заданного времени работает исправно. Задача состоит в вы
числении вероятности этого события Р(В ). Замечаем, что события Л,, А3,
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Аз попарно несовместны и объединение их достоверно: А х и U А3 = U. 
Поэтому можно воспользоваться формулой (5.19), в первую часть которой 
иходят известные величины: Р ( В А Х) ~  0,98; Я (Я  Л3) = 0,96; Р ( В  Л3) = 0,92. 
Кроме того, можем считать ввиду выбора прибора наудачу, что

Я (Л ,) =  0,2; Р(А^) = 0,3; Р (А Л)=  0,5.
Итак, искомая надежность

Р ( В )  =  0,2 • 0,98 + 0,3 • 0,96 - 0,5 • 0,92 = 0,944.
5.20. Формула Байеса. Допустим теперь дополнительно, что 

вероятность события В  отлична от нуля: Р ( В ) >  0.
По формулам (5.11) и (5.12) имеем

Р(А, п Д) = P (A t) • Р(В/А,) = Р (В )  • Р (А 11В),
откуда

P (A JB )  = P(A,)p ^ BiAl).

Заменяя здесь Р (В )  по формуле полной вероятности (5.19), 
получим

P (A t В) = -- , (5.20)
V  Р ( А , ) Р ( В  А,)
1-1

где I может принимать любое из значений 1, 2, ..., //.
Формула (5.20) называется формулой Байеса  или 

также формулой  веро ятн ос тей  гипотез.  Последнее 
название объясняется следующим образом. Осуществление 
события В  возможно вместе с одним и только одним из со
бытий Л„ вероятности Р( Л,) которых известны. Известны 

’ также условные вероятности Р ( В  А{) события В  при предпо
ложении, что произошло событие At. Здесь события Л, вы- 

| ступают в качестве гипотетических возможностей, одна из 
• которых должна в действительности сопровождать наступле

ние события В. Формула (5.20) и дает вероятность того, что 
г осуществилась гипотеза Ah если известно, что событие В  

произошло.
Пример 1. Из двух данных урн случайно выбирается одна урна, так 

что вероятность выбора каждой из них равна - L . Из выбранной таким
I  образом урны затем извлекается наудачу шар, который оказался белого 
К цвета. При этом известно, что в первой урне содержалось 2 белых н 14 

черных шаров, а во второй урне — 5 белых и 3 черных шаров, и никаких 
| Других шаров урны не содержали. Спрашивается, чему равны вероятности 
[обеих гипотез, а именно, что шар извлекался из первой урны или, в про- 
[ тивоиоложиость этому, из второй урны?

Факт выбора первой урны примем за событие Ах, а второй урны — за
событие Ап. Дано, что Р (Л,) = Р (Л.) = -L. Извлечение шара бетого цве
та примем за событие В. Появление шара белого цвега из первой урны
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имеет вероятность Р (B jA x) = = t а появление шара белого цвета изID о
второй урны имеет вероятность P (B fA 2) — — . По формуле полной веро-

8
ятности (5.19) сначала находим вероятность появления белого шара Р  (В):

Р ( В )  =  JL . _L -f J_ . JL = JL.
2 8 2 8 8

Далее по формуле Пайеса находятся вероятности обеих гипотез:

J__ в _1_
р i л.1Н\ =- i) • Р(В1Л г) _ 2 8 _ 1

v Р ( В )  j T  Т *
8

P ( A J B )  =- Р Ш  Р(В1 А 3) = 2 ' 8 =
Р ( В )  3 6 *

2 I

Интуитивно ясно, что если извлеченный шар оказался белым, то го
раздо более вероятно, что извлечение на самом деле происходило из вто
рой урны, где белых шаров много, чем из первой урны, где белых шаров 
мало. Эта качественная оценка приобрела точную количественную форму 
в только что найденных вероятностях гипотез

Р(Л,/Й) = 2 .  и Р ( А , ! В ) = *Ь 6
Пример 2. Вернемся к примеру, рассмотренному в предыдущем 

п° 5.19. Допустим, что выбранный наудачу прибор в действительности ока
зался исправным в течение всего назначенного времени. Как эта информа
ция должна отразиться на вероятностях того, что прибор был офомлен 
в каждом из трех возможных вариантов?

Для ответа на поставленный вопрос воспользуемся формулой Пайесаз
(5.20). Выла найдена вероятность Р ( В )  — 2  Р (А { )  • P ( B A i ) t стоящая в зна-

I 1
меиателе правой части формулы (5.20), а именно:
Р ( В )  =0,944. Поэтому находим

Р  (Ах!В ) =  P S BLAl)- . = Р:98 = 0,208;
v 11 9 Р ( В )  0,944

Р  (AdВ ) =  Г ( А »> ' p (R lA>> _ = gfl-.?’9*! = 0,305; 
v 8 '  Р ( В )  0,944

Р (А Л В )  =  -С И з) * Я (Я М э ) _  °»5 ‘ ° ’92. — о,487.
Р (В )  0,944

Для вычисления условных вероятностей P (A JB )  по фор
муле Байеса надо знать вероятности Р (Л ,) без предположе
ния, что событие В  осуществилось, но обычно в действитель
но встречающихся задачах эти вероятности Р(Л ,) редко бывают
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известны. Поэтому практическое значение формул Байеса 
сравнительно ограничено.

У П РЛ Ж Н КН  ин

1. Некоторое изделие может поступить для обработки в случайном 
порядке на один из трех станков с вероятностями, соответственно равными 
/*1=0,2; р* = 0,3 и р2 = 0,5. При обработке на первом станке вероятность 
брака равна 0,02, па втором станке — 0,03 и на третьем станке — 0,05. Найти 
вероятность того, что поступившее в цех изделие после обработки ока
жется удовлетворяющим техническим условиям.

2. Пусть стало известно, что изделие в условиях предыдущего вопроса 
после обработки оказалось бракованным. Чему равны вероятности гипотез, 
т. е. вероятности того, что изделие фактически обрабатывалось на первом 
станке, на втором станке или на третьем станке?

§ 5. СХЕМА БЕРНУЛЛИ

5.21. Определение и примеры. Ранее уже было отмечено, 
что закономерности теории вероятностей проявляются для 
реальных событий при многократном повторении соответст
вующих испытаний. Поэтому, а также и по другим причинам 
одной из важнейших задач теории вероятностей является ис
следование последовательностей различного рода эксперимен
тов со случайными исходами. Одной из простейших, относя
щихся сюда схем является схема Берн ул ли  (1654 — 1705). 
Так называется последовательность взаимно независимых 
испытаний, в каждом из которых возможно осуществле
ние некоторого события А с постоянной, независящей от 
номера испытания вероятностью р = Р(А).  В качестве аль
тернативного исхода в каждом из испытаний выступает про
тивоположное событие А с вероятностью q = Р(А) = 1 — р.

Пример 1. Подбрасывается монета, и событие А состоит в_ выпадении 
на верхней стороне монеты герба; противоположное событие А — выпаде
ние решетки. Естественно считать, что исходы последовательных подбра
сываний независимы друг от друга. При допущении полной симметрия
монеты вероятности Р (А )  =  Р {А ) =  - j". Поэтому в процессе последова

тельного подбрасывания монеты реализуется схема Бернулли с р =  — .

Пример 2. Аналогично строится пример схемы Бернулли с вероятно
стью р + — . Для этого вместо монеты возьмем игральный кубик. Если 
за событие А принять выпадение на верхней грани кубика числа «N, то

р =  Р (/ 1) = 4 “-
Пример 3. Пусть урна содержит т  белых и л черных шаров. Процесс 

последовательного извлечения наудачу шаров, если после каждого извле
чения шара он снова возвращается в урну и все шары тщательно переме-
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питаются, а :»а событие А принимается появление шара белого цвета, обра
ти пзует схему Ьернуллн с вероятностью р = т  »• <7 — п . ^  •

Пример 4. Схема Бернулли возникает также и тогда, когла речь идет
о новорожденных младенцах, а событие А состоит в том, что младенец 
оказывается, например, мужского иола. Обширные и многолетние статисти
ческие наблюдения указывают, что вероятность р==р(А) постоянна и при
близительно равна 0,51, а также что рассматриваемые события взаимно 
независимы.

5.22. Число осуществлений события за п испытаний. Обоз
начим через it число осуществлений события Л, если произ
водятся п испытаний, связанных по схеме Бернулли. Числен
ное значение величины р заранее, до производства испытаний, 
не определено; после выполнения испытаний величина |t 
становится определенной и может оказаться равной одному 
из чисел: 0, 1,2, ..., т % п. Вывод основной для схемы 
Бернулли формулы (5.21) удобно расчленить и представить 
в виде следующих вопросов:

1) Найти вероятность осуществления события Л во всех п 
последовательных испытаниях, образующих схему Бернулли, 
сразу. Здесь надо найти вероятность P(ja = /i) того, что ц = я. 
Так как для каждого отдельного из независимых испытаний 
Р (Л )= р ,  то по теореме умножения вероятностей искомая 
вероятность равна Р  = п) = рп.

Аналогично, вероятность того, что Л не осуществится за 
п испытаний ни одного раза, т. е. вероятность события (ji = 0}t 
равна Р  (ц = 0} = (1 — р)п — qn.

2) Найти вероятность того, что событие Л за л испытаний, 
связанных по схеме Бернулли, осуществится хотя бы один 
раз.

Здесь надо найти вероятность Р { ц>1)  события, состоя
щего в том, что осуществится неравенство |*>1. Противопо
ложным ему будет событие ц = 0. Поэтому, учитывая ответ 
для предыдущей задачи 1), находим искомую вероятность

P ( , i>  1) = 1 _/>1,1 = 01 =  1 — (1 — Я)л = 1 -q*.
3) Найти вероятность того, что событие Л за п первых 

испытаний по схеме Бернулли осуществится при испытаниях 
с номерами л,, я2, ..., пт , т < я ,  и не осуществится для ос
тальных (п — т )  испытаний.

Здесь требуется найти вероятность совмещения п незави
симых событий, из которых т  определенных событий Л име
ют вероятность ру а остальные (п — т )  событий Л имеют 
вероятность q=\—p. По теореме умножения вероятностей 
находим ответ: pniqn~m. Обратим внимание на то, что полу
ченный ответ зависит только от числа т  назначенных номе
ров испытаний пи п>, птУ а не от самих этих номеров.
326



4) Найти вероятность осуществления события А за п ис
пытаний по схеме Бернулли ровно т  раз.

Здесь требуется определить вероятность события, что 
= т .  Отличие от предыдущего вопроса 3) состоит в том, 

что номера т  испытаний, в которых реализуется событие А , 
не назначены заранее, а могут быть произвольными. Поэтому 
речь идет о вычислении вероятности того, что А осущест
вляется хотя бы в одной какой-либо комбинации испытаний 
с произвольными номерами /г,, л2, пт . Число таких ком
бинаций, попарно исключающих одна другую, равно числу 
сочетаний С™ из п элементов по т  элементов в каждом со-п
четании. Поэтому, применяя теорему сложения вероятностей 
и учитывая ответ для вопроса 3), получим что

= /л) = с : г я п~м = ф Р т <Г-т - (5.21)

УПРАЖ НЕНИЯ

1. Рассматривается /1=8 испытаний но схеме Г>ернулли с вероятностью 
успеха (т. е. осуществления события А) в отдельном испытании р = ОД 
Найти: 1) вероятность осуществления А за все 8 испытаний; 2) вероятность 
хотя бы однократного неуспеха за те же 8 испытаний; 3) вероятность од
новременного успеха только при испытаниях нервом, третьем, шестом 
и седьмом; 4) вероятность успеха ровно 4 раза.

s ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА
5.23. Локальная форма теоремы Лапласа. Для больших 

значений п и т  правая часть формулы (5.21) допускает удоб
ное приближенное выражение, относительная ошибка кото
рого становится сколь угодно малой, если п и т  достаточно 
велики, и называемое по этой причине асимптотическим. Это 
асимптотическое выражение вероятности т )  составляет
содержание излагаемой далее ло кальной  теоремы 
Лап ла са  (1749— 1827). Речь идет о правой части равенства 
(5.21) при предположении, что число п испытаний, связанных 
по схеме Бернулли, может быть сколь угодно большим. При 
этом рассматриваются только такие значения /я, которые 
удовлетворяют неравенству

Я ~Л* I <  Т, (5.22)
V пря I

где Г — произвольное, хотя и сколь угодно большое число, 
но независящее от п.

Теорему Лапласа сформулируем в следующем виде.
Теорема Лапласа (локальная форма). Пусть Т>  О 

и з > 0 — данные произвольные положительные числа. Ве
роятность Р (н  т ) того, что число осуществлении ц
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некоторого события в серии п испытаний по схеме Бер
нулли окажется равным одному из данных целых чисел т ,

т  — прудов лет вор я ющ их уел ови ю 
жение

V  прц Т% имеет выра-

/т ,  п
Р {  yt = т )  = • 1 e - S - ( \  (5.23)

У  2л npq

где Iлт я |<е, tm п = лишь бы только число испы-
V npq

таний п было достаточно большим.
Доказательство теоремы Лапласа читатель найдет в более 

полных курсах теории вероятностей.
Пример. Возьмем серию из п =  1000 подбрасываний вполне симмег- 

I'itчнон монеты, так что вероятность р появления герба каждый раз при
нимается равной ~ ,< J = 1— р = тГ)~. Требуется найти вероятность того, 
что число появлений герба будет точно равно т  =  500. В данном случае 

1
/ 500—1000 • “2
т% п = --- — ----- — = 0 и поэтому, пользуясь формулой (5.23) и считаяV

(приближенно) ат  п -« 0, найдем

Я (ц  =  500} =  ------ = -  -  0,02523.
у  2* • 1000 • -4

5.24. Интегральная форма теоремы Лапласа. Найденное 
значение вероятности Р{ц = 500) ^0,02523 оказалось сравни
тельно небольшим, как и следовало ожидать в связи с тем, 
что речь здесь идет о точном совпадении ji с вполне опреде
ленным, заранее назначенным числом т  = 500. Однако 
вероятность совпадения ji с каким-либо из чисел т , заклю
ченных между двумя данными границами, вообще уже 
не будет малой, сколь бы большим ни было число испыта
ний п. Имеется в виду, таким образом, вычисление вероятности 
Я ( т ' 0 </л") того, что ц окажется равным какому-либо 
из целых чисел, заключенных между т '  и т ". При этом 
границы т '  и т " предполагаются определенным образом 
связанными с я, а именно:

т !  = пр + V У  npq, ш" = пр-\-1" У npq;
здесь V и /" — некоторые произвольные вещественные числа,
V < которые не зависят от п.
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Вероятность P { ot'-< iк "  /и") по теореме сложения вероят
ностей равна сумме

S  (5.24)
т '  < т < т

где суммирование распространено на все целые т % принадле
жащие отрезку \т\ /я"|. Отвечающие им значения fWt „ = 

т  — пр л, т '  — пр т" — пр= ---= — заключены между г = -- = £- и г  = —  —
 ̂npq \ npq У  npq

f < t m .  n < t " .

Поэтому для всех рассматриваемых значенийт  \ tm, Я|< Г , 
где через Т обозначено наибольшее из двух чисел \?\ и |/"|, 
Т не зависит от п. Это значит, что для каждого слагаемого 
Я {|1 = /п} суммы (5.24) справедлива формула (5.23), применяя 
которую получим

= —!=- V  е Г "  • — ( 1+а т. я). (5.25) 
V2r- УпРЧ 

Суммирование по от, как это объяснено выше, эквивалентно 
суммированию по всем значениям tm, „ из отрезка 11', t"|. 
Кроме того, неравенство от'<(*-< от" равносильно неравенству
/'< **7 —■--<*"■ Наконец, разность Мт, „ = tm+i, „ — tm „V npq
равна т  * __----- т г-2-Р = —  . Поэтому (5.25) можно

К «W V'V'/
переписать следующим образом:

р  1(' < w -  < <•}=w Д  f  ^  •+' <f/n,

1 y i  fm,/i
+  Т Т *3'  Z j  «• **• я- (5.2G)1 2 г. >'«т. „<•'

*'т. п
Участвующая в этом равенстве сумма ^  £ •-» Ы т, п

* <lm, n<t
представляет собой интегральную сумму (сумма Римана;

для интеграла J е 1 dt и поэтому



Далее |ят л|<е для всех рассматриваемых значений т  при 
л —> оо сколь бы малым ни было е>0. Следовательно, правая

Итак, доказана следующая теорема.
Теорема Лапласа (интегральная форма). Пусть V и t" 

t’ С t" — данные произвольные вещественные числа. Вероят-

ний некоторого события в серии п испытании по схеме 
Бернулли окажется равным какому-либо из чисел т . удо
влетворяющих неравенствам tf имеет предел

5.25. Функция Ф (jc) и таблица ее значений. Хотя фор
мула (5.27) имеет предельный характер, когда п-> оо, поточ
ность, даваемая ею, оказывается практически уже вполне 
достаточной, если npq достигает нескольких десятков. В даль
нейшем будем при указанных значениях п пользоваться 
формулой (5.27) как точной, не обращая внимания на воз
можную малую ошибку.

обозначена функция, называемая нормальной функцией рас
пределения вероятностей. Значения функции Ф (f) табулирова
ны, соответствующие подробные таблицы имеются в качестве 
добавлений ко многим полным курсам теории вероятностей. 
Зачастую бывают достаточны, однако, и менее подробные 
таблицы, образец одной из которых следует далее.

ность того, что число осуществлен

У пр</

Г
lim

V

Вычисление интеграла удобно производить

по формуле
г п

р Ы ’ е 2 dt — Ф ( Г ) - Ф ( Г ) ,х I t. j

где через
и5
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Краткая таблица значений функции Ф (/)

I ф <0

0.0 0,50000
0.1 0,53983
0.2 0,57926
0.3 0.61791
0.4 0,65542
0.5 0,69146
0.6 0.72575
0.7 0.75804
0,8 0,78815
0.9 0.81594
1.0 0,84135
1.1 0.86433
1.2 0.88493
1.3 0.90320
1.4 0.91924

/ ф (О

1.5 0,93319
1.6 0,94520
1.7 0,95544
1.8 0.96407
1.9 0,97128
2,0 0.97725
2,1 0.98214
2.2 0.98610
2.3 0.98928
2,4 0.99180
2.5 0,99379
2,6 0,99534
2.7 0.99653
2.8 0.99745
2.9 0,99813

/ ф (/)

3,0 0,99865
3,1 0,09903
3.2 0,99931
3,3 0,99952
3,4 0,99966
3,5 0,99977
3,6 0.99984
3,7 0,99989
3,8 0,99993
3,9 0,99995
4,0 0.99997
4,1 0.99998
4.2 0,99999
4,3 0,99999

Укажем, что

Ф(оо) = Т 1Г  \ е 2 d t = {- <5'28>
— оо

Это можно понять, исходя из формулы (5.27); с вероят
ностью 1 при любом п должно принимать одно какое-либо
из значении т  = 0, 1,2..., я, т. е. Р  j t' ̂  Г  \ -» 1,

I У npq )
если V -> — оо и t* -+ +  оо. На несложном аккуратном вычисле
нии возникающего здесь двойного предела мы останавливаться 
не будем. Простые, чисто аналитические доказательства ра
венства (5.28) обычно излагаются в курсах математического 
анализа.

Далее, из определения Ф (/) ясно, что Ф (— t) + Ф (t) =
~ и*
Г* Т= — — \ е du = 1. Это дает возможность использоватьV2* J■я —оо

приведенную таблицу значений функции Ф (0 . в которой 
фигурируют только положительные значения аргумента t%
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также и и том случае, если t  отрицательно. Для этого при
меняется равенство

Ф ( - 0 =  1 - ф (0. (5.29)
5.26. Вычисления вероятностей по теореме Лапласа. Пример 1. Сим

метричная монета подбрасывается п -■ 400 раз. Найти вероятность того, 
что число j* выпадений герба будет лежать в пределах от т х = 194
до тп з= 208.

Здесь р =  q— — , npq = 400 • —  -- 100,

w, — пр 194 — 200 
npq 10

^  __ 208-200
V  npq 10

По формулам (5.27) и (5.29) имеем
( а — ‘200 )

Я{194 < < 208} = Р  I -0,6 < J1 - nj--- С 0,8 J =

и,о°,в _и*
е 2 du =  Ф (0,8) — Ф (— 0,6) =  Ф (0,8) + Ф (0,6) — 1.

- 0.6

В таблице значений Ф (/) находим, что
Ф (0,8) = 0,78815; Ф (0,6) = 0,72575.

Поэтому искомая вероятность
Р {  194 < ц < *208) = 0,78815 + 0,72575 -  1 =  0,51:190.

Пример 2. Рассматривается серия из п — 169 испытаний по схеме 
Ьерпулли с вероятностью осуществления данного события А в каждом

9
испытании р = -рр Требуется указать границы возможных уклонении (оди
наковых) в обе стороны числа осуществлений ja события А  от значения

9
пр = 169 • -рг=117, внутри которых ц будет заключаться с вероят
ностью р =  0,9.

В данном случае требуется найти такое значение /и', чтобы вероят
ность Р  {пр — /я' ¥><пр + т ' )  была равна 0,9. Прежде всего находим

у  4  ______  ____

npq = 169 • -гг • т г  = 36, V npq = V 36 =  6. Далее полагая /' =  - . = 
10 У npq

т '
=  т г ,  видим, что /' должно удовлетворять равенству

Но 1

-Г
г

е 2 du =  2Ф (/ ') — 1, а потому должно быть: 2Ф (/ ') — 1 =  0,9,V2 _-Г
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\

откуда Ф (/ ') =  0,95. В таблице значений Ф (/) находим, что ближайшим 
оказывается значение /' =  1,6. Это значит, что /я' ас 1,6 • б =* 10. Таким 
образом, с вероятностью р =  0,9 число осуществлении события А при 
п =  169 будет заключено в пределах от 117—10=107 до 117+10=127.

УПРАЖ НЕНИЯ

1. Производится п = 200 испытании по схеме Бернулли с вероятностью 
успеха в отдельном испытании р =  — . Чему равна вероятность того, что
число |л всех успехов равно т  = 50?

2. В условиях предыдущего вопроса найти вероятность того, что число 
успехов {л будет лежать в пределах от mv =  30 до щ  =  70.

3. Производится /1 =  300 испытаний по схеме Бернулли с вероятностью

успеха в отдельном испытании /? =  -—. При каком значении Т вероятность 
осуществления неравенства | ц — 1001 < Т будет равна 0,98?

$ 7. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛИ СХЕМЫ БЕРНУЛЛИ. 
ТЕОРЕМА ПУАССОНА

5.27. Закон больших чисел. В обеих формах теоремы 
Лапласа — локальной и интегральной — высказываются утверж
дения о поведении вероятностей некоторых событий, связан
ных со схемой Бернулли, в пределе, когда я-*оо. Два дру
гих утверждения о вероятностях в схеме Бернулли, носящих 
аналогичный предельный характер, когда п-+ оо, составляют 
содержание излагаемых далее закона  бо л ьш и х  чисел 
и т еорем ы  Пуасс она  (1781 — 1840).

Закон больших чисел применительно к схеме Бернулли 
представляет собой теорему, утверждение которой говорит
о том, что дробь “~j”> где ц — число осуществлений рассматри
ваемого события А за п испытаний, почти достоверно должна 
быть близка к вероятности р = Р (А )  события А. Точная 
формулировка гласит следующее.

Закон больших чисел для схемы Бернулли. Пусть е>0-  
данное произвольное положительное число. Вероятность
Р  || -- того, что число осуществлении ji некото
рого события А в схеме Бернулли за п испытаний удов-
летворяет неравенству | -̂ -- р | <  е, где р — вероятность
события А, стремится при п-> оо к 1:

р I I - « - - * ! < • } -*‘ 1' (5 -30)
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Доказательство может быть основано на интегральной 
форме теоремы Лапласа (5.27). Обозначим через £>0 пронз- 
вольное (сколь угодно малое) положительное число. Ввиду 
равенства (5.28) можно найти такое число t\ что

V
=  \е 2 dtt > 1 - 8. (5.31)

У 2г. ,—I'
Далее пусть п столь велико, что г У  п > V \ pq, тогда 
гп > V | npq. Для указанных п

Р {  — ея <  jt — Л/?< е/|) >

> P \ - t 'V w < V - n p ^ t ' \ ~ n f T q \ ,  (5.32)

так как отрезок |— t' Vnpq, t'\npq\ целиком содержится 
внутри отрезка | - гп, гп\. По теореме Лапласа (5.27), кроме 
того, для достаточно больших значений п должно быть вы
полнено неравенство

|Р { — t'\ npq < |i — Ynpq\ ~
V _

--- \ е 2 dn I < 8-V'2r. J  *  1 
- г .

Поэтому из (5.32) следует, что
/■

Р [ — гп< j» — np^tn)  > -у=- | е 2 du — b,
-<•

и, учитывая (5.31), найдем, наконец:
Р  | — sn <  ji — пр > гп) > 1 — 23.

Это неравенству, как было отмечено, должно выполняться 
для всех достаточно больших значений п, а 3 — любое поло
жительное число. Поэтому Р{|-£-- р\ < е| -► I при п -*• оо,
так как неравенство |-£-- эквивалентно неравенствам
— гп < ji — ел.

Полезно отметить, что доказанная теорема, содержанием 
которой служит предельное равенство (5.30), может быть 
выражена немного иначе: каково бы ни было положительное 
число е > 0, имеет место соотношение

Р {Нг*~И  > е1~*0’
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Справедливость сказанного усматривается из того, что 
одно из двух несовместных неравенств |-£ — />| < е или |-̂ —

р|>е обязательно должно быть выполнено, а потому

р В - - Н < ‘ 1 +  р ( Н г - Н  > ■ } = ' •

Закон больших чисел в форме (5.30) является свойством 
математической модели последовательности одинаковых и в со
вокупности независимых случайных испытаний. Равенство 
(5.30) отражает экспериментально наблюдаемый факт устой
чивости частот, который послужил основанием для введения 
самого понятия вероятности, как это изложено выше в п° 5.7. 
Доказанная справедливость закона больших чисел служит, 
таким образом, одним из подтверждений целесообразности 
построенной в п° 5.7 математической модели вероятностен, 
подтверждением пригодности ее для описания случайных 
событий и поведения их частот.

На практике для вычисления вероятностей Я {  |-jj—
при больших п удобно пользоваться формулой Лапласа 

(5.27).
Пример. Рассматривается серия п испытаний по схеме Бернулли с ве

роятностью р =  \ Как велико должно быть п, чтобы отклонение дроби
5

Л - от J L  с вероятностью 0,98 не превышало -I-? 
п 5 20

— _  / |  ^  2 
В данном примере V Р Я  =  1 /  =* 5 5  о
По теореме Лапласа

V

-Г
е 2 du = 2Ф (0

Так как должно быть 2Ф (/ ') — 1 =0,98, то Ф (/') =0,99. Находим в таблице 
соответствующее (ближайшее) значение /' = 2,3 (в действительности V не
много больше). Требуется выполнение неравенства |Л- — -L-I : _ L ,  экви-

I п 5 1 20
валентного неравенствам — J L  < ц — J L  < которые примут вид не-

20 5 20
п 2 г—

равенств, участвующих в теореме Лапласа, если положить 20 "  * 5 ' п • 
откуда и находится искомое число п =  64 (/')2 =: 340.
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5.28. Предельная формула Пуассона. Содержанием тео
ремы Пуассона служит приближенное выражение вероятности 

в том случае, когда число испытаний п велико, 
а вероятность р = Р (А )  осуществления рассматриваемого со
бытия А в каждом из отдельных испытании, напротив, мала, 
так что произведение этих чисел рп оказывается равным не
которому данному числу не зависящему от п. Другими 
словами, это означает, что в каждой из рассматриваемых се
рий из п испытаний по схеме Бернулли вероятность р наб
людаемого события А хотя и не меняется от испытания 
к испытанию, т. е. постоянна в пределах данных п испыта
ний, но зависит от я, а именно р = — . Таким образом, вместо
бесконечной последовательности взаимно независимых испы
таний с постоянной вероятностью осуществления некоторого 
события А теперь подлежит изучению последовательность 
серий испытаний, причем в каждой из таких серий испытания 
взаимно независимы, а вероятность р появления наблюдаемого 
события в пределах каждой серии сохраняет одно и то же х ^значение р = — , где /Г— число испытаний в данной серии.
Справедлива следующая теорема.

Теорема Пуассона. Если в серии из п взаимно независи
мых испытаний вероятность осуществления некоторого
события для каждого отдельного испытания равна — ,
а число осуществлений его в пределах такой серии обозна
чено через ji, то

\т
Р{|» = т )  -+• при п -* оо, (5.33)

где >. > 0 — данное, не зависящее от п число.
Доказательство сформулированной теоремы выполняется 

очень просто, если основываться на асимптотической формуле 
Стирлинга. Эта формула предназначена для приближенного 
вычисления п\ = 1 • 2 • 3 • • ... • п и может быть записана в 
следующем виде:

я! = пп е~пУЧт.п (1 + е„), где 0 < е„ <

В частности, из написанного равенства вытекает, что

lim----- '' -=д_— = lim (1 + г.) = 1.п~'о ппе-пУ2кп с'
Речь идет о вычислении предела выражения Р{[х = /и} =

pm qn~m п\ \
= m ! ПРИ п 00» если Р = “7Г 11 т  ”  данное постоян
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ное число. Заменим в этом кмражении «! и (« — т)\ по фор
муле Стирлинга. Получим

1  _ р ) "  т п п е - п  У ъ ^ ( \  +  « „ ) __________________/>{(1 = т ) =
т'.(п — т )"  т  е т \ 2к(п — т )  (I + с„_т )

I ~Ь еГТ
т  *

(рп)т (\ — р)п~ т  (_ Ц __ \*~т  1 ■ / п
~  т\ \п — т )  ет  ) п _

При // -> оо здесь будет
„  = (, _  4 ) -  е->; ( j i - р  = (, _ ? р  -

1 4-

и поэтому
п г i *т' “ ХР(ц = Л/} - т!

что и требовалось доказать.
Пример. Пусть в результате некоторого испытания возможность осу

ществления данного события А характеризуется вероятностью /? = (l«OUIk 
т. е. в среднем на каждую тысячу испытаний событие А осуществляется 
только один раз. Выполняется п - 2000 таких взаимно независимых испы
таний. Какова вероятность того, что число осуществлений (* события А 
6y in  равно т —О (т. е. не произойдет ни разу), а также, что т  = 1, т  — 2 
или т  = 3?

В данном случае /> =  0,001 мало, а п =  20(H) велико и к = рп =  2. При
меняем формулу Пуассона (5.33)

Р(|Х =  0) »  - j j j -  е~2 =  е~2 =  0.135 (0! =  I);

/>{(* = 1} ^  "X T '*” 2 = = 0.271;

/>(;*-2) = - ^ Г '~ г =  2е~2 = 0,271; 

/>{,* = 3J ~-^-<--2 = -j «-2 = 0,180.

Формула Пуассона (5.33), как показывают статистические на
блюдения , хорошо оправдывается на практике. Она находит 
применения в теории систем связи, в теории надежности 
и вообще при расчете вероятностей редких событий (т. е. со
бытий с малыми вероятностями р), в частности, и при расчете 
вероятностей различного рода несчастных случаев.

Теорема Лапласа в обеих ее формах (5.23) и (5.27), закон 
больших чисел (5.30) и теорема Пуассона (5.33) представляют
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собой простейшие случаи предельных теорем, называемых так 
по той причине, что указываемые ими закономерности выпол
няются в пределе, когда /г-* оо. Исторически они были от
правными точками чрезвычайно важного направления иссле
дований в теории вероятностей, целью которого было общее 
изучение такого рода предельных закономерностей, и которое 
не может считаться вполне завершенным и в наши дни.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Производится серия п испытаний по схеме Вернуллн с вероятностью 
успеха в отдельном испытании /? = 0,4. 1) При каком значении п с вероят
ностью 0,99 можно гарантировать осуществление неравенства liL— 0,1 <0,05?

\п I
2) Какова вероятность осуществления неравенства |ц— 40| < 5, если число 
испытаний п = 100? 3) Каковы возможные уклонения (в обе стороны) числа 
успехов ц от пр =  80, которые могут быть гарантированы с вероятностью
0,92, если число испытаний п =  200?

2. В партии из N  = 1000 изделий имеется 8 бракованных изделий. Из 
этой партии выбирается наудачу п = 100 изделий. Какова вероятность 
того, что среди выбранных изделий: 1) нет брака, 2) точно одно бракован
ное изделие, 3) точно два бракованных изделия?

§ 8. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ II РАСПРЕДЕЛЕН ИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

5.29. Понятие случайной величины. Вместе с понятиями 
события и его вероятности третьим основным понятием теории 
вероятностей является понятие с л у ч а й н о й величи н ы. 
Так н а зы ваетс я  переменная  величина,  прини
мающая свои з н а ч е н и я  в зависи мости  от случая .  
Поясним понятие случайной величины примерами.

1) Обозначим через X  число очков, выпадающее на верх
ней грани игральной кости. X  — случайная величина, возмож
ные значения которой 1, 2, 3, 4, 5 и 6 принимаются ею в за
висимости от результата испытания — метания игральной кости.

2) В п°5.22 рассматривалась переменная величина j i— число 
осуществления события А в// испытаниях по схеме Бернулли. 
Это случайная величина, принимающая в зависимости от 
случая возможные значения 0, 1, 2, ..., п.

3) Пусть X  обозначает рост наудачу выбранного студента. 
Здесь возможными значениями величины X  будут все числа, 
заключенные между некоторыми двумя определенными гра
ницами а и Ь. Действительно, практически можно исключить 
как невозможные значения роста меньшие, чем 1 л/, и боль
шие, чем 2,5 м.

4) Пусть я обозначает угол между большой стрелкой 
случайно остановившихся часов и горизонтальным направле
нием. Тогда ,Y = tgai будет случайной величиной, способной 
принимать все значения от —оо до + °°.
338



Случайные величины принято обозначать либо малыми 
греческими буквами ц, ... и т. д., либо большими латин
скими буквами X , Y, ... и т. д.

5.30. Распределение вероятностей случайной величины.
Наиболее важной характеристикой случайной величины слу
жит распределение вероятностей  этой величины.  
Дело в том, что случайная величина принимает те или иные 
из своих значений, вообще говоря, с различными вероятно1 
стями.

Ра спреде лени е  вероятностей  случ ай ной  вели 
чины задается  с о в о к у п н о с т ь ю  ее допустимых 
значений  и вероятностей ,  с которыми прини
маются  эти значения,  или, возможно,  некоторые  
м н ож ества  этих значений.

Для большей отчетливости изложения удобно выделить 
два основных типа случайных величин — дис к ретн ые ве
личин ы и непр еры вны е  величины.  Д и ск рет ная  
с л у ч а й н а я  величина X  выделяется тем свойством, что 
каждое из ее возможных значений х обладает окрестностью, 
уже не содержащей ни одного из других значений той же 
величины. Все значения х такого рода случайной величины X  
могут быть перенумерованы

XU X‘2i •••» •••
Чтобы иметь распределение вероятностей дискретной случай
ной величины X , надо знать вероятности Р  [X  = хт ) = рт 
каждого из ее значений хт . Например, распределение веро
ятностей числа ц осуществлений события А в п испытаниях 
по схеме Бернулли определяется формулой (5.21). Ясно, что 
всегда должно быть У/?т = 1, где суммирование ведется по

т
всем возможным значениям т.

Совокупность значений непрерывной  с л у ч а й н о й  
ве лич ины  X  целиком заполняе т  некоторый про
м е ж у то к  (я, Ь) числовой  оси, который может быть 
конечным или бесконечным.

Распределение вероятностей непрерывной случайной вели
чины X  задается функцией F (x )  = Р  {X  < x}t равной веро
ятности события {Л"<;с), состоящего в том, что рассматривае
мая случайная величина X  принимает какое-либо из своих 
значений, меньших данного числа х. Функция F(x)  называ
ется функцией  распределения  ве ро ятностей  ве
личины X . При помощи функции F(x)  находится, в част
ности, вероятность того, что X  принимает какое-либо из 
значений, принадлежащих любому промежутку числовой 
оси. А именно:

Р  [х% <  X  < х2} = F {x M) -  F (x {).
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Действительно, событие [ Х < х 2] представляет собой объеди
нение двух несовместных событий {ЛР<х,| и \хг ^ .Х  < х2\; 
следовательно, по теореме сложения вероятностей

Р [ Х < х 2\ = Р \ Х <  хх) + Р {  хг^ Х <  х2],
откуда

Р[ХХ < Х < х 2) = Р { Х <  х2) - Р [ Х < х х) = F (x 2) -  F(xx).
Вероятность события [ Х < х ]  не может уменьшаться, если х 
увеличивается, так как событие |Л'<х| представляет собой 
частный случай события \Х<х ' }  при х < х \  Это значит, что 
F(x)  — неубывающая функция, причем

F ( — со)  =  lim F ( L )  =  О ,  F ( со)  =  lim / ^ ( y V )  =  1 ,
/. -*оо jV-»eo

что выражает стремление к 0 вероятности события [X  < L } 
при Л — оо и соответственно стремление к 1 вероятности 
события (ЛГ < N) при +

Понятие функции распределения F (x )  применимо и к ди
скретно распределенным случайным величинам X. В этом 
случае

F(x) = P{X<x\=--VPm,
хт <хт

где суммирование выполняется по всем тем индексам т у для 
которых хт <х.

Если функция распределения вероятностей F(x)  величи
ны X  обладает производной /(* ), то эта производная /(х)  
также определяет распределение вероятностей величины X. 
Считая, например, что f (x )  непрерывна, можно применить 
формулу Ньютона — Лейбница, по которой найдем, что

J' f (x )dx  = F(x.) — F (x,)  = Р\х{ < * <  х-,\.
Jr.

Так как не убывает, то F ' ( x ) = f ( x ) >  0, причем

J f(x )d x  = 1.
—оо

Произведение f (x )dx  можно понимать как вероятность осу
ществления неравенств х <СХ -dx. В соответствии с этим 
функцию f (x )  называют плотностью вероятности величины X. 
Наглядный геометрический смысл функций F(x) и f (x)  пока
зан на рис. 5.2.
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В первом случае величина ординаты АВ  для данной абсцис
сы х равна F (x)  — вероятности того, что X  < х. Во втором слу
чае заштрихованная площадь 5 равна вероятности того, что 
х | X  ̂  Х‘2»

Одно из основных понятий, относящихся к совокупности 
случайных величин, характеризует отсутствие связи меж
ду этими величинами. Это — понятие взаимной неза
висимости с л у ч а й н ы х  величин аналогичное введен
ным ранее понятиям взаимной независимости случайных

событий и испытаний. Случайные величины независимы в со
вокупности, если распределения вероятностей любой группы 
этих величин не зависят от значений, которые приняли дру
гие из рассматриваемых случайных величин. Напротив, если 
значения, принимаемые одними из случайных величин, сказы
ваются на распределениях вероятностей других величин, то 
такие величины называются зависимыми (более полно — 
взаимно зависимым и).

5.31. Числовые характеристики случайной величины. До
статочная для ответа на многие важные вопросы о случайных 
величинах информация в сжатом виде содержится в разного 
рода числовых характеристиках случайных величин и распре
делений вероятностей их. Важнейшими числовыми характери
стиками случайных величин являются моменты различных 
степеней, к числу которых, в частности, принадлежат м а те
ма т ичес кое  ожидание  и ди сп ерсия  с л у ч а й н о й  
величины.

Для дискретной случайной величины X  м а тем ати че 
ское ожидание,  обозначаемое M X  (часто употребляется 
и обозначение Е Х )% определяется равенством

мх  = 2  хтРт, (5.34)
т

где хт — возможные значения X , имеющие соответственно 
вероятности рт , и суммирование выполняется по всем зна
чениям т .
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Вели X  — непрерывная случайная величина со значениями 
из интервала (ауЬ) и/(д:) — плотность вероятности этой вели
чины, то математическое ожидание M X  выражается опреде
ленным интегралом:

ъ
M X  = J  xf(x) dx. (5.35)а

Для уяснения сущности понятия математического ожидания 
полезно рассмотреть механическую аналогию этого понятия. 
Пусть в точках xt на числовой оси сосредоточены массы mh
тогда сумма 2j  mixi представляет собой статический мо- 

i
мент рассматриваемой системы материальных точек, а сумма

■L ^  « л  = 2  *' (5-36)I
будет равна координате центра тяжести этой системы, если 
через т  = ^  /я, обозначить массу всей системы. Сумма (5.36)

вполне аналогична сумме (5.34), так как —  > 0н = 1.т  гп
Математическое ожидание называется также моментом 
первого порядка или средним значением слу
чайной величины Л* и обозначается иногда знаком Л\ Отметим, 
что если постоянную величину С рассматривать как случайную 
величину X , имеющую одно-единственное возможное значе
ние X  = С, принимаемое с вероятностью /7= 1, то в соответ
ствии с формулой (5.34) будем иметь

м с  = С . 1 = с.
Ди сперсией  D X  случайной величины X  называется 

математическое ожидание квадрата разности (X  — MX):
D X  = Л1 (X  — M X )2. (5.37)

В частности, если X  — дискретная величина, то
D *  = 2  (Xj -  мху- р1% (5.38)I

а если X  — непрерывная величина, то
ь

D X  = U x - M X f f ( x ) d x .  (5.39)а
Часто наряду с дисперсией D X  вводится стандартное  

о т кло не ние  <*>*0 величины Л\ определяемое как квад
ратный корень из дисперсии:

)У Ш  = о > 0.
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Дисперсия D X  не может быть отрицательной, и она тем 
меньше по численному значению, чем теснее группируются 
значения х1 вокруг математического ожидания MX, так как 
тогда все слагаемые (х, — ALY)2 р{ суммы (5.38) малы. Напро
тив, если возможны большие отклонения х{ от M X , да к то
му же если это осуществляется со значительными вероятно
стями, то дисперсия D X  также будет большой. Таким 
образом, дисперсию D X  можно рассматривать как меру раз
броса случайной величины X  вокруг среднего значения MX.

Механическая аналогия дисперсии D X  усматривается
V  - mi 1 Vиз замечания, что сумма (х£ — х)2 (х1 — х)~т ь

где х — координата центра тяжести системы точек xh только 
множителем отличается от момента инерции 2  т^ х ^ х )2
этой системы относительно ее центра тяжести. Дисперсия DX  
представляет собой момент второго порядка разности 
(X  — MX).  Если постоянную С рассматривать как случайную 
величину, т. е. такую величину X , которая принимает един
ственное возможное значение X  = С с вероятностью р = 1, 
то по формуле (5.37)

DC = М  (С — МС)2 = МО = 0.
Напротив, если дано, что D X  ~  0, то это означает, что X  
равно постоянной С = MX.

Вообще момент т к порядка  к случайной величиныX  
определяется как математическое ожидание величины Х к\

т к MX*. (5.40)
Специальный интерес представляют моменты различных 

порядков разности (X  — M X), которые обозначаются через \ik: 
и называются центральными моментами величины Х к

\Lk = M ( X - M X ) * .  (5.41)
Отметим, что /и, = M X  и = а2 = DX.

Следует подчеркнуть, что моменты случайной величины, 
определяемые как математические ожидания при помощи 
формул вида (5.34) и (5.35), могут не существовать, если фи
гурирующие в этих формулах суммы или интегралы окажутся 
расходящимися.

Наконец, укажем на величину, носящую несколько иной 
по сравнению с моментами характер. Эта величина, называемая 
медианой распределения случайной величины Х у опреде
ляется как число те , удовлетворяющее условиям:

Р  {X  < те) Р { Х >  те) < -у.

343



Медиана существует для любой случайной величины, но иног
да определяется неоднозначно.

5.32. Примеры случайных величин. Остановимся на примерах случай
ных величин и распределении их вероятностей.

1) Пусть случайная величина X  может принимать любое значение 
и » конечного промежутка (а, Ь), причем существует плотность / (дг), не за
висящая от дг:

/(*>*= Ь - а ' а < х < Ь (5*42)
Такую величину X  принято называть р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  
н а п р о м е ж у т к е  (д, Ь). Функция распределения вероятностей F ( х) 
найдется интегрированием:

х
F ( X )  =  Г _ ! _  dx = а < х < Ъ .  (5.43)

J  Ь  — а  Ь —  а
а

Равномерно распределенная величина имеет моменты всех порядков. 
В частности,

ь
M X  — Г - *— d X =  h' - a'  = 1 ± £ ;J  ь - а  2 (Ь — а) 2а

а
2) Пусть случайная величина X  дискретная, а именно принимает зиа-

\те~хчения m =  0 ,1,2,3,... с вероятностями Р [ Х  = т ) = — —, где Х > 0  —
произвольно заданное вещественное число. Распределение вероятностей 
этой величины называют п у а с с о н  о в с к и м  в соответствии с утверж
дением (5.33) теоремы Пуассона. Имеем

М Х  =  ^  = к; (5.44)^  т! ^  (т — 1)!т —1 /п-1

т = о  т = 2

+ ( l+ 2 X ) V  >- !!£ li = X* + ( l- 2 ^ )X  + ^  = X. (5.4-5)т  JmU тт  - 1 т о
Здесь была применена элементарная формула

( т  — А.)* = т  [ т  — 1) -f (1 — 2Х) т  4- **•
3) Пусть X  принимает любое неотрицательное значение х  > 0. причем 

плотность вероятности равна
/ (дг) =  ае~~лл, (5.40)
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где а > 0 — произвольно заданное положительное число. Говорят, что X  имеет 
п о к а з а т е л ь н о е  распределение на полуоси .«> 0. В этом случае

00
M X  =  f хае~лх dx = JL; (5.47)

О

О
4) В противоположность только что приведенным примерам случайных 

величин, каждая из которых обладает моментами всех порядков, укажем 
и такую случайную величину, которая не имеет математического ожидания. 
Пусть X  может принимать любые вещественные значения и имеет 
плотность

/(■*) = я(| * д-р — °° < X < + <». (5.49)
Распределение вероятностей с указанной плотностью вероятности носит 

название распределения Коши. В данном случае, однако, несобственный 
интеграл

+сс

f  x ± - J - d x
J  у 1 + X3

—  00
расходится и потому случайная величина t р*глпеделением вероятностей 
(5.49) не обладает математическим ожиданием.

5.33. Математическое ожидание и дисперсия суммы слу
чайных величин. Укажем на некоторые простые, но важные 
свойства математического ожидания и дисперсии случайных 
величин.

1) Если С постоянная, то
М (СХ) = СМХ. (5.50)

Действительно, пусть X  — дискретная величина, значения 
Хт  которой имеют вероятности рт , m= 1, 2, ..., я. Тогда ве
личина СХ  будет иметь значения Схт с теми же вероятно- 
стями рт. Поэтому по (5.34)

М (СХ) = V  СхтРт = с  v  хтРт = СМХ.
т  -1 ш—1

2) Пусть X  и Y — dee произвольные случайные величины.
' Справедливо равенство

М (Х +  Y) = М Х  + МУ. (5.51)
[Для доказательства предположим опять, что X  и Y — диск

ретные величины со значениями хт и уЛ, т =  1, 2, ...,
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А=* 1, 2, ..., п". Тогда сумма X  + У будет дискретной слу
чайной величиной, значения хт + ук которой будут принимать
ся с некоторыми вероятностями Р  {Х  = хт\ У = ук), и поэтому, 
используя формулу (5.34), получим

M ( X + Y )  = 2 (x m + y „ )P  [Х  = ха; У = у*] =
т ,  к

= Р\Х = Хт\ >/ = y*}+v У* V P | X  = ^m;
т-~ 1 к «I Л —1 1

Y =  У*1= V  xrnP [ X  = xm) +  V y *P (K  = y*| = М Х  + МУ.
т —1 к=\

Здесь была применена формула (5.19), по которой

£  P (X  = * m; Y = y „ \ = P { X  = xn\- 
fr-l

V  P | *  =  * ffl; Г  =  У , | = Р | Г  =  У*}.
т~1

В первом случае событие {Л' = хт ) принято за событие /?, 
а события { К = у }̂ — за события Ак. Во втором случае | У = 
= ук\ принято за событие В ч а (Л' = хт ) — за события Ат.

3) Пусть X  и У — dee взаимно независимые случайные 
величины. Тогда

ЛИХУ) = M X  • МУ. (5.52)
Чтобы доказать это равенство, замечаем, что случайная 

величина X  У принимает значения хтук (величины X  н У 
предполагаются при доказательстве дискретными) с вероят
ностями Р [ Х  = хт ; К = у*). Но здесь ввиду независимости 
величин X  w У имеем

Р ( Х  = ХЯ; У = у к) = Р { Х  = Хт \ - Р [ У = у к)
И поэтому

М (Х У )  = % х тукР { Х  = хт; Г = у*| =
т ,  к

= V  хт Р \Х  = хт ) .  V  укР  ( К — у*| = M X  - МУ.
т  — 1 к~\

Следует обратить внимание на то, что равенство (5.52) 
может нарушаться, если X  и У перестают быть независимыми.

4) Если С постоянная, то

D( C X)  =  C-DX. (5.53)
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Доказательство основано на равенстве (5.50)
D (СХ) = М (СХ  -  М (С Х ))2 = М  /С2 (X  -  M X )2!  =

= с2м (X  -  м х ;2 = c 2d x .
5) Пусть X  и У —dee взаимно независимые случайные• 

величины. Тогда
D (X  + У) = D X  + D У. (5..54).

Доказательство основано на применении равенств (5.51) 
и (5.52):

D ( X +  У) = М [ Х  + У - М ( Х +  У)]2 =
= М [(X  -  M X ) + ( У - М  У)]2 = М ( Х -  M X )2 +

+ 2М [(X  -  M X) ( У - М У ) ]  + М ( У - М У ) 2 =
= М (X  — M X )2 + М (У  -  М У)2 = D X  + DY.

так как
М 1(Х -  М Х ) (У  -  М У)] = М (Х  -  M X ) • М ( У - М У )  = 0.
Равенство (5.54), подобно равенству (5.52), может нару

шаться, если X  и У не будут независимыми.
Непосредственным следствием равенств (5.51) и (5.54) слу

жит распространение их на произвольное число случайных 
величин Х и Х 2> •••»

М х )  = S  (5.55)
\i-i / /-1

D ( v  X, j =  У DX,. (5.56)

В равенстве (5.55) связь величин Х { произвольна, а (5..%) 
мы будем использовать только при предположении взаимны') 
независимости этих величин.

5.34. Вычисление М JJL и Ц*. Для иллюстрации возможно
стей применения изложенных свойств математического ожи
дания и дисперсии вычислим эти характеристики для случай
ной величины ц — числа осуществлений события А в п 
испытаниях по схеме Бернулли. С каждым из испытаний 
в схеме Бернулли свяжем случайную величину X , считая, что 
X  = 1, если соответствующее испытание привело к реализации 
события А и X  = 0, если А не произошло. По условию имеем,
что Р [ Х  = \) р, Р\Х  = 0} = q = 1 —р. Поэтому M X  =

= 1 p + 0 q  = p9 D X  = М (Х  — M X )2 = ( \ - р )2р +
+  (0 -  p)2q =  q2p +  P2q =  РЧ(Р + Ч) = РЧ-
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Так как рассматривается п последовательных испытаний по 
схеме Бернулли, то им отвечают п взаимно независимых ве
личин Л описанного вида, которые мы отличим одну от 
другой нижними значками: Л',, Л'2, ..., Х п. Ясно, что ц = 
= X t + Х 2 + ... + Х п. Поэтому по (5.55) и (5.56)

5.35. Закон больших чисел. Закон больших чисел для 
схемы Бернулли, доказанный в п° 5.27, в действительности 
представляет собой простейший частный случай общей тео
ремы, носящей тоже наименование закона больших чисел. 
Принадлежащая П. Л. Чебышеву и дополненная А. А. Марко
вым формулировка закона больших чисел использует понятия 
случайной величины, математического ожидания и дисперсии.

Говорят. что последовательность случайных величин, 
обладающих математическими ожиданиями:

подчиняется закону больших чисел, если при любом, сколь 
угодно малом е > 0. выполняется при п -> оо предельное 
равенство:

Смысл этого предельного равенства состоит в том, что

с вероятностью, неограниченно приближающейся к 1, сколь 
угодно мало (не более чем на s) отличается от среднего 
арифметического математических ожиданий тех же случайных 
величин.

Теперь возникает вопрос, при каких условиях, наложен
ных на случайные величины Х п% составляющие последова
тельность (5.59), эта последовательность будет подчиняться 
закону больших чисел, т. е. будет выполняться предельное 
равенство (5.60)?

Очень общие условия такого рода, на деле достаточные 
для большинства практически встречающихся случаев, были 
найдены П. Л . Чебышевым, которые затем были еще более

п
AV = V  M X, = пр, (5.57)

П
/Л = V  DX, — npq. (5.58)

(5.59)

(5.60)

1среднее арифметическое случайных величин _  V  X t при п оо
п "
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расширены А. Л. Марковым. Как формулировка П. Л. Чебы
шева, так и формулировка Л. Л. Маркова относятся к вели
чинам (5.59), имеющим дисперсии D X n.

п
Теорема А. А. Маркова. Пусть Sn = Y  Х { обозначает

/-1
сумму первых п величин последовательности (5.59). Если 
при п -+  ОО

^ - * 0 ,  (5.61)

то  закон больших чисел справедлив для последовательно
сти величин (5.59), т . е. выполняется предельное равенство 
(5.60).

Теорема П. Л. Чебышева. Если величины (5.59) попарно 
независимы и дисперсии их D X n удовлетворяют для всех 
значений п = /, 2. ... неравенству

D X n^ L ,  (5.62)

где L—данное число. независящее от п. то  закон больших 
чисел справедлив для последовательности величин (5.59). 
т . е. выполняется предельное равенство (5.60).

Теорема П. Л. Чебышева очень просто сводится к теореме 
А. А. Маркова. Допуская независимость величин (5.59), это 
сведение можно выполнить следующим образом. По свойству 
дисперсии (5.56) имеем

DSn = D ( v * , )  = £  D X „
\/-1 / /«=1

а так как справедливо условие (5.62), то будет

DS„^.nL, откуда

и, следовательно, окажется выполненным условие (5.61): 
-* 0; отсюда по теореме А. А. Маркова вытекает спра

ведливость закона больших чисел для величин (5.59).
Покажем, что доказанный ранее закон больших чисел для 

схемы Бернулли, как это уже было упомянуто, оказывается 
частным случаем теоремы П. Л. Чебышева.

Для этого вновь рассмотрим случайные величины X h вве
денные в п° 5.34 и определяемые условиями: ^ = 1 ,  если 
событие А произошло в испытании с номером I по схеме 
Бернулли, и X t = 0, если А не произошло в этом испытании.
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Тогда М Х { = р , DA'/ = pq для всех значений /, ц = .V, -J- ,Y? +
n

+ ... -f X n> M]L = V  M X i =np. Здесь условие (d.oz; оказы-
i i

вается нмполненным:
DX, =

так как для pq = р(\ — р) Поэтому по тео
реме П. Л. Чебышева закон больших чисел применим к рас-

п
сматрнваемым величинам X h причем разность —  V  X, —

п , 1
п

-- М Х „  фигурирующая в предельном равенстве (5.60),
I 1

записывается в виде

J L ^ -ЛЕ = Л  — п
/I Я п

Это значит, что должно выполняться предельное ра
венство

{|-5г -^ |< е п ОО.

что составляет содержание закона больших чисел для схемы 
Бернулли.

В заключение приведем неравенство Чебышева, прямым 
следствием которого является сформулированная выше тео
рема Маркова.

Неравенство Чебышева. Если Оля случайной величины X  
с математическим ожиданием M X  = А возможны только 
неотрицательные значения: X  > 0. то  при любом вещест
венном t > 0 будет выполняться неравенство

p\x>t\K±.
При доказательстве допустим, что X  принимает значения 
Xf > 0 с вероятностями ph i =» 1,2

Дано, что Л = 21 xiPi- Имеемм
п

T  = t S  xiPi > XiP‘ > S  Pi = P { X > t ).
1
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что и требовалось доказать. Здесь знак ^  х{ означает су м-X ф + /
мпрование слагаемых х,р{ или р, только для тех значений i, 
для которых х, > t.

Если для какой-либо последовательности случайных вели
чин Zn при любом е > 0 оказывается, что

Р 11 Z „  -  а  | >  е) 0, п -> оо,

где а — некоторое вещественное число, то говорят, что ве
личины Zn с хо дя тс я  по вероятности  к а при 
п оо.

Из неравенства Чебышева вытекает, что (Zn — M Zn) схо
дятся по вероятности к 0, если 0, п -+ оо.

Действительно, применяя неравенство Чебышева, найдем, что
P { \Z n-  M ZH\^%\ = Р [  ( Z „ -  <

f  <  M{/' n tt MZn)i = -  о, п -> оо.

Это вместе с тем доказывает и теорему Маркова. Следует
5 D Sположить Zn = тогда DZn = —► 0 при я-*оо, и поэтому

P \ \ Z „ - M Z n\ > t \ = P  

если я-* оо, что и составляет утверждение теоремы Маркова.

У П Р А Ж Н ЕН И Я/
1. Пусть величина А', имеет распределение Пуассона с параметром X,:

\к -кЯ  (Л',--Л) = —L е ', к =  О, 1, 2, . . . ,  и независимая от нее величина Л'а — 
к\

распределение Пуассона с параметром X, : Р  [Х 3 = Л) Л? _х,
Л! 0“  *. Докажи

те, что сумма X  = Х х + Х 7 имеет распрелеление Пуассона и найдите его

Vпараметр. Указание: воспользоваться тождеством ^  j
к + Л=я

(/■I -f- 2̂)Я
!?! Л!

п\ *, вытекающим из формулы бинома Ньютона.
2. Пусть независимые величины Х х и Л'2 имеют распределение Бернулли:

=  к = 0.1....... я „  /> {А", = Л} = С *  pH qn'- h, Л О,
1....... л2. Докажите, что сумма Х =  Х х +  Х 2 также имеет распределена
Бернулли. Указание: воспользоваться формулами  ̂ C j Ckn = С” 4 як+Н—п 11 i t '
вытекающими из сравнения коэффициентов тождества (р -f ^)Л| (р + 
Н- ?)"» = (р + ?)я' + я\
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$ 9. НОРМАЛЬНОЕ P A <1II РЕДЕЛ Ell И E. ЦЕНТРАЛЬНАЯ 
ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

5.36. Нормальное распределение и смысл его параметров.
Среди случайных величин особенное, во многих отношениях 
центральное, место занимают величины, функция распределе
ния вероятностей которых имеет вид

.г (/—т)*
1 С 2о*

о V г  К  < 5  6 3 )

где т  — произвольное вещественное число, а а > 0 —■ произ
вольное положительное число. Такие случайные величины 
называются нормально распределенными  вели ч и- 
н а м и, а функция (5.63) — нормальной  функцией  рас
пределения  вероятностей.  Употребительны также 
наименования гауссова  с л уча й н а я  величина  и рас
пределение  вероя тн ост ей  Гаусса .

Установим связь функции (5.63) с функцией Ф(дс) из п° 5.25, 
которая отвечает частным значениям параметров /я= 0, о = 1, 
и выясним вероятностный смысл этих параметров т  и з.

/_/itЗамена переменной —-—  = и в интеграле (5.63) дает
х—т

х (t — m)* и*
— £=- f е~ dt = — Г е 1 du,« V'2* J  V2* J

— 0 0  —  ОС

откуда, сравнивая это с определением Ф(лс) в п° 5.25, находим
X (t-m)*

_ /х — т \  1 С — 2о»
ф (— ) = - 7 F ^ J  * dt- <5-64)

— оо

Пусть величина X  имеет функцию распределения Ф(лс), 
т. е. Р  \Х < х) = Ф (л), тогда Р  ̂ Х < - q -w| = Ф ( ”“7 ““ )» отку-

да Р  \Хх < х) = Ф где

Л’, = оЛ’ + от. (5.65)
Иными словами, величина X, имеет Ф ~ " ' j в качестве
функции распределения вероятностей.

Функция Ф (jc) имеет производную
JL*

Ф'(х)*=9 (х) = - ^  (5.66)
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Это — плотность вероятности величины X. Производная функ
ции (5.63), т. е. плотность вероятности величины -V,, равна

I  ± * (*7=) -  4-»М  <5 в7)
Найдем математическое ожидание и дисперсию величины X  

с функцией распределения Ф (дс). По (5.3«5)

M X  = j  X? (х) dx = —L- j  хе - dx = О,
м  ^  ^  _ гг,

(5.68)

г»~ утак как интегрируется нечетная функция хе по симметрич
ной относительно начала координат области интегрирования 
( — оо, оо).

Далее по (5.39)
+ « +00 .г*

D X  = j (х — М Х У  ? (x )dx  = — !=- j х * е 1 dx = 1, (5.69)

так как интегрирование по частям дает
. X9 . X*Ос ---- -- —

J  х2е 2 dx =* J е ' dx, и полученный интеграл, в соответ

ствии с формулой (5.28), равен \ 2к.
Теперь при помощи формул (5.51) и (5.54) из равенства 

(5.65) находим математическое ожидание и дисперсию вели
чины X,:

M X t = М (эХ) + Mm — m, (5.70)
D X t = D (oX) + Dm 3*. (5.71)

Тем самым вскрывается вероятностный смысл параметровш 
и з нормальной функции распределения (5.63): m я в л я е т с я  
матем атиче ски м о ж и да и нем, аз3 — дисперсией ве
личины Х и имеющей функцию  распределе- 
н и я (5.63).

Полезно проследить поведение функций ^  f (- — ) 

и ф f* ~ wj на графике. Приведем здесь для уяснения их 
взаимного расположения графики плотностей  ̂■ *-_= у
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а = о2 > 1, предоставляя ана-
(х  — т  j выпол-

при значениях <з = а| < 1, з =1 и 
логичное исследование графика функции Ф 
нить читателю самостоятельно.

Как видно из чертежа, графики ^ симметричные
относительно вертикальной оси кривые, ординаты которых 
быстро убывают при возрастании \х\, С увеличением а макси
мальная ордината графика функции — <р достигаемая

3 1  2 *  \  3  /

в точке л = 0, уменьшается, а ширина графика увеличивается
в соответствии с тем, что пло
щадь между графиком и осью 
абсцисс должна оставаться 
постоянной, равной единице:

j  Г 7 я  * (- f) d x =  '•

Если бы т  было отлично 
от нуля, то указанные на 
рис. 5.3 графики должны были 
бы быть смещены в горизон
тальном направлении так, что
бы вершины графиков имели 
абсциссу х — т .

5.37. Центральная предельная теорема. Важная роль нор
мальной функции распределения уже видна из теоремы 
Лапласа, изложенной в § б, но еще более 
ляется центральной  предельной

1?
\ *,<f
1 o'-/

1 г
&г>1

О
Рис. 5.3

полно это выяв- 
теоремой,  ут

верждающей, что при известных условиях сумма S„ X,
независимых случайных величин X t приближенно распреде
лена нормально.

Будем предполагать, что случайные величины X , после
довательности (5.59) взаимно независимы и что каждая из них 
обладает математическим ожиданием M Xt = а, и дисперсией 
DX, = o't. Ограничиваясь только такими величинами, будем 
говорить, что центральная предельная теорема приложима 
к последовательности случайных величин (5.59), если для 
любых вещественных ?  и t" > ?  при п -*■ оо:

(5.72)
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где

5Я= 1 Х „ А Я= ^  а„ В „ = £  о/.1=1 (-1 1—1
Смысл утверждения (5.72) центральной предельной теоре

мы состоит, таким образом, в том, что случайная величина
i,-6'1 _ "  при больших значениях п имеет функцию распреде-
ления, приближенно равную нормальной функции распреде
ления ф (X).

Оказывается, что утверждение (5.72) выполняется, если 
случайные величины (5.59) удовлетворяют некоторым усло
виям весьма общего характера. Не касаясь самой общей 
формы этих условий, ограничимся здесь формулировкой тео
ремы, принадлежащей А. М. Ляпунову, область применения 
которой охватывает большинство встречающихся на практике 
задач. Будем дополнительно предполагать, что для величин
(5.59) существуют моменты третьего порядка М  | X, — а, |3 = С, 
при всех / = 1, 2, . . .

Теорема Ляпунова. Если случайные величины X t, i — 1, 
2, . . . взаимно независимы, и при п -*■ оо

2  Q

I R 7
о, (5.73)

то  предельное соотношение (5.72) при п -*■ оо выполняется 
(равномерно) для любых вещественных ?  и t" > ?.

Проверим в виде примера, что для величин Х^ рассмот
ренных в п° 5.34 и п° 5.35, связанных с последовательностью 
испытаний по схеме Бернулли, условие (5.73) выполняется,П
откуда будет вытекать, что сумма этих величин ц = 2  X,
приближенно распределена нормально.

Уже было найдено, что
а, = M Xi — р, о/ = DX, = pq.

Вычислим теперь С, = М | X, — а, |3 = М  | X, — р Is =
11 - Р IV + 1 о-р  \'q =.q3P + p'q = pq (p2 + q-) <pq, 

так как p2 + q2 1, если0 < у з< 1.
n n

Далее, £ С, < npq, ^  o? = npq.i l
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S ^  ПР<1 1 f\*л < ■■ .3, = Z7=  -► О, если п -*■ оо.(npq) • У  npq

Итак, условие (5.73) выполняется, поэтому должно быть 
справедливым предельное соотношение (5.72), которое в рас
сматриваемом случае схемы Бернулли принимает вид

dt.
[ J  npq ) у 2к J

Тем самым доказанная ранее теорема Лапласа включается как 
частный случай в теорему Ляпунова.

Вообще, из теоремы Ляпунова следует, что сумма Sn не
зависимых и ограниченных величин X, будет распределена 
приближенно нормально, если дисперсии о,’ этих величин не 
приближаются к нулю:

°/>о2>0; (5.74)
здесь з2 — данное положительное число, независящее от п. 
При этом ограниченность величин X, понимается как соблю
дение неравенств

\X,\<L  (5.75)
для всех значений /= 1,2,.. ., где L — также некоторое 
определенное число, независящее от п.

Действительно, при условии (5.75) | а,| = |Л1Л'/| </., так 
как, считая, например, X , дискретными величинами со значе
ниями хи„, вероятности которых р „, получим

I а, I = I I  ЛтУт 1 > £ £ Pm = L.
т  т

Поэтому
с, = М IX, -  а, I3 = 2 1 -  a, IVm <

т

•< (2£)3 £ р„ — 8/-3 
т

в силу того, что
М , - ‘М < К ’ 1 + Ы « 2г"

Вместе с тем, по (5.74)

Следовательно,

i - i
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Итак, для величины ?я (5.73) имеем оценку:
. , п • Ш  8/.3 I

°3 V~Z'
и поэтому йя ->0 при я-* оо, чем и доказывается справедли
вость предельного соотношения (5.72) для рассматриваемых 
величин X it

Центральная предельная теорема, указывающая общие 
условия, обеспечивающие приблизительно нормальное распре-

S n —  Лп X} —  a jделение величины -■>__п = 2- , имеет принципиальное
У Rn / | I «я 

значение для ответа на вопрос о причинах большого распро
странения нормально распределенных величин среди всех 
реальных случайных величин. А именно, случайная величина 
приблизительно нормальна, если она образуется в результате 
сложения большого числа практически произвольных, но ма-

X i - a ,  лых величин — -.
У Вп

§ 10. ВЕКТОРНЫК с л у ч а й н ы е  в е л и ч и н ы

5.38. Случайный вектор и его распределение вероятно
стей. Совокупность п случайных величин Х и Х 2, ..., Х п часто 
удобно рассматривать как совокупность случайных компонент 
(АГ,,Х>, ...,Л'Я) вектора X , который принято называть также слу
чайным. Ф у н к ц и е й  рас пределения  вероятностей  
с л уча й н о го  вектора  Х =  (АТ,, Х 2, ..., Х п) будет функция 
F (x u х2, хп) п вещественных аргументов jc,, х2% ..., хп% 
равная вероятности осуществления п неравенств X l <Cxlt
Аг • ••» Хп\

х2......хп) = Р { Х г< х,; Х 2 < х2\ Х п < хя).
В целях упрощения изложения далее будем говорить толь

ко о случайных векторах с двумя компонентами, для кото
рых примем обозначение (Х у К). Функция распределения 
будет иметь вид

F (x y у) = Р \ Х < х , Y < y }. (5.76)
Почти все нижеследующее легко может быть переформули
ровано для случайных векторов (-Y,, Х 2, ..., А'л) с произволь
ным числом п компонент.

С помощью функции распределения вероятности F (x , у) 
выражается вероятность одновременного осуществления не
равенств хх <  X  < х2у у, <  У < у2 для любых хх < jc2, У1 < у2:

Х < х 2; у , < К  < у2} = Р(хг, y , ) - F ( x t, у2) —
— F (x t, yt) + F (x t, у,). (5.77)
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Действительно, заметим сначала, что по теореме сложения 
вероятностей

P { X < x t; yi < r < y 2} = F (x t, y 2) - F ( x l, у,), (5.78)
так как событие ( X < x t; К < у2} представляет собой объеди
нение двух несовместных событий {-Y < xt; у, У < у2] 
и \Х Y < У|}.

Но по теореме сложения вероятностей
F (x 2, у2) = F(Xn, у,) 4- Р { Х < х , ;  у, <  У < Уа) +

-f- Р  (Х| X  <[ х2', у , < К  < у2}.
где на этот раз событие [ Х < х 2, К < у2} рассмотрено как 
объединение трех попарно несовместных событий:

[X < х>‘, К< У|), {X  < Л|; У| У < у*), | .*i .«Y <С
У. <  К < у 3|.

Учитывая (5.78), из последнего равенства находим выражение 
вероятности Р {х ,< Л ’< л2; у, -С К < у2}, совпадающее с (5.77).

Компоненты вектора (Л\ У) можно отождествлять с де
картовыми координатами точки плоскости, которую, как и сам 
вектор, называют случайно й  точкой.  Это дает возмож
ность интерпретировать событие | А ' < дс2; у, ^  К < у2} как 
нахождение случайной точки (X, У) в прямоугольнике R, 
образованном точками (х , у) плоскости, координаты которых 
удовлетворяют неравенствам хх -<л<х2, У |^У<Уг :  формула 
(5.77) дает вероятность нахождения случайной точки (X, У) 
в этом прямоугольнике R.

Если функция F(x, у) имеет непрерывную частную сме-3̂
шанную производную второго порядка дхд ’ то Дв°йной ин
теграл |j  '̂ 0у dxdy, где R — указанный прямоугольник

с вершинами (л,.у,), (х2, у,), (х,, у2) и (.t2, у2) имеет в точ
ности ту же самую величину F  (х2, y2) — F (x t, у2) —F (x 2, y,)-j- 
r F (x t, у,), которая стоит справа в (5.77); следовательно,

P{xt <  X  < л2; у, <  У < у,) = Г ( dxdy. (5.79)дхду

Это дает возможность толковать дх̂ - dxdy как вероятность
нахождения случайной точки (X , К) в прямоугольнике со 
сторонами dx и dy, вершины которого расположены в точках 
(х, у), (x + dx, у), (х, у 4- dy), (x + dx, у -frfy). Другими
словами, Ш у - — f (x ,  у) выступает в роли плотности ве
роятности с л у ч а й н о г о  вектора  (X, У).
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Интегрирование плотности вероятности f ( x y у) по данной 
произвольной области I J  плоскости приводит к вероятности 
Р { (Х ,  K)eD ) события, состоящего в том, что случайная точка 
(A', Y) находится в этой области D :

Р  {(X, Y) е D) -  У) (5-8° )

Этот результат обобщает формулу (5.79).
Пели компоненты X  и Г —дискретные случайные вели

чины, причем X  имеет возможные значения хх, х2у хПУ а К — 
значения у,, у2, ..., ут , то случайный вектор (X , У) может 
принимать только те значения (х, у,), которые имеют вид (*,, 
у,), 1 < /< Ж  1 Распределение вероятностей слу
чайного вектора (А', К) в этом случае задается перечнем всех 
вероятностей /?/.у, с которыми осуществляются равенства (А\ Y) = 
= (*/» У у)» т- е- должны быть заданы вероятности

plfJ = P {X = :x h К = уу| (5.81)
для всех значений /= 1, 2, ..., Л; j  = 1, 2, /и.

Возможно, что некоторые из этих вероятностей окажутся 
равными нулю: pi, j = 0. Это будет означать, что одновремен
ное осуществление соответствующих равенств X  = xh Y = уу 
исключается.

5.39. Частные и условные распределения вероятностей 
компонент случайного вектора. Если известно распреде
ление вероятностей случайного вектора (А', К), то это позво
ляет найти распределения вероятностей каждой из компонент 
А’ и Y в отдельности (т. е. ча стные  распределения)  
и ус лов ные  распределения любой из этих компонент 
при гипотезе, что другая компонента принимает то или иное 
из своих возможных значений. Сначала разберем, как более, 
простой, случай дискретного случайного вектора (/V, У), рас
пределение вероятностей которого определено равенствами 
(5.81).

Применяя формулу полной вероятности (5.19), находим 
для любого / = 1, 2, ..., п вероятность /?, равенства X  = xt:

Pl = Р  { *  = Хё) = |  Р  [X  = * 4, Y = Уу} = у. (5.82)
У=1 у-1

Аналогично, для любого /= 1, 2, ..., т  находится вероятность 
// равенства Y = yy.

Pj = P [ y  = yj) = t P ‘ j- (5-83>/«1
Каждое из своих значений величины X  и Y принимают с по
ложительной вероятностью, т. е. P i > 0, р} > 0 для всех зна
чений индексов I и у.
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Условные вероятности равенства X  =  дг, при гипотезе, что 
У найдутся применением формулы Байеса (5.20):

Р\Х  = х,\ У = у,) = ■ У  = - ^ 1 ---. (5.84)
' 2  PI.J7-1

В формуле Байеса за событие Я принимается событие {^=Уу|, 
а за событие Л, —событие {A’ = jc/J.

Аналогичный вид имеют условные вероятности равенств 
(К  = уу}э если принимается гипотеза, что X  = xt:

р  {Y  = У,\Х = х,\ = — j ~ — = — ---• (5.85)
2  л .,7=1

В том случае, когда для вектора (A', Y) существует плот
ность вероятности /(*, у), фигурирующие в формулах (5.82)— 
(5.85) конечные суммы должны быть заменены соответствую
щими интегралами. В роли вероятности pit j теперь будет вы-

т
ступать элемент вероятности f (x ,  у) dxdy, и сумма ^pi, у, на- 
пример, заменяется интегралом от этого элемента по у, т. е.

+ 00 л
интегралом dx J* f (x ,y )dy .  Аналогично, сумма 2  Pi> J заме--00 /-1■+■ 00
няется интегралом dy J f (x ,y )dx .  Поэтому вместо (5.82)

_  00
и (5.83) будут следующие формулы для плотности вероятно
сти f\(x) и f 2(у ) величин X  и У соответственно:

f\(x) = f  /(■*, y ) d y , /2(у) = С f(x,y)dx.  (5.86)
—  00 _ 00

Таким же образом, заменяя в (5.84) и (5.85) pi,j на 
f(x, у) dxdy, а суммы — интегралами, получим условную плот
ность /, (х/У = у) величины X  при гипотезе, что У = у, и ус
ловную плотность /2(у/Х = х) величины У при гипотезе, что 
X  — х:

/ , (Х ,!У  =  у )  =  V) ; f., ( y j X  =  X )  — TT ~ ~ ~  '• (5 -87>
5 f (x .y )d x  f  f (x ,y )d y

— ®  __CO

Из формул (5.86) следует, в частности, важный результат: 
если случайные величины X t и Х-, с плотностями веро

ятности f x(x) и fj(x ). соответственно, взаимно независи
мы. то  плотность вероятности f  (у) их суммы У = Л', + Х 2 
имеет выражение:

f  (У) = .Г /. (x )f l (у -  х) dx. (5.88)_00
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Действительно, элемент вероятности f ( x y у) dxdy случай
ного вектора (Л',, К) равен

f t (x)dx • Р\у < Y < у  + dy\Xt = х\ = f t (x )d x X  
X  Р  [у — х  < Х 2 < у — х + dy \ X t = х\ = ft (х) f 2 (у — х) dxdy 
(X t и Х 2 — величины взаимно независимые), и, следовательно, 
по второй из формул (5.86) для плотности вероятности /(у) 
величины У имеем

/ ( у )  =  1Г f ix , y)dx =  +f  f i (x ) f2(y-x )d x ._ao _  oo

Перестановка слагаемых X x + X 2 = X 2 X x наряду с фор
мулой (5.88) дает эквивалентную формулу:

/ ( у )  = Т/а (•*)/« (У - X) dx.
_ 00

Применим выведенные формулы к сложению нормально 
распределенных величин. Пусть Х х и Х 2 — взаимно независи
мые случайные величины, и Х { имеет плотность вероятности

(х-т,)»
--- т=-е 2а/ , / = 1, 2. Тогда величины (Аг/ — т () будутс, у 2к

-  *
иметь плотность вероятности (д:) = =—е i1 , / = 1, 2.

Сумма (Л", — /я,) + (А", — /я,) = X, Х 2 — (/л, + т .)  будет по
формуле (5.88) иметь плотность вероятности

+« ** 1у-х УГ 1 ъ-f l ii?,
f (y)= ) — у^ Ге - ~ Z Jire ' dx-

__00

Вычисление этого интеграла легко выполняется с помощью 
подстановки

х = , 1 у + - Г, тогда*? + *•} 7 У з? 9]

У У  ef 4- *5 *
■У» , (У - /2 I У* f/ t-  dt

и поэтому
+ • У1

/ ( у ) =  Г  1 -  —  g  2  . *  * » + Ч > Л я .'  + eji • 2*
у1 V  - -

^J| 4 так как \ е ~ dt=*[/2ic.

_ао
У*

I з ? 4- в i| • У 2к
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Это значит, что сумма X, + Х г — (/га, -f /я3) имеет нормаль
ную плотность вероятности /(у ), математическое ожидание 
которой равно 0, а дисперсия равна в2 о$. Но тогда сумма 
А", + X , имеет плотность вероятности

снова оказывающейся нормальной с математическим ожида
нием (/и, -f- т г) и дисперсией (o? + oJ).

Ясно, что полученный результат распространяется на слу
чай произвольного числа п взаимно независимых нормальных 
величин .V, + Х 2 ... + Х п. Эта сумма — нормальная вели
чина, ее параметры т  и о2 получаются суммированием соот
ветствующих параметров слагаемых.

5.40. Коэффициент корреляции. Полная картина взаимной 
зависимости двух компонент X  и Y вектора (X , У) дается 
функцией распределения вероятностей F(x, у) этого вектора 
или, в частных случая^, плотностью вероятностей f (x , у) 
или вероятностями pi, j изолированных значений рассматривае
мого вектора. Для многих целей, однако, желательно иметь 
более простую и удобную для практического использования 
характеристику зависимости между двумя случайными вели-
1 пнами. Для величин, обладающих дисперсиями, такой удоб- 
| Я и полезной мерой зависимости между ними служит ко
эффициент  корреляции,  определяемый формулой

где а = М Х , b = М У  и, конечно, D X  > 0, D Y > 0.
Установим некоторые простейшие свойства коэффициента 

корреляции, которые и делают его пригодным к роли меры 
зависимости между случайными величинами.

I ) Абсолютная величина коэффициента корреляции 
между любыми двумя случайными величинами не может 
быть больше 1:

(У—т , - т , ) г

V 9f +°jj V ‘2r. в

r = r (X , Y) = М\(Х <>)( У />)1
V D X•DY (5.89)

\r(X, Y)| < 1. (5.90)

Y _
4- —  , где е равно либо 1, либо —1. Так как дисперсия 
любой величины не может быть отрицательной, то

а значит,
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tr (X,  П < 1 . (5.92)
Это равносильно доказываемому неравенству (5.90), так как 
в (5.92) е = ± 1.

2) Равенство \r(X. Y) 1 = 1 возможно тогда и только 
тогда, когда величины X  — а и К — b связаны прямой про
порциональностью.

Действительно, если X  — а = k (К  — Ь), то

Напротив, если \г(Х, К)| =  1, то, полагая е =1 или — 1, бу
дем иметь ег(Л', К) = — 1, и, следовательно, по (5.91)

что и надо было установить.
3) Если случайные величины X  и Y независимы, то

так как каждый из двух сомножителей последнего произве
дения равен 0, поэтому и г (Х , К )= 0.

В качестве предостережения заметим, что свойство 3) 
коэффициента корреляции необратимо: если установлено, что 
г (Х , К )= 0, то это не должно служить основанием считать 
величины X  и Y независимыми.

Коэффициент корреляции отличен от нуля только для за
висимых величин, и по мере приближения абсолютной вели
чины r (X , Y) к единице зависимость между X  и Y в извест-

М \(Х -  a )(Y  -  Ь)\ = М \k (Y  -  Ь)г| = kDY. 
D X  = Л1 (X  — а)- = М \k(Y — Ь)|2 = k-DY и поэтому

что означает А __  + s А  = 0,
У D X  V D X

так как М  ( Л “  +  е } _ = ) =  0. 
\| D X  У D Y  )

так как

Итак,
Х - а  =  _ е У - Ь  
\ Ш  У D  У '

r (X , Y) = 0.
Действительно, в этом случае

М [ (Х - а )  ( Y - b ) ] = M ( X - a )  ■ M (Y - b )=  0,

зад



пом смысле приближается к прямой пропорциональности 
между величинами Х  — а и Y — b.

5.41. Равномерное распределение в двумерной области.
Простейший пример непрерывного случайного вектора (Л\ Y) 
двух измерений (т. е. с двумя компонентами X  и Y) достав
ляет вектор, равномерно распределенный в прямоугольнике R: 
jc , х х2у у, у < у2, площадь которого S= ( j c 2 — хх) Х  
X  (у2 — у,). Это значит, что плотность вероятности вектора (,V, К)
постоянна и равна -у для всех значений (л:, у) из указанного
прямоугольника. Каждая из компонент X  и У в отдельности 
будет равномерно распределенной случайной величиной:
X  — в интервале (jtb х>) с плотностью вероятности ~ ,
)' — в интервале (у,, у2) с плотностью Это прямо
следует из. формул (5.86). Например, плотность вероятности

I yj
f (x ,y )d y  = -±- jd y  =

Р
= д.- —v-. Далее, условные плотности вероятности любой
из компонент X  или У найдутся по формулам (5.87). Видим, 
что эти условные плотности не зависят от значений, прини
маемых другой из рассматриваемых компонент и снова равны:
-- — для величины X  и ——1—— для величины Y. Компо

т а  “  х \ 72 —  /1
ненты X  и Y оказываются, таким образом, взаимно незави
симыми случайными величинами, и коэффициент корреляции 
r (X , Y) между ними равен нулю. Это усматривается и непо
средственно из формулы (5.89). Если # — некоторая область 
в прямоугольнике /?, то вероятность попадания случайной 
точки (X  ,У) в g выражается по формуле (5.80):

р  к * .  У) sg\ =  j j  4 -  dxdy =  X -  <5-93>
к

где 5 — площадь области g.
Несколько более общий пример случайного вектора (Л\ Y) 

получится, если вместо прямоугольника R  взять произвольную 
область О, площадь которой пусть будет 5 <  оо. Равномер
ность распределения вектора (Л, К) в О означает существо
вание постоянной плотности /(.г, у) = Вероятность попа
дания (Л\ У) в подобласть £ области С/ снова дается формулой 
(5.93), но компоненты X  и Y уже не будут, вообще говоря, 
независимыми случайными величинами и коэффициент корре
ляции r (X , Y) также не обязательно должен быть равен нулю.
364

У;

для величины X  равна интегралу J



5.42. Нормальное распределение двух измерений. Среди 
случайных векторов (.V, У) выделяются своей особенной ролью 
нормально  распределенные  векторы,  которые 
представляют собой обобщение нормально распределенных 
случайных величин из п° 5.36. Случайный вектор (Л, У) будем 
называть нормально распределенным, если он обладает 
плотностью вероятности

? ( * , у )  =
1 Г U -o )J _  2г ( г-а) (у-Ь) + (у - W 1

= -----!..... * г (■-'>* I ‘ J (5.94)
2яз, У  I — г'2

для всех вещественных х и у, где а. b — произвольные ве
щественные числа. at > 0  и о2> 0  — произвольные положи
тельные числа и число г удовлетворяет условию |г|< 1.

Распределения вероятностей компонент ЛГ и К и их услов
ные распределения определяются по формулам (5.86) и (5.87).

Плотность вероятности /, (х) величины Л* равна интег
ралу

+« (*-а)*
/. (•*) = j  ? (X, у) dy = — у=- е~ ,

—30
т. е. .Y имеет нормальное распределение, причем а = MX, 
o'i — DX. Аналогично устанавливается, что К также нормально 
распределенная величина, b — M Y , si = DY.

Далее по формуле (5.89) коэффициент корреляции г (Л, Г) 
между X  и Y равен интегралу

оо
г (*, У) = ̂  jj  (х -  а) (у -  Ь) ? (х, у) dxdy,

—  00
показывающему, что

г ( Х % У)  =  г.

Фактическое вычисление двух последних интегралов пре
доставляется читателю выполнить самостоятельно.

Наконец, условная плотность вероятности fi(x\ У = у) ве
личины X  при гипотезе, что У у, имеет выражение



показывающее, что это условное распределение также нор
мальное, имеющее математическое ожидание а + г —  (у — Ь) и®2
дисперсию з ? (1— г2). Точно так же условное распределение 
вероятностей величины К при заданном значении X  = х будет
нормальным с математическим ожиданием b + г (х — а)
и дисперсией о? ( 1—г2).

Изложенные свойства нормально распределенного вектора 
(А\ Y) говорят, в частности, что при г = 0 условные распре
деления /V или Y при любом значении другой из этих вели
чии оказываются нормальными, с постоянными параметрами: 
и и а, для величины X , Ь и о2 для величины К. Таким 
о ‘разом, для нормально  распределенного  век 
тора (X ,Y )  равенство  коэффициента  корр еля 
ции нулю: г = 0, не толь ко  необходимо,  но и до
с т а т о ч н о  для не зависимости  компонент  X  и Y 
этого вектора.  Ранее было отмечено, что для произволь
ного вектора (л , Y) условие г = 0 не гарантирует независи
мости компонент А' и К.,

Одним из наиболее й^вестных практических применений 
нормального распределения вероятностей двух измерений 
служит использование его в теории рассеяния ружейного или 
артиллерийского огня. Пусть в плоскости цели введены де
картовы координаты х% у. Многочисленные наблюдения под
тверждают, что плотность вероятности попадания снаряда 
в точку (ху у) плоскости цели с большой точностью оказы
вается равной нормальной плотности <p(jc,у) (5.94,) при над
лежаще выбранных параметрах a, ft, а,, а, и г. Это 
обстоятельство лежит в основе расчета среднего числа снаря
дов, потребного для поражения заданной цели.

УП РА Ж Н ЕН И И

1. Найдите функцию распределения вероятностей суммы Х х 4- неза
висимых случайных величин л х и Л’2, каждая из которых имеет равномер
ное распределение на отрезке (О, 1).

2. Найдите плотность вероятности случайной величины ( — X ), если 
величина X  имеет нормальное распределение с параметрами т  и о.

3. Найдите плотность вероятности разности Х х — Л'2 независимых слу- 
ча (ных величин Л', и Ло,если эти величины имеют нормальное распределение 
t  параметрами, соответственно равными т х, а,; т ъ оа.



ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
СТАТИСТИКИ

Г Л А В А  VI

§ 1. ВЫБОРКА II ВЫБОРОЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

6.1. Генеральная совокупность и выборка. Исходными 
понятиями математической статистики служат понятия гене
ральной  с овокуп нос ти  и с л у ч а й н о й  выборки из 
этой совокупности. Указанные понятия в этой главе употреб
ляются в следующем смысле. Пусть в соответствии с резуль
татами некоторого испытания случайная величина X, имеющая 
функцию распределения вероятностей F(x), принимает те или 
иные численные значения х. Если производится независимо 
одно от другого п таких испытаний, то отвечающие им чис
ленные значения случайной величины X  обозначим jc,, х .,.... 
х„. По установившейся в математической статистике тра
диции та же ситуация терминологически описывается иным 
образом. Вместо понятия случайной величины А", имеющей 
функцию распределения вероятностей F (x ), вводится понятие 
генеральной  с о во к уп н о с ти  значений  х , короче — 
просто генеральной совокупности с функцией распределения 
вероятностей F(x). При этом следует представлять себе, что 
доля всех тех значений х в генеральной совокупности, кото
рые меньше данного числа •*„, равна F (x 0). Испытание, в ре
зультате которого величина X  принимает численное значение 
х, заменяется понятием с л уча й н о г о  выбора одного 
из значений  х генеральной  совокупности .  Если 
производится п независимых одно от другого таких выборов, 
то совокупность их результатов xt,x2, ..., х„ называется с лу 
чайной выборкой,  короче — просто вы бо рк ой  из дан
ной генеральной совокупности, а число п носит название 
объема этой выборки.

Основная задача математической статистики состоит в по
лучении обоснованных выводов о свойствах генеральной со
вокупности по известным свойствам извлеченной из нее вы
борки Х\, х2......
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Сначала, однако, возникает задача представить саму вы
борку в удобном для дальнейшего ее использования виде. 
Это — задача описания  и систем атизации  выборки.

Получение обоснованных выводов о свойствах генеральной 
совокупности по данным свойствам выборки представляет 
собой задачу анализа генеральной совокупности.

Наконец, располагая полученными таким образом сведе
ниями о свойствах генеральной совокупности, можно ставить 
вопрос о свойствах повторно извлекаемых из нее выборок. 
Эти вопросы относятся к задаче предсказания  или про
гноза.

6.2. Распределение выборки. Описание и систематизацию 
выборки удобно производить с помощью понятия распреде
ления выборки. Рас пр еделением  выборки jc,, х2, ..., 
хп называется распределение вероятностей вспомогательной 
дискретной случайной величины Л'*, принимающей значения 
Х\ч х2, ..., хл> составляющие выборку, причем каждое из этих
значений принимается с одинаковой вероятностью 

pt = P [X *  ~  х,) = -i-, i = 1, 2......п.
Если через пх обозначить число тех членов хк выборки, 

которые меньше х :х ,< х , то Р  (Л* < jc } = Эта величи
на, являющаяся функцией от х, называется функцией 
распределения выборки,  которую называют также эм
пирической  функцией  распределения.  При мем для 
нее обозначение rJ(jc):

^  (*) = -£-• (6-1)
График функции Z7* (л:) представляет собой ступенчатую 

кривую со скачками в точках jc,, равными —  (рис. 6.1) Та
кую кривую иногда называют кривой накопленных 
частот,  поскольку ордината /-'*(jc) кривой в точке jc равна
частотезначений выборки, меньших jc.

if  х г X j 0 i f

Рис. 6.1
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На практике имеет распространение и другое графическое 
представление выборки, известное под названием гисто
граммы выборки.  Предварительно выборка подвергается 
группировке .  Для этого весь интервал числовой оси, 
в который попадают значения выборки х,, хг, ..., х„, делят 
на 10—20 равных частей а0<а,<а2< ... <а*_|<а*< ... < ит . 
Пусть v* обозначает число членов х, выборки, попадающих 
в интервал от «*-1 до ик, т. е. для которых а*_1< л г<«*. 
Над каждым из интервалов (я*-ь а*), как на основании, 
строится прямоугольник высотой v  Полученный ступенчатый 
график и называется гистограммой выборки хи хг, ..., 
х„ (см. рис. 6.2). При этом часто бывает удобно считать, что 
все чк значений выборки из интервала (а*_i, ак) сосредоточе-

в*-1 + в*ны в середине этого интервала ----ц--- .

*
— —

. - п - Г Г - п
а0 a, Qg Qj с1 «г-/

Рис. 6.2

6.3. Числовые характеристики выборки. Числовые харак
теристики введенной в предыдущем н° 6.2 вспомогательной 
случайной величины X*  называются числовыми  харак
те ри стик ами  выборки.  К числу их относятся среднее 
значение ,  дисперсия,  моменты различных  по
рядков  и т. д.

Среднее значение х выборки определяется как математи
ческое ожидание величины Л"*:

П
Т = М Х * ~ ± Х ^ х , .  (6.2)

I
Дисперсией выборки, для которой примем обозначение s2, 

будет дисперсия величины X*:
п

s~ -  DX* = 1  V u ,  х)2. (6.3)
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Момент выборки порядка к будет обозначаться через т к:
п

4-У * ? -  (б-4>Шь = П
Т^Т

На практике при вычислении моментов могут оказаться 
полезными следующие замечания. Пусть, например, значения 
Х\, х2, ..., выборки находятся вблизи некоторого опреде
ленного числа а. Тогда часто вместо формулы (6.2) удобнее 
вести вычисления по немного видоизмененной формуле:

= (xi а) -\- а. (6.5)

Например, пусть выборка состоит из 10 значений xt:
999, 1001, 1003, 998, 1005, 1000, 1002, 996, 998, 1004.

Замечаем, что эти значения находятся вблизи числа а = 1000. 
Для вычисления х по формуле (6.5) составляем разности 
(х ,- а ):

-1, 1,3, -2, 5, 0, 2, -4, -2, 4.
Сумма этих разностей равна 6. Поэтому

= • 6 + 1000= 1000,6.

Далее вычисление дисперсии s2 по формуле (6.3) может быть 
неоправданно усложненным вследствие того, что среднее зна
чение х окажется содержащим больше десятичных знаков, 
чем сами значения х{ выборки. Это привело бы к необходи
мости трудоемкого вычисления квадратов и последующего 
сложения многозначных чисел (л̂  — л:)2. Поэтому вместо фор
мулы (6.3) часто применяется ее видоизменение:

п п

S1 = —  (л;, — х)2 = — (х{ — а + а — х)2 = п '  1 7 п 7
1ST 7==Г

п

= (x i — а У — — а )г + — а Уг =

п

(6 .6 )

370



Здесь число а выбирается таким образом, чтобы вычисле-
п

ние суммы V  (х, — а)2 оказалось возможно более простым.
/ I

Численные значения xt выборки хХл х2, ..., хп расположены 
в том порядке, какой придается им // последовательно вы
полненными выборками значений хк из генеральной совокуп
ности, и нет оснований ожидать, что эти значения xt следуют 
одно за другим в порядке возрастания их величины. Изменим 
теперь взаимное расположение членов xi выборки таким об
разом, чтобы они шли в неубывающем порядке. При этом 
придется заново перенумеровать члены выборки, которые 
будем теперь обозначать х\у х\, ..., х*. Итак,

. . .  < < _,< •< . (6.7)
Ряд значений выборки, расположенных в неубывающем по
рядке (6.7), называется вариационным рядом. Здесь 
х* = пиплс, будет минимальным членом выборки (и вариацион-

1 <1<П
ного ряда), и х* = max х, — их максимальным членом. Средний

\<1<п
член вариационного ряда называется медианой. Если объем 
выборки п = 21 + 1 — нечетное число, то медианой будет Xi+1, 
а если п = 2/ — четное число, то медианами будут х* и Хц.\- 
В последнем случае иногда медианой называют также сред
нее арифметическое -j (х* + х*+\) или даже любое из чисел х ,
заключенных между х* и jci+i.

6.4. Выравнивание эмпирических данных. Одним из видов 
представления выборки служит замена функции распределе
ния выборки F n (х) в тех или иных отношениях близкой 
к ней и удобной функцией. Для этой цели часто может быть 
использована нормальная функция распределения вероятностей, 
связанные с ней разложения по ортогональным функциям 
Эрмита, функции, изображаемые кривыми Пирсона различных 
типов и т. д. Если речь идет о частоте сравнительно мало
вероятных событий, то для приближения распределения вы
борки может оказаться полезным распределение Пуассона 
с надлежаще выбранным параметром X.

Приведем пример такого рода выравнивания эмпирическом 
функции распределения при помощи нормального распреде
ления на примере данных о диаметрах головок 200 заклепок. 
Данные взяты из книги А. Хальд. Математическая статистика 
с техническими приложениями, ИЛ, М. — Л., 1956, стр. 46.

Результаты измерения диаметров головок заклепок сгруп
пированы в интервалы длиной 0,05 мм, и середины х{ этих ин
тервалов помещены в первом столбце нижеследующей табл. 6.1.
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Т а б л и ц а  6.1

Х1 'i ф(^) Ai

1 2 з 4 5 в

13,12 2 0,010 —2,47 0,007 0,003
13.17 1 0,015 -2,01 0,022 -0,007
13,22 8 0,055 -1,56 0,054 0,001
13,27 17 0,140 —1,10 0,136 0,004
13,32 27 0,275 —0,64 0,261 0,014
13,37 30 0,425 -0,19 0,425 0,000
13,42 37 0,610 0,27 0,606 0,004
13,47 27 0,745 0,73 0,767 —0,022
13,52 25 0,870 1,18 0,881 —0,011
13,57 17 0,955 1,64 0,946 0,009
13,62 7 0,990 2,10 0,982 0,008
13,67 2 1,000 2,55 0,995 0,005

Второй столбец содержит числа v, тех заклепок, диаметры 
головок которых попали в интервал от х{ — 0,025 до х, + 0,025.

По этим данным при помощи формул (6.5) и (6.6) найде
ны значении х = 13,41.55 и s2 = 0,01199525. После округления 
принято х = 13,416 и s = 0,109. В качестве приближающей 
применена нормальная функция распределения с параметрами
т  — х и 3 = s, т. е. функция Ф ( *■■—). Значения этой функ
ции для концов х каждого из интервалов группирования,

4 х{ + 0,025—1 Л .т. е. в точках г, = —1--- ----- , помещены в пятом столбце
таблицы. Третий столбец содержит значения накопленных
частот, т. е. числа п{ = ^  (v, + v2 + • • • + vi). а последний,
шестой столбец — разность Л, между этими накопленными 
частотами /I, и найденными значениями функции Ф(^). По зна
чениям Д, можно судить о степени приближения данного 
эмпирического распределения при помощи построенного нор
мального распределения.

Функция Ф  ̂—* — ■*- J в приведенном примере служит ин
струментом описания выборки, и пока еще нет оснований 
рассматривать ее как приближение к распределению гене
ральной совокупности. В какой мере и в каком смысле вели
чины х, s и функции F*n(x)y Ф (—- j могут быть нсполь-
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зонами для получения информации о среднем значении, 
дисперсии или распределении генеральной совокупности речь 
пойдет в следующих двух параграфах настоящей глави. По 
сначала надо рассмотреть понятие статистики и выбороч- 
лого распределения.

6.5. Выборочные распределения. Если jc,, х2, . .. ,  хп счи
тать независимими переменними, то среднее значение х, дис
персия s- и моменты т к порядка к, выраженные формулами 
(6.2), (6.3) и (6.4), будут функциями аргументов xt, х2, . . . ,  х„. 
Вообще, произвольная функция g (jc,, хг, . . . ,  хп), вычисляемая 
для значений jc,, jc2 , . . . , х„, образующих выборку, называется 
статистикой. Величины х, s- и т „  являются примерами 
статистик. Рассмотрим некоторую статистику g (jc,, jc2, . . . ,  х„), 
где jc,, х2, . . . ,  х„ — выборка, извлеченная из генеральной 
совокупности с функцией распределения F(x). Пусть Л',, Х г, ..., 
Х „ — п независимых случайных величин, каждая из ко
торых имеет одно и то же распределение, определяемое 
той же функцией / (̂jc). Тогда g (хи х2, . . .  ,х„) представляет 
собой численное значение случайной величины g (Л",, Х 2, ... ,Х„), 
когда первый из аргументов X , принимает значение вто
рой аргумент Х 2 — значение jc2, Х я — значение х3 и т. д.

Определение. Распределение вероятностей случайной 
величины g (X,, Х 2, . . . ,  Х п) называется выборочным распре
делением статистики g (jc,, jc2 , . . . , х„).

В соответствии с этим числовые характеристики случайной 
реличины g (X itX 2, ... ,Х „), например ее среднее значение, 
дисперсия или моменты, называются соответственно выбороч
ным средним значением статистики g (х,,х2, .. .  ,хд), выбороч
ной дисперсией ее, выборочными моментами и т. д. При этом 
в дальнейшем, как это общепринято в литературе по мате
матической статистике, будем случайную величину g (Х {, X ,,.. . ,  
Х„) и ее численное значение g (jc,, хг, . . . ,  х„) для дан
ной выборки обозначать одним и тем же знаком g (jc,, х 2,. .. , хП).

Рассмотрим среднее значение выборки (статистики), рав
ное (jc, + .. .  4- ля).

Если п достаточно велико, не менее нескольких десятков, 
когда вступает в силу заключение центральной предельной 
теоремы, эту статистику можно считать приближенно нор
мальной со средним значением /яг = Мх и дисперсией <xj 

i*^Dx. Пренебрегая малой ошибкой, можно считать, таким 
образом, что при больших значениях п

г \ Ч г < * \ = - к ) е Л <68)
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Предполагается, что функция распределения вероятностей (̂д:) 
генеральной совокупности обладает конечной дисперсией 
а2 > 0 :, это обеспечивает применимость центральной предель
ной теоремы.

— 2 —Величины /я- = Мх  и о* = Dx являются выборочным_сред- 
ннм значением и выборочной дисперсией статистики х. Эта 
величина подсчитывается следующим образом:

п
т-  — Мх = —  ▼ , Мх, = — пт = т , (6.9)х п пi-i

где т  — среднее значение генеральной совокупности, т. е. 
среднее значение величины X  с функцией распределения F(x ). 
Далее,

П
°х = Dx = М (х -  т 7У = М | -i- V ]  (•*, -  /я)] =

1 ыГ

=  ^г| 2  М ( х , - т ) *  +  2 2  М  ( ( х , - m)(xy- m ) ) j  =

= W n*  = lT> <6-10>
где о2 — дисперсия генеральной совокупности, равная каж
дому из слагаемых М (х1 — т ) 2. Слагаемые второй суммы 
M ((x l — m)(xf - m)) равны нулю, так как(х4 — т )  и (л*у —т )  
при i / j  — независимые величины и Мхх = Mxj = аи.

В том случае, когда п — малое число и заключение цент
ральной предельной теоремы еще не имеет силы, формула (6.8) 
не может считаться веерной. Однако если генеральная сово
купность сама имеет нормальное распределение Ф (х ---),
то формула (6.8) будет точной при любом значении п = 1, 2, . . .  
Это вытекает из доказанного в п° 5.39 свойства нормально 
распределенных случайных величин — их сумма снова нор
мальна. В этом случае, следовательно, формула (6.8) верна 
при любом п, причем т-  = т  и oj = Dx определяются по 
формулам (6.9) и (6.10), в которых т  и о являются парамет
рами нормального распределения Ф генеральной со
вокупности.

Возвращаясь к случаю генеральной совокупности с про
извольной функцией распре деления /̂ (л:), приведем еще 
значения выборочных моментов:

М (х т)г — -jjj-, (6.11)
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М (х -  т у  - 3d -f Ь- >8. (6.12)
Для дальнейшего будут нужны и первые два момента

я  я

статистики:s2 = — х )2 = *тр ~  (* )2*

п
Ж (52)= -|г V  Мх] -  ж  (л)а = О2 -  = ̂ Z±  оЗ. (6.13)

1
Аналогичные, но несколько более длинные вычисления дают

D (S2\- Iх*- И  2 (цч 2ц-) ^-3*2 , п
v / п пч лз v

Здесь |ал — центральные моменты генеральной совокупности, 
определенные формулой (5.41).

Ряд других важных для приложений выборочных распре
делений и их характеристик будет указан в следующих 
параграфах.

УПРАЖНЕНИЯ
1. Найдите среднее значение и дисперсию s3 выборки, образованной 

следующими п =  10 значениями xt:
20,02; 19,90; 19,98; 19,94; 20,08;
20,00; 19,92; 20,10; 20,04; 20,00.

§ 2. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ГЕНЕРАЛЬНОЙ 
СОВОКУПНОСТИ

6.6. Точечные оценки. Пусть а обозначает некоторый па
раметр, связанный с распределением генеральной совокуп
ности, например одна из его числовых характеристик: мате
матическое ожидание /я, дисперсия о2, моменты высших 
порядков т к, медиана те  или какая-либо другая величина, 
от которой зависит распределение генеральной совокупности. 
Задача статистической оценки параметров состоит в обосно
ванном с позиций теории вероятности суждений о числовом 
значении (одного или нескольких) параметров а генеральной 
совокупности по определившимся значениям х,,х2*.. .  ,х„ 
извлеченной из нее выборки. В настоящем п° речь будет 
идти об основах теории то ч е ч н ы х  оценок  параметров, 
т. е. об оценках их при помощи числовых значений подходя
щих для этой цели статистик g (л,, * -*/»)• Другой тип 
оценок параметров, а именно оценок их при помощи дове-
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рп тель ных  и н те риал о в, рассматривается в следующем 
п° 6.7.

Пусть а — оцениваемый параметр и g (x u х2$...  ,хя) — 
некоторая статистика, которая, рассматриваемая как случайная 
величина, сходится по вероятности к а при п оо; иными 
словами,

р  11 К  (■*!, Х г.........х п) -  а  I <  е} -> 1, п -+ оо, (6 .15)

сколь бы малым ни было данное е > 0.
В этом случае статистика g (x u х2, .. .  %хп) называется со

с то я т ел ьн о й  оценкой  параметра  а. Если п доста
точно велико, то (6.15) показывает, что со сколь угодно 
близкой к единице вероятностью следует ожидать нера
венства

\ g { x x, x 2.........х п) - а \ < 8 ,

а это и означает, что значение g (x i4x2t. .. .хп) может быть 
взято в качестве оценки параметра а.

Ранее, в п° 5.35, было показано, что условие DZ/l->0, 
л оо влечет за собой сходимость по вероятности величин 
(Zn — AlZn) к нулю. Применяя это к случаю статистики 
g (x их2.......л;,,), получаем, что для выполнения (6.15) доста
точно, чтобы

O g{x t.......•*„)-*(> (6.16)
И

M g(xx.......хп)-+а% я-> оо. (6.17)
Условия (6.16) и (6.17) обеспечивают, таким образом, 

состоятельность статистики £ (*,, х2% ..., хп) как оценки пара
метра а.

п

Возьмем для примера статистику х= ^~ xh Формула

(6.10) говорит, что при п ->оо выполнено условие (6.16), а фор
мула Мх = т  (6.9) показывает справедливость (6.17) для 
случая а = т . Следовательно, среднее значение х выборки 
является состоятельной оценкой для математического ожида
ния (среднего значения) т  генеральной совокупности и в за
висимости от требуемой точности при достаточно больших 
значениях //, обычно не меньше нескольких десятков, значе
ние х может быть использовано как приближение для т.

Вторым примером будет оценка дисперсии о2 генеральной 
совокупности. По формуле (6.14) получаем, что дисперсия
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<*?• статистики s2 = (xt — лс)2 удовлетворяет условию
/-Т

(6.16):
о]» = Ds2-* 0, n —► oo. (6.18)

Кроме того, формула (6.13) показывает, что выполняется 
и условие (6.17):

A/s2 -> з2, п -> оо. (6.19)
Таким образом, величина $2 пригодна для оценивания о2 в ка
честве ее состоятельной оценки.

Можно доказать, что вообще каждый из моментов выборки
п

1 V I  г—  V  х\ сходится по вероятности к соответствующему мо- 
■ *-•
менту М Х Т генеральной совокупности, если только последний

п

существует, т. е. что статистика х\ является состоя-
1 1

тельной оценкой для параметра М Х Г.
Пусть математическое ожидание M g(x t, х2л ..., хп) суще

ствует. При многократных повторениях извлечения выборки 
данного фиксированного объема п значения статистики g (x x> 

...» хп) будут концентрироваться, сходиться по вероятно
сти, к значению выборочного математического ожидания 

* 2* .... * п)• Если для данного п Mg(xt, хъ ..., хп)/а , 
то использование статистики g (дг,, х2, ..., хп) в качестве 
оценки для а даже в случае ее состоятельности будет связано 
с систематической ошибкой M g(x tJ х2, ..., х„) — а. Если си
стематическая ошибка Mg —а равна нулю, т. е.

M g (x t, хг...... х „)= а , (6.20)
то g (x x% х2, ..., хп) называется несмещенной оценкой 
параметра а. В противоположном случае оценка будет сме
щенной.

Если речь идет об оценке £(*,, х2, ..., хп)ч для которой 
выполнено условие (6.17), то при больших значениях я, когда 
разность Mg —а в силу (6.17) мала, различие между сме
щенной и несмещенной оценками практически исчезает.

Так как Afx = m, то статистика х оказывается не только 
[состоятельной, но и несмещенной оценкой параметра т. На
против, статистика s2 не является несмещенной оценкой для 
о-'. Это видно из формулы (6.13):

Ms2 =  о2 ф а*, п '
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Ввиду сделанного вывода о смещенности s2 как оценки 
для о2, вместо s2 предпочтительнее пользоваться, особенно 
для небольших значений //, статистикой

п

(х> ~  * )!- (6.21)

Для статистики s2 выполняются при //->оо соотношения:

означающие, что s2 является состоятельной и несмещенной 
оценкой для дисперсии о2 генеральной совокупности.
• Пусть теперь даны две несмещенные оценки gt (x%9 х2% ...э 
хп) 11 £2(х\* хг* •••♦ Л'л) одного и того же параметра а:

Если степень концентрации значений статистик gt(xu х2, ..., 
х„) и g2(xu хъ ..., хп) вокруг их математического ожида
ния. а различна, то для использования в качестве оценки а 
более выгодно применять, естественно, ту статистику gh для 
которой степень указанной концентрации выше. В качестве 
меры рассеяния случайной величины gt вокруг ее математи
ческого ожидания используем выборочную дисперсию этой 
случайной величины. Таким путем вводится понятие эффек
тивности  оценок. •

Если выполнено условие (6.23), то при соблюдении нера
венства Dgt < Dg2 оценка gt для параметра а называется 
более эффективной,  чем оценка g2.

Если для статистики g = g0 выборочная дисперсия Dg 
достигает минимального возможного значения по сравнению 
с дисперсиями любых других статистик g , удовлетворяющих 
условию Mg =л, то статистика g0 называется эффектив 
ной оценкой параметра а.

Можно доказать, например, что в том случае, когда гене
ральная совокупность имеет нормальное распределение, ста
тистика х будет при любом значении п эффективной оценкой 
для среднего значения т  генеральной совокупности.

Приведем пример оценки среднего значения т  и диспер
сии а2 нормально распределенной генеральной совокупности 
по извлеченной из нее выборке объема п =30. Значения х{ 
выборки в порядке их поступления в процессе выбора све
дены в табл. 6.2.

Ds2 = ( ) '  Ds2-*0, Ms2 = 7Г̂ -Г  Ms2 = о-, (6.22)

M g , (л „  л2......x4  = A1g2(x„  х 2» •••» х„) = а. (6.23)
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Т а б л и ц а 6.2

— 1,90 0,40 -0,34 -1,90
1,37 0,69 0,98 -0,32

—0,89 -0,90 — 1,38 -0,42
-0,13 0,15 1,48 0,77

0,15 0,90 -0,65 0,08
-0,79 0,82 1,10 0,17
-0,96 1,53 0,30 0,87

1,55 • -0,13

Вычисление х и s2 по указанным ранее формулам дало сле
дующие результаты:

7=0,087; ?  = 0,949; s = 0,974.
В действительности выбор производился из нормально рас
пределенной совокупности с параметрами т  = 0 и о=1. Его 
техника состояла в предварительном получении 30 значений 
у, равномерно распределенной на интервале (0,1) величины'К 
и последующем затем вычислении по этим данным значений 
Xj случайной величины X, связанной с У равенством К = *I»(̂ V). 
Так как Р  (У < у) = у для любого 0<  у < 1, то Р {Х<л : )  = 
= Р\ У < у =  Ф (л)} = Ф(х), т. е. X  — нормально распределен
ная величина с т  = 0, в = 1.

6.7. Доверительные интервалы. Пусть генеральная сово
купность имеет функцию распределения вероятностей F(x , а), 
зависящую от параметра а. Допустим, что а, = о ,(хь х2, ..., 
х„) и а-, — аг (.\с,, х2, л,) такие две статистики, что веро
ятность одновременного осуществления двух неравенств:

«Л*., х2...... х „)< а
и

а2(х „ х2........ v„) > а
равна Р = 1 — а, независимо от того, чему в действительности 
равно значение параметра а. Иными словами, пусть соблю
дается условие

Р [а х{хх, *2......х„) < а  < а ,(л „  -с2........ля)} = Р, (6.24)
каково бы ни было значение параметра а, где р — незави
сящая от а заданная вероятность.

Интервал (аь а2), концы которого равны значениям ста
тистик a, = а,(хх, х,,... *„)и а2 = а2(хи х2, ..., х„), может быть
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охарактеризован как случайный интервал, длина которого 
и положение на числовой оси меняются, вообще говоря, от 
выборки к выборке. Напротив, параметр а имеет некоторое, 
пусть и неизвестное, но для данной генеральной совокупно
сти вполне определенное значение. Можно сказать, что «ком
понента случайности» в соотношении (аь а2)еа  относится 
к интервалу (а,, а2).

Интервал (я,, а2) с концами ах= а х(хи jc2, ..., хп) и а2 = 
=  */2(*i, jc 2, ..., лс„) называется довер ительным интер
валом для параметра а, с о о тв е тс т вую щ и м  за
данной д овери тельн ой  вероятн ост и  р = 1 — а.

В случае, если генеральная совокупность, кроме параметра
а, зависит и от других параметров ft, с, ..., то доверительный 
интервал для а определяется требованием соблюдения усло
вия (6.24) при любых значениях всех параметров a, ft, с, ...

Доверительные интервалы (а,, а2) служат оценками пара
метра а в следующем смысле. Если после извлечения выборки 
и нахождения отвечающего ей доверительного интервала 
(а,, а2) считать, что параметр а имеет одно из значений, 
лежащих в (а,, а*), то доля тех случаев в большой серии 
извлечений выборок данного объема л, когда это заключение 
окажется истинным, будет по закону больших чисел близка 
к р. Напротив, доля случаев, когда заключение о принадлеж
ности а интервалу (аи а2) окажется ложным, будет —Э=а-

Такого рода информация о значениях параметров оказы
вается достаточной для решения многих практически важных 
задач, в особенности, если доверительная вероятность Э близ
ка к единице.

В качестве первого примера рассмотрим случай, когда 
генеральная совокупность имеет нормальное распределение 
с известной дисперсией о2, но среднее значение т  ее не из-

# вестно и подлежит оценке. п
Возьмем статистику х *ь которая, как уже ранее

Г
было установлено, имеет также нормальное распределение 
с параметрами Мх = т  и Dx = . Таким образом,

Р [  -t-p= < х — т  < t  -^=) = х— Г е 2 du.
I V n  Уп f V'2* J-t

Но неравенства — t < x — m < t равносильны неравен

ствам x — t < m <?x -f t y=. и поэтому 
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p \x - t h < m < * + t 7 t \ = - h \ e Tdu- (6 M )-I
Это означает, что интервал ( т и т 3), где

/я, = х — t -£=. и т ,  = х + t -?=. (6.26)\П\ 2 y ir
является доверительным интервалом для параметра т  гене
ральной совокупности с известным значением з2. Доверитель
ная вероятность имеет величину

t _ ̂
P = 2 du. (6.27)

—I
Для численной иллюстрации возвратимся к выборке из 

нормально распределенной генеральной совокупности, значе
ния которой представлены в табл. 6.2. Назначим доверитель
ную вероятность fi = 0,98. Из равенства (6.27), пользуясь 
таблицей значений нормальной функции распределения, нахо
дим t = 2,33. Так как х = 0,087 (см. п° 6.6) и известно, что 
о = 1, то концы доверительного интервала будут

/я, = 7 -  = 0,087 -  0,425 = -  0,338;\п

Шп =~х -f t -£=. = 0,087 + 0,425 = 0,512.
у  п

Напомним, что истинное значение т  = 0.
Е с л и  генеральная совокупность не имеет нормального 

распределения, но обладает конечной дисперсией а2, то ра
венство (6.25) уже не будет верным для всех значений я, но 
в силу центральной предельной теоремы оно будет справед
ливым в пределе, когда я оо. Это означает, что для боль
ших значений я построенный выше интервал с концами т х и т 2 
(6.26) может быть взят в качестве приближения к довери
тельному интервалу для среднего т , если дисперсия о2 
известна.

Если же и о2 неизвестна, то при больших я все-таки 
вместо о2 с большой степенью доверия может быть взята 
дисперсия выборки s2, и поэтому в качестве приближенных 
доверительных интервалов параметра т  в этом случае можно 
брать интервалы с концами:

т х = F -  m2= x + t-J=.
У п у  п
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Аналогично допустимо поступать и при оценке других 
параметров, статистические оценки которых g (x x% х2, хп) 
распределены приближенно нормально.

В основе изложенного построения доверительных интер
валов ( т Хч т 2) лежит то обстоятельство, что статистика х 
распределена нормально (или приближенно нормально).

В следующем п° 6.8 приводится ряд других важнейших 
выборочных распределений. Они лежат в основе построения 
доверительных интервалов для параметра т  при неизвестной 
дисперсии о2, для дисперсии о2, а также играют большую 
роль и в теории статистической проверки гипотез.

6.8. Выборочные распределения некоторых статистик. 
Одним из самых важных, имеющих многочисленные прило
жения в статистике распределений является распределение

п
ветчины /2 = £ Х\ , где каждая из независимых величин Х х 

/-1
распределена нормально с параметрами М Х { = 0 и DA'/=1. 
Распределение величины у2 часто называется /^-распреде
лением (читается: квадрат распределение). Число сла-

п
гаемых п суммы £ X ]  носит наименование числа степе- /-1
ней свободы /^-распределения. Ввиду того что Х“ >0, 
вероятность Р {/2 < * } = ( )  для всех л: < 0 .

Д л я  положительных значений х
1_, _ ±

Р\Хг< х ) = ] с лх е 1 dx, (6.28)
5

где постоянная Сп определяется из того соображения, что 

|  С„х т "' <ГТ  dx = 1.
Это дает

С — 1п_ »

гле Г представляет собой значение при х = -j- функ
ции I ' ( jc) Эйлера:

Г (х ) = I е~и и*~х du.
о

Из (6.28) вытекает, что
-1_1 *

Р\Х*>х\ = $Спх 2 е - dx. (6.29)X
aw



——1 _  £.
Интеграл J  Спх 1 е 1 dx как функция от х табулирован.X
Таблицы его значений приводятся в более полных руковод
ствах по математической статистике, в частности для числа 
степеней свободы п < 30 они даны как приложения к книге 
Н. В. Смирнова и И. В. Дуннн-Барковского «Краткий курс 
математической статистики для технических приложений», 
Физматгнз, 1959 г.

Если число степеней свободы //>30, то оказывается, что 
с достаточной для практических целей точностью случайная 
величина V 2/'-может рассматриваться как нормально распре
деленная величина с параметрами т  = } 2// — 1 и о = 1. В этом 
случае, следовательно, можно полагать

Р  { У.2 < -дг)' } = р  [ V W -  V 2/Г—~I < X) =* Ф (х)

и пользоваться для нахождения вероятностей Р\у2< х ) таб
лицей значений функции нормального распределения Ф(х).

л
Величину у; = V  X )  можно рассматривать как сумму 

двух такого же рода величин Х2 = Х? + Х?* гАе

t f = Z X ? , X* = V  Х у
/—1 I —лк+1

Поэтому сумма двух независимых величин, каждая из ко
торых имеет /--распределение с числом степеней свободы 
соответственно я, и я2, также имеет /2 - распределение, число 
степеней свободы которого п = //, + я2.

Пусть хи х2, .. .  ,хп представляет собой выборку из гене
ральной совокупности с нормальным распределением, среднее 
значение которого т =  0, а дисперсия имеет некоторое дан
ное значение о2. Введем величины у,, i = 1, 2,. . . ,  (я — 1), 
определяемые через значения выборки xt по формулам:

У‘ =  Т Т Г п Г {х ' +  * 2 +  • • •+  iXt+l)' (6.30)

i  =  l .  2_____ (л  — I ) .

Легко проверяется тождество

^ х \ -  (*■+ -• + *»)’ - V  у/. (6.31)
т5Г7-Г



Действительно, при переходе от выборки объема п к вы
борке объема (п —1) левая часть написанного равенства умень
шается на величину

а ( * ,  +  . . . +  +  дг„)з (ж, +  . . .  +  хл_х)* / а  q o 4

" ---------- п--------^  ’ (b6Z)
- на величину

(„ _  1, „ (•*• + • • • + ■*«-» - ( « - П  xnf .  (6.33)

Величины (6.32) и (6.33) тождественно равны одна другой, 
в чем читатель убедится после несложного вычисления.

Уменьшая в доказываемом тождестве (6.31) указанным 
образом шаг за шагом число слагаемых, после (п — 2) таких 
шагов придем к равенству

а правая его часть — на величину 
1

х\ + х\— (>Г' = [ “ 7̂=  (*1 —
2

справедливость которого очевидна. Следовательно, справед
ливо и тождество (6.31) при любом пу что и требовалось 
доказать.

Тождество (6.31) перепишем в другом виде:

£  = № ) ’. (6.34)

так как
п п

s2 =  4~ У  ( • * « - * ) * = 4 -  У  х ? - ( х ) 2.
h-? |5г

Каждая из величин у, (6.30) выражается в виде суммы 
нормально распределенных величин. Поэтому все величины у, 
также нормальны, причем

Му, = 0, Dy, = (iV + *V ) = а3. (6.35)

Наконец, несложное вычисление показывает, что коэффициент 
корреляции между каждыми двумя различными величинами yt 
равен н у л ю , а это для нормально распределенных величин 
эквивалентно их независимости.

Итак, мы получили, что правая часть тождества (6.34) 
представляет собой сумму квадратов независимых и нормаль
но распределенных величин — , параметры которых в сил}
(6.35) равны 0 и 1. Тем самым доказано, что левая часть
384



тождества (6.34), т. е. статистика - j, имеет /^-распределе
ние с (я — 1) степенями свободы. Это значит, что

.г' я —1 ±
р  |jc' < ^ < л " |  = J  СЯ_ ,Л 2 е~ 2 dx. (6.36)

Х'

Заметим теперь, что распределение статистики sJ =
1 я -! = —* 2  (х, — х)2 не зависит от среднего эначення т  нормально

распределенной генеральной совокупности, из которой извле
чена выборка, если дисперсия ее а- неизменна. Действительно, 
изменение т  повлечет за собой сдвиг всех значений х, и х, 
рассматриваемых как случайные величины, на одно и то же 
число, и поэтому все разности (xt — л), следовательно, и слу
чайная величина s- останутся без изменения. Это показывает,

Я*3что распределение статистики —у определяется равенством
(6.36) при любом значении среднего т  генеральной совокуп
ности.

Рассмотрим теперь вместе с величинами у„ /= 1 ,2 ,..., 
(/1 — 1) статистику х = —  (хх + хг + .. .  + х„). Она имеет
нормальное распределение и коэффициент корреляции ее с каж
дой из величин у, равен нулю. Отсюда следует независимость 
между х и статистиками у4, что влечет за собой, если учесть 
(6.34), важный для последующего вывод: статистики х и s3 
независимы одна от другой.

Можно доказать, на чем мы здесь не останавливаемся, что 
если случайная величина А' распределена нормально с пара
метрами т — О и з = 1, а независимая от нее величина Y 
имеет х2*распределение с rt степенями свободы, то отно
шение

t = Y Y  (6.37)

представляет собой случайную величину, имеющую плот
ность вероятности, равную

Л+ 1\ /1 + 1

/IV3

( п+
М * )  = - 7 яТ ^ ( ' + 4 )  ’ • (6-38)

Г

Г  (-£-)кг.

Здесь Г (дс) — упоминавшаяся ранее функция Эйлера.
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Возьмем теперь вместо X  статистику - з т  ) п, распре
деленную нормально с параметрами О и 1, а вместо Y — ста- 

ns2 ,тистику - j, имеющую х “Распределение с числом степеней
свободы (п — 1). Величина t (6.37) будет равна

Эта величина имеет плотность вероятности (6.38), если в этой 
формуле заменить п на (/f — 1). т. е. плотность вероят
ности

Распределение вероятностей, определяемое плотностью 
sn(x ) (6.38), называется распределением Ст ью д ен та  
с п  с тепенями  свободы (Стьюдент — псевдоним англнй- 
ского_ математика В. Госсета). Таким образом, отношение

степенями свободы. Распределение Стьюдента табулирова
но, соответствующие таблицы имеются, например, в при
ложениях к книге Н. В. Смирнова и И. В. Дунин-Барковского 
«Краткий курс математической статистики для технических 
приложений», Физматгиз, 1959 г.

6.9. Доверительные интервалы (продолжение). Начнем 
с построения доверительного интервала для неизвестного 
значения дисперсии а2 нормально распределенной генеральной 
совокупности. В основу берем выборочное распределение

H S 2статистики определяемое формулой (7.36). Пусть
= 1 — л — назначенная доверительная вероятность. Выбираем 

х ' и х" по условиям

Численные значения х' и х" находятся для заданной вероят
ности по таблице хг’РаспРеДеления с числом степеней 
свободы (я — 1). При таких х' и х" будет

(6.39)

/ = — 1 я — 1 имеет распределение Стьюдента с ( я — 1)

3*6



Неравенства х' < < х" эквивалентны неравенствам <
< о2 < Поэтому

р ( £ < ’■ < ? ! - 4  / ? } = ? •  < w ,)
Это означает, что параметр з имеет доверительный интервал

( ‘ У Ъ  ’ V D -
Отметим еще раз, что распределение статистики —5- не

зависит от среднего т  генеральной совокупности и поэтому 
построенный доверительный интервал для з также не зави
сит от т .

Для численной иллюстрации возьмем выборку, представ
ленную в табл. 6.2. Назначим вероятность Э = 0,90. Тогда
-̂ - = 0,05 и таблица /^-распределения при числе степеней
свободы п — 1 = 29 дает х ' = 17,7, л" = 42,6. Следовательно* 
доверительный интервал для з, отвечающий статистическому 
материалу табл. 6.2, имеет границы:

K ? = / ^ F  = 0.«0;

Задача оценки математического ожидания т  нормально 
распределенной генеральной совокупности в том случае» 
когда ее дисперсия з2 также неизвестна, решается при помо
щи статистики t = - ---- |/̂ /t — 1 э имеющей распределение
Стьюдента с числом степеней свободы ( я — 1). По назначен
ной вероятности (1= 1— а находится значение V такое, что

р  { | £:г г У ^ Т | < ^ }  = р.

Неравенство |—7— Vn  — 11 < ?  эквивалентно неравенствам

х - — - < т <  x + —4L== и поэтомуV п — 1 у п— 1

/ , { ^ - 7 ^ r < " < i  + 7 s b ' l  = p- (6'42’ '
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Это означает, что интервал ( jc — j-4L==, л + -р^4==) будет
доверительным интервалом для т  в рассматриваемых усло
виях.

Материал табл. 6.2 снова дает подходящую численную 
иллюстрацию. Пусть, например, задана доверительная вероят
ность £ = 0,95. По таблице распределения Стьюдента в случае 
числа степеней свободы п — 1 = 29 находим V = 2,045. Поэто
му границами доверительного интервала для т  будут

Л -  т = =  = 0,087 -  0,364 = -  0,277;| п — 1
х + —Л= =  = 0,087 + 0,364 = 0,451.

УНРЛЖНКН ин
1. Найдите доверительный интервал для среднего т  по материалу 

табл. 6.2, отвечающий доверительной вероятности ? =  0,90 (дисперсия 
считается известной, з2 1).

2. Найдите доверительный интервал по материалу табл. 6.2 для т , от
вечающий доверительной вероятности ji =  0,90, если считать, что з2 не из
вестно.

3. Найдите доверительный интервал для з по материалу табл. 6.2, если 
назначена доверительная вероятность Э =  0,80.

§ S. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИИОТЕЗ
6.10. Описание способа проверки гипотез. Одна из наи

более часто встречающихся на практике задач, связанных 
с применением статистических методов, состоит в решении 
вопроса о том, должно ли на основании данной выборки быть 
принято или, напротив, отвергнуто некоторое предположение 
относительно генеральной совокупности. Примеры такого рода 
вопросов могут быть приведены из самых разнообразных 
областей практической или научной деятельности. Допустим, 
что для лечения некоторой болезни предложено новое ле
карство, уже испытанное на определенном числе больных. 
Спрашивается, можно ли по данным о результатах такого 
лечения сделать обоснованное заключение о том, что новое 
лекарство более эффективно, чем применявшиеся ранее мето
ды лечения? Или, может быть, следует признать, что наблю
даемая разница в результатах лечения при старом и новом 
методах лежит в допустимых границах и носит чисто слу
чайный характер? Рассматривая данные о результатах лече
ния новым лекарством как выборку из некоторой генеральной 
совокупности, здесь по этой выборке требуется принять или 
отклонить гипотезу о том, что новое лекарство более эффек
тивно, чем старые методы лечения.
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Аналогичная задача возникает и агрономической практике, 
когда по урожаю на опытных участках следует сделать зак
лючение о целесообразности тех или иных нововведений 
в методы обработки почвы или ухода за посевами. Тот же 
вопрос стоит и перед руководителями какого-либо промыш
ленного предприятия, когда они должны принять решение 
об изменении технологического процесса или признать тех
ническую целесообразность замены одного оборудования 
другим.

Задачи статистической проверки гипотез ставятся, таким 
образом, в следующем виде. Относительно некоторой гене
ральной совокупности высказывается та или иная гипотеза 
Н. Из этой генеральной совокупности извлекается выборка 
л*,, л*2, ..., хп. Требуется указать правило, при помощи кото
рого можно было бы по каждой данной выборке хи х2% ..., 
хп решить вопрос о том, следует ли отклонить гипотезу Н  
или принять ее. Характер высказываемых гипотез Н  может 
быть весьма различным. Это могут быть, например, предпо
ложения о том, что среднее значение т  генеральной сово
купности равно некоторому данному числу, лежит в некото
рых границах, те же предположения о дисперсии о2, предпо
ложения о том, что генеральная совокупность имеет то или 
иное распределение вероятностей и т. д.

Опишем в общих чертах принцип проверки гипотез отно
сительно генеральной совокупности по извлеченной из нее 
выборке.

Пусть при гипотезе Н  известно распределение вероятно
стей некоторой статистики g=*g(xu х2, хя) и, в частно
сти, для данного значения вероятности р = 1 — а пусть (£,, t2) 
обозначает такой интервал, для которого

р  1*в (Л. M l = P {t I < £(*>. *2......•*„) < М  = Р- (6.43)
Предположим <х = 1— р столь малым числом, что мы решаем 
скорее отказаться от гипотетического равенства (6.43), а сле
довательно, отвергнуть и гипотезу //, чем на деле допустить 
возможность события £€(/,, t2)y имеющего вероятность, вы
ражаемую этим малым числом а:

P [g e ( t t, *,)) — 1 — р =«. (6.44)
Пусть теперь из рассматриваемой генеральной совокупности
извлечена выборка х,, хг......х„, для которой фактически
оказалось, что численное значение статистики g(xt, х2, ..., *„) 
лежит вне интервала (tu t2), т. е. пусть реализовалось собы
тие, вероятность которого была оценена малым числом а. 
В соответствии со сказанным, в этом случае принимается
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решение о том, что гипотеза / /д олжна  быть отвер 
гнута. Е с л и  же численное значение статистики g (л,, х2, ...» 
хя) оказалось лежащим н интервале (/ь /2)э то выборка 
хи х2, ..., хп считается не противоречащей ,  или сог
лас ую ще йся ,  с гипотезой /У. Говорят также, что в этом 
случае выборка хи х2% хл подтверж да ет  гипоте 
зу /У.

Следует отчетливо представить себе, что заключения об 
отклонении или принятии гипотезы Н  на основании статисти
ческого материала хи х2, хп не могут быть правильными 
на 100®6. Если руководствоваться описанным выше правилом, 
то в принципе не исключено, что при справедливости гипо
тезы Н  все-таки осуществится событие g s (tu t2), которое 
повлечет за собой отклонение гипотезы /У. Вероятность этого 
равна я. Такого рода возможная ошибка, когда отклоняется 
верная в действительности гипотеза /У, называется ошибкой 
первого  рода. Но возможны н иные ошибки. Может 
случиться, что значение статистики g(xu jc2, ..., хп) окажется 
принадлежащим интервалу (tl% t2), что повлечет за собой 
принятие гипотезы /У, тогда как в действительности вместо 
/У справедлива какая-либо другая гипотеза //*, не сильно 
изменяющая равенство (6.43). Такого типа ошибка, когда 
принимается ложная в действительности гипотеза /У, назы
вается ошибко й  второго рода. Понятно, что статистика 
g(xl% х2% ..., хя) тем с большим основанием может быть ис
пользована как инструмент для проверки гипотезы /У, чем 
меньшее значение будут иметь вероятности ошибок обоих 
родов.

Изложенное правило проверки гипотез называется кри
терием значимости ,  а применяемая при этом статистика 
g(xu х2, ..., хп) часто называется просто критерием.  Ве
роятность a-осуществления события gG(tt, t 2)$ т. е. вероят
ность ошибки первого рода, называется уровнем значи 
мости данного критерия.  Обычно уровень значимости
а, в зависимости от требуемой точности, принимается равным 
0,1, 0,05 или 0,01. Часто, особенно в литературе прикладного 
характера, уровень значимости выражается в процентах. 
Только что названные три значения а будут обозначаться как 
10, 5 или 1 ®0-ный уровень значимости. Область значений ста
тистики g , лежащая вне интервала (/,, U ), называется кри
т и ч е с к о й  областью.  Интервал (tu t2) называется об
ласт ью  доп ус ти м ы х  значений.

В рамках настоящего курса не может быть освещена 
теория построения критериев для проверки гипотез. В сле
дующих п°п° будут приведены критерии для проверки ряда 
конкретных гипотез, подобно тому как ранее были описаны
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конкретные виды оценок параметров, без исследовании воп
росов о том, как эти критерии могут быть найдены или 
построены.

6.11. Критерии значимости для проверки гипотез о сред
нем значении. Первым критерием рассмотрим критерий дли 
проверки гипотезы о значении математического ожидания 
нормально распределенной генеральной совокупности, диспер
сия которой а* известна. Пусть Н  обозначает гипотезу, что 
математическое ожидание т  генеральной совокупности равно 
данному числу т 0. Так как генеральная совокупность имеет

(JC • fft—-— то при гипотезе Н  эта

функция будет равна Ф )» и* следовательно, среднее
выборочное х будет иметь нормальное распределение с па
раметрами щ  и (см. (6.9) и (6.10)).
Поэтому

р { - ‘ 7 7  < * - " • < *  <64Г,)О
Принимая статистику х — т и за критерий для проверки гипо
тезы, что т. = т„, и назначив уровень значимости а, по р =

I «■
2 С  ~ Т= 1 — а = \е du находим соответствующее значение 

У  2к Jо
t = t,. Тогда интервал  ̂ р=, t, будет областью до
пустимых значений, а область вне этого интервала — крити
ческой областью.

Проверим, например, гипотезу, что среднее m генеральной 
совокупности, выборка из которой представлена в табл. 6.2, 
имеет значение — 0. Назначим 5?.-ный уровень значимо
сти. Тогда Р = 1 — 0,05 = 0,95. Таблица нормального распре
деления (при о=1) дает /0,os = 1,96._Следовательно, областью 
допустимых значений для критерия х — ши = х будет интервал
с границами ± /. — ± 0,358 (так как п = 30), т. е. ин
тервал ( —0,358; 0,358). В действительности оказалось, что дс = 
= 0,087. Это означает, что гипотеза т =  0 согласуется с дан
ными табл. 6.2.

Аналогично проверяется гипотеза о том, что вероятность 
р в испытаниях, образующих схему Бернулли, имеет данное 
значение р9. Допуская, что проверяемая гипотеза р — р0 спра-
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веллива, по теореме Лапласа для достаточно больших значе
ний п получим, что

/ и*
р — пр0 I ^  Л  ^  2 /• --I < t ] ^ 2  Се-Т du (6 46) 

I Vnp<>{\ — Ръ) I I У '2п J

Приняв за критерий для проверки рассматриваемой гипотезы
р — про

V  пръ(\ —р0)статистику - = = = = - , назначив уровень значимости

2 С ~~ Ти найдя по равенству р = 1 — а = \е du значение < =

= ta, получим область допустимых значений для Щ _____у пр0(\ —Ро)
в виде интервала ( —ta, ta). При этом приближенное равенство 
(6.46) рассматривается как точное, что не влечет существен
ной ошибки, если npoil'—po) достигает нескольких десятков.

Совершенно таким же образом, на пояснении деталей 
чего мы не останавливаемся, проверяются гипотезы о числен
ном значении математического ожидания генеральной сово
купности с произвольной функцией распределения, обладаю
щей данной дисперсией з2. Вместо теоремы Лапласа должна 
быть использована центральная предельная теорема.

Другим примером гипотезы о параметрах рассмотрим гипо
тезу, состоящую в том, что математические ожидания двух 
различных генеральных совокупностей совпадают одно с дру
гим. Сначала допустим, что обе генеральные совокупности 
распределены нормально, и параметры их обозначим шх и з, 
для первой совокупности, т 2 и а, — для второй. Пусть из 
первой генеральной совокупности извлечена выборка jc ,, jc2, .. . ,  
-V/t, объема_я*, _а из второй — выборка у,, у2, •••» объема 
п2. Через х н у  обозначаются соответственно средние значе
ния этих выборок. Допустим, что справедлива гипотеза /л, = 
= т,. Среднее х имеет нормальное распределение с пара
метрами т х и -pL, а среднее у — нормальное распределение 

У "1
с параметрами т> и — Выборки х и у независимы междуУ ъ  _  _

собой и поэтому разность х — у имеет нормальное распреде
ление с параметрами т , - т 2 = О и I/ —— Ь Это зна-Т П | П-j
чит, что

P ( F  - > \ < l V  = т "r  <647>0
За критерий для проверки гипотезы mt — т ,  принимается
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статистика (дг—у); по выбранному уровню значимости * нахо
дится при помощи таблицы нормального распределения t = 
и областью допустимых значении для критерия (.v~— будет
интервал с границами ± t, I — ЬГ *1̂1

Если сравниваемые по математическому ожиданию гене
ральные совокупности не являются нормальными, то преды
дущие соображения уже не будут внолне точными, но при 
больших значениях я, и я2, когда вступает в силу действие 
центральной предельной теоремы, равенство (6.47) можно
считать практически точным и интервал ± ta | — Ь - бу
дет достаточным приближением для области допустимых зна
чений критерия (х — у).

6.12. Критерии согласия. Во многих случаях распределе
ние генеральной совокупности не известно и требуется но 
выборке х1% х2, ..., хп решить вопрос о том, допустимо ли 
считать это неизвестное распределение совпадающим с тем 
или иным гипотетическим распределением. Критерии значи
мости для проверки таких гипотез о распределении гене
ральной совокупности носят специальное наименование кри
териев  согласия  (употребляется также название кри
терий соответствия ) .  Остановимся на двух такого рода 
критериях. Первый из них— это критерий у2, тесно связанный 
с рассматривавшимся выше //-распределением.

Пусть проверяется гипотеза о том, что генеральная сово
купность имеет данную функцию распределения F(x ). Все 
множество значений х генеральной совокупности разбивается 
каким-либо образом на части, например на некоторое число 
к интервалов 8/ = (а,; a/+i), /= 1, 2, ..., к. Обозначим через 
Pi вероятность принадлежности выборочного значения х ин
тервалу 8,, т. е.

Р|а, < х < Я/+1| = ph i = 1, 2, ..., k.

Интервалы 8,. предполагаются выбранными так, чтобы все веро
ятности pt были положительны: P i> 0.

Пусть, далее, выборка х2, ..., хп содержит я, своих 
значений, попадающих в интервал 8,, /=1, 2, ..., к. Если 
общее число выборочных значений х1у т. е. объем выборки 
п достаточно велик, то по теореме Лапласа случайные вели
чины я, будут приближенно распределены нормально со 
средним значением npt и дисперсией nPi(\ — Pi)- Нормальным
будет (приближенно) и распределение величины для
каждого из значений /=1, 2, к. Учитывая данное ранее
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определение х2’ря^пР^Аелемия, можем ожидать, что сумма

будет иметь приблизительно х2-распределение. Это действи
тельно так, и соответствующая теорема гласит, что распре
леление величины х1 (6.48) в пределе, когда /1-><х>, совпадает 
с /^-распределением при числе степеней свободы (Л— 1). 
Уменьшение числа степеней свободы на единицу по сравнению 
с числом слагаемых суммы (6.48) объясняется тем, что вели
чины п1 не являются независимыми, а связаны соотношением 
пх + я2+ ••• + пк = п.

Сформулированная теорема приводит к следующему кри
терию согласия. По выбранному уровню значимости я нахо
дится значение хш такое, что Р\/.2>лс.} = а. Принимается, что 
величина (6.48)

имеет х2*распределение с числом степеней свободы (Л— 1). 
Если окажется, что вычисленное по выборке значение вели
чины х2 попало в область допустимых значений, т. е. х2'<*«» 
то выборка считается подтверждающей гипотезу о том, что 
генеральная совокупность имеет функцию распределения 
F(x). Если же численное значение х окажется в критической 
области, т. е. X2 > Х«, то сформулированная гипотеза отвер
гается.

Надо иметь в виду, что принятие х2’РаспРеДелеиия для 
величины х2 (6.48) считается допустимым, если для всех зна
чений i = 1,2, ,  к, п р 10.

Отметим важное обстоятельство, касающееся условий 
применимости критерия /2 как критерия согласия. Функция 
распределения вероятностей генеральной совокупности может 
зависеть от некоторого числа неизвестных параметров, и про
веряемая гипотеза иногда формулируется как гипотеза о виде 
этой функции распределения без фиксации численных значе
ний параметров. По произведенной выборке хХч хъ ... чхя сна
чала находятся оценки для неизвестных параметров и затем 
по определившемуся таким образом распределению генераль
ной совокупности вычисляются вероятности ph участвующие 
и выражении для /.2 (6.48). Например, может быть высказана 
гипотеза о том, что генеральная совокупность распределена 
нормально, без указания численных значений параметров т  и о. 
Извлекается выборка и параметры т  и о оцениваются при
помощи статистик х и s2. Затем строится критерий х2» ПРИ

*
(6.48)



помощи которого и проверяется высказанная гипотеза о нор
мальности генеральной совокупности. За более подробными 
указаниями относительно применения критерия у2 в этих слу
чаях, в частности относительно числа степеней свободы кри
терия, читатель должен обратиться к более полным руковод
ствам ио математической статистике.

В качестве другого критерия согласия опишем кратко 
критерий, основанный на распределении величины

D„ — max | ̂ (л:) — F*„ (х) |, (6.49)X
где F (x ) — функция распределения вероятностей генераль
ной совокупности и Гя (х )~  функция распределения выборки 
данного объема п.

Максимум | /=■ ( jc )  —  (д с) | в (6.49) вычисляется относи
тельно «сел вещественнмх значений х, — ао<лс<оо.

А. Н. Колмогоров доказал, что при любой непрерывной 
функции F (x ) справедливо предельное соотношение

Р  jD„ < - p L - | А'(Х), п + ао, (6.50)

где к > 0 — произвольное положительное число, а функция К (*•) 
имеет выражение

К М  = 1 - 2 2  ( —I )"-1 г- w .  (6.51)г-1
Проверка гипотезы о том, что генеральная совокупность 
имеет данную функцию распределения вероятностей F (x ) 
(непрерывную) производится следующим образом. Выбирается 
уровень значимости «, но которому находится значение 
л=Х. так, чтобы

К (К )=  1
Для функции К(У) составлены подробные таблицы, и значение 

по данному г находится при помощи одной из таких 
таблиц.

Равенство (6.50) рассматриваем как точное для данною 
значения п, пренебрегая возникающей при этом ошибкой. 

Затем определяется для данной выборки максимум
D„ — maxi/7(л) — /=■* ( jc ) | и в том случае, когдаX У П
проверяемая гипотеза принимается, а если окажется, что
D„ > ,!■■, то гипотеза о том, что функции распределения 

У Л
генеральной совокупности равна ^(х), должна быть от
вергнута.

Численный пример даст материал табл 6.2. Проверяемая
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гипотеза состоит в том, что F  (jc) = е 1 du.

Пусть уровень значимости а =0,1. Ему отвечает значение 
Х« = 1,22. Областью допустимых значений для критерия Dn

1 22будет область Dn < —Ч=- = 0/223. В действительности оказы-V .

вается, что к)п = 0,122 < 0,223; это означает приемлемость 
гипотезы о том, что

§ 4. ПОСТРОЕНИЕ ЭМ ПИРИЧЕСКИХ ЛИНИЙ 
РЕГРЕССИИ

в.13. Выборка из двумерной генеральной совокупности 
и ее числовые характеристики. Подобно тому, как принятие 
случайной величиной X  в результате испытания одного 
из своих значений дг в статистике описывается как выбор зна
чений х из соответствующей генеральной совокупности, также 
и принятие двумерной величиной (Л\ Y) тон или иной пары 
(дг, у) возможных числовых значений рассматривается как 
выбор этой пары (д:, у) из двумерной  ге не ра ль 
ной совокуп нос ти ,  имеющей ту же самую функцию 
распределения вероятностей F (x ,y ), которая задает распре
деление величины (X , Y). Выборка объема п представляет 
собой п такого рода пар (дг4, у,), /=1,2, . . . ,л.  Р а с п р е 
делением выборки  (ХцУ/), / = 1,2, . . . ,  п называется 
распределение вероятностей дискретного случайного вектора 
(Л4 , К*), принимающего только значения (xh yi)% образующие 
выборку, и притом каждое из них с одинаковой вероят-

Числовые характеристики случайного вектора (Х *у Y*) 
называются числовыми характеристиками выборки (xh уу). 
Это будут средние значения компонент дг и у, их моменты 
различных порядков, а также коэффициент корреляции между 
компонентами и т. д. В частности, средние значения компо
нент равны

Р  [X* — х,; Y* = у,) = - ^ , /=1,2 .......п. .(6.52)



Дисперсии компонент
п п

si = 4 - 2) (* / - * )2; *5 = т  S (У‘ -  У>2- <6-54>Т-1 7 - Т

Коэффициент корреляции гху между компонентами выборки 
имеет выражение

п
2  (*/ — X) (у, — у)

_________
*У ~  SГ • s„rxv = —---Г-Т----- • (6.55)

6.14. Линии регрессии выборки. К числу вопросов, наибо
лее часто возникающих при обработке экспериментальных 
ланных, относится вопрос об описании при помощи той или 
иной удобной функции у = f (x )  данной выборки (х,, у,) из 
двумерной генеральной совокупности. Предполагается, что 
функция / (х ) должна быть определена таким образом, чтобы 
ее значения у, = f(x ,), вычисленные для значений х — х, выбор
ки, в некотором смысле были наиболее близкими к значениям 
у, выборки для всех / = 1,2, . . . ,  п.

Аналогичный вопрос может быть поставлен и о_функции 
х — ?(У), которая для у = у, давала бы значения хк = <р (у,), 
наиболее близкие к значениям х, выборки, i = 1,2, . . . ,  п.

Решим простейшую задачу подобного рода, считая функ
цию f  ух) линейной:

f (x )  = ах +Ь.
Коэффициенты ее а и Ь — выбираем по методу наименьших 
квадратов, в соответствии с которым сумма квадратов раз
ностей

д = — (У/ ~  Уi)* = i  (ах, + Ь -  у,)2 /-1 /=1
должна быть минимальной.

Искомые коэффициенты а и Ь могут быть найдены с по
мощью правила отыскания экстремальных значений функций

д± д\двух аргументов: частные производные и -ду в точке мини
мума функции А должны быть равны нулю:

£  = 2 £  х, (ах, + Ь - у , )=  0; (6.-56) оа м

^  = 2 i  (ах, + Ь - у ,)  = 0. (6.57) ° °  /=1
Второе из этих уравнений дает
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п п

пЬ =  2  У/ -  а 2  X/,J-I 1-1
т. е.

Ь = у - а х ,  (6.58)
где средние значения х и у определены формулами (6.53). 
После подстановки вместо Ь разности у — ах уравнение 
(6.56) запишется в виде

п

2  х, (а (х ,- х ) -  (у, ~~у)) = О,
откуда

п
X  *1 (yi — У)м
л _*

д  *<(**—*)
Более симметрично тот же результат можно записать иначе:

л
2  (дг,—I )  (.у, -  Я  

а = -----------. (6.59)
2 (^ - 7 ) ’/-1

я я
так как 2 ■* (х ,— х)=  2  х (у, — у) = 0./-1 /-!

Если учесть формулы (6.54) и (6.55), то из (6.59) и (6.58) 
получим, что

а = гху (6.60)

ь ~ у - г „  ^  7. (6.61)

Проверка того, что найденные коэффициенты а и Ь дейст
вительно обращают сумму квадратов Д в минимум, может 
быть выполнена обычными методами и здесь опускается. 

Таким образом, функция

У = Гг» ~  х + у -  гху у- х = rxy h1 (Х + у  (6.62)
осуществляет наилучшее по методу наименьших квадратов 
представление значений у,, i = 1,2, . . . , «  выборки по сравне
нию с любой другой линейной функцией у — а х Ь .

['рафик функции (6.62) в прямоугольной декартовой коор
динатной системе является прямой линией, проходящей через 
точку ( jc , у) и называется эм пирической  линией рег
рессии у на х.
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Аналогичный вид имеет функция, графическим изображе-! 
нием которой будет эмп ир ич еская  линия  регрес 
сии х на у:

Х = Г 'У т ;  (У ~ д  + *• (6-63>‘
Уравнения обеих линий регрессии допускают следующую' 

симметричную форму записи: 
регрессия у на х:

регрессия х на у:

В заключение иллюстрируем построение уравнения линии 
регрессии у на х численным примером. В табл. 6.3 приве
дены п = 20 значений (х,, у,) выборки, а также значения у,, 
вычисленные по уравнению регрессии для каждого из двад
цати значений х,. Последний столбец таблицы содержит 
разности у, — у„ наглядно показывающие _погрешности, воз
никающие при замене у, значениями у,. В результате вы
числений оказалось, что .«=1,35; 20si = 940,55; у = 0,2;
Я)
2  (* / - * )  ( У , - У )  = 1410,6; а = 1,500; Ь = -  1,825.
J-1
Линия регрессии у на х:

у = 1,5 х — 1,825.
Т а б л и ц а  Р. \

1 *1 *1 У Г *1 1 *1 У/ >1

1 — 5 — 9 -  9,325 -0,325 11 9 И *11,675 0,675
2 -  6 — 10 -10,825 -0,825 12 9 12 11,675 -0,325
3 8 10 10,175 0,175 13 ~  8 -13 — 13,825 —0,825
4 — 7 -12 -12,325 -0,325 14 — 10 -19 -16,825 2,175
5 10 13 13,175 0,175 15 — 2 -  4 -  4,825 -0,825
6 0 -  2 -  1,825 0,175 16 7 8 8,675 0.675
7 2 0 1,175 0,175 17 14 20 19,175 —0,825
8 -  1 -  3 -  3,325 —0,325 18 1 0 -  0,325 -0,325
9 9 И 11,675 0,675 19 -  3 -  6 -  6,325 -0,325

10 -  4 — 8 -  7.825 0,175 20 4 5 4,175 -0,825
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ГЛ АВА  1.
§ i. I. a) *  =  2 (cos /-f / sin /); б) е =  2/-f (Z2 — 1)/; в) г  =  (1 +2/)/;

г) г  =  2cos / +  3/ sin t, д) г  =  -i_ / + (1 — - iL / ] /.u \ «з /
2. а) д: — у == 0; 6) x  = y2 -f 4; в) д:2 -f у2 — 1; г) у = jt3; д) л:у = 1.

§ 2. 2. а) да; 6) нет; в) да; г) да; д) нет; е) да.
3. а) двусвязна; б) трехсвязна; в) односвязна; г) двусвязна; д) двуснязна; 

е) односвязна.
4. а) парабола 16н = 64 — V2; б) парабола 4« = v2 — 4; в) прямая v =  2; 

г) окружность I/3 -f  г2 = 16.
5. а) прямая и -f v  = 0; б) окружность i/2 -f-1»2 = /?” •; в) окружность

§ 3 .3 . а) дг* -Ь у» -  1; б) (дг -  «)» +  (у -  ?)’ = г»; в) =  1;
64 16

г) х  = -i- — у»; д) |> = <Г*.

4. a) g =  —j- (Зеи +  ); б) г =

8. а) /; б) — /г; в) - у  1п2 + / ( 2*7: ---r) In 5 +  / [(2* + 1) к —

—  arctg -J-]; д) (г^г. — -j-) /; е) + ^-) cos 5 +  --- r ) sln5:

v 1 (  , М  , 1 I  . М  , * sin 4 — / sh 2
ж> т 1 *  +  7 П  s,n 1 -  " г 1** - - * )  cos 1:з ) cos 44-Ch 2 ; M)cos,:

к) —  (^“ 3 — & ) cos 1 -f - j- (e~s + е3) sin 1; л) 2кт. +  — /1п (3 ± 

± 2 ^ 2 ) ;  м) *к + (- 1 )*  arctg 4 ' - /,п [** + ( -  1)*+| а),

где а = ■ J J L -  н) - у  [(2* + 1 )я _  arctg УНТ] —  - J -  In 3; 
г 1 5 — 1

о) fcit -f -j- 1пЗ; П) *г./+ 1п ( Г 2  + (_ 1 )* + Ч ;  р) ( *  + -]-)«/;

у) г-2** (cos In 4 +  /sin In 4); ф) cos (2k -f l ) * V T - f  / sln(2* -f 1)гК2\

6. a) cos y, г* sin y; 6) —L  (<»* + е~~У) sin x , -1- (e* — е~У) cosjr;

„v sin 2x  sh 2y v 1 , —rv
B) с Г О + с И  2 у ' co7 2lr' 4- ch 2y ’ > “ J - ( +  '08 y,

-1- (e* — «“ •r) sin у; д) д: + _ L  (<-* — e- -*) cos у, у +  - L  (e '+ e- 'Js in y ;

e) e* (x  cos у — у sin у), e* (jt sin у -f у cos y).

• О Т В Е Т М
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4. 3. а) г5 + Ci. Г>) г» + 2г + Ci. в) _ L  + l i t  — 2/ -  I.

4. а) / (г* _  I); б) />J + i — I; в) гг* +  ( l  + i) г + С.

5. а) 0 и 5; б) —  и 4; в) — —  и ^ 2 .

6. а) сжимается круг | г| < растягивается круг |г | > -I-;

б) сжимается круг |г| < J L ,  растягивается круг |г| > J L ;3 J
в) сжимается круг | г — 2| < — , растягивается область < г-2| > 1 ;

4 4
г ) сжимается круг |г |  > 1, растягивается круг |г |  < I;  . . #
д) сжимается полуплоскость Н е г< 0 , растягивается полуплоскость 

Re г > 0.
§ 5. 1. w =  (2 + /)*-f 1 -3/.

2. tr = (l +/)<1-г).
3. w =* еы Re  + и>0.

2 Ч- / . х, 9 .4. б ) _  + /.
5. а) полукруг |tr| < 1, fmw <0; б) область, ограпиченвая Окружностя

ми | w\ =  1 и I tBf -f— “4” *| =  “ 4 ". содержащая точку w — 0; в) область, 
полученная из нижней полуплоскости fmw < 0  удалением находящей
ся в этой полуплоскости части круга w 1 1 г) об-т ' т г т г
ласть, ограниченная прямой Re tr =  1 и касающейся ее окружностью

W --- - я - J  =
2

& _  - il+ J + L .1 -f 5/ — 4г * -f 1

7. а) щ = V . , где я, Л, с, г/— действительные числа и а//—Лг>0; 
eg -f d

б) tr = -- — , где я, h, с, d — действительные числа и ad -be<0 ;
с г -f d т

в) w = i  * 4  ̂ , где а, Ь, с, d — действительные числа и ad — be < 0 .
ct -f d

,1 4 * \ 2  / г ч  4\J /2м + V T — Л*

I l -4- г  v (  V * Ar.l Y
•> — V  r r r ;r>" - ( , 7 7 = r j -
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10. а) полярная сетка р = const, 0 — const; 6) спирали р = е к ; в) угол
а < 0 < Р; г) сектор р < 1, 0 < Ь < о; л) кольцо 1 < р < е с раз
резом вдоль луча 0 = 0.

« <1-0 * 4*12 ni (2 f2)
11. a) w = е * ; 6) w =  е* в) — f  3 U-*)e

4iia 4v3
12. а) и 6) внешность эллипса ----- T™V”

(*  + -*) ( * - # - )
в) Rcpxiitw половина внутренности предыдущего эллипса;

г) область между ветвями гиперболы ыа — va =

4 “  2 Г  +  г  )
14. а) верхняя полуплоскость; б) правая полуплоскость с разрезом«а 1*2

по интервалу |0, 1]; в) внутренность эллипса " cha/i~ ~Ь = * 
с разрезами (— ch Лэ — 1] и |1, ch к].

в  *) W = л/ — cos **— ; в) »  =  /co s  2* f  ch 2. 
г 1 + cos пг

16. а) вся плоскость с разрезами по действительной оси вдоль лучей 
( _  00, - 1) и |1,+ оо); 6) верхняя полуплоскость; в) вся плос
кость с разрезом по мнимой оси вдоль интервала — 1 < v < 1;

г) полукруг | w | < 1, Re w > О.

6. 1. а) 2 -f I; 6) /я; в) l*R \

1 + i2. а) 2 • «) 1 + /•

3. Если контур / не охватывает точки 1 и 2, то 7 = 0; если / охваты
вает точку 1, но не охватывает точку 2, то J  =  — 2*i; если / охва
тывает точку 2, но не охватывает 1,то 7 =  4*/; если / охватывает обе 
точки 1 и 2, то У = 2я/.

4. а) 0; б) 2х.
5. * («* + *“ 2) /.

1
fc. -j” ж̂*
7. 12 ж/.
8. 2х (cos 1 — sin 1) / — 2х (cos 1 -f sin 1).
9. Если обе точки 0 и 1 лежат вне /, то / = 0; если 0 лежит внутри, 

а 1 вне /, то / =  1; если 1 лежит внутри, а 0 вне /, то / =  е\ если 
обе точки 0 и 1 лежат внутри /, то А = 1 -f е.

7. 1. а) сходится; б) сходится; в) расходится; г) сходится неабсолютно;
д) сходится неабсолютно при <р ф 2Ь* (Л=0, ± 1, ± 2 ,...), расходится 
при <р — 2Ая; е) сходится абсолютно; ж) расходится.



-1

1 \ Y 1 **" ,  л» Ч 1 ( |v"+122"- ' г2"3- а) б> ' . I - 1 * -- . Г  = оо;

2. а) 1; 6) 0; в) <ю; г) 2; л* е

(2я)! ’ (2я)!
я —0 я —0

в) \  ( - 1)" '' = 1— 1; Г) 2  ( — 1)" (« — 1) г " , г =  I;
*,■+• | а  | я- *л-̂0

. V  (2л)! г2яИд) У . . '■= *••г2" (я!)’ 2я + Г

4. з) ' + 2  Л ]  ( - 1 ) " +‘ ( г 7  ‘ ) _, г =  3;
3 3"+|

Л —I

л о '  п  '

в) 1"2 + ^  ( -  I ) " - 1 ( г ~ „2)"  , г = 2.
Л —I

5- »> -  4  ( - J- )  'ч , и 1 '1 < 2; в > " Р "  1*1 > 2;
л-О л-О

в) — — L .. + ( — 1)" (г — 1)" мри 0 < I * — 11 < I;
я=0

г>г $ ! « - " * ^ - т £ 1 т ) ’ !
л =1 л-о

00
*> У < - 1 Г '  - ^ п р и М М ;

Л — I 
90

е) У  ( -  I)"  1 при 0 < | г — 11 < 4- оо; •п! (г — 1)"
л-О

Ж ) 4 -  ^ *  +  ** +  ^  i  „  " Р и <» < I *  I < +  оо.2 (я + 2)! г"
Л » 1

6. а) 0 и ± 1— простые полюсы, г = оо — правильная точка (простой

нуль); 6) — ( I  ± /) и ( — 1 ± /) — простые полюсы,

гг = оо — правильная точка; в) I — полюс 3-го порядка, г = оо — 
полюс 2-го порядка; г) г = оо — существенно особая точка.
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д) 0 — существенно особая точка, г =  оо — правильная точка,
3е) — -j- — простой полюс, г — оо — существенно особая точка.

§8. 1. a) Res/(1 )=  R e s / (-  1) =  , Res/(0) =  1, Res/(oo) = 0;

б) Ree/<0* — 4~. R e s / (-/ ) =  x »  ^ s/ (^ )  =  °i

в) Res/( — 1) = 2 sin 2, Res/ (oo) =  — 2 sin 2; 

r) R e s / *)  =  - I <A=0, ± I, ± 2, ...);

д) Res/(0) - Res/(oo) == 0.

2. a) — 2*/; 6) — * L  ; в) — r) — 1; д) к/; e) — -jj- */; ж) 0.

3 a) ~ з У ? ’ 6>*<2e +  ft) К<- +  * ) Г  2 •

* 1 • 3 • 5 . . .  (2л — 3) «
r> 4 а ' л) 2 - 4 * 6  .V. (2n -  2) ’ 2 •

c) S T  <cos 1 — 3 sin 1); ж) -gj (2 cos 2 -f sin 2); 

з) -j- ne~2; и) ~  e~ab.

4. а) к; 6) x (2 sin 2 — 3 sin 3); в) (cos 1 — e~ 2);

f a V~*i 
r) -3-  [ sin a e 2 (sin - j -  4" cos — J.

ГЛ АВА  II.



§ 2. I

. аТ + \Ь 2aT V 1 cos <2ft -  1) «>/.
— Г "  “ 5 Г " (U t-  w  ’*-T

Ж) aT  ])*+* sin k "?  j sin (2ft — 1)«о/ .
2 k -  1

*-1 I-T

з) + 2<a- » )/ V 1
*з *-T

e (2Л — 1) mr ,cos ----- j-1---+(2ft-!)» I

Л-1

и) —  — 4 cos 2 b u t .
к J 4*2 - 1

*) J _  + _ L  cos W cos 2 Л*о/.

*-T Ak2 — 1 *

.4 4/ V ,  1\*+1 Sin (2* — 1)«дг I * \
(2* — i ̂ —  1 - = т ) -*-1

S. / (/ ) «  53-f 8,3 cos/+ 22,3 sin / + 16,8 cos 2/ + R 3  sin 2/.

240 ^  cos (2* -  1) x 2880 cos (2* -  1)дг ,
* / l * ) e  ,» X u  (2ft— 1)« «!• (2ft— 1V>*=> ^  (2ft- 1)»

1440 V  sin 2 ft-r 
«* (2ft)0

» #/л 7*^ « Л  V  C0S<2* - 1W  
W 8 *« (2Л — 1

2 P  ^  sin (2ft -  1) «/ _l  67-3 V  sin 2 ft»/ / 2*\ 
яз (2ft— 1)̂  *3 (2*H V“  ~ T )kZTT (2M?

J. a) / ( / ) -

 ̂ »0 < / < 2 •
« Г  «г--4-. — </<r;

о, / = о, -£.r. 4
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0 ) f ( x )

«) /(*) =

г) /(О =

** х9 л12  ̂ , О < ж < к,
"в 1 л-J2 "4“ * “  *)*• * < х <%*•
к* л *^ х% 0 < х < 2 #
*3 . I-ц (х — 1)%-уГ < X < I.

/2  I 1 v 7
111 ( j f i  'J ~ №  ', + -Т2Т ‘ 4 0 < r < X-

2 „  3 13 1 \ г
* ( з р /3 — 2П ^ + 12Г Г_  4 )’ 2 <t<T.

4 ») ■£—  Г / + / * -  У  -c5*s *“/ . ((»< /<  T);О AT* { I
1-Г

ao

б) « Ш / - 4 -  +  У  (-»>* (0 <  / < к);
Я  '■

и» « (к1 — 3) * „  _  к* j_ Я» j_
~2~ в/' X 4 P X + ~I2?T * ’ +

V  JL7 > - f  I sin ku»x (0 < дг < 2f).

Г  sin - y
•£ 3. 1. a )r *  = — — ^ 5— /. откуда следует, что Д7* =  | с *  | =  О,

Г . 1C
~  I с2к-1 I (2* — 1)*к* • *2*-* = агК cik-1 — ( И 2 •

I 4* ( — I)*  I кк кк\
б ) f * *= v  slri ~ Y  — COS “ /* о т* У яа  Л * ~  1 =

2
=  I c2* -1 I =  I c k I K (4jfa__l )  • Ък ~

= [ I+(-D* l  -f.
0» 9>

2 a) / (0  = V ]  •* V * - . A (0  = -i- V ] ( * * _ s  4 **+S) *'
b -> —® Л - - »

о»
'«(0  = ^ ^  (**-s “  . «e *o =

yar—r

—»
«* = U - •)* - И 2*i (* *  0);
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б) / V) = ^  ** V**". /. (') = 4- <**-• +
* = _ •  Л— «о

+  * » + * )  * '* “ '< /а < 0  —  - у  ( * * - •  “ * * * » )

Я)
A 1 + ( — 1 )* 

где ** = — • * .- 1  •

5 4. 1. а) Ы  j  со» » '  J „ ;  б) А  Г О - f « f ) » t n » x

0 о
„ ) _ 2 _  Г  s in  w  ( /  —  а )  —  s in  «> ( /  —  Р) dm .

,  J

г )  2 *  f  ■1 - с о * .Г т-  c o s * / * *  , ) l l  М П  * , *  * ,* "  ** -  r f - .  ЛТ J  to3 * J  ]—«И
О 0

, ^ - L j

2 . a )  , -  =  4 - j  -Т : ^ - ( 0 < / < Л - ) :

О

< 0 < / <  +  co).

3. a) /»(/) =  —  I |________!------  _i_------ !---- — ) cos */</»,
* J  I a^-f (• -  «Ч)3 + (*  ~  >M

at

Г 1 Л  =  I ______________ Ш Sin Ш/ </«*>______________ .

3 * J  |<*a + («» — «*|>)*| |«3 4* <* + «*ь)аГ
О

ос

1 [* a3 (a a 4- «о3 4- u>j[) COS «о/ f- u»3 (а 3 Ь «>3— * 8 )  5*n н *  б )/,</) = —  j  ----------
0 #
«0

/ 1 Л  - I (q3 —  » *  4- *>jt) cos U>/ f 2qu> s in  «о/ , .

1,1 * J («’-«* + -*)* + 4*3*3

в )  y ,  ( / )  i *  f  -------- “ _____  S in  • c o s  - / , / « .к J  «ea —  ♦ -*
2/iku>

•>3 ««

/, (/ )  =  3-.T9.. I  -------!-----_  Sin ? 1 —  Sin u>/ dm,X J  ^3 -  u>J
0
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Г Л А В А  III.

« 1- ' а> р —  j r + T ’ 4-
4/>

н)
1

г) (Л — I»3 + ( P I D 1
4р
ZTi* л)

/ » Н 9  р • 
2/7о»

(/» + «’Г
/Я —  о»'1 I

*' (AJ I -*)*• ж) 2/>+ 2 /»»+4««;
. 1 ( • . 25 \ . р — Ь

3) 2 V  + 1 + />Ч- 2 5 и) 1п р -  а ■

§ 2. I. а) - у  ( '- »  -  3с” 1*  + 2е + 2е -  2^~^);

б) Т Г С - ^ ) - - ^  f " v ; в ) -£- (1

г) ^  (2 - г е - ' - * - 2' + * '< ");

д)

2. а) / (0  = {
Л О <Г <П „  1 . _я 2 1
з. г > 1 ; '  w  -  „1 о -  '  ) + р е ;
5, 0 < t < 2/ О, II < f  < 2

б) / (О  5 -  2Л 2 < / < 3; А-Ха») = —  (5 -  4е“ *  + 
I 6 — 2/. / > 3 Р

в) /СО = (

г ) /(/> =

*) / ( ' )  =

+ е-*:
1. О < / < 1 
1 + •-*; * > 1 
О, t < 2к 
sin /, 2* < t < 3*; /•(/*) 
О, f > 3*

Р
е п +Т

1

2, О < /< -j-
1 3

sin 2nt,

-  2.

р* + I
р-ър 4 *-Лкр);

F (p )  =  ~ y ( l - e  1- е ~ —р
)

2»
р* + 4к*

Яр
( е ~  2

р_
2 ,

е) / (О  =
1 -  О < / < 1

— /i + 4/тг.З, 1 < / < 3  
/ — 3, / >3;. •
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\

(1 -  Ь - »  -  3 ,- V )  _  - JL  ( e - r  _  e- V ) .

+ a) (p f a)» -  »=
a) I<A> + «)’ + -*>J|3’ ' КP + «)3 + <“JF  

e l
. . A \ - e  - A . pT  „  A A

a) /> * 4 ; 6) A,(l_,-*Г)-^7 7•*
l +« 2

v 2Л pT A* ( 2x \
4 ■) ГрЗ ,h ~T: r) “  r /•

( 1 - *  2 )< ^  + **)

5. a) sin 2/; 6) cos (/ УТ)\

в) 3 -f — 2e2t cos / — e21 sin /;

r) ** {(2T ?  t+ ^ T ) s,n(' ^  _2 ' co* (/^ }
Д) 2- 3 . ! < * -  1 ) + 1  ( / - 3 ) ;

1 4i 1e) -g- /з |1 -f  ̂ 34 • 1 (t  — 2)); ж) у  (/ cos / -К sin /);
‘ • ‘ : * * ’ ’ N.а) функция, получающаяся при периодическом продолжении функ

ции (/) П — 77 с интервала |0, Т\ на всю положительную* 
часть оси /.

§ 3. 1. а) х = ^r- cos 2/ -  cos 3/ 4- sin 2/;

б) jr = -у- eal sin £/;

1 1 - 2  1в) дг = — -5- f  -jg- + —  cos / — -ЧГ- Sin /;

г) дг =  f2 — / - f l  — "9”  * “ f + -j- cos t — -j- sin /;
1 1

2 с ~r “2”  cos / — “ J

д) дг =
1е) x = (Я  — sh / • sin /);

ж) дг = Я  — 4-f (4 — -j* /) cos / -f (-g- -f /— Г3) sin tt

з) x -y- [1 — (cos t — sin /)) • 1 (/) f

4-4- |1 — e*~l (cos (/ — 1) — sin (/ — 1))J • 1 < /- !);

и) x  =  ^  sin* - у  [1 (/) -  1 (/ -  t)J.



2. а) х — е* (cos t — 2 sin 0 . 
у e* (cos t -f 3 sin t);

б) x  = у «  3 ^ ;

1 < , 1 ,/ зв) x  = — «* + f  **  — -4- <? cos —  f +

I I  - 7  К  237r=t ** sill —г*— f;
n 4 V ia

• , 1 ./ 5 J" V й 73 ^ KS

r) x - 2  — е\
у =  -  2 + ie* — to* % 
г = — 2 4- V  -  to*.

3. a ) j r = - r p f * - / + l  -

б) дг “2“  e# — -J- sin t 4- -j- cos t — I.

О /4
§ 4 . I. a) 1 — и  <m 4-31 2! ^ 5! 4! “  * • • •

б) /0(2 К / )  (воспользоваться результатом примера 2 из п® 3.14);

в) -7-О  — е - \
з

2. а) 4 4- / 4- 2 cos f — sin t, 6) 4 ch 2t 4- cos 2/ 4- - y  sin 2£
1

в) -яг A1 sin /.

§ 5. I. a) * *' -y= -; 6) - p L r  e •' + y h  erf V «*.

2яИ/" l / T "  ,

"> (5ГГП« Г  T ?  r> eerf ^ *

t l ) / V  ( J ^ h V .
I

r> l/~* (Kp*+H-p>* / . \б) у  у ------К / Й Т 1 ----  (««ож ить из функции
I

,  q V - h - / » )2 ( K y  + i+  i» 1
a) 2p V r T \  ; > 2P V p T + \  •

4. jc =  cW , ( 2 K 0
« 6. « . . ) /w  = L 2 при 4* —3< #< 4* -1  (* “ i.2.--).

[ 0 в остальные случаях.
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1 при Ak — 3 < / <  Ak — 1,
б) )  </)= 2 при Нк — 5<  / < Ьк — 3 (к = 1 ,2 ,...)

О в остальных случаях.

ГЛ АВ А  IV.

§ 3. 1. a) j t ,  = 2; дг3 =  — 1; jr3 =  3; 6) дг, =  1; дга = 2; дгэ = 3; дг4 *= 0.
2. а) дг, =  1; дг, = 2; дгэ =  — 1; дг4 = 4 (единственное решение).

б) бесчисленное множество решений jrg =  — дга = 3 f  дг4; ДСз=* 
=  б +  2дг4;

в) система несовместна.
5 73. а) дгэ =  — -j- дг, + 5дга, дг4 = —  х, — 7дса;

б) решений, отличных от нуля пет.

ГЛ АВ А  V.

§ 1. 3. P (A U B )  =  0,96; Я (Л и С ) = 0,98; P ( f lU Q  =  0,06.
1 1 1 63 5 § 2. 1. 2 ; 2. 1у ; 3. 12; 4. м ; 5. ш

§ а  1. 0,94; 2. -g-; 3. 0,999.

2 9 25Jt 1* 1 О ОАО. О ----- ---
§ 5. 1. 0,431; 0,569; 0,0656; 0,00459.
§ 6. 1. 0,065; 2. 0,999; 3. 19.
§ 7. 1. 1) 0,<>39; 2) 0,692; 3) t  12.

2. 1) 0,449; 2) 0,359; 0,144.
дга

§ 10. 1. F {x )  =  0, если х < 0; F (x )  — - j-, если 0 < х < 1;

ж*
^(дг) = — 1 + 2дг — -тр, если 1 < х < 2; F (x )  ~ 1, если х > 2.

2. Плотность нормального распределения с параметрами ( — т ),  а.
3. Плотность нормального распределения с параметрами (/и, — т 3) X

X

ГЛ АВА VI.

§ 1. 1. 20,04; 0,00432.
§ 2. 1. (-0,287; 0,461). 2. (— 0,206; 0,379). 3. (0,850; 1,200).
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