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П Р Е Д И С Л О В И Е

Д а н н а я  книга является третьей частью  
комплекса учебных пособий под общ им  
названием «Сборник индивидуальных з а ­
даний по высшей математике», написанно­
го в соответствии с действую щ ими про­
граммами курса высшей математики в 
о б ъ е м е  3 8 0 — 450  часов для и н ж енер но-тех­
нических специальностей вузов. Этот комп­
лекс т а к ж е  м ож ет  быть использован  в в у ­
з а х  других профилей, в которых количест­
во часов, отведенное на изучение высшей  
математики, значительно меньше. (Д л я  
этого из п р едлагаем ого  м атериал а сл едует  
сделать  н еобходи м ую  выборку.) Кроме  
того, он вполне д оступ ен  для студентов  
вечерних и заочны х отделений вузов.

Н астоящ ий комплекс пособий а д р е с о ­
ван преподавателям и студентам и п р ед ­
назначен для  проведения практических  
занятий, самостоятельны х (контрольных)  
работ в аудитории и выдачи и ндивидуаль­
ных дом аш них задан и й  по всем р аздел ам  
курса высшей математики.

В третьей части «С борника индиви­
дуальны х за д а н и й  по высшей математике»  
содер ж и тся  материал по рядам, кратным  
и криволинейным интегралам и элементам  
теории поля. Ее структура ^аналогична



структуре преды дущ их частей, а н ум ер а­
ция глав, п араграф ов  и рисунков п р о д о л ­
ж а е т  соответствую щ ую  нумерацию.

Авторы вы раж аю т искреннюю б л а г о ­
дар ность  рецензентам —  коллективу к а ­
ф едры  высшей математики М осковского  
энергетического института, возглавляем ой  
членом-корреспондентом А Н  С С С Р , д о к т о ­
ром ф изико-м атем атических наук, п р оф ес­
сором С. И. П охож аев ы м , и за в е д у ю щ ем у  
каф едрой высшей математики М инского  
радиотехнического  института, доктору  
ф изико-м атем атических наук, проф ессор у  
Л . А. Ч еркасу, а т а к ж е  сотрудникам этих  
к аф едр  кандидатам  ф и зи к о-м атем ати че­
ских наук, доц ен там  Л . А. К узнецову,  
П. А. Ш мелеву, А. А. Карпуку —  за  ценные  
зам ечания  и советы, способствовавш ие  
улучш ению  книги.

В с е  отзывы и п ож ел ан и я  просьба при­
сылать по адресу: 220048 , Минск, проспект  
М аш ер ов а ,  11, и здательство «В ы ш эйш ая  
школа».

Авторы



М Е Т О Д И Ч Е С К И Е  Р Е К О М Е Н Д А Ц И И

О хар актеризуем  структуру пособия, методику его ис­
пользования, ор ганизацию  проверки и оценки знаний,  
навыков и умений студентов.

В есь  практический м атериал по курсу высшей м а т е ­
матики р аздел ен  на главы, в к а ж д о й  из которых даю тся  
необходим ы е теоретические сведения (основны е о п р е д е ­
ления, формулировки теорем, ф ор м ул ы ),  используемы е  
при решении за д а ч  и выполнении упраж нений . И зл о ж е н и е  
этих сведений иллюстрируется решенными примерами.  
(Н ач ало  реш ения примеров о б о зн а ч а ется  символом ►, а 
к о н ец —  •Ц|.) Затем  даю тся  подборки за д а ч  с ответами для  
всех практических аудиторны х занятий (А З )  и для с а м о ­
стоятельных (миниконтрольных) работ  на 10— 15 минут  
во время этих занятий. И, наконец, приводятся н едель­
ные индивидуальные дом аш н и е за д а н и я  ( И Д З ) ,  к а ж д о е  
из которых содер ж и т  30  вариантов и соп р о в о ж д а ет ся  
решением типового варианта. Ч асть за д а ч  из И Д З  с н а б ­
ж ена  ответами. В конце к а ж д о й  главы п редлагаю тся  
дополнительные задачи  повышенной трудности.

В приложении приведены двухч асов ы е контрольные  
работы ( к а ж д а я  —  по 30  вариантов) по важ нейш им  т е ­
мам курса.

Н ум ерация А З  сквозная и состоит из д в у х  чисел:  
первое из них указы вает на главу, а второе —  на п о р я д ­
ковый номер А З  в этой главе. Например, шифр А З - 1 2 . 1 
означает, что А З  относится к д в ен адц ат ой  главе и я в л я ­
ется первым по счету. В третьей части пособия с о д е р ­
жится 21 А З  и 10 И Д З .

Д л я  И Д З  т а к ж е  принята нум ерация по главам. Н а ­
пример, шифр И Д З - 12.2 означает, что И Д З  осносится к 
двенадцатой  главе и является вторым. Внутри к а ж д о го  
И Д З  принята сл ед у ю щ а я  нумерация: пер вое число о з н а ­
чает номер задач и  в данном задан и и , а второе —  номер  
варианта. Таким о б р азом , шифр И Д З - 1 2 .2 : 1 6  означает,  
что студент д о л ж е н  выполнять 16-й вариант из И Д З - 1 2 .2 ,
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который со дер ж и т  задач и  1.16, 2.16, 3 .16  и т. д. При вы­
даче И Д З  студентам номера выполняемых вариантов  
м ож н о  менять от за д а н и я  к за д а н и ю  по какой-либо си­
стеме или случайным о б р азом . Б ол ее  того, м ож н о  при 
выдаче И Д З  л ю бом у  студенту составить его вариант, ком­
бинируя однотипные за д а ч и  из разных вариантов. Н а ­
пример, шифр И Д З - 1 2 . 2 : 1.2; 2.4; 3.6; 4.1; 5 .15  означает,  
что студенту сл едует  реш ать в И Д З - 1 2 .2  первую за д а ч у  
из в а р и я и Т а  2, вторую —  из варианта 4, третью — из 
варианта 6, четвертую —  из варианта 1 и пятую —  из 
варианта 15. Такой комбинированный метод выдачи И Д З  
позволяет из 30 вариантов получить больш ое количество  
новых вариантов.

Внедрение И Д З  в учебный процесс некоторых втузов  
(Белорусский институт м еханизации  сельского хозяйства,  
Белорусский политехнический институт, Дальневосточны й  
политехнический институт и др .)  показал о , что цел есо­
об р а зн ее  вы давать И Д З  не после к а ж д о го  А З  (которых,  
как правило, два  в н ед ел ю ),  а одно недельное И Д З ,  
вклю чаю щ ее в себя  основной материал двух А З  данной  
недели.

Д а д и м  некоторые о бщ и е рекомендации по о р га н и за ­
ции работы студентов в соответствии с настоящим по­
собием.

1. В в узе  студенческие группы по 25 человек, прово­
дятся  два  А З  в неделю, планируются еж енедельны е не­
обязательны е для посещ ения студентами консультации,  
вы даются недельные И Д З .  При этих условиях для систе­
матического контроля с выставлением оценок, указанием  
ош ибок и путей их исправления могут быть использованы  
вы даваемые к а ж д о м у  преподавателю  матрицы ответов  
и банк листов решений, которые к аф едр а  заготавливает  
для И Д З  (студентам  они не в ы даю т ся ) .  Если матрицы  
ответов составляю тся  для всех за д а ч  из И Д З ,  то листы  
решений р азр абаты ваю тся  только для тех за д а ч  и в а ­
риантов, где в аж н о  проверить правильность выбора ме­
тода, последовательности действий, навыков и умений  
при вычислениях. К а ф ед р а  определяет, для каких И Д З  
нужны листы решений. Листы решений (один вариант  
р асполагается  на одном листе) использую тся при с а м о ­
контроле правильности выполнения заданий  студентами,  
при взаимном студенческом контроле, а чащ е при комби­
нированном контроле: преподаватель проверяет лишь  
правильность выбора м етода, а студент по листу  р еш е­
ний —  свои вычисления. Эти методы позволяю т проверить
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И Д З  25 студентов за  15— 20 минут с выставлением о ц е ­
нок в ж урнал.

2. Студенческие группы в вузе по 15 человек, прово­
дятся  два  А З в неделю, в р асписание для к аж дой  группы  
включены обязательны е два часа в неделю  са м о п о д г о ­
товки под контролем преподавателя. При этих условиях  
(которые созданы , например, в Б елорусском институте  
механизации сельского хозяйства)  ор ганизация  индиви­
дуальной, самостоятельной, творческой работы студентов,  
оперативного контроля за  качеством этой работы зн а ч и ­
тельно улучш ается. Реком ендованны е выше методы при­
годны и в данном  случае, однако  появляются новые в о з­
м ожности. На А З  бы стрее проверяю тся и оцениваю тся  
И Д З ,  во время обязател ьной  сам оподготовки м ож н о  
проконтролировать проработку теории и реш ение И Д З ,  
выставить оценки части студентов, принять з а д о л ж е н ­
ности по И Д З  у отстающ их.

Н акапливание больш ого количества оценок за  И Д З ,  
самостоятельные и контрольные работы в аудитории  
позволяет контролировать учебный процесс, управлять  
им, оценивать качество усвоения изучаемого м ате­
риала.

В се это дает  возм ож н ость  отказаться  от т р ади ц и он ­
ного итогового сем естрового  (годового)  экзам ена  по м а ­
териалу всего семестра (учебного  года)  и ввести так  
называемый блочно-цикловой (м одульно-цикловой) метод  
оценки знаний и навыков студентов, состоящ ий в с л е д у ю ­
щем. М атериал семестра (учебного  года)  р азбивается  
на блоки (м о д у л и ),  по к а ж д о м у  из которых выполняются  
АЗ, И Д З  и в конце к аж дого  цикла д в ухч асов ая  письмен­
ная коллоквиум-контрольная работа, в которую входят  
2 — 3 теоретических вопроса и 5 — 6 зад ач .  Учет оценок по 
АЗ, И Д З  и коллоквиуму-контрольной позволяет вывести 
объективную о б щ у ю  оценку за  кажды й блок (модуль)  
и итоговую оценку по всем блокам (м одул я м ) семестра  
(учебного г о д а ) .  П одобны й м етод внедряется, например,  
в Б елорусском институте м еханизации сельского х о зя й ­
ства.

В заклю чение отметим, что пособие в основном ор иен­
тировано на студента средних способностей, и усвоение  
со д е р ж а щ е г о ся  в нем м атериала гарантирует у д ов л етв о­
рительные и хорош ие знания по курсу высшей математики.  
Д л я  одаренных и отлично успеваю щ их студентов н е о б х о ­
дима подготовка заданий  повышенной сл ож н ости  (инди­
видуальный п одход  в обучении!) с перспективными п о­

7



ощрительными мерами. Н апример, м ож н о  р азр абот ать  
для таких студентов специальные за д а н и я  на весь семестр,  
включающие за д а ч и  н астоящ его пособия и дополнител ь­
ные бол ее  слож ны е за д а ч и  и теоретические упраж нения  
(для этой цели, в частности, предназначены  дополнител ь­
ные задач и  в конце каж дой  главы ). П р еп одавател ь  м ож ет  
выдать эти задан и я  в начале семестра, установить график  
их выполнения под своим контролем, разреш ить с в о б о д ­
ное посещ ение лекционных или практических занятий по 
йысшей математике и в случае успеш ной работы выста­
вить отличную оценку д о  экзам енационной  сессии.



12. РЯДЫ

12.1. Ч И С Л О В Ы Е  РЯ Д Ы . П Р И ЗН А К И  с х о д и м о с т и  
ЧИ С Л О В Ы Х  РЯ Д О В

Выражение вида
оо

• и 1 U2 ип S  мл, (12.1)
п =  1

где и„ £ R, называется числовым рядом.  Числа ui, и 2 , ..., ип, ... назы­
ваются членами ряда,  число и„ — общим членом ряда.

Сум-мы

Si = и 1, S? — и\ -(- и?, ..., Sn — U\ -(- и? 4- 4-
называются частичными суммами,  a S„ — п-й частичной суммой ряда
(12.1).  Если lim S„ существует и равен числу S, т. е. S =  iim S„, то

r t —*- ОО f l - > o o

ряд (12.i)  называется сходящимся,  a S — его суммой.  Если lim S„
п - * -  ОО

не существует (в частности, бесконечен), то ряд (12.1) называется 
расходящимся.  Сумма

гп =  ип+1 4- wn+2 4~ ■■■ 4- un+ir

называется п-м остатком ряда (12.1).
Если ряд (12.1) сходится, то

lim r„ =  lim (S — S„) =  0.
ц — *■ оо п—► оо

оо

Пример 1. Дан  ряд )  —-—!— -т-. Установить сходимость .этого
L ,  п{п 4- 0

II = 1
ряда и найти его сумму.

^  Запишем п -ю частичную сумму данного ряда и преобразуем ее:

s = —L _ 4 . _ L _  + I 1
1 - 2  2 - 3  П{ п +  I)

=  ( т  ~  т )  +  ( т  ~  t )  +  +  { v ~  т т г )  =  1 -  7 Т Г

Поскольку

S =  lim S„ =  lim ( 1 ---------j——) =  •.
П-+ОО П-+- OO \  tl -\- \ /

то данный ряд сходится и его сумма S =  1. -4 
Р яд  вида

а 4- aq 4- aq2 -(- ... 4- aqn~l 4- ... ( 12.2)
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представляет собой сумму членов геометрической прогрессии со зн ам е­
нателем q. Известно, что при |<?| <  1 ряд (12.2) сходится и его сумма 
•S =  a/(1 — q). Если |ф| 1, то ряд (12.2) расходится.

Теорема 1 ( необходимый признак сходимости р яд а ) .  Если числовой  
ряд (12.1) сходится, то l im u„  =  0.

tl-+ оо
Обратное утверждение неверно. Например, а гармоническом ряде

ОС

Z
1

—
п

н — I

общий член стремится к нулю, однако ряд расходится.

Теорема 2 (достаточный признак расходимости р я д а ) .  Если  
lim и„ =  а ф  0, то ряд (12.1) расходится.

Сходимость или расходимость числового ряда не нарушается, если 
в ием отбросить любое конечное число членов. Но его сумма, если она 
существует, при этом изменяется,

Z

n
^   ̂ .

н =  I

^  Запишем общий член данного ряда:

п
и„ ■

Зп +  1 ‘

Тогда

п 1
lim ч„ =  lim - — —  =  —  ф  О,

П--~ оо п —*■ оо ОН -у- 1 О

т. е, ряд расходится. ^
Рассмотрим некоторые достаточные признаки сходимости число­

вых рядов с положительными членами.

Теорема 3 (признаки  сравнения) .  Если даны два ряда

U\ U‘> ип (12.3)
V l + V 2  +  . . .  +  v „  +  . . .  (12.4)

и для  всех п по выполняются  неравенства 0 <  и„ ^  и„, то:
1) из сходимости ряда (12.4) следует сходимость ряда (12.3);
2) из расходимости ряда (12.3) следует расходимость ряда (12.4).  
В качестве рядов для сравнения целесообразно выбирать ряд,

ОО

представляющий сумму членов геометрической прогрессии 2  aq",
« — О

а также гармонический (расходящийся) ряд.
Пример 3. Д о к азать  сходимость ряда

ОО

1 1 1  1
Е  п - 3 “ 1 - 3  ’ 2 • З2 ‘ ’ и • 3"
п = !

+  +  -  (О

ю



► Д л я  установления сходимости ряда ( I )  воспользуемся нера 
венством

ы„ =  — -—  <  —  (п >  2) 
п ■ 3" У  ’

ОО

Z
1 I

— , q =  —  <  1.

п = I
Согласно признаку сравнения (см. теорему 3, п. 1), ряд (I )  сходится. -4

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд

„ = 2 1
Ь  Так как — = = .  ;> —  для любого / 1 ^ : 2 ,  то члены данного 

/ ■> , п "\1п — 1
ряда больше соответствующих членов расходящегося гармонического 
ряда. Значит, исходный ряд расходится. ^

Теорема 4 (признак  Д 'А л а м б е р а ) .  Пусть д ля  ряда (12.1) и„ >  О
(начиная с некоторого ti =  na) и существует предел

«п+1lim
/(—►ОО Ни

Тогда:
1) при q <  1 данный ряд сходится;
2) при q >  ) ряд расходится.
При q =  1 признак Д ’Аламбера не дает ответа на вопрос о схо­

димости или расходимости ряда: он может и сходиться, и расходиться. 
В этом случае сходимость ряда исследуют с помощью других признаков.

Пример 5. Исследовать на сходимость ряд | .

,1 = I
^ г .  П~ (н “Н 1 )”► Поскольку и-, = -------- ,  и„ | | =  -------------- , то

2“  ~  2"

и„ + 1  ,. (п +  ] ) ’ • 2“ 1 ]
lim — —  =  lim ------1—;---- -------- =  —

ll-yoo и„ 11-юо ГГ • 2" 2■ lim ( l  +  < 1а —► оо \  п /  2

Следовательно, данный ряд сходится. -4
Теорема 5 (радикальный признак К ош и).  Если, начиная с некото­

рого п =  по, и „ >  0 и lim \[ iu  =  q, то при q <  1 ряд  (12.1) сходится,
И—► оо

а при q >  1 расходится.
При q =  1 радикальный признак Коши неприменим.

Пример 6. Наследовать на сходимость ряд ' S '  ( - П 1 ^
L ,  \  -  1 /
и= 1

► Воспользуемся радикальным признаком Коши:

1 • " / /  n ~f- 1 V* п -f- 1 \ ~\- ] /  ti 1q =  lim Л  I -------- - ) =  Inn —------- — =  Inn - , —  -—  =  —  < 1 .
оо V  \ & n  -- 1 /  ,!-► oo 8 t l  --  1 m o o  8  --  1 / и  8

Следовательно, данный ряд сходится. -4



Теорема 6 (интегральный признак К ош и).  Пусть члены ряда (12.1)  
монотонно убывают и функция у  =  f(x), непрерывная при

ОО

такова, что f ( n ) — и„. Тогда ряд (12.1) и интеграл $ f ( x )d x  одновремен-
а

но сходятся или  расходятся.
ОО

Например, поскольку \  —  dx  (a  6 R) сходится при a  >  1 и расхо-
J •*“
1

оо

дится при a  1, то ряд Д и р и х ле  сходится при a  >  1 и расхо-
/  , я“

d = l
дится при a  1.

Сходимость многих рядов можно исследовать путем сравнения 
их с соответствующим рядом Дирихле.

ОО

Z 2 п
---2-------Т’
(.п + 1 )

« = 1
^  Положим, что f ( x ) =  — 2------- г '  ^ та ФУНКИИЯ удовлетворяет

(х +  I)
всем требованиям интегрального признака Коши. Тогда несобственный 
интеграл

ОО В

Г 2х . .. Г 2* . 1 | в 1
- d x =  lim \ —-------- - ~ d x = — limJ  (Х2 +  1 f  В-» ОО J  (х2 - |-  1 )2 оо (х2 +  1) 11 2

I 1
т. е. сходится, а значит, данный ряд такж е сходится. ^

Числовой ряд (12.1), члены ип которого после любого номера 
N  (п >» N) имеют разные знаки, называется знакопеременным.

Если ряд

l wi l -(- lu2 l - ( - . . . - ( - l u/ i l -(- ". (12.5)

сходится, то ряд (12.1) такж е  сходится (это легко доказывается) и на­
зывается абсолютно сходящимся.  Если ряд (12.5) расходится, а ряд
(12.1) сходится, то ряд (12.1) называется условно (неабсолютно) схо­
дящимся.

При исследовании ряда на абсолютную сходимость используются 
признаки сходимости с положительными членами рядов.

ОО

Zsin п а
-------—  (a  t  К).

п =  I

^  Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин членов
оо

Z lsin п а \  г ,
------- £------ (а 6 R). Так как |sm п а |  ^  ), то

п =  1
оо

члены исходного ряда не больше членов ряда Дирихле (а =  2),

Л= 1

12



который, как известно, сходится. Следовательно, на основании при­
знака сравнениям (см. теорему 3, п. 1) данный ряд сходится абсо­
лютно. -4

Ряд  вида

и, — и2 +  иг — ... +  ( — +  ..., (12.6)

где ип ^  0, называется знакочередующимся рядом.
Теорема  7 (признак  Л ейбница) .  Если  для  знакочередующегося  

ряда (12.6) и\ >  и2 >  ... >  ип >  ... и lim ип =  0, го ряд (12.6) сходится
п-*- ОО

и его сумма S  удовлетворяет условию  0 <  S  <  щ .
Следствие. Остаток г„ ряда (12.6) всегда удовлетворяет условию  

Ifni <-̂ . Un ].
Например, ряд

1 -  у  +  у  -  -J- +  »■ +  ( -  1)““ ' j -  +  ...

сходится, так как выполнены условия признака Лейбница. Он сходится

условно, так  как ряд 1 +  ... - — j- ... расходится.

Абсолютно сходящиеся ряды (в отличие от условно сходящихся) 
обладают свойствами сумм конечного числа слагаемых (например, от 
перемены мест слагаемых сумма не меняется).

Верна следующая
Теорема 8. Если  числовой ряд сходится условно, то, задав любое  

число а, можно так переставить члены ряда, что его сумма окажется 
равной а. Более того, можно так переставить члены условно  сходящ е­
гося ряда, что ряд, полученный после перестановки, будет расходя­
щимся.

Проиллюстрируем теорему 8 на примере. Рассмотрим условно схо­
дящийся ряд

1 ----- -  +  - -------- -  +  - -------- -  +  + ( — 1)"_1 —  +  ==52 3 4 5 6 т  -  -1- I ; п - г ... -з.

Переставим его члены так, чтобы после каждого положительного члена 
стояли два отрицательных. Получим

- 1  _L J _  _L _L 1 L _i_
2 4 3 6 8 + 5  10 12 +  '"  +

1 1 1
^  2k — 1 4k — 2 4k '

Сложим теперь каждый положительный член с последующим отри­
цательным:

1 1 1 1 1. 1 1 1
2 4 6 8 10 12 ' ~  4& — 2 4k

1 1 •
3 4 +  5 6 + - +  

1 1
~ И ' - т -

- ) - T s -

Очевидно, что сумма исходного ряда  уменьшилась вдвое!

13



Пример 9. И сследовать на сходимость ряд

I ( _  I)*-' 2 п + 1 ..  (1)
1 ’ п ( п +  I)

П =  1
^  Так как члены данного знакочередующегося ряда монотонно

убывают и lim — ^ _ + J — =  о, то, согласно признаку Лейбница, ряд 
п-~оо п(п  +  1)

(1) сходится.
Рассмотрим теперь ряд, составленный из абсолютных величин членов 

ряда (1), т. е. ояд

Z 2 п  +  1 
п(п  +  1) ’

п = I
(2)

2х  +  1
общий член которого задается  функцией / ( х) =  — -------— при х  — п.

х(х  —|— I )
Найдем

оо
Г 2х 4- 1

d x =  lim [ ( —  +  — |~ r ) d x  =  
B-*~oо J  \  X X -j- ] JJ X ( X +  J)

1 I
=  lim (In 1 л:[ +  In U  +  1 I) | f  =  lim (In B (B  +  1) — In 2) =  oo.

B — I- oo B —*• oo

Следовательно, ряд  (2) расходится, и поэтому ряд (1) сходится 
условно. -4

Пример 10. Вычислить сумму ряда-

т  +  5 г ( т )  + 5 г ( т )  +  - + i r ( y )  +  ■■■

с точностью б =  0,001.
► Всякая л-я частичная сумма сходящегося ряда является при­

ближением к его сумме с точностью, не превосходящей абсолютной 
величины остатка этого ряда. Выясним, при каком количестве членов 
п -й частичной суммы выполняется неравенство |г„|  б.

Д л я  данного ряда

I /  1 V + 1 , 1 / 1  у  + 2
( » +  1):

Так как (п +  1)! <  (2п +  2)! <  (2л +  3)! <  ..., то

1 / 1 V + '
( п +  1)! 

одбора л

довательно, сумма данного ряда (с точностью 6 =  0,001)

Путем подбора легко найти, что r„ <  'y^Q~7g-  <  0,001 при п —  4. Сле-



Пример 11. Вычислить сумму ряда

У  ( -  I)"'1 —г —L ,  ’ n z - т

с точностью 6 =  0,001.
^  Так как данный ряд — знакочередующийся,  сходящийся,  то 

величина отброшенного при вычислении остатка ряда, который также 
является знакочередующимся рядом, не превосходит первого отбро­
шенного члена (на основании следствия из признака Л ейбница) .  Н у ж ­

ное число членов п найдем путем подбора из неравенства —-——  ^

0,001. При л =  6 последнее неравенство выполняется, значит, если 
отбросить в данном ряде все члены, начиная с шестого, то требуемая 
точность будет обеспечена. Следовательно,

s ^ S5= y - i V  +  4 - w +  s i r = 0’449- «

АЗ-12.1
1. Д о к а за т ь  сходим ость ряда и найти его сумму:

оо оо

а) V  ----------- !------ б )  V I + I .
L ,  (Зл — 2 ) ( З я + 1 )  L ,  10“
и =  I я =  I

(Ответ: а)  1 /3 ;  Ь) 5 / 4 . )

2. И ссл едов ать  на сходим ость сл едую щ и е ряды:

3 п — 1
^  2л3 — 1  ̂ ^  (-J2 Y
П-1  11=1 '  v '

ОО оО

) У  — 3- - - ;  г) У  _ L / « ± i y !+2-.
L  2“(л +  2) '  L ,  2" V п +  1 )
п = \ п =  \

Д) £ " ‘8 ^ ;  е)  £ - £ .
п =  1 п =  I

3. Д о к а за т ь ,  что:

a)  lim —  == 0; б )  lim nJ'  =  0 при а  >  1.
П-*-оо п \  П-*■<*> л п \

4. С помощ ью  интегрального признака Кош и и сс л е­
довать на сходимость сл едую щ и е ряды:

15



а) I  „ • + 1 - т ? ; а)  1 т т т ;
п= I '1= I

оо

В) Z  « In2 « '
=  2

Самостоятельная работа

оо

Zon I СП
— ^—  и наити  

1511
п= I

его сумму. (Ответ: 3 / 4 )
оо

2. И ссл едов ать  на сходим ость  ряд 1

2. 1. Д о к а за т ь  сходим ость  ряда ^

п
(1=1

1
(2л -  1)(2л +  1) 

/=  I
найти его сумму. (Ответ: 1 /2 . )

4)2
2. И ссл едов ать  на сходим ость  ряд )  —

L j (п +
П = 1

ОО

3. I. Д о к а за т ь  сходим ость  ряда V  —------ -
/  , (3п — 1 )(3п

п =  I

кайти его сумму. (Ответ: 1 /6 . )
оо

2. И ссл едов ать  на сходим ость  ряд V  — — .
/  , 3"п!
Н — [

АЗ-12.2
1. И ссл едовать  на условную  и абсол ю тную  с х о д и м о ­

сти сл едую щ и е ряды:

а б)  £ ( - 1 ) " - ' « . 2 - " ;

(i= I

г) [ ( - 1 ) - ' ^
П = 1 П = [

16



2. Составить разность д в у х  р а сход я щ и хся  рядов
оо оо

^  и исследовать на сходим ость  получен-
п= I
ный ряд.

3. Найти сумму ряда ^  2 с точностью 6 — 0,01.
п = I

(Ответ: 0 ,58 .)
4. Сколько первых членов ряда н у ж н о  взять, чтобы  

их сум м а отличалась от суммы р яда на величину, мень­
шую, чем 1 0 ~ 6:

a )  £ ( _ i ) - >  J _ ; б ) £ ( _ 1 ) - > ± ?

н = I п I

(Ответ: а )  п =  103; б)  п =  106.)

Самостоятельная работа

1. 1. И ссл едов ать  на условную  и абсол ю тн ую  с х о д и ­

мости ряд У  ( — 1)"— ------ .
/  , П  !ГГ п

п=  1

2. Найти сумму р яда ^  ( — 1)"_  1 ограни-
Л =  1

чившись тремя его членами. Оценить абсол ю тн ую  погреш ­
ность вычислений. (Ответ: 5  =  0 ,266, 6 =  0,01.)

2. 1. И ссл едовать  на условную  и абсол ю тн ую  с х о д и ­

мости ряд — 1 ) " - ^ - .
( 1 =  I

2. Найти сумму р яда ^  ( — l)"-1  ■ ограни-
п = 1

чившись тремя его первыми членами. Оценить а б со л ю т ­
ную погреш ность вычислений. (Ответ: S  =  0 ,56 , 6 =  0,1.)



для всех * €  D, то ряд (12.7) называется равномерно сходящимся в D. 
В случае равномерной сходимости функционального ряда его п -я ча­
стичная сумма является приближением суммы ряда с одной и той же 
точностью для  всех x ^ D .

Функциональный ряд (12.7) называется мажорируемым  в некоторой 
области D, если существует сходящийся числовой ряд

ОО

2  а„ (а„ >  0), (12.9)
п =  1

такой, что для всех х £ Z) справедливы неравенства:

\u k{x)\ <  a t  ( k =  1, 2, ...).

Ряд  (12.9) называется мажорантным (мажорирующим) рядом. 
Например, функциональный ряд

cos х , cos 2х  l cos Зх : i cos пх
т------^  I------^  Н------- ;—  +1

мажорируется рядом 1 -|— ^  -|— ^  +  ... -|— ^  +  ..., так как [cos пх  1 1.
2 3 /Г'

Данный функциональный ряд равномерно сходится на всей оси Ох, 
поскольку он мажорируется при любом х.

Равномерно сходящиеся ряды обладают некоторыми общими свой­
ствами:

1) если члены равномерно сходящегося ряда непрерывны на не­
котором отрезке, то его сумма такж е непрерывна на этом отрезке;

2) если члены ряда (12.7) непрерывны на отрезке [а; Ь] и ряд 
равномерно сходится на этом отрезке, то в случае, когда [а; р}сг |а ;  Ь\,

р ос (1
\ s ( x ) d x =  2  \ u„(x)dx,
а п =  1 а

где S ( x ) — сумма ряда (12.7);
3) если ряд (12.7), составленный из функций, имеющих непре­

рывные производные на отрезке [о; Ь\, сходится на этом отрезке к сумме 
S(x) и ряд ul(x)  -j- и!г(х) +  ... +  и'п(х) +  ... равномерно сходится на том 
же отрезке, то

и ( ( х ) +  «2 ( * ) +  ... +  и'„(х) +  ... =  S'(x).

Степенным рядом  называется функциональный ряд вида
ОО

2  а„(х — хо)\
(1=0

где а0, а |, а>, ..., а„, ... — постоянные числа, называемые коэффициен­
тами ряда, хц — фиксированное число. При хо =  0 получаем степенной 
ряд вида

ОО

2  а„х". (12.10)
/1=0

Теорема 1 (А б е л я ) .  1. Если  степенной ряд  (12.10) сходится при  
некотором значении х  =  х { Ф  0, то он абсолютно сходится при всяком  
значении х, удовлетворяющем условию  \х\ <  | jci | .
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2. Если  степенной ряд  (12.10) расходится при некотором значении  
х  =  хг, то он расходится при лю бых х, д ля  которых \х\ '>  |хг |.

Неотрицательное число R,  такое, что при всех \х\ <  R  степенной 
ряд (12.10) сходится, а при всех \х\ >» R — расходится, называется 
радиусом сходимости ряда.  Интервал ( — R\ R)  называется интервалом 
сходимости ряда (12.10).

Радиус сходимости степенного ряда (12.10) определяется формулой

если, начиная с некоторого п ^  все а„ Ф  0. (Предполагается,  что 
указанные пределы существуют или бесконечны.) Формулы (12.11) 
легко получить, воспользовавшись соответственно признаком Д ’Алам- 
бера или радикальным признаком Коши.

Значит, степенной ряд сходится в интервале ( — 3/2 ;  3/2). На концах 
этого интервала ряд может сходиться или расходиться. В нашем при-

члены которого больше соответствующих членов расходящегося гармо­
нического ряда. Значит, при х  — 3 /2  степенной ряд расходится. Следо­
вательно, областью сходимости исходного степенного ряда является 
полуинтервал [ — 3 /2 ;  3/2). ^

Если дан ряд вида 2  а„(х — хо)\ то его радиус сходимости R
п = 0

определяется также по формуле (12.11), а интервалом сходимости 
будет интервал с центром в точке х = х о ‘. (хо— R\ хо +  R).

Пример 3. Найти область сходимости степенного ряда

или R  =  lim
ОО

( 12. 11)

2"+ 1
а,1п

ТО

мере при х =  — 3 /2  данный ряд принимает Он

сходится по признаку Лейбница. При х  =  3 /2  получаем ряд



► Найдем радиус сходимости данного ряда:

/  2"+ 1Угг +  2 \  / 7
= lim ( ----------- ■■■ ) =  2 lim - д / —

П-̂ ОО \  ПЛ-,/„ I I  /  П-ГОО \  п.
+ 2 - 2.

2"V« +  • '  ' Л + 1
ряд сходится в интервале (0; 4 ) .  При х =  0 получаем ряд

1
, который расходится, так как его члены больше членов

расходящегося гармонического ряда, а при х =  4 — ряд У  ( — I)"----- ------ ,

где l i m — ____ i.. — 0, сходящийся по признаку Лейбница. Область
у п  +  1

сходимости данного ряда (0; 4]. ^
ОО

Z

Xn 
— р .

п =0
► Находим радиус сходимости ряда:

=  lim ( ~  : - — г гг!- ^  =  I'm (п +  1 ) =  оо.П-*~ ОО \  tt\ (П 1)! J П->-00

Следовательно, данный ряд сходится на всей числовой прямой. Отсюда, 
в частности, с учетом необходимого признака сходимости ряда (см.

х п
§ 12.1, теорему 1) получаем, что lim —- =  0 для любого конечного х.

п-*- оо П ■
На всяком отрезке [а; Р], леж ащ ем  внутри интервала сходимости, 

степенной ряд сходится равномерно, поэтому его сумма в интервале 
сходимости является непрерывной функцией. Степенные ряды можно 
почленно интегрировать и дифференцировать в их интервалах сходи­
мости. Радиус сходимости при этом не изменяется.

Пример 5. Найти сумму ряда

х 3 , х 5 х2"-1
* +  - у  +  - 5 -  +  -  +  2 ^ = Т  +  -

► При Ш  <  1 данный ряд сходится (так как R =  1), значит, его 
можно почленно дифференцировать в интервале сходимости. Обозначив 
сумму ряда через S(x),  имеем

S ' (х) =  1 Ч— а'“ —|— х А -(- ... -(- х~а 2 +  ..

Так как | х | < 1 ,  полученный ряд есть сумма членов убывающей 
геометрической прогрессии со знаменателем q =  х 2 и его сумма S '(x)  =

=  -j------- 2 - Проинтегрировав ряд из производных, найдем сумму дан ­

ного ряда:



A3-12.3

1. Найти область  сходимости  к а ж д о г о  из следую щ их

(Ответ: а)  — 2 ^ . v < 2 ; 6 )  — 1 < х < ; 1 ; в )  — 1 / 2  <  Л'<  

< 1 / 2 ;  г) — 3 / 2 < х < 3 / 2 ;  д)  — 8 < х < 2 ; е )  — д / 2 / 2  <

< * < V 2 / 2 . )
2. Найти область  равномерной сходимости следую щ их  

рядов:

3. Применив почленное интегрирование и д и ф ф е р е н ц и ­
рование, найти суммы указанны х рядов:

р я д л я -

б)

в)

Д)

б)
п =  I

б)

(Ответ:  а)  — In (1 — х) ( — 1 1); б )   ̂ _ 1 ^  (|л'| <  1).^

Самостоятельная работа

1. 1. Найти область  сходимости  ряда
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Z on( v_3)*
— Y ■ 1 
5"л1пл — 0,5П— 1 V

и исследовать сходим ость на концах этого  интервала. (От­
вет: ( 1 /2 ;  11 /2) ,  ряд сходится  при * = 1 / 2  и * = 1 1 / 2 . )

оо

2. Найти область  сходимости  ряда ^  — -— .
« =  I

3. 1. Найти интервал сходимости ряда ^ К Г * " - '  и

исследовать сходим ость на концах этого интервала. (От­
вет: ( — 1/ 10;  1 /10),  ряд расходится  при * = ± 1 / 1 0 . )

2. Найти область  сходим ости  ряда

12.3. Ф О РМ У Л Ы  И РЯ Д Ы  Т Е Й Л О Р А  И М АКЛО РЕНА . 
Р А З Л О Ж Е Н И Е  Ф У Н К Ц И Й  В С Т Е П Е Н Н Ы Е  РЯ Д Ы

Если функция у  =  f(x)  имеет производные в окрестности точки х — х 0 
до (п -f- I)-го порядка включительно, то существует точка с =  лго +  

0(х — лго) (0 <  0 <  I), такая, что

[(х) =  / М  +  ^ - ( х  -  хо) +  {х _  *„)-> +  ... +

+  {х — Хп)" -)- R„(x), (12.12)

где Rn{x) =  (^+ Т ) ! (* ~ Х о Г '-
Формула (12.12) называется формулой Тейлора  функции у =  f(x)  

для точки ха, R„(x)— остаточным членом формулы Тейлора в  форме 
Лагранжа.  Многочлен

Р„(х) =  f ( x о) +  (Л- -  х0) +  ... +  (Л- -  Х„Г

называется многочленом Тейлора  функции у =  f(x).
При ха =  0 приходим к частному случаю формулы (12.12);

1(х) =  ( ф ) + Ш - х +  ■ ^ Ш - х '-+ ., .+  х « +  ( |2 . |3 )

где R J x )  — - — — —  х с  =  Ох (0 <  0 <  I ).
(п +  I)!

Формула (12.13) называется формулой М аклорена  функции
у =  №
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Пример 1. Разлож ить  по степеням разности х — 1 функцию у =  
=  х А — Зх2 - \ -2х  -\-2.

► Д л я  того чтобы воспользоваться формулой Тейлора при х 0 =  1, 
найдем:

i/(I) =  2, у '(  1) =  (4*3 - 6 * *  +  2 ) | , = 1 = 0 ,
j/"(1) =  ( 12х2 — 12x) | t = , = 0 ,  г/'"(1) =  (24jc — 12) | , =  12,
у ' 1/(1) =  24, у 1,( х ) = 0

И т . д .
Следовательно,

■ Зх2 +  2х +  2 =  2 +  2(jc— I)3 +  ( х — I)4. 4

Пример 2. Записать многочлен Тейлора функции У =  ~  в точке 

-«0=1-
^  Находим производные данной функции и их значения в точке 

.* 0 = 1 :

</(-'")l*=i =  I. < / ' ( ■ ) = — т |  = - 1-ДГ I дг = ]
2 1 I • 2 • 'Н I

/ ' ( ! ) = —  = 2 ,  у " ' ( 1 ) =  ------ —  = - 6 ,X I х — j X I х = I

* " ( . )  =  ‘ ~ 2  j ' 4 | ^ = 2 4 .......  У(,,,(1) =  ( - 1 Г

Следовательно,

М  =  I -  ^  ( *  -  1 )2 -  {х  -  1 +  -  +

+  ( - \ ) ' ^ ( х - \ ) " =  \ - { х - \ )  +  ( х - \ f - ( x - \ f  + . . .  +  ( -  ! ) " (* -1 ) " .  

Остаточный член формулы Тейлора для данной функции имеет вид

R n(x) =  ( — I)“+ 1 ------(0 <  0 <  I). 4
w  '  ( I  + 0 ( х -  1))“ +  2 '  '

Сформулируем условие разложимости функции в ряд Тейлора. Если  
функция f(x) дифференцируема в окрестности точки х 0 любое число 
раз и в некоторой окрестности этой точки lim R„(x) =  0 или

lim r - , K g - ^ ) 1; : ; r , g 0 , ( , 2 . 1 4 )

о ( « + ■ ) >

f ( x ) — f (x о) +   ̂ (■* — *о) +  ••• +  (х  — *о)" +  -.- О 2 -15)

В частности, при х 0 =  0

Ряд  (12.15) называется рядом Тейлора,  а ряд (12.16) — рядом  
Маклорена.
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Условие (12.14) является необходимым и достаточным для того, 
чтобы ряд, построенный по схеме (12.15) или (12.16), сходился к 
функции f(x)  в некоторой окрестности точки х =  xlt. В каждом конк­
ретном случае необходимо находить область сходимости ряда к данной 
функции.

Пример 3. Разлож ить в ряд Маклорена функцию ch х  и найти об­
ласть, в которой ряд сходится к данной функции.

^  Находим производные функции f(jc) =  c h x ,  (jc) =  sh jc, f"{x) =  
=  ch x, f '"(x) =  sh x, ... Таким образом, f ( x )  =  ch x, если n — четное, 
и f n](x) — sh x, если n — нечетное. Полагая  x 0 =  0, получаем: ДО) =  1, 
/'(0) =  0, / " ( 0 ) =  1, (0) =  0, ..., fM (0 ) = 1  при п четном и f" '(0) =  0 
при п нечетном. Подставим найденные производные в ряд  (12.16). 
Имеем

. х~ х 4 х 2п
ch х =  1 -)- ----  -)- ---- + ■ ■ ■ + -------- + . . .  (1)

2! 4! т  (2п)\ т  ’

Воспользовавшись условием (12.14), определим интервал, в котором 
ряд (1) сходится к данной функции.

Если п — нечетное, то
у +  1

R „ (x )=  ----------ch Ox,
(л +  1)!

если же п — четное, то
хп+ 1

Rn (дс) =  ------------- sh Оде.
(п +  1)!

Так как 0 < 0 < 1 ,  то | ch 0х\ =  (е0х -)- е ~ 0х) / 2  <  е '•*' и | sh 0je| <  е ul. 
Значит,

I х  I 1
\Rn{x)\ ------ е Ul.

(" +  l)!
Но, как было установлено в примере 4 из 12.2, lim ------------ =  0 при

П- r  ОО ( Я  - j -  1 )  !

любом х. Следовательно, при любом х lim R n(x) =  0 и ряд (1) сходит-
II —► ОО

ся к функции ch х. 4
Аналогично можно получить разложения в степенные ряды многих 

других функций:

=  1 +  у р  +  - J T  +■■•+ у р  + -  ( ~  00 < * <  00)■ О 2 -17)
2 4 2/1

cos * =  1 -  -  ... +  ( -  i r - ^ y y  +■•• ( -  о о < х <  ОО), (12.18)

X 5 J i n -
sin х х  -)- ... -)- ( 1)'п— ]

3! ^  5! 1 (2п — 1)!
( — о о < х < о о ) ,  (12.19)

In (1 + х )  =  х - ^ -  +  - ^ - ) " - ‘ ^ + . . .

( - ! < * < ! ) ,  (12.20)
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+  m ( m - l ) - 4 m - n  +  I) у„ +  ( _ . < л . < 1 }  ( | 2 2 | )

Д л я  каждого случая в скобках указана  область, в которой сте­
пенной ряд сходится к соответствующей функции. Последний ряд, на­
зываемый биномиальным,  иа концах интервала сходимости ведет себя 
по-разному в зависимости от т  £ R: при т ^ О  абсолютно сходится 
в точках х =  ±  1; при — 1 <  т <  0 расходится в точке х  =  — 1 и услов­
но сходится в точке х =  1; при т  ^  — 1 расходится в точках х = ' + 1 .

В общем случае разложение в степенные ряды основано на использо­
вании рядов Тейлора или Маклорена. Но на практике степенные 
ряды многих функций можно найти формально, используя ряды (12.17) — 
(12.21) или формулу для суммы членов геометрической прогрессии. 
Иногда при разложении полезно пользоваться почленным дифференциро­
ванием или интегрированием рядов. В интервале сходимости ряды схо­
дятся к соответствующим функциям.

Например, при разложении в степенной ряд функции cos л[х  в фор­

мулу (12.18) вместо х  подставляем л[х. Тогда

cos V 7 =  1 -  ^  1Г —  + .. .
v 2! 4! (2л)!

Полученный ряд сходится при любых х £ R, ио следует помнить, что 

функция cos л[х  не определена при к <  0. Поэтому найденный ряд схо­

дится к фуйкции cos ~\[х только в полуинтервале 0 ^  х  <  оо.
Аналогично можно записать степенные ряды функций / ( х) =  е ~ 2х 

с . , sin х 
И f ( x ) =  “  :

1! 1 2! 3! ' и!

=  I ----- ГГ +  ~г. • • •+  ( — 1)"~ ‘•2Л“ 23! 5! (2п — I)!

Пример 4. Р азлож ить в ряд Маклорена функцию f  (к) =
3

(1 - * ) ( !  + 2 х )  ■
► Разлож им данную функцию на сумму простейших рациональ­

ных дробей:
3 1 2

(1 — х ) ( 1 + 2 * )  I — л- ^  1 + 2 л - ’

Поскольку

I (UI <  1), (1)
о

i
1 +  2х

п -0
( - 1 ) " 2 ' V  ( 12.<с| <  1), (2)
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оо оо

Т Г ^ Т П Й Ч -  I  -'" +  2 1
«  =  О И — О

ОО

= Z (1 + (-|)'"2“+V- (3)
п -  о

Так как ряд ( I ) сходится при | х | <  I , а ряд (2) — при U | <  I/2 ,  
то ряд (3) сходится к данной функции при | х | < | / 2 .  -4

Пример 5. Разлож ить в степенной ряд функцию /(.т) =  a rc tg  х.
► Очевидно, что

— — г  =  -- ------- J -----------  =  I - Х - + Х 1 - Х С' +  . . .  +  ( -  •
\ + х -  I — ( — Х-)

Полученным ряд сходится внутри отрезка [— I; I], значит, его 
можно почленно интегрировать на любом отрезке [0; х\ cz {— I; I). 
Следовательно,

.V .V о с

О О п=\
о с

arcfg х =  £  ( - 1  Т - ' 4 ~ Х '
П =  1

т. е. получили ряд, сходящийся к данной функции при М

АЗ-12.4

1. Р а зл о ж и т ь  по степеням х  -(- 1 многочлен }(х) =  
=  х 3 — 4 х 4 - f  2 х 3 - \ - 2 x - \ -  1.

2. Р а зл о ж и т ь  в ряд по степеням х  ф ункцию  у  =  — р ,

непосредственно используя ряд М аклорена.
3. Р а зл о ж и т ь  в ряд по степеням х  ук азан н ую  функцию  

и найти область сходимости полученного ряда:

а) е ~ '  \ б )  x c o s 2 .v ;  в) 1 / д /4  — х2;

г) arcsin  х\ д )  -  , Зх +  5— ; е) c o s 2 х. 
х- — Зх  +  2

4. Р а зл о ж и т ь  в ряд по степеням х -j- 2 ф ункцию f(x)  =  
_  1

х2 +  4х  +  7
5. Зап и сать  р азл о ж ен и е  функции у  =  1п (2 -|- л) в ряд  

по степеням 1 -|- х.

то
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6. Найти первые три члена р азл ож ен и я  в степенной ряд  
функции, за д а н н о й  уравнением х у  +  е* =  у ,  если известно,

что у  =  1 при х  =  0.  ̂Ответ: 1 -|- 2 х  -|- х 2 -|- ...^

Самостоятельная работа

1. 1. Найти первые три члена р азл ож ен и я  функции

Д х ) = У *  В ряд по степеням х — 4 .
2. Р а зл о ж и т ь  в степенной ряд функцию f(x)  =  

=  1 п ( 1 — Зх)  и найти область  сходимости  этого ряда.  
(Ответ: — 1 / 3  <  х  <  1 / 3 . )

2. 1. Найти р а зл о ж ен и е  в степенной ряд функции  
f(x)  =  х  sin 2х.

2. Р а зл о ж и т ь  в степенной ряд функцию /(* )  =
Q

= -------------------- - и наити область  сходимости  этого ряда.
( 1 + х ) ( 1 - 2 х )  ^  ^  ^

(Ответ: |* |  < 1 / 2 . )
3. 1. Р а зл о ж и т ь  по степеням суммы х  1 многочлен  

f(x) =  х 4 -)- З*3 — 6 х 2 -|- 3.
2. Р а зл о ж и т ь  в степенной ряд функцию f{x) =  

=  1 п (1 -|- 2л:) и найти область сходимости  этого ряда.

 ̂Ответ: — у  <  *  <  у

12.4. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ В ПРИБЛИЖЕННЫХ  
ВЫЧИСЛЕНИЯХ

Вычисление значений функции. Пусть дан степенной ряд функции 
y =  f(x). З ад а ч а  вычисления значения этой функции заключается в оты­
скании суммы ряда при заданном значении аргумента. Ограничиваясь 
определенным числом членов ряда, находим значение функции с точ­
ностью, которую можно устанавливать путем оценивания остатка число­
вого ряда либо остаточного члена R„(x) формул Тейлора или Маклорена.

Пример 1. Вычислить 1п 2 с томностью 6 =  0,0001
^  Известно, что степенной ряд

1 п ( 1 + х )  =  х - ^  +  ^ - . . .  +  ( - 1  r , J f +  (1)

при х  =  1 сходится условно (см. § 12.1, пример 8). Д ля  того чтобы 
вычислить In 2 с помощью ряда (1) с точностью 6 = 0 ,0 0 0 1 ,  необходимо 
взять не менее 10 000 его членов. Поэтому воспользуемся рядом, 
который получается в результате вычитания степенных рядов функ­
ций In (1 +  х) и In (I — х):

1 4 - х  /  х3 х 5 х2"” 1 \
in — у  =  2 ( х + у -  +  —  + - + У У Т Г + - )  (2)
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При | х I <  I ряд  (2) сходится абсолютно, так как его радиус 
сходимости R =  I, что легко устанавливается с помощью признака 
Д ’Аламбера.

I +  х
Поскольку -j----- — =  2 при х =  1/3, то, подставив это значение х

в ряд, получим

In 2 =  2 ( —  -------!—  4-------!—  + . . . Ч ------------- +  . ..Y
\ 3  З - З 3 5 - 3  (2п — 1)3 т  )

Д л я  вычисления In 2 с заданной точностью необходимо найти такое 
число п членов частичной суммы S„, при котором сумма остатка \гп \ <  
<  6. В иашем случае

Г" ~ 2 ( ( 2 п +  1 ) -3 2,,+ | +  (2п +  3 ) - 3 2,, + 3 + • '• )■

Поскольку числа 2п +  3, 2п  5, ... больше, чем 2п +  I, то, заменив их 
на 2п -(- 1, мы увеличим каждую дробь в формуле (3). Поэтому

2 (  1 1 \  _Гп <
2 п +  1

2

(2 п +  1)-32"+|
2 I

(1 + т + ̂ г+-)“
(2п +  I) • 32" + | 1 - 1 / 9  4(2п +  О - З 2" - '  '

Путем подбора значений п находим, что для п =  3 г „ <  0,00015, 
при этом 1п 2 =  0,6931.

Пример 2. Вычислить л[е с точностью 6 =  0,001.
► Воспользуемся разложением в степенной ряд функции ех (см. 

формулу 12.17), в котором примем х  =  1 /2 .  Тогда получим

=  1 -j- -j- — -j-... - j - ---------- ...
v 2 2! • 22 rtl •2"

Остаток этого ряда
ОО ОО

Z
i 1 у  j _  =  1

(п + k ) \ ■ 2 n+k ( п +  1 )!-2"  L ,  2“ { п + \ ) \ - 2 " '  
А=[ А=I

так как (п +  1)1 <  (п +  2)! < . . .  При п =  4 г„ <  - —^  < 0 ,0 0 1 .  

Следовательно,
e^ 1 + ^ + |  +  _ L  +  _ 2 _ ^ 674.

Д л я  определения числа членов ряда, обеспечивающих заданную 
точность вычисления, можно воспользоваться остаточным членом форму­
лы Маклорена ах

где 0 <  0 <  1; х — 1/2. Тогда при п =  4
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Пример 3. Вычислить sin у -  с точностью 6 = 1 0  3.

► Подставим в формулу (12.19) значение х = 1 / 2 .  Тогда

SlnT ~  Т -  3! • 23 +  5! +  2 г' — -  +  (2п— 1)! • 2‘" - '  + "'

Так как остаток знакочередующегося ряда !г„[ ы„ +.i (см. ряд 
(12.6) и следствие из признака Лейбница) ,  то достаточно найти первый 
член ия + 1, для которого un+i <  б. Тогда S„ даст значение функции тре-

1
буемой точности. Очевидно, что уже третий член ряда ———  <  10 , 

поэтому с точностью 6 = 1 0 -з

sin У  ~  У  ~  ~ 0’479- «

Пример 4. Вычислить ^\[з4  с точностью 6 =  10~3.

^  Очевидно, что д/32 +  2 =  2(1 +  1 /16) ' /г‘. Воспользуемся
биномиальным рядом (см. формулу (12.21) при m =  1/5, л' =  1/16:

- Л

+ ^ ( ^ ~ ' ) ( ^ ~ 2) _!_ + ... = , + _!------- !_  + . . . .
т  3! 1&‘ 80 3200

=  1 + 0 ,0 1 2 5  - 0 , 0 0 0 3  +  ... ж  1,012,

поскольку уже третий член можно отбросить в силу того, что он 
меньше б =  10~3 (см. следствие из признака Л ейбница).  Следовательно,

^ 3 4  =  2(1 +  1/16) 2,024. 4
Вычисление интегралов. Так как степенные ряды сходятся равно­

мерно на любом отрезке, леж ащ ем внутри их интервалов сходимости, то 
с помощью разложений функций в степенные ряды можно находить 
неопределенные интегралы в виде степенных рядов и приближенно 
вычислять соответствующие определенные интегралы.

[
Пример 5. Вычислить 5 s in (x 2)rfx с точностью 6 =  10~3.

о
► Воспользуемся формулой (12.19). Заменив в ней х  на х 2, полу­

чим ряд
..10 4 (1 - 2  

Sin (**) =  * * -  —  +  —  - . . .  +  ( - 1 Г ‘ ---------------J .

Он с х о д и т с я  на всей числовой прямой, поэтому его можно всюду 
почленно интегрировать. Следовательно,



\ s i nix2)dx = \ ( x i - w  +  Jw  — • + (  - ' Г ' ( з й г т у г  + - ) d x =  
fl 0

/  X3 x 7 x "  , X 4" - 1 \  I 1

~  \ H  7 - 3 !  +  11 -5!  +  (4n — 1 )(2n — 1)! ^  " J | o  =

=  J _ _____ !____ l ___!______I f IV- .  I , ^
3 7 - 3 !  ~r  11-5!  ■'r i  ; (4я — 1) (2n — I)! ^ -

I 1
3 7 -3 !

=  0 , 3 3 3 3 -  0,0381 = 0 ,2 9 5 ,

поскольку уже третий член полученного знакочередующегося ояла 
меньше 6 =  10- 3 . ^

Ssin х
— - — dx  в виде степенного ряда и

указать область его сходимости.
► Воспользовавшись формулой (12.19), получим ряд для подын­

тегральной функции

_ L sin х =  , _  _ . . . + ( _ , r . + ...

Он сходится на всей числовой прямой, и, следовательно, его можно 
почленно интегрировать:

2 п  —  I

+  ( ^  (2п -  1)(2п -  1)!

Так как при интегрировании степенного ряда его интервал схо­
димости не изменяется, то полученный ряд сходится такж е на всей 
числовой прямой. ^

Приближенное решение дифференциальных уравнений. В случае, 
когда точно проинтегрировать дифференциальное уравнение с помощью 
элементарных функций не удается, его решение удобно искать в виде 
степенного ряда, например ряда Тейлора или Маклорена.

При решении задачи Коши

У' =  1(х , У), У (хо) =  Уо, (12.22)

используется ряд Тейлора
ОО

У (х)=  ~  Х°У’ <12'23>
п=0

где у(х0) =  (/о, У ' ( Х о )  =  f ( x 0, у0\  а остальные производные у(п,(хо) (п =  2,
3, ...) находятся путем последовательного дифференцирования уравне­
ния (12.22) и подстановки начальных данных в выражения для этих 
производных.

Пример 7. Найти пять первых членов разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения у' =  х2 +  у2, если у( )) =  I
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► Из данного уравнения находим, что у '(  1) = 1  +  1 = 2 .  Д иф ф ерен­
цируем исходное уравнение:

у"  =  2х +  2уу',  у" (  1) =  6; 
у " '  =  2  +  2 у ' 1 +  2 уу", ут (1 ) =  2 2 ; 

y l v = 4 y ' y "  + 2 у ' у "  +  2 у у " \  y !V( \ ) =  116

И т. д.
Подставляя найденные значения производных в ряд  (12.23), по­

лучаем

у(х) =  1 +  2 (х  -  1) +  6(Х ~  +  Щ -(х  -  I)3 +  - ^ ( х  -  I)4 + . . . =

I I 9Q
=  1 +  2 ( х -  1) +  3 ( х -  1)2 +  — ( х -  1 )3 +  - g - (х — 1)4 + . . .  Ч

Пример 8. Найти шесть первых членов разложения в степенной 
ряд  решения дифференциального уравнения у ” — ( 1 + х 2)у =  0, удов­
летворяющего начальным условиям у(0) =  — 2, у ’ (0) =  2.

Подставив в уравнение начальные условия, получим

У"( 0 ) =  1 - ( - 2 )  =  - 2 .

Дифференцируя исходное уравнение, последовательно находим: 

у ’"  =  2ху  +  (1 +  х 2)у',  у " '(0) =  2; 
y lv = 2 у  +  2ху' +  2ху' + ( 1  +  х2)у", y iv(0) =  - 6 ;
У v =  6у' +  6ху"  +  (1 +  х 2)у”', у  v (0) =  14.

Подставляя найденные значения производных в ряд Маклорена, 
получаем

у ( х ) =  — 2 +  2х — х2 +  у  х3 — J j : 4 +  -gjy-*5 +  •■• <

Решение задачи Коши у  =  <р(х) для  дифференциального уравнения 
можно такж е  искать в виде разложения в степенной ряд

у —  <р(х) =  do +  Q| (х — хо) +  ̂ 2 (х — Хо)2 + . . .  +  о.п(х — Хо)" + . . .  ( 12.24)

с неопределенными коэффициентами а,- (г =  0, 1, ..., я,  ...).
Пример 9. Использовав ряд (12.24), записать четыре первых не­

нулевых члена разложения решения задачи Коши у ' =  х +  (Г — 1, 
У ( 1 )  =  2-

^  В ряде (12.24) х0 = 1 .  Поэтому, положив х = 1 ,  с учетом на­
чального условия находим, что ао =  2. Продифференцируем ряд (12.24) 
и подставим полученную производную у', а такж е у  в виде ряда (12.24) в 
данное дифференциальное уравнение. Тогда

у ’ =  а\  + 2 а 2(х  — Хо) +  З а 3(х  — х 0)2 +  . . . =

=  х — I +  (а о  +  а ,(х  — хо) + а 2(х — х0)2 +  ...)2.

Теперь в правой и левой частях последнего равенства приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях разности х — 1 (т. е. при 
(х _  1 )°, (х — I)1 и (х — I)2). Получаем простые уравнения:

a | =  ао , 2a2 =  1 +  2a0ai, 3а3 =  а 2 +  2а0а2, 

из которых, учитывая, что а0 =  2, находим: 0 | =  4, а2 —  17/2, аз =  50/3.
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Следовательно, искомое разложение решения имеет вид 

у  =  2 +  4 ( х - \ ) +  Ц - ( х - \ ) 2 +  - ^ - ( x - [ f  +  ... 4

АЗ-12.5

1. С помощ ью степенных рядов вычислить п р и бл и ж ен ­
но с точностью 6 =  0,001 указанны е величины:

а) \[е-, б )  л[Ю:  в) co s  10°; г) ‘ У 1027; д )  In 3 / 2 .  
(Ответ: а )  1,396; б)  2 ,154; в) 0 ,985; г) 2 ,001; д )  0 ,405 .)

2. С помощ ью степенных рядов вычислить с точностью  
6 =  0,001 сл едую щ и е определенны е интегралы:

(Ответ: а )  0 ,508; б )  0 ,764; в) 2 ,835; г) 0 ,245 .)
3. Найти неопределенный интеграл в виде степенного  

ряда и указать  обл асть  сходимости  этого ряда:

4. Зап и сат ь  пять первых членов р а зл о ж ен и я  в ст е ­
пенной ряд решения ди ф ф ерен ц иал ьн ого  уравнения, у д о в ­
летвор яю щ его  заданны м начальным условиям:

1. 1. С помощ ью  степенного р яда вычислить sin 1 с 
точностью 6 =  0 ,001 . (Ответ: 0 ,841 .)

2. Найти три первых члена р а зл о ж ен и я  в степенной  
ряд реш ения ди ф ф ерен ц иал ьн ого  уравнения у '  =  х 2 — у,  
если у ( 1 ) =  1.

2. 1. С помощ ью степенного р яда  вычислить д/То" с 
точностью 6 =  0 ,001 . (Ответ: 4 ,125 .)

2. Найти четыре первых члена р а зл о ж е н и я  в сте­

2— 357

1/2 --------

a) J -у 1 +  x 3dx\ б )
о о

4 1/4

в) 5 e i/xdx; г) J e ~ * d x .
о о

а )

а)  у'  =  еу +  ху,  у(0)  =  0;
б)  i f  =  \ + х  +  х 2 — 2 у 2, у ( 1 ) = \ ;
в) у" =  х 2у - у ' ,  у ( 0 ) =  1, у ' ( 0) =  0;
г) У" =  х  +  у 2, у ( 0) =  0, 4^(0) = 1 .

Самостоятельная работа



пенной ряд реш ения ди ф ф ерен ц иал ьн ого  уравнения у" =  
=  х 2 — у,  если у ( 0) =  1, у'(Ь)  =  1.

3. 1. С помощ ью степенного р яда вычислить
0,5

f sin 2х d x  с точностью 6 =  0 ,001 . {Ответ: 0 ,946 .)

2. Найти три первые члена р а зл о ж ен и я  в степенной  
ряд решения ди ф ф ерен ц иал ьн ого  уравнения у'  =  х яу  +  У3, 
если #(0) =  1.

где коэффициенты а„, Ь„ (п =  0, 1, 2, ...) определяются по формулам:

называется рядом Фурье функции f(x). Отметим, что всегда ftо =  0.
Функция !(х) называется кусочно-монотонной на  отрезке [a; ft], 

если этот отрезок можно разбить на конечное число интервалов п (а ; х\), 
(х,\ х 2), (x4_ i ;  Ь) таким образом, чтобы в каждом из них функция была 
монотонна.

Теорема 1. Если функция f(x) периодическая (период ч> — 2п) ,  ку ­
сочно-монотонная и ограниченная на отрезке [ — л; л], то ее ряд Фурье  
сходится в лю бой точке х  £ R и его сумма

Из теоремы следует, что S(x) =  f(x)  в точках непрерывности функ­
ции f ( x ) и сумма S(x) равна среднему арифметическому пределов слева 
и справа функции f(x)  в точках разрыва первого рода.

Пример 1. Разлож ить  в ряд Фурье периодическую функцию 
(с периодом 2л ):

^  Так как данная функция кусочно-монотонная и ограниченная, 
то она разлагается  в ряд Фурье. Находим коэффициенты ряда:

J хо

12.5. Р Я Д Ы  Ф У РЬЕ

Функциональный ряд вида
ОО

(12.25)

Л

ап =  —  I l(x) cos nxdx,*п

— Л

Л
(12.26)

I Г
bn =  —  I /(х)  sin nxdx,

S  (х) =  0) +  К х  +  0)

34



л

а0 =  -J- \  f (x )d x  =  —  [ xd x  =  — -^г- 1 =
" Ji J л  Z I rj Z- t S
я

S
0

=  —  f —  sin nx  I — \  —  sin n x d x \  
л \  n lo J n )

и =  x, dv  =  cos nxdx,
1 .

du — dx, v =  —  sin n x  
n

------- ^ c o s n x l  = —!— ( ( _  l)»— l),
л. n lo nn

b„ =  —  \  x  sin n x d x  =  — 
л  .1 л ( - f cos tix -\----- —sin ял:

I о n  I о >

- cos n n  = - l y (n e N).n • n n

Подставляя найденные коэффициенты в ряд (12.25), получаем
оо

2
/ м  =  т  + К л (2 п — 1Г

( _  1V' — •
- cos ((2п — 1)х) -(----------------- sin п х ) .

Этот ряд сходится к заданной периодической функции с периодом 2п 
при всех х ф ( 2 п — 1)и. В точках х =  ( 2 п — 1)л сумма ряда равна 
(л +  0 ) /2  =  л / 2  (рис. 12.1). -4

Если функция y =  f (x ) имеет период 2г, то ее ряд Фурье записы­
вается в виде

/(*) =
а0 cos |

где

; ( - у - л )  +  6„ sin ( ~ - х ) ) ,  (12.27)

Г1= 1
I

ап =  у -  ^ /(*) cos 

- I  
i

Ь„ =  -j- ^ /(х) sin ( ^ - x ^ d x .

12.28)
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Теорема 2. Если  периодическая функция  с периодом 21 кусочно­
монотонная и ограниченная на отрезке [ — /; /], то ее ряд  Фурье (12.28)  
сходится для  любого х  £ R к сумме

S(jt) =  ( / ( j t -0 )  +  /(Jt+0))/2
(ср. с теоремой I) .

Пример 2. Найти разложение в ряд Фурье периодической функции 
с периодом 4;

J - 1  при — 2 <  jc <  О, 
п  ' \  2 при 0 <  2

(рис. 12.2).

У

г

-6 -4
>*:-------- =»

-2 0 2 4 6 Л

Р и с .  12.2

^  Находим коэффициенты ряда:

а0 --

4. II £,

у  ^ l { x ) d x =  ^ ( ~ l ) d x  +  ^ 2dx'j  =

— 2 —2 О

1 /  1° I 2 \  I
т Н - 2+ Ч „ )  =  т ( - 2 +  4 ) = 1’

а ,I ;= у (  ^ ( — I) cos ^ - у  x ^ d x  ^ 2  cos ^ ~ у -  =

- 2  U

1 /  2 . / л п  \ | °  4 . ( п п  \  [2\  . 
=  т г ( -----------sin ( -  ж ) ---------- sin | —— Jf ) | 1 =  0,

2 V, лп  V, 2 /  [ — 2 лп \  2 / | о /

Ьп = (  j} ( - 1 ) s i n ( - y - * ) d * +  ^ 2 s i n ^ - y - ^ d ^  =

- 2  0

1 / 2  / п п  \ | *  4 \
=  —  ( ------COS I -ГГ- х ------------(cos лп — I ) I =2 \  ЯП \  2 )  I _ 2 л/г ’)

=  — - (C O S  Л Я  -  1 ) =  - 2 _ ( ( _ | ) » _  1).



Подставив найденные коэффициенты в ряд (12.28), получим
оо

П=\

Если периодическая функция f(x) четная, то она разлагается  в ряд 
Фурье только по косинусам, при этом

i

о

если же периодическая функция f(x)  нечетная, то она разлагается 
в ряд Фурье только по синусам и

/
b„ =  -y-J f(x) sin ( ^ - j -  x^jdx.  

о

Так как для всякой периодической функции f(x)  периода 2/ и лю­
бого X £ R справедливо равенство

/ х + 1
^ f ( x ) d x =  ^ f(x)dx ,

—  I К-1

то коэффициенты ряда Фурье можно вычислять по формулам:

2 / 2 /

ап =  J-   ̂ f(x) cos (^~ j-^d x ,  ̂ l(x) sin x^dx,
о о

где n =  0, 1 ,2 ,  ...
Пусть функция /(*) кусочно-монотонна и ограничена на отрезке 

[а; Ь\ <=( — /; /). Чтобы разложить эту функцию в ряд Фурье, продол­
жим ее произвольным образом на интервал ( — /; /) так, чтобы она 
оставалась кусочно-монотонной и ограниченной в ( — /; /). Найденную 
функцию разложим в ряд Фурье, который сходится к заданной функ­
ции на отрезке [а; Ь\. Если заданную функцию продолжить на ( — /; /) 
четным образом, то получим ее разложение только по косинусам, если 
же продолжить ее нечетным образом, получим разложение только по 
синусам.

Например, функция f(x), определенная на [а; Ь] с  ( — /; /) и про­
долженная в ( — /; /) в соответствии с равенствами

0 при — / <  х  <  — Ь,
Кх)  при — — о,

0 при — а <  х  <  а, 
f(x) при а ^ х ^ Ь ,

0 при Ь <  х  <  /,

м = {
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разлагается только но синуса-ч. Сумма S{x) ряда Фурье такой функ­
ции равна f(x) внутрн отрезка |о; b\, a S(a) =  f ( a ) / 2, S { b ) = j { b ) / 2 
согласно теореме 2 (рис. 12.3).

Пример 3. Разлож ить в ряд Фурье функцию f ( x )  =  |дг| ( —  2 ^  
<  л' 2).

► Так как данная функция четная, то она разлагается в ряд 
Фурье только по косинусам, т. е. Ь„ =  0. Далее  находим:

2
2 Г х2 I2

a' = T ) XdX= T \„ = 2’
о

I 2
а« =  у - J  / W  COS d *  =  J  *  c o s  Л к  =

О о

2лг . (  пп \  | 2 4 / я н  \  | 2
=  li7rsln( — - V l o + ^ v  COS( ~ - V l o  =

Я It \  /
Отсюда следует, что о„ =  0 при а четном, а„ =  — 8 / ( л 2<г2)при п нечетном. 

Искомый ряд Фурье данной функции

. . . .  8 Г 1 1 /  (2и -  1)я \
/(■*) =  I ------- -- > ------------ - T - e o s ( - ---------- —  J£J-

л 1 L ,  (2 п  — I)2 V 2 /
п = I

Его сумма равна заданной функции на отрезке j — 2; 2], а на всей 
числовой прямой эта сумма определяет периодическую функцию с пе­
риодом <о =  4 (рис. 12.4). ^
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Пример 4. Разложить в ряд по синусам функцию f(x) =  2 — x  
на отрезке [0; 2|.

Продолжим данную функцию на отрезок [ — 2; 0j нечетным 
образом (рис. 12.5), т. с. положим

/(*> =  {
— 2 — х  при — 2 ^  д' <  0,

2 — Л’ при 0 ^  х  ^  2.

Тогда а„ =  0 при / ; = ( ) ,  I, 2 .......  а

ь"= т \sin (т- x')dx = S ~Л) sin л)dx =
о о

и =  2 — х, du  =  — dx.

du =  sill

2(2 -л-)

л« я'/?
_4_
л/i

Подставляя найденные коэффициенты в ряд Фурье, получаем
оо

l ( x ) = i  Z  т * ’т ( т - хУ  4
и = 1

Пример 5. Разлож ить в ряд Фурье функцию, график которой изобра­
жен на рис. 12.6 в виде сплошной линии.

>  Продолжим данную функцию на отрезок [ — 2; 0] четным обра­
зом и разложим функцию f(x) — x, х £ [0; 2|, но косинусам, т. е.

f ( * ) = - f - +  ]Г а„  cos ( i f * ) .
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2 Г х  \ 2
a“= T ) X d X = — 10= 2 ’

1)

2 С /  лп  \  2х  . /  лп  \ \ 2
a» = Y ) x c o s { - 2 - x ) d x = - ^ s m { — x ) l -

О
2

2 f  /  яп \  . 4 /  лп \  | 2
---------- \  sin ( Jdx  =  — — cos ( ----- х ) =

лп  J \  2 /  п гп~ \  2 /  о

2

4 ,,
У

л 2п'2

! / \  , Ч '
-4 -2 О 2 4 6 S х 

Рис.  12.6

Искомый ряд Фурье имеет вид

т =  , _  А .  у  СЮЛ £ " Г '■>■*. Л .
л 2 £_, (2 л — 1)' \  2 /

На отрезке [0; 2| он представляет собой заданную функцию, а на всей 
числовой оси — периодическую функцию с периодом м =  4 (ем. 
рис. 12.6, штриховая и сплошная линии). 4

Поскольку ряд Фурье сходится к значению соответствующей функ­
ции в точках, где функция непрерывна, то ряды Фурье часто использу­
ются для суммирования числовых рядов. Так, например, если в ряде 
Фурье функции, определенной в примере 5, положить х =  2, то получим:

2 =  I
I

(2н •
• cos л,

У —Z _ I (2  п —(2 п — I)2 8
и =. I

Пример 6. Разлож ить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг 
функцию у  =  х 2 на отрезке |0; л] и е помощью полученного ряда вычислить 
суммы числовых рядов
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- 2> ■r1 An
>  Разложим данную функцию в ряд по косинусам, продолжив ее на 

интервал ( — я; 0) четным образом и на всю числовую прямую периоди­
чески, с периодом 2я. Тогда:

,2 2 лг3 Iя 2л2
ао =  —  \  x ‘dx  =  —

Л о | о оISо

2 Г 2 , 2 ( х 2 . Iя
ап =  — \ хг cos n xdx  =  —  I —  sm nx  — 

л  J  я  \  n | о
о

л л

So *  - ,  \  4 /  x  I” f  cos nx2x  —  sin n x d x  ] = ------ —( ------- cos n x \  — \  ------------ dx  =
n J  n n \  n | о J n

4 I-1 4 ( — I)“
=  —r cos nx\ =  —— —■n lo n

Получили ряд Фурье
ОО

, w _ * +4
п =  I

Так как продолженная функция непрерывна, то ее ряд Фурье схо­
дится к заданной функции при любом значении х. Поэтому для х =  0 
имеем

0 =  —  + 4
3

I ' - " ' " 1
I л 2 

п2 “  12

При х  =  л
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АЗ-12.6

1 . Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье функцию

(( \ _  /  х  ПРИ — л <  х  ^  о.
1\х ) — | 2jc при О <С х  <С л,

имею щ ую  период 2л.
оо оо

/  л 2 V-1 cos (2л — I ) а' „ V 1 , , , i  s 'n ИЛ’ \( Ответ: — ------- )  -------- !-------- ^----- 1- з >  ( — I)"- 1 --------- .)
V 4 л Z j  ( 2 л - 1 ) -  Z j  а )

2. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье функцию

и  '1_ / л +  2л: при — л <  х  ^  0,
/ W  [ — л ПрИ 0 <  *  ^  л.

(Ответ:  — 4т +  2 У  ( -------------- c o s ( 2« — \ ) х ----- - sin п х ) \
\  2 \  л (2а — I)" /

3. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье периодическую  функцию  
(с периодом ы =  4 ) ,  если

с/ ч ( 1 -4- х  при — 2 <  х  ^  О,
/ « = { _ !  п £ и 0 < * < 2 .

сю

( О т в е т : ----- 5- +  — V  ( ------ —
\  2 л \  л (2/г —

п -1

L)-)

л(2/г — I)
C O S  — ------------- -- JC —

I ■ л п х ' 
—  SJn - Г  н z

4. Найти р а зл о ж ен и е  в ряд Ф урье функции у  — х 1 на 
отрезке [ — л; л]. П остроить графики функции и суммы ря-

сю

да. [Ответ:  +  4 ^  ( -  1)"-cy j . ,)

Самостоятельная работа

1. Найти р азл о ж ен и е  в ряд Ф урье функции f ( x ) =  — х. 
на отрезке [ — 2; 2]. Построить графики данной  функции

и сумм

42
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2. Найти р а зл о ж ен и е  в ряд Ф урье функции

г, , _( — 2 при — л <С х  <  О,
К х ) —  |  j П р И  О - С х ^ л .

Построить графики данной функции и суммы ряда.  

(Ответ: — 1 +  -5- ^  1>п ( sin (2п — 1)jc.^
п =  !

3. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье функцию

- х  при — л <  jc sC
О при  0  <  х  <  л.
х  при — л <  х  <  О,

Построить графики данной функции и суммы ряда.
ее

( Ответ: y  +  ^  cos  п х   ̂ s ‘n nxj-' j
п — 1

АЗ-12.7

1. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье по синусам функцию f (x)  =  х 2 
в интервале (0; л). П остроить графики данной  функции

оо

и суммы ряда. ( Ответ: — 1 )п_ 1  ̂—-----1- Д - ( ( — 1)" —
п -  I

— l)^sin  nx^j

2. Р а зл о ж и т ь  в р яд  Фурье по косинусам кратных дуг

(
2

Ответ: — +

оо
, у  cos 2пх  \

+  1 -  (2n f  7
п - I

3. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье по синусам кратных дуг  

функцию / ( * ) = ! — jc/ 2  на отрезке [0; 2 ] .  ( Ответ:



4. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье по косинусам кратных ду г  

функцию f ( x ) = l — 2 x  на отрезке [0; 1]. ^ Ответ:
оо

8 ^  cos л  (2л — 1) х  \  
л 2 | (2л — I)2 /

л =  I

5. П ол ьзуясь  р азл ож ен и ем  в ряд Ф урье по синусам  
кратных д у г  функции f (x)  =  1 на отрезке [0; л], найти сумму

ряда 1 - ±  +  | - ± + . . .  +  ( - 1 ) " - ' у - 1 _ + . . .  (От­

вет: л / 4 . )

Самостоятельная работа

1. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье по косинусам  кратных  

д у г  функцию f ( x)  =  1 — х  на отрезке [0; 2]. ^ Ответ:

- 1 -  у  ------ -1----- . c o s  1 2/г ~ Л Я лгЛ
л (2 п — 1) 2 /

п =  I
2. Р а зл о ж и т ь  в р яд  Ф урье по синусам  кратных ду г  

функцию f ( x)  =  л  — х  на отрезке [0; л]. ( Ответ:

Zsin пх  \

« 7

3. Р а зл о ж и т ь  в ряд Ф урье по косинусам кратных
л 2 /дуг  функцию f ( x)  =  — — — на отрезке [0; л]. (Ответ:

оо

2 у  cos ((2л — \ )х) \  
я  L ,  ( 2 л — I)2 /( 2 л -  1)

I

12.6. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ К ГЛ. 12 

И Д 3-12.1

1.  Д о к а за т ь  сходим ость  р яда  и найти его  сумму.
оо

I  ^ Г Т 2 )  ' (0ГвСТ; S = f )
Я — I
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оо

, . 2 .  £ £ ± г . ( 0 г ~ г Я - 1 )

п =  1

оо

1.3. У  -----------!----------- . (  Ответ: SL. (2 л + 5) (2 л +  7) V
л =  О

оо

1.4. £  J L t S l .  (Ответ: S =  -f . )
л =  (

оо

' • 5 ' 1 -|.-+5)'(А +  6 ) - ( ° ТвеТ: S  =
п =  О

оо

' •6- t  ( 0теет: S = T-)
Л =  ( 

оо

' •7- Z  (2. + 7)'(2,. + V  ( 0геЭТ; S

оо

1.8. V  4 ~ 3 . ( Ответ: S  =  — \
L .  1 2 "  \  6  )

п =  I

ОО

1-9. У  , 7. ■ (Ответ: S  =
Z_i (П +  6) (п +  7) \

П=\

оо

' ,0' X  ( 0т<“ т: х = т )
П= I

оо

1-11. У  ■ , '— р-гут- . (Ответ: S  L, (я +  9)(л +  10) V
п =  1

оо

U2' Ё ^ - ( 0гвгг;5- 1 -)П= I
оо

1-13. У  . (Ответ:  5  =L. (я + 7) (л + 8) V
п = \



A! =  i 
oo

1 ' 15‘ Z  (rt +  2)(« +  3) • ( 0твет: S = y )
/2=0

OO

1- , 6 ‘ I  ( 0твет: s  =  i - )
П— I

oo

' ■ ' 7 - Z - +3) ' ( .  +  4|- ( 0 r a ” - S = | - )
«=0

oo

' - 18- 1  s = h •)
H =  I

oo

*•19. У  ■ 1— —— . (Ответ: S = — Л(n +  4) (n -f 5) V 5 /
я = |

OO

1 2 °- Х ^ - - ( ° ТвеТ: S = = T2-)
n =  !

oo

1.21. У  ----------- !----------- . ( Ответ' S  —  — ^L  (2« + l ) ( 2n + 3) 2 7
n =  0

OO

1.22. ~ 2" t " (О твет: S =
/1=1
oo

r 2 3 - I t* . + 3)'(*. +  5 ) - ( 0 г е е т ;  S  =  T ' )
гг =0

oo

' •24- I  ^ ^ - ( O r e e r :  S = i . )
Л= I 

oo

1-25. У  -pr------ f  Ответ: S  =  — ЛLi (3n — l)(3n +  2) V 6 /
n =  I



, .2 6 .  V  * ± * L .  (Ответ: S  =  ^ )L, 24" \  14 /
11 =  1

oo

1.27. V  - ------ -----------гг- (Ответ: S  =  -1  Л
(3n +  l ) ( 3 / i + 4 )  V 12 /

/J —  1

OO

, .2 8 .  V  * - = * - .  (Ответ: S  = - * - . )L, 24" \  14 /
/ 1 = 1

OO

1.29. У  ---------- !-----------. (Ответ: S =  1 ЛL, (3n +  2) (3/! +  5) \  15 У
/1=1

'•3« - Ё ^ Т Г Ч 0 — 5 = i )
/1 =  1

И ссл едовать  на сходимость указанны е ряды с п о л о ж и ­
тельными членами.

2
оо

2.1. У  3 ~j~2 !̂ . (Ответ: расходится .)
/  * п °

n =  i 
оо

2.2. У  —7fi ~  1 . (Ответ: сходится.)L  5"{ / г+1) !  ;
/i= I

оо

2 ’^* X (~^~) (" « " )  ’ ^ ® тв е т :  СХ° Д ИТСЯ-)
/1 =  1

оо

2.4. (2« +  l ) t g - ~ - .  (О геег:  сходится .)
п =  1

оо

Z
nn/2

(Ответ: расходится .)

я =  I 
оо

2 -6 - I  f e ^ £ + 3 ) ~ {0твет:  СХОДИТСЯ-)
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2.7 .  ^  ("Rj") и 1' ( О твет: сходи тся .)
п= I

оо

2.8 .  ^  *2 73 13 (Ответ: р асходи тся .)

П =  I
с»

2.9 . ^  _3rt(z^-H)_ {Ответ: сходи т ся .)

1
оо

2.10. У  J£+-Hi!_. (Ответ: сходи тся .)
/ ,  гг"

л =  I
оо

2.11 .  ^  / z s i n - ^ - .  (O reer:  сходи тся .)

п =  1 
оо

2 .12 .  ^  ^  ^ —  (Ответ: сходится.)

л =  1 

оо

2.13 .  V  ------—------ . (Ответ: сходится .)
Л  5" (я +  3)!

я =  I 

оо

2.14 .  ^  3 7 * п - ; г ~ 0  * (Ответ: р асходи тся .)
п ~  1 

оо

^  зу... (Ответ: р асходи тся .)

п =  I 

оо

, , ,  X  п ъ t g —^. (O reer;  сходи тся .)
I

оо

2.17 .  У  (Ответ: сходи тся .)
( я  +  1 ) !

п  =  1

о*

2 -*8- У ”. . (Ответ: сходится .)
/  (2л -+* 3)!

4S



2.19.

2.20. 

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

X  ( ® твет: р асходи тся .)
я =  1 

о*

X  • {0твет: СХ°ДИТСЯ-)
я =  I

оо

^  (3/г — 1) sin  (Ответ: сходи т ся .)
я =  1

оо

X  " 2 ' № Т в еТ :  Г О Д И Т С Я .)
я -  I

оо

Z
1 -  . (Ответ: сходи тся .)

, Vя • 7"Я =  I ¥

оо

X  1 • 4 - 7 - - - ( З д - 2 ) ) • ( 0 r e e r ;  р а сх о д и тся .)
Я “  1 

оо

Z 5” У-Ч— . ( Ответ: с х о д и т с я .)

я  =  1 

оо

I  I ' y . ' i t - Z ' - 3 )  • ( 0 г в е г ;  СХ° Д ИТСЯ-)
п =  I

оо

^  _ А _ .  (Ответ: р асходи тся .)

я  — I

оо

X  сходи т ся .)
я  =  1

оо

Z 2”--------------- . (Ответ: сходи тся .)
5"(2п — 1) V

п=  I
ОО

Z 2n . (Ответ: сходи тся .)
, л[ п -  2пП =  1 *
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3 . 1 0 .

3.11.

3.12.

'У  ----- ^ (Ответ: р асходи тся .)

« = | ( ч г ~ )
сю

Z
/ 5 ,  _ J \  л2
( ~ 5̂ — ) - (Ответ: сходи тся .)

п== 1
сю

^  ( a r c t g  2п }  ̂ • (Ответ: сходи тся .)
п =  I

сю

--------!-------- . (Ответ: сходится .)
(in (и +  2))" ;

и =  1 

сю

^  ^ a r c s in -^ -^  . (Ответ: сходится .)
п = I

со

Z / n 2 +  5n +  8 \ "  ^Г— ~ — ^— ) . (Ответ: сходи тся .)
п= 1 

сю

I  ( а г с ,К 1 г ) ' -  (Ответ: сходится .)
п =  1

оо

^  (Ответ: сходи тся .)
п= I

оо

-------- !------— . (Ответ: сходи тся .)
(In ( л +!))"■ }

п =  1

ОО

X  сходи тся .)
н= 1

оо

--------!-------- . (Ответ: сходится .)
( 1 п ( п + 3 ) ) »  V ;

л =  | 
оо

Z/ Зл2 +  4л +  5 \ " 2 , „  чГ  г Г з— i-y-J . (Ответ: сходи тся .)



3.13. ^  (~~ 2п~~~)  ' ( О твет: сходи т ся .)
П =  \ 

оо

3 , 4 .  I  ( s i n - ^ - )  . (Ответ: сходи тся .)
П =  I

00 3
3.15. ^  ( ' ” 4̂  1 )  * (Ответ: сходится.)

п = | 

сю

Z 4n
------------------г . (Ответ: р а с х о д и т с я . )
( ( я + 1 ) / л ) “- '  н а ;

/1 =  1

СЮ

ЗЛ7' I  (Ш(Лог • {0твет: сходится>
п — I

сю

Z j  (  ^ З п  1 )  ‘ ( ® твег:  СХОДИТСЯ.)
п=  I

сю

3 . ,  I  ^ a r c s i n - ^  . (Ответ: сходится.)
« — I

сю

3.20. ^  ( ' "2д 1 )  ‘ ( ^ 7в^7’; СХОДИТСЯ.)
/1=1

сю

3-21- I  (5 т^тг)”' <0™ет;
/1=1

сю

3 . ,  Z  ( .  — )  . (Ответ: сходится.)
п=  I

оо

3.23. I  (  arcsin . (Ответ: сходится.)
л=1

оо

3.24. I  ( . ” ^  )  • (Ответ: с х о д и т с я . )



3.25.

3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3 .3 0 .

4.1.

4.3.

4.5.

4.7.

4.9.

4.11.

X
n= l

{(П +  !)/»)■• 
5"

. (Ответ: сходи т ся .)

X  0 ^  2Д т )  ' ( О твет: сходи т ся .)
п= 1

ОО
- - . п
У  / sin 5n |̂_ j-J • {Ответ: сходи тся .)

п =  I

“  . .2/1
V  ( a r c t g - ------ p j  . (Ответ: сходи т ся .)

10“
(1п (п +  5))'

(Ответ: сходи тся .)I
П — 1

^   ̂a res in 2'i ^ 35 )  • (Ответ: сходи т ся .)

I  (^V )’

I
1= I

oo

I

1
(2n +  1) In (2n +  1)

___________________1___________________

(3n +  4) In2 (3n +  4)

I
■i =  2

®o

I

1 l n ^ 1
- fn  «

6 +  n 
36 +  n 2

— 1

4.2.

4.4.

4.6.

4.8.

1 - ( in  + 2 )  In (3n +  2) '

j ^ x V(4« +  5)3

! • V ( 7 « - 5 ) 5

X  (3n — 1) In (3n — 1)

4.10.

4.12.

I (5n — 2) In (5n -  2)

У - г - 1 —
V(3 +  I n f



4.13. У  ■ — 1 -  . 4.14. У
^  V(3п -  1 )4 *->

4.15. У  ------------ !-------------. 4.16. У
(Ю л4-5)  1п (Ю л4-5)

п =  I п —

5 4- л4.17. У
/  , 25 4- п -

п =  I

4.18.

4.19.
п =  I

4.21.
п =  \

оо

4.23. £
П= 1

4.26.

4.28.

4.30. X;;

(л 4-3) In (я 4-3) In (In (« +  з»

1 4.20.
(3 +  2л) 1п5( 3 +  2л) '

1 4.22.
(9л -  4) 1п2 (9л -  4) ’

1 4.24.
1

(5л 4- 8) 1п3 (5л +  8) 

1
(л +  4) In (л +  4) In (In (л +  4))

1 4.27.
1

(3 +  8л) 1п’! (3 +  8л) '

1 . 4.29.(Юл + 3 )  1 гг (Юл 4-3) 

1

У  ---------------L -------------. 4.20. У
L a  (3 +  2л) 1п °(3 +  2л) L ,
1=1 и =

оо ОО

У ---------------L ------------- . 4.22. У
L ,  (9я — 4) I п (9п — 4)

П —  

ОО

I
I

4.25. I

У --------------------------. 4 .27. У
L ,  (3  +  8л) 1п'! (3  +  8л) L ,
п== 1 п =

ОО ОО

У ------------- -------------- . 4.29. У
L ,  (Юл + 3 )  In (Юл 4-3) L ,

(л +  5) 1п (л +  5) In (In (л +  5))
П = I

5
оо

5.1. " —  1 (Ответ: сходи тся .)
л/»3+ 2

(п +  2) 1п (я +  2)

1

, V ( 2 « + 3 ) 7

I

1

V(4 +  9n)S

‘ 3 +  л 
9 4- я 2 — 2я '

I

; У(7п  -  5 f

I

, V(4п -  3)Г

2 +  л 
4 л 2 — л



5.2. У  — ! = .  (Ответ: сходится .)
"  V  пг‘и --- 1

5.3. V  — 1— . (Ответ: р асходи тся .)
l_ t  оп + 2 

П-— 1

5.4. У  —  1 (Ответ: р а сх о д и тся .)

5.5. У  — 1------. (Ответ: р асходится .)
/) — i

IX.

5.6. У  -— !— — . (Ответ: расходится .)
/  i In {и 2j

п— ]

ОС

5.7. У  —1— . (Ответ: расходится .)
V»// = 1 

ОС

5.8. ^  у - ! —р . (Ответ: расходится .)
я = I

5.9. ^  (Ответ: сходится.)
п =  I

5.10. V  — . (Ответ: расходится .)
п ( п  +  \)

П = I

5.11. V  Зп, ~ --1 (Ответ: расходится .)  
L  п 1 +  1 v
л= I

5.12. У  ------ !-------. (Ответ: р асходи тся .)
1 _ ,  1п ( п  +  3)

л =  1

ОО

5.13. У  2п ~  1 . (Ответ: р асходи тся .)
/ i 3 п -{- 5
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5.14. V  — -— !-------- . (Ответ: сходится .)
Zn1 — п +  1 '

п -  I
оо

5 , 5 .  I s ®n_~ r r -  (Ответ: сходится .)

п I
эо

п п̂ ^_4  ̂ ■ (Ответ: расходится .)
п -  1 

оо

Z 2ji
s i n - ^ - .  (Ответ: сходится .)

« I
<х>

5.18. V  -— — i — —— . (Ответ: сходится .)
(п +  \ ) (п  +  Л) v ’

п -  !
оо

У — (Ответ: сходится .)
/  j  f l  • <5*
I! -= I

ОО

5.20. У  -------- -̂------- . (Ответ: сходится .)L, ( 2 n +  l ) . 3 "  V ;
/г — I

сю

Z ,  I 2
— г. (Oreer; расходится .)

. я л/яп — 1 '

сю

5.22 .  I  sin -  - Я_  j ■ (Ответ: расходится .)
« =  I

оо
ГГ5.23. ^  • з • (O reer; р асходи тся .)

оо

5.24 .  £  sin . (Ответ: р асходи тся .)

оо

[ . (Ответ: сходится .)

I
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5.26 .  У — ;------ . (Ответ: сходи тся .)
L  2/i! +  5
п = I

ое

5.27 .  У  — -— . (Ответ: сходится .)
п~ +  4

п =  1 

оо

5.28. У  . (Ответ: р асходи тся .)
п 2 +  4

и = 1

оо

5.29. У ----- ------ . (Ответ: сходится .)
L ,  5  п 2 +  3

5.30. Е
п= 1

I
(Л +  1) (Л +  6 )

. (Ответ: сходится .)

6.1. у —- 3
L  (n +  i)J

6.3. I

■-z
п — 1 

оо

• I

2л — 1 
2л 2 +  I

2"

I + 2 2'1

( л +  I)!

6.9 Z n\

7 2
П =  1

6.11
• I

й=0 У з л +1
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6 .2 .

6.4.

у
I—* -Jn

I

д/л (л — I)

« ( » + > )
3"

.6 .  у  - V - .
/  . л In л

6.6

-f- 3

6.10. I I
(5л -  I) (6л +  3)

“  2 
6 . 1 2 .  У  — У  •

L ,  5" V П +  3 /



6.13. У  — - — . 6.14. уL  з« + я L п2
п =  1 п =  1

оо оо

6.15. £  6.16. £  i l .
п ~  1 п =  I

оо оо

6.17. У  ----- - -------. 6 .18 . У  - ~ 7  1
/? /  rt 4- 1 '/«= 1 v n= Iл V n  + 1

6.19. У  ■ n + - ■. 6.20. У
Z - ,  2л +  5 л /п \п  +  3)

6.21. У  — !— . 6 .22. У  (rt + 1)1 .
Z _ ,  л л +  I (2л)!
П =  I n =  I

6.23. У  ----------- !----------- . 6 .24 .  У  —  ( n+lX
l_ j  (Зл — 2) (7л — I ) T  \  n J

6.25.

П = 1 П = I

«(»  +  1)
9"

« =  o v — 1 • ,I =  1

У  ■ 1 6.26. У
‘- J л ]Т п + \ {->

6.27. У  / ~ 7------. 6.28. У
L ,  Зл4 +  5 л - 2  ( 4 л - 1 )  ( 4 л +  5)

I

П = I

e-29- X (тттУ- в-30- I 6"
( л -  !)!

П ~  1 /1=1

И сследовать  на сходимость и абсолю тную  сходимость  
знакочередующ иеся ряды.

7.1. ^ Г ( — 1)” + 1—^ — у -  (Ответ: абсол ю тно  сходится.)
п =  I

Z ( _ | Y1
—■ . (Ответ: условно сходи тся .)

- v /9 r t  _L I
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Z
, __  J y ! +  '
v ' — . (Ответ: условно сходится .)

f !  -  2 

oo

7.4. ^  ( — 1)"+ 1 6/i ^  5 • [Ответ: р асходи тся .)
>1 — i

7.5. У  ( — 1)"—Ч .  (Ответ: абсол ю тно сходится.)
' л / п г'

а =. 1 V"

7.6. У  ( — l)"+ l - i —. (Ответ: условно сходится .)

7.7. ^  ( — (Ответ: абсол ю тно  сходится .)
Н = 1

7.8. У  ( — 1)'1+ 1-7т;— Ч — • (Ответ: абсол ю тно схо-
(2« +  I) п '

I! ~ 1
дится.)

7.9.
Z

 ( — ! ) " + ' — 1 (О т е т : условно сходится.)  
У л  +  I

Z
,  __  { )И ~  1
- — (Ответ: абсол ю тно  сходится .)

1 п Ч пп = I v

оо

7. 11.  ^  ( — I)"+ 1 • (Ответ: условно сходится .)
а — 1 

оо

7 . , ,  i  ( — 1)" П у  5 • (Ответ: абсол ю тно  сходится .)
П — I

7.13. ^  ( — (Ответ: р асходи тся .)
/1̂ :1

оо

, , 4 .  I  . (Ответ: условно сходится .)
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Z , _I')"
—------ [з^"* (Ответ: абсол ю тно  сходи тся .)

// =  i
оо

Z , _1 у*- '
- — ^ -----. (Ответ: условно сходится .)

п — I

7.17. ^  ( — 1)”+ |  2 п 1 . (Ответ: р асходи тся .)
п ^  1

оо

, , ,  I , г~ ~ --  (Ответ: абсол ю тно сходится .)

п = 1
оо

7.19. У  — — . (Ответ: абсол ю тно сходи тся .)
п л!п/I =  I v

оо

7.20. У  ■ ~  —  (Ответ: абсол ю тн о сходится .)
/  , я • 5“

м =  |
оо

Г - ! / __ I Y* “  1
7.21. у  a__L2— . (Ответ: абсол ю тн о  сходится .)

/2 — 1
оо

7.22 .  I  ( — 1)” ^ • [Ответ: усл овно  сходи тся .)
И =  1

оо

7.23. ^  ( — 1),| + | ■ {Ответ: усл овно  сходи т ся .)
п =\

оо

Z , _ { V‘+ *
2п +  \ ’ (Ответ: условно сходи тся .)

«=1 
оо

Z , _| у* + 1 . 3 4
— - 1----------. (Ответ: абсол ю тно сходи тся .)

<2 п +  1)"
П= I 

оо

Z , _1 у,— 1
— ■ ■ (Ответ: усл овно сходи т ся .)

, Л/я +  5П = ) 4
оо

7.27.  I ( — 0" Пу ~~- {Ответ: абсол ю тн о  сходится .)
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7.28 .  I  ( — 1)" + 2 . (Ответ: абсол ю тно схо-
П =  I

дится.)

__I yt—I
----- ------ . (Ответ- абсол ю тн о  сходится .)

(Ъп — 2)! v
П — I

ОО

7.30. £  ( — 1 ) "и1п^1- | — (Ответ: усл овно схо-
П  —  I

дится.)

8

8.1. У  <-'Г1  8.2. У - t i lL (2ll — I) L (2« + 1)!
11 = I

8.3.

п =  I

8.7.

60

yi+ i

I . 8.4.  X ̂
rt — I ri — I

oo OO

8.5. Y  . 8 .6. У  ( - ' Г ' - У
П • 2" /  . n4

8.9. у  i= i£-. 8 . 10. УL  n' + i L  (in (n -j-1))
n — 1 n =. 1

OO oo

8-12- Z ( - ' r ( ^ n - )
л — 2 n = I

oo oo

8.13. Y S ^ l T l .  8 .14. V ( - i r + ' 7_ ^ _
L  rtln/i Z-f (rt + ! ) !

I

p

8 - 1 5 - 8 I 6 - Z < - 1 ) , + V (я +  1):3 /2



„ + i 2 п + 1
8-17. 8-18. X < - D "  + , i , +  l ) .

п =  1 п =  1

оо оо

8.19. У  8.20. V  (- 1 J- J2 JL .
L ,  ( 5 п +1 )"  £_, 7"
>1 = 1

+ 1 п°
гГ  4 - 1

8 .2 1 . ^ ( - l ) n^-± i- . 8 .2 2 . £ ( - 1)"
п = 1 /г = 1

оо"-^. оо

8.23. У  (- 1 У  + 1 s in— . 8.24. У  ( — l ) " _ i L _L , 8" L , К 2п +  2

8.25. У  — ( -J .)”+1— . 8.26. У  ( — 1)" sin" —  .
L—i {П "4“  0  (П 4 “  4 )  /  6 П
П = J П = 1

оо

-  з
8-27' 8-28. X ( - D " f

8.29. У  8.30. У  f  — — 4я—V*.
L  лГп У(п + I )3 „ 4 А  + '

Решение типового варианта
оо

2п + 1
(п +  I )2

п =  I

и наити/. Доказать сходимость ряда ^  — 

его сумму.
► Общий член ап=  2п + 1 данного ряда предста-

п (п + 1)"
вим в виде суммы простейших дробей:

„  _  2гс+1 _  Л , в  , с , D
а" ---Гг,.. , , \2---- ;-- 1 Г  1-----Г IП (п + 1) п пг п + 1 (п -f I )2

2п +  1 = Л /г(л+  1)2 +  б(/г +  1)2 +  С/г2(/г +  1) +  £>/г2,
В  =  1,

- 1,
о =  л  +  С,
2 =  А + 2 В ,

п =  0 
/г =  — 1

/г3 =  0, С =  0,



I 1поэтому an =  —--------- г.
'  nl ( я + 1)2

Найдем сумму первых п членов ряда:

S 'i = 1 - T  +  T ~ T  +  ^ -  l V  + -  +

+  1 - - L  +  Л - ------ ^  =  1 ------ L ^ -(п — 1)" П~ IГ (п + 1)' (п + 1)'

Далее вычислим сумму ряда:

S  =  1 im S„ =  1 im ( \ ----- -— =  1,
П-ОО П~Оо\ (П+ 1) /

т. е. ряд сходится и его сумма 5 = 1 . ^
Исследовать на сходимость указанные ряды с положи­

тельными членами.

2. Z n\
п"

^  Воспользуемся признаком Д ’Аламбера. Имеем: 

а„ — — , an + l =  lim 3 i± L  =  цт  =
n" (n -f- 1)п+ ,!-► oo а „ n -  oo (n -f- 1)"+ n\

i • (n +  I )n" i • / n \ ”=  lim — ---- =  Um [ -----) =
n —► oo [t l  -}~ l ) f l ( r t  “ 1“  1 )  /!— o \  П -j- 1 /

=  1 im ---- !----  =  — <C 1,n-oo (1 -f l/я)" e 
т. e. данный ряд сходится. ^

oo

g V* (П 4*I S’ "  ■ 3 "
n = :i

^ Согласно радикальному признаку Коши, имеем:

^  = Um V^=  Нт =
tl  • о  п-+оо п  —► оо \  И ' О

.• (« + I)” i , - /, , 1 \п е ^  .=  lim =  — lim ( Ы  ) =  — <  1
П— оо пп • 3 3 п— оо V п / з

т. е. исходный ряд сходится. ^  
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i
Л =  1

n
I r 7

^ Воспользуемся интегральным признаком Коши. 
Для этого исследуем несобственный интеграл:

=  lim  ̂ л: • 2 d x =  \ \т  ̂ ~  ^ 2  х* d( — х2)  ̂:
I

1
4 In 2

== lim ( — -i—?---'jl =  lim (------ 5---- -j--- !— \
p->-oo \ 2 In 2 / I 1 p-.-oo \ 2 In 2 • 2 4  In 2 /

Поскольку данный интеграл сходится, то сходится и иссле­
дуемый ряд.

оо

5. X  tg-
4 д/fi

^ Исследуем данный ряд с помощью предельного 
признака сравнения, который состоит в следующем. Если
lim = k , k 6 R, k ф  О, то ряды с такими общими чле-

П-У ОО
нами ведут себя одинаково в смысле сходимости: или оба
сходятся, или оба расходятся. Имеем ап — tg2 л— . В  ка-

4л/п
честве ряда, с которым будем сравнивать исходный ряд, 
возьмем гармонический расходящийся ряд с общим чле­
ном Ьп =  \/п. Тогда

t g 1’

lim =  lim --- -■■■ 4-^~—  =  i l l  =  k Ф  0.
И-> ОО Ь п И—► ОО / Л “ \ 16 16/ Л ” \ 16 

\ 16п / Л2

(Здесь мы использовали первый замечательный предел.) 
Итак, исследуемый ряд расходится. -4

оо

6. У  (\

► Для этого ряда необходимый признак сходимости 
рядов (lim ап =  0) не выполняется. Действительно,

rt—► оо
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т. е. исходный ряд расходится. -4
Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость 

знакочередующиеся ряды.

7. у  ( - 1 Г
L ,  п-7"

^  Воспользуемся признаком Лейбница. Имеем:
1 V" ап = ---- , lim ----  =  О,

и 7 л  и  7 я/2 • / П-*-оо /I ♦ /

т. е. данный ряд сходится.
Исследуем ряд, составленный из абсолютных величин 

членов исходного ряда:

I TTF- (1)
Применим признак Д ’Аламбера:

I • а „  - I I • д - 7 " 1 1: п  1 . .lim ——  =  lim -------- — =  — lim ---- =  — <  1,
П-roo Ctn л— ос (ft -f~ 1 ) • 7 7 П-+ оо tl \ 1

т. е. ряд (1) сходится. Следовательно, исходный ряд 
абсолютно сходится. ^

»• Z ' - | ) ~ ^ 1 = 2 Z ^  + Z i -
п — 1 п — 1 п — I

Z , _ 1Y1 выполняется признак Лейб-

я = 1
оо

ница. Ряд ^  ■— — гармонический (расходящийся). То-
П = 1

оо

v ^ 1 сходится условно. Сумма сходящегося
п = 1

и расходящегося рядов представляет собой расходящийся 
ряд. Значит, исследуемый ряд расходится. -4



ИДЗ-12.2

Найти область сходимости ряда.

1
оо

£ _ « £ . .  ( о ™  [ -
п =  I 

оо

Х'2' Z  f f i '-'F ' ( 0 т в е т : ( — 6;
п = I

оо

1.3. £  ^ гЛ О твет: (- 2 ;  2).)
П= I

1.4. У  ——— . (Ответ: [ — 2; 2).)
L-i п • 2"

П = I

1.5. (Ответ: [— 1; 1).)
П = I

Z r 2n  +  i

.аГ+Т (Ответ: [-1 ; 1).)
П — 1 

оо'•7- Z & (<*»«[-±;*).)
п =  1

оо

1.8. ^  (In х)п. ( Ответ:
П — 1

оо

1.9. У  — ----. (Ответ: [— 1; 11.)
L  п (п +  1) v L J '
/г= I

оо

1.10. У  -- -̂-- . (Ответ: [ — 2; 21.)
L ,  8 (п + 1)
п — 1 .

1.11. (п(п-\-\)хп. (Ответ: (— 1; 1).)
п = 1
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1 2 . ( 0 т в е т :  ( —  2 ; 2 )-)
п =  1

оо

л = I

14. (Ответ: ( — е, е).)
П= 1 

со

15‘ X  1^+V' ( ° твет: f_5 ;
п

оо

„  I  (Ответ: [— 1; 1].)
п= 1

оо

17. х • (Ответ: ( — -\/70; -\/7o).)
Л — 

оо

18. £  (1g*y. (Огвег: (-1; К )) . )
п= 1

оо

.19. I  (Ответ: ( - 5 ;  5).)

7 — ^ ^ 4 =  ^ 1 )
,= [ (2п + 1)2 '  *■ 5 5 J  /

оо

.21. У  ~ г .  (Ответ: [— 1; 1].)
П — I *
ОО

п — I v

л = I

.20.
п =  1

.23. -— —3— . (Ответ: [— 1; 1].)
И = |
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оо
1.24.

Xfl =

3"*'’ /Ответ: £ — у ; Т »

1.25.
ооу х" -2; 2).)
Lп —1 2" д/зп -- l

1.26.
оо
V 24" ^Ответ: £—

t = t )  )Lп —, A N  -  1

1.27.
03

1п —

(rt -j~ О"* 
2я

i

.n
(Ответ: ( — 2; 2).)

1.28.
оо

Iп =

1 54"
6" \fn i v

 ̂Ответ: [  ~  -f-= t )-)

1.29.
оо

Iп ~
**tg-L

I
. (Ответ: [— 1; 1).)

1.30.
оо

Z U . )п = 1

n1 n
| — . (Ответ: (~Ъе\ 5e).)

2
2.1.

оо
V ~\fnx" 2.2.

oo
у  n”/2x"

Lп = 1
n\ ’ L  (я + I)!n = l

2.3.
оо

Гп = 1

In" Jt 
n" 2.4. £  (nx)\

n= 1

2.5.
оо

Iп = 1

(* -  3)"
n\ 2.6.

OOу (x~\ f
L i  (n + 1)̂n = 1

2.7.
оо

£  ( - i ) n+1
rt= 1

X2" - '
(2/1 — 1)(2 n — 1)!

2.8.
оо

Xп = 1

Xs in--.2" 2.9.
oo

X  г ~л -n = 1
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2.18

2.24.

2.26.

2.28.

2.30. £  ~ s "
П= 1

2.16. У  S i± J L .  2. ,7. V
. -  | . .  I 3'  V 2"  +

0 0  ОО

Z 2-19-1 ±
2.20. У  2.21. V  2" sin -£-.L-j (2л -  1)- Зл

«  =  1 п =  0

00 оо

I  7 -
л=* 1

w оо
£  и!хп. 2.25. £  -4--
"= 1 П=>|
оо оо

I  ^  2.27. £ е~
п=* 1

п = 1

3,1‘ X  (*2 Л -  1— • (0твет: 3 < х < 5 . )



3.2.

3.3.

4.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

У  — (Ответ: 1 < * < 3 . )
L ,  л" In ( 1 + 1/л) 1 '

Л =  1 

оо

X  ^~„2̂ • (Ответ: 0 < х < 4 . )
Л =  1 

о*

^  . (Ответ: 0< л:< 2.)
Л =  1 

оо

У  -{£+_8]_ ( Q T eeT : — 9 ^  х  ^  — 7.)
Л =  1 

09
^ ( 2  +  ж)". (Ответ: — 3 < л : < — 1.)
П= I

t  (0твет: - ' « * < 3 »
Л =  1

ОО

У  .... . (Ответ: — 6 ^  х ^ — 4.)
i~ i  У п +  у У « 2+ 1

оо

£  2"2(* +  2)п\ (Овет-; -2 ,5  <  * < - 1 ,5 . )
п = 0

оо

Е  r i ^  + i ) ' (0гв',г; - ' < * < 3 ->
я= 1

£  _".!(£■ 1 10Л , (От-вет: -  е -  10 <  х <  е -  10.)
Л = 1 

оо

V  i£± 5T l. (Ответ: — 6 < х <  - 4 .)
( я + i y  v ^  ^

л=0

СЮ 1-----------------------------

X  я + t ‘} (*+  ^  ( ° твет: 0 < * < 2 .)
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3.14. (2 —х)" sin (Ответ: 0 < * < 4 .)
л = 0

3.15. У  -(3~ 2.f—. (Ответ: 1 < * < 2 .)
/ . я — In я

Л —  1 

ОО

3-16. I  ■ <Ответ.■ 1С< 5.)
л =  0 

оо

3.17. ^  (Огеег: 1 < * < 3 . )
«= 1 

оо

3.18. У  {х~ 2)" . (Ответ: 0 < х < 4 .)
Lu  (2 я- 1 )- 2 “ '
fi= 1

оо з /

3.19. V ( _ 1 ) " . 'Уп ± 2-(л:-2 )';. (Огвег; 1 < * < 3 . )
Я "Г *

п =  О 

00

3.20. У  (* + 5Тп:1 . (Ответ: —7 <  дс<  —3.)
/ . 2п • 4"
П — 1 

ОО

3.21. У (2п~ |У(*+ 0" . (Ответ: —2 < х < 0 .)
2" - ‘я"rt= 1 

ОО

3.22. У  (Ответ: — 4 < * <  — 2.)
Z-# « 2
rt= 1

оо

3.23. У  <*±.2И1. (Огвег: — 3 < х < — 1.)
L i  пп
п =  I

оо

3.24. ^  ( — I)"-1 (Ответ: l< x < 3 .)
л =  1 

оо

3.25. £  (*~<|Г • (Ответ: 2 < х < 4 . )

оо
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» '26' E t - ' ^ + V J + . r  ^ теет : 1 < * < 3 . )
л = 1

3.27. £  I f  " Ж . (Ответ: - 2 < х < 8 . )
И = 1

3.28. f  (Ответ: -  ±  <
(Зл — 2) \ 4

я=» I
1:

<  X • т )

3.29. У  --- ^ ------- . (Ответ: 2 < х < 4 . )
£—л (я 4“ 0 In (п 4“ U 
« = 1

3.30. У (- 1  )"-■ iA - 5r ,.. (Ответ: 2 < х < 8 .) 
Z-< «• з*
« = 1

Разложить в ряд Маклорена функцию f(x). Указать 
область сходимости полученного ряда к этой функции.

оо

4.1. f(x) =  cos5x. (Ответ: У  U I <  °оЛ
V L-, (2/1)! /

// =  И

ОО

4.2. f(x) =  a:3 arctg х. ^Ответ: ~̂~2п ~\-- ’ 1*1^1-)
п =  1

оо

4.3. f(x) =  sin х2. (Ответ: ^  — , \х\ <  оо.)
« =  1 

оо

4.4. f ( x )= 1 ^ 7 . (Ответ: £  ( -  l ) V + 2, |* |< 1 .)
n = 0

оо

4-5. f(x) =  co& ~~ . (Ответ: £  W < ~ . )
п =  0
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ос-

4.6. / (* )=  t 2 3х2 • (Огвет: 2 ^  3"jc2", U l < ~ W  )
П=0 'V*

oo

4.7. f(x) =  e3x. ^Ответ: ^  "^7“ ’
« = 0

oo

4 .8 . / ( * ) =  ■ t . ^ O re e r : ^  ( —  1) V \  W  <  1.^
tt =0 

oo

4.9. /(x) =  ch (2л:3). ( Ответ: ^  — £— , | jc|<oo. )
« = 0 

oo

4.10. f(x )=  ~~p~- ^  Ы  <C oo.^
« = 0 

oo

4.11. /(*) =  sh.*:. (O reer: £  ^T_. | ■ , U | < o o . )
rt = 1 

oo

4.12. f(x) =  e~x\ ^Ответ: ^  |x|<oo.^
/)=0

OO

4.13. f(x) =  2~*\ (Ответ: £  - " - „ Г "  ' 2 1*1 <  ° °  )
«==0

oo

4.14. f(x) =  5x. (Ответ: £  U l <  oo.)

oo

4.15. f(x) =  x cos л/х. (Ответ: ^
4 = 0

0 < * <  o o .)

(— \)nx" + ' 
(2«)l

4.,6. / W = ^ .  ( 0 ™ ,  l

|*| <  oo .)

/1=1
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Разложить функцию f(x) в ряд Тейлора в окрест­
ности указанной точки Хо. Найти область сходимости 
полученного ряда к этой функции.

оо

4.17. f (x )= ± ,  *о— 2. (Ответ: -  у  £
л =  О

— 4 <  х <  0.^

оо

4.18. f(x) =  ~ Т ’ Хо== ~ 2' ( 0твет: Y , ( — 1)л(^ +  2)я,
п —0

—  3 <  дс <  —  1.)

оо

4.19. f(x) =  ex, Хо =  I. (Ответ: е ~ ~ Р  » U l < ° ° - )
п = О

4.20. „  =  3.
ОО

(Ответ: ГГ Ё(-1)"Ш"<Л- 3)”' - Т < * < у О
л =  0

00

4.21. / ( д ) = _ 1 _ р  jto=l.  (Огеег: i . ^ « ± i ( j c - i y t
л — О

—  1 <  *  <  3 .)

4.22. f(x) =  sin -j-, х0 =  2.
° °  9

(Ответ: £ ( - 1 ) " ( | )  U | < o o . )
я =  0

4.23. f(x )— In (Ъх -f 3), Хо —
оо

1  ! ■ ) '• - у  < * < f )
п =  1
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-  I ) 2 " ,  0 < * < 2 . )

4.24. f(x) =  In xi _ l x+2 , x0 = l . (О т в е т :  £
n = I

4.25. f(x )=  — . Jt0=  — 3. 
У 4 + 7■ X

(Ответ: 1 +  £  ( " 1)1 (* +  3)". - 4  <  x <  - 2 . )
«= I

4.26. f(x) — cosx, A'0 ~  ™ .

cos
(Oreer; -- i l I x K o o . j

rt=0

4.27. f(jc)=  — L= , *„ =  2.
У * -  1

(Ответ: I +  £  (~-lT.g ^ =L.m ! (x -  2)", 1 <  x <  3.)

4.28. f ( x )= —.— !---Xo =  - 2 .
w  x2 — 4x +  3

(Ответ: £ ( ( _ ' _ - - я !_ _ ) (х + 2 )"), - 5 < * < 1 . )
(1=0

„ ■ / , ял\00 sinl a-f —■ 1
4.29. f(x) =  sinx, xQ =  a. (Ответ: ^  ---— (x —

/1=0

— a)", \x\ <  oo.)

4.30. /(*) =  In (5x -f 3), x0=  1. (Ответ: In 8 +
oo

n = i

5. Вычислить указанную величину приближенно с за­
данной степенью точности а, воспользовавшись разложе-
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нием в степенной ряд соответствующим образом подобран­
ной функции.

5.1. е, а =  0,0001. (Ответ: 2,7183.)
5.2. д/250, а =  0,01. (Ответ: 3,017.)
5.3. sin 1, а =  0,00001. (Ответ: 0,84147.)
5.4. V IA  а =  0,001. (Ответ: 1,140.)
5.5. arctg-^, а =  0,001. (Ответ: 0,304.)
5.6. In 3, а =  0,0001. (Ответ: 1,0986.)
5.7. ch 2, а =  0,0001. (Ответ: 3,7622.)
5.8. \ge, а =  0,0001. (Ответ: 0,4343.)
5.9. л, а =  0,00001. (Ответ: 3,14159.)
5.10. е2, а =  0,001. (Ответ: 7,389.)
5.11. cos 2°, а =  0,001. (Ответ: 0,999.)
5.12. -УвО. а =  0,001. (Ответ: 4,309.)
5.13. In 5, а =  0,001. (Ответ: 1,609.)
5.14. a rc tg y , а =  0,001. (Ответ: 0,464.)

5.15. У Т 38. а =  0,001. (Ответ: 3,006.)
5.16. ф ,  а =  0,00001. (Ответ: 1,3956.)
5.17. sin 1°, а =  0,0001. (Ответ: 0,0175.)
5.18. V^36. а  =  0,001. (Ответ: 2,030.)
5.19. In 10, а =  0,0001. (Ответ: 2,3026.)
5.20. a rcs in y, а =  0,001. (Ответ: 0,340.)
5.21. lg 7, а =  0,001. (Ответ: 0,8451.)
5.22. д/7, а =  0,0001. (Ответ: 1,6487.)
5.23. cos 10°, а =  0,0001. (Ответ: 0,9848.)
5.24. -4=, а =  0,001. (Ответ: 0,302.)

Узо
5.25. 'Vl08(), а =  0,001. (Ответ: 2,031.)
6.26. -1, а =  0,0001. (Ответ: 0,3679.)

5.27. sin , а =  0,0001. (Ответ: 0,0314.)
100

5.28. V90. а =  0,001. (Ответ: 3,079.)
5.29. ■ -■■■ ■, а =  0,00,1. (Ответ: 0,496.)

УТзб
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6. Используя разложение подынтегральной функции 
в степенной ряд, вычислить указанный определенный 
интеграл с точностью до 0,001.

0,25

5.30. - L ,  a  =  0,001. (Ответ:  0,716.)
У7

6.1. \ In ( I +  -\fx)dx. (Ответ: 0,070.)
о

I
6.2.  ̂arctg (4 j- )dx. (Ответ: 0,162.)

о
0.2

6.3.  ̂ -\jxe~xdx. (Ответ: 0,054.)
о

0.5

6.4. jj arciSLdx. (Ответ: 0,487.)
О

0,2 Г~6.5. \ yxcosxdx . (Ответ: 0,059.)
о

0.5
6.6. \ In (1 +  x*)dx. (Ответ: 0,015.)

0

1
6.7. J х2 sin xdx. (Ответ: 0,223.)

0

1
6.8. \e-**2dx. (Ответ: 0,855.)

о

0.5 _____
6.9. \ д/l -\~x2dx. (Ответ: 0,480.)

о
0,5

6.10. J j -dX—5-- (Ответ: 0,484.)
0

1
6.11. х2/\dx. (Ответ: 1,027.)

О
0.5

6.12. J ~ ^ ~ d x . (Ответ: 0,493.)
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6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20. 

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

 ̂  ̂ 1 dx. (Ответ: 0,103.)
о
1.5
j х2 cos Zxdx. (Ответ: 0,018.)
о

0,5 _
j In (1 -f- x2)dx. (Ответ: 0,385.)
о
И
5 xe~x/idx. (Ответ: 0,159.)
о
1.5

J  - + dx. (Ответ: 2,568.)
),3

3.5
 ̂ _arctg х (Ответ: 0,498.)

о
3,8

J  lz i^ l± d x . (Ответ: 0,156.)
о

[
\ sin x2dx. (Ответ: 0,310.)
)
),i
j  И ^ +iL  dx. (Ответ: 0,098.)
о

J cos- f̂xdx. (Ответ: 0,718.)
О

\л[х smxdx. (Ответ: 0,364.)
0 

25

С ----dx. (Ответ: 0,976.)
J  -vr

1

^cos-^-dx. (Ответ: 0,994.)

о
0,5

О
0,4

О
0,5

0,3

0,5

Sо
0,8

S0
1 

Sо
0,1

S
0
1 

S0
1 

Sо
25
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6.26. $<J
0
0.5

6.27. $J
0

0,4
6.28.

0

6.29.
0,5

S
0

0,5
6.30. 1

х — arctg x dx. (Ответ: 0,039.)

. 7. Найти разложение в степенной ряд по степеням х 
решения дифференциального уравнения (записать три 
первых, отличных от нуля, члена этого разложения).

7.1. у' =  ху +  е\ у (0) =  0. (  Ответ: у =  л: -f i- х2 +

+ т  *’ +-)
7.2. у' — х2у2 +  1, у(0} =  1. [Ответ: у = 1 — х +

+ т х3+ - )

7.3. s ' =  хг — дг, 1/(0) =  у .  (’ Ответ: у =  у  — —

7.4. у ' =  х3-\-у2, «/(0) =  у .  (Огвег: у =  i- -f i-jc +

+ т * 2+ - )
7.5. у' =  х +  у 2, у(0) =  — I. (  Ответ: у =  — I -f х + 

+  3*2+ „ . )  V

7.6. у' =  х +  х2 +  у2, у (0) =  1. ( Ответ: у =  1 +  х +  

+  |  * *+ ...)
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7.7. if' =  2 cos x — xy2, y(0) =  1. [  Ответ: у — 1 -f 2x- — 

- i - * 2 +  .. . )

7.8. у' =  ex — у2, y (0) =  0. [Ответ: у =  x -f | л 2-

7.9. y' =  * +  y +  y2, y(0) =  1. [Ответ: у =  I +  2* +

+ t *2J ~ - )
7.10. у' =  x2 + у2, y(0)=  1. (Ответ: y =  1 + x  +  x2 + ...)
7.11. y ' =  x2y2 +  y sin x, y (0 ) = y -  (O reer: y =  i- - f

+ T x2+ T2 + - )

7.12. y ' =  2y2 +  ye*, y(0) =  -1. (O reer: у =  -1 -f x-f

7.13. у ' =  e3x + 2xy2, y(0) =  I . ( Ответ: у =  1 + л: +

+ у * 2 + - )
7.14. у ' — х -f еу, у(0) =  0. ( Ответ: у — х-\-х2-{- 

+ 1T*3 + - )
7.15. у ' =  у cos х -f 2 cos у, у(0) =  0. (Ответ: у — 2х-\- 

4- х2 — х +.. . )
7.16. у ' =  х2 +  2у2, у (0 }=  0,2. (Ответ: у =  0,2 +  0,08* + 

+  0,032/+ ...)
7.17. у ' =  х2 4- ху +  у2, у(0) =  0,5. (Ответ: y =  Q,5-f 

+  0,25* +  0,375аг +  ...)
7.18. у ' =  esinjt +  х, у(0) =  0. [Ответ: у =  х +  х2-{- 

+ | х 3 +  ...)
7.19. j/ — ху — у2, у (0 )=  0,2. (Ответ: у =  0,2 — 0,04x-f 

+0,108*4-...)
7.20. у* =  2х-f у2 -f е*, у(0) =  I . (Ответ: у =  1 +  2х + 

+  3,5*2 +  ...)



7.21. у ' =  х sin х — у2, у( 0)=1.  (Ответ: у — 1— jc-f-
+  х2 +  ...)

7.22. у' =  2х2 — ху, у(0) =  0. (Ответ; у  =  ---

" T  )
7.23. у' =  х — 2у2, у(0) = 0,5. (Ответ: у =  0,5 — 0,5* -f- 

+  * 2 + - )

7.24. у' =  хех -f- 2у2, у (0) =  0. ( Ответ: у =  у  х2 -f-

+ т * ” + ! * '  +  ■)
7.25. у' =  ху -f- х2 +  у2, у(0) =  1. (  Ответ: у =  1 -f- х 4- 

+  у * 2+ - )

7.26. у' =  ху 4- е“, у(0) =  0- (  Ответ: у =  л: -f- i- х2 +

7.27. у' =  уех, t/(0) =  1. (Ответ: у =  1 +  л: +  л:2 + ...)
7.28. у' =  2 sin л: +  лгу, у(0) = 0. ^Ответ: у =  х2 -f-

7.29. у' =  jc2 4- в*', у(0) =  0. (  Ответ: у =  х 4- 4-  *2 + 

+ 1 * ’ + - )
7.30. у' =  х2 +  у, у( 0) =  1. (  Ответ: у =  1 +  * +  |;- 4- - )

в. Методом последовательного дифференцирования 
найти первые k членов разложения в степенной ряд реше­
ния дифференциального уравнения при указанных началь­
ных условиях.

8.1. у' =  arcsin у +  х, у(0) =  у ,  k =  4. (Ответ: у =  у 4-

80



8.2. у ' — ху -f- In (у -f- х), у(1) =  0, k =  5. ^Ответ: y =

8.3. y ' =  x 4-у2, y(0) =  1,/г =  3.^0твет: у — x -f -^x2 -f 

+  b x 3 + - )

8.4. y' =  x -\— —, y(0) =  1, k =  5. f  Ответ: у =  1 -f- x -f-

+ т - ^  + У
8.5. y lv = x y  +  y'x\ y(0) =  y'(0) — y"(0) =  1, y " '{0 )=  1, 

4 = 7. (O reer: 9 _ l + ): + i l  + | l + i ; + i f + ...)

8.6. y' =  2x — 0,1 y2, y(0) =  1, k — 3. (Ответ: у =  1 —
-  0,1* +  0,01л;2 + ...)

8.7. t/w =  у" +  у '2 + у 3 +  х, у (0) =  1, у '(0) =  2, у"(0) =  
=  0,5, fe =  6. ( Ответ; у =  1 +  2л: +  +  Цл:3 +  ?|л:4 +

+ S*5+-)
8.8. у ' =  х2 — ху, у(0) =  0,1, fe =  3. (Ответ: у =  0,1 —

— 0,05л:2 +  0,333л:3 + ...)

8.9. у" =  2уу',у(0) =  0,у'(0) =  1, k = 3.(Ответ: у =  х -f-

8.10. у' =  2л: -f- cos у, у(0) =  0, k — 5.  ̂Ответ: у — х2 —

—  —  —  —  + . .Л
6 4 /

8.11. г/"' =  уе* -  ху'\ у (0) =  1, у'(0) =  у " (0) =  1, k =  6. 
{Ответ: у =  1+л:+ ^  ^  ^  +  0• х5 +  ...)

8.12. у ' — Зх — у2, у(0) =  2, k =  3. ^Ответ: у =  2 — 4л: —

- т « * - 0



8.13. у" == хуу', у(0) =  у'(0) =  1,6 =  6. ( Ответ: у = \  +

+ * + £  + т г  +  т г + ~ )
8.14. у' — х2 — 2у, у (0) =  1, k =  3. (Ответ: у — 1 — 2х -f- 

+ 2*2 +  ...)

8.15. - - L ,  9 (| )=  1, 1/(1)= 0. k =  А. 

(O reer: у -  , -  « - 1 L  +  i f c p i l  +  ...),

8.16. у' =  х2 +  0,2у2, у(0) =  0,1, k =  3. (Ответ: у =  0,1 +  
4 -  0,002* 4 -  0,00004л:2 4 - ...)

8.17. у" =  у '2 4- ху, у (0) =  4, у '(0) =  — 2, fe =  5.
(Ответ: у =  4 — 2*-f-2*2 — 2JT3 4-у  *4+•••)

8.18. у' =  ху -j- у2, у(0) =  0,1, k — 3. (Ответ: у =  0,1 4-
4- 0,01* 4- 0,051* 4--V-)

8.19. у " =  еу sin у’, у (л) =  1, у '(л ) =  у ,  fe =  3. 
(Ответ: у =  1 +  у ( *  —  л )  4 -  у ( * ~  л ) 2 4 - - )

8.20. у' =  0,2* 4- У2>У(0) =  1,̂  =  3. (Ответ: у — 1 4-* 4- 
+  1,1*2-Ь-)

8.21. у " =  *2+ У 2, У (~  О =  2, у '(- 1 ) =  0,5, k =  4.
(ответ: у =  2 +  у  (*4- 1)4- у  (*4- 1)24- {§ (*  +  1)4 +  - )

8.22. у ' =  х2-\-ху +  е~х, у(0) =  0, k =  3. (Ответ: у =  х —

8.23., у' — — [- 1, у(0) =  1, k — 5 . ( Ответ: у =  1 4- 

4 -2 * - * 2 +  ± ^ - ^ ^ + .. . )

8.24. у" 4- У =  0, у(0) =  0, у'(0) =  1, & =  3.  ̂Ответ у =

8.25. у" =  у cos у '4-*, у(0) =  1, г/(0)= у ,  6 =  3.

(Ответ: у =  1 4 . ^ *  4 . i -л:2 4 ....)
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8.26. у' = cos х -f- х2, уф) — 0, k =  3. (  Ответ: у =  х -f-

+  k  +  h  - )

8.27. у ' — Ay 4- 2ху2 — е3\  у(0) — 2, k = 4 . [ Ответ: у =

=  2 +  9 * + | л:2--У-*3-Ь ..)

8.28. (1 — х )у" 4- у =  0, уф ) =  у 'ф ) =  \, k =  3. 
[Ответ: у =  1 + х^- у  4-...)

8.29. 4х2у" 4- У =  0. У (0  =  1. У'(1) =  у ,  k =  3- 

( Ответ: у =  1 4- у ( *  — 1) — 1)2 +  - )

8.30. у '=  2л:2 4-У3. f/( 1) =  1, k =  3. [ Ответ: у=\-\- 

+  3 ( * — 1)4- -у ( * — I)2 +•••)

Решение типового варианта 

Найти область сходимости ряда.

п = \

► Воспользуемся признаком Д ’Аламбера:

Ы" = л / ^ Т Г ’ ип+{=Л1

а • I М п 4 1 I I •lim --- =  lim
«-►ОО I tin I /i -> оо

(я +  1)2+ 1  ’ 

-V?+T д/п2 +  1

■ v W o 2 + 1

=  ~\fx lim -v/ ■ n + -—  =  -/*.
«-►oo V  n “h 2rt -}*■ 2

Интервал схрдимости определяется неравенством-^/* <  
•< 1, откуда 0 <  * <  1. Исследуем граничные точки этого 
интервала. При * =  0 получим числовой ряд, членами кото­
рого являются нули. Этот ряд сходится, точка *  =  0 входит
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в его область сходимости. При х — 1 получим числовой ряд
•о

Z .-- !---. Воспользовавшись предельным признаком
, л/п2+  1п =  1 *

сравнения рядов с положительными членами, сравним этот 
ряд с гармоническим расходящимся рядом, общий член кото­
рого vn — 1 /п:

lim —  =  lim — п — 1 =  k Ф  0.
Л^ о о  V„ и -  оо ^ / „ 2 +  ,

ОО

Следовательно, числовой р яд У  1 расходится и
nt i  У «2 + 1

точка jc=  1 не входит в область сходимости.
Таким образом, область сходимости исследуемого ря- 

да — 0 <  х <  1. -4

2 V  « 2 +  1 / -у2 — Зх +  2 \ "
/  ■ п2 \ х1 +  Зх +  2 /
«= I

^  По признаку Д ’Аламбера имеем:
п2 +  2п + 2  I х2- З х  +  2 1"+'

lim |Jf:±L| =  lim -  .+ 2п +-'J  f  1 :{r 1 2 I-- =
«-►oo I U„ I n-+ OO Л +  1 I x — 3x -j- 2 111

л2 I x2 +  3x+ 2  I

I ^  -  3x +  2 | | jm я 2(» 2 +  2я +  2) __ I х2 — Зх +  2 I ^  |
I x2 +  3 x + 2 l^ o o  (я2 +  1)(л2 +  2л +  1) lx 2 +  3x +  2

- 1  <  ^ - 3ж+-?- < 1 .
x +  3x +  2

Решаем полученные неравенства:
__J x2 —  З х  -(- 2 x2 — З х  - f  2 I | Q 2x2 4 q

x2 +  3x +  2 x2 -f- 3x +  2 ’ x2 +  3x +  2

Отсюда
x2 +  3* -f- 2 >  0 , x £ ( — oo ; — 2 )U (— 1; 00 )•

Далее,
x2 — З х  +  2 ^  | x2 — 3x +  2 _  j ^  q — 6x ^  q
x2 +  3x +  2 '  x2 +  3x +  2 " '  "  x2 +  3x +  2
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-г-=------> 0 .х2 +  3х + 2

Следовательно, * £ (  — 2; — 1)U (0; оо). При х =  0 по- 
V-1 п2 +  1лучим числовом ряд \ — —— , для которого

lim ип — lim =  1 Ф  0,
п-*~ оо п

т. е. необходимый признак сходимости не выполняется, 
следовательно, этот числовой ряд расходится. Область 
сходимости исследуемого ряда: 0 < * <  оо. 4

,2\п3. 2  (3 -  X2)'

^  Воспользуемся радикальным признаком Коши. На­
ходим:

«„ =  (3 — х2)п, lim У 13 — х2Г  =  13 — х2\ с  1,
П—► оо

- 1  <  3 — jc2 <  1.

Решаем полученные неравенства:
3 — л:2 >  — 1, х2 — 4 < 0 ,  *6  ( — 2; 2);

3 — х2 <  1, л:2 — 2 > 0 ,  оо; — д/2)и(л/2; ° ° )-

Пересечение найденных решений дает интервалы схо­
димости исследуемого ряда * g (  — 2; - V 2 ) U ( V 2 ;  2). 

Исследуем сходимость ряда на концах этих интерва-
оо

лов. При х =  ± 2  получим числовой ряд 2  ( — 1)". Этот
п =  I

знакочередующийся числовой ряд расходится, так как не 
выполняется необходимый признак сходимости числового
ряда (lim «„ =  0). При х — ±-\/2 получаем числовой ряд

П—► оо
оо

2  1", который расходится, поскольку необходимый при-
л= 1
знак сходимости также не выполняется. Значит, об­
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ласть сходимости исследуемого ряда: ( — 2; — U
и (л/2; 2). <

4. Разложить функцию у =  cos2 л: в ряд Тейлора в 
окрестности точки х0 — л/3. Найти область сходимости 
полученного ряда к этой функции.

► Преобразуем данную функцию:

у — cos2 х =  4- +  4- cos 2х. и 2 1 2

Разложим полученную функцию в ряд Тейлора. Для 
этого найдем значения данной функции и ее~яроизводиых 
до п-то порядка включительно в точке х0 =  л/3:

f М  =  у  +  у  cos 2х, f(x о) =  f [- f j =  у  +  у  cos ̂  =

=  j ______ !_ =  _!_•
2 4 4 ’

f'(x) =  -  sin 2х, f ' ( f )  =  -  sin |

(*) =  -  2 cos 2*, ( f )  =  ~ 2 cos Щ =  1;

Г  (*) =  4 sin 2*, ^  4 S‘n T  =  2^ ’

/« (* ) =  - 2 " - 1 sin (2x -f (я — 1 )^ ),  /(п)(-^) =

=  _ 2 " - ' s i n ( ^ + ( » - l ) f ) .

Полученные числовые значения производных подставляем 
в ряд Тейлора при х0 — л/3:

+  Т  -  f ) + . .  +  К - 2" - ' s r n (- | - +  ( » -
ОО

+  < « - |> т ) ( * - т ) '-
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Для нахождения области сходимости полученного ряда 
необходимо выяснить, при каких значениях х остаточный 
член ряда Тейлора стремится к нулю. Он имеет вид

*"<*) =  sin (2g +  п т ) ( х -  f ) П+'•

где ££(х; х0). Поскольку j sin^2g n у ) |  ^  1, достаточно 
найти область сходимости ряда с общим членом

2П / л \ п+1
(я -I-1)I \ х ---т )  ' Согласно признаку Д ’Аламбера,

lim  I 2'1+‘ (л — л/3)п+2(п +  *)! I =  lim  2 и - Д/3< = 0 < 1 _ 
«-«-оо I ( п  - (- 2 ) !- 2 " (х  —  л / 3 )п+ I «-►оо п  -)- 2

Полученный ряд сходится при любом х. Значит, область 
его сходимости к функции /(x) =  cos2x такова: — оо <
<  х <  оо. -4

5. Вычислить \/л[ё приближенно с точностью а =  
=  0,0001, воспользовавшись разложением функции у — ех 
в степенной ряд.

^  Воспользуемся рядом (12.17). Так как \/л[ё=  
_  e ~ i/2, то

е - | / 2  _  1 ________L  4 .  _ ! ___________________ !__________[ _  _ ! _____________________ ! _  4 .

2 4 - 2 !  8 - 3 !  1 6 - 4 ! 3 2 - 5 !

Получили знакочередующийся числовой ряд. Для того 
чтобы вычислить значения функции с точностью а =  
=  0,0001, необходимо, чтобы первый отбрасываемый член 
был меньше 0,0001 (по следствию из признака Лейб­
ница). Имеем

Q r  ~  64 • 6 ! 64 • 720 ~  46080 <  ° ' 0 0 0 1 •

С заданной степенью точности:

i _ ±  +  _ L _ _ L  +  1 -  1
О • Q Л О •2 ' 8 48 ' 384 3840 ’

да 1 — 0,5 4- 0,125 — 0,02083 +  0,00260 — 0,00026:
-\/е
«  0,6065. 4
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6. Используя разложение подынтегральной функции
в степенной ряд, вычислить определенный интеграл 
е

— ■■■——  с точностью до 0,001.
V s - * 3

^  Воспользуемся биномиальным рядом (см. формулу 
(12.21)). Тогда

—!— = -171 1/3.

Получили бином вида (1-f-z)m, где m =  — 1 /3, a z =  
=  — (х/2f .  Имеем:

=  у ( 1 +  Т Г  + W  +  1 Ж  + - ) ’

\ \ ( l +  4 r  +  ^  +  - m b + --)d x =

___ 1 / „  , * 4 | * 7 | 7х'° I \ | ° _

2 \ 4-24 7-288 10-18176 1 - 1

-  ■ ( j  - 1 I 1 7 I \
2 V 96 2016 181760

1 < 0,001.2016

С точностью до 0,001
о

7. Найти разложение в степенной ряд по степеням х — 1 
решения дифференциального уравнения у' =  2х -f у3, 
у (1 )=  1 (записать три первых, отличных от нуля, члена 
этого разложения.)

► Точка х — 1 не является особой для данного 
уравнения, поэтому его решение можно искать в виде ряда:

y  =  f ( i ) + ^ ( x - \ ) + ^ ( x - l f + ^ ( x - l f  +  . . .
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Имеем: /(1) = 1 , /'(1) =  2 +  I 3 =  3, / "(х) =  2 +  З у У ,  
/"(1) =  2 +  3 • 1 -3=11. Подставляя найденные значения 
производных в искомый ряд, получаем решение данного 
уравнения:

у = 1 +  т г ( * - 1) +  - У - (* - 1)2+ -  «
8. Методом последовательного дифференцирования 

найти первые 5 членов разложения в степенной ряд реше­
ния дифференциального уравнения 4х2у " +  у =  О при сле­
дующих условиях: у(\) =  1, у '( 1)=  1/2.

► Ищем решение данного уравнения в виде ряда:

У = Ю ) +  (х- О  + { х - I)2 +  - ф -  (х -  I)3 +  

+  4 г 1 ( ^ - 1)4+ - ’

/(1 )= 1, f'{ 1 ) = 1 ;

ст ( Y\_ __ у‘хг 2ху г/// /. ч__ _ (1 /2) • I — 2-1 __ 3 .
I У > 4х4 ’ 4 —  8 ’
f lv(x) =  — ((у"х2 +  2 *1/' — 2у — 2ху')х4 — 4х3(у'х2 — 

-2 *у ))/ (4 *8); Г ( 1 ) = - 1 | .

Подставляя найденные значения производных в ряд, 
получаем искомое решение дифференциального урав­
нения:

у = 1  +  ± ( * - 1) - ^ ( * - 1)2 +  ^ ( * - 1 ) 3 _

- 1 Й г ^ - 1)4 +  --

ИДЗ-12.3

1. Разложить в ряд Фурье периодическую (с периодом 
со =  2л) функцию f(x), заданную на отрезке [ — л; л].
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я — 2
i ,  S <  п.’ ( 0 т в е т :  № - ■  4

ОО ОО оо

_  2 Г  cos ((2ft -  1 ) х )  , _ л - 2 _  у  sin ( (2ft -  \)х) у  g in (2ftjг) \

"  L, (2ft- I ) 2 л  Lj 2 k —  I 2k 7
f c = i  f c = i  f t = l

1-2. f M = { o ' ~  '■ ( ° ™ ет; f W  =
oo

_  л  +  l _ 1_  4 Г "  cos  ((2ft —  1)^) ,

~  2 л  Z j  ( 2 f t - l ) 2 +
k =  l

OO oo

I 2 ( л + 1 )  у  sin ((2ft —  1)лг) 0  у  sin ( 2kx )  \ 

л  2k -  1 2k 7
k = t  k = i

f W “ { ? ' + 2 .  ( ° ™ r : -
oo

_  2_ S P  cos ((2ft —  1)др I

Li (2 ft- I)2



1.4. f ( * H - j + l/2 ' { 0твег :  , w
oo oo

_  л  +  1 _  _2_ у  cos ((2ft —  l ) x )  _  Л +  1 у  sin ((2k — I )x )

4 л  A  ( 2 k - I f  n £_, 2k —  1
oo к =  I ft =  I

+ 1 ^ )
6 =  1

1.5. /W  =  { 2 / 2 + 1 ,  0 < * 5 л . ’ ( С>7'вег; K * )  =  ~ '
oo oo

Z cos ((2ft —  I ) л:) Л — 4 у

(2fe — I)2 2 »  L
к =  I

Y 1 sin(2fex) \

cos ( (2k —  l ) ^ )  i л  —  4 sin ((2ft —  1)'лг)

2 f t - 1
k = [  k =  i



1.6. f M  =  { j * + 3. (Ответ:

OO Оо
_1_ А  V cos ( (2 fe—  * ) * )  I 2 (я  —3) у  sin ((2fe — 1 )* )

”  L  (2fc —  l ) 2 л  L  2 A - 1
* = l  f t= i

_ 2  ^  sin ( 2kx)  ^

ft= i

1.7. /(*) =  $ _  ^  (Oreer:  /(*) =

-1. i .  V  cos ( (2k —  l )x )  , 6 —  л  у  sin ( (2k —  l ) x )  ,

»  L  (2 f t - 1  )2 я  Z j  2 f t - 1
f t = l  f c = i

OO

I V -1 sin ( 2kx )  \

^  L  и 7
k =  I



1 . 8 .  ? «  =  { *  2 ’ № )  =

OO OO

л  +  4 , 2 у 1 cos ((2ft —  i ) x )  . 4 +  л  у  sin ( ( 2 f t - 1 ) x )  

2 л  2_ j  ( 2 f t -  l ) 2 л  L , 2ft -  1

у  sin (2ft.*) \

L  2̂  v
k =  i

19 / « = { * - 3 ,  ( 0 « e r - / w -

2 л  —  3 _  _8_ у  cos ((2ft —  l )x )  ,

2 я  l _ j  ( 2 f t -  l ) 2
ft= i

, 2 (2 л  —  3) у  sin .((2ft —  1 )* ) .  у  sin (2 ft* ) \ 

л  2ft -  1 2ft 7
f t = i  * = i

1 10 /W  = { o , — ■ S S < “ ' ( 0 ™ c r ; f W = fL7 2
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cos ( (2ft —  \)x)  

(2* — 1 )2
я +  10 I

k =  i

sin ( (2k —  l ) x )

1
+

Z sin ( 2kx )  \ 

2ft )
k = I

l . I I .  = { з ^  _  lf ( 0твет: f(x)

Зл —  2 _  _6_ у  cos ((2ft —  \)x)  , З я - 2  у  sin ((2ft —  \)x)

4 я  Z i  (2ft - l ) 2 я  Z i  2ft - 1
f t = i  f t= i

о  V  sin (2ftx) \

Z ,  2 *  7
ft =  i

1.12. f M - f t  2* ’ l % * x% Z ( O T e e r : f ( x )  =  ! ! ± l
OO 0 «

4_ у  cos ( (2 f t—  \ ) x )  _  2 (я  +  3) у  sin ((2ft —  1 )* ) ,

" Z, (2 f t- l ) 2 л  Z, 2 f t-1
f t = i  * = i



I . I 3 . f ( x )  =  { b _ x ) / 2 t  ~ о < х ^ п . ( 0 т в е т :  f M  =

00 00

__  я  | 1 у  cos ((2ft — I)*) 1 . 1 у  sin kx  \  

—  ¥  7Г (2ft -  I)2 ’ T  ft 7

k =  I

•ft= 1

2 — 5л: I _]0^ у  cos ((2ft — I ) л:) . 

4 я L j  (2ft - I ) 2

1.14. f W = { ^  +  '■ {Ответ:  Д ф

)s ((2ft -  I 

(2ft -  I )2

OO
1 5 я - 2  Y 1 sin ((2ft —  I)-*) с  V 1 sin (2ftjc) \

^  Л 2 f t -  1 2 j  2ft 7
f t = i  f t= i
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1.15. f ( x )  =  {°i ’ л £ < * < 0 ,
,v '  1 1 — 4х,  О ^ х ^ п .

(Ответ: f ( x ) =  i ^ L  +  A  f  ,cos((2fe-l)*)
\  ' W  2 ^  п (2k —  1 )2 ^

k =  I

, 2 - 4 л  Г  sin ((2k —  I ) * )  . . у  sin (2kx) \

~T~ si l _ ;  2 k - I  ~T~ 2k 7
* = i k=\

1 16- f w = { a + 2 ,  “ S S J J " :

k=\

I З л  — 4 у 1 sin ( (2k —  l ) x )  л Г  sin (2kx)  \ 

л  ^  2k -  1 2 j  2A 7

1.17. f ( * )  =  f 5 ’ 9 £ < * < 0 ,  
,v '  (4  —  2x, 0 sjl x  sSj л.



(Ответ: f ( x ) =  +  ±  V  cos ((2fe ~  l )x) +
\ ,V '  2 ' n (2k — I f

k =  I
OO oo

I 2 (4 — л )  у  sin ( ( 2 k —  1 )* )  , о  у  sin (2kx)  \

^  л  Z ,  2k —  1 Z j  2ft 7
* = l * = i

1.18. № )  =  { *  +  л /2' ( Ответ: f W

_2_ у  cos ((2ft —  l ) x )  _  у  sin (2kx) \

л  L j  (2f t— l )2 L j 2ft /
k =  i

1.19. /(*) =  ( ? ’ r ,v '  ( 6 * — 5,
oo

(Ответ: f ( x ) =  _  Ж  V  с<ь ( (М -п* ,  +
V W  2 Л L j  ( 2 f t -  l )2 ~

ft — I
OO oo

i 2 (3 л  —  5) sin ( (2 f t— 1)* )  c  V 1 sin (2ft.t) \ 

' л  L j  2f t - 1 . L j  2ft 7
ft= 1
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i . 2 o .  f w = { J  ^  s < x S ° :

oo

(Ответ: f { x ) =  Зл+ ^  — — V  cos- l 2̂ :.
\ w  4 rt (2ft — l ) 2

к =  I
oo oo

1 4 + З л  sin ((2ft — I ) * )  , о V 1 sin(2ftx) \ 
n l _ j  2 k - I  +  2k 7

* =  1 к =  I

1.21. f(*) =  { °* ~ IX ^  * < 0 ’ ( O r e e r :  f(x)  =
\ т - | ’ 0 < * < л Л

oo oo

Z cos ( (2k —  1)* )  I J _  Г  sin (2ftx) \

(2ft — I)2 +  2 L  2ft 7 
* = i  f t= i

, . 2 2 .  , м = { Г " 2 '

OO

( 0 r a e , / w - - ^  +  f x ^ S ^  +



, 2 (З л  +  2) у  sin ( (2k —  1)* )  у  sin (2йлг) \

л  2k -  1 2k 7
* = i  * = i

1.23. f M  =  ( S - 9 * .
OO

(Ответ: f { x ) = * = * L  +  ^ Y  +
\  ' w  4 л  L i  ( 2 f t -  I )2 1

ft =  I
OO OO

, 8 — 9 л  sin ( (2k —  1 )* )  , n  V 1 sin (2kx) \
+  л  L ,  2 k - I  ^  L  2k 7

k = i  * = i

1.24. f w = { a 3 - 3 ,
OO

( W t : / ( * )  =  -  Л  +  i l  +  V  .c-os « 2fe ~ +
\ 12 ~  Зл  L i  ( 2 k -  l ) 2 ~

k =  i

18 + л  у  sin ((2ft -  1 )* )  1 у  sin (2kx)  \

+  9 л  L , 2k -  1 9 2ft 7
k = l  k = l
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'•25. f W = { ? 0 , - 3 ,
oo

(Ответ: f ( x ) =  -5-»- .3 -  V +
V '  2 n L j  ( 2 k - \  f  '

k =  1
OO OO

2 {5 л  — 3) V "1 sin ( (2 f t— l ) x )  1 0 ^  s 'n № % )  \  
" 1 л L j 2 k ^ A  2k 7

k =  i k=\

i.26. f ( x ) = { l ~ * / 4, ^ 5 x 5 0,' w  10, 0 <  x  sjl л.
oo

( Ответ: f ( * ) =  -  -±- V c°s « 2* - ' ) * )  -
\ ' w  16 2 л  L  (2 *  - 1)2

л +  8 Z s in  ((2ft — l ) x )  . 1 у  s in  (2*л) \
2ft -  1 4 L ,  2ft 7



(Ответ: f ( x ) =  л ~ 20 +  -*-  V  ((2* ~ ')*) +
V W  20 5jx Z - , (2ft —  I ) 2 ^

k =  1
ОО ОО

л  — 20 у *  s in ( ( 2 f t — i ) x )  1 У  sin (2kx) \

5л  2ft —  1 5 2ft 7

1 . 2 8 .  f w = { ^  " ■

OO

( ( W : , w — - i ± i L + ± £ i S ^ l i  +
I

oo oo

■ 2 ( л + 1 1 )  у  s in ((2ft  — l ) x )  __ 2  V  s in  (2ftx) \
л  2 j  2ft —  1 2ft */

f t = l  6=1

1 . 2 9 .  / ( * )  =  ( ? ’ й  - £ < * < 0 ,
/ w  1 3  —  8 л:, 0 <  x  <  jt.

oo

( Ответ: f ( x )  =  l u i f L  +  i i V  .c” « 2* - ')*) .
\ 2 д  (2ft -  I )2 ^(2ft -  1/ 

ft =  l
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, 2(3 — 4л) sin ((2* — l)x) , о V  sin (2ft*) \
л L  2ft -  1 2ft 7

k^\ k=\

I qq t(x\_( ? x 1> л sjl x sjl 0,
l.dO . } { x ) - { 0t 0 < * < л .

oo

(Ответ: f(x) =  -  ^ + 1  +  Л  V  £° s ')*) +V , w  4 ^ я L  (2f t - I )2
fc=i

oo oo
7 л + 2  у  sin ((2ft — 1)*) _ У  sin (2ft*) \

" ■ л  [_j 2ft -  1 Z-r 2ft 7
k=] k=i

2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную 
в интервале (0; л), продолжив (доопределив) ее четным 
и нечетным образом. Построить графики для каждого 
продолжения.

2.1. f(x) =  ex. ^Ответ: ех =  — — \-
оо оо

4 - А  V  ((— I)"6" — ' ) cos пх 2_ у  ft
л La  1 + « 2 ’ л

п = \  п ~ I

оо

2.2. f(x) =  x2. ^Ответ: х2 =  -~- + 4 ^  — .™LnJL ,
п = I

оо оо

^ Л У  л2 4 (2ft — 1 )2 sin ((2fe_ i  ) х) „ 2 л У  A M . )  
Л (2ft — 1) u L ,  2ft /

I

2.3. f(x) =  2х. [Ответ: 2х =  +
oo

2 In 2 у  24- t ) " - ^  
л n2

k= i
2"  -  1

1 4- In2 2
П — I

COS MX,

2* =  — У  ( - T ' - T  + ^ s i n  nx.) 
n ti -f- In 2 /

Я = I

2.4. /(*) =  ch*. ^Ответ: ch x — sh ?  ̂1 -f~
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+ 2 у  (_1 Т£2Щ.\ ch*=i- У  -1 Г сh"  nsinnx 
L  i +n2J  л L ,  i +n2
n=I и= I

2.5. f(x) — e *. ^Ответ: e x= - — --- |-

+  2. у  1 - ( - D ^ r  cosnx,
T  Л L  1 +  n2

n = l

e-*=.2. V  . I "  я sin n x )
Я Z_, 1 -f fl2 /

n — i

2.8. f(x) =  ( x -  I f .  (Ответ: (x -  1 )2 =  Je1h|1± £ +
oo oo

+ 7 E pi5iycos((2ft- |» + 4E <*->>“
ft=l

oo

- 1 E  + < d n f ) sI"  «“  - 1 w + 2<2 -
k= I

2.7. f(x) — 3~x/2. (Ответ: 3~x/2 = 2(1 ~ 3 " } +  
4 '  \ л In 3

OO

, 4 In 3 Y 1 1 — ( — l)'1-3-"-'2 
я  £_i 4n2 -f (In 3)2

o - x / 2  8 V  1— (- 1 Г - 3 - ”/2 ■ \3 ' — — ) ---\— >-----— rtsinwjc.)
л Z_i 4n -f- (In 3) J

n= l

2.8. Длг) = sh 2x. ( Ответ: sh 2x = ^2fL _j_
\ 2n



Oh Ov 2 V  ( — ) + -sh2n • \sh 2* =  — )  -5— >—------ лг sm лглг)Я L , n2 +  4 J
n = I

2.9. f(x) =  e2x. ( Ответ: e2x =  -c--~  1 -j- 

+  ±  у  L - i g ' - i . ^ n x ,
я L-л 4 -J- nr

n=* i 

<?2* -  2
oo

2 V~> 1 — (— 1) V "  . \— )  --- *— —  n Sin nx. 1
л L a 4 +  n2 /

« = I
2.10. f(x) =  (x — 2)2. {Ответ: {x -  2)2 =  — ~ 6л+-L2. -f

oo oo

4- 4(4 — л) у  cos<2fe~  ' ) *  i i  Г  cos 2kx
я L  ( 2 f t - I f  +  L  (2 ft)2 ’

*=l • *=i
OO

(* -  2У = I  £  ( ^ -  + (-1 у 2 - ) sin nx.)
n = I

2.11. f(x) =  4x/3. ^Ответ: 4Х/3 — 3̂4  ̂ -j-

, 6 in 4 V '1 ( — 1)" • 4"/3 — 1 «4------ > ---- т----- 5— cos nx,я Lu  9n -f (In 4)
n= i

oo

4,/» =  i l  у  ' -(-')• ■I"1 „Sin nx.)
я  9n -f (In 4 f  )

n —  1

2.12. f(x) =  ch4-. (Ответ: eh 4  = -2 sh-(jl/2) +2 \ 2 .я
oo

I 4 sin (л/2) у  (— i f  cos nx 
я L ,  1 +  4n2

n= I
OO

ch-1 =  I S l l M l  у  ±=±^1L rt sin nx.)
2 Я L a 1 +  4n2 /

/»== 1

2.13. f(x) =  e4x. (Ответ: e4x = e 4~ 1— |-
oo

+  ±  у  L - y ^ - Z-Lcosnx,
л L i  « +  16

n=l
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в*'=1 У  1-<-'>•«" д sin п х \
Я L ,  П‘ + 16 /

п =\

2.14. /(*) =  (* +  I)2. (Ответ: (х +  1)2 =  ”2 + 3” + 3
оо оо

4(я +  2) у  cos ((2Л; — 1)дс) [ ^  cos (2kx) [)2
л (2k — I )2 (2&)2

fc=i k=i
оо

= 2_ у  (2-^) + (--Г((л-1)У-2) sjn Ч
Л Z-I я /

г» = 1

2.15. /(*) =  5“ *. fOreer: 5~* =  +\ л In 5
оо

. 2 In 5 Г"* I — 5“ п( — 1)л л Н------ )  --- 5-- . —Г? COS ПХ,п « -f(In5)
n = i

oo

s - = l  У  '- ( - 'Г -5- n  sin n x \
П L j  Пг +  (In 5) /

n = l

2.16. f(x) =  sh Зх. ( Ответ: sh 3* =  ch 3? ~  1 +\ Зя

l  6  V  ( — 1 ch Зя —  1 лH---> -— —ь-------- cos пх,я n +  9
n = I

i о v 2 sh 3 V  ( — l)n+ • \sh 3x = ----- )  -i—-1— n sin nx.\
я n -f 9 /

n = {

2.17. f{x) =  e~x/i. (Ответ: e~x/4 =  +
oo

-j- Jt ^  1 — (—I y e - ’1'*
16rt2 + 1 

n = I
cos nx,

„- * / 4  32 V 1 1 — l)',e ~ ” /, • \°  7 =  — ) --- 1— ---- rtSinrtX.)
я L ,  16rt +  1 /

n = I
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2.18. f{x) =  ( 2 x - l f .  [Ответ: (2x -  1 f  =  |iL± i
oo

+ t Z
-_,'2

n‘
n= I

(2 x -  I )2 =  A  £  у - 8  + ( - 1Г (8 - ( 1 - 2^  sin n x ^

n =  I

2.19. f(x) — 6*/4. (Ответ: 6*/4 =  +
' w  \ я  In 6 ‘

(— 1)"6Л/4 — 1 
16rt2 -)- (In 6 )2

I 8 In 6 V-> (-1 )"6 л/4- 1H------ > „ '9 COS nx,
л L-j

rt= t

6-/< _  32. у  l -  i - l ) - 6 „  sin „  4
л Z_i 16я +  (*n 6) /

n= I

2.20. /(*) =  ch 4x. [Ответ: ch 4x=  -s ̂ n- -f-
oo

+ — 7 - ^ cos^л  Z-# « -j- *6
0=1

oo

, , 2 Г  1 - (- 1 )"с Н 4 л  • \ ch 4x =  — ) --- Ц—i-----n sm n x .)Л L j  n2+ 16 /
n= t

2.21. f(x) =  e~3x. (Ответ: e~3x =  1 ~  e---- 1-
\  Зл

я -)- 9
n= l

COS

,,- 3* 2 1 — (— ly e -3" . \
e = —  )  --- ---------« S i n n * . )

Я Z-, я -j- 9 )
n= I

2.22. f(x) =  x2 +  1. [Ответ: x2 +  1 =  +

+  4 ^  • cos nx,
= 1

■ + . - 1 Ё  ^ т 2 ) + ( 2 - п ) у + 1 ) ( - 1 Г  s i n

/1= 1 

„2
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2.23. f(x) =  7 “п . (Ответ: 7 х/т — ■ л1п7— - +
оо

+  j j i l l  у  < -(7 ‘r-7-;/i c o s ^ ,
^  л L ,  49я +  (In 7)

П —  I

оо

л ZL, 49я +  (In 7) /
Л= I

51’( chT _  О
2.24. f(x) =  sh (  Ответ: sh -̂ =  — ----------- \-о \ О д

+  i i y
л L-л

( _ 1Г сЬ |-  — 1
■ cos nx,

25 пг +  1
n = I

50 sh _
sh — = ------  У  -i— ^—  n sin nx.'

5 л L j  25n +  1 J
n =  I

2.25. f(x) =  e 2х/3. ( Ответ: e 2x/3 =  H i—JL---h _j_
00

~ ( - l ) " r 2"/3
+ —  у -n L-t

COS tlXy
9л -f 4

00
e- 2va _  J8_ у  ..!_- ( - :.! I f— n sin nx\

л Z j  9n -f 4 /
n = 1

2.26. /(*) =  (* — я)2. (  Ответ: (x — я)2 =  -у- -f

n =I . n=I
2.27. f(x )= \0 ~ x. (Ответ: 1 (Г * =  1 - +  

+  2 l n j o f  ! ( - l y i o - ^ c o s ^
Л L i  n +  In 10

ю - 'Л  у 1- ;- |y,; l°.- / iSin ^
Л L i n +  In 10 >

n=I
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2.28. f(x) — ch — . (  Ответ: ch — = sh 1 -f-Я ^ Л
oo

+ 2 sh 1 У  cos nx,
Lu I + n n
n = i

c h i - 2 n  f  n sin nx.)
я 1 +  n 'V  /

a — I

2.29. Ц х )= е ы г . (Ответ: e‘" s =  11 + 

+  « .  f  <=.!Г'“ " г  ■ cos nx,
я 9n +  16

/

e4x/3 =  J ±  у  n sin  n x \
n L ,  9я2+16 J

П— t

2.30. f(x) =  (x -  5)2. (Ответ: (x -  5f =  ”2~ 75 +

+  ±  f  -1” .~  5)2( ~  1)" +  5 e (jt —  5)2 _
n L-i n

n — t

oo

•)
n =  I

3. Разложить в ряд Фурье в указанном интервале 
периодическую функцию f(х) с периодом о =  21.

3.1. /(*) =  U I, — 1 <дс< 1,/ =  1. (Ответ: U ( =  у  —
оо

____ 4_ V-1 cos ((2п +  1)ях) \
я2 2 , (2п + 1)2 7

п = 0

3.2. /(х) =  2х, — 1 < * < 1 ,  1=1. ( Ответ: 2х =  1 —
оо

____2_ V- sin (2япх)
п 1_, п

п= I
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3.3. f(x) — e*, —2 <  x <  2, 1 =  2. ^Ответ: e? =
~  n t l l lX  . П ПХ2 COS —r----ЛЯ Sin “ ГГ— v v

_ л * ( 4 - + 2 ^ ( - . г — 24 + „v  2 )-)
n = l

3.4. f(x) = |xi — 5, —2 <  x <  2. (Ответ: \x\— 5 —
oo

=  - 4 - 4 -  V  ---L _ Cqs L2"_+ ‘^  Л
л2 L  (2/i -f- I) 2 /

rt = l

3.5. f w = { } : '=■• ( ° ™ ет; /w = t -
oo

_  J-  У  2 cos («(2/,- 1 ) 4  +  sin (яЛ л ) \ 
я Z-, л(2/г — I) 7

n = i

3.6. f(x) = x, 1 <  x <  3, /= 1 .  ̂Ответ: x =  2 -f-

_l_ _2  ̂ ^  ^__1)" + 1 sin (” л*) )

n = I

{ 0, — 2 < x < 0 ,
x, 0 ^  x <  1, I — 2. (  Ответ: f(x) =

2 — x, 1 ^  x ^  2, '
oo

__ I __ 4 V 1 cos ((2» — 1)л*) .
2 л2 Z j  (2/г — I )2

n = l
OO

I _8_ у  ( — l)"sin((2>t +  l)njc/2) \
^  л2 L  (2« +  l )2 ' ■

П =0
3.8. f(x )=  10 — x, 5 < x <  15, I =  5. (Ответ: 10 —x =

___I0_ ^  ^___ ly, sin (пях/5) ^

(  1, -1 < x < 0 ,
3.9. f(x) = J 1 /2, x = 0, / =  1. ( Ответ: f(x) =

 ̂ ж, 0 <  x ̂  1, '
00 OO

__ 3 ____2_ Y 1 coe((2/t — 1 ) я * ) ____l_ у 1 sin(«tu) \
4 n2 2 j  (2/i— l)2 л Z j  « /

П = I rt~ 1
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3.17. ; W = { _ ; ; » < ^ < ^ ; /  =  3. (o ™ *E  ; « =
OO

__ 4 V-1 / , yi cos {{2n + 1)я*/3) \
n > 2n +  \ 7

n =  0

3.18. f(x) =  3 — U|, — 5 < * < 5 ,  I — 5. (O re e r:3  —
oo

_ U |  =  ± 4 - J 0 .  V  I c 0 £ (2”  +  i ) « \
11 2 л2 (2n -j-1 )2 5 7

n = 0

f  — x, — 4 <  X <  0,
3.19. f(x) =  \ 1, x =  0, 1 =  4. (Ответ: f(x) =

1 2 ,  0 <  x <  4, '
oo oo

__n ___ 8 V 1 cos ((2л — 1)я*/4) , у  (— 1)“ sin (nnx/4) ,
~  1 ? L  ( 2 n - i f  L  ~ n

«= l л=| 4
OO

■ 4 y 1 sin ((2£ — 1)я*/4) \
+  я ^  2k — 1 '/

*= l

3.20. /(*) =  1 + x, — \ < х < \ , 1 = \ . (  Ответ: 1 -f x =

, . 2 (— 1)”+' sin ftnx \
=  \ + ~  ^  ---------------■)

Я= t
Г —  1, —  2 < * < 0 ,

3.21. /(*) =  ■{ — 1/2, * =  0,1 =  2. (Ответ: f(x) =
\ x/2, 0 < * < 2 ,  '

OO OO

__ _2_ V 1 COS ((2л — 1)ях/2) I _3_ у  sin ((2n — 1)л*/2) __
4 -я2 Z ,  ( 2 л - l)2 я L *  2л- I

I n=  J

OO

1 у  s in ( to )  \
H  L  2k 7

*= i

3.22. f(x) =  2x-\-2, — 1< jc< 3 ,  1 =  2. (Ответ: 2x
oo

_ |_ 2  =  2 __—  ^  (— I)" sin (rmx/2) ^

n= l
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f  3, — 3 <  x <  О,
3.23. f(x) =  { 3/2, x =  0, I =  3. ( Ответ: f(x) =

I — x, 0 <  x <  3, '
oo o©

_  3 _____ L  V  co s ((2n -  1) л * / 3 )  _  _9_ у  sin ((2я— 1)ях/3)
4 л2 Z j  (2n — l)2 л 2n — 1

n = 1 n= I
oo

■ 3 Г  sin (2nkx/3) \
+  T  2L, '/

k = i

3.24. /(x)= l — |x|, - 3  < x < 3 ,  / = 3. (Ответ: 1

_ U |  =  _ . L  +  4  V  ---------- _ c o s l2? - - ^ M
2 Л2 L .  ( 2 « - l ) 2 3 /

n = i

r — 2, — 4 < x < 0 ,
3.25. f(x) =  < — 1/2, x =  0, I =  4. ( Ответ: f(x)

1 1 +  jc, Q < * < 4 ,  v
oo oo

__ 1 , 32 у  cos ((2« — 1)л-г/4) , 10 Г  sin ((2n— 1)ях/4)
2 л2 Z j  (2n — 1 )2 л Z j  2« — 1

я = t я = I

oo

4 у  sin (£лх/2) \
~  L  2ft 7

3.26. /r(x) =  4x — 3, — 5 <  x <  5, 1 =  5. (Ответ: 4x 

3 =  - 3  +  Л  У  М Г  sin — Лn l_ j n 5 /
n = I

jc -j- 2 ,
3.27. / ( * ) H  l i — 1 < x < 1 ,  1 =  2.

1 <  x <  2 ,

f  JC +  2 ,
1,

V 2 - x ,
oo

____8_ у  cos(2(2fc — 1)лх/2) \
n2 L  (2(2fc — I ))2 7

A =  1
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3.28. /(*) =  { ]/2] [ 06 < ; < 6° : / =  6 ( 0твет: №  =
оо

= 1 + 1. У  - j— sini2”.- !^ ,)
4 л 2п — 1 6 /

« = i

■ 2х, — 2 <С х С  О,(  —  I X ,  — 2 <  х  <  U,
3.29. /(*)=■{ 2, х =  0, 1 =  2. ( Ответ: f(x) =

I  4, 0 <  х <  2, '
оо оо

__о 8 V "1 cos ((2п — 1)лх/2) I 4 V"1 1 • плх \
~ 6 ~ ! s L  — ---- +  7  L  T s m — -) •

п — i п =* I

3.30. f (x )=  }лс| — 3, — 4 < д с< 4 ,  I =  4. (Ответ: (дс(— 

- з =  - 1  -  i f- У  - 1  ... cos I 2» - Ц »  -
я 2 L ,  (2п -  I)2 2

rt= i
ОС оо

8 V "1 sin (ялх) 4 V"1 1 • (2k— 1)л* \ 
л 2п л L  2k -  1 2 7

П=с |

4. Разложить в ряд Фурье функцию, заданную гра­
фически.



У

7,5, , -4,5 , rf,5

,

1,5 4,5 7£
-7 -б -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ' 5 6 7 X

4.5.

5

О f 2 ?  Л 5 6

К П ^ Ч !
4.6.

у л 
/

\ \ \ \

1 Оч 1 -J -2 -1 0\ 1 2 J Г 6 х.

-1



4.8.
У- ,

/ , , V  .
-6 S>-5 -4 -J

* / * 1
0 1 2 / " J  4 f  6 x

4.9.

4.10.

S T B
у. |
1

S E E S
-5 -4 -3 -2 -1

4 .ll.

У

0 1 2 3 4 5 x

\ \- \
\  . 1... J  ^

-5 -4 ~3 '2 -1

4.12.

У
/

0 1 2  3 4 5 x

4 \
-2 -f 2 J  4 S \ J  x

-/
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4.13.

л и и
Уд
1

-6 -5 -4 -3 -2 -1

4.14.
У

0 1 2  3 4 5  6

\У г

-4 -3 -2 -1 0

4.15.

У
/

1 2  1 4  5- к

\
-Ь -5 -4

\
-J

S

-/
\

(7
\

/ ?

z; \
5 6

4.16.

У1

1k

1

* 0 1 2
_... _ . ^ i  'I  _

5 6 К

4.17.



4.18.

И

У<
1

К ., \ /

4.20.

4.21.
Ун

/ V .  / \ / \

1 »
/

I ... ..... 1
-б S  -4 -3 -1 О 1 2 3 4 5 6 х 

4.22.
у.
t s r i t i i

-6 -5 -4 -з 0 f 2 з Ĵ < 5  6 7 x

Ш



4.23.

У
2 '

-6 -5 -3  -2 О i 3 4 6 л

4.24.
Ум

1

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -/ 

4.25.
У

0 1 2 3 4 5  6

i

\/ X/ \/
11

/

-д -5 -4 -3 -2 -1 О 1 2  3 4 5 6

4.26.

> \

У

1 1
-6/-1 ■ЗУ-2 6 7 Л

4.27.
У“

ч / \  / X / \  / \ /

V

1

V _____

-6 -5 -4 -з -2 -/ О 1 2 3 4 5 6 7 К
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4 .28 .

УI

/

-6 ^ 5  -* '- J

Л

0 1 2 ^ 3  4 5 6 ^ 7  х

-2

4.29.

4.30.

У>

-7 -6 -5 -4 -J -2
Zl

1 2
Л
4 5  X

5. Воспользовавшись разложением функции /(х) в ряд 
Фурье в указанном интервале, найти сумму данного  
числового ряда.

оо

5.1. f(x) =  U I, ( - л ;  л), £  _ L - p  (Ответ:
п =  1

оо

5.2. f(x) =  Isin х\ ,  ( — л; л), ^  ( 0твет: у  )
п =  1

оо

5.3. /(х) =  х2, [ - л ;  л], £  ( - l ) " + ' - L .  (Ответ: -g - . )
П ~  1
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7 л'  
12

5.4. f(x) =  x, [0; л], по косинусам, V  ------!— —. (От-
L-j  (2п — 1) \
П =  1

' Я
оо

** w-{ j/i I (°—
n =  1

M - / « - ( " ! : - o ^ S  I »
V 0 , x  — —я, * =  0 , * =  я, и=1

Ответ: -— .J

oo

5.7. /(*) =  f  (0; я), £  (O reer: i . )
fl = 1

oo

5.8. /(*) =  c o s* , [0; i ] ,  £  — (Ответ:
* =  I

2 — я  \

4 7
OO

5.9. / ( * ) = * ,  (0; я), J  (O n w r: | . )
n= 1

oo

5.10. f(x)  =  x2, ( — л; л), - 1 .  ^ Ответ:

J
(2л -  1)э

П  —  1

OO

5.11. f(x)  =  x (л — x), (0; л), по синусам, ^  - t i l — -.
П— I

(Омет: -g-.)
OO

5.12. f(x) =  | sin x \ ,  ( — я; л), £  -£7 ^  .
n =  I

 ̂Ответ: 2 ~  л
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5.13. f { x ) =  \

5.14. f(x) =

5.15. f(x) =

5.16. /(*) =  .

5.17. / (* )= ■

5.18. f(x) =

5.19. f(x) =  

(Ответ: J

5.20. f(x) =

5.21. f(x) =  

{ответ:

5.22. f(x) — 

(Ответ:

f0, - 3 < * < 0 ,  у  i / Ответ M  
U,  0 < * < 3 ,  l_j (2n — l)2 ' у  8 /

П = 1 
OO

f l ,  - 1 < * < 0 , У  1 / Ответ- —  ̂
Ц  0 < * < 1, L  (2п - ! ) г Л 8 7

n — 1

OO

Z  laTTTF' ( 0твет: T - )
n = 0

• ( ~ я ;  я ) '  Ё  р г п г  ( 0 n e T : J r •)
r 2

n — 1

(
1, — 1 < * < 0 ,  “  [ ,  „2 v

4 l :

(  1 . 0 < X <  I ,  у  ( — 1)" ( 0 т в е г  *  \
1 — I, 1 < x < 2 ,  L  2 n + l  • \ U TeeT■ 4 )

n =  1

(
- x ,  — 4 <  x <  0, “

1 , *  =  0 , V  ------- -— -
2, 0 < * < 4 ,  (2« - ‘)2

( 1. 0 < x < 3 / 2 ,  у  (—1Г ( 0тврт. " \  
1 - 1, 3 / 2 < * < 3 ,  L ^ + T \  T )

{

■{

—  I ,  —  2  <  x  <  0 , »
- 1 / 2 , x  =  0 , У  ------- -— -

x / 2 ,  0 < * < 2 ,  L = i

—  2 jc, —  2  <  x  <  0 ,  “
2 , jc =  0 , У
A. (\ ^  Y ^  О I—J

IIS



5.23. / м = { * - ° :  £  р ^ Ь г
n = 1

(Ответ:

oo

5.24. =  ~ " 5 X < 0 ’ У  11— ( - ‘У).
/ w  l  З х ,  0 < * < л ,  п г

n — I

( о г о е т :  2 * . )

OO

5.25. f(x) =  n2 — x2, ( — л; л), — . (Ответ:
/1=1
oo

5.26. f(x) =  x sin x, [ — л; л], ( Ответ:
п =  ! 

oo

5 .27 . / w _ { o ; - ; < ; < £  £  1 ^ , ( о и е , - )
/1 =  1

OO

5.28. .(О гвет: - f )
л =  0

OO

5.29. / ( x ) = | c o s x | ,  [ — л; л], ^  '
П = 1

(Ответ:

oo

5.30. / ( * ) = | c o S y | ,  [ - я ;  л], £

(  Ответ: л ~  2-

Решение типового варианта

1. Разложить в ряд Фурье периодическую (с периодом  
со =  2л) функцию

п=  1
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a0 = - L  ( (n +  x ) d x = ^ - ^ ± ^ L \ °  = ± J ! L = J L '
л  J v '  я  2 | _ л  л  2 2

—  Л

О

ап =  1   ̂ (л - f  х) cos n xdx  =
— л

_  |м =  л - f  х, du =  dx,  __

d v  =  cos nxdx,  v =  sin лх,n

=  s ’n n ^)\  ~  "n”  ̂ S*n nX‘ ~
—  Л

=  —Ц- cos nxj — —Ц-(1 — ( — 1 ) " ) = ------ ------г-,nn I - л  я п  л ( 2n — l)2
0

bn =  I   ̂ (л -f- x) sin n xdx =
—  Л

_ и =  л -f- x, du =  dx,

d v  =  sin nxdx,  v = ------ cos nxn

=  -L ^ ---- n ~^X COS nx ĵ j +  4" 5 C0S nxc^*) ~
— Jl

=  —  +  - V  sin nx\ \  ---------- - .
л  \  n ПГ I — Л/ ft

Ряд Фурье для данной функции запишется в виде

оо оо

t f t A __ 31 , 2 V 1 cos ((2л — 1)ллс) V  sin  (плх) ^
+  (2 „ -  l)2 L  n ' 4

n =1 n —1
2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) =  8x/2, з а ­

данную в интервале (0; л), продолжив (доопределив) ее 
четным и нечетным образом. Построить графики для каж ­
дого продолжения.

^  Вычислим коэффициенты Фурье:



^  Продолжим данную функцию четным образом  
(рис. 12.7). Тогда:

л

а 0 =  —  [ 8x/2d x  =  — • 2 ■
Л J  л.

8*/2 | л

In 8 I о л In 8 (8П/ — 1),

Найдем неопределенный интеграл j 8Ж/2 cos n x d x ,  вы­
полнив дваж ды  интегрирование по частям:

 ̂ 8Ж/2 cos n x d x  =
и =  8Ж/2, d u  =  -i- ■ 8Ж/2 In 8dx,

d v  — cos n x d x ,  v  =  — sin n x  
n

— 8Ж/2 sin n x -----8Ж/2 sin n x d x  =n 2/i J

и =  8X/2, d u  =  i -  • 8Jt/2 In 8dx ,
— _  . 8X/2 sin n x  4* 

nd v  =  sin n x d x ,  v  — ------ cos nx,
П

4- г- • &x/2 cos n x  — \  8*/2 cos nx dx ,
2/r 4nJ J

(1  4 -  ln f )  ( ® cos n x d x  =  — • 8ж/2 sin n x  4* X
V 4n2 / J  n 1 2n

X  8Ж/2 cos nx,

С 8x/2 cos n x d x  =  — — ( —  8X/2sin n x  4- )  4n +  In 8 \  it

4* * &x/2 cos nx) ‘2 n2 )
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ап = ----- ------------- —( — • 8*/2 sin пх  +  ’ 8*/2 cos пх) \  =
л (4 *2 +  ( 1 п 8 ) 2) \ п  2п г /  I О

_  4 In 8(8л/2( -  I)" -  I)

~  л (4 п 2 +  (1п 8) 2)

Следовательно, разложение данной функции по коси­
нусам имеет вид

Вычислим коэффициенты а п:

8л/2 • ( — I )" -  I 
An2 - f  (In 8)2

cos пх.

Теперь продолжим данную функцию нечетным о бр а­
зом (рис. 12.8). Тогда:

л

bn =  —  ̂8х/2 sin nxdx,

Р и с .  12.8

\  8*/2 sin nx d x  =
и =  8Х/2, d u  =  y  ’ 8 "/21п 8 d x <

d v  =  sin nxdx, v =  — — cos  nx
П

____  ____  1 Q x / 2— 8X/2 cos nx  -j- 8X/2 cos n x d x  —n ' 2n  J

u =  8x/i , d u =  y  8X/2 In 8dx,  

d v  =» cos  ялм[х, и =  — sin nx
n

U 9



-- ------ L . 8*/2 cos nx -j- 1 - 1  • 8*/2 sin nx —
2 nz

— 8*/2 sin nxdx,
4 rr  J

bn =  ----- -1?-------- ( -----L Q*/2 cos nx -j- X
n ( 4n 2 - f  (In 8) 2) V я  2n2я (4 п  -f- (In 8) )

X 8*/2 sin n ^ j Q" —  8ft (8л/г(— 1)л+|  +  1) 
л (4п2 +  (1п 8) 2)

Следовательно, разложение данной функции по сину­
сам имеет вид

со

8 ^ = 1  V  л sin «
п  L i  4rt - f  In 8

3. Разложить в ряд Фурье периодическую (с периодом 
ш — 2) функцию

1 , — 1 < * < 0 , 
х =  О,

0 < х <  1 .
№

^  Вычисляем коэффициенты Фурье:
® 1 п I

S C 1 V*2 I 1
dx-\- \ xdx =  х | -j— —JQ =  1 Ч— j" 3_ 

2 ’
- 1 О

О

ап =   ̂ cos (плх) dx -j-  ̂ х cos (ппх) dx ■■
- I  о

и =  х, du =  dx,

l

ПП

d v  =  cos (nnx ) dx, v =  sin (”"*)
nrt

= - 1  sin (/гл*)| -j- —— x  sin (плх)|о —

 ̂ sin (n nx )d x  =  - I j -  cos (nnx)  j q =  - l j  ((— 1)" — 1),

- 2
л 2(2« — l )2
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bn =  5 sin (плх) d x  -j- \ x  sin (nnx) d x  =
- 1 e

_  u =  x, du  =  dx,

d v  =  sin (nnx) dx,  v =  ^  cos (nnx)

-- -------J— cos (плх) | -----cos (nnx)  | 0 -f-
I

-j— — ( cos (nnx) d x — ------ — (1 — ( — 1)")------— ( — 1)" —
tin J  r t n  x tin 

e

-------i-j- sin (nnx)I =  • ----------- !---------L liL .  ==
t i n  10 tin tin

1
ЯЛ

В итоге получаем следующий ряд Фурье:

f { x ) __ —_______-— У  cos ((2гс — 1 )пх)  __  1 у 1 sin (n n x ) ^
4 л2 Z-i (2я — I)2 л  / j  я

4. Разложить в ряд Фурье функцию, заданную гра­
фически (рис. 12.9).

^  Запишем аналитическое выражение данной  
функции:

/ ы _ ( 0 , 5 х 2 + 1 , — 2 < * < 0 , ,
/ W  —  { г ,  0 <  2 , w  — 4 -

Вычислим коэффициенты Фурье:

ао== т \ (тх+  X) dx+  2dx= т (т  + *)|_2 +
— 2

+ *|о~ _  _ 2 ) +  2== т>
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а " = Т  \  ( т х +  l ) c o s ^ d *  +  J c o s ^ r f * :

- 2  О

u =  x / 2 +  1, du =  ( l / 2 ) d x ,

d v  =  c o s ^ d x ,  0 =  -1 s i n ^ L  
2 пл 2

_  _£/2_+J_ s jn HÎ L\ 0 _  ' С s i n  ^ - d x  +
nn 2 [ —2 2nn J 2 ~

—  2

2 0I 2 . nnx I 1 «лл: I
H----------s i n ---------  =  — —  C O S --------  -

tin 2 10 n я 2 1 —2

=  i o - ( ( - i ) " +1 +  l) = л 2(2п — I)2

Ь п = = т  \  ( y  x + ^ s m - ^ d x +  ^ s m - ^ d x -  

- 2  0

и =  к/ 2  - f  1, du  =  ( \ / 2 ) d x ,

du =  sin ^ - dx,  v =  — — cos2 nn  2

y ? . ± l c o s ~ | °  4-------—  [ c o s - ^ - d x  —
nn 2 i —2 2nn J 2

- 2

J L ( ( _ 1 ) - _ 1) _  J L c o s - ^ _ | 2 «  - - L  +tin tin 2 |9 tin

+  ' s m - ^ | °  - J - ( - i y + - 2 -  =n и 2 1—2 nn nn
=  J ______ 2 (. ty , _  ( l +2( - i r  + l) _

n n n n  tin

Следовательно, искомый ряд Фурье

f(x) — 5 | 2 У  cos ((2ft -  1) ях/2)
4 я 2 Z_i (2я — l)2

я — 1

+  l f  1 1 ± .а. 1 т ' Г >  S i n ^ .  4
я  tt 2
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5. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию

t ( Y\ __ ( х , 1 , 
1 ( х ) - \ 2  —  х ,  1 < х < 2

на отрезке [0; 2] (рис. 12.10) и найти сумму ряда
оо

п =  0
(2п +  I )

У*
2

- 4 - 3 - 2 - 1 0  1 2  3  4  Л 
Р и с .  12.10

► Продолжим функцию четным образом и вычислим 
коэффициенты Фурье:

=  J xd x +  J ( 2 - x ) d x  =  * L ^ + ( 2 x - - у - ) | , =
0 1

=  1 + ( 4 - 2 ) - ( 2 - ± ) = 1 .

I 2
а„ —  ̂ х  cos dx- \ -   ̂ (2 — j c ) c o s  d x  —

+

«о

+

О I

и =  х, du  =  dx,

d v  =  c o s ^ L d x,  v =  — s in  ^
2 ил 2

ы =  2 — х, du  =  — dx,  

d v  =  c o s ^ d x ,  v =  — sin
2 nn  2

—  sin
n n  2

J -  s i0 n n  J
sm ^ - d x  +

I +  _ L ( s in
И  n n  J

n n x dx  =

n n x
nn

c o s - ^ - l ------— sin —  —
n n  2 10 nn 2
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п ' л ‘ 2 I I л 2(2n +  I)2

Следовательно,

f /  \ __ 1 __ 4 у  cos (2ft +  l)iuc
2 л 2 Z j  (2n +  I )2

rt =  0

Полагая x  =  0, получаем:
oo oo

0 =  J______L  V  ____!____  V  ____!____ =  J i l
2 л 2 Z j  (2/1 +  I)2 ’ Z j  (2/1 +  I)2 8

r t = 0  n = 9

Таким образом, с помощью ряда Фурье мы нашли сум­
му числового ряда. -4

12.7. ДО ПО ЛН ИТЕЛЬН Ы Е ЗАДАЧИ К ГЛ. 12

1. Найти сумму ряда

1I
П— 1

(Ответ: 1 /90.)

(/i +  l) (/1 +  2) ( 2 /1 + 1 )  (2 /1 + 5 )

2. Исследовать на сходимость ряд
1 , з  , /  s  \ 3/ 2 , , / 2п - 1  у 1' 2 ,

Y  +  T + { l o )  + -  +  ( 1 м г г )  + -

(Ответ: сходится.)

оо

3. Показать, что если ряд 2  абсолютно сходится,
Л =  1

оо

то ряд ^  п +  1 ап также абсолютно сходится.
П— I

4. Исследовать на сходимость и абсолютную схо^и-
•о

Z / __| у  + 1 . 3я
* ^  ~ у;— • {Ответ: абсолютно сходится.)



5. Показать, что ряд, полученный при перемножении
оо

двух расходящихся рядов: 1 — ^  ( l b )  и ^

-f- ^  (2п -j- 2 (п+|)), абсолютно сходится.
п= 1

оо

6. Сколько членов ряда ^ ( — 1)'1+1—^ н у ж н о  взять,
п= 1

чтобы абсолютная погрешность при замене суммы 5  этого  
ряда его n -й частичной суммой S„ не превышала а  =  
=  1 0 ~ 3, т. е. чтобы |S  — S„| =  \гп\ ^  а?  (Ответ: п ^  7.)

оо

7. Сколько членов ряда ^  ( — 1)'1 + | 2п ~  1 нужно
Л= I

взять, чтобы вычислить его сумму с точностью до  0,01? 
(Ответ: п =  200.)

8. С помощью почленного дифференцирования и инте­
грирования найти сумму ряда 1 — Зх2 +  5х4 -f- ... -f-

+  ( - 1 У - ( 2 п - \ ) х 2п~ 2. (Ответ: S ( x ) =  U | < 1 . )
«о

п  п  V "1 cos  п х  З х2 — б л х  -J- 2 л 2 п9. Доказать, что ) — ——  =  -------------- —------ , 0 гс:
L ,  п 2 12
П — 1

10. Подобрать два таких ряда, чтобы их сумма была 
сходящимся рядом, а разность — расходящимся.

11. Д оказать равномерную сходимость функциональ-
оо

ного ряда У  ( — на отрезке [0; 1].
« = I v"

12. Исследовать на сходимость ряд с общим членом
I /п Г—

U n =  \  х 2~ + Х\ ' ( ° Тв е Т:  СХ° А ИТСЯ> « «  <  з ^ Т Г - )  
е

оо

Z X*n—г—  является ре-
2 п 1О

шением дифференциального уравнения } /  — х у  — 0.
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13. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

13.1. Д В О Й Н Ы Е  И Н Т Е Г РА Л Ы  И ИХ В Ы Ч И С Л Е Н И Е

Н а  плоскости  Оху  рассм о тр и м  некоторую  з а м к н у т у ю  о б л а с т ь  D,  
огр а ни ч ен н у ю  за м к н у т о й  линией  L.  П усть  в D  з а д а н а  ф у н к ц и я  г  =
—  f ( x < У)• П р о и зв о л ьн ы м и  ли н и ям и  р азо б ь е м  D  на п э л ем ен тар н ы х  
о б л а с т е й  St, п л о щ а д и  которых ДS, (i = \ , n ) (рис. 13.1). В к а ж д о й  
о б л а с т и  S,  вы бе рем  п ро и зв о л ь н у ю  точку  Pi(x,-, yi). Диаметром d, области 
Si  н а з ы в а е т с я  д л и н а  н аи б о л ь ш ей  из хорд, со ед ин я ю щ и х  гра ни ч н ы е  
точки Si.

В ы р а ж е н и е  вида

/„ =

• =1

н а з ы в а е т с я  п-й интегральной суммой д л я  функции  г  =  f(x,  у) в области D.  
Вследствие  про и зво л ьн о го  р а зб и е н и я  о б л аст и  D  на э л ем ен тар н ы е  област и
S, и сл у ч а йн о г о  в ы б о р а  в них точ ек  Pi м о ж н о  с о ста ви ть  бесчисленное 
м н о ж ес тв о  у к а з а н н ы х  сумм. О д н а к о ,  с о г ла сн о  теорем е  с у щ е с т в о в а н и я  
и единственности ,  если ф у н к ц и я  г  =  f(x,  у), например ,  неп р ер ы вн а  
в О  и ли н и я  L  —  ку с о ч н о -г л а д к а я ,  то предел всех этих сумм, н ай ден н ы х  
при условии £/«—*-0, в сегда  су щ еств ует  и единствен.

Д во йны м интегралом функции  г — ((к, у) по области D н а з ы в а е т с я
предел  lim /„. о б о з н а ч а е м ы й  f (x,  y )dS .  Т аки м  о б р а з о м ,  по о п р е д е ­

л и в  о
лению П

\\ f (x .  y ) d S  =  lim s  f(Xi, y i ) \Si .  (13.2)
о

З д е с ь  и д а л е е  будем  п р ед п о л аг ать ,  что ф у н к ц и я  г  =  f(x,  у)  не­
п р ер ы в н а  в о б л а с т и  D  и ли н и я  L —  к у со ч н о -г ла д к ая ,  поэтому у к а з а н ­
ный в ф о р м у л е  (13.2)  предел  в сегда  сущ ествует .

У к а ж е м  основны е свойств а  д войного  и н т е г р а л а  и его ге о м етр и ­
ческий и ф изический  смыслы.

1. \ \ d S  =  S D, где  S a —  п л о щ а д ь  о б л аст и  и н т е г р и р о в а н и я  D.
о

2. Е сл и  п о д ы н т е г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  z  — f(x,  у) =  ц(х ,  у ) — п о в е р х ­
но стн ая  плотность  м а т е р и а л ь н о й  пластины , з а н и м а ю щ е й  о б л а с т ь  D,  
то  м а сса  этой  п ластины  о п р е д е л я е т с я  по ф о р м у л е

т =  y )dS .  (13.3)
D

В этом з а к л ю ч а е т с я  физический смысл двойного интеграла.
3. Е слн  f{x,  у ) ^ 0  в  о б л а с т и  D,  то двойной ин тег р ал  (13 .2)  чи с ­

ленно р а в е н  о б ъ е м у  в  ц и л индрического  т е л а ,  н а х о д я щ е г о с я  н ад

f(xi, y J k S i (13.1)
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плоскостью  Оху,  н иж ним  основанием  которого  я в л я е т с я  о б л а с т ь  D,  в е р х ­
ним —  ч а сть  поверхности  г  =  f (x,  у), п р о е к т и р у ю щ а я с я  в D,  а  б о к о в а я  
поверхность  —  ц и л и н д р и ч еск а я ,  причем ее  п р ям о л и н ей н ы е  о б р а з у ю щ и е  
п а р а л л е л ь н ы  оси Ог  и проходят  через гр а н и ц у  L о бласти  D  (рис.  13.2).  
Если f (x,  ( / )< ;  0 в област и  D,  то  двойной ин тег р ал  численно  равен

о бъ ем у  ц и л индрического  тел а ,  н а х о д я щ е г о с я  под  п лоскостью  Оху  
(рис. 13.3),  в зя то м у  со  зн а к о м  « — » ( — v). Если  ж е  ф у н к ц и я  f (x,  у)
в о бласти  D  м еняет  зн а к ,  т о  двойной ин тег р ал  чи слен н о  р ав ен
разн ос ти  о б ъ е м о в  цилиндрических  тел,  н а х о д я щ и х с я  н а д  плоскостью  
Оху  и под ней, т. е.

f (x,  y ) d S  =  У| — у2 (13.4)
D

(рис. 13.4). Э то  свойство  в ы р а ж а е т  геометрический смысл двойного  
интеграла.
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4. Е сли  ф ункции  z  =  fj(x, у) ( / =  1, k) непрерывны в о б л а с т и  D,  то  
верна  ф о р м у л а

к  к  

т  f i ( * .  y j ^ d S  = У  y S >d S ■

D j =  I j = l  D

5. П остоя н н ы й  м н о ж и те л ь  С поды н тегр ал ьн о й  ф ункции м о ж н о  в ы ­
носить з а  з и а к  дво й н о г о  и н тег р ал а :

y ) d S  =  c \ \ f ( x ,  y' jdS.
D  О

6. Если  о б л а с т ь  D  р а з б и т ь  на конечное число  о б л аст ей  D t, D 2, ..., 
£)*, не и м ею щ их  о б щ и х  внутренних точек, то ин тег р ал  по о б л а с т и  D 
р авен  сумме и н те г р а л о в  по о б л а с т я м  О*:

й  f (x,  y ) d S  =  y ) d S +  JJ f{x, y ) d S  + ■ • • +  й / ( * .  y )d S -
D Dx Di  Ot

7 ( т е о р е м а  о  с р е д н е м ) .  Д л я  непреры вной  ф ункции  г  =  f (x,  у) 
в област и  D,  п л о щ а д ь  которой S 0 , в сегда  н ай д ет ся  хотя бы одна 
то ч ка  Р(£ ,  »)) £ D,  т а к а я ,  что

й f ( x ,  y ) d s = m ,  л)s0.
D

Ч и сло  /(£ ,  л)  н а з ы в а е т с я  средним значением функции г  =  f(x,  у) в 
области D.

8. Если  в о бласти  D  д л я  непреры вны х  ф ункций  f (x,  у), / ,(х, у), /г(дс, у) 
выполнены н е р а в е н с т в а  f i(x,  y ) ^ f ( x ,  y ) ^ f z ( x ,  у), то

ЙМ*. y ) d S <  й/(дс, y ) d S <  ЙЫ*. y)ds.
D D D

9. Если ф у н к ц и я  z =  f(x,  у) Ф  c o n s t  и неп р ер ы вн а  в о б л аст и  D, 
М  =  m a x  f (x,  у), m  =  min f(x,  у), то

(х,  y } £ D  (х,  y ) t D

m S o  <  Й f(x,  y ) d S  <  MSo-  
d

З а м е ч а н и е .  Т а к  как  предел п - й ин тегральн ой  суммы !„ (см. ф о р ­
мулы (13 .1 ) ,  (1 3 .2 ) )  не з а в и с и т  от способа  р а зб и е н и я  о б л аст и  D  на 
эл е м е н т а р н ы е  о бласти  S, ( теорем а  с у щ е с т в о в а н и я  и еди н ст вен н о сти ) ,  то 
в д ек а р то в о й  системе к о о р д и н ат  о б л а с т ь  О удобно  р а з б и в а т ь  н а  э л е ­
м ен тарн ы е области  Si  прям ы м и,  п а р а л л е л ь н ы м и  осям координат .  П о л у ­
ченные при таком  р азб иении  э л ем ен тар н ы е  област и  S,, п р и н а д л е ж а щ и е  
о бласти  О, я в л я ю т с я  пр ям о у го л ьн и к ам и .  С л ед о в ател ь н о ,  d S  =  d x d y  и

й f (x ’ y )d S  =  SS /С*. y)dxdy.
В  D

О б л а с т ь  и н тег р и р о ван и я  D  н а з ы в а е т с я  правильной в направлении  
оси Ох  (оси Оу) ,  если л ю б а я  п р я м а я ,  п а р а л л е л ь н а я  оси Ох  (оси 
О у ),  п ересекает  г р а н и ц у  L о бласти  D  не более двух  р а з  (рис.  13.5, а ) .  
О б л а с т ь  О  сч итается  т а к ж е  п р авильной ,  если ч а с т ь  ее  гр а н и ц ы  или вся 
г р а н и ц а  L  состоит из о трезков  прям ы х ,  п а р а л л е л ь н ы х  осям  к о о р д и н ат  
(рис. 1 3 .5 ,6 ) .
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Р а ссм о тр и м  методы вы ч исления  двойного  и н т е г р а л а  по о б л аст я м ,  
п р ави л ьн ы м  в нап р авл ен и и  коорди н атн ы х  осей; т а к  к а к  практически  
л ю б ую  област ь  м о ж н о  п р ед ст ави ть  в виде о б ъ ед и н ен и я  п рави льн ы х  
обл аст ей  (рис.  13.5, в ) ,  то, с о г ла сн о  свойству  6 д войны х интегралов ,  
эти методы пригодны д л я  их вы ч ис лен ия  по л ю б ы м  о б л аст я м .

Р и с .  13.5

Д л я  вы ч исления  дво й н о г о  и н т е г р а л а  н у ж н о  п р о и н тег р ир о в ать  по­
д ы н те гр ал ь н у ю  ф у н кц ию  г  — f(x,  у) по одной из перем енны х  (в пред ел ах  
ее  и зм енения  в прави льн ой  област и  О)  при лю б ом  постоянном  зн ач ен и и  
другой  переменной. П олученны й  р е з у л ь т а т  п р о и н т е г р и р о в а т ь  по второй 
переменной в  м ак си м а льн о м  д и а п а з о н е  ее  изм ен ен и я  в D.  Т огда  все 
п рои звед ен и я  f (x,  y ) d xd y  в двойном  и н тег р ал е  (предел  суммы (1 3 .2 ))  
будут учтены при сум мировании  точно по одному р азу ,  и мы и зб а ви м ся  
от лиш них ,  не п р и н а д л е ж а щ и х  о бласти  О, произведений.

Е сли  о б л а с т ь  D,  п р а в и л ь н а я  в н ап р ав л ен и и  оси Оу,  про екти р у ­
ется  на ось  Ох  в отрезок  [а; 6], то  ее  г р а н и ц а  L р а з б и в а е т с я  
на д в е  л ш ш н :  А т В , з а д а в а е м у ю  уравн ен и ем  у  — q>\ (л:), и А п В ,  з а д а ­
ваем ую  у равнением  y  =  q>2W  (рис.  13.6).  Т о г д а  о б л а с т ь  О  о п р е д е ­
л я е т с я  системой неравенств :

D: а <  х  < 6 ,  q>i ( * )< !  У ф2 (х),

и двойной ин тег р ал  вы ч ис ляется  по п р ав и л у  (внутреннее и нтегрироваиие  
ведется  по перем енной  у, а внеш нее —  по  переменной х)

й
<РгМ

f (x ,  y )d xd y  - /(*■ y)dy- (13.5)

<Fi (*)

Е сли  о б л а с т ь  D,  п р а в и л ь н а я  в н а п р ав л ен и и  оси Ох,  п роекти руется  на 
ось  Оу  в о трезок  [с; d\, то  ее г р а н и ц а  L р а з б и в а е т с я  на  две  линии:  
CpD*,  з а д а в а е м у ю  у р авн ен и ем  х  =  т)>| (у), и CqD*,  з а д а в а е м у ю  у р а в ­
нением j c = i )?2(у) (рис. 13.7). В этом случа е  о б л а с т ь  D о п р ед ел я ется  
системой неравенств :

D : i))i ( у ) <  х  <  xj>2(i/),

и двойной и н теграл  вы ч ис ляется  по п р ав и л у  (внутреннее  интегриро- 
ваине  ведется по переменной х, а внеш нее —  по переменной у)

d  фз {у)

\ \ i {x ,  y ) dx dy  =  \ d y  S j (x,  y)dx.  
D с  tt’i(y)

(13.6)
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В ы р а ж е н и я ,  с то я щ ие  в п р ав ы х  ч а стях  равен ст в  (13 .5 ) ,  (13 .6 ) ,  
н а з ы в а ю т с я  повторными (или двукратными) интегралами.

И з  р а в ен ст в  (13.5) и (13.6)  следует, что

Ь <р2(х) d

\ d x  j f ( x , y ) d y = \ d y  j f (x,  y)dx.  (13.7)
о ф, (*)  с $, (y )

П ер ех о д  от левой  части  р а в е н с т в а  (13.7)  и правой  его части  и о б р а т ­
но н а з ы в а е т с я  изменением порядка интегрирования в повтор-ном ин­
теграле.

х О

Р и  с. 13.6 Р и  с. 13.7

П рим ер  I.  Н а  плоскости Оху  построить  о б л а с т ь  и н тег р и р о в ан и я  D 
по за д а н н ы м  п р ед ел ам  и зм енения  переменных в повторном интеграле

4 Зл/' х

J =  \ d x  J dy.  И зм е н и т ь  п оряд ок  и н тег р и р о ван и я  и вы ч ислить  ин-
0 :u -'/r

т е г р а л  при з а д а н н о м  и измененном  п о р я д к ах  интегри рован и я .

^  О б л а с т ь  и н тег р и р о ван и я  D  р а с п о л о ж е н а  м еж д у  прям ы м и х  =  0 
и х — 4, о гра ни ч ен а  снизу  п ар а б о л о й  у  =  Зх2/ 8,  сверху п ар а б о л о й  t/ =

=  3 у х  (рис. 13.8). С лед овательн о ,

4 4

1 =  S ( / ' i  =  S (З л / ^ — Зх2/ 8 ) d x  =  (2xi/2 — л:-3/ 8) |о =  8.

С другой  стороны, о б л аст ь  и н тег р и р о ван и я  D  р а с п о л о ж е н а  меж д у  
прям ы м и  у  =  0 и у  =  6, а  п ер ем ен н ая  х  и зм ен я ет ся  в дан н ой  области  при 
к а ж д о м  ф и к с и р о ванном  знач ении  у  от точек п а р а б о л ы  x — i f / 9  д о  точек

п а р а б о л ы  х = л / 8 у / 3 ,  т. е., со гла сн о  ф орм уле  (13 .7 ) ,  имеем

\ % / 3

S *  \  ■ " - U V f - T r ) * -
О у ' / 9 О

{ 2 л / т - ^ у3/2~ ^ - 1 г ) \ Ь» =  8- «
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Пример 2. И зм ен и ть  поряд ок  интегри рован и я  б  повторном и н ­
теграле.

} 2 - А '

\ d x  S f (x,  y)dy.
О Л"'

^  О б л а с т ь  и н тегри рован и я  D  о гр а н и ч ен а  ли н и ям и  х =  0, а‘ = 1 ,  
у =  х- и у  =  2 — х  (рис.  13.9) . Т а к  как  п равы й  у часток  границы  о б ­
ласти D  з а д а н  д в у м я  ли н и ям и ,  то п р я м а я  у  =  1 р а з б и в а е т  ее на

области D\:  O s j i / s j l ,  O s J x s J  ~\[у и Dr.  1 у  s j  2, 0 s j  л- s j  2 — у. 
В р езультате  получаем

[ 2 — х I л[й 2 2 — у

\ d x  J f(x,  y ) d y = \ d y  J f ( x ,  y ) d x + \ d y  J f (x, y ) dx .  4
0 x‘ 0 0 1 0

Припер 3. В ы числить  двойной интеграл  

fi ( * + < /  +  3) dxdy,

если о б л аст ь  D огра ни ч ен а  линиям и  х +  у  =  
=  2 , х  =  0, у =  0.

^  О б л а с т ь  и н тег р и р о в ан и я  D  о гра ни ч ен а  
прямой у  =  2 — х  и осями координат  
(рис. 13 .10). С лед овательн о ,

2 2 - х

й (* +  у +  3 ) dxdy =  \ dx  J (х +  у  +  3) d y  ■
О 0 0

х +  у  +  З )2 I1' " 2- '
dx (25 — (х +  3 f ) d x  ■

Пример 4. Найти среднее значение функции г  =  л +  6(/ в тр е у г о л ь ­
нике, ограниченном  прям ы м и у =  х, у =  Зх, х — 2.
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► Средним зн ач ен и ем  ф ункции z =  f(x,  у) в о б л аст и  D  я $ л я е т с я  
число (см. свойство  7 д войны х  и н тегралов)

D

В ычислим  с н а ч а л а  п л о щ а д ь  о бласти  D :
2 Зх  2

S D =  § d x d y  =  \ d x  \ d y ~  \ ( 3 х — x ) d x  =  х 2 |о =  4.
D  0 x 0

А н ал о ги ч н о  получаем

2 Зх  2

ЭД(* +  6y ) d x d y  =  \ ^dx  ^ (x +  6 y ) d y =  ^ (х - f  6 y f  j d x  =

D  O x  0

2 2 2

=  - ^ ( ( 1 9 * ) 2 - ( 7 * ) 2) d A :=  ~  \ ^3[2x2d x  =  2 b ^ x * d x  =

0 0 0
__ _26_ , 12_ _208_
~  3 3 '

Т аким  образом ,

7 = 2 -  _2? i .  _  i 2_
' ~  4 3 ~  3 ' *

A3-13.1

1. Вычислить следующие повторные интегралы:
2 I

а) 5 d x \  (х2 -(- 2y)dx;  
о о

8 5 2 х

б)  ̂ d y   ̂ (x - \ -2y )dx;  в) \^dx ^
-  3 у '  -  4 1 I / х

(Ответ: а) 14/3; б) 50,4; в) 2,25.)
2. Расставить пределы интегрирования в повторном

интеграле для двойного интеграла \\ (х, y ) d x d y ,  если из-
D

вестно, что область интегрирования D:
а) ограничена прямыми х  =  1, х =  А, Зх  — 2 у  +  4 =  0, 

Зх — 2 у  — 1 = 0 ;
б) ограничена линией х 2 +  у 2 — Ах =  0;
в) является треугольной областью с вершинами в точ­

ках 0 (0 ,  0), Л (1, 3), 5 (1 ,  5);
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г) ограничена линиями у  =  х3 1, х =  0, х у  =  4
3. Изменить порядок интегрирования в данных повтор­

ных интегралах:
2 Vi —X* I 5х

а) $ $ f{x, У)йу;  б) \ d x \  f(x,  y ) d y \
— 2 0  0 2*
1 * —

В) J r f y  J / ( * ,  y )  dx.
0 - V T ^ P

4. Вычислить \\ (x2 y ) d x d y ,  если область D  ограни-
D

чена линиями у  =  x2 и у 2 ~ х .  (Ответ: 3 3 /1 4 0 .)
5. Вычислить \\ x3y 2dxdy ,  если область D  ограничена

D

линией х 2 - \ - у 2 =  9. (Ответ: 0.)
6. Вычислить х  cos ( я -f- y ) d x d y ,  если область D  огра-

D

ничена линиями у  =  0, х =  п,  г/=  *. (Ответ: — л /2 . )
7. Вычислить 5J ydx d y ,  если область D  ограничена

D

первой аркой циклоиды х  =  a(t  — sin t), у  =  а( \  — c o s t )  

и осью Ох. (Ответ: - | -л а 3.^

Самостоятельная работа

1. 1. Представить двойной интеграл 55 f(x, y) d x d y  в ви-
D

де повторного интеграла при разных порядках интегриро­
вания по х  и по у,  если известно, что область D  огра­
ничена линиями у  =  2х, х  =  0, у - \ - х  =  3.

2. Вычислить 55 xdxdy ,  если область D  ограничена
D

линиями у  =  х2, у  =  2х. (Ответ: 4 /3 . )
2. 1. Изменить порядок интегрирования в повторном 

интеграле
4 2х —3

5 dx  5 fix,  y ) d y .
О *2/ 2 - 3

2. Вычислить 55 xdxdy ,  если область D  ограничена 
о

линиями л: =  0, г/ — 0, у  =  — х2. (Ответ: 8 /3 . )
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3. 1. Изменить порядок интегрирования в повторном 
интеграле

8 V 30+12

5 d y   ̂ f(x, y )dx .
- 4  <0 +  4 ) /2

2. Вычислить x 2dxdy ,  если область D  ограничена
О

линиями у  =  х, у =  \ / х ,  х =  2. {Ответ: 2.)

13.2. З АМ ЕН А П Е Р Е М Е Н Н Ы Х  В Д В О Й Н О М  ИНТЕГ РАЛЕ.  
Д В О Й Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  В П О Л Я Р Н Ы Х  

КООРДИ НАТ АХ

П усть  переменные х, у  с в я з а н ы  с переменными и, v соотнош ениям и  
x — (f>(u, и), г/ =  ф(и, v), где ср(и, v), ф(и, v ) — непреры вны е и д и ф ­
ферен ц и руем ы е  ф ункции ,  в за и м н о  од н о зн а ч н о  о т о б р а ж а ю щ и е  обл аст ь  
D  плоскости Оху  на о б л аст ь  О '  плоскости O'uv,  при этом я коб иан

] = ) ( х ,  у) =

д х  дх
ди dv
ду ду
ди dv

со х р ан я ет  постоянны й з н а к  в D.  Т огда  верна формула замены пере­
менных в двойном интеграле.

55 Д*, у) d x d y  =  \ \ f  (<р(и, у), ф (и, v ) ) \ J \ d u d v .  (13.8)
D D'

П р ед е лы  в новом и н теграле  р а с с т а в л я ю т с я  по рассм отренном у  
ранее  п рави лу  с учетом вида  области  О '.

Пример 1. В ы числить  двойной интеграл

55 (х  +  У) а х а У
D

по области  D  плоскости Оху,  ограниченной  л иниям и  у  =  х — ], у  =  х  2, 
у =  — х — 2, у  =  — *  +  3.

^  П о л о ж и м

и = у Т Л  (ОV = y + X.J

Т огда  прям ы е у =  х — 1 и у — х 2 перейдут соответственно  в прям ы е 
и =  — 1, и — 2 плоскости O'uv,  а прям ы е у  =  — х — 2, у  =  — х  -f- 3 — 
в прям ы е  v =  — 2 a v =  3 этой ж е  плоскости. При этом о б л а с т ь  D  о т о б р а ­
зи тс я  в пр ям о у го л ьн и к  D'  плоскости O'uv,  д л я  которого  — 1 ^  и ^  2,
— 2 <  v <  3.

И з  системы (1) находим:

х =  ( — и +  v ) / 2 , \  
у  =  ( u +  v ) / 2 . j
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Следовательно,

J =

дх  ду 1 1
ди ди ~  Т  2
д х  ду 1 1
dv dv У  2

а IЛ  =  1/2 .  П оэтому, согласно  ф о р м у л е  (13 .8 ) ,

й (х +  У) dx dy  =  \ \ v  ■ dudu  
6 o' ^

^ du  ij vdv  =

Известно , что п рям оугольн ы е  д е к а р т о в ы  (х, у) и п о л яр н ы е  (р, q>) 
координаты с в я з а н ы  м е ж д у  собой следую щ и м и  со о тнош ениям и:

х —  р cos <р, у =  р sin <р, (р ^  0, 0 ^  <р <  2л).

Если  в двойном  и нтеграле  перейти от д е к а р т о в ы х  к п олярн ы м  ко­
о рдинатам ,  то получим ф о р м у л у  (т а к  как  яко б и ан  J =  р)

\ \ [ (л\ у) dx dy  =  \\ / (р  cos ф ,  р sin ф )  pdpcfy. (13.9)
о О'

В о бобщ енны х  полярны х  к о о р д и н ата х ,  д л я  которых

х —  ар  cos ф ,  у —  bр sin ф  (р ^  0, 0  <  ф  <  2л),  (13.10)

имеем (так  как  я коб иан  J — abр) :

й / ( - 1', у) d x dx  =  ab \\ j (ар cos ц>, bp sin  ф) prfpcf<p. (13.11)

П р ед с тав л ен и е  д войны х  и н тег р ал о в  в виде повторны х в п равы х  
частях ф о рм ул  (13 .9 ) ,  (13.11) п ри води т  к р азн ы м  п р ед ел ам  в з а в и ­
симости от того, где находится  полюс О п олярной  системы к о о р д и н а т - 
вне, внутри или на гра ни ц е  о бласти  О.

1. Если полюс О полярной системы к о о р д и н ат  нах о д и тс я  вне 
области  D, огранич енной  лу ч ам и  ф =  а ,  ф =  0 ( а  <  р) и ли и и ям и  А т В ,  
А п В  (их у р а в н е н и я  соответственно р =  pj (ф), р =  рг(ф), где i>i(q>), 
Рг(ф) (p i (ф) ^  Рг(ф ))— ф ункции, з а д а н н ы е  на отрезке  {a; p j) ,  то двойной 
интеграл в полярны х  к оорд и н ата х  сводится  к повторном у ин тегр ал у  по 
правилу  (рис. 13.11)

ft р«(ч>)
§ f ( x .  У) d x d y  =  J dtp J f ( р cos ф, р sin  ф) pdp. (13.12)
О a  i>i ((f)

2. Если полюс О н аходи тс я  внутри о бласти  О  и у равнение  г р а ­
ницы област и  О в полярной системе к оорди н ат  имеет вид  р =  р (ф ), 
то в ф о р м у л е  (13.12) а  =  0, 0 =  2л, pi (ф) =  0, рг(ф) =  р(ф) (рис. 13.12) .

3. Если полюс О находится  на гра ни ц е  област и  О  и уравн ен и е  ее  
границы в полярной системе координат  имеет вид р =  р(ф), то в ф о р ­
муле (13.12) р |(ф) =  0, рг(ф) =  р(ф), а а  и р могут п р и н и м ат ь  разл и ч н ы е  
знач ения  (рис. 13.13, 13.14).
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А н алоги ч н ы е  ф о р м у л ы  им ею т место и д л я  сл у ч а я  обобщ енны х 
полярны х  координат .

П рим ер  2. В ы ч ислить  55 ~\j{x2 +  y 2f d x d y ,  если о б л а с т ь  D — к р у г р а -  
0

диусом R  с центром в н а ч а л е  координат.
► Если о б л аст ь  D —  круг или его  часть, то многие интегралы  

п рощ е  вы ч ис лять  в полярны х  к оорди н ата х .  С о г л асн о  ф о р м у л а м  
(13.9) и (13.12) (случай  2) ,  имеем:

S Л/(х2 +  у 2)3 d x dy  =  Ц ЛДР2 slr|2 Ф +  Р2 c o s 2 <(,')3 p d p d < p  =  
D D

2л R

я 5 .

5 '

Пример 3. В ы числить  п л о щ а д ь  ф игуры , огранич енной  эллипсом
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^  В и нтеграле  \ \d xd y ,  в ы р а ж а ю щ е м  п л о щ а д ь  э л л и п са  в дека р то -  
D

вой системе координат ,  перейдем к обобщ енны м  п олярн ы м  ко о р д и н а ­
там с пом ощ ью  равен ст в  (13 .10 ) .  У равнение  э л л и п са  в обобщ енны х  
полярных к о о р д и н ата х  имеет вид р = 1 .  С л ед о вател ьн о ,  со гла сн о  
формуле (13 .11 ) ,  получаем

2л I
Ц d x d y  =  Ц a bpdp dy  =  a b \ d < p \  pdp — nab.  4  
D D '  0 0

A 3 - 1 3 . 2

1. Вычислить \ \ ( x y ) d x d y ,  если область D  ограни-
fl

чена прямыми 2 x у  =  1, 2 x - \ - y  — 3, x  — y = — I, x  —
— y — 2. (Ответ: 2,5.)

2. Использовав полярные координаты, вычислить 
двойной интеграл \ \ (х2 y 2)dxdy ,  если область D  огра-

D

ничена окружностью х 2 - \ - у 2 =  4х. (Ответ: 24л.)
3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями

х2 - { - у2 =  4х, х 2 +  У2 =  6л:, у  =  — х, у  =  л /Зх .  ( Ответ:
У з

5 я /6 .)
4. Вычислить $ a r c tg  — dxdy ,  где D  — часть кольца,

в  *

ограниченного линиями х 2 -f- у 2 =  I , х 2 -f- у 2 =  9, у  = — г=?х, 

У =  л/Зх. (Ответ: л 2/6 . )

5. Найти xydx dy ,  если область D  ограничена эллип-
D

2  2

сом +  ~  =  1 и прямыми л: =  0, у  =  0. (Ответ: а 2Ь2/ 8.)
со

6. Вычислить несобственный интеграл J e ~ x*dx, ис-
— оо

пользовав значение интеграла \ \ e ~ x'~ y~dxdy, взятого по
D

области D,  ограниченной окружностью х 2 +  у 2 =  R 2 
(Ответ: ~/п.)

Самостоятельная работа

1. Вычислить \\ (12 — х  — y)dx dy ,  если область D  огра-
D

ничена окружностью х 2 +  у 2 =  9. (Ответ: 108л.)
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2. Вычислить У (6 — 2 х — 3y)dxd y ,  если область D  огра-
D

ничена окружностью х 2 у  2 =  4. (Ответ: 24л.)

3. Вычислить Ц(4 — х  — y) d x d y ,  если область D огра-
D

ничена окружностью х 2 - f  у 2 =  2х. (Ответ: Зл.)

13.3. П Р И Л О Ж Е Н И Я  Д В О Й Н Ы Х  И Н ТЕ ГРА Л О В

Вычисление площадей плоских ф игур .  Р ассм о тр и м  несколько  п р и ­
меров.

П рим ер  I. В ы ч ислить  п л о щ а д ь  ф игуры , ограниченной  л иниям и  
у =  х* — 2х, у  =  х.

► П о  у р авн ен и я м  гр а ни ц ы  области  D строим дан н ую  ф и гуру  
(рис. 13.15). Т а к  к а к  линии, о г р а н и ч и в а ю щ и е  ее, п ересекаю тся  в точ ках  
0 ( 0 ,  0) и /VJo(3, 3), то в D сп р ав ед л и в ы  неравен с тва :  0 ^  х  ^  3, х 2 —
— 2х ^ у ^ х .  С лед овательн о ,  на основании  сво й ств а  1 д войны х ин­
тег р ал о в  и ск о м ая  п л о щ а д ь

.4 х 3
5  =  Ц d x d y  =  \ dx  $ d y  =  $ (х — х 2 +  2x) dx  =

D  о х° — 2х  о

/ з  ,2 лг3 \  9 ^
(  2 А з  J | o  2 '

П рим ер 2. В ы ч ислить  п л о щ а д ь  ф игуры , ограниченной  линией 
( .г  +  у 1)2 =  а'2(х2 — у 1), а  >  0.

^  П ерейд ем  к п о лярной  системе коордикат ,  в которой уравн ен и е  
данной кривой примет вид:

(>4 =  a 2p2(cos2 ф — s in 2 ф), 

р2 =  а 2 cos 2ф, р =  a "\/cos 2ф.

П оследнее  уравн ен и е  з а д а е т  кривую, к о то р а я  н а з ы в а е т с я  лемнискатой 
Бернулли  (рис.  13.16).

К а к  видно из полученного  ур а в н е н и я  и рис. 13116, к р и в а я  с и м ­
метрична относительно  коорди н атн ы х  осей, и п л о щ а д ь  5  ф игуры , о г ­
раниченной этой кривой, в ы р а ж а е т с я  двойны м  интегралом  5  =
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=  4$$pdpd<p. З д е с ь  D  — ф и гу р а  ( о б л а с т ь ) ,  л е ж а щ а я  в первом квад-  
D

ранте, для которого 0 ^ ф < я / 4 ,  0  <  р  <  a y c o s  2<р. С л ед овательно ,

л / 4  flVcos2(p л / 4  2 , у---------
С  А I А  \  А  А  {  р• s  =  4  \ d<p ) pdp =  4 )  —

о о о z |иО О
л /4

=  2а 2 J cos 2<fd<f — a2 sin  2<p |s /4 =  a 2. <  
о

Вычисление объемов тел. Р а с см о тр и м  следую щ и е  примеры. 
Пример 3. Вы ч ислить  объем  тела ,  огранич енного  поверхностями 

Z =  X2 +  у 2, X +  у  =  1, X =  0, у  =  0, 2 =  0.
^  Д а н н о е  тело огранич ено  координатны м и плоскостями, плоско­

стью х у  — I, п ар ал л ел ь н о й  оси Ог,  и п ар а б о л о и д о м  в р а щ е н и я  г =  
=  х1 +  у 2 (рис.  13.17). Н а  основании геометрического  см ы сла  двойного

интеграла (см. § 13.1, свойство  3) искомый объ ем  v  м о ж н о  вы числить  
по формуле

v =  \ \ (х2 +  y 2)dxdy,

где область  О  огра ни ч ен а  треугольником , л е ж а щ и м  в плоскости  Оху,  
для которого O s ^ j c s ^ I ,  0 <  у/ I — х. С лед овательн о ,

dx  —

о о 

(1 - * ) 3 '
- 5

X X
1  г

(1 - * ) 4 
12

Пример 4. В ы числить  объем  тела ,  о гранич енного  поверхностями 
у  =  1 +  х 2 +  г 2, у  =  5.

139



^  Р а с с м а т р и в а е м о е  тело  о гранич ено  п ар а б о л о и д о м  в р а щ е н и я  с 
осью Оу  и плоскостью  у  =  5, перп ен ди кулярн ой  к оси Оу  (рис. 13.18) . 
Его  проекц и я  на плоскость  Окг  —  круг,  оп ределя ем ы й  у р авн ен и я м и  
у  =  0, х 2 -f- г 2 ^  4. И ском ы й объем

У = Ц(5 — 1 — хг — z 2) dx dz  =  ^ (4  — х2 — z 2)dxdz .
D о

П ерей д ем  в полученном и н тег р ал е  к п олярн ы м  ко о р д и н ата м  с по­
м ощ ью  р ав ен ст в  х =  р cos ф, z  =  р sin  ф. Т огда  d x d z  =  pdpdif  н

2л 2

v== й ( 4 ~  9i) p dp d i p =  J d<pJ ( 4p  — р 3) ф  —
D  0 0

2 я ( 2 Р 2 ~ т ) | о  =  8 я -

Вычисление площадей поверхностей. П у с ть  в област и  п л о с к о ­
сти Оху  з а д а н а  н еп р ер ы в н ая  ф у н к ц и я  z  =  f(x,  у), и м е ю щ а я  н еп р ер ы в ­
ные ч астны е производны е .  П оверхность ,  о п р е д е л я е м а я  тако й  ф у н к ­
цией, н а з ы в а е т с я  гладкой.  О чевидно , что о б л а с т ь  D z есть  проекция  
р асс м а т р и в а е м о й  поверхности на плоскость  Оху.  П л о щ а д ь  Qz п о в е р х ­
ности г  =  [(х, у), (х, у)  £ £>г, в ы ч исляется  по ф о р м у л е

dxdy. ( I3 .I3 )

В случае ,  когд а  г л а д к а я  поверхность  з а д а н а  ф ункцией  x — f ( y , г) 
(в о бласти  Dx) или ф ункцией  y  =  f(x,  г) (в области  Dy), п л о щ а д ь  этой 
поверхности вы ч ис ляется  по ф орм уле

Q + ш  +
d y d z (13.14)

dxdz . (13.15)
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Пример 5. В ы числить  п л о щ а д ь  части конуса у  =  2 ~^x2 +  г 2, р а с п о ­
ложенной внутри ц и линдра  х ‘ +  г 2 =  4х.

^  Т ак  как  поверхность  з а д а н а  ф ункцией  вида  y  =  f(x,  г), то ее 
п лощ адь  Qy следует  вы ч ис лять  по ф орм уле  (13 .15),  где  о б л а с т ь  Dy —  
проекция данной  поверхности на плоскость  Охг  (рис.  13.19).  Э т а  п р о е к ­

ция п р ед ст ав л яет  собой круг, органич енны й о к р у ж н о стью  (х — 2)2 -
- f z 2 =  4.

Так  как

ду _  2х ду  _  2г

то искомая п л о щ а д ь

4х2 , 4г2 л л ----- Г Л---- ;-----7- d x d z  =

=  Clxdu =  | г  =  Р cos Ф. dx d z  =  Vd Pd 'P, | =
J  J  Ix  ~  P sin ip, p =  4 sin ф I
o,

Л 4 b i l l  <f Л

=  ~\Jb 5 dip J ptfp =  8д/о~ J s i n '  cpdy> — 
о и 0

л

=  4 (1 — cos 2<p)rf<p =  4 ^ 5  ----- sin 2<p^ =  An^Jb.  ^

о

Вычисление массы материальной пластинки. П о к а ж е м ,  как  это 
делается,  на примере.
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П рим ер  6. В ы ч ислить  м ассу  м атер и ал ьн о й  иластинки , л е ж а щ е й  
в плоскости Оху  и огранич енной  ли н и ям и  х = ( у — i f ,  у  =  х — I, если 
ее, поверхн остн ая  плотность  ц =  у.

^  Н ай д е м  коо р д и н аты  точек пересечения линий, о гр а н и ч и в а ю щ и х  
о б л аст ь  D: ,4(1, 0), f i(4 , 3) (рис. 13.20) . Т огда  из ф и зи чес кого  см ы сла 
д в о й н о ю  и н т е г р а л а  (см. § S3.!, свойство  2) следует,  что иск о м ая  масса

3 у + I 
т =  \ \ y d x d y  =   ̂ dy  $ y d x — 

о  о t v - 1г

:t :t 

■ = \ y ( y + i — ( y — I f )  dy  =  \ (3 y- — t / ) d y  =

/  > У' M  ‘ 27

В ычисление статических моментов и координат центра масс м а т е ­
р и ал ьн о й  пласти н ки .  Если  на  плоскости Оху  д а н а  м а т е р и а л ь н а я  п л а с ­
тинка D  непреры вной поверхностной плотностью ц(х, у), то  координаты  
ее  центра  м асс  С ( х с, у г) о п р ед ел я ю тс я  по ф ор м у л ам :

й * ц ( х . y ) dxdlJ
и

й у ц ( х ,  у) dxdy  
D

) ц(х ,  y ) d x d y  \\ц(х, y )d xdy
D Ъ

(13.16)

Величины

М , :^у ц (л ! ,  y)dxdy .  My =  ■*>(*. y ) d x d y  (13.17)
D D

н а з ы в а ю т с я  статическими моментами пластинки D относительно  осей 
Ох  и Оу  соответственно.

П рим ер  7. Н айти  координаты  центра  масс  иластинки D,  л е ж а щ е й  
в плоскости Оху  и огранич енной  ли н и ям и  у  =  х, у  — 2х, х  =  2 (рис.  
13 .21), если ее плотность  |х(дс, у) =  ху.

‘ х~(у-1)г в /  У‘ У=2*к
Ж

Ш '
У'*-1

Г
х 0 2

Р и с .  13.20

у=х

Р и с .  13.21

^  В н а ч а л е  определим  массу  пластинки  D:

2 2х 2

m  :
=  У0

У_
2

dx  =
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2 2 

=  т   ̂ — x2̂ dx =  т  5 =  т  |о=  6'
о ' о

Согласно ф о р м у л а м  (1 3 .16 ) ,  координаты  центра  масс:

2 2х

х ~  ^ х 2 у  d x dy  =  2 - ^ x ' d x ^ y d y  =

£> 0 .v

=  I  Sх2 Т (4*2 -  x 2 ) d x  =  Т  j x 4 d x  =  Й lo =  i  ■
о о

2 2х

Ус =  ~  ^ x y 2d x dy  =  2 - ^ (Д /у  =

I) о -V
2  2

1 Г £/, (->' 7 Г , , 112
=  -6 г - т | ,  = т в г  dJC =  T r -  <

о I)

Вычисление моментов инерции материальной пластинки. М ом енты  
инерции относительно н а ч а л а  коорд и н ат  и осей ко о р д и н а т  Ох, Оу  м а ­
териальной пластинки  D непрерывно р асп ред елен н ой  поверхностной  
плотностью ц(х, у), ко то р ая  л е ж и т  в плоскости Оху,  в ы ч ис л яю т ся  со­
ответственно по ф орм улам :

l « =  +  U)dxdy,
D (13.18)

/ ,  =  y)dxdy ,  ly =  \ \ х 2ц(х,  y )dxdy.
D D

Пример 8. В ы ч ислить  моменты инерции относительно  точки г р а ­
ницы однородного  кр у га  и его д и а м е т р а ,  если р ад и у с  к р у га  R,  а вес Р.

^  П оместим  н а ч а ло  координат  в точке, л е ж а щ е й  на гр а н и ц е  круга ,  
а центр круга  — в точке С(/?;  0) (рис. 13.22).  Т огда  з а д а ч а  свед ется

к нахож дению  моментов инерции круга относительно  н а ч а л а  к о о р д и н ат  
и оси Ох.
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Т а к  к а к  круг  однороден, то его плотность  ц постоянна  и ц =  
=  P / ( g n R 2). У равн ен и е  о к р у ж н о сти  в д ек а р то в о й  системе  к о о р д и н ат  
имеет вид (к — R f  +  у 2 =  R ,  а в п о лярной  —  р =  2R  cos ф. Д л я  д а н ­
ного круга  вы п олн яю тся  соотнош ения — л / 2  ^ ф ^  я /2 ,

2 R  cos ф.
С л ед о вател ьн о ,  на основании ф ормул  (13.18) имеем:

=  ц §(Х* +  y 2) dx dy  =
D

п / 2  2/?cos<p л / 2

=  |а \ d(p \ р3dp  =  ц * 4 /?4 \ c o s4 (pd(p —
— л / 2  0 — л / 2

а . ) ' а ,  _  +  2 с о .  2 , +

о о

=  2 n / ? ' ^ - f s i n  2 ф +  у ф +  Y sin 4ч>)1о =

л / 2  2 /?сойф

/лг =  ц \ \ y 2d x d y  — ц J с(ф J р3 s i n 2 ф ф  =
О - л / 2  О

л / 2  л / 2

=  4|л/?4  ̂ соз4ф s in 2 фй(ф =  8ц /?4  ̂ s in 2 2ф • * ^ ° S ^  dq> =

— л / 2  О
л / 2  л / 2

=  (д./?4  ̂ s in 2 2ф^ф +  (л̂ 4 J s in2 2ф cos 2ф^ф =
о о

о4Л(-2 1 п л u  I Г.4 s in 3 2ф | п/2 =  V-R I ~2 (1 — COS 4ф)с(ф +  ц / ? -----g - X  =

о

= т  ̂  (ф — т sin 4ф) ̂  = т  = т  у *

A 3 - 1 3 . 3

1. Вычислить площади фигур, ограниченных следую­
щими линиями:

а) у = ^ [ х ,  у  =  2л[х,  х =  4;
б) у 2 =  Юх +  25, у 1 =  — 6х  +  9; в) р =  a sin 2ф, а >  0. 

(Ответ: а) б) - ^ - V ^  в) -1 л а 2.)

2. Вычислить объемы тел, ограниченных указанными 
поверхностями:
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а) плоскостями х =  0, у  =  0„  2 =  0, х =  4, у  =  4 и 
параболоидом г  =  1 +  х2 +  г/2;

б) цилиндрами я2 +  у 2 =  R 2, х 2 +  z 2 =  /?2;
в) параболоидом z =  x 2 -f-t/2 и плоскостями г  =  0. 

у =  1, у  =  2х, у  =  6 — х;
г ) цилиндром х 2 - j-  у 2 =  4 и плоскостями z  =  0, г  =

=  *  +  « / + Ю ;
„2 ц2

д) эллиптическим цилиндром — +  =  1 и плоско­

стями z  =  12 — Зл: — 4г/, z =  1. ^Ответ: а) 1 8 6 - | - ; б) у  R s\

в) 78 i§ ;  г) 40л; д)  22л.j

3. Вычислить площадь части плоскости (эх +  Зу  +  
-}- 2z =  12, которая расположена в первом октанте. (От­
вет: 14.)

4. Вычислить площадь части конуса z =  д /* 2 +  У2 
расположенной внутри цилиндра х2 +  у 2 =  4х. ( Ответ- 
4'^2л.)

5. Вычислить площадь части поверхности параболоида  
2z =  x2 - \ - y 2, лежащ ей внутри цилиндра х  +  у 2 =  1

[ Ответ: у  — 1).^
6. Вычислить массу квадратной пластины со сторо­

ной а,  если ее плотность в любой точке М  пропорциональна 
квадрату расстояния от этой точки д о  точки пересечения  
диагоналей, а в угловых точках квадрата равна единице. 
(Ответ: а 2/3 . )

Самостоятельная работа

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у  =  2 — х, у 2 =  4х  +  4. (Ответ: 6 4 /3 . )

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя­
ми х2 - \ - у 2 =  1, z =  0, х- \-  у  -\- z  =  4. (Ответ: 4л.)

3. Вычислить объем тела, ограниченного цилиндром  
z  =  y 2/ 2 и плоскостями 2х - \ -З у  =  \2,  х =  0, у  =  0 , z =  0. 
(Ответ: 16.)
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А З - 1 3 .4

1. Вычислить координаты центра масс однородной  
плоской фигуры, лежащ ей в плоскости Оху  и ограничен­
ной линиями у  =  4х +  4, у 2 =  — 2 х - \ - 4 .  (Ответ: х с =

2. Вычислить координаты центра масс фигуры, огра­
ниченной линиями у  =  х2, у 2 =  х, если плотность фигуры 
ц(х, у) =  ху. (Ответ: хс =  9 /1 4 ,  у с — 3 /5 6 .)

3. Найти координаты центра масс однородной плоской

фигуры, ограниченной кардиоидой p =  a ( l+ c o s < p ) .  (От-

4. Вычислить момент инерции относительно начала 
координат фигуры, ограниченной линией х 2 у  2 — 2х =  О, 
если ее плотность р,(л:, у) =  3, 5. (Ответ: 2 1 л /4 .)

5. Вычислить моменты инерции относительно начала 
координат и осей координат пластины плотностью
у) =  х гу,  лежащей в плоскости Оху  и ограниченной ли­
ниями у  =  х 2, у =  1. (Ответ: / 0 =  104/495, /* =  4 /3 3 ,  1У =

6. Вычислить момент инерции относительно полюса 
пластины, ограниченной кардиоидой p =  a ( l — cos ф), 
если ее плотность ц =  1,6. (Ответ: 7я а 4/2 . )

7. Вычислить момент инерции относительно центра 
(^(л:, у) — 1) эллиптической пластины с полуосями а и Ь. 
(Ответ: ла Ь (а2 -+- Ь2) / 4.)

1. Вычислить момент инерции относительно начала 
координат фигуры плотностью ц(х, у ) =  1, ограниченной 
линиями х -f- У =  2, х =  2, у  =  2. (Ответ: 4.)

2. Вычислить координаты центра масс однородной  
фигуры, лежащей в плоскости Оху  и ограниченной линия­
ми y = — x 2 j r  2х, у  =  0. (Ответ: х с =  1, у с — 1 /4 .)

3. Вычислить момент инерции относительно точки пе­
ресечения диагоналей прямоугольной пластинки со сто­
ронами 4 и 6, если ее плотность ц(х, у) =  2. (Ответ: 208.)

13.4. Т Р О Й Н О Й  И Н Т Е Г Р А Л  И Е Г О  В Ы Ч И С Л Е Н И Е

П у сть  ф у н к ц и я  u =  f(x,  у,  г) н еп реры вн а  в зам кнутой  области
V 6 RJ, ограниченной  некоторой зам кнутой  кусоч но-гладкой  поверхно­
стью 5 .  С пом ощ ью  п роизвольны х гл ад ки х  поверхностей разоб ьем

— 2 /5 ,  у с — 0.)

=  4 /4 5 .)

Самостоятельная работа
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область  V на п элементарных областей V, ( / = 1 ,  п), объ емы  которых 
обозначим  через Ли,. В к а ж д о й  элем ентарной  област и  V, выберем 
произвольно точку М,  (х,, у,, г,) и постооим CVMMV

я

/а =  2  Дх„ У<, г,)Ау„ (13.19)
i =  I

Ч ер ез  rf. о бозначим  м акси м а льн ы й  д и а м е тр  элем ен тарн ой  о бласти  V,.
Сум м а (13.19) н а зы в а е т с я  п-й интегральной суммой функции  Д х ,  

у, г) в области V.
П редел  сумм (13 .19),  найденный при условии, что d,--*-0, н а з ы ­

вается тройным интегралом функции  Дх,  у, z) по области V и о б о з н а ­
чается \]\f(x, у,  z)dv .  Т аким  о бразом ,  по определению  

v . П
$  Дх, у, z ) dv  =  lim S  Дх,, </;, zi)\Vi.  (13.20)
V d,—0 i =  1

Если п о д ы н т е г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  Д х ,  у, z) н еп реры вн а  в област и  V, 
то интеграл  (13.20) сущ ествует  и не зав и с и т  от способа  р а зб и е н и я  V 
на элем ентарны е о бласти  V, и в ы бора  точек УИ,.

М ногие отмеченные в § 13.1 свойства  д войны х  и н тег р ал о в  с п р а ­
ведливы и д л я  тройны х интегралов ,  поэтому приведем только  те их 
свойства,  которые несколько о тли ча ю тся  от свойств  д войны х  интегралов .

1. Если в области  V Дх, у , z ) =  1, то

\ \ \dv =  v,  (13.21)
v

где v — объем  област и  V.
2. В случае ,  когда  п о д ы н т е г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  Д х ,  у , z) з а д а е т  

плотность 6(х, у, z) тела ,  з а н и м а ю щ е г о  о б л а с т ь  V, тройной интеграл  
в ы р а ж а е т  м ассу  этого тела:

т =  $ 6(х, у, z)dv .  (13.22)
v

С ледует  подчеркнуть,  что в д ек а р т о в о й  системе координат  о б л аст ь
V удобно р а з б и в а т ь  на элем ен тарн ы е  о бласти  плоскостями, п а р а л л е л ь ­
ными координатны м  плоскостям; при этом элем ент о бъ ема  d v  =  dxdydz .

С ч итаем  о б л а с т ь  V правильной  (т. е. такой ,  что прямы е, п а р а л ­
лельные осям координат,  пересекаю т гр а ни ц у  област и  V не более, чем 
в двух  т о ч к а х ) .  Д л я  прави льн ой  о бласти  V сп р а в е д л и в ы  н е р авен с тва  
(рис. 13.23): а < х < 6, <р, (х) <  у  <  <рг(х), i (х, у)  <  z  <  i|)2 (х, у)  н 
сл ед у ю щ ая  ф о р м у л а  д л я  вычисления тройного  и н теграла

Ь <|>*М ’ЬС*. !/)
$ Д х ,  у , z ) d x d y d z =  \ d x  J d y  J f (x • У< z )dz.  М3.23)
V a Чч (X,!/)

Таким  образом ,  при вычислении тройного  и н тег р ал а  в случае  п р о ­
стейшей прави льн ой  о бласти  V вн а ч а л е  интегрирую т ф ункцию  Дх, у, z) 
по одной из переменных (например ,  z)  при условии, что о став ш и ес я  
две переменные принимаю т лю б ы е  постоянны е зн ач ен и я  в области  
интегрирования, затем  р езу л ьтат  интегрируют по второй переменной 
(например, у)  при любом постоянном значении третьей  переменной 
в К и, наконец , вы полняю т и нтегрирование  по третьей  переменной ( н а ­
пример, х) в м акси м а льн ом  д и а п а з о н е  ее и зм енения  в V

Б олее  с л о ж н ы е  област и  и н тег р и р о ван и я  р а з б и в а ю т с я  на конечное
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число прави л ьн ы х  областей , и р езу л ьтат ы  вы ч исления  по этим об л аст ям  
суммирую тся .  В  частности, если о б л аст ь  и н тег р и р о ван и я  —  п р я м о у го л ь ­
ный п ар ал л ел еп и п ед ,  з а д а в а е м ы й  неравен с твам и  К =  (а ^  6, с ^  

у  d,  р  ^  2 ^  q), то

b d  q

f i 5 / 0 * .  У, z )d x d y d z  — \ d x \ d y \ f ( x , у,  z)dz .  (13.24)
V a  с p

Пример 1. В ы ч ислить  тройной интеграл  /  =  $ ( 2 *  +  y) dxdydz ,  где
v

V огранич ена  поверхностями:  у  — х, у  =  0, х  =  I, г  =  I, г —  1 +  х 2 +  у 2.

► П о  за д а н н ы м  поверхностям  строим о б л а с т ь  и н тегри рован и я  
(рис. 13.24). В област и  V сп р авед л ив ы  н е р авен с тва :  OsSCjtsSCl, 
О ^  У х,  1 ^  z  ^  1 +  х 2 у 2. Тогда
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l+xl  + У1
/  =  \ d x \ d y  J (2x +  y ) d z  =  

о о I
I X  I  X

j d x  \ (2x +  y ) z  |! +x' +y' d y = \ d x \  (2x +  y) (x2 +  y 2) d y  =

=  ) d x \  (2X3 +  y 3 +  2 xy 2 +  x 2y) d y  =
0 0

I

^ ( 2x ' y  +  у  x 2y 2 +  у  x y '  +  ~  y ^ ^ d x  =

I

■J 41 4 . 41 ^
l 2 x d x ^  GO' *

П у сть  функции

X  —  ф ( и ,  V,  w ) ,
у  =  lj)(«, v, w), 1
2 =  х{и,  V,  W) .  )

(13.25)

J = Ф  о

непрерывны, имеют непрерывные ч астны е производные, як о б н ан

дх дх  дх  
ди dv dw

ду_ ду_ ду_ 
ди dv dw  
дг  d z  dz  
ди dv  dw

и сохран я ет  з н а к  в о бласти  V ’ изменения переменных ы, v, w.  Ф ункции  
(13.25) о т о б р а ж а ю т  вза и м н о  одн о зн а ч н о  о б л а с т ь  V в  о б л а с т ь  V’ 
Тогда верна  ф о р м у л а

У' z ) d x d y d z  =  555/ (ф(« ,  v, w),  i|)(u, v, w), Х(и,  v,  w ) ) \ 1 \ d udv dw.
V V

В цилиндрических  к оорд и н ата х  р, ф, z  (рис.  13.25) имеем:

х  =  р cos ф, у  =  р sin ф, г  =  z,
0 <  ф <  2л, 0 <  р <  оо, —  оо <  z  <  оо 

]  =  р, d x d y d z  =  pdpd<fdz. ■}
(13.26)

В сферических  к оорд и н ата х  г, ф, 0 (г —  радиус-вектор ,  ф —  д о л г о ­
та, 0 — ш ирота  или склонение) (рис.  13.26) получаем:

х  =  г sin  0 cos ф, у  =  г sin 0 sin ф, z  — г cos 0, 'J 
0 < / - <  оо, 0 < ф < 2 я ,  О < 0 < я ,  > 
]  =  г2 sin  0, d x d yd z  =  г2 sin  QdrdtpdQ. J

В о бобщ енны х  сф ерических  к о ординатах

(13.27)

х  =  ar  sin  0 cos ф, у  =  br sin  0 sin ф, z  =  cr cos 0,
J =  abcr2 sin 0, d x d y dz  — abcr2 sin  OdrdydQ. J ( ' )
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С оотнош ения (13.26) — (13,28) п озволя ю т о с у щ е с т в л я т ь  в тройных 
и н те г р а л а х  переход от - д е к а р т о в ы х  к цилиндрическим , сферическим  
или обобщ ен н ы м  сф ерическим  ко о р д и н ата м .  Ф о р м у л а  (13 ,23)  д л я  вы ­
числения тройных и н тегралов  в д ек а р то в ы х  к о о р д и н ата х  сп р а в е д л и в а  
т а к ж е  в цилиндрических  и сф ерических  к оординатах .

П ример  2. В ы ч ислить  /  = х~ +  У  dxdydz, если о б л аст ь  инте­

гр и р о в а н и я  V о гр а н и ч ен а  п оверхностями  х '  +  у 2 — 4, 2 = 1 , 2 =  2 +  
+  х ~ +  У •

^  П о  за д а н н ы м  поверхностям  построим о б л а с т ь  V (рис. 13.27). 
П ерейд ем  в з ад ан н о м  ин теграле  к цилиндрической  системе координат:

/  =  \\\ ppdpdtpdz  =  
v

2 л  2  2 + р- 2 л  2

=  \ d4- S 9'dp 5 dz =  \ dtp 5 Р2(] +  p2)d<p =
О и I 0 0
2

272
• л. 4- р | ^ $ ( р 2 +  р > р  =  2я ( ^  + ^

15
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Пример 3. В ы ч ислить  / =  \ \\^J{x2 +  у 2 +  г 2)3 dxdydz ,  если о б л а с т ь
г

интегрирования  V о гранич ена  сферой  х 2 у'2 +  г~ —  4 и плоскостью 
У =  0 (у 3* 0).

^  О б л а с т ь  К п р е д с т а в л я е т  собой по л у ш ар ,  р а сп о л о ж ен н ы й  п р а ­
вее плоскости Oxz  ( у ^ О ) ,  т. е. сф ерические  коорди н аты  г, <р, 0 и зм е ­
няются в V следую щ им  о б р аз о м :  0 s=J г  s=J 2, О г ^ ф г ^ л ,  0 ^ 0  ^  л. 
Это о зн ач ает ,  что

/  =  \\\ г ' г2 sin  OdrdydQ =
v

л л 2

О О О

sin Odti

A 3 - 1 3 . 5

1. Вычислить \ \ \ x2y 2z d x d y d z ,  если область V опре-
v

деляется неравенствами 0 ^ . х ^ 1 , 0 ^ у ^ . х ,  0 ^  z  ^  ху.  
(Ответ: 1/110. )

2. Вычислить [ [ [ ------ dxdyds—  если область V огра-
3 J  J  (1 + Х  + у  +  г)'1 

v
ничена плоскостями х =  0, у  =  0, 2 =  0, x - \ - y - \ - z =  1. 

(Ответ: Ц  In 2 -  | ) . )

3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхно­
стями у  =  х 2, у +  2 — 4, 2 =  0. (Ответ: 256 /15 .)

4. Вычислить \ \ \x2y 2d x d y d z ,  если область V ограни-
v

чена поверхностями х 2 у 2 =  1, 2 =  0, z  — х 2 у 2. 
(Ответ: я /3 2 .)

5. Вычислить объем тела, ограниченного поверхно­
стями х 2 у 2 = Л 0 х ,  х 2 - \ - у 2 = \ З х ,  2 =  ~\jх 2 -j- у 2, 2 =  0, 
у ^  0. (Ответ: 266.)

6. Вычислить

ШЬ+Ь+9)акЛуаг'
V

х 2 и1если область V — внутренность эллипсоида — +  +
а Ь~

4 - ^  =  1. ( Ответ: r-nabc
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7. Вычислить объем части шара х 2 -+- у 2 -+- z 2 =  1, рас­

положенной внутри конуса z 2 =  x 2 - \ - у 2. ( Ответ: — я^1 —

-4))
Самостоятельная работа

1 . 1 .  Расставить пределы интегрирования в интеграле
$  f(x, у,  z ) d x d y d z , если область V ограничена плоско-
v
стями х  =  0, у  =  0, z  =  0, 2х  -+- Зу +  4z =  12.

2. Вычислить \ \ \ у х 2 у 2 d x d y d z ,  если область V
v

ограничена поверхностями z  =  х 2 -}- у 2, 2 = 1 .  (Ответ: 
4 я /1 5 .)

2. 1. Расставить пределы интегрирования в интеграле
\\\f(x,  у,  z ) d x d y d z ,  если область V ограничена поверхно-
v
стями у  =  х, у =  2х, г =  0, х z  =  2.

2. Вычислить $~ \/л  +  22 d x d y d z ,  если область V
V'

ограничена поверхностями y  =  x 2 - \ - z 2, 2 = 1 .  (Ответ: 
4я /1 5 .)

3. 1. Расставить пределы интегрирования в интеграле
\\\f(x, у,  z ) d x d y d z ,  если область V ограничена поверхно-
v
стями У  =  Х 2 , 2 =  0, у +  2 =  4.

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверх­
ностями х 2 у 2 =  9, 2 = 1 ,  * +  у +  2 = 1 1 .  (Ответ: 90л.)

13.5. П Р И Л О Ж Е Н И Я  Т Р О Й Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л О В

В ычисление об ъ ем о в  тел. О б ъ ем  v области  V (объем  те л а )  обычно 
вы ч исляю т по ф о р м у л е  (13 .21),  в которой в тройном  и н теграле  м ож н о  
переходить  (если это  удобно) к р а зл и ч н ы м  ко о р д и н а т а м  (ц и л и н д р и ­
ческим, сферическим  и д р . ) .

П ри м ер  1. В ы ч ислить  объем тела,  о гранич енного  поверхностями 
2 = 1 ,  2 =  5 — Г  — у 2.

► П о  за д а н н ы м  у р авн ен и я м  поверхностей в д ек а р то вы х  к о о р д и ­
н атах  строим обл аст ь  V (рис. 13.28).  Т огда  в цилиндрической  системе 
координат  искомый объем

v — Щ pdpdtpdz,
V

где V': (0 ^  (р 2п, 0 ^  р ^  2, 1 ^ 2 ^  5 — р2]. С л ед о вател ьн о ,
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о

П ример  2. В ы ч ислить  объем  тела ,  огр а ни ч ен н о го  эллипсоидом

^  В о бобщ енны х  сферических  к о о р д и н ата х  верны ф ор м у л ы  (13 .26),  
и поэтому искомый объем

где V'  — обл аст ь ,  в которую о т о б р а ж а е т с я  внутренность  элли п сои д а  
при переходе к обобщ ен н ы м  сф ерическим  ко о р д и н ата м .  У равнение  
поверхности, огр а ни ч и в аю щ е й  о б л а с т ь  V ' , в о б о б щ ен н ы х  сферических  
координатах  п олучается  путем подстановки  в у р а в н е н и е  эл липсоида  
значений х, у, г  из  ф о рм ул  (13 .28):

Вычисление м ассы  тел а .  М а с с а  т  т е л а  в ы ч исляется  по ф орм уле  
(13.22).

П рим ер  3. В ы ч ислить  массу тела ,  о гра ни ч ен н ого  поверхностью 
конуса (г — I ) 1 =  х 2 +  у 2 и плоскостью 2 =  0, если плотность  тела  
6(х, у, г ) =  z.

^  В е р ш и н а  конуса находится в точке O i ( l ,  0, 2), и в сечении ко­
нуса плоскостью 2 =  0 получается  о к р у ж н о сть  х 2 +  у 2 =  4, 2 =  0 (рис.

13.29). Н а  поверхности р а с с м а т р и в а е м о г о  тела  2 =  2 — -\[х2 +  у 2 
Тогда масса

v =  \ \ \abcr2 sin  QdrdydQ,
V'

г'2 s i n 2 0 c o s2 <р +  г2 s i n 2 0 s in 2 <р - f  г 2 cos 2 0 =  I, 

т. e. r =  1. С л ед овательно ,

2л

« о  оо

Z I
5Л

Р и с .  13.28 Р и с .  13.29
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tn ~  \ \ \ zdx dy dz  =  
v

2л 2 2 — (»

— \\\ z p d p d y d z  =  \ d<$ \ pdp \ d z  —
V o o o

2

=  2л  ^ p (2 — p)</p =  2л  ^ p 2 — JQ =  у  л. 4 
0

Вычисление координат центра масс тела. П усть  в п ростран стве  
R 1 з а д а н о  некоторое тело  V непреры вно распред еленной  объемной 
плотностью 6 =  6(*, у, г). Тогда координаты  центра масс  этого тела  
оп ред еля ю тс я  по ф о р м у л а м : .

Й$*6(А\ у , z)du У' z )dv  У' z )dv  
_  V________________  _  V________________  _  V_________________

с $ 6(х, у, z )dv  ' Ус Щб(х, у , z )dv  с Ц$6(х, у, z )dv
V V V

Величины

М х =  у , z)du,  М у =  у, z )dv ,  М г =  Щ г 6(л:, y t z }dv
V V V

на зы в а ю т с я  статическими моментами тела относительно  координатны х  
плоскостей Oyz,  Oxz  и Оху  соответственно. Если  6(*, у,  г) =  c o n s t ,  
координаты  центра масс  не з а в и с я т  от плотности тела  V.

Пример 4. В ы числить  координаты  центра масс  одн ородного  тела  
V, огранич енного  поверхностями х  =  у 2 +  г 2, х  =  4.

► Строим тело, о гр анич енное  дан н ы м и  поверхностями (рис. 13.30) . 
О б л а с т ь  V огра ни ч ен а  поверхностью п а р а б о л о и д а ,  отсеченного плос­

костью х  =  4. Е го  проекция  на плоскость  Oyz  п ре д с т а в л я е т  собой 
круг, ограниченны й о к р у ж н о стью  у 2 +  г 1 =  4 радиусом  2. Вычислим 
вн ач ал е  м ассу  тела  в цилиндрических  к оорди н ата х ,  сч итая ,  что его 
плотность 6 = 1:

2л 2 4 

m =  $  d x d y d z  =  $ dtp J pdp  \ dx  =  
v o o  (r

2

=  2л  ^ p(4  -  p LV p  =  2 n ^ 2 p a -  - у )  ^  =  8л.

0
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Тогда

х с — 7Т \ \ \ x d x d y d z

2л 2 4

^ jc r f jc d i / r f z  =  ^ dtp ^  pdp ^ x d x  =

V 0  0  р 2

2 2

ST ■2я 5 " ( т  ' ) I -  т  S 'С® -!>>'> -
о

]6
5 '

А налогич но  оп ред еля ю тс я  у с и г с, но т а к  как  тело — однородное 
и симметричное относительно  оси О х , то м о ж н о  с р а з у  з а п и с а т ь ,  что 
у с =  О и z c =  0. -4

Вычисление моментов инерции тел. М ом ен т  инерции относительно 
начала к оорди н ат  тела  V 6 R* плотностью  Ь(х, у, г)  о п р ед ел я ется  по 
формуле

/о -  \\\(х2 +  Г  +  22) 6(дг, у , z )dxdydz \
v

моменты инерции относительно к оорди н атн ы х  осей Ох, Оу , О г 
соответственно:

7* =  555 (02 +  г 2)6 ^ .  г/. z ) dxdydz ,
V

/,, =  555(х2 +  z 2)b(x,  у, z ) dxdydz ,  
v

/г =  +  У2)Ь(Х> У- z )dxdydz \
.V

моменты инерции относительно к оорди н атн ы х  плоскостей 0.%гг/, Ог/г, 
Oxz  соответственно:

!х у =  5|5г 2б(х, у, z ) dxdydz ,  
v

l y2 =  5̂ jc26(jc, у, z )dx dyd z ,
V

!”  =  555 У’ Z)dxdydz.
v

Пример 5. В ы ч ислить  моменты инерции о д н ородн ого  ш а р а  р а д и у ­
сом R и весом Р  относительно  его центра  и д и ам е т р а .

4
^  Т ак  как объем  ш а р а  u = - ^ - n R i , то его п о сто я н н а я  плотность

6 =  3 P/ (4 g nR 3). Поместим центр ш а р а  в н а ч а л е  коордииат ,  тогда  его 
поверхность будет  оп р ед ел я ться  уравн ен и ем  х 2 у'2 - f  г 2 =  R 2. М о ­
мент инерции относительно  центра ш а р а  удобно  в ы ч ис л ять  в с ф е р и ­
ческих координатах :

/0 =  6 555 С*2 +  у 2 +  z 2) d x dy dz  =  б 555 г4 sin  QdrdtpdQ =  
v v

2л  л  R

5 — 5 g
о о
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Т а к  как вследствие  однородности  и симметрии ш а р а  его  моменты 
инерции относительно  лю б о го  д и а м е т р а  равн ы ,  вычислим момент и н е р ­
ции относительно  д и а м е т р а ,  л е ж а щ е г о ,  н априм ер ,  на  оси Oz:

Iz =  б Щ(х2 +  y 2) d x d y d z  — 
v

=  6 \\\ г2 s i n 20r 2 sin QdrdqdQ =
V'

2л  л  R
— 6 \ rftp \ s i n '1 0rf0 \ r4dr  =

0 0 о
я

=  — 6 2 я  ^ (1 — c o s 2 0) d (c o s  0) =  

о

=  —  6 2 n - ^ - f c o s 0 -  4 - cos3 0 ) 1 ”  =  - | -  —  R 2. м  
5 V 3 /1 °  5 ё

A3-13.6

1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя­

ми z  =  ^Jx2 +  у 2, 2 - z  =  x2 - \ - y 2. (Ответ: 4 я /3 . )
2. Вычислить массу тела, ограниченного плоскостями

* +  {/ +  z = l ,  * =  0, у  =  0, 2 =  0, если плотность телг 
6(jc, у,  z ) =  1 / ( х  +  У +  z  +  О4- (Ответ: 1 /48 .)

3. Вычислить объем тела, ограниченного цилиндрол 
х =  у 2 и плоскостями х  -(- 2 =  1, 2 =  0. (Ответ: 8 /1 5 . )

4. Вычислить объем тела, ограниченного сферами 
X2 +  у 2 +  Z 2 =  1, х2 +  у 2 +  22 =  16 и конусом Z 2 =  х 2 +  у 2

(тела, лежащ его внутри конуса). (Ответ: - ^ - ^ 1

5. Найти координаты центра масс части однородного  
шара радиусом R  с центром в начале координат, распо­

ложенной выше плоскости Оху. (Ответ: С^О, 0, R

6. Найти координаты центра масс однородного тела, 
ограниченного плоскостями х у  z  =  a, jc =  0, I /=  0,
2 =  0. ( Ответ: ( i -  а, -1 а, -L а ) . )

7. Вычислить момент инерции относительно оси одно­
родного круглого прямого конуса весом Р,  высотой Н  и

радиусом основания R. (Ответ: R 2.̂ j
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Самостоятельная работа

1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхно­
стями z  =  x 2, Зх +  2 у = 1 2 ,  у =  0, 2 =  0. (Ответ: 32.)

2. Вычислить момент инерции относительно плоскости 
O yz  тела, ограниченного плоскостями х  +  2у — z  =  2, 
х = 0 ,  у  =  0, 2 =  0, если его плотность 6(х, у,  z) =  x. 
(Ответ: 4 /1 5 . )

3. Вычислить координаты центра масс однородного  
тела, ограниченного поверхностями 2г =  4 — х 1 — у 2, 2 =  
=  0. (Ответ: (0, 0, 2 /3) .)

13.6. И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Е  Д О М А Ш Н И Е  ЗА Д А Н И Я  К ГЛ. 13

И Д З - 1 3 . 1

/ .  Представить двойной интеграл \ \ f ( x , y ) d x d y  в виде
D

повторного интеграла с внешним интегрированием по 
х  и внешним интегрированием по у,  если область D  задана  
указанными линиями.

1.1. D : у = д / 4 — х 2, у = - у / 3 х ,  х ^ 0 .
1.2. D: х 2 =  2у,  5х — 2у — 6 =  0.
1.3. D : х  = - \ / 8  — у 2, у > 0 ,  у  =  х.
1.4. D : х  ^  0, у > 0 ,  у <  1, у =  1пх.
1.5. Z): г 2 =  2 — у, х +  У =  0.
1.6. Z): у =  д /2  — я2, у =  х 2.
1.7. Z): у  =  х2 — 2, у  =  х.
1.8. Z): л; ^  0, у ^ 1 ,  у ^  3, у  =  х.
1.9. Z): у 2 =  2х,  х 2 =  2у, л' ^  1.
1.10. Z): л; ^  0, у ^ х ,  у  =  д /9 — л;2.
1.11. Z): у 2 =  2 — х, у  =  х.
1.12. Z): х =  ^ 2  — у 2, х =  у 2, у > 0 .
1.13. Z): у >  0, х  +  2 у — 12 =  0, y = l g * .
1.14. Z): х ^  0, у ^  1, у ^  3, у =  — х.
1.15. Z): у  =  0, у  ^  х, у  =  —д/2  — л;2.
1.16. Z): у > 0 ,  х = л [ у ,  у  =  д / 8 — лг2.
1.17. D: у  — - х , у2 =  х  +  3.
1 .18 .'D: у = д / 4  — х2, х : > 0 ,  х = 1 ,  у =  0.
1.19. D: х  =  — 1, х  =  — 2, у ^  0, у =  х 2.
1.20. Z): у < 0 ,  х 2 = — у,  х = д / Т — у 2.
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1.21. D\  у ^  О, у  ^  1, y  =  x , x  =  —д /4  — t/2 •
1.22. /Э: x  ^  0, у =  1, у =  4, у =  — jc.
1.23. D : y =  3 — jc2, y = — jc.
1.24. D: x =  0, x = — 2, у  ^  0, у  =  jc2 +  4.
1.25. /Э: x =  0, y =  0, y = l ,  (jc — З)2 - f  y 2 =  1.

1.26. /Э: jc =  1/9 — у 2, у =  jc, у > 0 .
1.27. /Э: jc +  2 y — 6 =  0, у =  jc, у ^  0.
1.28. /Э: у = — jc, 3jc +  у =  3, у =  3.
1.29. D : x > 0 ,  у =  1, у =  — 1, у =  lo g i/2
1.30. D: x  ^  0, у > 0 ,  y = l ,  x =  д /4  — у 2.

2. Вычислить двойной интеграл по области /Э, ограни­
ченной указанными линиями.

2.1. (ж2 +  y )d x d y ,  D : y =  jc2, jc =  y 2.
U

2.2. 55 x y 2dxdy ,  D: y =  jc2, y  =  2x.
D

2.3. 55 (x +  y)d x d y ,  D: y 2 =  x, у =  jc.
d

2.4. \\x2ydx d y ,  D:  у =  2 — jc, у =  jc, jc ^ O .  
d

2.5. 55 (x3 — 2 y)d xdy ,  D : y =  x2 — 1, x ^ O ,  у ^  0.
D

2.6. 55 (y  — x)dxdy ,  D : у =  jc, у =  jc2.
о

2.7. 5 5 ( l+ y )^ x d y ,  D : y 2 =  jc, 5y =  jc.
о

2.8. 55(jc +  y )d xd y ,  D : y  =  jc2 — 1, у  =  — x2 +  1.
D

2.9. 55 x (y  — 1 )dxdy \  D\ у  =  5jc, у =  jc, a: =  3.
D

2.10. \ \ (x — 2)ydxdy\  D : y  =  x, у  =  ~  x, x =  2. 
d 1

2. I I .55(x — y 2)dxdy ,  D : y =  x 2, у — 1.
D

2.12. 55 x 2ydx d y ,  D: у =  2x3, у =  0, j c = 1 .
d

2.13. 55(*2 +  y 2)dxdy ,  D: x =  y 2, j c = 1 .
D

2.14. \ \ x y d x d y ,  D: у =  jc3, у =  0, j c ^ 2 .
D

2.15. 55 (x +  y )d x d y ,  D : у =  x 3, у  =  8, у  =  0, x = 3 .
d
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2.16. $ х(2х  +  y )d xd y ,  D: y =  1 — x 2, у  ^  0.
D

2.17. У y ( l — x) dxdy ,  D\ y 3 =  x, y  =  x.
D

2.18. $ x y 3dxdy ,  D: y 2 =  1 — x, x  ^  0.
D

2.19. У x( y  +  5)dxdy ,  D: y  =  x - \ - 5, x - \ - y - \-5 =  0, x ^ O .
D

2.20. \\ (x — y)dxdy ,  D: у  =  x2 — 1, y  =  3.
D

2.21. У ( х + 1  ) y 2dxdy ,  D : y  =  3x2, y  =  3. 
n

2.22. У x y 2dxdy ,  D: у  =  x, у  =  0, x  =  1.
D

2.23. У (x3 y ) d x d y , D : x  +  y =  1,л: +  у =  2 , л : ^ 1 , л : ^ 0 .
r>

2.24. У x y 3dxdy ,  D: y  =  x \  у ^  0, y  — 'ix.
D

2.25. У (ж3 +  3y)dxdy ,  D: x у  =  1, у  =  x 2 — 1, x ^ O .
D

2.26. У xydx dy ,  D: y = ^ f x ,  у  =  0, x +  y =  2.
D

2.27. dxdy ,  D: у  =  x, xy  =  1, y =  2.
D

2.28. У y ( l  +  x 2)dxdy;  D: y  =  x3, y  — 3x.
D

2.29. \\ y 2(l 2x)dxdy ,  D: x =  2 — у 2, ж =  0.
D

2.30. \ \ e ydxdy ,  D: y  =  Inx,  у =  0, jc =  2.
D

3. Вычислить двойной интеграл, используя полярные 
координаты.

1 У 1 —  х ‘  ,_______________________



1
3.4. \ dx  $ In(1 +  x 2 +  y 2)dy.

о о
2  

3.5. \ d y  \__ -у 1 — x 2 — у 2 dx.
— 2 - - j i - y 1

з -6- \ d x  i - ? f s d y -
V2
o

3.7. \ dx  \ co s~\}x2 -f- y 2dy.  
- r и

3.8. J dx  J t g [x2 +  y 2)dy.
- R  0

R л]я‘ - х ‘
3.9. \ d x  J___ cos (x2 - \ - y 2)dy.

о - V s 5- ^ 5

R -\Jr 2 — x 2 __________

3.10. 5 dx  j ___ sin-\Jx2 +  y 2dy.
- r  - tJ r * ^ ?

Уз Уз-*2 ------------------
3.11. 5 d x  J \ x 2 y 2 d y .

— -v/з  0

V2
3.12. J dx  j___ ( \ + x 2 +  y 2)dy.

— V2 - Ф - Х 2

2 V 4- * '

3.13. \ d x  {  dy
0 — л[а—х ~ * +  x ‘ +  У2

1 y n r ?
3.14. J dx  J dy

R 0

о ' +  V ? + 7

3.15. [ d x  [ du.
Л  V ? T 7
R л Ir - - x1

з л е .  dy
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3.17. \  d x  [ -  ----- rfj/—  —
_ у # С Г Р  V ' ^ + y 2 sin  2л]х2 - \ - у2

2 -уТ-**

3.18. [ d x  [ xy du.
0 J V ?  +  7

0 -yV -  x‘
3.19. (j d x  (j dy

R 0 л ! хг +  у 2 c tg ^ x 2+ y 2

3.2„. j *
— 3 -  \ 9  —  x ~

0
3.22. J J sin (x2 +  y 2)dy.

- R  0

1 дjl—x2
3.23. j dx  S V 1 + x 2 +  y 2dy-

3.24. j d x  J s j x 2 +  У2е*'+у2dy.
—  2 0

з V ^ 2
3.25. J ln(l  +  x 2 +  y 2)dy.

0 0 
-^2 ~\j2 — x2

3.26. 5 dx [  e - ^ + ^ d y .
- л /2 - V f c ?

3.27. ln( ' + 2 g + < > <fr.
J - v t r -  V ? + 7
2

3.28. J dx  J cos-\Jx2 +  if2dy.
о о 

ff
3.29. J j ___ sin (x2 +  y 2)dy.

» - V f f

ti-357  1 61



3.30. ( dx  tg^ + ^ 2. dy.
5 _ )  , V ? + 7

4. Вычислить площадь плоской области D,  ограни­
ченной заданными линиями.

4.1. D: у 2 =  4х, х  +  у  =  3, у ^  0. (Ответ: 10/3 .)
4.2. D: у  — 6 х 2, х у  =  2, х  ^  0. (Ответ: 5 /8 . )
4.3. D: у'2 =  х +  2, х =  2. (Ответ: 3 2 /3 .)
4.4. D: х — — 2у2, х = 1 — Зу2, х ^ . 0 ,  у ^  0. (Ответ: 

16/3 .)
4.5. D: у  =  8 / ( х 2 +  4), х 2 =  4у. (Ответ: 2л  — 4 /3 . )
4.6. D: у  =  х2 -\- 1, х - \ - у  =  3. (Ответ: 9 /2 . )
4.7. D: у 2 =  4х, х 2 =  4у. (Ответ: 16/3 .)
4.8. D: у  — c o s x ,  y=SCx4- l ,  у  ^  0. (Ответ: 3 /2 . )

4.9. D: х =  д /4  — у 2, у = ^ [ з х ,  х  ^  0. (Ответ: 2л —

- л / з / б . )

4.10. D: у =  х 2 2, ж ^  0, х  =  2, у  =  х. (Ответ: 14/3 .)
4.11. D: у =  4х2, 9у  =  х 2, у  <  2. (Ответ: 20~\j2/3.)
4.12. D: у  — х 2, у =  — х. (Ответ: 1 /6 .)

4.13. D: х  =  у 2, х =  ^ у 2 + \ .  (Ответ: 8 /3 . )

4.14. D: у = л / ^ Г ^ х 2, у  =  х 2. (Ответ: л / 2  4 - 1 / 3 . )
4.15. D: у  =  X2 4х,  у  =  х  4 -4 .  (Ответ: 125/6.)
4.16. D: 2 у = - \ [ х ,  х - \ - у  =  5, х ^  0. (Ответ: 2 8 /3 .)

4.17. D: у  =  2х, у =  2 х — х 2, х =  2, х =  0. ^ Ответ:

—  ~ ± )In 2 3 )
4.18. D: у =  — 2х2 4- 2, - 6 .  (Ответ: 6 4 /3 . )
4.19. D: у 2 =  4х, х  =  8 / ( у 2 4- 4). (Ответ: 2л — 4/ 3 . )
4.20. D: у  =  4 — х 2, у  =  х 2 — 2х. (Ответ: 9.)
4.21. D: х =  у 2 4- 1, х  4- у  =  3. (Ответ: 9 /2 . )
4.22. D: х2 =  3у,  у 2 =  Зх. (Ответ: 3.)
4.23. D\  x =  cos  у, х ^ у 4 - 1 ,  х ^  0. (Ответ: 1 /2 .)
4.24. D: х =  4 — у 2, х — у 4 - 2  =  0. (Ответ: 125/6 .)

4.25. D: х  =  у 2, х  =  ^ 2  — у2. (Ответ: л / 2 4 - 1 / 3 . )

4.26. D: ~  4- -у =  1, У ^  х\ у ^  0. (Ответ: л /4 . )
4.27. D: у 2 =  4 — х, у =  х  4 - 2 ,  у =  2, у  =  — 2. (Ответ: 

5 6 /3 .)

162



4.28. D : у  — x 2, у  =  -5- x 2 -f- 1. (Ответ: 8 /3 . )

4.29. D : x =  у 2, y 2 =  4 — x. (Ответ: 16~\/2/3,)
4.30. Z): x y = l ,  x 2 =  y,  y  =  2, x  =  0. (Ответ: 2 / 3  +  

+ In 2.)

5. С помощью двойных интегралов вычислить в по­
лярных координатах площадь плоской фигуры, ограни­
ченной указанными линиями.

5.1. (*2 +  у2)2 =  а 2(4х2 +  у 2).
5.2. (х~ +  У ) =  а 2х 2у .
5.3. (х2 -j- у  У =  а 2х 2(4х2 +  3у'2).
5.4. (х2 +  у 2)2 =  а 2(Зх2 +  2у 2).
5.5. х 4 — у 4 =  (х2 -f- у 2у  5.6. р =  а з т 22ф.
5.7. р =  a s in2 ф. 5.8. р =  а(  1 —- cos ф).
5.9. (х2 +  у 2)2 =  а 2(2х2 +  3у 2).
5.10. (х2 +  у 2)2 =  а- (5х2 +  3у 2).
5.11. (х у  У =  а  (7х‘ +  5у“).
5 . 12. (х2 -f- у 2)2 =  2 а 2хи.
5.13. (х2 +  у 2У =  4 x V , 5.14. (х2 +  у 2У =  а 4у 2.
5.15. (х2 4- У ) =  а 4х . 5.16. р =  а с о э 2 ф.
5.17. р2 =  а 2(1 +  sin2 ф). 5.18. (х2 - f  у 2)3 =  а 2х 4.
5.19. (х2 +  у 2)2 =  4(3х +  4у2).
5.20. (х“ 4- У У =  а Х~У~-
5.21. (х2 +  у 2 3 =  а 2(х* +  у 4).
5.22. (х2 +  у 2)3 =  2ш А
5.23. (х2 4- у  У =  4а~ху(х2 — у 2).
5.24. р =  a  sin 2ф.
5.25. р =  а с о э 5 ф .  5.26. р =  4( 1 - f  cos ф),
5.27. р =  2а(2 +  cos ф). 5.28. р2 =  а 2 созЗф.
5.29. р2 =  а 2 cos 2ф. 5.30. р =  а э т З ф .

6. Вычислить объем тела, ограниченного заданными  
поверхностями.

6.1. z  =  х 2 у 2, х у  =  1, х >  0, у  ^  0, z ^  0. (От­
вет: 1 /6 .)

6.2. г =  2 — (х2 +  у 2), х +  2у =  1, х >  0, у  >  0, 2 >  0. 
(Ответ: 5 3 /9 6 .)

6.3. 2 =  х 2, х  — 2у —(— 2 =  0, х +  у — 7 =  0, г ^  0. { От-- 
вет: 32.)

6.4. г  =  2х2 +  Зу2, у  =  х 2, у  — х, г  >  0. (Ответ: 29 /140 .)
6.5. z  =  2х2 4- У , у ^  х, у =  Зх, х =  2, 2 ^ 0 .  (Ответ: 

152/3.)
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6.6. z  =  x, у  =  4, x  =  д /25  — у 2, x > 0 ,  0,  z > 0 .  
(Ответ: 118/3 .)

6.7. у =  д /х ,  у  =  x, x +  y + z  =  2, 0. (Ответ: 
11/60.)

6.8. у = 1 — х 2, х +  у +  2 =  3, у ^  0, 2 ^ 0 .  (Ответ: 
104/30.)

6.9. z =  2x2 - f -y 2, х +  у =  4, х ^  0, у ^  О, 2 ^ 0 .  (От- 
вет: 64.)

6.10. 2 =  4 — х 2, х 2 +  у 2 =  4, х > 0 ,  у ^  0, 2 ^ 0 .  (От­
вет: Зл.)

6.11. 2 х - f -Зу — 12 =  0, 22 =  у 2, х >  0, у ^  О, 2 ^ 0 . 
(Ответ: 16.)

6.12. 2 =  10 +  х 2 +  2t/2, у =  х, х =  1, у О, 2 ^ 0 . 
(Ответ: 6 5 /12 .)

6.13. 2 =  х2, х +  (/ =  6, у  =  2х, х ^ О ,  у > 0 ,  2 > 0 .  
(Ответ: 4.)

6.14. 2 =  Зх2 +  2(/2 +  1, у =  х 2 — 1, ( / = 1 ,  2 > 0 .  (От­
вет-: 264д /2 /3 5 .)

6.15. Зу =  д /х ,  У ^ Х ,  Х +  у +  2 = 1 0 ,  у =  1, 2 =  0. 
(Ответ: 3 03 /20 .)

6.16. у 2 =  1 — х, x +  </ +  z = l ,  х =  0, 2 =  0. (Ответ: 
4 9 /6 0 .)

6.17. у =  х2, х =  у 2, 2 =  3х +  2у +  6, 2 =  0. (Ответ: 
11/4. )

6.18. х“ =  1 — у, х +  у +  2 =  3, у >  0, 2 ^ 0 . ( Ответ: 
5 2 /1 5 .)

6.19. х =  у 2, х = 1 ,  ж +  у +  г =  4, 2 =  0. (Ответ: 
6 8 /15 .)

6.20. 2 =  2х2 +  У2, * +  У =  1, х ^  0, у ^  0, 2 ^ 0 . ( От­
вет: 1/4 .)

6.21. у =  х2, у =  4, 2 =  2х +  5 у + 1 0 ,  2 ^ 0 .  (Ответ: 
7 0 4 /3 .)

6.22. у =  2х, х +  у +  2 =  2, х ^  0, 2 ^ 0 .  (Ответ: 4 /9 . )
6.23. у =  1 — 22, у  =  х , ’у =  — х, у >  О, 2 > 0 .  (Ответ: 

8 /1 5 .)
6.24. х 2 +  у 2 =  4у, 22 =  4 — у, 2 >  0. (Ответ: 25 6 /1 5 .)

6.25. х 2 +  у 2 =  1, 2 =  2 — х 2 — у 2, 2 ^ 0 . ^  Ответ: ~  л.^

6.26. у  =  х 2, 2 =  0, у  +  2 =  2. ^ Ответ: у | л / ^

6.27. z 2 =  4 — х, х 2 +  у 2 =  4х, 2 > 0 .  (Ответ: 25 6 /1 5 .)
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6.28. z  =  x2 - \ - 2 y 2, y  =  x, x ^ O ,  y =  1, z ^ O .  {Ответ: 
7 /12 .)

6.29. z  =  у 2, x - \ - y =  1, x ^ O ,  z ^ z  0. {Ответ: 1/12. )
6.30. у 2 =  x , jc =  3, z =  x, г ^  0. (Ответ: 3 6 ^ 3 / 5 . )

Решение типового варианта

1. Представить двойной интеграл §{х,  y ) d x d y  в виде
D

повторного интеграла с внешним интегрированием по х 
и внешним интегрированием по у , если область D  огра­
ничена линиями х — л [ у \ x = ^ J  2 +  у,  х =  0, х =  2.

► Область D  изображена на рис. 13.31 и ограничена 
дугами парабол х 2 =  у  +  2, х 2 =  у  и прямыми ж =  0, х  =  2. 
Следовательно,

2 л:2

Ц/(ж, y ) d x d y  =  \ d x  J f(x,  y ) d y  =
D 0 — 2

0 V.y-(-2 2 4 2 _

=  \ d y  \ f(x, y )d x  +  \ d y  \ f ( x , y ) d x  +  \ d y \ j { x , y ) d x . <
— 2 0  0 y #  2 y y

2. Вычислить двойной интеграл \\ (x — 2y ) d x d y  по об-
D

ласти D, ограниченной линиями x =  0, y  =  7 — x, y =  

=  T * +  L
^  Область D  изображена на рис. 13.32. Если выбрать 

внутреннее интегрирование по у,  а внешнее — по х, то
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двойной интеграл по этой области выразится одним по­
вторным интегралом:

4 7 — х

(х  — 2у) d x d y  =  \ d x  J (х — 2y ) d y  ==
■ .t +  i

4 ‘i

=  ^( х у  — у 2) f — x 2 — 4 9 + 14jc — x 2 —
о T * + 1 о

4

-yX-2 +  l * 2+  j(--ix2 +  21jc-48)dx =

= ( - 4 * 3+ ¥ * 2- ^ )
3. Вычислить двойной интеграл

1п (1 + л ] х 2 +  у ‘г)

л1*2 +  >
dy.

используя полярные координаты. Найти его численное 
значение при R =  1.

► Область интегрирования D  представляет собой чет­
верть круга, расположенного во втором квадранте (рис.
13.33).

Перейдем к полярным координатам * =  pcos<p, у  — 
=  р sin ф, *2 +  у 2 =  Р3, где 0 <  р <  /?; л / 2  <  ф <  л. Тогда

/  =   ̂ ^  |п(| +̂ .Р)-р ^ ф  =
л / 2  О

_|м =  In(1 +  р), du =  dp / (  1 +  р),
~ ~ \ d v  =  dp,  v =  р,
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R

p l ^ p l H O + r i l ' - J - J - r d p )

=  + R )  — p R + l n ( l + p ) | R)
* 0 I (»/

=  ± ( R \ n {l + R ) - R  +  ln(l  + R ) ) .

При R =  1 получаем

/  =  Y  (2 In 2 — 1). <

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у  =  х г — Зх и 3х у  — 4 =  0.

^  Д анная плоская фигура ограничена снизу парабо­
лой у  =  х 2 — Зх, сверху прямой Зх -|- у  — 4 =  0 (рис.
13.34). Следовательно,

S  =  У d x d y  =  | dx  |  d y  =  \ (4 — З а- — х г -f- 3x)dx  =

5. С помощью двойного интеграла вычислить в поляр­
ных координатах площадь фигуры, ограниченной линией

^  Уравнение линии в полярных координатах имеет 
вид р =  2 sin3 ср. Она изображена вместе с ограниченной 
ею областью D  на рис. 13.35. Полюс О лежит на границе

2

D

(х2 +  у У  =  2 у \

■9у=хг-

-2,25

Р и с .  13.34 Р и с. 13.35
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области D,  и поэтому, согласно формуле (13.12) (случай  
3; см. также пример 2 из § 13.2) имеем:

a  2s i n3tp л

S=JJpdp<f tp =  J dq> J pdp =  J d(P y | o 5"’ Ч> =
О 0 0 о

я  л

=  2  ̂ s in 6 фйф =  ~   ̂ (1 — cos 2ф)3 йц) —
о о

л

=  —  ̂(1 — 3 cos 2ф +  3 c o s2 2ф — co s3 2ф)^ф =
о

л

=  ! ( л - 4 5т 2 Ф| о +  4 $ ( 1  -f- cos 4ф)а!ф —
О

л

— ^ с о з 2 ф ( 1 — sin2 2ф)о!ф =  п. -4
о

6. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностя­
ми 2 =  д /Т  — у , У =  Х, у  — — X, 2  =  0.

► Д анное тело ограничено сверху параболическим  
цилиндром z  =  у 1 — у  (рис. 13.36), поэтому

1 у  ________

v =  У -д/1 — у  d x d y  =  2 \ d y \  -у 1 — y d x ~
о  о о

i   . у  \ ________  ________

=  2 \ - \ j l  — у х \  d y  =  2 \ y ^ l  — y d y  =  {л/ l  — у  =  t y
о о
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i/ =  I — t 2, d y  = — 2tdt ,  t =  1 при у  =  О и / =  0
I о

при у  =  1 1 =  2$ (1 — t 2) i(  — 2tdt )  =  — 4\  (/2 — t A)d t  =

15

ИДЗ-13.2

1. Расставить пределы интегрирования в тройном ин­
теграле \ \ \f(x,  У, z ) d x d y d z , если область V ограничена

v
указанными поверхностями. Начертить область интегри­
рования.

1.1. V: х  =  2, у  =  4х, г/=  Зд/х; 2 ^ 0 ,  2 =  4.
1.2. V: х = 1 ;  у  =  3х, у ^ О ,  2 ^ 0 ,  z  =  2(х2 -f- у 2).

1.3. V: х  =  1, у  =  4х, 2 ^ 0 ,  2 =  д/Зу".
1.4. V: х  — 3, у  =  х, у ^ О ,  2 ^ 0 ,  2 =  Зх2 -f- у 2.

1.5. V: у  =  2х,  у  =  2, 2 ^  0, 2 =  2д/х.
1.6. V: х  =  0, у  =  х, у  =  5, 2 ^ 0 ,  2 =  2х2 +  у 2.
1.7. V: х ^ О ,  у  =  2х,  у = 1 ,  2 ^ 0 ,  х  +  у +  2 =  3.
1.8. V: х > 0 ,  у  =  3х,  у  =  3,  2 ^ 0 ,  х  =  3д/г .
1.9. I7: х  — 5, г/ =  х /5 ,  у ^ 0 ,  2 ^ 0 ,  2 =  х 2 -f- 5г/2.

1.10. V: х =  2, у  =  4х,  z  ^  0, у  — 2л [г .

1.11. V: х  — 3, У =  ~ х , t / > 0 ,  2 > 0 ,  2 =  ~  (х2 +  у 2).

1.12. V: х  =  4, у  =  х / 4 ,  2 >  0, 2 =  4 у 2.
1.13. V: х ^ 0 ,  у  =  Зх, у  == 3, 2 ^ 0 ,  2 =  2 (х2 -f- у 2).
1.14. V: х ^ 0 ,  у  =  4х, у  =  8,  2 ^ 0 ,  2 =  3x2 - f t / 2.
1.15. V: х > 0 ,  у  =  5х,  t / = 1 0 ,  2 >  0, 2 =  х 2 +  у 2.
1.16. V: у  — х, у = — х, у  =  2, 2 ^ 0 ,  2 =  3 (x2 +  t/2).
1.17. К: х =  1, у  =  2х,  у  =  Зх,  2 ^ 0 ,  2 — 2 х 2 - f  у 2.
1.18. К: у  — х, у = — 2х, у =  1, 2 ^ 0  2 =  x 2 -j-4t/2.
1.19. К: х ^ 0 ,  у ^ 0 ,  2 ^ 0 ,  х +  г / = 1 ,  2 =  Зх2 +  2 у 2.
1.20. V'. х > 0 ,  у ^ О ,  2 ^ 0 ,  3 x - f 2 t /  =  6, z  =  x 2 - \ - y 2.
1.21. V: х ^  0, г/ ^  0, 2 ^  0, х -(- у  =  2, z  =  4 — х 2 — у 2.
1.22. V: х  ^  0, у  ^  0, 2 ^  0, х  -f- у  =  3, 2 =  9 — х2 — у 2.
1.23. V: х >  0, г / > 0 ,  2 >  0, Зх +  4 г / = 1 2 ,  2 =  6 —

—  х 2 —  у 2.
1.24. V: х ^ О ,  2 ^ 0 ,  у  =  х, у  =  3, 2 = 1 8  — х 2 — г/2.
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1.25. V: х =  2, у >  0, 2 >  О, у  =  Зх, z =  4 (х2 +  у 2).
1.26. К: х > 0 ,  у =  2х,  у =  4, z  >  0, z = 1 0  — х~ — у 2.
1.27. К: х =  3, у > 0 ,  2 ^ 0 ,  у =  2х, 2 =  4д/у.
1.28. К: х > 0 ,  у > 0 ,  2 >  О, 2х +  Зу =  6, 2 =  3 +

+  х 1 +  У-
1.29. К: х ^  0, у > 0 ,  2 ^ 0 ,  х +  у =  4, 2 = 1 6  —

— х2 — у 2.
1.30. К: х > 0 ,  у > 0 ,  2 > 0 ,  5х +  у =  5, г =  х 2 +  у 2.

2. Вычислить данные тройные интегралы.

2.1. (2х2 +  Зу +  z ) d x d y d z , К: 2 -$С х ^  3, — 1 ^ у ^ 2 ,  

0 < 2 < 4 .
2.2. 555 x 2y z d x d y d z ,  V: — 1 ^  х ^  2, О ^ у ^ З ,  2

к
^  z 3.

2.3. 555 (х +  У +  4z 2)d x d y d z ,  V: — 1 ^  х ^  1, 0 ^  у ^  2,
I'

—  1 < 2 <  1 .

2.4. 555 (*2 +  у 2 +  z l)d x d y d z \  V: 0 ^  х ^  3, — 1 ^  у ^  2,
v

0 < 2 < 2 .
2.5. 555 x 2y 2z d x d y d z ,  V: — 1 sg; х s£C 3, 0 ^  у <; 2, — 2

г
^ 2 ^ 5 .

2.6. 555 (* +  У +  z ) d x d y d z ,  К : 0 ^ х ^ 1 ,  — 1 ^  у <  О,
V

I <  г <  2.
2.7. 555 (2х — у1' — z ) d x d y d z ,  v: 1 <1 х ^  5, 0 ^  у ^  2,

I/
— 1 <  2 <  0.

2.8. 555 2 x y 2z d x d y d z , К: 0 ^  х ^  3, — 2 ^  у ^  О, I sC
к

<  2 <  2.
2.9. 5J( 5x y z 2d x d y d z ,  V: — 1 х ^  О, 2 ^  у ^  3, 1 <;

Г
<  z <  2.

2.10. 555 (хг +  2 у 2 — z ) d x d y d z ,  K r O ^ x ^ l ,  О ^ у ^ З ,
I/

— 1 < 2  < 2 .
2. 1 1 . 555 (х +  2 y z ) d x d y d z ,  V: — 2 <  х <  0, 0 < у < 1 ,

V

0 < 2 < 2 .



2.12 . \ \ \ ( х y z 2) dxdydz ,  K . ' O ^ C x ^ l ,  0 ^ у ^ 2 ,
v

- 1  < 2 < 3 .

2.13. § \ ( ху  +  3 z ) d x d y d z ,  V: — 1 < х < 1 ,
1/

1 <  г  <  2.

2.14. 555 (ху  — г 2) d x d y d z ,  у : 0 ^ х ^ 2 ,  О^ Сг / ^ 1 ,  — 1 ^
v

г  3.
2.15. $  (х3 +  yz)  d x d y d z ,  v : — 1 sg; х  s$C 2, 0 ^  у  ^  1,

v
0 < г <  1.

2.16. 555 (х3 -f- у'1 — г)  d x d y d z ,  v: О ^  х  ^  2, — 1 ^  у  ^  О,
v

0 < г <  1.
2.17. (2х2 -f- у  — z A)d x d y d z ,  и: О х  1, — 2 ^ у ^ \ ,

v
0 < г <  1.

2.18. 555 x 2y z 2 d x d y d z ,  v : О^Сх^С2, 1 ^ у  -sC. 2, — 1 ^
v

< 2 <  О.

2.19. 555 (х  +  У — z ) d x d y d z ,  и: 0 ^ х ^ 4 ,  1 ^ у  ^  3, 
1/

— 1 ^  2 5.

2.20. 555 (х  +  2 г/ +  Зг2) d x d y d z ,  v.  — 1 ^ х ^ 2 ,  O ^ t
к

<  1 , 1 <  2  <  2 .

2 . 21 . 555 (З*2 +  2у  +  z) d x d y d z ,  v: 0 ^  х  ^  1,
v

- 1  < 2 < 3 .

2.22. 555 {ху — 23) d x d y d z ,  u : 0 ^ x ^ l ,  — l s ^ t / ^ 2 ,
v

0 < 2 < 3 .

2.23. 555x^yzdxdydz ,  v: - l < x < 2 ,  l < t / < 3 ,  0 < г < 1 .

2.24. 555 x y 2z d x d y d z ,  v : — 2 sC x  <C 1, 0 ^  у  ^  2, 0 ^
v

^ 2 ^ 3 .

2.25. 555 x y z 2d x d y d z ,  v: 0 ^  x  ^  2, — 1 ^  у  ^  0, 0 ^



2.26. \\\ (х  -f- yz) dxdydz, v: 0 x sC 1, — 1 ^  ^  4, 0 ^
v

<  2 <  2.
2.27. $  (x +  y 2 — z2)dxdydz, v. — 2 x ^  О, 1 sC у  2,

v
0 < 2 < 5 .

2.28. Щ (x +  У +  22) dxdydz, v: — 1 x 0, 0 < !  у  <! 1,
v

2 < z < 3 .
2.29. Щ (x -f- у 2 — 2г) dxdydz, v : 1 sC x 2, — 2 sC у  3,

к
0 < 2 <  1.

2.30. $  (x — у  — 2) dxdydz, u: 0 ^  x  ^  3, O ^ y ^ l ,
v

—  2 <  2 <  1.

3. Вычислить тройной интеграл с помощью цилиндри­
ческих или сферических координат.

3.1. $  (х2 +  у 2 +  z2) dxdydz, и: х 2 -|- У2 +  z2 =  4, х > 0 ,
I/

у > 0 ,  2 ^ 0 .  (Ответ: 16л/5.)

3.2. $  уд/х2 4- у 2 dxdydz, v : z ^  0, 2 =  2, у  ^  ± х ,  22 =
I/

=  4 (х 2 4- у 2)- ( Ответ: д/2/10.)

3.3. $  z2dxdydz, v: 1 ^  х 2 4~ у 2 ^ 3 6 ,  у  ^  х, х  ^  0, 
1/

2 ^ 0 .  (Ответ: 1555л/12.)
3.4. $  ydxdydz, v : х 2 4- у 2 4- г 2 =  32, у 2 =  х 2 4- 22, у  >  0. 

1/
(Ответ: 128 л .)

3.5. $  xdxdydz, v : х 2 4- у 2 4~ z2 =  8, х 2 =  у 2 4- z 2, х  ;> 0. 
1/

(Ответ: 8л .)

3.6. $  ydxdydz, и: 4 ^  х 2 4- у 2 4- z2 ^  16, у  ̂  д/Зх, у  >  0,
v

2 ^ 0 .  (O rse r :  15л/2.)

3.7. $ ydxdydz, и: 2 =  д/8 — х 2 — у 2, 2 = д / х ^ + У 2. 
к

у ^ 0 .  (Ответ: 8 (л/2 — 1).)
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3.8. [[[ f dxd2ydz.2 , v: x > 0 ,  2 > 0, у > ф х ,  4 < x 2 +  
J J J  JT +  JT +  Z2

V

-f- y2 +  22 ^  36. (  Ответ: ( 2 л -f- Зд/З)

3.9. C K ^ g L ,  v: y > 0 ,  y < V Зх, 2 =  3 (x2 +  y 2),
JJJ д ^ + у 2)3

2 = 3 .  (Ответ: 3 (4л  — 3^~3)/20.)

3.10. f t f — rdxdydz . . у: x 2 +  у 2 +  22 =  16, 2 > 0 .
J}J Vc*2 + у2 + 22)3

(Ответ: 16jx/3.)

3.11. [[[ xzdxdydI  ; u: 2 =  2 (x 2 +  y 2), y > 0 ,  y < - U x ,
' j '  л/^ + У2 л/з

2 = 1 8 .  (Ответ: 81.)

3.12. f f f  xydxdydz_ ' v . z  =  x 2 _ ^ y 2' < / < X ,  2 = 4 .

J } j  V(*2+</2)3

(Ответ: 4/3.)

3.13. fff zdxd.y^±. y, x2 +  y 2 =  4y. y +  z =  4, 2 >  0.
JJJ  V *2 +  !/2

(Ответ: 1472/45.)

3.14. fff  y dxdydz  ̂ v : x 2 +  y2 =  2 x ,  x +  z =  2 , y ^ O ,
J JJ  л/х2 +  у 2

2 >  0. (Ответ: 4/5.)

3 _1 5 _ f f f  Xdxdydz v . x 2 + y 2 = l G y t y + Z =  16, X > 0 ,

J J J  V ^ ’ +  y2

2 > 0 .  (Ответ: 2048/5.)

3.16. ^ д/х2 -f- y 2dxdydz, v. x 2 +  y 2 =  2x, x  +  2 =  2,

v
0. (Ответ: 128/45.)

3.17. ^  xydxdydz , u: 2 ^  x 2 +  t/2 +  г 2 ^  8, 22 =  x 2 +  y 2,
v

x ^ O ,  y ^ O ,  z ^ O .  (Ответ: 3 1 ( 4 - ^ — 5)/15 .)
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3.18. \\\ J dxdydz- . v : х 2 +  у 2 =  2у, х 2 +  у 2 =  4у, х >  О,
У *2 +  у'

2 ^ 0 ,  2 =  6. (Ответ: 24.)

3 .19 .Щ д / х 2 +  у 2 +  z2dxdydz, v : х2 +  Уг +  z2 — 36, у  ^  

^ 0 ,  2 ^ 0, у < !  — х. (Ответ: 81 я . )

3.20. [[[ 4 ^ £ 1 ,  у ; ** +  у* =  2х, х 2 +  у 2 =  4х, г  >  0,
'JJ -ф^+у2 

2 =  4, у ^ О ,  у ^ х .  (Ответ: 10д/2.)

3.21. f f l  zdxdydj_ у ;  ! < x 2 + i/ 2 +  22 <9>
JJJ У ^  + уЧ ^ г2 

у ^ — х, 2 ^ 0 .  (Ответ: 13л/8.)
V 3

3.22. л / ^  +  у 2dxdydz, и: х 2 — 2х +  у 2 =  0, у  ^  0,
г

2 ^ 0, х + 2  =  2. (Ответ: 64/45.)

3.23- 555 x 2dxdydz, V . 1 ^  х 2- j - у 2 22 ^  16, у  ^  0,
v

у ^ х ,  2 ^ 0. (Ответ: 341 ( я  2)/20.)

3.24. Щ  v : х 2 +  у 2 =  4у, у  +  г  =  4, 2 >  0.

3.25. \\\ - J d̂ ydl  . у: 4 < x 2 - f y 2 - f  г 2 <  16, у <

v л /*2 +  У:

(Ответ: 64/3.)

V ? T 7 T z 2

^~\/зх, у > 0 ,  2 ^ 0. (Ответ: 7я/3 .)

3.26. 555 2-\/х2 +  у 2dxdydz, v: х2 +  у 2 =  2х, у ^  0, 2 ^  0, 

2 =  3. (Ответ: 8.)

3.27. ( f t  _xdxd^dz__^ v , 1 < х 2 +  у 2 +  22< 4 _ X > Q )
У *2 +  У2 +  г 2 

у ^ х ,  у ^ О ,  2 ^ 0 .  (О твет :  7д/2я/24.) 
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3.28. ^  xdxdydz, v: x 2 =  2(y2 -f- z2), x  =  4, x ^  0.

v
(Ответ: 32л.)

д_2Д f f f  x d x d yd z _  1 < x 2 +  2 +  2 2 < 9  ^

y ^ O ,  2 ^ 0 .  (Ответ: 13д/2л/2.)

3.30. Щ xdxdydz, v : 2 =  д/18 — x 2 — t/2, z =  д/х'2 +  г/2,

х > о ( ° Гв<?Г;т ( т - 1) - )

4. С помощью тройного интеграла вычислить объем те ­
ла, ограниченного указанны м и поверхностями. С делать  
чертеж.

4.1. 22 =  4 — х, x 2 +  i/2 =  4x. (Ответ: 512/15.)
4.2. 2 =  4 — у 2, х 2 -j- у 2 =  4, 2 ^ 0 .  (Ответ: 12л.)
4.3. x 2 - f t/2 = l ,  2 =  2 — х — у, 2 ^ 0 .  (Ответ: 2л.)
4.4. 2 =  у 2, х  ^  0, 2 ^  0, х  -)- у  =  2. ( Ответ: 4/3 .)

4.5. у ^ 0 ,  2 ^ 0 ,  z =  x, х  = д / 9 — t/2, х  =  д /25 — г/2. 
(Ответ: 98/3.)

4.6. х 2 4- у 2 =  4, 2 =  4 — х — г/, 2 ^ 0 .  (Ответ: 16л.)
4.7. 2 ^ 0 ,  2 =  х2, х  — 2у - f  2 =  0, х  -)- у =  7. ( От­

вет: 32.)

4.8. х >  0, 2 ^ 0 ,  z =  у, х  =  4, t/ =  д/25 — х 2. (Ответ: 
118/3.)

4.9. 2 ^ 0 ,  2 =  4 — х, х  =  2д[у, у  =  2л[х. (Ответ: 
176/15.)

4.10. у ^ О ,  z ^ O ,  2 х — г/=  0, х  +  у  =  9, 2 =  х 2. (От­
вет: 1053/2.)

4.11. у ^  0, 2 ^ 0 ,  х  =  4, у =  2х, z =  х2. (Ответ: 128.)

4.12. 0, 2 ^ 0 ,  у =  2х, у =  3, z= -\ fy . (Ответ: 
9д/з/5.)

4.13. у ^ О ,  z 12г 0, х = 3 ,  у =  2х, z =  y 2. (Ответ: 54.)

4.14. 2 ^ 0 ,  г/2 =  2 — х, 2 =  3х. (Ответ: 32д/2/5 .)

4.15. 2 ^ 0 ,  у  = д / 9  — х2, z =  2y. (Ответ: 36.)
4.16. х ^  0, t / >  0, 2 ^ 0 ,  х  +  г/ =  2, z  =  x 2 +  i/2. 

(Ответ: 8/3 .)
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4.17. 0, x 2 +  y 2 =  9, z = 5 — x — y (Ответ: 45л .)

4.18. 2 ^ 0 ,  z =  x, х =-\/4—у 2. (Ответ: 16/3.)
4.19. у  ^  0, 2 ^ 0 ,  х -{-t/=  2, 2 =  х 2. (Ответ: 4/3.)

4 .20. у ^ О ,  2 ^ 0 ,  t/ =  4, 2 =  х, х  =  -д/25 — t/2. (Ответ: 
118/3.)

■ 4.21. 2 ^ 0 ,  x 2 - f y 2 =  9, z =  y 2. (Ответ: 81/8л .)
4.22. х ^  О, 2 ^ 0 ,  у ^ х ,  2 = 1 — х 2 — у'2. (Ответ: 

л/16.)
4 .23. 2 ^  0, х2 + у 2 =  4, 2 =  х 2 4- у 2. (Ответ: 8л.)
4.24. 2 ^ 0 ,  у =  2, у =  х, 2 =  х  . (Ответ: 4/3.)
4.25. 2 ^ 0 ,  у  +  2 =  2, х2 +  у 2 =  4. (Ответ: 8л .)
4 .26. у  ^  0, 2 >  0, х  — у  =  0, 2 х - [ - г/ =  2, 4z =  y 2. 

(Ответ: 1/162.)
4 .27. х ; > 0 ,  г/ >  0, 2 ^ 0 ,  2х у =  2, z =  y 2. (Ответ: 

2/3.)
4.28. 2 ^ 0 ,  х =  у 2, х  =  2г/2 4 - 1 ,  2 =  1 — г/2. (Ответ: 

8/5.)
4.29. х ^ О ,  у ^ О ,  2 >  0, у =  3 — х, 2 =  9 — х  . (О т­

вет: 135/4.)

4.30. х  ^  0, 2 ^  0, х  4- у  =  4, 2 =  4~\[у. (Ответ: 512/15.)

Решение типового варианта

1. Р асстави ть  пределы интегрирования в тройном ин­
теграле  Щ /(х, у , z)dxdydz , если область К ограничена по-

у
верхностями х =  1, у  =  х, 2 =  0, 2 =  у 2. Начертить область 
интегрирования.

► Согласно формуле (13 .23 ) ,  имеем:
I х у‘

ffi f(x > У> z) dxdydz =  \ dx \ dy\ Дх, у, z)dz.
V О О О

Область интегрирования изображ ена на рис. 13.37. ^

2. Вычислить JJJ (Зх 4- 2у — zA)dxdydz, если V: 0 <  х  <  1,
v

U ^ t / < 2 ,  1 < 2 < 3 .
► Д л я  данной области V (рис. 13.38) на основании 

формулы (13 .24) получаем
I 2 3

555 (Зх 4 - 2 у — z3)dxdydz = \  dx\ dy\ (Зх 4 - 2 у — z3)dz =
v  8 0 1
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о 0 о 0

j (6 x y - f -2 y 2 — 20y)\\dx =  j ( I2x — 32)dx
о 0

=  (6x2 — 32x) jo — — 26.

b/

i
ь. 

1 1

У / 2 1

Р и с .  13.37

3. Вычислить тройной интеграл

Р и с .  13.38

xzdxdydz  
x 2 +  y 2 - R 2

по об­

ласти, расположенной в первом октанте и ограниченной

R2
плоскостями х =  0, у =  0, z =  h w конусом z1 =  [х2 +  у 2),

с помощью цилиндрических координат.
^  На рис. 13.39 изображена область  интегрирования

V и ее проекция D на плоскость Оху.
П ерейдя к цилиндрическим координатам р, ср, z по 

формулам (13 .26 ) ,  в которых д л я  данной области 
О <  z <  /г, 0 < ф <  п/2, 0 ^  р ^  R, получим:

z2 =  h2p2/R2, z =  hp/R,

xzdxdydz

х2 + уг-  R2

л / 2

р2 cos qzdtfdpdz __
Р2 -  R2

h

=   ̂ cos 2 p dp  ̂ zdz -
0 0 h f>/R

Л/2 R 2 I

=  S cos IP'1<P$ J r L , / « ‘ ,p
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=  t S cos^ S - ? ^ f ( ' ‘ ! — F P S) ‘" > =
о и

л/2 R
i  2 p  p  I л / 2  з  I ^

------ \ COStt)dcp\p2dp = -------------- - sin ф • £- =
2R2 J  j  2 R2 Y l о 3 lo

~ T « h - <

Р и с .  13.40

4. С помощью тройного интеграла вычислить объем 
тела, ограниченного указанны м и поверхностями: х =  0, 
у  =  0, 2 =  0, х +  У — 2, 2z =  х2 -f- у 2.

^  Уравнение 2z =  x 2 -\-y2 определяет параболоид 
вращ ения, остальные поверхности — плоскости. Искомое 
тело изображено на рис. 13.40. Его объем и вычисляем 
в соответствии с формулами (13 .21) и (13 .23 ) :

2 2 — х  {х- +  у - ) / 2

v =  \\\ dxdydz — \ dx \ dy \ dz =
v

2 - х

S r  I (J(2+ ' / i )/2 I f  Г о
dx J z|o dy =  — ^dx  ̂ {x* +  y 2)dy-

0 0 0 0

= т 5 ( ^ + 4 ) 1 о  ^ = t 5 ( * 2(2 - * > +
о о

2

+  Т  (2 ~  ̂ 3)  dx =  Т  5 (  2л;2 ~  * 3 +  Т  2̂ ~  * )3)  dx :
о

о
2 - х

1/В



I. Вычислить м ассу  неоднородной пластины D, ограни­
ченной заданными линиями, если поверхностная плотность 
в каж дой  ее точке [х =  ц,(дс, у).

1.1. D: у 2 =  х, х — 3, [х =  дс. (Ответ: 36д/з/5.)
1.2. D: х =  0, у  =  0, дс -f- у  =  1, [х =  дс2. (Ответ: 1/12.)
1.3. D: х =  0, у =  0, 2х -f- Зу =  6, [х =  у /2. (Ответ: 1.)
1.4. D: ж2 -f- у 2 =  4х, [х =  4 — дс. (Ответ: 8л .)
1.5. D : л: =  0, у =  1, у =  х, [х =  х2 -f- 2у 2. (Ответ: 7/12.)
1.6. D: х 2 -j- у — 1, [х =  2 — х — у. (Ответ: 2л .)

1.7. D: дс2 -f- у 2 =  4у, [х =  д/4 — у. (Ответ: 256/15.)

1.8. D: у =  х, у = —дс, у  =  1, [х =  д/Т— у. (Ответ: 
8/15.)

1.9. D : дс =  0, у  =  2х, х 4- у  =  2, [х =  2 — х — у. (Ответ: 
4/9.)

1.10. D: х =  1, х =  у 2, ц — 4 — х — у. (Ответ: 68/15.)
1.11. D\ у =  0, ж2 =  1 — у, jx =  3 — дс — у. (Ответ: 

14/5.)
1.12. D : у  =  ж2, д: =  у 2, [х =  Зд: 4- 2у  4- 6. (Ответ: 11/4.)
1.13. D: у  =  л:2, у  =  4, [х =  2 x - f 5 y 4 -  10. (Ответ: 752/3.)
1.14. D: х — 0, у  =  0, лс 4- у  =  I , [х =  2дс2 4- у 2. (О г­

ест: 1/4.)
1.15. D: х =  0, у 2 =  1 — х, [х =  2 — х — у. (Ответ: 

32/15.)

1.16. D : у  =  д/ж, у  =  дс, [х =  2 — дс — у. ( Ответ: 51 /60.)
1.17. D: у  =  дс2 — 1, у  =  1, [х =  Здс2 - f  2 у 2 - f  1. (От­

вет: 264д/2/35.)
1.18. D: х = \ ,  у =  0, у  =  дс, [х =  дс2 - f  2 у 2 - f  10. (От­

вет: 65/12.)
1.19. D: у  =  0, у  =  2дс, дс -j- у  =  6, [х =  дс2. (Ответ: 104.)
1.20. D: дс ^  0, у ^ О ,  л: +  У2 =  4, jx =  4 — дс2. (От­

вет: 3 л .)

1.21. D: у  =  дс2, у  =  2, [х =  2 — у. (Ответ: 32д/2/15.)
1.22. D: дс =  0, у  =  0, д с 4 - у = 1 ,  [х =  дс2 -f- у 2. (Ответ: 

1/6.)
1.23. D: у  =  дс2 4 - 1 ,  дс - f  у  =  3, [х =  4дс - f  5у  - f  2. (О г­

ест: 351/6.)
1.24. D: у  =  дс2 — 1, д с 4 - у = 1 ,  jx =  2дс - f  5у  - f  8. (От­

вет: 45.)

ИДЗ-13.3
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1.25. D: х =  0, у  =  О, у =  4, х =  -л/25 — у 2, [х — х. 
(Ответ: 118/3.)

1.26. £>: х =  2, у  =  х, у =  Зх, jx =  2х 2 - f  у 2. (Ответ: 
152/3.)

1.27. D: у =  х, у =  х2, \х. =  2х-\-Зу. (Ответ: 11/30.)
1.28. D: х =  0, л :- f  2 y - f  2 =  0, x - f y = l ,  [х — х . 

(Ответ: 32/3.)
1.29. D: х =  0, у =  0, х +  2 у = \ ,  ц =  2 -  (х2 +  у2). 

(Ответ: 43/96.)
1.30. D: х =  0, у =  0, х -f-у =  2, )i =  x 2 4 - y 2. (Ответ: 

8/3.)

2. В ычислить статический момент однородной пластины 
D, ограниченной данными линиями, относительно у к а з а н ­
ной оси, использовав полярные координаты.

2.1. D: х2 -f- у 1 — 2ау  =  0, х  — у  0, О*.
2.2. D: х 2 4- у2 — 2ах  =  0, х 4- У 0, Оу.
2.3. D: х2 - f  у2 4- 2ау  =  0, х  — у ^ 0 ,  Ох.
2.4. D: х 1 -j- у 1 4- 2ах =  0, х 4- у  ^  0, Ох.
2.5. D: х 2 у 2 2ах  ^  0, х 2 4- у  4- 2 ау  0, х 0, Ох.
2.6. D: х 2 4- у 2 — 2а у  ^  0, х 2 -j- у 2 -j- 2 ах  ^  0, у  ^  0, Оу.
2.7. D: х 2 4- у 2 — 2а у  ^  0, х 2 -j- у 2 — 2 а х  ^  0, х  ^  0, Ох.
2.8. D: х 2 -f- у 2 — 2ах  ^  0, х 2 - f  у 2 4- 2а у  ^  0, у  ^  0, Оу.
2.9. D: х 2 4- у 2 — 2 ах  ^  0, х 2 -j- у 2 -j- 2 а у  ^  0, х ^  0, Ох.
2.10. D: х 2 - j -у 2 4 -2 а х  ^  0, х2 -{- у 2 -f- 2а у  ^  0, у  <  0, Оу.
2.11. £): х 2 у 2 — 2а у  ^  0, х 2 4 - у 2 +  2ах  ^  0, х  ^  0, Ох.
2.12. £): х 2 4- у 2 — 2 ау  ^  0, х 2 4- у 2 — 2ах  ^  0, у  ^  0, Оу.
2.13. D: x 2- f y 2 4- 2а у  =  0, х 2 4- у 2 - f  а у  =  0, х ^  0, Ох.
2.14. D: х 2 4* у 2 — 2 ах  =  0, x 2 - j - y 2 — а х  =  0, у  ^  0, Оу.
2.15. £>: х 2 4- у 2 - f  2 ау  =  0, х 2 -j- у 2 -f- а у  =  0, х  ^  0, Ох.
2.16. /): x 2 - j - y 2— 2 а у  =  0, х 2-|-у2 — а у  =  0, х ^  0, Ох.
2.17. /): х 2-|-у2— 2 а у  =  0, x 2 -f- у 2 — а у  =  0, х ^  0, Ох.
2.18. D: х 2 4- У2 4- 2ах  =  0, х 2 -f- у 2 4- а х  =  0, у  ^  0, Оу.
2.19. /): x 2 - j - y 2 — 2ах  == 0, х 2-|-у2— а х  =  0, у  ^  0, Ох.
2.20. D: х 2 4- у 2 - f  2ах  =  0, х 2 - j -у 2 - f  ах  =  0, у  sgC 0, Оу.
2.21. D: х 2 - j -у 24 - 2 ау  =  0, x - f - у ^ О ,  х ^  0, Ох.
2.22. D: х 2 4 - у 2 — 2 а у  =  0, у  — х >  0, х  ^  0, Ох.
2.23. £>: х 2 4- у 2 - f  2 ах  =  0, у  — х ^  0, у  <  0, Оу.
2.24. £): х 2 - f  у 2 — 2 а у  =  0, х 4- у  ^  0, х ^  0, Ох.
2.25. £): х 2 - f  у 2 - f  2 а х  =  0, х  -f- у  ^  0, у  ^  0, Оу.
2.26. £): х 2 -j- у 2 — 2а х  =  0, у  — х ^  0, у  ^  0, Ох.
2.27. D: х 2 - j - у 2 — 2ах  =  0, у  — х ^ 0 ,  x - f y ^ O ,  Оу.
2.28. О: х 2 у 2 — 2 а у  =  0, у  — х ^ 0 ,  х - f y ^ O ,  Ох.
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2.29. D : x 2 - f  у 2 - f  2 a*  =  0, A' - f  у  <  0, у  — х >  0, Оу.
2.30. D: х1 - f  у 1 - f  2ау  =  0, у  — * < 0 ,  * - f  у  <  0, Ох.

3. Вычислить координаты центра масс однородного 
тела, занимаю щ его область V, ограниченную указанны м и 
поверхностями.

3.1. V: х =  6 (у 2 -|- z2), у 2 -j- 22 =  3, *  =  0. (Ответ: 
( 6 , 0 , 0 ) . )

3.2. V: у --- Зд/х2 -f-22, х2 -f- z2 =  36, y =  0. (Ответ: (0, 
27/4, 0 ) . )

3.3. V: x =  7 (у2 -f- z2), *  =  28. (Ответ: (56/3, 0, 0 ) . )

3.4. V: z =  2-yjx2-f-y 2, z =  8. (Ответ: (0, 0, 6 ) . )
3.5. V: z =  5(x2 -f- y 2), * 2 - f  y 2 =  2, 2 =  0. (Ответ: (0, 0, 

10/3).)

3.6. V: x =  6д/у'2 +  z\ у 2 - f  22 =  9, *  =  0. (Ответ: (27/4,
0, 0 ) . )

3.7. К: 2 =  8(x2 -J- y 2), 2 =  32. (О гвет : (0, 0, 6 4 / 3 ) .)

3.8. V: у  =  Зд/*2 4~22, y  =  9. (Ответ: (0, 27/4, 0 ) . )
3.9. К: 9y  =  * 2 - f 22, * 2 - f  22 =  4, у  =  0. (Ответ: (0, 

4/27, 0 ) . )

3.10. К: 32 = д / ? - | - у 2, л:2 -f- у 2 =  4, 2 =  0. (Ответ: (0,
0, 1/4).)

3.11. V: х2 4- 22 =  6у, у  =  8. (Ответ: (0, 1 6 / 3 ,0 ) . )

3.12. К: 8* = д / у 2 22, * =  1/2. (Ответ: (3/8, 0, 0.)
3.13. К: 2* =  y 2 - f 22, у 2 4- 22 =  4, х =  0. (Ответ: (2/3,

0 , 0 ) . )

3.14. К: 4у  = д / * 24 - 2 2, * 2 - f 2 2 = 1 6 ,  у  =  0. (Ответ: 
(0. 3 / 8 , 0 ) . )

3.15. К: у  4 -2  = 8 * ,  *  =  2. (Ответ: (4/3, 0 , 0 ) . )

3.16. К: 2 =  9 V ^ + 7 ,  2 =  36. (Ответ: (0, 0, 2 7 ) . )
3.17. К: 2 =  3 (* 2 - f y 2), * 2 4- у 2 =  9, 2 =  0. (Ответ: 

(0, 0, 9 ) . )

3.18. К: *  =  2д/у2 - f  22, y 2 - f 22 =  4, *  =  0. (Ответ: 
(3/2, 0, 0 ) . )

3.19. К: * 2 -{-22 =  4у, у  =  9. (Ответ: (0, 6, 0 ) . )

3.20. К: *  =  5д/у2 4- 22, *  =  20. (Ответ: (15, 0, 0 ) . )
3.21. К: y  =  * 2 - f  22, * 2 4- 22 =  10, у  =  0. (Ответ: (0, 

Ю/З, 0 ) . )
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3.22. V: у =  Зд/х2 +  z2, х 2 =  22 = 1 6 ,  у — 0. (Ответ: 
(0, 9/2, 0 ) . )

3.23. V: у  4 - =  Здс, х  =  9. (Ответ: (6, 0, 0 ) . )

3.24. V: у  =  V х 2 +  z'2> У =  4- (Ответ: (0, 3, 0 ) . )
3.25. V: x =  y'1 -\-z2, у 2 4- г 1 =  9, х =  0.

(Ответ: (3, 0, 0).)
3.26. V: х =  0, у  =  0, 2 =  0, х у z =  'д. (Ответ: 

(3/4, 3/4, 3 / 4 ) . )

3.27. V: z =  2д/х2 4- у 2, х'2 4- у2 =  9, 2 =  0. (Ответ: 
(О, 0, 9 / 4 ) .)

3.28. V: х 2 4- у  =  2z, 2 =  3. (Ответ: (О, 0, 2 ) . )

3.29. V:  г = Л/ Т Т 7 ,  2 =  4. (Ответ: (О, О, 3 ) . )
3.30. V: z =  x2 -\-y2, х2 4- у'2 =  4, 2 =  0. (Ответ: (О, О, 

4 / 3 ) . )

4.  Вычислить момент инерции относительно указанной 
оси координат однородного тела,  занимающего область V, 
ограниченную данными поверхностями.  Плотность тела 6 
принять равной 1.

4.1. V: у 2 =  х'2 -j- z2, у  =  4, Оу. (Ответ: 5 12л/5.)
4 .2. V: x =  y 2 -\-z2, х =  2, Ох. (Ответ: 4л/3 .)
4 .3. V: y 2 =  x2 -\-z2, у  =  2, Оу. (Ответ: 16л/5.)
4.4. V: х =  у 2 4- 22, х  =  9, Ох. (Ответ: 243л/2 .)
4 .5. К: х 2 =  у 2 4- 22, х  =  2, Ох. (Ответ: 16л/5.)
4.6. К: у  =  х 2 4- 22, у  =  2, Оу. (Ответ: 4л/3 .)
4.7. V: х 2 =  у 2 4- 22, х  =  3, Ох. (Ответ: 2 4 3 л / 10.)
4 .8. V: х  =  у 2 4 - 22, х  =  3, Ох. (Ответ: 9л/2 .)

4.9. К: у  =  2~\/х2 4- 22, у  =  2, Оу. (Ответ: л/5.)
4.10. К: у  =  х 2 4" £2, У =  3, Оу. (Ответ: 9л/2 .)
4.11. К: x 2 =  y 2 4 - z 2, у 2 4- 22 =- 1, х  =  0, Ох. (Ответ: 

2л/5 .)
4.12. К: х  =  у 2 4- 22, у 2 4- 22 - -  1, х  =  0, Ох. (Ответ: 

л/3.)
4.13. К: 22 =  х 2 4- у 2, 2 =  3, Oz. (Ответ: 243л/10.)
4.14. К: 2 =  х 2 4 - у 2, 2 =  3, Oz. (Ответ: 9л/2 .)
4.15. V: у 2 =  х 2 4- 22, х 2 +  22 =  4, у  =  0, Оу. (Ответ: 

64л/5 .)
4 .16. V: 2y =  x 2 -{-z2, у  =  2, Оу. (Ответ: 16л/3.)
4.17. V: х  =  у 2 4- 22, х  =  2, Ох. (Ответ: 16л/5.)
4.18. V: 2z =  х 2 +  у 2, 2 =  2, Ог. (Ответ: 16л/3.)
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4.19. V: х 2 =  у 2 -f- z2, у 2 - f  22 =  4, х =  0, Ох. (Ответ: 
64л/5.)

4.20. V: 2z =  x2 - j -y 2, х 2 - f  у 2 =  4, 2 =  0, Oz. (Ответ: 
32 л /3.)

4.21. V: z =  2(х2 +  у 2), 2 =  2, Oz. (Ответ: л/3 .)
4 .22. V: х = \ — у 2 — 2", *  =  0, Ох. (Ответ: л/6.)
4.23. V: y =  4 — x2 — z2, у  =  0, Оу. (Ответ: 32л/3 .)
4.24. V: х =  3 (у 2 +  z2), *  =  3, Ох. (Ответ: п/2.)
4.25. V: 2 =  9 — х1 — у 2, 2 =  0, Oz. (Ответ: 243л/2.)

4 .26. V: 2 =  4^Jх2 - f  у 2, 2 =  2, Oz (Ответ: л/80 .)
4 .27. V: 2 =  3 (х2 +  у 2), 2 =  3, Oz. (Ответ: л/2.)

4.28. V: х =  2д/у 2 +  г 2, х =  2, О*. (Ответ: л /5.)
4.29. Iх: г/=  3(л'2 +  22), у  =  3, Оу. (Ответ: л/2 .)
4.30. И: 2 =  3 — х 2 — у 2, 2 =  0, 02 . (Ответ: 9л/2.)

Решение типового варианта

1. Вычислить м ассу  /п неоднородной пластины D, о гр а ­
ниченной линиями у  =  2х — х2, у  =  х, если поверхностная 
плотность в каж дой  ее точке ц — х 2 -\-2ху.

► Д л я  вычисления массы  m плоской пластины з а ­
данной поверхностной плотностью воспользуемся фи­
зическим смыслом двойного интеграла (см. § 13.1, свойст­
во 2) и формулой m = Ц  (х2 -f- 2 х у )dxdy, где область

о
интегрирования D изображена на рис. 13.41. Это позволит 
легко представить записанный двойной интеграл в виде 
повторного:

1 2л - А - '  I 2д-__х ’

m =  \ dx J (х2 -f- 2ху) dy =  J (х2у  -f- ху2)j dx =
O x  o 'x

i
=  J (2хл — x4 — x3 - f  4*3 — 4xa +  x5 — * 3) dx —

0

=   ̂ (x5 — 5x4 - f  4xi)dx =  (^ ~  ~ x 5 + л;4)| 0=: i f  ^
о

2. Вычислить статический момент относительно оси Оу 
однородной пластины D, ограниченной линиями х 2 -f- у 2 —
— 2 а*  =  0, х2 +  у 2 — ах  =  0, у  — ж =  0, у  +  *  =  0 (рис.
13.42), использовав полярные координаты. П оверхност­
ная плотность пластины ц =  2.
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У

f
1 /  у=2х-х

i 0 А  "л

Р и с 13.41

<Рф/ р-рхабЧ’

p'acos'fi.

у=-л/4>

Р и с .  13.42

^  Статический момент относительно оси Оу данной 
пластины определяется по формуле (13 .17 ) .  В полярной 
системе координат область D преобразуется в область D'\ 
a  cos ф ^  р ^  2а  cos ф, — л/4 л/4. Тогда

л /4  2a cos ф“‘/ ■ Ч'
Му =  ^ 2р cos ф • pdpdy =  2  ̂ cos фй?ф  ̂ р2ф  ==

- л /4 a cos ф

л/4

D'

л/4
j  .2acoscp 7а32 [  cos ф • -т— I d y  =  2 — -

J  ^ 1 a  C O S <р

- л / 4 - л / 4

л /4 

1 * 1
28 з f  (1 +  cos 2ф)2 йц>

л/4

=  а 3  ̂ ( 1 + 2  cos 2ф +  co s2 2<р) ^(ф -f-
о

л /4  Л//4

+  э т 2 ф ) | о +  j  ^-1 +  - 1  cos 4ф) d p )  =
О

3. Вычислить координаты центра м асс однородного 
тела, занимаю щ его область V, ограниченную поверх­

ностям и у =  -1 л/х2 +  z 2, у =  2.

^  Данное тело симметрично относительно оси Оу 
(рис. 13.43), поэтому хс =  zc =  О, а

Ус =  $  ydxdydz/  $  dxdydz.
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Р и с .  13.43

Переходим к цилиндрическим координатам по форму­
лам, аналогичным формулам (1 3 .2 6 ) :  х — р cos ф, 2 =  
=  р sin ф, у =  у. Тогда

2 л  4 2

$  ydxdydz  =  $  ypdpd<pdy =   ̂ с?ф  ̂ pdp $ ydy  =
V V‘ 0  0 p/2

0 0 о

— 4- • 1бф|2л =  16л,2 т | о
2 л  4 2

\\\ dxdydz =  5Ц pdqdpdy =  \ d y  \ pdp J dy =
V Vr 0  0  p /2

2 л  4 2 л  ^

=  J p (2  — | р ) ф =  J ( p “ { p3)| 0^ =
0 0 0

_  I24 16 _  32 
M o 3 3

Следовательно,
16л • 3 3

Ус = 32л 2

и центр масс С(0, 3/2, 0). ^
4. Вычислить момент инерции относительно оси Оу 

однородного тела (плотность б =  co n s t ) ,  занимаю щ его 
область V, ограниченную поверхностью у =  Ъ — х2 — г 1 
и плоскостью у =  1.

► Согласно формулам (13 .18 ) ,  искомый момент 
инерции
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Iу =  \\\ 8(x, у, z) (х2 z2) dxdydz =
V

=  б \\\ (х2 - f  z2) dxdydz.
v

(Область V изображена на рис. 13.44.)

Переходим к цилиндрическим координатам по форму­
лам  х =  р cos ф, 2 =  р sin ф, у  =  у. Тогда

2л 2 5 —

1У =  б $  p2pdpd(fdy =  8\ d y  J р3ф  J dy =
V (I (I 1

2 л 2 2л 2

=  б J dtp J у\ ■ p !dp =  б J о?ф 5 pJ (5 — р2 — l )d p  =
О О 1 1 0 0

=  6 j ( р‘ -  т ) i rf1' -  8 (2‘ -  т )  S

13.7. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  З А Д А Ч И  К ГЛ . 13

1. Д о к а з а т ь  равенства :

x 2dxdy =  y 2dxdy =  ~  ^  (х2 +  у 2) dxdy,
0 0 о

если область D определяется неравенствами х >  О, у  >  О,
* 2 +  У2 <  я 2-

2. Использовав полярные координаты, вычислить

У -д/а2 —~х:2 — у 2 dxdy,
о
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где область D — лепесток лемнискаты  (х 2 +  у 2)2 =  а 2(х2 —

- У 2)' х > 0 - ( 0 т в е т :  ( т ~  16̂ ~ - ) ^ - )
3. Построить область, площ адь которой в ы р а ж а е т с я  

интегралом
Л / 2  uf 1 —j- COS tf)

J d(f | pdp.
— л / 2  a

4. Вычислить площ адь фигуры, ограниченной линией

( т  +  4 )  =  "Т  ~  1Г- ( ° гб£,г; 6 -)

5. Вычислить площ адь фигуры, ограниченной кривыми 

(x2 - f  у 2 — ах)2 =  а 2 (х2 у 2) и х 2 +  у 2 =  аул/з. (Ответ:
За2д/з/2.)

6. В каком  отношении гиперболоид х 2 -f- у 2 — z2 =  a2 

делит объем ш ара лг -f- у 2 -f- г 2 ^  З а2? (Ответ: Зл/З— 
- 2 / 2.)

7. Д о к азат ь ,  что объем тела ,  ограниченного поверх­
ностями 2 =  0 и 2 =  e~ x~~,jl, равен л.

8. Вычислить координаты центра масс однородной 
пластины, ограниченной кардиоидой р =  а ( 1 - j -co s  <р).

 ̂Ответ: а ,  0 ^ . )

9. Вычислить момент инерции относительно оси Ох 
однородной пластины, ограниченной кривой х4 -j- у 4 =
=  х2 -\-у2. (Ответ: Зл/ (2д/2 ).)

10. Вычислить
2 -\j2x ~  х 2 а

\ dx \ dy\ z s jx 2 +  y 2dz,
О О О

преобразовав его предварительно к цилиндрическим коор­
динатам. (Ответ: 8 а 2/9.)

11. Вычислить
R л1Я‘ - !С г

[ dx \ dy J (х2 +  y 2)dz,
- К  о

преобразовав его предварительно к сферическим коорди­
натам. (Ответ: 4л/?5/15.)
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12. Вычислить м ассу  тела, ограниченного прямым 
круглым цилиндром радиусом R и высотой Я , если его 
плотность в любой точке численно равна к в а д р а т у  р а с ­
стояния от этой точки до центра основания цилиндра.

(  Ответ: _ !1 ^ - ( з ^ 2  +  2 Я 2) . )

13. Вычислить координаты центра м асс однородного

тела, ограниченного поверхностями у = л / х ,  у =  2~\Jx, 
2 =  0 и х z =  6. (Ответ: (14/15, 26/15, 8/3).)

14. Вычислить координаты центра м асс  однородного 
тела, ограниченного поверхностями х 2 у 2 =  z и х у -\- 
+  2 =  0. (Ответ: ( - 1 / 2 ,  - 1 / 2 ,  5/6).)

15. Найти момент инерции относительно начала коор­
динат однородного тела, ограниченного конусом г 1 =
— х2 — у 2 и сферой х 2 +  у 2 +  z2 =  R2 (Ответ: 2 л ( 2 —

- V 2 ) t f 7 5 . )
16. Найти момент инерции относительно диаметра 

основания круглого конуса, высота которого Я , радиус 
основания R и плотность у =  const. (Ответ: nyHR2(2H2 +  
+  ЗЯ2)/60.)

17. П оказать ,  что сила притяжения, действую щ ая со 
стороны однородного ш ара на внешнюю материальную 
точку, не изменится, если всю м ассу  ш ара сосредоточить 
в его центре.

18. Д а н о  однородное тело, ограниченное д в у м я  кон­
центрическими сферами. Д о к а за т ь ,  что сила притяжения 
данным сферическим слоем точки, находящ ейся во вну­
тренней полости тела, р авн а  нулю.

19. Вычислить м ассу  полуш ара радиусом R , если плот­
ность распределения массы  в каж до й  его точке пропор­
циональна (k — коэффициент пропорциональности) р ас ­
стоянию от нее до некоторой точки О на границе основа­
ния полуш ара. (Ответ: 4knR4/5.)

20. Вычислить объем V общей части ш ара радиусом  R 
и кругового цилиндра радиусом R/2 при условии, что

центр ш ара леж и т  на поверхности цилиндра. (Ответ:

4  * ( т -■ !)■)
21. Вычислить площ адь части сферической поверхности 

радиусом R , которая  вы секается  круговой цилиндриче­
ской поверхностью радиусом R/2 при условии, что центр 
сферы л е ж и т па цилиндрической поверхности. (Ответ: 
2R2( n - 2 ) . )



14. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

14.1. К РИ ВО ЛИ Н ЕЙ Н Ы Е И Н ТЕГРАЛЫ  И ИХ ВЫ Ч И СЛ ЕН И Е

Криволинейные интегралы  первого рода (по  длине д у ги ) . Пусть 
в пространстве RJ з а д а н а  гл а д к а я  д у г а  L ab кривой L, во всех точках 
которой определена непрерывная функция и =  }(х, у , г). Д у г у  L Ab про­
извольным образом разобьем на п частей /, длиной Д/, (i =  1, п). В к а ж ­

дой элементарной части /, выберем 
ПРОИЗВОЛЬНУЮ ТОЧКу M i ( X i ,  tji, zi)
(рис. 14.1) и составим интегральную 
сум му

П
/ „ =  Е  f ( X i ,  у;, Z , ) M , .

i= 1
Т огда  предел lim /„ всегда  суще- 

Ы.-+ о
ствует ,  н а зы вается  криволинейным  
интегралом первого рода  или кри­
волинейным интегралом по длине  
дуги  L ab от функции f(x,  у , z) и обо­
значается  J f(x,  у, z )d l .

Lab

Таким образом, по определению

J f{x, у, z ) d l =  l im 2  f(x it y it z,) Mi.
Lab

Если кривая  L л еж и т  в плоскости Оху и вдоль этой кривой з а д а н а  
непрерывная функция f(x, у), то

/(*. y)dl = l im 2  f(x,, у,) Д/;.
тах Д/,—■*•() i — i

(14.1)

В случае, когда  гл а д к а я  кривая  L з а д а н а  в пространстве R3 па­
раметрическими уравнениями х — x(t), y  — y ( t ), z =  z(t) и параметр  t 
изменяется монотонно иа отрезке [ a ;  (JJ ( а  <  Р) при перемещении по 
кривой L из точки А в точку В, верна формула дл я  вычисления 
криволинейного интеграла

5 f(x,  у, z ) d l =  S /(*(/), y(t). Z ( 0 ) V ( * W  
l Ab a-

■ ( y ' ( t ) f + ( z ' ( t ) f d t .  (14.2)
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\ />'. У) dl  =  \i(x(t), (/(/)) V (- t ' (О)2 +  (y ' ( t ) fd t ■ (14.3)
L Л li a

Если уравнение плоской кривой р =  р(<р) з адан о  в полярных ко­
ординатах (>, ф, функция р(ф) и ее производная р' = d p / d y  непрерывны, 
то имеет место частный случай формулы (14 .3 ) ,  где в качестве  пар а ­
метра / взя т  полярный угол <р:

<Г«
5 f ( x , y ) d l =  \ /(р(ф) cosip , р(<р) sin ф) ~\Jp* +  p’ 'd<p (14.4)

L АВ ф,1

(фл и фи — значения ф, определяющие на кривой точки А и в ) .
Если плоская  кривая  з а д а н а  непрерывной и непрерывно диффе­

ренцируемой иа |a; b| функцией у — у  (лг), где а и b — обсциссы точек 
А и В, то

ь ___________
i /(*. y ) d l =  \i(x, у(х))л/\ + (y '{x )yd x .  (14.5)

L.ah а

И так ,  во всех сл учаях  вычисление криволинейных интегралов пер­
вого рода сводится к вычислению определенного интеграла  (см. гл. 9 
во второй части настоящ его  пособия).

Пример 1. Вычислить 1 =  $ (2г — -у/х2 +  у 2 ) dl, где L — первый
L

виток конической винтовой линии х =  t cos /, ц =  t sin I, z =  t,
<  2л.

► Находим

dl =  ^(x'(l))2+ (y'(t))z +  ( z ' ( l f d t  =

=  V(cos  t — t sin t f  +  (sin t +  t cos t f  +  1 dt =  ^ 2  +  t2 dt.

Тогда
2л _______  2л _______

I =  \ (2 t — t}y j2 +  t2 dt =  \ t ф  +  (2 dt =
о о

I 12л 2 ^
= y ( 2  + /Y/2|o = — ((1 + 2n2f ri — I). 4

В случае плоской кривой формула (14.2) упрощ ается.

Пример 2. Вычислить I =  \ ------------------- , где L — отрезок прямой
J  * +  2y  - f  5
L

у =  2x — 2, заключенный м е ж д у  точками /1(0, — 2), f i ( l ,  0).

^  Находим

dl  =  ~\/l +  y ' J dx =  -+- 4 dx =  -\fbdx.
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Следовательно,

1 =
~\/bdx

х  +  2 (2 х  - 2 ) +  5

dx
5х  +  1

л/б Г л/5
=  —-— In I5jc -f- И = —е— ' п 6- М 5 1 о 5

Так как ,  согласно формулам (14.2) — (14 .5 ) ,  криволинейный инте­
грал первого рода в ы р а ж ае т с я  через определенный интеграл, то у к а ж е м  
только те его свойства,  которые обобщают свойства  определенного 
интеграла.

1. j ( 1 1 = 1 , 1В, где I А в — длина дуги АВ (геометрический смысл
L ab

криволинейного интеграла первого рода).

2. Если /(х, у, г )  =  6(х, у, г)  — лннейная плотность материальной 
дуги L a b ,  т о  ее масса  m  вычисляется  по формуле

m =  J 6(х, у , z) dl (14.6)
L a b

(механический смысл криволинейного интеграла первого рода).
3. Координаты центра масс материальной дуги  L Aя, имеющей линей­

ную плотность 6 =  6 ( х , у , г), определяются по формулам:

I
У, г) dl, у (: =  \ уб (х, у , 2) dl,

z6(x, у, z) dl , (14.7)

где m — масса  дуги  L ab■
4. Моменты инерции относительно начала  координат О, осей коор­

динат Ох, Оу, Oz и координатных плоскостей Оху, Oxz, Oyz м а т е ­
риальной дуги  L a b ,  имеющей линейную плотность б =  6(х, у, z), вы ­
числяются соответственно по формулам:

/0 =  S (х1 +  у 2 +  г 2) Ш , 1Х =  5 (tf  +  z2)6dl,  
Lл в Lab

1У =  5 (х2 +  z2) б dl, 1 z =  S (x2 +  у 2) 6 dl, 
L a b  l a b

L y =  5 226dl, 1хг =  5 y26dl, 1уг =  5 x2bdl.
L a b  L a b  L a b

(14.8)

Моменты инерции св язан ы  следующими соотношениями:

2 1  о  =  I x  I у  I z ,  1 0 —  I х у  1 xz 1 yz-

Если д у г а  Lab л еж ит  в плоскости Оху, то рассм атриваю тся  только мо­
менты /о, 1х, 1у (при условии, что 2 =  0) .
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5 П усть  функция z =  f(x, у) имеет размерность длины и /(х, у) >  О 
во всех точках плоской дуги  L Ab , л еж а щ ей  в плоскости Оху. Тогда

\ f(x, У) dl  =  S ,
l-Atl

где S  — площ адь части цилиндрической поверхности с образующими, 
параллельными оси Oz и проходящими через точки дуги  L ab , о гр а ­
ниченной снизу дугой Lab, сверху — линией пересечения цилиндрической 
поверхности с поверхностью z =  f(x, у), а с боков — прямыми, прохо-

z=ffx,y)>0

' V f e r n i t f

■~f(x,yl<0

Р и с .  14.2 Р и с .  14.3

дящ ими через точки А и В параллельно оси Oz. На рис. 14.2 изображ ена  
описанная часть цилиндрической поверхности АВВ'А'.  Если j[x, у) <  О 
во всех точках плоской дуги  L a i s ,  т о

5 /(*. y )d t  =  — S
L a b

(рис. 14.3). И, наконец, в некоторых точках плоской дуги L,1B функция 
f(x, у) меняет знак ,  тогда  интеграл $ f(x, у) dl в ы р а ж а е т  разность

L a  и

площадей частей описанной цилиндрической поверхности, находящ ихся  
над плоскостью Оху и под ней (рис. 14 .4):

5 l(x, у) dl =  5\ — S i  >Sj. 
l A b

Пример 3. Вычислить массу  т  и координаты центра масс х ( , у с
2 , ,

плоской материальной дуги  y =  -^-x'f i , 1, линейная плотность

которой б(*, у) =  у~\1 +  х.
► С огласно формулам (14 .5 )  и (14 .6 ) ,  дл я  сл учая  плоско:! дуги 

им еем .
I I

т  =  ^ 8 (х, у(х)) l / l  (у'(x)f dx =  *3/2 V 1 +  *  "\А +  xdx  =
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Р и с .  14.4

2 Г , , , 16
= Т } (Л" + А" 35'

и

По формулам (14.7) находим:

S—  -V - [ X 1 Л- ’ - )  dx =  ^ ( г *  4 -  Л-4) dx - - -  <

I) о

Пример 4. Вычислить площ адь части цилиндрической поверхности 
х1 -f- i r  =  4, заключенной м е ж д у  плоскостью Оху и поверхностью г =  
=  2 +  л'-/2 (рис. 14.Г>).

^  И скомая площадь 5  цилиндрической поверхности в ы р а ж ае т ся  
интегралом

где L — окружность  в плоскости Оху: х 1 -(- у'1 =  4, z =  0, уравнение 
которой в параметрическом виде х =  2 cos t, у  =  2 sin t. Тогда dl =  
=  2d! п

5  = (2 +  х-/2) dl.
l.

о
2 л2 л

— cos 2/

о 0
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Р и с. 14.5 Р и с. 14.6

Криволинейные интегралы  второго рода (по  ко о р ди н атам ). П усть
в пространстве R ’ з ад ан  вектор а  =  Р(х, у, z) i +  Q(x, у, г) j  +  R(x, у, г) к, 
координаты которого — непрерывные функции в точках ориентированной 
кривой LaB. Кривую LAB разобьем в направлении от А к В на п эле­

ментарных д у г  /, и построим векторы Л/, =  Ax,i +  Ay.j -f- Аг.к,  где Дх,,

А у,, Аг, — проекции векторов А/* на оси координат. Н ачала  этих век ­
торов совпадают с началами  элементарных д у г  /,, а концы — с нх кон­
цами (рис. 14.6).  На каж д ой  элементарной части /, выберем произ­
вольную точку М,(х„ у„ г,) и составим интегральную сумму

Предел суммы (14 .9 ) ,  найденный при условии, что все 
назы вается  криволинейным интегралом второго рода  или криволинейным 
интегралом по координатам от вектор-функции а  (х , у, г) по кривой 
L a b  и  обозначается

\ а ( х ,  у, г) ■ d l =  J Р (х, у, z)dx  +  Q (x , у, z)dy-\-R(x, у, z )d z  =

Если функции Р (х, у , г),  Q (х, у, г),  R (х , у, г) непрерывны в точ­
ках гладкой кривой L ab, то предел суммы (14.8) сущ ествует ,  т. е. сущ ест ­
вует  криволинейный интеграл второго рода (14 .10 ) .

Криволинейные интегралы второго рода о бладаю т основными свой­
ствами определенных интегралов (линейность, аддитивность) .  Непо­
средственно из определения криволинейного интеграла второго рода 
следует ,  например, что он зависит  от направления  интегрирования 
вдоль кривой, т е. меняет  знак  при изменении ориентации кривой:

П
=  2  Я(х, , у„ г,)  Ах, - f  Q(x„ у„ г,) Ду, +  R (х,, у,, г,) Дг, =

=  2  а  (х,-, yh г ,)  • А/,. (14.9)
/ =  |

L a b

п
=  lim 2  а (х„  ylt г ,)  -Д  

д/,-*о i=  I
(14.10)

Lab Lab
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Если кр и вая  интегрирования L зам к н у та , криволинейные интегралы  
второго рода обозначаю тся ф а  • d l. В этом сл уч ае  через кривую  L

L

проводится ориентированная поверхность и з а  полож ительное н ап р авл е­
ние обхода по L принимается такое направление, при котором об­
ласть  поверхности, о граниченная кривой L, н аходится сл ев а , если дви ­
гаться  вдоль L по выбранной стороне указан ной  поверхности (т. ё. обход 
контура L соверш ается  против хода часовой стр ел ки ).

Если плоскую область D, ограниченную  кривой L, р азб и ть  н а части , 
не имеющие общих внутренних точек и ограниченные з м к н у т ы м и  

кривыми L | и £.2, то

ф а - d l  — ф а - d l- f -  ф а - d l ,
L L,  Z.2

где нап равлени я обхода по контурам  L, Li и Li — всю ду либо поло­
жительны е, либо отрицательные.

Если гл а д к а я  кр и вая  L a b  з а д а н а  параметрическим и уравнениям и 
х =  x(t), у  =  y(t), z =  z(t), где x(t), y(t), z(t) — непрерывно дифферен­
цируемые функции, А{х(а), у(а), г ( а)) и В (х(Р), i/(P), z (p ) )— соответ­
ственно н ач ал ьн ая  и конечная точки этой кривой, то верна сл едую щ ая 
ф ормула д л я  вычисления криволинейного и н тегр ала второго рода :

J Р (х, у, z )d x  +  Q (с. у, z )d y  +  R [х, у , z) dz =  
l a b

Р
=  \(P(x(t), y(t), z(t))x '(t) +  Q(x(t), y(t), z(t))y '(t) +  R (x(t)(H  l l )

a
i/(0. z(t))z'{t))dt.

Если кр и вая  L ab  леж и т  в плоскости Оху, а  =  Р (х , y ) i-\ -Q (x , у )] , 
то R(x, у, z) =  0 , z(< )s= 0 и ф ормула (14 .11 ) уп ро щ ается:

Р
5 Р (х , y )d x  +  Q(x, y ) d y = \  (P {x (t). y(t))x '(t) +

Lab “
+  Q(x(t), y(t))y '(t))d t. (14.12)

Если к р и вая  L a b  л еж и т в плоскости Оху и з а д а н а  уравнением  
у — [(х), производная f'(x) непрерывна на отрезке [a ; b], а  =  Р (х, у) i +  
+  Q (*. У) J. то

ь
S Р (х , y ) d x + Q ( x ,  у) dy =  5 (Р(х, 1(х)) +

L a b  а

+  Q(x, f(x))f'(x))dx. (14.13)

Пример 5. Вычислить

/ =  J ydx  +  (х - f  z) dy  +  (х — у) dz,
L a b

где Lab — отрезок прямой, соединяю щ ий точки Л (1 , — 1, 1) и В{2, 3 , 4).
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► Запишем параметрические уравнения прямой АВ:  х =  1 (, 
у =  — 1 +  At, z =  1 +  3t. На отрезке \АВ\ паоаметр  По­
этому, согласно (Ьоомуле (14 .11 ) ,

!
'  =  5 ( ( -  1 +  4 0  +  (2 +  At) • 4 +  (2 -  3 0  • 3) dt =

о
1

=  5 ( 1 3 +  \\t)dt =  18,5. 4
О

Пример 6. Вычислить / =  ф ydx  — x2dy -f- (х -f- у) dz, если L — крн-
L

в а я  пересечения цилиндра х? +  у2 =  4 с плоскостью х +  у  — г =  0, 
«п р о б е г а ем а я »  в положительном направлении относительно выбранной 
верхней стороны данной плоскости.

► Найдем параметрические уравнения кривой L. Так  к а к  проекция 
кривой L на плоскость Оху есть окружность  х2 у2 =  4, z =  0, то 
можно записать ,  что х =  2 cos t, у =  2 sin t. Тогда из уравнения плоскости 
находим, что z =  2 (cos t +  sin t). Таким образом,

x =  2 cos t 'J (  dx  =  — 2 sin tdt
у =  2 sin t f ^ l  dy =  2 cos tdt
z — 2 (cos t -f- sin t), t £ [0; 2л], J  к dz =  2( — sin t +  cos t) dt

Отсюда по формуле (14.11)  имеем:
2л

/ =  J ( — 4 s in2 1 — 8 cos3 t +  4 (cos2 t — s in 2 0 )  dt =
0

2 л

=  5 ( — 2 -f- 2 cos 2 1 — 8 cos t +  8 s in 2 1 cos t -f- 4 cos 2 0  dt =  — 4л. 4
о

Пример 7. Вычислить / =  \ xydx -(- (x2 -f- y) dy, если линия
L a b

L a b  — д у г а  параболы y =  x~, р асполож енная  м е ж д у  точками /1(0, 0) 
и В (2, 4).

^  Так к а к  в данном случае f(x) =  x 2, f'(x) =  2х, * 6 ( 0 ;  2], то, со­
гласно формуле (14 .13 ) ,  получаем

2 2

I =  \ (хх2 +  (х2 +  х 1) ■ 2х) d x — \ 5x3dx =  -5- х 41 = 20. 41 =  ^ (xx2 +  (x2 -j- x2) ■ 2x) dx =  ^ 5Xs dx =

о о

АЗ-14.1

1. Вычислить если L — отрезок прямой у  =
L

=  y  х — 2, заключенный м еж д у  точками /4(0, — 2) и 

В(4, 0). (Ответ: -у/б In 2.)

2. Вычислить tyxydl, если L — контур прямоугольника
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с вершинами в точках А(0, 0), В(4, 0), С(4, 2), D(0, 2). 
(Ответ: 24.)

3. Вычислить J -\j2ydl, если L — п ервая  ар ка  циклоиды

х =  a(t — sin t), у  =  а(  1 — cos t) (а >  0). (  Ответ: 4ка~\[а-)
4. Вычислить J xyzdl, если L — отрезок прямой м еж д у

L

точками Л(1, 0, 1) и В(2, 2, 3). (Ответ: 12.)
5. Вычислить площадь боковой поверхности цилиндра 

jc2 +  г/2 =  Rx, заключенной внутри сферы х2 +  у2 +  z2 =  R2. 
(Ответ: 4R2.)

6. Вычислить J (х2 — 2ху) dx +  (2ху +  y 2)dy, где LAB —
L a b

д уга  параболы у — х2 от точки Л(1, 1) до точки В (2, 4). 

(Ответ: 40^?.^

7. Вычислить J xdx  +  ydy  +  (х +  у  — 1) dz , где L Ab —
La в

отрезок прямой, соединяющей точки А(\, 1, 1) и В (2 ,  3, 4). 
(Ответ: 13.)

8. Вычислить J yzdx +  z x d y x y d z ,  где L — д у г а  вин-
L

товой линии x =  R cos t, y  =  R&'mt, z =  a t/(2л) от точки 
пересечения линии с плоскостью z =  0 до точки ее пере­
сечения с плоскостью z =  a. (Ответ: 0.)

9. Вычислить J xydx +  (у — x)dy, если линия LAB, со-
Lab

единяющая точки Л (0, 0) и В(1, 1), з ад а н а  уравнением:
а) у  =  х; б) у  =  х2; в) у  =  х; г) у  =  хл. (Ответ: а )  1/3;
б) 1/12; в) 17/30: г) — 1/20.)

10. Найти координаты центра масс первой полуарки 
циклоиды x =  a(t — sin <), у =  а(1 — cos /), t 6 [0; л]. 
(Ответ: 4а/3, 4й/3.)

Самостоятельная работа

1. Вычислить:
а ) J xdl, если L — отрезок прямой, соединяющей точ-

L

ки Л(0, 0) и В(1, 2);
б) J (х +  у) dx +  (х — у) dy, если LAB — д у г а  параболы

L АВ
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у  =  х2, леж ащ ая между точками А ( — 1, 1) и В(\, 1). 
(Ответ: а) л/ь/2-, б) 2.) 

2. Вычислить:

a) J x2ydl, если L — часть окружности х2 +  у 2 =  9  лр-
L

жащ ая в первом квадранте; 
6} \ (x — y)dx-\-{x-\-y)dy, если LAb — отрезок ПрЯ-

i/ia
мой, соединяющий точки А (2, 3) и В(3, 5). 
[Ответ: а) 27; б) 23/2.) 

3. Вычислить:

а)  ̂- ̂  - ,  если L — отрезок прямой y  =  x - j - 2 , соеди-
I

няющий точки Л (2, 4), f i ( l ,  3); 

б) J (у +  x2)dx +  (2х — y)dy, если LAb — дуга ПарабО-
i/ia

лы у  =  2х — х2, расположенная между точками А{\, 1) и 

В(3. - 3 ) .  (Ответ: а) (V 2/2) In 2; б) 12.)

14.2. ПРИЛОЖЕНИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

С помощью криволинейных интегралов первого рода можно вы чи­
сл ять  длину дуги  кривой, м ассу  м атериальной  дуги , ее центр м асс , 
площ ади цилиндрических поверхностей и др уги е величины.

Пример 1. Вычислить м ассу  m дуги  кривой L, заданн ой  у р а в ­
нениями х =  t2 /2, y  — t, г  =  I3/3, 0  ^  I ^  2, если плотность в к аж д о й  
ее точке 6 = 1 +  4х2 +  у 2.

^  Согласно ф ормуле (1 4 .6 ) , и ском ая  м ас са  m в ы р а ж ае т ся  инте­
гралом  *

___________________ 2 ________________  ________________

m =  j  V 1 +  4* 2 +  y2(il =  5 V 1 +  I* +  i2 +  1 +  * * *  =
L 0

2

=  5(1 -\-t2 +  t ' ) d t =  116/15. 4
о

Пример 2. Вычислить координаты  центра м асс  однородной дуги 
окруж ности х 2 +  у 2 =  R2, расположенной в первом квадр ан те , и моменты 
ииерции 1о, 1ж, !у

^  Т ак к а к  п р ям ая  у  =  х я в л я ет ся  осью симметрии дуги  о к р у ж ­
ности, то х с =  у с. Д л я  нахож дени я х с используем первую  из формул 
(1 4 .7 ) :

х с =  \ хбdl/ \&dl =   ̂xdl/ \ dl,
L L L I

m



поскольку 6 =  const. Интеграл

5 л = т л/?
L

определяет длину четверти р ассм атриваем ой  окруж ности . Вычислим 
\ xdlf гд е  х  — R cos t\ у  =  R s in t; 0 <  / ^  л / 2;
L

dt =  V (* ' ( 0)2 + ( У ( 0)2 Л  =  Я Л .

Следовательно,

л/2 ,л/2
J xdt =  J /? cos =  /?2 sin м  =  R2.
L о 1°

Окончательно имеем:

Я 2 2/?
Х с ~ У с ~ 1 й Ц 2 - ~ -

При вычислении /о, /«, Л, воспользуемся формулами (14 .8 )  и (14.3) 
для сл уч ая  плоской дуги  (г  =  0) и учтем, что /* =  /

л/2
/ 0 =  $ (х2 +  у 2) 6dt =  б  ̂ К2Я =  Я 3б я / 2,

L  0

п / 2  л / 2

Ar =  ^ j/26d / =  6 ^ /?2 s in 2 tRdt =  ^ (1 — c o s 2 0 <̂  =  n tf36/4. 4

£. О О

Криволинейный интеграл второго рода (14 .9)  в случае ,  когда  а  =  
=  F — сила, под действием которой перемещ ается  тело, определяет  
работу силы F  иа пути L a b - В этом з акл ю ч ается  физический смысл 
криволинейного интеграла второго рода.

Пример 3. Вычислить работу  А силы F =  yzi +  xzj  +  xyk вдоль 
отрезка прямой ВС, если В(1 ,  1, 1) и С (2, 3, 4).

^  Запишем параметрические уравнения  прямой ВС: х =  I +  0  
у  =  1 +  2t, z =  1 +  3^, где 0 ^  t ^  1. Тогда работа А силы F  на путн 
ВС вы числяется  по формуле

А =  \ yzdx  +  xzdy +  xydg =
L bc

i
=  5 (1 + 2 0 ( 1  + 3 0  d t +  ( 1 + 0 ( 1  +  3 0  2dt  +  (1 + 0 ( 1  + 2 0  3dt =

a
i

=  $ (18/2 +  22t +  6) dt =  23. 4
о

Теорема (Грина). Если функции Р(х, у) и Q(x, у) непрерывны и 
меют непрерывные частные производные в замкнутой односвязной
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области D, лежащей в плоскости Оху и ограниченной кусочно-гладкой 
кривой L, то

ф  Pdx +  Qdy dxdy,
L  D

(14.14)

где интегрирование по контуру L выполняется в положительном на­
правлении.

Ф ормула  (14 .14) н а зы в а ет ся  формулой Грина.
Если в некоторой области D выполнены условия  теоремы Грина, 

то равносильны следующие утверж ден ия .

1 ф Pdx +  Qdy =  О, если L — любой замкнутый контур L, располо-
I

женный в области D.

2. Интеграл $ Pdx +  Qdy не зависит от пути интегрирования,
Lab

соединяющего точки А и В, где Lab € D.

3. Pdx  +  Qdy =  du{x, у), где du(x, у) — полный дифференциал 
функции и(х, у).

4. Во всех точках области D справедливо равенство 

dQ _  дР  
дх ду (14.15)

Из формулы Грина следует , что площ адь 5  области D можно т а к ж е  
вычислить с помощью криволинейного интеграла второго рода:

; .  =  4 ф - ydx  +  xdy,

где интегрирование цо контуру L производится в положительном н ап рав ­
лении.

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей кривой 
х6 +  х — у = 0  (рис. 14.7).
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^  Из уравнения  кривой получим, что у =  ± х  v *  +  т - е - кр ивая  
симметрична относительно оси Ох и пересекает  ее в точках х =  0  и

x = — I; обе функции y = ± x ~ \ j x + \  определены при — I,
а </->-± °° при х-*-оо. Перейдем к параметрическим уравнениям  данной 
кривой, положив у =  xt. П одставив и =  xt в уравнение х3 хг —
— у'2 =  0, получим х 3 +  х 1 =  x 2t2, х =  г — 1, у  =  t 3 — t, гд е  д л я  петли 
-1  1.

Следовательно, иском ая  площ адь
I

S  =  - i  J  [ - ( t 3 - t ) 2 t + ( t 2 -  l ) (3 t2 -  1 ) ]Л  =

— I
I

=  ^ (<4_ И г + 1) Л = - ^ .  «

О

Пример 5. Вычислить

I = Ф г/0 — + (1 + </2)
L

где контур L — окружность  х 2 +  у 2 =  4, «п р о б е г а ем а я »  в положительном 
направлении обхода.

^  Д л я  вычисления интеграла воспользуемся формулой Грина 
(14.14) :

1 =  S 0  + </2 — 1 +  *2) dxdy =  й (х2 +  </2) dxdy,
D  D

где D — круг,  определяемый неравенством х2 +  у2 ^  4. Имеем

/ =  i W r 2 -l—u 2W * r f H =  | *  =  p c o s < ] > ,  =  p r fp dq> , I =
Bv ' J )  У |i/ =  psinq>, 0 ^ ф ^ 2л, 0 ^ p ^ 2 |

2л  2

=  p3dpd<p =  5 d y  5 Р3Ф  — 8л. M 
D ' о о

С помощью теории криволинейных интегралов второго рода можно 
решить следующую задач у .  Известно дифференциальное вы раж ени е  
Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy, которое я в л я ет ся  полным дифференциалом не­
которой функции и(х, у). Требуется найти эту функцию.

Решение данной задачи  определяется  формулой

*  у

U (X, у) =  5 Р (*• y°)dx +  5 Q (* .  y )d y  +  с  (14.16)
*0  Уо

ИЛИ
х  У

и(х, у ) =  5 Р(х, y ) d x +  5 Q(x0, у) dy +  С, (14.17)
•Vo уо

где точки Мо(х0, у0) и М(х, у) прин адлеж ат  области D, в которой 
Р(х, У), Q(x . У) и их частные производные я в л яю тся  непрерывными 
функциями; С — произвольная постоянная.
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—  dy +  (  2----------- +  In у )  dx
у \ 1 +  X2 X /

будет полным дифференциалом некоторой функции и(х, у), и найти эту  
функцию.

^  Так  как

р  (*• У) =  -  2 -  —  +  In у, Q (х, у) =  — ,
1 +  X* X у

дР  1 dQ 1 „ то —гг— =  —  и —г— =  — . Значит, во всех точках  плоскости Охи, ис- 
ду у дх у

ключая точки, л еж а щ и е  на осях координат, данное дифференциальное 
вы раж ени е  в силу равенства  (14 .14) будет  полным дифференциалом 
некоторой функции и(х, у). Теперь воспользуемся общей формулой 
(14.16) или (14 .17 ) ,  где  можно в з я ть  Мо(1, 1).

По формуле (14.16)  имеем
* ч

и(х’ у)= К т Ь ' - т ) ^ + \ j dy +c -
I I

— ( a r c t g  л: — In \х\)\\ +  X In \ y\ 4- С =
=  a r c t g  x — In \x\ +  x In | у I +  C, 

где С — произвольная постоянная. ^

Пример 6. П оказать, что дифференциальное выражение

АЗ-14.2

1. Вычислить м ассу  дуги  кривой у  =  In х  плотностью 
6 =  а 2, если концы дуги  определяются следующими зн а ­

чениями х: Х\ =  л/з. *2 =  л[&. (Ответ: 19/3.)
2. Вычислить площ адь поверхности, которую вырезает  

из круглого цилиндра радиусом R такой ж е  цилиндр, если 
оси этих цилиндров пересекаются под прямым углом. 
(Ответ: 8/?2.)

3. С помощью криволинейного интеграла второго рода 
вычислить площадь фигуры, ограниченной:

а )  линией х  =  a  cos3 у  =  a  s in 3 1 (астроида) ;
б) первой аркой циклоиды x =  a(t — sin t), у  =  а( 1 —

— cos t) и осью Ох.
(Ответ: а )  З л а2/8; б) З л а2.)

4. Найти функции и(х, у) по их полным дифферен­
циалам :

а )  du =  4 (х 2 — у 2) (xdx — ydy)\
б) du =  (2х cos у  — у 2 sin x)dx +  (2у  cos х  — х 2 sin y)dy;
в) du =  (2>y — x)dx +  (y — 2>x)dy/(x +  y f .
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5. Вычислить работу силы F =  (х2 +  у2 +  1 } i -|- 2j«/j 
вдоль дуги параболы  у =  х3, заключенной м еж ду точ­
ками Л (0, 0) и В(I, I).
(Ответ: 196/ 105 .)

6. Применив ф ормулу Грина, вычислить

ф y2dx +  (х +  yfdy,
L

где L — контур треугольника ABC  с вершинами в точках  
А(3, 0), В(3, 3) и С(0, 3). (Ответ: 18.)

7. Найти общий интеграл дифференциального уравне­
ния (4x'V3 — у2) dx 4 - (Зх4*/2 — 2ху) dy — 0. (Ответ: х4у3 —
- V  =  c . )

Самостоятельная работа

1. 1. С помощью криволинейного интеграла второго  
рода вычислить площ адь области D, ограниченной л и ­

ниями у — х2 и у=л[х- (Ответ: 1/3.)
2. Найти функцию и(х, у), если
du(x, у) =  (2ху 4 - х3 — 5) dx 4 - (х2 — у3 +  5) dy.

2. 1. Вычислить площ адь фигуры, ограниченной осями  
координат и дугой эллипса х2/ а 4~ у2/Ь2 =  1, располо­
женной в первом квадранте. (Ответ: nab/4.)

2. Найти функцию и(х, у), если
du (х, у) =  (х2 4 -  2ху — у2) dx 4 -  (х2 — 2ху 4 -  у2) dy.

3. 1. Вычислить работу силы F(x, у) =  2ху\ 4 -  х2), со­
вершаемую на пути, соединяющем точки Л (0, 0) н В(2, 1). 
(Ответ: 4.)

2. Найти функцию и(х, у), если

du =  -2*(L - g .  d x + ( - ^  +  1 )dy.
(1 4- x 2f  \ I +  * /  *

14.3. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ К ГЛ. 14

И Д З-14.1
Вычислить данные криволинейные интегралы.

1

1 .1 . \ (х2 — 2xy)dx 4 -  (у2 — 2ху) dy, где  LAB — дуга па-
Lab
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раболы у  — х2 от точки Л( — 1, 1) до точки В( 1, 1). ( От­
вет: — 6.)

i n  f  x ? d u  —  u 'd x  t1.2. \ —2 - ^ ,  где La b — Дуга астроиды x —
L  ^ + v « -

=  2 cos3 t, у =  2 s in3 / от точки Л (2, 0) до точки В(0, 2). 

(О  гее  г: Зд/2л/8.)
1.3. J (х2 +  У2) dx +  2xydy, где £0л — д у га  кубиче-

£ол
ской параболы у  =  х3 от точки 0 (0 ,  0) до точки Л(1, 1). 
(Ответ: 4/3.)

1.4. ф (х 2у) dx +  (х — у) dy, где L — окружность х —
L

=  2 cos t, у  =  2 sin t при положительном направлении 
обхода. (Ответ: — 4л.)

1.5. ф (х2у  — x)dx  +  (у2х — 2y)dy, где L — д у г а  эллип-
L

са х — 3 cos t, у =  2 sin t при положительном направлении 
обхода. (Ответ: — 7,5л.)

1.6. ф (ху — 1) dx -(- x2ydy, где La b — д у га  эллипса
L ab

х =  cos t, у  =  2 s in/  от точки Л(1, 0) до точки В(0, 2). 
(Ответ: 5/6.)

1.7. J 2xydx — x2dy, где L 0 b a — ло м ан ая  ОБА:
Lob 1

0 (0 ,  0); 5 (2 ,  0); Л (2, 1). (Ответ: — 4.)
1.8. J (х2 — у 2) dx +  xydy, где LAB — отрезок прямой

LAB
АВ: /4(1, 1); 5 (3 ,  4). ( Ответ : 1 1 -g - •)

1.9.  ̂ cos ydx — sin xdy, где LAB — отрезок прямой
L Л В

АВ , Л(2л, — 2л); В( — 2л, 2л). (Ответ: 0.)

1.10. С -ydxi , где Lab— отрезок прямой АВ: 
J  х~ +  у

LAB
In 3 .)

1.11. J xydx -f- (у — x)dy, где Lab — д у га  кубической
Lab

параболы у  =  х 3 от точки Л(0, 0) до точки 5 (1 ,  1). (Ответ: 
1/4.)
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1.12. J (х2 +  У2) dx +  (х +  У2) dy, где LABC— ло м ан ая
L a BC

ABC; А( 1, 2); 5 (3 ,  2); С(3, 5). (Ответ: 6 4 - 1 . )

1.13. J xy2dx-\- yz2dy — x 2zdz, где L 0B — отрезок пря-
L ОВ

мой ОВ; 0 (0 ,  0, 0); В (  — 2, 4, 5). (Ответ: 91.)
1.14. J ydx  4- xdy, где L0a — д у г а  окружности х =

Loa
=  R cos t, у  =  R sin t; 0(R ,  0); Л(0, R). (Ответ: 0.)

1.15. J xydx-\-(y  — x)dy, где L0 A — д у г а  параболы
L oa

y 2 =  x  от точки 0 (0 ,  0) до точки Л(1, 1). (Ответ: 17/30.)
1.16. f xdxAr ydyAr (x — y-\-\)dz, где  L AB — отрезок

L a b

прямой АВ; А(\, 1, 1); В(2, 3, 4). (Ответ: 7.)
1.17. f (х у — l )d x  4- x 2ydy, где LAB— д у г а  параболы

L a b

у 2 =  4 — 4х от точки А(\, 0) до точки В(0, 2). (Ответ: 
17/15).

1.18. J xydx  4- (у — x)dy, где L 0 B — д у га  параболы
L o b

у  — х 2 от точки 0 (0 ,  0) до  точки B (l,  1). (Ответ: 1/12.)
1.19. J (ху — y 2)dx  4- xdy, где  L 0B — д у г а  параболы

Lob
у  — х 2 от точки 0 (0 ,  0) до точки 5 (1 ,  1). (Ответ: 43/60.)

1.20. J xdy — ydx, где LAb — д у г а  астроиды х =
Lab

=  2 cos3 1, у =  2 s in 3 1 от точки А (2, 0) до точки В(0, 2). 
(Ответ: Зл/4.)

1.21.  ̂ (ху — х) dx 4- y  x2dy, где L AB — д у га  параболы
L a b

у2 =  4х от точки Л(0, 0) до точки В( 1, 2). (Ответ:0,5 .)

1.22.  ̂ (ХУ — l)dx  4- x2ydy, где L ab — отрезок прямой
L a b

АВ; А(  1, 0); В(0, 2). (Ответ: 1.)
1.23. J 2xydx +  y 2dy 4- z2dz, где LAB — д у г а  одного

L a b

витка винтовой линии x =  cost ,  y  =  s\nt, 2 =  2/; 
А( 1, 0, 0); 5 (1 ,  0, 4л). (Ответ: 6 4 л 3/3.)
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1.24.  ̂-У- dx +  xdy, где Lab —Дуга линии у  =  In х  от
L a в

точки Л (1, 0) до точки В(е, 1). (Ответ: е — 1/2.)
1.25. ф ydx — xdy, где L — дуга эллипса x  =  3cos^ ,

L

у =  2 sin t, «пробегаемая» в положительном направлении 
обхода. (Ответ: — 12л.)

1.26. j 2xydx — x2dy, где Lo a — Дуга параболы у  =
L oa

=  х2/4 от точки 0 (0 , 0) до точки А (2, 1). (Ответ: 0.)

1.27. J (х 2 +  у 2) dx - f  ( х 2 — y 2)dy, где LAB — ломаная
L a b

линия у = \ х | от точки А( — 1, 1) до точки В(2, 2). (От­
вет: 6.)

1.28. J 2xydx — x 2dy +  zdz, где Lo a — отрезок пря-
L oa

мой, соединяющий точки 0 (0 , 0, 0) и Л(2, 1, — 1). (От­
вет: 11/6.)

1.29. ф xdy — ydx, где L — контур треугольника с вер-
L

шинами Л ( — 1, 0), 5 ( 1 ,  0), С(0, 1) при положительном на­
правлении обхода. (Ответ: 2.)

1.30.  ̂ (х2 +  y)d x  - f  (* +  У2) dy, где Lacb — ломаная
L a c b

АСВ; А (2, 0); С(5, 0); 5 (5 , 3). (Ответ: 63.)

2

2.1. \ ^ 2  — г2(2г —-д/х2 4- y 2)d l ,  г д е  L —  д у г а  к р и во й
L

x — tc o s t ,  y  =  ts\nt ,  z =  t, 0 <  г < 2 л .  (Ответ: 4 л 2(1 4- 
+  я 2) . )

2.2. ф (дг2 4- У2) dt, г д е  L — о к р у ж н о с т ь  х 2 4- У2 =  4.
L

(Ответ: 16л.)

S d I
- г д е  L 0B —  о т р е з о к  п р я м о й ,  со ед и -

V 8 — х г — у 2
lob

няю щ и й  то ч к и  0 (0 , 0) и 5 (2 , 2). (Ответ: я/2.)
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2.4. J ( а \ [ х  — 3л [ у )  dl, где LAB — отрезок прямой АВ\
Lab

А ( — 1, 0); 5 (0 ,  1). (Ответ: — 5^/2.)

2.5. i  - dl----- , где Lab — отрезок прямой, заключен-
№

ный м е ж д у  точками Л(0, 4) и 5 (4 ,  0). (Ответ: 0 .)

2.6. \ , -  -  dl, где L — д у г а  кардиоиды р =  2(1 +
I V ^ + 7

cos <р), 0 ^ с р ^ я / 2 .  (Ответ: 16/3.)
2.7. | ydl, Lab — Дуга астроиды х  =  cos3 t, у  =  s in 3 1,

Lab
заклю ченная м еж д у  точками А (1, 0) и 5 (0 ,  1). (Ответ: 0 ,6 .)

2.8. J ydl, где L0B — Дуга параболы у 2 =  ~ х  м е ж д у
L ob

точками 0(0 ,  0) и В(~\/35/6, д/35~/3). (Ответ:

2.9.  ̂ (х2 +  у 2 +  z2) dl, где L — д у г а  кривой х =  cos t,
l

у =  sin t, z = V 3 * .  0 ^  ^  2я . (Ответ: 4л(1 +  4 л 2).)

2.10.  ̂ a r c tg  ~ d l ,  где L — д у г а  кардиоиды р =  (1 +
L

-f- cos ф), 0 ^  ф ^  п/2. ( Ответ: (л +  2)д/2 — 8 .)

2.11. \л[2уй1, где L — первая  а р к а  циклоиды x =  2 ( t  —
L

— sin I), у =  2(1 — cos t). ( Ответ: 8л~\/2.)

2 .12. (  dl —, где  Loa — отрезок прямой, со-
lIa V ^ + T + 4

единяющий точки 0(0, 0) и А( 1, 2). (Ответ: 1п((-^5 +  
+  3 ) /2) . )

2.13. t ^  ~ * \*у dl, где L — д у г а  кривой р =  9 sin 2ф,
}  (*  +  у у
L

0 < ф <  л/4. (Ответ: — 9/8.)
2.14. j хydl, где L o a b c  — контур прямоугольника с

L oa в с

вершинами 0 (0 ,  0), Л(4, 0), 5 ( 4 ,  2), С(0, 2). (Ответ: 24.)

207



2.15. \ (x-\-y)d l , где Labo — контур треугольника с
Labo

вершинами А( 1, 0), В(0, 1), 0 (0 ,  0). (Ответ: — л[2.)

2.16. f z dl , где L — первый виток винтовой линии
J * + Г
L

х =  2 cos t, у =  2 sin t, z =  21. (Ответ: у  л/2л3.^

2.17. J (x -\ -y)d l, где Lcms — контур треугольника

с вершинами 0 (0 ;  0), Л ( — 1, 0), В(0, 1). (Ответ: 0.)
2.18.  5 ( x  +  i/)t//, где L  —  д у г а  лемнискаты Бернулли

L

р2 =  cos 2ф, — л/4 л/4. ( О т в е т : 2.)

2.19. ф-^х2 +  у 2 dl, где L  — окружность х2 +  у 2 =  2у.
L

(Ответ: 8.)
2.20. \ xydl, где L0abc — контур прямоугольника с

Lqabc
вершинами 0 (0 ,  0), /4(5, 0), В(5, 3), С (0, 3). (Ответ: — 15.)

2.21. ф (х2 +  y 2)dl, где L  — окружность  х 2 +  у 2 =  Ах.
I.

(Ответ: 32л .)

2.22. \ (4д/х — 3 \[у) dl, где Lab — Дуга астроиды
L ab

х =  cos'3 1, у =  s inJ t м е ж д у  точками /4(1, 0) и В(0, 1). (От­
вет: 1.)

2.23. J xydl, где L  — контур к в ад р а т а  со сторонами
I,

х =  ±  1, у =  ±  1 ■ ( Ответ: 0.)
2.24. \ y 2dl, где L  — первая ар ка  циклоиды х =  t —

I.

— sin t, у =  1 — cos t. ^ Ответ: 17-^.^

2.25. \ xydl , где Labcd — контур прямоугольника с
L abcd

вершинами /4(2, 0), B(А, 0), С(4, 3), D(2, 3). (Ответ: 45.)

2.26. \ ydl, где L  — д у га  параболы у 2 =  2х, отсечен-
L

ная параболой х2 =  2у. (Ответ: ( 5 д / б — 1)/3.)
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S
I I

—— —, где Lab — отрезок прямой, заклю чен­
и е

ный м еж д у  точками А(А, 0) и В(6, 1). (Ответ: -\[ь 1п (5/4).)

2.28. J (.х2 +  у 2)2 dl, где L — первая четверть окруж-
L

ности р =  2. (Ответ: 16л.)

S dl—  — , где Lab — отрезок прямой, соеди-

LAB̂ x2+y2 + z2
няющий точки /4(1, 1, 1) и В(2, 2, 2). (Ответ: In 2.)

2.30. ф (х — у) dl, где L — окружность х2 -f- у2 =  2х.
L

(Ответ: 2л .)

3

3.1. ф -\J2у 2 -f- z 2 dl, где L — окружность х2 +  у 1 -j- z2 =
L

=  а 2, х =  у. (Ответ: 2 л а 2.)

3.2. J xyzdl, где L — четверть окружности х2 -f- у 2 -f-
L

- j-z2 =  R2, x2 - j-y2 =  R2/4, л е ж а щ а я  в первом октанте. 

(Ответ: /?4д/з/32.)

3.3.  ̂ a r c t g -У-d l ,  где L — часть дуги  спирали Архи-
L

меда р =  2ф, заклю ченная внутри кр уга  радиусом R с 
центром в полюсе. (Ответ: ((Ri +  4 )3'" — 8)/12.)

3.4. J (х2 -f- у 2 -f- z2)dl, где L — д у г а  кривой х =  a cos t,
L

у =  a sin t, z =  bt, 0 ^  t ^  2л. ( Ответ: 2 л д /cr -f- b2 (За2 - f  
-f- 4л 262)/3.)

3.5. \ ( 2 z — д/х2 -j-у'2) dl, где L — первый виток кони-
L

ческой винтовой линии x =  t c o s t ,  y =  ts\nt, z =  t. 
(Ответ: 2л[2 ((\ + 2 л 2)3/2— I)/3.)

3.6. \(x-j~z)dl, где L — д у г а  кривой x =  t, у =
L

=  ( ‘i/-yj~2)t2, z =  /3, (Ответ: (56д/7 — 1)/54.)
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3.7. J лгд/V — y2dl, где L — кр и вая  (x2 +  у2)2 =  a \ x 2 —
i

— у2), x ^ O .  (Ответ: 2 а 3д/2/3.)

3.8. J (x +  y)dl, где L — первый виток лемнискаты р2 =
L

=  a 2 cos 2ф. ( Ответ: а2д/2.)

3.9. J xydl, где L — первая  четверть эллипса х2/а2 +
L

-\-y2/b2 — 1. (Ответ: аЬ(а2 +  ab 62)/ (3 (а  +  6)).)

3.10. \(х +  y)dl, где L — четверть окружности х 2 -(-
L

+  у 2 +  z2 — R 2, у =  х, л е ж а щ а я  в первом октанте. (От­
вет: 7?2д/2.)

3.11.  ̂ ^ — , где La b — отрезок прямой г =  х/ — 2,
J  х z 

Lab
у =  0, соединяющий точки Л (0, 0, — 2) и В(4, 0, 0). ( Ответ: 
-\Jb In 2.)

3.12. \ ф ydl, где L — первая  ар ка  циклоиды х  =
L

=  a(t — sin t), у — а( 1 — cos t). ( Ответ: 4 л а~\[а.)

3.13. ф (х — у) dl, где L — окруж ность  х2 у 2 =  ах.
L

(Ответ: л  а2/2.)
f dl3.14. \ —----- ------ где L — первый виток винтовой
J  ■*+</ +  г
L

линии х =  a cos t, у =  a sin /, z =  bt.

(Ответ: —а^ Ь a r g t g - ^ - - ^

3.15. » пг d l , , где L — первый виток винтовой ли-
I х + у

нии x =  a c o s t ,  y =  a s in t ,  z =  at. (Ответ: 8 а л 3_\/2/3.)

3.16. j V  x2 -\-y2dl, где L — р азвер тка  окружности
L

х =  a(cos / +  /sin t), у  =  a (s in  / — /cos /), 0 < / < 2 л .  
(Ответ: й2((1 +  4л  )3/2 — 1)/3.)



3.17. \ —; dl - - г где Lab — отрезок прямой, соеди-
l m  V ^ + 7

няющий точки А(О, — 2) и В(4, 0). ( Ответ: 1п((Зд/5 — 7)/2).)

S dl—----- 5----- 5-, где L — первый виток винтовой
 ̂ + г/ + *

линии jc =  5cos/, y  =  5sin/, z =  t. ^ Ответ: a r c t g ? ?

3.19. j yzd l, где L o a b c  — контур прямоугольника с
L o a bc

вершинами в точках 0 (0 ,  0, 0), Л (0, 4, 0), f i(0 , 4, 2), 
С(0, О, 2). (Ответ: 24.)

3.20. J x2dl, где L — д у г а  верхней половины окруж -
L

ности х2 +  у 2 =  а 2. (Ответ: па3/2.)

3.21. J (л:2 У2 +  z2)dl, где L — первый виток винтовой
L

линии х  =  4 cos/, у  =  4 s in/, г  =  3/. (Ответ: 10л(48 4- 
+  3 6 л 2)/3.)

3.22. J ydl,  где L — д у г а  параболы у2 =  блг, отсечен-
L

н ая параболой х2 =  6у. (Ответ: 3 (5 д / 5 — 1).)

3.23. \ xdl , где LAb — д у г а  параболы у =  х2 от точки
L a b

Л(2, 4) до точки f l ( l ,  1). (Ответ: (\7-\f\7 — 5д/б )/12.)

3.24. \ (х 4- y)dl, где L — первый виток лемнискаты
L

р2 == 7 cos 2ф. ( Ответ: 7 л [2 )

3.25. ф(г2 4- y 2)dl, где L — окруж ность г 2 4- У2 =  4.
L

(Ответ: 256л .)
3.26. J y 2dl, где L — п ервая  а р к а  циклоиды X =  3(/ —

— sin /), £/ =  3(1 — cos /). (Ответ: 458

3.27. ^л/х2 +  y 2dl, где L — р азвер тка  окружности х —
L

=  6(cos / +  / sin /), у  =  6(sin / — / cos /), 0 <  / ^  2л. (От- 
вет: 12((1 4 - 4 л 2)3/2— 1).)
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S
^2  ̂  ̂

—-— -, где L — первый виток винтовой линии

L
х  =  9 cos t\ у  =  9 sin t, z =  9t. ( Ответ: 24 л 3д/2.)

3.29. ф (х2 +  y2f d l ,  где L — окруж ность jc =  3 cos t,
L

y  =  3 s in / .  (Ответ: 486л .)

3.30. \ ydl,  где L — д у г а  параболы у 2 =  12x, отсечен-
L

ная параболой х 2 =  12у. (Ответ: \2(Ъ\[ь— 1).)

4.
4.1. J (ху — y 2)dx +  xdy, где  L0A — д у га  параболы

Loa
у =  2х2 от точки 0(0 ,  0) до точки Л ( 1, 2). (Ответ: 31/30.)

4.2. J 2yzdy — y 2dz, где L0BA— л о м ан ая  ОБА; 0 (0 ,
Lob а

О, 0); В (0, 2, 0); Л (0, 2, 1). (Ответ: - 4 . )

4.3. \ — dx +  — !—  dy, где L — д у г а  циклоиды х =  
J  У у  — а. *  J
L

=  a(t — s\nt), y =  a ( l — cost), п/6 л/3. (Ответ:

4.4. J yzdx +  z-\jR2 — y 2dy +  xydz, где L — д у г а  кривой
L

x  =  R cos t, у  =  R sin t, z =  a t/(2л), «п р о б егаем ая »  от точки 
пересечения ее с плоскостью г  =  0 до точки пересечения 
ее с плоскостью z =  a. (Ответ: 0.)

4.5. J 2xzdy — y 2dz, где L 0 a — д у г а  параболы z =
Loa

=  л:2/4 о т  точки 0 (0 ,  0, 0) до точки Л (2, 0, 1). (Ответ: 0.)
4.6. J ( x — \/y)dy, где LAB— д у г а  параболы у =  х2

L АИ
от точки Л (1, 1) до точки В (2, 4). (Ответ: 14/3 — 1п4.)

4.7. J cos zdx — sin xdz, где LAB — отрезок прямой,
Lab

соединяющий точки Л (2, 0, — 2) и В( — 2, 0, 2). (Ответ: 
— 2 sin 2.)

4.8. \ ydx — xdy, где L — четверть дуги  окружности
L

x =  R c o s t ,  y =  Rs'mt, л е ж а щ а я  в первом квадр ан те  и 
«п р о б егаем ая »  против хода часовой стрелки. (Ответ: 0 .)
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4.9 .  ̂ (ху — x)dx +  у  dy, где L0A — д у г а  параболы
Loa

у =  2л[х  от точки 0(0 ,  0) до  точки А(  1, 2). (Ответ: 1/2.)
4 .10 . §  ydx  — xdy, где L — д у г а  эллипса x =  acost ,

L

y =  bs'mt, «п р о б егаем ая »  против хода часовой стрелки. 
(Ответ: — 2паЬ.)

4.11. § x d y ,  где L — контур треугольника, образован-
L

ного прямыми у =  х, х — 2, у =  0 при положительном 
направлении обхода контура. (Ответ: 2.)

4 .12 . J xdy, где L — д у г а  синусоиды у =  sin х от точки
L

(л, 0) до точки (0, 0). (Ответ: 2.)

4 .13 . \ y 2dx x2dy, где L — верхняя  половина эллипса
I.

x =  acost ,  y =  b s in t ,  «п р о б егаем ая »  по ходу часовой 
стрелки. (Ответ: 4аЬ2/3.)

4.14 . J (ху — y ‘2) d x x d y ,  где L0n — д у га  параболы
Lob

у =  2^/х от точки 0 (0 ,  0) до точки 5 (1 ,  2). (Ответ: — 8/15.)

4 .15. J xdx +  xydy, где L — д у г а  верхней половины
L

окружности х 2 +  у 2 =  2х при положительном направлении 
обхода контура. (Ответ: — 4/3.)

4 .16 . J (х — y)d x -sr dy, где L — д у г а  верхней половины
/.

окружности х2 +  у 2 =  R'2, «п р о б егаем ая »  в положительном 
направлении обхода контура. (Ответ: nR2/2.)

4.17. ф (x2 — y)dx, где L — контур прямоугольника,
/.

образованного прямыми х =  0, у — 0, х = 1 ,  у =  2 при 
положительном направлении обхода контура. (Ответ: 2.)

4.18. J Ах s in '  ydx +  у cos 2xdy, где L0n — отрезок пря-
Lob

мой, соединяющий точки 0 (0 ,  0) и В(3, 6). (Ответ: 18.)
4 .19. J ydx  — xdy, где L — д у га  эллипса л: =  6 cos t ,

L

y  =  4 s in /  при положительном направлении обхода кон­
тура. (Ответ: — 48л.)
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4.20. J 2xydx — x2dy, где L0a — д у г а  параболы x =
L oa

=  2у 2 от точки 0 (0 ,  0) до  точки А (2, 1). (Ответ: 2, 4.)
4.21. J xyexdx-{-(x — \)exdy, где LAB— лю бая линия,

L a b

соединяю щ ая точки Л (0, 2) и В( 1, 2). (Ответ: 2.)
4 .22 . <$>(jк2 y 2)dx-\-(x2 — y 2)dy, где L — контур тре­

угольника с вершинами Л (О, 0), В (1 , 0), С(0, 1) при поло­
жительном направлении обхода контура. (Ответ: — 1/3.)

S X 2(ху — x)dx +  - j  dy, где L a b o — л о м ан ая  ABO

L a b o

(0(0,  0); А( 1, 2); В( 1/2, 3)) при положительном н аправле­
нии обхода контура. (Ответ: — 1/2.)

4.24.  J (ху — y 2) d x x d y ,  где L0a — отрезок прямой
L oa

от точки 0 (0 ,  0) до точки Л(1, 2). (Ответ: 1/3.)

4.25. J xdy — ydx, где L0A — д у г а  кубической п а р а ­
бол

болы у  =  х 3 от точки 0 (0 ,  0) до  точки Л (2, 8). (Ответ: 8.)

4.26. J 2y s in 2 x d x  — co s2 j<dy, где Lab — лю бая линия
L a b

от точки Л (л/4 , 2) до точки В(л/6, 1). (Ответ: — 1/2.)
Г  « 2

4.27. \ (ху — x)dx +  — dy, где L0B — д у г а  Параболы
L o b

у  =  4х2 от точки 0(0 ,  0) до точки В( 1, 4). (Ответ: 3/2.)
4.28. J (х +  y)dx +  (х — y)dy, где LAB — д у г а  пара-

L a b

болы у  =  х 2 от точки Л ( — 1, 1 )д о  точки В(\, I) (Ответ: 2.)

4.29. J xdy, где LAB — д у г а  правой полуокружности
L a b

х2 -\-у2 — а 2 от точки Л (0, — а) до  точки В (0, а). (Ответ: 
па2/2.)

4.30. J y2dх -j- x2dy, где L — д у га  верхней половины
L

эллипса л: =  5 cos/, у  =  2 sin/, «п р о б егаем ая »  по ходу 
часовой стрелки. (Ответ: 80/3.)
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Решение типового варианта

Вычислить данные криволинейные интегралы.
1. ф (х2 -f- y 2f d l , где L — окружность х2 -\-  у 2 =  а 2

L

► Запишем уравнение окружности х2 -\-у2 =  а 2 в п а ­
раметрическом виде: x =  a c o s t ,  y =  a s in t ,  О t 2л. 
Тогда

x't =  — a sin t, y ’t =  a  cos t, d l =  д/x f  -f- У? dt, 

dl = ^ j a 2 s in 2 1 -\-a2 co s2 tdt =  adt. 

Следовательно,
2л

\{x2 +  y 2)ndl =  a 2n + l \dt =  2n a2n + i. 4
L  0

2 . J xdi, где Lob — отрезок прямой от точки 0 (0 , 0)
L ob

ДО ТОЧКИ В(1, 2).
► Находим уравнение прямой ОБ по д вум  точкам : 

у =  2х. Д а л ее  имеем:

dl = д / 1 +  (y'xfdx, dl=-^[bdx,

 ̂ xdl — xdx = л [ ъ -  y  |o =  ^ L .  4

L o b  о

3. / =  <§>2x(y — l)dx  +  x2dy, где L — контур фигуры,
- L  ■

ограниченной параболой у =  х2 и прямой у  =  9 при по­
ложительном направлении обхода.

► В соответствии со свойствами криволинейных ин­
тегралов второго рода имеем

I =  \ 2х(у — 1 )dx +  x2dy +  J 2х(у — 1 )dx -f- x2dy ,
L , L 2

где L i — д у га  параболы y =  x2\ L2 — отрезок прямой 
y =  9. Так к а к  парабола и п р ям ая  пересекаются в точках 
( — 3, 9) и (3, 9), то

з - з
/ =   ̂ (4х3 — 2x)dx +  16 J xdx =  0. 4

- з  з
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4. / = $  (^fx +  y)dx — (л/у +  х)йу, где L — верхняя
L

д у г а  астроиды х =  8 cos3 1, у  =  8 s in3 1 от точки (8, 0) до 
точки ( — 8, 0).

► Находим:

dx =  24 cos2 1( — sin t)dt, dy =  24 s in 2 1 cos tdt, 0 t ^  л. 

Тогда
Я

/ =  5 (2 cos t -f- 8 s in3 /) ( — 24 sin t cos2 t)dt —
0

— (2 sin t +  8 cos3 1) - 24 s in2 t cos tdt =
я

=  5 ( — 48 sin t cos3 / — 192 s in 4 1 cos2 / — 48 s in 3 1 cos t —
0

л

— 192 s in2 1 cos4 t)dt — J ( — 48 sin t cos t —
0

я

— 1 9 2 s in 2 1 cos2 t)dt =  \ ( — 24 sin 21 — 48 s in2 2t)dt —
0

я

=  12 cos 2/|o — 24^(1 — cos 4 t)dt =
0

=  — 24^ / — sin 4/^ |o =  — 24л. <4

И Д З-14.2

1. П оказать ,  что данное вы ражение явл яетс я  полным 
дифференциалом функции и(х, у). Найти функцию и(х, у).

1.1. (2х — Зу2 -f- \)dx -f- (2 — 6xy)dy. (Ответ: x2 x 
+  2у — 3xy2 -f- C.)

1 А ( 7 ^ - 3) л  +  ( - Т Т & г - 5И
(Ответ: In (1 -j- x2y 2) — 3x — by-\-C.)

1-3. — cos 2у у  sin 2x^ dx -f- (x sin 2у  -|- cos2 x  -f- 

+  1  ̂dy. ^ Ответ: у  cos2 *  — -у  cos 2y -f- у  -f- C.^

1.4. (y2exy‘ -f- 3) dx -f- (2xyexy2— 1 )dy. (Ответ: Зх -f- exy2—
— У +  С.)
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1.5. ( —1— 4- cos x cos у  — 3x 2)dx +  ( —1— — sin x  sin у  4- \ x + y  » / i  y x + y  i)

+  4y)dy. (Ответ: In (x +  y) +  sin x  cos у  — x 3 +  2г/2 +  С.)
1.6. (у/х +  In у  -f- 2x)dx  +  (In x  +  x/y +  1)^г/. (Ответ- 

x2 +  г/ In л: +  л: In г/ +  У +  С.)
1.7. (£*+г/ — cos лт)Ле4- (£*+i/ +  sin y)dy. (Ответ: ех+у—

— cos у — sin х  +  С.)

1.8. (гу/л/1 — х 2у2 +  2х) d x+ (x/ -y j  1 — х 2у2 +  6у) dy. 
(Ответ: a rc s in  ху  +  х2 -f- 3у 2 +  С.)

1.9. (е*4' +  хгу<?хг/ +  2) dx +  (л: V 4' +  1 ) с?г/. ( Ответ: хеху +  
+  2*  -|- г/ -f- С.)

1.10. (уе?у +  y2)dx  +  (яе**' +  2xy)dy. (Ответ: еху +  
+  ХУ2 +  С.)

1.11. (у cos (ху) +  2х — 3у) dx +  (х cos (ху) — Зх +  4y)dy. 
(Ответ: sin (ху) х2 — 3ху  +  2у2 +  С.)

1.12. (у sin (х-\-у) +  л:г/ cos (л: +  у) — §x2)dx-{- (х sin (х +  
+  у) +  ху  cos (х +  у) +  2у) dy. ( Ответ: ху  sin (х +  у) —
— з * 3 +  у 2 +  С.)

1.13. (5г/ +  cos х  +  6ху2) dx +  (5* +  6х 2у) dy.
( Ответ: sin х  -)- Ъху -\-Зх у  С.)

1.14. (у 2еху — 3) dx +  е*у (1 +  ху) dy. (Ответ: уеху —
— Зх -f~ С . )

1.15. (1 +  cos (ху))ydx  -f- (1 +  cos (ху)) xdy. (Ответ: ху-\- 
+  sin (ХУ) +  С.)

1.16. (у — sin х) dx +  (х — 2у  cos y 2)dy. (Ответ: cos х  +  
+  ху — sin г/2 +  С.)

1.17. f  sin 2 х — —— \ dx — —i -  dy. (  Ответ: _L_ —
V х2у )  ху2 *  \ ху

—  у  COS 2* +  С.^

1.18. х ~̂ у d x у ~~ х dy. (Ответ: In (ху) +  х/у +  С.)
ху У

1.19. (20л:3 — 21 х 2у +  2y)dx  +  (3 +  2л: — 7х3) dy.
(Ответ: 5л:4 — 7х 3у  2ху Зу -j- С.)

1.20. (уеху — 2 sin х) dx -f- (хеху -f- cos у) dy.
(Ответ: еху +  2 cos х  +  sin у  +  С.)

1.21. у (еху +  5) dx +  х (еху +  5) dy. (Ответ: еху +  
+  5ху С.)

‘ •22- ( * ~  у Ь - . У х + (  “ Г - « У » - ( ° т“ ‘ ' 4  +

+  a r c tg  JL — У- + c . j
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1.23. - £ i dx +  J t i f L L i i .  dy. {Ответ: у \n x +

- f  x In у  -I- C.)
1.24. ex~y(\ -f- x +  y)dx  -|- ex~y(l — x — y)dy.

(Ответ: ex~u(x +  у) -|- C.)
1.25. (3x2 — 2xy  -|- y) dx 4- (x — x2 — 3y 2 — 4y) dy.

(Ответ: x3 — x 2y  — y3 +  xy — 2г/2 +  С.)
1.26. (p.x ex‘~yi — sin x )d x  -|- (sin у — 2yex‘~y')dy. 

(Ответ: ex ~~yi -f- cos x — cos у  +  С.)

1.27. ( y / - y j l— x 2y 2 -1- x 2) dx  +  ( х / У  1 — x2y 2 +  y) dy. 
(Ответ: x /3 +  a rcs in  (xy) -f- y 2/2 +  C.)

1.28. dx  +  dy. (  Ответ: i £ z ±  - f  i .  4 - СЛ
x У xy \ xy X J

1.29. ( — i—  -  — y—  - 2 ) d x  +  ( — —  - ----- +
\ y -  I ( X -  I)' ) \ — I (y -  I)2 ^

+  2f/) dy. (Ответ: +  —i - j -  — 2x +  y 2 +  C . j

1.30. (3x2 — 2xy  -|- y 2) dx 4 - (2xy — x 2 — 3y 2) dy.
(Ответ: x 3 — x2y  4- xy2 -j- y 3 -j- C.)

2. Решить следующие задачи .
2.1. Вычислить длину дуги  цепной линии у =  (ех 4- 

+  е~х)/2, х в [0; 1]. (Ответ: (е2 -  1)/(2е).)
2.2. Вычислить моменты инерции относительно осей 

координат отрезка однородной прямой 2х 4- У =  1, л е ж а ­

щего м е ж д у  этими осями. (Ответ: 1Х =  д/5/6, 1У =  д/5/24.)
2.3. Найти координаты центра масс четверти одно­

родной окружности х2 4- у 2 =  а 2, л еж ащ ей  в первом к в а д ­
ранте. (Ответ: (2а/л, 2а/л).)

2.4. Вычислить м ассу  дуги кривой у =  In х, заклю чен­

ной м е ж д у  точками с абсциссами х = д / з  и х = д / 8 ,  если 
плотность дуги в каж д о й  точке р авн а  к в а д р а т у  абсциссы 
этой точки. (Ответ: 19/3.)

2.5. Вычислить момент инерции относительно оси Оу 
дуги полукубической параболы у 2 =  х3, заключенной м е ж ­
д у  точками с абсциссами х =  0 и х  =  4/3. (Ответ: 1У =  
=  1 0 7 - 2 10/ (Ю 5 -3 6) «  1,13.)

2.6. Вычислить момент инерции относительно начала 
координат контура к в ад р а т а  со сторонами х =  ± а ,  у  =  
=  ± а .  Плотность к в а д р а т а  считать постоянной. (Ответ: 
/о =  32/3.)
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2.7. Вычислить длину дуги кривой х =  2 — tl /4, у  — 
=  t6/6, ограниченной точками пересечения ее с осями 
координат. (Ответ: 13/3.)

2.8. Вычислить координаты центра масс однородной 
полуокружности х2 +  у =  4, симметричной относительно 
оси Ох. (Ответ: (4/л, 0).)

2.9. Вычислить координаты центра масс однородной 
дуги одной арки циклоиды x =  t — sin/, у — I — cos/. 
(Ответ: (л, 4/3).)

2.10. Вычислить момент инерции относительно начала 
координат отрезка прямой, заключенного между точками 
А(2, 0) и В(0, 1), если линейная плотность в каждой его
точке равна 1. (Ответ: 10 =  5д/5/3.)

2 .11 . Вычислить координаты центра масс однородного 
контура сферического треугольника х 2 +  у 2 +  z2 =  1 , 
х ^  О, у ^ О ,  0. (Ответ: (4/Зл, 4/Зл, 4/Зл).)

2.12. Вычислить статические моменты относительно 
координатных осей дуги астроиды х =  2 cos3 /, у  —
— 2 s in 3 /, расположенной в первом квадранте. (Ответ: 
Мх =  2, 4, Му — 2, 4.)

2.13. Вычислить массу отрезка прямой у — 2 — х, 
заключенного между координатными осями, если линей­
ная плотность в каждой его точке пропорциональна квад­
рату абсциссы в этой точке, а в точке (2, 0) равна 4.
(Ответ: 8-\/2/3.)

2.14. Найти статический момент относительно оси Оу 
однородной дуги первого витка лемнискаты Бериулли
р2 =  a2 cos 2ф. ( Ответ: Му =  а2л]2.)

2.15. Найти работу силы F =  х\ +  (х +  у) j при пере­
мещении точечной массы m по дуге эллипса д:2/1б +  
-\-у2/9 = 1 .  (Ответ: 1 2 л т . )

2 .16 . Вычислить момент инерции относительно оси 
Oz однородной дуги первого витка винтовой линии х =
=  2 cos /, у  =  2 sin /, z =  /. ( Ответ: /г =  8-\/5л.)

2.17. Вычислить массу дуги кривой р =  3 sin ф,
€[0; л/4], если плотность в каждой ее точке пропор­
циональна расстоянию до полюса и при ф =  л/4 равна 3.
(  Ответ: 9 (2  — л/2) /2.)

2.18. Вычислить координаты центра масс однородной 
дуги первого витка винтовой линии х  =  cos /, у  =  sin /, 
z =  2/. (Ответ: (0, 0, 2л).)
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2.19. Вычислить моменты инерции относительно коор­
динатных осей дуги  четверти окружности х — 2 cos t, у  =  
=  2 s in/ , л еж ащ ей  в первом квадранте .  (Ответ: /* =  2л,
1У — 2л .)

2.20. Вычислить координаты центра масс дуги  первого 
витка винтовой линии х  =  2 cos t, у — 2 sin t, z =  t, если 
линейная плотность в каж дой  ее точке пропорциональна 
аппликате точки и в точке t =  л р авн а  1. (Ответ: (0, — 2/л, 
4л/3).)

2.21. Вычислить м ассу  дуги  четверти эллипса x2j\  +
у 2 =  1, л еж ащ ей  в первом квадранте , если линейная

плотность в каж до й  ее точке р авн а  произведению коорди­
нат этой точки. (Ответ: 14/9.)

2.22. Вычислить работу силы F =  ху\ (х +  у) j при 
перемещении материальной точки по прямой у =  х  от 
точки (0, 0) до точки (1, 1). (Ответ: 4/3.)

2.23. Вычислить статический момент относительно оси 
Ох однородной дуги  цепной линии у =  (е* +  е~х)/2, х£ 
6 [0 ;  1/2]. (Ответ: (е — 1/е +  2)/8.)

2.24. Вычислить работу силы F =  (х — у)\-\- х\ при пе­
ремещении материальной точки вдоль контура к в ад р ата ,  
образованного прямыми * = ± 1 ,  у = + 1. (Ответ: 8.)

2.25. Вычислить статический момент относительно оси 
Ох однородной дуги  кардиоиды р =  а(1 +  cos <р). (Ответ: 
32 а 2 /Ъ.)

2.26. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды 
х =  3(t — sin t), у =  3(1 — cos t). (Ответ: 24.)

2.27. Вычислить работу силы F =  (х +  у) i — xj при пе­
ремещении материальной точки вдоль окружности л: =  
=  2 cos /, у  =  2 sin t по ходу часовой стрелки. (Ответ: 8л.)

2.28. Вычислить работу силы F =  у\ (х +  у ) ) при пе­
ремещении материальной точки из начала  координат в 
точку (1, 1) по параболе у =  х2. (Ответ: 17/12.)

2.29. Вычислить работу силы F =  (х — у)\-\-2у\ при 
перемещении материальной точки из н ачала  координат 
в точку (1, — 3) по параболе у = — Зх2. (Ответ: 10,5.)

2.30. Вычислить моменты инерции относительно осей 
координат однородного отрезка прямой у  =  2х, заключен­

ного м еж ду  точками (1, 2) и (2, 4 ) .  (Ответ: 1Х =  28л[5/3, 

Jy  =  7V 5/ 3 .)
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Решение типового варианта 

1> П оказать ,  что выражение

( — ± T T - \ ) d x + ( - J L — - \ o \ d y
\ 1 +  X  у  )  V  1 +  Х 2у 2 )

явл яется  полным дифференциалом функции и(х, у). Найти 
функцию и(х, у).

^  Проверим, выполняется ли условие полного диффе­

ренциала == д л я  функции и(х, у). Имеем:

Пх, У) =  т - ^ т т  -  1. Q(x, У) =  - г - Ч ^  ~  Ю.1 +  Х2у2 1 +  х‘у

др — д (  у _ Л —  1 + х 2у ' - у 2 х 2у _  1 — х у
.2 . ,2\2  >ду д у \ \  + х !у 2 )  ( 1 + x V f  (1 +  X У )‘ 

dQ __ д  / х __ __ 1-)- х2у2 — х • 2ху2 __ 1 — х2у 2=  _  ю\
дх  V 1 + х2у )дх дх  V 1 х у  )  (1 +  x V )  ( 1 +  х У У

Данное выражение явл яетс я  полным дифференциа­
лом функции и(х, у). Положив Хо =  0, у о =  0, по формуле 
(14 .16) найдем и(х, у):

* у

« ( * .  у ) =  J ( — l ) r f * +  J ( - ) -~ ху  — 10 } d y  +  C =
о о

=  — *lo +  (a rc tg  ху — Юу)|о 4- С =  — x 4 - a r c t g x y  —
-  Юу +  С.

(ультат вычислений верен, если

ди(х, у) _  р ( г  л ди(X, у)=  Р(х, у), =  Q(x, у).
дх ду

С делаем  проверку:

д (—х +  arcig xy — I Ог/ 4- С) =  — 1 4-
дх ' ' °  ‘/ ^ ' 1 +  х2у 2

- i - (  — * 4 - a r c t g  xy — 1 Оу 4- С) =  — 10.
ду  1 +  х2у 2

И так , и(х, у) =  a r c tg  ху — х  — \0у 4- С. ^
2. Вычислить моменты инерции относительно осей 

координат однородного отрезка прямой \х 4- 2у =  3, л е ж а ­
щего м еж д у  точками (0, 3/2) и (2, — 5/2).
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► Используя общие формулы для вычисления момен­
тов инерции, последовательно находим:

1Х =  J y 2dl,
L

где L: 4л: +  2г/ =  3, у = — 2 х + ^ ,  d l= ^ [b d x .

_  -yjb / 125 , 27 \ _
~6~\1Г “ 8

49
24

14.4. Д О П О Л Н И ТЕЛ ЬН Ы Е ЗА Д А Ч И  К ГЛ . 14

1. Найти длину дуги  конической винтовой линии 
х =  а ё  cos t, у  =  ае' s in t, z =  ае‘ от точки 0 (0 , 0, 0) до
точки А (а, 0, а). (Ответ: a~\J3.)

2. Найти массу  уч астка  цепной линии у = a c h (х/а) 
м еж д у  точками с абсциссами jci = 0  и хг =  а, если плот­
ность линии в каж до й  ее точке обратно пропорциональна 
ординате точки, причем плотность в точке (0, а) равна 
у. {Ответ: уа.)

3. Определить м ассу  эллипса jc2/ 9  +  у 2/4 — 1, если

линейная плотность в каж до й  его точке равна \у\. (О твет: 

. ■ 18 ̂ 5 . у/ъ \
4 + _ f a r c s m 4 r . )

4. Найти координаты центра масс первого полузитка 
винтовой линии х =  a cos t, у  =  a sin t, z =  bt, считая плот­
ность в каж до й  ее  точке постоянной. {Ответ: (0, 2а/п, 
Ья/2).)

5. Вычислить моменты инерции относительно коорди­
натных осей и начала  координат четверти однородной 
окружности у  =  2 cos t, z =  2 sin t, л еж ащ ей  в первом 
квадран те  плоскости Oyz. {Ответ: — — 2л, /0 — 4л .)
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6. Найти момент инерции относительно оси Ох первого 
витка винтовой линии х — а cos t, у  =  а sin t, z =  ht/(2n).
( Ответ: (а2/2 +  h2/3)д/4 л 2а 2 +  И2.)

7. Проверить выполнимость формулы Грина д л я  инте­
грала

ф (х +  у) dx — 2xdy,
L

если L — контур треугольника со сторонами *  =  0, у  =  0, 
х +  у  =  а.

8. Применив формулу Грина, вычислить интеграл

ф y 2dx +  (x +  y)2dy
L  A B C

по контуру треугольника ABC  с вершинами А (2, 0), В(2, 2) 
и С(0, 2). (Ответ: 16/3.)

9. Д о казать ,  что

J (ух3 +  еу) dx +  (ху3 +  хеу — 2у) dy =  0,
L

если L — за м к н ут а я  линия, симметричная относительно 
н ачала  координат.

10. Д о казать ,  что численное значение интеграла

J (2ху — у) dx +  x2dy,
L

где L — замкнутый контур, равно площади области, о гр а­
ниченной этим контуром.

11. Д о к азать ,  что интеграл

Ф хйу -  ydx  

х2 +  у 2 '
L

где L — любой зам кнутый  коитур, «пробегаем ы й» в поло­
жительном направлении и охватываю щ ий начало коорди­
нат, равен 2л.

12. Найти функцию по данному полному дифферен­
циалу

du =  ey/!dx +  еу/г +  zey/z) dy +  (уеуг +  е~г -

_  i x_± \ )j __ е у/г^ d z

(Ответ: ay/z (х -f- 1) +  еуг — е ~г. )



15. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ

15.1. ВЕКТОРНАЯ ФУН КЦ И Я СК А Л ЯРН О ГО  А РГУМ Е Н ТА .
П РО И ЗВО Д Н АЯ ПО НАПРАВЛЕН ИЮ  И ГРА Д И Е Н Т

О тображение, которое к а ж д о м у  числу t в Т £ R ставит  в соответ­
ствие по некоторому правилу единственный вектор г, н а зы вается  век­
торной функцией или вектор-функцией скалярного аргумента t. Ее 
принято обозначать г =  г(0- М ножество  Т н а зы вается  областью опре­
деления функции r(t). В качестве  Т обычно берут некоторый отре­
зок 1а; Ь| или интервал (а ; Ь) числовой оси. Число t т а к ж е  называю т 
параметром.

К ак  и любой постоянный вектор, вектор-функцию скалярного  
аргум ен та  г(/) при любом фиксированном значении t можно одно­
значно разложить  по .базису i, j ,  k:

г =  г (0  =  x(l)  i +  у (t) j +  2 (t) k. (15,1)

Очевидно, что координаты х , у ,  2 вектор-функции г =  г(() в этом 
базисе являю тся  функциями: x(t), y(t), z(t), область определения ко­
торых совпадает  с Т. Поэтому имеют место три скалярны х  равенства :

х =  x (t), у  =  у ( 0 ,  г  =  z(t). (15.2)

Если вектор г о ткл ады вать  из одной точки О при различных 
значениях i £ Т, то его конец M(t) опишет в пространстве, вообще 
говоря, линию, которая н азы вается  годографом вектор-функции г =  
=  r (t). Точка О н а зы вается  полюсом годографа. Равенство  (15.1) н а зы ­
вают в этом случае  векторно-параметрическим уравнением годографа, 
а равен ства  (15 ,2)  — его параметрическими уравнениями (рис. 15.1).

Приведем несколько примеров,
11. Годографом, з ад ав ае м ы м  

векторно-параметрическим ур авн е ­
нием вида г =  r(t) =  г0 +  st, где 
Го — радиус-вектор точки Мк>(х0, у0, 
20), s — некоторый заданный вектор, 
я вл я ет ся  прям ая  в пространстве, 
проходящ ая  через точку М0, с н а ­
правляющим вектором s (см, у р а в ­
нение (3 .6)  и рис. 3.1 в первой 
части настоящ его  пособия).

2. Годограф, з а д а в а е м ы й  п а р а ­
метрическими уравнениями х =  
=  a cos t, y  =  as 'm t ,  z =  bt (t £ 
( — oo; oo), a ,  f t — постоянные), 
я вл я ет ся  винтовой линией, распо­
ложенной на круговом цилиндре 
радиусом а с осью Oz (см. т а к ж е  
§ 4.3 в первой части п о со б ия ) .

В случае ,  когда  t — время, а *(/), y(t), z(t) имеют размерность 
длины, р авенства  (15 .1 )  и (15 .2) н азы ваю тся  соответственно век-

224



торно-параметрическим  и параметрическими уравнениями движения  
точки, а с о о тветс твую щ и й  им го д о гр аф  — траекторией  ее  д в и ж е н и я .  

Если
l im  x(t) =  Л'о, lim  y(t) =  ya, l i m z [ / )  =  Jo,

( — л '  ( —л, t— t„

то векто р  го =  хо\ +  уо\ zok н а з ы в а е т с я  пределом вектор-функции  
г(О в точке I =  Iq. В этом  с л у ч а е  пиш ут :  lim г (/) =  го.

Если l im  r (/ )= r( to ) ,  то в е к т о р н а я  ф у н к ц и я  г ( 0  н а з ы в а е т с я  непре-

рывной в точке t =  to-
Если At ф  О — про извольное  п р и р ащ ен и е  п а р а м е т р а ,  то Лг(/) =  

=  г (< + Л / )  — г (0  н а з ы в а е т с я  приращением вектор-функции  г (/).
Если с у щ е с т в у е т  предел

Лг(/) г(/ +  Л/) — г (О l i m ------- = lim
Д(-ьО At д/-*о Д<

то он н азы вается  производной вектор-функции г(1) в точке t и обозна­
чается г ' ( 0 . или г (<), или dr(t)/dt .

Вектор г' ( 0  всегда  направлен по касательной к годографу функции 
r(t)  в сторону возрастания параметра  t. С механической точки зрения  
г '(<) есуь  вектор мгновенной скорости движения материальной точки по 
траектории, являю щ ейся годографом функции  r =  r(t), в момент вре­
мени t в точке M ( t ) (см. рис. 15.1).

Если сущ ествую т производные х ' (t), у ' It) и z ’ (I), то сущ ествует  
г'(О и

r'(l)  =  x'( t)i  +  y '{ t) i  +  z'( t)k.  (15.3)

Так к ак  вектор г'(/о) направлен по касательной к кривой в точке 
Mti(io). определяемой уравнениями (15 .2 ) ,  то уравнения касательной  
к этой кривой в точке Л10 запиш утся  следующим образом:

x — x( tо) __ у  — y ( t о) z — z(/o) 
x'(to) у ' (t0) z' (to)

Плоскость, перпендикулярная к касательной и проходящ ая  через 
точку касан ия  /И.н/и), н азы вается  нормальной плоскостью  к кривой в 
этой точке, а ее уравнение имеет вид

x'( t„)(x  — x ( to ) )+ y ' ( to ) (y  — y(to)) +  z ’ (to) (г — z(to)) =  0. (15.5)

Д л я  векторных функций скалярного  аргум ен та  справедливы  следую ­
щие правила дифференцирования:

1) (Г|(0 +  Г2(/))' =  rl (/) +  гЦ/):
2) (Cr(t) ) ' =  Cr ' ( t ) ,  С  =  const ;
3) (г I (t) ■ Г-iU))' =  r j (/) • i-2(0 +  г | (0 • ri(t)\
4) ( n (0  X r2(0)' =  r!(0 X r2(0 +  r i (0 X r&O)-
n .P имер I. Найти производную вектор-функции r ( t )  =  (cos t —  l ) i  +  

+  s in 2 t\ -)- tg  /к в точке to =  л/4.
► Из формулы (15.3) следует , что

г'(0  =  — sin ti 2 sin t cos t] -|--------K.— k.
cos t
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Пример 2. Составить  канонические уравнения  касательной и у р а в ­
нение нормальной плоскости к кривой, заданной параметрическими 
уравнениями х =  +  1, у =  2t~ +  lit - f  2, г  =  /2 +  I, в точке Мо, 
определяемой значением параметра  /о =  1.

► Находим вектор г'(/0) =  ( * ' ( ! ) ,  (/'(1), г ' (1 ) )  =  (4, 7, 2). П а р а ­
метру /о =  1 на кривой соответствует  точка /М0(л'(1), у(\), 2( 1)), т. е. 
Л1ц{I;--7, <2). С огласно формулам (15 .4 ) ,  (15 .5 ) ,  уравнения  касательной 
имеют вид

х — 1 _  у — 7 г — 2

Поэтому г' = ------ т= 1 +  i +  2к. -4

а уравнение нормальной плоскости

4 { х - \ )  +  7 ( у - 7 )  +  2 ( г - 2 ) = 0 .  4

Переходя к понятию производной функции по направлению, отме­
тим, что направление в пространстве можно з а д а в а т ь  единичным век­
тором s° =  (cos a ,  cos р, cos 7), где а ,  р, V — углы, образованные 
вектором s° и осями Ох, Оу, Ог соответственно.

Если дан а  функция и =  [(х, у ,  г),  определенная в некоторой окрест­
ности точки Мо(хо, у о, го), радиус-вектор  которой г0 =  (х0, i/о. го), то

, im />n +  s 'V ) -/ ( r o )
1-* о t

если он сущ ествует ,  н а зы вается  производной функции и =  f(x, у, г) 
в точке Мц(х0, уо, г 0) по направлению вектора s u и обозначается 
ди(Ма)

------------ е. по определению
ds

ди(Мо) _  ^ / (го- f  s 0/)— Д г 0)
ds (->- о t

Справедлива  сл едую щ ая  формула:

ди(Ма) ди(М 0) ди(М0) ди(Мо) / , с с ч
----- т------= -------5— -  cos а  -------- —̂ -  cos 8 -------- г— -  cos v. (15 .6)ds дх ау дг

В случае  функции д вух  переменных г  =  [(х, у) формула (15.6) 
упрощ ается:

дг(Мо) дг(Мо) дг(М 0)— ■ cos а  -)------- j------- cos р, (15.7)
ds дх ду

где s "  =  (cos a ,  cos (5); (5 =  п/2 — а.
Частные производные функции и =  f(x, у, г) я вл яю тся  производ­

ными этой функции по направлениям  координатных осей. С физической 
точки зрения du/ds можно трактовать как скорость изменения функции 
и в данной точке в заданном направлении.

Производной вдоль кривой L н азы ваю т производную по направлению 
ориентированной касательной к кривой L, вычисленную в точке касания .

Всякой дифференцируемой функции и =  [(х, у, г) соответствует 
вектор с координатами ди (М )/дх ,  ди(М)/ду, ди(М)/дг,  который н а зы ­
вается  градиентом функции и в точке М и обозначается  g r a d  и. Та­
ким образом, по определению
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Если s° =  (cos a .  cos p, c o s y ) ,  то и з  формул (15.G) м (15.8) 
имеем

— g r a d  и ■ s° =  пр s« g r a d  и (М).

Из этой связи м е ж д у  производной по направлению и градиентом ф унк­
ции u = f ( x ,  у, г)  (или г — [(х, у)) следует ,  что:

1) градиент функции и (или г )  направлен в сторону м ак с и м а л ь ­
ного возрастания  ее значений, т. е. da/ds  (или dz/ds) имеет наибольшее 
значение в направлении градиента  (рис. 15 .2);

2) если единичный вектор s° перпендикулярен к g r a d  и (или 
g r a d  г ) ,  то dufds =  О (или dz/ds =  &) (см. рис. 15.2) ;

3) тектор- g r a d  и{М) (или g r a d  z(Mj) имеет направление норму-ли 
в точке М поверхности (или линии) уровня функция и (или г )  
(рис. 15.3, а. б}.

2  S

Р и с .  15.2

Градиент любой дифференцируемой функции обладает  следующими 
свойствами:

1) g r a d  (иI ■+- иг) =  g r a d  щ +  g r a d  и,\
2) g r a d  Си =  С g r a d  и, С =  const;
3 ) g r a d  ( u iu 2) =  «2 g r a d  и , +  н, g r a d  иг-

Пример 3. Найти производную фуикции и =  л]х2 - f  у 1 -(- г 2 в точке 
М i ( — 2, 3, 6) по направлению к точке М 2( —-1. 1, 4).

► Частные производные функции и в точке М\\

du(Mi) х | 2



du(Mt) _  у  I _  3

ду ~ Л!*2 + У2 + г  ' ~~ 7 ’
да (Mi) _ 2 I 6

dz / ■> . а н, 7'Vх + У + г
Единичный вектор, совпадающий по направлению с вектором 

MiMj, равен

М\М-> / I  _  _2_ __ _2_\

\м<мл ' >3 ’ 3 ’ 3 '
Тогда по формуле (15.6) получаем

du(Mi) 2 1 3 /  2 \ 6 / 2 \ 20
ds ^ “ Т 1  +  У  V l j + T V l j " “ ¥ '  *

Пример 4. Вычислить производную функции г  =  a r c t g  (лгу) в точке 
M o d ,  I), принадлежащ ей параболе у =  х\  по направлению этой кривой 
(в направлении возрастания  абсциссы).

► З а  направление s" параболы у — х 1 в точке А4о(1, 1) берем 
направление касательной к параболе в этой точке, з а д а в а е м о е  углом 
а ,  который к а са т ел ь н а я  составляет  с осью Ох. Тогда имеем:

у' (х) =  2х, tg  а  =  у' ( 1) =  2,

1 1 tg  а  2cos а  — — -  =  —— sin а  =- — — =  —
V 1 + tg2 “ V5 V1 + « V5

Находим частные производные функции г в точке Mо: 

дг(М о) _  у  I _  1 дг(Мо) __ х I _  1 
dv 1 +  х2у-‘ I м„ 2 ду  1 +  х'ч/ I м 0 2

П одставив полученные значения в формулу (15 .7 ) ,  имеем 

ди(М0) 1 1  1 2  3

~  2 v r  +  T - ^ “ 2 ^  ^

А З -15.1

1. Найти значение производной вектор-функции г =  
=  4(/2 +  t)\ -f- a r c tg  t] -f- In (1 -f- t2)k при t — 1. (Ответ:

r ' ( l ) =  121+  - J r i  +  M

2. Д ано  векторно-параметрическое уравнение д в и ж е ­
ния точки М\ г =  v{t) =  -j-  3) i — 3/2j -j- (At2 — 5) k. Вы ­
числить скорость tv| и ускорение |w| движ ен и я  точки

в момент времени / = 0 ,5 .  (Ответ: |v| —~\[29, |w| =

=  2ту[29.)
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3. Д ано  уравнение дви ж ени я  материальной точки: 
г =  2 cos й +  2 sin t) +  З/k. Определить траекторию д ви ­
жения, вычислить скорость | v | и ускорение |w| движ ения 
этой точки в любой момент времени t. (Ответ: х =  2 cos /,

у  =  2 sin t, z =  3t (винтовая  л и н и я ) ; I v| =  д/Тз", I w| = 2 . )
4. З аписать  канонические уравнения касательной 

прямой и нормальной плоскости к кривой г =  ti +  t2\ +

+  t3к в точке i — 3. ^ Ответ: х [ -1 =  у 6 9 =  — х +  

+  +  27 г  =  786. j

5. Записать  канонические уравнения касательной пря­
мой и нормальной плоскости к кривой, заданной у р а в ­

нениями z =  x2 -\-y2, у =  х в точке М 0(1, 1, 2). ^ Ответ:

JL= ±  =  = - 1 ^ 1 ,  x +  y +  4z =  10.)

6. Д о казать ,  что вектор г перпендикулярен к вектору 
г ',  если | г | =  const.

7. Вычислить производную функции и =  1п(3 — * 2) +  
-j- xy2z в точке /И|(1, 3, 2) по направлению к точке Мг(0, 5, 
0). (Ответ: — 11/3.)

8. Вычислить производную функции г  х2 +  у2 в точ­
ке /И0(3, 4) по направлению: а) вектора а  =  (1, 1); б) р а ­
диуса -вектора  точки М0; в) вектора s = ( 4 ,  3). (Ответ:
a) 7 V 2 / 2 ;  б) 1; в) 0.)

9. Вычислить производную функции z =  arc{g(y/x ) в 
точке Мо(2, — 2) окружности х 2 +  у 2 =  4х вдоль дуги  этой 
окружности. (Ответ: ± 1 / 4 . )

10. Вычислить производную функции и =  In (ху -f- xz +  
4 - yz) в точке Мо(0, 1, 1) по направлению окружности 
х =  cos t, у =  sin t, z — 1. (Ответ: ± 2 . )

11. Вычислить координаты единичного вектора, н ап рав ­
ленного по нормали к поверхности (z2 — x2) x y z — у 5 =  5 в

точке М 0(1, 1, 2). (Ответ: ± ( — - — , — 1— , —- — V )
V 3 л/н 3 д/l4 ' '

12. Найти g r a d  и в точке /И0(1, 1, 1), если u — x2y z —
— xy2z 4- xyz2. (Ответ: g r a d  и — 2i — 2j -j— 2 k . )

13. Найти угол ф м е ж д у  градиентами функций и =

=  y i 2 - f  3у 2 — 2 z 2 и v =  x2yz  в точке Мо(2, 1 /3, д/з/2). 

(Ответ: ф =  я/2 .)
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14. Найти наибольшую крутизну подъема ф поверх­
ности z =  2x'2/y> в  точке Мо(2, 1, 8). (Ответ: tg<p =

=  8 ^ fw ,  ф «  87°40 '.)

С ам остоятельная  работа

- 1 .  1. Вычислить производную функции и =  х-\- 1п (у2 +  
z2) в точке Мо(2, I, 1) в направлении вектора s =

=  — 2i +  j — к. (Ответ: д/6/3.)
2. Вычислить координаты единичного вектора, 

перпендикулярного к поверхности ху xz yz =  3 в точ­

ке М 0(1, 1, 1). (Ответ: ± (1 / л / з ,  1/л/з, 1/л/з)-)
2. 1. Вычислить производную функции 2 =  a r c tg  (х2у) 

в точке Мо(1, 4) параболы у =  х~ в направлении этой

кривой. (Ответ: ± 2л[ь/\7.)
2. Найти наибольшую крутизну ф подъема поверх­

ности 2 =  5х2 — 2ху-\-у'2 в точке M o(i ,  1, 4). (Ответ: 
tg  ф =  8, ф «  83°.)

3. I. З ап и сать  канонические уравнения касательной 
ррямой и нормальной плоскости к линии, заданной век ­
торно-параметрическим уравнением г =  cos2 -(- s in 2 -f-

-\-igtk  в точке t — л/4. ( Ответ: - =  у -~ °’  ̂ =

~ - Н р - >  Х ~ У  — 2z +  2 =  0 . )
2. Найти наибольшую крутизну ф подъема поверх­

ности z — x3y-\-xy2 в точке Af0( l ,  3, 12). (Ответ: t g ф  =

=  ф «  87°.)

15.2 С К А Л Я Р Н Ы Е  И ВЕКТОРНЫ Е ПОЛЯ

Если в каж д ой  точке М(х, у, г )  пространства  R3 (или его части V) 
определена ск ал я р н а я  величина и =  f(x, у , г), то говорят, что в R3 (или 
V) задано  скалярное поле и =  и(М). Это значит, что в с я к а я  числовая 
функция и(М) =  f(x. у , г ), з а д а н н а я  в некоторой области V пространства 
R3, определяет  в этой области скалярное поле. Ф ункц ия  двух  переменных 
г  =  Цх, у) з а д а ет  в некоторой области D плоскости Оху скалярное 
поле, н азы ваем ое плоским.

Графически скалярное поле можно изо б р аж ать  с помощью по­
верхностей уровня j (x , у, z) =  C или линий уровня f(x, у) =  С (см. 
рис. 15.3).

Д л я  всякой функции и — f(x, у , г),  дифференцируемой в точке 
Мо(хо, уо, го), число du(M0)/ds определяет  скорость изменения с к а ­
лярного поля в направлении s° =  (cos a ,  cos р, cosy)  (см. формулу 
( 1 5 .6 ) ) .
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Если в каждом точке Mix, у, г) пространства R ’ (или его части V) 
определен вектор а  =  (Р, Q, R), где Р  =  Р(х, у, г), Q =  Q(x, у, г), 
R =  R (х , у, г) — скалярные функции, то говорят, что в этом простран­
стве (или в V) задано векторное поле а  =  а (М). Если функции 
Р(х, у, z), Q(x, у, z), R(x, у , г) непрерывны, то поле вектора а  называется 
непрерывным.

Примерами векторных полеи являются поле скоростей текущей 
жидкости, поле скоростей точек твердого тела, вращ аю щегося с угло­

вой скоростью w вокруг дайной оси, поле электрической или магнитной 
напряженности и др.

Линия, в каждой точке М которой вектор а(М) векторного поля 
а  =  а(/И) направлен по касательной к линии, называется векторной 
(силовой) линией этого поля.

Примерами векторных линий могут служить линии тока жидкости, 
силовые линии магнитного поля, траектории точек вращаю щегося 
пространства.

Область пространства, целиком состоящая из векторных линий, 
называется векторной трубкой. В каждой точке М поверхности вектор­
ной трубки вектор а  лежит в касательной плоскости в точке М к этой 
трубке.

Векторное (или скалярное) поле, координаты которого не зависят от 
времени, называется установившимся или стационарным.

Если г (/) — радиус-вектор векторной линии векторного поля 
а  =  а (М). то уравнения векторных линий определяются из системы 
дифференциальных уравнений:

j ix_ _dz_ (15 9V
P Q R '

Пример 1. Найти векторную линию векторного поля Л(М) =  
=  — yi +  х) 6к, проходящую через точку Л40(1, 0, 0).

^  На основании формулы (15.9) получаем систему дифференци­
альных уравнений

dx dy  dz
— у ~ х  b

Решаем ее:

dx _ dy
—  У ~ ~ х xdx y d y  =  0, x2 +  у 2 — С2

илн, в параметрическом виде, х =  С i cos t, у  =  С i sin t\

d y  dz  d z  Ci cos tdt  , . , _
—— =  —j » —j =  —^-------- — , d z  =  bdt ,  z  =  bt  +  Сг.

x b b С i cos t

Так как векторная линня должна проходить через точку Мо{1, 0, 0), 
то легко находим, что постоянные интегрирования С i =  l, С% =  0. 
Уравнения векторной линии векторного поля а  =  а (М) имеют вид х =  
=  cos /, у  — sin /, г =  bt  (винтовая л и н и я ) .

Векторное поле, порожденное градиентом скалярного поля и(М) =  
=  f(x, у, г) (или z(M) =  f(x, у)),  называется полем градиента.  Со­
гласно свойству 3 градиента, векторные линии grad и(М)  (или 
grad z(M))  — это кривые, вдоль которых функция u~=f(x,  у, г) (или 
z =  f(x, у)) максимально возрастает (убывает) Эти линии всегда орто­
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гональны к поверхностям (или линиям) уровня скалярного поля и(М)  
(или г(М)).

Дифференциальные уравнения для определения векторных ли­
ний g ra d  и(М) имеют вид

^  =  ^  =  ( 15. 10) 
Ux tty t t z

При мер 2. Найти векторные линии поля grad и, если и =  (х2 4 - 
+  У  +  г ~)/2.

► Согласно определению ( 1 5 . 8 ) ,  grad и =  х\ -\- y j  г к ,  а из формул
(15 . 10 )  следует, что векторные линии этого поля удовлетворяют си­
стеме дифференциальных уравнений

dx  _ dy  _ dz
х  у z

Находим решения этой системы:

— — =  —У-, In \у \ =  In \х\ + 1 и  С |, у =  С ]х, х  у

—  =  — , In | z |  =  In \х\ In Сг, 2 =  Сг*.
2 *

Полученные решения у =  С ix, г  =  Сях можно представить в виде 
х у  z ,

—  =  ут =  тг> т. е. векторные линии заданного поля grad и(М)  пред- 1 C| Lj
ставляют собой совокупность прямых, проходящих через начало ко­
ординат и ортогональных множеству поверхностей уровня х 2 у 2 +  
+  г 2 =  2С (сферы) данной функции. -4

А З-15 .2

1. Записать уравнения и построить поверхности уровня 
скалярных полей, определяемых следующими функциями: 

а) и =  a rcco s—- - -  : б) и — 1п(х2 +  у 2 +  z2);
V*2+ /

в) и =  z / ( x 2 +  у 2).

2. Построить линии уровня плоского скалярного поля 
Z  =  ху.

3. Найти градиент скалярного поля и =  с • г, где с — 
постоянный вектор; г — радиус-вектор точки М(х, у , z). 
Записать уравнение поверхностей уровня этого поля и 
выяснить их расположение относительно вектора с.

4. Найти производную скалярного поля и =  х - { - у 2 — 

- ■ л / х 2 +  г 2 в точке М (  — 3, 0, 4) в направлении нормали 
к поверхности 2х2 +  12х +  b y 2 +  z2 — 3z — 58 =  0, обра­
зующей острый угол с осью Oz. (Ответ: — 4 /5 . )
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5. Найти векторные линии векторного поля а(М) =  
=  (£>yi +  ых},  где (о в R. <о^=0. (Ответ: х 2 — у 2 =  С\, 
z — С2.)

6. Найти векторные линии векторного поля, если:
а) а(М) =  5xi +  Юуу, б) а(М)  =  4z j  — 9ук.

(Ответ: а) х 2 = С \ у ,  z = C i ,  б) 9 у 2 -f- 4 z 2 — С2, х = С 2.)

7. Найти векторные линии поля grad и, если и —
— х 2 — 2у~\- z 2. (Ответ: х =  С , е ~ у, z  =  С г е ~ у.)

Самостоятельная работа

1. 1. Найти векторные линии векторного поля а (М) =  
=  (х +  у)\  — х\ — хк.  ( Ответ: х 2 - f  у 2 - f  z2 =  С\, у  — z  =
—  С\ .)

2. Вычислить координаты единичного вектора, 
перпендикулярного к поверхности z  — х 2 у 2 в точке 
Мо (— 1, 1, 2) и образующего с осью О у  острый угол. (От­
вет: ( - 2 / 3 ,  2 /3 ,  - 1 / 3 ) . )

2. 1. Найти векторные линии поля grad и, если « =

~ х  -j- у 2. (Ответ: х =  -̂ - In г/ - f  Ci, г =  С2.^

2. Вычислить координаты единичного вектора п°, 
перпендикулярного к поверхностям уровня скалярного 
поля и — 2х — Зу  -f- 6z — 5 и образующ его с осью O z  тупой 
угол. (Ответ: п° =  ( — 2 /3 ,  3 /7 ,  — 6/7) .)

3. 1. Найти векторные линии векторного поля а (М) =  
=  2 x i - j - 8 z k .  (Ответ: z — Cix4, у = С 2.)

2. Записать единичный вектор п°, ортогональный к 
поверхностям уровня скалярного поля и — х 2 -\- у 2 -\-

+  z2 +  4. ( Ответ: п ° = ( х / ^ / х 2 +  у 2 +  z 2, y /^Jx2 +  y 2 +  z 2,
z / л / х 2 + у 2 +  z 2).)

15.3. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Пусть f(x, у , г) — непрерывная функция в точках некоторой гладкой 
поверхности S £ R . С помощью кусочно-гладких линий разобьем по­
верхность 5  на п элементарных площадок S,, площади которых обозна­
чим через ASi (i =  ), п ), а диаметры — через 0  S,. На каждой площадке 
S, выберем произвольную точку г/i, г,), вычислим /(*,-, г/„ г,) и со­
ставим интегральную сумму

П
1 п =  2  /'(*«, г/i, Zi)ASi. 

i= I
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Тогда сущ естБ ует предел этой интегральной суммы, который н азы в ается  
поверхностным интегралом первого рода  от ф ункции  f(x, у, г) по п оверх­
ности S и обозначается

П
| |Дл', у, z ) dS  =  lim 2  f(x,. yL, г,)AS,. (15.11)
S GS.-O <= I

Поверхностные интегралы первого рода обладают свойствами ли ­
нейности, аддитивности, для ннх справедлива теорема о среднем, их 
величина не зависит от выбора стороны поверхности.

Очевидно, что интеграл | | r fS  равен площади поверхности, а | | 6 (а :, 

S  S
у, z )dS,  где 6(х, у, г) — поверхностная плотность поверхности S, — массе 
поверхности S.

.  Если проекция D  поверхности S на плоскость Оху однозначна,  
т. е. всякая прямая, параллельная оси Oz,  пересекает поверхность S 
лишь в одной точке, то поверхность можно задать  уравнением г  =  
=  F(x, у) и справедливо равенство, с помощью которого вычисление 
поверхностного интеграла первого рода сводится к вычислению двойного 
интеграла:

ЙДх, у , z )dS  =  у), F(x, y))-\J\ -f- i f x f  + { F y ) 2dxdy.  (15.12)
5  D

Пример 1. Вычислить ~\x2 +  У" dS,  где S — часть конической
s

поверхности x ’~- \ -y2 =  z ‘l , расположенная между плоскостями z =  0 и 
г  =  2.

► Из уравнения данной поверхности находим, что для рассматри­

ваемой ее части z =  л[х^ +  у 2 и проекцией ее на плоскость Оху  является 
круг х1 у 1 ^  4. Так как

F'x =  x/^Jx- +  у \  Fy =  y / ^ j x 1 +  у \  

то из формулы (15.12) получим

IS v7+7,<s -Ц  + -
S S

=  Щ  d xd y  = |  | = Щ  РЧ > *Р  =
О О

=  p2rfp =  ф -  2л ■ у  =  16^  л. 4

О I)

Сторона гладкой поверхности S, из каждой точки которой вос­
ставлен вектор нормали п, называется положительной,  а другая ее 
сторона (если она существует) — отрицательной. Если, в частности, 
поверхность S  является замкнутой и ограничивает некоторую область 
пространства V, то положительной или внешней стороной поверхности
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назы в а е т с я  та  ее сторона,  нор м ал ьн ы е  векторы которой нап р авл ен ы  
от области  V, а отрицательной  или внутренней — сторона ,  .нормальные 
векторы которой н ап равлен ы  в о б л аст ь  V. П оверхность ,  у которой с у ­
щ ествую т п о л о ж и т е л ьн а я  (в н е ш н я я )  и о т р и ц а т е л ь н а я  (вн утрен н яя )  
стороны, н азы в а е т с я  двухсторонней. Д в ухсторон н и е  поверхности х а р а к ­
теризую тся  следую щ им свойством: если о снование  вектора  нормали  п

Р  и с. 15.4 Р и с .  15.5

непрерывно перемещать по любому замкнутому контуру L, леж ащую  па 
такой поверхности, то при возвращении в исходную точку направление 
п совпадет с исходным (рис. 15.4). Двухсторонними поверхностями 
являются плоскости, все поверхности второго порядка, тор и многие 
другие.

Д ля  односторонних поверхностей указанное перемещение нормами 
п при возвращении в исходную точку приводит к «антннормали», т е. 
к вектору — п. Классическим примером односторонней поверхности 
является лист Мёбиуса (рис. 15.5).

Поверхность S с выбранной стороной называется ориентированной.
Если поверхность S задана уравнением z  =  f(x, у), то нормальный 

вектор п, образующий с осью Ог  острый угол у, определяется следующим 
образом: п =  ( — j'x, — Г), а координаты единичного вектора нормали 
п° равны его направляющим косинусам, т. е.

11е =  ( ----- Г ~ Г > ----- Г7"> t V ' )  =  (cos cos Р- cos\  Iп| I п [ | п 1 /

l n |  =  l / l  +  /Т  +  Уи-

Если поверхность 5  задана уравнением F(x, у , г) =  0, / '  0, то

n° =  ± g r a d  Z7/1 g r a d  Л ,

1'де знак «-|~» берется в случае, когда угол у — острый, а знак с — » 
в случае, когда у — тупой.

Пусть в области V 6 R J определена векторная функция а  =  Pi - f  
+  Qj -f- /?k, где P =  P(x, y, z), Q =  Q(x, y,  z), R- =  R(x, y, z) — функции, 
непрерывные в области V. Далее, пусть S — некоторая гладкая понерх- 
пость, л еж а щ а я  в области V, с выбранной положительной стороной, 
т. е. выбранным направлением вектора п°. Разобьем поверхность S при­
надлежащими ей кусочно-гладкими линиями на элементарные площадки 
Si, площади которых AS, (i =  I , n), и выберем в каждой из них произволь­
ную точку M,(xi, у ,, z,). Тогда существует предел



п

lim 2  а (Xi, у„ z,)-n°(Xi,  у„ z , ) \S i ,  (15.13)
0A S,-«-O  i =  i

который называется поверхностным интегралом второго рода  от функции 
а по поверхности S и обозначается $$ a -n °d S .  Таким образом, по опре-

s
делению

\ \а ■ п° d S  =  \\(Р cos а  +  Q cos р +  R cos y)dS.  (15.14)
i '  S

Поверхностные интегралы второго рода обладают свойствами ли ­
нейности и аддитивности. При изменении стороны поверхности на про­
тивоположную, т. е. при замене п° на — п°, интеграл (15.14) изменяет 
знак.

Так как cos a d S  =  dydz ,  cos fidS =  dzdx,  cos y dS  — dxdy,  то ин­
теграл (15.14) можно записать и в виде

5Jа • n°<iS =  \ \ p d y d z  +  Qdxdz  +  Rdxdy.  (15.15)
S  S

Справедлива следующая формула, сводящая вычисление интеграла 
(15.14) к вычислению двойного интеграла:

55а • n°dS  =  Ц а(х, у, z ) - n (x ,  у, z )dxdy,  (15.16)
S  о ,

где область Dz является проекцией поверхности S на плоскость Оху,  
n =  ± g r a d ( z — f3(x, у)у, поверхность S задается  функцией г  =  [з(х, у). 
В двойном интеграле переменную г  следует заменить на / з(х, у). При­
ведем еще две формулы, которые можно применять для вычисления 
поверхностного интеграла второго рода:

5^а • n°dS  =  55а(х, у, z ) - n (x ,  у, z ) d y d z  =  
s D ,

=  fia(x, у, г) ■ п(х, у, z)dzdx,  (15.17)
Dy

где области О, и Dy — соответственно проекции поверхности S на 
плоскости Ozy  и Oxz; поверхность S задается функциями х = /| (у, г) 
и у  =  fa(x, г). В двойном интеграле по области D, следует в подынтеграль­
ном выражении заменить х функцией fi(y,  z) и принять n =  ± g r a d  (х —
— fi{y,  г )). а в двойном интеграле по Da — заменить у  функцией \г(х, г) 
и взять n =  ±  grad  (у — f2(x, г)). Отметим, что в выражениях для п знак 
« +  » или « — » ставится в зависимости от выбранной ориентации (сто­
роны) поверхности S.

Интегралы в правых частях формул (15.14) и (15.15) рассматри­
вают как сумму трех интегралов, для вычисления каждого из которых 
можно применить одну из формул (15.16) или (15.17).

Пример 2. Вычислить

/  =  55 z d y d z  — Aydzdx  +  8x2dxdy,
S

где S — часть поверхности г  =  х2 -f- у 2 -(- I , отсеченной плоскостью 
z =  2, если нормаль п к поверхности S составляет с осью Ог  тупой 
угол V-
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^  С помощью градиента находим вектор нормали к выбранной 
стороне данной поверхности: п =  (2х, 2у,  — 1), так как cos у <  0.

По условию а =  (г, —4у, 8 х поэтому, согласно формулам (15.15), 
(15.16), имеем (рис. 15.6):

/  =  Ц а • n d xdy  — Й(2л-2 — 8/у" — 8x 2)dxdy  —
Ь, и,

=  й(2х(х2 +  /у2 +  1) — 8(лг - f  у 1)) d x d y  =
и.

\ х  =  О COS (Г, 0  <  (L <  2 д ,  , , , , I
=  . , dxdu — naodip ~

I у =  р sin tf., О р i , I

— ЭД(2р cos <| (p2 -j~ 1) — 8p2)fu/p(/<p =  
d 2

1 2л 1
=  5 pdp \ (2p cos <p(p2 +  1) — 8p2)dtp =  — j )6я р 3ф =  —4л. ^

о о о

Пример 3. Вычислить

I =  \\ x d yd z  -|- d x d z  -|- x z 2dxdy,
S

где S — внешняя сторона части сферы х'2 -f- у 7 -)~ г г — 1, расположенной 
в первом октанте.

^  Если обозначить проекции поверхности 5  на координатные пло­
скости Oyz, Oxz  и Оху  через D x, Du и Ог соответственно, а данный 
интеграл / рассматривать как сумму трех интегралов:

/ 1=  \ \xd yd z ,  1-2=  \\d xd z ,  h  =  \ \ x z 2dxdy,
S s s

для первого из которых Р =  х, Q =  R =  0, для второго Q =  1, Р =  R =  
=  0 и для третьего Р =  Q — 0, R =  x z 2, то, применив к каждому из них 
формулу (15.16) или (15.17), получим

/. =  В л /Г ^ г dydz. 1-2 =  \) dxdz,
Du

) х( \  — х 2 — y 2)dxdy.

237



Области Dx, Оц и D2 являются четвертями кругов единичного р а ­
диуса, расположенными в соответствующих координатных плоскостях, 
поэтому интеграл h  =  S D/ =  л / 4  (площадь четверти круга).  Д ля  вы­
числения интегралов Л и h  перейдем к полярным координатам, положив 
у  — р cos ф, г  =  р sin ф, d y d z  — pdpd<$ для h ,  х =  р cos ф, у  =  р sin ф, 
dxdy  =  pdpdtf  для / з- В обоих случаях 0 ^  <|> <; л /2 ,  0 ^  р I. Тогда

Л/2 1

![ =  V 1 - V  ^ <^ф ^ ( l — р У п  • Y  d ( [  — р 2) =

D s  0 0

_ Л 3 2 ч | ' _
4 2  р  ̂ I  о б  ’

Л /2  I / 2  ' 5 1

/ з =  ^ ргсо&ф{4 — р2) prfp =  sin ф |^  • ------"У "}1о ^  "ПГ'
О О- ,

Следовательно,

, , , , , ,  л л  , 2 5л , 2  / _ / , + / ,  + / 3 -  т  +  т  +  _ . -  —  +  — . +

Если S — замкнутая гладкая  поверхность, ограничивающая об­
ласть V, и р  =  Р(х, у, z), Q =  Q(x, у, z), R — R(x, у, г) — функции, 
непрерывные вместе со своими частными производными первого по­
рядка в замкнутой области V, то справедлива формула Остроград­
ского — Г аусса

^  P dyd z  -j- Qdxdz  Rdxdy =

=  \ \ \ ( ^ + W  +  ^ ) d Xd y d Z (15Л8>
V

или в другом виде

\\(Р cos а  +  Q cos Р +  R cos \ ) d S  =

=  \ \ \  +  W  + dxdyiiz' (15'19')

где cos a ,  cos р, cos у — направляющие косинусы внешней нормали 
к поверхности S.

Формула Остроградского — Гаусса позволяет упростить вычисление 
многих поверхностных интегралов.

Пример 4. Вычислить

/  =  (х +  y ) dy dz  +  (У +  z ) dx dz  +  (г +  x)dxdy.  
s

если S  — внешняя сторона поверхности тела, ограниченного плоско­
стями х =  0, у  =  0, z  — 0, х -(- 2у  -(- Зг =  6.
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1 =  \\\{. 1 -Ъ I +  I )d xdy dz  =  3 \ \ \ dxdy dz  =  18,
V v

так  как последний тройной интеграл равен объему тетраэдра 
(рис. 15.7). -4

^  И з ф орм улы  (15 .18) следует, что

A3-15.3

1. Вычислить поверхностный интеграл первого рода
й У *2 +  У~ dS,  если S  — часть поверхности конуса 
s

2 2 2

^  , расположенная м еж ду плоскостями 2 =  0

и 2 =  3. (Ответ: 160л/3.)
2. Вычислить поверхностный интеграл первого рода

55 xy z d s ,  где S  — часть плоскости х  +  у  +  г =  1, леж ащ ая  
s
в первом октанте. ( Ответ: д / з / 120.)

3. Вычислить массу полусферы г = д / 4 — х 2 — у 2, 
если поверхностная плотность в каждой ее точке б =  
=  х 2у 2. (Ответ: 1 2 8 л /15.)

4. Вычислить массу полусферы г = л [ а ?  — х 2 — у 2, 
если поверхностная плотность в каждой ее точке б =  
=  х 2 - \ - у 2. (Ответ: 4л а 4/3 . )

5. Вычислить поверхностный интеграл второго ро„га

Ц x d y d z  +  y d x d z  +  zd x d y ,

если S  — верхняя часть поверхности х  +  2у  +  2 — 6 =  0 , 
расположенная в первом октанте. (Ответ: 54.)

6. Вычислить

У (х +  y ) d y d z  +  (у — x ) d x d z  +  (z — 2)dxdy ,
s
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если S  — часть поверхности конуса х'~ -\- у 1 — г 2 =  0 , от­
секаемая плоскостями z =  0 и 2 = 1, нормаль к которой 
образует тупой угол с осью Oz. (Ответ: 8 л /3 .)

7. Вычислить

У x d y d z  z 'd xd y ,  
s

■если S  — внешняя сторона сферы х 2 -f- у  2 -\- z 2 =  i . (Ответ: 
3 2 л / 15.)

8. Вычислить

Щ x d y d z  -\- y d x d z  -f- zd xd y ,  
s

если S  — внешняя сторона цилиндра х 2 у 2 =  R 2 с осно­
ваниями z =  0 и z =  H. (Ответ: ЗлR2H.)

9. Доказать, что объем тела, ограниченного поверх­
ностью S,

v =  у  ^  x d y d z  +  y d x d z  +  z d x d y , 
s

где S — внешняя сторона поверхности S.
10. Вычислить

55 у  z d x d y  -f- x z d y d z  -f- xy dxdz ,
s

если S  — внешняя сторона поверхности, расположенной  
в первом октанте и состоящей из цилиндра х 2 +  у 2 =  R 2

и плоскостей х  =  0, у  =  0, z  — 0, z  =  Н.  ̂Ответ: R'2H 2̂ ~  -j-

+  т ) )
11. Вычислить

55 у z d x d y  -f- x z d y d z  +  x y d x d z , 
s

если S — внешняя сторона пирамиды, гранями которой 
являются плоскости х =  0, у  =  0, 2 =  0 , x - \ - y - \ - z =  1. 
(Ответ: 1 /8 .)

Самостоятельная работа

I. Вычислить 55 (у +  2 z )dxdy ,  если S  — верхняя часть

плоскости 6x +  3y  +  2z  =  6, расположенная в первом 
октанте. (Ответ: 8 /3 .)
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2. Вычислить Jlj x y z d S , если 5  — часть поверхности
s

параболоида 2 =  х 2 +  у 2, отсекаемая плоскостью 2 = 1. 
(Ответ: 0.)  

3. Вычислить 

Ц z d y d z  (3у  — x ) d x d z  — zdxdy ,
s

если S — внешняя часть поверхности тела, ограничен­
ного поверхностями 2 =  0 , х'1 у 2 =  1, 2 =  х 1 +  у 2 +  2 . 
(Ответ: 5л.)

15.4. ПОТОК ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ЧЕРЕЗ ПОВЕРХНОСТЬ.
ДИВЕРГЕНЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ

Потоком векторного поля а(/И), М(х, у, г) 6 S  через поверхность S 
в сторону единичного вектора нормали n “ =  (cos a, cos (}, cos у) поверх­
ности S  называется поверхностный интеграл второго рода (15.14).

Если вектор а  =  (Р, Q, R) определяет векторное поле скоростей 
текущей несжимаемой жидкости, то интеграл (15.14) равен объему 
П жидкости, протекающей через поверхность S в направлении нормали 
п° за единицу времени (в этом заключается физический смысл ин­
теграла ( 15 . 14 ) ) , т. е.

/ 7 =  Sa(Af)- n°rfS. (15.20)
.s

Из формулы (15.20) ясно, что П — скаляр, и если угол г|> =

=  ( a f 'n 0) <  л /2 ,  то П >  0, если же г() >  л /2 ,  то Г1 <  0, если г|) =  л /2 ,  
то П =  0.

Прн изменении ориентации поверхности знак П меняется на про­
тивоположный (вследствие свойств поверхностных интегралов второго 
р ода).

Пусть S — замкнутая кусочно-гладкая поверхность, единичный 
вектор внешней нормали к которой п°.  Тогда поток П вектора а  =  
=  (Р, Q, R) через поверхность S можно вычислить с помощью формулы 
Остроградского — Гаусса ((5.18) :

П =  а  - "■V S  =  Щ  ( - J  +  ^  +  4 г )  d x d y d z ■ ' ' 5 2 1 ) 
s V

Пусть а ( М)  — поле скоростей несжимаемой жидкости. Если П >  0, 
то из формулы (15.21) следует, что из области V вытекает больше 
жидкости, чем втекает. Это означает, что внутри области V имеются 
источники, т. е. точки, из которых жидкость вытекает. Если / /  С  0, то 
из области V вытекает меньше  жидкости, чем втекает в нее. В этом случае 
говорят, что внутри области V имеются стоки, т. е. точки, в которые 
жидкость втекает. При П — 0 в область V втекает столько же жидкости, 
сколько вытекает.

Пусть в области V задано  векторное поле и(М) =  (Р, Q, R), где 
функции Р(х, у, г), Q(x, у, г), R(x, у, г) имеют частные производные
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в точке М(х,  у, z) £ V по х, у , г соответственно. Тогда дивенгенцией 
или расходимостью векторного поля а(А1) в точке М,  обозначаемой 
div a(Atf), называется величина, равная сумме указанных частных произ­
водных, вычисленных в точке М,  т. е. по определению

)■ / ,  flQ d R \  I d,v a (Af) =  +  (15 .22)

С..физической точки зрения div а (М) характеризует плотность источ­
ников или стоков векторного ноля a(A'l) в точке М.  Если div а ( М ) >  О, 
то точка М является источником, если div а(А1) < 0  — стоком. В случае, 
когда d iv a ( / U)  =  0, в точке М  нет ни источников, ни стоков.

. Перечислим основные свойства дивенгенцмн векторного поля:

1) d i v( a  +  b) =  div а  +  div Ь;
2) div с =  0, если с — постоянный вектор;
3) div {/а) =  / div а  +  а  • g r a d  /, где j =  f(x, у , г ) — скалярная 

функция.
Из формул (15.21) и (15.22) следует, что

П =  \\ а  • n °dS  =  $ d i v  a (M)dxdydz ,  (15.23)
i' v

т. е. поток П векторного поля а (М)  через замкнутую поверхность S во 
внешнюю ее сторону численно равен тройному интегралу от дивергенции 
этого поля по области V, ограниченной поверхностью S.

Пример 1. Вычислить дивергенцию векторного поля а(Л1) =  (х2 +  
+  У) I +  ({Г +  г) j +  (г2 | 1) к в  точке M o(1, — 2 ,3 ) .

^  Согласно формуле (15.22),

d i v a (M ) = ^  +  ^  +  ^ = 2,  +  2,  +  2, .

В точке А1о имеем div а(Мо) =  4 >  0, т. е. точка Мо является источ­
ником поля. ^

Пример 2. Вычислить поток векторного поля а  =  xi — 2yj +  гк через 
верхнюю часть плоскости л• +  2у +  Зг — 6 =  0, расположенной в первом 
октанте.

1 2
^  Из уравнения плоскости находим г  — 2 ----- — * ----- —у. Нормаль­

ным вектором к этой плоскости, составляющим острый угол с осью Oz,  
является n =  ( 1/3 ,  2 /3 ,  1). т огда из формул (15.20) и (15.16) следует, что

П =  \\ а  • n°<iS =  ^  а  • n dxdy  —
S  Г),

=  ^  у  (X — 4(/ +  3z ) dxd y  =  - i -  ^  (6 — бy) dxdy  -

D , D;

3 ь — 2у 3
: 2 \ d y  \ (i — y)dx =  2 \ (  \ — у) (6 — 2y)dy  -- 

0 0 и
о

=  2 J (2у2 — 8у 6) d y  =  36. 4
о
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Пример 3. Вычислить поток векторного поля а(Л1) =  xz'~i-j-;yxJj- j-  
+  z y ’k через поверхность шара х'  -(- у~ +  г  =  а 1 во внешнюю его сто­
рону.

► Так как данная поверхность — замкнутая, то поток П вектор­
ного поля а(М)  через поверхность шара во внешнюю сторону находим 
по формуле (15.23):

П =  ЭД а  • n° dS  =  \\\ div а (М) dx d yd z  =  
s  1'

=  ® ( г " +  Л'2 +  y 2)dxdydz.  
v

Д ля вычисления полученного тройного интеграла перейдем к сфе­
рическим координатам по формулам:

х — р sin 0 cos ф, у  — j> sin 0 sin ср. г =  р cos в; 
dxdy dz  =  ()2 sin Odpdqidfr, O s ^ p ^ a ,  2л, 0 ^ 0 ^  я.

Тогда
а л 2 я

4 я а г'
П =  (>* sin bdpdydQ =  ^ ^ sin OrfO ^ с!ц<

V 0  0  (I

Пример 4. Найти ноток Г1 электростатического ноля точечного 
заряда  q, помещенного в центр сферы х~ +  у 1 +  г" =  R -

^  Известно, что поле точечного заряда  задается вектором напря­
женности Е =  (?г/ |г |  \  где г =  xi -)~ yj zk. Находим направляющие 
косинусы вектора нормали к сфере х -|- у 1 z 1 =  R':

п° = п/1 n |, n = ( 2.v, 2у ,  2г),

I n | =  V 4*2 +  V  +  4г2 =  2R,  п° =  (х/ /?, y / R ,  z /R) ,  

т. е. cos а  =  x / R,  cos (J =  y / R ,  cos у  =  z / R .  Поэтому на сфере

Е • п° =  (<?/1 г| (г • n“) =  - j p  (xi +  yj +  гк) • i +  j +  к^

ч х'2 +  у1 +  z- __ q R1 _  ч
R 3 R /?'! R

Следовательно,

— =  const.

/7 =  ЭД E • n "dS = W ~ ^ d S =  ~  4 л /?'2 =  4яд.

Пример 5. Найти поток векторного поля а(Л1) =  xi -)~ yj  +  zk через 
поверхность прямого цилиндра S радиусом /? и высотой Н, ось которого 
совпадает с осью Ог, а нижнее основание находится в плоскости Оху. 
Нормаль направлена во внешнюю сторону цилиндра.

► Как видно из рис. 15.8, для  боковой поверхности цилиндра 
Si справедливо равенство а • п? =  нр „• а  =  /?. На верхнем основании 
цилиндра S 2 имеем а  • п? =  пр а =  Н, а на ннжнем его основании 
S% — а • п“ =  0. Поэтому
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П =  \\ а  • nadS  =  55 а • n U S  +  55 а • n°dS +  55 а  • n t o  =
S S, s,  i',,

=  55 RdS  +  55 HdS  +  5S 0dS =  R-  2nRH  +  HnR~ =  3nR'H.

Вычисления можно значительно 
сократить, воспользовавшись фор­
мулой Остроградского — Гаусса 
(15.18). Так как объем цилиндра

v =  555 dxdydz  =  n R' H , 
v

имеем

п  =  S3 (! +  1 +  \ )d x dy dz  =  3 nR2H. 4

А З-15 .4

1. Вычислить дивергенцию векторного поля а (М) =  
=  (ху +  z 2)\  +  {yz  +  x 2) j  +  (zx - f  у 2) к в точке М (  1 ,3 ,  — 5). 
(Ответ: — 1.)

2. Вычислить поток векторного поля а( М)  =  ( х —
— 3z) i -f- (х -f- 2у  +  z) j +  (4х  +  у) к через верхнюю часть 
плоскости х +  у  +  2 =  2, леж ащ ую  в первом октанте. (От­
вет: 2 6 /3 .)

3. Вычислить поток векторного поля а(М)  =  2xi -f- yj -f-
2 2

- f -Згк через часть поверхности эллипсоида — +  ~  +

+  =  1, лежащ ую  в первом октанте, в направлении

внешней нормали. (Ответ: 24л.)
4.  Вычислить поток векторного поля а(М)  =  (х —

— у) i +  (х -f- у) j -f- z 2k через поверхность цилиндрического 
тела, ограниченного поверхностями х 2 +  у 2 =  1, 2 =  0 и 
z =  2, в направлении внешней нормали. (Ответ: — 4л.)

5. Доказать, что поток Я  радиуса-вектора г =  х\- \-  у]  -{- 
+  гк через внешнюю сторону поверхности, ограничиваю­
щей тело V объемом и, равен Зи.

6. Вычислить дивергенцию вектора напряженности  
магнитного поля Н = ( 2/ / / - ) (  — у \ - \ - х \ ) ,  создаваемого то­

s. S, i'j
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ком /,  проходящим по бесконечно длинному проводу. 
(Ответ: d iv  Н =  0. )

7. Найти поток Я  векторного поля а(М) =  х'Ч +  у л) +  
4* z3k через поверхность шара х 2 у 2 z 2 =  R 2 ъ направ­
лении внешней нормали. (Ответ: \2 nR  ' / 5 . )

8 . Вычислить поток Я  векторного поля а(М) =  
=  8xi -f* 11 у j —(- 17zk через часть плоскости х - \ -2  у  - \ - 3 z  =  
=  1, расположенной в первом октанте. Нормаль состав­
ляет острый угол с осью Oz. (Ответ: 1.)

9. Найти поток Я  вектора а — xi — 2yj — zk через замк­
нутую поверхность S, ограниченную поверхностями 1 —
— z  =  x 2 - j - y 2, г  =  0 , в направлении внешней нормали. 
(Ответ: — л.)

10. Найти поток Я  вектора а =  x 2i - j - z 2j через часть 
поверхности z 2 =  4 — х — у,  леж ащ ую  в первом октанте, 
и части координатных плоскостей, отсекаемых этой поверх-

/  53 \ностью, в направлении внешней нормали. ( Ответ: 19-г-— .)

Самостоятельная работа

1. 1. Найти дивергенцию поля grad и, если и =  In (х2 -f- 
+  У2 +  22)-

2. Вычислить поток Я  векторного поля а(М) =  
=  х\ 3yj 4* 2zk через верхнюю часть плоскости л: +  у  4* 
4- 2 = 1, расположенную в первом октанте. (Ответ: 1.)

2. 1. Найти дивергенцию векторного поля а(М) =
— х у 2\ 4* х 2у\  -J- z3k в точке М  (1, — 1, 3).

2. Вычислить поток векторного поля а(М) =  2>х\ —
— у \  — zk через поверхности 9 — z  =  х 2 у 2, х =  0, у  =  0, 
2 =  0 , ограничивающие некоторое тело, в направлении 
внешней нормали. (Ответ: 8 1 л /8 .)

3. 1. Найти div ( g r a d ^ x 2 4* у 2 +  z 2).
2. Найти поток векторного поля а(М) =  2х\ -\- zk  в 

направлении внешней нормали к поверхности тела, ограни­
ченного поверхностями z =  Зх2 4- 2ц~, х 2 -4- Ц2 =  4, z =  0. 
(Ответ: 20.)

15.5. ЦИРКУЛЯЦИЯ ВЕКТОРНОГО п о л я .
РОТОР ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ

Пусть I’ — замкнутая кусочно-гладкая кривая в пространстве 
R3 и S — гладкая поверхность, краем которой служит кривая Г За 
положительное направление обхода кривой Г принимается такое на­
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правление, при котором область, ограниченная этой кривой, будет 
оставаться слева на положительной стороне поверхности S, т. с. на 
стороне, из точек которой восставлен единичный вектор нормали п° =  
=  (cos a,  cos р, co sy )  поверхности S. Пусть, далее, в окрестности по­
верхности S задан вектор а =  (Р , Q, R), координаты которого Р, Q, R

являются непрерывными функциями от х, у, z  вместе со своими пер­
выми частными производными, Тогда имеет место формула Стокса, 
связываю щ ая криволинейный и поверхностный интегралы (рис. 15.9):

ф Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =
Г

-  й ((1 г -  4 1 ) * + (-ЗГ -  1г) “ 11 +

где направление обхода по замкнутой кривой Г выбирается положи­
тельным.

Формула Грина (14.14) является частным случаем формулы Сток­
са, когда кривая I’ и поверхность S л еж а т  в плоскости Оху.

Отметим, что формула Стокса (15.24) справедлива для любой 
поверхности S, если ее можно разбить на части, уравнения которых 
имеют вид z  =  1(х, у).

Пример 1. Вычислить

/  =  Ф (г2 — х 1) dx  +  (X2 — у 2) dy  +  (у 2 — г 2) dz

по контуру х2 +  у 2 г 2 =  8, х2 +  у 2 =  г2, г >  0, «пробегаемому* 
по ходу часовой стрелки с точки зрения наблюдателя, находящегося 
в начале координат О.

► Контур интегрирования I' — окружность х2 +  у 2 =  4, л еж а щ а я  
в плоскости г =  2, полученная в результате пересечения сферы х2 -|- 
+  у 2 +  г 2 =  8 с конусом х 2 +  у 2 =  г 2 (рис. 15.10). В качестве поверх­
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ности S возьмем круг с краем Г: х2 - f  у 2 4, z =  2. Далее, Р =  г 2 —
— х2, Q =  х 2 — у 1, R =  у 2 — z 2,

Л И - Л 9 - = 9 и dQ дР  о г
dy dz У' dz  дх ' дх ду

Тогда в соответствии с формулой Стокса и условием задачи возьмем 
п ° = ( 0. О, I) (этим обеспечивается положительное направление д ви ж е­
ния по С (см, рис. 15.10)).  Имеем

f f  „ , , I х =  р cos ф, dxdy  =  pdpdw,
l  =  \ \ 2 x d x d y  =  \ . J о a ^  ^  n =J j  I у =  p sin ф, 0 <  ф <  2л, 0 < p < 2

D
2л 2

=  2 J cos фйф J p2dp =  0. 4  
о о

Если задано  векторное поле а (М) — (Р, Q, R) и некоторая за-мкну-• ■ 
тая кусочно-гладкая кривая Г в пространстве R,(, то криволинейный 
интеграл

С =  ф а - 7 ° й / =  § P d x + Q d y  +  R dz  (15.25)
1' г

называется циркуляцией векторного поля а(М) вдоль контура [’. Здесь

т° — единичный вектор, направленный по касательной к кривой Г и 
указывающий направление обхода по контуру.

Если а — вектор силы, то циркуляция (15.25) равна работе этой 
силы вдоль замкнутой кривой Г.

Пример 2. Вычислить циркуляцию векторного поля а  (М) =
=  xi — 2z2j +  ук  вдоль линии Г пересечения цилиндра х 2/ \ % - \ - у  / 9  =
=  I с плоскостью г =  х +  2у +  2 в положительном направлении обхода 
относительно нормального вектора плоскости п = (  — 1, — 2, I).

^  Параметрические уравнения цилиндра хг/1 6  +  у2/ 9  =  I имеют 
вид х =  4 cos t, у  =  3 sin t. Тогда параметрическими уравнениями кри­
вой Г (эллипса в плоскости сечения) будут х =  4 cos /, у — 3 sin /,
2 =  4 cos t +  6 sin t +  2. Поэтому циркуляция векторного поля вдоль эл­
липса в положительном направлении обхода вычисляется по формуле

2 л

С =  ф  xdx — 2z 2d y  +  y d z  =  J (4 cos t ( — 4 sin tdt )  — 
г г о

— 2 (4 cos t +  6 sin / +  2)2 3 cos tdt  +  3 sin t ( — 4 sin t +  6 cos t) dt)  =
2л

=  \ ( — 16 cos t sin t — 96 cos3  ̂— 216 sin2 1 cos t — 24 cos t —
0

— 288 cos2 1 sin t — 96 cos2 t — 144 cos / sin t ~  12 s in 2 1 -j-
2л

+  18 cos t sin t) d t  — — J (96 cos2 f +  12 s in 2 /) dt  — 
о

2л  2л

=  — J 48 ( I +  cos 2t) dt  — 6 J (I — cos 21 ) =  — 48 ■ 2л — 6 • 2л =  
о о

=  — 108л. 4
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Ротором или вихрем векторного поля а(М) =  (Р, Q, R) называется 
вектор

Используя понятия ротора и циркуляции, формулу Стокса (15.24) 
можно записать в векторной форме:

С =  фа • T ° d l =  Ц rot а • n°dS,  (15.27)
Г 5

т. е. циркуляция векторного поля &(М) вдоль замкнутого контура Г 
равна потоку ротора этого поля через любую гладкую поверхность
S, краем которой является Г. Направление обхода по Г и сторона 
поверхности S одновременно или положительные, или отрицательные.

Число С(М)  =  пр„» rot л(М)

называется плотностью циркуляции векторного поля &(М) в точке М 
в направлении вектора п°. Плотность достигает максимума в направле­
нии rot &(М) и равна max С(М) =  I rot а(М)1.

Отметим некоторые свойства ротора векторного поля:
1) rot (а -)- b) =  rot а -)- rot b;
2) rot с =  0, если с — постоянный вектор;
3) rot (фа) =  ф rot а +  grad ф • а, где ф(дс, у , г) — скалярная 

функция.
Если rot а ф  0, то это свидетельствует о вращении векторного 

поля э.(М).

Пример 3. Найти ротор вектора линейной скорости v =  со • г

(г =  (дс, у, г), со =  (со*, со#, со*)) любой точки УИ(дс, у, г) пространства. 
^  Имеем

j к
=  (2 1 0 ,, —  (/CO.) i - ) -  (дССОг —  2 C 0 i)  j  +  (y i i i x  —  Х Ш у )  к .

i i k
v = to* lOi, С0г

X У 2

По определению ротора находим

rot v =  (2со*, 2io„ 2сог) =  2со. 4

Пример 4. Вычислить циркуляцию векторного поля a(M) =  yi-\-  
4- *2j — гк по окружности Г: х 2 +  у 2 =  4, 2 =  3 в положительном на­
правлении обхода относительно единичного вектора к двумя способами: 
I) исходя из определения циркуляции (15.25); 2) с помощью поверх­
ностного интеграла, использовав формулу Стокса (15.27).

У 1. Так как при возрастании параметра t от 0 До 2л движ е­
ние по окружности происходит против хода часовой стрелки относитель­
но единичного вектора к =  (О, О, 1), то параметрические уравнения 
ориентированной кривой Г имеют вид х — 2 cos /, у — 2 sin t, 2 =  3 
(<6[0; 2л\). Тогда

С =  ф  ydx  -|- x2dy  —- z d z  =  
г

2л
=  J 2 sin / ( — 2 sin tdt)  -+- 4 cos2 t ■ 2 cos tdt  — 3 ■ 0 =

0
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2л 2л 2л
=  8 J cos3 tdt  — 4 \ s in '  tdt  =  8 J (1 — sin2 t) d  (sin t) — 

o o o
2 л

— 2 ^ ( l — cos 21) dt  = — 4л.
о

2. В качестве поверхности S, краем 
которой является кривая Г, возьмем 
круг х2 +  у 2 ^  4, 2 =  3 (рис. 15.11).
Тогда п° =  к. Далее ,  rot а =  (2л: —
-  1) к  и

С =  й rot а  • n°rfS =  $  (2х — 1) dxdy  =  
s о

=  \\ (2р cos ф — 1) pdpdq  =
О

2л 2

=  5 dif 5 (2р cos ф — 1) prfp =
о о

=  — 2л • 4 -1 | 2 =  - 4 л - <
2 1о

А З -1 5 .5

1. Найти ротор векторного поля &(М) =  xyz \  -f- (х +  
+  у  +  z) j -f- (х2 +  у 2 -f- z 2) к в точке M ( l ,  — 1, 2). (Ответ: 
rot а (М) =  — 3i — 3j — k.)

2 . С помощью формулы Стокса преобразовать интеграл

ф (у2 +  z 2) dx  +  (х1 +  z 2) d y  +  (х2 +  у 2) dz ,  
г

где Г — замкнутый контур, в интеграл по поверхности, 
«натянутой» на этот контур.

3. Найти циркуляцию векторного поля а(М) =  у \  —
— 2z] -±-xk  вдоль эллипса, образованного сечением одно­
полостного гиперболоида 2х  — у 2 +  z 2 — R 2 плоскостью 
у  — х. Результат проверить с помощью формулы Стокса. 
(Ответ: ± 3 л R 2.)

4. Вычислить циркуляцию векторного поля а (М) =  
=  z\  -j- xj  +  ук  вдоль контура Г: х2 +  у 2 — 4, г  =  0 в поло­
жительном направлении обхода относительно орта n° =  к 
непосредственно и с помощью формулы Стокса. (Ответ: 
4 л -)

5. Найти циркуляцию векторного поля a(vW) =  z i - f -  
+  x2j +  i/2k по сечению сферы х 2 у 2 -f- z 2 =  R 2 плос­
костью х у  -\- z  =  R в положительном направлении об ­
хода относительно вектора n =  ( l ,  1, 1). (Ответ: Зл/?4/ 2 ) .
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6. Найти циркуляцию векторного поля а(/И) =  y 2i-f- 
+  ХУ\ +  (*2 +  У )  к по контуру, вырезаемому в первом 
октанте из параболоида х 2 у 2 =  R z  плоскостями лг =  О, 
у  =  0 , z  =  R в положительном направлении обхода отно­
сительно внешней нормали поверхности параболоида. (От­
вет: R 3/ 3.)

7. Вычислить циркуляцию векторного поля а(М) =  
=  z y 2i +  x z 2j -f-у х 2к по контуру пересечения параболоида  
х =  у 2 z 2 с плоскостью х  =  9 в положительном направле­
нии обхода относительно орта n° =  i. (Ответ: 729л.)

8. Вычислить циркуляцию векторного поля а(М) =  
=  — yi  -f- 2j -f- k по линии Г пересечения конуса х -f- 
-f- у 2 — z 2 =  0 с плоскостью z = l  в положительном на­
правлении обхода относительно орта п° =  к. (Ответ: л.)

Самостоятельная работа

1. Вычислить циркуляцию векторного поля a(Af) =  
=  у\  — х\ -f- zk  вдоль линии Г пересечения сферы х'2 -f- у  -f-

+  z 2 =  4 с конусом -у х 2 -f- у 2 =  z  в положительном направ­
лении обхода относительно орта п° =  к.

2. Вычислить циркуляцию векторного поля а(М) =  
=  yz i  -f- 2xz j  -f- у 2к по линии Г пересечения полусферы

z  =  ~у25 — х 1 — у 1 с цилиндром х 2 -f- у 2 =  1 б в положитель­
ном направлении обхода относительно орта п° =  к.

3. Вычислить циркуляцию векторного поля а(/И) =  
=  (х — у) \ +  х) — zk  вдоль линии Г пересечения цилиндра 
х'2 +  У2 — I с плоскостью 2 =  2 , если п° =  к.

15.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Е ОПЕРАЦИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА.  
КЛАССИФИКАЦИЯ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

Дифференциальные операции. Введенные выше основные понятия 
векторного анализа: градиент, дивергенция, ротор — удобно описывать 
с помощью дифференциального оператора, который обозначается 
символом V  (читается «набла»):

д . , д . , д .
^ ---- — 1 -̂---Л— j ---—дх ду dz

и называется оператором Гамильтона.
Выразим основные дифференциальные операции с помощью опера­

тора V :

+  =  grad и(М),
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V  • а(Л1) =

V  Х а ( М ) :

dx
d(?
dy

dR
dz

i j к
д д д
дх ду дг
Р Q R

■■ div a(.W),

ro t  a(.W).

Операции нахождения градиента, дивергенции, ротора называются 
дифференциальными операциями первого порядка.

Перечислим основные свойства дифференциальных операций  
второго порядка:

j  ■>,> <?2и д'г и  , с>2н , , , , ,div g r a d  и(М)  =  -----— -j- ----- г  -)-------- г  =  Аи{М),
дх '  di / ' d z '

V  • V  =  V 2 называется операторомгде Д =  - 

Лапласа;

д 2
д х 2

д 2

di f
д 2 
dz2

rot grad  «(/И) =  ( V  • V )  и(Л]) =  О, 
div rot а  (Л!) =  V  • ( V  X а  (Л!)) =  О, 

g r a d  div a(M)  =  V  ( V  • a ( M) \  
rot rot a(M) — V  X  ( V  X a(Al)) =  g rad  div а(Л1) — Д а (M).

Соленоидальное векторное поле. Векторное поле а (М) называется 
Соленоидальным  или трубчатым в области пространства V, если в каждой 
точке этой области

div а(М) =  0.

Так как div rot а(М)  =  0, то поле ротора любого векторного 
поля а(М)  является соленоидальным.

Поток солено'идального векторного поля а (М) в направлении его 
векторных линий через каждое сечение векторной трубки, согласно 
формуле О строградского— Гаусса, один и тот же. Трубчатое поле не 
имеет источников и стоков.

Д л я  каждого соленоидального поля а(/М) существует векторное 
поле Ь(УИ), такое, что а М.  rot b М . Вектор b(AJ) называется век­
тором-потенциалом данного поля а (М).

Потенциальное векторное поле. Векторное поле а (М) =  (Р, Q , Л?) 
называется потенциальным и л и  безвихревым в  односвязной области 
пространства V, если в каждой точке этой области

rot a. (М) =  0.

Согласно опредению ротора, необходимыми и достаточными условиями 
потенциальности поля а{А/) =  (Р, Q, /?) являются равенства:

д ±
ду

dQ
dz

дР
dz

dR
dx

dQ
dx

dP
dy

(15.28)

Так как ro t  g r a d  u(M)  =  0, то поле градиента любого скалярного 
поля и — и(х, у, г) — потенциальное. Д ля  того чтобы поле а(М) было по­
тенциальным в области V, необходимо и достаточно, чтобы существо­
вала дважды  непрерывно диференцируемая скалярная  фунция и =  и (х , 
у, г), такая,  что а  =  g r a d  и(М),  которая называется потенциальной функ­
цией ( потенциалом)  поля а(М).
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Так как при выполнении условий (15.28) криволинейный интеграл 
второго рода не зависит от линии, соединяющей точки и /VI,, то 
для потенциального поля а(Л!) =  Pi +  Qj +  Rk  справедлива формула для 
нахождения потенциальной функции:

и(х, у, г ) — 5 Pdx  +  Qdy  -)- Rd z  -)- С, (15.29)
M„.VI

где Motxo, у о, го) — некоторая фиксированная точка области V. 
М(х, у, г) — любая точка области V; С — произвольная постоянная.

Из формулы (15.29) следует формула для вычисления криволиней­
ного интеграла второго рода, не зависящего от пути интегрирования:

\ Pdx  -|- Qdy  -(- Rdz  =  и(В) — и (А), 
А в

( 1 5 . 3 0 )

где и(А) и и(В) — значения потенциала и в начальной А и конечной 
В точках пути.

Гармоническое векторное поле. Векторное поле а(,М), удовлетво­
ряющее двум условиям: diva(7V/) =  0 и rota(7W) =  0, называется гармо­
ническим.  Потенциал и гармонического поля является решением 
уравнения Л ап ласа

д 2и
Дц =  ■

дх2
д и

~ w
д 2и

=  0 . (15.31)

Функция и =  и(х, у, г), удовлетворяющая уравнению Л апласа  
(15.31), иызывается гармонической.

При мер I. Показать, что поле &(М) =  (2ху -(- г) i -(- (х2 — 2у) j +  
-f- лек является потенциальным, но не соленоидальным. Найти потен­
циал и данного поля.

у  Имеем: P =  2 x y - \ - z ,  Q =  x2 — 2y, R — х. Тогда

rot а (М)  =

i j k
д д д

дх ду дг
2ху  -)- г  х2 — 2у х

=  ( 0 - 0 ) i  +  (l -  1) j +  (2х —

— 2х) к =  0, 
т. е. поле а ( М ) — потенциальное. 

Далее  имеем
дР dQ  
дх ду

dR
дг

■■ 2у  — 2 +  0 ф  0,

поэтому поле &(М) не является соленоидальным.
Согласно формуле (15.29),

и (х> У, г ) — 5 (^ХУ +  z) dx  +  {л2 — 2у) dy  -|- xdz  +  С
Л) г,.и

Так как функции Р(х, у,  2), Q(x, у , г), R(x, у, г )  непрерывны и имеют 
непрерывные частные производные во всех точках пространства R3, 
то в качестве точки М о(лго, уо, го) можно взять начало координат 
0 (0 ,  0, 0), а в качестве Af(jc, у, z) — произвольную точку пространства. 
Как отмечалось ранее, криволинейный интеграл второго рода не зависит
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от пути интегрирования, поэтому его можно вычислить по ломаной 
ОАВМ  (рис. 15.12):

и(Х, У, Z) =  \ + С =  \ +  J +  |  + С  =
О М  0.1 А В  В М

ОА : у  =  О, г =  0, dy  =  0, dz  =  О, 0 ^  х ^  X,
АВ: х =  X, г  =  0, dx — 0, d z  =  0. О <  у  <  У,
В!И: Л’ =  X, у =  У', dx  =  О, dy  =  0, 0 ^  г ^  Z 

л у z
=  | 0 • </х +  S (А2 -  2у) (/у +  5 Xdz  =  А'2 У' -  У2 +  AZ.

Заменив в последнем равенстве А-, У, Z на х, у, г,  запишем вы раж е­
ние для потенциала поля:

и (,v, у, z) — х2у  — у2 +  хг -)- С. -4

Пример 2. Проверить, является ли потенциальным поле а  =  (уг  —
— ху) i -)- (хг — х 2 / 2  -)- у г2) j +  (ху -)- у 2г) к, найти его потенциал и вычис­
лить соответствующий криволинейный интеграл второго рода по линии, 
соединяющей точки А(  1, 1, 1) и В(2, — 2, 3).

► Учитывая, что Р — у г  — х у , Q =  хг — х2/ 2  -)- y z 2, R =  ху  +  у 2г, 
находим

rot а (УМ) =

i j  k
JL А  Л.
дх ду дг

у г  — ху хг  — х2/2  +  уг '  ху  -)- у 2г  

=  (х +  2y z  — х — 2yz)  i - f  (у — у) j  - f  (г — х — г  +  х) к  =  0.

Следовательно, поле а  — потенциальное и существует потенциал (см. 
формулу (15.29) и пример 1)

и(Х, У, Z) =  j) Pdx  -j- Qdy  -)- Rdz  -)- С —
Л1„ЛГ

Х  Y  2 1  

=  ^ 0 ■ dx  +  ^ ( -----^  dy  +  ^ (ху +  у 2г) dz  +  С =

=  -  А2 У/ 2  +  A YZ +  Y2Z 2/ 2  +  С.

253



Заменив X, Y, Z ка x, и. г, окончательно получим 

и =  хуг  — х ' у / 2  +  i f  г ' / 2  +  С.

Так как в потенциальном ноле криволинейны/i интеграл второго 
рода не зависит от пути интегрирования, соединяющего точки А и В,  
то, согласно формуле (15.30), имеем

S (уг — ху) dx +  (xz — х ' / 2  +  yz~) dy  +  (ху +  i f  г) dz  =
All

=  и (В) — и (А) =  У. 4

Пример 3. Д оказать ,  что функция и =  \ / г ,  где г =  \ х 2 +  у- -j- г 5, 
является гармонической н векторное поле а(/И) =  g r a d  и(М)  — гармо­
ническое.

► Прежде всего следует проверить, справедливо ли. для данной 
функций уравнение Л ап ласа  (15.31). Вычисляем д ' и / д х 2, d 2u / d f ,  
д  и / д г '  и Ди\

ди х д 2и 1 ( 3.vL' ди у
дх

х д'и 1 З.г ди
г3 ’ д хг Г ду

д ги
~ d f

1
- “ 7 г  + г

ди __ г д2и 1 Зг2
д г  г■’ ' д г 2 г' г '

а х 2 У* ~t- г~ 3 3Д и = -------Г  +  3 ---------------------- = -------г  +  —р  =  0.
г г г г

Следовательно, уравнение Л апласа  Д« =  0 удовлетворяется и д а н ­
ная функция и =  \ / г  — гармоническая.

Далее  находим

я(М) =  g ra d  и(М)  =  — ^(хл +  у\  +  гк).

Как известно, rot a(Af) =  rot g ra d  u(M)  =  0 для любой функции 
и, т е. одно нз условий в определении гармонического поля а(/И) 
выполнено. Другое условие diva(/V!) =  0 также выполняется, поскольку

div а  =  div g ra d  и(М) =  Д«(/И) =  0 . 4

А З -1 5 .6

1. Д оказать с помощью формулы Стокса, что 

ф y z d x  +  x z d y  +  x y d z  =■ 0 , 
г

где 1' — любой замкнутый контур. Результат проверить 
путем вычисления интеграла по контуру треугольника  
A B C  с вершинами А ( 0, 0, 0 ), f i ( l ,  1, 0), С(1, 1, 1).

2 . Найти grad div а(М), если а(М) == хЧ -j- у 3) -j- 23k.
3. Среда вращается как твердое тело вокруг оси O z  с
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угловой скоростью си =  сок. Найти ротор поля линейных 
скоростей v =  coXr, где г — радиус-вектор движущейся  
точки М(х, у, г). (Ответ: 2сок.)

4. Найти циркуляцию поля скоростей v, описанного  
в предыдущем задании, по окружности лг -f- у  — R',  г  =  О 
в положительном направлении обхода относительно орта 
к. (Ответ: 2 л R \ )

5. Доказать, что div rot а(М)  =  0 для любого поля 
а (М).

6. Установить потенциальность поля а (М) и найти его 
потенциал и, если:

а) а(М) =  2xyi  +  (хт — 2yz)  j — t/k;
б) а (М) =  (3х 2у  — у3) i +  (а-3 — 3х у 2) j;
в ) а(М)  =  (у 2) i (х -(- z) j -(- (у -(- л-) к.

(Ответ: а ) и =  х 2у  — y 2z  +  С; б) и =  х 3у  — х у 3 -)- С; в) и =  
=  ху  -j- y z  -j- x z  -f- С.)

7. Проверить, является ли гармонической функция

и =  In г, если г =  -\[х2 +  у 2.
8. Установить потенциальность поля а (М) и найти 

его потенциал и:

а) а(М) =  eu/'i +  ^  (х+ 1-) +  г ^ )  j  +  (  -  - -  ( Х +

+  уеиг +  е

б) а (М) =  y z  cos (xy)i  +  x z c o s ( x y ) \  - f  sin (xy) k. 
(Ответ: а) и =  еу/г (x \) -\- еуг — е ~ г +  С; б) и =  
=  2 sin (ху) +  С.)

9. Доказать, что векторное поле а ( М ) = ------—  г, где
I г Г3

r =  x i - 4- y j  +  zk, которое описывает гравитационное поле, 
создаваемое точечной массой т,  помещенной в начало 
координат ( у — ньютоновская постоянная тяготения), 
является гармоническим (потенциальным и безвихревым), 
найти его потенциал и и убедиться, что потенциал и 
удовлетворяет уравнению Лапласа. (Ответ: и =  у т / |г | . )

10. Доказать, что rot grad«(/W) =  0.
П .  Найти потенциал и поля а(М) =  (yz  -j- 1) i +  xz)  -f- 

-f- х у k и вычислить
(2 , 3 , 21

5 (yz  ~t- 1) dx  +  x z d y  -(- xydz .
(i. i. о

(Ответ: и =  x  +  x y z  -j- C; 12.)
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Самостоятельная работа

Проверить потенциальность векторного поля а (Af), 
найти его потенциал и вычислить значение соответствую­
щего криволинейного интеграла второго рода по дуге ли­
нии, соединяющей точки А и В (А — начало дуги, В — 
ее конец).

1. а (/И) -  2xyzi  x 2z] +  x~yk, А (1, — 1, 2), В ( — 2, 4 , 2). 
(Ответ: 34.)

2. a(Af) =  (х2 — 21/ 2) i +  (у2 — 2xz) j +  ( г2 — 2ху) k, Л '1 
- 1 ,  1), В( — 2, 2, 3). (Ответ: 9 2 /3 .)

3. а (Af) =  (2ху z2) i (2ху +  А'2) j +  (2^2 +  У2) к, А (О,
1, — 2), 6 (2 ,  3, 1). (Ответ: 25.)

15.7. И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Е  Д О М А Ш Н И Е  ЗАД АНИ Я К ГЛ. 15

И Д З-1 5. 1

1. Д ана функция u(M) =  u{x, у,  z ) и точки Afi, Af2. Вы­
числить: 1) производную этой функции в точке Afi по на-

>
правлению вектора AfiAf2; 2) grad «(Afi).

1.1. u(M) =  х 2у  +  y 2z  +  z 2x, Af 1 (1, — 1,2), Af2(3, 4, — 1).
1.2. u(M) =  5xy3z 2, M i (2, 1, — 1), Af2(4, — 3, 0).
1.3. «(Af) =  l n (*2 +  t/2 +  22) .A f i (— 1,2 , 1), Af2(3, 1, - 1 ) .
1.4. u(M) =  ze*l+S + * \  AI,(0, 0, 0), Af2(3, — 4, 2).
1.5. u(M) =  In (xy 4- y z  +  xz), Mi( — 2 ; 3, — 1), АЬ(2,

1. - 3 ) .

1.6. и(М) =  л]\  4- x 2 4- у 2 4- 22, Af 1(1, 1, 1), Ab(3,  2, 1).
1.7. «(Af) =  x 2y  4- х г 2 — 2, M i ( l ,  I, — 1), A/2(2, — 1, 3).
1.8. u(M) =  xey 4- y e x — z 2, M\  (3, 0, 2), Af2(4, 1, 3).
1.9. u(M) =  3 x y 2 +  z 2 — xyz,  M 1 (1, 1, 2), Af2(3, — 1, 4).
1.10. u(M) =  5x'2y z  — x y 2z  4~ yz~, Af 1 (1, 1, 1), Af2(9, 

- 3 ,  9).
1.11. u(M) =  x / ( x 2 +  y 2 +  z 2), M 1 (1, 2, 2), Af2( - 3 ,

2, - 1).
1.12. u(M) — y 2z  — 2 xy z  4- , Af 1 (3, 1, — 1), Af2( — 2,

1, 4).
1.13. «(Af) =  x 2 4- t/2 4- 22 — 2xyz,  Afi (1, — 1, 2), Af2(5, 

— 1, 4).
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1.14. и(М
- К } ) -

1.15. и(М
- 2 , 6).

1.16. и(М
1, 3).

1.17. и(М
1.18. и(М
1.19. и(М
1.20. и(М
1 .2 1 . и ( М

1.22. и(М
1.23. и(М
1.24. и(М 

- 5 ,  0).
1.25. и(М 

М*(2, 0, 1).
1.26. и(М 

— 4, 8).

1.27. и(М

1.28. и{М
2 , - 2 ).

1.29. и(М

1.30. и(М

=  In (1 + x  +  y 2 +  z 2), A fi( l ,  1, 1), Af2(3,

=  _)_ 2 / -  4z 2 -  5, M i (1, 2, 1), M 2( - 3 ,

=  ln (x 3 +  y 3 +  z +  1), Af,( 1, 3, 0), M 2( - 4,

=  x — 2y  +  ez, Af,( — 4, — 5, 0), Af2(2, 3, 4). 
=  x!' — 3xyz, /М, (2, 2, — 4), Af2( l ,  0, — 3). 
=  3x V \  Mt ( — 2, - 3 ,  1), Af2(5, - 2 ,  0). 
=  е ' ,' + г*, M |( — 5, 0, 2), Af2(2, 4, - 3 ) .
=  x ?/;, Afi(3, 1, 4), M 2( l ,  — 1, — 1).
=  (x2 +  y 2 +  z 2f , M l( l ,  2, - 1 ) ,  Af2(0, - 1 , 3 ) .  
=  (x — yY,  Afi(1, 5, 0), Af2(3, 7, — 2).
=  А  +  '/2- ? - З г ,  Af,(0, — 2, - 1 ) ,  Ab(12,

=  10/ ( х 2 +  г/2 - ) -г 2 +  1), M , ( -  1, 2 , • 2).

=  In (1 +  x - - y 2 +  z 2), A fi(l,  1, 1), Af2(5,

_A , (/ ^
IJ Z  X

, Afi ( — 1, 1, 1), Afa(2, 3, 4).

6 xyz ,  Af, (1, 3, — 5), Af2(4,

=  — — — — Afi (2, 2, 2), AI2( — 3, 4, 1).
У 2 2 ' ' 4

Afi(1, 0, 3), Al2(2, - 4 ,  5).

2. Вычислить поверхностный интеграл первого рода по 
поверхности 5, где S — часть плоскости (/?), отсеченная 
координатными плоскостями.

2.1. ^ (2.x - f  Зу +  2 z) d S , (р): а' +  Зу +  г =  3. ( Ог­

ест: 1 5 д /1 1 / 2 .)

2.2. 55 (2 -)- у  — 7л' -)- 9z) ofS, (/9): 2 x — y  — 2z ■2 .

(Ответ: 12.)

2.3. 55 (6х +  У -f- 4z) a!S, (р): Зх Зу +  z =  3. (Ответ:
S

ш у Т ^ / б . )
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2 A . \ \ ( x  +  2y  +  3 z ) d S ,  (P) : x  +  y  +  z  =  
s

8л / з . )

2.5. У (Зх — 2 y - \ - 6 z ) d S ,  (p): 2x -f- у  -j- 2z  ■ 

5/2.)

2.6. ^ (2x +  5y  — z) dS,  (p): x j ^ y  +  z =  
6'

7 У 6 /3 . )

2.7. У (5x — 8y — z) dS,  (p): 2x — 3y - + z  =  
s

2 Ъ л [н . )

2.8. \\ (3у  — x — z) dS,  (p) : x — у  +  z  =
s

- 20у з / з . )

2.9. \ \ ( 3 y -  2x -  2z) dS,  ip): 2x - y -  2 z  =
s

в  ет: 3.)

2.10. (2x — 3y  -f- z ) d S ,  ip): x  -)- 2y  -)- г =
.S'

л/б-)

2.11. \\ (5x +  у  — z) d S , (p): x 2г/ +  2z =  2.

2.12. ЭД (З-Лг -f- 2у  -f- 2z ) d S y (p)\ 3x -f- {2y  -f- 2,z 
s

вет; 9 д / 17.)

2.13. § (2x -|- 3y z ) d S ,  {p)\ 2x +  у  ~f- 2 — 
s

2л/б.)

2.14. ^ (9x -f- 2y  +  z ) d S ,  (p): 2 x у  +  z  =  
s

4 o V e . )

—  2 . ( O r e e r :  

2 . ( Ответ:

= 6 . ( Ответ:

2. ( Ответ:

2 . ( О г -

2 . ( Ответ:

(Ответ: 5.) 

=  6 . ( О г -

2. (Ответ: 

4. ( Ответ:

2 . ( Ответ:



2.15. $ (o.v +  8у  +  82: JS , (p): x + 4 y  +  2г =  8 . ( От- 

вет: 9 6 V 2 T )
2.16. || (4y — x 4 - 4z) dS,  (p): x — 2y  4 - 2z  =  2. (Ответ: 

s

- 1.)

2.17. || (7x 4 - У +  2z) dS,  (/?'): 3.v — 2y  4- 2z =  0. (От-
S

ест; 1 7 ^ 1 7 / 2 . )

2.18. ||  (2x +  3у  4- z) dS,  (p): 2x 4  3у  4  2 =  >̂. ( От-
's

вет: 18д/Т4.)

2.19. (4x — // 4- z ) d S ,  (p): x — у  4 - г =  2. (Ответ: 8 ^ 3 . )
Л

2.20. ft (6* — y Jr Hz)dS,  (/;): x у  4~ 2z =  2. (Ответ:
S

б л / б . )

2.21. || (4x — 4// — 2) r/S, (/?): x 4- 2/./ +  2z =  4. ( Or-
N

вет: 44.)

2.22.  ̂ (2л* 4- 4- 2) dS,  (p): x  4- у  4- 2z  =  2. ( Ответ: 
.s

5л/б.)

2.23. || (4л- — г/ 4- 4г) </S, (/?): 2л 4- 2у  -f- г =  4. ( Or-
Л

веп  44.)

2.24. || (5а- +  2у  +  2z) d S , (р): х 4- 2у  4- г =  2. ( От-
$

вет: 1б / з / 6 )

2.25. || (2л- 4- 5(/ 4- Юг) dS,  (р): 2х 4- у -|- Зг =  6. (От-
S

вет: Б бдЛ Т )

2.26. || (2х 4~ 15;/ z) dS,  (р): х 4- 2у  4- 2г =  2. (От-
S

вет: 10 .)
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2.27. ^ (Зх +  Юу — z) dS ,  (/?): x +  3y +  2 z  =  6. (От-
S

еет: 35д/14.)

2.28. 55 (2х +  3у  +  2) dS,  (р): 2х  +  2у  +  г  =  2. ( От-
S

вет: 7 /6 .)

■2.29. \\ (5х — у  +  5 z ) d S ,  (р): Зх +  2у  +  2 =  6 . (Ответ:
s

3 7 л [ ы . )

2.30. 55 (jf +  Зу +  2 z ) d S ,  (р ): 2х +  у  +  2г =  2. {Ответ: 

9 /2 . )
3. Вычислить поверхностный интеграл второго рода.
3-1-55 +  z 2) d y d z ,  где 5  — часть поверхности парабо-

s
лоида х =  9 — у 2 — z 2 (нормальный вектор п которой 
образует острый угол с ортом i) ,  отсеченная плоскостью 
х =  0. (Ответ: 8 1л/2 . )

3.2. 55 z 2dxdy ,  где S  — внешняя сторона поверхности
s

эллипсоида х 2 - f  у 2 -f- 2г2 =  2. (Ответ: 0.)

3.3. 55 z d x d y  - f  y d x d z  +  xd y d z ,  где S  — внешняя сто-
i'

рона поверхности куба, ограниченного плоскостями х =  0, 
у  =  0, 2 =  0 , x = \ , y = \ , z = \ .  ( Ответ: 3.)

3.4. 55 (z +  1) dxdy ,  где S  — внешняя сторона поверх-
.S

ности сферы х 2 +  у 2 - f  22 =  16. (Ответ: 2 5 6 л /3 .)
3.5. \\ y z d y d z  - f  x z d x d z  +  xydxdt j ,  где 5  — верхняя сто-

рона плоскости х  - f  у  +  2 =  4, отсеченной координатными 
плоскостями. (Ответ: 32.)

3.6. 55 x'2d y d z  +  у 2d x d z  +  z 2dxdy ,  где S  — внешняя сто-
s

рона сферы х 2 +  у 2 +  z 2 =  16, леж ащ ая в первом 
октанте. (Ответ: 96л.)

3.7. 55 x d y d z  +  y d x d z  +  zd xdy ,  где 5  — внешняя сто-

рона сферы х 2 +  у 2 +  22 =  1. (Ответ: 4л.)
3.8. \\ x z d x d y  +  x y d y d z  +  y z d x d z ,  где S — верхняя часть

А'
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плоскости х у  z  =  1, отсеченной координатными пло­
скостями. (Ответ: 1 /8 .)

3.9. y z d x d y  +  x z d y d z  +  x y dx dz ,  где 5  — наружная  
s

поверхность цилиндра х 2 +  г/2 =  I, отсеченная плоскостя­
ми 2 =  0, 2 =  5. (Ответ: 25л.)

ЗЛО. 55 y 2z d x d y  +  x z d y d z  - f  x 2y d x d z ,  где 5  — часть по-
s

верхности параболоида 2 =  х 2 +  у 2 (нормальный вектор 
п которой образует тупой угол с ортом к), вырезаемая  
цилиндром x 2 - j - y 2 = l .  (Ответ: л / 8 .)

3.11. 55 (х2 +  у 2) zdxdy ,  где 5  — внешняя сторона ниж-

ней половины сферы х 2 - j-у 2 - j - z 2 =  9. (Ответ: 3 2 4 л /5 .)
3.12. 55 x 2d y d z  +  z 2dxdy ,  где 5  — часть поверхности

s
конуса г 2 =  х 2 - f  у 2 (нормальный вектор п которой обра­
зует тупой угол с ортом к), лежащ ая между плоскостями 
2 =  0, 2 = 1. (Ответ: — л /2 . )

3.13. 55 (2гГ — z ) d x d y ,  где 5  — часть поверхности па-
s

раболоида z  =  x 2 - \ - у 2 (нормальный вектор п которой о б ­
разует тупой угол с ортом к), отсекаемая плоскостью 
2 =  2. (Ответ: 0.)

3.14. \ \ — dxdlJ где 5  — часть поверхности гипер-
s' +  у2 ~  1

болоида х 1 -f- у 2 =  z l - f  1 (нормальный вектор п которой 
образует тупой угол с ортом к), отсекаемая плоскостями

2 =  0, 2 = д / з .  (Ответ: — 2т/3д .)
3.15. 55 x y d y d z  +  y z d x d z  - f  x z dxdy ,  где 5  — внешняя

s
сторона сферы х 2 +  у 2 +  z 2 =  1, леж ащ ая в первом ок­
танте. (Ответ: Зл /1 6 .)

3.16. 55 x 2d y d z  +  zdx dy ,  где 5  — часть поверхности
s

параболоида 2 =  х 2 -f- у 2 (нормальный вектор n которой 
образует тупой угол с ортом к), отсекаемая плоскостью 
2 =  4. (Ответ: 8л.)

3.17. 55 x 2d y d z  - f  y 2d x d z  — z d x d y , где 5  — часть поверх- 
s

ности конуса z 2 — х 2 - f  у 2 (нормальный вектор п которой
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образует острый угол с ортом к), отсекаемая плоскостями 
z = 0  и г =  3. (Ответ: — 18л.)

3.18. ft x 2d y d z  — z 2d x d z  -f- z d x d y , где 5  — часть поверх-
s

ности параболоида 2 =  3 — х 2 — у'2 (нормальный вектор п 
которой образует острый угол с ортом к), отсекаемая 
плоскостью 2 =  0. (Ответ: 9 л /2 .)

3.19. ft y z d y d z  — x 2d x d z  — y 2dxdy ,  где S  — часть по-
s'

верхности конуса х 2 +  z 2 =  у 2 (нормальный вектор п кото­
рой образует тупой угол с ортом j ) ,  отсекаемая плоскостя­
ми у  =  0, у =  1. (Ответ: л /4 . )

3.20. ft x 2d y d z  +  ‘l y 2d x d z  —  zd x d y ,  где 5  —  часть по-
s

верхности параболоида z  =  х 2 у 2 (нормальный вектор п 
которой образует острый угол с ортом к), отсекаемая 
плоскостью 2 =  1. (Ответ: — л /2 . )

3 . 2 1 .  ft 2x d y d z  - f ( l  — z ) d x d y ,  где 5  — внутренняя сто-
s'

рона цилиндра х~ +  у 2 =  4, отсекаемая плоскостями 2 =  
=  0 и 2 = 1. (Ответ: — 8л.)

3.22. ft 2x d y d z  — y d x d z  -f- zd xd y ,  где 5  — внешняя сто-
s'

рона замкнутой поверхности, образованной параболои­

дом 3z =  х 2 - \ - у 2 и полусферой z = ^ y 4  — x 2 — y 2. (От­
вет: 19л/3 .)

3.23. ft 4x d y d z  -f- 2y d x d z  — zd x d y ,  где S  — внешняя сто-
s'

рона сферы х 2 у 2 z 2 =  4. (Ответ: 160л/3 .)
3.24. ft (х +  2) d y d z  - \ - (z  -\- у) d x d y , где 5  — внешняя

s
сторона цилиндра х 2 - \ - у 2 = \ ,  отсекаемая плоскостями
2 =  0 и 2 =  2. (Ответ: 2л.)

3.25. ft 3x d y d z  — y d x d z  — z d x d y , где 5  — часть поверх-

ности параболоида 9 — 2 =  х 2 +  у 2 (нормальный вектор п 
которой образует острый угол с ортом к), отсекаемая  
плоскостью 2 =  0. (Ответ: 243л /2 . )

3.26. ft (у — x ) d y d z  -)- (2 — у) d x d z  +  (х — z) dxdy ,  где
s

•S — внутренняя сторона замкнутой поверхности, образо-  
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ванной конусом х~ =  у 2 +  z 2 и плоскостью л- — 1. (От­
вет: л.)

3.27. 55 3x 2d y d z  — y 2d x d z  — zdx dy ,  где S  — часть по-
5

верхностн параболоида I — z  =  x 2 ~f-y2 (нормальный век­
тор п которой образует острый угол с ортом к). (От­
вет: — л / 2 .)

3.28. 55 (1 +  2x~)dydz  +  y 2d x d z  +  zd x d y ,  где S  — часть
s

поверхности конуса х 2 - f  у 2 =  z 2 (нормальный вектор п 
которой образует тупой угол с ортом к), отсекаемая пло­
скостями 2 =  0 и z =  4. (Ответ: 128л/3 .)

3.29. x 2d y d z  - f  z'2d x d z  +  yd x d y ,  где S  — часть поверх-
■S

ности параболоида х 2 +  у'2 =  4 — z  (нормальный вектор п 
которой образует острый угол с ортом к), отсекаемая  
плоскостью z =  0. (Ответ: 0.)

3.30. 55 (у2 +  z 2) d y d z  — у 1 d x d z  +  2y z 2dxdy ,  где S  — 
s

часть поверхности конуса х 2 -j- z 2 =  у 2 (нормальный вектор 
п которой образует тупой угол с ортом j ) ,  отсекаемая  
плоскостями у  =  0 и у =  1. (Ответ: л /2 . )

4. Вычислить поток векторного поля а(УИ) через вне­
шнюю поверхность пирамиды, образуемую плоскостью (р) 
и координатными плоскостями, двумя способами: а) ис­
пользовав определение потока; б) с помощью формулы 
Остроградского — Гаусса.

4.1. a(Af) =  3 x i - f  (y +  z) j +  (х — z) k, (p): x +  3y  +  
+  z =  3. (Ответ: 9 /2 . )

4.2. a(AJ) = ( 3 x  — 1) i +  (У — x  +  2) j +  4zk, (p): 2x —
— у  — 2z =  2. (Ответ: 8 /3 . )

4.3. a (Af) =  xi -j- (x -j- z) j -j- (y - f  z) k, (p): 3x  -f~ 3y  -f- 
+  2 =  3. (Ответ: 1.)

4.4. a (M) =  (x -j- z) i -f- (2 — x) j -f- (x -f- 2y  -f- z) k, (p): x  +  
- \ - y - \ -  z  =  2. (Ответ: 8 /3 . )

4.5. a (Af) =  (y +  2z) i +  (x +  2z) j +  (x — 2y) k, (p): 2x +  
-f- у  +  2z =  2. (Ответ: 0.)

4.6. a (Af) =  (x +  2) i - f  2y\  +  ( x - \ - y  — z) k, (p): x  - f  2y  +  
+  z =  2. (Ответ: 4 /3 . )

4.7. a(Af) =  (3x — y)  i -j- (2у  -)- z) j -j- (2z  — x) k, (p): 2x —
— Зг/ +  2 =  6 . (Ответ: 42.)

4.8. a(M) =  (2y  +  2)i +  (x — у)  j — 2гк, (p): x ~ y  +  
- j - z  =  2. (Ответ: — 4.)

263



4.9. а(М)  =  (х +  у) \ +  3yj +  (у — z) к, (р): 2х — у  —
— 2z  = ■ — 2. (Ответ: — 1.)

4.10. a(M) =  (x +  y — z)i — 2yj +  (х +  2г) к, (р): х +  
+  2y +  z =  2. (Ответ: 2 /3 . )

4.11. а(М) =  (у z) i +  (2.x у) j zk, (р): 2х +  у +  
+  z =  2. (Ответ: 4 /3 . )

4.12. a(M) =  xi +  (у — 2 z ) j  +  (2х — у  +  2г) к, (р): х +  
+'-2у +  2 z  — 2. (Ответ: 4 /3 . )

4.13. а(А1) =  (х +  2z)  i -j- (у — 3 z ) j - ) - z k ,  (р): Зх +  2у  +  
+  2z  =  6 . (Ответ: 9.)

4.14. a(M) =  4xi +  (x — у  — z ) j  +  (3y +  2z)k, (р): 2х  +  
+  {/ +  г =  4. (Ответ: 8 0 /3 .)

4.15. а(/И) =  ( 2 г — х) i +  (х +  2y)j +  Згк, (р): х - + 4 у  +  
+  2z  =  8. (Ответ: 128/3.)

4.16. а(Л4) =  4г ‘1 +  (х — у  — 2) j +  (Зу +  z)  к, (р): х —
— 2у  +  2z  =  2. (Ответ: 0.)

4.17. а(М) =  (х +  у)  i +  (у z) j -j- 2(z -(- x) к, (p): Зх —
— 2y  +  2z  =  6. (Ответ: 12.)

4.18. a(M) =  (x -j- у  -j- z) i -f- 2z\  (y — 7z)  k, (p ): 2x +  
+  3y +  2 =  6 . (Ответ: — 36.)

4.19. a(M)  =  (2.x — z) i +  (y — x) j +  (x +  2z)  k, (p): x —
— y +  z =  2. (Ответ: 2 0 /3 .)

4.20. a(M) =  (2y — z)i  +  ( x + y ) j  +  xk, (p): x +  2y +  
- \ -2 z  =  4. (Ответ: 8 /3 . )

4.21. a(M)  =  (2z x) i -(- (x y) j (3x +  2) k, (p): x +  
+  у  +  2г =  2. (Ответ: — 2 /3 .)

4.22. a(M) =  (х -j- 2) i -j- (x -j- 3y)  j -j- г/к, (p): x  -j- у  +  
+  2z =  2. (Ответ: 8 /3 .)

4.23. a(M) =  (x +  2) i +  zj +  (2x — y)k , (p): 2 x - j - 2y +  
+  2 =  4. (Ответ: 8 /3 . )

4.24. a(Af) =  (3x +  y)i  +  (x +  2)j +  yk, (p): x +  2y +  
+  2 =  2. (Ответ: 2.)

4.25. a(Af) =  (y +  2) i +  (2x — 2) j +  (г/ +  З2) к, (p): 2x +  
+  y +  3z =  6 . (Ответ: 18.)

4.26. a(M) =  (y +  z) i +  (x +  6y)  j +  yk ,  (p): x  +  2y  +  
+  2z =  2. (Ответ: 2.)

4.27. a(M) — (2y 2) i +  (x +  2y) j +  yk, (p): x +  3y  +  
+  2z =  6. (Ответ: 12.)

4.28. a(Af) =  (y +  2) i +  xj +  (y — 22) k, (p): 2x +  2у +  
+  2 =  2. (Ответ: — 2 /3 . )

4.29. а (/И) =  (x +  2) i +  z \  +  (2.x — y) k, (p): 3x +  2у +  
+  2 =  6. (Ответ: 6.)

4.30. a(Af) =  2i +  (x +  у ) j +  yk, (p): 2х +  у +  2г =  2. 
(Ответ: 1 /3 .)
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Решение типового варианта

1. Д ана функция u(M) — ~ \ [ x /z — л [ у / х  2xy z  и точки 
М |(1, 1, — 1), Мг( — 2, — 1, 1). Вычислить: 1) производную
этой функции в точке М\ по направлению вектора М\Мг,  
2) grad и (Mi).

^  1. Вычислим производную функции и(М) =  и(х,

у, z) в точке М| по направлению вектора М\Мч =  ( — 3, 
— 2 , 2 ):

d u ( M О ди(М)  I , ди(М)  I п I' ' — — ' • cos а  +  —з—-  • cos Р +
д М \Мг дх  I м, ду  \м,

+  - c o s y ,dz  | Ai,

ди(М)  _  _ | _  __ +  л!у_  j r 2 y Z d u{ M  ̂ 1 =  —  A
дх 2 г л г  ax U  2 ’

du(M) _  __  1 , 9 ди(М)  I _ _  5
Ф  I , ,  2 ’

+ 2xy,  = 1,
dz  z'2 dz  I м,

3  2 2
cos a  =  — —— , cos p =  ——r, cos y--- —= ,  ---------—=r, 1C ----,

V 17 V  17 v 17 

=  _  _ 3  / _  3  \  _  _ 5  / _______ 2 __ \  , j  _ _ _ 2 _  =  2 3

дЛЬДЬ 2 '  -\Дт" 2 2т/17
2. Согласно определению,

*=rad - ( « 0 =  i |  .  ' +  j  +  k “  

- - f i - l i  +  K- 4

2. Вычислить поверхностный интеграл первого рода
55 (Зх — y - \ - z ) d S  по поверхности S,  где 5  — часть пло-
s
скости (р): х z  — 2у  =  2, отсеченная координатными пло­
скостями.

^  Из уравнения плоскости находим:
2 =  2 — х - \ - 2 у ,  z'x =  — 1, z'y =  2 ,

265



d S  =  V l  +  z'x2 +  z'y d x d y  =  ^f&dxdy.

Сводим вычисление поверхностного интеграла к вычисле­
нию двойного интеграла по области D,  где D  — треуголь­
ник АОВ,  являющийся проекцией поверхности S на пло­
скость Оху  (рис. 15.13). Тогда

55 (Зх — у  +  z) d S  =   ̂ (Зх — у  +  2 — х  +  2у) ^fEdxdy  =
A О

,_ О “

~  (2х 4- у  +  2)~y&dxdy  =  д /б  \ d y  \ ( 2 х - \ - у - \ -2)dx  =
I) — 1 о

г  ! ,, I 2 + L’.V Г7 9 ,
=  д /6 5 dy(x-  +  (у +  2)х) = д /6 5 (4 +  8t/ +  4y- +

-  I 10 -  I
<1

+  2у  +  2у 2 +  4 + 4 у) d y  =  У 6 5 (6г/2 +  1 Ау +  8) d y  =
—  I

=  'д/б(2г/ 5 +  7г/2 +  8г/)| ^==3д/б.

3. Вычислить поверхностный интеграл второго рода

55 (а-2 +  z 2) d x d z  +  x~dydz  — 2z 2dxdy ,
s

где S  — часть поверхности параболоида 4 — у  =  х2 +  г2 
(нормальный вектор п которой образует острый угол 
с ортом j ) ,  отсекаемая плоскостью у  =  0.

► Представим данный поверхностный интеграл по ко­
ординатам в виде суммы трех интегралов и, используя  
уравнение параболоида, преобразуем каждый из них в 
двойной интеграл по области D y (у — 1, 2, 3) (рис. 15.14):

/  =  55 (х2 +  z'~) d x d z  +  x ' d y d z  — 2 z 2d x d y  =  /  t +  / 2 + 13,
s

где

/i =  55 (x2 +  z 1) dxdz \  12 =  55 x 2dydz ;  / 3 =  55 ( — 2z 2) dxdy.
s s s

Вычислим последовательно интегралы Л, / 2, / 3:
/1 =  55 (х2 +  z 2) d x d z  =  \х =  р cos ф, г =  р sin ф,

о,
2 т 2
Г Г I ~'*t * Id x d z  =  pdpdcpl =  V d<f \ p‘!dp  =  cp| • = 8л,



где область D\ — круг х 2 - f  z 2 =  4, у  == 0, являющийся 
проекцией поверхности параболоида на плоскость Oxz.  П е­
ред интегралом / 1 ставится знак « +  », так как нормаль п 
к поверхности образует острый угол |3 с осью Оу.

Далее,

1-2 =  55 x - d y d z  =  (д/4 — у  — z  ')1 d y d z  —
.S [)■

— \ \ (  — V 4 — у  — z - ' f d y d z  = 5 5 ( 4  — у  — г )  d y d z  —
и j I) :

— S5 (4 — у — 2~) d y d z  =
О:

Координатная плоскость O y z  разбивает поверхность па­

раболоида на две части х = ^ 4 — у  — г 2 и х =

= — ~\j4 — у  — г 2, проекция каждой из которых па пло­
скость O yz  есть область Dz- Поэтому интеграл h  можно  
представить в виде суммы двух интегралов, перед первым 
из которых надо взять знак « +  », так как нормаль п 
к этой части поверхности параболоида образует острый 
угол с осью Ох, а перед вторым интегралом — знак « — », 
поскольку нормаль п образует с осью Ох тупой угол. 

Аналогично

/з =  55 ~   ̂z 2d x d y  =  — 2 55 (л/4 — у  — х 2) 2 d x d y  +
i' D,

+  255 ( — V 4 — У — X2) 2d x d y  =  0.
ZJ,
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Итак,

|| (х2 +  z 2) d x d z  +  x 2d y d z  — 2z 2d x d y  =  8л. 4  
s

4. Вычислить поток векторного поля a(Af) =  (х - f  z) i -f- 
+  (2y — x) j - j - z k  через внешнюю поверхность пирамиды, 
образуемую плоскостью (р): х — 2у  +  2z =  4 и координат­
ными плоскостями, двумя способами: 1) использовав 
определение потока; 2) с помощью формулы Остроград­
ского — Г аусса.

► 1. Вычисляем поток векторного поля с помощью  
поверхностного интеграла

Я  =  || а • ri’dS,
s

где S  — внешняя сторона поверхности пирамиды А В С О  
(рис. 15.15).

Вначале вычислим поток через каждую из четырех 
граней пирамиды. Грань А О С  лежит в плоскости у  =  0,

Р и с .  15.15

нормаль к этой грани п° =  j,  dS  =  dxdz .  Тогда поток век­
торного поля а (М) через грань А О С

4 2 - х / 2

/7] =  — || x d S  =  — || x d x d z  =  — | xdx  |  d z  —
д  ЛОС. д  АОС О О

о
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Грань А О В  лежит в плоскости 2 =  0, нормаль к этой 
грани nl2 =  — k, d S  =  dxdy ,

/7г =  55 0 • d x d y  =  0.
А Л О В

Грань В О С  лежит в плоскости х =  0, нормаль к данной 
грани пз =  — i, d S  =  d y d z ,

о
П з =  — 55 z d y d z  =  — 55 z d z  55 d y  =

Л  B U G  I) г  — 2
2

5 г ( - г  +  2) ' г г = - ( - | -  + г * ) С = -

И, наконец, грань A B C  лежит в плоскости х — 2у +  2z ■
— 4 =  0, нормаль к этой грани

„ и _  i - 2j +  2k _  i - 2j +  2k
I l 4 --------------------------

V l  +  4 +  4

dS  =  д / 1 z'x -f- z'y d x d y , 2 — — -4- Jc —J— —|— 2,

Zx =  —  4 - ’ z 'y =  1 •

I1оэтому

dS = ^ J  1 +  -j- +  1 dxdy =  dxdy ,

=  (j ((* +  *) - 2 ( 2 y  — x) +  27) d x d y  =
д Л / н ;

=  J_ ^  {x +  z  — Ay +  2x +  2z) d x d y  =
А  Л В С

=  _i_ ^  (Зх — Ay +  З2) d x d y  =  -i- ^  ^3x — Ay —
д И й с  д /WJb’

— - i  x +  3y +  dx dy  =  -1 x — г/ +  б)  dx d y  =
Д Л OZi

0 2y + 4

=  S dy \ { j  x ~  y +  %) dx =
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=  т  \  ^ ( 4 ^ + ( б - у )-^ ) |0 =

о

=  Т  \ ( 4 ( 2y  +  4j3+(6- y ) (2y^- 4 )c /y  =
— 2

О

=  |  J 3(у2  +  А у  +  4) +  12у +  2 4  -  2 /у2 -  4 ^ / z y  =

О

=  У   ̂ (У2 +  20у -(- 36) d y  =  -i. -j- 1 О у -j- 36г/  ̂| ° 2 =

_  •">2

Д ал ее  находим поток через полную поверхность пи­
рамиды АВСО:

П = П 1 + П »  +  Л Я +  П1 =  Щ - .

2. Вычислить поток через поверхность пирамиды А В С О  
по формуле О строградского— Гаусса:

п - Ш £  +  %i

Находим

ОР __ д(х +  г) __ j dQ __ 0(2у  — х) __ ^ dR  __  dz  __  j
их dx ’ ду ду  c r  дг

Так как интеграл Щd x d y d z  равен объему нрямоуголь-
I.'

ной пирамиды АВ СО ,  то

=  4 =  <
\ г

И Д З -1 5 .2

1. Вычислить циркуляцию векторного поля а (М) по 
контуру треугольника, полученного в результате пересече­
ния плоскости (р): Ах  -}- By  +  Cz =  D с координатными

Я  =  Ш (1 +  2 +  I) d x d y d z
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плоскостями, при положительном направлении обхода  
относительно нормального вектора п =  (А, В, С) этой 
плоскости двумя способами: 1) использовав определение  
циркуляции; 2) с помощью формулы Стокса (15.27).

1.1. a.(M) =  zi +  (x +  y ) i + y k ,  (р): 2х +  у  +  2г =  2. 
(Ответ: 5 /2 . )

1.2 . а (М) =  (х +  2) i +  2j +  (2х — у) к, (р): Зх +  2г/ +  
+  2 =  6 (Ответ: — 24.)

1.3. а (М) =  (у +  z) \ +  xj +  (у — 2z) к, (р): 2х +  2у  +  
+  2 =  2. (Ответ: 2.)

1.4. а(М) =  (2г/ — 2) i +  (х +  2у) j +  г/к, (р): х +  Зг/ +  
+  22 =  6. (Ответ: — 12.)

1.5. а (М) =  (г/ +  2) i +  (х +  6у) j +  ук,  (р): х +  2у  +  
+  22 =  2. (Ответ: 3 /2 . )

1.6. а(М) =  (у +  2) i +  (2х — 2) j +  (г/ +  Зг) к, (р): 2х +  
+  у +  3г =  6 . (Ответ: 24.)

1.7. а(М) =  (Зх +  у) \ +  (х +  2) j +  ук,  (р): х +  2у  +  
+  2 =  2. (Ответ: 0.)

1.8. а(М) =  (х +  г) i +  2j +  (2х — у) к, (р): 2х +  2у  +  
+  2 =  4. (Ответ: — 12.)

1.9. а(М) =  (х +  г) i +  (х +  Зу) j +  ук,  (р): х +  у +  2z =  
=  2. (Ответ: 4.)

1. 10. а(А4) =  (2г/— z)i +  (х +  г/) j +  хк, (р): х +  2г/+  
+  2г =  4. (Ответ: — 12.)

1.11. a{M) =  (2z — x )i  +  (x — г/) j +  (Зх +  2) к, (р): х +  
+  у +  2г =  2. (Ответ: 1.)

1. 12. а(Л4) =  (2х — 2) i +  (г/ — х) j +  (х +  2z) к, (р): х —
— у  +  2 =  2. (Ответ: 2.)

1.13. а(М)  =  (х +  г/ +  2) i +  2z)  +  (у — 7г)к , (р): 2х +  
+  Зг/+  2 =  6. (Ответ: 0.)

1.14. а(М)  =  (х +  у) i +  (у +  2) j +  2(х +  г) к, (р): Зх —
— 2у  +  2г =  6. (Ответ: — 3 /2-)

1.15. а(А4) =  42i +  (х — у  — 2) j +  (Зг/ +  г) к, (р): х —
— 2г/ +  2 г = 2 .  (Ответ: — 1.)

1.16. а(М) =  (2г — х) i +  (х +  2у) j +  Згк, (р): х +  4г/ +  
+  2г =  8. (Ответ: 40.)

1.17. а(А1) =  4xi +  (х — у  — 2) j +  (Зу +  2z) к, (р): 2х +  
+  г/ +  2 =  4. (Ответ: 36.)

1.18. а(Л1) =  (х +  2 г) i +  (у — Зг) j +  2k, (р): Зх +  2г/ +  
+  2г =  6. (Ответ: 3 9 /2 .)

1.19. а(М) =  xi +  (у — 2z)  j +  (2х — у  +  2г) к, (р): х +  
+  2у  +  2z  =  2. (Ответ: — 3 /2 . )

1.20. а(М) =  [у — z) i  +  (2х +  у ) \  +  2k, (р): 2х +  у  +  
+  2 =  2. (Ответ: 0.)
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1.21. a(Af) =  (x +  у  — z) i — 2yj +  (x +  2z) k, (p): x +  
- \ -2y  z  =  2. (Ответ: — 5.)

1.22 . a(Af) =  (x +  y )i  +  3yj + { y  — z )k ,  (p): 2x — y —
— 2 z = — 2 . (Ответ: — 2.)

1.23. a(Af) =  (2y +  z)i +  (x — y ) \  — 2zk, (p): x — y  +  
~r z  — 2. (Ответ: — 4.)

1.24. a(Af) =  (3x y) i -j- (2y -j- z) j -(- (2z  — x) k, (p): 
2x — 3y  -(- г =  6 . ( Ответ: 12.)

1.25. a(Af) =  (x -j- z) i -)- 2y] —(— (x —[-  у  z) k, (p): x -j- 
-(- 2y -\- z  =  2. (Ответ: 1.)

1.26. a(Af) =  (y -(- 2z)  i +  (x -|- 2z) j +  (x — 2y)  k, (p)\ 
2x -j- у  -f- 2z  =  2. ( Ответ: — 7 / 2 . )

1.27. a(Af) =  (x -(- z) i -)- ( z — x) j -)- (x -j- 2y -|- z) k, (p): 
x ij  z  =  2. (Ответ: 0 . )

1.28. a(Af) =  xi +  ( - i ' T i ) j  +  (‘/ r 2) k, (p): 3x —{— Зг/ —(— 
-j- z  — 3. (Ответ: 3 /2 . )

i .29. a(Af) =  (Зх -  1) i +  (г/ -  x +  z) j +  4zk,  (p): 2x -
— y — 2 z = — 2. (Ответ: 0.)

1.30. a(Af) =  3xi -j- (y -j- z) j -j- (x — z) k, (p): x -j- 3y  -j- 
+  z =  3. (Ответ: — 6.)

2. Найти величину и направление наибольшего изме­
нения функции и(М) =  и(х, у , г) в точке А1и(х0> уо, zq).

2.1. u(M) =  xyz,  Л/о(0, 1, — 2). (Ответ: 2.)
2.2. и(М) — х yz ,  Afo(2, 0, 2). (Ответ: 12.)
2.3. и(М) =  x y 2z, Afo( 1, — 2 , 0). (Ответ: 4.)
2.4. u(M) =  x y z \  Мо(3, 0, 1). (Ответ: 3.)
2.5. u(M) =  x y ~ z ,  Af0( — 1, 0, 3). (Ответ: 0.)

2.6. и(М) =  x 2y z 2, Afo(2, 1, — 1). (Ответ: 4д/б.)

2.7. u(M) =  x y 2z 2, М 0( — 2, 1, 1). (Ответ: -\J 33.)

2.8. и(М) =  y 2z  — х 2, Л-ЦО, 1, 1). ( Ответ: д/Ъ.)

2.9. «(Af) =  х 2у -|- y 2z, Aio (0, — 2, 1). (Ответ: 4 ^ 2 . )
2.10. м(Л-1) =  х(у +  г), AfutO, 1, 2]. (Ответ: 3.)

2.11. u(M) =  xy  — xz,  Af0( — 1, 2, 1). (Ответ: л /з . )

2.12. u(M) =  x 2y z , М„(1, — 1, 1). (Огест: д /б .)
2.13. и(М) =  xyz ,  Af0(2, 1, 0). (Ответ: 2.)
2.14. и(М) =  x y z 2, Af0(4, 0, 1). (Ответ: 4.)
2.15. u(M) =  2x2yz ,  А Ц  — 3, 0, 2). (Ответ: 36.)
2.16. и(М) =  x 2yz,  Af0( l ,  0, 4). (Ответ: 4.)
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2.17. u(M

2.18. u(M

2.19. u(M

2 .20. u(M
2 .21. u(M
2 .22. u(M

СОCMCM* u(M
2.24. u(M

ЮCMCM u(M

2.26. u(M

CMCM u(M

2.28. u(M

2.29. u(M
2.30. u(M

— (x - \ - y )  z 2, А/о(0, — 1, 4). (Ответ: 24.)

=  (x +  z ) y 2, А/0(2, 2, 2). (Ответ: 12д/2.)

=  x 2((/2 +  z), А/0(4, 1, — 3). (Ответ: 16^ 6 .)

=  (x2 4 - z ) y 2, Мо( — 4, 1, 0). (Ответ: У 33.) 
=  х 2(г /4 - г 2), А/0(3, 0, 1). (Ответ: 21.)
=  (х2 — у ) г 2, А/0(1, 3, 0). (Ответ: 0.)

=  х(г/2 +  г 2), А/0(1, — 2, 1). (Ответ: л/Ть.)  
=  х 2 +  3у'2 — г 2, А/0(0, 0, 1). (Ответ: 2.)

==х2г — у 2, AJ0(1, 1, — 2). (Ответ: У 21.)

=  x z 2 +  у,  А/0(2, 2, 1). ( Ответ: Зд/2.)
=  x 2y  — z , А/0( — 2, 2, 1). (Ответ: 9.)

=  x y 2 — z, М 0( — \, 2, 1). (Ответ: У 33.)

=  г/(х +  г), А/0(0, 2, — 2). (Ответ: 2У З.)
1 =  г(х +  г/), А/0(1, — 1, 0). (Ответ: 2.)

3. Найти наибольшую плотность циркуляции векторно­
го поля а ( А / ) = ( х ,  г/, г) в точке М 0(х0, Уо, г о)-

3.1. а(А/) =  x 2i — х у 2) +  z 2k, AJo(0, 1, — 2). (Ответ: 1.)

3.2. а(А/) =  ху\  4- yz)  4- xz)  4-  xzk,  А/0(2, 0, 3). (От­

вет: дА 13.)
3.3. а(А/) =  x y 2i 4- y z 2j — x 2k, A/0( l ,  — 2, 0.) (Ответ: 

2 / 5 . )
3.4. a(AZ) =  xz\  4-  z) 4- yzk ,  A/0(3, 0, 1). (Ответ: _3.)
3.5. a(M)  =  xyi  4-  xyz)  — xk, А Ц  — 1,0, 3.) ( Ответ: д/ 2.)
3.6. a (A/) =  yzi  — z 2) +  хг/zk, AZ0(2, 1, — 1). (Ответ:

3.7. a(A/) =  y i  — xyj 4- г k, AJ0( — 2, 1, 1). (Ответ: 1.)
3.8. a(AZ) =  xzi — xyz)  4-  x 2zk, Afo(0, 1, 1). (Ответ: 1.)
3.9. a(Al) =  x y i — y 2z ) — xzk,  A/t)(0, — 2, 1). (Ответ:

л [ \ 7 - )
3.10. a(AZ) =  xzi — y)  — zyk,  A/0(0, 1, 2). (Ответ: 2.)
3.11. a(A/) =  y 2i — x y 2) 4-  z 2k, A/0( — 1, 2, 1). (Ответ: 8.)
3.12. a(Af) =  xyi  — x y ‘ j — x y 2) 4- г2к, A/0( l ,  — 1, 1). 

(Ответ: 2.)
3.13. a(AZ) =  (x 4-  y)  i 4-  yz)  4-  xzk, AZ(>(2, 1, 0). (От­

вет: У  2.)
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3.14. а(А4) =  ху\  — (у +  z)j xzk, Af0(4, О, 1). (От­

вет: 3 ^ 2 . )
3.15. а(М
3.16. а(Л1 

в е т :  2 .)
3.17. а (Л/

3.18. a(Af
3.19. а (Л?

вет: ф з . )
3.20. а(М

вет: V s . )
3.21. а (Af

e e r :  З д / З . )
3.22. а(М  

667’.' 3 . )
3.23. а(М  

вег: ~\/6-)
3.24. а (Af

вет: л /ё .)
3.25. a(Af

667.' л/26.)
3.26. a(Af

ест: V 2 K)
3.27. a(Af

вег: л / 24-)
3.28. a(Af

V 2 - )
3.29. а(М

вег; 2 .)
3.30. а(М  

в е г ;  0 .)

=  xi — zyj +  x"zk, М о ( — 3, 0, 2). (Ответ: 12.) 
=  (х +  у 2) i +  yz'] — х 2к, М 0(1, 0, 4). ( От-

=  xzi — у ] yz k,  Мо(0 , — 1, 4). (Ответ: А.)

~  ху\  — xj -j- y zk ,  Af0(2, 2, 2). ( Ответ: л [ \ 3 )  
=  (x +  y ) i^~  xyz]  — хк,  Af0(4, 1, — 3). (От-

=  {x — y ) i  +  y z ' i — yk,  Мо{ — 4, 1, 0). (О г-

=  (у — z) i — z2j +  xyzk ,  Af0(3, О, 1). ( От-

=  yz i  z  j “Ь у) zk,  Afo( 1, 3, 0). ( От- 

=  z 4  — xzj -j- z2k, Af0( l ,  — 2 , 1). (Ог-

=  xyi +  (x — z )j  +  (y — x)k, A/o(0, 0, 1). ( O t -

=  xzi  -j- (x — y) j -j- x 2zk, M 0( l ,  1, — 2). ( Or-

=  (X —  2-) i +  xyj +  y 2zk, Al0(2, 2, 1). (  O r -

=  (x — г) i -j- xyz]  -j- xk, Af0( — 2, 2, 1). ( Or-

— (y — z ) \ - \ - y \  — z 2k, M o(— 1, 2, 1). (Ответ:

=  (x — y)\ — xj -j- xzk, Af0(0, 2, — 2). (Or-  

=  (x — z ) \  — y] +  xyk,  Mo(l, — 1, 0). (07-- 

4
Выяснить, является ли векторное поле а (Af) =  (x, у, z) 

соленоидальным.

4.1. a{M)  =  (a — P)xi +  (у — oc)/j +  (|3 — v)zk.
4.2. а(М) =  х'г/i — 2x(/2j -j- 2xyzk.
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4.3. а (Af) =  (yz — 2х)\ +  (xz  +  2y)j +  хук.
4.4. а(М)  =  (х2 — z '-)i — 3xyj -f-(y~ +  z~)к.
4.5. а(М) =  2xyzi  — y ( y z  -f- 1)j - f  zk.
4.6. a{M)  =  2x — 3yi -j- 2xyj — z 2k.
4.7. a(M) =  (x:-’ — y-)\  +  ((/" — z2)j + ( г - ’ — x 2)k.
4.8. a(M)  =  yzi  -j- (x — y) j +  z 2k.
4.9. a(M) =  {y - j7 z}i +  {x - j - z ) )  +  (x +  y ) k.
4.10. a(Af) =  3xL’yi — 2xf/2j — 2xyzk.
4.11. a(Af) =  (x -j- y)i — 2(y  +  z)j +  (г — x)k.

Выяснить, является ли векторное поле а(А1) =  (х, у, г) 
потенциальным.

4.12. а (Af) =  {yz  — 2x)i +  (xz zy)j -j- xyk.
4.13. a(Af) =  yzi  +  xz]  4- хук.
4.14. a(AJ) =  bxyi  +  (3xL — 2у))  -j- zk.
4.15. а (Af) =  (2х — уг)! -j- (2х — ху) j - j -  y z k.
4.16. a(Af) =  [у — z)i +  3xyzj +  (г — x)k.
4.17. a(Af) =  (у -  z)i +  (X +  г ) j +  (*'“ -  У')к.
4.18. а (Af) =  (х -)- y)i — 2xzj — 3(у -J- z ) k.
4.19. a(AJ) =  z~’i +  (xz +  y )j + o-vJyk.
4.20. a(M) =  xy(3x — 4y)i +  x 2(x — 4y)j +  3 z 2k.
4.21. a(Af) =  6x~i -(- 3 cos (3x -(- 2z) \  +  cos (3y +  2zjk.
4.22. a(M) =  (x -j- y )i +  (z — y )j +  2(x -j- z ) k.
4.23. a(Af) =  3(x — z)i -j- (x'J — y 2)j +  3zk.
4.24. a(Af) =  (2x — yz)i -j- (xz — 2y) j -j- 2xyzk.
4.25. a(Af) =  3x:’i -j- 4(x — y ) j -f- (x — z)k.

Выяснить, является ли векторное поле а (М) =  (х, у,  z) 
гармоническим.

4.26. а(/И) =  x L>zi -j- у 2j — xz~k.
4.27. a (Af) =  (х -{- y)i -f- (У +  ^)j +  (Л‘ +  z )k.

4.28. а ( М ) =  — i -j- — j +  — k.
4 у  z X

4.29. a(M) =  yzi  -f- xzj -{- xyk.
4.30. a(M)  =  (y — z)i + ( z  — x)j -j- (.v — y) k.

Решение типового варианта

I. Вычислить циркуляцию векторного поля а (М) =  
=  (х — 2z)i +  (х -j- Зу -)- г )j +  (5х +  у) к по контуру тре- 
угольника, полученного в результате пересечения пло­
скости (р): х - j-у +  z =  1 с координатными плоскостями, 
при положительном направлении обхода относительно 
нормального вектора n = ( l ,  1, 1) этой плоскости двумя
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способами: 1) использовав определение циркуляции; 
2) с помощью формулы Стокса (15.27).

^  В результате пересечения плоскости (р) с коорди­
натными плоскостями получим треугольник A B C

(рис. 15.16) и укажем на нем положительное направление 
обхода контура АВ СА  в соответствии с условием задачи.

1. Вычислим циркуляцию С  данного поля по формуле
(15.25), в которой обозначим d \ = x ° d l :

С =  ф a d l  =  \ a - d l +  \ а • dl +  \ а ■ dl.
А Н С  А Л Ь  В С  СЛ

На отрезке АВ  имеем: г =  0, х у  — 1, у =  1 — х, 
d y  =  — dx,

а =  .vi -j- (х +  3(/)j -j- (5х +  у)  k, dl - d x i -j- dy\ ,  
a • dl =  xdx  -j- (x -j- 3y) dy,

0
J a • dl =  \ xdx  +  (x -j- 3y ) d y  =  \ (x — x — 3(1 — x))dx =

АН ЛН  I

I)

=  ij (3-v — 3) dx  =  — Зх) | ] =  4 '
1

На отрезке В С  верны соотношения: х = 0 ,  y - \ - z = l ,  
z  =  1 — у, d z  =  — dy,

a =  — 2zi  +  (3у  -(- z) j -j- г/k, dl =  dy]  -j- dzk ,  
a - dl =  (3y +  z ) d y  + y d z ,

\ a • dl =  J (3y +  z )d y  +  y d z  =
НС и  с

(I I)

=  ^ ( 3 y +  1 — у  — y ) d y  =   ̂(y +  l)d(/ =  i y ± i L | ° =  —
1 1
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На отрезке С А имеем: у  =  0, х +  z =  1, d z  = — ofx, 

а • dl =  (х — 2z) d x  +  5xofz,
\ a • dl =  \ (x — 2z) dx  +  bx d z  =

С А  СА
2 I

=  \ ( x  — 2 +  2x  — 5 x)dx  =  \ (  — 2x — z )dx  =
о о

=  (x2 — 2x)\o =  — 3.

Следовательно,

C =  | - 4 - 3 = - 3 .

2. Вычислим циркуляцию данного поля с помощью  
формулы Стокса (15.27). Для этого определим

rot а(М) =

i j k
д д д
дх ду dz

х  — 2z х +  Зу  +  z  5х +  у
- 7 j  +  k.

В качестве поверхности S  в формуле Стокса возьмем  
боковую поверхность пирамиды ОАВС:

S  =  S oca +  S c m s  S o b c - 

По формуле Стокса имеем

С  =  \\ ro ta  • n°( i5  =  \\ rot а • dS,

где

dS =  dydz i  +  d x d z j +  dxdyk ,  (rot а • dS) =
=  — 7 d x d z  +  dxdy.

Следовательно,

С = 5 5 — 7d x d z  -J- d x d y  = — 7 \\ d x d z  +  $ d x d y  = — 3. -4
S  S ijAC $ОЛИ

2. Найти величину и направление наибольшего изме­
нения функции u(M) =  5x/y z  — 7 xy 2z  +  5 x y z “ в точке
М о ( 1 ,  1, 1).

► Находим частные производные функции и (Л/) в 
любой точке А4(х, у, г) и в точке А40:

дх
=  10x y z  — 7у  z  +  5 y z \2 ди(Ми) __

дх
10 — 7 +  5 =  8,
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ди(М)
ду

ди(М)

■ 5 x 2z  — 14 x y z  +  5 x z 2,

■ 5х 2у  — 7ху2 -(- 10xyz,

ди(Мо)
ду

ди(Мо)
дг

=  5 — 1 4 + 5 =  — 4, 

=  5 — 7 +  10 =  8.

Тогда в точке М 0( 1, 1, 1) имеем grad и( М 0) =  8i — 4j +  8k. 
Наибольшая скорость изменения поля в точке М о дости­
гается в направлении g r a d u (M 0) и численно равна 
Igrad ы(М0)|:

ди(Мй) 
д  g rad  и ma x — - =  Igrad и(М 0)\ =

=  Л/8" +  ( — 4 )2 +  82 =  12. 4

3. Найти наибольшую плотность циркуляции вектор­
ного поля а(М) =  x y 1z 1\ +  x 2y z 2] +  x y z k  в точке Ai()(2, 
- 1, 1).

^  Наибольшая плотность циркуляции векторного  
поля а(М) в данной точке АЬ достигается в направлении 
ротора и численно равна [rot а(А10) | . Находим:

i ) к
д д д

дх 4/ ) дг
x y 2z 2 x 2y z 2 x y z

rot а (М)
ил  i  »./

x y 2z 2 x~yz2 X I  

=  i [xz — 2 x 2yz)  — j (yz — 2 x y 2z)

rota(Mo) =  lOi +  5j, |ro ta (M u)| =  д/ 1U2 +  52 =  5д/5. ^

4. Выяснить, является ли векторное поле а (М) =  
=  (у +  z)i +  ху]  — xzk  соленоидальным.

^  Векторное поле а(М)  — соленоидальное, если в 
каждой его точке d iva(M ) =  0. Находим

diva(A ,) =  f  +  f + §  = ± ( г  +  у) +

+  ^  (х у >̂ ( ~  х г ) =  о +  х  ~~ А' =  0-

15.8. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  ЗА Д А Ч И  К ГЛ. 15

1. Найти площадь части поверхности шара х2 +  у~ +  
+  г 2 =  с 2, расположенной вне цилиндров х 2 +  г/2 =  ± а х .  
(Ответ: 8 а 2.)
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2. Вычислить массу поверхности куба 0 ^  х  ^  1, 0 ^  
йС у  1, 0 ^  z ^  1, если поверхностная плотность в точке 
А1(х, у, г) равна xyz.  (Ответ: 3 /4 . )

3. Вычислить координаты центра масс конической по­
верхности z2 = x 2 -j-(/2, 0 ^  z ^  1, если ее плотность в 
каждой точке пропорциональна расстоянию от этой точки 
до оси конуса. (Ответ: (0, 0, 3 /4 ) . )

4. В каких точках пространства градиент скалярного  
поля и(М) =  хл +  у 3 +  z3 — 3xyz:  а) перпендикулярен к 
оси Oz; б) равен нулю? (Ответ: a) z 2 =  ху\  б) х =  у  =  z.)

5. Вычислить наибольшую скорость возрастания ска­
лярного поля и(М)  =  х 2у  -j- y ' z  -j- z2x в точке М 0(2 , 1, 2).
( Ответ: ->/209.)

6 . Показать, что в точке /4(4, — 12) производная функ­
ции z =  х ! +  Зх2 +  6ху  +  у 2 по любому направлению равна 
н у л ю .

7. Уравнения движения материальной точки: x =  t, 
у  =  / 2, z =  1Л С какой скоростью увеличивается расстоя­

ние от этой точки до начала координат? (Ответ:

V 1 т  ‘ -г  ‘

8 . Два парохода, вышедшие одновременно из пункта 
А,  движутся один на север, другой — на северо-восток. 
Скорость движения пароходов 20 км/ч и 40 км/ч. С какой 
скоростью увеличивается расстояние меж ду ними? ( Ответ:

9. Записать уравнения силовых линий векторного поля 
а(М) =  xi -(- у] +  2zk. (Ответ: у  =  С \ Х ,  г =  С гх\)

10. Векторное поле определяется силой, модуль кото­
рой обратно пропорционален расстоянию от точки ее при­
ложения до плоскости Оху.  Сила направлена к началу  
координат. Найти дивергенцию этого поля. (Ответ:
— k / ( z^ /x2 4- у 2 -(- z2) , где к — коэффициент пропорцио­
нальности.)

11. Твердое тело вращается вокруг оси Oz с угловой
скоростью со. Вектор линейной скорости v имеет проекции 
на оси координат: v x =  — шу, vy — сох, vz — 0. Найти: 
а) ротор вектора v; б) циркуляцию вектора v по окруж ­
ности х - \ - у 2 =  а ’ в положительном направлении обхода  
относительно орта к. (Ответ: а) (0, 0, 2о>); б) 2ла 2ш.)
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П Р И Л О Ж Е Н И Е

К О Н ТРО Л ЬН А Я  РАБОТА «К РА Т Н Ы Е  И К Р И В О Л И Н Е Й Н Ы Е  
И Н Т Е Г РА Л Ы » (2 ЧАСА)

1. Изменить порядок интегрирования.

2 4 — х 2 

1. 1. \ d x  |  b(x , y)dy.
О 4 — 2х~

4 V  25 — У

1.3. \ d y  5 b(x, y)dx.
О 3 V i//2  

4 7 - ц

1.5. \ d y  J b(x , y)dx.
О I//4  +  I 
2 '2 \ jx

1.7. \ d x  J b(x, y)dy.
0 x J/4

1 4

1.9. J d y \ b ( x ,  y)dx.
- 2

2 x* / 2  +  2

1. 11. \ d x  J b(x, y)dy.
() 2x

л /4  л /2  — у

1.13. J dy   ̂ b{x, y)dx.  
и У
1 1 -  У

1.15. \ d y   ̂ Ь(х, y)dx.
ч -

2 x + 2

1.17. J dx  J b(x, y)dy.

1.19.

1.21 .

1.23.
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d y  J b(x, y)dx.

I —y
dy  J b(x , y)dx.

2 - 2  у
dy   ̂ b(x, y)dx.

0 l — у

3 д/25 — x 2

1.2. \ d x   ̂ b(x, y)dy.
0 V9 -
1 4 (/"

1.4. Jrfi/ 5 b{x, y)dx.
(J 2 y + l

4 '/2  о —

1.6. J 6 (x,
о 0
4 У +  4

1.8. J dy  \ b(x, y)dx.  
- 2  ,/!/ 2

2 r  +  2
1. 10. Jrfi/ J 6 (x,

0
1 '2-x

1. 12. \ d x  J b(x, y)dy.
II x3
2 12x

1.14. \ d x  \ b(x , y)dy.
0 Ax!
1 x ! + \

1.16. \ d x  J b(x, y)dy.

1.18. \ dx  J Jb(x, y)dy.
0 - x 2
0 I + y

1.20. J dy  J b(x, y)dx.
- I  - \ - y
1 3 — x

1.22. \ d x  J b(x, y)dy.
0 2*2
4 :s«/2+4

1.24. \ d y  J b(x, y)dx.
0 t f /2+1



О l + . r  4 /5  3 — Лу / 2

1.25. |  dx  J b(x, y)dy.  1.26. j dy  j b(x, y)dx.
~ 1 — V1+ x 0 1 у
1 у  1 V 1 - и -  о 2

1.27. \ d y  J b(x, y)dx.  1.28. \ d x  J b(x, y)dy.
о — vl/ о — x

0 2y  +  1 3

1.29. J dy  | b(x, y)dx.  1.30. \ d x  J b(x, y)dy.
- I  - 2- 1/ 0 0

2. Вычислить тройной интеграл по области V, ограниченной з а ­
данными поверхностями.

2 .1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2 .10. 

2.11. 

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2 л[х2 -|- у 2 dxdydz\  

(х2 +  z ^ dx d yd z ,  

zdxdydz;  

y d x d y d z ; 

ydxdydz \

(4 — x — y)dxdydz ,  

d x d y d z ,

V: у  =  0, z  =  0, z  =  2, x 2 +  у  =  2x. 

V: у  =  2, , r  +  z-  =  2y.

V: z  =  д/х2 +  i f ,  z =  2.

V: у  =  4 (x: +  г 2), у =  4.

V: y 2 =  x2 +  z 1, у  =  2.

V: x2 +  у 2 =  4, 2 =  0, 2 = 1 .

V: z =  -\j4 — x- — i f ,  x2 +  y : =  3z.

A j x ' +  y - +  z 2dxdydz ,  V: x- +  i f  +  z 2^ a 2, x 1 - f -  y 2 +  z 2<  4a2. 

xdxdydz ,

Цy d x d y d z , 
v
Ц dxdydz,
v

\\ bdxdydz,  
v

\\ (x2 +  \ )dxdydz,
v

^ (z“ +  I) dxdydz,

V: 2 = 1  — ~yjx~ -)- y 2, 2 0. 

V: z  =  1 — (x2 +  y 2), 2 5s 0.

У +
—  dxdydz .

V: z  =  д /а 2 — x 2 — i/2, 2 =  д/х2 +  1/2.

V: 2 =  2 -  (x2 +  y2), 2 =  x 2 +  i/J.

1Л x 2 +  i/2 =  1, z =  x2 +  (Д 2 5 s 0.

K: z 2 =  x 2 +  j r ,  2 >  0, 2 <  1.

V: y 2 +  z 2 =  1, x2 =  y 2 +  z 2, x >  0.

2.16. \\\ (x2 +  y 2 +  z )dxdydz ,  V: x2 +  i/2 =  9, 2 ^ 0, 2 ^ 3 . 
v
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2.17. I l l  — —........  dx dy d z  V: x 2 +  y 2 -j- z 2 =  1, г ^  0.
' "  л/(х2 +  y 2 +  z 2)1

2.18. \\\y'2dxdydz ,  V: x 2 +  i f  =  1. г 2 =  .v2 +  i f .  z  >  0. 
v

2_ ГГГ ^ d x d y d z  V : x , +  y ; +  z ?> l x ? +  s  +  z ^ 4' z > 0 .

V л/х2 +  у 2

2.20. Щ dxdydz ,  V: x2 +  y 2 =  4, 2 =  5 — (x2 +  tf), z  >  0.
v

zdxdydz
2.21. VVl - ----- -------- V: г =  -yi — x- — у г  >  0.

JJj V 1 — -1'2 — y ’

2.22. \\\(x — 2)dxdydz ,  V: x =  6(y2 +  z2), у 1 +  z2 =  3. x =  0.

2.23. ЙК.У+ \ )d xd yd z ,  V: у  =  3 л / х 2 +  z ?, x2 +  22 =  36, у  =  0. 
i'

2.24. Щ zd x d yd z ,  V: z  =  5 (x2 +  y 2), x 2 +  i f  =  2, z =  0. 
v

2.25. $  (x +  3)dxdydz ,  V: 2,v =  t f  +  г 2, г/2 +  z 2 =  4, д- =  0.
I-

2.26. ЭД)(.v2 -|- z 2)dxdydz ,  V: y 2 =  x~ +  z 2, у  =  4. 
i'

2.27. $  (y2 z 2)dxc!ydz, V: x — y : +  г 2, x =  9. 
i'

2.28. \\\(x‘2 +  y 2)dxdydz ,  V: 2z =  x 2 +  i f ,  x 2 +  y 1 =  4. г  =  0. 
l-'

2.29. ЭД(д- +  A)dxdydz.  Г: 2x =  y 2 -f- z \  (/2 +  z 2 =  4, x =  0. 
v

2.30. Щ (i/ - 3)dxdydz ,  V: Ay =  д х 2 -f- г ' ,  x +  z 2 =  16, у  =  0. 
i'

3. Проверить, является ли данное выражение полным дифферен­
циалом функции и =  и(х, у). Найти функцию и =  и(х, у).

3.1. (sin2 у  — у  sin 2х +  I / 2j dx  +  (х sin 2у  +  cos2 х' +  \ )dy.
3.2. ( у /х  +  In у +  2x)dx  +  (In х -j- х / у  1 )dy.
3.3. (х2 — 2xy)dx (у2 — '2xy)dy.

3.4. ( у / л / \  — х 2у~ +  x~)dx +  (х /л ] \  — х \ /  +  y)dy.

3.5. (~~ 2—:— 2— I- ^АГ') +  ( — т~ — 5----- d y .
\  х Н- У~ /  V +  У  /

3.6. ( ------у-— - г  -  Л  d x +  ( ------ -  10^ dy.
\  1 +  * У  )  \  1 +  х-у2 )

3.7. (y2e"J -f- 3)rfx +  (2xye'!r — 1}dy.
3.8. (sin х cos х cos y / s i r r  x)dx  +  (sin у /s in x — cos y)dy.
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3.9. — d x  Н---------- dy.
х ‘у  ху-

3.10. ( ----- -— -------- 1-') d x  +  ( ----- ------г  +  — 'j dy.
\  (X -ь yy X )  V (A- +  и)- у )

3.11. (3x 2y  — y ' ) d x  4  (л"5 4  3 x y 2)dy.

3.12.  X ) d x +  ( ~ ------- - Л  dl).
\ y  x - J  \ x  у  J

3.13. ( — ~ — ------ Л  d x —  ~ ~ — , dy.
\  -Г - f  I f  /  .V* 4  y-

3.14. (3.r — 2x y  4- y ‘) dx  (2x y  — x 2 — 3 y 2)dy .
3.15. (sin 2.v — 2 sin л-sin у — 1 t/JC -f- (sin 2y-\- 2 co sx co s  y — 4x')dy.
3.16. ( 12a'j I7 +  1 / i f ) d x  +  (4a' — 2 x / y ' ) d y .
3.17. (2xy  — 1 / x - ) d x  +  (лг — 2 / y ' s)dy .

3.18. ' -------^ d x  +  ^sin i y ------------ dy.

3 .1 9. ( 2 / 4 ’ - f  c o sJ t/>dx -f- ly — x  sin 2y )dy .
3.20. (cos x  — 2 x y ) d x  -f- ( — 3 sin у  — x J)dy.
3.21. (2x y  — I4e' sin .v cos x ) d x  4  ( x2 -+• 7e" cos '  x )dy .
3.22. (1 /cos" a +  y ' ) d x  4- 3 x y 2dy.
3.23. 11 / x  4 - sin y ) d x  4  cos ydij.
3.24.  ( i /  x 2 4~ l / y i d x  =  ((l — x ) / i f ) d y .
3.25.  ix  +  у  s i i r  y ) d x  4 - (1 4- x  s in 2 у 4- x y  sin 2y)dy .
3.26. i e ' " J +  у  cos xy  —  6x ) d x  4- (a c o s  x y  — e'  ~ ")dy.

3.27.  ( -------- —-------:------12.V-')/’ +  : i ) c l x  4  ( -------- 4 -̂-----r — &x*y +  A d i j .
V 34- A" 4  y' J  V3 +  a- 4 у ) /  '

3.28. (cos у  4  Ц cos .v — t i xy ' ) d x  4 - (sin ,v — x  sin у  — 6 x 2y ) dy .
3.29. {ye'-’ — 2 x  sin (A J — t f ) ) d x  4  (am?*" 4- 2у  s in(x~ — y*))dy.

3.30. (а ' /Д  i 4 - A' 4 ” y~ H~ *̂ A''//! — 3)cJA' 4 ” ( i ' / V 1 A'' -j- y 2 4  
+  6л ' y 2 +  «(/)</(/.

4. Вычислить криволинейный интеграл вдоль заданной дуги L.

4.1. \ x d y  — yd x ,  L: a =  q c o s ’ /, y  =  a s i ] i ' l  (0 ^  t ^  2л).
L

4.2. \ (.г 4- i f j d x  4- {j f  — i f ) d y ,  L.tn'  У —■ (-v) от точки Л ( — 1, 1) до
1- 1Н

точки В [2, 2).

4.3. J ( а ? — 2 x y ) d x  4-  ( у2 — 2xi j )dy,  L у  =  x 2 от точки А ( — 1, 1)
1-ЛК

до точки В (! ,  1).

4.4. J sin y d x  — sin x d y ,  L m 1. отрезок прямой, заключенной между  
L ш

точками /4(0, л) и В{л, 0).

4.5. J x d y  — y dx ,  L \ h. х  =  a( t  — sin /), у  =  a( \  —  c o s / )  от точки
l .ab

Л (2ла, 0) до точки В (0, 0).
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4.6. J x dy - j - y d x ,  Labc— контур треугольника с вершинами
I лис

А ( - I, 0), В(\ ,  0), С(0, 1).

4.7. $ —  dx xdy,  L ab'- У =  In х от точки А (1, 0) до точки В (е, 1). 
Lab х

4.8. J xex dy  ydx,  L 0a'- у  =  х 1 от точки 0 (0, 0) до точки /4(1, 1). 
L oa

4.9. J (х2 y)dx  (х -\- у-) dy.  Lab — отрезок прямой, заключенный 
L ab

между точками Д(1, 2) и В(3, 5).

4.10. J (ху — \ )dx  x2ydy,  Lab — отрезок прямой, заключенный
L ab

между точками /4(1, 0) и В(0, 2).

4.11. J cos ydx — sin xdy,  LAB— отрезок прямой, заключенный
t-A й

между точками А ( 2, — 2) и В( — 2, 2).

4.12. J xdy  +  ydx,  L oab  — контур треугольника с вершинами
L о  а  в

0(0,  0), /4(3, 0), В(0, 2).

4.13. |  (x +  y ) d l , L o a b — контур треугольника с вершинами 
L oab

0(0,  0), /4(2, 0), 6 (0, 2).
4.14. | ( x + i / ) d / ,  L — первый лепесток лемнискаты Бернулли р2 =  

L

=  a 2 cos 2<р.

Г CU
4.18. \ — - ------ , L i л  — отрезок прямой, соединяющий точки

4.15. ф Vx +  у 2 dl, L — окружность х 2 +  у'2 =  ах.
L

4.16. \ t f d l ,  L — первая арка циклоиды х =  a(l  —  s in / ) ,  у =
L

=  а( 1 — cos t).

4.17. J xydx (у — x)dy,  L 0b: у  =  х 1 от точки 0(0 , 0) д о  точки
L o b

В(  1, 1).

dl

J д / Т + у 2 +  4
1-0 А

0 (0, 0) и / 1( 1, 2).

4.19. J 2xdy +  ydx,  L A„: х =  у 1 от точки /4(1, 1) д о  точки В(4, 2 ) .  

L a b

4.20.  \ —-------- -------- г , L — первый виток винтовой линии x =  4 c o s / ,
J +  У +  г-
I.

у  =  4 sin t, z  =  31.

4.21. ф ye'dl ,  L — окружность x’’ +  у 2 =  3.
I.
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4.22. ф(2х +  t f )dl ,  L — окружность X' i f  =  I.
4.23. ф(л'2 +  у 1) dl, L — окружность х =  2 cos I, у  =  2 sin I.

L
x ‘dl

4.24. V — х  *" _  i  — эллипс х =  4 cos t, у —  sin t .

J -у*2 _|_ 16;

4.25. J (хг +  y 2)dx (x2 — y 2)dy,  L , )W — контур треугольника с
L oa b

вершинами 0 ( 0 ,  (I), /4(1, 0), B ( 0, I).

4.26. | (aresin у  — x l )dl, L — дуга окружности ,t =  c o s /, y =
i

=  sin t ( 0 <  ( <  л/4).
4.27. J x2ydx ye* + tdy.  Lab — отрезок прямой, заключенный 

L ab

между точками /4(1, 1) и В ( 2, 3).

4.28.  ̂ ydx  +  —  dy. L a b  - Дуга кривой у =  е~ х от точки /4(0, 1) 

L ab

до точки й (1 ,  2).

4.29. J 2xydx  +  xldy, L o a ’. у =  х 3 от точки 0 ( 0 ,  0) до  точки /4(1, 1). 
1-оа

4.30. \ (ху -(- x")dl, L  i,( — отрезок прямой, заключенный м ежду  
L ab

точками /4(1, 1) и В ( 3, 3).
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