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n  редисловие

Настоящая книга представляет собой сборник задач ио курсу 
уравнений л1 атематнческой физики, читаемому в высших учеб
ных заведениях нахней страны студентам математического, фи
зического и ин!кенс[)по-фнзичоского профилей. Она состоит и» 
двух частей. В первой части сформулированы условия задач. 
В начале ка:кдого параграфа этой части собраны сведения из 
соответствун)П(их разделов программы теоретического курса. Во 
второй части ирпведены ответы к задачалг, а в тех случаях, когда 
задачи нестандартны, и подробное объяснение хода получения 
рс 1 нений.

Вольнюе внимапне уделено методам, наиболее часто приме
няемым на практике при построении ренюний основных задач 
для эллиптических, гиперболических и параболических урав- 
1 ;ений.

Во втором издании книги значительно увеличено количество 
задач, в частности, за счет включения в нее повых разделов. 
В некоторых местах улучшено мзложенпе материала, исправлены 
замеченные опечатки.

Авторы выражают благодарность Л. Д. Кудрявдеву, С. II. По- 
хо;каеву, М. Л. Краснову, А. А. Вашарину и А. И. Киселеву за 
ценные замечания, способствующие улучшению изложения мате
риала. Мы также благодарны Г. В. Калиниченко за помощь при 
оформлении рукописи и чтение корректур.

А. В. Бицадзе  
Д. Ф. Калиниченко



Г л а в а  I

Вводные попятпя. К л а сси ф и к а ц и я  уравнении  
и систем ypauiiennii с частны ми производными.  

Приведение к кан оническом у ви д у уравнени й  
с частными производными второго порядка  

с д в у м я  незавпсимы ми иеремеиными.
В ы вод некоторых уравнении м атем атической  ф изики

§ 1. Дифференциальное уравнение с частиымн нроилводпымн 
и его peiuemin. Системы уравиеин 11 с частными производными

Обозначим чоро:) D область n-Mt“piioio евк'.чндона пространства Е„  точек 
л: =  (лп, . . х„ )  с деь'нртовымц ортогональными координатами дч, . . .  
. . Хп, п ^  2.

Пусть =  _ J , — заданная Д1м'|стпит1‘льная функция
точек JC е  D и дсчнп ннтгльных норомепн1,1Х

,Ги

с неотрицательными целочисленными индексами ............ i„, V  к =
y^i

=  0, . . т, i n I, но jqiaiiiicii мере одна из частных нроизьодных которой

д/'

j= i
отлична от нуля. 

У{)аиис11ие вида

гГч = 0 , о . (1 )

называется дифференциальным уравнением с частными производными по
рядка т относительно неизвестиои функции и ^  и {х), а левая часть /•’ лто- 
го равенства, представляющая собой совокушгость операций над функ
цией и,— дифференциальным оператором с частными производными по
рядка т.

Ка:кдая онределенная в D-области задатшя уравнения (1) действитель
ная функция и(х),  иенрерывиая вместе со своими частными ироизподными.



входящими в это уравнение, и обращающая его в тождество, называется 
регулярным решением  уравнения (1).

Наряду с регулярными решениями в теории уравнений с частными про
изводными важную роль играют также элементарные, или фундаменталь
ные, решения.

Когда F представляет собой iV-мерный вектор F =  (F\, . . . ,  Fjv) с компо
нентами i =  1, Л’, зависящими от i  s  О и от Л/-

мерных векторов векторное равенство (1)
называется системой дифференциальных уравнений с частными производ
ными относительно неизвестных функций ui, . . им или относительно не
известного вектора и =  (uu . . . ,  им) .

Уравнение (1) называется линейным, если F линейно зависит от всех 
д’ и̂ О ^ к  ^ т .

д=̂ 1̂ - • • ^ 4 "
Линейное уравнение мо:кно записать в виде

2 2 и 71г^
или кратко

Lu =  f {x ) ,

где
n

у  a. . (X )____ £ 1 _ .  y i ,  =  k,
h=oii- . . in  dx^ . . . d x ^

— линейный дифференциальный оператор порядка т.
Линейное уравнение называется однородным или неоднородным в зави

симости от того, будет ли f { x )  = 0  или f ( x )  Ф  0.
Уравнение (1) называется квазилинейным, если F  линейно зависит лишь

от
дх":  ̂ . . .  дх]1  ̂ 1=1

Выяснить, являются ли приведепыые ппже равенства диффе
ренциальными зфавпениями с частными производными;

1. cos (и* +  Uy) — cosux cosuy  +  sinzi^sin Uy =  0.

2. m L +  Uyy —  {uxx —  Uyy)- =  0 .

3 .  sin ^  {Uxx +  Uxy)  +  COS^ {Uxx +  Uxy)  —  W =  1 .

4. sin iu^  +  u j  — sin û y cos — cos sin Ux +  2u == 0.

5. ^  tg u —  Ux sec^ и — ou +  2 = 0 .
O X

6. In ^  In U(̂ l — In l«al +  5h — 6 =  0.



Определить порядок уравпеппй:
7. In \UxxUm\ — In — In \Uyy\ +  Ml +  =  0,

8. +  {ulx — 2uly +  Uy.)- — 2xy =  0.

9. COS' Uxy +  sin" Uxy — 2ul — 3uy +  w =  0.

10. 2 {ux — 2m) Uxy — ^  {Ux — 2u)“ — x y  — 0.

I ^  {ufj„ — a,;) — 2uyy^^ {uxy — Ux) — 2ux +  2 ^ Q .

1 2 . 2UxxUxxu —  ^  {Uxx —  Uy)" —  2UyUxxy +  =  0.

Выясппть, какие из следующих уравпеппй являются липеГг- 
пымп (одпородпымп или пеодпородпыми) и какие пелипейпыми 
(квазилинейными):

13. Uxuiy +  2xuuyy — Sxyuy — w =  0.
14. uyu:ac — 3x-uu^-y+2u^ — j { x , y ) u  =  0.

15. 2 sin (x +  y)ux.x — X cos yu^  +  xyu^ — Зи +  1 =  0.
16. x'yu^y +  2e^y~u^ — {x‘ i f  +  l ) u „  — 2u =  0.
17. Ъи^ — 6нд1 + l U y  — M-t +  8a: =  0.
1 8 . — 3u„„ — (>хщ +  xyu  =  0.
19. a(x, f/)U:cj: + г/)Ихи +  с(х, y)Uyy +  d(.x, y)Ux +

+  e(x,  y)Uy +  Mx,  y)  — 0.

20. a (x, y, Ux, Uxy) Uxyy +  b {x, y, Uyy) Uyyy +  2uuxy /  {x, y) — 0. 
2{.  u^-\- Uy +  u' — xy  — 0.

22. 2 ^ ( m| +  u ) — Gxsin г /=  0.

23. 2xuxy — — з:у) +  Му,у =  0.

24. ^ {y U y  +  u l )  — 2UxUxy +  Ux — 6u =  0.

§ 2. Классификация уравпепий п систем уравпепин 
с частными производными

Форма порядка т

3= 1

стпосптельпо лейстпительных параметров A,i, . . . ,  Х„ пазыьастсп характери
стической формой, соответствующей уравнению (1),



в  случае линейного уравнения второго порядка

У  Л,: -  В ■ —  + Си =  f  (3)
^  дх.дх, ‘ (J.C.  ̂ ’%,}=! ‘  ̂ 1=1 *

характеристическая форма (2) является квадратичЕЮЙ

i

В гажлой фиксированной точке г  s  D квадратичную форму Q при по
мощи неособого аффинного преобразования переменных Я,; =  A,i(|i, . . g„ ) ,  
j =  1, n, можно прывестн к каноническому виду

O' =  2  «ig?. (4)
i= l

где коэффнииепты а , принимают значения 1, — 1, 0. Известно, что число 
отрицательных и нулевых коэффициентов формы Q в ('5) не зависит от спо
соба приведения этой формы к каноническому виду. Па этом факте основа
на классификация лнне1шых уравнении (3).

Говорят, что линейное уравпение (3) эллиптическое, гиперболическое 
или параболическое в области £>, если в каждой точке х ^  D коэффициен
ты а,- формы (4) соответственно: все отличны от пуля и все одного знака, 
все отличны от нуля и не все одного знака илн, наконец, хотя бы один иа 
них равен пулю (но не все).

Эллиптическое в области D уравнение (3) называется равномерно эл
липтическим в этой области, если сущ ествуют действительные числа ко Ф  О 
л ki ф  О одного знака такие, что

........K ) < ' ^ ^ Л ц
i = l  i = l

ДЛЯ всех X ^  D.
Для линейного уравнения с частными производными порядка т

где Li — линейный дифференциальный оператор порядка ниже т, харак- 
те1)мстическая форма (2) имеет вид

п

ii-.-in  г=1

Если при фиксированном значении i  е  Z) можно найти такое аффинное 
преобразование Xt =  X i((ii, . . . ,  ц„ ) ,  i =  1, п, в результате которого по
лученная из (6) форма содержит лишь I (О <  Z <  п) нере\[ениых ц,-, то го
ворят, что уравнение (5) параболически вырождается.

При отсутствии параболического вырождения, если уравнение

K(\ i ........Х , . ) = 0  (7)

8



не имеет делствлтольиых рсшоппй, кроме =  О, Хп =  О, уравнение (5) 
в точке X e . D  называется эллиптическим.

Говорят, что ypanneiiiie (5) в точ1:в х е  О гиперболическое, если в про
странстве переменных Я.1, . . Хп существует такая прямая, что если при
нять ее за координатную осе. в новых переменных |.ii, ц», полученных 
пффиапых! преобразованием A,i, . . Я„,  то относительно координаты, мепя- 
10П(сйся вдоль этой оси, преобразованное уравнение (7) имеет ровно т 
действительных корней (простых или кратных) при любом выборе осталь
ных переменных.

Аналогично но характеру формы (2) классифипнруютея и пелинойиые 
уравнения поряд1са т. Однако поскольку козффнцнепты формы (2) в этом 
случае зависят не только от точки х е  D, но также от искомого ренюния 
и его производных, в этом случае классификация по тинам производится 
лишь для данного рсшспия.

Когда равенство (1) представляет собой систему N урапнениц относи
тельно Л' неизвестных функцп!!, т. с. когда Л/ =  Л' и порядок каждого урав- 
цепия этой системы равен т, с помощью квадратных матриц

OF,

MOJKHO составить фо1)му порядка Niii 

.........=

i , i =  1,

fV-\

hi

n
(8)

относительно де1'|ствнтельпых скалярных параметров Xi, . . Делеппо 
по тнна.м системы (I) происходит по xapai;Tepy формы (8) точно так же, 
иак эго было сделано выше при рассмотрении одного уравнения порядка т.

Определить тип слсду 1оии 1 х уравнений:
25. +  Uyy +  и̂  +  Uy +  2и — х ' у  =  0.
26. 2wxi +  +  2м„ — и — 0.
27. +  2мх„ +  и„у +  и^+  Uy +  Зи — x i f  =  0.
28. +  2ы„„ — +  0«х„ +  lOwii +  4u„i +  2и =  0.
29. 2«1„ — +  2uyt +  3ui — u =  0.
30. +  2u,y +  2uyy +  4м„г +  — xu^ +  г/а, =  0.
31. +  2 «,j +  Auyy +  2xyux  +  Зхы =  0.
32. û y +  Uy, +  и̂ г — Зх^щ +  г/ sin X u +  xe~'‘ — 0.
33. +  IIvy +  +  ‘'nixy — — 'iuy, — и +  у sin x  =  0. 

+  2u ŷ +  2uyy — 2uy, +  3u, — u =  0. 
35. 3w„ +  Aityy +  5 u „ +  l̂Uxy — +  2u^ — +  x y e ‘ =  0.

—416. y^"‘*'u:ac +  Uyy — w, == 0, ?n — целое неотрицательное число. 
37. xu^ +  yUyy — u =  0.



Вдоль соответствующнх решений и{х, у)  определить тип сле
дующих уравиений:

"Ь 2) Иху —  ^уу ^ “Ь

39. uly +  UxxUyy +  =  8, и =  х~ +  У“, U =  2 V^2 ху.

/lO. ulx — Auxy +  uly =  0, и =  (x +  y)-, и = x ,  u = x - +  \  +

41. Uxx +  UxyUyy +  uly — 4uyy=0, и =  2y-, и =  Ъху, и =  x.

42. 3ulx — ^Uxy +  Wyy — 4 =  0, u =  ^ { x -  +  1/2), и =  2^^.
w

43. ulxuxy — 5uyy +  Ux — 2 {x +  y) — 8 =  0, и =  x  ̂ +  ^xy.

44. Uxx +  2a|„ — "duyy- -̂Uy — 2 x = = 0 ,  и =  2xy  — 8y.

45. 2uxx +  2uly +  3uyy — 2uy +  2x =  0, u =  xy  — ^  x “.
г

46. -  lu^y +  2buyy -  ibOy =  0, u =  ^  +  y  ̂ +  ^ x y .

47. ulx +  Ъи1у +  биуу = 1 2 ,  u =  ^  (a: +  /̂)  ̂ u =  >^3 x"̂ .

48. — ^uly +  luyy — 4«x +  Uy +  3 a :+ 4 y + 3 = 0 , i t =  +

49. u%x — 2иху +  «то +  2ux — 2 (x +  г/) =  0, u =  -^ (x +  y ) “.

50. uly +  UxxUyy +  uly +  2mxx +  2uyy = 0 ,  и =  x"- — y-, и =  x.
51. Написать условия эллиптичности, параболичпости и ги

перболичности уравнения
Fix ,  у, и, и̂ , Uy, и^, и^, Uyy) =  О,

если известно, что функция F  непрерывно дифференцируема от
носительно последних трех переменных, причем по крайней мере 
одна из производных по этим переменным отличпа от пуля. 

Определить тип следующ их систем уравнений;
52. 2и* +  Зы„ — 3vy +  и =  0, 

—и̂  +  Uy +  Vx х у  =  0. 
53. 2м, +  Зу„ +  3uy -  6м =  О,

Wx +  «в  +  Гх +  =  0.
54. 2и^ +  3vy +  3uy — 2ы =  О,

Ux +  Vx — и +  ху^ =  0.

55. 2щ  — Avx +  3uy +  — ы =  О, 
3ux — 2уос +  Guy +  3vy +  2и =  0.

56. 2 m ,- I - i ; ,+ 1 2 w „ -2 u  =  0, 
t\ +  Auy +  Vy +  x y  —

so



57. +  7и, — 2u =  0,
3u^ +  3vx +  31и„ +  Vy — e ’' sin x  =  0.

58. +  22,5i?, +  2Uy +  Vy — Gu =  0,
5vx +  2uy +  3v„ — 2xu — 0.

59. Vx +  I2uy + V y  +  Zu — Ъ2хе'' =  0,

— Vx +  Uy +  Vy —  =  0.

60. 15w, +  +  i2uy +  l lvy  — 3x cos у =  0,
3«* +  2vx +  — Gu =  0.

61 .' 3ux +  3vx +  3ify +  4vy =  0,
2m,  +  3vx — Vy — 3u 0.

62. Ux — Vy +  2ut — 3vz  — M =  0,
Uy +  2vx — 2u i  +  +  2m =  0.

63. Uj — Kj, +  2vy — 3v, +  2u =  0,
Ux +  2ut  — +  Ti — u =  0.

6-i. +  My +  i;„ +  y, — xxju =  0,
Vx — Uy — Vy+Uz +  2U =  0.

65. 2ux — 3m„ +  +  J(.x, y, u, v) =  0,
3vx +  2Vy — Mx +  g{x, y, M, v) =  0.

66. 2ux +  3m„ — +  /(x , y, u, v) = 0 ,
3vx +  2Vy — Ux +  g(x , y, u, v) =  0.

67. ЗМ:, +  2h„ ~ V y  +  f ix ,  y, M, v) =  0,
1 lUx +  2Vx +  3Vy +  gix , y, M, v) =  0.

[ 68. M, -  2m„ — 3i\ +  +  j ix ,  y, M, v) =  0,
f M* +  M„ +  2vx — Vy +  gix, y, u, v) <= 0.

69. Uy — 2ux +  Ут — 3vy +  f ix ,  y, u, v) =  0,
Ux +  Uy — Уд: +  2у„ +  gix, у, и, у) =  0.

70. Ux +  2Ул: — Uy +  Зу„ +  f ix , у, и, у) =  О,
2мд;— Зу, +  Uy — у„ +  gix , у, и, у) =  0.

Оиределить тпп следующих систем уравпепий в зависихюсти 
от зпачепЕЯ параметра к:

71. Ux -  kvy  =  О,
Uy^ Vx — 0.

72. Uy ^ kvx  +  Уи =  0,
Ux k v y  — u  =  0.

73. Uy -  kv^  +  kVy =  0,
M,'- у „ +  2 у — 0.
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§ 3. Приведение к каноническому впду линейных уравнений 
с частными прон:н1 0 днымн второго порядка 

с двумя пезавнснмыми переменными

Общее лиггейпое ураптичию с частными прои.шодныыи второго порядка 
с лкулш нозапигимымп ne])t>.\ii‘ii)ibiMii моя.по записать в вндо

<"1^х +  2bu^.,j +  сыуу  +  du.x +  ену  +  Jn +  g  =  О, ('.))

где а. Ь, с, d, е, /, g — .чадамиыо функции независимых переменных х, у.
Обозначим через Д днс1;])1}мнпант Ь- — ас соответствующей (9) квадра

тичной формы
< :^ (Х ^ ,Л ,)-а л З -!-2 /Л ^ Х ,- !-с е  (10)

Кривые, определяемые уравнением V.(x, у) =  const, где Q — решении 
пелннепного у;)авиения с частнымн производными первого порядка

йО;  + =  О,
называются характеристиками уравнения (9). компоненты касательного 
lieiiTopa (rfx, dy) характернстическо!! кривой в кагкдон ие точ];о (х, у)  удов
летворяют равенству

ady^ — 2 b d y d x  +  cd x ^ = ^ 0 .  (11)

По введеннон выше класс1к{)н|;ацин уравпенне (9) является эллннтиче 
ским, гиперболическим или параболическим в зависимости от того, будет ли 
форма (10) определена (дефинитна), знаконеремепна или нолуонределеп.1 
(вырождена), т. е. днскрнмннант 6- — ас —  Д отой формы будет меш.ши ну 
.'[Я, больше нуля или равен нулю соответственно.

В :)Ллиптическом случае уравнение (9) моя;но Л1)ивести к каноническо
му виду

'’ и  +  ''Ч'! +  d,vi  - f  eiv,  ̂-1- fiV - f  =  О (12)

в результате замены независимых переменных

1 =  Ф(-̂ , !/), 11 =  114̂ ,!/), (I-"?)

где (f(x, у)  и 1|)(аг, ;/) — решения системы линм^ных уравнений с частными 
пр(Шзводными первого по])яд1;а

acp,t - f  6rpj, +  У—Л ifi, =  О, 4- —  V—Д tp„ =  О

д (ю. ф)С отличным от пуля якооианом —L',
д ( х . у )

Замена (13), когда ф (г, у) и т|-(jt, у)  являются решепиями дифференци
альных уравиемий

a(fx + ( 6  4- УД)фу =  О, +  (6 — =  О,
лриводит уравнен(ш (9) в гиперболическом случае к  шду

+  dit’i +  + / i i - +  ?1 =  f , (1-i)

Новая замена | =  а + ^ ,  ti =  a — Э позволяет нгивести уравнение (14) 
к каноническому виду

И'аш — +  diWa. +  C2Wf̂  -f- jiW -f- g i =  0. (15)
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Пшгоисц, в Cflyqao, когда уракненио (0) параболичпо, в результате лл- 
мены (13), где ц>{х, у) — отличное от постоянной решение уракнсния

Офл +  бфа = 0 ,

в у ) — прои;111с»л[.ная гладкая функция, з'довлетворяющая условию

“4'*-|-24x'l’s, -I-

получаем

+  î''n +  /i ‘’ +  ffi =  f*- (1f>)
П ураштепипх (12), (14), (16) t?(g, tj) = u [ x ( | ,  t)), r/(|, i ) ) ] ,  где x =  

=  ^(ъ! il)i у — ’' l ) — решения системы (13). 1*а,1рен1имость этой систе
мы но крайней мере «и малом» гараитироиана нынолнением условия

^Мф.Ч’) 
о(^,у)  ^

Как известно И1 теории линеГм1Р.1х уракиений с частными производны
ми nejmoro порядка, в качестве фунЕщий (p(jr, i/), i|’ (x, //) в нреобра.човании 
(13) при Д >  О можно б)>ат). левые части обн(нх интегралов ф(х, у)  =  coiisl, 

I/) =  const обыкновенных дифференциальных уравнений, соответс!-
иепио

dr d'j dx d ’l

6 + У л  ’ ^  6 — У Д  ’

а в к'ачестве фу|[кции ф(х, у)  при Д — О — левую часть общего интеграла 
Ч’ (^1 у) —  const уравнения

а Ь '

Что касается случая Д <  О, то, поскольку в записи 

Ф (а у) +  1 ф(х, у) =  у) 

функция Й является решением уравнения

аОх +  (Ь +  tV—Д )0 „ =  О,

преобразование (13) аналогично находим и па этот рая.
По изложен1ГОй схеме приводится к каноническому виду и квазилиней

ное ураипепио вида

а а „  +26мх„ +  cuyy +  F(x, у, и, Ux, м») =  О,

коэффициенты а, 6, с которого являются заданными функциями лишь поза- 
1!исимых перементлх х, у.

Поскольку функ1(ии ф(х, у)  и tli(x, у)  в преобразовании (13) являются 
решениями линейных уравнений с частными производными первого поряд
ка, коэффициенты которых выра;каются через о(х , у) ,  Ь{х, у ) ,  с (х ,  у ) ,  то 
от последних следует потребовать, чтобгл они одновременно в пуль не о б 
ращались, и, кроме того, обладали определенными дифференциальными 
свойствам.и.
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Заметим, что, когда ко:1ффицпеиты уравиепня (9) постопппы, после 
приведения этого уравнения к одному пз видов (12), (15), (16) можно про
извести дальнейшее упрощение. Так, например, вводя новую неизвестиую 
фупкцшо 1£>(|, т]) по формуле

v { % ,  r i )  =  I t ) ,

подходящим подбором постоянных Л и ц  моя:но добиться, чтобы коэффп- 
циепты при первых производных ш в эллиптическом и гиперболическом 
случаях п один из коэффициентов при первых производных и коэффициент 
при самой W в параболическом случае отсутствовали.

Следующие уравнения привести к капопическому виду в каж
дой из областей, где сохраняется тип рассматриваемого уравнения:

74. Мет +  2и^у +  5и,,у — 32и =  0.
75. U:  ̂— 2и^  +  Uyy +  9ыд: +  9м„ — 9и =  0.
76. 2uxx +  +  Uyy +  7мх +  — 2и — 0.
77. +  Мха — — Змх — 15м„ +  21 х  =  0.
78. 9мхх — 6мх„ +  Uyy +  lOwj — ibuy — 50м +  х  — 2г/ =  0.
79. м „  +  4мхв +  i^Uyy — 24мх +  42м„ +  2{х  +  г/) =  0.
80. Пхх +  4mxj, +  13м „ +  ЗМд: +  24м„ — 9и +  9{х  +  у ) — 0.
81. (1 +  а;=)“Мхх +М га+2а:(Ц -х-)М д: =  0.
82. y~Uxx +  2хг/Мх„ +  x^Uyy =  0.
83. и^ — (.1 +  у~)Ыуу~2уИ +  y^)uy==0.
84. (1 +  х “)мхх+ И +  y~)Uyy +  хи^ +  yuy — 2 u =  0.
85. х̂ Мхх +  2xyU:^ +  у -Uyy — 2г/Мх +  =  0.
86. x y ' u x x  — 2x^yUry +  x^Uyy — y-Ux =  0.
87. — 2 sin xUry — cos* xm „ — cos xUy =  0.
88. ê '̂ Mxx +  2e"'+‘'Mx„ +  e"' Ûyy — xu  — 0.
89. Мет — 2xu^y =  0.
90. хыет +  2xu^y +  (x — Duyy =  0.
91. J/Mxx +  Mĵ j =  0.
92. хмет +  г/м„„ +  2mx +  2му =  0. 
'93. Мет + 2 sin хМзд — (cos* X — sin^x)M„„ + c o s  xu„ =  0.

, 94. Uxx +  xyuyy =  0.

' Цривости к каноническому виду и проделать дальнейшие уп
рощ ения уравнений:

•95, Мет — 4 mxv + 5м;,„ — Зг^+,М|  ̂+ м  =  0. , 
96. Мет — 6Mi„ +  9ы^ — Мх +  2м„ =  0.
97. 2и^  ̂— 4mj  ̂+  Мх — 2uy +  м +  х =  0.
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VO. Uxy T  iLUyy — 1 I lA, --- V/.

99. 2uxx +  2иа,т, +  +  4ux +  4щ  +  u =  0.
100. Uxi +  2û Ti +  Uyy +  3u^ — 5uy +  Au =  0.
101. Ua — Uyy +  û  +  Uy — Au =  0.
102. u^ +  u^ — uy— lOu +  4x =  0.
103. 3uxx +  Uiy +  3ux +  Mj, — M +  I/ =  0.
104. +  Auxy +  5uyy — 2ux — 2uy +  u =  0.
105. 5ыц +  iGuxy +  i^Uyy +  2Ых +  2)2uy +  64u =  0.
\Ш. u^ — 2u^ +  uyy- -? ,ux+i2uy +  21u =  0.
Привести к капоппческолгу виду уравнения:
107. +  2ы^ +  2uyy +  4w„j +  5ыгг =  0.
108. U:cx — ^Uxy +  2и г̂ +  4Wto +  «гг +  =  0.
109. Ы̂су +  Mj-z +  м„г — Ыд: +  Mj, =  0.
110. — Uyi — м =  0.

111. Икс +  Зм„„ +  ?>и,г — — 2и г̂ — 2и„г — 8м =  0.
112. +  2ы„ +  2ы„г +  2и^ +  2и„ +  2и  ̂+  4м =  0.
113. 2м*х +  5и„„ +  2«zi — бгг^ — 4̂ :,̂  +  6м„  ̂— Зи +  г/ — 2z =  0. 

-.414. 3u„„ — 2их„ — 2пуг +  4и =  0.
115. «IX +  4w„„ +  Мгг +  4ux„ +  2и*г +  4м„2 +  2и =  0.
116. +  AUy„ +  Ыгг +  4и^„ +  6ŵ z +  12и„г — 2Û  — AUy — 6ltj =  0.
117. 2u„j — u ,̂ +  2uyz — u =  0.
1 18. — Ur, — Ыуг =■ 0.

119. Uxy — 2w.„ +  Uyz +  Ux +  -^Uy ^  0.

1 2 0 . u ^  +  +  Mx — u,, =  0.

Привести к капоиичсскому виду и проделать далъиейтие уп- 
рощеиия уравиеиий:

121. Ux„ — ы „ — +  Uz +  I/ =  0.

122. U:  ̂+  Пуг +  2ых — Зи„ +  4мг — м =  0.
123. М;,» +  Ыхк +  Uj2 +  Мх +  и„ +  «2 +  W =  0.
124, — 2uxy +  Ы21 +  Ых +  +  Ых +  м =  0.
125. — 2ихи — 2ы». +  Ux +  +  2^2 +  W =  0.
126, — «22 — 2«:cv +  Ых +  Wj, +  U2 +  U =  0.
127, 2 ц „  +  «то +  Игг +  2Ux„ +  2Wx +  Uy +  « 2  +  4и == 0.
128, 2ыад +  Uyy +  U22 — 2и^у +  2u, — Uy +  «2 +  W =  0.
129, 3«ix +  Щу +  Uit — 2uxy +  2wi2 +  2ux +  2uy +  2mz =  0.
130, u „  +  +  U22 — 2u^  +  2u„  — 2Uyz +  2ux — и =  0.
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§ h. Математическое описание некоторых яелеенмй, 
изучаемых методами иагсматыческой физики

Во многих случаях исследопание тох или иных явлений природы можно 
привести к вахождепию pemomiii дифферсппиальпых уравнений с частны
ми производными, НОСЯЩИХ иазканне уравнений математической физики. 
Чтобы нол1.зоваться методами математической физики, в первую очорель 
следует установить, какие величины являются определяющими для изупа- 
емого явления. Затем, пользуясь физическими законами (принципами), вы
ражающими связь МС5КДУ ятнми величинами, составить уравнение (систему 
уравнений) с частными производными и дополнительные условия (гранич
ные, начальные) к уравнению (системе), из которых впоследствии опреде
ляются. и притом однозначно, неизвестпые величины, характеризующие яв
ление. Важно иметь в виду, что одна и та ;ке задача математической фи- 
;;и1:и может служить моделью coiiepuienno разных явлений.

Задачи, лринодли^не к уравнениям гинерболического типа. Уравнения 
(системы) гиперболического типа получаротся при математическом модели
ровании колебательных процессов. При выводе уравнений колебаний меха
нических систем с успехом мо:кио пользоваться вариационным принципом 
стапИартиого действия (известным также под названием принципа наимень
шего действия) Гамильтона. Н качестве примера рассмотрим плоские по
перечные колебания струны п проследим, как происходит математическое 
описание зтого процесса, основанное па принципе Гамильтова.

Струной паз1.|вается гибкая упругая пить (одномерный упругий коп- 
^■инуум), которая в состоянии покоя натянута (вдоль координатной оси х) 
II п<(тенциальная анергия :)леме1гга которой в процессе колебаний пропорцно-
ii.iJibua приращению д.шпы зтого племепта. Кояффициент пропорционально
сти называется натяжением струны. Основной величиной, характерпзушщгй 
|.олебания струны, является отклонение и =  и{х, t) струны в нлоскости 
и ,  и) от положения равновесия в точке х  в момент времени t. Если обозна
чить через К я и  соответственно кинетическую и нотевциальпую анергии 
струны, которые вырагкаются через i) и ее производные, то в силу
1ЦШ1щина Гамильтона интеграл (действие)

« I
I' (К -  U) dt, (1 ч

рпспрострапепный па промежуток t ^  времетти наблюдения, должен 
(ы т ь  стационарным, т. е. дол/кна существовать онределснпая функция 
п{х, t), при которой вариация функционала (17) обрап1ается в нуль. Урав- 
1н!ние Эйлера этого фуикциона.та и яв.ияется исколп.ьм дифференциальным 
уравнением с частными производными, носящим название уравнения коле
баний струны. Получаемые при варьировании функционала (17) соотноше
ния для функции и(х, t) иа концах струны представляют собой налагаемые 
i:a функцию и(х, t) дополнительные (грапияные или kjuicbuc) условия, ха
рактеризующие состояние концов (в частности, способы их зикрецлеция) 
в процессе колебаний.
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Из физических спображеиий следует, что для одтгозпачпого описапия 
процесса нолобаиин, кроме днфференциальпого уравнения и граничных ус
ловий, нужно знать также начальное положение (форму струны в началь
ный момент времени) и начальную скорость движения струны. Уравнепио 
колебаний струны сильно упрощается, если считать колебания малыми, т. е. 
в выражении для нотенииальиой энергии U пренебречь степенями вышо 
второй. Отметим, что это уравнение представляет математическую модел!, 
для описания и других явлений, таких, например, как колебания газа к 
трубке, электрические колебания в проводах и т. д. Пользуясь нринциион 
Гамильтона (по изложенной схеме), .\н)жно математически формулировать 
задачи о продольных колебаниях стер;кня, поперечных 1:олебаииях мембра
ны, пластинки и др.

131. Струпа с липеГтои плотностью р =  р(х) со 
вершает поперечные колебаппи и — и(х, t) в плоскости {х, и). 
Найти кнпетическую энергию К для случаев, когда струпа

а) не имеет сосредоточенных масс;
б) в точках Xi имеет сосредоточеппые массы /гг„ г =  1, . . . ,  п.
132. Иайтп потенциальную энергию струны ( O ^ x ^ l ) ,  совер

шающей поперечп7,1е колебання и{х, t) в плоскости (х, и) для 
случаев, когда:

а) концы струны зак 1)енлены жестко;
б) концы струны закреплены жестко и степенями выше 

второй можно пренебречь;
в) в ортогональном оси х  паправлеттпи к концам струны при

ложены силы v ,(0  и \2 t̂) соответственно;
г) концы струны закреплены упруго, т. е. они пснытывак 1т 

действие силы, нронорциопальпой их отклонению и направленной 
цротивопологкно отклонению.

МемСраиой называется гибкая упругая пленг;а (двумерньп'г К'онтниуум), 
которая в поло:кепии гтокоя занимает нек'оторую область плось-ости и для 
KOTopoit работа, затрачиваемая на деформацию элемента мембра1Н.1, irpoicop- 
циональна ириращ(41ию нлспцади этого элеметгга (1;о;)ффнциепт hi)oh()ih(Ho- 
налыюсти называется натяжением мембраны).

133. Мембрана, которая в состоянии покоя совпадает с о б 
ластью D плоскости перемепных х, соверн 1 аот поперечные 
колебания и =  и(х, t) и имеет поверхностную плотность 
f) =  р(д:, у), lla ihn  кинетическую энергию К  мембраны для слу
чаев, когда мембрана

а) пе имеет сосредоточенных гчасс;
б) в точках (Xi, у,) имеет сосредоточенные массы Ш;, i =  1 , . . . ,  и.
KVi. Найти потенциальную энергию мембраны D,  соверш аю

щей поперечные колебания и =  и(х, (/, t), когда:
а) край мембраны закреплен ягестко;
б) край мембраны закреплен гкестко, степенями г/̂  и г/„ вьнно 

второй можно пренебречь;
в) край мембраны закреплен упруго, т. е. точки (х, у )  края
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мембраны испытывают сопротивление, пропорциональное откло
нению uix, у, t) этих точек;

г) на мембрану с  жестко закрепленным краем действует по
перечная сила Fix ,  у,  t), степенями м, и Uy выше второй можно 
пренебречь.

135. Струпа ( 0 ^ x < Z )  с линейной плотностью р =  р(х) и на
тяжением Т  совершает малые поперечные колебания и{х, t). 
П усть ф(а;) и — начальные (при t =  0) отклонения и скоро
сти  точек струны соответственно. Пренебрегая степенями и* выше 
второй в выражении для потенциальной энергии струны, а также 
действием силы тяжести, на основании принципа Гамильтона 
сформулировать задачу об определешш отклонений uix, t), t > 0 ,  
точек струны от положения покоя, когда:

а) концы струны закреплены жестко;
б) концы струны свободны;
в) к концам струны ж =  О и х==1.  начиная с момента t==0,  

приложены поперечные силы Fit)  и Ф(^) соответственно;
г) концы струны закреплены упруго, т. е. каждый из концов 

пснытывает сопротивление, пропорциональное отклонению конца;
д) конец X =  О закреплен жестко, а конец х==1 — упруго, т. е. 

испытывает сопротивлеппе, пропорциональное отклонению, и па 
струну, начиная с момента t =  0, действует поперечная си
ла Fix,  t);

е) в точке Хо i O < X o <  I) струны, начиная с момента t =  0, 
действует поперечная сила Fit ) ,  концы струны закреплены 
жестко;

ж) концы струны закреплены упруго п в точках xt (О <  ж, <
<  I) струны имеются сосредоточенные массы пг„ г =  1, . . . ,  п.

136. Однородная мембрана в состоянии покоя совпадает с об
ластью D  плоскости ix, у)  с границей L. Пусть р — поверхност
ная плотность, Т — натяжение мембраны, фСг, у)  и г|;(а:, у ) — на
чальные (прп t =  0) отклонения и скорости точек ix, у )  мембраны 
соответственно. На основанни принципа Гамильтона сформулиро
вать задачу об определении поперечных отклонений uix, у, t), 
г >  О, точек мембраны от положения покоя, пренебрегая действи
ем силы тяж ести и степенями и выше второй, когда:

а) край мембраны закреплен жестко;
б) край мембраны свободен;
в) к краю мембраны приложена поперечная сила Fix,  у, t), 

lix, у)  ^  L, начиная с момента i =  6;
г) край мембраны закреплен упруго, т. е. точки края испыты

вают сопротивление, пропорциональное их отклонению:
д) начиная с момента i= -  0, на мембрану действует попереч

ная сила Fix ,  у, t), а край мембраны закреплен жестко;
е) мембрана колеблется в среде, оказывающей сопротивление 

колебаниям, иропорциональное отклонению, а край мембраны 
закреплен ж естко;

ж) в точке ixo, Уо) мембрана имеет сосредоточенную мас- 
,с у  тге, а край мембраны закреплен жестко.

4 8



Уравнение колебаний струны описывает таюке продольные 1{олебаппя 
упругого стержня. В самом деле, пусть коорднпатная ось х  совнадает е на
правлением продольной оси упругого стержня длины I.

Предположим, что поперечные (ортогональные осп х )  сочепия стержня 
могут смещаться (совершать продольные колебания) вдоль оси х. Будем счи
тать, что поперечные сечения S =  S(x)  стержня во время смещения оста
ются плоскими и ортогональными осп х. Это донущение вполне оправдапо, 
когда толщина стор;кня по сравнению с  его длиной достаточно мала.

Обозначим через и =  и (г , t) отклонение в момент времени t того сече
ния стержня, которое, находясь в нокое, имело абсциссу х.  Пусть р =  р ( х ) —  
плотность стержня, F =  F(x, t) — объемная плотность внешних сил, дейст
вующих вдоль осп X, £  =  £ (х )  — модуль упругости Юнга, Т =  Т {х ,  t ) — 
натяжение. Выделим произвольно внутри стержня достаточно малую его 
часть If', которая в положенпи покоя заключена между поперечными сече- 
ииями с координатами х п х  Ах, п составим уравнение движения этой ча
сти, пользуясь на этот раз н р п п ц п н о м Д а л а м б о р а. В силу этого 
припцина сумма всех сил, действующих на W  в направлении возможного 
перемещения (вдоль оси х ) ,  включал, силы инерции, должна равняться ну
лю, т. е.

Г {х  +  \х, t) + Т { х ,  t ) + S ( x ) F ( x ,  t ) A x ~ S { x ) ( > { x ) u , t { x ,  t )Ax =  0,

X, X ^  (х, X +  Д х).

Отсюда, учитывая то обстоятельство, что, согласно закону Гука, натяжение 
Т (х , О пропорционально относительному удлинению,

T ( x , t )  = E { x ) u , { x , t ) ,  0 < х < 1 ,
находим

(ESur) (х +  Лх, t) -  (ESux) {х, t) -Ь {SF) (х, t)Ax  =  (Spu,,) (х, t)Ax.  (18)

Пользуясь теоремой Лагран!ка о ь'онечпых приращениях, перепишем ра- 
иенство (18) в виде

^  {ESu^) (X*, t) Ах  -Ь (SF) (Г, О Ах  =  {pSu^^) (ж, t) Ах,  (19)

(X, х -Ь Д г ) .

Сократим равенство (19) на Ах, а затем устремим в нем Ах к нулю. В резуль
тате получим дифференциальное уравнение продольных колебаний стержня

^  [5 (х) Е {х) и^ (х, t)] - j - S ( x ) F  ( х , «) =  Р (ж) S (х) (х, t) ,  (20)
О <  а: <  г.

В случае однородного стержня постоянного сечения, т. е. когда S, р, Е по
стоянны, уравнение (20) примет вид

ии{х ,  t) =  а ^ и ^ х ,  t) + j { x ,  t), 0 < х < 1 ,  (20'>

где =  г /р , f (x ,  О =  F{x, t)/p.
Для однозначного определения искомой функции и(х, t) из уравнения 

(20) или (20') следует задать начальные отклонения и(х, 0) и начальные 
скорости ut{x, 0) точек стержня, а также граничные условия. Чтобы полу
чить граппчпые условия, следует выделить части стержня Wo и Wi  достаточ-
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no малой длины Дг, примыкающие к коицам стержня, и для каждой из эти* 
частей наиисать уравнение движения, а затем перейти к пределу нри 
hx ->■ 0.

137. Сфор.мулпровать задачу о продольных колебаниях одно
родного упругого стер;кпя постоянного сечепня 5  длины I при 
произвольных начальных отклонении и скорости для случаен, 
когда: •

а) концы стерлчня свободны;
б) к концам стерил'ня х  =  0 и х  =  1, начиная с момента t =  0, 

нрило/кены силы Fit)  н Ф (() соответственно, дейст 1!ую 1цне вдол1. 
оси  z ;

в) концы стержня закреплены упруго, т. с. испытывают со- 
иротмвление, пропорционалыюо нх отклонению;

г) конец стержня х =  U испытывает соп])отпвлепие, пропор
циональное скорости, а конец х =  I закреплен ;кестко;

д) начиная с момента t — О, стер;кень испытывает до'^ствиа 
направленно!! вдоль оси х сплы (вызванной, например, магиит- 
) 1ым полем) объемной плотности F (x , t), а концы стер:кня за- 
креиле1 п,1 жестко;

е) стеряген], (на единицу массы) испытывает дс 1 гствпе нронор- 
циолальной скорости силы сопротивления отклонению, а концы 
стер;кня x =  U и х =  1 колеблются по заданным законам |.i(f) и 
v (0  соответственно;

л;) конец стержня х — О за 1;ренлеп, а конец х =  I свободен и 
к пему прикреплена сосредоточе 1 !ная масса т .

138. Сформулировать задачу о малых продолыгых колебаниях 
упругого однородного стер;];пя переменного сечения S = = S (x) 
длины I при произвольных начальных условиях для случаев, 
когда;

а) стержепь имеет форл1у усеченного конуса с радиусами ос
нований г и 7? (г <  N), которые закреплены ;кестко;

С) конец стержня х =  О закреплен упруго, а к концу х  =  I, 
начиная с момента i =  О, приложена продольная спла f i t )  па 
единицу площади сечепня.

139. Два полуо 1 'раннчеппых упругих однородных стери:пя 
с одинаковыми (постоянными) иоперечными сечениями S соеди
нены торцами и составляют один неогранпчепиып стержень. 
Пусть P i  и  Ei — ЗТЛОТПОСТЬ и модуль упругости одного из них, а р 2  

и Ег — другого. Поставить краевую задачу для онределения от
клонений сечений неограниченного стержня (нри г >  0) от их п о 
ложения покоя, если заданы начальное (ири г =  0) отклоненио 
ip(a:) и начальная скорость г[5(д:). При этом рассмотреть случаи:

а) торцы составляюп(их стержне!! соединены неносредствеппо;
б) торцы cocтaнляюп^иx стержней С()еди1и;ны так, что между 

DBMU находится Ичесткая прокладка пренебрежимо малой толщи
ны С xiaccon т.

и  системе ураинений гиие|)болического тина приводится задача об элект- 
ричесь'пх колебаниях в приводах.
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Гйсполончим провод вдоль координатной оси X. Пусть i =  i ( x ,  t) — cii ia 
тока V =  v (x ,  t ) — напряжение проходящего по проводу тока, R  — омичс- 
сиоо соиротпвлсипе, а L, С а G, соответственно,— самоиндукция, емкость и 
утечка тока, рассчитанные на единицу длины провода. Пренебрегая элект- 
]10мап11т 1ыми колебаниями в среде, окружающе1г провод, п считая утсчь'у 
тока (через несовершепную изоляцию) пропорпиональпон напряжению, вы
ведем y|)aniiemiH, описывающие изменение тока и напряжения в проводе. 
Для определенности предположим, что направление Toi;a совпадает с на
правлением оси X. В о м у  закона Ома для достаточно малого внутреннего 
участьа провода (х, х  -Ь Aj ) имеем

v{x, t) — у(х-1-Д1, t) =  i{e',  t)R Ах +  it{x", t )LAx,

x', x "  e  (x, X - f  Ax).

Применим к левой части этого равенства теорему Лагранжа о конечных п;>и- 
раи;еи11,чх, а затем, сократив на Дх полученное равенство, пере11дем в н.'м 
к нреде.1у при Д х 0. Получим

i-.v(x, О - f  т {х ,  О +  Lh (х, О =  0. (21)

Далее, приравнивая ко.-тчество элетгтрнчества, притекающее па элемент 
провода Дх за время At (от t до i - f

[г(х, I) — i{x +  Ах, i)AxAt,

х е ( х ,  x - f A x ) ,  i e ( t , t  +  Al),

1.()личеству электричества

C[v(x, t +  At) — v{x, t) ]Ax +  Gv{x, t ) A x A t =  [Су, (x, t') + G v { x ,  t ) ]A x  At,

X Gs (x, X - f  Д.г), г. I' e  (/, < -b ДО.

которое расходуется на зарядку элемента Д.г и утечку через иесовершеппую 
изоляцию ЭТ010 элемента, 1.ак и прп выводе равенства (21), паходнм

(х, О 4- Cv, (х, г) +  Gv (х, I) =  0. (22)

Система уравпенпп (21) и (22) называется системой телеграфных урав
нений. Если ни этой системы исключить v(x, I) или i(x, t), то получим, со
ответственно, уравнения вида

‘ хх =  alii +  bii - f  cl, Vxx =  avtt +  bv, -j- cv,

где a — CL, b — CIt GL, с =  GR.
Для вывода граничных условий (в случае, например, конечного прово

да ( О ^ х ^ / ) )  следует рассмотреть падение напряжения и приток элект
ричества д.ти участков (О, Дх) и {I — Ах, I) провода, примыкающих к его коп
нам. При атом необходимо учесть, что если в цени имеются последователь
но включенные сосредоточенные о.мнчес1;ое сопротивление Яо, самоиндукция 
Lo и емкость С'а, то надение панряжсчиш на них дается формулой

д .  =  / у - ь
о J
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140. Пусть ф (х) и oIjCx ) — соответственно начальный (при 
г =  0) ток и начальное напряжение тока в проводе 
Пренебрегая омическнм сопротивлением и утечкой, ноставитъ 
краевую задачу для определения тока и напряжения (электриче
ских колебаний) при i > 0  в этом проводе для случаев, когда:

а) к концу х  =  0, начиная с момента f= = 0 , приложена электро- 
дви;кущая сила E{t ) ,  а конец х  — 1 заземлен;

б) конец х  =  0 заземлен через сосредоточенное сонротивление 
/?о, а конец х  =  1 — через сосредоточенную емкость С»;

в) конец х  =  0  заземлен через сосредоточенную самоиндук
цию Z-0, а к концу х  =  1, начиная с момента t — 0, приложена 
электродвижущая сила Eit)  через сосредоточенную самоин
дукцию L,;

г) конец х < = 0  заземлен через сосредоточенную емкость С„, 
а к концу X =  Z, начиная с момента f =  О, нрило:кена электро
движущая сила Eit )  через сосредоточенное омическое сопротив
ление По',

д) к концу а: =  О, начиная с момента f =  О, приложена элект
родвижущая сила Eit )  через сосредоточенную самоиндукцию L„, 
а конец х  =  I заземлен через сосредоточенную самоиндукцию L,.

141. Пусть ф (х) п 1 |з(х) — начальные (при f =  0) ток и наиря- 
;кепие в проводе (0 ^ x = ^ Z ) .  Поставить краевую задачу для оп
ределения при t > 0  тока и напряжения (электрических коле
баний) в этом проводе для случаев, когда:

а) конец провода х  =  О заземлен через сосредоточенное омн- 
ческое сонротивление /?о, а к концу х  =  1, начиная с момента 
f =  0, приложена электродвюкущая сила Eit )  через сосредото
ченное омическое сопротивление Ri\

б) конец X =  О заземлен через последовательно включенные 
сосредоточенное омическое сопротивление На и самоиндукцию Z,o, 
а к концу х  =  1, начиная с момента f =  О, приложена электродви
ж ущ ая сила Eit )  через сосредоточенную самоиндукцию L,.

Задачи, приводящие к ураввеииям параболического типа. Начнем с за
дачи об определении температуры в стержне. Направим ось стержня вдоль 
координатной оси х.  Будем предполагать, что в любом ортогональном оси 
стер;кня сечении температура не зависит от положения точек этого сечения. 
Пусть р =  p (x ) — плотность стержня, к =  к {х )  и х  =  х(ж) — коэффициен
ты внутренней и внешпеи (конвективной) теплопроводности соответственно, 
с =  с ( х ) — удельная теплоемкость, S =  5 (z )  — площадь поперечного сече
ния, а =  а(г) — периметр поперечного сечения, д =  q{x, t ) — объемная 
плотность источников тепла, и =  и(х, t) — температура в сечении х  в мо
мент времени t, ug =  uo{t) — температура впешней среды. Для вывода диф
ференциального уравнения, которому удовлетворяет функция и{х, t), выде
лим произвольно внутри стержня достаточно малую его часть W, заключен
ную между ортогональнымп оси х  сечениями в точках i  н х +  Ах. В эле
мент W  за время At втекает количество тепла

^ +  (?2 +  ^3.
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1^1 — приток тепла через сечения х  ш х  \х, который, согласно закону 
<Рурье, выражается формулой

=  [{kSu^) {х  +  Дх, Г) — (kSu^) (х,  Г )] Дг =  ^ {х ' ,  t ')  Ах At,

х ' е  (х, X А х ) ,  i +  Дг);

<(?2 — приток тепла через боковую поверхность, он пропорционален (по зако- 
Д1У Ньютона) разности температур:

(?2 =  [>co(uo — и)] (х, 1)Ах At, X ^ { х ,  I  +  ^х),  ? е  (г, f +  ДО; 

иаконец, возникает вследствие действия источников тепла, причем 

<?з =  {?5 ) (г, 1)Ах At, X е  (,х, X +  Ах),  f  е  (г, г +  Дг). 

(Следовательно, 

д
(х ',  ( ')  +  [ха  (Кд — и)] (г , 1) +  (Sq) (х, t )}  Ах At. (23)

Это количество тепла расходуется па нагревание оломснта W  от тсмпера- 
•туры и(х, t) до и{х,  t +  Дг), и поэтому его можно записать в виде

(с()5) (х " )  [и (х" ,  t +  At) — и{х",  0 ]Д х  =  (cpSu,) {х", t" )A xA t,
(24)

х "  е  (г, X +  Д х), t"  е  (f, г +  Дг)-

Приравнивая (23) к (24) и сокращая нолучениое равенство па Ах At, ие- 
рейдем в пом к пределу при Д х-»-0 , Д «-> 0 . Получим дифференциальное 
_уравиепие для к(х, г):

(гр 5 « ,) (X, I) =  ^  [(Л5и^) (X, 0 ]  -  [яог ( «  -  Иц)] (X, t) +  iSg) (х , t). (25)

В частиости, когда с, р, к, х, а, S —  постоянные, уравпеиие (25) принимает 
ипд

ui =  a'uxx — bu +  /(х ,  t),

хо ^ 7  (х, i) +  хаи (г)
“ - ф ’ / ( ^ - 0 =  -

’При рошспни задачи об определепип температуры и(х, t) в стержне в мо
мент времени t >  О, наряду с дифференциальным уравнением, сг1 едует знать 
иачальп>чо температуру при t =  О cTcpiKiM, а также краевые условия, оп
ределяющие тепловой режим на концах стержня. Краевые условия можно 
получить, если, как и при выводе д-ифференциального уравнения, подсчитать 
Лаланс тепла для элементов Wo в Wi стержня, примыкающих к соответст
вующим концам.

Аналогично, основываясь на законе Перпста о потоке вещества через по- 
гверхность, ставятся задачи о диффузии (об определении концентрации ве
щества) в трубке.

Предположим, что исследуемое вещество (газ, вещество в растворе) на
ходится в некотором пространственном объеме Q, заполненном пористой сре- 
.дой. Пусть и и(х, t) — концентрация исследуемого вещества в точке х = »
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=  {xi, X2, Х з )  R МОМОПТ t, D — D{x)  — коэффицпсит диффузии, с =
=  c {x )  — 1:оэфф11циеит пористости среды, который равен отношению объем:» 
пор в рассматриваемом объеме к этому объеыз', F =  F {x ,  t) — объемнаа 
нлотность псточпнков исследуемого вещества. Для вывода уравнения диф- 
(})узни выделим произвольно внутри Q некоторый объем V с  достаточно глад
кой границей S н подсчитаем баланс исследуемого вещества в этом объеме 
;ta произвольно взятый достаточно малый промежуток времени (t, t +  Дг). 
Пусть V — единичный вектор виешысц нормали к S. По закону Периста коли
чество исследуемого вещества, проходяндего через элемент поверхности dS 
и паправлении нормали v к dS за единицу времени, равно

ди
d Q ^ ~ D ( x ) - d S .

Прп выводе уравнения диффузии следует учесть, что:
1) количество исследуемого вещества, поступающего в объем V через S 

за время At, равно
( + Д (

J  «
i S

ИЛИ, пользуясь формулой Гаусса — Остро1'радс1сого

()и

да

t + M

(liv (О grad и) dV,

=  J* di I* (liv (/Jgiad u) dV;
t  V

2) от источников исследуемого вещества (например, прп наличии хими
ческой реа1;ции с выделением этого bcuioctbh) в объем V за время М  по- 
CTj'HaoT 110лнчесть0 вен^сства

t + M

Q ^ =  j  d t \  F { x , t ) d V ;  
t V

3) вследствие приращения, получаемого функцией и{х, t) за время М:

и{х, 1 +  М) — и{-г, 1) X  и,{х, t)M,

общий приток псследуемого вещества в объем V дается формулой
( + Д (

*^^3= .1 dt^cu^dV.
t V

Следовательно,
( + Д (

C>j +  (>2 — <?з= I  |*[div (Z)gra<lu) +  F — fH,]dK =  0.
< V

Отсюда, считая нодыитегральпое выражение непрерывной функцией и поль
зуясь произвольностью объема V и промежутка времени (г, t -j- Ai), следует,
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что всюду в П для любого г (г >  0) подьттогралышо выражеппс раипо 
нулю, т. е.

cut =  div grad и) +  F. (20)

Урлвпгние (20) является искомым уравненном диффузии. Если среда од
нородная, то В0ЛИЧИШ.1 с м D постоянны, п уравнение (20) принимает вид

D V
а - =  —, /  =  —•

При ксслодопании яплгппя Д1и})фуз]|и, наряду с уравнением диффузии, сле
дует выннсат!. начал1.иое распределение ионцентрации вещества (нанри- 
иор, при г =  0) и 1;раевые условия, определяюнцю диффузионный режим Hit 
границе рассматриваемого объема £5. Аналогично, основываясь на законе 
(1>урьо о потоке тепла, вг.шодится уравнение теплопроводности в произволь- 
иом объеме Q.

Й 2. Боковая понс])хность однородного стсрж пя i O ^ x ^ l )  
теплоичолнрована, а его начальная (ii|)ii t — 0) температура равна 
ф(л;). Сфо|)мулпронат1, задачу об опрсделониц температуры и 
в стер;к 1 1с при t > 0  для случаев, когда:

а) концы стержни теплоп.чолировапы;
б) на концах х =  О и х  =  I стержня, пачппая с момента t — О, 

поддеряапшются тепловые потоки r/lf) и Q(t)  соответственно;
в) 1та концах а: =  О п х  =  1 стержня происходит конвективным 

теплообмен но закону Ньютона со средами, примыкающими 
к этим концам и ]1 меюпи1 ми температуру x(t)  и 0 (f) соответ
ственно;

г) на конце х  — I стер:кня имеется сосредоточенная масса ш 
из того же материала, что и стержень, и этот конец теплоило- 
лирован, а на конце а: =  О, начиная с момента 1 =  0, поддеря.и- 
вается температура ц (0 ;

д) па обоих концах стержня имеются одинаковые сосредото- 
чеппые массы т из того же материала, что и стер/кснь, причем 
конец а: =  О теплоизолирован, а на конце х  =  I, начиная с мо
мента i =  О, ноддеричивается тепловой поток (jU)',

е) конец z =  0 стери;ня зажат в массивпую клемму, обладаю
щую достаточно больнюй теплопроводностью и имеюн;ую теггло- 
емкость Q, а на конце х  =  I поддерживается теилово!! поток qit),  
начиная с MOMeirra t =  0;

ж ) на конце х  =  0 стерипгя имеется сосредоточенная масса гп 
пз того же материала, что и стерясень, и этот конец теплоизоли
рован, а конец зажат в массивпую клемму, обладаю щ ут 
достаточно больило1 1  тенлонроводностыо п имеюн^ую теплоем
кость Q.

В трубке длины I постоянного сечения S, однородно за
полненной пористым BeniecTBOM, происходит диффузия газа с на
чальной (при ( =  0) концентрацией ф(х). Поставить задачу об 
определепии котщеитрации и газа в трубке при i >  О, считая 
боковую поверхность трубки газонепроницаемой, для случаев, 
когда:



а) па конце х  =  О, начиная с момента i  =  О, поддерживается 
концентрация газа, равная ^ конец х  =  Z газонепроницаем;

б) на конце а; =  О, начиная с момента t =  0, поддерживается 
поток газа q(t),  а конец х  =  1 перекрыт пористой перегородкой, 
т. е. на этом конце происходит газообмен с внешней средой по 
закону, аналогичному закону Ньютона для конвективного тепло
обмена, причем концентрация газа во внешней среде преднола' 
гается пулевой.

144. Однородный стерл^ень (О <  х  <  О постоянного сечения S 
имеет начальную (при f =  0) температуру ф(х). На поверхности 
стержня происходит конвективный теплообмен по закону Ньютона 
со средой, имеющей температуру vit),  а его копцы х =  О и х  =  1 
зажаты в массивные клеммы с заданными теплоемкостями С п Q 
соответственно и достаточно большой теплопроводностью. Сфор
мулировать задачу об онределеппи температуры и при t > 0  
в этом стержне для случаев, когда:

а) стержень нагревается текущим по нему постоянным элект
рическим током силы I;

б) начиная с момента t =  0, в стержне действуют тепловые 
источники объемной плотности Fix ,  t);

в) тепло в стержне поглощается пронорциональпо щ  в каждо1г 
его точке.

145. Трубка (О <  X ^  Z) постоянного сеченпя S панолнена га
зом, начальная (при f =  0) концентрация которого ф(х). Поверх
ность и торцы трубки пористые, так что через ntix происходит 
обмен концентрацией (по закону, аналогичному закону Ньютона 
для конвективного теплообмена) с внешней средой. Концентра
ция газа во внешней среде равна vit).  Поставить краевую 
задачу об определении концентрации газа и при г >  О в трубке, 
когда;

а) частицы газа распадаются (например неустойчивый газ), 
причем скорость распада газа в каждой точке полости трубки 
пропорциональна корню квадратному из его концентрации;

б) частицы газа размножаются со скоростью, пропорциоиаль- 
пой произведению ии, в каждой точке полости трубки.

146. Однородный шар радиуса R  с центром в начало коор- 
дннат нагрет до температуры Т. Поставить краевую задачу об 
остывании шара для случаев, когда:

а) в каждой точке этого шара вследствие химической реакции 
поглощается количество тепла, пропорциональное температуре и 
в этой точке, а поверхность S  шара тенлоизолирована;

б) в шаре имеются тепловые источники постоянной мощно
сти Q, а на его поверхности S  происходит конвективный тепло
обмен с  внешней средой нулевой температуры.

Задачи, приводящие к уравнениям эллиптического типа. К уравпециям 
эллиптического типа приводит изучепие установившихся (стационарных) 
процессов. Так, например, если в рассмотренных выше задачах считать, что 
искомые величины не зависят от времени, то полученные для их опреде-
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«чеппя уравиеиия (когда число прострапствепных перемеппых больше еди
ницы) все являются эллиптическими.

147. Поставить краевую задачу об определении установив
шейся (стациоиарыой) концентрации неустойчивого газа в ци
линдре радиуса г» и высоты й, если в цилиндре имеются источ
ники газа (вследствие химической реакции) постоянной мощ но
сти Q, а скорость распада газа, пропорциональна его концентра- 
j;hh и, для случаев, когда:

а) па основаниях цилиндра z =  0 и z =  h концентрация газа 
поддерживается равной пулю, а боковая поверхность цилиндра 
газонепроницаема;

б) основания 2  =  0 и z =  h цилиндра пористы (через них про
исходит диффузия по закону, аналогичному закону Ньютона для 
конвективного теплообмена), а па боковой поверхности поддер
живается нулевая концентрация газа, при этом концентрация 
рассматриваемого газа во внешней среде равпа нулю.

148. Пусть и(х, у )  и v{x,  у )  — компоненты скорости плоского 
установившегося потока несжимаемой жидкости в точке (х, у ) ;  
1) — произвольная одпосвязпая область плоскости потока, огра- 
1 п1 чепная гладкой кривой S с  нормалью v и касательной а. 
Пользуясь выран;епиями

jj (и COS \х Ч- V COS vy) dS п  | (u cos sx +  v cos sy) dS

соответственно для потока жидкости через контур S и для цир
куляции жидкости вдоль S  (в нредноложении отсутствия источ
ников и циркуляции), показать, что величины и и v удовлетво
ряют системе уравнений

Ид: +  =  О, — fx =  О,
а каждая из этих величии — уравнению Лапласа.

149. Показат!., что потенциал скоростей ф(х, у)  и функция 
тока vl)(x, у),  определяемые из равепств фх==м, Ф» =  1̂ , xlv =  — 
Tl\ =  u (w и i; —• те же, что и в задаче 148), являются решениями 
системы Коши — Рпмана

Ф* -  'Ч’» =  0. Фи +  Tfx =  О,
а каждая из >тих величин удовлетворяет уравнению Лапласа.

150. Определить физический смысл равенства гр =  const, где 
»fi(x, у)  — функция тока (см. задачи 148 и 149).

151. Пусть в состоянии изгиба мембрана находится в равно
весии, т. е. функция и, изображающая изгпб мембраны, не за
висит от времени, и поэтому в выражении (17) остается только 
потеициальпая энергия U. Следовательно, если пренебречь сте
пенями м», Uy выше второй, функция и(х, у)  в силу ирипцппа 
Гамильтона долиспа минимизировать интеграл Дирихле

D {и) =  J {  (it| +  ul )  dx dy,
G
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где G — область, лапятая момб|)а1Гой и состоянии покоя. При 
сдолаIIных 11рсдиолояхспнях:

а) показать, что прогиб и(х, у)  мембраны является решением 
yiiaBiieiiiui Лапласа

11^  +  !/„„ =  О, (х, J/) s G ;

G) выяснить ({)ii3ii4ecKiiii смысл условии задач Дирихле 
uix, у) =  fix,  у ) ,  ( x , y ) s S ,

и Неймана
Он (.г. и)

д\ =  /  {х, у), {х, у) е  S,

где S — граница области G, v — нормаль к 5, а J{x, у)  — задан
ная на S функция.



Г л а в а  IT 

У р а в н е н и я  эллиптического типа

§ 1. Основные свойства гармонических функций

Простейшим примером уравнений оллнитического типа является урав
нение Лапласа

All =  О,

где А =  ---- — гигсратор Лапласа.
i=i

Регулярные решгиня урапиопия Лапласа насыпаются гпрмопическими 
функциями.

152. Найти вы|)а;кт1 1ие оператора Лапласа:
а) в кр 1 1 волп 1 1 0 1П1 ых координатах

а: =  ф(|, 11), =  1]),

б) в нолярных координатах
X — г cos fp, // =  г sin ф,

в) в цилиндрических координатах
х  =  г cos ф, // =  г .sin ф, z — z;

г) в сферических координатах
X =  ;• sin г‘> cos ф, у =  г siti sin ф, z =  г cos О,

д) в сплюснутых сфероидальных координатах

а: =  |1151пф, ) / =  > (^  ̂— 1){ I — 2 =  ||]со8ф.

153. Пусть функция u ^ i d x , ,  . . х„)  гармоническая. Выяс
нить, какие H;t выписанных ии/ке (()ункцин являются гармониче
скими и какие нет:

а) uix +  h), — . . . ,  h„)  — ностоянныи вектор;
б) и{}.х), X — скалярная ностояпная;
в) и(Сх), С — ностояпная ортогональная матрица;
, |)н дп „г) —  т—, п - Z;

. Ни flu
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, да ди е) Х^------ f- Хо
дхч

ж ) X i ~  —  X^

дх^ 

ди

да

Ох^

V ди ди
3 )  Х̂  —  —  Х̂ д х '

п  =  2; 

п =  2;

и )

ди
дГ,

ди \2
дх.;Г-(£;Г 

-)

?г =  2;

л) ди \
дх. +

/ди Y  
[ d x j

п =  2; 

п =  2.

154. Найтп значение постоянной к, для которой выписанные 
ниже функции являются гармоническими; ,

а) х\ +  кх^хЬ,
2 . 2 . 7 2б) Xi +  х  ̂ +  kxi;
23С,

в) е ‘ ch/ia-^;
г) sin 3:̂ 1 ell

Д) i/i’ х\-
П
V хЬ  \ х \ ^ 0 .

В теорпи гармопичес1;пх функций ван;ную роль играет следующий п р и н 
ц и п  э к с т р е м у м а :  гармоническая в области D функция и (х),  отличная 
от постоянной, ни в одной точке х этой области не может достигать своего  
экстремума.

155. Показать, что наряду с  и{х)  гармонической является и
функция V (х) =

71 -2
и

\ х \
ВСЮДУ, где она определена.

156. Пользуясь принципом экстремума, ответить, могут ля 
пересекаться линии зфовня гармонической функции в области ее 
гарлюничности.

157. Построить график монотонно возрастающей линии уров-i- 
ня функции и{х, у )  =  х^ — у' ,̂ проходящей через точку (О, 0).

158. Начертить линию уровня гармонической функции 
и — sin X ch у,  проходящую через точку (—я/2 , 0) и обладающую 
тем свойством, что при удалении точки {х, у )  вдоль этой линии 
в бесконечность функция cos ж sh y  стремится к отрицательной 
бесконечности. ‘

Найти тотап экстремума гармонической функции и в замкну
той области D,  если:
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159. и =  ху,  D  — круг х '  +  у- ^  1.
2 2

160. м =  X" — !/”, D  — мпо;кество ^  ^  ^  1.
161. П усть функция iv{.x) непрерывна в областп D  вместе ест 

своими производными до второго порядка п удовлетворяет усло
вию (Д ы 7>0). Показать, что iv{x) не может пметь отри
цательный относительный минимум (нолоисительный относитель
ный максимум) в D.

162. Вычислить производпую ^  по внешней нормали v
к границе S областп D  в точках экстремума функции и, опреде
ленной в задачах 159 и 160.

163. Пусть функция и гармонична в областп D  с достаточно 
гладкой границей S и непрерывна вплоть до S вместе со своими 
частными производными первого порядка. Показать, что в точке 
X o ^ S ,  в которой и достигает своего экстремул1 а в DU S, пормаль-

/ ппая производная ^  причем если v — внешняя нормаль, то

^  <  О в точке миннму.ма и — >  О в точке максил1ума (принцип 
Зарембы).

Дойствптсльпая п мпимая части аналитической фупкцпп / ( г ) =  и{х, у )  +  
+  у)  комплексного переменного z — х iy являются гармоническими 
функциями (сопряженными гармоническими функциями). На этом факте ос
новывается глубокая связь между теорией гармопическпх функций двух 
независимых переменных и теорией апалитических функций одного комп
лексного переменного.

164. Показать аналитичность функции ф (z) =  ^  ® пред
положении, что функция м(х, у)  гармонична.

С помощью криволинейного интегрированпя восстановить апа- 
литичесь-ую в односвязпой области D  функцию /(г )  по заданной 
ее действительной части и(х, у)  =  R e /(s ) ,  если:

165. и =  х ^ - 3 х у \

166. u =  e’"sm !/.
167. M =  s in x ch i/.
168. Пользуясь системой уравнений Кошп — Рпмапа u^ix, у )  =• 

=  Vy(x, у) ,  щ{х,  у)  =  —Vx(x, у )  найти функцию v(x,  у) ,  гарлюпи- 
чески сопряженную с функцией м(х, у),  если:

а) и(.х, у)  =  ху^ — ух^;
б) и(х, у)  =  е" s in x ;
в) м(х, j/) =  s h x s in i/ ;
г) м(х, I/) =  c h x c o s y ;
д) ы(х, у)  =  s h x c o s y ;
е) и(х, f/) =  c h x s in y .
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169. Польз5^ясь системой уравпеипй Когпи — Римапа (си. за
дачу 168), найтн гармоническую функцию и{х, у),  если:

а) u j x ,  у)  =  Зх-у — (/’ ;
б) и^{х, у) =  е"" cos (/; 
li) iixix, у) =  sin (/;
г) uJkX, у)  — х  ̂— у '̂ Л-х  Л-у \
д) Пу,{х, у)  =  ху  +  — г/“.

170. lla ih n  гар.моппческую функцию и =  и{х, у, z), если:
а) Uy =  е“ cos z — 2y;
б) U i=  sli а: cos г +  2x!/;
в )  u^— xy^ — xz^ +  {jxz +  x ;

г) и, =  е ’‘(х cos у — у sin у)  +  2г.
171. Найти функцию vix,  у) ,  гармонически сопряженную 

с фуги;цией uix, у),  если;
а) у)  у  ̂-  Зх'у;
б) Uyix, у)  — е" co s z ; 
н) Uyix, у)  =  sli X sin у;
г) u j x ,  у)  =  cli X sin у;
д) u j x ,  у) = х у .
172. Показать справедливость формулы Гурса

/  (Z) =  2а ^  -  и (О, 0) +  iC, Z =  X +  iy, (О, 0) е  Д  (I)

позволяющей восстановить аналитическую в односвязной области 
D  функцию /(z )  по заданной ее действительной части и[х, у) 
с  точностью до п])оизвольного мнимого постоянного iC без ин
тегрирования.

173. Решить задачи 165— 167, пользуясь формулой Гурса (1), 
и выводы срав 1 П1 ть с ранее полученнымп результатами.

17-1. В ограниченпо!! области D с  £ „  найтн решение задачи 
Дирихле

Л

^u  (х) =  О, а: е  D; и (у) =  ^  а,г/;, у  е  дО,

Oi — де1 1ствительпые постояннгле.
175. Пусть функция uix, у)  гармоническая в области D пло

скости z =  x + i y  и однозначная аналитическая функция  ̂= /(z ) 
конформно отобра;кает область D на область G плоскости  ̂ =  
=  Показать, что функция i;(g, t)) =  wIx(|, ц), у{%, т])] яв
ляется гармонической в области G.

176. П усть г, ф — полярные координаты на плоскости. Убе
диться в Т0 Л1 , что при дг ^  0:
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а) функции uir, ф) =  г" cos пф, lAr, ф) =  г" sin Иф — гармоивгче- 
ские на всей плоскости;

б) функции м(г, ф ) — г“ "созп ф , vir,  ф ) = г ” ” зш иф, ы;(г) =  
=  In г — гармонические на нсей плоскости, кроме начала 
координат.

177. Показать, что гармоническая в круге l z l < f t  функция 
и{х, у)  внутри этого круга нрсдстаиляется в виде суммы ряда

оо
и {х,  у) =  ^  г '’ (я,, cos /гф +  Ьи sin /гф),,

Г = Ы ,  ф =  a гgz , z ^ x + i y ,

Ок, bk — действительные ностоягтые.
178. Показать, что ограниченная гармоническая вне круга 

Ы  функция и(.х, у)  представляется но формуле

м (^, у) =  ^  («л cos Л'ф +  sin /гф),
k=0

Г = | 2 |, ф =  агй 2 , z ^ x + i y ,
действительны!
Показать гарм

и (X) =

(3 )

о*, — действительные постоянные.
179. Показать гармоничность функции

("*)

в предиолозкениях, что т ц v — произвольные бесконечно диф
ференцируемые функции и ряд в правой части формулы (4) 
можно почленно дифференцировать нужное число ])аз.

180. Показать, что все 1>егулярпые ретепня уравнения эллип
тического тина

"  <>
V л

с  действительными постоянными коэффициентами а,,, к =  i,  
одинакового знака могут быть нредставлены в виде

/  г.
и (X i, . . . , x „ ) = = v I

V / I M  ’ ■■■’ /И .И  г
где v(x,,  . . . ,  x j  — произвольная гармоническая функция.

181. Показать, что формула
uix,  г/) у),

где vix, у)  — произвольная гармоническая функция, дает общее 
решение уравнения эллиптического типа

— 2ки^ — 2|1Ы„ +  =  О
с  ностоянными коэффициентами К, ji.

■3 А. в. Пицадзс, Д. Ф. Калиниченко г— f  - ,_____ _Г n'7 SS'S7



182. Непосредственной проверкой убедиться в то.м, что функ
ция двух точек Е{х,  у) ,  х==(а;,, x j ,  У =  ^Уи •••, Цп), вида

1 I „  ,  | 2 -
.  П >

(5 )
^ ^ , х - у Г \  « > 2 ,  

— In 1 а: — г/1, п =  2,

где 1а: — г/1 — расстояние ме;кду точками х, у, удовлетворяет 
уравнению Лапласа как по л:, так и по у  при х ^ у .

Определенная формулой (5) фупкдля Е{х, у)  называется элементарным 
или фундаментальным решением уравнения Лапласа.

183. Показать, что все отличные от постоянной ретнепия 
уравнения Лапласа, зависящие только от расстояния |а;— i/i, 
имеют вид СЕ{х,  у),  где С — произвольная постояипая, 
а Е{х,  у)  — элементарное ренлеиие этого уравнения.

Элементарное решение

1Е(М,  Мо)  = -

уравпения Лапласа имеет простой физический смысл. А пменно, сосредото
ченный в точке Мо(хо, i/o, о̂) электричес1:пй заряд ц создает поле, потенциал 
которого и{х, у, z) «= и(Л/) в каждой отличной от Л/о точке М(х, у, z) опре
деляется формулой

и{М)  =  Л /о ) .

184. Пусть в точках М '(х \  у ' ,  z'), М " ( х " ,  у " ,  г " ) ,  располо- 
I жепных на прямой с направляющим вектором v симметрично

относительно третьей точки г / с ,  Z c )  на этой прямой, сосре
доточены заряды —Uo и Uo соответственно, такие, что при 
| Л /'-Л /"1  -  О

М „и 7 '-Л /"1  = и (Л /о ).

Потенциал поля, созданного этими зарядами в точке Mix,  у, z\ 
отличной от Мо, М \  Ж ", имеет вид

l̂ n М„
—  \ м ' ~ - м у

Предельное расположение зарядов —Цо, Цо при \М' — М " \ - ^ 0  
лазывается диполем,  а величины ц и v — его моментом и осью  
соответственно. Вычислить потенциал диполя в точке М(х, у, z).

185. В точке Mix ,  у,  z), отличной от M^ix^, у ,̂ z j ,  k — i,  . . .  
. . . ,  т, выписать потенциал зарядов ji*, сосредоточенных в точках
M^ix^, г/», Z»).

186. Плотность зарядов, расположенных па сфере
( | - : c r + ( л - ^ / r + ( ^ - z ) * = Л ^

постоянна и равна С. Вычислить потенциал поля, созданного 
»тими зарядами в центре ЛЛх, у, z) сферы.
гл



187. Написать формулу для потенциала зарядов, расположегг- 
ных на пространственной кривой If с непрерывной плотностью

11. S), где
| =  |(г), Л =  Т1 « ) ,  ^

— параметрические уравнения кривой L.

§ 2. Простейшие задачи для уравнений Лапласа и Пуассона
i

Под функцией класса C”*(D (J S), где D — область пространства Е„ с грг\- 
пицей S, понимается однозначная функция, непрерывная в D (J вместе 
с  ее частными производными порядка т. При m =  О получается класс не
прерывных в D {) S функций.

В теории гармонических функций центральное место занимают краевые 
задачи Дирихле и Неймана, или, как еще принято говорить, первая и вторая 
краевые аадачи соответственно.

З а д а ч а  Д и р и х л е :  найти гармоническую в области D функцию  
и{х) класса C‘‘ ( D [ jS ) ,  удовлетворяющую краевому условию

и ( 1 ) = ф ( г ) ,  z s S ,  (6)

где  ф(х) — заданная на S непрерывная функция.
В предположении гладкости границы S области D ставится 
З а д а ч а  Н е й м а н а :  определить гармоническую в области D функцию 

класса C^^D{^S) по краевому условию

ди
^  =  <р(х), ж е  5 ,  (7)

где V— внешняя нормаль к S, а (р(х) — заданная на S непрерывная фупкгщя.
Необходимым и достаточным условием разрешимости аадачи Неймана 

«м н ется  условие
ди
^ r f 5 = 0 .  (8)

Говорят, что задача Неймана поставлена правильно, если ее решение удов^ 
лутворяет условию (8).

188. В круге x  ̂+  y  ̂=  T*<R ^  решить задачу Дирихле
Аи(х, у)  =  О, О ^  г <. R, 
u { x , y ) = ‘ g { x , i j ) ,  r =  R,

если:

а) g { 3 ^ , y ) ^ x +  ху;  б) g  (.г, j/) =  2 (z:* +  ?/); 

в) S (^, у) =■ г) g ;/) =  

д) g (х, у) =  Аху^; е) g  (х, У) =  ^  У' +  Rxij;

’ »<) g  (^. у) =  —  X —  у.

189. Вне круга +  у* =  г* ^  решить задачу Дирихле
/ S u i x , y ) = 0 ,  /? <  г <  оо, 

и(.х, y) =  g(.x, у) ,  r =  R̂  luCz, г/)1 < “ , 
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если:
а) g{x, у) =  у +  2ху,  б) gix,  у) = а х + Ь у  +  с,
и) g{x,  у)  =  х  ̂-  у̂ \ г) g(x,  у) =  х  ̂+  \\
д) g{x,  у)  =  у ^ ~  ху ,  с) gix,  у) =  у  ̂+  х  +  у,
ж ) g(x,  у ) ^ 2 х ^  — х  +  у.

*90, В круге x  ̂+  y  ̂=  r^<R^  решить задачу Дирихле 
для уравнения Луассона

Аи(х,  у)  =  fix,  у),  0 ^ г < Л ,
у)  =  g(x,  у),  r =  R,

если:
R ) f i x , y )  =  '\, g i x , y ) ^ 0 ;
С>) j (x ,  у )  X, g i x , y ) ^ 0 - ,
в) f(x,  (/) =  - ! ,  gix ,  ;/) =  */V2; 
т) J ix , y )  =  y, g i x , y )  =  \-,
д) j ix ,  у)  =  /l, gix,  y )  =  1.

191. Найти условие, при соблюдении которого в круге х* +  (/̂  =  
‘= r * < R ^  правильно поставлена задача Неймана

A u i x , y )  =  0, 0 < г < П ,
дп (.г. (/) , ,,----^  {х, у), Г Н.

Найти решение нрапилыю поставленной задачи, если;
a ) g i x , y ) = A ;  G) gix, у)  =  2х^ +  А;
в) gix,  у )  =  2ху;  г) gix,  у)  =  -  В;
д) gix,  у )  =  Лх^ -  Ву^ +  у.

Здесь Л, В  — постоянные.
192. Установить, для каких функций gix,  у )  правильно по

ставлена вне круга х'̂  +  у  ̂=  т^^П^ задача Неймана
A u i x , y )  =  0, Я <  г <  оо̂

'Г л ~  =  у), г  =  п ,  1 ц  ( Х ,  г/)| <  О О .

Найти решение правильно поставленной задачи, если
а) gix,  у)  =  у ^ - А ;  б) gix,  у ) = х ^  +  А у - В -
в) gix,  у )  ■= 2ху  — Ах^ +  В\ г) gix,  y ) = x ^  — Ay^-VB.

Здесь А, В —  постоянные.
1!13. В круге К:  0 = ^ г < /? ,  0 ^ ф ^ ^ 2 я , найти гармоническую 

функцию u(r, ц>) ^ С Ч К ) ,  удовлетворяющую условию
uiR,  ф) — uiHi, ф) =  /(ф ),

аг>



где о  <  Д, <  /г, J /  (<р) d(p =  О, если:

а) /(ф ) =  81пф; б) / (ф )= с о 8 ф ;
в) /(ф ) =  cos^ ф +  С; г) /(ф ) =  sin 2ф +  cos Зф;
д) /(ф ) =  Л coŝ  ̂ф + / ?  sin^ Ф; е) /(ф ) =  sin ф — 3 cos* Ф +  С.

Здесь А, В, С — постоянные.
194. Вне круга К\ О ^  ф <  2я найти ограпичепную

гармоническую функцию ы (г, ф) е  (С /^ ), удовлетворяющ ую 
условию

u(R, ф) — а(У?,, ф) =  /(ф ),
2Л

где й  <  /?, <  оо, I /(ф ) dip =  О, если 
о

а) / ( ф ) = 3  81п2ф; б) /(ф ) =  5 sin* Ф — У1;
в) /(ф ) =  sin’ ф +  2; г) /(ф ) =  sin ф +  3 cos* ф — Л;
д) /(ф ) =  sin ф +  cos 5ф.

Здесь Л — постоянная.
195. Пользуясь формулой (4), решить задачу Кош и для урав

нения Лапласа
^u(x ,  у, z) =  о, 

uix, у, 0) =  gix,  у) ,  и,(х, у, 0) =  Мх,  у) ,
если

■л) g(.x, у)  == X +  2у, h(x, у)  =  2 х - у ^ ;
б) gix, у)  =  хе\  /г(х, ( / ) = 0 ;
в) gix, у )  =  ху  +  х\ h(x, у )  =  е’‘ +  у,
г) gix, у) =  X sin у, h i x , y )  — c o s y ;
д) g(x, I/) = z ’ +  2, Ы х , у )  =  2 х ^ - у ;
о) gix,  у ) =  cos 2х, hix, у)  =  X — 2 sin 2у.

Внутри кольца а < г < Ь ,  0 < ф ^ 2 л  найти решения и(г) сле
дующих краевых задач;

196. Д м (г )= 0 , uia) =  T, uih) =  U.
197. ^u^r) =  О, uia) =  Т, u.ib)  =  U.
198. Auir) =  О, u ja )  =  Г, uib)  =  U.
199. Auir) =  0, Uria) == T, u,ib) =  U.
200. Дм(г) =  0, uia) — T, uAb)  +  huib)  =  U.
201. Auir)  =  0, Uria) — huia) — T, uib) — U.
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202. Ды(г) =  О, и М )  =  Т, иЛЬ) +  haib)  =  U.
203. Auir)  =  О, ыДа) -  hu{a)  =  Т, и ,Ш  =  U.
204. Ди(г) =  О, Ыг(«) -  /ги(а) =  Г , иДб) +  /ш (6) =  U.
205. Д ы (г )= 0 , и{а) =  Т, и{с) =  huib), а < с < Ь ,
206. Какое значение надо взять д̂ ля и{а), если функция uir) —■ 

гармоническая в кольце К: а < г - < Ъ ,  0 < ф < 2 л ,  О <  а <  & <  »>, 
непрерывная в ^  и:

а) ы(с) =  Г„, и{Ь) =  Т;
б ) ы(с) =  Г , иЛЬ) =  и-
в) ы(с) =  Г, uAb) +  hu{b) =  W ;
г) и М ) = - и ,  и{Ь) =  П  

Здесь а С  с < Ъ .
207. Какие значения надо взять для и{а) и uib),  если функ

ция ы(г) — гармоническая в кольце К : а < г < Ъ ,  0 < ф < 2 л ,
О <  а <  & <  QO, непрерывная в К  ш:

а) м (с)==Го, иЫ) =  Тг,
б ) и Л с)= = и ,  u { d ) ^ T .

Здесь а < с < Ъ ,  a < d < . b .
208. Какое значение надо взять для и{Ь), если функция 

и(г) — гармоническая в кольце К: а < г < Ь ,  2л, 0 <  а ^  
<.Ь < ° о ,  непрерывная в /С и:

а) и(.с)='Та, и{а) — Т;
б) и { с ) ^ Т ,  иЛ а)= = и ;
в) и{с) =  Т, иЛа) — huia) =  W ;
г) Uric) =■ и ,  и{а) =  Т.

Здесь а < с < Ъ .
209. Какие значения надо взять для и(.а) и иЛЬ), если функ

ция и(.г) — гармоническая в кольцо К: а <. г < Ь ,  0 < ф ^  2л,
О <  а <  6 <  оо̂  непрерывная в К  ж:

а) и { с ) = Т о ,  uid) =  T;
б) и { с ) = Т ,  uAd) =  U.

Здесь а < с < Ъ ,  a < d < h .
210. П усть и(г ) — решение уравнения Пуассона Д г /(г )= я г , 

а “7̂  О в круге К: x^ +  y  ̂=  iî  <  R^, непрерывное в К.
Определить:
а) значение uiR),  если и{с) =  Т;
б) такое значение R,  чтобы u{R)  =  Т, и{с) =  Т».

Здесь О <  с <  /?.
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211. Пусть u(r) — решемие уравнения Пуассона А и { г ) ' = ~
в кольце К: < х ^  +  непрерывное в К .

Определить:
а) значение м(а), если и(Ь) =  и(с)  =  Т;
б) значение uia), если uib)  =  Т, иЛс) =  U;
в) значения и{а) и Urib), если u{c)<=Tf„ u(d) =  T-
г) значения иДа) и и{Ъ), если и(с) =  Т, u^id) =  U.

Здесь а <  с < Ь ,  a < d < b .
212. В т а р е  D: х'̂  +  у'̂  +  =  т̂ < Е ^  пайти решение ы(г) е  

e C ^ i D )  ПС(7)) задачи
i А м (г )= /( г ) ,  0 < г < / ? ,  и Ш ) - = Г .

213. В однородном шаре +  z~ — г  <  действуют по- 
стояныьте источники тенла объемной плотности 6^ . Считая тем- 
лературу и(г)  в шаре стационар 1 гой, а температуру u(R)  поверх- 
лости шара постоянной, определить:

а) такое значение u{R) ,  чтобы  и{а) — Т;
б) такие значения и{1})  и Q, чтобы и { с ) ’=Т^, u ( d ) ^ T ;
в) такие значения u{R)  и Q, чтобы и{а) =  Т, иЛЬ) ■= U;
г) такое значение R, чтобы ы(0) =  Т„, u{R) ■= Т.

Здесь 0 < а < / ? ,  0 < с < 7 ? ,  0 < : d < R ,  c ’f  ̂d._______
214. П усть / )  — шаровой слой: а < г < Ь ,  г =  Ул:“ +  г/̂  +  z^ 0 <  

' < а < 6 < о о ,  функция и{г) — гармоническая ъ D л непрерывная 
в D.  Какое значе1 ше надо взять для ы(а), чтобы:

а) и{с) — Т и { Ь )  =  Т\ б) и(с) =  Т, иЛЬ) =  U;
в) ы(с) =  J , иЛЬ) +  huib)  =  W ;
г) иЛс) =  и ,  и(Ь) — Т.

Здесь а <  с<-Ь .
215. В условии задачи 214 определить такие значения и(а) 

и и(Ь), чтобы:
а) и(с) =  То, uid) ■= Г ;
б ) ц(с) =  Г, цДй) =  [7.

Здесь а < с < Ъ ,  a < d < b ,  c¥ =d .  ‘ ____________
216. В однородном шаровом слое а < г < Ь ,  г ~= 1/х^ +  у'̂  +  z\

О <  а <  Ь <  «>, действуют источники тепла объемной плотности 
2Q/t. Определить стационарное распределение температуры и(г) 
в этом слое, если иЛа) =  U, и(Ь) •= Т.

217. В условиях задачи 216 при стационарном распределении 
температуры и(г) определить:

а) значение и{а),  если в (Ь ),«= Г , пАЬ) =  U;
б) такое вначение Q, чтобы  при и(Ь) •= Т, пЛЬ) ■= U было 

и ( а ) ‘=Тс.
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218. Толстая стенка неограниченной цилиндрической трубы 
а < г < с  состоит из двух однородных слоев а < г < Ь  и Ь < г < с ,  
коэффициенты тенлонроводности материалов которых к, и кг со
ответственно. На внешней поверхности стенки трубы поддержи
ваются постоянные температура Т и поток Q. Какую постоянную 
температуру надо поддерживать у заполняющей трубу охлажда
ющей жидкости, чтобы температура стенки трубы была стацио
нарной. Предполагается, что температура внутренпей стенки тру
бы совпадает с температурой охлаждающей жидкости.

§ 3. Некоторые задачи для гармонических функции

Наряду с задачами Дирихле и Неймаиа в приложениях пажпоо зпаче- 
пие имеют смешанные краевые задачи, в которых на одной части грани
цы S вадаются значения искомой в области D гармонической функции, а на 
другой — значения ее нормальной производной.

В теории краевых задач важную роль играет функция Грина. Фцнкцией 
Грина еадачи Дирихле для гармонических функций называется функ1Сия 
G(x, у)  рвух точек х, у, обладающая свойствами:

1) она имеет вид

G (i, у) =  Е (х, у) +  g{x, у),

где Е{х, у ) — определенное по формуле (5) элементарное решение уравне
ния Лапласа, а g(x, у) — гармоническая функция как но х  ^  D, так и Н о
У  е О ;  *

2) G (x, у) = 0 ,  когда по крайней мере одна из точек х, у лежит па S. 
Будем предполагать вначале, что D — ограниченная область с гладкой

границей S .

219. Для гармонических в области D функций и{х)  и и(х) 
класса C 4 D  U S) вывести тождество

dS,  =  О, (9)

где v„ — внешняя к S нормаль в точке у ^  S, а dS  ̂— элемент 
площади S по переменной у.

220. Для гармонической в области D функции м(аг) класса 
C 4 D  и S) показать справедливость интегрального представления

1 Г Г z-" / \^“ {v) / \дЕ{х,и)1 
М W  ^  ^  (10)" 'п  L V V .

где и „ — площадь единичной сферы в Е„

а г  — гамма-фупкция Эйлера. 
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221. Доказать симметричность функции Грипа G(x, у) ,  т. е.
что

G(x, у )  =  Giy, х).

222. Доказать, что для любой гармонической в области D 
функции и(х)  класса C'{D\iS)  имеет место равенство

Й

где V — нормаль к S.
223. Пусть шар \y — x\=^R  лежит в области гармоничности 

функции и{х).  Показать справедливость формул, выражающих 
теорему о среднем:

а) и (а) =  — и (у) dSy для сферы 11/ — x j =  Л;
1и-^1=и

б) и (х) — " -  \ и (у) dXy для шара \у — z | <  /? .
(!>,„ II *)

22̂ .̂ Пз формулы, выражающей теорему о среднем, вывести 
нринцип экстремума для гармонических функций.

225. Пользуясь принципом экстремума, установить свойство 
единственности решения задачи Дирихле для гармонических 
функций с краевым условием (0).

226. Показать, что при наличии функции Грина G{x, у)  ре
шение и(х)  задачи Дирихле с краевым условием (6) в классе 
6 ''( /J U 5 ) могкно выписать в квадратурах:

=  (11)

227. Проверить, что выражение

G (л:, у) =  Е  (х, у) — е {^х \ у,

представляет собой функцию Грина задачи Дирихле в шаре 
1 х 1 < 1 .

228. Пользуясь функцией Грипа, вывести формулу Пуассона

IJ/I=1

дающую решение задачи Дирихле с краевым условием (6) для 
гармонических функций в шаре 1а:1 <  1.

22J). Показать, что гармоническая функция в области гармо
ничности имеет производные всех порядков.

230. Построить решение задачи Дирихле с краевым услови
ем (6) для niapa \х — х̂ \ < R .
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231. Вывести из формулы Пуассона формулу, выражающую 
теорему о среднем для сферы.

232. Показать справедливость тождества
2Л

± Г 1
2л J I

о • ' I

где X =  (х,, Хг) — точка круга 1x1 <  1, а у =  (cos гр, sin гр) — точка 
на окружности li/l =■ 1.

233. Непосредственной проверкой убедиться в гармоничности 
представленной в шаре \х\ < 1  формулой Пуассона функции и(х> 
и показать, что

Jim м (х) =  ф (хц).

|̂ о|=1
23'4. Показать, что для неотрицательной гармонической в ша

ре 1x1 < R  функции и{х)  верны оценки
д « - г .  Д -1 ^ 1  Д +  ...  ц (0 ).

235. М ожет ли сохранять знак гармоническая в функция, 
отличная от постоянной?

236. Может ли ограниченная сверху гармоническая в 
функция отличаться от постоянной?

237. Показать, что если для непрерывной в области D функ
ции в окрестности каждой точки области D  имеет место теорема 
о- среднем, то эта функция гармоническая в D.

238. Показать, что если для функции и(х)  класса C^{D) инте
грал от нормальной производной взятый по любой сфере, ле-
Нчащей в D,  равен нулю, то эта функция является гармониче
ской в D.

239. В круге К: х  ̂+  у  ̂+  2 х < 0  решить задачу
Дц.(х, у)  =  f ix,  у ) ,  (х, у)  е  К, 
uix, у )  =  gix,  у) ,  (х, у)  е  дК,

если:
а) f ix,  г / ) = 0 ,  gix,  ?/) =  4х^ +  6х — 1;
б ) f ix,  у ) = - 0 ,  gix,  у ) = х ^  +  2у;
в) f ix,  1/ )= = 0 , gix ,  у)  =  2 у ^ - х ;
г) f ix,  у) =  4, gix,  у) =  2ху +  и
д) /(х , !/) =  24у, gix,  у)  =  у.
240. Для п-мерного шара 1х — X o I < f f ,  пользуясь формулой 

Грина и задачей 181, записать в квадратурах решение задачи

\  Д и - 2 2  + 2  =  1 х - Х о 1 < Й „
1=1 1=1

ы (х )= ф (х ) ,  1х — Х о1=Д .
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Задача Дирихле ставится не только в ограниченной области. При поста
новке этой задачи для бесконечной области от искомой гармонической фувк- 
цви требуется, чтобы она П]ри |л:1->-сю была ограниченной, кЬгда п =  2,

и стремилась к нулю не медленнее, чем — -----  когда л :>  2.
\  ̂1'*-"’

241. Показать справедливость формулы (10) (см. задачу 220) 
для гар.мопической функции и(х) в полупространстве х„  >  0.

242. Проверить, что выражение
G(x, у ) ^  Е{х,  у ) — Е(.х, у ' ) ,

где x = i x i ,  х„) ,  у =  {уи J/»), а у '  — точка Е„,  симметрич
ная точке у  относительно плоскости у „ =  О, удовлетворяет всем 
требованиям из определения функции Грипа, и вывести из фор
мулы (И ) формулу Пуассона

v„= o +
Li==l

n/2 йу1 . . .  dyn—1%

датощую решеппе задачи Дирихле для уравиенпя Лапласа с крае
вым условием (6) в полупространстве х„  >  0.

243. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа с крае
вым условием (6) в полупространстве ж „ < 0 .

244. Иайти гармоническую в полуплоскости г/ >  О функцию 
и(х, у),  если известно, что

и (д:, 0) =  -Г Т Т -
X -Ь 1

24.5. В полупространстве z < 0  напти гармоническую функцию 
и(х, у, z) по краевому условию

Пусть D+ — ограниченная область с границей S, а D~ — дополнение 
D+ и 5  до всего пространства Еп.

Задачи Дирихле в областях D+ и D~ принято называть соответствен
но внутренней, и внешней  задачами.

246. Показать, что при помощи инверсии

£ =  —

внешнюю задачу Дирихле можно редуцировать к внутренней 
аадаче.

247. Построить решение задачи Дирихле для внепгности кру
га а;* +  г/’’ =sS 1 по краевому условию

и(х, J / ) ф(х* I/), x  ̂+  y ^ '^ l .
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248. Найтн условие, необходимое для существования решения 
задачи Неймана с краевым условием (7)

249. Доказать единственность решйгия внутренней задачи 
Неймана с точностью до произвольного иостоянного слагаемого.

250. Показать, что функция

и { х , у )  =  — ^  J  In V а  — x f  +  (Г1 — y f  g {I,, i\)dS +  С
s

является решением задачи Неймана в круге +  у  ̂< R ^  с  крае
вым условием

ди (х. у) , 2 , 2  Г>2■ • =  g (х, у), +  у^ =  П \  

если функция g  удовлетворяет условию

f  ?  =  0.
Is

251. Пользуясь формулой Гурса (1), вывести из формулы 
Пуассона

и { х , у ) = - ^ {  -------- LH- î----------------- 5 ы (е"'’)йф ,
 ̂ 2nJ 1 _ 2 г^ - 2 ,7 Г 1 + х ‘  +  И

6 =  COS ф, Т1 =  sin ф,
формулу Шварца

/  (z) =  U {х, у) +  iv (х, у) =  5 ^; f  +  iC.
1(1=1

2.')2. Найти гармоническую в полукруге Izl <  1, l m z > 0  функ
цию и{х, у),  непре1)ывную в замкнутом полукруге с непрерывнг.!- 
ми вплоть до диаметра — у =  0 первыми производными 
по краевым условиям

и{х, у)  ==(р(х, у) ,  X*+ !/*  =  ! ,  1/ > 0 ,
д а  { х ,  у)  

ду
253. Найти гармоническую в полукруге Izl <  1, Im z > 0  функ

цию и{х, у),  удовлетворяющую краевым условиям:
u i x , y ) = 0 ,  lz| =  l, l m z > 0 ,

uix,  0) =  ф(1 г), —1 ^  a; ^  1.

254. Показать, что формула 
и (х, у) =

=  f  f ---------------- ----------------^ -------------------- ----------------г) (1-Г^ ) /
J _  2г cos (О — Ч’ ) - 1 -  г" 1 — 2г cos (O' -J- ф) +  ; /

r̂  =  x ' +  i/*, Х =  /-С05ф, г/ =  Г81Нф, | =  со з0 , Т] =  Sin
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дает гармоническую в полукруге Izl <  1, l m z > 0  функцию, удов
летворяющую краевым условиям

и{х, у)  == / ( § ) ,  О <  О ^  я, 
u(i:, 0) =  0, — 

где /  — задаппая печрерывная функция, причем

/(0 ) =  м(1, 0) = /(л ) =  м.(0, - 1 ) = 0 .

§ 4. Потенциалы

Объемным потенциалом масс, распределенных по области О пространст
ва Еп с илотиостью ц, называется фуггкция

и (z) =  К (J-, у) ft {у) dXy, (1 2 )

где Е(х, I / )  — элементарное решение урапнония Лапласа, а —  ллемент 
объема но переменному у. Он янляется гармонической функцией luie замк
нутой области О и “Si где 6’ =  дО. И случае непрерывности и ограничепности 
функции р, в D потенциал объемных масс ненрерывец bmi^cto со своими 
производными первого порядка во всем пространстве й„. Если ж о р. имеет 
частные производные первого порядка, непрерывные и ограниченные в D, 
то потснцпал объемных масс имеет также вторые производ1пле в D, причем

Ди =  —о)„р(л:), x ^ D ,  (13)

где (Оя — площадь единично!'! сферы в /?„.

255. Выяснить поведенне потенциала объемных масс при 
1x1 оо.

256. Считая область D ограпичепноп, указать условие, доста- 
Т0 Ч1ЮС для того, чтобы при п — 2 потенциал объемных масс 
стремился к пулю, когда 1x1 <».

257. Иока;шть, что выражение

f  (у) dXy,
D

где G(x,  //) — функция Грипа задачи Дирихле в области D,  яв
ляется рен1 ением уравнения Пуассона

Ди =  /(х ) ,  x ^ D ,  (l^i)

л удовлетворяет краевому условию
lim и (х) = 0 ,  Xq е  S.

258. Предполагая, что задача Дирихле с краевым условием 
lim у (х) =  ф (Х(,),. х„ е  S,,
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для гармонических функций имеет решение, на основании ре
зультата задачи 257 доказать существование решения и(х)  урав
нения Пуассона (14), удовлетворяющего неоднородному краевому 
условию

lim ц (,г) =  ф(аги), x ^ e S .  (15)
К - Ж д

259. Обладает ли свойством единственности решение задача 
(14), (15)?

260. Показать справедливость равенств
— oj„, y ^ d ,
—  (O n/2, у е  а,

О, t /G C (d U c^ ).,

где Е(х,  ?/) — элементарное рощепие уравнения Лапласа, d — про
извольная ограниченная область пространства Е„  с гладкой гра
ницей о, а C ( d U o ) — дополнение d U o  до всего пространст
ва Еп.

' 261. Для потенциала и(х)  объемных масс, распределенных по 
области D <= Е„ с плотностью }i(a;), доказать справедливость фор- 
1иулы Гаусса

J с̂а̂с =  — (On ]* ц (у) dXy
Dr^d

где d — любая ограниченная область пространства Е„  с гладкой 
границей о.

262. Может ли гармоническая в области D  функция быть по
тенциалом объемных масс, распределенных по области D с нену
левой плотностью?

263. Найти плотность ц масс, распределенных по области D, 
если известно, что объемный потенциал этих масс в Л

u = ( x ^ - h y ^ - h z ^ r - l .

26^. В условиях задачи 263 найти массу М, заполняющую 
об'ьем Hjapa х  ̂+  +  лепгащего в области D.

265. Иайти частное решение уравнения Пуассона Ам =
/  п \

■== /  2S « л  « где а*, Л-== 1, и,— действительные постоян-
\к-- 1̂ /

ные, 2i] a l  — Ф  0 .  
h=l

260. Потенциал объемных масс, распределенных по области D,  
определяется функцией

n { x , y ) ^ x Y .

Пайти массу Л/, заполпяющую квадрат —1 = ^ з :< 1 , —
.1и'и«ащий внутри О.
/i!i



2(57. Показать, что потенциал и{х, у)  масс, распределеннык 
до Kpja-y +  (/̂  <  1 с 1 1 лотностью (.1 =  1, дается формулой

г— я 1(1 г, ^  1,

г < 1 ,

где г’' =  +  у .̂
2G8. Показать, что функция

и (х, у, z)
Ал/‘6г,

2л , г < 1 ,

где 7̂  =  +  г/* +  Z*, является 1 готе[сциалом объемных масс, рас
пределенных по шару <  i  с плотностью =  1.

269. Потенциал гг(х, у) масс, распределенных по кругу г* =■ 
=  x  ̂+  y''-<.i, внутри этого круга дается формулой

ч { х , у )  = ^ ^ ( 2  — г‘̂ ).

Найти плотность масс ц и значение потенциала и{х, у)  вне замк- 
путого круга <  1.

270. Потенциал и{х, у)  масс, распределенных по кругу =• 
’= х ~  +  у ^ < 1 ,  внутри круга дается формулой

и у) =  у  (I — О -  

Найти массу М  в круговом кольце

\ < х ^  +  у'  ̂ <  у -

271. Вычислить интеграл I  =  |* ‘
х2+7/2=1

тенцпал масс, распределенных по квадрату —
<  1, с плотностью р, =  ху.

Пусть S — гладкая или кусочно гладкая поверхность { (п  — 1)-морпов 
гладкое многообразие) в пространстве а ц — заданаая па ней непрерыв- 
вая функция.

Выражения

• и - s :
(10)

(I {у) Е (х, у) dSy, (17)

где Е{х, у) — ялсмептарное решение уравнения Лапласа, v„ — внешняя нор- 
iia.ib к 6' в точке у, а (о„ — илощадь единичной среды в Еа, называются
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соответственно потенциалом двойного слоя и потенциалом простого слоя 
масс, рнспределенных на S с плотностью (х.

В каждой точке х  пространства Е„, пе лежащей на S, потенциалы двой
ного и простого слоя представляют co6oii гармонические функции. Выраже
ния (l(i) и (17) имеют смысл, когда точка х  лежит па поверхности 5, и пред
ставляют собой непрерывные функции.

Пусть S — замкнутая достаточно гладкая {п — 1)-мерпая поворхпость 
(кривая с непрерывной кривизной при п — 2], а D+ и — соответственно 
коночная и бесконечная области, ограниченные ею.

Потенциал двойного слоя (1C) обладает следующими двумя важными 
свойствами:

1) при переходе точки х  из области D+ в область D~ on претерпевает 
разрыв гак, что в обозначениях

(1/)
дЕ  (,г„, у)

У
dS ,̂

3CGD+ , x^D-
0

имеют место равенств*!

(^о)= -  4 '* ( % ) + “  (■’ в̂)’ 

(^«) =  4-1* (\)  -г “

2) при x - ^ x o ^ S  сущ ествуют пределы

д п (х )  дп. (х)
Jim —  и ]im

п
жев+

<J\<
“  - о  

xeD~

(18)

(19)

обозначаемые, с<ютветственно.

"  (
причем

dv^

в каждой точке хо е  S.
Что же касается потенциала простого слоя (17), то: 1) оп остается не

прерывным при переходе точки х  из области D+ в область D~ и 2) сущест
вую т пределы

, )и(х) (\)  \
Ov ’ 0\\.

\ ^0 /
X S D +

=  lim

xeD-

ди (т)
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такие, что

0̂ /  *0
1  . ■ , “̂ (^о) , , , ,

] -  •" 2 '* (-̂ о) ‘ d\̂  •
\ -̂ 0 /  о

5 н  ( л :  )
Здесь через — —!1- обозначена вормпльная производная потенциала про-

стого слоя (17) при X — xq ^  S, Это выражение имеет вполне определенный 
смысл.,

272. Выяснить поведение потенциалов двойного и простого 
слоя при Ы  ОС.

273. Указать достаточное условие для того, чтобы при ге =  2. 
потенциал простого слоя стремился к нулю, когда

274. Составить интегральные уравнения Фредгольма второго 
рода, к которым сводятся задачи Дирихле и Неймана (как внут
ренние, так и внешние) для гармонических функций.

275. Для гармонических в полуплоскости у >  О функций 
и(х, у)  найти решение задачи Неймана с краевым условием

ди , . ^ф (о;), — оо <  а; <  оо,̂
у=о

редуцируя ее к задаче Дирихле в этой же полуплоскости для 
сопряженных к и{х, у)  гармонических функций.

276. Вычислить потенциал простого слоя и(х, у )  масс, распре
деленных по окружности +  у  ̂=  с плотностью ц == 1.

277. Найти потенциал простого слоя и(.х, у,  z) масс, распре
деленных по сфере х  ̂+  г/* +  =  1 с плотностью ц =  1.

278. Найти потенциал двойного слоя и(х, у)  масс, распреде
ленных по окружности X* +  I/* =  1 с плотностью ц =  а:.

279. Найти решение задачи Дирихле для гармонических функ
ций вне шара +  i/’* +  z* 1 по краевому условию

и{х, у, z) =  х  ̂— у  ̂~  х  ̂+  у  ̂+  1.

280. Найти решение задачи Дирихле для гармонических 
функций в области х  ̂+  у  ̂+  z ^ >  I по краевому условию

uix, у, z) =  Z, x ’‘ +  y ^ + z ^ = i .

28 i . Функция

и (х, г/) =  — г ^ ^ х ^  +  г/%

является внентпим потенциалом простого слоя масс, распределен
ных по окружности г'̂  =  1. Найти значение этого потенциала 
в круге Р  <  1.

282. Найти потенциал двойного слоя масс, распределенных по 
окружности х  ̂+  у  ̂=  I с плотностью р. == 1.
4 А. в. Бицалзе. д . ф, Калиниченко 49



283. Потери;иал irpocxoro слоя масс, распределенных но ок
ружности х~ +  у'̂  — вне замкнутого круга +  дается 
формулой

у) =  г2 =  а-2+г/2.
г V г /

1 Гаити плотность масс

§ 5. Некоторые другие классы эллиптических уравнений

Среди классов эллиптических уравнений в приложениях важное зна
чение имеет уравнение Гельмгольца

Аи +  =  О, (22)

где Д — оператор Лапласа, а X — действительная постоянная, и бигармони- 
ческое уравнение

=  0. (23)

284. Иеносредственно!! проверкой убедиться, что относитель
но переменных х, у выражение

и (х, г/) =  / „ ( ц  / { z — t ) z \

^ / J. \2Н
где J(,{'')— 2^  ̂ уЗ"; — функция Бесселя нулевого порядка,

=  z =  x-\-iy,  f =  § +  tri, удовлетворяет уравнению (22).
285. Пользуясь результатом задачи 284, показать, что фор

мула

и (.г, у) =  Re \ J„ — t) z)  /  (г) dt,
ь

где /  — произвольная аналитическая функция комплексного пере^ 
менпого t, а =  %, дает регулярные решения уравнения (22).

286. Для уравнения (22) доказать справедливость принципа 
экстремума:, при ^ <  О регулярное в области D  решение урав
нения (22) ни в одной внутренней точке области D  не може? 
достигать пи положительного максимума, ни отрицательного ми  ̂
пимума.

287. Обладает ли свойством единственности решение задачи 
Дирихле (22), (6) в ограниченной области при % <  О?

288. Показать, что функция

Л - М -  j
L V — , '

где р," =  —Я,, г  =  (д; — |)  ̂+  (у — ц)% является репгением уравне
ния (22) при п =  2, гФ О .
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289. Пользуясь записью оператора Лапласа в- сферических 
координатах, доказать, что при га =  3 одно из зависящих только 
от расстояния r»=  la:— г/1 решений уравнения (22), когда Х==— 
имеет вид

=  (24)

2Я0. Полагая в уравнении (22) Я, =  —ц*, для регулярных в об
ласти D c z E ,  решений u ^ C ' ( D \ i S )  этого уравнения доказать 
справедливость тонгдества

“ W - s l dS,V*

где FAx, y) — E{r)  дается формулой (24).
2У1. Записывая уравнение (23) при и == 2 в виде

я* и
— =  и.

показать, что все решения этого уравнения в односвязлой ооластп 
могут быть представлены в виде

и =  Re [гф (2 ) +  ф(2 )],

где ф и г!; — произвольные аналитические функции комплексного 
переменного z =  z , +  ix .̂

292. Показать, что функция
£ ’(г) =  гЧ п г , г = \ х  — у\,

при г¥=0  удовлетворяет уравнению (23) при га =  2.
293. Пепосредственнон проверкой убедиться в том, что фупк- 

Пия
и(.х) =  Voix) +  \x\"^vAx),

я
где 1^0 и Vi — гармонические функции, а 1 л :р = 2 С ^ 1 »  удовлетво-

i=l
ряет уравнению (23).

294. Непосредственной проверкой убедиться в том, что функ
ции вида

m . . I ;

и ( х )= -  2  Wh (•̂ ),

где щ{х)  — решенпя уравнения Ли* — Xkiik =  О, А: =  1, . . m,  а Xk —
m

пули полинома 2  являются решениями эллиптического

уравнения порядка 2т с постоянными коэффициентами

5 = 0.
fe—О -
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295. Показать, что функция вида
и{х, у)  — Re [ф (2 ,) +  ^(Za)],

где ф и \|) — аналитические функции комнлекс[1ых переменных 

z, ==. r— +  2з =  а ; + -5 ^  (1 +  г)(/, являются решениями эл
липтического уравнения

д. ^  _  О 
дх* ду* ~

29G. Показать, что при 6’* — ас <  О все регулярные решения 
уравнения эллиптического тина с постоянными коэффициентами

+  cuyy =  О

могут быть получены из формулы

и { х , у )  =  R e f  x — -^ (b  +  i V a c  — b'^)y

где fit) — произвольная аналитическая функция комнле1ССного 
переменного t =  х -----7 (^ +  iV^ас — Ь‘̂ )у-

297. Пользуясь формулой Пуассона для круга, написать ре-
2 2

шение и{х, у)  задачи Дирихле внутри эллипса ~  +  Для
а Ь

уравнения эллиптического типа

a^Uxx +  Ь'-Щу =  0, а =  const, Ъ =  const,

с  краевым условием (6).
298. Показать, что при постоянном а общее решение системы

аи^ — i’b =  О, av^ +  =  О

имеет вид
и{х, y) +  iv{x, y ) = f i z ) ,

где f(z) — произвольная аналитическая функция комплексного 
переменного z =  а; +  aiy.

299. Доказать, что задача Коши для системы из 298 с дан
ными

11 =  fi, У =  /2

ла любой дуге S не может иметь более одного решения.
300. Может ли задача Конш

â Uxx +  Ь'пуу =  О, и(х,  0) =  О, Uyix, 0) =  О,
О <  X <  е, е =  const, 

иметь отличное от пуля решение?
Ъ2



301. Показать, что все регулярные решения эллиптической 
системы Ихх — Щу — =  0, fxr — Vyy +  2uxv =  о
в одпосвязиой области могут быть получены ил формулы

и(а:, у) +  iv{x,  j/) =  2 (р(г) +  r)-<(z), (25)

где ф и — произвольные аналитические функции комплексного 
переменного z =  x +  iy.

302. Пользуясь общим представлением (25) решений рассмот
ренной в задаче 301 эллиптической системы, показать, что для 
этой системы в круге I2 I <  1 однородная задача Дирихле с крае
выми условиями

« ( f )  =  О, !;(«) =  О, U l = l ,

имеет бесконечное множество рен1ений
и(х, у)  +  ivix,  f/) =  (1 — zz)\|)(z),

где i|>(z) — произвольная аналитическая в круге |2 | < 1  фуьскция, 
а неоднородная задача Дирихле с краевыми условиями

m(x) = / , (< ) ,  и Ш = Ш ) ,  U l = l ,

вообще 71еразрешима.
303. Проворить эллиптичность системы

UxK 2t̂ 3;y О, t̂JCX У̂У  ̂2iij;y О

И показать, что для нее однородная задача Дирихле с краевыми 
условиями

и(х, у) =  О, i^(z, у) =  О, х ‘  +  у  ̂=  1, 

в круге а;’ +  (/* <  1 имеет нетривиальные решения

и'"Чх, у) +  ir'^’ ix, //) =  [ ( f i z + 2 )“ — '5ц']* — (|.IZ — z)®\ 

z =  л- -t- /у, u =  k =  1 ,2,  . . .

304. Пеносредственной проверкой убедиться в том, что функ
ция

1 л* л- \ "
и (X , у, Z) =  +

где т и V — произвольные полиномы, удовлетворяет уравнению 
эллиптического тина с постоянными коэффициентами

a'Uxx +  b'uyi, +  c*«rr =  0.
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305. Проверить эллиптичность системы

0
0 д д

Ьх 02
д д д.

дх 0 ди
д д

С
д

ду dz ~~ Ох
д д ■ д

0дг ~~ Ну дх

{и, V, W, ф) =  О

и локазать, что каждая компопепта ее решения Ы, V, w, ф) яв
ляется гармонической функцией переменных х, у, г.

Напомним, что если А =  lUjjIl — квадратная матрида порядка тг, а лг =| 
■= (xi, . . Хп) — врктор, то иод Ах — у понимается вектор у (линейное пре
образование) с коыпоиептами

fc=i
i =  1,

§ 6. Структурные свойства решений 
эллиптических уравнений

В предыдущих параграфах речь шла в основном о регулярных решениях 
оллиптических уравнении.

Действительная функция / ( х ) ,  х =  {xi, х „ ) ,  действительных пере
менных Xi, . . Хп называется аналитической в области D евклидова прост
ранства Еп точек X ,  если для каждой точки е  существует нараллеле- 
«инед I .Tj — х^ i =  I,  в котором f { x )  представляется в виде
суммы абсолютно сходящегося степенного ряда

Коэффициенты этого ряда выражаются через f { x )  по формуле

ОI.

Регулярные в области D решения эллиптических уравнений обладают 
яамечательным свойством; если L — линейный вллиптический оператор с 
аналитическими в области D коэффициентами, то регулярные е D решения  
уравнения

L { u ) ^ 0
являются аналитическими в D. Таким же свойством обладают и регулярные 
решения уравнения (1) из гл. I, если F является аналитической функцией 
«)твосительно всех своих аргументов.

306. Пользуясь формулой Шварца (задача 251), показать, что 
гармоническая в области D  плоскости комплексного переменного
Ь4



z =  x + i y  функция u{x, у)  является аналитической функцией 
действительных переменных х, у  в области D.

307. Применяя формулу Пуассона (задача 228), показать, что 
гармоническая в области Dcz Е„  функция и действительных: ие- 
ременных Xt, . . является аналитической в области D.

308. Установить аналитичность регулярных решений уравне
ния Гельмгольца (22).

В ограниченной плоской области D  с кусочно гладкой грани
цей дО построить общее решение следующих эллиптических си
стем i g i ^ g i ( x ,  у) ,  1  =  1, 2);

309. u^— Vy =  gi, 310. M* +  i7„ =  g „
Uy+V:c==g2. Uy~V^ =  gt.

311. и,: — Vy +  u =  gi, 312. u  ̂— +  V =  gi,
U „ +  V^ +  V  =  g i .  U y  + V x — u  =  g z .

313. Uj:— Vy — 3ii =  gi, З И . Ujc — v„ —  2u =  git
Uy+  v  ̂— 3u =  g i .  Uy+Vjc +  2a  =  g z .

315. Ux— Vy + a i l  =  gt, 310. iix— Vy +ai^ =  gi,
Uy +  Vx +  ai; =  gi, Uy+Vx — au =  gi,

R. a ^ R .

317. u^— vy +  a i i + b v  =  g i ,  318. au^ — bVy +  acu =  g i ,

U y + V x — ba + a v  =  g i ,  a U y + b v x  + b c u  g i ,

a ^ R ,  b ^ R .  a >  0, й >  0, с e  R.
319. Ux+Vy — v =  gi, 320. Ux +  Vy — u =  g,,

Uy —  Vx —  U  =  g z .  U y  —  Vx  +  и  = ■  g i .

321. Ux +  Vy +  2v =  g t ,  322. Ux +  Vy +  g i ,

Uy — Vx + 2 a  =  gz. iiy— Vx — •'iv =  gz.
323. U x + V y — av =  gt, 324. U x +  Vy — aa =  gi,

Uy— Vx — aa =  gz, Uy — Vx +  av =  gz,
a ^ R .  a e  R.

325. Ux +  Vy— au +  bu — g,, 326. a U x+  bVy — acu =  gi
Uy — Vx +  bu +  au =  gz, auy —  bv^ +  bcv  =  gz,
a s  R, b ^  R.  a  >  0 ,  6  >  0 ,  с  s  R,

327. Пусть D  — ограниченная область плоскости переменных
I , т] с кусочно гладкой границей дО.  _

Показать, что если it(g, tj) e C 4 l ) ) ,  i;(g, т]) ^ C \ D ) ,  то

J =  (20)

г д е  /  =  u  +  iv,  f  =  ^  +  £Ti, =  Y

dD D
d_ 1
di



328. В условиях задачи 327 показать, что для любого z ^ D  
имеет место то;кдество

0D D

329. Пользуясь утвер:кдепием задачи 328, получить решения 
задач 309 и 310.

330. Показать, что общее комплексное представлеппо гармо
нических фу 1 гкций дойствптельпых перомеплых х  ш у имеет

и(.х, I / )  =  ф ( г )  +

где ф(г) и Tfi(z) — произвольные аиалитическпе фупкции перемеп- 
пого Z — х +  ill.

331. Пользуясь формулой (27) пз задачи 328, показать, что 
одно из частпых решений уравнения Пуассона

и̂ сх +  =  /(z ), z =  x +  iy,

в области D плоскости перемеппых х, у с достаточно гладкой 
границей 01) имеет вид

1
f { i ) l u \ t - z \ d l d y \ ,  t =  l  +  in.

D

332. Найти общее действительное решение уравпенпя П уас- 
соуа

=  /(г ) ,  z =  a: +  i!/,

в области D  плоскости переменных х, у с достаточно гладкой гра
ницей 0D.

333. В области D плоскости перемеппых х, у с, достаточно 
гладкой границей дВ  пайти общее действительное penteniie урав
нения

лди =  и

где Д =  А .  +
дх^ дг/

334. Пользуясь комплексной формой записи двумерпого опе
ратора Лапласа

Л =  4 - ^ ,
<Н c)z

установить аналитичность гармонических функций с двумя неза
висимыми переменными.

335. Рассмотре}1 пая в задаче 301 эллиптическая система в 
обозпачениях w — и +  iv, z =  х  — iy записывается в виде

- ^  =  0.

Исходя из этого, доказать аналитичность регулярных решений 
этой системы.
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336. Пусть D — область пространства Е„,  примыкающая 
(и — 1)-морным участком о своей границы к гиперплоскости а:„ =  0, 
а гармоническая в D  функция и =  и{х)  непрерывна в D  вплоть 
до о и обращается в пуль на о. Показать, что функция

f  It , . . . ,  Хп—1, Хп),  Хп О ,

'' ~  1— (/. (X,, — Тп), а : „ < 0

гармонична в области Z) U D* U (а\5а), где D*  — область сим
метричная области D относительно гиперплоскости а:„ =  0.

337. Область D ле;кит в полуплоскости гу — х >  О и примыкает 
к прямо!! ( /— х =  0 вдоль ннтервала А В  этой прямой. Функция 
и(х, у)  гармонична в D, непрерывна в Z) U А В  и равна нулю в 
точках интервала АВ.

Построить функцию v{x, у),  которая совпадает с и{х, у)  в D 
и является гармоническо!! н области D U АВ  U D*,  где D*  — о б 
ласть, симметричная I) относительно прямой г/ — х =  0.

338. Простая гладкая дуга  ̂ делит односвязную область D 
плоскости переменных х, у па две области /), и

Показать, что если функция и{х, у ) е С ' ( О )  п гармонична в 
Z), и Ог, то она гармонична всюду в О.

Если функция и {г, i j ) — u{z) гармонична в окрестности точки а =  
=  ai +  iaz исюду, кроме этой точки, то гово1шт, что а — изолированная осо
бая точка г;\рмоническо1Г функции u(z).  В окрестности Z); |i — а| <  б изо- 
лировап11<)|'\ особой точ1;и а гар.моничсскую функцию u(z) можею предста- 
«ить в ЕМдо

г/(г) = /с1п |Ф(г)1, (28)

где к — дейст111п е л 1.р|ая иостоянная, а Ф ( г ) — аиалитичоская в кольце 0 <  
■< |z — «I <  б функция комплексного переменного z — х it/.

Действител1.||о, обозначим через v(z)  функцию, гармоиичес1!и сонрижен- 
иую с u(z). Очевидно, что

v{z) =
Он (1ц.

t, (29)

где С — произвольная действнте.'н.нлп постоянная, а путь интегрирования, 
соединяющий фиксированную точку го е  О, zo Ф  о., с пе[Ю!иеннои точкой 
Z е  D, Z ф  (X, лежит внутри D н не проходит через точку а. Когда в правой 
части формулы (29) интегрирование происходит по пути, обходящему точ
ку а, функции t'(z) может получить н[1иращеиие. Поэтому формулой (29) 
функция v(z)  он(»еделяется, вообще, неоднозначно, т. е. она определяете» 
с точностью до слагаемого кратного 2/.я, где U — действительное число и че
рез 2кп обозначеи интеграл

ди. cfif.

где к — уамкнутая простая кривая, обходящая точку z =  а. Очевидно, что
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k F ( z )  =  и ( г )  +  ill (г) —  к In {z —  а) (30)

однозначна и аиалитична в D  всюду, кроме точки « .  Следовательно, вы- 
|>ажеиие

ф(2) == (2 -а )е"(^ )
пвляется однозначной аналитической в D  функцией комплексного перемен- 
1IOJO Z с изолированной особенностью в точке а, причем в силу (30)

u{z) «= /с1н 1Ф(г)1. (31)

Пользуясь формулой (31), доказать справедливость следую
щ их двух утверждений:

339. Если функция u(z) гармонична и ограничена в кольце 
0 <  Iz — а1 <  б, то она гармонична всюду в круге \z — a\ < 6 ,  если 
положить и (а) — l im u(z ) .  (В  этом случае изолированная особая

2 -*а
точка а  гармонической функции a(z)  называется устранимой.)

S-iO. Если а  — изолированная особая точка гармонической 
функции и(г) и l im u ( z ) = + o o  или l i m u ( z ) = —°o нри стремлении 
точки 2  к а  по любому пути, то вблизи точки а  функция u(z) 
представляется в виде

u(z) >= к* In Iz — а| +  u*{z),

где к* — действительная постоянная, а функция u * (z )— гармо- 
иическая в некоторой окрестности Iz— а1 < б  точки а.

П усть I ' t" , О ^  ■О''<  2я — точки единичной ок-
|)уЖ110с'] и t —  е '*, О д  2л. Главная ветвь функции

лЧ'—O'"'
(32)

4>уикция

u ( f t ',  fl"; г) a ig
z — t"

«дпоаначна и гармонична в круге |г| ■< 1. Она называется гармонической 
мерой дуги t't" окружности |i| = 1  в точке 2, |2 | < 1 ,  относительно единич
ного круга |г.| < ; 1.

Очевидно, что при z =  е ‘ *

/  ft —
. s in ----- ------

U ( O ',  O ':  — arg --------

\ /

Отсюда следует, что функция u (0 '. О"; е**) равна единице в каждой точ
ив t открытой дуги t't", О' •< о  с  О", в равна нулю на дополнении дуги 
t't". О' <  О ■< О" до полной окружности |г| = 1 .

341. Найти гармоническую в круге Ы < 1  функцию и{г) по 
краевому условию

« < « < " ■
(О, я  <  1& <  2я,

и вычислить lim u(z) при z 1, lz| <  1, вдоль луча a r g (z — 1) =  
” = та.
6»



Найти гармонические в круге I2 I <  1 функции uiz)  по крае
вым условиям:

f 1, 0 < ^ К я ,

343. и =

Ш 1 . и (е<«) * 

3'i5. и (е«*) =

346. и (е‘») =

347. и (е'^) =

0 , О <  в <  я /2 ,

1. ^ < « < л ,

0, ж С  А' ■< Зл/2,

1. | ^ < 0 < 2 я .

1. 0 < 0 < З л / 2 ,

2, я <  О <  2л.

- 2 .  0 < 0 < я / 4 ,  

- 1 .  ^ < д < 2 я .

1, 0 < 0 < я / 2 ,

2, - ^ - < 0 < л ,

О, я <  О <  2л,

0, О с  & с  я /4 ,

1, - ^ - < 0 < я ,

О, я <  О <  2л.

348. Доказать единственность решения каждой задач
3 4 1 -3 4 7 .

Доказывается, что для любой суммируемой на промежутке О s j  0 2jt 
функции / ( 9 )  формула Пуассона

2Л
u(z) ±  Г J -Z lM 1  

i t - и "
/  (0) t = (33)

определяет гармоническую в круге \z\ <С 1 функцию и (з ), которая удов
летворяет условию

lima(z) =  /(0 ), | z l < l ,  1«| =  1г—(
ДЛЯ почти всех значений 0 из промежутка О 0 s j  2я.

349. Найти гармоническую ограниченную в круге Ы  <  1 
функцию, которая на окружности U1 =  1 почти всюду совиадаег
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Ф (е"*’)

с функцией

1 для иррациональных О, 
О для рациональных 0.

350. Пользуясь формулой Шварца из задачи 251, построить 
решения задачи Дирихле, рассмотреипой в задачах 3-51—3^7.

351. Установить гармоничность функции
/ \ 1 —  х~ —u{z)

(1 — л :)'+  !Г

при 2  =7̂  1 и показать, что на окрулпюсти Izl =  1 она удовлетво
ряет краевым условиям

l i m i i ( z ) = 0  п р и  z - ^ t ,  Izl <  1, U l = l ,
lim u(z) =  oo при Izl <  1.

352. Показать, что среди гармонических в круге lz| <  1 функ
ций, удовлетворяющих краевым условиям (3-i), рассмотрениа!! 
в задаче 351 функция и(^) не является единственной.

353. Установить гармоничность функции

U (z) =  1н

в круге !zl <  1 и вычислить ее краевые значения на окружности 
Izl =  1 при Z ¥= ± 1 .

354. Молпю ли представить при помощи формулы Пуассона 
(33) рассмотренные в задачах 351 и 353 гармонические функции?

В приложениях определенный интерес представляет знание поведения 
решений краевых задач для оллинтичесиих уравнений в области их опре
деления вплоть до границы. Иа гладкость (в замкнутой области) решений 
краевых задач для эллиптических уравнепп11 существеипо влияет характер 
/■ладкости как границы области (носителя данных), так и самих данных 
(краевых значений).

355. Пользуясь формулой Шварца из задачи 251, построить 
гармоническую в круге lz| <  1, z =  x  +  iy, функцию u(z) =  w(i:,.</), 
непрерывную в замкнутом круге Izl 1 н удовлетворяющую на 
окруж ности Izl =  1 краевому условию

u ( z ) = P „ { x ) ,  —l ^ U l ^ l ,
Т»

где Р „  (х) — ^  а^х’' — многочлен степени п с действительными

коэффициентами а„.
Рассмотреть частные случаи;
а) Р, (х )  =  а„ +а^х +ОгХ^Л-а^х^-.
б) Р ^ х )  =  +  х\
в) Л (.г) =  «х ‘ - 8 х ^ + 1;
г) P , U )  =  10х\
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356. Показать, что гармоническая в круге Izl <  1 функция 
ц(г), непрерывная в замкнутом круге |s| ^  1 и совпадающая па 
округкности Izl =  1 с действительным многочленом Р(х,  у) пе
ременных X, у, z =  х  +  iy, сама является многочленом.

357. Пользуясь формулой Шварца из задачи 251 для единич
ного круга, вывести формулу Шварца

оо

F  (z) =  - ^  ^t ----- Z

выражающую аналитическую в полуплоскости l m z > 0  функцию 
F(z)  комплексного переменного z =  x  +  iy по краевым значениям 
ее действительной части

u{t, 0) =  rp(f), —«3 <  f <  оо,

в предположении, что для больших значений UI 
ц)Ш =  oU~'‘ ),  Л > 0 .

358. Решить задачу Дирихле
Ди(х, (/) =  0, 0 < д : < « > ,  0 < ! / < о о ,  

и(0, 1/ ) = 0 , 0 < / / < ° ° ,  a { x , 0 ) — f{x) ,  f X  X <  оо,
} {х)  =  oix- ' ‘ ), х - ^ + о с ^  /г >  0.



Г л а в а  III 

У р а в н е н и я  гиперболического ти п а

§ 1. Волновое уравнение

Ниже будем предполагать, что в пространстве En+i точек (х, t) сим
вол X обозначает совокупность пространственных переменных xi, х„,  
a t  — время. !

Как уж е было отмечено в § 4 гл. I, колебательные процессы в опреде
ленных предположениях описываются уравнением

4=1
Поэтод1у  решение этого уравнения принято называть волной, а само урав
нение (1) — волновым.

Поскольку соответствующая уравнению (1) характеристическая форма 
Q{X)  имеет вид

Q ^  т̂1+1'
1=1

оно является уравнением гиперболического типа.
Характеристической поверхностью уравнения (1) называется п-мер{Ю0 

многообразие в En+i

ф(л:, г) =  О,
на котором квадратичная форма

П
Q  (grad Ф )  =  V  ^  0.

i=i ’
Одной ИЗ самых важных задач в теории распространения волн являег- 

ся з а д а ч а  К о ш и .  В настоящем параграфе эта задача будет рассмвтрена 
в следующей постановке; требуется найти решение и{х, t) уравнения (1),
удовлетворяющее начальным условиям

и{х,  0) =  ф (х ), ut(x,  0) =  (2)

где ф м tf) — заданные функции переменных Xi, Хп.

359. Выписать все характеристические кривые уравнеаия к о 
лебаний струны

Uxs — и,, =  О, (3)
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Л60. Определить характеристические поверхности второго по
рядка для уравнения колебаний мембраны

— Mtt = 0 .  (4)

361. Паити все характеристические плоскости уравнения рас- 
пространепия звука

— U,, =  0. (5)

362. Показать, что выра/ьение
м(х,, Хп, X,, <)=Ш (ц,),

где

(н) =  1 [1 (-̂ 1 + г̂/i. ^2 + 'г/2  ̂ 3̂ + У̂з) dSy, 
l!/l=l

а (л(л;„ Хг, Хз) — заданная в пространстве переменпых х,, Хг, х* 
функция с непрерывными част}1ымп производными второго по))яд- 
j<a, является решением уравнения (5).

363. Показать, что формула Кирхгофа

и  { X , ,  X , ,  X , ,  г )  =  ^  Ш  ( г ) ) )  + - ^  4 г  ( ' Р ) Ь

где (р и ij: — заданные в пространстве действительные функции, 
имеи)и],ие непрерывные частные производные третьего и второго 
порядка соответственно, а i/(p.) определена в задаче 362, дает 
ретение задачи Коши с начальными условиями (2).

364. Непосредственной проверкой убедиться в том, что функ- 
н.ия

к̂ О
(7)

1де Л — оператор Лат1ласа по неремешгым Xi, . . . ,  х„, а т и v — 
Г)(!сконеч110 дифференцируемые функции, является реишнием 
у])авнепия ( 1), удовлетворяюнщм начальным условиям

и(х, 0 ) =  т(х ) ,  и,(х, 0 ) •= v(x),

предполагая, что ряд в правой части формулы (7), а также ряды, 
полученные из пего почленным дифференцированием дважды по 
Xt, . . . ,  х„, t, равномерно сходятся.

365. Вывести из формулы (6 ) принцип Гюйгенса: соответству- 
||)П1ая задаче Коши (5), (2) волна в точке (х,, Хг, х„ t) нрострап-
ства Ei, вполне определяется значениями <р, и на сфере 

(z ,— X ,)^+  (Z2 —Хг)^+ (z, — Х ,Г  =

радиуса |<| с центром в точке (xi, Хг, Хз).
366. В предположении, что ф и if зависят только от двух  про

странственных переменных х,, Хг, вывести из формулы Кирхгофа
С.З



<6 ) формулу Пуассона
i f  'К//,.и Х.̂ , г) =  ^  +

, 1 ^  Г  Ф ( . У , ,  У  */,</.'/5
2п dt 1 1 /''̂ *----------------------------------  ̂  ̂ '

где d — круг {у, — X,)® + (г/а — x^V ^  t̂ .
367. Показать, что формула Пуассона (8 ) дает решение зада

чи Коши (4), (2).
368. Имеет ли место принцип Гюйгенса для решений задачи 

Коши (4), (2)?
369. Предполагая, что ф и г ] ;  зависят только от одного про

странственного переменного х =  х ,, вывести из формулы Пуассопа 
(8 ) формулу Даламбера

x + t

Ф (-Г + о + — t ) +  J >15 (т) dx
x-t

(9)

дающую решение задачи Коши с условиями (2) для уравнения (3).
370. Записывая уравнение колебаний струны (3) в характери

стических переменных l^ = x  +  t, x\~x — t, показать, что общее 
решение этого уравнения имеет вид

uix, t) =  f ix  +  t) +  (f(x — t), ( 10 )

где / и Ф — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 
функции.

Найти общее решение для каждого из следующих уравнений:
371. 2и„ — 5urv + =  0.
372. 2и„ +  6и^„ + 4и,,„ + и^+ а„ =  0.

5 
16373. Зыхх — iOuxy +  Зиуу — 2wjj + Auy + =  0.

1
374. Змхлс +  Ч- Зы„у-|- +  Uf, +  -jjrii — iQxe =  0.
375. — 2itjt„ + 2их — и„ — 4е'.

376. Uxx — fitticu + 8u,,j, -Ь My — 2«ц + = о.
377. — 2 cos xû .j —(3 + sin* х)и^  + м, +(sin х — cosx  — 2)uy =  0.
378. — e~"‘''Uyy — + Be" =  0.
379. -f (/и„ — ы =  0.
380. + хм, — и +  cos у =  0.
381. ch хи^„ +  (sh X -f-!/ ch x)uy — cli xu — 0.

382. (m.̂  -b m) -f- 2x'-y (Ux +  u) =  0.

383. {Ux +  u) +  X {Ux + a )  4- x̂ // =  0.
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Решить следующие задачи Коши:

38'i. 4г/-м„ +  2 (1 — у-) и^у — Uyy------ (2ы* — Uy) =  О,
1 -г!/‘

и(х, 1/)|„_о =  ф(а:), Uy{x, г/)1„=о =
385. Uxt — 2мх1/ + 46" =  О, 

и{х, у) =- ф(г/), Ux(x, у ) 1х=о =  il3(j/). 
386. + 2 cos X Uxu — sin* х и̂ у — sin х Uy= О,

и(.Х̂  }̂|уяшз1пх ^ COSX, Uy(Xj , )̂li/s=iinx SIn X.
387. Эи*. — 4it,„ + Uyy — 3ux + u„ =  0, 

uU , =  ф(х), u„(x, (/)!„* =
388. =  0,

u{x, (/)|„_o =  —xV 2, u„(a:, y) l„=o =  —sin x.
389. г̂ xx — 2 sin X — (3 + cos^ x)Uyy — cos x  =  0, 

ii(x,  j/)l„_cosx =  sinx, u„(a:, r/)|„=co,* =  eV2 .
390. ы„ — 2 s in x  (3+ cos’' x )m„„ +  Mx+ ( 2 — s in x  — cosa:)ii„ =  0, 

u(x,  x =  0 , u„(x, f/)l„=c„,x =  «~''̂ “cosx.
391 .  Wix +  2 sin X Uyy — cos“ x  +  U j+  (s in x  +  c o s x  +  1)m„ — 0, 

u(x, I/)|„— co.x= 1 +  2 s i n x ,  u„(x, (/)I„=-C03*==sinx.
392. «IX + 2 cos X Miy — sin ’“ x  +  u* + (1 + cos x  — sin х)ы„ =  0,

i/) ly—sln * cos X, Uy{Xj )̂lv=c;slnx sin X,

393. e''U:cy — Uyy + u„ =  xe^",
(a:, г/) lv=o =  sin X, (X, ij) \y=o =  Т -Ц г-1 -f- X

394. 3uxx — 5uxB + 2uyy =  0,

“ (^, y) 7 -^ > . “ v (^. y) lv=* =  sin X.1 +  .T-

395. — 6Mx„ + 5uyy =  0,
и(х, y)l^_x =  s in x , u„(x, =  cosx .

396. Ыхх — Uyv + 5mx + Зи„ + 4и =  0,

2(x, у) |„=o =  xe  ̂ (x, y) |y=„ =  e
397. Найти область зависимости задачи (1), (2) при п == 1, 

п =  2, и =  3.
Решить следующие задачи Коши для уравнений первого по

рядка;
398. и, — Му =  О, и(х, 0) =  ф(х).
399. Нх — Uy =  у sin X, ц(х, х) =  cos х.
400. Их + Иу =  0, и(х, —х) =  ф(х),
401. ц* + и„ =  ц(х, 0) =  ф(х).
402. 2их — 3uy =  О, к(х, х ) =  ф(х).
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403. + 2uy =  sin (x + ij), uix, 0) = ф(.г-).
W i .  2u^ — bUy =  20a, ii(x, 0 ) =  ф(а:).
405. + 2Uy +  Au =  0, u{x, 0)=cp(^).
406. 2и, — uy + 2u =  0, u(x, —x) = фи).
407. U:̂  — uy +  2u +  Mx + у) =Q, u(x, 0) = cf(x).
408. 2a^ — III, — 4u =  u(x, 0) — cp(x).
400. 2u  ̂+ 3uj, + (3x — 2y)a  =  0, u{x, 0) =  ф(а:).
4 1 0 .  2iix +  'iuy +  (3x +  2y)u — 0, uix, 0) =  ф(о;).
411. 3mi — 4h„ + sin (4x + 3i/)u =  0. «(a:, 0 ) =  ф(.с).
412. 3ti,t — 'iUy + =^0 , uix, 0 ) =  cosx.
413. Доказать, что для ка;кдого решения uix, t) уравнения 

(3) имеет место формула среднего значения
uiXi, г,) +  и(Хз, ta) =  и{Хг, 1г) +  uix,,, ti),

где ixi, t,), ixi, ti), ix„ t,), iXi, i j)  — последовательные вершины 
характеристического прямоугольника, т. е. прямоугольника, огра
ниченного характеристическими прямыми уравнения (3).

414. Построить решение vix„  х .̂, х ,,  t, т) уравнения (5) но 
начальным условиям

V (x'j, ^2 , X.J, Т, т) =  о, ___=  g (Xj, Х2, х^, т).
(=х

41Г). Пусть vix„ Xi, Хг, t, т) — решение задачи 414. Показать,
t

что функция и (o:j, х.̂ , х.̂ , f) =  [  t; (xj, х.̂ , x ,̂ t, т) dx является реше-
п

пием неоднородного уравнения
+ и̂ х̂, + — u n ^ — g х ,̂ J-3, t),

удовлетворяющим однородпым начальным условиям 
uiXi, Х2, Хг, 0) == о, UliXi, Хг, X,, 0) =  0.

416. функцию u ix , ,x 2,xa ,t)  из задачи 415 представить в виде

ы (х , ,  л;з, i) =  ^  J  ^(Уг »2 ' г =  \ у - х \ ,
 ̂ М

и объяснить, почему она называется запаздываюпщм потен
циалом.

417. Найти решение уравнения (4), удовлетворяющее на
чальным условиям

а  (^1, а-2, 0) =  x̂ x̂l, — = xlx l — Зх?.

418. Построить решение неоднородного уравнения
Ихх- Им =g(:c , t)

с неоднородными условиями вида (2 ).
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Непосредственной проверкой убедиться в том, что 
функция

(« - т ) 2/1-̂ l
, (И)

где А — оператор Лапласа по переменным х,, . . х„,  а ц и v — 
бесконечно дифференцируемые функцни, является решением за
дачи Конш

и,, =  Дм,
и{х, t, т)1(=,т =  ц(а:, т), Uiix, t, T ) l ( _ t  =  v ( . r ,  т),

x ^ i x , ,  . . . ,  х„), при условии, что ряд в правой части (И )  до
пускает двукратное почленное диффереицирование по перемен
ным t и Х{, i =  i ,  п.

Пользуясь формулами (7) и (11), решить задачи Ноши:
''|20. и,1 =  Дм,

и(х, у, Z, 0) =XIJZ, Ui{x, у, Z, 0)=X-y"z^.

'(21. =  Д«,
и(х, у, Z, 0) = г \  Ui[x, у, Z, 0) = х у .

''i22. и,, =  Ди,
и{х, у, Z, 0) =  cos у, и,(х, у, 2, 0) =  х'- — if .

^2'i. iitt =  Д«,
и(х, !/, Z, 0) =  + у ,̂ Utix, у, Z, 0) =  1.

fiVi. и„ == Ды,
и(х, у, 2, 0) =  е\ и,{х, у, Z, 0 ) =  е~̂ .

''i25. а„ =  Дм,

м (.г, //, 2, 0) =  м, (т, у, 2, 0) =  О,

х¥=0, х^+ у̂  +  2= ^  t\
''|2С». а ,1 =  Аи + ах + Ы,

и{х, у, 2, 0 ) =  XyZ, Ut(x, у, 2, 0) =ХУ +  2.

427. U;; =  Дм + i cos z, 

uix, у, 2, 0 ) =  2 sin V2 (x + у ) ,  Utix, у, z, 0 ) = 0 . 

428. utt =  Дм -t- 7 - ^ . ,1 + «
u(x, y, 2, 0 )= x s in t/ ,  M,(x, J/, 2, 0) =  ?/COS2.

429. u ,, =  Дм 4 - te l/sin tt2,
uix, y, 2, 0) =  Й2 + бхг/, u,(x, y, z, 0) =  0.

430. Utt =  Дм + axyze~'‘\
u(x, y, z, 0)=2д:г/, иДх, г/, z, 0 ) =  a: sin У2 г/cos V2 г,
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431. и,, — Аи + a x y zsh ib t ,
u ix ,  у, z, 0) = x^ yz\  Uiix, у, z, 0) =  у  sin (лхе““.

432. Ui, •= Aiz +  x y z l n d  +  f ) ,
uix, y, z, 0) =  7/e"' sin z, Ut (x, y, z, 0) =  xz sin y. 

433. utt =  Au +

u(x, y, z, 0) =  xe\ II,(x, y, 2 , 0) =  ye'.
434. a,, =  Au,

u(x, y, z, 0 )= ф (х , у, z), U,ix, //, 2, 0) =  \ti(a:, y, z), 
где Ф и Ф — произвольные гармопические функции.

435. и,, =  Аи +  f(x, у, г ) ,
и{х, у, Z, 0 )= (р (х , у, z), u,ix, у, 2, 0) =  il3(z, у, z), 

где ф, \|) — произвольные гармонические функции.
436. u,t =  Аи +  fix ,  у, z)git),

и(.х, у, 2 , 0)= ф (а:, у, z), u,ix, у, z, 0) =  у, z), 
где ф, \fi, / — гармонические функции, а g ^ C '  ( . t> 0 ) .

437. и , , ’̂  Аи +  fix , у, z)git),
uix , у, 2, 0) =  ф(х, у, z), u,ix, у, Z, 0) =  \f(x, у, г), 

где А^ф ■= О, А"г1з =  О, А'/ =  0.
Решить следующие одномерные задачи Тчотттп:
438. U,, -= u „ +  Ъх̂ ,

uix ,  0) =  е~’‘, u,ix , 0) =  а.
439. и„  =  +  axt,

u ix ,  0) =  X ,  u,ix, 0) =  sin x.
440. И,, == u„ + ae~ ‘,

uix, 0) ^  b s in x ,  u ,ix, 0) = c c o s x
441. « 1 , =  Ux*+я sin 

uCx, 0) = cosa:, m,(x, 0) =  sin a:.
442. Ц,, == u„ + X  sin f, 

u(a:, 0) =  sin и,(а;, 0) =  cos x.
443. u„ =  u^ +  g ix)fi t) ,

u ix, 0) =  (fix), u,(x, 0 ) = 0 ,  
где =  0.

444. Показать, что если uix, t) — решение уравпения (3), то 
решением этого уравнения является и функция

v { x , t ) = ^ u ( -  
\х — f  X --  t

всюду, где она определена.
445. Пользуясь формулой Даламбера для решения uix, t) за

дачи Коши
u t t = a } u :^ ,  —оо<а:<+сх), г > О,

Ц(Х, 0) =  фСх), ИДХ, 0) =  фСх), —оо < Х < о о ,
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проверить, что в случае нечетиости обеих функций ф(х) и \|)(ас) 
и(х, f)U-=o =  0, а в случае их четности Uxix, f)U^o =  0 .

4^6. Убедиться в том, что если в задаче Коши
и,, ==а'и^+}(x,t), —оо< а ;< оо , t > 0 ,  

uix, 0) =  Utix, 0) =  О, —о° <  X <  оо,

функция f(x ,t)  относительно х нечетная, то ц(а:, f)U„.o =  О, а если 
она четная, то и^{х, f)U=.o =  0 .

Пользуясь утверждеинями задач 4''i5 и подходящим об
разом продолжить даиные на всю прямую —«> <  z  <  <» и. решить 
следующие задачи на полупрямой:

447. = X >  0 , t> Q ,
u(0 , t) =  0 , ^ > 0 , uix, 0 ) =̂  ff.'(x), u,ix ,  0 )= il) (x ) ,
x > 0 .

448. u,,= a^ u ^ . x > ( ) . t> {) ,
Wx(0, г) =  0, t> () . uix, 0 ) =  (p(x). u,ix ,  0 ) == il)(x)
x > 0 .

449. u„  =  + fix ,  t). x > 0 , t > 0 ,
u(0 , t) =  0 , t > 0 . uix, 0 )̂ =  u,ix. 0 ) =  0 , X >  0 .

450. u,t=a}U:^ +  f ix ,  t). x > 0. t > 0 .
Их(0, i ) = 0 . t > 0 . uix, 0 ) =  u,ix. 0 ) =  0 , X >  0 .

451. u,, =  a^u„ +  fix ,  t). x > 0 . t > 0 .
u(0 , i ) = 0 , t > 0 . uix, 0 ) =  rp(x). U,ix, 0)=г()(х),
X >  0 .

452. u t i = a ‘u^ +  fix ,  t). x > 0. t> Q ,
ujO, t) =  0, t > 0 . uix,  0 ) =  ф(х), u,ix ,  0 ) =  ifCx
x > 0.

Бсякаа функция ] (х  — al )  аргумента х — at  называется пр ямой  в олной .

Распространяя возмущение края с помон\ью прямой волны, 
peiHHTb задачи:

453. и„ — â Uxx, х > 0 ,  t >  О,
ц(0 , г) =  t > 0 ,  uix, 0 ) ‘=Ut(x, 0 )==0 , a ; > 0 . 

45'i. u,i =  a^u^, x > Q , t > 0 ,  
« i (0, t ) = v ( t ) ,  t > 0 ,  uix, 0) =  u,ix, 0 ) =  0 , x > 0 .

455. u„ =  a^«xx, a: >  0, t >  0,
uJiO, t) — huiO, t) =  x it) , t > 0 ,  h > 0 ,  
uix, 0 ) =  Uiix, 0 ) =  0 , X >  0 .

PeiHHTb задачи:
456. и,, =  a^u^ + f ix ,  t), x > 0 ,  t> Q ,

uiO, f) =  n(f), t > 0 ,  uix, 0 ) = ( f ix ) ,  u,ix, 0) =  il3(x),
X >  0.

hJSl. Utt =  a^u^ + j i x ,  t), x > 0 , i > 0 , 
M»(0 , t ) = v i t ) ,  t > 0 ,  uix, 0 ) =  ф(х), ц ,(х, 0) =  \|з(х), 
x > 0 .
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l̂oS. Найти рошеппе и(х, у, t) уравпепня 

«XX + и̂ у — и,, =  xijt

но начальным условиям

и(х, If, 0 ) = 0 , и,{х, у, 0 ) = х у .

ЛГ>‘). Доказать, что функция и{х, у, t), опредолснпая по фор
муле

(г  и ^ _________________u y . L , y , L )  12-4 . . . ( 2 A - - r 2 ) | U 2 « - l ) . ( 2 y t - 3 )  . . . 1 2 « - ( 2 t - l ) | )  ^
О

/)"где ( Г  —  х '  +  у-  —  t ' ,  □  =  ---- Ч-----------г , --------- Ф — ОДПОрОДНЫЙ ПОЛИ-
дх~ rhj' (Jt~

НОМ переменных х, //, t степени п — 2, является решением ыеод- 
породпого уравнения

«XX + и,у -  и„ =  Ф(л:, у, t).

''iBO. Непосредственной проверкой убедиться в том, что наря
ду  с решением aix, t), x =  ixu . . x j ,  уравнения ( 1), решением 
этого уравпепня является и функция

V ( . г ,  t )  =

( \ ^ e - r )
ri

i а.' |- =  Х-1, I X  I ' =5^
i= l

''16I. Найтн все лннейно незавнсимые од1городнт.те полиномы 
степени 3, по переменным x̂ , .г,, t, удовлетворяющие уравне
нию (4).

4(52. Чему равно число линейно пезавнсимых однородных по
линомов степепи к по ноременным Xi, . . х„, t, являющихся 
репичшями уравнения ( 1)?

''(бЛ. Функция и{х, t) с непрерывными частными производ
ными третьего порядка является решением уравнения (3). Пока- 
зать, что этому же уравнению удовлетворяет и функция

, , д и  дп

Показать, что наряду с функцией iiix, t) рсн1ением урав- 
нонн>[ (3) являются и функции

а) xu^i+tui,

о) ul  + и],

и 1 ф п 1
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''iGo. Определить лпачение иокауатоля it==coiisl,, для которого 
уравнение ( 1) имеет решение вида

“ ' ■ ' ■ ' ' - п т г Ь т у -

-̂ 66. Поь’амать, что если и(х, t) — рсчмеиие уравнения (I ) ,  то 
функция

/ ' ’ i V [X, I) =  и , -----, . . . , —7= ,  ■ . ■ -----
/ ! « » !  /|«n+ iiy

будет ретеннем уравпепия гиперболи'гесч;ого тина
7»
^  — »П+\̂ П =  О

1 -  I

С постоянными козффициетггами at, г =  I, . . ? i +1 ,  одинаково
го знака.

467. Найти условие, связывающее постоянные 7П„ t =  1,
. . д + 1, при котором у|)авнение ( 1) имеет реиюние иида пло
ской волны

и{х, t) =  Ф (7?г,.г, + . . .  + т„х„ + т„+ ,0 .

Показать, что наиболее общее решение уравнения (5), 
зависящее только от г и t, имеет вид

W ('•, t) =  р----- , г О,

где г‘ =  х\ + л'2 + а’л и /, и f.̂ — произвольные два;кды непрерыв
но дифференцируемые функции. Эти решения зазываю тся сфе
рическими волнами.

''•б!). Непосредственной проверкой убедиться в том, что на
ряду с функцией и(х, t), обладающей частными производными 
третьего порядка, решением уравпепия (I ) является и функция

П
v { x j )  =  X̂ Ux̂ -\- tin.

г=1

470. Показать, что иыражоние
и(х^, Х2 , :Гз, t) =  □ [ ф ( г  +  /) - f  л\'(г — ^ ) J ,

где □  =   ̂ + - Т  — - 2. /■“ =  .г? + а-.] + х 1  а ф и t  -  про-дхГ дх‘  дх- (It
1 Z о

извольные тригкды непрерывно дпфферепцируем1ле (|)ункции, 
удовлетворяет уравнению (5).

471. Для уравнения (5) иайти решение задачи 1»он1и
и {х, 0) =  (р (г), ui {х, 0) =  (г), г- =  а? + х\ +  а J,

где ф и \|5 — заданные дважды иепрерывно дифференцируемые 
функции.
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472. Доказать единственность рен1еиия задачи Коши с на
чальными условиями (2 ) для уравнения

■V ('>"4 f>'4 ,
2 ^ - 4 - — Г =  t ) .

473. Найти скорость распространения плоской волны*

u(xi, Хг, Хз, t) =  ф(/га,л:, + т^х-г + т^х^ + mt).

474. Молют ли описывать функция

и (д-1 , а-а, .X.J, t) =  х\ + х\ + х\ — x t̂^

процесс распространения волны?
475. 11ока;шть, что функция

и (а:,, X.,, х^, t) =  х\ + х\ + х1 +  аН^
описывает процесс распространения волны, и найти скорость 
волны.

Найти область определения (распространения) волны, если:
476. Скорость волны я =  Г), т г= 1 , носителем начальных дан

ных и(х, 0 ), Ut(x, 0 ) является отрезок Z, прямой t =  0.
477. Скорость волны а =  1, ге — 2, носителем данных м(х, 0), 

, иЛх, 0 ) является кольцо l ^ a - i  +  a-2^ 4 .
478. Скорость волны а =  2, п =  3, носителем начальных даи- 

! ных и(х, 0 ), Uf(x, 0 ) является шар + х1 -Ь
479. Скорость волны а = 1 ,  п — \, носителями данных и{х, 0), 

, Utix, 0 ) являются отрезки —2 =s;a:, 1, 1 ^ д : ,  =£2 прямой г =  0 .
Определить множество точек плоскости Ег переменных х,, t, яв
ляющееся общей «областью» влияния обоих этих отрезков.

§ 2. Задачи, корректно поставлеипые для уравнений 
гиперболического типа

В предыдущем параграфе речь шла о задаче Коши для р.олнопого урач- 
нения в предположении, что носителем начальных данных и(х,  0), ut(x,  0) 
является вся плоскость t =  tg или определенная ее часть. В приложениях 
большое зиачепие имеет изучение таких задач для гиперболических уранне- 
ний, в которых носителями данных слу!кат многообразия, отличные от плос
кости t — ta или от ее части. Однако далеко не каждое многообразие (пусть 
данге сколь угодно гладное) годится в качестве носителя данных.

Задача называется корр ектно по ставленной  для гиперболического урап- 
I нения, если ее решение существует, единственно и у стойчиво .  Понятие ус

тойчивости означает, что малому изменению данных задачи соответствует 
малое изменение ее решения.

В § 1 характеристической была названа такая поверхность (р(ж, t) = 0 , 
в каждой точке которой

Q (grad ф) =  2  -  ф| =  0.
i==l
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Злдаппую уравнением О “  О поверхность в пространстве iEn+i будем
называть поверхно стью прострап ств еппог о  типа^ если в калсдой ее точке

п
Q  ( g r a d  t )  =  2  'l ’* i  —  'Ф? <  О- 

1=1
Обозначим через .9 кусок достаточно гладкой поверхности лрпстрапстпрптто- 
го типа. Задача Коши в общей постановке формулируется так; найти р е ш е 
н и е  у р а в н е н и я  (1), у д о в л ет в ор я ю щ е е  на S у сл о ви ям

u ( x , t ) ^ F ( M ) ,  (:г, г) =  Ф(Л/), (12)

г д е  F (М) и  Ф(Д/) — зада нные  достаточно гла дк и е  ф ун к ц ии  точки М пов е рх 
ности S, а N — направл ени е ,  н и г д е  н е  к а с а ю щ е е с я  S. Доказывается, что в 
такой формулировке задача поставлена корректно.

Заметим, что в случае одного пространственного переменного a:i — х для 
носителя S  важным является не требовапио < О (на кривий
•>j)(x, t) — О, где заданы условия (12)), а требование

Все сказанное выше не означает, что при постановке задач для гипер
болических уравнени11 характеристические поверхности не годятся в каче
стве носителя данных. Так, например, когда характеристическая иоверх- 
иость Tj)(i, t) =  О представляет собой конус

(13)
т= 1

ставится так называелгая х а р а к т е р и с т и ч е с к а я  з а д а ч а  К о ш и :  
пайти р е г у л я р н о е  внутри к о н у с а  (13) р е ш е н и е  и(х,  t) у р а в н е н и я  (1), при 
н им аю щ е е  на к о н у с е  (13) н а п е р е д  з а д а н н ы е  з н ач ен ия .

В случае одного пространственного переменного xi =  х конус (13) пред
ставляет собой пару прямых х — Хо — t — to, х — Хо =  t o — t, проходяи1ВХ 
через точку (хо, *о). Эти прям|.К! разбивают плоскость Ег переменных х, t 
па четыре угла. Пусть об.гасть Ь  представляет собой один из ;>тих углов. 
J5 отом случае характсристичесь'ую задачу принято называть з а д а ч е й  
Г у р с а :  опред елить  р е г у л я р н о е  в области D р е ш е н и е  и(х,  I) у р а в н е н и я  (3), 
у д о в л ет в ор я ю щ е е  у сл овиям:

и —  ( f  пр и  X —  Хо  =  t  —  t o ,
(14)

U =  при  X  ----  Хо  =  ^0 —  t j

to) =  iK-co, <o).

î80. Покалать, что задача определения регулярного решения 
и(х, t) уравнении (3) но заданным на характеристике о; —1 =  0

у / \ ..значениям функции и(х, t) и ее нормальной производном •= 
_ I / \
~  j  1̂ оставлена некорректно (она вообще не имеет
решения, а в тех случаях, когда имеет, оно не единственно).

481. Выяснить, для каких значений постоянного к прямая 
x =  kt мои.ет служить в качестве носителя данных в задаче Ко
ши с условиями (12) для уравнения (3) и:
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а) naiiTii решение inoii задачн, если iianpaiuiemie N имеет 
К0МН011РПТЫ ( 1/V2, 1/1 2 ), а носителем данных является отрезок 
Л(0, 0), В{\, \/к) указанно!! прямой;

б) определить область зависимости, область влияния и об
ласть jiacu ростра иеиия;

в) доказать устойчивость регпсния.
''(82. Указать, для каких зиачепий поло:кительпых постоян

ных ф«, ср, дуга ф о ^ ф ^ ф , окружности л;==со8 ф,  ̂=  зшф, 0 <  
_ <р s ' 2л, может служить носителем данных задачи Коши (12) 

д;1я уравгамгия (3) и ргайти peuieuue этой задачи, когда N совпа
дает с нормалью к окруипюстп.

''i83. Пусть дуга S: А(х, ,̂ ti) кривой x — f(t) с непре
рывной кривизной нтг в одной своей точке не касается характе
ристик уравнения (3), а N — нормаль к дуге АВ. Построить ре- 
1нение и(х, t) задачи (3), (12).

Определить область распространения волны, найдснно1"( 
и задаче ^i83, и доказать ее единственность.

'(85. ^’казать, какому условию дол;киы удовлетворять носто- 
л 1И1ые а, Ь, с, чтобы плоскость П: ax, +  bx2 + c t  =  0 служила 
носителем данных задачи Коши с условиями (12) для уравти*- 
ния (''i), и построить penieune задачи Kotuu с данными на 3Toii
ujif)CK0CTH:

rt b i)u сU = ------- X , ------- X.,с - .

где N — пормаль к П.
î86 . Найти решение задачи Гурса для уравпепия (3) с дан

ными на характеристиках х — i  — О, х + t — 0:
и(х, х) =  (р(х), О ^ х ^ а ,

и (х ,—х) =  \р(х), О ^ х ^ Ь ,
ф(0) =  '([•ДО).

487. Определить область распространения найденной в зада
че ВОЛЛЫ и доказать ее единственность.

'i88 . Доказать единствонпость решения и(х, t) характеристи- 
пеской задачи 1»охпи для уравнения (4), когда носителем данных 
является пплшяя часть характеристичес1Сого конуса

^1 + •г'з — {t — 1 )̂  =  0 .
''i89. Обозначим через S  ипиллою часть характеристического 

конуса x~ +  y'-— f  =  () до плоскости t — —h (/?>()). Пайти ре
шение и{х, ]), t) характеристической задачи Тчоши

Ux:,+Н у у  — U,t = X ljt ,  mIs =  0.
Определить область распростраиеиия вол1[ы из зада

чи 481> и доказать ее едппствеппость.
Л91. Пудет ли корректно поставлена задача Дирихле для 

уравнения (3) в характеристическом прямоугольнике, когда но-
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сителямп данных nix, t) являются все стороны этого прямо
угольника?

Задача отыскания решения урнвиеиия (1) по данным зиаченннм и(х,  t) 
корректно поставлена не только тогда, когда носителями данных являются 
характеристики этого уравнения. Для иллюстрации этого факта ограничим
ся рассмотрением уравнения (3).

Пусть D —область, лежащая в характеристическом угле ме;кду прямы
ми X — Ха — t — toi X — хо != ta — t, х ^  хо, о1|)аниченнан кривыми 6’i: t =
— si{x),  5 j: г =  «г(х ), х х о ,  si(j:o) = * 2 (2:0), ь'оторые имеют не|грсрыв- 
ную кривизну и удовлетворяют условиям

ds dŝ

ДоказЕэшается, что корректно поставлена с.юдующаи
З а д а ч а  Д а р б у :  требуется опред елить  р е : 1/.1я р п о е  в области D р е ш е 

н и е  и{х, t) у р а в н е н и я  (3), у д 0 в л е г в 01>яюи{ее у с л о в и ям
и =  >р ( .г ) , ,1 =  ij: ( .г ) , д: >  .г^,

г д е  ф и i|:— зад анны е  д ва ж ды  н е п р е р ы в н о  д и ф ф ер е н ц и р у ем ы е  ф^цнкции^ 
такие что

<р( аго)  =  i | - ( . r o ) .

492. Корректно ли поставлена аадача об отыскании регуляр
ного в нервом координатном угле плоскости х, t решения nix, t) 
уравнения (3), если

u (z , 0 ) =  ф(л:), 0 ^ х < о о ,  
пИ), t) =\\:it), 0 ^ < < < » , 

ф (0 )= 1| ;(0 ), (р " (0 ) =  11-"(0)?

493. Область I) представляет coooii y iw i менсду прямыми 
л: =  0 , t =  xl2, t > 0 .  х > 0 .  Ь'орректно ли поставлена задача об 
определении в области D решения уравнения (3) с данными

uiO, t) =  (fit), uix , х/2) =  {̂-{х), О  О, 
ф (0 )= ^ 1 :(0 ), ф " (0 )= г 1 / '(0 ) ?

Задачи 'lit'i, 'i95, 5()0, 503, 504, 505, 524 редуцируются к функциональ
ному уравнению вида

/ • ( Z ) =/( . г ) ,  (15)

ренюние которого при соблюдении, например, условия

1р’"/[я™(х)]| <  М"‘, 

может быть построено методом итерации

S  ( - 1)"'ц”*/1я'"(.г)|. (16)
m

одесь М — иостоянная, О <  Л/ <  I, под р."‘ 1и)нимается обычная степень |t
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Я*" (г) =  А,™ -'[Л(а;)], Х’>(х) =  х.

А9А. Область I) представляет собой угол между прямыми t =• 
=  t =  k2X, х > 0 ,  где —1 <  А:, <  <  1. Найти регулярное в 
области 1) решеиие уравнения (3), удовлетворяющее условиям

и{х, kiX) =(\){х), и(х, к.х) ='\\-i{x), /t’i =  0 , к ^ ^ к Х ) ,

где ф и ij) — заданные дваи>"ды непрерывно дифференцируемые 
функции, причем (р(0 ) = ф (0 ).

495. В задаче принять /c i= —1/4, /с2= 1/4 , 0= ^а :< а ,  
ф(л:)=а;, г|)(х)==а; и доказать существование и единственность 
решения uix, t).

496. Определить область распространения вол1п,1, соответству- 
гоп1ей решению и(х, t) из задачи 495.

497. Область D представляет собой угол мезкду прямыми 
t =  x!k, г =  0 , х ^ О .  Найти регулярное в 7> рентепие м(х, t) урав
нения (3), если задано

и{х, xJ-'i)=x, и(х, 0 )= s in a : .

498. Определить область распространения волны в задаче 497, 
считая О ^  а: ^  1.

Найти решения уравнения (3) и области их распространения 
по указанным ниже данным:

499. м(х, 0) =  ф(д:), ж) =  T|i(a:), 0 ^ а : < а ,  
ф(0) =  грСО).

500. и{х, 0) == ф(д:), и(х, х/2) =  i|)(a:), О <  х s£ 2/3, 
ф(0 ) =  1[)(0 ).

501. it(0, i )  =
502. u(0, t) =  sin t, 0 f <  1, u{t, t) =  0, 0 ^ t ^ 2 .
503. ii(x, 0) == (p(x), u[x, t (x )I =  yp(x), O ^ x s S l ,  

ф(0) =  ifCO),
где T — заданная дважды непрерывно дифференцируемая функ
ция, удовлетворяющая условиям

504. Носителями данных для искомого репгепия и(х, t) урав
нения (3) являются дуги кривых:

i =  s in x ,  0 ^ x < j r / 4 ,
t =  —s'mx, 0 ^ x = S n / 4 ,

причем
uix, s in x )  = x ,  uix, —sinx ) = x .

Определить волну uix, t) и область ее распрострапения.

с показателем п, а
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505. Носителем данных решепия uix, t) уравнения (3) явля 
ются дуга  параболы t =  x ‘4A, и отрезок 0 =^х< 2  пря
мой f =  0. Определить решение и(х, t) уравнения (3) и область 
его распространения, если

и{х, x'lA) = ж ’ , и{х, 0 ) =  0 .

506. Найти решение и{х, t) уравнения (3) по данным

0 < а : < о о ,« ( л: , х) =  ф И ,
t=-x

и доказать его едипствет1ность.
507. Определить решение и(х, t) уравнения (3), если

да
01

и(х, х) =  ifCx), о <  X <  Ь,

и найти область его распространения.
508. Корректно ли поставлена задача для уравнения (3) 

с данными
и(х, х )  =  ф(д:), 0 ^ х < « > ,

/ди ди\ =3 <  оо?
(=х

§ 3. Некоторые другие классы гиперболических уравнений. 
Задача Когаи для уравнения Лапласа

Рассмотрепшле в предыдущем параграфе задачи ставятся также для об
щего уравнения гиперболического типа

У  А...JI 'J-  -  -I- у  -г Си ^  F.. (17)
^  »0х,0хг а,-  ̂ Ь х '

% .}= ! »  ■» i = I  >

Мпогообразие ф ( х ,  ( )  =  О, удовлетворяющее условию

2  ^«ФХ4Ф Х .-Ф ? < 0- 
i J -1  ^

может служить носителем данных Коши (12) для уравнеиня (17).
Как и в предыдущем параграфе, в характеристической задаче Коши для 

уравнения (17) носителем данных является характеристическая поверх
ность ф(1 , t) — О, па которой по определению

71

t J=«l
В случае одного пространственного переменного х xt удобнее всего запи
сать уравнение (17) в виде

.• ... диLu = ^  -1- а (^ т|) ^  + Ь (I, Т1)^ Н -  с (S, 11) U = F (^ Ц). (18)
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в  теории уравнения (18) важную ]юль играет функция Римана fi(|, т]; 
t i .  Л‘ ) двух точек (I , 11), (ё1, i] i) , обладающая следующими свойствами:

а) относительно переменных она является решением уравнения

S i
сонряженного с (18), а относительно gi, t ) i—уравнения LR — 0. в котором 
вместо £, т| подразумеваются переменные |t, ili ;

б)

в)

01

^’1.
(I, ii; 6, ,  1])

Н(.1,г\-,1,ц)- 1.

Этими условиями функция я  (I , 1); |i, Tii) определяется однозначно, ес
ли коэффициенты а, Ь являются фуньциями класса С‘, а коэффициент с — 
1>ласса С°.

Наличие функции Ришана позволяет выписать в квадратурах решение 
как задачи Коши, так и задачи Гурса для уравнения (18).

Решение задачи Гурса

»(S> ’1о) =  ф(5), 11) =  ’Ип). <р(1о) =  1|1(Ло),

j-де <р и г|) — задмнные непрерывно дифференцируемые функции, для урав
нения (18) дается формулой

“ (£. »1) *= Л (I- 'V  г, 11) Ч> (S) +  К 1|; I, 1|) ^ (1)) — 

-  П (£„, 11,; 11) Ф (S„) ^
£
] b{t, 11̂ ) R {t, Пц; 1, 11) -  ̂  л (г, 11,; %, ii)j «р (t) dt -|-

1|5 ( Т )  d T  - l -

I и
-Ь U t  f л  {t, V, I,  л) (г, т) Л . (19) 

".
Пусть о — разомкнутая дуга Жордана, которая имеет непрерывную кри- 

ииану И ИИ в одной своей точке ве касается характеристик уравнения (18),
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Рошсипе задачи Коши для уравнения (18) по задапньтлт зттачетгияи и я
ди дс̂ ди (Щди ,— -----г — —! « -  где V — внешняя нормаль к сг в точке (|. т|), имеет вид(h\ dv O'!) • dv 5̂ ’

и (P) -  J  « (Q) ri {Q, P) +  ^ u  «?') n (Q\ P) -h

f F { P ' ) / { {P \ P )d l ^ d > ] ^ ~
G

dll (P') an  ( P \ P )
2 

QQ’
daP '

R{P', P)u (P') dap,-, {20)
QQ'

здесь Q' и Q — точки пересечения с дутой а  характеристик 5i =  Tji =  т), 
выходящих из точки Р (5 , 11), а G — конечная область плоскости перемен
ных 5, 7], ограниченная участком QQ' дуги о и отрезками характеристик
PQ п PQ'.

Выражение

[ F {Р') К (Р ' . Р) dl̂ dn,
О

представляет собой частное решение неоднородного уравнения (18).

509. Показать, что функция Рнмана Д(|, т̂ ; gi, t)i) д л я  урав 
нения (3), лаписаппого в характеристических переменных, тож
дественно равна единице.

510. Пользуясь функцией Римана из задачи 509, выписать 
решения задачи 1«оти и Гурса для уравнения (3).

511. Непосредственной проверкой убедиться в том, что функ
ция Римана для уравнения

— М(( + Xii =  О (21)

в неременных | =  j; + <, ц —x — t имеет вид

/?(|, T|; I,, T)i) =  У„(ц>'(^ — 5,)(|) — 1|,)),

где !Г =  -/,.
Пользуясь функцией Римана из задачи 511, выписать в квад

ратурах решения уравнения (21 ), удовлетворяющие нриведениым 
ния.-е условиям;

512. и{х, 0)=fp(a :) , иДх, 0) — i|>(a:).
5 i :{ .  м(х, х) =  ф(х), и(х, —х) = ^ {х ) ,  О ^  а: <  оо, 

ф(0 ) =  1|}{0 ).

5К». Построить рентение уравнения
Uxx — Ull + =  1 ,

удовлетворяк>н(ее условиям и(х, х) =  и{х, —х) =  0 .
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Найти решения задачи Коши
и(о, г) =  ф(г), u jo ,  t) =  гри)

п задачи Гурса
u(x, х) == (р(л:), и(х, —д:) =  z ^ O ,  ф(0 ) = 11)(0 )

для приведенных ииже уравнений:
2

515. Uxx — u/t +  oux + и — о, а  =  const.

516. Uxx — Uit +  but — =  О, й =  const.

517. Uxx — Utt +  aux +  but +  -^ u  — u =  0, 

a =  const, b — const.

518. Для уравнений из задач 515—517 ыайти решения, удов
летворяющие условиям

и(д:, 0) =  ф(л:), и(:с, х) =  \li(a:), ф(0) —

519. Показать, что общее решение системы
д а  д п  Q ди  ди  q
Ом dy  ’ д у  д.с

имеет вид
и{х, у) =  f i x  +  у ) +  f i i x  — у) ,  v ( x ,  у ) =  f i x  +  у )  — f l i x —  у) ,

где / и fi — произвольные непрерывно дифференцируемые 
функции.

Для системы из задачи 519 построить решения, удовлетво
ряющие, соответственно, условиям;

520. и{х, 0)-=ф(а:), v{x, 0)= il} (x).
521. ц(а:, х) =  ф(х), у(х, —х) =  i|:(x), х Х ) .
522. ц(х, 0) =  ф(х), i;(x, —х) =  г1з(х), х > 0 .
523. м(х, 0) =  ф(х), i;(x, х) =  я1)(х), х > 0 .
524. ы(х, 0) =  ф(х), i;(x, —х/2) =  г!)(х), х > 0 ,  

ф ( 0 ) - 0 ,  т1)(0)=0,
где ф и i|) — заданные непрерывно дифференцируемые функции.

525. Показать, что система
д и  , d v  ^ ди  , dv  „ 
дх д у  ' д у  дх

Судет гиперболической тогда и только тогда, когда а >  О и при 
а =  const >  О ее общее решение имеет вид

и{х, у) =  - ^ / ( х +  V a y )  +  z ^ f i { x - V a y ) ,
У а у  а

v { x , y )  =  — f { x  +  Y a y )  +  f , { x - Y a y ) ,

SO



где / и ft — произвольные непрерывно дифференцируемые 
функции.

526. Определить решение системы из задачи 525, удовлетво
ряющее условиям

X, =  ф (:г), vf x̂, — =  1|) (х), X>  О,

где ф и i|)— заданные действительные непрерывно дифференци
руемые функции.

527. Найти условие, связывающее действительные постояи- 
иые а, Ь, с, при котором уравнение гиперболического типа

имеет решение вида
ц(х, у, z) =  /(ах + Рг/ + '(z),

где а ,  р, 'Y — действительные постоянные, а / — произвольная 
двап.-ды непрерывно дпффере1щируемая функция.

528. Показать, что уравнение из задачи 527 имеет решение

1 / о
и (х, l j ,z )=  2d а - —  + Ь-—г, т (х, у) +

д х  dtj

,2п +  1
(.2'<+l (2и + 1)1

где т и V — полиномы.
529. Для уравнения из задачи 527 найти решение задачи 

Коши с данными
и(х, у, 0 ) =  х ’' — j/% у, 0 ) =  ху.

530. Пеносредственной npouepKoii убедиться в том, что 
функция

и (х, у)

+

^У'' г . x + - ^ { - y f  (2г - 1) г  (1 - 0  “ л  +

1 _L _1
t “ ( ! - « )  'd t

является решением задачи Коши с данными

и {х, 0) =  т (;

для уравнения "]'|)икоми

ц (х , 0) =  т(х ) ,  V (х), 0 < х < 1 ,

при у < 0 .
С А .  В .  Б и ц а д з е ,  Д .  ф .  К а л ш т ч с т ю

i)y

!/Нх^+ Uyy =  О
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531. Показать, что функция

и(х, <) =  ](t + ах) + ф(< + Ъх) + \\>{t + сх),

где /, ф, \fi — произвольные трижды непрерывно дифференцируе
мые функции, является решением уравнения гиперболического 
тина

ОН . . 7 .  ̂ О и . / , . . 1 \ о  II J а и г\—J — (я + 6 +  с) — -----h (ah + яс + be)------г, — ahc —- =  0 .
дх^ dx - d t  д.г ()Г at^

532. Для уравнения, рассмотренного в 531, решить задачу 
Коши с данными

и(х, 0 ) =  ф1(х), и,(х, 0 ) = ф 2(л;), и,,{х, 0 )=фз(л:).

533. Определить тип системы
Ых* + Uyy — 2^v» =  О,

-  2U:  ̂=  О

и показать, что ее решением являются функции 
ы(х, у) =  (х — y)(.f{x +  I/) + (х + г/)ф,(а: — у) +  i|)(x +  у) +  if,(л: — у), 
vix, у) =  { х -  у)ф(х 4- J/) -  (х + y)(fi(x - у )  +  Ч'(^ + У) -  -  у),

где ф, ф,, if, if, — произвольные два;кды непрерывно дифферен
цируемые функции.

53'1. В угле, ограниченном прямыми jr= x/2 , у — —х/2, х >  О, 
найти решение рассмотренной в задаче 533 системы, если из
вестно, что

и(х, х/2 ) =  т(х ) ,  и{х, - х / 2 ) =  v(x), 
f (x , х/2 ) =  т ,(х ) ,  у(х, —х/2) =  v ,(x ) ,  х > 0, 

t ( 0 ) = v (0), T , (0 )= v , (0 ) ,

где т, т,, V, V, — заданные дважды непрерывно дифференцируе
мые функции.

535. Для системы из 533 построить решение задачи 1>оши 
с данными

м(х, 0) =  Т , ( х ) ,  vix, 0) =  Тг(^), 
и„(х, 0) =  v ,(x ) ,  Vy(.X, 0) =  Л’г(х).

536. Определить, для каких значений действительных; посто
янных а, Ъ, с, к система

aux +  bUy + kci\ =  О,

a i ’x -Ь bi?y + -1 Цд =  О

является  гиперболической, и построить ее oбгt^ee ренгетше.
537. Выяснить, для каких значений постоянных а, Ь, с, к, 

обеспечивающих гиперболичность рассмотренной в задаче 536
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системы, нрямая у — О могкет слуисить носителем дангеых Коши 
для атой системы.

538. Построить решение задачи Коши
и(х, 0) =  Pnix),  щ{х, 0) =

для уравнения Лапласа u„+m„j, =  0 в предположении, что р,Хх) 
и q,n x̂) — полиномы степеней п и т  соответственно.

539. Для уравнения Лапласа «х»+и«к =  0 построить решение 
и(х, у) задачи Коши

Ц (^ ,0) = 0 ,

и показать неустойчивость полученного решения.
5^0. Пусть D — область плоскости х, t, ограинченпая отрез

ком ^ ( 0 , 0 ) ^^(1 , 0 ) прямой / =  0  и характеристиками x +  t — 0, 
x — t — i = 0  уравпе}|ия (3). Показать, что регулярное в обла
сти D решение и(х, t) уравнения (3), непрерывное в У) н равное 
нулю на характеристике x + t =  0, достигает своего экстремума 
в D па отрезке АВ.

541. Показать, что задача Коши
и(х, 0 ) = ф ( х ) ,  ы„(л:, 0) =  г|:(х), О <  х  <  1. 

для уравнения

iruxx + yuyy +  ^Uu ^  О

при у <  о поставлена некорректно.
5'|2. При _(/<() для уравнения из за,дачи 541 найти ])ешеиив 

и{х, у), удовлетво|)як)Н1се условиям

и (х, 0) =  т (х), lim (— ~~ТГ-  =  (•*)’ О <  .г <  1.

543. Показать, что o6niee решение уравнения

1/лх —  УЧии  —  4 -  '^1/ =  У >

имеет вид
и(х, у) =  /.U + 2/у’'^) + !г{х -  2 l/‘ *̂),

где /i и j i  — произвольные дваигды непрерывно дифференцируе
мые функции.

544.*Пайти решение и(х, у) рассмотренного в задаче 543 
уравнения но условиям

и ( х ,0 ) = г ( х ) ,  0 < х < 1 , lH m U y|< oo.
1/-> 10

545. При у >  О найти решение рассмотренного в задаче 543 
уравнения iro условиям

и (х, U) =  X ( j ) ,  lim у'^- ^  =  V (j )̂.
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5'56. Показать, что общее решение уравиеиия гиперболиче
ского тииа

+ ^ ^  =  0  (22)
дх дх“д у  д у

имеет вид
и(х, у) =  (.х +  - у }  +  { х -  ij)\!p{x +  у) +  фДх -  г/) + + у),

где ср, ф,, if, ij)! — произвольные четырезкды непрерывно диффе
ренцируемые функции.

547. Для уравнения (22) найти решение задачи Коши по ус 
ловия лт

и(х, 0) =  l i x ) ,  щ(х, 0) =  О, 
и^{х, 0) == О, Иц/у( ,̂ 0) =■ 0.

548. Определить решение и{х, у) уравнения (22) по условиям

ц(х, х) =  т ,(х ) ,  и{х, —х) ==
( д и  ди\ ( д и  ди\

т , ( 0) =  т , ( 0 ), т ; ( 0) =  т ; ( 0), 

т ; ( 0) =  т , ( 0 ) =  т л 0), т ; ( 0 ) =  т ; ( 0).

549. Показать, что общее pcuieinie ураннепия

О (23)<fu
Ох дх Оу 

имеет вид
и(х, у) =  /,(х + у) + fiix -  у) + /з(гу),

где /ь /г, /з — произвольные достаточио гладкие функции.
550. Корректно лп поставлена задача для уравнения (23) 

с даниыми
u(z , 0 ) =  9 i(a:), и„(а:, 0 ) =  ф2(а:), u„„(z, 0 ) =  фз(л:)?

551. Определить решение и{х, у) уравнения (23) по данным 
ц(0 , (/) =ф,(г/), u îO, у) =^(f.{y), Ихх(0 , г/) =  ф,(г/).

§ 4. Характер гладкости решений уравнений * 
гиперболического типа 

и некоторые некорректно поставленные для них задачи

В § 6 гл. II было отмечено, что решения эллиптических уравпении с ана
литическими коэффициентами в области их регулярности являются анали
тическими функциями независимых неременных. Ана.тогичхшм свойством мо
гут  не облада'1'f. р1чпения не;)ллинтнческих уравнений. В этом легко убедить
ся  на примере ураниения ко.чебаний струны (3), общее решение которого



дается формулой (10). Функция и(х, г), иредставлеппая этой формулой, бу
дет р е г у л я р н ы м  р еш е ни ем  уравнения (3), если функции / и ср лишь  д ва жды  
н е п р е р ы в н о  ди ффер енциру емы.

При нарушении такой гладкости функций / и ф определенную по этой 
же формуле функцию и(х,  <) принято называть в некотором смысле о б о б -  
щ енн ым  р е ш е н и е м  уравнения (3).

Б формуле (20), выра/каюп;ей решение задачи Коши для уравнения 
(18), предпо.’гагается, что носитель данных а  нредстав.1яет собой разомкну
тую дугу  /Кордана с непрерывной кривизной, причем эта дуга пн в одной 
своей точке не касается характеристик уравнения (18). Также предполага
ется, что данные Коши F(M) и Ф(Л/), определяемые по формулам (12), со
ответственно, дважды и один раз непрерывно дифференцируемы. Из фор
мул (19) и (20) легко сделать вывод о том, что: а) наличи е  р а з р ы в о в  у  д а н 
ных Г у р с а  и К о ш и  вызывает р а з р ы вы  у  р е ш е н и й  этих з а дач ,  б) эти ра з рывы  
ра спро страняются  вдоль  характеристик у р а в н е н и я  (18) и  в) н а р у ш е н и е  
гладко сти  носителя  данных а  влечет з а  с о б о й  н а р у ш е н и е  гладко сти  р е ш е н и я .

552. Показать, что задача Коши
u,t =  u^, u(x, х ) = т ( х ) ,  (Мх—U,),_,== v(x)

с поонтелем дапггых о: а: —  ̂=  О поставлена некорректно.
55.‘5. Найти связь между начальными данными х{х) и v(x ),  

rapaiiTupyioDiyio разрешимость задачи
Utt =  Uxx, и{х ,х)  =  х{х), Utix, х) = v { x ) ,  —оо< а :< оо ,

и установить степень ее неопределенности.
55 1̂. В квадрате с вершинами в точках 0 (0 ,  0), Л(1/2, —1/2), 

В ( ] ,  0), С(1/2, 1/2) найти решение uix, t) задачи Гурса
Utt =  Ы«с,

.г, 0 < х < - ^ , ,  ^
I t  I м (х, — х) =  О, О <  X <  Y»

IT ’ Y '
и {х, х) =

и определить распределение ра.эрывов его первых и вторых про
изводных.

555. В квадрате Q, ограпичеппом прямыми х +  t =  \. x — t — 
=  1, x +  t =  —i,  X —f  =  —1 пайти решение uix, t) задачи Коши 
для уравнения Utt — Ихх по пачалыплм условиям

а) а {х, 0) =

б) и (х ,  0)

О, — 1 < х < 0 ,

X, — 1 <  х ^ О ,
s in x ,  0 < х < 1 , =  ! х | < 1 .

55G. В квадрате Q, ограниченном прямыми x +  t =  \, x — t =
1, x + f  =  —1, X — <■=—1, построить реншпие задачи Коши для
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уравпепия Иц =  по начальным условиям

10, — 1 < х < 0 , 
а) « ( х , 0 )  =  ■ Щ{х,0) =  О, \х\ <  1;

1а; , и ^  а; <  1 ,

б) ы (х, 0) =  О, I л; I <  1, Ui {х, 0) =
О, — 1 < а : < 0 ,

U", О ^ х  <. 1.

557. Для уравнения найти решение задачи Коши по 
условиям

и(д:, 0 ) =  1/х, —o o < x < o o , хФО,
Utix, 0) — О, —оо < Z <  ОО,

и определить множество особых точек полученного репьения.
558. В угле o: + f > 0 ,  х — i < 0  иайти решение задачи i урса

М<< =  Их., 

u {x ,x )  =  Y ~ ,  0 - ^ х < о о ,
1 *—  X

и {х, — х) =  О, — оо <_ О,

и Jопределить множество особых точек полученного решения.
5.59. В угле D: t > 0 ,  t >  х !2  плоскости переменных х̂  t оп

ределить непрерывное решение и(х, t) уравнения и<, =  и„, удов
летворяющее условиям

и(х, 0 ) = 0 , —oo<j:sSO , и(,х, х/2) = х", 0 ^ ж < о о ,  
и,(о:, 0 ) = 0 ,  —о о < а :< 0 ,  Ut)t~x/2 =  0, О <  а: <  <»,

и выяснить распределение его особенностей в зависимости от на
турального показателя степени п.

Лзвестно (задача 518), что задача
« ( (  =  Uxx,  0 < i < | x | ,  0 < | х | < о о ,

и{х, 0) =  ф (г), и{х, —х) =  1|){х), —оо <  д; О, 
и(х,  0) — ф(х), и{х, г )  =  ■\f)(x), О г  <  оо,

оГ> опроделении ее регулярного решения поставлена корректно. Аналогом 
атой задачи для нолнового уравнения с двумя пространственными перемен- 
и1,1ми {А) можно считать задачу

=  (24)

0 < t < y  х1 +  4 ,  0 <|xi|<co, ( = .1, 2,
и(д:1, Х2, 0) == Ф(Х1, хг), (25)

— о о  <  X I ,  Х г  <  о о ,

о5 определении ее регулярного решения. Однако задача (24), (2Г>) уже не 
Судет поставленной корректно.
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560. Показать, что функции
/  1 Г  p ^ c o s n f p p d p d t p  , „ р ,Итп (^1, о  =  ^  - .....■„,!■!■ (20)

где г/, ==рсозф, «/2 =  Р2 3Шф, d: (//, — л:,)  ̂+  (i/j — Xj)'® <  дают 
нетривиальные решения задачи (24), (2Г>) при Ф =  Ч ' '= 0 ,  если 
п и т  натуральные числа, такие что « ^ 4 ,  т  =  п—3, п—3, 

ге — l ]
Т

561. Указать другой класс нетривиальных регнений задачи 
(24), (25) нри Ф =  =  0.

5G2. Пользуясь формулой (10), показать, что к аж дая  из функ- 
ЦИ11 siti az  sin ffi, cos aa: cos at, s in a j :co sa f ,  co s r tx s in a i  нри любом 
фиксированном значении а является решением уравнения (3).

563. Доказать едипственпость рен1ения задачи Дирихле для 
уравнения (3) в характеристическом прямоугольнике II с нернш- 
нами в точках Mtix,, t j ,  U), Мз(х,, t )̂, MS-Xi, t )̂, т. e. 
в прямоугольнике II, стороны которого лежат на характеристи
ках  уравнения (3).

564. Установить связи между граничными значениями penie- 
ний задачи Дирихле и задачи Гурса для уравнения (3) и харак
теристическом прямоугольнике И: гарантируюнще су- 
п1ествовапие решения задачи Дирихле в этом прямоугольнике.

565. Пусть Q — прямоугольник с вернптами в точках МДО, 0), 
M^ip, 0), М,{р,  q), M îO, q). Показать, что однородная задача Ди
рихле

ы» — Ихх =  О, {х, i) е  Q, 
и {х, I) =  О, {х, t) е  dQ

Рпри рациональном — имеет нетривиальные ренгения.
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г  л а в а IV 

Уравнения параболического типа

§ 1 . Уравнение теплопроводности

Как у ж е  было отмечено в § 4 гл. I, изучение явлений переноса (пере
дача тепла, диффузия и др.) при определенных долущепиях приводит к  
урапиенню теплопроиодлости

-  Щ = 0. (1)
г=1

являющемуся типичным примером параболических уравнений.
Пусть область D пространства {х, i ) ,  2'о t ^  J ’u обладает тем свойст

вом, что она в пересечении с плоскостями t =  Т, Т о ^ Т  ^ T t ,  даст оджь 
связную к-мерную область в простравстве переменных xt, хп. Обозна
чим через S  боковую новерхпость области D и нижнее ее основание t =  То.

Под первой краевой задачей, или з а д а ч е й  Д и р и х л е ,  для уравне
ния (1) понимается следующая задача: найти р е г у л я р н о е  в области D 
«плоть д о  е е  в е р х н е г о  о с п о в а п и я  t — h  р е ш е н и е  и(х, t) у р а в н е н и я  (1), 
к о г да  н а п е р е д  з а д а н ы  е г о  з н а ч е н и я  на S:

и и  =  ф. (2)
Наряду с первой краевой задачей (2) для уравнения (1) ставится также 

вторая краевая задача, или задача К о ш и  — Д и р и х л е ;  требуется о п р е 
делить р е г у л я р н о е  в н о л у п р о ст р а н с г е е  г > 0  р е ш е н и е  и{х, t) у р а в н е н и я  (1), 
у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю

и(х,  0) =  ф(:г), (3)
г д е  (f (xi, . . . ,  Хп) — за д а н н а я  функция .

566. Определить уравнение, которому удовлетворяет функция 
vi\, 11) =  а(т1, | —ат]), где а — постоянная, а и(х, f) — решение 
уравнения ( 1 ).

567. Показать, что функция и{х, t), определенная как  сумма 
ряда

сю ^

и (х, t) — ^  ^  А т {Ху в . . . ,  Xii), (4)
fe=()

доиускающего почленное дифференцирование нужное число раз, 
является реп1ением уравнения ( 1 ).
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568. Непосредственной проверкой убедиться в том, что функция

Е{х, t)- ^ехр
V, ix. -

где Hi, Ул — действительные параметры, при t> t^  является 
решением уравнения (1). (Эта функция называется фундамен
тальным решением уравнения ( 1 ).)

56!). Показать, что наряду с и{х, t) и функция и{Хх, КЧ) 
является решением уравнения ( 1) при Х =  const всюду, где она 
определена.

570. Доказать, что для уравнения (1) в области D имеет 
место п р и н ц и п  э к с т р е м у м а :  регулярное в области D реше
ние у равнения (1), непрерывное в D\i S, своего экстремума до
стигает па S.

571. Установить свойство едннственпости решения зада
чи (1 ), (2 ).

572. Показать, что в призматической области D-. О <  f <  Г, 
О <  X, <  Л, О <  Хг <  1г, функция

•2 \
и {Xi, Xj, t) =  exp —  Л “ ' ‘1  +  L 

кЧ Ч,

ix п fx^n 
s in  —— s ia  -7=-^

где i и / — натуральные числа, является решением уравнения ( 1 ) 
при и =  2 и удовлетворяет условиям

ix п 1'х„л
м (Xi, X.,, 0) =  s i n - T ^ s i n м|а =  0,

где о — боковая поверхность области D.
573. Построить регулярное в прямоугольнике 0 < t < T a ,  

0 < х < л  решение и{х, t) уравнения
Мхг —М( =  0  ( Г )

по краевым условиям
м(0 , О =  иЫ, t) =  0, 0 < t ^ T o ,  
м(х, 0 ) =ф(а:), О ^ х ^ я ,

где ф — заданная достаточно гладкая функция.
574. Показать, что функция

“ (л:, t) =  J  ф (у) е dy, t >  О,

где ф(//), —оо <  у <  оо,— заданная непрерывная ограниченная 
функция, является решением уравнения ( 1 ' ) ,  удовлетворяющим 
условию

и{х, 0 )= ф (х ) ,  —о о < х < о о .  (3 ' )
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575. Показать, что для регулярного в полупространстве t >  О 
решения и(х, t) уравнения ( ! ' )  имеют место оценки

m <  и(х, t) <  М,
где

/и =  inf и(о:, 0 ), Л/=  sup и(х, 0 ), —°о <  д; <  оо.

576. Доказать единственность решения и(х, t) задачи IJohih — 
Дирихле (1 ') ,  (3 ') .

577. Непосредственной проверкой убедиться в том, что 
функция

t
u {x , t)  =  \ v  {х, t, т) dx,,

о
где

“  (x-y)it

*’ " ' “ J v s f e i  J  '  < > '•— oo

a gix^ t ) ,  —oo <  X <  °o, —oo <  t  <  00,— заданная непрерывная ог
раниченная функция, удовлетворяет уравнению

иах—и , =  —gix, t).

578. Редуцировать первую краевую задачу для уравнения
Пса — и, =  fix, t) (5)

в прямоугольнике О <  г <  Го, О <  х  <  1, с неоднородными усло
виями на боковых сторонах

к  первой краевой задаче, но уж е  с однородными краевыми усло
виями на боковых сторонах.

579. Построить частное решение уравнения (5), если

Их, t) — sin пх

где f,St) — заданная непрерывная функция.
.580. Для t > T  построить решение задачи Коши — Дирихле 

для уравнения ( 1 ) с условием

и (х, Т) =  ch X,-

Подходящим образом продолигая данные задач на всю ось х, 
решить следующие задачи:

581. и, — â Ux:c, О <  X <  оо, < >  О,
w(0, t) = 0 ,  t >  О, uix, 0) =  ф(х), О <  X <оо.

582, и, =  О <  X <  оо, г >  О,
Ых(0, =  О, f >  О, и{х, 0) =  ф(х), О <  X <  оо.
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583. и, =  â Uxx — hu, О < л: <  oo, ;  >  О, 
гДО, t) = 0 ,  t> Q , и(х, 0) =  ф(д:), О <  х <  «>.

58''(. //, =  а*Мхх — hu, 0 <  X <  f >  О,
»i(0 , t) = 0 ,  t >  О, nix, 0) =  ф(х), ( X  X <  оо.

58.). и, =  а^и„ + fix, /), О <  X <  оо, f >  О,
г/(0, t) =  О, t >  О, uix, 0) =  О, О <  X <  =».

58G. и, — а^и„ + /(х, <), О <  х  <  оо̂  / >  О,
(^х(0, t) = 0 ,  t >  О, u(x, 0) =  О, О <  X <  оо.

587. и, =  а-и^ — hu + /(х, I), О <  х <  °о,  ̂>  О, 
гЛО, «) =  О, f >  О, н(х, 0) =  О, О < X <  оо.

588. Ui =  — lui + /(х, t), О <  х <  «>, f >  О, 
иЛО, t) = 0 ,  О  О, uix, 0) =  О, О <  X <  оо.

589. и, =  — Ни + fix, t), О <  х  <  сх>, < >  О, 
и(0, t) = 0 ,  t >  О, uix, 0) =  (р(х), О <  X <  оа.

590. и, =  а'^и  ̂— hu + fix, t), О <  х  <  о°, / >  О, 
а^(0, t) = 0 ,  О  О, uix, 0) =  q5(x), 0 <  х <  <».

Зная, что решепие uix, t) задачи К о ти
и, =  IS.U + f ix ,  t), x e C „ ,  О  О, 

uix, 0) =  ф(х), X е  Е„,

выра;кается по формуле Пуассона 

f

+ i.f ,С,
II h „

ПОДХОДЯЩИМ образом продолягая данные, построить решения сле
дующих задач:

591. W, =  а^(Мп + «„„),
uix. О, t) =  О, и(х, у, 0) =  ф(х, у),
—  о о  <  X  <  оо, i ,  у > 0 .

592. Ill =  d^iu„ + и„, + Ыг,),
uix, у. О, t) =  О, uix, у, Z, 0) =  fix , у, z),
— оо <  X, у < ° ° ,  0 < t ,  Z <  оо.

593. и, =  a^iu„ + + м„),
Uyix, О, Z, t) =  О, uix, у, Z, 0) =  f ix , у, z),
—оо а  X, Z <■ °°, О <  t, у <  оо.

59''(. и, =  а ’ (а̂ ог Н - + Мгг),
uix. О, Z, t) ~  О, uix, у. О, t) — О, 
uix, у, Z, 0) =/(х , у, г),
— оо < Х  <оо, 0 < t ,  у, Z < °° .
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595. ы, =  аЧмхх + «w +Miz),
u ,(0, у, z, t) =  0 , u(x, y, 0 , t) =  0 ,
mU, y, z, 0) =  j(x, y, z),
0 <  л:, z, f <  oo, —<» <(/<«>.

596. Ы, *= +  Uj,„) —/ш, /г>0, 
и(д:, О, <) =  О, и(х, у, 0) =  jix , у),
— о о  <  а :  <  о о ,  0 < ) / ,  f < o o .

597. ы, =  а ’ (г/.„ +  — Ли, /г>0,
Ы;.(0, I/, i) =  О, и(д;, у, 0) =  /(х, ?/),
О  <  л : ,  t  <  ОО^ — ОО <  <  о о .

598. и, =  а~{п:,^+ Uyy) +  gix, у, t), 
ulx. О, t) =  О, и(х, у, 0) == О,
— о о  <  :е  <  о о^  О  <  /у,  i  <  о о .

599. и, — г/„„) — hii + g(x, у, t), h >  О, 
u îO, у, t) =  О, и(х, у, 0) =  О,
0 < а : ,  ^ < о о ^  — о о  <  ( / <  о о .

Пусть D — область пространства переменных х, у, t, ограни
ченная плоскостями < =  О, f =  Г >  О п круговым цилиндром 
S:  х “ + г/^*=1. Онрсделить регулярное в D решение uix, у, t) 
уравнения

И.ш + Uvy -  U, =  О
но условиям:

600. mIs =  —'it, uix, у, 0 ) =  1 —
601. u L  =  -32 «"  -  \Ы, uix, у, 0 ) -  1 -  (х" + у^)\
602. u|g= l  + 4f, uix, у, 0) =  х̂  +  у̂ .
603. =  0 ^ ф ^ 2 л ,  uix, г/, 0) =  е̂ +*'.

' бО' .̂ M|s =  e7 o ( l ) ,  uix, у, 0) =  loir), г'"=х^ + .;/,
I где loir) = Jo iir)  — функция Бесселя нулевого порядка.

Построить рен1ения задач 1и‘оиш — Дирихле для уравнения (1), 
удовлетворяюн|пе соответственно условиям:

605. uix, 0) =  sin Ix,.
606. uix, 0 ) =  cos
607. uix, 0) =  cli Ixi.
608. uix, 0 ) =  sh Ix,.
609. uix, 0) == sin l,x, sin /2X2.
610. uix, 0 ) =  sin Z,Xi cos hXi.
611. uix, 0 ) =cosZiXi cos /,,x„.
612. uix, 0 ) =  cos liXi sin I2X2.
613. uix, 0) =  sin Z,x, sin 4 -̂ 2 . . .  sin Z„x„.
614. uix, 0 ) =  sin ZiX, + cos /„x„.
Пайти явный вид решения и =  u(x, у, t) следующих задач 

Коши:
615. и, =  а^Аи +  хуе~‘, uix, у, 0) =  Ьх siny.
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616. и, — a^Au + t s'mxcos у, uix, //, 0 ) — xij.
617. Ut =  a^Au +  xt sin //, u(x, //, 0) =  a: cos г/.
618. Ut — a^Au + t sin (x + г/), u{z, y, 0 ) =  cos (x + ij).
619. u, — a^Au + e'̂ ~‘ sin x, u{x, y, 0) =  sin (x — y).
620. Ut ^  a^Au +  fix, y)git), uix, y, 0) =  fp(x, y), 

где fix, y) II ф(х, у) — гармонические функции.

§ 2. Некоторые другие примеры параболических уравнений

621. Иайти общее решение уравнения
+ 2aw^ + «„„ =  О, а — const.

622. Проверить, что функция

(^ , У, О =  ^  (^ . y ) i  ('4')
к-о ^

л  ̂где Д = —т , ----- г„а х(х, и) — прои.чвольпыи полипом пергмоппых
дх“ it!/"

X, У, удовлетворяет уравнению
Uxx +Щу — put =  О, р — const.

623. Для времени <>1 решить задачу Коши — Дирихле
Ии+ «и  — =  О, 

uix, у, i ) = l - ( x ^  +  y^)\

624. Выписать в квадратурах в полуилоскости f >  О решение 
uix, t) задачи liioniu — Дирихле

иXX — ри, =  0, /; =  const >  О,
uix, 0 ) - ф(х), —оо <  X <  оо.

625. 13 полуилоскости а; </;!/, Z; >  О, iiaiiTU ренюние задачи Ко
ши — Дирихле

h'uxx +  2bu^y + и^у+bux =  0.

оо <  а; <  оо.

где ф — заданная непрерывная ограниченная функция.
626. Для уравнения из задачи 62.^ в параллелограмме, огра- 

1 1ниченпом прямыми у =  -дХ, у  =  — X  +  \, у =  о, у =  \, найтп 
решение uix, у) по краевым условням

и (х ,  ^ x ' j  =  ц>{х), 0 < х < Ь ,

ы(а;, 0) =  0, —Ь ^ х С О ,  и(х, 1) =  О, О ^ х ^ Ъ ,  

где ф — заданная достаточно гладкая функция.
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627. В прямоугольнике, ограниченном прямыми а: =  0, х — л,  
у  =  0, у =  Т >{), найти решение и{х, у) ураннения

Чхх +  pUx — My +  - ^  W =  О, Р =  const,

по условиям
ы(0, у) =  иЫ, у) = 0 ,  о ^  /у <  Г,

и (o’, 0 ) =  sin ж-е  ̂ , О ^ х ^ л .

628. Для уравнения из аадачи 627 выписать в квадратурах 
решение задачи Коши — Дирихле

и{х, 0 ) =  ф(х), —оо <  X <  оо,

и указать  требования на ф(з:), гарантирующие существование 
интеграла в выражении формально полученного решения.

629. Показать, что уравнению
Мяс +  Uyy — Xut — О, X — const,

удовлетворяют функции
е~ '̂У»(Хг) cos А:ф, е~̂ 'Уй(А.г) s in /.-ф, fc —О, 1 ,

где х =  г cos ф, г/ =  г sin ф, а Л  — функция Бесселя целого по
рядка  к.

630. В области D пространства переменных х, у, t, ограни
ченной плоскостями i =  О, t =  T > 0  и круговым цилиндром

+ у'̂  =  iki/k)', найтп решение иХх, у, t) уравнения из задачи 629 
по условиям

uix, у, 0 ) =  Л(?1,г),

^ 1х2+1,а=(Я.,/Х)2 =

где /0(2) — функция Бесселя нулевого порядка, а — ее корень.
631. Определить тип уравнения

Д Д ц _ ^  =  0 (7)

и показать, что функция
k

и {х, ^  y . ^ ' ’̂ x{x),
i '<=« •
I где т(х) — любая бесконечно дифференцируемая функция, п пред-
I положении, что ряд можно почленно дифференцировать нужное
i число раз, дает решение уравнения (7).
1 Построить решепия уравнения (7) по краевым условиям;

632. гЛх, 0) = P „ (z ) ,  
где Р„(х) — полином степени гг по переменным х,, . . . ,  а:,.

; 633. uix, 0) =  siu liXt COS l„x„.
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634. Опроделить тип уравнения

АДц -  ^  =  О (8)

и показать, что его рсшепнем является функция
j 2 f c + l

(-С, I) =  "̂ (- )̂ + ^  (2/с + 1)! ^ ^

если т и V — ироизвольиые бесконечно дифференцируемые функ
ции, а ряды в правой части этой формулы могкно почленно диф- 
ферепцировать нужное число ])аз.

JГаити репюния уравнения (8 ) по приведенным ниже условиям:
635. и(х, 0) = Р „ (х ) ,  м,(х, 0) = 0 ,  

где Рп^х) — полином степени п.
636. и{х, 0) =  sin Xi, U((x, 0) =  cos х̂ .
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Г л а в а  V

Методы, наиболее часто применяемые при решении 
задач для  уравнепи!! с частными производными

§ 1. Метод разделения переменных (метод Фурье)

Этим методом пользуются при построении решений так иазываемыя 
см е ш а н н ы х  з а дач  для широкого класса уравнений с частными произ
водными.

Обозначим через D область пространства переменных i i ,  . . х„, t, огра
ниченную плоскостью г =  О и цилиндрической поверхностью 5 с образую
щими, параллельными оси г, и лежащую в области задания уравнения

2  2  Bi ( )̂ +  С ( х ) и ~
i,j=i ‘ 1=1

— а(г)и„ —Р(ОИ( —V(«)“ = 0- (I)
П

Предположил!, что квадратичная форма 2  полозкитель-
ij=l

по определена, коэффициент а («) либо больше нуля, либо тождественно ра
вен нулю, причем в последнем случав Р ( « )> 0 . В таком случае уравне
ние (1) либо гиперболическое, либо параболическое.

О б щ а я  с м е ш а н н а я  з а д а ч а  для уравнения (1) состоит в оп 
р е д е л е н и и  р е г у л я р н о г о  в области D р е ш е н и я  и{х, t) этого у ра в н ен и я ,  у д о в 
л ет в о р я ю щ е г о  кра е в ому  у с л о в и ю

П
а.{х)ы^, +  Ь{х)и =  0, z e S ,  t > 0 ,  (2)

t =  l
и  начальным у сло в иям :

и(х, 0 ) = ф ( х ) ,  « ,(х , 0) =  гКх) (3)

в г и п е р б о л и ч е с к о м  сл уча е ,
и(х,  0) =  ф*(х) (4)

в пар аб олич е с к ом  сл уча е .
Для обеспечения непрерывности искомого решения вплоть до границы 

области D пужиа определенная согласованность между данными в усло
виях (2), (3) и (4).

Сущность метода разделения переменных заключается в следующей. 
Нетривиальное решение а (х,  t) уравнения (1), удовлетворяющее крае

вому условию (2), ищется в виде произведения двух функций T(t )  и
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A’ W  =  ........x„):
ы{х. t) =  T{t)X{x). (5)

Подставляя вырпжепие (5) для и{х, t) в ураппеиие (1) п в краевое усло
вие (2), получаем

1
А (X)

L i. j=l

Г(1)
l a  (t) T" P (t) r  -I- Y («) T| =  — A, =  const, (x, t) s  D, (0)

V  a. (X) X -1- b {x) X
L i=I

r { t ) = 0 , x ^ S ,  f > 0 . (7)

Ввиду того, что X{x) и Г (О тождественно в нуль пе обращаются, из 
равенств (6) и (7) имеем

а ( О Г '  +  р ( О Г + [ Y ( 0 + > -]7 ’ =  0 . г > 0 ,  (S )

i  (̂ ) ^х.х- +  2  (̂ ) 'Y*. +  (̂ ) +  =  0, I S  d, (<t)
l , j^ i  ‘ '  i=i *

V  a. (x) A' .̂ +  6 (x) A =  0, . r e  s, 
i=l ’

(10)

ГДО d n s — нроекпии области D и поверхности S  на плоскость t =  О соот
ветствен по.

Значение Я, для которого краевая задача (9), (10) имеет нетривиальное 
решение А (л), называется с о б ств енным анач ени ем  {с обственным числом) ,  
а сама функции Х(х) — соответствующей с о б ст в ен ной  ф унк ци е й .

Мно;кество всех собственных значений аалачн (0), (10) называется 
спектром,  а задача об отыскании спектра и соответствующей ему системы 
собственных функций — с п ектральной  з а дачей .

В целом ряде случаев спектр задачи (9), (10) является счетным:

. . .  <  I ,  <  . . . ,  lim  X. =  оо,h-̂ oo
а система линейно независимых собственных функций

А.Ст), Х П г), . . .  (Ю

— полной. Ниже речь будет идти именно о таких случаях.
Обозначим череа 7’»(() соответствующее X, =  Х* общее решение обыкно

венного дифференциального уравнения (8) при a{t) > 0 :

П{1) а „ Т н { 1 ) (12)

где ah, — произвольные действительные постоянные, а Тм(1) и г *2 (О -  
решения уравнения (8), удовлетворяющие условиям

г „ ( 0) = 1, Г̂ ^̂ (0) = 0. Г^а(0) =и ,  г ; з ( 0) = 1. 

7 А. в. Бицалзе, Д. Ф. Калиниченко

{1Ч>
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При t x ( 0 ^ 0 ,  p ( i ) > 0  общ ее реш ение Tk(t) уравнепия (8) берется  
в ичде

T,{t)^^cclT,,(t), (12')

где
п ,( 0 )  =  1. (130

Очелидно, что функция и{х, t) вида
СО

и (X, t) =. V  (t) {X) (14)
ъ=\

в случае равномерной сходимости ряда в правой части этого рапеистка и ря
дов, полученных из пего почленным дифференцированием нужное число 
раз, является решением уравнения (1), удовлетворяющим краевому усло
вию (2). Потребовав, чтобы представленная формулой (14) функция и.{х, t) 
удовлетворяла и начальным условиям (3) или (4), получаем

k=i k=̂ i 
или, соответственно,

V  a l x ^  (X) =  гр* (X ) . (15')
h=l

Ь'огда система собственных функций (11) является полной и ортонор- 
ынрованпой для определения коэффициентов аь, а* из (15) и (15') имеем

«й =" I" Ф ( )̂ Р), = \ ‘̂ '̂ х (16)
d d

в
= I ф* ( )̂ '̂̂ х' (1 '̂)

d
Подставляя найденные значения а*, р», из (16) и (16') в (12) и (12') 

соответственно, находим Th{t). Следовательно, формула (14) дает решение 
сформулпрованнон выше смешанной задачи.

При п ~  i уравнение (9) представляет собой линейное обыкновенное 
дифференциальное уравнение

А (х)Х" +  В{х)Х'  4- [С(х] -f Я]Х =  О,
/ ;.г) =  /1и{з:,), г , =  X,

область D совпадает с нолунолосой 0 < i < Z ,  г > О и  краевое условие (10) 
записывается в виде

о,Д:'(0) -f  6iX(0) =  о, агХ'(1) -f Ь-,Х{1) =  О, (18)

где о*, fcti, /г =  1, 2, — постоянные, ибо в этом случае краевое условие (2) 
имеет вид

a i« i(0 , г) +  btu(Q, t) =  О, a^Uxil, t) +  Ьг«(г, t) =  0. (19)

Спектральная задача (17), (18) носит название з адачи  Штурма — Лиувилля



(или, короче, з а дачи  III —Л).  Исследованио задачи Ш —Л (17), (18) 
в общем случае затруднительно. Оно сильно ослоллшется, когда в отдель
ных точ1:ах интервала изменения переменного х колффипиепт А(х) равен 
нулю. В этом случае становится необходимым ввести в рассмотрение спе
циальные функции.

Когда «  =  1 и коэффициенты уравнения (1) постоянные, решение зада
чи III — Л (17), (18) строится явно. Так, например, в случае уравнения ко
лебаний струны

1
=  О, а -= coHst,

уравпсния (8 ) и (17) и.\(еют вид
Т"( t ) а^\Т О, (8')

Х"{х) +  XX{х) = 0 ,  О <  Z <  г. (17')*
Ради простоты рассуждения будем считать, что в KpacBi.ix ус;ювиях (18) 
a i  =  02 — О, bi — Ьг — i ,  I — я , т. е.

Х(0) =  О, Х{л) =  0. (18')

Спектр задачи (17'), (18') совпадает с последовательностью натуральных 
чисел, а система линейно независимых собственных функций Ху{х) — 
>= sin А: =  t, 2, , . является полной в интервале (О, л ). Решение же 
Г* (г) уравнения (8 ') ,  соответствующее Л. =» /г*, дается формулой

Tk(,t) =  а» cos akt sin akt.

В этих же предположениях в случае уравнения теплопроводности 
«"Мм— И| =  0  собственными функциями являются опять Л'),(х) =  s in /.-.г, 
А =  1, 2 , . , а

r , ( t )  = a ,«-'‘'“4  А-=1 , 2, . . . ,

поскольку и рассматриваемом случае уравнение (8 ) имеет вид 
Г  + а~к̂ 'т =  0.

Метод разделения переменных позволяет строить решения смешанных 
задач и в тех случаях, когда уравнение ц краевые условия являются неод
нородными.

Ограничимся рассмотрением смешанной задачи

= /(т,  г), (20)

a i!t ,(0 , г) - f  Ьцг(0 , t) =  ц (0 , 

aiU:c(l, t) - f  &2u(i, г) =  v (0 ,

a l  +  b l ^ O ,  k = l , 2 ,  

u{x, 0) =  ф(х), ut{x, 0) =  T|;(i). (22)

Прежде всего заметим, что при некоторых* дополпитольных предполо
жениях относительно a i, 6 i, a j, 62 постоянные '(i, ”f2, 7з, 6 i, 62 , 63 можно подо
брать так, чтобы в результате замены искомой функции

и{х, t) =  v{x, t) -h ш(х, О,
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где iv(x, t) == +  Таг +  Тз)м.(0 +  (6ia;2 +  бгж +  6 i)v (0 , задача (20), (21), 
(22) будет редуцирована к  смешанной задаче для уравнения

1 =  t)

с  однородными краевыми условиями
вц *̂(0, г) +  b , v ( 0 ,  t) =  О, a v̂ {̂l, t) +  b 2. v ( l ,  t) = а

и начальными условиями
v{x, 0 )= ф 1 (г ) , v,{x, 0) =  1()1 (.т),

где

(20')

(2Г)

(22')

F (х, t) г = / (х, i) —

(f,(a:) =  ф(х) — w{x, 0), \fi(x) =  \|)(х) — w,{x, 0).

Предположим, что существует иолная ортонормированная спстема ли
нейно независимых собственных функций Х к { х ) ,  к  =  i ,  2,  задачи Ш — Л;

X" +  XX =  О, (23)

fl,X'(0) +  6.x (0) =  о, а^Х'Ц) +  Ъ2Х{1) =  0. (2-i)

Представляя функции F{x, t ) ,  <pi(a:) и i|ii(x) в виде сумм рядов

k=l
ОО ОС

будем искать решение задачи (20''), (2Г ), (22') в виде
ОО

Их, ( )=  j\(t)x^{x).

(25)

(26)

(27)
h^l

Подставляя выражения F{x, t ) ,  ф1 (а ), ifi(a;) и v{x, t) из (25), (26) и 
(27) в уравнение (20') и условия (22'), нолучаем

V
к — 1 *"

(г) л-; (X )  ~ - \ т 1  it) х^ (х)1 = У с ^  (О {хь
к=1

£  Г , (0)Х , (х )=  ^  d,x,[x),
Ь = 1  к = 1

5  y'fc(0) J f ^ x ) =  V е^х^(х).
к=1 Ь=1

На основании (23) перепишем равенство (28) в виде

5  [ К  (*) +  (̂ )] W  = -  “• S ’ it) Х  ̂(X),

(28)

(29)

(28 ')
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в  силу линейной независимости системы Xh(x),  Л =  1, 2, из (28') и 
(29) для онределения функций Тн(1) получаем задачу

h  (0) = К  (0)
poHJCiiHe которой строится в квадратурах.

Подставляя найденные значения Tk{t) в правую часть (27), при соблю
дении условии, налагаемых на функции F, qu и ij’ i, обеспечивающих равно-

ОС

мерную сходимость ряда ^  “ рядов, полученных из пего
k=i

почленным дифференцированием достаточное число раз, получаем решение 
задачи (20'), (21'), (22').

Когда правая часть уравнения (20) является функцией лишь перемен
ной X, т. е.

f i x,  t) s  f i x ) ,

II в ь'раевых условиях (21) правые части ц =  Цо, v =  Vo постоянные, причем
a^Ь2 — «2^1 — Ь 1̂ 2̂  =7̂ О, (30)

1) результате замены искомой функции

и{х, t) =  и(х, t )  +  w[x) ,
где

w"ix)  =  f ix ) ,
aiw' iO)  -Ь b i w{ 0 )  —  jio, агш'Ц)  - f  b z w{ l )  =  Vo, (31)

задача (20), (21), (22) редуцируется к смешанной задаче для одиородного 
уравнения

С однородными краевыми условиями

“ 1‘'* (0 , О -|- b i v { 0 ,  t )  —  О, aiVx{l ,  I)  +  b i v i l ,  0 =  и

в с началып,1ми условиями

v{x,Q) =  ( f i x ) — mix) ,  1>,(-г, 0) =  If (г ) .

Задача же (31) при соблюдении условия (30) всегда имеет решение.
Методом разделения переменных пользуются такж е и при ностроении 

решений определенных классов У1)авиений эллиптического типа.

Г .  З а д а ч и  д л я  в о л н о в о г о  у р а в и е п п я

637. Постпоить набор решений и[х, t) уравнения колебаний 
струны Ь1хх и„ в виде uix, t) =  vix)ivi.t).

638. Б иолуполосе а <  х < Ь , t >  О иостроить решение крае
вой задачи

Ии =  и,„ и{а, t) =  uib, t) =  0 .

Едииственно ли ее решение?
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639. В иолуполосе 0 < х  < л ,  t > 0  решить задачу
и^ =  и, 1 , м(0 , t ) = u i n ,  г ) = 0 , 

uix, 0)=(р{х), Utix, 0 ) = i l 5(;r),
где ф(х) (ф(0) =  ф(я) =  О, ф"(0) ==ф"(я) = 0 )  и г|)(х), ( f (0) =  
=> tp(n) =  0 ) — достаточно гладкие функции (основная смешанная 
задача).

640. Обладает ли свойством единственности решение зада
чи 6:39?

641. В полосе 0 < а ; < л ,  —оо с  t <  оо найти собственные ко
лебания (гармоники), соответствующие краевой задаче

Mjor =  и,,, м(0 , t) =  г/х(я, t) =  0 .

В нолунолосе О <  а: <  Z, t > 0  для уравнения а,, =  решить 
сменшнные задачи со следующими условиями:

642. и(0, t) =  uil, t) =  О,
и (а:,, 0) =  О, И( {х, 0) == sin х.

643. и(0, t) =  и{1, t) ■= О,
и{х, 0 ) =  ф(х), Ui(x, 0 ) =  l̂)(x).

644. и(0, t) =  u j , l ,  t) =  О,
и {Xf 0) =  s in  x, ut (x, 0 ) =  cos ^  x.

645. w(0, t) =  Uxil, t) =  0,
и {x, 0 ) =  a;, Uf {x, 0) =  sin x +  sin x.

646. Mjc(0, t) =  uil,  t) =  0,
/ <"44 ^ / /\\ 3n t)3X

a  (x̂  0) — ~YT ^ ~W

647. Wx((), t) ~ u { l ,  t) = 0 ,  u[x, 0) ~(p(x), Uiix, 0) =ili(a:).
648. uM), t) =  uM , t) =  0, uix, 0) = x ,  Ut(x, 0) =  1.
649. zi (̂0, t) =  M̂ (Z, t) =  0, uix, 0) =  ф(а:), u,ix, 0) =  oli(x).
650. it(0, t) =  uM , t) +  huil, t) =  0,

uix, 0 ) =  ф(аг), u,(x, 0 ) =  ijKa;), >  0 .
651. M.x(0, t) — uM , i) +  huil, t) =  0, 

uix, 0) =  0, Utix, 0) =  1, Л >  0.
652. uj,(), t) — huiO, t) =  w,,.(Z, t) =  0, 

u i x , Q ) = ^ i x ) ,  Utix, 0) ='\l[iix), h > 0 .
653. !Yx((), t) — huiO, t) =  Uxil, t) + huil, t) — 0, 

m(x, 0 ) =  ф(ж), ы-Дл;, 0 ) =  il)(ar), h > 0 .
В нолунолосе О <  ar <  Z, t > 0  решить смешанные задачи:
654. Utt =  a^u„ +  fix), uiO, t) =  a , uil, t) =  

uix, 0 ) =  Uiix, 0 ) =  0.
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655. и„ =  a'u^ + f ix), м^(0, t) =  a ,  « (̂Z, t) =  p, 
m(x, 0) =  ф(а;), M,(z, 0) =  il)(z).

656. Ui, =  â U:ex +  f(x), ' 
uJO, t) — /ш(0 , t) =  a ,
м(/, i) =  P, w(x, 0) =  ф(х), ыДж, 0) =  i|5{a:), /г >  0.

657. utt =  + jix),
Ых(0, t) =  a , uM, t) +  /гк(г, f) =  p,
u(z, 0 ) =  цДх, 0 ) =  0, Л > 0 .

658. Utt =
м*(0, i) — /»г(0, «) =  a, и {̂1, t) +  h u il,  t) =  —a, 
uix, 0 ) =  0 , Utix, 0 ) =  0 .

Польнуяс!, заменой u(x, t) =  vix, t) + w(x, f), подобрать функ
цию wix, t) так, чтобы приведенные ниже задачи редуцировались 
к  задачам для неоднородного уравнения v^ — Vn =  Fix, t) с одно- 
род1гыми краевыми условиями и соответствуюнщм образом изме
ненными начальными условиями:

659. и ^= и,1,
uiO, t) =  liit), u i l , t ) = v i t ) ,  
uix, 0) =  (fix), w,(ar, 0 ) =  if)(a:).

660. u îO, t) =  [lit), u i l , t ) = v i t ) ,  
uix, 0 ) =  ф(л:), Utix, 0 ) =  0 .

661. u^ =  u,t +  fix, t),
uiQ,t) =  nit), uM, t) +  huil, t) = v i t ) ,  h > 0 ,  
u ix ,0 )  =  0, Utix, 0) =  \ îx).

662. =  Utt + fix, t),
û iO, t) — hui(\, t) =  \iil), h >  0, u^il, t) =  vit), 
uix, 0 ) =  (fix), u,ix, 0 ) =

6И . U„ =  Utt,
ii îQ, t) — hiiiQ, t) =  lit), uM, t) + gail, t) =  vit),
Л > 0, ^ > 0 ,
uix, 0 ) ^ 0 ,  u , i x , 0 ) = 0 .

В нолунолосе 0 <  х < 1 ,  t > 0  решить смешанные задачи для 
уравнения w,, =  + /(х, t) с начальными условиями uix, 0 )== 
*=0 , Uiix, 0 ) = 0  и следующими краевыми условиями:

664. и (О, г) =  U (Z, 0  =  0, / {х, t) — Ле~  ̂s i u ^  х.

665. uiO, t) =  uil, t) — О, fix, t) — Axe~‘.
666. w(0, t) =  uM, t) =  0, fix, t) = A  sin t.
667. u(0, t) =  uM, t) =  0.

668. Ux (0, t) =  и {I, f) =  Oj / t) =  Ae~‘ cos-^x .

669. u»(0, t) — Uxil, t) =  0.
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Рсктить слелующие смешанные задачи:
670. =  н,1, м (0, t) =  t'\ и(п, t) =  f ,

u(x, 0) =  sin а:, w,(z, 0) =  0, 0  <  a: < я, t > 0 .
671. Ux.̂ — U,t, u(0, t) =  e~\ w(n, t) =  t, 

uXx, 0) =  sin zcos.r ,
г/Д а:, 0 )  =  i ,  0 < з : < л ,  t > 0 .

672. г/„ =  и,I, и(0, t) =  t, г/,:(я, i) =  1,

Ы (.X, 0) =  s i n a : ,  U((a:, 0) =  1, 0  <  x <  Я, i > 0 .

- t673. u,t =  a “«ix, «jt(0, t) =  0, Ых(/, f) =  Ле
.r .r

Aa ch —  Aa ch —
w(-r, 0 )= = -------p - , ,  ii, (a-, 0) = -----------

sh —  s h -

0 <  a: <  Z, t >  0.
671. u,t =  a'u„  + sin 2t,

Wx (0, t) =  0, Мл; (Z, Z) =  sin ^  si n 2Z,

и (x, 0) =  0, u, {x, 0) =  — 2 cos 0 ■< X <  Z, Z >  0.

675. I[ai(TJT малые поперечпые колебания струны O ^ x ^ Z  
с ;кестко закренлеппымн концами, если;

а) в начальном поло;кенни струна находится в покое н точ
кам ее участка (а ,  р), 0 < a < P < Z ,  придана постоянная началь
ная скорость Vo',

б) начальные отклонения ее точек равны нулю н в началь
ный момент времени струне сообщается понерсчньи! импульс ве- 
личииы I в точке х«, 0 < x„< Z .

676. riaiiTH малые продольные колебания упругого однородно
го стор;кня О ^  X ^  Z, еслтг:

а) в начальном полоя;ении стержень находится в покое и его 
свободному концу х =  0 сообндается импульс величины /, а конец 
x =  Z закрснлеи жестко;

б) конец X =  О закреплен жестко и стержень находится в рав
новесии под действием продольной силы f„ =  const, приложен
ной к концу X — I, которая в момент Z =  О мгновенно убирается. 
Начальные скорости точек стернаш равны нулю.

677. llaiiTH малые продольные колебания упругого однородно
го сте])и;ня О х Z со свободными концами, если в начальном 
нолоиашни стери;ень покоится и его концу х =  0 coo6nien им
пульс величины I.

678. Определить малые поперечпые колебания струны
<  Z. конец х =  0 которой свободен и на нем имеется сосредото
ченная масса М, а конец х — 1 закреплен жестко. Начальное от
клонение равно ф(х), начальная скорость равна i|3(x).

679. Упруги11 стержень O ^ x ^ l  располо}кен вертикально н 
верхним концом х =  О жестко прикреплен к  свободно падающему
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лифту, который достигнув скорости и, мгновенно останаплива- 
ется. Определить продольные колебания стер;кия для случаен, 
когда:

а) ни;ь'ний конец х =  1 стерл;ня свободен;
б) па нижнем конце х -- - 1 имеется сосредоточенная масса М.
680. Указать задачи, к которым при разделении переменных

и{х, у, О =  vix, редуцируется смешанная краевая задача
Ихх+Uyy —и,, = 0 ,  (32)

u i x , y , t ) = 0 ,  f > 0 , ( х , у ) ^ С ,  
и{х, у, 0) =  ф(х, у), и,(х, у, 0) =  у), (х, у) е  G,

где G — область плоскости переменных х, у с границей С, а (р(х, 
у) и //) — заданные непрерывные функции. ,

G81. Доказать едииственность poniemm сменмпной краевой 
задачи (32), (33), см. 680.

Для задачи
i'V, + I’vv + Х.У =  О, ix, y ) e G ,  (34)

v(x, i/ )= 0 , (x, y ) s C ,  (35)

где G — плоская область с границей С, я к  — параметр, пока
зать. что:

682. Собственные числа поло:кительны.
683. Собственные функции у) и v,n(x, у), соотиетствую- 

собственным числам Kk и К„„ X* ^  ортогональны, т. е.

j  Vk (х, у) Vm {х, у) dx dy =  0.

68 ''| . Пренебрегая реакцией окруп.ающей среды, определить 
ноперечные колебания одиородно11 прямоугольной ме.мб|)аны 

О < !/< /) с и:естко закрепленным краем для случаев,
когда:

, ,  . я  . л
а) начальное отклонение меморапы равно sm — a :s m — у,'л на-а р

чалытая скорость равна нулю;
б) в начальный момент t =  0  мембрана получает поперечный 

сосредоточенный импульс / в точке (хо, //о), О <  х» <  s, О <  j/u <
а начальное положение — иокой;

в) колебания вызваны непрерывно распределенной по мемб
ране поперечной силой с плотностью

f{x , у, О = e - ' a : s i n ^ f / .

68.'). l i  однородной нрямоу]'Ольной мембране О ^  <  s, О ^  у 
р часть границы х =  s, О ^ у  <  р и у =  р, О sS х <  ,v свободна, 

а остальная часть закреплена исестко. Пренебрегая реакцией ок
ружающей среды, HaiiTu поперечные колебания мембраны, вы
званные:

а) начальным отклонением Аху,
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G) померечльш сосредоточенным идшульсом 1, сообщенным 
мембратю и начальный момент f =  О в точке (о-о, г/»), О <  х» <  s, 
0 < у а < р .

fiS6 . В однородной прямоугольной мембране 0 ^ a : < s ,  ^  
^  р часть границы а:==0 , < р  свободна, а остальная часть
закреплена н?естко. Пренебрегая реакцией окружающей среды, 
найти поперечные колебания мембраны, вызванные:

а) начальным отклонением
, пт, . ж/м (z, у, U) =  cos sin — ;

б) поперечным сосредоточенным импульсом величины /, сооб
щенным мембране в начальный мозаент t =  0  в точке (хо, (/„), 
0 < ж „ < « ,  0 <г/,</);

в) начальным распределением скоростей

U( {х, y,Qi) =  A {s — х) sin
Р

г) распределентгой по мембрапе поперечной силой с плот
ностью

/ {х. У, t) =  В  (.V — х) sin s in  t.

2°. З а д а ч и  д л я  у р а в н е н и й  п а р а б о л и ч е с к о г о  т и п а

В полуполосе 0 < х < 1 ,  t > 0  для уравнения u t = a ' ‘u„  решить 
смешанные задачи со следующими условиями:

687. и(0, t) =  и{1, t) — О, и{х, 0) =  Ах.
688 . ы(0, t) =  иМ, t) =  О, и{х, 0) =  ф(х).
689. и^(0, t) =  иЦ, t) =  О, и(х, 0) =  АН — х).
690. ы.(0, t) =  u^il, t) =  О, и{х, 0) =  и.
691. /̂ (̂0, t) =  uM, t) +  hu{l, t) =  0, и{х, 0) =  ф(х), /*>0.
692. t ) —hu{{), t) =  u{l, t ) = 0 ,  uix, 0) =  U, h > 0 .
693. Ux(0, t) — huiO, t) =  Uj,{l, t) + hu{l, t) =  0, 

uix, 0) =  U, Л >  G.
В полуполосе 0 < . х < 1 ,  t > 0  решить следующие смешанные 

задачи:
694. « ,  =  a*iw — ?м, 

и(0, t) ^  иЦ, t) =  О, uix, 0) =  (fix). 
695. и, =  а ’Моос —

и (О, t) =  Wx (I, t) =  о, и {х, 0) =  sin

696. и, =  а'Мет — ^и,
гг (̂0, t) =  ujil, t) ”  О, u(x, 0) =  ф(х). 

697. и, =  — Р'м 
«■i(0, t) — hu(0, t) =  иМ, t) =  О, uix, 0)-= U , h > 0 .
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и{х, 0 ) =  0 , h >  0 .

698. Ut =
m(0, t) =  T, uil, t) == U, u(x, 0) =  0.

69У. u, =  + fix),
и(0, t) =  0 , uM, t) =  q, idx, 0 ) =  ф(х).

700. и, =  â û ot,
UxiO, t) =  uj,l, t) =  q, uix, 0) =  Ax.

701. u, =  
u ( 0 , t )  =  T, u^il, t) +  hiiil, t ) ^ U ,

702. Щ =  a~Uxx — * 
m(0 , t) =  uU, t) - 0 , uix, 0 = 0 .

703. u, =
m(0, i)==0, u A l , t ) —Ae~\ u (x ,0 )  =  T.

704. Ut ==
w,(0, t) =  At, иЛ1, t) =  T, uix, 0) = 0 .

В uiape 0 ^ r < R  найти ограниченные решения u =  uir, t) 
, . . I d / . ,  <hi \уравнения u, = «  a u ,  где Aw =  -7- — / r - — j ,  no слсдуюп1им ус

ловиям:
705. uiR, t) =  0, uir, 0) =  fir), t >  0.

UriR, t) =  0, uir, 0) =  fir), t> Q .
707. UriR, t) + hiiiR, t) — 0, uir, 0) =  fir), t > 0 .
708. Начальная температура однородного шара 0 ^ r < R  рав

на Т. Найти температуру шара при t > 0  для случаев, когда:
а) поверхность шара поддер-ьивается при постоянной темпе

ратуре Р;
0) внутрь uiapa через его поверхность подается постоянный 

поток тепла плотности г/;
в) на поверхности шара происходит конвективный тонлообмеп 

со средой, имеюп1ей температуру Р.
709. В однородном niapo 0 ^ г < / / ,  начиная с момс'пта < =  0, 

действуют источники тепла постоянной плотности Q. Начальная 
теА«нература шара равна Т. Определить распределение темпера
туры в шаре при f >  О, если:

а) поверхность utapa поддер-кивается при постоянной темпе
ратуре [/;

б) с поверхности шара происходит теплоотдача потоком посто
янной плотности q;

в) на поверхности шара происходит конвективный теплообмен 
с внешней средой. Температура среды равна Р.

В шаре О г <  Д пайти решение и =  uir, t) следующих задач:
710. W, =а==Дгг-ри, 0 < г < / / ,  t> Q ,  р >  О,

lu(r, UriR,t) =  0, t > 0 ,
0 ^ r < n j 2 ,

и {г, 0) =
и,

О,
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711. и, =  a-/Su + f i r ,  t), 0 ^ r < R ,  t > 0 ,  ■ 
|гг(г, )̂| <  oô  u ( R , t ) = 0 ,  t > 0 ,
«(/•,{))=(), 0 « :/•</?.

712. Начальная температура однородного бесконечного прямо
угольного стержня О ^ х  ^  р, О ^ у  ^ s ,  —°о <  z <  оо, является 
прои.'шольной функцией fix, у). Определить температуру в стери;- 
ие при i >  О, если:

а) температура поверхности стержня поддерживается равной 
нулю;

б) часть поверхности стержня х =  0, 0 <  у <  s теплоизолиро
вана, а остальная часть его поверхности поддер/кивается при ну
левой температуре;

в) на части поверхтюсти х =  р, 0 < i / < s  происходит конвек
тивный теплообмен со средой, имеюхцей нулевую температуру, 
часть у =  0, О < х  <  р — теплоизолирована, а остальная поверх
ность стержня ноддер:кивается при пулевой температуре.

В прямоугольнике 0 <  з: <  /?, О < г/ < s решить следующие 
смешанные задачи:

713. и, — a'^iu^ + Uyy) +  f ix , у, t),
( ) < х <  р, 0 < у <  S, t >  О,
uiO, у, t) =  иЛр, у, t) =  О, 0 < у  <  S, t >  О, 
uix. О, t) =  uix, s, t) = 0 ,  0 < x  <  p, t >  0, 
uix, г/, 0) =  0, 0 <  X <  p, 0 < y  <  s.

_ , ,  „ , . \ j . Зят mi! Kf. ut =  a- {uxx +  Uyy) -b Л  sm cos
0 <  X <  p, 0 <  у <  s, i  >  0,
г/(0, у, t) =  iijp, y, t) = 0 ,  0  <  !/ <  s, i  >  0,
u„ix, 0, t) =  uix, s, t) = 0 ,  0 <  x <  p, t > 0 ,

и (x, y, 0) == В  sin ^  cos , Q < x <  p, Ь < y  < s .

_  ■ _ , . , . , . Л.Г . IT!/
/ l.j. Ut =  a -  (Uxx +  U y y )  -Г Л sin —  sin : j j ,

0  <  X <  p, ( ) < ! / <  .S', i  >  0, 
uiO, y, t) =  uip, y, t) =  0, 0 < y < s ,  t > 0 ,  
uix, 0, t) =  Uyix, s, t) = 0 ,  0 <  X <  p, t >  0, 
u ix , y , 0) = 0,  0  <  X <  p, 0 < y < s .

716. В кубе О ^  a;, у, I происходит диффузия вещества, 
ч асти т ,I которого распадаются со скоростью, пропорциональной 
его 1>ч)нцентрации. Определить концентрацию вещества в этом 
кубе при t >  О, если начальная концентрация вещества в нем по
стоянна п равна и. Концентрация вещества па границе куба 
поддорлчивается равной нулю.

3°. З а д а ч и  д л я  э л л и п т и ч е с к и х  у р а в н е н и й

717. Найти решения u =  uix, у) уравнения Лапласа в прямо
угольнике 0 < ! / < 5, удовлетворяющие, соответственно, 
краевым условиям:
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а) и(0, у) =  щ(р, 1/) =  0, и(х, 0) =  О, и{х, s) =  f ix ) ;
б) 1/„(0 , у) =  uj.p, у) = 0 , и{х, 0 ) = А ,  и{х, s) = В х ;
в) uJU, у) — и{р, у) =  О, и{х, 0) =  О, Uy(x, s) =  Вх; *
1') и (О, у) =  и , {р, у) =  О, Uy {х, 0) =  Г sin и (х, я) =  0;
д) м(0, у) =  0, u îp, у) =  q, и[х, 0) =  О, н(х, s) =  U;
е) и (О, I/) =  О, и (р, у) =  Ту, и (х, 0) =  О, и (,г, s) =  "-у.
718. Иайти решения уравнения Лапласа в нолуполосе 0 < х <

<  оо, О <  г/ <  i соответствентш по краевьш условиям;
а) и(х, 0) == и,(х, I) = О, и(0, у) =  /(г/), г/(<», у) =  0;
б) г/5,(х, 0) =  и^(х, I) + huix, I) =  О,

«(О, у) =  /(//), м(оо, ?/) = 0 ,  h > 0 ;
и) и{х, 0 ) — и(х, 1 ) = 0 ,  м((), у) — у(1 — ч), и[°°, г/ )= 0 ;
г) и,{х, 0) -  huix, 0) =  О, и{х, I) =  О, 

ы.(0, у) — I — у, и{°°, у) — О, h >  0.
719. 13 круге i X r < H  иайти гармоиичоские фуЕ1Кцин, удов- 

летворягощие соответстнеши) граиичиым .шачениям:
а) uiR, ф )= ф (2я  —ф); б) uiR, (p)=(psin<p;
в) иЛИ, ф) + if) =  Т +  Q siti ф + и  cos
г) иЛН, ф) =  /(ф).
720. Вне itpyi’a найти решения и =  и(г, ф) следую

щих краевых задач для уравнения Лапласа:
а) и ( И, ф) =  Г sin б) Ur {!{, ф) =  у  + ф sin 2ф;
в) НгШ, (р) — huiH, ф) ==/(ф); 1') iiiH, ф) =  С/(ф + ф cos ф).
721. Иайти гармонические функции и =  и{г, ф) внутри коль

ца а < г < 1 ) ,  удовлетворяющие соответствегию граничным ана- 
чен иям:

а) и(а, ф) =  0 , uib, ф )= Л со зф :
б) м((7, ф) =  Л, м(6, ф) —/? sin 2ф;
в) ф) =  7 cos ф, и(Ь, ф) =  (> + 7" sin 2ф;
г) и(а, ф) — Т + и cos ф, иЛЬ, ф) =  hn(h, ф) =  О.
722. В KpyioBOM секторе U < r < / f ,  0 < ф < а  найти гармони

ческие функции, удовлетворяющие соответственно краевым ус 
ловиям:

а) а(г, 0) =  м(л а )  =  О, и(Л, ф )= Л ф ;
б) Мф(г, 0 ) =  и(г, а) =(), uili, ф) =  /(ф);
в) «ф(г, 0) =  Мф(г, а) =  О, и(И, ф) =  f/ф;
г) и(г, 0) — и(г, а )  =  0 , UrUi, (р) — Q;
д) uir, 0) =  tt (̂r, a) +  huir, а )  =  О, иЛВ, (f) + '{иШ, ф )= 0 .

§ 2. Специальные функции. Асимптотические разложения

Г. З а д а ч и  с и с п о л ь з о в а н и е м  с п е ц и а л ь н ы х  ф у н к ц и й

liaii уже было отмечено выше, при решении ряда смешанных задач с 
одним нрострапствеиным неременпым часто приходится иметь дело с обык
новенными линейными дифференциальными уравнениями второго порядка, 
ко:*ф({)ици1>цты которых нри старших производных в отдельных точках рас-
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сматриваемого интервала обращаются в нуль. Решения этих уравнений при
нято ца.чывать с п ец иальными функциями .

К такому классу обьигновенных дифференциальных уравнений относят
ся, например:

1. Уравнение Бесселя
x‘ v"  +  xv'  -f- (х- — (i^) у =  О, Ц =  const,

решения которого называются б е с с ел е вы м и  или цилинд ри ч е с к им и  фцнкца -  
пми  порядка |х.

2. Уравнение Чебышева

(1 — у" — xv'  -{- n^v =  0, п — const,

решения которого называются ф унк ция м и  Чебышева .
3. Уравприпе Лагерра

xv"  (1 — x) v '  Ки =  0, X =  const,

решеыня которою называются ф>у)шциями Лагерра.
4. Уравнение Лежандра

(1 — ж“) v" — 2xv’ +  т ( т  +  i ) v  — Q, т =  const,

решения которого называются ф унк ция м и  Лежандра.
5. ^'равнение для присоединенных функции Лен{андра

(1 — х̂ -) V" — 2xv' -1- т  (т  J- 1) L- =  О, га =  const, п = coast.

723. Показать, что для бесселевых функций

V '  ь
(X) =  1  ( -  1)'̂  — rv w .  . ,  , ... . «  =  1, 2 ,

fe—О г‘ +̂'̂ ^̂k\ (п -j- /,)! ’

л.меют место тождества
J п- 1  (х) 4- J „+ 1 {x) =  ^ J п (а:),

J n - I  (х) J n + 1  (х) =  2/ «  (х),

xJ'n (х) =  —  x J „+ 1 (х) -ь n J п (х).

72^1. Проверить справедливость интегрального представления 
для бесселево1"[ функции

1
г  / \ 2 г  cos t.i
■ ' • w - я j - j T j z T

725. Показать, что

•̂ 0 (х) *= -̂ 1 (^), Ju (х) =  1"̂ 2 (х) *̂ 0 (^)1-

726. Проверить справедливость тождеств
(а- -  р") x J „  (ах) / „  (ра:) =

^  _d 
^  dx x J п (аа.) - ^ J n  (рл:) — x J п (Рл:) ^  /,, {^х)
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2rx.-xJ'i(ax) =  Jn  ('^ )̂ +

ГДО а и р  — постоянные, a n >  — 1.
727. При n > —1 показать, что: 
если У„(а) =  У„(^) =  О, то

1
x./„(ax)/„(P;r)</,r =  (), а^^р< [xJ®  (а.х) d r  =  ^ /^(.1 (а);

О

а если У„+,(а) = 0 , то
1

Iх Л  (ах) dx  =  4- •/?. (а)-

728. Пользуясь результатом задачи 727. показать, что корпи 
уравнения У„(а;)=0 , «  =  0 , 1 , . . . ,  могут быть только действи
тельными и, кроме того, уравнения У„(д:)==0 и /„,(д:)=0 , п, т  =  
=  0 , 1, . . . ,  п Ф т ,  не могут иметь обн;их ]{орней, отличных от 
нуля (прп /г >  О, т >  0).

729. Показать, что функции
и„(г, д )  = /„(цг) cos лй, у„(г, г>) = /„(цг) sill AiO, n = 0 ,  1,

где /„(а:) — Гюсселена функция с чисто мнимым аргументом, т. е. 
/„(х) =  i~"J„{ix), удовлетворяют уравнению

Л/г —ц“« = ( ) ,  х “ + г/' =  г ,  x =  rcosii, y==rs\n{^.

730. Определяя бесселеву функцию J,Sx) для любого ин
декса п K ai;  сумму ряда

вывести формулы

А  ( х )  =  sin a r , J _ j _  ( i )  =  cos X .

731. Показать, что заменой x =  cosO уравнение Чебышева
(1 — x'-)v" — xv' + rirv =  0

приводится к виду
с/'

dO'
% -Ь п^и — о.

где ы(д) =  i7(cos^).
732. Пользуясь формулой

соз
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проверить, что функция Чебышева

Тп {х) =  -1 [ ( а ■ +  i — х^У + ( i :  _  г |Л1 _  х^)"]

представляет собой полпиом степени п.
7.ЧЗ. Построить полиномы Чебышева

ТЛх), ТЛх), Т,(х), т,{х).

73 '| . Докалать о1)тогопальиость иолииомов Чебышева с весом
1

1̂ -  о в иитервале ( — 1 , 1 ), т. е. что 

1
r r „ M T „ ( z )
] — у . ах  =  0 , п ф  т .

V \ -  х~

73о. Вычислить норму

1юли1юма Чебышева Т„(х).
7.‘56. Показат|>, что функции

(х) =  -^ е* «  =  О, 1, . .  . „

являются рс1ноииями уравнения Лагерра

xv"  + (1 — x)v' +  nv — 0.

737. Иычис.чить коэффициенты полиномов Лагерра
Ш ) ,  LAx), L,ix), U x ) .

738. Показать, что
00
1  ̂ (‘̂ ') (‘̂ ') dx ”  О, и ^  /д.
(>

71П), Показать, что
ОР

\ \ L n f= ^ \ e-4 . l{x )d x  =  \.
*0

7'iO. Пользуясь формулами

11^  (,г, у, г) = ( -  1)“ ^  А" (-г“г/’""“)г а = О, . . . ,  от,
11>0

{X, г/, =) =  V  ( _  1)» f  ^  Р = о , . .  м ^ - 1.
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вайти все линейно независимые шаровые функции степени 3, 
зависящие от перемеиных х, у, z.

741. Исходя из формулы

У » .  ( Ф ,  ( 4 . т \  ^  =  о ........................\г -• /• /

и ИЗ результатов задачи 740, иайти сферические функции Ла- 
нласа У"я‘ (ф, 0 ), /i: =  0 ,

742. Показать (выборочно), что сферические функции Лапла
са Ys (ф, #) (наиример, Y' )̂ удовлетворяют уравнению

1 д“У
sill- О ^

743. Проверить, что выражения

Л « )  =  г, =

являются функциями Лежандра первого н второго рода соответ
ственно, т. е. решениями уравнения Лежандра

(36)

при m =  1 .
744. Непосредственноп нроверкой убедиться в том, что вы- 

рагкения

P\{t)=^VT=Ti\  =  +

- 1  < г<  1,
являются присоединенными функциями Легкапдра, т. е. реше
ниями уравне1шя

„2
(1 — t~) v" — 2tu' + т  (ni + 1)

1 — Г
i; = 0 (37)

при т  — i, п =  I,
74.'j. Показать, что функции

РшИ) 2"‘m! d t ’“
( Г - I ) ' " ,  m = l , 2 ,

представляют собой полиномы Леигандра, т. е. решения урав
нения (36).

746. Для полиномов Лежандра показать справедливость ре
куррентных соотношений

(« + 1 )Р„+.(г) -  (2« + + п1\ - М )  = О,
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747. Доказать, что при /тг —О, 1, . . .  функции

- < ) •  + ( -  1)"(1  + 0*1 д а

представляют собой полиномы Лежандра.
748. Пользуясь выражением для Pmil) из задачи 745, прово

рить ортогональность полиномов Лежандра, т. е. справедливость 
равенства

1
j  Р т  (г) Рп {t) dt =  О, т  Ф  п.

-1
749. Проверить, что для нормы имеет место равенство

750. Показать, что в выражении сферической функции 
^э(ф>^)и* задачи 741 зависящий от д  множитель, умножетг- 
пый па 15, представляет собой присоединенную функцию Ле
жандра первого рода Р| (cos О) =  Рд (<)* т. е. решение уравне
ния (37) при т  =  3, п — 2.

751. Проверить, что если f ( i )  — решение уравнения Лежанд

ра (36), то функция —^будет решением уравнения
dt

(1 — ^*)(/" — 2{п + i ) ty '  +  { т  — п ) { т +  п + 1)у  =  0 .

752. Непосредственной проверкой убедиться в том, что для 
функции Лежандра второго рода имеет место представление

(Г- -  1)"* in ^1 -  1 Pm it) In J ~ ,

-1 < ^ < 1 .

753. Непосредственным вычислением убедиться в том, что 
функция P l{ t )  =  3 t V i  — — I < t  <  1 ,. является присоединен
ной функцией Лежандра первого рода.

754. Пользуясь результатом задачи 751, показать, что функции

П  { t )  =  (1 -  Р т  i t ) ,  - i < t < i ,
a t

где т  — целое неотрицательное число, представляют собой при
соединенные. функции Лежандра, т. е. решения уравнения (37).

755. Проверить, что для присоединенных функций Лежандра 
второго рода Qm{t) имеют место представления

(t) = (1 -  Qm it), -  К  г < 1.
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756. Непосредственной проверкой убедиться в том, что
Л.

P„j(cos j* (cos + г sill # cos tY^dt. (39)
О

757. Пользуясь представлением (39), показать, что для лю
бого целого m ^  О

|Рш(г)1 < 1 , - l < f < J .

758. Показать, что на проме;кутке (—1, 1) полином Лежандра 
Рт^х) ортогонален любому полиному степени, меньшей т .

759. Показать, что Рт(1) =  1, Р™(—1) =  (—1)"*, /га =  0, 1, . . .
760. Пользуясь результатом задачи 756, вычислить Рт(0 ) .
761. Непосредственной проверкой убедиться в том, что 

функции
Л

и (х, !/, 2 ) =  j j  {z +  ix  COS t +  iy sin t, t) dt,
—Л

где /(t, t) — произвольная функция, аналитическая no т и не
прерывная по t, являются гармоническими.

762. Показать, что имеет место равенство

(z -Ь ix c o s t  +  t)'"dt =  r ”'P m (c o s^ ,
- *Л

где х  =  г cos ф sin й, у =  г sin ф sin 2 =  г cos ()■.
Решение y ( z)  обьи.'новенного дифференциального уриниепия 

^Лу) =  Р{^)У" +  Ч{^)У' +  r ( z ) y  =  О 
иногда удобно искать в виде интеграла

y (z )  =  ^ K ( z . t ) v { t ) d t ,  (40)
С

где С — кусочно гладкий контур, K(z,  t) — аналитическая функция неремен- 
IIых 2 , t, удовлстворяюхцая уравнеиню с частными нроизводными

p (z )K , ,  -Ь q (z )K ,  +  r ( z ) K  =  a{ t ) K„  +  b{t )K,  +  с  (I) К,

»  v{t) — решение уравнения
( a v ) t t — {bv)t  +CV =  0. (41)

763. Показать, что уравнение Бесселя
ihj " + z y '  +  (2- -  п')у -= О (42)

имеет решение, вырал;ающееся по формуле (40), в которой 

л  (2, i) = — е ,

и для этого случая выписать уравнение (41) и его решения.
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764. Предполагая, что в формуле (40) контур С па комплекс^ 
пой плоскости иеремепиого i  =  | + гт] имеет вид
1 =  0, - о о < т ) ^ 0 ;  л =  0; | = - я ,  О т) <  «>,

или
5 =  0, —о ° < т 1 ^ 0 ;  0 < | < я ,  Т1 =  0; | =  я ,  О ^  ц <  «>,

а К  (z, t) == — ^ p- iz s in f  ~  ^  g->zsm( соответственно,

найти регаеиия уравиепия (42) в виде интегралов. Эти решения 
называются функциями Ханкеля  и обозначаются ffrV{z) и Il\T(z). 
0.0 765. Пользуясь тем, что фу1(кция Бесселя У„(г) выражается 
через функции Ханкеля в виде

на основании результатов задачи 764 показать справедливость 
интегрального представления бесселевой функции /„(z) с цело
численным индексом п

Я

/п (z )=  - ^ J c o s  (z s in^  — rai)

766. Показать, что для целых индексов п

;_„(z) =  ( - i ) " / „ (z ) .

767. Пользуясь представлением

/п (z) =  ^  j" cos (z sin I — nl) d^,

показать равномерную ограниченность бесселевых е|)упкций с це
лочисленными индексами для действительных значений z.

768. Показать гармоничность функции
л

и {Z, f  eŴ +i.x3in<+ii/cos/ym(̂ ^
—п •

и справедливость ранепства

и{х, у, z) ==

где К — действительная постоянная, т  — целое число, х =  рсозф, 
у  =■ р sin ф.

Методом разделения переменных с истгользованием цилиндри
ческих функций решить следующие задачи для волнового урав
нения.

В круге 0 ^ г < й  решить задачи относительно функции и =
— uir, t):
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769. =  0 < г < / г ,  ^ > 0 ,

1м(0 , u { H ,t )—0, t > 0 ,
u(r, 0 ) = ф ( г ) ,  Ut(r, 0) =  xlpir), 0 ^ r < F { .

770. + f i r ,  t), 0 < г < Л %  t > 0 ,
1m(0 , i ) l< « > ,  u (R ,t)  — 0, t > 6 ,  
idr, 0) =  u,(r, 0) =  0, 0 ^  r <  /?.

771. Определить поперечные колебания одпородпой круглой 
мембраиы радиуса И, вызванные начальной скоростью

lU, 0 < г < / ? / 2 ,

если
а) крап мембраны закреплен жестко;
б) край мембраны закрегглеп упруго.
772. Однородная круглая мембрана радиуса /? с зкестко за

крепленным краем соверп1ает поперечные колебания, вызванные
а) начальным отклонением /(г) =  Л (/ ? '— г*);
б) постоянной начальной скоростью (7 точек мембраны.
В круге О ^  г <  Л относительно функции и =  и(г, t) решить 

задачи

773. ип =  « “ ^  i r  О <  г <  В, t >  О,

иЛП, t) =  U, t > 0 ,  uir, 0 ) =  Mi(r, 0 ) = 0 , 0 < r < R .

77i .  un =  a ^ ~ - § 7 { ' ' ^ ) ’
Ih((), <)1 <  » ,  u(/{, t) =  U sin (dt, t > 0 ,  
uir, 0 ) =  u,ir, 0 ) =  0 , ( X  r <  R.

r <Jr
(hi77: .̂ , 0 ^ r < n ,  i > 0 .

lu(0, <)!<<», UriR, t) =  U cos (ot, t > 0 ,  
uir, 0) =  Uiir, 0) = 0 ,  0 ^ r < R .

776. Определит!, поперечные колебания круглой однородной 
мембраны радиуса R, вызванные непрерывио распределенной по 
мембране поперечной силой плотности r/siuw/, действующей с 
момента  ̂=  0 , если

а) край мембраны закреплен жестко;
б) край мембраны закреплен упруго.
Решить методом разделения переменных с использованием 

цилиндрических функций следуюпгие задачи для уравнения 
теплопроводности:

777. В круге 0 < r < R  найти peuieiiHH и => uir, t) следующих 
вадач:
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а) и, O ^ r d i ,  t > 0 ,
lu(0, 01 <  с » ,  иЛН, t) + /ш(/?, i) =  О, f >  О, 
u(r, 0) = ф (г ) ,  0 < r <  Л;

б) ui — а^-
d r

Яи, ' 
d r

lu(0 , i ) l< o o ,  uUl, t ) — d, < > 0 , и(/-, 0 ) = 0 , 0 </•</?;

b )  Ut  =  « •
1 d du
r  ()r i)r

Im(0, f)l <  oo, uAR, <) =  0, t >  0, 
u(r, 0 ) =  ф(г), 0 <  г <  /?;

/ i > 0 , 0 < r < / f ,  г > 0 ,

г) «г =  fl“ 1
dr ) - / г Ч  0 < r < / f ,  f > 0 .

lu«), « ) !< «> ,  u(/?, f) =  7’, i > 0 , u(r, ()) =  ?’, 0 < r < R ;

Ч 2  1Д) l i t =  e  — + Ue 0 ‘< r < / ? ,  i > ( ) ,
luiO, ^ ) l< °o ,  uiR, t ) = 0 ,  <> 0 , u(r, 0 ) =  0 , 0 ^ r < H ;

e) ut =  a - -
Or

fill

|u(0, ^ )|< oo , и{Я , t) =  Te-'‘ t > 0 ,  
и {r, 0) =  0, 0 ^  r <  R\

d r
du.

Ur + Ue - r t 0 ^ r < c R ,  t > 0 .

I и (0, t ) \ < o o ,  Ur (R ,t )  == 7 e-'*’ \ t >  0, 
ы(г, 0 ) = 0 , ( ) < / • < « ;

3 )  Ut  =
1 d

dr dr
0 < r < / / ,  ^ > 0 ,,

UriR, t) =  </, t >  U, u{r, 0) =  U, ( X  г <  R.
778. Найти распределение температуры при i > 0  в бесконеч

ном однородном круглом цилиндре радиуса R, если начальная 
температура цилиидра равна U r  для случаев:

а) поверхность цилиидра теплоизолирована;
б) на поверхности цилиндра происходит конвективный тепло

обмен со средой, имеющей нулевую температуру;
в) температура поверхности цилиндра поддер;кивается рав

ной Т.
779. В бесконечном однородном цилиндре радиуса R с момен

та  ̂=  0 выделяется тепло с постоянной плотностью Q. Считая 
температуру цилиндра при f =  0 равной иулю, определить рас
пределение температуры и нем при # >  О, если поверхность ци
линдра поддер;кивается при температуре Т.

780. В начальный момент времени t =  0  температура беско
нечной однородной трубы равна U. Найти распределе- 
пие температуры в трубе при t X ) ,  ес.ги:

а) поверхности трубы поддергкиваются при нулевой темпера
туре;
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б) внутренняя поверхность трубы тенлоиаолирована, а  внеш
няя поддерживается при температуре Г ;

в) начиная с момента t = 0 ,  в трубе действуют источники 
тепла постоянной илотности Q, а ее поверхности поддерживаются 
при температуре U.

781. Считая начальную температуру однородного цилиндра 
0 < г < / ? ,  О ^  ф 2л, 0 < 3 <Z равной нулю, определить распре
деление температуры в цилиндре для случаев, когда;

а) поверхность цилигщра ноддер/кивается при постоянной 
температуре U;

б) температура нижнего основания ноддерлшвается равной 
и, а верхнее основание и боковая поверхность цилиндра тепло
изолированы;

в) температура боковой поверхности поддерживается равной 
и,  а осповапия цилиндра теплоинолиронаны.

782. Начальная температура в однородном конечном цилинд
ре 0 < г ^ / ? ,  0 < ф ^ 2 л ,  0 ^ z < Z  равна А(Я' — r^)z. Определить 
распределение температуры в этом ци;гиндре в любой момент 
времени t> () ,  если:

а) боковая поверхность и нижнее основание цилиндра поддер- 
зкиваются при пулевой температуре, а верхпее основание тепло
изолировано;

б) верхнее основание поддери;ивается при нулевой темпера- 
Tyjie, нииптее теплоизолировано, а на боковой поверхности про
исходит теплообмен с внепшей средой, имеющей нулевую темпе
ратуру.

(]:1едуюн1ие задачи для уравнений эллиптического типа ре- 
jHHTb методом разделения переменных с применением специаль
ных функций.

781{. В полубескопечном круговом цилиндре О ^  г <  Л, ( X  
< г < о о  иш'ются ИСТ0ЧТ1ИКИ некоторого газа плотности Ue~”\ 
причем па основании цилиндра концентрация этого газа поддер- 
ягнвается равной Q. Определить стационарпое распределение 
концентрации газа в цилиндре, если:

а) боковая поверхность цилиндра газонепроницаема;
б) на боковой поверхности происходит газообмен по закону 

Ньютона с внешней средой, концентрация рассматриваемого 
газа в которой нулевая;

в) на боковой поверхности поддерживается концентрация га
за, равная Те~*“,  ̂>  0.

78'i. Два одинаковых цилиндрических стакана, 0= ^г< /? , 
2л, соединенных верхними кромками с но- 

мон;ью пренебреншмо тонкой изоляционной прокладки, образуют 
цилиндрическую коробку 0 < г < Л ,  0 < ф < 2 л ,  0 < з < 2 / .  Найти 
распределение потенциала электростатического поля внутри этой 
коробки, если вся поверхность нижнего стакана поддеряливается 
при потенциале V,, а вся поверхность верхнего стакана — при 
потенциале Fj.
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785. В трубчатой области b < r < d ,  0 <  z < l ,  0 < с р ^  2л, 
ОТ1ЮСИТ0ЛЫ1О фу11кцип и — и(г, z) решить уадачу

Лм =  О, где Ам 1 даГ дгг ()г

uir, 0) =  и{г, Z) =  О, b < r < d ,  
u ( b , z ) = 0 ,  u i d , z ) ^ U ,  0 < z < l .

786. Иантп стационарное распределение телшературы в одно
родном цилиндре { ( Х  г ^ Я ,  О <  ф ^  2л;, О s ^  /) для случаев, 
когда:

а) нии:иее основание цилиндра имеет температуру Т, а ос
тальная иоверхность— температуру, |)авиую нулю;

б) нии%нее основание цилиндра имеет нулевую температуру, 
верхнее теплоизолировано, а температура боковой поверхности 
равна /(г);

в) температура оснований цилиндра нулевая, а боковая по
верхность имеет температуру fiz) =  Uzil — z)\

г) через ни;кнее основание в цилиндр подается нормальный 
тепловой поток плотности q\ верхнее основание и боковая ио
верхность имеют температуру 7’;

д) в цилиндре имеются источники тепла объемной плотности 
Q, и температура поверхности цилиндра равна нулю.

787. В неограниченной однородной пластине 0 = S r< o “, О
Ф ^  2л, O ^ z ^ l  просверлен цилиндрический канал радиуса R, 

ось которого совпадает с координатной осью г. Определить ста
ционарное раснределепне температуры в пластине для случаев, 
когда:

а) температура стенки цилиндрического канала раина 1\ 
а грани пластины имеют нулевую температуру;

б) через стенки канала внутрь пластины подается нормаль
ный тенлово!! поток плотности 7 , нижняя грань пластины тепло
изолирована, а температура верхней ipaiiu равна Т;

в) ниичняя грань пластины имеет нулевую температуру, на 
верхней грани происходит теплообмен с внентей средой, имею- 
moir температуру Т; телшература стенки канала равна Tz/l.

788. Определить стационарное распределение температуры 
uit\ 0) в однородном Hiape радиуса R для случаев, когда:

а) поверхность niapa имеет температуру;
(Г,, 0<е<а,

б) т а р  нагревается ллос1;онараллельпым hotofjom тепла плот
ности q, падающим па его поверхность, и отдает тенло со всей 
своей поверхности в окружающую среду в результате конвек
тивного теплообмена. Температура среды равна Г;

в) поверхность шара имеет температуру
Т, О < 0 < л / 2 ,

и( Л,  0) =  /{0)
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г) в шаре происходит объемное тепловыдолетию с плотностью 
Q, а отвод тс'пла совершается чоре.ч часть поверхности шара (О =5
<  0 <  а )  нормальным потоком постоянной нлотности q, а осталь
ная поверхность ( а  <  О л.) теплоизолирована;

д) в т а р е  происходит объемное тeнлoвыдeJгeниo с плотностью 
Q, а на noiiepxtrocTH — конвективный теплообмен по закону

иЛН, i)) +  hu{R, 0 ) =  r  + cosO.
789. Определить стациопарпое распределение температуры 

в теле, имекпцем форму половины т а р а  радиуса R, если его 
сферическая часть границы имеет температуру Т, а плоское оспо- 
ваяие — нулевую.

790. Построить функции idr, 0), гармонические в шаре ра
диуса R и удовлетворяющие соответственно граничным усло
виям:

а) и(г, 0)г_в =  3 + Г) cos-0; б) ы(г, 0)г=п =  2 cos О — 3 sin’ 0;
в) м(г, 0)г=в =  3 cos’ О — cos 0;
г) м(/-, 0 )г=п =  3sin^ 20 — 2 s in“ 0 .
791. Построить функции и(г, 0), гармопическио вне inapa 

радиуса /? и удовлетворяющие соответствепно граничным ус 
ловиям:

а) и(г, 0)г„п =  2 соя О — cos^ 0;
б) и{г, 0 )г=в —cos’ O; в) w(r, 0 )г=д =  3 + 2 cos" 0.
792. Тшнцентрация некоторого газа па границе сферического 

сосуда радиуса R с центром в начале координат равна /(0). Оп
ределить стационарное распределение концентрации даппого 
газа:

а) внутри ;)того сосуда; б) вне сосуда.
793. Регпить задачу Дирихле д^тя уравнения Лапласа:
а) внутри шара радиуса /?; б) вне niapa радиуса /?.
I’eniHTb следуюндие задачи:
794. Определить распределение температуры в однородном 

шаре радиуса R с центром в начале координат, температура по
верхности которого поддергкинается равной нулю для случаев, 
когда начальная температура niapa равна: а) fir ,  0 ); б) /(г, 0, ф).

2“. Л с и м п т о т п ч е с к и е р а я  л о и; о п и я

В ириложспиях весьма в.т.кпо иметь точное в определоппом смысле 
представление о поведеппи функции вблизи интересующих исследователя 
точек (иапрпмер, о поведении специальных фупкцнй вблизи их особых то
чек). С этой целые используются так называемые асч.мптотические ра зл о 
ж е н и я  функций.

Обозначим через Е множество точек плоскости комплексного неремеи- 
Н0 1 0  Z, для которого бесконечно удаленная точка является предельной точ
кой. Пусть ИИ Е задапа функппя /(г). Рассмотрим конечную сумму

" а.
•!>’„ (Z) = ^

где о* — задапныс числа.
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Если для любого фиксированного п  имеет место равенство

l i m z " { / ( z ) - 5 „ W ] = 0 ,  z s E ,  (43 )

то говорят, что ряд

-U I ' (44)

независимо от того, сходится он или нет, является асимптотическим ра з 
л ож ен и ем  функции j{z) на Е, и пишут

"h

ft—о
Имея точное представление о функции Sn(z),  с помощью (43) получа

ем важные сведения о поведении функции /(г) на множестве Е вблизи бес
конечно удаленной точки. Из равенства (43) для определения ко;)ффициен- 
тов асимптотического разложения (44) получаются формулы

a = l i i n / ( z ) ,  l in i  2" f / ( z )  — (z) l ,  n = = - | , 2 ,  . . .
2-»оо Z-#oo

795. На множестве £' =  {0< z< < »}  пайти асимптотическое 
ра;«юя;сние фy^lкцни е“".

796. Показать ва  примерах, что один и тот же ряд мо:кет 
служить асимптотическим разложением для различных функций.

][ользуясь интегрированием но частям, показать справедли
вость асимптотических разложений:

797. 1^  ^  2  ( -  1)
к=\

h 1-3 ■■■ (2А --1 ) 
2fe+1.2*+l ’ : < f <  оо,

А’ =  {О <  л <  оо), Z->-о°.
оо

798. + - ^ ,  z a < o o ,

799. (It V  ( - 1 )" “ ’ (А--1)! 
^  .к ’ 
ll=l. t -|- 2 

О
z - ^  оо, Iarg si <  л; — fi <  л.

800 d t  ^  _̂___оии. е I ас ^  у ( а - к + i) '
г  'i-t
О <  Z <  °о, 2 + 00, а — действительное число.

801.
0 <Z<oOj 2 + 00, а  >  0 .
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802. Основываясь па результате задачи 797, получить асими- 
тотическое разложение функции ошибок

dT ~  2  Д 0 < г < о о , .  2 - »  +  оо,

80i>. Отделяя действительную и мнимую масти в результате 
задачи 801, найти асимптотические разло!иенин при м -►+<» для 
иитегралов Френеля:

ОО ОС

а) I cos "О" б) sin § -  dd.
и V

с  noMOJUbJO интегрирования по частям получить асимптоти
ческие разложения для следуюпшх функций:

2 ^
804. Ei (z) =  j* d l —интегральная показательная функция,

■—40
— о о < з < 0 ,

г
805. Ci(z) =  — интегральны!! косинус,

ОО

о <  Z <  <», Z -*■ о°.
г

80<). Si (г) =  rfs — интегральный синус,• S
ОО

—  00< г < 00  ̂ Izl ^  «5.
с  иолыо получения асимптотических разложений д.ш отдельных клас- 

соп фупь‘ци11 чаще всего пользуются методом п ер е ва ла  и методом Натсона. 
Пи?ке цриводится основное содержание метода Ватсона.
Пусть па сегменте О ^  г ^  7V, О <  Л '^  «>, задана непрерывная фуик- 

цкя ф(г). Функция представленная интегралом,
N

/'• (z) = f «'"ф (t) dt ,  а  >  О, m >  — 1,
О

является аналитической.
Если на некотором сегменте функция (p{t) является

сул1мои степенного ряда, т. е.
ОО

Ф (О = 2 ''л*''.
ft=o

и д.'гя фиксированного значения z =  го >  О илгеет место оценка 
N
I* 1 Ф (О I О dt <  М — consl,

V
О
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то на множестве В =  {О <  г <  <»} при z -> с о  асимптотическое разложение 
функции F{z) дается формулой

оо m + ft-fl
f  III k -I - 1

ak=o
где Г — гамма-функция Diuiepa.

Для получения асимптотического разложения функции

Г] ф (О  ̂ -4 const >  О,
~ А

при условии, что
ОС

Ф(О = 2 '■(1^ '^ ’ о <  г <  Ш1п(л, л̂ ),

достаточно и])едставить /’'(2z) в виде
Л’ А

F (2Z) == J  (р (О e-^^' dt -!- f <р ( -  t) е - ^ ‘" d l  
о о

и пользоваться формулой Ватсона
"" , , 2»1+1 о» 2*1 + 1

г - = (/ л ------
г'

^ (2 )̂ ~ 2  W '  = V -  . (45')
fe=o ь=о

Пользуясь методом Ватсона, показать сираведливость следую- 
»цих асимптотических разложении;

ОО ^

807 { е~ ‘̂ __^  1)'=°  J®  . 1  ,2/1 ^  ,2Hh+l’

0 < t < o o ,  ( )< z < o o ,  s-^oo, и > 0  (целое число).
1

г  Ы808. I dt  ̂ ,

О <  i <  1, ( X  2 <  оо, 2 оо, /; >  0. 
л

809. j  sinte-^^^dt^O, Л >  О, Л '> 0 ,
“ Л
о <  2 <  оо, S оо.

) .  I  COS ,с-Г ‘ „  ^  / а  j :  ( -  1 ) ‘  .
® 1 2  “  2'’ + !

810.
к=0

— l e t  < 2 ,  О <  Z <  оо̂  2 -*-°°.
811. При 2 - ^ 00  ̂ О <  2 <  «=, найти асимптотическое разложе

ние функции
оо

F (z) =  \ dt.
О
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812. П оказать, пто
2

= = - ^  [ 1  +  о ( 1 )] при z - > o o .
о

§ 3. Метод интегральных преобразовании

Но овределеиию функция

(I
F { Z )  =  I  К { Z ,  t) / (г) dt

а

называется интегральным преобразованием (образом) функции j { t ) ,  причем 
/( I )  называется оригиналом своего образа F(z) ,  а функция K(z,  t) — ядром  
интегрального преобразования. Интегральное преобразование над некоторым 
классом функций / ( i )  определяется выбором ядра K(z,  t) и щюмежутка ин
тегрирования (и, Ь).

Пусть заданная действительная илн комплексная функция /(г )  дейст
вительного переменного О ^  оо, удовлетворяет условиям:

1) / ( О — непрерывная всюду, кроме, быть может, конечного числа то
чек разрыва первого рода;

2) существуют постоянные .1/ >  О и >  О такие, что

I /  (г) 1 <  для всех t.

В атих предположениях интеграл
ОО

^ (D =  j  (i) dt
о

существует для всех с действительной частью R e ^ >  |о и представляет 
собой аналитическую функцию комплексного переменного £ =  S +  'П ® ио- 
лунлоскости Не £ >  50-

Функция F(i )̂ называется преобразованием Лапласа  функции /(<)> а са
ма / { ( )  — функцией-оригиналом.

При определенн|.1х условиях оригинал / ( t )  по извсстном1у образу F (£ )  
онределяится с помощью обратного преобразования Лапласа-.

ОО

(46)

где постоянная а >  Не
когда функция /(г ) определена для всех действительных значений t, 

вводится преобразование Фурье

У 2 л  J
“ •ОО

Для существования преобразования Фурье в случав вынолпения условия 1)
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достаточна абсолютная сходимость интеграла
оо

J  n t ) d t .
— сю

Обращение преобразования Фурье  (47) дается формулой

/ ( 0 = ^  
У 2 л  J

(48)

Заметим, что если f ( l ) — четная функция, то преобразования Фурье (47) 
и (48) переходят во взаимно обратные так называемые косинус-преобразо
вания Фурье

ОО ОО

F  (11) =  J cos Щ /  (<) dt,  /  (i) =  J cos T)t F  (t)) rfii,

0 и

a если /(/) нечетна, то, соответственно, — в синус-преобразования Фурье
оо оо

F { f \ ) = y  / { t ) = | / '  А  j* sin T]f f  (т)) dll.

0 u

Среди других интегральных преобразований отметим преобразования  
Ханкеля  (или Фурье  — Бесселя)'.

ОО

п р я м о е ;  (п) =  j  t/„  (ii«) g  (t) dt,
0

oo
о б р а т н о е :  (f) =  j   ̂Ш  (r]) dn 

0
u преобразование  Меллина:

оо

п р я м о е :  G (г) =  | t^~^g (t) dt,  He z ^  b,
0

0 6 p a T H О e:  ̂(0  =  —  \ t"^G(z)dz, i > 0 ,
2zii  J

f}̂ ioo
Интегральные преобразования позволяют получить решения ряда задач 

математической физики. В качестве примера, пользуясь интегральным пре
образованием Лапласа, определим в полуполосе t >  О, О <  х  <  I решение 
и (х, () смешанной задачи;

a(x)uxx -h b(x)utt  +  c ( x ) u x +  d(x )ui  +  e (x )u  =  0,

u(x,  0) =  ср(л-), Ml (ж, 0) =  г]) (ж), (49)

“ ( 0 . 0 = /.(О,
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Пусть параметр J  и класс фупкдхп^, н котором ищется решение и(х^ t) 
этой задачи, таковы, что существуют интегралы

оо

V {х, О =  [  (^. о dt,

" =0 1^) оо оо

(D =  j  е-^'и (О, t.) dt, 1\̂  (I) =  f e - f « (I, t) dt 
0 0

Й законны операции

оо оо

0  =  1  e~^'u^(x, i )dt ,  0  =  j  e-^ ’̂u^^{x, t )dt ,
0 0 

ОС оо

j  e~ '̂u  ̂ (x, t) dt e~' '̂u (x, t) | (x, t) dt — Iv {x, Z) — u {x,  0 ),

0 0
(51)

oo[ e~^'un{x , t )d t  l^̂ v{т, )̂ — l u { x , 0 ) — u^(x,0).
0

Умножая обе части уравнения и два последних условия задачи (49) на е“ *̂ 
и интегрируя но промежутку (О, оо) изменения в силу (4'J), (50) и (51) 
получаем задачу

a{x)Vxx +  c { x ) v x +  [е(х)  +  l d ( x )  +  l^b{x) ]v  =

=  £ 6 (х)ф (х) +  b(x)ypix)  +  d (x ) 4>{x), (52) 

0(1, I )  F , i t ) .  (53)

Таким образом, priiiomie смотанной задачи (49) редуцировано к отыс
канию решсння 1’ (х, 5) (зависящего от параметра ^) краевой задачи (52), 
(53) дли o6 bii;ii(ii!0 iJHOro дифференциального уравнения (52). Построив реше
ние v(x,  t )  задами (52), (53), искомое решение задачи (■'I'.l) можно получить 
при помощи обратного преобразования Лапласа

I ”
U (X, t) -  j  " I-

—  ОС

В нрило/кепиях при решении конкретных задач для уравнений с част
ными иропзводнымп предпочитают пользоваться преобразованием Фурье, 
ибо выполнение услови)!. гараитируюгцих существование обратного преоб- 
разоваиия Фурье, во многих случаях является естествеыным. При этом весь
ма полезную роль играет понятие свертки.

Сверткой /  *  ф функций f {x)  и <f(x), заданных в интервале — оо С. х <
ОО

:< . оо, называится интеграл /  (/) ф (х — t) dt,  т. е.
—  ОО

ОО

/  » Ф =  j  f  {t) (f {х — t) dt. (54)
—  ОС
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Когда существуют преобразования Фурье
о о  о о

—  ОО —  о о

и обратные преобразования
ОО ОО

—  ОО — о о

свертке (5^) можно придать вид
ОО

/ * Ф =  J  /•’ ( » « ' (С) (55)
—  ОО

Громоздкие вычисления, встречающиеся при пользоваппи преобразова
нием Фурье, значительно упрощаются, если воспользоваться Ь-функцией Ди~ 
рака.  Она определяется как преобразование Фурье от постоянной 1/V2it.

ОО

(56)

Преобразование, обратное (56), дается формулой
ОО

1 1

Поскольку преобразовапие (56) в обычном понимании смысла пе имеет, 
приведенное выше определение б-функции является формальным. В совре
менном математическом анализе дается строгое определение б-функции как 
1(бобщенной функции.

813 . Пусть /(х), —о о < х < о о ,  удовлетворяет условиям при
менимости прямого и обратного преобразований Фурье. Д оказать 
основное свойство б-функции Дирака 

/ * б =  f{x).
ОО

8 М . П оказать справедливость равенства J   ̂(<) dt =  1.
~ о о

Заметим, что в физике б-функцпго Дирака иногда определяют как функ
цию, равную нулю для всех действительных значений х, отличных от нуля, 
обращающуюся в бесконечность при i  =  О и удовлетворяющую условию

dt — 1 .

П ользуясь интегральными преобразованиями Фурье, решить 
следз'ющ ие задачи;
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в  п о л у п л о с к о с т и  —оо <  ,т <  оо, i >  0;
815. W(, =  и(х, 0) =  ф(д;), и,(х, 0) =  ^(х).
816. Utt — â Uxx +  fix, t), ulx, 0) — u,(x, 0 ) = 0 .
817. u, =  u{x, 0) =  ф(х).
818. Ui =  a^U:cx+fix, t), u l x , 0 ) = 0 .
В Ч e T в e p T ь П Л о с к о с T II О <  д; <  °°,  ̂ >  0;
819. Ill — truxx, и(0,1) — цШ, u ix ,0 )= =0 .
820. Ut— a-û ,̂ U:ciO, t) =  vit), u i x , 0 ) —0.
821. u, =  +  fix, t), w(0, t) =  uix,  0) =  0.
В п о л у п р  о с т р а  и с т в е  —оо <  .г, (/< °°, i >  0:
822. W, =  +  i/j.!,), uix, у, 0) =  ф(х, у).
823. и, =  +  «к,) +  f ix, у, t), uix, у, 0) =  0.
В ч а с т и  п р о с т р а н с т в а  —°о <  ж <  «>, О <  г/ <  о°, t > 0 :
824. м, == t t 4 « x x + uix.  О, г ) = 0 ,  uix, у, 0) =  f ix ,  у).
825. и, =  a îu:o, +Uy„), uix.  О, t) =  fix, t), uix, y, 0 ) = 0 .
826. И, =  аЧИх.+  «„!/), Uyix, 0, i ) = 0 ,  uix, y, 0 ) = / ( x ,  y).
827. u, =  a îu:,^+Uyy),

Uyix, 0, t) =  fix, t), uix, y, 0) = 0 .
В ч а с т и  п р о с т р а н с т в а  —o° <  x <  <», 0 <  y, t <
828. u, =  d^U:  ̂+  Uyy), 0 < ж ,  у, t < ° ° ,

Mx(0, y, t ) = f i y ,  t), uix,  0, t) =  gix, t), uix, y, 0 ) = 0 .
829. Определить стацнопарное распределеппо температуры в 

полубесконечпой трубе а <  г К  Ь, 0 < z < « > ,  если па поверхностях
2 =  0 и г = Ь  температура равна пулю, а на поверхпости г — а 
температура равна fiz).

Пользуясь интегральным преобразоваппел! Лапласа, решить 
следующие задачи:

830. Uy =  Мхх +  (ihi +  fix), uiO, у) =  û iO, у) =  О,
0 < х < « > ,  0 < у  <  оо.

831. W +  B c o s x , u(0, у)==Ле~^\ u îO, у)==0,  
0 < х < о о ,  О <  у <  °о.

832. и^ — Ut +  и== fix),  uiO, t) — t, Wi(0, t) =  0,
0 <  X, t < ° o ,

833. Uxx +  Mil — 0, 0 <  X , i <  oo,
u (0, f) =  Uxi0,t) =  0,
uix,  0) =  ф(х), ф(0) =  г!?(0) =  0.

834. 9ихх +  4и,, ==36e^*sin3f, 
u (0, t) == 0, Ux(0, t) =  sin  3t,
u i x , 0 )  =  0, u,{x, 0) =  3xe^% 0 < x , t < ° ° .

835. 2uxx +  5ux( +  3u„ =  0,
u (0 , t ) = 0 ,  UxiO, t) =  fi.t), uix, 0) =  gix),  u,(x,  0 ) = 0 ,
0  <  X, t < ° o ,

836. Uxx +  2uxy +  Uiiy +  u =  fix, y),  0 <  X. и <  «>.
u(0, y ) = ‘\piy), uix, 0) =  UxiO, y)-^iJ,  4aix, 0 ) = ф ( х ) .

9  A. B. Бицадзе. Д. Ф. Калниичеако



8 3 7 . Н ачальная температура (при t  =  0 )  тонкого однородного 
стер/кия равна нулю. Определить температуру и{х, t) в стержпе 
при it >  О, когда:

а) стерж ень имеет конечную длину (О <  а: <  Z) и

i i ( + 0 ,  i )  =  6 ( i ) ,  u ( l - 0 , t ) = 0 ;

б) стержень нолубесконечеп (0 < а ;< с > о ) и

u ( 0 , t )  — 6( t) ,  u ( o o , t ) = 0 ;

в) стерж ень полубесконечен (О <  а; <  о°) и

и(0, t) =  |л(г), и{°°, t) = 0 ;

bi t )  — б-функция Д ирака, а (x(f) — заданная функция.
8 3 8 . Начиная с момента i =  О, к концу (ж =  0) нолубесконеч- 

ноп изолированной электрической линии подключена э д с  Eit ) .  
Найти напряжение uix,  t) для t > 0  в линии, если начальное 
напряжение и начальный ток в ней равны нулю, для случаев, 
когда:

а) линия без потерь: /? =  G =  0;
б) линия без «искаж ения»: R C ^ L G .  _ • I
8 3 9 . un — â Uxx =  0, 0 < ж < о о ,  0 < f < ° ° ,

Ых(0, f) — /ггг(0, f) =  9 ( i ) ,  u (o ° ,t )  =  0, 0 < t < o o ,  

u (x , 0 ) =  Uf(x, 0 ) = 0 ,  0 < x < ° o .

П ользуясь интегральным преобразованием Х ап келя, решить 
задачи:

8 4 0 . Найти стационарное распределение температуры в полу
пространстве 0 ^ г < о о ,  О ф ^  2л , z > 0  для случаев, когда:

а) температура границы (z =  0) равна /(г);
б) температура границы (z =  0) при г < Л  равна Т , а н>рп 

г > Д  равна 0 ;
в) полупространство нагревается тепловым потоком постоян

ной плотности q, падающим на часть границы r ^ R ,  s =  О,
О <  ф ^  2 я . При этом на всей границе происходит теилообмеп 
по закону Ньютона со средой, имеющей нулевую температуру.

§ 4 . М етод конечных разностей

Считая переменные х,  у декартовыми ортогональными координатамп 
точки на плоскости, покроем эту плоскость сетью х —  mh,  у =  nh, т, п —
— О, ± 1 , где h —  заданное положительное число. Вершины каждого квад
рата полученной сети называются узлами,  а число h  — шагом.

В каждом узле (х, у)  при условии, что все шесть точек {х, у),  {х  — h,y),  
(х  -f- h, у) ,  (х,  у — h) ,  (х, у h ) ,  (х +  h, у -{■ h)  принадлежат области D за
дания функции и{ х,  у) класса C<^)(jD), можно считать, что

и (г , у) —  и {х —  h,  у) и {х, у) — и {х,  у — г̂)
Ij, I h  •
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u(x-\-h ,  у) - { - a ( x  — h.  и) — 2u (x , y)
“ x x  ^  j  i

и (x +  h, у +  h) — u { x  +  h, y) — u (x, у +  h) +  и {x, y)
“ xy —

и (.T. у -\-h) и {x, у — h) — 2m {x . y)
^ -̂-------------- i r ----------------------“ •

Исходя из формул (57), заданное в области D уравнение с  частными 
производными

л(х,  у)и^х +  2Ь{х, y)Ux,j +  c{x, y)Uyy+ d{x,  y)Ux +

+  e{x,  y)uy +  f ( x ,  y )u  =  g{x,  y) 

в кан^дом узле (г , у) приближенно можно заменить равенством 

а{х,  y ) [ u {x  +  h, у) + u ( x — h, у ) — 2и{х,  у )] +

+  2 о (х , г/)[ц(а- +  /г, у +  h) — u{ x̂ +  h, у) — и{х, у +  h) + и { х ,  i/)] +

+  с {* . у) [“ (2̂ . У +  h) +  и{ х,  у — h) — 2и{х,  I/)] +

+  hd{x,  у) [ц (г , у) — u(x — h, j/)] + h e ( x ,  i/)[m (z, т/) — u{x,  у — Л)] +

+  А"/(а:, у)и{х,  у)  =  K^g{x, у) .  (58)

Когда точка (г , у) пробегает узлы, принадлежащие области D,  в качест
ве (58) мы будем иметь систему линейных алгебраических уравнений отно
сительно значений функции и(х,  у)  в указанных узлах. Некоторые из этих 
аначений либо прямо определяются независимо от системы (58), исходя из 
начальных и краевых условий, либо эти последние порождают дополнитель
ные к (58) линейные алгебраические уравнения, составляющие вместе с  си
стемой (58) приближенную сеточную замену  всей исходной задачи.

Решение таким образом полученной системы линейных алгебраических 
уравнений принимается за приближенное  р ешение  рассмаггриваемой задачи.  
Ианрпмер, при конечиоразностной замене задачи Дирихле для гармониче
ских функций краевые условия учитываются следующим образом.

Обозначим через Qt совокупность всех лежащих в области D квадратов 
сети, по крайней мере одна из вершин которых удалена от границы S  об
ласти D на расстояние не большее, чем паперед заданное число Ь >  h,  где 
h — шаг сети. В каждом узле (х, у),  являющемся вершиной квадрата из Qt, 
за и(х,  у)  примем заданное на S  значение ф(х, у)  искомой гармоническоЁг 
функции в ближайшей от (х, у) точке границы S. Когда таких точек на S 
несколько, то произвольно выбираем одно какое-либо из заданных значений 
функции <р в этих точках и к нему приравниваем и{х,  у).

841 . Найти конечноразностную замену уравнения Л ап ласа 
ихх +  Щу =  0  в области D с  границей S.

842. В  круге х̂  +  у^<  16 найти приближенное решение зада
чи Дирихле

и^ +  Щу =  0, (.X, у) ^  {х  ̂+  <  16), 

и{х, у) =  ф(х, у),  (х , у) е  {х  ̂+  =  16),

(57)
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считая А =  1, 8 — h +  1/8 отдельно для ка;кдого пз случаев: 

а) ф(х, у) =  0;
б) <р(х, у) =  1;
в) ф(х, у) = х .  

Сравнить получеипые прпблпжепные решения задач с пх 
точными рептепиями, которые легко находятся непосредственно. 

843 . В  прямоугольнике Q с верншнамн в точках Л (—3, 4 ), 
В(о,  4 ) , С (3 , —4), D{—3, —4) п границей S пайти нриближепное 
решение задачи Дирихле 

Ихх +  Uyy =  О, {.X, у) е  Q, 
и{х, у) =  ср(х, у), (х, у) S  S, 

считая /г==1, б = /г +  1/8. Отдельно рассмотреть случаи, когда; 

а) ф(х, у) =  \ ;
б) ф(х, у) = у ;
в) ф(х, у)-==х +  у. 

Сравнить найденные приближенные решения с точнылш ре
ш ениями этих задач.

Пусть D — область плоскости х, t, огранпченпая отрезкалги ОА п MN 
прямых г =  О, г =  // , Я  >  О п гладкилп кривыми ОМ и AN, каждая пз ко
торых пересекается с  прял1ыии t =  const пе более чем в одпой точке. Обо- 
лпачпм через S  часть границы области D, состоящую пз ОМ, ОА п AN. Пред
положим, требуется решить приближенно первую краевую задачу для урав
нения теплопроводности

иXX—  и ,  = Q ,  { х ,  t ) е D , (Г>0)

и(х, i) — ф(л:, г), (г, t) (0 0 )

Чтобы учесть краевое условие (60), обозначим через Qh совокупность всех 
ь'вадратов сети, не выходящих из замкнутой области Д  а через dQh — гра
ницу Qh.

Пусть — совокупность квадратов пз Qi,, по крайней мере одна вериш- 
на которых лежит па dQh, кроме ннутренних квадратов самого верхнего ря
да, примыкающего к верхнему основанию области D. В узлах (х, t). явля
ющихся вершипами квадратов из дь, за и{х, t) примем зпачепие ф(г, г) в 
ближайше)! к этому узлу точке границы S. Неизвестные значения и{х, t) 
и остальных узлах, лежащих в D, находим, решая линейную алгебраиче
скую систему, полученную в результате конечноразностной замены урав- 
иоппя (59).

8 4 4 . Иайти конечпоразиостную замену уравнения теплопро- 
подности Уда — U( =  О в области, где ищется решение первой 
ьраевой задачи (59 ), (60).

84 5 . Счптая h — l,  в прямоугольнике Q с  вершипами в точ
ках ^ ( 0 ,  0 ), /?(0, 5 ), С (4, 5 ), DiA, 0) и границей S  найти при-
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или;кепное решение первой краевой задачи 

и̂ -х — и, =  О, (х, t) е  Q, 
uix, t ) = ‘ )̂{x, t), (х, t ) ^ S ,  

осли 
ф(х, 0 ) = х ,  ф(0, ^ ) = 0 ,  ф(4, г ) = 4 .  

846 . В  прямоугольнике Q с вершинами в точках Л (О, 0 ), 
/->’ ((), 3 ), С (5 , 3 ), D{5,  0) найти приближенное решение задачи 

— М( =  0, м(0, t) =  t, uio, t) =  t +  2Б/2, w(x, 0 ) = x V 2 ,  
считая A =  1. 

Сравнить найденное приближенное решение этой задачи с ео 
точным решением и(х, t) — t +  xV 2.

847. Считая / i=  l ,  найти конечноразностным методом при
ближенное решение и(х, у) задачи Гурса

Мхк =  О, О <  Z <  оо, О <  I/ <  «>,

м(0, г/) =  ф(г/), О <  г/<  оо, w(x, 0 ) =  0 < х < « > ,  

в узлах (2, 2), (2, 3 ), (2, 4 ). 
Отдельно рассмотреть случаи, когда; 
а) ф(г/) =  О, =  х;
б) ф(г/)=[/, ф { х ) = 0 ;
в) (fiy) = у ,  ^ (х) = х .

§ 5. Варпациоипые методы

Встречающиеся в приложениях уравнения с пастиымп производпымп 
часто представляют co6 oii уравпеино Эйлера для соответствующей вариаци- 
о т ю й  задачи.

Как известно, уравнение Лапласа Ли - О молчет служить уравпсипем 
:)Г1лера задачи на минимум интеграла Дирихле

D ( u ) =  ^[u\ +  u‘̂ ^)dxdy, (61)
D

распространенного по областн D с  границе!! 5 .
Непрерывные н £> U •!> функции с кусочно пенроры1шыми в D произвол- 

пыми первого порядка и конечным интегралом Дирихле (61), совпадающие 
с  наперед заданной на S непрерывной функцией ц>{х, у),  называются до
пустимыми функциями.  Задача об отыскании среди допустимых функций 
той функции, для которой интеграл Дирихле (С1) минимален, называется 
первой вариационной задачей.

Если d — минимум интеграла Дирихле или вообще некоторого функцио
нала Ф (и ), то последовательность {un }, га =  1, 2, . . . ,  допустимых функций, 
обладающая свойством

lim Ф (ц „) =  d,
п-»оо '

вазывается минимизирующей.
Центральное место в вариационных методах занимает построение ми

нимизирующей последовательности. Один из методов ее построения принад
лежит Ритпу. Сущность этого метода заключается в следующем.
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Пусть {фп}, и =  1, 2, — полная система пз класса допустимых функ
ций д.тя функционала Ф (к ). Последовательность {q>„} носит название си
стемы координатных функций.  Составим новую последовательность

п
/^-=1. 2,

Ь=1

где Ck — пока произвольные постоянные, и определим коэффициенты сн Tait, 
чтобы выражение Ф„ =  Ф(мп) как функция а ,  с„ было минимальным. 
Для некоторых классов функционалов удается показать, что последователь
ность {« „ } является минимизирующей и ее предел дает решенно рассмат
риваемой вариациопной задачи.

848 . П оказать, что если заданная на границе S  области D 
функция ф(а:, у)  такова, что класс допустимых функций, при
нимающих па S  значения ф(х, у),  является не пустым, то за
дача Дирихле

А и Ы ,у )  =  0, b , y ) ^ D ,  
и Ь ,  у) = ф (а ;, у), (х, y ) ^ S ,

и первая вариацнонпая задача эквивалентны.
8 4 9 . П оказать, что в классе допустимых функций у(х),

удовлетворяюпщ х условиям г/(0) =  0, г/(1) =  а, функ
ция у ( х ) = а х "  минимизирует функционал

1 ’ -J.. \2 „2
xdx,,

где ?г — положительное целое число. Вычислить min/„(j/).
850 . П ользуясь тем фактом, что в квадрате Q: О ^ х ^ л ,

О <  г/ <  я  среди допустимых функций uix, у),  обращающихся

в пуль на границе этого квадрата, функция и (х, у) =  —  sin  х  sin у
минимизирует функционал

где D {и) == [  (u l  +  u D d x d y ,  Н  (w) =  | u~dxdy,  показать снра- 
Q Q

ведлнвость оценки

Я ( и Х - | - Д ( ц )

для всех допустимых функций.
85 1 . Среди непрерывно дифференцируемых на сегменте 

( X  а: ^  я  функций у(х),  удовлетворяющ их условиям
Л

у(0) =  у (л) =  О,, Н  (у) =  ^ у’- (х) dx  == 1„
О
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найти ту, которая минимизирует функционал
Л

0 ( г / ) =  J  y'^{x)dx.
О

8 52 . П оказать, что для допустимых функций у{х)  из зада
чи 851 имеет место оценка

853. Найти первое приблпл!енпе задачи па минимум функ
ционала

1
D (у) =  I {у'"- +  г/̂  -Ь 2ху) dx, г/ (0) =  г/ (1) =  О,

О

когда коордипатиые функции берутся в виде {уо(х) =  О, у„(х) =
=  5 ;" (л :-  1 )}.

854 . Сводя задачу Дирихле

А и {х ,у )  =  —1, { х , у ) ^ 0 ,  и [ х , у ) = 0 ,  ( x , y ) ^ S ,  

к  задаче па минимуд! функционала

D (и) =  J  (? 4  +  III — 2гг) dx dy,  и |s =  О, 
й

где D: —К х < ^ 1 ,  — 1 < г / < 1 ,  пайти первое нриближепио 
Ui{x, у) ,  если координатные функции имеют вид

7/) =  ( а :^ - 1 ) ( г / ^ - 1), vAx,  (/) =  (x=“-  1 )(у “ -  1)Ь=  +  ?/=), . . . .

и, следовательно, м ,(х , у) ==с(;,(д:, у).
855 . Задачу Дирихле

Д к(х, у) ==хг/, (Z, ? / ) е Д  и ( х , у ) = 0 ,  i x , y ) ^ S ,

свести к вариациоппой задаче и пайти приближенное решение 
u^ix, у ) = с х у { х  — \){у— 1), если область D  представляет собой 
квадрат 0 < а : < 1 ,  0 < ^ < 1 .

856 . П усть допустимые функции для функционала (62) опре
делены в круге Q'. х̂  +  у  ̂<-\ и обращ аются в пуль на границе 
атого круга. П ользуясь методом Ритца, найти функцию, мини
мизирующую функционал (6 2 ).

857 . П ользуясь задачей 85 6 , вывести неравенство

Н Ы ) ^ С П Ы )

и указать точное значение константы С в  случае, когда область 
Q есть круг х̂  +  у^<  1.
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Ответы, указания, решения 

Г л а в а  I
1. Нет. 2. Да. 3. Нет. 4. Нет. 5. Нет. 6 . Нет. 7. Первый. 8 . Второй. 

Первый. 10. Первый. 11. Второй. 12. Второй. 13. Нелинейное. 14. Квазили
нейное.. 15. Линейное, неоднородное. 16. Линейное, однородное. 17. Линей
ное, неоднородное. 18. Нелинейное. 19. Линейное, неоднородное при 
h(x,  у) фО.  20. Квазилинейное. 21. Квазилинейное. 22. Квазилинейное. 23. 
Квазилинейное (линейное относительно старших производных). 24. Линей
ное, однородное. 25. Гиперболический. 26. Эллиптический. 27. Параболи
ческий.

28. Параболический. Действительно, соответствующая этому уравне
нию форма

Q Я,, Яз) =  4Я" 4- 2Х\ -  6>.2 -I- +  ЮЯ^Я, +  4Я^Яз =

=  {  (4Я  ̂+  ЗЯ, Ч- 5Яз)  ̂-  4  (Ч +  
в  результате неособой замены переменных

приводится к каноническому виду К  £g )=  — Ij» откуда и следует
справедливость утверждения. 29. Гиперболический. 30. Эллиптически!!, так 
как соответствующая характеристическая форма

(? (Я,, Я,, Яз) =  Я̂ , -Ь 2Я,Я, +  2Я̂  Ч- 4Я,Яз +  5Я|

положите.чьно определена. В этом случае и в задачах 33, 35 можно пользо
ваться критерием Сильвестра полонштельной определенности сим11етрич- 
ной 1:вадратичной формы

Q =  “цЯ* +  За̂ Я̂̂ Я̂  +  2а„Я^Яз - f  -Ь 

ЧТО заключается в положительности всех главных диагональных миноров

матрицы
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31. Гииер<5олический. Соответствующая характеристическая форма 

Q (A.J, Xj, Aj) -i- aJ — ' ^ 1^2 “^1^3 ~

== (Ч  -  2^3 -1- Аз)̂  +  (?.., ?_3f -  (A, -

в результате пеособой замены

1 3  1 1
^  =  +  (‘з - г Ц  Из- 2̂ =  Т  (.“a +  Мз)’ Ч = 1 i( ^ * 2 - ^ * з )

приводится к 1;апоппческому виду К  (ii^, fi^) =  ц® \i\ — ц“.
32. Гипероолическпй, так как характеристическая форма

(Я ,̂ А,, Яз) =  Я,Я, +  я^яз -Ь яД з = 4 ( 4  -ь >-2 - Т ( Ч

в результате замены

Яl =  ^ ll- 'г ^̂ 2 — Мз. 4  =  .“ i — “  fS ’ 4  =

приводится к капопическому виду |Чз)= fii— f*2 “  33. Эллипти
ческий. 34. Гиперболический. Неособой заменой

Я| =  t*i — Из — Из, Яг =  (Хо +  Из, Яз =  (Xj

соответствующая характеристическая форма

О (Я,, Я,, Яз) =  XI +  2Я^Яз +  2Я̂  -  2Я,Яз =  (Я, +  Я,)^ -Ь (Я, -  Я,)* -  Я?

приводится к каиопическому виду А’ (fij, Ц2 ’ ^̂2~■ Эллипти
ческий. 36. Параболический при у =  0; гиперболпческий прп г/ <  0; эллип
тический при у >  0. 37. Параболический при х =  0, у Ф О  и при у =  0, 
X ФО;  гиперболический при sign х Ф  sign у\ эллиптический при sign х  =  
= .  sign у. 38. Гиперболпческий. 39. Эллиптический вдоль и =  а:* {/ ;̂ гипер
болический вдоль U =  2^2 ху.  40. Эллиптический вдоль и =  {х +  уУ;  гипер-

1 17
болический вдоль и =  х;  параболический вдоль и—х'^-^-^у^-{--;^ху.  41. Па
раболический вдоль и =  2у̂ \ эллиптический вдоль а  =  Ьху;  гиперболический

вдоль и = .х .  42. Параболический вдоль и =  +  !/“); *'иперболический

вдоль и =  2у .̂ 43. Гиперболический. 44. Гиперболичес101Й. 45. Гиперболиче

ский. 46. Эллиптический. 47. Гиперболический вдоль и = - f - г/) ;̂ парабо

лический вдоль U =  V3 Х-. 48. Эллиптический. 49. Параболический. 50. Вдоль 
решения и = ’ Х̂  — у  ̂ уравнение не принадлежит ни к одному из названных 
трех типов, так как K(Xi, Я2) ^-О ; вдоль и =  х  уравнение эллиптическо
го типа.

51. Гиперболическое, эллиптическое или параболическое, если выраже- 

- j  соответственно меньше, больше или равно нулю.

52. Эллиптический. 53. Гиперболический. 54. Параболический. 55. Гипер
болический, 56. Гиперболический. 57. Эллиптический. 6 8 . Параболический. 
59. Эллиптический. 60. Параболический. 61, Гиперболический. 62. Гипербо- 
личесхсий. 63. Гиперболический. 64. Параболический. 65. Гиперболический.
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6 6 . Параболический. 67. Гииерболическпй. 6 8 . Эллиптический. 69. Эллипти
ческий. 70. Эллиитический.

71. Гиперболический при & С  0; параболический при к — 0; эллиптиче
ский при Л >  0. 72. Гиперболический при —0,5 <  к <С 0,5; параболический 
при fe =  ± 0 ,5 ;  эллиптический при | ^ :1 > 0 ,5 . 73. Параболический при 
fe = i0  и при Л = 4 ;  эллиптический при О < /с <  4; гиперболический при 
/с <  О и при А >  4.

74. Эллиптическое всюду,

+  =  1 =  У — г\ =  2х.
75. Параболическое всюду,

«'чп +  +  9tr^ — 9 у =  О, g =  г  +  ц =

76. Гиперболическое всюду,

+  +  1 =  У — Ц =  2 у —х .

77. Гиперболическое всюду,

*’б т ) + +  =  1 =  4 =
78. Параболическое всюду,

2 7 % ,, —  105i;g +  ЗОг  ̂— 150у — 2|-|-5т| = 0 ,  1, — х-\-Ъу,  т) =  г .

79. Эллиптическое всюду,

*sS +  *’n T i+ ^ ^ ''E “ ^ + П= в ,  l = y — 2x,  т) =  1 / б ’х .

80. Эллиптическое всюду,

*'££ +  "лл ~  2*^6 + ‘'я ~  "  + ~   ̂ 1 ==2 х — у, ii =  3 i .

81. Эллиптическое всюду,

1̂1 +  '̂ лп =  О- 1 =  у, ’I =  arctg г.

82. Параболическое всюду, 1фоме начала 1мордипат (в начале коорди
нат уравнение вырождается),

%г\ ~  21] (g +  Г)) +  2 iT ‘"’1 =  l  =  П =  х\

83. Гиперболическое всюду,

Е =  I  4 - a r c t g  у ,  Г1 =  х  — a r c t g

84. Эллиптическое всюду,

'’й  +  -  2 ^̂ =  0 . Е =  +  / Н ^ ) .  т) =  In (у  +  V 1 +  / ) .

85. Параболическое всюду, кроме начала косфдинат (в начале коордя- 
пат уравнение вырождается),
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80. Параболическое всюду кроме коордппатпой оси х — О (па осп 
а- =  О уравнение вырождается),

1
+  =  е =  ’1 =  ®*

87. Гиперболическое всюду,

=  О, I  =  Z +  г/ — cos X, Т1 =  — а; +  J/ — cos I .

8 8 . Параболическое всюду,

"пт, -  =  О, 1 ^ е - У - е - = ‘ , т) =

89. Параболическое при i  =  О, Чхх =  0; гиперболическое при х ф О ,

5 =  ^̂  +  г/, Л =

90. Параболическое при а: =  О, и „ ^ = * 0 ;  гиперболическое прп й; >■ О,

*'|Г1 г (1  — 1|)' (^£ ~  ‘'ч) =  1 = у - х- \ - 2 У 7 ,  ц =  у — х — 2 У х ; 

эллиптическое прп i  <  О,

+  '’ti =  0 - б =  г / - ^ .  ц =  2 У ~ х .

91. Параболическое при у =  О, Щу — 0; гиперболическое при у С. О,

оллиптическос прп у >  О,

''ее +  %п ''Е =
2

92. Параболическое при s  =  О, I/ =й О, ц^у +  ~ ( “ *  +  “ у )= ®  ® ^
2

у ~  О, +  — (и^ Uy) =  О (в начале координат уравиепие выро;кдается);
3

гиперболическое при г  >  О, г/ <  О ■ при i  <  О, >  О, ^

X  ( 11У| — =  О (замена переменных; 5 =  V— г/+  г\ — при
i > 0 , ! / < O n g  = y 7 + n  =  f y  — l / ' ^  при ж <  0 , !/ >  0 ) ;  эллиптиче

ское при а: >  О, у >  О и при а: <  О, у <  О, +  "tf "л ) ~  ^ 

(замена пёремешшх: S =  V», т) =  при х >  О, у > 0  и 5 

т) =  V " ^  при X <  О, у <  0 ).
я ,

93. Параболичесхюе на прямых х =  ( 2 к +  1 ) - ^ .  f‘ =  О, +  1 , . . . ;  гипероо-

лическое вне прямых х  =• (2к +  1) А: =  О, ±  1, . . . ,

•"Ел +  274—  ̂=  +  s‘"  n =• у +с оз  г —sin X.
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94. Параболическое ua осях координат х =  0 ш у =  О, Uxx — 0; гипербо
лическое при д: >  О, (/ <  О и при j : <  О, (/ >  О,

■ -  з 1 р ^ )  °
2 2 

(замена перемеппых: | =  — 2  (— - f y  ii =  — 2  (— — у

при a: >  О, г /<  О и I  =  2’/^^ Т  ' ’I =  ~  Т  “ Р"  ̂ <
С  О, у >  0 ) ; эллиптическое при л: >  0. у >  О и при л: <  О, у <  О,

1 4  2
* ; 6  +  I’,,,, — I ’ 3 ^̂ '̂’ti ~  ® (замена переменных; g =  т| =  3"^ * "

при х > 0 ,  у > 0  и g == 2  (— т) =  -д (— при х с в ,  у < 0 ).

95. u’gi -I- ^ ш = О,
б̂ +зл

1 =  2 х -\ -у ,  Т1 =  х ,  i; (g, Т]) =  м(Т1, Д — 2Г1) =  е  ̂ т)).

9 6 . =

-1+2Я
1 =  3? + У, 11 =  X, г(5 , Т1) =  иСп, 5 — Зт1) =  е ^

1 ri i
9 7 .  +  у  UJ +  Y  e-  =  О,

l = 2 x + y ,  T i = x ,  и ( I ,  Tl) == u (T). 5 _ 2 t ) )  =  ■n)-

98 . — 7 w — 0 .

l  =  2 x  —  .y ,  T) =  ar, T|) =  и  ( T | - 2 t )  — 6 ) = е - ^ - “ '1ц, ( I ,  Tj) .

E+i1\
| =  2y — Ж, 1 1= 2:, i; (g,Ti) =u|ti,, =  f f V ( g ,  Tl). 

100. -  2u,  ̂=  0.

iSg+STI
I = y  — X, T) =  y  +  a:, y ( g ,  T)) =  U I L + l I j  =  e 32 ^ . (^ , 11),

101. ŵ  ̂— w =  0,
___ 1 1

l  =  x  —  y ,  T) =  a : + J / ,  i ; ( g ,  1 1 )  =  =  e   ̂ и ' (&.  4 ) .

1 0 2 .  4 -  9u> +  4  ( g  —  1 1 )  e ^ + 4  =  0 ,

1=7/  — г , ti =  y, v ( i, т1) =  и(т) — Т1) =  е -5 -” и>(|,Т1).

1 0 3 .  — 10  +  g e ’ ’ =  0 .

1 = , , .  Т) =  . т - 3 у ,  i> ( I ,  T)) =  „ ( 1 1 - 1 - 3 1 , 1) =  f - ’'u ;  (5.11).
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чп IV =  О,

1 =  2 х - у ,  11 =  X, у (I, 11)=и(11, 21] -  i) =  (5, л).
105. 2ш ~ 0 утт

^ = = у , ц  =  4 х - 2 у ,  V Ц,  11) =  и ( ^ Ц ^ ,  i )  =  e - ^ - ^ w  Ц,  т]).

106. +  w^ =  0,

l  =  2x — y, il =  x +  ĵ , V (I,  11) =  Ц (^4 ^ ’ ^'̂ 3 ~ ~ )  g ^ ~ 'M S .4 )-

107. v t̂ +  v^^+v^^r--0,

1=^ X , t] =  — x +  y,  ̂=  2x — 2y +  z .

Исходному уравнению соответствует характеристическая квадратичная 

форма (? =  >.̂  +  2к^Х  ̂ +  2'к\ Ч- ‘4^2^з +  5Я|, которую, пользуясь, например, 

методом Лагранжа, можно привести к виду (>=(A ,j-r2i.2) “+ ( X 2+ 2 A,3)^+A,jJ- 
Обозначая ni =  Xi +  Яг, Ц2 =  Яг +  2Яз, цз =  Яз, получим форму Q в канони
ческом виде ^  Цд. Таким образом, невырожденное аффинное 
нрсобразовапио Я] =  ц ,— Цг +  2 цз, Яг =  Цг — 2 ji3, Яз =  1̂ 3 о матрице!!

Л/ =
1 —1 2

0 1 _2

0 0 1

приводит форму Q к каноническому виду Q ц^-!-

1' 0 0

сопряженной i: матрице Д/, т. e. M *  = - 1 1 0

2 - 2 1

Матрица невырождонпого аффинного преобразования, приводящего 
псходноо дифферелпиальное уравнение к каноническому виду, является

, а само это преобрало-

вание имеет вид
\ =  х, 1] =  — а: +  у, С =  2х — 2у +  Z.

Применяя его и обозначая и(х ,  у, z) =  у(|, i], ?;), находим:

Uxx =  Ун +  ‘̂ чч +  41>;с — 21;;  ̂+  4уе; —
Uyy =  v^„ +  4 у с ;  —  4 v „ ; ,  Ujr =  f ; ; ,

Uxy  =  — У4П —  4 y ; t  +  —  2 ^ 5 ;  +  4 У ч :,  “ i/2 =  ~ 2 У ;с  +  I'tlC.

Подставляя найденные выражения для производных в исходное уравпепис, 
получим yjj +  ftn +  I':: =  О-

3 9
108. + = ■

1 =  X,  Ti =  y ( i  +  j / - f  z ) , S  =  — y ( 3 x  +  if — z).

109. Vix — u,,, — ujt + 2y, = 0,
£ = ■ *  +  », 4 =  —x +  y, ;  =  —X — у +  z.

110. i>ii — y„„ 4 -1;;- +  i; =  0,

£
1 2 У б
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125. I 'l l  —  t.-,,,, +  =  0 ,
l  =  x, T) =  I  +  г/, £ =  — (/ +  2 ;

-| -(S -4 T 1 + 7 D  
v =  e * w,  +  (Tj =  0 .

126. vii —  Vy„ —  vii +  yj +  2i>„ +  Ус +  i; =  0,
I  =  x, ri =  г  +  !/, S =  г;

v =  e w, ш̂ | — Ч -2w =  0 .

127. vii  +  I’tm +  *'CC +  f 5 +  I'n +  t’C +  'it' =  0,
| = x — !/, ц  =  у , S =  z;

| - ( ? - Л + ^  3
y =  w , - ^ ^ l l  +  ^̂ r̂ r̂  +  " ’ t l  +  -^ ^ r  =  0 .

128. Vii +  +  "̂ 5 +  I'n +  t'C +
& = ^  +  г/, n =  — S =  2;

-bs+4+S> 1
y =  « >"si +  % T , +  “ ' a + 4- " ’ =  '̂- 

129. v i i  +  v„ii +  y t :  +  2^5 —  2yq +  2у ;  =  0, 
g = i + i /  —  z, 11 =  — y , £ =  z;

У == — Зш =  0.

130. vii -{- ’2.Vx[ — -f- V =  0,
1 = X ,  T1 =  I  +  (/, £ =  — г +  z;

V =  e-5+34+2Cu;, U)JJ 4- 2w„ — 3iTc =  0.
I

131. a) A' = .i  j* p (x) i/f (x, t) dx;

0
с ”

A' =  A  Г p (x) u* t )  d,r +  - 1  2  «)•6)  ̂ .
^ 0  “ i= l 

I I
132

0

I ___________
2. a) t/ =  Г  f  1 +  « I  ( x ,  t) — i j  dx\ Q) и  =  -L u l ( x , t ) d x ;

I
B )U  =  L ^ u l  (x, t) dx — (t) и (0 , t) — Vjj (t) и (I, t)l

0
I.

T) и  =  ^ ^ u l ( x , t ) d x  +  ^ u -  (0,t) +  ̂  ■*^1,«):

0
T  — натя/кение, oi и 02  — коэффициенты жесткости упругого крепления.

133. а) л: =  - 1 J  Р (х , у) и] (х , у. <) dx

о
п

б) а: =  . 1  j р (х , у) и] (х , у, о  <г.с +  V  2

и  i = l

1 4S



dx dy\134. a) U =  T \ j / 1 -Г  (-r-, y, t) +  wjj (Л-, y, t) — 1 
D

6) ^  =  Y  i У'
D

B ) t/  =  Г  j  j / ^ l  +  ( X ,  ;/, f )  +  ( X ,  у ,  г ) -  l l  _f_

D

- b ]  о  (s) ( s , «) * :
L

[ “I  (^. y. t) +  {x, H, «)] dx dy +

+J* F{x,  y, t) и (x,y, t) dx dy.

T
Г) :/ = y

T — патяжеиие мембраны, L  — граница области D. s — точка кривой L, ds — 
элемент длипы L,  o (s ) — коэффициент жесткости упругого крепления;

135. а ) patt  =  Гц **, О <  х  <  г, i >  О, 
ц(0, <) = ц(г, г) == О, t >  О, 
ц(а:, 0)  =  ф (х ) ,  В ( (х ,  0) =  t ( x ) ,  Q <  х  ■< 1\

б) putt =  Tuxx, О < х  < 1 ,  г >  О,
U i(0, t) =  ttx(i, 0 = 0 -  i >  О,
ц(а:, 0) =  ф (х ) ,  ц, (х, 0) =  ( i ) , О <С х С  I;

в )  patt  =  r u :c i ,  О <  а: <  г, t >  О,
Гггх(0, г) = - F ( 0 ,  Tux(l, i) =  Ф( 1 ), i >  О, 
u (x , 0) =  ф(1 ) ,  ц ,(х , 0) =  я1) (х ) , О <  X <  Z;

г) putt =  Угг:сх, О <  X <  г, t >  О,
r o i ( 0 ,  О — о,в  (О, 0 = 0 ,  Гц^(г, 0 + ^ 2 “ (г, 0 = 0 ,  « > о ,
и (х, 0) =  Ф (х), в ,(х , 0) =  1|)(х), О <  X <  г, 

где О) и 02 — коэффициенты жесткости упругого креплеппя концов струтл.1;
д) putt =  Tuxx +  f ( x ,  t),  О <  X <  г, г >  О,

и(0, О =  О, Tux(l,  t ) аи{1, t) — О, f >  О, 
а (х , 0 ) = ф ( х ) ,  и ,(х , 0) =  ф (х), О <  X <  г,

о — коэффициент жесткости упругого креплеппя;
е) putt — Tuxx +  F { t )6 ( x  — хо),  О <  X <  г, t >  О, 

и(0, t) =  и(1, 0 = 0 ,  « >  О,
ц (х ,  0)  t=  ф (х ) ,  В( (х, 0)  =  ifi(x) , О С  X С  I.

Здесь и ниже б (х — |) — б-фупкция Дирака (см. гл. V, § 3 );

ш) р (* )  +  2  т - б ( х  — X.)
4 = 1

“и О <  X <  г, «> о,
о — aiu(0, о =0, о + 02U(Z, о = о, « > О,

в ( х ,  0 )  . =  ф ( 1 ) ,  в , ( х ,  0 )  =  i f ( x ) ,  0 < I < Z ,

(Ti л 02  — коэффициенты жесткости упругого крепления концов струпы.
136. а) att =  а^Да, (х , р) е  D, t >  О, г= Г/р ,

0 (1, л ,  t) = . О, (е, у )  е Ь ,  t >  О,
в ( х ,  у ,  0 )  - = ф ( а : ,  I/ ), в , ( х ,  у ,  0 )  у ) ,  ( х ,  у )  е  Z);
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б) utt =  а-Ли, (х, !/) ^  D, « >  О, а- =  Tip,
ди (х , V, О
------ ^ ------ =  О, (х , у) е  L ,  t > 0 ,  V — внешняя пормаль к L,

и{х,  у, 0 ) = ф ( х ,  у),  В ({х , !/, 0 ) у),  (2 ,̂ у)  е £ ) ;
в) В(( =  (1^Дц, { x , y ) s D ,  i  >  О, в  ̂ =  2’/р,

«)- (-Г, y ) ^ L ,  t > 0 ,
V — впсшпяя нормаль к i ,

ц (х, I/, 0 ) = ф ( х ,  у),  к ,(х , ;/, 0 ) = i l ) ( x ,  ?/), (х , г/) е  Д;
г) Utt =  а-Аи, ( x , y ) ^ D ,  t >  О, == Tip,

ди (х, I/, i)
Т ------ ----------+ a t i ( x ,  !/, t) = 0 ,  ( x , y ) ^ L ,  f > 0 ,

а (г ,  I/, 0) == ф(х, у),  щ(х ,  у, 0) =  яр (а:, у),  (х, у) е  О,
V — впешняя пормаль к  L,  о — коэффициент жесткостп упругого крепления 
края мембраны;

р) û l =  а ^ А и + J  F  {х, y , t ) ,  { x , y ) ^ D ,  t > 0 ,  a  ̂ =  Tlp,  
u(x,  у, t) =  0 , (x, y) s  L, J >  0 ,
u(x,  y, 0 ) = ф ( х ,  у),  Ut(x, у, 0 ) = i| )(x , у),  (x, у)  e £ ) ;

e) u ,, =  а^Дц — au, ( x . y ) ^ D ,  t > Q ,  =  Г /р , a  =  p/p, 
u(x,  y, t) — 0 , (x, y) ^ L ,  f >  0 ,
h (x , y, 0 ) = ф ( х ,  у), ut(x,  у, 0 ) ?/), {x, y) е Д

где ji — коэффициент пропорциональности в выражении силы сопротивле
ния среды: —рц;

гк) [р +  т б ( х  — хо, у — г/о)]и1» =  ТАи, (х, у) ^ D ,  г >  О,
“ (ж, ! / , « ) =  О, { х , у ) е Ь ,
ч{х,  у, 0 ) = ф ( х ,  у),  щ(х ,  у, 0 ) = i t ) ( z ,  у),  (х , у) е £ > .

137. а) utt =  a^4xx, О <  х а  I, t >  О, а ‘ =  Е1р,
Ux(0, t) =  Ux(l, 0 = 0 -  * >  О,
ц (х, 0) =  ф (х), в, (х, 0) =  т1)(х), О С. X С  I;

б) Utt == О < х  < 1 ,  « >  О, =  Ejp,

u^{0 , t )==  — - ^ F { t ) ,  в^(г, i) =  ^ Ф ( г ) ,  t > o ,  

ц (х ,  0 ) = ф ( х ) ,  U ,(х, 0)  =  О С  X С  I;
в) Utt =  a^uxx, О <  X <  I, г >  О, =  Е/р,

S £ a x (0 , г) — о ,ц (0 , г) =  О, SEux{l ,  t) +  aju(Z, t) = 0 ,  t >  0, 
a (x , 0 ) = ф ( х ) ,  u ,(x , 0 ) =  1()(х ), 0  <  X <  г, 

где ai и 02  — коэффициенты жесткости упругого крепления концов;
г) Utt =  a^Uxx, О <  X <  г, г >  О, — Е/р,  

ait((0 , t) +  SEux{0, t) =  О, и {I, г) =  О, t >  О, 
в ( х ,  0)  =  ф (х ) ,  и , (х ,  0)  =  1|)(х), О <  X <  г,

где а  — коэффициент пронорциопалыюстп в выражении силы сопротивле
ния — a u /(0 , t), действующей на конец х =  0 ;

А) Utt =  a^u^^ +  — F ( x ,  t), 0 < х < г ,  t > 0 ,  =  Е /р ,  
в (О, t) «= и(/, t) 1=  О, f >  О, 
в (х , 0 ) = ф ( х ) ,  в ,(х , 0 ) =  il>(x), 0 < ж < 1; 

е) Utt •= а^и^х — au(, О <  х <  /, f >  О, о* — Е /р, 
в (0 , «) =  a { l , t ) = v { t ) ,  О  О,
в (х , 0 ) ■= ф (х), и ,(х , 0) =  ili(x), О <  X <  2, ~

10 л, в . Бицадзе, Д. Ф. Калпнпчепко 1^5



где а  — хюэффициепт пропорциональности в выран;ении силы сопротивле
ния отклопепию —au t, действующей на единицу массы;

ж ) цц — a^Uxx, О <  X < / ,  Z >  О, а  ̂=  Е1р, 
и (О, t) = 0 ,  —SEux(l ,  t) =  mutt(l,  t), t >  0, 
u{x, 0) — ((‘(x),  U( (a-, 0 ) =  1|з(о:), 0 < a : < Z ,  0  <  x  <  I.

138. a)
£ a rr ( R - r )  1 

■ 7 - ^ 1  '--I- — Urj ,

0 <  X <  I, i >  0, 
u (0 , t) — и (I, t) = 0 ,  t >  0 ,

u (x, 0 ) =  ф (х), u,(x,  0 ) =  0  <  a: <  /;

6) р5г/,( =  £ - ^ (5 и ^ ) ,  O c x d ,  t > 0 ,

S{0)Eux{0,  t) — au(0,  i) =  0 , Eux{l,  i) =  F ( i ) ,  i >  0 , 
u(x, 0 ) = ф ( г ) ,  u,(x, 0) =  0 <  г  < /,

<s — 1;оэффищиеит жесткости упругого иреплепия.

lu {х, t), — o o < i < 0 , 
u ( x , t )  =  \

К  (a:, t),
получим задачи:139. Обозначив ,

0 < ж <  oo,
а) piUitt ==Е^Щхх, — о о < х < 0 , f > 0 , 

p2B2t( =  EiU2xx, О <  X <  00, г >  О,
u ,(0 , О =  “ 2(-0, О, EiUtxlfi, t) =E2<J-2x{0, t), t > 0 ,  
u{x,  0) =  (f (x),  H((x, 0 ) =  I|3(x ) ,  — 00 <  X <  00;

б) PiUk, =£iK|xx, —00 <  X <  0, « > 0 ,
P2U2K =  E2U2XX, 0 <  X <  00, f  >  0,

“ i(o, <) =  “ 2(0, <). 0 0 ,
(0 +  0, t )  — S E i U i x i H  —  O, t ) — m u i i i ( 0 ,  t ) = m u 2i ( {0, t ) ,  

u {x , 0 ) = ф ( х ) ,  U ((x , 0 ) =  i f ( x ) ,  — 00 <  X <  00.

140. a )  Vx +  Lii =  0, ix +  Cvt = 0 ,  0 <  x <  I, t >  0,
v ( Q , t ) — E(t) ,  v{l ,  t) = 0 ,  t >  0 ,
t ;{x ,  0)  =  tC a :) ,  t (x ,  0 ) = ф ( х ) ,  0 <  x  <  I;

или
Vxx =  C L v i t ,  0 <  X <  ;, f >  0,
v(0, t) = . E ( t ) ,  t > 0 ,
l’ (t, 0) =  il)(x.), Ci;((x, 0) =  —ф'(х), 0 <  X < /;

ixx =  CLitty 0  <C X 'C  /, t ^  0 ,
j.fO, 0  =  - C E ' { i ) ,  ix(I, 0  =  0, t >  0,
i(x ,  0 ) = ф ( х ) ,  £ г , (х ,  0) = — i|)'(i), 0 < x < Z ;

6 ) Vx +  Lit =  0, ix +  Cvi  K= 0, 0 <  X <  г, t >  0,
i;(0, t) +  Ло;(0, t) =  0, CoV,{l, t) - i ( l ,  t ) = 0 ,  t >  0, 
i(x ,  0 ) = ф ( х ) ,  i;(x, 0) =  if(x ) ;

Vxx^CLvit, 0 <  X <  г, « > 0 ,
Lv,{0,  t ) - R o O x ( 0 ,  t) = 0 ,  CoLvt,(l, t ) +  Vx{l, t) = .0 ,  t >  0, 

у (x ,  0) == ij) ( x ) ,  (x ,  0)  =  — Ф ' (x) ,  0 < х < г ;
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=  CLi,t,  0 < x  <  I, i > 0 , 
i:c(0, t)-CRoit(0,  0 = 0 ,  Coi (̂l, t) +  Ci(l, t) =  0, t >  0,

£ (:c, 0 ) =  Ф (a:), ij (x , 0 ) =  - 0  <  .r <  J.

B )  v x  +  L i ,  = 0 ,  «X +  Ci>,  =  0 ,  0  <  I  <  /, t  >  0 ,

p(0, t) +  UU (0, t) =  0, v{l, t) -  Lit, (I, t) =  E { t ) ,  t >  0, 
i(x , 0 ) = ф ( х ) ,  0) =  г|з(ж), О <  a: <  г;

vyx =  CLv„,  0 <  X < 1 ,  t >  0,
Loi’xiO, t ) - L i ^ ( 0 ,  0 = 0 ,  L,vx(l ,  0 + ^ y ( « ,  l ) = L E { t ) ,  f > 0 ,

«(Ж, 0) = 1р (1 ) ,  г , ( т ,  0) =  — - ^ Ф '( а ;) ,  О <  i  <  

ixx =  CLUu O C x d ,  f >  0,

( 0 , 0 - « * ( 0 , 0  =  0, =  E' { t ) ,  t > 0 ,

e (x , 0 ) =  ф (х ), i ( (x , 0 ) =  — (0 , 0 < л : < г .

г) Vx +  Lit  = 0 , ix +  Cvt — 0, 0  <  X <  г, t >  0,
CoU<(0 , 0 + « ( 0 , 0  = 0 , v{l, t ) — Roi(l, t ) = E { t ) ,  « > 0 ,  
i;(z , 0 ) =  г[)(х), i ( i ,  0 ) = ф ( 1 ) ,  0  <  ж <  Z;

Ух* =  0  <  л; <  г, t >  О,
LCoVttiO, О -  1>х(0, t) =  О, Lv ,( l ,  О +  До! :̂с(г, О =  £ ' ( 0 .  г >  о, 

I) (ж, 0 ) =  t  {^-). i^ j(x,0 ) =  — - ^ ф '( а : ) ,  0 < г < г ;

£хх =  CEittj О <С /,  ̂ ^  о,
Согх(0 , t ) - C i ( 0 ,  0 = 0 ,  £х(г, О +  с а д  (г, 0 = S ' ( 0 ,  t > 0 ,  

г (о;,0) =  ф (х ), г^ (х ,0) =  — (х) ,  О <  х  <  Z;

Д) Vx +  Лг, = 0 , «X +  Си, =  О, О <  Z <  г, « >  О,
£oii(0, I) Ч -г (0 , О = ^ ( 0 ,  t ) - v { l ,  t) = 0 ,  t > Q ,
i ( i ,  0 ) = ф ( х ) ,  i;(x, 0 ) = i| )(a :), 0  <  x  <

Vxx =  CLvit, 0 <  X <  г, « > 0 ,
/̂ o<̂ x(o, 0 -^ ^ (O , 0  = - i £ ( 0 ,  ijyx(Z, 0 0  = 0, t > o ,

1
y (x ,  0 ) =  i|)(x), (x , 0 ) =  — - ^ ф ' (x ), 0 < х < г ;  

i x x ^ C L U t ,  0 < x < i ,  t > 0 ,

A o « „ (o , 0 - « x ( 0 , 0  = с я ' ( 0 , С£^г„(г, 0 +  «х(г, 0  = 0 , t > o ,

г (х , 0) =  ф (х ), « j(x , 0) =  — - ^ г р '( х ) ,  О <  х  < / .

141. а) Vx +  Eit +  /?г =  О, /х +  Cvt +  Gi> =  О, О <  х  <  г, t  >  О,
1̂ (0 , О +  До«(0, О = 0 ,  v(l, t ) — R,i(l ,  t) = E ( t ) ,  t > 0 ,  
i(x , 0) =  ф (х), v{x,  0) =  ■ф(х), 0 <  X <  Z;

ИЛП

Vxx ^  CLvti {CR -f- GL)vi  -|- GRv^ 0 -<̂  x  <C t ^  0,
RoVx(0, 0  — i f ( ( 0 , 0  — Rv(0,  0  = 0 ,
Д(1;х(г, t ) + L v t { l ,  t ) + R v { l ,  t) = L E ' { t ) + R E { t ) ,  t >  0, 
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1 G
у (г , 0 ) =  г|: (a:), (.г, 0 ) =  — ф' ( г )  — i|; ( i ) ,  О с  х < 1 ;  

ixx =  CLitt +  {CR +  GL) it G/?i, 0 <i x <C I, t >  0,
ix(0, t )  — C R o i t i O ,  t )  — Gi?oi(0, <) =  0,

ix{l, t) + C R i i t { l ,  t) +  GRii(l,  t) =  - C E ' ( i )  - C E { 1 ) ,  t >  0,

i { x , 0 )  =  (p (x), i^(x,0) =  (x) (p{x),  0 < 1 < г ;
6 ) Vx +  Lit +  Ri  =  Q, ix +  Cvt +  Gf =  0, 0 С  x <  I, f >  0,

y(0, t ) + L o i t ( i ) ,  t ) + R o i { 0 ,  0 = 0 ,  v{I, t ) ~ L i i t { l .  t ) = E ( t ) ,
t >  0 ,

i{x,  0 ) =  ф (х), L'(x, 0 ) =  0 <C X <C I.
Для определения тока i(x,  t) монаю поставить задачу:

ixx =  CLitt "Ь {GR -j- GL')it -j- GRi  ̂ 0 <C x  <C i 0 ,
CL,i,t(fi,  t) +  ( C R a +  GL^)it(0, t) -  i,:(0, t) +  GR^i(Q, t) = 0 ,  t >  0, 

CL,itt (I, t) +  GLiit (I, t) +  ix (I, t) +  CE'[t) +  GE{t)  = 0 ,  г >  0,

} ( 1 , 0 ) =  ф (х ), (г , 0 .) =  — [ ф '( x ) - 1- Лф (a:)], 0 < a : < L

du, <y d f dii\
142. =  0 < . < ^ ,

Ux{Q, t) = U x ( l ,  t) = 0 ,  « > 0 ,
и (a:, 0 ) =  Ф (ж ), 0 <  X <  Z;

' > 0 -  ‘*‘ = ф -

0 О ^ < / .  « > 0 ,  a - =  

1 1

в)

«^(0, г) =  - Щ о ) ? ( г ) .  “* (г. < )= = щ ту «?(«). « > 0 .  
ц (х ,  0) =  ф(а:), О <  I  <  Z;

д и  „ д  I  д и \  •> к
=  0 < х < / ,  t > 0 , а -  =  — ,

Их (О, О —  * 1  [и (О, t) — x{t)]  =  О,

их(г, О+/»2[и(/, О - 0 ( 0 ]  = 0 ,  « > о ,
h i  =  K i l k ,  t = 1 . 2 .
и(х,  0) =  ф(о:), О <  г  <  г, 

где y.i — коэффициенты внешней теплопроводности при теплообмене па 
концах;

ди, д ди к
, О < х с 1 ,  г >  О, а-  =  

ц(0, г ) =  Ц(*), kS(l )ux{ l ,  t) +  cmut(l ,  t) = 0 ,  t >  О, 
u{x,  0) ( f (x) ,  0 <  X <  I;

au a о / oii\ „ к
0 < . < г ,  t > 0 ,  a- =  - ,  

kS  (0) Ux (0, t) — с mat  (0, 0 = 0 ,  £ >  0, 
kS( l )ux( l ,  t) +  cmut{l ,  t) =  q{t) ,  < >  0 , 

u(x,  0 ) (p (x), 0 < x < l .
du f ^ о ^

‘5 ^  =  “ ^ ( ‘5 ^ ) ’ ‘ > 0 ’ ““ =  ф>
kS{Q)ux(Q, t) - Q u t { 0 ,  t) = 0 ,  kS(l)Ux{l,  t) = q { t ) ,  i > 0 ,  
и {x. 0) =  Ф (a :), 0 <C X <  I;

d u  0  _ d n \  Ч ^

cp'
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k S (U) Ux (0, t) — c m u t  (0, t) = 0 ,  i >  0, 
k S { l )U : , { l ,  t) +  Q u , { l ,  t) = 0 ,  J >  0, 
u(a:, 0 ) =  ф (г), 0 <.  x <  I.

Ut3. a) ut =  a^Uxx, 0 <  x  С  I. i >  0, _  aJ)/c, 
u(0, t) =  n(t), Их(̂ , t) =  0, t >  0, 
u{x,  0) =  fp(z), 0 <  X <  I, 

a  — коэффициент пористости сечения, равный отношению площади пор в 
данном сечении к площади этого сечения;

б) Ut =  a^Uix, О <  X d ,  t >  О, «  ̂=  aD /c,

« * (0 ,t )  =  - ^ 9 ( i ) ,  + =0 ,  t > 0 ,

u(x, 0) =  (p(x), 0 <  X <  I, 
где a  — коэффициент пористости сечения, равный отношению площади тшр 
и данном сечении к площади этого сечения, а d — коэффициент (внешней) 
диффузии через пористую перегородку.

к хо XCI в/̂ 71
144. а) и ,=  — 0 < х < 1 ,  t > 0 ,

k S u x (0 ,  t ) — Cu,(d, t ) ,  — k S u x { l ,  l ) = Q u t { l ,  t ) ,  i  >  0, 
u(x,  0 ) =  ф (г), 0 a  X <:  I, 

t> — коэффициент пропорциональности в формуле q =  ^PRAx,  выражающе11 
количество тепла, выделяемое током в единицу времени в элементе прово
да (х, х  + Д х ) ;

б) =  +  0 < х < г ,  / > 0 ,
kSux{0,  t) ==Си,(0, t), —k S - U x ( l , t ) = Q u t ( l , t ) ,  t >  О, 
u{x,  0 ) =  ф (х), О <C X •< I;

A a x<j хст „
«) =  о < х < г ,  t > o ,

kSux{0,  t) = C u i { 0 ,  t), —kSux{l ,  t ) — Qut(l, t), t >  0, 
u (i ,  0 ) = ф ( х ) ,  0 < х < / ,  

a  — коэффициент пропорциональности в форму,ле q =  autSAx,  выражающей 
количество тепла, поглощенного объемом SAx элемента стержня (х , х  +  Д х).

145. а) =  0 < х < г ,  f >  О,

u^{ l , t )  +  -^\u ( , l , t ) — v ( m  =  0,  t > 0 ,
u (x , 0 ) = ф ( х ) ,  О <  ! ' <  г,

Y — коэффициент пропорциональности при распаде, d  — коэффициент внеш
ней диффузии (через пористую перегородку);

б) +  у и щ ~  ^ [ и  — V ( t )] , О <  X <  г, г >  О,

“* (О- О — ^  [и (0. t) — v (0 1  =  О,

+ = <>о.
и (х, 0 ) = ф ( х ) ,  О <  х <  I,

■у — коэффициент пропорцпопальпости при разипожепии (коэффициент
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размножения), d — коэффициент внешней диффузии (через пористую пере
городку).

146. а) =  а'Ат-м — Рк, О ^  г <  Л , г > 0 ,  Р ”
ди {R, t)

=  О, г >  О, 

ц (г, 0) =  Г, О ^  7- <  Д,
д^и 2 ди \ д [  „ д и \  

где А^и =  "Г V  ^  “  ”2" ^  ^  ) — радиальная часть оператора Лап

ласа в сферической системе координат, а  — коэффициент поглощения тепла;

б) u^=--a^^^u-]r■~, 0 < г < Л ,  а " = ~ ,  
ди (R.t)

к — ^ — + а и ( Л , г ) = 0 , г > 0 , 
и(г, 0) =  Г, О ^  г <  Я,

1 д [  „д и\
гдеД,.м =  - j - ^ l r  ^ 1  — радиальная часть оператора Лапласа в сфериче

ской системе координат, а  — коэффициент внешней теплопроводности (теп
лообмена).

147. а ) khu  — +  ^  =  О, О г <  го, О <  z <  /г, г >  О,
ди (г

ц ( г ,  0 )  =  U ( г ,  Л) == о ,  0 < Г < Г | ^ ,  ------L S - Z ^ O ,  0 < z < / t ,

f  — коэффициент распада газа;
б) кАи — +  <? =  О, О ^  г <  Го, О <  2 <  /I, г >  О,

ди (г, 0 ) ди (г, h)
D — Yz-----—  d u (r , 0 ) = 0 ,  D -------------- -1 -d£t (г, й) =  О,

0 ^ г < г о ,  ц(го, z ) = 0 ,  О <  Z <  fe, 
где d — коэффициент внешней диффузии (обмена), ^ — коэффициент рас
пада газа.

150. (г , у) =  const есть семейство линий тока.
151. б) / ( i ,  у) пропорциональна силе, действующей в точках {х, у) 

в направлении, ортогональном плоскости покоя мембраны.

Г л а в а  II

152. Как известно из курса анализа, при переходе от декартовых орто
гональных координат Хи •••, Хп к произвольным криволинейным координа
там уи . . . ,  уп вырал;ение

i= l
преобразуется по формуле

a„ =  _ L  У

где g =  dot Iljiftll, Gf‘ =  СЧ — алгебраическое дополнение элемента
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gift (или gki)  li det a

dX‘ dx.

J=1 1 «

причем, когда координаты j/i, . . . ,  уп ортогональны, gju =  О, /  =5̂  к.

где

g =  (х̂ У̂  -  -  7  «  +

== g-  ̂ =  - j  {x^x^ Ч- y^y^), г -2 =  J  (x| H- y l) ;

1 d ( du\ 1 d-u
г йг1̂ ' drj 

i  d f  du\ i d^u
") ^“ =  T 7 r r ( '- 5 7 ) + ; j^ :=

I d f  2^’̂ \ , 1  ̂ ( ■
=  7- 5-r ( '  5f J +  ,-5— « s )

d̂ u
d?'

Д) Дц =  

+  l l

/ ( £ - - i ) ( i - T i 2 )  j a
gT,

du

I  d 1  / " — 1  du 
|/ 1 — dl

_| 1 djji.. 
T~ s i n ^ y  d < f~  

+

/ Й ĉ T) с#ф
1 Эи

In / ( g ^ _ l ) ( l _ r r )  5'l>j

153. a) Гармоническая; 6 ) гармоническая; в) гармоническая; г) гармо
ническая; д) нет; е) гармоническая; ж ) нет; з) гармоническая; и) гармо
ническая. Непосредственные вычисления громоздкие. Следует учесть, что 
по гармонической функции и — u (x i, x j ) ,  приняв ее за R e f (z ) ,  z =  xi ixo, 
.можно построить функцию ^(xi, z 2) =  ln i /(z )  некоторой аналитической 
фуыиции f { z ) = u  +  iv. Условия Кош и— Римапа для нее имеют вид
да  dv ди dv ди dv

7 7  ^ Ъ ^ ' д х ' ^ ^ д ^ '  Очевидно, функция аналитична

ди ди
и В силу условий Коши— Римапа принимает вид w (z) — Аиа- 

литичыа также и функция

ди ди
1 1 дГ^'^^дх^

w(z) ди ди (ди \'•i
дх.\ И

~г
ди \2 'ии V'

[ Щ )
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деиствптельпая часть которой

Ои
дх̂

[ d x j  ‘

du
дх„

-  гармонична; к) гармониче

ская; л) нет.
154. а ) к — —3; (j) к —  — 2; в) fe =  ±2 i ,  при этом ch кх^ =  cos 2хг;

г) к =  ± 3 ;  д) к =  О, к =  п — 2 при п >  2.
155. Так как А|а:Р~" =  О при ж =5̂  О, то

г = 1 -
Ох,

 ̂ а; 1
где Д =  ^   ̂^ ] Т ] 2  ’ 1 ^ 1 =  lY j*  Sj =  Учитывая гармоптгчпость

г=1 ^
функции и (| ) п равенства

гф1 гф1

у  ^  ^  j _ y  =
5̂ ^ сУи.-. d x ^ d x i ^  д х . д х .

ig tij

=  -  2 (1 ? I' -  2^f )  I j h  -  2 (  11 Г- -  2|]) -I-

-b ^hlj  i l  S? =  -  I i  I' +  S  ii  =  0.
г = 1

лолучаем

9 V  ^ | e i n - 2 ^M(e) _ o  V  d I > ,n- 2  du (I) d l ,  d l ,  _

i=l

=  2 1 5 1 4 2 ^ 1 5 , n - 2 £ | ® _ 2 ( n - 2 )  l i r  2

^ | M * y  £!l‘ +  у  ? ! L i !

/
- i  ^ V  5 V  ^

Oxj l l x f j
Хф7
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_  V - 6 1 1 1 = ? ^ .  +  8 | f -1- 2  ( 8 1  j l ?  -  2  1 g
i= l
i¥=i

=  2 (2 - n ) l i r - | j l 4 -| - .

Следовательно, Д у(г) = 0 .
156. Могут.
157. у =  x.
158. Функция и - cos X sh у стрел1ится к — оо при удалении точки {х, у) 

в бескопечыость вдоль той части ее линии уровия sin х ch  у =  —1 , каса
тельная к которой в точке (—я /2 , 0 ) имеет угол па1;лоиа к оси х, равный 
5л/4. На этой части м п и и  уровня sin а: ch г/ =  — 1 координата у убывает от 
-}-оо до — оо при убывании координаты х  от —л до 0 .

159. Вша, =  1/2 в тотаах (VV2, 1/V2), ( - l / R  - i / П ) ;  Umm = - 1 / 2  в 
точках (-1 /V 2 , 1/У2), (1/1/2 , - 1 / Г 2 ) .

160. Umai =  4 В  точках (— 2, 0 ) , (2, 0 ) ;  Umin =  —9 в точках (О, — 3 ), 
(О, 3 ).

161. Пусть в точке x ^ D  функция ю{х)  имеет относительный отрица-
п

тельный миннмум. Тогда п этой точке =  О, i — 1, . . . ,  п, 2  ^

п
X  Так как квадратичную форму ^  “ точке х  можно

i , h = l  '  '
п  п  п

представить в впдо 2  =  2  ^о гг.- =  2
i .h=l  i.*= i ‘ 

n n
и, стало быть, Ди» =• 2 “’.х х - “  2  противоречит условию

1=1 '
Лш С  0. Аналогично доказывается и вторая часть утверл:дения.

ди _  _  _
162. В задаче 159: ^  =  1 в точках максимума (1/У2, 1/}'2), (— 1/1'2 ,

_  ди _  _  _  _
—1/V 2); — 1 в  точках минимума (— 1/Т2, 1/1'2 ) ,  (1/У2, — 1/Т'2). В зада-

да  ди
4 9  160: ^  в точках максимума (2 , 0 ) , (— 2 , 0 ) ;  — 6  в точках ми

нимума (О, 3 ), (О, — 3).
163. На внутренней нормали к 5  в точке уо минимума гармонической 

в области D функции а(х)  выберем точку х*  е  D так, чтобы замкнутый 
inap dx\\x — 1 * 1  ^  11* — о̂| имел единственную общую точку уо е  6’. 
Пусть замкнутый шар di: |г — i/o| р <  ja:* — j/o| не содержит точку х*.  
Пересечение замкнутых шаров d, и dj обозначим через d  и введем в рас
смотрение функцию

v(.x)

где 1  — пока произвольная положительная постоянная. В силу принципа 
экстремума а(х)  — в(уо) > 0  всюду в D. Выберем постоянную Я, >  О так, 
чтобы на границе области d  имело место неравенство — Xv{x)  ^
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^ и { х )  — и(уо).  Ввиду того, что

Д [и (х) -  и (Уд) -1- Аг; (а̂ )] =  2Ху {п -  2^ I х  -  х*  Р)

за счет подбора j  всегда можно считать, что Д[гг(х) — и(цо) + Я у ( х ) ]  <  0. 
Поэтому (см. задачу 161) перавепство и(х)  — и(уо) ^ —}.v(x)  справедливо 

в замкнутой области d. Отсюда следует, что для производпо1г к (х ) по внеш
ней нормали V к 5  в точке уо е  5  имеет место неравенство

ди
dv < - 2 X v | ^ * - y J e

Аналогично доказывается вторая часть утверждения.
164. ф(г) аналитична, поскольку ее действительная U(x, у ) = П х  к 

мнимая V(x, y ) = —uy части непрерывны вместе с их первыми произ
водными и удовлетворяют условиям Коши — Римана

U x V y  =  Ихх ”Ь  ^УУ =  о» ^ у  Л~ ^X  = =  ^ху ----  ^ ху  =  0 .

165. Действительная п(х,  у) и мнимая v{x, у) части аналитической 
функции /(z )  =  и{х,  у) + г у ( г ,  у)  связаны между собой уравнениями Ко
ши — Римана Ux — V y =  О, Иу +  г;х =  0. Поэтому выражение dv =  Vxdx-\- 
-h Vy dy — — Uy dx  -)- Ux dy является полным дифференциалом, так как

(!/j/)i, = Д “ =  0 . Следовательно, криволинейный интеграл J " ==

-Uydx~\- u^dy от произвольной фиксированной точки (хо, т/о) до пере
менной точки (х, у) в односвязной области D не зависит от пути. В качест
ве пути интегрирования можно брать, например, прямолппе1Шые отрезки, 
соединяющие точки (хо, г/о), (х, уо) и (х, г/о), (®, у) и лежащие в области D, 
или ступенчатую ломаную с конечным числом звеньев, соединяющую точки 
(л̂ о, г/о), (х, у).  В рассматриваемом случае

/  (s) =  ж® — Зху^ -
л «/

j  dxy^dx - 1-  J 3 (i® — y~) dy

■ 3xy^ -I- i (3x-y — y )̂ +  i (  — -L уЗ -\ c ) .

где — Зхдг/д "Г y  ̂ С — произвольная действительная постоянная.

166. /  (z) =  sin у —  ie  ̂cos у +  i{e^'> cos у̂  с ) .
167. /(г) =  sin I  ch г/ +  г cos д: sh г/ i (—cos Xq sh уо +  С).

168. а) V (х,  у) =  - | -  {х*  -Ь /  — бг'^г/ )̂ +  С;
б) v{x,  у) — еУ cos х +  С:
в) v(x,  у) — —ch X cos у +  С;
г) Е?(х, г/) =  sh X sin г/4 - С;
д) v{x,  у) = c h x  sin у +  С;
е) v(x,  у) — — sh х  cos у +  С.

169. а) а {х ,  у) — х^у — ху^ +  Су Со;
б) гг (я, у) — е* sin у -{■Сх +  Со:
в) и{х,  у) — sin у +  Су +  Со;
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3  2  2
0 У У —  ^

г) и {х, у) =  х-у — —  +  ху +  ------ 2 -------+  +  ^ 0»

1 ,  „ /
д) и { х , у ) =  —  х~у~ху^-\-  —  — —  -]гСу-\-С^.

170. а) и =  уе^ cos z — у'̂  +  g{x,  z), 
где g{x, z) — произвольная гармоническая функция;

б) ц =  ch а: cos 2 +  ух  ̂— у ^ +  g(x,  у),  
где g{x,  у) — произвольная гармоническая функция;

XZ
в) и =  xy-z — -I- 3x2^ — X̂  +  XZ-{-g {х, у), 

где g{x, у) — произвольная гармоническая функция;
г) u — x ze^ cos y  — yze^ sin у +  ẑ  — x''‘ -\-g(x, у),  

где g{x,  у) — произвольная гармоническая функция.

х* + у *  3 ,  ,
171. а) V (х, у) = ------ -------- — —  г  Г  +  СцХ +  С̂ \

б) V (х, у) =  — е  ̂ sin X +  С'дУ +  С̂ \
в) и (х,  J/) =  — ch а: sin г/ +  С^у +  С^;
г) V (х,  г/) =  — с 1г л: cos г/ +  С^х - 1-  С ;̂

2  3
X I/ X

д) V { x , y ) = ^  +  —  + C „ x + C ^ .

Со, Cl — произвольные де11ствительные постоянные.
172. Гармоническая в области D функция и{х,  у) аналитична в этой 

области, т. е. в некоторой окрестности каждой точки (го, Уо) е  D она раз- 
.чагается в ряд по степеням х  — хо и у — уо. Поэтому можно считать, что 
функция и{х, у) аналитически продолжается для комплексных значени11 

X а  у. Для де1ютвителы1ых х, у имеем

/(z ) =  и{х,  у) +  iv{x, у),  J { z )  =  и(х,  у) — iv(x,  у),
Т. е.

/ ( z ) = 2 a (z , г / ) - / ( f ) .

Если п этом равенстве считать х  и у комплексными, величины z =  х +  iy,
Z +  Z Z —  Z

Z — X — iy уже НС будут сопряженными и, так как х  =  — ^ — > У ~ — 2J~'  ™

(  Z Z Z —
/  (z) =  2и J  -  /  © ,

отиуда при 2 =  20 получаем формулу Гурса

/  Z +  Z „ 2  —  \

1 (Z) =  2и -----— , — ^  j  -  “  (^0 ’ Уо) +

где C =  I m /(z o )— произвольная действительная постоянная. Требуемое ра- 
ьенство получается, когда zo =  0 .

173. (165); / ( z ) = z 3 + i C ;  (166): /(z )  =  — Se‘ +  «(1 +  С ); (167): / (z )  =  
=  sin z +  iC.

n
174. u (Ж) =  ^  a  .Xj.

i= l
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177. и(х, у) — R e / (z ) ,  где функция /(z )  — аналитическая в круге jz] 
С  Н. Следовательно, в этом круге

оо оо
/(ft) (0) 1 V

и (,г, у) =  Re Л  -L— -----\  cos А:ф +  sin А:ф),
fe = 0  f t= o

y(h) (0) 1 (0)
где A-! к] ,̂/t ■ =  “ft -  ''’ft-

178. u(x,  j / ) = R e / ( z ) ,  где функция / ( z ) — аиалптичесьая вне круга 
i z I 1 Гоэтолу вне указанного круга

,  <„ й = „о 2  ^  -  и .  2  (“. + ‘М  ~
fe=-0 fe=0

=  ^  г COS А:ср -j- b^sin /Сф).
к=о

179. Так как
п—1

i~l

оо

h=0
оо

п '

Г '2h-2

(2 Й - 2 )! ■

— 'Л—  лЛ+1т_1 ------а---------  \'‘ + i v
(2/с)1 ^  1)!

(2 А ;-  1)!
-

1{=0 (2Л)!

то Дв =  0.
180. В результате замены у* =  ^*/y|a* |, f e = l ,  . . . ,  «, получаем

п
2  =  ±  2  =  ° ’ откуда следует, что ................. . х „ )  =

== v(x,/yj^, . . . ,  a;„/V|a„|).
181. Справедливость утверждения следует из того, что в результате за -  

лены искомой функции и =  е^*+>*!'у(х, i/) рассматриваемое уравнение пере
ходит в уравнение Ли =  0 .

182. При X у имеем

=  — 1^ — Г " — 'г1х — !/ Г ’‘-^ (х . — !/.)-,

Следовательно,

ЛЕ =  - и 1 х - ! / Г " - п 1 х - ! , Г " - ^  V  =
i= l

=  — п I X  —  If г ”  —  п I X  —  I/1 ~ ”  =  о ,

183. Поскольку E (x , у) является функцией только расстояния 
]х — у\ =  г, то, пользуясь записью уравнения Лапласа в сферических ко
ординатах с началом в точке х =  у, находим, что при г ф О  Е(г)  является
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dE \
рпшеппем обыкновенного дпфферепцпальпого уравпеппя j ~ 0 *

т. е. Я == C|т' -̂  ̂+  С| при ге> 2  и £  =  С 1а г  +  С, при п =  2 , где С и Ci —  

произвольные постоянные.

184. I iU — Л/ [• определепнго диполя для

точке М Ф  М\ М", Д/о имеем

его потенциала в

lim
л/'-М"1-о [\ЛГ" — М\ \М '— М\)

1 / 1 1 \
 ̂ |д/'-М"|^о \М' -  М" 11| i '/"  -  М , “  \М' - М \ ]  ^

О I
dv \М — М^\-

185. и(М)
т

- V Мй
yj __ у  I, где I Л/), — Л/1 — расстояние между точка51и

Л/й и Л/. 186. RC.
ft=i

187. и  ( х ,  у ,  Z) =

=  _L
4 л

’ r](t). ц(01 / [ Г  (O l"-f- lY (t)r~ + [r(t) l '-^

/  II  it) -  хГ- +  I’l (f) -  I/]" +  IS it) -

188. a) u{x, y) =  X +  xy;

6 ) a{x,  y) =.x^ — ŷ  +  2y +  R̂ .

Р е ш е н и е .  По формуле (2) задачи 177

оо

и (х, у) =  ^  (а^ cos кср -|- bj  ̂sin /сф). 
ft=o

Г. полярпоп системе координат, учитывая, что л; =  г cos ф, I/ =  г sin ф, 
имеем е(х,  i/) =  +  Л -cos 2ф +  2Д sin ф. Тогда краевое условие припи- 
.мает вид

00

V  е ’> (а^ cos /сф -г  sin йф) — +  н"  cos 2ф 2R  sin ф. 
h=o

С.равппвая коэффициенты при cos Дф и sin к(р в обеих частях этого равен
ства, получаем

йо =  R̂ , 02 =  1, bi =  2, oj =  оз = = . . . =  О, Ьо :0.

Следовательно, и (х, у) =  R  ̂+  cos 2ф +  2г sin ф =  ^  r^(cos^ ф — sin^ ф) 4-  
4 - 2 г sin ф =  Д2 +  ^  2 г/.

189. а) и {х, у) =  у +  2 ly .

Р е ш е н и е .  Пользуясь формулой (3) из задачи 178, как и при решении 
задачи 1886), краевое условие данной задачи запишем в полярной системе
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координат

2  л   ̂ ( “ h cos Д ф +  sin /. ф ) =  i ?  sin ф +  1 Г  sin 2 ф . 
k=0

сравнивая коэффициенты при cos Аф и sin /*ф в обеих частях этого равеН'* 
ства, получаем

ао =  а, =  02 =  . . .  =  о, 6 , =  Ь-2  =  R', Ьз = ,  64 =  . . .  =  0.

Следовательно, и ( i ,  j/) =  sin ф +  sin 2 ф =  у +  хц.

б) и (х, у) =  (ах  -{- by) +  с;

в) u ( i ,  =  {х" — , / ) -

д) “  J') =  ^  — Y  ( ^ )

е) и { х , у ) = ^ - ^  ( ! L j  {х  ̂-  у̂ ) +  (X + y )j

Ж) и {х,  J,) =  Л “ +  j  (а:® — у )̂ — {X — у).

2 __ „а
190. а) и (х, у) —------;-----  . Подобрав частное решение уравнения, свести

4
данную задачу i; задаче Дирихле для уравнения Лапласа,

G) и (х, у ) = - ^

в) и (х, у) =  — ~  ;

г) и (х ,у )  =  -^  ( /  +  х-у  — в" у  +  8);

д) u ( x , y )  =  r - - R - - i - l .
191. а) и{х, I/) == const при Л =  0. При А ^ О  задача поставлена не

правильно.
/? 7?

G) U (х , J/) =  — 2/^) п - const при A =  y - При задача
поставлена неправильно.

Воспользоваться формуло!! (2) из задачи 177.
в) и(х,  у) = 1  R ху +  const;

г) и ( х , у )  =  — : ^ ( х ^ ~ у ^ )  + coast  при В  =  При 

задача поставлена неправильно.

Д) и (з:, у) — (х" —  ^“) +  Лу +  const при В ^  А. При В ф А  
задача поставлена неправильно,
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192. a) и (x, y) =  ^  {x“ — !/“) -f- const при A = ' y .  При А ф - ^  задача

поставлена неправильно.
Воспользоваться формулой (3) из задачи 178.

Л® , AR^ Л“ R^
С) и (х.  у) =  ^  УУ" — х“) — у +  const при В  =  - у .  При В ф - ^

задача поставлена неправильно;

AR'̂  ,  .  о ,
в) и {Ху у) =  (х" — г/-) — —  ху  +  const

4г  ̂ г*
7Л ТХ Т1 iпрп в  — —;у-* При .В =7̂  —^  задача поставлена неправильно.

(i +  Л) /?̂  , о о.
г) и { х , у ) = ------- -----------  {у- — Х-) -h const при i? =  (Л — 1) Y  •

2
При в  Ф ( Л  —  •) —  задача поставлена неправильно.

193. а) и (г , ф) =  ^  sin (р +  const.

Рсшопие пщем по формуле (2) из задачи 177 в пидо

ОО
и ( г , ф ) -  cos Асф sin йф).

h=o
Тогда

ОО

и  (/?; ф) — и ( /?j ,  ф) - -  2  (“й со® '̂Ф +  ’̂Ф) =  Ф-
ft=i

Сравтпшая 1,'о;)([)фициснты при cos Лф и sin ^ф в обеих частях этого равен

ства, получаем ai =  «2 =  . . .  =  О, ~  и __]{' > ^4 Ь , ^ = . . . = 0 .  Иоятому

г
1

г
б) и (г, ф) =  COS ф 1- const;

г" COS 2ф -  1
п) и (г, ф) =  "Г « р »  — Y -  При —

2Л
НС выполнено условие J  /  (ф) йф =  0 .

о
г“ sin 2ф cos Зф

г) “ (/•, ф) =  +  const;

COS 2 ф „  . „  „  .
д) И (г, ф) =  А-̂ —̂ i p  const при В = —А. При В Ф  —А не выпол-

2Я
нено условие j  /(ф )й ф  =  0 .

О
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г sin ф 3r cos 2ф ,  „
с) « Ф) =  “  2 ( Д ^ - Д ^ )  ^ =  Y -  ^  =5̂

=̂̂ =̂ — не выполнено условие 1 /  (ф) сгф =  0 .
а

sill 2 ф
194. а) Ц (г , ф) =  .̂2 - г  const.

Решение ищем по форд1уле (3) из задачи 178 в виде
ОО

“ (г. ф) =  2  '■” * (“а cos А:ф -I- sin Аф).

ОО

Тогда м (Л , ф) — и (Л^, ф) = 2  У?~*) (а^ cos А:ф+й,  ̂sin k ( f )= 3  51п2ф.
h—l

Сравнивая коэффициенты при cos Лф и sin /гф в обеих частях этого равва- 
ства, нолучаем

зп-н;
“ 1 =  “2 = - - = « ’ 6  ̂ =  6 3 = . . . = 0 ,

ЗЛ'Л^ sin 2 ф
Поатому и (г, ф) ^ ^ 2  _  ^ 2  ̂ -̂2 +  % , % =  const.

5й■/^^cos2ф  5  5

3

G) и (г, ф) =  — . ,^ д 2 _  ^  У

2П
н е в ы п о л н е н о  у с л о в н о  j  / (cf-) dq’ — 0 ;

О

в) Задача не имеет решения, так г;ак ие выполнено условий
2Л
\ /  (ф) dtp =  0 ; 
и

/?Я| sin ф 3/?“/?  ̂cos 2ф

г ) « (г, ф) = -  Л) . + ^ = т -

2Л
При А  пе выполнено условие J  /  (ф) с/(р =  0;

о

ЛЛ| sin ф Л̂ Л ’̂ cos 5ф
д ) «('•, Ф) =  ^ ; _ л ) У  ( я [ = 7 ? р  +  '=““"*•

195. а) u ^ x - i - 2 y  +  z ( 2 x - y ^ )  -i- z>/3;
б)  и — хе»  COS z ;

в) ц =  х { х  +  !/) +  z(i/ — г) +  е* sin г;
г ) ц =  I  sin г/ cli S 4 - sh I cos 1/;
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д) и  =  г *  +  Z (2 х *  —  у) —  З.гг* —  2*  - f -  2 ;

е) U =  I I  +  cos 2х ch 2 z — sin Ъу ch 2 г.

‘" • f
196. а =  7- + ( а  — Г ) ----- 197. и =  Г Ч -6 С /1 п — .

In —  а
198. u =  f/ +  a r i n - ^ .

199. U =  яГ In г +  const при условии, что аТ =.  bU.  При аТ Ф  Ы)  задача 
ооставлеыа неираоальао.

b (U — hT)  In а (Г  +  hU) in - у
200. U =  Г +  ----------------- — . 201. и =  и + ------------------ -̂--- .

1 +  6/г In —  1 +  а/г In —

Ьи — аТ г Ъи — аТ  г
2 02 . и =  — ^  +  а Г 1 п - ^ .  203. « =  ^ ^  +  6 С / 1 п - .

ahh[

2

204. ц =
Л I a +  6 +  abh lu

Г г
h\x\—  —  In  —

205. u ^ T ------------------------- ,a a 
A ln-^----- in —

h e

206. a) в (a) = -----------------^

ft r
- f t J V I n  —r  ( t  +  fifeln —

n) и (a) = ------------------------ -------------------- ;
1 +  bfi l a  —  

b
r) u(a)  =  T — cU In — .

207 . a) « (a) = ---------------- ------------- , u (b) = ----------------- --------------i

a h
6 ) It (a) =  Г  +  cU In — , и [b) =  Г  +  cU In — .

Л h
r  In —  —  Г  In —

208. a) и (b) = ---------- --------------------5
in —a

1 1  A. B . Бицадзе, Д. Ф. Калиниченко 1 6 1



6 ) Ц (6) -  г  -  aU In — ;

— аЖ In —

в) u (fc)= ■

Г )  u ( b )  =  7 ’ + c i / l n — .

209 . n) u (a) = u ,(6) =
6 In -^

6 ) u (a ) =  r - d f / l n  — , U ^ ( b ) = — U. 

a (/?« -  f®)
210. a) u (Л) =  T Ч-

Я

е , л  =  1 /

211. a) u (a ) =  e — e +  7’ +

c-> +  - ( r - r „ ) .

( Г - Г р )  I n ^  

(c — fc) In 4 -

6) Ц (a ) =  a —  6 +  r  +  с —  1) In  —

( 7 -_ 7 ’„ + c - d )  I n ^

Ч -

B) u (a) =  a — с +  Гд +

T - T ^ + c - d

in —С

Я п

r) И, (a)
« +  d(t/ — 1)

“r(^) =  1 +

, u(fc) =  r  +  b - c  +  d ( £ 7 - l ) l a — .

it
2 1 2 .  a ( r )  =  7 ' - j ‘ «7 (i) dt

LO
dp.

213. a) u{R)  =  T + ^  (a^ -  i f ) .

Стационарная температура и (г) удовлетворяет уравнению Ди(г) =
f>Q

=  — 0 < г < Д ,  Д и ( г ) :
1 d / 2 <iu \ 

dr dr

k ( T - r „ )
б) u (Л) = -----------------
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и
в) u { R ) ^ T  +  ^ ( R ^ - a ^ ) ,  <> =  

214. а) -  И  =  Г„ +  ^ { ^ ( Г - Г „ ) :

кГГ
20

б) U (а) =  Г -f

в) и{а) — Т ■

г) и (а) =  Г  +

b‘‘U (а — с)

fc* (а — с) (W — ДГ„) 

а {с — b c h  —  b ‘‘h )  '

r‘= (а — h) и 
a b

215. а) ц (а) =  ■

6) и (а) =  Т +

d (a  — c ) T - c ( a  — d)T^
a ( d  — c) 

(a ~ c )U

и (6 ) ;=
r - c ( b ~ d ) T „

, « ( 6 ) =  7- +

6 (d -  e) 

(5 _  c) U 
be

20
Функция u (r) ЯВЛЯСТСЯ решением уравцеиая Ац (г) = — где ^u{r) =

1 rf 
dr

/ rfu \

(> Л  ̂ 0\
217. a) „ ( а )  =  Г + - ^ ( 6 - а ) -  — ( 6 - a )  ( C ^ + ^

hk̂
6) 6 (6 — a)

где

/■ 1 /> 1 'r  \
218. u(a) =  r  +  c(?|^-5^1n— + - ;^ I n - ^ J .

U j(r), a < r < 6 ,
u (r) = —  решопис задачи,

Uj (г) ,
Да, (г) =  О, а <  г С  b, ^Ui(r) = 0 ,  b <  г <  с, 

и,(Ь) =  ui(b), kiu,r(b) =  fi,uir(b), 
а, (а) =  ? иг(с) =  Г, Utr(c) =  —<?/йг.

219. Применить формулу Гаусса — Остроградского

.ŝ ' i= i

к тождеству

д j  Яи dv\
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220. Пусть точка зс е  D. ’ 1асть области D вне замкнутого шара 
\у — х\ ^  е достаточно малого радиуса е с  центром в точках х  обозначим 
через De. Так как Е(х,  у) гармонична в Dt, то, применяя формулу (9) к 
границе области Dt и полагая при этом v =  Е{х,  у),  получаем

ди (у)
■ и  ( у )

дЕ  ( X , у )

Е (х, у)
flu (у)

■и (у)
f>E{x, у)

<)\\
\ V - x \ = t

Отсюда, учитывая, что па сфере \у — х\ =  е

ОЕ (.г, у)

dS .̂

I. — In е, п — 2 ,

lim I [и (у) — и 
е -> 0  J

Ov,,

ЯЕ (х, ч) 
(^)] dS О,

-
— 1 /е ,  

dS„

п > 2 ,  
п =  2,

СJ
1г/-зс|=е|у-а:|=е

В продоле при 8-> -0  получаем формулу (10).
221. Пусть точки х, у е .  D, х Ф  у. Часть области D вне замкнутых ша

ров |z — аг| ^  е, |z — 1/1 ^  е достаточно малого радиуса е с центрами в точ
ках аг, у обозначим через Dt. Применяя формулу (9) из задачи 219 в обла
сти Dt, когда u ( z ) — G{z, х),  v ( z ) = G ( z ,  у) (па этот раз переменным 
интегрирования является z), получаем

|z-*|=e

dG(,z,y) OG{z,x)  
G (z. ----- ----  G (z, y) -----

-  I G (z, y)
dG (z, x) 

0\, ■ G (z, x)
8G (z, ;/)

dŝ .

Отсюда, учитывая, что G(z, x ) = E { z ,  x) +  g{z, x) ,  G(z, y) — E(z, y) +  
+  g(^, y),  где g(z, x)  и g(z, y) — гармонические функции, и рассуждая, как 
при решении предыдущей задачи, в пределе при е - > 0  получим —G{x, у) =  
=  — G(i/, х).

222. Проинтегрировать по области D тождество

п

i=i
ox.

ди
Ox.

П
=  V

г=1

dv ди

справедливое для гармонической функции ц, применив при этом к его ле
вой части формулу Гаусса — Остроградского и положив в полученном 
результате у ^  1. Требуемое равенство следует также из формулы (9) за
дачи 219, когда i; =  1.

223. Формула, выражающая теорему о среднем, а) для сферы следует 
из формулы (10) задачи 220, если в пей считать S сферой \у — х\ =  It с  
центром в точке х-, б) для шара |у — а:| <  Л получается, если написать 
формулу, выражающую теорему о среднем по сфере I j /— xj =  p, в видо
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р" u{y )dSy  и проинтегрировать обе сс части по р,

1У-л:1=Р

о <  р <  Л.
224. Допущение, что отличная от ностояшгой гармоническая в обла

сти D функция и(х)  в T04ite x o e D  достигает своего максимума, приводит 
к противоречию. В самом деле, пользуясь формулой, выра)каюи1ей теорему
о среднем, имеем

“ f “ 
откуда следует, что функция и{х)  всюду в niape |у— х̂ \ ■< /?, лежащем в 
области D, равпа и{хо).  Действительно, если в некоторой точке i/o, 
li/o— <  Л, имеет место неравенство u(i/c) <  “ (•»'о) (перавенство проти
воположного знака исключено), то ото перавенство сохранится в некоторой 
окрестности \у— i/o| <С е с точки уц, и, стало быт1., u(xf)  •< и{хц). Па полу
ченного противоречия следует, что и{х)  =  и(хо) всюду в шаре \у — хв\ <
<  R. Пусть теперь х — произвольная точка области D. Соединим точки х 
и хо непрерывной кривой L, расстояние KOTopoii до гранн|(ы области D 
равно 6  >  0. Передвигая центр у*  птара |у — у*\ < б  от точки х  ̂ к точ
ке X вдоль L и учитывая, что каждый раз и ( у * ) = и ( х ^ ) ,  убезкдаемся в 
справедливости равенства u ( x ) = u ( x ^ ) ,  а это исключено. Лналогичио рас
сматривается случай минимума.

225. Применить припциц экстремума к разности ui и uj Двух произ
вольных решений задачи Дирихле А и(х) =  О, х ^  D,u{x)  — f { x ) ,  х е  S.

226. Пусть G{x, у ) = Е { х ,  у) +  g{x,  у) — функция Грина, а и { х ) — 
решение задачи Дирихле. Требуемую формулу (11) можно получить, если 
из формулы ( 1 0 ) задачи 2 2 0 , записанной для решения и(х) ,  вычесть по- 
члоппо формулу (0) из задачи 219, примененную к функциям и(у)  и g{x,  у) 
и умноженную па

227. Пспосредственно убедиться в справедливости равенств

=  l! / i

U I — т и
у

у —

из которых следует, что функция g(x,  i/) =  £(| x| ;/, xj\x\) гармонична в 
единичном тар о  как по х, так и по у, причем g{x, у ) = Ё ( х ,  у),  когда 
|х| = 1  или |у1 = 1 .  Здесь {х, i/) — скалярное произведение векторов х =  
=  (xi, . . . ,  Хп) ч у =  {у\, . . . ,  Уп)- Таким образом, функция G(x,  у) удов
летворяет всем требованиям, предъявляемым к функции Грина.

228. Ввиду того, что (см. задачу 227)

<>0 (д:. у)

1=1

Уг{У1-=^д . . )  
— ----------------------------------------- 7—Г1 . ^ п \ у - х Г  ’

1 1 у 1x1

1 - U I ’

ИЗ формулы (И ) задачи 226 получаем требуемую формулу Пуассона.
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1 г
. ж  =

в  результате замены переменных по формуле х = /{г +  хо рассматриваемая 
задача сведется к задаче Дирихле для гармоиической функции i>(z) =  
с= u{Rz  +  хо) в шаре jz] < 1 :

Д у (2) = 0 , |z| <  1, 1>(г) = ф ( / ? г  +  Хо), 1г | = 1,

решение которой (см. задачу 228) имеет вид

с  помощью обратной замены переменных z =  (х  — Хо)/Л из последней 
формулы получим ответ.

231. В формуле Пуассона (см. ответ к задаче 230) принять х =  хо.
232. Для гармонической в круге 1х| <  1 функции и(х) = 1  из формулы 

Пуассона (см. задачу 228) и.меем

гп
1 Г  1 -  I X

233. Поскольку ядро формулы Пуассона совпадает с нормальной произ- 
dG (х . (/)

водной функции Грина — ----- , то оно гармонично при |х1 < 1 .  В силу

равномерной сходимости интеграла в достаточно малой окрестности точки х 
и шаре |х1 <  1 оператор Лапласа можно внести под знак интеграла. Тем 
самым убеждаемся в гармоничности и (х).

При доказательстве второй части задачи ограничимся рассмотрением 
случая п =  2. Имеем

1 I "  1 - 1 ^ 1 '

о

Отсюда, пользуясь тождеством из задачи 232, получим

2Я

-^ (^ )-ф (т„) =  2 Г I  ^ ^ ^ ^ [ Ф ( У ) - Ф К ) И '1 ’. h o l =  -̂
о

Так 1{ак ф(х) равномерно непрерывна па окружности |х| = 1 ,  то для лю
бого е > 0  существует такое число б =  6 (e) > 0 , что для всех \|) и 
1/1 =  cos \|), уг =  sin ij), xio =  cos t|)o, X20 =  sin rj3o, удовлетворяющих условию 
|1|5 — ifol <  б, будем иметь |ф(1/) — ф(хо) | <  е. Представляя вырая5ение
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u(jt) — ф(аго) в виде и ( х )  — (р{х«) ==],  +  1з, где

Г  = Г 1 - 1 ^ 1

\у-^1

1 + .
\ » '1>о+«/

I — \х\
-[Ф (!/) - ф ( ’;о)]сЛ|’,

заключаем, что |/i] <  е, а после выбора б (е ), устремляя х к а̂ о, получаем

’ О 2Я \

%+б/

1 — I X Г  яв

т. е. [/г! <  е. Следовательно, |и(х) — ф(^о)1 <  2е, т. е. lim  и (а:) =  ф(2’ц)г

1 (■

J "ПГгтг'''

1»1 < 1 .  |1,| - 1 .
23/«. Справедливость оценок получается из формулы Пуассона (см. за

дачу 230)

|2
’ (у) dy,

^  I I I  —  Г  Г '

\v\=R
если учесть перавепстна / ? — |а:| -< |!/ — ж| < Л + | ® |  при |г[ <  Л, \у\— 
=  й и воспользоваться формулой, выражающей теорему о среднем (см. 
задачу 223).

235. Ист. Это следует из неравенств задачи 234. Действительно, считая 
без ограничения общности, что и(х)  > 0 , из указанных неравенств в пре
деле при Н->-оо получаем и{х) =  и (0 ) =  const.

23(). Нет, если Л/ =  su p u (x ), то гармоническая функция М — и{х)  была 
бы знаконостоян)10й и, следовательно, было бы М — и{хв) = М  — и{х) ,  т. е. 
и{х)  =  и{хо) всюду в Е„.

237. Действительно, пусть хо — произвольная точка области D и шар 
|у — хо] лезкит в D. Пусть и{х)  — непрерывная в D функция, для ко
торой имеет место формула, выражающая теорему о среднем в окрестности 
каждой точки области D. Обозначим через v{x)  гармоническую в шаре 
\у — xq\ С е функцию, припимаюп;ую па сфере \у — Хо\ =  г  то же зна
чение, что и и{х) .  Для разности и (х) — v(x) =  w(x)  имеет место формула, 
выражающая теорему о среднем. Отсюда следует справедливость принципа 
экстремума для w(x)  (см. задачу 224). Так как w{x)  = 0  на сфере 
|у — =  е, то w(x) ~ а  ъ  шаре \у — хо| ^ 8 , что и доказывает гармонич
ность и(х)  в окрестности каждой точки x o ^ D .

238. Для любого шара [ i  — хо| ^ 8 , лен1ащего в области D, в соответ
ствии с формулой Гаусса — Остроградского и условием задачи имеем

I" Д и л =  • I* ^<^  ̂=  0.
\Х-Х̂  1<8 И-*„!=8

Отсюда, в силу произвольности точки лсц, следует Аи =  0.
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239. а) и (х , у) =  .г® -  3,г  ̂— +  И х  -  1;

б) м (х , у) =  у  {х‘‘ — — ж +  2у;

в)  и {х ,  у) =  у  ̂— — З.г;

г) и ( х ,  у ) = = { х +  у) -  +  2х  4-1;
Д) « (х, у) =  3j/ (ж +  i f  +  З /  — 2у.

240. и{х) = 1
0)„« | у - * Г

i = l
Ф {у) dS .̂

\и-х„ I-R
2''il. Выписать формулу (10) для полусферы |у| = Я ,  у „ ^ 0 ,  и устре

мить Я  к бесконечности.
243. Решение задачи выражается формулой из задачи 242, если в ней 

замеиить на —х„.

244. и (X, у) =  —

245 . и (х, у, z) =  ■
2  —  1

246. Пусть D+ — ограниченная область евклидова пространства Е„ то
чек 5 =  (^ 1, . . . ,  |„) с достаточно гладкой границей S, точки которой будем 
обозначать т| =  (rji, . . . ,  t)„), а — дополнение D+ U 5  до Еп. Не умаляя 
общности, считаем, что единичный шар |  ̂| < ; 1 принадлежит D+. Чтобы 
найти решение tt(g) внешней задачи Дирихле

(*)

произведем преобразование инверсии | =  x/| xp  пространства Е„{%) (отно
сительно единичной сферы |̂ | =  1). В результате инверсии неограничен
ная область D~ с границей 5  отображается па некоторую область d точек 
х =  (х ,, . . . ,  х „ )  с  границей а,  точки которой обозначим через у =  (уи . . .  
. . г/„).  Строим фун£:ци1о

v(x)  =
1

1*1
(**)

Иепосредственно (см. задачу 155) проверяется гармоничность функции 
г (х )  при условии гармоничности функции и(^). Кроме того, полагая

•>1 = 1П-‘Л ’

lim  г;(х) =  И>п
х-̂ у \х\

Таким образом, для функции v(x)  получаем (внутреннюю) задачу Дирихле

A w ( x ) = 0 , lim  у (х) =
1 У 1

1
d, » е о ,
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решая которую, паходим функцию v{x) .  Зиая v(x) ,  по формуле ( * * ) ,  поль

зуясь обратной инверсией^ =  нолучаем решение и ®  —  ̂^

внешней задачи Дирихле ( * ) .  Нетрудно проверить, что найденная функция 
“ (£) удовлетворяет краевому условию задачи ( * ) ,

1 (* ,г̂  -I- V* — 1
2 « .  . й - S T J  («.• к . ) *•

248.
я

(р d* =  0 . См. задачу 222.

249. Пусть ui и uj — любые два решения задачи Неймапа (7) для гар
монических функций. Тогда их разность v =  и, — uj удовлетворяет условию

Ov
=  0 . Отсюда, учитывая очевидное тоиадество

D  i= l

заключаем, что v =  С =  const, т. с. и, +  uj +  С.
250. Обозначим через ч(х, у) функцию, гармонически coiipn;KCitnyio с  

и(х,  у).  Тогда

dv dx dv ^  ди dy ди ^  ^
ds дх ds ду ds ду dv дх dv ~~ dv ^

$
и поэтому V (s) — ^ g (t) dt-\- с ,  0 < * < 2 л й , где С — произвольная по-

о
стоянная. Соблюдение необходимого условия разрешимости задачи Неймапа 
2лЯ
j ” f  (/) dt =  О гарантирует непрерывность функции v(s)  в точке s =  О,
о

S =  2лЛ.
Гармоническая в круге С.  функция v(x,  t) определяется по

формуле Пуассона (см. задачу 230)

R^-{x^ +y^)  
- t ) { z ~  i)

/ »
g ( t)  dT

'‘0
ds C,

где z =  ж +  iy, t =  l  +  ir].
Аналитическая функция ( p { z ) = v ( x ,  у ) iu{x,  y)  определяется no 

формуле

Ф (z) =  2o -  i; (0, 0) +  tCj ^

/S

=  -? ' f ------ ± ------ j g ( i ) d x - v  (0. 0) -1- 2C J -  iC ,
Л . )  t ( t - z )  J
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t = H e  'f, t — R e - ' ’’ . Tait как Я/г =  е<», ds =  dtjie'^, то

<P (z) =
_1_
ni

dt 
t — z g ( % ) d T - v ( 0 , 0 )  +  2C+ , iC^ ,

s 0

или, после и11тегрирова[1ия по частям,

Ф (г) =  — j* [In I г — Z I +  £ arg ( t  — z)| йг (s) ds — v{Q, 0) +  2C +  iĈ .
S

Выделяя миимую часть, получаем

S

251. Запишем формулу Пуассопа (см. задачу 250) в виде

I f  l - z ' z

|i|=l

И воспользуемся формулой Гурса (1 ). Получим

/(Z) =  и{х,у) +  iv{x,y) =  - ^  • J

1*1=1

Отсюда, там как t — е'”, t =  е-*'?, йф =-^  it dt, и (О, 0) =  Г d(,

IdW
находим • ■ ■ , • ■ . ■

|(|=1

252. Для апалитичоской в , полукруге |z| <  1, Im z >  О функции
ди

у = п

да
V = 0

=  0 , т. о./ ( г )  =  и (х , у) +  iv(x, у) в силу условия ^

1>{г, 0) =  const, имеем Im [/(г )  — const] | „„о =  0. Это означает, что функция 
и{х,  у) гармонически продолжается из верхпего полукруга |z| < 1 , Im z >
>  О в нижний полукруг |z| <  1, Im Z <  1, причем и(х, у) =  и{х, —у) 
при у <.  0. Следовательно, функция и{х,  у) гармонична в круге |г| < 1  и
удовлетворяет краевым условиям и (г , у) =  ф ( i ,  у), и (х, у) =

1 . 2 
=  Ф(л:, —у),  где Oi и 02  — полуокружности: х  ̂+  у̂  =  I, у >  О л х̂  +  у̂  =  I, 
у <  О соответственно. Пользуясь формулой Пуассона, Находим

и (х, у) =
i - х ^ -  у"-

‘'1
аФ Т1) dM -f

1
(I -  ^ ) Ч - ( 1̂ -  у)02

1
1 +

1

2ф{?- — 

ф (I- 1|) ds.
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■ (1 _  t x f  + Ф ( 0  dt.

функция u(x, y) гармонически продолжается из полукруга [z] ■< 1 , Im г >
>  О в область |z| > 1 ,  Im Z >  О, причем при [z] >  1, Im z >  О

Таким образом, функция и(х,  у) гармонична в верхней полуплоскости 
I/ >  О и удовлетворяет краевому условию

■............... ' ' [— •— o d < a : <  — 1, :
' ' ц (х ,  0) =  I ф(ас)‘, —  ” ■ 

I — ф(1/х) ,  1 < а : < о о .

Поэтому в силу формулы Пуассоиа (см. задачу 2/i2) имеем , • ,,

V —  о о

1
dt +

+ dt

■ У

(t ^  х)“ +  |/“ (1 — tx)^ +

251; Для получёийя формулы достатЬчио убедиться в том, что функция 
( if i, 1/)'('арМопйчес1<и продолжается'из верхнего полукруга |г| < 1 ,  Im z >  
> 0  в нижний полукруг |zl < 1, l m z < 0 , причем и(х, у) = а —а{х ,  —у) 
при J/ <  0. Дальше следует обычная процедура применения формулы Пу
ассона (см. задачу 253). '

255. В случае ограничйтпюй области D из формулы (12) видно, что 
когда п >  2, потенциал объемных масс стремится к нулю при х - ^ о о .  Ког
да же п =  2 , то, представляя функцию 1п | а:— г/| в виде 1п|ж — !/| =

=  In - f  In I а: |, убеждаемся, что в этом случае при |г| ■
Гциал объемных масс ведет себя как функция in 1 1 1 \ ц (^) dXy.

■ оо потец-

256. j* ц [у) diy  =  0 . См. задачу 255. '•
•D • • . V ! • , •

257. Пусть f { x)  пеп'рерывпа и ограпичена в D вместе с частными про-
вйводными первого порядка. Представляя функцию и{х)  в виде
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и пользуясь том фактом, что

Е { х ,  у) f  (//) dTy =- — (0„ /  (л:), g {x ,  i j ) f  (у) dXy =  0 .
I* D

убеждаемся в справедливости равенства (14). Убедиться в справедливости 
условия liiH K(i) = 0 , х-^хц,  x o ^ S ,  непосредственно с  помощью перехода 
к пределу под знаком интеграла » выражении

и {х) у) /  (у) dr„

нельзя, поскольку стремление к пулю функции Грииа С (х, у) при х~*-га 
не является равномерным относительно у е  D. Поэтому представим фуиК' 
цию и{х)  в виде

и, (г) =  — J  G (х, у) f  ({/) — G {х, у) /  (у) dx .̂

«б "в

где <г« =  О П {|{> — о̂| <  б}, а D) — часть области D вне шара \у — хц\ <  б. 
Очевидно, что

lim \ G(x ,  y ) j ( y ) d x  =  f  lim С (х , г/)/( ! / )  (it = 0 .  (*)
Х -Р Х ^  *{ ЗС-*Х„

•1>б щ

Пусть Qp — гаар \х — у\ <.  К  с центром в точке y ^ D  такой, что при лю  ̂
Г>ом у e . D  будет О U с  С̂ я. Тогда, если точка z лежит на сфере \z — у \ =
— R, для функции Q{x, у) = , Е ( х ,  y ) — K(z, у) имеем £J(j:, у) ^ 0 ,  причем 
на границе S  области D имеем G(x, у) — Q{x,  j/) ^  0. В силу гармонично' 
CTF функции G{x,  у) — fi(.r, у) в П по теореме о максимуме и минимуме 
всюду в Г) имеем G{x, у) — Q(x, у) 0. Тогда, считая х е  dt в  обоаначив 
jW =  sup |/(i/) 1, у е  D, будем иметь

J  G (х, у) /  {у) dXy ^  \ G (х,  J/) 1 /  (!/) <  Л/ J  G (х, у) dx  ̂<

Ч  <'б ‘'а

<  Л/ f й  (Z, rfT„ =- М J  (£■ (х, у) -  Е  ( Z .  J,)] dXy <

<'в
в

<  М j й {х, у) < , М  j  Е {х, у) dx  ̂ =

М
п-2

1 м  (•

1»-ж1<2в | » - х Г
, =

lv -* K « e

где do  — эломеит площади единичной сферы. 
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Из полученных оценок находим

ira Г е ( х ,  y ) f ( y )  dx = 0 .
i-n J “6 - 0

(•*)

Фиксируем, далее, произвольное число е >  0. Ил { * )  и ( * * )  следует, что 
cyniecTByioT числа 6 i = б , ( е )  > 0  и вг=̂ = 6 2 (e) > 0  такие, что для любого 

Й < б1

/  (у) dly
р.

и для всех X таких, что |л: — хд\ <  б*,

^  j* G { x , y ) f  {у) dx^

’̂ 5-
2 •

Тогда для 8  = .m in  (61, 62) 

1
G {х, у) f  {у) dx^ <  -т /  (.у) fix. < ~ 7

при \х — 1 о | < 6 .
Из последних двух неравенств следует, что | «(x)l <  в, т. о. liin и{х)  

■= О, а ;л:о , ж е  О, ж» е  S, что и требовалось установить.
258. Для разности и{х) — v(x) =  w{x)  имеем задачу

A w ( x ) — f {x) ,  х ^  D, и/(у) = 0 ,  y e S .  

Следовательно (см. задачу 257),

и {х) г̂. V (х) -I- ^  г  с  (х, у) /  (у) dx .̂ 
п J

259. Да (см. ронюние задачи 225).
260. Если y e C ( d l J < f ) ,  справедливость т р в т ь о 1Ч> из доказываемых ра

венств очевидна (см. задачу 222). Когда у е  d, часть области d вне доста
точно малого замкнутого ш ар а \х — у \ обозначим через de. Пользуясь 
результатом задачи 2 2 2 , для области d, можем написать

i : d R ( x ,  у) . Г д Е  {х,  у)
dv . ds.‘r.<

|x-v|=e
dR  ( r ,  y)

откуда в пределе нри e -v O  с учетом равенства — ^

Г И К { х , и )
получаем \ ^ ------ d^̂  =  — м„. Остается рассмотреть случай у е  а.  Часть

а
области d вив достаточно малого шара |ж — у\ е обозначим опять d*. 
Пусть Oi — часть а , лежащая вне этого шара, а Ог — часть сферы | л: — | =  е,
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лежащая в d. Также в силу результата задачи 222 имеем

С дЕ  (х, у)

J  *  “
’ <Эй (лг, У)

„п-1 “"ж

^  ̂ ' Г дЕ"(^у) ^Отсюда в пределе при е -> 0  получаем ] г/енсг.'
о *

261. Формула является непосредственным следствием равевств (см. за
дачу 2С0)

о\. Е  (х,  у) ds  ̂=
—  С 0 „ , I/ S  d,

О, i / s C ( d U a ) ,

где d  — ограпичеипая область, с  границей а. Действительно, имеем

ди{х)  Г Г д Е { х , у )  ‘V п _  С^>Е{х, у) ,
=  J  М( У) — =  J  n(i/)dTyJ — dŝ  =

а D D о

. .j bn<i о

ai — часть D, лежащая вне d U о.

5

frt t

2 62 . Нет. 263. n =  — - ^ U ^  +  / + 2^). 264. ^f =  — 4r^. 265. u ( x ) =

8
â T .̂ 266. Ai =  — -

/i=l

— 2 л , 0 < г < 1 ,

266.Л/ =  - - ^ .  •
О о 

267. Решить задачу

’ \ О, г > 1 ,  
и( 1 +  0)  = и ( 1 - 0 ) ,  ,и^(1 +  0)  = и , ( 1 - 0 ) .

268. Решить задачу

/ — 4 я , 0 < 7- < 1 ,
, .... Аи (г) =

1 О, ' г >  1, '

ц (1 - 0 ) = и (1 +  0 ) ,  u r ( l — Ь ) = . и . ( 1  +  0 ) , | и ( г ) [ < о о ,  

]im U (г) =  О, г ->  оо.

269. ц =  “ =  дх/4г^. 270. М =  Зя/32. 271. /  =  0. Д^я получения решс- 
пия задачи достаточно воспользоваться формулой Гаусса (см. задачу 261).

272. В нредполозкепии, что слой лежит в ограпичеппой области прост
ранства Еп,  потенциал двомпаго слоя стремится к пулю при |i| оо. Ана
логичным свойством обладает и потенциал простого слоя, если и >  2 .

273. Ото условие имеет вид (j/) =  р.
S

' 274. Рассмотрим случай г а = 2 .  1^удем искать решение задачи Дирихле, 
(впутренией или впешпей) с краевым условием u [ s = g  в.виде потенциала;
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двойного слоя с плотностью ц. Тогда, пользуясь формулами (18) и (19) для 
опроделепия ц, получаем иитегральиые уравиения, к которым сводятся 
соответственно внутренняя и внешняя задачи Дирихле, в виде

ц (i) +  f /С (s, t) ц (t) dt =  - 2 g  (s), n (s) -  f К  (s, t) n (f) dt ^  2g (s),
s s

где я  (t, t) = In I t /— x l ,  x =  x(s ) ,  ,j =  y{t) .

I’cmenne задачи Неймана (внутренней или внешней) с  краевым усло- 
ди

вием ^  g =  ?  будем искать в виде потенциала простого слоя с нлот- 
ностью ц. Тогда, пользуясь формулами (20) и (21), внутреннюю и внешнюю 
задачи Неймана можно свести соответственно к интегральным уравнениям

( i ( s ) +  [  K * ( s ,  t ) ^ i . { t ) d t = 2 g ( s ) ,  n (s) — j  K * ( s ,  «) n ( t ) d t  =  _ 2 g ( s ) .
a a

Здесь

I d  I d  . ' / , ( * ) — ^2 (*)

oo

275. u ( 2 , ! / )  =  ^  J  In [(« -  i)^ +  j/*l Ф ( t )  d t  + C .

Обозначив через v{x,  у)  сопряженную с и{х,  у)  гармоническую функцию, 
получим для v( x,  у)  задачу Дирихле

К
A v { x , y ) =  0,  1/ > 0 , у ( х ,  0 )  =  J  ф (<) d f  + С = ' ф ( 1 :). (*)

Предполагая, что для достаточно больших значений |т| имеет место оцен
ка |1р(х) I <  Л 1^1-“, б >  О, с помощью формулы Пуассона (см. задачу 2'i2) 
находим решение ( * )  в виде

,  ,  ?/ Г ^(t)dt
- S ' J

Зная v{x,  у) ,  обычным путем восстанавливаем и(х, у) .  

- R h i R ,
- Я 1 п / ^ Г - ^ .  x̂  +  y^^ R,

276. и(х ,  у) =

277. и ( I ,  у,  Z) =

278. и ( х , у )  =

При решении задачи учесть угловую симметрию распределения плотно
сти (i.

1, х̂  +  г/®Н-г^<1,

- х / 2 ,  x‘̂ -h s/ ^ < l. _______
х / 2г^, х “ +  у ^ > 1 , r = Y x ‘‘ -\-y^.
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279. и {х,  у,  z) =

2 8 0 . и (x, у,  z) =  / 2  , 2  I 2\ э/ 2  • 281. u{x,  у) =  —yl2. 
+  </ -T  ̂ /

2 8 2 . и {x ,y)  = —  1> +  ! / * • <  1> 

0, x ^ + y ‘̂ > l .
283. Ц = . 2 x  +  8xy.

284. В перемеииых z =  x +  iy, z =  x — iy уравпевие (22) записывается 
в виде

д и̂ %
---- - -I----- U =  0.
дг dz 4 (•)

Представляя ф у н к ц и ю ( ц  Y^(z — виде суммы ряда, получаем

и(х,у) =  / , ( ^  2  ( _ 1 ) «  ( b j '
п—О ' '

=  V  f >■ V

(х,  у) _  у  f  Я V  (г —  ̂ v f   ̂ (г — гУ '?‘

П=̂Ч>

Подставляя выражения для — “ ■— и ц(х, у) в левую часть ( » ) ,  убеж-
Й2 Oz

даемся в том, что и(х, у) является решеиием уравпепия ( » ) .
285. Так как

d‘‘u i Г f  it)dt + f ,
J  dz Oz J  dz dz
0 0 I

и наряду с  Уд(|л Y ( z  — i)~z) функция Y  ( z ^ i ) z )  также являет
ся решением уравнения (2 2 ) ,  справедливость утверждения очевидна.

286. Допуская, что и (а:, у)  во внутренней точке (х, у) е  D принимает 
положительный максимум, приходим к противоречию. Действительно, в 
точке {х, у )  максимума и(х,  у) имеем Uxi +  U i / y < 0 .  Так как максимум 
положителен, а X <  О, равенство Uj,x +  +  Хи =  О исключено. Аналогич
но доказывается и вторая часть утверждения.

287. Да. Это следует из припципа экстремума, сформулироваиного в 
задаче 286. ^
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288. Поскольку в полярпых координатах х —  ̂ =  г cos (р, у — ti =  г sin гр

уравнение (2 2 ) имеег вид * ' ( г  ̂ _  q „  _  О
г Ог\ ог)  г

ач) мы должны иметь

± ± ( r ' 2 ^ ) - f ^ E  =  0. 
г dr \ Or J

Справедливость же этого равенства следует из того, что

—1
дК  гц(^'"'г7<Г ^  ---/■----- TL-»

l -  — i r  =  - L  Г ^
f  <)г\ dr J  г J  Y ^ iZ T i — 1

-1  - I  —1

280. Длп определения ф утяи!и £ ( r )  имеем обьп.-повснное дифференци
альное ураиненио

Мри Е (г )^ - каи легко видеть.

Or I Or

U, стало быть, Д/i — |l Ê =  0 .
290. Пусть точка х е  D. Обозначим через D,  часть области D вне ле:ка- 

н»его в D шара \у — х\ достаточно малого радиуса е. Так как Ди =  
=  ц^и, АЕ =  ц '£ , то из формулы Гаусса — Остроградского получаем

I U (у)
дЕ {х, I/) ди (у)

do,,

д Е ( г ,  у) д и ( ч )
И-/)—  ■’ - Е ( х , у ) - ^

У J d-V

Отсюда, так как

I i m 8 " £ ( 8 ) = 0 ,  l i me  
t-*o с-»о

д
Ог « =  - 1 ,

в пределе при е - > 0  получаем

и (у)
дЕ  (.г, у)

— Е  (х, у)
ди {у)

^2 А. в. Бидад.зе, Д. Ф. Калпничепко 177



д и̂
291. Иитегрируя уравнение — ■-~г =  О■ получаемOẑ dz

где <<2 (^) и Ч>2 ( ^ ) — произвольные аналитические функции к0 мплекс1Г010 
переменного z =  xi — гхг. Далее,

д ч
g j  =  (z) +  %  (z) +  X.J (z),

z г

где (pj (2) j* Ф2 (t) dt,  (z) =:=: I ^ 2  (f) dt.  Следоватолыш, и гф, (z) +  
0 0

z z

Q  Ч- zX (2) +  (0 (z ) ,  гд е  Ф* (2) =  j  (i) di.  (z) =  j  ( 0  di  ̂ a  х ( г )
0 0

II o ) ( i ) — произвольные аналитические функции комплексного переменного
z =  x, -\- ix2. Так как и(х, у ) — действительная функция, то X(z) =  <P*(z),
(О (z) =  Tj)» (z), и поэтому u =  гф ,(г )4 -^|)«(2)4 -гф* (z) +  г|)* (z). В обозначе-

1 1
нпях Ф* (z) =  - ^  Ф (z), (z) =  - ^  гр (z), получаем u{xi,  xi)  =  Re[гф(z) +

-Ь 'l’ (z )] .

292. Функция Е  (г) =  in г получается из формулы

и =  Re [гф{z) +  il3(z) ] ,  z =  Xi — у,  +  О̂ х̂  — уг)

(см. задачу 291), когда i| )(z )= 0 , ф(г) =  z la  z =  z (la  |z| +  г arg z). Поэто
му E(r)  при г ф й  удовлетворяет уравпепию (23).

m
294. Если Хи — пули полинома 2  кратности, соответ-

к=о
ствепио, vi, . . Vpi, то рассматриваемый дифференциальный оператор можем
записать и виде

7П Ц,

- о И ( А - ч Л  
fe==0 ft=l

Отсюда следует справедливость утверждения.
2У5. Записывая дифференциальный оператор в виде

д̂ и
дх  ̂ а / - , +  i —z ...............

Ох д у  \̂ с>дг“ д у - )

(Г д 
~ — i

2 \

уие:кдаемся^ что как 9 (zi), так и ^i)(z2) являются решениями рассматривае
мого уравпепия. В самом деле, имеем

Re 9 " ( Z j ) = 0 ,i  +  i
У 2

(1 +  i)\

i  +  i
' У  2 

2 (1 +  i)\ R o ^ p "(z ^ )= 0 .
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296. Для корвей X и Л, квадратного уравнепия сХ* +  2ЬХ +  а =  0 имеем

V^ac —  fc**, Я =  — - ^  +  - ^  l / a e  — 6 .̂

В  переменных z =  х +  \у, z =  z  +  Ху рассматриваемое уравнение запишется 
в ииде и^-■= 0 . Следовательно,

и( х ,  y ) ^ ~ Y l  (2) +  /  (^)-

1 —
1 С V “  ̂ /

297. U (х , !/) =  - ^  ~7 V _  j42----- т; _  ,,ча Ф («. т) В результате

■ ■ i . .  ( — ) + ( — )
О

з а м е н ы  п ер ем ен н ы х  г  =  a g , у  =  Ьт], и{х,  у)  = u { a l ,  Ьт]) = - у ( | ,  т)) э л л и п с  

гг’'' v"
—j - - f —5- =  1 переходит в окружность л* =  1 , а заданное уравнение —
а h
в уравпётшё Лапласа иц  +  =  0. Если у\) — решёпие задачи Дирихле 
для ураьпёпвя Лапласа в круге ^’* + т ) ^ < С1 ,  то искомое решейие дается  
формулой

298. В переменных z r= ,x - { - i ay ,  z =  г  — t ay,  w =  и iv система за
писывается в виде W- =  Oi откуда и следует, что

и(х, у) +  iv{x,  у) ^ f ( x + i a y ) .
\ .

299. Для соответствующей однородной задачи Коши

uo(x, у) — О, vo{x, у) =  О, (г , у) е  5 ,

аналитическая функция (см. задачу 298) / ( г )  =  ио +  i^o комплексного пере
менного z =  x + i a y  во всех точках S  обращается в нуль. Отсюда в силу  
теоремы единственности аналитической функции заключаем, что f(z)  тож
дественно равна нулю, и тем самым единственность решения задачи Коши 
доказана.

‘ 300. Нет. В обозначениях | х, г] — у, а >  О, Ь >  О, uj —  

u,l =  w рассматриваемое уравнение приводится к системе Коши — Римапа. 
и \ — и,, =  0, U7,  -Ь = 0 ,  причем у(|, 0) =  0, ш{5,  0)  =  О при т] =  О и О ^  
^ 1 ^ 0 8 .  Поэтому (см. ответ к задаче 299) заключаем, что y(g,  ti) =  
=  Ti) =  О тождественно.

301. В переменных z — х +  iy, z — х — iy, w =  и +  iv рассматриваема.т 
система принимает вид м;— =  О, откуда и следует справедливость пред
ставления (25). '■

302. На основании формулы (25) заключаем, что па окружности

‘ 1 ,

ф(0 +  ^^(0 - <[/i(0 +  ‘72(0].
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Отсюда следует: а) задача Дирихле может иметь решспяе лишь ггри усло
вии, что фуп[(1̂ ия * [ / i ( 0  + ‘/ 2(0 ] является предельным значением на 
окружности |(| = 1  аналитической в круге |z| < ; 1 функции; б) когда 
/ i ( t )  = f i ( l )  = 0 ,  то ф(г) = — |t| = 1 .  Поэтому, в силу теоремы едиц- 
ствеиности аыалитической функции, ф(г) = — z\|)(z) всюду в круге |z| ^ 1. 
Следовательно, однородная задача имеет бесконечное множество линейно 
а!еаависимы1с решоний

у) +  i v ( x ,  у) =  (I —  zz)>j)(z).

305. Поскольку в силу формулы (8 ) гл. I характеристический детерми- 
аант рассматриваемой системы имеет вид

0 I .

0
0 —  k.

0
=-ам

8 та система аллиптячна.
Предполагая, что и, v, w, <р — дважды непрерывно дифференцируемые 

функции, в реаультате воздействия на эту систему матричным дифференци- 
альныи оператором

£
дк

£

а_
dz

д_
dz- I T . О

л о л у ча ем

d f?
dz

Д 0 0 0
0 Л 0 (1
0 0 Д 0
0 0 0 Д

£
djc

(и, V,  и>, qi) О,

откуда и следует гармоничность функций и, i>, ф.
3(М5. Р е ш е н и е .  Следует по];азать, что в г;ругв rf: |s — zo| <  в с цви1  ̂

ром в точке 1 * +  == zo е  D достаточно малого радиуса в функция « ( * ,  у) 
представляется в виде суммы абсолютно сходящегося ряда по степеням 
X — хс и у — Уа. Без ограничения общности полагаем zj =  О, 6  =  1. Пред
ставляя аналитическую функцию f { z ) = u { x ,  j/) +  у) комплексного 
переменного z =  х iy и круге d но формуле Шварца (задача 251), по
дучаем

1 Г f 1-2
u (^ ,i')  =  U e ^  J

1 f  re (0- u ( 0 )  +  R e - j ^  J
1(1=1

1(1=1

- « ( 0 )  +  Ho V
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где =  j   ̂ =  0 . 1- ••• Пусть ak = « *  +  8̂ 1,. Тогда, груапи^

111=1
OO

руя члены ряда 2 1  возможно в силу его абсолютной сходимости
fc=o

в круге \z\ •< 1 , выделяем действительную и мнимую части этого ряда. 
и  результате получаем

и { х , у ) =  6^^ (ж _  (J/ -  J / / .
m,fi=o

307. Достаточ-гю показать, что вблиди каждой точки ж" е  D гармоии-че- 
ская функция и{х)  представляется в виде суммы абсолютно сходящ егося 

ряда по степеням — х 9 ,  i =  1 , 2 , -----
Предположим, без ограничения общности, что 3;“ =  О и шар d:  |г( <  1 

лежит в области D. Функцию ц(х) в шаре d  представим по формуле Пуас
сона (задача 228). Запишем ядро этой формулы в виде

где р =  2{х, у) — (^ Р  — полином второй степени по переменным xi, . . . ,  х„,  
(х , у) — скалярное произведение векторов х  =  (х ,, х„) я у =  (Vi, . . . ,  Уп). 
Так как |р1 <  1 в достаточно малой окрестности точки х“ =  О, то в этой 
оь'рестности функция (i  — допускает разложение в ряд по неотри
цательным целым степеням р. Таким образом получаем разлон!ение ядра 
по степеням Х|, . . . ,  х „ . Проинтегрировав почленно ряд в правой части 
формулы Пуассона, убеждаемся в справедливости утверждения задачи.

308. Следует воспользоваться интегральным представлением решения 
(задача 290), в котором фун1;ция Л'(г) определяется по формуле а за
тем провести рассуждения, аналогичные тем, которые имеются в указании 
к решению задачи 307.

309. и =  И0  1У (г), v =  lu\w{z),  где

2g{t)  =  g-| iff2. < =  S +  *Т1, z =  X +  iy, ф(г) — произвольная аналитическая 
ф)ункция »  области D.

Р е ш е п и о. Введем обозначения w =  и iv, 2g =  gi 4- igi, z — x iy, 
' =  ? +  ill-

d z =  2 [ d x - ^  dy)' 2 [ д x + ^ д y ^

Исходную систему преобразуем к уравнению

Ow
"7^ =  г И-  (*)
0Z
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Как Езвестио {зада^ш 257), одним из частных решений уравнения Пуассо
на с  двумя иезависимыми переменными '

d^q д'\

является фупкция

Легко убедиться, что эта формула дает частное решение уравпепия ГТуас- 
соиа и для комплексвозпачпой непрерывной и ограниченной в D функции 
/  (z) =  /| +  i f2, где f,  и /2 — действительные функции переменных х, у. 

Уравиение Пуассона запишем в виде

Сравнивая уравнение ( » )  с  уравнением ( * * ) ,  частное решепие которого 
уже известно, заключаем, что частным решением уравнения (» )  является 
функция

W1 UZ сл
ь

которую, в силу очевидного тождества

— 2 1 :  In 11 -  Z I =

запишем в виде

W (2) =  -  1  г  ?-Ш - d l  dTl.
 ̂ п  J t  —  Z

D . , , „

Учитывая условия Коши — Римана, непосредственной проверкой убеждаем
ся, что всякая аналитическая функция ф(г) =  ф] +  1ф2 является решением 
уравнения и>-=0. Следовательно, общим решением этого уравнения являет' 

ся произвольная аналитическая функция ф (г). Поэтому общее решепие 
уравнения ( * )  имеет вид

W ( z ) ^ i p { z ) - ± [ p ! } - d i d n .
п J  г -

а
310. и =  К е ш( 2 ),  y =  Imu) ( z) ,  где

to (z) =  (р ( z ) ----- 1
II J  i - г

D

2g(t)  =  g-, +  ij?2, * =  I  +  iilt z — X -<r iy, ф(г) — произвольная аналитическая 
функция в области D, ф(2 ) =  ф(2 ) .



Решение задачи можно получить том жо методом, что е  решспио за
дачи 309.

311. U =  Не ш(г) ,  V — Im w{z),  где

I W {z) — е~
t —  z

2 g  — gi +  igi,  i =  s +  iti, z =  X iy,  ф(г) — произвольная аналитическая 
функции в D.

Р е ш е п и о. Пусть и = и {х ,  у) у),  v = v ( x ,  у) {х, у),
где Я и ц  — параметры. Тогда исходная система преобразуется к виду

а ,  - , V , +  ( l + l ) U -  iiV =
t / ,  +  +  tit/ +  (X +  1) F  =

Положив Я, =  — 1, ц =  О, приходим к системе

t/x -
( * )

t/„ +  F ,  =

которая аналогична систомо задачи 300. Поэтому в обозначениях W — U +  
+  iF, G =  ge*  система ( * )  сводится к у[)авнению V1^-=G, общее решеиис 

которого, как и при решении задачи 309, записывается по формуле

РГ(2) =  ф ( г ) - ± Г ^ Й ? й т | ,
п  J  t  —  Z 

D

где ф (г )— произвольная аналитическая функция в D. Отсюда получаем

W (z) =
П J  t — z 

J)

312. U =  Re u)(z), i; =  Im w{ z) ,  где

Ш (z) =  ei' [  Ф (2) -  . 1  j  e - '^^  dn

2g =  gi +  ig2, г =  S +  ir\, ф (г )  — произвольная аналитическая функция в Д  
Решенпе можпо получить по аналогии с решением задачи 311.
313. а =  Не w{z) ,  V =  1ш w{z),  где

ф ( 2 ) - 1
л  J  t — z

D

2g =  g\ +  igi, t =   ̂+  ir\, z =  X +  iy, ф(г)  — произвольная аналитическая 
функция в D.

314. U =  Не u>(z), V =  Im ш(г) ,  где

W {z] =  е= ф ( 2 ) - 1
Я J  i  — Z 

и
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2g =  gi +  ig2, t =  5 +  iri, г =  г  +  ii/, ф (г )— произвольная аналитическая 
функция в D.

315. ц =  Re ш(2 ) ,  р == 1 т  uj(z), где

W (z) =  е ф (2) — ±
Jt

1
t — z

2 f  =  (?) +  1̂ 2, t =  g +  iti, z — x-\-iy,  (j)(z) — произвольная аналитическая 
функция в D.

316. и =  Re IV {z),  i; =  Im m{z),  где

le (z) — Ф (2) — J -
Л

2 e =  f , +  1^2, i 5  +  ” 1. z =  X i y ,  (f (2) — произвольная аналитическая 
функция в D.

317. ц =  Re IV (z), i> == Im w(z) ,  где

w (z) =  e_  -ax+by ф { 2 ) 1 d1l
t — z

2 g =  +  ig2, г =  g +  !Ti, z =  x +  ty, 9 (2) — произвольная аналитическая
функция в D.

1 1
318. и = —  Яе  w (z), V =  — Im w (z), где

w (z) =  e~

^e =  S\ +  ig2, t == I  +  iTit z =  a: +  11/, Ф (z) — произвольная аналитическая 
функция в D.

319. u =  Re w{z),  V =  Im  w{z) ,  где

w (2) =

D
2g =  g i - j - i g 2, f =  I  +  iT), z =  X-f- iy ,  q>(z) — произвольная аналитическая 
функция в D.

320. ц =  Re u)(2 ), V =  Im 1̂ (2 ), где

w (2) =  e* Ф (2) — i -  Г e~^dl d -Ц
П J  f — z

2g =  g i - ] - i g 2, * =   ̂ +  j'H. 2 = z + j j / ,  ф (г )— произвольная аналитическая 
функция в D.

321. ц =  Re u;(z), i> =  Im u>(z), где

w (2) =  e

2g =  gi +  ig2, г =   ̂ +  JT), z =  X +  iy, ф(г) — произвольная аналитическая 
функция в D.

184



322. л =  Re ц>(г), i; =  Im w(z),  где 

10 (z) =  e -* *

2g g, +  ig2, t =   ̂ +  г'п, z =  X +  iy, ф(г) — произвольная авалитическая 
функция в D.

323. a = R o w ( z ) ,  i; =  Imu?(z) ,  где

w (г) = ф (z) —  —
, - а d4

D t — z

t g — gx +  lgi, г =  5 + ' Л .  z =  x  +  i{/, Ф(г) — произвольная аналитическая 
функция в D.

32-1. u =  Rei y( z) ,  y =  I m« ; ( z ) ,  где

W (z) =  е° Ф и - ) - 1
« J , _ z

2i; — Ri +  If!-!, t =  S + 'Л. z =  I  +  (у, ф (z )— произвольная апалитнчсская 
функция в D.

325. u =  Reitf(z),  y =  l mu 7(z),  где

w (z) =

=  1̂ +  igi, t — % i\\, z — X iy, ф(г) — произвольная аналитическая 
функция в D.

326 . ц =  — Re (z), i; =  -^  Im UJ (z), где

w (z) =  e'* ф ( ^ _ ±  Г
п U - z

2g — gi +  ig2, < =  6  + 'Л. 2 =  ^ + 'S'. Ф(г) — произвольная аналитическая 
функция в D.

327. Воспользоваться формулой Гау сса  — Остроградского

 ̂p d x  +  q d y =  J  (<7j. — Py) dx dy. 
&D n&u

328. Применить формулу (26) из задачи 327 к функции - 1-  и обла-t— Z
сти Ог =  D\0(z,  г) ,  где 0 ( г ,  е) — круг: |« — z[ <  е, а затем в полученном 
равенстве перейти к пределу при е 0 .

329. Как было показано при решении задачи 309, эта задача сводится 
к решению уравнения

w- =  g{z) ,  {*)

где w =  u +  io, 2 g ^ g ,  +  ig2. Но функцию u»(z) можно выразить по фор
муле (27) (задача 328). Для этого положим в (27) / ( г )  = w { z ) ,  f - = w -  =
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=  g {t ) .  Получим

^ ( 0
t — z (»*>

dD D

Упитывая, что интеграл типа Коши

1 С (t)
J —

ев
является апалитической фупкцией в D, запишем формулу ( » » )  в виде

’ (t)
w(z) d l  dr\.

Аналогично, пользуясь формулой (27), можно получить решение задачи 310>
330. Заиисывая уравнение Лапласа в комплексной форме и-  =  О, по

лучаем

и- — ■'Р' Ь ),

где ф ( г ) — произвольная аналитическая функция комплексного перемен
ного Z. Как и при решении задачи 309, общее решение уравнения ( * )  по
лучаем в виде

(**)

где «Pi (z) — произвольная аналитическая функция в D. Так как представ
ление функции ij)(z) по формуле (27) имеет вид

дО  D

то, выражая отсюда интегральное слагаемое в формуле ( » * ) ,  получаем

_>(«") 

ап'

1 Г Ч’ (̂ )где <р (z) =  ф (z) — —  -------d t — произвольная аналитическая функция.
2т

331. Исходное уравнение Пуассона в комплексной форме имеет вид 

f  {z), & в обозначении v =  и,  опо преобразуется к уравнепию v£ — 

=  /  (z). Записывая функцию по формуле (27), получаем

U =  <Pj (z) -Ь If (z) — 2 ^j j " 7^  di =  Ф (2) +  If (z),

u =  i; =  72л i
v(t)  1

dt —
t  -  z 4л

8D
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1 с i>(t)
Учитывая то, что фуикция Ф (г) ^  \ dg dr)— аналитическая в D,

во
1 Д

а также тождество f Z T J ’ ~  — “ ~JT  ̂  ̂^

и (2) =  ф (2) [  /  (О In 1 « -  Z I rfn-

Иитегрируя это раиспство по z, получаем

U (z) =

Z

ф {«) dt  -1- /  (<) In 1 f — Z dT|+ ^  (z), (*)

где 1| ; (л )— произвольная аналитическая функция в D.  Очевидно, функция 
г

g  (z) =  J" ф (О dt  — также аналитическая п области D.  Так как g^-(z) =  0,

I]) - ( г ) О ,  то из формулы (» ) следует требуемое утверждение.

332. и (X, у) =  ф (Z) +  ф ( i )  -1- - f { t )  ln| г—zl dT|,

где ф(г) — произвольная аналитическая функция. (См. решение задачи 331.)

333. и (X, у) =  Не 1̂ Ф (Z) +  ,1, (2)1 +  j* /  (t) I 1 t _  zl" lu  1 г -  z 1 1 d l  d»).
u

Чтобы получить такой результат, обозначим Ди =  v.  Тогда исходное 
уравнение примет вид Ду =  /. Общим действительным решением этого 
уравнения является (задача 3.'52) функция

V (z) =3 у(х, у) =  ф (г) +  Ф (z) Ч- /  (<) I" 1 < -  М dll- 
i)

Учитывая неаосрсдстпсцпо проверяемое тождество»

2 In U  -  Z 1 == -  2 н------- (1 t -  Z 1* 1а 1 г -  г р),
dz  Oz

имеем

V (2) =  ф (2) -I- ф (J )+  ^ f { t )
D

-  2 ч- (1 г -  Z 1̂  in И  -  21*)
Oz dz

dgdr\ .

Имея в виду, что у =  Ак =  отсюда иолучаем

“ «  =  Х  t'P ( " Н -  Ф Q 1  +  J /  (() 1 -  2 Н -1 г -  И ' ’ 1п 1 « -  2 f \ d l  dr].  
b

Непосредствеппо интегрируя это равенство но z и по z. получаем приве
денным вид решения
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334. Для гармонической функции u ( z ) = u ( x ,  ij) введем обозпачеиие 
U- =  V. Тогда, учитывая, что Ди =  =  О, имеем Уг =  О и, следовательно,

V- — 0. Поэтому V (г) — аналитическая функция комплексного переменного 
Z ъ D.  Обозначив v ( z )  =  ф '(г), где ф(г) — аналитическая функция в обла
сти D,  имеем

V (z) =  ф' (z) =  U-.

Тогда по формуле (27) для функции и получаем

u { ^ , y )  =  u( z )  =  ^ .  J ?  (t) 
t  — z dB,dy],

dD

Имея в виду, что по формуле (27)

Ф (г) =
1

2 т
' ф ( t )  dt

t — z

пад[одвм
dD

1

Ct)
dgdil.

и  (x ,  у) =-= и (г)
и (г) dt

D

1
<гг +  ф (z).t  — z 2л1 

е в  до
Так как в этой формуле ф^г) и интегралы типа Коши — апалитическио 
функции, то и( х,  у )  — аналитическая функция переменных х,  у.

335. Обозначив ш -=  ф, получаем ф- =  0. Следовательно, ф =  ф(л) — 
аналитическая функция переменного z.  Подставляя w{ z )  и гф(г) по фор
муле (27), получаем

W (z) =
1 ' ' m ( t ) d t  1 " <p(i)

2л £ г —  Z п t  — z
8D D

1 Г t (p(t)  1 Г <Р(г)
2яг J t  — z л  ,] t — z

в о
Из этих равенств находим

1
W (z) =  гф (z) +  ^

W (г) dt 1

rdi dy] .

t(p (t) dt  
t  — z ■t — z 2л1 

dD dD

Так как (p(z) и интегралы типа Коши в правой части полученного ра- 
венства являются аналитическими функциями в области D, то в достаточ
но малой окрестности любой точки zo =  зго-J-si/o области D эти функции 
представляются рядом Тейлора. Отделяя действительные и мнимые части, 
получаем разложения в степенные ряды функций и(х,  у)  и и(х,  у)  в этой 
окрестности.

336. Очевидно, функция у(х) — гармоническая в области D* п непре
рывна в Л и и ( а \ д а ) .  Нетрудно установить, что для каждой точки 
а: е  Z) и £>* и ( а \ О а )  справедлива теорема о среднем. Тогда, как показано 
в задаче 237, функция v { x )  — гармоническая в D U D* [} ( а \ д а ) .

’ и [ х , у ) ,  ( x , y ) ^ D ,

, — и ( у , х ) ,  { x , y ) ^ D * .
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338. Решепие задачи можно получить с помощью прилципа непрерыв
ного аналитического продолжеиия.

339, 340. Утверждепия вытекают из известного характера поведения 
аналитической функции Ф(г) комплексного переменного z вблизи изоли
рованной особой точки 2 =  а  этой функции.

1 2 + 1
341. “ W =  —

3
h m  u (z) = — oj, | z | < l ,  a r g  (z — 1) =  ЯШ.
-̂<•1

Функцию u(z)  можно построить но формуле (32), если положить t' =  1, 
t" =  - 1 ,  d ' =  О, ■&" =  я.

342. и (г ) = u i( z )  — uj(z),

где arg  j . Решепие

ищется в виде ц =  uj — uj, где функции uj и иг — гармоиические в рассмат
риваемом круге и удовлетворяют краевом ус;говиям

{е‘̂ ) =  

1

1, 0 < i '> < n ,  
О,  л < 0 < 2 л ,

0 ,  О <  f t  <  я ,

1 ,  я < 0 < 2 я .

343. U (z) =  —  arg Lz l L
1 1- z'""

3 1 z -  1 
344. u (z) =  - ^  -1- a 'g  JT fT-

7  1 r  У 2
345. » (z)  =  -  —  arg V ) •

13 1 (z 1-1)^
3 4 6 . u ( z ) = - ^ - l -  — a r g ^

13
347. u (z) =  - y

1
arg -

l ) ( z - i ) ‘
z -Ы

1
V 2

348. Ответ даст слоду10Н1ая л е м м а  З а р е м б ы :  если фу нк ц ия  u { z }  
гармопичсския в ограниченной области D и

lim U (z) =  О, 
z - * t , zev , i eOD

кроме конечного числа точек tx е  дО,  к =  1, . . . ,  N, причем

и  (Z ) о, *  =  1 , . . . , л г ,

го u(z) =  о в каждой точке z ^  D.
Сама лемма является следствием принципа экстремума для гармони

ческих функций. •
349. u(z) =  1.
350. Пользуясь формулой Шварца

1
Ь*С,

Wl=l
18»



где С — действительная постоянная, имеем

1 С f -f- л м (г̂
j/) =  R e ^  J j z r ,  —  d* =  

1(1=1

=  R C T

K l = l

Re

2 Л

|f l= i

d(f

1(1=1

: Re ni
u{ t )

dt 2n
1(1=1

П

(= -1  
(=1 '

■2 - f l ^ 1 . 1
2 - 1^ --

/ in \
1 z +  i - T '

{ z  — i  )
z + \

j ( 2 -  1)

Аналогично с помощью формулы Шварца решаются задачи 342—3^7.
1 -1-2

351. Следует иметь в виду, что и (г) = .R e / ( 2), где / ( 2) =  ^
332. Наряду с функцией u{z)  функция U{ z )  = C u { z ) ,  где С =  const, 

такж е является гармонической в единичном круге | 2 | < 1  и удовлетворяет, 
очевидно, краевым условиям (34).

ЗоЗ. Iim I n -----------z------ г,
z - t  ( H - x ) "  +  .V-

In
1 —  X

1 -1 -  X

при условии, что |г | < 1, |<1 =  1, f =  е’®, 0 ^ 0, О л.
/1 — 2V‘*

Рассмотреть функцию / (z) =  и учесть, что

и (г) =  In 

334. Пет (351); Да. (353).

п—1

353

1 ----  2
Ц - 2

=  1п

• . < . . =  2
т=о  { L )=0

-Г 22т+1 j

п

(2) =  % -1- ^   ̂2 Re
m = i
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j=o

2VU-L j
? = o

, ^ f 2 m \

■ 2'̂ "* (ml)'  ̂ I ’
n — печетпое;

-2(m—;) - i

2(m-j)
(m!)^7 ( 1  n — четиое.



а) и (z) =  а^-\-  а^х +  2 **2 4
По формуле Шварца

и (z) =  Re 1 Г “ (О 1 Г “ (О 
1^Г J  J  - Г

111=1 |(|=1

Затем следует учесть, что если х  принадлежит единичной окружности

UI =  1, то x =  - ^ { t  +  г ’) и и (t) =  />з (х) =
G) ц (г) = •  +  i x ^  — 4)/* +  ^ +  3.
в) u(z) =  +  |/< — 6j:V .
г) u(z) = х ^  — iOx^y^ +  5ху'  +  — 15ж1/2 +  IOj:.
356. Воспользоваться формулой Шварца (см. ответ к задаче 355а)).
357. Воспользоваться конформным отображением w — f { z )  единичного 

круга lz| •< 1 на нолунлоскость 1т  ш >  0.

358. и {х, у) =  П е - ^

Сначала продолжить нечетно функцию f ( x )  на отрицательную полуось, 
а затем воснользоваться результатом задачи 357.

Г л а в а  III

359. X — t = ^  const, X +  t =  const.

.%(). (x , — +  (x j -  x»)2 — U —  t Y  =  0 , где (x j,  x”, t" ) — пронз- 
нольная фиксированная точка пространства Ез  переменных xi ,  хз, t.

301. 0 |Х, +  ajXj +  03X3 +  ai =  const, где at,  aj, аз, a — произвольные дей
ствительные постоянные, связанные между собой равенством -|-

- | " з  =  “ '-
362. В принятых обозначениях имеем

J = 1  —= 1 1 = 111/1=1

t̂t -  Ot
|y|=i

V- ( * 1  +  t y ^ , x^  +  t y ^ , X3 -1- t j / g )  ds^  - I -  (  г  2  I  =

| y l = i  ‘ =1 J
_  A / J L  , ±
~  Ot [ t  +  « ^

г ”
|X(Z1, Z2, 2з)  =  H ( X |  +  X2+  <i/2, Хз +  г у з ) ,  /  =  I ^  8

V =  (vi, Vj, V3) — внешняя нормаль к сфере \2  — х}^ =  в точке г.  Так как

l o t

где



в силу формулы Гаусса — Остроградского

j  2  f 2
D >=i aD’=^

выраженно для I  моясно записать в видо

3

2
. л г=1

i

I  =  J 2  =  J" I  rf<P.
|г - х р « г ^ * “ * 0 0 о

zi — xi  — р  siQ О cos ф, Z2 — i 2 =  р sin О sin ф, zj — хз — р  cos д.

_ _  —  —

ТО

/^  =  <^ I" s i n  о  d O  j  А(Х й ф  = /^  1” 2

о о 1у 1= 1  >=1

и„ =  t
lvl=l '—I

363. Так как функция г]) непрерывиа вместе со своими вторыми про
изводными, первое слагаемое в правой части формулы (6) удовлетворяет 
уравнению (5). Непрерывность же производных третьего порядка функ
ции ф достаточна для существования производных третьего порядка 

д'
^ ^ ^ [ г Л / ( ф ) 1, ^ 1<Л/(ф)], так что

2  ^  \ t M  (ф)| == ^ { Д \ t M  (ф)]! -  ^  (А [ tM  (ф)1) =  0.
1=1

Следовательно, функция (6) удовлетворяет уравнению (5). Кроме того, 
из (6) находим

И (Х ^ ,Ж ,.Т ,,0) = ^  J  ^2- ^ з ) * «  =  Ф К -  ^2’ ’•з)-
т=л

ди
Ot t=n 4л

1 д ‘‘

lwl=l

п> (>̂ 1 . X.,) Ч- [ tM  (Дф)],^о =  '1> ( ’•i- *2- ^з)-

192



365. Переписав, формулу (6) (см. задачу 363) в виде

U-x|2=t^

i

4nl
| z - * | W  |r-x|==f“

З'оеждаелгся в том, что значение определенной по формуле (6) функции в 

точке (xi, Х2, xj, t) зависит от значений <р, ^  и if на сфере (Z( — лгО^Ч-

+  (Z2 — Х2)^ +  {Zi— Xi Y  =  t \
366. Когда ф =  ф(х|, Х2),  ij) =• i|)(xi, Х2), формула (6) дает функцию 

двух неременных, которую можно записать в виде

« К - * 2 - 0  =  4 Ь  J +  ^ , + ^ 2) * . +

+  ^ г ж \ т  I  <Р (^1 -1- I • 2̂)
I

При вычислении интегралов в правой части этой формулы следует спроек
тировать иа круг d: Z3=>0  верхнюю и нижнюю половины 
сферы Zj +  +  Z* =  t"*. При этом площадь dz^dz^ элемента ds^ сферы 
|z P  =  на круг d  выражается через ds^ в виде

/ \  S
dz^dz^ =  СОЗ («3 , V) =  .  ds^,

г  Ẑ  -1- z.  ̂ i -  Zj

где k  — орт оси *3, V — нормаль к сфере \z\'  ̂=  l  ̂ в точке (zi, Z2, 23), а 

Zji =  i  ^ — z  ̂— ẑ j. В результате получим

* 2 - 0  =

- ‘ ■ ^ 1  у т = ^ ,  * л + 2д . , ]

откуда, производя замену х, 4 - zi = .  yi ,  xj +  Z2 =  У2, приходим к форму
ле (8).

367. Проводя рассуждения в отвею  к задаче 366 в обратном порядке, 
формуле (8 ') можно придать вид (6), откуда следует, что функция 
u(xi, xj, t) является решением задачи (4), (2).

368. Пет, так как (см. формулу (8 )) значение функции u(xi, xj, t) в 
точке (xi, Х2, О определяется значениями начальных дапных <р и ф не 
только па окружности (^i — х ,)* -j-( i/2 — =  ^^ но и во всем круге 
(!/1 — ^i) ^ + (!/2 —
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ЗЪ9. Когда «|) и ij) аависят только от одного перемеииого Xi = л :, из фор
мулы (8 ) (см. ответ к аадаче 366) получаем

' 1-1
1

2 л  Ot <Р <i’li
d %

t

- t
x+t

t

tp (^ +  11,) dill +  4 " j  •? (^ +  \ )  ==

x~t
370. В уравнении (3) сделать замену переменных ^ =  х 1, х \ = ’ х — f,

/Е Ь ч ^
V (El 11) =  “ I—2— ’ ^~2— ) “  “ ® проинтегрировать полученное урав
нение.

371. В характеристических переменных g = .3 :4 -J /, т) =  За:-Ь 2j/ уравне
ние записывается в виде i l ) = 0, интегрируя которое, находим 
U = ./(л г - f  (/)-{-tp(3a:-Ь 2г/), где /  и ф — произвольные дважды непрерывно 
дифференцируемые функции.

372. u  =  ( f {y  — а : ) - | - ( г /  — 2х) .
373. и= .[ф (а:-1-Зу) + i l ) ( 3 x - f - !/)]£(’==+»)/>«.

374. и =
1

«-<*+*')/!«.В харак- 

/ т ) - 3 «  З л - 5 \
8

ф(г/—Зг)-1-г|з(Зу—I ) — л: ((/ — 3 :̂) (3(/ — х)

теристических перемеппых |  =  i/ — Зх,  т) =-3j/ — г,г;(^, r i)= u  

исходное уравнение примет вид

32,;^^ 4 - 1  _  (3 | _  Г1) ,(^-л)/32 _  о,

которое после замены г;(^, т]) =  г]) переходит в уравнение
32и,-|^ — 35 -|- т) =  0. Интегрируя последнее уравнение и возвращаясь к пе
ременным X, у,  получим ответ.

375. в =  2е*-1-е<*+2«')/2ф(а:) +  i|,(л: +  2i/).
376. и =  е='+1'/2[(2х-Ьг/)е<^+Ч-ф(2х +  !/) -Ь г1)(4х +  у)].
377. ц =  ф (1/ 4 - 2 а : sin 1 ) 4 - (у — 2 х sin ас).
378. и —  е*'(е^1' — е̂ -*) -1- ф(е*' -J- е*) -Ь il)(ei' — е*).

V

379. и =  у<р (х) -|- ф ' {х) -1-j* (у — ri) (ij) dti. Пользуясь обозпачепием
f)

V =  Uy, преобразовать исходное уравнение к виду v^y yvy  =  О,

1!)4



л:
380. u соз г/ +  .Гф {у} +  Ф** {у) +  J  (х — 5) e~^^f  (^) dg,

о
Гошепие искать в виде и =  t> -|- cos у.  Далее си. указание к задаче 379.

381. и = ^ { г / Ф  W + Ф ' W  + | ( ! /  — т)) е (1|) d t ] | . Пользуясь обозначо-
 ̂ о

писм v =  c h x u y ,  преобразовать исходпое уравнение к виду +  У^у =  0.

382. и =  е~^ ф (.7) +  \ е’ (I)
О 'I'

383. U =  (1 +  ,v) (1 -  е ~ П  -  х у  +  е - ^ ф  ( у )  И . Пользуясь

обозначеппсм и* +  и =  преобразуем исходное уравпепие к виду =
=  —х'^уе^^, откуда иаходилг v. Далее, подставляя пайдеиное выражение для
V в равепство и» +  « =  придем к уравнению Ux +  и =  i  х у  -{•
+  е-^^чур^х), интегрируя которое, найдем ответ.

* \ 2у
/  2  ^ 1 Г

384. и (х,  у) =  ff X — — £/’̂ ) 'I- -гг- ’I’ {“ ) doL. И характеристических;
У ^ J

2 3
переменных 5 = .г — ~  у' , г \ — х - { - 2 у  исходное уравнение принимает вид 

=  О, интегрируя которое и используя начальные данные, приходим к 
ответу.

2 .r+ V

385. U ( i ,  ;/) =  ( l 2х — е-'‘) е " ф  (у )-[--L j ij) (z) dz. Иоснользьзоваться

заменой переменных ^ — у,  т) =  ;/ +  2л; в уравнении.
386. и{х,  у)  =  я +  cos {х — у  sin х) .  Воспользоваться заменой неремеп- 

пых 6 =  1/ — X  — sin X ,  т) =  у +  I  — sin х  в уравнении.

387. U (х, J/) =  Y  е ‘'ф (х +  I/) — Y  ф (х Зу)

- \ - ± е j  [Зф (Z) +  2ф (z)] dz.

•X I V
Сначала с помощью замены переменных |  =  х-)-Зу, ц =  х  +  у привести

1
исходное уравпепие к каноническому виду интегрируя кото
рое, можно получить его общий интеграл.

2
388. и ( х ,  у) =  — ^  +  cos (х — 1 +  е'') — cos х. Для облегчения нахож-

депия общего ивтеграла исходного уравнения его следует привести к ка
ноническому виду, пользуясь заменой переменных \  — х,  г\ =  х  +  с”.
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389. и ( х , у )  =  е sli ( ^ |  +  sin х cos -— ;— — ) . Для припедепия
\ 2 /  \  2 / 

уравнения задачи к каноническому виду воспользоваться заменой пере
менных ^ 2х — (/ +  cos X, т) =  2ж +  г/ — cos х.

-j(2x-!/+C0S3c) J
390. и (х,  у) =  2е cos х sin -^(у  — cos х).  С помощью замены 

переменных  ̂ — 2х — г/ +  cos х, ц — 2х +  у  — cos х исходное уравнение за
дачи приводится к каноническому виду

i v i n  +  =  О,

где у (g, Т]) =  и (  1—L-H, c o s l - i ^  = и ( х ,  у), общий интеграл которого
V 4 2 4 У

имеет вид у ( | ,  т]) = / ( I )  +  Здесь /  и F — произвольные дважды
пёнрерывно дифференцируемые функции. Возвращаясь к переменным х, у,  
получим общий интеграл исходного уравнения

— 1/4-C0S X)

ц =  /  (2х — +  cos х) +  е F {2х ^  у  — cos а:).

Далее, пользуясь начальными условиями, следует определить вид функ
ций f  п F.

391. и(х,  у)  =  1 — sin {у — X cos х)  ev+cos х {х +  у +  cos х) .  Сна
чала, пользуясь заменой переменных g =  —х  - f  ;/ +  cos х,  r\ =  х  +  у  cos х,  
привести уравпение задачи к каноническому виду. Далее следовать процеду
ре, изложенной в указании к решению задачи 390.

392. U(х, г/) =  cos (у — а: — sin х).

393. и {х,  !/) =  - ^ х^ (е^ — l)  -j- sin х  -}- +

+  arctg {х — l)  — arctg  х.
. . i 2 ( x  +  y) , _  x - l - y  25(2x +  3.v)

394. и (x, у) =  ——— ;— ^  +  10 cos —Y -  — „ .2 —
^ y) 25 4“ (2x +  3y)

5 X f/ 3 5x у
395. и (x,  y) =  - ^  sin 2 “  — tT~^'

— 10 cos
5

ъу—ьх

396. u (x , I/) =  e * 2 i /  +  l^x +  I/ +  e +

397. Для точки (у, т ) е £„+1  областью зависимости на многообразии 
г =  0 являются: сфера \ х — г/Р =  т^ при и =  3, круг \ х — при 
п =  2, отрезок |х  — j/|^ ^  при п =  1.

398. ц(х, у )  =  ф(х +  у) .

■>пп ,  ̂ ^  +  г/399. и {X,  у) =  —^  cos —2--- —  y c o s x  — sin X +
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400. и (х,  I/) =  <р

402. и {х,  у) =  (р

— ;/
2

( З х  +  2 у \  
5 у

401. и (х,  у) =  s h y  1- (f (х — у).

403. и (х,  у) =  —  cos t — —-1 _  cos :---- --
3 4 d 4

404. и (x,  y) =  —  i a y  +  <p ( 5x 2 iy 405. и {x ,  y) — e ‘■•'ф ( 2 x - y \

406. a( x ,  y)  =  — x  — 2y) .

407, u{x, y)  =  2 ( x  +  y)  (e^« -  1) +  e^np(a: +  y ) .

408. и {x,  y) =  e*

2V^—sxy
409. u ( x , y ) = ^ e  3 Ф

410. u (X, y)  =  ^ j  _

^ 8in(4* + 3y) f +  3 i/
411. u (x, y) =  e‘̂  ф \  4

е - < - + ^ У \ ( х  +  2 у ) ~ : ^ е ^ У  +  ^

•'_e4Jc Ьзу / 4 i  +  3iA
412. u { x , y )  — e* co s^  4 ) '

413. Поскольку сторонами характеристического прямоугольника с вер
ш инами в точках (Х|, Z,), ( х 2, h ) ,  (хз, Ц),  (x^, t i) являю тся  прямы е х  — Г| =
—  t — Х —  Х2 =  h  — t, X —  х ъ =  t  --- 1з, X --- Х4 =  *4 --- f, ТО Xj —  Xf =  2̂ — l̂i
аз —  X2 = t i —  <3, X, — Хз =  <4 — *3, X, — х< =  «4 — <1. Поэтому в силу форму
лы ( 10) имеем ,

“ {^ь и )  +  “ (^3, h )  =  /(Х] +  i |)  +  ф(х, — (,) - f  /(хз  - f  <з) ф(хз — fj).

U ( Xj ,  i j )  +  u ( x , ,  / 4)  =  / ( X j  - f  i j )  +  ф ( Х 2 ---- <2 ) +  / ( ^ «  - h  *4)  +  ф ( ^ 4  —  *4) =

=  /(х з +  ^з) +  ф (х 1 — h )  -Ь /( x i  +  t i )  +  ф(хз — is), 

откуда следует справедливость утверж дения.

4. ^ (X j,x ^ ,X 3 , t , T ) = £ ^  j  g d a ^ ,

1̂ 1=1
где g =  g[X| - f  (« — t) J i ,  X2 - f  (/ — T )g2 +  X3 - f  (« — т)£з, t ] .

417. u (Xj, x^, X3 , Г) =  xjx* +  (3x^x2 +  x j)  - f  x ,t^  +

-I- («;*; -  Ч )  • + 7  (•? -  S ' . + ' ' H )  ■“ + i  ^

418. и (x, 0  =  у  Ф (^ +  *) -b Y  'P ~  +
Я-f-i f  3C-f/—X

+  Y  j* ’K i:) Л  -  ^  j  Л  J e { - c ^ , x ) d x ^ .

414.

x—t 3C-(+t
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420. u =  - f

+  4- ( 4 i + i  ( 4 + ^ ‘2 f̂ )  +  Ш5 *"•

421. u =  X* +  X* +  X® +  Зг^ +  x^x^t.

422. и =  /1 с о з х ^  +  г ( х 2 - х * ) .  423. « =  x^ +  x* +  { + 2t*.

424. u =  ch * +  e“ *  ̂sh (. 425. и  =
“  *

ax«® ftf*
426. и  (x , y , z , *) =  x y z  +  « (x;/ +  z) +  +  “ g-*

427. и  (x ,  y ,  z,  t) =  z cos 2t  s in l /2  (x  + (/)- ! -

+

428. и {x,  y ,  z ,  t) — X sin у  cos «-1- у  cos z sin г +

+  ^

I
t arc lg  t —  -7Г In (l +  t^) xe’* COS z.

у  In (l +  <̂ ) — f +  arc tg  t

xy
429. и  ( t ,  y ,  z,  t) =  az bxy  +  (a* —  sin at)  sin az.

a

430. и  (x , y,  z , t) =  2xy  +  {bt  +  e~' *̂ — l)  +

+  -^  X s i n l / 2jf cos 1 /22  sin 2t.

431. и  (x , y ,  z , *) =  x^yz^  +  у  x y z t  -I-

+  y t  sin (oxe“ ^ +  y i ‘‘ (x^ +  2*) — —j-  x yz  sin  bt.
b

432. и  (x ,  y ,  2, t) =  ye^ sin z +  xz  sin j/ sin « -f-

+  XĴ Z ~ 2—  In (1 +  г^ )+ 2  a rc tg  t — - ^ t

4 3 3 . и  ( X ,  у , z , г) =  хеУ ch t +  ye^ sh t  +

+  ayz
r^3 f
-jj- +  i — Y  In (1 +  f*) — arctg  t

434. u ( x ,  y,  z, i )  = ф ( х ,  у, z)  +  f il)(x , y, z) .

435 . и  (x , y ,  2 , <) =  Ф (x , y ,  z) +  (x , j/, 2) +  Y  /  (x , y,  z).
t

436. u  (x , y ,  z , t )  =  (p (x , y , z) +  fij) (X, y , z )  +  f  ( x ,  y,  2) j" (f —  t )  ?  ( t )  d r .

0
437. и (x, y, 2 , 0  ^

-  i  s S -  + 2  т ]£ й )г  + ' i  5 3 W  i  “ -  4“ *'' w  '<'•ft=o b=o 0
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438, и {х ̂  t) ~  л1 2  bx^t^ ^ 2  ^  ch t*

439. u { x , t )  =  x  +
а х Г

6 rsin  X sin t.

440. u{x,  t) =  af +  a { e ~ ‘ — 1) +  b sin л: cos « +  с cos x sin f.

at  a
441. u ( x , t ) = - ^  — sin i t  +  cos {x — t).

442. u(x, t) — x ( t  — sin t) +  sin (a: +  t).

с р ( :г - г )  +  ф ( ^ + * )  .443. u (jc, t) = --------------- 2-------------- +

fe=0

445. Непосредственно из формулы Даламбера

, (р {х —  at) h  <Р {Х +  at) i  
u ( x , t ) = ------------------ 2----------------+  2^ Ур (z) dz

x - a t

получаем:
a) когда обе функции <p(x) и ф(а:) нечетные,

at
Ф  ( —  я ^ )  +  Ф  ( « О  i  С 

и (0 . t) =  — ------ 2 ■■■ +  J  гр (2) <гг =  0;
—at

б) когда обе функции ф(г) и четные,

Ф ''(—  «<) +  Ф ' ("t) , t  {at) —  г|7 ( —  at) u_ (О, t) = ------------- г,--------------1--------------—------------=  0.2 2a

44G. Решение рассматриваемой задачи Коши выражается формулой
t j c + a ( ( - T )

U(x, J  f  d2 d l ,
0  X — 0 ( 1 — T)

откуда пепосредствеппо находим:
a) если функция f { x ,  t) нечетная относительно точки j: =  О, то

i а((-т)

и (0 , t) = - ^  j ”d-c J  f ( z , % ) d z  =  0;

о —a(i—X)

б) если f {x,  t) четная относительно точки а; =  О, то 
t

(0 , 0 -
1

2а I/ [о (* — т), т) — /  [— а ( i  — т), т]) Л  =  0 .
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447. и ( X ,  t) =

x^-at
Ф ( x +  at) +  Ф ( t  — ai) , 1 

2 2a
\()(z)d3 при x > 0 , * < “ .

x —at
x-\-at

rp {x +  at) — (f {at  — x) , 1 
2 + 2a

Рассматриваемую задачу редуцируем к задаче Коши на бесконечной пря
мой. Для этого продолншм начальные данные ф(ж) и \Кх) на отрицатель
ную полуось оси X нечетно, т. е. построим функции

X >  О, 
х < 0 ,

и поставим задачу Коши:

U t t  =  а Ю х х ,  <  X <  оо, t >  О,

г/(х, 0) = Ф ( х ) ,  U t { x , 0 ) = 4 ' ( x ) ,  —о о < х < о о .  

Решение задачи (* ) ,  как известно, дается формулой Даламбера

ж+а(

(* )

U { x , t )  =
0 ( x - f  af) Н - Ф (х  — аО , 1 

2 + i- J
x - a t

В силу нечетности функций Ф(х) и Ч*'(х) имеем t/(0, г) =  О (см. задачу 
445), причем для х >  О

U( x,  0) = Ф ( х )  = ф ( х ) ,  и , ( х ,  0) = » Р (х )  = iK x ) .

Таким образом, найденная функция U(x,  t) при х ^  О, г ^ О  удовлетворяет 
всем условиям задачи 447 и, следовательно, является ее решением, т. е. 
и(х, г) =  U( x,  t ) .  Выражая функцию U{x,  t) при х ^  О, t ^ 0  через данные 
Ф(х) н исходной задачи, получим вид решения и(х, £), приведенный
в ответе.

448. и {х,  t) =

x+at
ф (х а<) +  ф (х — at) _1

2

ф (х +  at) +  ф (я( — х)

2а
т|1 (z) dz

x —at

нри х > 0 ,  f < — .

rx+at

i f n
at—x \

+  J 
0 J

\p (z) dz +

при x > 0 ,  * > — .
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Рассмотрим вспомогательную задачу Коши:

Vt!  =  a^Ux:t, “ оо <  а: <  оо, ( >  О,

{/(л;, 0) = Ф ( г ) ,  и , ( х , 0 )  =  ^V(x) ,  - о о  <  о: <  оо,

где

Ф(:с) =
О, j;), а : < 0 .

Ее решение дается формулой Даламбера

ф(а:), 1 > 0 , 
ф ( — I) ,  а :< (

x+at

и Ф ( .  +  «п j*
к —at

В силу четности функций Ф (г) и Ч '( i)  имеем Г/» (О, i) =  О (c'l- задачу 
4''|Г)), причем для i  >  О

1/(х, 0) = Ф ( х )  = ф ( 1 ), 0) = 'F ( x )  =  ,К х).

Следовательно, функция U( x,  t )  при х ' ^ 0 ,  t ^ O  япляется искомым 
решением, т. е. и{х,  t ) — U(x,  t ) .  Выражая функцию U( x,  t) при х ' ^ 0 ,  
t  ^  О через данные <р (д:) и if {х)  исходной задачи, получим вид решения 
и(х,  t ) ,  приведенный в ответе.

1 ж+а((-х)

Ш .  и { x , t ) -

I  f ( z , i ) d z d x ,  х > 0 ,  г < - | - ,

* a x + a ( t —x)

J I /  (z, t )  dz  dT-[-

i x + a ( t —x)

/  (2, X) dz dX,  I > 0 ,  t  >  — .

Чтобы получить этот вид решения, продолжим функцию /(ж, t )  относи
тельно точки I  =  О по переменной х  нечетно на отрицательную полуось 
оси X, т. е. построим функцию

/ ( J ,  £Ь а : > 0 ,
х < 0 ,

и рассмотрим задачу Коши;

Utt =  a‘̂ Uxx + F ( x ,  t) ,  — оо <  I  <  оо, t >  О, 

U {x ,  0) =  U t(x ,  0) =  0, — oo <  a: <  oo.
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Решением этой задачи является функция

t K+o(t-T)

2а
F (z, x)dz dr . (•)

о K -a (i-T )

Г) силу нечетности функции F{x,  t) по х  имеем f/(0, i) =  О (см. saAaqy 
‘S'iG), причем при x > Q  U{ x,  0) =  Ut {x,  0) =  0. Следовательно, функция 
U( x ,  t) при х ^ О ,  t ^ O  является искомым решением, т. е. и{х,  t) — U{x,  t ) .  
Чтобы преобразовать полученное решение к виду, приведенному в ответе, 
рассмотрим случаи:

1) X >  О, x — a t > 0  (t  С  xla) .
Тогда

X — a{ t  ~ т )  =  X — af +  ат >  0.

Поэтому
t  x+e(i-T)

u { x , t )  =  U { x , t ) = . ^ ^  j" f [ z , x ) d z d x ;

0 X—a((—T)

2 ) X 0, X — at  < .  0 {t  x/ a) .  
Тогда

r < 0 , 0 < T < : t  —  x / a,  
x  —  a ( t  —  x) =  x  —  at  +  a x \

[ > 0 ,  T > t  — x j a .

Поэтому

и {x,  t) =  U (x,  t) ~

* я х+аЦ—х)

- И  I
t x + a ( (—X)

f { z , x )  dz dx=

x —a(t—x) x—ait—x)

* a x+a(f—T)
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2a J
j  — /  (— z, T) dz i x + i  j* j  /  (z, T) dz rfT-b

0 Ж—a«—T)

t *+a(f-T)
•if*  Г /замена в первом \

— I /  (z, т) dz dx=  I I =
2a J  J  \  интеграле — z на z  j

X—U(«-T)
a

2a J

* a  x + a ( t—T)
f x + o((—T)

l l  I/  (Z. T) dz dT +  _  /(Z . . )  dz d t.

0 a((—T)—t  a



450. и (х,  t) =

t x + a ( i —%)

f ( z , T ) d z d z , x > 0 ,  t < — , 
aI

0 ж-о((—T)

pad—T)—X oc+o((—x)-i

M I i
0 L  0 0

t x+ a(Z -T )

I i

/  (z, t )  d i  dT  -1-

f ( z , T ) d z d x ,  x > Q ,  t > — .
a

^ X  x - o ( ( -T )

Чтобы получить этот вид решения, продолжим функцию f ( x ,  t )  относитель
но точки л: =  О по переменной х  четно па отрицательную полуось оси х,  
т. е. построим функцию

VI  = ^ > 0 -
1 / ( — а:, t), г < 0 ,

и расомотрил! задачу Коши:

t/ , ,  =  +  <). —оо <  а: <  оо, i >  О,
t / ( i ,  0) =  Ui (х,  0) =  О, - о о  <  к  оо.

Далее использовать процедуру, изложенную в ответе к задаче 449, учиты
вал, однако, четиость функции F(x, t) по переменному х.

451. Решение искать в виде и[ х,  t) — v(x,  t) + ш (л:, t ) ,  где v ( x ,  t) и 
w (x, I) — решения задач 447 и 449 соответственно.

452. Решение искать в виде и( х,  t ) = v { x ,  t ) - \ - w ( x ,  t ) ,  где v{x,  t) и 
w (x, t) — решения задач 4'i8 и 450 соответственно.

453. Так как режим на границе вызывает волну, распространяющуюся 
от края (х =  0) в ианравлении оси х,  то решение задачи ищем в виде 
прямой волны и(х, t) = / ( х  — al ) .  Пз начального условия получим и(х, 0) =  
=  /(х) с= О, X >  0, откуда непосредственно следует справедливость условия 
и,(х, 0) =  — af ' (x)  = 0  при I  >  0. Из краевого условия находим и (О, t) =  
= / ( —ai) =  |i ( 0 .  i >  0. Таким образом, / ( z ) = 0  при z ^ O  и /(z) =•

z/a) при z ^  О, H, следовательно,

0 , 0 <  t ^  x/ a,
[i {t — x i a ) ,  x/a.

0 , 0 < t < x / a ,  
i—x!a

■a j" \ [ s ) d s ,  x/ a.

и ( X ,  t) =

454. u ( x , t )  =

Решение, как и в предыдущей задаче, следует искать в виде прямой вол
ны и{х, <) = / ( х  — at ) ,

(О,  0 <  г < х / а ,
(—ж/о455. и (х, t) =

203



Так как источником колебаний служит возмущенный край (г =  0;, то 
решение задачи ищем в виде прямой волны и(х,  t) = f { x  — at ) .  Из началь
ного условия находим ц(х, 0) = /(х ) =•((, х >  О, откуда непосредственно 
следует, что ut {x,  0) =  О, так как ut ( x ,  0) =  —af' (x)  =  О, л: >  0. Из краевого 
условия находим и*(0, /) — /ш(0, <) = ^ j ' { —al) — h f ( —at) = x ( t ) ,  i ^  О, или

/ '  (z) — hf  {z) ~  X — —j , z ^  0. Интегрируя последнее уравнение, получим

- z / a

/(z )  =  - a ^ ' ‘" f  Л ( * ) < г ,9, z < 0 -
0

Таким образом,

/  {') -

О, z >  О,
—z/a

I
{s) ds,  z <  0 .

Полагая здесь z =  x — at,  получим приведенный выше ответ.
''*56. Решение искать в виде и( х,  t ) = v { x ,  t ) w { x ,  l ) z ( x ,  (), где 

v( x ,  t ) ,  w{ x ,  t ) ,  z(x, I) — решения задач ¥ i l ,  V>2 и 453 соответственно.
457. Ре1нение искать в виде и(х, t ) = v ( x ,  t ) - \ - w ( x ,  < )+ z (x ,  t), где 

i’(x, t ) ,  w( x ,  t ) ,  z ( x ,  t) — решения задач 4'i8, 450 и 454 соответственно.

4.58. и (х,  t) — xijt — -0- xijt^.

459. Действительно, если w(x, у, t ) — однородный полином степени 
/: — 2 т  ^3 О, то ввиду того, что по свойству однородных функций хи>, +  
+  уи>у +  Iwt  =  (re — 2m) w,  имеем

□  =  2 т{ 2 п  — 2m +  1)и’р2">-2 +  pZ-'Diy. (*)

ОО

Рассмотрим фуи1:г(яю (х,  t) ~ v - \ -  ^  где Ль  — постояпетыо,
h=t

а V — однородный полином степени п.  Пользуясь соотношением (» ) ,  можем 
ланисать

ОО

□  +  2  \  [2 '̂  (2я — 2к  Ч- 1) _|_ р2ЛцЛ+1„]_
/1=1

Г) предположении, что 2к { 2 п  — 2к  +  i ) Ak  = —Ak - i ,  k ' ^ 2 ,  2 (2и — 1 ) 4 ,— 
== —1, получаем Dui =  0. Если теперь принять Пу =  Ф, и  =  mi +  и, то 
получим Du =  Ф, что и требовалось.

460. См. задачу 155.
1

461. Их всего семь: +  3x1 ,̂ х^у +  y f ‘, ху^ +  х(*, 3yt^, x^t  +

^  3t/“t +  -g- i , xy t .

462. При re =  i  их число равно двум. Когда же ге ^  2, искомые много
члены могут быть получеиы из формулы (7) в виде

“ К '
т —О (2т)1
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и ( х  , X , t ) — у  ........
у I' ■ ' а '  ) Х а  (2т -h 1)! 1 '*7П=̂1

где a:“ i . . .  т“" , x^i . . .  !**« — линейко независимые одцочлеиы степеней к
1 II 1 п

1к +  п — 1\  ( к + п  — 2\
и  к — ̂1. Поскольку их числа равны соответственно и )>

\  ге — 1 п — 1 /
элиномов определяется формулойто число I искомых полиномов определяется формулой

463. к =  ( п -  2)12. 4о7. 21 "‘п+1-
t= i

468. Если искать решение и уравнения (5) как функцию г, f, то в этом 
случае (см. аадачу 152, г)) уравнение (5) можно записать в виде

’'д'^{ги) (ги)

<)"г d f
- О,

откуда находим (см. задачу 370)

ги(г ,  I) =  /, (г +  <) +  M r  — I).

470. Пользуясь записью оператора Лапласа 'V  — -  в сферической си-

стеме координат, получаем вырамЕоние 

и  (х^, х^, Хд, «) =  □  [ф (г +  <) +  (г — t)] =

1 f ............................................  й"

1=1

=  — [гф (г Н- О +  rij) {'• — ОJ — l '-ф (г -1- г) Ч- гЦ) (г — <)Jj =

=  2 г - 1 1Ф' (г ч - 0  4 - I f ' ( г - 0 1 .  
являюн;сося решением уравнения (5) (см. задачу 468),

471. Пользуясь представлением решений вида и(г, I) уравнения (5) 
(см. задачу 468), получаем

и (г, О =
(г -|- t) ф (г +  О -|- (г — t) ф (г — t )  I

2г

r+t

L  j  T f(T ) iT . 

r - f

472. Достаточно показать, что решение и(х,  t) 0дп0р0д 110й задачи

-  “ н =  О, « {X, 0) -  a^ (X, 0) =  О

тождсствсипо равно нулю.
Пусть xlj, >  О — произвольная точка, а К — конус

a-j)" -|- — л-")'" =  tg — t- Обозначим через D  область пространства 
перемеппых xi,  Xi, t, ограииченпую конусом К  и плоскостью t =  0. Инте
грируя по области D  очевидное тождество

+  ( 4 j t  +  2 -  2 (“ ,% ) х 2 =  О*
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пользуясь ири этом формулой Гаусса — Остроградского и равепствам» 
Xi, 0) =  a, {Xi ,  Х2, 0) = 0, получаем

^  [ ( %  ' ’з -  +  ( “* / з  -  ^  =  О'
к

где Гд 1 / 1 / 2 , V* 1-V*--V*. Следовательно, па К  равны пулю внутреппио 
проиаводные — u^v^ и — “ Л г ’ ® означает, что и =  const на К,

т. е. U =  О на К.  Н силу произвольности точки (x j,  х ”, l )  заключаем, что 
u(xi ,  xi ,  t) =  О всюду в области определения (распространения) волны.

473. +
V7A. Нет, ибо рассматриваемая функция не удовлетворяет волновым 

уравнениям.
475. Скорость волны равна а/уЗ.
476. Параллелограмм, ограниченный прямылт;

X — 5^ =  х  Ъ1 î = 2̂, ^  Н“ 1̂, ^  ““  ■' /д.

477. Тор, полученный вращением вокруг оси t квадрата, ограниченного 
прямыми Xi — i — i ,  xi  -{■ t =  i ,  Xi — t  —  2, X| +  < =  2, лежащими в плоско
сти Xt, t.

478. Область, ограниченная конусами:

=
1=1 i= l

479. Общая область влияния состоит из двух областей, ограниченных 
прямыми

x  — t —  — i,  1  +  г =  1, f >  1; 
x  — t =  i,  i + t  =  —1, f <  —1.

480. Так как прямая z — t =  О является носителем даппых

ди
U (х, I) = / j  (I) , =

то в силу (10) / ( 2х) +  ч=(0) =  /,(х ) , f Z l ' {2х) =  ф.(^) или /  (х) =  _

1 /  ^ ^
“  Ф (0)» /  (^) =  \~2 / '  задача будет иметь решение,
лишь когда

/1 и  =  И -

При соблюде1гии этого условия решение задачи дается формулой

U (х, t) =  (~ 4 ^ )  — «р (0) +  ф (х — /),

где (f — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция, и, 
стало быть, «по ые едаиственио.
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481. Носители данных Коши могут служить ирммме t =  х/ к  лишь при

а) Предполагая, что А: >  О, А; 1, v =  (1/У2, 1/У2) и носителем даин(4к 

является отрезок Л В  прямой t =  ^  х,  где Л =  Л (О, 0), К  =  К(1, 1/^), *

ди.

ИЗ формулы (10) получаем

/
к 1 f k  — \

Следовательно,
X

/ ( 0).

E BCKOMOe решение заппсы ваетсн n пиде
•(Jc+t)

+
fc-l-t
к У 2

ft + 1 

i I (t)  dt .

k - i (x- t )

6 )  Областью заиисимости для t o t i s h  ( t , t) является пересечение отреа-

i : 0 B И Д  и  CD,  где С =  С

1

1) =  I)

^-ф -j (ж +  о • прямой X — Ы.  Области влияния ограничены примиии

ж +  ( =  О, I  =  fet, X — 1 =  t — и  X — « О, г  — /ft, т  — 1 - — ( соот- 
нетственио. Областью определения является прямоугольник, ограниченный

прямыми г — f = 0 , X— 1 — — t, i H - t = 0 , X — t t —
в) Устойчивость решения следует из формулы, дающей это реше(1ив.
482. Носителем данных годятся любая дуга S  рассматриваемой окруж- 

иости, расцолощенпая внутри ее дуг с концами в точках

Л(1/}2, 1/У2) и С (-1/У 2; 1/У2),

В { - М П ,  И П )  и С { - М П ,  - ^ ! П ) ,

С ( - И П ,  -1 /У 2) и D(1/yl, -1 /У 2),

D(l/y2, -1/У 2) и Л(1/У2, М П ) .
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Пусть ^  и — точки пересечения с дугой S  еы х о д я щ и х  и з  то ч к и  Р {х ,  у)  
характеристик Li i  | — x =  t — т и Ly. |  — — t уравнения (3). Инте
грируя тождество ( и | ) |— (ut)x =  0 по области, ограниченной отрезками PQ,  
Q' P  характеристик L\,  и частью QQ'  дуги S,  и применяя формулу 
Гаусса — Остроградского, находим

С'
u { P )  =  \ _ F  (Q) + ^ F  т  +  Y  j” [cos 20 Ф(5, 11) - s i n  20 f '̂  (I,  i])] dO,

Q
где I  =  cos 0 , T) =  sin 0 .

483. +

Q
где Q, Q' — точки пересечения выходящих из Р{ х ,  t) характеристик ^ — х =  
~ t  — т, I — х — х — t с дугой S  кривой I  = |/ ( т )  (см. задачу 482).

484. Областью распространения волны является прямоугольник, огра
ниченный характеристиками х  — хо =  t  — to, х  — xo — U — t, х — а:, =  i  —
X — xt  =  ti — t. Единственность получается обычным рассуждением, если 
интегрировать тождество (и |)^  +  — 2 =  О по области, огра
ниченной прямыми % — Х = \ — t, \  — X =  t — XVI ДУГ011 S.

485. - Ь  6 ^ —  <  0; u{xi ,  х^, t) =>t.

486.
l x + t \  l x  — t \

!6 . u (x , < ) -  ф [ - ^ ]  +  '|5(̂ — ] - ф ( 0).

487. Область распространения волны ограничена прямыми х  — г =  О, 
а:-{-г =  0, X — а = - а  — t, х  — Ь =  t Ь.

488. Интегрируя тождество

« X  +  (“",)( + (“?)(- 2  ̂(%“'К  ̂  °

по области, ограниченной конусом |/"а:* +  =  1— * и плоскостью t =  h,  

h <  1, где h — произвольная постоянная, получаем и =  U( =  О при t =■ h.  
Отсюда в силу единственности решения задачи Коши (см. задачу 472) 
■убеждаемся в справедливости утверждения.

489. В силу формулы из задачи 459 имеем

u ( x , y , t )  =  ^ { x ' ^ - { - y ^  — t ‘̂ ) xy t .

490. Область распространения волны ограничена конусами

t  = .  ̂ -2/i +  \ x^  +  y \  —2 h ^ t ^ —h.

Доказательство единственности решения получается повторенпем рассуж
дений, иснвльвованных при решении задачи 472 с заме1шй начальных ус
ловии условием рассматриваемой задачи.
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491. Пет, так как решение задачи Гурса с даппыми на смежных сторо
нах характеристического прямоугольника определяется одпозначио (см. за
дачу 486 или 487).

492. Нет, поскольку соответствующая однородная задача имеет нетри
виальные решения

и (х,  I) =

где W — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
удовлетворяющая условиям со'(О) =>ш"(0) = 0 .

493. Пет, ибо соответствующая однородная задача имеет нетривиальные 
решения

и (х,  t) =
( x - \ - t \  ( t — x \

J ’

где (0 — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция, 
удовлетворяющая условиям со' (0) =• о)" (0) =  0.

494. Общее решепие уравнения (3) (см. (10)) имеет вид

и(х,  t) = , f i ( x  +  t) + h { x  — t ) .

Отсюда, пользуясь даппыми задачи на границе области D,  находим 

ц(х, 0) = ./ ,(х ) -Ь /г (х )  = ф ( х ) ,  

и( х,  кх)  = / |( л :  -ь кх)  -|- /^(х — кх)  =  1()(г),
(* )

Исключая /г из последних двух уравпепий, получаем фушгциоиальное 
уравнение вида (15)

h -  h ( г й  ^ )  =  «Р W  ( г ^ ) -

Пользуясь формулой (16), запишем решепие этого уравнения в виде

и  -  ’I’ ^))«
т~о

1
где а  = Подставляя найденное выражение для /з в равенства (* ), 
получим

“  f  ̂ а ”  М
/ i  {х) ф (X) _  2 ] (ф (а ’"х) -  г|) ^J )•

Щ--0
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Следовательно,

( Га"*
U (г, «) =  ф (ж +  t) — ^  |ф  [а"* (х +  <)] — '(’ j-qTfc Н- <) +

оо ,

+  2  — f)l — 1|) 
т=о

_ Г Г к

495. Из общего решения (10) уравнения (3), занисапЕЮго в виде

и{х,  t) + / 2(д: — 0 .

лмеем

Отсюда находим, что (х) = - ^  л;, (х) =  Y  Следовательно,

и (х,  «) =  у  {* +  О +  Y  (* — «) =  X.

Единственность решения следует из той же формулы.

496. Область распространения волны ограничена прямыми х =  —
1 5 5

a: =  - j a ,  г — < =  - ^ а ,  x +  t = - ^ a .

497 2 / 3 \  ^  /  3 \  ̂
I Т  ) (  ̂+  ‘) +  ® *)+4*-

тп . () гп о

498. Область распространения волны ограничена прямыми f =  О, t =
1 5

=  X— t =  l ,  +

499. и(.г, f ) = 9 ( x — t) +  Ч’ 1|> —2— j - Область распространепия

волны ограничена прямыми х +  г= < 0, х ~ t  =  0, х — t =  а, х - \ - t  =  2a.

500. и {х,  г) =  ф (х t) (X + J)

M - t )

am + l

-•ф

(x +  t)

gra+1 *)

Область раснространепия волны ограничена прямыми х +  «= .0 , t =  x,  

x  — t = ^ ,  x +  i =  l .

501. и (х, <) = ' ^  ( ^ +  <)* Ч" {х — О* +  “  *)*• Область раснрострапе- 
ния В0Л1ГЫ ограпичена прямыми 4 +  х =  0, х — t =  0, t — х =  2, х +  (==.4.
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502. u (о;, t) — sin (t  — x) .  Область распространения волпы ограничена 
прямыми j +  j: =  0, a := J ,  t — x =  I, x  t — A.

OO

503. u (ar, г) =  Ф (j: +  0 — 2
h=o

— Ф — «)] — [w (o'* +  *))] +  t  [«  (o'* (x —  «))]},
где a: =  w(g) — решение уравнения .т +  т ( х ) = | ,  6 (J) =  ш ( |)  — т [(о ( |) ] .  
а 0'‘(л’) = . б*—>(а:)0(а:), Q°{1)  =  | .  Область распространения волпы ограни
чена прямыми г +  г =  0, t — X, X +  t =  i  +  т(1), X — t =  I.

50'i. u(x, i) —  X. Область распространения волпы ограпичепа линиями
я 1 я  1

1 =  х,  а: +  t =  о, X —  г =  у  +  X Н- t =  у  +

505. и (х ,< ) =  8 ^  l [ l -  / l  +  U" (x +  t ) ? - [ l -  /м - е * *  ( x - f ) P l ,
h=0

где G(|) =  4(1 +  ^) — 1 — 4, 0“( | )  =  O'* =  0'‘~’O. Область распростране
ния волны ограничена прямыми х — г =  0, х +  г =  0, x + t = 2, х — г =  2.

506. Из общего решения (10) уравнения (3), записанного в виде 
и(х, О = / i ( ^  +  0 + /г ( ^  — ') .  имеем / , (2х) =  ф(х) — /j{0), 2/ ' ( 2х) =  tp (х). 
Отсюда находим

X

/ 1 Н  =  ф ( | ) - / , ( 0), / , ( x ) = - ^ f T i , ( | j d T  +  / , ( 0).
О

x —t

Следовательно, u(x, t) +  J  Ч> Л.Единствеппость решения
о

следует из этой же формулы.
x - t

507. u(x, j  +  \|з ~  — 'I’ (0) — j* Ф (t) dT- Область pacnpo-
0

странепия волпы ограничена прямыми t = x ,  х +  < =  0, х — t =  а, x - f - (  =  
=  2b.

508. Пет. Задача имеет решение лишь при условии ф '(х) = i j ) (x ) .  Если 
это условие соблюдено, то решение задачи имеет вид

и ( х ,1) =  ф ^ £ ± ^ ^ - / ( х - < ) ,

где /  — произвольная двал;ды непрерывно дифференцируемая функция, 
удовлетворяющая условию / ( 0 ) = ф ( 0).

509. В характеристических переменных ̂ = х  +  г, г] =  х — г уравне

ние (3) принимает вид tJj,, =  О, где и (^, т)) L lz J l j .  ф ункция Ри-

мана Л ( |, 1]; i),) для этого уравнения единственным образом определяет
ся из условий

-------------------------щ --------------
Всем этим условиям, очевидно, удовлетворяет функция Л{5. 'i; пО ^  
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510. Условия задачи Коши по данным па дуге а  можего записать в видо

d v d ^ d v  dr \ dv  
<j ^  ^  ’

и, стало быть, в силу формулы (20) получаем

I '(5, Т1) =  1 - Ф ( 0  +  1(р ( С > ' ) [  i l> ( P ') d V
QQ'

где Q п Q'  — точки пересечения прямых t)i ^ т )  с дугой а: | i  =  Si(s),
Т)1 =  T],(s).

Условия же задачи Гурса, например,

и{х,  х } = ( р { х ) ,  и( х ,  —х)  = ^ ( х ) ,  ф(0) = г ( 1(0) 
для функции V имеют вид

.  (5 . 0) = .  „ ( 1 , 1 )  .  : ф ( I ) .  .  (О, Г,) =  ,1, ) .

Поэтому из формулы (19) получаем

и  (х,  t) ^  у (g, t)) ^  ф +  г|, _  ф (0) =  ф +  г!) j  -  ф (0).

511. Запишем рассматриваемое уравгюние в характеристических коорди- 
патах ц =  х — t:

"бл +  ^ v  =  0,  где V (I,  т)) =  и

Представляя бесселеву функцию /о(цУ(§ — ?i) (л — Л1) ) ^ виде суммы сто- 
ueuiioro ряда

h^O
находим

01 дц
k=o

X ^-^0 ( ^ r ’I’ ^1’ ’̂ i)
откуда и следует, что ^  -̂ о ^  ^

OJ q (^’ ^Т|’ 1̂ ■ ^ |)  _;• Уо(бь Пь 'ПО =  1- Следователыю, функция 
___________ ’

•̂ о((̂ У (I  — Si) (11 — лО) удовлетворяет всем требованиям, которые однозначно 
се определяют.

512. Ивиду того, что условия задачи Коши для функции и дают соот
ветствующие условия для V,

( ) v  1
V ( S t  а )  =  ф  ( | ) t  g y y  =  'I ’
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и, кроме того, <г.«р,= Р =  ’̂(5- л ). Q — QH,  I ) ,  ^l))
v { l ,  g) = ф ( х  +  0 .  11) = ф ( ^ - 0 ,  « ( а  / ’) = 1 .  « № ', Р)  = 1 ,  из (19) 
получаем

и {х,  г) =  У (5. Л) -= Y  ф (х -i- г) Ч- 4" 'Р ~  +

x+t

-1- у  j  / ( x  +  t - у
ж- t

- у  j  / ( 5 - & , ) ( n - ’g ) | , , = | ^ 9 ( 5 i ) ^ V
x - (

513. Условия задачи Гурса для и{х,  t) порождают условия для i7(g, v\):

Ь'роме того, П{ 1,  0 ; I ,  т)) =  1, К (0, я ; I ,  t|) =  1, Я (0, 0 ; I ,  ti) =
Поэтому искомое решение в силу формулы (19) имеет вид

и  (х, t) =  Ф + ’t  ( ~ i “ )  ^ х~  —  t - )  ф (0) —

x + t

— I* ^  /ц  (̂ 1 У ( Т  -  j: — t) (t  — X)) Ф dx  —
О

X — (

“  I  ^ V ( x + 0  ( x - t - x ) )  I p dx.
0

514. Искомое роиюпие в силу (19) дается формулой ,

о о '■=®

_ 1 V .  J ^ Y  _  1 V .

515. Р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и . В результате замены искомой 

фуикции a { x , t ) = e   ̂ v { x , t )  для v{x,  t) получаем задачу 1?оши:

‘'хя~''(( =  0. 1’ (0, «) =  Ф («). 1'х (О, <) =  у  Ф (О-| -^ (О-

Пользуясь общви решением уравнения колебаний струны v{x,  t) =  
=-’/i(^  +  0  +  /г(х — t ) ,  заключаем, что

/,  ( < ) + /г {-<) =  Ф(О, (О+ / ; ( - < ) = у  Ф (О -1- 'i> (О.
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/х

0

у ф ( х )  +  гр(т) dx  +  C,

d i  — C,

где С — произвольная постоянная. Следовательио,

и  (х,  t ) = e  V (х,  t) =

=  1 . “  
2

i+ t

( z  +  i )  +  ф  ( t  —  ж) - i -  j "  ( t )  - 1-  (■t)

t —x

dx\ .

Р е ш е н и е  з а д а ч и  Г у р с а .  Сделав замену u ( x , t ) = e   ̂ v { x , t ) ,  
получим задачу Гурса для функции v{ x ,  t):

а а—X —JC
’̂xx — v ( x , x )  =  e  ̂ Ф(а:), v { х , — х) ^  е~ гр (.г).

Следовательно,

- V *  - Г ' ^ / ( x + t \  - i x - t )  fx. — t \  \
u { x , t ) = e   ̂ V {х,  t) =  e  ̂ |е^ ф ^  j +  'I’ ^  j — ф (0)|.

516. Р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и ;

_!L L
е ф (ж +  t) +  ф (t — х) tp (т) dx.

Р е ш е н и е  з а д а ч и  Г у р с а :

и (х,  t) =
--(ж +О

о 4 '̂ (Ф) /)
+  «“ 't

X — t
■ ф (0)

517. Р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и ;

Ф (х  -1 -1) -1-«- ф (г —  х)  +

-1- JL ф (X) - f  ,J. (т) dx
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Р е ш е н и е  з а д а ч и  Г у р с а :
(а -Ь)(х+1)а . Ь—-х+-

u ( x , t ) = e  *
(a + h )(x—t)

■ф(0)

518 (515). м (аг, t)= e  * 'I’ ( ~ 2 —/  +  « -<f{x — t ) — e * ^— )•

( х  +  «\  - 2(х -з() ( х  — Л
(516). м (*. О = е  * 'Р

(517). « ( I ,  «) = «  •“ ■■*
(a-h)(x+ 0 а < х —f)

* ^ ( —^ 1  +  « Ф(^ — о  —

- е  “ У р ( ^ - 1 )

519. В переменных I  =  х - { - у,  т )= »т — у  система записывается в виде 
« 44- “ч — =  О, Ui — Цл — — "ч =  f’. ‘’ •"И (“ — t ' ) E = ( ' .  {u +  i')ii =  0. 
Поэтому и — V =  2/i(i]), U +  у =  2 /(5 ). Отсюда

“ (*> у)  = / ( л ; +  г/) + / i ( ^  — !/), v( x ,  у)  =  f { x +  у)  — U ( x  — y) .

520. ц {х,  у) =  - ^ 1 ф ( х +  у) !/) +  ф (л : —  7) — — ,v)l.

V {х,  Ĵ ) =  - ^  |ф  (х +  !/) -1- ■ф I- Ĵ ) —  ф (2: —  у) +  '1’ —  »/)1*

521. и (х,  у) ----- ф ^ 2 ' )

/ г  А- у \  ( X — у \
522. и {х,  у) =  ф (г  +  у) +  ф — 'I’ j '

V (х , ») =  Ф (.г +  у) +  '|5
( х  — у \

-  Ф (0) - 1|) (0).

523. и (х,  у) ф +  ф (^ — 8>) —

V (х,  J) =  t  — ф (* — !/) Н- ■Ф ( ^ Т ^ )  +  *Р (0) — ■Ф (0).

524. и {х,  г/) -  (х +  у) +  (х — у),

V (^. у) =  / j  +  у) — /г (х — у),

где
fe=0

ф
2т

- /з (т) =  ф (т) — / j  (т).

525. Характеристический детерминант для рассматриваемой системы 
нмеот вид

aXi А,̂
=  яА,* — А,*,
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откуда следует, что для гиперболичности этой системы необходимо и доста
точно условие а >• 0. В результате неособой замены независимых перемеп- 
вых I  =  а: +  уо!/, т) =  а; — ' ^ау система принимает вид

Vauj +  Уац„ +  — i/'ч =  О, уа щ  —  }'аи, dj +  г ,  =  О,
или

(Уаи +  i;)e =  о, (Уаи — i;),, =  0.

Следовательно, уаи +  и =  2 /i(tj), у'аа — i; =  2 /(^ ). Тогда

“ +  ~Уау)  +  /], (а: — V ai/)},

v { x ,  у) =  — А х + ' У а у )  +  {х — У а у У

526. и {х,  у)  = У а ф
'х ау' ' x  — Y a y '̂  _

if (0)

v { x ,  у) =  —  ---- ^ ^ ^ + У а ф ( 0 ).

527. a^a^ +  ^ 2 5 2  _  ^2(,2 ^  q.

528. Замена переменных 1 =  — х ,  i] =  - ^ y , l  =  — п{ х,  у,  г) =  
=  u{ a l ,  6 i], с^) =  у ( | ,  т|, t )  приводит рассматриваемое уравнение к урав
нению У|5  -Ь =  О, решением которого является (см. задачу Зб/i) 
функция

f j;2n J-Sn+I 1
=  1  (^. ’1. 0) -Ь

откуда находим
оо

г/, Z) =  ' V
п=0

с2“ (2«)! дх

1

а /У
,2П +1

- V _______________
^ с'̂ т‘+1  (2/1 +  1)1

п=о

529. u ( x , y , z ) = .  Г  +

532. U (х, г) =

• xyz.

(а —  Ь){а —  с)

X

+
(Ь -  а) ( Ь -  с)

(с — а) (с — Ь) 
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О 0 0
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533. Система гиперболична, так как корпи характеристического детер- 
мипапта

+ 1 2Х 

21 Я.“ +  1

все действительпыо. В результате неособой замены персмеппых 5 =  х +  у, 
rj =  а: — ^ она приводится к виду

+  “ чч — ‘'и  +  =  О- “ 5Е — “ чп — «'iS — ‘'чч =  0.

( и + 1;)чч =  0, (и — i;)e5 =  0.

Отсюда следует, что

u +  t; =  2 T i(p ( |)+ 2 i |5 ( | ) ,  « - 1; = . 2^ф,(.1) + 2 ф , ( т , ) .

Поэтому

V) =  (х — у ) <р( х+ у) +  ( г +  !/)ф1 (х — !/) +  +  у) +  — 

у)  =  (^ — У)ф(^: +  — (л: +  J?)qpi(* — г/) +  ^ { х  +  у)  — —

534. Ц(х.у)=^ [2 (х Ч -у ) 1  + V  [ 2 ( x ^ - ! / ) l -

У ) ,

У ) .

— т.

— т, [2 (г — J,)| — V +  ^ + 4гЬ
Ч-9Х,

V (I, у)

- v [ 2 ( x + y ) l - v ^ ( 2 (x +  y ) l | 4 - ^  fov

А ( м -

— 9v, - f  ( * - ! / )  О
- X  | 2 ( л : - у ) 1 -1-т^  (2 (х

У)

У)

- У)]

-1-

_  3 ( г - / / ) ~  
10 ( х +  ;/)

V [2 ( x + j , ) H - v ^ ( 2 (x +  i , ) | - T

Л 4^ ± А ( т [ 2 ( х - , / ) ] - т ^  (2 ( х - у ) 1-  
1Ь(х — у)|. ^

+  \ + 16
9 т ^ ( х  +  г/) +

+  9Т, -  V [2 (X +  у)1 -  v^[2  (X +  j , ) l |  -  ^  Jg v А ( х _ ,

- 9 V .

535. и {х, !/) =

у)  -

— т [2 (х — J,)| -1- Tj [2 (х —  ff)]|.

=  ["Г! (х Ч- у) +  т ' (х +  у) — Vj (х +  5г) — (х +  г/)] Ч-

+  ' X  [ т '  (х — !/) — х \  (х — у)  +  Vj (х — у) —  Vjj (х — г/)] Ч-

+  Y  ■'i ~  г/) ~  '̂ 2 ~
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i^ +  y)
[ t i  ( *  +  !/) +  t '  (x  +  y )  _  V j  ( г  +  ^ )  —  V j {x  +  ! / ) ]  —

( x ~ y )
4—  [ t 'i  ( x  —  y ) —  t '  (ж  —  !/) +  Vj ( x  —  y)  —  (ж — у)] .

— .v)
(^> >/) =  — 4^  [•I'l +  i/) +  S  +  y) — (a: +  I/) — Vjj (ж H- j ) ]  ■

( x  —f -  v )  r  /  #  T
— — ^  [ - t l  ( x  —  y) — ( x  —  г/) +  {x — y ) ~  (д: — ^)] 1-

-1- - J  [ T j  {x +  y) +  (x  +  y)  —  T j  (ж —  у) +  (X —  {/)] _

- ^  [i:l +  y) +  ^2 +  i') — ■̂ i +  г/) — ''г  +

+  '4 ~  (j; — !/) — s  ~  y) +  ' 'i  (-̂  — г/) — Vg (x — y)].

536. Система гиперболическая при любых действительпых а, Ь, с, к, ког
да — с2 и Ь ле обращаются в нуль одновременно, поскольку корни ха
рактеристического детерминанта

аХ — Ь кск
с =  (а^ _  с^) -  2аЬХ Ч- 6*

’~j^A ак — Ъ

действительны, причем

dy  Ь dy Ь
1 d x  а  —  с ’ 2 ~  d x  a - j -  с'

В характеристических переменных

I  = •  (а ~  с) у  ~  Ьх, Т1 =  (а +  с) у — Ьл: 

рассматриваемая система имеет вид

— “ч +  +  kv„ = 0 ,  Uf +  u„ +  kv i  — kv^  =  0,
или

(и +  А:г;)5 =  0, (u — fe y )^ = 0.

Следовательно, u - f - Лу =  2/i(i-|), u — A-i; =  2 / ( |) .  Поэтому общее решение 
системы дается формулами

“ {х,  у) =  f  [{а — с) у  — Ъх] +  / j  [(a-i- с) у  ■— Ьж],

V (х,  у) =  — - Y  f  [(а — с) у — Ьх\ -!- | - / j  [ (а +  с) у  — Ъх].

537. Прямая I /=  О может служить носителем данных Коши а{х,  0) =•
— т(х) ,  v { x ,  0) = Т |(л :) при всех действительных значениях а, Ь, с, к при 
условии, что к ф О ,  к ф  оо.

538. Решение моиаю построить по формуле (2) гл. II. Оно имеет вид

и. {X, у) -  V  ( _  1)̂
„2Й + 1

{2к -i- 1,!
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Ряды обрываются, начиная со значений к, удовлетворяющих условиям 
2 к  >  п а  2к >  т соответственно.

sh ray*sin пх
539. Решение дается формулой и { х , у )  = ----- —̂ т,------- , которая полу-

п“
чается из формулы (2) гл. II в предположении, что

да {х,  ;/)
и (х,  0) =  т {х) =  О,

>1 = 0
=  v{x) =

Неустойчивость полученного регаеиия следует из того, что для достаточно 
большого п функцию х{х)  можно сделать как угодно малой, тогда как 
и{х,  у)  не ограничена при «->-оо.

5W.  Люоое решение и{х,  t) уравнения (3), обращающееся в нуль на 
характеристике г  + 1 =  О, в силу формулы (10) имеет вид и(^х, t) => 
= = /(2  +  t) — /(0 ). Отсюда видно, что значение и(Ж|, <i) = /(а:, +  ( , ) — /(0), 
принимаемое функцие)! и{х,  t) в точке (х,, t[) области D  (в том числе 
экстремальное), принимается ею в точке (xj +  <i, 0) отрезка ЛД.

2
M l. В результате преобразования (неособого при у <  0) |  =  х +  - у Х

X  ■>1 =  х — • ^ ( — 1/)®'̂ " урампепие приводится к виду м̂ ,, =  О, отку
да следует, что его общим решением является функция

и (х, у) =  / j
2 2 ,3 /2

где /i(t) и / 2(0 — произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 
ф)упкции. Чтобы функция и{х,  у)  удовлетворяла начальным условиям Коши, 
иеобходимо и достаточно выполнение равенств (О <  х <  1)

/ . W  + / 2W  = ф ( х ) .

1
V-»

im {— y ) ^ ' A — i [
♦-0 I

-1- / x  — -rr (— y) 3 /2 =  ( X ) .

Последнее равенство невозможно, если г|)(х) ^ 0 .  Когда же >|’ (х) =  О, О <  
<  X <  1, решение существует, но оно пе единственно, поскольку в этом 
случае

и  (х , у) =  (р х Л - 4 г ( - у ? 1 ^ ~ -1-А

гдо /2(0  — произвольная дважды пенрерывно дифференцируемая функция. 

542. и {х,  у) =

1
=  - ^ т х + т ( -  г/)®"

5̂ »3. В результате замены переменных g =  х +  2у'^^, т] =  х — 2у' '^ урав 
нение приводится к виду uj,, == О, интегрируя которое, находим

y ) ^ U { x  +  2 y ' ^ ^ ) + h ( x - 2 y ' ^ ^ ) .
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Xi 'A. и  ( x ,  у )  =  Y  t  U  - |- 2 y '''" )  1-Y  T { x  —  2y '''2).

545. u (д:, j)  ==- | - t ( x  + +  у т ( х  — +  Y  j" \  (I) Ц .

x—2yi/^
540. Заменой переменных | = a ;  +  y, x] =  x — у уравнение (22) приво-

д*и
Дится к эквивалентному уравнению— :— 5 = 0 ! интегрируя которое, находим 

общее решение

и ( х ,  у)  =  |ф(Т1) +<р,(11) + 111|7( | )  +  yfi id)  =

=  ( ^ +  !/)ф(л: — ;/) + ф 1(а:— 1/ ) +  (^ — +  + '< l)i(^ + i/) .

547. Пользуясь общим решением уравнения (22) (см. задачу Ь Щ ,  по
лучаем

xi f (x)  + (f.,(j:) +л:г1) ( л ) -t-if,(x ) = т (а :) ,

<р (х)  -  Хф' (х) -  ф' (х) -  ур (х) +  хг|)' (х) 4- (х) =  О,

— 2ф' (х) — (х) +  хф" (х) +  xllj" (х) +  ф" (х) +  1))’ (х) -  О,

Зф" (X) -  З Г  (X) -  Хф'" (X) +  х Г '  (х) -  ф'; (X) +  ур'" (X) -  0.

Определяя из этой системы равенств функции ф(х), >|){^), «Pi(3̂ ), 
находим

u { x , y ) = - j T { x  +  y ) + - ^ T { x  — y ) - } - ~ y x ' { x  — y) — - ^  у%' {х +  у).

548. и (X, у) ^ ^ ( х  +  у) Тз + 4 ( ^  -  у) ^4 ( Ч г )  +  "̂ 2 +  

+  ■'i ' 2̂ (0) ' 4̂ (0) ~

549. Записывая уравпение (23) в в и д е ^  — т  — — 5- 1 =  О, заключаем,
д х “ ^ду J

что

' ^ x x - ^ v v  =  - i l ( y ) '  (*)
1'Де / з ( . " )  —  произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция. 
Поскольку одним из частных решений уравнения (» ) является / з ( у ) ,  а об
щим решением соответствующего (* ) однородного уравнения в силу фор
мулы ( 10) является вы раж ение/ i ( x - f - (/)-1- /г(х — !/), где /i и /а — произ- 

, вольные трижды непрерывно дифференцируемые функции, то ,

у )  = / i ( ^  +  ») + h { x  — y)  + f i ( y ) .

550. Пет. Пользуясь формулой, дающей общее решение уравнения (23) 
(см. задачу 549), получаем

/ i  (-̂ ) +  4  (^) +  /з (0) =  <Pi (^).
* /i  (^) — /г (*) + /з (0) =  ф, (х),

А W  +  /I (^ )  +  /з"(0) =  Фз (X).
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Из паписаппых равенств следует, что рассматриваемая задача по может 
иметь решения, если ф" (z) Ф  {х) — /"  (0). Когда же <р" (х) =  (i)  —
-  /3 (0), то

зс

/1 (^) -  у  Фх И  +  4 f -  у  /з ^ -  у  /3

где С — произвольная постоянная. Следовательно, пскомое решеиие
х+у

и (х,  1/) =  Y  ф  ̂ (а: +  I/) +  у  Ф̂  (х — у) -h у  ф^ (О dt  +

х - у

lie единственно.

V + X

551. и (х ,  у) -■ ([/) 1- у  I <0 dt  +

У-
Х  +  у  X

+  у  j  < г т |ф з ( О л  +  у

V-X
х + у  X у - х  X у х

1
dT Фз (О л  — I dJ \ ф., (О dt

0 0 0 0 о (I

(см. задачу (5^i9)).
5Г)2. Задача поставлена не корректно, таи как она разрешима лишь при 

условии, что v(z) =  2ф '(0), и при соблюдении этого условия решение за
дачи не единственно (оно определено с точностью до произвольного сла
гаемого <f{x —  t) ,  где 2ф '(0) = v ( x ) ) .

553. 1’ои1сние задачи имеет вид

и {X, t) =  t  -Ь ф (-t — <) — Ф(0).

Оно не единствеппо, так как определено с точностью до произвольной 
функции ф(лг — t ) ,  удовлетворяющей, однако, условию связи между пачаль- 
пыми данными

т '( х ) - 2v(x) =  2ф '(0),

^ Ц ^ - ф ( 0) - / ( 0), 0 < х - < < 1 ,

1 _ ф ( 0) _ / ( 0), у < х - ! - « < 1, 0 < х - ( < 1.

Отсюда непосредственно следует, что само решение рассматриваемой зада
чи непрерывно в квадрате Q,  а его производные претерпевают разрывы 
вдоль характеристики х t =  1/2.
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555. а) и {х, t) =

О, — 1 < г  — « < 0 ,  — 1 < а ;  +  ( < 0 ,

— l < x - t < 0 ,  0 < x  +  t < l ,

0 < x - t < l ,  0 < x  +  t < l ,

0 < x  — t < l ,  — 1 < ж  +  г < 0 .
X  —  t

~ ~ r ~ '

Решение пепрерыв£го всюду в  Q,  a его производные претерпевают разрывы 
вдоль характеристик х 1 — Q и х  — t =  0.

б) и ( . t)  =

’ X, — 1 < x  — t < 0 , — К  г +  « < 0 ,

^ [ х - f +  sin (л: +  «)1, — 1 <  I  — f < 0 , 0 < ^  +  f < 1.

4 " [sin ( x + t )  +  sin (* — <)], 0 <  X — t <  1, 0 < Х  +  г <  1 ,

f +  sin ( x —  f)]. 0 <  X —  t  <  1 , — 1 <  X +  t < 0 .

Решение непрерывно всюду в а его 
вдоль характеристик х 1 =  Q а. х  — t ■.

производные претерпевают разрывы 
=  0.

556. а) и {х,  t) =
0 , — 1 < х  — t < 0 , — l < 2; +  t < 0 ,

{ x + t ) ^  
2 ’ - 1 < х  — « < 0 , 0 <  X +  « <  1 ,

= (X +  г)" +  (I  -  г)"
0 <  X — г <  1 , 0 <  X t  <  1 ,2

(X -  t r  
2 ’ 0 <  X — f <  1, — К  +  ( < 0 .

При тг =  1, п =  2 претерпевают разрыв, соответствеппо, производные пер
вого и второго порядков функции и(х,  у)  вдоль характеристик ж +  ( =  0,
X — г =  О, а при /г ^  3 функция и{х,  t) является регулярным решением 
задачи всюду в квадрате Q.

б) и{х,  t) =

го, - 1 < х  +  < < 0 ,

( X  +  '

2 { п + 1 )

(Т - « ) " + !

0 < г  +  < <  1 . 

0 С<^ +  « < 1 .

2 ( п  Ь 1) ’
Характер гладкости получеппого решения очевиден. >

557. и{х,  t ) — xl{x^ — t^). Носителями особенностей решения являются 
характеристики х + г  =  Ои х  — « = 0.
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558. u (л:, t) =  (x +  t ) l ( 2  — X — t ) .  Носителем особенностей решения 
u(x,  i) является луч x +  г =  2, x <  1.

559, u ( x , t )  =
0 , t > Q ,  x + t < 0 , 
_2
3

Вдоль характеристики x +  f =  О при n =  1 претерпевают разрыв произ- 
Бодпые первого порядка, а при л =  2 — производные второго порядка ре
шения задачи и(х, г). При п ^ З  решение задачи и(х, t) является регуляр
ным всюду в угле D.

560. Ограничимся рассмотрением той части Dj  области D,  которая оа- 
[юдсляется перавенствами

Определенные по формуле (26) функции Umn(xi, xj, t) являются (задача 
336) регулярными в области Dt  решениями уравпеиия (24), удовлетворяю
щими условию

U m n ( X | ,  X j ,  0) = 0 .

Справедливость условия

“ш п К ’ ^2’ '■) =  0 . ’■ = у 4  +  ^Ь

проверим пепосредственно. В обозначениях х, =  г cos О, х^ =  г sin 0, tj) =  
=  (р — О имеем

1 Г ______ р"»+1 POS пу ф  d(p______
“ mn (^i> -*2’ '■) =  2л j  —  -x * '»  — ^

cos ncp (ip dq>
J i/:zr:

w - x ] < r  ^ cos (Ф — в) —

12Я
p<2rcoe Ф

pWl+1/2 „0  (.ДД „0  sj„

1 / 2r COS Ijj —  p

Учитывая, что

p < 2 r  COSlJ)

имеем

1 f  p'^+i sin nO sin rn|5 
2Л J ^  2r  cos ij) — p

1 Г  p ^ + ’ ^’̂ c o s  n O c o s  ni|^
K ’ " 2’ 0 = ^  J  V 2r c o s ^ | , - p —

p<2rcosil)

cos »0 
' ~2л

pm+1/2 ДДД

J / ' / r  COS\|)_— P
dp йгр =

p<2rC08<|)
2 2 J



Я /2  2ГСПЗ\|) „ . 1 , .
COS nO г  f

=  —^  cos лг|) i i f  \ ■ ■ —
"  J  J  V 2r cos t|) — p

(2г)™'^  ̂ P jTn+l/2
—  COS nO J  dt J  cos геф cos’"^* if> dij) = 0 ,

так как при n ^ - i ,  m =  n — 3, n — 5, . . . ,  ra — 2

П /2

f  cos nif cos'"''‘ \̂jj dlfi =  0.

0
« - 1

Таким образом доказано, что Kmn(^i, 2:2, г) = 0 .

561. v„
1 р"* sin пц) р dp dtp

где |у  — i |*  =  (j/i — a;i)=+ (J/2 — гг)*, ĵ i =  pcos<p, уг =  р sin q>, п >  4,
re — 1] „. Этот класс нетривиальных решений2

получается, если в правой части формулы (26) вместо cos геф взять sin пф
Гге — 11

и считать п >  i ,  т  = - п  — 3, п  — 5, . . . ,  п — 2 —^

502. Чтобы убедиться в справедливости утверждепия задачи, следует 
учесть, что

2 sin ах  sin at  =  cos а ( х  — t) — cos a { x  t) ,

2 cos ax  cos at  =>cos a { x  — t) +  cos 0(1  — (),

2 sin ax cos ai =  sin о ( i  —t) +  sin a (z +  t) .

5C3. Чтобы доказать утверяедение задачи, можно воспользоваться един
ственностью решения характеристической задачи Гурса или формулой! 
среднего значения из задачи 413.

564. Граничные значения задачи Дирихле можно задавать произвольно 
лишь па любых двух смежных сторонах прямоугольника П, например, 
М 1М2 и Па двух других сторонах этого прямоугольника {МгМ^ и 
M^Mt)  граннчпые значения задачи Дирихле должны совпадать со значе- 
ыиями решения характеристической задачи Гурса в этом же прямоуголь
нике П, данные которой задаются па MiM^ и и совпадают с гранич
ными значениями задачи Дирихле на этих сторонах.

565. Если отношение —  — рациональное число, то можно положить 
р т

■^ =  т
числа п ф И  функции

где т,  к — натуральные числа. Очевидно, что для любого целого

ni tnx n k n t  
и„ ( x , t )  — s i n ------- s in -------

" ' Ч <1
являются регулярными нетривиальными решениями рассматриваемой зада
чи Дирк.\ле в прямоугольнике Q,
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Г л а в а  IV
5С6. 4- ^ovin +  =  0. Полагая в уравнении (1) п =  1, а: =  arj,

сделать и реобразования

х =  Т1, t =  g — ат1, г ( | ,  Т1) =  и (л , £ — ат)).

567. При соблюдении условий, гарантирующих равномерную сходи
мость ряда ('I) и рядов, полученных из него почленным дифференцирова
нием один раз но t и дважды по х,  для суммы и (г, t) этого ряда имеем

i ^ l  fc-ч» li—1

/'■
fcl

fc=0 fc=0

568. При t >■ to имеем

E К

i= i  " V o; i= i

n E'
2 t — t„ =  0 -

»' i= l

570. Ограничимся рассмотрением максимума. Пусть Л/ =  тахм (а:, t ) ,  
(з-. t) е  D \j дО,  m =  m axu(z , i ) ,  (x,  t) s  6’, регулярного в £) и непрерыв- 
иого ь D  [) дО решения и(х,  t) уравнения (1). Предположим, что т С М .  
Тогда .чначения Л/ фуниния и(т, L) достигает в некоторой точке (хо, М е  
е  D,  где О <  <о ^  ?'i, М =  и(хо, /о)- Построим функцию

М  — т  о
г  (X, t) =  и  (X, I) -Ь  2 ^  (Xj -  х„.)“,

г = 1

Т1

где d — диаметр области D,  Так как и т <  М,  то, оче-
i= l

в и д н о ,
М  — т  /  1 N М

1) v { x , t ) ^ m  +  —^^—  =  (1  +

2 ) v ( xt ,  to) =  М.
Из 1) и 2) следует, что функция v ( x ,  t) принимает свое максимальное 

яначеьие, как и и(х, t ) ,  не на 5, а в некоторой точке (х*, t*) е  D, где
О <С В этой точке < 0 ,  i>( >  О (и,  =  О, если t* < . Т ,  и У| ^  О,
если t* —  Tt ) ,  откуда следует, что в точке (х*, t*)  должно быть

(.)
г=1

4^ А. в. Б н ц а д з е .  Д .  Ф .  Калиниченко 225



с  другой стороны, учитывая выражение для v(x,  t ) ,  находим

М  — т
XiXi d~

М  — т 
■ и,  = -----5—  >  О

i-=l i—1
В точке (2 * t *) ,  что противоречит (* ). Из полученного противоречия выте
кает равенство т  =  М,  что и требовалось доказать. Аналогично рассматри
вается случай минимума.

571. Пусть u i( i ,  <) и u j(z, t) — регулярные в D и непрерывные в D (J 3D 
решения задачи (1), (2). Функция и (а:, t ) = “ i(^t * )— «2(2:, t) является 
такж е регулярным в  D  ш непрерывным в D [} SD решением уравнения (1), 
удовлетворяющим условию u |s  =  0. В силу принципа экстремума и{ х ,  t) =  
=  О всюду в D и т. е.

ц,(х, £) =  t ) .

572, Приняв в формуле (4) из задачи 567 т (Xj, — sin х^

и учитывая, что

i n

получаем функцию

гп
1 7

/я

in /я «> ( ]
”

х^ ехр — л “ l ‘i  +  2̂ 
И х  *2 /

t
1 2

удовлетворяющую всем требованиям рассматриваемой задачи.

“  2
573. и ( х ,  I) =  2  sin ^ Предполагая, что функция <р(х) непрерын-

h=l
но дифференцируема на сегменте О ^  а: ^  я , ее можно представить как 
сумму абсолютно и равномерно сходящегося ряда Фурье

ф (г) =  21  “ ft sin кх,  О ^ х ^ л ,  
fe=i

где

(х) sin кх dx.

о

Учитывая, что функция {х,  t) =  sin кх * является решением урав
нения (Г) в прямоугольнике О С х С л ,  О <  t <  То, Т в >  О (см. задачу 
572), удовлетворяющим условиям и{ х,  0) — s i u k x ,  u(0, t )  =  и (л , t ) =  О, 
заключаем, что решением рассматриваемой задачи является ф ункция

оо
ц (х,  t) =  2  sin  кхе ~’‘^К 

к=1
Поскольку в окрестности калгдой точки {х,  t) прямоугольника О ■< л; <  я ,
О <  t <  Го,

]im
к- о̂о
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ряд, суммой которого является и{х,  i ) ,  можно почленно дифферепцировать 
сколько угодно раз.

57'i. Интеграл

оо (х-у)^
и (х, г )=  _ 1 _  "У  « ““  t > 0 , (*)

сходится. Действительно, обозначая М  =  max | ф (у )(, имеем
•"■оо<Су<С'»

r « - ’̂ *dn =  Af.
У "  j L  - V '  V i t

Такж е нетрудно проверить сходимость интегралов, полученных из (*) диф
ференцированием под анаком интеграла по х и по t, повторенным сколько 
угодно раз. При этом все интегралы равномерно сходятся в окрестности 
любой точки {х, <). если t >  0. Отсюда следует, что при t > 0  функция 
и ( х ,  /) имеет производные всех порядков, которые вычисляются по фор^ 
мулам

д т + п

дх'’' д е  2 у

Чтобы убедиться в справедливости условия

Jim U (а:, <) =  U (х, 0) =  ф (ж), — o o < z < ; o o ,

достаточно заметить, что интеграл в правой части (* ) равномерно сходится 
вблизи кал;дой точки (х,  0) при t >  0. В результате замены переменного 
по формуле у =  х- \ -  2iiVt, получим

и {х,  t) =
У я

ф (х  +  2т] 1 / t )

Отсюда на основании равномерной сходимости интеграла и непрерывности 
функции ф следует

ОО

lim  и (I, t) =  ф (х) J —  Г e-'^^dri  =  ф (г).
«-0 у^ г  J

—  ОО

575. Пусть а( х ,  t ) — непрерывное и ограниченное при t ^ O  решение 
уравнения (Г ). Докажем, что и( х,  t ) ^ M  (доказательство неравенства 
и ( х ,  г) ^  т  сводится к  этому переменой знака у функции и). Фи1хируем 
произвольное число е >  0. Покажем, что и(хо,  <о) ^  Л /+  е в любой точке 
( ^ 0, *о) полупространства t ^  0. Построим функцию v( x ,  t )  =  i ’ - f  2f, кото
р а я  удовлетворяет уравнению (Г ). Пусть iV =  sup |и (т , t) l i  Функция 
e v  {х,  t)
“77---- — М  — u ( x , t ) ,  удовлетворяющая при t > i )  уравнению ( l ') i  не-
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1/2
отрицательна при г =  О и при 1 1 1 =

гласно принципу экстремума для ограниченной области (см. ответ к 
че 570) эта функция должна быть неотрицательной всюду в прямоугольл

I»< t < r ,  | i | <
1 11/21

— { N — М)  *о) ( ’ ® котором лежит точка (zo .

Я1> (х,  t)
Следовательно, в этом прямоугольнике и (х,  г) <  Л/  +  — — откуда

'.‘‘о’ п)
дует, что и(хо,  io) ^  М  +  е. Так как (loi *о) и число е произвольны 
и ( х ,  I) ^  Л/ при « ^  0.

576. Применить полученные в задаче 575 неравенства к ралн* 
и(х, г) =  u^{x,  t )  — иг ( х,  t) двух решений задачи (1'), (3').

578. В результате замены искомой функции а { х ,  t) =  и { х ,  <) +  а (  
+  i [ p ( / ) — a(f)]  получаем задачу

= / ( х ,  < ) + а ' ( 0 + * [ Р '( 0 - « ' ( 0 ]. «'(0, 0 = 0, г ( 1, t)
t

579. и (х,  t) =  sin  пх  J  (х) dx.
О

580. и  ( х ,  t) =  e * 'c h  (решен ие не единственно).

С

581. u { x , t )  = ---- 1_  Г
2а 1 /л 4  J

е — е 4а''1 ф (?) 4 .

Ф (х) =

Чтобы получить эту формулу, продолжим ф(х) нечетно на отрицатель* 
иолуось —оо <  г  <  О, т. е. ностроим функцию

'ф (г), г > 0 ,
— Ф (— Z), г < 0 ,

п рассмотрим задачу Коши — Дирихле

и ,  — a-Uxx =  О, —оо < ; I  <  со, t >  О, и ( х ,  0) =  Ф (г), —оо С,  х  С  

Гешение этой задачи, как известно, определяется по формуле

оо (Х— 1)'^

£/(х,<) =  _ 1   ̂ Ф ( 1 ) а \ .
2 a y n t  J

—  ОО

Очевидно, что U( x ,  0) = ф ( г ) ,  О ^  х <  оо. Далее, из (* * )  и (* ) полуш

оо со (3C+Sl'^

и  (X,  t) =  г  * ф (6) d l  -  г  * Ф (I) d - .
2а 1/ n i  J  2а 1/лГ  J

о и
Отсюда находим, что [ / (О t) — О, и стало быть, U( x,  t) =  и(х,  t) при х .

ос (Ж—Е )- (х + £ ) 2

582. и {X, t) = ---- Г
2а l / n t J

Чтобы получить приведенный здесь ответ, следует решить вспомогател^ 
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Ut — а Ю ,х  =  О, — оо <  I  <  оо, « >  О, 
£/(х, 0) 1=  Ф (г), —оо <  г  <  оо, 

<р(х), г > 0 ,

,Ф(— I), 1 < 0 .
оо (зс+ Е )2

. - h t
583. ц(.т, t) =  ----------

задачу:

гдз Ф (х)

i a - t 4 u - (_  Ф (5) (Щ,. В рез}'льтате за-
2а V  Л1 .

мены искомой фуикцпп по формуле и{х,  I) =  e~''‘v { x ,  t) для v [ x ,  t) прихо
дим i: задаче 581.

- h i
5«/i. и (х,  t) =  --

2 a \ / n t

t ОО 
О Г*

585. и (х, Г) = Г _ ^
J l / i  — X

(Ж+5)2

ЧтоСы получить эту формулу, рассмотрим вспомогательную задачу; 

U,  =  a ‘U r ,  +  l ' ( x , l ) ,  6'(х, 0 ) = 0, - о о < х < о о ,  t > 0,
где

решение которой дается формулой

I ОО

(*)

в  силу (# ) эта формула записывается в пиде

.. оо
j  Г  (g, X) d i  -  j  « (g, X) rfx.

Следовательио, {/, =  о^С/ц + /{ж, f), з: >  О, t >  О, i/(0. г) =  О, t ^  О, 
t/(x, 0) => О, X ^  О и, стало быть, U (х, г) =  и{х, () при х ^  О, 0.

t  ОО

58С. и [ х ,  t) — — 1—  Г Г —  ^
2 a V n  J  J  V t  — X

(.г+;Г

О о
t оо

587. и (х, t ) = — 1—  г  г
2а У й  J  J Vi —X

(х+5)’’
С

т ,  X) dg л .

/(s , х) rfs dx.

С аомощью замены и(х, t) =  e~'‘’v ( x ,  t) приходим к задаче для функции 
v{x,  I),  рассмотреыиоп в 585.

16 А. в. Бицадзе, Д. Ф. Калиниченко



( оо (ЗС-5)*
'-.SK  ̂ \ \

2 а ' ] /  л  j  J  "У t ~  X \
’ о о

______ ( x + l f
4и ‘̂ 1 - Х )  , „  4 0 ^ ( i - x )  I ^ / t  Л  -7_

i’
Г)89. и { x , t )  =  J - —

*)л ~1 / * '

Р (.г-Е)® 'т+5)”т

е — е

+ -
• -ли-t)

/(й, т) (/£ d-z.
4 , 4  » / J i ,  »■' f> I /  t  ------ t  L

0 0

5'JO. и {x,  t) =
- l i t

2a У я 1
*aU

Ч - «

t OO

-I-
2a [ /jl 0 0

V t - x

( . T - S

ф(^)<гМ-

4Û U—X) _ 1  ju'^d-1) e <r f i l ,  t )  dg Л .

51M. u (x,  y ,  t) —
OO (.T —E)

...  ̂ _  . .. i 
(2a ' \ / nt ) ~  J

taH
.2 «о .  ( y - r \ f  (V+r\Y

Чтобы получить Tai:oi'i вид реш ения, сло;чует прод()л;кить лечетио в полу
плоскость у С  О фуш.цию  ip(a-, у)  но иерсмеииой у.  Далее см. решение 
задач»  581.

5!»2. и (г ,  у,  Z, t) - -

ОО

, f
X

ОО

J
/  _[L+iE

/ ( l . i i . D r f U U n .

593. u ( i ,  y,  z,  t) =   ̂ Г
(2a У л г )  ■'

OO OO (X—$ ; > ■ + ( ?  — С.Г

—  OO — OO

X

/ (!/

/(E- ’b t) (̂ '1 «̂5 dZ.

5»/*. и (x,  y ,  z,  t) =  ^
(2a ^\ /z\,t) J

<>

. u -
r?+C)

4a^ 7 ^
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4ro6i.t получить эту формулу, продолжим функцию /(х , у,  z)  нечетно по у  
и пемотпо по г па все прострапстно. Ото можно осущестиить последователь
но. Сначала продолжим /(х, у,  z) нечетно по у,  т. е. построим функцию

/j {-г- У, Z) -  I f { x , y , z ) ,  ! / > 0 , 
■ f ( x , - y , z ) ,  у < 0 .

Затем функцию h ( x ,  у,  z)  продолжим нечетно по г, т. е. тюстроим функцию

( / ,  (x,.v,z), г > 0 ,

Теперь рассмотрим задачу Коши

и , = а Ц и , ^  +  иу у  +  и , , ) ,

U { x ,  у ,  Z, 0) =  f i ( x ,  у.  г), —оо <  X, J/, г <  оо, г >  О,

решение которой определяется но формуле

ОО ОО ОО

—  о о  — о о  — ОС

Эта функция, очевидно, удовлетворяет уравнению и начальному условию 
исходной задачи (при —оо <  х <  оо, О С ;/ ,  z <  оо). Далее, учитывая 
формулы нродоллгения функций /  и /], преобразуем 1голучеппое | решение 
/7(х, у,  2, I) так, чтобы подынтегральное выражение явно содержало функ
цию /(х , у,  z) .  Сначала, пользуясь формулой продолгкепия функции /i, 
имеем

/ ,  (S- п, о  dl .

Следовательно,

V {х,  у,  Z , i) = X

X
о

Лпалогичио, пользуясь формулой продолжеипя функции /, получаем

(у -п г К — ч; \
,  ‘" ' ' - е  Т1,

—оо и
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Тогда

£ /(х, I/, 2 , О =  т:
{Za V n t r

4 a ‘ t 4 u ' i  __  ^ 4 u " i  X

OO ( z - z r  (г + z r

. n . 0  rfii dl .

Ai*> «ficrii С«1сЛусГ, 4i\/

U( x.  0. z. n  =  0. !/. 0. 0  =  0.
Поэтому

Li{x,  y,  z. I) =  u\ x ,  ij, z, t)  при —oo <  x <  oo, 0 <  (/, z <  oo.

595. и [x,  y ,  z , t ) = -
(2 a  V n t )

4a~i 4ci

“ ) ]■

(у -л г
4«"̂

e X

f f~ :r  • <74-tr
4 a '" t •

e — e / ( s . ^ , 0  d i d n d i .

596. и (x, y,  t) =

(• "  { ' (  
^  (2a V n t f  \ ‘  J V

—  OO

597. и ( i ,  y,  t) =

* !l/(&. Л) d’l rfS.

(.T-')» • (T+E)* (w-^ЧГ

(2a  У п г ) '  J
oo
с  — X I

J l2aVn(t —T)l'“ j
— 30

OO 0 / + Л ) ’

0

599. „ {X, y , t ) = = \ -
J  12аУ л(£ — T)J- 
0

^ ( v - n f  „

T, X

Ч0
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Чтобы полупить решения задач 600—614, удобно пользоваться 
«Уюрмулой (4) (см. задачу 567), в которой следует положить т =  в (г, 0),
X =  Xt, х„.

600. U =  I — I* — J/2 _  4,.
001. U =  1 — +  \г,(х^ +  —
002. м =  +  (/̂  +  i t .  (103. а —

и =  /„ (г) еК

606. и — е  ̂  ̂ cos /.Tj. 007. и =  е ‘ ‘ ch 1х^.

608. и =  *р1)

600.

610.

6И.

Ш .

sin sin >2^2-

sin cos 2̂ 2̂^

cos COS

cos sin 2̂^2-

613. и — е .«iin sin г̂ а:̂  . . .  sin

-;*t - I614. It =  «  ̂ sin -Г e cos 

Glo. и =  xy  (i — e ~ ‘) -]- sin y.

- l - t

616. u =  x y - y - ; ^  
Za

617, u =
t 1

2a 

/  1 —a^l

S in  X COS y.

X sin y.

618. u =  cos (x +  j/)-]- — T — 7^ ( l  —[ 2a 4a

61!). и — sin (x — y) J -  (l — e~*) e*' sin x.
t

620, u — <f{x,  y) +  f  (x,  y) \  g  (t) dr.

sin {x -1- y).

621. u(x,  y)  =  yf i  (ay  — i )  H- f i i a y  — x) ,  где f\ и  fz —  произвольные дваж
ды иеирерывно дифференцируемые функции.

Чтобы проинтегрировать уравиение, следует сделать замену перемен- 
вых I  — ау  — X ,  г\ =  у,  в  результате чего уравнение принимает вид Ичч”= О,

622. В переменных х,  у,  z =  t /p,  v{x,  у,  z)  — и( х ,  у,  pz )  рассматриваемое 
уравнение принимает вид г*» +  Vyy — Уг •= 0. Поэтому формула (4') являет
ся непосредственным следствием форл1улы (4) пз задачи 567.

623. и[х,  у,  t) =  l — {x^ +  y^)-  — i e(x^ +  y'‘) ( t  — i ) — 3 2 { t — i y .  В пе- 
1)еменных х,  у,  z =  t — 1, v(x,  у,  z),«= и{х,  j/, i  +  1) исходная задача HMcei
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вид Ухх +  "от/ — Уг =  О, Z >  О, 1' {х .  и,  0) =  и ( х ,  //, 1) =  1 —  (а:- +  Сог
ласно формуле (4) (см. задачу Г)(>7), в которой положено т — м(г, у, 1), irt>- 
лучаем v ( x ,  у,  z)  =  1 — (х“ +  ц‘-)‘- — 1С,{х  ̂ +  y ‘ ) z  — 3Zz ,̂ откуда находим ис
комое решение.

С24. и {х , JL  \ е ф {у) dij.
^ .’К ^

— ОО

~  (Ьу-г)2
Г.9л II (т ti) — ______ _̂______  \ е (z) Hz. T<^hii .  В по:!УЛ1.-

2 У  n b ( b y  — X)
*• • ft. .. f .Л / г.ь I,» f- \

=  у (I, t)  исходная задача приводится к задаче

"U — “  О- — <  5 <  °о, « >  О, 
v { l ,  0) =  м { 6 |,  I )  —  ф (г> |), — со <  5 <  ОО, 6 >  0.

_  и' л̂‘̂ (Ьу-х)
626. и { х , у ) =  2  а^е *’ sill к п у ,

/1 = 1

1
=  2 ф (й{) sin /. л5 А: - 1 , 2 , . . ."к

а

С помощью замены неремениых Ь =  у,< =  V — xjb,  и { х , ;/) =  и (6^ — Ы,  | )  =■ 
=  г) исходная задача приводится к задаче

— { ;,= ( ) ,  0 < 5 < 1, 0 < < < 1, 

v { l , 0 )  = = u { b l , l )  = 4 > т ,  O s S l s S i ,  
t;(0, t) =  и(—Ы. 0) =  о, 1’ (>. о  =  и(Ь — bt,  1) =  О, О ^  f ^  1,

решение которой (см. задачу имееч вид

/1=1

«^ =  2 Ф (6g) s in /сл| fc =  l , 2 ,  . . .

627. и { х , у )  - е '  sin 1 . Сделать замену ncKOMoii функции по

фо;|му.те и { х , у ) - - е   ̂ 1'{х, у),  п результате чего постанопка задачи упро- 
iij,aC'ГСл.

(JC-D2  ̂ p(ac-g)1
628. и { х , у ) - - ^ - — 1—  I « L 41/ а -l(p(E)d5, ф (1) непрерыипа,

а У л г  J
V

а е -  " ф  \ х )  ограничена нри — о о  < .  х  ^  о о .  

2;!4



fi2'.). Если искать функцию и(х,  t) в виде и{х,  t) =  e-^'v( . r,  t ) ,  то для 
г (.с, I) получим уравнение Гельмгольца Vxz +  Vyy- \ - X-i> — О, которому удов- 
летво|>яют функции Ул(Xr)cos/сф и Jk{Xr ) sm к(р (с.м. задачу 285).

0;!0. и (г,  у,  О =  е-^'Уо(Яг).
1)31. Параболичоскии. Соответствующая уравиеиию (7) характеристиче-

/  п \  2
екая форма К  . . . ,  Х„, 1 «с содержит параметра А.п+ь

[ п / 4 1  ^

632. » (г, г) =  ^  
ft=o

(
2 2 \ 2  

'i+'n;

63(. Параболический (см. ответ к задаче 631).

[«/"1

6Г „  . ( . . о  -  2  е т ' ' " ' ’" '* '-
h=fl

630. и (г, г) =  sin xi  ch t +  cos xi  sh t.

Г л а в а  V

637. Требуемый набор имеет вид и»,(т, t) =  1>к{х) mx{ t ) , гдо vk{ x \ ,  w%{t) — 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений v" ( х ) Xv  {х)  =  О, 
w"( t )  +  "kw{1) =  О соответственно.

638. Задача имеет бесконечное многкество решений вида

н „  (X , /) c o s -------t -1- b„ sin . { x  — b),  л =  1 ,2 .........

W  «П, ’>n — произвольные действительные постоициме.
СЮ

O.'VI. ^  COS n f - | - s i n  rtf) sin wr,  ГДИ
n=l

n
a„ =  J  Ф(х) sin nx dx,  ^  j* tj (x) sin nr  dc.

0 (I

O-'iO. Да. Чтоб|>1 убедиться n атом, достаточно н(/ка:(ать, что нри ф{х) =  
=  \Ji(a:) = 0 ,  О X ^  л, задача имеет только тринна.н.ное решение. Извест
но, что задача Коши 4xx =  i i t t ,  и{.т, 0) = u i { x ,  0) = 0 ,  О ^  х sg я, в тре
угольнике с вершинами в точках /1 (0, 0 ), В { л ,  0), С (л/2, л /2) н.меет только 
тривиальное решение и{х,  t) s= о. 1*1̂ шение и(х,  I) рассматриваемой задачи 
равно нулю и в треугольнике с вернпшами в точках /1(0, 0), С (л /2, л /2), 
D(U, л/2). Де1!стинтельи0, интегрируя очевидное тождество — 2 
"Ь ( “ ,?)( + треугольной области с вершинами в точках Л (О, 0), 
t-’iCfi т), т) при любом фиксированном т, О <  т <  я/2, ввиду того, что
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“ (^7 О =  О, на отрезь'ах Л С, и AD-, получаем

f ( u ^ + a ; ) d x  =  0 .

Слрдокатсльпо, и, =  и, =  О вдоль Z),C, и, стало быть, г/(х, г) =  О в тре- 
угольнике А ь и ,  лналогиныи дина^ынасюп, l iu  »  D « 1> ij^cyic:ix.ii;;;x
BCDi ,  где Dx «= Z?i(n, я /2 ). Таким образом, имеем

u(a:, я/2) == ui (z, я/2) = 0 ,  О ^  j: л.

Повторяя приведенное выше рассуждение, заключаем, что и(х, t) =  О всю-
i  .iv^JTIO.TCCF ft <  .г , - r  --Г, t  ? 5  f».

6'il. «„(*, t) =  [a„ cos (n +  1/2) t +  b„ sin (n +  1/2) <] sin (n +  1/2) i ,  где

1 2n я 2я 
а г .  u (г, ^  sin —  г sin —  X .

C43. и (x,  f) =  ^  f a .  COS t - |-  6 . sin г*] sin —  x.

-41 «F (i) sin —-  X  dx,  h. =
" a/cn

t(i {x) s i n ^  X dx.

21 ПЛ я  5ая 5я
M L  u (г, t) == —  sin < sin ^  X +  cos - y p  г sin —  x.

2/ а л  я  2? Зля Яя 
и (х,  ' ) =  2Г ^  +

81 (— t ) "  ( 2 /с - |- 1 Ь ( Я  . ( 2 / с + 1 ) я,  К' V  <— '4 
я ’'* ^  ( 2 / c - i - 1 ) “

t Si n- 21

ял я  2̂  Яяя Зя 
и (.т. О =  сок 777" t cos -TJY X sin-ijj- 1  cos Tyj- x -\-

21 .^яя 5л

КЛ1. и (х, г) =
tv

- V
Ir-'-O

(2h I) ял (2 k -j- i) ЯЯ 
n, c o s ------- ГП------t  -1- b. s in -----------------t21 21

{2k - f  i ) я  
cos-------21------

2 I- ( 2 / . - - ! - 1 ) я  , . 4 f . , ,  ( 2 / .- - ! -1 )я  . 
a^ =  j \  (f (x) c o s ------- .T̂------X dx,  =  p — l y ^  'f> (^) c o s----- Ti----- -c dx.

I /i/ x ’l 1 (2А:-Ь1)пя (2/с-1-1)я
bv;. « (X, „  ^  ( 2 k S l f  i

ĥ ~0
CO

V I / кпя кап \  к71
t)4'J. u (x, t) =  a  ̂+  b^t 4- 2 ^  1̂0,̂  cos —  £ -j- si* - j -  t j  cos - j  x,
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2
%  =  т

I I

flj =  у  j* <p ( i )  d i ,  Ь д =  у  (Л-) r f i ,

») 0
;

kn 2 С А'л
cp {x) ces —  X dx,  \ ojp (x) cos —  ^

0 0 

oo
650. u (ar, 0 = 2  (“л ®'”  “ f̂cO ®*“ ^k’̂ ’

h=l
I

1 f
I. = --------------T- I Ф (x) sin AfcX dx,

I

j^ p (x )  sin dx.Ь ь = — .--------------" o/ij, Ijsin л̂ х-

I

II sin V f  =

Я.» — исложмтелыше корпп ypaniiciiii» /jlgP ii == —Л.

G51. u ( j , t ) = — ^  ------------------- —------- ::sin aX, / cos Х .̂т, — положи
л ,^ [ / .( /г -1-л ,^ )- |- /г ]  

тел1.вые кпрви уравнения AtgW  =  /i.

OO

652. u ( I , <) =  2  ("ft “^k*) i^h ‘b sin  Я^,x),
(1=1

I
1 f

(A,̂  cos Я,,.г /г sin Ф (j) rf.r,
II"*. W f

I

=  — r - ; , - - ; - ; - ; ^  J  (X, cos +  h sin ?.,.r) ^  (л:) dx,
“4 l i n W f  ^

г(л* +  ? .^ )-Ь л
n С  9

ll'I'* W f  == ] cos X^x +  Й sin ЛдДг) d r = ---------- 2"
f»

Я* — лоложительпые корни уравнения h c l g X l  =  X.
OO

653. и {x,  0 = 2  (“h "b '̂h ®'“ “ f̂e*) (^h “b X^.r),
fc=I

I

■ | |% w f
/

2~' J  (Xfc cos X^x +  h sin X ji) y/p (x) dx.
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с  l ( h"- - \ - Xl ) - ^r 2h
i %  (^) f  =  ) = ------------- 2~"^--------- »

(I
i n ,  h \

Ah — иоотрицатолыиле корни уравнения ctg> J ~  — " ^ l -  

6.')4. и (x,  t) =  V (x,  t) ir (t ),  )-де
чТО

Ж'! l l lK h-R
V (x,  t) - -  7  Oj, COS ~~J~t  s in  - j-  X,

;i=i

/ , л
H' (x) sin  X dx,

w  (x) =  -  — 
a

Г V П
f X

I Г У  П 
f*

«0
1 /  (&)

-  (»

d u - \ -  ■>
la^  .

(

) f i l )  d i  

-0

^ — rt 
dy  +  — j—  x J - a .

P — a  
' 2 /

1( )̂4+
653. u { x , i )  =  - j f - X' +  a x  +  (1)ц -I- -I- - j - 1- +  

О  f /  I V

k = l

I r .

, i N- 1 a k n t  яЛ:лЛ кк.т

. L
0

, , , , (p — a)
/  {-O ' Г ------1------

к я х  
c o s —j— dx,

Ф,
0

- r i

, , (f, -  a )  ,r’-
Ф И  --------2 -̂---- ~

h 'T lX  
COS —̂— £?j:,

T  'l’( ^ ) c o s - y -  dx ,  /с 0 , 1 , . . . ,  e , = 1 . Et, =  2 , fc =  1 , 2 ,

Решение искать в виде и(х,  t) =  tt-(x )+ i;(x , г), где w( x )  — {aix* +  ^ix)a-f- 
+  (агх^-j-p2x)ji, причем постоянные Л|, f5i, a.2, иодоорать так, чтобтл i r { r )  
удовлетворяла краевым условиям исходной задачи, т. е. чтобы Юх(И) =  а,

ОО

656. и (х, /) =  W (х) +  2  cos a>v î +  sin  a'kf^^) {к^ cos >.;,x-j-/i siu;^^x)^
4=1

X
_  1 r

-  V 
1 f  f*:\  ̂ 1 .

1 1

“ ■ . )
j ; W a~

u L( ,  J

/2

f  (P) r!l
, H -/* x  , 

il4\ ■ . , ,  -I- a x .

^'‘ - л  +  г ( л - 1- л П .
[qi{x) — Ш (x)l (л^ cos A,jX h  sin  л,,х) dx,
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I

|'ДР 'кк — положительные корпи уравнения h t g X l  =  —А,.

657. и ( x , t )  =

=  W (:г) -  2
h=l

h-  +  k l
f

h - \ - l { h ^  +  x l )
u' i l )  cos d l cos aXf t  cos

"’ (•■r) =  — “ T
R — ct

</.y ■ 1-"■*—  — a { l  — x) +

t r  V

где Хй — полояанольные корнк ураинения k l g X l  —  h.

6Г)8 . и (х,  О ^  — X  -i
fX)

+  t o V

ГДО %-in + \ — иол<)Житс;п>ны<‘ i;o|imi ураннстш  ctg ?./ —

(i.')!). w ( x , t )  1̂ 1 — — j  n ( / ) - | - —  V (/).  <liyiii;uiiK) i r{x,  t) iici;aTi. it нидв

H>(.r, () =  (otix +  Pi)j( (() +  («'.J-+  fi:;) v (/). 11((тр('Г)(т:\11, чтобы w{ x ,  t) удок- 
лгткоряла (неоднородл1.1м) крашым ус.кшням .чндичн, определить 1:о:)ффи- 
диемти « 1, Pi, U2, Р?..

600. w( x ,  I) =  (х — 0(1(0 + v ( 0 -  См. ука.чание к реш ению  задачи 659.

:ш1. ш (X, о =  Р «) +  V (I).661

6G2j2. w ( x ,  f) =  — (I) +  (0-

- ! - ( l  ' ■ h . r ) v ( t )
663. w ( x ,  t) 

men mo задачи 6Г»Э.

. См. указание к рс-

664. и (х,  t) =
А /  _ /   ̂ ая \  я

---------- — ;г, е — cos —7— t + ----- sin  - г -  t sin  —г  x .i ал \ -  I ' ал  I I
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Решепие ищем в виде ряда

.1 Ч-1 ™ ^  , >
ч  ^  " я vi> 'i fc \ J>

k=l

kit
1'ЛГ MU ^ X '—COUCiBeMliJjItJ фуН1\ДИИ C lien i р и л ьи и и  ^иДс*ЧН

w:i — Лиувнлля) Ф" +  Я.̂ Ф =  0, О <  i  <  г, Ф{0) =  Ф(г) = 0 ,  соответствую
щие собствсиньтм значениям Хц =  кпЦ,  Л =  1, 2, . . .  Для определения коэф
фициентов Tk(t )  ряда (а) потребуем, чтобы функция и( х,  t ) ,  определяемая 
рядом (а), удовлетворяла исходному уравнению; получаем

хл Г " /аА:л\2 1 fen I п
7 I (г)-ь  (—7“  I T^( t )  s i n - T - x  =  Ae ‘ s in — л;.

ь=1 •-

Из (б) следует

r " ( i ) +  “ Г  Г ^ ( t ) ^ A e - ^ ,
\  i

7’a («) +  ( ^ ) ‘ ?’* W = 0 -  ^ =  2 , 3 , . . .

13з (а) я начальных з'словий задачи находим

J ’fc(0) =  r ; ( O ) = O ,  t = l , 2 ,  . . .

Р е т а я  уравнения (в) и (г) с использованием условий (д), получим 

А

(б)

(в)

(г)

(Д)

1 +
С а л  

~ 1
Г ^ ( г ) ^ 0 , * =  2 , 3 , . . ,  

6С5. и {х,  1) =

а л  I ал
t  4- - Г -  sinал

гл \

- О ’

6ft6. ii (a ,  I) =
4.4 1

),=o (2fe +  l) 

. .  .

ЯЛ (2fe+  1)
IL —  1

21
а л ( 2 к - \ -  1) =■“  

CC7. Решепие задачи ип(ем в виде ряда

и (х , i) =  ~24 ^ \  <Ч W  
h

an  (2fe +  1)
‘ I F

■t
(2fe 1) jT 

s in ----- -------- X.

no собственным функциям соответствующей спектральной задачи
Ш турм а— Лиувилля (Ш — Л ). Чтобы определить собственные функции

п о



«спомогателышй задачи

v, i  =  a^Vxx, О <  X <  I, t >  О, у(0, г) =  »х(г, О =  О, t > 0  (б)

в виде

v(x,  t) =  Р(ОФ(-г) ^  0. (н)

Подставляя (в) в (б) и разделяд псремеавые, получаем для отыскания Ф{г) 
следующую задачу Ш — Л; ,

Ф "(г) +  А.^Ф(х), О <  Z <  г, Ф(0) =  Ф'{1)  =  О,

. (2/г +  1) я
решая которую, находим собствснпые зпачеиия ------ и соответ
ствующие им собственные функции

Ф. {х) =  sin 21 X ,  А О ,  1, . . .

Далее разложим функцию /{х, I) также в ряд по пайдеппым спбстпспммм 
фуикцил-м Ф*(г):

к=Н1
I

2 С (2А- -{- 1) л 
где (О =  7 " / ( .T , l ) s in ----- ---------x d x ,  k =  0 , i , , . .

Теперь приступим к определению коэффициентов 7’»(f) ряда (а). Под
ставляя (а) и (г) в уравнение исходной задачи, получаем

V

h-U

(2/.- Ч- 1) ЯП
И

(Д)

откуда

г ;  ( О  -1- « ) = X ,  ( t ) ,  / . = о .  1 , . . .

Аналогично, подставляя (а) в начальные условия исходной задачи, находим 

(0) =  (0) =  О, Л =  0 , 1 , . , .  (о)

1Ч'шая задачи (д), (е), получаем

2/
(2^ 4- 1) ил

(2Ь 4- 1) ап
fe =  0, 1, . . .

Подставляя вайденпые выраження для Фк{х)  и T’n(t) в (а), находим реше
нии исходной задачи;

21 1 
ап ^ 2 k 4 - i

k- t̂}

1
4-

- t
. (2А--Ь1) я  

— h ------
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л [  - t  « л  21 п л  N л  
668. и (х,  t) . -------- ( е -  cos -Ь —  sin ) cos “  г.

, I “Т \ 
 ̂ ' { г 1  j

66!). и (х,  t) =

Г /
1 ^ “ '“' “J

I
. т - ^ —  У  

к=1

han
/ь Ц)  sin —  {t — D d l

21

к л
cos —j— X,

1 . 2 .

670. u { x , t )  = 1 — ■ +  sin X cos t Ь

+  4 - V . 4
k=i

(— I)** 3i — 1 +  cos И  ■
( - D ^ S

sin kt sin kx.

Решение искать n виде u(x,  t) =  w( x ,  t) +  v{x,  <), где w{x,  t) подобрать 
так (см. ответ к задаче 659), чтобы она удовлетворяла краевым условиям 
задачи.

/  X \  , xt  1
671. n (j;, г) = ^ 1  — —  j  е *-!- — +  Y C O s2 fsin 2 ^  —

я -̂— *(1 +  "̂)

См. указание к решению задачи 670.

672. и {х,  t) =

* -Н cos kt  — ( 2 k sin kt sin kx.

i r. / in'* РА--1-Л (2 Л--1-.])
=  a:-L i +  c o s -y  sin -Y  — ^  . ::t  cos ■

)i=0
(2/ c + l ) -

Cm. указание к решеппю задачи 670. 

Аа
673. и (х,  t) = -----7-е с1л— . Решение искать в виде и{х,  t) — v{x,  t) +i (I

+  e - 4 { x ) .

674. u { x ,  0  =  —  — ( —  +  cos — x'^
2 V 4 a

u( x ,  t) =  y(.T, t) + / (я:)sin 2г.

sin 2t .  Решение искать в виде

ТТТГТТТТГ̂М ээдп^и

u, t  — a^Uxx, о с  X <i  I, i >  о, u (0, i )  =  и{1,  0 — 0, t >  О,

fO, 0 < .T < c z ,
;W.T. 0) =  0, »,(.«, 0) I а < ж < р .
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является функция

u ( x , 0 = ^ 2а л
к=1

б) Решением задачи

а Ы  p/fjt
2 г у  *  c o s —  - c o s —  a k n t  . к п х

sin — sin , . 
ал- ^  к- I I

ui t  =  a}uxx, 0 <  X <  I, t >  0, 

u{0,  t) =  u{l ,  t) = 0 ,  t > 0 ,

u(a:, 0) = 0 , u, ( j:,0) = - ^ 6  (г  — i j ,  Q < , x c l ,  

( 8{x  — xo) — б-фупкцпя Дирака)

является функция

u ( x , t )  =  ^ y ±  sin ^  «in 
алр ^  к I

h=l
p — липомиая плотность струны.

676. a) Решением задачи

ui t  — a^Uxx, Q <  x < 1 ,  i >  0, 

«4 0 , t) - u(l ,  0 = 0, t >  0,

J _
P

(b(x)  — б-функция Дирака)

u ( j , 0) = 0 , Uj (л:, 0) =  —  6 (^). 0 < г < г ,

является функция

!\1 ■V' 1 . (2А -1-1)ял4 (2А--|-1) .та 
" == алр ^  (2А- +  1) ®"‘ 21 2/

р — плотпость стеричии.
б) Решением задачи

и ц  =  a'uxx, 0 < х < 1 ,  t > Q ,

и{0,  О =  ux(l,  t) = 0 ,  / >  О,

u ( x ,0) =  - ^ x ,  и, (л;,0) = 0 , O c x d ,  
h S

является функция

м V  ( - I ' *  (2А--;-1)ал( . (2Л-Ь1)л.с
— а —  ------------Ji— .

где Е — модуль yiif)yi()crn, S — площадь поперечного сечения стерл;ня.
!<'

Для определения начального отклонения и (г, 0) = с следует решить
ES

вспомогательБую задачу о стацпопариом отклоиеиип стержня под действи
ем силы Рц.

243



677. Решением задачи

и, ,  =  а‘‘игх, О <  X <  I, « >  0.

“i(0, О =  t) =  о, t >  о,

и (х,  0) =  О, И( (х,  0) =  —  б (ж), (S (х) — б-функ^ия Дирака) 

является функция

Г пг
u { x , t ) = = j - t - sin —i—  cos

р — плотпость стер/Кия.
G78- Решением задачи

ut t  =  а^ихх, О <  X <  /, f >  О, 

и(0, О -= О, Гих(0, о  -  Л/Им(0, о  о, О == О, t >  О, 

и(х, 0) =  Ф(г), u ,( i ,  0) =  ф (г), О <  i  <  г,

яиляется функция
оо

“ (а:, *) =  ] ^  (^Й COS sin (i:),
fc-l

I

А .  =
1

Ф (^) (0)

"' h  || ' ft
Г ’Г (г) йл: +  Л/11) (0)

<1>. (г) =  cos X. ж — м .  sin X X,'"-к '‘ft-

Хц — положительные корпи уравнения c t g X l  =  k \ ,  h =  Ma^!T,  Г — аатяж в- 
ние, ро — линейная плотность CTpyuut

p ^ ( z ) | p =  [р, +  Л/б ( X ) ]  ф 2  ( I )  d x  .

При решении задачи следует учестк ортогональность собственных функ
ций Ф»(г) на промежутке Ш. П с весом р(х) =  Оп 4 - A/6 ( i) .

679. а) Решеыпе.м задачи

Utt — a^Uxx +  g, О <  X <  I, f >  О, 

u (0, t) — Ux(l, 0 = 0, г >  0,

u (i, 0 ) = 0 ,  u , { x , 0 )  =  u ,  о < к г ,
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является функция

г.'ж
и {X, t) =  —

fe=o

н-

еГ
{2к +  1)“ П-'

{2k +  l ) n a t  , 
------- 21------- +

2 U r  (2Л -!-1)'яя«
----------- г,— г  s in ------- гг;--------
(2к +  1 )“ п - а  "

sin
(2к + 1) я*  

21

б) Решением задаяи

ut ,  =  a^Uxx +  g, О <  X < 1 ,  t >  О,

«(О, I) =  О, S£ux(l, г) +  t) =  Mg,  t >  О,
li (X , 0) =  О, ц, (л;, 0) =  f/, О <  i  <  I,

является функция

gx^ g(1 +  h ) r
и { х ,  J =  _  — 2 +  -----------г-----

2а“ а ‘
+  ^  COS aX^t  -1- sin a'kjf) sin

h=l

11 siu  / . . X  II-

( _  1)Л+1 gi (I +  2h) ( M  +  Лр„)

/ 1 -b a X

U
sinA^x|p

( -  (M -

/ 1 +
I.

I sin IP =  J  [Рд +  Л/б (x —  Z)] sin* dx  =

2 M  -  /гр„
A =

Л/а*
S E

po — плотность, Б — модуль Юнга стержня, g  — ускорение свободного иаде- 
ния, X* — положительные корни уравнения clg k l  «= АЯ.

Следует учесть, что собственные функции sin Хух ортогональны на про
межутке (О, г) с весом p ( i)  •= ро +  Л/б (г — I).

680. Функция v ( x ,  у)  является решением задачи

Vx:, +  Vyy +  Xv =  О, { x , y ) ^ G ,  v { x , l / ) = 0 ,  ( x , y ) e C ,

a функция w ( t ) — решением уравнения w"( t )  +  Хш(1)  = 0 .  Наличие набо- 
j)a решен nil

“n(Jt, у,  t) =  (a„cosp„t +  b„sinn„0‘'n( .̂ v).
где u„(i, j/) — нетривиальные решения задачи (34), (35) при Я, =  Цп, а «* 
и Ьп — нроизиольные действительные постоянные, позволяет построить ре
шение и(х, у,  t ) исходной задачи, удовлетворяющее и начальным условиям. 

68!. В силу единствеииости решения задачи Коши

Ч х х  -Ь «те —  U t t  =  О, и ( х ,  у ,  0) =  И ( ( х ,  у ,  0) =  о

заключаем, что и { х ,  <) =  О в области, ограиичеииой конусом Ух--1- 1/*
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1 — с и плоскостью t =  0. Интегрируя тождество

я (Яш й и \ в I ди. ди \ д U  ди\;^ ! ди\"Л д f  ди\"
~  ^ дх  Уд х  dt  j  ~  ^ ду  У ду  d t  У &х j  ‘ j  J ‘ I  j  ~

пп области />т. ограпичрипой пплипяром x ^ 4 - v ^ ~ i .  копусом Уа:^- f - =  
—■ 1 — t и плоскостью t =  т, г  >  о, в силу условий и {х,  у,  t) =  О при х^ -}-

4'-  =  О, !! (,' • )  =  V  И М И  < —  I ----  f j . — r '  и  rtrlAlM IM .Vl'

dx dy  =  О,J
L—x< V xr+y - < \

0-. / ~ д\ «
т. в. и {х,  у,  т) = ------ ^ ------- |(= т ~  Повторяя это рассуждение при t >  1,
ааключаем, что и{х,  у,  t) — Q ц полуцилиндре О ^  +  .v® ^  1, г ^  0.

682. Пусть v{x,  у ) — решение задачи (34), (35). Интегрируя тождество 
d v  \ 2

т " +
/  d v  '' 3 d (  \

dy  j dx + I’Ay

по области G,  получаем

v ' dx I

откуда получаем требуемое утверждение.
683. Если у*(х, у)  и Vm{x,  у)  — соответствующие Xk и Хш ( Хк Ф Хт) соб

ственные функции задачи (34), (35), то в результате интегрирования тояс- 
дества

а д  (  д, ;„ д р ^ \

получаем

j  -  ''•тД г-’ft) dx dy =  (> .„  -  X^) f  v ^v ^d x  dy  .  - 0 .
G G

684. a) Решением задачи

Utt =  a^(U:cx+ Uyy), 0 < x < s ,  0 <  у С  p,  « > 0 ,  

u { 0 ,  U, 0  =  2/. 0  =  "{■^> 0 , 1) =  u ( x ,  p ^ t )  =  0.  f >  0. 

ft я
M (л;, y ,0) — sin  — ж?ш — j/, u^(x,  y , Q ) = Q ,  0 <  .r <  s, O c y c p ,  

является фун1:ция

l/'-H  ,
и (r, y,  t) =  cos gin “  gjj, J L .

sp г  p

6 ) Ретением  задачи

U,t =  o ' ( U x x +  u ^ ) ,  0  <  X <c s, 0 < y < p ,  t > 0 ,

Ui Ч — “ («t Vi Ч, — “ (•*, U, Ч — v,  i ) ---i >  U,
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м (ж ,г/,0) = 0 , Ugi x,  !/, 0 ) = у б ( а :  — г ^ ) б ( | / — Уц), 

0 < л : < « ,  0 < у < / ) ,

является функция 

и (X, у ,  t) =

оо sin -----2-sin
к к х  . пл у

О С 1 п  •»

i L
ал р  ,

оо Sin -----11 s i n ----- - /  /• -т------- J- \
2   7--" —.... sin  ~ l /  L  -j- ^  ая< I s in  —  г sin  у,

/ / c V + « V  V V r  )  ‘  P

где p — поверхностпая плотность массы иембрапы.
в) Решением задачи

, 1 2я
“ il = “ “ “«!/) +  — е гЕШ — (/, 0 < z < s ,  О< ! / < / ) ,  t > 0 ,

“ (О, Уу t) =  u(s, у,  О •= и(х. О, О =  и(х, р, t) =  О, t >  О, 

и (х, у,  0) =  U( (I, у, 0) =  О, О <  I  <  S, О <  у <  />,

является функция
«> \  Jfjt

и (х,  у ,  t) =  sin ^  u ^  а , ( e ~ ‘—cos алы, , !  Ч- —^— sin оло).* 1 sin  — х,
о " ОЛШь “ У *к=1 к /

/ Й ’яр/с (1 -h  а'я'^й)^) ’
где ah = -----Г}  ~,— а 2 ’ ®h ~  /  — J -  —, р — поверхностная п л с^

ность массы мембраны.
685. а) Решением задачи

ut t  =  а} ( и XX 4~ ^vy)t о X  <с. Sf о у  <С р,

“ (О, у ,  t )  =  U x { s ,  у ,  I )  =  и { х ,  о, г )  =  U y { x ,  Р ,  г) =  0 .  г >  О, 

и(х,  у,  0) =  Аху ,  и,(х, I/, 0) =  о, 0 < a : < s ,  О <  у  <  р,

является функция 

и { х ,  у ,  t) =

| s i u<2W L ^ z s i n < ^ , .
ч г .о ]  2*

где
л* ( 2 k - \ - \ f ( 2 a  +  \ )*

б) Решением задачи

U,t =  с '( « х х + »v«), 0 < л : < 5 ,  0 < { / < р ,  t > 0 ,

“ (О, у,  t) =  Ux{s, у,  t) =  и( х,  о, г) =  Uy{x, Р ,  0 = 0 ,  г >  0 ,

и ( I ,  у, О) =  О, Uf (х, у,  0) 6 ( х  — 6 ( у —  |/ц),

0 < a r < s ,  0 < 1 / < р ,
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является фуп1я 1ия

u [ x , y , t ) = ^  2  
fc.n—ft

а л  ,  /  (2 fc  +  l ) “  ( 2 r e + l ) “  j

I 2 V ‘ I
(2k +  1) П (2n -f- 1) П

X sin ----- П ^ sinЪ Zp
, ( 2 /с + 1 ) я г  . { 2 n - h i ) n y ^

Я1П -------------S?sin--------------- !L
8 /  2^ 2p где flfc = ----------------- ' , p — поверхностная плотность

liuccbx
6S6. a) Решением задачи

Utt  =  a=(a*x +  Uyy),  0 < x < s ,  0 < j / < p ,  t > 0,

И х ( 0 ,  у,  t )  =  tt(s, y,  t) =  u ( x ,  0 ,  t) =  u{x ,  p ,  t )  =  0 ,  f  >  0 ,  

n x  n y
“ (*, y>0) =  c o s ^  s i n — , u ^ { x , y , 0 )  = 0 ,  0 < x c s ,  0 <  у <  p,

является функция

и  (x,  y , t ) ~ A  cos C O .-!!^ s in fl^ . 
2s p

6 ) Решением задачи

Utt ^  a-(U:cx+ Uyu), 0  ■< X <  s, 0 <  у  <  p,  t > 0 ,  

“ x(0, y,  t) =  u(s, y,  t) =  u ( x ,  0, t) =  u ( i ,  p, f) =  0, г >  0,

u( x ,  i/,0 ) = 0 , Uj ( i ,  j / ,0 ) =  - ^ 6  (x — a-̂ ) 6 (y — f/o),

0 < ;  .r  П ^  7/ c '  n

является функция 

4 /
рларх

“  /  / ----------- 5~
V  А  sin  (а п  1/  „2 4 . ^ ^
—  ^ ^  . я  ■ ;

fts:0,n=l Р '  /
cos ц^лх sin

1=

cos ц ^ п ^ о  s i n — 2f r + t
________________ Р , =  —2i— ’ ^ — поверхностная плотность

массы мембрапы.
ь)  х'сШсыНсН зад«Чж1 .

Utt —  a ^ { U x x + Пу^), О <  X  С  S,  О <  у <  р ,  « > 0 ,

"х{0,  у,  t) =  u( s ,  у,  t) =  и{ х ,  о, t) =  и( х ,  р, г )  =  о, t >  О,

...........................лу
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и{х,  у, t) =  — 1  sin  >  ■ , s in  (дямЛ) cos 2s , 
ая'^ V •“  - i-1) o>..

является функция

ГД. +
r) Решением задачи

2 Ж/
Wii =  a +  + S ( s  — a :)s in -^  sin  f, 0 < a ; < * ,  0 <  ,v< p, ( >  0, 

“*(0, y, t) =  «(s, y, 0  =  m(x, 0, t) =  it( i,  / » ,« ) =  0, « >  0,

“ (•̂1 ». 0) =  0, tt((x, 0) == 0, 0 <  д: <  s, 0 <  ?/ <  p, 

является функция

„ ^  ^  ( ,)  V  (2A-4-1)

8 B s  . П1/ Г , - I k Г

n ^  A: ife—i

688. u (x, t) =  2  Oĵ e
( 2Л + 1 ) о л

s i n E l z M l f , ,
2/

21

690. u ( i ,  t) =  (7.

691

Я.» — положительные корни уравнения A. tg XJ =  h.

692
*  Д - ( - 1 ) ' ‘ Т / л ‘‘ + Л ^  _ „ 2 4 t 

.92, u(a:,«) =  2 t / >  ----------------- 1-------------- e  Ф Л ^ ) .

где Фл(г) =  X» cos Х*я: +  Л sin X*x, Я.* — положительные корпи уравнепия 
Л tg  лг =  —Я,.

693. U (х,  t) =  2  Яд* (^), cos "Kĵ x +  h sin 'Kf^x^t 
fc=l

17 A. B. Бяцадзе, Д. Ф. Калиниченко 249



2U (  h \
гле a ^ =  , .   ̂  ̂ I — + — — sm 1^1 ),?.),—

4 “  ' ‘' k )  ' \  -'■« /
\  ( X h \

HH уравнения ct(f лг — — — —  j.

. . .  Л - [ ( " 4 ^ У + р
CS4. и [x,  i) =  у  Ф (У si.T — s dS J  « - ' • '

_ /^!5!a.R V
6Э5. u { x , t )  =  e  ̂  ̂ sin Yi

полол.ительиые кор-

696. и (x,  f) =  2  “k*
fc—0

I

r - ^ J ‘+p C 0 , s ^ : r ,
I

I

Ф “h " J  j* *P ^ ~

697.
OD

u (x,  t) — 2hU 2
-(a2x^+p),

где Фк(х) =  Я* cos Xkx +  h sin 'khx, ‘Kh — положительные корни уравпеиия 
h ctg kl  =  k.

oo ,аЛЯч2
698. u ( x , t ) =

fe=l
siu —  o:.

где

■» (2Л+1)2о.2я*
V ------Tia---- • (fc-+-l)n

699. Ц (г, t) — w  (x) +  ^  OjjC sin .
fc=o

21
X ,

r  p 1и -|

w ( x ) = — l - /  (1) ds
a" г. 

(]1
с

I- (]1
dy f  (I) d i +  qx,

a “ J

9“b _
* I

7110, и (x,  t) — qx +

, ( A  —  q ) l  4 Z ( / 1 - ^ ) V  1
2

U  — /гГ
1 +  Ul

■ = 2
» " + i |

T  -
( -  n ''^ /

j/"/;.* -1-

- a ^ l t  . . 
e  ̂ sin

Лк “ “ 11илиЛЧИ1СЛ1»иьиз IxUpnil J ̂ aiiuCuu/i f(> /ct. — - Л.
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702. и (х, t) =
anV"

и /
1 — е

/ ' я я \ 2 ‘
,'*+(т) . sin i l l .  V 

L

7(t3, u { x , t )  =
аЛ

e 's in
c e s - t + 4 2

k~0
1 - a V ,

(2/r !-1 ) я  1 
где ft)̂  =  ----- 2/----- ’ V ’ ^ ~  ^’ ••• Ppniemie аадачи искать в виде

и{х ,  t) — f { x ) e ~ ‘ +  v (x ,  t ) ,  требуя при этом, чтобы v {x .  I) удовлетворяла 
однородным уравнению и краевым условиям.

704. u ( x , t )  — —  t  ̂ — ( — X- — Ах -I- —  — t  -1- — х “ —
■д у м  3 I ) '  21

J T  
' ti

соз к пх

Решение задачи искать в виде и{х,  г) =  и>{х, t) + w (x , t ) ,  где w{ x ,  t) взять 
в виде w{x,  t) =  ipLix'  ̂+  ^ \ x ) A t  (a.ix'  ̂+  ^гх)Т, подобрав постояппые a t, Pi, 
« 2, так, чтобы w {x ,  t) удовлетворяла краевым условиям задачи.

7»5. м (г, t) =  | -  V  
к=1

-К
, / 1 . fr.Tr . г/ (г) sin _  dr

(акж\'^ 
е - У - Т ^ )  ‘ s in

Чтобы получить это решение, перей[дем к H0B0 i"f неизвестно!! функдии 
»(г, () =  ги{г ,  t ) ,  в результате чего исходная задача редуцируется к задаче

I?, =  a^Vrr, О <  г <  Л, t >  О, 

у(0, О = ‘'(Я . О =  О, « > 0 ,  у{г, 0) =  г/(г), 0 < г < й .
«

70G.5. U ( г ,«) =  ^  J  г®/ (г) dr +

1 - f  r t \ \+  А  V   ̂ "  
k'i

г П

rf  (г) sin l . r  dr
h=i  ‘'■k

X» — пололштельные корни уравнения tg R k =  RX.  

707. » (r, t) =
OO

1_  2 (1 — /?/г) V  ______________
Я'' 1 — — ces'*

г/ (г) sin dr

Hk

г * sm kfT,

- a 4 l t  . . 
e * S in  X i j ,

Xk — положительные корни уравнения tg R k  — Y"ZT/;/t •
708. a) Решением задачи

ut — 0 ^  г < /?, i >  0, где Au — ^  ^r~

l i i ( 0 , l ) l < o o ,  u ( R , i ) = P ,  i > 0 ,  u ( r , 0 ) = r ,  0 ^ r < R ,
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является функция

„  (г,  г) -  Р  +  V  r v ^ ' A s i n
лг к Я

h = l

б) Решением задачи

г I/ ,  о и \
и,  =  0 : ^ г < Л ,  « >  О, где Ди =  ^ ^ ( ^ г  ^ 1 ,

kUr(H, t) =  д, f >  О, и { г , 0 ) = Т ,  0 < г < Л ,  

является функция

U (г, t) =  Г -Ь ] - ^ У  ____ 1 si n Х„г,

А — коэффициент теплопроводности, Кп — положительные корпи уравнения 
1ц RX  =  RK.

в) Решением задачи
i а /  „ д и \

М( =  а^Лм, где Д и = ~ ^ ( г  ^  , О ^  г <  Л, г >  О,

|и(о, о|<°°, и,(й, i)+йи(д, г) = ;<л i > 0, Л>0,
и ( г , 0 ) = Т ,  О г £ г < « ,

является функция

„ ( г , , )  =  /> + 2ЛМ^2 COS ЯЛь -о2Х?( . .

(1 -
sin Л^г,

Ал — положительные корни уравнения tg  RX =  YZT/iJi-  
709. а) Решением задачи

,  <? \  д I „ д и \
Uj =  a*Au +  - ,  где Ац =  ^  ^  |̂ т- ^ j ,  О <  г <  й , г > 0 .

|" (0 , г ) 1 < ~ .  u ( R , t ) ^ U ,  t > Q ,  «(г, 0 ) = r ,  0 ^ 7 - <  Л, 

является функция

О
и (г,  t) =  U +  - ^  (Н-  — Г-) +

2 j i  у  (— i;
nr  ^  n R

2 ”--------- . r  — удельная теплпрмклгтт. о — плотность, к — коэффициент тен-
t p  -

лопроводности шара.
б) Решением задачи

Q \ S ! , д и \
U, =  а * Д ц + —, 0 < г < Я ,  t >  О, где Аи =  —  г дг
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является функция

(QR  -  3?)
и(т, г) =  ?’ + cpR

+  i 2 - V ___ 1____

=  — , с — удельная теплоемкость, р — плотность, к — коуффициент теп
лопроводности шара, Яп — положительные ь'орнн уравнения tg/fX  =  RX. 

в )  Решением задачи

Q I д /  „ д п \
û  =  а^Аи +  — , где Ди =  ^  ^  / г- ^ j ,  О <  г <  Я, £ >  О,

|и(0, 0 | < ° ° .  Ur{R, t) +  hu(R,  t) ^  hP,  t > 0 ,  h > 0 ,  

и (r, 0) == 7’, 0 r <  R,

является функция

dkk bk

r  n̂=x \
T — P  —

COS R \ ^_ Q _ \ ______________________ e sin X_r,

R/i
X» — пологкительные корни уравнения tg R k  =  ^

R K R K

710. .  fr, К  +  S  2  2 i a , - , i n 2 « X .

?.» — положительные корни у])авиения tg R k  =  /(X.

. knr  
Cft —

fe«l
711. ц(г,<) =  А У  c , ( t ) s i n ^

Cb (t) = e  ̂ '  J  £/ (E. T) sin Л .
0 0 

712. a) Решением задачи

и, =  a ^ ( u „ + u „ „ ) ,  0 <  X <  p,  0 <  ij <  s, « > 0 ,  

u(0, y,  t) =  u(p,  y, t) — Q, 0 <  у <  *, t >  0, 

u(x, 0, <) =  “ (-r. s. 0  =  0, 0 <  X <  p,  t >  0, 

“ K  J/, 0) = / ( i ,  y), 0 < i < p ,  0 < ( / < * ,  

является функция

00 2  ̂ # 
u (x , ( / ,« ) =  ^  a^„e s i u ^ i s i n ^ j ^ ,

fc,n=l ^ *
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где
л

=  \ \ f (х.  и) sin — X  sin d x  dy,
Р * ' J  J  ■ P •

I) II
1 2  3  2 2 2 fr Я  ̂ n Л“ 

p '  ' "
б) Решением задачи

ut  =  O'* (it** +  Uyy), 0 <  X с  p, 0 <  V <  -5, « >  0, 

их(0, г/, О =  u(p, у,  t) — О, О <  (/ <  s, г >  О,

у ,  0 )  = / ( л ; ,  у ) .  0 < j : < p , 0 < . v < s ,

яв.1яется функция

. J-л (2fi^ 1)л  
и (ж, у, t) =  ^  Oi^̂ e sin —  у c o s ----- -------- X,

fe—1,п=0
где

=  А  Г Г /  ( . ,  , )  sin ЧИу  COS
ps J J  s zp

0 M
„ Ic'n^  ̂ (2n 1)^л'

Ч п  =  ~  - г  .

в) Решением задачи

Ut =  a^(uxx +i i yv )^ 0 <  X  <  p, 0 <  у <  s, / > 0 ,
“ (0, y,  t) =  0, Их(р, у,  t) +  hu(p,  y,  t) = 0 ,  0 <  (/ <  s, t >  0,

0. t) =  u(x.  s. t) — 0. 0 < .  X С  p, г >  0, 

u{x,  у,  0) =  f {x ,  у ) ,  0 < x < p ,  0 < y < s ,  

яиляется функция

u ( x , y , t ) =  2 j  “ft„« Sinfl^^^COS----- --------//,
k = l, «=0

где

f f , ,  1)iT“/tn 7  - г , [ [ /{ ■ '.  J/) sin cos У rfy.
*1р ( л + ( х̂ ) +  л j  j

. , 2 _ 2

0).2 _  „2 ■ •■-
"k« “  +  4^2 

fu — положительные корпи уравнения /t tg рц =  —ц.

t= o ,« = i

. (2k-{-1)лх . плу
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где

_  Л  IE. n , X)

0 0 0

( 2 к + \ ) ^ Л ^  , n V
“ An™ 4^ / > •

■* \ p* »* j  ЯХ Злу 
714. u (л:, !/, t) =  Be sin ^  c o s - ^  +

- 1 -

P »■

1 — г

о*Л*/ 9 1

715. M (jr, ?/, 0  =

А

- т  +
1 ^

—  1
<г * — е

З л х  яу 
sill -:r~ cos Tp •2p  2.9

n.r П7

716. PpiiieiiHOM .эадачи

и, a^{urx + u y „  + и , , )  — fiu, 0 < x , y , z < l ,  t >  0, 

u(0, y,  z, t) =  n(?, j(, г, г) =  0, О <  (/, 2 <  г, г >  О, 

и(л;, О, г ,  г) == ц(х, г, Z, <) =  О, О <  ж, z <  I, t >  О, 

и ( х ,  !/, О, г) =  и { х ,  у ,  I, t )  —  О, О <  г ,  у  <  I, t  >  О, 

и ( х ,  у ,  Z, Щ —  и ,  О <  X, у,  Z С  I,

является фумк'ция 

и (х,  у ,  Z, t)  = =

ели ^  ( 2 к + 1 ) п х  (2т. 4 -1) Л!/ (2п + 1 . )  nz
>  sin I - S1 п  ■ I sin  •

Л.т.л^О

/ 1* т п  =  [ ( 2 Л- +  1 ) ( 2 т  +  1 ) (2п +  1) ] - ' ,

-  Р +  ^  l(2fe +  1)" +  (2m +  1)" +  ,(2п +  1)"], 

Р — коэффициент распада.

717. . ) „ ( « .  й  =  2 . . s i n < В ^ .  sh ® 1 + < 1 2

“к

к = 0

=  —  sh~

2р

^ ( l L t l U f ( / ( x )  s i n ( ^ i + ^ U l x  dx.  
2/> J  2р
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, , (pB — 2A)]i , ^
6) и {x, у) =  ------- 5;;̂-------- f  /4 —

- M y ___________ I___________  с о 8 < 2 Ш И \
‘ ^  . (21; ! 1) Л.9 p  I)

“  fc=o 1 ) - s h --------------

b) II {x,  y) —

=  V  ( -  1)"я^ (2 ^ r + 1 ) ^ - 2  (2 fc + l)n .v  (2 /г+ 1)я .^  
гг* ,..; , 4 . (2A -b l) ii .v  2p 2p

Л — w - j  i y

" Г  -  t  - Л 1 0 Т 1  „ 1
r) =  2 F " “ r  2 ^ y i T

»  ^ . - г  ( 2 / г + Я л .

t p  ^  2k + 1 2p 2p

Д )  и (x,  y) =

V  V  1 , (2̂ - -I- 1) Л.Г (2A- +  1) Я1/ 
- T  ^  ------------------- !•>,. I i '  sh------- :-------  sin •

4f/ Xri \  . (2А-Ч-1)л;/ . (2 / .-+ 1 )л т
■—  >  ------------------------------- s h ------- ---------s i n -------П------- .

n  ^  (2/c +  l)ns - P
*=0 ( 2k- \ -  l ) s h ^ -----Yp-----

e) и (.T, ĵ ) =

^  ^  V  / _ ! _  sh sin +  _ J _  sh 'IH  sin
Jl ^  к , kns p p k n p  s »•

fc=l l ^ s h —  s h 

oo (2к + 1 ) лх

718. a) u (r, Ф) =  2  “ k*
k^O

I

%  =  sin dy.
0

б) u J,) =  2  f  ®  

где Xk — положительные корни уравнения Я, tg — h,

ОО ( 2 / ? + 1 ) Л Х

в) „ ( . ,  ,)  =  ^  У ____1 ,  ^  sin ( 2 i± ih L y .

-̂к ' I.*' +  'ч ) ]
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где У* {у)  =  л* cos Х»у +  Л sin Xk у,  Я,* — положительные корми уравнения
h tg и  =  —X.

719. а) U (г, Ф) =  _  4 2  cos i-ф.

б) u (г, ф) =  -  1 — ^  cos ф +  sill ф - 1-  2 V  cos ^ф.
к=Ч ^ ^

в) U (г, Ф) =  —  +  sin ф +

оо
г) и (г, ф) =  6' +  2  г* (Л^ COS Асф +  sin ^ф),

Л —1

где С — ироизвольная постоянная,
2Я

= ------1 _ _  \ /  (ф) COS к<р </ф,
АлЛ''-» ■'О

гл 2л

S = ---- 1—-  I /(<р) sin /гф (<ф,
f c n W '* - »  JО

/  (Ф) йф =  0.

б) и  ( г ,  ф) =  6 ' -1- cos Ф +  ^  COS 2ф —

-  ^  sin 2ф 4/г У  _ •  f  А ) ' ’ COS Дф.

в) U (г, ф) =  -  ^  -  4 -  V  ( А ] "  (Л , cos Лф В ,  sin Ь ,) ,

ал 2л
где =  j* /  (ф) cos Лф <̂ ф, =  j" /  (ф) sin k(f d(f.

о а

RU 2к'- —  \ (  r Yг) и (г, ф) =  n t/ -  —  sin ф +  2С/ ^  [ у  j  sin kif.
fe«=2

b (  а М  
721. a) и  (г, ф) =  1̂ '' — "7“ ;  cos ф.

> " Т  ,  а Л  „
б) м(г, ф) =  Л ---- г ' — - ^ |8 ш 2 ф .

In ", '
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в)
а-д (  Ь " \

и (г ,  ф) -  (? +  - Г Т и ! ' "  -  “ Га  +  о \  '  /

b" '' b -T ( г  ,

r  1 COS Ф -T- 4 I , 4a -\- 0
sin 2ф.

Ь г  h
1 - f  ^̂ ь In —  (1 — hb) - ^  +  (1 +  Щ  - -

i ? . “Л T ---------------- -- I abJJ — T.------ ---------- — ------ ——  COS ф.
1 H- hb In — 0 '  a -j- no — a / 

kn

722. a) Mr, Ф) =  —  2  — Й------ i-flj
oo ( 2 )1 + 1 )я

--------------  (ОТ. I 4 \  „

6) u (r, <f) == ^  a^r  ̂ cos ---- ^ ------ Ф,
л=о

(2/!-г1)я a
2  С ^ _ (2k +  1) я

“a =  a  ^
’ r  (2k +  1) я  
J  f  (4>) Й ------Ч* ‘̂ 'P-

, , . « I/ Ш 1  1 
B) и (r, Ф)

fe=l

r \ ^ /глф 
c o s ---- .

hn
ArtQB 1 I  r \ ^

Г) « ( r .  =  s i n — .

^  ( л '  +  Я П ( 1 - с 0 8 а Х ,)  . . 4

” > " * '•  "> -  1  л . ( , я  +  Ч ) 1 ,  , - . ( л =  +  х ; ) ] Ы  4 9 .

л» — iKVK'/nii ic;ibiibie Kiipuii j  paiiiiL'JlH;! h Ijj ,-.u
723. Действительно,

■^n-l (•*) ■^n+'l ~

. — _________ ; V (  !'>■ M  Д А
2 " - i ( „ _  1 ) ! ^  ^   ̂ (Ус -  1)! (« -  1 -b А-)! ИЛ — ].

cx>

2  < - • ) * :
_n+2ft

2"«! ' 2’*+24! (n +  fc)!
2n

=  — / « И -

ii*i:rC* ii '̂O ŝrp/iiOTC/
724. Поскольку

T r> frnw’ТОЛ'Г1»Я

f  «■-'* 1 ( 2 h \

23S



f  OS t . r

/ 1
2 v ’ h .r**

fê O rt

f2ft

/ 1 - ,

k=«
725. Первое тождество проверяется так же, как и тождество из задачи

723. Далее имеем

К  (-^)= -  -а; (^^)= -  4 -  [-̂ « (^) -  -̂ 2 (^)1-

Последнее равенство следует из второго тождества задачи 723.
726. Справедливость обоих тождеств проверяется непосредственно на 

осиовании тождеств нз задачи 723. Действительно, учитывая, что

У'„ (ах) =  (ах) -  ^  (ах), 

п  —  1
■fn («^) =  ■ ( а х ) - / „  (ах) .

имеем 

d
dx {х [р /„  (ах) (рх) -  а / „  (Рх) (ах)] 1

“  dx

— a-r-^n (P̂ )̂
п Ь/ „ ( a x ) - / „ + j ( a x )

=  о /„  (Рх) (ах) — р /„  (ах) (Рх) +  X (ах) (Рх) +

-1- «РУ). (Рх) (ах) — P V ',+ , (рх) / „  (ах) — а р /^  (ах) (Рх)] -=
=  а / „  (Рх) (ах) — р /„  (ах) (рх) J -

-1- а* х /„  (рх; 

-1 -а р .//„^ , (ах) 

— a P x /„ ^ j  (Рх)

п - I -  1 
-  - 7 Г -  ■fП+1 (ах) +

iPx — •^п+1 (Р*)

■ ^ / „ ( a x ) - y „ ^ . i ( a x )

-  р"хУ„ (ах) 

Точно так же
У п + И М =  (а* -  Р®) х /„  (ах) / „  (Рх).

dx

‘2 a ? x j \ (ах)  -]- 2 a*JV „ ( а х ) ( а х )  +  2 a ^ x j \ _ ^  (ах)  +

-1 2а*х* (ах) У ( а х )  — 2 и а /„ _ ,  (ах) / „  (ах) —

— 2na'“x / ' ,_ j  (ах) (ах) — 2па^х/^_^ (ах) (ах) =  2а“х /*  (ах).
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727. Поскольку в силу задачи 726

/„2 о2\ _

dx n •' n+1 n n+i

2 a " x J l  iaa') == -j;:  | {fx^x  ̂— «-) ./f, (a.r) +  \nJ^  ̂ (a.r) — a r / ^ . , ,  (ot.rH/j,

TO в результате интегрирования получаем
1

{а- — Р“) xJ^ (ах)  (Рд:)
о

"Р« -^„(«) =  0,

J  ‘ ( a V 2 ( a )  при / „ ^ j ( a )  =  0.

728. Действительно, если а  — комшексный нуль функции Jn{x) ,  то о 
также будет се нулем. Поэтому (см. задачу 727) получае.м

1 1

J  (ат) / „  (a:t)  =  J  1 1 / „  (а.т) р d x  =  О,
о о

т. е. J„(ax)  =  О тождественно при О ^  х 1. Отсюда в силу аналитичности 
J„{a.r)  следует, что У„(ах) =  О для всех значений х  (как действительных, 
так и комплексных), что невозможно. Точно так же, допуская, что У„(а) - 
=  У „м(а) =  О при а  =5̂  О, пришли бы к противоречию

л
J  г I (ах) dx  =  0.

Следовате.тьпо, /п (« ) и /„ + i(a )  не могут иметь общих нулей (корней). От
сюда, на основании первого тождества из задачи 723, следует, что при лю-
........... ' ...... ••• /* li Нв лИ»~
гут л меть общих пулей (корней).

д ‘̂729. Заипсывая онрратор^Ц в полярных координатах г =  т!х  ̂+  у ‘,
дх~ ду"

О =; ai'ci g -

/)' , 1  , i  9" 

dr-  г г-

например, для и„{г,  Ь)  получаем

. д " 1 ^ { ц г )  1  d l „{ \ ir )
^  v ', Vj ji ti,, {Г, V) -

Л
dr-  ' г

поскольку /»(.г) =  i^^J„{ix)  является решенном уравнения

/ * - I - — /  ( , г 1  =  0 .

T - r \ i

/
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I  1 \  ^ (2A- -I- 1)!
730. Так как 1' U  +  1 +  —  1 ^  V "  ’

г.гк+1/i

ft=o
Z'ii‘+ i / i k \ r  (k  - i - 1 - 1 - 1 /2)

h = 0

J.ik+1

(2Г-1-1)!

Аналогично получается и второе тождество.
731. Справедливость утверждепня следует из того, что при замене х  =  

=  cos О, —1 <  X <  1, имеет
_а___  1 а соя Ь  Э 1
dJt =  “  sin й  ад  ’ sin® О sin- О йд"*'

732. Поскольку при х  =  cos lO

(х) =  Г„ (cos О) =  - ^  [(cos О -|- i sin f>)” -|- (cos О — i sin < )̂"J

=  Ч- =  cos red =  cos" cos” ~* О sin* 0  -f- . . . ,

TO

(;r) =  i "  -  Q  j  .

733. Пользуясь формулой для Т „( х)  (см. решение задачи 732), получаем 

То(х) =  1, Г ,(1) =  а:, Тг( х)  ^  2х‘ -  1, Т , ( х )  =  4 х » - 3 х .

7У1. Пользуясь формуло(4 Т„( х)  =  соз  ni> (см. решение задачи 732), 
иолучаем

Г Г „ ( г ) Г ^ ( х )  р
J  —^  =  J  соя
-1 «

735.|Г,11 =  У п ,  Ц7’„|1 =  / - ^ ,  П =  1 .2 .  . . .
736. Пользуясь формуло11 Лейбница, находим

c o s /лЛ dft -О, п ф  т.

„! d.r'‘ ~  2 i [ n - k j
/l—О /<—0

—X .n—ft _n ( - 1 Г
A-!

Л—0

откуда н следует, что
п- 1

п ;  (X) +  (1 -  г )  / / „  (X) -I- (X) =  V  ( _  1)А [  J  ^  _

h=l ^
/ n N l  / f i \ l  / л \ 1 1  

^ U - * / ( * - l ) ! " “ U - *  +  l / < * ~ l ) !  U - f c - 1 /  *1 . ■

fe!
(1=1

n — к
( n - k ) .

n — k +  l j
=  0.
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737. =  L^ =  i - 2 x + - ^ ,   ̂ L ^ _ _ -
Т Я ^ -  r f ^  f* r^ . ■*? /77, ! •  p r - 3 ^  • i b  f  .1 i  0  i l l i l C l  ^ i f i j i U i i U i i i i i i  i iO  H  i i

получаем
ef> 00

j « - » L ,  ( ^ )  L „ .  ( ; . )  Л Г  =  t ; j  J / . „  (X )  ( x ” V - " )  A .  =

e 0
OD

1 Г jm—n—1
(те -'- I И 1 ^ ,n + i , ' « - « - 1 *) =  0-

• o v ,  A i.iiAcijjjA pi>jL>«tjii'ic 110 ч а с - л м м  /г. p a d  д а с 1 ’

r ( » +  1)
w! = 1,

поскольку, как известно, Г (n) =  j  ж" ^dx.
0

740. I t *  : —  3i/i®, !i®  =  U *  ~  — yz^,

Ы* =  X — З г г  , ^ zy -  —  - ^

741, V'J =  sin <p sin ^  (sin^ ф sin'^ d  — 3 cos'" <}), 

y j  =  cos q) sin О (sin" <p sin'^ #  — cos'^ # ) , 

y j  =  sin Ф sin fl (cos’ Ф sin'^ d  — cos ' O), 

y_® cos Ф sin ft (cos^ Ф sin* ft — 3 cos'' O),

^ ~ x y z ,  u- =  x z ~ — z-.

y^ =  cos dо
 ̂ о 1 \
s in ' Ф s in ' — - y  cos' ft j,

y ,  =  sin Ф cos ф) sin^ ft cos fl',

y j  =  cos ft cos^ Ф sin" ft — cos^ ft
\

742. Поскольку функция

J -  J  V ' - -i.  j -  ^ 4  0 ;

лнлястея гармонической, ее множители

1 V  (п, л \ - v6 /«. лл

2С.2



A t . .  /l!0\
являются решениями уравнении

12ц; =  о,dr
I .. d>a\

V
^  -Ь 5ifo ̂   ̂S) + 12̂ = О’

в чем легко убедиться, рсли пользоваться записью оператора Лапласа в сфе
рических координатах.

745. Справедливость утверждения следует из тождества

>tn+2 j"» + i j ”* ‘
( t *  -  1 )  ^  ( t ^  -  1 ) -  +  ^  ( f -  -  D -  -  m  - 1 -  1 )  ^  -  D ™  =  0 .

полученного диффоренцированием m +  1 раз очевидного тождества

((2 ^  1 ) (t'  ̂_  1)"* =  2mt (<“ - 1)"*.

7'(0. Справедливость этих соотношеппи проверяется легко, если пользо
ваться представлением f'n{t)  из задачи 745. Так, например, в силу усазап- 
но1(» представления имеем

p U , ( t ) - P n - , ( t )  -

=  2"+ ^(l-i-:i)! ^ -
-I /V" 1-------------1______ (t^ _  )V« - 1  =  р  (t) -L -------------------—  (2 ( Л  __ . \ n - l  _

г» -!  („ _  1)! м ’  ̂  ̂ ' "  '  ' ' 2 "-1  (п -  1)! Л "  ^

“  =  (1 +  2 . )  />„ (О-

747. В справедливости утверждения легче всего убедиться непосредст
венной проверкой, т. е. подстанонкой выражения (38) для Р т ( 0  в левую 
часть уравнения (;?6).

74К. Пусть та >  л. В этом случае, интегрируя п раз но частям, находим

Д I f *  d^j  <>. w p . « d, -  J ^  U'- (r
- 1  - 1

I  }• j f n —n  j 2 n

^  2™+”m! «! ]  ^
- 1

2™+«m!

74‘J. При n — m ( c m . ответ к задаче 748) имеем
-1

-1
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750. Посколыгу (см. отпет к задаче 7^il)

Y% (ф, &) — sin ф cos i|- sin^ ^  cos 0 ,

TO для Pff {cos ■&) =  (t) имеем выражение

1 5 i;n -d c c E &  15(1 cos®’?)  с е ; — 1 5 /(i — »*),

которое, очевидно, удовлетворяет уравнению (37) при пг =  3, л =  2.
751. 1*езультаг иолучится сразу, если продифференцировать п раз урав

нение (30), а затем прпнять

у (О =  “ т :^ -

754. В справедливости утверждения убеа!даемся, если в уравнение из 
иадачи 751 подставить

у  (t) =  (1 _  Р "  (t).

755. В уравнении из задачи 751 полон;ять

i/(t) =  ( i - t " ) - ” *̂ Q l W .

7.'»7. Справедливость утверяодевия следует из формулы (39), если учесть 
оценку

1 cos в  i sin d  cos 1 1 =  cos'“ d  +  sin" ^  cos“ t ^  1.

75Й. Пусть Гп (f) =  dnt” +  . . .  +  ao — произвольный полином етепеви 
меньше m. В результате интегрирования я раз по частям находим

1 1 

J  Р «  (t) (О dt  =  ^  J г„ (О ^  (t^ -  1)™ d t  =
- 1  - 1

( -  i ) X " ! jm~n
Л _____ 1Л , \m  1 . Л
de^ -̂^  ̂ ^

759. Справедливость утверждения следует из формулы (39), если поло
жить в ней #  =  О и ■#)■ =  л  соответственно.

7«). я„„+.(0) =  О, (0) =  ( -  1 Г  

еправед;1явость утверждения следует из соотношения

А/ (г ix  cos t -1~ i y  sin t .  i) ( l  — cos* t — sin^ t) — ;  =  0,

2()/*



762. В соответствии с утверждепием вадачи 756 имеем

л  я
J  (2 (V COS t  +  iij sin t)’" dt  =  J  [cos d  i sin d  cos (t — ф))"* d t  =

—я  —я
я

г™ с
1 [COS в  Ь г sin д COS т1’" </т =  г '"Р ^  (cosO ).

763. Если искать решение уравнения (42) ио формуле (40), в KOTopoii

А'(г. * ) = т 4 '

то уравнение (41) примет вид

I’ll +  —  О,

решением которого является функция v( t )  =
Н

764. (г) =  - ^  j* exp (г sh ц — ni|) di\  -]-
»ое

• »
+  j* exp (— 12 sin I +  ini) d l  -1- j" exp (— г sh л — лт| _  т л )  di\,

—Я о
о

=  — J  е х р  (2 s h  1) —  Ш ] )  <г>1 - I -
— оо

я «о
\ С  ̂ с- 1- —  \ ехр (— гг sin 5 ini) '^1 —  T J  exp (— z sh 4  — n>1 <«я) df\.

0 0

71 Л

765. (̂ ) =  2^  j*  ̂ j* ^
—Л »

766. Пользуясь выражением для /« (г) (см. задачу 765), имеем
я я

j-n "I” J  ̂ ^  J “■
о п

я

=  (— 1)” J  COS (г sin t —  nt) d t  =  (— 1)" (z).

767. Утверждение следует нз оцецки |c o s t | tC 1, справедливой для всех 
де11сгвительных значений t.

18 А. в. Б и ц а д зе , Д . Ф.  К я л и н и ч ен к о  265



788. Пользуясь выражением для /„ (z) из задачи 767, имеем 
я я

и ( х ,  у ,  Z) \ ^^«'44- 1

— Я  —Л

Л
=  e^V™1’ f  cos (?vp sin tl) -1- mi))) rfi|) =  (Xp).

J
0

. « Ir. ^  4- В. , i ,  Д ! ^ Ь .  ( ^ l
\ -  Ji ■■ i  V i

7B9.

(ift — положительные корни уравнения /о(ц) =  О,
оо . .

770. « (г ,
ft=l

гдл

Ху — положительные корни уравнения /о(и) =  0.
771. а) Решением задачи

r - ^ J .  0 < г < л ,  t > 0 ,

| « ( 0 ,  м ( Л .  г ) = 0 ,  t > 0 ,

и(г, 0 ) = 0 ,  и, (г, 0) = /(/■ ), 0 ^ г < / { ,

является функция

где |ift — положительные корпи уравнения Л(ц) — 0.
Рршриирлг ЯЯ'ШЧИ

, 1  д f  ди
X I , . - а “ ----------п—  I iII I  dr  \ дг , 0 < г < Я ,  « > 0 ,

1и(0, Z ) l < o ° ,  Ur{H, t ) + h u { R ,  t) ^ 0 ,  « > 0 ,

2Ce



(
Я и  ^  Л 1  2 /  .

( ' • ' «*+ M ' i ) - f ; ( . ' . ) "  >'

где и» — положительные корни уравнения цУ' (ji) - f  hRJ^  (ц) =  0.
772. а) Решение»! задачи

,  1 Д /  д и \
“ »  =  “ Т ' 5 Г ( ' ' а г ) ’ « > о »

| м ( 0 ,  г ) | < « » ,  и ( Д ,  0 ) = 0,  о  о ,  

u ( r ,  0 )  =  Л ( й ^ - г " ) ,  u , ( r ,  0 ) = 0 ,  0 < | - < Д ,  

является функция
“  . в(1, t f  ц. г \

u ( r , t ) ^ 8 A H  2 ^ — —  c « s—  
к=1 (1^л) 

где щ  — положительные корни уравнепия Л(|х) =  0. 
б) Решением задачи

,  \ д I  д и \
— 1 7 у т г ] '  < > < '■ < « -  * > 0 -

|и (0, «) 1 <  оо, u(R,  0 = 0 ,  t >  О,

“ ('■> 0) =  О, и,  (г, 0) =  У, О ^  г <  й ,

является функция

, 2Яг/ ^  1 . ПЧ* , (  >1

где |1). — положительные корни уравнепия /о(р.) =  0.

/  А’ а^П \  ,  а,-'  ̂ и п
773. U (г, О — 2 Л j  ‘ 2Й 4 —

является функция

— 2/ft/ У  —----------cos— iT -  )i
h=

где p* — положительные корни уравнения ^iCp.) =  0.
Решение искать в виде и(г, t )  =  v(r ,  t)  +  w{r )  +  A t \  где A  — посто

янная.

774. и (г,  t) =
и

J
«оЯ \

» I “ J 'Л—} sin Ш -j-

-' г2(лаПи У т~2—ii------J~2i;-----------®'“ — 7 ^  •̂ п ( »  ) ’
- “Ч ' ) Л  (Ня) ^

где (1* — положительные корни уравнения /о(ц) — 0.
Решение искать в виде и (г, t )  =  v {r ,  t) +  ш(г)и\п <nt.
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aU !  (Or \
7 7 5 . , . , . , ,  =  - — , 2 « V  ,cos m  -1- — 5—  +  

Ы R
\  “ I

00

-)„V; V

где (X* — положительные корни уравнения /i(n )  =  0 . 
776. а) Решением задачи

I

“ it +  0 < г < / { ,  £ > 0 ,

|i t(0 , /Д  <  оо, t ^  и, И(Г, Uf — и ц г ,  UJ KJ,

является функция 

г/ соя он
м (г ,  t) = / 0)W \

Р“ Л ( — ]

V __________ -_________ cos — ^  J
^ - “V ^ )  Л  (f*».) *

где Ц), — положительные корни уравнения /о(ц) =  0.
б) Решением задачи

<,1 д ! д и \  а
“ »  =  “ ‘ 7 ^ ( ' ' F r J  +  p 0 < г < л ,  « > о ,

1«(0,  о  I <  « ,  Мг(Д, О  +  ^и (Л , 0 = 0,  « >  о,
U (г, 0) =  ц, (г, 0) =  о, о ^  /• <  R,

я  г

является функция

и (г,  г)
рш"

аЛ /
0)г\

-ш.'!
----  — <й/. ----

_  п  “ /  Ч  “ /

(I) /f т —1 cos (Ot

+
а-/>Я2 , мя л  ( ы  _____________

Р“ '  ( «"л" I- 1̂ ?,) (Мл) I,

где р* — положительные корни уравнения (р) -j- (р) =  0 . 
777 я̂  7/ !г t\ -

г  Н
Ai/,P'

dp2 V   ̂ Гг г W , 1 ('’■'‘'■'l' Д̂тг)’
t*»
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2 ”  1

б) и (г. t) =
Г t R /ац/Дг . Т /  \

2 ^  1 Г Г  -  гj j ' р/(р.ч/.(—j"'"'’ ^Ы-
L o o  -*

где ^и — положительные корпи уравнения /а(и-) — 0.

ft=0
я

2 Г ( И/{Р 1
где — д 2уз------ ] "̂ 0 \*7Г /  — последовательные неотриц»-

*’ о
тельные корни уравнения / ’ (ц) =  О, причем цо =  0.

г) u ( r , t )  =  - - + N  V  «

Ц-)

тельные корни уравнепия Уо(м-) =  О-
_. 2|

Решение задачи следует искать в виде и (г, г) =  v (г, t) е -|- w (г) +  Г.

и

д) и (г, t) = •

I h R W
/  — — ■fA —о \ а

U-J. 1— \
1 “ /

- m t  _

.-(̂ )Ч ( I V )

где ц» — пологкительиые корни уравнения Jain)  =  0.

, f h r \  „ 2^ ' ^
а'ц^’ — I

где ц* — положительные корни уравнения /о(ц) =  0.

H - f  i-iж) и (г,  t) = -у 2 (У , 2а"г
т -

СД7

J'b

(>‘а) _  (!Ч) - ( ^ ) \  м

2С9



где jt* — положительные корни уравнения 7i (ц) =  0.

пП л>._л

" Л - ; -

где (1* — положительные корни ураьнеыии /ицу  ^  0.
778. а) Решением задачи

Uj =  а^Ди, О ^ г  С  R,  « >  О, где Ли =  ^

! С  7 ,_ ( /? П )= П  /! -:> о. i j ( r . O ) = U r ^ .  O s c r s r f l .  

ЯРПЯР.ТГЯ Лп'нкпия

Hf, — положительные корни уравнения / i(n )  =  0;
б) Решением задачи

2 t  д (  д и \
Hj =  а Дм, где Ди =  — 0 < г < Л ,  « > 0 ,

)и(0, «) I <  Ur{Ii,  t) +  hu (R,  f) =  О, Г >  О,

“ ('"i 0) =  t/r*, О ^  ^  Д,

является функция

и (г, I) =  2 UR
: V  (2 — ЛЯ) (I* “  l i r  j  /  р^г \

)iA — положительные корни уравнения р /^  (р) -р Л/?/^ (р) =  0;
в) Решением задачи

» \  д  I д ч \
«( а*Ди, где Дм =  0 < г < Л ,  t > 0 ,

|ii{0, О-1 <  "О, !•(.'?, t) =  ?’, '  >  1\ и{г,  0) =  {М О <  г <  /?,

является функция
/аць\2

„  ( . , ,  =  г  -ь 2 V  Ы  Y

779. Решением задачи

2 Q I а ! д и \
Uj - - а Аи  -i- — , где Ди —  - ^  1̂1- j ,  О <  г <  Л, f >  О,

л m — п л .
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.  ,г . „  г  +  ±  («•• -  г=) -  2  V  V . ( J V  1,

где к — коэффициент теплопроводности, с — коэ(|!фициопт теплоемкости, 
цА — положигельные корни уравнепия /o(|i) =  0.

780. а) Решением задачи

является функция ■

2л л 'I ^ttj — о Ди, где Ди =  —
ди
дг , Ь <  г  <с d,  t > 0 ,

u (b ,  t) — u(d,  t) =  О, t >  0, u{r,  0) =  U, b < .  г  <  d, 

является функция

и (г,  i) =  л£/ ^
■ ' o M - J A K d )

Яп — ноло;кител1.иые корни уравнения

Jo(Xb)No{\d)  - J o { X d ) N o { l b )  =  0.

б) Регасцием задачи
± _ J _ {

г дг  у  д г  j ’ Ь <  г  <  d, г >  О,

Иг{Ь, I) =  о, u{d,  t) =  Т, г >  ,0, и(г ,  0) = .  и ,  Ь С.  г С  d,  

является функция .

u ( r , t ) = - - T ' r

7,=:1 • ' l  (^П®) “  •'(» ,

Хп — поло;кител1.ные корни уравнения

. N o { l d ) J i { X b )  — J o ( U ) l V , ( U )  = 0 .

в) Р('шением. задачи

и, — аГ^и где Дм = —— — ( г ^ \ ,  Ь <  г <  d, « > 0 ,
ср г дг  \  д г  /

и{Ъ,1)  = u ( d , t )  = и ,  г > 0 ,  u(r, 0) =  г/, b < r < d ,  

является функция 

« ( г , /) =  и; (г )-}-Г Ч-
r-d

+  i g v  f p - M P ) a , M dp

4 /c .ln -f

Ф»(Я.пг) == iVo(Xnb)/o(Anr) -/o(A.„6)/V»(X„r)y
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Лв — положительные корли уравнения

N o ( U ) J o { X d )  ~ J o ( U ) N a { M )  =  0.

781. л) Ррп1<>нием задачи

U( =  а^Аи,  где А и  =
1 о
г дг

ди •) -ь  о <  г <  Л, О <  2 <  г, t >  о,

1“ (0, Z, «)1 <  оо, и(г, о, о  =  и(г, I, t) =  u(R,  1 , t )  =  и,  

u (г, г, 0) =  О, О г ^  Я, 0 ^ 2 ^ / ,  4 ^ 0 ,  

является функция

•* V' > *1  I

(2Л +  1Г гт*. Мп
+  1)Я2

Ив — положительные корни уравнеиия Уо(ц) =  О-
б) Решением задачи

u  ̂ = а  Ли,  где Аи =  J L  — f r  —
г  d r \  dr,

, д^и

0Zг '

|и(0, Z, г) I <  оо, u ( r ,  о, «) =  и ,  t tz(r,  I, t) =  и , ( / г ,  Z, t )  =  о, 

u (r, Z, 0) =  о, о ^  г <  л , 0 < 2 < / ,  t > 0 ,  

является функция

U ( г ,  z , t ) ^ u ( z , t ) = U  — - j -  ^

в) Решением задачи

4 i . (2̂ f - Ы )  ях 
2i

“ t =  где =  -1-

|и(0, Z, О 1 <  оо, Uz(r, о, I) =  вДг, г, о  =  о, а(Д, 2, t) =  U,  

и (г, 2, 0) =  о, О г <: Л, о <  2 <  г, г >  о,

является функция 

u( r ,  2, t )  ^

(Хя— положительные корни уравнения 7о(й) =  0.
782. а) Решением задачи

( r ± L ) , j J l L
<>Г }  ' dz^'

|u (0 , 2, <) I <  О О , в(Д, 2, t) — u{r.  О, О =  иг{г,  I, t) —  О,
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является функция

, -V  г (\^̂ h ■ (2га+ 1) я
u ( r , z , t ) ^  2 d  * \ '7 г '’;  — ш— ’

ft=l.n=e
где

а . = ( - 1 ) "
ГЛАШ,2

— положительные корни уравнения /о(ц) =  0;
б) Решением задачи

i  д (  д и \  д^и 
и, =  а ' ^ и ,  где Аи =  — + - ^ .

|и(0, Z, О  I <  «>. “ г(^  О, г )  =  и ( г ,  г ,  о  =  Z, <) +  Aa(ff, г, t )  =  О, 
ц(г, Z, 0) =  Л (« - — r*)z, 0 < г < Я ,  0 < 2 < г ,  О  О,

является функция

, ,, V  - “ Ч 4 + < ) ‘ / ( I *  ^ (2 га -I-1) я  
u { r , Z , t ) = =  ’

h—l,n=o
где

16^ш М (-1)'* (2га  +  1 ) я - 2 1 ( 2 Л « - , х * )   ̂ (2га 4 - П я  
а._  =  3-7-:: „  / „ , /.. V . =  — > ■*1п =  ----- ---------/{ 22'■» я-ц2 (2га +  1)" (ц2 +  h - n - )  Jo

fin — положительные корпи уравнения ц /д  (ц) +  (ц) =  0.
783. а) Решением задачи

i
i  д (  д и \  d b i  

Д« - i -  Ue ' = 0 ,  h > 0 ,  где Л« =  —  г ^  j  +  ^ .

|п(0, г ) |  < 0 0 ,  Иг (Л, i)  =  О, О <  г <  со, u(r, 0) =  ^ ,  О <  г <  /{, 

является функция

u(r, z) =  C > + ^ ( l - e - ' ‘0 .
б) Решением задачи

1 5 /  а » \  а-м 
Au +  t/e“ “ ‘ = 0 ,  а > 0 ,  где Ди =  — г j  +

1 и ( г ,  г ) | < о о ,  U r ( R ,  z )  +  h u ( n ,  Z )  =  О,

u { r , 0 ) = Q ,  ii(r, оо) =  О, 2 >  О, 0 < г < / ? ,  
является функция

U (г ,  Z) =
(а г )

h J ^ ( a l i ) — aJ^ (aJ{) —  1

1
■ 2 /.’/г У  ------------- --------------------

U R 2 \

V '

ц* — положительные корни уравнения (х/^ (ц) +  (ц) =  0.
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в) Решением задачи

Ам +  г/е “ ^ = 0 ,  где Ли |̂ г +  р ; , а > 0 ,

\ п ( г  г ) !  <Г ос. п(П .  г> =  и(г .  0)  =  О. и(г ,  оо) =  П,

и ^  г Д , О Z <  оо,

является функция

1. (т. 7.) =  I ■" .. _  1 —  -1- , е-Р̂  —

|i* — no;iofeHTCjibHbie корни у1)авпения /o((i) = 0 .
Решение искать в виде

u(r, z) —  v{r,  z) +  +  W2 {z)e-^^.

784; Решением задачи

1 д (  ди \  д^ч 
Д ц ^ О ,  где Ди =  — - ^ (  r - ^ j - I - 0 < г < Л ,  0 < 2 < 2Z,

' [ц (0 ,  г )  1 <  оо, О <  г ^  2г, u ( r ,  0 )  =  V',, гг(г, 2 /)  =  Иг, О ^  г <  Л ,  . '

U ( R ,  z ) ^ . f ( z )
ч :> :

Fj ,  0 < z < / ,

l < z ^ 2 l ,

является функция

F _ 1 /

>‘=1 п1 IT)
/o(z) — модифицированная функция Бесселя.

ап
АО

п=1
785. чи  V I

5. u { r , z )  . —  2 ^ f { r )
iZn -f- i ) j \z

s in ------ -------- , где

/ ( r )  =  -

Г (2 « +  1)л6"
J

\ ( 2 n  4- 1) лг‘
J

(2re +  1) лЬ' (2я 1) itr"
^ 0 г 0 [■-■ . ■ I ^ 0 /

L' (2/( Ч- 1) л1>
f

( 2 n  - [ -  1 )  Л ( / ’
J

■(2h +  1) л6 i r (2« -p 1) лй'
^ 0 I ^0 I 0 I ^0 I

A-o(z) — цилиндрич^скун фуииций Гии1чДииаЛЬда.
780. a) Гсшеииом задачи

1 д f  да \  д'^и
Ли — О, где А и --------- I /■ “т " ---------т»

г d r j ‘ Oz-

г; i ^  оо, j U(ii, z) =  u (/, I) ^  G, u{i,  G) — i", G ^ ,.  < U <  a ,
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является функция

и ( г , г )  =  2Т J ;  (сЬ ^  г _  ctli ^  г sh ^ z )  / ,  г).

jik — полонштельлые т:орпи уравнения /оСц) =  О-
б) Решением, задачи

1 д  /  д и \  (9“и 
Л « = 0 ,  где Au =  —  - ^ f ^ r - ^ j  +  ^ ,

|u (r, 2) I <  00, u(r,  0) - Uz(r, I) = 0 ,  i i ( n ,  z) =  / ( г ) ,  0 ^  r  <  П,

О С  z <  I,

является функция

[  /  (I) sin I  d?
2 V » W Г(2Лг-|-1)я .  (2/Н -
'  ^  г ( 2 к + 1 ) л Н ^0 " 2 1  .... " 21

•м

/о (г)  — модифицированная функция Весселя.
в) Решением задачи

Аи =  О, где Аи =
1 а
г дг

ди
дг

д^и
+  - V ,  0 < г < й ,  о < г < г ,

OZ

1«(0, г ) 1 < о о ,  и{П,  z)  == U z ( l ~ z ) ,  0 < Z < 1 ,  

ц(г, 0) =  !i(r, Z) =  О, О ^  г <  Л.

является функция

ОО J
8 ^ / / -  V  "

Г(2« - 1-  1 ) л г ‘ 

1 . { 2 n - \ \ ) n z
■п‘ ^

« - 0  (2/г -1- !)• {2п +  1) п/1  
1

S i n  ^

д \
+  Т Ц . 0 < г < / Л  0 < г < г ,  

d z “

г) Решением задачи

1 д I д и \
Д« =  0, где А« =  —

|ц(0, z) I <  00, к (Я, г) =  Г, О ^  Z

« ,( г ,0 )  =  - - | - ,  и { г , 1 )  =  Т,  0 < г < / ?

является функция

по /

f  ,г .  , ^  8?г V  "

'(2n  1) яг ' 
■11

/. V‘ — - t -  i  , а

n=o (2n +  1 )'^/д
(2n +  1) л «  

21

(2ге 1) яг 
c o s ------^2------- ‘

к — коэффициент тенлопроводностя;
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д) Решением задачи
О i  д I д и \  й®ц

^ “ = - 1 Г ’ г Or д г  )  , ‘ dY^’

I u ( r .  2) I <  оо, a(r ,  0) =  u(r, I) —  u(H,  z) —  0, 0 <  r <  Д,  0 <  z <  Z, 

«вляется функция

Q 1
( c h - ^  г - 1 ^ s h ^ z -

(l^n
„  Ic h  „ Z •̂0 . я  '■

где |i„ — поло;кительные корни уравнения /o(fi) =  0. Решение искать в ви
де к (г, г) — W (г) v {r ,  z )  так, чтобы Ли> =  —Qlk.

787. а) Решением задачи
i  д I  д и \  д^и 

Л« =  0, где Ди =  — +

|u(r,  z)  I <  00, a(r,  0) =  u ( r ,  I) =  0, и ( Л ,  г)  =  Т,

R  <  т С  оо, 0 < z < 2 ,

является функция

и (г, I )  =
^0

Г (2 л -Ы )я  1 ... ^ . (2n +  t ) n
Sin  ̂ Z

(2n  +  1 )
(2/1 +  1) я  „ 

Г  «
1

А 'с(|) — цилиндрическая функция Макдональда, 
б) Решением задачи

Да
1 3 /  д и \  д \  

=  0, где А и =  — ( г ; - 1 + — ,

| « ( г ,  2) | < о о ,  ( R ,  Z) = — - J - ,  Uj ( r ,  0) =  0 ,  u { r , l )  =  T,  

Д < г < о о ,  0 < z < Z ,
является функция

U (г, 2) =  Г + i l  V
tTT'*

(2п +  1) я г
2/

(2и +  1)2 A’j
( 2 п +  1) пН

к  — коэффициент теплопроводности; 
в) Решением задачи

Ли =  О, где Дм =  -
1 д
г дг

21

ди
' " д 7

cos
(2/1 'р  1) Лл 

21 >

+
Л
dz^’

| и ( г ,  2 )1 < о о , u { R , z ) = : — z, u ( r ,  0)=«=0, а^ (г ,  I ) - \ - hu{r ,  1) — hT,
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. -  SL У  , i „  у ,
'  f c = i 4 h - H ( ^ ‘ +  ^^ ')lA -o (V )

X
Xk — положительпые корви уравнения t g X l  — — -j^ .

788. a) Решением задачи

дч

является функдия

дг +
1 f>( . 

r ' s i n O
sin 0

д а
ае

0 < г < Л ,  О < 0 < л ,
( f j ,  О < 0 < а ,  

■ 2- - < 0 < л .

(T j, 0 =
1 « ( г ,  0 ) | < о о ,  „ ( Я ,  0) =  / ( 0 )  =

1 4 ’ ® ‘
является функция

- ' г - \  2 1̂«+1 “̂1 (ir)
где Рп(а:) — мпогочлеп Лежандра;

б) Решением задачи

1 5 / 2  й 'ЛД“ =  0, где = +  — !— —  
г“ sin 0 ^9

ди
s in O - ^

0 : ^ Г < Д ,  О < 0 < Я ,

1 U (г, 0) К  оо, U, (Я, 0) -I- ки («,  0) =  /  (0) =
- Y C O s Q ' r h T ,  О < 0 < - | - ,

кТ,

является функция 

и (г, 0) =  Г -1-
2А

1 г cos 0
2//Л /f ( l - l - / i r t)

. V  (4».-|-1)Л„.(0) / г У %  ]
' 2 i  С>п -1- и п )  (2ч -  1) (2п -I- I  Я /  .П=1

где Рп(х)  — многочлен Лежандра;
в) Решением задачи

i  а  !  И а \  1 а  Г ^ д а \  
А« =  О, где Аи =  ^ |^sin О j ,

О ^  г <  Я, О 0 sS л,

1 и t'-. 0) 1 <  ОС, U (Я, 0) — /  (0) =
т,  0< 0<  — . 

о , - | -  <  0 < я ,
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является функция

м (г, 0) = .

где Р п{ х)  — многочлен Лежандра; 
|Л Решением задачи

Д М — =  0, где

i ^ - 2 -  а ^  г,

I О, а < 0 < я .

является функция

« ('■> 0) =  ^
ЗА-

• _ J ___ У
1 — COS а

П = 1

^п+1 (cor а ) — P „_ J (cos а)
(ces 0)

где k  — коэффициент теплопроводности.
Решение искать в виде и (г, 0) =  v(r ,  0) + ю (г ) .  Учесть, что количество 

тепла, поступающего в шар от источников, равно количеству тепла, уходя- 
щ ену через поверхность шара;

д) Решением задачи

Д» 1- — ^ 0 .  где =  j  +  ^ s m 0 - ^ J ,

I« (r, 0)1 <  оо, « ,(/г , 0) + 7 ш (Д , 0) =  r  +  cos0,

0 < г < Д ,  О < 0 ; ^ Л ,

является функция

О , „о 9л Qft  Т г  cos 0
“ >̂ =  ~Uk -i- ш  ^  1 Г  T + l T k '

789. Решением задачи

1 г) ( ,  flu \  1
Ди =  О, где Ди — —т ~г~ г Т "  +  —  

г- \  r ^ s i i

а
sin 0

ди
' s i n 0

O ^ r  <  R,  О ^ 0 < я ,

( Т.  0 С Й < ' я / 2 .  
| « ( г ,  « ) | < о о ,  и( / ( .  «) = /(О) = 1 ^  0 — п/2

является функция

дв

V 4 « - l - 3 p Sn+l
(с.пч ft>.

V /
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790. а) и (г, 6) == 3 +  Р,  ̂ (cos в);

2г 2г"̂
б) „ (г, 0) =  -  3 -Ь I f  (cos 0) -1- ^  (cos 0):

Зг ()Г *
в) и (г, 0) =  — P j (cos 0) Н P-i (cos 0);

8 40r* 4 8 ^
г) u (r, 0) =  -  - j5 +  P.  ̂ (cos 6) -  — 4 P^ (cos 6).

1 2/г* 2ft®
791. a) и (r , 0) =  -  - 3 - -I- —  (cos Q ) - - ^ P ^  (cos 0);

3ft“ 2 IV
5r*

7ft 4ft*
B) u (r, 6) =  -3^  -1- ^  Pjj (cos 0).

792. Решением задачи

i  д I  « д а \  1 д I  „ flu N 
Au =  0, гд еА «  =  - ^ - ^ ^ г  +  7 — ^  ,7T ® ,

l u ( r ,  ^ ) | < o o ,  u { R , ^ ) = f ( « ) ,

»BJtnCTCfl функция

a ) u ( r . J  / ( | ) P „ ( c o s J ) s i i i |d ^ |  />„(cosd)
11 >

при 0 ^  r <  ft, 0 ^  0  <  л;

6) u (r, 0 ) =  ^  ^ I J  /  (I) Pn  (cos 5) sin ^ d l  

при f t ^ r < 00, 0 ^ 0 : ^  It.

n+1

r
P  (cos 0)

793. a) Решением задачи

Ли =  О, 0 : ^ г < Д ,  О ^ 0 < л ,  О <  ф <  2я, u(ft, 0, ф) = / ( 0 ,  (fi) 

является функция

ею П

и (г, 0, ф) (Л„;, cos /сф +  5„^  sin Аф) Р* (cos 0),
W=0 4̂—О

где
я  2 Л

=  (2” +  I) ( " ^ 1 ^ ) ’ г  Г /  (0, Ф) cos k ( f P l  (cos 0) sin  0 dQ dqi, 
^ л а ^ { П ' г ^ ) 1  J  J
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О и
(2 ,  к - ^ 0 ,

“ * Н . /.=#=0.

я*  (ces fl) — присоединенная функция Лежандра.
С) Решеинем задачи

Att =  0, Л < г < о о ,  0 ^ 0 : ^  я, 0 < ( р ^ 2 я ,  и(Д, 0, <р) = / ( 0 ,  ф),
я в т я р т г . я  r f i v H i : n w H

оо qo - ^
'%Г^ (  п  ^ " + l  , .  .  „  .  ,  .  „ I .  ,  .

“ V • “ > 1/ ^  ^  \ г у \ ПЛ ■ ' «« • / >‘ ■
>1=0 *=(t

где Я* (cos 0) — присоедипеипая функция Лежандра, а козффицяентн А„н 
я  определяются по формулам задачи 793 а).

79'|. а) Решением задачи

.. i  д f  „ д и \  1 ^  I  . г.
^̂ t =  a ^ u ,  где Да =  - ^ - ^ ^ г  « W j  •

|ы(г, о, ()| <  оо, и (Л, 0, t ) =  о, ц(г, 0, 0) =  /(г, 0), 
0 ^ г < й ,  0 ^ 0 ^  я, 4 > 0 ,

является функция

«(г,  0, < ) =  ^  а„,„е '' >* Я„(с*з0) -------- :р = -------- ,
7l=:0»Wi=l

гдо

•- " • - '•.......•' - о U
Цпт — положительные корни уравнения /„ + 1/>(ц) = 0 .

G) Решением задачи
Ut — а^&и,

где
i д /  ,  <)и\ 1 д [  , ^ д и \   ̂ t

“  г- й'' sill и j  sin''*H аф'*’

|u(r, 0, <p, 01 <  «>, 0, ф, 0  =  0, u(r, 0. 4>, 0) = /(r, 0, <p),
0 ^  г <  /?, 0 0 <  я , 0 <  ЧР <  2л, t >  О, 

является функция

.  в.». ■) - 2 i  i  inf)
Г4̂ 0 m—i

X { K m h  COS '̂ ■ф +  sin (cos 0),
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799. Условие ( a r g z l ^ n  — б < я  гарантирует возможность последова
тельного повторения интегрирования по частям. Имеем
во 00

с ,
J  £ “ j -  г г +  2 о J (J 2)'̂  ^

( t + z r
+  2 f—j  «  +  •:0 J  +  z)' 

0

(if:

{ -  1)"“  ̂(n -  1)!
+  (

OO

(t +  2)'n + 1 Л .

800
OO CO

. J  e - h ^ ^ - Ч t  =  -  +  (a  _  1) j  е ~ Ч ^ - Ч г  =

z z
OO

=  -  (a — 1) | f  +  (a _  1) (a _  2) j  =
z

=  e - 4 z “- i  +  (a -  1) £“-2  -I- (a -  1) (a -  2) +  . . .

. . .  +  ( a ^ l ) ( a - 2 )  . . . ( < * - &  + l ) z “- ' ‘l +
OO

+  (a — 1) (a — 2) . . .  (a — fe +  1) (a — fe) j
z

Учитывая тождество Г(а +  ft) =  (a +  A: — 1)Г(а +  ft — 1) n оценку

\

OO

r  (a) С 
V (a -  ft) J

г  (в)
< г (а -  к)

Г (a)
Г (a — ft)

^ a - h - l g - z ^

I справедливую для k > a — I, получаем hcimmoo асимптотическое разло-
I жение.
\ 801. Условие a >  О гарантирует закоипость последовательного повторе
н и я  процесса интегрирования по частям. Имеем

00 . с«о

—  го j*

ктегрируя по частям еще к  раз, получаем

. , « . я (а +  1) . , а (о. -Ь 1) . . .  (а -Ь ft — 1)
I - г  т г  +  ~ 7 7 Т з — • • • +{iz)^ ш г

а (д -Ы )  ■. ■ (д Ч- ft) 
, л + 1

ОО

Г е »
J  ja+ft + l dt.



_  ___________{2n +  1) ( n  -  k)\

R п г л

X j j j' 0, Ф ) UU3 (cos 0) sin 0 d r i0  йф,

P _
^nmk

■■ — WH
яа^  (« +  *)! [ j ' n + m

R  П 2Л

X

2, fc =  0, 
,1, /c=a O,

(cos 0) —присоедипеппая функция Лежапдра,

795. e ~ ‘- ~  О +  ~  +  . . .  +  —  +  . . .  =  0.

796. УказаППЫЙ в ответе к аалаче 795 ряд служпт асимптотическим ря
дом для всех фуикциц вида /(z) =  е~"% где а>— ариизвольаое положитель 
нее число.

797. Ввиду того, что 0 < z < r f < ' o o ,  в результате последопателытого пг 
тореиия процесса ишегрироиания ио частям имеем

Г =  _  - L  Г _ L  =  _L  _  _L Г i L
J  i! . i 2  ̂ г  J

1 1 1-3 1 - 3 - 5 ...........................:
2 i  .............. г  ^

. . .  U'V — г)
Ч-

+  ( _  ЬГ>-5... (2^ +  1) f

Интегрируя по частям интеграл, получаем для остатка оценку

2#t+i
1- 3 - 5 . . .  Г ^  +  1) 1-3.5 . . .  (2fr +  r

J  ^Лк+ i

отггуд^ a  Следует требуемое асимптотическое разложеппе.

798. + - L  Г е ^ - ‘Л  ^  ’

1У А. В. йицадзе, Д. Ф Калиа^чеико



Учитывая тождество Г ( а - f  fc) =  (а + / ;  — 1)Г(а +  Л: — 1) и сцепку

r ( fl  +  fe +  l)
Г И dt

r ( a  +  f e + l )  Г dt  Г (g +  к) 
J  г''+'^+i ~  Г (a)Г(в)

получаем искомое асимптотическое разложеппе. 
802. Пользуясь результатом задачи 797, имеем

2

f e = l
‘2^+l22/i + l

803. Полагая в задаче 801 а =  1/2, t =  ■&=, и =  Уг, получаем 

^  (— 1)''г ''Г (Л :+ 1 /2 )
,.4k

_  ^  ( -  D'^ г  (2/r -1- 1/2)
2 1 /  n  It ,4b

/1=0
1

НЛП

[* COS d ’ db
1 1)'‘ Г (2 /с + 1 /2 )

2 1 /л fe=o a 4Й+1
(2/r +  1 /2)

г 1 ( -D '* r (2 fc4 -l /2 )
,4/i+l

ft=()

■ COS u — sin  и

(2fe +  1/2) . ,  , г
----------------Sin II -1 -cosu

u~

804. Ei (z) -  —

805. C l ( . ) ~ ^  -2.+1

h=o

. , , ^ ( - i f  ( Ш  f  . 2fc +  t Л  

fe=0

806. Si (г )------ 2 COS 2 -

h=o

807. В рассматриваемом случае Л' =  oo, m =  О, a  =  1,
SP - z j

абсолютио cxo-
r  e “

9 (f) =  У  и при z o > 0  иитограл J  ̂ 2̂/1
h=(i „ '

ДИТСЯ. Поэтому в силу формулы Ватсоиа (45) искомое асимптотическое
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П  I /I N

^  ^2ПИ~1 ’
fe=0

ttue. 1 ак как тп =  р — j ^  —j, сс == i, 4пфм^./1ы
на (45) получаем требуемое утверждение.

809. Справедливость утверждения следует из того, что sin г +  sin (—1) =  
=  О, и формулы Ватсона (45').

810. Учесть, что в этом случае А =  —1, N — 2, (f{t)  + ф ( —О =  2 cos

разложение имеет вид

/ 4 \ п /Z

812. Обозначим F (z) =  е  ̂ <Щ,. Тогда, применяя дважды пра-
О

вило Лопиталя, находим lim 2 zf(z ) =  1, или 2zF{ z)  =  1 +  о(1), или У (z) —

=  [1 +  о (1)] при 2 + 00, что и требовалось.
815. Пользуясь интегральным преобразованием Фурье но переменной х

ОО

и  {I,  t) =  f  е- '^^и  ( X ,  О dx,

преобразуем уравнение исходной задачи к виду

и „  +  а^1^и =  0,

откуда находим [ / (^,  () = /1  ( ^ ) +  Я ( | ) г д е  А(%)  и B ( g ) — произ- 
вольпые функции параметра С помощью обратного нреобразоваиия Фурье 
получаем

—  ОО

(I,  t) d l  =

=  f  (I) +  В (I) î«==+“0] ^  Д at) .
|/^Л

—oo

пользуясь начальными условиями задачи, получим ее решение в виде
x-^at

t 1 1 Г
и {х,  t) =  —  ц> (х — at) - f  -jT Ф (г -1- at) +  - ^  J ■>)) (z) dz.

x ~ a t

8i6. Пользуясь интегральным преобразовапием Фурье по nepeucimoii х
ОС

^7 Л ------------- Г Лг. Л d x .
у  — t ^

—  ОО
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редуцируем исходную задачу к задаче

и „  +  t ) ,  U a ,  0) =  U t ( l ,  0) =  О,
где

Решая ее, получаем

ОО

=  J  t ) d x .

I

(•)

с  помощью обратного преобразовапия Фурье находим
ОО

1
е ‘- ^ и  Ц ,  t) d l . {**)

Учитывая, что sin (< — т) = - ^  — г ''^1, из (*) н (* * )
л у ч и м

Так как
ж+о((—t)

x —ait—x)

t x + n((-x ) r oo ,

0  Х “ 0( / — t )  '  — oo /

ИЛИ

и {X, t) =  -
1

/ x+a( t-T)

2a d l  ^  f  (Л . X) d l l .  

0 I —Q ((— X)

817. Пользуясь преобразованием Фурье по переменной х:

е ' ^ и  { х ,  i )  d x ,

редуцируем исходную задачу к задаче

Ut +  a ^ l W ^ O ,  t / ( | ,  0) =  Ф (5),

235



/j л

'о1 ■;----- ' (-r\ Fp пртрпие записывается в виде
К J  ,

—оо

л  ( t  л  . . (Т>

Применяя обратное преобразование Фурье, имеем
ОО ОС оо

Г  —rt^£“ f ___ т- /

“  Л J  .................. J
~эо О

Отсюда, учитывая, что

ос

J  cos I  (т) -  л:) d | =  X  | / ^ _ ^

и
получаем

-v> Jt:

(зс—Т1Г

(^)

(х-Л) 
ф (tl) е ««“* с?Л.

818. U (.г, t) = 1
2а V  зх

1 00 

С?Т 
О —со

—( х—г\)^/4а®(<—т"!
/(1), t )  -------; = -----  <̂’1-y t -г-

См. решение задачи 817.
819. Для решения задачи воспользуемся сш1ус-преобразоваиием Фурье

и (ж, f) sin dx.

Используя граничное уеловнв и(0, i) — р.('} п прсл^О-’тг!г.'!я, что функпип 
U и ее производная по х  стремятся достаточно быстро к нулю прп х оо, 
QMueii

ОО

{I ,  t) =  а* ' y ' z i n  j  sin I x  dx  =  a" У  2 / л  sin | i  —

— a " ;  f  dx - -  j  CO? I r  =

00

• — a~ 1/ 2 / Я£ и COS |.г |j;° +  I  I « (зг, i) sin g.r rfa-i =

=  a-  у  Z/я^р. (t) — a" f a  (5 , i).
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Таким образом, исходная задача редуцируется к задаче

Ut +  a ^ V U = a ^ n i ^ l \ i { t ) ,  

из которой находим
#

и  Ц,  t) =  а ^ У ш г  j  (т) d r.
и

Пользуясь обратным синус-преобразовапием Фурье, имеем
X t ОО

и  {X, t) -- - - ] / Ш  j* и  (I,  I) sin ё х  d g  ^  j  (х) Л  j  sin  g x  d* =

II (t ) fir 
n ( t  — T)

OO

gjjj ^ j* cos iJ: d l

0
I  OO

( t - T )  J

Отсюда, с учетом равенства (*) из решепия задачи 817, получаем решеиио 
задачи

Xи  (х ,  t) —
Л .)2а У л  .J

820. и (х,  t) —■ а Г У(т) 
1 / л  J  ~[/1 — т

Воспользоваться иосипус-преобразоваписм Фурье; см. такж е решение зада
чи 8J9.

8 2 1 .  i i ( x ,  0 = -------
2а 1 /л  V ^о * о

оо (х-1)  

е
Л

е4 а '* ( ( - т ) _  4 < Л (-Т ) /  (?. т)

оо «  ( x - l f + ( y - r \ f

822. и (X,  у ,  I) =
(2а  ~ \ / n t )

ф ( I ,  Л) d l  d n -

—  СО — ОО

Воспользоваться кратным (двумерным) преобразовапием Фурье, которое 
определяется формулами

ОО СО

F {I,  11) =   ̂ Г f (х, у) dx  dy ,
{ Л /гл У  J  J

— со — оо 

оо оо

/ ( X .  y) =  - - - L —  г \ g i ( l x+n v ) F  ( I ,  п )  d l  d ^ .

—оо — оо
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823. и {х, у, t) =

г г
(JM. укаспяие к ,ч.,дй'Ги S22.

824. и {х,  у ,  t) =

. . 2  . . .  _ , 2

. а Ъ - х )  f i l ,  v „ T ) d l d r \ .

ОО оо ^  ( з с - ^ ) ^ + Г ! / - ч ) °  ( х - | ) ^ 4 - Г у  4 -л

(о.

Воспользоваться преобразованием Фурьо с ядром

к  (х , у; I ,  п) =  у " -§■ s ‘”

/  IS. 'U O'l-

при — ОО < x < o o ,  0 < I / < O O .
t

825. . ( . , » , < )
0

Cm. указание к  решению задачи 824.

826. и {х,  у ,  t) =:

1
{ 2 а У п г У

—  ОО О

’1) ЙЛ-

Воспользоваться npeoGpaaubduiicivi с

(^. у; 5. ’П) =  V " — ® *=0® 
У 2 п  «

при —ОО « С х С о о ,  0 < 1 / < о о .

, „  (X-S)4v^

827. ы (х, О  =  — ^  J  j  ® у
О “ ОО

828. U (х, t) =

1 пг\ ( X ~ t f  + V^  (x4-5^2.

II . . - О '
4 a “U — c> , 4u  u -  e + e

0  0

1 ОО

-* Г* Г ’* Г i a \ l - i )
-  2 a ltj  j  U - 

0  0
- т г - [ -

д Ц,  т) dS d t -

\( -х )  1 /7п /7т.
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829. Ретепием задачи
1 д [  д и \  и

Ди =  0, где =  j  +  - ^ .

u(r, 0) == и{Ь,  z) =  О, u(a, z)  «= / ( 2),

ц(г, оо) =  uz(r, оо) =  О, о <  г <  Ь, О <  Z <  оо, 
является функция

ОО ОО

U (г, г) =  ^  j  J  Ф (а, Ь, р, г) /  (i) sin pt sin pz dp.

0 0

(bp)  (pr) — {bp) I^ (pr)
Здесь Ф (a, b, p,  r) =  (bp) Ш ~ 1 ^  (ap) K ^ l b p ) - Воспользоваться синус-
■преобразованием Фурье.

830. Пусть U{Z, у )  и F ( ^ ) — образы по Лапласу функций и{х,  у )  и 
i ( x )  соответствевво относительно перемеииой х. Тогда исходная задача пре
образуется к уравнению

V y - { l ^  +  a'‘) U  = ^ Р .
Отсюда

Так как г/ >  О, то в силу того, что £/(^, у) О, ^ должно быть С =  О, 
F (I)

<г. е. и  (£, (/) =  — Следовательно,
X

^  I* /  — I) sin dj.
О

831. U (х, у) =  cos 2л: — г sin I .  См. решение задачи 829.

832. и (х,  t) =  t cos а: I  sin X -]- J  /  ®  sin (х — d^.

о
- 0  +  'Р (0 ,833. =

U u ) ,

x  —  t > 0 ,  

x — t < 0 .

При решении задачи воспользоваться преобразованием Лапласа дважды; 
сначала по переменной х,  а затем по £.

83'i. и (х, t) =  ге“  sin 3t.

< /  9 \

«35. « ( г ,  I) -
3g x - - ^ t

—  2 g ( x  — t) ,  x > t ,

i

dS, X <  -3  £;

2S3



Ф ( i  — if) sin у  +

83(>. и {x,  y) =  } * ,
'Г (" — sin T +

V
r  , ,  

■ j  
V - x

8;57. a) Математическая постановка задачи

ut  =  a^Uxx, 0 <  X <  I, i >  0,

« ( + 0 ,  t)  =  6 ( « ) ,  ы(< — 0,  i ) = 0 ,  t  >  U, гцл:, 1 -u ;  —  u, u 

Пользуясь преобразованием Лапласа по перемеиной t;

U ( x ,  Q =  j  е (x,  t) dt .

редуцируем эту задачу к  задаче

и ^ ^ - Я , и  =  0 ,  0 < х < 1 ,  t / ( + 0 ,S )  =  l ,  £ / ( г - 0 ,  0  =  0, 
а

решая которую, находим

sh У ;
U ( x , Q  = -------- 1------ IT -

s h - V s

Для получения искомого решения и(х ,  t) (оригинала функции U( x,  С)) 
иреоОразуем И(х,  t ) .  Имеем

U ( x , l ) = -
е “ - е

(21- х )
П

2l,^z
1

^ 2  «
n=0

( 2 7 U + X )^ r r  oo (2 n f

- 2  ^ 
n = l

(*)

Т ак как при ^ >  О изображением; (по Лапласу) функции tj) (д, t) =  

~  2 ~ У — является функция (см. таблицы орпгипалов и

изображений), то из (« ) находим оригинал и (х ,  t) образа U(x,  ^) в виде
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Отсюда, учитывая иечетиость функции 1|з(г, t) по перемеипой х,  получаем

u { x , t ) ^  у  2 1  &Ш +  Х)
п = —ос '  J 2а ^ nt  "̂ п=—оо

е

б) Решением задачи

ut  =  ahixx, О <  ж <  оо, ( >  О, 

и (+ 0 , г) =  6 (0 , и ( о о - 0 ,  0 = 0 ,  г > 0 ,  ц{х, + 0 ) = 0 ,  0 < 1 < о о ,  

является функция (см. также случай а))

X -

в) Решением задачи

Ut =  a^Uxx, Q <  X <  оо, t >  О, 

u (+ 0 , О =■ И (0, и( “ — 0. О =  О, г >  О, и ( г , + 0 ) = 0 ,  Q < x < L - o o ,  

является функция (см. также случай а))

X С -,x2/4a2(f_T)
и (х,  t) =  — ■. \ и (х)------------------dx. '

2 a y n J ^ ^ '  ( t-T )3 /2

Сравните с решением задачи 819.
838. а) Математическая постановка задачи

Uit — a^Uxx, О <  X С  оо, г > 0 ,  а —  lt\ 'LC,  

и(0,  t) =  E ( t ) ,  « >  О, u (z, О — ограничена при х-»-оо, 

и (х,  0) =  ц« (г, 0) =  О, О <  I  <  оо.

Кользуясь преобразованием Лапласа по перелхенной t, подучаем решение 
этой задачи в виде

и {х,  t)
О, г < ^ = = х У 1 С ,

УЕ{1 —  х У Т с ) ,  1 > х У ь С . -

б) Решением задачи

Чхх — a?utt +  2but  +  сЫ,  О <  I  <  оо, f >  О, I

и(0, t) == E ( t ) ,  f >  О, и{х,  t) — ограничена при i-<- оо, 

и[х,  0) =  ut {x ,  0) =  О, О <  Z <  оо,

a- =  L C,  b =  - j ( C ^  +  iG ), с“ =  ЛС,

является функция

.(•О,.................... t < a x ,  , :■/
“ (^1 *) — |^-апгж£ t ^ a x ,  где т = Ы к 1 .̂
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0.

с*>о . .  f

c^’̂ \ ( x ) d т ,  x < a t .
О

8^0. а) Математическая постановка задачи для определения температу-
Г>ТЛ f !  =  1! ( г  »  \  •

i d /  д и \  д “и 
^ "  =  У ^ г ( ' ‘ й7 ] +  ^  =  0 ’ 0 < г < о о ,  г > 0 .

=  I V ) ,  и ( Г ,  О О ) =  и ,  и  г  <  ОО,

— о .г о

Умножим обе части уравнения

д и 

dz~
JL-£_
г дг

I д и \

па г7о(т1г) п проиптегрируем по г от О до оо. Интегрируя по частям и поль- 
ауясь граничными условиями м(оо, z) =  мг(оо, z) =  О, получим

-г  'I г '  / , Г г ' /  ■.r j „ { n n - ~ d r = r \  r J ( r \ r )  dr =  
" d r  , " dr

f oo

n ; / ; ( i l r ) |— -  ^ ^ [ r J l W l d r

0
oo oo

“ ^ ['■■̂0 ~   ̂J “ -/̂ e (’!'■) dr — Ti^j m / ” (Tjr) dr.

Выражая далее (т)г) из уравнения

rfr

получаем

или

®° о **

]  '‘•̂ 0 \  '■•̂ 0

t/rz =  ri^£/.

с»

ГПР 11 l t \ .  ~  1 г /  f T i r W f f r .  7\ d r —  tT’trrfinaMforrnrp Удпг'Алгет rftvrrffrrornr t t ( r  т\
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Таким образом, с помощью преобразования Хапкеля рассматриваемая 
задача редуцируется к задаче

t / z z - n ' f /  =  0, 0 < z < o o ,  0) =  F ( t i ) ,  и ( ц ,  с о )  =  о,

оо

где F  (Т1) I г / ^  (т1г) /  (г) dr,  решая которую, находим 
о

и { ц ,  Z )  =  Р { ц ) е - " К

Отсюда, пользуясь обратным преобразованием Ханкеля, получаем решение 
исходной задачи

и (г, г) =  f  Л/д (Лг) F  (Л) <г>1 =  J П/» (ЛО J  р /„  (ЛР) /  (Р) dp
U.0

dTl.

б) и (г,  2) - r / f  | / „ ( Л г ) / , ( Д Г | )
о

См. решение задачи для случая а).
в) Решением задачи

1 д /  д и \
-1-----т = 0 ,  0 < г < о о ,  z > 0 ,

d z “

и ,(г , 0) = — - | -  +  Лц(г, 0), 0 < г < Я ,

hu (г, 0), Д <  г <  оо,
ц(г ,  о о ) = 0 ,  О ^  г <  оо, и(оо, z) =  Кг(оо, z) =  О, Z >  о,

является функция

См. решепие задачи для случая а).

841. и ( х  +  h, у)-{- и ( х  — h, у )  +  и( х,  {/ +  Л) +  ц(х, у  — Л) — Ы ( х ,  у )  =  0.

842. Конечноразностная замена уравнения Лапласа в рассматриваемом 
случае имеет вид

и ( х  +  1, у)  +  и { х — 1, у)  +  и( х,  у +  1) +  и{х,  у  — 1) — 4it(z, у)  =  0.

В вершины квадратов Qt  по указанной выше схеме переносятся краевые 
значения и( х,  у ) ,  а в узлах (О, 0), (1, 0), (—1, 0), (О, 1), (О, —1) 3[(аченин 
и{ х ,  у )  определяются из линейной системы

«(1 , 0) +  u ( - l , 0 )  +  u(0,  l) +  u(0,  - l ) - 4 t t ( 0 , 0 ) = 0 .
Ли ( 1 , 0 )  — «(О, 0 ) - u ( 2 ,  0) +

-| «(1,  1) - I ) .  
4«(0, 1) -  и(0, 0) =  и(1,  1) +

+  и ( - 1 ,  1) +  «(0, 2).
2<П



4u ( -  1, 0) — и (О, 0) =  и (— 2, 0) +
J - . ,  4 - , / .  1 .  _  1К

i u { 0 ,  -  1) -  и  (О, П) =  ,г (1„ -  1) +

+  и ( — 1, — 1) +  и(0,  — 2), 
детерминант которой отличен от пуля. Решая эту систему для каждого из 
рассл'атрипаемых сл^'чиин, ии,11̂ /ч.и;л1;

а) и(1, 0) =  и ( — \ ,  0) =  гг(0, 1) =  к(0, —1) =  и(0, 0) =  0; точное реше

ние и(х.  и) =  0.
б) м(1, 0) =  М(—1, U) =  и ({J, 1) =  и (V, —if — и. и/ — i, lOiLiOO 

птрпие и (х.  и) =  1.
в )  и(1 ,  0) =  — гг(— 1 , 0) =  1 гЬ Т2 , и ( 0, 1 ) =  — I) —  и(.и, v) =  и, 

точное решение и{х,  у )  =  х.
843. Значения и{х,  у)  в вершинах квадратов Qi, определяются по указан

ной выше схеме, а и (О, 0), и (О, 1 ) , ' и( 0 ,  —1) — из линейной системы
4и (0 , 0 ) — и (0 , 1 ) — и (0 , — 1) =  м(1,  0 ) - f u ( — 1, 0), 

u(0,  0) — 4u(0,  1) = _ м ( 1 ,  1) — it(— 1, 1) — u(0,  2),
и (О, 0) — 4u (0 , — 1) =  — u (1, — 1) — ц ( — 1, — 1) — u( 0 ,  -^2).

а) u(0, 0) =  u(0,  1) =  u(0, —,1) = 1 ;  точное решение u(x,  у )  =  1.
б) к(0, 0) >= О, и(0, 1) =  3/2, и(0, —1) =  -^3/2; точное решение 
г/) == !/•

в) и(0, 0) =  О,- м(0, 1) =  3/2, м(0, — 1) =  —3/2; точное решение и(х, у)  =
— +  У-

844. u { x - \ - h ,  t ) и{ х  — /г, t ) — 2и{х,  t ) — hu{x,  t ) h u { x ,  t — h) — Q.
845. В узлах (1, 5), (1, 4), (I, 3), (1, 2), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2), 

(3, 3), (3, 4), (3, 5) значения u(x,  t )  выражаются через краевые значепня 
по указанной выше схеме, а для онределения и (2, 2), и (2, 3), и (2, 4) имеем 
линейную систему

гИ2. 2^—'З в (2 , 3) = — м(1,  3) — и(3,  3),
и (2, 3) — 3tt (2, 4) =  — U (1, 4) — и (3, 4),

Зц(2,  2) = м ( 1 ,  2) -Ьм(2,  1 ) Ч- к( 3 ,  2)
с отличным от нуля детерминантом.

R рассматрЕваемом случае м(2, 2) =  и(2, 3) =  к (2, 4) =  2; точное ре
ш ение— и( х,  у )  =^ X.

84G. и(2, 2) =  31/8, и(3, 2) =  С1/8.
.847. Конечноразностной аамииой. уравнения является

и { х  +  h, у  +  h) — и ( х  -Ь h, у )  — и{х,  у  +  h) +  и{х,  у )  =  0.

В качестве значения и( х,  у )  % каждом узле, являюш;емся вершиной 
квадрата, примыкающего к  координатлой осп, примем заданное зиаченпе 

у)  г  ” , "тплгу уз.ту т^т.-о ofw Для определения и(2,  2),
и(2, 3), и (2, 4) имеем систему ллнейных уравнений '

к (2, 2) — ц (2, 3) .= и{1, 2) — и(1,  3),
и (2, 3) — и(2,  4) =  м(1, 3 ) - и ( 1 ,  4),

„ .“ ,2 '. ------L . / ri.  9Л _  7/М .
, ' ' '
решениями которой в каждом из рассматриваемых случаев являются:
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а) и(2, 2) == и{2,  3) =  и{2,  4) =  2 или и{2,  2) =  и(2,  3) =  и{2,  4) =  1.
б) и(2,  2) =  2, 1/(2, 3) =  3, и{2,  4) =  4 или и(2,  2) =  1, и{2,  3) =  2, 

и(2,  А) =  3.
в) и (2, 2) =  3, и(2, 3) =  4, и(2, 4) =  5.
Два решения в случаях а) и б) обусловлены двумя значениями и{1, 1) 

в узле (1, 1), равноотстоящем от осей координат с различпылш данными 
па них.

848. Предполояхпм дополнительно, что граница S  области D  и рассмат
риваемые лизке функщш и{х,  у ) ,  h{ x ,  у )  таковы, что справедливы тожде
ства

Uxhx -Ь Uyh„ =  (uxh)x -Ь (,Uyh)y — hAu, {х, у )  е  D,

D ( u ,  h) =
С ди С

(^ж“х +  dx dy  =  d s — \ l iAu dx  dy .  {*)

S  D

В этом случае, если и(х,  г/) — решение задачи Дирихле Аи( х ,  у )  = 0 ,  
(х, y ) s D ,  и{х ,  у )  =  ф(г, у ) ,  {х, у )  е  5, то класс допустимых фyнкциii 
люжно представить в виде и(х,  у )  -Ь eh{x,  у ) ,  где е — произвольная постоян- 
пая, а h( x,  у ) — произвольная функция па класса допустимых функции, 
удовлетворяющая краевому условию h{ x ,  у )  =  О, (х, у )  е  5. Тогда из тож
дества

D { u  +  zh) = D ( u )  -l-2e£)(u, h) + ъ Ю ( } 1 ) ( *»)

заключаем, что D (и) ^  D ( и - \ - г к ) , т. е. и(х,  у ) — минимизирующая функ
ция. Пусть теперь обратно: и(х,  у )  — минимизирующая функция. Из тожде
ства (**)  следует, что D(u,  h) —  0. В противном случае, подобрав постоян
ную 8 так, чтобы выражение e D{u ,  h) было отрицательным, из тождества 
(* * ) получим противоречие D (и) >  D ( u  +  г к ) .  На основании равенсти 
D(u,  к)  =  О, к( х,  у )  =  О, (г, у)  е  5, из (* ) заключаем, что

j" АДм dx dy  =  О,

откуда в силу произвольности к  следует, что Дц =  О, т. е. и( х,  у )  — реше
ние задачи Дирихле.

849. В классе непрерывно дифференцируемых функций у { х ) ,  О ^  г  1 
выполнение условия у (0) = 0  гарантирует существование функционала 
In- Так как г/(0) == О, у (1) == а, то можем наппсать

=  ^ d x + 2 n ^ y ^ d x  =  ^ { ^ ^ - ^ y ' ^  x d x + m \

' о  0 0

Отсюда следует, что минимизирующая функция должна быть решением 
обыкновенного дифференциального уравнения

dy п
J/ =  0 ,

т. е. г/ =  ах' ,̂ min /„  =  п а \
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850. Так как

V
/ О /
 ̂ sin д; sin y j  =  2,  77 | —  sin г  sin i/j =  1,

т п  л п а  r : t n f i n " f  - ^ г . п у г т и ч п в  ф у в к п в к  1 й ( т  ! Л  И М Р Р М

п / А . _______ \
П ( и )  \  - у' ,
л  {и) >

II
-2---------------- г- =  2, т. е. II ( u ) < ,  —  D ( u ) .

sin I  sin у
ч ”

851. в  качестве координатных возьмем систему функций {sin кх) ,  к = '
Г/

=  1, 2, . . .  Но схеме 1’итца имеем У п ~  2 j  Л1инимум выражеыии
fe=i

7»

^ { У г ) ^  "2~ ^  п =  1, 2,
fe«=i
7f

прп условии, что II  (у„) — —  =  1, реализуется при с“ =  2 /я , с» =  О,
h = l

л =  2, 3, . . .  Следовательно,

! /„ =  У 2 /л  sin л:, lim =  Д (у) =  1.
п -* о о

D ( v )
852. Так как в силу задачи 851 min =  1, то для любой непрерыв

но дифференцируемой на сегменте О ^  а: ^  я  функции у { х ) ,  удовлетворяю
щей условиям 1/(0) =  у { л )  —  О, имеем оценку IJ(y) ^ D { y ) .

853. .V, (х) =  - ^ х { х -  1). 854. и, (х, у) =  — 1) ( ’/  -  l) .
855. Рассматриваемое уравнение является уравнением Эйлера для фупк-

D  (и) — 1" ( и |  -1- Ыу — 2 хуи)  dx dy.
Ъ

Определяя минимум выражения ---- тТ> находим с =  5/16.

5
Следовательно, (х, у) =  ■ j ^ x y i x — 1) (y — i).

856. Систему координатных функций возьмем в виде

v^l =  Jf  ̂ cos  АО, (pf îr) sin Л0, /с, г =  0, 1,

где X ~  r c o s  ■&, !/ =  rs in fl', a o*i — положительные нули бесселевой функ
ции Ik ( z ) ,  занумерованные по I в порядке их возрастания, vm и v*j явля
ются собственными функциями уравиеиия Гельмгольца Ду +  Р^^у =  0 в кру
ге Q. Пусть

m п
х л  , о  *  \  ............ л  4

i:=0
296



где a*i, P»j — произвольные действительные постояппые. В силу очевадных 
равенитв

0{ и ,  v) =  Х^Н{и,  v) —  Ц^Н(и,  v) ,  ч

справедливых для любой пары собственных функций и и v, соответствую
щих собственным числам Я и ц ,

т п

dmn =  ^  (“т« ) =  2  S  PW J dy.
k=0 1=0 Q

Очевидно, что при любых т, п минимум этого фуикциоиала реализуется тог
да, когда кроме аоо все а и ,  Pki равны нулю и

1
I  -^0 (Рои'") ’■ dr = 1 ,
о

причем
1

min dmn =  d„„ =  2яа1У^„  J  гГ~ (р^^г) dr =
О

и минимизирующей функцией является

•̂ 0 (РпоО

“  V n A ( P o o ) ’
857. Поскольку

. ^  М  2 
" " " '7 7 Й = Р п о -

то для любой допустимой функции из задачи 856 имеем

{и) (и),

т. е. С=1/ Рэд,  где Рм — наименыннй положительный пуль функции 
Бесселя Jo{r).

20 А. D. Гинадзе, Д. Ф. Калппичепио



П рилож ения

I. Квадратные матрицы ii квадратичные формы

Совокупность скалярных величин п.ц, i, к  ~  i ,  п, из некоторого ком-

(1)

называется квадратной матрицей по ря дк а п пли (п'Х, п)-матрицей,  а сами 
«иличипы ttih — элементами матрицы а.

Множество элементов а ц ,  г =  1, , . п, называется главной диагональю  
матрицы а. Говорят, что матрица а является треугольной,  если ее элементы 

при i >  к  все равны нулю. Треугольная матрица а  называется диаго
нальной,  если все сок =  О при i Ф  к. Диагональная матрица называется 
единичной,  если =  1, j =  1, . . п. Единичную матрицу принято обозна
чать буквами Е  пли Л 

Выражение

“ n  • •• “ in

а = “ 21 •• «2П

««1 ■■ ■ “ nn

d e t a  =
“ l l • • •  “ i n

“ 2 1 • • •  « 2 П
• • « . . .

«П1 • • •  <^nn

(2)

называется детерминантом матрицы а. Матрица а называется невырожден
ной  или неособенной,  если det а 0. Для невырожденной матрицы а, оп
ределенной по формуле (1), вводится обратная матрица a~^, элементами ко-

^1.. , __
(3)det а

i ,  к =  I ,  . . . ,  п,

где Aki  — алгебраические  д оп ол не ния  элементов aih в детерминанте (2) мат
рицы о.

Матрица а'  с элементами i ,  к =  \ ,  п,  называется транс-

тельпых чисел пазывастся симметричной,  если ац  ̂ =  ам,  i, к =  1 , . . . , п .  
С у м м о й  двух (геХ 'О -матриц а =  Па.йЦ, Ь =  l|6iftl| называется (геХп)-мат- 
рпца с, алементами которой служат величины

Cib =  aib +  bih.
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а произведением  этих матриц называется матрица с с элементами

i , k  =  i , . . . , n .  (4)
;= i

В силу (4) очевидно, что для (л X  га)-матриц а, Е  справедливы равенства

аЕ =  Еа =  а.

Произведением  скалярной величины А, из поля Р  на (л X  п)-матрицу а 
пазывается (« X  л)-матрица с с элементами

Си =  Xaih, i, к — I, п.

На основании равенств (4) в силу определения произведения детерми
нантов заключаем, что если матрицы а и Ь одинакового порядка, то

det аЬ —  det а ■ det 6. (5)

. В свою очередь из равенства (5) в силу (3) следует, что если матрица 
а невырожденная, то

dot аа~'  =  1.

Матрица а называется ортогональной,  если
п

2  =  Sift’ ^ * = 1 ......... «-
3=1

где
Г1, i =  k.
О, г =5̂  к.

Для л-мериого вектора р  с компонентами ри  . . р„ из поля Р  примем 
обозначение р =  (pi, рп).

Под произведением  скаляра Я из поля р па л-мерпый вектор р попима- 
ется л-мерпый вектор

г = Х р  (Хр,, . . . ,

ПОД суммой  двух п-мерпых векторов р =  (рь Рп),  Я (Яи " ч  7п) по
нимается п-мериый вектор

г =  Р +  9 =  (Pi +  91, Рп -Ь 9п),

а под скалярным {внутренним) п ро из ве де ни ем  дв'ух п-мерных векторов 
р  =  (рь Рп), q —  (?1, 9п) — скаляр

П
=  2  Pi^i- 

i= l

Проигведепие (л X  -матрицы а на п-мерпый вектор р =  (рь рп), 
по определению, есть вектор q =  ар с, компонеытами

п
'  =  ^ ..........” •

й=1
Говоря, что матрица а или вектор р действительны, непрерывны, дифферен
цируемы, принадлежат к  классу гладкости С*"*’ '*>, имеют осббенности дап-
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пого порядка и т. д., мы будем подразумевать, что каждый элемент матрицы 
а или кпждая компонента вектора р обладает указанными свойствами.

.......  '  (-1. , ""Т:-Т!ТДГ.-̂ П " прогтрпиг-т-^п F , - д-т:лр
товымп ортогональными координатами представляет собой
и-мерный вектор, носящш'с название радиус-вектора.

liu данному выше определению ироилш-деиин (п X  «)-м а1рицы а на 
п-мерпый вектор, выражеппого формулами (0), линейное  преобразование
и JJpUCHJiUiClBO Еп

п

‘ =  1......... О)

можно записать п виде
У =  «л;. (О)

К аж дая из фупкг;ий у.-, определенная по формуле (7), представляет собой ли
нейную форму п переменных Х[, . . х„.

Прсобразовапио (7) называется ,/(евырож-5е«//ьг.м, если матрица а невы- 
рождспа. Невырожденность лпнейного преобразования гарантирует его од
нозначную обратимость.

Когда матрица а линейного преобразования (8) симметрична или орто
гональна, преобразование (7) или, что то же самое, (8) называется, соот
ветственно, симметричным или ортогональным.

Форма второй стспенн переменных х\ ,  х„,  у\ ,  уп

П
А { х , у ) =  а.^х.у, , (ft)

i .h=l

называется билинейной.  Пользуясь по[1ятиими |[роизведе|[ия {п X  я)-мат- 
рипы а па п-мерпый вектор х  и внутренни.м произведением двух п-мерных 
векторов, билинейной форме (9) можно придать вид

А { х ,  у )  =  ( ау )х .

Билинейная форма (9) называется квадратичной,  если радиус-векторг.г 
г =  {хи . . . ,  х„) а  у  — (.1/ 1, . . . ,  у„)  совпадают. Для квадратичной формы 
Л ( х ,  х)  принято обозначение Q(x) :

П
Q (х) =г- А [ X ,  X )  V  a.^x^x|^ =  (ах) х.  (10)

i . l i=l

Матрица а =  Ця.лЦ называется матрицей квадратичной формы Q{ x) .  
Существует такое невырожденное линейное преобразование

X  == by  (И)

с (л X 'О 'М атрицей Ь, в результате которого квадратичная форма (10) при-
. . .  . .  _____;  ................

П
Q (.г) -  Q (Ьу) -  Q* (и) V  (12)

t= i

где ttj принимают значения 1, —1, О, При ;»том имеет место следующий 
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З а к о н  и п е р ц и и  к в а д р а т и ч н ы х  ф о р м .  Число отрицательных 
{положительных) коэффициентов {индекс инерции)  и число н у л е вы х  коэф
фициентов {дефект формы) в правой части фо рм ул ы {в канонической фор
ме)  (12) являются инвариантными относительно всех л инейных невырож
де н ны х преобразований  (11).

II. Прпнцип Гамильтона

При пыводе дифференциальных уравнений математической физи[;и ча
ще всего пользуются вариационным принципом Гамильтона.

Пусть имеется материальная система, положение которой определяется
конечным числом пространственных параметров .......... . qn. Закон движо-
ияя системы нам будет известен, если известны значения этих параметров 
как функции времени t из промежутка <о ^  ^  î-

Кинетическую и потенциальную энергии этой системы обозначим соот
ветственно через

Т =  T{ t ,  (?1, . . . ,  qn, qu . . . ,  ?л)
п

U ^ U { 1 ,  ...........  q„),

где ji  — производная первого порядка от qi по t. Как извест1го, кинетиче
ская энергия Т представляет собой положительно опроделен!1ую квадратич
ную фор.му неременных q\, q-n с коэффициента.ми, зависящими от t, 
9ii • • ч

.........(1)
t.k=l

Допустимыми будем называть движения, описываемые системой фунЕГ-
ций

9*(f) =  9i(«) +  fi</i(0. ' =  1......... (2)

где b q i { t ) ,  г =  1, ?г,— произвольные достаточно малые величины, удов
летворяющие условиям

6g<(io) =  69( (<i) =  о, f = I .......... га. (3)

П р и н ц и п  Г а м и л ь т о п а .  Движение системы происходит так, что 
опи сыва ющие  его функц ии q\, q^ дают стационарное значение интег
р а л у

Ч
y =  j ( r - f / ) d « ,  (4)

'о
по сравнению со всеми допустимыми движениями  (2). Следовательно,  
д ля  действительного движения qt =  q t { t ) ,  i =  1, . . . .  п, необходимо и до
статочно, чтобы вариация интеграла (4) р ав нялась  нулю-.

h
b \ ^ ( T - U ) d t  =  Q. (5)

'о
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Пользуясь форл1улой конечного приращения, в силу (2) из (5) получаем 
г,-
(‘ /^2 ' dU \  ^ ОТ .
J ^  ( Oq, -  дд, ) бЯг <6)dQi

На осиоваппп (3) в результате интегрирования по частям равенство (6) за
пишется в виде

п
(7)

ч

В силу произвольности величин б?< из (7) получаем

d  дТ дТ , dU
“ 5Г- +  5 Г - = 0 .  i = l ,dt dq. dqi  dq^ (8)

Равенства (8) представляют собой систему дифференциальных уравпеиип 
движения имеющейся материальной системы.

Когда фупкпии Т ч  U явно пе зависят от времени t и система паходит- 
ся в положении равновесия, в силу (1) из (8) получаем

dU а  . ,_  =  0, г =  1, (9)

Как известно, выполнение равенств (9) является услоТ1ием, необходимым 
для экстремума функции U. Состояние равновесия, определенное значения* 
ми ? 1, д„, удовлетворяющими системе конечных уравнений (9), будет 
устойчивым,  если функция U для этих значений ее аргументов имеет ми-
i i i i l v i y i v i .

Будем опять предполагать, что Т -а U  явно не зависят от времени. Ум,- 
ножая кан!Дое из равенств (8) на величину qt dt  =  dqi  и складывая, будем 
и.меть

Учитывая то обстоятельство, что выражение (1) для Т является одно
родной функцией второй степени относительно переменных qi,  в силу из
вестной теоре1ш  Эйлера

У о. ^ 4 - ^ 2 Т

равенство (10) можно записать в виде

da.  -t- 2 dT  =  d ( U  - T )  +  2dT = d { U  +  T ) = 0 ,
i= l
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т. е.

Поскольку выражение U Т  представляет собой полную опергию рас
сматриваемой механической системы, равенство (11) есть не что иное, как 
закон сохранения энергии.

При принятых предположепиях, определяя U  из равенства (И ) и под
ставляя ее значение в (5), получаем

h
б j  Tdi =  0. (12)

'о
Принцип Гамильтона, записанный в виде равенства (12), пазываетск 

принципом наименьшего действия Лагранжа.

III .  Записи оператора Лапласа

а) в декартовых ортогональных координатах х, у, г: ,

д"- д"-

{7 +  Г =  const. (11)

д  =  д 2 + 0  2 я i  ■ дх ду  dz

б) в цилиндрических координатах г, ф, z:

л - ± ± (  , l i l  , i l .
г дг  дг )  +  г~ д(р  ̂ ‘ ’

X =  г COS ф, у =  г sin ф, 2 =  z;

в) в сферических координатах г, ф, в:

1 а  /  о а Д 1 д [ О \  1 0-

X =  г COS ф sin О, !/ =  г sin ф sin &, z =  г со» {)•.

1V  ̂ Некоторые специальные функции

1. Гамма-функция Эйлера Г (2) н некоторые се свойства:
а) представляется в виде интеграла

ОО
Г (2) =  j  e - H ^ - ^d t ,  Re z >  0;

о
б) апалитична в полуплоскости Re z >• 0;
в) r (z  - f  1) =  zF(z) при Re г >  О, Г(1) =  1, Г(1/2) =  ViT;
г) аналитически продолжается через ось Re z =  О па всю нлоскость пе

ременного Z с полюсами первого порядка в точках z =  О, — 1, . . . ,  —п, . . . ,  
в которых

(— 1)”
res Г (— и) =  — ---- , п >  0;

д) не имеет нулей.



2. Цилиидричсскне функции. Уравиепие цялиидрических функций у
— у  {^) имеет вид

--2 ^ =  0, fc =  const, V =  const.

иимищыи juAieiibi uepeAieuuoro x  Ki  ̂ оно переходит в уравпепие Бес
селя

2 "  +  -  z '  - I - ; =  0, г =  z (х) =  I/

i i )  =  с ,у „  т  +  c„iv„ т ,

{ x )  =  C ^ J ^ { x )  +  C . ^ N ^  { X ) ,

где Cj и Сг — произвольцые постоянные,

k=n
(/с +  1) г (/£ +  V +  1) ш 2 f t+ V

■ функция Бесселя порядка v, а

J ,̂ (X) cos n v — J _ ^  (х)

(^) =
s ia  nv

a / , .  ( X)

■ (— 1)'’

upu нецелом v.

при целом V

• функция Неймана порядка v.
Некоторые свойства функций Бесселя: 
а) 1 - п { х )  —  (—1)"^п(г), п — целое число,

п ^  О — целоа число,

г л dx^

UJ./
"  COS .г

С) I*-'-
yv(x)Kv+i(i) - 7v+, ( x ) yv( ^ )  = - 2 / я х ;

я / ^ ф )  / ;  ( a ) - | i / „ ( a )  у;<р)
(ах)  (Рж) dx

Р“ - а "

{  ■у Т“ Cr»'r̂  . “  f ■̂V — “ -̂ V ■̂V — -̂ V («) -̂ v
lia

V >  — 1, a  II P — любые вещ ественные числа;
в) ортогоналышсть: если а  и ;i — вещественные корни уравиеаия

i ' - ’v vV> ■' ' iV”' v  'v'w ’•'> г  ^  I
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то при V >  —1
(

I ( а  >
•̂ v J  х  \ d x  —  Q, если а  Р;

д) рекуррентные соотношения:

1 - — I
1 “

| л  .^"V ^  W ] =  -  (х),

2v
A + 1  (^) +  -^v-1 (^) =  T  -^v (■̂)>

^ v + i  W - A - i  W  =  - 2 / ;  ( x ) .

Формулы пункта д) спрапедливы я  для функции Пейиаиа Yv(x) .  
е) Квадрат нормы па отрезке [а, 6] всякой цилиндрической функции 

удовлетворяющей уравнению (13), вычисляется по формуле

( г ) ' 2
f 0 1

dz + ( - 7 ] g ;  ( - ) j
z=bfi

z=ak

3. Цилппдричсскпс функции мнимого аргуме!1та. В результате замены 
X =  и  уравнение Бесселя переходит в уравнение

v ’  +  \ v ' ~
I  v ' \

1 + ^ j  V = ( i , v .

общее pcmenne которого имеет вид

.;(/) = c , / v ( 0  +C jA :v(0, 

где Cl, C2 — произвольные постоянные,

1 t \ 2 k  + V

h=0
(A--[- 1) 1' v +  1)

— функция Бесселя мнимого аргумента порядка v.

2~ i u n v l ^ - v  W — ■'vW] при нецелом v.

( - 1 Г
dv d \

при целом V

■*— функция Макдональда порядка v.
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л. Асимптотические формулы:

-  y S T iw  cos V — +  О

jVv (x) =  "]/27jm sin V — + 0

(x) =  ~ \ / \ l 2 n x  e ^ [ i  ^  0 ( x ~ ^ ) ] ,  ж - > - + 00 , 

K ^ ( x )  =  ~ [ / n l 2 x  0 { x ~ ^ ) \ ,  I ->  +  00 .

5. Многочлены Лежандра Pn( x) ,  re =  0, 1, . . .

■ 00.

dx ( l - x = ) +  /г (re +  1) !/ =  0;

6) представляются в виде

в) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

(/г +  1 ) Р п + , ( х ) -  (2ге +  1)хР„(а:) + ге /’„_,(л:) = 0 ,

(®) =  2п +  I [^п+1 (^) ~  ^п -1  (^)]:

г) ортогональны в промежутке (—1, 1);

1
J  Р п  Р т  (-̂ ) dx  — 0,  т ф п ,
—3

1
\ Ят (^) ^  ~  9т  — многочлен степени т  <  л;

-1
1

« )  j n dx =
2п 4- i

С ) Р „ ( 1 ) = 1 ,  Р п ( -1 )  -  ( - 1 ) " ,

Р  гп  ̂ t 1 • 3 - 5  ■■■ ( 2 г е - 3 )  ( 2 г е - 1 )  ( - 1 ) "  (2>г)!
ч  2 ■ 4 ■ 6 . . .  (2ге — 2) 2ге ~  2 ‘̂ " (ге!)^ ’

ге =  1, 2, . . . ;

Рп (-) =  л [х +  {х^ — 1)1''  ̂cos ф1"с(ф.

i . ±^KjxD I VI t o —  р с и л , - i u > i Н И Н  i 4 t4 t ;K  ' ч  —  /W ( X ,  у ,  Z}  н  ivifj =  /Ы о 1 ^ п . J/о» ^й }  О Т

аачала прямоугольной декартовой системы координат, а 0 — угол между 
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радиусами-векторами этих точек. Тогда справедливо разложение 

г 2  ( п  ‘̂ n ( ‘=os0) прн г < г „ ,

"Г 2  ( ^ )  “р“ '■>'‘0’
н

где Н =  У(х — хо)^ +  (у  — УоУ +  (z — zo)“ — расстояние между точками 
М  U Л/о.

6. Присоединенные функции Лежандра Р™ (г)
а) удовлетворяют уравнению

А.
dx

i l - x ^ § L
dx + п (п +  1) —

1 — x-J
г/ =  о;

б) представляются в виде

в) ортогональны на промежутке (—1, 1):

а
^  P ^ ( . x ) P ^ ( x ) d x  =  0,  к фа- ,

- 1

7. Многочлены Эрмпта Пп( х) ,  л =  О, 1, . . .
а) являются решениями уравнения

у" — 2 x 1/  +  2пу  =  0;

б) представляются в виде

Н^{ х)  — (— 1 ) е  > — Z i  к \ ( п  —  2к)\
ft=)

в) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

Я„+,(х) - 2 х Я „ ( г )  +  2в/7„-,(ж) =  О, 

Н'„(х) =  2пП^^_^(х),  « - 1 , 2 , . . . ;

г) ортогональны на промежутке (—<», оо) с весом
00

1е {х) (х) е/х =  О, и ф  т;

а)
W

I И  f  =  I ( ^ )  dx =  2"«! У  я;
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р) //„  ( -  :r) =  ( -  1)"Я„ (I), (0) =  ( -  1)
5к) имеют интегральные представления

" '2П+1 = ---- y s ---- j  sin 2xt  dt ,

* cos 2j:t dt.

8. Многочлены Лагерра i „ ( x ) ,  га =  0, 1, . . .

? - , у » ,

X!/" +  (1 — лг) I/' 4- ny =  0;
б) представляются в виде

'  «! dx'^^ ^ ( k \ f { n - k ) \ '
к—о

е) удовлетворяют рекуррентным соотношениям

(« Ь 2) (X) -  (2п +  3 - Х )  (х) +  (га +  1) L„ (х) =  О,

4 + 1  (^) -  (X) +  L„ (X) =  О,

(-J-') +  (n +  1 — х) (х) — (n +  1) (x) =  0;

г) ортогональны на промежутке (О, оо) с весом е”*:

(х) (х) йх =  О, т ф  /г;

д) II (х) Ц- =  \  e - ^ L l  (X) dx  =  1;

е) имеют интегральное представление:
СЮ

^  f  « Ч  (2 У ^ )
О

V, Преобразования Лапласа

Интегральное преобразование
ОО

/-’ Q  =  (<)di.  C = | + i i l ,
О

называется ппеобюаяовтшрм Л пп а п т  п оапт*/.ттт>ло-»ч̂ г, ^ гттт.'̂  /Л*'. -1- г/**'... _ ...... .......... * ys/ t
где /  — оригинал, а F — его образ.

Пусть f ( l )  и g( t ) ,  l /(i) 1 ^  Ле"', | ?(г) I Be'’*,— оригиналы, а F(!^) и 
G (^) — их образы соответственно. Тогда

а) lim/<’(^) = 0  при оо так, что R e ‘ ->-+oo;
f y \  t a „ / * \  . . ./Л / '-Ч  .....................  . - m .M .

яипы е;
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в ) / ( « « ) - 4 " ^ f ' ^ ) ’
г) /<») (О -f- t ^ F d )  -  £"->/(0) -  S"-V'(0) -  . . .  -  /<"-'> (0);
д) ( - i ) " i '7 ( 0 :

г  (t)е) j  /  (г) d t - г  - р ;
о I

ж) j F ( l ) d l - ,

I
з) / ( г - х ) н - е - £ ' ^ а ) :

и)

t
к) f { Q - C ( Q 4 - j / ( T ) s ( « - T ) d x ;

c+ioo

Л) / ( 0 - g « ) (|i) G (£ — |i) t/ц, c > a ,  R e ^ > 6  +  c;

M)  е с л и  ( 0  =  V - p - ,  1 £ 1 > Л > 0 ,  T O  
h=i  ^

^’ ( 0 - / ( 0 =
h=l

( 0
n) если /  ̂ (£) = ----- ттгг, rn<c Пу где — многочлен cT('iroiiii i ,  то

Чп

(О Н- /  (О =  Res к  (D в^'1, 1и -  иолюсы F (Q.
( U )

VI. Таблица некоторых оригиналов н их изображений

Л',№
I III OpiiriiHavi И зобра жепие

1/^

1 - а

S j n  (0«

COS  ю г
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Продолжение

ПП
1
j оригинал

1

1 . . !1 “о an \jjo 1
1 r  -  o)‘
1

6 c h  <j)t

_ • ~ 4 Г ( a  4 -1 )

г*

б(<)

10

и

12

13

_^аг
In i

1 - а
1 — Ь

„—at

~ \ /  n t V S  +  a

_ i _  - a V i t  
V m
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