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ПРЕДИСЛОВИЕ К ШЕСТОМУ ИЗДАНИЮ

Данный сборник задач и упражнений соответствует программе курса 
начертательной геометрии для  машиностроительных, приборостроительных и 
механико-технологических специальностей высших технических учебных за­
ведений.

Сборник переработан в соответствии и применительно к  переработанному учеб- 
н ику  ’’Курс начертательной геом етрии” В.О. Гордона и М Л . Семенцова-Огиевско- 
го (М.: Наука, 1988).

А вторы стремились помочь изучающим курс в их самостоятельной работе. 
Этим определился характер пособия, а именно п оказ процесса решения ряда ти­
повых задач, относящ ихся к  основны м  вопросам  курса. Вместе с тем даны и усло­
вия задач для  самостоятельного их реш ения. Условия большинства задач подобны 
условиям  решенных задач, но имеются такж е задачи и без решенных прототипов, 
что требует от учащ егося проявления большей самостоятельности и творческой 
инициативы.

Ограничение курса начертательной геометрии в часах и его преимущественно 
односеместровое прохождение обусловливаю т и программное ограничение круга 
рассматриваемы х вопросов. Очевидно, это предельный минимум; авторы исходили 
из него при составлении сборника.

В основном  задачи, реш енны е1) и предлагаемые для решения, относятся к  
взаим ном у сочетанию геометрических элементов и их расположению в пространстве 
и к  применению способов преобразования чертежа вращением и введением допол­
нительных плоскостей проекции. О оъектами рассмотрения являю тся точки, пря­
мые и кривы е линии, плоские и некоторы е другие поверхности -  отдельно и в их 
взаим ном  расположении. Рассматриваются задачи на определение расстояний и углов, 
на построение аксонометрических проекций -  прямоугольных -  изо- и диметричес- 
к  их (с сокращ ением  по оси у  в д в о е ) .

Чертежи в больш инстве случаев даны в поэтапном их выполнении. Это облег­
чит чтение чертежей и рассмотрение последовательности их построений. Для лучшего 
понимания сущности вопроса и представления пространственной картины в некото­
ры х из реш енных задач даны наглядные изображения. Даны также примеры состав­
ления планов решения задачи и анализа полученных решений.

1) Их номера отмечаются звездочкой вверху.



Особенностью данного сборника является наличие ответов к  задачам, пред­
лож енны м  для самостоятельного реш ения. Правильно ли решена задача? Этот воп­
рос при самостоятельном решении по большей части является откры ты м , что затруд­
няет работу учащ егося. Для того чтобы он сам мог убедиться в правильности полу­
ченного им  реш ения, в сборнике помещ ены ответы . Они даны в текстовой  или гра­
фической ф орм е в зависимости от поставленных в задаче вопросов. Ответ к  задаче 
в ф орм е чертежа содержит положение исходных элементов на фоне задания.

В сборнике даны преимущественно чертежи с указанием  оси х  к а к  базы для 
отсчета разм еров при построениях и для удобства при перечерчивании заданий 1) .  
Наличие о с и *  к ак  направляющей линии облегчает введение в чертеж любой инфор­
мации и построение чертежей-ответов. Если же ось не показана (к а к  это сделано 
в  некоторы х задачах), то ее роль для отсчета разм еров может быть присвоена ка­
кой-либо из прям ы х на данном чертеже. Все это находится в логической связи с тех­
ническими чертежами, где всегда имеет место база отсчета, хотя и не обозначаемая 
так , к ак  на чертежах в начертательной геометрии. О днако ось х  сохраняет и прису­
щее ей значение линии пересечения плоскостей проекций и я 2, что имеет значение 
для  представления пространственной картины , рассматриваемого положения. Но и 
вне этого значения (определяемого названием ’’ось проекции” ) такая прям ая являет­
ся неотъемлемой составляю щ ей каж дого чертежа для  построения его по заданным 
разм ерам . При этом  выбор положения оси не является ограниченным и определяется 
исходя из необходимости целесообразности.

В том  же смысле, в к а к о м  в некоторы х курсах начертательной геометрии при­
менено слово ’’эпюр” (а иногда ’’эпюра” ) , в данном сборнике взято слово ’’чертеж” 
(что, вообщ е, не является н о в ы м ).

Для лучш его понимания решенных в сборнике задач и усвоения построений 
реком ендуется перечерчивать исходный чертеж и выполнять на нем все описанные 
построения.

Следует обратить особое внимание на то , что д л я  сравнимости полученного 
учащ имся чертежа предложенной для самостоятельного реш ения задачи с при­
веденны м в сборнике ответом  необходимо к ак  можно точнее воспроизвести чертеж- 
задание, пользуясь осью х  к а к  базой отсчета. При желании можно чертеж-задание 
увеличить, что долж но быть учтено при сравнении полученного ответа с ответом  
в сборнике.

При решении задач, для которы х нет реш енных прототипов, можно использо­
вать помещенные в конце сборника краткие указания.

Выражение изобразить наглядно,  дать наглядное изображение, означает по­
строить изображение в косоугольной фронтальной диметрической проекции (хо­
тя  бы  в известной под названием ’’кабинетная” ) .

Рекомендуется при самостоятельном решении задач предварительно дать ри­
сунок требуемого построения и составить план реш ения, к а к  это сделано в сбор­
нике для некоторы х реш енных задач, а лишь затем выполнять построение.

Согласованность данного сборника задач с учебником  ’’Курс начертательной 
геом етрии” В.О. Гордона и М.А. Семенцова-Огиевского не исключает возмож ности 
пользоваться другими учебниками, так  к ак  для  понимания и решения задач по 
данному сборнику требуется знание тех основных положений, которы е долж ны 
содержаться в лю бом учебнике.

Д ля линий связи  применена ш трих-пунктирная линия с одной точкой между 
смеж ными ш трихами. Но если линия связи  проведена лиш ь для проверки  правиль­
ности построения, то использована линия с д вум я  точками.

1) По этой же причине прям ая почти всегда задается по ее точкам  (или о тр езк о м ).



Номера реш енных задач отмечены звездочкам и. Ответы на нерешенные задачи 
помещ ены в конце сборника.

Н е к о т о р ы е  с о к р а щ е н и я  с л о в и  у с л о в н ы е  о б о з н а ч е н и я  
в с б о р н и к е :

пл. — плоскость;
горизонт. — горизонтальный, -ая, -ое; 
фронт. — фронтальный, -ая, -ое;
1 -  перпендикулярно;
|| -  параллельно;
=  — совпадает;
L  — прям ой угол.



ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

1. Точки в пространстве -  прописными буквам и  латинского алфавита А , В, С, . . . ,  а также 
цифрами.

2. Последовательность точек (и других элементов) -  подстрочными индексами: А ^ , А г , 
А 3 , . . .

3. Линии в пространстве -  по точкам, определяю щ им линию, и строчными буквам и  ла­
тинского алфавита: а , Ь , с , . . .

4. Углы -  строчными буквам и  греческого алфавита с добавлением индекса ’’градусов” :
1р , о  , . . .

5. Плоскости -  строчными буквам и  греческого алфавита: а , р , у , . . .
6. Поверхности — рим ским и цифрами, а такж е прописными буквам и русского алфавита: 

цилиндр -  Ц,  конус -  К,  сфера -  С ф . . .
7. П лоскости проекций -  строчной буквой  греческого алфавита я. Произвольная плос­

кость -  тг0, горизонтальная плоскость — я , ,  фронтальная -  я 3, профильная -  я 3, лю бая допол­
нительная -  тг4 , я , , . . .

8. Оси проекций -  строчными буквам и х , у  или (при введении дополнительных плоскос­
тей) я 4/ я , , я , / я 3 , я , / я , ,  начало координат -  заглавной буквой О.

9. Проекции точек:
на произвольную  плоскость я0 -  А 0 , В “ , С ° , . . .  ; 
на горизонтальную плоскость я , — А ' ,  В ' ,  С ' , . . . ;  
на фронтальную плоскость п 2 — А " ,  В " ,  С " , . . . ;  
на профильную плоскость я а — А ' " ,  В  С ' " , . . .  ;

IV IV IV на дополнительную плоскость я 4 — А  , В  , С  . . . .
10. Проекции линий -  пс проекциям  точек, определяю щим линию, кром е того: 
горизонтальная линия -  буквой  А,
фронтальная линия -  буквой / ,  
профильная линия -  буквой  р.
11. Обозначение плоскостей, заданных следами: 
горизонтальный след плоскости а  -  Лда ; 
фронтальный след плоскости а  -  

профильный след плоскости а  — р$'а .
В тех случаях, когда плоскость не требует наименования, обозначение следов упрощено -  

^0 1 /о > Ро ■
Д ля проецирующих плоскостей задается проекция плоскости: 
а' — горизонтально-проецирующая плоскость; 
а" -  фронтально-проецирую щая плоскость; 
а "  — профил ьно-лроеоирующ ая плоскость.
Точки схода следов плоскости -  строчными буквам и  х, у ,  г  с индексом соответствую ­

щей плоскости: х а , у а , г а .
12. При преобразовании эпюра (чертежа) вращ ением (или совмещ ением) в новом положе­

нии точки -  А  , В , С ,  . . . . плоскости -  а  , у ,  следы плоскости -  7  . . .  После второ­

го вращ ения соответственно А ,  В, С , . . .  ; а ,  у ,  ■ • ■
Новое положение точки схода следов при вращении плоскости а — X -  , У— , Х - .
13. П лоскость проекций (картинная плоскость) в аксонометрии -  буквой  а , а проекция 

лю бого элемента на эту плоскость -  с индексом а.



Г Л А В А  I

ТОЧКА И ПРЯМАЯ

§ 1. Точка

1.*. Дать наглядные изображ ения точек А ,  В , С, О  относительно плоскостей 
и ^ ! .  Точки заданы своими проекциям и (рис. 1, а ) .

?А 6 Н И е' Т° чки А х* Вх , Сх  и Ох  (рис. 1, 6 )  вы бираем  на оси д: произвольно. Т ак  как  
точка А  находится во второй четверга (аппликата точки положительна, ордината отрицательна) 
то отрезок А ХА  , соответствующий значению ординаты, отклады ваем  влево от пл. я ,  О трезок 
А ХА  , соответствующий значению аппликаты, отклады ваем  вверх от  пл. я

При построении точки О,  находящ ейся в п ^ в о й  четверга (аппликата и ордината полож и­
тельны) , отрезок Ох О  отклады ваем  вправо от пл. п 2, а отрезок  Ох О "  -  вверх от  пл. тг,.

точки °  П° ЛУЧ! " Ы пересечении перпендикуляров, проведенных черезточки л  и и  (к  пл. я , )  и через точки А  и В  (к  пл. я3) .

* и т  Г п и г Т / ,?  Г Г Т В/ Ш1, *2 ’ 3X0 следует из ТОГ0’ 4X0 горизонт, проекция В '  точки ле- 
Т 7  я  » -  (ордината равна нулю ). Следовательно, на рис. 1, б  точка В '  совпадает
пт ™  х  ’ с0° ? етству,ощий ож идательном у значению агашикаты, отклады ваем  вниз
от пл. Я ,. Положение самой точки В  совпадает с положением ее фронт, проекции В  ".

Точка С  располагается в пл. я , ,  это следует из того, что проекция С"  леж ит (рис 1 а) 
на оси х  (аппликата точки С  равна нулю ). П оэтому и на рис. 1, б  С ” совпадает с С*. ' ’
™  г  ДЛЯ ТОЧКИ,  С °Р днната положительна, то соответствующий этой ординате отре-
м * ™  отклады вается (рис. 1 , 6 )  вправо от  пл. Положение самой точки С  совпадает с по­
ложением ее горизонт, проекции С .

2 .  И зобразить наглядно положения точек А , В ,  С, П  и Е ,  заданных своими про­
екциям и (рис. 2 ) .  ^
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3 * . Построить проекции точек А  и В  по и> координатам . Построить проекцию 
точки Су расположенной симметрично точке А  относительно фронт, пл. проекций. 
Изобразить наглядно положение этих точек относительно плоскостей я 2 и 1?\ ■

К оорд и ната

У г

А  13,5 20
В  6,5 - 2 0

Р е ш е н и е .  Намечаем ось х  (рис. 3, а) и на ней точку А х . Так к ак  то ч к ам  расположена 
в  первой четверти (аппликата и ордината полож ительны), то проекция А "  находится над осью * 
на расстоянии 20, а проекция А '  под осью х  на расстоянии 13,5.

Д ля построения проекций точки В  сначала задаем (на оси х )  произвольно точку Вх  и от­
клады ваем  вниз от нее отрезок ВХВ ',  равный значению ординаты (6 ,5 ), и отрезок ВХ В  , со­
ответствую щий значению аппликаты ( -  20). Т о ч к а .5 находится в четвертой четверти.



Точка С должна быть расположена симметрично точке А относительно пл. пя. Следователь­
но, ордината точки С равна -13,5, а аппликата равна 20. Точка Сх совпадает с точкой А х , С” -  
с А  , а горизонт, проекция С' находится над осью х  на расстоянии 13,5.

На рис. 3, б  дано соответствующее наглядное изображение положений точек А, В и С. Рас­
стояние А ХВХ на рис. 3 ,6  равно половине расстояния Ах Вх  на рис. 3,а.

4 .  Построить проекции точек А ,  В ,  С  по их координатам . Построить проекцию 
точки И,  расположенной симметрично точке С  относительно оси х .  И зобразить на­
глядно положения этих точек относительно плоскостей я 2 и я г

Точка
Координата

У г

А - 2 5 0
В - 2 0 20
С - 3 0 - 2 0

5 * . Построить три проекции каж дой из точек А  и В  по их координатам .

Координата
Точка

X У 2

А 13,5 16,5 20
В 33,5 -  26,5 -1 3 ,5

Р е ш е н и е .  Д ля построения проекций точки А ,  находящейся в первом октанте (рис. 4, а ) , 
отклады ваем  (рис. 4, б )  на оси х  отрезок О Ах , равный значению абсциссы (13 ,5). П роекция/4" 
находится над осью х  на расстоянии 20, а проекции Л ' -  под осью х  на расстоянии 16,5. Профиль­
ная проекция А '"  находится на одном уровне с А "  (рис. 4 , а и б)  на расстоянии А " ' А г , равном 
значению точки А  (16 ,5 ), вправо от оси г.



э" гуГГГ
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Рис. 46, в

Для построения проекций точки В  отклады ваем  на оси х  отрезок ОВх , равный 33,5. Так 
к ак  точка В  находится в третьем октанте (рис. 4 , а ) ,  то точка В "  находится под осью х  на рас­
стоянии 13,5, а точка В '  -  над осью х  на расстоянии 26,5. Точка В ' "  располагается на одном уров­
не с точкой В ” слева от  оси 1  на расстоянии В2В (26,5) от нее. На ркс. 4, в показан прием по­
строения профильной проекции точки А  при помощ и вспомогательной прям ой, проведенной 
из точки О  под углом  45° к оси у .

§ 2. П рям ая

6 * . И зобразить наглядно положение отрезка А В  относительно плоскостей тг2 
и п 1. О трезок задан своими проекциям и (рис. 5 , а ) .

Р е ш е н и е .  Определяем положения концевых точек отрезка, к ак  это показано в  зада­
че 1 *. О трезок А В  определяется точками А  и В  (рис. 5 ,5 ) .

Рис. 5 а, б

7 . И зобразить наглядно положения отрезков  А В  и СО относительно плоскос­
тей тг2 и ТГ| . О трезки заданы своими проекциям и (рис. 6 , а и б ) .



8 . Построить чертеж отрезка А В ,  если о н :
а) находится в первой четверти пространства, расположен параллельно пл. тг2 , 

концом  В  упирается в переднюю полу пл. я , ;
б) расположен в биссекторной плоскости четвертой четверти пространства, 

концом  В  упирается в ось проекций;
в )  расположен во  второй четверти пространства параллельно пл. я ; , концом  В  

упирается в заднюю полу пл. я , , конец А  раьноудален от плоскостей я 2 и ;
г) расположен произвольно на нижней поле пл. я 2 , концом  В  упирается в ось 

проекций;
д ) расположен в четвертой четверти пространства параллельно шт. -пх, конец В  

равноудален от плоскостей проекций;
е) расположен в третьей четверти пространства перпендикулярно к  пл. я 2, 

концом  Л упирается в ее нижнюю полу;
ж ) расположен в четвертой четверти пространства перпендикулярно к  пл. я 1? 

конец Л  равноудален от плоскостей п р о ек т .й .
9 .  Прочитать чертежи отрезков , изображенных на рис. 1 , а - г .

£ "с х



§ 3. Взаимное положение прямой и точки

1 0 * . Определить, лежат ли точки В и С  на прям ой А О ,  а точка К  — на п ря­
мой АШ  (рис. 8 , а и б ) .

Р е ш е н и е .  Т ак  к ак  проекции В' и В " ,  С‘ и С"  (рис. 8, а)  не находятся на одноименных 
с ними проекциях прямой А О ,  то точки В и С на этой прямой не лежат.

В ‘

С "  

/ /

X
\ в

А '

В '
Рис. 9

Д ля определения, лежит ли точка К  на прямой МЫ (рис. 8, б ) ,  построим профильные 
проекции точки К  и прямой МЫ (рис. 8, в ) .  Точка К  не принадлежит прямой МЫ, так  к ак  ее 
профильная проекция К " '  не леж ит на профильной проекции Л / Ы " ’.

1 1 . Построить горизонт, проекцию точки С, принадлежащей прям ой А В  
(рис. 9 ) .

§ 4 . Следы прямой

1 2 * . Построить следы прям ой, проходящ ей через точки А  и В  (рис. 10, а),  
и указать, через какие четверти пространства она проходит.

Р е ш е н и е .  Проводим проекции А "  В "  и А '  В  прямой АВ. н п
Д ля построения ее горизонт, следа продолжаем (рис. 10, б )  фронт, проекцию А  В  до пе­

ресечения с осью х в точке (Л /” ) ,  которая является фронт, проекцией горизонт, следа прямой. 
Затем из точки М "  проводим перпендикуляр к оси х (линию связи) до пересечения с продолжен­
ной горизонт, проекцией прямой в точке М \  которая является горизонт, проекцией горизонт, 
следа прямой. Т о ч к а М ' совпадает с самим горизонт, следом -  точкой М.

Дня построения фронт, следа прямой продолжаем ее горизонт, проекцию А  В  до пере­
сечения с осью х  в точке ( Ы ‘) ,  которая является горизонт, проекцией фронт, следа прямой. 
Из точки Ы'  проводим перпендикуляр к  оси х  до пересечения с продолженной проекцией А  В 
в точке Ы",  которая является фронт, проекцией фронт, следа прямой. Точка N  совпадает с 
самим фронт, следом прямой -  точкой N. Из расположения проекций М "  и М ' , Ы'  и Ы"  сле­
дует что точка М  (горизонт, след, прямой) лежит на передней поле пл. а точка N  (фронт, 
след, прямой) -  на верхней поле пл. * 9 . Следовательно, прямая проходит через вторую, первую 
и четвертую четверти пространства.



1 3 .  П о с тр о и ть  с л е д ы  п р я м о й ,  о п р е д е л я е м о й  т о ч к а м и  А  и В  (р и с . 1 1 , а  и б ) ,  
и у к а з а т ь ,  ч е р е з  к а к и е  ч етвер ти  п р о с т р а н с т в а  о н а  п р о х о д и т .

1 4 * .  П о с тр о и ть  с л е д ы  п р о ф и л ь н о й  п р я м о й  А В  (р и с . 1 2 . а )  и у к а з а т ь ,  ч е р е з  
к а к и е  ч е т в е р т и  п р о с т р а н с т в а  о н а  п р о х о д и т .

Р е ш е н и е .  Из построения (рис. 12. 6 )  следует, что горизонт, проекция Л '' фронт, следа 
прямой и фронт, проекция М "  горизонт, следа совпадают в точке пересечения проекций прямой 
с осью х.  Д ля построения точек М '  и .V" находим сначала профильные проекции М " '  и Лг'". 
Д ля этого продолжаем профильную проекцию А " ' В " '  до пересечения с осями г и у .  Получив 
Проекции Л / '"  и Л '” ’, находим М 'и  Л '”.

Из расположения проекций М '  и А ? '',Л "  иЛ /'' следует, что точка М  (горизонт, след прямой) 
леж ит на передней поле. пл. я , ,  а ю чка N  (фронт, след прямой) -  на верхней поле пл. я 3. П ря­
мая проходит через вторую, первую и четвертую четверти.
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1 5 . Построить следы прям ой А В  (рис. 13) и изобразить наглядно их поло­
жение .

1 6 .  Построить проекции прям ой , зная положение проекций ее следов (рис. 14), 
и указать, через какие четверти пространства она проходит.



§ 5. Натуральная величина отрезка прямой 
и углы наклона прямой к плоскостям проекций

1 7 * . Найти натуральную величину отрезка прямой А В , заданного его п роек­
ц и я м и ^  определить углы наклона прямой к  плоскостям  эт2 и (рис. 15).

Р е ш е н и е .  К ак известно, натуральная величина отрезка мож ет быть определена к ак  ве­
личина гипотенузы прямоугольного треугольника, одним катетом которого является проекция 
отрезка на какой-либо плоскости проекций, а другим -  разность расстояний концов отрезка 
до этой же плоскости. Если одним из катетов является горизонт, проекция, то угол между гипо­
тенузой и этим катетом равен углу н а к л о н а ^ , прямой к горизонт, плоскости проекций. Угол 
наклона этой же прямой к  фронт, пл. проекций определяется из треугольника, в котором  в 
качестве первого катета взята фронт, проекция отрезка, а второй катет определен по разности 
расстояний концов отрезка до фронт, пл. проекций.

Д ля определения натуральной величины отрезка А В  и углов и на рис. 15 построены 
прямоугольные треугольники В 'А 'А *  и В  "А" А  *. В треугольнике В А 'А *  катет А 'А  * равен раз-

В "

ности расстояний точек А  и В  до горизонт, пл. проекций. В треугольнике В "А” А  • катет А*А*  
равен разности расстояний точек А  и В  до фротн. пл. проекций.

1 8 . Определить натуральную величину отрезка прям ой А В  (рис. 16) и углы 
наклона его к  плоскостям  проекций.

1 9 .  Определить натуральную величину отрезка заданной прямой между ее 
ф ронт. (1Я) и горизонт. (М )  следами и углы наклона этой прямой к  обеим плос­
к остям  проекций (рис. 17 ). 

2 0 * . Отложить на заданной прямой отрезок А В ,  равный / (р и с .18, а ) .

Р е ш е н и е .  На заданной прямой (рис. 18, б )  берем произвольный отрезок А К  и опре­
деляем  его натуральную величину. Строим прямоугольный треугольник с катетами А 'К '  и К  'К *, 
равными разности расстояний точек А  и К  от  пл. я-,. На гипотенузе построенного треугольника 
отклады ваем  отрезок А 'В  * заданной длины I. Из точки В  • проводим прямую  параллельно К 'К  *. 
Получаем точку В '  и горизонт, проекцию А ' В '  иском ого отрезка АВ,  равного I. По точке В '  
находим точку В А "  В "  -  фронт, проекция искомого отрезка АВ.



а)
Рис. 18 а

ю
Рис. 186 Рис. 19

2 1 . На прямой ЛЯ (рис. 19) отложить отрезок АС,  равный /.
2 2 * . Провести в первой четверти через точку А  (рис. 20, а) прямую , состав­

ляю щ ую  с пл. л , угол = 30° и с пл. п 2 угол \р2 = 45°.

Р е ш е н и е .  Следует проверить условие: каждый из углов и должен быть острым, 
а сумма этих углов должна быть или меньше 9(Г (для прямой общ его полож ения), или равна 90° 
(для профильной пр ям о й ). В задании *>, + *з, = 30° + 45° = 75°. т.е. меньше 90°. Следовательно, 
построение может быть выполнено.

С углами *>, и у>2 мы уже встречались в задаче 17*. К ели задаться каким-либо отрезком  А В  
прямой и принять его за гипотенузу некоторого прямоугольного треугольника, то, зная углы *>, 
и ¥?3, можно построить два таких треугольника (рис. 20, б ) .  В одном из них (с углом  >р,) ка­
тет А — 1 выражает горизонт, проекцию отрезка А В , а катет В — I  разность расстояний концов 
отрезка А В  от  пл. я , ; в другом треугольнике (с углом *>3) катет А -  2  выражает фронт, проек­
цию отрезка АВ,  а катет В - 2  разность расстояний концов отрезка от пл. я 3.

Теперь можно построить чертеж (рис. 20. в ) .
О ткладываем  на линии связи А ”А '  от точки А "  вниз отрезок А"  -  3. равный найденному 

на рис. 20. б  катету 8  — 1. Через точку 3  проводим прямую, перпендикулярную к линии связи 
А " А ' ,  а из точки А "  проводим дугу окружности, радиус которой должен равняться катету А -  2 
(рис. 20, б ) .  В пересечении прямой и дуги получим точку В ".
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Для построения точки В ' отклады ваем  на линии связи А" А '  от точки Л 'вниз « у 3«« 
А ■ _  4 , равный катету В -  2  (рис. 20, б ) ,  проводим через точку 4  прямую перпендикулярно
к пинии связи А "А '  и н&ходим на ней точку В •

При точном построении проекция А В ‘ (рис. 20, в)  должна получиться равной катету

А  1 Конечно' бможно получить при тех же данных еще три положения отрезка АВ;  соответст­
вующие чертежи показаны на рис. 20, г. Построение, по существу, не отличалось бы от приведен­
ного на рис. 20, в.

2 3  Через точку А  (рис. 21) провести (вправо вниз, от себя) прямую, состав­
ляющую с пл. я , угол ъ  = 15° и с пл. я 2 угол = 30 , до пересечения ее с пл. тг2 .



§ 6 . Деление отрезка в данном отношении
А С  3 

2 4 * . Разделить отрезок А В  точкой С  в отношении —  = — (пис. 22 а) 
СВ 2

Р е ш е н и е .  Т ак к ак  делению отрезка в каком -либо отношении соответствует такое же 
деление его проекций, то делим (рис. 22, б)  проекцию А 'В '  (можно бьшо бы начать и с фронт, 
проекции) на 5 частей. Д ля этого через точку А '  проводим произвольную прямую  и отклады ваем  
на ней пять каких-либо равных между собой отрезков.

Точку 5  соединяем с точкой В'.  Через точку 3 проводим прямую, параллельную прямой 
В -  5 ,  до пересечения с А ’В '  в точке С '.  По точке С”  строим проекцию С ". В точке С  отрезок АВ  
разделен в отношении 3: 2, считая от  точки А.

2 5 . Дан отрезок А В  (рис. 2 3 ) . Найти точку С, делящ ую  расстояние между 
фронтальным (ЛГ) и горизонтальным (М ) следами прямой в отношении О У : СМ  =

§ 7 . Взаимное положение прямых

Пересечь прямы е А В  и СХ? (рис. 24 , а ) прям ой M N,  отстоящ ей от пл. 
проекций 7г! на расстояние I.

Р е ш е н и е .  Согласно условию иском ая прям ая должна бы ть параллельна пл. тг,. Следо­
вательно, ее фронт, проекция параллельна оси проекции х  и отстоит от  нее на расстояние I. Про­
водим (рис. 24, б )  фронт, проекцию искомой прям ой и отмечаем точки и М "  пересечения

б)Рис. 22 а, б Рис. 23

О ”

I



ее с одноименными проекциями заданных прямых. Строим горизонт, проекции и М '  соот­
ветственно н л А ' В '  и С 'В  ' и проводим горизонт, проекцию М 'Ы '  иском ой прямой.

2 7 . П рямые А В  и СО (рис. 25 ) пересечь прям ой, параллельной пл. проек­
ций тг2 и отстоящ ей от нее на расстояние /.

В'

X
В ‘

А'*

Л '

2 8 * .  Через точку Е  (рис. 26 , а)  провести прямую, пересекающую заданные 
прямые А В  и СО.

Р е ш е н и е .  И ском ая прямая должна удовлетворять трем условиям:
1) проходить через точку Е\  2) пересекать прямую  А В \  3) пересекать прямую  СО. Поэто­

му на чертеже (рис. 26, б )  :
1) проекции прямой должны пройти через соответствующие проекции точки Е;
2) горизонт, проекция искомой прямой должна пройти через точку, являю щую ся горизонт, 

проекцией прямой А В ;
3) точки пересечения проекций иском ой прямой с одноименными проекциями прямой СО 

долж ны  лежать на одном перпендикуляре к  оси проекций.
Построение искомой прямой начинаем с проведения ее горизонт, проекции через точки Е ‘

и



9 А '

X
В '

В ‘

Рис. 28 а, б

¿ С '

Отмечаем точку пересечения с С О '  -  точку О ',  находим С "  на С"£>" и через С "  и 
проводим прямую  фронт, проекцию искомой прямой.

Точки К ” и К  1 являю тся проекциями точки пересечения искомой прямой с прямой АВ.

2 9 . Пересечь прям ы е А В ,  СО и Е Р  (рис. 27 ) прямой, параллельной пл. проек­
ций я 1 .

3 0 . Провести через точку С прямую , пересекающую прямую А В  и ось проек­
ций х  (рис. 2 8 ,а и б ) .

П р и м е ч а н и е .  Следует помнить, что ось проекций х  проецируется на профильную 
плоскость проекций в точку, совпадающую с началом координат - точкой О.



§ 8. Построение проекций прямого угла

3 1 * .  Провести из точки С  перпендикуляр на прямую  А В  (рис. 29 , а, где АВ\\  
пл . я 2) .

Р е ш е н и е .  Известно, что прямой угол проецируется на плоскость в виде прям ого угла 
в том  случае, если одна из его сторон параллельна плоскости проекций, а другая пересекает эту 
плоскость под острым углом.

Рис. 29 а, б

X

О'Ъ

Рис. 30 а, б
* )

№

ь в '

В данном случае (рис. 29, а) прямая А В  параллельна пл. Поэтому можно из точки С"  
(рис. 29, б)  провести прямую  перпендикулярно к  А " В "  и найти проекции точки К, в которо 
СК пересекает А В.  Получаем проекции С "  К "  и С 'К  ' иском ого перпендикуляра.

3 2 . Провести из точки С  прямую перпендикулярно к  прям ой А В :  1) А В  || 
пл . я 1 (р и с .3 0 ,а ) ,  2 ) /1 5  Ц пл. я 3 (р и с .3 0 ,6 ) .

3 3 *  Пересечь прямы е А В  и С£> (рис. 31, а)  третьей п р я м о й ,  перпендикулярной 
к  ним. т.е. найти кратчайшее расстояние между скрещ иваю щ имися прям ы м и А В  и 
С Д  из которы х одна прям ая (СД) перпендикулярна к  пл. проекций 1гх .

Р е ш е н и е  Так к ак  прям ая СХ>перпендикулярна к  пл. тг,, то любой перпендикуляр к  ней 
располагается параллельно пл. я , .  Поэтому прямой угол между иском ой и прям ой А В  изобра­
жается на пл. я , в виде прям ого  угла. Горизонт, проекция точки пересечения иском ой прямой с



Рис. 32 а, б

Г Г Й С°  ~  ТТ а М> ~  совпадает с С,' (рис- 31, б) .  Проводим через точку М '  горизонт 
проекцию прям ой перпендикулярно к  Л Я до пересечения с ней в точке К '  и находим К". Фронт 
проекция иском ой прям ой К 'М "  располагается параллельно оси х.

- 1?остроить Р°мб АВСВ,  зная, что отрезок ВО  является одной из его диаго­
налей {ВО II пл. тг2) ,  а вершина А  должна быть на прямой Е Р  (рис. 32, а).

Р С п С Н И е' Диагонали Ромба взаимно перпендикулярны и делятся в  точке пересечения 
пополам. Поэтому делим (рис. 32, б) проекции диагонали ВО  пополам. Так к ак  ВО  I пл тг то 

"Р 0®0* ™  перпендикуляр к  прямой ВпГГ. Это соответствует правилам построения 
проекции прям ой угла на плоскости, по отношению к  которой диагональ ВО  параллельна. Точка 
пересечения этого перпендикуляра с проекцией Е*Р” представляет собой фронт, проекцию А "  

Р0М б\ ' 4 Д л "  П° ^ еНШ ТОЧК"  ^ < ™ л а д ь , м =м на п р о „ о ™ ^ я м „ «  
и з ^ е р ^ а  отрезку А К  По точке А "  строим на №  точку А'.  Дальнейшее ясно

По^ р о и т ь  равнобедренный треугольник Л В С  с основанием, равным 
л с  ( а с  в пп. т ) . Вершина А  должна быть на прям ой Е Е  (рис. 33).



36 . Построить прямоугольный треугольник ЛВС, у  которого катет А В  лежит 
на прямой МЫ (МУ \\ пл. я 2) и равен / .Д л я  катета ВС  дана его проекция В С  (рис. 3 4 ). 

3 7 *  Построить равнобедренный треугольник с основанием на прям ой М У  
(МУ  II пл. и вершиной А  на прямой Е Р  (рис. 35, а) .  Основание ВС  должно рав­
няться высоте А К  треугольника, причем для точки К  дана ее горизонт, проекция.

Р е ш е н и е .  Для построения треугольника надо найти его высоту А К  и отложить половину 
ее величины на прямой МЫ по обе стороны от точки К. На рис. 35, б  по точке К'  строим точку К". 
Из точки К '  проводим перпендикуляр к  прямой МЫ '  (прямой угол меж ду высотой А К  и основа­
нием ВС, лежащим на Л/Л', изображается на пл. проекций тг, в виде прямого же угла, так  к ак  
прямая МЫ параллельна пл. я , ) .  Продолжаем этот перпендикуляр до пересечения с Е 'Р  А \о  точ­
ке А '  строим А "  на получаем фронт, проекцию вы соты  АК.



А'*>
Рис. 36

Теперь можно найти натуральную величину высоты А К. Для этого строим прямоугольный 
треугольник А К К  , у которого катет К'К  равен разности расстояний точек А  и К  от пл. я 
Гипотенуза А К  выражает высоту АК.  О ткладывая на прям ойЛ /'Л ^отрезки К ’В' и К 'С  равные 
половине высоты А К  (т е . половине отрезка а  'К *), получаем точки 5 ' и С , а  по ним -  проекции 
В  и С . Дальнейшее ясно из чертежа.

3 8 . Построить квадрат А В С О  со стороной В С  на прямой В Д  которая II пл п,  
(рис. 3 6 ) . г

/»ЖАГ и3 'Э' П0стр° ить прямоугольный треугольник А В С  с катетом В С  на прям ой МЫ 
(Л/УУ пл. я , ) .  Для катета А В  дана проекция А "В". Катет ВС  должен быть в 1,5 раза 
больше катета А В  (рис. 37).



Г Л  А В А И

ПЛОСКОСТЬ

§ 9.  П рямая и точка в плоскости 

40*. В плоскости, заданной точками А, В  и С, провести горизонталь на расстоя­
нии / от пл. проекции я , (рис. 3 8 ,а ) .

Р е ш е н и е .  Переходим от задания плоскости тремя точками к  заданию ее двум я прям ы ­
ми А С  и ВС  (рис. 38, б ) .  Проводим фронт, проекцию искомой горизонтали на расстоянии I от 
оси х.  Отмечаем точки Е" и Р" на проекциях А "С" и В"СЯ и находим проекции Е ‘ и на А 'С 'и  
В'С'. Горизонт, проекция искомой прямой проходит через точки Е" и /г'.

4 1 . Провести через точку С горизонталь плоскости, заданной прям ой Л Я  и точ­
кой С  (рис. 3 9 ). 

42*. В плоскости, заданной пересекаю щ имися прям ы м и А В  и С Д  провести 
через точку К  фронталь (рис. 40, а).

Р е ш е н и е .  Так к ак  направление горизонт, проекции фронтали известно, то начинаем 
построение с проведения этой проекции через точку К'\ прям ая АТ’ЛГ должна быть параллельна 
оси х  (рис. 40, б ) .  Чтобы построить фронт, проекцию  искомой фронтали, надо построить фронт, 
проекцию какой-либо точки, принадлежащей фронтали. Выбираем на проекции фронтали произ­
вольную точку Е проводим через нее горизонт, проекцию С'Р' некоторой прямой, лежащей 
в заданной плоскости. Строим далее точку /■’" на прям ой А  'В1 .проводим  С Р  "и находим на ней 
точку Е". Фронт, проекция иском ой фронтали проходит через точки К " и Е".
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Рис. 39

а )  

Рис. 40 а

4 3 . В плоскости, заданной параллельными прям ы м и А В  и С Д  провести фрон- 
таль на расстоянии / от пл. проекций эт2 (рис. 41 ). 

44*. В плоскости, заданной прямой А В  и точкой С, провести через точку А  
линию ската плоскости (рис. 42, а ) .

Р е ш е н и е .  Как известно, линия ската перпендикулярна к любой горизонтали плос­
кости. Горизонт, проекции, линии ската и горизонтали взаимно перпендикулярны. На рис. 42, б  
проведена горизонталь через точку С, сначала получена точка О", а по ней -  точка [У на продол-



женной проекции А*В'. Таким образом, получена проекция С О  горизонтали СО. Через точку А' 
проводим горизонт, проекцию линии ската до пересечения с прямой С'/)' в точке Е', находим 
Е" на С"ЕГ и проекцию А "Е" искомой линии ската.

4 5 . В плоскости, заданной параллельными прям ы м и А В  и С Д  провести через 
точку В  линию ската (рис. 4 3 ).

4 6  . Найти недостающую проекцию точки К,  лежащей в плоскости, заданной 
прям ой А В  и точкой С (рис. 44, а).

Р е ш е н и е .  Известно, что если точка принадлежит плоскости, то она принадлежит какой- 
либо прямой этой плоскости. Поэтому через точки С" и К" (рис. 44. б) проводим фронт, проек­
цию вспомогательной прямой, лежащей в данной плоскости. Получив точку О", находим точку О' 
на проекции А'В'. Теперь проводим прямую из точки С' через точку О' и на этой прямой находим 
горизонт, проекцию точки К.



47 . Построить недостающую проекцию треугольника КЕЕ,  лежащ его в плос­
кости, заданной параллельными прям ы ми А В  и СО (рис. 45 ).

4 8 . Построить фронт, проекцию плоского пятиугольника АВСОЕ  по заданной 
его горизонт, проекции и фронтальным проекциям  двух смежных сторон (рис. 46 ).

4 9 . Дана пирамида БАВС  (рис. 47 ).
1) Найти горизонт, проекцию точки К ,  лежащей на грани БАС.
2) Найти фронт, проекцию точки Е , лежащей на грани БВС
50*. Определить расположение плоскости, заданной треугольником  АВС,  отно­

сительно плоскостей проекции я 2 , Я] и я 3 (рис. 48, а).
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Р е ш е н и е .  Заданная плоскость, к ак  видим, не 
перпендикулярна ни к  пл. 7г3 , ни к пл. тг,, так к ак  ни на 
одной из этих плоскостей она не изображается в виде 
прямой линии. Следовательно, плоскость треугольника 
А В С  является или плоскостью  общ его положения, или 
профильно-проецирующей. Но если плоскость профиль- 
но-проецирукнцая (т.е. расположена перпендикулярно к 
пл. тг3) ,  то она должна проходить через перпендикуляр к 
тг, (рис. 48, б) - Посмотрим, можно ли провести в А В С  
перпендикуляр к  тг3 . О казы вается, можно (рис. 48, в ) :  
им служит хотя бы горизонталь К В  (являю щ аяся в то 
же врем я фронталью ). Построение начинаем с проведе­
ния фронт, проекции В "К" горизонтали, затем нахо­
дим горизонт, проекцию В ' К '  Так к ак  В ' К '  I В" К ” 
(конечно, в пределах графической точности чертежа), 
то прям ая ВК,  а следовательно, и плоскость А В С  пер­
пендикулярны к  пл. тгэ .

Мы здесь обош лись без построения профильной 
чгги л п _  проекции треугольника АВС .  Конечно, можно бы ло на­
чать с ее построения: если она оказалась бы отрезком  прямой, то этим установилось бы, что 
плоскость А В С  профильно-проецирующая.

51 . Определить расположение плоскости, заданной двум я параллельными пря­
м ы ми, относительно плоскостей проекций п2 ,тт1 и п3 (рис. 4 9 ).

§ 10. Следы плоскости 

52*. Построить следы плоскости, заданной параллельными прям ы м и А В  и СП 
(рис. 5 0 ,а) .  г 

Р и™ Р е Ш е Н И е‘ ЕСЛИ прямая леж ит в плоскости, то следы прямой лежат на одноименных 
с ииии следах плоское« (рис 50. б). Чтобы п о стр о й  следы заданной плоскости надо п ^ -

Т 7 Г ™  А В  И СП <? 0НТ' СЛеД' "Р0 * ® 1 ЧеР£3 ФР°НТ’ сле^  " Р ™ ^ ,  т е. чер?з точки лг, и Л ',, а горизонтальный -  через следы М х и М 2. Строим следы прямых А В  и СО к ак  
это рассмотрено в § 4  (например, задача 12*). Через точки ЛГ; и Л /, п р ^ о щ гт  г о р ю о к т ’« в д  

оа, ерез точки Л', и .V, след } оа  (рис. 50, в ) .  Если построение выполнено точно то оба 
следа пересекаются в точке х а на оси х.

а )  С '



Рис. 50 в Рис. 51

5 3 . Построить следы плоскости, заданной двум я пересекающимися прямыми 
А В  и А С  (рис. 5 1 ). 

5 4  . Построить следы плоскости, заданной двум я пересекающимися прямыми 
А В  (АВ  II пл.тГ]) и СО (рис. 52, а ) .

Р е ш е н и е .  Так к ак  следы плоскости должны проходить через одноименные с ними сле­
ды прямы х, лежащих в этой плоскости (рис. 52, б ) , то надо построить фронт, следы обеих пря­
мых -  точки Ыг и .V, и провести через них фронт, след плоскости ( / ”а ). Направление горизонт, 
следа плоскости известно: след Иоа должен быть параллелен горизонтали.4В (рис. 52, б).  Поэто­
му след Аоа пройдет через точку пересечения следов х а параллельно горизонтали А В. На рис. 52, в 
показано, что проекции А'В '  и С Ъ '  продолжены до пересечения их с осью х  в точках /V' и Л" и по 
ним построены точки .V; и Л ^ 'н а  проекциях А"В"  и С"0". Через Л^' и ЛС проведен с л е д '/ " по  пе­
ресечения с осью X в точке дга . Через точку х а проведен след *  оа параллельно п р ям о й -4’5^

2. В.О. Гордон



55 . Построить следы плоскости, заданной пересекающимися прям ы м и А В  и КС

^РИС 56*  Построить недостающую проекцию отрезка А В  прямой, лежащей в плоскос­

ти а  (рис. 54, а ) .
Р е ш е н и е  Чтобы построить горизонт, проекцию отрезка АВ, надо найти горизонт. пРое1<̂

а и я  ir.nr <>4 б)  Проекцию В'  находим с помощью горизонтали, проведенной в плос*
к™ та & аадла  проводим „араллельно о с .  , ,  затем ч е р е у с я к у  V -  го=
проекцию  горизонтали параллельно И'оа и на ней находим проекцию В . Горизонт, проекшоо
точки А находим при помощ и фронтали, хотя, конечно, можно было бы и для этой
нить горизонталь. Через А"  проводим фронт, проекцию фронтали (параллельно / о а ),находим  
нить г с ^ и з о н т а ^  черс V ^  ^  л и ) . Гор„зонт. проекция фронтали проходит

через*точку М '  параллельно оси х ; на этой проекции получаем точку А'. И ском ая проекция отрез­
к а  А В  определяется точками А ' и В'- .. ,

х

Рис. 54 а, б



57*. Заключить прямую  А В  (рис. 55, а)  в горизонтально-проецирующую плос­
кость, задав эту плоскость ее следами на пл. Я| и я 2 .

Р е ш е н и е .  Горизонтальные проекции веет элементов, лежащих в горнэонтально-проеци- 
рующей плоскости, находится на А0'в . Поэтому (рис. 55, 6) след А0'а совпадает с А'В' Через точ­
ку ха, получаемую при пересечении Аоа с осью проводим перпендикулярно к оси х фронт 
след искомой плоскости/осг

осе

\ К ‘

7)'гОос
Рис. 58

58 . Заключить прямую  А В  (рис. 56 ) во фронтально-проецирующую плоскость, 
вы разив эту плоскость следами на пл. я 2 и я , . Построить чертеж и наглядное изоб­
ражение. Указать угол наклона пл. а  к  пл. .

59 . Заключить прямую  А В  (рис. 57) в профильно-проецирующую плоскость, 
вы разив эту плоскость следами. Построить чертеж и дать наглядное изображение. 
Указать углы  наклона пл. а  к  пл. я 2 и я ^  Построение следов пл. а  выполнить с по­
мощью профильной проекции прям ой и без нее.

6 0 . Построить недостающую проекцию точки К  (рис. 5 8 ) , лежащей в пл. а  
(профильной плоскостью проекций не пользоваться).



Г Л  А В A III

ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМОЙ ЛИНИИ С ПЛОСКОСТЬЮ 
И ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ МЕЖДУ СОБОЙ

§ 1 1 .  Пересечение прямой с проецирующей плоскостью

6 1 *  Найти точку пересечения п р я м о й ^ /?  с пл. /3 (рис. 59, а) ,  заданной ее фронт, 

следом /о"р.
Р е ш е н и е  В данном случае пл. 0 параллельна пл. тг, и. следовательно, перпендикуляр­

на к  фрокг. плоскости проекций; для пл. 0 в системе я , ,  я , дан только фронт, след ¡3", парал­
лельный оси проекций х. Очевидно, фронт, проекция (К 1)  иском ой т о ч к и  перес^ен и я  должна 
лежать к а к  на следе 0", так  и на фронт, проекции прям ой А В,  т  е. на А В (рис. 59, б) .  Поэтому 
точку К"  (рис. 59, в ) находим в точке пересечения следа 0" с проекцией А"В"  По точке К  на­
ходим  точку К'  на А 'В'-

Т ак к ак  прям ая А В  в направлении от К  к  А  находится под пл. 0, то на чертеже соответ­
ствующая часть горизонт, проекции изображена ш триховой линией.

6 2 . Найти точку пересечения прям ой А В  с пл. 7  (рис. 60 ). 
63*. Найти точку пересечения прям ой А В  с пл. а  (рис. 61, о) ■
Р е ш е н и е .  Пл. а  является фронтально-проецирующей. Очевидно, фронт, проекция К  

иском ой точки пересечения должна находиться к а к  на следе так  и на фронт, проекции пря­
мой АВ,т.е.  н а А"В"  (рис. 61, б).

На чертеже (рис. 61, в)  находим К"  в точке пересечения следа ) оа с А  В , а проекцию  
К' - на А'В'. П рямая А В  в направлении от К  к  В  находится под пл. а ;  поэтому на чертеже соот­
ветствую щая часть горизонт, проекции изображена ш триховой линией.



Рис. 60

Рис. 61 б. в

64*. Найти точку пересечения прямой А В  с пл. а  (рис. 62, а).

искомпй И 6' ПЛ' °  является горизонтально-проецирующей. Очевидно, горизонт, проекция 
искомой точки пересечения должна находиться к ак  на следе Ао а , гак  и на А'В'  (оис 62 б )
Поэтому точку К  (рис. 62, в )  получаем как  точку пересечения следа А' с А 'В '  По точке А" на 
ходим проекцию К  на А "В". и о т о ч к е л  на-

Прямая А В  в направлении от А' к  В  находится за плоскостью а ; на чеотеже соотаетст- 
вующая часть фронт, проекции изображена ш триховой линией.

65; _ НаЙТИ Т0ЧКу пеРесечеНия ПРЯМ0Й А В  с плоскостью, заданной треуголь­
ником  СОЕ (рис. 6 3 ,а ) .  ^

,Р е ш е н и е- Замечаем, что плоскость треугольника перпендикулярна к  пл. . Проек- 

“ “ лгжа’ъ  к ак  на " рям ой с ' ° '■1ак и на * *  ^  “ • 5  -  п °



Рис. 62 а. б



Рис. 64

Гак к ак  прямая А В  в направлении от К  к Л  находится за треугольником СОЕ (рис. 63, в ) , 
то на чертеже соответствующая часть фронт, проекции прямой изображена ш триховой линией.

6 6 . Найти точку пересечения прям ой А В  с плоскостью, заданной параллельными 
прямыми СО и Е Е  (рис. 64),

§ 12. Пересечение плоскостей между собой

6 7 *  Найти линию пересечения ¡п . а,заданной с л е д о м а '\с  плоскостью, задан­
ной двум я пересекающ имися прям ы м и А В  и ВС  (рис. 65. а ) .

В "



в "

Р е ш е н и е .  К ак известно, построение линии пересечения двух плоскостей сводится к на­
хождению двух точек, общих для обеих заданных плоскостей, или одной такой точки при извест­
ном направлении искомой линии.

В данном случае иском ая прям ая может быть определена, если найти точки пересечения 
прямых Л В и ВС  с 'пл. а (рис. 65, б ) . Следовательно, построение точек К , и А \  сводится к  пока­
занному на рис. 59. 6  ив-

Если считать плоскости непрозрачными, то горизонтальные проекции участков прямых 
А В  и ВС. находящихся под пл. а, следует изображать штриховыми линиями. Пл. а  не влияет на 
видимость прямых А В  и СО на пл. п2 . так к ак  перпендикулярна к ней (рис. 65. в ) .

6 8 . Найти линию пересечения пл. /3. заданной следом р .  с плоскостью, задан­
ной параллельными прямыми А В  и СО  (рис. 66).



за д а н н о й  сле-6 9 . Найти линию пересечения фронтально-проецируюшей пл. а, 
д о м а  , с п л о с к о с т ь ю , за д а н н о й  т р е у г о л ь н и к о м  А В С  (р и с . 6 7 ) .

7 0  .Н а й т и  л и н и ю  п е р ес е ч е н и я  п л о с к о с т е й  а  и 0 (р и с . 6 8 . а ) .

пересечения^лрппв ™ СТ? оеНИЯ ™  “ пресечения плоскостей можно использовать точку .V 
пересечения следов / оа и и точку М  пересечения следов И'оа  и Аой (рис. 68 , б).  П рямая М.V.

проходящ ая через эти точки, является искомой линией пересечения. 1-е проекция .1/  V совпада­
ет со следом Ае ^. так к ак  пл. > является горнзонтально-проециргюшей. Эти построения показа- 
ны на рис. Ь о. в.

7 1 .  П о стр о и ть  л и н и ю  п ер есеч ен и я  п л о с к о с т е й  а  и 7  (р и с . 6 9 ) .
7 2 .  П о стр о и ть  л и н и ю  п ер есеч ен и я  п л о с к о с т е й  а  и 7  (р и с . 7 0 ) . П р о ф и л ь н о й  п л о с ­

к о с т ь ю  п р о е к ц и й  не п о л ь зо в а т ь с я .
**.

(р и с . 7 1 . а ) .
7 3  . П о с т р о и т ь  л и н и ю  п ер есеч ен и я  п л о с к о с т е й  у  и 0. у  к о т о р ы х  /г'0у  II к'02

и™ п Д ан н ом  случае г о р и з о н т , с л ед ы  п л о с к о с т е й  п ар а л л е л ь н ы . Э то зн ачи т, чго
Г Г «  Р параллельна пл. т . и для плоскостей > и ¡3 является горизонталью (рис. 71 . б) .

обы пронести эт\ горизонталь, достаточно построить одну принадлежащую ей точку Исполь­
зуем точку Л пересечения следов / 3 > и / 0>  Построив проекции (рис. 71, в ) \ ' и  V  проводим 
Л А параллельно оси * , а .V ,! ' - параллельно следам „ А ' > .проводим

7 0̂  *





74 . Найти линию пересечения плоскостей а  и ¡5 (рис. / 2) .  
7 5 '.  Ш Й 1И линию пересечения плоскостей й н (3 (рис. 73. а) .пользуясь профиль­

ной плоскостью  проекций и не пользуясь ею.

!’ с ш е н и  о. ! а к  к а к  за д а н н ы е  п л о с к о с т и  я в л я ю т с я  п р о ф и ч ы и '-п р о е п н р у ю щ и м н . т о  л и ь и я  
их п ер е сеч ен и я  ^ . \  (р и с . 73 , о )  п а р а л л ел ь н а  о си  .г. Ч то б ы  н ай ти  - л \  п р я м у ю , п ал о  п о ст р о и ть  
о д н у  п р и н а д л е ж а щ у ю  ей т о ч к у . В в о д и м  (р и с . 73 . о  и в )  в с п о м о г а к 'л ь н у ю  п л о с к о с т ь  7 и строил! 
л и н и и  п ер есеч ен и я  ее  с п л . а ( 1  2)  и 0 ( 3  -  4 ) .  Эти ли н и и , п е р е с е к а я с ь , ш ю г  т е ч к у  М  (> /’’. М ‘).  
о б щ у ю  д л я  п л . а  и  3. Ч ер ез  М ” и М '  п р о в о д и м  п р о е к ц и и  и с к о м о й  к ч ч м о й  М  "Л '" и М  ' У  п ар ал - 
л е л ь ж  -ои х .  В к а ч е с тв е  в с п о м о г а т е л ь н о й  п л о с к о с т и  м о ж н о  и с т п ы о а а т ь  и п р о ф и л ь т т о  п л о с ­
к о с т ь  п р о е к ц и й  (ри с. 73 , б  и <■): л и н и я  М У  п р о х о д и т  ч е р е з  т о ч к у  п ер е сеч ен и я  с л е д о в  а " ’ и У".



Рис. 73 в, г

В "



76 . Построить линию пересечения плоскостей треугольника Л В С  и четырех­
угольника (рис. 7 4 ) , пользуясь профильной плоскостью проекций и не поль­
зуясь ею. Определить видимость плоскостей.

§ 13. Пересечение прямой с плоскостью общего положения

7 7  . Найти точку пересечения прямой А В  с плоскостью, заданной треуголь­
ником СОЕ (рис. 15, а ).

Р е ш е н и е .  К ак известно, для нахождения точки пересечения прямой с плоскостью  общ е­
го положения следует через прямую  провести вспомогательную плоскость у, построить линию 
пересечения этой плоскости с заданной ( 1 - 2 )  и найти точку пересечения (К)  заданной и пост­
роенной прямы х. Точка К  является искомой точкой пересечения прямой с плоскосью (рис. 75, б ) . 
В качестве вспомогательной плоскости обычно используют горизонтально- или фронтально- 
проецирующую плоскость.

На рис. 75, в через прямую  А В  проведена фронтально-проецирующая плоскость у , ее след 
у"  совпадает с А "В". Горизонт, след плоскости в данной задаче не нужен и поэтому не показан.

В "



Строим линию пересечения плоскости у  и плоскости, заданной треугольником СОЕ (при­
мер такого построения см. в задаче 6 7 ). Построив линию 1 2  (рис. 75, в ) ,  находим точку 
пересечения ее с прямой А В -  точку К  (К \  К").

Для определения участков прям ой А В, которые будут закры ты  треугольником, следует 
воспользоваться анализом положения точек на скрещивающихся прямых. Например, точки 
1 н 3  находятся на скрещ ивающ ихся прямых (соответственно) ED  и АВ.  Фронтальные проек­
ции этих точек совпадают, т.е. точки /  и 3 одинаково удалены от пл. я , .  Но расстояния их от 
пл. тг3 различны: точка 3  находится дальше от пл. я г , чем точка / .  Поэтому по отношению к 
пл. я, точка 3  закры вает точку 1 (направление взгляда указано стрелкой s ) .  Следовательно, 
прямая А В  проходит перед треугольником CDE до точки К. Начиная же от точки К  влево пря­
мая А В  закрывается треугольником, и поэтому этот участок прямой показан ш триховой 
линией.

Для выявления невидимого участка на горизонт, проекции прямой А В  рассмотрим точ­
ки 4 и 5, лежащие соответственно на прямы х АВ  и CD.

Если смотреть на эти точки по направлению s ,,  мы видим сначала точку 5. Точка 4 зак р ы ­
вается точкой 5. Следовательно, прям ая А В  в этом месте закрыта треугольником CDE и участок 
ее проекции от точки К '  до точки 4 должен быть показан ш триховой линией. В данном случае 
точка К  оказалась внутри контура треугольника CDE.

При ином взаимном положении пересекающихся элементов возможен случай, когда точ­
ка  К  окажется вне треугольника (рис. 75, г ) .  Это означает, что прям ая А В пересекает плоскость, 
заданную треугольником CDE, вне контура этого треугольника. А В  становится невидимой за 
точкой К  (в л ев о ).

78 . Найти точки пересечения прямой АВ  с гранями пирамиды (рис. 7 6 ) . Грани 
пирамиды следует рассматривать к ак  плоскости, заданные треугольниками.



79 . Найти точки пересечения прям ой А В  с гранями призмы (рис. 7 7 ) . Грани 
призмы следует рассматривать к ак  плоскости, заданные параллельными прямыми. 

8 0  . Найти точки пересечения прям ой А В  с плоскостью а  (рис. 78, а) .

Р е ш е н и е .  Проводим через прямую  А В  (рис. 78, 6  и в )  фронтально-проецируюшую 
плоскость у  (ее след / 0-у совпадает с А " В " )  и строим линию МЫ пересечения обеих плоскос-

/
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Рис. 80 а, б
тей • заданной и проведенной через А В (построение подобно выполненному в задаче 70). И ско­
мая точка К (К', К")  пересечения прям ой А В  с плоскостью а  находится в точке пересечения МУ  
с АВ.

В данной задаче видимость участка прям ой от точки А до К очевидна; однако в более 
сложных случаях следует видимый участок прямой определять на основании анализа положе­
ния точек. Например, в зяв  точку 1 (на прямой А В )  и точку .V (на следе / '¿а ) , видим, что точка 1 
располагается дальше относительно пл. я 2. чем точка N. Следовательно, прям ая А В  до точки К 
видима. За  точкой К прямая показана ш триховой линией -  она невидима. Аналогично опреде­
ляется видимость на горизонт, проекции.

81 . Найти точку пересечения прямой А В  с плоскостью а  (рис. 79 ). 
8 2  . Найти точку пересечения прям ой А В  с плоскостью а  (рис. 80, а).

Р е ш е н и е .  Через прямую  А В  проводим горизонтально-проецирующую плоскость у  
(след И '0у  совпадает с А'В')  и строим линию пересечения плоскостей а  и >. используя точки М



и Л пересечения их одноименных следов (рис. 80, 6  и в ) .  И скомая точка (А", К " )  находится 
в точке пересечения .ИЛ’ с АВ.  На рис. 80, г точка К  построена с помощью пл. тг3. Так как  пл. а  
профильно-проецирующая (рис. 80, б ) ,  то профильная проекция А'"' лежит в точке пересечения 
следа а"' с А '"В"'. Зная К"', строим К"  на А"В"  и А" на А'В'. Видимые участки прямой А В  опреде­
ляю тся так же. к ак  в задачах 77 и 80.

а)
Рис. 82а

83 . Найти точку пересечения прям ой А В  с плоскостью  а  (рис. 8 1 ). 
8 4  . Найти точку пересечения прямой А В  с плоскостью , заданной треугольни­

ком  СОЕ  (рис. 82 . а).

Р е ш е н и е -  Через прямую  А В проводим (рис. 82, б  и в ) пл. >, параллельную пл. я , . Она 
пересекает заданную плоскость по прямой МЫ (точки М". Ы",М'н Ы'  лежат на пересечении следов 

и 1г} -. с одноименными проекциями соответствующих сторон треугольника СОЕ). Так к ак  
прямые А В  и Л/Л' профильные, то для нахождения точки (А') их пересечения строим профиль-



D  i

A '



кыс проекции А'"Вт и Л/"'А'"! Проекция К "’находится на пересечении А"'В"  иЛ/"'Л",'.По К"' строим 
К" на А "  В" и А"' на А'В'.

8 5 . Н айти  т о ч к у  п е р ес е ч е н и я  п р я м о й  с  п л о с к о с т ь ю , за д а н н о й  ч е т ы р е х у г о л ь ­
н и к о м  А В С й  (р и с . 8 3 ) .

§ 14. Общие случаи пересечения плоскостей

8 6 * .  Н ай ти  л и н и ю  п е р ес е ч е н и я  п л о с к о с т е й , за д а н н ы х  т р е у г о л ь н и к о м  А В С  и 
п а р а л л е л ь н ы м и  п р я м ы м и  Е Э и Е С  (р и с . 8 4 , а ) .

Р е ш е н и е .  В данном случае общие точки для обеих плоскостей можно найти к ак  точки 
пересечения (М  и ЛО сторон треугольника А В  и А С  с плоскостью, заданной прям ы м и ЕО  и Л’С 
(рис. 85, б ) .

Через прямую  А В проводим фронтально-проецирующую плоскость /3, задав ее следом р” 
(рис. 84, в ) .  Она пересекает плоскость параллельных прямых но прямой 1 - 2  (I" 2", ] '  2 ') ,

которая пересекается со стороной А В  в точке М  (М \  М") .  фронтально-просиирующая плос­
кость 7 . проведенная через прямую АС.  задана следом эта плоскость пересекает плоскость 
параллельныч лрям ы х по линии 3 4 { 3 " 4 " .3  4  ), которая в пересечении со в о р о н о й  <1 С’ дает 
точку М Л  ',Л И ском ая линия пересечения плоскостей проходит через точки М и .V.

Д ля определения видимости плоскостей при взаимном их пересечении следу«-;- вообще 
применять прием. укэзан7!Ы и, например. р ,■ решении !ч;г4’*.' 77. Рассмотрим точки .? (г^+^гг



на прямой РО )  и 5 (лежит на прямой А В ) .  Анализ положения этих точек показывает, что на 
ил. п 2 точка 5 закры вает точку 2, а это значит, что прям ая А В  в этом месте проходит перед РС,  
т.е- треугольник А В С  виден до прямой КМ. Остальное ясно из чертежа.

8 7 . Найти линию пересечения плоскостей, заданных треугольником  ЛВС и четы­
рехугольником  ТУЕР С  (рис. 85 ).



8 8 . Найти линию пересечения плоскостей, заданных треугольником  Л В С  и че­
ты рехугольником  ОРРС  (рис. 8 6 ) . 

8 9  . Найти линию пересечения плоскостей, из которы х одна задана параллель­
ными прямыми А В  и СО, а другая — пересекающимися Р Е  и ЕС  (рис. 87, а ) .

Р е ш е н и е .  Для нахождения общих точек данных плоскостей введены две вспомога­
тельные плоскости 0 и у  (рис. 87, б)  и построены линии пересечения этих плоскостей с задан­
ными. Через точки М  и ТУ пересечения этих линий проходит иском ая прямая. На рис. 87, в  плос­
кости Р и у  параллельны пл. я , . Они пересекают заданные плоскости но горизонталям /  -  2, 3 - 4  
и 5 -  6, 7 -  8  (см. задачу 67).

А '

В ’ 23'
£ '

а )





Прямые 1 -  2 и 3 -  4. пересекаясь, дают точку М  (М\ М " ) ,  а прямые 5 - 6 к 7 - 8 -  точку 
А'(А", Л"') - П рямая -  иском ая линия пересечения плоскостей.

9 0 -  Найти линию пересечения плоскостей, из которы х одна задана треугольни­
к о м  ЛВС, а другая -  параллельными прямы м и ЕВ  и Г С  (рис. 88 ).

9 1 . Найти линию пересечения плоскостей, из которы х одна задана треугольни­
к о м  ВЕР, другая -  прям ой ВС  и точкой А (рис. 8 9 ) .



Г Л А В А  IV

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ 
И ПЛОСКОСТИ И ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ

§ 15. Параллельность прямой и плоскости и двух плоскостей

92*. Через точку А провести какую -либо прямую, параллельную плоскости 
треугольника BCD  (рис. 90. а ) .

Р е ш е н и е .  П рямая параллельна плоскости, если она параллельна какой-либо прямой, 
лежащей в этой плоскости. Поэтому через точку А  можно провести неопределенное число пря­
мых, параллельных данной плоскости. Например, проведя (рис. 90, б) через точку А"  прямую 
E "F "  параллельно В " D" и через А ’ прямую  E 'F '  параллельно В мы получаем проекции



прямой ЕР, параллельной стороне треугольника ВО,  а следовательно, и его плоскости. Выбор 
прямой ВО  был произволен.

93*. Через точку А  провести какую -либо прямую , параллельную пл. а  
(рис. 91, а).

Р е ш е н и е .  Строим (рис. 9 1 ,6 )  проекции М'Ы' и М"Ы"  некоторой прямой МЫ, лежа­
щей в пл. а . Затем через А"  проводим фронт, проекцию  В "С "  параллельно М"Ы",  а через 
А '  горизонт, проекцию В 'С ’ параллельно М'Ы'.  П рямая ВС  параллельна прямой МЫ, а следо­
вательно, и плоскости а.

94*. Определить, параллельна ли прямая А В  плоскости а (рис. 92, а ) .
Р е ш е н и е .  Для определения, параллельна ли прям ая А В  пл. а , надо попытаться про­

вести в этой плоскости прямую, параллельную данной. На рис. 92, б  проведена фронт, проек­
ция С " 0 "  параллельно А' В " .  Строим горизонт, проекцию С'О ' , соблюдая условие, что прямая

Рис. 92 а, б

Рис, 93 а- в

СО должна лежать в пл. а.  Так как  построенная проекция С'О '  оказалась не параллельной 
А ' В ' . то прям ы е А В  и СО не параллельны, а это значит, что прямая А В  и пл. а  также не па­
раллельны.

Можно бы ло начать с проведения горизонт, проекции некоторой прямой параллельно 
А ' В ’ , построить ее фронт, проекцию, придерживаясь условия, что эта прямая должна лежать 
в нл. а.  и сопоставить построенную фронт, проекцию с А " В " .

95 . Определить, параллельна ли прямая АВ  
а) плоскости, заданной двум я параллельными прямыми С£> и ЕР  (рис. 93, а ) ;



б) плоскости о; (рис. 93 , б ) ;
в) плоскости 0 (рис. 93, й ). 
9 6 *  Провести через точку А  плоскость параллельно плоскости, заданной точ­

кам и В ,  С и  О  (рис. 9 4 ,а ) .
Р е ш е н и е .  Две плоскости параллельны, если две пересекающиеся прямые одной из 

них соответственно параллельны двум  пересекающимся прямы м другой плоскости (рис. 9 4 ,6 ) .
Для построения искомой плоскости проводим в заданной плоскости две пересекаю­

щиеся прямые ВО  и СО (рис. 94, б  и в ) . Затем через А"  проводим А " Р "  параллельно В " 0 ” и

8"9

9а'

С'*

В '

Л '

В ' < а)
А'

А "Е"  параллельно С " 0 " .  а через А '  проводим А ' Р '  параллельно В 'О '  и А 'Е '  параллельно 
С 'О ' .  Прямые А Р  и А Е  параллельны прямы м В О  и С й\  следовательно, параллельны между 
собой и определяемые ими плоскости.

97*. Через точку Л (рис. 95, а )  провести плоскость параллельно ап. а .
Р е ш е н и е .  Как известно, горизонтали параллельных плоскостей параллельны между 

собой, параллельны между собой и фронтали. Также одноименные следы параллельных пло­
скостей соответственно параллельны между собой (рис. 95, б) -



На рис. 95, в задаем искомую  плоскость двумя прямыми -  горизонталью А С  и фрон- 
талью АВ< для чего через А"  проводим А " В "  параллельно / оа и А"С"  параллельно оси х ^  а 
Через точку А '  проводим А С' параллельно и А В параллельно оси х.  Так к ак  с л е д /о а  
еегь одна из фронталей пл. а ,  а след И'оа -  одна из ее горизонталей, то получаем параллельность 
горизонталей и параллельность фронталей одной и другой плоскостей, т.е. параллельность этих 
плоскостей. На рис. 95. г показано построение для искомой плоскости ее следов и А'0^. Для 
их построения проводим через точку А  горизонталь искомой плоскости параллельно следу 
И'оа и находим фронт, след. N  (ЛУ\ -V") этой горизонтали. Теперь через М" проводим / " р  6 /о а -  
находим точку х$  на оси х  и проводим след И'0@ параллельно Ао а .



9 8 . Через точку А (рис. 96) провести плоскость, параллельную плоскости, 
заданной параллельными прям ы м и СО и ЕР; выразить искомую  плоскость двум я 
пересекающ имися прям ы м и.

9 9 . Через точку А (рис. 97) провести плоскость параллельно гиь а ;  выразить 
искомую  плоскость ее следами.

1 0 0 . Через точку А (рис. 98) провести плоскость параллельно пл. а .  Дать 
ответы : а) выразить пл. горизонталью и ф ронталью ;б) следами.

1 0 1 . Определить, параллельны ли плоскости, из которы х одна задана парал­
лельными прям ы м и А В  и С£>, а другая пересекающимися прямыми ЕР  и /ГС 
(рис. 9 9 ) .

§ 16. Перпендикулярность прямой и плоскости 
и двух плоскостей

1 0 2 * . Провести через точку А перпендикуляр к  плоскости, заданной пря­
м ы ми АВ  и А С  (рис. 100, а) ■

Р е ш е н и е .  Известно, что фронт, проекция перпендикуляра к плоскости перпендику­
лярна к фронт, проекции фронтали плоскости, а горизонтальная к  горизонт, проекции го­
ризонтали плоскости. На чертеже (рис. 1 0 0 ,6 ) проводим фронт, проекцию перпендикуляра 
А "Е "  перпендикулярно к фронт, проекции фронтали А " В " ,  а горизонтальную его проекцию 
А 'Е '  перпендикулярно к проекции А 'С '  горизонтали.

Рис. 100 а, б

1 0 3 . Через точку Е  провести перпендикуляр к  плоскости, заданной параллель­
ными прям ы м и А В и СО (рис. 1 0 1 ).

1 0 4 . Через точку А провести перпендикуляр к  шт. а  (рис. 102).
1 0 5 . Через точку А плоскости а  провести перпендикуляр к  плоскости и от­

ложить на нем отрезок, равный / (рис. 103) .
1 0 6 * . Провести через точку А плоскость перпендикулярно к отрезку  АВ  

(рис. 104, а ) . П лоскость задать главными линиями и следами.
Р е ш е н и е .  Проводим через точку А  (рис. 104У б) фронталь А С  и горизонталь А О  иско­

мой плоскости перпендикулярно к А В.  фронт, проекция А"С"  фронтали перпендикулярна к 
А " В " ,  а горизонт, проекция А 'О '  горизонтали перпендикулярна к А ’В ' . Прямые А С  и А О  за­
дают искомую  плоскость. Чтобы задать плоскость следами (рис. 104, в ) ,  строим проекции 
№  и .V" фронт, следа ее горизонтали АО.  Через проводим след / '¿а перпендикулярно к 
А" В " . а через х а след И'оа перпендикулярно к А 'В  '.



9 Г '

Рис. 101
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Рис. 103
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Рис. 104 а - в

1 0 7 . Провести через точку А  плоскость перпендикулярно к  отрезку  В С  
(рис. 105) ; следов плоскости не строить. 

1 0 8  . Провести через прямую АВ  плоскость перпендикулярно к  плоскости 
треугольника СОЕ (рис. 1 0 6 ,а).

Р е ш е н и е .  Если плоскость содержит в себе перпендикуляр к другой плоскости, то 
эти плоскости взаимно перпендикулярны. Чтобы провести через А В  искомую плоскость, надо 
из какой-либо точки прямой, например В , провести перпендикуляр к данной плоскости. Так 
как  в треугольнике CDE сторона СО является фронталью, а СЕ -  горизонталью (рис. 106 ,а ) ,  
то ,проведя B " F "  l  C "D ",  B ' F '  1  С ’Е '  (рис. 1 0 6 .6 ), получим перпендикуляр к  плоскости 
треугольника CDE. Прямые А В  и B F  определяют искомую  плоскость.





Рис. 108 а, б

1 0 9 . Через точку К  провести плоскость перпендикулярно к  двум  данным 
плоскостям , из которы х одна задана параллельными прям ы м и А В  и CD. а другая - 
треугольником  EFG  (рис. 107).

1 1 0 . Определить, будут ли две плоскости взаимно перпендикулярны: а) пло­
скость, заданная прямой В С  и точкой А ,  и плоскость а  (рис. 1 0 8 ,а):  б) плоскость 
треугольника A B C  и плоскость, заданная прям ы м и DE  и FG  (рис. 108, б ) .

§ 17. Смешанные задачи без применения способов преобразования чертежа

1 1 1 * . Провести перпендикуляр из точки А к  плоскости, заданной: a) Tpev- 
гольником BCD  (рис. 1 0 9 ,с ) :  б) следами (рис. 109, б ) ; в ) треугольником  BCD  
(рис. 109. в ) .  Во всех случаях построить основание перпендикуляра на заданной 
плоскости.

Р е ш е н и е ,  а) Через точку В  (рис. 109, г) проводим фронталь В 1 заданной пло­
скости, а через точку D -  горизонталь D -  2. Фронт, проекция иском ого перпендикуляра

проходит через А"  перпендикулярно к В "  1" ,  а горизонтальная через А'  перпендикулярно 
к  Б  2 ' .  Основание перпендикуляра (рис. 109, определяется как  точка пересечения этого 
перпендикуляра с плоскостью. Заклю чаем его в горизонтально-проецирующую плоскость 7  
(задаем ее следом И'0 у}  и находим линию пересечения этой плоскости с плоскостью треуголь-



Рис. 109 г - з

ника -  прямую  Ш .  Получаем точку К "  -  фронт, проекцию основания перпендикуляра -  и 
по К "  находим К ‘.

б) На рис. 109, е фронт, проекция перпендикуляра проведена под прямы м углом к  следу 
/ ’' а горизонтальная -  под прям ы м  углом к И'оа. Для построения основания перпендикуляра 
заключаем его (рис. 109, ж) во фронтально-проецируюшую плоскость у. строим линию пере­
сечения плоскостей у  и а  -  прямую  М Ы  Получаем точку К '  -  горизонт, проекцию  основания
перпендикуляра; по ней находим К " .

в) Проведя горизонталь В -  1 (рис. 109, з ) ,  видим, что эта прям ая параллельна оси .х. 
Из этого заключаем, что плоскость треугольника является профильно-проецирующей. Следо­
вательно, перпендикуляр к ней -  прям ая профильная.

Строим профильные проекции треугольника и точки А .  Из А  проводим перпендику­
ляр на с " ’В ' " . Точка К ' "  -  профильная проекция основания перпендикуляра. По л  нахо­
дим К"  и К ' на одноименных с ними проекциях иском ого перпендикуляра.

1 1 2 . Найти основания перпендикуляров, проведенных из точки А  :
а) к  плоскости, заданной параллельными прям ы м и В С  и ВЬ  (рис. 1 1 0 ,а ) ;
б) к  плоскости грани БСВ пирамиды БВСВ  (рис. 110, б)  ,
в) к  плоскости грани 5££) пирамиды 5ВСВ  (рис. 110, б )  -
1 1 3 * . Построить на плоскости, заданной параллельными прямыми СВ и ¿ г ,  

геометрическое место оснований перпендикуляров, проведенных из точек прямой 
А В  к этой плоскости (рис. 111, а) .



а ) >А'

А 'ъ  в)

3. В.О. Гордон 65



Рис. I l l  а - г

Р е ш е н и е  И ском ы м  геометрическим местом точек является (рис. 1 1 1 ,6 ) линия пере­
сечения К хК г плоскостей: 1) заданной и 2) перпендикулярной к ней. проведенной чере р

МУЮ ^Проводим (рис. 111. в ) в заданной плоскости горизонталь С -  /  и фронталь С - 2. Фронт, 
„„секции перпендикуляров перпендикулярны к  С -  . а горизонтальные к с  .

Р д Г п о  тр сН Я иском ого геометрического места точек находим (рис. Ш . , )  точки К
и A'j пересечения проведенных перпендикуляров с заданной плоскостью. Прямая А , Л 3 и есть
искомое геометрическое место.

1 1 4  Построить на плоскости, заданной треугольником C D L .  геометрическое 
место оснований перпендикуляров, проведенных из точек прямой ЛВ  к  этой пло- 

CK° LT1 1 5 * . Из ^вершины А  провести перпендикуляр к плоскости треугольника 
A B C  (рис. 113. а) и отложить на нем отрезок длиной /.

Р е ш е н и е .  Для построения перпендикуляра проводим (рис. И З . б) гоРн^ ° ™ ь 
А -  1 и фронталь А 2 плоскости треугольника; фронт, проекция перпендикуляра черпсн 
u h k v лярна к А "~ " .  а горизонтальная — к А I



с"

в "



Рис. 113 в
Рис. 114

Дальнейшее построение (рис. И З .  в )  аналогично  вы полненному  в задаче 20. П р ям ы е

А"О" и А'О' являю тся проекциям и иском ого отрезка. прпприпикутяо в
Эта задача имеет два решения. Во втором случае надо продолжить перпендик> тяр

другую сторону от заданной плоскости.
1 1 6  Из точки В  провести перпендикуляр к  плоскости, заданной параллель­

ными прям ы м и .4В  и ОТ. и отложить на нем отрезок длинои I (рис 1 1 4 1. 
1 1 7 *  Построить геометрическое место точек, удаленных от некоторой пло 

скости на расстояние /. Д а /р е ш е н и е  д а я случаев, котда н о с к о с т ь  задана треу- 
г о л ь н и к о м  Л В С  (р и с . 1 1 5 , а )  и л и  с л е д а м и  (р и с . 1 1 5 , 6 ) .

Ю

Рис. 11 5 а-в

М



Рис. 11 5г—ж

Р е ш е н и е .  И ском ы м  геометрическим местом точек являю тся две плоскости напат- 
лсльные данной и расположенные по обе стороны o í нее на расстоянии I.

На рис. 115. в показана одна из таких плоскостей. Для построения этой плоскости Грис 
115, г) проводим из любой точки данной плоскости (например Q  перпендикуляр к  плоскосги 
(о б р ати в  внимание на то, чго в заданном треугольнике « о р о и а Л С  я в л я й с я  горизонталью, а 

BL  фронталью) и отклады ваем  на нем отрезок КС  длиной /. Затем через точку К  (рис. 115 д) 
проводим прямые К.\  и КМ, параллельные хотя бы сторонам В С  и А С  треугольника ABC.

Ьсли плоскость задана следами (рис. 115, б ) , то удобно взять точку на одном из следов. 
На рис. 1 Ь .  е взята точка .V на следе f '¿Q. Проводя из -»той точки перпендикуляр к пл .а  и от­
ложив на нем отрезок, равный /. проводим через точку К  (рис. 115. ж) горизонталь CD и фрон- 
галь А В  искомой плоскости.

11 8 , Построить геометрическое место точек, удаленных от пл. а (рис. 116) 
на расстояние /. Дать два решения. 

1 1 9  . Провести перпендикуляр к  прямой В С  из ее точки А  до пересечения 
его с прямой Ы -  (рис. 117. а ) .

Р е ш е н и е .  Геометрическим местом перпендикуляров к прямой ВС, проведенных из 
точки А.  является пл. а . проходящая через точку А перпендикулярно к прямой В С  (рис 117 б) 
1очка К пересечения угой плоскости с прямой E F  является точкой пересечения иском ого пер­
пендикуляра с прямой EF.



Рис. 117 а - г

На рис. 117, в задаем плоскость, перпендикулярную к  ВС.  фронталью A M  и горизон­
талью AN.  Определяем точку К  пересечения прямой E F  с этой плоскостью (рис■ }17’ г>’ 3®' 
ключам E F  во  фронтально-проецируюшую плоскость 7  (задаем се следом } о у ) , л  А  и л  
проекции иском ого  перпендикуляра.

1 2 0 . Из точки А провести перпендикуляр к  прямой ВС  до пересечения его
с прямой E F  (рис. 1 18). „ 

1 2 1 * . Через точку А провести прямую , пересекающую прямые а с  и ¿ и  
(рис. 119, а) ■





Р е ш е н и е .  Геометрическим местом прямых, проходящ их через точку А  и пересекаю­
щих прямую  Е й ,  является плоскость, задаваемая этими элементами (рис. 1 1 9 ,6 ). ьсли по­
строить такую  плоскость и найти точку К  ее пересечения со второй прямой {ВС),  то иском ая 
прямая пройдет через точки .4 и К. Такое построение выполнено на рис. 119, в  и г,  где 
сначала плоскость, определяемая точкой А  и прямой ЕО. выражена треугольником АЬЭ,  а за­
тем найдена точка К  пересечения второй прямой ( 5 0  с плоскостью этого треугольника.

И скомая прямая проходит через точки А  и А' и пересекает прямую  ЕО  в точке Ж рис.1  
Конечно, при точном построении проекции М ’ и М "  должны оказаться на линии связи М  М  ,
перпендикулярных к  оси х.

Данную задачу можно решить и иначе; взять две плоскости -  одну, определяемую  А  и 
прямой ЕО  (к ак  это сделано на рис. 119. в ) ,  а другую - точкой А  и прямой ВС. Линия пере­
сечения этих двух плоскостей и будет искомой прямой, проходящей через точку А  и пересе­
кающей В С  и ЕО.

1 2 2 . Через точку Л провести прямую, пересекающую: 
а) ребро S D  и сторону В С  основания пирамиды S B C D  (рис. 120, а ) ,
б) ребро B G  и сторону EF  верхнего основания призмы (рис. 120, б) .
1 2 3 * .  П о с тр о и ть  г е о м е т р и ч е с к о е  м ес т о  т о ч е к , р а в н о у д а л е н н ы х  о т  т о ч е к  А  

и В  (р и с . 1 2 1 . а ) .
Р е ш е н и е .  Искомым геометрическим местом является плоскость, проходящ ая через 

середину отрезка А В  перпендикулярно к  нему.
Делим проекции отрезка А В  пополам (рис. 1 21 .6 ) .Через середину (точку С) проводим гори­

зонталь CD 1 А В  и фронталь СЕ  1 ЛЯ (рис. 121, в ) иском ой плоскости. Чтобы выразить эту плос­
кость следами, надо задаться осью проекций и построить хотя бы  фронт, след горизонтали (точка N, 
рис. 1 2 1 .г) и через него провести соответствующий след пл. а- С лед/'о ',*! А ' В  [ а следЛ о а 1 
А 'В '  (или II .V 'C ') .

1 2 4 . Построить геометрическое место точек, равноудаленных от точек А  и 
В  (рис. 122, а и о ) .  В первом случае ответ дать без следов, а во втором — в следах.
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1 2 5 * . Построить недостающую проекцию точки К,  равноудаленной от точек 

А и В (рис. 123, а ).
Р е ш е н и е .  Так к ак  1х;ометрическим местом всех точек пространства, равноудаленных 

от точек А и В.  является плоскость, проходящ ая через середину о т р о к а  А В  перпендикулярно 
к нему, то точка К  должна принадлежать этой плоскости.

На рис. 1 2 3 ,6  такая  плоскость определена фронгалью СЕ и горизонталью СО, проходя-

ШИМИ Про2 ^ м И(рисФ 1 2 з! ^ ч е р е з  К "  фронт, проекцию К " Г  горизо,пали плоскости и 
строим сс горизонт, проекцию, на которой отмстим точку К искомую  проекцию точки К.

1 2 6 . П о с т р о и т ь  недостающую проекцию отрезка СО, каж дая точка которого
равноудалена от точек А и В (рис. 124). 

1 2 7 *  Построить на плоскости геометрическое место точек, равноудален­
ных от двух данных точек А  и В : а) плоскость задана параллельными прямыми 
(рис. 125, а ) ;  б) плоскость задана следами (рис. 1 2 5 ,б).

Р е ш е н и е  Гак как  геометрическим местом точек, равноудаленных от точек А и 
В является плоскость, проходящ ая через середину отрезка АВ  перпендикулярно к нему 
(рис. 125, в ) ,  то иском ы м  геометрическим местом будет линия пересечения этой плоскости с за­
данной (прям ая МЫ) ■



" ^ " д и к > л * .  ссРЙВ1,„е. выражс„а ФР„„-

Теперь надо найти линию пересечения д в \х  плоскостей, что сделано путем нау.уш-п.ч.ча 
точек пересечения прямы х ОН  и Г С  (рнс. 125, а ) .  определяющих з а ^ н , ,ую ш с ™  Г с
костью, выраженной горизонталью ТС  и фронталью К С  (см. задачу 8 6 ). « о с т ь ,  с плос-

На рис. 125, г  плоскость *?. перпендикулярная к отрезку А В  в его середине пыпаж.*ня 
следами. Находим точки М  и N  пересечения одноименных следов плоскостей а  и 0 и проводим 
через них искомую прямую Л/Л' (рис. 125, дг). роводим

1 2 8 . Построить геометрическое место точек, равноудаленных от точек А и Я: 
а) на плоскости, заданной треугольником  СйЕ  (рис Р б  я ) -
б) на ил . а  (рис. 126, 6). 
1 2 9 * .  Д а и ы п л о с к о с т ь  т р е у г о л ь н и к а  С О Е  и п р я м а я  А В  (р и с . 127 а ) .  П р о ­

в ес т и  в  это й  п л о с к о с т и  п р я м у ю , п е р е с е к а ю щ у ю  А В  п о д  п р я м ы м  у г л о м .

т е у г о л ь н и к а 7 « Г г  ,КШ>ЧИТСЯ ^ 7 , 6 )  к а к  линия пересечения плоскости
А В заданной ^ л о с к ^ ™ .  " ° РПС,^ ИКУЛЯРН0Й *  ^  "  п р о х о д я щ е й  через точ ку  (А ') пересечения

ника С О ? ° В Ук -.«Х0ЛИМ (Р,,С' 12?' в) Т<НКУ К  ПСрСССЧСШ1Я "Рям ой * В  с плоскостью треуголь- СйЕ.  В качестве вспомогательной плоскости взята фронтально-проснирующая плоскость



а )

7 , проведенная чсрс-. п р я м у ю  АН.  Найдя проекции А '  и А ' ,  прош .дим  через них проекции и>- 
ричонтали и ф ронтали  плоскости ,  п ер п ен д и к у л яр н о й  к ЛВ  (рис. 127, г ) .  Д ля  носгросния иско  
м ой  линии пересечения .ш о с к о с .е й  н аходи м  (рис. 127 , , ) )  точ ку  Ш

т р еу г о л ьн и к а  с проведенной  череч точ ку  А плоскостью- П рям ая  М К  (М  А , М К ) 
с тс я и с к о м о й  прямой.





1 3 0 . Даны п р ям ая>15 и плоскость, заданная параллельными прям ы ми СО и ЕР . 
Провести в этой плоскости прямую, пересекающую прямую АВ  под прям ы м  углом

1 3 1 . Даны прям ая АВ  и пл. а .  Провести в этой плоскости прямую, пере­
секающую прямую А В  под прям ы м углом  (рис. 129).



1 3 2 * . Даны плоскость треугольника /.Л /Л 'и  прямы е А Е  и Е С .  Построить па­
раллелограмм . у которого сторона АО  лежит на прямой АЕ,  сторона А В  парал­
лельна плоскости треугольника, вершина В принадлежит прямой Е С ,  диагональ 
Я /)  перпендикулярна к  стороне АО  (рис. 1 3 0 .а ) .

Р е ш о н и с. Наметим план решения (рис. 130. б и в ) .
1. Через точку .-1 провести плоскость (а ) , параллельную плоскости треугольника /.Л/Л'.
2. Найги 1 оч к у пересечения (В) прямой Е С  с пл. а .
3. Через точку В  провести плоскость (0). перпендикулярную к прямой АЕ.
4. Найти точку пересечения (£>) прямой А Е  с пл. 0.
5. Провести отрезок А В  и параллельно ему прямую через точку О. а через В  прямую, 

параллельную АО.



д )

На рис. 130, в и г показано построение нл. а . параллельной плоскости треугольника ¡.МЫ. 
Пл. а , проведенная через точку А , задана двум я пересекающимися прямы ми А 1 и А - 2, из 
которых А — 1 параллельна 1.М. а А — 2  параллельна ЕЫ.

На тех же рисунках показано нахождение точки В пересечения прямой Е С  с пл. а , для 
чего через Е С  проведена фронтально-проецирующая плоскость у, заданная следом у  . Гори­
зонт. проекция 1 2  линии пересечения плоскостей а  и у  пересекает горизонт, проекцию /' О н 
точке В ' .  По точке В '  находим проекцию В " на Е "(г ".

На рис. 130, с) показано построение пл. А перпендикулярной к АЕ.  Эта плоскость про­
ведена через точку В и выражена горизонталью В -  4  и фронталью В 3. перпендикулярными 
к АЕ. На том  же чертеже показано построение точки £), в которой прямая А к  пересекает пл. 0, 
выраженную горизонталью В 4  и фронталью В 3. Через АН  проведена горизонтально-прое- 
цирующая плоскость Ь, выраженная се следом 6 ', построены проекции 3  - - 4  и 3 4  линии пере­
сечения плоскостей Ь и 0  и проекции О"  и П ' ■





На рис. 130, е показано построение иском ого параллелограмма, для чего проведены проек­
ции Л "В " и А 'В  А " 0 "  и А ’О ” цвух сторон параллелограмма, а затем £  "С'” II А " Ъ " , В ' С  II А 'О ' ,  
О" С "  II А "  В "  и О ' С '  || А ' В ' . Точки С"  и С  должны оказаться на линии связи  С 'С " .  перпен­
дикулярной К ОСИ X.

1 3 3 . Даны треугольник 1.МЫ и прямы е А К  и Ь'С. Построить параллелограмм, 
у которого сторона АО  лежит на прямой АН, сторона А В  параллельна плоскости 
треугольника, вершина В принадлежит прямой /•’(7, диагональ ВО  перпендикуляр­
на к  стороне АО  (рис. 131).

1 3 4 *  Через точку А провести прямую, параллельную пл. а и плоскости тре­
угольника СОЕ (рис. 132, а ) .

Р е ш е н и е .  Если иском ая прямая должна быть одновременно параллельна двум  пло­
скостям . то она должна быть параллельна линии пересечения этих плоскостей (рис. 132. ¿7). 
Вводя две вспомогательные плоскости 0 и у, находим линию пересечения Л/Л плоскостей 
(рис. 132. в ) .  Проекции искомой прямой В"}-'" и В ' Ь "  проходит через А"  и А' параллельно 
одноименным с ними проекциям прямой М ,\  (рис. 132. г ) .

1 3 5 . Через точку А провести прямую, параллельную пл. а  и плоскости, за­
данной пересекающимися прям ы м и ОК и /Ж  (рис. 133).



1 3 6 . Через точку А  провести прямую, параллельную пл. а  и плоскости, за­
данной параллельными прям ы м и В Е  и (рис. 134). 

1 3 7 * . Провести прямые, каж дая из которы х отстоит от пл. а  на расстояние 
/ 1 , а от плоскости, заданной прямой В С  и точкой А , на расстояние / 2 (рис. 135, а ) .

Р е ш е н и е .  В основе решения лежит представление о геометрическом месте прямых, 
отстоящих от данной плоскости на определенное расстояние, т.е. от плоскости, параллельной 
данной.

И скомыми прямыми являю тся линии М У  пересечения двух плоскостей -у, параллель­
ных пл. а  и расположенных по обе стороны от нее на расстоянии / , ,  с двум я плоскостями р, 
параллельными второй из заданных плоскостей а , и отстоящими от нее на расстоянии / 2 • Всего 
таких прямых может быть четыре. На рис. 135, б  изображена одна из них.

На рис. 135. в показано: 1) проведение перпендикуляра к  пл. в  из взятой в ней точки 
М, и построение точки А", на л  ом перпендикуляре на расстоянии Л/, АГ, -  / , ;  2) проведение 
перпендикуляра к плоскости, заданной точкой А  и прямой ВС, из точки А (при помощи го­
ризонтали А - 2 и фронтали А 3)  и построение точки К 2 на этом перпендикуляре на рас­
стоянии А К 7 12 ■



На рис. 135, г  показано проведение через точку К , пл. 7  параллельно пл. а и через точку 
К 7 плоскости р, выраженной горизонталью К 25 и фронталью К 76,  соответственно параллель­
ными горизонтали А - 2  и фронтали А 3, принадлежащими плоскости, заданной точкой А 
и прямой ВС .

На рис. 135,4) построена линия пересечения пл. 7  и плоскости 0, выраженной горизон­
талью К }5  и фронталью К 26 ■ Полученная прям ая Л/Л'параллельна обеим заданным плоскостям.

1 3 8 . Провести одну из прям ы х, отстоящ их от пл. а  на расстояние / |  и от 
плоскости треугольника Л ВС  на расстояние / 2 (рис. 136) .

А " В "



1 3 9 * . Провести прямую , пересекающую заданные прямые А В  и С£) и парал­
лельную прям ой ЕЕ  (рис. 137, а ) .

Р е ш е н и е .  Наметим план решения задачи (рис. 1 3 7 ,6 ).
1. Через прямую  СО провести плоскость (0), параллельную прямой ЕР.
2. Найти точку (К ) , в которой прямая А В  пересечет пл. 0.
3. Через точку К провести прямую (К М ),  параллельную заданной прямой ЕР.
На рис. 137, в показано построение пл. 0, проходящей через прямую  СО и параллельной 

прям ой ЕР.  Пл. 0 выражена прямой СО и пересекающей ее прямой ОО,  проведенной через 
точку О  параллельно ЕР.

В "

д)



На рис. 137, г  показано построение точки К, в  которой прям ая А В  пересекает пл. 0. Пря­
мая А В  заключена в фронтально-проецирующую плоскость у,  выраженную ее следом у " .  Пл. у  
пересекает пл. 0 по прямой 1 - 2 -  В пересечении 1 - 2  и А ' В '  получается проекция К ' ; по 
точке К '  находим фронт, проекцию К".

Наконец, на рис. 137, д  показаны  проекции К ' М ' и К " М "  иском ой прямой: К " М "  || Е " Р "  
и К 'М '  || Е ' Р ’\ Конечно, проекции М "  и М '  должны получиться на линии связи  М " М ' , перпен­
дикулярной к оси х.

1 4 0 . Провести прямую, пересекающую заданные прямы е А В  и СО и парал­
лельную прямой ЕР  (рис. 138).

1 4 1 . Провести прямую, пересекающую заданные прямы е А В  и СО, парал-



1 4 2 * . Даны прямые ЕР, МУ, КЬ  и Н1. Построить прям оугольник АВСИ, у 
которого сторона АВ  параллельна прям ой ЕР, вершина А  лежит на прямой КЬ, 
вершина В -  на прямой МУ  и вершина С -  на прямой Н1 (рис. 140, а ) .

Р е ш е н и е .  Сторона А В  должна пересечь К1. и МЫ и быть параллельной Е Р  (см. за­
дачу 139).

Если (рис. 140, б) провести хотя бы через точку С,  лежащую на КЬ,  прямую, параллель­
ную ЕР,  то получим пл. 7 . параллельную ЕР.  Далее надо найти точку В  пересечения этой плос­
кости с прямой МЫ и через точку В провести в пл. 7  прямую, параллельную Е Ь . Эта прямая 
А В  пересекает прямые МЫ и КЕ  и параллельна ЕР-

Построение показано на рис. 140, в. Так как  стороны В С  и А В  должны быть взаимно 
перпендикулярны, то проводим (рис. 140, г и д )  через точку В  пл. а ,  перпендикулярную к 
стороне А В .  и строим точку С пересечения ее с прямой Я/.

Через точки А  и С проводим прямые (рис. 140, г н е ) ,  параллельные прямы м В С  и А В ,  
до  пересечения их в точке /).

1 4 3 . Даны пирамида БЕРС  и прямая Ш  (рис. 141). Построить прям оуголь­
ник А В С й,  у которого сторона А В  параллельна прямой МУ, вершина А лежит на 
ребре БР, вершина В -  на стороне основания £'С, верш ина О  -  на ребре БЕ.

1 4 4 . Даны пирамида БЕРС  и прям ая МУ  (рис. 142). Построить прям оуголь­
ник АВСО, у которого сторона АВ  параллельна прямой МУ, вершина А  лежит на 
ребре БС, верш ина В -  на стороне основания ЕР  и верш ина Е> - на ребре ЯР. 

1 4 5 * . Через точку А провести прямую, параллельную плоскости, заданной 
параллельными прямыми ЕО и /■'С, и пересекающую прямую ВС  (рис. 14 3 ,д ) .

Р е ш е н и е .  Можно составить следующий план решения задачи (рис. 143, б) :
1) через точку А  провести плоскость (а ) ,  параллельную заданной плоскости;
2) найти точку (К) пересечения В С  с пл. а ;
3) провести искомую прямую  АК.  с - п "
На рис. 143, в  пл. а ,  проведенная через точку А , выражена прямой А М  Ц ЕО (А М  II Ь I)  ,

А 'М '  II Е 'О ' )  и горизонталью АЫ, для проведения горизонт, лроекции  которой взята горизон­
таль Е  - 1 в плоскости, заданной прямыми ЕО  и Р О  (А'Ы' II Е '1 ' ) .  На рис. 143, г  показано 
построение точки К, в которой заданная прямая В С  пересекает пл. а :  через В С  проведена 
фронталъно-проецирующая плоскость (она выражена следом /Г ) ,  построены проекции 2 3  и 
2'3' прямой пересечения плоскостей а  и 0, получена точка К '  в пересечении прямой 2 3  и В  С 
По проекции К '  найдена проекция К ”- Проекции искомой прямой А " К "  и А К .

1 4 6 . Через точку А  (рис. 144) провести прямую , параллельную пл. а  и пе­
ресекающую прямую  ВС.

1 4 7 . Через точку А  (рис. 145) провести прямую , параллельную плоскости,
заданной пересекающимися прям ы м и ОЕ  и О Р , и пересекающую прямую ВС.

1 4 8 * . Построить геометрическое место точек, равноудаленных от заданных 
точек А, В и С (рис. 14 6 ,а ) .

Р е ш е н и е .  И ском ы м  геометрическим местом является линия пересечения МЫ (рис. 146, б) 
плоскостей а  и 0, соответственно перпендикулярных к отрезкам  А В  и В С  и проходящих через 
точки К, и К ,  н серединах этих отрезков. На рис. 146, в эти плоскости выражены их следами. 
Используя (рис. 146, г) точки пересечения одноименных следов плоскостей, строим линию 
их пересечения МЫ.

1 4 9 . Построить геометрическое место точек, равноудаленных от заданных
точек А , В и С (рис. 147).

1 5 0 * . Дан треугольник Л ВС  (рис. 148, а).  Построить пирамиду ¿Л Я С , вер­
шина 5  которой равноудалена от точек А , В к С. Расстояние от точки 5  до пл. тг2 
в 1,7 раза больше расстояния ее до гш.тг,.

Р е ш е н и е  Геометрическим местом точек, равноудаленных от точек А ,  В  и С (см- за­
дачу 148*), является линия пересечения МЫ плоскостей 0 и а ,  проведенных через середины 
(К  и К . )  отрезков А В  и В С  перпендикулярно к ним (рис. 1 4 8 ,6  и в ) . Вершина 5  должна 
лежать на этой прямой. Геометрическим местом точек, для которы х ордината в 1,7 раза больше 
аппликаты, является осевая плоскость 7 ; ее профильный след р'0'у  проходит (рис. 148, в) че-
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Рис. 148 а - г

рсз точку О и точку, расстояние которой до  оси у  равно 10 единицам, а до оси г  -  17 едини­
цам. Точка 5  принадлежит этой плоскости. Профильная проекция 5 " ' вершины пирамиды на­
ходятся на пересечении М " ' ^ "  со следом р " у  (на рисунке для  упрощения чертежа построена 
профильная проекция точки О. лежащей на прямой МЫ) . По 5 " ' находим 5 "  и 5 ' - На рис. 148, г  
показаны проекции искомой пирамиды.

1 5 1 . Дан треугольник Л В С  (рис. 149). Построить проекции пирамиды БЛВС, 
вершина 5  которой равноудалена от верш ин основания АВС  и лежит в пл. тг2 . 

1 5 2  . Даны точки А ,  Ь , М и  N  (рис. 150. а ) . Построить параллелограмм АВСО, 
у которого вершина В лежит на пл. тту, сторона СО на прямой, равноудаленной 
от точек Л . М  и N,  вершина О  равноудалена от плоскостей эт2 и тс,.

Р е ш е н и е .  Так к ак  сторона СО иском ого параллелограмма должна лежать на прямой, 
равноудаленной от трех точек, то начинаем с построения этой прямой. Подобное построение 
уже встречалось: прямая Е Р  получается как  линия пересечения двух плоскостей {рис. 150, б  и в )  
а  и /3, проведенных перпендикулярно к отрезкам  ¿Л / и МЫ через их середины. Точку О  на этой 
прямой находим из условия, что она равноудалена от пл. п3 и пл. тг, (рис. 150, г ) :  проведем 
через точку Р "  вспомогательную прямую Р " 5 '  под тем же углом к оси х , что и прямая Р " Е " , 
получаем на проекции точку О '  а по ней - £>'\ причем 0 " 6 ’ = О 'б ' .
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Рис. 151

Итак, мы получили одну из вершин иском ого па­
раллелограмма (точку О) и направление стороны, прохо­
дящ ей через эту точку (прямая Е Р ) .  Проведя через задан­
ную точку Л прямую, параллельную ЕР, получаем сторону 
АВ,  зная, что по условию точка В  должна быть в пл. л , .

Остается закончить построение проекций параллело­
грамма, проведя А "  В" и А 'В '  (рис. 150, д ) ,  В" С" I А "  й "  
и В С ’ Н А  О'.  Т очки С" и С' должны оказаться на линии 
связи  С" С' . перпендикулярной к  осих .

1 5 3 . Даны точки А, Л , М  и N  (рис. 151). По­
строить параллелограмм АВСО, у которого верш и­
на В  лежит на пл. я , ,  сторона СО леж ит на п ря­
мой, равноудаленной от точек Ь, М  и ¿V, вершина 
равноудалена от пл. 7г2 и пл. я , .

1 5 4 . Дан треугольник АВС  (рис. 152). Пост­
роить проекции пирамиды БАВС, вершина 5  кото- д '  
рой равноудалена от точек А, В и С и находится
на равных расстояниях от пл. я 2 и пл. я , . Рис. 152
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ПРИМЕНЕНИЕ СПОСОБОВ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЧЕРТЕЖА

§ 18. Определение расстояний

155* Определить натуральную величину отрезка АВ  прямой общего положения



З Г Л Т т  74 И̂ И ПЛ' 10111 ж е д оп олн и ть  си стем У " .  • ^  одной  плоскостью , п ер п ен д и к ;-  
л яр н о й  к  пл. Я2 или к  пл. 7Г, и в то  ж е в р е м я  параллельной дан н о м у  о тр езк у .

» ™ J ?  5 ИС' I 53' 6 Показано введение Дополнительной алоскоста я , ,  перпендикулярной к пл тг 
и параллельной заданному отрезку  AB.

Проекция А ’"  В ’" равна натуральной величине о т р езк а /45.
чеоез т о ^ ” /? Ü !  ПОКа3ан яруГ°й пРием: отрезок ЛЯ повернут вокруг прямой, проходящей 

срез точку В и перпендикулярной к пл. тг,, до положения^параллельного пл. п. .  При этом точка 
о р е т с я  на месте, а точка_Л занимает новое положение А. В новом положении горизонт, проек­

ция А В .1 оси д:. Проекция А ’В "  равна натуральной величине отрезка AB.

^ ЗНа пирамида SABCD  (рис. 154) . Определить натуральную величину ребер 
Л 5  и CS пирамиды, используя способ перемены плоскостей проекций, и ребер BS  и

к ш !'¡гС1ЮЛЬЗУЯ СП0С° б ВраЩ0НИЯ’ пРт ш  взять ось вращ ения перпендикулярно

1 5 7 *  Определить расстояние от точки А до прямой ВС  (рис. 155, а).

Р е ш е н и е .  Расстояние от точки до прямой измеряется отрезком  перпендикуляра про­
веденного из точки на прямую. ’

Если прямая перпендикулярна к  какой-либо плоскости (рис. 155. б ) ,  то расстояние от 
точки до прямой измеряется расстоянием между проекцией точки и точкой -  проекцией прямой 
па этой плоскости. Если прямая занимает в системе гг,. общее положение, то, чтобы определить 
расстояние от точки до прямой способом перемены плоскостей проекций, надо ввести в систему 
тг,. ff2 еше две дополнительные плоскости.

Сначала (рис. 155, в ) вводим  пл. тг3, па­
раллельную отрезку  ВС  (новая ось ff3/ff, парал- 

проекции В ’С’),  и строим проекции 
В С  и А " ’ . Затем  (рис. 155, г) вводим еще 
пл. я4 , перпендикулярную  к  прямой ВС  (новая 
ось 7г4/тг3 перпендикулярна к  В ' " С ’" ) .  Строим 

проекции прямой и точки -  C IV ( 5 IV ) и A l v . 
Расстояние между точками Л 1У и C 1V( 5 1V) 
равно расстоянию I от точки А  до прямой ВС.

На рис. 155, д эта же задача выполнена 
с помощью способа вращ ения в той его форме, 
которую  называют способом параллельного 
перемещения. Сначала прямую  ВС  и точку А , 
сохраняя неизменными их взаимное положе­
ние. поворачиванием во кр у г  некоторой (не 
обозначенной на чертеже) прямой, перпендику­
лярной к  пл. гг,, так , чтобы прям ая В С  располо­
жилась параллельно пл. тг2. Эго равносильно пе­
ремещению точек А, В, С  в плоскостях, парал­
лельных пл. я , .  При этом горизонт, проекция 
заданной системы (ВС + А )  не изменяется ни 
по величине, ни по конфигурации, лиш ь изме­
няется ее положение относительно оси х.  Рас­
полагаем горизонт, проекцию  прямой ЯСпарал­
лельно оси х  (положение В ’С ')  и определяем 
проекцию Л ', отклады вая С ' Т  = С' Г  и 
А 1 ~ А  1 . причем А ' 1' х С* ] ’. Проведя 
прям ы е 5  В " ,  А " А " , С" С" параллельно оси* , 
находим на них фронт, проекции В " , Ä " , С " . 
Далее, перемещаем точки В, С, А  в плоскостях, 
параллельных пл. п 2 (также не изменяя их 
взаимного располож ения), так, чтобы полу­

чить В С 1  пл. п-,. При этом фронт, проекция 
прямой^расположигся перпендикулярно к оси
*• & = В " С "  , а для построения проек­
ции А  надо взять В "  2 "  = В" 2"  , провести

S '

\с'
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Т А  " 1  В "  С" и отложить А "  2"  -  А "  2 ' .  Теперь, проведя С ' С  и А ’А ’ II х , получим проекции В 'С '

и Ä '  и искомое расстояние / от точки А  до прямой ВС. Определить расстояние от А  до ВС  можно, 
повернув плоскость, определяемую  точкой А  и прямой ВС, во кр у г  горизонтали этой плоскости 
до положения 7  I пл. я ,  (рис. 155, е ) .

В плоскости, задаваемой точкой А и прямой ВС, проводим горизонталь /4 -  1 (рис. 155. ж) 
и поворачиваем вокруг нее точку В. Точка В перемешается в пл. а  (заданной на чертеже следом 
а ' ) ,  перпендикулярной к  А  -  I;  в точке О находится центр вращ ения точки В. Определяем 
теперь натуральную величину радиуса вращения ВО (рис. 155, з ) . В т р ^ у е м о м  положении.^ т.е. 
когда пл. у, определяемая точкой А  и прямой ВС, станет II пл. я , ,  точка В  получится на а на





>0*

-тоянии О 'В '  от точки О (может быть и ар>!ое положение на том же следе а ' . но по другую 
—  % 1  Точка В '  - „ о  горизонт. проекция точки 5  „осте перемешения се в положение 

В в.ф острапстве. когда плоскость. определяемая точкой .4 и прямой ВС. заняла положение г  
Проведя (рис. 155. и) прямую  В ' 1 '.  получаем горизонт, проекцию прямой ВС. уже распо­

ложенной .1 пл. я ,  в одной плоскости с .4. В
искомому расстоянию , Л ,л „ ск о с ть  ОТ задания плоскости
с ПЛ. Я, 1рис. 15Ь. К), повернчь 11 _  . 155 л ) .  находим следы этих прямых
Г п р ! ™ ” " ! с т р о и м  <рис 1 5 5 . , )  совмещенное с ал. положение

находим точку В ’ . П рямая ВС в совмещенном с ил. я 1 положении проходит через

точк \ В' и точк\- .4 '  (горизонт, след Прямой).
' Расстояние от точки /4' до прямой В 'С ' р а в н о  искомому расстояние /.

Можно выполнить указанное построение, найдя только один сл«..*_ г , й (Р • _ ^  
Все построение аналогично повороту вокруг тр и зо н тал и  (см. рис. 15з. ж, з, и ) ,  след ой

ЭТ00ДИ ? п р ^ а ^ ™ д ™  Решения данной за л ™  способов преобразования чертежа предпочти­
тельным является способ вращения вокруг горизонтали или фронтали.

1 5 8  Дана пирамида БЛВС  (рис. 156). Определить расстояния:
а Г о т  верш ины В основания до его стороны Л С  способом параллельного перс- 

МеШСб)“ от вершины 5 пирамиды до сторон ЯС и >15 основания способом вращения 

ВОКР>в11 ^ в е р ш и н ы  5  до стороны ,1С основания способом перемены плоскостей 

проекций.
1 5 9 . Дана призма (рис. 1 5 7 ) .  Определить расстояния: 
а) между ребрами .4 0  и С/7 способом перемены плоскостей проекции.



Рис. 156
Рис. 157

б) между ребрами ВЬ и С/7 вращением вокруг фронтали-
в , м е ,л у  р е б р а м и ^  и ВЕ способом параллельного перемещения.

. Определить натуральную величину четырехугольника АВСВ  (пис 158) 
совмещ ением с пл. я , . Пользоваться только горизонтальным следом гшоско?™  }

(оис Н 9  л\  ИТ О Т Ь  Рассгояние -'«ж ду скрещ иваю щ им ися прям ы м и А В  и СО 
(рис. 159, а) и построить проекции общ его к  ним перпендикуляра.

перпсндикулярГ  к  ° ТреЗК° М ^

прям ого угла меЖ1 у У \ - и 4 5  на т  т лкч сти отобРа з т ’ ис*<омос расстояние. Проекция

~ ̂  -глт? — “ " ж ■
ную прямой е й  (рис 159 в )  Затем и н т и м  ипр «-«, перпенпи к\лярн \ю  к  пл. »г и параллель- 

к

с прямым,, „ О ) По точке > / '^ ( р ИЛ 59 ¡ Г " "  ЭТОГО ■"ерпсндик>ЛЯРа

^ , ю л г 'д-гз-’т.гТ.



г)
Рис. 159 а - г



Рис. 159 д, е

На рис. 159, е показано решение этой задачи по способу параллельного гь-ремещения 
Сначала ставим прямую  СО параллельно гиг п 3 : проекция С' Ъ' \ х.  Далее перемещаем ггрямыеСТ)

и А В из положений С О н А В  в положения СО к А В  так , •побы С О  расположилась перпендикулярно 

п 1: проекция С" О” 1 х. О трезок искомого перпендикуляра располагается I пл. , и, следователь­
но, М  Л' ^вы ражает иском ое расстояние ! между А В  и СО. Находим положение проекций М "  и 

V ' на А "  В"  и С" 5 ” . затем проекций ЛГ и Л Г '.У  и.Vя и, наконец, проекций М"  и Ы ", М'  иЛ'*

162. Дана пирамида БАВС  (рис. 160). Определить расстояние между ребром 5 £  
и стороной А С  основания пирамиды и построить проекции общего перпендикуляра 
к  5 5  и А С, применив способ перемены плоскостей проекций.

1 6 3 . Дана пирамида ЗАВС  (рис. 161). Определить расстояние между ребром 
5/1 и стороной ВС основания пирамиды и построить проекции общ его перпендикуля­
ра к  5/1 и ВС, применив способ параллельного перемещения. 

1 6 4  . Определить расстояние от точки А до плоскости в случаях, к огд а пло­
скость задана: а) треугольником  ВСО (рис. 162, а) ; б) следами (рис. 162, 6 ) .

Р е ш е н и е .  К ак ю вестно. расстояние от точки до плоскости измеряется величиной пер- 
п ащ и куляра, проведенного из точки на плоскость. Эго расстояние проецируется на какую-либо



Рис. 1 6 2 а -  в





пл. проекций в натуральную величину, если данная плоскость перпендикулярна к  пл. проекций 
(рис. 162, в ) .  Добиться такого  положения можно, преобразуя чертеж, например, способом п«*>е- 
мены пл. проекций. Введем пл. я-j (рис. 162, г ) ,  перпендикулярную к  пл. треугольника BCD. 
Для этого проводим в пл. треугольника горизонталь В -  1 и располагаем ось проекций n 1l” i 
перпендикулярно к  проекции В ' Г  горизонтали. Строим проекции точки и плоскости -  А  и 
отрезок C"'D'”. Расстояние от А т до C mD m равно иском ом у расстоянию I точки до плоскости.

На рис. 162, д  применен способ параллельного перемещ ения.Перемещ аем всю систему до 
тех пор, пока горизонталь В  -  1 плоскости не станет перпендикулярна к плоскости : проекция 
В ' Г  должна быть перпендикулярна к  оси х.  В этом положении плоскость треугольника станет 
фроетально-проецирующей, и расстояние / от точки А  до нее получится на пл. л 2 без искажения.

На рис. 162, б  плоскость задана следами. Вводим (рис. 162. е) дополнительную пл. я 3. 
перпендикулярную  к  пл. а:  ось тг3/тгt перпендикулярна к  h'o a . Дальнейшее ясно из чертежа. 
На рис. 162, ж задача решена при помощ и одного перемещения: пл. а переходит в положение а, 
т.е. становится фронтально-просцирующсй. След Л ’05  перпендикулярен к  оси х.  Строим в этом 
положении плоскости фронт, след горизонтали -  т о ч к у //"  , Л". След пройдетчерез х-^ и Л' . 
Расстояние от А "  до равно иском ом у расстоянию I.

1 6 5 . Дана пирамида SABC  (см. рис. 160). Определить расстояние от точки А 
до грани SBC  пирамиды, применив способ параллельного перемещения.

1 6 6 . Дана пирамида SABC  (см . рис. 161). Определить вы соту пирамиды, 
применив способ параллельного перемещения.

1 6 7  *. Определить расстояние между скре­
щ ивающ имися прям ы м и А В  и СО (см. рис. 159, а) 
к ак  расстояние между параллельными плоскостя­
ми, проведенными через эти прямые.

Р е ш е н и е .  На рис. 163, а показаны  параллель­
ные между собой плоскости а  и 0, из которы х пл. 0 
проведена через СО параллельно АВ, а пл. а  -  через А В  
параллельно пл. 0. Расстояние между таким и плоскостя­
ми и считается расстоянием между скрещ ивающ имися 
прямыми А В  и СО. Однако можно ограничиться пост­
роением только одной плоскости, например 0, параллель­
но АВ,  а затем определить расстояние хотя бы от точки А 
до этой плоскости.

На рис. 163, б  показана плоскость 0, проведенная 
через СО параллельно А В ;  в проекциях проведено 
С"Е" \ А "В "  и С ‘Е ' \ А ' В ’. Применяя способ перемены пл. 
проекций (рис. 163. в ) , введем  дополнительную пл. я 3 , 
перпендикулярную  к пл. л 2 и в то же врем я перпендику­
лярную  к  пл. 0.



Чтобы провести ось тг3/я3, берем в этой плоскоста фроеталь 0 - 1 .  Теперь проводим я  /* пел

я с ™ Г , 7 ^ а К (РИС' 1 Н ' в )  ПЛ' '  ИЗОбР“ И1М “  “ ■ *• « " Р я м о Т ^ . ^ ь Г

^ 8 ' ^ Н а" ИраМВДа 5АВС  (СМ- рис- 160). Определить расстояние между реб­
рами 5С  и АВ. Применить: 1) способ перемены пл. проекций; 2) способ параллель­
ного перемещения.

169 . Определить расстояние между параллельными плоскостями, из которых 
одна задана прямыми А В  и АС, а другая -  прямыми й Е  и №  (рис 164 а) Выпол­
нить также построение для случая, когда плоскости заданы следами (рис. 164, б).

А'



Р е ш е н и е -  Расстояние (рис. 164, в ) между параллельными плоскостями можно опреде­
лить, проведя перпендикуляр из любой точки одной плоскости на другую плоскость. На 
рис. 164, г введена дополнительная пл. тт3 перпендикулярно к  пл. я , и к  обеим данным плоско­
стям. Ось 7гэ /тг, перпендикулярна к  горизонт, проекции тризонтали. проведенной ь одной и а 
плоскостей. Отроим проекцию этой плоскости и точки О другой плоскости на пл. тг3. Расстояние 
точки ГУ" до прямой /'"/Г” равно искомому расстоянию между параллельными плоскостями.

На рис. 164, о дано другое построение (по способу параллельною перемещения) Идя 
т о ю  чтобы плоскость, выраженная пересекающимися прямыми А В  и АС. окачалась перпенди­
кулярна к  пл. п2, горизонт. проекцию тризонтали /гой плоскости ставим перпендикулярно

В "



к  осн .х : V  2 ’ . X. Расстояние между фронт, проекцией Ъ "  точки /) и прямой А " У  (фронт, 
проекцией плоскости) равно искомому расстоянию между плоскостями.

На рис. 164. е показано введение дополтгтелыюй ап. г 3. перпендикулярной к  ил. я,
и к  данным плоскостям а и 0 (ось я ,> ,  перпендикулярна к  следам и Л ' р') .  Отроим следы
а и 0 . Расстояние между ними (см. рис. 164. <0 равно искомому расстоянию 1 между пло­
скостям и  а н 0.

Мл рис. 164. л - показано перемещение плоскостей а и 0 в положение а и к о п и  горизонт, 
следы оказываю тся перпендикулярными к  оси л\ Расстояние между новыми фронт, следами 
/оа и / о ¡ 3  равно искомому расстоянию /.

170. Лан параллелепипед АВСОк! (!Н  (рис. 165). Определить рассюяния: 
а) между основаниями параллелепипеда / ,:  о) между гранями А В РЕ  и 1ХХ'гН - 
/2: в) между гранями ЛОНЕ и ВС С Р-1 ..

§ 19. Определение величины углов

171*. Определить углы наклона прямой АВ  к пл. ,т: и пл. (.рис. 166. з).
Р с ш е н и е. Если прямая параллельна . 1  т . (рис. 166. и ) .  го угол между этой прямой 

и пл. (у  1 X1  л изображается без иекаж п н на фронт, проекции. Мели же прямая параллель­
на ил. л, (рис. 166, в ) ,  то образуемый это и :рямой угол с пл. я .  (угол изображается без



искажения на горизонт, проекции. Поэтому, поставив заданную прямую  общего положения 
сначала параллельно пл. пг, а затем параллельно пл. я д, можно определить соответственно углы 

и
На рис. 166, г показано применение способа перемены пл. проекций для определения 

углов 1р1 и Т ак , для определения угла <р1 введена дополнительная пл. я 3, перпендикулярная 
к  пл. я , и параллельная АВ, а для определения угла -  дополнительная плоскость тг4 I  я 2 и 
в то же время У АВ.

На рис. 166, д прямая как  бы повернута: а) вокр уг оси, проходящей через точку В  и пер­
пендикулярной к  пл. тг1, до параллельности пл. я, (положение А " В "  , А 'В 1) -  определен угол ; 
б ) вокр уг оси, проходящей через точку А перпендикулярно к  пл. я 2> до параллельности пл. я, 
(положение А "В " ,А ‘В ‘) - определен угол у>,.

Конечно, можно изобразить эти оси на чертеже, но, к а к  видно, построение возможно и 
без этого.

172. Дана пирамида З А В С И  (см. рис. 154). Определить углы наклона ребер 
пирамиды к  пл. тг2 и пл. п1. 

173*. Определить углы наклона плоскости, заданной треугольником АВС 
(рис. 167. а) , к  пл. я  1 и пл. я2.



Р е ш е н и е .  К ак  известно, угол наклона ( ^ , ) плоскости к  пл. я, проецируется без иска­
жения на пл. я 3, если плоскость перпендикулярна к  пл. я ,  (рис. 167, б ). а угол наклона <*>,) 
плоскости к  пл. п} проецируется без искажения на пл, я , ,  если плоскость перпендикулярна 
к  пл. я, (рис. 167, в ) .

На рис. 167, г для определения угла переходим к  системе тг,, я ,,  где пл. п3 перпен­
дикулярна к  ил. я, и к  заданной плоскости (ось я э /я, перпендикулярна к  горизонт, проекции 
А ' /' • горизонтали)

Определение угла произведено путем перехода от системы я 3, я , к  системе я4. я , ,  
где пл. я 4 перпендикулярна к  пл. я , и к данной плоскости треугольника (о с ь я 4 /я, перпендику­
лярна к  фронт, проекции С"2" фронтали).

На рис. 167, д та же задача решена способом параллельного перемещения. Сначала все 
вершины заданного треугольника ABC  перемещены в плоскостях, параллельных я , ,  так, чтобы 
плоскость треугольника оказалась перпендикулярной к  пл. я г  ^го достигнуто с помощью гори­
зонтали А J ,  перемещенной так. что она расположилась перпендикулярно к  пл. я 2 (горизонт, 
проекция А 1 перпендикулярна к  о с и х ) .  Получаем угол y>j наклона плоскости треугольника 
к  пл. я, без искажения.

Д ля определения величины угла наклона плоскости треугольника ABC  к  пл. я 3 тре­
угольник повернут так. чтобы он расположился перпендикулярно к  пл. я , . Эго_сделано припомо- 
щи_фронтали С - 2: она поставлена перпендикулярно к  пл. я, (положение С 2 . фронт, проекция
С "2" 1 х ) , и, следовательно, проходящая через эту фронталь плоскость также перпендикулярна 
к  пл. я , .

174. Дана пирамида SABC  (см. рис. 161). Определить углы наклона граней 
SAB, SAC a ABC  к пп. TTi ипл.л^.

175. Дан параллелепипед (см. рис. 165). Определить углы наклона основания 
А ВС Ви  грани CBHG к  пл. тг2 и грани А В Е Я  к пл. я , . 

176 . Определить величину угла ВАС  (рис. 168, а).
Р е ш е н и е .  Если плоскость угла параллельна какой-либо пл. проекций, то данный угол 

проецируется на нее без искажения (рис. 168, б ) .
На рис. 168, в задача решена при помощи способа перемены пл. проекций. Так как  пло­

скость угла ВАС  является плоскостью общего положения (ее горизонталь не перпендикулярна 
ни к  одной из плоскостей), то приходится сначала дополнить систему я 3, тг, пл. я , ,  взяв ее nq>- 
пендикулярно к  пл. я ; и к  плоскости угла ВАС. В результате этого преобразования проекция 
угла на плоскости я ,  получится в виде отрезка А ]" ' . Теперь можно ввести еще одну допол­
нительную пл. проекций ( я4 ), проведя ее перпендикулярно к  пл. я ,  и в то же время параллельно 
плоскости угла ВАС. Угол 1 у̂А I  v 2^v  представит собою натуральную величину угла ВАС.





На рис. 168, г искомый угол у  определен спосо­
бом параллельного перемещения.

Сначала плоскость угла перемещена так, чтобы 
она стала перпендикулярной к  пл. -п2 (для этого распо­
лагаем горизонт, проекцию горизонтали перпендикуляр­
но к  оси л;). Затем располагаем плоскость угла_ парал­
лельно пл. тг,, для чего перемещаем проекцию 1 "А  " в

положение Г 'А " { т.с. II о с и * ). Ещ е одно построение по­
казано на рис. 168, д. Здесь для определения величины 
угла применен поворот во кр уг  горизонтали: плоскость 
угла расположится параллельно пл. тг 1 (положение у ) .

Построения выполнены в следующем порядке:
1. Проведена плоскость вращения точки А  - го- 

ризонтально-проецирующая пл. 6, перпендикулярная к 
горизонтали (т.е. к  оси вращ ения).

2. Отмечен центр вращения точки .4 в пересече­
нии горизонтали с пл. 5 (точка О', О ")  и указаны про­
екции радиуса вращения (О 'А ' и О "А ").

3. Определена натуральная величина радиуса 
вращения (се выражает гипотенуза О'А* треугольни­
к а м и * ) .

4. Проведена дуга окружности радиуса О'А * и 
Н 1 (>' найдена точка А ' -  горизонт, проекция верши­
ны угла после его поворота вокруг горизонтали до совмещения с нл. у

! '2', равный искомому.
Для решения задач тина 176 наиболее рациональным является применение вращения в о к ­

руг горизонтали (или фронтами). как  зто показано на рис. 168, <).

177. Дана пирамида БАВС  (см. рис. 156). Вращением вокруг горизонтали 
определить угол между ребрами 5/1 и 5Д, Б В  и 5С, 5С и 5 Л .

178. Дан параллелепипед (см. рис. 165). Определить углы между ребрами ОН 
и СО, СС и СО, А В  и ВС. 

179 .Определить величину угла между скрещивающимися прямыми А В  и СО

и построен угол

Р е ш е н  и е. Угол между двумя скрещивающимися прямыми определяется углом, состаи- 
ленным пересекающимися прямыми, соответственно параллельным данным скрещивающимся. 
Для определения величины угла надо начать с его изображения на чертеже. Эго сделано на 
рис. 169, 6, причем использована одна из заданных прямых СО. через точку С которой проведе­
на прямая СМ, параллельная другой заданной прямой А В  Величина угла МСО (рис. 169. ч ) 
выражает угол между прямыми А В  и СО. Эго сделано при помощи поворота вокр уг горизонтали 
1 - 2  (рис. 169, г ) ,  взятой в пл. угла МСО.

180. Дана пирамида БАВС  (см. рис. 160). Определить величину угла между ее 
ребрами: а) 5# и АС; б) 5/1 и ВС.



в)
Рис. 169 в, г

А

а )



181 . Определить величину угла ^ наклона прямой А В  к  плоскости, заданной 
треугольником СВЕ  (рис. 170, а).

Р е ш е н и е .  К а к  известно, углом между прямой (АВ) и плоскостью (тгв) называется 
острый угол ( * )  между прямой и ее проекцией {АаК ) на этой плоскости. Д ля построения 
(рис. 170, б) этого угла надо найта точки пересечения с пл. »г0 прямой АВ  и перпендикуляра 
проведенного из какой-либо точки прямой А В  на пл. Но если, к а к  в данной задаче, требуется 
лишь определить величину угла наклона прямой к  плоскости, то проще определить величину 
угла б, дополнительного к  углу *>: найдя угол б, можно определить величину угла *  из соотно­
шения *  -9 0 *  -  б. На рис. 170, а показано построение проекций А 'М ' и А " М " перпендикуляр-

? Л? м ? С? Л » УГОг-’Т а СОЕ' т Я  ЧСГО ВЗЯТЫ гоР изо« Т "1Ь и фронталь этой плоскости: л  ш  X с  / | А Д/ X с 2
Теперь можно определить (рис. 170, г) натуральную величину угла б с вершиной А что 

сделано поворотом вокр уг горизонтали В "  3" . В ' 3 '. Искомый угол = 90  ̂ -  Ъ.
182. Дана пирамида ЭАВС  (см. рис. 161). Определить углы наклона ребео 

БА, 55  и 5С к грани АВС. 
183 . Определить угол между гранями АВС  и АВО  (рис. 171,а).



Рис. 171 г

Р е ш е н и е  Дв\чранный угол см е р я е тс я  линейным углом, полученным в пересечении 
граней дв\ч-ранного угла плоскостью, перпендикулярной к  обеим граням дв\ данного, а следо­
вательно, и к  линии ИХ пересечения, т.е. ребру дву.ра..ного угла. 1-.сли с р е б р о  А В  <кажется 
перпендикулярным к  какой-либо пл. тг0 (рис. 1 71. (7). то полученная на пл. тг0 проекция двмрап-
ного угла выражает его линейный у т л .  __ Т%. „ .

'Д л я  решения ¡адачи (рис. 171.в )  применен способ перемены ил. проекции. От с и т м ы  
я 2, я , совершен переход к  с ш с м с  « а. где я , X и л 3 II ЛИ. а чатем от чтой системы л3.*= 
переход к  системе я 4. л3, где я 4 1 п3 и я 4 ± А В.

Тре> г о л ы ш к и  п р о е ц и р у ю т с я  на чл . тг4 в  ви д е  о г р е л к о »  ,1 С и .4 П  > го л  м е ж д у

ними равен искомом^ м д у  „
На рис. 171. г покачало решение гой же задачи при помощи способа параллелыюи* пере­

мещения: ребро АН  поставлено перпендикулярно к  пл. я , .

184*. Определить величину угла, образованного плоскостью о и плоскостью 
треугольника ЛВС  (рис. 172. а).

Р е ш е н и е  1-сли. решая данную чадачу. придерживаться схемы решении предыдущей, 
то необходимо посчронп. 1 грям\ю пересечения ксчанных плоскостей. Но можно поступить и 
иначе, без построения .»той прямой, т.е. не определяя ребра искомого диуграшюго угла, 
поступить следующим образом: определим, не непосредственно у т л  * . а у т л  <> (рис. о)
между перпендикулярами КМ  и К \ ,  проведенными т  какой-либо точки А на «данные ш н к м  - 
сти. Найдя угол о. получаем *£ 1 ЙО а.



1акпе решение отличается к своей сущности от решений по рис. 171, в и 1 7 1 , Взяв неко­
торую точку А (рис. 172. « ) ,  проведем из нее перпендикуляры А /V и КМ  соответственно к  пло­
скости треугольника ABC и к  гит. и: из точки К "  проводим А"’ Л "  ] А " В "  и К "  М "  J / "  
а из точки А'  ̂ К ' N  1  А 'С  и А " Л/' i  h'oa. Таким  образом получается угол с проекциями 
W К  .V и W ' А " .V" (угол а). Натуральная величина этот-о угла получена поворотом вокруг 
Фронтали I  2 (рис. 172 ,,'). Т ак  как  получек острый угол, то можно считать, что ом определяет 
искомый угол между заданными плоскостями, так как  из смежных углов, полученных при 
взаимном пересечении двух плоскостей, углом между плоскостями считается острый.

185. Дана пирамида SABCD  (см. рис. 154). Определить способом перемены 
плоскостей проекций углы между гранями SAH и SBC, SBC  и SCO. SAD  и SAB.

186. Лан параллелепипед (см. рис. 165). Определить углы между гранями 
CDHC и l-.FCiH, ВС(П-' и СОНС.

§ 20. Смешанные чадачи 
с применением способов преобразования чертежа

187*. Поворотом вокруг прямой M N  ввести точку А и пл. я, (рис. 173, а ) .

Р е ш с п и  е. Ось вращения прямая M N  в данном случае параллельна пл. гг,. Поэтому 
плоскость вращения точки А является тризотпалыю-проецирующей. Ке след A'q (рис. 173, б ) 
проходи т через проекцию А . Точка А при повороте ее вокруг M N  описывает в нл. а  окружность.



горизонт, проекция которой совпадает с Л qQ; центр этой окружности находится в точке О пере­
сечения оси вращения M N  с пл. а. Т ак  к а к  пл. а составляет с пл. тг2 острый угол, то проекция 
окружности, расположенной в пл. а, получится на пл. тг} в виде эллипса. Чтобы избежать построе­
ния этого эллипса, совместим пл. а и лежащие в ней точки О и А с пл. тг,. Это даст возможность 
изобразить дугу окружности, по которой перемещается точка А, без искажения. По условию 
задачи точка А, находясь в пл. а , должна оказаться в пл. ni ; следовательно, точка А должна по­
лучиться после поворота на следе Л’о<* и совпасть со своей горизонт, проекцией. Поэтому, прове­
дя дугу радиусом О 'А получим точки А \ и А \ -  горизонт, проекции точки А. приведенной 

в пл. я , . По точкам А  i и А ’2 строим на оси х проекции А " иА
188. Поворотом вокруг прямой MN ввести точку А  в пл. 7г2 (рис. 174).

189*. Построить проекции окружности, расположенной в пл. а (рис. 175, а ) .  
Известна величина радиуса этой окружности (Л )  и положение фронт, проекции (С " )  
ее центра.

Р е ш е н и е .  Прежде всего находим проекцию С ' центра окружности (при помощи гори­
зонтали СЮ ■ Точки С ” и С' будут центрами эллипсов - проекций окружности, расположенной 
в плоскости общего положения а.

На рис. 175, б показано построение осей эллипса -  горизонт, проекции окружности. Боль­
шая ось расположена на горизонт, проекции горизонтали С№ и равна 2А. Положение малой оси 
также известно: она перпендикулярна к  1'2'. Д ля определения величины этой оси (а также ма­
лой оси фронт, проекции) применено совмещение пл. а  с пл. я , . что дает возможность изобразить
окружность без искажения. Ее  диаметр 1 '2 '  соответствует отрезку Г 2 \  т.е. большой оси эл­
липса - горизонт, проекции окружности, а диаметр 3 ' 4 ‘ - малой оси этого эллипса. Проведя
через точку 3 ' фронталь плоскости а  в ее совмещенном положении ( |̂ f  да ) , а затем горизонт, 
проекцию этой фронтали, находим точку 3' и тем самым полуось С 3'. Откладывая С '4' = С 3 \  
получаем малую ось эллипса 3'4'.

Построение осей эллипса - фронт, проекции окружности -  показано на рис. 175, в. Здесь 
также известно положение большой оси -- она лежет на фронт, проекции фронтали, проходящей 
через С ” , -  и величина этой оси (7 "8 " = 2 / ?). Малая ось перпендикулярна к  7"8 ". Величина же

малой оси определяется при помощи диаметра 5 '6 ' окружности в ее совмещенном с пл. я,
положении: большой оси эллипса 7"8" соответствует диаметр 7 ‘ 8 ' окружности, а малой оси
5” 6 " -  диаметр 5 '6 перпендикулярный к  7'8  Проведя через 6 ' фронталь плоскости а  до пе­
ресечения с находим затем фронт, проекцию этой фронтали и на ней точку  6 " - конец малой 
оси эллипса. Откладывая С "5” = С " 6 ", получаем малую ось 5 "б".

На рис. 175, г показано построение проекций некоторых точек окружности. В зяты  точки
9 ' и 10' на прямой А 'В '.  Построив горизонт, и фронт, проекции этой прямой, находим сна­
чала проекции 9' и 10', а затем 9" и 10".

* N r

Рис. 174



Рис. 175 а-г

Найдя ряд точек, проводим через них и через концы осей эллипсы -  проекции о кр уж ­
ности.

190*. Построить проекции окружности, расположенной в плоскости, заданной 
ее горизонталью ВС  и фронталью СЕ  (рис. 176, о ). Известны величина радиуса этой 
окружности и положение центра -  точка С.

Р е ш е н и е .  Находим горизонт, след фронтали (рис. 176, 6 ) и проводим через точку  М  
след йфд параллельно С В '. Определяем величину радиуса СО к а к  величину гипотенузы прямо­
угольного треугольника с катетами С'О ' и С ' С* и находим совмещенное с пл. «, положение центра 

окружности С '. На рис. 176, в точка 3 построена с помощью прямой 1 '3 ',  продолженной до пе­
ресечения с в точке А (А ) ,  а точки 5 и 6 — с помощью прямой 5 б проходящей через 
центр С ' и пересекающей при своем продолжении след Л ̂  в точке Ъ  ф  ).



Д а л ь н е й ш и е  п о с т р о е н и я  а н а л о г и ч н ы  в ы п о л н е н н ы м  на ри с .  175.  б  и а. О н и  я с н ы  и з  ч е р ю к а .

191. П о стр о и ть  пр о екц и и  о к р у ж н о с т и ,  опи сан ной  в о к р у г  т р е у го л ь н и к а  Л В С  
(р и с . 17 7 ) .  

192*. П л о с к о с т ь , зад ан н ую  т р е у г о л ь н и к о м  Л ВС . п о в е р н у ть  в о к р у г  оси 0 0 х 
га к , ч то б ы  т о ч к а  К  о к а за л а с ь  в  это й  п л о ск о с ти  (р и с . 178. а ) .

1* е ш  е н и е. Гели точка К  войдет в плоскость, то она окажется на одной из г оризонталей 
этой плоскости, а именно на тон, которая расположена на одном уровне с точкой К  (рис. 178. 6) . 
Поэтому проводим через К "  фронт, проекцию горизонтали, находим точки 1 и 2 . а но ним 
точки / ’ и 2 ' и проводим горизонт, проекцию V 2 ' горизонтали.

Теперь надо повернуть горизонталь так. чтобы она прошла через точку К. Д.чя этого опуска­
ем из точки 0 (0 \ ) перпендикуляр на 1 '2 ' и радиусом 0  3 проводим лугу  окружности, но от­



ношению к  которой горизонт, проекция горизонтали является касательной в лю бом положении 
при повороте плоскости вокруг данной оси 0 0 1. Поэтому, проведя из К '  касательную к  этой 
окружности, мы  определяем положение горизонт, проекции горизонтали, на которой должна

находиться точка К  после требуемого поворота. Наносим на нее точки 1 ' и 2 (3 ' 1 ‘ = Г 3' и

1 '2 ' = 1 '2 '),  а затем строим точки А ’, В  ’ и С ' на основании известного вывода, устанавливаю­
щего неизменяемость горизонтальной проекции фигуры по форме и но размерам при повороте 
вокруг оси, перпендикулярной к  пл. тг,.

По проекции А В  С ' строим проекцию А "В  "С " .  В положении Л  В  С треугольник прохо­
дит через точку К.

Если из К  провести нторую касательную к окружности, то получится второе решение. Пре­
доставляем читателю найти это положение треугольника ЛВС.

193. Плоскость, заданную треугольником АВС , повернуть вокруг оси ООх 
гак, чтобы точка К  оказалась в этой плоскости (рис. 179). 

194*. Найти предельное положение осей, при котором еще возможно получить 
решение в задаче 192.

Р е ш е н и е .  Положим, что плоскость, к а к  и в задаче 192. задана треугольником 
(рис. 180, а), ось, вокруг которой надо повернуть плоскость, должна быть перпендикулярна 
к  пл. и точка К  должна оказаться в плоскости треугольника.

Из рассмотрения рис. 180, б  следует, что горизонт, проекция оси 0 0 х должна быть распо­
ложена так. чтобы проекция К '  не оказалась внутри окружности с радиусом О '3', так  как  из точ­
ки К ‘ надо провести касательную к  этой окружности. Следовательно, расстояние точки О' от А" 
должно быть не меньше расстояний этой же точки до прямой 1  '2 '.

Если провести К '3' перпендикулярно к  прямой Г 2' и разделить отрезок К '3 ‘ пополам, 
то точка О' может служить горизонт, проекцией оси. при повороте вокруг которой горизонт, 
проекция горизонтали Г 2 ' пройдет через точку К ' и. следовательно, точка К  окажется в плос­
кости треугольника АБС. Очевидно, если взять еще какую-либо точку, расстояния которой 
до точки К ’ и до прямой ] ' 2 ’ равны, то и эта точка может быть принята в качестве горизонт, 
проекции оси, пригодной для решения поставленной задачи. Но все такие точки, расстояния 
которых до точки К ' и до прямой ] ' 2 ‘ равны между собой, принадлежат параболе с фокусом 
в точке А " и директрисой в виде прямой Г2 ’. Следовательно, предельное положение осей полу­
чается, если их горизонт, проекции образуют параболу, а самые оси представляют собою обра­
зующие параболического цилиндра. На рис. 180. б показано построение параболы с фокусом 
в точке К '  и с директрисой 1 '2 '. Если взять  отрезок, например , провести прямую параллельно 
V  2 ’ на расстоянии /, и дугу радиуса/, из точки А ", то получатся две точки параболы. Вершина 
параболы в точке О '.



Рис. 179

Очевидно, оси, горизонт, проекции которых оказались бы  внутри параболы, непригодны 
для соблюдения условия задачи 192. Если же взять  оси вне параболического цилиндра, то за 
один оборот плоскости точка дважды окажется в ней.

195. Найти предельное положение осей, перпендикулярных к  пл. л2, при по­
вороте вокруг которых точка К  окажется в плоскости, заданной треугольником 
АВС  (рис. 181).



196*. Найти точку К , находящуюся внутри пирамиды и отстоящую от гра­
ни SAB  на расстояние /lf от грани SAC  -  на /2, от грани ABC  (основание пирами­
ды) -  на 13 (рис. 182,а).

Р е ш е н и е .  И скомая точка получится к а к  точка пересечения трех плоскостей, из которых 
каждая является геометрическим местом точек, отстоящих на определенное расстояние от гра­
ней пирамиды

Введя дополнительную пл. я 3, перпендикулярную к  грани SAB  (рис. 182, 6 ) ,  получаем 
проекцию пирамиды, на которой грань SAB  изображается прямой 5  " 'А '" .  Плоскость, параллель­
ная грани SAB  и удаленная от нее на расстояние /,, изображается прямой эта плоскость



Рис. 183

пересекает пирамиду по треугольнику I  — 2 - 3 (на рис. 182. 6 показана только горизонт, проек­
ц ия).

Плоскость, удаленная от грани SA C  на расстояние /2, изображается на дополнительной 
пл. тг3, перпендикулярной к  этой грани (рис. 182, в )  , в виде прямой 4 5 и пересекает пирами­
ду по треугольнику 4 -5 - 6  (дана лишь горизонт, проекция этого треугольника) .



И скомая точка К  должна принадлежать линии пересечения плоскостей, заданных треуголь­
никами 1 - 2 - 3  и 4 - 5 - 6 .  Эта прямая проходит через точки М к N. получаемые при пере­
сечении сторон 2 - 3  » 6 - 5 ,  1 - 3  и 4 - 5  треугольников 1 - 2 - 3  и 4 - 5 - 6  (рис. 182, г ) .

Находим фронт, проекцию Л "  (рис. 182, д ) на M "N "  из условия, что точка К  отстоит 
от i-рани ABC  на расстояние 1г.

Геометрическим местом таких точек является пл. а. параллельная грани ABC. По К "  
находим К ' на М Ъ ".

197. Найти точку К ,  находящуюся внутри призмы на расстояниях: 1Х -  от гра­
ни B C F E ,l2 ~ от грани ABED , /3 - от основания A BC  (рис. 183).

198. Найти точку К , находящуюся внутри пирамиды SABC  на расстояниях: 
/1 -  от грани SAС. /2 -  от грани SBC. / 3  -  от грани SAB  (рис. 184). 

199*. Построить геометрическое место точек, равноудаленных от сторон уг­
ла ВАС  (рис. 185,с ).

S "  Л"

в )



Р е ш е н и е .  И ско м ы м  геометрическим местом является плоскость, проходящая через 
биссектрису данного угла перпендикулярно к  его плоскости (рис. 185, б ) . Следовательно, иско­
мая плоскость будет определяться этой биссектрисой и пересекающим ее перпендикуляром к 
плоскости угла ВАС.

Для проведения биссектрисы угла ВАС  приходится построить его натуральный вид. так  как 
непосредственное проведение биссектрисы в заданных проекциях угла возможно лишь в особых 
случаях, например при одинаковом наклоне сторон угла к  плоскости проекций, На рис. 185, в 
показано совмещение плоскости угла ВАС с пл. w ,, для чего построен горизонт, след ( Г 2 ')  этой

плоскости. Теперь может быть проведена биссектриса угла 1 ' А '2' - прямая А ' М ’ -  и построены 
ее проекции А М  и A M .

Остается провести перпендикуляр к  плоскости угла ВАС  через какую-либо точку его бис­
сектрисы и этим определить искомую плоскость. На рис. 185, г перпендикуляр проведен через 
вершину угла -  точку А. для чего использован горизонт, след 1'2 ' и проведена фронталь 2'4'- 
проекция перпендикуляра А 'N ' 11' 2' к проекция A "N " L2"4".

200. Построить геометрическое место точек, равноудаленных от сторон уг­
ла ВАС  (рис. 186). Искомую плоскость задать следами. 

201*. На прямой E F  (E F  || пл. я 2)  найти точку, равноудаленную от сторон 
угла ВАС  (рис. 187, с ).

Р е ш е н и е .  Геометрическим местом точек, равноудаленных от сторон утпаВАС, является 
плоскость а, проходящая через биссектрису этого угла и перпендикулярная к  его плоскости 
(рис. 187, б ). Очевидно, искомая точка (К )  на прямой E F  получится при пересечении этой пря­
мой с пл. а.

Построение пл. а на рис. 187, в аналогично постро­
ению на рис. 185, в, с той лишь разницей, что на рис. 1 87, в 
угол ВА С  совмещен с пл. пг вращением вокруг фронт, сле­
да 1"2" плоскости этого угла. Д ля построения проекций 
перпендикуляра А М  использован след Г 2" и горизонталь 
А - 3 :А "М ”  1 ¡ "2 "  и А 'М ' 1 А ’З'.

1очка К  на прямой Е Р  найдена обычным способом 
построения точки пересечения прямой с плоскостью (рис
187, г) :

1) через Е Р  проведена вспомогательная пл. (3 (гак 
как  прямая Е Р  II ил. тг2, то оказалось возможным провести 
через нее фронтальную плоскость 0) :

2) построена прямая пересечения пл. а (заданной 
прямыми А М  и А Я )  с пл. 0 (это фронталь плоскости а 
прямая с проекциями 5 "б " , 5'б‘) ;

3) найдена точка пересечения этой фронтали с пря­
мой Е Р  - точка К.



202. На стороне A B  основания пирамиды SABC  (рис. 188) найти точку К  
равноудаленную от ребер SA nSC .

203. На ребре SC  пирамиды SABC  (см. рис. 188) найти точку М, равноудален­
ную от ребра SA и стороны A B  основания.

S "



204*. Найти геометрическое место точек, равноудаленных от пл. а и пл. 0 
(рис. 189,а ).

Р е ш е н и е .  И ском ы м  геометрическим местом является (рис. 189, б) пл. у. делылая 
пополам двугранный угол, образованный данными плоскостями. Пл. у проходит через ребро дву­
гранного угла, т.е. через прямую МЫ. Если ребро М У  расположить перпендикулярно к  какой-ли­
бо пл. проекций эт0, то каждая из плоскостей а и 0, а также и пл. 7 изобразятся на этой плоскости 
проекций в виде прямых, к а к  это показано на рис. 189, б, причем у 0 делит угол между а 0 и 0 ° 
пополам.

М

Построив (рис. 189, в ) прямую МЫ пересечения плоскостей а н 0, вводим (рис. 189. г ) 
дополнительные ш юскости пъ (я 3 1 я , и я э || МЫ) и я 4 (я 4 1 я 3 и я 4 1 М Ы ). Угол между построен­

ными прямыми М ^ х ^  и М ^ равен углу между плоскостями а и 0. а биссектриса этого

угла представляет собою след искомой пл. у на дополнительной пл. я 4. Относя точ­
ку Ху к  прямой хахр, т.е. к  оси л ,/ я , ,  находим проекцию х'у на х^'х^' и Ху на хахр. т.е. на
оси пг/п1. В точке Ху следы искомой плоскости пересекают ось л2/ я , . а так к а к  пл. 7  проходит 
через прямую  МЫ. то след проходит через точку Ы", а след А ^  - через М ‘■

205. Найти геометрическое место точек, равноудаленных от пл. а и плоскости, 
заданной прямыми А В  и Сй  (рис. 190). 

206*. Найти на прямой А В  точку, равноудаленную от плоскостей, заданных 
треугольниками МЫС и Ш 40  (рис. 191, с ) .
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Р е ш е н и е .  Искомой точкой является точка пересечения прямой А В  с плоскостью ( 7 ) ,  
делящей угол между данными плоскостями пополам (рис. 1 9 1 ,6 ).

Ход  построения аналогичен примененному в задаче 204. Путем введения дополнительных 
пл. проекций я э и получаем положение, при котором ребро М/У проецируется на пл. я 4 в точ­
к у  (рис. 191, в ) .

В  этом положении изображаем плоскость, делящую пополам угол между гранями МА'С
и МЫО. в виде прямой -у1У. В  пересечении прямой А 1У В 1У с 7 1У получим проекиию искомой 
точки К  на пл. я 4; по ней находим К  на А В , а затем К  на А В  и К  на А В  .

207. На ребре ЯВ пирамиды БАВС  найти точку К, равноудаленную от гра­
ни БАС и основания ЛВС  (см. рис. 188).

208. На стороне А В  основания ЛВС  пирамиды БЛВС  найти точку М, равноуда­
ленную от граней БАС  и БВС  (см. рис. 188). 

209*. Через точку А провести прямую общего положения, расположенную под 
углом к пл. Я! и под углом к пл. я 2 (рис. 192, с ) .

Р е ш е н и е .  Известно (см. задачу 22), что для прямой общего положения ^  < 90°. 
На рис. 192, б и в  показано построение искомой прямой с применением способа вращения.

На этих рисунках изображены две прямые: одна (А В )  расположена параллельно пл. тг2 и другая 

0 4 5 )  -  параллельно пл. л 1 . На обеих прямых отложены равные отрезки А В  и А В  : . 4 " 5 "  =

Если теперь повернуть отрезок А В  вокруг оси. перпендикулярной к  пл. тг15 а отрезок

А В  - вокр уг оси, перпендикулярной к  пл. я 2, причем обе оси вращения проходят через точку А. 
то в некоторый момент оба этих отрезка совпадут (на рис. 192. б это показано в виде от­
резка А В ) , и, следовательно, искомая прямая окажется построенной.

Всего можно провести через точку А четыре прямые. На чертеже (рис. 192, в )  проводим

дугу окружности радиуса А' В '  до пересечения в точке В ' с прямой, проходящей через точку В ' 
параллельно оси .х. По точке В ' находим 5 " .

На рис. 192, в показано еще одно (из четырех возможных) положение прямой, обозначен-

210. Через точку А провести вправо от нее прямую общего положения АВ, 
расположенную под углом к  пл. Я|И под углом $ 1  к пл. я 2 (рис. 193), при усло­
вии, что точка.5 расположена в пл. и ближе к  пл. я 2, чем точкам!.

211. Через точку А провести вправо от нее отрезки АВ. АС. А В  и АЕ, располо­
женные ПОД углом К пл. Я! и ПОД углом Кр2 к пл. я 2 (рис. 194).

вРис. 192 а- в

= А ’В '

ное АВ.
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212*. Провести через точку А плоскость, составляющую с пл. -П\ угол ф{ 
и с п л .я 2 угол ¿ 2  (рис. 195,а ).

Р е ш е н и е .  Д ля построения искомой плоскости в данном случае использована зависи­
мость между углами, составляемыми некоторой прямой с шт. я 1 ( у г о л * , )  и с пл. я 3 ( у г о л * , ) ,  
и углами, составляемыми плоскостью, перпендикулярной к  этой прямой, с теми же плоскостями 
проекций я , (угол ф . )  и л , (угол ф , ) .  Известно, что ф, + * ,  - 90 (рис. 195, 6 )  и фг +
= 90 °. Отсюда следует что 180° > > 90°. Э т о  позволяет проверить правильность задания

УТЛ° В итак,^определнв^>тт1ы  = 90° - ^ и ^ =  90° -  * , ,  проводим через то чку  А прямую  
под углами ъ  и соответственно к  пл. я ,  и пл. я ,  (рис. 195, в ) ,  к а к  это имело место в задаче 
209 Теперь через точку А  проводим плоскость, перпендикулярную к  построенной "Р^м ой АВ. 
Эта плоскость на рис. 195, г выражена горизонталью и фронталью: А О  1 А В  , А С  1 А в  .

213. Провести через точку А две плоскости (выразив их следами) под угла­
ми фх к  пл. я , и ф2 к  пл. п2 (рис. 196), построив вспомогательные прямые под 
углами *>, = 90° -  ф1 к  пл. я , и <р2 = 90° -  ф2 к  пл. тг2 -  одну вправо, вглубь, вниз, 
от точки А, другую -  вправо, вглубь, вверх. 

214*. Построить правильную треугольную пирамиду с вершинои в точке 
Высота пирамиды наклонена к  пл. тг̂  под углом ^  и к  пл. тг2 под углом Точ­
ка А — одна из вершин основания (рис. 197, а ) .

Р е ш е н и е .  Проводим (рис. 197, б) через точку  5  прямую  БМ  под заданными углами 
и *  к  пл я ,  и пл. я ,  (см . задачу 209). Плоскость основания пирамиды должна пройти через 
точку А  перпендикулярно к  БМ\ задаем эту плоскость горизонталью АЫ  и фронталью АК 
(рис. 197, в ) .  Находим точку О пересечения прямой БМ с плоскостью основания. Для этого за­
ключаем Ш  в фронтально-проецирующую пл. у, изображенную только фронт, следом у . Для 
построения вершин В  и С пирамиды поворачиваем плоскость основания вокр уг горизонтали
А - 3 до совмещения ее с пл. о  (рис. 197, г) ■

В  плоскости основания через точку О проводим произвольную прямую  3 - 4 .  Строим сов­

мещенное с пл. а положение точки 4(4 ') и соединяем 4 ’ с точкой 3’. На прямой 3 ' -  4 ’ нахо­

дим точку 0 \  ИЗ которой радиусом О А ' проводим окружность. Разделив ее на три части, нахо­

дим вершины В '  н С ’. Зная В '  и С ',  находим (рис. 197, д) горизонт, проекции: С ' - на про­
должении прямой А'5 ' (найдя сначала то чку  5 ' по 5 *), В ' - на прямой А 'б ' (найдя ^начала т о ч ­

к у  б' по б 1) .  Затем строим прямые А "5" и А " 6 " и на них точки С "  и В"\ А "В "С "  п А ’В 'С ' - 
проекции основания пирамиды. На рис. 197, е проекции вершин 5  и Б  соединены с одноимен­
ными с ними проекциями вершин основания.

215. Построить правильную четырехугольную пирамиду с вершиной в точке 5. 
Высота пирамиды наклонена к  пл. п1 под углом ^  и к  пл. тг2 под углом *рг . Точ­
ка А -  одна из вершин основания (рис. 198). 

216* Построить куб с основанием на плоскости, расположенной под углом ф1 
к  пл. тг, и углом ф2 к  пл. я2. Отрезок А "В "  -  фронт, проекция стороны основания 
куба (рис. 199, с )  -

Р е ш е н и е .  Строим произвольную прямую  М Б (рис. 199, б ) , расположенную под углом
х. = 90° -  Ф , к  пл. тт. и и?. = 90° -  к  пл. я а.

Эта прямая дает нам направление боковы х ребер куба. Теперь проводим через то чку  А 
ил. а (рис. 199. в ) ,  перпендикулярную к  этой прямой, и находим в  пл. а точку В. Совмещаем

пл. с и лежащий в ней о р е з о к  А В  с пл. я ,  (рис. 199, г )  и достраиваем квадрат X  В  'С  7>\ Затем 
поднимаем точки Ъ ' и С ' в пространство; точку  В  ’ с помощью прямой 1 '2 ' и точку С  ’ с по­

мощью совмещенной фронтали 3 С '. А пг>т»г.ттим 
Т ак  как  ребра куба перпендикулярны к  основанию, то через точку А  проводим

(рис. 199, а )  п р я м у ю ,  перпендикулярную к  пл. а (А"4 1 / 0 а  и А 4 1 Л 0а)- На это р
откладываем отрезок АЕ, равный стороне основания, хотя бы А 'В  '. Это сделано при помощи 
построения прямоугольного треугольника. Получив таким образом проекции А Е  и А Ь , 
строим (рис. 199, е)  проекции куба.





н "

А " ?

217. Построить прямую треугольную призму с основанием в виде равнобед­
ренного треугольника ABC  на плоскости, расположенной под углом Vi к пл- ^1 
и углом С-2 к п-1- ff2 - Вершина С треугольникаЛЖ? лежит на пл. Высота призмы 
равна стороне А В  основания — треугольника ЛВС  (рис. 200) .



Г  Л Л В А  V I

КРИ ВЫ Е ЛИНИИ И ПОВЕРХНОСТИ

§ 21. Кривые линии. Поверхности. Точки на поверхностях

218*. Построить проекции правой цилиндрической винтовой линии, про­
ходящей через точку А, принадлежащую поверхности цилиндра. Точка зада­
на своей фронт, проекцией (рис. 201). Провести прямую, касательную к  вин­
товой линии в точке А . Шаг винтовой линии взять равным высоте цилиндра.

Р е ш е н и с. При заданном на рис. 201. а положении цилиндра горизонт, проекция винто­
вой линии на нем представляет собою окружность. Делим (рис. 201, б) окружность, начиная 
от точки А', на 12 равных частой. Вверх и вниз от точки А"  откладываем отрезки, равные Н : 12. 
Строим фронт, проекции ряда точек, принадлежащих пинтовой линии (построение ясно из чер­
тежа) .

Исходя из того, чго касательная к  кривой проецируется в касательную к  проекции этой 
кривой, проводим касательную к окружности в точке А ’ (рис. 201. в ) .  Это горизонт, проекция 
касательной к  винтовой в ее точке А.

Все касательные к  цилиндрической винтовой линии пересекаются с плоскостью, перпен­
дикулярной к  оси этой линии, в точках, которыми образуется эвольвента окружности. Находим 
точку В ‘ как  точку эвольвенты, отложив на касательной от точки А" отрезок А 'В '.  равный по 
длине трем дугам (А '1 Г ) + (1Г10 ' )  + (10'9‘). Фронт, проекция В "  получается на уровне точ­
ки 9". Фронт, проекция касательной проходит через точки А ” и В  ".





219. Построить проекции левой цилиндрической винтовой линии, проходящей 
через точку А, заданную на поверхности цилиндра (рис. 202). Провести прямую, 
касательную к винтовой линии в точке А. Шаг винтовой линии взять равным удвоен­
ной высоте цилиндра.

220*. Построить проекции участка цилиндрической винтовой линии радиуса Я 
(рис. 203, а ),  проходящей через данные точки А и В, и определить длину этого участ­
ка (кратчайшее расстояние между точками А и В  на цилиндрической поверхности).

Р е ш е н и е .  Горизонт, проекцией искомого участка винтовой линии является дуга 
А В '.  Делим (рис. 203, б) угол о и расстояние й н а п  равных частей (в  данном случае п = 4) 
и строим проекции п -  1 точек, принадлежащих винтовой линии, не считая точек А  и В.

Для определения кратчайшего расстояния между точками А и В  сгроим развертку участ­
ка А В  винтовой линии. Она представляет собой гипотенузу прямоугольного треугольника, один

221. Построить проекции участка цилиндрической винтовой линии радиуса Я 
(рис. 204), проходящей через данные точки А и В, и определить длину этого участка 
(кратчайшее расстояние между точками А и В  на цилиндрической поверхности).

222*. Найти линию пересечения цилиндрической поверхности, заданной 
(рис. 205, а )  образующей Сй  и направляющей АВ, с пл. тг,.

Р е ш е н и е .  Задаем на кривой А В  ряд точек и проводим (рис. 205, б) через них образую­
щие. Геометрическим местом горизонтальных следов образующих будет искомая кривая линия
м\ м \ . м "м ';.

223. Найти линию пересечения цилиндрической поверхности, заданной 
(рис. 206) образующей СВ и направляющей АВ, с пл. эт2

224*. Построить проекции прямого кругового цилиндра, осью которого 
является прямая MN  (Л/Лг |[ пл. тг2, рис. 207, а ),  окружность нижнего основания 
проходит через точку А, а плоскость верхнего — через точку В.

Р е ш е н и е .  Пользуясь тем, что ось цилицдра по заданию параллельна пл. . проводим 
(рис. 207, б) перпендикуляры из точек В  и А к  оси цилиндра и находим точки 0 1 и 0 2 (центры 
окружностей оснований) и высоту цилиндра (отрезок 0 '[0 ' [ ) .  Теперь надо найти радиус основа-

А
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ния цилиндра. Применяем способ перемены пл. пр. Вводим дополнительную пл. 7г3. перпендику­
лярную к мл. и к  ('СИ цилиндра. И скомый радиус определяется проекциями О'-." и Л " ’ 
(рис. 207. в ).

О р о им  фронг. проекцию искомого цилиндра. Для построения горизонт, проекции цилинд­
ра находим (рис. 20" г) малые оси 1 2 и 3 4 эллипсов проекций основании цилиндра. Боль­
шие оси эллипсов равны диаметру основания. Строим эти эллипсы и. проведя проекции очерко­
вых образующих, получаем горизонт, проекцию цилиндра.

225. Построить проекции прямого кругового цилиндра, ось которого лежит 
на прямой ОМ (ОМ  II пл. Я ) . рис. 208). точка О является центром одного из основа­
ний, точка А принадлежит цилиндрической поверхности, высота цилиндра равна 
диаметру основания.

226*. Построить проекции прямою кругового цилиндра с осью ОМ 
(рис. 209. а ),  касательного к нлоскоеш. заданной треугольником ЛВС'- Bbicoiy 
цилиндра, считан от точки О, принять равной no.iv юра диаметрам основания. Пря­
мые ОМ  и ВС  параллельны межд> собою.

Р е ш е п н е. 1 елл ось цилиндра окажется перпендикулярной к  плоскосш  проекций, ю  
касательная к цилиндру плоскость изобразится на ю й  же пл. пр. в виде прямой, касательной 
к  окр\ж носш  проекции цилиндра. Этим определите;! радиус основания цилиндра. Осушсси»- 
ляем такое построение, применяя способ перемены пл. пр. (рис. 209. сП . Вво.шм пополни1ель- 
1<\ю пл. гг3. ю я в  ее перпендикулярно к гт, и параллельно оси цилиндра ОМ  (ось " 3,л. О М " ) .  
а затем eme одну донолншелып м п л . 7г4. перпендикулярную к ил. л, и к ОМ  (ось 
пл; тг, . О " Л Г " '  .

Ил пл. -4 цилиндрическая поиерчносп. ироеииру e¡ > н в окружноси. с пег гром л ючке 
( № .  а плоскосп) ipevro.ii.HHKa ЛИС. касаюльпая к цилиндру п. ледоваi слык- параллельная оси 
ОМ. u oipeiOK прямой. каса i елыи';• к _лои. окру ж н.ч i и. О icio да галл ием  диамсф
о к р у ж н о ст  основания цилиндра, равным 2 А ^ ( ^  .

На рис. 209. i¡ покачано иоороспне г о р т о ш . н|’оекции цилиндра.
На рис. 20*-). .> пока оно построения фр('Н 1. проекции цилиндра. Д.:я опрс.и.'ення .»е.\ : поп>; 

малой оси аллипса па л о и  проекции введена еще одна дополите и.пая пл. -} . периендик у лнрпдн
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к  пл. 7t2 и параллельная ОМ (ось rrs.■ тг2 11 О"М" ) .  Находим проекцию цилиндра на пл. я 5 и с ее 
помощью фронт, проекцию ц илиндра.

227*. Найти линию пересечения конической поверхности, заданной вершиной 
S  и направляющей АВ, с ш . г, (рис. 210,а).

Р е ш е н и е .  Задаем на кривой АВ  ряд точек (рис. 210, б) и проводим через них образую­
щие конуса. Геометрическим м е л о м  горизонтальных следов образующих будет искомая кри­
вая M iM2.

228. Найти линию пересечения конической поверхности, заданной вершиной S 
и направляющей АВ, с пл. я : (рис. 211).

229*. Построить проекции прямою круговою конуса, ось которого лежи1 на 
прямой SM  (SAill i c i . 7т2) (рис. 212, а). Высота конуса равна /, окружность основа­
ния касается пл. 7Tj .

Р е ш с н и с. Так как н данном случае прямая SM  параллельна на пл. я } , то можно отложил, 
(рис. 212, б) на S "М " отрезок S " О” . ранный /. I очка {()", <)') является центром окружное! и 
основания. J i a  окружность проецируется на пл. г,г в отрезок прямой. П о л о м у , проволя через 
ю чку  ()" прямую, перпендикулярную к S " 0 " . получим гочку I  " . радиус основания О" 1 " и весь 
диаметр основания 1 " 3” .

Точка Ч " ,  1') являемся т ч к о й  касания основания конуса с пл. г , . Фрош . проекции ко­
нуса - тр еую л ы ж к  J " S " J "  . Па пл. окружность основания проепируекн и зллипс. большая 
ось Koiopoj о 2' 4' раина и ф езку  I " J "  . а малая оеь - о j рейку 1 ' J ' .

Для построения о4ч]]к,| юризонт. проекции конуса ладо найти je ею  образующие, ю р и ­
зонт, проекции которых касаю 1ся лминеа. i.e. le. которые являю тся самыми крайними, если 
смотрен. на конус сверчу. Па рис. 212, н показан вписанный в конус шар; он касается конуса 
по окружности, фрош. проекция кош рой 5"б" .  Точки  7' и-7' зтой окружнос1 и прина.Ыежа! 
также и jK itaiopy вписанною шара. Иском!.le образующие проходя! через точки Т  и 7\ ипере- 
секают окружное!!, оснонания в ю ч к а х # 1 Н'Х\.

1оризош. проекции S ' 7 '  и S'7\ лих  образующих касаются зллипса, построенною 
(рис. 2 J 2 . О) по осям 2‘4' и / ' 3'. в точках •‘( ' и # , .

Очерк юризонт. проекции конуса еоеинляется из прямых S 'b '  и S '# ', и части зллипса
И'2 '3 '4 'Ь\.



Рис. 212  а Л

Касательные к  эллипсу из точки можно пронеси* и так, как -ло показано ка рис. 212. 
сначала пронести касательную из ю чки  .V' к  окружности, посфоснной на малой оси эллипса 
как на лиамелре, получки, ю чку  А" и по ней ю чку  6 ". Повернув окружность основании кону­
са ло параллельное! и п.1, п. ( на рне. 2 12. с пока чана только час!Ь л  ой окружносш . проведенная 
из точки О" рали>еом О" 1" ). получаем ю чк у  А " и полухорлу 8 " 8 " . Откладывая о! примой 
5 О • вверх и вш и  отрсчок, равный л о й  полухорле. получаем ю чки  8 ' и 8 \ точки касании 
очерковых оОрачующил с эллипсом. Эллипс должен пройти через л и  ю чки  (рис. 212  <))

230. П оарош ь проекции прямою к р у т в о ю  конуса, если точка .V вершина 
конуса, а ючка О центр окружности основания; л а  окружность одной своей юч- 
кой касается пл. я 2 (рис. 213).

231*. Построить проекции прямого кругового конуса, основание которого 
должно Пыи> 1! плоскости а  (рис. 214, а), вершина конуса в точке 5. Точка А при­
надлежит окружносж основания конуса.

Г е III е п и е.  ̂ Ич точки .V проводим (рис. 214, п) перпендикуляр к пл. а  и находим точку 
их пересечения {()", <)'), • являю щ уюся центром окружности основания конуса. Совмещаем
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(рис. 214, е ) пл. а  с пл. я , и сгроим совмещенные положения точек О и .1 ( ( ) '  н\-Г). -Радиус 
окружности основания конуса равен расстоянию между эш м и i очками.

На точки О' проводим окружность основания и сгроим с со помощью (рис. 214, <?1 j.i- 
липсы, в которые она проецируется на пл. п1 н пл. (см. задачу 18^).

Проведя из точек S "  и S '  касательные к  с о о т е тс тую щ и м  хкшиеам. мод>чаем искомые 
проекции конуса (рис. 214,d ).

232. Построить проекции прямого кругового конуса, ось которого лежит на 
прямой SM. а точка А принадлежит окружности его основания (рис. 215). Применить 
при решении способ совмещения. с„



г)
Рис. 216 г

233*. Поароить проекции прямого кругового конуса, е с т  его ось прохожих 
через .очку / (рис. 216, а). основание расположено на плоскости, .аданноГпар^  
лсльиыми Прямыми АП и СД а плоскость, заданная треугольником Ы Ъ \  касается
Э Т О !О  К 0Н У С < 4 .

Р е ш е н  и с. На рис. 216, б показано, чю  искомый конге о к а^ми:«стия в  'ш .-т-нном ».г-. - 
обраапианмом п.юскоечью основания (она калана п а р а л л е л ь н о й  п р ям ы м и  Л В  и СП)  и каеак-л^



ной плоскостью (заданной треугольником £ Т С ) .  Ось конуса, проведенная через точку / пер­
пендикулярно к  плоскости основания, определяет в пересечении с этой плоскостью центр осно­
вания -  точку О а в пересечении с касательной плоскостью -  вершину конуса -  точку 1ут 
же определится и радиус основания ОК. Очевидно, надо найти прямую, по которой взаимно пе­
ресекаются плоскость основания конуса и касательная к  нему плоскость. Это прямая МЫ. Если 
ввести дополнительную плоскость проекций 1ак, чтобы она расположилась перпендикулярно 
к  Л/Л, то на полученном чертеже сразу обнаружатся точки О я Б к радиус окружности основа­
ния конуса.

Итак начинаем с построения линии пересечении плоскости осконапия конуса с плоскостью, 
касательной к  конусу (рис. 216, в ).  Это делаем путем нахождения точек пересечения прямых 
АВ  и СО с плоскостью треугольника ЕГО. Через АВ  и СО проведены вспомогательные горизон-
тально-просцирующие плоскости 7  и 0 .

Теперь (рис 216 г) последовательно вводя дополнительные плоскости проекций -пл . я , ,  
перпендикулярную к  пл. * 2 и параллельную МЫ, и пл. я 4, перпендикулярную к пл. я 3 и к  прямой 
МЫ можно получить чертеж, на котором обе плоскости -  основания и касательная к  конусу - 
изображены в виде прямых. Проводя на зтом чертеже через точку I  проекцию высогы конуса 
перпендикулярно к  плоскости его основания, получаем проекцию О центра основания и 5 
проекцию вершины конуса. Получаем также отрезок 0 1У М ™ . равный радиусу основания.

Получив на рис. 216, г проекции 5 "  О" и 5 *0 ' ,  переходим к  заключительной сталии пост­
роения (рис. 216,«)), т.с. к  получению чертежа конуса.



Рис. 21?

234. Построить проекции прямого кругового конуса, если (рис. 217) точка О 
является горизонт, проекцией центра основания, расположенного в пл. a, a плос­
кость, заданная прямыми АВ  и CD. касается поверхности искомого конуса.

235*. Даны (рис. 218, а) точки: О -  центр сферы. А -  точка на ее поверхности. 
Построить проекции сферы.

Р с ш е н и с. Радиус искомой сферы выражается отрезком с проекциями О" А "  и (У. 1' 
(рис. 218, б). Определяем на!уральную величину R  з.ого отрезка и проводим из точек О" и (У 
окружности радиусом R.

236. Построить проекции сферы с центром в точке 0\ точка Л принадлежит 
экватору сферы (рис. 219).

237*. Построить сферу ра;шуса R, касательную н точке 1) к плоскости, задан­
ной треугольником ЛВС  (рис. 220.а).

Р е ш е н и е. Центр сферы должен лежаи, на перпендикуляре, проведенном в ючке  D к 
пл. треугольника ЛВС  Найдя ( рж .  220,0.» проекцию/?'', проводим нпл. ipey ю льннка i оризон- 
та.чь/1 - 2  и фрошаль С - 3 (рис. 2 2 0 . <?). используя их для гюароения проекций D 'L ' и /?"£ '" 
перпендикуляра к  зтой плоское!«.

Í еперь надо щ л о ж ш ь  на прямой DH о : ю чки  D о гре ю к . ранный R, В зя » не ко i орыи о i р>- 
зок /)/• (рис. 220. г), находим c ío  натуральную величину D 'r  *. .чклааы ваем  на / ?7 ' *  оф езок, 
равный R. и получаем сначала проекцию (У. а по ней О" . t)cxaeiч.я пр о веет  окружное!!! >'.) i<>-
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Рис. 220 г

чек О' и О" радиусом R. Изображена лишь одна сфера по одну сторону плоскости. Коли ог 
точек D ' и D" отложить на продолжении прямых D'E* \\D"E" отрезки D '0 [= D '0 ’ и D" О " - 
- D "0 "  (эти построения на чертеже не показаны), то точка <?х будет центром второй сферы с 
тем же радиусом R, касательной к  плоскости треугольника ABC  в точке D,

238. Построить сферу, касательную к  плоскости, заданной треугольником ЛВС 
(рис. 2 2 1 ) ,  если центр тяжести площади треугольника является точкой касания, а 
радиус сферы равен половине стороны ВС. 

239*. Построить сферу с центром на прямой ЛВ  (рис. 222, а), касательную к 
плоскостям, заданным треугольниками МУС и МУО.

Р е ш е н и е .  Геометрическим местом ценгров сфер, касательных к  заданным плоскостям 
а и 0 (рис. 2 2 2 , б) , является плоскость (7 ) ,  проходящая через линию их пересечения Л/.V и деля­
щая двугранный угол между плоскостями пополам.

Центр искомой сферы -  точка О находится в точке пересечения плоскости у с прямой 
АВ. Радиус R  сферы равен расстоянию от точки О до любой из заданных плоскостей.

Все это легко получить, применяя способ перемены пл. пр. (рис. 222, в ) ,  Первую допол­
нительную плоскость проекций (т?3) вводим так. чтобы она была перпендикулярна к  пл. я , и 
параллельна ребру Л/.V двугранного угла, а загем вторую дополнительную пл, п4 перпендикуляр­
но к  пл. ч3 и к  тому же ребру MX, Получив проекцию двугранного угла в виде угла C IV A/IV £)IS . 
проводим и кем биссектрису, изображающую пл. 7 , находим ючк> /7IV  и отрезок - R,
Остальное ясно из чертежа.

240. Построить сферу, касательную к граням ЛВС  и SAB  пирамиды SABC  
(рис. 223), взяв ее центр на ребре SC. 

241*. Провести через прямую АВ  плоскость, касательную к данной сфере 
(рис. 224,а).

Р с ш е н и е. Представив себе пространственную картину (рис. 224, б) , можно видеть, 
что сфера касательна к двум  плоскостям, составляющим двугранный угол с ребром Л Я . Отсюда







Рис. 224 г

вьпекаст следующий план решения: aj применяя способ перемены пл. пр.. расположив допол­
нительную пл. я 0 перпендикулярно к  А В. б ) п о л и т ь  на л о й  же пл. я 0 проекцию сферы, и) про­
нес i и из ю чки  - проекции ЛИ на пл. я 0 - пне касшельные к  окружности, представляющей собою 
проекцию сферы на ил. я 0. Эти касательные можно рассматривать как проекции плоскостей, 
касательных к  сфере (они перпендикулярны к пл. я0 }. и н то же время как проекции двух пря­
мых. проведенных из некоторой точки на ЛВ  касаюльно к  сфере. Очевидно, прямая АВ  и каждая 
из этих касательных определяют плоскость, проходящую через ЛИ касакмьно к  сфере. 1,сли же 
выделить ю чки  касания М  и .V (рис. 224, б). ю  каждая из касательных плоскостей будет выраже­
на прямой -1В  и точкой касания (Л/ или Л ) .

На рис. 224, в показано построение проекций прямой АВ  и сферы на пл. л4 и проекций ,U IV  
и ,YIV  точек касания на прямых, проведенных из io4kh.-1i v  ( £ i v ) касательно к  окружности с 
центром C' IV . Заключительная стадия построения показана на рис. 224. «>: проведя через ю чк у  
С '" прямую  параллельно оси я 4 я 3, получаем на л о й  прямой проекции М "  и Л ' ” , а также 
К '"  - проекцию точки К  на прямой АВ, из ю чки  К проведены касаюльные А Л/ и ЛЛ к  сфере.

Остальное ясно из чертежа.

242*. Построить проекции тела вращения, ограниченного поверхностью тора 
и двумя кругами (основаниями), плоскости которых перпендикулярны к оси этого 
тела; ось задана прямой М У (М У  II пл. тг2, рис. 225, а). Точки А, В  и С принадлежат 
поверхности тела, причем точка А лежит на окружности одного из оснований тела, 
а С - на окружности другого основания.

Р е ш  с il и е. Так как  ось тела параллельна пл. я 2. то очерком фронт, проекции будет глав­
ный меридиан тела. Проведя через А "  и С" (рис. 225, б) прямые, перпендикулярные к  М".\” ' . 
мы получим фронт, проекции плоскостей оснований тела, а введя дополнительную ил. я 3, пер­
пендикулярную к  пл. я 2 и к  M X  получим натуральный вид обоих оснований - круги радиусов 
М "'С ‘" и Л Г "/ Г '( . Мл, я 3 взята совпадающей с плоскостью меньшего основания, Построена также 
параллель, на которой расположена заданная точка В.

По точкам С '" , Â '" и В " ' находим точки С" , Л "  и В "  . Через эти точки должна пройти 
дуга окружности - фронт, проекция образующей тора в ее крайнем положении (рис. 225, в). 
Проведя эту дугу и ей симметричную относительно оси , получим, фронт, проекцию тела
вращения. Для его горизонт, проекции строим эллипсы - проекции оснований.





чтобы  получить горизонт, проекцию полностью, надо построить ее очерк (рис. 225, г ).
Д ля этого прибегаем к  помощи ряда сфер, вписываемых в тело в^ ® “ ия’ которых -  от-

-*ти г Л рп ы  касаются поверхности тела по окружностям , фронт, проекции которых Эти сферы касаются поверхнисп» п ^ ге ч е н и и  окружностей касания с экваторами
резки прямых, перпендикулярных к  М Ы  . В  пересечении окр>жн«1,
сфер находим точки Г  , 6 ', Г ,  2 ' и др. для очерка горизонт, проекции. каса.

Няппимеп взяв  центр сферы в точке Р , проводим прям>ю Ь О . определяем точк> кас

окружность -  горизонт, проекцию экватора, находим на ней точку 6 .
Т ак  же поступаем, взяв, например, центр сферы в т о ч к е Д  налодим точку 
Чеоез найденные проекции точек проводим кривую  7 6 1 -  Р

я в л я ю в д ^ я Т с к о м о й  оЧРер к о 1 й  линией горизонт, проекции поверхности тора. Горизонт, нроек-
ции точек кривой, расположенных ниже точки К, невидимы.

243 Построить проекции тела вращения, ограниченного поверхностью тора и 
двумя кругами (основаниями), плоскости которых перпендикулярны к  оси тела 
двумя кру^м л  <ие ,Л г / и \ 'И т  г пис 226) Точки А, В и С принадлежатвращения, ось задана прямой Л/Л (Л1Л в пл. я , , рис. . ¿ о ) . ю  , ТЛи„ / г  ня ок.
поверхности тела, причем точка А  лежит на окружности одного, а точка С

РУ^ ° 2 4 4 * Рп Т с т % и г Г п ^ к щ ш  тела вращения, ограниченного поверхностью тора и 
кругом ( о с н о в а н и е м ) ,  плоскость которого перпендикулярна к оси этого тела. В точ­
ке 5 (рис. 227, а) находится вершина тела, основание лежит в плоскости, заданной 
треугольником А М Х. Радиус основания тела равен Д. Плоскость, заданная треугол* 
ником В М Х  касательна к  поверхности тела.



Р е ш е н и е .  Л  ei к о представить себе такое положение заданных элементов относительно 
некоторой пл, проекций, при котором двугранный угол между плоскостями с ребром MN  изоб­
разится в виде угла, стороны которого являю тся проекциями заданных треугольников; перпен­
дикуляр, проведенный из проекции вершины S  на соответствующ ую сторону угла, определит 
высоту тела вращении и центр круга основания, Действительно (рис. 227, 6 ), применяя способ 
перемены плоскостей проекций, получаем соответствующую конфигурацию в проекции на допол­
нительной пл, тг4- Образующая тела вращения на этой плоскости должна изобразиться дугой 
окружности, проходящей через точки 5 и C lv  (точка С*v  должна лежать на прямой A flV tflV  
на расстоянии R  o i точки <?I V ) и касательной к  прямой A/1V 5 I V .

Построение такой дуги показано на рис, 227. б. Через точки S 1V и C'IV  проведена прямая 
до пересечения с прямой в точке 1. Отрезок 5 i v i  разделен пополам, и из точки 2 как  из
центра проведена окружность (показана ее половина) радиусом S I V J .  Из точки C IV  проведен 
перпендикуляр к  S  i v C 1 v ^ o  пересечения с окружностью в точке 3. Проводя дугу радиусом 1-3, 

на ПР ЯМ« Й точку 4. Теперь, проведя перпендикуляр в точке 4 к  прямой
^  в  IVH к  отрезку S С в его середине, находим точку 5 - центр дуги, проходящей через 
ю чки  S  и C 1V и касательной в точке 4 к  прямой .\/i v S i v .



И так, из рис. 227, б  и в м ы  получаем  вы соту тела вращ ения, натуральную  величину радиу­
са ду ги , дающей очерк его меридиана, и проекции О и О" центра основания.

Теперь переходим к  построению проекций тела вращ ения на пл. п2 и пл. jt, (рис. 227, г).  
И спользуем способ перемены пл. пр. Сначала вво ди м  дополнительную  пл. тг4 перп ен ди куляр ­
но к  пл. тг, и параллельно оси тела вращ ения: ось проводим параллельно S'O':  Построив 
S l v OIV , проводим через 0 IV прямую , перпендикулярную  к  S IV0 IV , и получаем  на пл. тт4 
проекцию основания в виде о тр езка  прямой, равного  2R, а по ней -  проекцию на пл. я ,  в  виде 
эллипса, П роекция тела на пл. л 4 очерчивается д у гам и  радиуса, величина которого  получена на 
рис. 227, в. П ользуясь изображением на пл. я д , находим очерк горизонт, проекции при помощи 
вписанных сфер (подобно рассм отренном у в задаче 242 па рис. 225, г) .  Например, в з я в  проек­
ции сф еры с центрами £ 1У и получаем  точ ку F ’ д л я  очерка проекции тела вращ ения.

Аналогично поступаем  и д л я  построения фронт, проекции тела, в в о д я  дополнительную
пл. тг3.

2 4 5 . Построить проекции тела вращ ения, ограниченного поверхностью тора и 
д в ум я  кругам и  в плоскостях, перпендикулярных к  оси тела вращения, если дано: 
а) точка 0 \  -  горизонт, проекция центра основания, расположенного в пл. а  и имею­
щего радиус R i\  б) ~  радиус другого основания; в ) h  — расстояние м еж ду ос­
нованиями; г )  пл. 0  касательна к  поверхности тора (рис, 22 8 ).

2 4 6 * . По заданной проекции точки, принадлежащей изображенной па чертеже 
поверхности, найти другую  проекцию этой точки.

Р е ш е н и е .  При решении применен общий прием, заключающ ийся в  отнесении р ассм ат­
риваемой точки  к  некоторой линии, заведом о  принадлежащ ей поверхности.

На рис. 229. а по заданны м  проекци ям  А" и В' точек, принадлежащ их цилиндрической 
поверхности, надо было найти проекции А'  и В" . Построение выполнено при помощ и образую ­
щих А -  1 и В -  2 , Т акж е  и на рис, 229, б  применены образую щ ие конической поверхности
S  -  1 дл я  нахождения проекции точки А'  по заданной л" и S  -  2  дл я  нахождения проекции точ- 
к и В" по заданной В'.

На рис, 229, в  найдены проекции Л ' и Л '” по заданной проекции Л" точки, принадлежащ ей 
сфере, П роведена горизонт, проекция параллели, взято й  на уровне точки  Л , -  о круж н о сть  р ади у­
са 0 ”1 " - Дальнейш ее ясно из чертежа.



Рис. 227 г
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На том  ж е рис. 229 , в  п о казано , что можно, например, построить проекцию В'  точки В, 
принадлежащ ей сфере, по заданной проекции В" иначе, чем это сделано д л я  точки  А,  а именно: 
представить себе сечение сф еры плоскостью , параллельной пл. п2, по окруж ности  р ад уса  О"В" , 
найти положение горизонт, проекции этой о круж ности  и на ней в зя ть  проекцию В . Проекцию 
В"’ можно найти, построив профильную проекцию о круж ности  ради уса  О"В".

Можно было бы представить себе плоскость, проходящ ую  через заданную  то ч ку параллель­
но пл. тт3 . Это показано  на рис. 229, в на примере нахож дения проекций С '"  и -С ' точки  С  по 
заданной ее проекции С". П лоскость, параллельная пл. рассечет сф еру по окруж ности  радиуса 
0"г 4" = 0"2'4"'. Н аходим на профильной проекции этой окруж ности  проекцию С" , З атем  нахо­
ди м  проекцию  С ' , •

Все построения на рис. 229, в вы полнены  в предположении, что точки .4 , В и С даны  на той 
части сф еры, ко то рая  видим а на пл. тгг .

На рис. 229, г найдена проекция А '  по заданной А" и проекция В" по заданной В\  точки 
принадлежат поверхности тора. Применены параллели поверхности.

П ари с. 229, д  по заданны м  проекци ям  А" и В 1 точек Л и В, принадлежащ их прямой вин­
товой поверхности, найдены проекции А'  к  Я " . Это сделано п утем  отнесения точек к  соответ­
ствую щ им полож ениям  образующ ей — прямой линии. Горизонт, проекции образующ их направ­
лены  радиально, а фронт, проекции -  перпендикулярно к  рронт. проекции оси поверхности.

Д ля нахождения фронт, проекции точки  В, принадле) ¡щей косой винтовой поверхности 
(рис. 229, е ) , по заданной ее горизонт, проекции В'  т акж е  (.-пользована прямолинейная обра­
зую щ ая поверхности. Ее горизонт, проекция определена точкчми 1 '  и 2 ' ,  по ним в з я ты  точки 
1 " и 2 " на фронт, проекции винтовы х линий и проведена проекция 1 "2 " , на которой и найдена 
точка В" . Точность построения (т а к  ж е, к а к  и на рис. 229 , д )  зависит от тщ ательности построе­
ния синусоид -  фронт, проекций винтовы х линий. Чтобы повысить точность, можно применить 
расчет подъем а точек на фронт, проекции в зависим ости от угл о во го  перемещ ения на горизонт, 
проекции. Например, точка, образую щ ая винтовую  линию, в  положении 1 переместилась вдоль 
оси цилиндра на долю ш ага, соответствую щ ую  доле полного поворота в о к р у г  оси:

О Т
ш аг 360°

Что ж е касается  нахождения горизонт, проекции точки А  по заданной проекции А" (см . 
рис. 229, е ) ,  то здесь применено сечение косой винтовой поверхности плоскостью , перпендику­
лярной к  ее оси. П олучаю щ аяся при этом  спираль А рхим еда изобразится без искаж ения на гори­
зонт. проекции. П роведя фронт, проекцию спирали А рхим еда -  о тр езок  3"4"  , находим проек­
ции точек 3 ’ и 4 ' ,  затем  дели м  уго л  >р на п равны х частей и на т ако е  же число равны х частей 
делим  отрезок  5 ' 4 ' . р авны й /. Точки спирали получаю тся в пересечении соответствую щ их пря­
м ы х  и д у г , к а к  это показано на чертеже. И ском ая точка А ' находится на спирали.

Па рис. 229, ж  показано построение проекции А" точки  А  и проекции В" точки В, принад­
лежащ их косой плоскости (гиперболическом у п ар або лои ду). П лоскостью  параллелизм а явл яется  
пл. я , .  Через заданную  проекцию А" проведена проекция 1"2"  образую щ ей этой поверхности 
{ ] ” 2 I оси х ) , построена проекция 1  '2 ' ,  на которой и получена и ском ая горизонт, проекция 
точки А.

Д ля нахождения проекции В" проведена через точ ку В'  п р ям ая  3'4 '  -  горизонт, п р о ек­
ция некоторой линии, принадлежащ ей поверхности. По точ кам  пересечения прямой 3 '4 '  с обра­
зую щ ими (5 '6 ' ,  4 ' 8 ‘ и д р .)  найдены точки дл я  проведения фронт, проекции 3"4"  полученной 
кривой, на которой о пределяется и ско м ая  проекция В" .

§ 22 . Пересечение поверхности плоскостью и прямой линией

2 4 7 * . Построить проекции части прямого кругового  цилиндра, остающейся 
после пересечения его фронтально-проецирующей плоскостью а  (рис. 2 3 0 ). Дать 
натуральный вид сечения и полную развертку поверхности.

Р е ш е н и е .  С удя  по положению секущ ей  пл. а  относительно оси цилиндра, линия на его 
боковой  поверхности, получаемая в  пл. а . представляет собой эллипс с центром в  О (на оси 
цилиндра); больш ая ось эллипса равна о тр езку  ¡"7",  а м алая  -  ди ам етру цилиндра. Учитывая, 
что пл. а  пересекает и одно из оснований цилиндра, получаем сечение в  виде ф игуры , ограничен­
ной дуго й  эллипса и о тр езко м  прямой АВ. Д ля построения этой ф игуры  применен способ пере­
мены  плоскостей проекций, а именно введена дополнительная пл. п} , п ерп ен ди кулярн ая к  пл. л 3 
и параллельная пл. а. Построение можно было бы осущ ествить, не в во д я  пл. я 3 и осей п1 /п1 и 
я э/л2 , а пользуясь большой осью эллипса д л я  откл ады ван и я  от нее отр езко в, взяты х  на горизонт, 
проекции, к а к .  например, о тр езка  / д л я  получения точек А кВ '" .
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Примененное на рис. 230 деление о круж ности  основания на некоторое число равн ы х  м еж ду 
собою д у г  (взято  12  д у г )  п р едставляет собою обычный прием дл я  построения р азвер тки  в  подоб­
ных случаях Полная р азвер тка  составлена из: а )  р азвертки  боковой поверхности, ограниченной 
пятью о тр езкам и  прямой линии и кривой Л 0С9В 0 -  синусоидой, в  которую  р азверн улся  эллипс, 
б) к р у га  основания цилиндра, в )  натурального  вида сечения, г )  сегм ента, полученного на вер х ­
нем основании.

2 4 8 * . Найти точки пересечения поверхности цилиндра прямой линией 
(рис. 2 3 1 ,а ) .

б )

ц )

Р е ш е н и е .  П рименяем д л я  реш ения зада­
чи общий прием построения точек пересечения п р я­
м ы х линий с лю быми поверхностями, а именно: 
1 ) заклю чение прямой в некоторую  плоскость , 2 ) 
построение линии пересечения поверхности этой плос­
костью , 3 )  нахождение точки пересечения заданной 
прямой и этой линии. В данной задаче во зьм ем  вспо­
могательную  п лоскость т ак , чтобы она рассекла 
поверхность цилиндра по прям ы м  линиям  - обра­
зую щ им. Это наиболее простой прием д л я  заданного 
случая- На рис. 23 ! ,  б  показано, что пспомогательная 
пл. <1 определяется  прямой А В и пересекаю щ ей се 
прямой СМ2 • параллельной образую щ им цилиндра. Та­
к а я  п лоскость раессчст цилиндр по его  образую щ им.

Построение показано на рис. 2 3 1 ,в . Ч гобы опре­
делить образую щ ие, по ко то ры м  плоскость, проведен­
ная через АВ , пересечет цилиндр, построены горизонт, 
следы  прямой АВ  (точка М'\, М , > и прямой С М2 
(точка М ‘\, А/2 ) .  Через следы  п рям ы х проведен 
горизонт, след плоскости п р ям ая  М , Л/ 2. Этот 
след пересекает  в точках 1 ‘ и 2 ’ о круж н о сть  -- след 
цилиндрической поверхности на той ж е гик я , .  Про­
в е д я  /’А ' и ? 'Л Г’ параллельно <Г'Л/2', получаем



точки К  и .V -  горизонт, проекции и ско м ы х  точек пересечения АН с поверхностью  цилиндра, 
а затем  К  и Л”' -  фронт, проекции этих точек.

и б )  2 4 9  НаЙ™ Т0ЧКИ пеРесечения поверхности цилиндра прямой линией (рис. 232, а

2 5 0 * .  П о с тр о и ть  п р о е к ц и и  ч асти  п р я м о г о  к р у г о в о г о  к о н у с а ,  о с т а в ш е й с я  п о сл е  
п е р е с е ч е н и я  е го  ф р о н тал ь н о -п р о ец и р ую щ е й  п л о с к о с т ь ю  (р и с . 2 3 3 ,  а и б ) .  Д а т ь  н а т у ­
р ал ь н ы й  в и д  с е ч е н и я  и п о л н у ю  р а з в е р т к у  п о в е р х н о с т и  и з о б р а ж е н н о го  т е л а .

Р е ш е н и е .  С удя  по положению секущ ей  плоскости относительно образую щ их конуса, 
линия на его боковой  поверхности, получаемая в пл. а ,  пр едставляет  собою эллипс. Больш ая 
ось этого  эллипса мож ет бы ть представлена о тр езко м  М"К" . Д еля М"К"  пополам, получаем 
фронт, проекцию центра эллипса -  точ ку О" , а по ней и проекцию  О'. Теперь можно найти малую  
полуось, проведя секущ ую  плоскость через то ч ку  О перпендикулярно к  оси ко н уса  и в з я в  в 
полученном к р уго во м  сечении полухорду М алая ось эллипса р авна 21,. Горизонт, проекция 
эллипса т ак ж е  представляет собою эллипс; его  больш ая о с ъ М 'К ' , а м алая  -  С '£ \  равная 21,.

Последующие построения подобны вы полненны м на рис. 230. Натуральный ви д  ф игуры 
сечения построен при помощ и способа перемены  пл. пр., причем дополнительная пл. в з я т а  сов­
падающей с пл. а. Замечение на с. 164 о том , что построение можно быть бы осущ ествить, не 
в во д я  пл, тгэ и о сей я ,/ т г 1 и п31п2, справедливо и дл я  данного случая.

З ная, что б о ко вая  поверхность ко н уса разверты вается  в  кр уго во й  сектор с у гл о м  ^  *
с1

-  — - 1 8 0  при верш ине, где (1 -  диаметр  основания, а / — длина образующ ей конуса , строим

сектор  с р азбивкой  его на раиныс части соответственно р азм етке  образую щ их на чертеже ко ­
нуса. Зная, например, положение образую щ ей 5  -  3  на чертеже и на р азвертке , находим поло­
жение точки  .V, на р азвер тке  при помощ и натуральной величины о тр езка  1} образующ ей от вер­
шины 5  до  точки  N.

В полную р азвер тк у  оставш ейся части поверхности вх о д ят : а) р азвер тка  б око вой  по­
верхности, ограниченная дуго й  окруж ности  радиуса / и построенной кривой А „ ^ М 0В0 ; б ) час­
ти к р у га  основания; в )  натурального  вида сечения, причем к р у г  и сечение граничат по хор ­
де  А 0В0 .
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2 5 1 * . Найти точки пересечения поверхности прямого кругового  конуса прямой 
линией (рис. 2 3 4 ,с ) .

Р е ш е н и е  П рименяя вспомогательную  плоскость, проведенную  через данную прямую  
линию задаем ся  целью обеспечить простейшее пересечение ко н уса  этой плоскостью . С екущ ую  
плоскость надо провести через верш ину ко н уса . Она будет  пересекать ко н ус  по п р ям ы м  линиям 
(образую щ им) На рис. 234, б  показана пл. о, проведенная через данную прямую  АВ  и верш ину 
k o h ^ lТ П е д я  пл % перпендикулярную  к  оси ко н уса  и, следовательно, пересекаю щ ую  его 
по окруж ности , находим на пл. у  линию ее пересечения с пл. а  -  прямую  DE. Образующие, по ко­
торы м  пл а  пересекает ко н ус , определяю тся вершиной 5  и точкам и  1 и 2. На этих образую щ их и 
получаю тся точки К  и М, в ко то ры х  п р ям ая  АВ  пересекает поверхность к о н у « .  ^

На рис 234 в  пл а  задана прямой АВ  и проведенной через верш ину S  прямой SC,  пересе­
каю щ ей АВ  в  точке С  и параллельной пл. у. П лоскость а  пересекает ил. 7  по пРям ой 
лапьной S C  П оэтому, найдя на чертеже то ч ку D (то ч ку  пересечения прямой АВ с т .  у ) ,  прово­
дим  В Т  «О ко то р ы м  iwv «  п е р е се к м г  певерхносте к ч ж у с *  лишь 

S V h T a  Это го  достаточно, чтобы найти горизонт, п р о е к ц и и « ’ и -N точек
пересечения, а по ним проекцииМ ” h N ■

Если рассм атривать ко н ус , поставленный на пл. я , , то надобность в пл. у  отпадает.

2 5 2 . Найти точки пересечения поверхности конуса прямой линией (рис. 235, а

и б ) .

Рис. 235 а, б

У к а з а н и е .  Принять плоскость к р у га  в качестве вспомогательной плоскости , подобной 

пл. у  на рис. 234, в.
2 5 3 * . Найти точки пересечения прямой линии с поверхностью сферы 

(рис. 236, а ) .
Р е ш е н и е .  И спользуя вспомогательную  секущ ую  плоскость, проходящ ую  через дан­

ную прям ую  (рис. 236, б ) , получаем окруж ность . И ском ы е точки  М и N получаю тся при пересе­
чении этой о круж ности  с прямой линией.



Рис. 236 а- в

На рис. 236. в показаны  граф ические построения с помощью способа перемены пл по 
Дополнительная плоскость я 3 перпендикулярна к  пл. я ,  и параллельна вспомогательной 

горизонтально-проеиирующ ей плоскости у, проведенной через прямую  АВ
На пл. я 3 изображ аем  не данную  поверхность сферы, а лиш ь получаемую  на ней о к о и к н о т  

н и м гР^ ^ - Х ~ ^ . П0ЛУЧИВ ТЭКЖе ™  точки Д Г" Л У™ : ™

и б )  2 5 4  НаЙТИ ТОЧКИ Пересечения пРямой ли,и1и с поверхностью сферы (рис. 237, а

(рис 238 *а) НаЙТИТ° ЧКИ пеРесечения прямой линии с поверхностью вращения

ПППГ„ 1 ! Ш е н и е. П роводим через прямую  АВ  (рис. 238, б)  гориэонтально-проецирующ ую 
плоскость у  и строим линию пересечения ею данной поверхности Точки этой линии нахо™ м 
при помощ и параллелей поверхности. Например, проведя д у г у  окруж ности  радиуса Б'З'  полу­
чаем на фронт, проекции гл авн ого  меридиана точку 3 " ,  определяю щ ую  уровень с о о т в е т с т в у ^





Рис. 238 в , г

щей параллели, и по точке 3“ находим 3" . Точки 4" и 5" получаем по точкам  4 ‘ и 5'.  Высшую 
точ ку кривой I" находим по ее горизонт, проекции 1 '.

" Построив фронт, проекцию кривой , находил! точки ее пересечения с фронт, проекцией 
А" В" , а именно точки М ” и Л'" -  фронт, проекции и ском ы х точек пересечения прямой АВ  
с заданной поверхностью . По точкам  М" и .У " строим М'  и Л".

Если через АВ  в качестве вспомогательной плоскости провести фронтально-ироецирующую 
(рис. 238, в ) ,  то т ак ж е  придется построить кривую  линию. Теперь сначала найдем точки М' и 

а по ним М" и ¿V" .
Оба рассмотренных решения по сущ еству д р у г  от др уга  не отличаются. Но можно предста- 

чигь себе другую  сх ем у  построения, к о гд а  проведение плоскости через заданную  прямую  отпада­
ет Цело в  том , что заданная п р ям ая  м о ж ет  играть роль образую щ ей о дно полостного гипсрболои- 
ь  зращ ения при той ж е оси, что и у  заданной поверхности (рис. 238, г ) .  Т ак  к а к  обе поверхнос- 

зращ ения соосны ,тоони  п ересекутся  по о кр уж н о сгям . И ском ы е точки пересечения прямой 
. .ыверхносты о вращ ения получаются на эт:;х  о кр уж н о стях . П редоставляем  выполнить такое 
построение читателю.

О трицательным м ом ентом  в построениях, показанны х на рис. 238. б и в ,  я в л яется  необ­
ходимость пользоваться кривой ; это снижает точность определения положения точек М  и N. 
Но и в  случае использования гиперболоида вращ ения приходится строить по крайней м ере одну 
ветвь  гиперболы, т .е . опять кривую . Это такж е снижает качество  тако го  приема реш ения разоб­
ранной задачи.

2 5 6 . Найти точки пересечения прямой линии с поверхностью вращения 
(рис. 239, а и б ) .

2 5 7 * . Найти точку пересечения прямой АВ  с поверхностью коноида, заданно­
го направляющими СО и ЕЬ' и плоскостью параллелизма я  1 (рис. 240, а)

Р е ш е н и е .  Через прямую  АВ  проводим у>и 240, б) фронтально-проецирующую плос­
кость  у  и строим кривую  МА/ пересечения згой плоскости с коноидом . З адавая  на кривой СО 
р яд  точек, проводим через них образую щ ие параллельно пл. п , ; горизонт, проекции этих об­
разую щ их проходят через то ч ку  Е '(Г ' ). Н аходим точки их пересечения с плоскостью  у.

Точка К  пересечения кривой  М N' н прямой А'В'  я вл я ет ся  горизонт, проекцией иско ­
мой точки ; по А" находим А-" н а А пВ" .



а )
Рис. 239 а, б



2 5 8 . Найти точку пересечения прямой АВ  с поверхностью коноида, заданного 
направляющими СО и ЕЙ и плоскостью параллелизма п 2 (рис. 241)

2 5 9 . Найти точку пересечения прямой АВ  с поверхностью коноида, заданного 
направляющими СО и ЕЬ и плоскостью параллелизма -  фронтально-проецирующей 
плоскостью а  (рис. 2 4 2 ).

2 6 0 * . Найти точку пересечения прямой АВ  (рис. 243, а )  с косой плоскостью 
заданной направляющими СП и ЕР и плоскостью параллелизма -  фронтально-проеци­
рующей плоскостью а .



Р е ш е н и е .  Через прямую  АВ  (рис. 243, 6 ) проводим фронтально-проецирующую плос­
кость  7  и находим кривую  пересечения ее с заданной поверхностью. Т ак же, к а к  в задаче 257, 
берем на прямой Сй р яд  точек, проводим через них образующие (параллельно плоскости  па­
раллелизма а) и строим точки пересечения этих образующ их с плоскостью у. П олучаем кривую  
с проекциями 1"2"  , 1 '2 '  и точ ку пересечения проекций I 2 и А В -  точку К . Это горизонт, 
проекция искомой точки. По А-' находим К' на А В .

2 6 1 . Найти точку пересечения прямой АВ с косой плоскостью, заданной на­
правляющими С/?и ¿Т7 и плоскостью параллелизма тт 1 (рис. 244 ).

2 6 2 . Найти точки пересечения прямой АВ с косой плоскостью, заданной на* 
правляющими СО и ЕР и плоскостью параллелизма Я2 (рис. 245 ).





2 6 3 * . а ) Разбить поверхность заданного на рис. 2 4 6 ,  а  тела вращения на зоны
различных по своему виду поверхностей; б ) построить фронтальную и профильную 
проекции данного тела вращения, усеченного плоскостями а х и а 2 .

Р е ш е н и е .  Заданное т а ю  вращ ения состоит из конуса, цилиндра, кр уго во го  кольца и 
сф ерического сегм ен та. С оответственно поверхность тела содержит зоны : I - коническую , II -  
цилиндрическую, III -  к р уго во го  кольца, IV -  сф ерическую  (рис. 246, б).

К оническая поверхность образована о тр езко м  АВ, цилиндрическая -  о тр езко м  Ы ,  по­
верхность к р уго в о го  кольца -  дуго й  CD радиуса R i , сф ерическая -  дуго й  DE р адиуса Л ,.

К аж дая  из этих зон граничит с соседней по окруж ности . О круж ности  проходят соответ­
ственно через точки В, С и D.

П лоскость а .  пересекает (рис. 246, в )  коническую  поверхность по гиперболе 5 - I  - 4 - 9 ,  
цилиндрическую  -  по образую щ им, проходящ им через точки 5 и 9, поверхность к р уго во го  ко ль­
ца -  по кривой 5 - 7 - 8  и сф еру -  по окруж ности  радиуса R = О" 1 . Линии, образуем ы е на 
поверхности тела секущ ей  плоскостью  а , ,  таки е же, к а к  о г плоскости  а 2 . и на рис, 246, в  их 
проекции совпадаю т с построенными, т а к  к а к  плоскости а 2 и и , параллельны и отстоят на р ав­
ны е расстояния от плоскости симметрии заданного тела.

В зяв  например, секущ ую  плоскость 0 , ,  получаем  о круж ность радиуса О i  . Л а  о к р у ж ­
ность д ает  в  пересечении с пл. а ,  точ ку 4"\  по которой получаем на фронт, проекции точ ку 4  , 
принадлежащ ую  гиперболе. Чтобы получить верш ину гиперболы, отмечаем  точ ку I -  профиль­
ную проекцию этой верш ины -  и строим соответствую щ ую  ей проекцию I на поверхности
ко н уса .

На рис. 246, в  показан  такж е  пример построения фронт, проекции одной из точек (/  ) 
кривой , по которой пл. а 2 срезает тело в  зоне к р уго в о го  кольца.

2 6 4  Построить линию среза на поверхности тела вращения (рис. 2 4 7 ) . С еку­
щую плоскость взять  параллельной плоскости проекций тг2 и отстоящей от оси тела 
вращения на расстояние, равное 1" О"  . Назвать полученные линии, входящ ие в сос­
тав линии среза.



§ 23. Взаимное пересетение поверхностей

2 6 5 * . Построить: а ) проекции линии взаимного пересечения поверхностей при> 
мы и сферы; б ) натуральный вид сечения А -  А (рис. 248, а ) .

Р е ш е н и е .  В данном  случае одна из проекций линии пересечения, а именно горизонталь­
ная, известна, т ак  к а к  сли вается  с горизонт, проекцией боковой  поверхности призм ы . Это зна­
чительно упрощ ает построение; оно своди тся к  нахождению  фронт, проекций точек, принадлежа­
щих поверхности сферы, по их горизонт, проекциям . Т ак , проекция С" (рис. 248, б ) найдена 
при помощ и горизонтали на поверхности сферы: эта горизонталь им еет радиус О 'С ' . Точки й" 
и Е" получены на фронт, проекции плавного  меридиана сферы по проекци ям  £>' и Е'. точка 
А" -  на фронт, проекции эквато р а.

Д р уги м  обстоятельством , имеющим больш ое значение в построении, я в л яется  то, что полу­
чаем ая линия пересечения известна: к аж д ая  б о ко вая  грань призмы  пересекает поверхность сферы



по д у ге  окруж ности . Из этих д у г  одна, леж ащ ая на задней грани, проецируется на пл. п3 без ис­
каж ен и я; ее радиус равен  А ' З ' . Д ве  др уги е д у ги  проецирую тся на пл. я ,  в  виде д у г  эллипсов.

П роведя п ерп ен ди куляры  0 ' 1 '  и О'2 ' ,  м ы  определяем  горизонт, проекции верш ин эл­
липсов -  точки  1 '  и-2' ; по ним находим  п р о екц и и /" и 2"  . На рис. 248, б  д у ги  эллипсов п о каза­
ны  за точ кам и  С" и В" ш трих-пунктирными линиями. Тело на рис. 2 4 8 , 6  представлено к а к  мо­
нолит (например о т л и в к а ) . П оэтому сечение на рис. 248, в представлено в  виде одной ф игуры, 
что подчеркивается и ш триховкой .

26 6 . Построить: а ) проекции линии пересечения поверхностей призмы и цилинд­
ра: б ) натуральный вид сечения А -  А (рис. 2 4 9 ) .

У к а з а н и е .  Горизонт, проекция линии пересечения в задачах 266 и 267 совпадает с 
частью соответствующей проекции гела.

267 . Построить: а) проекции линии пересечения поверхностей призмы и кону­
са; б) натуральный вид сечения А -  А (рис. 25 0 ).

2 6 8 . Построить: а ) проекции линии пересечения поверхностей призмы и кр уго ­
вого кольца; б) натуральный вид сечения А -  А (рис. 25 1 ).

У к  а з  а н и е. Фронт, проекция линии пересечения совпадает с частью соответствую щ ей 
проекции призмы .





Рис. 252 в

2 6 9 * . Построить: а) проекции линии пересечения поверхностей цилиндра и 
сферы; б) натуральный вид сечения Л -  А (рис. 252, а ) .

Р е ш е н и е .  Все точки фронт, проекции цилиндра (рис. 252 , б )  м о гут  бы ть приняты за 
фронт, проекции точек, принадлежащ их искомой линии пересечения. А отсюда л е г к о  найти, на­
пример, проекции П’ М'Ы' на горизонт, проекциях соответствую щ их параллелей сферы, проек­
ции А 'В 'К '  на горизонт, проекциях д у г  окруж ностей , проводимы х на фронт, проекции сферы 
радиусам и  С" А" , С” В” , С"К” . Точки А'  и В'  представляю т собой горизонт, проекции х ар ак ­
терны х точек линии пересечения, наименее и наиболее удаленны х от пл. я 2 . Проекции М , М  и - 
Ы" № определяю т точки  пересечения очерковы х образую щ их цилиндра со сферой.

Изображенное тело -  сочетание части сферы и цилиндра -  р ассм атривается к а к  монолит­
ное. При построении сечения А -  А  получено сечение части сферы, ограниченное дугой  о к р у ж ­
ности радиуса О01 0 и д в у м я  о тр езкам и  п р ям ы х , по ко то ры м  плоскость А  -  А пересекает чет­
вертин ки” к р у го в , ограничиваю щ их справа и снизу рассм атриваемую  часть сферы. З атем  получе­
на часть эллипса (на рис. 2 5 2 ,в  он показан  ц ел и ко м ) к а к  сечение цилиндра. О трезок 2 в 2 10 получен

от пересечения плоскости , ограничивающей цилиндр.
2 7 0 . Построить: а ) проекции линии пересечения поверхностей цилиндра и к о ­

нуса; б) натуральный вид сечения А -  А (рис. 2 5 3 ) .



Рис. 254

У к а з а н и е .  Фронт, проекция линии пересечения совпадает с частью соответствую щ ей 
проекции цилиндра.

27 1 . Построить: а) проекции линии пересечения поверхностей цилиндра и тела 
вращ ения (с осью //,, перпендикулярной к  пл. я 4) ;  б) натуральный вид сечения 
А -  А (рис. 254) .

У к а з а н и е .  Г оризонт. проекция линии пересечения совпадает с  соответствую щ ей проек­
цией цилиндра.

2 7 2 * . Построить: а ) проекции линии пересечения поверхностей конуса »■ сфе­
ры ; б) натуральный вид сечения А -  А (рис. 2 5 5 ,  а ) .

Р е ш е н и е .  В этом  случае ни одна из проекций ни одного из данны х тел не совпадает пол­
ностью или частично с проекци ям и  иском ой линии пересечения. М ы не м ож ем  исходить из того, 
что положение проекций ее точек нам известно, к а к  это было в задачах 265 и 269. П оэтому м ы  
используем здесь общий прием построения точек взаим ного  пересечения поверхностей, а имен­
но введение вспомогательны х секуш и х  плоскостей (рис. 255, 5 ) ,  пересекаю щ их каж дую  из 
заданных поверхностей по некото ры м  линиям , и определение точек, общих д л я  этих поверх­
ностей, в пересечении линий, полученных на них.

Учитывая свойство  и положение заданны х поверхностей, применим в данном случае серию 
секущ и х  плоскостей , параллельных пл. . К аж дая т а к а я  плоскость пересекает поверхности 
ко н уса и сферы по о кр уж н о стям  (рис. 255, в ) . Например, пл. а  на ко н усе  дает о круж н о сть  радиу­
са S* 2' ,  а на сфере -  о круж н о сть  радиуса С ' 3 ' .  Эти о круж ности  в  сво ем  пересечении определя­
ют точки D и Е, общие д л я  поверхностей ко н уса  и сферы.

Но кр о м е  точек, получаемы х подобным образом , надо построить еще некоторы е характер ­
ные точки, положение ко то ры х  уточняет иском ую  линию. Это прежде всего  вы сш ая и низш ая





точки на фронт, проекции. Д ля их нахож дения м ы  такж е  используем  некоторую  пл е- она 
проходит через ось ко н уса и через центр сферы и я в л яется  дл я  этих тел общей плоскостью  сим­
метрии. Пл. е пересекает поверхность ко н уса  по образую щ им, а поверхность сферы по о к р у ж ­
ности; повернув ил. е вм есте с полученными в ней линиями в о к р у г  оси ко н уса до положения 
параллельного пл. п2, получим точки А  и ß  " ,  а по ним сначала /4" и й " , з а т е м , ! '  и В' ■
п„п !*меют эначение точки F " • F* и-/". 7* на гл авн о м  меридиане конуса , т а к  к а к  в  них опре­
деляю тся точки пересечения крайней образую щ ей S"I" , S ‘ 7 ' с поверхностью  сф еры ; а д я  нахож ­
дения л и х  точек взята  вспом огательная пл. rj, соответствую щ ая гл авн о м у меридиану конуса и 
рассекаю щ ая поверхность сферы по о круж н о сти  радиуса С "4" .

1 а к ж е  следует  найти точки  на эквато р е  сф еры, д л я  чего в  серии горизонтальных с е к у ­
щих плоскостей в зять  пл. ß: в  точках  М '  и .V ' горизонт, проекция эквато р а см ы к ается  с види­
мой частью проекции линии пересечения на пл. п1 ,

Сечение А -  А (рис. 255, г) очерчено дуго й  о круж ности  (от пересечения поверхности сфе­
р ы ; ,  частям и  гиперболы (от пересечения конической поверхности) и о тр езко м / /  G (от пегк-- 
сечения основания к о н ус а ) . Надо обратить внимание на смещ ение центра к р уго во го  сечения сфе­
ры  относительно оси гиперболы . ф

2 7 3 . Построить проекции линий перс-сечения: а ) иоврехностей тора и эллипсои­
да вращения (рис. 256, а)\ б) поверхностей тора и сферы (рис. 256 б )  В обоих 
случаях построить сечения А -  А.

2 J 4 *  Построить пР°екИии линии пересечения поверхностей конуса и цилиндра
\^рНС. Z.O / ) (2 ) .

г,*™ ,,.!! С ü* С Н И е ‘ ЗД^ СЬ f3K ЖС’ КаК И В ЗЭДаче 27 2 ’ “ Рнходитея прибегать к  вспомогательны м  
секущ и м  пл о ско стям . К акие же плоскости наиболее удобны  в данном случае? Это плоскости.
проходящ ие через верш ину ко н уса  н параллельные образую щ им цилиндра (рис 257 б) Т акие









плоскости (например, пл. а)  п ересекает обе поверхности по п р ям ы м  -  образую щ им положение
0П ределяется т°ч к а м и  пересечения оснований данны х тел со следо м  секущ ей  плоскости 

на плоскости  оснований. Построение показано на рис. 25 7 , в.
, .ин J ie Pel T04Ky 5 " ’ 5 '  д о в е д е н а  п р ям ая  параллельно образую щ ей цилиндра; найдены п р о ек­
ции М  и М  горизонт, следа этой прям ой. « « р и с к

Если горизонт, следы  секущ и х  плоскостей  проводить через то ч ку  М' т а к , чтобы каж ды й  
из них пересекал  или к асал ся  оснований ко н уса  и цилиндра, то на поверхностях цилиндра и ко - 
c l L n Знарйуж иваю тся образую щ ие, в  пересечении ко то ры х  получаю тся точки  и с к о м о Т л ^ в д  
Сначала зай м ем ся  точ кам и  на образую щ их, являю щ и хся очерковы м и  на горизонт проекции. 
П роводим следы  плоскостей  по направлениям  М ’ б ’ и М Ч '  к а с а т * 1ьно к  о к р у ж н о е ™ ¿ н о в *
r S l  На каж яо й  из поверхностей по три образую щ их: на ко н усе  образую щ ие S ' I '

и э 4  , на цилиндре образую щ ие из точек 6', 2 ' и 3 ',
г '  л ' ° ‘ ТаеГ  БЗЯГЬ ТОЧКИ п„еР ес,Г,ен<« я  образую щ их -  на горизонт, проекции точки  А' В' C . D  и н а  фронт, проекции А , В ,  С ,  D .  к и  л ,  а ,

Теперь д л я  нахож дения точек, леж ащ их на очерковы х образую щ их фронт проекций тел

3ypZ T  т о ч Г  7 Т Т  ип“ Ж ^ ризонт- проекции концов * ра:
^  Т аки м  образом , находим точки  G ', //', К ',  L\ N ', О', Р',  а по ним фронтальные проек-

. .р о е к щ 7 и с к о м о ^ Г „ Г аН ПРИМеР НаХ0ЖДеНЮ' промежуточных точек (£ и F ) и проведены обе

ноет J 'гпигП? « Р° ‘! ТЬм РОеКЦИИ ЛИИ™  пеРесечения- а)  ™ у х  Цилиндрических поверх- ностеи (рис. ¿ э Ь , а ) , о) д в у х  конических поверхностей (рис. 2 5 8 , 5 ) .
2 7 6 * . Построить проекции линии пересечения цилиндрической поверхности с

косой плоскостью. Косая плоскость задана направляющими AB  и СЮ при пл тг, к а к
плоскости параллелизма (рис. 2 5 9 ,а ) .  ’ 1

п а р ^ л ^ „ 7 я ” 25ТГ 5 )Же ПЛ' ' бСРеМ СеРИЮ вигом° ™ “ “  н о скостей  („, 0 „  т .д . , ,



Рис. 258 6



Они пересекаю т цилиндрическую  поверхность по окруж ности  с центрами 0  0  н т д. а 
косую  плоскость -  по п р ям ы м  J - 2 ,  3 - 4  и т .д . Горизонт, проекции и ском ы х точек (Е F '  и до ) 
леж ат на пересечении соответствую щ их проекций этих о круж ностей  и п р ям ы х. П о ’ горизонт

н а ^ е н ^ е ^ Г к и 11̂  ФР° НТ‘ Гф° еКЦИИ "  F " ^  ШШКЯ пеРесечения »троход^г через

На рис. 259, б  показаны  результаты  пересечения косой плоскости с цилиндром и самый 
цилиндр, а к о сая  плоскость не изображена.

2 7 7 . Построить проекции линии пересечения: а) конической поверхности с 
косой плоскостью, направляющими которой являю тся прямые А В  и CD, а плос­
костью параллелизма -  пл. ttj (рис. 260, а ) ;  б) коноида, направляющими которо­
го являю тся кри вая АВ  и прямая CD, а плоскостью параллелизма -  пл. Я] с цилинд 
рической поверхностью (отверстие) (рис. 2 6 0 , 6 ) .

2 7 8 * . Построить проекции линии пересечения поверхности конуса с поверх­
ностью тора, ограничивающей отверстие в конусе (рис. 261, а ) .

Р е ш е н и е .  В данной задаче м ы  имеем  случай взаим ного  пересечения д ву х  поверхностей 
вращ ения, оси которы х пересекаю тся и расположены в плоскости, параллельной пл. я ,  В подоб­
ных случаях  наиболее простым я в л яется  применение вспомогательны х сфер, проводим ы х из точ­
ки  пересечения осей обеих поверхностей (рис. 261, б ) .  Эти сферы пересекаю т данны е поверхнос­
ти по окруж ности , в пересечении которы х получаю тся точки, общие дн я обеих поверхностей.

На рис. 261, в показано применение д в у х  сфер. Фронт, проекция одной из них проведена 
к а к  окруж ность с центром О радиусом  0 " 5 "  . О трезок 5"<5" я в л яется  фронт, проекцией ок- 
р> ж ности , по ко то р о й  сф ера п ер есе кае т  ко н и ч ескую  п о вер хн о сть , а  о т р е з о к  7 " 8 "  фронт 
проекцией окруж ности , по которой эта сфера пересекает поверхность тора. П олучается точка 
D -  фронт, проекция одной из точек, общей д л я  поверхности тора и ко н уса По точке D" на­
ходим  на параллели конуса проекцию D' и ей симметричную .

Сфера радиуса О"1"  лишь касается  конической поверхности по окруж ности , но повепх- 
™ Ĥ Pí - nePf СКаеТ^  П0ЭТ0му точка С " ’ »«»У ченная с помощью этой сферы, им еет особое 
значение, если брать сферы с радиусом  меньш им, чем О" 1"  , то общих точек для данны х поверх*

П° М0ЩЬй СфСр НС П0ЛУЧИМ- в  точке С " фронт, проекция линии пересечения
лиш ь коснется прямой 3  4  , но ее не перессяет.





Рис. 262 6

П олож ение т о ч е к Л "  и В "  очевидно, 

до 0 " ?А ^ НУСЫ вспомогательнь1Х сФеР сл едует  брать в  данном случае в  пределах от О" 1"

2 7 9 . Построить проекции линии пересечения: а) поверхности вращения с по­
верхностью гиперболоида вращения (рис. 262, а ) -  б) поверхностей д вух  торов 
(рис. 262, 6 ) , и в обоих случаях сечения А  — А.

2 8 0 * . Построить проекции линии пересечения цилиндрической поверхности с 
поверхностью конуса вращения, ограничивающей отверстие в цилиндре (рис. 263, а ) .





б>



Р е ш е н »  е. Из д в у х  заданных поверхностей лиш ь одна поверхность вращ ения коничес­
к а я  Д р угая  же поверхность не я вл я ет е «  поверхностью  вращ ения. Это цилиндр, н азы ваем ы й  н а к ­
лонным к р у го в ы м . -  к р у го вы м , т ак  к а к  он имеет р яд  к р уго в ы х  параллельных м еж д у  собою 
сечений. В данном случае такие сечения параллельны пл. я , .  К роме того, им еется общ ая дл я  к о ­
нуса н цилинчра плоскость симметрии , параллельная пл. я 2 .

Эти обстоятельства подсказы ваю т использование вспомогательны х сфер, но не с постоян­
ны м центром, к а к  в задаче 278. .

Пейетвительно к р уго во е  сечение цилиндра можно принять за параллель некоторой сфе­
ры Например, о круж н о сть  радиуса С ! " (рис. 263. б) мож ет быть параллелью  многих сфер, 
центры которы х располагаю тся на прямой, проведенной через С , перпендикулярно к  гаю скиь 
г»  параллели. 1£сли ж е м ы  на этом  перпендикуляре во зьм ем  гочк> в пересечении с осью конуса, 
то такую  точку (с фронт, проекцией О " )  можно принять за центр сферы с ради* сом  0 , 1  . 
пересекаю щ ей цилиндр но окруж ности  радиуса С" 1 ". а к о т е  вращ ения -  по окруж ности  с диа­
метром Г  - Отсюда м ы  получаем точки, фронт, проекции которы х сливаю тся в  одну точку 
Е' (одна из этих точек на обращенной к  нам части линии пересечения, др угая  на ей симмет-

РИЧН На рис. 263. б  дан еще один пример подобного построения. З ад а »  на цилиндре окруж ность 
радиуса С", 4" . находим ф ронт проекцию цен ф а сферы н точке 0\  н радиус сферы, равный 
0 "4 " При помощи згой сферы получены точки, общие д л я  поверхностей ко н уса и цилиндра, 
с фронт, проекциями в точке I- ” .

П о лож ен и е точек .-1" и В" очевидно .
Горизонт, проекции точек по найденным их фронт, проекциям  строим на о круж н о стях  

1\>ризонт. проекциях окруж ностей . взяты х  на п о верхн о ои  цилиндра.
281 . Построить проекции линии пересечения: а ) конической поверхности с 

поверхностью зллипеоида вращения (рис. 264, а ) ;  б) поверхности тора с поверх­
ностью параболоида вращении (рис. 264. о ) . 

В обоих случаях построить сечения А -  А.



Г Л Л В Л VII

СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ПО ВСЕМУ КУРСУ

§ 24. Задачи с решенными прототипами

Поворачиваем эту „л о ско п ъ  в о к р у г  оси ко н уса до „ „ л о ж е ™ , „араллслыгаго  То ,-

X ™ "  7 ~ А <л ■ *  > ■ - — • ~ “ь ~  л - г . пеР:,И1ДИ- 

г ™ " °  “" - р “ 5«™ " “ф о Г ^ Г и  " с р Г ; « к Г о ^ п с Г „ г  ™ я„„шк  у г * л 0 - , ,о г в у *стала параллельна пл, тт2. получим I -  А О  к  = А "  О "  -  к  • • я | . т ак , чю б ы  АО



„ ) Расстояние от точки  А до поверхности тора (рис. 
нормали к  поверхности тора в  плоскости, и проведя прямую  А "  О "  , получи«

то”  г е т в д а и -  —  "Р™ “ “  ЧЧ>И ОТЧГ Л
а до  поворота -  через точку Д.

п  ¡л тли^ >4 совместить с поверхностью кону- 283*. Поворотом вокруг оси ОхОг  точку л ошме*. ^
са вращения (рис. 2 6 6 ,а ) .



Р е ш е н и е. П оворот точки А в о к р у г  оси О, О , происходит в  пл. в  (рис. 266, б),  перпен­
ди кулярн ой  к 0 1 0 2. Центр д у ги  окруж ности , по которой перемещ ается точка А находится в  точ- 

л ™  ° Сп> и 1 °  ЯЛОСКОСТЫО «Р31« « 1™ « .  Горизонт, проекция этого  центра совпадает 
* * ’ ’ "РОВедя из точки ° х  ДУГУ радиуса 0\А'\  получим на этой д у г ,; 

горизонт, проекцию точки А  в  лю бом ее положении в пл. а  при повороте в о к р у г  оси О О Но 
-ггобы точка А  о казалась  при этом  на поверхности данного ко н уса  вращ ения, надо, очевидно 
в зя ть  параллель конической поверхности на уровне пл. а , т .е . о круж н о сть  радиуса О" Г  На 
этой окруж ности  и находим точ ку А, ко гд а  она при повороте в о к р у г  оси 0 . 0 .  о казы вается  на 
поверхности заданного ко н уса . По горизонт, п р о екц и ям / » ; и А ’г находим проекции А ” и А ”
В положении А , точка А о к аж ется  невидимой относительно пл. , а в положении А ,  - видимой 
Iо ч к а ,4 в положениях А 1 и Л г относительно пл. я ,  б удет видимой.

2 8 4 . Поворотом во кр уг оси 0 , 0 г  точку А совместить: а ) с шаровой поверх- 
ностью (рис. 2 6 7 ,а ) ; б) с поверхностью тора (рис. 267, б ).

Рис. 267 а , б

н о стью ^ и с ГОМ ВОКРУГ 0СИ ° 1° 2 ТОЧКу А совместить с винтовой поверх-

В У к Л н Ш  е' Заданная ко сая  ви нтовая поверхность имеет ось, параллельную  оси 0 , 0 ,
н о й ^ Г  Р пов° Р ° т  гочкн А происходит в пл. *  (рис. 268, б ) , параллель-
шэй пл. п , и пересекаю щ ей данную  поверхность по д у ге  спирали А рхимеда. Строим горизонт 
проекцию этой ду ги , проводя д л я  нахож дения точек З1 и <5' п л о с к о ^ и ^  » 3  ч»рез ось поверх

^  и 4 - 5 .  Н а х о д и м  т о ч к и  3 "  и б "  в п е р е -  
сечении следа а  с 1 2  и 4  5  . по ним спронм проекции 3 ‘ и б '.  П роводим через точки 
М , Ь , 3  и N  кривую  и находим точ ку пересечения (А ) этой кривой с горизонт проекцией

в Г Г о “ Г и и еМОЙ ТОЧКОЙ А  П°  "  '■ НЭХ0ДИМ Л ^  Т А к ц и я м “ ! ?

2 8 6  Поворотом во кр уг  оси 0 , 0 2 точку А совместить: а ) с винтовой поверх­
ностью (рис. 269, в ) ;  6 ) с косой плоскостью (рис. 269, б ) , заданной направляющими 
прямыми СХ)и Ь г  и плоскостью параллелизма тт, .



oí

° г



ко ГОрмх71 ^ о “ гГ ™ "  „ Т * ^ Г КУЛЯР,,ЫХ К ПЛ' * - поворотом ВОКИТIOIKV . на заданн>ю поверхность вращения (рис. 270, а ) .

ст с я ;  о г о в а р и в а е т с я  / т н ш ь ' г ^ Г ч т У ^ Г с ь "  ЛаНН° Й ЗЭДа1"-’ ° СЬ а '1я " п о р о г а  точки не зада-
в з я г ь  лю бую  „ р я м у ы . гк .р„й „ и к у : , я р н ; ы  к  п V  ^  "* ■(>ЯНако
•¿той задачи. ' ' 1 |1Р ,Ч 'я и > ц  за ось. пригодную  д л я  решения



На рис 270 6 показано, что имеется т ак ая  область, в которой было бы бесцельным брать 
точки в качестве горизонт, проекций осей вращ ения. Например, приняв точку Оа за горизонт, 
проекцию оси, м ы  получим радиус вращ ения точки А равны м  ()АЛ , но О „А меньше 
мня точки А ' до  ближайшей точки на окруж ности  радиуса R, к, следовательно, д у га  рад у 
О 'А '  даж е не коснется этой окруж ности . Или точка 0 \ : совершенно очевидно, что д у га  радиуса 
о \ а '  не мож ет иметь общих точек с окружностью  радиуса Я.

Но если в зять  точку ()\ т а к . чтобы 0 ^ *  = 0 \ ! \  и.чи точ ку O s т ак , чтобы .
То в положениях / ' и /  точка А ’ о каж ется  на окруж ности  радиуса R. В зяв оси, проходящие 
через точки О’ и 0\  перпендикулярно к  пл. »г,, м ы  м ож ем  реш ить задачу о введении точки Л на 
заданную поверхность вращ ения. Л егко  видеть, что решение сводится к
у  которой ф окусам и служ ат точки А' и С ' . а верш инами точки О , и Ог . Эта I ипербшп опре 
деляет область (на рис. 270. б  она заш трихована), в  которой любая точка может быть принята
за горизонт, проекцию оси, при повороте в о к р у г  которой точка Л ОК^ Я “ ^ л Г т о  ^ к а я  
на данной поверхности вращ ения. Если ж е точку в зя ть  на одной из ветвей гиперболы, то такая  

■>- 'Ф - о в о р о т е  » к р у г  которой Л  о к а ж е т е , н,‘ V—
лишь в единственном положении. Например, точка 0 \  : д у га  радиуса 0 }А лишь коснется в  точ 
к с  2' окруж ности радиуса R.

2 8 8  Указать положение осей, перпендикулярных к  пл. тгг , поворотом во кр уг 
которых можно точку А совместить с заданной поверхностью вращения (рис. 271 ).

2 8 9 *  Указать положение осей, перпендикулярных к  п л .я ь  поворотом во кр уг 
которых можно точку А совместить с заданной поверхностью вращения (рис. 272, а )

Р е ш е н и е  Отличие этой задачи о т  задачи 287* в том , что точка задана внутри поверхнос­
ти вращ ения Здесь т ак ж е  вопрос вы бора положения осей реш ается при рассмотрении взаим но­
го положения точки А и окруж ности  радиуса R (нараялели) на " 0*ерхнос™
(рис. 272 б) Очевидно, что горизонт, проекция оси вращ ения (какая-ли бо  точка О) должна 
£ т ь  расположена т ак , чтобы радиус (УА' был не м е н ы .*  расстояния точки до точ
ки  на окружности радиуса R. Предельные положения точки О (например О О  *i др  > рас­
положатся к а к  точки эллипса с  ф окусам и  в  точках  А и С , с большой осью 0 , 0 ,  на прямой



1 ' / .  Точка 0\ делит пополам отр езок  А ‘1 ’, а точка 0'3 -  о трезок  А 'У. Если в зя ть  точки внутри 
этого  эллипса и принять их за горизонт, проекции осей вращ ения, то вращ ением в о к р у г  таких  
осей нельзя данную  то ч ку совместить с поверхностью  вращ ения. Горизо!гг. проекции осей надо 
брать или на эллипсе, или вне его.

2 9 0 . Указать положение осей, перпендикулярных к  пл. я , ,  поворотом во кр уг 
которых можно точку А совместить с заданной поверхностью вращения (рис. 273). 

2 9 1 * . На прямой СО найти точки, отстоящие от прямой АВ  на расстояние / 
(рис. 274. а ) .

Р е ш е н и е .  Геометрическим  м естом  точек пространства, отстоящ их от прямой АВ  на 
расстояние /, я в л яется  цилиндрическая поверхность с осью АВ  и радиусом  / (рис. 274 , б). Ис­
ко м ы е  точки М и К  я вл яю тся  точками пересечения прямой  С£> с этой поверхностью. Очевидно, 
дл я  упрощ ения построения надо сделать т а к , чтобы ось цилиндрической поверхности о казалась 
перпендикулярной к  какой-либо плоскости, принятой за плоскость проекций. Сначала



(рис 274, в )  В В О Д И М  пл. r r 3 I тт, и параллельно Л И ,  затем  ил. i  г г ,  и i А Н  »си ст ем е  я 4 . гг, 
прям ая АН перпендикулярна к  пл. я 4 . Проекция цилиндрической поверхности на этой плос­
кости о круж ность радиуса / с центром и точке /1,V ( « IV >. Точки пересечения (М и А ^  ) 
окруж ности с проекцией C IV/Í1V являю тся проекциями и ско м ы х  точек на пл. тг4 . Но W и 

A’ ,V  находим М"‘ и К"', затем  М' и A", a n o  ним М" и К".
2 9 2 . На прямой АН найти точки, отстоящие от оси jc на расстояние / (рис. 275).

2 9 3 * . Построить недостающую проекцию прямой CD,  параллельной прямой 
АН, с  ели расстояние меж ду ними равно I (рис. 276, й ).

Р е ш с и и е. П рямые линии, параллельные А В и находящ иеся от нее на расстоянии I, я в л я ­
ются образую щ ими цилиндра, осью котором» служ ит прям ая А В, а радиусом  нормальною  се­
чения о т р с -JOK / И сходя из э т о т ,  следует д о б и т а я  того, чтобы прям ая АН о казал ась  перчен 
дм кулярной К  некоторой плоскости , цилиндр с осью АН изобразится на этой плоскости в виде 
окруж ности , на которой о каж ется  соответствую щ ая проекция прямой ( D.



Рис. I l l

Построение показано  на рис. 276, б. П оследовательно наедены  дополнительные плоскос­
ти «г, 1  Я ,  И л „  i  л-з.  причем * 3 II А В н * 4 J. А В. Найдя точку .4 IV ( 5 1 v ) проекцию АВ  на пл. я 4 . 

очерчиваем ДУО' радиуса 1. Эта проекция на пл. тг4 цилиндра, одной из образую щ их которого  
долж на бы ть п р ям ая  CD. П роекцией этой прямой на пл. тт4 долж на бы ть точка на проведенной д у ­
ге окруж ности  на расстоянии от оси гтл / я ,. равном расстоянию  проекции СЧУ от оси л 'г По­
лучаем  д ве  точки и C jv> j v ) .  г.е. д в а  о твета : обе прям ы е отвечаю т усл о ви ям  зад а ­
чи. Найдя проекции С\ (1)}у ) и 1 ' !V (/),1V) .  проводим C\"D\” II А"'В"'  и C ”'D'," II A '" S '"  а за- 
гем С',"!)“ [| А"В" II C,”D,'.

2 9 4 . Построить горизонт, проекцию прямой CD. параллельной прямой АВ и 
отстоящей от нее на расстояние I (рис. 277 ). 

2 9 5 * . В треугольнике ABC  найти точку, отстоящую от прямых АВ и / / 'на рас­
стояние / (рис. 278. а ) .



Р е ш е н и е  Геометрическим  м естом  точек на плоскости треугольни ка, отстоящ их на 
расстояние I от прямой АВ,  я вл яется  п р ям ая , ей параллельная и проведенная от нее на расстоя 
икм 7 Т аки х п р ям ы х  м ож ет бы ть д ве  ограничимся той, ко то рая находится в  пределах трсуголь-

П.,вернут » « к р у г  горизонтали до параллельное™
2 1  Г о р и з о н т  проведена через точку С. Найдена натуральная величина радиуса вращ ения 
точки В  отрезок (У В*  и положение Л В С  треугольни ка Л В С ,  к о гд а  его  плоскость параллельна

"Л' П роведем прямую  2 * 5 ' параллельно А'  В '  на расстоянии /, находим точки и Л  а по ним 
2 ” и .{" на проекциях соответствую щ их сторон треугольника.

Переходим ко  второму условию, связанному с п р я м о й пЯг<-гпяние I
Геометрическим м естом  точек пространства, отстоящ их от прямой /./ па расстояние /. 

служ ит поверхность с осью ЕУ  и р а д и у с ,«  /. Точка п е р е «  ™ , „оверхно -
ти с поямой 2  3  я вл яется  искомой точкой. Т аки х  точек мож ет бы ть две . По в пределах данно 
™ треугольни ка , « к  это следует из рассм отрен «» рис. 278 , » .  получится „иш ь одна точка точ-

к а  К.



'стоя«»“ '"Г'™ Т° ЧКа “  ФРОНТ' " Р0СК“ИЯ ИСК™ оП т— ' °т « ' ■  от Л' Г р "  "

от ™

ч а Т у с л о в ^ ^ ™ т Т , ь к о т о ЧкаА 'аН° : • " " « т о м У  - л н о с г ь »  отве-

Рис. 2 7 4

2 9 6 . В данном треугольнике А НС найги точку, отстоящую от прямой 1 В  па 
расстояние , а от прямей /•/• на расстояние /: (рис. 279). 

2 9 7 * . Принести прямую .1/Л'. равноудаленную от прямых ЛИ, CD и /'!■ и парал­
лельную одной ич них. а именно прямой СП (рис. 280, а ) .

Р с ш е н и с. Представим себе, что пр ям ая  СП расположена перпендикуляр».)  к  некоторой 

к  Т° ПИ КаЖЛЗЯ П рямая* » ц е л ь н а я  CD,  т акж е  буд.-т перпендикулярна
i r i i  J  ж ЧИС,° " и с к о м а я - Н ланном п р ям ая  CD  параллельна пл. г ,  тю-
этом> можно еразу ввести  плоскость г , ,  перпендикулярную  к прямой CD,  в з я в  ось г  ,  Г с Ч У
(рис. -8 0 , о ) .  Поегроим проекции А ' " В " \  С “ ф " ' )  и Г " Г " .  П роекция иском ой прямой I»V
на пл. * представляет собой .о ч к у  . \П  (.\ " ». рлвноуш денную  o i п р ям ы х  А " 7 Г ' и Г Т "  и точ-
ея n n ,L m  .■■Й ” ЛЯ̂ : Р0М - Р > ж » - ж .  п р о х о д я щ е  через ,о Чк> С  (/_>") „ каеакжиО - 

г  ’ ' л и /  /• . Д ля ее построения проводим биссектрису У п а  )"7/ • и чепез кч- 
HK>r ' ;,; , ? V ; ; 4Ky ft На Н1,Пй,,рОВОДИМ о к Р У *«»«»> . касаю щ ую ся .ти х  п р я м ы х .  С о е д и н я е м  точки / 
пповоI  !  Т  Лт,Н “ На™д а "  Т° ЧКУ ~ rk* W ™  ‘  проведенной о к р у ж н о г о .  Теперь 
гой н ш .  Z  ЧСРСЗ ТОЧКИ "  “ • И ском ая точка леж ит на пересечении уп о м ян у­
той выше б н ч л ктр и еы  с прям ой. параллельной прямой 2 - О  и проходящ ей через т о ч к у  С "  </Г > 
Но проекции .V/ (\  ) (iaxo.uiM М  Л ' ( IT С"/^" > и Л/'Л , С"/7'

2 9 8 . Провести прямую Л/Л', равноудаленную от прямых ЛИ СО и /•'/•' и парал­
лельную прямой СП (рис. 2 S ! ).



Рис. 280 а . б



2 9 9 * . Провести прямую ^^NУ равноудаленную от прямых АВ, СВ  и Ь Т  и парал­
лельную прямой О К  (рис. 282, а ) .

Р е ш е н и е .  И в  этой задаче, очевидно, надо сделать т ак , чтобы п р ям ая  СО, а следователь­
но, и и ско м ая  параллельная ей п р ям ая  ^fN оказали сь  перпендикулярны м и к  некоторой плос­
кости  проекций. Т ак  к а к  по заданию (¡К  параллельна пл. я , ,  то сразу можно ввести  пл. я 
(рис. 282 , б),  перпендикулярную  к  пл. я ,  и к  СК.

Теперь строим проекции А В С " 0 ‘ ‘ и Е"’Е ‘". П роекция искомой прямой на пл. я ,  
долж на бы ть точкой. Очевидно, надо о ты скать  точки, равноудаленные от проекций А '"В"', с'"О'" 
и £ ^  • П роведя биссектрисы  угл о в  А'"1Е"' и С " ‘2В"', получим в их пересечении точку 
М (УУ ) .  Это и б удет  проекция на пл. я 3 иском ой прям ой, находящ ейся на равны х расстояниях 
от АВ, СП и ЕЕ и параллельной прямой ОК.

Здесь дано одно из четырех во зм ож н ы х решений.



3 0 0 . Провести прямую  МЛ', равноудаленную от прям ы х  АВ, СО и НЬ' и парал­
лельную прямой С К  (рис. 283 ).

У к а з а н и е .  Б задаче 300, д л я  того  чтобы п р ям ая  СК  о казал ась  перпендикулярной к  не­
которой плоскости проекций, требуется  введение д в у х  дополнительных плоскостей.

3 0 1 * . Провести прямую , равноудаленную от четырех заданных точек Л, В, С 
и О  (рис. 284, а )  .

Р е ш е н и е .  П редставляя себе пространственную  кар ти н у, можно заклю чить, что и ско м ая  
п р ям ая  я в л я ет ся  осью цилиндрической поверхности, образую щ ие которой проходят через задан­
ные точки (рис. 284 . 6 1 .

,'1ля построения ,зтой поверхности проведем  через две  заданны е точки , например А и В. 
прям ую  н прим ем  се за образую щ ую  цилиндрической поверхности. Теперь проведем  ил. п0

I)'

в'

а)



перпендикулярно к  прямой Л В и найдем проекции Л °  (В° ) ,  С 0, О 0. П роекция цилиндрической 
поверхности на пл. 1Т0 явл я ет ся  окружностью , проходящ ей через точки С 0, О 0 и А °  ( 5 ° ) .  Центр 
этой окруж ности  точкам®  (.V0 ) явл яется  проекцией иском ой прямой.

Построение показано  на рис. 284, в. В водим  ил. 1  я ,  и II АВ, а затем  пл. пА, перпендику­
лярную  к  пл. тг3 и к  АВ. Построив проекцию А , у  (В1У) , С 1У и й |' /, находим Л/1У -  проекцию 
одной из точек (М) иском ой прямой МЫ.

З атем  находим  М"', М' и М'[ П роводим М"Ы" II А "В" и М'Ы II А 'В'.
Можно было бы соединить точки А и С, А и О, В и С. В и О, С и О и получить еще пять 

решений.

3 0 2 . Провести прямую  Л/УУ, равноудаленную от четырех заданных точек А, В, С 
и О  (см . рис. 284, а ) . Дать два варианта решения: а ) МЫ || В О  и б) МУ  || АС.

3 0 3 * .  Построить фронт, проекцию треугольника ЛВС,  если даны его горизонт, 
проекция А'В'С'  и горизонталь ОС,  а такж е известно расстояние / от точки К  до плос­
кости этого треугольника (рис. 285, а ) .

Р е ш е н и е .  Мели представить себе сф еру радиуса / к а к  геометрическое м есто  точек, уд а ­
ленны х на расстояние / от точки К, то  и ск о м ая  плоскость будет  одной иг плоскостей , касатель­
ных к  этой сфере. При этом , если п лоскость о каж ется  фронтально-ироецируюшей, то се фронт, 
след будет касательной прямой к  фронт, проекции сферы окруж ности  радиуса / и фронт, 
проекция треугольни ка А ВС совпадет с этой касательной.

П оэтому преобразуем  заданный чертеж т а к , чтобы плоскость треугольни ка ЛВС  стала 
ф роиталыю-ироецнрующей. Дня этого применим поворот треугольни ка и точки К  в о к р у г  оси, 
перпендикулярной к  пл. л , , Ко положение этой оси не п о каж ем  (способ параллельного переме­
щ ен и я). При т а к о м  повороте (рис. 285 , б) горизонт, проекция в целом лишь изменит положе­
ние относительно оси х. А чтобы п лоскость треугольни ка ЛВС  стала фронтально-проецирующей, 
надо горизонталь ОС расположить перпендикулярно к  ил. п2 , т.е. проекцию !) '("  вы вести  в  поло­
жение /)’С ‘ 1  оси д:.

Теперь, очертив из точки К " о круж н о сть  радиуса /, м ы  м ож ем  провести через точ ку (О") 
касательную  к  окруж ности . На рис. 285, б  проведана одна касательн ая , хотя можно провести еще 
о дн у . т.е. дать  второе решение. Но т ак  к а к  м ето ди ка  построения не и зм еняется, то ограничиваем­



ся  одним реш ением, принимая в качестве фронт, проекции треугольни ка о тр езок  А " В". Точки 
А" и В" определяю тся но точкам  А ' и В'.

В заключение остается возвратиться к заданны м  проекциям  .-Г, И', С .  А”  и А и полу­
чить нр»>екции А" и В", исходя из построенных проекций .-1 " и В", т.е. получить фронт, проекцию 
А "  В "  С " .

А'  I-------------------------------

Н г



3 0 4 . Построить горизонт, проекцию треугольника ЛВС , если даны его фронт, 
проекция Л "В”С"  и фронталь ЛI), а такж е известно расстояние / от точки К  до плос­
кости з т о т  треугольника (рис. 2 8 6 ). Дать оба решения.

3 0 5 * . Через точку Л’ провести прямую, равнонаклоненную к  заданным прямым 
ЛИ, СП и /:/• (рис. 287, а ) .

Р с ш с и к  с. И ском ая п р ям ая  явл яется  осью ко н уса  с вершиной 5, три образую щ их кото ­
рой) параллельны соответственно прям ы м  ЛИ, СО и  ЕР  (рис. 287 , б ) .



« у "

Через 5 "  и 5 '  (рис. 287, в )  пр о водам  проекции пр ям ы х, параллельных данны м прям ы м  
(например, Б"1" И А"В",  Б Ч ' ^ А 'В ' ,  5 " 2 ” II С" В  " и т .д . ) .

В зяв  на прямой Я - I  некоторы й о тр езо к  БМ (рис. 287, г ) ,  о ткл ады ваем  на д в у х  других  
п р ям ы х  отрезки  БК = 5ЛГ = БМ.

Точки К , М и N чап ают (рис. 287 , б )  сечение ко н уса  плоскостью , перпендикулярной к  его
оси.

Получив точки К' ,  К"\ М\ М"\ .V’ , Л'", строим треугольники К'М'Ъ''  и А"'Л/"Л/" - про­
екции треугольни ка О /Л ', в  плоскости которого  надо найти то ч ку , равноудаленную  от точек 
К , М и .V, т .е . центр окруж ности , описанной в о к р у г  этого  треугольника. П роведя через эту  точ ку 
и через то ч ку  5  прямую , можно получить требуем ы й  ответ. Но достаточно б удет  только  провести 
перпендикуляр  из точки 5  на плоскость, определяем ую  треугольником  КММ,  что и сделано на 
рис. 287 , а  при помощи горизонтали М 7 н фронтали Л/ -  8.

3 0 6 * . Ввести прямую ЛЯ  в  пл. а  вращением во кр уг  оси, перпендикулярной 
к  пл. Я] (рис. 288, а ) .

Р е ш е н и е .  Ксли найти точ ку пересечения прямой АВ с пл. а ,  то останется повернуть 
только  одну то ч ку  прямой т а к , чтобы эта точка о казал ась  в  пл. а .  П оэтому начинаем с того , 
что находим то ч ку 5  пересечения прямой АВ с пл. а  (рис. 288, б ) ,  а далее проводим ось вращ е­
ния через 5  перпендикулярно к  пл. я , .  При вращ ении в о к р у г  этой оси точка 5  остается в ил. а , 
а прям ая АВ описы вает коническую  поверхность. Линии пересечения (5/1, и 5/1,) этой поверх­
ности с пл. о (а  проходит через верш ину ко н уса ) представляю т собой и ском ы е положения пря­
мой АВ в пл. а.



а )

Ч

Рис. 2>>

Построение показано  на рис. 28 8 , в .  Д л я  нахождения точки 5  ч^ч-ч н с-^нп
фроита,1ЬНо^роецирующая пл. Т очка Л при повороте в о к р я  оси а '  . V ,, ,'л^с»твагт
о круж ность радиуса О ’/Г ,леж ащ ую  в  пл. у ,  ко то рая  пересекается с т. \ а  . • -„.-.к. Эта гори­
зонталь пересекает о круж н о сть  в  точках  с проекциями Л\ и А", . А ч у г п - д я  ниямы е 

А , и ^ 'Ж ';  8'А\ и 5 ’А'г , находим  на этих п р ям ы х  положение - г -  . В\.  А В 
и А г В2 -  и ском ы е положения прям ой  АВ. ' '

3 0 7 . Вращением во кр уг  оси, перпендикулярной ¡. м., т. <; ¡ч . 2 8 9 ) , совместить 
данную прямую  АВ  с а ) гранью 5£)А", б) гранью ГС/: .

У к а з а н и е .  Начать с нахож дения точки перел-чс-ки гвет<ггв> ш ж х  гранью.



3 0 8 * . Определить, можно ли прямую ЛВ  совместить с поверхностью конуса 
вращения поворотом ее в о к р у г  оси, перпендикулярной к  плоскости основания кону­
са (рис. 290, а ) .

Р е ш е н и е .  На рис. 290 , 6 показано , что п р ям ая  АН совпадает с поверхностью  ко н уса 
вращ ения в  том  случае, если совпадает с его  образую щ ей в одном из се положений. Это иоложс-



ние образую щ ей получим, найдя точ ку 5 , Пересечения прямой АВ  с поверхностью  конуса. Об­
разую щ ая Э -  1, о п р еделяем ая точками 5  и 5 , ,  й есть та, с которой должна со вп асгьп р ям аяЛ Я , 
если она м ож ет бы ть совмещ ена с поверхностью  конуса. Но »ггобы тако е совмещ ение получи­
лось, долж ны  о казаться  равны ми м еж ду  собой угл ы , составляем ы е образующей ко н уса и данной 
прямой АВ с осью ко н уса  или с прям ой, проведенной через точ ку 5 , параллельно этой оси Т ак  
к а к  в  данном случае ось ко н уса  перпендикулярна к  пл. п 1, проверку можно свести к  опреде­
лению угл а  м еж д у  АВ и пл. я ,  (рис. 290 , в ) : приняв ось ко н уса  за ось вращ ения д л я  всей систе­
м ы  "ко н ус  и п р ям ая" , поворачиваем прямую  АВ  до параллельности пл. я 2. Т ак  к а к  у гл ы  V 
и ^  не равны  м е ж д у  собой, то п р ям ая  АВ  не м о ж ет  бы ть введен а на поверхности данного к о н у ­
са поворотом  в о к р у г  оси, перпендикулярной к  плоскости  его  основания.

Рис. 291 а - в

3 0 9 * . Найти фронт, проекцию прямой АВ,  исходя из условия, что эта прямая 
может быть совмещена с боковой поверхностью заданного конуса вращения поворо­
том в о к р у г  оси, перпендикулярной к  плоскости его основания (рис. 291, а ) .

Р е ш е н и е .  П овернем систем у ’’к о н ус  и п р я м а я ” в о к р у г  оси конуса с тем , чтобы пря­
м ая  АВ  стала параллельной пл. я ,  (рис. 2 9 1 ,6 ) .  Получив то ч ку Д "  -  фронт, проекцию точки А 
после поворота, проведем  А"В"  [| 5 ”С ”, т .е . получим равны е у гл ы  м еж ду  осью ко н уса  к а )  его 
образую щ ей, б) прямой АВ. В ы водя ко н ус и прямую  в начальное положение, получим фронт, 
проекцию А "В" (рис. 2 9 1 , « )  в  соответствии с услови ям и  задачи.

3 1 0 . Ввести прямую  АВ  на поверхность данного конуса (рис. 292) поворо­
том в о к р у г  оси. перпендикулярной к  плоскости его основания.

У к а з а н и е .  П роизведя п р о вер ку  и убедивш ись в том , что задача мож ет бы ть решена, 
надо найти точ ку пересечения прямой АВ  с боковой поверхностью  конуса. Эта точка вм есте с 
вершиной конуса определяет его  образую щ ую  в том  положении, ко гд а  прям ая АВ совпадает 
с ней.

3 1 1 * . Построить фронт, проекцию угла А КБ , натуральная величина которого 
равна его горизонтальной проекции А ' К ' В ' (рис. 293, с ) .





293 д  ж

Р е ш е н и е .  И звестно, тго  проекция острого (или туп ого ) у гл а  м ож ет р авн яться  прое- 
циру?1® м у  УГЛУ не только  в  параллельное™  плоскости угл а  и плоскости проекций. На
рис. 293, 6  показано , что, например, все у гл ы , стороны ко то ры х  соответственно расположены 

А перпендикулярны х к  пл. »г,, имею т своей горизонт, проекцией угол , равный у гл у  
А К  В  . Очевидно, среди различных угл о в  и м еется  угол , равный этой проекции.

Далее показано построение фронт, проекции угл а , равного  в  натуре его заданной горизонт, 
проекции. Сдалано это трем я  способами.

I . Через стороны А К '  и В 'К '  утп ьА'К 'В '  (рис. 293 , в ) ,  леж ащ его  в пл. проводим две  
п ло ско сш  -  пл. я ,  и горизонтально-проецирующ ую пл. у .  Угол *> я в л яется  линейным угл о м  
двугранн ого , образованного этими п лоскостям и . Стороны угл а , равного его  горизонт, проекции,



долж ны  леж ать  -  одна в  пл. 7гг , д р у га я  в пл. у .  Этот угол  построен при помощ и треугольни ка 
АКВ,  подобного н еко то р о м у треуго л ьн и ку МК'В,  в з я т о м у  на пл. я , . Построение проводится т ак , 
чтобы строны А В и ВМ  были сходственными.

З адаем ся  некото ры м  коэффициентом подобия X. На ребре двугранн ого  у гл а  вы би раем  
точ ку К  т а к , чтобы В  К  = X • В К ‘ . Нели теперь построить то ч ку  А с тем , чтобы АК = X * МК'  и 
АВ - X- ВМ,  то треугольники  АКВ и МК'В  о к а ж ут ся  подобными и уго л  АКВ б удет  равен *>.

Д л я  построения точки А используем  д в а  геом етрических м еста точ ек : геом етрическое 
место  точек в  пл. тг2 , удаленны х о т  точки К  на расстояние АК = X • МК'  (т .е . окруж ность , про­
веден ная из точки К  радиусом  X • В К ' ) ,  и геометрическое место  точек , отстоящ их о т  точки В 
на расстояние А В = X • ВМ (т .е . сфера радиуса АВ с центром в  точке В) .  Точка А долж на леж ать 
в  пл. 712» т .е . долж на бы ть на окруж ности , по которой пл. ir} пересекает указан ную  сферу и цент­
ром  которой я в л я ет ся  фронт, проекция точки В.

В пересечении обеих окруж ностей , расположенных в ил. я 2 , получаем  две  точки, из к о то ­
р ы х  на рис. 293, в  по казана одна -  точ ка А. _

Соответствую щ ий чертеж приведен на рис. 293 , г. П ринимаем X = 2. Из точки В'  (построе­
ние ее ясно  из чертежа) проводим д у г у  р ади уса  R i = 2К 'В '  до  пересечения в  точке К"  с линией 
связи , проходящ ей через то ч к у  К ' .  Из точки К "  проводим  д у г у  радиуса R } = 2 К'М' .  Если теперь 
из точки В'  р адиусом  R 3 = 2В'М'  провести о круж н о сть , то получим проекцию уп ом ян утой  выш е 
сферы.

О круж ность, по которой эта сфера пересекается  плоскостью  я 2, и м еет центр в точке В"  
и радиус, равный С'В" . Точка А" леж ит на пересечении д у г  радиуса Л 2 и радиуса, равного С'В",  
точ ка А' -  на оси х. Угол А"К"В"  — и с к о м а я  фронт, проекция угл а , равного своей горизонт, 
прекции.

2. В озьмем  то ч ку К  (рис. 293, д )  на ребре двугр ан н ого  угл а , образованного плоскостям и  
я 2 и а ,  проведенными через стороны А'К' -н  В 'К '  у гл а  А'К'В' .  Из этой точки проведем  в  пл. я ,  
прям ы е АК и At K,  образую щ ие м е ж д у  собой уго л , равный <р, и повернем прям ую  А ХК  в о к р у г  
прямой АК.  При этом  о бр азуется  коническая поверхность с образую щ ей A t K  и осью АК.  Линия 
КВ  пересечения конической поверхности плоскостью  с б удет  стороной угл а  АКВ,  в  натуре р ав­
ного у .  Чтобы найти эту  линию пересечения, надо построить прям ую  1 - 2  пересечения пл. а  с пл. у  
основания конуса. Тогда точки С и В  пересечения окруж ности  основания с прямой 1 - 2  опреде­
ляю т образую щ ие, по ко то р ы м  пл. а  п ересекает коническую  поверхность.

Чертеж показан  на рис. 293 , е ,  причем плоскости я 2 и а  изображены  пр ям о уго льн и кам и  / и
II. Через точ ку К"  в  прям оугольни ке I  проведены  пр ям ы е А"К"  и А'\К"  т а к , чтобы угол  м еж ду 
ними был равен  Через то ч ку  А'\ перпендикулярно к  А"К"  проведен след 7 " плоскости у  -  о с­
нования конуса. Точка 0 " 0 '  -  центр окруж ности  основания конуса. П рям ая с проекциями 
¡ " 2 "  и ¡ ' 2 '  — линия пересечения плоскостей у  н а .

В ведя дополнительную  пл. я 3 1 я 2 и 1 АК,  построим проекции О "' и А а т а к ж е  1 "'2'". О к ­
ружность, проведенная из точки О'"  р адиусом  0"'А{",  пересекает прям ую  1" '2" ‘ в  точках  С "  
и В'" -  проекци ях  точек , принадлежащ их образую щ им КВ  и КС.  На рис. 29 3 , е  показано построе­
ние фронт, проекции только  точки В\ по точке В'"  построена точ ка В ". Угол А"К"В"  я вл я ет ся  
фронт, проекцией угл а , в натуре равного у гл у

3. В этом  случае использовано совмещ ение плоскости и ском ого  угл а  с пл. я ,  (рис. 293 , ж ) .
П роводим прям ую  А'В' -  горизонт, след плоскости , в которой леж ит рассм атриваемы й

уго л , и поворачиваем в о к р у г  него то ч ку  К  до см ещ ения ее с пл. я , . Чтобы при этом  угол  А 'К  ’В ’ 
о к азал ся  р авны м  *>, надо вписать угол  А ’К 'В '  в  окруж ность , проведенную  через точ ки -4 ',2Г  
и К' .  Т о гда у гл ы  А'К'В'  и А'К'В'  к а к  вписанны е, опирающиеся на одну и ту же д у г у , б уд ут  р ав ­
ны  м е ж д у  собой. О стается найти точ ку К '  в  пересечении окруж н о сти , проведенной через точки 
А ' . В ‘ и К\  со следом  плоскости  вращ ения точки К  в о к р у г  прямой А ’В ’. Зная натуральную  вели­
чину С ’АТ* радиуса вращ ения точки К  и его  горизонт, проекцию С ’К\  находим отрезок  К ' К  * -  
превыш ение точки К  над пл. я , ,  а это дает  нам возм ож ность получить то ч ку  А"'. Угол А " К " В " 
я в л я ет ся  иском ой  фронт, проекцией у гл а  АКВ,  равного  своей горизонт, проекции. Во всех  при­
м ерах  м ы  ограничились п о казом  построения лиш ь одного у гл а , хотя  угл о в , натуральная величина 
которы х равна заданной горизонт, проекции, множ ество .

3 1 2 . Построить горизонт, проекцию угла АКВ,  равного в натуре своей фронт, 
проекции А " К мВ "  (рис. 2 9 4 ) . Решить всеми тремя способами. 

3 1 3 * . Найти направление фронт, следа фронтально-проецируюшей плоскос­
ти, пересекающей заданный конус вращения так , чтобы профильная проекция эл­
липса сечения оказалась окружностью (рис. 295, а ) .

Р е ш е н и е .  В общ ем случае профильная проекци я эллипса, получаем ая при пересечении 
ко н уса  вращ ения, представленного на рис. 295 , а фронтально-проецируюшей плоскостью  а , я в ­
л яется  эллипсом (рис. 295, б ) ,  оси которого  равны  величинам о тр езко в  В"4"  и C ’D'.



Рис. 295 а в

Рис. 297
Если о каж ется , что В"4"  = С 'В\  то эллипс ссчення изобразится на пл. окружностью  

.»того можно ̂ достичь, если след а "  иском ой плоскости направить по диагонали равнобочной 
трапеции А £ В I (рис. 295, б ) ,  в  которую  вп исы вается  окруж ность с центром в точке 2". 
Д ля построения такой  трапеции проводим биссектрису угл а  А"1"В” до пересечения с осью тра­
пеции в точке .? . П роводим из этой точки перпендикуляр  к  биссектрисе и находим точ ку В"  
(рис. 295, в ) .

3 1 4 . Дан след И0а фронтально-нроецирующей пл. а , пересекающей конус вра­
щения по эллипсу. Построить фронт, след этой плоскости из условия, что профиль­
ная проекция эллипса является окружностью (рис. 296) .

3 1 5 . Будет ли (рис. 297) проецироваться на пл. я 3 в виде окружности эллипс, 
получаемый при пересечении данного конуса вращения фронтально-гтроецирующей 
пл. а ?



§ 25. Зада»« для самостоятельного решения

3 1 6  Построить проекции равнобедренного треугольника А ВС  с основанием 
ВС,  лежащего в плоскости (рис. 2 9 8 ) , заданной линией ската АМ и точкой В  (дана
ее горизонт, п роекц и я). _

3 1 7 . Пересечь две скрещивающиеся прямые АВ  и СО прямой КМ,  перпендику­
лярной к  плоскости, заданной треугольником ЕГО (рис. 299 ).

3 1 8 . Косая плоскость задана направляющими АВ  и СО и плоскостью паралле­
лизма -  горизонтально-проецирующей пл. а  (дан горизонт, след а ) .  Построить 
профильную проекцию линии пересечения косой плоскости профильной плоскостью 
в  (рис. 3 0 0 ) .

3 1 9 . Построить фронт, и горизонт, проекции точки К,  принадлежащей по­
верхности сжатого эллипсоида вращения (дана проекция К  , точка ви ди м а), и нату­
ральный вид сечения А - А  (рис. 30 1 ).

3 2 0 . Построить проекции сферы, касательной к  данной сфере в точке К,  распо­
ложенной на ее передней стороне (дана фронт, проекция точки). Радиус искомои

2
сферы = — Я (рис. 3 0 2 ).

3 2 1 . Построить проекции прямого кругового  конуса, касательного к  данно­
м у  в заданной на его боковой поверхности видимой точке К  (дана горизонт, проек­
ция этой точки). Вершина 5  искомого конуса должна быть на пл. Высота и диа­
метр основания обоих конусов одинаковы (рис. 303 ).

3 2 2  Через точку А (дана ее фронт, проекция), принадлежащую поверхности 
вращения (рис. 3 0 4 ) , провести нормаль к  поверхности; отложить на нормали отре­
зо к  АК длиной I.

М
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3 2 3 . Даны призма и отрезок АВ  на ее грани. Пересечь призму плоскостью, 
проходящей через прямую  АВ,  так , чтобы в сечении получился равнобедренный тре­
угольник АВС  с основанием АВ  (рис. 3 0 5 ).

3 2 4 . Вращением во кр уг фронт, следа / "  ввести прямую АВ (АВ пл ) 
в пл. а  (рис. 3 0 6 ).

3 2 5 . Построить на пл. а  геометрическое место точек, равноулхленных от бли­
жайших точек двух  скрещивающихся прямы х АВ  и СО (рис. 307 ).

3 2 6 . Даны два положения прямой АВ,  повернутой во кр уг  некоторой прямой 
СО. Определить положение этой прямой и величину угла поворота ^ (рис. 308 ).

3 2 7 . Даны два положения прямой АВ, повернутой во кр уг  некоторой прямой 
Построить проекции этой прямой, задав ее горизонт, следом .V/ и произвольной тон­
кой С (рис. 309 ).

3 2 8 . Даны прямая А В  и точка С. Через точку А провести прямые, пересекаю­
щие А В  под углом  *  = 30“ и отстоящие от точки С на расстояние /. Дать все реше­
ния (рис. 3 1 0 ) . г

3 2 9 . Даны прямые £7 и Л/Л (Л/Л || пл. л ^ ), пересекающиеся в точке К. Пост­
роить точки, удаленные от точки К  на расстояние /3, от прямой ЕР  -  на /2 и от пря­
мой М.Х -  н а/ ! (рис. 3 1 1 ) . Построить все точки, отвечающие условию.

3 3 0 . Даны точка А и прямая ВС. Через точку А провести прямые, огстоящ и- 
от ВС на расстояние / и составляющие с ней угол *  = 45°. Из всех решений дать те. 
в которых прямые, проходящие через точку А., приближаются к точке С а не к В  
(рис. 31 2 ).



Рис. 310
Рис. 311





3 3 1 . Даны .две скрещивающиеся прямые АВ  и СО. Через точку А провести 
прямые, пересекающие прямую !/>’ под углом  ^ = 30 и отстоящие от прямой СО 
на расстояние ! .  Дагь все решения ц т с . 313 ).

3 3 2 . Даны две скрещивающиеся прямые АВ  и СО. Провести прямые, пере* 
.-екающие АВ.  параллельные СО и отстоящие от последней на расстояние / (рис. 314 ).

3 3 3 . Даны две скрещивающиеся прямые АВ  и СО. Провести прямую кЬ ,  их 
пересекающую и образующую с прямой АВ  угол ^ = 46 и с прямой СО >гол у
= 53°. Дать решение, в котором прямая ¿ 7 ' пересекает заданные в пределах пер­
вой четверти (рис. 315').

3 3 4 . Построить геометрическое место точек, удаленных от точки Л на расстоя­
ние / и равноудаленных, от сторон угла ВСО (рис. 316 ).

3 3 5 . Даны две точки .4 и В и прямая СО. Через точку А провести прямые, пе- 
ресекзюшие прямую СО и отстоящие от точки В на расстояние I. Дать все решения 
(рис. 317 ).



Г Л А В А  VIII

АКСОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЕКЦИИ

§ 26. Изображение плоских фигур

3 3 6 * . Построить изометрическую проекцию треугольника ЛВС  (рис. 318, а ) .

I* е ш с н и е. Строим изометрические проекции вершин А. В  и С но их координатам . На 
оси а- заданного чертежа Грис. 31Н, а)  отметим  точ ку О -  начало координат. Величина отрезка 
ОАх дает  нам абсциссу точки А,  величина о тр езка  АХА' -  ординату, величина отрезка Ах А" — 
аппликату. Теперь можно перейти к  системе изометрических осей (рис. 318. 6 )  и 1) отложить 
на оси х о трезок  Оа Аха , в з я в  его с рис. 318, а; 2> провести через Аха  прямую , параллельную 
оси >•; 3 ; отложить на этой прямой отрезок Лх а А'а , в з я в  его равны м  о тр езку  АХА'  на

г
А



рис. 318, а;  4 ) провести прям ую  А'а Аа  параллельно оси г  и отложить на ней о трезок  Аа Аа , р ав­
ный АХА" на рис. 318. а. П олучаем изометрическую  проекцию верш ины А. Построив ^ ° ги^ °  
проекции верш ин В  и  С. получим (рис. 318, в ) изометрическую  проекцию треугольни ка АВС.

3 3 7 * . Определить координаты точки К,  лежащей в плоскости треугольни­
к а  АВС,  заданного его диметрической проекцией и  в т о р и ч н ы м и  проекциями вершин
на плоскости хОа у  (рис. 319, а ) .

Р е ш е н и е .  Если точ ка К  принадлежит плоскости треуго льн и ка АЗС , то она леж ит на 
какой-то  прямой (например АО)  в этой плоскости (рис. 319. б ) .

Построив на пл. хОа у  вторичную проекцию D'a  точки D и вторичную проекцию Aa Da  
прямой AD.  находим (рис. 319. в )  вторичную проекцию K Q точки К.  Теперь можно найти ко ор ­
динаты точки К.  вы раж енны е о тр езкам и  Оа Кх а  (абсци сса), 2К а К х а  (ор ди н ата), Л ЛА а  (<ш 
¡п и к а т а ) .  Коэффициент 2 при о тр езке К а Кх а  в зя т  в связи  с сокращ ением  вдво е отр езко в, 
пархплельных оси Оа у  при построении диметрической проекции.

3 3 8 * . Построить изометрическую и диметрическую проекции окружности 
радиуса R , расположенной в плоскости, заданной треугольником ABE (рис. 320, а ) . 
Центр окружности -  в точке С.

Р е ш е н и е .  О круж ность, которую  надо изобразить в изо- и диметрической проекциях, 
располож ена в плоскости общ его полож ения. П оэтому м ы  не м о ж ем  применить здесь извест­
ные правила о том . что больш ая ось эллипса, изображающ его о круж н о сть  в изо- или диметричес­
кой проекции, перпендикулярна к  т ак  назы ваем ой  свободной оси, что м алая ось эллипса в  изо-



пР °екции Р « н а  0 .7 ^ . где *  -  диаметр  изображаемой окруж ности , и т .д . Эти пра-
ны х  З э о ™ ь н м ' !Я СЛУТ В’ К0ГЯа изобРажаю тся окруж ности , расположенные во  ф ронтмь- 
лиш ь ™  " " ^ ^ ь н ы х  п лоскостях . Д ля данного же случая сп раведли вы м  остается
1 п Т / н о ^ г ,™  ось эллипса в изометрической проекции равна 1 .2 2 *  а в  диметрической -

Н о ск о сти  С ° СИ НаД°  ИаЙТИ- И 0Н° ’ естественно- м еняется  в зависимости от полож е­ния плоскости , в  которой расположена изображ аем ая окруж ность .

. . .  1„ ^ ЯП° 6 ЭТ0М’ МЫ воспользУем ся  известны м  из к у р с а  способом построения, пригодным 
Л ^ н о м  окруж ности . По это м у способу МЫ преж де всего  долж ны  построить на
данном чертеже перпендикуляр  к  плоскости, в которой расположена окруж ность . Построенный

А"

Рис. 320 а. б

рис. 1 . и .  О. Д алее, на этом  перпендикуляре надо отложить отрезок  СО оавный па™ -™  и  
окружности . Это показано на рис. 320 , в . Если теперь построитьизом етрическую  Гпис Г ^  
и диметркческую  (рис. 320. е) проекции о тр езка  СО. то п о л н и м  н а Х т е  м Й к и  «  
пипса и центр изображаемой о круж ности  ' « " Ф ^ е н и е  малой оси п -

'« т а

_ ,„ ,л  А налоги^но п о стУпаем и д л я  построения диметрической проекции (рис 3^0 ж) Различие 
лиш ь в разм ере радиуса (1 .0 6 Л  вм есто  1 .2 2 Я )  д у ги , проводимой из точки О  и в  о м м -п с

. ьшой оси эллипса. Малая же ось эллипса получается построением, и. конечно, в е л т и н а ^ е



S )

д )

ж)



изм еняется в зависимости от угл а  межа> плоскостью , в ко юрой расположена изображаемая 
окр>жностъ. и плоскостью  диметричьской (или изометрической) проекции, к а к  это излагается 
в курсе .

3 3 9 * .  Построить изометрическую и диметрическую проекции окруж ности  р ’ - 
диуса Я . расположенной в некоторой горизонтально-проецир\юшей плоскости 
(рис. 3 2 1 ,а).

Р е ш е н и е .  В задаче З.'Л м ы  имели дело с онр> жносгью. расположенной в пчоскосш  
общ его положения. Очевидно, тог общий способ, который м ы  применили в той захаче ппигочен 
и В данном случае. Но построение упрощ ается, га к  к а к  >прощается проведение нернен-шкх-чяра 
к  плосьости. в которой расположена окруж ность , и о тклады вани е на нем размера К.  Дчя нэомет- 
Рк Г ? У г л И *>острое.шя показаны  на Гис. 321. о. в . г . На рис. 321. о проведен перпенди- 

г  п  (причем С £ >=/ ? )  и взята  точка С» начало координат. На рис. 1. в отре­
зо к  Сй 1) л построен в изометрической проекции по координатам , в зяты м  с рис ’ "Ч б  Поручен­
ный в изометрической проекции отрезок Пл л ае ! направление малой оси у ш п с а  и по-ю ж.чго
его центра (точка Сп) . '



На рис. 321 , г  через точку Са  перпендикулярно к  Ca Da  проведена больш ая ось эллипса, 
р авная l,22<f, где d  = 2R -  диаметр  изображаемой окруж ности , и определена величина малой 
полуоси эллипса, а т акж е  изображен сам  эллипс.

Т акие ж е построения выполнены и д л я  диметрической проекции (рис. 321, д н е ) .

§ 27. Изображение тел 

3 4 0 * . Определить координаты точки А ,  лежащей на поверхности: цилиндра 
(рис. 322, а ) ,  конуса при наличии вершины (рис. 322, б ) ,  усеченного конуса 
(рис. 322, в ) , сферы (рис. 322, з ) ,  заданных в изометрической проекции.

Р е ш е н и е .  Через заданную  на поверхности цилиндра (рис. 322. а) точ ку А проведена 
образую щ ая ( !| оси г )  и найдена на плоскости хОу  вторичная проекция А' точки А. Из А про­
ведена п р ям ая  параллельно оси у  до  пересечения с осью х  в  точке Ах.

Рис. 322 а. б

А ппликата точки А определяется величиной о тр езка  АА\ а абсцисса и ордината -  соот­
ветственно величинами о тр езко в  ОАх н А хА .

На рис. 322, б  через точ ку А т а к ж е  проведена образую щ ая ( 5 - 7 )  и построена ее вторич­
ная (на пл. хОу )  проекция 0 - 1 .  Теперь на 0 - 1  м ож ет быть найдена точка Л ' -  вторичная про­
екц и я  точки А. Величины о тр езко в  АА\ ОАх и АХА' определяю т соответственно координаты  г , 
х и у  точки А .

Ьсли точка задана на поверхности усеченного ко н уса  и по условию  нельзя получить на чер­
теж е его верш ину, то поступаем следую щ им образом .

Рассмотрим сначала сечение ко н уса  плоскостью , проходящ ей через точку А и ось конуса
о к  ОС

(рис. 322. г ) .  П роведя пр ям ы е АО и 5С  II 7 -  2 , получаем -  —— -■  Это соотношение

сохранится и в изометрической проекции. П оэтому (рис. 322, д )  проводим прямую  ОА и строим 
к о н у с  с вершиной 5  и образую щ ей, параллельной образую щ ей усеченного ко н уса ; получаем,

0 - 3  ОС  „ .  0 - 3
сравнивая рис. 322. г  с рис. 322. е ,  — —  = . Теперь делим  0 4  в  отношении 3 _ 4 ■

Через полученную точ ку К  проводим образую щ ую  5С  внутреннего конуса и полудиаметр  0 —2 
эллипса, где точки С  и 2 соответствую т точкам  С  и 2  на рис. 322, г .  После этого м ы  имеем  воз­
можность спроецировать точ ку А на плоскость хОу  (рис. 322, ж )  и получить координатные от­
р езки  АА\ А‘АХ, Ах О.

Д ля определения координат точки А.  лежащ ей на поверхности сферы (рис. 3 -2 , з ) .  сле­
дует построить (рис. 322, и )  дополнительные проекции сферы и координатных осей на шюс-
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кости , перпендикулярной к  пл. изометрических проекций (картинной пл.) и параллельной оси г .  
Это к а к  бы профильная проекция, если считать, что изометрическая проекция служит фронт, 
проекцией. Пл. у .  проходящ ая через точ ку А.  п ересекает сф еру по о круж ности  диаметра I 2. 
Строим проекцию этой окруж ности  и находим на ней проекцию данной точки А Но А 
находим то ч ку А '^ ,  которая я в л яется  профильной проекцией вторичной проекции А'а  точки А.

Теперь можно изобразить отрезки  А А А ' А Х, Ах О. Величина этих о тр езко в  позволяет 
определить координаты  точки А относительно центра О.

3 4 1 * .  Построить диметрическую  проекцию шайПы но чертежу рис. 323 ,  а.

(’ с ш с н и е. Прежде всего , рассмотрен чертеж на рис. 323, а , устан авл и ваем , что данная 
шайба п р едставляет собою тело вращ ения, б о ко вая  поверхность к о ю р о го  сосю и т из цилиндри­
ческой части с диаметром  О и высотой И и из поверхности тора, образованной вращ ением дуги  
окруж ности  радиуса Я  в о к р у г  оси г  причем центр этой д у ги  описывает о кр уж н о сть  ди ам етра г/, . 
В шайбе им еется цилиндрическое отверстие ди ам етра Л ,. С верху и (.низу шайба ограничена плос­
костям и .

О бращ аясь к построению диметрической проекции, прежде всею  представим  себе, что 
в поверхность тора, ограничивающую частично ш айбу, вписаны сферы радиуса /?, центры ко ю - 
рых располагаю тся на о круж ности  диаметра .

О черковая линия диметрической проекции построена с помощью сфер, вписанных »  ту 
часть поверхности шайбы, которая представляет собою поверхность тора, образованную  вращ е­
нием дуги  окруж ности  радиуса Н в о к р у г  оси г (рис. 323, а) .  Центры сфер, вп и сы ваем ы х  в эту 
поверхность, располагаю тся на окруж ности  ди ам етра с/, с центром в ю чке О, на расстоянии Л 
от опорной плоскости ш айбы. На рис. 323, б  показан зллипс - дим етрическая проекция этой 
окруж ности . В зяв  на нем р яд  точек (рис. 323, в ) ,  проводим из них окруж ности  радиуса 1.06/?.



1’ И С .  3 23 б с

п р е д с и н л я м щ и с  собой оч ер ки  д н м е ]  рнческнх  проекции шлрон р а д т с а  Н.  О ч е рк о в а я  шния 
п ро е к ции  п ове рхности  гор.) я в . ч я е к я  огибающей с е м е и с 1 ва  о к р ч ж т ч ч е й .

З атем  е [роим -зл.!иис проекцию верхней кр о м ки  огнерс! ня диаметра Л, си еш р о м  в юч- 
ке  О , (рис. 323. .*) и часть лт.типеа (рис. 323. <)) е ц е т р о м  в н ч 'ке ».Л и редеы в тю щ его  собою 
проекцию окруж ности  основания цилиндрической ч а а и  шайбы. Ич концов бочыпой оси л о ю  
к л и п с а  проводим прямы е .'шнии (рис. 323. с) очерковы е чинни проекции шпин.чричеекой 
части шайбы. Эти прям ы е касаю тся построенного ранее очерка ч о н ер м ю си  гора. * счн Н[>сдс1а- 
вигь. что ич данной шайбы "вы речана" часть п л о ск о е  «м и  и г ( )л г . ю по ичит е я  бо.чее на-
I Iядпое изображение шайбы. Но при згом  меняется порядок построения (см . далее чадач> 344 '.

3 4 2 * . Построить изометрическую проекцию 1е;и вращения. изо^р;1же"ного 
ни рис. 324. а.



Р е ш е н и е .  Данное тело вращ ения ограничено комбинированной поверхностью, состоя­
щей из плоскости, цилиндра вращ ения, поверхности тора и сферы.

В ыполняем построение в следую щ ем порядке:
1. П риняв точ ку Оа  (рис. 324, б )  в качестве начала координат, о ткл ады ваем  по оси г 

о трезок , равный Н, и проводим из точки С к а к  из центра о круж н о сть  радиуса 1,22 Л. Т ак изобра­
зится п изометрической проекции сфера радиуса /?.



Ряс 324 г

■f Чтобы построить очерк поверхности тора в  изометрической проекции, изображаем 
верхнюю часть данного тела в  наклонном положении (рис. 324. в ) ,  причем наклон оси тс

-  _ ¡ 2 -  uto  соответствие ! значению коэффициента искаж е- определяется отнош ением — -  v 3 - 4IU со о ю с .е  .

ния по о сям  х у  : ъ  изометрической проекции. Теперь вы полняем  построение, к а к  в задаче 242 
что дает нам возм ож ность к  изображению сферы в изометрической проекции дооавить видимое

очертание поверхности р изометрическую  проекцию цилиндра, находящ егося в осно-

вам , , , ,  д а ш о г о  Z .  З д £  п р и м ен и м о  п р а в ,п о .  по к о т о р о м у  б о л ьш ая  ось  э л л и п с у  - £ « - • £  
го в  изометрической проекции окруж ность , перпендикулярна к  свободной оси, к а .о в с й с л у  
жит ось г . Больш ая ось эллипса принимается равной 1 .2 . D. м алая o iu  Ü./L».

3 4 3 * . Построить изометрическую проекцию ie.id. изображенного на рис. 3 2 5 .а.

Р е ш е н и е  Прежде всего  устан авливаем , что данное тело сосю иг из ш естиугольной пра­
вильной призмы и половины сферы, срезанной тремя  гл о ск .и ч я м и .  Подготавливаем размеры
э л е м е н т о в  тела ,  н е о б х о д и м ы е  длу u o c r p o e v  и нзометрич«.' . .о,» лр< <.>•. .и ' .рис. •

П гпсг\паем  к посгг ое;о:ю изомслрнчс.коГ. ирсч.; !^ ,  ____ .^ MV„  R _ пент-
l /п р и н яв  за начало координат точ ку О (рис. 32 э . о  и в ) ,  строим дугу  ради) са R.  с цент 

ром О . . расположенную  на расстоянии Л, от начала координат.
2. Далее (рис. 3 2 5 . г ) ,  строим д у гу  радиуса /?, с центром 0 , .  имеющим ко о р ди н аты *  /»,. 

v = п и • = h  и проводим нрям>то 3 - 4  параллельно оси у .
3. П о 'к о о р д и н а т а м  то ч е к  С  и О с тр о и м  о т р е з о к  CD Ч « * Э » :  « Н и

лярно к  н ем у прямую  через точку С. О тклады ваем  о т р о к и  СА , С А ; с
отрезок  А' А', большую ось эллипса, в  которой проецируется о кружность  радиуса R c  .  ЦсНТ
ром С (см . рис. 325. б ) . Мал>ю ось А/, ДГ, получаем, сделав из точки £  к а к  из
[,а большой оси эллипса ду гой радиуса 1.22 Rc  и отложив о .р е зо к  СМ -  СМ, -  СМ: на прямой
П роводим прямую  > -  6 параллельно оси v.

4 Из центра О, .  расположенного на оси г на расстоянии И, (рис. 3 .5 .  е)  от основан ия 
данного тела проводим о к Р\жность радиуса 1 . 22Л.  представляю щ ую  собой очерк изометричес­
кой 1i ро е к  ц и 11 сферы радиуса R.  Эта о круж ность долж на касаться всех .р ех  построенных ранее

эллипсон.





У г о л ь н и ^ Г р ^ Л Г н о в Г и * 7ИИМ СИММеТрИЧНЫХ СТр0ИМ ' " ™  ~ х  сторон шести- 

в а н и я . ^ ш Т в Г ^ у С '  325> Ж'  " 1Ю° КЦИИ ВИЛИМЫХ УЧаСТКШ‘ ,,ИЖ,,СГ0 ^ « « У г о л ь н о г о  осно-

3 4 4 * .  Построить диметрическую проекцию летали, изображенной на рис. 3 2 6 .а.

1>твсРс ™ ^ м 1 и ^ Л °  "■‘б0* а1,Ис и'1;,ишних ' “»‘■•троений При выполнении из«,Сражения детали с 
твсрсти 1 м Наиболее целесообразно вести построение 15 следую щ ем порядке-

, ов ' ‘^ Т ИТЬ (РИС- 32 6 - б )  ССЧС,,ИЯ- вх о д ящ ^  « ‘■•остав ф рош ального и профильного разре­
зов при ч к я п и х  п лоскостях , совпадающих с плоскостям и  симметрии детали.

.  Н ач ер ти , грань / верхнего фланца детали (рис. 326. в ) .

А - А  ( *

ЦТ

//



г

е )

РИ'-.  3 2 6  I I

3. Начертить (рис. 326. «.’ > все о с г - ’ ь-л ;с видим ы е »лсм гнты  верхнего фланиа и цилиндри­
ческую  часть детали , а т акж е  эллипсы ш птреииих цилиндров.

4. Начертить грань II основания псю ли и окрчж носги  цилиндрических отверстий
основании (рис. 326. с)) . .

5. До с гронть сен ч.’инс детали и нанести штрихом к у  сечений (рис. 3-Ь . е ) .
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И ском ы м  геометрическим м естом  явля­
ется прямая М У  пересечения пл. а  с  пл. 0 (рис. б) 
ответа ). Пл. 0 параллельна обеим  заданным пря­
м ы м  и проходит через точку  Е -  середину отрез­
ка ЕК  обш его  перпендикуляра к  прямым.

При решении задачи строить прямую  ЕК не 
обязательно: пл. 0 следует провести посередине 
меж ду параллельными пл. у  и 6, проходящ ими 
соответственн о через прямые АВ  и СО.

П л а н  р е ш е н и я .  1. Через АВ  провести 
пл. 7  I СБ (или н а о б о р о т ) . 2. Определить расстоя­
ние меж ду пл. 7  и 6 (пл. 6 для этого  не тр е б у е т ся ). 
3. П ровести пл. 0 . равноудаленную от них и па­
раллельную им. 4. П остроить линию пересечения 
пл. о  и /3.



3 2 7 . При повороте точки А  и В вращают­
ся в плоскостях а  и (3, перпендикулярных иско­
мой оси СМ (рис- б)  ответа). Прямая СМ  равно­
удалена как от точек А и А 1, так и от В и f i , . 
Поэтому она определяется как линия пересече­
ния плоскостей 6 и 7 , проходящих соответствен­
но через середины отрезков А А , и ВВ1 (рис. в) 
ответа) перпендикулярна к ним.



3 2 9 . а. Искомые точки А и В являются точками пересечения двух окружностей (рис. б )  
ответа) : окружности пересечения сферы радиуса / ,  с центром в точке К  с цилиндром радиуса / 1 
и осью МЫ и окружности пересечения той же сферы с цилиндром, осью которого является пря­
мая ЕР, а радиус равен /а .



3 3 0 . а. Искомые прямые, во-первых, находятся в плоскостях а и 7 , проходящих через 
точку А  и касательных к цилиндрической поверхности радиуса I и осью ВС (рис. б )  ответа); 
во-вторых, принадлежат конической поверхности, вершина которой -  точка А , ось -  прямая, 
параллельная ВС, и угол наклона образующих к оси — ¡р. Искомые прямые -- результат пересе­
чения этой поверхности с плоскостями а и 7 .



3 3 ! .  Искомые прямые, во-первых, принадлежат ионической поверхности (рис. б ) отве­
та) с осью АВ  н углом между образующими и осью; во-вторых, пл. а, проходящей через точ­
ку А и касательной к цилиндру, ось которого -  прямая СХ> и радиус -  I. Следовательно, эти пря­
мые определяются как линии пересечения пл. а с конической поверхностью.



3 3 2 . Искомыми прямыми яв­
ляются образующие цилиндра (рис. б) 
ответа), имеющего ось СО и радиус / .  
проходящие через почти пересечения 
прямой А В  с поверхностью этого ци­
линдра.

С "

3 3 3 . Для определения направлении 
прямой Е Р  следует (рис. б)  ответа) через 
произвольную точку (5 )  провести прямые 
5 - / 1  А В  и 5  -  21  СО , описать вокруг 
них конические поверхности с углами накло­
на образующих к оси соответственно ^ и у 
и найти линию их пересечения БК (5Л0 Пря­
мая Е Р  параллельна этой линии. В дальней­
шем решение задачи аналогично решению 
задачи 140.



3 3 4 . Искомым геометрическим местом точек (рис. 6 ) ответа) является окружность 
пересечения сферы с центром в точке А  и радиусом I с плоскостью, проходящей через биссект­
рису угла BCD  перпендикулярно к плоскости этого угла.



3 3 5 . Искомыми прямыми являются образующие конической поверхности с вершиной 
в точке А ,  описанной вокруг сферы с центром в точке В  и радиусом I  проходящие через точку 
пересечения этой поверхности с прямой СП (рис. б )  ответа).


