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Предисловие к 22-му изданию

Настоящий сборник задач предлагается студентам, изу 
чающим математический анализ в объеме программы для зыс- 
ших учебных заведений. «Сборник» содержит систематически 
подобранные задачи и упражнения к основным разделам курса 
математического анализа.

Теоретические справки о необходимых формулах в за
дачнике не помешены; имеется в виду, что читатель найдет их в 
соответствующих разделах учебника. Большинство параграфов 
для удобства подразделено на части, причем группам задач с 
однородным содержанием предшествует общее указание. Перед 
задачами физического содержания даются нужные справки по 
физике. Для более трудных задач указания к решению даны 
в разделе «Ответы»; такие задачи отмечены звездочкой.

Первое издание сборника вышло в 1947 году. За прошед
шие годы ряд разделов математического анализа, изучавшихся 
ранее в вузах, были включены в программу средней школы. За
дачи, относящиеся к таким разделам, редакторы двадцать вто
рого издания сочли возможным исключить. Нумерация задач, 
однако, для удобства использования осталась такой же. как и в 
семнадцатом издании (1977 г.).



Г л а в а  I

Ф УН К Ц И Я  

§ 1. Первоначальные сведения о функции

Ф у н к ц и и  и с п о с о б ы  их з а д а н и я

1. Сумма внутренних углов плоского выпуклого многоуголь
ника является функцией числа его сторон- Задать аналитически 
згу функцию. Какие значения может принимать аргумент?

4. Функция задана графиком, изображенным на рис. 1. По 
графику ответить на следующие вопросы:

а) При каких значениях независимой переменной функция 
обращается в нуль?

б) При каких значениях независимой переменной функция 
положительна?

в) При каких значениях независимой переменной функция 
отрицательна?

6 . Записать функцию, выражающую зависимость радиуса г 
цилиндра от его высоты h при данном объеме V  - 1. Вычис
лить значения г при следующих значениях h: 0,6; 1; 1,5; 2; 2,5; 
3; 3,5; 4; 4,5; 5. Построить график функции.

7. Выразить площадь равно
бочной трапеции с основаниями 
я и 6 как функцию угла а  при 
основании а. Построить график 
Функции при а = 2 , = 1 .

в. Выразить зависимость дли
ны b одного катета прямоуголь
ного треугольника от длины а 
Другого при постоянной гипоте
нузе с = 5. Построить график 
этой функции.
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9. Даны функции а) / (х) = ; б) <р {* ) =

Найти: /(0 ); f ( l ) ;  f(2); / (-2 ); / (^ ) ;  | / ( | ) ;;
ф(0); ф(1); <р(2); ф(- 2); <р(4). Существует ли /(-1 ); cp (- l)?

10. Дане функция / (и) = и3 - 1.
Найти: f ( l) ;  f (a ); f {a  +1); / (a - 1); 2f (2a).

11. Даны функции F {z ) = 22~2 и ф (г)= 2^~2.
Найти: F ( 0); F (2); F (3); F ( - l ) ;  F(2,5); F (- W )  и <p(0); 

ф(2); <p(-l); ф (*); ф (- 1) + ^ (1).
12. Дана функция у  (t) = la{-
Найти: v (0 ); \|f(l); \y (- l); * ( * ) ;  v (a ); ¥(-*)♦

13. ф(*) = * 3 +1* Найти: ф (*й) и [ф(*)Р*
14. F (x )~ x 4 -2х 2 + 5. Доказать» что F (a )= F (- a ) .

16. Ф  (г) ~ z$ - бг. Доказать, что Ф  (- г) = -Ф (г).
16. f (*) = 2t2 + ^ + 5ft Доказать, что / (0 я / (|)«

17. / (* ) = s in *- co s* . Доказать, что / (l) >
18. y ( j r ) « I f х  Доказать, что у (*)+  У (*  + 1) = v M *  + l))*
19. F (z )~  a*. 1) Доказать, что при любом г справедливо со

отношение F (-  z )F (z )~  1 = 0.
2) Доказать, что F  (x )F  (у ) = F  {х + у ).
20. Даны график функции у - f (x ) и значения а и Ь незави

симой переменной х (рис. 2). Построить на чертеже f (a )  и f(b).

Каков геометрический смысл отношения ?

21. Показать, что если 
любая хорда графика функ
ции У ~ f (x )  лежит выше 
стягиваемой ею дуги, то для 
всех х1 * Х2 имеет место не
равенство

* )»/(*») > f (  *i+*i \
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22. Дано: / (х) = х2 - 2х + 3, Найти все корни уравнения: 
a) / ( * W ( 0 ); б) / (* )= / (- 1).

23. Дано: f  (*)=  2я3 - Ъх2 - 2Zx. Найти все корни уравнения 

/ (* )- / (- * )•
25. Указать два корня уравнения / (л:) * / если

известно* что функция /(х ) определена на отрезке [- 5 ,5 ]. 
Найти все корни данного уравнения для случая, когда

г^+ 6 ; <р(х)-5дг. Найти все корни уравнения

F {x  И < р (*)|'
27. f{x ) = х +1; ф (л*)=х-2. Решить уравнение

|/ (х ) + <р(«)|=|/(ж)| + |ф (х)|.
28. Найти значения а и Ь в выражении функции f (x )~

= ад:2 + + 5, для которых справедливо тождество / (*  +1)- 
-/<*) = 8х + 3.

29. Пусть /(jr)-<icos(&x + c). При каких значениях посто
янных а, Ь и с выполняется тождество f (x  + l)-  f{x )=  sin x.

С л о ж н ы е  и н е я в н о  з а д а н н ы е  ф у н к ц и и

33. Дано: у = s in * ; v = \gy; и * V I + v2 . Выразить и как 
функцию х.

34. Дано: у = 1 + х ; г -  cos у ; и *  v l  - 22 . Выразить и как 
Функцию X.

35. Следующие сложные функции представить с помощью 
цепочек, составленных из основных элементарных функций:

1 ) V = sin*х ; 2) у = ^(1 + x f ;  S ) y  = \gtgx;

4) у = sin8(2x + 1); 5) у *  5(3l+l)*.
36. / (дг) - л:а _ лг; ф(лг) = 81п2х. Найти:

а> Н ф (^ )]; б) <p(/(l)]; в) ф [/ (2 )); г) /[<р(х»;
* ) / 1/ (г )1; е> / {/ [/ (1)]}; ж ) Ф [Ф (х)].
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87. Доказать справедливость 
следующего способа построения 
графика сложной функция 
У - / (ф(* )]-  F (x )  по  известным 
графикам составляющих функций: 
У - f (х), у - ф (х). Из точки А  гра
фика функции <р (jc) (рис. 3), осот

ам ветствующей данному значению 
независимой переменной хt прово
дится прямая, параллельная оси 

Ох, до пересечения в точке В  с биссектрисой первого и третьего 
координатных углов; из точки В  проводится прямая, парал
лельная оси Оу, до пересечения с графиком функции /(х ) а 
точке С. Если из точки С провести прямую, параллельную оси 
Ох, то точка D  ее пересечения е прямой N N r будет точкой гра
фика функции F{x)> соответствующей взятому значению х.

38. Написать в явном виде функцию у , неявно заданную 
следующим уравнением:

1) х2 + у2 = 1;2) = S )x 3 + / = a 3; 4) ху = С;й ь
б) 2*у «  5; 6 ) lgx + lg (y  + l ) s  4; 7) 2х*р(х2 - 2)= х8 +7;
8 ) ( l  + x)cosi/-x2 = 0 .

39*. Показать, что при х > О уравнение y  + |y |- x - |x |  = 0
определяет функцию, графиком которой является биссектриса 
первого координатного угла, а при х й О данному уравнению 
удовлетворяют координаты всех точек третьего координатного 
угла (включая и его граничные точки).

§ 2. Простейшие свойства функций

О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и

40. Составить таблицу значений функции целочисленного 
аргумента у  «  для 1 < х < б .

41, Значение функции целочисленного аргумента и= ф(п) 
равно количеству простых чисел, не превосходящих п. Соста
вить таблицу значений и для 1 ^ п < 2 0 .

10
АГ



§ 5. ПОВТОРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

1078. Доказать, что функция, заданная пап»
________________________ _1  _  ____________________  ""Wetrw. , g4

гл.
HI. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

„ „ „ « « « « a -  »*•

У с к о р е н и е  д в и ж е н и я

уравнениями x = sint, y = sinkt, удовлетворяет ДвиЖвТС* но квадратному корню из пройден-
,  *  2 ^ " 2  п р о и с х о д и т  п о д  д е й с т в и е м

(1 - х) — t  - дг *  + *-у = 0. яз¥® -Я Пок*заТЬ’ чт
Л  dX «оГО ПУ1 ой силы. йствующая на материальную точку,

1079. Доказать, что если 00стоЯ“ * ^  сила, да*  ̂ У движенИЯ точки. Доказать, 
x = /(i)cos<-/'(f)sint, # = /(f)sinf + п̂ ,к — -  фуида*й

A *  = dx2 + dy2 = {/ (* ) + r ( t )  f d r  .

ф о р м у л а  Л е й б н и ц а
.V йкшмулу Лейбница для вычисления прсиз- 

1088- Применить форму.) у
1080. Точка движется прямолинейно, причем «г4; *.1 водной.

-f + 5. Найти ускорение а в конце второй секунды (s выв#* r , -ft0) л. / г . у " ' . 31 : 
в метрах, I -  в секундах). 1) [|х* + IJsLn* j . \е 8 I

1081. Прямолинейное движение происходит в соотвмед» . . _  U -У“ е"“* . тол  „  - 1089. Показать, что если у - х)
формулой s — t - i t  + 1. Найти скорость и ускорение движт

1082. Точка движется прямолинейно, при ( l - * ) ^  = a ху-

s = f 8in f + V  Найти ускорение в конце первой секут ПрименйВ формулу Лейбница, показать, что 
выражено в сантиметрах, t - в секундах). , +l) _ + ^ у(а) _  m y(n-i) я  0

1083. Точка движется прямолинейно, причем s = V< • № ,
„ruwrnnr IftQO Фчккиия U = (.ctaraln удовлетворяет соотношению зать, что движение замедленное и что ускорение а пропори iuw . пункция у

xasm<xx

нально кубу скорости и.
1084. Тяжелую балку длиной 13 м спу- . т. 

скают на землю так, что нижнии ее конец 
прикреплен к вагонетке (рис. 15), а верхний 
удерживается канатом, намотанным на во
рот. Канат сматывается со скоростью 
2 м/мин. С каким ускорением откатывается 
вагонетка в момент, когда она находится на 
расстоянии 5 м от точки О?

1085. Баржу, палуба которой на 4 м 
ниже уровня пристани, подтягивают к 
ней при помощи каната, наматываемого 
на ворот со скоростью 2 м/с. С каким ус
корением движется баржа в момент, когда 
она удалена от пристани на 8  м (по гори
зонтали).

сх ж з ( i  - X1 V  - ху' - а 2у = 0 (см. задачу 1051).
Применив формулу Лейбница и дифференцируя это равенс 

во п раз, показать, что

( l  - х2)у (л+2) - (2л + 1) *y(n+l) - I " 2 + а / ^  = ° ’

1091. Показать, что (еа* oosbxf' = r V *  cos (fc* + лф)* где 

’‘ Уа2 + Ь2 , tgtp = £.

Используя формулу Лейбница, получить следующие формулы 
г* совжр = ап ~C2an-2b2 + <Хаа~4Ь4-..., 
г" sin жр = С\ал ЛЪ - С®ал' 3г>3 + С6„ап~&Ьв - •

1092. ЧТО
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1093. Доказать, что функция у = arcsin х удовлетворяв 
отношению ( l  - * 2 ) у ' - ху'. Применяя к обеим частям а,, 

уравнения формулу Лейбница, найти (п > 2).
1094. Применяя формулу Лейбница п раз, показать, 

функция у = cos(m arcsin х) удовлетворяет соотношению

( l  - х2)у (п' 2) - (2л +1) V " n ) + ( т 2 - я 2) у (я) «= 0 .

1095. Если у *= (arcsin x f  , то

( l  - Х * ) у ^  ~ (2п - l )x y ^  + - l f y ^  = 0.

Найти у\0), у "(0 ).....  у{п)(0).

Д и ф ф е р е н ц и а л ы  в ы с ш и х  п о р я д к о в

1096. у = tfx*; d2y  = ?

1097. у = хт  ; d*y = ?

1098. (/ = (*  + 1)3(х - 1)2 ; tf2|/ = ?

1099. у = 4~*J ; d2y = ?
1100 . у = arctg (M gx }, d2y = ?

1101. у  = Vln2* - 4  ; d2y — ?
1102 . у  = sin2 х ; d3y  = ?
1103. p2 cos3 <p - a2 sin3 ф = 0; cf2p = ?

1104. x* +у* = J ;  d2y = ?

1105. y = ln-l=^-; *  = tg <; выразить d2y через: 1) * и
l+x*

2) t и dt.
■ 1)!1106. у = sin 2 \ z = a* x ~ t 3\ выразить d2y чеРе3'

<<2 , 2) лги dx, 3) t и dt.



Глава IV

И ССЛЕД О ВАН И Е Ф УН К Ц И Й  
И ИХ ГРАФИКОВ

§ 1. Поведение функции

1107 Показать, что точка X = О есть точка минимума

фуЧдии V - 8х* ~ 4x3 + 1 2 * 3 + Ь
1108. Исходя непосредственно из определения возрастающей 

и бывающей функции и точек максимума и минимума, пока- 
* *4 , что функция у = Xs - 3* + 2 возрастает в точке = 2, 
убь,ВА€т в точке лг2 = 0 , достигает максимума в точке х3 =* -1  и 
ми,Чиму|*а в точке хА *  1.

1109. Так же, как в задаче 1108, показать, что функция 
У ~ eos2x возрастает в точке убывает в точке xi  =

дос>игает максимума в точке х3 = 0 и минимума в точке х4 = ■§■.
1110. Не пользуясь понятием производной, выяснить пове

р и в  дайной функции в точке х - 0 :

Ul2, Выяснить поведениенить поведение функции у = sin х + cos х в точ- 
2=1, ха = - Д. и _ 2.
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-------------- ----------и ____ _________W ИССЛбООвАНИ^^

1113. Выяснить поведение функции у= х-1пх  в ------ -
У 1122- : если уравнение

*2 = 2 , х3 =е и х4 = 1  и показать, что если Aas ,_ i. . .  iX = и
«ох" + ‘h *  *

функция возрастает в точке X - а  > 0 , то она убывает в точке иМевт положиньц^ корень *  = х0, то уравнение
1114. Выяснить поведение функции y = xarctgx в точ «МЧ-i + - l^ x " ' 8 + — + ая-1 "  0

Ху = 1, Х2 = -1 и х, = О. также имеет Поквц^^ный корень и притом меньший х0-
1115. Выяснить поведение функции 1123. Дана*у1^ц1|Я f(x ) = 1 +хт (х - 1)", где т  и п - целые

[ainx ± п положительны* ч^яа- Не вычисляя производной, показать, что 
и .  1̂ "  Р ’ „Л1« м п т  Г(х\жй _____ «пййнйй меие один корень в ия-при Х * и ,  Т о  крайней мере один корень в

И  »р« *  = о „ р » » ( 0 .1 ).

.  т о ,к «  X, = 1 , - i  и - 0. ИМ- П о м » , урввишшс * ’  - 3* * с - 0 не может
иметь двух разлвдых корней в интервале (0 , 1J .

1125. Не нахоч производной функции
§ 2. Применение первой производной /(*)=(х-1)(* -2)(х-з)(х-4),

выяснить, скслько действительных корней имеет уравнение 
Т е о р е м ы  РО ЛЛЯ и Л а г р а н ж а  /'(*) = 0 , и укамгь и н т е р в а л ы ,  в которых они лежат.

1116. Проверить справедливость теоремы Ролля для фг 1126. Показать, что функция f (x )= x ’ + px + q не может 
ции у = хг + 4ха - 7х -10 на отрезке [-1 ,2 ]. иметь более двух Действительных корней при четном л и более

1117. Проверить справедливость теоремы Ролля для W тр“  п&“  нечетной п.
г * •[ 1127. Напист формулу Лагранжа для функции у = sin охции у = 1п8т *  наотрезке -а «резке [х „

1118. Проверить справедливость теоремы Ролля для «• ^  формуду Лагранжа для функции
ции у = 4,tnж на отрезке [0, п]. V = *(l- !n x ) наотрезке [в, Ъ].

1119. Проверить справедливость теоремы Ролля для Ф. П 2 9  Н апеть формулу дагранжа для функции 
ЦИИ у = \1хг - Зх + 2 на отрезке [1 * 2]. у ~ arc8in 2х на отрезке [х0, хв + Дх].

1120. Функция у =- принимает равные значеЯ»* *130- п Р°»*Р»ть справедливость теоремы Лагранжа для
Х шМ >НКЦИи У ~ * П я* отрезке [0 , а ]; п > 0 , а > 0 . концах отрезка f - l . l l .  Убедиться в том, что произвол 1131. Пповми*.. __ _

и I  , i г ф проверить справедливость теоремы Лагранжа для
этой функции нигде на отрезке [—1,1] » нуль не обрат® Цни у »  In* яа отрезке [l, «J.
объяснить такое уклонение от теоремы Ролля. , «-* * Доказать с помощью формулы Лагранжа неравенства

1121. Функция у = | х | принимает равные значений ^  о ^  ln A s при условци 0 < ь < а

чах отрезка [- а . а]. Убедиться в том, что производи** Д°каз*ть с П0Мощью ^ pMyjIbI Лагранжа неравенства
функции нигде на отрезке [-а , а] в нуль не обрящаеТСЯ’ *■•*& J id L  ^  условии 0 < R ^ а  < Д.

сое а 2 *яснить такое уклонение от теоремы Ролля.
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Э л е м е н т ы  п о в е д е н и я  ф у н к ц и и

52. { ( х ) - - ** , ', указать область определения функции /(х)!+*■
и убедиться, что эта функция неотрицательна.

53. Найти интервалы энакопостоянства и корни функции:
1) у = З х - 6 ; 2) у = х2 -5х + 6 ; 3 )у = 2 'г‘ 1;
4 ) у = х3 -Зх 2 +2х; 5) у = |х|.
54. Какие из указанных ниже функций четны, какие нечет

ны, какие не являются ни четными, ни нечетными:
1) у = х*-2х2; 2) у = х ~ х2; 3) у = cosx;

4 ) у = 2* ; 5 ) у  = х-^- + ^ ;  6 ) у = sinx;

7) у = ein х - cos х ; 8) у = 1-х2; 9) у = tgx;

10) у = 2 ' x* ; И )  у = 12 ) у =

1 3 )у  = ^ 5 14>  ̂= 15) у 8 x . t J ;

16) у = 2Г-Ж< ; I7 ) y  = l n ^ f ?
55. Каждую из следующих функций представить в виде 

суммы четной и нечетной функций:
1) у = х2 +Зх + 2; 2) у = 1 - х* - х4 - 2xs ;
3) у *  sin 2х + cos + tg х .
56. Доказать, что f (x )+ f(-  х ) - четная функция, а /(х )-

- нечетная функция.
57. Представить в виде суммы четной и нечетной функций 

следующие функции:
1) у = а* ; 2) у = ( l + х)100 (см. задачу 56).
58. Доказать, что произведение двух четных функций есть 

четная функция, произведение двух нечетных функций - чет
ная функция, произведение четной и нечетной функции - не
четная функция.

59. Какие из нижеследующих функций будут периодическими:
1) У с sin2 х ; 2) у - sin ха ; 3 )y  = x co sx ; 4) у = sin-1;

5) у = 1 + tg x ; 6 ) у = 5; 7) у = [* ]; 8 ) у  = * - [х ] ?



(Функция [*] определяется так: если х - целое число, то [* ] = * . 

Если х не есть, целое число, то {дг] равно наибольшему целому чис

лу, меньшему х. Так, [2] = 2; [3,25j = 3; [ 1,37j = -2.)
60. Построить график такой периодической функции с перио

дом Т  = 1, коэторая на полуинтервале [0, l )  задана формулой:

1) у - х; 2 ) у = ж2.
61. Указатгь интервалы возрастания и убывания и интервалы 

постоянства фэункций:
1) у = |* |;; 2 ) у = | * | - * .
62. Указатгь наибольшее и наименьшее значения функций:

1) у - sins  х ; 2) у  = cos**; 3) у  = 1 - sin х; 4) у = 2х*.
64. Как, зн а я  график функции у = /(*), построить график 

функции:

1) ?  = И Ж ) | ; '2 ) у  - у / (* )(+ / (* )[; 3) * в * | ' ( ж)М ( * ) ] -

§ 3. Элементарные функции. 
Обратная функция

65. Дано, что при напряжении Е  = 2,4 В  сила тока I  - 0,8 А. 
Выразить ангалитически, используя закон Ома, зависимость 
между силой то к а  и напряжением; построить график найденной 
функции.

6 6 . В сосу.'Д произвольной формы налита жидкость. На глу
бине h = 25,3 см давление этой жидкости р = 1,84 • 10® Па.

а) Состави :ть функцию, выражающую зависимость давления 
от глубины.

б) Опредедгить давление на глубине А = 14,5 см.
в) На како.й глубине давление станет равным 2,65 10s Па?
67. Тело ^движется прямолинейно под действием силы F. 

Исходя из зачкона Ньютона, написать функцию, выражающую 
зависимость даежду силой F  и ускорением иг, если известно, что 
если тело дни; жется с ускорением 12 м/с2, то на пути s = 15 м 
производится работа А  = 32 Дж.



востъ
если

134. Доказать с помощью формулы ° ’000 °1 ’ »  ^ „Г с Г я т ь ю  вер- 
при а > 6 неравенств ,* - » ( .  - » ) < « - _ <*лИ ^  * 

и Л > 1, и неравенств противоположного смысла яВ* Р
1135. Рассмотрим функцию ’ ^ *4^ ^  длФР8**11' ф у н кц и й  в и н т е р в а л е

ири дг ^ ° ,  ПО ввАеН g 2 _ 12х + 1 убывает
W - t  о при х = 0 , ’

Эта функция дифференцируема при любсм дг. Напи 1 « Л - 2 ,1 ) -  г ------- 7
нее формулу Лагранжа на отрезке [О, х]: /(х)-/{0\ « *ятеР что функция у *  »2* ~ х возрастает в ин

, , V  1144. Показать, что фу  Построить график
(0 < £ < *). Будем иметь: х:2sin^- = х( 2̂  sin f  - cos /п ^  *  убывает в ИН'  х \ t, у , »tiwieaae (о. I )  »
cos |  = 2  ̂sin 1 - х sin i . Заставим теперь * стремиться к а W*"0* ФУ*К«ИИ‘ функция у = ** + * веэде возРас’гает*

1145. Пока»ть, что ^ везде убывает,
тогда будет стремиться к нулю и и мы пол» .,лц Показать, что функция у = aru 6

1 л 1 и»—-- >*-1 возрастает в любом
ttm cosT = 0 . 1U7 показать, что функция у ,

Объяснить етот парадоксальный результат. интервале, на содерж*Щем точки х йп <̂+в)
1136. Применяя на отрезке [ l;  l, l] к функции f(x) = m ^  Показать, что функция у *  измеНЯетсЯ М° '  

формулу /(х0 + Дх)=/(х0)+ /'(х0 + ^ )д * .  найти прибш f  любом интервале, не содержащем точек разрыва
функции.

_____________§ 2. ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ И И Д Я г  | Г гПёДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ-------- --------- ----

ное значение arctg 1,1

В  задачах 1137-1141, используя формулу
/(х0 +Дх) = / (* „ )+ f ( x 0 +4г)лх,

вычислить приближенные значения данных выражений
1137. arcsin 0,54.
1138. lg ll.  Сравнить с табличным значением.

1139. ln^x + V l +~х2 j  при х = 0,2.

1140. lg 7, зная 1*2 = 0,3010 и 1^3 = 0,4771 
зультат с табличным.

1141. Ig61. Сравнить результат с табличным.
1142. Убедиться в том, что применяя формулу

f(b ) = f (a ) + { b - a ) f ' ( ^ )  
к вычислению логарифма от JV + 0 ,01N , т. е. п° л*гаЯ^^ 

!g(W  + 0,01N) = 1 g N  + 0,01# = Iff#  +

*g *1 > iz. при условии 1149*. Доказать неравенство tg ̂  Zl

0 < Xj < *2  < 'f  •
1150. Найти интервалы монотонности функции

у = х3 ~3х2 - 9 х + Н  
в построить по точкам ее график в интервале (- 2 ,4 ).

1151. Найти интервалы монотонности функции
у = х* - 2х* - 5.

В задачах 1152-1164 найти интервалы монотонности функци
1152. у= (х-2 )в(2х + 1)‘ .

И53- У = $2х - а)(а - x f  (а > 0).
1154. и * lz i* lL  11чч 10---У 1 W -  1155. у - 4jc»_9j.J+e;t
П И . у ~ х - е*. 1157. у = х2е~*. И 5 ». У - jfc-
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6 8 . Определить линейную функцию у = ах + Ь по следующим 

данным:
1) 2) 3) X у

2,5 7.2
3,2 6,8

0 4 2 4,3
3 6 - 1,6 0

69. Некоторое количество газа занимало при 20°С объем 
107 см3, при 40°С объем стал равным 114 см3.

а) Составить, исходя из закона Гей-Люссака, функцию, вы
ражающую зависимость объема V газа от температуры t.

б) Каков будет объем при 0°С?
70. Равномерно движущаяся по прямой точка через 12 с по

сле начала движения находилась на расстоянии +32,7 см от 
некоторой точки этой прямой; через 20 с после начала движе
ния расстояние стало равным +43,4 см. Выразить расстояние s 
как функцию времени t.

71. Напряжение в некоторой цепи падает равномерно (по 
линейному закону). В  начале опыта напряжение было равно 
12 В, а по окончании опыта, длившегося 8  с, напряжение упало 
до 6,4 В. Выразить напряжение V как функцию времени t и 
построить график этой функции.

72. Найти приращение линейной функции у=2х-7 при пе
реходе независимой переменной х от значения х, =3 к значе
нию х2-6.

73. Найти приращение линейной функции у = -3* +1, со
ответствующее приращению независимой переменной Д* = 2 .

74. Функция у  = 2,5* + 4 получила приращение Ду = 10, 
Найти приращение аргумента.

75. Даны функция у - -■ и начальное значение незави-а'-Ь
симой переменной х1 = а - Ь .  При каком конечном значении
*2 независимой переменной х приращение Ду  = — ?(1—0

76. Функция ф(дг) задана так: ф(г) = -| + 2 при - « < t S 2 ;  
<р(х) = 5 - х  при 2 S t < + « .  Найти корни уравнения ф(г) =
= 2х - 4 аналитически и графически.

77. Построить график фуикции:
1 ) у  s |x  + l }  + | x - l| ;  2 ) у = | x + l| - | * - l | ;  
3 )у = |х - 3 |- 2 |х  + 1| + 2 | х |- х + 1 .
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78*. Для каких значений х справедливо неравенство 
|/ (* )+ ф (* )|< |/ (* )| + |ф (*)|. 

если /(х) = х - 3 , а ф(х) = 4 - х .
79. Для каких значений х справедливо неравенство 

|/ (х )-ф (х )|> |/ (х )|- |ф (х )|. «л и  f {x ) = х, а ф(х) = х - 2 .

80. Функция /(х ) определена так: в каждом из интервалов 
л <, х < п +1 , где п - целое положительное число, / (х ) меняет

ся линейно, причем f (n ) = -1, / ^  + l )= 0 . Построить график 

этой функции.
81. Построить график и указать интервалы возрастания и 

убывания данной функции:
1 ) у  = 1 хг ; 2) у = хг - I ;  3)«/ = |x2 - l| ;

4) у - 1 - х2; 5) у = х2 - х + 4; 6 ) у = х - х2;

7 )у  = |х ~ х *|; 8 ) у  = 2х2 +3; 9) у  = 2хг - 6 х + 4;

10) у = -Зх2 + 6х - 1; 11) у = |-3x2 + 6 x - l|:

12) у = -х)х|.
82. Написать аналитическое выражение однозначной функ

ции, определенной на полуинтервале (- “ , 6 ], если известно,
что график ее состоит из точек оси Ох с абсциссами, меньшими 
числа -3, из точек параболы, симметричной относительно оси 
Оу и проходящей через точки Л (-3,0), В  (0, 5), и из точек
отрезка CD с концами С (3, 0) и D (6 , 2).

83. Найти наибольшее значение функции:
1) у = -2х2 + х -1 ; 2) у = -х2 - Зх + 2; 3) у = 5 - х2;
4) у = -2хг + а х - а 2; 5) у з  а2х - Ь2хг .
84. Найти наименьшее значение функции:
1) у = х2 + 4х-2; 2) у = 2х2 -1.5x + 0,6 ;
3) у = 1 - Зх + 6 х2; 4) у = а2х2 + а* ; 5) у = (ах + Ь)(ах - 2b).
8 6 . Представить число а в виде суммы двух слагаемых так, 

чтобы произведение их было наибольшим.
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8 6 . Представить число а в виде суммы двух чисел так, что
бы сумма квадратов этих чисел была наименьшей.

87. Около каменной стенки нужно сделать деревянный за
бор, чтобы огородить прямоугольный участок земли. Общая 
длина забора равна 8 м. Какова должна быть длина части забо
ра, параллельной стенке, для того, чтобы забор охватил наи 
большую площадь?

8 8 . В  треугольнике сумма сторон, заключающих данный 
угол, равна 100 см. Чему должны быть равны эти стороны, что 
бы площадь треугольника была наибольшей?

89. Какой из цилиндров с данным периметром осевого сече
ния Р  - 100 см имеет наибольшую боковую поверхность?

90. Какой из конусов, периметр осевого сечения которых 
равен Р, имеет наибольшую боковую поверхность?

91. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, на 
который поставлен конус (с тем же основанием). Угол при вер
шине конуса 60°. Периметр осевого сечения тела 100 см. Каков 
должен быть радиус цилиндра, для того чтобы боковая поверх
ность тела была наибольшей?

93. В  данный прямой конус вписан цилиндр так, что плос
кости и центры круговых оснований цилиндра и конуса совпада
ют. При каком отношении радиусов оснований цилиндра и кону
са цилиндр будет иметь наибольшую боковую поверхность?

94. Дан прямой круговой конус, радиус основания которого 
равен А, а высота Я . В конус вписан цилиндр так, что плоско
сти и центры круговых оснований цилиндра и конуса совпада
ют. Каким должен быть радиус цилиндра, для того чтобы пол
ная поверхность цилиндра имела наибольшую величину? Рас
смотреть случаи Я  > 2R  и Я  £ 2R.

95. Каков должен быть радиус круга, для того чтобы сектор, 
периметр которого равен данному числу Р, имел наибольшую 
площадь?

96. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху за
канчивается правильным треугольником. Периметр окна Р. 
Каково должно быть основание а прямоугольника, для того 
чтобы окно имело наибольшую площадь?

97. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху за
канчивается полукругом. Каково должно быть основание пря
моугольника, для того чтобы пр 
имело наибольшую площадь?

, окно
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99. Из проволоки длиной 120 см нужно сделать модель пря
моугольного параллелепипеда с квадратным основанием. Какова 
должна быть сторона основания, для того чтобы полная поверх
ность параллелепипеда была наибольшей?

100. Кусок проволоки длиной а нужно разрезать на две час
ти; из одной сделать квадрат, из другой - правильный тре
угольник. Как нужно разрезать проволоку, чтобы сумма площа
дей полученных таким образом фигур была наименьшей?

101. Найти на прямой у - х точку, сумме квадратов рас
стояний которой от точек (-о , 0 ), (а, 0 ) и (0, b) была бы наи
меньшей.

102. Найти на прямой у а  х + 2 точку, сумма квадратов 
расстояний которой до прямых Зх - 4у + 8  = 0 и Зх - у - 1 - О 
была бы наименьшей.

104. Построить параболу у = х2 и использовать ее для гра
фического решения следующих уравнений:

1) х2- х -2,25-0; 2) 2х3 - З х - 5  = 0;
3) ЗДх2-14х + 5,8 = 0; 4) 4* 2 - 12х + 9 = 0;
5) Зх2 - 8х + 7 == 0 .
105. Функция q»(x) задана так: <р(х) = 1 х - 1  при -~ < х<

5 ^ ; <р (х) м 1 х при ^  й X < +». Найти аналитически и

графически все действительные корни уравнения [tp (ас)]2 = 
= 7х + 25.

106. Указать область определения функции
у = lg (ох* + Ьх + с).

107. Найти f{x + l) ,  если дано, что f(x - l)=  2х2 - Зх +1.

108*. Показать, что функция 1 (х) = * принимает' ' ■г7+4дг+3с
любое действительное значение, если 0  < с S 1 .

109. Исходя из закона Бойля-Мариотта, ыайти функцию, 
выражающую зависимость объема газа от давления при 
t - const, если известно, что при давлении 10s Па объем газа 
равен 2,3 л. Построить график этой функции.
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110. Переменная х обратно пропорциональна у, у обратно 
пропорциональна г, г в свою очередь обратно пропорциональна 
V. В какой зависимости находятся х и v?

111. Переменная х обратно пропорциональна у, у  прямо 
пропорциональна г, г прямо пропорциональна и, и обратно про
порциональна V. В  какой зависимости находятся х и и?

112. При электролизе количество выделяющегося на элек
троде вещества пропорционально силе тока, сила тока пропор
циональна проводимости электролита, проводимость пропор
циональна концентрации электролита, концентрация при дан
ном количестве вещества обратно пропорциональна объему 
растворителя. Как количество выделяющегося на электроде 
вещества зависит от объема растворителя?

113. Построить график дробно-линейной функции:

4> 5) У = 3-2,25* '
114. Найти по графику наибольшее и наименьшее значения 

дробно-линейной функции на данном отрезке:
1)  *  = 2) у  = ^ [ - 1 , 2]; 3 ) у = ^ [ 0 , 4 ] .
116. С помощью графического сложения построить график 

функции у -

117. Найти функцию, обратную данной:
1 ) у - х \  2) у = 2х; 3 ) у  = 1-3х; 4) у = х2+1;

5)1/ = ^ ; = 1 )y  = xz -2x; 8 ) у  = V * 2 +1 ;

9 )у  = 101+1; 10) y = l  + lg(x + 2 ); 11 ) у = [ogx 2;

I2 ) y  = I T F : 13) У = i S t io-' * 1; u )y = 2 s in 3 x ;

15) у = 1 + 2 s in ^ j ; 16) у = 4 arcsin -jl - ж2 .

118. Доказать, что функция, обратная к дробно-линейной 
Функции у = (считаем, что ad - be *  0 ), также дробно- 
линейная.

119. При каком условии дробно-линейная функция задачи 
118 совпадает со своей обратной?
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120. Показать, что если f[x) = Ц а- хп , х > 0, то f  [/(*)] = х. 
Н а й т и  функцию, обратную f (x ).

121. Какова особенность графика функции, тождественной 
со своей обратной?

122. Функция у от х задана уравнением у2 -1 + log2(x - 1) = 
_ д. Найти область определения данной функции и записать 
функцию, обратную данной.

123. Функция у от х задана уравнением у2 + sin3 х - у + 2 = 
= О Найти функцию, обратную данной.

124. Построить график функции:
1) y = jx * ;  2 ) y  = - j x s ; 3) у - х3 + Зх2;

4 )у  = х *- х  + 1; 5) у ~ -хя +2х-2 ; 6) у = 2х*;

7) у = |  х* ; 8 ) у  = х0'3; 9) у = х2,1; 10) у  = г0’*2 ;

11 ) У  = $х~°-2; 12) у = Ьх *л ; 13) у = 1-$ 7 \ .
125. Графически найти приближенные значения действи

тельных корней уравнения х + 3 = 4 Й * .
126*. Начертить кубическую параболу у - х3 и использо

вать ее для графического решения уравнения:
1) х3 + х-4  = 0; 2) х3 - Зх2 - х + 3 = 0;
3) х® - 6 х2 + 9х - 4 = 0; 4) х3 + Зх2 + 6 *  + 4 = 0.
127. По данному условию составить уравнение и решить его 

графически: 1)  Квадрат какого числа равен самому числу, сло
женному с его обратной величиной?

2) Деревянный шар с радиусом, равным 10 см, и плотно
стью, равной 0,8 г/см3, плавает на поверхности воды. Найти 
высоту сегмента, погруженного в воду.

3) Общая масса деревянного куба и пирамиды с квадратным 
основанием равна 0,8 кг. Ребро куба равно стороне основания 
пирамиды, высота пирамиды 45 см. Найти ребро куба. Плот
ность дерева 0 ,8  г/см3.

128. Дана функция у - х ", х > 0. При каких значениях х 
эта функция имеет значения, ббльшие значений обратной 
функции, и при каких - меньшие?
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129. Построить график функции:
1) у  = -2*; 2) у = 2 '+8; 3 ) ? = {  3 ';

4) у  *  1 - 3*~*; 6)-f « ( I j l '1; 6 ) у = 2Г*\

130. Используя график функции у = 2х, построить без 
дальнейших вычислений график функции:

1) у  = 2*-1; 2 ) у = ± 2 $ ;  3 )y  = j  2 ^ + 1 .

131. Показать, что графиком функции у = к ах (к > о) яв

ляется та же линия, что и для функции у = ах, только сдвину
тая параллельно оси ординат.

132. С помощью графического сложения построить график
функции: 1) у = хи + 2х ; 2 ) у *  х2 - 2х .

133. Графически решить уравнение 2х - 2х *  0.
134. Построить фигуру, ограниченную линиями у = 2х , 

у - 1±£ и х = 3. По графику найти приближенно координаты
точек пересечения данных линий.

135. Найти наибольшее возможное значение л, при котором
2х > х" для всех х > 100 (п - целое).

136. Доказать, что y ^ s h x  и у  = th х - нечетные функции, 
а у - ch х - четная функция. Являются ли эти функции перио
дическими?

137. Доказать справедливость следующих равенств:
1) ch2 x-sh 3x = 1 ; 2 ) ch2 x + sh2 х = ch2x;
3) 2 shx chx = sh2x; 4) sh(a±p)=shachp±sh|3cha;

5) ch (a± p )»ch achp ± sh ash p ; 6 ) l- t h 2x = —V-;chJ x
7) 1 - cth2 x = — -I—.

sh x
138. Построить график функции:
l ) y  = -Iog2 x; 2 )y  = lg i& ; 3 )y = | lg x | ;

4) у = logjj x j; 5) j/ = l  + lg (x  + 2); 6 ) у = Iog2j l- x | ;

7) y  = a'°t° xi 8 ) у = log, 2 .
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139. Используя график функции у - Igx, построить график 

ф ункции:!) у - ^ к ( х + ^)’ 2) у - 21g ( 2 ).

140. Дана функция у = х + lg . С помощью графического
сложения построить график данной функции и по графику най
ти наименьшее значение этой функции в полуинтервале (0 , 2 ].

141. Показать, что график функции у = logc|x  + yjx2 + 1 j
симметричен относительно начала координат. Найти обратную 
функцию.

142. Доказать, что ордината графика функции у = loga х 
равна соответствующей ординат* графика функции у *  l°g en х,
умноженной на п.

143. Указать амплитуду и период гармоники: 
l ) y  = ein3x; 2) у = 5cos2x; 3) у = 4 sin их ;
4 )y  = 2sin^-; 5 )y  = ein^5i ; 6 ) у = 3 s in ^ .* 4 О
144. Указать амплитуду, период, частоту и начальную фазу 

гармоники:
1) у = 2sin (3* + 5); 2 ) у = - с о з ^ ;

3) у  = i s in 2 K ^ > - l ) ;  4 ) y  = s in 2^ - .

145. Построить график функции:
I ) y  = -sinx ; 2 )y  = l- s in x ;  3 ) y  = l- co sx ;
4 )y  = sin2x; 5 )y  = s in * ; 6) y  = - 2 e in |;

7 )y  = cos2x; 8) у  = 2 s in (x -$ );

9) у = 2sin (зх + 3&); 10) у = lsin(2ux - 1,2);

I I ) у = 2 + 2 sin(-^ + | ) ;  12) y  = 2 c o s ^ i;

13) у = | sinx j; 14) у = | cos x |; 15 )y  = |tgx|;
16) у = | ctg x |; 17) у = sec x; 18) у = co$ec x;

19) у
с08 X  ДЛЯ - Я  < X < 0 ,

1 для 0  < х < 1 ,
± для 1 < х < 2 .X
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146. Стороны треугольника равны 1 см и 2 см. Построить 
график площади треугольника как функции угла х, заключен- 
ного между данными сторонами. Найти область определения 
этой функции и то значение аргумента х, при котором площадь 
треугольника будет наибольшей.

147. Точка движется равномерно по окружности радиуса Д 
с центром в начале координат против часовой стрелки с линей
ной скоростью v см/с. В начальный момент времени абсцисса 
этой точки была а. Составить уравнение гармонического коле- 
бания абсциссы точки.

148. Точка равномерно движется по окружности х2 + у2 = 1. 
В момент tg ее ордината была уа, в момент fj ордината равня
лась у\. Найти зависимость ординаты точки от времени, период 
и начальную фазу колебания.

150. С помощью графического сложения построить график 
функции:

1) у - sinx + coex; 2) у  = sin 2кх + sin Зях ;
3) у = 2 s in f  + 3sin|-; 4 )y  = x + sinx;

5) у - х - sin х; 6 ) у = -2х + сов х .
151. Графически решить уравнение:
l ) x  = 2sinx; 2 )x  = tgx; 3 )x - co sx  = 0;
4 )4 s in x  = 4 - x ;  5 )2~*=cosx.
152. Найти период сложной гармоники:
1) у  = 2 sin Зх + 3 sin 2дг; 2) у = sinf -rcos2t;
3) у - sin ̂  +sin

4) у = sin {put + *)+  2sin (зтй + 5-)+ 3sin5ttf.

153. Представить одной простой гармоникой:
1) у  = sin х + cos х ; 2) у - sin х + 2 sin (х + &).
155*. Указать период функции в построить ее график:

1) y - J 8inx | + |cosx|; 2 ) y = +

156. Найти область определения и выяснить вид графика 
функции:

1) У = lg s in x ; 2) у = V lge inx ; 3) у =
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157. Построить график функции:
1) у = arcctg х; 2 ) у = 2 arcsin f\  3) у = 1 + arctg2х ;

4) У = f  "  arccos2x; 5) у = a r c s i n .
158. Круговой сектор с центральным углом а свертывается 

в конус. Найти зависимость угла м при вершине конуса от угла 
а  и построить график.

159. Картина высотой а висит на стеке наклонно, образуя со 
стеной двугранный угол <р. Нижний край картины на b выше 
уровня глаз наблюдателя, который стоит на расстоянии / от 
стены. Найти зависимость между углом Y > под которым наблю
датель видит картину, и углом <р.

161. Выяснить, для какого интервала изменения х справед
ливо тождество:

1) arcsinx + arccosх = -|; 2) arcsin•/х + arccos4х -

3) arccos i/l - хг = arcsin х ; 4) arccos V l - x2 = - arcsin x ;
5) arctg x = arcctg -jL; 6 ) arctg x = arcctg - xt;

7) arccos - 2 arctg x ; 8 ) arccos = -2 arctg x;I*** 1+x
9) arctg x + arctg 1 = arctg

10) arctgx + arctg 1 = Jt + arctg
162. Пользуясь тождествами задачи 161, найти область оп

ределения и построить график функции:
1) У = arccos V l - х2 ; 2) у = arcsin V l - х + arcsin -Ух;

3) у = a r c c o s 4) у = arctgx - arcctg—.
1+jT *

163*. Построить график функции у - arcsin (sinx). Дока
зать, что эта функция периодична и найти ее период.

164. Построить график функции у ~ arccos(cosx).
165. Построить график функции у = arctg (tg х).
166. Построить график функции:
1) У = х - arctg (tg х); 2) у = х - arcsin (sin х);
3) У ~х  arcsin (sin х ); 4 ) у = arccos (cos х) - arcsin (sin х).
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§ 1. Основные определения

Ф у н к ц и и  ц е л о ч и с л е н н о г о  а р г у м е н т а
176. Функция целочисленного аргумента принимает значе

ния
и1 = 0,9; иг = 0,99; и3 = 0,999; и„ -- 0,999 ... 9 ; . . .

л рва
Чему равен Ию ия ? Каково должно быть л, для того чтобы л->«°

абсолютная величина разности между ип и ее пределом была не 
больше 0 ,0001?

177. Функция ип принимает значения
«1*1; и2 иг «1 ; ...; и„ = ...

Найти Н т ия. Каково должно быть п, для того чтобы раз

ность между ия и ее пределом была меньше заданного положи
тельного числа е ?

178. Доказать, что ип = стремится к 1 при неограни
ченном возрастании п. Начиная с какого п абсолютная величи
на разности между и„ и 1 не превосходит 1 0~* ?

179. Функция v„ принимает значения
cosf COS“  cos-Sf

W i — y i ;  =  4 1 » - ^ - ;  ^ = - 7̂ ;  ...

Найти lim i>„ . Каково должно быть n, для того чтобы абсо-п—><*
лютная величина разности между vB и ее пределом не превос
ходила 0,001? Принимает ли 1>„ значение своего предела?
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180. Общий член ы„ последовательности и, = 1 , Щ

1 и = И .  ... имеет вид если л - нечетное число,i i j ' p  ' И г
„  З"**. если п - четное число. Найти lim иа. Каково должно
и 2“ ’ л~*“
быть П, для того чтобы разность между ип и ее пределом по
абсолютной величине не превосходила 10"4; данного положи
тельного числа е?

181 Доказать, что последовательность и = При несг-Зп*+2
раниченном возрастании л стремится к пределу, равному 

монотонно возрастая. Начиная с какого п величина ~ не 

превосходит данного положительного числа f. ?
182. Доказать, что ип = п при неограниченном воз

растании п имеет предел 1. Начиная с какого п величина
11 - ип | не превосходит данного положительного числа е ? Ка
кой характер имеет предельное изменение переменной и„?

183. Функция и„ принимает значения биномиальных коаф-

фициентов: w, *  т ,  v2 = ■ . и» ----
» от(<я-1)(д-2)...[да-(д-1)]

“ 1 2  а...л
где т  - целое положительное число. Найти Jim vn ,

л-»—
184. Доказать, что последовательность ил = 1 + (- l)*. не им еет 

предела при неограниченном возрастании п.
185. Доказать, что при неограниченном возрастании п по-

следовательность ип = — 2П не имеет предела, а последов»- 

2* +(-2У*тельность оя = -- L-J- имеет предел. Чему ои равен?3"
186. Имеет ли предел последовательность:

1) = nsinas.; 2) ы„ (п > 1)?



187. Доказать теорему: если последовательности щ, и2,
ц„, ... и I’l, и2, ..., vn, ... стремятся к общему пределу а, то 

к тому же пределу стремится и последовательность u j, olt ц2 
1*2* **»> »V

188. Доказать теорему: если последовательность иг, и2, ... 
..., и„, ... стремится к пределу а, то к тому же пределу стремит
ся люба* ее бесконечная подпоследовательность (например, ць 
из» U5, •••)•

189. Последовательность иt, и%, ..., и„, ... имеет предел а *  0. 

Доказать, что lim = 1. Что можно сказать об этом преде-
Л—>•» “ а

ле, если а «  О? (Привести примеры.)

Ф у н к ц и и  н е п р е р ы в н о г о  а р г у м е н т а

190. Дано у = хг-. Когда х -+ 2 , то у —t 4, Каково должно 
быть 8 , чтобы из | х - 2 1 < 6 следовало | у - 4 1 < е = 0 ,0 0 1 ?

191. Пучть у a. . При дс —» 2 имеем у — Каково
*  +1 5

должно быть 5, чтобы из | х - 21 < 5 следовало | у - | < 0,1 ?

192. Пусть у - 2 ■ При х ® имеем Каково

должно быть б , чтобы из | х - 3 1 < 6 следовало | i  - у  | < 0,01 ?

193. Доказать, что sin х стремится к единице при х -> j .  

Каким условиям должен удовлетворять х в окрестности точки 
х = чтобы имело место неравенство 1 -sinx < 0,0 1 ?

194- Яри неограниченном возрастании х функция у = ~ —JCZ+1

стремите* к нулю: lim ■ = 0. Каково должно быть N, что- 
Л-*“ > ■* +1

бы из | дс|> N  следовало у < е?

195. Вели х —> -н», го у - -» 1. Каково должно быть
хг +3

N, чтобы из | х | > N  следовало | у -11 < £ ?

§ 1. основные ОПРЕДЕЛЕНИЯ 27
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§ 2. Бесконечные величины. 
Признаки существования предела

Б е с к о н е ч н ы е  в е л и ч и н ы

196. Функция и„ принимает значения щ - 3, и2 = б , 
и8 в 7, .... ип * 2 »  + 1 .... Доказать, что ип - бесконечно боль
шая величина при п -* » . Начиная с какого л величина и„ ста
новится больше /V?

197. Доказать, что общий член ип любой арифметической 
прогрессии есть величина бесконечно большая при 
(Когда она будет положительной и когда отрицательной?) Спра
ведливо ли это утверждение для произвольной геометрической 
прогрессии?

198. При х -+ 0 имеем у = —> « .  Каким условиям дол

жен удовлетворять х, чтобы имело место неравенство ) у | > Ю 4 ?

199. Доказать, что функция у = бесконечно велика при

х 3. Каким должен быть х, чтобы величина [ у | была боль
ше 1000?

200. Когда х стремится к 1, функция у - — 1—г- неограни-

чекно возрастает. Каково должно быть 8 , чтобы из [ х - 1 1 < 8

следовало — 1—  > JV = Ю 4 ?
(*-1)

2 0 1 . Функция у - — — бесконечно велика при х 0 . Ка-2-1
ким неравенствам должен удовлетворять х, чтобы | у | было 
больше 100?

«02. При х —» +оо имеем: у - lg х -» +«■. Каково должно 
быть М, чтобы из х> М  следовало у > N  = 100?

203. Какие из основных элементарных функций являются 
ограниченными во всей области их определения?

204. Доказать, что функция у = ограничена на всей1*х
числовой оси.
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§ 2 БЕСКОНЕЧНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

205. Будет ли функция у - -^-г ограничен» на всей число.
1+дг

вой оси? Будет ли она ограничена в интервале (0, +<*=) ?
206. Является ли функция у = lg sin х ограниченной во всей 

области ее существования? Тот же вопрос относительно функ- 
ции у = lg cos х ?

207. 1) Доказать, что функции у = х sin х и у = х cos х не 
ограничены при х —> <» (указать для каждой из них хотя бы по 
одной такой последовательности хп, для которой у„ » ) .

2) Будут ли указанные функции бесконечно большими?
3) Построить графики этих функций.
208. Построить графики функций /(дг) = 2хпп* и /(х) =

_ для каждой из этих функций указать такие две по
следовательности х„ и х' значений х, что lim f (x „ ) = « ,  а

п->»
Иш / « )  = О,
л-м»

209. При каких значениях а функция у *• в* sinx будет не 
ограничена при х -» -н» (х -» -«>) ?

210. Будет ли бесконечно большой неограниченная функция:
1) / (* ) = -̂coe-i- при х - » 0 ;

2) /■(») = xarctgx при х -» <»;

3) / (х) = 2х arcsin (sin х ) при х —> +»;
4) /(х ) — (2 + sinx )lgх при х->+»;
5) /(x ) = ( l  + einx )lgx  при х->+«в?
211. Функция и„ принимает значения

« J= 2 , U2 = и3 = ..., и„ = , ...в л
Доказать, что - бесконечно малая величина при л —> <*>.
212. Функция ц„ принимает значения

Ui = -7, и2 = -•£, «з = ^-, .... ил = ...

Доказать, что ы„ - бесконечно малая величина при я —♦ » .

213. Доказать, что j/ = -^у -» 0 при х -> 0. Каким услови
ям должен удовлетворять х, чтобы имело место неравенство

|у |< 10-«?
214. Показать, что при х -> +« функция у = л/х+Т- Ух 

стремится к нулю. Каким должно быть Л/, чтобы при х> N

было у  < е ?
215. Доказать, что если предел функции f(x )  при х -» «> 

равен а, то / (х ) можно представить в виде суммы 
f {x )  = а +  ф(х), где ф(х) бесконечно мала при х - »  «>.

Представить в виде такой суммы следующие функции:

■)1 2)»-3|Аг! *>»-{£•
П р и з н а к и  с у щ е с т в о в а н и я  п р е д е л а

216*. Функция и„ принимает значения^

«1 = 4 » U2
_ 1  + Х ,  

4  1 0 '4 -  * w  U"  ~  3+1 + 82+1 + ” " + 3*+1 ’  ""
Доказать, что ы„ стремится к некоторому пределу при 

Я  —» «о." Т  W ,

217. Функция ип приним ает зн ачен и я

= “г = 2 + 2Т- “3 = 2+ 2̂  + Г 4̂ ’-
.. .. и« *  2 + 214 + " '  + 2 4 *.. 2«’ " ‘

_L

Доказать, что ип стремится к некоторому пределу при 
п —» оо.

218. Доказать теорему:
Если разность между двумя функциями при одном и том же 

изменении независимой переменной бесконечно мала, причем 
одна нз функций возрастает, другая убывает, то обе стремятся к
одному и тому же пределу.

219. Даны два числа Ц) и ид (и9 < 1>о)- Члены последова
тельностей ип и и„ задаются формулами

* ... j
и. - и„+ о, и0*Ъ>,

вообще ип

+i>i
2 3
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Доказать на основе теоремы, приведенной в предыдущей За „ е определена при *  = 1. Каким
даче, что обе последовательности ия и v„ стремятся к одному „ 226. Функция Г{Х) ^  ^
тому же пределу, заключенному между «о и ц>. 6ыть ЗНачение / (l), чтобы доопределенная этим значе-

220. Д . »  ш ^ а т ^ т .  ч ,,»к  ______  ‘ “ Г ф у »к «»«  < = "** н*»М >“ “ » й Ч »  *  -  ”
“ i = V 6 > “ 2 = V 6 + U1 ......« V®+ 2 27 . Какого рода разрывы имеют функции у = *£ *  и

Доказать, что эта последовательность имеет предел, и найт* ппи = 0? y Ka3ftTb характер графиков этих функций
его. у — при *

в окрестностях точки х = 0 .
«  *  U n n n n m  ^  228. И сследовать непрерывность функции, заданной так:
§ 3. Непрерывные функции , , л _ й

у _ If i при х * о, у = о при х = 0. Построить график этой
221. Функция у определена следующим образом: . нкции

У = 0 при х < 0; У 229. Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функция
У ~ х при 0 < х < 1; у - ? Построить ее график.
У ~ ~*2 + 4х - 2 при 1 < х < 3; , „  п

230  Функция у = arctg i  не определена в точке х = 0.
и “  “  * Яри X й о, *

Будет ли эта функция непрерывной? Можно ли так доопределить функцию / (х) в точке г = 0, чтобы
222. Три цилиндра, радиусы оснований которых соответст- функция стала непрерывной в этой точке? Построить график 

венно равны 3, 2 и 1 м, а высоты одинаковы и равны 5 м, по- этой функции.
ставлены друг на друга. Выразить площадь поперечного сечения 231. Исследовать непрерывность функции, определенной так:
получившегося тела как функцию расстояния сечсния от ниж- f  fx) = sin при х *  0 , / (0 ) = 1 .
него основания нижнего цилиндра. Будет ли эта функция не- „  , . .... .
прерывной? Построить ее график. Построить график этой функции.

, . fv + i г <-л. 232. Построить график функции /(x) = x s in -. Какое зна-
223. Пусть f  (х) = > \  если х j  I ,  *

|3 - ах2, еслих> 1 . чение должно иметь /(о), чтобы функция f (x )  была везде не-
При каком выборе числа а функция /(х ) будот непрерывной? прерывной?
(Построить ее график.) 233- Доказать, что функция у  = имеет в точке х = О

224. Пусть / (х ) =
j-2 sinx, если х < -п/2 1+2* , a- v
A s inx  + В  если - я '2 < х< rt/2 разрыв первого рода. Построить схематично график этой функ-
cos х , ’ если х > Я/2. ’ ЦИ“  * ОКР*СТНОС™  T04«« * = °-  ,

Подобрать м ,  л  и В  так, vpo«„ ф!, кц„  , : х) 6ьи],  ,
Рывной; построить ее график Исследовать характер разрыва функции у = 2 в

я * * т о , . „ ртары.и f m ^  „  # ■' *  ' " о6“

Г  (" 2|г ? П° еТРО," ‘' ГР‘ Ф “ ,Ш ° б' “  В " Я“ " к <” *  И“ * « о „ т ь  характер раарь,-
ИДУ в поведении этих функций вблизи точек разрыва. точке х = 0  2'  +‘
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236. Функция f (x ) определена следующим образом:

мf [x ) = (х +1)2 ' ’ при х *  0 и /(О) = 0.
Доказать, что в интервале -2 й х й 2 функция f (x ) прини. 

мает все без исключения значения, содержащиеся между f  (~2j 
и /'(2), и что она все же разрывна (в какой точке?). Построить 
ее график.

237. Исследовать непрерывность функции у = -■ . Выя«.

нить характер ее графика.
238. Функция определена так: если х - рациональное число, 

то / (* ) = 0; если х - иррациональное число, то f[x )=  х. При
каком значении х эта функция непрерывна?

239. Исследовать непрерывность и построить график функции:
1) у  2 ) з / = ; ф ;  3) у = (- l)W .

[Функция [х] равна наибольшему целому числу, не превосхо
дящему х (см. задачу 59).]

240. Используя свойства непрерывных функций, убедиться 
в том, что уравнение х4 - Зх = 1 имеет по меньшей мере один 
корень, заключенный между 1 и 2 .

241*. Показать, что: а) многочлен нечетной степени имеет 
по меньшей мере один действительный корень; б) многочлен 
четной степени имеет по меньшей мере два действительных 
корня, если он принимает хотя бы одно значение, противопо
ложное по знаку коэффициенту при его старшем члене.

242. Показать, что уравнение х 2* =1 имеет по менылеЙ 
мере один положительный корень, не превосходящий 1 .

243. Показать, что уравнение х = eeinx + b, где 0 < х < 1. 
Ь> 0 , имеет по меньшей мере один положительный корень и 
притом не превосходящий Ь + а.

244*. Показать, что уравнение — + -Ц— + — = 0, гД«дг-Л.2 *-а3

«1 > 0, а2 > 0, а9 > 0 и X, < Х2 < Х3 , имеет два действитель
ных корня, заключенных в интервалах (Х1( Х2) и (Я2, Х3).
2—2102
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§ 4. Нахождение пределов. 
Сравнение бесконечно малых

Ф у н к ц и и  ц е л о ч и с л е н н о г о  а р г у м е н т а

В  задачах 245-267 найти пределы.

245- НшЛ~М*

247. lim —  г ""Та- 
П-*~ (я+1)

п 1 ц | im 1000я +3я--- _
0,001л4-100л*+1

(2л+1)4-(п-1)4
251. lim А

л-»— (2л+1) +(»-l)

246. lim (.♦ if
п— 2в

_8248. lim в М М л М . 
Л~><* 100л +15п

250. Ии

tin*+2n-l 
я+2 *252. lim

л->~

253. limл-»- Л+1 254. lim
( J s 7 i +n f

255. lim Уя8-2л2»14-Уя4+1
»-*“  Vn*+e»‘ +2-Vn7+3n* + l

256. lim _a i.257. lim t- — — . (п+1)1-л!

258. lim (л+3)!

260. lim - 4 -4 --- f .

262. lim _ д\
л-ч« V л+2 2/*

(n+2)l+(i»+l)l 
(л+2)Ця+1)1 ‘

261. lim -^-(l + 2 + 3+...+n).

259. lim ;— -г-7— -г- (л+2)Ця+1)1

Л—♦“> п

263. lim
Л—-**0

264*. lim +

265. lim -1- + -J-+. +
« - ,« ^ • 3  3-5

266. lira 31=1
n->- 2*+l ’

213+- +{^ Г ) -

(2л-1}(2я+1)/

267. lim
“  2"*1



§ 4. НАХОЖДЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ

Ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н о г о  а р г у м е н т а  

В  задачах 268-304 найти пределы.

268. lim 269. lim +
х->2 Jt -3 x-^oV )x-*2 Jt‘ -8

270. lim
jc5-»! l -л: * 271. lim . **+**+!x-»l

272. lim * . 
X->1 x*-x

274. lim 
*-»l

(x-l)i/2̂ T

273. lim J&£d±2*,
x~*-2 x2-x-6

275. lim - 3/
*_> ! 6*г -5*+1

276. lim ,
x-,1 *3- *2—*+1

277. lim { —̂---- .
*-+1 v.l * l-x

278. lim
x-»2

279. lim
*->l

[_ 2)2 x*-S*+2 J

-ii2- fai-

280. lim
x-,1 Xn -1

* 2~5x+4 з (л г-Зх+2)

( т и п -  целые числа).

281. lim -~-+±jr-*~ .т’ -3ж! *1
1

283. lim
x—>«* 2x +1

282. lim -'--fe- . 
x-><» x -3x+l

284. lim
X-,*. 1+jr +3*

285. lim V*3+i } 286. limj -и. U x*-i 2*+i;X
287. lim f j* d -

r-»<» Ax*
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--Jx
297. lim -г-'.--' лг—*1

ltjc -X299. lim — " Ix-+0 *

296. lim
х-*Ъ *-*>

298. lim
А—>0 А

300. lim ,r-»0 *

301. lim
jc-»o *  -«

^- i302. lim ',A~" ( п и т -  целые числа).*-♦1 Vx-l
303* lim 3 5 5 Ж Е .  304. lim

x-tO *+* x-*l 1

305. Как изменяются корни квадратного уравнения ax2 + 
+ bx + c = 0 , когда б и с  сохраняют постоянные значения
(b *  О), а величина а стремится к нулю?

В  задачах 306-378 найти пределы.

306. lim |Vx + a -i/xj. 307. lim | Vx2 +T - V * 2 - l j .

308. lim f -Jx* + l  -xV>. 309. lim x U x 2 + 1 - x).
X-»t— V J  x - * ± ~  '  '

310. _Дт + a) (x + b) - x \

311- (V x* - 2 x - l  -  Vx2 - 7 х  + з ) .  

312.

3*3. Jim  x*|Vx* + 1 - Vx3 - l j .

314. lim AUto. 
*-чо *

316 . lim iinax 
jt-»o *toS* ’

315. lim .
x~*c *

317. limx~*a *лЪх
*>8i1 примеР«х, где указано x -» t ” , следует отдельно рассматривать
* -» +~ я х -» — >.
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318.

319. 

321. 

323.

325.

327.

329.

331.

333.

335.

387.

339.

341.

343.

344.

345. 

347

»in <ct" )
Jjim ( п и т -  целые положительные числа).

х~*0 Зх

lim bsasu..
х->0 х

lim
а-*0 ^ (l-cosa)2

320. lim
х->о 2 i+ arctf х

322. lim fcfl»;?*.
, ^ 0  *s»n2x

324. lim 1±йаг=ш4.
x_>0 1—sin X—GO&X

tg a-aia аlim
a—*0

Й о  ^ ~ ~  *** 
lim

*-»$ y(l-gSnx)2 

lim ( * - x ) tg x .

lim (l-z )tg- “f .
7->l *

Um 5M.fc:<«mL.

326. lim (l-cosctf 
a-*0 tga a-sin3 a

328. lim
( Ы

330. lim -atafE
X-Ht coe2x

cos2x 

1-sin*

334. Hm (s in i^ tg  g ) .

t ilsin
336. lim -̂g—

lim --- -----*--- r .
x-*n cos||cos*--sm *l

lirn <*»(*+*)-«»(«-*) 
x—>0 x

limx—>0 tg(a+x)-\g{a-x) '
ц  sia(a*2A)-2sin(a+A)+»ina 
A-»0 A1

lim tg(a+2A)~2 ̂ (g»*)»tyq 
A-* 0 A*

338. lim (2a: tff л: - —2—V, « ь  V cos*/i
340. lim Д£5«-«»Р».

*~»0 x

342. lim
a2-ela-t(J

lim & JllS S S S ._
* —»0 ein x
lim Jcoi 2x
Jt-»0

346. lim
*-»0  ***

348. lim i=S°* *'&***..
x->0 хг
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Зх - Vl-arcsin Зх г- ,—---349. lim ■■ ——Р - - С Т » . 350*. lim v” -varcco».r
х—>0 Vl-arc«in2x-^l+arctg2.r , х-»?1 ^x+i

'351. «im (т й )  •
■ iil

353. lim (J + х) 1 *

355. lim (f :^ )
* _ * ро

357. ига ( ф М *  . 
X—>ee VX -1/

359 . lim .;с-*±«о v *“1 /
2

361. lim fj + XV*
I ->+40 V х )

352. Uni ( l - f t ' ■

354. lim ( l  + A)” '  .
j£—Ю® ' •*'

* » • , !$ .  f e ) ‘ -

360. lim f l  + -V) .
*-**> V Xе/

362. lim | .
x->«> V * -4х+2У

x-*0

365. lim*->o
ln(l+*x)

x->0

3ee. ,,m M E ± !“ .
x—*0 x

367. lim fx fln(x + o) - In x l}. 368. lim ^  - ■ .
X—*oo * x—>€

369. lim < = !.A-»0 *

371. lim —*-+l *-1
373. lim

x-*0 elnjc

375. lim
x->0 *

370. lim
x-+0 "

372*. lim
x~*0 x

.«ill tx Jin  *
374. lim £--- —

x-»0

376. lim x
x-»~

378. lim th x .
X-t ±“

p - 1).

377. lim (ch x-sh x ). x- » ± ~ 4 7

В задачах 379-401 найти пределы. 

379. lim „ . • Отдельно рассмотреть случаи, когда п* —»ое X +Д

Г Ь- иелое положительное число, 2) целое отрицательное 
число, 3) нуль.
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380. lim^ x i ^ j x 2 + j x *  +1 - x>/2 j .

381. lim  -a i- (e > o). 382. lira *1 ^ 1  (a > o). x->±— e'+i ' '  *->t- a**a~* ' '
383. lim  384. lim  Н Ё££,r—*•= * ,-jf

ГЛ. й. ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ

385. lim  ^ isLa i.
jc+ c o b x

386. lim
ar-41

387 lim ain(g*3*)~3sin(a'f2ft)','a8in(a't'A)-aino 
’ A->0 A1

a ф ункц ия »„ “  соответственно значения

Ul = 2 , u2 = § . «« =■$.......= a7 i -
С менять эти бесконечно малые величины.

4Q4 Бесконечно малая величина и„ принимает значения
и, = О, иг = } ,  и3 = §•.......и„ = ^ .........

а бесконечно малая величина - соответственно значения
1>1 =  3 ,  1>2 ~  4  > и8 =  9 • • " »  v n  ~  ^л г 1 >

____________ ______ |_________________  Убедиться в том, что и„ и v„ - бесконечно малые одного яоряд
388. lim tg2 х/ >/2sin2x + 3sinx + 4 - л/sin2 х + 6 sinх + 2 j. ка, ио неэквивалентные.

'  405. При  г -»1 фуи
389. lim ---- 390*. lim Гсоз-^сов-^...со8 “х-»0 х* п->«, 1 2 4 2Л.

391. lim xẑ l-cos-^. 392. lim |cos 4х + 1 - cos Vx j 

393*. h m x ( a r c t * £ i- i ) .

405. При r  —> 1 функции у  = и у = 1 - J x  бесконечно 

малы. Которая из них высшего порядка малости?
406. Дана функция у *  хг . Показать, что Дг/ и Дх при 

Дх -* 0  и при х * 0  являются бесконечно малыми одного по
рядка. Проверить, что при х = О величина Ду бесконечно ма
лая более высокого порядка, чем Дх. При каком значении х

394. lim х (arctg - arct* 395* lim >rcsinA:~arct€ J  приращения Дх и Ду  будут эквивалентными?
X \ X + Z Х + 2/ У—*0 AtWt Л7Л 1 f* v 407, Убедиться в том, что при дг —> I  бесконечно малые ве-

397*. lim (co sx p b . личины 1-х и 1 - Vx будут одного порядка малости. Будут ли
они эквивалентными?

( , Bin.t г— -- -
408. Пусть х 0 . Тогда va  + х - Va (a > 0) будет беско- 

нечно малой величиной. Определить порядок ее относительно х. 
401. lim (eosx + asinfcx)'. Определить порядок относительно х функции, беско

нечно малой при х —> 0 :

396. lim
дс->+« м

398. lim
х-*0 х г

400. lim  (cosx + sinxV*

(л >0).

*->0

1) x3 + lOOOx2 ; 2 ) № - & ;  3 ) 4 )1 ^ 1 .
1 *Jx  **+1

410. Доказать, что приращения функций и = aVx и v = ftx2
а - а - я -  —- ПРИ * > 0  и ПРИ общем приращении Дх-> 0 будут одного по-

а бесконечно малая величина у . - соответственно значения н ы ^  (Г »  Т " ’ ПР"  *****  значении х они 6УДУГ ^ивалент-

Сравнение б е с к о н е ч н о  малых 
402. Бесконечно малая величина и„ принимает значения 

ui ~ 1 • «г = ^* “ 8 ....... “ г = i

= 1. и* и зТ.......р» в 7и * -
равнять ц„ и va; какая их них высшего порядка малости? 

403. Функция ия принимает значения

"ыми (а и 6 отличны от нуля).
411. Показать, что при х -> 1 бесконечно малые величины
х и в (> -«)•

« !  « = 0 ,  « 2 =  IX. _  JL  
« 27 ** = /»* ’

где a * 0 и к - целое положительное число, 
одного порядка малости. При каком значении а они будутбудут

эквивалентными?



§ 4. НАХОЖДЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ

412. Доказать, что при х -» & функции вес х - tg х и л - ̂
будут бесконечно малыми одного порядка. Будут ли они 
валентными?

413. Доказать, что при х —» 0 бесконечно малые величин
е2х- е х и sin 2 х -  sin х будут эквивалентными.

414. Определить порядок относительно t  функции, беек 
нечно малой при х -> 0 :

Г*1) \}l + tfx -1 ; 2) J l  + 2x - l -yfx; 3) ё* 

5) ln (l + V jcain*); 6 ) y l  + x^ t g ^ ;  7) e

X)

Jl + x*)-2?fle*-l

-1; 4) e°lnx

cos дг;

8) ex -cosx; 

11) ln(:

9) cosx-V c o s j c ;

12) arcsin (•/•r> 4 + x

Н е к о т о р ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  з а д а ч и

419. Отрезок АВ длины а разделен я точками на равные части, н из 
10) s in (V T tx  - 1); ,тих точек проведены лучи под углами —  (рис. 7). Найти предел длины

толучившейся ломаной линии при неограниченном возрастании п. 
Гравиить с результатом предыдущей задачи.

420. Отрезок АВ длины а разделен на п равных частей. На каждом 
частичном отрезке построена дуга окружности, равная -  радиан (рис. 
S). Найти предел длины получившейся линия при п -> <». Как изме
нится результат, если на каждом частичном отрезке будет строиться

415. Дан правильный треугольник со стороной а; из тряолуокружноегь?
высот его строится новый правильный треугольник и так л pi 421. Окружность радиуса R разделена п точками М ь М2, ..... . М„ на
Найти предел суммы площадей всех треугольников при п —> «равные части. Из каждой такой точки проведена дуга окружности ра-

416. В  круг радиуса R  вписан квадрат, в квадрат впис»™*" г до пересечения с дугами, построенными в соседних точках (рис.
круг, в этот круг опять вписан квадрат и так п раз. Найти п Д  НаЙТИ П**лел ДЛИИЫ' замкнутой линии при неограни-г к „ 'ценном возрастании«.дел суммы площадей всех кругов и предел суммы площадей К J r )  _„  Д®3 КРУГ8 с радиусами R и г (R > г) касаются в начале коорди-
вадратов при п —» «►. rtaT оси ду и расп0Ложены Правее нее (рИС ю). Какого порядка, относи-

417. В  равнобедренный прямоугольный треугольник, осН<гельно дс при х —> О будут бесконечно малый отрезок й й ' и  беско- 
ванне которого разбито на 2л равных частей, вписана ступенчцечно малый угол а  ?
тая фигура (рис. 5). Доказать, что при неограниченно возр* 423. Центр окружности соединен отрезком прямой ОР с точкой Р, 
тающем п разность между площадью треугольника и площадьпежашей вне окружности. Из точки Р проведена касательная РТ к ок- 
ступенчатой фигуры бесконечно мала. нужности и из точки Т опущен перпендикуляр TN на прямую ОР. Дока-

418. В  равнобедренном прямоугольном треугольнике, кате»ть, что отрезки АР и AN, где А - точка пересечения прямой ОР с ок- 
которого равен а, гипотенуза разделена на п равных частей и нужностью, - эквивалентные бесконечно малые при Р  —> А ,
точек деления проведены прямые, параллельные катетам. ПР> 424. В конечных и в средней точках дуги АВ окружности проведены
этом получается ломаная AKLM NOPQRTB  (рис. 6 ). Длина 9го' асательные и точки Л и б соединены хордой. Доказать, что отношение
ломаной при любом п равна 2а, значит и предел ее длины Раве|'™1̂ дей образовавшихся при этом двух треугольников стремится к 4
2а. Но, с д р у г о й  стороны, при неограниченном в о зр а с т а н и й  * ^ограниченном уменьшении дуги АВ.
ломаная неограниченно приближается к гипотенузе треуг<’ль
•*ика. Следовательно, длина гипотенузы равна сумме длин каТе
Тов- Найти ошибку в рассуждении.



Г Я А В  A III

Рже. 7 Рас. 8
Производная и д иф ф еренц и ал, 

д иф ф еренциальное и счи сл е н и е

§ 1. Производная. 
Скорость изменения функции

Н е к о т о р ы е  з а д а ч и  ф и з и к и
лол Дано уравнение прямолинейного' движения точки: 

s = 5* + 6 . Определить среднюю скорость движения: а) за первые
6 секунд, б) за промежуток времени от конца 3-й до конца 6-й 
секунды.

429. Точка М  удаляется от неподвижной точки А  так, что 
расстояние AM  растет пропорционально квадрату времени. По 
истечении 2 мин от начала движения расстояние AM  равнялось
12 м. Найти среднюю скорость движения: а) за первые 5 мин,
б) за промежуток времени от t «  4 мин до t - 7 мин, в) за про
межуток времени от t = tx до t *  t2.

430. Дано уравнение прямолинейного движения: з - + j .
Найти среднюю скорость движения за промежуток времени 

от t =4 до t =4 + Д<, полагая Д* = 2; 1; 0,1; 0,03.
2

431. Свободно падающее тело движется по закону s =
... * в

426. Показать, что при х ч  о функции >/l + х - 1  и -  - зквивгдв *  ( = м/с2) есть ускорение силы тяжести. Найти сред-
леитаые бесконечно малые. Воспользоваться этим для приближенноТ!°Л ? 0р0СТЬ ж ж е н и я  за промежуток времени от t = 5 с до 
вычисления корней. ' / с* п°лагая Д# = 1 с; 0,1 с; 0,05 с; 0,001 с; найти ско-

I) Vl047 ; 2) Vei44 ; 3) /̂1д ; 4)^1080 Р^ть падающего тела в конце 5-й секунды, в конце 10-й секуи-
427 i s  (Г„  ' ол Учить формулу для скорости падающего тела для любо-

Использовать эквивалентность ]n (l + x ) и х при х —> О Д,Го момента времени <.
приближенного вычисления натуральных логарифмов следующих 4 ^ = 2 0 ' Имеется Тонкий неоднородный стержень АВ. Длина его 

л- , I, 1,02:1,1; 1,2. рассто СМ ^ асса 0ТРезка AAf растет пропорционально квадрату
я  точки М  от точка А, причем известно, что масса

Рис. 10

В ы ч и с л и т е л ь н ы е  задачи

425. Исходя из эквивалентности при х —> 0 функций -J'l+ х -1 
^ х , вычислить приближенно:

1)л/105; 2 ) ^ 9 1 2 ;  3) -^260 ;

4) Vl€32 ; 5) J o J i  ; 6) V M 21 .



6 1. ПРОИЗВОДНАЯ. СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИИ ^  ||( прш ЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

отрезка AM  = 2 см равна & г. Найти: а) среднюю лине,,^*1-- ---- - П о О И З В О Д Н а я  ф у н к ц и я
плотность отрезка стержня AM  ~ 2 см; б) среднюю линейа! 
плотность всего стержня; в) плотность стержня в точке М. шение функции у - х3 В точке хх = 2, по-

433. В  тонком неоднородном стержне А В  длиной 30 см м, 440. Найти прира^ переменной равным; 2;
са (в граммах) распределена по закону т  *  3l2 +5J, где / - ДЛ|Лагая прир«Ще” ” в
на части стержня, отсчитываемая от точки А. Найти: 1) ср<,2) 1: 3> 0,5: ^  функций:
яюю линейную плотность стержня; 2) линейную плотность: а) 441. Найти отношение ^
точке, отстоящей от точки А  на расстоянии I = б см, б) в са*' „ а  _ r i + 1 При х =1; Дх = 0,1;
точке А, и) в конце стержня. D У *

434. Количество тепла Q (в джоулях), необходимого дл« ь 2) У = * при х = 2 Дх = 0,01; 

Дх = 0,4.гревания 1 кг воды от 0 до t°C , определяется формулой _  ^  ПрИ х = 4 ; —  -
Q = 4186,8 (f + 0,00002t* + 0,0000003t*j. Показать что при Дх -» 0 предел этого отношения в первом

В™  теплоемкость воды для * = 30=, < = 100». * ’4> в0 втором рвве„  _ 1 , в третьем равен X.
435*. Угловую скорость равномерного вращения определяю 

как отношение угла поворота к соответствующему промежутк 442. Дана функция у = х . Найти приближенные значения 
времени. Дать определение угловой скорости неравномерно!проИзводной в точке х = 3, полагая последовательно Дх рав-
вращения. ны м :а)0 ,5; 6) 0 ,1; в) 0 ,01 ; г) 0 ,0 0 1 .

43Ь. Если бы процесс радиоактивного распада протекал рщ . . 2 W _ 2V
номерно. то под скоростью распада следовало бы понимать ко 448‘ '\ х> = *  ; найти ' ' V >’ I 2 )'
личеетво вещества, разложившегося в единицу времени, й . . .  ,/ \ з *  W n\. W  Р)\> W i\
сш о» « л .  w e e  пр отеки  „р и и о м гр и . Д ™ , определи» 444 ' ( * > ' ’  1 1 ’  (°>' '  '  W
скорости радио.„и.него р .с а д ., 445 . / ( * ) , ,=  , Вк .ко й то чк« / ( * ) » / '( * ) ?

437. Сила постоянного тока определяется как количеств.
электричества, протекающее через поперечное сечение проводя! 446. Проверить, что для функции Д х ) = х" справедливо со
ка в единицу времени. Дать определение силы переменного тока отношение f 'la  + b) = f '(a ) + f ib ) .  Будет ли это тождество спра-

438. Термическим коэффициентом линейного расширен*
стержня называют приращение единицы его длины при повыок ведливым для функции / (х) = х ?
нии температуры на 1° С, если предположить равномерность теп 447. Найти производную функции у = sin х при х = 0.
лового расширения. На самом же деле процесс протекает нера» 448  Найти пр0И31К)ДНу10 функции у = lg *  при х = 1.
номерно. Пусть I = f{i\ , где I -  длина стержня, t - температур» Л4а „  л ,
7т„_. „ у- Найти производную функции у  * 10 при х = 0.дать определение коэффициента линейного расширения. „  . .

439. Коэффициентом растяжения пружины называют при 450 ИзвестИо- что f (0 )  = 0  и существует предел выражения 

Г „ Г Ил: йГ Г ЫйДЛИНЫ ПРУГ ИНЫ П° Д Д! ЙСТВИеМ вДИНИЧ11 * ПРИ Доказать, что этот предел равен Г (о ).силы, действующей на каждый квадратный сантиметр сечен*» v '
пружины. При этом предполагается пропорциональность Р*с Доказать теорему: если f{x ) и <р(х) при х = 0  равны
Т̂ 1 КЯ ДеЙСТВуюЩ€Ку Усилию (закон Гука). Дать определен  ̂нулю {/(«)- 0, <р(о)=о] и имеют производные при х = 0 , при- 
оэффициента растяжения k в случае уклонения от закона П

(Пусть I — длина пружины, S  — площадь поперечного се4®" ^ \ 0 , то lim — - . 
ння, Р  - растягивающая сила и I - <р(Р>.) х^ °



ПРО ИЗВО ДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

■— '  “ 7~ ______________ ___________ ГГпкясательяая, соответствующая любой
452. Доказать, что если f(x ) имеет производную при Xfc| ^  Доказать, что под абсВД)ссы точк„  каса-

то Um t f ie b f M  = f {a )- a f '(a ).  ^чке параболы у - ̂ * ельСТВО? дать способ построения ка-
X~*й ЭТО OOCiv ^

453. Доказать, что производная четной функции есть ц е л ь н о й  к  параболе в ^параболе в любой ее точке 
четная функция, а производная нечетной функции - четщ 465- Доказать, что сОСТавленного фокальным радиусом
функция. служит 6* * е™ п й ъ * л л м ъ н о Ь  оси параболы и проходящей

точки И прямой, ц«к
Геометрический СМЫСЛ производной ч е р е з  данную точку-

454. Найти угловой коэффициент касательной, проведен* Д и ф ф е р в Н Ц И р О В а Н И в  ф У НКЦИЙ 
к параболе у = х :  1) в начале координат; 2) в точке {3; 9); 3) §  2 . Д И ф ф © Р

точке (-2; 4); 4) в точках пересечения ее с Прямой у = За:-2. С т е п е н н ы е  ф у н к ц и и
455. В  каких точках угловой коэффициент касательной| ’’Ц #  « о а - независимые пере-В задачах этого раздела х, у. г, ь  •*, 

кубической параболе у = х равен 3? ^  а, ь, с, d, « , n .p .q -  постоянные.
456. В  какой точке касательная к параболе у = х2: 1) »  ш ’ Продифференщ.ровать функцию:

раллельна оси Ох, 2) образует с осью Ох угол 45° ? ’ 4 _ А 8 + 2 g** _ 0,3* + 0,1;
I 1) Зх "  w  + I  j и) х л ***

457. Может ли касательная к кубической параболе у = х Г
составлять с осью Ох тупой угол? 3)охг + Ьх + с; 4) V * + ̂ 2 '> 5) 2VX - х *

458. Под какими углами пересекаются парабола у = хг i t т [ „ | х2 , т г . 
прямая З х - у - 2  = 0?  ^  0>8 + ’ п х т г * 2

459. Под какими углами пересекаются параболы у = хг \ тх? ■ nxjx pJx . g. mi3 +nz+i£ ^  o,lf 3 -^ n  + VT ;
' I T  1 7 !Г  X  ' '  p+q ’ f  W

y2 = X ?■ A <

460. Под каким углом пересекается гипербола у - •*- с at Ч )  (*-0,5) ; 12) -fx^x* - V* + lj; 13) (v + l)2(u - l) ;

раболой у  = -/г ? . , . v ч аАлл и  14) 0,5 - 3 (а - x f  ; 15) iud±fe£ii; 16) ( Ш±й] .
461. Написать уравнения касательной и нормали, про** (o+fe)r V р )  

денных к кривой у = * 3 в точке с абсциссой 2 . Найти подкас* 467. f  (х) =» 8х - 2л/х; найти / (l); / '( l ) ;  /(4 ); f ’ {4); 
тельную и поднормаль. Л аг\. j , t  j\

462. При каком значении независимой переменной кас* '  ‘
тельные к кривым у = х2 и у  = параллельны? f ( t ) = £ ^ 1 . найти / (_ !). Г (2); / '( l ) .

468. В  какой точке касательная к параболе у  = * 2: 1) 469. / (,)  .  * L h fc £ = l - , , М
Раллельна прямой у = 4 х - 5 ;  2) перпендикулярна к пряМ0« [ } 'г А» «аити / (1 ).

ву + 5 = О; 3) образует с прямой Зх - у + 1 = 0 угол 45* ? 470‘ '  (* ) = 4 - 5* + 2х* - г 6. Показать, что f  (в ) = Г  (-а).
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В  задачах 471-489 продифференцировать указанные 
471. 1) У = (х 2 - 8 *  + з )(х 2 + 2 r - lj;

2) у = (х 9 - 8х + 2) (х 4 + х 2 - l j ;  3) у = + l ^ J L  - j j.

4) | r - ( ; £ - V 8 ^ 4 iV * + ^ Js

5) у  *  (Vx + 2x^1 + V x2” + 3x j;

6) у  = (х 2 - l ) ( r 2 - 4 )(х 2 - 9 );

7) у  = ( l  + V x )(l + >/2x)(l + V s7 ).

472. у  = J t t i .

474. * = - fciii

476. у  = *z±iL. y **+«f

478. и

473. у  =

475. и = ог+о+1

у*-2
481. u*i£= fc± l. 

а*-8
484. s = -—-1 ,

f -3<+6

486. у = ^^±&4. •r'+l

479. У = ^ ^ - . 480. у -  —  1+*’ * x*_l
482. i 483.  * * _Vs (5•ft+1

488. у = ах.*-Ьхг 
am+bm1, .......  ~ ' Ч  H f f l l M -

490. / (x )=  (* *  + x + l)(x 2 - x  + l); найти /"(о ) к  /"(l)-

491. f (x )= (r - l) (x - 2 ) (* - 3 ) ;  найти F '(o ), F '( l )  и F 'fi)-

492. j ( x )  = + найти Г (0 )  н ^ (- 1 ).

493. « (*) = Л _  + £ ;  найти a'(0 ) я  s '(2 ).

494. y (* )  = 1̂ + * s )[5 - - i- j; найти y '( l )  и у '(a ),

Г Л  м  П Р О И З В О Д Н А Я  И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

4 9 5 .  н а й т и  P '(2 )  и  p ' ( 0 )-

496. (р(г) *  *^£; найти <p'(l).

497.

L H * )  ~ ь 7 ; наити v  W *

’. z (f) = [ J ?  + l ] f ;  найти z '(0 ).

В  задачах 498-513 продифференцировать данные функции.

98. 1) ( x - a ) ( x - d ) ( x - c ) ( x - d ) ;  2) (r2 + l)*; 3) (l- x )20;
" й ‘ * * \» 1 . \б

З И Д О Ч О Л  - » » v  v - w  “ Г - " ----г  r - 1 -------- r - r -----------n --------------- T r f ---------- 1------

498. 1) (x - a )(x - f t )(x - c )(x - d ); 2) (r2 + l ) 4; 3) ( l- x )20; 

4) (1 + 2 x )* °; 5) ( l  - X2)10; 6) (бх4 + x2 ~ 4)* ;  7) (e* - x f ;

8) ( 7х2 -±  + б)‘ ; 9) s = ^ » - - L  + 3 )4 ; 10) у  =

' "  = f ^ * -) * 12) У ”  (2дг3 + 3x2 + 6 x + l j 4 .
/ - v l

11) У

499. = 500- s ® J i l t f  ’

*n<* „ - *-V5x 

505. и = ( ^ )M .

501. у « ~ 7“ -
1+V2*

503. у

I-/)* '  1+V2*

f l- x *  . 504. у = j\ - 2 x * )

507. и — -у- .̂..

506 v = ? 2 2 77’ 

_ • я 0 - 

511. у = -jiĝxn—rr. 512. u =
4x2+a*

514. u (d)  *  |p2 + p + 2^* ; найти u '(l).

515. y (* )  = ^ i± I;  найти y '(2 ).

найтк y '(o ).

u-i/a"u



§ 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  

В  задачах 517-546 продифференцировать данные функц,,

517. у = sin *  + cos * . 518. u = -- .1-cos*

519. •лх
у  = * Г - 520. p = ф sin <p + cos ф .

521. г = 5ШД + _ а _ .  
a  a n a 522. о _  . l is J..  

l+ cosf’

523. 524. „  _  ДГЯПДС
У ЯП*+СО»Х* y - l+tgx-

525. у «  cos2 * . 526. у = j t g 4* .

527. у = cos* - --cos3 * . 528. у = 3sin2 *  - sin8 * .

529. у = ~ tg3 *  - tg ж + *, 530. у = *  sec2 *  - tg * .

531. у = sec2 *  + cosec2 * . 532. у  = sin 3*.

533. у = acoe|-. 534. у = 3sin(3* + 5).

535. У 536. у = -/l + 2 tg *  .

537. у = sin9 X 538. у = sin (sin * ).

539. у  -  cos* 4 * . 540. y  = - J t g j .

541. у = sin V l + * 2 . 542. у = ctg V I + * 2 .

543. у = | l + sin2 * | . 544. y  = 1/i + tg (*  + A).

545. у = сое2 .
1+V* 546. у = sin2 (cos 3*).

547. Вывести формулы
|sinn х cos пхj = resin" -1 *cos(n + l )x ;

|sin" *  sin пх j  = n sin" ' 1*sin (n  +l)x ;

гл. т . производная и Дифференциал 

О б р а т н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  

В задачах 548-572 продифференцировать данные функции
И48. у  = x a rc s in x . 549. у  = «rcrinr•гссовх '

5 5 0 .  у  -  (a r c s in * ) . 5 5 !. = * a r c s in *  + J T ? .

552. у  -  ircslni • 553, у  _ * Sin;rarctg х

554. у = .erssfiix _у  *  6 55  У  = V *  a r c tg * .

8. у  = (arccos *  + a rcs in  х )" .
55в. У 

557. У

561. у

563. у  = a rc tg * 2.

г = arcs in  (s in  ж )

г г  arcsec * .

!
[ = arcsin  ( *  - 1 ).

565. у

\ у  = ^1 -  (arccos дг)'

558. у  = 7 ^ “ a r c tg * .

560- У ‘ -^Гх-
562. у  = a r c c o s ^ .  

564. у  = a rcs in  

566. у  = « rc tg 2 А-.

567. 568. у a rc s in ^ -

569. у = i  ̂ a rcs in  >/*2 + 2 * . 570. у  = a rcs in  j ^ ^ ^ -

f^-V l+ x 2̂ .W 1. У = a r c c o s ^ . 572. у  = a rc tg

<КЦИИЛ о г а р и ф м и ч е с к и е  ф у н к ц и и

В  задачах 573-597 продиф ф еренцировать д анны е ф ункц и и . 

578. у  = * 2 lo g , * .  574. у  = In 2 * . 575. y < = x \ g x .  

576. у  «  Vln *  . 577. и 578. у  = *  sin*  In*lOgj ̂
57

582-у ’  А » ;  s»3- у

У =  1п(1 -  2 * ). 586 . у  = 1 п (*2 -  4 * |.

578. у

581- У - Ж *

■ * " In * . 584. у * J l  + In2



ч

587. у = In sin х. 
589. у = In tgx . 
591. у  = In'* sinx

593. у  *  ( l  + In sin х)" . 

595. i/ = In arctg J l  + x2 

К у - фпвхп**&.

i  2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

588. у = 1oga(x2 - l).
590. у = In arccos2x.
592. у = arctg [in(ax +1>)]. 

594. у = I 

596. у = arcsin2

597

2^ln|a3 + * s|j_

Показательные функции

598. у - 2 х . 599.

601. 602.

604. y - f . 605.

607. У sin*' 608.

о> *-* о у = X3 ~ 3х . 611.

612. У = (х2 -2х + З^е* .

614. Jd U il.
1+10* 615. у

617. у = е~*. 618.

620. у = sin {2 х). 621.

623. у - g*raan 2х . 624.

f - x  10 r .

, SOUS.

603. у = хет . 

606. у - e* созх. 

609.
2

F . 616. у

102ж-3 619 у я е

а**"* 622. у  - a

= xe*(cosx + sin л)

tJz*Т _

,ein3 х

626.

У — С . 064

5. у = sin^e* S+8x" 2 j.

Я  ax2 +6дг*с)

' = 23*. 625. у *  е
,l-»in4 Sjc

630. у = a<-~*2x* . 631. у
2

= А е '* 1 sin(a>x + a ). 633. у

627. у = 10!

629. у = lnsin^/arctgV* •

х2е •*.

632. у = а х .



634. У = 8h х - 

637- У = th ( l ~ * 2)

639. У - ch(sh .*)• 

5 4 2 . у ~ t h ( l n * ) .

ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ___ ____________

Г и п е р б о л и ч е с к и е  ф у н к ц и и

634-649 продиф ф еренцировать данные функции.
■ 8 - 635. у = In ch х . 636. у - arc tg (th x ).

638. у  = sh2 х + ch2 x.

640. у ~ л/ c h * .  641. у ~ е
643. у = х sh х - ch х.

,chJ  х

644. 645. i/ = | t h | - l t h 3| .

6 4 6 . y = # g -

647. y 4 th x + # ln r f t f -

648. у = -^сЬ2;г + л/*зЬ2ж. 649. у = x2e** csch x ,

Л о г а р и ф м и ч е с к о е  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е

В  задачах 650-666 продифференцировать данные функции, 
используя правило логарифмического дифференцирования.

650. у =* х**, 651. у  = Xх . 652. у = (sin x)cosx .

653. у  = (in х )х. 654. у  = [х  + l)*  .

: s in 2х . 656. у = H 1 3F I . 657. у  = х |ЕХ .
(х-5)

/ -- - F-

656. у :

659. у = у х  s i n W l  в* .

660. у = J l -лШ пл _ £
V b « r c e i n j ;  • 661. у  - .

662. у =5 r

" « • * - 2 * ^ .  665.

6631 У - t e )  ■



1

в

667.

5 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

Р а з н ы е  ф у н к ц и и

задачах 667-770 продифференцировать данные Функц„ 

87- у =* ( l  + Vx j . 668. у  = a tg (jf  + b}.

669. у = ^1 + fepx - 670. у = arctg (х2 - 3* + 2j,

671. у = lg (x  - cosx). 672. у = 3 cos2 х - cos3 ж.

673. y - 5 t g |  + t g | .  674. У =

675. у  - sin |  sin 2x. 676. у  = sin e"»* .

677. у = x*Vx* - 8 . 678. у = « '*2 In * .

679- у = |̂ Vx + ‘̂ wj  • У ~

681. у  = *2~ 3(x* - x +1). 682. у = .

683. у = - j U a r c t g 684. у = -lSi ^ !£ i.

685. у = sin*fctg-f-. 686. у = — x--/ 2' <

687. у = ln(^x + Va2 + x2J .  688. у = x arctg Vx .

689. у = /̂l + tg2 x + tg4 x . 690. у = cos 2x In x .
691. у = |  arctg x + 1 arctg . 692. у = arcsin (n sin *)■

693. у = arcain Vsin x . 694. у = tV  sin® 3x - sin® 3*lb  24

695. у = x - v l  - хг arcsin x . 696. у = cos w hh*-.
7 2

697. У = ■Jx + V x T ^ y  698. у = arccos

699. у = sin2 (Ada*j. 7 0 0 . у = logg^x2 - sin *)•

701. у = arctg 702. у = In .V I + * jr
703. у = xarcsinftnx). 704. ;/ = t>fi -£-.' l+e*



705. У 

707. у 

709. у

711. У 

713. у

715. у 

717. у 

719. у 

721. у 

723. у 

725. у 

727. у

729. у

730. у

732. у ,

733. у , 

735. у ,

737. у

738. у  

740. у

cos л

m  ,|L  П РО И ЗВО Д Н А Я И ДИФФЕРЕНЦИАЛ ____________ ^

V l + sin* х .  706- у = 0,4 (cos - sjn 0,8* )2

л 10^ .

. In arete 

= /̂l + xsrx + 3

In «ma
in cos.* "
MSSlflli.

1-4*

708. у = - f —tg3 2x

710. у = In
x+1x*-l

712. у = W l  + V * . 
714. у = *® arctg x8 .

716. у = arcsin x + V l~  x2 .

71a  у  = «Ьж -

720. у = 10xt*x.

722. у = 4 ^ .

l n ^ f .  
e

sin2 x sin хг .

■ 2 * * .  726. у = ,J(a  - x)(x - ft) - (a  - b )arctg  .

V  coe2*

724. у = { ln {^ - ^ a r c tg x .

2anJ xcosx
728. y = eiux .

ya2 -x* - a arccos ~ , a

«“ (asin x - cos * ). 734. у * xe*

736. у = e*(sin 3x - 3 соа Зх ).

3x* arcain х + [х? + 2^Jl - х2 .

739.у =* 2arcain*ji&- - v2 + 4х - я

in (ех cos х + <~х sin х |.



§ 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

1+jrarctf х  „741. у = — I ' J  • 742. у
Vl+r

JL
сов (*-со в*)",

743. у 

. 745. у

.746. у

748. у

749. У

750. у

751. у '

752. у ■■

754. х>

756. у

757. у

758. у

760. у

761. у

762. у

764. у

765. у

= ех sin * cos3 х. ^744. у = ч/э + 6i/x®.

= х -ln^2e* +1 + л/в2лг + 4е* + l j .  

" Ш Ъ & й и * ) '  >747 _ ^ <

= lntg - Ctg x ln  (l + Sin х)~  X .

= 2 In ̂ 2х - 3^1 - 4x2 j  - 6 arcsin 2x.

= +  In V l + x2 + arctg x. 

"|(3 -x )> /l-2 x -x 2 -1-2arcain-^J-. 

i lnj^xsinxVl - x2 j .  753. у  = xV l + x2 sin x .

-Jx+2( 3-x)4 

(*+l)9 • 755. у  = J  1 ♦ же

■ *
; _ainjL_ + Js iD i. + i j n il!£ i

4eoe* ж 8со»г ж 8 l - tg f

+ '^ i Vx2 +a2 +

»** arctg jc 
ln‘ * ’

= x j(x 2 + e2J3

= x (arcsin x)2 -2x + 2y l - x2 arcsin x .

In cos arctg S-J=2 ~-’ 763. у  = arctg [

(1-х*У* _ _ _

766. !/

гл. «  ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

; (tg2x)c* S . 767. у  =

768.
^-1

769 . у  -  arccoe •

” 0. к - - Т̂ т +* 1,ч ё ^ +Т » ” ‘« 1Й 1-
771. Доказать, что функция у = In ̂  удовлетворяет соот

ношению ху' +1 = е* •
772. Доказать, что ф у н к ц и я ______ ___

У ~ J ir  + ix V x 2 +~1 + In >|х + Vx^+ l ** &
удовлетворяет соотношению 2у = ху' + In у'.

773. Доказать, что функция у - удовлетворяет соот

ношению ( l - х2}у '~  ху = I.
774*. Вычислить суммы
а) 1 + 2х + 3*2+.. .+ПХ"'1;
б) 2 + 2 3x+3-4x2 + ...+ n (n - l)x "- 2.

Обратные функции
775. Допустим, что правило дифференцирования степенной 

Функции установлено только для целого положительного пока
зателя. Вывести формулу дифференцирования корня, используя 
равило Дифференцирования обратной функции.

VV6. эс s  у . u /Jot найти выражение для ^  через у; через х.

‘ * “   ̂- 3s + s*; выразить ~  через з.
778. ц = 1 in U p . , ,2 l-и > проверить соотношение «•  • = 1.dy du

ра ***** 4,0 Функции arcsin Vx и sin2 х - взаимно об-
тные функции и что (sin 2х)'= sin 2х, найти (a rcs in ^ )'.

X + Vx2 +

m* ji e J b

1+x



§ 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

ФУН* , ! Г /  I / V  СвМВ° Л0М a W  т. в. положи^ ч г Г 3аТ̂ ^ ^ Г ^ Д « ^ ж  792-812 яайти производные функций у, заданных
' нз * » _____ «

780. Обозначим функцию, ^  гл. т . производная *  д иф ф еренциал____________________

-------------- п.л, из y t  ̂ я 0
следует ж = а  (у ). Найти формулу для производной от фУНк„,____ хг + » _ =  1. Т +

793. х1 +у1 i  i  2 =• a 2 .
у = «(*)• " Ч>УН1̂  792. ^ f V  , 2

„ а о ,- n  795 . у2 cos х * a sin Зх . 781. Функции, обратные гиперболическим, обознаи 794. х +У -Злху •
символами Arshx, Arch*, A rth x  Найти производные^ 7<М и*-Зу+  2ох = 0 . 797. у -2ху + 6 - 0  
функций. ** ‘ j j

782. s = te' 1; найти .аш
799. х3 + ах2у + Ьху2 + у3 ~ 0.798. х* + у* Е х V  • ---  _

783. у  = . Выразит ■<& 800. sin (ху) + cos (ху) = tg (х + у). 801. 2х + 2* - 2*+*
1+Jt< dy через *; через у. Пощ*, 802. 2у In у *  х . 803. х - у = arcsin х - arcsin у .

« л ,  _У _  „ г  Д 05 и т  cos  ̂ д , + у У
справедливость соотношения ^  = 1

784. х = у® - 4у +1. Найти

785. t = arcsin 2*. Найти выражение для &  через *; чер«

786. Проверить справедливость соотношения = 1, ( 
ли х и у связаны зависимостью:

1) у = х2 + <** + &; 2 )у  = х '" ;  3 )y  = ln|x2 - l j

805. у * cos I
i  1 г 

807. Xs + у *  а 3
804. ** = У 

806. coe(xy) = х 
808. у *  1 + же*
810. tg |  = \ / ^ t8 f-  811. ys in x - co s (x - y ) = 0. 
812. у = х + arctg у

809. xsin у - cos у + cos2y = 0.

нием

»*••• JF — — ' ““ vve y
813. Убедиться в том, что функция у, определенная уравне- 
■■■ ху - In у - 1, удовлетворяет также соотношению

у2+ (ж у- 1 )^  = О.

Функции, заданные неявно Применения производной
787. Убедиться дифференцированием в том, что лроиам 8Ы  Ня ,  2 ,

о т  л » ,  « е » .  р . » . ™ »  „ ж д ес1 М , ,  “ *• f  “ » f ”  • •  '  »  “ « «  с
равны между собой. 1 ~ ’ 2 * Через эти точки проведена секущая. В  какой

788. Убедиться дифференцированием в том что произ#» то'*ке паРаболы касательная к ней будет параллельна проведен
ные от обеих частей равенства ’ иой ткущей?

2tin8 i- i co«x(2ginx4i) _ 815‘ Через фокус параболы проведена хорда, перпендику-
cosr l+sinx - ч [х .  ^Н4Я * осн параболы. Через точки пересечения этой хорды

7 floTBeUH°  равны ДРУГ ДРУГУ. Р лой проведены касательные. Доказать. что эти каса-
- Чему равен угловой коэффициент касательной, про* 81“ е £*£*С*Ка10тся по« прямым углом.

Денной к эллипсу £  + £  = 1 в ^ чке  ( i ,  ле у = i  ^ * " Tb уРавнение касательной и нормали к гипербо---- ir u iлппс касательной и нормали к гиперои
4 ------ г >  . - J .  ле у = 1  в тоЧке с абсциссой х  »  —| .  Найти подкасательную и

790. Чему равен угловой коэффициент касательной  к ги1,е' ПОдноР>*аль.
боле ху = а (а *  0), проведенной в точке (а , 1)? Показать, что отрезок касательной к гиперболе у = ■*«

791. Чему равен угловой коэффициент касательной * ®̂кл®^^внь»й между осями координат, делится з точке касания 
РУлсностн (х - 1 )‘ ♦ (у  + З)2 = 17, проведенной в точке (2>5)'



§ 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ffl пр^игЧЯОДН»Я И ДИФФЕРЕНЦИАЛ3 1-пцг.г̂ омппг ^  ^ прОИоо̂ Д1̂ п *' -

780. Обозначим функцию, обратную степенно-пока1^'12— —--- - ^ -812 к*йти производные функций у, заданных
функции у = х * , символом а(х ), т. в. положим, что из *уЧ  0 3вДаЧаХ х I 1

следует х = О.(у). Найти формулу для производной от * « „ ' и*явЯ°  г у2 _ i 793. х2 + у 2 - а 2 .

У = а & -  К 792‘ ^ + *’ Y  =0. 795. у2 cosх * a2 sin Зх .
781. Функции, обратные гиперболическим, обозначь 794. х3 + У - *ахУ 2хи + Ь2 - 0 

символами Arshx, Archx, Arthx. Найти производные пая и* -Зу+ 2ах = 0. 7 * у ’ 
функций. ^ " 4 * __ у2у2 799 . х3 + ах2у + бху + у =0.

782. s = *«~‘ ; найти £ .  796' * *  У '”  _  А  _ tg (х + у). 801. 2х + 2* - 2х+>.d* 800. sin (ху) + cos (ху J - tg vx i- у у
, r* . _ 803 x - u  = arcsinx - arcsinу .

783. = Выразить через x; через у. Пощ, 802. 2 y ln y **-
1+x *  *** 804 xv =/ .  805. у ■ cos (x + y).

справедливость соотношения £  • £  « 1. ^  = x  807. х» + у * *  a » .

784. x = y3-4y + l .  Найти 808 .y = l  + « 1'- 809. xsiny - cosy + cos2y = 0.

785. t = arcsin 2*. Найти выражение для через s; чер« 810. t g |  = t g f -  811. y s i n x -co e (x-y) -  0.

786. Проверить справедливость соотношения 4^ ^- = 1 e !/ = x + arct  ̂У-
dx dV 813, убедиться в том, что функция у, определенная уравне-

ли х и у связаны зависимостью.- нием ху - In у * I ,  удовлетворяет также соотношению
1) у ~ х2 + ах + Ь; 2) у =* х~п ; 3) у = ln (x2 - l). > - W  « у2+(Ху - 1 )%  = 0.

Функции, заданные неявно Применения производной
787. Убедиться дифференцированием в том, что лроизм 814 На параболе у = х2 взяты две точки с абсциссами

ные от обеих частей равенства sin2 х = 1 - cos2 х тождестве» х 1? 3. ч  „ и точки проведеиа секущая. В  какой
равны между собой. г

788. Убедиться дифференцированием в том, что проиэ»: касательаая к ней будет параллельна проведен
ные от обеих частей равенства __ _ УЩ"Ч

’ sin* 1-1 co**{2sinx+i) Череэ Ф °КУ« Параболы проведена хорда, перпендику-
“ COSJ.— +---)+~in j---= tgx. лярная к оси параболы. Через точки пересечения этой хорды

тождественно равны друг другу. ^параболой проведены касательные. Доказать, что эти каса-
789. Чему равен угловой коэффициент касательной, про* ^ *^ с*как>тся под прямым углом.

2 „1 , '̂ оставить уравнение касательной и нормали к гипербо-
ной к эллипсу -£р+  ̂ =1 в точке | l,  v 2 j?  ле У - в точке с абсциссой х = - Найти подкасательную и
790. Чему равен угловой коэффициент касательной к гиЯ®? подвормаль.

боле ху * о (а *  0), проведенной в точке (а Л )  ? # 817‘ Показать, что отрезок касательной к гиперболе y  = f .
791. Чему равен угловой коэффициент касательной « “ ^ н н ы й  между осями координат, делится в точке касания 

РУЖностн (х - I ) 2 + ( „  + З)2 = 17, проведенной в точке (2, *)?



б 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

842. В  точках пересечения прямой х - j/ +1 = О и Пм,
У s х2 - 4 х + 5 проведены нормали к параболе. Найти 
треугольника, образованного нормалями и хордой, стягиваю, 
указанные точки пересечения.

843. Показать, что касательные, проведенные к гипод 
„  - в точках ее пересечения с осями координат, аУ 1-2
лельны между собой.

844. Провести касательную к гиперболе у = так, что 
она прошла через начало координат.

ГЛ. I» 854. Показать, что касатель-
х* У1 1ная к эллипсу ~ +  ■= 1 в точке а b

М (х 0, у0)  имеет уравнение

” 2. + т  = 1.
а3 fe3

855. Показать, что касатель
ная к гиперболе ~ ~ ^ г  = \ в точ-<г  У

П РО И ЗВО Д НАЯ  И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

Рис. 11 ке М (х0,Уо) имеет УРавнение

845. На линии у  = y-*-j найти точку, в которой касателц 

параллельна оси абсцисс.

"S L _ m = :l.

М в. Доказать, что нормаль* к эллипсу в любой его точке да-
846. Найти уравнение касательной к линии х2(х + цпмт пополам угол между фокальными радиусами (рис. 11) этой 

= а*(х - у )  в начале координат. точки. Вывести ««сюда способ построения касательной и норма
ли к эллипсу.

847. Доказать, что касательные к линии у = Ш л !, прс, 557. Составить уравнения касательных к гиперсоле

денные в точках, для которых у  = 1, пересекаются в и а ч ^ - ^ * 1* перпендикулярных к прямой 2х + 4«/-3 = 0 . 
координат. g5g. Через начало координат проведена прямая, параллель-

848. Провести нормаль к линии у = х in х параллельно прная касательной к кривой в произвольной ее точке М . Найти
геометрическое место точек Р  пересечения этой прямой с при

змой, параллельной оси ординат и проходящей через точку А/.
к линии у = е2* + х г , проведенной в точке х = 0. Найти такие геометрические места для а) параболы у2 = 2р х ,

850. Построить график функции у  = sin (2* - -|) и naf6) логарифммки у «  log,, х , в) окружности х2 + у2 = а2, г) трак-

мой 2х - 2у + 3 = 0.
848. Найти расстояние от начала координат до норм*!'

/а1- х 2 - а 1 п * ± ^ &точку пересечения касательных к графику, проведенных * w‘ трисы у 
ках с абсциссой * ! = 0 и *2 = 3 |. в  задачах ш _ш  найти углы под которь1МИ пересекаются

851. Показать, что у линии у = аеЬх (а и b - постоянна я**ппи линии.
859. 1)под касательная во всех точках имеет постоянную длину-

852. Показать, что поднормаль линни у = х In (ex) (с " 
изаольиая константа) в любой точке данной линия есть чеТ*г )̂ У - (* - 2) и у - 4х - х2 + 4. 
тая пропорциональная к абсциссе, ординате и сумме абсци̂ 0 
ординаты этой точки.

§80.1) х2 + _ о „  ui  _  2v

1 1
Каиатвльнян л

2 V x-4x ‘ пересекается г п-ьх- ердяпй* s точке. е 
Удаленной от точки касания и от начала координат.



§ 2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

862. х2 + у2 = 8а* и у2 ~
„В З В О Д Н А Я  и д и ф ф е ре н ц и а л

2а-х '

863. х2 = 4ау и у = ■ ,Sg3 г * а хг +4а
864. у = sin jc и у = cos *  (0 < *  < я ).
865. Составить уравнение касательной и нормали к лини*

(f)’ ♦(*)"
в точке с абсциссой, равной а.

866. Доказать, что сумма отрезков на осях координат, об; 
зуемых касательной к кривой

V
\ 1/V 1

л /
0 N  х

х2 + у г - Ряс. 12 Рже. 18

для всех ее точек равна а.
867. Показать, что отрезок касательной к астроиде 

з I  1 
х* +у* - а * ,

872. Доказать, что у эллипсов f r  + f r =1’ У которых ось

2а - общая, а оси 2Ь различны (рис. 12), касательные, прове
денные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются в 

заключенный между осями координат, имеет постоянную и с _ о й  -ючке, лежащей на оси абсцисс. Воспользовавшись этим 
ну, равную а. указать простой прием построения касательной к  эллипсу.

868. Доказать, что отрезок касательной к трактрисе g?3 Пока8ать что линая у sinmx, касается каждой
Г 2 2 s

У ~ f ln аЧ Г Г 'Хо - ч а 2 - х 2 * аз линий u ~ t kx, у = - ект во всех общих с ними точках.e-va*- х* ___ „ - V I
заключенный между осью ординат и точкой касания, и*» ы * . мям шюцмшлл х. двнни "  - « ■ ■
постоянную длину. _ употребляется следующий способ: на оодинате M N  точки М,

869. Показать, что для любой точки М  (*<,, у0) равнобоч* как на ДИ(шетрв полуокружность (рис. 13) и откладь»- 
гиперболы вается хорда NP - а ; прямая М Р  будет искомой касательной.

х2 - у2 = а2 Доказать его.
отрезок нормали от точки М  до точки пересечения с ось»  ̂
цисс равен полярному радиусу точки М. ^

870. Показать, что отрезок, отсекаемый на оси абсцисс 
тельной в произвольной точке кривой

§ 3. Дифференциал. 
Дифференцируемость функции

-*_ + -&■ = 1.
2  1 х у

пропорционален кубу абсциссы точки касания.
“ 71 Доказать, я с  ст>янн.“Л>я любой точки линии

2х2у" ~ х* - с
ивя пййЖДУ

а К
а<*" -

сой и разностью абсциссы и поднормали, п р о в е д е н и е »  

в той же точке.

Дифференциал

 ̂ ™  прнращение функции у = хг . соответствующее
■ ВЫЧИСЛИТЬ йу .
»  -» « Я  л *  »а -

****** какова оулет погтешность laoctjjirCit

*”  шуш ограничиться член?-. <ч»*I .̂ п * т;г.е

Ь* а первой степени?



878. Найти приращение Ду объема v шара при ~ iiii I ---  1яГТснГнасколько увеличится его
радиуса Я = 2 на ЛЯ. Вычислить Ai\ если dfi „  K^ ^ I ! nnoHV у в е л и ч и т ь  на: а) 1 см: б) 0,5 см;
О 01. Какова будет погрешность значения At>, если o n J ’ 5 «ль *слЯ к*жду,°  ^  линейную часть приращения площадиad  ч о Ран^ п л о « ^ ’ д айти главную ли^н у шносТь (в про
ся членом, содержащим ДЯ в первой степени? в) 0д см- в<и̂  и оЦенить ° гг* ос *д ^ “ ой частью.

879. Дана функция у = х3+2х. Найти значения пРИр эТ0Г°  ^ "^ зам ен е яриратеи^его^глав^^^ даННОГО квадрата 
яия и его линейной главной части, соответствующие иэме,, Иэвест*10» 470 П^ ! часть приращения площади состав- 
,  от *  *  2 до х - 2Д. *"**' „ а 0Т с «  линейная глйвИ6Я главяую часть приращения

V  2 4 см2- Найти лине У» ^  каждой стороны на:880. Какое приращение получает функция у = зя2 _ ̂  ляет соответстлую1«Ук) п ^
переходе независимой переменной от значения х = 1 к зк, ^0 ,6  см; б) ° ’75 С'У >) *цИй1 функции:
нию х = 1,02. Каково значение соответствующей лин»  ̂ 889- Найти ДИффеРе _1_. 5) 1 С) V-
главной части? Найти отношение второй величины к первой. jj  o,25i/x; 2) ®  о в ? ’ 4* *х* ' *** *

881. Дане функция у = f{x ). В  некоторой точке * дано пр ' ^  ’10) п )  /*2 + 4х + jW ,*  _ V I) ;  
ращение Дх = 0,2; соответствующая главная часть приращу 7) -jjfj-l х*’* ’ V* ’ '
функций оказалась равной 0,8. Найти производную в точкех , I, _2\3 . i t e 2 л:• 16* 5ln**r ;

iLix* is ) - у 14) I* ^ I * * * “  f 9882. Дана функция /(г)=дг2. Известно, что в некого **-Г W * * '
точке приращению независимой переменной Дх = 0,2 сооти 2 ' 18) lntg(-|--|}. 19)
ствует главная часть приращения функции df ()г)= -0,8. Наг t
начальное значение независимой переменной. 20) /arcsin* + (arctgх) ;

883. Найти приращение и дифференциал функции у = х~ - 21) 3 arcsin х - 4 arctg х + arccos х - arctg х ;
при х = 10 и Дх = 0,1. Вычислить абсолютную и стяосите* ! f _
яую погрешности, которые получаются при замене приращ® 1 - i s *  • и.
дифференциалом. Сделать чертеж. *00. Вычислить значение дифференциала У ^

884. Найти приращение и дифференциал функции у = * 1) У *= , *■'.у пРи изменении независимой переменой с. g 
при лс = 4 и До: = 0,41. Вычислить абсолютную и откосител
MVV4 „  до х = 2) у = cos2 <р при изменении ф от 60е до 60 64 ,ную погрешности. Сделать чертеж. 360

885. у = х* - х . При х = 2 вычислить Ду и d y , давая & 3) у = ein 2ф при изменении ф от ^  до ; 4) у = sin Зф при
значения Дх = 1; Дх = 0,1; Дх = 0,01. Найти соответствую^ изменении ф от « Д() g i* . 5) у = sin« при изменении 0 от f

!а _  j.. I в  360 ’ 3
■| —|- . до Ц&.

886. Найти графически (сделав чертеж на миллиметр0̂  891. Найти приближенное значение приращения функции 
бумаге в большом масштабе) приращение, д и ф ф е р е н ц и а л  И Щяуизменении х от 30е до 30*1'. Чему равев 
числить абсолютную и относительную погрешности при 3*1* _ *п»30°г?
°РИращёния дифференциалом для функции у ~ 2х при х ' '  приближенное значение приращения функция
Дх * 0,4. ~ Х при иам*нении х от 45° до 45° 10' .J*

§3 ДИФФЕРЕНЦИАЛ. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ „роИЗВОДНАЯ И ДИФФ ЕРЕИЦИАЛ__________________



нических расчетах часто сокращают
т'°  '*TtrV аил

III. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

■—  . П И
яжести), когда одно из этих чисел стоит в

л ^ m w x j- x n fg rra TfKirVFO ПО-

893. Найти приближенное значение приращения
_ _Ш26- при изменении х от £ до f + . "1 „лк При тех

У 1сов* ______  3 3 loo W*»- сИЛЬ1 тяж<—  - - относительную по
894. р = Ад/cos 2<р; найти dp. (f - УсК°^  а другое в зиаменате

1 , г  ЧИСЛИТ̂ 1  «елают “ Р " 9Т0М? .«  ,-ппжной функции через неза-
895. у - S’ +^,7 + 6 7 Вычислить dy при *  = j  и *  *„ ^ е̂ £ р е н ц и а л г

896. Вычислить приближенно sin 60°3', sin60°18' г.А„ «мсимУ10 nepeMf^fyK)
• ,Г |  *  = Г  + 2t + *■»вить полученные результаты с табличными значениями.

897. Проверить, что функция у = Удовлетворяв 

отношению 2*2cty = (х2у2 + l)d x .

898. Проверить, что функция у, определенная уравнет 
arctg = In у * 2 + У2» удовлетворяет соотношению х (dy - *

= y(dy + dx)
899. f{x)~  Подсчитать приближенно f(l,05).
900. Вычислить arctg 1,02; arctg 0,97.

§ 3. ДИФФЕРЕНЦИАЛ. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ

= 3 ) 2 °  arctg v , v = ^  J  ;

= In tgs;
l int , t =2u2 -Su + 1; 
2

6 )y = ln tg |, u = arcsinv , i» = cos2*.

901. Вычислять приближенно p 037 * .
\  2,037 +5

902. Вычислить приближенно arcsin 0,4983.

Д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  функций

907. Функция у = |х| непрерывна при любом х. Убедиться,
что при х = 0 оаа недифференцируема.

908. Исследовать непрерывность и дифференцируемость
при х = 0.908. Если длина тяжелой нити (провода, цепи) (рис. i фуМК1 

равна 2s, полупролет I, а стрелка провеса /, то имеет место Щ ^  фуикция f{x ) определена с л е д у ю щ и м  образом: 
ближенное равенство e = ^ l  + |-^-j. /(х)=1 + х для х< 0 ; f{x)**x  для 0< х< 1 ; ^(х) = 2- х для

а) Подсчитать, какое изменение произойдет в длинен11 1 S *< 2  и /(х) = З х - х2 для х> 2 . Исследовать непрерыв 
при изменении ее стрелки провеса f  на величину d f . «ость f(x ) и выяснить существование и непрерывность /'(*)•

б) Если учесть изменение длины провода ds (например>‘ I . 1 г Убедить-глимтся ЯР функция у — I sinх I непрерывна при любом х.изменения температуры или нагрузки), то как иэмени-rv i |
атом стрелка провеса7 СЯ’ 4,0 при * = 0 она недифференцируема. Имеются ли други

904. Сравнить погрешности при нахождении угл а  по* переменной, при которых функпия не-
тангенсу и по его синусу с помощью л о гар и ф м и че ски х  та -,,-мп4-ч.

сопоставить точность , / Л  Следовать непрерывное,*, и д и ф ф ер ен ц и р уем о сть

нахождения угла х по Форму
там lg sin х - у и lg %gx - z, 
если у к  z даны с одинаковы
ми погрешностями.

х 0 .

s i & i  .-три I S O ,  f (o ) = о.  Будет ЛИ функция

нцируемой при х = 0?



6 4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ

4Tot

913. = при х * 0 ,  / (0)=0. Будех ли 

f (х) при х - 0  непрерывной и дифференцируемой?

914. Дана функция f (x ) = 1 + ĵ(x - i f  . Показать,
х -1 из приращения функции нельзя выделить лин 
главную часть, и поэтому / (* ) при дс = 1 не имеет про^ 
ной. Истолковать результат геометрически.

915. / (* ) “  х a r c t g при х * 0 ,  f(o ) = 0. Вудетлафу^
/(х ) при х = О непрерывной, дифференцируемой? Истолко* 
результат геометрически.

916. / (* ) = -— - при х * О, / (о) = 0. Будет ли функ;
|4 *>

f (x ) при х = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 4. Производная как скорость изменения 
(дальнейшие примеры)

Относительная скорость
917. Точка движется по архимедовой спирали р = аф. № 

ти скорость изменения полярного радиуса р относительно s 
лярного угла ф.

*
918. Точка движется по логарифмической спирали р=' 

Найти скорость изменения полярного радиуса, если извест* 
что он вращается с угловой скоростью ш.

919. Точка движется по окружности р = 2гсовф. Найти & 
рость изменения абсциссы и ординаты точки, если поляру 
радиус вращается с угловой скоростью to. Полярная ось слр* 
осью абсцисс, полюс - началом системы декартовых коорд*®̂

920. Круг радиуса R  катится без скольжения по 
Центр круга движется с постоянной скоростью V. Найти  ̂
сти изменения абсциссы х и ординаты у для точки, лежаШ 
границе круга. j  \

921. Барометрическое давление р изменяется с вЫ
в соответствии с функцией !г.-— = с п , где через ро OD° ‘

Ро



гл Ш. ПРОИЗВОДНАЯ и ДИФФЕРЕНЦИАЛ

--------- д а в л е н и е ,  а с - постоянная. На высоте 5540 м дав-
нормаЛьВ°^ ПОЛовины нормального; найти скорость изме- 
ЛвВИе ^ометрического давления с высотой. 
неЯ“^2  ̂связая с * соотношением у2 - 12х. Аргумент х воз- 

в н о м е р н о  со скоростью 2 единицы в секунду. С какой

923. О р д и н а т а  точки, описывающей окружность х‘ + = 25,
вает со скоростью 1,6 см/с. С какой скоростью изменяется

а б с ц и с с а  точки, когда ордината становится равной 4 см?
924. В какой точке эллипса 16лг + 9уг = 400 ордината убы

вает с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает?
925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью ь>. Какова 

скорость изменения периметра и площади квадрата в тот мо
мент, когда сторона его равна а?

926. Радиус круга изменяется со скоростью и. Какова ско
рость изменения длины окружности и площади круга в тот мо
мент. когда его радиус равен г?

927. Радиус шара изменяется со скоростью 1>. С какой ско
ростью изменяются объем и поверхность шара?

928. При каком значении угла синус изменяется вдвое мед
лящее аргумента?

929. При каком значении угла скорости изменения синуса и 
тангенса одного и того Же угла одинаковы?

930. Скорость роста синуса увеличилась в п раз. Во сколько 
раз при этом изменилась скорость роста тангенса?

. Предполагая, что объем ствола дерева пропорционален 
иа у его Диаметра и что последний равномерно увеличивается 
м а в год’ показать, что скорость роста объема, когда диа
вен 18 ci*H 90 СМ> В раз больше скорости, когда диаметр ра-

Ункции, заданные параметрически

тами точкГВвРИТЬ' ЛеЖит ли заданная декартовыми координа- 
ской Ал. На Линни’ Уравнение которой дано в пяраметркче- 

^Мв: Лежит вм /к i \ _______________ ____ п .я з  и л у г т в № 1  я

" ” us j oj лежит ля точка j2, V3j на окруж- 
2cosf, v = 2sint ?



1

913. f(x ) = & £ ±  при х * 0 ,  / (0)=0. Будет л / ^  

f (х) при х ~ О непрерывной и дифференцируемой?

914. Дана функция f(x ) *  1 + t f ( x - l f  . Показать, ЧТ() 
х = 1 из приращения функции нельзя выделить лив ' 
главную часть, и поэтому f  (х ) при х -1 не имеет про^ 
ной. Истолковать результат геометрически.

915. / (х ) = х arctg-*г при x * Q , f(0 ) = 0. Будет ли фу^
/(х ) при х - 0  непрерывной, дифференцируемой? Истоду 
результат геометрически.

916. f {* ) = -*-£ при х * 0 ,  / (О) = О. Будет ли футс
1+*'

f (х ) при х = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 4. Производная как скорость изменемм 
(дальнейшие примеры)

Относительная скорость
917. Точка движется по архимедовой спирали р = <Ц). Н* 

ти скорость изменения аодярного радиуса р этносателъно» 
ляраого угла ф.

918. Точка движется по логарифмической спирали р '1 
Найти скорость изменения полярного радиуса, если извей* 
что он вращается с угловой скоростью ш.

919. Точка движется по окружности р = 2rcos<p. Найти ̂  
рость изменения абсциссы и ординаты точки, если поЛЯР*“ 
радиус вращается с угловой скоростью to. Полярная ось слу*1 
осью абсцисс, полюс - началом системы декартовых коорЯ®8̂

920. Круг радиуса R  катится без скольжения по лР*1* 
Центр круга движется с постоянной скоростью и. Нейти  ̂
сти изменения абсциссы х и ординаты и для точки. .««к*® 
Факаце круга. дт~

=41; Барометрическое давление р наменяется с вы

в "-оответствии с функп»** !н - ch , где через ро

§ 4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ



гл ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

явлен и е , а с - постоянная. На высоте 5540 м дав-
„ор*вЛьВОв ает Половины нормального; найти скорость изме-
Лв0Ив ^^метрического давления с высотой.
венйЯ с х соотношением у2 =12*. Аргумент х воз-922* У связал

п а в н о м е р н о  со скоростью 2 единицы в секунду. С какой

923. О р д и н а т а  точки, описывающей окружность х1 + у1 = 25, 
щает со скоростью 1,5 см/с. С какой скоростью изменяется

а б с ц и с с а  точки, когда ордината становится равной 4 см?
924. В какой точке эллипса 16х2 +9j/2 = 400 ордината убы

вает с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает?
925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью v. Какова 

скорость изменения периметра И площади квадрата в тот мо
мент, когда сторона его равна а?

926. Радиус круга изменяется со скоростью v. Какова ско
рость изменения длины окружности и площади круга в тот мо
мент, когда его радиус равен г?

927. Радиус шара изменяется со скоростью V. С какой ско
ростью изменяются объем и поверхность шара?

928. При каком значении угла синус изменяется вдвое мед- 
а?

каком значении угла скорости изменения синуса и
1 одного и того же угла одинаковы?

О М  г»скорость роста синуса увеличилась в п раз. Во сколько 
раз при этом изменилась скорость роста тангенса?

•31. Предполагая, что объем ствола дерева пропорционален 
У У его диаметра и что последний равномерно увеличивается 

метаГ^ * Г° А’ П0кааать, что скорость роста объема, когда диа- 
од* 90 см’ в Р®3 больше скорости, когда диаметр ра-

Ф у н к ц и и ,  з а д а н н ы е  п а р а м е т р и ч е с к и

тами тОЧк Г ВеРИТЬ' Лежит ли “ Данная декартовыми координа- 
i  линии, уравнение которой яано в явоаметвиче- 
ч>Ч>Ме: а> Лешв-r ™  ^СЧКа. !z ' А ___________ _ . _ Г.,

















§ 4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ 

956. Найти углы* под которыми пересекаются линии: 
1 ) у  = х2 и х = |co s *, у * £ sin t ;

ГЛ. Ill ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

^ 7  Показать, что в двух точках кардиоиды (см. задачу 
^ 0) соответствующих значениям параметра *, отличающимся

1 я касательные параллельны.
з

Доказать, что если ОТ и ON - перпендикуляры, опу- 
ые из начала координат на касательную и нормаль к аст-

957. Показать, что при любом положении производи “  дюбой ее точке (см. задачу 959), то

4 * ОТ + ON  = a2круга циклоиды касательная и нормаль в соответствующей tJ  
ice циклоиды проходят через его высшую и низшую точки.

958. Найти длины касательной, нормали, подкасательнор 969. Найти длину перпендикуляра, опущенного из начала 
поднормали к кардиоиде х - а (2 cos t - cos 2t), у = a (2 sin коорд инат на касательную к линии
-sin2*) в произвольной ее точке. 2х = a(3oos* + cos3t), 2у *  a(3sintf + sin3f).

959. Найти длины касательной, нормали, ^  = зр* + 4 а \  где р - полярный радиус дан- 
воднормали к астроиде х = a sin3 t , у  *  a cos8 f в произволу ftp - длина указанного перпендикуляра.
ее точке.

960. Доказать, что касательная к окружности **+„*«• Скорость изменения полярного радиуса
служит нормалью к эвольвенте окружности х = a(cosf + tsin!

/ . v 970. Дана окружность р = 2r sin ф . Найти угол 6 между по-у = a (sin t - 1 сое г i.
лярным радиусом и касательной и угол а  между полярной

961. Найти длины касательной, нормали, подкасателмс Мью и касмельвоц
и поднормали эвольвенты окружности (см. уравнения послед» * ф
в предыдущей задаче). Доказать, что у параболы р = a sec -  сумма углов, об-

962. Доказать, что отрезок нормали к кривой х = 2a sin разованных касательной с полярным радиусом и с полярной 
+ asinfcos2*, у - -acos3*, заключенный между осями к о с Д О д в у м  прямым. Использовать это свойство для по- 
нат, равен 2а. стР°ения касательной к параболе.

В задачах 963-966 составить уравнения касательной в яо! 
мали к данным линиям в указанных точках.

963. х = 2e*t у « е при f = 0 .

964. х = sin t , у = cos2* при * = £ .
V

965. х = 2 In ctg * +1, у = tg f + ctg * при t = £ .

966. 1) *  = -&£-, у = при t - 2;

2) x *  t ( tcos i* — 2sin *), у *  * (*sin* + 2 cos*) при

3) ж = sin *, у = a* при t « 0,

972. Дана линия p ~ a s in 3~  (конхоида); показать, что 

a - 40 (обозначения те же, что в задаче 970).
973. Показать, что две параболы р = a sec2 ^ и Р = & cosec2 у  

ПеР̂ аЮТСЯ П0Д прямым Углом,
 ̂ ‘ ^ й ти  тангенс угла между полярной осью и касатель- 

^линии р = зес2 ф в точках, в которых р = 2а.
Н0£ ‘ тангенс угла между полярной осью и касатель-
р кооРДин^* 1 ) к  линии р = sin8 ф , 2) к линии

976 гг
0к&зать, что две кардиоиды p = a (l + cos<p) и 

пересекаются под прямым углом.



977. Уравнение линии в полярных координатах 
раметричееки: р = £ (f), Ф =/а (f). Выразить танген^8' 
между касательной и полярным радиусом в виде фуак

978. Линия задана уравнениями р = <р =. ̂ 2 

угол между полярным радиусом и касательной.
979. Дан эллипс х = асов*, у = 6sinf. Выразить 

радиус р и полярный угол ф как функции цараметрГ! 
пользовать полученную форму задания эллипса для вьпщ 
угла между касательной и полярным радиусом.

Полярной подкасательной называется проекция отв. 
касательной от точки касания до ее пересечения с перпенд* 
ляром, восставленным к полярному радиусу в полюсе, шь <&*? 
перпендикуляр. Аналогично определяется полярная подв 
маль. Учитывая это, решить задачи 980-984.

_________________ § 4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ m „ В В О Д Н А Я  И ДИФФЕРЕНЦИАЛ^

= ах is.
dy

Уг* 
Ч  
Н*

п°лд&

990 Синусоиде У -  “ п * ; •
990 „  - ! хл Ш . (у = ch jc); £  = ?
991. Цепная линия у - 2
9 9 2 . О к р у ж н о ст ь  ле = г с о з « ,  y  = r s m l ;  f  = ?

„а .д а к .- д *  i - -

9 9 iA p M iW °» * « ” P“ b '  ,

99в. КярА ноида - » • » ) .  У = a ( 2 s m r - s i n 2 (| ;

997. Трактриса *  = л ̂ cos f + Intg-0, у — a sin f ; ds ?

998. Развертка окружности
ж = a(cos* + *sm t), у *  a (s in f - t cost); 4* = ?

999. Гипербола x - a ch t , i/ = a sh t ; ds = 1

980. Вывести формулу для полярной подкасательной! 
лярной поднормали линии р ~ /(ф ).

981. Показать, что длина полярной подкасательной ги 
болической спирали р = & постоянна. С к о р о с т ь  д в и ж е н и я

982. Показать, что длина полярной поднормали архи* Лестница длиной 10 м одним концом прислонена к 
вой спирали р *  <кр постоянна. вертикальной стене, а другим - опирается о пол. Нижний ко-

ооо и  ~ Аи нец отодвигается от стены со скоростью 2 м/мия. С какой
983. Найти длину полярной подкасательной логарифм скоростыо опускается верхиий конец лвстницы, КОГДа основа-

ской спирали р -  а*. ние ее отстоит от стены на 6 м? Как направлен вектор скоро-
984. Найти длину полярной поднормали логарифм***!

спирали р »  аф. *001. Поезд и воздушный шар отправляются в один и тот
Гк0М° МвНТ И3 ОДНого пункта. Поезд движется равномерно со 
скогюсТЬ,°  Км^4» шаР поднимается (тоже равномерно) со 

С к о р о с т ь  изменения длины envt***) v*°  ̂ км/ч. С какой скоростью они удаляются друг от
шло Иап^аален вектор скорости?

В  задачах 985-999 через s обозначена длина дуги «** ^  иод. Человек, рост которого 1,7 ы, удаляется от источни-
высоте 3 м, со скоростью 

1003. ЛошГК° Й скоростью перемещается тень его головы? 
в °*нтр« 0ковДЬ бежит по окружности со скоростью 20 км/ч. 
°*РУ5ННости в Ности нах<>дитея фонарь, а по касательной к 
забор, q Какой° 4^  ^куда лошадь начинает бег, расположен 
^^ор* в СкоРостью перемещается тень лошади вдоль

* когда она пробежит £ окружности?

вующей линии.
985. Прямая у = ах + 6; 4*- = ?ax
986. Окружность х2 + у2 = г2 ; 41 = ?

987. Эллипс -2г  + г̂- = 1; -&• = ?<г бг
988. Парабола у 2 = 2pjt; de = ?



t  •» пррцзаодмАЯ к м  с к о р с с т ь  изм енения

913. f (x )~ *S- jk }. при х * 0 .  f { 0)=<x Буле, я„  .  

/ (* )  при *• О непрерывной и дифференцируемой?

91-4. Даня функция f (x )  -1 + \j(x - i f  . Пок*эВ7к> ^  
х *  1 аз приращения ф уякш л нельзя выдели?* лв ' 
главную часть, и поэтому / {* }  при х = 1 по нме«т 
и ой. Истолковать результат геометрически.

915. / (x ) = x«rct*-J- прн х *  0, f(0 ) = 0. Буд,г ,ш фу]ц 
f (x )  прн г » 0  непрерывной, цнфференадруемой? ИетедЦ 
результат геометркчосхв.

916. при х * 0 ,  /(0 ) = 0. Будет л* фт  
!♦#*

/(х) прн х = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 4. Производная как скорость намеке нм
(д альнейш ие прим еры )

О т н о с и т е л ь н а я  с к о р о с т ь

917. Точка движется по архимедовой спирали р - ш». I 
т* скорость изменения полярного рмнус-о р относ*теяъиI 
■ТЯрЙОГО угле Ф .

918. Точка движется по лсгорифкнческой спирали Ре'' 
Найти скорость ня«лаевия полярного радиуса, ес.пк н з»'‘ 
что он врюцеегоя с угловой скоростью <а.

919. Т о ч к а  движется по с-кружкости р = Згсоеф Но** -’ 
Ройть изменения «бед и осы и ординаты точка, «ли  
Р*дяуе »р«щагвтся с угловой слсростыо и>. Полярная ось**^ 
оемо абсписс, полюс - началом скстячы декмртовых коор^

920. Круг радиуса R  катится б*ч скольжения по 
Центр круг* движется с постоянной скоростью v. Ней**
Оги |ИМ«НйЯНП « ( i r n u iv u  X  Я O piX H S'Ii! U Д.ТЯ ТОЧКИ:
Гп*1»>»гл«••MINbkV »»4/* i

*41. ГНЦЮМ^ГОИЧ«?КО« n МЧЧ^ЯЛТОЯ С

- wvrs«TrTHH» « функцией in *- * сП, где «ере* Го v~ "Л>



и. и  д и * Ф Ц * и и и * л

-------- — ---- И 7 ~ Г е  - постоянвея. На высоте 5540 м дав-
„о р ^ ь - ^  ^ ^ > ш п ы ы  яормвльього; Иа*тл скорость ™  
З‘ в’"’ давленмд г ■«-сотой.

млпЯ с ,  соотношением V -12х. Аргумент * воз 
^ „ р н о  СО скоростью 2 единицы .  емсумду. С «ко й  

рлеглвт Vе KOagtgn #i у пр« х = 3?

c,T r L > * " ‘ wn“1, °1,исыыио"^й °к?ужмость *5f *'*=25 •
* ' гкоооетьЮ 1.5 си/С. С какой скоростью изменяется

р“ »л  4
* *24. В « м »  ">чк*  •*л*л“  lf ir?  * с 400 О Р * "" '""  * ы ' 

с такой ж* скоростью, с кикой а<5спксса возрастает?
925 Сторона квадрат* урмЯТО СТе* со скоростью Какова 

скорость я ш и н п и  паримегря « площади квадрата в тот мо 
к  «гг, когда сторона его равна а?

928. Радиус кругл изменяется со скоростью v. Какоаа ско
рость взноиени* длины окружности н площади круга в тот мо
мент. когда его радиус равен г?

927. Радиус шаре изменяется со скоростью I'. С какой схо 
ростыо изменяются об-ьем н поверхность шара?

928. При каком аначенеш утлп енкус и ewe в  пего я  вд к» м*з- 
левяе* аргумента?

I угла скорости иимеиеимх синуса н 
-- ----_____I я  того же утл» одяпакэаы?

930. Скорость роста синуса увеличилась в л 1*15. Во сколько 
роз при этом изменилась скорость роста тангенса?

931. Прсдаолегая, что объем ствола дере&а пропорционален 
ку15у вго диаметра н что последний равномерно увеличивается 
и» года в год, показать, что скорость роста объема, когда диа
метр давая 90 см, в 25 раз больше скорости, когда д и ам етр  ра 
ъ* н 18 см.

Функции, заданные параметрически

T»M»3^>4ril*>I№f>*Tl"  11КЗН* Г ля заданная декартовыми коордпна-
11 нл яннкк, уравнение которой дано в дярвметрпче

~  л н  ivM K ft (о . 1 ] и а  О КрУЖ П «Клл .1 »- i  +

■м'»« /*> WSJ не лкруж-
" »  Г  _  -г.

S a i q r r  О» Лмкпт -.тг 

У - 2siл * ?



t  •» пррцзаодмАЯ к м  с к о р с с т ь  изм енения

913. f (x )~ *S- jk }. при х * 0 .  f { 0)=<x Бузе, я„  .  

/ (* )  при *• О непрерывной и дифференцируемой?

$1-4. Допп фуккцня f (x )  -1 + \j(x - i f  . Пок*эВ7к> ^  
х *  1 аз приращения фулкивп нельзя выделит* *„ ' 
главную часть, и поэтому / {* }  при х = 1 «с нме«т 
ной. Истолковать результат геоосвтрнческл.

915. = при х *  0, /(0 ) = О. Еуд ,г ,ш фу]ц 
/(дг) при г "О  кепр«рм»«ой, цкфференвд5р>е*сй? ИетедЦ 
результат геометрнчосхв.

916. при г * 0, /(0 ) = 0. Будет л* фт  
!♦#*

/(•*) при х = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 4. Производная как скорость намеке нм
(д альнейш ие прим еры )

Относительная скорость
917. Точка движется по архимедовой спирали р - ш». I 

т* скорость изменения полярного радиус* р относ*теяыг' 
■ТЯрЙОГО угле Ф .

918. Точка движется по лсгарнфкнческой спирали ре'' 
Найти скорость ия«лаевня полярного радиуса, ес.пк н з»'‘ 
что он врюцеегоя с угловой скороотыо ш .

919. Т о ч к а  движется по с-кружкости р = 2гс-оаф Ной*-4 
ролть изменения «бед и осы и ординаты точка, «ли  
радяуо вращается с угловой сдсростыо и>. Поляри**
осью абспнсс, полюс - началом скстячы декмртовых коор^

920. Круг радиуса R  катится б*ч скольжения по 
Центр круг* движетец с постоянной скоростью v. Ней**
Оги Ш т«Н йЯН П  « ( i r n u iv u  X  Я O piX H S'Ii! U ДЛЯ ТОЧКИ:
Гп*1»>»гл

*41. ГНЦЮМ^ГОИЧ«?КО« П МЧЧ^ЯЛТОЯ С

- MwiewcTFK»' « фуикдвея in *- * сП, где «ере* ро w*~'Ро



и. И ДИ*ФЦ*ИЦИАЛ

-------- — ---- И 7 ~ Г е  - постоянвея. На высоте 5540 м да*.
„о р ^ ь - ^  ^ ^ > ш п ы ы  нормального; „айгя скорость ™  
З‘ в’"’ давленнд г ■«-сотой.

млпЯ с ,  соотношеывем V -12х. Аргумент * .оа 
^ „ р н о  СО скоростью 2 единицы .  емсумду. С «ко й  

рлеглвт Vе KOagtgn #i у прх х = 3?

c,T r L > * " ‘ wn“1, °1,исыыио"^й °к?ужмость *5f *'*=25 •
* ' гкооость» 1.5 си/С. С какой скоростью «вменяется

р“ »л  4
* *24. В « м »  ">чк*  •*л*л“  lf ir?  * с 400 О Р * "" '""  * ы ' 

с  т а к о й  ж *  с к о р о с т ь ю ,  с  к и к о й  а < 5 с п и с с а  в о з р а с т а е т ?

925 Сторона к*аЛ *т* урмЯТО СТе* со скоростью Какова 
скорость я ш и н п и  П.римегря « площади к в а н т а  в тот мо 
к  «гг, когда сторона его равна а?

928. Радиус кругл изменяется со скоростью v. Какоаа ско
рость ю ти о ш я  /иганн окружности к площади круга в тот мо
мент. когда его радиус рлв*н г?

927. Радиус шаре «вменяется со скоростью I'. С какой схо 
ростыо демовяютея oS-ьем н поверхность шара?

928. При каком авачеикв углп енкус и ewe в  пего я вд к» м*з- 
ле»я«ж аргумента?

I угда скорости мимеиеии* с-ииуса н
-- ----_____I я  тяго же угла однпакэаы?

330. Cta>i»crfc p o tfi синуса улеличнлась в л 1̂ .  Во сколько 
роз при яхож изменилась скорость роога тангенса?

931. ПрсйЯолег&я, что объем ствола дер*&а пропорционален 
ку15у вго диаметра н что последний ровномерко увеличивается 
и» года а год, показать, что скорость роегд объема, когда дие- 
'•«р ранвн 90 см, в 25 раз больше скорости, когда диаметр ра 
в*н 18 см.

Функции, заданные параметрически

T»M»3^>4ril*>I№f>*Tl"  11КЗН* Г лн веданная декартовыми коордпна-
11 нл лки«н. уравнение которой дано в аярвкртрпч*

~  лн ivMKft (о. 1] на ОКРУЖ1«>С1К .1 ► л +

/•> w’s i н» лкпуж-
" »  Г  _  -Г.

S a i q r r  О» Лмкпт -.гг

У - 2 siл*?



1042. До **>“ - ’
- 2u/ +гяоШввЯ» У 9

~ u" + 2/ + 2У = с.ошеяяю 1/
1043. Д о к а з а ть , nT0

ли '2 = (y - lW " ,оШ*нию 2y /
1044. Д о к а з а т ь , ч то

 ̂̂  L 1 —  0^отношению у У
Hi)' 1045. Доказать, что

;оотношвниж5 у '"~ № у
= ? 1046. Доказать, что

юотиошенимэ ху” + -^у‘ ~
)

1047. Доказать, что
>УЯК1 „  ,эяет соотяоаоеиию у - у

1048. Доказать, что 4 
у = Лзт(<1>< +<u0)+Bcos

удовлетворяет соотношеш

1049. Доказать, что <J
а,в** + й2е

(а 1> в2> <>з, <Г-4 , п  — ПОСТОЯ]

при

isbi Доказать, что i
Ряет соотношению (l - *

*.■ “ »•  Д » м „ , ь, , 
, , ,“ » « » »  (l

лр Д«жааать< что (

И " “ » т » о „ №11к>

.2



1042. До Ka3U" ’
6 v" - 2у +
< ТН*  + 2у' + 2у = 4 

; г  о® в»иК> *  ^
1043. Доказать, что

пи ' 2 = (у ~~ l)yюшеняю 2у 1* >
1044. Д о казать , что 

отношению У3!/" + 1 = 0
И*)1 1045. Д оказать, что 

:0отношвникз у '" ~ 1%
= 1 1046. Доказать, что

:оотношению ху” + %У ~
)

1047. Д оказать, что
Ьунх; „ ,мет соотношению у - у

1048. Д оказать, что <J 
у = Л sin (<ot +<й0)+ В  cos

удовлетворяет соотношен

1049. Доказать, что <}
алеп* + а2е

(el. а2> Oj, <Z-4, п - ПОСТОЯ]
пра

,sbi Доказать, что <
Ряет соотнослевию { l- x 2

*.■ 10И. J W ,  ^  ( 

•"“ " ( i  -  **)*•-

»?' 1(42 Доказать, что



§ 5. ПОВТОРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
ГЛ.

, ПРОИЗВОДНАЯ И д и ф ф е р е н ц и а л

1053. Доказать, что выражение S  = ^^ Гя^ к< д вть-  что еслиv V у J %  jotf-Д° ах2+2Ьху + су2+ 2 g x  +  2 f y  +  k  =  0 . то
нится, если заменить у на -р, т. е. если положить у = 4,

У{ * U j

^ ^  ~dx~~ ~b*+cy+f "  dx2 (tx4cy+/)'‘

_  п о с т о я н н а я  (не зависящая от х и у).

1054. Дано у = f ix ). Выразить через и „
d y i  а х  dxi . Ц,

где А '
1068- Доказать

зать, что формулу в . к й можно преобразовать к виду
I

R 3 =■
функции, з а д а н н ы е  п а р а м е т р и ч е с к и

1069- х = at , У - W * rfyi(Й (й1
1055. Дано: F  (х) = /(х)ф(х), при этом Г(*)ф '(*) = С. & 1070. х = ecosi, p = asinf; ■—f- *» ?

зать, что £ =  -С + ^  + и J f .

Функции, заданные в неявном виде

• 1056. 62х2 +в У  = a V ;  ^  = ?
dx

1057. х2 + = г2; = ? v<i058. i/ « tg (x + у); j r

1 1058. s = l+ te1; •<& = ? • 1060. y 3 + x8 - 3axy = 0; dt
1059. у  = sin (x + у); у " - 1  1062. e*** = xy; y" * ?
1063. Вывести формулу для второй производной 

обратной данной у а / (х).

' 1064. г* + ху = е ; найти у"(х ) при х = 0.

1065. у2 = 2рх; определить выражение к =

1071. х = a cost, y - b s in l;
а х

1072. x = a(<p-sin<p), у = a { l - cos<p); 4 ^  = ?
d x

1073.1) x = acos31, j/ = asin3f; = ?
d x

2)x= acos2t, y=as\n2t\ --f■ = ?dx
1074. 1) x = l n< , y  =  f 2 - l ;  = ?

dx3
2) x = arcein t , y = ln ( l- f * } ;  = ?

W5. x = eico8t, y = at^nt; = ?
Доказать, что функция j/ = / (x ), заданная парамет- 

УРавнеаиями y = e'cost. х = е sin t , удовлетворяет

1066. Убедиться в том, что из у 2 + х2 = Я 2 следУ*1

соотаоШению
*'1

риЧески

где * ■

ть. что функция у = f(x ), заданная парамет-

1 a J T * *  ~ 31 ~ **’ Х  ~  3(2’ Удовлетворяет соот- 
 ̂ W->/3x)=x + 3i



'Ь .  .

" = х - 2 sin х ^

2. ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ гл. N. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

---- У = 2дс2 :-1пг. 1180. у
1161. у - 2aLn х + cos2x

1159. у

(О S х < 2п)

1162. у - х ■*- cos* .

---- г

11вз. у = 1 п |* + 1 / т ^ .

= x'feix  - х2 (а > 0).
функций.

1164. у = *\сзх  ~х~ (а>  О).
В  задачах 11^5-1184 найти экстремумы функций.

2**= _ 3 * 2 . 1166. у = 2х* - бх2 - 18* +71165. у = 2 * * - 3 * 2 .  

1167. у =
*  +ХЧ-1

1169. v = —у—.___1...,
1®(:%4+4;с*+30)*

* * v v .  у  — « а  Аид;

1168. у  = Vx3 - Зх2 Г ? .

1170. у  = - х Ч х г +2.

1172. у = - M L r .  
««•Л1*

1174. у = ^(ж2 - а2)* . 

1176. у = х - In ̂ 1 + *

1171.

1173. у =
V4-^8xs 

1175. у = х — in(l + х).

1177. у = (х —  5f t f x T i f .

1178. y = (x* - 2 x ) ln x - |x 2 +4х.

1179. у = -^(^с2 + l j  arctg х--|-х2

11 “ О. у = ^(-»e2 - l)a rc3 in x  + l x V l - x 2 - ^ х 2 

1. v = X 8kn г + пм Г - 1  L  * < v < ДV

2 - ^-jarcainx + ̂ xV l -х2 - ^  

1181. J/ = X 8«ui х + сое х - J  х* < х S &).4
1182. у - —  xjcosx + sin 4 ^

1183. у - ■kj£-cosn(x + 3)+-1j-sinn(x + 3) (О < х < 4).

1184. у = ае**"* + ъе-р1у  -  —  л о е - .  и
В  задачах 11 85-1197 найти наибольшее и иаимсиь ^  

чения данных ф 'ункций на указанных отрезках и в У 
интервалах.

1185. у = х* —  2х2 + 5; [-2 ,2 ].

1 » . , -  + ̂  0̂,41‘ 
iw r. У = х* ' Ьх* +5x8 + 11 I-1 *2! ’

I» 8 .y  = ^ ' 3 / + 6 X ‘ 2; И ’ 1!*
1»9. y .V lO O - **  (- 6 < x S 8 ) .

Щ1. У = ( °  - *  й 4)-

192. У = ^  + -Йт (0 < х < i )  (а > 0, Ь > 0).

1 93. у  = sin 2х - х "j ^ х S -j)- 

194. у = 2 tgx- tg2x (0 £ х < | ) .

1.95. у = Xх (0,1 £ х < -и»).

1:96. у = ^(х2 - 2х)2 (O ^ x S  3). 

lt»7. у = Arctg (О < х < l).

Неравенства
Е задачах 1198-1207 доказать справедливость неравенств. 
U98. 2Vx>3--i (х>1). 1199. ех > 1 + х (х *  0).

*а®°- х > ln (i + х) (х > 0). 1201- Inх > (х > l).

^ 2 . axarc tgx iln f l  + x2).

1 + xln| х + V l + х2 j  5 V l + х2 •

’2M i n ( u , ) > i a e
]205. + ̂  (x> 0 ). 

206- sin r  + tg x > 2x (o < x < •§)•

W7. chx >1 + -̂ - (x *  0).



Задачи на отыскание наибольших 
и наименьших значений функций

$ 2. ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРВОЙ производной ГЛ. IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

,220. Периметр р*внобедренного треугольника равен 2» г,
„олжяы быть его стороны, чтобы о*ьем коГуса■'TW'vrom иуса> °браэ0.

ковы Д0_^,"7ением этого треугольника вокруг высоты, опущен- 
“ '■’У**ян0Г°0веян и е , был наибольшим?

12»». К.КО . по»ож н «,ь„о . число, 6уду,и  д а <  я .

1208. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы ваено1"0
их кубов была наименьшей. ИОЙ «в - Г ^ в ы с о г у  цилиндра наибольшего объема, который 

1221- в шар радиуса R.
шм ему числом, дает наименьшую сумму? *ожн<> высоту конуса наибольшего объема, который

1210. Число 36 разложить яа два таких множителя, ^ I 222' ть в шар радиуса R.
:умма их квадратов была наименьшей. цоЖ«0 вп“ св_ евая капля, начальная масса которой

1211. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем ко* ***** м силы тяжести, равномерно испаряясь, т 
•о был бы равен 72 см3, причем стороны основания относу п0Д дейстЮ^  п р о п о р ц и о н ал ьн а  времени (коэффициент пропор- 
зы, как 1 : 2. Каковы должны быть размеры всех сторон, ч- ^ ыЛк.1**^ти р авен  к). Через сколько секунд после начала па- 
юлная поверхность была наименьшей? Г-1 ' ЦИ01,аЛкинетичбская эн е р ги я  капли будет наибольшей и каков*

падает
так что

±
Рис. 16

денИЯ —
она? (С оп роти влени ем  воздуха пренебрегаем.)

1224. Рычаг второго рода имеет точку опоры в А; в точке В
j  (AS = а) подвешен груз Р. Вес единицы длины рычага равен к.
_  Какова должна быть длина рычага, чтобы груз Р  уравновеши

вался наименьшей силой? (Момент уравновешивающей силы

1212. Из углов квадратного листа картона 
зазмером 18x18 см2 нужно вырезать одина
ковые квадраты так, чтобы, согнув лист по 
пунктирным линиям (рис. 16), получить ко.
Юбку наибольшей вместимости. Какова 
должна быть сторона вырезаемого квадрата?

1213. Решить предыдущую задачу для прямоугольного. должен Равняться сумме моментов груза Р  и рычага.) 
га размером 8x5 см2. 1225. Расходы топлива для топки парохода пропорциональ-

1214. Объем правильной треугольной призмы равен у К * ку6у его скоР °сти- Известно, что при скорости в 10 км/ч 
»  должна быть сторона основания, чтобы полная н -рхж раСХ0ДЫ на топливо составляют 30 руб. в час, остальные же 
зризмы была наименьшей? расходы (не зависящие от скорости) составляют 480 руб. в час.

1215. Открытый чан имеет форму пилинлп* ГТп„ m i ? Р"  1“* °*  СК0р0сти парохода общая сумма расходов на 1 км 
объеме «, каковы должны быть радиус основания и высота; бУА”  ПРИ ЭТ° М ° бЩвЯ

« ■ » « « ?  1 Ш . Три и , . * , .  А, В  и С р.сп.ложе.ь, тли. „ о  Z A B C  *
соотношение между радиусом R  и высотов =60». Из ______

,илиндра, имеющего при данном объеме, наименьшую пой пункт, а выходит автомобиль, а одновременно из
поверхность. ^  а ~ поезд. Автомобиль движется по направлению к В  со

1217. Требуется изготовить коническую воронку с обр«! Км/ч* поеаД ~ по направлению к С со скоростью
Ней равной 20 см. Какова должна быть высота воронки, ^яние Момеит времени (от начала движения) рас-
ве объем был наибольшим? АВ - y П0езД0м и автомобилем будет наименьшим, если

12 1Л Нч км?

:ектора свернут^конич^к^^ов^хнм т^^ри^ако^зна^  Пр° ВвСТИ Х° РДУ ВС

ковы должны быть его^стоооны*НОГ°лТРе^ ОЛЬНИКа РвВбН Четр4> впислв** стороны прямоугольника наибольшего пери-
»  . р . « Г , и  2 Г ^ ™  ° foe“  ™ * ’ ^  t  В  .  ™  радиуса ft.
наибольшим? ника В0КРУГ его основания’ больщ^ площ^**** С€Гмект круга вписать прямоугольник наи-



I  2. ПРИМЕНЕНИЕ П Е^О Й  ПРОИЗВОДНОЙ *
---------- - -------------- ------ ---------- _____ ГЛ. IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

1230. Около данного цилиндра описать конус ________________________________________1 I
объема (плоскость основания цилиндра и конуса лолж ^ ^ ^ ^ Г п ^ *  железа ШИРИН0Й в должна 6ьт> согнУта в виде дать). ии соц, I*  цилиндрического желоба (сечение желоба имеет

1231. Найти высоту прямого кругового кон«а иал„ кругового сегмента). Найти значение центрального 
объема, описанного около шара радиуса R. Ri^ P Драющ егося на эту дуг у, при котором вместимость же-

1232. Найти угол при вершине осевого сечения д е т  наибольшей.
наименьшей боковой поверхности, описанного о к Г л  > 1 2 4 4 .  Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного конуса, шара писанного около дан>! зад аний  которого равны соответственно 2 м и 1 м.

1233. Каков должен быть угол при вершине Й уе тся  вырубить из бревна балку с квадратным поперечным
треугольника заданной площади ч т о б П а ^ Г ^  АР^ £ ** * * « ' ось которой совпадала бы с осью бревна и объем

.г™»,,™»»..,,.,, „  < т оы радиус вписанноц __„.к  был бы наибольшим. Каковы должны быть размеры
этот треугольник круга был наибольшим? которой оыл

1234. Найти высоту конуса наименьшего объема, опием» ̂  1245 Ряд опытов привел к п различным значениям * 1(
го около полушара радиуса R  (центр основания конуса лежщ г х для исследуемой величины А. Часто принимают в ка- 
Ue7 ^ r L  « честве значения А  такое значение х, что сумма квадратов от-

• должна быть высота конуса, вписанного вщ, и1ан»якй его от Xt, х2, ... х„ имеет наименьшее значение. Най- 
^ ь ш е й ? ^  ТОГ°  еГ°' ПОВеРх« ° ^  ^ л а  I  "Гудовлетворяющее этому требованию.

1236 П-тязп •  ̂ , 1246. Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей точки
пмКи ТЬ’ 470 конический шатер данной вмесгимои берега; с миноносца нужно послать гонца в лагерь, расположен-
тр ует наименьшего количества материи, когда его высота ный в 15 км, считая по берегу от ближайшей к миноносцу точ- 
V2 раз больше радиуса основания. ки берега (лагерь расположен на берегу). Если гонец может де-

1237. Через данную точку P ( l , 4 )  провести Пш  , - Лать пешком 1,0 5 км/ч’ & ка веслах по 4 км/ч> то в каком 
чтобы ™ uu .  „ „ „  пункте берега он должен пристать, чтобы попасть в лагерь в
чтобы сумма длин положительных отрезков, отсекаемых ею. кратчайшее время?

осях’ была наименьшей. 1247. Прямо над центром круговой площадки радиуса Л
стороны прямоугольника наибольшей площая нужно повесить фонарь. На какой высоте нужно это сделать, 

вписанного в эллипс ~  + -Н- = 1 . чтобы он наилучшим образом освещал дорожку, которой обве-
12  . °  ь двна площадка. (Степень освещения некоторой площадки прямо

• На ти наименьший по площади эллипс, описании пропоРЦиональна косинусу угла падения лучей и обратно про- 
^ ^ло данного прямоугольника (площадь эллипса с полуосямн П0РЧи°нальна квадрату расстояния от источника света.)

равна ' 1 __ 1248- На отрезке длиной I, соединяющем два источника све-

1240‘ Через какую точку эллипса 4  + ̂  = 1 следует «* ^  наимене€ освещеЯНу,°  точку‘8 18 ни * Картина высотой 1,4 м повешена на стену так, что ее
этой" К“СаТвЛЬНу,° ’ чтобы площадь треугольника, составленной Иий КР*Й на 1,8 м выше глаза наблюдателя. На каком рас-

касательной и осями координат, была наименьшей? Же**ии стены должен встать наблюдатель, чтобы его поло-
1241. На эллипсе 2х2 + у2 = 18 даны две точки A l l  4) 1 (т . ,  1 ^ Л0 наиб°лее благоприятным для осмотра картины

В(3 , о). Найти ка лйянпех ^ угол зрения был наибольшим)?
б „ псе тРвтью точку С  такую. ч'!' • Груз весом Р, лежащий на горизонтальной плоскости,

ощадь треугольника ABC  была наибольшей. пРопор ЫТЬ СЯ*ИИУГ приложенной к нему силой Р. Сила трения
242. На оси параболы у2 = 2рх дана точка на расстояний * лена а^ ° Нальва силе> прижимающей тело к плоскости, и направ-

ОТ ввришны' абсциссу х ближайшей к ней точки криво» (К(*Ффи1ад силы- Коэффициент пропорциональноститрения) равен к. Под каким углом ср к горизонту



§ 2. ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРвОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

надо приложить силу F, чтобы величина ее оказалась нацм̂  ГЛ. W. иССЯеД°ВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ИХ ГРА— К°-
" Г .................— J  - ’ ---------------------- -— ---- "  " “ «««еь, ----- „г т е м й  ко о р д и н ат хОу д ан ы  т о ч к а

Определить наименьшую величину сдвигающей силы. --- “"*ГпРЯМоуг°льн
1251. Скорость течения воды по круглой трубе пряМо l2$®- /(•*)• Показать, что расстояние между по- 

циональна так называемому гидравлическому радиусу и ****** Г  ^  и перемецной (х , / (* )) может достиг-
ляем ом упоф ормулеЯ^ , где S - площадь сечения точкой  ̂ направле„ии нормали к кривой

в трубе, а р -  смоченный (подводный) периметр сечения 9KCTP*Mjr,*a 
Степень заполнения трубы водой характеризуется центра.! -/(<)•
углом, опирающимся на горизонтальную поверхность т е ц . й функции / (* )  называется функция F {x ). 
воды. При какой степени заполнения трубы скорость ^  р ер*ообр0ЭН°  F ' M *  t(x).
воды будет наибольшей? (Корни получающегося при р^ водная которой равна данной функц 
задачи трансцендентного уравнения найти графически.) произв»*'” "

1252. На страяице книги печатный текст должен занц чах 1260-1262 показать (при помощи дифферен
5 квадратных сантиметров. Верхнее и нижнее поля дол, В ^ 'без него), что данные функции являются пер раз
быть по а см, правое и левое - по b см. Если принимать boi**®1 яой и той же функции.
мание только экономию бумаги, то какими должны быть i ® я^  а
более выгодные размеры страницы? 1260. у = 1в ах и у - п х •

1253*. Коническая воронка, радиус основания которо* ^  ц = 2sin2 х и у = - cos2x. 
а высота Я , наполнена водой. В  воронку опущен тяжелыйt г ( \2
Каким должен быть радиус шара, чтобы объем воды, вытм 1262. у = (** + е~* J и У ~ у ~ е * ) ’ 
ной из воронки погруженной частью шара, был наибольших' у_ '  1

1254. Вершина параболы лежит на окружности радиуа 1263*. Показать, что функция
ось параболы направлена по диаметру. Каков должен быть 2 2/i+  cosxcos(- + .г)
раметр параболы, чтобы площадь сегмента, ограниченного! у - cos х + cos U  т J 1
раболой и ее общей с окружностью хордой, была наиболыв su -течение этой кон-
[Площадь симметричного параболического сегмента равна Л всть константа (т. е. не зависит от х). а 
третям произведения его основания на «стрелку» (высоту) ] °танты.

1255. Конус, радиус основания которого R, а высота й, 1264. Показать, что фуакция у - 2 arctg х + arcsin есть 
ресечен плоскостью, параллельной образующей. Каково до®
быть расстояние между линией пересечения этой плоской1 *ож»авта при х И .  Найти значение этой констан 
плоскостью основания конуса и центром основания конус*. * 1265. Показать, что фуакция 
того чтобы площадь сечения была наибольшей? (См.
щую задачу.) ‘ у = arccos^— :2- - 2arctgj I,

,  . n lil  4 + JWSI I 1 Utp £1
1256. Для какой точки P  параболы у = 2 рх отрезок нор*

в Р, расположенный внутри кривой, имеет наименьшую дляНУ есть константа при х> О. Найти значение этой
1257. Показать, что касательная к эллипсу, отр езо к  к®1̂  оае*анты.

между осями имеет наименьшую длину, делится в точк«> 12вв Убедиться в том что функции !«** ,  ez shx и е* chx 
ния на две части, соответственно равные полуосям эллияс8' , Отди ' 2

1256. Доказать, что в эллипсе расстояние от центра Д° ̂  ^  вк>тся одна от другой на постоянную величину. Показать, 
бой  нормали не превосходит разности полуосей. (Уд °бй° Ка*Дая щ  даНных функций является п ер во о бр азн о й  для 
пользоваться параметрическим заданием эллипса.) ч>УН1Щии е2*,
*-2Ю1



S 3. ПРИМЕНЕНИЕ ВТОРОЙ П РО И ЗВО Д И

--------------  _____ it/, 1МЙ И ИХ ГРАФИКОВ ______
§ 3. Применение второй проиаГГ^Х */ иослед°̂ !_------—  пи1(Л,,й

* а0Аи функции везде выпуклый
Э к с т р е м у м ы  iS£7 2 e T № * ^ ;  эта функция на может иметь более од-

В  задачах 126 7-127 5  найти экстремумы дадЧЬ1 *** гоЧЛеН с п о л о ж и те л ьн ы м и  коэффи-
поладу^ь .тарой пр .„» .д н о »  f W  '  "  ст.п .«.й . П о м » ™ , что

1267. у = х*-2ах2 +а2х (а>0). l28  ̂ „«яыми показателями
цивят^и “  - р {Х)+ ах + * «*зде вогнутый.

1268. у = х2(а - х)2. 1269. у = x + ^L (а > 0j фуя*цйк У ^  и v »  v  (* ) вогнуты на интервале

1270. у = х + 1271. у = r V 'T v .  ,ав5* ЛЯИ,! 1  я4 данном интервале: а) линия у = <р(*) +

1272. у = chax. 1273. у = x V * .  М ‘ Д° ’̂ Г б) «ли  <р(*) « * ( * )  положительны и имеют
1  + ¥(*) ®° ’ h = <d{xW(x) вогнута.1274. у = -г~. 1275. у = хх, w  минимума, то линия у ' *

общу avmkhhh. если известно, что1276- При каком значении а функция f(x)=a® 1286. Выяснить вид граф

+ £sin3x имеет экстремум при х = f  ? Будет ли это навд » «нарвале (а,Ь): «' < 0. «Г > 0;
о 1)V>0, * Г Лилиминимум? * 0; 4> у > 0 , у '< 0 ,  у <0.

1277. Найти значения а и 6, при которых фуи d )» ’ s „  s . „  „ « « п м ш  so-
в задачах 1287-1300 найти точки перегиба и интервалы во 

у = a ln x  + bx + х имеет экстремумы в точках х, .  1 и v   ̂выяуклости графиков данных функций.
Показать, что при этих значениях а и Ь данная функции * _ * „  * *»аа _ I*  * 1\4 *■/>*

1287. u = х - 5х + Зх - 5. 1J88. y - [X  + i )  t e  . минимум в точке xt и максимум в точке х̂ . *
1289. у~ х *-  12х* + 48хг - 50.

Вы п укло сть ,  вогнутость ,  точки перегиба 1М0. = ,  + збх2 _ 2jc» _ 1291. у  = Зх5 -  5 х * + Зх - 2.

1278. Выяснить, выпукла или вогнута линия y = *i 1292. у = (* + 2)6+2х + 2. 1293. у = j  (а> 0 ).

- 15х2 + 30 в окрестностях точек ( l , l l )  и (3, 3). 1294. у = а - t fT T . 1295. у = e,ul * (- — < х 5 -•).
1279. Выяснить, выпукла или вогнута линия У‘  2

1 \ 129e-V = ln (l + x2). 1297. у <= -  In -  (fl>0).в окрестностях точек I I ,  и I - 1, - 4 > * х о '  '

1280. Выяснить, выпукла или вогнута линия У ~ ** ^  *  *  tf(x ~ &) • 1299. у = е ** ■ 

в окрестностях точек (1, 0) и ^  вщ *(121пх-7).

1281. Показать, что график функции у = * arctg* ^  ЛИНИЯ ^ = Л 1  имеет три точки пере 
гнутый. J P 0ДН° Й Прямой-

1282. Показать, что график функции у ® ln l* I 8а » , \ т°чки  перегиба линии y - x s in x  лежат
нни V |4 + И . 4_*выпуклый. I •



§ 3. ПРИМЕНЕНИЕ ВТОРОЙ ПРОИЗВОДИВ

1303. Показать, что точки перегиба линий 

на линии у2(4 + х4j = 4.

1304. Убедиться в том, что графики функций 

у - е 'х sinx (кривая затухающих колебаний) «чек* 
касательные в точках перегиба линии у = e~xsinx

1305. При каких значениях а и Ь точка <1
'  ' ) СЛУЯС*!

кой перегиба линии у ~ ах® + Ьхг ?

1306. Выбрать а и р  так, чтобы линия х2у +си^  
имела точку А (2; 2,5) точкой перегиба. Какие ещеточк», 
гиба будет она иметь?

1307. При каких значениях а график функции у = <\ 
имеет точки перегиба?

1308. Доказать, что абсцисса точки перегиба графим 
ции не может совпадать с точкой экстремума этой функци.

1309. Докааать, что у любой дважды яиффереицнрц 
функции, между двумя точками экстремума лежит по upti 
мере одна абсцисса точки перегиба графика функции.

1310. На примере функции у = х* + 8х3 + 18х2 +8 и 
рить, что между абсциссами точек перегибе графика фу*' 
может и не быть точек экстремума (ср. с предыдущей

1311. По графику функции (рис. 17) выяснить видгр»*}1 
ее первой и второй производных.

1312. То же сделать по графику функции (рис. 18).

y-f(x)

n .w .n c c / ^
HUE ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ

Ряс . 19 ^  20
1313. В ы я с н и т ь  вид графика функции по данному графику

*  "шГВыяснитьвид'графика функции по данному графику

Г з Г м Г а а д а н а  Параметрическими уравнениями х = ф(<), 
= v (( ). У б е д и ться  в том, что значениям i, при которых вы- 

. »V"-v'C меняет знак (штрихом обозначено диффе-ражен ие

ренцирование по <), a <Р'(*) * соответствуют точки перегиба
линии.

Ь х

Рис. 17 Рис. 1*

1316. Найти точки перегиба линии х = г2 , у * 3* + t3.
1317. Найти точки перегиба линии х = е1, у = sin t.

§ 4. Дополнительные вопросы. 
Решение уравнений

Формулы Коши и правило Лопиталя

318. Написать формулу Коши для функций f (x ) - sin х и 
<Р1)-1пх на отрезке [а ,*], 0< а<Ь.

Написать формулу Коши для функций / (х) - е1х и
Ф|Ж| — 1 о. _х '

Цвй /(х)=г> "Т* спР&веДливость формулы Коши для функ- 
1321 t w  И Ф = Х* +1 на [1 ,2 ].Проверить. лгт»ч

Цвй /(х) = 3in нраведливость формулы Коши для фукк-
*  ф(х) = х + cosx на отрезке |о, -|J.



§ 4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ. РЕШЕНИЕ урА0 

1322. Доказать, что если на отрезке [а, б] и * ^
I ~./ \J - • '• ' ' v

гЛ  N  И С С Л ЕД О ВА Н И Е  ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ
Jm u .

ношение \f(x^ > (<p'(r)f и <р'(х) не обращает^ в Вул̂  *****
ведливо также соотношение | Д/(лг)| > j д<р (",.4  ̂ 1346.

f  (х + Ь * )- f  (* ), ДФ (* ) = Ф (* + Ддс)- ф (*), а ,  *  4' I»45' ^  ***** л, х 1 1348. lim [* sin .
x + 4t4 i ff-_2arctg.t;in* J- x—»°° J

(вольные точки отрезка [a, i>J. js47. №  lv r, 2 2» r4,l
i. lim (а -<P 1^21 •u>-*a t ' J

( / « ' j .

I 1
l. lim ~ I" x j

извольные точки отрезка [a, &].

1323. Доказать, что на отрезке [* , | j  (Х 2 0) ц49- В *

функции у = \п (l + x2) меньше прир(1Щваия ^  lim f c ' t a ? )

у = arctg х , на отрезке [1, * ] - наоборот: Д arctgx < Ц , ,  ^  щп

Пользуясь последним соотношением, показать, что на ot>

J i ,  l j  a rc tg x - ln |l + x * j> i- ln 2 .

В  задачах 1324-1364 найти пределы.

1325. lim bJfflUE.. Щ

1350 ф—>а

1352. limje—»0
(ctg ЯГ - 1 ).

д, — '  *>
. 1354. lim У  (а + х)(& + х) (с + х) - х].

1355. limJC->*
1356. lim

х-*0
2 г2х ех

,2х-«

1324. lim ”7=—р*
Х-*0 VX—Ja. 1-̂ 0

1326. lim - — .
х-»0 r in *

1328. lim .
х->0 х*

1330. lim*_»о *-*•*

1332. lim
x->o Xя-а"

1334. lim s - A r .
*_»0 «МЖ-1

1336. lim s ^ S lL .
x-*0 x j l - x 3

1338. lim £ г.»~я-9*щ
x->0 * - м п *

f *—4?.—l l -т—1
1340. lim --- 5— I- ’

1327. lim t i a s s i .
x-*0 e* -cos|5x

1329. lim *d L lr .
x-tO 'Jsinbx

1357. lim (tg*) 
*-»

f a .

1358. lim x
x-»o

sin x

1359. lim ж 
* - » 0

1360. lim  M ' 
*-*0 ‘ x/

1362. lim ( 2 - f f

1331. lim
X—»

n 1368. Um f l + -VV.
.» V **)

1364. lim
X—*0

toft-*)1”  1

1333. lim J,*

ж Hit ---------—

x-»0 coex+ V-1

■ 11M _ *
x —*0 Cx - d x  

1335 “ ” 0 

1337. lim
*_♦<, ln\fx- r )

1339. lim
x —»0  « * “ *

1841- lim И " 1jp—>0 sin ^

1342. Um
x—*0 6sinx-ex+x

, m a m  «яд а сд а г , »  ”1365. Проверить, что x+g»nx

быть вычислен про правилу Лоииталя. достаточно больших
1366. Значение какой функции (пр

значениях х) больше: а*х“ или х* ? остаточно больших
1367. Значения какой функции (при Д ловИи, что 

значениях х) больше: f {x )  или 1пЦ *Ь Р
/(*)-»« при х ~ .

,, . х\\ - бесконечно*368. Пусть х  —» О. Д о к а за ть , ч т о  «  — /

•М ал вер*ого п ор яд ка  о тн о си тел ьн о  х . \п 1? +  х )  ~
136». п У„ к  , ^ о .  Д о к а за ть , ч т о  1 « ( 1 + + '

6*ско®*чао ‘•алвд второго порядка относительно х.



•■О. К  окружности радиусе г 
пР°*»на касательная в точке А  
(Ри<1) и на ней отложен отрезок 
Айнина которого равна длине 
ДУГ’М . Прямая M N  пересекает 
пР°жение диаметра АО в точке 

'Чновить, что
q j j  _  r(ccota-sina)

_____§ 4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ
I ,v ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ и ИХ ГРАФИКОВ

*in a-a

л *г - т + *3 ~ Зах2+а31384- . ____
= х2 +1-

1387. У = хе 1
, s х arcsec х.

Рис. 21»  » v .  м л

где - радяакная мера центрального угла, соответствую-
ДУГЧИ-, и показать, что lim OB -2г.

а-» О

Асимптотическое изменение функций 
и асимптоты линий

^1. Проверить, исходя непосредственно из определи 
ЧТ('«мая у = 2х + 1 есть асимптота линии у =

X
72. Проверить, исходя непосредственно из определи 

чт^ямая х + у = 0 есть асимптота линии х2у + ху2 = 1.

73. Доказать, что линии у  = V *3 + З*2 и у Х-1 аси!

тот*ски приближаются друг к  другу при лс —> ±°°.

^4. Доказать, что функции /(ж ) = V** + 2дг4 + 7х2 *1 

Ф х8 + х асимптотически равны друг другу при х-*‘ 
В ° 1ьзоваться этим обстоятельством и вычислить пР1̂ 
жв) /(115) и /(120). Какую погрешность сделаем, поло*
/А) = ф(100)?

«дачах 1375-1391 найти асимптоты данных линий*

frS* £t ~^2 s  I*  1376. ху = а.а Ьг

1385- {y + jr + 1)
1388. у s хе * +1.
1390. у - 2х + arctg ~ ■

l3fll f { * )  ~ многочлен (а ^ 0).

;392. Линия задана параметрически уравнениями х = ф(<), 
и - y(t) Доказать, что асимптоты, не параллельные коорди
натным осям, могут быть только при тех значениях t = <0 • ПРИ
которых одновременно

lim <]> (f) - «> и l im w (t }  = «,.
<-♦<0 *-**0

При этом, если уравнение асимптоты есть у = ах + b, то

-«!»(*)]•
Как найти асимптоты, параллельные координатным осям?

1393. Найти асимптоты линии х = | , у  = .

1394. Найти асимптоты линии х - ~ , у = у .

1395. Найти асимптоты линии х = „  e _ d _ .
I-r2 * I-»2

1396. Найти асимптоты декартова листа х = , у =
1+<* l+i

J 397. Найти <-8асимптоты линии х = -Vs-. У '•i -4 У <|г-4Л

1379. "  = /• + —а!

W a  а  / , «\2 >4». ^  -г х/ — д!

!81. у3 = 6х2 + х3 ,

(■*“ *)
1380. у9 = л3 х3. * 
1382. у * ( * *+ l ) .  * * ( * * " J)*

Общее исследование функций и линий

ФУнкви«Д*ЧаХ 1398-1464 провести полное исследование данных 
^И Н РЧертить их гоа&ики.

1399. у = - а ■ 1400. у
х*-1



1
§ 4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ РЕШЕНИЕ УРав .^  1

» = 1403. у =1402. у
х*-1

1404. y = 32x2(xa - lV  

1406. |, = x2 +-V.
ДГ

X
1407. у = M z L

(* - i? '
1408. У = - ^ .

8 - j r

1410. 1/(лг - 1) = ас3.

1412. у  = „  ----- *
(*+i)3 £ Г ~ * .

t. xy = (x2 - lj(x  - 2). 1415. (у - x).r4 + 8 = 0.

I. у = 1417. у = x2e~*.

1414.

1»1И . у ~ --J
2(xM)J '

1411. j/(o:3 - l ) * ^  

1413. у  =

1416. y = ^-.e
1418. y = ^~.*  X

1420. у = ln (x2 + lj .

1422. у = x V *  .

1424. у = - Ц .
« -1

1426. * « (и - ± ) '.  

1428. у = х sin дс.

1419. у = x-ln(x + l). 

1421. у = а:2*-**.

1423. у = хе~** .
1425. у = * + JlL£.* ж

1427. у = х + sin х.

1429. г/ - In cos х. 
---  = х - 2 arctg *■
М--Ш+.КГ. у

1430. у — cos х — In cos x. 1431. у ~ --

(без отыскания точек перегибе)

>регяб*)"

1432. у = - Л --
w  X * - 4 J T 4 J  v * “ r v i v « n » n  U V f > —  —

1433. у  = *sin * - sin x (без отыскания точек neper* 

» - V ? - x .  1435. у 3 = x2(*2 - 4)

1436. (3y + x f  = 27x. „ f ,

1438. j/ = (x - l)* (x  +1)3. 1439. y3 - 6x

1435. y 3 = x2(x



ro . r v ^ ^ - r
ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ

1441. ( у - х 2)* = х \  

1443. у2=х3-х. 

1445. у2 = * 2(*  - 1)- 

1447. х2у + ху2 =2.

2 - ДГ3 + 1 •
144*» л

г  ̂ .
144в- У 3*

2 *2 a+i /строфоида) (а > - 
144S.V .-г
lii9  9уг ^ * ' * 4- 1450- 25у2 = х2 \ 4 - х2 j .

.4 1452. х У  = 4(х-1 )..2 _
1 « 1 .  У
1453. у2(2а -х)= х3 (циссоида) (а > 0).

1454. * У  = ( * - l ) ( * ' 2)-
1455. х У  = (<* + х)3(а - х) (конхоида) (а > 0).

1456. 16y2=(x2-4)2( l- x 2). 1457. у2 = ( l - x 2)3.

1458. y V  * (xJ - lj*. 1459. у2 = 2exe

1461. у = е * х.

-Sx

1460. у -е* -х.
1462. / (х )- Л £ , /(О) = 1.

1463. у = \ - хе *̂1 при х *  0, у ~ 1 при х = О.
1464. у = x2-4|*| + 3>
g 3̂ ддХ|

1465 1469 и°следовать функции, заданные пара- 
» начертить их графики.

*465. х = t3 + а» . 1 з
и ..  + 3* + 1, у = г3 -  3f + 1.

1467. * * -3l- I» - 3(21ч”  J - f j .
14ЛЯ 1+t‘ « в .  х  = {<t
1489. * • ' » - * * * '

* - 6 arctg/.

: 2a^  t-fl С о л

Л * У = 2a 8in f - a sin 2* (кардиоида).



§ 4. ДЗЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ РЕШЕНИЕ УРАй н рНиг,---------- — --- -------------- ------------ ;  и ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКОВ

В задачах ГО-1477 исследовать линии, уравнГ N л --------------  „
рых заданы в 1ярных координатах. И|! * ^ --- Z. ^зать. что уравнение х + Зх - х - 2 = О имеет два

1470. р =в,,3<р (трехлепестковая роза). 1^ 7- По* ^ „и т е л ь н ы х  простых корня, принадлежащих
1471. р *  аяр. (и тол»-110 ^  янтврвалам (-1 . 0) и (0 . 1). С помощью метода

1472. р ««► * * ) .  * * * £ „ ^ Р » и С ТОЧН° СТЬЮ * °, V  п ,/  \,  . яро6 * ~ ,„,йть ЧТО уравнение Д х ) = а * 0 ,  где f (x )  - мно-
1473. p -a f ’Cosip) (кардиоида). 1488- ГГоК113*7 »-г/ уд яд ; » 0яоЖИтелькыми коэффициентами, показатели степеней
1474. р a ef бсовф) (а > 0 , b > l) .  гочл*и с п которого явЧетны, имеет один и только один дейст-

всех члеяо нь (который может быть и кратным). Рассмотреть
1475. р = у жезл). 1476. р = ^ arctg-. когда а = 0- Найти с точностью до 0,01 корень уравне-
. Г Г  I----  ’ ’ з . з г - 1  = 0 , комбинируя метод пробе методом хорд.
1477. р * v! f , <р = arcsin t + \ l - 1  . яия * +5,х
В задачах TR-1 j» i 1480. Доказать теорему: для того чтобы равнение х + рх +

запитяльпл пг. исследовать и построить линии,» _ А „мело три простых действительных корня, необходимо и
варнтельно пр1ад их уравнения к полярным координатL  +« ^

147ft f 2 I8 2 2 2 / . m  достаточно, чтобы коэффициенты р и q удовлетворяли неравенст-
1 х̂ + = 4а х у . 1479. (х2 + y 2jx  = <Гу. 4pJ + 27̂ 2 < 0. Найти с точностью до 0,01 все корни уравне-

1480. х4 + f: а2(х2 + у2|. ния х* - 9х + 2~ 0, комбинируя метод проб с методом хорд.
/ „ . ,г > 1490. Показать, что уравнение х* + 2х2 - 6х + 2 = 0 имеет

1481. х̂ + (* _  у  ) = 4х2у2. два (и только два) действительных простых корня, принадле
жащих соответственно интервалам (0,1) и (1 .2). Комбинируя

Р е ш е н и е  у р а в н е н и й  “ «ГОД хорд с методом касательных, найти эти корни с точ
ностью до 0,01.

1482. Промть, что уравнение х* - хг - 8х + 12 = 0 и 1491. Показать, что уравнение х*+5х+1 = 0 имеет единст- 
один простой )Рень х, = -3 и одни двукратный кг? ®*ииый действительный простой корень, принадлежащий ин- 
хг = 2 . тррвалу (- 1 , 0), и найти этот корень с точностью до 0,0 1 , ком-

1483. Поветь, что уравнение х* + 2х3 - Зх2 - 4х+<: ^ ИфУ* Метод ХоРд с методом касательных.
имеет два двукгных корня х1 = 1 и х2 =-2. HtHtlfl3̂ a4ax 1492-1497 приближенные значения корней урав-

1484. Убедкя в том, что уравнение xartsinx-0 *  проб, мет^” х Ч ?  “ " Т *  “ *ТОДв 
только один «ствительный корень х =* 0 и „рито- » ПользовГтЛ *1 **  касательных' (П РИ необходимости 
кратный. » уравнение) таблицами значений функций, входящих

1485. Покаа,, что корни уравнения xsinx= 0 им‘|0,: 1492. тт«»___
У = hx (к = 0,ц, ±2 , . . . ) ,  причем значению ft = 0 со** ^ « т е л ь н ы й  = 2 Т° ЛЬК°  ° ДИН ____ j  (0,П „  корень, который принадлежит интервалу

Д укратньлорень. Какова кратность остальных кор« ’ йтн этот корень с точностью до 0,01.

един ствеи н ы й м  ЧТ°  ^  ~ 3х2+6х~ ' ЧГо УР*внение х !п х  = а не имеет вовсе дей-динственный датвительный простой корень, принад*»*4 ,HHTeDBajrv (а и » . * . .  л ! *  —  в < - А  имеет один действительныйрЕалУ ( ° .  J и найти этот корень с точностью до О.1’ АВук1*твый ^  •
зуясь методом вб. ^  в = ~^, два действительных простых



§ s. ф ормула Тейлора и ее применение
гл IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ1 гл. ----------- --- —

корня прн --<  а <0 И одни действительный простой ___ — --- "  ф о р м у л а  Т е й л о р а
прн а > 0. Найти корень уравнения *  in х = 0,8 с точно*,.
0,01. П) Написать формулу Тейлора п-го порядка для функции

1494. Показать, что так называемое уравнение Ке * = -1 •
x = Esinx + a , где 0<е<1, имеет один простой дейстит,8!/ Я*>Я °  \ -
ный корень, и найти этот корень с точностью до O.OOi 1504. Написать формулу Гейлора (формулу М ре
е = 0,538 и а = 1. ^  для функции у - хех при х0 = 0.
1495. Показать, что уравнение а* = ах при а > 1 всегда Написать формулу Тейлора n-го порядка для функции
два (и только два) действительных и положительных Hot г* л
причем один корень равен 1, а второй корень меньше, бо.п/ <= V* прИ **
или равен 1 в зависимости от того, будет ли л больше, мещ 1506. Написать формулу Тейлора 2к-го порядка для функ-
иля равно е. Найти с точностью до 0,001 второй корень » ппи г = о
уравнения при а = 3. ции У = ' г  0 ~ ’

1496. Показать, что уравнение х2 arctgх « а ,  где а, 1507. Написать формулу Тейлора л-го порядка для функции 
имеет один действительный корень. Найти с точностью до Of и ■= при х°  = 1-
корень этого уравнения при а = 1. 150в Написать формулу Тейлора 2п-го порядка для функ-

1497. При каком основании о системы логарифмов сущ . *  „  r  _  п 
вуют числа, равные своим логарифмам? Сколько таких ЧрЦ1в“  У= ~ '
может быть? Найти такое число (с точностью до 0,01): 1509. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 
® а 2 ? у = -£у при х0 = 2 и построить графики данной функции и ее

многочлена Тейлора 3-й степени.
§  5. Формула ТеЙЛОра И ее применение 1510. Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции 

. у = tg х прн хп — 0 и построить графики данной функции и ее
Формула  Тейлора для многочленов „  . п „многочлена Тейлора 2-й степени.

1498. Разложить многочлен х* - 5х® + х2 - Зх + 4 по стес 1511- Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 
ням двучлена х - 4 .  У = arcainx при х0 = 0 и построить графики данной функции и*r HMBnwi *»|л» лп — w n * j r — х --- ---г-,------  .  г

чледа ^ ЮЖИТЬ многочлвн х* + Зх2 -2х + 4 по степе»** многочлена Тейлоре 3-й степени.
1512. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции

н а ^ - Г вгЛвЖИТЬ МН0Г0Члвв * 10-Зх6+1 по степеням А1 У при х0 = 1 и построить графики данной функции и ее

двучлена
1500.

члена х -1
3 ч *огочлена Тейлора 3-й степени.

1501. Функцию f  (х) = |х2 - Зх + l j  разложить по степей' 1513*. Доказать, что число 0 в остаточном члене формулы 
х, пользуясь формулой Тейлора. ** ЛОр* 1го «орядка

1502. f ix ) - многочлен четвертой ст*«1«ни. Зная, f (e  + h)=f(a)-*‘ hf"(a) + ̂ - f " (a *^h)
ff2) — - f{n\ л - ,v - 1-̂-т__
' I  f  [2 ) -  ~lZ, / '5 (2 ) = 24. ~ — xc« к -j п р и  h -» 0, если f'"(x ) н е п р е р ы в н а  при x = u б
ЧИСЛИТЬ / f —l ) .  (*j j i "  fl \ t  —f -1- t



Некоторые применения ФормуГГ
ы Той.

__________________4 5. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА И ЕЕ ПРИМЕН И ,^
--- - ^ 7 глоЕ, меньших 28 , погреш-

. проверив- вмест0 sinx взять выражение
В задачах 1514-1519 выяснить поведение д8„Н1 «о**** ^  ’ п 000001. Пользуясь этим, вы чис

л указанных точках. Нь,х ^  . г д,т *екыие °-иии

» * » • «
в .» «  ° ” 1 ,,г! Г . л» точности достаточно ваять «оот.

1514. у  = 2хв - ж® + 3 в точке х = 0.
1515. у = х1* + Зх6 +1 в точке х = 0.
1516. у = 2 cos х + х2 в точке х = 0.

1517. у  = 61пх- 2х3 +9х2 - 18х в точке * а *

1518. у - 6 s in х + х2 в точке х = 0.

1519. у = 24€* - 24х - 12х2 -4х8 - х4 в точке х * о

1520. /(•*) 3 х10 - Зх6 + х2 + 2. Найти первые трН: 
разложения по формуле Тейлора при х0 = 1. Подсчитан, 
ближенно /(1,08).

1521. / (х ) = X е - 2х7 + 5х6 - х + 3. Найти первые три v 
разложения по формуле Тейлора при х0 = 2. Полечит 
ближенно /(2,02) и /(1,97).

1522. /(х)= х80 - х40 + х20. Найти первые три члене р

доет0ЖввЛЯ1 КТейлора 2-го порядка.

1538- Пользуя^ i
1

" ° ГР*И ” “ ” "

§ 6. Кривизна

Вмдач«  1529-1536 найти кривизну данных линий.

1529. Гиперболы ху = 4 в точке (2 ,2 ).

1530. Эллипсе -Ц- + ~ в вершинах. 
а1 Ь

1631. у = х4 -4х3 -18х2 в начале координат.

1532. у* - 8ж в точке , з|.

жепия /(х) по степеням х - 1 и найти приближенно /(Ш‘ ****** *®х в точке (1, 0).

1523. / (х) = х5 - 5х* + х . Найти первые три члена ри* 1634. у = ln(x + VT-T7) в начале координат.

ния по степеням х - 2 .  Вычислить приближенно /(2И) 163&- У = sinx в точках, соответствующих экстремальным 
числить /(2 ,1 ) точно и найти абсолютную и относ*1**" Функции.
погрешности. ’ ДеКартова лис™  ха + /  = Заху в точке ( f  a, ^о).

1524. Проверить, что при вычислении значений фУ*1̂  »а>0 **̂ *чак 1537-1542 найти кривизну данных линий в про-
+£* -̂ *ьноя точке (X, у).

при 0 < * < i  по приближенной формуле ? * » l  + jr * 1537. у ~ х* з г
Допускаемая погрешность меньше 0,01. П о л ь з у я с ь  W  ^  а  ' аг t? У ~  s e c х

yfe с тремя кернымн цифрами. J  1541. л !  + £1 = i .  1542. у = a ch *  •< ~ 1 лш ь’п в
1525. Пользуясь приближенной формулой найти кривизну данных линий.

н*йти ^  н оценить погрешность. т  при t = 1.



$ 6. КРИВИЗНА

1544. х - a cos31, у = a sin31 при t = f , .
— -—Ol

116

гл. TV ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ

Щ;

1545. х = а (сое t + t sin t)> у  = a (sin t - 1 cos <) при t = Д
2 ’

1546. x = 2acost - acos2f, у  = 2asin<-asin2t в 
вольной точке.

1547. p = a* в точке p = 1, = 0.
1548. p = в *  в произвольной точке.
1549. p = aq>* в произвольное точке.

1550. Найти радиус кривизны эллипса 4  + 4  = 1 в той,,л* К-

У

(О, S)

tC ( t l .  66)

(1.3)

м  
Рве. 22

1563. Найти наибольшее зна
чение радиуса кривизны линии

. Я <0р = asin*-j.
1564. Показать, что кривизна 

в точке Р  линии равна

|j/"coss a|, где a  - угол, обра
зуемый касательной к линии в 
точке Р  с положительным на
правлением абсцисс.

1565. Показать, что кривизнуточке, в которой отрезок касательной между осами коордщ 
делится точкой касания пополам. линия в произвольной точке можно представить выражением

1551. Показать, что радиус кривизны параболы равен уд» *= Н Н . гДв a  имеет то же значение, что и в предыдущей 
енному отрезку нормали, заключенному между точками пер« 1
чения нормали с параболой и ее директрисой. задаче. / , . „

1552. Показать, что радиус кривизны циклоиды в любой' 1566. Функция f\x) определена так: / ( * ) = *  в интервале
точке вдвое больше длины нормали в той же точке. - < *< 1 ,  f(x)= ах2+Ъх + с в интервале 1< *< + ~ . Каковы

1554. Показать, что радиус кривизны лемниекм . .
«2 л  ___ ___  должны быть а, Ь, с, для того чтобы линия у = f ix )  имела вез-р = a cos 2ф обратно пропорционален соответствующему л ' '
лярному радиусу. Де Н3 Р“ Вную «Р»*»3*У-

. тт „ ? ,эъ<- Даны (рис. 22): дуга AM  окружности с радиусом, рав-
1554. Найти окружность кривизны параболы и = в да вми е /л ч _ _. ым и с центром в точке (0,5] и отрезок ВС  прямой, соеди-

' ’ * -ающей точки 5(1, Ъ) и С(11,66). Требуется точку М  соеди-
1555. Найти окружность кривизны гиперболы ху -1 аи*с о * * „* ” ь с точкой В  дугой параболы так, чтобы линия АМ ВС  имела

к* U» V 1 болы(ВеПРеРЫВНую кривизвУ- Найти уравнение искомой пара-
1556. Найти окружность кривизны линии у *  е1 в В з«дачаха? !^ Л« п° ряяка ‘̂Увввп«Г ^068-1574 найти координаты центра кривизны и

Ие ЭВол*оты для данных линий.(О Д ).
1557. Найти окружность кривизны линии у = tg* в т<|<’ 

(< • 1) ‘

1558. Найти окружность кривизны циссоиды [х2+У

-2ау2 а о в точке (а, о).
В  задачах 1559-1562 найти вершины (точки, в 

Кривизна принимает экстремальное значение) данных ли»"'
15-59. Л  + ̂  = 4а . 1560. у = 1пх. 1561. У ' е '
1562. х = a(3cosf + cos3#), у = a(3sin f + sim3<).

i558- Парабо.

JaB9‘ Гипербола 4 - 4  = 1.

I ” 0- Астроада x U y K j  

ая
>ла x  = зi

ла п-го порядка у * хп.
л 
Т

1572 тг ЛУКу6ическая парабола у* = ах2. 
*  Парабол,

1.179  » .-  • U .  I I , .- Сс°и д а  »2 ,  _ к*

1574 Лаад, ~ , 2а‘ \
~ a H + cos t Js in i, у = a sin2 tcoet.



6 в КРИВИЗНА

1575. Показать, что эволюта трактрисы
Г л а в а  V

* = -a(lntgf + cos/), y=;asin< пП р Е Д £ Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л  
есть цепная линия.

1576. Показать, что эволюта логарнф -.,,,^ . П пО вД вЛ еН Н Ы Й  И Н Т вГр аЛ  
р = а» представляет собой точно такую же спир8,п  § .«Гп О О С Т е Й Ш И е  С ВО Й С ТВЭ 
вернутую на некоторый угол. Можно ли так подовр̂
эволюта совпала с самой спиралью? 1 помощью интеграла площадь фигуры,

1577. Показать, что любую эвольвенту окруЖВос ливнями:
jw n m ,  . „ o p ™  ода»» и , Ор .«о« * . 3  » - , и и

1578. Покааать, что расстояние некоторой точки т  2) осью абсцисс, прямыми х = о , х = Ь и линией у = ех +2 
от центра кривизны соответствующей точки эволюту,
удвоенному диаметру производящего круга. г 1>>в)'>

1579. Эволютой параболы у2 = 4рх служит полукув* ») <*“ > •вс1у,сс н ДуГ0Й СИНУС0ИДЫ У = соответ-
__- 2 4 / о \з „  ,  «nyemei первому полупериоду;

парабола ру = —  (*  - 2р) . Найти длину дуги полукувш „ , „  г4) параболами у = X‘ и у = 8 - X ;
параболы от острия до точки (х . и). _  ,  * г~v 5) параболами у - х и у - ^ х ;

1580. Найти длину эволюты эллипса, полуоси воторог в) линиями у = In х и у = In ^ B
1581. Показать, что эволютой астроиды * = «5 1 Ш  ограничена осью абсцисс и прямыми у = 2х,

у = а 8in»* является астроида вдвое больших линей»** ^  Н“ЙТИ плоц™ и входящих и выходящих л-сту-
ров. повернутая иа 45“ . Воспользовавшись этим, ^  ° ТРе3° К М  “ “  ******литься, что оба полученных выражения стремятся
длину дуги данной астроиды. . "Р* norpum .at>nu___1 каъ* тт , s .  иче*ном возрастании л к одному и тому же пределу

1582*. Показать, что эволюта кардиоиды * « пощади Фигточ ы .» »п. о • * л* I ...пин*. я°* n*nnnn, ч’игУРЫ. Найти абсолютную и относительную по--дсов2/, у = 2а sin (- a s m  2* есть также кпрдиоид». >*ш*оети при замене „„„ „„л  „  „  „ „  и,<и я*1 ^одяшиу „ данной площади площадями входящих н
данной. Воспользовавшись этим, найти длину ДУГИ 159̂  "-«тупеичатых «лестниц»
ДК0^ “ о « е к ^  ч«я* п.п.^РИВаЛИИеЙНаЯ трапеадя с основанием |2, 3] ограни-

1583*. Доказать теорему: если кривизна дуг* в ^  » *  -2  u  х
НИИ либо только возрастает, либо только убывает, « Д ., ^ ^ аостщ в» . *  *бсошгную и отн0ситеЛЬНуЮ
сти кривизны, соответствующие различным точка»* ц1ц̂  <Лст*а* Дайной площади площадью входящей
не пересекаются и лежат одна внутри другой.
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§ 1. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА
ГЛ. V. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Вычисление  интегралов
с у м м ,  р о в а н и е м ^  д̂ 1Я интеграла |  составить интегральную сумму,

1616. Непосредственным суммированием и последу интегрИрования на л равных частей. Сравнив с 

переходом к пределу вычислить интеграл f e*dx. (ИцТй мзульт*тоМ предыдущей задачи, вычислить
J 5 . f r *  4 )-

интегрирования делить на п равных частей.) r / i l l  1 \
1617. Непосредственным суммированием й последу 1622*. Вычислить Urn + д+2 +...+— ) (а - целое

Ь f i l l
переходом к пределу вычислить j xkdx, где k - целое поло» число). Подсчитать приближенно 100 + ш  + 102 +. • •+ 300 •

а 1623*. Непосредственным суммированием и последующим
тельное число (интервал интегрирования делить на части < переходом к пределу вычислить интегралы: 
чтобы абсциссы точек деления образовывали геометриче® 4 а{ л.
прогрессию). 1) J хеЧх; 2) J  In х dx; 3) J  ^  dx;

1618. При помощи формулы, полученной в предыдущей о * 0
даче, вычислить, интегралы: [В 1) разбивать интервал интегрирования на равные части,

10 о+2 а 2« в 2) и 3) - как в задаче 1620.]
I )  Jxdx; 2) jxdx; 3) j x 2dx; 4)

0 o- 2  a/2 a § 2. Основные свойства 
г, ™ „ ч  определенного интеграла

5) I (Зх2 - х + 1  ) d x ; 6) f J O t a l d x ;  7) f (2х + Щ  •
о о m i Геометрическая интерпретация 

0 определенного интеграла
8) j (x - a){x - b)dx; 9) [ dx; 10) ®ыразить при помощи интеграла площадь фигуры,

а -а о о < Д Т Н0Й дугой синусоиды, соответствующей интервалу
*1625 ЬЮ абСЦИСС‘

I I )  [ x3dx; 12) f ^-dx; 13) c*nB ' Вычислить площадь фигуры, ограниченной кубиче-
1 I * ’ > =

____  . ми ". ычислить площадь фигуры, ограниченной парабола-
1619*. Найти lim I ПрИ ь >0.  Выч»'” !/<=лг . 2, . 3 „  „  * * •

"  1в27- Вычисли +6^-3.
приближенно I s + 2S+.. .+1005 * * ** - * „  7  площадь фигуры, ограниченной кривыми

,..*t У = х* ~ 1 _
1620. Непосредственным суммированием и послвГ

переходом к пределу вычислить интеграл [ ^ .  (Инт^?***___| —  О ц е н к а  и н т е г р а л а
J X

ТегРирования делить на части так, чтобы абсциссы т° чеК к*а*ть, что интеграл J  ***■ меньше чем
кия образовывали геометрическую прогрессию.) 0 1



§ 2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА гЛ. V. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

j  г ' функция /(* ) на отрезке [a , b] возрастает и имеет
1629. Доказать, что интеграл I е* ~xdx заключен мВц, б) есЛИ

и 2е2. (ь - а )— )+/  Ь- < ]  f(x)dx < (b-a)f(b ).
В задачах 1630-1635 оценить интегралы. j S f c  о

3,5 2 2 2 6*/4 3 2
1630. J ~ r f .  1631. 1632. |  (l+sin2,| l 6 i 0  0 ц е Я и т ь  интеграл J пользуясь результатом зада-

1,5 0  я/4

4/2  J3
1633. [ -JL-~ dx. 1634. f х arctg x dx . 1635. [x 2e'x\  V I----7

l /2Ux V3/3 I/. ‘ 1641. Оценить интеграл J V l  + * ‘ d*, пользуясь:
1636. Выяснить (не вычисляя), какой из интегралов бол „ „  °, 1 а 2 ^  *) основной теоремой об оценке интеграла,
1) f x2dx или [ x^dx; 2) f x*dx или ( Л х ?  б) результатом задачи 1639.

J  J  J  J  в) неравенством Коши-Буняковского (см. задачу 1638).
0 0 1 1  7

1637. выяснить, какой из интегралов больше: С р е д н е е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и

I )  j 2 dx или | з  dx; 2) j 2х dx или J 2х dx; 1642. Вычислить среднее значение линейной функции
0 0 1 1  ц-kx + b не отрезке [*j. хг]. Найти точку, в которой функция

3) f lnxd *  или f(lnJtjPd.r; 4) jlnardx или f(ln*)r<&? виа,*ение-I f  J  *'**■»• Вычислить среднее значение квадратичной функции
1 1 3 3 и — л  ̂ ( Лi у -а* на отрезке [х19 х2\* В  скольких точках интервала

1638. Доказать, что J  V l + xBdx < воспользоваво»® Фикция принимает это значение?
вычислить среднее значение функции у = 2хг + 3* + 3

равенством Коши-Буняковского н* отрезке [1,4].

д ^  ние Функции у = v «  - х на отрезке [- а , а].
Убедиться, что применение общего правила дает меяее ^  срц,,^ ав*,° Х0Дя иэ геометрических соображений, указать
оценку.  ̂ сймметрИчаЧое” Ие ВепРерывной нечетной функции на интервале,

1639. Доказать, исходя из геометрических сообрв 1647, СеЧе ОТаосительно начала координат.
следующие предложения: й **- 0сно*ан1|еЫИе Жел°ба имеет форму параболического сегмен-

а) если функция f ix )  на отрезке fa, 61 возрастает * ти сред*,,, в* ° а = 1 **• глубина Л = 1,5 м (см. рис. 23). Най-
вогиутый график, то ’ p j * 4* Н а п р ^  ЖеЛ° ба‘

“ ерво электрической цепи в течение минуты
(Ъ - a)f(a)<  j  f(x)dx < (ft ~ a ) M :  СЖду § “ * * * « «  от £0 = 100 В  до Ё х = 120 В. Найти

о Т° Ка За это время. Сопротивление цепи 10 Ом.



'.v n u e n a t (.в и ж л  BA ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА ; ^Л. V. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1649. Напряжение электрической цепи равномерно ^  ^ ^ Г ЯВОЛинейная трапеция ограничена линией у = х \
убывая на 0,4 В  в минуту. Начальное напряжение в цепи , 1&57- „  _„  ,  л  . цепИ1(, ^  _ подвижной ординатой. Найти значение прира-Сопротивление в цепи 5 Ом. Найти среднюю мощность в абсДйсс *  лидя  ̂ *
ние первого часа работы. * оСЬ *с п ло щ ад и , ее дифференциала d S , абсолютную (а ) и

щеяИ*
ельву*0 (8 ”  д<?) погрешности, возникающие при замене 

Интеграл с переменным пределом Н Е Т  д и ф ф ер ен ц и ало м , если х = 4, а Дх принимает

1650. Вычислить интегралы с переменным верхним пред̂  Учения 1; ОД и

1) j x 2dx; 2) } x 5dx; 3) 1658. Найти производную от функции у = при
0 а 1

1651. Скорость движения тела пропорциональна квадр, х = 1-
времени. Найти зависимость между пройденным расстоянии f
и временем t, если известно, что за первые 3 с тело прос 1669. Найти производную от функции у = J  sin х dx при
18 см, а движение началось в момент < = 0. Шт-  0

1652. Сила, действующая на материальную точку, мете х = О, х = -  и x = f-  
равномерно относительно пройденного пути. В  начале пут
равнялась 100 Н, а когда точка переместилась на 10 м, « *«». Че*У Равна производная от интеграла с переменным
возросла до 600 Н. Найти функцию, определяющую мм: **жию< и постоянным верхним пределом по нижнему пределу?
мость работы от пути. ' ь. ,--- -

1653. Напряжение электрической цепи равномерно м«м ИМИ. Найти производную от функции у = J V l + х dx при 
ся. При t - tx оно равно Е\, при t = t2 оно равно Е г. Сопроп х
ление Н постоянно, сомокндукцией и емкостью пренебрег» г = 0 в х  = 1.
Выразить работу тока как функцию времени t, прошедшей • '.фкг
начала опыта. 1йя f ein* .

1654. Теплоемкость тела зависит от температуры" Найти производную по х от функции у = j  ^ d x .
с - с0 + at + |3f2. Найти функцию, определяющую завися»* icc, и

«во. пайти производную по х от функции: 
количества тепла, полученного телом при нагревании <" ” ^
До f, от температуры <. 1) „  Г

1655. Криволинейная трапеция ограничена паре*01 * * г> ) J ln x d x .
У = хг, осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти зна”'* • *
приращения AS и дифференциала dS площади трапеД*1 1«в4* Найти производную по х от функции Y In 2 х dx.
х — 10 и Дх - 0,1 . J

1656. Криволинейная трапеция ограничена И  »  „ аЕ?в цроязводиум по ,  ^  * ун, ™  „
К О О рД И Н м т и ПОДВИЖ НОЙ О Р Д И Я * ‘

>У = ^  * lv  J »ъп/мдипа-| И иоявижндй зрДйва*— '
^качение дгффереииййлй dS илсхц&ди трапеции иР» *  л й и р »  
A v -г- л  о



§ 2 ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1666. Найти производную по х от функции у, заданной + ^  ~ tfx )dx, 7) j ; 
рп^етрически: 4 °

1) у = }с о 8 (Л ;  2) x - ' j f b K A .  у = 8) 9) J 0 -  (а > О. Ь > 0); 10) j { V 7 - l ) 2ate
0 0 1 ,г 1 а г0

1667. Найти значение второй производной по г от функ; ^  Вычислить интегралы.
« «

*! . 1) fsinxdx; 2) fcosxtfx
dph * e l - • о

О (обменить геометрический смысл полученного результата);
/ \ Г х! \ Ч 4 1 ^®/21668. При каком значении * функция /(*)= J же dxv 3) \exdx\ 4) |sec2xdx; 5) f-<*V 6) f d*

0 0 I  J 1+*
ет экстремум? Чему он равен? 1в74. функция f  {х) ^  равные значения .  тоцках ,  = в

1669. Найти кривизну в точке (0, 0) линии, заданное ff г
j, и * - ft и непрерывную производную. Чему равен f f\x)dx?

нением: j/ = I ( l + f)ln  ( l + t)dt. a jIp S ' a
0 ^сательная к графику функции у = /(* ) в точке

1670. Найти точки экстремумов и точки перегиба грт t *б«цнссой *
т ~ в составляет с осью абсцисс угол |  н е  точке

Функции у = |  (ас2 - Зх + 2)dx. Построить график этой ФУ^ с а5сДвссой х = ь - угол 4 
о 4

1671. По графикам функций, данным на рис. 24 и 25.' ВычИСдИть Г \ . г , ч . ,
нить вид графиков из первообралных. ,  J П * )Лх и J П *)Г (х )Л х ; f  (х) предполагается

"^Рывной. °
Ф о р м у л а  Н ь ю т о н а - Л е й б н и ц а

1672. Вычислить интегралы:

1) j  2) 3) Ja V T  dx; 4) J  {x +
4



'



ГЛ VI НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

В задачах 1703-1780 найти интегралы, восиользо 
теоремой об инвариантности формул интегрирования.

1703. Jsinxd(sinx). 1704. J tg3 xd(tg*).

1705.

1707. J

Е>.

\j{o+biг)2 

1713. |  x 'J l-  x2dx.

1715. f- ^ L .
J Vx2+1

1717-

1719. [sin8 xcosxdx.
1721. ‘ co3 x  dx

VrinbT

1723. j ^ - d x .

1725.

1727. Jcos3xd(3x). 

l729‘ j  соз 3x dx.

l73l‘ jsin(2x-3)dx.
1732 Г?

1706. J (x  + l )16dx.

1708. f —* k _ ( c * l ) .
1 (a+»*)c v ’

1710. J  V8 - 2x dx. 

1712. 12xVx2 + 1 dx. 

1714. J  x2Vx3 + 2 dx.

1716.
■» \Г4+ж‘

1718. f {? x: b& .  .
» 2V3r -5x+8

1720.
*  C O S Jt

1722. J  coe3 x sin 2x dx.

1724. J  1 j  -21+** 
__da

c o s 'x j l+ t g x

1728. Г - 4 г =2Ц
J  C O S '( l+ l l )X )

1730. J  (cos a  - cos2x)dx. 

1732. J cos (l - 2x)dx.

?  J  ieoe(2x 1734. j> s in (« ')* r .

J - К И .



ГЛ. VI. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Г пава V)

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. ' \ jL d x .

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ * * 1791-1807 найти интегралы, использовав приемg задача* __--

1788. f  ̂ d x .  
J х +1

1790.

§ 1. Простейшие приемы интефированц,̂ л»огок*вярата
1791. [- f aВ задачах 1676-1702, воспользовавшись основной таб,.

лкения подынтегрального выражения и прием выделения

,7“- Ьfa
интегралов и простейшими правилами интегрированыГ4 ... ( dx Г * * + 1 ...
интегралы. Р Ия' «. 1794. J £_$:;)• 1795- J

1676. j j F d x .  1676. (tfx "dx . 1678. fsk 17OTf__flk— . 1798. Г — —.
. J  j  X 1 i  **+3dr-10 J  4c -9

1679. J1 0 xdx. 1680. fa*<xdx. 1681. f J * t 1800. ■ 1801. — .
.  '  J 2jx i J  x +2x+3

‘ “ " • J *  И И ./ » .* *- * "* . 1 «4 ./ „-ад  1S№J  

1685. j (V x  + l)(r- V 7 + l)d * . 1686. j J* - * 3*'**1 

1687. J + ex '0*  - 5jc0,s* )d x .

1793- 

1796 J 7ж »7jr+I0

(x-1 f+4 

4;гг+4х+# 1804.

,7 M - J s £ r -  

,805' /
1806.

1688. 1689.

1690. l 4 f ^ 1691.

1692. f dx 1693. f 3-2x - 2  %’  .

J  J3 - Sx * ‘
— - dx. J  2*

1694. fnsaLxd x . 1695. f  c o s 2 xJ  1+cos2jt 1 2 - 2  *  COS Х81П X

1696. J  tg2 x dx. 1697. f ctg2 x dx. 1698. f 2 sin2 f̂

1699. f (l+2Xй) dx
1700. Г {i*x fd x

1 - M fc
1701. f  . 4x 1702. j" (arcsin x  +  arccos

> c o e 2 j ;+ * ln s jc ’

'1-(2дг+3)г

1807. f- —
J M+bx-9x2 J  4г-«х-9хг

В задачах 1808-1831 найти интегралы, использовав форму
лы тригонометрии для преобразования подынтегрального вы
ражения.

Ж .
1-совх'• |  cos2 х dx. 1809. J  sin2 xdx. 1810. J  

“ «• Jfe - ,  ♦ 4- ,)dx . 1915. J ,  “ *к—
1+sin j rc o e *

16‘ J  Cos * sin 3x dx. 1817. f cos 2x cos 2x dx.
J *Sln2xsin Sxdx. 1819. J  cos x cos 2x cos Zx dx.

5—2X02

со»* ■
Рлоа

1821. f j b a n id x .  J  cos.t: 1822.

Mn4, • 1824.
J  vcosa

1825. J COS X
^ ‘ xdx. 1827. j t g 4xdx. 

j  tg3 xdx.

1828. Г sin5 xdx.

*ln i*dx. 1830. 1881. j
)
f rt* 
f »ine j:



1738. \ ^ r v  1739. 1740. f ^ T
*4 i‘

5 1. ПРОСТЕЙШИЕ п ри ем ы  ИНТЕГРИРОВАНИЯ гл. VI. неопределенный интеграл

1741. f 4 * f-  J  jr+1 1742. J  #*+i

*i
1743. f

1744. J tgxdx . 1745. J  ctg x dx. 1746. J  tgg^ 

1747. fctg(2x + l)dx. 1748. f-siafc-dx. 1749 [ * ,
l+co» j : • J  ^

1750. J ^ - d * .  1751. J * d ( 8in *).

'Iw S*-  1874 /гйг-
I» »  / ы 4 ' '  m 7 ' /nfc 1878- f  T - fe

/■ ,/*</* Vax+b+m
1879. J  y j jy j  (подстановка x = *6).

18eo,/̂ fcj' 1881,/з̂ г 1882-
-.■2— dx.

1752. J  r cos x dx. 1753. |  a3xi

1755. je~ 3x+1dx. 1756. je * 2xdx.

1758. f i l i i 1759. f 7  • ^  ' •
J  \l-2bxJ № r '

1761. № 1762. f dx
J  2xs +9 '

1764. С xdx 1765. f  xtfx
J  x*+ l J uz?

1767.
* 4\-x*

1768. f ezd x
J  «■ **+4

1770. f  cosOKfo 1771. f f*r-l dxJ e 2+sinJ a J ,* dX•
1773. Sf?dx- 1774.

t e * * -

l''dl
1883.

1757. И Ai

J  *2,<tX- (подстановка e* +1 = z4).

1885. J i/l+ln Jf 
xlnx dx.

1776. [ f i ^ ^ dx. 1777. [ -U £ ~ d  

1779. { * !=& & *  dx. 1780. rf*.
J  'S l-x 2 J

В задачах 1781-1790 найти интегралы, выдел®* 
часть подынтегральной дроби.

17ы* \ ± idx- 1782- S z ^ Idx- 1785 \ ^ %
1784. [ | t id x .  1785. Г 17ЙЙ. \ Ф &-J  3-r j  де-г - - i ** j

1760.
J !+»**'

1763. f - J i . .
J v W

1766. J  Jfjjt. j 

1769. [-£&.•

1886. J  Vl + cos2 x sin 2xcos2x dx.

M87. f J i S i - d * .  1888. f - A - . 1889. f —a*8«_.
J  amjreo»* J  ^ > .,3  J  ^ j 2

j — (подстановка х = -Ц или x = a tgz , или 
J  * ‘ vx*+es 2

{подстановка x = asinz ).

189̂  " (подстановка x = или x = — илиJ г «о»*
* = ach )̂.

И М . j £ Z * , .  1895. J ,

*3dx.

i897-I?fc-
1899. f-, fc

1903*. Г-yife-. 1904*•J (x+l)<<x
X  ( l + X * * j



§ 2. Основные методы интегрирования

Интегрирование по частям
В  задачах 1832-1868 найти интегралы.
1832. Jx s in 2 x d x . 1833. J  г cos xdx. 1834. j xe ̂

1835- jx-3*dx . 1836. Jx "  In xdx (n *  - l).

1837- j x  arctg xdx. 1838. J arc cos x d x  1839. ja rc t^ .

1840 \ ST f r dx' 1841 j x te 2xdx. 1842. J W x *

1843. j ^ f d x .  1844. j  dx- 1845.

1846. fIn  (r2 + l)dx . 1847. f .
J  J  (l-t-дг2 J

1848. 1849- J x2 ln (l + x)dx.

1850. j  x2e'*dx. 1851. j x V d x .  1852. j  xJaxdt.

- . f  ~ 3 „ 4., | Я Д 4  Г  * 2  COS2 x  dx. J g g g  f  Jnj j

б 2. о сн о вн ы е МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

l O t f u .  | •

1856. ĵ ^-dx. 1857. J-*̂ »£-dx. 18S». j (arcsin *} • 
1859. j  (arctg x fx d x . 1860. je *  sin xdx.

1861. JV 1 (sin 2x - cos2x)d*. 1862. j e ar coenxdx. 

1863. j  sin In x dx. 1864. Jcoslnxdx. 1865*

1866*. j V e 2 +x2dx. 1867. 1868. f x V * * * *

Замена  переменной
s ™*яч*х 1й59-;ь‘"1 hssth интсград-
186Э. } — (подстановка x + 1 = гг ).* i ' n r ^ T *

1.70. 187.. J ^ L * .  Ш  J  7 JST



ГЛ. VI. н е о п ре д е л е н н ы й  ин теграл

^ " 7  f f dx-  1937. j* x-Ja + х dx.
)93б‘ j  ~Jl* 2x J

jgjg, !(■>/sliTx + cosx) d x . 1939. J  a mxbnTdx.

nin f - Ж , ,  1941. ---- 1942. f -----------
1940- J J i _2x+x1 J  V9* -6*+2  ̂ i/12x-9x ~2

1943. J  J  * 2 + 2x+ 2* J  v n r ^ '

. * f e ?

- f e r * -  19so^ fe
■  (4 -3 ,)£ ,_  1952> f  1 95 3 . f * £ .

’ J &дг2+б*+1В * V4ar +9jr+l J va*a-lljr+2

J 1955. J  Л=£ dx  1956. J  arctg a: dx.

J x sin x cos xdx. 1958. j\t2 cos m* dx.

•} «” «'«»■ И И О - Р Э ? * : -

1963. 19M. f i r f f e -

1954.

1957,

1959,

1968,

1971,

1965. 1966. 1967. f ^ d x .
*4 -со г*2л  J  *  +1 J  « +1

J* ‘ I+*dx. 1969. j  e2x* *Xn * d x . 1970. j - ^ L - d x .

• J i « a l a i dx 1972. Jx e a id x . 1973. J V  sin2 xdx.

. « 7 6 .

. 9 7  9 . J ^ « * .  

f-bUujiw.. . « л . f ..3_ж2 j„  ia &4 f  v8//v



§ 2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

В задачах 1905-1909 найти интегралы, применив С1 
замену переменной, а потом интегрирование по частям.

1905. je ^ d x .  1906. Je in tfrA c .

£djr.
J  1*хг

1907. j  1908-

I909-

Р а з н ы е  з а д а ч и  

В задачах 1910-2011 найти интегралы.

1910. | (* + l) Jx 2 + 2х dx. 1911. j  ( l  + ei x t %'d x . 

1912. dx. 1918. 1914. jV bV *':: 

1915. J jccoe*2djc. 1916. J^2 — Зле* J x ’ dx.

1917- № & dx- 

19,9 J^ 5  

1921

1923. j s s s f id x .

1925. f —
* x (l-ln* x)

1+x*

Ш .  1928. ( - ^ 4 -  J 1+jr ) sin^cos2*

1929. f z a p -d x . 1930. ■
J  COfT X  J  COS x

1931. |Vtg* x  sec4 x d x .  1932. U l - t * 3 x ) 2dx-



ГЛ. V». неопределенный интеграл

201*7. f *3~-i- dx .J  4х - г
[-------*^*1-------  2019. J
' (2*-1) (4хг-1вт+15)

.. f|2*s-5)</* «hv, i f rfr
J xS-5*^4* аХ'

2) Знаменатель имеет только действительные корни; не
которые корни -  кратные.

ш  гЦ - Н ' «  j » » .
* х\>?+1х+\)

2024 f - т - ф ----- . 2025. J ^ - d x .
) х +5х2+8*+4 J x -x

2026. f i l ^ + i b r - s ^  2027.
J (x-2)4 J

* » Ш а Г * .  - М г i ^ f c r

H ^ )(* * -4 x ’+8x) J * 4- 5 * W

* М' м“  1 ( Й г  ^Qv ^

На*енателъ имеет комплексные различные корни.

***• J r f c y  « и - Ь * г -  “ М т
2039.

dx

v .  .  ’  *“  -Л 1 + 0 |  •» *  - X 2 + Х -1

-»ии> 2042. I ------ i t ----- - . 2043. J
w y + i ) '

§«47* f_^£_ 
 ̂ 1+x4



§ 3. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

1986.

19в9 Ь £ х
.992 . J -

(2+x)Vl+* 

m 5 *

1998. [_£ *£ _ .
J M *

200L Ш

1987. 1988. J *« d*.

1990.
J VxKl

1991.

1993. f Vxdz 1994.
J x {Гх^} J Г~Ч

1996. f dx 1997.
J diJ (ax+b)4x

1999. 2000.
l i f e ij'

dx

2003. | arctg xdx .

2005. jV T ^ ld x .  

3 0 0 7 . ] - ^ .

2009.
H

x + Vl + x2 jdx,

a)io - l { S dx-

2002. J;
x*dx

K ) -

2004. f

2006*. J -^feg ^ Ldx.

2008. | a rc c o 3 ^ ^ d x .

2011. I cos3 Jt-Уыsin2x

§ 3. Основные классы 
интегрируемых функций

#
Д р о б н о - р а ц и о н а л ь н ы е  ф у н к ц и и

В задачах 2012-2067 найти интегралы. ^
1) Знаменатель имеет только дей ст вит ел ьны е Р03 

корни .



ГЛ VI. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

го7з. & ± d x .

2075* .  f -= ^ --------------------

2) Дифф*РенЧиальные биномы * " ( « + Ьхп)Рdx. 

т . \ Ц 1 + Щ 4(1х' 2077. J V ^ l  + Ar’  j  dx.

2078. J -т^у— 2079.  J x s^ l  + xaj dx.

2080.

2082.

2084

J x b u i  

± ~ .  2081.
i 41+x4

j ^ - d x .  2083.

J l E E ^  « o e s - J ^ r

2088. - x 2)dx. 2089. j t f l  + tfxd x . 

Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  

B задача* 2090-2131 найти интегралы.

209°- j  sin3 * cos2 xdx. 2091. i^ -^ -d x .
J co s x

2092. f.__dx t  . 4
2093. f ^ - d x .

<wv <* J  СОЙ X
2 ° 9 4 .  f  „

2095. j  . 4 *S—4 .
9лпл t  J  sm x cos4 x2°96. [jfoxdx r

2097. f " gI-~r.
J \i-cdaxjf

2099, fe te4 xdx.



t  3. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

4) Знаменатель имеет комплексные к р а т ч е  корни

2048. f dx f dx
J •> х(|+Х*Г(1+лг)'

2050. С (sx2-12)dx
J (г1-в*+1з)г

2051. f (jc+»)4*f 
j  (х^Лг+г}1

2052. f_.4s__ 2053. f 4 d*
J (x’ +9f  ' J (l+x)Ь+*гТ

2054. f «X 2055.
1 ( « ' - Ij  (]+x*)4 ’

5) М етод Остроградского. 
<wief Г х7+2 2057. f (4r*-e*)d*

2058. Г x*+x+l Hr- 2059. f x%x4c4lirlw ,.
) х*-2х*+хг j  x ^ + l)3

2060. f
> (U x p x ' f

2061. f dx---- .

i  x*[x*^f

2062. f dx 2063. r (x+2)^x
' (л*+2*+ю)3

2064.
(хг+4х+5) (**+4^

2065.
1 x*(A -lf

2066. JГ 5-3*+ вх2+5*3- х 4 d 2067. f 9 dx
' x*-x<-2*, +2*, + * - | ** •* 5х2̂ -2^2Г

Н е к о т о р ы е  и р р а ц и о н а л ь н ы е  ф / н к ц и и  

В задачах 2068—2089 найти интегралы.

1) Функции вида А (г,

2068. [  2069. — =-
 ̂ J Тх+Чх+i^x



ГЛ. VI. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

2137

2140

21«

2145

jsh 'xdx. 2138. J th 2*djc. 2139. Jcth2xd*. 

J sh* x dx. 2141. |  eha * dx. 2142. J  th4 * dx.

I, jsh 1 xch* xdx. 2144. jc t t fx d x .

я18.| Л К й 1 . 2149. J iS L ,  2150. J ^ . ,

Р а ц и о н а л ь н ы е  ф у н к ц и и  о т  i  и 4ax 2 + bx + c 

В задачах 2151-2174 найти интегралы.

2152. J  

2154.

?£■ ■ 
W*2+4jc-4

dx
хЫ2+х-х*

2155. | jS ttid  dx. 2156. J  —  fZ
+Ж+1

2157. • 2 ,5 8  J V x *  - 2 *  - 1  A c.

2158- j j3 * * - 3 x + ld x .  2160. J  Л -  4 x ~ x 2dx.

2182. f -  , - ^ - v  
*2|*+Vl+x^j

2181.

2163. _ _ _ _
l+V*2+2*+2

2165. f ^ !-3 x W

г A *
■» ifi-ix-x*

3x 5* dr.
S-Zx-x2

2164.

2166.

2168. f -^ 5 ± L ,d x .
'  V*a+2jc+2

2170. f . .
•* Vjc2-f4*+5



5 з. о с новные КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

2103.
1  coe^x-sin2* 

2105. J :

2107. f —J tg x cos Ix

2 ,0 2  J r f T -  

‘ l 0 4 - S  5 ^ 7
_d*___

sin x+cos r '

J b e -
a cos*+-i>*in X2106. J

« . л а  f to»* xdx
2108. J ejnJCCo6a*‘

2110- J p f o -  

2112- j ^ dx- 

2 Ш - J  4+te*+<ctg*'

2116. J --------- **-

2109

2111

• J

J:

dx 
1+tgx '

dx
S+4einx ’ 

2И З.

dx2115 I (sinx+2secx)

5-4 sin x+3co*x

2118. f — f V 'J 1+sin X

a u 0 - J T 3 r f 5  

2182. |

а ” Ь
2119

An.

% +6J cos’ *

sin9*-cos3*

3cos2 *+5 sin3 *'

.  f —* t - .
J 1-sin4 X

2121. [  -it ? --- .
J  s in 2 x * t g z x

2123. jV l  + sin x dx

2125*. f ^ i ~ - d x .
J  s in  x

2127. f .
J  Vl-sin4 x

2129. [
J  cos4 x

2124.

2126.

2128. j j l  + cosec x dx.

2130. f ------ 4*-— —
J sinj^coe f

Г и п е р б о л и ч е с к и е  ф у н к ц и и

В задачах 2132-2150 найти интегралы.

2131. 1h e x  dx.

2132. | ch x dx. 2133. J shxdx . 2134. i c ? * '

2136. J  (ch2 ax + ah2 ax )dx-



ГЛ. VI. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

2201- J иссе'- г 

ггоз

гШ -А г .

4*-2209. J 

2211’ Ji7sinr+

BM j |7

x+cos*

*3xs+l 

2215. JE£̂ T -
S i p ?

2217.

2219.
J (u*f

2221.

2223. t tg-xdl
J l-tgx+tgJ I

2225.
] М Г  '

J ' i+1 TTT^

2200.

2202.

2204.

2206.

2208.

2210.

2212.

2214.

2216.

2218.

2220.

2222.

2224.

2226.

2228.

2230.

dx
sin2x-2sinjr '

M

\n‘ x

* V  соexdx.

«sin3 Jtooe1 x 
sin 2 xdx

cos4 ж+sin4 * 

-^tg2 x + 2dx.

dx
4 x -x

xe’ dx
■Jl+e*

dx.
M *
_is.
(1 -2')' ‘ 

dx__
7l+e*+etx 

sin8 x dx.

s  -feT-t r  dx.
(*2-3*-lo) 

(.r+gin x)dx
l+cosx

^Ч пг r M l je -» in x



У, ГЛОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

j£ ± *L dx.22S5. j£ = £ d x .
r " a B a V "  * * \ p r  *  \ *2 ' А п *

СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 1 ж л  2287. [— йс—  2288. f i M l W
ПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. * *  I * ГОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
Гг
-Ы2

2289. J S j l ^ d x .  2290. J V T T ^ x .  2291.

§ 1. Способы точного вычисления интеграф : 5/ * a vV?*

Н е п о с р е д с т в е н н о е  п р и м е н е н и е  2292. f—^ т -  2293. 2294. I  /,
ф о р м у л ы  Н ь ю т о н а - Л е й б н и ц а  « (х*+з)3 2,5 о v * + / х +

В задачах 2231-2258 вычислить интегралы.

т . .  } л т г л  * ш . / й Й 5 Г .

_/2

• JL a fc r

2J2
2295,

J f c ) 4 Р а з н ы е  з а д а ч ио -г 2 ' ■
в Г/2 ie 2296. Вычислить среднее значение функции у = V* + -4- на

2234- 2236-
i'Ml. Вычислить среднее значение функции / (х) = —J— на

2237. f (ех -  l ) V d x . 2238. f (ft > а > 0). 1,5].
0 i  х Вычислить среднее значение функций f  (х) = sin х и

2239. j Т~—~Тг- 2240. А  2241. 2299 H aZ T 1* 3**  ̂ /• \ 1
• (x2+l) * jrVMlnr)2 , ’ ™Ити вреднее значение функции f ( x )= - f — на от-

2 i  ^7г ^ [ 0 , 2 ] .

22*2- 2243. j  J a*_s3* ' 2244. "Тп.,̂  * *аком 0 среднее значение функции у = 1пх на
/Г,. 0 Той р*ВНо Средней скорости изменения функции наV3/z d/j ь“Т*»м?

2245. f 7 Г "^ $ Г Т *  224в’ [ / i/ ~T? 3*А*4»» 2301-2317.W»- * /(*-«) (x-2e) t ««■« вычислить интегралы:

2247. f — ---- . 2248. 2249. 1 1 ^ я а з 5 г  2302. J r ^ T -  2303. j -^Ц
J 2x437-2 J r^ r+ s  '  "  ■ — '  U+xs) «> x -<

*dx
-8x+2 '

-*2йь_ 2 о 
(и и )Г  2305. f -------si*---- -- 2306.

т+^ГП)^ _e^“2+x



i  1. СПОСОБЫ ТОЧНОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ
СП0С06Ы ВЫЧИСЛЕНИЙ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

2270. Составить рекуррентную формулу для & ----- 0 i

f *:nnv « j v d v что 0,5 < ( , ,.^=г S — ** 0,523 (n — 1).теграла J Sin x cos * dx ( т и п -  целые положитель «®4* Доказать, что .« j  ^~_х2л в \ >
о * (i Э**^' О

или нули; исследовать частные случаи четных и неч^ь . неравенство s inx > * - ^ ,  справедливоечений т  и л). ” 4  г321  Используя у в
2271. Составить рекуррентную формулу и вычис-m. г>0, и неравенство Коши Буняковского (см. задачу 

0 " ’Ц Ври 1 1/2
грал j x aexdx (и -  целое положительное число). _) оцевить интеграл j V * s i n x  dx.

- i 1 I  0
2272. Доказать рекуррентную формулу JM fc.. V ,

f — ^ — = ----------- £--------- -  + J a d L  f  . 4*  —  { n  .  2 3 2 5 * .  П о казать , ч то  0 ,7 8  < J - ^ r < 0 ,9 3 .

J ( l +*2)" 2(Л- 1 ) ( W Г , 2(#*-l) J  °
2326. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

тельное число) и вычислить с ее помощью интеграл J -А . . _ Г_^|_л  на отрезке [ -  1, l l .
01М у г  i t 2-21+2 1О

3. Доказать, что если J  = }In’* xdx, то J  = <■-* М27- Нвйти ™*КУ экстремума и точки перегиба графика
J m i2273.

функции у *( т  -  целое положительное число).
1

2274*. Найти \xp( l - x ) 4dx (р и о -  целые положив* В «W ax 2328-2331, не вычисляя интегралов, доказать
справедливость равенств:

числа). %в *
2328. J*10 sin® xdx = 0. 2329. J  = 0.

З а м е н а  п е р е м е н н о й  -*/* _г 001 *
в о п р е д е л е н н о м  и н т е г р а л е  1/2

В задачах 2275-2295 вычислить интегралы: ^  Y  ** = 2 2331 | cos х  In dx = 0.

° , ' l/2 , * 1 “ оказать, что если f ( t ) -  функция нечетная, то

• Функция четная, т. е. что j  f  (f)dt = J f  (t)dt 
2278. \ ^ L .  2279. 52ЯП. Г — « a

] ? k d x -
2276. J 1+X 2277.

4

\ -M r-

0

2279  ̂ Je*dx 2280. i —1  s'!J i+V*0
Яf-

*' 1 j e* + e - ‘  ' 0
Л/4I * . . .. 1 diii 

i  * ==8и*. j  cos' 2xdx.

Гг -

J / Функцией нечетной, если /(f) -  функ-



I j T ~ ~ Z Z
2307. J  ^2х + х*dx. 2308. J x*V l  + x2dx.

t 1. СПОСОБЫ ТОЧНОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ

2309.

о
8

dx.
о
*/«

2311. f ^ ^ d x .
J сое X  
О

л/г
2313. f v "  ■

J  i+ i « n 2 x
0 *

2315. J  arctg -JTx^
1

n / 2

S317. J ?

231°. . . ,
* W* +5*+l

Я/2

2312. f — ^ — .
J  2 cos i+3
0

1
2314. | (arcsin x)4dx.

гЛ VII СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

J- ^ Ф У Н к ^ и  f  (*) известно, что она нечетная на отре

ИГ l ]  и имеет период, равный Т. Доказать, что \f{t)a
г' v  ;

. периодическая функция с тем же периодом, 
кг* » кж*

2342. Вычислить интеграл J ( l - x 2)ndx, где п -  целое п<

1 dx. 2316.

. ^тельное число, двумя способами: разлагая степень двучл.
по формуле для бинома Ньютона и с помощью подстановк 

I = sin <р. Сравнив результаты, получить следующую формул

суммирования (С* -  биномиальные коэффициенты):

Г° £ L l a _ £ i L  . И Г с?  2 4 а ... 2п 
3 + 5 7 2л+1 1 3 5-... (2л+1)-

----------т  Л  **
(*г+4*+ф 2343. Интеграл J  ь̂ Зсоях легко берется с помощью подсге

V (3x*i)d.

sinxcotxrfx
cos2 дг+62 *in* X

%П
2318. Показать, что I ,  [  'fg ,- у  = -§» где а я Ь-

J  a"  c o r  х+Ь sin х ‘  
о

бые действительные числа, отличные от нуля.
X

2319. Решить уравнение J  -т?* ■ =
л *  1

«овкя t » f - *  Имеем J - j k - -  =| у  . о, 
о « И  ) ( * - > ^ )

Другой стороны, - 3  < - 3  сое а < -гЗ, следовательно,
2<5- 3cosjr<8 и 1 > ___I— > 1

2 5-3cos* 8  ‘

I*___ JL
12'

CK>Sa {«**  > J > J f * .  и, значит, > f  •

2320. Решить уравнение I l f s - * -
1в2

2321. Убедившись в справедливости неравен*1,8
4 „

при х > е, показать, что интеграл [ меНЬШе
я

больше 0,92.
г -V

2322*. Показать, что | -  0,523 < J

2344*.
, Т  ." j 8 x d x ( n > l H целое). Проверить, чт< 

+ 1 •"-г = - L .  п  
2345* п'1 Д казать. что < 1*<

справедливость равенства
Доказать о__- "  2л+2 " ' л ^ 2я-2 ’

Г *  * » * « 4 J«- <dz.

' * ^ * > « > 0 , t+~- если х = i>



1
2333*. Доказать справедливость равенства f

J 1+<:

(х  > 0 ).
i g x  c t g x

2334. Доказать тождество [ -^4- + f - f t -  = j
i s *  д а  •

2335. Доказать тождество
«п *  *  ео«2 ж

j arcsin -Jt dt + Г arccos VT dt = £ 
о о

2336. Доказать справедливость равенства
l l 
J  x” (l -  x f  dx -  | xn(l -  x)mdx. 
о о

2337. Доказать справедливость равенства
ь ь
j  f(x)dx = J  f(a + b -  x)dx.

_______________ § 1. СПОСОБЫ ТОННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ VII СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

п/2
2354. j  V l- 0 , ls in 2<pd<p (п = б).

я /3

2355. ГfiiEidx (л »  10).

2356. Вычислить по формуле
1,35

Симпсона интеграл
Рис. 26

, следующей таблицей значений функции f(x):

| / (jc)dx,
1.0S

X 1,05 1,10 1.15 1.20 I 1.28 1,30 1,35 1

t М . 2,8в 2,50 2,74 3.04 \ 3,46 3,98 . *’«<□

*/2 я/2

2338. Доказать, что J  / (cos x)dx = J/(sinx)dx.

Дм измерения площади участка между рекой и прямой АВ 
проведены 11 перпендикуляров к АВ от реки через каждые 5 м 
(следовательно, прямая АВ имеет длину 60 м). Длины этих 
перпендикуляров оказались равными 3,28 м; 4,02 м; 4,64 м; 
5,26 и; 4.98 м; 3,62 м; 3,82 м; 4,68 м; 5,26 м: 3,82 м; 3,24 м. 
Вычислить приближенное значение площади участка.

2358. Вычислить нлощадь поперечного сечения судна при 
следующих данных (рис. 26):

^  = -AiAj = AjA3 = АдА4 -  АлАъ = = = А^А, -  0,4 м, 
а * а *' АЛ  = 2,92 м, AjjBj »  2,75 м, АгВ3 = 2,52 м,

АА  »  2,30 м, Л6В5 = 1,84 м, АьЩ = 0,92 м.
а*яы вы ̂  ВЫчисления Работы пара в цилиндре паровой ма- 

| * */г *{,* ,. ■анощей ПЛ0Щадь индикаторной диаграммы, представ-
jx f ( s in x )d x = | j/ (s in x )d x = |  2 J  /(sin x)cfx = л J №n графическое изображение зависимости между
о о о 0 п вр**ея* индвРа В аилнндРе и ходом поршня. На рис. 27 изо-

Применить полученный результат к вычислению интегР*** ’очек 4 н̂ Т°РНаЯ диагР®**ма паровой машины. Ординаты
к . .  w>C и ED, соответствующие абсциссам Хо, * ь  Xg, ••• 

СЛеДующей таблицей:

Применить полученный результат к  вычислению интеграла
к /2  х/2

0 0 
2339*. Доказать, что

к/г */*

| cos2xd x  и J s in 2 xdx.

f - iS in ^ d x . 
v 1+сов x о

2340*. Показать, что если / (х) -  функция 1,еР*|<
«+Г

с периодом 7\ то не зависит от в .

Ю' Даны

*0 
во в *1

53,0
1.2

хг *»
24.4
0,6

*4
18,9
0.7

17,0
0,8-.5,8

32,2
0.6

*3 *? *3 *9 *10
15,0 13,3 12,0 11,0 6,2

L 0,9 1,0 1,3 1,8 5,7



§ 2. Приближенные методы
/-ППГ.ОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

гя. ̂  ^
—-------- - . и »  (в мм), вычислить площадь ABC DO, есл*
яь1Х на Ч*Р

В задачах 2347-2349 вычисления вести с точ„ линии ВС : pvy = const (линия ВС называет
0,001. ° „jjecrflo УР* у -  1,3, АВ ~ прямая, параллельная оси Ov.

2347. Площадь четверти круга, радиус которого p, ef ^аД»®68 ис" 29 представлена индикаторная диаграмма ди 
ииде, равна ~. С другой стороны, взяв единичный kdv ' Р« л я  Отрезок АВ соответствует процессу с го рани»

■ зе.^оГО Wf a в С -  расширению, отрезок CD -  выпуску и адиа 
тром В начале координат, уравнение которого *2 с * * . 8*” * *  Уравнение адиабаты ВС : pv13 = const,
применяя для вычисления площади четверти этого к™» *.т» DA ~ с**™

1 ____  1 И *  адиабаты AD : pvh3i = const. Исходя из размеров,
грирование, получим -- = J  \ l -  x2dx, т. е. я -  4j  V l-* ^  ^ ^ и в я и х  на чертеже (в мм), определить площадь ABCD.

о о
Пользуясь правилами прямоугольников, трапеций и щ .  я  Н е с о б с т в е н н ы е  ИНТеГрЭЛЫ 

лом Симпсона, вычислить приближенно число л, разбива
резок интегрирования [О, l]  на 10 частей. Полученные per и нтегралы  С б е с к о н е ч н ы м и  п р е д е л а м и
таты сравнить между собой и с табличным значением чиоц .  п , . „ „  2366-2385 вычислить несобственные интегралы

j, (яла установить их расходимость).
2348. Зная, что [ =  7 , вычислить приближение «- *Г

о 2366. J&-. 2367. 2368. J ( а > 0 ) .
я ,  Результаты, полученные по различным правилам, npii 1 1 о
биении отрезка интегрирования на 10  частей сравнить т  +“ . *г . *Т
собой и с результатами предыдущей задачи. I S e S S * ? ^  2870* j  х*+2х+2 ' j  *

ю — 2
2349. Вычислить In 10= | используя правило Cm® *- +_

„ а д № г  2ЭТ4- 1 з ^ '
при п = 10. Найти модуль перехода от натуральных лопе 1 о ■/£
мов к  десятичным. Сравнить с табличным значением. *1 . Т  2

В задачах 2350-2355 вычислить приближенно, пол£ Ы н ? '  287в* I 1*"* 2377‘ J Х%* dX ’
формулой Симпсона, интегралы, которые не могут быть о о
ны в конечном виде с помощью элементарных фуикИ*®' 237g_ Т *7 г  *7
п частичных интервалов задается в скобках. 2379. 2380. je * x sin ж d*.



СПОСОБЫ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

2417  и с с л е д о в а т ь  сходимость интегралов.

2114-
2412-

V JLtdx. 2413. о
«/2

2416. } р г ^ -  2417. 
2415- J , - ' - 1  о

Рис. 27
Вычислить с помощью формулы Симпсона площадь функция
[инаты даны в миллиметрах. Длина OF = 88.7 мм 2418*

___ _ *_>+« .  Может ли интеграл
Ординаты даны в миллиметрах. Длина OF = 88,7 мм 
общая проекция точек С и И на ось абсцисс).

Р а з н ы е  з а д а ч и  

f  (*) в полуинтервале (а, + «>) непрерывна в

схо.
, —  -------------- , --------------------------------------------------- .— /(\ _ * А * ° ПРЯ
В задачах 2360-2363 при нахождении пределов инт% '
ия необходимо воспользоваться методами приближу
гения уравнений. диться.
2360. Найти площадь фигуры, ограниченной дугами тщ ^  При каких значениях k интеграл J 
х3 - 7  и у -  -2х 2 + 3 х ч  осью ординат.

л±fflU-dx будет «пят

2361. Найти площадь фигуры, ограниченной пареби сходящимся? опятся интегралы 
у = х3 и прямой у  = 7 (х +1). 2430. При каких значениях *

2362. Найти площадь фигуры, ограниченной парабс
* гт* ■

у = 16 -  х2 и полукубичеекой пврабодсй и -  -ч х “.
zabb. Найти ттлощадь фигуры, ограниченной Л1 

у = 4 -х *  и у * V * . 2421. При каких значениях к сходится интеграл J

2364. На рис. 28 изображена индикаторная диагр« а
(упрощенная) паровой машины. Исходя из размеров, 9 (»<„)?

P i  V1 + -

2422. Можно ли найти такое к, чтобы интеграл j  х dx схо
о

V

10 А В

i
^ 0

70
К»* 'Я*

дился?

2423. При каких значениях к и t интеграл
dx схо-

*/2 
it *Л .л с  етояти**



f  3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ н̂ПСОВЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
----------------------------------- — ------------— ---- гЛ. ------------ '

В задачах 2386-2393 исследовать сходимость интелТ4 160^-^^^430-2448 вычислить интегралы, пользуясь фор
*т *? .  и . ^  В заД8ЧаХ г

2387. I *-±1<1х. 2388. Г__л 7  S dx = Ц- (интеграл Пуассона),
о t 0 (**+**+1? J

2386
о

\lnjc*+l2389. | -П-У +lldx. 2390. j  -Гхе~* dx.  2391. J#ix dr = ~ (интеграл Дирихле).

2392 b f c  ffl93- b f x  „ *  ( « > «)•  2«<>-] % • * ■  2« 1*-<2 t X<lnzjt ^  J 0 0
о

..a
И н т е г р а л ы  ОТ Ф у н к ц и й  2^2 fжг"«~х*d* (Л -  целое положительное число).

с б е с к о н е ч н ы м и  р а з р ы в а м и о
В задачах 2394-2411 вычислить несобственные инш* 7„„2* ±г 2444.

(или установить их расходимость). а448‘ J i  J *

2 3 9 4 - | т Й г - 2 3 9 5 - J ^ f e i -  2896 Щ  2445. j i ^ ^ d *  ( а > 0 , * > 0 ) .

О
1 1/с 2 g-'- ^

2397. J *  In xd x  2398. j - ^ - .  2399. 2446. Jan lirfx . 2447*. J ^ n i id x .  2448*. j & ^ d X.
0 1

IШВЯШ' *
2400. f — 2401 f dx (a < /Д 2448*. Положим ф (х)=- ( In cosy dy. (Этот интеграл называ-

J W bT • i j H H  v I  Щ :  i
интегралом Л обачевского.) Доказать соотношение

> ш  { - » - £ * - ,  ( » < » ) . 2403. Г , » Ч » - -  с .
J J ^(х-8)(5-^) щьк> вайденного соотношения вычислить величину
“ * { \ *П
г \ . } ,М( ^'2 i = ~ I IncosI/dy (впервые вычисленную Эйлером).

2404. [ -------ЙЕ,------  2405. ----- 2 4 0 6 .  IV f  J
о -> * * * “* 2450-2454 вычислить интегралы

2407. dx. 2408, dx. 2409

2410. j ^ d x .  2411. ) i d r .  ^  h b x d x .  2453*. j ™ d x .  2454. J i 0 -



„  -  .СТМЕНЕИИЯ""*»™"»_________________
г, ограниченной дугой гипербо- 
--- *>/■«. пвппенликуляоно к дей-

2425. При каких значениях * ИНТе„ «. ограниченной дугой гипербо
8ТегРал Г ^  ^ < Г в » * тЯ 10,0 «ной из фокуса перпендикулярно к дей 

• *"** %  Гордой, прев**
В задачах 2426 -243 5  вычислить нецобств * * °сИ' «.*+ 1/2 = а г разбивается гиперболой

ннь,е»«ч ‘вС Г ^ ^
2426. Г - * _ .  2427*. Г щ Ш - й * .  *  . *  » . * * * " ■  ° ПРеДеЛИТЬ ” “В Д  ’

, x'Jx~l _J, l x  V T 7- 2428. *, ' 2у '  4 _  „лощади криволинейных фигур, образе-
#jAA. 2 «

■ь» « fi- щ т *  .„ п и п са  —  + V -  1  И ги п ер бо лы
о , ™  f  <£r ,  v пер*с€Чени эл л и п с а  4 у  к—

• I (*’ ♦*>)' (” " ^  " « т е л ь н о е  ^

_  Т л _  ,  1 L  вычислить площадь фигуры, заключенной между ли-
2430. J x  е *<*х (п -целое  положительное^, J ^ . ^ o *

+- г 2468. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией
2431. J х е r dx (л -  целое положительноечиад }»x(x-lf в осью абсцисс.

0 2469. Нейти площадь фигуры, ограниченной осью ординат и
'  • яшшй s ■ jr*(|r - 1).\, у» * * • » ■ * * (* - l ) .

1ЬНОе число*' *470. Heftra площадь части фигуры, ограниченной линиями 
»* « х* и у" s х*1, где т  и л -  целые положительные числа, 

2433*. f -Jp lir  при т :  а) четном. 61 нечетном квадранте. Рассмотоеть bohdoc о пло-
у - * « у -  х , где т  и л -  целые положительные числа,

j  jf& L  при т :  а) четном, б) нечетном ( « 4  * “ Р*°‘1 квадранте' Рассмотреть вопрос о пло-
• Vl-x* Вв ?®7РЫ в зависимости от характера четности чисел

2434*. (л -  целое положительное чи** площадь криволинейной трапеции, ог-
{ ^  6) вб0ЦИСС и линией У = х -  .

*- Фигуры, ограниченной двумя ветвя-
\У  *• 5

1471 ИПРЯМОЙХ = 4 - 
^-х-г)5 -о  Ь ПЛ01цад,> Фигуры, ограниченной линией

^ ^ Г ямикоординат'
н*ат« п; 0̂ 7 ли лин1и' у2 = * ( * - i ) 2 

"* Г r j\» игуры, ограниченной замкнутой ли-

Щ

■м-

2435. Г--------Лх , -п (0 < а  < 2я)-
'  (х-сма)г1 х*-I

■Н» +—
2436*. Доказать, что J  ̂ 7  = J  "  ^ 2 ' 

о о
+г

2437*. Доказать, что | dx = 0-
о М г

2438. Вычислить интеграл j  -
i Х

ограниченной замкнутой ли-



L
К а, я»йт

ГЛ- vm. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

Г л а в а  VIII * ^ 1 й т и  площадь фигуры, ограниченной замкнутой ли-

eresin*)2
П Р И М Е Н Е Н И Я  И Н Т Е Г Р А /Ja нвй*и площадь фигуры, ограниченной одной аркой

^  ,  = -ein<). у = а ( 1 - cosi) и осью абсцисс.

§  1 .  Н е к о т о р ы е  з а д а ч и  г е о м е т р  *u9l ВЫЧЯСЛИТЬ плоЩадь ФигУР“ - ограниченной астроидой

” И И °т%  jcel»‘ . ^ ' * a8in^#• 
l l Л O Щ a д ь ф и r y p ы  ‘ *  цайти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой

« М .  Вычислять площадь ф„о т ы , 0IW1 
уравнения которых у 2  ̂2х + 1 м х  ̂ J Q °" л»ц увз. Най™ площадь фигуры, ограниченной: 1) эпициклои-

2456. Найти площадь фигуры, заглоченной м (R + r)<x*t -  г cos у  = (Л + r ) s i n f - r s i n ^ t ;

лой у = -Г2 + 4 * - 8  и касательными к ней в точка» (n J  Ялшоциклоидой
(3 >0)- *={/J-r)eost ч-гсов-2^ * ,  у = { R - r ) a in t - r a in ^ fL t,

2 2457‘ Вычислить площадь фигуры, ограниченной пар& 4"“  в 3 ',r (п “  ц*лое число)- ЗД^ь R -  радиус неподвиж- 
у = 2рх и нормалью к ней, наклоненной к ! « !,» г-радиус подвижной окружностей; центр неподвижной
углом 135°. а ца «ружяости еоададает с началом координат, a t означает угол

2458. Вычислить п ,гап„ „  ж тори»радиуса, проведенного из центра неподвижной окруж-
2 _  пло1Цадь фигуры, ограниченной napiM юя» точку касания.

ми у  ~ X И У — \ X .
2j*Q г) Найти площадь петли линии:

ми и2 + Я Ы™ ЛтЪ2 ПЛ0ЩаДь фигуры, ограниченной napife l ) i  = 3t! , y - S f - t 8 ; 2) х = t* - 1 ,  у = i* - 1 .
У 8лс = 16 и </ — 24лг =; 48 Ш  \ »
2460 Выиил _  ‘ I  Вычислить площадь, описываемую полярным ра-

лить площадь фигуры, ограниченной юр**' 11 спирали Архимеда р = акр при одном его обороте, если
ми У = *  и у = £-. "’“ УДМнкеняя соответствует ф = 0.

2461. Окружность х2 + у2 = В разделена пяраболой Г ПЛ°ЩвДЬ ФИГУРЫ’ огРаниченной втоРым "
на две и  * 2496 ,? ®пирали и отрезком полярной оси.

24R9 " * ™ ПЛ0ЩаЛи обеих частей. . р’ в»1п2и ПЛ0,ЧаДь фигуры, ограниченной линией
айти площади фигур, на которые парабол» У j ^ .  'Д*УЛепестковая роза).

лит окружность хг + у 2 = 16. 3гя«055ф а̂ЙТи площадь фигуры, ограниченной линией
Го КРУГ* радиуса а вырезан эллипс, болью** ^
орого совпадает с одним из диаметров круги, я мены^ p*2efe+" Пл°1Цадь фигуры, ограниченной улиткой Пас-

м Л„ п °“ " ” ’ Ш"’ щ №  , « ™  Р " «  * * » . в „ " * » ) •
•—Но] п°луосями а и а -  ь . ***%♦ («>01 плоПИЛЬ фигуры, ограниченной Ливией

,  ’ * “рямой ф = л .
На8тй т 4
Р * 3 + Плон«Дь общей части фигур, ограниченных 

С0*4ф и р = 2-со84ф.



§ 1 НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ

36мкиут^2476. Найти площадь фигуры, ограниченной 
нией х* -  ах3 + а2у2 = 0 .

2477. Найти площадь конечной части фигуры, ограанч 
линией х2у2 = 4 (х - 1) и прямой, проходящей ч е р е з  м  * t 
перегиба.

2478. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лввык 
у = ех, у * е~* и прямой х = 1.

2479. Вычислить площадь криволинейной трапеции 
ниченной линией у * (хг + 2х)е~* и осью абсцисс.

2480. Вычислить площадь криволинейной трапеции, - 
ниченной линией у = е~*(̂ х1 + Зх + l j  + ег , осью Ох и г *

прямыми, параллельными оси Оу, проведенными через»  ̂
экстремума функции у.

2481. Найти площадь конечной части фигуры, ограним 
линиями у  = 2хгех и и -  - х 3ех.

2482. а) Вычислить площадь криволинейной трапеци' 
кованием [ а . б], ограниченной линией у = In х.

5} Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
у = 1пх, осью ординат и прямыми у = 1па и у = ink

2483. Вычислить площадь фигуры, о гран ич ен но й  Л* 
у = 1п х и у ■ In2 X.

2484. Вычислить площадь фигуры, ограниченной  &  
у -  и у = *1пх.

2485. Вычислить площадь одного из криволин*  ̂
угольников, ограниченных осью абсцисс и линиями У
у = cos х .

2486. Вычислить площадь криволинейного тРе- ^  
ограниченного осью ординат и линиями у = tg т  и У

2487. Найти площадь фигуры, ограниче”''
у -  sin3 х  + сое® х  и отрезком оси абсцисс, соеД***
■*о.- *едов*тельные т о п е р ^ с г * ; с : : ; ; я  "•

2488. Вычислить площадь фигуры, огран1*4* 
цисс и линиями у в  arcsin х и у = arccos х.



■»»в ы b



§ 1. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ ГЛ. VIII ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

2501. Найти площадь части фигуры, ограниченной^^ площадь фигуры, содержащейся между иис-
р = 2 + cos 2ф, лежащей вне линии р = 2 + sin ф. ^  ^  2 и ее асимптотой.

2502. Найти площадь фигуры, ограниченной щ  «*** У „ ^ п л о щ а д ь  фигуры, заключенной между линией 
= a2 cos лф (а -  целое положительное число). 2515- асимптотой
2503. Показать, что площадь фигуры, ограниченной д. ** я 8 ' 4* о б л и т ь  площадь фигуры, ограниченной линией 
двумя полярными радиусами гиперболической сп '  2516*- *>мми

РФ = а  и ее дугой, пропорциональна разности этих радау^  д-2* '1* и ее асимптотой.
2504. Показать, что площадь фигуры, ограниченной ^ вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

ми полярными радиусами логарифмической спирали р = ае«« 2.  хе-и .
ее дугой, пропорциональна разности квадратов этих радиусе»  ̂ 2517. Найти площадь фигуры, заключенной между трактри-

2505*. Найти площадь фигуры, заключенной между,,,. ^  lntg|), у = a sin X и осью абсцисс.
ней и внутренней частями линии p = a sin3 ~ . ' „ а2(.

2518. Для линии р = ------ аайти площадь петли и площадь
2506. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ливне °°*Ф

Г Г j ' фигуры, заключенной между линией и ее асимптотой,
р = VI -  Г , фа arcsin t  + VI -  Г  . ф

В задачах 2507-2511 удобно перейти предварительно к к ’
лярным координатам. Д л и н а  л и н и и

2507. Найти площадь фигуры, ограниченной лемниская 
\2 г/ 2 j\ 2519. Вычислить длину дуги цепной линии j/ = o c h ^  (от

*i = 0 до хг = 6).
Бернулли {зс2 + у 2 j  = а2|х2 -  y 2J.

2508. Найти площадь части фигуры, ограниченной лен» __
скатой Бернулли (см. задачу 2507), лежащей внутри окру»* 2 5 2 0 . Найти длину дуги параболы у 2 = 2рх от вершины до 
сти х2 + у2 = ^ точки М(х, у). (Взять у в качестве независимой переменной.)

2509. Найти площадь фигуры, ограниченной ли** Найта длину дуги линии у = In х (от хх = >/з до

(** + y2)2 - e V - 6 V  =о .  J  ;
2510 . Найти площадь фигуры, ограниченной ^ ^  Н“ЙТИ Мину дуги линии у  = In (t -  **) (от = 0 до

(х2 + «/2)3 = 4агху(хг - у 2). I
2 5 11 . Вычислить площадь фигуры, ограниченной л **• Найти длину дуги линии у = In-—̂  (от x t = а до 

х*+у* = *2 +у*.  *г*Ь). г*"1
лсД?25 12 . Вычислить площадь фигуры, заключенной » е“

нией у = —Ц- и ее асимптотой. =1+ж2 | j | K  - ^

2513. Найти площадь фигуры, заключенной меЖДУ , '■»* вычисление длин Д уг те м , где ИХ» необходимо, в скобках
_xL I дуг*1*884 в м е н е н и я  независимой переменной, соответствую щ ий

У -  хе 2 и ее асимптотой.



а ■■ ПЬКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ Г^СМЕТРЦИ и

2524. Вычислить длину дуги
ГЛ- V"1'

"°«иси .
n‘ -  } ( r - t f ,  З .м « ,е д „„6 , п п т  „  „ » « » ■ « « '

2525. Вычислить « - у  д,™  S  ^  *• вне и внутри ее с одинако-
5{/ «  * * , заключенной внуто., . . .  Г  катятся (без скольжения) две окружко-Р окруж ное ь в  момент < = 0 они касаются

2526. Вычислить длину петли линий о - + ̂ 4  точки М  неподвижной окружности.
2527. Найти периметр оДНого из т *Ь~и ^  ^ ^ н о ^ е н и е  путей, проходимых точками Л/, и М 2

У = 1цу = In sin дс. . „ддчу 2493). а дуги линии

2528. Найта длину дуги линии у = jd. -  Jjul

между ее наиниэшей точкой и вершиной (точк, ^  „.ипиг-у (*1 - <*)• Равьа №  + *'(*)])* '
тремальной кривизной). ,*я«еяУ*®№ и

2529. Найти длину линии у = л/х -  х2 + arcsin >£ 1641- Пря«иить результат предыдущей задачи 
  , . .  . 1 _  л«ги линии х -  «'(cost + sin <)» У -  е (cos*
2530. Найти длину линии (у -  arcsinjcf = 1 -  г2. пв ****“ дуГИ лииии
2531. На циклоиде х = a(t -  sinf), у -  o(l-coit) i <■ *« г ° ** ** =

точку, которая делит первую арку циклоиды по длин 
шении 1 : 3.

,1

2542. Доказать, что дуги линий
* = /(0~ф'(0> у = ф(*)+ /10 и 

ЯЙ8й * -  *'{♦) CCS ? , Ч -= f'(i)cos f + <р'({ )s r̂i t<
Щктя» одному и тому же интервалу изменения пара- 
ичеют равные длины.

“W3. Найти длину дуги архимедовой спирали р -  a<f> от на- 
** 50 кздц* первого завитка.
^  Доказать, что дуга параболы у = -^ х 2

2532. Дана астроида х = R cos31 , у = Й sin* f f
u

ней A lR , 0 ), S (0 , й ). Найти на дуге АВ такую

бы длина дуги AM  составляла четверть длины дуг* ^
2.

2533*. Найти длину линии +( f )  =1,

2534. Найти длину линии х = a cos61 , у -  a,in 1 0 ^ ж < а ,  имеет ту же длину, что и дуга
2535. Найти длину дуги трактрисы интервалу 0 S  р S а .

. . /„ * » 1  (<)т ,  Ть длину дуги гиперболической спирали
у = a sin t от ее точки (0 , а) до ее точки у/ «  *1 * 4  до и, = 4\

' ’ _«/*« 2&46.Г. - а ' 1

соответ

2536. Найти
х ~

длину дуги эвольвенты окружж*1* 
Я(соз< + fs in i). j/ = Jf?(sin(-fco»<)

(от t, = 0 до tг = я ).
2537 Вычислить длину дуга лимьв  ̂  ̂

х  = (♦“ - 2 j a i n *  + 2 to e s* »  У а { ^ " ‘ )

(от tj *  О до « . « * ) .

длину кардиоиды р -  a ( l  + coscp).
^47* Найт jjtmuv к _ agin" ^  {с«. авдечу 2505V

р = a sin
■•«г- V* ц&Ди;

#«*Лгт "* ЧвТНОМ И соизмерима с длиной
ПРИ m нечетном.



§ 1. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ ГЛ. VIII. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

2524. Вычислить длину дуги полу кубической пар,Л 
у2 = -|(x -1 )* , заключенной внутри параболы у2 ~

2525. Вычислить длину дуги полукубической Пар^ 
5у3 -  х2 , заключенной внутри окружности ж2 + у2 = 6.

2526. Вычислить длину петли линии 9ау" = х(х ~ 3af.
2527. Найти периметр одного из криволинейных rpeyjJ 

ников, ограниченных осью абсцисс и линиями у = In cos, 
у = In sin х .

2528. Найти длину дуги линии У ~ аакл ЮЧ«щ

между ее наиннэшей точкой и вершиной (точка линии с ж 
тремальной кривизной).

2529. Найти длину линии у = ■J x - x 2 + arcsin л/х.

2530. Найти длину линии (у -  arcsinх)2 = 1 -  х2.
2531. На циклоиде х = a(f ~ s in t), у = o ( l -  cost) шЬ 

точку, которая делит первую арку циклоиды по длине в и» 
шении 1 : 3.

2532. Дана астроида х -  R соз3 /, у -  к  sin5 г и точи* 

ней а ( й , 0 ) .  3 (0 , Я). Найти на дуге АВ такую точку М,*| 

бы длина дуги AM  составляла четверть длины дуги АВ ■

2533*. Найти длину линии +(|-J3 = 1.

2534. Найти длину линии х = a cos81 , у = a sin* t
2535. Найти длину дуги трактрисы х = а 

у = ae inf  от ее точки (0 , а) до ее точки (х , у).

25<$. Найти длину петли линии х = f2 , у = < -  у .

2539. По окружности радиуса а , вне и внутри ее с одинако- 
. угловой скоростью катятся (без скольжения) две окружно-

с радиусами, равными Ь. В момент t = 0 они касаются 
8онми точками М\ и М% точки А1 неподвижной окружности. 
Показать, что отношение путей, проходимых точками АТ, и М2 
л произвольный промежуток времени t, постоянно и равно

(см. задачу 2493).
2540. Доказать, что длина дуги линии

х = /"(*)cos t + } ’(t)sin  t , у = -/ '(f)sin t + f'(t)cos t,
Щ
:остветствующе& интервалу ( t j , t2),  равна [f(t)+ f"(t)]

2541. Применить результат предыдущей задачи к вычисле
нию длины дуги линии х = е‘ (cost + s in <), у = e ' (co s f -s in f )  
(от tj = 0 до fj =«)•

2542. Доказать, что дуги линий
х = /(f)-<p'(0> у = <р(*)+ f i t )  и

jT(iJsin i -  <р'(г) cos t , у ~ f ’(t )cosf + ф'(«) sin t,
гствующие одному и тому же интервалу изменения пара- 
’ « - »  равные длины.

®айти Длину дуги архимедовой спирали р -  а<р от на- 
^^конца первого завитка.

Доказать, что дуга параболы у -  ^ -х 2, соответ- 
’т*Л>Ч»я 2р

Ип«Г

2536. Найти длину дуги эвольвенты окружности 
х *  B(cost + feint),  у -  J?(sint -  (cost)

'ПнРали р ”ИТе,>ВалУ Ой х<  а , имеет ту же длину, что и дуга 
2545 r  Р̂ ' соответствующая интервалу 0 S р < а .

^  * 1 (от Чн°ЛИть длину дуги гиперболической спирали 
, .  До ф ,= 4 ) .

Длину кардиоиды p * a ( l  + cosip),
(от t, = 0 до и  = п V

2537. Вычислить длину д уги  ляани 
Л

~V ~*}
(от <, = 0 до t2 = л  )

*  = it* -  2 W in e  +21 cost. V в  (2 - f * i e e e f  +2<*1°

ЛИНИИ р in 3 tt (с™- -Задачу 2505).

пт Ф" с~г линии р = a sin — ( т  -  целоет
с a при т  четном и соизмерима с длиной 

Са 0 ПРИ нечетном.



^ ^ О Т О Р Ы Е З А ДАЧ* ГЕОМЕТРИИ И СТАТНЕЙ ' г д . VIH. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

2549. При каких значениях показателя k (fe * q\ ^  Тгричиый параболический сегмент, основание
* <й51‘ СиММ к воашается вокруг основания. Вычислитьлинии у = ах выражается в элементарных d m » ,,  1 '  а  вьЮ°та Р ,

5 Кц»ях?л (01«РоГО паш еяия, котор о е при этом получается («лимон* вываясь на теореме Чебышева об условиях ннте 1*ЯЛ 8
дифференциального бинома в конечном виде.) ГРИр); ^.ъври)- ,  « , 2  2 2

2550. Найти длину линии, заданной уравнением ограниченная гиперболой д: -  у = а и пря-

-= J v ;
+ А (А > О), вращается вокруг оси абсцисс. Найти

cos xdx. *oi * ' а
« *ла вращения.

-п/2 Криволинейная трапеция, ограниченная линией
2551. Вычислить длину дуги линии ,  *в прямыми х  = 1 и у = 0, вращается вокруг оси абс-

/ cos* f с Н»*таобъем ™ a’ которое при этом получается.
*  -  J у = J м jjgQ Цепная линия у = ch ж вращается вокруг оси абсцисс.

1 1 п ,  ^  получается поверхность, называемая катеноидом,
от начала координат до ближайшей точки с вертикалью!, объем тела, ограниченного катеноидом и двумя плоско-
тельной. M i  отстоящими от начала на а и & единиц и перпендику-

2552. Доказать, что длина дуги синусоиды у = sini,, щяиЖ1 к оси абсцисс.
ветствующей периоду синуса, равна длине эллипса, пот 2S61. Фигура, ограниченная дугами парабол у ~ х г и у2 = 
которого равны л/2 и 1. ** вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела, ко-

2553. Показать, что длина дуги «укороченной» или <■: мрое при этом получается.
ненной» циклоиды х = mt - п  sin t , у = т  -  ncost (m и л . M l  Вавпг объем тела, полученного вращением вокруг оси 
ложительные числа) в интервале от *. = 0 до /2 =2*р I f "  Т1Т ЦИИ’ «ад осью Ох и ограниченной лиии-

*8 (*-<)> = х(х-3).длине эллипса с полуосями а = т  + п , Ь - \т-п\. Ж ^
___ . .  _ м ' паяти объем тела, подученного от вращения криволи-
2554*. Доказать, что длина эллипса с полуосями^.' ***4 трапеции, ограниченной линией у -  arcsin х , с осиова-

летворяет неравенствам п(а + b)< L < л72 V«2 + &2 ^  ***" 1®> 1] вокруг оси Ох

' ры^ ^Ытасл,ггь объем тела, полученного от вращения фи-
круг ()f.̂ PWl,l4e,iHoft п»раболой у ■= 2х — дг3 и осью абсцисс, во- 

О б ь е м  т е л а  °в̂ *Нат'
*** *°><Pvr ™<'ЛИТЬ °б^м  тела, которое получится от враще-

2555. Вычислить объем тела, ограниченного по*Р£ ординат криволинейной трапеции, ограниченной
образованной вращением параболы у~ -  4х вокрУг , У *  8ln х , соответствующей полупериоду.
(параболоид вращения), и плоскостью, п ер п еяд и к у ^ у  ^  /Ulot«0K*Ta / 2 -v« _ , _ ч врвщается 
оси и отстоящей от вершины параболы на рисстоД '  > I * !
единице. ase?5**8 п °°Ъем гела* ограниченного поверхностью,

2556. Эллипс, большая ось которого равна 2в» **1
вращается: 1) вокруг большой оси, 2) вокруг малой 0 ./  п - 1вв̂  тела, образованного вращением во-
объем получающихся эллипсоидов вращения. В чясТ к *у4 а аг^  Ы* огРаничеиной линией: 
получить объем шара. * 2) х * + у 4 ш х 3 ,
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2368. Одна арка циклоиды х = а (< -sin f)^  Г" \  1 / -----------объем тела, ограниченного поверхностью, по-
вращается вокруг своего основания. Вычислить ° ^  вращении трактрисы х = a (cost + lntg^),
ограниченного полученной поверхностью. . . , ^ >сЯ Р „ямптоТЫ

2569. Фигура, ограниченная аркой циклоиды г™ dnt *>КРУГ W “
щую задачу) и ее основанием, вращается в«круг ^  Ы  Г 1*  вычислить объем тела, ограниченного эллипсоидом 
пендикулярной к середине основания (ось симметрий'! Я Ш »  .
объем получающегося при этом тела. L A * ?  .  .................................................

2570. Найти объем тела, полученного при врашм.„ -«л Вычислять объем тела, ограниченного эллипт 
2 I 2 ^  и" «-% *  „г иг ,  ,

ды х 3 + у3 = а» вокруг своей оси симметрии ^ П1ф#болоидом г -  \  + ~г и плоскос,гью

2571. Фигура, ограниченная дугой линии '1 ) * * » *  объем тела, ограниченного однополостным гипер-
л  я * * пЫ jL + i^ - г 2 = 1 И плоскостями г  = -1 и г -  2 .

у = — sm t (эволюта эллипса), лежащей в первом квалп.» 4 9
ДР№- « л  вычислить объемы тел, ограниченных параболоидом 

координатными осями, вращается вокруг оси абсцисс, в* , . . у  и эллипсоидом х2 +2у2 +*2 =6 .
объем получающегося при этом тела. ! *

2572. Вычислить объем тела, ограниченного поверх «*■ Найти объемЫ тел’ <^Раз*ванных пересечением двупо- 
бесконечного веретена, образованного вращением т  „одного гиперболоида I f  ~ V  ~ I f  = 1 и эллипсоида 
У = —Ц- вокруг ее асимптоты.

6 4 9
2573. Линия у = 2ехе”2* вращается вокруг своей миг я я д ^ н - и *™ ан«»*1?ного конической повврх- 

ты.- Няитн объем тела, ограниченного поверхностью, юи» у2 г.
получается в результате этого вращения. 3 + 2 и илоскостыо г  ~ •

2574* 1) Фигура, ограниченная линией у = X  « « *  ® ^ ? вЛвТЬ * ? “ • 0ГРаничеНН0Г° " араболоиД°м
IZsiL + jT Г2 V 2птотой, вращается вокруг оси ординат. Вычислить объем1® 4 9 ■ конусом — + — в г .

которое при этом получается. 2585» Найти объем ^  отсеченного от к р у г л о г о  цилиндра
2) Та же фигура вращается вокруг оси абсцисс. Найт» проходящей через диаметр основания («цилиндри-

получающегося тела, Г ? *  * * * * ' .  Р « .  30). В частности, положить Я = 10 см2575*. Вычислить объем тела, ограниченного поверх" ем,

получающейся при вращении линии у = х 2е 'х вокрУ ‘ щ, a j/^*Ра5®лический цилиндр пересечен двумя плоскостя-
асимптоты. ^  noZ^ 1* одна перпендикулярна к образующей. В резуль-

окта* л  sin* „ псь** **» папя^еТСЯ тело* изображенное на рис. 31. Общее основа-
2576 . Фигура, ограниченная линией у = j  Ч ^ ^ Ч е с в д х  сегментов а -  10 см. высота патболиче-

- J - —V- ----- —  ОЫЧИЫШ‘ “  - -  .  : я  О ™ л « « » И  « м п о т я  Т»ЯИ

2577* rif.&rra v iw n tn r anu i i  -  ..... I — vvnvBHHiffiH I«*mnnm (чужнт яигапс. пире-
«роизводимой вращением циссоиды у2 = (о > ’ ‘ ^ ^ ю ,  проходящей через малую ось м

2«-дг пть объем тела* которое при этом получается,
асимптоты. М*РЫ указаны на рис. 32.
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Рис. 30

2588*. На всех хордах круга радиуса R, ппраллелыщ 
ному направлению, построены симметричные лараболич» 
сегменты постоянной высоты Н. Плоскости сегментов gtJ
дикулярны к плоскости окружности. Найти объем получен 
таким образом тела.

2589*. Прямой круглый конус радиуса R, высотой Яре 
чен на две части плоскостью, проходящей через центр осе 
яия параллельно образующей (рис. 33). Найти объемы А 
частей конуса. (Сечение конуса плоскостями, параллельв* 
образующей, суть параболические сегменты.Ч

znmi Центр кяялоатя переменного то>им«*1щ п«ие««»«™ 
вдоль диаметра круга радиуса а, причем плоскость, в 
лежит квадрат, остается перпендикулярной к  илоскоета ЧЯ 
а две противоположные вершины квадрата перемещав*41 
окружности. Найти объем тела, образованного этим движу®*1 
ся квадратом. J

2591. Круг переменного радиуса перемещается таКЯ*‘ ^ 
зом, что одна из точек его окружности остается но оси w *

S

/ / /

/ / f f ,

> £ = Z

Рис.. 31

Рис. 34 Рис. 35

^  и  и I j (frmiuii i< ? ! | f 1 ! ! ' ! *!!!!!!!!?! ■
■ Ml • I

A-ia cm

P«c. 32

;йТ? движется по окружности x 2 + у 2 -  r 2 , а плоскость этого 
круга перпендикулярна к оси абсцисс. Найти объем тела, кото- 
м  при этом получается.

2592. Оси двух равных цилиндров пересекаются под пря
ми углом. Найти объем тела, составляющего общую часть 
аыиндра (на рис. 34 изображена 1/8 тела). (Рассмотреть сече- 
ия, образованные плоскостями, параллельными осям обоих 
иЗлицдров.)
.-.^77— ---------- ;; —у
-■ ““нцвт йснование радиуса R, а нижние основания нх
- “Ракасаются (рис. 35,‘. Найти объем общей части цилиндров.

П л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и  в р а щ е н и я

,.п . 94‘ площадь поверхности, образованной вращением 
г-'-Оолы — лп

* tfci вокруг оси абсцисс от вершины до точки

2 5 Г Ц =3а'
^ ^ с л и т ь  площадь поверхности, образованной вра- 

(|* *, г фУбкч*ск°Й параболы Зу  -  х3 = 0 вокруг оси абсцисс

площадь катеноида -  поверхности, образо-
li-ыНой дивив и -  a ch — вокруг оси абсцисс

щ  Ч»ащеяа11 эллкпса x t  + JL. = 1  вокруг большой 

°**рхность, называемая удлиненным эллип-
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Г

соидом вращения, при вращении вокруг малой ------------- --------------- -------------------------Трактриса ж -  almost + \пЩ), y ^ a s in t  вращается
называемая укороченным эллипсоидом вращения. йгписс Найти площадь получающейся бесконечной
щадь поверхности удлиненного и укороченного Эл 1 «окРУ1 °°Я а
вращения.

2598. Вычислить площадь веретенообразной пов»
образованной вращением одной арки синусоиды и Щ  М о м е н т ы  И ц е н т р  МЭСС’*»~8Цц['
круг оси абсцисс.

„ Л. ,п пиияслять статический момент прямоугольника с ос-2599. Дуга тангенсоиды и = tg х от ее точки /п м 2610. Вычисли™ v.1 1°. 0) д,, MtM „ „ ВЫСотой Л относительно его основания.
точки ( j ,  l )  вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить п. "° 2611* Вычислить статический момент прямоугольного рав-

/ ВДОи ______ _ . . . . . . .А wa«i«K1 УЛ*п«ЛГЛ noaux.1 Л /VTU^II.
поверхности, которая при этом получается.

с е р е н н о г о  треугольника, катеты которого равны а, относи- 
Л1ЬН0 каждой из его сторон.

2600. Найти площадь поверхности, образованной вращц 2612. Доказать, что имеет место следующая формула: 
петли ливии 9ауг *  *  (За -  х)2 вокруг оси абсцисс.

2601. Дуга окружности хъ + у1 = ст , лежащая в ар-
квадранте, вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вьти 
площадь получающейся при этом поверхности

|(а* + b)f {x)dx -  (о$ + 4>)| f  {x)dx,

где £ -  абсцисса центра масс криволинейной трапеции с осно-
2602. Найти площадь поверхности, образованной вращеп «ими |а, ft], ограниченной линией у  = /(*).

вокруг оси абсцисс дуги линии х -  е { s in t, у  = е‘ ип 2613. Найти центр масс симметричного параболического

2 со сторонами а и о рообиваетсм ка две
2603. Найти площадь поверхности, образованной вра®# параболы, вершина которой совпадает с одной из 

астроиды *  = a cos3 4, у  = a sin3 t вокруг оси абсцисс. ^ ^ « м о у г о л ь н и к а  и которая проходит через его противо-
0йП. А * лея cun' я Т Г  веРШину (рис. 36). Найти центр масс обеих частей2604. Арка циклоиды вращается вокруг своей оси ^   ̂и S2 "рямоу>цд|>н

рии. Найти площадь получающейся при этом гговер* ^
(См. задачу 2568.) й ' йайти координаты центра масс полуокружности

2605. Найти площадь поверхности, о б р а з о в а н н о й  SP | > 
кардиоиды р  = a ( l  + cosip) вокруг полярной оси.

2606. Окружность р -  2rsin<p вращается вокруг
оси. Найти площадь поверхности, которая при
ется.

О С Л -7 гч2 л -  A A b O r t  • ; . а д -Г ''л  аЯК О У'w v i .  tficininm>ntrt4i р  — U *дп« '•!'
■J

у  *  4гг -  хг .

2616. Найти координаты центра масс 
полукруга, ограниченного осью абсцисс

и полуокружностью у -  4 г2 -  х2 .

оси. Найти площадь поверхности, которая при '«с.
2417 . Найти центр масс дуги окруж- 

* ности радиуса R, стягивающей цент-
1)ГП п г»

2608. Бесконечная дуга линии у = е~х , сооТВС̂  »ц «ье,  ̂
положительным значениям зг, вр ащ ается  вокрУг * *Т°Г0 р ***«■"<» (2бЮ-2в«2) плотность приним ается рав-

Вычислить площадь поверхности, которая при это«
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2618. Найти координаты центра масс фигуры, огр^4  ^^^^Гказвтъ* что абсцисса и ордината центра масс секто- 
осями координат и параболой -Jx + Jy  = -Ja . \  1$®' ценного двумя иолярными радиусами и линией, за-

2619 . Найти координаты центра масс фигуры, огп» ^ полярных координатах уравнением р = р{ф), выража-
2 у1 аКй- jtfK»4 ® 

координатными осями и дугой эллипса + — = i ,
а2 Ь2 *’ тлК' w

fp J cos<M4> f р sin»d<l>первом квадранте.
------ ~ У -

2620. Найти статический момент дуги аллипса I ^  8 Ip'2dip 3 ?p 2okp
а! (I'I »i *i

лежащей в я е р м м  квадранте, относительно оси абсцисс. декартовы координаты центра масс сектора, ог-
2621. Найти координаты центра масс фигуры, o r p o j * ^ Н яолувитКом архимедовой спирали р = аФ 

дугой синусоиды у = sin х и отрезком оси абсцисс (от *. 1 *  .,ц .
х2 = п). ( « f ,  =  0 до » , = « ) •

‘  В 2622-2624 „ « , »  ст„ » ч«к „ й  «о„е»,ф <1ж, * *  МВТР “ Г  КРУГ'  Р*“ У“  *  * " "
раниченной данными линиями, относительно оси абсцисс: ' <*—

а _ 2  2635. Найти декартовы координаты центра масс фигуры, ог-zo jz . у ~ . и у -  х . ,• t \
1 +*а раниченной кардиоидой р = 4  + сое ф

2623. у = sin х и у = ^ (для одного сегмента). 2636. Найти декартовы координаты центра тяжести фи-
f -  Ш  0П»И8ченной правой петлей лемнискаты Бернулли

2624. у = х2 и у = л/х.
2£2Г' - ------ -.na:xt2r.*rr • «УПГГПА ?4ЯГГ /чгпян!̂ -

V S 4 -  ■ •yTOKvi косрдилвги И^ятр- л /гуггг
замкнутой линией у * ах -  х . которой дано в полярных координатах

2626. Найти координаты центра масс дуги цепнов *  выражаются так:
у - a  ch —, содержащейся между точками с абсциссами *i | ^  ___  _ ____

» Рсозч-/р2+ р I pfinipJp8 +p‘2dv 
и Ха = a. х = -Si—. _____ *.__

b»ol̂  n i  I —------> у =g J I ------ •
2627. Доказать, что статический момент произволу ....... »VP^♦<*'*<** I v'p2fp'5<ty

параболы относительно оси параболы пропорционален г  ̂  *i
радиусов кривизны в конечных точках дуги. КоэфФяа“ ‘ *ти Декартовы координаты центра масс дуги лога- 
порциональности равен где р -  параметр пяра&°лЫ' ^  СПиРали р = ае* (от ф, = |- до фг = п ).

2628. Найти координаты центра масс первой аРкИ а р двк»Ртовы координаты центра масс дуги кар- 
х -  в (t -  sin 0 .  У = а (1 -  cos#). ^*в«о. щ  к^ и08ф) <Pi = 0 до ф2 = л).

262У. Найти координаты цс*.— -----  . 5 !^?еометри  чес кого центра яе-
spr>un ^nrwivxttfin rT ”бС11!!СС. Dt (>n-iu>

2030. Найтн координаты центра масс - -  ? х !(оети „олусфрры.
X -  a COS' t , у е в  S in ' i , расположенной в - orp*^i^ | IWMiijfv VvuVSS^.-:.- - - --- -т;

2631. Найти координаты центра масс фигур61' >̂вост°яние от основания конуса до центра
осями координат и дугой астроиды (в первом ’■•РХиости. полной поверхности и объема.

■
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2643. На каком расстоянии от основания лежит

ГЛ. vm. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

"вычислить момент инерции тела, ограниченного од-
тела, ограниченного параболоидом вращения и ц %  °  ивРболоиДом
перпендикулярной к его оси? Высота тела h.

2644. Найти момент инерции отрезка АВ = /

= 0 и 2  = 1 ,  относительно оси Ог.резка отстоит от оси на а единиц, конец В -  на Ь

от**,,..оси, лежащей с ним в одной плоскости, зная, что к ^
**4,

f - W - 1

едиявц.
2645. Найти момент инерции полуокружности $ 0

относительно ее диаметра

.„•костяки г
* I криволинейная трапеция, ограниченная линиями 

х - 1 ,  вращается: 1) вокруг оси Ох,, = 0. * О иР у
2646. Найти момент инерции дуги линии у = е* /qs * -„пут оси Оу- Вычислить момент инерции получающегося

.̂Относительно оси вращения
О Найти момент инерции боковой поверхности цилиндраотносительно оси абсцисс.

2647. Вычислить момент инерции одной арки —- - _Л г Л и Л _  4 К*»1 „  « л и л в а н и я  й. высота я|  относительно его оси.х =a{t - s i n с), у -  а { 1 - cost) относительно обеих ос̂  „ »̂д«усоснования л , »
ей ^ 61, Найти момент инерции боковой поверхности конуса

*ин£ ’ „  „ *,,, основания R, высота Я ) относительно его оси.2648. Найти момент инерции прямоугольника со стой*. (РИЧУ*00"0" ". - г j V 1-торой момент инерции поверхности шара радиуса R
а и b относительно стороны a. *wa* * г

2649. Найти момент инерции треугольника е основа кия. ог,осИТМЬЯО его ДиаметРа -
высотой h относительно:

1 ) основания; Т е о р е м ы  Г у л ь д и н а
2) прямой, параллельной основанию, проходящей через»

пшн¥: 2663. Правильный шестиугольник со стороной а вращается
Л1 пиямии. uauaviMwiDnvn ПрШ t ln U  ЭТО М

центр тяжести треугольника.
26оО. Найти момент инерцви полукруга радиуса Я 

тельно его диаметра.
2651. Найти момент инерции круга радиуса R относит*»1 

его центра.
2652. Найти момент инерции эллипса с п о л уо сям и а» |  

носительно обеих его осей. ^
2653. Найти момент инерции цилиндра, радиус ос t 

которого R, высота Я , относительно его оси. ^ | i
2654. Найти момент инерции конуса, радиус оси 

торого R, высота Я , относительно его оси.
2655. Найти момент инерции шара радиуса R

его диаметра. _
2656. Эллипс с полуосями е й  Ь вращается в0" .

jve^onv ne*t>W МЯМТМ МОМКИ1 И И си м н » лааучающе10сн
соид вращения) относительно оси вращении.

чййипс с осями АА, -  2а и ВВ1 -  2Ь вращается во-
спяпЯМ06’ паРаллельной 0011 АА! и отстоящей от нее на рас- 

^ 8 6 .  Найти объем тела, которое при этом получается. 
*»»сос« АСТР0ИДа вра1Цаетея вокруг прямой, проходящей через 
5Р* stow Х °стрия- Н*йти объем и поверхность тела, которое 

2эде С̂м' задачу 2630).
^ гУра. образованная первыми арками циклоид

* = а {( -  sin г), у = а (1 -  cos t) а

* = в (t -  sin f), у = - a ( l - c o s f ) ,

| 0011 °РДИпат. Найти объем и поверхность те-
1*1

2657. Н а й т и  момент инерции параболоида 
основания которого R, высота Н, о т н о с и т е л ь н о  оси

Ив

щается вокруг прямой* лежащей * его 
...

~ ~***wt**wv поадрид« w »v*~ ----  ̂ -
Наибольшим? Тот же вопрос для тре-



4 2. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ФИЗИКИ ГЛ. vtll. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

И ^Г -о льзуя результат предыдущей задачи, вычислить,
олдо __  Зб?3, „С* плоский диск, радиус которого равен Я, масса М,

'__ J _3̂ аеТСЯ ФОрг<̂ ОЙ V s ^ t k/.. ^  В» материальную точку массы ш. которая лежит на

вычислить,

§ 2. Некоторые задачи Физикц

ти путь, пройденный телом за первые 10  с после ^ « о я я и я  а от центра.
„ : N  ^'.Гигпользуя результат предыдущей задачи,
армоническом колебательном Двинседщ. [ . .  *п« действует на материальную точку массы т бес- 

абсцисс около начала координат скорость &  дается ф | ддоскость, на которой равномерно распределена масса
, ‘ °рч> к о с т н о й  плотностью о . Расстояние от точки до плоско-

сов{Ш + (ро) <*#***
равно в*

( t -  время, Г -  период колебания. фп -  началь»*» * «75*. РМ*У«ы оснований усеченного прямого круглого ко-
погтпжрнив ^аза)’ М,ЯЫ Л и г .  высота Л, плотность у. с  какой силой действу-
положение точки в момент воемени M t"*"» 2’ изввстно, L1 м материальную точку массы т ,  помещенную в его вер-
момент <, она находилась в точке х = х . . " р *

ям? .
2676. С какой силой материальная ломаная у*|дс|+1 при-

ила взаимодействия двух точечных масс определят] млмет материальную точку массы т ,  находящуюся в начале 
формуле f  = k ^  , где т. и М  -  массы точек, г -  рассю* юсрдшит? (Линейная плотность равна у.) 

между ними, а А -  коэффициент пропорциональное™, —  М77- Дометь, что материальная ломаная у = а|*| + 1

6,67 10’ 11 м8/кг-с* (закон Ньютона). Учитывая это, Ц И  в " ” ®*! материальную точку, находящуюся в нача- 
задачн 2670-2678. (Предполагается, что плотность и о е и ™  * *  силой неЗЙВИ̂ ИМ0 07 в ’ Т' е'

2C7U. Сгержень a h , длина которого I, масса М, upais 
точку С массы т ,  которая лежит на «го продолжен*#^— 
стоянии а от ближайшего конца В стержня. Найти силу 
модействия стержня и точки. Какую точечную массу & 
поместить в А, для того чтобы она действовала на С с . 
силой, что и стержень АВ? Какую работу совершит с*® | 
тяжения, когда точка, отстоящая от стержня на рассТ<>"~Д 
приблизится к  нему на расстояние r j, двигаясь вдоль | 
составляющей продолжение стержня?

2671. С какой силой полукольцо радиуса г и ма^_. 
ствует на материальную точку массы т ,  нахоДЯШУ*̂  
центре? ^  p j l

2672. С какой гиллй ПГЧЛИЛ.- , . - - -  ____ •-
в£Я ГЛ'Ы

• •« - ’ Г’

" ДСпСшуйГ МА ■piswivnVni n m itv
ц р я ? » = .«  t n i i .  — _ ------ - a t p  к о л - ц а  и е р - е ь д -  , г..

ПЛОСКОСТИ? V .... -
кую работу совершит сила притяжения при яе] 
из бесконечности в центр кольца?

ШШакегых стсржнл (ДЛИНОЙ < и массы М  каж- 
_ _ _  >Дасй прямой на расстоянии i один от другого.

2в79*ТЬ СИЛУ И* взаимного притяжения.
'Мы ' ^*ПЛ* с начальной массой М падает под действием
WccyТЯЖеСТИ И РавНомерно испаряется, теряя ежесекундно
,м* Д»и вУ1° m ^акова Ра<5от«  силы тяжести за время от на
Л̂Ух» п НИЯ Д0 полного испарения капли? (Сопротивлением

^ 1фор1̂ ю Работу нужно произвести, чтобы насыпать кучу 
Д УСеченного конуса высоты Я , имеющего радиусы 

И г (г < Ч)? Плотность равна d  (песок поднимают с 
' ' > 1. ае*1®И, на Которой ПОКОИТ*** Япш тм

Хеопса приблизительно таковы:
>АшнЛ {ККЯППЯТЯ! I М ипптодлм

«делана, приблизительно равна 
‘eQj>eni. "°ЛИть Работу, затраченную при ее построй-

силы тяжести.



$ 2 НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ФИЗИКИ
Лвэ

2682. Вычислить работу, которую необходимо затратить, 
для того чтобы выкачать воду, наполняющую цилиндрические 
резервуар высотой Н = 5 м, имеющий в основании круг радиу. 
са R = 3 м.

2683. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы 
выкачать жидкость плотности d из резервуара, имеющего фор
му обращенного вершиной вниз конуса, высота которого равна 
Н, а радиус основания R. Как изменится результат, если конус 
будет обращен вершиной кверху?

2684. Вычислить работу, которую необходимо затратить, 
чтобы выкачать воду, наполняющую полусферический резерву 
ар радиуса R = 0,6 м.

wvuui IwivM nnicvi чAjymy иа^аиидиида ВДОЩенИЯ !рис. 
Радиус основания R -  2 м, глубина котла Н ~ 4 м. Он 
нен жидкостью, плотность которой d = 800 кг/м3. Вычислил 
работу, которую нужно произвести, чтобы выкачать жидкость 
из котла.

2686. Найти работу, которую нужно затратить, чтобы вы*1' 
чать воду из цистерны, которая имеет следующие РазМерь1 
(рис. 38): а  = 0,75 м, Ь =• 1,2 м, Н  = 1 м. Боковая поверхноЯ* 
цистерны -  параболический цилиндр.

Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг н*я°* 
важной оси, равна \Ju>2 , где <о -  угловая скорость, « ^ "

ПйПУ̂мент инерции относительно оси вращения. Зная это, н* •_
if «  VrjjjY

-л ^ ^
2687, Стержень АВ {рие. 39} вращается в горизоя "ЛльЯ’'Я 

СКОСТИ Ей Круг QC.H ОО" с. угЛОВОЙ CKopoCTbfQ to - 1-~ Р‘ 
перечное сечение стержня S  = 4 см2 , длина его I -  2° 0



ГЛ. Vtn. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

ность материала, из которого он изготовлен, у = 7,8 • 103 кг/м3
Найти кинетическую энергию стержня.

2688. Прямоугольная пластинка, стороны которой а «  50 с» 
и (, = 40 см, вращается с постоянной угловой скоростью ю 
равной Зя рад/с, вокруг стороны а . Найти кинетическую энер 
гию пластинки. Толщина пластинки d равна 0,3 см, плотность )
материала, из которого сделана пластинка, равна 8 • Ю3 кг/м3.

2689. Треугольная пластинка, основание которой а = 40 см, 
а высота Л = 80 см, вращается вокруг своего основания с по
стоянной угловой скоростью (0 = 5я  рад/с. Найти кинетическую 
энергию пластинки, если толщина ее d = 0,2 см, а плотность
материала, из которого она изготовлена, у = 2,2 -108 кг/м3.

*z-*—  ̂- " V я й й а Г н » •• теш и \РИС- 4U|
ocH Параболы С ПОСТОЯННОЙ угловой CKO]X>* 

(и = 4п рад/с. Основание сегмента а  -  20 см, высота 
А - 30 см, толщина пластинки d = 0,3 см, плотность материала

- ',8-10 кг/мя. Найти кинетическую энергию пластинки, 
д Круглый цилиндр, радиус основания которого разен 
йой ВЫС0Т* вРащается вокруг своей оси с постоянной угло- 

яростью ш. Плотность материала, из которого сделан
2692* *>аВВа  ̂’ ^ айти кинетическую энергию цилиндра. 

РУЖностй ^°НКаЯ пРоволока массы М  согнута в виде полуок- 
Чер*з кон Радиуса R  и вращается вокруг своей оси, проходящей 
411 слить ее**" П°ЛуокРУжн°сти, делая п оборотов в минуту. Вы-

^•Четичееклто энебгню. Вычислить кннёТйческую
v=b» *р»1ц=яйя служит касательная ъ средней

И1 т г:и«у=-.-=эа;;ка nO ivy«siia Верги-
что ее основание лежит на поверхности во- 

^ластички а, высота А.



| 2. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАМИ ФИЗИКИ
ГЛ. vm. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

а) Подсчитать силу давления воды на каждую ца „
пластинки. °^й

б) Во сколько раз увеличится давление, если переве„
пластинку так, что на поверхности окажется вершина, а НУТк 
В ание будет параллельно поверхности воды? °СВс'

2694. Квадратная пластинка погружена вертикально в 
так, что одна из в ер ш и н  квадрата лежит на поверхности воду^ 
одна из диагоналей параллельна поверхности. Сторона квадп» * 

С какой с и л о й  вода давит на каждую сторону 11я

извлечь шар из воды?

Задачи 2701-2706 связаны с явлением истечения жидкости 
малого отверстия. Скорость истечения жидкости определяет-
по закону Торричелли: v -  у[2 gh , где А -  высота столбаСЯ п ч

жидКоСТИ над отверстием, g -  ускорение силы тяжести К

2701. В див цилиндрического сосуда, площадь основания 
которого равна 100 см, а  высота 30 см, имеется отверстие. Вы
чи сли ть площадь этого отверстия, если известно, что вода, на
п о лн я ю щ а я  сосуд, вытекает из него в течение 2 мин.

2702. Коническая воронка высотой Я  = 20 см наполнена 
водой. Радиус верхнего отверстия R = 12 см. Нижнее отвер
стие, через которое вода начинает вытекать из воронки, имеет 
радиус г -  0,3 см. а) В течение какого времени уровень воды 
в воронке понизится на 5 см? 6) Когда воронка опорожнится?

2703. В дне котла, имеющего форму полушара радиуса 
Л * 43 см, образовалась пробоина площадью S  -- 0,2 см2. Через 
сколько времени вода, наполняющая котел, вытечет из него?
: « 0 4 . Котел фсрау &алайтячеек'нчг цлл»ьдро с гори-

осью. Полуоси эдянптгчсского сечения (перпенди-
тольшаи cn ii**»» кяжпую из «орт З В  к  « *  Цилиндра) равны Ъ (горизонтальная) и а

силу давления жидкости ни 1*Ч»*кальвая); образующая цилиндра равна L (рис. 41). Котел
плотность ясидкости d. объему *«1адвен водой до половины. За какое время вода вытечет изнаполнен равными w  ^  м м г

2700. Шар радиуса R с плотностью 1 погружен в воду так 
касается поверхности. Какую работу нужно затратить

одна 
равна а 
тинки?2695. Вычислить силу, с которой вода давит на плотину 
имеющую форму равнобочной трапеции, верхнее основание ко- 
торой а = 6,4 м , нижнее Ь = 4,2 м, а высота Я  = 3 м.

2696. Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину 
погружена в жидкость (вертикально), так, что одна из осей 
(длиной 2Ъ) лежит на поверхности. Как велика сила давлеви* 
жидкости на каждую  из сторон этой пластинки, если дли 
на погруженной полуоси эллипса равна а, а плотность жидко

сти d?2697. Прямоугольная пластинка со сторонами а и Ь (а > Ь)
погружена в жидкость под углом а  к поверхности жидкости.

--------- «тт» <vv ЧУП ГПЦЯЙЙГ

h. Вычислить 
пластинки, если

2698. Прямоугольный сосуд__
частями воды и масла, причем масло вдвое легче воды, и"— 
зать, что давление на каждую стенку сосуда у м е н ь ш и т е *  u  

одну пятую, если вместо смеси будет взято одно масло. (У**®1*
что все масло находится сверху.)

задач 2699-2700 следует опираться на* ----------на погрУ**^При решении
•*Г— гАрхимеда: подъемная сила, действующая на

таеюдое тело, равна весу вытесненной им жиА*1
в жидкость твердое

2699. Деревянный поплавок

Плотность дерева

цилиндрической Ф°Р „%tt^

котла через отверстие в его дне, имеющее площадь S?
2705. В вертикальной стенке призматического сосуда, напол

ни го водой, проделана прямоугольная вертикальная щель, 
лель * Равна Л, ширина Ь. Верхний край щели, парал-
п0вв|)хв ““вернаости воды, расположен не расстоянии Я  от 
*сд» С,° СТ-- ^ к о е  количество воды вытечет из сосуда за 1 с, 

;oct*' °*н°й 470 уР°вень В°ДЫ поддерживается все время на
соте? Рассмотреть случай Я  = 0 (задача о водосливе).

нд поверхности воды.
^ ------ — — » ••• •»»* «  /

из воды? б) Вычислить, каку 
поплавок погрузить в  воду целиком.

л Ч 10*=. « -

вит*йН1И‘ *
,'Ю работу нужно затр*1

только к кдеялмтой 
----- м  m a j K i i r r u  и --- ------T S S T U  -  -  -: ~:

Ч'чрмулой v  ш ц^2gh , гдо ц  -  коэффициент, ааяи-
а»*ИЛКОСТИ и характер» отверстия, иа которого происходит 

в оростейшем сл уч ае  ц  = 0 ,8 .)



2706. Сосуд, наполненный до кроев водой, имеет форму „ 
раллелепипеда е площадью основания 100 см2. В боковой стен * 
его имеется узкая щель высотой 20 см и шириной о 1 
(рис. 42). За какое время уровень воды в сосуде понизится на-
а) 5 см; б) 10 см; в) 19 см; г) 20 см? (Воспользоваться резульТа 
том предыдущей задачи.)

Уравнение состояния идеального газа имеет вид p v  = ду 
где р -  давление, v  -  объем, Т -  абсолютная температура и Д - 
постоянная для данной массы газа. Решить задачи 2707-2709 
считая газы идеальными.

2707. В цилиндре, площадь основания которого Ю см2, а 
высота 30 см, заключен атмосферный воздух. Какую работу 
необходимо затратить, чтобы вдвинуть поршень на 20 см, т. е. 
вдвинуть его так, чтобы он остановился на расстоянии 10 см от 
дна цилиндра (рис. 43)? Атмосферное давление равно 105 Па. 
Процесс протекает изотермически, т. е. при постоянной темпе
ратуре.

2708. В цилиндрическом сосуде, поперечное сечение которо
го 100 см2, заключен воздух при атмосферном давлении. В to- 
суде имеется поршень. Первоначальное расстояние его от Дй 
сосуда равно 0,1 м. Цилиндр помещен в пустоту, благодаря че
му воздух в нем расширяется, вы
талкивая поршень. 1) Вычислить 
работу, совершаемую воздухом в 
цилиндре, когда он поднимает 
поршень на высоту: а) 0,2 м,
б) 0,5 м, в) 1 м. 2) Может ли эта 
работа неограниченно увеличи
ваться при неограниченном рас
ширении газа? (Процесс, как и в 
предыдущем примере, протекает 
изотермически.)

30 см

-п ----------■ I | I | >
I I I I • I

20 сМ

Рис. 43



ГЛ. VIII. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

^ ,9  в цилиндрическом сосуде объемом i>0 = 0,1 м3 нахо-
атмосферный воздух, который подвергается сжатию бы- 

Д>тсЯ вдвиганием поршня (считаем при этом, что процесс про- 
сТРыМ ggg притока или отдачи тепла, т.е. адиабатически). Ка- 
Т"**в1«боту надо затратить, чтобы сжать воздух в сосуде до 
КУК> .  v = 0,03 м3? (Атмосферное давление равно I05 Па.) Приобъема V
адиабатическом процессе давление и объем газа связаны соот
ношением pvr * Povo (уравнение Пуассона). Для двухатомных 
газов (а также для воздуха) у = 1,40.

По закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорцио
нальна разности между температурой тела и температурой ок
ружающей среды. На основании этого закона решить задачи 
2710-2711.

2710. Тело, температура которого 25°, погружено в термо
стат (в котором поддерживается температура 0°). За какое вре
мя тело охладится до 10° > если за 20 мин оно охлаждается до 
20»?

2711. Тело, температура которого 30°, за 30 мин пребыва
ния в термостате, температура которого 0°, охладилось до 
22,5°. Какова будет температура тела через 3 часа после начала 
опыта?

По закону Кулона сила взаимодействия двух электрических
Р̂ядов равна ~&-2 ■ Н , где qx и о2 -  величины зарядов в ку- 4it£0er

Л09ад’ г ~ Расстояние между зарядами в метрах, электрическая 
По«оянвая е0 «8 ,8 5  1 0 12 Ф/м L m 0 = 1,11-10“10) и е -  ди- 
3-1ектрическ.АО _
^ДУха е -  j пР°ниЧйемость среды относительно вакуума (для
2714, сновании этого закона решить задачи 2712 -

т*льцЫм ®еск°нечная прямая равномерно заряжена положи- 
Н  С к ^ ^ И ч е с т в о м  (линейная плотность электричества 
В,*°Дящий„ Сило“ Действует эта прямая на единичный заряд, 

точке А  па расстоянии а от нее? Диэлектриче- 
п гь °Р*ДЫ равна единице.
fW» ал*ктричаскнх заряда: д, = 6,67-10“* Кл и

К
находятся на расстоянии 10 см друг от друга.



б 2. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ФИЗИКИ

Разделяющей их средой служит воздух. Сначала оба аар)1 
закреплены неподвижно, затем заряд ?а освобождается, т0г** 
под действием силы отталкивания заряд q2 начнет перемещ^ 
ся, удаляясь от заряда q\. Какую работу совершит сила оттад 
кивания, когда заряд: а) удалится на расстояние 30 см; б) 
лится в бесконечность?

2714. Два электрических заряда: = 33,3 10 е Кл И 

q2 = 40 -10"® Кл, находятся на расстоянии 20 см друг от друг> 
Каково будет расстояние между зарядами, если мы приблизим 
второй к первому, затратив при этом работу 18-105 Дж? 
(Разделяющей средой служит воздух.)

2715. Напряжение на клеммах электрической цеШ!
V = 120 В. В цепь равномерно вводится сопротивление со ско
ростью 0,1 Ом в секунду. Кроме того, в цепь включено постоян
ное сопротивление г - 1 0  Ом. Сколько кулонов электричестве 
пройдет через цепь в течение двух минут?

2716. Напряжение на клеммах электрической цепи, равно* 
первоначально 120 В, равномерно падает, убывая на 0,01 В в 
секунду. Одновременно с этим в цепь вводится сопротивление 
тоже с постоянной скоростью, именно 0,1 Ом в секунду. Кроме 
iu lu , z цс” " постоянное сопротивление, равное 12Он. J 
Сколько кулонов электричества протечет через цепь оа 2 г.:"“ *

2717. При изменении температуры сопротивление метаиг- j
ческих проводников меняется (при обычных температура*) 
закону R = Д0(1 + 0,004в), где Rq -  сопротивление пря 0°С » 
6 -  температура по Цельсию. (Этот закон справедлив Д** 
большинства чистых металлов.) Проводник, сопроти влен ие 
торого при 0° С равно 10 Ом, равномерно н агр евается  
0, = 20° до 0 , = 200® в течение 10 мин. В это время по неI — ^ '  е. ----  — -------* ------— —---  * -jj,

идет ток под напряжением в 120 В. Сколько к у л о н о в  эле
«Г ЛЛ Ж ,Г% rVK/vffiAllAfll ГЬ Л ПЯЬ» •  • Л П га М1ГЬЛПА««*|11> Г



«» выр0*^ние называют эффективным напряжение

''Генного тока.)
nePj7l9 Напряжение синусоидального тока дается формуле 
£ £а si" f )> а ток -  формулой / = /0 sin (—■ -  00 ), где £0

п о с т о я н н ы е  величины (наибольшие значения напряжени 
^т^са) Т "  период, а ф0 -  так называемая разность фаз. Вы 

работу тока за время от = 0 до t2 = Т и показать 
н а и б о л ь ш е е  значение эта работа будет иметь тогда, когда 

разность фаз Фо равна нулю.
1720. Найти время, в течение которого 1 кг воды нагреется 

электроприбором от 20° С до 100° С, если напряжение ток* 
120 В, сопротивление спирали 14,4 Ом, температура воздуха i 
комюте 20° С и  если известно, что 1 кг воды остывает от 40° С 
до 30°С за 10 мин. (По закону Джоуля-Ленца Q = J 2Rt, где 
Q-количество теплоты в джоулях, / -  ток в амперах, R ~ со
противление в омах и ( -  время в секундах; удельная теплоем
кое» воды 4190“ !- .  Кроме того, воспользоваться законом

Ныш-она об охлаждении; см. задачу 2710.)
J721. Воздух, непелняютци’й сосуд амесгамостью 3 л . со- 

23% кислорода, Сосуд имеет две трубки. Через одну из 
лих в сосуд начинают впускать чистый кислород, через другую 
ъимает наружу столько же воздуха, сколько притекает в сосуд 
кисюрода. Какое количество будет содержаться в сосуде, после 
'ого как через него протечет 10 л  газа?

*722. Воздух содержит а% (= 8%) С02; он пропускается че- 
Р«э Цилиндрический сосуд с поглотительной массой. Тонкий'-ЛОВ Мвссгл

поглощает количество газа, пропорциональное его
“«"грации и толщине слоя.

|» g .

и воздух, прошедший слой в Я  см (=10 см) толщи-■0®, СОЦп*.
бьт ИТ (= ^%) С02, то какой толщины Н\ должен 

"^««ггельный СЛОЙ. ДЛЯ ТЛРЛ ’•"'лД, . “ 2 TTJrl ::



f  2, НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ФИЗИКИ 
— ------------------------------------------------------------ ------------------------ -

2723. Если при прохождении через слой воды толщиной 3 
поглощается половина первоначального количества света * 
какая часть этого количества дойдет до глубины 30 м? Колей 
ство света, поглощенного при прохождении через тонкий слой 
воды, пропорционально толщине слоя и количеству свете, и. 
дающего на его поверхность.

2724 . Бели первоначальное количество фермента 1 г через 
час становится равным 1,2 г, то чему оно будет равно через 
5 часов после начала брожения, если считать, что скорость npi 
роста фермента пропорциональна его наличному количеству?

2725. Если через два часа после начала брожения налш** 
количество фермент* состав пяет 2 г. а через три часа 3 г, и 
каково было первоначальное количество ферменте? tw*. «fesr: 
дущую задачу.)

2726. 2 кг соли растворяются в 30 л воды. Через 5 м« 
творяется 1 кг соли. Через какое время растворится 
начального количества соли? (Скорость растворения ярв^ у0,. 
нальна количеству верастворенной соли и разности м j А ( 
центрацией насыщенного раствора, которая равна 1 кГ 
концентрацией раствора в данный момент.)



РЯДЫ

§ 1. Числовые ряды
С х о д и м о с т ь  ч и с л о в о г о  р я д а

В задачах 2727-2736 для каждого ряда: 1) нактн сумму п 
первых членов ряда (S„), 2) доказать сходимость ряда, пользу, 
жь непосредственно определением сходимости и 3) найти сумму



i  1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

Р я д ы  с п о л о ж и т е л ь н ы м и  Ч Л е ы Тс и вМц
В задачах 2787-2753 вопрос о сходимости да1П1 

решить с помощью признаков сравнения. НЫх
2737. ——► —!— + ... н--------—-----+

2738. s i n f  + 8in^+...+ s in J5-+ ...2 4 2

2739. 1 + -И г+ ...+
1+2 l+nJ

J._2740 -1- + —I— +■ +£ 4 W - 2-5 3 6 **

2741. | + f  + ... + -«± 1- + ..
3 8 (n+2) n

(n + l)(n + 4 )

2) n
2742. tg*+ tg-|+ ...+  tg ^ -+ ... 

2743* 2 + 5 +—+^ +—

2744. |+ }+...+ 3 ^ + —

2745- Ь 2 +Т̂ З + - + м ^  + -

2746.
n*i

2748.
R-l

2747.

2749. |

2750. ^ ( V r t - V n - i ) .  2751.
Л*1

2752. A-(V/» +1 -  Vrt^T).
Я-1

2753. X  n +n + l  - J n 2 - n  +1 j .

В задачах 2754~2762 доказать сходв 
помощью признака Даламбера.

2754- з Г



ГЛ. IX. РЯДЫ

1 + Х +..
’• Г  22 2

2r56 . tg f+2^ f +- +, ,tg# - +-
,  ы  . 2 Ь-.. (Зп-1) ,

2757- f  + I 5 +— (4л-3)

2758. $♦ $+ •••+ £ *••
, I I . 1-3-—-(2»-1> .

т».\+т% + -+  Т -:« Г "

2 7 6 0 . sin|  + 4 sin*+...+n2 sin 

и я -
276 2 . I  + I 4  + . . .  + M H  + . . .2 24 2».л/

В задачах 2763-2766 доказать сходимость данных 
с помощью радикального признака Коши.

61 ln2 +A K- V ' ( n +i) +"*

M i K - f c r * . . .-------------  • * /

*■ ercsin1 1 +.. arcej n» 1  +

*"• J s l L
з" “

z r  •  - я » .
2767. . ГраЛЬНого признака Коши

г,"*2 + аТг~+-..+____ 1* »1пгз 7— ------+
27вв. **

^ +a I ^ +. . .+
П(пл

s ’)  + . . .+ ( Л *.ч  ^ 2

РЯДОВ

рядов



51 . числовые р я д ы

В задачах 2771-2784 выяснить, какие из данкьос 
ггся, какие расходятся.

2771. ~7^ + “ 7,=' + ';— ■*■••• 2V2 3V3 (/t+l)Vn+l

2772. 1 + | +. . .+ ̂ +. . .

2773. Л  + J f +.. -+^-+ > • •

2774. 1 + 1^  + „ . + £  + ...

2775. 2 + 1+...+  ̂ + . . .

2776' 1001 + 2001

£ 
л' 

+...+ я
1000п+1

1+л
2777. - L -

1+1* 1+2*

2778. i  + 4 ’ +---+2£r i +---3 j* зя

2779. arctg 1 + arctg2 \  +...+ arctg" -J- +...« п

2780. 2+ •£ + ...+ ̂ -+ ...16

■ 2781* ЬЗ + eV + - + (5«-4{4л~11 + -

2782. 4  + 1 + ... + - ^ -  + ...2 8 в -2

2783. 1 + ^-f + ... + - 4  + -2 л"
2784*. sin|- + sin-J+...+ 3 i n ^ + . . .

Рядоц

яий е ^
В задачах 2785-2789 доказать каждое яз сООГН°“1 *уи̂ а«‘

> является Двяивя т

= т  (2лЦ _<) ( в ? 0)-Ш „*\ '

0.

г» задачах л ал ^ ^  — мяаЯ
мощью ряда, общим членом которого является Д®

2786. lim2785. U m *r = 0 . 
rt*

2787. lim т~т: = 0 . 
(2")>

2788- lira т^-7

2789. lim f e £ - 0 .



ГЛ. К . РЯДЫ

ряды с п р о и з в о л ь н ы м и  ч л е н а м и  
А б с о л ю т н а  я с х о д и м о с т ь

В задачах 2790-2799  выяснить, какие из указанных р я ,о В 
оД*тея абсолютно, какие не абсолютно, какие расходятся. ’

2790. 1 - j +•” + ( - У 1 Г +" -

2792- м2 + ь з +-  + ( * 1)"^йГЙ7П + - 

2793. яаа  + « а 2 а +. . .+ а п л а + _
I Л

Я » .

" " • М М ч Г ;^ ...

л«1

2799 . Х ( - 1 Г 1 Г 1

2800. Показа'
ТЬ’ ЧТ° если ряды и ^ b l  сходятся, то

Р*д V

•М * " абс<ЗЛ10ТНо сходится.

1»»1 я=1

280!, По:1Н*»ать,
4,0 *СЛИ Ряд X е - абсолютно сходится, то

•всолютко сходится.



§ 2. функциональные ряды

С х о д и м о с т ь  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я д 0в

В задачах 2802-2816 определить области сходимости РЯДС4
2802. 1 + х+...+*"+•••
2803. InJC + In2 *+ ...+In" х* ...

2
2804. * + **+•••+* +•■' 'Щ
2805. JC + ̂ - + . - + 4 - + *-

И
В

2808. 2х + 6*2 +...+ n(n + l)x *  + ••• 4

«в 09- 1 * & * ' л ^ +‘ "  Л

2811- sin■| + sin-|+..-+8m-^-+..- 

2812. х  tg j  + Xя tg f +. • .+** tg 

Z»13. sin x  + +• • -+ S!^ £’ +- * *

2814. *aa* + s “£ c-+-.-+ss¥!i+ ” *

+. ..

2815. e~x + e~4x+,.,+e~nl*+,
2816. -E- + ^ + , . . + J i  +

Р а в н о м е р н а я  ( п р а в и л ь н а я )  с х о д и м о с т ь

В задачах 2ВП-2Ъ20 доказать, что данные ряды равяомер»® 
'Правильно) сходятся на всей оси Ох.

2817. l  + * £ i+ .. .+ m a i  +
”  я!



ГЛ. IX. РЯДЫ

^  — iL
^ ^ Д о к а з а т ь ,  ЧТО ряд u(vW)2 ♦ 4+[ф(ж)]г +-  + „*+(?(х))*

вяои еряо (правильно) в любом интервале, в котором 

С*°*!1«на ФУНКЦИЯ ф(*).
* г. показать, что ряд - f e  + + ... + ^ +2822.

0О (правильно) сходится на всей положительной пслу- 
раввомеР ^  нужН0 изять членов, чтобы при любом неотрица-
осИ' 0 V „пжно было вычислить сумму ряда С ТОЧНОСТЬЮ до ^льяом *

0,001? 1а(1+*), In (1+2*) . , In(l+пх ) .
2823*. Показать, что ряд + ... + „ + ...

равномерно сходится в полуинтервале 1 + <о £ х < + « , где (О -  
лобое положительное число. Убедиться, что при любом х из 
отрезка 2 < х <  100 достаточно взять восемь членов, чтобы по
лучить сумму ряда с точностью до 0,01.

2824. Показать, что ряд ^ х " ( 1  - х )  сходится неравномерно

яа отрезке [0 , l ] .

2825. Функция / (х) определяется равенством

f l r i =  \  ! Я М
• ^  10" • я=1

Показать, что функция / (х) определена и непрерывна при 

Юв°М *' ®*йти /(0), /(|-) и f(^ ). Убедиться в том, что для
елеиия приближенных значений функции f  (х) при любом 

 ̂’•очностыо до п п т  е ’ 1  достаточно взять три члена ряда. Найти
т » / ( - 0 . 2 ) .

**Цад /(х) определяется равенством

U* В=, И^+пш)2 ^Иж-ПО))2 (Ы>0) <

/ IJCI О й р й д ^ А н ^  п  HDH Л Ю -
j !re- f  fo j  r_ _

- ' ж**5*недкч^ская функция с «ерио-



§ 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ

И н т е г р и р о в а н и е  и 
д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  р я д 0в

2827. Показать, что ряд х 2 + х 6 + ... + x in~2 +
сходится на отрезке -1 +ш<х S 1 - ы ,  где о  -  любоеВвОЦ' ^
тельное число, меньшее единицы. ИнтегриоонлИ1,„ п°Ло*и.

/ , “адием данноеряда найти в интервале ( - 1 , 1 )  сумму ряда 01
3 7 «„ - !

А —  4- Л ___L 4- / ,  .... 4.
3 + 7 + " " + 4я-1 +-  _

2828. Найти сумму ряда х + £  +... + +.
о 4 л -3

2829. Найти сумму ряда ^ + (-1)"п ^ ^  +

2830. Функция f  (х) определяется равенством

f  (х) = <ГХ + 2е'и  + ... + пе~ях + ...

Показать, что функция f(x) непрерывна на всей положить
hid

ной полуоси Ох. Вычислить Г f(x)d x .
b.2

2831. Функция /(х) определяется равенством

/(х) = 1 + 2  Зх + . . .+ п Зп' 1х п' 1 +...
Показать, что функция / (х) непрерывна б интервале

,135

J f (x )d x .
0,125

Вычислить

2832*. Функция f  (х) определяется равенством
/(■*)= § t g f  + 1*в х  + ... + ^ г « А  + ...

*/2 ^ 3
Вычислить I f(x )d x , предварительно убедившись в

»/« ир°*~
функция / (х) непрерывна в заданном интервале инте

2833*. Функция f(x) определяется рядом
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функция /(*) непрерывна на всей числовой

ВЫЧИСЛЯТЬ j / (*)< ** •
—- о

1

2 8 3 4 . Исходя из соотношения JV tf*  = найти сумму

I) **
т

2835. Исходя из соотношения J ^ L - = найти сумму
2

Р"а й  + Й5- + -  + 7 ^  + ~
2836- Исходя из соотношения

п/г
Г 2п , . .  к  ( 2 я - 1 ) ( 2 л - 3 ) - . . .  3 1jcosz x d x *  
о

н»йти сумму ряда | 1)1̂ 1 " f :j  .'.^1^  + • • •

2887. Доказать, что ряд +. . ,+ s n l l t e  +> # # рав.
3 4 2я

Howepao сходится на всей числовой оси. Показать, что этот ряд 
нельзя почленно дифференцировать ни в каком интервале.

2»Зо. Исходя из равенства 1 + х + х2 +.. .= -j-~- (| х | < 1), про-

eyio,,,P<»*n> ряды 1 + 2х + Зх2 +...+лх',_1+... и 1 + Зх + ...
■f f t n-l

I и показать, что ряд 1 + 2х+. . л п х п~х+...

сходится на отрезке [ -  р, р], где j р | < X.
°*аз*ть справедливость равенства 

Т ^  + 7и т+...+ ш£±+...= - 1 -
r* e m a 2 "-i * 1+дг“ 1-*

*' ЧТ0 Функция у  -  f  (дг), определяемая рядом
""гГ4-

(й~1 )! Удовлетворяет соотношению х у  -



§ 3. СТЕПЕННЫ Е РЯДЫ V
§ 3. Степенны е ряды

Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  в с т е п е н н ы е

2841. Разложить функцию у =  In х в ряд Тей
НОСТИ ТОЧКИ X а 1 (при Х„ = 1 ).

г„3

Ряды
лора в °кр*с.

2842. Разложить функцию у = Ых* в ряд Тейлора в
НОСТИ ТОЧКИ X *  1 .

2843. Разложить функцию у  = ± в ряд Тейлора в окрест** 
сти точки X = 3.

2844. Разложить функцию у *  sin-И. в ряд Тейлора ,  окр|
СТНОСТИ ТОЧКИ X = 2.

В задачах 2845-2849 разложить данные функции в ряд Тей
лора в окрестности точки х -  0 (р яд  Маклорена):

2845. у = chx .  2846. у = х 2е* . 2847. у = соа(* + а). 

2848. у = е* sin х . 2849. у  — cos х ch х .
В задачах 2850-2854 найти первые пять членов ряда

Дайяид 'JIV“SI1“ т“ S ОК̂ СТй.̂ -*1- • — I w4K« л — w •

2850. y - ln (l+ < x). 2851. у  = в60* ' . 2852. у

2853. у ~ -  In cos х . 2854. у  = (l + х)*.
В задачах 2855-2868 разложить данные функции в окрест

ности точки х = 0 , пользуясь формулами разложения в Р**

Маклорена функций е* , sin х , cos х , In (l + х) и (1 + *) •

2855. у = е2‘ . 2856. у -  е~*

при х * 0 ,
2857. у X 28S8. у

1 при х -  0 .

s ^ £ l~ при х * °* 
= 0.2х при *

«ОУ9, и = МП®, о м а ), я -  cos" X •

54ИМ1, у  = ' Г “ г "  *  овйч ,, _ /х  _ f(T г)сОв*
( i  при x  = 0 .  “ • *

2863. у  = In(10 + х ). 2864. у = x in ( l  + *)•



!  + **• 2866. у  = V 8 ^ .  
2 8 6 8 . 4 , * - ^ .

I разложить в ряд Тейлора функцию у  -  - -̂ ~т  в окр<

-гвостя точки * = 0 . Воспользовавшись этим разложение»

м*тя сумму ряда l  + f+ - - * + ^ h r+ ...

2870. Пользуясь разложением функции в ряд Тейлора, на!
ги значение:

1) седьмой производной от функции у  = — при *  = 0,

2) пятой производной от функции у  = x 2V T T x  при *  = 0,

3) десятой производной от функции у  = * V  при х  = 0,

4) кривизны линии у = Л| в начале координат.
^ -----  — J
® мдвчах 2871-2877, пользуясь разложением функций 

П Н п м  •*— ить пределы:

2872. lim
х-*0

2 (t£Х-Я1ЯХ)-Х~

2873. Ни
*-« * (**-l)

2874 £ * [ * “ ** »a (l + l ] J .  2875. lim ( ^ - c t g 2*).
д—*0 *

lim f-L_£SL£

2878-2889 „надти интервалы сходимости степе

д-»0

lim | -----
jr-+0 ч X sin х

И н т е р в а л  с х о д и м о с т и

2877. lim f  i iS M X -  -А-1.



2882. 1 + 2х2 . .+2"-1 х^"~1К ...
2883. + ... + (_ !)"

(2n-l)- (2л-1)! 
2884. 1 + Зж+.. .+(л-1)Зп' 1*"-1+...

+...

2885* Г 2+ # 3"+-  + - f L r  + ... 2886. x + % il+  .to *  n(n+1) 21
При исследовании сходимости не правом конце ищ 
учесть, что факториалы больших чисел могут быть вырзд^|

приближенно формулой Стирлинга: п ! = (~ f J 2пп .

2887. ж + 4х2 +.. л(пх)к +.. .
2888. М г х2 +-!аЗЛг*+... + 2 л ] ^ дг»м  +

3 11 + 1

2889. 2^ + ( | a: ) 2 + ... + J (a i l) ',x j ' , +...

2890. Функцию у -  ln^je + \ll + х2 J разложить в ряд Тейло

ра в окрестности точки х -  0 , исходя из соотношения

lnf* + V l+"**')=
I i J VI+**a

и указать интервал сходимости полученного ряда.
2891. Функцию у = In разложить в ряд Тейлора ■ 1 

рестности точки х -  0 , исходя из соотношения

,п J S S t . f - A - ,
V l - x  i  1 -х 2 

О
и указать интервал сходимости п о л уч ен н о го  ряда.

2892. Функцию у = In [(1 + х/**]+ In [(* “ x f  * рв^ ^ | |  
в ряд Тейлора в окрестности точки х = 0 и указать 
сходимости полученного ряда. „дд

2893. Функцию р раз л о » - —
Тейлора в окрестности точки х  =0 и указать И!К ^ ,тц с>

тс5*-

' -г.::уМ:-ПГ?̂ Г-; Г-=~? Пл- i-v -* -  м яяи л »»»
ряда -L + -2- + ... + -г-£- 

3! 51

. . .  .



гги^^^^егфименения рядов Тейлора
сления  п р и б л и ж е н н ы х  з н а ч е н и й  

8ь|ЧИ ф у н к ц и й

2 J0 4  Вычислить приближенное значение \[ё, взяв три чле- 

р$3]Юж т и я  в ряд Маклорена функции f ( x )  = e x, и оценить

ЯОГ2 8 й ° <Вычислить приближенное значение sin 18", взяв три
ч.теяа р азл о ж ен и я в ряд Маклорена функции /(*)= sinx, и 

оценить погрешность. _
2896. Вычислить приближенное значение VlO = 2i/l,25, 

взяв четыре члена разложения В ряд Маклорена функции 

/(х) = (1 + x f ,  и оценить погрешность.

В задачах 2897-2904, пользуясь формулой разложения в ряд 
Маклорена функций е * , sin х и cos х , вычислить указанные 
выражения.

2897. е 2 с точностью до 0,001.

290°. Л, с точностыо до 0  0 0 0 1 .

Й * р  ;  Т0ЧН0СТью до 0,0001.

2903.зТп10«сОЧ,,ОСТЬЮДО0,001-2904. м  л . ю ностью  до 0 ,00001.
с точностью до 0 ,0 0 0 1 .

в задача* 2905-2911 „Макдош. Пользуясь формулой разложения в ря;
Рена ф ункции (] + -Y"\ х) > вычислить указанные корш

‘ До 0 ,001 .
*> > . т . 3/ёлп <хмт 8/1 015 .

910. Vl29. 2911. ISfro27 .
п л  < .

- А п п ш гялм  ш н л и ж с п п л  и

вычислить выражения.
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2912. In 8 с точностью до 0,0001.
2913. Ige = - jJ jj с точностью до 0,000001.

2914. Ig5 с точностью до 0,0001.

Р е ш е н и е  у р а в н е н и й

2915. Дано уравнение ху + ех = у. Пользуясь методом неоп- 
ределенных коэффициентов, найти разложение функции у в ряд 
Тейлора по степеням х. Решить задачу, находя коэффициенты 
ряда Тейлоре, последовательным дифференцированием.

2916. Дано уравнение у -  In (1 + * ) -  ху. Пользуясь методом 
неопределенных коэффициентов, найти разложение функция у 
в ряд Тейлора по степеням х. Решить задачу, находя коэффици
енты ряда Тейлора последовательным дифференцированием.

В задачах 2917-2919 решить уравнения относительно у 
(найти явное выражение для у) с помощью ряда Тейлора двумя 
способами: методом неопределенных коэффициентов и последо
вательным дифференцированием.

2917. у9 + ху = 1 (найти три члена разложения).
2918. 2 sin х + sin у = х -  у (найти два члена разложения).
2н 1 н . е х -  е "  = г п  ( « я й т и  тр и  ч я е я а  оазЛоЖ<нИЯ>.

И н т е г р и р о в а н и е  ф у н к ц и й

В задачах 2920-2929 выразить в форме ряда интегралы, ис
пользуя разложение в ряд подынтегральных функций; указать 
области сходимости полученных рядов.

2920. J

X &
2923. | 4 dx. 2924. ] dx. 2925.

о о

2926. 2927. }V l + **Ae.

dx. 2921. 2922. j^ -d x .
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В задачах 2930-2934 вычислить приближенные значения 
оПределенных интегралов, взяв указанное число членов разло- 
„сеяня подынтегральной функции в ряд; указать погрешность.

•/*  1/4 ^

2930. J^— d* (3 члена). 2931. | е 'х dx (3 члена), 
л/б о 
1/2 1

2932. J (2 члена). 2933. j~ ^ d x  (6 членов).
о од

Va/3V3/ 

1  !2934. J xs arctg х  dx (2 члена), 
о

В задачах 2935-2938 вычислить с точностью до 0,001 инте
гралы.

0.5

2936. | ^ i£ £ d x .
О

0.5

2938.
J их*  
о

0,2
2935.

1 5 * -0.1
0,8

2937. f x 10sinxd*.

И р > 3 9 .
0
Показать, что

отличается от функции arctg х  -  не больше, чем на

1,0000001.
2940. Принимая во внимание тождество 

*  = 4 e r c t g l - a r c t * ^ ,

Начислить я с 10 верными знаками.

Разложить в ряд Тейлора функцию у = ех J е~х dx

Довател°ПОСОбаМИ: путем непосредственного вычисления после- 
* 4 х  проиэволяых ППИ г  = О и плггем п т м н п я и и я
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0,5

2943. Вычислить J em *dx с точностью до 0,0001
о

*/в
2944, Вычислить | Vcos* dx с точностью до 0,001

о

Р а з н ы е  з а д а ч и

2945. Вычислить площадь, ограниченную линией у3 . 

= х* + 1 , осью ординат и прямой х  = с точностью до 0,001.

2946*. Вычислить площадь овала х* + у* * 1 с точностью до 
0,01.

2947. Вычислить длину дуги линии 25у2 = 4дг& от острия до 

точки пересечения с параболой б у  -  х 2 с точностью до 0,0001.
2948. Вычислить длину одной полуволны синусоиды 

у -  вin дс с точностью до 0,001.
2949. Фигура, ограниченная линией у = arctg х , осью абс

цисс к прямой i = i ,  вращается вокруг оси абсцисс; Вычяе- 

лить объем тела вращения с точностью до 0,001.
3 V3 -12950. Фигура, ограниченная линиями у ~х ~ '

4у + х 3 = 0 ,  прямой У =  ̂ и осью ордикат, вращается вокруг 
оси ординат. Вычислить объем тела вращения с точ н остью  Д°

° ’° ° 1- *  центр*2951. Вычислить с точностью до 0,001 координат
масс дуги гиперболы у  = -i-, ограниченной точками с

мидг1 = 1 и  * , . 1 .  центр4
2952. Вычислить с точностью до 0,01 координаты ^

масс криволинейной трапеции, о г р а н и ч е н н е й  л и н и е й  У ы*

прямыми х = 1,5 и х  = 2 и осью абсцисс.



шШИИ Н Е С К О Л Ь К И Х  ПЕРЕМЕННЫ Х. 
ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 1. Функции нескольких переменных
2953. Выразить объем г конуса как ф ункцию  его образу?

лей * и высоты у .
2954. Выразить площадь S  треугольника как функцию ei

трех сторон х , у  , ?.
2955. Составить таблицу значений функции г = 2х -  Зу +

девая независимым переменным значения от 0 до 5  через ед 
ницу.

2956. Составить таблицу значений функции г -  'Jx2 + у 
давая независимым переменным значения от 0 до 1 через О, 
Значения функции вычислять с точностью до 0,01.

2957. Найти значения функции:

Глава X

_  , при * ~ ‘  2 
v ) i  а.
при х = у * 2' о и = 

Д Е Т ..  ; _   ̂ „  = 2; х  = у3) г . / 1 +Х»1' 1 при *  = 2, У = 2; ^  Най
Ж » . Д .М

Р(р,1). В частности, положить и
т т  F(o,i).

, ч_  « _ ! * »  Если х и у меняй2959. Дана функция F(x, у )  -  У t  х -  3 У ~
с* с одинаковой скоростью, то какая функция Р ксирОВанн 
растет быстрее: та, которая получается из F д прИ ф*

V (меняется только х), или та же, которая Валуна- 
“ * " '  ея только у)?
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2960. Дана функция

ф(лс, у, г )=  у2 -  (ycosz + zcosj/)*  + х ^  

Переменные у  и г сохраняю т фиксированные значения

ФУВКцщ,
причем у0 -  Зг0 . Что представляет собой гр«фик ^ 
v = ф (* . Уо. 2о )? Является ли ф(х, у, г ) : 1) рационально*^*
цяей от у, от г; 2) целой функцией от х ?

2961*. Функцию г = / ( х , у ) ,  удовлетворяющую тожд** 

вевно соотношению f  (тх, ту) = ткf  {х, у) при любом то, Нааы 
вают однородной функцией А-ro порядка. Показать, что одвСк 
родная функция k -ro  порядка z = f { x ,  у) всегда может был

представлена в виде z = x kF ).

2962. Однородность функции любого числа независимых пе
ременных определяется аналогично функции двух переменных: 
например, f ( x ,  у , г) -  однородная функция к-го порядка, если

f{m x, ту, тг) = mkf  (* , у , г) при любом т. Также имеет место 

свойство f ( x ,  у ,  z) = x kF ^ ,  j j ;  доказать его.

2963. Проверить, что функция z = Fi x ,  у) -  ху удовлетво

ряет функциональному уравнению
.Р(ах + Ьи, су + dv) = acF(x, у )  + frcF(u, у) + adF(x, и) + bdF(u,v\

2964. Проверить, что функция Z = F(x ,  у) = In х In у УДОМ* 

творяет функциональному уравнению
F (x y ,u v )=  F (x , и)+ F (x , v) + F (y ,u )+  F (y ,v)

(x, y, u, v  положительны).

2965. Из уравнения + -Ц- = 1 определить г  какл2 ф* --1
Функцию х  и у. Будет ли функция о д н о з н а ч н о й ?

2У66. Дана сложная функция 2 = и . *Д® и 
v = x - y .  Найтн значение функции: 1) ПРИ А ' ~ '
2} при x = l ,  у = 1; 3) при х = 2 , у = 3; 4} при * “  ’ , 
5) при х = ~ 1 , у  = -1 .



= кЛ V = w = J x  + y, t = 2 ( x - y ) .
nOffJ. Z ~ UV '

н е п о с р е д с т в е н н о  в виде функции от х и у. Является 
ВыР*зиТЬ Z ^ ьной функцией от ц я у; от it» и <; от х и у?

** # в Г д * на сложная функция г = и* + ш“+1>, где и = г  + у ,

0*х -У  
от х«У 

2969

г д  х  ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ____________________

2 1

w = ху. Выразить г непосредственно в виде функции

+ п)2 -  4* -  *1*. 5 - * ^ .  П - -

О 1п(** + У2 + г2)> ф “  2 ,n (* +  ̂+ г)- ВыРазить “  непосредст-
„нно в виде функции от т, у и г. Является ли и целой рацио- 
нмьяой функцией от \ и г\; от ш и ф; от х, у и г?

2970. Сложную функцию
I jc' + x u + bг: . Г ф а е 4 )

представить з виде «цепочки» зависимостей из двух звеньев.
2971. Исследовать методом сечений график функщи

г *|(*2- у 2|. Что представляют собой сечения плоскостнм1

* » eon*t; у -  const; г  = const?
~*^|Д^Д»<'1»Див«ть методом сечеанй график функции г = ху  

-то представляют собой сечения плоскостями х  = const 
У = const; г = const?

г з ^ Селвдовать методом сечений график функци

Иевледовать методом сечений график функции 
г* -  ах2 + Ьу1 (а > 0 , ft > 0).

& Простейшие свойства функции

^ Ц а с т ь  о п р е д е л е н и я

■ииивдт параллелограммом со сторона
> ' к  и = X -* * граница параллелограы

Задеть ®ту область
граница параллелограы 

неравенствами.



§ 2. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИИ

6. Областью служит фигура, ограничен н а я п Г Г Т ''^
■> ~ 1 и х -  у* (включая границы). Задать эту облает

” ь Sen,ши. w'
Г7. Записать с помощью неравенств открытую обда 
щуюся правильным треугольником с вершиной в н ^  
1нат, со сторонами, равными а, причем одна из иих*** 
на по положительной полуоси Ох (треугольник **’ 
эм квадранте).
Г8. Обласгь ограничена бесконечным круглым Цилиндр  ̂
a R (границы исключаются) с осью, параллельной оси Ог 
:одящей через точку (а, Ь, с). Задать эту область с помо. 
еравенства.
Г9. Записать с помощью неравенства область, ограничен. 
[>ерой радиуса R с центром в точке (а, Ь, с) (включая гра-

Ю. Вершины прямоугольного треугольника лежат внутри 
радиуса Я. Площадь S треугольника является функцией 
1тетов х  и у: S -  <р{х, у ). Какова область определения
ии S = ф(*. у).
91. В шар, радиуса R вписана пирамида с прямоугольвын
;.... . . ; .... ...  . .
псресс-еипя диагоналей основания. Объем пирамиды У 

■ся функцией сторон * и у ее основания. Будет ли эта 
ия однозначной? Составить для нее аналитическое выра- 
. Найти область определения функции.
82. Квадратная доска состо- 
четырех квадратных клеток; 
черных и двух белых, как 
ю  на рис. 44; сторона каж- 
s них равна единице длины, 
отрим прямоугольник, сто
которого х  и у параллельны 
гам доски и один из углов 
эго совпадает с черным ее 
. Площадь черной части это- 
ямоугольника будет функци- 
X  а * Кйпоза область оаре- 

ля этой функции? Выразить 
;нкцню аналитически.

///Л/,/ '/*/У//////
/•/// 

т ш й

Рнс. 44



г л  х  ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

•’988-3002 найти области определения функций.

2984. 2 = 1 п ( / - 4 х  + 8).

2986. г = + у  + J x - y  .

2988. г -  агсэш .

В авД*чах 

2963- г

29S 5. г  *  ^ Г у 2

2087. г * Т ” " -+ г — •/дт+jr

2989. г  = 1пху.

2991. г = arcsin * ^  + arcsec|x2 + y*J,

2993. г = 2Q93 = [Е Ш ш !

2990. г

. 2 ,  , . 2 - Д 2.2994. г * x y j l n - ^ j -  + -Jx'+  у

299Ь. z = ctgn(x + y). 2996. 2 = Jsinn[x2 +у! ).

2998. z = In х -  In ein у .

u vw . v - arcoinfsjrI  V / j

3002. u к -  дг2 -  у2 -  г2 + . 1 1 ■— (Л > г).
•'ж2 •ц/**2*"'"2

П р е д е л .  Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и

В задачах 3003-3008 вычислить пределы функций, 
что независимые переменные произвольно Р«
предельным значениям.

am u lim -Jx2y2+ l- l



$ 2. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИИ

3007. lim , . ЗООв. lim (1 + * У )  * V*->0 Х*+УА Г-.0 v I
y-*0 jr-»0

3009. Показать, что функция и -  при х  0 »,х-у > у -+ о
может стремиться к любому пределу (в зависимости от того, к 
стремятся к нулю х  и у). Привести примеры таких изменений * 
и у, чтобы: a) lim и -  1; б) lim и = 2.

ЗОЮ. Найти точки разрыва функции г = ~ -2 - - .  Как вед«тX +у
себя функция в окрестности точки разрыва?

ЗОН. Найти точки разрыва функции г  =
гхп3 я г +gin2 пу

3012. Где будет разрывна функция г  = ?

3013. Где будет разрывна функция г = -г*—  +■ —J—  ?8ш ЯХ МП Ъу

3014. Где будет разрывна функция г = - ?
у -2х

3015*. Исследовать непрерывность функции при х  = О,
у = 0:

1 ) / М =  f  (0 , 0 }  =  0 ;  2 )  /  ( г ,  у )  =  { (0, 0 )  = j F

8) fix'V) = / ( 0 . ° ) - 4)  /■ (О, О) — 0;

f  (0, 0 )=  0; б) / ( 0 ,0)=0.  
X+JI X +{/

Л и н и и  и п о в е р х н о с т и  у р о в н я

3016. Дана функция г = f i x ,  у) = —г̂ —г . Построить линии
'  ' х +у

уровня этой ф и кц ии для г = 1, 2 , 3 , 4 .
ЯШ? < W m » i  7 = **■»• ?Л -«т-тг- СЛёД'тОШИМ

в точке Р (х ,  у) ее значение равно углу, под которым »иДеИ из
viwn iw in a  дои пм н  s  ujiuvikuu'm i/T i; тч ж и о» я «  шлихи л » 1*"

урожая фуяхцэтг / f x . y } .



ГЛ. X. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

"С д а ч а х  3018-3021 начертить линии уровня данных функ- 
придав** 2 значения от — 5 до +5 через I.

3018. 2 - х у -  

3020. г = у ( * 2 + 1 )-

3019. г  = x iy  + х .

3021. г  =
Ш*' -
3022. Построить линии уровня функции г = (х2 + у 2)2-

-  у2), придавая г значения от -  1 до f- череа

3023. Построить линии уровня функции г, неявно заданной
уравнением

/ЗУ 
\2 ] ' ( * -  в)’  ♦ и ] .  ( ! )• [ ( ,

давая г значения от -  4 до 4 через единицу.
3024. Построить линии уровня функции г, заданной неявн< 

уравнением у2 = 2~г(х  -  г ) , давая г значения от -  3 до 3 через 1.
3025. Найти линии уровня функции г, заданной неявет 

уравнением z + x l n z  + y = 0.
3026. В пространстве дана точка А. Расстояние переменно! 

от точки А  есть функция координат точки М. Найт;
цщ стиувов» ответствую щие раеетояни

«я u = f ( x , y ,  г) задана следующим 
точке Р ( х ,у , г ) ее значение равно сумме расстояний этой то 

кв от двух данных точек A (x lt У\, * i). В (х2, Уг, %)• Указа1 
поверхности уровня функции { { х ,  у , *)■

3028. Найти поверхности уровня функции 

. 1+,[х2+у2+г*
ц = 1п П  з 1ГТ ‘ l-V* +v +*

^  ^  х2 +у2
«029. Найти поверхности уровня функции и = г

— тозп т г , .'Т"  "сзерхпссти уровня фуякпии:



в 3. ПРОИЗВОДНЫЕ и ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ

3031. На рис. 45 изображены линии уровня функции 
г = f ( x ,  у ). Построить график функции:

1) z ~ f [ x t О); 2) z = f ( x ,  4 ); 3 ) * = f ( l , y ) ;

4) г = / ( - 5 ,  у); 5) г -  { ( х ,  Зх); 6) г = f\ x , * г].

§ 3. Производные и дифференциалы 
функций нескольких переменных

Ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е

3032. Объем газа v является функцией его температуры и 
давления: v = f ( p ,  Т). Средним коэффициентом расширения 

гааа при постоянном давлении и изменении температуры от Т\ 

До Т2 называют выражение — Что следует назвать к о-

эффициентом расширения ппи 
нов температуре Г0?

s емзератупв ~ дняноз течке Л стержня Ох ивля0- 
Функцией абсциссы г  точки л  «  времени #: 6 = / ( х , ')■

Физический смысл имеют частные производные ^  и Ц- ?
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ГЛ. X. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

0034. Площадь S прямоугольника выражается через o c h o i  

вИе b и высоту А формулой S -  bh. Найти &  и выясни 

геометрический смысл полученных результатов.

3 0 3 5 . Даны две функции: и = ■Ja2 -  х2 (а -  постоянная) 

г ,  Jy} Г ? . Найти ^  и Сравнить результаты.

В задачах 3036-3084 найти частные производные даннь 
функций по каждой из независимых переменных (х, у, г, и, 
t, ф и V "  переменные):

3036- z=  х - у .  3037. z -  х3у -  у3х .
J. 6 = ахе~' + bt (а, b -  постоянные).

I. 2 = ^  + ^ . 3040. 2 = 4 ^ 4Jt+Jf

3041. г = (5д:2у - / + 7 )  . 3042. г  = х $  + ^ . 

3043. г = |п̂ дг + ^ х 2 + у 2 j .  3044. 2 = a r c t g i .

“  3046. г ^ х * .SIM*
•rci**

3047. г  = lnjx2 + y 2|. ijx* + y1-x

3049. г «  arcsin Xr r - ,v

3048. г = In

3050. z = In tg ̂ .

3051. z = «"*

ЗОЗЗ. и = arete
I>-10 *

* 2 = In f Г 4. l/l

*уг.

^  « » V * * + y * +2 2.

f ** 3 . '  + угу + гул: + ул-у.

3052. 2 = In(.r + In у).

3054. г = sin cos —.
У х

3056. z = (1 + jcy f.

3»$S. «  -

3 0 6 0 .  i i  -  Xu +  t fZ  +  2 * .

3062. и = x* + yz2 + Syx -  x  + г .



$ 3. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ

3064. и = Л *  *"Кг I  3065. и = sin (ж2 + у* + 2г|

3066. и я 1п(х + у + г). 3067. и = х ' .  здед ц

3069. / ( х , у ) = *  + у - ^ х 2 + у 2 в точке (3 ,4 ).

3070. г = ln^x + в точке ( l ,  2). 3071. г = (2* +

3072. z = ( l  + log„ х )* . 3073. г * хуе™**».

3074. z = (x2 + y 2) i

3075. г = arctgV x^. 3076. z = 2,1-Ь И ,
Y 1+y-cy

3077. z = In *y2 + yx2 + ^1 + |хуг + ухг j2

3078. г - Я ^ 5+ arcs in -^ -. xy

3079. г *  arctg f arctg - 1  >rctg£-.. _ arctg-*-.
V. * /  z arete* 43

-5ВД. Ц - * .. *  . - гd -  nXClg\+~ У) '

3082. u *  (sin х Г . 3083. u = In •
'  i+V* V +*

3084. to = | tg2( * V  + z2i>2 -  xyzv)+  In сое (x2y2 + “  ^ * w''

3085. u —
coe
сов(<р+2ц/f .  Найтиi) Э41

3086. u = Vaz3 -&<* . Найти и при z »  b, * = e>

3087. -  -j- деему-уемг ~ m(1--- 3i „  3* —  = 0.
Tiiii w-

3088. « - J sir.- .r : , i  ТГ n~„ iMi i л■ MU * . jaeoiH 5. W“u i



^ ^ ^ л Л + x + l f  +г*\ Найти f . + “ v +u* при х = у = г =

bf <tf 

н * й т “  j f
у . 2

3091. Какой угол образует с положительным направлен! 

»6сиисс касательная к линии г  = — -, у  -  А в г о

(2,4,6)?
3092. Какой угол образует с  положительным направлен! 

оси ординат касательная к липни z  -  J l  + х 2 + у 2, х  = 1-в т

ке (l, 1, ч/з|?
3093. Под каким углом пересекаются плоские линии, пс

чающиеся в результате пересечения поверхностей г = х 2 + 6̂

* = —  ̂ плоскостью у = 2?

Д и ф ф е р е н ц и а л ы.  П р и б л и ж е н н ы е  в ы ч и с л е н !

В. найти частные дифференциалы дан!
» ИЯЗЯНИСИМЫХ « « ю м м в м л .

-  8 * У  + 2j/4 . 3085. г = ,/х 3 + уг".

3097. «  = 1п(х3 + 2у3 - г 3'

‘ у> ; Найти <*** при X = 2, у = 5, Ду = о, 

^  = 0,016. * 'ПД:у' Найти dxz при х  = 1, у  = 

3100. и 

Г = 5, ^  = 0,01.

гл х. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Р ~ + тГр + q-t-г . Найти при р = 1, q



- — fevntrWlbl

3105. г = sin(xt/). 3106. г = arctg

3107. 2 = -Ф 4 - -  310S- г * 3109. и = vt>лТ- jr  * •

П р и м е н е н и я  к в ы ч и с л е н и я м

3110. Найти значение полного дифференциала фу 

г = x  + y - i j x 2 + у2 при х  = 3, у = 4 ,  Дх = 0,1, Ду = о,2.
3111. Найти значение полного дифференциала фуакщ, 

г = е*9 при х = 1, у  *  1, Дх = 0,15, Ду = ОД.
3112. Найти значение полного дифференциала функвд» 

г  = _ ?2Т  при *  = 2, у = 1» Дх = 0,01, Ду = 0,03.X -у
3113. Вычислить приближенно изменение функции 

г = ~ jl~  при изменении х  от х х = 2 до х2 = 2,5 и 1/ от у, = 4 

до уг = 3,5.

3114. Вычислить приближенно In |/l,03 + \[о$& - 1).

3115. Подсчитать приближенно 1,042'02.
3116. Найти длину отрезка прямой х  = 2, у  = -3, заклю^^^Щ 

ного между поверхностью г -  х 2 + у 2 и ее касательной плоско

стью в точке ( l .  1 , 2).
3117. Тело взвесили в воздухе (4,1 ±0,1 Н) и в вод* 

(1,8 ±0,2 Н). Найти плотность тела и указать п о гр е ш н о ст ь  под
счета. ,  _

3118. Радиус основания конуса равен 10,2 ±0,1 см, сор» 
зующая равна 44,6 ± 0,1 см. Найти объем конуса и указать по
грешность подсчета.

3119. Для вычисления площади S треугольника по сторо
1 2  sinB^nC Дайтя

а и углам В и С пользуются формулой S = '

относительную погрешность при вычислении S, 6СЛЙ
сительные погрешности данных элементов равны соотзе _
но 5в, Од, 5 *̂



3120. Сторона треугольника 
имеет длину 2,4 м и возрастает со 
скоростью 10 см /с ; вторая сторо
на длиной 1,5 м уменьшается сс 
скоростью 5 см /с. Угол, эаклю 
ченный между этими сторонами, 
равный 60°, возрастает со скоро 
стью 2° в секунду. Как и с како£ 
скоростью изменяется площад) 
треугольника?

4121 В усеченном конусе радиусы основашгй равнь 
„  ап пи г = 20 см, высота h = 40 см. Как изменится объе»
R  S  OU  СМ» *

конуса, если увеличить Л на 3 мм, г на 4 мм, Л на 2 мм?
3122. Показать, что при вычислении периода Т колебани:

м аятн ика по формуле Г = (I -  длина маятника, g -  ускс

ренне силы тяжести) относительная погрешность равна пол) 
сумме относительных погрешностей, допущенных при опред« 
лении величин I и g (все погрешности предполагаются дос.Т! 

точно малыми).
3123. Выразить погрешность при вычисления радиуса г дуг 

АВ (рис. 46) окружности по хорде 2з и стрелке р  через погрей 
ности ds и dp. Вычислить dr при 2s = 19,45 см ±0,5  mi 
р = 8.62 ем±0,3 мм.

гл. *•'_____

§ Дифференцирование функций

С л о ж н а я  ф у нк ция* )

8124. «  = е*-Ъ , x  = &int, у  = t*;

3125. ц = г2 + j12 + г у , г = sinf ; у  = А  = ?
oi «л dt

arcsin (*  -  у), x = у  _ 4 з̂ ^ = ?
*127. г = х 2и 2

У -у  х , X = и cos о , у = u sin v; ^ - = ? ^ = ?
du

с О̂ГО разввия „
°тдич%ется лт конца главы X нумерация задач в eaci

*У»«*рвции 9-го и более ранних изданий.
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j  4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

3128. г = х г 1пу , х  = y - 3 u - 2 v ,  4s- = ’  iL *
t> du ■ 4» -  7

3129. u = ln(ex +*») ;  A  =?  Найти £ .  если y = ^

3130. г = arctg (лсу); найти если у = e x.

3131. и = a rcs in f, г = у}х2 + 1 ; ^ = ?

3132. г = tg (з* + 2x2 -  у), *  = } .  у = Л ;  ^- = 7

3133. и = j/ = a s i n x ,  2 = cosx ;  ^ = 7

3134. г d2 = ?
x+v

3135. z = ( x U vy  ■> ; £ « ?  J e ?

3136. 2 = / ( * 2 - j, V ' ) :  f  = ?

3137. Показать, что функция г = arctg j ,  где x = u+o, 

u = u -  v, удовлетворяет соотношению -I2- + I f  = и.'~ т■<7 U № I) 4U

3138. Показать, что функция г  = ч> ( . * ♦ 4  где 
дифференцируемая функция, удовлетворяет соотношению

3139. ы = s in x  + / ’ {sinу -  sin х ); убедиться, что

|^cosx + ^ c o s y  = cosxcosy ,  

какова бы ни была дифференцируемая функция F.

3140' г = ~ф ~уГу  ^ л т ъ ся ' что и ^ " ’ ***"*

бы ни была дифференцируемая функция /. ояШ^
3141. Показать, что однородная дифференциру«маЯ W 1 

нулевого порядка z = F \ ^ i  (см. задачу 2961) удовлет*°Р^|

соотношению х  &  + у ~  = 0.

J



ГЛ X ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

$li2. Показать, что однородная функция *-го поряд 
f l  гДв "  диффеРенЦИРуемая функция, удовлег,

ряет соотношению х £  + у & + z j f  = ки .
3143. Проверить предложение задачи 3 1 4 2  для функц 

U = хь s i n ^ 2 ~ .
3144. Дана дифференцируемая функция f ( x ,  у )  Доказа- 
если переменные х , у  заменить линейными однородны

функциями от Л-, Г, то полученная функция /'(ДГ y j  связан

данной функцией соотношением х-&  + « i i  -  v  djf „  др*  y ^ ~ x W + Y § -

Неявно к параметрически заданные  

в з ш - з ш  , « атв  ^  *

^Данных неявно.
3145. х*у~ у*х  = а* 3146. х ги2 -  х х -  „ 4 -

з , 5 в - „  
SIM. ч г -1 п | г -« . «1И.

3153. ух2 = е» . 315-4- Уе '  + ^  = 0> 3155' У
3156. F (* ,H) =  F (i/, х ). Показать, что производная от у 

х может быть выражена с помощью дроби, числи те л 
получается из знаменателя перестановкой букв у  и

3157. х2 + у2 -  4х -  10у + 4 = 0 ;  найти ^  п р и  х = 6 , у 
и при х = 6, j) = 8. Дать геометрическое истолкование
ч«нных результатов.

3158. х4у + ЗП)« _ я*2..г а» а‘'



J  4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

3160. Доказать, что из а + Ь(х + у )+ сх у  = / п ( х - у )  следу^
i *___ = ____ ±  ....

а+2Ьх*ехг о+2Ьу+су5

3 1 6 1 .4 + 4 + 4 = 1  ̂ £ - =? £ = ? а2 ь2 с dx dy

3162. х 2 - 2 у 2 + г г -А хл  2 z - 5  = 0;  £ = ?  ^  = ?

3163. г* + Зхуг *  в®;

3164. «* -  xyz = 0 ; ^  =*? ^  = ?

3165. Показать» что, какова бы ни была дифференцируемая 
функция ф, из соотношения q>(cx -  аг, су -  Ьг) -  0 следует

а|2- + б|г- = с .Эх ду
3166. F (x , у ,  г) = 0. Доказать, что

дх 4* э* а* ду
3167. Найти полный дифференциал функции г, определяв

ший уравнением сое2 х  + сое2 у  + сое2 г = 1.
3168. Функция г  задана параметрически: x  = u + v,

I =» н -  n ? -  : i " , разить г к*к ^гцук  фуххший от х и у.

3169. х *  и + w, у = г*4 + v3 , г = us + у3 . Выразить г как 
вную функцию от х и у.

3170. x  = ucosu,  y = usini>, z = kv. Выразить г как явную 
ункцию от х и у.

В задачах 3171-3175 выразить dz через х, у , г, dx и dy о* 
/нкций, заданных параметрически.

3171. Х = £ х £ - ,  y = ^ f L ,  Z = uv.

3172. х * -/a^einu + cosu), у  =* Va(cosu -  sinv), 
г = l  + s in (u -u ) .

317S- x  »  и + v , ц = ы - 1' * г -Л А

8 1 7 4 . r  =  u c o s u ,  у = u s i n u ,  г  =  и г.

3175. х  — и иок и -  ч ?лв и + «In it, у  = г> siii и -  ш  a -  cos и,

: { U - V ) * . I



ГЛ. X ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

3176- х  --- еи cos v , у = еи sin v , г -  uv. Выразить dz через

dx и dy%
gl77. Соотношения u = / ( x , y ) ,  t> = F ( x , y ) ,  где /  и F -  

Аференцируемые функции х  и у, определяют х и 1/ как диф
ференцируемые функции от и и и. Доказать, что

i v . l f l i i j ' . _ $z%L] -  1
dj/ dy Эх Д  du do du 3u J

3178. м и р  являются функциями x, у , 2, удовлетворяющими 
соотношениям uv = Зх -  2у + г ,  и* * х 2 + у2 + г2 . Показать, что

х £ + ^ + г ! г = 0 -

3179. Пусть у  *  / ( х ,  <), F ( x , y , t )  = 0. Проверить, что

i »  _
** !Н ?+з?

3180. Пусть f(x , у, г )=  0 , F(x, у, г )=  0. Проверить, что

Ё1. ж -*sJi^Ja3L
dx 'dy d* ft?

§ 5. повторное дифференцирование

3181. z = x8 + xy2 -  5xy® + у5 . Показать, что .

3182. z * x v . Показать, что ^ V . ■

3183. г = c*(cosy + xsin у). Показать, что

3184. г = arctg Показать, что = - ~ г .
* V  Эх дх djr

в задачах 3185-3192 найти и от данных
Tjsknsa

< -  -9 --v » r -  д. y i f  Ч 1 Ч И  ■» «  lr> i r  *  . 1  +  U - i .

®187. г  -  a r c t g . 3188. г = sin2(ax + by).



§ 5. ПОВТОРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
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3189. г  = е ”  .

3191. г * у Ых.

3193. и = ^ х 2 + «/2 + г г -  2 х г ; = ?

81» " ё { г -
3192. г = arcsin (ху).

3194. г = в1"1 ; = ? 3195. г = 1п(х2 + у 2 ) ;  =  ?
дхгду \ I дхдуг 7

3196. г »  s inxy;  = ? 3197. = ?Л** /Ь / ОХ аи 02АгЭу2 ” ’ ' дхВудг

3198. v = хту лг р ; r - j™- 7  *  ?
дхду Зг

3199. г = 1п|г* + еу|; убедиться, что |^ + ^  = 1 и что

£ Н М ^ ) =0,
3200. ц = е х (х cos у  -  у  sin у ); показать, что « ■  + — • = 0.

i x z ду

3201. и = In ■■ ;д»? -  ■; показать, что = 0 .£»♦** Эаг Эу*

3202. и = - . I i  I ; показать, что ^ j-  + Щг + = 0.
J s T J T J  Э г*  >у3 ^

3203. г i t .  ? 2 _ = ух~ •* у  -t z ; ппоказать, что + ^Йт +
д*г Эуг <>г* Г

d2(lnr) d^lnr) d2(lnr) j
а»» + V  + а** " г » *

3204. При каком значении постоянной а функция

i> = х3 + аху2 удовлетворяет уравнению ^  = 0 ?
дх1 ду*

3205. г  = -  • ; показать, что -  a2 -^ f.
|Г -o'*.*’  Эх* ду

3206. v = — показать,  чтох -у  у -г  г -х  '

S-+S +̂ +2f e +̂ ' +̂ * °
3207, г = f (x ,  у ), !; = х + у , т] * х -  у ; проверить, что 

d V _  **г а Э*2
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J. v & xln (x  + г ) -  г, где г2 = х 2 + у 2 ; показать, что

3* Зу2 *+'• .

3209. Нейти выражение для второй производной 

функции у, заданной неявно уравнением f(x , у )  = 0.

3210. У *  ф(* ~ at) + V (* + at)- Показать, что ~  = а2 |-

каковы бы ни были дважды дифференцируемые функции <р и 
3211- и =<р(*)+ Проверить, что

(х - у)-Ё ъ * ъ
(<р и V "  дважды дифференцируемые функции).

3212. г = у Ц * 2 -  у2). Проверить, что ^  + = ~  (<р

дифференцируемая функция).
3213. г = жр (х + у) + у\у (х + у). Показать, что

&L. _ 2 э2г + ilc. _  а 
д*2 Зхду Эу2

Ч» -  лважяы диффереяпируемые функции).
» i l »  !»= .» . МП 1Я1Г + «1 + Ж1ЛГ -  и  11 I (i->VA4HTt, «ТА— — ■ м Ч V if/ Т у У/Г --------------- г -----

i f " .  = «1 . - £ / „ 2 лЛ
Эх2 у2 ду)

3215. ц = ^ [ф (* -  у) + У (* + у)]- Показать, что

= х г & -  дх { Зх) 3j,2 ’

3216. и = хе* + у**. Показать, что
i!s . + £и. = х _з !и _+ _з!и_
Эх* Эр3 дхду2 дх2 ду

*217. и = ех*г. Показать, что
Ъ*и . л., du . . .

f *  + -£ n --------2Ьц ._Эк  = 2 | Л — VI.
дхг ду дхду* ду’  U  х )



5 5. ПОВТОРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ------------------------------------------------------------------------------------------- ------- 2^
В задачах 3219-8224 найти дифференциалы второго порЯДк 

от данных функций.

3219. г = х у 2 -  х 2у .  3220. г  = 1п(дс - у ) .

3221. г »  —r-J'— . 3222. г  = х  sin2 у .
+ jr)

3223. 2 = е**. 8224. и = хуг.

3225. г = sin (2х + у). Найти d3z в точках (О, я), (- Д д)

3226. и = sin (ж + у + г); d2u = ?

3227. 4  + 4  + 4 = ! ;  d 2z = ?
а с

3228. z3 -3 * y z  = « a ; </2г = ?

3229. Зхгуг + 2г2ху -  2гха + 4zy3 - 4  = 0 . Найти d2z в точке 
(2, 1, 2).

З а м е н а  п е р е м е н н ы х

3230. Преобразовать дифференциальное выражение

dx~ ~х

полагая х  -  |.

3231. Преобразовать дифференциальное выражение
х V  ~ *ху' + у,

<Ф
полагая х  = «*.

3232. Преобразовать дифференциальное выражение

( * - * г) $ - * Й  + аУ’
полагая х  = sin t.

3233. Преобразовать дифференциальное выражение + У’

считая у независимой переменной, х  -  функцией от нее.
3234. Преобразовать выражение у 'у '" -  Зу"3 , принимая 22 

независимую переменную у.
3235. Преобразовать выражение у у '-  2 (у2 + у'2) к но3®4 

функции V, полагая у = А.
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3236. Преобразовать к полярным координатам уравнение
Полярные координаты связаны с декартовыми фор-

dx ~ * ' »
мулами * = р cosф, у  = psinq>.

3237. Выражение к = — - — -  преобразовать к полярные
К * ) *

координатам р, <р.

3238. Функция z зависит от лг, у. В выражении у

сделать замену независимых переменных с помощью форму. 
х = u cost?; у  *  usinu.

3239. Оператор Лапласа преобразовать к поля;
Эх* Эу

Выражение kz преобразовать к полярны
Ъх су

координатам, считая, что 2 = оа(р) зависит только от р и 1 
зависит от .

3241. В выражении ~  + 2 - & г  + независимые переме
дх* дхду  ду2

вЫе г и у  заменить переменными и и v, а функцию z -  пег 
Мевной w, полагая, что эти переменные связаны соотношени'



Глава XI

п р и м р и р и и а  

ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛЬН О ГО  ИСЧИСЛЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. Формула Тейлора. Экстремумы функций 
нескольких переменных

Ф о р м у л а  Т е й л о р а

3242. f  (х, у)=х* + 2уг -ху\  разложить функцию f  (ж + А, у + ft) 
по степеням А и А.

3243. f (x y у )  = х* + уг -б х у  -3 9 х  + 18у + 4 ; найти прираще
ние, которое получает функция при переходе независимых пе
ременных от значений х = 5 , у  = в к значениям х = 5 + А, 
у = 6 + А.

8 3 2
3244. /  (х, у )  = & —  ух3 + —  2ж + Зу -  4 ; найти прира

щение, которое получает функция при переходе независимых 
Переменных от значений х = 1, у  = 2 к значениям х = 1 + А, 
у = 2 + А. Ограничиваясь членами до второго порядка включи
тельно, вычислить /  (1,02, 2,03).

3245. f  (х, у, г )  = Дх2 + By2 + Сг2 + £>ху + £ уг  + Р гх ; разло
жить /  (х + А, у + к, г  + 1) по степеням А, А и Л

3246. Разложить г -  sin х sin у по степеням х  -  и у -  у
Найти члены первого и второго порядка и Яг (остаточный член 
второго порядка).

3247. Функцию г = x v разложить по степеням х -  1, У~^’ 
найдя члены до третьего порядка включительно. Использовать 
Результат для вычисления (без таблиц!) -  1Д1'02.



f (x ,  у) = е* sin у ; разложить f ( x  + h, у + k) по ct«i
Л и * ,  ограничиваясь членами третьего порядка отно( 

*** ft и к. Использовать результат для вычислен
*  sin 0,49*.

8249. Найти несколько первых членов разложения функк 
е* sin у в РЯД Тейлора в окрестности точки (0 , 0).

3250. Найти несколько первых членов разложения функи 
i11п(1 + У) в РЯД Тейлора в окрестности точки (0 , 0).

В задачах 3251-3256 разложить в ряд Тейлора при х0 = 
Уо = 0 данные функции.

3251. 2 = — *------• 3252*. г  = arctg .l-x-p+xy 1+ту

3253. 2 = ln (l -  x ) l n ( l -  у). 3254. г =

3255. 2 = sin|x2 + y2j. 3256. г -  e x c o s y .

3257. Найти несколько первых членов разложения по ст< 
ням х - 1 ,  у - 1 функции 2 , заданной неявно уравнен:

1 - х 9 -  0 и равной единице при х  = 1, у = 1.

Получить приближенную формулу =1 -  £  -

| Достаточно малых значений j х  j, j у j.

Э к с т р е м у м ы

В задачах 3259-3267 найти стационарные точки функци] 
3259. г = 2х* + лсу* + 5х2 + у 2 . 3260. г  = е2х х̂ + у2 + 2у|.

3281- г = ху (а -  х  -  у). 3262. г = \2ах -  х 2^2Ьу -  у2

* = sin х + sin у + cos (г  + у) |о £ х  £ * ,  0 S у < j j .

3265. 2 = yVl + х + г т/1 + у .

ГЛ. XI. ПРИМЕНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

VII — V»

* + 2 1п у  + 51п2 + 1п{22 -  х -  у -  г).



268. На рис. 47 изображены линии уровня функции 
(х, у ). Какие особенности имеет функция в точках А, В, С,
га линии EF1

269. Функция г задана неявно: 2хг + 2у2 + г2 + 8хг -  z + 
0. Найти ее стационарные точки.

J70- Функция г задана неявно: 5х2 + 5у2 + 5г2 -  2ху -  2хг -  
-7 2  = 0 . Найти ее стационарные точки.

571*. Найти точки экстремума функции г = 2ху -З х  -  

+ 10.
!72. Найти точки экстремума функции z *= 4 ( х -у )~  

У2-

78. Найти точки экстремума функции г = х 2 + ху  + у2 +
/ + 1.

74. Убедиться, что функция г  = х г + ху 4 у* + + 'jT 

минимум в точке х  = у =

76. Убедиться, что при х  = ^ 2 , у *  V2 и при *  = "^ 2 ’ 

/2 функция г * х4 + у* -  2х2 -  4ху -  2у* имеет минимум-



3276. Убедиться, что при х  = 5, у  = 6 функция г = Xs + 

yt _ бху -  39* + 18у + 20 имеет минимум.
3277. Найти стационарные точки функции г = х гу 2 х 

* ( 1 2 - * - у ) .  удовлетворяющие условию х >  0, у  > 0 , и иссле
довать их характер.

3278. Найти стационарные точки функции г = х* + у -  Зху 
и исследовать их характер.

Н а и б о л ь ш и е  и н а и м е н ь ш и е  з на ч е н и я

3279. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
2 = х2 -  у2 в круге х 2 + у 2 S 4.

3280. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
г = х2 * 2ху - 4 х  + 8у в прямоугольнике, ограниченном прямы
ми х = 0, у = 0 , х  = 1, у = 2.

3281. Найти наибольшее значение функции г  = х 2у х 
х ( 4 - х - у )  в треугольнике, ограниченном прямыми х = 0 , 
у = 0, х + у = 6.

3282. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

г = е~х ^2х2 + 3^2| в круге х2 + у2 < 4 .

3283. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
* = sinx + siny + sin(x + у) в прямоугольнике 0 < х <

<>£у <, *
у  2

*284. Разложить положительное число а на три поло
жительных слагаемых так, чтобы произведение их было наи
большим.

Представить положительное число а в виде произведе-
вч ..ЧеТЫрех полозкительных множителей так, чтобы их сумма 

а Наймет, т .л
3286 н . ” **' плоскости Оху кайти точку, сумма квадратов рас-

5   которой от трех прямых х = 0 , у *- 0 , ж + 2у -  16 = О
наммекыпей.

овгещ * ^ ерез точку (а, Ь, с) провести плоскость так, чтобы 
**• был „ раадР&> отсекаемого ею от координатного трехгранни- 

л "««меньшим.

ГЛ. XI. ПРИМЕНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ



§ 1. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ --------------------------------------------------------------------------------------------- ^
3288. Даны л точек: ^ ( х , , у , , гх) , ..., А „(х „ , ул,

плоскости Оху найти точку, сумма квадратов расстояний кото, 
рой от всех данных точек была бы наименьшей.

3289. Даны три точки А (0 ,  0 ,12 ) ,  В (0, 0,  4) и С(8, о, 8)
На плоскости Оху найти такую точку D, чтобы сфера, прохо. 
дящая через А, В, С и D, имела наименьший радиус.

3290. В данный шар диаметра 2R вписать прямоугольный 
параллелепипед наибольшего объема.

У с л о в н ы е  э к с т р е м у м ы

В задачах 3291-3296 исследовать функции на экстремум.
3291. г = х т + у т (т > 1 )  при х  + у  = 2 (* £ 0, у  > 0).

3292. г = ху  при х 2 + y i = 2а2 .

3293. г = при = -V  •* У х2 у1 аг

3294. г = a cos2 x + b cos2 у при у - х  = j .

3295. и = х  + у  + г при -̂ + А + •*- = 1.9 х у г
3296. и = хуг  при: 1) х  + у + г = 5 , 2) ху  + хг  + уг  = 8. 
3297*. Доказать справедливость соотношения

*?+*!+™**п > j ' j * _

3298. f ( x , y ) = x 3 ~ 3х у2 +18у ,  причем 3х гу -  у3 -  6х = 0. 
оказать, что функция f ( x , y )  достигает экстремума в точках 

: = у = ±л/з .

3299. Найти минимум функции и = ах2 + by2 + сг2, где а, Ь,
-  положительные постоянные, а х , у, г  связаны с о о т н о ш е н и е м  

+  У  +  2  =  1 .

3300. Найти наибольшее и наименьшее значения функций 
= у 2 + 4z2 -  4yz -  2*2 -  2.t£ при условии 2х2 + 3у г + 6гг »  1 •

3301. На плоскости Зх -  2г = О найти точку, сумма кваЯР8'  
•в расстояний которой от точек A ( l , 1, l)  и В (2 ,3 ,4 )  быЛ* 
•I наименьшей.



Y 3302. На плоскости х  + у -  2г = О 
найти точку, сумма квадратов рас
стояний которой от плоскостей 
х + Зг = 6 и у + Зз = 2 была бы наи- 

j  меньшей.
рис 3303. Даны точки А  (4 ,0 ,4 ) ,

В (4, 4, 4),  С (4, 4, 0). На поверхно

сти шара х г + у 2 +‘г г = 4 найти такую точку S, чтобы объем 
пирамиды SABC был: а) наибольшим, б) наименьшим. Прове
рить ответ элементарно-геометрическим путем.

3304. Найти прямоугольный параллелепипед данного объе
ма К, имеющий наименьшую поверхность.

3305. Найти прямоугольный параллелепипед данной по
верхности S, имеющий наибольший объем.

3306. Найти объем наибольшего прямоугольного параллелепи
педа, который можно вписать в эллипсоид с полуосями а, b и с.

3307. Палатка имеет форму цилиндра с насаженной на него 
конической верхушкой. При каких соотношениях между ли
нейными размерами палатки для ее изготовления потребуется 
наименьшее количество материала при заданном объеме?

3308. Сечение канала имеет форму равнобочной трапеции 
Данной площади. Как выбрать его размеры, чтобы омываемая 
поверхность канала была наименьшей (рис. 48)?

3309. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих 
Данную диагональ, найти тот, объем которого наибольший.

3310. Указать наружные размеры открытого (без крышки) 
ящика формы прямоугольного параллелепипеда с заданной 
толщиной стенок а и объемом V, чтобы на него пошло наи- 
м«ньщее количество материала.

Найти наибольший объем параллелепипеда при дан- 
всех его Р^вР'

в,_ Около данного эллипса описать треугольник с основа-
... ’ ПаР*лделъным большой оси, площадь которого была бы 
“ ««Меньщей,

ГЛ. Ж. ПРИМЕНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

3313. На аллипсе = 1
4  V

Удаленные от прямой Зх + У -  0 = ®-

4 . -  » найти точки, наименее и наи-



§ 1. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА. ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ

3314. На параболе х 2 + 2ху  + у 3 + 4у -  0 найти точку, аав 
менее удаленную от прямой Зх -  ву + 4 = 0 .

3315. На параболе 2х2 -  4х у  + 2у2 -  х  -  у  = 0 найти точку 
ближайшую к прямой 9* -  Ту + 16 = 0 .

3316. Найти наибольшее расстояние точек поверхности 
2хг + 3у 2 + 2гг + 2хг = 6 от плоскости г  = О.

3317. Найти стороны прямоугольного треугольника, имею- 
цего при данной площади S наименьший периметр.

3318. В прямой эллиптический конус, полуоси основания 
«второго равны а и Ь, высота Н , вписана призма с прямоуголь
ном основанием, так, что стороны основания параллельны 
>сям, а пересечение диагоналей основания лежит в центре эл- 
шпса. Каковы должны быть стороны основания и высота этой 
физмы, для того, чтобы ее объем был наибольшим? Каков этот 
шибольший объем?

3319. Найти правильную треугольную пирамиду заданного 
|бъема, имеющую наименьшую сумму ребер.

3320. На эллипсе даны две точки; найти на том же эллипсе 
ретью точку так, чтобы треугольник, имеющий вершинами 
'казанные точки, был наибольшим по площади.

а иг
3321. К эллипсу + •—  = 1 провести нормаль, наиболее

а Ь
деленную от начала координат.

3322. На эллипсоиде вращения —  + у2 + г2 => 1 найти точ-96
:и, наименее и наиболее удаленные от плоскости Зх + 4у + 
Л2г -  288.

3323. Даны плоские линии f { x , y ) =  О и <р{х, у )=  0 . Пока-

ежащими соответственно на этих линиях, имеет место при 
ыполнении следующего условия:

Пользуясь этим, иайтя кратчайшее расстояние между зЛ' 
ипсом х г + 2ху  + Ъу2 -1 6 ^  = 0 и прямой х  + у  -  8 ■= О.

ать, что экстремум расстояния между точками (а, Э) и (£. ч)>



гл. xi. применения Дифференциального исчисления
------------------ -------------------------------------------------- -------------------------------

§ 2. Плоские линии 

К а с а т е л ь н ы е  и н о р м а л и

В з а д а ч а х  3324-3327 написать уравнения касательной 
нормали к линиям в указанных точках.

3324. хяу + у*х = 3 -  * У  в точке ( l ,  l ) .

3325. + у 4) -  х*У* ж 9«* в точке (а, 2а).

3326. cosxy -  х  + 2у в точке ( l ,  О).

3327. 2х3 -  х 2у  + Зх2 + 4ху -  5х -  Зу + 6 = О в точке ее пер 
сечения с осью Оу.

О с о б ы е  т о ч к и  

В задачах 3328-3340 найти особые точки.
3328. у 2 = х 2(х - 1 ) .  3329. а2х 2 = [х2 + у 2}у 2.

3330. у2 = «х 2 + Ъх6. 3381. у2 = х  (х -  o f .

3332. г* + у* = J .  3333. х* + у* -  8х2 -  10у2 + 16 = 0 .
3334. х* + 12х8 -  6у 3 + Збх2 + 27у2 -  81 * О.

3335. Xs + у3 + Заху = 0 . 3336. х2 + у 2 -  х* + у4.

3837. у = x l n x .  3338. у 2 = sin3 х .

3339. у2 ж (х  -  а)*. 3340. х6 -  (у -  х 2)*.

О г и б а ю щ и е

*8^1. Найти уравнение огибающей семейства прямь 
У -  ах + /  (а), в  частности, положить f  (а) = cos а .

8342. Найти огибающую семейства прямых у -  2тх + т4.
8343. Через точку А (а , 0) проведен пучок прямых. Найт

ц̂ у ю семейства нормалей, проведенных к прямым это!
• ^'очках s x  пересечения с  осью Оу.

****“ Найти сгибающую семейства парабол « 2 = й (.t -  а). 

Найти огибающую семейства парабол ах2 + а2у = 1.



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s sЯ + t  «  5  л в v  «
«  * М о  Д и  g 5  .

V i l  ; П < ^ ' 1 Н ! М2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S Е «в " 8  'г Р я & £ 2 5
х  »> »  + Е? 1 я  с



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s s
«  * » a  M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «  В " 8  'Г p g & £ 2 5
x »> »  + E? i  я  в E i f



н и щ и ;
!**' H l l - i l s sЯ + t  «  5  j  в v  «
«  * M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3x »> »  + E? i  я  в E i f



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s sЯ + t  «  ^  j ;  II 5 «
«  * » a  м о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  , - н  * , f S  *  S E «  В " 8  'Г p g & £ 2 5
x »> »  + E? i  я  в E i f



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s s
«  * » a  M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!**' H l l - i l s sЯ + t  «  5  j  в v  «
«  * M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s sЯ + t  «  ^  j ;  II 5 «
«  * » a  м о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  , - н  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s s
«  * » a  M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!**' H l l - i l s sЯ + t  «  5  j  в v  «
«  * M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s sЯ + t  «  ^  j ;  II 5 «
«  * » a  м о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  , - н  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s s
«  * » a  M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



Ш З Щ ШI  ♦*' H l l - i l s sЯ + t  «  5  j  в v  «
«  * M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! NS  >- S  к * S  S 5  i S  x f  и  §  !  E h
в " 8  ч* E. 5 & £ " 3  
X »> at + E? 1 я  в С j?



н и щ и ;
!* * ' H l l - i l s sЯ + t  «  ^  j ;  II 5 «
«  * » a  м о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. 2  к j «  S S  , - н  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x »> »  + E? i  я  в С j?



Ш З Щ ШI  ♦*' H l l - i l s s
«  * М о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! NS  >- S  к * S  S 5  i S  x f  и  §  !  E h
в  " 8  ч* E. 5 & £ " 3  X »> at + E? 1 я в С j ?



Ш З Щ ШI  ♦*' H l l - i l s sЯ + t  «  5  j  в v  «
«  * M о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. ,5 к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x  »> »  + E? i  я  в С j?



Ш З Щ ШI  ♦*' H l l - i l s sЯ + t  «  ^  j ;  u 5 «
«  * м о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. ,5 к j «  S S  , - н  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x  »> »  + E? i  я  в С j?



Ш З Щ ШI  ♦*' H l l - i l s s
«  * М о  Д и  g 5  .

V i l  ; n < ^ ' b i ! N2  >. ,5 к j «  S S  . - и  * , f S  *  S E «
в " 8  ^  £. 5 & £ " 3  x  »> »  + E? i  я  в С j?



§ 3. ВЕКТОРНАЯ ФУНКЦИЯ СКАЛЯРНОГО АРГУМЕНТА

3415' £ +£ +£ =1 вточке 
3416. X s + у* + г 3 + x y z  -  6 = 0  в точке ( 1 , 2 , - 1 ) .

8417. Зх4 - 4 у*г + 4z2xy -  4г3х +1 -  0 в точке ( l , 1, i j

3418. (z2 -  x 2)xyz  -  у 6 = 5 в точке ( l ,  1, 2).

3419. 4 + -Jx2 + у2 + г2 = х + у  + г в точке (2 ,3 ,  б).
3420. Показать, что уравнение касательной плоскости к эл

2 у* 3
липсоиду ^5- + p -  + ĵr ~ 1 в любой его точке М0(х0 , у 0 ( г0)

имеет вид ^т- + + ia i  -  1, й о с

3421. К эллипсоиду х% + 2у2 + г2 -  1 провести касательную 
плоскость, параллельную плоскости х -  у  + 2г = 0.

3422. К эллипсоиду + —■ + ~  = 1 провести касательнуюа б1* с
плоскость, отсекающую на положительных полуосях координат 
равные отрезки.

3423. Показать, что поверхности х  + 2у -  In г + 4 = 0 и
х 2 -  ху -  в х  + ж + 5 = О касаются Друг друга (т. е. имеют общую 
касательную плоскость) в точке (2, -  3 ,1 ).

3424. Доказать, что все плоскости, касательные к поверхно
сти 2 = xfyL  ), пересекаются в одной точке.

3425. Написать уравнения касательной плоскости и нормали 

к шару г|мсози, usinv,  yjaz -  и2 j в точке r0{x0 , у0 , z0}.

3426. Написать уравнения касательной плоскости и нормали 
к гиперболическому параболоиду г |а(и + г ), b(u -  v), ® ПР°'

извольной точке (х0 , у0 , г0).

3427. Доказать, что поверхности х2 + у2 + г '  = й
х~ + у - + г  «  by ортогональны друг к другу.

3428- Показать, что касательная ллосквссь к пс-ворхв- —_
хуг -  s* s любой точке образует с плосксетякн коорд* 
тетраэдр постоянного объема. Найти этот объем.



ГЛ. Я. ПРИМЕНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ
244----- --------1— -----------  '  ' '
" Показать, что касательные плоскости к поверхности
Jx + 4y * отсеквют на координатных осях отрезки,
сумма которых равна в.

3430. Для поверхности г ~ ху  написать уравнение каса-

гельлой плоскости, перпендикулярной к прямой £^  = Mj -  =

3431. Показать, что для поверхности х г + у 2 + г 2 = у  длина 
отрезка нормали между поверхностью и плоскостью хОу равна 
расстоянию от начала координат до следа нормали на этой 
плоскости.

3432. Доказать, что нормаль к поверхности эллипсоида 

вращения j£* fz~ + fg" = 1 в любой его точке у ,  г) образует 

равные утлы с прямыми РА и РВ, если А (0 , - 4 , 0 )  и 
В ( 0 , 4 , 0 ) .

3433. Доказать, что все нормали к поверхности вращения 
г = f^yjx2 + пересекают ось вращения.

3434. К поверхности х 2 -  у2 -  Зг = 0 провести касательную
ароходящую через точку А  ̂ 0, 0 , - 1 j , параллельно

прямой •£• = £  = .£2 i г '
3435. На поверхности х 2 + у 2 + г2 -  6у  + i z  = 12 найти точ

ки, в которых касательные плоскости параллельны координат
а м  плоскостям.

3436. Составить уравнение касательной плоскости к поверх- 
x ~ u + v , у = и2 + v2 , 2 =ы3 +р8 в произвольной точке,

Р“ Г Ь коэффициенты этого уравнения:
^ереа значения параметров и0 и t>oI

^ ер е^ к о°р д ннаты Х{)( уо> 2о точки касания.

л*Ров, опуш ТИ ГеометРическое место оснований перпендику
Н Ь 1Х  И З  Н а ч а л а  К О П П Я и к а т  « я  ь - а г я т * п у т л я л .

Л4ЧО
начала координат на касательные плоско- 

Ш Ш  вратлттif<Т 9 п , ^ А „,2



'

§ 1. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

4021*- Если в каком-либо процессе одно вещество превь 
ется в другое, причем скорость образования продукта проп 
циональна наличному количеству превращающегося вещ ^ 0**' 
то такое явление называют процессом (или реакцией) перво 
порядка.

Некоторое вещество, начальное количество которого т» 
превращается в другое вещество, а из образовавшегося продув 
немедленно начинает получаться второй продукт. Оба превра 
щеяия происходят как процессы первого порядка; коэффИцИен. 
ты пропорциональности известны: fcj -  в первом процессе и k2 - 
во втором.

Какое количество второго продукта образуется через t еди- 
ниц времени после начала процесса?

4022. В резервуаре, объем которого 100 л, находится рассол, 
содержащий 10 кг растворенной соли. В резервуар втекает вода 
со скоростью 3 л/мин, а смесь с такой же скоростью перекачи
вается во второй реаервуар емкостью также 100 л, первоначаль
но наполненный чистой водой, из которого избыток жидкости 
выливается. Сколько соли будет содержать второй резервуар по 
прошествии часа? Каково максимальное количество соли во 
втором резервуаре? Когда это максимальное количество дости
гается? (Концентрация соли в каждом из резервуаров поддер
живается равномерной посредством перемешивания.)

Члъп—  нле .. цеп;; р&ввииеряо меня
ются в те че ни е  м и н у ты  со о тв е тств е н н о  от нуля до 1 2 0  В и от 
нуля до 120 Ом (см. задачи 3977-3978). Индуктивность цепи 
постоянна (1 Гн). Начальный ток /<>• Найти зависимость между 
током и временем в течение первой минуты опыта.

4024*. В узкой горизонтальной цилиндрической трубке АВ, 
герметически закрытой, заключен газ. Трубка равномерно вра
щается вокруг вертикальной оси 00\
(рис. 56), проходящей через один из ее 
концов с угловой скоростью ш . Длина 
трубки I см, поперечное сечение S см2, 
масса заключенного в ней газа М  г, 
давление в покоящейся трубке (по
стоянное здоль всей трубку уа- iiaatti 
распределим? геглеппя вдоль трубки 
при ее вращении, т. е. выразить р  как 
функцию от X.



ГЛ. xrv. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

"^ у Н в й т и  условия, при которых уравнение
3 '  Х (х ’ y )dx + у  (*. у)<*у = о

д оп уск ^  интегрирующий множ итель вида Af = jp(x  + у ) 
4066. Найти условия, при которых уравнение 

Х(х, y)dx  + Y  (х, y)dy = о
допускает интегрирующий множитель вида М  ~ F  (лгу). 

Р а з н ы е  з а д а ч и  

в задачах 4067-4088 найти общие решения уравнений:

4068. ay' + by + сут = о .
О ------
4067. у' = + by + С.

4069.у' = -^ | .

4071. у'
(*+»)*

4070. у- * .
У

4072. у' (у2 - х )  = у .

4073. —

4074,

2*0  ̂ рг-8х3■** л п — dy = 0.
IУ* » ’

«,«<». (гу + xy3)dx + (х + x 2y 2)dy  = 0.

4075. [2ху + хгу + ^1<*х + (г2 + у2)сГу = 0.

4077. xdy + ydx + y 2(xdy -  y d x )  = 0 .

~ 7~̂  "i 1 д?дс Г—s^-r -  ■*■} dy *  0.

^  4080. у sin x + y ' cos x = 1.* - l

*y' co« £  = у C0SJL _ *  #
.

4®84. ( x c o s i  + v sin-£-)»'f.r  ̂ ( -  ,-0s £  -  у s in j^ x d y  = 0 .

* n it “  4086. у -  у 'cosx = y ‘  c o s x ( l -  s in x ).



5 1. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
~  ~ J03

4049. Найти линии, заданные уравнениями вида р = <77"
для которых площадь секторов, ограниченных линией и по 
ным радиусом постоянной точки (р0 , <р0) и текущей Точ̂

(р> Ч>) линии, пропорциональна произведению полярных коор. 
динат р и ф  этой текущей точки. Коэффициент пролорцНо. 
иальности равен к.

Уравнения в полных дифференциалах
В  задачах 4050-4057 найти общие решения уравнений:
4050. (2хл - xy2)dx + (2у3 - х2y)dy ~ 0.

4051. = f  - l j  dx. 4052. eydx +  (xev - 2  y)dy = 0. 

4053. yx»-'dx + дгМп xdy = 0 . 4054.
yx+y X2

4055. t& I 2 * !aL)dx + - J L . »  + s in ydy = 0.С05*\Ху) C09?{xy)

4056. ( l  + x ĵ'x2 + y2 j  dx +^-1 + J x 2 + y2 J y d y -  0.

4057. [ ■i sin^---%cos-^ + l  ]йж+| -*-cos£—£-sin*- + -V \dy = 0.
I ?  У х "  *  J  y x  x  y t  у  y i )

Интегрирующий множитель
В  задачах 4058-4062 найти интегрирующий множитель 

и общие решения уравнений:
4058. (х2 + y)dx -xdy = О. 4059*. у (1 + xy)dx -xdy
4060. (х 2 + у2 + 2x)dx + 2ydy = 0.

4061. Я-dx + (у3 - ln.r)</y = 0.
4062. (хсову - у sin y)dy + (xslny + у cos y)dx = 0.
1063. ЧТО янтмрерую щ зм ~r' “

Ф* Pv/ \ л /  \ f p i x \ d x -----го уравнения ~  + r\x)y  = Q (* ) служит функция e * ^
4064. НаЙтй интегрирующий множитель уравнения Б в р и ^



---- - 7 ^  дифференциальное уравнение, изоклинами
409в сл уж « : равнобочные гиперболы ху - а-, 2) парабо-

- 7 .  2рх; 3) окружности * г + у2 = R2.
3014 0 9 7  Найти изоклины дифференциального уравнения ce

lt ел парабол у 3 ах2. Сделать чертеж. Истолковать резуль
тат геометрически.

4098. Убедиться, что изоклинами однородного уравнения (и
только однородного уравнения) служат прямые, проходящие
через начало координат.

4099- Указать линейные уравнения, изоклинами которых
являются прямые.

4100. Пусть у\, уг* уз ~ ординаты трех любых изоклин неко
торого линейного уравнения, соответствующие одной абсциссе.
Убедиться, что отношение сохраняет одно и то же значе-Уз У|
яие, какова бы ни была эта абсцисса.

Приближенное интегрирование 
дифференциальных уравнений

2 2
4101. Дано уравнение и' - . Построить приближеннош

интегральную кривую, соответствующую отрезку 1 й х < 5 , 
проходящую через точку A f(l, l ) .

4102. Дано уравнение у' - ■ ■ ■ Построить приближенно
х +у

интегральную кривую, соответствующую отрезку 0,5 < х й 3,5 
проходящую через точку (0,5 ; 0,»).

103‘ Д*110 Уравнение у' = ух3 + х2. Применяя способ Эйле-Р®) ВЫЦЦЛ 1] » т
ять у при х *  1, если у - частное решение, удовле- 

“ We начальному условию у| = 0. Вычислить у с двумя

-  л л и а г а и е  и  35 -|/ . Jf* 4. 1 i in № u r« U o r«  Л П Л^П Л tffl*

гл . XIV. Д ИФ Ф ЕРЕН Ц ИАЛЬНЫЕ: УРАВНЕНИЯ

11 У при * = 2, если у - частное решение, удов-
условию и] , = 0. Вычислить у  с

«чными знаками.
'  I Х~1



4088.
А.

1 + е*

jq j.

d i + e » ( l- i ) d y  =0.
любой Точке

4089. Найти линию, у которой поднормаль * рдината этой 
так относится к сумме абсциссы и ординаты, как &
точки К ее абсциссе. что отр«.

4090. Найти линию, обладающую тем свойст^^^у осью Ох 
зок касательной в любой ее точке, заключенный Ме^ м
и прямой у = ах + Ь, делится точкой касания попо& ,стояния от

4091. Найти линию, для которой отношение р®стоянию от 
нормали в любой ее точке до начала координат к р*‘
той же нормали до точки (а, д) равно постоянной Н- _'  1 КО-

4092. Найти линию, для которой расстояние (Л ,0 расстоя- 
ординат до касательной в произвольной ее точке ра9
нию от начала координат до нормали в той же точке- действом: 

4093*. Найти линию, обладающую следующим * дя между 
ордината любой ее точки есть средняя пропорционаЛ*’ ценной к 
абсциссой и суммой абсциссы и поднормали, про** 
линии в той же точке. i  О м  в

4094. В  электрическую цепь с сопротивлением Я  2(от нуля
течение двух минут равиомерно вводится напряжение явность, 
до 120 В ). Кроме того, автоматически вводится ипдуК'1^  раВно 
так что число, выражающее индуктивность цепи в геНР >ть тока 
числу, выражающему ток в амперах. Найти зависим^ 
от времени в течение первых двух минут опыта.

Ии е ) 
§ 2. Уравнения первого порядка (продол*^

Поле направлений. Изоклины
По-

4096. Дано дифференциальное уравнение у ' » - .
у #^ени-

строить поле направлений, устанавливаемое данным УР* 0 по- 
«м. б) Выяснить расположение вектора поля относител^^^ь- 
лярного радиуса любой точки поля, в) Выяснить вид и“ ‘гЛ*?айти 
пых кривых уравнений, исходя из поля направлений, г) -jgto  
ннтегральикг кривые, решая данное уравнение о5«чныМ г „ая- 
Дом {разделяя перемерьте). д) «казать сем*йетго изоклй»1 
йорг. уравнения.

§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА (ПРОДО Л * 6 ^  —



§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА (ПРОДОЛЖЕНИЕ)

(
1 + е* dx + е "(

Ч J
4088.

4089. Найти линию, у которой поднормаль в любой тп 
■гак относится к сумме абсциссы и ординаты, как ордината ^  
точки к ее абсциссе.

4090. Найти линию, обладающую тем свойством, что отре 
зок касательной в любой ее точке, заключенный между осью о* 
я прямой у = ах + Ь, делится точкой касания пополам.

4091. Найти линию, для которой отношение расстояния от 
нормали в любой ее точке до начала координат к расстоянию от 
той же нормали до точки (а , (>) равно постоянной к.

4092. Найти линию, для которой расстояние от начала ко
ординат до касательной в произвольной ее точке равно расстоя
нию от начала координат до нормали в той же точке.

4093*. Найти линию, обладающую следующим свойством: 
ордината любой ее точки есть средняя пропорциональная между 
абсциссой и суммой абсциссы и поднормали, проведенной к 
линии в той же точке.

4094. В  электрическую цепь с сопротивлением R  = f  0м »
..«еаоагврао вводится яапряж*«и& (от яум 

до 120 В)- Кромг того, автоматически вводится индуктивность, 
так что число, выражающее индуктивность цепи в генри, равно 
числу, выражающему ток в амперах. Найти зависимость юг» 
от времени в течение первых двух минут опыта.

§ 2. Уравнения первого порядка (продолжение)

Поле направлений. Изоклины

4096. Дано дифференциальное уравнение 

строить поле направлений, устаняи
“ • 1 ? - 'Я С Ы Е 7 ь  у я й Н В Л О Ж в Н Н е  W - T C ”  ПС-ТЯ О Т 8 0 й й « ® Я  -

’’ярко»'® падш'са любой точки поля. *) Выяснить вид И"****""
г) ^*'ггва ~х кривых у т » « е г ;^ , иг» поля направлении. -

чнтефальные кривые, решая данное уравнение обычным _ 
Дом (разделяя переменные), д) Указать семейство и з о к л и н  

Ного уравнения.





§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА (ПРОДОЛЖЕНИЕ!

4105. Дано: уравнение у ' = ^  и начальное услов 

у| ^  = 1. Решить это уравнение точно и найти значение у
х в  0,9. Далее, найти это значение при помощи приближен»

Г 1 ^метода, разбивая отрезок [0 ; 0,9] на 9 частей. Указать относе 
тельную погрешность последнего результата.

4106. Дано: уравнение у ' = и начальное услови*

j = 0. Решить уравнение точно и, пользуясь каким-либо g,
приближенных методов интегрирования уравнений, вычислит» 
значение х при у = 1 (сравнить со значением х, получаемым 
при точном решении).

4107. у ' ~ у 3 + ху + х2. Найти по методу последовательных 
приближений второе приближение для решения, удовлетво
ряющего начальному условию j)|i>0 ' l .

4108. у ' - ху3 -1 . Найти при х = 1 значение того решения 
данного уравнения, которое удовлетворяет начальному условию

0=0. Ограничиться третьим приближением по методу по
следовательных приближений. Вычисления вести с двумя деся
тичными знаками.

В  задачах 4109-4116 найти несколько первых членов раз
ложения в степенной ряд решений уравнений при указанвых 
начальных условиях:

4109. у ' = у3 - х; y|,.o=1*

4110. у' = х У  -1; И ,.о = 1>
4111. у ' = х* - у г ; у|г.0- 0 .

4 1 1 2 . у ' = ^  + 1 ; , ( „ 0 = 1 . 1

4 Ш - И „ ое 0 -
4114. и '- в *  + *« : И х ^ = 0 -

4115. у ' - sia y  - s ia * ; y |i=0 = 0.

4116. у' = 1 + х + х2 -Чу2; y|rol= l.



ГЛ XIV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Особые решения, 
у р а в н е н и я  Клеро и Лагранжа

4117-4130 найти общие и особые решения урав- 
Y S p 'T *  уравнений Лагранжа:

**4111 » " - Г '* * '*-  4118. у = ху' - Зу '3.

4121. У • *У '+ sin У' ’ 4122, У “  ,П •
4123. у = +1)- 4124- 2^ ' = *  (И  + 4)’
4125. у « УУ‘г + 2*^ '• 4126‘ У - * (* + ? ') + У*
4127. у' - In (жу* ~ у)- 4128. у = у (х +1) + у'1.

4129. у = ух  + a - V .  4130. x = y j -^--Лг|.

В задачах 4131-4133 найти особые решения уравнений, 
применяя тот же прием, какой используется в случае уравне
ний Лагранжа и Клеро:

4131. у'г -уу ' + е* = О.
_____________ • . ■ ..* АИ *w r ■* -/£? у  ~ и.

4133. у (у '- 2 х )= 2 (у - х 2).
4134. Доказать теорему: если линейное дифференциальное 

Уравнение является уравнением Клеро, то семейство его инте- 
rP*4HLX К*)ивьп представляет собой пучок прямых.

35. Площадь треугольника, образованного касательной к
кокой ллнаи и осями координат, есть величина постоянная. 

н*йти линию.

осях коп **айти «н и ю , касательные к которой отсекают на 
4137^11 **аТ отреаки> сУ»*ма которых равна 2а. 

любой кас * ТИ линию' для которой произведение расстояний 
4138. Г Г ° Й ло двух Дан*ых точек постоянно. 

аМе»ш>г̂  лини*>- для которой площадь прямоугольника,
' " аКа ^“ «й'вльную и нормол* в любой точке»
*  *1Р«коугольвнкв СО сторонаМН, резными пв Д.1И-

~  Т С " “: 5 Н -: вроц — =««> для которой сумма нормали а подяор- 
Ь’чиональна абсциссе.



1 1 8 7 . , * , £ £ . ( , 4 . ^ . 0 .  4 1 8 8 . п - - , - [ г £ р ]

В задачах 4189-4109 найти частные решения уравнений 
указанных начальных условиях:

4 1 8 9 . y " ( x 2 + l ) - 2 x ^ ;  j ^ - l ,  i f ^ - 3 .  4

4190. ху" + х (у ')2 - у '= 0; у\^г=2, / | х=г = 1.

4191. = у \ ^ 0 ,  4.

4192. 2у“  = Зу2; И х.-2= ^

4193. уу" * (у')* - (у')*; « ^ « 1 ,  И,-,"-»- Л
4194. * У - - 1 ;  v U = l .  И , . ,  = 0-

4195. у 4 - Л "  = 1; * U  = V2. И ,.о = 4 -

4196. Г  = ^ „ = 0 ,  j r ^ - l .

4197. 2(у0* *  уЧу -1>; I/ L j - 2. И * * - -1'

4198*. * V  - (у - *у ')’  ; j/|rcl = 1. у '|вж, = 1.

y j ^ . l ,  y U o  = °-
4200*. Какая линия обладает тем свойством, что радиус 

кривизны в любой ее точке пропорционален длине нормали? 
Принять коэффициент пропорциональности к = -1 , +1. "2, +2-

4201. Найти линию, для которой проекция радиуса криви*- 
ны на ось Оу есть величина постоянная, равная а.

4202. Найти линию, проходящую через начало коорд**‘|* 
У которой отношение площади треугольника М ТР  (Рис- 
образованного касательной в какой- щ  
нибудь точке М  линии, ординатой 
этой точки М Р  и осью абсцисс, к 
площади криволинейного треуголь
ника ОМ Р  равно постоянному hv.csv

i  „ \
» V* > ^ ).

420Я Найтц лапню. длине дуг!? 
которой, отсчитываемая от некого-

$ 3. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО И ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ



--------- ^опционально угловому коэффициенту касатель-
ро* точке дуги.
Ной * к °яе Массы т  вертикально брошена вверх с началь- 

42°*' у() с ила сопротивления воздуха равна kv2. По-
ной скорОС̂ Ьпринять вертикаль за ось Оу, то при движении
ЭТОМУ» *СЛ 2 - 2̂

л £ х  = _m£ - kv , а при падении m—f  = -mg + 
вверх имев rfi

, Найти скорость, которую будет иметь тело
+ kv , где « - dt-
.  тот момент, когда оно падает на землю.

4206. Тонкая гибкая и нерастяжимая нить подвешена за оба 
конца Какую форму в равновесии примет нить под действием 
нагрузки, равномерно распределяющейся по проекции нити на 
горизонтальную  плоскость? (Весом1нити пренебрегаем.)

4206. Найти закон прямолинейного движения материальной 
точки массы т .  если известно, что работа силы, действующей в 
направлении движения и зависящей от пути, пропорциональна 
времени, протекшему с момента начала движения. Коэффици
ент пропорциональности равен к.

4207*. Луч света из воздуха {показатель преломления то) 
падает под углом а 0 с вертикалью в жидкость с переменным

ТТ~Л —5 '••■•'лЛпЛ Ля» Г WV-

гл  XIV д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и й ________________ ______

вины и постоянен в плоскости, параллельной горизонту; на 
поверхности жидкости он равен т г, а на глубине h он равен т^- 
Найти форму светового луча в жидкости. (Показатель прелом- 
**мм^срвды обратно пропорционален скорости распространения

Частные случаи уравнений 
более высоких порядков

. * ? аЧах *208-4217 найти общие решения уравнений:*408. и"' — ]
у £• 4209, у"' = cos 2 х .

*210.
4211. х У  = (у ')2 

4213. у ш * (р 'Г  •
40» 1C А5Т 9

= 4217. ( у ' ) 2 - у'у ’  = ( if )8.



§ 3. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО И ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
Приближенные решения

4218. При исследовании колебания материальной
с одной степенью свободы встречается дифференциальноеСТ*МЬ| 
яение вида /  = /г(*)+ /2(у) + /sG/')- Решить это уравнение^' 
фически, если

1) Д (* )- о , /*(у0 = W  и о;

2) /i(* )= -* . 4(г/)=°* /* ( / ) = - о д у '-о ,iy* и »1

4219. у " = у у '- х 2; ir j„ 0= l, Их-о=1’
1) Решигь данное уравнение графически.
2) Найти несколько первых членов разложения решена* 

в степенной ряд.
4220. Найти шесть первых членов разложения в ряд реше-

ния дифференциального уравнения у* = у  - р. удовлетворяю

щего начальным условиям у|^ч  *  1 , у1] ^  = 0 .
4221. Найти в форме степенного ряда частное решение урав- 

аення y" = X6 iny', удовлетворяющее начальным условиям

y|i>a = О, у\х=̂ = (Ограничиться шестью первыми членами.)
4222. Найти в форме степенного ряда частное решение 

у - f (x ) уравнения у '  = хуу', удовлетворяющее начальным ус
ловиям /(0) = 1, /'(О) = 1. Бели ограничиться пятью первыми 
членами разложения, то будет ли этого достаточно для вычис
ления f(-  0,5) с точностью до 0,001?

4223. Найти семь первых членов разложения в ряд решения 
дифференциального уравнения уу '  + у’ + у -  0 , у д о в л е т в о р я ю 

щего начальным условиям </j = 1. y 'jr=e=0. К а к о г о  ПоряДм

Малости будет при х -* 0 разность у - (2 - x-e~*\l
4224. Найти 12 первых членов разложения в ряд Р601®^* 

Дифференциального уравнения у ' + уу '-2  = 0, удовлетворв*''
щего начальным условиям у|х.0=0 , у "\„с = 0 • Вычислять _

тегр«л * у dx с точностью до 0,001. Вычислить у ]хш̂  v 
о

Стью до 0,00001.



|7) W.  Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е  УРАВНЕН И Я

H i---— Z  ^ричеекая цепь состоит из последовательно со-
4225*- ®дукТИВНОсти L  = 0,4 Гн и электрической ванны.

едяя«яяы* литр воды, подкисленной небольшим коли- 
В вАНве наХ° ой кИсЛ0ты. Вода разлагается током, при этом 
„еством с€Р ондентрдция, а следовательно и сопротивление 
мевяются ^  напряжение на клеммах поддерживается 
раствора в^ ^  Количество вещества, выделяющееся при 
постоянны^ дрдцорцнонально току, времени и электрохими 
?лвктро экв’иваленту вещества (закон Фарадея). Электрохими
к и #  э к в и в а л е н т  воды равен 0,000187 г/Кл. Сопротивление 
раствора в начале опыта Яо = 2 Ом, начальный трк 10 А. 
Нейти зависимость (в  форме степенного ряда) объема воды в
сосуде от времени.

4226*. Электрическая цепь состоит из последовательно со
единенных индуктивности L  = 0,4 Гн и электрической ванны, 
первоначальное сопротивление которой 2 Ом. В  ванне в литре 
воды растворено 10 г хлористого водорода. Кислота разлагается 
током, при этом меняется концентрация раствора (ср. с преды 
дущей задачей, где количество растворенного вещества не ме
нялось, а менялся объем растворителя). Напряжение на клем
мах цепи 20 В , электрохимический эквивалент к хлористого 
водорода равен 0,000381 г/Кл, начальный ток 10 А. Найти за
висимость (в форме степенного ряда) между количеством соля
ной кислоты в растворе и временем.

§ 4. Линейные уравнения

ному  ̂ ФУНКЦИИ ** и ** Удовлетворяют некоторому однород
на ^инвйному дифференциальному уравнению второго поряд-
составп., ТЬСЯ’ 4X0 они ^Разуют фундаментальную систему, и 

уравнение.
<229 ф у Ж е ДЛЯ Ф у н к ц и й  ех и  x V .

му рещений KRlU! * ’ х3 и е'г образуют фундаментальную систе- 
**• Сост&ВитЛ И-!еЙНОГ°  одн°Р°Дного уравнения третьего поряд-

* т .
х** if у® п кц ую  систеагу

Одкород НО ГО урйнннЯвй второго порядка.

» 'L = o .



§ 4. линейные уравнения

4231. Функции cos2 х и sin2 х удовлетворяют Неко 
линейному однородному уравнению второго порядка;
а) проверить, что они составляют фундаментальную с 
решений; б) составить уравнение; в) показать, что *1* 1* 2 ? 
даментальнои системой этого уравнения являются функ 51 
и cos 2х. Чии 1

4232*. Если ух есть частное решение уравнения 
y '+ y 'P (x )+ yQ {x )=  О,

то
Уг ~ t y i f  e !P^ dr ^  (С - постоянная)

J  tfi
тоже является решением. Показать это тремя способами:

1) непосредственной проверкой, 2) заменой у = у хг, 3) из 
формулы Остроградского.

4233. Пользуясь формулой задачи 4232, найти общее реп».
ние уравнения |l - * 2jy "  - 2ху' + 2у = 0 , зная его частное ре- 

шение ух = х.
4234. Решить уравнение у " + -*~у' + у = 0, аная его частное 

решение ух - .

4235. Уравнение ^2* - * 2]y~ + \х* - г ]у ' + 2 (l - ж)у * О име

ет решение у = е*. Найти решение уравнения, уд о вл е тво р яю 

щее начальным условиям 0 , у '|1. 1 = 1-
4236*. Найти необходимое и достаточное условие для того, 

чтобы уравнение у "  + у 'Р (х )- yQ(x) = О имело два лив»#*0 
независимых решения y i и у2, удовлетворяющих УсловИЮ 
У1У2 = 1.

4237*. Найти общее решение уравнения (i- « * V -ТМ #и» • 4 « u n t №  VU U^W V J  jm U M V - » » '-  \ ^

-ху' + 9 у  = 0, если его частное решение есть м н о го член  тр****" 
степени.

В  задачах 423S 4240 легко подобрать одно частное 
(не считая тривиального у « 0 > для данного уравнения- -
общие решения этих уравненлй:

4238. у" -tg* у'+2у = 0 . 4239. у '-у '  +7 = ° ‘



4240- У

гп ии<р»еРбнцм *льны Е уравнения_____________________

0 .

общее решение уравнения х3у“  - Зх2/  + бху’ -
Л4241. Найти _

„  зн ая ча стн ы е  решения у, = X и уг = *  .
а*М2-4244 найти общие решения неоднородных

В задачах 
уравнений: 4 з

4242. хгу” ~ хУ +У - * Х ■

4243.

4244. (зх + 2х2) / -6(1 + * ) » '  + %  = 6.
4245. Уравнение ( l  + х2) / + 2ху'- 2i/= 4х2 + 2 допускает 

частвое решение у = х2. Найти решение этого уравнения, удов
летворяющее условиям р = О, у'\х,_х = О-

4246. Найти шесть первых членов разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения у”  - |l + x2Jy  = 0 ,

удовлетворяющего начальным условиям */|х, 0= -2 . у'\х̂ ~ 2 .
4247. Найти девять первых членов разложения в степенной 

ряд решения дифференциального уравнения у"  = х2у - у ', 
удовлетворяющего начальным условиям у| t=0 = 1 , у\хжй- 0 .

4248. Записать в виде степенного ряда частное решение 
Уравнен™ у" - х у '+ у -1 = 0; « j^ '-О , И ^ о = 0-

®аписать в виде степенного ряда общее решение урав- 
~ Vе • (Ограничиться шестью первыми членами.)

• Записать в виде степенного ряда общее решение урав 
Н®НИЯ у ”  +  Х цг 2 л
н у ~~х У = 0 . (Ограничиться шестью первыми чле-

4253

* ний п постоянными коэффициентами
_ ц _____ ___  _____ „

• - v i  в о Н т й  о п щ и е  р е п т н и я  у р а в н е н и и :

4252. у '- 9 у  = 0.
4254. у~ - 2 у '- у  = 0.



$ 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

4255. 3у" - 2у' - 8у = 0. 4256. у"  + у = 0.
4257. у"  + 6у ' + 13у = 0 . 4258. 4у " - 8у' + 5у = 0.

4259. у " - 2у ' + у = 0 . 4260. 4 ^ f- 2 O ^  + 2 5 x ,0.

4261.2у" + у ' + 2 sin2 15° cos2 15й у = О.
В  задачах 4262-4264 найти решения уравнений, удПвд 

ряющие указанным начальным условиям:
4262. у "  - 4у' + Зу = 0; * ) _ - « ,  И , . 0В Ю .
4263. у" + 4у' + 29у = 0; yjx. 0=0, У’\Х._0=1Ь.

4264. 4у" + 4у' + у - O', у\г=0=2. И ,=о= 0-
4265. Дано частное решение некоторого линейного однород. 

иого уравнения второго порядка с постоянными коэффициент», 
ми уг = е"1*. Дискриминант соответствующего характеристич*.
ского уравнения равен нулю- Найти частное решение этого 
дифференциального уравнения, обращающееся вместе со своей 
производной в 1 при х = 0 .

4266. Найти интегральную кривую уравнения у" + 9у = О, 
проходящую через точку М  (я, - 1) и касающуюся в этой точи

**4-1 — — *
•  v  ___________|

1267. Найти интегральную Kjrasyio у“ =«#?=и" v“  + ~ 
проходящую через точку М  (*0> у0) и касающуюся в этой точке 
прямой у -уо = а (х - х 0).

В  задачах 4268-4282 составить общие решения неоднород
ных уравнений, находя их частные решения либо подбор0*1 
либо методом вариации произвольных постоянных:

4268. 2у " + у ' - у = 2ех . 4269. у" + а2у = е*.
4270. у" - 7у' + 6у = sin х . 4271. у" + 2у' + 5у = -^■cos2x‘

4272. у "  - 6у ' + 9у = 2** - х + 3.
4273. у " - 2у' + 2у = 2х. 4274. у " + 4у '-5у = 1-
4275. у '- З у Ч  если /{*■} равна:
1) 10е~* ; 2) 8«2* ; 3) 2 s in * ; 4) 2х3 -30; 5) 2ех

6 ) *  - <Г2* + X; 7) е*{3 - 4jc); 8) Zx + 5 sin 2х; 9)
10) sin x sin 2x; 11) sh x .

J



ГЛ XIV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЫУЫЕ УРАВНЕНИЯ

~4gfa~2i/‘ * by “  / (*)» ееля раВна:
l)5 x 2- 2 Jf- l; 2) г1; 3)29cosx; 4 )cos2x;
5) ОД*'2'®' - 25 sin 2,5*; 6) 29x sin л-; 7) 1 OOxf '*  cos x ;

8) 3 c h jx .

4277. y” -4y' + 4y = f(x ). если f (x ) равна:

1) 1; 2) в"*; 3)3<?г* ; 4) 2(sin2x + x); 5 ) sinxco3 2x;

6)s in 3x; 7) ъ(х2 + e2z + sin2xj; 8) sh2x; 9 )sh x  + sinx ; 

10) fx- sh (x - l).
4278. y" + y = /(x), «ели / (x ) равна:

1) 2xs-x +2; 2 )-8cos3x; 3) cosx; 4 )s in x - 2 e ~ r ;
5) cos * cos 2x; 6 )24 sin*x ; 7) chx.
4279, by - Qy‘ + Sy = f(x ), если f (x ) равна: 

u
** . 2) sin^x; 3) e2x + 2xs - x + 2; 4) e 3 cosx;

П

i+«

6) 13ex ch x .

y~ --4 y  t j ,  =

* ). если / (x ) равна:

~ e2jr; 3) <?2jc cos <•*.

уД°влетворЯ(|)1Ц[[“ ^"4287 найти частные решения уравнений,
* УКаэднным начальным условиям:

42®3. 4j,*+.

* » *  Г - 2  5" *  1 » 1- - S'5'
= Ю х2 + 18х + в ; у|ж„0= 1, И*=о = 3’2 '

—  *• 1

“ 2 - ^ 1-  о = 2 •

*  = 0 ;



6 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

4288*. Показать, что частное решение у ура
VqV' + а\У' -► «2У = Аерх (а0, вь  а2 - постоянные коэффИц *** 
р И А  - действительные или комплексные числа) 1
У = - ^ ]еГ,Х' если Р не является корнем хараКтеристич *** '

/ \ л I
уравнения <p(r)s а0г + агг + ^  = 0 ; у » ^ } еЛГ> если р „ I

стой корень характеристического уравнения; у - , °>
Ф'(р) > mjh

/> - двойной корень характеристического уравнения.
В  задачах 4289-4292 найти общие решения уравнений Эе 

лера: ‘ г
4289. хгу " - 9ху' + 21у = 0 . 4290. х*у" + ху’ + у = *.

4291. + ̂  = 4292. хгу " -2xyf + 2у + х~2х* *о.

4293. Если ось вала турбины расположена горизонтально и 
если центр масс диска, насаженного на вал, не лежит на оси, то 
прогиб у оси вала (рис. 58) при его вращении удовлетворяв!

Лгу / 1 j )  2уравнению ~  + - (о )у  = g cos art + u> е, гдо m - масса дис

ка, а  - постоянное число, не зависящее от рода закреплены 
концов А  и В; <о - угловая скорость вращения, е - эксцентри
ситет центра масс диска. Найти общий интеграл этого урав
нения.

4294. Материальная точка массы 1 г отталкивается вдоль 
прямой от некоторого центра с силой, пропорциональной ** 
расстоянию от этого центра (коэффициент п р о п о р ц и о н а л ьн о ст и  

равен 4). Сопротивление среды пропорционально скорости дви
жения (коэффициент пропорциональности равен 3). В начм* 
движения расстоявие от центра равно 1 см, а ско р о сть - пул»- 
Найти закон движения.

4295. Частица массы 1 г движется по прямой к точке А 
действием некоторой силы притяжения, пропорциональ 
расстоянию ее от точки А ■ Па я
расстоянии 1 см действует сила ----- - " " у '
10-6 Н. Сопротивление среды
пвопошшомальио скорости дзи- ~~~1

, ,,.- 6  „  Ц ентр  масс диска* ♦
жения и равно 4 10 Н при 1 
скорости 1 см/с. В  момент („ис 53



гл  xtV д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н й н и я

положена на расстоянии 10 см от точки А я 
( г о Ч*стиив м  хуля. Найти зависимость расстояния от вре- 
ск0Р°сТЬ ** ^ н т ь  это расстояние для t = 3 с (с точностью до
хеяи Л я
«,01 «О- Мвтвриальная точка массы гп движется по прямой

42961 * действием постоянной силы F. Сопротивление сре- 
П0|)ояально расстоянию тела от В  и в начальный мо-

01)0110 .щр л ) равно 1 (/ < F ). Н ачальная скорость точки
yggT (В

а сколько времени гочка будет двигаться из А  в В  

(АВ = в )7
4>97. Тело массы 200 г подвешено на пружине и выведено 

из состояния покоя вытягиванием пружины на 2 см, после чего 
отпущено (без иачальной скорости). Найти уравнение движения 
тела, считая, что сопротивление среды пропорционально скоро, 
стн движ ения. Если тело движется со скоростью 1см/с, то среда 
оказывает сопротивление 10~3 Н; сила напряжения пружины 
ярв растяжении ее на 2 см равна 100 Н. Весом пружины пре
небрегаем.

4298. Деревянный цилиндрический чурбанчик (5  = 100 см2, 
h * 20 см, у = 0,5 г/см3) полностью погружен в воду и отпущен 
без начальной скорости. Считая, что сила трения пропорцио
нальна высоте погруженной части, выяснить, каков должен 
“ *ь коэффициент пропорциональности к, чтобы в результате 

первого подъема над поверхностью воды показалась ровно поло
вина чурбанчика.

Сколько времени (<j) будет продолжаться первый подъем?
42ад*°уУДеТ уравнеКие Движения при первом подъеме?

*°* скоооот ЗКвЯ ДЛННная тРУбка вращается с постоянной угло- 
осц ц ь*> <о вокруг перпендикулярной к ней вертикальной 
ки н . х о ~  * °мент на Расстоянии а0 от оси внутри труб- 
скоросхь ш Шарик массы и . Считая, что и начальный момент 
а**°в «илсеи ** ° ТВосиТельно трубки была равна нулю, найти 

4300. рещ * Шарика относительно трубки.
црИКоеИТк предыдущую задачу в предположении, что 

8ы «а тпяп,,,,11*6* к ^ к е  О пружиной- Сила действия пружи-
* la*8 jj проПоРИиональиа деформации пружины, сила 
**.“№а;;ы g изменгняе длины пружины на 1 см. Длина

— состоянии равна а 0-



§ 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнения высших порядков 
В задачах 4301-4311 найти общие решения уравнений.

4301. у '" + 9у' = 0.
4303. y lv = 8у"-16у. 4304. y IV = 16у
4305. у '" - 13у' - 12у = 0 . 4306. ут  - Зу" + Зу' _ j, = Q 

4307. у1* + 2у'" + у " = 0. 4308. у (в) = у (,“ г>.
4309. y IV + у  = 0.

4310. 64у + 48у + 12у + у " = 0.
4311. уМ  + * у(»-*)+... + Л.у- + у  = о .

« 12. И , . , " 2'

«из. /  »1,.0=0. Г Ц .1,
,IV

дс»0 = 2 .

В задачах 4314-4320 составить общие решения неоднород. 
ных уравнений, находя их частные решения либо подбором, 
либо методом вариации произвольных постоянных:

4314. у "  - 4у" + 5 у '- 2у = 2* + 3.
4315. у '- З у ' + 2у = <Гх (4** + 4х-1о}.
4316. у™ + 8у "  + 16у = совх.
4317. y ,v + 2агу * + а*у = cos ах .
4318. y v +у”' = х2 - I .
4319. уп' - у = хех + cos х .

4320. jГ  - 2у" + у = 8 \е’  + е' 1 ] + 4 (sin х + cos *)•

4321. у 1”  + 2у* + у ' + 2 e ix = 0; у|,_ 0 = 2, у1х«о = 1 

i ' t . o ' l -
4322. и’ «I „ 4  = 1 А

ЛЛ23. PsiiiKTb ур&ВЗГеНИе Эйлера x^ym + ху - У о.

V[XJ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

-^ ^ ^ Г д и Ф Ф еРвнциаяьнь,х УРавнений

4324.1-
= у -7,

*̂ . + 2х + 5У = 
dt

4324.3.

4324.5.

4324.2.
4*- = 2х + у ,

i i  = х - 3 у » 
dt

* Зх + У •
dt

4 z * x - 2 y - z ,
dt

e -x + у + г ,rff
A - , - * ,

4324.4.

4324.6.

dt
Д
dt

x - y  + z, 
x + y - z ,

QL,dt x + y + z, 
^  = 4x - у + 4г

(корни характеристического урав
нения rj = 1. r2 = 2, r3 = 5).

4324.7.

-£ = 2 x + y,at
*  x + 3y — z , 4325.

f t ~2y + 3z-x

(корни характеристического
= 2 , r2J = 3±i).

= и 
dt **
is. dl x + e* +e *.

4326. f  = 2 j ,- 5jC + ^ *
W = *- в у  + « '2‘

4327.

4328.
’ = £ i£

yzy' = x ( y '  = -^ ), 

« * ( * * - $ •  

4329. K ; *  2 _ \xzz + x + y = 0 .

4331.
г = y'(z - y f , 
у = z'(z - y f .

\ dzv _ _
i : i i  1i O  _

U *  »•



§ 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЭНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

4334. dt

*  л* 1
4335. = -fiL _ л,i-u — *£-* * 1 V-x-

В  задачах 4336-4339 найти частные решения систем 
ренциальных уравнений, удовлетворяющие указанный а а *
ным условиям: 

&  dx4336.

4337.

4338.

4339.

А  = jJ =1 ;
dx х2-yz

■fe = *(*.Щ  г\ * - 1 .
dx х2-уг  •1’<>

* L - i «
^- = x + j/ - l + ̂ ,  И ..,“  - 3 *

£  = * +у - * ,  
f -  = * + x - y .

X + if + Z ,

4£.=
л

4340. Найти пару линий, обладающих следующими свойст
вами: а) касательные, проведенные в точках с одинаковы** 
абсциссами, пересекаются на оси ординат; б) нормали, прове
денные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются м 
оси абсцисс; в) одна из линий проходит через точку (1, 1)« 
гая - через точку (1, 2).

4341. Даны две линии: y=*f(x), проходящая через точку

(0. 1), и у = J f ( t )d t ,  проходящая через точку (О, 1). Касате»-

ные, проведенные к обеим линиям в точках с одинако****® 
абсциссами, пересекаются иа оси абсцисс. Найти ЛИЯ**
У « / (* ).

4 3 4 2 . К ё й т й  л и п ю о  в  пространстве, п р о х о д ящ ую  
-• ~/ — -“ "«чм ы ш ц ую  с л е д ую щ и м и  сво й ства м и , о/

11"



rn . . .  ямахеРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

да*-—— ------ «сости Оху при перемещении точки касания
„Г«ль»ой И* ПЛ°сЫвает биссектрису угла между положнтель- 

„доЛк ЛИВЙ" ениями осей О* и Оу; б) расстояние этого следе от 
вь1¥я ввПраБ^ вТ равно координате 2 точки касания. 
я,чдл« к °°рд ИКЛ) масса каждого из которых т ,  соединены 

4343 пружиной (удлинение ее пропорционально растя- 
0,ень ле" с0с н л длина нерастянутой пружины t0. Пружина 
гиваЮЯ® ' t а затем в момент t = О оба шарика, рас-r̂truVTB. ДМИП1Н *19
** Ые вер ти кальн о  один над другим, начинают падать
П0ДОЖтналенпем среды пренебрегаем). Через время Т  длина 
в<яти<вокр*1Ивется д ° *0- Найти закон движения каждого из ша-

РИК4344- Го р и зо н тальн ая трубка вращается вокруг вертикаль
ной оси с угловой скоростью 2 радиана в секунду, В  трубке на
ходятся два шарика с массами 300 и 200 г, соединенные неве
сомой упругой нерастянутой пружиной длиной 10 см, причем 
более тяжелый шарик дальше от оси вращения. Сила 0,24 Н 
растягивает пружину на 1 см, а центр масс системы шариков 
удален от оси вращения на 10 см. Шарики удерживаются в ука
занном положении некоторым механизмом. В  момент, который 
считаем началом отсчета времени, действие механизма прекра
щается, и шарики приходят в движение. Найти закон движе 
ния каждого шарика относительно трубки. (Трением пренебре-

434в. Скорость роста культуры микроорганизмов пропор
циональна их количеству и количеству питательных веществ 
(****ФФ*ЦИевт пропорциональности равен А). Скорость убывания 
питательны* веществ пропорциональна наличному количеству 
В начаде'*^*^^* (коэФФИ1*иент пропорциональности равен £j). 
т*тельных°ПЫТа * С° СуДе имелось А> микроорганизмов и В 0 пи- 
г^ищ ц веп,вств* Найти зависимость количества А микроор- 

> 0, fej > о|КОЛИЧесТва ® питательных веществ от в'ремени

лРопорцИо̂ Шусти*1’ Чт0 бактерии размножаются со скоростью, 
аР °"^ о н а л ьаОЙ ^  наличи°м у количеству (коэффициент 
яд> «сгребла °? ТИ равен а)> но в то же время вырабатывают 

8ля s их со скорость*», пропорциональной Количе-
аУ бактерий (коэффициент йряпяйякпняяь- 

«wuycTHM, что скорость выработки яда 
««личному количеству бактерий (коэффици-



б 6. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ Jент пропорциональности равен с). Число бактерий сна 
растает до некоторого наибольшего значения, а затем vfi * 
стремясь к нулю. Показать, что для любого момента t Ь*вв®*. 
бактерий дается формулой Чйсло Ц

И  = — Ш " _ ,

где М  - наибольшее число бактерий и время t измеряется 
того момента, когда N  ~ М , к - некоторая постоянная. **

4347. Два цилиндра, основания которых лежат в 
Плоскости, соединенные внизу капиллярной трубкой, налад*. 
ны жидкостью до разной высоты (Я  j и Н 2). Через трубку в еод 
ницу времени протекает объем жидкости, пропорциоиалыцц 
разности высот, т. е. равный a  (A, -& j), где а  - коэффициещ
пропорциональности. Найти закон изменения высоты жидкости 
в сосудах над капиллярной трубкой. Поперечное сечение сосу, 
дов S , и S 2-

§ 6. Вычислительные задачи

4348. 1 кг воды, теплоемкость которой считается постоян
ной, а начальная температура равна 0О, нагревается погружен
ным в воду электрическим прибором, сопротивление которой 
R  зависит от температуры 0 линейно: R  => Л<Д1 + 0,0040). W  
Яо - сопротивление при 0°С  (закон, справедливый для боль
шинства чистых металлов). Термоизоляция сосуда настолько 
хороша, что теплоотдачей пренебрегаем.

Найти зависимость между температурой 0 и временем < Ч* 
О < t < Т , если:

1) Напряжение Е  вводится равномерно от Е  = 0 Д« ® *
в течение Т с. Вычислить с точностью до 1° С, на сколько ̂  
дусов повысится температура воды к концу 10 -й минуты.
0О =* 0°С , £, =» 110 В, До = 10 Ом и Г  = 10 мин.

2) Напряжение изменяется по закону Е  = Е 0 sin 
числить с  точностью до 1° С, на сколько гр ад усов  ̂р«С, 
ТбяПбраТурй "ОДЫ к  концу 10-й минуты, если о
Ео = 1Ю В  и flg - 10 0 м.



„ XIV. дидхЬЕРЕНЦИАЛЬНЫГ

32<L------  нагревается спиралью, сопротивление ко-
4349- ЛиТРп^  етоМ вода отдает тепло окружающей среде, 

^ро* 24 0м‘ ратуру 20° С (скорость охлаждения пропорцио- 
„„еюшв* Те'̂ ти „ еЖДу температурами тела и среды). Известно 
яалья* Р®3® н тоК выключить, то температура воды понизится 
т*кж*. ^  ®^,с  3fl 10 мин. Начальная температура воды 20° С. 
с 40° С 1® мЯ*ратурЫ нагреется вода за 10 мин. если:
Д°  ^Напряжение вводится равномерно от Е 0 = 0 до Е, = 120 В
. течение Ю мнв? Погрешность 0,1е С.

9)  Ток перем енн ы й , и  напряжение изменяется по формуле 
Е « llOsinlOOitt ? Погрешность 0Д°С.

4350. Дано уравнение у' = *  - х2 . Составить таблицу значе

ний решения, удовлетворяющего начальному условию у|х.,= 1 . 
д.РПД х значения от 1 до 1,5 через 0,05. Вычисления вести до
третьего десятичного знака.

4351. Вычислить при х = 1 значение частного решения диф
ференциального уравнения у ' = у + х, удовлетворяющего на
чальному условию 1. Вычислить затем первые пять при
ближений j/j, уг, у3г у4, уй (до четвертого десятичного знака) по 
методу последовательных приближений. Сравнить результаты.

^  Известно, что интеграл j e d x  не берется в кокеч- 

*011 виде в элементарных функциях. Пользуясь тем, что функ-
Xха f 2

ч**У-е Je  dt является решением уравнения у' = 2ху + 1,
о

0,6

•“ числить f e~*2̂ v оJ  х - воспользоваться методом последователь-
о

пРчближений Ап,
результат 0ГРаничивпясь пятым приближением. Срав 

Лр****У СимпсонаПРИбЛИЖеННЫМ значением’ вычисленным по

^Унквдя и - f{*\ является решением дифференци-
** VpeaH.ij;,r  ;

У - У - х при начальном условии л = 1. 
Щ Э »  K B n h ______  ,1*в

Е *  Дчвохклыш* ПрпёлййКККЙ "STBSpTO?
р ' ’ *^а“ «Чйваяеь таким колачестгсм слагав-



5 6. вычислительные зад ачи  
----------------------------------------- ----- — — _зг?
мых, которое необходимо, чтобы вычислить {/<(0,3) с трем,
десятичными знаками. Найти затем несколько первых членов 
разложения f (x ) в степенной ряд; вычислить /(0,3) такж* с
тремя знаками после запятой и, и считая /(0,3) более точным
результатом, оценить погрешность значения у4(0,3).

4354. Функция y = f ( х) является решением дифферент-

ального уравнения у” - у  - при начальных условиях

Их.0=1’ НвЙТИ * № )  с точностью до 0,001.
4355*. Функция у = f {x ) является решением дифференци

ального уравнения у" = у ' - у + х при начальных условиях 

y L , =1> И , . , * 0- Найти / (w i)  с точностью до 0,000001.
4 3 5 6 * . Функция у = / ( х )  является решением дифференци

ального уравнения у"  = х у '- у  + е* при начальных условиях 

у|^0=1, Найти с точностью до 0,0001.

4357. Л и н и я  задана уравнением у = /(*)• Найти разло#** 
н и е  функции f ix )  в ряд, зная, что она уд о влетво р яет ДИФФ*

янЯМ
ренциальному уравнению у" - ху и н а ч а л ьн ы м  У 
И««о= = 1' Вычислить с точностью до 0,0001
линии в точке с абсциссой 1.

Ж



Глава XV

Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  Р Я Д Ы  

§ 1. Тригонометрические многочлены

4358. Пользуясь формулами Эйлера c o sjc  = '* и 

5ina доказать, что функции sin" ж и cos"* могут
быть представлены в виде тригонометрических многочленов 
л-го порядка.

4359. Доказать соотношения

?  2( ггI sin" х cos тх  dx = I sin" a: sin mxdx = I cos" x cos mx dx = 
« о  0

V „
= J cos xsin mxdx - О, если m > n ( т и п -  целые числа),

о
4360. Показать, что всякий тригонометрический многочлен 

п-го порядка, составленный из одних косинусов, можно пред
ставить в виде Р(совф), где Р (.г) - многочлен л-й степени ог-
чосительно х.4361 р
%т. .__■ п°М01цью формулы Эйлера (см. задачу 4358) дока-

™ соотношение
. Чф (ntlW

c°s ф + соа 2ф +... + COS жр .  ^ X ! f ! Z a Z .
A te

Доказать соотношения:
Со8Ч> + cosЗф + ... + cos 12п  _  j )  = «ш2п£

4 2sin<p

] e,n<0 + siti2v +..< + 8inn(p e



6 г. рады фурье

4363. Найти корни тригонометрических многочдёно^'Г'
+ sin2<p + ... + slnmp и cos<p + cos2<p+... + cosmp на отрезке

4364. Показать, что тригонометрический многочлен ^
„  . 11п2ф , e lnn ifsin ф + — +..,+----

& ft

на отрезке {О, п] имеет максимумы в точках -2~) 3 *
л*1 ’ Яг1’

.... (2<7- 1)-^7 и минимумы в точках 2а , 2--Й-, .  ̂

где Я ~ если п четное, и q = если п нечетное.

4365*. Доказать, что тригонометрический мвогочлея бе> 
свободного члена Ф л(<р)=в1соб<(> + Ь1яп<р + ... + алсо8Л((> + 611а П̂
не равный тождественно нулю, не может сохранять для всех ф
постоянного знака.

§ 2. Ряды Фурье

4366. Убедиться, что функция у = х* sin при х * 0 я

у - 0 при х - О на отрезке [- к , я] непрерывна вместе со своей
первой производной, но не удовлетворяет условиям теоремы 
Дирихле. Можно ли ее разложить в ряд Фурье на отреэк* 
[- я , я ] ?

Решить задачи 4367-4371 в предположении, что f (x) 
прерывная функция.

4367. Функция f ix )  удовлетворяет условию f(x  + « )=-^*
мы пул»Доказать, что все ее четные коэффициенты Фурье Равн 

(о 0 = « ,  = &2 = а« = Ь4 = *...=  0 ). J

4368. Функция f (x )  удовлетворяет условию f(x  + n)~ 
Доказать, что все ее нечетные коэффициенты ФУР5*®
н ул ю . ) = /•{*)*

4369. Функция / (х) удовлетворяет у с л о в и я м  { [~х1

/ (*  + * ) « “ /(*)• _ в 0 , |  
Доказать, что t>j = д2 = Ь3 =...= 0 и а0 "  а2 "



X
Рис. 59

4370. Функция / (* ) удовлетворяет условиям / (- * )=  -/(х)

„ /(* + *) = “/(*)• Д0ка3ать> ЧТО а0 = <*1 =02 =— = О и 

b,*bt =Ь6 **•••* ®-
4371. Ф у н к ц и я  /(х) удовлетворяет условиям:

1 > / (- * )- / (* )и / (* + * )- / (* ) ;
2) f(-x) = -f (х) и f(x  + я) = / (яг). Какие из ее коэффициен

тов Фурье обращаются в нуль?
4372. Разложить в ряд Фурье функцию, равную -1 в интер

вале (-я, 0) и 1 в интервале (0 , я ).

4373. Разложить в ряд по синусам функцию У - \  ~ \  и ин

тервале (0 , п).
4374. Используя результаты задач 4372 и 4373, получить 

Разложения для функций у = х и у  = -Sjp. Указать интервалы.

в которых полученные фор-

"  а* Зж 4г. х
р«с. во

мулы будут справедливы.

ряд по косинусам.
4376. Разложить функцию 

у а х2 в ряд Фурье: 1) в ин
тервале (-Я , я ), 2) в интер
вале {0, 2я) (рис. 59 и 60).

При помощи полученных 
разложений вычислить суммы 
рядов

4375. Разложить функцию 
у = -J - i  в интервале (0 , я ) в



В  задачах 4377-4390 разложить в рад Фурье Данны* 
цни в указанных интервалах: t

4377. Функцию у - хг в интервале (0, л) в ряд синусо*

4378. Функцию у = Xs в интервале (- я , л).
4379. Функцию /(ас), равную 1 при -я < * < 0 и равиу*, 

при 0 < х < к .
4380. Функцию f (x ), равную 1 в интервале (о, Л) и pa8gyj|j

О в интервале (А, я ), в ряд косинусов (о < h < л).

4381. Непрерывную функцию f ( x ), равную 1 при *=о 

равную 0 в интервале (2Л, п) и линейную в интервале (0,2Л), 

в ряд косинусов 0̂ < h < -f).

4382. Функцию у = | х [ в интервале (- I , f).

4383. Функцию у = ех -1 в интервале (О, 2л).

4384. Функцию у = е* в интервале (- 1, /).
4385. Функцию у  - cosax в интервале (- я, п) (а - не целое 

число).
4386. Функцию у - sin а* в интервале (- я, я) (а - не целое 

число).
4387. Функцию у = sin ах (а - целое число) в интервале

(О, я ) в ряд косинусов.
4388. Функцию у = cos ах (а - целое число) в ивтер

(О, я) в ряд синусов.
4389. Функцию у = shax в интервале (- л, п).
4390. Функцию у = ch х в интервале (0, я ) в ряд к 

и ряд синусов.



Рис. 63

"^РМсев на п°ЖИТЬ В РЯД Фурье функцию, график которо!
4з»2*. р 61-

ИаовРажед наТ,?Ж1пЬ * ряд ФУРье функцию, график которо! 
з <3»3*. Ръ3]̂ С' •
Пра̂ н ы  аа пи!ГИ̂  в ряды Фурье функции, графики которы: ннс. 63 и 64.



™ 'ш
j  3. МЕТОД КРЫЛОВА. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

4394. Разложить функцию у = х(п  - х) в ряд си ц ус^

К**Сц.
тервале (0, я ). Использовать полученный результат дЛя ^
деяия суммы ряда

! _ x  + i _ x +...+ H r \  .
За ® 7* (2л-l)

4395. Дана функция ф(х) = |я2 - х2| .

а) Убедиться, что имеют место равенства
<р(-я) *  ф (я), ф'(- я) = ф'(я) и ф"(- я) = ф"(п)

[но <$”’(- я ) *  ф**(я)] .

б) Используя полученные равенства, разложить функцию 
ф (х) в ряд Фурье в интервале (- я , я).

в) Вычислить сумму ряда

1 _ х +х _ ^ - + . И )":1 ,
1 24 З4 44+- '+ „4 •

§ 3. Метод Крылова. Гармонический анализ

В  задачах 4396-4399 улучшить сходимость тр и го н о м етр и че 

ских рядов, доведя коэффициенты до указанного в сковках и0- 
рядка к:

4396*. (k = 4).
11*1
«в

4397* l )*’1 •j^^'sin пх (* = 2).
Л* 1 
•в

4398*. S ^ s t co3/w: (* = 4)-
п.О

е м * .  ( » . « ) .  Ш
п®= 2

j



Л и ОО. ф ун кц и и  /[(*) (<- 1 .2 ,3 ) заданы в полуинтервале 

(0, 2*) следующей таблицей

гл. XV. ТРИГОНОМ ЕТ РИ ЧЕС КИ Е РЯД Ы  ________________________

X 0
я
6

Я
3

Z.
2

2л
3

Is.
в

< (*) 27 32 3S 30 26 20

(,(* ) 0,48 0,87 0,64 0,57 0,28 0

4(*> 2,3 3,2 2,1 1,® -0,4 -0,2

Я 1а. is. м 63. Ш
в 3 2 3 в

4 (*) IS 22 2в 30 32 Зв

4 (» ) -0,30 -0,64 -0,25 0,04 0,42 0,84

4(*> -0,4 0,3 0,7 0,9 1,2 1,в

говоиеТпИч̂ бЛИЖенное вы Раж ени е этих функций в виде три- 
°Г о  многочлена второго порядка.



Э Л Е М Е Н Т Ы  Т Е О Р И И  ПОЛЯ*)

Векторное поле, дивергенция и ротор
4401. Найти векторные линии однородное поля j4 (/>) = ej 

+bj + clк, где a, b и с - постоянные.
4402. Найти векторные линии плоского поля А{р)=-щ  + 

■нох], где о) - постоянная.
4403. Найти векторные линии поля Л{р)=  -o>{/i + mj+hk, 

где (о и А - постоянные.
4404. Найти векторные линии поля:
1) А  (Р ) » {у + z)i - х j  - хк;
2 ) 4 ( p ) = ( 2 - y ) i  + ( x - z ) /  + ( 3 / - x ) f e ;

3) л (р )= х (у 2 - z2)i - y [z2 + x2)j + г [х2 + у2)к.

В  задачах 4405-4408 вычислить дивергенцию (расходи
мость) и ротор (вихрь) заданных векторных полей:

4405. А  (Р ) = xi + yj + zk.
4406. А(Р)*= (у 2 + -г2)i + (г г + х2)/ + (х 2 + у2)*-
4407. А (р )~  x2yzi + xy2zj + xyz2k .
4408. А  ( Р )  *  grad  (jc2 + у2 + г2).
4409. Векторное поле образовано силой, имеющей пой®** 

ную величину F  и направление положительной оси в 
Вычислить дивергенцию и ротор этого поля. обратно

4410. Плоское векторное поле образовано силой, 
пропорциональной квадрату расстояния от точки ее двя*. 
ния до начала коордиват и направленной к началу ввдв1 
(Например, плоское электрическое поле, образованное 
зарядом.) Найти дивергенцию и ротор этого поля.

»$*

Г лава XVI

** Зад*чя r« свойства скалярного поля и его гуади**1"
глина X I.

к
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3#---- '~*Т~Д дивергенцию и ротор пространственного поля,
4411- подчинены тем же условиям, что и в задаче 4410. 

^  сплЫ по ное поле образовано силой, обратно пропорцио- 
4̂12- ,тояНЯЮ от точки ее приложения до оси Ог, пер- 

явльяой к этой оси и направленной к ней. Вычислить 
веНда̂ ндию «* рот°Р  этого поля.
А * "  векторное поле образовано силой, обратно пропорцио- 

йовсстоянию от точки ее приложения до плоскости ЛсОу 
"^травленной к началу координат. Вычислить дивергенцию 
этого поля.
В задаче 4414 и дальше г - радиус-вектор, г = | г j - его модуль.

4414. Вычислить d iv(er), где о - постоянный скаляр.
4415. Доказать соотношение div(<p<4)= <pdiv А + A grad<p, 

где <р(*, у, г) - скалярная функция.
4416. Вычислить d ivb (re ) и d iv r (re ), где а и Ь - постоян

ные векторы.
4417. Вычислить d iv (a x r ),  где а - постоянный вектор.
4418. Не переходя к координатам, вычислить дивергенцию 

векторного поля:

1) Х (* )» г (в г )- 2*г2, 2) А (Р ) = ~ ^ ,  3) gradp-i-r.
jr- re j -'о,

4419. Вычислить дивергенцию векторного поля

когда /Л |\' ЧТ°  дивергенция поля равна нулю только тогда, 
"  V " jj’ ''•ли поле пространственное, и / ( jr |)=pr< 

поле гтлоск
4420 7Тл, ° в’ Где ^ ~ произвольное постоянное число. Доказать, что

4421 в + = Го1 А ,И  + rot М Р )- 
Функш,,аЧ*<:ЛИТЬ Г° 1[фЛ(Р )]' где <Р - 4>(x,y,z)  - скаляр- 
4422- ВыЧИсл

Вычп .̂ Ь f0t Г,а ’ где *  ~ постоянный вектор.
rO iia х г), где в  - яостоявкый аектор,

"* . osJ ' r l °  ̂ Рмцается с постоянной угловой екоро- 
дивергенцию и р©тор поля линейных
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4425. Доказать соотношение
л (grad (Ап) - rot {А  х  я ) )  = div Д, 

если и - единичный постоянный вектор.

Дифференциальные операции векторного анализа (grad, div 
представлять с помощью символического вектора V («набла* - ' !а**> а з а  on*Pamp т.
мильтона): V = j  + к .

Применение этого оператора к той или иной (скалярной или и» 
величине нужно понимать так: следует проделать по правилам ТмТ*!*1̂  
алгебры операцию умножения этого вектора ва данную величину » ***
умножение символа и т. п. на величину S  рассматривать как нахожип,

соответствующей производной. Тогда grad l l- V u ;  diVvt = V/4; 
rot A  = V x A .

При помощи оператора Гамильтона можно записывать и дифферента 
ные операции второго порядка:

W u  = div grad и; V х Vm = rot grad и ; V(v^) = graddivii;
V (v  x a )  = div rot A  V к (v x л )=  rot rot A .

442в. Доказать, что г • V rn =* nrn , где г - радиус-вектор. 
4427. Доказать соотношения:
1) rot grad и = 0; 2) div rot А  = 0.
4426. Доказать, что div grad и = ^ j. + iLij. + A it.Ьх ду‘ дг

(Это выражение называется оператором Лапласа и обычно обо
значается Да. При помощи оператора Гамильтона его но**0

записать в виде Ды = (W )u  = V 2u.)
4429. Доказать, что rot rot А  (Р ) = grad div а {р )~ ЬА'?)' 

где \А  (Р ) = A A J  + ДАу/ + ААгк .

Потенциал
ввКТороИ

4430. Векторное поле образовано п о сто ян н ы м  
Убедиться, ч т о  это поле имеет потенциал, и найти 1 1Ио я ^

4431. Векторное поле образовано силой, про*1 Р я к* 
расстоянию от точки приложения до н а ч а л а  коорполе ко*6*’’’ 
правленной к началу координат. Показать, что это 
вативиое, и найти потенциал. ,
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Ряс. 65

4432. Силы поля обратно пропорцио
нальны расстоянию точек их приложения 
от плоскости Оху и направлены к началу 
координат. Будет ли поле консервативным?

4433. Силы поля пропорциональны 
квадрату расстояния точек их приложе- 
ния от оси аппликат и направлены к на
чалу координат. Будет ли поле консерва
тивным?

4434. Векторное поле образовано си- 
, но пропорциональной расстоянию точки ее приложе-

лой. 0г перпеНдикулярной к этой оси и направленной к 
вей Показать, что это поле консервативно, и найти его потен-

1ГВ1*485 Векторное поле образовано линейными скоростями то
чек твердого тела, вращающегося вокруг своей оси. Имеет лн 
это поле потенциал?

4436. Силы поля задаются так: А (р )~  f ( r ) f  (так называе
мое центрированное поле). Показать, что потенциал поля равен

и(х, у, г) = | / (r)d r j r  = V*2 +У2 +г2 j .

Получить отсюда как частный случай потенциал поля сил 
притяжения точечной массы и потенциал поля задачи 4481.

4437. Найти работу сил поля А  (р ) = xyi + yzj + xzk при пе
ремещении точки массы т  по замкнутой линии, состоящей из 
«резка прямой х + г = t, у = О, четверти окружности

+ И = 1, г ~ 0 и отрезка прямой у + г = 1 , х = О (рис. 65) по
*^>»тп'яНн!|>АУКа3аНН0,,у на чертеже. Как изменится работа, 

Удет заменена ломаной ВОА или отрезком БА?

Потенциал силы притяжения*'
4438. дан „ _

21 е яакейи й Л° СКОСТИ ^  однородный стержень АВ  длины 
хетрВЧКо ««отяостью 5 , расположенный на оси сим- 

Най! Г ^ Н1ельно ««чала координат (рас. 66)
«Т. Рж«я.

п.”? Ныгуг- ®еад* Имеется в виду сил» тяжести, дей-
■■ тЛ !ИЛи >) U b J Z  ' Вме<:то выражения .п<

ад̂ “ “  ̂ Г РИЧвСК0М
потенциал мессы, распело- 

для краткости мы гово-



ГЛ. XVI. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ

б) Показать, что проекции X  и У 
силы притяжения, действующей на 
точку Р  кассы т  с координатами 
!; = х , Я = у , равны

у  = ^ т & (£ £  + А£.) 
у \РВ РАУ Рис. (

а результирующая сила Я по величине равна 
R  = sin 1 + р), Где k - постоянная тяготения (С - Вро?к 

ция точки Я на ось 04, а  - угол АРС, 3 - угол ВРС).
4439. Найти потенциал окружности х~ + уй = д2 t г - о , 

точке (Я , О, 2Я), если плотность в каждой точке равна абсо
лютной величине синуса угла между радиус-вектором точки и 
осью абсцисс.

4440. Найти потенциал первого витка однородной (плот- 
ность 5 ) винтовой линии х ~ acost, у = a s in t , г - Ы  в нача
ле координат.

4441. Найти потенциал однородного квадрата со стороной а 
(поверхностная плотность 5 ) в одной из его вершин.

4442. На плоскости Оху распределена масса в ллотносп» а» 
убывающей с расстоянием р от начала координат по закону
8 » —Ц-. Найти потенциал в точке (О, 0, й). (Рассмотреть три 

1+р* 4
случая: А < 1, А = 1 и А > 1 . )

4443*. Вычислить потенциал однородной боковой поверх»0
сти круглого цилиндра: 1) в центре его основания,

2) в середине его оси (радиус цилиндра Я, высота я .
верхностная плотность 5). «*•«>#•

4444. Вычислить потенциал однородной боковой п°» ^  g 
сти прямого круглого конуса (радиус ц и л и н д р а Я , вЫ
его вершине. /Пв«яус

4445. Дан прямой круглый однородный цилиндр (Р8* 
нования Я, высота Н, плотность 5). Ш

1) Найти потенциал в центре его основания. Я
2) Найти потенциал в середине его оси. ^ осК0-
4446. Дан прямой круглый о д н о р о д н ы й  конус (Р 

ваняя Я. высота Н, плотность 5). Найти п о т е н ц и а л  ?пи 
вершине.
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ВяЛгя п отен ц и ал  однородного полушара х2 + у2 + 
* * * ' , ,  >0) с пл о тн о стью  8 в точке Л (0, 0, а). (Рассмот-

случая: а * Я  и а< Д .)
Р®** * Найти потенциал однородного тела, ограниченного

^„центрическими сферами с радиусом R  и г {Я  > г) и 
дву** к s в точке, удаленной от центра шара на рас- 
0JWTH0Ct̂ °(рассмотреть три случая: a > R ,  а й г  к r < a < R . )

„ о  если точка находится во внутренней полости тела, 
П01влГш>итяжени*. действующая на эту точку, равна нулю.

4449. Найти потенциал неоднородного сплошного шара 
!» + /+  г Ч й  в точке Д (0 , 0 ,а ) (а > й ), если плотность

5 = Хгг , т. е. пропорциональна квадрату расстояния точки от 
плоскости Оху.

Поток и циркуляция (плоский случай)
4450. Вычислить поток и циркуляцию постоянного вектора 

А вдоль произвольной замкнутой кривой L.
4451. Вычислить поток и циркуляцию вектора А  (р ) = аг , 

где Д  постоянны й скаляр, а г - радиус-вектор точки Р, вдоль 
произвольной замкнутей кривой L.

4452. Вычислить поток и циркуляцию вектора 
A\P)=xi~yj вдоль произвольной замкнутой кривой L.

4453. Вычислить поток и циркуляцию вектора А (я ) =

' *)*+ (v* + *)) вдоль окружности радиуса R  с центром в 
начале Координат.

Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости
Равен и -—_ Jyj _ I 2 п
^  ’ где г = yjx + у2 , Определить количество жяд-
н6Чадо ^ екак>Щей из замкнутого контура L, окружающего 
«"«мсти, . в единицу времени (поток) и количество
(̂ РкуЛЯцИя ■ ®̂Ка|°щей в единицу времени вдоль этого контура
****** вне ак изменится результат, если начало координат Алл. ^ “Тура?

- < *1отйИ|
Pascjj ц _ пал поля скоростей частиц текущей жидкости

1 *** "  *  ®r-tg i . Определить поток к циркуляцию 
k а»Мкнутого контура L.



гл. xvi. элементы теории поля

4456. Потенциал поля скоростей частиц текущей~~~~Г'̂  
равен и(х, у )= х (х 2 -Зу2). Вычислить количество 
протекающей за единицу времени через отрезок пря I 
соединяющей начало координат с точкой (1, 1). л®ь*в,

Поток и циркуляция 
(пространственный случай)

4457. Доказать, что поток радиус-вектора г через дюк 
замкнутую поверхность равен утроенному объему тела, ог!м 
ченного этой поверхностью. ’ ‘

4458. Вычислить поток радиус-вектора через боковую 
верхность круглого цилиндра (радиус основания R, высота № 
если ось цилиндра проходит через начало координат.

4459. Пользуясь результатами задач 4457 и 4458, устано
вить, чему равен поток радиус-вектора через оба основания ци
линдра предыдущей задачи.

4460. Вычислить поток радиус-вектора через боковую по
верхность круглого конуса, основание которого находится ю 
плоскости хОу, а ось совпадает с осью Ог. (Высота конуса 1, 
радиус основания 2.)

4461. Найти поток вектора А  (Р ) = xyi + yzj + хгк через гр»-

н я ц у  ч а с т и  ш а р а  х 3 + у ‘ t  г - 1, за к л ю ч е н н о й  в  первой октав».

4462*. Найти поток вектора А (Р ) - yzi + xzj + хук через бо
ковую поверхность пирамиды с вершиной в точке S(0,0,2), 
основаяием которой служит треугольник с вершинами
0 (0 ,0 , 0), А (2 , 0, 0) и В (0 ,1 ,0 ).

4463. Вычислить циркуляцию радиус-вектора вдоль ^ 
витка А В  винтовой линии х = a cos t , у = a sin t , г-  bt> г

л 9ffи В  - точки соответствующие значению параметра 0 и • ^
4464. Твердое тело вращается с постоянной углов°*  

стью <а вокруг оси Ог. Вычислить циркуляцию поля л* 
скоростей вдоль окружности радиуса R, центр которо к 
на оси вращения, а плоскость окружности перпенди
оси вращения л поправлении вращении- . 4 \П'

4 4 6 5 *. В ы ч и с л и т ь  п о то к  ротора п о л я  
. . . ___ ________  , вра«евиЯS  Ш  +  Z |  +  Г К  Ч « Ш К 1  П О В С Ш Х Н О С Т Ь  11

= 2 у1 - ж2 - у2], отсеченную плоскость» z - О,

О Т В Е Т Ы  

К г л а в е  IFV ■ 0* w — —

„яела я натурального ряда, кроме п = 1 и п =2. Если сумма углоа
1 о сюрои п, то 4. а) При *  = -2, *  = I, х = 6 функция

1 ; : -  ,  вуЯК б) при X < -X -2  < х  < I  х> 6  функция положительна; в)

1<*<в функция отрицательна. О. г = -jJ». 7. S  - 8. b - f a - a 1.

f ® =0t /Ц )—* И М и
= 1; <р(о)= 2 f (l)» 0 A  <й(2) = 0; ф(-2) =■ -4; *>(*)= 0,4; f(- l)  не существует;

не существует. 10. f ( l ) «  О. t{a)=a* - I;  /(о +1) = ал + За2 + За; 

^ ,- l) = as -8ez+8o + S  2f{2a) = 1ва8 - 2; 11. J< 0 )= i; F (2 )= l; f{3 ) = 2;

/(2,5)» Л ; ?(-U ) » f(o )я £  Ч*(2) « 1; ф{-1)=£; <p(*)«2‘~2 

при *>0 и 2_JC~* при х < 0; f ( l )  = L 12. ч/{0)  = 0; v (l)  = а;

v(i.)«e « .  ¥(a) = e« i .  y (_e )=  13. <p(r)=f‘ <1; W<)]J =

— + 2#* 4 l op ) рмно тангенсу угла между секущей, проходящей 
нёпр==лм?ям« оси Ох. 22. а)■ • .... . . __ оси и*' *---- (• /|'яИ « 1*1 ♦ i Гш II М ПОлйжИТ«J i HW!T”

.......  _  R r  K _ i  25. 4 в  -2; -2.
*, = 0, х, = 2; 6) Xt . - 1 ,  * , = 3. 23. * , » -2, S 2 _
2, 4, 10. 2в. х, = -3, X, = -2, *8 = %  х4 = 3. 27. х S -1 “  *  г 2 ’

.  . . .  % I. 1> с — — 2пЛ
Ь = - I  29. о = - - . .Д..... * -1,04 (полагая sin0,5 * 0,48 ). -  •2»in0,6
*“  c»-L + (2 i + l)«  <* = °- 41*

I---------  s r: . .« » *
vl + Ogainx)1. 34. » s  gin(l + x)

* * *♦ 1 ; 3) j) =  

4*0*,
. ‘ « u  зв. a) - * i « ) 0; ») r ’ + i

P   ̂* 2) У ~ a 
«>0; ж) gin(2«lii2x> Зв. 1) У я " 1 w  (jr$ +^V

Г_________ , „ ISSSSL-I; 7» У -
»> 4) „ = £ ; 5) f - S e S i  • ) » “ *



ответы

-lo*,(**-2 )-x ; 8) у « Arccos-J^v Зв*. Пусть х >о

у  + у = х (график - биссектриса первого КоордИ|1
Пусть х >0 и у < О, тогда у-у-х-х= 0 ; х = 0 (гралИк атНо»а у 
полуось Оу). Пусть *< 0  и у> 0, тогда у  + у - х  + х = о. ? г 0  адтЧцц 
отрицательная полуось Ох). Пусть *  < О и у < 0, тогда уу * °•У'*тождество (график - множество всех внутренних точек третье™ .  
угла). К° орди«*^ „

41.
п 1 2 3 4 5 б 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 Тя] 10
и 0 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 6 6 6 в 7 т 8 _8_
42.

п 1 2 3 4 5 6 8 . 9 10 11 12 13 14 16 18 17 18 is [го
и 0 0 0 1 0 2 0 2 1 2 0 4 0 2 2 3 0 4 ч т

43. Вели f(x) - масса отрезка AM, то f(x)= 2х при Os* s i 
/(x)=2 + f ( * - l )  при 1< х£3, / (* ) = *  + 2 при 3< х< 4 . Функция опра-

делен* при 0£х£4. 45. V  = [; 0<х<2А 47. 1) *>0; 2) х>-ь

8) *  £ А; 4) < х < 0; 5) вся числовая ось, кроме точек .т = +Ь в) вся чвело- 
вая ось; 7) не определена только при х - О, х = -1, х = 1; 8) вся число*»» ос», 
кроме точек * » 1  и х = 2; в ) - IS x S l ;  10) -~< x< 0 и 4<х<-ь»;
11) -~ < х < 1  и 3 S х < +". в интервале (1,8) функция не определю;
12) ~ т  < х < 1 и 2 < х < +*»; на отрезке [1,2] функция не определи»; 

18) - 4 ix it ;  14) 1 S X S 3 ; 16) 0 £ х < 1 ; 16) - }< х г ? | ; 17) OSJtSfc 
18) - 1 S X S 1 : 1») - ~ < х < 0 ; 20) не имеет слысла; 21)
22) 2*я < х < (2* + 1)п, где * - целое число; 23) 2*п < х < (2* + l)n , где * - ДМ0* 
число; 24) 0< х< 1  и 1 < х < +«•. 48. 1) -2 5 х < 0 и 0 < х < 1; 2) -14
3) 1 S  х < 4; 4) ■|< * < 2 н 2< х< + «ч 5) область определения состоит «л»*0

из одной точки х = 1; в) -1 < х < 0 и 1 < х < 2; 2 < х < +~; 7) 3 - 2я < *\ a k т цело®
и 3 < х £ 4; 8) - 4 £ х £ - я  и O S x S it; 9) 2Ал < х < (2* + 1)* W  * 
число; 10) 4< х< 8 и в < х < +«»; 11) нигде не определена; 12) 1 jj юл-
2 S х < 3; 18) вся числовая ось; 14) 4 £ х < в; 18) 2 < х < 3. 49. 
дествекны на любом интервале, не содержащем точку х = ft 3) т0 ^  ^ ц,. 
на полуинтервале [0, + *>); 4) тождественны на интервале (0, +

n p m ss p , у  =  4 i  -  ж1 ; 2) ч а в р и м е р ,  у  -■ I ■ —: 3 ) н а п р и м е р . 9  г%
z l i  г*  —<*- , < ,  ̂  *» да»

+ -j«y 51. ») 1 < X S 3; 2) О £ Ж < +*• ДАЙ Двух ™ г*Н  1 ь "  « И Г  
других ветвей. 52. -*»< X < +»; 53. 1) JI > О при * > 2; У < ® вР1'  *
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____ +” ). функция корней ве имеет; 4) у >0 в
«  fa l). (а * - *  У<0 ”  интервалах (-«,0) a  ft,2); у * 0  ори *, = 0, 

* ’* * * "* , 2  з) у > О при х * 0; У = О при *  = й  54. 1). 3), 8), 10), 11), 15) 
*» '*' j j  j j ( 9), 12). 14). I 7) нечетные; 2), 4), 7), 18), 16) ни четные, ни не- 

U  1) у  - (е* +з)+3дг; 2) у=‘ ^ - х , )* (- х , -2х>); 3) у = (sin2jt + tg «■)+

5».
* 1). S). в). *)• во- • )» *■ “  с*- на рис. 67 И 68. 61. 1) в интервале 
, ^0 ) убывает, в интервале (0.+ -») возрастает; 2) в интервале (-~ ,0 ) убывает, 
,  «ят«Р»»»» (°>+" )  сохраняет постоянное значение - нуль. 62. 1) Наибольшее 
1; щяиеньшее 0; 2) наибольшее 1, наименьшее -1 ; 3) наибольшее 2. наймет, 
нее 0; 4) наибольшего значения ие имеет, наименьшее 1. 76. х - 3; при гра- 
рпмиом решеаии ищется точка пересечения грвфика функции у =<p(j) и 
прямой у = 2х - 4 78*. Следует обратить внимание на то, что из всегда еяра- 
ндляюго соотношения )/(*)+*>(*))«: |^(jr)| + |q>(jt)| в условии задачи исключен 
2Я№ равенства. Строго* неравенство будет иметь место при х < 3 и *  > 4. 
Можно решить задачу путем построения графиков функций <t>(xU)f(x)+<n(x )\ 
В » (r )» |/ (r )| + | f (* )| .  "

82. у *
О на интервале (-»=, - S),
" в *  +# я« отрезке)-Э, з], 
^ж-2  на отрезке [з , e j.

1*6. х, ш -з, д:, = а  При графическом решении ищется точка пгресечеикя
графика функции у = ф (х ) и парабо

лы у* = 7х + 25. 106. Если Ь2-4ас>0 
и л > О, то функция определена на 
■сей числовой оси, кроме интервала 
x ,S х < где X} и х2 - корки трех

члена. При Ьг - 4ас >0 и а < 0 
функция определена только при 
ху<х< хг  Если Ь* - 4ас <0 и 
а > 0, то функция определена на

всей числовой оси. Если Ьг - 4ас < 0 
и а < 0 , то функция нигде ие опре
делена. Наконец, при Ьг - 4ас - 0 
функция будет определена на всей 
числовой оси, кроме одной ее точки 
* “  -’&> *6*я *  > С, S  ИПЯ» не 

*>. 88 определена, если a < О .
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107. f (x  + 1) « 2*r* + 5x + 3. 108*. Пусть 3 ' « Я
X **«rt*C  ’ ' * « '  nPQ» , ^ _

действительное число; тогда (m - l)x *  + 2 (2m - l)x  + e(3m- l) = 0 

должен быть действительным числом, следователь,,,, РГу**** < 

- (m - l)(3 m c- « )£ 0 , или (4 -3 t)m l + 4 (e - l)n x - (c- l)> 0 ; во т& 
действительное число, то это неравенство в свою очередь etipai *** "1' 
при условии, «по 4 - Зс > 0, * ( c - l f  + (4-  Зс){с - 1) £ 0( отсюд» 0 s  с * * ° Л*а‘
условию с *  0, следовательно, 0 < е £ 1 117. 1) у - х, 2) и ~ * .  ^

з: “ ) У = .Ц
4 ) у = ± Ух-1; 5) у = £  в ) 7) у = 1±,/7+Т; 8) y= + V ?T

X
9) y  = ,e w ; 10) V “ -2 + 10* : 11) у = 2*: 12) y = log lJ _ : 13) r . i , f  .

l+eraHn**̂  ^
14) y = iarcem fs IS ) у °  W ) У = ±<*»± (0 £ *£ 2 я ). Ив. d . . „

122. 1<х<3; у « 1  + 2‘"*а. 123. у » ягсмп̂ /дг - х‘ -2. 128. Веди у1=1*
У, = $ Г , ТО при Я > 1 ДЛЯ 0 < *  < 1 у, < уг, в ДЛЯ 1 < X  < +» у, > у,; пр, 
0<  я < 1 для 0 < х < 1 у, > у4, а для 1< х< + ~ у, < у,; при -1<я<0дп
О < х < 1 у, < у ,, а для 1 < х < +~ у, > уа, при я  < -1 для 0 < *  < 1 у, < у„ а 
для 1 < х < +» у, < у,. 136. я = 15. 138. Исходя из определения гиперволв* 
еких функций, можно доказать, что sh(-x) = -shx, th(-x)=-th*, 
ch(-x) = chx Периодическими эти функции не являются. 141. График фум- 
цни симметричен относительно начала координат, так как функция аечегш. 
у  - 146. Область определения (О, я). Площадь будет наибольшей пр»

х * & .  155*. 1) Период На отрезке \o,2it] функция может быть предел* 

лена так: у  » sift(x)+ сов(х) ка отрезке {О,т./2], у = -ain(x)+ cos(x) »* отр**** 
[я/2, ttl, у = -sin (*)-co e (*) ка отрезке [я,Зя/21, у = -sln (x)+ со*(х) “  
ке [Зя/2,2я]. 2) Период 2п. На отрезке |0.2я1 функция может быть ПР*^**Г 
лвна так: у = tg х на полуинтервале [о,*-), у  - 0 на полуинтервал® t? 

у = - tg x  на полуинтервале {я,*?-), у = О на полуинтервале
Область определения состоит из бесчисленного м нож ества интер**^’У <<̂  
(2л*. (2л + 1 )я), где л «  О, ±1, 12 ни четная и ни нечетная.

ская, период 2ft В  интервале (о,-|) синус возрастает от 0 до 1, сл*да>
к я )  сив*

lgsinx, оставаясь отрицательный, возрастает до 0. В  интервал v2 

убывает от 1 до О, следовательно, убывает и Igeinx. В  интервале оЯреде**' 
имеет отрицательные значения. следовательно, функция lg sin * i  + 2J№ fl* 

на. 2) Область определения состоит и* отдельных точек »ия» *  ’**'*
л »  О, ±1, ±2, ... В  этих точках у = О. График состоит из
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Рис. 69

оси абсцисс. 3) Функция опре
делена на всей числовой оси, 
кроме точек галл, где л=0, 
±1, ±2 ,. .. 161. 1 ) -1<х< 1; 

y—arcsin{slnx) 2) О S ж S 1; 8) О S х < 1;
4) - IS jt SO; 5) 0 < jt < +«:
9) < * < О; 7) 0 < х < +~; 
$) -» < x S  0; 9) -“  < ж < 1;
10) !<*<:+•<>.

говЛик см. на рис. 69. Указание. На интервале S х S f  
1вЗ* П«ри°Д ^

.res in  (sin ж) 3 *  и о определению функции arcsm*. Для получения 
^ “к.УфувКц,ш на интервале % < х < .&  полагаем г = * - *  тогда *  « к + г, 

« < 2 <;Л, у = a rcsin  (Bin ж) = arcsin sin (̂  + я) = -arcsin (sin*)= -г; y = it-x

St.*.
К  г л а в е  I I

178. liniu,*1 n i* . 177. lim a, =0, n>-j~. 178. n = 1999ft 179. hm[/„=0, 

я 21000. Величина vn бывает то больше своего предела, то меньше, то равна 
ту  (последнее при л «2^ + 1* где k * 0, 1» 2, ...). 180. !imu„ =1; л > 14;Н-*т

n>lofj-l. 181. л a если £<■£; п - О, если Е > 182. п >

ооеледо«ательиость и, убывающая. 183. lim y, в 0; t)„ достигает своего предела«-*•»
орнпгт + 1, так как, начинал с этого значения л, v, =0. 185.0. 188, 1) Нет.

Л«. 189. При в * 0 этот предел может равняться любому числу или не су- 
“*"*>•№. 190. 8< V7TT-2; 6 < 0,00025. 191. Ь< 2-ТЗ. 192. S c ^ .

1М. |*-||<|-аг**1пО,99*ОДЗа 194. N  £ если г 5 1; ЛГ = 0, если

*> I  195. N г ^ i- 3 , если е £ А . #  = о , если е > А 196. п > -ЙА 197 ||
Тжссад  ̂“ ° В0Жительная бесконечно большая величина, если разность яро- 
^•Рчивве И <УГ*ЖЧ®т*льная' №ли d < 0. Для геометрической прогрессив 
««твои СПР*В̂ ,И8°  толы<° Тогда, когда знаменатель прогрессии по абсо- 

ИНе больше 1 . 1 9 6 .---199 SSB. < х < Ш .
200. 8<, li-.j ‘  1Й  1»<» м*
го». ыПх  ̂ ~ ° ’° 1' 2 0  Г  1о* г ° - 9 9 < * <  lo g , 1.01. 2 0 2 . М  > 10* = И)100.

***• К*т. ЯЛ7 * И ВС* ° братвые тригонометрические функции. 205. Нет. Да.
Л 2° 7, 1* Напрвм, ’’УПци, при ,  

° “  ^мит,
:*Р» *» * f  + 2/W и JC„ = 2ял. 2) Нет. 209. Если а > 1, 

не ограничена (но не бесконечно большая); при 
ся к нулю. Если 0 < а < 1, то функция ври х -* -» ие

веско»вчно большая); при х -* +•» она стремится к нулю.
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При в = 1 функция о г р а н и ч е н а  яа »сей числовой оси. 210. 1) 8j 

4> да. 213. 214. Ы г ^ - j .  215. 1)

-Г Jlv = * + 3 )  21в%- Ср“ *ить “•с сУ"*о« члено1 ^

ческой прогрессии 1 , 1 , X ,.. . , J- . 220. з. 221. Да. 222. Г< К

0 S z S 5 : f{x )m tn  при 6< x S  10; f(x )*  п при I0 < x s i5 . фуНк 
рывва при х * & и при х = 1ft 223. в = 1 224. А = -1, В  = I  22^" **" 

22в. } .  227. Функция у  = Д1яД- имеет в точке х » 0 устрани*^ '  * 

рыв, у = - разрыв второго рода (бесконечный). 228. Функция рмрщ* 
ври *  = 0. 229. Функция имеет три точки разрыва. При х = 0 разрыв „ , 
ниыый, при х = ±1 разрыв второго рода (бесконечный). 230. Нет. Если i->o 
справа, то /(*)-»■£, если Х-» О слева, то /(*}-+ - |. 281. Функция рырииц 
при *  = ft 232. 0. 234. Нет. Если х -»1 справа, то у -»I; если х ->1 син 
то у-»0 . 238. Если *- »0  справа, то у - * Ь  если х->0 слева, то y-*-i 
236. Функция разрывна при х = 0 (разрыв первого рода). 237. Функция икеет 
разрывы первого рола в точках х -  -j(2* +1) 238. При х » 0 функция вещ».

рывна, яри х *  0 функция разрывна. 239. Все три функции разрывны, когда х 
равен целому числу (положительному или отрицательному) или bjbo.

241*. Записать многочлен в виде х '[ а . + ^  +... + -!l-1 и последовать его лом- 

деаве яри х ±~. 244*. Построить схематично график

у  = -!1— + + —У —, исследовав ее поведение в окрестности точек Х„ »х—Л| t“*2 ***аз
X,. 245. 1. 24». 247. 3. 248. 249. О. 250. 0. 251. -}f 252. 1 253. 0. 2М. 4. 

255. 1. 256. 0. 257. 0. 258. 0. 259. 1. 260. | .  261. 1. 262. 263. -1. *** 1 

Заметить, что 365- 266. 1. 267. 0. 268. 9. 269.

271. 0. 272. О 273. -■*•. 274. 275. 6. 276. «. 277. -1 . 278. «• *,#'
8 I ) » ) *

280. 281. 0. 282. -. 283. ^  284. -1. 285. О. 286. |  287. - fп 3 I  297* *•
289. -1. 290. 1. 291. 292. 0. 293. 0. 294. «. 295. 4. 29». t1 оД2-
298. —W. если х> 0; если х = 0. 299. i  300. 301.

U a -А 90S. ОД** «*’305.'. •!•. К  числителю явмбмить и отнять единицу. 304. - 4 г
везь стремится к - f  aevrsS - к ** О. 307. С. 30*. *сля

щй "•ели X —» — о09. A, «wiii X -» +“ ч sc*“  X —* 3 ’ ,  sts.S~
. J .  51*  t- *---

=, есдв ••-»-». 811. ±4. 812. 0. 313.1. «14. в. охи---  ,  t a a S m

если я > m; 1, если я = m; •», если я < т . 319. -J. 320. ^  *

А
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, j .  325 326. ~  327. О. 328. { .  329. 330. - f . 331. 1.

ИЗ- “  " "  _ А  зад. Д  336. 2. 337. & .  33в -2- 33». -2*Lno.
$. SS3. * *

* * * • * ,  , ч42. “ 22.. 343. -sine. 344. ^ Я А . 346. -f-. 346. 1.J i l .  со* л  Ъ**- »  «о* « »
1 о м  - I 360*. -г--. Положить arccos х = </. 351. f  352. к  

М1, «. « 8' i  Ж
•* 36*. <*. 356. в " '.  357. г*. 358. О, если х -* +~; если 

341 1 ^М# “  «ели 0. если 360. 1. 361. » , если *-*+••;
362. ег. 363. г. 364. f .  365. к. 366. Л  367. в. 368 К

О, «ели х~*
VIft I  Я71 <?. 372*. 4*. к числителю ярибавять и отнять единицу. 309. In Л 0*v* j* « 2

373 2 374. 1. 375. а-Ь. 376. 1 ■ 377. О, если х -> -к»; ®, если х

37* 1, если * -* +“ ( -1 . *сли * “ * 37в* 15 а“; 2> *ели А *  ° ’ если 
д .0  я а * О, и «V если 4  = в = 0; 3) 380. 0. если х -> +~; -<», «ли  
х . 381. При в > 1 предал равен 1, если х -* +*>, и 0, если ж -> -*>■ При 
1 < 1 предел равен О, если *->+“ , я 1 , если х -* -~. При а = 1 предел 
риен 382. При а > 1 предел равен 1, если х -> и -1, если *- »- « . 
При в < 1 - ««оборот. При а = 1 предел равен О. 383. О. 384. 0. 385. 1. 386. 0. 
3*7. -cose. 388. jL. зад. 1  390*. Умножить и разделать на sin- -̂.

Э»1. |. J92.0. 393*. -1. Воспользоваться формулой &rctg Ь ~ arctg а = arctg 

*84. ^ 896*. X. Заменить arcsin х на arcig ■ и воспользоваться указами-

«  к задаче 393. 396. «о, если л < 1; «, если п = 1; 1, если п > L  397*. I.  
Взятыикто CCS* выражение l- (l- co ex ). 398. - j .  399. А. 400. е. 401. е"*.

», высшего порядке малости. 403. и, и оя - эквивалентные бесконечно 

х * Д  (’>даога П0РЗДка. 408, При х = 0 порядок малости различен. При 
1 •«личины Лу и &х эквивалентны. 407. Нет. 408. Третьего порядка

1) 1- 2) Ь. 3) I ;  4) 10. 41Л х = i J 2 L  4 11 . „  = ft. 412. Нет. 414. 1)
D А; 3) 1. jk 3V2»2 3

!■ эквивалентная бесконечао малая; 5) экви&алентная бесконечно 
М: *) 1- Г)

<„ ’ ЭК*й»^ 'н ти ая бесконечно малая; 8) 2; 9) 2; 10) 1; 11) } ;  12) 2. 
°  *9- 41$. 2жвг. - _»

“ “ в (в сИ1Кле ’ 418. И з того, что ломаная линия стремится к
-lt l - --ввкия их тетг!.-) -ледуя-. «то длина ломаной стремит- 

” *"• “ • ч2С. в. S.. 42*. 2л (Я i 422. И отрезок и угол

S t . i?  : :  '  “> ~ ,2 ; !'■ ;«125; is 4:\4. S) 0.668: в) 0,145. 
ВИ гт ̂ “/ * ,« , ^„7. ’ v.- " -  - - о.о~

ш  mm I n  чш 
'** щ
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К г л а в е  III
428. a) S; в) 6. 429. a) v ■= 0,25 м/с; б) v = 0,55 M/t . ^

430. 75.88; 60,85; 49,03; 48,05. 431. 53.9 м/с; 49,49 м/с; 49,25 и- ^  *Л 
и, = 49,0 м/с; Цо = 98,0 м/с; v - 9 At м/с. 432. а) 4 ' г/см-'б?9'00* 4ft; 
■) 41 г/см, где I - длина отрезка AM. 433. 1) 95 г/см; 2) а) зе г/ 40 г/ч 
*) 185 г/см. 434. 1) 4195 Дж/кг ■ К; 2) 4241 Дж/кг • К. 435*. ) w L 6) 5 Г/|Ч 
угловую скорость, затем путем перехода к пределу получить
ну. 438. *  « -щ, где к - коэффициент линейного расширения. 439 *

440. 1) 5в; 2) 19; 3) 7,в25; 4) 1,2в1. 441. 1) 4,52; 2) -0,249; 8) 0 245 441 
б) 6,1; »  6,01; г) 6,001. 443. П « )“  1»; Г(-2)= -4; г Ц )  = -а. ' 4̂  0*J«*

445. х, = 0, * , = 2. 448. Для функции f{x}= х* не будет. 447. 1. 448, 0 434 

449. 2,303. 454. 1) 0; 2) в; 3) -4; 4> к, = 2, к, = 4. 455, (U ); (-1,-1). 4М *. 
(0,0); 2) (§>■}). 457. Не может. 458. а, = arctg A, a,= arctgX . 459 , 

а , ш arctg 3.. 460. arctg 3 461. у = 12х-16; х + 12у - 98 = 0; гюдкасатели, 

равна поднормаль равна 96. 462, При х = 0 и х = 493. ц (2,4)-

2) (- f .f ): 3) (-1.1) и 466. 1) «х-5; 2) 4х* - х* + 5* - ОД 8) Ъх*к

+i*V^ + Ap-^-{ 9) 3ani; 10) -- if*  ♦712вГ1-, --2& 11» 2i-tо л ^хз p+q ie

12) 13) Зу1 + 2u-1; 14) 6(a - x ); 15) * 1 + ^ - - - ^

16) 3" ^ >gX  467. /(1) = 1, r (l)= 2 ; 4) =8, Г(4 )= 2 Д  ^ .! )=3a‘ ^ 4

3 - f a  468. / (- l)=  -5; f (~ l )  я  -8; / $ ) - &  ^ ) * 3e‘ * 1°“ ’ ' e‘ 

46». 18. 471. 1) 4x* - 3xl  - 8x + 9; 2) 7x« - IQ** + 8x* -12** * * * *

8> “ ilp fr*#  4) i ( # " ^ r +̂ r" ‘*8̂ r) : 6)
6) 2x(3x4 - 28x5 + 49); 7) 472. 47S'

+1 + 2Ж"**1-
Т Т Г '

478. — 1— Д  479.

483. - ; -3*1.,; . 484.

476.

480.
(A .f
. 5-2J 485.

l̂*-W.e j*



ответы

350
48в. TigJSr 4ftfl

*  * * • r(o )su * r(i)= a r(2)=_L 492- r(o)="^  
^ rti.= iW. *'{0) - i .  »'(2) = H- »'(1)=1«. *'(«)= 15a’ +^ - L

496. ^ » ) - l  498 J > 4^ - 3t2x

+d)+2, ( et+ef+ad+K-+d«>^rf)-(a*c + oW  + ecdt 6 ^ ); 2) 8х(хг-П) ;

^ * 20(l-*)” : 4) 5) 6> 5^5*, + 2*№*, + *, -4У;

^ ,1) ... »b W ^ > «zL  12) 24(4* + ж + iK^x* + Зж4 + 6x +l)*.
l0> ' m ? ’ ’ **7
,0» 600. 801. ■ 502■ — -- -T- S03- "7^=?-
**■ (M f ' (•-') iJrluJaxf *$£r*^i*K* j *l_r

«и 60S. 506. — 507. , .W '; ,
504 ' 0- Г 1 ( P ^ j 1

508. ■. 509. _,. 510. - f t » . 611.

»t - - S . #13. ----J---- J fe . 514. u'(l) = 9. 515. y'(2)=.‘£ T J а*г,-1>« 2̂ , 2f  *
51» 0 517. cosx-tinx, 518. 519. Jc-riJ^ryjL. 520. qjcosqi.(\-C09X) * *> • *
5*1. (acoaa-tina)(-L--- l_ \  522. — U _  523 «-«»*)

or iin! e '  I*eo*<. 1+itoJ*

5*4. 625. -,m2x. 526. tf'jtM e**. 527. -s in **

5« . }iin2x(2-*in.r). jag. tg<x 530 2jc_siibE_. 531. -JlssiZb. 532. ЗсояЗх.
eo* x ti»92x

eo*i-
537. - - f .

538 -A
* " nt  #cos(3x + 5). 535. ---i---. 536. ,_____  „

2 1̂-3 tf к CO* X
JL

: 541. -
^  cW •

539 ■ 12совг 4xsin 4x. 540.

***• ~^*in3jcfin(2coe8x). 548. arcsine +
Vi-jt
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равна
820

не •£; поднормаль равна -8. 819. a) tj = 0, t} = 8; $) t ~
|. 0,01815 Дж. 821. (й-13 ряд/с. 822. а)=2я рад/с. 8 3 3* W  

рад/с; скорость обратится в нуль при t = -^с. 824. 23 A ggg Г * feai -t|

(2.0). 827. (1.0); (-1.-4). 828. у = 2* - 2; у = 2 * + 2. 82». 3* +‘ ^  Ц  
Касательная у-у0 = (ж-xo)cosjt0; нормаль у  -  у0 = -{* - Iq ̂  ® 8Эо. 
тельная Хо<#-уа)*  х-х0\ нормаль k - У0)+ *0(.t- х0)= о ад2

х + 2у = 4а; нормаль y - 2 x - Z a .  833. Касательная и - у 0 - r.ib .-y ***  
 ̂ *><»«-«*f 

нормаль у - у а -  (ж -ха). 836. Подкасательные равны соот*т«**в
и -2х; поднормали равны соответственно -Ззг5 1» ! „  л 

/ \ 3 : ‘ *•». 
» - * о  = Н £ (1_ас<>)- 837- 2х-у + 1 =0 . 838. 27x-3j,-79, 0

83». 2г - у  -1 = О. 840. 4ж-4у-21*0 . 842.3,75.844. * + 25у = 0; jt + M0 

848. (0,1). 846. у = х. 848. х - у - Ь Т *  = 0 . 849. j , .  880. (uj£,i). 
857. 2х-у +1« 0. 868. Вели y = f {x ) - уравнение данной кривой, то ур»„,. 
наем искомого геометрического места будет у = xf{x). а) Парабоя

у 2 = ^ р х ; б) прямая, параллельная оси Ox, y '- jfj', *) кривы Капп»

у4а1 - хг + хг » 0; г) окружность х1 + у3 = а. 858. Вели у = /(*) - уравнен» 
данной кривой, то уравнением искомого геометрического места будет 
у - x f (x )  а) Парабола уг = ^ рх; б) прямая, параллельная оси Ох, у =

в) кривая Каппа yVa2- х2 +jrJ  = 0; г) окружность хг + у2 =в. 859. 1) <&*«. 
<р2 = a rctg ii; 2) arctg£. 860. 1) arctg3; 2) 45°. 861. 90“ 862. 45" я 90".

863. arctg3. 864. arct&lpji). 865. При нечетном n касательная f  + l ' 2, 

нормаль ax - by = a* - b1. При четном n касательные ^ ±£ = 2 И09 
ax i  by = аг - Ьг. 879. Ду * 1,461; dy = 1.4. 880. Ду = 04012;

= 0,9880. 881. 4. 882. -2. 883. Ду = 1,91; dy = 1A 4 y - ^ * 0,0k 

= 0,0052 884. Ду = 0,1; dy •= 0,1025; Ду - dy = -0.0025; i^ - - 0  02i
“I’

886. Д* = 1,
Ду з> 18,
dy = И

Ay - dy - 7,
5 = ̂ £t.0,39 ay

04 0,01
1Д61 0,110601
14 041
0,061 0,000601
0,0526 0.0055 ,-Ay' ft*

886. ДУ “  1A ,.«3*
6 ,  ^ 2 .  =, 0,15 887. a) dy = 16, - 5,88%: 6) <iy - & 4»

*) dy = 1.6, - 0,62%.
л

SSS. a) dy = 4,S cm*; 6) dy = 6,0 см3; в) dy = 3,6 cm ,

12*
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lU itlr, 9) S £ ^ d *  10)

2nu-dr, 16) 5"“ * ^ ^ ^ ;
H)S( , « - ^ ' 2I^ : 15) ~ 2 

*> iv)
Isiiix42jrooix

____  1») 3-- 1— ----<**;___I . ~1fHiZî *<**) *-/ — •_ IIT) •
i±±

/ , _ ^ isau :W . 21)
1̂ 7 T V + *«* J ‘« 2J 2

з '^ .^ .Ш З  + Э*2- ^  <<*■

1) -0,0069; 2) -0,0075; 8) 0.0086; 4) 0; 5) 0,00287. 801. Л» *0,00025;89<X
•mJO'l'- 0,50025. 892. 0,00582- 893. -0.0693. 894. dp = - ^ S - d (f.

S95.0,3466. 896. sin 60° 03' = 0,8665; sin 60*18' = 0.868a 899. 0,995.
900. irctg t0 2 «0 m  arc tg 0,97 * 0,770. 901. 0,355. 902. 0,52164. 903. ft) Из* 
* m w  длины нити; 2s *  Ц -df; б) изменение стрелки провеса: df = j^da, 
904. Погрешность при определении угла по его синусу: Ах$ »  tgx&j/; погреш- 
«осп ври определении угль по его тангенсу: Лхт = |.аа2 *Д г (где &у, Аг - 

вмтепиюеги, с которыми даны величины у  и г); = —‘L—; точность опрел*
" Г  со*** *

леям угла по логарифму его тангенса выше, чем при определении по логь- 
рафиу его синуса. 905. 0,3%.
ММ л ..

*' d̂ ~ f ------j- L — ; 2) da = - {e in ^ - d t:  8) dz = -dr,
»f[(<*.*..v)(.4a^)]2 1 '

W *  = З г Г Г Г ! 6) dy- ~ £ *
, - e a и Дифференцируем» 909. f(x) непрерывна всюду, кроме точек
'• « Л Г *  ^  существует и непрерывна всюду, кроме точек i= 0 , 1, 2, 

910. При х = кп, где * - произвольное целое число. 911. 
"•Дифференцируема. 912. f (o )=  0. 913. Непрерывна, но недиф; 

Ниц̂ р, ‘ *■ И \х - величины различных порядков малости. 915.

*** ^ ^ Г дкфференп ируема. 916. Да; нет. 917. а. 918. аож"*. 9X9. Абс- 
441 ", - -2щ, 00 <жорость,°  и. = -2nosin2<K ордината изменяется со скоро- 
cltoPoe  ̂ ®20. Скорость изменения абсциссы v, = «= i>(l + ссзф);

РДмнаты vf ш i»sin<p { ф - угол между осью ординат и по*

'■•очк* (а_ S2 l‘ ~ "  -0.000125р. 922. 2 ед./с в точке (3,8) и 
*)• 923. 2 см/с в точке (3,4) и -2 см/с в точке (-3,4).
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937

943.

934. В  точках (з,-^) И (-3,- *25. и 2аи. 928. 2яо к Z tu u .'jjj''''* '*4* 
8nri>. 928. При * - 2  к*±-у и при r  = 2 it* t^ . 929. При *  = ^  * 
раз. 982. а) Да; 6) вет. 934. 1) х1 -18* + 9у = 0;

3) у* = (jt - i f ;  4) х - Arceo*(l - у )?  ̂ 2у ~ у’; 5) у = — 1—1.
Ux

935. 1) I = (2fc*l)is 2) I = 1: 8) t = •*■+**; 4) f, = 1, I, = -L 933 ,AC(J% 

-ite«p. 938. ctfi. 939. 940. -1. 941. ± «42. -2£цм*

if*-.»'!
(М3 - ^ - y y  944. i ^ .  945. l - j i  946. - f  947. О и X. 948. Несущ**,.

ет. 949. jf-. 950. 1) t = £-a; 2) l > « - 0( 3) < ' f  + f . где a - угол, o«p»». 
ванный касательной с осью Ox. 956. I) Кривые пересекаются в двух точках над 
углами a, * а* = arctg^- * 6T1Z; 2) кривые пересекаются в трех точкм Оо«

углами а, « а, = 30» и а, = 0°. 958. Джина касательной Т - длаа* нор

мали N = длина подкасательиой S,. = |sictg-|f|; длина лодиормыш

959. Щ .  Щ ,  и jycte4 961. |JL), J J l J. Н И «
|ytg«|. 963. * + 2у - 4 = 0; 2х-у-3 = 0. 964. 4 х  + 2у-3.0; 2*-4к + 1*° 
965. у = 2, *»1  966. 1) *х +3у -12о = 0; Зх-4у + бл = 0; 2) х * у - $
У-х = *&". 3) у * 1 + х1па. 969. р = 2acoat. 970. 0 4». <■ = 2* 974. J ; '» 

975. 1) 0; 2> 0; Л ;  -VS. 977. M ffil = tgft 978. arctgiW* = .*« !♦
979. р = Ve* cos11 + 6* $in* t ; 9 = arctg(j-tg<); тавгеис угла между каем*»»0* 

и полярным радиусом равен ■ *f*---  980. П олярная подк»®*™**^

^= ^ 5  полярная поднормаль S „  = 983. 984. р !"4 ***• 5 

986. - ^ - —  = А  987. , 988. или

989. 990. -Ji + co Jx d x .  991. = у. 992. г. 993. 2fl»>n|1 их ’ • 1 vve ■*—| — •= у. ууй. г- ото.

994. 3aco.(,iru<ft. 995. aJT77dt. 996. iasi^d, 997. ect*t* <*»• *
999. а ^ й г Г * . 1000. А м/мин; вектор скорости направлен вертикаль*0 * *

га п в утл и 6 '  01 К“ /Ч; **КТОр в*»Р«в™  параллелен пшотену* яРйМгуГ̂ Л
вертикалев”иИп «Л«п* Катет иот° { юго горизонтален и равен 50 И*' * вертикален и равен ю  кн . 1002. 14.63 км/ч. 1003. 40 км/ч. К ** .  2-

ОТВЕТЫ

Л , --- ' ^ ^ Г х г Г з в О .  too», «вв . 1010. 6(5x4 + 6x* + t). 1011. 4 Sin2x.
1 _ И _ . Ю 15. £  Ю16. - S ^ .  1017. 16asin2<p.

ill*- 
. *y£i. if»» 

к>‘» 0.«r
.» — 1023. —

я  j  «1 |^> .f Г 1

- » , .W E Z  1027. - *  T ' 1028' jn ( ln * + , )* + 'H- 1029 a V ’
'*** " J l

L . i e i .  Ю32. 2 - '6inj2x + ̂ J .

1 2  ■*» “ 5 ^  O'*»- ■»”  й р т  1036

юл. 1088, ^  '  (.-'V'1 ]
ift

-  H ’f e - f i ? !  ,0" '  10” '

« .  -ЙГ- >«’ • - f b  « * *  1059 ■“ » - р ^ г

106L - r— f— y . 1062. 1063. = 1064- - L .r’to-O* «r! |<tj e

1 "ft a - 1069. — 1070. - 4  = ---hr- 1071.‘ «*«»*<
1073. 1) -gf»-,•»*"** ; 2) 0, так как x + у = а. 1074. 1) I t 1-,ва'со»7 rein t

2> ' t J t  1078. T. 108O. 16 M/CJ . 1081. V- 2/ -4 ,  а »  2.

Wte. -J_ ом/сЗ. low -0i00i 5 M/Ct l089 _x M/c2,

(» *7e^in x - 40x coax; 2) е‘ £ (%  sin(* + ^-); 3) (I* !1 sin (ax + **)+

1 2 ^ Й Г +* ^ 1 *  М П ~1) “ * 'W a x  + - !5 fiK  n (n - l)(n  - 2)a*"9 x
i- 1093- Vtu‘(0)-<k y“ **»Xoj-(l 3 6 ... (2 « - l)f.

^  - Ao)=0; y ^ (0 ), 2 .[2 .4 .e .

^ ? il0 9 7 . m (m -l)(m -2)x', ,dx*. 1098. 4(x + l)(5x{ - 2x - l^ x 1.

8|* 4 W lii4 - l) i* » . 1100. 2*1*1, 110 1 .

1065. - 

107*.

7



ми л 
Э

мание, что разность между расстоянием от центра шара до. ~ ---^6'
радиусом шара раана разности между высотой конуса и высотой*1" 111 |<о **Г ' 
сегмента. 1254. Л/4. 1255. R / 2  1256. Р ( р Л р Л )  1263* П° ГРУ1* » ^  
функция есть константа (ц =0), то значение этой константы * '* ' Т** И« 
данной функции при любом значении х, например цри *«0  1̂ И°  3“*ч*в*л 
1267. Ущвк = 4а* /27 при х = а/3, ^ = 0  при х = в. J268 ^ 1а#5 » 
при х = а/2, s„ , a 0  ори ж « 0  и при х = а. 1269. и „  - _ «  ,ц* * * в</1|Х̂«кс ~ CQ При X
Уняв = 2а при х - а .  1270. j. = 5/4 при х = 3/4. 1271 „ , *'"•

sW j  = 1 при , , .
S U . “ ~1 «Р« * = -!■ »272. „ . „ - I  при *  = а  1273. у.м п / ( > „ри „  
JU .  = 0 при х = 0. 1274. л ,, .- *  при х =<>. 1275. Гтя> = <£ при, я< 1 *1 

1276. При а = 2 максимум. 1277. а = - 2 /3 ,  fr = - 1 / 6. 1278. Выпукла » » 
стности точки (1,11), вогнута & окрестности точки (3,3). 1279 Вычя!ц 
в окрестности точки (1, я / 4 ) ,  вогнута в окрестности точки (-J, -  , / 4)

1280. Выпукла в окрестности точки (|/**, - 2/еА), вогнута в окрестности тоте»
(1,0). 1287. Точка перегиба (5/3,-250/27). Интервалы; аыпуклвств - 
(-«■. 5/3), вогнутости - (5 /3 * •»). 1288. Точек перегиба нет, график вогну, 
тый. 1289. Точки перегиба (2, 62) и (4,206). Интервалы: вогнутости - (-«,2), 
выпуклости - (2 4), вогнутости - (4,+ <»). 1290. Точки перегиба (-3,294) и 
(2,114). Интервалы: выпуклости - (-*•,-8), вогнутости - (-3,2), выпукло
сти- (2+ ■>). 1291. Точка перегиба (1,-1). Интервалы: выпуклости - (-“ ,!), 
вогнутости - (L+ оч). 1292. Точек перегиба нет, график вогнутый. 12W. Точ
ки перегиба (-За, -9«/4), (0.0), (За, 9о/4). Интервалы: вогнутости - 
(-«>, - За), выпуклости - (-За.0), вогнутости - (0,3а), выпуклости 
(Зо.+ ~ ). 1294. Точки перегиба [Ь, а). Интервалы: выпуклости - (-"•*)• 

вогнутости - (Ь, * «»). 1295. Точка перегиба (arcsin Иитервми.

вогнутости - {--J, a r c s i n выпуклости - (aresm-^p-1-.f)- 1М4-

перегиба (±1,1п2). Интервалы: выпуклости - — 1), вогнутости (
выпуклости -  (I, ♦ • ). 1297. Точка перегиба (»И /г, 3/г)- Интер****1 ,■

пуклостн - (О, aev l ), вогнутости -  (je ” 2, + 1298. Точек
график вогнутый. 1299. Точка перегиба (l / 2, 1 *1 Интервалы. ^
сти - (-“ , l/2 )t выпуклости - (1/2+ •»). 1300. Точка перегиба *•
тер валы: выпуклости - (0.1), вогнутости - (1, + “ )• 1305. а * ~ •
1306. a  = -20/8, 3 = 4 / 3 .  Точками перегиба будут также •очкИ^  ^ t  
(0 ,0). 1307. При а < - е /  6 и при a > О. 1316. Точки явраП»* .. 
(1 ,-4 ). 1317. Точки перегиба при t - Зя/4 i  кя. (* = 0,1.2.—)• ,

131* . и  1-Ла* = где a < £ < 6. 131». еъ + = 2*‘. где а * ^  Ш
я« ^ ъзэй- i

1324. -!=. 1325. 0. 1326. 1. 1327. a/p . 1328. 1/3 132®' о/

13—2i02

____________________ ___________________ОТВЕТЫ
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1ЧЛЗ 1834. -2. 1335. 2. 1336. In f. 1337. cose.
г-133* ’ ' lai

, , , n 1 1341. 1/128. 1342. 16. 1343. I .  1344. 1. 1345. -2.
n 1Я39- I*Iй*- |лмо a 1349. 1/a 1350. 4а2/л 1351. -1 . 1352. 0. 1353.

lM*-0 л„  , 135в » . 1357. 1. 1358. 1. 135». г. 1360. 1. 1361. ег. ИНЬ. 1355- »■ 10
1 1 j3e4 1/2. 1366. Значения гд больше, чем значения а 'х “ .

1 больше, чем значения 1п/(х) 1374. /(l 15) » 1520&90.значения Дх; и“ л
Д =0,03 (абсолютная погрешность). 1375. у  - t f x .  

,(1 2о) = 17281Л>> Ч«.цю 4

"6 j j f t  ¥*0.  I* 77- ? ' 0, 1378’ х=&' У“ С‘ Ш 9‘ * 3" 1,
1”  * ’=ft 1381. у = х + 2. 1382. y - ix .  1383. х - О, у = 0, х  + у = 0.

1SM х=Ь * = 2Ь’ У ж * * * ( Ь ~ а)  1385‘ V-1 'О . 2* ty i l=»0.  1386. ж»-1/е ,
„.*♦ !/«. 1387. * - 0 .  = л:- 1388. *  = 0, у = х + 1  1389. y = - f x - L
1390 у « I x i f / I  1391. У = *. если /(х ) не есть тождественная постоянная.
’391 Если lim f(<) » a Um<t»(l)*&, ю  у = Ь - асимптота; если lim v(*)-~ .1 t-*ia t-*io 1~*‘с
> lim Ж)* а, то х  = а - асимптота. 1393. х = -1, г/ = 0. 1394. у  = ■!■ х + е.

IMS. 1396. x+y+e=ft  1397. х=2> 2x+8j» + l= 0l 6x-40y + 9=0i
1898. Определена воде. График симметричен относительно начала координат. 
»«« с > / 2 “ Р*1 х - i  уят  *  -1 / 2 при х ■ -1. Точки перегиба графика
1- Д - 1/З/4), (0, 0) и yH . J s / i } .  Асимптота у = 0. 139&. Определена везде, 
«роя» значений х *  ±1. График симметричен относительно оси ординат. Мак- 
' ’ ‘•У’*'» и*1- ifяп * 1 ПРЙ х - 0. Точек перегиба нгт. Асимптоты х  = ±1,
'  ' й 140°- Определена везде, кроме значений х = ±1. График симметричен 
"̂осжтедьно начала координат. Экстремумов нет. Точка перегиба (0,0). 
^  x = ~ t х = 1, у = 0. 1401. Определеиа везде, кроме значений

* ” 2 и х “  *■ »««с - -2,60 прц х - 2.58. у„л„ » 2,60 при х » 1,42. То- 
"W х «'+L* rv* ^ ст,втоты 1 *1 , х - 2, х = 3. у » 0. 1402. Не определена
I г о ийд, **’НВ сим*№тРИЧен относительно оси ординат. у ^ с = 0 при 

ТОЧек *у5|°*  Чет. При * < -1  возрастает, при х > 1 убывает. График ие 
>*п>|ч-ад»В*1>еГ>1̂ * Аси“ птоты х = ± L |/ = L 1403. Определена везде, график 
тхч** пе * отчос* ,«!ЛЬно оси орданат. утт * -1 при х=0; (l, 0) и (-1.0) -
2 * 1 п«Р*Гт1в! 1? * * ИК® с горизонтальной касательной; (tV5/5. - 64/125) - 
^ ь н о  оси ап"*ПТ0Т Нет' 14<м- Определена везде; график симметричен 

‘'° « 0»ги«ь рдннат- Л»не» 0  при х -0 ,  Унт =- -27 / 8 при х = +1/2.
с горизонтальной касательной (±1,0). При х = ± 0 7 и 

*•**», v.poj^ Upe точки перегиба графика. Асимптот нет. 1405. Опреде- 
(-V S* ^ " 3 П!>и *  = 1/2. Максимумов нет. Точка переги- 

u j  ^ « “ чтота X = О 1406. Определена веаде, кроме
'*»4*B4(T ij. М"г?" ч' “  относительно оси ординат. ут ш *  2 ири x = t L  

не имеет точек перегиба. Асимптота г  *  О.



1407. Определена везде, кроме х = Ь у ... = при ГГо~~^
Точка перегиба графика (-1/ 2 .-8/ 9). Асимптоты х ~ 1 и
делека везде, кроме х » t -Л. График симметричен относят, u  U<)8' От̂
диват. Утщм = -4fi при х -  a, v „ . « 4,5 при *  = -3. Точка

(0 . 0 ). Асимптоты x - t J b  и х + у = 0 . 1409. Определена ^  Гр**»««
_ _  _ крои»
Минимумов нет. у ,  _ з£  при г = -3. Точка перегиб* * *»Ч  » г=«*гоа график,
Асимптоты х = -1 и у = -1 . 1410. Определена везде, кпо».“  ̂* 1, U.
мумов нет. ушт = 27/ 4 при *  = 3/ 2 Точка перегиба графика (п п\

г»0). Асицо̂
та *  = 1  1411. Определена везде, кроме х = 1. „ = о при *  -  п

' 1/щщ * ^
при *= V 4 . Точка перегиба графика (- V2 , -  | а̂ 2 ]. Асимптоты г * 1  „ '

1412. Определена «езде, кроме х ~ - t  у ^ с =2/27 при 1 , 5
— Рит *0 ара

ж *  1. Абсциссы точек перегиба графика 5 ± 2V3. Асимптоты х = -1 н
1418. Определена «езде, кроме х « О. рыша = 7 / 2  при *  = 1, « -U/* *ц 
х = -3, унш,  = 27/ 8  при х = 2. Абсцисса точки перегиба графика 9/7. Ас1п_ 
тоты * = 0  и у в ^ х +L 1414. Определена везде, кроме х = 0 . Максиму»,

нет. » -0,28 при х  = 1,46 Абсцисса точки перегиба графика - V5. Аса», 
птота х = 0 .  1415. Определена «езде, кроме х = 0. -2^ при ж*-2;
минимумов нет График не имеет точек перегиба. Асимптоты ж* О в у х . 
1416. Определена везде. у>мс = 1 / е при х = 1. Минимумов вет. Точка перега

ба графика 2/с1). Асимптота у = О. 1417. Определена везде, =4/г1 

при х = 2, у . , . *  О при х = 0. Абсциссы точек перегиба графика 2 S J5. 
Асимптота у = 0. 1418. Определева везде, кроме *  = 0. у „ ,= г  ПРИ 1 = 1 

Максимумов нет. График не имеет точек перегиба. Асимптоты * * 0 ,
1419. Определена при х > -1 , ув„  = 0 при х = 0. Максимумов нет. График ве 
имеет точек перегиба. Асимптота ю - 1 . 1420. Определева везде. Граф® 
симметричен относительно оси ординат. Ушт *  О при ж = О. Максимум®1 

Точки перегиба графика (t l ,ln 2 ) . Асимптот нет. 1421. Определена « ’**■ 

График симметричен относительно оси ординат. = t /е при

и = 0  при *  = 0. Абсциссы точек перегиба графика t f b t J V . ' t '  ACKW
. „ Ммпииуно»

тота у = 0. 1422. Определена везде. у = 27 / е при * « 3. и
/- „ | ОпреЛ*****Абсдиссы точек перегиба 0  и 3±V 3. Асимптота ji = О. r j-  n(|i

де. График симметричен относительно начала координат, у̂ т -  j ( J j

*  = 1. Vmh« = - 1  / Ve при JT = —1. Точки перегиба графика (0 ,0). ( • I

и ^ 8  , -  V3«‘,/l). Асимптота у = 0. 1424. Определена «езде, «Р0^

Экстремуме» нет. График ае имеет точек перегиба. А симптоты  граФ"** 
у ш -|. 1425. Определена при *  > 0. Экстремуме» нет. Точка о* _елецш Я* 
( е * ' 1 , ег,г + -1«-*■'1). Асимптоты х = 0 и: у * х. 1426. Фу'акЦ--*

»з*

_______________________________ ОТВЕТЫ



ответы

в IеЛХ п£Р̂ * *,  J , ...):1 7 0  мметричеи относительно оси ординат. Точки »кстр«-мумв 
У ГР»ФИК си“ ию t g *  = - *  Абсциссы точек перегиб» удовлетворяют 

I V « 2 Асимптот нет 1429. Определена в интервалах

2 + 2*я.*/2 + 2*я}, где х*. *«. .у»упЛ »,«*т^КИ„ п
■* ____1 оси ординат, у ... >1 при х - 2кп График не имеет точек nepe
rs , Асимптоты *  = */ 2  + **• *431. Определен» везде. График симметричен 
отвосительно и»ч«л» координат. Уште » я / 2  - 1  при ж = - J , Ум11| ■ 1 -  я / 2  при 
, 1  Точке перегиб» (0 .0). Асимптоты у = ж + я. 1432. Определена везде, 
кроне **  I И * -  г. У.М, = 1 /« при * = 2- Минимумов вег. Асимптоты х * 1, 
* « 8  и у = 1. 1433. Овределева везде. Период 2л. у->ч = 1 при х = кп, где 
1* 0 , ±1, 1 2 , ... : уяши= * - 1  при *  = * / 2  + 2 Ы М у .„, = 1 + 1  / « при 
1 * 3»/2 +а**. Асимптот нет. 1434. Определен» везде. S W  = 4/27 при
1 = 8/27, »в , » 0  при .г = О. График не имеет ни точек перегиба, ни асим
птот. I486. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
У_ • 0 при je« 0, j/„, » -3  при х *  +1 . График не имеет ни точек перегиба, 
"и асимптот. 1436. Определена везде. График симметричен относительно нача
ла координат. = 2 / 3  при х = 1, = -2  / 3 при х - -1. Точка перегиба
rpv*>"k* (®- ®)- Асимптот нет. 1437. Определена везде. умиге « 2  при *  = 0, 
»м.-0 при j a _ ]  Точка перегиба графика (-1/ 2,1). Асимптот» у « 1 . 

Определена везде. Умти .  2,2 при *  *  7 /11, уят. = О при *  ■ 1. Абсцис-

’* ' *  «региб» графика - I  и Асимптот нет. 143». Определена везде.

*Р" * * 4 ,  уыщ% « О при х *  О. Точка перегиб» графика (в. О).
*+ £  = 2 . 1440. Функция определена при х > 0, двузначна. Функ- 

^  У * * + vZ* <
__ (верхняя ветвь графика) монотонно возрастает. Функция 

Г  *  ДГ -  у  ХЬ / ^

*• «ие», ии КЖвяя »*т»ь графика) имеет максимум ири х  ̂ </20 / 5 . График
*«ач». »  Т0Че>С первгиба> нт> асимптот. 1441. Определена ори i  > О, дву- 
7^*Л *Ц ВД  „ j  ГГ ,
*h»w  '  * *  + Vx (верхняя ветвь графика) монотонно возрастает.

**' (нижняя ветвь графика) имеет махсимум при 
-а точки перегиба нижней ветви графика 64/225. Асимп- 
вдм*иа при х г -1 , двузначна. Экстремумов нет. График



симметричен относительно

_________________________________  ответы

оси абсцисс, имеет точки Лерегиба^Т
Асимптот вег. 1443. Определена на отрезке [-1 .0 ] и а интер*^ *
зкачиа. График симметричен относительно оси абсцисс I | Л»у

г  ,------—l i 1—  *
X = -V3 /3. Абсцисса точек перегиба графика ^1 + лЯг /з А»
1444. Определена при I S O ,  двузначна. График симметричен о т а ^ Г ^  *ч- 
®бсцисс- IV “ VT2  / 9 при х - 1/ц График не имеет точек перегиб**'*'** 
тот нет. 1445. Определена при *  « О и при ж > 1 . Начало координат ^  
рованная точка. График симметричен относительно оси абсцисс Эк * Rl0,‘' 
нет. Точки перегибе графика (4 /3 , t i & / 9). Асимптот ает. 144$.

при * < 0  и при х>  V2, двузначна. График симметричен относителк* 
абсцисс. | у ^  » 1  при , - - 1 . График не имеет точек перегиб*. Асю,»^

х « 0  и y = t x 4 i / 3 .  1447. Определена при * 5 - 2  и при *> о , туш и . 
График симметричен относительно прямой у * х .  > - 2  при х = \. Граф» 
не имеет точек перегиба. Асимптоты *  = 0, у = О и *  + у « о . 1448. Опр»дш. 
яа лгри -а < х  < а , двуэиачаа. График симметричен отиосительао оси авецкс

при * * - f ( V s - l ) .  Точек перегиба нет. Асимптот»
1449. Определена при 0 < * 5 4 ,  двузначна. График симметричен относительно 
оси абсцисс. \у\шшс = Д  при *  = 3. Абсцисса точек перегиба графика 3 - S  
Асимптот нет. 1450. Определена при - 2 5 * 5  2. двузначна. График симметра- 
чея относительно осей координат. | у > 3^ 3  / j  ври *  • ±1 . Точки перегвб»

графика (о, о) и ^+7 з , ± 7 з / 5|. Асимптот нет. 1451. О предел ев» пр* 

- 1 5 * 5 1 ,  двузначна. График симметричен относительно осей коорди*"- 
l v l ^ - 1 / 2  при *  a t j i  / 2. Точка перегиба графика (0. 0) • Асимптот в«т. 
1452. Определена при * > 1 , двузначна. График симметричен относительно о«« 

абсцисс. | У • 1 при *  = 2- Абсцисса точек перегиба м & . 
у ш 0. 1453. Определена при 0 5  *  < 2а, двузначна. График симметрии** 
ситально осв абсцисс. Экстремумов нет. Точек перегиба нет. Асимптота 
1454. Определена мри * < 0 .  при 0 < * 5 1  и при х > 2 , двузиача»^ ^^  
симметричен относительно оси абсцисс, имеет асимптоты * « 0  и у*  ̂ ^  
точки перегиба. Экстремумов нет. 1455. Определена при %ксгрягРел
О < *  5  о, двузначна. График симметричен относительно оси абсцисс-^^ Qr̂ em- 
нет. Точки перегиба графика ^ (Л - l ) , ±«V277«1 Асимптота *  = 0. 
лена при - 1 5 * 5 1  и ври х = ± 2 , двузначна. График симметрм4** , щ*

О < *  5 а, двузначна. График симметричен относительна оси вбсцисс ^ ^  QgfUt

ечеилеии при - 1 5 * 5 1  и при x - X i ,  двузначна. —‘ , ,  1 W”
осей координат и имеет две изолированные точки: (±2 , 0 ) U L » ^  
*=«0. Точек перегиба и асимптот нет. 1457. Определена пр* 1 __ 1 ИР* 
значяа График симметричен относительно осей координат-

*  = и . Течки верегиСа график» {±42 / 2 . ± Л  / Асимптот - 

аелеей прН * 5 - 1  я т е г  х > L лэтзкзчна график 
осев координат. Экстремумов нет. Точки п е р е г и б а  график® {



ОТВЕТЫ

-------------------- — ' О пределен* при ж > 0, дву зн ач н о . Граф и к си м м ет-

^ * * ’ть1 £ £  о0" вбецИСС- I»L .  * 1 при * * 1' 2 • Авсцисса то,ек пеРе-
^ , ' " ,Н0С А симптота у = О. 1 4 6 0 . О пределена везд е , кром е дг = О

г^* *Т>*4’,,К ^  Точка перегиба граф ика (_  1 / 2 ,  I / 2 j .  А с и м т о т ы

Э<Л*“y,,<>, 14в1, Определена везде, кроме * » п / 2  + *л, где Ь « ,  ±1, 
,  = 0 * 1 * У Экстремумов вет. График ве имеет точек перегиба. Асимп- 
д  ... ПеР»0*  ^  1 4 в 2  Определена везде. График симметричен относительно 

* ' *  /г-Гсчки экстремумов удовлетворяют уравнению x = it x. Асимото- 
ордя"**• Одределена везде. Экстремумов нет. График не имеет точек 

t i f * 0' х < 0  функция тождественно равна линейной функции
перегибе- ДсиР”пт0Тв < + у „ з. (0 , 1) -  угловая точка графика с двумя различ 

1" 1 _ теЛЬ11ЫМ|, 1464. Определена везде. График симметричен относи 
jSSo осяордаяат- Vmix = 3 при х . 0, уыт = -1 при *  .  ±2. График не имеет 

точек перегиба, ии асимптот, и правая его часть представляет собой ччсть 
правой) У »*’ - 4 *+  8 , лежащую правее оси ординат (0 ,3 ) -  угловая точка 
графка с д»умя различными касательными. 1465. x{t) и р(<) определены при 
•cexf, а J/М -  при «С** *- ( -8 ,3 )  ~ максимум, (5. - ») -  минимум. (1 ,г) -  
точна перегиба. Асимптот кет. При *  —» +“  угол наклона линии к оси абсцисс 
«тремится к 45*. 1466. x{t) и y{t) определены при всех I. а у(х) -  при всех 
х. Асимптоты у*х  и у=аг+би: (-1-8*. -1+3*/2) -  максимум, ( l -Зя, 1 —Зл/2) -  
мнимум, (-За, 0) - точка перегиба. 1467. х(<) и y(t) определены при всех f, 
Ч»ме (• -1. Асимптота х * у  + 1 = 0. (0 ,0 )  -  точка самопересечения, каса- 
клшыми > этой точке служат оси координат. Точек перегиба нет. В первом 
оадранте -  замкнутая петля. 1468. *(<) и u(t) определены при всех I. Функ
ом у{х) при х < -1  / е не определена, при -1 / е < х < 0 эта функция двузиач- 

при х> о  -  однозначна. Линия симметрична относительно прямой 
'♦»■<>. Максимум -  (» ,!/ « ) . Имеются д»е точки перегиба. Координатные

к» *бсаи*Т асИ1*Птотамн 1469. Замкнутая лииая, симметричная относительно 
^  • с точкой возврата (о ,0). 1470. Замкнутая трехлесестковая роза.
ар, ”  0ПР*Делена на отрезках [0, я/8 ], |3 л/3 , я), [4 Л/3, бя/з]. Экстремумы 
*иц  (о"я 2) 5 , 1 , 8  И f = 3*/ 2 . 1471. Функция определена в полуинтер- 
Прамц, * = ®п/2 ). График функции симметричен относительно полюса. 
“0лЛО1терида '* '<?**""? являются асимптотами’5. 1472. Функция определена в 
',"<»»Tpg4tH * Л̂ ) ' 18*/4,8п/2) и ва отрезке [7я/4, 2п]. График функции 
*** *»c»eiCJ, 07но' ительво полюса. Асимптоты Х = а и х *  -а В полюсе кри- 
, *® “»«с,ку„ °вИ *  = 1473. Существует при всех значениях q>. При

0Тносит̂ 'В*В При v = Я НИНИМУМ равен 0. Линия замкнута, сим- 
^^****« н, льно полярной оси. Полюс -  точке возврата. 1474. Функция 

яцает мКйХ + arccosl/fr), [Зк/2- arccosl/б, 2*]. В точке ip *  0
•ксимум, равный а(1 ♦»), в точках <р * я / 2  + arceoel / 6 й

“ задача* асимптоты даны ■ декартовой системе ко-
*  п о ^ р Г Г  8бсцисс слУ*ит полярная ось, а осью ордвяьт -  яср. 

°и оси, проходящей через полюс.
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_ , ,  nrecoEl/(, -  МИНИМУМ, Р»виый 0 . График Функции с и ц ^ Г ^

«*• “ ,5 - с , 'и~ " ,г г г
/ ir -o s )  №«№»■« • » ” “  Л“ ‘“  “ « " И .
{?  ' ' )' „оптически приближаясь к нему. 1476. Существу» 
вокруг полюс». „сходящая из полюс» и асимптот»,*,* ^
<рг0. График 1477. Существует при -1  s «< \, рмполо**.
жающаяся к ° К̂ Ж Зам* кутая линия. Максимум пр« ( » 0  ( Л Т Д

- ^ r S T S S  *«• пр« • - 11 касвется оси ордшит- 1 т  тда, Р = 1). Точек ере КООрдинат -  двойная точка саыопрнкос
лепестковая роза- Н .  aJ i  /  г $  x i  а&  / г. С и-147$. Линия целиком лежит в
относительно начала. Асимптота х -• о. (о. 0) -  точка перегиба с осью 
в качестве касательной. Имеются еще две точки перегиба. J480. Симам* 
относительно четырех осей х  »  0, у - О ,  у = х ,  у » -х  замкнутая'ТР1” М*
четырьмя точками возврата: (в, 0), (О .о), (-«,0) и (0 , - „ ) .  Качалок*^!
нат -  изолированная точка. 1481. Симметричная относительно осей коордащ
и биссектрис координатных углов линия. Асимптоты ( x ± y f  = 1, Начало
коордняат -  четырехкратная точка самопересечения; в ней ветви линии кам 
ются координатных осей. Линия имеет форму .мельницы*, 1485. Остытые 
кории простые I48 6 . 0,1 < х < 0 ,2 . 1487. -0 ,7 < х ,< ~ 0 ,в  *  0,8< х ,<0,9 
1488. 0,32 < х < 0,33. 1489. -3,11 < х, < -3,10, 0,22 < хг < 0,23 и 2,8* <*,<2,1» 
1490. 0,38 < * ,< 0 ,3 9  И 1,24 <*2 <1,25. 1491. -0,20 < *  < -04». МИ. 
0,84 < * < 0 ,8 5 .  1 4 8 3 . 1 ,в З < х< 1,64 . 1494 . 1,537 < * <  1,588. 14И. 
0 ,8 2 6 < х  < 0 ,827 . 149 8 . 1,099. < х < 1,097 1497. О ,б4<*<0,65. При 0<«<1 
существует единственное действительное число, равное своему логарвфяу. 
притом меньшее 1. При 1 < а < г'1' существуют два различных числа, рамы» 
своим лотарифмам; одно из интервала ( l ,« ) ,  другое из интервала («,«•)• "Р*

а « е11' единственным числом, равным своему логарифму, будет число < <»“  
является двукратным корнем уравнения log, .* = *)• При < а < +~ яе ^  
Шествует действительных чисел, равных своим логарифмам.
1498. ( * - 4 ) ‘ + I l ( x - 4 ) J + 8 7 (x -4 ) ! + 2 1 ( x - 4 ) - 5 e .  1499. ( * ♦  i f -5 {*  + l)t8 -

1500. (х - 1 ) “  + 10(* -  1)* + 45(х -  1)* + 120(х -  l)’  + 210(х - 1)* +

4 2 4 9 (х - 1)‘  * 1 9 Ц х -  I )4 4 90(х * 1)* + >5(х - 1)’  '

1502. / ( - i ) * l 4 3 ;  

- 1 ~(х + 1 )- (х  + 1)1 41 ) ' 4 ( - 1) " ' ’

1501. х * - » * 5 + 3 0 * ' - 4 5 х а 4 80хг - 9 * * 1 .

Г {  I) = 26. 1503.

0 < в < 1 .  1504. х 4 ^ 4 4  + ... + т^ 4 ^ ( 0 х  + П4 1 ) ^ ,  где ° < * < ^  

1305. 2 4 ^ - ^  + i ^ l - . . . 4 ( - i r ‘g ^ +

где 0 < в < 1 .  1506. 1 + + + г *  0 < в < 1 ’
21 41 (и)! (гп+ф

м*

W07. (х - 1) + Х (х  -  1)* ♦ 11{ж .  ,)» t
.•«1 где 0<

ОТВЕТЫ

Ц . -----sin 20x, где О <0 < 1 .

. / i l ‘ - ( x - 2 )4 + — где 0< 8 < 1.
^  2-(* ) + ̂  М(г-2Я»

-iiilnllifit, где 0 < 9 < 1 . 1511. x*J~- + r«  0 < в<  1

hi s. o<0 <1 -
5„ .  В еялу существования третьей производной имеем /(e + ft)=/(a)+ 

t t /*(а + 0,А)- Сравнивая с выражением в тексте, получаем

4/ '(e+0iA)> т е- f<° * е ~ =
„ 1 1 9,А). Остается совершить предельный переход при h -» 0.
U14. функция убывает. (0 ,3) -  точка перегиба графика. 1515. Функция

пмтннвямум, равный 1. 1518. Функция имеет минимум, равный 2.
1517. Функция имеет максимум, равный -1 1 . 1518. Функция возрастает, 
(о.о) - точка перегиба графика. 1519. Функция возрастает. (0 , 4 ) -  точка

aaptrrfa графика. 1520. f(x)=  1 -  б(х - 1)4 (* -  i f  +...; /(1,03)« 0,8 2 .

1 5 1 1 .  f ( * ) = 3 2 1 - 1 0 8 7 ( x  -  2 ) 4  1 6 4 8 ( х - 2 ) * 4 . . . ;  / ( 2 , 0 2 )  *  3 4 3 ,4 ; / (1 ,9 7 )  -  2 8 9 ,9 .

1Щ. /(*)• 14 60(х - 1)+ 2570(х -  i f  4 /(1,005) » 1,364.

1Ш. .'(*) = -« 421(*- * )  + в^х-Й^ч.... ;  /(2,1)»-3.4; /(2.1). -8,36399;
О.ОЗв; о' * 0,011 * 1,1%. 1524.1,65. 1525.0,78, 4 <0,01. 1526.0,342020. 

ИЯ. 0,985. 182*. 0,40, а <0,01. 1529. -Я/4. 1580. а /  Ьг ■, Ь 1 а2 . 1531.36. 

'«*• 0,128.1633. Л / 4  1534.0. 1535. 1. 1536. М  1537. в|х|/(1 + 9х4)8/г.

“» ■•‘4 v . . v r .  1И8 н - | 1S>0 ,

« 4 1 . [  I
1 Ш - — Ц -. 1543. 1/в. 1544. _ а __ _ 1545. -i-

Ц|. ? '  '  3ojeir>2i,|‘ w ’

J^ ~ r . **47. j   ̂ 1548. 3-><a? 1549.

1S5°- ^ ^ 1 .  1554. (x + 4)г 4 [у -  i f  « i f  • ^ 5- ^  ^  * 

44 M y-»)1 =8. 1567. U - ♦ ( y - ^ f

' r " i e)’ + ( y - l a)S = 1 ^ а*. 1559. (в/4, a/4).

^  1^--^1п2у 1561. 1562. При t»A «. 1563.



ОТВЕТЫ

1 6 6 6 . a m  8 ,  Ь = - 3 ,  с = 1. 1567 . у  о -х *  -  0 ,6 * ’  + 4,5*3 + 0 l j f J

5 -  ^ г ~ .  i W . ^  ^

n —  + 1570. 1

Ч = у + *х, 'У '\  Й+л)гЛ + &-П)а/'  = 2а!'*. 1571. * и7 | £ ^ *

1 4  :

1573. (3T1/8)'+6aJ{Sn/8)J +304  = a  1574. $2/3 + Л3/1 = (2а)3/* . 1578. д , „

но. 1579. 1580. 1581. 6а. 1582*. 16, .  Получи,

метрические уравнения эволюты, преобразовать их к новым координаты, 
параметру, положив * » - * , ,  {/ = -</,, t = г, +я. 1583* ^польаомтуа™  * 
скмостью между длиной эволюты и приращением радиуса кривимы.

К г л а в е  V

1592. 1) | (ха + \)dx-, 2) Jle* +2)djq 3) Js in x d ij 4) ] (в - 2̂ )<(г,
« а 0 - 2

6) | (V 7-Jt2)rfi; в) J ^ n * - l n s *)<te. 1593. 2 0 - 4 /л и 20 + 4/л; « *  4/и;
о 1

<j = ^k 1594. a • 149/800 * 0,248. 8 = 0,039. 1 599 .31 ,5 . 159в. ю |.

1597. ia h  » 40 см2. 1598. Ю *. 1599. 8. 1800. 21f  1801. 2 *  1602.140»3 9 3 *
1603. -  122,в м. 1604. 20 f  СМ. 1605. 625 Дж. 1606. 4 см.

1607. а) т„ = ^ 4 4 .)(« ,* , -  О .  *« = 7». t. » Г ,; 6) »  -  /"(')<«-
U<J ^

1608. а) 6. = £  ¥ & )('„ . - О ,  и *  Г0 , t, = Г ,; 6) 0 = ]
<«о ft

1609. Q„ = -  <,)■ t. = О. t. • Т ; Q -  //(<)*■
(-0 о

1610. а) 4 ,  = £ ч » ( Ь ) ч 1 -  *,). t, » Т, , »„ -  т , ; 6) А =
Йо ’Ь

1611. 1500 Кл. 1612. -  67600 Дж. 1613. 2880 Дж.

1614. а) Р, * £ < & . , - * , ) .  * .  = 0 . х, ~Ъ: б> Р = ] a* dx-
° я я* Р*88* * ^

1615. а) а*3/2 = 187.5 Н; б) прямая должна быть про“ дг^ 1 О * * '  
A/V2=*17,7 см от поверхности. 1616. е - 1 .  1617.



ОТВЕТЫ

21 4а: *> £ ■  4> i a b , ;  S> + « )  i m .  7 ) 3 1 .5 ; 8 )  в )  ^

11) 4: 12) i e - t j  13) О. Ш 9 *  _ L  * 3 :
101 J l£ i?  11 lV  -1 Л 7  10». Запила™

предел которого ищется, а виде я-й интет*,» *
?yio<uwi. 1620. m2 1621. Ь 2 .  1622* Jna, J n 3 - » , i .  См ”ек0'т’г,Рой~ . Чця“и 1о^0 &| 1 До |

|«23*. 1) at‘ - * ‘  + 1; 2 ) в 1 п в -в  + 1; 3) llH ZLdhdl в2 - ®ьФ*ясение л + ч-i.

——« при помощи Дифференцирования суммы ?  ? ♦•••+«$*членов геометрической.  я
и 1624. ?|«in*|<te = 2 j a m * * t .  1625. 1/2 1626. 64/3. 1627. 8/Ь

, а* 1631. 3 < / < 6 . 1632. я < / <2п. 1633. 20/29</<1
1 аЗО 8 <«  ̂ * .
1834 п/9</<**/* 1в35. «Мв. 1) Первый; 2) второй.

1б»г 1)П«Р*ы*: 2) «орой; 3) первый; 4) второй. 1640. 0,85</<0,9й 

1*41.») "  1.414: б) 1 < / < ^ - 1 ,2 0 7 ;  *) 1</< ,/в/5 .1,095.

1641 1643 К» = f { * l  + * A + * j) -  *°
i одной точке; если ас, < О и жг > О. то при соблюдении неравенств

* двух Точках, в противном случае -  в одной. 1644. 24,5. 

164». м/4. 1646. 0. 1647. iA - lM . 1648. 11 А. 1649. - 1558 Вт. 1650. 1) £■, 

2) 3) л~ ^ -_ 1651. 1652. Д = 100# + 25*1 Дж, в -  путь, в мет

PU.166S. А » х [ ^ .< * +(ф(« + р»<,1. ГД* а » £ с £ ц  e = i i i c £ s ! i . .
"V 3 /  ‘2 -‘l 'j - 'l

1854. 9 = V  + f« ’ +|f*. 1655. dS = 10, AS = 10,10033... 1656. dS = l .
1«57. 4* dS а  6

I 92,25 64 28,25 0,442
M 8,644 6.4 0,244 0,0382

■01 °.6424 0.64 0,0024 0,00376

1<м- 1Л 165». 0; >/2/2; 1. 1660. X  .  _,(x). 1661. - I .  -5/4.
®̂62. i Coo , v . *

,  . W®. 1) x ; 2) -4дг 1л * .  1 6 6 4 * . 2 In* 2 *  -  1л* x .  Представить инте- 

ПК* fln^xir * */
J > виде суммы интегралов fin*xdx + fln! xdx, где а > О,

«*4. i
<* ' I666’ X> 2) 1667. -2. 1668. Минимум

' * l leW’ l ' Ш °  i'— ' 5 ^9 при x s l - У -**2' 3 "P"
S< « 1  n>P*ri,6a Т>»фика (3/ 2 ,3/ 4). 1672. 1> i -  2) - i i ;  3) 52; 4) 4^;

8) *  ®,08 j 7) 2--У 2; 8) e f ;  0) 10)

1673. 1 ) 2: 2) 0; 3) e* - 1 ;  4) 1; 5) %/к- 6) я/а



к



ОТВЕТЫ

360

щей в П1 
3606

ЯРОМ у
3612.

«28. C - c o e x + | W x - * c o s 5x . 1829. f  *  - £sin2* +-L .ir>.
*  ’  и 4 32  B ill 4 t  t  С

830. i t * »  x + ln|cos*| + C. 1831. C -  ctgx -  |-ctga x -  ^ ctg 6 x 

832 . i $ i n 2 * - |-хи »2т + С. 1833. xginx + сое* + С.

834. С -<"*(■* * l ) . 1835. j e - ( * l n 3 - l ) * C .  1836.

8 3 7 . arctg .г -  -| + С. 1838. rarcco s* -  Vl -  x ‘  + С.

839 . x  arctg 4x -  Tx + arctg -Ix *C .

840. 2 V* + 1 arcsin* + W T -T  + C. 1841. x tg x  -  л !  + ln [co*x| + c  

842 . ^• + -J-iBtn2ac + i.cos2x  + C. 1843. С - -L-[g(*V 7).

84 4 . Л  t  jrl arctg *  -  ln|* W l  + * * j  + C. 1845. 2 ^ -

846. x l n ( r * + l ) - 2 x  + 2arctg x  + C. 1847. C - ^ - f j  + ̂ &retgx

8 4 8 . x ’ Vl + x* -f-V (l + *  )* +C.

849. (r* + l)ln (l + x)/Z -  x1 / 9  + x*/6 -  * / 3  + C.

850. С - е ' ^  + г * * * 1). 1851. «"(at’  -  Зх2 + 6* -  в)+ C.

852 . a '(x V ln < J -2 x /ln l e  + 2/1п "а)*С .

853 . С -  у’  cos.t + 8асг sin x  + 6*  соях -  6 sin x.

854. 4-** + h * * su>2* + 4-сое2 * - 4 - sin2л' + с .
0 4 4  V

855 . x [la ’ x - 2 ] n x  + 2)+C. 1856. С -  ^-(in’ x + 31n3x  + einjt + e).

857 . С - ^ у ^ п ’ х  + З Ь х  + г).

858 . x(areeinx)* + 2arcsinx ■ - 2 x  + C.

85 » . -I^t4 a rc tg x )s -x a r c tg x  + i ln (l  + * J)>C. I860. £-ifil£SS£l + C.

861 . ^ -(s in 2 x -5 co s2 x )-f-C . 1862. —5-°*-, (n sin nx * a  cos nx)-*C.15 e'+ii*
863 . i (s in ln j :- c o s ln * )  + C. 1864. (cos In* + sin In * )  + C.

8 6 5 * . C - f  J-arcsin*. (Положить dv = - j ~ - f  и даЛ**

преобразовать к виду | 4 i iL d * . )

866*. -J-Vo’  + jrl + ^ ln ^ x  + Val + * !  j+  С. (Положить и = Jo*  + * ”■ )

867. e*+ C . 1868. £f(xI - l ) s i n x - ( * - l ) , «>s * l <' ' + C

869. ajV TTl -  in (l + V * n l +  C. 1870. ib S L ^ x* + fix* + 8*  + *6)* C

j v r ?3dl

8 71 . С ------u - r - - i r .  1872. I n i^ i^ - i  + C.au-s)* *~3 *«♦*♦»!

ОТВЕТЫ

Г З  + С. 1874. 2 [V * -ln (l  +V *)]-1-C.____ —----c- G=i+C. 1874.

„ я Ч * * 1’ d + JJ+ C .* _^ ln

l*” - ' ! ^  + i f i  + 2^  + 3 ^  + eV *+ 61n | V *-l|  + C.

rt _ Л if* 4- J  ) fl fl + Xf.

:sao 

tftt

* + 4 i  j -  ie 8 1 . 2 V ? - 4 V 7  + 4 ln ^  + ^ K c .
3»/]f + 3lnK* I ,-------- -

“ п  Ц ь ' - Ж " )  tC
~  1885- 2 Vl + In* -  ln|lnx| + 2ln|>/l + In i  -  lj + C.

+ С .
1844' lnJ . ^ ____
lM&04^ ? T ( ® - 2cosJjr)+c- I887- i i " 2t«r + c

т . С _ £ 3 - .  1891. ^ - .r c s in f  - f  V 7 ^  + C. 1892. C -J -a rc a in f l .
4**

-a rcsin *. 1895. — A- . u. + C.
„ 2 ,/ ,г  , , з

т . с - £ Ж .  1897. S  + C. 1898. In— U|— -0 .  1899. c - —^ .  
45js »* i*Vjt ♦> » v* -■*

1*00. х ( х . - 2у Г 7 ^ a r c s in f  + C. 1901.

I (Можно применить подствновку Jf =ri..|arccfts-
|r| jr

NOS4, 2wcsins i  ♦ с. (Можно применить подстановку *  = sin! г .)
1904*. Inl-sti-l + c .  (Умножить числитель и анаменатель на е’  и положить 

I i+x*'
«* = *.) 1»05. 2»Л ^ - 1 |  + с .  1906. 3 ^ 2 - V ? j  COS ifx  *  24/xeinV x] + C. 

]*Г>' 1^ J 1+ j l n ^ - x ’ J+C. 1908. x * r c tg x - £ ln ( l  + x2)--^ (arctgx)*+ C .

1901 ^ - ^ x - ^ v c t g x f + C .  19Ю. ± J (x ‘ + i x f  + C.

141} 1912- 2»’/* *C -  1913. + C. 1914 -

19l«. C - j L ( 2 - 8 x * ' , ), / “ . 1917. c - | l n j l  + 3x’ - * ‘ |. 

Д ^ х»/«)+ с  Ш 9  с - ы ( з * ( - г). 1920. С -a rc a in * * .

v (
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♦ h и S .5
I r i h  r  i .  s  
T  - U  S  Ф 1  г  I  s -

S  " .  f  5 7  Г

s  s  J L  ^  - T  £  "|l S  IГ! 4lM + Я  M «

'3 -s v

JL S v+
Л  i  ia  M 4~  £  4 4  T

" .6 о  |  f  g  s  -S -  13 f  '  H‘  J  5 1-»
I >4" , *  ^  о  N «  2

8 » ^ §  3  о * S £LJL » . 5  Я * Й *
»  ® £  • ■ t  *•* ♦ 2  у  r> w m
S S M ;  ;  r i  w *
"  4  V <5 i  Г ;  ,2 *  

i f f  *  ;  
§  I  0 ? * ^ ь  *M «*■



ОТВЕТЫ

2154. 2 1 И . 1в|* + 1 + ^ Г Г ? | - .

2156. 2157.

2158. 1 ( х -  1^/*’  -  Sx -  1 -  In jx -  1 + ч/*’  -  2 х -  1 j + C.

2159. |(г ~ ^ 1 з х г -S x  + 1 + ^ - Ь р З х 1 -  Зх * 1 + - £ { 2*  -  i)j t  c

2160 . l^ (x  + i y l l - i x - x 1 + S a rc o in ^ j  + C.

2l61‘ c  ~ ' 1 -  * /l*~

2162. - J ^  + C. 2163. *  ln (x  + 14  ♦ 2» 4 2 )+ C

2 1 6 *. ^-(3 -  *)Vl -  2x  -  x 1 +2»rcsin-*^. + C.

2165. x j x 1 -2 x  + S - 5 1 n ^ x - l  + ilx* 2 x * b  j + C.

2166. C -  £(3x - 19)^3 -  2* -  x1 +14 arcsin ̂ .

2167. (x1 -  5x + 2o]Vi* + 4x +^ -  lSln^x + 2 + / г 8 + 4x + 5 j  + C.

2166. (| V  -  A * + i)V x * + 2 *  + 2 + | ln ^ r + 1 W * 1 + 2 *  +2 j  + C.

2169. (xr* + 5x + 3в)^х* - 4 x  - 7  ♦ 1121n|x - 2  + Vx* 4 x - 7 j  + C.

2170. + % * -  + -U + S + ^-1п^х + 2 + Л г + 4х + ̂  + С

am . . с am. , } ^ j

2178 c  »(r-l)“ 10<*-I)10 T T c^F-

2176 . ф ’  + ^ ^ l f j  + a  2177.

2178. + 2170. la re e ta x -

2180 . 4 - 2 ^  + | ln 1 - fe tf -  + C. 2181. X|n|£*| + i * ret* x * C
l* ° l L— , , ,1 sUC

2182. f » r c t * x - ^ * - ^ - A l n | ^ { .|  + C. 2183. 2VTTl[ln|x + 4

2184. (i-x + 4 )co *2 *  + ̂ -* ‘ + | х  + |)м п2х + С

2185. x‘ c b x -2 x a h x  + 2 chx  + C.

ОТВЕТЫ

j|*»
р ^ н И ^ 1,/1+,1+ с'

2188 3e^[№  -2^ + 2)*С .

iii1' \ t h - & + * > * - « * & +l* * E - ™ ) * c -
2 li\ + C 2191. afeinVit - J x c o s - J x ) + C .

^ < s!i^ + larct«V*-1 + C-

219®-

^ . 3[ м - ^ ^ У агЫпи]+с' где u=^ -  

« и - * й к ? * Н ^ 1 т -----------  *

MOO.C-llnltgf| + - ^ .  2201. £ a r c t g ^ +  С.

2102. - г » — Iin !^ ^ f| |  + C, где a - a r c c o s f ,  если  a 1 < b J  ; - j J  

г® а *  *nsco*-|, еслк  в г > 6 s •

2203. ixMn(l + x ') -  Ax1 + X!n(rJ -  x + l) -^ ln (x  + l) + &»rc%g ̂  + C

2204. + 0. 2205. arctg }jx2 ~ 1 — + С.

a<» -i« * [(* , -l)oo»x + ( x - l ) 1<liix] + C. 2207. J ^ -  + C.

***■ 3 ^ J T  + C- 2209' ^-(tg1 x -  etg1 x) + j(tg 2 *  -  r *K2 i )  + «ln|tgx! + C.

* * » .  « г с Ц ц ^ с .  2 2 1 1 .  ln | l +  t g | J + C .

**11 + t« * }  ♦ C. 2213. ,n^ # i S I  + c .

^ c - ^ s + s a g S  Ш 6 . £.  -*C-l*.r

**17. 4-1.
А + ^ - г ь у ч ' г ^ с .



ответы

2219. 1|„

2220. x - lo e . l l - r U J U  -L -  +----L—+----1__
**» * 4 - r f  5 2 ?

2221. arctg(<r‘ - * ' ' }  +С. 2222. tni i £ l r £ ? * ? '

2223. r  -  -jL-arctg * ^  4- C.

222 4 ‘ - J * »  г *  + 7 »  s’1" * *  + ^skn1 2 i  * j^_S№ S i t e .

sfcrsftrftHaK
2227. C --^ a rc tg (^ c tg 2 i) . 222». r tg |  + C. 2229*.

(Разделить числитель и знаменатель на х2 и применить подстановку х\ Г  ) 

2230, г,||1,(ж -seex )+  С.

, с“ »»

К г л а в е  VII

2231. 2{Jb -l\ a . 2232. Т/72. 2233. -  - 1). 2234. Tf  2235. Г в 

223в. 12. 2237. 0.2(<- - l}*. 223». 3 1 п ^  2239. 1/4. 2240. я/2.

2241. 1 + £|*е. 2242. e - v 7 .  2243. JL . 2244. 2. 2245. 4/3. 224в. l a f  

2247. 0.2 In А. 2248. a rc tg f  2249. ||„|. 2250. я/в. 2251. 2. 2252. 2/7

2253. 4/3. 2254. JL .  2255. -0,083... 2256. i  + i - а  + -ctga. £ а г  L
3  4 *

2258. -72/3. 225». 1-2/e. 2280. я/2 - l .  2281.

2282. я3 - 6 * .  2283. 2 - ~ £ - .  2264. 1. 2265. ~ ~ ± -  2266. 2287. *Т* 4ln2 20 «
2288. в - 2c. 2269. a) A . 6) | .  0.429; ») -  £ ■

2270. J mj, = •— • ^ .„ -2  Если *  нечетное, TO

*'».* = есди m асчстное- w  ^  = 
если от четное, я четное, то «/.„

2271. (-1 )"„ | 1 1 -1 (х  + ̂ + ... + 1  u ) j .  2272. 11/48 ♦ » */ « . ^

2274*. pl?l/(p ♦ д + 1)1. Положить г  = зшг / и использовать Р**У
2270. 2275. 7 + 21п 2. 2278. 2 -я/2. 2277. 32/3. 2278. 5 / 3 '* »  ' Л

J - T  г  2г
2279. 2280. 8 + 2 & я . 2281*. Полагая ж » " ’1*У2 2 1«

данный интеграл в 2 J  * т вгЛг. 2282* 8/36. Положить х * г/

ОТВЕТЫ

? ^ ^ 1 Г Г л - 4 ,  + 1 п ^ .  2285. 8/15. 2288. Л - я / 3 .
/S2. 22M -V2 t  ^
{ т ^ . 8У 2288. 8Я/18. 2289. */18.2290. Д  + Ц 2->/з).

^  2292. Л/24- 2293. я/3. 2294. « rc tg f  2295. Лб/27 + яЛ /48.

Й9Ь ^  2297. 2 ln f«  0,365. 2298. 2/я; 1/2. 229». 2  4 l „ - J - .

2301. -Мп4 . 2302. 2/45. 2303. 81пЗ -  151п2 + 
йвО.Приа-*- 2301- »

j l (5+« -  ***•  я/в- 230в- в’[ ^ - Ч ^ +1)}
1*1' т п рт

„ „ . j j . ju j j .V S ) -  ■ »  8,,/10! **>•■ *-«•  “ № 1,1 .

«  f j ? .  » < ■

« u f . w s .  « в .  » - j f .  « - » • « » »

JSJ2*. использовать соотаощеки* 4 -  л* 2 4 - * * - * *  2 4 - 2 х 2. справедливые

при О S х < I ■ 2323*. Воспользоваться неравенствами Vl -  * г S Vl -  * 2'  £ 1, где 
_1 S jS I И n i l .  2324. 1 ,098< /<1,110 2325*. Воспользоваться для оценки

снизу iMpŝ HCTBOM 1 + X4 < (l + x2f ,  а для оценки сверху -  неравенством Ко- 
шгБувлкоКкого. 2328. /(l)“ 1,66 -  наибольшее значение, /(-1/2)=-0Л1 -  
наименьшее значение. 2327. Минимум при .с = 1 (у = -17/22), точки перегиба 
(1-4/3) и (4/3,-112/81). 2332*. а) Заменить переменную интегрирования по 
Формуле ( 3 разбить отрезок (—а.-дг] на два отрезка: {-о ,о ] и [а .-ж ], и 

уметь, что интеграл от нечетной функции на отрезке j-a ,  aj равен нулю. 

*) Нп, если в * 0; да, если о = 0. 2333*. Положить t = 1/г. 2338. Каждый из 
ютградов равен я/4. 2339*. Положить х = п~ г. Интеграл ровен яг/4. 
2*4(1* Рвабить отрезок [л .в  + Г] на отрезки [a , Oj, [о,Т| и [т , о + Т), затем,

“ммулсь свойством /(*)= f(x  * Т), показать, что j/ (*)d *=  }  f(x)dx.

Й41* 1V.X ° Т„т ' Третное для доказательства равенство эквивалентно равенству

1 (*)dj-o, Убедиться, что интеграл в левой части этого равенства не зави-
Отт ^

*• И затем положить *  = -£ . 2342. ч ■ --т%^гт- 2343. Подстановка >=Щх/г\ f  i s »—
Дл Яезаконва- потому, что функция tgU/2) при х  = л разрывна. 

**45». Зв>°°*НКИ “спользовать. ЧТО 1„ убывает при увеличении П.
е>1Ить переменную интегрирования по формуле г = ■£~  и учесть 

от четной функции. 2346*. Заменить переменную нятегри-
* *шгх! и применить затем правило Лопиталя. 2347. По 

а ^ У л »  ' ’Г0ЛЬКИ1<С'В * -  2.904 (с недостатком) и я > 3,305 <с избытком).
я .  3,104. По формуле Симпсона п -  3,127. 2348. По 

^ ^ '“Угольииков к « 3,04 <с недостатком) к к -  3,24 (с избытком).



По формуле трапеций я -3,140. По формуле Сим лгонГТГзи 
знаки). 2349. In 1 0 -2 ^ 1 , М -  -  0,433 . 2350. =0,84 . 2351 Г )  t*ep*h Ъ  
2352. .2 ,5 9  , 2853. «0.960. 2354. =1,53 . 2355. .  0,985 2356. "  ”
2357. -  239 мг (по формуле Симпсона). 2358. .  5,7 мг (по 
на). 2359. .1 9 5 0  мм2. 2360. >10,9. 2361. *36,2 . 2362. ,  9 8 ,
2364. - 5 6 9  мм*. 2365. -1 3 8  мм2. 2386. 1/3 . 2367. Расходится! * ! . ' 4-2 
2369. Расходится. 2370 . я. 2371. Расходится. 2372. 1 -  in2 . 2373 1 2  1/1

2374 . я /4 . 2375. I n ^ S i i .  2376. 1/2. 2377. 1/2. 2378. Р а с х о д у . ^

2 380 . 1 /2 . 2381. .. . , если а > 0 ; расходится, если а < о 23Я2 л i•**»' ***■ jlej.
2383. . 2384. я /2. 2385. 1/2 + я /4 . 2386. Сходится. 2387. Расход*^

2388. Сходится. 2389. Расходится. 2390. Сходится. 2391. Расходится.
2392. Расходится. 2393. Сходится. 2394. я/2. 2395. Расходятся. 2396, 8/3 
2397. - 1 /4 .  2398. 1 . 8399. Расходится. 2400. 2. 2401, я, 2402. it(a + 4)/2. 

2403. ЗЗп/2. 2404. J U .  2405. я/^З. 2406. 14  ± . 2407. 10/7. 2408. Расхомт.

ся. 2409. 6 - | 1пЗ. 2410. -2 /е . 2411. Расходится. 2412. Сходится. 2413. Рас.
ходите*. 2414. Сходится. 2415. Сходится. 2416. Расходится, 2417. Схощгка. 
2418. Нет, 2419. При к < ~  1 сходится, нри ft > -1  расходится.
2420. 1) При А > 1 сходится, при к s i  расходится. 2) I  » — « “

к > 1; расходится, если к S 1 . 2421. При *  < 1 сходится, при к г  1 расходкте*. 
2422. Расходится при любом к. 2423. Сходится при совместном выполнен»» 
неравенств * > - 1  и «>А + 1 . 2424. При т<  3 сходится, при m iZ  рвсхомт- 
ся. 2425. При * < 1  сходится, при А> 1  расходится. 2426. я. 2427*. 5я/3

Положить х = соа<р и проинтегрировать по частям. 2428.

2429.

_______________________________ ОТВЕТЫ ОТВЕТЫ

2430. ML 2431. л!/2 .2432. (- l)%l.

24М * ‘ *) б> Положить *«мп«р.

U !U *- 2 0 m ^ r ~ h -  Положить r = si n V  2435. j~% f/ = l ври
2 436*. Для доказательства равенства интегралов иоложитьв*- 
дс = 1/г. Затем вычислить их сумму, воспользовавшись тождество

---- 1-----+ > - Д

■ I-!*!2437*. Представить интеграл в виде суммы двух и н тегр а л о в

■тором интеграле положить *  = ■£• 2438. 0. 2439. j;J^ - .
* M jw fiS d ljb  2443- ■

2441*. Vn/4. Интегрировать по частям. 2442. 1 .  «с*»
2445* gu .

2444. я/2, если а > 0 ;  0, если з  = 0 ; -п/2, если о < \ ^ tbXb п° 
а> Ь; П/4, если а=«Ь; 0, если а<Ь. 2446*. п/2. ИиТеГР^ оВ нР**"** 
2447*. Я/4. Представить числитель в виде разности еину 
2448*. п/4. Воспользоваться методами решения задач 24

„ » i - z  приводим 4>(ж) к вида <*>(*)= f  !n*inicte. В соот- 
{1ол^1й у 2 ; ,г

ОЙ sin 2 » 2sin^ сов ̂  разбиваем интеграл на три, из которых 
* * * * *  * м  непосредственно Два других интеграла при помощи замены 
^  явхо*1"* интегралам тип» первоначального; *Й-)= |1п2

г**1'

г’ г 
по частям.

\,М«ЦВ0Й СВОДЯТСЯ К И!
«I » 2451 - 4 > « г .  2452*. f i n 2- Интегрировать 

«50. - f 1" 2- 5
л  2 Заменой переменной сводится к предыдущей задаче.

J4SJ*

«54. - f ln2'
К г л а в е  VIII

24*5. 16/8. 2456. 9/4. 2457. 1в//3. 2458. 1/3. 2459. f  ч/б. 2460. 3 f  

м61. 2* + f  H « » - f  2462. i (4 »  + ^ )  и f(»H -V 3). 

ио4, lit - в» In ***■ = Ь ĵ e* -  в ln^e + VeJ~ -  l  j j ,  где с -  эксцентриситет.

24U а‘(*- ^ ) 1  «’ [ I - 4 ln( ^  + V2)] и a3j ^  + £  1п(л/з + VJ)]-

МИ. S, = S, = я -  ^ 1 п З - 2 arcain « 0,46; S j = 2(n-S|). 2467. я/2-1/3.

ММ. 1/12. 2469. 1/12. 2470. j^ ^ j; 4 ^ j ,  если от и я оба четны; г [ ^ | .  

«ди я » в оба нечетны; если ш и п  разной четности. 2471. а) 3/14;

6>131- 2472. 1 (фигура состоит из двух частей, площади которых равны меж- 

С»6ой). 2473. 8/15. 2474. Зя/4 . 2475. 4/3. 2476. яи2/8.

^  ® ( -  ajretg ̂ 1 + |*-'/з). 2478. « + 1/е- 2 .  2479 .4 .

24®в-*(,‘ -4)/е. 2481. 18/<!  -  2. 2482. a) *(in6 - 1 ) - o(lno -1 ) ; б) 6 - а .

^  >-«. 2484. b ttow i t 1? . 2485. 2 - ^ 2 .  2486. - U ln -^ -  2487. 4 ^ .  
Ja
H  2489. л/4 . 2490. . w . 2491. Зяаг/8. 2492. бла1 .

' ) 7 -(п + 1К» + 2); 2) (л -  1)(ц -  2). 2494. 1) ^ -^ 8 ; 2) 8/15.

24)) а)(4' ' в /31 21 7e°*"*/3. 2496. паг/4. 2497. пл\'4 . 2498. 18яа3.
Ц(|, 250°- 37 я /6 - 5ч/з. 2501 . 5Ь /З Д 6 . 2502 . в2.

п0 4 А**

“и.
40 8"- 2506.

построения линии следует рассматривать изменение <р 

«/4. 2507. а*. 2508. a '(l + я/6 -  V3/2). 2509. i ( e > ♦ *г).
' ^11 л— 2 \ /

^ 2 *  2 2512' 2513> 2' 2514' 8,“ г 2515> 4п' 2516*‘ 1> 
®°*»ользоавться тем, что J 2 (интеграл Пуассона).



2517. паг/2. 2518. 2 - л/2 и 2 + я/2 2519. 0 $ h -

2520- ^■Vvr + V +  f l n - J ^ S Z .  2521. l + -l|nf. 2522. inj _ t

2523. I » £ £  2524. £  ( f ^ f - l ) .  2525. 4 f . 2526. 4e^ .

2517. f  + 2]Bte ^  = |  + 2 ln (^  + l^ 2528. l  + l , n3. 2529. 2. 2530. 8.

2531. При t = 2я/Э [*  ~а{2к/3 -■Js/n), у = За/2 ].
2532. При i = я/6 = 3^1я/8, у = Л/в).

2533*. 4 - ■ Положить «•вс©»’ /, у =• fesin3 #.

2534. 5e[l + ̂ - i n ( j  + VJ)]. 2585. o ln * . 2536. лгЯ/2. 2537. я»/3. 2538. Wa 

2541. 2(е' -  l). 2543. n a JlV in 2 + f ln {2 n  ♦ /l~+ 4я2 j .  2545. In f*  A  

2549. 8a. 2547. f * o .  2549. А должно иметь вид вл гк4 2JV "  iJY-1* *  “ *
целое число. 2550. 4. 2551. ln-j.
2554*. Доказать, что дллна эллипса может быть записана в виде

*/«. ____________  .___________
£*=4 | { ■sa2coat t + b*sin2t + Vo2 sin2f + 62coa*l jdt,

и применить теорему об оценке интеграла.
2555. 2л. 2556. 1) |яо»г ; 2) ^яаЧ. 2557. ^ *Л го. 2558. Л|1(3в + *).

2559. f ( e ’ - l ) .  2560. f  ~ + 2(Ь -  о)]. 2561. 8я/1<Х

2562. | (15-1в1п2). 2563. -  2 .̂ 2564. 8я/3. 2565. 2п2.

2566. JS4l[V2 ln(l + л/г) -  f ] 2567. 1) i™ »-. 2) .si. 256S. 5 * V .

2569. 2570. -Z2-Ka* 2571. - i S s l .  2572. 4 -  257$‘ “ /Z
I 1 *y ___ 105 1Ю«»г * Г~М. Йь

2574*. 1) я; 2) nJn/2 . См. указание к задаче 2516, 2575*. 3*V2*/»

указание к задаче 2516. 2576*. я2 Воспользоваться тем, w> >
о

(интеграл Дирихле). 2577*. 2яга * . Целесообразно перейти к пара

заданию, положив *  = 2asin*f, и = iM iiiit. 2578. -|яаа. 287**- 3'  омг «

менить формулу К = JS (x)dx, где S(^) -  площадь поперечного сеча

2580. 1) я Л ;  2) Э бя .2581. о, = n ^ ( z V f - 11/з), »г = ' ^ ^ ' 1  
2582. U, .  » 4*(,/в *ч / 5-4), и, • 8я(4 -  а/з ). 2583. 8я*/б/ 3. ^

2585*. 2-НгН  = 400 сма- Принять за ось абсцисс ось симмеТР пдвЯ***
, з « я в *2586. JL eAH = 128 см*. 2587. *„ « /  = 133^ см3. 258В ,



ОТВЕТЫ

V*
ал»
«о»-?** 

эк#-

3# ^ - " —  ^р*6олич»ского сегмент» равна |оА, где о -  основание сег-

’* 0lt* * OtO.<rt*a*b’ - 2689* ^ ( л + з) и (С**- >К4мние к зада"
8а*/3. 2691- Зяг’ /З. 2592. -!Ад». 2593. i д^Я. 2594. .

Ивв Л*^** + 2597 z*6* * ^ arcs,nf в
.Щ. где е -  эксцентриситет эллипса. 2598. 2 n [^  + in(l + V2)].

'''tjs'ŝ i&y*600- 2601 **«• -2)'
, 2604. 8ш,:{п--|). 2605. Л * * ’ . 2606. 4kV .  2607 2 я .* ( г - Л ) .

+In fix ’/s)] 2609. 4 м ’ . 2610. ah'/2. 2611. в* /в , ва/6. 

7 ^  .  Ag|3 Цеятр масс лежит на оси симметрии сегмента иа рвсстояяии

I, г'1<ХМ*»М- а614‘ ДЛЯ ,' * в Ь: ДЛЯ ^ “ ю®’ ’>■ 4Ь Ш 5,
1 ч« 2г/л 2616. 4 = 0 , П = 4г/3л 2617. Центр масс лежит яй биссек-

овярального угл». стягивающего дугу, ка расстоянии 2 г - ^  от центра.

2618. 5 с а./5' ПЯ« А  2619. 4 = 4с/(3л̂  И = 4Ь/(Зя> 2620. ^  .  ||-4rCslnf , где
• - »сце«тр*ситет эллипса. 2621. 4 -  Я/2, Ц = п/8. 2622. */2 + 4/5.

282». it/12+ ^ / а 2624. 3/20. 2625. 4=5а/8, ц = 0. 2826. 4=0,

Ш & = *e. П = 4а/Л 2629. 4 « » и , Ц = 5в/6. 2630. 4 = 2 в А  п -  2в/5.

*631. i=256a/(3!5n), П= 2 5 6 а /{3 1 5 4  2633 . 4 = 6e (t -  л2)/**5. П = 2а(я‘  -  б^я*.
ЗМ4. Цевтр масс Лежит иа оси симметрии сектора на расстоянии 1  гД.аД. от& а
*«4» круга. 2635. 4 = 5а/6, П = 0. 2636. § = Ляа/В, t , * 0 .

ЭД n »4.xi=2«I 2639. 4=4о/5, п = 4а/5. 2640. ЗД/8.* г - г  /г »
. Центр или находится на оси симметрии на расстоянии Я/2 от центра. 

* ‘1Н/а' Н/*  2643  А/а 2644. Х ( . * +вЬ + **}.

***' * ^ I r  W  -  масса полуокружности). 2646. 

w ' ’ г ^ “8: V u W * » . - l * ) .  2646. 0Ь‘ /а
<ft4| Н * V 46 /

2) вА>/4: 8> ° * 3''3& З*5»- * * ‘ /8. 2651. яЯ4/2.
Ц , .  f  *  вЬ«1/4. 2653. яЯ'Я/2. 2654. пД4Я/Н>. 2655. 8яЯ*/15.

**>• ’ r4e 2а -  величина оси, вокруг которой происходит вращение.
*«1 /6 2б5в- «п/15. 2659. 1) Г, » *fr« -l)/ fc  2) /, = 4л( 3 - с).

Ч  2.1/д1 ** ^  ~ “ *сс& боковой поверхности цилиндра. 2661. MR' /2.
2883 9па’ /2. 2664. 6яго&*. 2665. Объем 3-ЯлV / 8 , аоверх- 

Объем 12л3оа, повер;<яость 32л:<Г 2667. Ось вращения



ОТВЕТЫ

должна быть перпендикулярна к диагонали квадрата: ось »п 
быть перпендикулярна к медиане. 2666. « 23,7 м. Р41це<иц

266». * , - г , в Ц ~ 1 - + ((>,,}.

2870. 4 ^ ,  * ~ М .  Лй^п^ЙЦ!.. 2671. UatL.
«(•♦<) • 1 № ♦') w

2672. ктМа / мНг *  al f  *  ктМcos* q> / в1 , где ф -  угол
1 . ^ДУ пРЯ«ыи,

соединяющими точку С е центром кольца и с любой из точек колы»
( \  ,  * * * / « .

2673. 2674. inkmo. 2675*. 2 k W ,| i-  . .  \

*  2 nA/ny/i(l -  сова), где в  -  угол между образующей конуса и его ось*/ ^  

пользоваться решением задачи 2673. 2676. 2kmy. 2678*. C*t4j|

подсчитать силу взаимодействия элемента ds первого стержня со втш».
стержнем (воспользоваться результатом задачи 2670), а затем найти Р‘0'/ \ „ 111 всю силу
взаимодействия. 267». g*Ml /  1бт2) 2680. + 2hr \ 3r‘ j,

2681. «1,63 Ю 1* Дж. 2682. 3,5326 10* Дж. 2688. ngJR2 в * /12, nfdtfH'/i 
Величина работы в ответах к задачам 2683-2686 получится • джоулях, ecu 
брать расстояние в метрах, а плотность -  в кг/м®. 2684. r.gdR4/4 *IQIS д*.

2686. n*<ttJt f s/6 -  2,68 • 106 Дж. 2686. ± tdobH2 = 2,4 10s Дж.

2687. S lV y /в.4-2 Дж. 2688. ab‘ d y ^ /6  -  11,6 Дж. 268». оА’Л/у/24.0^ Дж. 

2690. A e W y / 6 0 -Q JS  Дж. 2681. T.R'И<л2Ч /4. 2692. MffttV/IWO; 

МЛ2(Зп-8>ш г/36оа 2693. a) ah2/6; 6) в два раза. 2694. о</2/2.

2895. 2,22 10* Н. 2696. tgda2b. 2697. „ (Ц л  + \ tina).

2699. а) gd‘H 3S /2  = 320 Дж; б) 1 -  <*)’ = 20 Дж. 2700. f •
2701. -  0.206 смг. 2702. а) -  33.2 с; б) -  64.6 с. 2703. -  1 час б мин S3 с.

2704.

2705. * Ц Е [(я +Л )''* -Я * '1]: „р„ я * 0: **£!л"> = ^ S ,/ *  . W  S '  Мв‘

щадь щели. 2706. а) « 2.4 с; б) « 6,3 с; в) * 53 с; г) при ^ог-
2707. -  84  Дж. 2708. 1) а) -71 ,в Дж; 6) « 1вв Дж: в) » 238 Дж: >
раничениом расширении газа работа неограниченно у в е л и ч и в а е т с я . ^
2709. 1,6 Ю ' Дж. 2710. - 8 2  мин. 2711. Немного больше 5*. “ **

2713. а) 4 10'* Дж; 6) в • 1 0 *  Дж. 2714. 5 см. 2716. -  « в Кл'
z itoa

2716. .1 0 9 2  Кл. 2717. > 5110 Кл. 2718. Е, /2 • Эффектна

переменного тока равно E„/-j2. 2719. is h -T соя<р„ ■ 27J0- “ МИ /̂lOU *

2721. .  2,918 л 2722. а) Я , » -  15 см; 6) -  0.125%
me-inft 2726. » 37**»

первоначального количества. 2724. *  2,49 г. 2725. о/»

ответы

К г л а в е  IX

1 5  = 1 . Представить каждый член ряда в виде суммы 

^  S  = i  2729. s ,  > -  J

*711. S. = «(* * W '  *’̂ 7 ’  20+3 ~ S '* ® '8 I "
i Гl i — I S *= -*-• 2733. 5  = 1+ 1  —------ 5 =

4 2 ** « “ 2

(2я»0
.  8 ‘, _ a _  5 - 1 -  2735. s .

, . » с » i  2737. Сходится. 2738. Сходится. 2739. Расходится. 
Z73*. s. = “ ct* - r̂ • * 4-
no Сходится. 2741. Расходится. 2742. Расходится. 2743. Сходится. 

Я44 Расходится. 2745, Расходится. 2746. Сходится. 2747. Сходится. 
«4* Расходится. 2749. Сходится. 2750. Расходится. 2751. Сходится. 
2751 Сходится. 2753. Расходится. 2767. Сходится. 2768. Расходится, 
17« ! Сходится. 2770. Сходится. 2771. Сходится. 2772. Расходится. 
277$] Расходится. 2774. Сходится. 2775. Расходится. 2776. Расходится. 
2777. Расходятся. 2778. Сходится. 2779. Сходится. 2780. Расходится. 
Ш . Сходится. 2782. Расходится. 2783. Сходится. 2784*. Расходится. Вое- 
лолыогеться формулой

sin a  + sin 2a+...+ sin ка

u* неравенством gin x > 2x/n, если 0 < x < Я/2.
Сходятся, mo не абсолютно. 2791. Сходятся абсолютно. 2792. Сходится, 

* * Мпмюшо. 2793. Сходится абсолютно. 2794. Сходится абсолютно, 
ява £,смдится 2796. Сходится, но не абсолютно. 2797. Сходится абсолютно. 
" Сходятся, НО Н« абсолютно- 2799. Расходится. 2802. -1 < х  < 1.
“** 28<М. - 1 < * < 1 .  2805. - 1 * * * 1 .  2806. -1 s  *  < 1
^  »<-1 и * > , .  2808. - 1 < * < 1 . 2809. 2810. * * + 1 .

рн Л10бом *• 2812. - 2  < х < 2. 2813. При любом х. 2814. х > 0.
*■ 2816. x j o .  2822. 11 членов. 2823*. Воспользоваться нерввевст-
/№.« Ŝ a  2825‘ /(0)=1/9; /(к/2) = -1/101: /(п/3) = 44/1001;

0,108 . 2827. 2828. 1  arctg д- + |ln

'**1 )Ц * + 1)-Л . 2830. 1/2 2831. 0,2. 2832*. )п-|. Использовать соот-
"̂ НИе г

“ ®3w«f...eoa-^..,.=  s i l l  2833*. л3/12. Воспользоваться формулой 

г *
^  ^  * ( ,п2 + ̂ г): 2) + 283s- I»2 2в36- 2ф -
^•чЧньно ”*ЛМя почл*чно дифференцировать ни в каком интервале. 
^ вн °бпша член ряда производных имеет вид Ttcos(2"njc). Сколь 
* > w _  ИНТеР»ал (а ,в ) и где бы на числовой оси он ни лежал, всегда 

" W , числа вида к /  2К , где * -  целое, а N  -  достаточно боль-



о т в е т ы ответы

шое целое положительное число. Но при х  « к / 2* ряд Произ 
ея, так как для всех п > N члены его становятся равными -  ’ °ДНЫ1£ P v , J ^

2838. я —1 _ .  2841. (х - 1 ) - ^ - +  I f ' ' .
(>-*) (>-*)* 1 II

2842. l  + + j  ^

2844

* * •  " & ■ ■ * & > + ■ ■ ■ 2Me Й 1 - -  
2847.

- * i n a j* - 4  + ^  + ... + (_i r i ^  +

2850. )n2 + f  + - £ - ^ +...  *e » l. f ( l ~ 4  + ̂ -• -)

2852. i - a j i  + l e i jU jr ^ , . .  2853. £ + - £ + . . .

2854. 1 + x1 - -£ -  + i i d +... 2855. l * 2 *  + ^ + . . . + 4 j i £ l +..<

285*. 2857. I  + *  ♦ ^

2858. i  + ̂  + -^^+. .,+i!£l!L+.. 2&59. 1)яч1 — —+••.
J f  SI ’ (Zn~l)i ’ ** i  2 * . j !  * '

2861. 1 - 4  + ... + ( - 1 ) » « ^  + ... 2862. i f  

28в» .1п10 + [ ^ - ^ г+...+(-1Г > -^ .* ...] .

2864. x’ - 4 +-- К - 1Г ЛТ 1+-

* * *  » + [ 4 - i $ * ~ + H r , % : f e ^ - + 4  
2866. 2 - i [  * ( * ) *  + - £ - ( f ) \ . . . + + ••■}

2867. 1 -  [ l  r *  -  -fci- x* ♦ . . .  + ( - l ) * * 1 x . ^ - Q x 1" + • -I- 

2866. X1 1 |4x4 4- ULx* ♦ .. .4  ?♦-; ;ggr ‘J « a » ^  + ...I.18 *"* 2"m J

+„ V ' l+ - .  S  *  12. 2870. 1) -7 ; 2) 105/16; 3) 101/41; 4) 8/3
2 M72 !/*• 2873■ L 2874• V2. 2875. 2/3. 2876. 1/3. 287" * 

с x < »/l°- 2879 3880. - 1 0 S * < 1 0  . 288;
AL ,  < x £ / 2 . 2883. -~  < *  < +«. 2884. -1/3 < *  < 1/3. 

r fH ' 2886. /  t S  x <1 /  e. 2887. *= .0  . 2888. -1  < *  < 1.
3876-

& ' iSX* 1 l / t

^  * + . .-»■ —rfr—jy ̂2892. * + 23 «(**-1)

а « . ^ +^ г +-  + 1 ^  + - )  (-< **« *)■  V2*.
«и 139 погрешность 0,01. 289S. 0,3090, погрешность 0,0001. 2806. 2,154, 

г^шнот 0,001. 2897. 7,389. 2898. 1,049. 2889. 0,3679. 2900. 0,7788.
0 0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 2904. 0.9848, 2905. 3,107. 

«м  4 121. 2907. 7,937. 2908. 1,005. 2909. 3,017. 2910. 5,053. 2911. 2,001. 
2911 1,0986. 2913. 0,434294. 2914. 0.6090.

»1S. 1 + 2* 11  **+■ ■ .+[2 1 J j  + A ♦...+ ̂ ] * * ‘ *

2*17. 1 - f + ■£+... 2918. - f  + ^ - +  -- 2919. x - x 1 + 2*»+... 

ш  C+T -^•+- .+ ( - i ) '+t *■■■ ( -« < *< + “)- 
2911. c  + l n ! * | - J U .  +  J L - - , ,  + ( - 1 ) * _ ^ .  + <. .  ( _ » < * <  0 U 0 <  * < + » ) .  ( 

W  C+ln|x| + I  + j L + , + j d _ + ( - » < л < 0  и  o <  * < + « ) .

**• C - i  + ln|J:|+ i  + ̂ _ +...+_ ^ . +i ( . « < * < 0  и 0 < * < + - ) .

ад ' ^ * Й - . ( - 1 Г к ? £ г е . . . .  ( - < , < - ) .

< - i T £ J r ,... ( - « . « ) .

( - * - ) ■

2*ao. 1 * ** Г ' ^ ( - 1 ) ,,| Н " |1<Г»> +... ( - H  *  s  1).
Cj' 0,323o n 4 b!
!ь7 °.<#7l ™rpWn“°CTb 0,0001. 2931. 0,24488, погрешность 0,00001.

пй̂ “Гр*ШН0СТк 0.0001. 2933 3,518. погрешность 0.001.
гц 4-г Ц а Т * 51, 0,0<)1- 29SS' 2 l>831- 2We- °>487- 2937- °>008

t^r* * +— T 5 3 S ^ T ^ '>+-
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2942*. 1 - - L  + J L - . . .+ (-!)* ’ • Представить

в ряд по степеням x ln *  и проинтегрировать вы раж ен и я аид» » U*0**»i
2943. 0,6449. 2944. 0.511. 2945. 1,015. 2946*. 3,71 Зыч! * '

1 -------- ч»адатъ одовц.
средством формулы 5  = 4J VI -  * 4 d x  неудобно, потому что

о со̂ 1̂ тстдущц̂ д
ряд при *  = 1 сходится медленно. Следует вычислить Плошал 
ииченного линией, осью ординат и биссектрисой первого кооп» сект°Р«. огр, 
Это дает ряд быстро сходящийся. 2947. 0,2505. 2948. 3 8">1 2940ВпТ1,ОГО >г**

К г л а в е  X

2 9 5 3  М 54- s  *  7  Vl* + V * * )(* + У -  г){х - У ;  г)(р

2955.

29вв.

^ V i
-

0 1 2 9 4 $
0 1 3 5 7 9 и
1 - 2 0 2 4 б 8
2 - b -8 -1 1 а 6
3 - 8 -4 - 2 0 2
4 -11 - 7 -б - 3 -1
* -14 -1 2 -1 0 - 8 -в -4

> 4 0 0,1 0.3 0.1 0,4 0.S о.е 0.7 0,8 0,9 1
0 0,00 0 .10 0 ,20 0.30 0.40 0,50 0,60 0,70 0.84 0,90 1,0*

0.1 0,10 0 , и 0 ,22 0,32 0.41 0.51 0,61 0,71 0,81 0,90 1.00

0.2 0.20 0 ,22 0 ,28 0,36 0,45 0,54 0,63 0.73 0,83 0,93 1.01
1,04_о,> 0,30 0.32 0,36 0,42 0,50 0,58 0,67 0,76 0,85 0,95

0.4 0.40 0,41 0,45 0,50 0.57 0.64 0.72 0,81 0,89 0,98 1.0»

ОД 0.50 0.51 0.S4 0,58 0.64 0,71 0,78 0.86 0.94 1,08 1.1*
и Г

Т и "
о.« 0,60 0,61 0,63 0,67 0,72 0,78 0 ,85 0,92 1.00 1.0»

0,1 0,70 0.71 0,73 0 ,76 0,81 0,86 0,92 0.99 1,06 1.14

0.8 0.80 0,81 0.82 0,85 0 ,89 0,94 1,00 1.06 1,1* 1,20 1.28

1 5 -
0.9

t
0 .90

1,00

0.01

1,00

0,92

1,02

0,95

1,04

0.98

1.08

1,03

1,12

1,08

1.16

1.14

1,22

1,20

1,28

1.2?

1,84

29S9. ВгоР**
2967. I)  9/18; 2) 1: 3) 18; 2; 2. 2958. г) *>■
функция изменяется быстрее. 2960. Парабола второго порядке. i) 1.
2961*. Положить ш = 1/х. 2965. Функция ие будет одноаяаЧЯ  ̂ +у>0);

2) I ;  3) 1/5; 4) не определена; 5) 1. 2967. *=*{* + у)* " + (* + !̂  -ggg, г *
t  X VI У' t*W~г будет рациональной функцией от и и и, но не от ». •»

• (* + у Г  + (*»/'•

ОТВЕТЫ

+ !>г * *а) + 3 ( ' + » + *)* ] : “ является це 

**** " альИ°Й функцией относительно  ̂ и г), х, у и г, но не относительно 

/жш' + е- и - х ‘ + уг ; v = xy . 2971. х = const -  парабола,
2970- * =

* парабола, *  *  const * 0 -  гипербола, * « 0 -  пара прямых.
»•*’*'* '  . „«fonst -  прямые, г = const#О -  гипербола, г * 0  -  пара „ х * сопя», *

2973 *  * const ~ параболе, у ~ const -  кубическая парабола, 
* * * , „  _ крИвая третьего порядка, г = 0 -  полукубическая парабол». 
** ■ const ? 0 -  эллипс. *  = const и Sf = const -  кривые третьего порядка 
***** j  * о я У * 0 "  полувубические параболы). 2975. 0 < у < 2;

' l ’ y - * / 2 < 0- 2876- JC* SJI 2 9 7 7  0  У <( *- * ) ' &■

t/П. (x-<if + (l>-b'f <R2; —  < 2 < + ~  2979. ( x - a ) 3 ♦ {y -b )1 + ( * - c f  < R* ■

jjjd ^ + уг < 4Л1 - 2981. и»-£хЦ 2Я± ^4Я* -  I 2 -  ; функция не одиогнач-

в. Области определения функции х3 + у3 < 4Яа; j  > 0 , у > 0 . 2982. S * ху 
пря 0<х<Х. 0 < y £ l ;  S = x  при 0 < х £ 1, l S y ;  S * у при 1 £ х . 0 £ у < 1 ;  
J .  xy-i-y  + 2 при 1 S * S 2 ,  1 <у<,2\ S = х при 1 £ * 5 2 ,  2 <у; S - y  яри

lit , )S » S 2 ; S = 2 при 2 < х ,  2 < у . 2983. л1 + ]Т £ *- 2е84- У* > 4 х - 8 .ог д*
298S. Вс* плоскость, за исключением точек окружности х* * у* *  Я1.
2М*. Внутренняя чисть правого вертикального угла, образованного биссектри
сой координатных углов, включая сами биссектрисы х + Ц £ 0 , х  - у  2 0. 
МЮ. То же, что в задаче 2986, но бее границ. 2988. Внутреяняя часть правого
* «ИГО вертикальных углов, образованных прямыми у = 1 + х и у = 1 - х ,
‘мвчм ми прямые, но без точки их пересечения: 1 -х £ у < 1 + х  (х > 0),

1 **>Sl-x (*< о) (при ,т -  0 функция не определена). 2989. Часть плоско-

'нутри первого и третьего координатных углов (без границ), 
хкнутая область, лежащая между положительной полуосью Абсцисс н

(включая грякицу); * г 0 ,  у 2 0 ; хг * у .  2991. Кольцо меж- 

• S t o T и * г +Уг “ 4> включая сами окружности: 
S * ' 2W3 Часть плоскости, лежвщая внутри параболы уг = 4х, 

^^ ^«оолой и окружностью хг + у1 • 1. включая дугу параболы, кроме ее 
’Ч ^ ^ ^ ск л ю ч вя дугу окружности. 2993. Часть плоскости, лежащая вне 
'«як* л,р Р*“НЬ1Х единице, с центрами в точках (-1, 0) и (l.O).
**l окРУЖпости принадлежат области, точки второй не принадле-

0 точки окружности ** + уг = Я *. 299S. Вся плоскость, за 
прямых х + у * п  (п -  произвольное целое Число, положи-

**S  гк°,Р!П*4ТРЛквое или пуль). 2996. Внутренность круга х’ + yJ = 1 ■ 
*̂  + к* « о5 2л т 1 (л -  цел,>* число), включая границы. 2997. Если
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Ркс. 70

*  £ 0 , то 2rm S у S (2л + 1)я; «ели *  < О, то 

(2л + 1)я S у 6  (2л + 2 )я (я -  целое число).

2998. *  > О; 2пп < у < 2(п + 1)я (л -  целое чис
ло). 2999. Открытая область, заштрихованная 
на рис. 70, у > х + 1 при * > 0 ; х < у < х * 1  при 
х < 0. 3000. Часть плоскости, заключенная

между лияией у = —Ц- и ее асимптотой, вклю- !♦**
чая границу. 3001. * > 0 ,  у > 0 , г > 0 .  3002.
Часта пространства, заключенная между сфера
ми л* + у1 + * 1 =■ г1 и х* + Уг * ** = Л*. включая 
поверхность внешне* н исключая поверхность внутренней сферы. 3003 
3004. О, 3005. 0. 3006. Функция не имеет предела при *  -к 0, у -4  о. 3007 I

3008. 1 . 3009. а) » = 0 или у ‘ * л (а>1), * - » 0  и  произвольному мкощ
6) у - х / 3 ,  х -> О ПО Произвольному закону. ЗОЮ. Точка (о, о); вблизи зад

точки функция может принимать сколь угодно большие положительные ми. 
VUИЯ. ЗОН. Все точки с целочисленными координатами. 3012. На прям 
у а х .  3013. На прямых х = т ,  у *  п ( т и п -  целые числа). 9014. На napato-

ле у2 = 1х. 3015. 1) Непрерывна; 2) разрывна; непрерывна по *  и у в отдель
ности; 3) непрерывна; 4) разрывна; 5) разрывна; в) разрывна. Перейти к по
лярным координатам. 3018. Окружности с центром в начале координат радиу
сов соответственно 1, V2 /2 , Л /9, 1/2. 3017. Окружности, проходящие череа 
точки А л  В. 3025. Прямые линии у = ах + Ь, где о = 1п6. 3026. Концентриче
ские сферы с центром в точке Л и радиусами, равными 1, 2, 3, 4.
3027. Эллипсоиды вращения с фокусами в точках А и В'.________

j { x -  ж,)* +(i> -У ,)1 -(•* - г,)’  + ijlx - x „ f  + (у -  Уг)2 + (* -  гг)г = coBat-

3028. Сферы х‘ + у г + < 2 -(£}•)’ , где с *  »" . 3029. Параболоиды *Р»^*,М

х1 *  у1 “ ег. 3030. 1) Плоскости 2х + З у - г « С ;  2) гиперболоиды арат****

или конус г* + у * - 2 * * « С .  3032. i j£ -  при Г = Г ,. 3033. f  -скорости»*-

в данной точке; |~- -  скорость изменения температур*1

а1„Ь  -  скорой

изменения площади а зависимости от высоты прямоугольпика, 3* 
рость изменения площади в зависимости от основания п р я м о у г о л ь н и к а -

3036. J*- = t  |*- = -L  3037. = Ях-у -у \  &  = х* -  Зу1*.

3038. Ц  = <.*-, §  -  ~ехе~' * Ь. 3039. |f-*  i  £  =

-  *» U w t
3041. £  = 30*y (sx2!/ - y 5 + i f ,  %  = ф х ‘у - у 3* 7 f( ix ! - Зу2)-

нения температуры 

данный момент времени по длине (вдоль стержня). 3034. -jj-

ОТВЕТЫ

Л— it- = -4= + тк 3043. Р- -  1 -----------L - .
30*** эх 5

% -I ' * * -  3047 ^  = 1 ^  f  = ^ г -

«Гг i t  = -------*г£

£ = Л т - 3053- ^ = - 7 ^ - '  & * й ^ -
« 5 4 . £ .  =  A cos-i c o 8 '^  +  - ^ r s i n ' * a m - 7 ,  & ■  = — % c o s — с о » ^ - - ^ s i n ^ s i n ^ .  * s< » * 1 У x Эр уг > “" »  i  *“ * j, »•

ЗОН. £=гХ8'*"*1пЗ, | j » - f 3 - » /'f lH 3 .

ЗОН. £  = »*(» ♦ *у Г ' • ^  в ху (1 + ' '  ♦ (1 ♦ in (1 + ху).

Ж .Ь *у1п(х + ф - £ р  &  = х1п(х + у)+^2-.

5°5*•^.дг'**1'‘|(у1п * + 1), ^  = х*хж* 1й2х.

Ш ь ‘ Уг’ $  =
30в°  й ' 1 '  + г ' b f ' X  + Z,  j f ‘ X + ,

W i-ii...  ̂ » д. ___ ,
с * »*= 7 7 * ^ г * '

i a . 2* +#Xi ^ . 2sw + i.
3063, &

j ,  =уг + иг + еу> ^ ■ = ** + zti + y4ri ж ху V yv \ vx. ^- = уг + хг + ху. 

* Й- ^  |н. е

* * e o e ( r  ♦jr2 + ,* ) ,  |к. ж 2усо*(ха + y2 + г2), = 2гсов(к2 + уг + г1).

ч»т. j. ;

• 4 :

»07l. ^  1/5' ***<>■ 0, 1/4.

г ^  + > ^ ’ '[1 + 1п(2х + у)]. |г-=.(2дг + у)1'" '(1  + 1п(2х + у)).

А . ! ,ду ,*■

2/i. i /5 *» *  '« * •  ^  • У‘х ’ ’ b x l n y .
in• it « « * V
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3073. £  = У*‘Ь” *(1 ♦ nxV « *  *чО- ^  = •»»“’  ’" О  + пхУ «и

л

u £ w f  ■ "  '  ( w £ v f

3074. f
J)r Ц|-т») а» j(u,>)

3076. i t _________ V i f . ---------f
ix ( i t v 5 ) 7 » - t v  ’

3077. fa -  y~-â  * » -  «*♦*»

3078. 4*-= b -  +  J S .tor V *>**♦* «? r* | V*rf|

307®. ii- = — ------------------------J - ,  | i ---------ii--------- У -

3080. e - ___ *»« f t  -  “ » i t  = ------- lie___
** (x’W ) '

3081. in  = jg. „

3082. ||f- -  ^ (« m x ) ''" 1 cos x, |jj- = г (sin у )"  In sin x, |j- = у (sin л)** to sin x.

3083. ^  = ̂  = r* *  r *  'I*1 * У* f  ** •

3 0 8 4 .  I *  = ^2xyJ -  » j2xzy  -  xzvj t f :’  a , £  =  (2«>5 -  x y v jtf 'a ,

« (2z*v -  хуг) ig*a , где a  » x’ y! + * V  -  хуги.

3085. 4. 3086. i l l  -  Si E H I  id  .  .  js. Г Х
*• &  * 2 V ^ v

3087. 1 и -1 . 3088. V5/2. 3089. 3/Z 3090. -13/22. 3091. 45* 30*2’ W- 
3093. « re t* f . 8094. d^j ^ (y‘ -  6xy')dx, d„z = i?xy2 -  6x*jf * 8y*)dy.

3098 d' ^ 0 w '  ^  rf'z=J^ 7 T '

3097 d'u *  7 $ * 7  d-u ■
3098. 1/270. 3099. -  0.0187. 3100- 97/600.
3101. ху[(2у* -3xy* + i x 2y)dx + (ty2x - 3yx2 + 2x*)dy\.

ЗЮ2. **£">**. 3103. 3104. *di ; Td̂  3105. (**»  * У4х',С<*  *
**♦»* (*-y)* W»*-^

3106. + S107. 3108. ^ ^ r -
»*„* ^ V ) ’  * " * '  МП- ^

3109. x ',M(y2 <£* + « ln x< fy  + ;irylnxA0. 8110. 0,08. 3111- 0,
3113. -7 .5 . 3114. «0.006 . 3118. -1 .0 8  . 3 1 16 .5 .3117 . 1,8±°- '

ответы

^ ,*,00 . * 119- №‘ " J f f i fiu *) * Я^аЙК сГ 8120 Bo*p‘ CT*<"  50
ill®' 4 444 ,**/«. 3121. Ha -  2 5 7 6  cm 1 .

^  , f x _ -*^-W  = 0,16 см, г. e. около 1%.
(1*

I »Voo*<-6t*). 3125. sin2/ + Йе3' + e'(sm< + cosf). 3126. i-m 1

‘ 1 ' *7 '
й . ,^ * 51П«С08и(COSt) -s in  v), i i  = u*(sinl> + COSf )(1 -  3 sinPcosu).

HIT.

e - * ^  s m  * - 3 ^  s m ' * ■ * •  

м ю - * '• """■ • ■

JIM. ^ ' y ~ -i t 4 -  x* + 2xy‘ )xdy +(x* -  y4 + 2x’ y)y dxj.
П

+ | , - 2 ^  + ^ ^  (u = x ‘ - y \  »*'• > ).

j  j  * ((г*-4хг-1 , ,  . , j  г Г ^ У * 2
1145. i i fX - .  3146. I ■ .4. 3147. -  . 3148. - J L ' . ' Z - L _

^

—  i.& g ? a at, 3i 50. - i f .  31S1. 3152. - jS _ . 3153. -Д _ .
* ми»-*"»-* * *  l-*y (*+y) *W*U

3lM-^r- 3155. 3 15 7 . «d ±  h i  = _A . 316 8 . -1 .
«* l««-i г1|«<« »’ 8V * »•»

^ • B g g a r a ,  a m .  ? = i i z i l ,  3169.

' ^ " S f  3171. < Ь - * £ . - * £ к  3172. л  = ^  +
5- ’ * « в

«1*,^ '  “ » <<»)- 3174. 2(xdjc + !(<<tf). 3175. 2 ^ d x  t  j,dy). 

jllu f t̂’eos<'-ttrinu)<<* + ^icosu + i>sini»)ifv]. 

fcj ~ 7 “?™“ » i ! t  _ > «*n > * . ry
^  ^  7 ^ 7 '

----------- ib  **♦(**-»*}А‘ »й’  ̂ у

P ^ *  (t4 / r



ОТВЕТЫ

3187.  ------- a _  ill. --------It—
* *  (w lf  •>> (,.,*)

3188. £ f « 2 a J c o s 2 ( a * t M . § ■  -  26* cos2(«* ♦ by), J^ L  „

3189. jJ£l « * -*• * . £f- = *(l + are')<”'•*, -^L = (l + X#»)<«<'.,
Эх ™

3190.
з*г (,.,>* * »„* (x*v>* *  <**»>

3191 »!l « ifL -  j&.. _ m lii,i i..,
ftt* x* »»2 »s « а* ч  r  •

6*).

Эх*
,  ,

а2* Ч*
ах1

к " " )'
(*-»)» >4. 2у \г* xy'je " . 31 «5.

31*6. - x  (2 sin xy + xycotxy). 3197.

3198. mn (n -  l)(n -  2 )p {p - |)х—у  V *  3204. e ^ -3 .

3209.
jK tf-ay-atf («у

0 !L *u »t %
&. ilL ifi.
dr ir*

*L J ? L  & .8ji ?ТЭу a,3

321». - i y d x 1 + * fo -x )d x d y  + 2xdyl. 3220. - (dx - d y f/(x  -  y)*. 

3221- 3222. 2 sin 2j/ dxd\j r 2xcos2ydyl.
И»*2)*

3223. e ^ d x  + x d y f  + 2dxdy\ 3224. 2(* rf* dy + у dx di + r  dy dt). 

3225. -c o s (ir  t y)(2dx + d y f;  (2dx + dy)’ ; 0.

3220. -  sin (x + у + z)(dx ■* dy + dzf.

3227. - $ [ ( $ ' +( £ ♦ £ ] £ }

3228.
^-nrF

3229. -a i^ d x *  + 2 0 6 d x d y - W d y s. 3230. + »• 3231‘ + ‘ 

3232. ^ f + a y .  3233. y - x ‘ . 3234. -■ *£ . 3235. 3288 *4Г 9 * 9 V
3237. 3238. - £ .  3239. +

3240. w"(p) + <̂j 1p) + fca>(p). 3241. -4 ^ -^  + 2.

ОТВЕТЫ

К г л а в е  XI

,  + t f t _ xy * h ̂ * г -  y)+ * fay1 -  x)+ 3xft* -  hk -t «у*а + Л$ + 2*1.

^  L = 15AZ - 6A* + *Л  ̂ '
> -2A + 7*  "  *  * * *  + 2** ~ 2ft* "  ft** +

+ +-J-*’  -  A** + jA 1* 2 ♦ ! * * ’ ; /(1,02; 2,03) » 2,1726.

. +bv! + C** + Dxy t Eyz * Fix  +
+(2Ax * Dy * Ft)h + (2By + Dx + Ег)к  + (2Сг + Яу + F r)i +

+ АЛ2 + B i2 f  С1г + Dhk * Ш *  Pkl.

Jил-

-  1.|со$£со8л(* ~ f ) ’ + 3sin^coeri(x -  A)J (y -  a ) +

+ 3cosssinn(x --j)(y  --J-)1 + s in ^ co stl(y -i)* j, 

ШТ. i * l » ( x - l ) + { x - l ) ( y - l ) + ^ ( x - t ) J ( y - l ) + . . ;  г, -1,1021.

И«- fJ$iny + h»iny + kco»y + l ( h }s iny  +2A*cosу -  к1 « i n +

sin У > ЗА ‘к соя у - 3hk' sin у -  к3 cos у| j+ . . . ; г, » 1,1051 

a e  ir + x V ^ x V - J jr ’ ^ .. 3250. t f * J F(2 x y -y , ) + J r (8x’y -3 x y l + 2 / )+...

I-)

»«♦. x - у -  1(j:» _ +  ̂y> _ J , ; - .  j +_  Заметить, что

J i ^ - 3254- i ^ r ^ .
325{ гл {д.3

' S ' t f - l d r -  3256 S  2 ( - 0 - ^ .m*0 h*0 wf*0 rt»0

M), (o/[' /8,0i H - 2 ) .  ( - 1 .- 2 )  3260. (1/2, -1 ) .  3261. (0 ,0 ) , (o. a),

***• Ы  32вг ^ ' 0)’ (2в’ 0 ’̂ (%a-2b'>-
***T. fe>4 J' 3284- (*/«, e/a). 3265. (-2/3,-2/3). 3266. (2 ,1 ,7 ).

4 ^   ̂ А и С -  максимумы. В -  минимум: в окрестности D

' Зг®8' (-2 *Ид седла, вдоль ЕР функция сохраняет постоянное зиаче- 
>> U6/7, 0), каждая точка будет стационарной для одной из



ветвей функции. 3270. ( l . l ) ,  ( - 1 ,- 1 ) .  3271*.

найденная точка есть точка максимума, достаточно грелста,&Ить . *' Что 
виде г » 10 -  (л -  y f  -  Zx3 -  И . 3272. ( 2 ,- 2 ) .  3273. ( - i , j )  32- .  У1,К1ичо ,

В ^

ОТВЕТЫ
ОТВЕТЫ

(в> 4 ) -максимум. 3278. В точке (в . О) нет акстремума. В точке М  ^  3 3 1 4 . ( -5 /9 . - 1/9 ). 3 3 1 5 . (3 . 5). 3316. г_ = 2 . 3317.
нимум. 3279. Наибольшие и наименьшие значения лежат не гонки... ( t И '*8' ,__ ,—  г ~ ______  „
наибольшее значение г = 4 а точках (2 ,0 ) и (-2 ,0 ) ; наименьшее 0б4*т»; „(угольника j i S , v2S и 2 VS. 3318. Высота Я / 3 ,  стороны осн

“ " « « к п .  I a * ” " '  ЛГ -л  I/ -  Йл АС/ / 9 7  9 9 1 0  О ООП U n n .
! . - (  в  точках (0 .2 ) и (О, -  2). Стационарная точка (о, о) не дает , К( 

ма. 3280. Наибольшее значение г = 17 в точке (1 ,2); наименьшее

««чей*

стР«ау. 

значение
ж ш -8  в точке (1 .0): стационарная точка ( -4 .6 )  лежит вне заданной об*** 

3281. Наибольшее значение г = 4 в стационарной точке (2 , 1) (эта точм яадя 

ется, таким образом, точкой максимума). Наименьшее значение г = -64 
точке (4 ,2 ) "  на границе, 3282. Наименьшее значение фуикздв г» о в точи

(О, О). Наибольшее значение г -  3/е 8  точках (0 ,± l) .  3283. z„hM- 3̂ 3/2 1 

точке (к/3, я/8 ) (максимум), гиш, ж «О в точке (0 ,0 ) (на границе). 3284. Все 
слагаемые равны между собой. 3285. Все множители равны между собой.

А А
z  ч  г  и

3286. (8/5,16/5). 3287. f  + f + 7  = 3- 3288. *  =

328». (З, л/39, о); {з , - ,/ з9 . о). 3290. Куб. 3291. В точке (1.1) мшшмун.

* = 2. 3292. (о, а) или ( - а , - а ) ,  *  ■ аг (максимум), (а .-а )  или (-«,«).

2 = -в 2 (минимум). 3293. |-e^2 , -o V i] ,  г = -Я / о  (минимум), (вЛ.«Л).

г - 4 2 /а  (максимум). 3294. Стационарные точки х « -iArctf}.

у -  |-Arctg|. 3295. (3 , 3, 3), о = 9 (минимум). 3296. Две из переменим* Р«-

ны каждая 2, третья равна 1 (минимум, равный 4); две “  
каждая 4/3, третья равна 7/3 (максимум, равный 112/27). 3ZW •

вать на минимум функцию при *, + Xt + . . . ♦ * „
= л  Вообще «Р»

ведливо соотношение , если * 2 1  и х ,2  0.

3299. и = — ——  

3306. И,** = 1. в,

при х

- 1/ 2. 3301. (21/ 13 .2 .63  / 26). 3302. (3 .-1 . )■----- —  (21/1». * .* */ -/ • —  ' ^  ^
3303. а) ( - 2 ,0 ,0 ) ;  б) (2 ,0 ,0 ) .  3304. Куб. 3305. Куб. 3306. ^

R ~ радиус основания палатки, Н -  высота ц и л и н д р и ч е с к о й  ч 
конической верхушки» то должны иметь место сл?ДУ  ̂о с к ^
Я = Ал/5/2, Я  *  А/2 3308. Если I -  боковая с т о р о н а  с0°’'

ечевн* ПР*и О -  угол наклона боковой стороны, то должны иметь мест 

ношения: 1 = 6 * 2VX / V ?. о =» я/3, где Л -  д а н н а я  пл 33  jO. 
атом омываемая поверхность и = 2$]з Та -  2,632-v/а . 3309.

а данные ~ —•— г - ---
3322. (9, 1/8, 3/8); (-9 .-1/S 

^  1+1/*2 ; V»*- З325- * - »  + « -  0; .г + у -3а = 0.

каждая 2a + tfzo, высота вдвое меньше: а  + ^^/гй. 3311. а3 

3312. Наименьшая площадь равна a-Jiob. 3315. ( i / S . i / S ]  и

Сторо- 

основания

Л/3 и W 2/ 3, объем К = 8я»Я/27. 3319. Тетраздр. 3320. Нормаль к 
** у в искомой точке должна быть перпендикулярна к линии, Соедикяю- 

^ “ „ияые точки. 3321. Нормаль провести в точке с координатами
* « ! _  — ^ ------ ------------------- -  1/8,-3/8). 3323. 2^2.

3326. ж + 2у - 1  = 0; 
Z - y - 2» 0. 3327. * - у * 2  = 0;  jr + y - 2 - О .  3328. (0 ,0 ) . 332». (о ,0).

3330. (О.о). 3331. (в, 0). 3332. (о, в), (0, -а ) ,  (в ,0 ) , ( -а .0 ) . 3333. (2 ,0). 
j_2 0). 3334. (0 .3 ), ( -3 ,0 ) , ( -6 ,3 ) . 3335. ( 0 ,0) -  двойная точка.
ЗЗЗв. (0.0) -  изолированная точка. 3337. (О, О) -  точка прекращения.

3338. *», * = 0 ,  1. 2..........-  топки возврата. 3339. (о ,0 )  -  точка возврата.

3340. (С,О). 3341. х = -/'(«). у = f (a )- а/'(а); у ■ г arcsin г  + 4\ -  х1 .

3342. 16у* +27Ж1 = О. 3343. у* *  4ог. 3344. у ~ х /2  и у = - х /2.

3345. I/ = -**/4. 3346. у *  О и 16у =• х4. 3347. у = д- и у = х -  4/27. Первая -  
геонприческое место особых точек, вторая -  огибающая. 3348. хг + ~ О

« S349. хг/г + уг/г и d1'3. 3350. Четыре прямые х ± ц  = +Я.

JS51. 2ty(xJ t / ) + jr l * 0 .  3 3 5 а  Парабола . 3353. Циклоида

**| (< -*М - y * f ( i  -cost). 3354. Эллипс + 3355. Гипербола

Ч = f . 3357. Эволюта параболы уг .  JL-(X -  p f . 3359. Гиперболы ху = 1 / 2 и

* - V 2  . 3361. 2г £ , 2| г ! ^ ; 6) ( £ ) ' + , £ ;  в) г)

****• Из равенства А  = u(*)r следует + <х&- - ( ~  + п3)г -  р(()г и

Дифференцируя равенство г* = «mat (см. задачу 3361). получаем
• Касательная r сферической лилии (т. е. к линии, расположенной не

с*Р*тн»/^НДИКулярна к РЗДИУСУ сферы, проведенному в точку касания. 
3583 Р^ма также имеет мест».

i k в +  j t  .  j t i . ф<ф* + л .„«•.

р***вства a = 0, где «, < т < Г,, следует, что на замкнутой

^ ^ « ^ • • Ч стю  г((,) = г ( t j) ) линии найдется точка, а которой касательная 
'Чост* ' f PHa к л,°6ому наперед заданному направлению. 3371. Годограф 
Ы “|аеов(. a&int, 2i<) -  аинтоаая линия; годограф ускорения

и» (,2 ь }  -  окружность. 3372. Скалярное умножение на а и аа г
14-3102



ОТВЕТЫ

дает • 0 , г — ■ 0 . Отсюда ar = const -  уравнение плоскости и И

уравнение шара. Искомая траектория -  окружность, плоскость И>П'1 " 
пендикулярна вектору а. 3374. Эллипс. Скорость будет Максим' '  ,  ------ ",®КСММадЬВл* ^
мент, коп» материальная точка будет а конце малой полуоси и _ * Но.- - - -  — иИвЦ1'*-

максн
do " ,f*iKCH»UmklD*k I

3375. Компоненты скорости -=£; р = ;  psin Указание. На&гн с

когда точка будет » конце большой полуоси. Ускорение буд*т
*  г  u j A "  M A k C H te t

(минимальным) в момент, когда скорость будет минимальной (м вк си ^ 1****

•<«4^
произведения

»* £
3376. i . -  2LZ , -12Х; t*x + <y + г  « ~  + + sL.

3 3 „ .  ^ a . 1 ^ . ^  Щ

8373. *  -  6a « - * 4 ^  « 1^ 4 : x + 6y *  Збг = 2706a.

3379. x + у + & г  = i  + 4 .

3380. i|L = r l « = i j l ;  1 2 x -4 y  + 3 x -1 2  = 0 .

3381. JUfci = i£L = i j 4 ; 27x  + 28y + 4г + 2 = 0.

3382. = - i l i -  + -E- = 2.0̂ *0 «)-*0 *0-*90 >0
33 8 3  ^ 2 .  = ± ^ 2 - , - i ^ L ;  i 3 i . + £ l i 2 . . i ^ 2 .  = o.

x * i *  - I 2 »2 * 2 и2 22►o *o ro 'a  -*e»o *o >0 'o 

3384 . r, {V 3 /2 ,1 /2 .* " '* } .

3386. бх -  8y -  г + 3 » 0 ; = = *2.-, ^  ^  '  Тм‘

3386. , / » ( * - х , ) - Л Г ( у - у в) « 0 ;  - ^  =

3 3 8 7 . 1 , - * „ - Л г + 2 » 0 ; ^  = = ^  = £ ^ - - ^ 7 .

3389. -u l= X  = X jl; .2 * -y  + 8 * - 5 « 0 ;  = 3* + Зу- * - * * 0' 

•tfl „ -4 -  . i d . ;  8 x - llu  -  9* + 1 » 0.

3390. .  4=1; x - y = > 0 ; 4=1. ■ £ ±  = - t i ;  * = >> 1 *  1 * ,

*  + у -  2 » 0 .

3391. i ^ p . »  J ! ^ 2 ,  4=1; ^ - Л у  + 4г = 4;  = ^

5/2*  + 3</2у + г - 5  = 0. 5~j? ./2 = К- ^ ./2 c  _ L J.: -  18*  + Зу + ^  °
is -a -4V2 2» - * *  ’

3392. 4 | l = * l l l l « 4 ; 2x + 3y + 6 x « 3 7 ;  * * *

4±i = < tii = 4 ;  3x -  6y + 2j  = -81. „ л * -* ”
_„„ясаюш**0*

3393. Для любой точки линии уравнение соПр осТ14 
8*  -  2у - 1 1  ■ О, т. е. линия целиком лежит в этой плоек

1«*

ОТВЕТЫ

х 9 * Оу Ог а,
Л; вг аг - ь, ьг Ь,
ь, Ь, ь, с, с, с,

(1)

( 2)

ЛЙ. А '</■*'- ■ »  * - Л — “ • " * •

-  , . А  Р . - ,» ,  ' ' " Й »
Искомый вектор а> (если он существует) можно представить в виде

ш= (e»t,hi + (tov,) v, + М ,)Р ,.

?сЛ0,ш! задачи следует (принимая во внимание формулы Френе), что 

„ x t ,  »*W„ <flxv, = -fct, + Т$„ ш х р ^ -rv ,.

у «нож»» ЭТИ равенства скаляряо на уь  01. т, соответственно, найдем, что 
<я =Г, «V, = 0, шР, = * и, следовательно, ««74, + tp, Подстановка в форму- 
ды (2) показывает, что этот вектор удовлетворяет условию задачи.
MOt 99 +InlO -101,43. 3403. a In̂ l + V ij *  а In tg . Я ® 4- т/з(е'- l ) .  3405. 5.

MOM*. М07. з Л .  3408. « Ь ^ £ .  3409. д (1 + 11пз).

М1«. » х - 8 у - * > 4 :  4 j i  = = -г^-. 3411. * + у - * - 1 » 0 ;  - f c i . J C i - f c » - .

M lljta c O , х » а ,  у е в .  3413. 17ж + 11у + бг -  60;

MU.x-s + 22- f  . 0 ;  

j41*» > lly  + 5 z -1 8 « 0 ;

*4l7‘ 8* - 2 » - 2 * t l= ,0 ;  4 i l  = £ i 3 id ..Ц.| J "2 "2
1 ^ + y + lU -2 5 » 0 ; JS=1 = = i=a 

Hi* ' 2 1 11
■ Sjt + 4y + 2 - 28» 0 : Д ^ » П » 4 = *jqj * « i _______

^ B e»* * ** ~ ^  "  X~ V + 2Z = ~$£‘ 3422’ x + У + * 31 ^a* *  fti + c* ■
U25 плоскоетн проходят через начало координат.

*И + »*У*2в*  = <|1; J£_ = J L = J - .
klj X». *0 VO *0

3 4 3 0  2 л  + у - » - 2 .  3 4 3 4 .  4 х - 2 у - 8 » - 3 .

плоскости хОу в точках (0. 3 , 3) и (о. 3 , -  7); параллельна
. во» .  -  -----'“«П, ^  '
’"'Ч» I ^ к а х  (5 , 3 , - 2) и { - 5 , 3 , -  2); параллельна плоскости хОг в

“*•-2) и (0 ,8 .-2 )



3436. a) 6uav0x -  3(u0 + v„)y + 2z + (u„ + -  4u,tv>

в) з(х| -  у о)* -  3 *0(у + ус) + 2г + 4г0 -О.

3437. + у2 + г3) + р(х> + у3) = 0. 3438. [хг + у» + г*)5 ,

3439. 1) {-2 , l} ; 2) j|Oxy -  Зу* , 5х! -  9xyl + 4у8}.

3440. 1) 6 i -4 r ,  2) i {2 i  + /); 3)
*

3 4 41 .1 ) tg9 .  0,342, ф« 18*52'; 2) te <f>«4,87, р « 78°24\
3442. Отрицательная полуось у.
3443. 1) сова « 0,99, и = 8’ ; 2) cos а -  -0199, а » 101“30'.
3444. 1) (-1/3, 3 /4 ), (7/3, -3 /4 ) ; 2) точки, лежащие на окружаосг> 

хг + у3 « 2/з. 3447. 1) 2) - А Г *  , .  ,  Гдег_

радиус-вектор. 3450. 1) 2г; 2) 2 А ; 3) 3 f '(rJ jr; 4) а(Ьг|+Ь(«г); 5) в х 4.

3451. 1) 0; 2) V2/2; 3) - , /б :  4) (eosa+ sjna)/2. 3462. - Л / г  

3453. 1 /2  3455. 1) 5; 2) 98 /1 3  . 3456. -22 . 3459. l / r ! .

К г л а в е  XIi

3460. M = tfy (x ,y )d a , 3461. Е = j jx {x ,g )d c .  3462. Г  =
D s> D

3463. «  = ( ( , -t,)JJc(jc,j/h(jc,y)<ia 3464. M = JJJy (* .y,t)du.
D a

3465. K = JJJS(.<:,s/,s)<*). 3466. 8it(»-  V5)< /  < 8n(s + V2 ).
Q

3467. 36я< / < 100л. 3468. 2 < 1 < H . 3469. 8 < /  < 2/3.
3470. 0 < / < 8 4 .  3471. 4 < /  < 36. 3472. 4 < /  < 8 ^ - 2 Л ) .
3473. 4к < /  < 22я. 3474, 0 < / < | я Й 5. 3475. 24 < / < 7 2 .

3476. 28яТз < I < 52п>/з. 3477. 1. 3478. (<? -  l): . 3479. л/12

г5 I Л
dx j  f{x,y)dy. 3492. j d x j  /(jr,y)rfy.

* iM*-*3 0 »*

1



ответы

" J !u i/» * >-'» '
-", , J/.

bJ*cjf f b № * l * ' l f b №

1 u */l *?* t
, L  | rt*. »)<*»+ ( dx J ^ • J' )rfs/+ И м  fk-yU»-
' J i  -2Л* ♦ '*  -2ЛГ

4 VT**2 a /Г-*2
M#T L  j  /(*,v)c/F+ Jrf* fjf(*,»)rfy + J«fa j f ( x . y ) d y .  

i  £ 7  -» г -JT 7

_ ■ >  К  Л _________ f -I.
■ , j<taj f(x.y)dy.  3499. j d y  j  / ( * , y )d x . 3500. jd y  J  f(x ,y )dx .

4  ,> » -/TV 0 r -A ?
g  JT j?  J » Г r

Ш  \ dy J t{x.y)dx- 3502- ]d y ] f (x ,y )d z * \ d y \ f( i ,y )d x .
л .Д„Т 1 1 t 9l2
i 9П «

“M- j dV J /(*. »)<& + J<ty J /(*> y)d*-

35M.

• I

»-» 1 а-г* i s-V»»-»2l *-» 1 a-*, . >-V*V
11 j ^  J  f ( x , y ) d x ;  2 )  j d y  J  / ( * ,  y )d * ;  3) j  dy J  f ( x , y ) d x .

• » • Л 0 »/»
1 % 1 (jr*e)/I I <»-*>/!

W j dy J  f (*, y)d* + J dy J / ( x .y ) d j r .  2) Jd y  I  f U , y ) d x -
0 */J * г»-» 1

>) ftf 1 i «-ЛГ-7
J J f{x,y)dy ; 4 )  J d y  J  f{x ,y )d x  *  J dy J  f(x,y)dx.

i  * 1 >-Jr7 ! - й 7

>4ц 11 *aJi 2) 3) 1/2 3507■ 0: 3508 33/1401 3509- 9/4- 35ia  _2-
■ */«. 3S12. 4/138. 3513. 4. 3514. 3. 3515. 12 | 3516. 2 Я Д  3517. 6. 

4  * . л .  4 3
^ИЛ 351ft- e' /4a 3520‘ a“ /110- 3521 2* " 6

J n2- } ) .  3523. 1/180. 3524. я*/16-1/2.
n/t a«o»«I) 2f ?

]  ^ К  ̂ Сй*Ч>, p sin tp)p dp; 2) J  dip J  /(pcoeqi.peinsOpdp;
j.} »*, * -«/г о

f f(o 800*1»
1 , С0зФ. psm^)p rfp. 3526. J  dip J  /(pcosifcpsintpjpdp.



„  ~ '  J07
•ГСТ*  Ь « f t  о  cva  if

3 5 2 7 .  j  d v  j  f  (p c o s Ф,psin<p)pdp + j  did j  f ( p co8 <p,p8in(),)

» • »т*г » *
в/4 «r«t */J г

3 5 2 $ .  j  dip J  f  (p cos Ф, p Bin <p)p dp. 5 5 2 9 .  j  dtp j  f (p c o * ^ ,psiB v

» » ___  » ’ ^ P<,P-
к/t */s «м»г»

3 5 3 * .  J  J  / ( p c<,s4>- psin<p)pdp. 3 5 3 1 .  J  rf<p J  /< р со 8 Ч>. P sin ф)р ^

*/1 R «/2 2Я*«*
3532. J <*pj/(pcoifcp sin ф)р dp. 3533. j* dip J /(рсов<Л081пф)р<*р.

о о ■/« -xJt2*»r»*
Д «rctf*

3 5 3 4 .  | J / - ( p J )pdp. 3 5 3 5 .  £  J  / ( t e ^ W  3 5 3 6 .  ~ [ ( l  + if* })n (l + Д * )-д * ] ,  
о о

3 6 3 7 .  я ( я - 2 ) / &  3 5 3 8 .  ЛЙгА. 3 5 3 » .  - ^ - { я - f ) .  3 5 4 0 . п2 /&

3542. j  = 2рсое■(>,  ̂» Speirxp; I -  6 j  d<p j  f (Зр со®ф, 3p sin<p)pdp.
о о

J. /»<»****»*
3 5 4 3 .  r » p e o s < p , у  = V5psin<p; /  =  V3Jd<p J f pcos<p,>/3psin<f)pdp.

о о

%* f f i— П
3 5 4 4 .  x = op c o s ? ,  y  =  6psia<fc /  = a *  J d ( j J H v 4 - P  |PdP-

о i '

3 5 4 5 .  e V / 8 .  3 5 4 0 ,  1/V6 . 3 5 4 7 .  J d *  f d ip ff (pcos(ftpsin<|U)pA>.
о */ч о

М/г Зем* p2
3 5 4 8 .  jd t f  f  p dp J 7  (p соя Ф, p sin  ф. г  ) d *

-я/а о о
ч/г */г п

3 5 4 9 .  fsin O d B  j  с(ф [  /  (p co s Ф sin  0, p  3in ф sin G, p cos 8)p* dp.

о о »
*/4 «V<»»a* ilii'-e2

3550. J  dtp j  pdp Jf(ipc<>s<ftp9m<p,*)d2.
0

2« Я Л /2 Vn*-P2
3 5 5 1 .  Jd<p J p d p  J  ^(pcoscp. p 8 in » ,z )d z  

• 9 л- f c ?

или J d ( p |  s i n e d e j f  (pcos<pein8,psin<psin<i,pc0* e ^ >

° * * Ж *

ответы

*? ’L1 i*o»o+ J d v J  eiaedO j  /(pcos<psin0,psifi«»4nftP<;0* '  
«



ОТВЕТЫ

i ^ ^ 3 S S a -  BaV»- 3 5 5 4 . 4пЛ'/15 3555. я/8 . 3656. 4 я (я ‘ - г ‘ )/15.

^ ^ И 5 8 .  3559 ,86i  «ие- * ( £ * £ ) ■
H  4  35*2. 12. 3563. 1/6. 3564. 78l|. 3565. ^л/б. 3566. 16.

55,1 5 3 6 6 8 . i a f  3569. 1 6 f  3570. or! ( i - l ) .  3571. 2 2 л. 3572. f f i > .

4S74 3575. 27. 3576. 3/8. 3577. 88/105. 3578. atw/3.
j5T3- >2гГ' Ш*

да*/4- З880, 2(**  3 5 8 1 1  3 < - 8  . 3582*. 4 г - - 1 . Тело сим-

__  ^..ппятельно плоскости у = х . 3583. 2 (л2 -3 5 / в). 3584. 1/45.

^  1в/а 3586. я/4. 3587. 40я. 358». 2я. 3589. 5яД*/2. 3590. Зла’ /2.

8592- в’ /24 * " * *  ^ ( ^ +1) - 3594 f i t - 1) - 3595 ' Л / 2*-
551». и'й’А/16. 3597. 1/2. 3598. 2. 3599. яо*. 3600. аЬ/6. 3601. 16/3. 

3J02*. Ив*/в. Перейти к полярным координатам. 3603. Зл/4. 3604. 2а*. 
3J05. 2/а 3606. 1/ва 3607. 1/1260. 3608*. 1) д М : 2) д а .  Воспользоваться

»iy«wn>M задаче 3541. 3609. 8 . 3610. 7/12. 3611. 3/35. 3612. 4 (4-31п8). 
M1J*. я/2. Проекция тела яа плоскость Оху есть круг. 3614. п/8 . Перемести 
nun координат в точку (1/2. 1/2,0). 3615*. 19я/6 и lSn/2. Перейти к 
_клкщф*чес*иы координатам. 3616. 5яЯл/12. 3617. л/961 3618. 9 2 яК*/78 . 

Ml»*. на‘ /3. Перейти к сферическим координатам. 3620. о1/360. 3621. 
tu'/ll 3622. 4яв*/а 3623. 64га8/Ю5 3624. n V / 6 . 3625. 21 (2 -  л/г)я / Ч. 
Мй. М. 3627. 36. 3628. йп. 3629. 2&ърг . 3630*. 2пИ‘ . Проектировать 
ммрхиость на плоскость Оуг. 3631. Ъ^2аЬ. 3632. -—(-/в -  l).

M a f { ( l * i t , )*/* - l | .  3634. f-(V 8 - l ) .  3635. 4 n a fa -V a , -/ ? * j.

Ш  ***(*“ 2). 3637. 2Д, ( п + 4 - 4 ^ ) .

^  т !3^ - 'Я - ^ . | „ 2 + J l  1пШ + J2)\ . 3639. 2e, /ain20L
1540» t e l l  r  r-\

12 \v8  -  V3 J » 8,42 ■ 10® км*. Перейти к сферическим координатам. 

•1«!ш! /8. 3642. SR‘ . 3643. aft2/2. 3644. 2Д’ /3. 3645. яЯ\ 3646. 9с‘ /4.

иомегг равен оА1/6 . 3648. Центр масс лежит на малой оси
*  Й  °*  большой оси (6 -  малая полуось).

n = i - (| - i } (2 + 7г). 3650. Центр масс лежит ка бис-

л* а  на расстоянии j R - j 1- от центра круга. 3651. Цеитр масс

** висс*ктп„ . , «и**• грисе угла а  на расстоянии ^ Я а~ ^ а от Центра круга.
••h/ц , .

I ' O .  3653. SnR</4. 3654. 2а"/3. 3655. яаб(аг +4г)/4.



__________________________________ ОТВЕТЫ

К г л а в е  XIV

3901. 1 +уг = c ( l - x * ) .  3902. * '  + уг = InCx2 . 3903. у * Vc + Зх - Зх‘

3904. у = C s in x -e . 3905. С* = (у - 1 )  / у. 3906. W 1 '  У2 + » V l - * 5 , с  

3907. - уг » arcsinх + С. 3908. «' = с(| - е * ’ ). 3909. 10' + 1<Г* = с .

3910. injte|| = c - a s i n i .  3911. +

3912. ^ - a L . i n - ^ l - 4 - ^ . 3913. v = 3914. у = ^ .

3915. со в хв ^ гсо в у . 4916, у = . 3917. Гипербола х у *б ,

3918. Трактрис* у » 4 < - х г ♦ 21п|г~ ^ ^ -|. 3919. Параболы уг = с*.

3920. у* = Сх. 3921. у -= «<"*>". 3922. (*  -  С)а + у2 = о * .

3923. у = A ln | c(fcV -l)j. 3924. х = у". 3925. * 2,7 м/с. 8927. 0.467  км/ч;

65,2 м. 3928. H . [ V T ~ g e r j \  3929. in|!£±.| „ + « » ) .

3930*. Если t  -  время, отсчитанное от полуночи и выражение» ■ часах, то 
дифференциальное уравнение задачи имеет вид -М- = отсюд*

S  ------1” °00— т. Функция S (t) определена при 6 <•1 < 18.

3931. х  + ctg — ■ = С. 3932. 4 у - 6 * - 7  «С е'2*.

х  + С » 2и + -|tn|u-l|--|ln(u + 2), где u - f i + х + у.

3934. у -  2х = Cxs(y + х). 3935. arctg £  *  In c j хг + у1 ■

3936. Ь|у| + х/уш  С. 3937. хг + уг =Су. 3938. у • ± х$Ц сх\ .

3939. х* = Сг *  2Су. 3940. е » "  = Су. 3941. ln|Cx| =

3942. у = Х '" * . 3943 . (*  + y f  > Cxse '* /̂ “ ,) ■ 3944. Сх » К>(*)•

3945. + у2 . 3946. уа = v» -  х2 . 3947. у = -*• ^

3948. Уг . ь ± г - Ц х .  3949. Вели £  = « .  то ч’ ^ '  ■*

З®50- 3951. х * у fnjCy |. 3952. х1 . 2Су + С
Ж _  — I

3953*. Форму параболоида вращения. Пусть п л о с к о с т ь  

плоскость поверхности зеркала; в этой плоскости леж”* НГ#ясЫ угл°* 0**® 
феревцкальное уравнение получится, если п р и р а в н я е м  

и отражения, выражеввие через х, у, у’ . J



41^— --------------------
^  у з Сг'и  + 2 х -  I .  3955. у = е ' 1 ip + X1/ 2). 3956. у = C xV /* * хг .

f  * (ч С )^  + **)■ 3958. у = Се"  + £(coax + *inx),

'*»»• Если т * ТО У _ С< ** + еСЛИ m = “в- то *  = (с  + *)*” •
PUJ yi .  2х * с / . 3961. г  = Cfsy + j)*/2+ у/2 +1/4. 

jge2. х = VInУ + С/у. 3963. у = f'(ln|x|+ х‘ /2)+Сел.

3964. У -  С е ~М ’ ] + ф (1 ) " 1 3 9 6 5 .  у  =  X/COSX.

Щв. 3967 ‘' " ^ r ( * “ 1 + ,nW)-
39в8- *  = 3969.6) ос + Р = 1 . 3971. y = C x-xln)x|-2.

3972*. y = C x i £ .  Дифференциальное уравнение задачи jxj/-  х гу'| = в * .

3973*. х = Су ± а2 /  у . Дифференциально* уравнение задачи j ху _ у* Si. j * 2а2 

ДО4

3975. + & )*"* '*+ i k ( , - l ) 1 где а  •= - ^  ь ■ 24г.
'  2т* щ

т .  9-0» = « *’}  V(f)r*,d t 3977. 9,03 А.
♦

М7®-  ̂= + flsinw<-<eZ,cos<w]. 3979. x = C<*rrt* ' .

“ «  » = C** + l / x .  3961. y = j ^ T l * t l S L .  3982. „ = С х - 1 .

** )=  C rl . 3984. (*  + + y)‘  = C.

#W. I  = C( ' “ 3986. sinJU C x . 3987. s in f + ln|x|»C.

3989. у (у -2 * У  = C f o - x f .

^  y = C«"n» - 2 { l  + Smi,). 3991. ж «  + CeVt).

if = C*' “* * *  sin x - 1 .  3993. y i p  + ̂ l  + x )’ .

V '*4xj, + c .  3995. y = Ctx и у = С * х г/ 2.

E j '  = f * i nx + — . Привести к уравнению линейному относительно
cin* X

У*.
%

р ^ * ' *  + У) “ х + С. 3999. arctg-^ + ln^x* + (rJ j = -J+ 1п2.

^  *  *  J * хт/l -  X1 + arcsin x j.

' ^  *)«•' = 1*11*1 + x _ x. 4 0 0 2 . у .  f  <r‘ ‘ -  i ( 2  + x3}.

ответы



ОТВЕТЫ

415
4004. * - £ [ « • " *  4005. хг +уг *С х .  4006. (*  -  *}*(x + 2») „ ,

4007. Параболы у х *  Cxl . 4008. (2уг -  ** J* = Cx'

4009. Цепная линия. 40X0. у • Схх.

4011*. Пучок прямых у-Уь  = С (х -х 0). Дифференциально* „
Ра‘а^ *

4012. Окружность с центром > точке (х , , у0): х 2 * уг = 2(хх0 + vy<)

4013. Любая окружность с центром на оси Оу, касающаяся оси Ох.
4014. Если путь 5 , а время t. то S  = 5L + Се'*1' -  i -  / + -£ l  t» г . .  <■

*| Щ ГД* So началь

ный путь, а *| и *$ -- коэффициенты пропорциональности.
4016 1) 8/9 обороте в секунду; 2) через в мии 18 с. 4017. 0,00082 с.

4018*. и *  * т“° ' А Действующая сила F равна

Для решения этой задачи и следующих двух надо учесть, что масса т является 
переменной велнчиаой, зависящей от времени t; скорость и -  искомая функция.

4019*. v<= j j £ y {М„ -  - l j -  См. указание к решению задача

4018.

4020*. о * где \i* Ме - mt, /Ц « См. указание к
о ’I5’

решению задачи 4018.

4021*. У *= та« *  ^  -  tie'*1') ,  где I -  время, у -  количество второго

продукта. Если х  -  количество первого продукта, образовавшееся через I еди
ниц времени, то = к,(да, -  * } . Отсюда находим х *  x(t). Скорость &  обра

зования второго продукта пропорциональна величине х -  у.
4 0 2 2 .  2,97 кг соли. Максимум достигается при < = 33-J- “ ин и Р***н 3,в8 кг'

4023. / » 1  + ( / ,  - I V * -

4024*. „ ,  ^«*"Ь * где *  « _ И _. Практически важен случай, когда »  оч«»
/♦** * dx

велико (центрифуги). Вместо того, чтобы вычислять интеграл в я(0Т цд 
при даивом ю (он не выражается в элементарных функциях), »ыч

ВИД
р (ем. задачу 2439). Дифференциальное уравнение задачи ^  ^

Sdp = <х>*х dm, где tfm -  масса элемента CD. Далее, у «= 2кр „ре» 2*
закона Бойля-Мариотта; коэффициент пропорциональности I резуль1*'е
для упрощения записи в дальнейшем); dm - yS dx = 2*Р ltB" 
получится уравнение с разделяющимися п е р е м е н н ы м и  dp/P



ответы
416

ie его дает р • £>*“'** Далее, М = j  dm -  С 2kS J  «*“ * dx, откуда1еГриро>»"и
■ V

родится С. Имеем но г,  ,  2 * *  » £ .  *  = ^ J  и окояча-
2М|«** * <<*

р<Мы'Х,г 
1**W° /’ = 7 ” v 7 -

4025. ( i  + » -  i f  = C ( x -  g ♦ 3). 402 6 . x l ~xy + y1 + x ~ y  = C.

4027. i  -  2y + In |jr + у j = С . 4028. « г,ге,,£ т  = C(y + 2).

4029 ./ » *  + ( *  + l)ln -j£y . 4 0 3 0 . » C . 4 0 5 1 . у  = -J-t*ln|C»|.

4032. +1 = Cji . 4033. Cx = 1 ----- *— . 4034. (I ♦ Cjt)ef = t
'

4035. у* + 2x2y! +2уг » C. 4036. * ’ + J/1 *  C(y -  i f .  4037. у = x t*  (x + C).

<038. X . c X  + , l + f  4039. = -----  JL-.— .
Jf 1 (l*r)[c+ln|l*r|j

4040, ny* ~ + nx ~ a. 4041. , *  » f f f - y 1). 4042. у (l + In * + C*) = 1.

4043. y(x + C )~ n c x .  4044. у = ' - - ^ * 1  + tgx\ . 4045. y = ^ l n J|C*|.

<048. уг *C t'u ” ~ K  4047. V = *}Q . 4 0 4 8 .1 )  4  + 4 .  l ;  2) -iL + JL  = 1.
* У x~ у*

***• V "  *  ^рвъГ ’ 4*50- x4 -  x‘y* *y* = C. 4051. *  *  arctf = C.

«М. x t ' - y ‘  = c . 4053. x» = C . 4054. X *  .  «5 + i  = C.
H >v ’ 1

ад8- ‘« M - c o . x - c o s y  = C. 4056. x J ^ + y » | ’

40j)*7
- e o si + r  ^ = C. 4058 . i - I s C .  Интегрирующий множитель

*(*) “ * / jc* . 4059*. **  + 2i/v *  С. Мекать интегрирующий множитель в *нде 
♦унквди

t«(y). 4060. = С. 4061. £ -  + Ib i « С.

Ц**- + i(cosv_gin y)#* - с  4064. и = у-' *"1" _

|еП-И.*ение I f  х1> должно быть функцией от (х + у).
«0««. в Х~г1

■^••Жение 2j  XL должно быть функцией от ху.*л-уг
В  *** + + в  +  Ьс = С ( в  . 4068. У  .  -  | | , Л 1 ‘ " > .

+ у ~ И  -  4дс + 8у = С. 4070. -^2- ♦ ln jjr + у| + 3 ln | y -  х| = С.



ответы

4071. х + у = atg(C + y/a). 4072. у3 -Зху = С. 4073. .  у» = (, ,  

4074. Лхгу * * У  -  С. 4075. у (** + J- у1)»  Се‘*. 4076. In|l + 1,|_ 

4077. у1 - 1 + Слгу = 0. 4078. + 1п|—j * С.

4079. 3 ^  -  с € Г - 7  > * г - 1 .  4080. У « а т х  + Ссоах.

4081. ------- Id ------ - 4082. 4083.

L£t2£iLC-̂ fcnjr •4084. aycos*  ̂* С. 4085. sin^ * х -  I + Се*41. 4086. у * -

4087. I n JC x I » - / * 1" ^ ' .  4088. * ♦ , » ' "  « С .  4089. *, = л 1п(е*|.

4090. у1 -  by -  аху -  С.
4091. Окружность * * +J, * _ J L ( eir + 4|, ) , , c  ( * , _ ! )  нли окружное

( * *  1); « л и  * . - |  или *  = 1 , то пряма, ex + f y . c

4092. Логарифмические спирали /х2 » у г » Се**”4 '  .

4093*. j,1 « i i l S i .  Дифференциально* урааиение задачи у' - х (х - у у ' ) .

4094. / = t /Z  4095. Вектор поля в каждой точке перпендикулярен к поляр
ному радиусу точки. Интегральные кривые -  семейство концентрических 
окружностей с центром в начале координат. Уравнение семейства х1 +у; «С. 
Изоклины -  семейство прямых, проходящих через начало координат.

4096. I )  y '~ f(x y \  2) V - f i f / ’ /x)-, 3 ) у' *  /(г* *  у2).
4097. Прямые у *С х .  Результат может быть высказан в форме следующей 
геометрической теоремы: если семейство парабол, имеющих общую ось и об
щую вершину, пересечь прямой, проходящей через вершину, то касательные к 
различным параболам в точках пересечения их с прямой будут между собой 
параллельны.

4 099 . у' =» + С; у'жау + Ьх + С. 4103 . у .  0,31 при Ддс г 0,0S.
4104. у  -1 ,6 8  при Дл =. 0.05.

4105. Точное решение: у • '* => f{x)\ ([0,9) «1,2244. П риближенное реш»- 

ние: /(0,9)» 1,1942 . Относительная погрешность равна -2 ,5% .

4106. При точном решение *  » \J$(c -  l j  » 1,727; численное интегрирование пр* 

делении интервала на 4 частя дает х  -  1,72.

4107. у , = 1 + х + | * *  + ^ х * + ~ х *  +'}-ха + -fox* + £ * ’ •

4108. -1 ,28. 4109. у = 1 * х + 2х* +■ -W-хЧ ...

4110. уж  1 -  ж + -- +..,

4 1 1 1 .  (/ с ^ д ; 3 - - L j r T -  — 2 — 'X * 1 -
V 8 7 9 7 I I  27



отвтты
_________________________
411*- У '1* 2*--** + • х* - * ili- » **•

4114- ? * * * £ + * £ *  f * 7 * "  «**•»• = • ''iT '*Г "i r _-

4,1*. + +
411?. у = Сх + С*; особый интеграл ^ < -4 ^ "® ’ 4113. Ч ~ Сх 36 особы 

„иеграЛ «У t  2*/Г - 0 4119. „ = < * * ,  /С; особый "нтеграа У* -  «*• 

д ц . у С х  + Ь  "<■ С‘ ; особый интеграл х* *  f  = 1_

4JJJ. )f Ж С* + sin С; особое решеяш.' V * .х ( #  -  »гссо*х)+^1~ г~.

41&  *  « Сх -  In С; особое решение У '  Ни *  + * '  ^128. У *  * *") ' оео '̂

рмкаяе у » О. 4124. у = С*1 +■ 1/С. ооибый и»«Ч»м У* ^  с  ° ‘

М  IGt = С1 _ У* i особого интеграл» <»ет.
4Ш. x ^ C t'f + 2 ( l -  р), у = х (1 + р )+ » ^ ; ^«>вого нктеграла нет.

4117. у ^ С х -е * ; особое решение у ■= *® п ^  ~

4128. у -  Сх + С + С1; особое решений I ** -^Кх  ̂1)*

4W, у * Сх * а С ^ : особый ИНТ.ГШ- « »  <С "  *>» *  С
«<*» решение у *  4 * .  4131. -  4#" «в. Л ^ Ы . х у Ч .  4133. 2у -  ** • О- 

« » .  Ринобочнм гипербола 2*у = sse'.. т /**  * *  "  ™ощадь треугольника; т,

* * * * *  Рвшевие - любая прямая « m if c i H *  У *  ±с*х / 2 + вС- 

****• (р ~ х  -  2я)* -  8Ujr. 4137. Эллип1с ь  и »'~нпеРб°лы

«  . . 2 Л ^ ,  , . * £  J ± ± _ .
'  *) v  *)

« * ✓ - & - * ♦  А *3*4-1 1
» = < * * a ^ * sin’ <4 x  = . U n « t » -  С а ) .  В полученном «Ц

^ В0>*ЛЬ|1ом Уравнении положить 8 “ тем *ЫР " ИТЬ *  4epeJ

Т * *  « . «айти rfx, вменить Л *  ъ р ^ »  ^ /t« c' и Решнть no^ ,,*,u 
^ * ‘*"Ч«ал.,Иое ypaiB<Bue сч|гга1Я „ ф^уикцией а . 4141. S ‘  at1 . где

’«МЛМвляая константа. 4  1  <2. ^ * *  + У* *  2а* 1пМ '

, ^  *«<V -« 4144 „ « ф +„>)). * 1 * ^ -
V в*Р ** « р  парабол равен 2 ^  я  .С* 1Р*'*** в:,* та * K44£fTB'  0СИ ° Р* ‘

траекторий будут у .  С- +  f  4147' Трактрисы. 4148. О



ответы

4071. Jt +  y =  e t g ( c  +  у  l a ) .  4072. у* -  ixy  = С. 4073. х * -  „ «  7 Г

/ \ у •
4074. Зж**г + * У  « С . 4075. + Л-у1) *  С<‘*. 4076. In|l + b j ,

4077. у* -  I  + Сагу = 0. 4078. + ln| — j *  С.

4079. З^у « c V * 1 - »  + * г - 1 -  4080. У «ainx + Ceosjc.

4061. „ = --------2t i— 4082.  « С . 4083.
г («**+•*•*)

4084. „ с и 1 .  С. 4085. sin у = х -  I + С»‘ * . 4086. у . ̂ X v+«injr ’

4087. 4088. х  + у е " '  = С. 408». у = * 1п)Сх|.

4090. у * -b y  -  ежу = с .

4091. Окружность *> + yJ - -£ [(а х  + Ьу)*С {к * -1 )  или окруЖВОСТ1 

** + У * -• ^ (вх * by) = C ( * * l ) ;  tcjn* * « - 1  или *  = 1, то прямая ах + by а с

4092. Логарифмические спирали $ х г *  у г •  .

40 93*. уг » Д- t S l .. Дифференциальное уравнение задачи уг * х (х-уу').
Ix1

4094. / = </Z 4095. Вектор поля *  каждой точке перпендикулярен к поляр
ному радиусу точки. Интегральные кривые -  семейство концентрических 
^кргзггог'»* « нентоом в начале координат. Уравнение семейства jtJ + у' -  С. 
Изоклины -  семейство прямых, проходящих череа Начало кСирДнКат.

4096. 1) y '*/(xy)t 2) у' = fij/’ /x ); 3) у‘ = / (* '+  у2).
4097. Прямые у »  Сх. Результат может быть высказан > форме следующей 
геометрической теоремы: если семейство парабол, имеющих общую ось и об
щую вершину, пересечь прямой, проходящей через вершину, то касательные в 
различным параболам в точках пересечения их с прямой будут между собой 
параллельны.

4099 . у' ж SH~~ > С|t у' ш ay  + Ьх + С ■ 4103 . у « 0,31 при Ах с 0,0?.

4104. у  -1 ,6 8  при At = 0,05.

4105. Точное решение: у  *  e J * ’* • 1{х)\ /(0,9) *  1,2244. П риближенное рея»- 

и не: /(0,9)» 1,1942 . Относительная погрешность равна -2 ,5% .

4 1 0 6 .  При точном решении *  = ^3(«~-lj » 1 ,7 2 7 ;  численное интегрирование пр* 

делении интервала на 4 частя дает *  -  1,72.

'1 0 7 .  * ,  = ! + * ♦  f  * ’  *  j * *  + « л 4 » -fcx* t  j - ’

- w i .  4 1 0 9 .  -  1 + +  2 * *  + ■ * * ? * + . . .

4110. у » 1 - д :  + ^ . - ^  + ^ +...

4111.

n g ________ответы

<112. У * 1 + 2x -  * *  * » x* - 1 **+■■■ « < * • » »  o.

4114- У =-x + JsT + j2i _ + ^ T r  + -- 4115 У  = " i 7  ~|т “ ■eT""-"

«и*

4117. y -C x  + C1; особый интеграл + 4y = 0. 4118. y - C x - 3 С *; особый 

rtt*rp*-i *  ix ^  n ®- 4119. у * C x  + 1/С; особый интеграл у* *  4л.

4120- t  “ Сх + я т ?  : особый интеграл хг *  у‘  = 1-

4121- у *  Сх + sin С; особое решение у »  х (п -  arccOsx)+ >/l -  х*.

4121 x » C x - l n C ;  особое решение у  « ln* + 1. 4123. у » + с )  ; особое

р»шенке у « О. 4124. у = С* 1 + 1/С; особый интеграл У* - 4 * !  ■ 0 .

4125. К х  - С 1 -  у * ; особого интеграла нет.

4Ш. * -С« f +2(1 ~ р), у ж jc(l + р)+ р*\ особого интеграла нет.

4117. у -С х -  е с ; особое решение у = *  ()n х  -  l).

412$. у *  С* + С + С*; особое решение у « - ( *  + 1)*/4.

4121. у * С* + а п - С* ; особый интеграл ^у^-  -  V ? .  4130. (С -  * )у  = С*; 

«обое решение у « 4* .  4131. у* -  4 * ' «  о . 4132. * у » 1 .  4183. 2у -  х* « О.
■»«<. ______ ш . ~

йдгу *  i a ‘ t где а" -  млощидь тр 
З Г * 0*  Р*ше8ие любая прямая семейства у г  ±<Сгх / 2 t  «С.

( > - * "  2а)* ^ 8ах 4137. Эллипсы и гиперболы.

» '« c * - v * + 4 « i  
a**i

14* * '  У  =  c o e a ^  +  A s i n ' a ) .  х  =  s i n  а  С  В  полученном диффе

Уравнении положить & * t £ a ,  а аа*тем выразить *  через у и 

« . найти dx, заменить dx через dy /  tg а  и решить получившееся

уравнение, считая у функцией а - 4 i 4 i .  S  “ ai . 1Де в

ивистаптк. 4142. х 3 + injOsrj

« 4 1 .  у и с(г*  ч- у ’ ). 4145, {*' -г у ’ * -С у*  ****}.
-  парамет р парабол равен 2р и прямая вз^ята в качестве оси ординат, 

т р а е к т о р и й  б у д у т  у  ■  С  +  f f t j r  * М < Т *  т Р в к т Р и с ы - 4 1 4 8  O r e 4 ” "



--------------------------------------------------------------------------------- -
тывая угол а  в одном из двух возможных «вправлений, получим уравнение 

семейства дгу -  + у’ ) *  С- 4149. Отсчитывая угол а  в одном из двух

возможных направлений, получим уравнение семейства ln(2rJ + ху + у»|+

+ -у* arc tg “ С. 4150*. Можно принять, например, что ветер дуеТ вдоль 

оси Ох. Линин распространения звука по плоскости Оху ортогональными Тр». 

екторнямн семейства окружностей (х -  at)' + yJ » (u«f)', где t -  время, про.

шедшее после выхода звуковой волны из источника звука, а i>0 -  скорость 
звука в неподвижном воздухе. Для любого фиксированного t дифференциаль
ное уравнение искомых ортогональных траекторий у' - совместное с 

уравнением семейства окружностей. Исключая (, получим некоторое уравне

ние Лагр&юка. Его общее решение х ш C(cos«p + ’ . V = С sin <р (tg  ̂

где ер -  параметр,

4151. х -  С sin f + R (со*< + t sin<), у -  -Ccoe< + K(sini -Icoat).
4152. х *C/ch< + e ( r - t h l ) ,  у *  Ctht  + a/ch*.

4153. x = а(<ч>*(+ <sin<)-cos<^itl /2 + с), у = a(sint + ico s< )-* in * (о*’ /2 + с).
4154. х -  Csinf + 2tg<, у • tg’ <- Ccoaf - 2 .

4155. у = ** /в -  sin х +- С,х + Сг.

4156. у = — l ) — -f-ln (• + дг1)+С,jf ♦ С,.

4157. у = х -  AJ+ Схх + С ,. 4158. у = С1х, *С г .

415*. у = Схе‘  + С, -  х -  х*/Z  4160. у « * а/3 + С,** + С,.

4161. «/ ■= (l + С* )ln jjc + С,| ~ C ,i + С,. 4162. ? =

4163. у « £ ( *  + С,)* + С, 4164. у = ^ { С , х  - 1)* + С ,

4165. + + 4166. ( x * C ,f  *4 C ,(j ,-C ,) .

4167. у = 0,(* ♦ С,)*" • 4168. у -  + C j» -" " .

4160. x .± f ( y l ,I -2C ,)j» ''’ *С, *С, 4170. У = 7 ^ - -  4171. ( *  + С,)1 -  у1 *  С ,.

4172. У = С,«Сз'  4173. ycoe, (jc + C,) = CJ . 4174. (*  + С,}In у « i  + С ,.
4175. Если произвольная постоянная, вводимая первым интегрированием, 

положительна [ + C, * j ,  то у « С, tg (£?[*♦ С*); если же она отрицательна

( ~ С,1) Т ™ У *  Q  t j g f c S  ’  cthf o *  *  8СЛИ « . - О ,  то > =

4176. *  = С| + созСа l n j t g - ^ j. 4177. С\х + С} = In

ОТВЕТЫ
420 ОТВЕТЫ

4178 . arctg (С, In у), С, > 0. 417». ln|C,y| -  2tg(2jc + С,).

4180 . у = In 1*, + с «1+ -З ^ Г1п| т ^ + с * - еслИ с > < в 

+ C1| + -JjUarctg-^«=- + C11 если с ,  > 0.

4181 *. После подстановки у' ■ р уравнение распадается на два, из которых 

одно -  типа Клеро. Его общее решение у *  С[ + С2*с* ' , а особые решения 

Другое уравнение у' = 0. 4182. у = С ,х(* - С,)+ С, и особые решения

У =* лс’ /З + С. 4183. уг .  С,х* + С ,. 4184. л = ln l^ -U .
|с2-* I

у « J } x ,  + C ,x + C ,.  4186. у = С}Х *  4187. у .  С ,****" .

41* * -  ln|y+ + + 4189. i( = * ’ +3*  + l .  4190. у = 2 + 1п-^.

41»U  y = $ x l J i x  4192. и = —i —-. 4193. y ~ x  = 2ln\y\.
5 (it<r

4I9s4. y ^ f b c - x 1. 4195. j /^Vl +e1*. 4196. y » - ] n j l - * | .  4197. y - ( *  + l)/x

4 1 9 8 *. у = * . Сделать подстановку у = « г . 4199. у •= 2e'J/1 - 1.

420*0►, Дифференциальное уравнение линии dx = У  где к -  коэффи-

пропорциональности. Если f t » l ,  то

у = _ i_  U - ' - i  + djCHt&j.
'  2Ci F 1 C{

9,0 ~̂ Цепная линия. Если к = - 1 ,  то (*  + С,)г + у2 » С* ; это -  окружность.

®CJ,bs * = 2, то (х + С,У = 4C(jy-Ci); это — парабола. Вели *  = -2 , то 

** это -  дифференциальное уравнение циклоиды.

4® 0t. «*-" = С, sec(jr/e + С,). 4 2 0 2 .  Сх » у 1*’ 1. 4 2 0 3 .  Цепшя ляния.

4204 4205. Парабола. 4206- S  = J(M ,  + с)* -  У ?  .+ »* |\** /

Пусть ось абсцисс направлена вертикально вниз, начало координат -  на 
|; Юове^хцости жидкости, уравнение луча у «/(*). На глубине х  имеем

ж т*%Г' гяе т~ покматель преяомяення на глубине х, » а  -  угол 

вертикалью и касательной к световому лучу. Очевидно, tgu равняется 
= # '•  Н *  уравнеяпя mainu -  {т + d/n)(»inaeo»da + cosasinda) раскрыв скобки и
— ; ‘"Р^асмя бесконечно малые порядка выше первого, получим т.da -  -dm  tg а, 

Л*. ■= Интегрируя это уравнение, найдем у' как функцию т .



ответы

Подставляя вместо m его выражение через х  и иитегрируя вторично, оолуч«м

4208. у » х* InV* +С,х* +С,ж + С,. 4209. у = --А-*т2* + С,л* + Сj*  + С,.

4210. у *  + Р% (J>* -  полином 9-й степени относительно х с произвольными 

коэффициентами).

4211. у в С ^  + СгХ + С ,-  С*(х *  С,)1п|* -  С,).

4212. V ■ С,х‘  * CjX* + С,хг * С4х + С».

4213. у -  i(C , -  2*)*/2 + С*г + С,. 4214. *  -  С,у* ♦ Сгу ♦ С ,.

4215. Решения можно записать в трех формах: у * С, ein (С,х + С ,), или 
у *  С, &h (Cjjc + С,), или у = С, ch (С,х + С,).

421*. (* + С,)1 + (у + С,)’  « С?.

4217. у = Cj^xec,‘  -  + С ,.

421». 2) у = l + *  + -^  + i fp+ Jff- +

получается знакочередующийся числовой ряд и значение первого из отбро
шенных членов меньше 0.001.

количество электричества, протекшее через цепь за промежуток времени от 
начале опыта до момента *. Выразив Q через V (У -  наличное количество воды 
в сосуде в момент <) и определив из условий задачи коэффициенты, придам к 
уравнению V" + a W  * Ь • 0, где о » -Ц- -  0,005, » » i f  » 0,00935. ИитегрирУ*

k\L  L

его при начальных условиях V0 -  1000 см*, К0' *  -А/0 = -0,00187 см^/с, полу* 
чим ряд

V = 1000 -  0.00187f - 10"*{2,91<' -  3,041* + 3,в4(а -  3,04«* » 2.17f7 - .j.
Ряд знакочередующийся, коэффициенты, начиная с шестого, убывают, стре
мясь к нулю, что удобно для вычислений. 4 2 2 6 * .  Дифференциальное уравне

ние задачи имеет вид . . = в . Взяв в качестве искомой фуякпик
t i t *  d t Afo-*Q

количество у хлористого водорода, ее разложившегося к моменту t, приведем

= Inlm ♦ Vm’ -m0W o ,|  + С. где т -  feT-Sll ' - V .
т2‘л! j f ”



4 2 2  ---------------------------------

уравнение к виду уУ” + аУ' *  ЬУ " г'я*  <»“ *i/ £  = 50, 6 « * £ / £  = 0,0191. 

Интегрируя это ура*иеиие ПРИ начальных условиях у0 « Afe = 10, у'0 = 

=  - * / „  =  - 0 ,0 0 3 8 1 ,  поЛУч и м  Р "Д  V -  Ю  -  0 ,0 0 8 8 1 /  + Ю *1* » *  - (1 Д 1  -  1 ,5 2 (+ . . . ) .

4 2 2 7 .  * * у ' - в * у '  +  1 2 * ' 0  4 2 2 8 - х *» '-< 2 д г  +  1 ) / + ( *  +  1 ) »  =  0 .

4229. (г> -  Зх‘  .  3* )у '  '  (** "  * *  + 3) » ' '~ 8*  (1 ~ *)» ' *  3 (I -  * )у  = О.

4230. у • з х 1 _ 2jfJ .

4231. a) sin* х  /  ос** *  *  °°а**; б) У " sin 2 * -2у 'со * 2 * * 0 .

4232*. 3) По формуле Остроградского j j  Jf| = (*-"<**», или. раскрывая оггре-

I  дмнтель (вронскиан;. УМ  ~ ViVt л С* Делим обе части уравнения на

1/\, тогда ^-(й-)=  -£-< * ^ • откуда и следует искомое соотношение.

4233. у „ с , х  i n j j i i j - K .  * С ,х .  4234. „  = q  jifti f  Cj явл « 3 5 .  у 

423в*. Функции Р  t* ® Должны быть связаны соотношением Q' + 2PQ = а  

Подставить у, = l / v ,  *  ФоР“ У*У <»ытекаккцую и» формулы Остроградского) 
Мдачи 4232 , получен*40* соотношение Продифференцировать дважды и y j , j/j

ставить в данное j  - ,--------
4 2 3 7 * у -  С (4л’  -  Ях) + Cj VI -  л* |4jc* -  l j . Полагаем согласно условию

*  Axs + В х' + Сх + Р ’ Подставляя У' 11 Дачное уравнение, получим JB = 0 , 
/>=0 А /С  *  4/-3 * * * *  А — 4*. С = -S i .  Следовательно, частное решение

будет у - k(4xa Зх)- В соответствии со свойством линейного уравнения «°ж- 

но принять к 1 тС'гЯ* 1̂ = " 31 Зная одно частное решение, обычным 
путем наТодим'аторо* ■ сост«мяем общее решение.
4238. у = sin *  + с Д 1 ~ " П *  ‘“ I *  {Я/4 *  * /2)l

« 3 9 .  у = С,х ♦ Сгх \ ^ '  4240 • “ + С4 * ’  *  ‘)

4241. у ~ OjX + Сгг* «• С*“* • 4242‘ У = **  + +С* 1п1 ^ '
« 4 3 .  у » С,г' + Сгх  -  *Ш  9 + Ct(x + i ) - x .

<245. у = 2 + 3 * + х  ( f ' + ^ *ГЕ,®*^+ * 1-

уравнение.



ответы ___ ,421
Подставляя вместо m его выражение через х и интегрируя вторично, йолучдм 

решение у - ♦ <jm* -  ml sin4 оц, j + С, где m « t e j O ' ^ L 1!

4208. у ш х2 In V* + С,*1 + C j* + С, . 4209. у = -A »in2* + С,*1 + Сгх + С ,.

4210. у *  ^  + Р, (Р» -  ноликом 9-й степени относительно *  с произвольными 

коэффициентами).

4212. у *  С,л' + С,х‘  + C,jtJ ♦ С,* + С ,.

4213. у -  |(С, -  Zx)*'1 + С^ + С,. 4214. *  » С,у* * Сгу * С, .

4215. Решения можно записать в трех формах: у = С, sin (Сгх + С,), или 
у ш С, &h (Cjjc + С ,), или у = С, eh (С,дг + С,).

4218. (х + С,)1 + (у + С,)* « С,*.

4217. у = C^*ec“  -  + Ci •

подучается знакочередующийся числовой ряд и знамение первого из отбро
шенных членов меньше 0,001.

количество электричества, протекшее через цепь за промежуток времен» от 
начала опыта до момент» (. Выразив в  через V (V -  наличное количество воды 
в сосуде в момент <> и определив из условий задачи коэффициенты, пркдех к 
уравнению V" + а №  + 6 - 0 ,  где о » -Ц- = 0,005, & » if- » 0,009*5. ИнтегрирУ*

lf\L L

его при начальных условиях V0 = 1000 сц*, » -k l9 = -0,00187 см3/*5» полу
чим ряд

V = 1000 -  0,00187» -  10"*{2,9U* -  3,841* + 3,в4<! -  3.04J* + 2Д7<7 - . .  .]•
Ряд знакочередующийся, коэффициенты, начиная с шестого, увивают, стр*' 
мясь к нулю, что удобно для вычислений. 4 2 2 6 * .  Дифференциальное уравне
ние задачи имеет вид 1,4-2. + _ g_ Взяв в качестве искомой фуякпня

количество у хлористого водорода, ее разложившегося к моменту t, прив̂ ДеИ

4211. у = С, £  *■ CfX + С, -  СЦх + С,)ln|* -  Q(.



422 ОТВЕТЫ

уравнение к виду уу" + ay' + by *  0, где « = * , / £  = 50, 6 ■ kE/L  => 0,0191. 

И нтегрируя это уравнение при начальных условиях у0 ■ Мь = 10, = 

= -*/„=-0,00381, получим ряд К » Ю -0,0088U ♦ Ю"’*!* (1,21 -  1,52»+...).

4227. хгу ' - в х у * 1 2 у О .  4228. xy‘ - & t  + l )/ +  (*4  l)y  = 0.

4229. (* ' -Зле* *  Зх)у"-()с’ - 8 *  + з ) у '-  Зд:(1- x)y ' + 3 { l - x ) y  = О.

4230. у * Зхг - 2 х ‘ ,
4 2 3 1 . a) sin* х  / oos* х * const; б) у’ sin2* -  2y'cos2* = 0.

4232*- 3) По формуле Остроградского г !  Щ -  или, раскрывая опре-
IVi Уг\

делатель (вронскиан), у,у'г -  у',у2 -  Делим обе части уравнения на

yf, тогда -у  откуда и следует искомое соотношение.

<233. у = С,х Inj | ~ 2С, + CjX. 4284. у .  с , + С2 4235. у » х1 - , 1 ’ . 

4236* Функции Р я Q должны быть связаны соотношением O' + 2PQ = О. 
Подставить у, = 1/у, в формулу (вытекающую из формулы Остроградского) 
мдачн 4232, Полученное соотношение продифференцировать дважды и у2 . Уг 

| Подставить в данное уравнение.

4237* у - С ^ ^  + с Д Т ^ - , ) .  Полагаем согласно условию

Vi *  Ах* + Вд:* + Сх + D. Подставляя у у в данное уравнение, получим В = 0. 
0 = 0 ,  А /С  а 4/-3, или л  =  4А, С =» -8 *. Следовательно, частное решение 

вудет у, - к (fix3 -  3*). В соответствии со свойством линейвого уравнения мож- 

"о принять * * 1 ,  тогда у, =4** - 3 * .  Зная одно частное решение, обычным 
путем находим второе и составляем общее решение.
*238- у =C ,sm x + C,[l~ainjrln|tg{n/4 + jr/2)|].

« 3 9 . у = С,х *  Сгх$ 4240. у = С,х + Сг(х3 -  l).

4241. у = С,* ♦ Сгх* + С ,*’ . 4242. у = х‘ +х(С, + С, ln|xj).

4243. у » с,<‘  ♦ Cjjc -  дс* - 1 .  4244. у « С,** + С,(х  + 1) -  х.

4245, у = 2 + 3* + х (| + 2arclg х)+ ж1.

424в. у = -2  + 2 j c - x i + ^ - - ^ -  + ^ - - . . .  v 

4247. v=Ii + ̂ i l . - Z £ i  + 3 i l - i £ . + * a d „*  4! »! T «1 71 81 • •
ЛЪдо Л  -4 _е _в ,2и**48. -Xs—  + -г*-— + -г*—  + ... + ---- *-------.

2 r e -а 23 % г\ 2?Т41 2*(2я-1)п1

4*4»- y -C ,^ l + - ^ - - * 4  + 'w + M-+"  ) + ^ * + 4  + f f  + » +- ) -



4250. у = C ,(l + £  * . . . )  + с \ х  -  £  + . . ) .

4251. 9 -  С У  * Сге 'и . 4252. 9 -  « V *  +С,«-** .

4253. у -  С,»*' + С ,. 4254. у -  ♦ c J ' " S ^ .

4255. у “ Сг*и  * . 4256. у = С, cosx + Cj einx.

4257. 9 *  сое2* ♦ Сг sin 2x).

4258. у - e ' j ^ c o s i  + C js In i). 425*. у = »'(C, ♦ C,x).

4260. ж » (С, + < V K * . 42*1. у => (С, + С ,* ) * " " 4.

4262. у Ж 4** + Зе,л . 4263. у = Зе'** sin 5г, 4264. у = + х).

4265. у = [l + (l -  я»)х]«“' .  4266. у = со»3* -  ^sin Зх.

4267. Если * > 0 ,  то у » -jU-sin[V*(x -  х , ))+ у„ co-{jk(x -  *„)]; если *  < о

9  = + « )  -  •)«-Л Ь - Ч  ГД. * , = - * .

4268. у = С,е~' + Cj*'''* + * ' .  4269. у = С. cosax + С2 sin ах + --%-■■.
•'♦I

4270. у .  с ,*» ' + Сг*’  + Ш м а т а ..

4271. у а « " ( с ,  со*2* + С, sin 2т) -  со*2-г -  2 sin 2».

4272. у -  (С, + С^)«,Ж + j * 1 ♦ £ *  + •£•

4278. у = e'(C ,coe* + C1sin i) + jr + l .  4274. у » С ,*' + -  ОД.

4275. у ■ С,«* + С,*1'  + у , где у равио:

1) I * ”' ;  2) Эхе1’ ; 3) |-сов* + ■jsinх ; 4) х* + §■** +^ * “ ^

5) 6) ^ *♦« ■-  н *  г" i e 'fex1 + j«J;

8) 1 *  ♦ X(e + Зсов2х -  sin 2х); ») -  2х«* -  ^ е 'и ;

Ю) J j -соах--^-sin *  + -jJjooeSx + ^*j»ln3x; 11) - X » " '  - ^*<*-

4278. у « С,+ Сг«~*̂ /* + у ,  где у рано:

1) i * ’ - f  * * + £ * ; .  2> \ *’ i *> 5 a in *-2 e o *x ;4 ) ^ х  + - ^ в ж г * -£ < » • **:

5 ) ео*2,5х + 81п 2Д х - 0,02х « 'гл' ;  в ) 5 х cosх -  ( 2х - а! »*!

7) т̂ г  '((б50х ♦ 2650)stax -  (3250х - 400)cosx]; 8) -  л " * * " ) .

4277. у = г1"{С, ♦ С,х) + 5 ,  гд* у равно:

1) 2) !(>*; 3) -j- Л * * ;  4) 1со*2х 4 1 х  + ■!•;

W 7*»('^**п3 * + 6св»3х| -  ^ (3 * щ  х ♦ Чсо ех ) ;

6 ) ^ j-(3 e to  х  ♦ 4cosx) + j^ j{5 s ln 3 *  -  12cos3r);
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Ж ---------------------------------------------------- 1-------------------------------------------------------

f) и г *-*х * 3 + *xl* u  * со®2* ; 8) £ {*** ’ “ -  

e ) i ( < ' - K ‘ ) + * ( 38inJtM co,,*>; 10)
M b. у = С, coex + С, sm х \ у ,  где у равно: 

у  jj> _ 13* + 2; 2) сояЗх; 3) Axslnx: 4) -^ x co a * -  ;

5) ijxainx -•JcoaSxj; 8) 9 + 4со*2лг - 0,2со»4jc; 7) O.Schx; 8) 0,5 + 0,lch2x.

4279. у = eI' /*(c,coB-iz+ C, ain-g-xj+ у , где у равно;

и и*,ж',> 2) * * ■ * * ♦  Э)
4) .|cos«s" ‘ ; 8) в) 0,6#** + 1.8.

4280. у = 2 + C,oosx + Cjeinл: + co*xin|tf-t|.

4281- У -  * '( с» + C j* *  biifxi + 1 ♦ xa/ctg xj.

4282.1) y = ex(x + Cl) - ( f ‘  + l))n (f,  + l)+Cii

2) У = ^ '[« гси п г* + e 4 l - * tx * C, j  ♦ А ̂ + C3; 3) у = C,e' -  сове' + C ,.

4283. V = (l + *)*'**'* + to*1'*.
4284. x « «‘ (ОДбсовЗх + 0,28 sin 3x) + x* ♦ 2^x + 0,84. 4285. y = «'r + x J .

4*8*. у « t‘ {e' - x *  -  x + l). 4287. у « -Jsln2x -^«in x -coex.

Дифференцировать указанно» выражение для у дважды: подставить у, 
у" в данное уравнение; во всех трех случаях получится тождество.

08#. у -  х*(с, + С ,*4 j.  4280. у *  ~  + С, cosln|x| + Сг sin 1п|х|.

<291. щшх [с , + C,ln|xJ + 1п3|х|]. 4282. у ^ х Injxj + С,* + С^г* + х\

^  Если ^ > < о а. то у = С,соа*< + C j»i»*r + coaorf + a d .  где fe1 «
| A-

'  a? ~ ш*- Если < щг , то у = C ,e*+Сге~ "- - H - r  cos « * -**£•, где й* я| lr+ar kZ

« 9 4 .  +« '•').

1 = *"*'3’(l0ooe0j45t + 8.16slnO,24!U); a j,.,»7 ,07  CM.

* * * ' 1 *  I n . 4297. »=.»'M<5,|2co9lS6,6( + 0.003139inl5M*|.
429$* , .

• *  * 33± r/cl«= 3 3 i  ■ g 10 s H/om; t  = 0,38 c; высота погруженной части чур- 

s ™ 1 * =Bfa+coe8,16<}. При составлений уравнения считать "  = 1 0 0 0  см/с8.

г = 4р-^“ + (?""). Вес происходит так, как будто трубка неподвижна, но 

рик действует сила, равная «и)3г (г -  расстояние от оса вращения до

ОТВЕТЫ



*259. ?  = + ►•-)•

4251- У » С ,*' + Сге 'и . 4252. у ■ С,«“  + С,« “ .

4253. у « С ,« * '+ С ,. 4254. у « .

4255. у - С 1*г' - С 1«-‘" * .  4256. у « С, « » * ♦  С ,«tax.

4257. у = е"*’ (С, сое 2х +Сг sin 2х).

4258. у » * '| c1c o s i + Ct ein'|J. 4259. у = *'(С, ♦ С,х).

4260. х * {С ,  + С У У * 4261. у =* (С, ♦ Ctx)* "'*.

4262. у « 4«* + 2**' . 4263. у = Зе»* *to5x. 4264. У -  « " * ( 2  + х).

4265. у = (l + (l -  ®)х)<“*. 4266. у = eo*3x-^sin3x.

4267. Вели к > 0 ,  то у = -^-sinjV*(x -  !„))+ у„ coi|V*(x -  *„)); «ели * < 0 ,  

3 -  - Ъ - Ь - Ж  * * )  *д а **,* >♦ ^  гя.  * , = - * .*У*1

4268. у с С ,» '' + Cj*""* + » '.  4269. у = с , «м ех + С2 sin ах + -|2—.

4270. у .  с ,* * ' + C j«' *  Ш л л Ъ я л ,

4271. у = « ’ (с , со*2х + С, »in2x) -  -^-coeix -  2*1п2х.

4272. j /» (C I + CJ* )e , ' + | x * + ^ x + -U - .

4273. у в «'(С, сое* + CjsinxJ + x + l .  4274. у » С,г* < V *“ -  ОД ■

4276. у -  C,«J  t  С,*1'  + у , гя* у равно:

») 2) W ;  3) fcoex + fs ln x ; 4) х* + § * *  х - J * ;

5) ~ 4f'[co3-|+ 2 s in i] ; 6) i x + * ~  *"(2х* + л);

8) J-x + i ( »  + 3co«2x-sin2*); ») -  2хе‘  - -fa t~u ;

10) -JLcoex- i * i n x  + -^jfeo83x + -^ * lB 3 x ; H> - -fc* ’

4276. у *  С, + Ctf~t,r‘  + у , где у рпвно

1) J x *  -• !х1 +■%£*',. 2) £ « * ;  3) 5 м в х -  2cosx;4) -j^x + -j£j-sin2x--^оо*2х; 

5) one2,6х + sin 2Дх -  0,02л*'*’* ' ; 6) 5 х --|j)eosx -  2̂х - -f^ sm x ;

7) ^ * * [ ( б 5 0 х  ♦ 2650)etax -  (3250х -  400)со*х]; 8) ■fcfee1*'* -  х * -*" ’ ).

4277. у «х «** (С, ♦ С,х) + у , где у равно:

1) -J-; 2) !■<*; 3) Ах***’ ; 4) 1-со»2л + *-л + Х;

5) •j^|^»in3x + 6со»Зх ) - Jjj(3«inx »4со*х);

6) -j|g(3sinx ♦ 4со**) + jij{59 )n 3x  -  12co*3r);



2) j ( « ' - ^ « ‘ ' j  + ^ ia s in x  * 4cosx); 1

4278. у = С, « и х  ♦ С, sin* + у , где у

I) 2х* -  13х + 2 ; 2) совЗх; 3) ix a b ix . - -

5) i jx e in x --1-соаЗх); 6) 9 + 4cos2x - O,2co*4x; 7) 0,5c h i; 8) 0JS + o,Ich2x

4279. у « *,lr/*(c, co e± i + C,sin-Jxj-f у , где у равно:

1) 2 )  + J S - c o j l , ;  3 )  '^ « гх + ^ (2 х , + Н х 1 + Ж х _Ш А | .

4) - A c o .a » " ‘ ; 5) -  X » * " '1 coef x ; в) О,*-1' + 1.8.

4280. у = 2 + C, coax + C. i inx + coexln| tjij.

4281. у = t'^C, + Сгх -  ta V «  + 1 + xaxctg x).

4282 .1) у = e*(x + <^)-(r‘  + l)ln (r" + l)+Cj:

2) у = Х е ^ а г с * )п е '+ W l - « * *  + C ,j + 1 V fl- ' * ’ )* +Ci: *) у ‘ С,** - c o t e '  * C , .

4283. у = (l + * ) * * * '«  + г г * " * .

4284. х -« *(0 ,1 6 а » З х  + 0Д8в№Зх) + х , +2Дх + О,84. 4285. y = «r + x ! .

4286. у « «■'(г* -  x* -  x  + l). 4287. у » |sin2x -  -Jrin x -  coex.

4288*. Дифференцировать указанное выражение для у дважды; подставить у, 
у' и у” * данное уравнеяие; во всех трех случаях получится тождество.

4289. у = х * ( с ,+ с ,* ‘ ). 4290. у » ■£ + С, cos In |х| + С, sin In |х|.

4291. у -х [с,+ с,1»| х|  + 1па1х|} 4292. у = xln|xj + С,х+ С^г* + х*.

4293. Если > ш*. то у -  С, оо**< + С, »in*f + * , соаш< где * ’ «ио » 1 * **

= -^•-<0*. Если :£ -< « * .  то у = С.**1 + & * '* * --т^-гсоавх -  **£-, где ft* =та "*а k+w г

= 4294. « « l ^ ' + e - 4').

4298. s = «-*и|10соаОД4Ы + 8.16*1гОД45/); 7,07 см.

4296. ( .  4297. ,  » #'и<1,|2со*156,в( + 0,00313sinl56,6»|.

4296*. *  * 3 3 ^ г/см = 33-J • f  ■ 10"* Н/см; t ~ 0,33 с; высота погруженной части чур-

баячнка х=б[3+ооеЙ.16(]. При составления уравнения считать г »  1000 см/с3.

4299*. г =» +»■*). Все происходит так, как будто трубка неподвижна, во

на шарик действует сила, равная /пи)1 г (г -  расстояние от оси вращения до 
шарика).



4300. Если k > яиоа , то г « —^Ц-

Г = „„(j + ^-<г); е « »  к сто»1, то г ш [mu/ eh|f̂ a>1 -  •£ j  -  к j .

1301. у = С, сое 8х + С* sin 3* + C j.

4302. у = С,«** + С ,*-1'  + С,е,х + С4*~*‘ .

4303. у -  (С, + С,*}»3'  + (С, + С4х]е и .

4304. у Я  с ,*1'  + Сге~и  + С, со«2х + С, sin2х .

4305. у » С ,е"  + С,е ♦ С,*4' .

4506. у ж С,«* + C j« '  + Cjjc’ e ' .

4307. j « C ,  + С2х + + С,хе~‘ .

4308. у » C jf' + Сге ' '  + С,х’ ~* + С4х * '<+...+С,.]х + С, .

4309. у = + С, + + С« ain-^tj.

4310. у « (с, + С,* + Cjx’ jcos •*• + (с, + С,* + C,*’ ] e i n + С,* + С ,.

4311. у = + С,х + CjJ^+.-.+C.jc*'1). 4312. у = 1 + coax.

4313. y = t '+  cosx -  2 . 4314. у -  (р, + С ,*)е’  + С,?1'  -  *  -  4.

4315. у = (С, + Сгх)«* + < у -1* + (** + * - l)« '*.

4310. у = (С, + C,x)cos 2* + (С, + C4x)»in 2 * + i  сое х.

4317. у = (С, ♦ Сгх)соьах + (С, + C4x)sin ах -  \**■.

4318. у *  -fax1 -  А** + C,xJ *■ С,х + С, + С, cosx + C5ain i.

4319. у “ С,е* + С^** + С, sin х + С4 cos* + * j *3-** -  ^-xsinх.

4320. у = (с, + С,х + х*)<* +^С, +С4х + xJ )« '‘  + s in * + со*х.

4321. у *  4 -  Зг"' + t ' " . 4322. у = « ' + х * .

4323. у = x fo  ~Cjln|xj + C, In1!*)).

4324.1. *  • coef + C jsin(), у = * ‘W[(C ,+С,)соа»+(С,-C,)sii>f]

4324.2. *  = C,«‘ + Ca«“ , у = -С ,*' + 3C,r" .

4324.3. *  « «'(С, со»Ж + С, sin 3f), У *  *'(С, sin3< -  Сг cos3f).

4324.4. *  = С,*' + С,«5’ + С^Г*, у -  С,*' -  ЗС,*'1. 2 • С,«' + Сге*‘ -  бСУ* •

4324.5. * -  Ct + SCj*1* . у =r -2Ctt“  + Сг е'\ г  = С, + С,г" -  2С,«( .

4324.6. *  -  С,»' + Cj*s' + С,#**, у я С,/ -  гСге" + ,

* -  -С,<* -  ЗС,<”  + ЗС3<“ .
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4324.7. *  *  С}** ♦ co»f + С, sin/). у = **[(Сг + С,)соэ< + (с , -  C2)sin <j. 

г ш С,»*" + ^ ( (г с ,  -  C,)cos< + (С. + 2С,)мп(].

4326. * *С ,е '  + С̂ /Г* + 1 »h f , у = C,f‘ -  С,* ' + ahf + »chf.

4326. *  « С,*'41 ♦ С,*’"  ♦ £ « '  + A v * , у .  } < V -  Cjr’”  + ■£*’ + ± е ' *  .

4327. * « С,у. гу* -  |х* » Ct .

4328. У -  f t ,  + х* / In — у?- m- , г я j c ,  + дг* In 
x+Jt2~Ci j

4329. у I t  *  С,, хг + у1 + ** « С5 .

4330. хг + уг + г ,  = С,у, г я С гу.

4331. у * - * ’  = С,, у г -у г - Х ‘ С,.

4332. х = С,<‘’ + Сг»-* , у = Ci»"* + 8С,«‘*  + сое*.

4333. х = С|*' + Cjt'1 *  С,ооз1 + С, »in<, у = С,*1 + С,*-1 -  С, со»» -  С, *in t .

4334. х  =■ С, ♦ С,1 + С,<* -  £/* ♦ » ',

у Ш С. -  (С, ♦  2С,У -  j (C , - 1 У  - \С,1> ♦ £ -  1.

4336. х + у + г * Clt х* *■ уг + 1г * С ,. - 

4330. * = * - у .  у{)/~2х)* * ( х - у ) 2.
4337. *  -  t/a, у = - t / i

4338. + А«* + х ,-*» , V' i » H * j « “ - К * . * - - ! « ■ *  4 * * .  

4338. Jt = -* '* , у я e~‘ , |eO.

4340. Лилии у, » я  yj CtX*+C* «
* —  5д* *** заданных начальных условиях

получаются гиперболы yt » У1 *

4341. у - е 1*.

4342. Плоская линия х -  у + г = О, х = ± т И -

4343- * “ i ’l?<2 + ( l i - U ( l ~ co ,| r)l У » ■*[^** +• *• + + (г1 -

4344. *»10ch2<- ^- eo*14t  + ^ ,  у ■= 10eh2t ^^-cosHf - Здесь I  -  путь 

6ол*« тяжелого шарика, а у -  более легкого.

‘ “ 5 в - “ й £ - г”

4^*в* Если Т  -  количество яда. то Ш .„ ац .  ЬЫТ, »  ^ > 0  ! !» ■

Mw* .  когда N = А/.



4847. Л , . ^ 1 ^ М 2 .  + 3 ^ - ( Я 1- Н г) / ^ ,

4348 .1) е - 0 , + 0,002(0* -e | )-0 ,0 0 0 0 8 -£ i i ;  яа S3*:
ЛоТг

2) e - e ,  + 0,002fe2 - e i )= -£ £ % ■  (200«-ы п200я<); не 76”. 
яяо 107

4349. 1) 44,6*; 2) 46,2*.
4350.

X 1 ,00 1,06 1.10 1,15 1.20 1 .2 S

V 1 ,000 1,000 0 ,9 9 7 0,992 0 ,9 *4 0 ,» 7 3

* 1.30 1,85 1,40 1.45 1,80

У 0 ,959 0,942 0.923 0.901 0 .876

4зм. уЦ'З^звае...

»1 « г в » * 4 Уз

2 .5 3 ,1 6 6 6 7 3 . 3 7 5 0 0 8 , 4 2 5 0 0 3 , 4 8 4  7 2

yt дает относительную погрешность порядка 0,1% .
4352. 0,46128; то же дает формула Симпсона при 2л = 10. Все знаки верные.

4353. у, « 1 + х  + J— + * * f f  + + + и т. д. ; yt(0.3) *  1 ,5 4 3 .;

f(x ) = 1 +х + -^  + ■а®̂ - + ^ '  + Â '  + j « ~ + « т . д . ;  /(0,3) = 1,545. Погрешность

менее 0,2%. 4354. 0,808. 4355*. 1,001624. Результат получается всего быстрее, 
если искомую функция} искать сразу ■ *кде степенного ряда.
4356*. 1,0244. См. указание к предыдущей задаче.

4357. у ш х * $ х 4 + f f i r T♦ ...+  + ...; к ■» 0,2297.

К г л а в е  XV

4358. sin2* х = & -+  ^ - [ c o s 2 * *  -  Cj* сов(2* -  2)х +

♦ С|,сов(2А -  4 ) * - . . .+  (-1 )*“ , С £ ‘ сое 2*]: 

8in“ *' х  в ilj^|sin (2* + 1)* -  Су*, sin (2* -  1)х +

+ < & ,, п а (2 к  -  Э)* - . . .+  ( -  l / c j * !  »in*]j



со*3* X « [c& s ~*x  Ci*co»(2* -  2)х  +

+ C l  cos (2* -  4)х  * ...+ С £ ‘ coa2ij;

«о»***1 х  ■ - l j-(co e (a *  ^ ***1  coe(2ft - 1)* +

 ̂ + co*(24 -  8 ) jf+ ...♦ cos*].
4300. СОДЛДГ = с о з ' * - ^ " 00» 2 х * ‘п* ж + <  ̂со»*-'  тип 4 * . . .  Так как (in х »ходи? 
только • четных с-гешв**"” 1 то сояпх "а*во  рационально выразить черва « я г .

438S. 1) * = v ^ -  т Г  e=V^ T ' где v = 0 . 1. 2 ........ л; 2)  * . v ^ ,  где у - 1 ,

2....... л -1  при я Hevfer*^01* и v *  *• 2......... *  при п четном, и <р » (2v -  l ) ~ f .  где

428_________________ _________  ОТВЕТЫ_______________

tg
v » 1, 2 ....... ij+ I .  4 3 в 5 #" '  ^ “ «тить, что J <p„(<p)rf<p -  0 . 4868. Да.

л  «
4371. a) = * ,  = „ . . ^  0  и “I =<«j= e»= ...=  0 ;
б) а, = а, = в2 =. . ,  = 0  и = % •■■-« О.

»):4372. 4 f " * 3 7 ^ '  4374. ж -  2 £ ( - l)**’ **“ • (-* < * < >* fa  2я*1 ■«! Я

• « I

4 3 7 в . 1 ) £  + 4 . £ < - « Г ^ а£;  2> ¥  + * , = £ .* , % Н«1 ЯМ

4377. 4 f ( _ , ) * - ‘ j * i  + a . f ( f > ' ir -» 3 }« in J t .  4378. £ ( - - ^ i ) ginnj
*.i * m n L л°

437». 2 + 4  V  i i i .  < 4 3 ^я JL/ Зп+l I

Г 1  ^  „ I& 2 lh L ]
< 3 .1 . ф . | С й * ) ’ — ^ -  ,Ю 2'

4 3 8 4 .

4 3 8 8 . a » ln v f_ L  + i a u  _  ifcpt- T r
* I *• l-« ‘



43»**LH aainiM-mar . 5 w nlx l
* rV  T " T

H ' + •• -I (в четное);■ л r-1 a2-32 42-t* Jiifi a* -»4387. ainajt

* * £ £ * » * - ]  <•
нечетное).

4388. cos ал

tnг i i g i h  ■ 6яп5< , 1
\ T $  a2-*2 a2- 6s J  <л “етное);

If "1
!iu >2* , 4 sin 4 j  6&infor ,

. * - 4* + „2-e> ‘J  <а  нечетное).

4389. ijb^L _ a _ ejnnjc.
* ‘ i**.1

4390. А» l i — г l*»*
2 t 4 eh*■ : > —!—Ц----nsinnx
« "  I . .*Я-1

«r.22a »f’i-K»2§*')
4391. f(x)~ COS-^yi =

• * ♦ 4
( „ * в  < ^ S t

l i L + - T i -
« « is .

3*5

» !s i

22

4392*. /(ac)-^—^-(со»-И-в1п2лх -  sin-у  cos2n*) =
■d *

Hif sia&i. _ «aA» + дш&с. _ yM>.kte +
V 1* i 2 42 &2 7

*1 сое 2i
вя(

,  »*
Воспольэоватитатом задачи 4368.

4393*. 1) T„ ,j;

2) /(*)= 2lSL'^2BS.cot2nx m ч*2«ла** + * l t e m  +.,
*  J л2 *  *  ^ I2 2*

Воспояьзоват тьтатом задачи 4371.

4 3 9 4 .  * £ Л £ .
«■I '•

4 3 9 5 .  А я « J L * .

4898*. i i  _ L (см. задачу 4374).
2 ,y
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4-397*. - i t Т (~  i ) " ' ! - 75^LTsmnJt (см. задачу 4374).
1 *“ "V* V• И

*3 W . 3 _ * а _ ж 1 _ 2 с о » х *  T - ^ l Z - c o e n x  ( - £ < * < * } ;  воспользоваться
4 * п*г [ } ' 2 3i

4398*. i l ± -  _ l l  + V  Д—X - cosrtj. Продифференцировать рад и вое пользе. 
4 12 . . i» 1!»4*1)

ваться реп; н нем задачи 4374 и тем, что V - V «  ~  (см. задачу 4376).
а»1

tin f tf

IM V
* wnЛД. 1 j

рядом * =  J —̂ -схлпх (см. задачу 4380 при h » ■*■) и тем, что ^  -  л !  
«•t *

(см. задачу 4394).
4400. Д(«}« 17,8 + со» х -  0,1 sin j  -  3,2 cos 2 г + ОД sin 2х;

/i(*} *  0,24 + t£J>eoax-f 0,25 sin *  -  0,08 cos 2x -  0,13 sin 2 *; 

f,{x) ш 0,12 + 1Д2совх + 0,28 sin x -  0,07 eoe 2* + 0,46 sin 2 *.

К г л а в е  XVI

4401. Прямые.параллельные вектору /Ца,6, с}: *■ ££ !.«  £yS..

4402. Окружности с центром в начале координат: х* + у* *  Я *.
4403. Винтови* линии с шагом 2яА/и\ расположенные яа цилиндрах, оси 
которых совпашот с осью г: х = Rcosfurt + а), у = Я sin (wt + а ), г = ht t г„, 
где Я, а  и г0 'произвольные постоянные. 4404. 1) Окружности, образованные 
пересечением с»р с центров в начале координат и плоскостей, параллельных 
биссекторной плоскости у -  * *  0 : кг + у1 + г* » Я * , у -  » + С » О, где Я и С -  
проиэвольные ч ггояикые. 2) Окружности, образованные пересечением сфер с 
центром в начш координат и плоскостей, отсекающих на осях координат 
отрезки, равны» по величине и по знаку: х2 + уг + г* *  Я * , х + у + г = С.

3) Линии пересечения сфер хг * у1 + г1 = Я! и гиперболических параболоидов 
гу т Сх.
4405. dtv А = 3, ntА = 0.
4400. div/t = 0,  Bt А  = 2[{у -  *)< + (г-ж)/ + (х -

4407. iivA  = «хуг, tot А = x(*J -  y3)i+  » (* ’  -**)/ + -  **)*.
4408. div А => 6 . глД = 0. 4409. div,4 = 0 . rolA = 0.

4410. div Л = к/ Г . где *  -  коэффициент пропорциональности, г  -  расстояние 
от точки приложевм силы до начала координат, rot .4 » 0.
4411. div А » 0 , гюД = 0.
4412. div А -  О, гад = 0. В точках оси Ог поле не определено.
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4413. div А ------ 1 i*i j ■» , где к -  коэффициент пропорциональности. В точках
*ул

плоскости Gary nus« и* определено.
4414. За 4416. div Ь (га) = оЬ, div г (гв) = 4гв.
441?. 0. 441S. 1) О; 2) 0; 8) 0.
4410. div А -  2 f(r)/r  + f ’(r\ если поле пространственное, div А = /(г)/г + f\r), 
если поле плоское.
4421. 4>roti4 + « ra d » xА. 4422. ĵ -. 4423. 2u.

4424. 2uwi*, где n° -  единичный вектор, параллельный оси вращения.

4430. и = А г * С .

4431. u = -  + у* * г ‘ )+С. 4432. Нет. 4433. Нет.

4434. и = -| 1п (г* + д*)+С. 4435. Нет. 443Т. 2/8, 1/3, 1/2

4 4 38 .6 ) 4439*. 4 h {j2 ~ l)  *>•

4440. ;п 4441. 2*6e 1п ^ V2).

4442. arccosft, ««ли А<|; 2я*, если А = 1: A t  V*1 - 1 j ,  «ели

Л > 1.

4443*. 1) 2A»Roh-w*^ " ”-  , 2) 2JolR5 In . Разделить цндиндр попо

лам сечением, параллельным основанию, и вычислить потенциал боковой 
поверхности цилиндра как сумму потенциалов боковых поверхностей обеих его 
половин, применяя результат 1). 4444. 2*иЛ£.

4445*. 1) + Н* - И 2 + R1 j ,

2) ^ [ я ^ Я 1 + Я * -  Я* + 4Яг In — см.  указание к задаче 4443.

4446. * кШ{1 -  Я ) , где 2 -  образующая конуса.

4447. и -  + £ ) * ' ’  -  ( * ) ’  -  &  * l j  при д г  Я;

и = ^ W S  ^1 + ^ }  *  -(■&)* + * ( £ ) ’  -  2]  при а £ Я ; 

и *  [4J 2 -  з) при a - R .

*> В ответах к задачам 4439-4449 к -  гравитационная постоянная.
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4448*. и = *й Ц я1 - г , )»-4±!- (М -  массе теле) при a Z Я ; 

и = 2М >(р  -  г5) при a i r ;  

и *  ^  (*' • г’ ) + И *8(я* -  а ’ ) при г S а £ Д.
Провести концентрическую сферу радиуса а и применить результаты первых 
двух случае!.

где М -  масса шара.

4460. И поток к циркуляция равны 0.
4461. Поток ра>«н 2о5. где 5  -  площадь области, ограниченной контуром L. 
Циркуляция равна 0.
4452. И поток в циркуляция равны 0.
4453. Поток *пН'/Х  циркуляция UnR3 .
4454. В случ*е, когда качало координат лежит внутри контура, поток равен 
2п, в противном случае поток ранен 0. Циркуляция в обоих случаях равна 0. 
4456. Циркуляция равна 2я. если начало координат лежит внутри контура, и 
равна О, если же контура. Поток в обоих случаях равен 0.
4456. 2. 4468 2*Я*Я. 4459. nR‘ H .
4460. 4я . Вьпнслить потов через основание конуса и воспользоваться резуль
татом задачи 4457.
4461. Зя/16. «462*. 1/й Воспользоваться формулой Остроградского и вычис
лить поток чер>з основание пирамиды.
446*. 2*2Ь*. 4464. 21И0Й1.
4466. Применить теорему Стокса, взяв в качестве контура L  линию пере
сечения параболоида с плоскостью Оху.


