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6  ОГЛАВЛЕНИИ В В Е Д Е Н И Е

Ряды экспонент — это ряды Дирихле

f ( z ) = t a j * ,  0 <  | Я.* 11 00 • ( 1)

Имеется большая литература, посвященная рядам Дирихле 
с положительными (отрицательными) показателями \к. Такие 
ряды — непосредственное обобщение степенных рядов. Отметим, 
например, что если кк >  0 , то область сходимости ряда ( 1) — 
левая полуплоскость R e z < a < o o ,  при z -*• — <» сумма ряда 
стремится к нулю. И з этого следует, что сумма ряда (1) в по
луплоскости R e z < a  не может быть произвольной аналити
ческой функцией, так, она не может тождественно равняться 
единице.

Ряды с комплексными показателями такж е изучались, но 
значительно меньше, чем ряды с вещественными показателями. 
Отметим, что при условии

lim ^  =  0

(в дальнейшем оно всегда предполагается выполненным) откры
тая область сходимости ряда (1) совпадает с открытой областью 
абсолютной сходимости этого ряда, а последняя всегда выпукла. 
Если показатели А.* расположены, например, на двух лучах, то 
область сходимости есть или угол, или полоса. В  этом случае 
сумма ряда в области сходимости опять не может быть произ
вольной аналитической функцией. Действительно, пусть ради 
определенности argA/* =  0 , a rg > " =  f 0, 0 <  <p0 <  л, { ^ }  U {*-*} =  
=  {А,*}, и пусть в некоторой области D справедливо разлож е
ние (1) для / ( г ) э | ,  В области D, поскольку ряд сходится, 
имеем

х;*
1 =  /С аке к =  2  а'ке  6 "Ь X  а'ке  * =  S i  “Ь (2)

Ряд X 1 сходится в полуплоскости Re г  <  а, содержащей об- 
ласть D, ряд £  2 сходится в полуплоскости R e ^ e 1'1’*) <  Ь, такж е 
содержащей область D. Оба ряда одновременно сходятся в об
щей части G этих полуплоскостей. При <р0 <  п область О — угол;
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вдоль биссектрисы этого угла при z - * ° o  сумма ряда / (г )s a l  
должна стремиться к нулю, что невозможно. При <р0 =  я об
ласть G — вертикальная полоса. Из равенства (2) следует, что 
в этом случае f ,(z )  и /2 (г) — суммы соответственно рядов X i  
и Yjj — регулярны во всей плоскости и по модулю ограничены, 
поэтому они постоянны: f,(z )  =  a, М г ) “ Р. причем, поскольку 
а —|- р == 1, одна из этих постоянных не равна нулю. Приходим 
к рассмотренному уже случаю. Следовательно, в рассматри
ваемой ситуации функция /(г) = 1  не представляется рядом (1 ).

Приведенные простые соображения постоянно убеждали, что 
рядами ( 1) нельзя представлять произвольные аналитические 
функции. Однако в 1965 году, занимаясь решением дифферен
циальных уравнений бесконечного порядка, автор обнаружил, 
что при некоторых {А,*} можно указать области D, в которых 
произвольные аналитические в замкнутой области D функции 
допускают разложения (1). В частности, такие области в виде 
треугольника можно было указать, когда >.* определенным об
разом выбраны на трех лучах.

С этого времени стало развиваться новое направление — 
представление произвольных аналитических функций рядами 
экспонент. Поскольку область сходимости ряда (1) выпукла, 
речь идет о разложении произвольных аналитических функций 
в ряды ( 1) в выпуклых областях.

Основное назначение книги — освещение этого нового напра
вления.

Изложение ведется по следующему плану. Для данной 
выпуклой конечной области D выбирается какая-нибудь целая 
функция экспоненциального типа L(k), для которой D — сопря
женная диаграмма. Пусть Я.2, . . .  — нули L(k), и пусть все 
они простые. Строится система биортогональная к си-
стеме экспонент * /:

с
где С — замкнутый_ контур, охватывающий D. Функции f(z), 
аналитической на D, сопоставляется ряд

°о

/ (2 ) ~  Y j °*е> ° к =  Ш  J   ̂W ^  dL
I '  С

Указываю тся условия, при которых ряд сходится в D и схо
дится именно к /(г). Затем рассматривается общий случай, 
когда f (г) регулярна лишь в области D. Основной результат 
состоит в том, что функцию f (г), аналитическую в D, всегда 
можно представить в D рядом (1).

После этого изучазтея ситуация, когда D — бесконечная 
выпуклая область. Исследованы случаи, когда D — вся пло
скость, D — полуплоскость, D — бесконечная выпуклая область, 
граница которой состоит из двух лучей и выпуклой дуги, со
единяющей начала этих лучей. Показано, что во всех этих слу
чаях функцию / (г), аналитическую в D, можно представить в D 
рядом ( 1).

К вопросу о разложении произвольных аналитических функ
ций в ряды экспонент можно подходить и с других позиций. 
Так, в работах [57], [58] задача о разложении в ряды (1) рас
сматривается как задача о разложении в ряды по собственным 
функциям некоторого оператора.

Представления произвольных функций рядами экспонент и 
связанные с этим вопросы (теоремы единственности, восста
новление функции по коэффициентам, если ряд расходится 
и т. д.) занимают в книге основную часть (главы IV —VIII). 
Для изложения этого понадобился ряд сведений из теории це
лых функций. Им мы отвели главу I. (Заметим, что сведения 
из теории целых функций, имеющиеся в книгах на русском 
языке, приведены без доказательств.)

При изложении вопросов представимости произвольных ана
литических функции рядами экспонент естественно было уде
лить место (главы II и III) и некоторым известным фактам из 
теории рядов Дирихле, тем более, что они почти совсем не 
освещены на русском языке.

Отметим, что важный раздел, посвященный рядам Дирихле, 
у которых показатели имеют плотность, в книге изложен по-но
вому и, как нам кажется, значительно короче.



Г Л А В А  I

Н ЕО БХО Д И М Ы Е С ВЕД ЕН И Я  
ИЗ ТЕОРИИ Ц ЕЛ Ы Х ФУНКЦИИ

§ 1. Целые функции конечного п орядка*)

1. Порядок и тип целой функции. Целая функция f(z ) на
зывается целой функцией порядка  р, если при любом е >  0 не
равенство

| f(z )| < elH p+*

выполняется при всех г, для которых | z | > r 0(e), а неравенство 

| / ( z ) | > e l * l p-

выполняется по крайней мере для одной последовательности {z*}
значений г  такой, что lim zft =  oo.

*-►00
Ц елая функция f  (г) называется целой функцией порядка  р 

и типа а , если при любом е >  0 неравенство

I f  (Z )| < e < o  + « ) l * l P

выполняется при всех г, для которых | z | > r 0(e), а неравенство

| /(z)|>e«5- , >l*lp

выполняется по крайней мере для одной последовательности {г*} 
значений г  такой, что lim zfc= o o .  При а  =  0 функция f  (г) на-

fe->oo
зывается целой функцией порядка  р минимального типа. Если 
для целой функции f (г) порядка р не имеется конечной посто
янной Н, удовлетворяющей условию

1 / (* )1 < « * ' * 1р. I z |>  г0,

то f  (г) называется целой функцией порядка  р максимального 
типа.

* ) Сведения, которые приводятся без доказательства, можно найти в кни
гах М. М. Джрбашяна (I), И. И. Ибрагимова [6|, Б. Я. Левина [9J, А. И. Мар- 
кушевича [47].
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И з определения порядка и типа следует, что
——  In In М (г)  _  _ _  In Af (г)  р =  lim -------------- , о  — l im — - — ,
/•->оо In Г Г->оо Г

где М (г) — максимум модуля f  (г) на окружности |z| =  r.
Т е о р е м а  1.1.1. Если функция f (г) представлена рядом  

Тейлора

/ (г )=  Ё  скг\
о

то ее порядок и тип определяются через коэффициенты 
ck (k =  О, 1 , 2 , . . . )  соответственно по формулам  

. . .  1  ___ I  *
р =  lim — Г Т Т »  (аеР)р =  1'|П V l ск I-k->oo |п _

I С* I

2. Нули целой функции. Пусть {Я » } , 0  <  |A,t | < |  К  . . .
. . .  ^  | Л* К  . . . ,  — некоторая последовательность комплексных 
чисел. Говорят, что эта последовательность имеет показатель 
сходимости т, если при любом е >  О

оо оо

? Т ч Р т < “ - а ? 7м ^ = “ -

Обозначим {я*} последовательность нулей целой функции / (z), 
отличных от начала координат.

Т е о р е м а  1.1.2. Если f (г) — целая функция порядка  р, то 
показатель сходимости последовательности {а*} нулей не пре
восходит р. Если f  (z) — целая функция порядка  р конечного 
типа а , то последовательность {а*} ее нулей удовлетворяет сле
дующему более сильному условию

lim — ^ г < р еа .
*->=о | а * | р

3. Разложение в бесконечное произведение. Укажем, каким 
образом целые функции конечного порядка могут быть пред
ставлены в виде бесконечного произведения. Для этого обозна-

оо

чим k  наименьшее целее число со свойством: £  |Я яГ*- , < ° ° «_ п - \
Такое число k  существует, ибо по предыдущему последователь
ность нулей имеет показатель сходимости, не больший порядка 
Целой функции.
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Т е о р е м а  1.1.3. Если начало координат является нулем 
функции f  (z) кратности v, то функцию f  (г) можно представить 
в виде

-+7-т+-2 а 1
(l.i)

где Н (г) — многочлен, причем р =  т а х (Л , т). Здесь  р — порядок  
целой функции f  (z), т — показатель сходимости последователь
ности {«„} нулей f(z), h — степень многочлена Н (г).

Из этой теоремы вытекает, что если, в частности, р <  1, то 
H (z) =  const, 4 =  0 и, следовательно,

П усть {а„}, ап ф  0 (п ^  1), — последовательность комплексных 
чисел с конечным показателем сходимости т, k — наименьшее

оо

целое число такое, что £  I Г *- 1  <  °о, Н (z) — многочлен сте-
I

пени А. При этих условиях произведение (1.1) сходится и пред
ставляет собой целую функцию порядка р =  та х (Л , т).

Приведем условия, при которых функция f  (г) имеет конеч
ный или бесконечный тип.

Рассмотрим каноническое произведение

-+1  -V+-2 а 2 +14к а*

П усть т — показатель сходимости последовательности {а„}, и он 
конечен. F (г) — целая функция порядка р =  т.

Т е о р е м а  1.1.4. При нецелом т каноническое произведе
ние F (г) будет максимального, минимального или нормального 
(конечного и не равного нулю) типа в зависимости от того, 
будет ли равна бесконечности, нулю или числу, отличному от 
нуля и бесконечности, верхняя плотность последовательности {ап}:

А =  lim
п-*■<*> \ап 1р

С л у ч а й  целого р требует особого рассмотрения.

*  И ЦЕЛЫ Е ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Пусть функция f (г), представленная в виде (1.1), есть целая 
функция целого порядка р. Положим

M r) = ap + ^  Z  а *-р’ 1б/(г )1*

А, =  Пгп —2-т-, =  шах (А/, й,).
п -►<*> I Оп I

Здесь ар — коэффициент при zP в многочлене Н (г).
Вопрос о типе целой функции f  (г) решается следующей тео

ремой Линделёфа.
оо

Т е о р е м а  1.1.5. Если  У* — —- =  оо, то при Y/ =  0 функция 
п- i  I I

f(z )  — минимального типа, при 0 <  у/ <  00 — нормального и при
оо

у/ =  оо — максимального типа. Если  ^   ̂—- р- <  о о ,  то тип f(z )

равен | ар | — модулю коэффициента при zp в многочлене Н (г).
Пусть /(г) — целая функция порядка р и а * ( / г = 1 ,  2,  . . . )  — 

ее нули. Мы уже знаем, что показатель сходимости последова
тельности {а*} не превосходит р. Интересно выяснить, когда

оо

ряд £  |а*|_р сходится или расходится. Валирон установил сле-
I

дующую теорему (см ., например, [67], стр. 32).
Т е о р е м а  1.1.6. Если целая функция f  (г) порядка  р > 0  и

£ | а * Г Р =  о°, то
I

С In М (г)
г1 + Р

dr =  о о , Af (г) =  шах | f  (г) |. 
1 * 1 “ '

При р нецелом верно и обратное: если интеграл расходится, то 
расходится и соответствующий ряд.

Д о к а з а т е л ь с т в о  первой части теоремы основано на ши
роко известной т е о р е м е  И е н с е н а :  если  / (z) голоморфна 
в круге | z  К  R и f  (0) Ф  0, то

К 2л

ЛГ(Я) В 9 $ 1п|f (Re'*)|d<p — In | f(0 )|,
0 0

где n (t) — число нулей f  (z) в круге |г| < / .
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Мы предположим, что не нарушит сходности рассуждений, 
что / (0 ) = 1 . Тогда из указанного равенства немедленно выте
кает, что

N ( R ) ^  J - ^ r f / < l n M ( / ? ) . (1.2)

Кроме этого неравенства нам необходимо будет опереться еще
ОО ОО

на следующий факт: ряд ^Г|а*|““ и интеграл  ̂ t~a ~' n (t)d t,
I о

а >  0, сходятся или расходятся одновременно. Установим его. 
Частная сумма ряда равна

г г
\ r adn(t) =  T~an(T) +  a \ r a -'n (t)d t.  (1.3)

о о

Если ряд сходится, то левая часть ограничена, следовательно, 
интеграл из правой части ограничен. Значит, сходится интеграл
оо

$ Г “ “ '/ !(/ )(/ / .

о
Допустим теперь, что сходится интеграл. Учитывая, что n(t) 

не убывает, имеем
2Г

a - 1  ( l  — 2 -а )  Т~ап (Г) =  п (Т) J  Г в_|Л <

2Т

*5 r - ' n W r f / <  5
г о

Г а_|л (/) dt,

в силу чего величина Т ап(Т) ограничена. На этом основании 
левая часть в (1.3) ограничена и, значит, ряд сходится. 

Вернемся к первой части теоремы 1.1.6. Допустим, что

Г In М (г) 
J Г, + Р dr <  оо.

Имеем

 ̂ х р 'n (x )d x =   ̂х~р dN (x) =  r~pN (г) - f  р  ̂ ac_p_,JV (x)dx,
о о  и

откуда, в силу ( 1 .2 ),
* ..Г Г

 ̂ д гр* 'n (x )d x ^  r~ p In М (г) +  р  ̂д г р~‘ \nM(x)dx.

Учтем, что
оо

р  ̂ дс-р- '  In М (х) dx >  Г "р In М (г).
г

Поэтому
г  г
 ̂ * - р- 'п  (дс) dx  <  р  ̂ д гр- ‘ In М (*) dx,

I  ]| Ц ЕЛ Ы Е ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

и, следовательно, ряд Е И * Г Р сходится. Значит, если указан

ный ряд расходится, то нужный интеграл расходится.
Перейдем к доказательству второй части теоремы. Имеем

f(z )  =  ep <* П б ( ^ - .  р ) '  Р =  1Р1> Р < Р < Р + 1  
1

где Р (г) — многочлен степени, меньшей р, [р] — целая часть р и 

G{u, р) =  (\ - ы ) е х р ( ы  +  -^- +  . . .  + - 7 - ) *

Известна оценка

in|G («, р) |< А . - ^ .  р >  о. 

In (1 н- 1  Ы 1), р =  о,

в силу которой (см. [9], стр. 22)

ln M (r ) <  max| P(z)| +
1*1—г

К Р\гр J  Г р~'п (0 dt +  rp+1 \ t~p~2n (0  dt\ .
V О г '

(1.4)

Здесь Ар и Кр — некоторые постоянные, причем вторая посто
янная определена и при р =  0 .

Положим

/, (г) =  гр J  Г р~'л (/) dt, / 2 (г) =  гр+1 [  Г " - 2п (0  dt.
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Допустим, что ряд £ | а *| ~ р сходится. Имеем
1

ОО оо оо

\ r ' p~'j2 (г) dr =  5 rp- p dr 5 t~p~2n (/) dt =
R  R  г

«о t oo

=  5 r ’,- 2n ( t ) d t \ r p~l,d r ^ ( p - p +  i r ' J  r p- 'n (O r f/ <
R  R  R

no

< ( p  — P +  I) " 1 5 r p~'n(t)dt <  oo, 
0

*  R  Г

\ r Q- ' / l ( r ) d r = \  rp~p~] dr   ̂ t~p~'n (/) dt =
0 0 0

R  R  R

=  J r p~'n(t)dt J r p- p- ‘ dr < ( p - p ) - '  $ Г р~'л (/)<//<
0 I 0

oo

< ( p  — р Г ‘ \ r p~ 'n (t )d t< o o .
0

В силу этих неравенств, на основании (1.4) заключаем, что

Г in Af (г) . ^
\ ~ ^ Т Г ~  d r  <  ° ° -

Отсюда следует, что если рассматриваемый интеграл расхо
дится, то и соответствующий ряд должен расходиться. Теорема 
доказана.

Рассмотрим функцию
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L (A,) ==n f 1 — T r V  О <  А,„ t  оо, l im - J5 -< o o .
I \ */1 / П-> 00 Л-

Д ля нее

" w = n ( l + t ) -
И з доказанной теоремы вытекает 
С л е д с т в и е .  Д ля расходимости интеграла

необходимо и достаточно, чтобы расходился ряд  Х я . * 1*
I

,я
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Действительно, если ряд расходится, то А (А.) — целая функ
ция порядка р =  1 и по теореме 1 . 1.6  интеграл расходится. 
Пусть теперь известно, что интеграл расходится. Тогда Л (Я) — 
целая функция порядка р = 1 .  Сразу теоремой 1 . 1.6  воспользо
ваться нельзя, ибо порядок — целое число. Положим

оо

£ , ( * )  =  Д ( 1  ц„ =  \п, М\(г) =  max | ( Я )  |.

Функция I ,  (А,) — целая порядка р =  1 /2, причем 

уИ, (г) =  Af ( V ^ )*
Имеем

ОО ОО оо

f  In Af, (г)  d r _  f  In М  ( V T ) d r  _ 2  f  In Af (г)  dr
J  I +J_ J  I +— J  r
1 , 2  I r  1

OO.

В силу этого и на основании теоремы,
оо оо 1

£  =  Е цл7 = о °-п—I п—I
Все доказано.

4. Оценка модуля функции снизу. При исследовании целых 
функций часто используется следующая оценка модуля анали
тической функции снизу.

Т е о р е м а  1.1.7. Пусть функция f (г) голоморфна в круге 
| z | ^  2е/?(/?> 0), / (0) =  1 . Пусть ц — положительное число, не

з
превышающее у в .  Тогда внутри круга  | г|^/?, но вне исклю 
чительных круж ков с общей суммой радиусов, меньшей 4 i\R, 

\n\f(z)\> -  H(r])\nM (2eR),
где

M ( r )  =  m a x  | / ( г ) | ,  / / ( т ) )  =  2  +
|*|<Г

Воспользуемся этой оценкой для доказательства следующей 
теоремы М . Картрайт [69].

Т е о р е м а  1 . 1 .8 . Пусть {я„} (ап фО) — последовательность 
комплексных чисел с показателем сходимости х =  1. Если плот
ность

то функция

А =  lim
п  +  оо ап

= о ,

/ й = «~ П 0  
\

( Ь5)

*Г ,  , Ч  и  Л П

п м г  - u m T F .K A



есть целая функция первого порядка, тип а  которой равен  

а =  6 з= lim | а +  2  а* '| .
I 1вГГ<' I

Прежде чем доказывать теорему, заметим, что всегда
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lim lim n(r)
k-yoo |ал l*’ r>°o rp ’

где n(r) — число точек a m в круге | z | < r . Действительно, 
возьмем достаточно большое произвольное г >  0 и обозначим 
через m =  m (r) целое число такое, что

Ю О  < l a m+ , !.
Имеем

т  т  +  1 _  т  п ( г )  т

"» +  ‘ ‘ |вт +1|Р 1 «*+ | Р  'P " l e*|P ’

откуда все и следует.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Убедимся сначала, что

In 1(1 - u ) e tt K e - y i p j ^ - .  ( 1 .6)

При | и К  1/2 имеем 

l n |  (1 - « ) e “ | =  R e { l n ( l  - « )  +  « }  =

'  Ik- 2  ' k-2
При | к | >  1/2, в силу неравенства In (1 + 1 и |) < |  и |, находим

1п|(1 - и) в- | < 2 |М| < 2 |и|-г̂  =  6 т М гт .

Во всех случаях, следовательно, справедливо (1.6).
Функция (1.5) — целая функция первого порядка. Имеем

/(2) =̂ <«>*/*(2),
6(/?) =  а  +  £  а * ‘ * (1.7)

Положим

ш- П 0~ i)  П
Ы < *  Ы > *

Af* (г) =  max | f R (г) |, М (г) =  max | / (z) |.
Izl  —г

« » Ц ЕЛ Ы Г ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Покажем сначала, что о < 6. Возьмем число р, 0 < р < | а ,| ,  и 
заметим, что /г(/) =  0 при O ^ f ^ p .  Имеем при |z | =  /?

In , П о - * )  < I  Ч 1 +4т)=
||»*|<* ы <к

( i » c  + - f  ) * » « - » « ' » ( '  + f ) r . , + « S  w

~ n ( f i ) l n 2  +  R \ ~(ГГ Щ < n (R )\ n 2  +  \

i«)  dt 
+  R)

На основании оценки (1.6) имеем далее

In iJ.('
mT v r w i L <

Н R
оо оо

<  -  Зл (R) +  18R* \ ,/"/Цд - 5 <  -3 / 1  (/?) +  W 2 \
R R

В итоге

in мЛ (R) < \ +  m 2 J
Р к

По условию Л =  0. Поэтому, каково бы ни было е >  0,
п (/) <  е/, / >  г о (е).

В силу этого при R >  г0

f  « Ш £ „ С  1 S M . +
Р Р г , ?

оо оо

f  п(1) . С dt е
) - r d t < *  ) т г - т -

в силу чего 

и. значит,
In Mr (R) <  24е/?, /?> / ?! (е),

inAf (/?) 
lim ------ -— = п
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На основании представления (1.7)

± 4 !2 <,««)г+ In M „ ( R )

Отсюда, принимая во внимание (1.8), получаем ст ^ б .
Покажем теперь, что б < а .  Для этого оценим функцию f R(z) 

снизу. Мы воспользуемся при этом теоремой 1.1.7. Положим
в этой теореме ri =  |-e_4. Тогда в круге | z K r  =  /?/2e, но вне 
исключительных кружков с общей суммой диаметров, меньшей 
12е~4г, имеем

In | f R (г) I >  — Н (  J -  е~<) In MR (/?) =  -  7 In MR (R).

Так как \2e~* <  1/2, то между г/2 и г найдется л, такое, что 
окружность | z | =  Г| не пересекает исключительные кружки. По
этому

In I /я (2 ) I >  — 7 In Mr (R). (1.9)
1 * 1  - ' 1

И з представления (1.7) находим
Re [6 (R) 2] == In | / (2) | — In | fjf (г) |.

Отсюда, учитывая (1.9), получаем
Re [б(R )2 ] <  In | / (г)| +  7 In MK(R), \г\- г , .

Выберем на окружности \z\ =  r, точку 2  так, чтобы число б (R)z  
было действительным и положительным. Тогда

In М  ( г . )  l n M D ( t f )
16  (/?) | <  — ^  +  7 -------^ ------ .

Но г, > ( 4 г ) - 1 /? и поэтому, в силу (1.8),
In MR (R)

0, R-
Значит,

6 =  l i m | 6 ( / ? ) | <  lim l n * * (' l}
/?-* OO Г,-> 00 rl

Установленные соотношения о ^ б и 4 ^ о  показывают, что а  =  б.
Пользуясь оценкой модуля аналитической функции снизу, 

докажем еще следующую теорему.
Т е о р е м а  1.1.9. Пусть f  (г) — целая функция, растущая не 

быстрее функции конечного порядка  р и конечного типа. Пусть, 
далее, q >  1 — фиксированное число и G: Ч>о <  a r g 2  <■»(), — фик
сированный угол. Имеется число Л >  0 и окружности 12 1 =  г* f  00, 
причем г* <  (ft =  2 , 3, . . . ) ,  на которых

ln l/ (z )| >  — h \ z f ,  \z\ =  rk (Л = » 1 , 2 , . . . ) .

« и Ц ЕЛЫ Е ФУНКЦИИ КОНЕЧНОЮ  ПОРЯДКА

Имеются далее отрезки lk: r * - i ^ | 2 | ^ r * ,  it>u < a r g 2  — ф* <  
на которых также

1 п | / ( г ) | >  —  Л 12  |р, г е / ,  ( *  =  2 , 3 , . . . ) .

Если в рассматриваемом угле функция f (2 ) не обращается 
в нуль, то в любом меньшем угле <  Уо^ь arg 2 <  Yi <  't’l.

In I / (2) I >  —  h \ z f ,  | z | > r , .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем числа

/?,  >  0 ,  / ? 2 =  <?,/?,............ / ? *  =  ...............................  <7i =  V < T *

В теореме 1.1.7 положим /?=/?* и г) <(</, — 1)/8</,. Тогда 
в круге | г | < Я * , но вне исключительных кружков с общей сум 
мой диаметров, меньшей 8i\Rk,

In | / (2 ) | >  — И (r|) In М (2eRk).
Так как

8 ^ / ? *  <  (</i —  I )  R k - l  R k - l  =  R k  R k - I t

то имеется окружность |z| =  r*, <  f k <  Rk, на которой 

In I /  (2) I >  И (tj) In M (2eRk), \z\ =  f k.
По условию

М (r) <  eprP, r >  po, 0 <  p <  o®. ( 1 . 10)

Следовательно,

In | / (2) | >  — p (2e)pH (tj) Rk, \z\-*Tk, f t > f t 0.

Учитывая, что Rk <  получим

In I f  (z) 1 >  -  p  ( 2e q t f  H (r,) I г  | =  r „  ft >  ft0. 

Положим r* =  r*,+* (ft =  1 , 2 , . . . ) .  Имеем 

In I / (2 ) j >  - h r f ,  \z\ =  rk ( ft— 1, 2, . . . ) ,  Л, =  p {2 eq ^ p H (t)). 

О сталось заметить, что

rk + l ' * , + *  + 1  ^  ^ k ,+ k  + l _____ 9 _____——  == —------- <  - -----------=  q*r= q,
r k r k, + k K k ,+ k - 1  

Первая часть теоремы доказана.
Для доказательства второй части положим в теореме 1.1.7 

R =  rk и т) <  (*|>, — фо)/8?- По этой теореме в круге | г | < г * , но 
вне исключительных кружков общей суммой диаметров, мень- 
шей 8 iy*,

In | / (2) | >  — И (л) In М (2erk).
Поскольку

8цг* <  8т1^г*_, =  (4>i — ^о) r * - tl
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найдется отрезок /*: г * - ,  <  | г| < г* , Ф„ <  а ^ г  =  ф* <  на ко* 
тором имеет место указанная оценка. Так как для точек г  этого 
отрезка

\ z \ > r jq ,
то, учитывая (1 . 10), получим

1п| /(г)| >  — Л2| г |р, г е ( ,  (k =  2 , 3 ,  . . . ) ,  Л2 =  р (2 eq f Н (ц).
В качестве Л можно взять число Л =  т а х (Л 1, Л2). Вторая часть 
теоремы доказана.

Докажем третью. По доказанному (если в качестве исход
ного угла взять угол ‘фо <  arg 2  <  Vo) найдется отрезок 1к: гк_ 1 ^  

\J>0 <  a rg z  =  q>' <  y0. на котором

In | /(г) | >  — h\z\.
Точно так же найдется отрезок 1к : rfc_, <  |2  К  rft, yt <  a r g 2  =  
=  <  Фр на котором имеет место то ж е неравенство (число Л 
можно считать одним и тем же). Пусть Е к — область, ограни
ченная дугамЕ окружностей 12 | =  г*_ ,, \z\ =  rk и отрезками лу
чей a rg 2  =  Yo. a r g 2 = Y i ,  а Г* — замкнутый контур, составлен
ный из отрезков 1к, 1"к и дуг окружностей \z\ =  rk_v \z\ =  rk. 
Так как внутри Г* функция /(г) не обращается в нуль, то 

/Для г е £ *

1п|/<г)|> min 1п|/(/) I >  — Лг* =  — Л А -|  г  |. 
гк

Но ^ < 7. Поэтому

In I / (2) I >  he] 12 1, Y o < a r g 2 < Y i ,  12 1>  r,.
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Если /(г) растет не быстрее целой функции 
порядка р минимального типа, то в теореме в качестве Л можно 
взять любое фиксированное положительное число (поскольку 
в этом случае в оценке (1.10) число р >  0 — любое). Более того, 
поскольку р > 0  — любое, можно утверждать, что на окруж
ностях \ z \ - r t  и отрезках 1к выполняется оценка

1 n | / (2 ) | >  — е| z f ,
если k  >  А0(е), где е >  0 — любое.

5. Целые функции первого порядка и конечного типа. В ка
честве характ<ристики роста целой функции порядка р конеч
ного типа ст го лучам, выходящим из начала координат, вво
дится функция

' " ' У .
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которая называется индикатрисой роста функции / (г). Из са 
мого определения следует, что h (<р) — периодическая функция 
с периодом 2л и что Л(ф)<<х. Отметим следующие два свойства 
функции Л(<р):

1) Л(ф) непрерывна при любом ф и ее наибольшее значение 
равно типу о целой функции /(2 );

2 ) по любому е >  0 можно найти такое г0(е), что при всех 
г >  г0 (в) и любых ф выполняется неравенство

In | f  (re1*) I <  [Л (ф ) + e] /*.
Пусть

о
— целая функция первого порядка, т. е. порядка р =  1 , и типа о. 
Рост этой функции по разным направлениям тесно связан с распо
ложением особых точек функции

Y(2) =  £
а»

г П +  1

(легко усмотреть в силу п. 1 , что ряд в правой части сходится 
при 12  | >  а), называемой функцией, ассоциированной по Борелю  
с целой функцией / (2 ). Чтобы сформулировать относящийся сюда 
результат, дадим сначала определение опорной функции вы
пуклого множества.

Ограниченное множество D называется выпуклым  множеством, 
если оно содержит вместе со своими двумя_любыми точками 
все точки соединяющего их отрезка. Пусть D — замкнутое вы
пуклое множество. Возьмем точку 2  =  (дг +  iy )^ D . Спроектируем 
радиус-вектор точки г  на луч, идущий из начала под углом ф 
к положительной части действительной оси. Проекция радиуса- 
вектора точки г  на рассматриваемый луч равна

х cos ф +  У sin ф — Re (ze~,т).

Максимум этого выражения, когда 2  изменяется в D, обо
значим К (ф). Получаем, что для произвольной точки г  нз D 

х  cos ф +  у sin ф — К  (ф) ^  0 ,

причем хотя бы для одной точки D имеет место знак равенства. 
Следовательно, множество D лежит по одну сторону от прямой 

х cos ф - f  у  sin ф =  К (ф)
и имеет с ней по крайней мере хоть одну общую точку. Эта 
прямая называется опорной прямой, а функция К (ф) — опорной 
функцией выпуклого множества D.



Имеет место следующая теорема Полна.
Т е о р е м а  1.1.10. Индикатриса роста h (<р) целой функции f  (г) 

первого порядка конечного типа и опорная функция наименьшего 
выпуклого замкнутого множества, содерж ащ его все особы е точки 
функции у (г), ассоциированной по Б орелю  с f  (г), связаны со
отношением

Л(Ф) =  К ( - Ф ) .

Целая функция f(z)  первого порядка конечного типа выра* 
жается через ассоциированную у (г) по формуле

с

где С — замкнутый контур, содержащий внутри себя все особые 
точки \(t).

Пусть D — замкнутое выпуклое множество. Всегда можно 
построить функцию у (0  вида

v (0  =  £ - ^ m - .
о

которая регулярна вне D и для которой все точки границы dD 
являются особыми. У функции

/ « - £ * * •
о

индикатриса_ роста Л (ф ) =  К (— ф), где К  (ф ) — опорная функция 
множества D. Таким образом, по выпуклому множеству D всегда 
можно построить целую функцию экспоненциального типа с ин
дикатрисой роста Л (ф) =  /С (— ср).

Ассоциированная функция y (z) выражается через целую 
функцию /(г) по формуле

оо

V (г) =  J f( t )e~ z ,dt.
о

Здесь интегрирование происходит по лучу, выходящему из начала 
под углом ф к положительной части действительной оси. Инте
грал сходится в полуплоскости

х cos ф - f  у sin ф =  Re (ze- ^) >  К  (ф),

где К (ф) — опорная функция наименьшего замкнутого выпуклого 
Множества D, содержащего все особые точки функции y(zh
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Когда угол ф изменяется в пределах от нуля до 2л, в это_время 
указанная полуплоскость опишет внешность множества D. I а- 
ким образом, с помощью данного интеграла можно определить 
функцию у (г) во всех точках, лежащих вне множества D.

§ 2. Целые функции конечного уточненного п ор яд ка*)

1. Уточненный порядок. Понятие уточненного порядка ввел 
Валирон. Уточненным порядком  называется функция р (г)(г > 0 ) ,  
удовлетворяющая условиям

lim р (г) =  р, lim rp' (г) In г =  0 .
Г •►ев

Если для целой функции f  (z)

lim ln MJ r\— =  о Ф  0 , 00. Mf (r) =  max |/(z)|, 
f-> oo r0V) i* i-r

то p (г) называется уточненным порядком целой функции f  (z), 
а о — типом этой функции при уточненном порядке р (г).

Т е о р е м а  1.2.1. Если п ( г )— число нулей функции f  (z) 
типа а  при уточненном порядке р (г) в круге | z | =  г, то

Отметим некоторые свойства уточненного порядка.
1) При р >  0 функция гр(г) монотонно возрастает для всех 

достаточно больших г.
Пусть г =  ф (/) — функция, обратная функции f =  r p(r). В силу 

монотонности последней, функция ф(/) существует.
Т е о р е м а  1.2.2. Тип а  целой функции

f ( z ) = Z  Cnzn
о

уточненного порядка  р(г) определяется равенством 

Й т ф (п) У Г с Д  =  (стер),/р.
п->°о

В случае р (г)я эр  имеем ф(/) =  <10 и это равенство, следова
тельно, совпадает с уже известной нам формулой (см. тео
рему 1 . 1 . 1).

}  2) Ц ЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО УТОЧНЕННОГО ПОРЯДКА 2 5

*) Все сведения, которые мы будем приводить в дальнейшем без дока-
мтельства, взяты из книги Б. Я. Левина [9].
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2) Функция есть медленно растущая функция. При
этом функция L  (г) (г >  0) называется медленно растущей, если

L ( k r )iim —г ■ .
Г-> оо t ( f )

1

равномерно на любом интервале 0 <  a ^ k ^ b  <  оо.
3) При г - * о о  и 0 < а < Л < & < о о  равномерно относи

тельно ft выполняется неравенство

(1 -  е) k Y {r) <  (kr)pikr) <  (1 +  е) * ргр(Г), г >  г0(е), 
где е >  0 — любое.

При фиксированном конечном 0 >  О

|im I B .  =  р«*
/ -> «  < Р (0  у

где г =  ф(^) — функция, обратная функции / =  гр,г».
4) Для всякой положительной при г >  0 функции <р(г), удо

влетворяющей условию

« =  Ш Й - ^ (Г)
In г < 00,

можно так подобрать уточненный порядок р(г), что для всех 
положительных значений г

ф (г )< г о (г>

и для некоторой стремящейся к бесконечности последователь
ности значений rn ( n =  1 , 2 , . . . )

ф (гп) ==л«(Г,,)-

Из последнего свойства вытекает, что всякая целая функция 
обычного конечного порядка есть целая функция некоторого 
уточненного порядка.

Действительно, пусть

Г->оо 1П Г

Отсюда

In М, (г) <  г^г\ г >  О,

1пЛ* ,(г „ )  =  г°<г»> ( « = 1 , 2 , . . . ) ,  '„ t o o .
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и, значит, f (z) — целая функция уточненного порядка р(г), при
чем ее тип о = 1  при этом порядке.

5) Пусть а (г) — функция, удовлетворяющая условиям
О <  tt(r) I  0 , a ( r )> p / ln r , {J >  О, г - *  оо.

Существует уточненный порядок
/ ч Ф (In г)

Р (Г) “ Р — нГГ- *

5̂ (лг) t  ° ° . ♦ ' ( * ) - * ’О, .V-+00,

такой, что
а  (г )  лр <  г р ( п , г > г 0.

Д ля доказательства положим
jt =  l nr ,  // =  — In а (г) =  а| (дс).

И з условий следует, что

a , ( * ) t ° ° ,
, 1 , In Г . X

/ \ ' п -----7~Г ,п ' а  *п ~5Г
о <  j M f L  =  — <  — —Ё _  _  — Ё— > о, х -> о о .

X  In Г In Г X

Построим непрерывно дифференцируемую функцию ^(х) 
такую, что

ф (*) <  а, (дс), г |/(*)-*• О, х ~ *  оо.

Для этого на кривой у — а |(дс) возьмем точки Ап с абсциссами 
х =  п (я — 1, 2, . . . ) .  Из  точки Ап ( п =  1, 2, . . . )  проведем гори
зонтальный луч направо, он пересечет прямую x =  ( n +  1 ) в не
которой точке Вп. Отрезок ВпВп +1 лежит под отрезком Л„+1Дя+1. 
Точки В и В2, . . .  соединим последовательно отрезками. Получим 
ломаную линию L. Она лежит под кривой у =  а, (дс). Построим 
другую ломаную L\ следующим способом. Отрезок В {В2 — первое 
звено ломаной L t. Чтобы указать второе звено ломаной, про-

<*1 (■*) Оведем через точки б , и В2 прямую /|. В  силу условия
при д:-»оо, над прямой /( может лежать лишь конечное число 
точек из совокупности { 8 „}. Пусть BPl, р, >  2 — первая точка, 
лежащая под 1\. Отрезок B2BPl — второе звено ломаной L {.

Для нахождения третьего звена проведем через точки В2 
и Sp, прямую /2. Над ней может лежать лишь конечное число 
точек из {/?„}. Пусть ВР;, р2 >  р, — первая точка, лежащая 
«од /2. Отрезок Вр,Вр, — третье звено ломаной /„,. Указанный 
процесс можно продолжать далее. Получаемые вновь звенья будут 
“меть меньший наклон, чем предыдущие звенья. В результате



будет построена ломаная L x. Вблизи вершин ВРк ломаную L, 
округлим. Получим кривую у =  $(х), обладающую свойствами

Ф ( * И ° ° .  '•’’ W - * '0 » •*-♦ (л:) <  а, (дс).

Имеем
— ф (In г) >  — а, (In г) =  In а (г),

откуда
а  ( г )  <  е - * < 1пг>,

♦  U n n

а (г )гр <  rpe - <l(ln,» =  r  |пг =  гр(г>.

Осталось убедиться, что р(г) — уточненный порядок. Имеем 
р (г)-*-р  при г -+ о о , ибо - ^ - > 0  при х —* оо. Далее,

гр' ( г ) 1п г  =  - ^ ( 1п г ) +  _> о,

ибо еще и (дг) —► 0 при * -> о о . Все доказано.
6) Пусть q(r)  — положительная возрастающ ая функция на 

10, оо), удовлетворяющая условию

Шп M L  =  0 i
Г •> оо Г

Существует уточненный порядок

*  W  t  oo, t|>'(jc)- * 0 , * -> o o ,

такой, что
q(r)  <  exp[rP(r)], r > r 0.

Для доказательства положим

tt(f) =  m a x m a x ( ln<H<) ( _ I _ V  
O r  V * In r J

Очевидно, 0 < a (r )  {  0, « ( r ^ - j ^ .  По свойству 5) имеется 
уточненный порядок нужного качества, удовлетворяющий условию 

га (г) < г р<г>, г > г 0.

Так как q(r)  ^ e x p [r a (r ) ] ,  то отсюда и следует нужное свойство.
7) Пусть {а„}^° — возрастающая до бесконечности последова

тельность положительных чисел, причем при больших п имеем
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а п <  In п. Каково бы ни было р >  0, существует уточненный 
порядок
p ( r ) _ p  +  i J £ i .  * W t « ,  - ^ - О .  ♦ '< *> -< > ,

такой, что

Р . > ~  ( я - 1 .  2, . . . ) .
а п

где р„ — корень уравнения гр(г) =  л.
Докажем это утверждение. Положим

r ' = ^ .  r n =  ™ * r ' k , Х п =  In r n ,  у п  =  p ln a „ .
п а п * < п

Ясно, что хп t  оо, уп t o o ,  -^ - —  0 п.ри П -*  ОО.
Обозначим через Мп (я =  1, 2, . . . )  точку с координатами 

хп, Уп- Образуем ломаную L  следующим способом. Через Д 1, 
и М2 проводим прямую /0. Участок МХМ2 этой прямой — первое 
звено L. Над прямой /0 лежит не более конечного числа точек 
из {М „}. Пусть Af* (fti >  2 ) — точка с наименьшим номером, 
лежащ ая под /0. Через М2 и М*, проводим прямую l t. Ее 
участок Af2Af*, — второе звено ломаной L. Над 1\ лежит не более 
конечного числа точек из {Af„}. Пусть M*, {k2 >  Ап) — точка 
с наименьшим номером, лежащ ая под 1\. Через М*. и А1*, про
ведем прямую /2. Ее участок Aft.Af*. — третье звено ломаной L. 
Этот процесс может быть продолжен и далее. Наклон звеньев 
постоянно будет уменьшаться. Получим ломаную L. Около 
вершин эту ломаную немного продеформируем так, чтобы она 
стала гладкой кривой Г. Пусть у =  ^>(х)— уравнение кривой Г. 
Кривая Г обладает свойствами: все точки Af* леж ат на Г или

над Г, \j>(*)t°o> i j> '( * ) i0 , -^7 ^ - - *  0 при *-*• оо.
Искомый уточненный порядок р(г) есть

/V . ф (In г)
Р М  =  Р Н птт •

В самом деле, p (r ) -» p , r p ' ( r ) l n r = ^ '( l n r ) — *  - » 0  при 
г - *  оо. Осталось показать, что рк ^ г 'к. Имеем

Но по построению кривой Г 

^ ( 1п гк) <  (In гк) =  ф (дгЛ)  <  ук =  р In а к =  р ( у  In k — In г ; ) .
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Поэтому
In Оь 

Р + Р ------ 7 -
vP S— '  /ч |ПГ-(r'kY V k ,< (r 'k)

In f t - р In гк 

In г. — k.

Так как функция гр(г) — возрастающая и Р* ^  =  k, то р*>/•*, 
что и требовалось доказать.

Свойства 5) — 7) установлены в работах [23] и [25].
2. Плотности. Пусть А — некоторое счетное множество точек 

плоскости с единственной предельной точкой в бесконечности. 
Обозначим через п(г) число точек множества А, лежащих 
в круге | z | < r , а через я (г, Ф, 0) — число точек из этого мно
жества, лежащих в секторе |z| <  г, d <  a r g z ^ G .  Пусть р(г) — 
уточненный порядок. Если существует

будем говорить, что множество А имеет плотность А при пока
зателе р (г). Множество А имеет угловую плотность А (О, 0) при 
показателе р(г), если для всех О, 0 , за  исключением, быть 
может, счетного множества, существует

Равенство
Д ( е ) -Л ( « )  =  Д(в, 0)

определяет с  точностью до аддитивного слагаемого некоторую 
неубывающую функцию А (0).

3. Правильно распределенные множества, ft-м нож ества.
Множество А, имеющее угловую плотность при показателе р(г), 
при р нецелом называется правильно распределенным при пока
зателе р(г). Множество А — {ап}, имеющее угловую плотность 
при показателе р(л), при р целом называется правильно р ас
пределенным при показателе р (г), если существует конечный 
предел

6 =  lim
Г ->  оо ш \ с + у  Е  о; р)  №<<■>='»-<■> (а .»

С К | < г  )

при каком-нибудь значении константы с.
Правильно распределенное множество А =  {а„) называется 

регулярным  или R-множеством, если прн некотором d  >  О

|fl/»+il — |« п| >  < / | « л Г Р(|а',|)

*2 1
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или если все ап леж ат в конечном числе неперекрывающнхся 
углов q > ;< a rg z < q > ;' ( / - 1 . 2 .......... т) и для точек ап>/<=Л из
/-го угла (/ — 1 , 2 , . . . ,  т)

I а„ + ,.,  I — I в„. /1 >  d| а„ ./ ||_р(|в»./|).

При этом кружки
| z — ап 1 1 <  d\ ап, f I1 p<len./l), d >  0 , 

называются исключительными кружками (С„-кружками) множе
ства Л =  {а„}.

Докажем следующую теорему (она принадлежит автору, 
частный случай ее содержится в работе [24]).

Т е о р е м а  1.2.3. Пусть р (г), lim р (г) =  р >  0, — уточненный
Г - >  оо

порядок и {Хп}, 0 < К \  — последовательность, удовлетворяю
щая условиям : имеется предел

lim - г 7г т  =  Т| 0 <  т <  оо, (2 .2 )

К » - К > < - н к "\ “ ><>■ М
Пусть, далее, р, (г), lim р, (г) =  р,, — другой уточненный порядок

Г ->  оо

и Т| — положительное число , причем

lim гр (г>-р‘ <г) >  1. (2.4)
Г * > ° о  1

При этих условиях имеется подпоследовательность {ц„ =  \тп) 
последовательности {А.„} со свойствами: существует предел

lim

(2.5)ц — ц >  cf.u1 d, >  0 .г\| + 1 " П ^  “ lf*n * 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

f(x )  =  XPM, f ,(x )  =  x*<*K
Функции, обратные этим функциям, обозначим соответственно 
Ч>(0 и (р^/). Положим, далее,

^ « - [ ф М Р ^ ’ - М ф Ю !.
Изучим сначала, как ведут себя производные этих функций 

при больших значениях аргумента. Имеем

Г  (*) =  W {  р' (ж) 1пл +  - ^ -  }  — U p' (ж) In *  +  р(л)}.



3 2
НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕН ИЯ ИЗ ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИИ (ГЛ. I

И з определения уточненного порядка следует, что выражение 
в фигурных скобках стремится к р при х -+ о о . Следовательно,

(2.6)

(во всем дальнейшем знак «  означает, что отношение левой 
части к правой стремится к единице, когда аргумент стремится 
к бесконечности).

Отсюда вытекает немедленно, что

(2.7)

Производные от /,(х) и Ф, (0  ведут себя такж е. Рассмотрим 
производную от F(x). Имеем

F  М  =  f'i 1ф W 1 ф' (*)•

В силу (2.6) и (2.7), находим

F ' ( x ) * o ,  и |ф(5И.ф1£1 г W~Pi рх
или окончательно

F'(x) Pi F ( * ) X - >  оо . (2.8)
P *

Убедимся теперь в том, что

если и п - * о о ,  vn - * o o ,  п - + о о .  (2.9)
ф («/.)

Имеем
О <  ф (i»„) -  Ф (и„) =  (v„ -  ип) ф' (л), «„ <  Л <  va,

откуда
Ф (v„) {  1 -  (о„ -  «„) }  -  Ф (“■) •

В силу (2.7), при больших п
п г  ф'(п) ^ 2ф (п) ^ 2ф(0„)

ф (0„) ЛРФ (»п) ЧРФ (»л) Р“»
и потому

1 < ф(Рп) ■■_______ #
Ф ("л) ! _  2. (  Л2. _  А  ’

Р V ип )
При rt-v oo  правая часть стремится к единице. Свойство (2.9) 
установлено.

Перейдем к непосредственному доказательству теоремы- 
Положим

г . - * ( £ ) .  ™ . = К ('* ’] ’

где [а) означает целую часть числа а.

/

На основании (2.9)

}  2) ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО УТОЧНЕННОГО ПОРЯДКА

гп 4-1 1 , п - *  оо.

3 3

(2. 10)
Находим

ma — Tf(rn) — qn, 0 < < 7„ < 1 .

Убедимся, что числа тп различны (во всяком случае при боль
ших номерах п). Для этого оценим разность

=  т [/(гя+1) — /(/•„)]— <7П+, +
W мссм

mn+1— т „ >  т[/ (гп+,) — f ( r n)] — 1 . (2 . 1 1 )
Рассмотрим выражение в квадратных скобках. Получаем 

f(r„+,) — f(r„) =  (rn + l- r n)f'(r\), гп <  л < г п+„ 

откуда, согласно (2 .6), (2 . 10) и свойству 3) уточненного порядка,

f ( r n+\) — f ( r n) ^ ? ( r n+i - r n) Пгп) (2.12)
Далее,

(  п +  1 \ /  п \ I п ^  П +  I
г я + , - г п =  ф , ( — ) - ф , ( - ) =  —  ф , ( л ) ,  —  < П <  —  

откуда, согласно (2.7) и (2.9),

rn+i Гп ' Гп
лр,

-  ( т >
На основании (2.12) и (2.13), приняв во внимание равенство

(2.13)

получим

х[/ (гп+|) - / ( г „ ) ] « ^ - г р^ ) - р. ('»>.

Правая часть, в силу условия (2.4), при больших п больше 
1 +  2 0 , р > 0 . Следовательно, на основании (2.11), при боль
ших п

т я+, — т „ > р ,  п > п 0.
Числа тп, таким образом, различны.

Для дальнейшего полезно отметить, что

т _ ~ mn > Y г Ц М - М Ч  п > п ь  (2.14)

Положим теперь ц„ =  А,т(1 и докажем, что

пlim „ ... .
л -> оо |i 1 ( л̂) (2.15)

2 А. Ф. Леонтьев



Согласно (2.2),

С*") =  F  • е п ~ *  0 . п-*>оо.

Положим

« . - Т Т Т .-  К - V ' ' - К ' . ) -
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Очевидно,
п - *  оо. (2.16)

Сравним F (a n) и F  (Р„). Имеем

F  On) — F  (°л) =  (Рл — ап) F' (л), 

где т) лежит между а„ и р„. На основании (2.8) и (2.16)

в силу чего при больших п

|(pn - a n) F ' ( ^ ) l < 2 - ^ | b - - l | | F ( a n)| =  o { f (a „ ) } .  

Значит,
„_> оо

F  (“ л ) •

Подсчитаем F ($ n). Поскольку

ф(Рп) =  <р ( г л(,',)) ==гл*
то

Р(Рп) =  Гп{Гп)'
Но г „  =  q>i . Следовательно ,

F (  W - f .
Отсюда

цР| С*я)
1 , л —► оо,

(т)
что и надо было показать.

Получим, наконец, неравенство (2.5). Имеем

г" =  ф|( ^ - ) -  ^  =  <Р' ( Т 7Т 5; ) '  й л -> 0 , п -+ о о

(последнее равенство вытекает из (2.15)). Отсюда, на основа
нии (2.9),

— — ► 1, п ->  О О . (2.17)
и »

Принимая во внимание (2.10), далее найдем

i i i i i — *  1 п —► оо ,
Ил

Учитывая последнее соображение и свойство 3) уточненного по
рядка, нз условия (2.3) для больших п получим

Цл+1 — Ця =  ^ т п + , >  J  (т л + | mn)\ln  ̂ »

или, согласно (2.14),

На основании (2.17) правая часть без числового множителя 
асимптотически равна ц), Р| Таким образом, для больших п

Все доказано.
З а м е ч а н и е .  Если \п удовлетворяют условию

(— 1 .
П

то имеет место (2.3) при некотором d >  0. Действительно, в этом 
случае А,п =  ф (-^ -), и потому

* » +i — “ *  ( т )  =  т <р,(|')* т < Т ) < £ т ^ -

Отсюда, принимая во внимание (2.7), получаем, что при боль
ших п
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4. Индикатор целой функции. Индикатор или индикатриса 
роста целой функции f(z )  уточненного порядка р (г) определяется 
формулой

h(Q) =  hf (6) =  Шп ' " ' У  •
Г->ао

Индикатор— непрерывная периодическая функция с периодом 2 я. 
Характерным свойством индикатора является тригонометриче- 

кая выпуклость. Тригонометрически выпуклая функция — это

2 *

*(т)
2тр

(т)
2тр



функция, удовлетворяющая неравенству

h (0 ,) sin р (02 — 03) +  h (02) sin р (03 — 0,) +  h (03) sin р
( 0 , - 0 2) < О

при 03 — 0| <  л/р, 0 , <  02 <  03.
Положим

0

S (0) =  л ' (0) р2 $Л(ф)</ф. (2.18)

Т е о р е м а  1.2.4. Д ля того чтобы функция Л(0) была триго
нометрически выпуклой, необходимо и достаточно, чтобы функ
ция s (0) бы ла неубывающей и при р целом удовлетворяла бы  
ещ е условию

2я

$ e - '< * d s ( * )  — 0. (2.19)
О

При  р нецелом
в

h =  2р sin яр S cos р (в — Ч> — я) (Ч>). (2 .20)
в - 2 л

при р целом
в

Л (0) =  — J  (0 — ф) sin р (0 — ф) ds  (ф) +  A cos р0 +  В sin р0.
0 - 2 Я

(2.21)
При целом р функцию «(ф) можно равномерно приблизить 

с любой точностью е > 0  кусочно-постоянной функцией 5 (ф) 
с  конечным числом скачков, причем скачки функции Д(ф) =  
=  5(ф)/2лр выражаются рациональными числами и

2л

 ̂e~ip* d s  (ф) =  0 .
о

В случае p (r)s=Jl функция s (xf) имеет простой геометриче
ский смысл. Пусть D — замкнутое выпуклое множество с опор
ной функцией К  (ф) =  Л (— ф). Тогда «(ф) — длина дуги гра
ницы dD от некоторой фиксированной точки до точки опоры 
опорной прямой (прямая перпендикулярна лучу a rg z  =  <|)
и соприкасается с множеством D). Имея это в виду, функ
ция 5(ф) строится следующим образом. В кривую dD_ впишем 
ломаную L так, чтобы ее длина отличалась от длины dD меньше 
чем на е и чтобы длина дуги dD между соседними вершинами L
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(если эта дуга не совпадает со звеном ломаной) была меньше е. 
Сдвигая незначительно вершины ломаной, можно добиться того, 
что длины ее звеньев, поделенные на 2л, будут выражаться 
рациональными числами. Пусть s (ф)— функция, соответствую
щая ломаной L (отсчет дуги на L и dD будем вести от одной 
и той же точки dD). Эта функция и есть искомое приближение.

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим выпуклую область / ) 0 специаль
ного вида. Пусть D — бесконечная выпуклая область, граница 
которой состоит из лучей /,, /2 и дуги у. соединяющей начала 
этих лучей. Допустим, что /, и /2 наклонены к вещественной 
оси под углом, соответственно равным ф0 и — ф0, причем ( ) <  
< ф „ < я / 2 . Правее у проведем вертикальную прямую/. Она 
отсечет от D конечную выпуклую область, которую мы и обо
значим Д>. Граница Du состоит из дуги у, отрезков лучей /, 
и /2 и вертикального отрезка /о прямой I. Заметим, что перпен
дикуляр, опущенный из начала координат на луч 1\ (или его 
продолжение), образует с вещественной осью угол (фи - f  л/2 ). 
Пусть Л =  Гое'ф*, B = = r 0e“ 'v« — концы отрезка /0. Будем отсчи
тывать дугу кривой dD0 от точки В. Видим, что

*(ф) =  0 , — ( t o  +  - у )  <  Ф <  0 ,

5(Ф)=<7о, 0 <  ф <  Фо +  - у .

где q0 — длина отрезка /0.
Допустим, что q J2 n  — рациональное число. В  этом случае 

в качестве вершин ломаной L возьмем точки А и В  и отсчет 
дуги L будем вести от вершины В. Тогда имеем

s  (ф) =  0 , — +  - у )  <  ф <  0 ,

5(Ф) =  7о. 0 < ф < ф и +  | .

Следовательно, у функции 5(ф) скачки будут в точке ф =  0 и 
в точках ф/, |фу|^ф0 +  л/2 .

5. Каноническая функция правильно распределенного мно
ж ества. Пусть А =  {а*} — правильно распределенное множество 
при показателе р (г). Положим

0 {и ,  р) =  (1 — ы)ехр (и  +  - у - +  ••• + y ) ’

Каноническая функция правильно распределенного множества 
определяется формулой

оо

/(г, Л) =  П С ( т ' ’ р)'  Р =  1Р1-
* - i  *
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при р нецелом и формулой
ОО

H z . A ) = e “ ° ] [ 0 U -  р )
* - 1  *

при р целом. Здесь с — постоянная, фигурирующая в выраже
нии (2 . 1) п. 3.

6. Теоремы об асимптотическом п)ведении канонической 
функции. Сформулированные ниже результаты принадлежат 
Б. Я . Левину и А. Пфлюгеру.

Назовем линейной плотностью множества круж ков  С/0  =  1,
2 , . . . )  комплексной плоскости предел

где г/ — радиус кружка С/, а X  означает суммирование по 
всем кружкам, центры которых находятся в круге | z | < r .

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а  1.2.5. Пусть А =  {а*} — правильно распределен

ное множество при показателе р(г). Вне некоторого множества 
круж ков нулевой линейной плотности каноническая функция 
f  (г, А) удовлетворяет асимптотическому равенству

Здесь
1п| f ( r e ‘\ Л )| «  H(Q)r»^.

H ( Q ) .
sin лр

О

J  cos р (0 — ^ — л) dts. (\Jj) (2 .22)
0 - 2 Я

при р нецелом и 
в

Н (0) =  —  ̂ (ф — 0) sin р (я|з — 0) d\  (i|>) - f  т f cos p (0 — 0j) (2.23)
0 - 2 Я

при p целом, причем xf и Qf таковы, что

lim ^ Г с  +  i  £  - ,-» }•  (2.24)
l  |а * | < r  )

а функция А(г|>) характеризует распределение нулей a k (см. п. 2).
Если в угле а < 0 < р  нет точек множества А, то указанное 

асимптотическое равенство имеет место всюду в меньшем угле 
а +  Л ^ 0 ^ Р  — л. где т| >  0 — любое.

Заметим, что в этой теореме не указывается, как располо
жены исключительные кружки, вне которых выполняется асимп
тотика. В случае, когда правильно распределенное множество 
-4 =  {а*} является регулярным, за исключительные кружки
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можно взять С*-кружки множества Л =  {а*}. Напомним, что 
С л-кружки — это кружки

| 2 - о * | < Я | в * Г Р ( 1в* |),  d  >  0 .

Итак, верна
Т е о р е м а  1.2 .6 . Пусть А =  {а*} — регулярное множество 

при показателе р (г). Вне исключительных С „-кружков канони
ческая функция f  (г, А) удовлетворяет асимптотическому р а 
венству

In| / (ге‘в, Л) | «  Я  (0 )гр(г>, (2.25)

еде  Я (0 )  имеет вид  (2.22) при р н е з л о м  и вид  (2.23) при 
р целом. Если а к =  л*е'ф\ то при любом  е >  О

* > * , « •

Докажем вторую часть теоремы. Выбираем d  столь малым, 
чтобы исключительные кружки не пересекались. Имеем

/ > * ) / (*)

Отсюда, в силу (2.25), учитывая, что

—  О, k - * o o ,  
a k

получаем

l _ L _ | < e r » ( ’ . ) * - i ' ; w , k>kM.
Для функции f (г, А) с правильно распределенным множе

ством нулей {а*} всегда

Я (0 )  =  Л,(0),

где ht (0) — индикатриса роста f ( z ,  А) при показателе р(г).
З а м е ч а н и е .  Пусть А — {а*} — регулярное множество при 

показателе р (г) и

С*: | z - a * | < p * ,  P* =  r f | a * r p ( |° * |) , d >  О ( Л - 1, 2 , . . . )

— исключительные кружки. При малом d исключительные 
кРУжки (когда k  велико) не пересекаются. Утверждаем, что 
если р * - *  оо при /г-»оо, то асимптотическое равенство (2.25) 
имеет место в действительности вне кружков с центрами в о* 
Радиуса у, где у >  0 — любая фиксированная постоянная. Д о
кажем это.
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Кружок С* виден из начала координат под углом, который 
стремится к нулю при k - * o o .  Отсюда и из непрерывности 
индикатора Л(0) вытекает, что

sup| Л (02) — л (0,) | = б*.

2 , =  | г ,  |е'0/е=С* (/== 1 , 2 ), 6* - + 0 , k - * o o .

Кроме того,

supl^rl =  1 + fi*’
г , е С ,  0  =  1 , 2 ) ,  б ; - > 0 ,  Л -*о о .

Рассмотрим функцию
г ~ ак
1(г, А) •

Она регулярна в кружке Ск. По принципу максимума модуля 
аналитической функции для z e C *

г  — а
<  шах 1 ' “ в* 1 Р*

1 l(t.A )  1 1 1 ( V И)1
. I /о — а* I =  Р*- (2-26)

И з (2.25) получаем, что вне исключительных кружков при 
г >  г0(е)

In | f ( r e te, i4) |> [Л (0) — el rp(,),

в частности,
1п|/(г0е '9*, Л ) | > [ Л ( 0о) - е ] г $ Ч  

Гцв'0* =  tQ, k >  К  (е).

И з (2.26) находим
1 * - ° *l/ (z , А) | 

Д ля г  =  ге 'ве С *

Р*
ехр {[Л (0О) — е] rg (r,)J ,

г е С ц ,  k >  К  (е).

1 ,
ГР (Г)

Л(0) < Л ( 0о) +  й*,

в силу свойства 3) уточненного порядка, поскольку 1 при 
k -*■ оо. Кроме того, р* <  | а* | <  2г. Следовательно,

| / (z, Л) I >  ехр {[Л (0) — 2е) г^ »},
Y < | z  — а *| <  р*, k > K i { e ) .

Неравенство
|/(2 , Л) | <  ехр {[Л (0) +  е] г* W), г >  г0 (е),
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всегда верно. Из всего этого вытекает, что асимптотическое 
равенство (2.25) выполняется при г > г 0(г) всюду вне кружков 
| г  — ак | <  Y-

С л е д с т в и е  1. Пусть А — {а к) — правильно распределенное 
множество при показателе р(г), /(г, А) — каноническая функция 
этого множества, Л(0) — индикатор функции /(г, А). Тогда  
имеются окружности |г| =  /*,

г*Т 00 •
Г*+!

1 .

на которых

In | f  (re1 fl, A) I >  [Л (0) -  e] r*«\ r =  rk, k > K  (e).

Докажем это. По теореме 1.2.5 вне множества кружков Ск 
нулевой линейной плотности имеем

In 1 / (ге1а, Л )| >  (Л(0) — e l^ w , г > г 0(е). (2.27)

Пусть тк — радиус Ск, кк — центр Ск. Поскольку множество 
кружков С* имеет нулевую линейную плотность, то

7  Z  Л* =  6 (г) °> г - *  оо. (2.28)

Надо оценить сумму диаметров кружков Ск, которые имеют 
общие точки с кругом | г | ^ г  (центры некоторых из этих 
кружков могут не леж ать в круге | z | ^ r).

Положим в формуле (2.28) г=|А.*|. Тогда получим

гк ^  ,  /.« |ч гк ^ 1 4 1 * 0 * * 1 )  . п  ь ™
I х* | " -  С  * I)’ <  1 Ч 1( 1 - * ( 1 М ) )  ’

Левая часть во втором неравенстве есть отношение радиуса 
кружка к расстоянию от начала до ближайшей к началу точки 
кружка. Выводим отсюда, что если rm — радиус кружка, ко
торый имеет общие точки с кругом | г | ^ г , то

rm < j r . г >  г0.

Следовательно, кружки С*, имеющие общие точки с кругом 
\г \ < г,  полностью леж ат в круге | г  \ <  2г, и потому, на осно
вании (2.28), сумма их диаметров меньше

где
4 r f i (2 r )< r 6 ,( r ) .

6i (г) =  max 46(2/), 6, (г) 1 0 , г - *  оо,
1>г



Возьмем последовательность радиусов {/?*}, где Я, >  О задаем 
произвольно, а

Rk+\ =  QkRk ( *  =  1 , 2 , . . . ) ,  q k =  , _ 2в( •

Ширина кольца Rk <  I z I <  Rk+i равна
у .ч r, 2 4 1 (Ri, ) Ri, —  24! ( / ? * + , )  Rk __ o x  / d  \ d
(qk — 1)  Rk —  ! _  2 6 , ( /?*) ^  i _ 2 4 , ( # * )  2Ъ\Кк+1) "к+и

а сумма диаметров исключительных кружков Ск, имеющих 
общие точки с кругом |z|</?t+ i, меньше Rk+A  (Rk * i)- Поэтому 
существует окружность 1 г  | =  г*, /?* <  г* <  Я*+|, которая не пе
ресекается с исключительными кружками и на которой, следо
вательно, выполняется оценка (2.27). Имеем

гк Кк

Утверждение полностью доказано.
З а м е ч а н и е  1. В случае, когда А =  {а*} — регулярное мно

жество такое, что

|a*+ . | - | a * l > d | a * l , ' P(|0* l) ( * > * о ) ,  

в качестве окружностей |z| =  r* можно взять окружности

1 , 1— „ - ' М у ш !  ( * - 1 , 2 . . . . ) .

Они не пересекаются с исключительными кружками 

| z - a m | < d | a m I1 ~р ( I em I).

если d  — достаточно мало.
З а м е ч а н и е  2. Пусть А =  {а*} — правильно распределенное 

множество. Спроектируем исключительные кружки на действи
тельную ось по правилу: точке r e ‘v приводим в соответствие 
на действительной оси точку г. Получим некоторое открытое 
множество. Пусть (р', р") — какой-нибудь смежный интервал 
этого множества. При некотором к будем иметь

Г к < Р '  <  Р " < г к + „  

где г* — числа, введенные выше. Отсюда следует, что
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На окружностях |z| =  p' и |z| =  p" имеет место оценка (2.27). 
Замечание состоит в том, что если в кольце р' <  | z | <  р" нет 
точек из множества Л =  {а*}, то оценка (2.27) имеет место и 
в этом кольце.

Пусть в указанном кольце нет точек из {a k}. Мы уже видели, 
что сумма диаметров исключительных кружков, имеющих общие 
точки с кругом | z | < p " , меньше р"б, (р") <  2р'6, (р') при боль
шом р', где 6, (г) I  0 . Отсюда следует, что в каждом криволи
нейном четырехугольнике

p '< | z | < p " ,  <Po< argz< <p 0 +  261(p'),

имеется отрезок р '< |z | < р " , a rg z  =  ^0. который не пересе
кается с исключительными кружками. В  силу этого факта 
кольцо р' <  | z | <  р" разобьется на конечное число четырех
угольников указанного вида, стороны которых не пересекаются 
с исключительными кружками. На сторонах имеет место оценка 
(2.27). Длина любой стороны, лежащей на окружности |г| =  р', 
не превосходит 4р'й, (р'). Пусть К — один из указанных четырех
угольников, а Г — его граница. Поскольку в К  нет точек из {а*}, 
то для ze/ C

|/(z, i4)| > m in | f(/ , А) |.
tm V

В пределах любого К  колебание функции ft(0 )rp(r) не более е, 
когда р' >  г0 (е). Следовательно, в силу (2.27)

|/(z, И )| > [А (0) — 2e]rPW, г >  г0 (е),

когда z =  reie лежит в К. Это же неравенство выполняется и 
во всех других четырехугольниках. Оно выполняется во всем 
кольце p '< | z | < p " .

Итак, мы показали, что если в кольце p '< | z | < p "  нет 
точек из {а*}, то оценка (2.27) выполняется и в этом кольце.

На этом основании без ущерба можно выбросить из мно
жества исключительных кружков те кружки, которые проекти
руются на интервал (р', р"). Поэтому впредь можно считать, 
что если (р', р") — смежный интервал, то в кольце p '< | z | < p "  
имеется по крайней мере одна точка из Д = { а * } .

С л е д с т в и е  2 . Пусть А =  {а*} — правильно распределенное 
множество при показателе р ( г ) э  1 , / (г, А) — каноническая 
Функция этого множества, h (0) — индикатор функции f  (z, А). 
Тогда имеются число р >  0 и числа rk,

0 <  r* t 1 . Л-*-оо,
rk

такие, что при лю бом  г >  О

1п 1/(те'в, Л )| >  [ Л ( 0 ) - е ] л ,  г* -  р  <  г* +  р, к > К ( е ) .
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Пусть га (г) — число точек ак в круге | z | < r . Поскольку 
А — правильно распределенное множество, существует конечный 
предел

|im __ д  =  д  (2я) — Д (0).

Отсюда га (г) =  Дг +  е (г) г, причем е (г) —*■ 0 при г - *  о о .  Положим 

е,(л) =  т а х  , m a x e(/ )J, е ,(г) | 0 , г - *  оо.

Число точек а к в кольце г <  | г  | ^  R равно

п (R) -  п (г) —  A (R  -  г) +  в (R) R -  в (г) г <  Д (R -  г) +  2в, (г) R.

При рассмотрении следствия 1 мы видели, что сумма диаметров 
исключительных кружков, которые имеют общие точки с кругом 
|z|</?, меньше где б, (R) [ 0 при R - * o o .

Возьмем последовательность чисел {/?*}, где Rt >  0 выбрано 
произвольно, а

Rk+1 — QkRk

Из условия

получаем
^  1 - 2  6, (/?*) 

<7*6, т < - ^ -

Отсюда вытекает, что сумма диаметров исключительных круж
ков, которые имеют общие точки с кругом | z* Rk+i, меньше

Rk+|б| (Rk+l) <  QkRk î (Rk) <
Я к - 1

Rk.

Ширина кольца /?* <  | z | < /?*+, равна (qk — \)Rk. Следова
тельно, половина интервала (/?*, Rk+() действительной оси (по
ловина в смысле меры) свободна от точек множества Q-проекции 
исключительных кружков на действительную ось. Так как каж 
дому смежному интервалу (р', р") множества £2 можно сопо
ставить хотя бы одну точку а к из кольца p '< | z | < p "  (см. 
замечание 2 ), то число смежных интервалов в (/?*, /?*+,) не 
более чем n (Rk+l) — n(R k). Точки интервала (/?*, /?*+1), которые 
не принадлежат Q, образуют множество Gk. Оно состоит из 
интервалов, некоторые из которых могут выродиться в отдельные 
точки. Число этих интервалов не более чем n (tf*+ i) — «(/?*) +  2.

Я к - 'Так как мера Gk больше чем Rk, то один из интервалов.

назовем его (р*. р*+|), имеет длину
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Rk Ч к ~ ] Rk2 2 
5 *  п ( R k + i ) - n ( R k )  +  2 >  2  +  Д (/?* + ! — Rk)  +  2в| ( Rk )  R k + ,

Як~ 1

+  4< к  ~  0 +  2«, (*к)Як '
Поскольку

то

Положим

^  <  е, (/ ?*)<  (qk - 1),

I
S k >  «■

ei { R k X q k -  1 ,

Qk <  2, к >  к0,

як - 1 I
2 (6 +  Д) (qk — I) 

Р* +  Р*+1
Р =

2 ( 6  +  Д) ' 

1
4 (Д +  6) '

В кольце р * ^ | г | ^ р * +| нет исключительных кружков, и там 
имеет место оценка (2.27). О сталось добавить, что

1 , • о о .

Все доказано.
С л е д с т в и е  3. Пусть А =  {а *} — правильно распределенное 

множество при показателе р (г), f  (z, А) — каноническая функция 
этого множества, h (0) — индикатор функции f(z ,  А). К аков бы  
ни был угол G: a rg z  <  \|з,, имеется в G бесконечный непре
рывный путь Г, составленный из дуг окружностей \z\ =  rk, 
г k Т оо, и отрезков /*: a rg z  =  <p*, ф0 < ф * < '| ’и r * _ ,< | z | <  
^ г * (/ i ^ k 0), на котором

In | / (ге'е, А) | >  [Л (0) — е] г^(г>, г >  г0 (е).

Для доказательства в качестве окружностей \z\ — rk возьмем 
окружности из следствия 1. Осталось доказать наличие в кольце 
r * _ | ^ | z | ^ r *  соответствующего отрезка /*.

Вне множества кружков Ск нулевой линейной плотности 
имеется оценка (2.27). При доказательстве следствия 1 было 
установлено, что сумма диаметров кружков Ск, имеющих общие 
точки с кругом | z | ^ r , меньше гб, (г), где б, (г) | 0 при г - *  о о .  
Значит, сумма диаметров кружков Ск, имеющих общие точки 
с кольцом меньше

г А  Ы  = / • * _ , - ^ - 6, (г*). 
гк - 1
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Но — ----->\ при k - * 0O и потому
г * - |

7 ^ * 1  (»■*)-> 0 .
л —1

В  силу этого кружки С* не могут пересекаться с каждым 
отрезком I: a rg г  =  ф,

7. Специальные целые функции. Рассмотрим некоторые 
часто используемые функции, у которых нули расположены 
на конечном числе лучей, причем множество нулей — правильно 
распределенное.

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а  1.2.6 '. Пусть множество Л =  {а*} точек на поло

жительном луче имеет плотность

л =  lim  т г г й
Г оо Г  '

при уточненном порядке р (г), причем р — нецелое, и пусть
оо

f ( z ,  А ) =  I I G ( v  р )  ( Р < Р < Р + 1 ) .

Тогда при г  =  ге19, 0 <  0 <  2п,  

In 11 (reie, /4) 1 _lim
Г -> о о

я Д
г Р (Г ) sin яр

cos р (0 — я), (2.29)

причем стремление к пределу равномерно в любом  интервале 
O < t i < 0 < 2 n  — т|.

Предположим дополнительно, что

' * + i - « 4 > Ж » 1 - Р < 4  k > k 0, d >  0 .

Тогда А =  {о*} — регулярное множество и соотношение (2.29) 
выполняется всюду вне исключительных кружков

|2 - а * | < ^ - р( Ч  d > 0 ,

причем выполняется равномерно.
Рассмотрим теперь случай, когда нули располагаются на 

конечном числе лучей. Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а  1.2.7. Пусть множество А — {а*} точек на поло

жительном луче имеет плотность

Д -  lim
Г *  о» Г

V
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при уточненном порядке р(г), и пусть ш — целое число, боль
шее р. Положим

Тогда при г  =  ге,в, 0 <  0 <  2п/пг,

lim
Г->  оо

ml I(re19) n \
^ ( Г ) tin яр ■ C O Sp (• -£ )■

(2.30)

(2.31)

причем стремление к пределу равномерно в любом  интервале

° < г 1 < 0 < - | - - Л .

Соотношение (2.31) получим на основании (2.29). Для этого 
рассмотрим функцию

оо

ф (г)= П 0  ш >р-
* - 1

Пусть Я (г) — число точек Ьк в круге | z | < r . Имеем п (г) =  

*= п ( г т ) .  Положим ^

P (г) =  - i - p  ( г " " ) .

Легко проверить, что р ( г )— уточненный порядок, причем 

i > y r ) - + p =  р

Поскольку

р (г )-> р  =  ^ - <  1 , оо.

ТО

л (г) _  Я (R) 
f P (r) W  '

l i m

Л™

R = r m ,

= Д.

На основании (2.29) (Ф (г) =  /(г, Л) при А =  { 6*})

lim ------ —  co sp (0 - n ) ,  0 <  0 <  2я.
г tin яр 

Но / (г) *= ф(г™). Поэтому получаем искомый результат:

|im l " i y i  =  — cos р Го — —) ,  o < 0 < f . 
г->оо г9** в1п ЛЕ Ч  m j m

m



Пусть Н (0) — индикатор функции /(г). Имеем
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// (0)
яА

т

cosp

Поскольку f  (г) — целая функция от г т, то значения индикатора 
И (0) в углах Л <  0 <  {k - f - 1) повторяются. Отсюда

а  =  max Н (0) =
6 sin

яЛ
яр min Н (0) =  Н (0) =  яД ctg .

Видим, что если т  >  2р, то индикатор Н (0) всюду положителен. 
Предположим, что

fl* + | - a * > d f l i " P ( a ‘ ) . k > k o< d > 0 • ( 2 . Э 2 )

При этом условии множество нулей функции f  (г) становится 
регулярным множеством. Условие (2.32) заведомо будет выпол
няться (см. замечание в конце п. 3), если а к выбрать с  условием

k
п" (“*>

При условии (2.32) вне исключительных кружков
2я1 I

— а ке т 51 <  da'k~p â^  (s == 0 , 1 ...........m — 1 , k > k 0)\ z

имеем

Положим
In | f  (re'e) | >  [Я  (0) - в) го «  r  >  r0 (e). (2.33)

o b +  a ft+i ( k = l ,  2 , . . .)•

При малом d  окружности |z| =  r* не пересекаются с исклю
чительными кружками. Поэтому можно утверждать, что нера
венство (2.33) выполняется, в частности, на окружностях \г\ — гк.

В том случае, когда радиусы исключительных кружков 
стремятся к бесконечности, т. е. когда

а^-р (“*)_*. оо, к - *  оо,

неравенство (2.33) выполняется в действительности (см. зам еча
ние к теореме 1.2.5) вне кружков постоянного радиуса с цент
рами в нулях / (г).

В  заключение оценим при условии (2.32) модуль производ
ной f ' (г) в нулях /(г). Очевидно, достаточно это сделать 
в точках ак. Выбираем d  столь малым, чтобы исключительные 
кружки не пересекались.

Имеем
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<  шах
/<*> г

Отсюда, в силу (2.33), учитывая, что

получаем

Г  К )

—  —► 0 , к

I I - W  (0)+2в| а°.
<  е  * I к >  к0 (е). (2.34)

Имеем далее

/'(**)
Так как

то

min
/(*>

In I f  (re'9) | <  IH (0) +  el r>« ,  r >  rQ (e),

I- H  (0)—2*; aP (a *^
>  e  i к >  k 0 (e).

Ha основании этого неравенства и неравенства (2.34) находим: 
Т е о р е м а  1.2.8. В условиях теоремы 1.2.7 при дополни

тельном условии  (2.32)
■ i iIn

lim
fe->°О

i — яД ctg (2.35)

Множество E0 точек интервала ( 0 ,  оо ) называется множе
ством нулевой относительной меры, если при любом г >  0 мно
жество £ о 0 1 0 » Л измеримо и

ИГЛ mesfofllO.rl =()>
г+ о о  Т

Покажем, что точки ак ( £ > 1) на ( 0 ,  о о )  можно всегда 
выбрать так, что множество Л =  {а*} будет иметь плотность Д 
при уточненном порядке р(г), будет выполняться условие (2.32) 
и все точки ак будут леж ать вне данного множества Е0 нуле
вой относительной меры.

Пусть £ ,  — множество, получаемое из ( 0 ,  о о)  удалением 
^ножества £<>. и £(/) — характеристическая функция множе
н а  (она равна единице в точках £ , и равна нулю в точках Е0). 

усть затем г =*<р(0  — функция, обратная функции / =  гр1г).
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обозначим через bk (к ^  1) наименьшие числа, удовлетворяющ ие 
^ловиям

*1 * * + .

$ Я ( 0 Л - ф ( 4 - ) .  5 £ ( 0 Л - , ( * ± 1 ) - , ( * )  ( * >  1).
Г) h.

^ м е е м

>1 +»

К

- * * > ф ( * Т г ) - ф ( £ )  ( к >  1), $ Я ( 0 Я - ф ( £ )  ( * > 1).

 ̂ любой близости от Ьк и слева от Ьк имеются точки из мно
жества Я ,. И м ея это в виду, выберем в Е , точки а к (/г>  1) так , 
4гобы выполнялись условия: а к < Ь к, (Ьк — а к)\  0 . П олучаем

я * +| -  а *  >  Ф (  * ± 1 )  _  ф { к  >  , }>

+ ° M - a k \l + о ( Щ .

^гсюда
~  л р (д*) 

Т ~  V  < l i m .. . - т
*-> оо

Д.

проверим условие (2 .32). Имеем

,?куда, согласн о асимптотическому равенству (2 .7 ), находим

Следовательно, при больших k

а *+ ' ~ а* >  2^д аГ р(0* )-
Зсе доказан о.

О собую  роль в рядах Дирихле играет функция
оо

£ (z )  =  I ] [ ( l  — О <  A,ft f  оо, ^Iim -ц- =  т <  оо. (2 .36)

Отметим следую щ ие ее свой ства (все они вы текаю т из преды- 
цего рассм отрения, надо только учесть, что в данном слу- 

,,е р (г) «  1).

« г!

Т е о р е м а  1 .2 .9 . Верны ут верж дения :
1 ) для z  — re16, 0 # О ,  л , существует предел

i n U ^ l  =  jiT[S|ne|;

Ц ЕЛ Ы Е ФУНКЦИИ КОН ЕЧН О ГО  УТОЧ Н ЕН Н ОГО  ПОРЯДКА

lim
Г-> оо

А '
2 ) имеются число р >  0 и числа гк, гк f  оо, -  

k ~ * o o ,  такие, что при лю бом  е > 0

In | L (ге1в) | >  [лт | sin 0 | — ej г, 

г к — р  <  г <  гк +  р , к >  К  (е);

3 ) если  дополнит ельно известно, что

K + i ~ h > h > 0  ( к =  1 , 2 , . . . ) ,  

то в качестве чисел г к из (2 .38) м ож но взять числа

*+ |

r k

(2 .37) 

1 при

(2 .38)

(2.39)

51

Ь к +  Д * - н
( * = 1 ,  2 ,  . . . ) ,

4) при условии  (2 .39)

11 m . In i . / . 
fe->00 I

> 0 . (2 .40)

Заметим, что утверждение 2) получено из следствия 2 п. 6 .
И з утверждения 1) следует, что наименьшее выпуклое зам кн у

тое множ ество D, содерж ащ ее все особенности функции Y СО» 
ассоциированной по Борелю с  L  (г), есть вертикальный зам кн у
тый отрезок длины 2 я т  с  серединой в начале координат. '

8 . К вазиполином . К вази поли ном ом  н азы ваю т функцию

Р ( г ) = £  А,еу1г, Иу^ 0  ( / = 1 , 2 ........... s). (2 .41)

Это — функция первого порядка нормального типа. Ассоцииро
ванная с  ней по Борелю  функция у (0  имеет вид

А /

v(') =  Z t=
/ - 1

V/
(2 .42)

Наименьшее выпуклое зам кнутое множ ество D, содерж ащ ее 
все особенности функции \(t), есть многоугольник; его вершины 
находятся в то чках из (у/>- Предположим, что все у/ ( у =  1,

2 . . . . ,  s) — вершины многоугольника D.
Нетрудно видеть, что

| Р ( г « г* ) | <  А е * ^ г ,
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где
А =  \АУ | +  . . .  + 1 As |,

Л ( qp) =  m a x |  Y / l c os(<p  +  \|>/), it>, =  a r g Y /  ( / = 1 , 2 ............ s). ( 2 . 4 3 )

Очевидно, Л (ф) =  К  (— ф), где К  (ф) — опорная функция D.
Будем изучать расположение нулей квазиполинома Я (г). 

В процессе этого изучения получим оценку снизу для |P(z)|.
Если максимум в (2.43) достигается только для одного /, 

то при больших |z| в некотором угле с биссектрисой а ^ г  =  ф 
у Я (г) нет нулей.

Пусть теперь

Л (ф) =  I Yv I cos (ф +  фу) =  I Yu Icos (Ф +  Фц)- 
В этом случае прямая, соединяющая Yv и Уц. есть сторона 
многоугольника D, и она перпендикулярна лучу a rg z  =  — ф. 
П усть ar gz  =  — а* ( Л =  1, 2,  . . . ,  s) — луч, перпендикулярный 
стороне (у*, Y*+i1 (Yj+i =  Yi)- Вне углов | arg г — а* | <  6, 6 >  О, 
при больших | г  | у Я (г) нет нулей и при некотором В >  О

\Р(г)\>  Beh ^ r, (2.44)
г  =  те1ч> ф  {| arg (г — а*) | <  6}, \г\ >  га.

Пусть теперь г  лежит в угле |argz — а * | < 6. Положим 
z =  welak. Тогда

Р (г) =  Я, (го) =  £  А р ' " , =  Yye '“*,

причем соответствующие Y* и \'к+1 леж ат на вертикали и среди 
точек Y/ они самые правые. Углу |argz — а* | <  6 плоскости z 
соответствует угол |arga> | < 6  в плоскости w. Положим еще

Получим
Ь * = У- 2Ук+' . y ;' =  y ; - 6*. Р 2Ы  =  е - в*а’Я 1 (ш).

^ w = Z V '/ - 1

Точки у* и y*+i леж ат на мнимой оси, и если Y* =  — *Р*. 
Р* >  О, то Y*+| =  'P*. остальные точки леж ат левее мнимой оси. 

Пусть w =  t +  q. Имеем

Я2 (w) =  Я3 (/) =  +  Л * . / *+ •  •' +  <?«),
где Q(/) — квазиполином с показателями из левой полуплоскости. 
Величину q =  qk подберем так, чтобы выполнялось условие

» 21 

или

ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО УТОЧНЕННОГО ПОРЯДКА 5 3

И* Г̂ ' p‘ ,  =  - A k+1e 'P*, . •

При таком выборе будем иметь
P 3(/ )-B * s in p */  +  Q(t), (2.45)

где Вк ф  0 и при малом 6 >  0 в угле | a r g /1 <  6
| Q (/ )| < e -« l 'l . (2.46)

Из представления

| sin р*/1 =  V sh 2 p*n +  sin2 р*£ (/ =  | +  * л) 

видно, что вне прямоугольников С**’: |fc — - р - | < е ,  |т]|<е 

( т  =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . )  имеем
| Sinp*/1 >  С, >  0.

Отсюда, согласно (2.45) и (2.46), заключаем, что вдали от на
чала нули Я3(/) из угла |arg / | < 6  все леж ат в указанных пря
моугольниках, причем в каждом прямоугольнике будет только 
один нуль. П усть tm — нуль Я3(/) из прямоугольника G£\ Имеем 
при больших m

"  ’ - I em | <  е.

Так как

ТО

Вk sin ( л т  +  Р*ет ) - f  Q (tm) =  0,

| fl* 11 sin (Р*ет ) I =  | Q (/m) I, 

и следовательно,
I em | <  q0 >  0 , m >  щ .

Итак,

=  + е и, I em I <  e~q>m, q0 >  0, m >  m0. (2.47)

Расстояние между этими нулями больше я/2р* при боль
ших т. Вне прямоугольников G£>

| sinp*/1 >  Сав***141, С2 >  0 .

г (2.45) и (2.46), в угле | аг 
вне G(*>,

|Р3 ( 0 1 > С / * 141, С3 > 0 .

Поэтому, в силу (2.45) и (2.46), в угле | a rg / | < 6, когда |/| 
велик и t лежит вне G(*',

Отсюда имеем
| P (z)| >  С3 [ ев*“’ | ер* 14



где
A =  \At | -f . . .  + М Д

А (ф) =  max | Y/Icos (ф - f  >̂у), =  arg у, ( / = 1 , 2 .......... s). (2.43)

Очевидно, А (ф) =  К ( — ф), где К (ф) — опорная функция D.
Будем изучать расположение нулей квазиполинома Я (г). 

В процессе этого изучения получим оценку снизу для | Р (г)  |.
Если максимум в (2.43) достигается только для одного /, 

то при больших 12г| в некотором угле с биссектрисой а ^ г  =  ф 
у Р (г )  нет нулей.

Пусть теперь

А(ф) =  | Yv Icos (ф +  \J>V) =  | Yu I co s (ф +  i^ ).
В этом случае прямая, соединяющая Yv и у^, есть сторона 
многоугольника D, и она перпендикулярна лучу a rg z  =  — ф. 
П усть a rg z  =  — а* (А =  1, 2, . . . ,  s) — луч, перпендикулярный 
стороне [у*, Y*+il (Yj+i =  Yi)- Вне углов | ar gz  — а* | <  ft, ft >  О, 
при больших |z| у Р (г)  нет нулей и при некотором В > 0

\P(z)\> Вен ™г, (2.44)
г  =  ге‘* ( £ {  | arg (z — а*) |< 6}, \ г\>  г0.

П усть теперь z лежит в угле l a r g z — а *| < й . Положим 
z =  welak. Тогда

Р (z) =  Р, (W) =  i  a / i9 , Y;  =  у ,е‘%

причем соответствующие y  ̂ и y *+! леж ат на вертикали и среди 
точек Y/ они самые правые. Углу |argz — а* | <  6 плоскости z 
соответствует угол |arga> | < 6  в плоскости w. Положим еще

V*4_Y*±i> y7  =  Y ; - 64, P t ( » ) - r W |(e ) .

Получим

р , ( * ) = Т а / 9 .
“ i

Точки у" и y*+i леж ат на мнимой оси, и если у" =  — /рл, 
Рл >  0, то Y*+, =  *'P*. остальные точки леж ат левее мнимой оси. 

Пусть ш =  * +  q. Имеем

Р , ( ш ) - Р , ( 0 - V * 1 + i4*4.1eY* +,V * +,< +  Q(<),
где Q (t)— квазиполином с показателями из левой полуплоскости. 
Величину q =  qk подберем так, чтобы выполнялось условие

л УкЯ л V*+ 1*Аке  * = - А к+1е  *+ ‘
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ИЛИ
А + - » ь ' ~ -  Ak+le * * q. •

При таком выборе будем иметь
Р3 (/) =  Вк sin Р*/ +  Q (0 . (2.45)

где в к ф  0 и при малом 6 > 0  в угле I a r g / 1 <  6
| Q (/ )| < e-e l ' l .  (2.46)

Из представления

| sin р*/1 =  V sh2 p*n - f  sin2 р*£ (t =  ? +  <л) 

видно, что вне прямоугольников G^': 1 1 — 1 <  е, | г] I <  е 

( т  =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . )  имеем
| sin р*/1 >  С ( >  0.

Отсюда, согласно (2.45) и (2.46), заключаем, что вдали от на
чала нули P3(t) из угла |arg / | < 6  все лежат в указанных пря
моугольниках, причем в каждом прямоугольнике будет только 
один нуль. Пусть tm — нуль Р3(0  из прямоугольника G£>. Имеем 
при больших т

/т  = m +  em, I ет  | <  е.

Т а к  к а к

Вк sin (пт +  р*ет ) +  Q ( U  =  0 ,
то

| в *  11 sin (Р*ет ) 1 =  IQ (/т ) I,

и следовательно,
I ет I <  e - w ,  q0 >  0 , т >  щ .

Итак,

<m =  ^ -r n  +  em, | em | <  е~ч,т, q0 >  0, т >  гщ. (2.47)

Расстояние между этими нулями больше я/2р* при боль
ших т. Вне прямоугольников GJJ*

|sinp*/| > С / ‘ И1, С2 > 0 .

Поэтому, в силу (2.45) и (2.46), в угле |arg/|<fi, когда |/| 
велик и t лежит вне G ^ ,

|Р3 (0 1 > с / * 141, с 3 >  о.

Отсюда имеем
| Р (г )| > С з | Л ” | / *1’" .
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Пусть Г (*( (А— 1, 2 ..........  s; т — 1 , 2 , . . . )  — прямоугольники,
получаемые из G**1 сдвигом на вектор q, а затем поворотом на 
угол а*. Так как

а » =  v* +2v^ V a», Р» =  — V Y* g<a*. (2-48)

ep* lnl =  |в"‘р*' | при л > 0 ,

/ * у"• _  | / / “*• -  V  |= | g V  -  V I _  I f  V  I / " ' - 1. 

Аналогично, в случае л <  О

Значит,

| P(2) | > C 4̂ w >I*I, С4 > 0 ,

для больших | г  | в угле | a rg z  — а* | <  во <  б и вне прямоуголь
ников Г(т  (меньший угол пришлось взять из-за сдвига). Учи
тывая (2.44), окончательно получаем

| Р  (z) | >  С е*(ф* 12 •, | z | >  го,

С >  0 , z =  re,v ф Т *2  (А =  1, 2 .......... «; m - 1 ,  2, . . . ) .  (2.49)

Это — искомая оценка снизу.
П усть г(Л» — нуль P (z), лежащий в прямоугольнике Г***, 

когда m велико; он соответствует нулю tm квазиполинома P3(t) 
из прямоугольника Cm*. Имеем

2  =  ше,а* =  (/ +  q ) e a> =  (t +  q„) e,a* (q =  qk).

Отсюда, на основании (2.47), получаем

- ( < .  +  ».) *“ к-  ( £  "> +  »»■+ С )  *"■*

или, принимая во внимание (2.48),

«  =  +  ет >е<в*» | «  I <  V .  (2.50)

И спользуя (2.49), легко убедиться в том, что имеются коль
цевые области, где имеет место аналогичная оценка.

Возьмем во >  0. Окружность радиуса во с центром в нуле z(* 
квазиполинома Р (г) обозначим Cm1. При малом е > 0  прямо
угольник Г т  будет лежать внутри С„ . Следовательно, вне С „ ’,
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когда | z | > r0, выполняется оценка (2.49). И з (2.50) видно, что 
если мы возьмем кольцо

Г: / ? i^ | z | ^ / ? 2> R? — tfi =  а,

фиксированной ширины а, то число окружностей С„\ имеющих 
с ним общие точки, не превосходит некоторого фиксированного 
числа N (а), не зависящего от /?,. Уменьшим во, число окруж
ностей С(т  при этом не увеличится. Имея это в виду, выбе
рем во так, чтобы выполнялось условие

2 e0N (a) <  у ,

означающее, что сумма диаметров окружностей С(т ,  имеющих 
общие точки с кольцом Г, меньше а/2. В  силу такого выбора во 
в кольце Г найдется кольцо Г0 ширины, не меньшей 2р =

— 2 (N (а) + \) ' К0Т0Р0€ не имеет общих точек с окружностями С^’.
Пусть | z | =  р — средняя окружность из кольца Г0. Видим, что 
в кольце Г0: р — p < | z | < p 4 * P  имеет место оценка (2.49). 
П усть р* — соответствующее число, когда R\ =  Aa, /?2 =  (А +  1)а. 
Имеем

| Р (ге1*) | >  Сен w>r, 
р* — р < г < р *  +  р, А >  А0, р*+|— P * < 2 a ,  P * t ° ° -

В заключение оценим снизу производную Р' (г) в нулях Р {г), 
иными словами, оценим гнизу | -Р' |.

Имеем

P ' W - j g v / V V .

Для Р'(г) величины р* будут те же, что и для P(z), но сдвиг q 
будет иной, он определится из равенства

y * - V ' m = - y  * + И * + 1 в 'м .
Получаем

е2Цк (Ц-<г)1_ V*+i . j 
У к ’

откуда

q —  q ¥ > ^  ( m  =  0 ,  ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .

Обозначим Гт* соответствующие прямоугольники для Р'(г). Они 
получаются из прямоугольников G(m сдвигом на вектор q, 
а затем поворотом на угол а*. Так как q — q ф  nm/Р», то при 
малом е (е входит в определение Gm’)  прямоугольники из сово
купности {Гт*} не будут пересекаться с прямоугольниками из
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совокупности {fm*}. Поэтому в прямоугольниках Гщ будет верна 
оценка

| Р' (z) I >  Се* (ф) 11 1, \ z\ > r0.

В частности, получим

р> (̂ т)| > С е Н̂  I*« I,
/®(Л)

*S?“ |*S?|e m> т > щ 0.
Итак, относительно квазиполинома (2.41) можно утверждать 

следующее (см. (34]).
Т е о р е м а  1.2.10. Пусть Р (г) — квазиполином,

* ( * ) - £  V '*»l - i

где  Yi. •••. Y, — вершины выпуклого многоугольника D. Тогда
1) вдали от начала координат все нули Р (г) — простые;
2 ) вдали от начала координат нули Р (г), обозначим их 2^', 

имеют вид

2<*>.
2 л т /

Y *+|-Y *

(k =  1 , 2 , . . . ,  s; m >  то),

где pk — некоторые фиксированные числа-,
3) вдали от начала координат расстояния между нулями 

больш е  Р >  0 ;
4) имеет место оценка

| Р (ге <ф) | ^ Л еА<ф)г, Л (ф) =  /С (— ф),

где К  (ф) — опорная функция многоугольника D\
5) вне окружностей радиуса  ео =  0 с центрами в нулях Р{г) 

выполняется оценка

\P{rel<f)\ >  Вен^ г, г >  г0;

6) имеются числа р >  0 и р* f  оо, р*+, — р* <  2а (а — лю бое  
фиксированное число) такие, что

\Р(ге1*)\ > В е*™ \  р * - р < г < р *  +  р, k >  k0',

между соседними окружностями |z| =  p* и |z| =  p*+, лежит не 
более фиксированного числа нулей',

7) если (k~^\) — нули Р (г), то

\ Р ' ( К ) \ > С е н ^ ' к*\ , Я.* =  | Л *  | k > k 0.
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Для дальнейшего нам понадобится знать, как расположены 
нули следующего специального квазиполинома:

Р(г) «= е 1' <ж> — е 1** +  . . .  + ( - l ) * " ' e v . (2.51)

Воспользуемся формулой (2.50) и тем, что q =  qk находится из 
условия

=  _ Р* =
YiH-i — V» J°>

2/

В случаях, когда k < s  или k — s и s — четное, имеем

ч + |
- 1 ,

и потому можно взять <7* =  0. В этих случаях, следовательно,

2<*1, 2л/

Y*+1 “ Y*

I e'm* I <  e ~ q,m,

(2.52)

— — —  e _ , a * 
Y i - Y »

(вместо em’e a* мы записали em).
В случае k — s, когда s — нечетное, имеем

А к \  = .

и потому можно взять
я

Я г ~  2  (J , '

В этом случае

* Г  “ -5 Г Г 5 Г  ( щ +  т )  +  <?• m > N- |<?| < * - * ■ •  <2 И >

9. Специальные бесконечные произведения. Рассмотрим вы
пуклый многоугольник D с вершинами в точках Yi. •••> Yp. 
Опорную функцию его обозначим К  (ф) и положим h (ф) =  К (— ф). 
Пусть при четном р

( « — 1, 2, Л— I, 2 .......... р), YP+i =  Yi.

(2.54)

2л/
m

V *+ I - Y  *  

а при нечетном р

Ш<*> = -------— ------- ,п
m Y * + , - Y *

( m = l ,  2 , . . . ;  fe =  l, 2 , . . . ,  p — 1),

(2.55)
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Q  (2 ) « = Z " V *  П ( 1 ~  у т т )  • • • ( 1 -  ^ г ) .  е с л и  р  ч е т н о е -

(2.56)

т ^ г ) Д ( ,  - ф ) .
если р нечетное. (2.57)

Т е о р е м а  1.2.11. При подходящем у функция Q(z) удовле
творяет неравенству

|Q (re'»)|< А е * * * ,  (2.58)

кроме того, вне круж ков постоянного радиуса с центрами в ну
лях функции Q(z) имеем

| Q (relv) | >  Be* В >  0. (2.59)
Доказательство будет основано на сравнении Q(z) с квази

полиномом

Р (г) =  еу*г - е у'г +  . . .  + ( - l ) p - 1 e V .  (2.60)

Нам потребуется разложение P(z)  в бесконечное произведение. 
Расположение нулей Р {г)  было выяснено в конце предыдущего 
пункта.

В случаях, когда k <  р  или k =  p  и р четное, нули z<£* 
имеют вид

Z g > - .. 2^ v- ' m +  em» m > N * К  I < • “ *"•  ?0 > ° -  (2.61)

m ^ N .  (2.62)

Y*+ i - Y *

В случае k  =  p, когда p  нечетное,

( *  + 7 ) + em. I <  | <V  
Положим

При четном p
Y2 - v ,

Sm '2nmi
При нечетном p 

Y2 -  Y,

S = — +  —___f-2U) ' z(2) I +  _ L .  
• ,<p)

+  . . .  + h Z l j L  +  t ' 
2 nmi m

6'm = 2л mi +
■ V p -V p -i
• 2nm< 2л

Yi Vj

(т + т)

В силу этого

ри - « " | й П
m -N  V m '  V m 7

где P , (z) — многочлен, степень которого будет определена не
сколько ниже.

Введем точки (2.54) и (2.55) и положим
оо

0 ( 2) = е « Р , И  П  ( '  - ^ 1 г ) -  ( '  - » •  <2 “ )
m -N  4  гп '  4  «  /

где y и Р, (z) — те же.
Оценим отношение
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Р (г) 
<?(*) п п

1 -

- I  * -1  1 “* 3 1 Г

вне кружков фиксированного радиуса р0 с центрами в точках шЩ*. 
Поскольку

I ® m + 1 | '

будем считать, что
^  1 • Ро <  -5- min

I Y*+, — Y* Г

2я
* y*+ i - y *

При таком выборе кружки не будут перекрываться. 
Имеем

г1 - jk)
1 ( г<т  (*) /■ _ 1*)Ч •

m \ ш )
в/*) m

В силу (2.61) и (2.62),

Оценим

A{z) =  \
2m ( 2 - ® m )

Если | z | >  2 1 |, то I z — w{£  I X  z I — J | >  | z |/2 и

A(z) < < 1 .
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Если | *| < 2 | в*» | , то
2 1 w'*' I 3 

Pol *151 Ро

В обоих случаях A (z) <  а =  max ( l ,  - j^ -). Следовательно,

|-&ёг1< П ( 1 + « — *)'—С (2.64)
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вне указанных кружков.
Такж е покажем, что вне кружков Кт’ радиуса р„ с центрами 

в точках 2<*> (если N велико, а т >  N, то эти кружки не пере
крываются) будет

\ ш \-<с"
Отсюда

еШ г , г  =  г е * ф К (*) (2.65)IQ (2 ) I <  С, | Р (2 ) | <  С&

Убедимся, что это неравенство (может быть, с другим С2) вы
полняется всюду. Для этого воспользуемся оценкой

IЛ (Ф,)г, — Л(ф-.)г2 | < | 2 , — z2 |max|z|, 2/ =  ' У >/ ( / = 1 , 2 ) .
IQ° (2.66) 

Она устанавливается так. Имеем
Л (Ф1) Г| — Л (ф2) г2 =  г , max Re (ze‘ f 1) — r2 max Re (ze,V)).

Пусть первый максимум достигается в точке г0. Тогда 

Л (<р,) г, — Л (<р2) г2 <  г, Re (Zoe<Tl) — г. Re =
=  Re [z0 (z, — z2) ]< | z ,  — z2 |max|z|.

2 S D

Аналогичное неравенство получим для h (ф2) г 2 — А (ф|)г,, что 
вместе и дает (2 .66).

Пусть zQ =  r(fii't> ^  К̂ т- На основании принципа максимума 
модуля
|Q(z0) | <  max I<?(г) | =  |Q(z,)|, z l =  rlei*■, |z, - ю£>| =  pe.

|*-»m l-fo 
Отсюда, в силу (2.65),

I Q(z0) | <  C2eAW,')ri =  С̂ ек^ )г'-ншг'ен <T* 4  

Но, на основании (2.66),
А (ф,) г, — А (ф„) Гу <  | z, — z0 1 max] г | <  2р0 m axj г | =  а.

г а й  г я О
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Поэтому
I Q (*о) I <  (ф*'г’, С , — С *Л

Неравенство
| Q ( z ) | < C / №  (2.67)

теперь доказано всюду.
Из (2.64) находим, что

IQ (z) I >  С - 1 1 Р  (г) | (2.68)

вне кружков Кт] с центрами в точках ®т\ Возьмем кружки 
радиуса р, <  р0 с центрами в z£>. При больших т они содер
жатся в кружках Кт\ кроме того, вне их, согласно теореме 1 .2 . 10 , 
выполняется оценка

| Р ( г ) | > С * * * » '.
Отсюда, в силу (2.68), получаем, что

| < ? (г Л )| > С 5еА(* ,г, z =  re‘v ф. Кт\ \z\> R0. (2.69)
Подсчитаем теперь, чему равна степень многочлена P i(z ) 

в представлении (2.63).
Пусть р — четное. Имеем

р sin
Q ( z ) Q ( - z )  =  P ,( z ) P 1 ( - 2 ) [ II I  м-i ( .  г- \ *

* П  V ( < ’) 0

В знаменателе стоит многочлен степени 2(jV — I) р  +  p  — 2N p— p\ 
обозначим его R(z). Получаем

р

R (г)
21

Р, (г)/> ,(-* ) ■" Q (г) Q (— г) ‘ (2,70)

Индикатриса роста функции Q(z) есть Л(ф), индикатриса роста 
функции Q (— г) тогда равна Л(ф +  л). В силу (2.69), индика
триса Q (z )Q (— z) есть //(ф) =  Л (ф) +  Л (ф -f  я). Из (2.70) сле
дует, что индикатриса числителя из правой части (2.70) тоже

есть Н ((f). Если Л* ( ф ) — индикатриса sin Y* z, то 

М ф ) +  ••• +  fb  (ф) =  Н (ф).
Возьмем луч /, имеющий направление, отличное от напра

влений прямых, на которых лежат нули Q(z) и Q (—z). На луче I 
пРи больших | z |

р __
Cee « W r<  Д  s i n ^ +- L _ l L  

* - 1



62 НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕН И Я ИЗ ТЕОРИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЯ [ГЛ. I

Отсюда, на основании (2.70) и неравенств (2.67), (2.69), сле
дует, что на луче / при больших | z |

0 < С 7 < | р . ( * W M - z )  I < С в ‘

Значит, степень многочлена P ,(z )P , (— z) равна степени 
многочлена R(z). Следовательно, степень многочлена Р , (г) равна 
Np — pl2. В представлении (2.63) вместо P ,(z )  возьмем много
член той же степени

-Ве-тье-*)-,

Получим функцию (2.56), которая удовлетворяет условиям 
(2.58) и (2.59).

Пусть теперь р  — нечетное. В  этом случае

Q ( z ) Q ( - z )  =
V * + ,  —  V * _ 

* m -------- ¥i-------- г

N- 1

Y i - Y p  .
сое------j ~i— 2

=  />1 ( 2 ) P 1 ( - z ) T - T  --------------------------------- W _ ,

“-Д('-Й') ДС-*)
Степень многочлена, стоящего в знаменателе, равна 2 (Л/" — 1) X  
Х (р  — 1) +  (р — 1) +  2/V =  2 Np — (р — 1). Рассуж дая, как и выше, 
получим, что степень Р, (z) равна Np — (p — 1)/2. Заменив в (2.63) 
многочлен P\(z) многочленом той ж е степени

получим функцию (2.57) со свойствами (2.58) и (2.59). Теорема 
доказана.

Для дальнейшего наряду с функцией (2.57) нам потребуется 
функция

(2.71)
• 2 я /

г д е  W m = ! 7 = T P m -
Т е о р е м а  1.2.12. Функция Qi (z) удовлетворяет условию  

| Q, (ге1*) | <  Ае*™г, 

кроме того, вне круж ков постоянного радиуса с центрами в ну-
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ЛЯХ ф у н к ц и и  Q, (z) имеем
I Qi (re1*) | >  Вел ®)'/г.

Для доказательства рассмотрим отношение

Т ак как

■ _____L

1 Q 1 < z ) 1 . 1 п й>т
1 Q(z) | I . _____ L _ 1 1 1 _  «

1 « Г
m—1

w ip)т

г
Wm „(Р>

•’ш -1
( т >  О .

то из геометрических соображений заключаем (рассматривая 
| 1 — а  | как расстояние от точки 1 до точки о), что

| l I  < | l  -

в полуплоскости D 1: Re ^ 0  (она не зависит от т). В этой 
полуплоскости, следовательно,

Q i ( г )  
Q U )

<  1 , z e D [ .

В силу получаемого из тех же соображений неравенства

' - ф ? \ <
получим

- 2 - ^ - 1  <  1 1 — —js r l  ze=£>,.
Qi (*) I | У,р> Г

(2.72)

В полуплоскости D2: R e ^ - ^ - )  > 0  рассматриваемое отноше

ние представим й виде

Qi U) 
Q U )

. . .  Y . ~  Y p _ г
1 j ----------- 1 +

z

21

V

Пгпя Y> ~  Yp . г
1 +

z

2 1

В D2 бесконечное произведение меньше единицы. Вне кружков 
с центрами в нулях Q(z) постоянного радиуса первое отноше
ние ограничено. Значит, вне этих кружков в D2 ограничена 
левая часть.

С учетом предыдущего всюду вне кружков

I Q .( * ) l< C | Q (z )L
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откуда, в силу (2.58),
| Q, (re'*) | <  С хе* <*>г.

Это неравенство (вообще говоря, с другим С,) будет выпол
няться и внутри кружков (доказательство то же, что и выше). 
Первая часть теоремы установлена.

Д алее, имеем
г

Q (г) 
Qi (* )

=  2

Yi -  Yр
cos----- ;г:---- 2

, Y i - Y  p  s in ------------г
П

I +

I + Jp)
m-1

Бесконечное произведение в D2 меньше единицы. Вне кружков К т 
с центрами в ы>т первое отношение ограничено. Значит, вне 
этих кружков в D. левая часть есть 0 (| z | ). С учетом (2.72) 
видим, что вне кружков К т I Q{z) \ <  С2| г  || Q, (г) |, г ф К т. 
В силу (2.59), вне кружков К т и вне кружков Кт (Л =  1, 2 , . . . ,  р) 
с  центрами в нулях Q(z) имеем

I Q,  (г е 'ф) I >  С 3 -
Л(ЧР)г

(2.73)

Рассмотрим кружок Кт С центром в ®т* =  у +  у ) -
Если радиус его мал, то он не пересекается с кружками К т- 
В кружке Кт функция Q(z) не обращается в нуль, на его гра
нице она удовлетворяет условию (2.73). Из этого следует, что 
неравенство (2.73) (возможно, с другим С3) будет выпол
няться и в кружке Кт (надо использовать свойство (2 .66) и 
то, что минимум в Кт* функции |Qi(z)| достигается на гра
нице). Значит, неравенство (2.73) выполняется всюду вне круж
ков с центрами в нулях Q, (г). Теорема доказана полностью.

Теоремы 1.2.11 — 1.2.12 взяты из работы |37].
Т е о р е м а  1.2.13. Пусть \к — нули функции Q(z) из теоремы 

1 .2 . 1 1 , отличные от начала координат, \1 к — нули функции Q, (г) 
из теоремы 1.2.12, также отличные от начала координат. Тогда

|<?(Я*)| > Л > Л(Ф* ) Г*. Я* =  г * е Ч

к 1вЛ(* * )р*

р*
и* =  р*<?'Ч

k > \ ,

1.

Установим первое неравенство, другое доказывается анало
гично. Возьмем число р„ столь малое, чтобы кружки радиуса ро 
с центрами в A,* ( k ^ l )  не пересекались. Имеем

I O' (**) I ^  i . -^ i -P e  I Q <*)* I в  IQ (го) I ' 12о А-* I — р0.

Отсюда, в силу (2.59), получаем (при ги =  г(̂ )
I 1 I Ро (ф0) го _  £°. ЙА (фо)'гое ~н (Чк)'к

На основании (2.66)
h Ы  г* — А (фо) г0 <  I А* — z0 1 max | г  | =  р0шах | г  |,

7 a  D xes О
в силу чего

I ___ !___I <  г е ~н О»*) гкш

где С — константа. Отсюда вытекает искомое неравенство.

§ 3. Построение целых функций с заданным ростом

Здесь будут доказаны теоремы, относящиеся к построению 
целых функций с заданным ростом при больших \z\. Они 
являются уточнением соответствующих теорем из работы [25].

В работе [9], стр. 124, доказана теорема: каково бы ни было 
р >  0 и какова бы ни была тригонометрически выпуклая при 
этом р периодическая функция Л(0) с периодом 2 я, существует 
целая функция порядка р с индикатором Л(0), причем эта функ
ция является канонической функцией некоторого правильно рас
пределенного множества при показателе р.

Отметим, что в этой теореме у построенной функции нули — 
кратные. Наша ближайшая цель — сконструировать подобную 
функцию с простыми нулями.

1. Построение правильно распределенного множества. Пусть 
р (г) — уточненный порядок, Л (if) — неубывающая функция на 
[0 ,2 л ], Л (0) =  0, причем при целом р
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л»

 ̂ е -,р *с/А(г|>) =  0.

Требуется построить правильно распределенное множество при 
показателе р (г) с угловой плотностью А (0 , д) =  А (0) — А (0 ).

Приблизим функцию А(ф) равномерно с точностью ет (ет - > 0  
при т - > о о )  кусочно постоянной функцией Am(\|>) (m — 1, 2, . . . )  
с конечным числом скачков, причем подберем Дт (ф) так, чтобы 
скачки Дт>/ (/ =  1, 2 ..........sm) выражались рациональными чи
слами. Точки скачков обозначим (/ =  1, 2, . . . ,  sm). В случае 
Целого р подберем Дт (ф) еще и так (см. п. 4 из § 2), чтобы 
Удовлетворялось условие

j je -W < / A OT(\|>) =  0 . (3-1)

3  А. Ф. Леонгьеа



Пусть d m — общий знаменатель дробей Аш, /, он не обяза
тельно-н аим еньш и й. Уточним в целях дальнейшего выбор d m. 
Пусть

Потребуем, чтобы было

dm >  Vm. dm+i >  2d,n, d m+ i ^ d 2m. (3.2)

Первым двум условиям удовлетворить легко. П окажем, как удо
влетворить третьему условию. Допустим, что при некотором т 
имеем d m+i >  dm- Возьмем ряд чисел

а , а з =  а *> •••

Ясно, что найдется число а* >  dm+1. Имея это в виду, к ситуа
ции, когда имеется функция Ат (ф) и величины Ат , /, dm, мы 
добавим ситуацию, когда имеется функция Ат (ф) и величины 
Дт./> (s =  2, . . . ,  k  — 1). Считая эти ситуации различными, 
проделав указанную процедуру для всех т, при которых dm+ i>  
>  dm, и произведя соответствующие переобозначения, в резуль
тате получим, что функции А,„(ф) имеют скачки Д,„. / в точ
ках фт , /, причем общие знаменатели dm (они не являются наи
меньшими) дробей Дт ./ удовлетворяют всем трем указанным 
выше условиям.

Пусть r m,p — числа, определяемые из условия:

'm.O =  0 - 'm ! > p)== K n  ( Р =  1 . 2 , . . . ) .

В кольце г -  р_, <  | г  | <  гт . Р (р >  1) возьмем dmAm (Дт  =  Дт  (2я))
точек a<£>p ( k =  1 , 2 .......... dmAm), из них dmAm_, точек на луче
ar gz  =  ^m. I. dmAm. 2 точек — на луче а ^ г  =  фт . 2, •••. dmAm. , m 
точек — на луче arg z  =  i|>m.im- Совокупность всех этих точек 
а (т р ПРИ фиксированном т и всевозможных 1 и k =  1,
2 .......... dmAm обозначим Ат.

Положим
Гт =  dmP ( m = l ,  2 , . . . ) .

Числа r m удовлетворяют условиям
г «  >  (ш +  1 М „ „  (га =  1, 2, . . . ) .  (3.3)

Действительно, во-первых, 

во-вторых,
т̂ п —  d m —  d md m ^  d md m + 1 >  (ш  -f- 1)</т ц -
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Пусть Вт — совокупность точек из Ат, содержащихся 
в кольце

Кт‘- гт ~ , <  I z к  Г т  ( т  =  2, 3, . . . ) .
Положим

иДт -

Л е м м а  1.3.1. Множество А — правильно распределенное 
множество при показателе р(г) с угловой плотностью А (-ф).

Убедимся сначала, что множество А обладает угловой плот
ностью. Пусть nm(r, Ч>) — число точек из множества Ат в сек
торе | z К  г, 0 <  arg г  <  ф. Имеем

Пт (Г ,  Ф) — [_ J dm Аш, / 4- Пт  (Г , ф),

где пт(г, ф) — число точек из Ат в области
max rm,p <  | z | < r , 0 < a r g z < \ J) .

rm .p< r

Очевидно, пт (г, ф) <  dmAm. В силу этого

Пт{г, vt) =  Am(t|))r<,(,) +  Cm(r, ф), (3.4)
где

I ст (r i Ф) I ^  dmAm. (3.5)
Пусть п (г, ф) — число точек из множества А в секторе 

| z | < r , 0 < a r g z < ^ .  Если rm < r ^ . r m+,, то при натуральном 
т <  т

т

л (г, ф) =  л (гх, ф) +  Y. [пц{гк, Ф ) - л * ( г * _ , ,  ф)] +
* - Т + |

+  nm + i(r, Ф ) - Л т +|(гт , Ф). 
При заданном е >  0 подберем г так, чтобы при k >  т было 

А(ф) — е <  А *(Ф )<  А(ф) +  е, 0 < ф < 2 л .
В силу (3.4) и (3.5) при k  >  т 

пк {гк, Ф ) — «*(/■*-1, Ф) <  (А (Ф) +  е )(гр<г*) — r j  <"*-»>) +  2djkA/k,

« * + .( г ,  Ф ) - « т +.( г т , Ф )< (А (ф ) +  е ) (г р(г,- г ^ ) )  +
+  2dm+1Am+l.

Отсюда
т+1

п {г, ф) <  л (гТ, ф) 4- (А (ф) +  е) {гр <г) — Г® (Г*Н +  2 (A - f  е) £  d*.
, ,  * - t + i  
На основании (3.3)

(♦) +  ••Г >  оо
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Аналогично получим

Ifm Д « ) - е .
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Отсю да

ГР(Г)
► ОО 9

'im  А №.
Г - >  оо Т

В  случае нецелого р лемма доказана.
В случае целого р надо еще показать, что при некотором с

сущ ествует предел

s _ l i m  ' ( с  +  1  £  о ; - )  ( i ( r ) = r » « - « ) .  (3.6)

Предварительно отметим некоторые неравенства. Пусть 
Ет, р — кольцо гт, р-\ < | г К г т , р. Имеем

' '  а г « а т . р - * т . 1“ т *  о т Е т п т, р т, р

- t  £  K > - w - '  +  ( l  - С У т ‘ ' ' ] =  
' " - • И  

£  ( I  « “ . Г - г - л У " * - ' .  
“ ' — С  ,-♦« ./

Первая сумма, на основании (3.1), равна нулю. Поэтому

i b k E  £  ( 1 < * ! , Г - С , ) <
/" '  •r * a m. р " * т . /

<  & m d rn р - 1  р )  ^  2  А ^ т  0 * т .  р - 1 ^ т ,  р/#

Итак, при больших т

< 2 А ^ ( С р - Г ^ р ) ’ m > mo- <3 J >I !  (a'** V(*) g £  I  m. pJ
m. p m, p

П усть B m,p — часть кольца E m. p. Имеем

I z  M i ! , Г | < 2 " л ' , - , .  <3 -8)
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Неравенства (3.7) и (3.8) преобразуем, когда Ет, р или Вт, р 
входят в кольцо К т. Имеем

d m ( Г т \ - Х  ~  ГшР р ) =  d m { Г т * р - 1 -  ' Л )  ( ' Л - 1  +  Г т Р р )  <

2d,<  .■ /r -(V2 _  г -р/2Ч
-P/2  ̂ m. р - 1  m, р ,г

m - 1

В силу условия (3.3), первый множитель меньше единицы. По
этому из (3.7) находим

£  « , )
ят !  р е  £ т .  р

< 2Л ( ' Л - . - ' Л ) ’ " * > " V  (3.9)

Из (3.8), в силу (3.3), аналогичным образом получаем

£  (аш У рIk) \ m .p t
а(* ’ е=В с  Е т, р т .  р т ,  р

< 2 Д' Л - Г  т > " * 0. (ЗЛО)

На основании неравенств (3.9) и (3.10) убедимся, что при 
некотором с действительно будет существовать предел (3.6).

Элементы множества А будем обозначать а*. Положим

f  (г) — £  а * р 
le* l < r

и оценим | / (Р 2) — f  (/?,) | при /?! <  /?2. Пусть Е  — кольцо Р , <  
< | z | < / ? 2, £ | — совокупность колец Ет, р, обладающих свой
ством: Е „'Р целиком содержится в кольце К т и Ет_р целиком 
содержится в кольце Е. Этими кольцами Е т_ р пусть будут 
кольца Emi.Pi (< =  1. 2, . . . ) .  Будем считать, что они располо
жены в порядке расширения. На основании (3.9)

I £  a i e I <  2Д £  (rmf p i -  г ^ р )  <  2 ДЯГР/2. (3.11)

Рассмотрим множество £ 2 =  Е  \  £ , .  Оно состоит из частей 
Вт%ра  Emtр\ по крайней мере одна из окружностей, ограничи
вающих Вт, р, есть либо |z| =  /?|, либо |z| =  P 2, либо \z\ =  /•*, 
P i <  г* <  /?2. Согласно (3.10), в первом случае

I I  V |  <  2Аг-рп <  4 Д г - «  <  4 А * Г* .
I ak<s т, р I

во втором случае

в третьем случае

Z  ал- р | < 4 Д г - ^ < 4 Д Р ГР«>
т , р  I



Мы здесь использовали то обстоятельство (см. ниже лемму 1.3.2), 

что при m > m o r-r'l . <  2rz<>vт. р — 1 m, р

В  силу полученных выше оценок и оценки (3.11) получаем 

1 № )  1 =  1 £  a i p\ < lO A R rm  +  4А £  r i w\

Но, на основании (3.3),

Е  Г ^ 2 <  Z  Г* ̂  <  /?г^ 2 f :  2 - р =  2 /?, ^ .
* 1 < Гк< *2  *1 < Гк Р -°

Поэтому окончательно
\f(R 2) - f ( R l)\ < \ S S R r fil2. (3-12)

Отсюда следует, что существует конечный предел Iim / (r).г >  оо

Обозначим его — рс. Имеем
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Ф(' ) = * + 7  £  J  I  “ ■

Согласно (3.12)
|ak|<r

Учтем теперь, что <  г«, где е > 0 -  любое. Значит,

ф(') — п 
"™ И г)  °-

(3.13)

Этим доказано, что Л — правильно распределенное множество. 
В случае р ( г ) э р  имеем L ( r ) s = l  и в качестве с можно

взять любое число. Лемма доказана.
Для дальнейшего нам полезно отметить ряд фактов относи

тельно поведения величин r m>p при больших т (величины r m, р
и r m_,  были введены ранее).

Л е м м а  1.3.2. Пусть r „ ,р-\~^rm-\- Тогда

1) Р >  V ^ T ;

2 ) 1 <  т ^ -  <
Тт , р —I 1 - Р ( Р -  О

3) “ ш — ^ —  < г т.р Гт.р~1<  Р

1 , т - * о о;

On, р 
Р (Р — >> '

lim a m =  l 'm Pm — 1-
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Установим первое утверждение. Имеем по определению
г° {'т. р) =  pd , т, р г  т

При больших т величина р(гт . р)> р / 2 , поэтому 

г ? -1 < Р * т  

или, поскольку rm_| =  (dm_|)e/p,

dm~I ^ pdm•

Отсюда, учитывая неравенство далее находим
rfm2 <  pdm, В силу чего р >  V d

Переходим ко второму утверждению. Имеем
d  =  rp ('т, р) —  гр (гт ,  р - 1) m т. р т, р- 1

По теореме о среднем при г, < г

ГР(г) — г р (Г‘) =  (г — г ,)  л0 (п) (р ' (Л) In П +  » г, < Т 1 < г .

В силу этого

dm =  (г т. р -  Гт, р-|) Л° (ч) (р ' (п) In Г] +  , Г т. р-| <  П <  Г т. р,

откуда

гт,р ?т,р-1 ! (3.14)
Лр(1,) (лр' (л) In Л +  Р (Л)) *

При больших т величина г\ велика, мало, а р(п)
близка к р. Следовательно,

2 т̂Г/я.р __ 2dmfm,p т, р
Гт.р гт.р-1 <  ргр(гт  p ( p - l ) d m =  р ( р - 1) »

откуда

rm,p—I I __
(р — I) р

Осталось доказать третье утверждение. И з (3.14) находим
rт, p-\dm_______

ГР (г_, > — ^  Г т. р гт ,р-1 ^
т ,  (ЛР (Л) In Л +  Р (1 ))

 ̂ Гт, pdm

"  (лр ' ( л ) М  +  р (п )) ’

где ц >  rm. p - i > r m-i-  О тсю да, учтя, что

rPjrm.p) s= pdint r°J'™^r l) ■= (р -  1) dn ,
получаем требуемое.
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2. Построение регулярного множества. Перейдем к построе
нию регулярного множества В  =  {Ьк)  с угловой плотностью Л (ф ) 
при показателе р (г), причем ради приложений потребуем, чтобы 
точки | bk I лежали вне данного множества £ 0 нулевой относи
тельной меры. Прн этом множество Е0, лежащее на положи
тельной части вещественной оси, называется множеством нуле
вой относительной меры, если прн любом г >  0 множество 
£оПЮ,  г] измеримо и

Н т т с»Д,ГЦ0, г 1 в ( )
Г - >  со Г

М ножество В  будет получено из построенного в предыдущем 
пункте множества А путем удаления из А некоторого множе
ства точек с нулевой плотностью прн показателе р(г) и разме
щения специальным образом оставшихся точек из множества А 
(точки множества А на лучах arg г  =  / в кольцах £ т , р рас
полагались произвольно).

Л е м м а  1.3.3. Пусть Е0 — множество нулевой относительной 
меры и G — объединение колец Ет , р, удовлетворяющих условию: 
Е т, р целиком содержится в кольце К т и

Шев Е 0 П (гт> р- 1 , Гт , р] ^  (I'm. р r m. p - l )

и.ш £ т , р пересекается с кольцом К т, но не содержится цели
ком в К т. Пусть, далее, п̂  (г) — число точек из множества А, 
которые лежат в пересечении G с кругом  | г | ^ г . При этих 
условиях

Д ля доказательства обозначим через G0 пересечение G с по
ложительной частью вещественной оси. Убедимся, что G0 — мно
жество нулевой относительной меры. Множество G„ состоит из 
интервалов (rm, p- ,, гт , р]. Одни из этих интервалов целиком 
содержатся в интервале r m_ | < | z K r m, другие удовлетворяют 
условию: либо гт, р_ , <  гт _, <  гт% р, либо гт, р- х < г т < г т, р. 
Первые интервалы образуют множество G'0, вторые — множе
ство Cq. Очевидно, G JU G £ = G 0.

По условию леммы

mesGSfllO, г К г т е в Е о П  (0, г] +  (г — г*>(7_,), 
где г * . , - , — левый конец интервала ( г * . , - , ,  rk. q) из G'0, который 
содержит точку г (если такого интервала нет, второе слагаемое 
в правой части отсутствует). В силу леммы 1.3.2,
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Поэтому Gq — множество нулевой относительной меры. Р а с
смотрим множество Gq. Если интервал (гт. р-\, гт, р] принадле
жит G ,̂ то, согласно лемме 1.3.2, его длина удовлетворяет 
условию

. 2  тт, р  3  гт /——
г т. Р г т. р - 1  <  ~  ~ <  — » р  >  y d m, Ш >  Шо.

Заметим, что —  и, согласно (3.3),

Г т и  >  2 2(рг т .
Получаем, что

m e s c ;n | 0 , r | < i j  £  r w m  +  ( r  _  г>

гт < г
Второе слагаемое добавляется тогда, когда имеется интервал 
(Гк. « - i .  '■*.,) из G J такой, что

Гк.я-\ < г к < г <  гк.„.
Имеем

Z  С Р/,2=  Z  - Ж Г *  0 < а  < m in (l, р/12 ),
гт < г  гт < г  "

откуда

* , <  г ' - “ £ г Р/12—  <  г
m— I т

оо

^ яд Ш ~  СХ°А,,ТСЯ> ибо rm +l> q r m, q > \ .  И з всего этого
т -  I г т-1 -1  ™ 

находим, что
mes Од П [0, г]

1н п --------------------=  0 .

Мы доказали, таким образом, что множество G0 имеет нулевую 
относительную меру.

Теперь займемся оценкой величины «о (г). В кольце Ет.„ 
содержится не более d m\m точек из множества А. Величины Дот 
ограничены: Дт  <  ц. По определению

'°т ! > р) =  К п .
откуда

d  = r p(rm.p)_l la ilL .
т т, р р

По лемме 1.3.2 при больших т



Отсюда получаем

d  <  2 р гр(Гт' р ) 1 (г — г Л .У гл. р т. р -1 /
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В  силу неравенства

Г* *P (*i>  I

J  i»1" - '  а  >  (х, - * , )  - V  >  т (1! “ *•>
X,

справедливого, когда x jx t близко к единице, имеем далее при 
больших т

d m <  2 р j  /Р(° - , Л .
rm, p - i

На основании этого

п0 (г) <  4цр  ̂ 1 d/ - f  \idt, Er =  O0 fl [0, г].
Er

Слагаемое d , надо добавлять в том случае, когда имеется 
интервал (г ,.р_|, г , ,р] из G0, удовлетворяющий условию: г,. р_| <  
<  г <  rf,p. Заметим, что при больших г

d a =  у  <  } гр(Г), р >  Vrf»-

При г - * о о  величина г#, р-> о о , в силу чего ds, а значит, и р 
стремится к оо. Поэтому lim - ^ -  =  0.

Оценим интеграл. Пусть р >  1 (выше было иное р) и (/> 1 
таковы, что — +  -£■ =  1 и (р — 1 )р  +  1 >  0. Согласно неравенству 

Гельдера,

\ I• « - '  \ / " » - « ’ 5 « Я ^ < ( mes E,)T ( j  ,» т - » р а у . 

Интегрируя далее по частям, получим
Г

Sjp p « )-p p jp p -p ^  _  1______ jp « ) - i ip + i  Г _
(р — l)p  +  1 lo

г

-  (я - | ? > + | S Л 1" " 1’  и р (0 - р )+ v w i n / ]

Выражение в квадратной скобке стремится к нулю при / —» оо.  
Поэтому при больших г имеем

S ilp(0-i|p d t < (р — 1)р +  I
r lp W - l l P + i

Учитывая, что m e s£ r ==e,r, где ег ~ *0  при г - *  оо, получим

Я „ Р И

где С — постоянная. На основании этого 

Нш - * & = < > .
Г-+оо rwv'

Лемма доказана.
Перейдем непосредственно к построению искомого регуляр

ного множества В .  Из множества А  из леммы 1.3.1 удалим 
точки, лежащие в множестве G из леммы 1.3.3. Получим мно
жество, которое обозначим В .  Исключенные точки по лемме 1.3.3 
образуют множество нулевой плотности при показателе р(г). 
Поэтому множество В  имеет ту же угловую плотность, что и 
множество А, т. е. имеет плотность А(ф) при показателе р(г).

Каждая точка из В  принадлежит некоторому Е т, р. Это 
кольцо Е т, р обладает тем свойством, что оно содержится це
ликом в кольце К т и

m e s  Е 0 П (гт. р — I»  ̂т. pi ^  ~2 (г т. р . ^т, р-|) ‘

В рассматриваемом кольце Е т, р содержится d mAm точек из В.
Это — точки а (*[р ( k =  1, 2 ............d mAm). И з них d mAm, , точек
леж ат на луче a r g z  =  t|>m. и d mДт , 2 точек — на луче a r g 2  =  
=  •••. d mAm. , m т о ч е к - н а  луче a r g z  =  i|>m, , m.

Множество В  — правильно распределенное множество. Это 
очевидно в случае, когда р — нецелое число. Пусть теперь 
р — целое число. Верны формулы (3.9) и (3.10). И з них выте
кает неравенство (3.12), где

/ ( r ) =  Е  ь~кр,
1*»т< г

a b k (k  =  1, 2, . . . )  —  элементы множества В .  На основании (3.12) 
существует предел lim f  (г). Обозначим его — рс. Имеем

Г - *  оо

<р( 0  =  с + 7  £  ь к р=  -j- £  6* р-

-

1 * * 1 < г !» * !> '



В силу (3.12) выполняется условие (3.13). Но это и означает, 
что В  — правильно распределенное множество.

Убедимся теперь, что при специальном выборе точек а'т ’ р 
в кольце Е т „ множество В будет регулярным множеством.

Удалим из интервала [0 ,  о о)  множество Е0, получим неко
торое множество, которое обозначим К 0- Имеем

mes /СоП ( Г щ ,р -1 >  г rn.pl >  у ( г т . р — r m . p - l ) -

Пусть £(/) — характеристическая функция множества Ко, т. е. 
функция, которая равна единице в точках Ко и равна нулю 
в остальных точках. Очевидно, функция
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Г

J E (t)dt
гт, р—\

является неубывающей непрерывной функцией. Имея это в виду, 
обозначим а* (/г =  1 , 2 , . . . ,  d mS m) наибольшие числа, удов- 
летворяющие условию

1

$
'т ,р »

Гт ,  р —I

«А

J
а * - 1

5 Е  (0  dt =  5т , р (к =  2 .......... d mДт ).

Имеем
О! — г т. р - 1 ^  &т,р< а к — а * -| ^ й т ,р  =  2, . . . ,  d m Дт ). 

И з очевидного равенства

Е (/) dt =  Гт’р ' отр~!-
т, р — 1

поскольку 

гт, р

 ̂ Е (t) dt =  m es Ко ft (г т ,р - \ ,  rm] >  j ( r m. p — r m, p- ,) ,
т , р - 1

усматриваем, что а , <  гт, р — Ьт. р. В любой близости от а* и 
справа от а* найдется точка р* из множества Ко- Выберем

точки р* (Л =  1 , 2, . . . ,  </т Дт ) так, чтобы выполнялись условия 

Pi rai.p-l£^  (>т. о, Р* — P *-l ^ bm .p  (k =  2, . . . ,  d mAm),

Р* <  гт, р 6/я, р> ® d mДщ.

После этого положим

К й р | - Р *  ( * - » .  2 ..........

причем первые из а ^ р в количестве d mAm. | штук расположим 
на луче a r g z  =  ij>mi, и т. д.

При указанном выборе точек р множество В становится 
уж е регулярным множеством, т. е. его точки Ьк удовлетворяют 
прн некотором d  >  0 условию

Действительно, пусть Ьк лежит в кольце Ет>р. Тогда Ьк =  а{*)р 
при некотором k  (1 <  k  <  Дmd m). Если k <  Amd m, то bk+i =  fljJ+J*. 
Если же k =  b md m, то Ьк+1 лежит в другом кольце Еу, ч.

В обоих случаях

\ьк+ л - \ ь к\> V g r 4 p - L
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откуда, согласно лемме 2 ,

\ Ь „ 1\ - \ Ь к \> т т. р- 1

3

г т , р - 1

3 Р Рат*т 3 9&я/ т Г ' р) 4РЛ

Мы получили следующую теорему.
Т е о р е м а  1.3.1. Пусть р(г) — уточненный порядок, Д(ф) — 

неубывающая функция на  [0, 2л], Д (0) =  0, причем при целом  р

Пусть затем Е0 — множество на [0 , оо), имеющее нулевую от
носительную меру. Тогда имеется регулярное множество В =  {bk) 
с угловой плотностью Д(ф) при показате ле р(г), его точки удо- 
влетворяют условию

l * * +i l - | 4 l > d | M '_ P (l* * l ) , d >  0 ( k > \ ) ,

и I I лежат вне множества Е0.
^ остРосние целой функции с данным индикатором. Пусть 

W  периодическая с периодом 2 я  и тригонометрически

j



выпуклая функция при показателе р. Ее можно представить 
(см. § 2, п. 4) при нецелом р формулой (2.20)

в

^  (®) =  *2рт1пяр" S c o s p (0 - s . - « ) d * ( + ) ,
0 - 2 Я

а при целом р формулой (2 .2 1 ) 
в

/,(0) =  _ _ i _   ̂ (0 — г|5> sin р(0 — ty)ds (ф) +  A cos р 0 - f  В sin р0,
0 - 2 Я

в

г д е  s (0) =  А'+ (0) +  Р2 \ h  (ф)</ф и при целом р удовлетворяет 

условию
2л

 ̂ e~,p*rfs(i|>)“ 0 .
о

Положим
м е > — I ® - -  (3.15)

По функции А(0) и показателю р(г), согласно только что до
казанной теореме, находим регулярное множество В =  {Ьк) 
с угловой плотностью Д(0) при показателе р(г). Пусть f  (г, В) — 
каноническая функция множества В. По теореме об асимпто
тическом поведении канонической функции (см. § 2 , п. 6) функ
ция f  (z, В) имеет индикатор Н (0), который при нецелом р 
имеет вид (2 .2 2 )

о

w <e> “ ! S n »  \ cos р (0 — -ц» — я) </А (i|>),
б  —2Я

а при целом р — вид (2.23) 
в

//(0) =  —  ̂ (if — 0) sin р (-ф — 0) dA (\|>) 4 - т; cos р (0 — 0,),
0 - 2 П

причем i f  и в/ удовлетворяют условию (2.24)

Tfe“ 'pef =  fi =  lim 7 7 7 7 / с +  7  £  bk p]  (Ц г)  =  г » ^ ) .
” я  I  V * l < '  >

При нецелом р, в силу выбора (3.15), имеем //(0) =  Л(0). 
Таким образом, получаем следующую теорему *):

*) Эта теорема при р (г) «  р и теор ем а 1.3.2 доказаны В. X. Мусояном 
в его диссертации «О представлении функций рядами ]Г  ckf  (ЛАг)», Москва,
1966.
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Пусть р (г) — уточненный порядок, причем р =  lim р (г) — не-
Г-> ОО

целее число, и А (0) — периодическая с периодом  2я и тригоно
метрически выпуклая функция при показателе р. Тогда имеется 
целая функция порядка  р (г) с индикатором А (0). Эта функция 
является канонической функцией некоторого регулярного множе
ства B =  {bk), удовлетворяющего условиям: точки | Ьк | (к ^ \ )  
лежат вне заданного множества Е0 нулевой относительной меры 
и при некотором d  >  0

I &*+i I — \bk \> d\bk |,_р(|* * |), * > 1 .

При целом р получим Я  (0) =  А(0), если выполняется условие 

A cos Р0 +  В  sin р0 =  Re т ,е 'р<0" Ч  (3.16)

или, согласно (2.24), условие

;lc o s p 0  +  f ls in P0 =  Re|'e'p0!im +  у  £  6* Р] } ‘ ( 317)

При некоторых р(г) предел в правой части существует для 
единственного с. В таком случае равенство (3.17) не всегда 
осуществимо. По этой причине ограничимся ситуацией, когда 
р(г) =  р. Тогда Z .(r )s a l и указанный предел существует при 
любом с. Имея это в виду, подберем с так, чтобы условие (3.17) 
выполнялось. Тогда функция f ( r ,  В) будет иметь индикатор А(0) 
при порядке р(г). Мы доказали теорему.

Т е о р е м а  1.3.2. Пусть р — целое число и А (0) — периодиче
ская с периодом  2л и тригонометрически выпуклая функция при 
показателе р. Тогда имеется целая функция порядка  р с инди
катором А(0). Эта функция является канонической функцией 
некоторого регулярного множества В  =  {bk}, удовлетворяющего 
условиям: точки |Ь*| ( А ^ 1 )  лежат вне заданного множества Е0 
нулевой относительной меры и при некотором d  >  0

\bk+ l\ -\ b k \ > d \ bk \'-p ( k > \ ) .

Для дальнейшего нам понадобится следующая лемма.
Л е м м а  1.3.4. Пусть А =  {а*} — множество из § 3 , п. I, 

М — объединение каких-то колец  £ т , р ( £ т , р имеет общ ие точки 
с кольцом К т), Ми — пересечение М с положительной частью 
вещественной оси, п0(г) — число точек ак, лежащ их в пересече
нии М с кругом \г\< г .  Если

lim Р (Г) “ Р.Г -> оо Г

то множество имеет нулевую относительную меру.
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В кольце Ет, Р содержится d mS m точек из множества А. 
Имеем
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откуда, в силу леммы 1.3.2,
гт , р

r f m > £ r Pm: '  (Гя . р - Г т . р_ , ) > |  \ f - ' d t

rm, р — I
и, значит,

г т , р

$ /Р ' dt С -  d m =  b md m <  b md m.
rm, р — I

Отсюда получаем

Afr =  M„ n [ 0 , г).

Мг
В силу неравенства Гельдера (здесь р не то, что выше),

I I

Выберем а столь малым по абсолютной величине, при подходя* 
щем р, чтобы было ар =  р — 1, aq <  1. Тогда

I
г г 1 /р \ 7  £  ~а|?+1

$< р -1  d t y  <  ггг рг * =  е , т ,

где ег - * 0  при г - *  оо. Это и означает, что М0 имеет нулевую 
относительную меру.

4. Построение регулярного подмножества. Будем обо
значать А0 множество А из леммы 1.3.1, когда р(г) s p ,  в  этом же 
случае В0 будет обозначать множество В  из теоремы 1.3.1. 
Речь пойдет о построении регулярного подмножества С0 мно
жества В0.

Л е м м а  1.3.5. Пусть задан  уточненный порядок  

р (г ) =  р — 0  <  г|> (дс) f  оо, г|>'(дг)-*0 , * - >  оо,

и пусть Д (0) — прежняя угловая плотность. Существует регу
лярное подмножество С0 множества В0 с угловой плотностью Д (0) 
при показателе р (г).

Поскольку Д (ф) — прежняя функция, величины Am(i|)), Дт>/, 
фт>/, d m и rm в последующем — те же, что и всюду выше. У сло
вимся о следующем: под rm,p будем понимать величины, удо
влетворяющие условию rg, P =  pd m (они участвуют в построении 
множества Д0), под f m, p — величины, удовлетворяющие условию

? m(> p ) “ K n .  р > 0 .  

где р ( г ) — указанный в лемме уточненный порядок.
Отметим соотношение

♦  (In г)

L(r) — rp{r)~(> =  r  1пг =  <?-♦«"'> J 0 , г -+ о о . (3.18)

И з него следует, что в кольце E m, p: f m. p- i  < | z | < r miP содер
жится много колец Е т, я‘- гт ,,-|  < | г | < г т , , .  В самом деле, 
число колец E m,q, целиком содержащихся в кольце Ет, р, обо
значим qm, p. Имеем qm.p =  q2 — qi,  где q { и q 2 удовлетворяют 
условиям:

Гm ,q , - i  ^  ? т, р -  I ^  Гт , q ^  f  m.qi  ^  р ^  I’m, q-+ 1*

Возводя в степень р, отсюда получим

(<7, l)rfm <  i (?m> ) _ , ' ) •  L(fm ,p )  <  ^ 2 +  

Следовательно,

<7l_ I  <  L ( ? m .p - i )  ’ 9 2 + 1  >  L ( T m .p ) '

откуда, учитывая (3.18),

<7m.p ~Ь 2  >  J j f l  py - » ° ° ,  m - *  o o ,  Tm, p >  r m_ | .  ( 3 . 1 9 )

Найдем оценку сверху для q m. p■ Имеем
-р _.(> ; р _ ? р  ? __ ?

__r m.9, m,q, ^  ' т .  р ' т .  р-1 ____ ’ т. р ' т, р-1  „ „ 0_|
dm ^  d m *  d m »

где Гш'р- i  <  i\ < r „ 'P. Отсюда, на основании леммы 1.3.2,
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Я т . р <  2Pm р p d m Р Гт. р 2 P/n L  (? т> р) *

Таким образом, при больших т

(3-20)
Для дальнейшего нам понадобится оценка снизу для L { f„ tP). 

Поскольку f m,p ^ r m =  dmP, а /.(г) при больших г больше г " в,
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где 6 >  0 — любое, то при больших т и любом е >  О

L  ( r m , р) >  d m  > ^ т - 1  ( 3 - 2 1 )

Перейдем к построению множества С0. Пусть А  =  {а*} — 
множество из § 3, п. 1 , сконструированное посредством А(ф) 
и уточненного порядка р(г) из настоящей леммы. Множество С0 
получится, если удалить из А  некоторые точки, а оставшиеся 
точки выбрать из множества В 0. Отметим, что в конструкции 
множества А участвуют кольца Ёт,р, в каждом из них содер
жится d mb m точек из А .

В кольце Е т, р содержится, как мы уже отмечали, q m, p

в Ё т, р, находятся именно в этих кольцах E m, q - Пусть Р  —  объ
единение следующих колец Ет, р: более половины колец Е т, ч, 
принадлежащих Ёт,р, не содержат точек множества В 0. Пере
сечение Р  с [0, оо) обозначим Я0. Утверждаем, что относитель
ная мера множества Р 0 равна нулю. Пусть G — объединение 
колец E m.q ,  не содержащих точек множества В 0■ Из построения 
множества В 0 усматриваем, что E m, q тогда не содержит точек 
из В  о, когда

ITieS E q  П ( f m, q —i, f  т, q ) ^  ~2 (^m. q

По лемме 1.3.3 множество лежащих в G точек из Л0 имеет 
нулевую плотность при показателе р. Теперь отметим, что ко
личество точек из А 0, которые леж ат в пересечении Р  с кругом 
| z | ^ r , не больше удвоенного количества точек из А 0, которые 
находятся в пересечении G с тем же кругом | z|<>. Следова
тельно, множество точек из А 0, находящихся в Р ,  имеет нуле
вую плотность при показателе р. Отсюда по лемме 1.3.4 заклю 
чаем, что множество Р 0 имеет нулевую относительную меру.

И з того, что Р 0 имеет нулевую относительную меру, выво
дим (см. доказательство леммы 1.3.3), что множество точек 
из А ,  лежащих в Р ,  имеет нулевую плотность при показа
теле р(г).

Удалим из А  точки, которые леж ат в Р . Получим некото
рое множество С0. Оно является правильно распределенным 
множеством с угловой плотностью A(i|>) при показателе р(г). 
Все точки С0 выберем из множества В 0. Напомним, что в к аж 
дом кольце Е т, р, содержащем точки С0, более половины леж а
щих в нем колец £ „ , ,  имеют точки из В 0 (если Ет.ч имеет 
точки из В,j ,  то оно имеет их d mAm штук).

Рассмотрим какое-нибудь кольцо £ m. , c z E mip, в котором 
есть точки из В 0. На луче /т ,/ (arg z  =  >j)m>/) в £ т>,  лежат
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из В0 точки, число которых равно Am,/dm, они находятся друг 
от друга на расстоянии, не меньшем Ьт%я =  (гт>я — rmi(J_,)/3Amdm. 
Для краткости обозначим на короткое время эти точки а* 
( А = 1 , . . . ,  Am,,d m). Среди чисел (qm, p — v)/3  =  1. 2) по 
крайней мере одно есть целое. Обозначим его q m, p. Пусть р ,— 
те точки а*, номера которых кратны числу qm,p. Число точек р, 
(исключая первую и последнюю) не меньше 

А».
l m. I ■ *т . /цт  __3  >  3  ^т'

Чт, I

В силу (3.20) и (3.21),

* т ,  / •
iii т  ш» / т

Ят, р

- 3 .

Но

в силу чего
А т . / d  т

(3.22)

(3.23)

т. I

при достаточно малом е и больших т. Значит, а т, / - * о о  при 
т-+ оо. Точки вида р4 выбираем на каждом луче /т . / и в каж 
дом кольце £ т .„, в котором имеются точки из В 0. Такие точки 
(кроме первой и последней, которые всегда опускаем) будем 
называть точками типа К.

В кольце £ т§р содержится qm, p колец Е т. ч, из них более 
половины имеют точки из В 0. Следовательно, на луче 1т<) 

в £ от, р число точек типа К  будет не меньше (учитывая (3.22))

° т ,  /
* т .  р

2 Ч Ят, р t  2 2

Первое слагаемое в правой части, в силу (3.23), больше dm, 
а 2qm , на основании (3.20) и (3.21), меньше 6d*m. Поэтому 
при больших т

(3.24)l m, I

Теперь уже все готово для конструкции искомого мно
ж ества С0. Пусть £ ш,р — кольцо, в котором имеются точки 
из С0, их там Amd m штук, на луче /т>/ этих точек — Am</dm 
штук, и они расположены на этом луче совершенно произ
вольно. На луче /mi/ ( / = 1 ,  2, . . . ,  sm) в кольце Ет, р выбираем 
в качестве точек множества С0 точки типа К  в количестве Am,jd m



штук. Такое количество точек, согласно неравенству (3.24), най
дется. Указанную операцию производим в каждом кольце Ет, р, 
где имеются точки из С0. В результате получаем множество С0, 
состоящее целиком из точек множества В0. Убедимся, что это 
множество — регулярное множество при показателе р(г). То, 
что оно — правильно распределенное множество с угловой плот
ностью А(ф) прн показателе р(г), уже доказано. Нам осталось 
оценить расстояние между соседними точками из С0. Точки мно
ж ества С0 обозначим с* (к ^ \ ) .

Возьмем точку ск. Она является точкой типа К  и принадле
жит некоторому кольцу Em q . В кольце £ т , ,  последовательные 
точки типа К расположены друг от друга на расстоянии, не 
меньшем !jm, pt>m, q. Поэтому, если с * + , е  £ „ ,., ,  то

I £*+1 I I I ^  Чт. р̂ т. q• (3.25)
Допустим теперь, что точка ck+l не принадлежит Em>q. И з 

способа образования точек типа К  вытекает, что в Ет най
дется точка а, удовлетворяющая условию

| fl | | Ск | ^  Ч т, р&т. q

(вспомним, что первая и последняя из точек не включены 
в состав точек типа К). Отсюда следует, что оценка (3.25) 
имеет место и в этом случае (учитываем, что |с*+||>|а|). 

Итак, оценка (3.25) выполняется в общем случае.
И з оценки (3.25), на основании (3.19), получаем

I Сьл., I —  I Сы I >  -----6-т ' 4___ = а  Г'П. <7 ~  У  <7-1I *+|l I к\ >  4L(fm p) \2\mdmL(fm.p) ’

Принимая во внимание лемму 1.3.2, имеем

гт. ц ~  гт. <7 - 1  ^  _  rm , q - l  __ rm . Q - 1

— Z  < 7 '
Учитывая еще, что

Гщ, р —I <  Г т. q —1 ^  I Ск I Г т_ д р

и что, согласно лемме 1.3.2,

Тш
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?m, р —1
1 , т-

а также используя неравенство Z.(|c*|) >  L (rmiP), получаем

|c*+il — I с* I >  13рД |сл |Р/,Д|сл |) =  13рД 1С** (| * |), к >  k0, 

что и надо было показать.

И так, множество С0 — регулярное множество с угловой 
плотностью Л (-ф) при показателе р(г).

Пусть /(г, С0) — каноническая функция множества С0. По 
теореме об асимптотическом поведении канонической функции 
функция /(г, С0) имеет индикатор //(0) (при показателе р(г)), 
который при нецелом р имеет форму (2 .2 2 ), а при целом р — 
форму (2.23), где и в/ находятся из соотношения

v " ' " ' - 4. - , ' t nL w f ' » + 7  Е  с. р|

(3.26)
Согласно п. 1 (см. равенство (3.13)), величина 60 =  0 (так как 
L (r)~ *  0 при г - *  оо, то для с0 имеется единственное значение, 
именно, то, при котором йо =  0). Поэтому Xf =  0 и, значит, 

в
Я  ( 0 )  =  —  J  (ф  _  0 )  s in  р (ф  _  0 )  ^  2 7 j

0 - 2 Я

Пусть (как и в п. 3) нам наперед задана периодическая 
с периодом 2л и тригонометрически выпуклая функция Л(0) при 
показателе р. Ее можно представить при нецелом р в форме 
£2.20), а при целом р — в форме (2.21). Пусть выполнено (3.15). 
Тогда прн нецелом р будем иметь 

в

Л(0) =  1 ^  S cos р (0 — ф — я) </Д (ф), (3.28)
6 - 2 Я

а прн целом р 
в

Л(0) =  — ( (ф — 0) s i nр (ф — 0 ) d A (ф) - f  A cos р0 +  fis in p 0 .
0 - 2 Я

(3.29)
Видим, что индикатор канонической функции / (г, С0) равен Л (в) 
при нецелом р и, вообще говоря, не равен, согласно (3.27), 

Пуст^РИ ЦСЛ0М Р' Имея это в виду> введем Функцию /1, ( 0)! 

Л, (0) =  Л (0)
при нецелом р,

0

Л|(0) =  — J  (ф — 0) sin р (ф — 0) dA (ф) (3.30)
0 - 2 Я

при целом р.
Индикатор канонической функции / (г, С0) всегда равен Л, (8). 

аметим что функция Л, (0) принципиально определяется по 
функции Л(0). Действительно, по формуле (2.18) находим s ( 0),
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а по формуле (3.15) — угловую плотность Л (В). Но тогда ста 
новится известной и функция /ii(0). В случае Л (0) =  const всегда 
Л,(0) =  А(6). ‘

5. Построение целой функцин с заданным ростом. Пусть 
Л (0) — периодическая с периодом 2л и тригонометрически выпу
клая функция при показателе р. Она представляется при не
целом р в форме (3.28). а при целом р — в форме (3.29). Поло
жим Л, (0) =  Л (0), если р — нецелое, и определим Л,(0) форму
лой (3.30), если р — целое.

Т е о р е м а  1.3 .3 . Пусть Е0 — множество на (0, оо) с ну.гевой 
относительной мерой, Л(0) — периодическая с периодом  2 я и 
тригонометрически выпуклая функция при показателе р >  0 , 
причем Л, (0) >  0 при всех 0. Пусть, далее, (f (г) — функция, удо
влетворяющая условиям

0 <  Ф (г) t  ° ° ,  lim *ПГ-> ОО г
Тогда существует целая функция f  (г) порядка  р с индикатором 
h (0), которая имеет следующ ую оценку сверху :

| f  (re'0) | <  М > г > 0 .  (3.31)

Эта функция есть каноническая функция некоторого регулярного 
множества {d k} (оно зависит от ф(г)) при показателе р; множе
ство (d k) является подмножеством уж е не зависящ его от ф(г) 
регулярного множества B0— {bk} при показателе р. Точки \ bk | 
(к ^  1) лежат вне множества Е0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f (г, В0) — функция из п. 3, а 
/ (г, С0) — функция из п. 4. Первая функция определяется зада
нием Л (0), а вторая — заданием Л(0) и заданием уточненного 
порядка р(г). Покажем, что при подходящем выборе р(г) функция

' Ю - Ж & Г  (3-32)
будет искомой.

Начнем с выбора уточненного порядка р(г). Обозначим

^ In | j (re10, Лр) Iшах шах
в

• -  А (0), — )  =  ё, (г), шах ё, (/) =  е, (г). 
In г /  t>r

Очевидно, в [(г )| 0  при г - *  оо. Пусть, далее,
шах | Л (02) — Л (9i) I =  в2 (г).

| »,- е ,| < г - (V 2

Здесь е2 (г )-*>0 при г-*-о о . _
В формулировке теоремы участвует функция h x (0) >  0. Пусть 

Л =  шах | Л (0)1, и пусть Л2 — число, удовлетворяющее условию 
в

0 <  И3 <  min Л, (0).
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Положим

е  ( г ) = { [ е ‘ ( ? ) + ( r ) ] 0 + r " ‘V 2 ) + h r ~ p l 2 + j £ ^ }  •

где ф(г) — функция из доказываемой теоремы. Имеем 0 < е ( г ) - * 0  
прн г -►оо. Кроме того,

е ^ > - л Т е' ( ъ ) > Ъ е '(г ) >-ЙГйГГ-
Введем функцию

а (г) =  max е (/).
< > г

Она удовлетворяет условиям

0 < а ( г ) | 0 , a ( r ) > j ~ - .

По свойству 5) уточненного порядка (см. § 2, п. 1) существует 
уточненный порядок

p (r) =  p - - * ^ - ,  4> W f o o ,  - ^ • - ► 0 , * '(* ) -» >  0 , * -+ о о , 

такой, что
а (г) гр <  гр(,), г >  г0. (3 .33 )

Этот уточненный порядок мы и примем за искомый.
Имея уточненный порядок р(г) и функцию Л (0), строим, как 

это было сделано в предыдущем пункте, функцию f  (г, С0). Она 
имеет индикатор Л, (0) при порядке р(г). М ножество С0 — под
множество множества В0. М ножество В0 — регулярное при пока
зателе р, множество С0 — регулярное при показателе р (г).

Рассмотрим функцию (3.32). Она целая. Ее нули образуют 
последовательность {d k) =  {bk) \ { c k}. Пусть п0 (г) — число точек 
из {с*} в круге | z | < r . Имеем

Отсюда

ибо L(r)~ *  0 при л —► оо. Следовательно, множество {</*} имеет 
при показателе р ту же угловую плотность, что и { Ьк}, т. е. Д (0). 
При целом р

Лт. { с + !  £  

д.т. { £ < ,+ 7 ,  Е
V |С* | < г  )
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(предел (3.26) равен нулю, a L (r)-+  0 при /•-►«>). Отсюда

lim
Г - >  оо

( (с — Со) +  у  dk р |  —  fi-

I  и * | < '  >

(3.34)

Значит, множество {d*} — правильно распределенное множество 
при показателе р, и потому / (z) = /(z, {d*}). И з (3.34) следует 
что у f(z ) индикатор тот же, что и у f (г, В0), т. е. равен л (И).

М ножество {d*} — регулярное множество при показателе р. 
В  самом деле, мы только что убедились в том, что оно правильно 
распределенное множество при показателе р. Кроме того, верно 
неравенство

\dk + l \ - \ d k \ > d \ d k \'-p, d >  О,

ибо { d k} принадлежит регулярному множеству В 0 при показа- 
теле р.

Покажем, что для функции f(z )  имеет место оценка (3.31). 
Рассмотрим кружки

К к: \ z - c k \<  d | c*| '"p(|ekl) (*  =  1 , 2 , . . . ) .  (3.35) 

Вне этих кружков при больших г

| f  (ге‘в, С0) | >  е<ме>-.)гР<'> >  е^ р(г),

где е >  0 — достаточно малое и 0 <  Л2 <  min Л| (0). Так как
е

\f(re‘\ в „ )| < ««*«+•■ « 1И», 

то, значит, вне кружков (3.35)
„в, (г)гР

\f(re,e) \ < e h^ rP-
<з з в >

Теперь получим оценку внутри кружков (3.35). Пусть z =  re‘e 
лежит в кружке (3.35). Имеем

|/(ге'в) К  max |/(/)l =  f( t0), <0 е Г ъ  
( е Г  *

где Г* — граница кружка /С*. Пусть t0= r (/eie*. На основании (3.36)

l /а  \ -р ев 1 <'•> Г0
| / ( г е « е ) | < в Ч » .> (3.37)

Правую часть (3.37) надо оценить выражением, в котором бы 
участвовали не г0, Во, а г, 0.

Пусть
г4 =  min | z |, r2 =  max|z|.

* е Г А * е Г *

Имеем 

откуда
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- ^ - - 1 = 2  d  
Г\

г2 — г, =  2d | с* Г Р<1С* 1), 

, -p (U *l)  |
<  2 d

ip ( M )

Очевидно, е * - * 0  п р и £ -*о о . Отсюда ПРИ к -> о о .  Имеем,
далее,

гр - г р = р ( г 2 — г ,)  tip *, r , < T i < r 2,

откуда

-  л? <  2 p l | с ,  I " '  < I ■'*11 <  Зр d  Д . , ! ,  <  V  ф г  <  Г -

ибо j -  -> 1 при k - * o o  и р (г,) >  р/2. Таким образом,

гр < г р( 1 + л , р3).  (3.38)

Нам надо оценить еще rp(ri) — r f (r'K Получаем
r P W  _  Г Р(Г,) =  ( Г2 _  Г ( )  п о (П ) - .  { п р г ( п )  1п ч  +  р  ш

Г\ <  П <  Г 2.

Выражение в фигурной скобке стремится к р при k - * o o .  Поэтому
, п (ъ )  .1 >(М

rgfrj _  гРЮ <  2Р - L —  (г2 -  г,) =  4pd 1 с* |‘- р( Iс* I) =

Ы  ^

| с А |р <«с * 1 >  * 

IOCXO-

(3.39)

=  4pd

Правая часть этого соотношения при больших k  не превосхо 
дит 5pd. Следовательно,

лР(г,> _  г р(г » 5 р ^

На основании (3.38) и (3.39) имеем
гр0 <  гр (1 +  / -**), гг(г.) >  го(г> _  5pd (3 40)

О сталось оценить Л (0О) через Л (0). Обозначим 20* угол, под 
которым кружок К к виден из начала координат. Имеем

| 0 - 0о | < 20*, - | 0* < s i n 0t , s i n 0* =  d |  ск Г р( 1е* 1).

Отсюда

| 0 - 0o| < „ d | c * r p ( l e* l ) < - ^ r < r - p/*.
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| Л (0) — Л (0О) I <  max |Л(<р) -  Л (q>i) I =  е* (г)
|ф-<Р.1<г-Р/2 

Л(0о ) < Л ( 0) +  е2 (г).

И з (3.37), на основании (3.40) и (3.41), получаем

(3.41)

(3.42)

где
м  =  р б (r) =  [ e) +  ft, (г)]  (1 +  г - р/2) +  Лг-р«

Оценка (3.42) хуже оценки (3.36). Поэтому можно утверждать, 
что оценка (3.42) имеет место всюду прн больших г.

На основании (3.33)

* * • «  >  Л л М  г» >  { [ е ,  ( у )  +  в ,(г)](|  +  г -И )  +

+  ,1Г- «  +  J l i W  }  _  1 4(г) +  M I  к »

eh,rPW >  еЛ{г) гРф (г)
Следовательно,

В силу этого, из (3.42) окончательно получаем

вЛ(0)гР

q>(r) * Г >  г0.

Последнее неравенство при подходящем М будет выполняться 
при г >  0 . Теорема доказана.

При использовании доказанной теоремы надо уметь опре
делять, когда Л| (0) >  0. В случае р = 1  можно указать экви
валентное ему геометрическое условие. Оно заключается в сле
дующем.

Пусть D — замкнутое выпуклое множество с опорной функ
цией /С (0) =  Л (0). Тогда условие Л , ( 0 ) > О  эквивалентно тому, 
что множество D имеет внутренние точки. В частности, условие 
Л , ( 0 ) > 0  будет иметь место, если Л (0) >  0 прн всех 0.

Д оказательству этой эквивалентности посвящен следующий 
пункт.

6 . Геометрический смысл условия й ,( 0) > О .  Имеет место 
следующая теорема М. Картрайт [69].

Т е о р е м а  1.3.4. Пусть р — целое число, А =  {ак) — пра
вильно распределенное множество при показателе р, в силу
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чего, в частности, существует предел

lim
Г - >  оо

Положим

f(z ,  А ) - * *  П С Й "  р) ‘

Пусть h (ф) — индикатор функции /(г, А). При этих условиях
2л

- j -  ^ Л (ф )е 'РФ</ф = 5 .
о

Д о к а з а т е л ь с т в о * ) .  Положим

n« - n ° ( v p)k- 1
и докажем, что

2л
(3.43)Е (ч— £)•

О |а*|<Л
Здесь /? >  0 — любое, лишь бы на окружности |z| =  /? не было 
нулей функции П (г). Обозначим

Полагая / =  /?е'ф, получим
2л

т± ____L  (  1П П [  cos М )  </ф. (3.44)
Я  3  Я ° l i s m p q p j

С другой стороны, путем интегрирования но частям придем 
к выражению

+ | [  п ч о Л  I_____ £
2я/р П (/) \  /о R 2 p )

- Ш + т  Е <3«>
*) Приводимое доказательство принадлежит Л. Пфлюгеру [76].
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где п _  число точек ак в круге | z | <  R. При подсчете подста
новки было использовано то соображение, что функция 1пИ(/) 
имеет в начале координат нуль порядка не меньше ( р + 1). 
При подсчете интеграла по теореме о вычетах было использо
вано аналогичное соображение: функция ГГ (/) в начале коор
динат имеет нуль порядка не меньше р.

Правые части в (3.44) и (3.45) равны. Отсюда, в частности, 
получаем

2Я /  о \

о

lm T _ = ± \ - L n m i s l n M i 9 = ± , m £  . ) .

о | ° * | < ,?

Умножив теперь второе равенство на I и сложив с первым, 
найдем

i f  )•
о | ° * | < «

Равенство (3.43) установлено.
Теперь убедимся в том, что

2л

2  ^  =  e l<*d\(B) +  o (1), / г - о о ,  (3.46) 
|‘ *|<* 0 

где Л (0) — угловая плотность множества {а*}.
Пусть сначала 0 < г , < г 2<  . . .  — последовательность точек 

на положительной части вещественной оси, причем числовая функ
ция п (г) (число точек гк в круге | г  \ ^  г) удовлетворяет условию

Имеем
n (r) =  d0r(’ +  о (г р). 

к

£  г% =  \ t" dn (0  =  Крл (/?) -  P  J  t'-'n  (t) dt =  
rk < R  О О

=  у < * о Я 2р +  о ( Я 2р) .

При той же числовой функции и (г) пусть теперь точки Zv =  r v£1'tv 
расположены в угле |argz — 0 | ^ 6 .  В силу неравенства

| e‘P»v _  g'P® | ^  р | ф„ — 0 К  рб,
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получаем тогда

У  < «  т rfotf2V pe +  О (do д/?2р) +  о (/?2р) ,  (3.47) 
1 М < *

| arg zv — 0 | < б .

Рассмотрим множество {а*}. Разобьем плоскость на п углов 
с вершинами в начале координат раствора меньше б. Стороны 
углов — лучи ar gz  =  0/ ( / =  1, 2,  . . я).  Выберем их так, чтобы 
в каждом угле множество {а *} имело плотность. Если угол 
имеет стороны ar gz  =  0/ и a rg z  =  0/+I, то плотность множе
ства {а*} в нем равна d0 =  A(0/+i) — А(0/).

На основании (3.47)

£  а » = ^ 2РЕ  1Л -  Д (0/)] +  0 ( 6 Л/?2р)  +  О ( n R * ' l
|вц|<Л /

где А =  А (2п) — Л (0). Отсюда
2л

£  др =  1  е"* dA (0) +  О (6 Л/?20) +  о (nR2p).
Ы < *  0

Пусть задано е >  0. Выберем 6 столь малым, чтобы второй 
член в правой части равенства был по модулю меньше е/?2**. 
Выбрав так б и зафиксировав п, возьмем теперь R0 столь 
большим, чтобы последний член в правой части равенства был 
меньше е/?2р при R >  R0. В  результате получим, что

ak |<Л

<  2е, R >  R0.

Тем самым соотношение (3.46) установлено.
С помощью соотношений (3.43) и (3.46) уже нетрудно дока

зать теорему. По условию множество {а к} — правильно распре
деленное множество. Поэтому

J  е 'р е  rfA  ( 0 )  =  О

и, значит, в силу (3.46),

Игл V  Л . 
L ,  * 2Р



На основании этого из (3.43) получим

1
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2  Я

- e'w */ф =  — lim V  а * р (3.48)

(предел правой части существует, поэтому предел левой сущ е
ствует, и они равны). Имеем далее

f( z ,  A) =  e *S II(z).

Прямой подсчет показывает, что

i f
О

Сложив это равенство с  равенством (3.48), получим

lim 1  [  In l/ у .  *)\ ,р, d  =  5  (3.49)
* + »  я J  RP

Имеются окружности | г  | =  /?*, О <  Rk ♦ оо, на которых (см. 
§  2 , п. 6 , следствие 1) равномерно относительно qp

-> М ф), /? =  /?*, л - » .

Пусть в соотношении (3.49) R - *  оо, принимая значения /?*. 
Тогда левая часть в (3.49) будет равна

2Л

у  \ Л(ф)е,р*</ф

и, следовательно,
2Я

у  \ Л(ф)е,рт^ф =  6-

Теорема доказана.
На основании этой теоремы выясним в случае р =  1 геомет

рический смысл условия Л |(0)>О .
Пусть А (0) — тригонометрически выпуклая при показателе р 

периодическая функция с периодом 2л. По теореме 1.3.2 имеется 
целая функция порядка р с индикатором Л(0), причем эта 
функция является канонической функцией / (г, А) некото
рого регулярного множества Л =  {а*} при показателе р. По

теореме 1.3.4 тогда
2л

Л(0)е"*г/О =  б. 6 =  lim [ с +  1  £  а ^ 1 .  (3 50)
« r * ° ° L  |«*|<' J

Заметим, что, в силу (3.29) и (3.30),

h (0) =  Л, (0) +  A cos р0 +  В sin р0 =» А, (0) +  xf cos р (0 — 0,), 

причем, согласно (3.16) и (2.24),

т ,е-'Ре/ =  в.

Функция Л(0) имеет всюду производную слева Л '( 0 — 0), 
производную справа Л' (0 +  0), имеет почти всюду производную 
Л'(0). Положим
Л, ( 0 ) =  * ф - 0 1 ± 1 П в ± 0 1 '  2 (0) =  [ л (0) +  -£■ Л '(0) ] е,ре. (3.51) 

На основании (3.50)

(3.52)

Предположим теперь, что р = 1 .  Проведем прямые

/0: j c c o s 0  +  г/ sin в — Л(0) =  О, 0 ^ 0  < 2 я .  (3.53)

Они огибают некоторое ограниченное выпуклое множество Е, 
которое называется индикаторной диаграммой  данной функции 
f{ z ,  А). Прямая (3.53) является опорной прямой множества Е. 
Она соприкасается с Е  как раз в точке 2 (0). При наличии 
разрыва у Л '(0) в точке 0 точка 2 (0) является серединой отрезка 
с концами 2 (0  — 0) и 2 (0  +  0). В случае, если Ё — много
угольник, точки 2 (0) есть вершины многоугольника и середины 
его сторон. В случае, если каж дая опорная прямая соприка
сается с Е только в одной точке, точка 2 (0) при изменении 0 
от 0 до 2л описывает всю границу множества Е. В  общем 
случае_точки z(0) образуют некоторое множество Г  на гра
нице Е. Сосредоточим на множестве Г массу величины 2л. 
Формула (3.52) показывает, что б — центр тяжести множества Г.

Отсюда следует,_что в том случае, когда множество Е  имеет 
внутренние точ(«1 (Е  отлично от точки и отрезка), точка 6 лежит 
строго внутри Е. Докажем это. Ясно, что точка б не может 
леж ать вне Е. Надо, следовательно, показать, что б не совпа
дает ни с одной граничной точкой множества Е. Пусть а0 —



какая-нибудь граничная точка множества £ .  Не нарушая 
общности рассуждений, будем предполагать, что эта точка со
впадает с началом координат, а выпуклое множество Е  лежит 
в правой полуплоскости R e z > 0 .  Положим

2 (0) —  г * ' Ч

Возьмем точку z (0) =  г0е'*\ Это — точка, в которой правая 
вертикальная опорная прямая 10 соприкасается с Е .  Ясно, что
I Ч’о I <  я/2-

Рассмотрим опорную прямую /0 при малом 0, 0 <  0 <  п/2. 
Пусть /J,— прямая, параллельная /0 и проходящая через точку 
z (0 ), А0 — точка пересечения 70 с мнимой осью. Поскольку 
множество £  — ограниченное, точка Ав при малом 0 лежит 
выше множества Е .  Из этого следует, что при малом 0 опорная 
прямая /9 пересекается с мнимой осью в точке, не принадле
жащей £ . Значит, при малых 0 >  0 имеем 0 <  ife <  я/2. Пусть 
0„ — одно из таких 0. Имеем 0 <  0О <  л/2, ге, >  0. Точка z(0) 
с О < 0 < 0 о лежит правее точки г (0 и). Поэтому

re c o s t f r ,> r 0,cos\|4 . О < 0 < 0 о.

Отсю да, учитывая еще, что при любых 0 выполняется неравен
ство |ф0 К я / 2 , получаем

2Я 0О

К е * = 2лГ § R e z (0) d 0 ^s '^T 5 ' 9 COS' M 0 > 0l/eoCOS °-
о о

Следовательно, точка б отлична от начала координат.
Мы показали в итоге, что в случае, когда Е  имеет внутрен

ние точки, точка б — внутренняя точка множества Е .
Исходя из того, что б — внутренняя точка Е ,  покажем, что 

Л , ( 0 ) > 0 .  Для этого рассмотрим функцию

F(z) =  f ( z ,  A)e~6z, б =  т fe~iet-

Д ля нее индикатор равен

Л (0) — Т, COS (0 — 0,) =  Л, (0),

соответствующая величина 6, обозначим ее 6(, равна

l i m / c - f  £  a ; i ) = 0 , с, =  с — б,
|av|<r /
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индикаторная диаграмма £ , получается из £  сдвигом на век
тор — б. Согласно формуле (3.52),

2Л

± -  \ z, (0) dQ =  б, =  0, г, (0) =  [Л, (0) +  /А; (0)] * <е,
о

иными словами, центр тяжести соответствующего множества Г] 
находится в начале координат. Значит, начало координат яв
ляется внутренней точкой множества £ , .  Отсюда получаем, что

Л ,(0) >  0, О < 0 < 2 я .  (3.54)

Обратно, если выполняется условие (3.54), то у множества Ё х 
(следовательно, и у множества £ )  имеются внутренние точки. 
Таким образом,

Т е о р е м а  1.3.5. Д ля того чтобы выполнялось условие (3.54), 
необходимо и достаточно, чтобы индикаторная диаграм м а Е, по
строенная с помощью функции Л (0), имела внутренние точки. 

Эта теорема отмечена в работе [25].
Обратим внимание на следующий факт. Индикаторная диаг

рамма £  имеет опорную функцию Л(0). Ранее мы рассматри
вали постоянно ограниченное выпуклое замкнутое множество D 
с опорной функцией /((0) =  Л(— 0). М ножество D — наимень
шее замкнутое выпуклое множество, содержащее все особен
ности функции у (0, ассоциированной по Борелю с f  (г, А). 
Множества D и £  симметричны относительно вещественной оси. 
Поэтому, если £  имеет внутренние точки, то и D имеет внут
ренние точки, и наоборот. К этому еще добавим, что вместо 
задания Л(0) можно задавать D как произвольное замкнутое 
выпуклое ограниченное множество. По этому множеству будет 
определяться однозначно функция Л(0).

В свете этих фактов теорему 1.3.3 в случае р = 1  можно 
сформулировать и в следующем виде.

Т е о р е м а  1.3.6. Пусть D — ограниченная замкнутая выпук
лая область, имеющая внутренние точки, /С (0) — ее опорная  
функция, Л (0) =  /С (— 0). Пусть, далее, ф (г) — функция, удовлет
воряющая условиям

0 < ф ( г ) | ° ° .  lim Д-—  = »0 .
Г>оо Г

Тогда существует целая функция f  (г) первого порядка с инди
катором Л(0), которая имеет следующ ую оценку сверху :

I f  (re1*) | <  .И г > 0 .
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Эта функция есть каноническая функция некоторого регуляр
ного множества {d k} (оно зависит от ф (г) ) при показателе р =  1; 
множество {d k} является подмножеством уж е не зависящего от 
Ф (г) регулярного множества В =  {bk} при показателе р =  1. 
Точки | Ьк | (к ^  1) лежат вне заданного множества Е0 нулевой 
относительной меры. Если d k =  rke'9k, то при любом  е > 0

In | /' (dk) | >  [Л (0*) — е]г*, к > к 0(в).

Последнее заключение следует из второй части теоремы 1.2.6.
З а м е ч а н и е .  Рассмотрим выпуклую область D0 специаль

ного вида, описанную в замечании после теоремы 1.2.4. Она 
ограничена дугой у. отрезками лучей 1\ и /2 (эти лучи накло
нены к вещественной оси под углами tfo и — ij>0, 0 <  \J>0 <  п/2 ) 
и вертикальным отрезком /0 длины q0, причем <7о/2я  — рациональ
ное число. Пусть s (ф) — функция, соответствующая области Du и 
Д (1|>) =  5 ('ф)/2п. Согласно указанному замечанию функцию A(i|:) 
можно приблизить (см. п. 4 из § 2) равномерно с точностью до 
qm(.qm-*® ПРИ т -* -о о )  кусочно постоянной функцией Am(i|>) 
с  конечным числом скачков, причем скачки будут выражаться 
рациональными числами, и они будут в точке \J> =  0 и в точ
ках у\>т . /, I ■фт. /1 ^  -f- л/2. Из этого будет следовать, если про
следить процесс построения регулярного множества В 0, что в 
множестве В 0 не будет точек, лежащих в углах 0 < | a r g z | <  
<Ч>и +  я/2 . Следовательно, в ситуации, когда область D есть 
область Д>, можно считать, что функция f  (г) из теоремы 1 .3.6 
не имеет нулей в углах 0 <  | arg  г  | <  - f  я/2. То, что q j 2л — ра
циональное число, для окончательного ответа не существенно. 
Действительно, пусть q0 имеет произвольное значение. Подбе
рем а  >  0 так, чтобы число_ q J2 n a  было рациональным. О б
ласть, которая получается н з Д,  преобразованием подобия с коэф
фициентом l/а, обозначим Dx. Она имеет такой же вид, как 
и область £>0, но у нее вертикальная часть границы есть отре
зок длины <7i = < 7o/a, причем q J2 n  — рациональное число. Соот
ветствующую области D 1 целую функцию обозначим f\{z). Она 
не имеет нулей в углах 0 <  | a r g z  | <  - f  я/2. Пусть Yi ( )̂ — 
функция, ассоциированная по Борелю с /,(z). Имеем

оо

Y i(0  =  $ M z ) e - * 'd z .
о

Отсюда
оо

Vo (О s  Yi ( 4  )  =  а  \ fi  W r "
о
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Наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее все 
особенности уо(0 . есть Ц,. Следовательно, функция f0(z) =  a f,(az )  
будет иметь нужную индикатрису роста Лп(ф ), она обладает 
всеми свойствами, указанными в теореме 1.3.6. Кроме того 
она не имеет нулей в углах 0 <  | arg г  | <  -фо ~h я/2 .

§ 4. Функции вполне регулярного роста

1. Определение функции вполне регулярного роста. Свой
ства. Относительной мерой множества Е  положительных чисел 
называется предел

„  m e s£ r 
l i m — - — ,

Г-> оо r

где Er — пересечение Е с  интервалом (0, г).
Целая функция уточненного порядка р(г) называется целой 

функцией вполне регулярного роста, если можно указать такое 
множество Е0 нулевой относительной меры, что при г ф. Е0 
и г -» о о  функция

ln l/ (fg' e) l
fP ir)

равномерно стремится к fy (0).
Имеет место следующая основная теорема, принадлежащая 

А. Пфлюгеру.
Т е о р е м а  1.4.1. Если целая функция f (г) уточненного п о

рядка  р (г) является функцией вполне регулярного роста, то для  
всех значений Ом  0 (0  < 0), за  исключением, быть может, счет
ного множества, существует предел
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причем
в

S (О, 0) =  h\ (0) -  h\ (О) +  р2 $ Л, (ф) dq>.

Исключительное счетное множество может состоять лишь из то
чек, в которых h'f (0 +  0) Ф  hf (0 — 0). В случае целого  р, кроме 
того, существует предел

lim -т т т
Г >  оо i ( r ) { cP + 1 £  а* " } ’ |°*i < '  )

4 *



где а к — нули f  (z), отличные от начала координат, ср — коэф
фициент при 2 Р в многочлене P(z) представления

оо

/ ( z ^ z 'V ’ w J J G ^ ,  р ) , Р (г) =  срг*  +  . . .  +  с0.

Заметим, что функция hf (Q) может не иметь производной 
самое большее в счетном числе точек.

Мы видим, что множество нулей А =  {ак} функции f  (г) вполне 
регулярного роста является правильно распределенным. При 
этом функция /(z) отличается от канонической функции f  (г, А) 
множества А только множителем г те^ (г), где Q (г) — многочлен 
степени, меньшей р. Этот множитель не влияет на индикатор, 
так что у f  (г) и / ( г ,  А) одинаковые индикаторы при порядке р(г).

Можно высказать следующее утверждение.
Т е о р е м а  1.4.2. Д ля того чтобы целая функция /(г) уточ

ненного порядка  р(г) была функцией вполне регулярного роста, 
необходимо и достаточно, чтобы множество ее корней бы ло пра
вильно распределенным.

З а м е ч а н и е .  Поскольку функция вполне регулярного роста 
отличается от соответствующей канонической функции / (z, А) 
не существенным в смысле роста множителем zme Q^) (степень 
Q(z) меньше р), то для функции вполне регулярного роста верны 
теоремы 1.2.5 и 1.2.6, а такж е следствия из них и замечания 
(см. § 2 , п. 6).

Отметим еще следующую теорему.
Т е о р е м а  1.4.3. Если / (z) и <р (z) — целые функции порядка 

р (г) с индикаторами h (0) и Н (0), причем одна из этих функций 
вполне регулярного роста, то индикатор произведения f  (z )<р (z) 
равен сумме h (0) +  Н (0).

2. Функции класса А и вполне регулярного роста. Говорят, 
что целая функция / (г) принадлежит классу А, если выполня
ется условие

где a k — нули f  (г).
Имеется ряд условий, принадлежащих М. Картрайт, Б. Я. Л е

вину и А. Пфлюгеру, прн которых целая функция f  (г) явля
ется функцией класса А и вполне регулярного роста при по
рядке р(г) =  1. Отметим эти условия в виде следующей сводной 
теоремы.

Т е о р е м а  1.4.4. Если целая функция f  (г) экспоненциаль
ного типа удовлетворяет какому-нибудь из условий:
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а) существует интеграл

}  4] ФУНКЦИИ ВПОЛНЕ РЕГУЛЯРН ОГО РОСТА (0 1

Г 1п|Н*Н
3 1 + dx

б) существует интеграл
+ о о

А,(0) =  Л ,(я) =  0 ; 

лI

Г 11 .(flL dx'
J  1 +  х *  a X t

В)
оо

5

г) I f  (лг) I ограничен на вещественной оси ;
д) \f(x)\e=Lp (— оо, о о ) ,  1 <  р <  оо,

то
1) функция f  (z) — класса А, вполне регулярного роста при 

порядке р (г) s s  1 и ее индикаторная диаграмма есть отрезок мни
мой оси;

2 ) все корни функции f  (z), за  исключением, быть может, 
множества нулевой плотности, лежат внутри сколь угодно ма
лых углов  | arg z | <  в и | arg  z — я  | <  е, причем плотность

А, =  Н ш - ! ^  (/“ 1 .2 )<•*■00 1

множества нулей внутри каж дого из этих углов равна d/2n, 
еде d  — длина индикаторной диаграммы.

В  условиях теоремы существует предел

Г+ 00 'гфВ,

где Е0 — некоторое множество нулей относительной меры. Д о
кажем, что

Т е о р е м а  1.4.5. Д ля почти всех <р существует обычный 
предел

lim . А  (,р). (4.1)
<•-**> г

Возьмем угол 0 < « < ф < р < л  (или симметричный угол из 
нижней полуплоскости) и обозначим bk (k — I, 2, . . . )  нули /(z)



из этого угла. Очевидно,

Ё г ё тл- l 1 *
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<  о о .

Положим

f m - П О  - к У
Это — целая функция нулевого типа при порядке р — 1. Рас* 
смотрим функцию

1 П
К ( г )  =

F ( z )

Функция К  (z), как и f (z), — функция вполне регулярного роста 
и имеет ту же индикатрису роста, что и f(z). В угле (а, р) она, 
кроме того, не имеет нулей. Поэтому существует предел

, .  1п|АС(гв(ф)|  , / \ ^  оlim ---------— — =  Л/ (ф), а < Ф < Р -
Г + эа  '

Для доказательства (4.1) достаточно доказать, что для почти 
всех ф имеется предел

In I F  (r e<4>)  Ilim
г - >  оо

= 0 .

Д оказательство последнего факта принадлежит Альфорсу и 
Хейнсу [63], установившим даже несколько более сильное ут
верждение.

Поскольку очевидно, что

lim
Г->оо

In | F, (re,<f) |
: 0 а <  ф <  Р, M z )  =  n ( l

то достаточно доказать, что для почти всех ф

In I В (re‘V  I л „  / А т т  1 — * /b k
lim ^ 1  =  0 ,  В ( г ) - П ' 1 +  г /ft*

Переходя от верхней полуплоскости к правой, докажем, что 
для почти всех <р существует предел

In I В  (ле,ф) |
lim ■ ^ = 0 .  ew-n-irSf- <4-2>

где ak (k =  1 , 2 , . . . )  расположена в угле — у < а < ф < Р < ^  

и 2 | а * Г ‘ <  оо.
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( * = 1 , 2 ,  . . . ) .

Убедимся сначала, что

. . .  In I В (rel<f) I
Л0(ф) =  lim ------- j -----

Г ->  оо

— измеримая функция. Положим
. , . . In I В (reiv) I
А *(ф )=  min ------- 7--------

I

Функция Л*(ф) непрерывна на [— я/2, я/21 кроме, может быть, 
конечного числа точек, в которых она обращается в — оо. По
этому Л*(ф) — измеримая функция. Имеем

А0(ф )=  И т Л*(ф).
k ->  оо

Известно (см., например, [5 6 ], стр. 87), что нижний предел 
последовательности измеримых функций, имеющих почти всюду 
конечные значения, есть измеримая функция. Следовательно, 
Л0(ф) — измеримая функция. Поскольку

“0 ,

надо показать, что измеримое множество, где Л0( ф ) < 0 , имеет 
меру нуль. Для этого в свою очередь достаточно доказать, что 
измеримое множество, где Л„(ф) ^  — 2е (е >  0 — любое), имеет 
меру нуль.

Пусть 6 (0 <  б <  1) — фиксированное число и Е (б, е) — мно
жество значений 0 таких, что Л0 (0) ^  — 2е и cos 0 >  б. Если 
0 е £ ( б ,  е), то имеется бесконечно много точек г*е,е (0 <  г* f  оо), 
удовлетворяющих условию

In | В (rtf10) | <  — ег*,
откуда

In | В (г*е'0) | <  — гхк, хк =  Re (гке1*). (4.3)

Основываясь на (4.3), мы и покажем, что m e s £ ( 6, е) =  0 . 
Предварительно установим несколько соотношений. Положим

Функция
g ( z ,s )  =  l n | - j± f R ez  >  0 , R e s >  0.

. v z  +  S
Ф(*) =  7 = 7

отображает правую полуплоскость на внешность единичного 
кРУга. Поэтому g ( z , s ) ^ 0 . Имеют место следующие соотно
шения:

1) g ( t e ,  \s) =  g (z , s) =  g  ( - J - ,  у ) ,  А .> 0 ,

2) g (2 , s) ^  g (е'0, е'ф), 0 =  a rg z , ф =  а ^ « ,



3) если z  =  х +  i y  =■ г е 1в, z0 =  xu +  ///0 =  r (̂ e*, s =  ре,ф, то 

при г  >  г0, х > 6 г ,  0 <  6 <  1,

где С (б) зависит только от 6.
Соотношение 1) очевидно. Д л я  вы вода 2) запишем равен

ство
J v

е1в-ре‘*
г2 +  2гр cos (0 +  ф) +  Р2 
г2 — 2rp cos (0 — ф) +  Р2

(чтобы получить |а|2, надо а умнож ить на а ). Положим r/p =  t. 
Тогда пр авая  часть равенства может быть переписана в виде

/ +  1 +  2 cos (6 +  ф) __ j  ._______ 4 cos 8 cosф
I +  <-1 — 2 co s(0  — ф) / +  /_| — 2 co s (0  — ф)

Второе сл агаем о е в правой части имеет наибольшее значение, 
если (/ +  / ' )  имеет наименьшее значение, т . е. при / = 1  или 
л =  р. По свойству 1), таким  образом ,

S(z,  s ) < g ( г е ‘в, г е ‘ч) =  g ( е1в, е 1*).
Д о каж ем  3). Достаточно рассмотреть случай | s | ^ | z 0 |, ибо 

при | s| < | z 0 K | z |  надо применить 3) к функциям

и g ( l 7 ’ т )  и Учесть О- 
К огда | s| > | z 0 l, имеем

(4.4)

s  =  и +  iv,

g ( z ,  s) =  y l n {  1 + 1 7 — s i* } ^ 7 Г “ У|* •
I S IЕсли |z — неравенство (4.5) дает

xu
| s | J

Если | z  — s  | <  6 J y -  или 12-1 — s - 1 1 <  у  -[ту . имеем

* ( z , s ) < 8- xu
и, значит,

8 xu

(4.5)

(4.6)

и ^  x й ^ 6 | * |  6
21* |  |*|» 2 1 * 1 2 x  '
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о ткуда , основываясь на 2), усм атри ваем , что неравенство (4.6) 
имеет место и в этом случае.

Из неравенств (4.4) и (4.6) вы текает соотношение 3).
Перейдем к до казател ьству  того, что m es£ (6 , е) =  0. П ред

положим противное: mes £ (б , е) =  т > 0. Введем функцию со (0), 
которая равна 1/т при 0 с = £ (б , е) и равна нулю дл я  осталь
ных 0. Очевидно,

2

J а  (0) d0 =  1.

П усть 0 е £ ( б ,  е). Согласно (4.3),
оо

— In | B(z)  |=  £  g ( z ,  ап) > ex, z — r ke ie ( f e > l) .
П — 1

В силу 3),
g  (z, ап) <  С (б) g  (z0, ап) - J -  {g ( е ‘°, е 'ф» )  +  l}, 

г  =  г к > г 0, фп =  a rg  а„.
Кроме того,

g ( е ‘°, е 'ф'*) =  In 

Поэтому получаем

(0 -/т. е  + е п
е10- в,<Р«|

ех0 <  С (б) У  g  (z0, ап) In , 1в 2° ,Ф~ т . (4 .7)
"  \е - е  »|

Умножим обе части на о>(0)d0 и проинтегрируем в пределах 
от — л/2 до л/2. Будем иметь

чх0 < 

откуда

С (б) £  g (ze, ап) \ In (2е) +  j  In | e ii~\ «  (0) dQ 

[  *  
едс0 <  С (б) {— In | B(z0) I) < In (2e) +  sup J  In | ^  ® (0) dQ

(4.8)

Здесь 0 — произвольная точка нз £ ( б, е), a z0 — произвольная 
точка нз правой полуплоскости. В угле р <  0 <  л/2 нет точек ап.
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П оэтому
|im m l а (,„,»>.) 1 ^  |im In j_ fl(r0g' e» ) l = 0 |  р < 0 о < я #

оо г 0 ' ’« - > 0 0  х 0 2

П усть в (4.8) точка 20-*-оо по луч у a r g z  =  0o. П олучим, что
П_
2

s “ p \ 1п ~|7'9 -  в‘* | M (9 )d 9  =  001
я

“ 2

Но это невозможно, ибо при т  >  0 ук азан н ая  верхняя грань не 
превосходит

С ледовательно, m =  m es£ (d , е) =  0. В силу произвольности в 
и 6 заклю чаем , что почти гсю ду имеет место равенство (4.2). 
Все доказано .

3. Пример функции кл асса  А.  Рассмотрим функцию 
ь

Р ( г ) ~  \ е ‘г ‘ d o  (/), (4.9)
а

где [а, 6 ] — интервал вещественной оси и ст(/) — функция о гра
ниченной вариации на [а , 6]. Ф ункция F(z)  является  целой 
функцией экспоненциального типа, и она по модулю  ограничена 
на вещественной оси. Следовательно, F(z)  — из кл асса  А и вполне 
регулярного  роста. Ее индикаторная ди агр ам м а — отрезок мни
мой оси. П остараемся определить концы этого отрезка.

Ф ункция а(/) может иметь на [а, Ь\ счетное множество точек 
разры ва. С ам о  значение а  (а) функции ог(/) во внутренней точке 
разры ва а  никакого значения на величину интеграла (4.9) не 
оказы вает. П оэтому мы можем значения ст(а) функции o(i) 
во внутренних точках разры ва а  н азн ачать по своему усм от
рению. Будем считать, что а  (а) равно пределу о (0  при стремле
нии / к а  сл ева . При этом условии пусть [а ,, Ь,] — наименьший 
интервал, содерж ащ ийся в [а, Ь\ и обладающ ий свойством : 
функция ст(/) постоянна в [а , а ,] и постоянна в (b it b ]. Если 
подобного интервала (Ьи 6] не найдется, считаем Ь{ =  Ь. Т ак ж е 
может быть, что а , =  а.

Если а , = b h то F(z) =  Ае‘г а . Этот случай  нас не интересует. 
Будем предполагать, что а , <  ft,. При ft, <  Ь функцию а  (О

в точке &| изменим, положив ее равной пределу ст(/) при стрем 
лении t к bi сп рава. И меем

ь,

F(z) =  \ е ш  d a  (t).
ах

Точки а | и 6, обладаю т свойством : в любых окрестностях этих 
точек функция о (О не является постоянной.

В силу сказанного , будем предполагать, что уж е точки а 
и Ь обладаю т тем свойством, что в любых их окрестностях a(t)  
не постоянна. При этом условии наименьшее выпуклое  зам кн у 
тое множество D, с о д е рж ащ ее  в с е  особенности функции, а с с о 
циированной п о  Борелю с  F(z), есть вертикальный отрезок мни
мой о си  [ia, ib\ (индикаторная диаграмма F{z) симметрична с  D 
относительно вещественной оси ) .  Это — теорема Полиа (см . [67], 
стр. 109). Д о каж ем  ее.

П оскольку а <Ь,  функция F(z)  имеет бесконечно много 
нулей. Действительно, если бы она не имела бесконечно много 
нулей, то она им ела бы вид

F (г )  =  еа,гР (г),

где а  вещественно и Я (г) — многочлен. Из ограниченности | F(z) \ 
на вещественной оси выводим, что Р  (г) =  А =  const. Следо
вательно, ь

F ( z ) = \ e ‘zt d(i\ (/),
а

где <Т| (/) всюду постоянна кроме точки t =  a, в которой имеет 
скачок А. Вычитая из (4.9) последнее равенство, получим

ь ь
J е ш  [da (0  -  do , (/)] =  J е ш  d  [а  (/) -  а , (/)] =  0.
а а

Значит, о (0  — <Ji (0  =  const, чего не может быть.
П усть z0 — какой-нибудь нуль F(z). Запишем

ь
F ( z ) =  ̂ е 1 <*—**> ‘e u,‘ d a  (t).

а
Положим

г
v(/) =  —  ̂ eu ,vdo (i)).
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в с е  корни функции F(z), з а  исключением, быть может, множе
ства нул евой  плотности, лежат внутри сколь у г о д н о  малых 
у гл о в  | a r g z | < e  и | a rg z  — я | < е ,  причем плотность

(< =  1,2)
о »  '

множества нулей  внутри каж до г о  и з  у гл о в  равна  ; имеются

число р > 0  и числа  г*, 0 < r * f o o f при k - * o o ,  такие.
rk

что при любом  е >  0

In | F (r e i0) | >  (/if  (0) — e] г , г* — p  < r  < r *  +  p, k > К  (e).

Г Л А В А  IF

РЯ Д Ы  ДИРИХЛЕ С ВЕЩ ЕСТВЕННЫМИ П О КАЗАТЕЛЯМ И *)

§  1. Н ачальные сведени я

1. П реобразование А беля. При исследовании вопроса о схо
димости рядов Дирихле использую т следую щ ую  ф ормулу:

i A nBn = ^ ( B n - B n+l)C n +  BqC9, (1.1)
п—р п—р

где Ап и Вп — любые величины, С„ =  Ар +  . . .  +  Ап.
Чтобы до казать  (1.1), отметим равенства

АР =  СР, Л ц » С «  — С .-|  при п > р .
В силу этого

t  АпВп -  ВРСР +  Вр+| (Сж  -  Ср) +  . . .  + f l , ( C , - C f _ ,).
п—р

Раскры вая скобки и группируя иначе члены, получим иско
мую ф ормулу

1 р АпВп =  (Вр - В р+1)С р +

+  (Яр-н — Bp+i)C p+i +  • •• +  (В4-1 — Bq) Сщ-\ 4 - ВщСщ, 
которая и назы вается пр еобра зовани ем  Абеля.

2. А налог леммы  А беля. Будем рассм атривать ряд Дирихле

(1.2)

У которого показатели \п положительны, <  . . .  и, кроме
того,

lim  Я„== 0 0 .
Л-> ОО

П окаж ем , что е сли  р я д  (1.2) сходится в точке z0, то он  сходится  
( в о общ е  г о в ор я ,  н е  абсолютно) в полуплоскости

R ez  >  R ez 0;

*) Некоторые простые сведения, излагаемые здесь, содержатся в книгах 
_ И. Ибрагимова |6], С. Мандельбройта [45], А. И. М аркушевнча [47]. 
Й м ,ительная же часть сведений содержится в монографии В. Бернштейна 
1“ ]. Существенный раздел, посвященный рядам Дирихле с показателями, 
имеющими плотность, дается в новом изложении.



в каждом секторе
| a r g (z  — г о)| < 0  <  я/2 (1.3)

он сходится равномерно.
Д л я  до казательства  применим к выражению

& t  •>
n-p n-p

преобразование Абеля (1.1) с

Ап =  апе~^г\ Вп = е ~к* ( г ~г«>•
И меем

\ i+i

Вп - Я я+1 =  ( г - г 0) J 

о ткуда , полагая  ar =  х -f- /*/, получим
*п + 1

\п

По условию ряд (1.2) сходится в точке г 0. Следовательно, 
дл я  каж дого  е >  0 найдется такое /V, что при любых л и р ,  
удовлетворяю щ их условию

п >  р >  N,
будет

IС„ | =  X  Ат \<е.
т  — р

И спользуя ф ормулу (1.1), в случае , когда г  находится 
в  секторе (1.3), будем иметь
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Z  а д '* - * co s0 (1.4)

что доказы вает равномерную сходимость ряда в секторе (1.3). 
И з этого, конечно, следует, что ряд (1.2) сходится в полупло
скости R e (z )>  R e(z0) и в этой полуплоскости его сум м а  f ( z )  — 
аналитическая.

3. О единственности разлож ен ия функции в р яд  Д ирихле.
Положим

К =  m ax 
и

£  ake  V o l
*-2 I

Подобно том у, как  получили (1.4), найдем, что в секторе (1.3)

Z  а д '* - '

* П  НАЧАЛЬНЫ Е СВЕ Д Е Н И Я  И З

о ткуда

£ a »< r V

На основании этого в секторе (1.3)

|/(г)К|а,е-х>*| +

и одновременно

I / (2) I >  I a le~K,z | —

Z a »e _ v

— * [l <1| I +  е '-Ке - х « • - « ]

Выражение в квадратны х скобках  из первого неравенства при 
больших х меньше 3| а , |/2, а из второго — больше | а , 1/2. Следо
вательно, в секторе (1.3) при больших х сум м а  ряда Дирихле 
удовлетворяет неравенству

(1.5)

Воспользуемся (1.5) дл я  до казател ьства  единственности р аз 
ложения функции в ряд Дирихле. Если бы одновременно имели

/(*) =  £  а » е " Ч  / ( г ) = 1 > п * " Ч
I i

причем, например, b, ф  а {, то для ряда, представляю щ его р аз 
ность двух указан ны х рядов, согласно (1.5), получили бы

0 >  |6|~ a j l  е - Ч

что невозможно.
4. Абсциссы простой, абсолютной и равномерной сходимости 

Ряда Д ирихле. Из предыдущ его следует, что ряд Дирихле или 
всюду сходится, или всюду расходится, или сущ ествует т а к а я  
конечная величина с ,  что ряд Дирихле сходится в полуплоско
сти R e ( z ) > c  и расходится в полуплоскости R e ( z ) < c .  П олу
плоскость R ez  >  с  назы вается полуплоскостью сходимости,  пря
м ая  Re (z) =  с  — прямой  сходимости,  а  величина с  — а б сц и с с о ц
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сходимости  ряда Дирихле. Если ряд сходится всю ду, полагаю т 
с  =  — оо, а если ряд всюду расходится, полагаю т с =  +  оо.

В отличие от ряда Тейлора, где кр уг сходимости совпадает 
с кругом  абсолютной сходимости, у  р яда Дирихле полупло
скость сходимости, вообще говоря, не совпадает с полупло
скостью  абсолютной сходимости.

Если ряд (1.2) абсолютно сходится в точке z0, то из нера
венств

Re г  >  Re z0

следует, что ряд абсолютно и равномерно сходится в полуплос
кости Re z Re z0. Следовательно, ряд Дирихле или сходится 
абсолютно во всей плоскости, или нигде не сходится абсолютно, 
или сущ ествует т а к а я  величина а, что ряд абсолютно сходится 
в полуплоскости Re г  > а и не сходится абсолютно в полуплос
кости R ez  <  а. П олуплоскость R ez  >  а назы вается  п ол упл о ско 
стью абсолютной сходимости,  прям ая Rй г  — а — прямой  а б с о 
лютной сходимости и величина а — а б сц и с с о й  абсолютной  
сходимости  ряда Дирихле. Если ряд всюду сходится абсолютно, 
полагаю т а =  — оо, если он нигде не сходится абсолютно, пола
гаю т а  =  - f  оо.

Р яд
Е ( - П

п  -Х _ * Я„ =  1п1п/х,

сходится к а к  знакочередую щ ийся ряд при z =  x > 0  и расхо
дится в точке z  =  0, поэтому его абсцисса сходимости с =  0. 
П оскольку при любом х >  0 и достаточно больших п

\e~l *x I --=— —г >  — ,Iе 1 (Inn)* ' л  '

абсцисса абсолютной сходимости a  =  - f  оо.
М еж д у  абсциссами а  и с, очевидно, выполняется соотношение

с < а .

Если а <  - f  оо, то при любом е >  0 в полуплоскости 
R ez  >  а 4 - е  ряд сходится равномерно. Нижнюю грань г  мно
ж ества  чисел а  таких, что в полуплоскости R e z > a  ряд схо
дится равномерно, назовем а б сц и с с о й  равномерной сходимости  
ряда Дирихле. Имеем r < a .  Вместе с тем , очевидно, с ^ г .  
П оэтому окончательно имеем

с < г ^ а .

Т е о р е м а  2 .1 .1 . Если существует конечный верхний предел
In лL =  lim ( 1.6)

то

% И Н АЧАЛЬН Ы Е СВЕ Д Е Н И Я

a — c*CL.

11В

В самом деле, пусть ряд Дирихле сходится в точке z0, 
покаж ем , что он абсолютно сходится в полуплоскости R e z >
>  R ez0 - f  L. Положим R ez  =  R ez0 4* L - f  e (e >  0). Выберем поло
жительное ej <  e. В силу (1.6),

i
A,„ >  In n *•+*■, n >  N, 

и потому при n >  N

! ane~k*z | =  | a ne -x »*ee - ** | <
 ̂ I I - jl (i+** - 1 • L +  e . ,< \ane  * "  e * <  M — , ц =  >  1.

nr L + e ,
О тсю да и вы текает требуемое.

Граница L дл я  разности а — с  является точкой в том см ы сле, 
что сущ ествую т ряды , дл я  которых эта  разность в точности 
р авна L. Например, дл я  ряда

2 ( - 1)', ^ т  =  Х ( “ 1)Пе“ 'П“
L =  l, с =  0, a =  1.

С л е д с т в и е .  В сл уча е  L — 0 а б сц и с сы  простой и абсолют
ной сходимости совпадают.

Валирон [86] д о к азал  утверждение.
Т е о р е м а  2 .1 .2 . В сл уча е  L — 0 а б сц и с с а  сходимости р я да  

может быть вычислена по  формуле

(1.7)

Ф орм ула (1.7) аналогична ф ормуле Коши — А дам ар а  дл я  
определения радиуса сходимости рядов Тейлора.

Положим
a = I H  М М

/|->оо АЯ (1.8)

и покаж ем , что в полуплоскости R ez  >  а  ряд сходится, а в полу
плоскости Re z <  a  — расходится.

П усть R ez  =  а 4 - е  (е >  0), и пусть положительные числа е, 
и ^  таковы , что в! <  е и в2 <  е — в|. И з условия (1.8) и усло 
вия L =  0 следует, что при больших п

К К е < в+,‘> Ч  >  In (п 1̂ ) ,



и потому
|V - V | < ! » < < ■ * • , „ _ • = * ! . >  i .

Ряд  в точке z сходится.
П усть теперь Re z — а  — е (в >  0), и пусть положительное 

е, <  е. И з (1.8) вы текает, что дл я  некоторых номеров п к 
( Л - 1 .2 ,  . . . )

К 1 > в ° " е‘ "*■
в силу чего

| >  |«(— ■-> *-*| >  *<-•-> >  и

и ряд в точке z расходится.
5. Определение абсциссы сходимости в общем сл уч ае . Если 

величина (1.6) отлична от нуля, абсцисса сходимости не будет 
определяться по формуле (1.7).

Если величина
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Р =  lim  -г—In
п + °о Лл

(1 .9 )

положительна, то а б сц и с са  сходимости с  =  р; е сли ж е  Р ^  0, то 
можно сказать только, что с ^ О  (см . [68]).

В сам ом  деле, пусть ряд (1.2) сходится в точке z0 =  х0 +  i y 0, 
причем *0 > 0 -  Воспользуемся преобразованием А беля (1.1), 
положив в нем

р  =  1, Ап — апе ~ ^ \  Вп =  Л Ч
Т ак  к а к

|С „ |-  
где К — постоянная, а

*1п
Bn — Вп+1= г 0  ̂ e*z»d\,

S»+1
в силу чего

\»+i
|Вя - В п+1|< |20 | 5 Л  — I f jJ - (e ^ » + . _

< к ,

то

£  ап <  -£±р± £  (e^ n + i _  ех°к") +  / (Л *° =

■к  1 *° (е*°\ —  ех°*>) +  /CeV*

и, поскольку I Z0 | >  х 0 >  0 ,  

я

2>
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<  2  к  e V ° .

О тсю да следует , что величина р, определяемая по формуле (1.9), 
будет удовлетворять неравенству Р ^ х 0, о ткуда , в частности, 
вы текает, что если р = -| -о о , то ряд расходится всюду.

П усть теперь величина р <  оо. Положим р1 =  р, если Р > 0 ,  
и р| =  0, если р <  0. У бедимся, что если R e z ^ P i + e ,  е > 0 ,  
то ряд в точке z сходится.

П усть положительное е, <  е. Из (1.9) находим

£  Оу (1.Ю)

где К — некоторая постоянная и п — любое. И спользуем пре
образование А беля (1.1), положив

В силу (1.10),

К роме того, 

| Я „ - Я п +.1 =

1 ап, Вп =

I C J . Е  А„
т —р

Я+1 Я + 1
z J e~k*d\  < | z|  J е ~ Ххd \ = - ^ - ( e ~ xn x - e ~ Kn + ix) .

К.

П оэтому

£ > „ e - v

<7-1

<  2К £  ( • “ V  _  <?“ *«+■*) *<•.+•.> х» +  2/Се-(*-р' - * )  V

Но

(е~ *»*_e~xn+ix)  e(pi+,i) xn =



и потому 

я
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£  а "£
< 2 К \ г \ )  Х«

2К
х—Pi—е

L£L(g-(Jt_p' “ * '> *p-e"(x' p' ' e‘) ^ )  +  2/0Г(*_р'~*') Ч  (1.11)

О тсю да, поскольку х — р| — е, — е, >  0, видим, что ряд 
в точке г  сходится. И так , мы показали , что если р =  +  °° , то 
с  =  -1- оо; если р <  оо, то ряд сходится в полуплоскости Re г  >  
> m a x (P , 0). Кроме того, мы показали , что если ряд сходится 
в точке 20 =  х0 +  *Уо с дсо > 0 ,  то р < * 0. О тсю да и следует , что 
если Р >  0, то с  =  р, а если Р <  0, то с  <  0.

Рассмотрим особо случай , ко гда  Р < 0 .  При этом , к а к  мы 
у ж е  отмечали, с < 0 .  Если ряд в точке г  =  0 расходится, то 
с =  0. П усть теперь ряд  в точке 2  =  0, т . е. ряд

«1 +  °2 +  • • • +  ап +

сходится. В этом сл учае  (см . [77] и [70 ]) а б сц и с са  сходимости
с  — а, г д е

а =  lim  -г—In ( 1. 12)

П усть а < 0 .  П окаж ем , что если R ez  =  a  +  e < 0 ,  е > 0 ,  то 
ряд в точке 2  сходится. Воспользуемся преобразованием А беля 
в форме

Z A , f l n =  i  (Вп — Bn+1) D„ +  BpDp, (1.13)
n - p  л - р  + 1

где Dn =  An - f  An+l - f  . . .  +  Aq, о н о  устан авл и вается  совершенно 
так  ж е , к а к  и преобразование (1.1).

Положим Ап =  ап, Вп =  e~Kn\  П усть положительное е, <  е. 
И з (1.12) находим

где п  — любое и К — постоянная, о ткуд а , поскольку a  - f  е, <  0, 

| D .|< 2K e< a+,*> 4

Н ар яд у  с этим отметим, что
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I в п — Вп+1

п п

г  J e-^dX.  < | г|  J e~Xxdk =
-I

Т огда, в си лу ф ормулы (1.13), 
я

£ a »e ~v  
п - р

< 2 К ^  Y j ( в " хХ» - в ~ жХ» - ' ) в (а+,,)Х" +  2К е - ( х- а-*Лхр
п —р + 1

или, т а к  к ак
<,(«+•>) V

=  «,(«+•.) \ . ( _ * )  J e ~xXd k < ( -  х)
*Я-1 *■«-!

(здесь учиты вается, что a  +  е, <  0), получаем 

я с ч
£ а „ < Г х-»г < 2 / C | z | J  е ^ х- а~ ^ к d\ +  2 К е^ х- а-> )кр =
п-р \р

=  2/С — — — («■(*■“■••) — « - ( * - “-••) М  -I- 2/Ce~<*“e _ ,'> V  (1.14)х—a —8| 4 7 '  7

О тсю да, поскольку х — а — е, =  е — е, >  0, вы текает , что ряд 
в точке 2  сходится.

Предположим теперь, что ряд сходится в точке г  =  х <  0. 
Положим

г п = = ая+ 1*
-1.1 ■*

+  ая+2« Хп+,Х +  • • *1
о ткуда

R n~  a „ - f  an+ i+  ••• = ( ^ - 1  — rn)e*'n* -|-(r„ — rn+,)e Xn+1* +  . . .

=  r n- / * x - f  r„ («*■+•* -  Л х)  +  r n+l ( e W  -  Л + '* )  +  . . .  

П усть /С =  т а х | г я |. Т ак к а к  д: <  0, то
л > 0

I К  I <  /Се*»х +  К (ех"х — е Кп* ,х +  Д + 'х — **»+»* +  . . . )  =  2АС А * *
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Отсю да видно, что величина а < х .  И так , мы показали , что 
если а  <  0, то ряд сходится в полуплоскости R e ( z ) > a ;  если 
р яд  сходится в точке х <  0, то а  <  х. Отсю да и сл едует , что 
абсцисса сходимости с  =  а.

Н етрудно видеть, что полуплоскость абсолютной сходимости 
р яда Дирихле

Е  а ,,

совп адает с полуплоскостью  сходимости р яда Дирихле

Z  I апЛ — I
Н а этом основании абсцисса абсолютной сходимости р яда  может 
быть вычислена по указан н ы м  выше ф ормулам с заменой 
в них ап на | ап |.

П редположим, что абсцисса с  сходимости р яда Дирихле 
меньше бесконечности. С ум м а / (z) ряда Дирихле в полупло
скости R ez  >  с  — аналитическая функция. М ож ет случиться, 
что f  (г)  явл яется  аналитической функцией в большей полу
плоскости. В связи с этим вводится понятие абсциссы голо
морфизма сум м ы  ряда Дирихле. Абсциссой  голоморфизма g  
суммы {(г) р я да  Дирихле  н азы вается  нижняя грань множества 
чисел у  таких , что в полуплоскости R e z > y  функция f (г)  — 
аналитическая. Очевидно, в полуплоскости R ez  >  g  функция f  (г) 
р егулярн а, а в полуплоскости R e z > g  — е (е >  0) при любом е 
она имеет особенности. Всегда g ^ c .

6. О росте сум м ы  р яд а  Д ирихле на вер ти кал ях . Если у  ряда 
Дирихле абсцисса абсолютной сходимости есть а, то в полу
плоскости R e z > a ,  а > а ,  с ум м а  р яда  ограничена. Интересно 
выяснить, к ак  ведет себя сум м а  р яда в полуплоскости R e z >  р, 
Р >  с ,  где с — абсцисса простой сходимости ряда Дирихле.

Т е о р е м а  2.1.3 . Если р я д  сходится в точке р, то в п ол у 
плоскости  Re г  =  х >  р +  е, с >  0, для  всех q равном ерно  вы
полняется

\апе  *■»* =  о (|f/|). (1.15)

Не н аруш ая общности рассуж дений , допустим , что р =  0. 
Т огда

I ап \ < К , < К

при любых m и s . П усть \ < p < q .  И меем

- ^ + Z ^ ' V  =  5 , +  S 2. 
?
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Т ак к ак  |e~Xn,,|<  1 при R e z > e ,  то | S , | <  Кр. Д л я  оценки S.2 
воспользуем ся преобразованием А беля (1.1), положив в нем

Ап =  ая, Вп =  е~Кп\
И меем
I Вп — Вп+11 =

*n+l
J e ^ d k  <  | z  | J  e - y* db  =  ̂ - ( e ~ y»x - e ~ xn+'x).

Кроме того, к ак  уж е  говорили, | | <  /С. П оэтому, в си лу (1.1), 

| S2 1 <  К ^  £  (е - к»х -  *-'■»+'*) +  =
Р

=  К (e‘ V  -  <Г V )  +  * е- V  < К д/1 +  -£ «“V .

И так ,

X a „ e - V  =  0 (p) +  0(«/e - V ) , (1.16)

если р < q. С другой стороны, очевидно, что 

i a ne - ^  =  0 (p)t
I

если p ^ q .  Таким образом , можно считать, что соотноше
ние (1.16) верно при любом р. Беря в качестве р, например, 
целую  часть V l У I и зам еч ая , что при у - *  оо

е" V  -»  0,
видим, что, действительно,

£  апе~У"г =  о ( \ у  |).
1

В частности,

Е  =  о  (| у  |).

7 . Выраж ение коэффициентов и п о казателей  через сум м у  
р яд а  Д ирихле.

Т е о р е м а  2.1.4 . Если р я д  Дирихле сходится в точке 
Zo =  *о +  iyo и

Со ^  0» с о ^  *0* <  <*) <  А.д+1»
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С«+<о°
I

2 т J f ( z ) e a i ~  =  Y j ay>.
С#-/«

Будем опираться на тот хорошо известный ф акт, что
С*+1 оо

П оложим
С , - lo o

1 при а  >  О, 
при а  <  0.

(1.17)

g ( z )  =  e ^ \ f  (z) -  £  * =  £  bve~^z,
I I )  п+1 I

где fcv =  a n+v. ^v =  ^n+v — и- И меем ц, =  А,л+1 — w >  0. Убе
ди м ся  в том , что

С,+1 оо

\ в  (z) =  0. (1 .18)
с , - l o o

С этой целью рассмотрим прямоугольник с вершинами в точках
Co — iTi, c 0 +  iT2, у  +  1Г2, у  —tTlt

где 7  ̂ >  0 , Т2 >  0 и у >  с0. И нтеграл по периметру этого прямо
угольника от функции g{z)/z равен нулю , поэтому
е,+ 1Т, у -1 Т , у+1Т, Ч+1Т,

\ 8 ( z ) f =  \ g ( z ) Ц - -  \ g ( z ) ^ +  \ g ( z ) ^  =
е ,-1 Г , с , - IT, ct+ lT , у - IT,

=  /> +  /2 +  /з. (1.19)
Рассм отрим  интеграл /2. И меем

g ( z) =  e -V*zh(z), 0 < Ц о < Ц „

где h(z) — сум м а  р яд а  Дирихле с положительными п о казателям и . 
Н а основании р езул ьтата  п. 6 д л я  любого е >  0 най дется 
такое 7 , что д л я  z= x -\ - iT 2, гд е х ^ с 0, Т2> Т ,  б удет  выпол
н яться | Л (г )| < е 7 2. П усть 7 г > 7 .  Т о гда при любом у  >  с

| / 21< еГ
. Т ,> Т .

л/ 4 + П  S
Аналогичным образом п о каж ем , что

к/l. I ч.- « .J  и
l / . K - j J - ,  Т\>Т.

Заф и кси руем  7 , и Т2 и рассмотрим интеграл 73. Ф ункция g ( z )  
к а к  су м м а  р яда Дирихле с ц, >  0 ограничена в любом секторе
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| a rg (z  — го)| < 0  < я/ 2 , в частности, ограничена в горизонтальной 
полуполосе. П оэтому при у - * * !* 00 интеграл /3- * 0  и при боль
ших у  он будет по модулю  меньше е/щ- В силу сказанного , 
из (1.19) находим

С+1Г,

с , - IT,

<  ■“  • 7 , > 7 ,  7 2 >  7 .Но

Это и означает, что интеграл (1.18) сущ ествует и равен нулю.
З аменяя в (1.18) функцию g (z )  ее выраж ением и принимая 

во внимание (1.17), получим искомый резул ьтат
С,+ 1оо «,+< <» п  „

C t- l  ОО с ,  - 1 оо у  — 1

ибо (о — A,v >  0.
Выбирая подходящим образом со, можно последовательно 

определить а,, аг, . . .
Рассмотрим теперь интеграл

С, + 1 °о

/ =  "2яГ S Н г )е “г -^ + г.
С , - 1  оа

где г  — целое положительное число и по-прежнему с 0 > 0 , с 0 >  дг0. 
Кп <а> <А,п+|. И мея в виду (1.15), можно записать

’  с ,—I »  '  I

q * + * 00-jl-Iw - J г.
4 1 С ,- t o o

Но

П оэтому

С ,+  1 ОО

r l  f  d z  (  а г  при а  >  0, 
2л/ J  ^  * ,+' ~ \ оС - I  оо NС,-

Cl+l ОО

при а  <  0.
( 1.20)

£  \ (1-21) 
С , - l o o  V— 1

О тсю да, зн ая  f (z )  и находя, пользуясь теоремой 2 .1 .4 , av , можно 
определить последовательно показатели  Яу.
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Т е о р е м а  2.1.5 . Если у  ряда Дирихле а б сц и с са  абсолютной  
сходимости  а  <  с» , коэффициенты ря да  могут быть вычислены 
п о  формуле

а*е **x =  rlim  у ^ Ц х  +  i y ) e Kk" d y  (А >  1), х > а ,  (1. 22)

г д е  to — фиксированное  число. 
Д л я  до казател ьства  запишем

j r  J  f  {г) « V d y  =  Т  S (  Z  a^ k~k m ) d y  =

“ 7  \ (  Z  ame{Kk~Km) z) d y  +  j -  \
t, 4m -l '  t,

r S (  Z a m«( 4 “Xm) ZV«/+  T  J ( Z
Г (J( L h i  '  I . ' w + I  '

a* d y  +

+

И меем

Z
m —N+\

Z I a m I e  mX <  e,
w+i

если W велико. О тсю да при больших Г

| / « | < e ^ < 2 e .

Д ал ее , если у  вещ ественна и \ =^0, 
г

f ■-ei*
I ev‘r _ ev«. 
Г Y<

-О, T-+  0 0 .

В силу этого, выражения /, и /3 стр ем ятся  к  нулю при Т - *  оо. 
Следовательно ,

a* =  lim  -^ Д  f  (z)e^k* d y ,
Г->00 1 j

о ткуда и вы текает ф ормула (1.22). 
Т е о р е м а  2.1.6 . Положим

М (х) =  sup | / (ж +  /у) I, х >  а.
—*> < v < 8

Тогда

12] СУМ М И РО ВАН И Е Р Я Д А  ДИ Р И Х Л Е

| a*| < A f(x )e **\  Л > 1 .  (1.23)
Н еравенства (1.23) вытекаю т из формулы (1.22) и являю тся 

аналогом неравенств Коши для коэффициентов степенного ряда.
Ф ормулы  (1.23) имеют многие применения. В частности, 

из них ср азу  сл едует  аналог теоремы Л иувилля: е сли р я д  (1.1) 
сходится абсолютно во в сей  плоскости и М (х) ^  /к**1* !, то

f(2)= Z a*e"V -

§ 2. Суммирование р яд а  Д ирихле

1. Первый с п х о б  сум мирования. В отличие от р яда Тейлора 
на прямой сходимости ряда Дирихле не всегда  имеются особые 
точки функции f (г) — сум м ы  р яда . Ф ункция / (г) может о к а 
заться  аналитической в полуплоскости, большей полуплоскости 
сходимости ряда. Возникает вопрос: к ак , зн ая  коэффициенты 
ряда a v. определить / (г) в этой большей полуплоскости.

П редположим, что сум м а  / (г) р яда  Дирихле, сходящ егося 
в полуплоскости R e z >  с ,  может быть аналитически продолжена 
в полуплоскость Re г  >  р, р <  с , и в полуплоскости Re г  >  р +  8 
удовлетворяет неравенству

| / (г)| < Л 1(в )| у| \  \у\>  1. (2.1)
Т акая  ситуация может иметь место в действительности. Р ас 
смотрим, например, ряд

f(z )*= * - i
-V2

где Я,2*-| =  2k, Kk — Kk-i  +  е  2*-1. А бсцисса сходимости ряда 
с =  0. Запиш ем f  (г) в ином виде:

f ( z )  =  (е~^г — е~к’г)  +  . . .  +  <Гх»*г)  +  . . .
Имеем прн R ez  =  x ^  — у, у  > О,

12 5

* Ч * -|Л х7к1*
J е~Кг dK < | г |  \

К2 к -

Отсюда

I / (2) I <  12 1 E e - « '+ 3v‘  =  м  (Y) I г  |, Re 2  >  Y.
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ф ункция f (z )  р егулярн а, следовательно , во всей плоскости и 
в любой полуплоскости R e z >  у  она ведет себя при больших I у  \ 
к ак  0(\у\)  (в секторе a r g ( z — г о) ^ 0 < л / 2 ,  R ez 0 > c ,  она

° ГРВернем* я к функции f ( z )  со свойством (2.1). П усть R ez 0 >  с. 
И меем

ф (г) =  f  (z +  zo) =  I  (2 .2)
V - l

А бсцисса сходимости ряда (2.2) равна с —х0 <  0 . П усть с <  с 0< х 0
И С\ Сq " Х0.

Рассмотрим при г >  к интеграл

2я1 и
по контуру прямоугольника с вершинами в точках 

Ci +  iT, C i— iT, 1 — iT, 1 -f/7\

Он равен

s r  5 т  (2 )e“  7 ^  “  W + c y ~'r  ( 2 , )  +  + C , *'’ W -L
В силу оценки (1.15), интегралы по горизонтальным сторонам 
стрем ятся к 0 при Т -> оо. П оэтому в пределе получим

С, — loo  !  +  <“ >

£  ]  *<*>«“ ■£■ —  ^ 7  S » й « “ т т г + “ , ' ^ +
с,+<»

+  d ( i)  ~ *f' (zo) +  • • • +  С£/(г) (zo)-

И нтеграл в правой части написанного соотношения, согласно 
формуле (1.21) и с учетом (2 .2), равен

£  ( ( o - X v / a ^ 'V o .
*у<»

Следовательно,

1 г  £  ( « , - w ' ^ - v . = / ( z „ ) + c ; £ M +  . . .  + c ; i ^ +  
\ < »

Ct+laо

+ - r h  ■ (23 )2n/a> J  (г  “  *o)Сщ—loo

Здесь с <  c0 <  Xo* На основании оценки (2.1) можно интеграл 
в правой части заменить интегралом от той ж е функции по пути

(р _}. е _  /оо, р - f  е +  /оо), а z0 считать любым, удовлетворяющим 
условию R ez 0 > p -i| -e . П усть <о—*оо. В пределе получим

f  (z0) — lim  Д г  У  ( ( D - * v)'flv*~V o .

Это представление имеет место дл я  всех г 0 таких , что R ez0 > p .  
На него можно смотреть к а к  на один из методов суммирования 
р яда Дирихле.

2. Второй способ сум м ирования. В предыдущ ем исследовании 
мы исходили из формулы (1.20). Сейчас будем исходить из 
формулы

,1 Г e<udz f  (1 — < r° ) , если a  >  0,
2ni J г  ( г  + I) . . .  (z -f r) ~  1 0

C , - i ° o  4  '

£  ^ ( 1 - Л - ) г. (2.4)

З десь c0 — любое положительное число.
В силу этой формулы получим (подобно тому, к а к  это д е 

лали в п. 1, опираясь на свойство (1.15)), что если ряд Дирихле 
сходится в точке г0 =  х0 - f  i y 0 и с0 >  0, с 0 > х0, то

C .+  loo ________________ ,
_Н_ С \(z)e™dz 
2ш )  г ( г +  I) . . .  (* + /

С „ - 1 о о  Ау < «

Предположим теперь, что сум м а  f  (г)  р яда Дирихле, схо дя
щегося в полуплоскости R e z > c ,  аналитически продолжена 
в полуплоскость R e z > p  и в полуплоскости R e z > p  +  e удо 
влетворяет неравенству (2.1). П усть R ez „ >  с. Рассмотрим ф унк
цию (2.2). А бсцисса сходимости ряда (2.2) равна с — дг0 < 0 .  
П усть с  <  с 0 < х0, причем — 1 <  С| =  с0 — ж0. Рассмотрим

dz
* ( г +  I) . . .  (г + г) '

где т >  к, /. — контур  прямоугольника с вершинами в точках 
Ci +  «T, с, — iT, 1—iT, 1 +  iT. П оскольку С\ > — 1, интеграл 
равен вычету в н ачале, т. е. <p(0) =  / (zo). В силу оценки (1.15), 
интегралы по горизонтальным сторонам стрем ятся  к  0 при Т- * оо. 
В пределе при Т - *  оо получим

Ci —loo
dz

Ci + ioo 1) . . .  (* + !■)

I T » W

S 7  \
dz

1-<00 z(z + 1) . . .  (* + /■) +  /(Zo).



И нтеграл в правой части равенства, согласно формуле (2.4) и 
с учетом (2.2), равен

*у<»
Следовательно,

/ (*o )=  Е  a ve " V o O - Л ' “) Г +
*v<«*

Ct+loo

+  Ш  S И * ) * - - '  (2 -5)
Ct - t o o

Напомним, что здесь с  < с 0 < х0 и х0 — с 0 <  1.
На основании оценки (2.1) интеграл в правой части (2.5) не 

изменится, если прямую  интегрирования Re г  =  с0 сдвинем влево, 
но т ак , чтобы были соблюдены условия: с0 >  р, *0 ~  с0 <  1. И зме
нив, таким  образом, путь интегрирования, приблизим затем  
точку г 0 к прямой интегрирования. После этого снова сдвинем 
прямую интегрирования влево и т. д . В р езультате получим, что, 
како ва  бы ни была точка z0 из полуплоскости R e z > p ,  будет 
верно соотношение (2.5), где р < с 0 <дс0 и х0 — с0 < 1 .  В полу
плоскости R e z ^ p  +  e, к а к  видно из (2.5),

/(г)= Z « / ’' О - М  + о И ,
Ч<“ (2.6)

R e z ^ p  +  е, е >  0.

Отсюда у ж е  следует, что в полуплоскости Re г  >  р 

f ( z ) =  lim  £  flv<rV ( l  ~ e V “) \  r > k .(d>oo Xv<m

3. Ф орм ула о среднем . Предположим, что ряды 

f  (г) =  Z
I

g (z )=  Z  Ьпе~^г
I

сходятся в некоторой полуплоскости, а функции f  (г) и g ( z ) ре
гулярны  и ограничены в полуплоскости R e z > 0 :  | / (z )| ^ A f , 
| g (z )| < yM ,. При + е ,  е >  0, согласно (2.6), имеем

Цх +  iy ) =  £  а ^ (*+‘» > ( 1 - вЧ - * ) г + О  ( * - * ) ,
*„<<■>

g (x  +  iy )  =  £  &,е ^ +,|', ( 1 - Л  “) Ч о ( е ‘ в“) .
f c y  <«
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Перемножим эти равенства и от произведения возьмем  интеграл 
по переменному у  в пределах от — Т до Т. Т ак к а к  (при дей
ствительном ц=/=0)

т
^ gtHx+iy) d y  =  [е“<г — е~*1Т\ -*■ 0 при Т -*  оо,

- Г

i  2) С УМ М И РО ВАН И Е РЯ Д А  Д И Р И Х Л В  д о

то
г

2г  \ / (х +  iy )  f?(x — iy )  d y  =
- г

=  £  a A * - * v* ( l - « 4 " l) ' - M ( e ,  Л  +  О ( « “ **). (2.7) 
l V<«

где при фиксированном ш величина i4(a>, 71) будет сколь угодно 
малой, если Т будет велико: Т > Т п(<о).

В зяв  в качестве g ( z )  функцию, определяемую  рядом

g ( z ) =  £  dve"Xy*
I

(очевидно, g  (х — iy)  =  f  {х - f  iy)),  получим 
г

-jjf" 5 I f  (x +  iy) ? d y  ■»

-  £  ia v i* e -aXv* ( i  — eXv~ * y + i4 ( « ,  n + o G r * - ) .
Av<«

О тсю да, так  к а к  | f  (х +  /у) | <  М, находим

£  I a v ( l  -  Л " “) г <  М2 -  Л (<о, Т) +  О ( в " 4* ) . (2.8) fcv <0>

Рассмотрим частную  сум м у

£  1 0 , р е - * » * .
V - !

При достаточно больш ом ш 

t \ a ^ e ~ ^ <  £  |ау р в - ^ ( , _ / у - у  +  е, О ( , - * " ) < • .V-I *„<«

а при достаточно большом Т

|Д(ш, Г) |< в.

б  А. Ф. Леонтьев
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П оэтому

Z | a v ?е~2ку>х < М2 + Зе.
v - l

П оскольку е >  0 любое, следовательно,

z  к
v - l

и, далее,

дс >  р.
1

Аналогично получим, что

Z I ftv I**-*"* <  м].
I

О тсю да, принимая во внимание неравенство Коши

( Z l a v P v O ^ Z l a v P Z l P  v P. 

заклю чаем , что сходится ряд

Z le v b v l* - *4 *.I

Теперь вернемся к равенству (2.7). П усть р  — некоторое поло
жительное число. Имеем

/ _  £  a v6r f - “ v ' ( l - e‘ . - “) , =
Лу<«

=  Z 2Ху* 0  — e*v ш)  +  Z = 5 ,  + S 2.
* V< P  p < ^ v « *

Величина S 2, в силу неравенства

м ал а  при большом р  (р  ф иксируем), S , при большом со мало 
отличается от сум мы

Z avfrv<?"2V.
*„<р

а  последняя м ало  отличается от суммы

Z  а ^ е ' ^ .  (2-9)
1

В р езул ьтате  видим, что при больших ш величина I мало отли
чается от (2.9).
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В правой части равенства (2.7) два последних члена малы 
при большом о  и большом Т, зависящ ем от ю. С ум м и руя все 
сказанное, приходим к выводу, что при больших 7 интеграл 

г
-±г 5 f  (х +  iy) g{x — iy )  d y

-т
м ало  отличается от (2.9). Следовательно,

оо т
У  a A * ? “JXv* =  lim  4 г  \ f  (X +  iy )  g  (х — iy )  d y .  (2.10) 

т+°° -т

Здесь де >  р, причем число р определяется тем , что в полупло
скости х > р функции f (z )  и g (z )  регулярны  и ограничены.

И з (2.10) получаем  ф ормулу о среднем:
г

У  |av P e "2XvX=  lim  \ | f  (х +  iy)  ? d y ,  х > р .  (2.11)
v -l Г>0° 2 Л

Из формулы (2.10), по лагая  g (z )  =  e -x,1* (6v =  0 при ч ф п ) ,  най
дем , кроме того,

Г

апе~КпХ =  lim  -̂ =- \ eK*‘vf  (х +  iy )  d y ,  х > р.

Обозначим q нижнюю грань чисел р таки х , что в полупло
скости R e z > p  функция f (г) ограничена. Величину q можно 
назвать  а б сц и с с о й  ограниченности функции f(z).

П окаж ем , что разность м еж ду абсциссой абсолютной сходи
мости ряда и абсциссой ограниченности сум м ы  ряда f  (г)  не пре
восходит Z./2:

a - q ^ L /  2, (2.12)
где

.  р—  In пL =  lim  -г— .
П> оо АП

Д л я этого убедим ся в том , что если х > q, то в точке z =  x-\- 
+  L / 2-f е р яд  абсолю тно сходится. И меем

I 1

откуда, на основании неравенства Коши,

( £ l< M 'V l ) ’ <  Z  | a ,p e - “ . '  Z

Б*
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Первый ряд в правой части неравенства сходится и силу (2.11). 
Второй ряд т а к ж е  сходится. В самом деле, из (2.12) находим

n > N ,
в  силу чего

-Л„<£+2») L + 28 
L + e >  1.

Нетрудно видеть, что абсцисса г  равномерной сходимости 
ряда Дирихле больше или равна абсциссе ограниченности ф унк
ции f  (г). П оэтому можно отметить, что

а  — g- ^  <7 ^  f  ^

Отсюда видим, что если L =  О, то 
q =  r =  a.

4. Суммирование ряда Дирихле в звезде голоморфизма.
П усть у  ряда

f ( s ) = E1
абсцисса сходимости с  <  +  оо. Из полуплоскости R es  >  с  будем 
продолж ать функцию f  (s) сп рава налево по прямым, п ар ал 
лельным действительной оси. П усть s0=  а0 +  ito — первая особая 
точка, встретивш аяся при указан ном  продолжении вдоль прямой 
Im s  =  /0- Выбросим из плоскости полупрямую  о < о 0, t =  t0. У к а 
занную  операцию проделаем дл я  каж дого  t0. О ставш ую ся об
ласть  назовем з в е з д о й  голоморфизма функции f ( s ) .

Введем функции
- V .S

Фа(«) — Y j Г(аХ„ + 1) (а > °) (2.13)

Они являю тся целыми ф ункциями. Действительно, воспользуемся 
тождеством  А беля (1.1), положим в нем

J n =  Г(оА.я +  I) * 

где о0 >  с .  И меем дл я  а  <  о0

f  а „ г х-° о  (  Л (в«"0)
L  г(аХ„'+ТТ — L  V Г (аХп +  1) Г(а).я + | +  1)/ п~Г

Ая =  апе - кЛ  В„

п - р

где
П -Р

е q \ - , ^  
r ( a X , +  l ) C fl>

: Е  ате
т —р
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При больших п выражения в круглы х скобках  положительны. 
Кроме того, при р >  N (в)

| С .| < в .
Следовательно, при р  >  N 
I 4 — Х .,0 I

у  а"е <L  г  (оД,„ +  1)1

<  е Ш е уп (°о-°) Д  + 1(°о-°) ^  Д  (а0-°) | ,  
Г ( с Л „ +  1) _  Г (aX „+ , +  I ) /  +  Г ( в Х , +  1 )] = е п

М ® •-• )
(0ЯР +  1) *

П оскольку при больших р

Г (аЛр +  I) < 1 ,

правая часть меньше е. Это и до казы вает , что ряд  (2.13) 
в точке s =  a  сходится. Здесь о — любое действительное число. 
Значит, ряд (2.13) сходится во всей плоскости и определяет 
собой целую функцию.

И меет место следую щ ее (см . (79 ]).
Т е о р е м а  2 .2 .1 . В любой  о граниченной  замкнутой части 

аеезды голоморфизма функции f ( s )  равномерно

f(s)> ! lim  <pa (s).
a>0

Будем исходить из равен ства (см ., например, (54 ])

I
Г ( а Л „ + 1 )  2п1 \ е'' dx ,

где / — бесконечная петля, которую  получим, если будем  идти 
из — оо по отрицательной части действительной оси до точки 
Т0 <  0, затем  из точки т0 по окружности (против часовой 
стрелки) с центром в начале до точки т0 и, наконец, из точки т0 
по отрицательной части действительной оси в — оо. У пере
менной т аргум ен т при этом б удет  изменяться от — я  до +  я .

И меем

Г(аЯ „

- X . »

+ 1)
1 f  j* -(a Inх+«)>.„ dx 1 f х -z\ dxш  ) e a ne  ---------- ш  ) e ane  ■ — .

П усть R e s > c .  Т ак к а к  Re (In t ) =  In | x 1 ^ 0 ,  to

Re 2 ^  R e s >  c ,  
lm  s  — ал  <  lm  z  ̂  lm  s -J- ал .

(2 . 1 1)



При фиксированном s и т <=/ точка 2  изменяется в области, 
в которой исходный ряд сходится равномерно. П оэтому получаем

4a(s) =  - ^ r \ e xH z ) ^ = ^ r \ e 4 ( a \ n x  +  s ) - ^ - .  (2.15) 
i ‘

П редставление (2.15), полученное в предположении R e s > c ,  
имеет место при малых а  во всей звезде голоморфности /) 
функции f  (s). В самом деле, пусть Е — ограниченное зам кнутое 
множество из области D и ц — расстояние от Е до границы D. 
При а  <  ц/2л, в силу неравенств (2.14), точка z  =  cx lnT -f-s  
леж ит в звезде D, находится от границы D на расстоянии ц/2, 
при | т | > р  точка z леж ит в области

R ez  >  р >  с, | Im z  | <

(где р  и q — некоторые числа), в которой ряд Дирихле сходится 
равномерно. П оэтому найдется такое число Af, что при т е / ,
S Н

| / (z) к  Af. (2.16)

Следовательно, интеграл (2.15) сходится дл я  s e £  и, кроме 
того, поскольку
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он представляет собой аналитическую  функцию и потому 
равен <r0 (s)-

Теперь запишем

I
Вычитая из этого равенства (2.15), получим

f ( s ) - 4 a {s) =  - ^ - \ e ' [ f ( s ) - f ( z ) l  - у - .  s g £ .
/

П усть р — достаточно большое положительное число. Запишем

(0) -Р

/М- f c W - s r  \ < Ч / » -№ 1 * + П  J «Ч /М -(И 1т + 
- р

— оо

+  2НГ \ е' [ /(*)“ /(*)]■?■ “ Л +  /*+/з- 
- р

В силу (2.16), при любых а  <  ц/2я, когда р достаточно велико, 
| /2 I <  е, | /3 | <  е.

Фиксируем р. В интеграле 1Х при а  < 6
I f ( s )  — / (z) | =  | / (s) — / (a In т  +  s) I <  e„  s g £ ,  

и потому
I /. I <  e.

В итоге при 0 <  а  <  б

I / (*) — Фа 0 0  I <  Зе.
т . е. равномерно в Е

f ( s )  =  Iim ф0 (s).
о->0

б. О порядке роста сум м ы  р яд а  Д ирихле на вертикальны х
прям ы х. П усть функция f  (5 ) голоморфна в полуплоскости 
R e z > g .  Величину

ц ( о ) =  П т — о > ё ,
| / | *> оо *П | ‘ 1

назовем порядком  функции f  ($) на прямой  Re s  — 0  =  const. 
На основании р езультатов из § 1, п. 6 , можно утвер ж дать , что 
в полуплоскости сходимости ряда а > с  порядок ц ( о ) ^ 1 .  

Положив L (/) =  m ax | / (о +  it) I, назовем величину
0 ,< О < О ;

Г— In L (t) lim  ,- т  - 
К1->» ,п ^1

порядком  f  (s) в п ол о с е  ст, ^  <т2.
Отметим некоторые свойства функции ц (о ). При этом будем 

опираться на следую щ ую  теорему Ф рагм ена — Линделёфа (см ., 
например [55], стр. 207). Если функция  ф (s) р е г ул ярна  в  п ол о с е  
ffi <  <т2 и равна там 0 (6 * 1 '!)  для  в с я к о г о  положительного  е 
и если

Ф (а , +  //) =  0(|/1* ) ,  ф (а 2 +  it) =  0 (|/1* ').

то равномерно при  а , ^  о ^  ст2

ф (о +  //) «= О (| / 1*<0)) ,

е д е  k (а ) есть линейная функция  от а, принимающая при  
°=СТ|, а 2 значения  ku k2.

Предположим, что f  {s) в полосе а , ^ о ^ а 2 имеет конечный 
порядок. Положим ц(ст,) =  Ц|, ц (о о )= ц 2. Тогда дл я  всяко .о
е >  0

/ (о, +  it) =  О (| / Г +') .  / (о , +  it)  =  О (| t Г +е) .
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По теореме Ф рагм ена — Лннделёфа

/ (о 4" i t )=  О (| 1 1 ( ’)• 0 | < 0 < а 2,

( о г  — о) (H i + е) - f  ( о  — p i )  (t*2  + s )
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где
k(a) о 2 — oi

(2.17)

При е -+ 0  в пределе получим
, _ч ^  (02 -  О) Ц| +  (о -  о ,) ц , ^  ^

ц (о) ^ ------------ 0 2 - 0 1------------ • (Т2.

Это неравенство означает, что функция ц (а )  вы пукла.
П ользуясь выпуклостью , п о каж ем , что ц (о) — непрерывная 

ф ункция. Д л я  этого запишем полученное условие выпуклости 
в виде

Ц (о) <  -тг—п г  Ц « )  +  - - г  ц « ) ,о 2 — о, 4 17 о 2 — а , v

где о, <<^ <  о <  о '< а 2. И з (2.17) находим, что

П т ц (о) =  Д (о| +  0 )  <  ц (o ') ,
0*0 ,

или, поскольку в качестве о ' можно взять  а , 

ц ( а  + 0 ) < ц ( а ) .

Д ал ее , при а'г - * а  из (2.17) получим

И о ) < ц ( а  +  0).

С ледовательно , ц (о  +  0) =  ц (о ). Таким ж е образом найдем , что 
ц (о — 0) =  ц (о). Значит, ц (о  — 0) =  ц (о ) =  ц (о  - f  0) и функция 
ц (о ) непрерывна.

И з выпуклости функции ц (о ) и ее ограниченности при о >  с: 
ц (о )< 1  следует , что ц(ст) — невозрастаю щ ая ф ункция. П окаж ем , 
что она не мож ет быть отрицательной. Достаточно показать, 
что она не мож ет быть отрицательной при а > с .  Д опустим 
противное: ц (с 0) < 0 ,  с0 >  с. И меем (см. §  1, п. 7)

«.+<«

2 7̂г 3 / (*) е*“ Ц- — Yj  a v> ® <  */»+!•
Сщ-1 оо V—I

Л евая  часть р авен ства, поскольку при больших |/|

1/(^0 +  *01 <  е-**‘ Щ > 0 ,

непрерывна относительно <о на всей действительной оси. Следо
вательно, пр авая  часть долж на изменяться непрерывно при пе
реходе от «о <  A,n+i к © >А,л+|. Но это может быть только 
тогда , когда все ап =  0 . Таким образом , если не все а„ =  0, 
то ц ( а ) >  0.

§ 3. О поведении р яд а  Д ирихле на прямой сходи м ости

1. Обобщение теоремы А беля. П усть ряд Дирихле f{s) =  
=  Е а яе x',f сходится в точке s0. Т огда, к ак  мы видели, он 
сходится и притом равномерно в секторе

| a rg (s  — so) | < 0 < n / 2 .  (3.1)
Т е о р е м а  2 .3 .1 . К о гда  s  находится в  секторе  (3.1), 

lim  / (s) =  f ( s 0).
И меем 

f ( s ) - f ( s 0) =

=  ( s  E a ne " V e ) +  £ £ ane ' Knf» =
V i- l n -l / Af+I tf+l

- Л + / ,  +  /3.
Из сходимости ряда в точке s0 и из равномерной сходимости 
ряда в секторе (3.1) следует , что по е >  0 найдется такое N, 
что будем  иметь

I /3 1 <  е, 112\ < е ,

причем второе неравенство имеет место при всех s  из сектора
(3.1). Число N фиксируем. Выберем 6 > 0  т а к , чтобы при 
Is  — Sq|< 6  было | /| | <  е. В резул ьтате  получим, что, когда s  
леж ит в секторе (3.1) и | s  — s0 1 <  *.

I / (s ) — / (s 0) I <  3e, 
что и надо было показать .

Установим теперь теорем у, являю щ ую ся обращением пре
дыдущ его р езул ьтата  (см . (81 ]).

Т е о р е м а  2 .3 .2 . Пусть р я д  Дирихле сходится в п ол упл о 
скости Re s >  0, и пусть f  (s) —*• А, ко гда  s  -*• 0  по  положительной  
части действительной о си .  Для того чтобы сх одил ся  р я д

° i +  +  . . .  +  On +  • • •» (3.2)
Не°бх одич о  и достаточно, чтобы выполнялось  у сл о ви е

Sq “ ОЛ| +  <*2^3 4* ••• "Ь Oq q̂ ~  °  $<*)• (3.3)

1Ы это у сл о ви е  выполняется , сумма р я д а  (3.2) равна А.



О П О ВЕД ЕН И И  РЯ Д А  Д И Р И Х Л Е  НА П РЯМ О Й  СХОДИМОСТИ 1 39

138
Р Я Д Ы  ДИ Р И Х Л Е  С ВЕЩ ЕСТВЕН Н Ы М И  ПО КАЗАТЕЛЯМ И  (Г Л . ! !

П усть ряд (3.2) сходится.
Запишем

Sq  =  T j а к^к +  £
* -1  . к - р

Д л я  оценки второй сум м ы  воспользуемся тож деством  А беля (1.1), 
положим

Ак =  ак, Вк =  к к, C* =  a p - j - Др-и +  . . .  +  а*.

И меем  | С* | <  е при большом р.  П оэтому

£  =  Е  Ск{Вк — #*+|) +  СЧВЧ 
l * - p  к - р

1 +  вЯ., =  е (2 \я - \р)
к - р

Р
+  2е.

При фиксированном р  и q >  N п р авая  часть б удет меньше Зе. 
Следовательно, Sq

1 ------►О при q - *  оо.
А „

П усть теперь выполняется условие (3 .3). Введем функцию 
S (jc), равную  нулю при х < Я ,  и равную  S„ дл я  <  К+1
( п — 1, 2 , . . . ) .  Рассмотрим с у м м у

и применим к  ней тож дество А беля, положив
-Кпа

Ап =  кпап, Вп =  г  .

П олучим
Я Я~\ / -Я._а -А . .о \ -Х.о

I I

Теперь, учиты вая, что

'\+'(<те-,а , Г < r'° Г х»° Г * » + ‘°
5 \ n - + - i * - ) d l = L— — J*  — -----------s ^ T '
А  /|

находим

(3.4)

В силу (3.3), при а  >  0 последний член правой части равенства 
стремится к нулю при q - ю о .  Следовательно, устремив q в оо, 
найдем в пределе

оо

/(o) =  $ S ( 0 e - e‘ ( 7  +  - 9 d / ,  (3.5)
о

причем интеграл в правой части, на основании (3.3), сходится 
(абсолютно).

П оложим теперь в ф ормуле (3.4) о =  0, получим

(3.6)
I о

З ад ач а  состоит в том, чтобы по казать , что разность м еж ду
(3.6) и (3.5) стремится к нулю при 0 =  у — * 0 .

П окаж ем  сн ач ал а , что интегралы

/ . ( 0 ) =  J s ( / ) e - e'

IA<j) =  \ s ( t ) e ~ « ± d t
о

стремятся к нулю при о =  -г— ►О» т а к  чтоя

А =  lim  f  (а =  lim   ̂ S  (/) е~а1 -~г,  о у - .
„-►ОО <,->00 J 1 Я

“  силу (3.3), имеем при больших q д л я  любого е >  О

(3.7)



Чтобы оценить /2(о), запишем
Р  оо

)  S ( t ) e - ° ‘ ± d t +  5
о Р

где р  — достаточно большое фиксированное положительное 
число. И меем
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rtrt ооЛ
 ̂ e - old  {at) < е $  e~a,d  {at) <  e

и, д ал ее , при больших q

e - v t g d t

т а к  что | /2 (ст) | <  2e. П оэтому соотношение (3.7) действительно 
имеет место.

Чтобы показать , что сходится ряд  (3.2) и сходится именно 
к  А, надо по казать , согласно  (3.6) и (3 .7), что разность

\  \  \
/ , -  J  S ( 0 e - « % ~  \ S(0-£- =  $ S ( / ) l< r » '- l ] £ .  сг =  у - ,

О О О  4

стремится к  нулю при q - *  оо. Но д л я  а — 1/Я? и 
имеем 0 < о < < 1  и потому

| t r *  — 1 К  Lat,

где L — некоторая постоянная. Значит, при фиксированном 
большом р  и большом q

о о р

< аК р  +  ае1я =  ^  +  е <  2е,

что и требовалось до казать .
Зам етим , что условие (3.3) выполняется, если

( К  ^п-1 \
а » =  ° \ ------Гп Г

Положив здесь Хп — п, получим хорошо известную  теорему Т ау-
• оо

бера д л я  степенных рядов: если  а„ =  о ( —j ,  1(х) — ^ а пхп и

| 3 )  О П О ВЕД ЕН И И  РЯ Д А  Д И Р И Х Л Е  НА П РЯМ О Й  СХО ДИМ О СТИ |4 |

то р я д
lim  f (x )  =  A,

х -М -0

ао +  а, +  . . .  +  а„ +  . . .

сходится и е г о  сумма равна  А.
2. О сходимости в точках  регулярности  на прямой схо ди 

мости. В сл уч ае  ряда Тейлора имеет место следую щ ая теорема 
Ф а т у : е сли  а„ =  о (1 ) и функция

(3.8)

р е гул ярна  в точке х = 1 ,  то р я д  (3 .8) в  точке х — 1 сходится.
Д л я  р яда  Дирихле получается аналогичное утверж дение — 

теорема Рисса.
Т е о р е м а  2 .3 .3 . Если а б с ц и с с а  сходимости р я д а  Дирихле 

равна н улю  и

£ а „  =  о(1 ),
I

то р я д  Дирихле сходится в  каж дой  точке прямой  а  =  0, в к о 
торой f{s) р е г ул ярна ,  причем сходимость  — равномерная  на  
в сяком  отрезке  т  ̂  ^  т '  прямой а  =  0 , на котором f  (s) р е г у 
лярна.

Д л я  до казател ьства  возьмем прямоугольник — а ^ о ^ а ,  
х, в котором f ( s )  р егулярн а, и рассмотрим функцию

g„  («) =  е 'я '  (s  -  i t ,) (s -  ix2) [ f  (s) — £  a ne " X» * J .

П окаж ем , что на сторонах прямоугольника | g q (s) | равномерно 
стремится к нулю при q - *  оо.

П усть а  >  0. И меем

f ( s ) - £  a „ e -V  «= Н т £  а пв" V .
р->оо <7 + 1

П оложив Ап =  ап, Вп — е  х»*, Сп *= Aq+i . . .  - f  Ап, согласно
Тождеству А беля, получим

£  апе .  V  =  Z  С„ ( « - V  -  е  *«+'*) +  CP«  V .,+j ¥«+ 1
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По условию при больших q
|С„| =  | (а ,+  . . .  +  <*«) — (<*i +  •••  + a « ) l < e-

Кроме того,
*Л +1

< | s|  \ e~Xod>.=
Tl

=  J i l  ( e ~ V  — e _x*+l° ) . (3.9)

П оэтому

V* -Xn*
L a»e
a+i

<  e i l L e _x</+l°

/ ( s ) - Z fl»e ' V
Isl 

< e a e

В силу этой оценки, при a  >  0 получаем
, Iа — <т, 11д — /та 11sL 
\gq {s)\<4—-----------а

Н а стороне о =  а , т , < / < т 2 отношение I s  I/а ограничено и, 

следовательно . , * ( , ) , < * .  (ЗЛО)

где А не зависит от q и е. Н а верхней стороне: 0 < о < а  

I a -  | __ j
/ =  т2

и потому верно при некотором А неравенство (3.10). Аналогично
обстоит дело на нижней стороне.

П усть теперь о <  0 . Возьмем достаточно большое положи
тельное число р. И меем в прямоугольнике

f { s ) - t  a„e~Vl -!/(*>- Х! V “ ?  a«e" Ч <
М + £ а пе М ,

гд е  М — постоянная. В силу тож дества  А беля,

i  < v - v  J £  с .  ( . - v  - . - * » ♦ ■ • ) + c , - v .  
р р

Ся =  а р +  . . .  + а „ ,
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о тк уд а , на основании (3.9) и того, что

l c J  =  l ( a i +  • • •  + я п) — (f li +  . . .  + O p - i ) l < e ,  

п >лучаем

Е а"е <  2 e T^Te _ V *

Таким образом , д л я  функции g q (s) находим оценку

| g q (s) | <  | s  -  /т, || s  -  tx2 1 A feV  +  2e 15 ~ ix ' ' j ’ - iT] l , s l  .

Первое слагаем ое в правой части неравенства мало при боль
ших q, второе слагаем ое — меньше Аг на сторонах прямоуголь
ника при о < 0 ,  гд е И — некоторая постоянная, не зависящ ая 
ни от q, ни от е (в этом уб еж даем ся  т ак  ж е , как  и выше 
в аналогичном случае). Следовательно, на сторонах прям оуголь
ника при больших q

| g q (s) | <  Be.

Это неравенство будет выполняться то гда и внутри прямо
угольника, в частности, на интервале <г=0, т , ^ / 2 ^ / 2. Но на 
этом интервале оно имеет вид

| ( / - / , ) ( / - У  | / (« ) V  ~хяи — L a ne  п <  Be.

О тсю да видно, что на меньшем интервале о =  0, 
< т '< / 2 равномерно

а -\ l tlim
q-> оо 1

что и надо было показать .
3. Об особых точках на прямой сходимости .
Т е о р е м а  2 .3 .4 . Если коэффициенты ап р я да  Дирихле д ей 

ствительны и неотрицательны, то точка s  — c ,  г д е  с  — а б сц и с с а  
сходимости ряда ,  есть о с о б а я  дл я  суммы р я да  f  (s).

Не наруш ая общности рассуж дений, можно предположить 
е =  0. С делав такое предположение, допустим противное, что 
в точке s =  0 функция f ( s )  р егулярн а. Запишем дл я  f ( s )  ряд 
Тейлора по степеням (s  — 1):

ш - v*o
( s -  l ) v V  ( l - s ) '  

v-o
vl (I.-*- )
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Его радиус сходимости больше единицы. П усть s , < 0  и точка 
s  =  Si леж ит в кр уге сходимости. И меем

v - 0  п-1

В двойном ряде справа все члены неотрицательны. В силу 
этого можно изменить порядок суммирования:

n—I w—0 п —1

Таким образом , ряд Дирихле сходится в точке s =  s , <  0, что 
невозможно, ибо абсцисса сходимости с =  0. Значит, точка 
s  =  0 есть особая дл я  f  (s).

У тверждение теоремы остается верным и при более слабых 
ограничениях на ап.

Т е о р е м а  2 .3 .5 . Если

0„ =  \0n \е*п> I I <  Ф <  "/2. 
то точка s  =  с ,  г д е  с  — а б сц и с с а  сходимости р я да ,  есть о с о б а я  
дл я  суммы р я д а  f  (s).

К ак  и выше, р ассм атриваем  равенство

f  to) =  Z  (3-1»)
v - 0  \ t - |  /

(ряд  сп рава  сходится). П усть ап =  а п +  Очевидно,

| a « l< a J c o e t *
Р я д

оо /  оо \

V - 0  ч л - |  /

составленный из действительных частей членов сходящ егося 
ряда (3.11), сходится. П оэтому сходится ряд

Z (l - » i ) v V
vl Li cos ф пв (3.12)

(его члены отличаю тся от членов предыдущ его р яда  на по
стоянный множитель 1/cos if). У двойного р яда (3.12) все члены 
неотрицательны. Следовательно, двойной ряд (3.11) сходится 
абсолютно и в нем можно изменить порядок суммирования.

В р езул ьтате  получим, что исходный р яд  Дирихле сходится 
в точке что невозможно.

Точка s =  с  будет особой и тогда, ко гда  при п - *  оо угол 
стремится к ± я / 2 , но не очень быстро. Верно утверж дение 
(см . [66 ]):

Т е о р е м а  2 .3 .6 . Если в р я д е

f ( s )  =  E  a ne ' VI
R e a „ > 0

и
Xn ____

lim  V cosqin =  1, <p„ =  a rg a „
n>oo

то точка s  =  с  —о с о б а я  для  f ( s ) .
Д л я  до казател ьства  положим a'„ =  R ea n ,

(3.13)

(3.14)

g ( s ) =  £  а'пе~х*'.
I

П усть  с '  — абсцисса сходимости последнего р яд а , с " — абсцисса 
абсолютной сходимости исходного р яда (3.13). Возьмем точку s0.
R e s o = ® o > c ' и точку а , = - ^ ( а 0 +  с/). По е >  0 найдется Ло(е) 
такое , что дл я  q >  р >  п0

£  а'пе~х̂ 1 <  е.п-р
В  си лу (3.14), при п > я ,

cos q>„ >  e~(°o_0i)

П оэтом у д л я  q > р  >  п х +  п0

Е  -  < «•n—p n—p n—p
Следовательно, ряд (3.13) абсолютно сходится дл я  s  =  s0, а по
том у Но д л я  всякого  р яда  с ' ^ с ^ с " .  П оэтому

Теперь отметим, что

l/ (m,(c +  l) l> l£ < m)(c +  l)|.

Д л я  функции # (s), поскольку Я п > 0 , точка с  =  с '  — особая. 
Следовательно, р ади ус R сходимости р яда

I 1



меньше или равен единице. Меньше единицы он быть не может, 
ибо f  (s) регулярн а при R e s > c .  Значит, / ?= 1  и точка с  осо
б ая  дл я  f (s). _

4. Теоремы О стровского о сверхсходим ости . П усть у  ряда 
Дирихле абсцисса сходимости с =  0. П окаж ем , что в любой 
ограниченной части полуплоскости R e s > p > 0  при достаточно 
больших р  и любом е >  О
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£  < е - ( М Ч
Я -р  +1

(3.15)

а в любой ограниченной части полуплоскости R e s >  р при 
достаточно больших р и любом е >  О

е < e (p+e)V (3.16)

Чтобы д о казать  (3.15), оценим сум м у

£  а„е" V  =  £  а„е_х" ' ‘<ГХя (* " Ч  е, > 0 ,  е, <  е,
я - р +1 Л - р +1

воспользовавш ись тождеством А беля и положив

Ап =  а„е~>'п*', Вп =  е~Кп(5~*1\  Сп =  А„+1+ . . . + А я.
Т ак к ак  

I Вп — Вп+11 =
х/|+| *«+|

=  (s — е,) J  е “х d\  < | s - e , |  )  е~х d\  =
* я

=  _ | s - e Lj_z -А „ (а-.,) _ е -»-я+1(р -* ,)) (R e s  =  а) 
а  — в| 4

и при больших р,  кроме того, |С „|<  1, то

£  £ ( в" х» (в- ,) - <ГХ«+' <•“••>) +
п -р + 1  Р+1 . ,

‘ а  — е.

П равая  часть неравенства, когда s изменяется в ограниченной 
части полуплоскости <т>р, меньше е  V h  (р е> при больших р, 
что и доказы вает  соотношение (3.15).

Чтобы до казать  (3.16), опять воспользуемся тождеством А беля 
дл я  оценки сум мы

£  апе_х» 5=  £  апе~кп''е  e t >  0, е, < е,
I I

положив

An =  ane~t'nt |, В„ =  е~Кп^~*'\ С„ = = /!,+  

Т ак  к ак
\Сп \<К ,

где К — некоторая постоянная, и при а ^ —р 

| В „ - Я „ +||<

+  А».

ПТ I ПТ I

< | s - e , |  J  е ‘ х (*■•'>d * < | s - e ,  I J  / < Р+*>><Д =

—  ( Л г ,  (р+.,) _  А ,  (Р+«,))
р +  *1 7

р -1

£ a „ e - V  (Л + * (0+*1) - Л ( р+**)) +
I п-1

к & р  (р+*|) <  к  ( l s ~ ei i  +  1 )  е к р  (0+ *|).
V Р Т  8| /

При больших р, ко гда  s  изменяется в ограниченной части полу
плоскости а ^ —р, пр авая  часть последнего неравенства меньше 
о'р (Р+е,_ Тем сам ым неравенство (3.16) установлено.

Теперь установим следую щ ую  известную теорему Остров
ского.

Т е о р е м а  2 .3 .7 . Если показатели  А,„ ряда  Дирихле f  (s) =
оо

=  £  апв~ “* таковы, что для  б е ск он ечн о го  множества значе-  
1

ний  nv индекса  п
/̂«у+1 — ^яу >  ^ Я у» (3.17)

гд е  Ь — фиксированное  положительное число, то последователь
ность частных сумм порядков  лу

S n A s ) = n£ a me ~K'"* (v =  1, 2, . . . )

сходится равномерно в достаточно малой окрестности каждой  
точки прямой сходимости ряда  Дирихле, в которой сумма ряда  
f  (s) регулярна.

Не наруш ая общности рассуждений, допустим, что абсцисса 
сходимости ряда с  =  0. Допустим далее (это опять не наруш ит 
общности рассуждений), что точка прямой сходимости, в которой 
функция /(s) р егулярн а, есть точка s =  0. Н адо показать , что
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ук азан н ая  последовательность частных сум м  равномерно схо
дится в некоторой окрестности н ач ала .

Возьмем точку а , 0 < а <  1, и проведем три окружности С 1э 
С2, С3 с центром в точке а  и с радиусам и , соответственно 
равными Г | = а  — а 2, г2 =  а  +  и3. г3 =  а  +  а2. Число а  выберем 
столь м алы м , чтобы функция / (s) была регулярна внутри боль
шей окружности С3 и на ней самой.

Рассмотрим функцию

Knv (s) =  f  («) ~  Z  V ‘ V  - / ( * ) -  5„v (s).

М акси м ум ы  ее м одуля ца окруж ностях С ь  С2, С3 обозначим 
соответственно Aft, Aft, A ft". Воспользуемся теоремой А дам ар а
о трех к р угах  (см ., например, [55], стр. 198), в которой дается  
оценка м акси м ум а м одуля функции на средней окружности 
через оценки на крайних окруж ностях:

Л огариф мируя, получим

I n -* ± iL  in Aft <  In |n Aft +  In In Aft". (3.18)

П усть D — некоторая область, содерж ащ ая начало, в которой 
f  (s) р егулярн а и М — м аксим ум  модуля f  (s) в этой области. 
При малы х а  окружность С3 леж ит в области D. И мея это 
в виду, на основании неравенства

\Rn v ( s ) \ < \ f ( s ) \  +  \Snv (s)\

и соотношения (3.16), выводим (для точек окружности С3, оче
видно, а 2, поэтому в (3.16) надо положить р =  а 2; кроме 
того, пусть там  е =  а3), что при больших v

Отсюда 

Внутри С|

Aft" < A f  +  ва,(,+в)Ч  <  2е°,,1+а)Ч .

In Aft" <  In 2 +  а 2 (1 +  а) ЯЯу.

т -п „+ 1

и потому, в силу соотношения (3.15) (для  точек Си очевидно, 
о > а 2, поэтому в (3.15) надо положить р =  а 2; кроме того, пусть 
е =  а3), при больших v будет

A iv ^ e  v .
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Отсю да, принимая во внимание условие (3.17), найдем 

In Aft <  — а 2(1 — а ) (1 + 0 )A ,„v.

H a основании полученных оценок и неравенства (3.18), будем  
иметь

l n - j 4 ^ l n A f t <

<  а 2[(1 +  « )  In -  (1 - а ) ( 1  +  д ) 1 п ^ ] Ч  +  In 2 In 

П оскольку

ln -y t -^ 1  =  ln (I  - f a 2) — In (1 — а) =  а +  . . . .

,n у ^ г  =  ! n (1 +  а) — In (1 - f  а 2) =  a - f  . . . .

то выражение в квадратны х скобках , к а к  функция а , имеет 
в окрестности а  =  0 разложение — <к*Ч- •••  Следовательно, при 

ь
малы х а  оно меньш е — ^ -а  и

I n - f i j - l n  Aft <  — -§ -asA.„v 4- I n 2 In

Отсюда видно, что при v - * o o  п р авая  часть стремится к — оо 
и потому

A f t - » 0 .

Значит, последовательность {S„v (s)} в кр уге  С2 равномерно схо
дится к функции f  (s), что и до казы вает  теорему.

Д ля степенных рядов имеет место и обратная теорема Остров
ского (см ., например, [2], стр. 391): е сли у  степенного р я да

оо

/(г) =  Z  с пг " с  р а ди у сом  сходимости R имеется п одп о сл едова -
и

тельность частных сумм, которая равномерно сходится в доста
точно малой окрестности точки z0, | z0 1 ^  R, то данный степен
ной р я д  может быть представлен суммой ря да  с  ра ди у сом  схо
димости, большим R, и лакунарного  ряда

1 оо

Z dnz п, 1 "̂nk ^ ^ nk (А = 1> 2, ...), # > 0.

Д л я рядов Дирихле эта теорема неверна. В сам ом  деле, 
рассмотрим ряд

/(*) = Z ( - i r V 4
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_ х2
kin—I =  2л, к2п=  к,2п—| е  2/1 *.

Его абсцисса сходимости с =  0. В § 2, п. 1 мы видели, что 
последовательность частных сум м  р яда  четных порядков схо
дится во всей плоскости. Если бы данный ряд  можно было 
представить в виде сум м ы  ряда

I

с абсциссой сходимости с  <  0 и лакунарного  р яда 

1
у  которого дл я  номеров л, заключенных в границах 

пк < п <  nk+i, A,njk+i — (^ =  1, 2 , . . . ) ,  0  >  0,

коэффициенты Р„ =  0, то дл я  указан ны х номеров имели бы

а „ = ( - 1  Г ' .

Но это невозможно, ибо, поскольку абсцисса сходимости первого 
ряда с  <  0, коэффициенты а„ должны стремиться к нулю при 
п -*  оо.

Теперь сф ормулируем и до каж ем  другую  теорему Остров
ского.

Т е о р е м а  2 .3 .8 . Если дл я  б е ск он ечн о го  множества знач е 
ний  nv инд ек са  п имеем

^яу+1 — (3.19)
г д е

lim  d v =  +  °° .
V->oo

то последовательность частных сумм ряда  Дирихле п орядков  пч 

SnJ s ) = n£ a me - ^ 1 (v =  l ,  2 , . . . )
v I

сходится равномерно в  лю бой  ограниченной замкнутой части о б 
ласти сущ ествования  функции f  (s). Эта область, следовательно,— 
одн о св я зна .

Д о казательство  будет опираться не на теорему А дам ар а
о трех к р у гах , а на более общую теорему (см ., например, [2], 
стр. 375): е сли  Си С2, С3 — непрерывные замкнутые кривые, при 
чем С2 лежит внутри С3, а С , — внутри С2 и / (s) — функция, 
аналитическая в о д н о с в я зн о й  области, с о д ерж ащ ей  бол ьш ую

§ 3] О ПОВЕДЕНИИ РЯДА ДИРИХЛЕ НА ПРЯМОЙ СХОДИМОСТИ |5|

кривую  С3, то имеются такие положительные числа  Yi «  Уз. 
Yi +  Уз=  1» не за ви сящ и е  от f  (s), что

M2< ;M lM y3\ (3.20)

г д е  Му (v =  1, 2, 3) — максимум модуля  f  (s) на кривой  С„.
Предположим, что абсцисса сходимости ряда Дирихле с =  0. 

Д л я  до казател ьства  теоремы достаточно установить, что после
довательность {S„v (s)} равномерно сходится в достаточно малой 
окрестности каж дой  точки s0, принадлежащ ей области G сущ е
ствования f ( s ) .  И так , пусть s0 e G  и R e s 0^ 0 .  Проведем з а м к 
нутую  кривую  С2, обладаю щ ую  свойствами: кривая С2 и ее 
внутренность л еж ат  в области G, точка s0 леж ит внутри кривой С2, 
внутри кривой есть точки из полуплоскости R e s > 0 .  Теперь 
проведем зам кн утую  кривую  С| т ак , чтобы она целиком л еж ал а  
в правой полуплоскости R e s >  0 и находилась внутри кривой С2. 
Н аконец, возьмем зам кнутую  кривую  С3, которая охваты вает 
кривую  С2 и внутри которой функция / (s) — аналитическая. 
П усть —р — нижняя грань R e s , ко гда s пробегает кривую  С3, 
а а  — нижняя грань R e s , когда s пробегает кривую  С ,, и пусть 
Afv, Afv и М "' — максим ум ы  м одуля соответственно на С 1( С2, С3 
функции

RnJ s )  =  f ( s ) - S n v (s).

Согласно (3.15), поскольку на окружности С{

(s) =  Z  ame~^\
m -nv+ I

имеем
AfC <  e -<e~*)X"v+ lf 

о ткуда , п о л агая  e =  a/2 и учиты вая условие (3.19),

1 п м ; < - - £ - ( 1 + d v)* „ v.

Чтобы оценить A f" ', обозначим М м аксим ум  м одуля f ( s )  на 
кривой С3. Т огда, на основании (3.16), б удем  иметь при больших v

М Г  < М  +  e P+t)Xnv <  2e°+t)\  

или, положив е =  р,

In М 7  <  1п 2 +  2pA,„v.

Воспользовавш ись соотношением (3 .20), находим

In Af? <  [ -  -§- у , (1 +  d v) +  2рУз] Ч  +  Y3 In 2.
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Выражение в квадратны х скобках при v - ю о  стремится к  — оо. 
П оэтому

lim  Afv =  0.
V -**oo

Следовательно , последовательность {S„v (s)} на кривой С2, а по
тому и внутри С2, в частности, в некоторой окрестности точки s0, 
сходится равномерно к f  (s). Отсюда вы текает, что она равно
мерно сходится в любой ограниченной замкнутой части области G. 
И з этого д ал ее  следует , что область G — односвязна.

§ 4. О бласть регулярности сум м ы  измененного р яд а  Д ирихле

1. Теорема о продолж аем ости . П усть ряд Дирихле

f  (*) =  Z апе~Хп’ (4.1)
1

имеет абсциссу сходимости с  <  +  оо, и пусть <р (г) — целая 
функция экспоненциального типа

|<p(z)|<e<0+,)1* 1, | г  1 >  г0 (в). (4.2)

Выясним, где сходится ряд

F(s) = £  antv(K)e (4.3)

и где р егулярн а функция F(s).
Чтобы ответить на эти вопросы, обозначим у  (0  функцию, 

ассоциированную по Борелю с целой функцией <p(z) (см . гл . I, 
§  1, п. 5). Если

то

\ (0  =  £ - ^ т г *
о

причем при условии (4.2) последний ряд сходится вне к р у га  
| z | < o . И меем

ф (* )= 2Н Г  J Y (0  е ‘г dt .
11|-о+»

Рассмотрим функцию

f > < s > =  1 E r  S
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где f ( s )  — с у м м а  р яда  (4.1) и точка s взята  из полуплоскости 
R e s  >  с +  а  +  е . При фиксированном s  и \ t\ = o  +  e  точка 
u =  s  — t леж ит на окружности R, р ади уса  ст- f  е с центром 
в точке s . О круж ность R, леж ит в полуплоскости сходимости 
ряда

оо

Е —А иапе  " ,
I

на ней ряд сходится равномерно. И нтегрируя почленно и учи
ты вая , что

~  \ Y (0 ^ V  dt =  <f(K),

получим
| I |-0+*

F, ( s ) = Z a » f W e ' V  =  f ( s ) .

Таким образом , в полуплоскости R e s > c  +  o - f e  ряд  (4.3) схо
дится и его сум м а  F(s)  св язан а  с суммой исходного р яда f  (s) 
соотношением

(4.4)\ f ( s ~ t ) y ( i ) d t .
11|-о+«

П редположим, что имеется кривая / с началом в точке s0, 
Re s0 >  с  - f  о, обладаю щ ая тем свойством, что у  функции f  (s), 
если ее аналитически продолжить, нет особых точек в любом 
зам кнутом  кр уге  р ад и уса  о с центром на кривой I. И з пред
ставления (4 .4), гд е з а  е можно взять  любое сколь угодно 
м алое положительное число, видно, что функцию F(s)  можно 
аналитически продолжить вдоль кривой I. В этом и заклю чается 
теорема Крамера:

Т е о р е м а  2 .4 .1 . Если а б с ц и с с а  сходимости ряда  (4.1) с <  оо, 
функция  ф (г) удовлетворяет у сл о ви ю  (4 .2), то р я д  (4.3) сходится  
во  в сяком  сл уча е  в полуплоскости  R es >  с  +  о и е г о  сумма F(s )  
аналитически продолжима и з  этой полуплоскости вдоль в ся к ой  
кривой I, о бл адаю щ ей  свойством: в  любом замкнутом кр у г е  
ра ди у са  а  с  центром на кривой I у  / (s) нет о со бы х  точек.

При о =  0 функция F(s)  продолж има по всем кривым, по 
которым продолж има функция / (s). М ожно предположить, что 
в  полуплоскости Re s  >  с  функция / (s) зад ается  не рядом Д и 
рихле, а в форме

f ( s ) =  lim  Z  а„е-х »*, (4 .10
*->00 п — 1

где {т*} — некоторая последовательность целых положительных 
чисел, причем сходимость — равномерная в любой ограниченной



154 Р Я Д Ы  Д И Р И Х Л Е  С ВЕЩ ЕСТВЕН Н Ы М И  ПО КАЗАТЕЛЯМ И (ГЛ. и

зам кнутой  части нз полуплоскости R e s > c .  Ф ункция F{s) при 
этом определяется формулой

тк
F ( s ) =  lim  £  апф(А,„)е »*.

*>оо я —I
(4 .3 ')

Функции f  (s) и F (s), очевидно, связаны  соотношением (4.4), по
этом у относительно них будет верно следующ ее утверж дение.

Т е о р е м а  2 .4 .2 . Если последовательность  (4 .1 ') сходится  
в полуплоскости  Re s  >  с ,  ф ункция  ф (г) удовлетворяет у с л о 
вию  (4 .2), то последовательность  (4 .3 ') сходится в о  в сяком  с л у 
чае в полуплоскости  R es  >  с - f  и функция F{s) аналитически 
продолжима и з  этой полуплоскости вдоль в ся к ой  кривой  I, о б 
ладающей свойством : в любом замкнутом кр у г е  ра ди у са  а  
с  центром на кривой I у  f  (s) нет о собых  точек.

2. Обобщение теоремы. П усть по-прежнему выполняется усло
вие (4.2). Введем функцию

— индикатрису роста функции ф (г). Очевидно, А (ф )< а . Если
о — наименьшее число, при котором выполняется условие (4.2), 
то при некоторых ф будет h(q>) =  o.

Рассм отрим , с другой стороны, наименьшее вы пуклое з а м к 
нутое множество / плоскости, содерж ащ ее все особые точки 
ассоциированной функции y ( t ) .  Точку границы м нож ества /, 
которая не явл яется  внутренней точкой прямолинейного отрезка 
границы, будем н азы вать  крайней точкой множества  /. Если 
/ — отрезок, то концы его и только  они — крайние точки /. Если 
/ — к р у г | / К Я ,  то все точки окруж ности 11 \ = / ?  — крайние 
точки /. Нетрудно видеть, что к а ж д а я  крайняя точка / есть 
особая точка функции у  (0- Возьмем луч  arg/  =  <p. П роведем 
вдали  от нач ала прямую , перпендикулярную  этому л уч у , и 
будем  ее дви гать , не изменяя направления, до тех пор, пока 
она не соприкоснется с множ еством /. Расстояние от прямой, 
ко гда она соприкасается с множеством /, до нач ала координат 
обозначим /С(ф) (если прям ая пересекает продолжение л уч а  
a r g f  =  ф, считаем /С (ф) <  0). У казан н ая  п рям ая имеет уравнение

х cos q> - f  у  s in  ф =  К  (ф).

Это — опорная п р ям ая  множ ества I.  Н а каж дой  опорной пря
мой леж ит по крайней мере одна особая точка y\t). Ф ун к
ция /С(ф) н азы вается  опорной функцией множ ества /. Опорную 
функцию можно было бы определить еще и т ак :

К  (ф) =  sup Re(te 
i «  i
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М еж ду опорной функцией множ ества / и индикатрисой роста 
целой функции <р(г) имеется связь

К (ф) =  h ( — ф).

М ножество / точнее характеризует расположение особых 
точек функции у (() ,  чем кр уг | / | ^ о . В формуле (4.4) вместо 
контура |/| =  а  +  е можно взять  зам кнутую  кривую  L, о хваты 
вающую множество /. В силу этого можно получить (что и 
сделано  Полна) уточнение теоремы К рам ера.

П усть Lt — зам кн утая  кривая, охваты ваю щ ая множество /, 
к а ж д ая  точка которой отстоит от / меньше чем на е. Имеем

F M =  Ш  $ / (*  — 0 у ( 0 Л - (4.5)

Функцию f  (s) из полуплоскости сходимости ряда (4.1) будем 
аналитически продолж ать за  прямую  сходимости. Чтобы про
долж ен ная функция бы ла однозначной, проведем в сл уч ае  необ
ходимости р азрезы . О бласть, в которой функция /(/) о к азал ась  
аналитической и однозначной, обозначим D. В зависимости от 
разрезов область D может меняться. М нож ество , состоящее из 
особых точек функции /(/), точек указан н ы х  разрезов и точек, 
внешних по отношению к D, обозначим S . П усть S  +  / — мно
ж ество  точек (/| - f  t2), гд е / | e S ,  /2е / .  Если, например, 5  — 
п рям ая R e / =  с ,  а / — кр уг j 11<  1, то S  +  / — вертикальная по
лоса с — 1 ^  Re / <  с  - f  1. Не следует  см еш ивать введенное здесь 
понятие сум м ы  с понятием сум м ы  в теории множеств. П усть 
£  — дополнение к мн ож еству S - f / .  М ножество Е — открытое. 
Оно в  общем сл учае  мож ет состоять из нескольких связны х 
компонент — областей . Одна из них содерж ит полуплоскость 
R e s  >  с - f a .  Если, например, 5  — множ ество точек 2kni 
(/г =  о» ± 1 »  ± 2 , . . . ) ,  а / — к р у г | / | ^ я ,  то множество S - f /  
состоит из точек, принадлежащ их кр угам  р ади уса  я  с центрами 
в точках 2kni. В этом сл уч ае  Е состоит из двух  областей : 
левой и правой. Левой области принадлежит полуплоскость 
R e s <  — я , а правой — полуплоскость R e s > n .  П усть G — ог
раниченная область, л еж ащ ая  в Е. Очевидно, число е >  0 можно 
подобрать столь м алы м , что функция /(м) будет аналитической 
на множ естве G — Lt ( к а ж д а я  точка и этого м нож ества имеет 
вид u =  s  — t, где s e G ,  а / e L e). О тсю да, в силу (4.5), заклю 
чаем , что функция F(s)  в области G — аналитическая. Если 
G лежит в той компоненте мн ож ества Е, которая содерж ит полу
плоскость R e s > c  +  (T, то функция F(s),  определенная фор
мулой (4.5) в области G, есть аналитическое продолжение ф унк
ции, определенной рядом (4.3). В других компонентах множ ества Е
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функция (4 .5 ) р егулярна, но вообще не есть аналитическое про
должение функции (4.3).

Приведем пример. П усть

f ( s ) 1 — е
—  =  1 + е -  + е - * ’ +  . . . (4.6)

Р яд  сходится в полуплоскости Re s >  0 . Особые точки / (s) — 
это полюсы 2kni (k =  0, ±  1, ± 2 , . . . ) .  Совокупность этих точек 
и есть множество S . П усть затем

ф(2) = sin я г

Д л я этой функции индикатриса Л(ф) =  я| s in ф |. П оэтому мно
ж ество  I — вертикальный зам кнуты й  отрезок длины 2 л с цен
тром в начале. Тогда множество S -\ -1 — мнимая ось, а мно
жество  Е состоит из д вух  компонент: левой полуплоскости 
R e s < 0  и правой полуплоскости R e s > 0 .  В правой полупло
скости , в силу (4.6),

°о

f  ( s >  =  - S 7  S '  -  <> V  ( 0  - К 7  5 v

di

оо

ф (п) e~ns =  ф (0 ) =  я ,

ибо ф(л) =  0  при п — 1 , 2 , . . . ,  а в левой полуплоскости, в силу 
равен ства

/(S) =  — =  ------- . . . .1 - в - *

F ( s ) = Z  —<f(—n ) e as =  0.
Л — 1

Таким образом , в разных компонентах мы имеем разны е ан а 
литические функции.

Сф ормулируем полученный р езул ьтат  (теорема Крамера — 
Полиа).

Т е о р е м а  2 .4 .3 . Пусть S — множество о собых  точек функ
ции f ( s ) (опред ел енной  р я дом  (4 .1)), включая вн ешние точки по  
отношению к области регулярности и ра зр е зы ,  которые н а до  п р о 
вести, чтобы функция f  (s) была однозначной . Пусть затем I — наи
меньшее выпукло е  множество, с о д е р ж а щ е е  в с е  о с о б ы е  точки ф унк 
ции y ( i ) ,  а с социированной  с  целой функцией эк споненциального  
типа ф(г), «  Е —дополн ени е  к множеству S + I .  Если D — та 
с в я з н а я  компонента Е, которая содержит полуплоскость  R e s > c + o

(о  —тип функции  ф (г)), то в этой области D функция  F(s), 
опр ед ел енная  рядом  (4.3), — аналитическая.

М ожно было бы предположить, что функция f  (s) опреде
ляется  в полуплоскости R e s >  с  не рядом (4.1), а в форме (4 .Г ). 
При этом функция F(s)  определится по формуле (4 .3 '). Сфор
м улированная теорема будет верна и в этом случае.

Интересно выяснить, при каких условиях можно утверж дать , 
что те или иные точки границы области D б удут  особыми дл я  
функции F(s). И меет место следую щ ая теорема Полиа.

точка f  (s) и / — крайн яя  точка множества I. Пусть затем S0 — 
I множество S б е з  точки So. Если точка l  — s0 +  j  принадлежит 

границе области D и з п р еды дущ ей  теоремы, но н е  принадлежит 
j, множеству  S 0 +  /, то точка \ —о с о б а я  точка F(s).

Д о каж ем  эту  теорему. По условию точка s0 — изолирован
н ая точка м нож ества S . П оэтому множество S0 и множество 
S0 +  / — зам кнуты е. Точка £ не принадлежит множ еству S 0 - f  /. 
Следовательно, вокруг точки £ можно провести к р уг , не содер
жащ ий точек из S 0 +  /. Точка £ — граничная точка множ ества Е. 
По условию она — граничная точка именно области D. 

Разлож им  f ( s )  в ряд  Л орана в окрестности точки s0:
оо

f ( s ) =  £  7^ 7 ; ^ ,  +  h2 (s) =  A, (s) 4- h2 (s).
m—0 (4 ~ So)

Здесь h2(s) регулярна в  точке %  а Л ,(s) р егулярн а всю ду 
вне s0. И меем

F(S): I
1 -2ni \hl ( s - f ) y ( t ) d t  +  -±f \fh ( s - ( ) y ( t ) d t ~L. L.

“ Л  (s) +  F2(s).

Функция h2(s) регулярн а вне множ ества S0. По предыдущ ему 
функция F2(s) регулярн а в каж дой  компоненте дополнения Е0 
к множ еству S 0 - f / .  Точка I  принадлежит Е0. П оэтому F2(s) 
регулярна в точке %. Рассмотрим теперь функцию Ft (s). Т ак 
к а к  у  h i( s )  единственная особая точка s0. то F{ (s) регулярна 
всюду в дополнении к s0 4- Л т. е. всю ду вне множ ества s0 -j- /. 
П усть фиксированная точка s  леж ит вне s0 - j - I .  Число е вы бе
рем столь м алы м , чтобы точка u =  s  — t, < e L „  удовлетворяла 
условию \ и — s0 l > 6 > 0 .  И меем

М « ) !



Р яд , ко гда  I е  L„ сходится равномерно. П оэтому

f , M -  £ ( - ' Г
т - 0  Lt

При малом е точка ct =  s ^ S o  леж ит вне контура Lt . П усть 
С — контур , содержащий и Lt и точку а . Имеем

I f у ( t ) d l  _  I [  \ U ) d t  ■ I Г у ( t ) d t
2л/ )  ( а - / ) т+1 2л/ J  (а  — t )m + l 2nl  J  ( а - / ) т+| 

с  Lt
Последний интеграл берется по окружности малого радиуса

, n m+1 v(m) (д)
с центром в точке а  и, следовательно , равен U ш)

П оэтому
оо

л ( * ) «  Е - 5 т  ( * ” *")•
т -0

Д л я до казател ьства  теоремы надо п о казать , что точка 
| =  s0 -f-/’ является особой дл я  F{(s), или что точка у — особая 
д л я  функции

оо

(4.7)
т -0

Рассмотрим случай , ко гда  s0 — полюс д л я  f  (s) порядка р. 
Тогда Ат =  0 при т > р  и

ф и -  Ё  4 r v " ”'<z)-
т -0

Тогда / — крайняя точка множества /, она поэтому особая 
дл я  у ( 2)- Но тогда она особая и дл я  Ф (г )  и, следовательно, 
в сл уч ае  полюса теорема установлена.

С лучай , когда s0 — сущ ественно особая точка, более сложен. 
И звестно, что y (z) вы раж ается  через целую функцию ф(г) 

по ф ормуле
оо

Y (г) =   ̂ф (0  e~zt dt.
о

Интегрирование происходит по л уч у  а ^ /  =  ф и интеграл, в силу 
условия

|ф(0 1 < е 1'Ир)+е,т. |<1 > г 0 (в), 
сходится в полуплоскости

| г  |cos (ф +  \|)) > Л (ф), $  =  a rg z ,
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ограниченной прямой, перпендикулярной л уч у  a r g f  =  — ф и от
стоящей от н ач ал а на расстояние Л(ф)- И меем

оо

у(т) (г) =  J ( _  t)m ф e-zl  dt>

о
в силу чего

* Г
£ ^ V ,m4 z )  =  J<I>* (0  ¥ (0 < г * 'Л .
т —0 о

где

ф * « =  1 4 г < - 0 ’"-
т -0

О бразуем  функцию
оо

о
Т ак  к а к

lim V l Ат \ = 0
т - >  оо

(Ат — коэффициенты разлож ения f  (s) в ряд Л орана в окрест
ности точки s0), то функция Ф(/) — целая не выше первого по
р яд ка  минимального типа. Если Ат заменить на | Лт  |, то все 
равно получим функцию не выше первого порядка минималь
ного типа. Следовательно,

оо

Е т  m w < « ,|4  m > r 0 (e). (4.8)
f о
Запиш ем

Г * с
J Ф (0  Ф (t)e~*‘ d t - Y ^ T  Y(m) (2) =  \ [Ф (0  “  Ф* (01Ф (t)e~2i dt  =

'•  m—0 о
а  оо

=  J  [Ф (/) -  Ф* (/)] ф (0  е -*< dt  +  (  [Ф  (0  -  Ф* (/)] Ф (0  e~xt dt.
О а

Н а основании (4.8) выберем а  т а к  далеко  от н ач ал а , чтобы вто
рой интеграл в правой части был по модулю меньше е/2 при 
всех к = 0 ,  1 . . .  После этого, поскольку на [0 , а ] равномерно 
Ф* (/ ) - * Ф (0  при k -> oo ,  выберем N столь больш им, чтобы пер
вый интеграл прн к  >  N был меньше е/2. В результате л евая
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часть по модулю при к > N будет меньше е. Это значит, имея 
в виду (4 .7), что

оо

ф (2) = $ ф (/)ф ( / ) « - " л .
о

Значит, функция Ф (г ) есть ассоциированная по Борелю с целой 
функцией Ф (/ )ф (0- Но известно, что индикатриса роста произ
ведения двух  функций Ф(/) и ф (0, из которых первая — не выше 
первого порядка минимального типа, и др угая  — первого порядка 
конечного типа, совпадает с индикатрисой роста ф (г). П оэтому 
наименьшее выпуклое множество, содерж ащ ее все особые точки 
Ф (г ) , совпадает с множеством /. Следовательно, точка / — кр ай 
няя точка множества /, есть особая точка функции Ф (г ).

Тот ф акт, что крайняя точка множ ества / есть особая точка 
дл я  функции (4.7), может быть использован т а к ж е  дл я  д о к а з а 
тельства следующ ей теоремы Полна.

Т е о р е м а  2 .4 .5 . Пусть целая функция  ф (г) растет не  быстрее  
целой функции п ер в о г о  п орядка  минимального типа. Если функция

/ ( « ) = £  апе~
I

может быть продолж ена  и з  точки s0, принадлежащей  полупло 
скости сходимости ряда ,  д о  точки s , по  разным кривым  С , и С2 
и внутри области D, о граниченной  этими кривыми, она имеет 
о с о б ы е  точки, то функция

F ( s ) = £ a n ф(Я„)<Г*»5
I

(которая п о  доказанному продолжима п о  кривым С{ и С2) также 
имеет о с о б ы е  точки внутри области D.

И меем (см . (4.5))

F ^  =  2яГ \ /<* — 0 Y ( 0 dt,
|/|-е

где , поскольку функция \(t) регулярна всю ду кроме / =  0, 
в качестве контура интегрирования берем окружность |/| =  в 
малого  р ади уса е. П оложим

оо

Y W =  Z
ш—0

и зам ети м , что

lim  V M m l = 0 -
m-*«>
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П одгтавив вместо функции y ( t ) e s  выражение в форме ряда, 
получим

f (s>= S < s>-
m-0

Функцию f ( s )  представим в виде сум м ы  двух  функций Yi («) и 
Y2(s), из которых первая будет регулярна вне области D, а вто
рая  — внутри области D. С этой целью обозначим L зам кнуты й 
контур , состоящий из Ci и С2, и L\ — зам кнуты й  контур, на
чинающийся и оканчиваю щ ийся в точке такой , что в о б л а
сти D, м еж ду L и L, у  f ( s )  нет особы х точек. П усть L леж ит, 
ради определенности, внутри L\. Д л я  z e D ,  имеем

L L

Ф ункция y 2 (s) р егулярн а внутри L ,, функция Yi («) регулярна 
всю ду вне L, внутри L у  Yi (s ) есть особые точки (отличные 
от Sj). Проведем вертикальную  прямую  т а к , чтобы сп рава  от 
нее у  Yi Is) не было особых точек, а на самой прямой была 
хотя бы одна особая точ ка . П усть / — с а м а я  верхняя особая 
точка Yi (s) на указан ной  прямой, она леж ит внутри L, в ней 
функция Y2 (s ) ~  р егулярн ая . П усть / — наименьш ее выпуклое 
множ ество , содерж ащ ее особые точки Yi (s). Точка j  дл я  / — кр ай 
няя точка. И меем

оо оо

F W  =  Е  -Щ- Y(.m) (S) +  £  rtm) W =  F' (s) +  F* W -
m—0 m—0

Ф ункция F, (s) т а к  ж е определяется чере» Yi (s), к а к  и ф ункция
(4.7) через y (s ) -  П оэтом у точка / — крайняя точка множ ества I, 
есть особая дл я  F t (s). В точке /, с другой стороны, функция 
F3(s) — анали ти ческая . Следовательно , точка / дл я  функции 
F(s) — особая. Это и до казы вает  теорему.

С л е д с т в и е .  Если в  у сл ови ях  теоремы область сущ ест во 
вания  функции F (s) — о д н о с в я зн а я ,  то и область сущ е ст вования  
функции  f  (s ) также о д н о с в я з н а я .

Если бы область  сущ ествования f ( s )  была неодносвязной, 
то можно было бы провести от точки s0 из полуплоскости схо
димости до некоторой точки s, такие кривые С| и С2, что вдоль 
них функция f  (s) продолж има, а в области D м еж ду ними 
имеет особые точки . Но тогда по до казанно м у в области  D 
имела бы особые точки и функция F(s)\ ее область  сущ ество 
вания, следовательно , не была бы односвязной, что невозможно.

3 . Д р угое обобщение теоремы о продолж аем ости . Это 
обобщение состоит в том , что в ф ормуле (4.3) функцию ф (г)

6  А. Ф. Леонтьев
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предполагаю т не целой, а аналитической и экспоненциального 
типа в у гл е

— а , <  a rg  2 <  а2 (0 <  а ,  <  я/2, 0 <  л/2). (4.9)
Его рассмотрел З ул а  в сл уч ае

IЧР(г)| С е * 1* 1, 12 1 >  г0(е).

О днако, к а к  показал  В. Бернштейн, это обобщение можно р ас
смотреть и в общем сл уч ае , ко гда  в угле (4.9)

|ф(г)| <  е,0 + ,),г| , 12 1 >  г0(е). (4.10)

И так , пусть в у гл е  (4.9) выполняется условие (4.10). Введем 
индикатрису роста

Г+оо '
Функцию у  (г), ассоциированную с ф (г), определим формулой

y ( z ) = \ ( f ( t ) e - zt dt.

И нтеграл берется по л уч у  а ^ /  =  ф, он сходится в полуплос
кости

х cos ф — у  sin  ф >  Л (ф),

ограниченной прямой, перпендикулярной л уч у a rg/  =  — ф и от
стоящей от нач ала на расстояние Л(ф). Н а граничной прямой 
(опорной прямой) у  у (г) есть хотя бы одна особая точка. При 
изменении ф в пределах от — а , до а ,  ук азан н ая  полуплоскость 
опишет некоторую область D\ в ней функция у  (г ) — аналити
ч еская . Дополнением к ней будет выпуклое зам кнутое множе
ство I, в отличие от предыдущ его оно простирается теперь 
до бесконечности. Л ю бая крайняя точка 1 есть особая дл я  
функции \(z). Вдоль любого направления ф из области D:

“  0|—■у<1|><аа +  у ,  (4.11)

функция у ( г ) при больших |z| по модулю  меньше И/|г|, гд е 
А — постоянная. П усть L — бесконечная кр и вая , охваты ваю щ ая 
множество I, одна ветвь которой уходит в бесконечность по 
направлению  ф,, близком у к — а , — я/2, а д р у га я  — по нап рав
лению ф2, близкому к <*2 ■+• я/2. И меет место ф ормула (обращение)

у (*) e l,dz

в угл е  — if, - f  я/2 <  a r g / <  ф2 -  я/2.

П усть
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f ( s ) = X a „ e - V
I

и пусть s  леж ит в полуплоскости R e s > c - f < r .  Рассмотрим 
функцию

P A s ) - & j \ v ( t ) f ( s - < ) d t ,  (4.12)
L

где L — вышеописанный контур . В конечной фиксированной части 
его можно считать расположенным вблизи множ ества /. К огда 
s  фиксировано, причем R e s  >  с  +  о ,  а  / е  L, переменное и =  s  — t 
пробегает бесконечный контур Lx, расположенный в полуплос
кости R e u > c ,  ветви которого уходят в бесконечность по на
правлениям о») и —o#2i причем 0 <  сй| <  я/2, 0 <  a>j <  я/2. На 
контуре L, следовательно, при больших |/|

|/ (s — /)| <  <  Я ,в - М 'I ,

где (при фиксированном s) В и fl, — постоянные. Н а L, кроме 
того, Ы 0|< Й /|/|. П оэтому интеграл (4.12) сходится. При 
больших |и|, |м|>Ио, имеем (см . §  1, п. 2) при лю бых k (ц, 
не зависит от к), ко гда  и е  Ц,

I Z  апе~Кпи I <  Be ' * * ,и| <  В е ~ т .
| к I

И мея это в виду и то, что ряд (4.1) сходится равномерно, 
получим из (4.12)

F , (s) =  £  а я<Г V  J  у  ( 0 Л '  d t  =  £  а„ф (Я„) <Г V  =  F (s).
I L I

И так , функцию F(s),  определяемую  рядом (4.3), и в р ассм атри
ваемом случае можно представить интегралом прежней формы

И спользуя это интегральное представление, можно дословно 
повторить рассуж дения п. 2 и убедиться в том , что доказанны е 
там  две теоремы верны и в новом сл учае . Надо только иметь 
в виду следующ ее. И нтеграл

1 С y(t)dt
2л/ J (а - / ) " + '  *

 ̂ /_|\л*
где а  лежит вне L, равен по-прежнему — у 1т) (а). В сам ом  
Деле, проведем окружность |/|=/?, часть ее, внешнюю к  L,

6*



обозначим Сл, а часть L, леж ащ ую  внутри |/|=/?, обозна
чим Lr . П усть Г* — зам кнуты й контур , состоящий из CR и LR 
(он проходится по часовой стрелке). Имеем

I [  V U ) d l  ,  n m y ( m l ( g ) .
2л 1 J  (а  — /)m + 1 v Ч m l ’

VR

с другой стороны,

I {“ у ( t ) d t  _  I (  у ( l ) d t  , I f  у (0  dt  
2л i  )  (а  — t )m+l 2лi J  (а  — t )m + l ^  2л/ J  (а  — /)m + ' *

r «  c «  tj?

О стается заметить, что при /?-><» первый интеграл в правой 
части стремится к нулю, а второй интеграл — к интегралу по 
контуру L.

Н адо иметь в виду т ак ж е  то, что еслн имеются две ф унк
ции Ф (г )  и <р(г), из которых первая — целая функция не выше 
первого порядка минимального типа, а вторая — экспоненциаль
ного типа в у гл е , то индикатриса роста произведения Ф (г)ср (г) 
равна индикатрисе функции <р(г).

4. Р яды  Д ирихле, у  которых п о казатели  имеют конечную 
верхнюю плотность. Рассмотрим ряд Дирихле

/(s) =  Z a n* - V ,
I

у  которого показатели имеют конечную верхнюю плотность 

D =  lim  <  оо.
П>°о Кп

Н ар яду с верхней плотностью D введем у ср е д н ен н ую  верхнюю  
плотность (см . [44], стр. 59)

к
D *=  Шп { \ D (x ) d x ,  D (x )=

Л-»» Л J А

где N (А,)— число чисел А„, меньших А,. У бедимся, что

(4.13)

П оскольку при Я „< А ,< А ,„+1 функция D(K) равна л/А,, 

lim  D{K) =  lim  ■£- —D,
n->°о n
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о ткуда D‘ < D . Теперь зам етим , что £>(А,)>л/А, при А, >  А,„ 
в силу чего

X Г

D(A.) =  j \ D (x ) d x > \ -  J  D(x)dx +  n \ n ~

Положим A, =  eA,„. Тогда

I к

и, следовательно,

О* =  lim  D (А.) >  lim  D ( e l n) >  lim  ~ .
X -> oo n •> OO n -> o o  е Л П

В силу (4.13), величины D и D* равны нулю , конечны ( ^  0) 
или бесконечны одновременно. Положим

л « = П ( . + - 0 .

И меет место оценка (см . [44], стр. 69) 

Шп -!ИА(£).^Я0 \
Г *> оо Г

Д л я  до казател ьства  запишем

(4.14)

In Л (г) -= J  In ( 1  +  - J - )  - 1 In ( l  +  - J )  diV (A.). 

Интегрируя по частям , получим
оо оо

In Л (г) =  JV (X) In (1  +  - £ )  | +  2л2 \ d\. (4.15)
О о

П одстановка равна нулю , ибо N (0) =  0 и N (A,) In ( l  - f  j ? )  -*  0
при A, - *  oo. Последнее верно потому, что при больших А, вели
чина N (X )<(D-Ье)А,, е > 0 .  И нтеграл из (4.15) возьмем по 
частям , будем  иметь

оо

In Л (г) =  -  2 r2 \ XD (Л) d\ ( - ^ n p r ) .



В силу этого

Л А М -------2г (  Я б (1) <(„ -  2 г 5 Х б m  ( - р т р т г )  <
0 *  во

■ 0< * б  (Х) S W W + ! !K 5 (X ) S W W  •
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П ервый интеграл из правой части не превосходит 4д^/r3, а вто
рой — не превосходит я .  Возьмем е >  0. ^ ы берем  фиксирован
ное х столь большим, чтобы было sup D (А.) <  D* +  в. После

этого выберем R т а к , чтобы при г >  R выполнялось неравенство

4 т -  m ax D (Л) <  е.

Это можно сдел ать , ибо второй множитель ограничен. Таким 
образом ,

-!!1Л< ± <е +  я (0 *  +  е), r > R ,

о ткуда  и сл едует  (4.14). 
П оложим

ш - ц о - 0 .

В силу (4.14), L (z) — целая функция из кл асса  [1, яО*], т . е. 
растет не быстрее целой функции первого порядка конечного 
типа я D*.

Введем функцию

Она из кл асса  [1, я D*\. П усть у * (I )  — функция, ассоциированная 
по Борелю с Lk(z). Эта функция регулярна вне к р у га  | £ | < л 0 .  
И звестно уж е , что

1
2л/

где
Ц|-яО*+«

F ( s ) ~  Z  anLk( K ) e - ^ .
n-1

В рассматриваемом случае Л*(А.л) =  0 при всех п ф к .  П оэтому 
F (s )  =  fl*L*(X*)e“ x*’ и, следовательно,

±-t \ f ( s - l ) V k ( l ) d l .  (4.16)
Ц|-яО*+«

К огда I  пробегает окруж ность | £ | =  лО* +  е, переменная u =  s  — l  
пробегает окруж ность С, р адиуса (л D* -+• е) с центром в точке s. 
П редполагаем , что функция f  (и) регулярн а внутри окружности С, 
и на ней самой.

Ф ормула (4.16) дает  возможность оценить коэффициенты ак 
р яд а , если известна оценка сум м ы  р яда / (и) в к р уге  Cs. Т ак  к ак

оо

1 М * ) 1 < П ( 1 +  <  *<я° ‘ + ,)"  I 2 1 >  Го (в),

причем (это очень сущ ественно) пр авая  часть не зависит от к, 
то вне к р у га  11 1 <  я D* +  е имеем

где постоянная К ,  не зависит от к.
П усть

A f,.t =  m ax |/(и) |.
| u - t | < n D * + (

И з (4.16) находим

I  4] О ВЛАСТЬ РЕ ГУЛ Я РН О С ТИ  СУМ М Ы  ИЗМ ЕН ЕН Н О ГО  Р Я Д А  167

1 | Lh CKk) I e  (s  — a  +  U). (4.17)

Д опустим , что имеется во >  0 такое , что в горизонтальной 
полосе Du : | Im (/— /0) К  n D *-f во ширины 2 (я 0 *  +  во) у  f  (s) 
нет особых точек. П редполагаем , что f  (s) Ф  0, т . е. дл я  неко
торого к коэффициент ак Ф  0. И з (4.17) видно то гда , что при 
стремлении s  вдоль прямой 1т/  =  1 т/ 0 к — оо, при любом е < е о

П оложим

M S )  =  / [ ( о +  / / „ ) - & ] , а  +  И0 =  5,
и зам етим , что

Нам предстоит рассмотреть семейство функций {/„(£)}. П редва
рительно напомним некоторые сведения относительно нормаль
ных семейств аналитических функций (см . [48)). Бесконечное 
емейство {/(г)} функций, регулярных в области В, назы вается 

рлалбмыж в области В, если из каж дой  последовательности 
функций этого семейства можно выделить подпоследовательность,



равномерно сходящ ую ся внутри В к регулярной функции или 
к оо. Семейство назы вается нормальным в точке г 0е А ,  если 
оно нормально в некоторой окрестности этой точки. Если 
сем ейство  нормально в области В, то оно нормально в каж дой 
точке г0е А .  Обратно, если семейство {/(z)} функций, р е гу 
лярных в В, нормально в каж дой  точке z0 e f i ,  то оно нор
мально в области В. Отметим следую и H i о с н о в н о й  п р и з н а к  
н о р м а л ь н о с т и :  е сли  семейство {f (г)} функций, ре гулярных  
в  области В, таково, что существуют два  различных конечных  
значения  а и Ь, которые н е  принимает в В ни одна  функция  
семейства, то семейство {f (г)} нормально в В.

Вернемся к сем ейству {fa (D). Сущ ествую т две возм ож но
сти: 1) в каж дой  точке к р уга  | | | ^ л £ )‘ семейство  нормально,
2) имеется хотя бы одна точка |0 к р уга  1 1 л О " ,  в которой семей
ство не нормально. В случае 1) семейство б удет  нормальным 
в некотором кр уге  |||<лО * +  е,,  е, >  0 (ибо если семейство 
нормально в точке, то оно нормально и в некоторой окрест
ности этой точки). Следовательно, из каж дой  последовательности 
функций из {/«,(£)} можно выделить подпоследовательность, 
равномерно сходящ ую ся внутри I  ̂I <  я£>* в! к регулярной 
функции или к оо. Т ак как  при любом е < в|, Mo,e~+°° при 
ст->—оо , то эта подпоследовательность не может сходиться к р егу 
лярной функции, она сходится к оо . Из этого вы текает , что в 
полосе D0: 11ш(/— /0)| < л О * равномерно при о - » —оо ф ункция 
/ ($ )—*• оо . В сам ом  деле, если бы это было не т ак , то нашлись 
бы такое число N и такие точки s lt s2, . . . ,  sn, . . .  из полосы 
D0 (а „ =  Re s n - »  — оо при п - *  оо), что выполнялось бы условие

\f(sn)\ < N .
Но тогда  из последовательности функций {/„л (£)} нельзя было бы 
выделить подпоследовательность, равномерно сходящ ую ся к оо 
(так  к а к  к а ж д ая  функция последовательности в некоторой точке 
к р уга  Ц К л О *  по модулю  меньше N), что невозможно.

И так , в сл уч ае  1) в полосе D0 функция f  (s) равномерно при 
а -> — оо стремится к оо.

В случае 2) утверж даем , что пр ям ая Im s  =  /0 — Im£o =  Po 
явл яется  дл я  функции f  (s) прямой Жулиа: в любой полосе 
|Im(/ — Ho) I <  е функция f ( s )  принимает бесконечно много раз 
к аж д о е значение, за  исключением, быть может, одного. Допустим 
противное: имеются д ва  различных значения а и Ь такие, что 
каж д о е из них функция f ( s ) либо не принимает, либо прини
м ает лиш ь в конечном числе точек полосы |Im(/ — ц0)| <  в. 
Тогда найдется число о0 такое , что при о ^ с т 0 функция f  (s) 
в полосе |Im(< — р0) | < е  не принимает значений а  и Ь. Следо
вательно , при больших — о  к а ж д а я  функция сем ейства {М Ш  
в окрестности || — 5 J  <  е точки не принимает значений а и 0*
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Это семейство поэтому — нормальное в указанной  окрестности, 
что невозможно, ибо семейство {/0 (|)} в точке £<, не явл яется  
нормальным.

Д ва  разобранных сл уч ая  были рассмотрены в предположе
нии, что имеется такое е0 >  0, что в полосе £>е, функция f  (s) — 
р егулярн ая. Если такое предположение нельзя сделать , то, зн а 
чит, каково  бы ни было е >  0, в полосе Dt у  функции f ( s )  есть 
особые точки. Таким образом , приходим к следующ ей теореме 
М андельбройта [44).

Т е о р е м а  2 .4 .6 . Если

lim - Д  <  оо,
|»->оо

то функция

f ( s )  =  £ a . e ~ ^
I

или 1) при любом  е > 0  в п ол о с е  11т(/ — /0) | <  nD* +  е имеет 
о с о б ы е  точки, или 2) в п ол о с е  11т (/ — /0) | ^  nD* либо равномерно  
стремится при  а - »  — оо к оо, либо  обладает п о  крайней мере 
о дн ой  прямой Жулиа.

Допустим теперь, что

lim  (Яя+, - Я я) =  А > 0 .  (4.18)
л> 00

П окаж ем , что у  функции f ( s )  имею тся особые точки в опреде
ленной окрестности каждой точки прямой сходимости. С этой 
целью обратимся к ф ормуле (4.17). Н адо оценить зн ам ен а
тель L*(A*). При условии (4.18) имеем (см . [44], стр . 68)
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lim 1 У * *  1 <  3 [3 — In (hD)]D. (4.19)
*>00 л*

Заметим , что в рассм атриваем ом  сл уч ае  D ^  1/Л т ак , что Л D ^  1. 
И з (4.19) находим

| _ _ ! _ | < <?,0+. , х*, k>K(K)<  р =  3 [3  — In (ЛО)]D. (4.20)

П редположим, что у функции / («) нет особых точек в з а м к 
нутом круге р ади уса  (nD +  Р) с центром в точке «0 =  °о +  #о 
на прямой сходимости ряда R e s  =  c. П усть s =  о - f  it0 — т а к а я  
точка этого к р у га , что она леж ит на одной горизонтали с точ
кой s0, а0 — о  =  р - f  б, б >  0, функция f  (и) регулярна в кр уге 
с Центром в точке s  р адиуса nD* - f  е, е >  0.

Из формулы (4.17), согласно (4.20), получим

In |а*| <  1п|(nD* +  е ) K,MS, , | +  (о +  Р +  е)Я*, k >  К(г ) ,



и, следовательно ,

с  =  Tim -|П[ —- < о  +  р =  о0 — 6 < с ,
* > ° о  А*

что невозможно. Значит, в кр уге  радиуса (яО *+  Р) с центром 
в точке s0 у  функции f ( u )  есть особые точки. Мы получили тео
рему О стровского (см ., например, [44]).

Т е о р е м а  2 .4 .7 . При условии  (4.18) функция

/(*) =  ! > „ * - V
I

в  каждом  замкнутом к р у г е  ра ди у са
я£>* +  3 [3 -  In (hD)\ D

с  центром в  точке на прямой сходимости р я да  имеет хотя бы  
о д н у  о с о б у ю  точку.

§ 5. Ряды Дирихле с показателями, 
имеющими конечную плотность

Мы говорим, что последовательность  {Я*}, 0 <  kk t  °° , имеет 
плотность а,  если сущ ествует предел

lim  -Д- =  о.
*-►00

Здесь б удут  изучены ряды Дирихле
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/ ( * ) = £  а * - Ч  k-i (5.1)

у  которых показатели образую т последовательность, имеющую 
конечную плотность а.

1. Формулы для коэффициентов ряда. Рассм отрим  функцию

L(b). n c - t ) -
Это — целая функция экспоненциального типа. Она обладает 
следующ ими свойствами (теорема 1.2.9):

1) дл я  \ =  r e lv , фт^О, я ,  сущ ествует предел

lim
г  ■> ОО

In I L ( r e14) >яа| sin  ф |; (6 .2)
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2) имеются числа р  >  0 и г * ,  г* t  °°> 

таки е , что при любом е >  О
In | Цге1*) | >  (яо  | sin  ф | — е) г, 

г/, — P ^ r  < r*  +  Р’ k >  К  (е);

3) при дополнительном условии
^*+1 —■ Я* ^  h > О,

1 при k - * o o

(5.3)

(5.4)

в качестве чисел гк можно взять  числа 
Ъ-к 4- ** + 1

4) при условии (5.4)

lim  т* 1 п  I
*->оо Г7 (*»)

(k>\)\

=  0 . (5.5)

И з (5.2) следует , что индикатриса роста А(ф) функции L(К) 
равна я а  | sin  ф |. Отсюда далее следует , что особенности ф унк
ции у  (0. ассоциированной по Борелю с L(K), расположены на 
вертикальном отрезке / длины 2 я а  с серединой в начале коор
динат.

Н аряду с рядом (5.1) введем ряд

F ( z ) = . f ( - z ) = Z akexb*. (5.6)

П усть ряд (5.1) сходится в полуплоскости Re г  >  а.  Тогда ряд  (5.6) 
сходится в полуплоскости R e z < a |  =  — а.  И мея это в виду, 
рассмотрим функцию

ю(ц, a , F) =  e~a» -^ 7  J  у  (/)^J F(t +  а  — т ))^ 4 dr^ jd t ,  (5.7)

где С — зам кнуты й контур , охватывающ ий отрезок /, а  — п ар а
метр. Когда г) пробегает отрезок от 0 до t, точка (/ — ri) т ак ж е  
пробегает этот отрезок. П оэтому (/ +  а — т ) ) е С а , где Са — см е
щение С на вектор а . Считаем, что а  леж ит в полуплоскости 
R ez  <  а , .  Если ширину С в зя ть  достаточно малой, то Са будет 
л еж ать  в этой полуплоскости.

У тверж даем , что

а ‘  =  ^ Т 1 Й г 1 < * > ! ) .  М

Д л я  д о казател ьства  подсчитаем

®(Я*, а , Ф), Ф (г )  =  еКг.
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И меем 
t

J  Ф (/ +  а  -  т))ех*4 dr\ =  J  е <'+° - V * 4 dr\ =  е *  ,

в силу чего
л  7-(A) £ (А*) 

ю (А,*, а ,  Ф ) =*= е '  « ------Г ^ ' А.»

О тсю да дл я  Ф т  (г) =  е  т
f  0 , к Ф т ,

“ (Л*’ Ф т ) =  t  Z/ (А,*), к — т.

Н а основании этого ср азу  вы текает (5.8).
П редположим, что функция \{z) аналитически продолж ается 

из полуплоскости сходимости р яда (5.1) сп рава налево в кан ал  
6 < R e z < a ,  a < I m z < p ,  р — a  >  2шх. Тогда функция (5.6) 
будет аналитически продолж аться из полуплоскости R e z C a , ,  
сл ева  направо в кан ал  К: a t ^  R e z ^  ft, =  — b, a t ^ I m z ^ P i f 
p, — ai >  2яст. И з формулы (5.7) видно, что <о(ц, a , F), к ак  функ
ция а , б удет аналитической дл я  а  из полуплоскости R e a < 0 | 
н на средней линии

/: a , < R e z < f t , ( Im z =  - -L"  -1

к а н а л а  К ■ О тсю да, в си лу (5.8), получаем

a * =  а е Л  (5,9)

П усть г* — числа из (5.3), и пусть m* (At >  1) — целое число, 
удовлетворяю щ ее условию

А>т* <  Г*, А.тд+1 >  г*.

Н а основании формул (5.9) установим следующ ее утверждение.
Т е о р е м а  2 .5 .1 . Пусть ф ункция  (5.1) аналитически про 

должается и з  полуплоскости сходимости р я да  (5.1) в канал 
6 < R e z < a ,  a < I m z < p ,  р — a  >  2лст. Тогда  / (г) является 
аналитической в  полуплоскости  Re г  >  b и в этой полуплоскости  
представляется в виде

тк
f{ z )=  lim  £  a ve v*.

ft-* oo v - l

Д л я  до казател ьства  рассмотрим функцию
I (ц. a , F )Ф (г ) L (J*) d \»,
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где Г — граница у гл а  | a rg  ц | <  <р0 <  у *  Имеем

/-(и)
-d\i, (5.10)

где

"1 (и, « . e  =  i S v ( 0 ^ \F(t +  a -

При данном е >  0 контур С можно вы брать столь близким к /, 
что получим

|о ,(ц , a , F )| <  Л(е)е<яо15,п»1 + *>1>*1, ц =  |ц|еЧ  (5.11) 

Н а основании (5.2) отсюда следует

Г* 1 ( ц ) "  \<fl(c)e8,||i|. (5-12)

В си лу (5.3), оценка (5.12) имеет место т а к ж е  на окруж ностях 
IЦ I =  г к-

И з (5.12) вы текает , что интеграл (5.10) сходится и представ
ляет собой аналитическую  функцию в угле

| a r g  (z - f  а) | <  у  — <ри.

П усть Г* — конечный зам кнуты й контур , ограниченный д у 
гой | ц | =  г*, | a r g  ц | ^  ф0 и частью Г, отсекаемой окружностью  
| ц I =  г *. а Г* — бесконечный контур , ограниченный той ж е д у 
гой (но проходимой в другом  направлении) и другой частью Г. 
В силу (5.9), имеем

ф f2\___L  С °> (И. g> е *** 4* I 1 С
W  ~  2л/ J  L (ц) ^  2л/J

(Qi (ц, a , F ) e  **(г + а ) </ц 
L (ц)

, У  _ -  V  , _1_ С <Д| (М. a  F ) e  й и  + а ) <<ц 
^  +  2л/ )  Ц ц)

На Г* имеет место оценка (5.12). П усть г  +  а  =  ре(<|, и пусть 
Р > 6 > 0 ,  | ф | < у - ф 0 — б,, 6, > 0 .  Тогда

| £-1*(г + а) | =  е -|ц|рсо»(Ф  + ̂ ) < е -<в81пв,)|ц|

и, значит,

I е>,(ц.а,р е ~ ^ г + а) I < f l ^ e -(asina,-ae)||t|>
** (и)



При малом в >  0 выражение (6 s in 6| — 2е) положительно. Следо
вательно, интеграл по контуру Г* при k~*oo  стремится к нулю . 
П олучаем

ть
ф (2) =  П т У  < vTxv*. (5.13)

П оскольку чнсла б, б, и ф0 — любые, а в качестве а  можно 
взять  сам ую  правую  точку средней линии /, заклю чаем , что 
представление (5.13) имеет место в полуплоскости Re г  > Ь. 
В силу (5.1) имеем Ф  (z) =  f(z) .  Утверждение доказано .

2. Теоремы об особенностях. Величина

назы вается  индексом  конден сации  последовательности  {А.*}. И меет 
место следую щ ая теорема (см. [65 ]) .

Т е о р е м а  2 .5 .2 . Разность м ежду  а б сц и с с о й  сходимости  
а р я д а  (5 .1) и а б сц и с с о й  голоморфизма g  суммы р я да  не п р е 
восходит индек са  конден сации  последовательности  {Я*}: a — g ^ б. 

На основании (5.9) и (5.11) имеем

| я * | < И (е )е 'х* х т Щ р  а =  — g - e „  е, >  0.
Отсюда

а  =  lim  — ^  — а  +  б
*->оо кь

или a  — g < 6  +  e|. Т ак к а к  е, > 0  — любое, то a — g < 6 .  
Отметим другую  теорему В. Бернштейна.
Т е о р е м  а 2 .5 .3 . В полуплоскости голоморфизма  R e z > g  

функция  (5.1) представляется в ви д е
тк
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е сли  g >  — оо, то в каждом замкнутом отрезке длины  2л а  п р я 
мой голоморфизма у  функции {(г) имеется по крайней мере 
о дн а  о с о б а я  точка.

Эта теорема — непосредственное следствие утверж дения из п. 1.
Отметим частные случаи .
Т е о р е м а  В. Б е р н ш т е й н а .  Если б =  0 , в частности, е сли  

выполняется у сл о ви е  (5 .4 ), то каждый отрезок длины  2 я а  п р я 
мой сходимости содержит по  меньшей мере о д н у  о с о б у ю  точку 
суммы ря да .

Т е о р е м а  К а р л с о н а  и Л а н д а у .  Если а  =  0 и выпол
няется у сл ови е  (5 .4), то прямая сходимости р я д а  является естест
венной границей  для  суммы ряда .

Т е о р е м а  П о л и  а . Если <т =  0, то р я д  (5.1) определяет с о 
б ой  или ц елую  функцию или функцию, область сущ ествования  
которой есть полуплоскость.

§ в. Р яды  Д ирихле, схо дящ и еся во всей плоскости

Займ ем ся изучением целых функций
00

f ( s )  =  Z a ne - K (6.1)
1

определенных всю ду сходящимися рядами Дирихле. Во всем 
дальнейш ем будем  предполагать, что

Шп-тг^- =  Я  <  оо. (6.2)
„>00 лл

В си л у 'это го  условия ряд (6.1), поскольку он сходится во всей 
плоскости, сходится во всей плоскости абсолютно. Положим

М (о) =  sup | / (от +  it) \.
— ОО <  / <  00

Т е о р е м а  2.6.1 . Выражение  InAf(or) является выпуклой  
функцией от а (см. [71]).

Д л я  до казател ьства  воспользуемся следующ ей теоремой Ф раг- 
мена — Лннделёфа: пусть функция F (s) р е г ул ярн а  и о граничена  
в п ол о с е  <Х| ^  а  ^  а2. Если на граничных прямых этой полосы  
| F (s) K A f . r o  и внутри полосы  | F (s )| ^ A f .

Выберем число а  т ак , чтобы было
A J(o ,)eeo = М ( о Д е аа‘. (6.3)

Отсюда находим
I I

е а =  М ((Х|)-  Af (а 2) 0' - 0 ’ . (6.4)

Возьмем функцию f ( s ) e as и применим к ней теорему Ф раг- 
мена — Лннделёфа. Учитывая (6.3), получим

Af (о) еаа <  Af (а ,)  е аа', 
о ткуда , имея в виду (6.4), найдем 
М (<т) <  Af (0|)е° <0‘_0) =

=  Af(ст,)A f (сг,) а ~а‘ A f (<т2) ° ‘~а‘ =  М (<J,)a‘~a‘ A f (сг2) , 
что и надо было показать.
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Из выпуклости следует (см . § 2, п. 5), что In Af (а), а следо
вательно, и Af (а ) — непрерывные функции. Убедимся в том, что 
Af (а) — убы ваю щ ая функция от о. И меем при < j> 0

Af (о )< <Г*>°£ | ап |е" 0 < £ | а Д
I |

о ткуд а  заклю чаем , что
lim  In Af (ст) =  — оо.

0>+вО

Следовательно , в силу выпуклости InAf(or), функция !nAf(<x), 
а потому и функция Af(<r) убываю т.

Посредством величины A f(a) определим понятие /?-порядка 
и /?-типа функции f  (s), определенной рядом Дирихле.

I. Я -пэрялок и /?-тип. R-порядком  целой функции f{s), оп
ределенной рядом Дирихле (6.1), будем н азы вать  величину

т:—  In In М (a ) lim --------- r - 1- (6.5)

Э та величина была введена Риттом [80]. Ее не надо см еш ивать 
с обычным порядком целой функции. Т ак , дл я  функции e~s 
обычный порядок (порядок в классическом смысле) равен еди
нице, а /?-порядок равен нулю.

Т е о р е м а  2 .6 .2 . R-порядок  целой функции  (6.1) вычисляется  
п о  формуле

Шй J U f t L -------1 .  . (6.6)
п + *О Ьп In t-n Р

Д опустим , что R-порядок функции f ( s )  конечен, и до каж ем , 
что тогда

lim
Л->оо *П 1П Р

И меем (см. ф ормулу (1 .22)) при любом о

(6.7)

I
апе~*'п° =  \\т ^ / (а  +  1у) е '" !" d y ,

о ткуда  находим 

или
\апе

-т 

-К о  I I Af (a),

| a „ | <  М  (а )  Л ° . (6 .8)

О братимся теперь к  выражению (6.5). И з него, каково  бы ни 
было е >  0, получаем дл я  больших (— а)

InAf(a) +

Следовательно, в силу (6 .8), можно утвер ж дать , что при боль
ших (— о)

ln|a„| <  In Af (ст) +  А.„ст < е~ <р + 1)0 +  Ьпо.
П равая часть этого неравенства имеет минимум при

a  =  а 0 = 3-------1 _ ! п —? * - ,
0 р +  е р +  е

причем величина <х0 стремится к — оо при п-+ ос .  З ам ен яя 
в выш еуказанном неравенстве о  на о 0 (при больших п это 
можно сделать), получим, что при больших п

о ткуда
ГТГ: In I ап |

п-у-х» '  Р 4" в

Так как  е > 0  — любое, то, следовательно, верно (6.7).
П окаж ем  теперь, что если выполняется соотношение (6.6) 

при р <  оо, то /?-порядок функции f  (s) не превосходит р. И з (6.6) 
при любом е >  0 находим дл я  п >  0

In хп

| a j < f l ( e ) e '  " + * ,
где В (е) — некоторая постоянная, зависящ ая от е. В силу этого 
получаем

"  . °° кп  |п кп  ,  „
A f ( < T ) < £ | a J e - V < f i ( e ) £ e  р + «  V .

_  "-I I
Т ак к а к

X» In In kn 
р +  2е — а\п In к (р +  е ) (р  +  2е) *

то
1пЯ.„ 1 „„

е ~ р + 2* Xn° j V  е"  ,п **.
п*1

П оскольку, в силу условия (6.2), hk >  b In k, где Ь >  0, то

£ e - ° V " 4  <  У е - °»  ln * - ln X ,=  У  к -аЬ\пУл < о с  
*-2 к-2 *_2 

П оэтому

Af (a) <  С (е) m ax {е~Лкп 1п <  С (е) m ax {е~6х |п х~а*},
п>1 Х>|

где f i= i/ (p ^ - 2 e ) .  Указанный м аксим ум  достигается в точке

' - т



и равен

ex p ( t e “ ( ,+ T ) ) .
Таким образом ,

1 п Л Н с т )< !п С (е)  +  & Г ( 1 + ^  < е " ^  + ,) ° ,  

о тк у д а , т ак  к а к  б= 1/ (р  +  2е) и е — любое, получаем , что

Ш  ln- -" (q) < р .
о * - »  ~ а

И з двух  установленных утверждении сл едует  искомая фор
м ул а  (6 .6 ).

Ф орм ула (6.6) для определения /?-порядка мож ет иметь место, 
конечно, и в ряде случаев , ко гда не выполняется условие (6 .2). 
В [84) показано , что эта ф ормула справедлива, в частности, 
если
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limm j r £ r f = 0 - NW =  ?  L+ 00 * |П *

П редположим, что функция f  (s) имеет /?-порядок, равный р, 
причем 0 <  р <  оо. Положим

т =  lim  1п У  . (6.9)
о-> -оо е

Величину т назовем R-типом функции f ( s ) .
Т е о р е м а  2 .6 .3 . Если выполняется у слови е

lim ^ -  =  Н =  О,
Я>оо Кп

то R-тип вычисляется по формуле

или

Положим

(т<?р)р =  lim |а п |Х'*»
П -> +оо

т =  й™п + +  оо

q =  lim
П-> +oo e P

(6.10)

Убедимся сн ачала в том, что если R-тип функции f ( s ) есть т, 
то величина </< т . Из (6 .9), принимая во внимание неравен
ство (6.8), выводим, что при больших (— о)

In | ап |<  In Af (о) - f  Я„о <  (т - f  е) в ' *  +  Хпа.
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П равая часть имеет минимум при
I I Кст=  а 0 = -------In —7—7—г

0 Р Р ( т  +  е)

(когда п ->оо, то величина о0 стремится к — оо), и он равен

—  (1  -  In ;Р V Р (т  +  е) /

П оэтому при больших п 

или
0

< т  +  е,
о ткуда  </< т.

П окажем  теперь, что если q = T ,  т. е. если выполняется (6.10), 
то Я-тип функции f ( s )  не превосходит т . И з (6.10) при любом 
в >  0 дл я  всех п >  0 находим

|0 я | < Л ( е ) р  +  5>3>] о ,

гд е В (е) — некоторая постоянная. Отсюда

-  х" -  (T+gup , „ 
M ( o r ) < £ l ап \е~У*° <  В ( е ) £ е  р х»  п .

■ 1
Т ак к а к

—  In (T +  e) f P __ In (т +  2е)ер . .  1 , т + 2 е
р 1П Яя -  р |п тгп---------- Ып, б =  7 1п -г г г ,

. 6 I  00
" J £  <ГвЧ

то

М (о) ^  В (е) m ax \ е  р *
л>1

И з условия

lim  - ^  =  0
П->оо Кп

находим, что при больших k

в силу чего
^* >  - j  In k,

* - i
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Таким образом ,

A f (c )< C (e )m a x
Х>1

У казанны й м аксим ум  достигается в точке 
дг«=дг0 =  (т +  2е)ре-о°,

и он равен
ехр [(т  +  2 е )е_р0]. 

П оэтому при больших (— о)
In Л1 (<х) <  (т +  Зе) е _ро

и, следовательно,
In М (а)

lim

т. е. Я-тип функции /(s) меньше или равен т . И з всех этих 
рассуж дений и следует , что f i-тип вычисляется по формуле (6.10). 

2. М аксимальны й член р яд а  Д и ри хле. Д л я  р яда (6.1) введем
величину

ц (а )  =  шах(| ап \е~^°),
п> 1

она назы вается  максимальным членом ряда .  Т ак  к а к  прн я -> о о

апе~х*а - *  0 ,

то найдется номер п ( о )  такой , что

р (а )  =  |а„ (о><Г*"<0>0 |.

Если последнее равенство выполняется дл я  нескольких номеров, 
то п ( о ) обозначает наибольший из них. Номер п (а )  будем н азы 
вать  центральным индексом .  З адач а  заклю чается в том , чтобы 
получить дл я  максимального  члена ф ормулу, аналогичную  фор
м ул е дл я  максимального  члена в ряде Тейлора.

Отметим на плоскости точки Рп с координатами (Л„, — In \ап |). 
Если дл я  некоторого п коэффициент ап =  0 , то будем  считать, 
что ордината точки Рп равна +  оо. Р яд (6.1) сходится во всей 
плоскости. П оэтому имеем

In I ап I lim — 5- ^  =  — 00 .
п -> ов '•Я

Значит, при больших п  точки Р„ б удут  находиться над осью 
абсцисс и углы , под которыми они видны из н ач ал а , стрем ятся 
к я/2. И мея это в виду, построим следующ им образом т ак  
назы ваемый выпуклый полигон  Ньютона L. Через точку Р х (можно 
считать й| ф  0) проведем вертикально вниз луч и будем его вр а
щ ать вокруг Р , против часовой стрелки до тех пор, пока

он не соприкоснется с какой-либо из точек {Р„}. П усть этот луч 
в момент соприкосновения занимает положение л уч а  1Х. На луче/, 
леж ит точка Р , и еще по крайней мере одна точка из {Р „}. 
Наиболее дальней от Р , точкой из {Р„}, леж ащ ей на пусть 
будет точка Р П|. У часток /, от точки Р х до точки Рп есть пер
вое звено искомого полигона (ломаной) Ньютона. Чтобы полу
чить второе звено, возьмем л уч , выходящий из точки Р„, и распо
ложенный в направлении 1Х, и будем его вращ ать против часовой 
стрелки до соприкосновения с точками из {Р„}. В момент сопри
косновения пусть он займ ет положение /2. У часток /2 от точки 
Р„, до точки Р„„ наиболее далекой от Р„,, есть второе звено 
полигона Ньютона. Аналогичным образом строятся и другие 
звенья полигона Ньютона. О тметим, что с ростом номера звена 
угол  наклона звена стремится к я/2.

О рдинату точки полигона Ньютона L с абсциссой А„ обозна
чим (7„. Д ля бесконечного множ ества значений п, в частности, 
дл я  п =  п ( (/ =  1, 2, . . . )  имеем

G„ =  - ln | a „ | .

Точка Рп леж ит либо на полигоне L (точка Р п< обязательно 
леж ит на полигоне), либо над ним.

Проведем прямую  / с угловым коэффициентом (— а) т ак , чтобы 
она соприкасалась с L, но не пересекала его. П усть она сопри
касается  с L в точке Р„(0) с абсциссой А,„(а) (если соприкоснове
ние происходит не в одной точке, берем за  Л„(0) наибольшую 
абсциссу). Убедимся в том, что п ( о ) есть центральный индекс. 
П усть m >  п =  п(а ) .  Т ак к ак  точка Рт леж ит на или выше 
полигона L, то, положив — ln | a OT| =  0m, имеем

— a От — G„ 
^т — А.п

в т -О п Gn =  0„
откуда

илн

%-т — Д-л ’

— ( К  -  К )  °  <  -  In \ап  I - f  In |a„ 1, 

I am |e~Xm° <  I a n I e -x "0. (6. 11)

П усть теперь m <  п.  Тогда 

0/« — 0m _Gn -G „
h n  —  An An — A/n - O ,

о ткуда  находим

Это неравенство и неравенство (6.11) показываю т, что \апе~ п°\ — 
максимальны й член р яд а  Д ирихле, а  его номер п  =  п(<з) есть, 
следовательно , центральный индекс.



182 Р Я Л Ы  Д И РИ Х ЛЕ  С ВЕЩ ЕСТВЕН Н Ы М И  П ОКАЗАТЕЛЯМ И [ГЛ II

Если угловой коэффициент (— о) прямой / удовлетворяет 
условию

— о < Gj — 0| 
Х ,-Х , *

то п рям ая / соприкасается с полигоном L в точке Р (; следова
тельно, центральный индекс п (а )  равен единице и м акси м аль
ный член есть

\а\\е~к'а =  е - а е~Ха.
Таким образом ,

1 _  Л -  _ @2 G\л,a G,, — а < х :_ л 7 *1пц(о)<

П окаж ем , что
- О

1пц (о) =  И +   ̂ Ku\dt, — а  >  ^  "  Х7 (6.12)
о.-о,

Т^ХГ

где Л — некоторая постоянная.
П усть точки РП( с координатами (А,п<1 Gn/) — вершины поли

гона L (очевидно, n, =  1). Угловой коэффициент звена, соединя
ющего точки РП( и Pn,+i, равен

R t ‘
Опц. | — Gn

К огда угловой коэффициент (— о) прямой / изменяется в пре
делах

(6.13)

п рям ая I соприкасается с полигоном L в точке РП1, следова
тельно, дл я  таких  (— а) центральный индекс

п  (о) =  л, =  const.

Обозначим k наибольшее целое число, удовлетворяю щ ее условию

/ ? * < ( - о ) .  (6.14)

02 — О, Gn2 — Gn,
Т ак  к а к

— о > Ха — Xj Xnj — Хл,

то к ^  1. И меем

—о
J  К  (о dt =
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1 1 -  "j,

 ̂ К  <<> dt  - f  J  \п « ) dt  +  . . .  +   ̂ К  (/) dt  +  J кп 
к я. кь_.

«> dt

=  (/?2 -  t f i)К 2 +  (Яз ~ R 2) K , +  . . .  +  (/?* -  / ? * - ■ ) +

*f- (— о “Ь Rk) л̂* + , =  — Rl^nt +  R i  (ЯлJ— -̂п,) 4" *3 (Яп3— 4- . . .

. . .  +  /?* (*„* -  К к+1)  -  оХП)к+1 =

=  — — (G„s — Grtj)  (Gn4 — G„s)  — . . .

. . .  — (Gnjk+| — GrtJk)  — o\„k+i =  — +  Gnj — Grtjk+) — aA,„t+i =

_ _  W ^ 4 + l n |w - - . M ,| >

ибо

П оложив

получим

Gnjk+1 1П|а "*+||* 

Л -

—О
л +  5 Ял(<)(// =  1п|аПА+1е °*я*+>|.

При условии (6.14) центральный индекс равен пк+]. С ледова
тельно, пр авая  часть последнего равенства есть логарифм 
максимального члена. Ф орм ула (6.12) тем самым установлена.

И з ф ормулы (6.12) видно, что функция I n p (о) — непрерыв
ная функция от (— а); на уч астке  (6.13) она линейна, график 
ее на этом уч астке — п рям ая линия с угловы м коэффициен
том А,„( (при возрастании i этот угловой коэффициент увеличи
вается). Следовательно, In р(ст) — вы п уклая возрастаю щ ая ф унк
ция от (— о).

Сравним теперь м еж ду собой величины М (а ) и р (а ). В силу
(6.8), при любом п имеем

о ткуда  получаем
| a „ e - V | < M ( a ) .  

Р ( a ) < М (а ).
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Выведем неравенство в другую  сторону. П усть е >  0 — некото* 
рое число. И з условия (6.2) находим

In л <  (/ / +  у )  A-я, n > N { e ) .
В силу этого,

оо

A f ( a ) < £ | a J < T V

=  £ | a J * - V  +  £ | a j e - < « - " - > V - к  w+«>

<  iV (е) ц (a) - f  ц (a — Я  — е) У  - L ,
V  "

« - - £ ± f >1§ 
h  + y

или, т ак  к а к  ц (с) — возрастаю щ ая ф ункция от (— а),

М(о)  <  / С ц ( о - Я - е ) ,

где К — некоторая постоянная, зависящ ая от е. Из формулы
(6.12) выводим, что при больших (— о)

-0+Н+2*
In ц(<у — Я  — 2е) =  1пц(о — Я  — е) +   ̂ K u ) d t >

-o + H + t

>  In ц (a  — Я  — е) +  In К =  In /Сц (а  — Я  — е),
о ткуда

ц (ст — Я  — 2е) >  /(р (о — Я  — е)

и, следовательно, при больших (— <т)

М (о) <  ц (а — Я  — 2е).

И так , мы установили следую щ ее.
Т е о р е м а  2 .6 .4 , Имеет место соотношение

ц ( о )<  М (о);
с  д р у г о й  стороны, е сли

lim -т-2- =  Я  <  оо,
П->оо ЛЯ

то при любом  е >  О

М (а ) <  р (<х — Я  — е), —a > N (в). (6.15)
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3. О порядке в полосе. Д опустим, что показатели всю ду
оо

сходящ егося ряда Дирихле |(s) =  I]< i«e имеют конечную 

верхнюю плотность D =  lim  -£ -. В плоскости комплексного
я - > ° о  Я

переменного s =  возьмем полосу S ( a ,  /0): |/ — /0 К а ,
Положим

Afs (a ) =  m ax | / (о  - f  it) |.
1<-М<о

Величину
—  In In М„ (ст)

P s =  lim ----- ----------а->  -о о

будем  назы вать R-порядком  функции f  (s) в  п ол о с е  S (a ,  /0). 
Д оказан о  (см . [73], а т ак ж е  [44], стр. 255), что е сли

11т (Лп+1- Х „ )  =  А > 0 ,  (6.16)
П-> оо

то R-п орядок  функции f  (s) в п ол о с е  S (a, t0) при а >  я D', г д е  
D* — у ср е д н енн а я  верхняя  плотность последовательности  {А,„}, 
равен  R-п ор я дк у  f  (s) во в сей  плоскости.

И меет место более сильное утверж дение (см . [12]). 
Т е о р е м а  2 .6 .5 . Пусть {Я„} имеет у ср е д н ен н ую  верхнюю  

плотность D'. Положим

я —I 4  п '

П орядок  ps  функции

KS):

в  п ол о с е  S (а, /0) при а  >  яО* и R-п ор я д ок  р этой функции  
с в я заны  соотношением

~Г—  < P S < P . (6.18)

7  + «
Д л я  до казател ьства  допустим , что ф ункция f  (s) имеет поря

док ps  в полосе S (a ,  /0), a > n D *. Тогда

!/(<* +  it) I <  ex p e“ (Ps+t|) ° ,  | < - / о К в ,  - с > о 0(е,). (6.19) 
Воспользуемся неравенством (4.17)

I а >1 <  -(Яп шах |f(«)| (в =  о +  й),
где

* . » -  п (•-£>
m t* * '  m '
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Будем  считать, что в этом неравенстве s =  a  +  i70 н е столь 
мало , что кр уг  |и — s | < n D ‘ +  e леж ит в полосе S(a ,  /0). На 
основании (6.19)

I о ,  I <  S t e f f i  * ■+ V ] .  -  О >  о .

Ф ункция
exp [e“(ps +*i)° - f  А,*о]

1 А*При 0Г= 0(1 =  —

А*

схр[м ^Г
П оэтому

Р* + е| 
А*

■In ■ — имеет минимум, равный 
v s  ■* в1

In А*
Ps +  ®1 Р.С +

i „ i («о* + е) /Се г  
I °к I <  —П—7ТПГ- exp l - А*

1 М Ч )1
О тсю да, в силу ф ормулы (6.6),

» <7i

In А,, : И" О (X*)]

In
к-> ов

1
/-»(**) Г

О тметим, что

Lk(K) =  — t K L ' ( b k).

С ледовательно, q t — q и ps  ^  V (p "  4" ? ) •  Теорема д о казан а . 
При условии (6.16) имеем неравенство (4.19)

1
I Lk (А*) 

Кроме того,

<  в к  > К  (е), р =  3 [3 -  In (ЛЯ)] D.

о ткуда

U . M I < n ( l  +  0 < в (яХ)-+.) АЛ> * > * „ ( « ) ,

Lk&k)
В силу полученных неравенств q { = q  =  0. Следовательно, ps =  p.

В доказанной теореме нет нуж ды  предполагать, что S — о бяза
тельно горизонтальная полоса. П усть К  — криволинейная полоса, 
описы ваемая кругом  радиуса nD’ -f- е при движении центра 
вдоль кривой С, простирающейся к R e s  =  — оо. Рассуж дениям и, 
аналогичными проводимым выше, можно убедиться, что поря
док в К и порядок в плоскости связаны  соотношением (6.18). 
При условии (6.16) порядки равны, это отмечено в [84].
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Границы дл я  порядка ps , устан авливаем ы е соотношением 
(6.18), не могут быть улучш ены. Если t0 =  0, а коэффициенты а* 
положительны, то, очевидно, ps =  P-

Н еулучш аемость другой границы устан авли вается  следующ ей 
теоремой.

Т е о р е м а  2 .6 .6 . Пусть {А,*} имеет у с р е д н е н н ую  верхнюю  
плотность £>*. Тогда существует функция

f ( s )  =  Z a * - x>\
I

для  которой п о р я д о к  ps в п ол о с е  S (a , t0) при а > nD* - f e w  
R-порядок  р удовлетворяют у сл о ви ю

I
“ j  =  Ps.
7  +  «

г д е  величина q опр ед ел ена  формулой  (6.17).
Воспользуемся теоремой 1.1.7 об оценке аналитической ф унк

ции снизу: пусть функция  f  (г) голоморфна в к р у г е  | г  К  2eR, 
f ( 0 ) = 1  и h — прои звольное  положительное число, н е  превы 
ш аю щ ее  Зе/2. Тогда внутри кр уга  12 1 ^  /?, но  вн е  исключитель
ных кр уж ков  с  о бщ ей  суммой р а д и у с о в ,  меньшей  4hR,

ln | / (z )| >  -H (h )\ n M (2 eR ) ,  M(r)  =  max| f ( z )  | (6.20)
|*|-r

при
Я(А) =  2 +  1 п |1 (6.21)

Предположим, что f (z )  — целая функция (в дальнейш ем 
в качестве / (г) б удет  взята  функция L{z)). Возьмем систему 
положительных чисел {/?„} такую , что

* . - M ‘ + i d b r )  < « - * .* • • • • > •  <6 -22>
Число R\ — произвольное, но достаточно большое. Очевидно, 
что /?„-* оо при п - *  оо. В указанной  теореме положим /? =  /?„,
h =  г  1 . Т ак к а к  сум м а  диаметров исключительных кр уж ко в

In К п
меньше 8hR, то в кольце

R a - - ^ R n < \ z \<Rn  (6.23)

найдется окруж ность |г| =  р„, на которой выполняется нера
венство (6.20)

In | / (z) | >  — Я  (Л)In М (2eR), |z| =  Pn,

где Я  (Л) =  2 - f  In ( - у -  In /?я ) .
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П окаж ем , что левая  часть неравенства (6.23) больше /?„_|. 
И меем

Rn ~  Tntf7 Rn > Rn ~  Rn =

—  Rn -1  +  In Rn - l  — In +  In =

=  Rn-1 +  ln w8—  K n-i ( l  ~  |n ) •

Число (оно было до сих пор произвольным) выберем со
гласно условию : In /?| >  16. Тогда получим

R n - ln Rn R n > R /1 - 1*

О тсюда R n- \ <  pn < R n -  Т ак к а к , в силу соотношения (6.22), 
R n <  2 и р„ <  2 то

< (1 + ТЯ7г)(1 + - ^ ) <1+Т ^ -

гд е  р — некоторая постоянная. На окружности |z| =  p„

In| / (z )| >  — Нп \п М (4ер„), I z | =  р„, (6.24)

//„ =  2 +  ln (3 e ln Pn). (6.25)
где

Полученный р езул ьтат  отметим в виде леммы.
Л е м м а .  Пусть f  (г) —целая функция. Существует п о сл е д о 

вательность окружностей  |z| =  p„ ( л = 1 ,  2, . . . ) ,  причем рп - * о о  
при п -+ о о ,

Рп+1 <  ( l

на которой имеет место оценка  (6.24), г д е  величина  //„ оп р ед е 
ляется формулой  (6.25).

Приступим теперь к построению примера ряда Дирихле, для  
сум м ы  которого выполняется условие

I
“j----------- Ps-
7  + *

П усть в лем м е роль функции f  (г)  играет функция L (z ). Обо
значим Г„ зам кнуты й контур, ограниченный дугам и  о к р у ж н о с т е й  

|z| =  pn_j и |z| =  p„ и отрезками лучей a r g z = ± n / 4  (дуги
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окружностей расположены справа от мнимой оси). Заметим , что 
на луч ах  a r g z  =  ± ji/ 4

Внутри некоторых Г„ может совсем не быть точек из {А,т }. 
П усть ГР|, r Pj, ГРп, . . .  — те контуры , внутри каж дого  из 
которых лежит хотя бы одна точка из последовательности {А,т }, 
и пусть

^ т п_ , + |» Ятп_,+2» • • • .  ^ т я (6.26)

— точки из {А.„}, леж ащ ие внутри ГРп, т . е. на интервале 
(p„n_ i,  рР(1) . Положим

а т __,+1 =  . . .  = а т  =  к  +<?) Хт",п  1 п  ГПц

где величина q определена формулой (6.17), и рассмотрим ряд

/ ( s ) “ 2  ‘ ' к ) * * ' '
(6.27)

Убедимся сн ачал а , что /?-порядок функции f{s)  равен р. Д л я  
этого заметим , что если m„_, < k^ .nt„ ,  то

- ы -
In а . In а ь

In У.

<  ____________ ( '  I л  у .

о ткуда  следует , что сущ ествует предел

»->00 к  '
так  к ак

И -> о

я .
1 <

1 + 1 р р - - |

п —> оо.

И мея это в ви ду, подсчитаем порядок р* функции (6.27) по 
ф ормуле (6.6). Получим

— -гг  =■ lim . . ,
Р In Л j.

In
к + оо л к  1

In а к 1 1 1 .  I=  -  q +  q =  - - .
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Следовательно, р* =  р- Теперь определим порядок р5 ф унк
ции f  (s) в полосе S. Д л я  этого с у м м у  членов р яда (6.27), со
ответствую щ их показателям  А* из группы (6.26), представим 
в виде

А = 5 Г  ( т +,) Ч . _ ! _  [
п тп 2л i J  Щ )

Рп

(6.28)

Н а контуре Г„, согласно лем м е и соотношению

lim  — In М (г) <  nD\  М (г) =  m ax | L (г)  |,
r -Ъао Г | Ж |™Г

имеем
■ щ у <  ехр(ц//„р„), н >  AneD*, (6.29)

П усть s  =  0  +  // изменяется в полосе S  (а, /0), и пусть о <  0. 
Тогда при £ е Г „  (пусть £ =  £| +  /£2) имеем

Re (— s£) =  — о£, +  t%2 <  — стр„ +  Трп,

гд е  Т — фиксированное число. Отсю да и из оценки (6.29), со
гласно ф ормуле (6 .28), получим

| А ,| <  ’■"•-е-” ’ -  =  v / %  (6.30)

Рассмотрим вспомогательный ряд

Ф ( « ) = Е  Yn« JPp" .
Л —1

R-порядок функции <D(s) обозначим р*. И меем 

1 _  In V*
Р* Рр*,п Рр*

= I'™*, [ln Рр*+ Hpk + г) р?* ~ (7 + ?) ктк1п ктЛ р̂ырп ’
р Рк

О тсю да, учиты вая соотношение (6.25) и то, что т г 5- - *’ ! при
т к

k - * o o , получим, что

- f — (*+*)•
В полосе S , согласно неравенству (6.30), | / (u - f  й )| < Ф (в ) .  По
это м у р5 < р* =  1 / ( 7  +  ? )  • Но по уж е  доказанном у порядок ps
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не может быть меньше величины l/ (^ - + < 7) .  Следовательно,

Р*= 1 / ( 7  +  ? )*

Искомый пример построен.
И з доказанны х теорем к а к  следствие получаем :
Т е о р е м а  2 .6 .7 . Пусть последовательность  {А,*} имеет у с р е д 

н енную  верхнюю плотность D'. Для того чтобы R-порядок  в п о 
л о с е  S ( a , t 0) при a > n D ‘ был равен R-п ор я дк у  (во в сей  пло 
скости) для  лю бой  функции

/ («) — £  аке (6.31)

(предполагается, что р я д  сходится в о  в сей  плоскости, а после -  
довательность показателей  {А.*} фиксирована), н еобходимо и д о 
статочно, чтобы последовательность показателей  {А*} удовлетво
ряла у сл овию

1 ’ - 1 1 1 л (6.32)lim  ■
& -> 00

In
r j h )

l=o.

4. О типе в полосе. В [53] установлено соотношение м еж ду  
типом функции (6.31) в горизонтальной полосе S(a ,  /0) и типом 
во всей плоскости. Если р* — /?-порядок f  (s) в полосе S  (а, /„), 
то по определению R-тип f  (s) в  п ол о с е  есть

—  In Af (о) 
а «  =  lim   2-----

e~Ps°

Т е о р е м а  2 .6 .8 . Пусть {А*} имеет у ср е д н ен н ую  верхнюю  
плотность D* и

lim  -т— In 
*->•» А*

<  ОО. (6.33)

Тогда R-тип а5 функции  (6.31) в  п ол о с е  S (a ,  /0) при а >  nD* и 
R-тип а  этой функции свя заны  соотношением

as  <  о <  a s exp [(й +  Л (я)) р], (6.34)

г д е  h  (<р) — индикатриса роста функции L (А), а р  — R-порядок  
функции  (6.31).

При до казател ьстве , не н аруш ая общности рассуждений, 
можно считать, что /0 =  0 . Л ев ая  часть соотношения (6.34) оче
видна. Д о каж ем  его правую  часть. Запиш ем равенства (4.16)

—  ? 2л/ J f ( s - l ) V k ( l ) d i ,  (6.35)
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где у* (£) — ф ункция, ассоциированная по Ьорелю с
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ыч- п 0 -■$-)■т чкк\ т /

П олучим

Н етрудно до к азать , что
I Lk (re '”) | <  <?,А №)+,‘ г, г  > г0 (е), (6 .36)

где г0 (е) не зависит от к. О тсю да, учиты вая ещ е, что h (  ±  у )  < лО* 
(см . неравенство (4.14)), следует , что все особенности y* U ) С0‘ 
д ер ж атся  в прямоугольнике

- A ( n ) < R e £ < / » ( 0 ) ,  | Im £ | < nD \
П усть Св — граница прямоугольника

- c - A ( n ) < R e £ < A ( 0 )  +  e, | I m S I < n D * - fe .
В ф ормуле (6.35) в качестве контура интегрирования можно 
взять  контур С ,. Учтем ещ е, что

L M ------- -^ -/ / (Я *).

ak\kL’ (к„) =  -  2вх«* \ у* №) / (« -  6) d l .  (6.37)
се

И з ф ормулы обращения
вое'»

y „ ( l ) =  \ Lk(X ) e - * d K
о

на основании (6.36), выводим, что на С ,

|V*G)I < N ,  I  е С „  
где N не зависит от к. В силу этого, из (6.37) получаем

| ak\kL' (А,*) | <  А е *  ш ах | / (s  -  6) |.
5® се

Зам етим , что условие (6.33) влечет за собой выполнение 
условия (6.32). П оэтому порядок р$ =  р. И меем

| / (o - f  » 'O I< ex p l(a s +  e0) e ' pol, о < о (е о ) , | / | < а , 
на основании этого

I « * М / ( М К
^  А ехр [(as +  ео)е-(0-А<я)_е,р +  А,*а], а < о (е о ) .  (6.38) 

М иним ум  правой части достигается при

‘ О0 =
I к„
Р 11 Р (as  +  е0)

+  h  (я ) 4* е.

П равая  часть при больших к б удет  меньше сг(ео). На этом 
основании в (6.38) можно подставить вместо а  величину а0. 
С делав это, получим

|a*A *L '(X *)K

<  А ехр [ у  — -̂  In -p- ( a *+-,oy  4- М  (« )  4- М .  к > К

О тсю да, на основании формулы (6.10), будем  иметь 

(си?р)|/р <  ехр [ у  +  ^  In pas - f  h (я ) - f  б ] .

С ледовательно, a  ^  a s ехр [(Л (я ) +  6 )р ]. Соотношение (6.34) 
установлено.

Если последовательность {А,*} имеет плотность D, то Л(<р) =  
=  nD | sin  ф | и Л (я) =  0. Тогда

a s ^  а  ^  05^ .  (6.39)

Следую щ ее утверж дение (его доказательство  см . в [53]) п о ка
зы вает, что соотношение (6.39) является  точным: для  прои зволь 
ных конечных неотрицательных чисел D u b  существуют такие 
последовательность  {Я*}, имеющая плотность D и инд ек с  кон 
д ен сации  6 , и функция  (6.31), что имеет место равенство

a  =  a seep.

В случае , ко гда  последовательность {А.*} имеет плотность 
и 6  =  0 , имеем a  =  a s .

7  А. Ф . Леонтьев
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РЯ Д Ы  Д И РИ ХЛ Е С КОМ ПЛЕКСНЫ М И П ОКАЗАТЕЛЯМ И

В этой гл аве  будем  р ассм атривать ряды Дирихле, п о каза
тели которых, вообще говоря, комплексные и удовлетворяю т 
условию

0 < | A , , | < | M <  • • •  < 1 * » К  • • • »  П т Я * = о о .fc->°О

§  1. О бласть сходимости

1. В ы пуклость м нож ества точек абсолютной сходимости 
р яд а . И меет место (см. [72])

Т е о р е м а  3 .1.1 . Множество М точек абсолютной сх оди 
мости р я да

/(*) =  !>*<?"v . о <i ** i  too, (l . i )
1

выпукло.
Д о казател ьство  основано на неравенстве

а*Ь1~ * < а  +  Ь, а >  О, Ъ> 0 , 0 < х < 1 .  (1.2)

П усть , например, а ^ Ь .  Тогда

axb l~x^ b xb l ~x =  b < a  +  b.

Переходим к до казател ьству  теоремы. Требуется до казать , 
что если ряд (1.1) абсолютно сходится в точках z, и z2, то он 
абсолю тно сходится всю ду на соединяющем эти точки отрезке. 
И так , пусть ряд абсолютно сходится в точках z , и z2. П оложим

| «*в-‘ * Ч =*Ak, \ake ~ ^ \  =  Bk (k =  1, 2 , . . . ) .

П роизвольная точка z  отрезка с концами z, и г 2 представ
ляется в виде

z =  a z 1 +  (1 — a ) z 2, O ^ a ^ l .
И меем

Iv * v [ - < » ; -

О тсю да, на основании неравенства (1.2), получаем

I Х*г I <  А* +  В*, (1.3)

в си лу чего

£  | а*е"х‘ * | <  Z  I а*<Гх*г ' | +  Е  | a*e"V j  | <  оо.
*-1 * - |  к-\

Теорема до казан а .
П усть D — открытая область, состоящ ая нз внутренних точек 

множества М. О бласть D — вы п уклая. Д о каж ем , что внутри 
области D ряд (1.1) сходится равномерно. Д л я  этого достаточно 
до к азать , что ряд (1.1) равномерно сходится в достаточно малой 
окрестности каж дой  точки z0 из области D.

И так , пусть г 0 е  D. Возьмем треугольник А в области D, 
который накры вает точку z0. П усть г и  z2, z3 — его вершины. 
Н а сторонах треугольника, в силу неравенства (1.3), имеем

k e - x* 1 < Z k c-V / |  (Л = 1 , 2 ,  . . . ) .
/■и

Это неравенство, на основании принципа м акси м ум а модуля 
аналитической функции, справедливо т а к ж е  внутри треуго ль
ника Д. Следовательно,

£  I a*e-x * 4  <  Е  ( £  I . г е А ,* - i fe—j V/—1 /

и потому ряд (1.1) в треугольнике А сходится равномерно. 
Из равномерной сходимости ряда сл едует , что сум м а  f(z )  
ряда (1.1) в области D — аналитическая функция.

О бласть простой сходимости ряда (1.1), вообще говоря, шире 
области абсолютной сходимости р яда . Рассмотрим случай , когда

® L w r = H < 0 0 - (Ы )

Справедливо утверж дение:
Т е о р е м а  3.1.2 . Пусть р я д  (1.1) сходится в области D. 

Если точка z0 е  D такова, что она у дал ена  от границы D 
на расстояние, б ол ьш ее  Н, то в ней р я д  (1.1) сходится абсолютно. 

Д л я  до казател ьства  возьмем в области D кр уг

К :  \ г — Z o K p o , Ро >  И,

и опишем около него многоугольник т ак , чтобы этот много
угольник еще целиком л еж ал  в области D. П усть г и z2, . . . ,  z m — 
вершина многоугольника. На основании (1.3) на сторонах много
угольника имеем
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И з сходимости ряда (1.1) в точках г , ,  г от следует , что

r U * " x*e/|< A f (k > l ),
/-I

где М — некоторая постоянная. Следовательно , на границе 
многоугольника

k e - V | < A f  (k > \) .  (1.5)

Это неравенство (на основании принципа м акси м ум а  модуля) 
выполняется внутри многоугольника, в частности, на о кр уж 
ности | г  — z0 | =  р0. Запишем

| о * I _  I a * - » *  11 <-** (* - '>  |.

П усть a rg  кк =  ф*. Возьмем на окружности | г  — г 0 1 =  р0 точку ак, 
удовлетворяю щ ую  условию : a rg  (а* — г 0) =  я  — ф». И меем

— А* (а* — 2о) = | А* (а* — 20) I = Po I А* |.
В силу (1 .5), получаем

| а*е_х‘ а* | =  | а*е” х*г° | е° I ' <  М,
отсю да

к е ~ х*’ ° | < М Г р° 1 х* 1. ( 1.6)
Воспользуемся условием (1.4). Из него находим 

1 * * 1 > н '+ Т  lnfe- k >  k0 (е).

На этом основании, согласно (1.6), получаем

|а*е"х‘ *#| < М Г й + * , k > k 0(s).

При малом е > 0  величина ц Р+'е > 1- П оэтому
оо

£  | <  оо.
1

Утверждение доказано .
С л е д с т в и е  1. Если р я д  (1.1) сходится оо  в сей  плоскости  

то при у сл о вии  (1.4) он сходится в  ней абсолютно.
С л е д с т в и е  2. При Н =  0 открытая область сходимости 

р я д а  (1.1) совпадает с  открытой областью абсолютной сх оди 
мости ряда .  В этом сл уча е  открытая область сходимости ряда
(1.1) — выпуклая область.

2. О пределение области сходимости р яд а  по коэф ф ициентам. 
Возникает вопрос об определении области сходимости р яда (1.1) 
в  зависимости от коэффициентов ряда (этот вопрос о б суж д ался
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в [72] и в [39], [40]). М ы будем  следовать в изложении р а 
боте [40], ограничившись случаем

l im - т ^  = / / <  оо. (1.7)
*-»<» 1**1

Положим

A (^ ,a )  =  lim  0 < \ | )< 2 я , а > 0
*  - а < » г к  Х ^С Ф + а

(если коэффициентов ak, соответствую щ их А* из указан ного  у гл а , 
не более конечного числа, то по определению £(ф, а ) =  — оо ). 
При уменьшении а  величина 6(ф , а) не возрастает . П оэтому 
сущ ествует предел

k (t|>) =  lim k (i|>, a).
a > 0

П оложим, дал ее ,

m  (i|>, a) =  lim — ^  ^ , т (ф )  =  Н т т ( ф ,  a)
Ik->oo I I  a-> 0

♦ - a < a r g  Хл < ф + а

(как  и выше, в случае , ко гда  коэффициентов а*, соответствую 
щих А* из указан ного  у гл а , не более конечного числа, пола
гаем  т (ф , a) =  — оо ). В силу условия (1.7), очевидно,

* Ж < т (г | > )< / г (г | > )  +  Я .  (1 .8 )

Т е о р е м а  3 .1.3 . Р яд  (1.1) сходится абсолютно в области G, 
точки которой z =  x-\- i у  удовлетворяют при любом  ф неравенству

дгсовф — у в т ф  — т (ф ) >  0 ; (1.9)

если при некотором  ф

ж cos ф — у  sin  г|> — k (i|>) <  О, (1.Ю)

то в точке z =  x-\-iy  р я д  (1.1) расходится.
Д о каж ем  первую часть теоремы. П усть z =  х +  i y  — фикси

рованная точка из области G. Возьмем произвольное, но фикси
рованное ф из интервала [0, 2л]. И меем

х cos ф — у  sin  -ф — m (-ф) >  0.

Из определения величины m (ф) следует , что при некотором 
Достаточно малом ао еше будет выполняться неравенство

х cos ф — у  s in  ф — ш (ф, ао) >  0.

В силу непрерывности функции дссовф — s in ф к а к  функции ф, 
имеется а , >  0 такое , что

*  cos ф — у  sin  ф — m  (i|>, ао) >  0, ф — а , ^  ф ^  ф - f  a t.



Положив а  =  min (а0) а (), получим
дссоэф— уБШф — т ($ ,  а) >  0, \|з— +  (1.11)

ибо ш(ф, a )< m (i| ) , а,,). И сходя из (1.11), покаж ем , что ряд, 
составленный из членов ряда (1.1), соответствую щ их \к из у гл а  
(ф _  a> ^  -j- « ) , абсолютно сходится в рассм атриваемой точке 
г е С ,  П усть rf — a  ^  a rg  -|- а . И меем , положив кк =  г  ке  Чк,

I | =  exp [— r k (х cos ф k—y  sin  ф*) - f  In | ak |].

Согласно (1.11), найдется б > 0  такое, что

х cos ф — у  sin  ф ^  т  (ф, а) +  й. ^  — а  ^  ф ^  +  а ,

в частности,
х cos ф* — у  s in  фц т  (ф, a ) +  б, ^  — а  ^  ф* ^  ^  +  а . 

П оэтому
| < е х р { — г к [т (ф , а ) +  б] - f  In | ак |}.

Согласно определению величины т(\|>, а ), по е >  0 отыщется N (е) 
такое , что
In | ак | <  [ in ( t .  a ) +  е] г* —  In к, k >  N (е), rf — а  ^  ф * 1|> - f  a .

В силу этого,

| аке ^ кг | <  ехр {— г* (б — е) — In к), k >  N (е).

Число е выберем с условием : е <  б. И з (1.7) находим г* > ц 1 п & , 
где ц — некоторая положительная постоянная. Следовательно,

I л “ A. I ^  1
I Qk& ' № 9

<7 =  1 +  ц (б — е) >  1, ф — a  <  ф* <  i|> +  а , 

и значит, ряд

£ (1.12) ft-!
t - a < a r g  X.fc<<i+o

абсолю тно сходится.
Произвольной точке из отрезка [0, 2л] привели в соответ

ствие интервал (\|> — а , ^  +  а), обладающий тем свойством, что 
р яд (1.12) абсолютно сходится. По теореме о конечном покрытии 
имеется конечное число таких  интервалов, которые покрываю ! 
весь отрезок [0, 2л]. Отсюда следует, что ряд (1.1) в точке г  
сходится абсолютно.

Д о каж ем  теперь вторую  часть теоремы. П усть при некото
ром выполняется соотношение (1.10). Из непрерывности ф унк
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ции жсоБф — // sin  ф следует , что имеются а  >  0 и q >  0, удовле
творяющие условию

jrcosф — |/s in ф — /г(ф) <  — ф — а < ф +  а,

о ткуда
хсоэф — ^БШф < Лг(ф, а) — q, ^ — а  < ф  <  - f  а , (1.13)

ибо Л(г[з)^/г(\|), а). И з определения величины Лг (ф, а) (в силу
(1.13), она больше — оо, ее можно считать меньше +  оо, ибо 
при к (ф, а) =  +  оо расходимость ряда (1.1) очевидна) следует, 
что при любом е >  0 имеется бесконечно много значений 
к х, к2, . . .  индекса к со свойством

I а* I >  ехр {[/г (ф, а ) — е] | А,* |),
ф — а < а ^ А ,А =  ф„<\|> +  a , k =  ku k2, . . .

В силу этого и неравенства (1.13), дл я  к =  к и к2, . . .  имеем 

I аке~Ккг | =  | ак | ехр { -  г к (х cos ф* -  у  sin  ф*)} >  е {ч~г) r* >  1,

если выбрать е <  q. Значит, ряд (1.1) в точке г  расходится. 
Теорема до казан а .

В сл учае  Н =  0, на основании (1.8), величины £(ф) и т (ф ) 
совпадаю т. В этом сл уч ае  точки г ,  дл я  каж дой  из которых 
при некотором t|) выполняется соотношение (1.10), образую т 
внешность зам кнутого  множ ества G. Следовательно, вне О 
ряд (1.1) расходится. Таким образом , снова приходим к след
ствию 2 из теоремы 3 .1 .2 .

3. Единственность представлен ия рядом  Д ирихле. В отличие 
от рядов Дирихле с действительными показателям и  сум м а  ряда 
Дирихле с комплексными показателям и  может быть равна 
нулю, в то время как  не все коэффициенты ряда равны нулю. 
Чтобы в этом убедиться, отметим следующ ий факт.

П усть L(K) — целая функция с простыми нулями в точках 
■ J* ^2> •••> удовлетворяю щ ая условию : имеются окружности 
l^ l  =  r A, г к f оо, на которых

In | Z. (А) I >  [// (ф) — е] | Л |, | А. | =  /-*, ф =  а^ А ., к > К ( е ) ,  (1.14)

Де е > 0  — любое, а Н (ф) — непрерывная периодическая функ- 
я с периодом 2л. Тогда в каж дой  точке z =  x-\-iy  такой , что

R e (e '* z )< / / (V) (1.15)

При любом ф, О ^ ф  <  2л, верно

,'r . Е щ =0' ‘1Л6>
*  1М < 'А
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Д о казател ьство  этого ф акта основывается на равенстве

Е е у 
L' (Ху)

1 Ч < '*
2л/ (1.17)

|Х 1-Г*

П усть точка г  удовлетворяет условию  (1.15) при любом q>, 
0 ^ ф < 2 я .  И з непрерывности функции Я(ф ) вы текает наличие 
положительного 6 такого , что при всех ф будет выполняться 
неравенство

Re (e ,(fz) <  Я  (ф) — б.

Н а основании этого неравенства и оценки (1.14) имеем

_ L  С
2л/ J

„Хг d\

IX 1-г*
L (А.) < г ке, ( • - « )  г*

Взяв е < б ,  видим, что выражение (1.17) стремится к нулю 
при к —>оо.

Воспользуемся доказанны м  фактом дл я  построения ряда 
Дирихле, который сходится абсолютно в данной выпуклой 
области и сум м а  которого в этой области равна нулю.

П усть D — конечная открытая вы п укл ая  область, /С (ф) — ее 
опорная функция. Обозначим L{K) целую функцию экспонен
циального типа вполне регулярного роста со следующ ими свой
ствами : ее индикатриса роста Л(ф) равна К ( — ф), все ее нули, 
пусть они б уд ут  Л|, \>, • • •, — простые, причем | А,| | <  | А,2 1 <  . . . ,
на окруж ностях | А. | =  г* =  (ft = 1 , 2 ,  . . . )

. In | L (А,) | >  [Л (ф) — е] | А, |, | А< | =  г*, V =  argA., k > К  (е).

Т ак ая  функция сущ ествует в силу теорем 1.2.6 и 1.3.2. Д л я  
нее неравенство (1.15) приобретает вид

Re (е'ч’г ) <  Л ( ф ) ,  0 ^  ф  <  2 я
или

R e ( e - ‘*z)< K (q> ), 0 < ф < 2 я .  (1.18)

Условие (1.18) выполняется дл я  всех точек г  из области D 
и только дл я  них. В силу (1.16), имеем

Z  L' (Jlv) =  °* ( , 1 9 )

П оскольку А.* — нули целой функции L (А.) экспоненциального
типа, то ilin  т-А-г <  оо и, следовательно, lim  0. П оэтому

*>°о I ** I *>°° I А* I
ряд (1.19), сходясь в области D, сходится в ней абсолютно.
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Простой пример ряда Дирихле со свойством (1.19) получим, 
если в качестве Z- (А,) возьмем , например, функцию

L(Z): sin а г  sin Ыг а  >  О, Ь >  0.

О бластью  D в этом сл уч ае  будет прямоугольник | R e z | < 6 , 
| Im z  | <  а.

В ситуации, когда сум м а  ряда Дирихле равна нулю, а его 
коэффициенты не все равны нулю, нельзя ставить вопрос о по
лучении ф ормул, выражаю щ их коэффициенты ряда через сум м у  
ряда, ибо нет единственности. О казы вается, однако, что в случае, 
когда область сходимости ряда Дирихле является большой 
(в определенном смысле), имеет место единственность р азл о ж е
ния, и можно у к а з а т ь  формулы дл я  коэффициентов.

Т е о р е м а  3.1.4 . Пусть L(\) — целая функция эк спон енциаль 
н о го  типа с  простыми нулями в точках \и А,2, . . . ,  \(t) —функ
ция, а с с оц иированная  по  Борелю с  L (A,), D — наименьшее вы
пуклое  замкнутое множество, с о д е рж ащ ее  в с е  особ енно сти y ( t ) ,

М * )  =  Т = ( v - 1 .  2 , . . . ) ,

Yv (t) — функция, а с социированная  по  Борелю  с  LV(K) (она  р е г у 
лярна вне D).

Если р я д

/ ( г ) = £ а у Л *
V - I

сходится в области  G D, то

**  “  V  (Лу) 2яГ S Yv ®  f  W dt (V:

( 1 . 20)

1 , 2 , . . . ) ,  (1.21)

г д е  С — охватывающий D замкнутый контур , на котором и 
внутри которого функция  / (/) ре гулярна .

Д л я  до казател ьства  заметим сн ачал а , что ряд (1.20) в об
ласти G сходится абсолютно ("поскольку lim  г г - т <  оо и потому 

In k *> “> I * I
Г*ГТ= °)' 3 ВНУТРИ ® равномерно. На основании этого

i f  00 г 00
2 H 7 )Y * (0 M d /  =  £  flv 2 H 7 )Y * (0 eV r f / - 2  ayLk(K).

Ho

Lk (A.v) “ { t
v ф  k, 

(A.*), \ =  k.



Значит,

-2^7  J  V* (0  f ( t ) d t  =  akL'(kk), 
с

о ткуда  и следует иском ая ф ормула (1.21).
Из ф ормулы (1.21) вы текает, что если / (г) =  0, то все a v =  0 

(v =  l ,  2, . . . ) .
4. Р яды  Д ирихле с п о казател ям и , имеющими конечную 

верхнюю плотность. Будем  предполагать, что последователь
ность {|Х„|} имеет конечную верхнюю плотность о. П усть о * — 
усредненная верхняя плотность этой последовательности. Д о 
пустим, что область G абсолютной сходимости ряда (1.1) содержит 
в себе зам кнуты й круг радиуса яо*. Центр этого кр уга  обо
значим 20. Определим область G*. О бласти G* принадлежит 
точка г 0 и в с якая  точка г ,  обладаю щ ая свойством: точку z можно 
соединить с точкой г 0 ломаной линией, к а ж д а я  точка которой 
удал ен а  от особых точек функции / (г) — суммы  ряда (1.1), на 
расстояние, большее лет*.

И меет место следую щ ее (см. |10)).
Т е о р е м а  3.1.5 . В области  G* имеет место представление

П - 1
f ( z ) =  lim  £  ^ / .„ .„ (A -v )*- ^ ,

rt->00 v - l
( 1.22)

^ .о о М  =  П  ( l  - £ ) .  2 S G - ,
k—n '  *

причем сходимость внутри G* — равномерная . Область G* — о д н о 
листная и о дн о св я зная .

Д л я  до казательства  положим

£ «.= .(* .)=  Z  Ь[п)к к (п =  1 , 2 , . . . ) ,  
к-0

Ln. ~ ( D ) y = Z  Ь'кп)у {к)(г) (п =  1, 2 , . . . ) .  (1.23)
*—о

О тметим следующ ие свойства ряда (1.23):
1) если у  (г) регулярна в кр уге  | z — а | ^ р ,  р >  ло*, то ряд 

(1.23) равномерно сходится в кр уге  | z — а \ <  р — яо* — е, е >  0, 
причем

I ^n.ao(D)y{z) | <  А(г) m ax | y(t)\, | г  — а \ <  р — яо* — е,
| / -а | < р

где А (г) — постоянная, не зависящ ая от y(z)\
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2) если у  (г) регулярна в кр уге  | г  — а  К  р, р >  яо*, то в кр уге  
| г  _  а  | <  р — яо* — е, в >  0, равномерно

lim /.„ a, (D) у ( г )  =  у  (г);
П ->  оо

3) если последовательность {ym(z)) функций, аналитических 
в кр уге  \г — а | < р ,  р >  ло*, равномерно сходится в этом кр уге 
к у  (г), то в кр уге  | г  — а \ <  р — яо* — е, е >  0, равномерно

I ini /-П, оо (Ут) =  Ln, СО (у)'
т - >  оо

Выведем эти свойства. И меем (см . неравенство (4.14) из гл . II)

ms > п  ( 1 + т а г) <"0'-
Л — I

Отсю да, если положить

П 0 + тат) = Ё
л - 1  V—0

следует, что при любом е, >  0

bfc< g ( e , ) ( ”qVfe+ e | ) *  (* =  0, 1, 2, . . . ) .

Но 16*n) I ^  Ьк. П оэтому

Из неравенств Коши, дал ее , следует, что если ф ункция у  (г) ре
гулярн а в кр уге  |z — а | < !р , то

I y(*>(z)|< /,1!\гТГ max W t o l  I z -  a I < p -  яо* -  e.(яо* + e)*+1 K-oi<p

Отсюда

| bV ym  (2) I <  fi (e.) m ax I у ®  I (!*24)ft* (яо* + e) + |i-a|<p

oo

Т. I fclrVfc) (z) I < A (e) max \y(t)\, | z — a \ < p — яо* — e,
* - 0  K - e l < P

где
°° b л/\ п/ \ V ' k\{ne<r + Bir

л ы - в ы  p Z
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При малом в| ряд справа сходится. Свойство 1) установлено. 
И з свойства 1) ср а зу  вы текает свойство 3). Установим свойство 2). 
Имеем

u . w - M - i  к Т и - Е  ы у т ( г ) +  i  ы у к'(2).
jfc-1 *-1 Л-д+1

На основании (1.24) выберем К  столь большим, чтобы было

I
к -К + 1

<  е, | г  — а  | <  р — ло* — е.

Выбранное К не зависит от я ,  фиксируем его. О братимся к первой 
сум м е. П оскольку в ограниченной области равномерно

Ln. М - +  1. п -+ оо ,
то при любом фиксированном k >  1

lim  b[n) =  0 .
П-> оо

Вследствие этого первая сум м а  по модулю  будет меньше е, если 
п > N (е). В итоге

I L„. —У (2) I <  2е> п >  N (е), 12  — а  | <  р — яо* — е,

что и надо было по казать .
Перейдем к  д о казател ьству  теоремы. В силу свойства 1) ф унк

ция Ln ou(D )f(z )  является аналитической во всей области G*. 
По свойству 3) в окрестности точки г 0

(D )f (z )=  lim  I„ .
m-> oe \ v - l  /

m ,
lim  Z a vL„. ш (A,v) e v’  = Z a\l-n.ou(K)e v •

-'rt. oo
n-1
Z

m - > «  v - l  v ™'

ибо I n.co(^v) =  0 при v > r t .  П оэтому во всей области G*

Ln. „ ( 0 ) 1 ( 2 ) — Z  a\^n. oo (^ v )e  v > г £ С .
V - l

По свойству 3) внутри области G* равномерно 

lim  Ln oo(D )f (z) =  f  (г).
П+°°

На основании этого в области G имеет место искомое пред 
ставление (

/ (2 ) =  lim  Z «vin.oo^v)*^, г е С ‘.
„> 00 V - l

причем сходимость внутри G’ является  равномерной. Из пред
ставления (1.22) ср азу  вы текает, что область G 'однолистна и одно
связн а . Однолистность совсем очевидна. П усть Г — замкнутый 
контур, лежащ ий в G*. Из равномерной сходимости последова
тельности

Л -1

Z а„Ц (Av) (п = 1, 2, ...)
v-l

на Г следует равномерная сходимость ее внутри Г. П оэтому 
внутренность Г принадлежит G*, а это и означает, что G* — одно
связн ая  область.

§ 2. С лучай нулевой плотности

В случае о =  0 область G* совп адает с областью  сущ ество
вания функции / (г). П оэтому при а  =  0 область сущ ествования 
функции f  (г)  односвязна. О казы вается, имеет место более силь
ное утверж дение, принадлеж ащ ее Полиа (см . [78]).

Т е о р е м а  3.2.1 . Если плотность а равна  нулю, то область 
существования  функции j  (г) —суммы р я д а  (1 .1 ), выпукла.

Э ту теорему получим к а к  следствие следующ ей (см . [11]).
Т е о р е м а  3 .2 .2 . Пусть

lim  =  a  =  0,
П->оо I ЛЛ I

{Рп (г)} — последовательность полиномов Дирихле

(2. 1)

G — множество, с о ст оящ ее  и з  точек, в достаточно малой окрест - 
ности каждой  и з  которых эта последовательность ограничена . 
Тогда лю бая  с в я з н а я  компонента D множества G является вы
пуклой областью.

Приступим к д о казател ьству  этого утверж дения.
1. Вспомогательны е лем м ы .
Л е м м а  3 .2 .1 . Пусть D — невыпуклая  область. Тогда ч ер ез  не- 

которую граничную  точку £ области D можно провести о к р уж 
ность С так, что е е  некоторая д у г а  (а, Р) будет иметь с  границей  

I- области D только о д н у  о б щ у ю  точку Ъ Ф  а, р, будет лежать, 
кроме точки I, в области D и будет о бр ащ ен а  с в о ей  выпуклостью  
внутрь области D.

1 П оскольку область D не вы п укл а , в ней най дутся такие 
[ ^Ве точки а , и Pi, что не все точки соединяющего их прямолиней- 

ого отрезка [a lt Pi] б удут  принадлеж ать D. На этом отрезке, 
Ледователы ю , будет находиться по крайней мере хоть одна
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граничная точка области D. Одну из этих точек обозначим у . 
Точки а , и Pi, как  принадлежащ ие связн ом у открытом у множе
ству D, соединим ломаной 1Х, целиком расположенной внутри D.

Л о м ан ая  /, может пересекать отрезок [а ,, Р,1 в нескольких 
точках . П усть а 2 — ближ айш ая к точке у  точка пересечения /, 
с отрезком [а ,, у ] , а р, — ближ айш ая к точке у  точка пересе
чения той ж е ломаной с отрезком (у . Pil- Точки а, и р.. р аз 
личны, нбо м еж ду ними леж ит не принадлеж ащ ая области D 
ее граничная точка у .  Ч асть ломаной /ь  которая лежит меж ду 
точками а., и р.,, обозначим /2. Л ом ан ая /2 целиком расположена 
в области D и пересекает отрезок [а^, р.,] только в его концах. 
Обозначим б одну из точек пересечения перпендикуляра, вос
ставленного в точке у  к отрезку |а2, р_>], с ломаной /2. П оскольку 
точка у  к ак  граничная точка не лежит на /2, точка б отлична 
от у  и не леж ит, кроме того, на прямой [a,, PJ.

Будем дви гаться  от точки 6 по ломаной /2 в разных напра
влениях до первой встречи с прямой (а не с отрезком) ар_>. 
П усть а3 — первая точка встречи ломаной /2 с указанной  прямой 
при движении от точки 6 по ломаной /2 в одну сторону, а Рз — 
первая точка встречи рассм атриваемы х ломаной и прямой при 
движении от точки б по ломаной /2 в другую  сторону. Очевидно, 
отрезок |а3, р3] содержит в себе старый отрезок [а2, р2], а следо
вательно, содержит внутри себя граничную точку у  области D.

Ту часть ломаной /2, которая располож ена м еж ду точками и3 
и Рз, обозначим /3. Л ом ан ая /3 обладает тем свойством , что она 
располож ена внутри области D, пересекает отрезок [а3, Рэ] только 
в его концах и находится целиком по одну сторону от прямой 
а 3Р,. В точках а3 и Ps восставим перпендикуляры к соединяю щ ему 
их отрезку. На этих перпендикулярах с той стороны от прямой 
а 3Рз, с которой не располож ена лом ан ая /3, возьмем на равных 
расстояниях от точек а3 и Рз близкие к ним из области D точки а 4 
и р4. Обозначим L ломаную , которая состоит из отрезка (а4, а-,], 
ломаной /3 и отрезка [Рз, р4]. Эта л ом ан ая  расположена в области D, 
пересекает отрезок [а4, р4] только  в его концах и находится це
ликом по одну сторону от прямой, проходящей через точки а , 
и р4. Кроме того, граничная точка у  области D теперь находится 
строго внутри зам кнутой  области Dx, ограниченной кривой L и 
отрезком [а4, p j .

П усть М — множество тех граничных точек области D, ко
торые принадлеж ат замкнутой области Dx. М ножество М з ам к н у 
тое и не пустое: ем у  принадлежит, например, точка у .  В середине 
отрезка [а4, р4] восставим перпендикуляр. На этом перпендику
ляре с той стороны от прямой а,р4, с которой не леж ит точка у> 
возьмем  столь далекую  точку а , чтобы выполнялось условие

I а — Y I >  I а — «Ч I. | а  — Y I > I«  — М *

Обозначим теперь р верхнюю грань расстояний от точки а  до 
точек множ ества М. П оскольку множество Л1 зам кн уто  и о гра
ничено, в нем найдется по крайней мере одна точка р ассто я
ние которой до точки а будет в точности равно р. Это расстояние 
не меньше | а  — у  |, следовательно, оно больше расстояний | а — а 4 1 
и |а — р4|.

Проведем окруж ность К с центром в точке а р адиуса р. 
Она пройдет через точку %. П оскольку множество М лежит 
в области D,, ограниченной ломаной L и отрезком [а4, р4], и р а 
диус окружности К  больше расстояния от центра до точек от
резка |а4, р4], окруж ность К обязательно пересечет ломаную  L 
по крайней мере в двух  точках. П усть а х — первая точка встречи 
окружности К с ломаной L при движении по этой окружности 
от точки I в одну сторону, a ft| — первая точка встречи у к а з а н 
ных окружностей и ломаной при движении по окружности от 
точки % в другую  сторону. Ч асть ломаной L, леж ащ ую  м еж ду 
точками а , и Ьи обозначим дл я  краткости Lx. Зам етим , что 
все точки области, ограниченной ломаной Lx и дугой (а ,, Ьх) 
окружности К, находятся внутри области D. Кроме того, д у га  
(alt b ,) обращ ена своей выпуклостью  в сторону кривой Lx.

Теперь на прямой, проходящей через точки а и £, возьмем 
в направлении от точки | к точке а  некоторую точку Ь т ак , 
чтобы было |а — £|<|& — £|. С центром в точке Ь проведем 
окруж ность С р ади уса | Ь — 1 1. Эта окруж ность пройдет через 
точку £. Первую точку встречи окружности С с ломаной L, 
при движении по С от точки I в одном направлении обозна
чим а , а первую точку встречи С и Lx при движении по С от | 
в другом  направлении обозначим р. Все точки зам кнутой  
области, ограниченной дугой (а, Р) окружности С и частью ло
маной Lx, заключенной м еж ду точками а  и Р, принадлеж ат, 
за  исключением единственной точки £, области D. Л ем м а 
д о казан а .

Л е м м а  3 .2 .2 . Пусть

о

— целая функция, ра стущая не быстрее целой функции п ер во г о  
п орядка  минимального типа. Если последовательность функций  

(г )> ф_> (г), . . . ,  аналитических в некоторой окрестности точки z0, 
ограничена в окрестности  | z — z01 <  е, то в окрестности \z — z0\<
<  е, <  е ограничена последовательность

оо

< Р(0)ф „(г) =  2 ]  - Д - 'С М  ( л — I, 2, . . . ) .
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Л ем м а сл едует  из оценки
IФ Ф )  y (z )\ <  А ш ах | у  (/) |, \ z 2Г0 1 <  Pi <  р

К - 7 , 1  - О

(А — постоянная, не зависящ ая от у  {г)), которая получается 
т а к  ж е , к а к  и соответствую щ ая оценка из §  1, п. 4, если 
учесть , что, каково  бы ни было б >  0,

К  |< 6", п >  N (б).

Д л я  дальнейш его изложения полезно следую щ ее определение.
Будем говорить, что последовательность целых функций  {/'* (г)} 

имеет п о р я д о к  р и тип а,  если

I Fk (2) ! <  е<°+*)1г 1р ( * = 1 ,  2 , . . . ) ,  | 2 | > г„ (в ),
где г0(е) не зависит от k, и если неравенство

\Fk( z ) \ < J a *> I * 1р

не выполняется при всех к и | г | > г , ,  каково  бы ни было г (. 
Л е м м а  3 .2 .3 . Пусть целые функции

(2.2)

принадлежат кл а с с у  [1, о ,] (т. е. растут н е  быстрее целой ф унк 
ции п ер в о г о  п о р яд ка  типа ст,). Для того чтобы последователь
ность {Fk(2 )} имела п о р я д о к  р = 1  и тип а~ ^аи н еобходимо и 
достаточно, чтобы последовательность функций

т*М -Ё £ т (2.3)

ассоциированных по  Борелю с  Fk(z) (и аналитических по край 
ней мере при  12 1 >  а ,) , была ограниченной  при \ z | >  а  +  е и не  
была ограниченной при \ z | >  ст — е, каково  бы  ни было  е >  0.

П усть последовательность (2.2) при любом е, >  0 удовлетво
ряет условию

I Fk (г) | <  е<°+«>М, |2 | > г 0(е,).- (2.4)

Запишем неравенство Коши для коэффициентов: 
п\Мк (г) M *(r) =  max|/-’ft (2 ) |.

П оложим здесь г  =  п/(о +  е,). При п > (<т +  е1) г 0(е1) =  п0(в1) 
это г  будет больше г0(е,). Поэтому, на основании (2.4), полу
чим

I а *. n I <  “ йг (о +  е,)" е п, п >  rtu(e,).
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V ^ r
О тсю да, т а к  к а к  -■ п '--->  - j  прн п-+  оо, далее найдем

I a*, n I <  (а  +  2е,)", п > п , ( е , ) .  (2.5)

Здесь п, зависит от в|, но не зависит от к. Чтобы оценить |а*.„| 
при n ^ r t| ,  запишем

. _ , ^  ШМк (г0) ^  .. .  е(0+,)г*!<**.„ К ------—----- <  п\ — - — .

П равая  часть этого неравенства при п ^  я , (в|) является  о гра
ниченной. П оэтому будет ограниченной при таких п и левая  
часть. И мея это в виду и принимая во внимание неравенство
(2.5), получим, что при любых к и п

I a*, it I <  А (е,) ( а  +  2е,)п. (2.6)

П усть е >  0 —произвольно заданное число. Возьмем е ,, 0 <  <  
< е/2 . В силу неравенства (2.6) дл я  функции (2.3) получим 
оценку:

l Y * ( 2 ) l < 4 ^ p r Z ( - T T T - ) "  =  /J(e>- 12 1 >  а  +  е.
л—0

Таким образом , если выполняется условие (2.4), то, каково  бы 
ни было с >  0, прн 12 1 >  а  +  е последовательность (2.3) является 
ограниченной:

lY * (2 )| < f i(e ) ,  12 1 >  or-f е. (2.7)

П окаж ем , что имеет место и обратное утверждение. С этой 
целью допустим , что удовлетворяется условие (2.7). И меем

I/1-0+2»
О тсюда, согласно (2 .7), найдем

| Fk (2 ) | <  В (г) (a  - f  2е) ^ +2«> I * I <  <?<0+3«> 1*1, | г  \ >  г,  (е),

где г  1 от k не зависит. Если теперь положить Зе =  вь то и 
получим неравенство (2.4).

О стается п о казать , что последовательность (2.3) не будет 
ограниченной при | z | >  а  — е. Допустим противное, т . е. что 
она ограничена прн | г  | >  о „ =  от — e,>, 8j >  0. По доказанном у 
отсюда будет вы текать справедливость при любом е, >  0 нера
венства

I ^ * (2)1 <  12 1 >  г  о (в|),
что, однако, невозможно, ибо тип последовательности (2.2) р а 
вен о >  а0.



И так , если последовательность (2.2) имеет порядок р =  1 и 
тип о, то последовательность (2.3) ограничена, каково  бы ни 
было е >  0, при |z | > ct +  b и не ограничена п р и | г| > ст  — е. 
Обратное утверждение до казы вается  аналогичным образом .

Л е м м а  3 .2 .4 . Пусть у  (г) — целая функция из кла сса  [I , 0]. 
Каково бы ни было  60 >  0, имеется система окружностей \z\ — 
~ r m t  00 такая, что

^ - < 1 + б 0 (т>1)гт
U

I—U-I <е*|г|, \г\ = гт, т> гщ(е),I Ф(г) I

г д е  е >  0 — любое .
Э та л ем м а — частный случай  теоремы 1.1.9 (см . замечание 

после этой теоремы).
Л е м м а  3 .2 .5 . Пусть <р (г) — целая функция и з  кла с са  [1, 0|. 

Если последовательность {Fk (г)} имеет п оряд ок  р = 1  и тип о, 
то и последовательность  {<p (z) Fk (z)} имеет п ор яд ок  р =  1 и 
тип ст.

Т ак к а к
| Ф (г) | <  е*1 г 1, |f*(z)|<e<°+»>l*l (k =  1, 2, . . . ) ,  | z  | >  г0(е), 

то
| ф (z) Fk (z)| <е<о+2«)|г | (* — 1, 2 , . . . ) ,  I z | >  Го (e). 

О сталось п о казать , что неравенство
|f ( z ) F * ( z ) | < ^ l* l ,  I z | >  г0 (2.8)

(r0 не зависит от k) не выполняется ни при каком  о, <  ст и 
го > 0 .  Д опустим противное, т. е. что имеет место неравенство
(2.8) при некоторых 0 \ < о  п г0. По лем ме 3.2.4 найдется си
стем а окружностей |z| =  r m | 00 т а к а я , что <  1 +  бц и

I v W  I < e* |z|* l 2 l =  r m. m > m o (e ) ,

где e >  0 — любое. Отсюда, принимая во внимание условие (2.8), 
получим

I Ft  (г) I =  | ^  || ф W I <  (2 9)

I z | =  r m, т > т I ( е ) .
П усть z — произвольная точка из области | z | >  г„  . Обозначим s  
число, удовлетворяю щ ее условию r s ^ | z | ^ r J+1. В силу (2.9), 
имеем

| F * (z ) l<  m ax | Fk(i) \ < е (а'+*)л‘ +'. 
l ' l - ' s+1
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.

О тсю да, так  как  r s+, < (1  + й о ) г ,< (1  +  *<»)I z |, получим 
| Fk(z)\ < е«, +е>с+л*>1г11 |z |>  г т, — г (е).

Число б „ > 0  до сих пор было произвольным. Выберем его те 
перь т ак , чтобы выполнялось неравенство а | (1 4 -б „ )< ст . При 
малом е тогда будем иметь (ст( +  е) (1 +  б„) <  ст. Значит, после
довательность {Fh (z)} имеет тип, меньший ст. Это противоречит 
условию леммы. Следовательно, неравенство (2.8) не может 
выполняться при ст, <  ст, что и доказы вает  л ем м у.

2. В ы пуклость области регулярности сум м ы  р яда  Д ирихле. 
Приступим к непосредственному д о казател ьству  теоремы. По
условию lim ~j~x  j =  0. Положим

Ф (ч -П ( '-| )= Х ^ 1*-
ft —I v k/ ft-0

Эта функция нз кл асса  [1, 0]. И меем

Ф Й Р Л г )  =  ф Ф ) ( |  аЛл е ' 1уг)  =  0 (п =  1 , 2 , . . . ) .  (2.10)

П усть G — множество точек, в некоторой окрестности каж дой 
из которых последовательность {Pn (z)} ограничена, Е — связн ая 
компонента G. Надо д о казать , что область Е вы пукла.

Д л я  краткости изложения условимся в дальнейш ем говорить, 
что последовательность функций обладает свойством О в точке z0, 
если она ограничена в некоторой окрестности точки z0, и обла
дает  свойством О на множестве, если она обладает свойством О 
в каждой точке этого множ ества.

^Допустим противное, т. е. что область Е не является вы пук
лой. Из этого будет вы текать , согласно лем м е 3 .2 .1 , что че
рез некоторую граничную точку £ области Е можно провести 
такую  окруж ность С, что ее некоторая д у га  (а , р) будет иметь 
с границей области Е только одну общую точку £ ф  а, р, 
будет л еж ать , за  исключением точки £, в Е и будет обращ ена 
своей выпуклостью  внутрь области £. Точки а и р  соединим 
в области Е кривыми L, и /,2. П усть при этом L2 леж ит в об
ласти, ограниченной кривой и дугой (а, р) окружности С. 
Когда точка z находится в области Е(, ограниченной кривыми 
Li и Ц, по ф ормуле Коши имеем

р - (2) -  i  i  J . й + р . . ,  W .
Lx L,

Функции p „ .,( z )  (rt =  1, 2, . . . )  являю тся аналитическими всюду 
не Z.,. П оследовательность {РПъ i(z)} , поскольку {Pn {z)} огра- 
Ичена на обладает свойством О всю ду вне 1 , ;  в частности,
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она о бладает  свойством О в точке |. Аналогично, функции 
я „ . 2 (2 ) ( « в  ] ,  2 , . . . )  регулярны  вне L2, последовательность 
(Р п, 2(г)} о бладает  свойством О всю ду вне L2 и, в частности, 
в точке С ледует заметить, что при этом в точку £ мы при
ходим из области Е\ разными путям и: при рассмотрении ф унк
ции P„,i(z )  в точку | приходим путем , непременно пересекаю 
щим кривую  L2, при рассмотрении функций Р„, 2(г) в точку £ 
приходим путем , не пересекающим Ц. Если функции P„,2(z) 
аналитически продолжить из области £ , через кривую  L2, то 
мож ет о казаться , что в точке £ последовательность {Рп% 2(z) не 
о б л адает  свойством О. П окаж ем , что в рассм атриваемом  с л у 
чае это на сам ом  деле имеет место.

П редварительно зам етим , что после аналитического продол
жения через L2 функции Pn, 2(z) б удут  регулярными вне прямо
линейного отрезка [а, р]. В сам ом  деле, регулярность этих 
функций вне замкнутой кривой, состоящей из L2 и отрезка [а, р], 
следует  непосредственно из их конструкции, а регулярность 
P„,2(z) в области, ограниченной кривой L , и отрезком [а, р], 
сл едует  из равенства

Рп.Лг) =  Рп ( г ) - Р п.Лг),  (2.11)

поскольку Рп (г) — целые функции, а функции , (г)  в р ассм а
триваемой области являю тся аналитическими. Теперь убедим ся 
в том , что последовательность {Я„.2 (2 )} обладает  свойством О 
всю ду вне окружности С, а в точке I свойством О не обладает. 
И з самой конструкции функций 2(z) следует, что последо
вательность [Рп, 2 (г)} обладает  свойством О вне кривой, состоя
щей из L2 и  т о й  дуги  (а, Р) окружности С, которая не содер
жит точки |. И з равенства (2.11) (принимая во внимание, что 
последовательность {Рп (г)} обладает  свойством О в области Е, 
а  последовательность (Р п>, (г)} — в области, ограниченной кри
вой L3, состоящей из L, и той дуги  (а, Р) окружности С, кото
р ая  содерж ит точку £) далее вы текает, что последовательность 
{Я„, 2 (2 )} обладает свойством О внутри кривой L3. Следовательно, 
последовательность {Я„ 2(г)} о бладает  свойством О всю ду вне 
окружности С. В точке {■ она этим свойством не о бладает . Это 
видно из равенства (2.11), если учесть , что в точке £ последо
вательность {Р„(г)} свойством О не обладает  (точка £ — гранич
н ая  дл я  области Е), а последовательность {Рп, | (г)} обладает.

Проведем через точку £ окружность С ,, касательную  к ок
ружности С в точке I и охватываю щ ую  С. П усть радиус о кр уж 
ности Ci равен а, а ее центр находится в точке а. Принимая 
во внимание, что функции Рп, 2(г)  регулярны  вне прямолиней
ного отрезка (а, р], можно утвер ж дать , что они являю тся р егу
лярными при 12  — а  I >  <Х|, где Ст| <  о, причем, к ак  видно из 
сам ой их формы, они при г - *  оо стремятся к  нулю . В силу

этого их можно представить в виде
оо

=  g  (г °Да)1Т,- ■ 12 — а | > ot ( я - 1. 2, . . . ) .  (2.12)

Заметим  теперь, что, согласно выш еизложенному, последова
тельность (2.12) о бл адает  свойством О всю ду вне окружности Сх 
и во всех точках Си отличных от £.

Рассмотрим последовательность {y(D )Pn, 2 (2 )}. По лем ме 3 .2 .2  
она о бладает  свойством О вне С, и во всех точках С (, отлич
ных от £. П окаж ем , что в точке % она этим свойством не обла
дает . С этой целью введем функции

оо

( « = 1 . 2 , . . . ) ,  (2.13)
к-О

ассоциированные по Борелю с функциями (2.12). Т ак как  ф унк
ции (2.12) регулярны при |2 — а | > о , ,  то функции Fn (2 ) при
н ад л еж ат  к л ассу  [1, о ,]. П оскольку последовательность (2.12) 
ограничена при \z — a | > o - f e  и не ограничена при |г — а | >
>  о — е (ибо в точке | она не обладает свойством О), то, в силу 
леммы 3 .2 .3 , последовательность (2.13) имеет порядок р =  1 и 
тип а. Запишем теперь известное представление одной из ассо
циированных функций через другую :

оо

Рп. 2 (2 ) Fn (t)e~{*~a)' dt.
о

И меем
оо

Ф (D) Рп. 2 (2) =  \ ф ( -  о  Fn (/) *-<*-“>' dt,
О

о ткуда  заклю чаем , что если
оо

Ф ( - 0 / гп (0  =  ^ ^ г /* <п==1’ 2 ’ •••>• (2 -14>
к-О

то

Ф (В )Р „ ,2( г ) = ^  (п =  1, 2 , . . . ) .  (2.15)
* - о 1 '

Т ак к а к  ф (—  / ) е [ 1 ,  0], a Fn ( / ) e [ l ,  а ,] , то функции (2.14) при
надлеж ат к л ассу  [1, о ,]. П оскольку ф ( — / ) е [ 1 ,  0], а  последо
вательность {Fn (t)} имеет порядок р = 1  и тип <х, то, в силу 
леммы 3 .2 .5 , последовательность (2.14) имеет порядок р =  1 и 
ти“ о.  Отсюда, на основании леммы 3 .2 .3 , заклю чаем , что
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последовательность (2.15) ограничена прн \ г — я | > о +  е (е > О 
любое) и не ограничена при \ г — а\>  а — е. Принимая во вни
мание, что во всех точках окружности, отличных от после
довательность (2.15) обладает свойством О, выводим теперь, 
что эта последовательность в точке | свойством О не обладает.

После этого уж е не трудно прийти к противоречию. В самом 
деле, имеем

Ф (D) Рп. , (г) +  Ф (D) Рп о (z) =  q> (D) Рп {г) =  0 (2.16)
в силу (2.10). В точке | последовательность {Рп. , (г)}, а , значит, 
и последовательность {ф (D) Рп \ (г)} обладают свойством О. 
Тогда, в силу равенства (2.16), этим свойством в точке I должна 
обладать и последовательность (2.15). Тем самым получено про
тиворечие, состоящее в том, что последовательность (2.15) 
в точке  ̂ одновременно обладает свойством О и не обладает им. 
Следовательно, предположение о том, что область £ не выпукла, 
неверно. Значит, область Е является выпуклой. 1еорема 
доказана.

С л е д с т в и е .  Пусть
lim

|*»1
= 0 ,

и пусть G — множество точек, в достаточно малой окрестности 
каждой из которых последовательность (2 . 1) сходится равно
мерно. Тогда любая связная компонента множества G является 
выпуклой областью.

Отсюда легко получить теорему Полна. В самом деле, мы
видели, что, когда lim -г?—г =  0 , последовательность

„-►оо I Я I

Z ' OvLn(K )e -X*  ( я - 1 ,  2, . . . )  (2.17)
V - 1

сходится равномерно к функции f (г) — сумме ряда (1.1) во всей 
ее области существования D. Область D—максимальная область, 
в некоторой окрестности каждой точки которой последователь
ность (2.17) сходится равномерно. Следовательно, область D 
выпукла.

В работах |41], [42] исследовались ряды Дирихле, комплекс
ные показатели которых обладают угловой плотностью.

§ 3. Целые функции, представимые рядами Дирихле

Будем рассматривать ряды Дирихле

/(z) =  Z «/ fi >kZ> (3.1)

сходящиеся во всей плоскости.

§ 3] Ц ЕЛЫ Е Ф УН К Ц И И . П РЕ Д СТА ВИ М Ы Е  РЯ Д А М И  ДИ РИ Х ЛЕ 215

1. Оценка коэффициентов. М огут существовать ряды Ди
рихле, сходящиеся во всей плоскости, сумма которых равна нулю. 
Ясно, что в таких случаях должно выполняться условие

lim т г - г — 00•*->оо 1**1
Будем предполагать, чтобы заведомо находиться в условиях 
единственности, что

lim . - т  — D <  оо.
*-*.00 I А* I

В этом случае для коэффициентов ряда Дирихле имеется про
стая формула. Именно, пусть

Ц * ) - Щ 1 М Я) _  МЛ.)

Эти функции — из класса [1, л D*], где D' — усредненная верхняя 
плотность {А,т }. Пусть Yv(0 — функция, ассоциированная по 
Борелю с Ly ()I). Она регулярна вне круга |/|^лЬ*. Согласно 
формуле (1.21), имеем

I I
(Яу) 2л/ vA t)f(t)d t ( v = l ,  2, . . . ) .  (3.2)

Это и есть искомая формула для коэффициентов.
Заметим, что

11-«|<тет(1+тст)П(|+1хгП<̂ 0'*,,'м’
I

m > r „ ( e ) ,

где г0(е) не зависит от v. Поэтому
I Yv (О I < A ( R ) ,  | / | > / ? > л / )* ,

где Л(/?) не зависит от v. Имея это в виду, из формулы (3.2) 
получаем

|а* К  i r f f i  о  max 1/(01. (3.3)

Применим формулу (3.3) к функции

У чипывая, что
/ ( г - г } ) =  £

m ax|/(f — т | )К  max |/(и)|, 
1<1- «  |и|-|Щ+Л



получим
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f lv l<
A (R) R 

I Г  (Xv) |
l ^ - V I  max |f(u )|  (v — 1, 2, . . . ) .  (3.4)

На основании формулы (3.4) немедленно получаем следую
щее утверждение.

Т е о р е м а  3.3.1. Пусть

и пусть ряд

lim -гг—г
к->оо I **1

<D <  оо,

сходится во всей плоскости. Если

|/(«)|<в*1Ч  0 < а < о о , | г  | > го,
то

f(z )=  £  a ve ' V - 
IM < «

В самом деле, согласно (3.4), имеем

. . ^  A (R) R eaRea ^  0  . . . . .
I av | С  j ( у̂)| |eV>| ’ Р~ЬI Л I > ro-

Пусть i\ лежит на луче: a rg  л =  — arg  A,v. Видим, что когда 
t j - > oo вдоль этого луча, причем | A.v |> а, правая часть послед
него неравенства стремится к нулю. Значит, для таких v имеем 
av =  0 , что и надо было показать.

2. Л -п орядок суммы ряда  Д ирихле. Назовем А-порядком 
функции f(z) величину

х =  lim 1п 1п М (г-- , М (г) =  шах | / (г) |.
г-> оо г \г\-г

Определим Д-порядок функции {(г) через коэффициенты а* 
ряда (3.1).

В предположении, что lim т г т  < оо и
ь>оо 1А*1

(3.5)
Л ^ Т Ш м Г Г Г '^ Т Т Т а д 1” 0 ’
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установлена формула (см. [3))

х =  Пгп 'х*1|п1х*1-. (3.6)
*►“  In —

I ak I
Она может быть получена из следующего результата (см. (12]). 

Пусть
р =  lim l* » l |n 1X* L f q =  lim InI X* | In | X* | , u | V  (X*) I ’

lim | . - 7- =  D <  oo. 
*->.00 1л*1

Т е о р е м а  3.3.2. А-порядок x функции (3.1) удовлетворяет 
условию

^  х ^  р.

Предположим, что f{z) имеет Д-порядок, равный х. Тогда 

| / (z) | <  exp [e<x+,)lz|], I z  | > г0(е).

Отсюда, в силу неравенства (3.4), получим

I I <  | v f a r e x p  V x " ){""+R) -  R e  ( M ) ] .  14 1 +  R  >  M e ) .

Пусть л лежит на луче a rg t)  =  — argA,v. Тогда Re(A,vri) =  
=  | Xv || ri | =  | A,v 1(1 Л 1+ R) — I A,v IR- Имея это в виду и полагая
I Ч 1+ R =  x, получим

14 И
|а» |<  A(R) R , * i ( iy ) [ ехр[е<*+«>« - | К  1*1, х > г 0(е). (3.7) 

П равая часть как  функция х имеет минимум при

х =  дс0 ! ■In l * v l
х + в х+  е *

Значение х0 будет больше г0 (в), если v будет больше некото
рого v0. Полагая в (3.7) х=*х0, получим

I flV I <  A (R) R J p -(Q -|- ех р [ 4 q p t  -  4 т Г 1п 4 + т ] ’ v >  v°- 

Отсюда
■р— In I a v I 

IXv l In | Xv l ^  ’  X
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Но левая часть, как легко видеть, равна —1/р. Таким образом, 

— -^-<<7 — V *  0ТКУДа

х ^  —j------- .

то

+ Q

Осталось показать, что х<1р. Рассмотрим вспомогатель
ный ряд

f ( 2) =  E | a J e |X* lz .
I

Имеем
М (г) н= max | / (г) К  M*(r) =  max | F (z) \ =  F(r).

|z I—г Rez—r
Отсюда вытекает, что Л-порядок функции / (г) не превосходит 
/^-порядка функции F(z). Но /^-порядок р функции ^ (г )  под
считывается по формуле (6 .6) гл. II, причем эту формулу можно 
записать такж е в виде

р =  Ш  ' 4 4 * * 1 .
Ь -W пп • I

Следовательно, х < [р . Теорема полностью доказана. 
Дополнением к этой теореме служит следующая 
Т е о р е м а  3.3.3. Для данной последовательности {А,*} с

lim k- j  < оо существует функция f(z ) вида (3.1), для которой
fe -> оо I Л I

A-порядок х  равен

( * + « ) " •

Воспользуемся известной леммой (см. гл. II. § 6, п. 3): пусть 
F (г) — целая функция. Тогда существует последовательность 
окружностей | г  | =  р* f оо,

P * + ,< ( i + ihV ) p* t * - 1*

на которых имеет место оценка
In | f  (z) | > -  //„ In Л/ (4<?р„), | г  1= р„, М (г) ■= max | F (г) |,

|г|-г

где IIп =  2 -(- In (Зе In р„).
В качестве функции F(z) возьмем функцию L(z). Так как

оо

1 Ш 1 < П 0  +  т е г )  <

In | L(z) |> — ц//пр„, ц > 4 я eD\ |г| =  р„, п > п 0. (3.8)

Обозначим Г„ контур, составленный из окружностей | z | =  р„_|, 
|2 | =  р п , причем на Г„ выбрано направление обхода, при кото
ром внутренность кольца, ограниченного указанными окружно
стями, остается слева. Пусть ГР(, r Pj, . . . ,  Гр„. ••• — те кон
туры, внутри каждого из которых лежит хотя бы одна точка 
из последовательности {Ат }. Пусть

Ят„_, + || ЯШп_ 1+2, • •• , Атп (3.9)

— точки из {А,*}, лежащие внутри ГРп> Положим

а +. =  . . .  =  а т  =«|Ат  r ( 7 +,) l x<"nlт я —I I тп I тп\
и рассмотрим ряд

=  t  L'(X*) е Х*1'

сп (3.10)

(3.11)

Из выбора (3.10) следует, что этот ряд всюду сходится. Сумму 
членов ряда (3.11), соответствующих А* из групцы (3.9), обо
значим Ап. Имеем

.  1 Г е
К  —  сп 2л(. )  L (£)

Отсюда, на основании (3.8), получаем

\Ап\<2спрРп ехр(ц//ЛпрРп) е  

Рассмотрим функцию

1*1 рР (3.12)

Ф W  =  2 £  спрРп ехр (рНРп9Рп) е *Рр"-

Положим v„ =  pРп. Так как v„ ~̂ \ кт  | ^s| А„ |, то последователь
ность {v„} имеет конечную верхнюю плотность

lim —  <  оо.
П -> оо

На основании этого Л-порядок функции Ф (г) (обозначим его X j) ,  
согласно уж е доказанной теореме, удовлетворяет условию

X , С  lim v„ in v„
n-yoo In [(v „ c „ )- l ex p (— р Я Р(1У„)] *



Знаменатель дроби, учитывая (3.10), равен

-  ln v" + ( у  + я) I Ч 1 1п Г Ч  | -

pp. Рг
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Так как

1 < _____
ктп ^  РРЧ- '

2 +  In (Зе In v„)
In V/t In v„ 

X| ^

1.

•0,

Согласно неравенству (3.12),

max | / (г) К  max | Ф (2) |. 
I*l-r 1*1—

Поэтому порядок x функции f(z) не больше X! и, значит,

*< (1  + 0  '*

Но х не может быть меньше ( ^ + < 7)  • Следовательно,

_  + «

Теорема доказана.
Из теоремы 3.3.2 следует, что если q =  0, то порядок х под

считывается по формуле (3.6). Из теорем 3.3.2 и 3.3.3, как  след
ствие, вытекает далее следующее более сильное утверждение.

Т е о р е м а  3.3.4. Пусть последовательность показателей {А,т } 
имеет конечную верхнюю плотность. Для того чтобы А-порядок 
любой функции

И*) I
- V

(предполагается, что ряд сходится во всей плоскости, а последо
вательность {X*} фиксирована) вычислялся по формуле (3.6), не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (3.5).

В заключение выясним, как  связаны между собой Д-порядок 
и /?-порядок функции

/(г) =  Ё я * < г Ч  К > 0 ,
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когда показатели А,* положительны и l im  -г—  =  D <  оо. /?-поря- 
док р всегда (при D <  оо) вычисляется по формуле

* >0° In —
I ak ■'

Л-порядок вычисляется всегда по той же формуле лишь при 
условии </ =  0. Таким образом, при <7 =  0 имеем х =  р, при q > О 
имеются функции, для которых х < р.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ, 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ В ЗАМКНУТОЙ ВЫПУКЛОЙ ОБЛАСТИ, 

РЯДАМИ ДИРИХЛЕ В ОТКРЫТОЙ ОБЛАСТИ

В этой главе будет получено представление рядами Дирихле 
в конечной выпуклой области произвольных функций, которые 
аналитнчны в замкнутой области или аналитичны в открытой 
области и непрерывны в замкнутой области *).

§ 1. Биортогональные системы функций

1. Конструкция биортогональной системы. Возьмем систему 
функций

* ‘  ‘ '  Л г..........  ( 1.D

где Я.], Х2, . . . ,  А.у, . . .  — различные комплексные числа, причем 0<й|К|Л,К ••• Требуется найти функции \|>v (г) (v = 
=  1, 2, . . . ) ,  аналитические вне некоторого круга и обладающие 
свойством

I
2я»

=  (ц =  1, 2 , v — 1, 2 , . . . ) ,  ( 1.2)

на кот
*, и

V. V =  |

где С — окружность, на которой и вне которой все функции 
\|jv (/) — аналитические, и

0 при ц  ф  V ,

1 при Ц =  V .

Ясно, что у  каждой функции фу (/) должны быть особенности 
внутри С.

Если биортогональная система {it>v(0} в смысле (1.2) имеется, 
то должно выполняться условие

(1.3)lim • =  о  <  оо.

Действительно, рассмотрим функцию

М {X) = 2^  (/) dt.

*) Здесь будут изложены результаты из работ [14], (16), 117], 1201, [23],
[25], [32], 134], [36].
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Это — целая функция экспоненциального типа, не равная то
ждественно нулю. В силу (1.2), точки Х2, Х3, . . .  являются для 
нее нулями. Поэтому должно выполняться условие (1.3).

Условие (1.3) является не только необходимым, но и доста
точным для существования биортогональной системы {^v (0 }. 
Приступим к построению функций if>v (/).

Пусть L{X) — какая-нибудь целая функция экспоненциаль
ного типа, для которой А,,, Х2, . . .  — простые нули (кроме этих 
нулей, у  ЦХ) могут быть и другие нули). В качестве ЦХ) 
можно, например, взять функцию

оо
V

я о - t )
если | Xi | > 0 , или функцию

* n;o-i>
если А, =  0 (штрих у знака произведения означает, что в про
изведении все скобки различны). То, что эти произведения 
изображают целые функции экспоненциального типа, следует 
из условия (1.3).

Положим

i ( 4 = £ £ v ,  

v W - Z - A г - (1-4)

Функция у (0  — функция, ассоциированная по Борелю с L(X). 
Если L(X) имеет тип о, то ряд (1.4) сходится при | /1 >  а. Обо
значим D наименьшее замкнутое выпуклое множество, которое 
содержит в себе все особенности функции \(t).

Пусть С — замкнутый контур, охватывающий множество D. 
Имеем

Отметим равенство

*•< **)-•5 3 -$ Y W e V < « - 0  (v =  1, 2, . . . ) .  (1.5)

бедую щ ий способ построения биортогональной системы основан 
на методе интегрирования по частям.
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Запишем равенство

L(A) =  i S e(*~M 'eV Y (*)<*'
с

и  ПОЛОЖИМ

а

где а  —точка контура С. Функция vy(t) регулярна вне D и там , 
в силу (1.5), однозначна. Имеем

1 <Х>"  -Ш  e(""Xv)<uv (Ole -  i ^ L \ e<X"Xv) ‘vy (t) dt.
с

В силу однозначности на С функции vy (t), подстановка равна 
нулю. Поэтому

L (А) =  (А -  А„) Л -  J  ем [ _  e " V 0v (/)] Л  (1.6)
с

или

(А -  Av) L' (Av) =  ~2яГ S с
где <

Ч1- “) =  -  T i b  «  “  -  г И  * ' V  $ (I) dl. (1.8)
a

Функции \t>v(t, а) регулярны и однозначны вне D. Из равен
ства (1.7) следует

2̂ -  J  A 4 v  (t , a) dt =  йц. v.
с

Следовательно, система а )) биортогональна к системе (1.1).
Полезно отметить следующее: из формулы (1.8) следует, что 
функции \|\,(/, а) регулярны вне D и что их аналитически можно 
продолжить внутрь D по любому пути, по которому аналити
чески продолжается функция y(t).

Возьмем вне D какую-нибудь точку Ь. Из (1.8) получаем
6

♦v(/. b ) - ^ ( t ,  в) - 2^ « - V \ e 4 y ( l ) d l~ C y (a, 6) в ‘ Ч  (1.9)
а

где Су (а, Ь) — постоянная. Функции ^v {t, Ь) и г|\(t, а) отли
чаются друг от друга на целую функцию. Пусть в (1.9) Ь -*°°

по направлению ф из полуплоскости Re(Av? ) < 0 .  Тогда

'М Л  °°) — 4>v(*i а) =  Су(а, оо)е >у,‘, ( 1. 10)
причем

rfv(Л °°) =  — e~Xv<  ̂ e ^ y ( l) d l.  ( 1-11)
оо

Из ( 110) следует, что функции \|\,(/. 00) регулярны там же, 
где регулярны функции \|)v (/, а). В силу (1.7),

■ g W , « .  <“ ) д — “ 12>
с

Убедимся, что \pv (t9 о о )-*0  при / -*  о о . На основании (1.11)
t

♦■»•“ >— т т к г  J

Положив I — /=Т). получим
оое'Ф

°°) — Т.* (Xv) i  eXv4Y(/ +  rj)rfri. (1.13)
о

Будем считать, что в (1.13) интегрирование происходит по лучу
V  a rg ri =  qp. Когда л  пробегает луч /ф, переменная / +  Л про
бегает луч /ф(/), выходящий из точки / под углом ф к действи
тельной оси. Чтобы интеграл (1.13) имел смысл, необходимо 
потребовать, чтобы луч /ф(/) леж ал вне множества D. Точки t, 
для которых последнее условие выполняется, образуют об
ласть Ev — внешность пол^полосы, ограниченной двумя лучами, 
касающимися множества D и направленными под углом_ ( л -(-ф) 
к действительной оси, и частью границы множества D, обра
щенной в сторону направления ф. Когда луч /ф будет повора
чиваться, оставаясь в полуплоскости Re(Avr i)< 0 , область £ф 
опишет всю внешность множества D.

Возьмем достаточно большое положительное R. Точки t, 
Для которых лучи /ф(/) леж ат вне круга образуют
область E V(R) — внешность полуполосы шириной 2 R и ограни
ченной со стороны направления ф полуокружностью. Для 
таких / выражение у(< +  П) по модулю мало и, значит, функция 
ЧМ *, оо), в силу (1.13), такж е по модулю мала. Поворачивая 
ЛУЧ I,р, убедимся, что функция ij>v (/, °°) по модулю мала всюду 
вне круга |/|^/?. Это и означает, что vj>v(/, о о )-»0  при t -*  оо.

Ь А. Ф. Леош ьса
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Учитывая этот факт и представление ( 1. 12), заключаем, что 
фу (<, оо) —функция, ассоциированная по Борелю с целой функ
цией экспоненциального типа

/ / V\ _ L М
L v W T f e )  (X -X v) •

Отсюда для фу (/, °°) получаем новое представление
оо оо

* ,(/ . оо) =  5 L , (,).),-*d>. -  J  Л .  (1.14)
О

(1.15)
Из (1.12) следует, что

^ 7  S £?̂ ,(Pv ° ° ) dl =  V  v.
с

т. е. система {фу (Л °°)}. как  и система {фу(/, «)}. биортого- 
нальна к системе (1.1). В дальнейшем в качестве системы, 
биортогональной к системе ( 1. 1), чаще всего будем брать си
стему {фу(<, °°)}- Для простоты функцию фу(/, оо) будем обо
значать фу(0 ( v = l ,  2 , . . . ) .

Используя представление (1.14), можно получить асимпто
тику фу(/) при больших v. Имеем

Е* >.т  , 1 / X \*+|
,„_0 Xv +1 Л- X y U v J

В силу этого, находим

т-0  * «

Поскольку

OU
+ 1 К Г $ Т - Т - |- « г “ Л .  (1.16) 

v о v

оо
Y (0 “  5 L (A,) e -Xl dk,

О
ТО оо

5 AimL (к) е- и dk — (— 1 Г  Y(m) (О-
о

Оценим последний интеграл в соотношении (1.16). Пусть А(ф)-" 
индикатриса роста функции L(А,). Нетрудно убедиться, что при
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,|МТ>)+«||Ч <p =  argA,,

фиксированном k

К ' ^ ; \ < М г ) е '

где е >  0 — любое, а А(е) не зависит от v. На основании этого 
неравенства заклю чаем , что на замкнутом множестве F, ле
жащем вне D, интеграл

оо

/ у  ( 0 = 5  A,k+' ^ - e - MdK

представляющий собой функцию, ассоциированную с целой 
функцией

,*  + 1 НУ)л 1 1 »
ограничен:

к  - Х у

|/у ( / ) | < С ,  / e f ,

где С не зависит от v. В силу всего сказанного, из (1.16) на
ходим при больших |А.у |

+  , s F - (|Л7) 

На основании этого получаем искомую асимптотику

/ g F ,  Я,у -*■ о о .

Из представления (1.18) видно, что во всякой точке /, в ко
торой у (0 =^0. при больших v асимптотически

Фу (0  »  — XyL> (Ху) Y (*)•

2. Биортогональные системы в случае кратных корней. 
Вместо системы (1.1) рассмотрим более общую систему

ехЛ  г Л * .......... 2mv  *eV  (v =  1, 2, . . . ) .  (1.19)

Введем последовательность чисел {ц„} по такому правилу:
1*1 5=3 Иг =  . * •  =  И<п, =  А-l, И т , + 1 =  =  й т ,  + т ,  “  А^, . . .

Потребуем, чтобы выполнялось условие

lim -г— ,
ft->oo I Mn I

<  оо.
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Тогда найдется целая функция экспоненциального типа Л(А.)> 
которая в точках А.,, А.2> . . .  будет иметь нули порядков, соот
ветственно равных т и т 2, . . .  Пусть, Kaj< и выше, \(t) — функция, 
ассоциированная по Борелю с L(k), D — наименьшее выпуклое 
замкнутое множество, содержащее все особенности у (0 . С — зам 
кнутый контур, охватывающий множество D.

Требуется построить систему функций, биортогональную 
к системе (1.19). Обозначим Av, k(t) функцию, ассоциированную 
по Борелю с целой функцией

...  .... ........................... .....

Положим, далее,

Mv ((l) : (Ц -  Xv)
Мц) '

Утверждаем, что искомой биортогональной системой будет си
стема функций

tv . к (0  =
mv - k - I

£  Q \ c ^ - k - A M ^ ) C C 'q~l)Ay<>{t)' (К20)k\ (mv — k — 1)1
<7—0

Иными словами, имеют место соотношения
ГО, р ф \ ,

2s r y V p '4»v.*(0 <// =  j  0 , p - v ,  s ^ k ,  
с L 1, р =  \, s =  k.

Д ля доказательства подсчитаем левую часть равенства. 
Обозначив ее для краткости А, запишем

А =  *! (mv — * — 1)Г £  CV ‘ - X
9 - 0

X  lAfv ( n C C ~ f " % !  Ш  \ l'eWA^ о(/) dL
С

Поскольку

л . j j , « V .
то
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?!
L  (А.) _ Г L  (А.) — L (,») -!«»>

L я. — ц J n _ x v

* п

Но

Поэтому

с  v А —хр

=  (  Г (А.) — £ (м П (*> V«> Г . L  (ц) Ш>
U  I  < H - * p ) * + 1W

В силу этого,

-----------f e r ^ w ^ n r ’ -fel (m,

-  ?■"■“ ■’ • s * k- К 1, p =  v, s =  k,
что и требовалось доказать. 

Заметим, что

Здесь
**• mv - ‘ W  -  (wv — ,)| Mv (Xv) 0 (0 .

oo

0

В силу формулы (1.17),

A.v —> оо, t е  F,

(1.21)

где F — произвольное замкнутое множество, лежащее вне D.
Систему ( 1.20) естественно называть системой, соответствую

щей случаю кратных корней порождающей эту систему характе
ристической функции L(\).



3. Поведение бнортогональной системы при дополнитель
ном условии на характеристическую функцию. Рассмотрим 
систему (1.14)

оо

U

биортогональную к системе ( 1. 1).
Пусть h (ф) — индикатриса роста функции Цк). Из опреде

ления индикатрисы следует, что
\Цге‘*)1<е>н<*>+* г, г > г0(е).

Важно отметить, что в написанном неравенстве нельзя отбро
сить е. Имея это в виду, наложим на характеристическую функ
цию дополнительное ограничение

-Н <Ф) г
\ Ц ге » )\ < А * -р — , ц > 1. г >  0 . ( 1.22)

оо

Из условия (1.22) следует, что функция Y (0 =  $ L(k)e~u dk,
о _

ассоциированная по Борелю с L(k), регулярна вне D и непре
рывна до границы. В этом случае и функции гМО. регулярные 
вне D, непрерывны до границы множества D. Получим для них 
оценку на dD.

Выведем сначала неравенство
Л (Ф1) г, — Л(ф2) г 2<| А,, — A,2 |max|z|,

(1.23)
А,| =  Г|е<ф', к2 =  г2е‘^.

Пусть К (ф ) — опорная функция множества D:
К (ф) =  т а х  R e(e_,vz).

< E  D

Известно, что /С(ф) =  Л(— ф ) .  Таким образом,
Л (ф) =  max Re (e‘vz).

z a D
В силу этого,

Л (ф!) =  шах Re (е,ф z) =  Re {е1<9 г {), z, е  D,
isO

откуда
Л (ф,) г, =  Re (е‘» r ,z ,) =  Re (A.,z,).

Д алее, имеем
Л (ф2) =  max Re (e‘*‘Z).
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На основании изложенного 
Л (ф|) г, — А (ф2) г.г =  Re (А,,г,) — г2 max Re (ei4>‘z) <

г е й
<  Re (А,,г,) — r2 Re (e'^z,) =  Re (А,,г,) — Re (A,,Z|) =

=  Re [(Я., — А.2)г ,]< |  A., — А.2||г, K IA ,, — A,* | max | z I,
i s D

что и надо было показать.
Теперь убедимся в том, что

„Л (Ф) г
\L'(re*)\<B  —— , г > 0. (1.24)

Имеем
I '  <у\__ I f  L  (/) dt
L W  2л/ J ( I -  А)* ’

К -Ч -1
откуда

|Z/(A,)|< max \L(t)\ =  \L (t0) |, |/0 - Я .| = 1.
| t — k | "• I

Пусть k =  re1*, /0 =  г,/ф*. При г >  1 имеем r0 > 0. Согласно 
условию ( 1.22),

-А (<Г,)г, / г \>* (ф>г
1 М * о ) К Л  ------- --—  =  а ( — ^  ^ (Ф ,)Г ,-Л ( Ф )Г  г > |>

Г« V г0 )  И*
В силу неравенства (1.23),

Л (фо) г0 — Л (ф) г <  | /0 — А, | ma_x | z | =  max | г |.
г е й  г е й

Кроме того, при г >  2

r0> r - l > j ,
Поэтому

|/.'(Я)| <  Д2,1е х р (т а х  I z l) - ^ -^ —, г > 2.
г е й  ’

При подходящем выборе константы получим отсюда неравен
ство (1.24).

На основании (1.24) установим неравенство
I L ш  I №> г
| Т Г 1 7  а. =  ге‘\  (1.25)

гДе константа С не зависит от v.
В случае |А, — AV|> 1 имеем

I LIK) 1^ ,  , , „ v .
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откуда, на основании условия (1.22), получаем нераиенство (1.25) 
с С =  А.

Пусть теперь |А —Av |< 1. Поскольку L(AV) =  О,
к

L (k )= L (\ )~  L (K )=  \L'(t)dt.

Будем считать, что интегрирование происходит по прямолиней
ному отрезку, соединяющему Av с А. Гогда получим

_ id ^ | < | l '( / o H  /0е  [Av, А].

Пусть А =  г<?'ф, t0 =  roelv’. На основании (1.24)
-А «Ро>

или
|l J t  (ф) г 

■ (Ф»)Г#-А (Ф )Г -£---------- (1.26)

Будем считать, что г ^ 2 .  При этом условии

i < 2.

В силу неравенства (1.23), имеем, далее,
Л (ф0) г0 — h (ф) г <| t0 — А | max \г\<  max | г  |.

Поэтому, согласно (1.26), находим
,ft (ф) г

Положим

L (- ■ ■ I < 2“ В ехр [max | г |] — ,
А — К\ | г е й

С =  max ( А , 2*В ехр [max | г  |]).

г > 2 .

При таком С имеет место неравенство (1.25), постоянная С при 
этом не зависит от v.

Из оценки (1.25), на основании принципа максимума мо
дуля , получаем, что в круге |А|<^2

— — I < -£- max g2* (<р) =  C t. 
А -  Av 2“ <,

(1.27)

Постоянная С{ не зависит от v. Имея это в виду и учитывая 
неравенство (1.25), заключаем, на основании формулы (1.14), что

14>v (ОI <  | и  (xv) j • * е  (1.28)

где  А — некоторая постоянная, не зависящая от v, а dD — гра
ница D.

При условии, что в неравенстве_(1.22) величина ц > 3, для 
функций i|\(t) можно на границе dD получить при больших v 
асимптотику. С этой целью рассмотрим равенство (1.16) при 
k =  1:

—  x j  « - « . - " л -
О О

00 ао

-  4 -  J a L (А) <>-*' dk +  -L  \ *L_ I  (А) dA. (1.29)
1 к  jf v

Поскольку ц > 3 ,  на основании (1.22), (1.25) и (1.27) имеем

J A L (А) е -11 d А < В, < В, tezdD, (1.30)

где В не зависит от v. Следовательно,

'М О  =  7т ^ ( - - 3̂  +  ^ ) .  IY v (0 I< 2 B , te d D .  (1.31)

В случае кратных нулей функции L(А), иными словами, 
в случае системы (1.19), рассмотрим биортогональную систему 
(1.20). Обратим внимание на то, что функции

.................... ..
с которыми ассоциированы по Борелю функции Лу. ? (0. по до
казанному удовлетворяют условию

М А )
(А — Av),+1

„ft <ф> г 
< C q — l— , г >  0 ,

где константа Cq не зависит от v (это неравенство доказано 
(см. (1.25) и (1.27» для q =  0 , но тогда оно верно для <7= 1  
н т. д.). Поэтому функции /1у ,(/), а следовательно, и функция 
♦v, * (/) регулярны вне D и непрерывны вплоть до границы dD.

Используя (1.29) и (1.30), получим, что при ц > 3

Wv- ,  (/) =  -  J b  (  ш  +  О f - L )  } , tedD . v —*• оо. (1.32)
к , - i y !  av va2v; j

Д ля выпуклой многоугольной области нетрудно привести 
примеры функций, удовлетворяющих условию ( 1.22).



Пусть G — выпуклый многоугольник и Yi. ••• . \Р~  его веР* 
шины. Рассмотрим квазиполином '

Р (*•)=*£ А,е'1\ А ,Ф  0 0  = 1 .  2 .......... р).
/-1

Д ля него множество D — многоугольник G, а индикатриса 
роста равна

Л(ф) =  m a x | Y/1c o s (ф +  t/ ) .  ♦ / = * « r g у/ ( / = 1,2............р),

ибо
|е 1!*" | =  exp  [| Y/1cos (ф +  ^/)1 ^11» ф =  агд Я . 

Непосредственно видно, что

|P(re'*)|< /le* <*>', A = t \ A ,  |.
/-1

У квазиполинома Я (А,) имеется бесконечно много нулей. Все 
они, начиная с некоторого, — простые (см. теорему 1.2.10). Если 
Р (А.) поделить на обычный многочлен подходящей степени, нули 
которого являются нулями Р(А.), то получим целую функцию 
экспоненциального типа L(А.) со свойством (1.22).

В случае произвольной конечной выпуклой области суще
ствование функции L(А,) со свойством (1.22) устанавливается 
теоремой 1.3.6.

§ 2. Формулы для коэффициентов. Интерполирующая функция

1. Случай простых корней. Рассмотрим ряды по функциям 
системы (1.1). Предполагаем, что L(A,) — целая функция экспо
ненциального типа, имеющая в точках A,v ( v =  1, 2, . . . )  простые 
нули. С помощью этой функции определена биортогональная 
система { 'М 0  =  'М *. ° °) } -

Приведем формулы для определения коэффициентов разло
жения по системе (1.1). Предположим, что некоторая функ
ция F(z) в открытой области G d D  (D — наименьшее выпуклое 
замкнутое множество, содержащее все особенности функции у (/), 
ассоциированной по Борелю с L(А,)) представляется равномерно 
сходящимся рядом

я  (z) =  Z < v V .

Пусть С — замкнутый контур, лежащий в G и охватывающий 
множество D. Умножив обе части последнего равенства на фу (г )
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и проинтегрировав по контуру С, на основании биортогональ
ности систем {е »г} и (фу (г)} получим

«V =  2^7 5/=■(/) ^ (0 Л  (V  =  1, 2, . . . ) •  (2.1)
с

Формулы (2.1) имеют смысл для любой функции F(z), ана
литической на замкнутом множестве D (за С надо брать контур, 
охватывающий D, внутри которого и на котором F(z) является 
аналитической функцией). Имея это в виду, произвольной функ
ции F(z), аналитической на D, сопоставляем ряд

F ( z ) ~ Z  ctve 4  (2.2)
v - l

где a v определим формулами (2 . 1).
Получим асимптотику для коэффициента сц,. Из (2.1), на 

основании (1.18), имеем

( Я — 5 f W  +  *>v W<«.
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Положим

М

где y (0  ~  функция, ассоциированная по Борелю с Ц А.), а г 
лежит в достаточно малой окрестности начала координат. Имеем

|Af =  Ш  \ Я т ) +  г > V W dt =  ( - 1 I f  2^ - \ F (/+2) у ‘т > w  dt, 
с с

откуда

[Af (F)]'m) я  [М (F))£>0«= ( - 1)" J L  J  F (0  Y,m) (0  dt.
с

В силу этого,

a v =  — L (A,v)

Пусть М (F) Ф 0 , и пусть р — наименьшее целое такое, что 
lM(F)]oP) * ^ 0 . Тогда из (2.3) следует, что при больших v

1М т Р
(2'4)

В случае, когда M (F) =  0, коэффициенты a v убывают быстрее.
Из оценки (2.4) следует, что ряд (2 .2) не может сходиться 

в какой-либо области Gz>D. Точнее, существует полуплоскость К
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такая , что К не пересекается с D, граница К имеет общие точки 
е ё ,  в полуплоскости К ряд (2 .2) расходится.

Пусть <pv =  argA,v (v =  1, 2, . . . ) ,  it>0 —одна из предельных то
чек {фу}, {фп,} — подпоследовательность, сходящаяся к ifo. А (ф)— 
индикатриса роста функции 1 (Я), К (ф ) — опорная функция мно
жества D (прямая, перпендикулярная направлению arg z =  qi, не 
пересекает D, если она отстоит от начала координат на рас
стоянии, большем К (ф), и имеет обшие точки с D, если она от
стоит от начала на расстоянии, равном К (ф)). Напомним, что 
h(<p) =  K (— ф ) .  Пусть /0 — прямая, перпендикулярная направле
нию a rg z  =  — и отстоящая от начала н а  расстоянии, равном
/с (— Ч>о)-

Утверждаем, что искомая полуплоскость К есть полупло
скость, ограниченная прямой /0.

Действительно, поскольку у  производной L' (А,) индикатриса 
роста не превосходит h (ф), вследствие чего

| L '(A,v) | <  /1 (е)ехр {[Л(фу) +  е] IA,v |} ( v = l ,  2, . . . )  

при любом е > 0 , то при больших v

|<М? > -  
2

\м (F)]<,p)
XS+1

ехр {(| z |cos (фу - f  \|з) — Л (фу) — е] | A.v !},

“Ф — arg  z.
Предположим, что z — фиксированная точка из полуплоскости К. 
При больших \ =  п3

| г | cos (фу +  ф) > К (— фу) +  6, б >  О,

и потому
‘ [Af(F))<?>

lP+i

(выбираем е <  6). Ряд (2.2) в точке z расходится, что и надо 
было доказать.

Преобразуем теперь формулы (2.1) для коэффициентов к дру
гому виду. На основании соотношений (1.8) и (1.10) имеем

о» — 2^7 J  F (0 *М<. a)dt =

1 I
L '(\v) 2л/

(2.5)

Положим
-Х„ПИ г»
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функции v (/) регулярна внутри контура С и на самом контуре С. 
Применив к интегралу (2.5) метод интегрирования по частям, 
получим ^

«уV  (К )------ [ \ A l v tt) +  ш  \ *v  Y (0 V (t) dt.
L a J  |c С

Подстановка равна нулю, поскольку на контуре С функции
t

v (/) и  ̂ ек̂ \ (£) d\
а

— однозначные. Следовательно,

a y V  (К) =  - J L  \ VI(/) ( (  F  (Л) Л W-  *  dt.

или, окончательно, 

1 1

С '"а
Введем функцию

J Y (/)(S F V -  dE) dt (v =  1. 2 , ...). (2 .6)

Ox. F) -  \ у (/) ( (  F(t — l) e*  </&) dt. (2.7)

Она — целая функция экспоненциального типа. С помощью этой 
функции формула (2 .6) представится в виде

_
a v ~  V~&7) 

а общий член ряда (2 .2) в виде

ev = _ L  {
е 2л/ Jave

(V— 1, 2, . . . ) ,  

<*“ d\i,

(2 .8)

L (ц) (2.9)

где Су — окружность с центром в точке A.v, внутри которой нет 
нулей L (ц), кроме Av. В силу свойства (2.8), функцию u>L (ц, F) 
называем интерполирующей функцией.

2. Случай кратных корней. При наличии системы (1.19) функ
ции ^ (г ) , аналитической на множестве D, сопоставляем ряд

оо ш у - 1

F (z)~  £  I  О у .* гУ Л  (2.Ю)
V-1 *-о

где

*v.„ =  - f r i \ F {t)^ .k(t)d t. (2 . 11)
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Функции *(0  образуют биортогональную к системе (1.19) 
систему ( 1.20).

Не будем приводить асимптотику всех коэффициентов ау-Л 
при больших V , ограничимся лишь асимптотикой коэффициента 
a v, т  -|. На основании (1.21) имеем

*v . mv -  1

(m

Интегралы, стоящие справа, уж е рассматривались. Оконча
тельно получаем

* »
В рассматриваемом случае опять введем функцию (2.7). По

каж ем , что
mv- l

* - 0  Cv

где Cv — окружность с центром в точке A,v, внутри которой нет 
нулей М ц), отличных от A.v.

Чтобы доказать равенство (2.13), отметим следующее свойство
функции (2.7): если L(p) =  0, M * ) = y z ? y >  Y i(0 — функция,
ассоциированная по Борелю с Lx (А.), то

(0L (И, F) =  -  р) (Dti (и, F) +  5 Y, (0 F (0 dt. (2.14)
с

Имеем

F) = i  \ (S f (т,) M dn) Y (/) dt =

=  Ш  \ ( S  F (Tl) ‘ d Y (0  dt.

Положив
t

v { t ) - ° \ y ( l) e * d t ,  a s  С,

и проинтегрировав по частям, получим

(ol(h. F )=  $ /г (п )е_,*,в'>1' Р) ' dll l  —
^  a J  lc

-  \ [ F (t) +  (n -  P) J  F (n) - »  * d J  e-w  0 (0  dt.
С I- a  J

Так как функция и (/) — однозначная на С, то функция, стоящая 
в первой квадратной скобке, однозначна на контуре С. Поэтому 
первое слагаемое в правой части равно нулю и, следовательно,

F) =

=  i $ H ' ) g(Orf/ +  0i - P )  2М П  F (t~ ч)в“ч< * л )г ( 0 dt'
с. с 'a  '
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где

g(t) =  -e - f" \ v ( i)e K d l.

Из формулы (1.6) следует, что функция g(t) отличается от функ
ции Yi (0 на целую функцию. В последнем равенстве поэтому 
функцию g(t) можно заменить на функцию Yi(0- Этим равен
ство (2.14) установлено.

Пусть р — нуль L(\) кратности т .  Полагая
ИХ)Lk(V

а  -  Р)*

и обозначая yk(t) функцию, ассоциированную по Борелю с Lk(k), 
на основании (2.14) получим

о), (ц , F) =  0* — р) (ot  (ц , F) +  \ y , »  F ( 0  dt,
с

(м. /=•) =  (И — Р) (ц, F) +  -fitf\\2(t)F(t)dt,

< 4 , - ,  (Ц. F) =  (ц  -  р) o)Lf( (ц , F) +  J - j-  J  Y„ ( 0  F  ( 0  dt.

Отсюда

F) =  (ц — В)4 о , Л  4- У* г .  Гп— fN*
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где ск — постоянные. В частности, получим

[са*. (ц, F ) ] ^  =  п\ u>Ln (р, F), п <  т . (2.15)

Теперь перейдем непосредственно к доказательству формулы
(2.13). Имеем

1 Г м л (ц. F )e?' d\i
2л/ J Мц)

1
(mv — 1)1 d(4m'

— X \mv I
M S - li

-  S  ^ { T s r = T O c i. - , [-4tT ^ ) - 1« ^  4 ”X* }■

Выражение в фигурной скобке ради простоты обозначим В. По
лучаем

В =

где

I
k\(mv - k -  l)f £  f ) C - v

(Ц -  Ay)"4

9-0

My (^)
Но, в силу (2.15),

М  ц)

I “ I О*. П С 1у =  a! <% (*v. Л . Lq (к) =  {XLJ l j T-

Воспользуемся следующим фактом (установленным при выводе 
формулы (2.6)).

Если М (к) —целая функция экспоненциального типа, М О) =  0, 
у(/) и t  (/)—функции, ассоциированные по Борелю соответственно 

., .. ч М (к) с М (к) и  ̂_  р , то

4 а  | v ( o f t  f i t  -  В  ч ? )  л = ^  \ г  (о ♦ (0 л .
С \ 1  / С

В силу этого факта,

%  (К, П =  2^7 J F (0 Л„, „ (0 dt,
с

где Лу. q(t) — функция, ассоциированная по Борелю с целой 
функцией

Lq (к) Цк)
А — Av (А — A,v),+I '

В итоге

* 2 ] Ф О РМ У Л Ы  Д Л Я  КО ЭФФИЦИЕНТО В

в - - 5 Г  J f (0 ♦*.*(<)<".
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где функция 4 v * ( 0  определена формулой (1.20). Таким образом, 
B =  av,k и формула (2.13) установлена.

В силу формулы (2.13), соотношение (2.10) запишется в более 
простом виде (как и в случае простых корней):

м , (ц, F) е**' rfn 

M il) (2.16)

3. Обобщения на функции, непрерывные в замкнутой об
ласти. Вернемся снова к системе (1.1), но при условии, что 
характеристическая функция L(k) удовлетворяет дополнитель
ному условию ( 1.22), , Л (Ч>) г

\L(re4)\< А ± - р - .  и > 1» г >  0.

В этом случае функции гМО. как  и функция у (0 , регулярны 
вне D и непрерывны вплоть до границы dD. Поэтому здесь от 
функции F(z), которой мы сопоставляем ряд (2 .2), достаточно 
потребовать, чтобы она была регулярной в D (открытой части D) и 
непрерывной в D. Коэффициенты a v ряда можно записать 
в виде (2.8), но, в отличие от формулы (2.7), функция <о̂ (Ц. П 
запишется в форме

«ч (ц . п  -  \i Y (о ( (  Р (/ - 1) **  ^
дЪ \а /

dt.

В силу (1.28), на основании формулы

J F(t)$v(t)dt (v — 1, 2, . . . ) ,  
дЪ

получаем
( v - 1 ,  2, . . . ) ,

С
I L' (Av) I

(2.17>

(2.18)

(2.19)

где С — постоянная, не зависящая от v.
Когда в неравенстве ( 1.22) величина ц > 3, для коэффициен

тов a v получаем из формулы (2.18), на основании соотноше
ния (1.31), асимптотику

• р - 20’
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В случае кратных нулей, но по-прежнему при условии (1.22) 
функция ci>£(ji, F) имеет вид (2.17). От функции h (2), как  и выше, 
требуем, чтобы она была аналитической в D и непрерывной в D. 
Уже отмечалось, что в рассматриваемом случае функции i|>v. »(0  
непрерывны вне D. Для коэффициентов a v, * имеем формулы

Вместо (2.20) в этом случае при ц > 3 имеем

Mv (Ху) ( [Щ .  _|_ п  / ± \  \ v —► оо. (2 .21) 
av mv"' (mv — 1)! I Xv T  U t J i

4. Свойства интерполирующей функции. Ввиду важной роли 
во всем дальнейшем интерполирующей функции

сод (м, О  — 5 7  J V (0 ( (  F(t ~  6) «"* dt> 0 G Ъ' (2 ‘22> 
с \

отметим ряд ее свойств.
1) w t(n , A\F\ -f- A,F:) =  (ц, F\) -+• AjWtOi, F,), где Л\, 

A2 — постоянные.
‘ 2) Если /.(Х) =  Л,МА,) +  А2Ц(к), где А1г А> -  постоянные, то

coL (p ,  F) —  A {<a l  ( ц ,  F) +  i42<oL ;(p ,  F).

Свойство 1) очевидно. Свойство 2) такж е очевидно, принимая 
во внимание, что если у, (/) — функция, ассоциированная по Бо
релю с Lt (k) 0 — 1, 2), то

Y(0  =  ^ iY i(0  +  ЛуЛО-

3) Д ля F(z) =  eKz
, L (X) -  L (ц ) 

М и .  F ) = -----j— --------.

Действительно,
t 1

С F (t -  I) d l  =  5 <?*•-«<»' d\ =  eKl J ««•»-«* d l =
о о 0

e (U-M < _  !
— eM

и потому
и — X и — X

• L i » .  П — i r b - s r S v W ^ - * " *
dt

/ .(X ) - f - (M )  
X -  ц
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4) Пусть е > 0, Dt — область, заметаемая кругом радиуса е, 
когда его центр описывает область D, Се — граница области Dt, 
/i(<p) — индикатриса роста функции L(k). Тогда

I (ot  (re‘\  F) | <  Ate'А <*> +«■' шах | F (/) I ~  \ I у ( 0 11Л I. (2.23) 
ieCt " се

где И* — диаметр области Dt.
Для доказательства обозначим К (ф) опорную функцию мно

жества D, а ЛСе(ф) — опорную функцию множества Dt. Заметим, 
что Dt — выпуклое множество, Се — выпуклая кривая. Убедимся, 
чтоKt (ф Х К (ф ) +  е. Геометрически К (ф) — расстояние от начала 
координат до опорной прямой I к D (прямая / соприкасается с D), 
/Се (ф) — расстояние от начала координат до опорной прямой /' 
к De. Прямые / и /' параллельны. На /' имеется хотя бы одна 
точка 20 е О е. Из конструкции De следует, что имеется точка 
z, e D  такая , что |2| — 20 |< е. Следовательно, расстояние между 
прямыми / и /' не больше е, а это и означает, что /Се (ф )^  
< * ( ф )  +  е.

Переходим к оценке интеграла (2.22), взяв в качестве С кри
вую Се. Заметим, что точка | (находясь на отрезке с концами 
в точках 0 и 0  лежит все время в области Dt. Поэтому, поло
жив \i =  rel,f, имеем

| е»' | <  ехр [г шах (<?<(|Р£)] =  ехр \rKt (— ф)] <

<  ехр [(К (— ф) +  е) г] =  ехр [(Л (ф) +  е) г].

Отметим далее, что точка (/ — £) (находясь на отрезке [0 ,/ ])  
такж е все время лежит в области De. Поэтому

\ F ( t - l ) e * d l < | / | ш а _ х |  F ( « ) | e < f t w + « r .  
a s f l .

Величина |/| не превосходит диаметра области De. Отсюда и 
получаем нужную оценку.

5) Пусть последовательность {/^„(г)} функций, аналитических 
в области Gr>D, равномерно сходится в этой области к F(z). 
*огда в любой ограниченной области равномерно

lim с о ^ ,  Pm) =  cot (n, F).
m->oo

СВойЭс;о  свойство — непосредственное следствие оценки (2.23) и



6) Пусть последовательность целых функций {/.т (А)} равно
мерно сходится в любой ограниченной области к L (А,), причем

I Lm (те*) I < * н <*>+е| % г >  г0 (е), (2.24)

где г0(е) не зависит от т .  Тогда
lim to, (ц, /?) =  (ot (n, F).

m -> оо
Для доказательства обозначим Ym(0 функцию, ассоцииро

ванную по Борелю с Lm№)' Имеем

Y (О Ym ( 0 == j  [ L ( k ) - L m(k)]e-“ dk =
О

=  J \ L (y .) -L m(k )]e-Md k +  \ [ L ( \ ) - L m(\)]e-u d\ =  J, +  Ji,
О ae‘f

где а > 0. Пусть а  > г0. Во втором интеграле (пусть / =  |/к'*), 
в силу (2.24),
| L (А) — Lm (А) 11 е~и  | ̂

^  ехр [— ( | /1 cos (ф ф) — h (ф) — во) | А |] ^  е ~*•11 ■,

когда / лежит в полуплоскости
/Сф: | / |cos (ф -f  ф) >  h (ф) +  2ео.

Поэтому

если а велико. Фиксируем а. Из равномерной сходимости (Lm(А)} 
к L (А) в круге | А |< а  следует, что

| У, 1 <  е„ т > т ^ ( г ,).

Таким образом, в полуплоскости Kv последовательность {\т (1)} 
равномерно сходится к \(t). Отсюда вытекает, что {Vm(0} РавД °’ 
мерно сходится к \(t) на контуре Се. Осталось, на основании (2.2.3), 
записать неравенство:

| F) — <*>im (И, F) | — | “ £-z.m (И. F) | <

<  A ^ h *»+• r max | F (/) I \ I Y (0 -  Ym (О 11 dt I- 
,еС « ct

7) Пусть F' (г) — производная от F{z). Тогда

(ц, F') -  |**ei. (И, F) -  F (0) L (и) +  \ Y (0  F (/) dt.
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Имеем
< , < 
\ F ' ( t - l ) * * d i - - F ( t - l ) <**\ + V i \ F ( t - l ) e * d l -
о 0 о

t
------ F ( 0 ) ^  +  F(t) +  \ i\ F ( t - l ) 0 * d l ,

о
отсюда и вытекает искомое свойство.

На основании этого свойства заключаем, что если

F (z )~ £  а „ Д г,
I

то при условии

w b » f ( ') ‘" = o
с

функции F '(г) соответствует ряд

F '(z )~ £ b  аапех*\
1

8) Пусть L (р) =  0, L, (А) =  , Yi (0 ~  функция, ассоцииро
ванная по Борелю с Lx (А). Тогда

(М. F) =  (ц — р) (ot  (ц, F) +  J Yi (0 F (t) dt. (2.25)
с

Это свойство было установлено в п. 2. Как следствие полу
чаем следующее свойство.

9) Пусть L (Р) =  0, =  Если cot (p, F) =  0, то

(ц , F ) _  (йД) (ц , F)
Мц) — 1 ,(ц) •

Действительно, положим ц =  р в (2.25). Получим

а й 'Ь .Ю 'Ч О Л  — 0.
С

в силу чего
®lG*. F) =  (n — p)(ot i (n, F).

| Отметим теперь свойстьо более общее, чем свойство 8).
Ю) Пусть L (А) =  L, (А) Л2(А), где L,(А) (/ =  1 ,2 )  — целая 

Функция экспоненциального типа, ЛДф) — индикатриса роста /-ДА), 

■
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причем Лу (ф) >  0 и Л| (ф) +  л. (ф) =  Л (ф). Положим

м 4 {п = а ш  W ‘) F «  +  z)dt, 
ci

Где с, — замкнутый контур, охватывающий все особенности 
функции у/(0. на котором и внутри которого F(t) — аналитиче
ская функция. Тогда

oot  (ц, F) =  LX (ц) 4>L, (ц, F) -+- (ц, Ф), Ф (г) =  Мц (F). (2.26) 
Убедимся сначала, что второе слагаемое в правой части 

имеет смысл. Запишем
Мц (F) =  \ ъ  (0  F(t +  z) dt. (2.27)

с ,

Пусть D/— наименьшее выпуклое замкнутое множество, содер
жащее все особенности уt {t). Если z e D , , / е 0 2, то (/ +  г ) е £ ) .  
Действительно, имеем при любом ф 
Re [(/ - f  z J r ^ K m a x  (te~l,f) - f  max (ze~,<r) =

I e  D, zeD,
=  Кг(ф) +  /С, (ф) =  M — ф) +  Л, (— ф) =  Л (— ф) =  /С (ф). 

Это означает, что_(/ - f  z ) e D .  Отсюда следует,_что если г лежит 
в области G,rDD,, мало отличающейся от Du a t пробегает 
контур С2, который находится вблизи D2, то точка (/ +  z) будет 
находиться в области регулярности функции F(z) и, следова
тельно, интеграл (2.27) определен и представляет собой анали
тическую функцию Ф (г) в области G{. Для такой функции вто
рой член в правой части (2.26) имеет смысл.

Проверим равенство (2.26) для F(z) =  eK*. Функция (2.27) 
равна

Ф (г) =  ^ 7  \ Y2 (t) е' (' +г> dt =  L? (А.) е Ч
с,

В силу этого, принимая во внимание свойство 3), находим, что 
правая часть (2.26) равна
I i . . \  L 2 (Я. ) —  >̂2 О*) | ,  , w  L | (А,) —  L] ( ц )  __
М и )  г  М * )

Li  (Я) L 2 (Л.) -  Lt (и) I ,  (ц) _  L  (Я.) -  L  (и)
Я. — Ц X — ц

Этому же равна, в силу свойства 3), и левая часть (2.26). Сле
довательно, для F(z) =  eKz равенство (2.26) установлено.

Каждый из членов равенства (2.26) линейно зависит от F(z). 
Поэтому равенство (2.26) будет иметь место, если в качестве F(z)
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взять конечную линейную комбинацию экспонент

Fm( z ) = Z  ат ^ г. 
к-1

Выберем числа Ц[, ц2, . . .  так , чтобы выполнялось условие

I  21 Ф О РМ УЛЫ  д л я  КО ЭФФИ Ц И ЕН ТО В 2 4 7

При этом условии система {е,ц*г} полна во всей плоскости (см. [1]). 
Поэтому найдутся такие Fm(z), что в некоторой области G гэ D 
равномерно

lim Fm(z) =  F(z).
m >  оо

Из этого будет следовать, что в некоторой области G, id D- 
равномерно при от —►оо

Ф т (г) =  м и  ( F J  =  2^7 5 Y2 (0 Fm (t +  z)dt -* ML. (F) « •  Ф (z).
c,

В силу ЭТОГО,

wAi (ц. Ф т ) “ L (n. Ф), m~* oo.

Кроме т о г о , имеем при от —> оо

“ i  (и. Fm) -*  wt (n, F), co£v (ц, Fm) -*  ©t, (ц, F).

Поэтому (2.26) следует из уж е установленного соотношения

М и ,  Fm) =  Lx (ц) со,, (ц, Fm) +  a>L (ц, Фт ).

Заметим, что вместо ссылки на полноту системы {е"*г} можно 
было сослаться на теорему о том, что в любой выпуклой конеч
ной области функцию можно разложить в ряд Дирихле (доказа
тельство этой теоремы на свойство 10) не опирается и будет 
приведено дальше).

Из (2.26) следует, что если ML {F) =  0, то

ц ь 0». П __(о^ (ц. F)
L  (Ц) “  L 2 (ц) ‘

ОО
11) Пусть L (Я.) =  £  и пусть функция F (г) регулярна 

0
в замкнутом круге /? =  maj*|z|. Тогда

г<£ D
оо

“ i(M, F ) = Z  ck[F'k "(0) +  iiF'l‘ -* {0 )+  . . .  + j i ‘ - 'F (0 ) l.
* - i



Для доказательства запишем систему равенств 

t '
±  \ F (I - 1) ** d l  -  F (0) е-' +  ] F ' ( t - l )  ё* d\, 

о о
* '

-£■ \ F (/ -  I) ёЛ d l =  \F' (0) +  цF ( 0 ) ) +  ) F" (/ -  l)* * d l,

0 I
=  [ / ; ( * - 1 ) ( O ) - f  МЯ * - 2 > ( 0 ) Ч -  . . .  + n ' t - 1F ( 0 ) ] e * 1'  +  J f >m (/ —
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откуда 
t

\ F ( t - l ) e *  d l =
0

=  ^ [P - ,'( ° ) +  ^ ( 0) +  ••• + f i ‘ - ,/7(0)]/‘ . (2.28) 
fc-l

Л евая часть регулярна в некотором замкнутом круге |/|</?|, 
/?, > R. Поэтому ряд справа сходится в этом круге (сходится 
равномерно). Имея это в виду, возьмем в формуле (2.22) в к а 
честве С окружность и учтем, что на этой окружности

V (0 Y  /*+) •
о

Отсюда, используя (2.28), получим нужное представление.
12) Пусть р — нуль (кратности т )  функции L(k), и пусть 

^(г) =  грсР‘ , где 0 < / ? < т .  Тогда вычет функции

^ (и)

(как функции переменной ц) равен \|>(г) в точке ц =  Р и равен 
нулю во всех нулях функции L (и), отличных от р.

В силу свойства 3),
/ ..ч П ц ) -М М

® t O i .^ ) = — p r j — .
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Отсюда 

w t(n , Ч>) =
Z. (ц) — Z. (X) 

ц - Х
др Г Ми)

дХр U - x
= - 4 гд\р L

f р1Ц\Р _  у  r i (р -  /)t L'l' (X) \ 
1 ( ц - Х ) ' ,+1 L  р ( ц _ Я ) р-/ + |

JX-з  

pi L (ц)
— В»" + 1 ■(и -  Р)

На основании этого
М>) рI

Мц) 0» - P ) p+I ’
Остальное очевидно.

Для формулировки следующего свойства соотношение (2.10) 
удобнее записать в следующем виде:

F (z )~ (L )Z  / М г ) Л г,
v - l

подчеркнув, что ряд справа сконструирован по определенным 
формулам именно с помощью функции L(А,). Здесь

т у -I
ЯУ( г )— Ё a v.*z\к-О

13) Пусть функции F(z) соответствует ряд 

F(z)~(L) £  Pv (2)* V .
V - l

q>(z)=F(z) — Pl (z)ex-Z
Тогда функции 

соответствует ряд

< p (z )~ u .,)£  я , ( * ) в Ч
где

M * )  =
мх>

X — А., *

Д ля доказательства обозначим Pl (z)ex* =  f(z). По свойству 12) 

I Г wt (|i, f ) ^ ?d\x
2я/ L (ц) f (г),

где С, — окружность с центром в точке Я, достаточно малого 
радиуса. По определению

I Г v>L (ц , F) «*“  </ц
—  [ 2л/ J Ми)

РI (г) €?•'*— f{z).



Отсюда, так как ф (г) =  F (г) — f (г), получаем

I Г wt  (ц, ф) в*1’ dn 
2л/ J
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Мц) = 0 .

Следовательно, ц =  Я, — нуль функции ш^(ц, ф) кратности, не 
меньшей Ш|. Воспользуемся свойством 9). Согласно этому свой
ству,

(и. Ф) (и, ф)
Мм) L\ (и )

(Заметим, что в точке ц =  Я,| функция из левой части равенства 
регулярна.) Поэтому

iaL (|i, F) — mL (ц, f) wt i (n,
L (ц) — М ц ) •

откуда
I Г ©t (n ,/ )e“ dn 1 {  mL (p, if) 4й  dp,I Г coL (ц, F) в'1'  d\i I f  a>L ( ц , , 

2^7 J Г(ц) 2л/ J  L 2л/
Г wL (Ц, < 
J Lx(I*)

где С* — окружность с центром в точке ц =  А.* малого радиуса. 
При k ф  1 второе слагаемое из левой части равно нулю. Сле
довательно,

I f  «>, (ц , ф)е*“ </ц , г
■ ш ) 4 1 ,0 » -----------Р‘ ^ е ‘

с*

при к =  1 соответствующий интеграл равен нулю. Значит,

< p (* )~ (L i)Z / \ (* )e V .
V -2

Свойство 13) установлено.
14) Пусть функция L(X) имеет вид

L (k )=  \ ^ d a (t) ,

где о (/) — функция ограниченной вариации на dD — границе 
области D (если D — отрезок, считаем, что dD — этот отрезок 
и интегрирование, следовательно, происходит по нему). Тогда

•*(|*. F )=  \ d o ( t) (\ F (t- l)< * * d lY
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В рассматриваемом случае

dD
Поэтому, положив

I
f ( t ) = \ F ( t - l ) e * d l .

о
имеем

• Л  « ■ "  Ш  И
С dD dD \  с  /

=  5 M n)rf® (tl)=  5 F (У)- D e a d l y

Интерполирующая функция в новой записи имеет смысл, 
если F(z) регулярна в D и непрерывна в D. Такой функции 
приводим в соответствие ряд

где

F (z )~ (L )Z  Я „ ( * ) « Ч
I

р  М  с^ _ ,  1 [ • L t o n m
^  (Z) в 2л/ J  L  (ц)

15) Пусть функция L(Я) имеет вид, что и в свойстве 14),_и 
пусть F (г) — функция, регулярная в D и непрерывная в D. 
Если

F ( z ) ~ ( L ) £ p ,( z ) e x'*,
V-I

то функции
Ф  (г) =  F (г) — Я, (г) еh* — Р.2 (z) 

соответствует ряд

где М(Д,) имеет вид
ф (г)~ (Л 1) Е я у ( г ) е Ч

v - 3

« < * > -  а - 'ц ' У - ц

и Удовлетворяет условию ( 1.22).
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Возьмем аналитическую в D функцию, например, многочлен 
Тт (г). Пусть ему соответствует ряд

Tm(z)~
v - l

Согласно свойству 3) (воспользовавшись им дважды),

фт  (г) =  Тт  (2) -  Q\m) (г) еКг -  Q[m) (г) еКг ~  (М) I  Q(vm) (г) ех' г. 

Это означает, что

> С /  ° '  "  -  -  /О о т
) щЦ) 1 о Г “  —2л/

6 = 1, 2, 
Q P W * * ,  3.

Функция М(А) удовлетворяет условию (1.22), это очевидно. По
этому функция ©Ии, f) определена, когда /(г) регулярна в D 
и непрерывна в D. Выберем многочлены Tm(z) (ш >  1) так, 
чтобы на D равномерно Tm(z)~* F(z) при m-+ оо. Из вида функ
ций oaL(n, /) непосредственно усматриваем, что в любой огра
ниченной области равномерно прн т - *  оо

M l 1, О.
в силу чего

Мц)

—  [2л/ J
С „

Из вида функции ©M(ji, f) (она имеет вид (2.17)) далее усм а
триваем, что в любой ограниченной области равномерно при 
т - *  оо

© м (и .  Ф т ) - * Ю м ( Ц .  <Р)- 

Имея все это в виду, из (2.29) в пределе при т -* о о  получим 
1 Г шм (ц, «р) eu7 rfn С 0, k =  1 ,2 ,

2л/ М (ц)
ГО, * =  1,
I  Р*(2) / * г , / г> 3,

что и надо было показать.
Предположим теперь, что функция L (А,) удовлетворяет допол

нительному условию (1.22)

I L W K ^ -  М > 1 . Г >  0. (2.30)

При этом условии (

S Y ( o ( j ^ Л.  (2-31)
OD '

функция y (0 непрерывна на 0D и от функции _F(t) требуется, 
чтобы она была регулярна в D и непрерывна в D (если D — от
резок, то требуем, чтобы F(t) была лишь непрерывна на D). 

Отметим свойства функции (2.31).
Г) cot (n, Л,F, +  A,F2) =  Л,со£.(ц, f|) +  Лзсод(ц, F2), где Л, и 

А , — постоянные.
2') Если L (А) =  /!,/., (A )-f A2L2(\), причем /., (А) и L2(А) удо

влетворяют условию вида (2.30), то

«,.(ц , F) =  Л,©/, (ц, F) +  Ласо^(и, F).

3') Для F{z) =  e^
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<Мй. F)
H » ) - L  (А) 

И -  А

4') Пусть h (ф) — индикатриса роста функции L(А). Тогда

|фг.(ге'ф, F) К  Aehw  max| F(t) |-^- \|\(t)\\dt |,
,eD  S5

где Л —диаметр области D.
5') Пусть последовательность {Fm(z)} функций, аналитиче

ских в D и непрерывных в D, равномерно сходится в D к F(z). 
Тогда в любой ограниченной области равномерно

lim ©£(ц, Fm) =  a L(n, F).
т ->  оо

6') Пусть последовательность целых функций {/.т  (А)} равно
мерно сходится в любой ограниченной области к L(А), причем

I (re1*) I <  Л -
,Л (ф) г

ц > 1 (m >  1), (2.32)

гДе Л и ц не зависят от т .  Тогда

lim оъ (ц. F) =  со £ (ц, F).
т-> оо

- ^ в°йства 1') — 6') устанавливаются так же, как и соответствую- 
| »Цие им свойства 1) — 6). Заметим, что свойство 6') доказывается
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по старой схеме, но следует обратить внимание на некоторые 
тонкости. В старых обозначениях имеем

оое'«
Y ( 0 - Y m ( 0 =  j  [L (Я)- I m( * ) ] « - * Л -

О
а е1Ф o oe1*

=  J [L (Я) -  Lm (Я)] e~M d \ +  \ [L (Я) -  /.m (Я)] е~м d\ -  У, +  /2.
о „е/ф

Во втором интеграле, в силу (2.32),

| М Я ) - / .т (Я)||е-“ |<
<  £  ехр ( I - 1  / 1cos (q> +  ф) +  А ( ф ) ]  | Я |} <  .

когда t лежит в полуплоскости:
/(„: | / 1 cos (Ф  Ч- ф) ^  Л (ф).

Поэтому

если а велико. Фиксируем а (оно не зависит от ф). Из равно
мерной сходимости {Лт (Я)> к ЦЯ) в круге |Я |< а следует, что

I МЯ) — Lm(K) || e~xt | т >  т о (е), t е  Кф.

Д ля / е  /Сф имеем
I e -Kl | _  e -| 1 1 cos (ip+4>) ^  g -Л (<Г> ^  1

Получаем |/, | ^ е . В результате
I Y (0 -  Ym (О I <  2е, т  >  т ,, (е)

для / е  Кф. Заметим, что ш0(е) от ф не зависит. Когда ф изме
няется в пределах от 0 до 2я , полуплоскость опишет внеш
ность D. Таким образом, на dD последовательность {ут (0} рав
номерно сходится к у (0- Остальное следует из свойства 4').

Т) Пусть производная F '(г) от функции F (г) непрерыв 
в D. Тогда

непрерывна

(ц, F') =  ц(о^(ц, F ) - F ( 0 ) L ( ii ) + - ± r \ y (/)F (/)dt.

MX)8') Пусть L (Р) =  О, £,(Я) =  Yi (0 — Функция, ассоции
рованная по Борелю с L, (Я). Тогда

©t(n. F) =  (И — Р) <*>£, (р, F) +  - f i j   ̂Yi (О F (0 dt.

♦ 9)

9') Пусть А(Р) =  0, L\ (Я) = 

(И, F)

MX)
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X - .  
a>L (и. / )

Если o>t(P, F) =  0, то

L(H) Z., (и) ’
Свойства 7') —9') доказываются как и соответствующие им

свойства 7) — 9).

§ 3. Теоремы единственности

Функции F(z), аналитической в D, сопоставляется ряд (2.10), 
в котором коэффициенты определены формулами (2.11). Прежде, 
чем решать вопросы сходимости или суммируемости ряда 
к функции F(z), выясним, в какой степени коэффициенты этого 
ряда определяют исходную функцию F(z).

1. Первая теорема единственности. Будем предполагать, 
что Xv ( v > l )  — все нули функции £(Я).

Т е о р е м а  4.3.1. Пусть функция L(Я) имеет бесконечно много 
нулей, и пусть F (г) — функция, аналитическая в D. Если все 
коэффициенты в ряде (2 . 10)

оо v  ®

F ( z ) ~ Z  £  « v4zV ** ( з . ,)
V - 1  * - 0

равны нулю, то F (г) =  0.
На основании (2.13) все коэффициенты в ряде (3.1) равны 

нулю в том и только в том случае, когда функция
со, (и , F)

- " г о о -  <3-2>
— целая. Следовательно, для доказательства теоремы доста
точно показать, что если функция (3.2) — целая, то F (г) 5=0 . 

Доказательство будет основано на ряде лемм.
Л е м м а  4.3.1. Пусть

L (Я) =  Я 'У *+Р Д  (1 -  - £ ) e V4  р >  0,

и

М Я ) =  МЯ) (п> 1).X  +  “ +  Z ( т = Г х ; +  i t )

Тогда, каково бы ни было е > 0 ,
I Ln(rel(f) | <  е|Л(ф)+г|Г, г > гп (е) (л >  1), (3.3) 

(ф) — индикатриса роста функции /.(Я) и г0(е) не зависит
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Имеем

Z.„(A) =  M  А)

С умм у, стоящую справа, разобьем на две:
П

I
k/f (к  А,*)

- Е I
+ Е'+Е"А* (X -А .* )  1 L j  А* (А — А.*)

Ix- * * l< 7 l ‘ *l Ix- 4 l > 7 l 4 l

(при фиксированном А в сумме £  суммирование осущест
вляется по тем к, для которых | А — А* | < у|  А* I ) .

Пусть Dh — внешность кругов | А — А* |< | А* Г Н {к>  1) и круга 
|А|< 1, причем Е |А *Г Л< « » .  Будем считать, что А е О , .  Оче
видно неравенство

|Е'|<*Етег<-
В первой сумме I А* I — | АI < А* |, откуда |А*|<2|А|. Учтем
еще, что

I А* |
в силу чего к <  а| А* |. Пусть — наименьшее значение индекса к 
в сумме X  - предыдущему Л0< а\ А*„ | <  2а\А |. Д ля А е О Л

<
I

л , (1 - 1.)  |»,| '  |\|

на основании чего получаем

|£ '|< М |А |*< 2а& |А |А + 1.
В итоге для A e D t имеет место неравенство 

I
Х + “ +  ЛЕ м Г Г А * ) м +

Отсюда
+  |а| +  Я|А| +  2а6|А|*+* <  -41 А Г

А +2

I (А) | <  Л | А |Л+21L (А) |, А е Д *  (п > 1 ) . (3.4)

Пусть
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Я  есть сумма диаметров кружков | А — А* |<| А* |~\ Возьмем 
произвольную точку А, | А | > 2Н +  1. Среди окружностей 
| А — А | =  г ( 0 < г <  2 Н) найдется хотя бы одна (пусть это будет 
окружность |А — А| =  г), которая целиком принадлежит множе
ству Dh. На основании неравенства (3.4) имеем

|L„(A)|< max | Ln (А) |<  А ( | А | +  2H)h+2 max |1(А)|.

Но
I А.—X |—2 Н

шах | L (А) |<в<* <«+■» 1*1, |А |> г0(в), ф — argA . 
|Х-Х 1—2//

Поэтому

| Z.n (А,) | <  в<Л (Ф)+2«) I х I, | А | > л, (е) (л > 1 ) ,

что и надо было показать. Добавим еще, что в любой ограни
ченной области равномерно

lim Ln (А) =  L' (А).п + оо

Л е м м а  4.3.2. Пусть функция (3.2) — целая. Тогда функция 
« V  О*. F)

— тоже целая. 
Положим

Afo(A) - , М * >

I 7 (Ц)

Af л (А) I М  А)
А — А- (п >  1),

Имеем

ЛГ. ( * ) - ( «  +  £ x r W
4 *—I '

Ln (А) — MQ (А) —f- iV0 (A) -j- 2  Afj (A).
* - i

По свойству 9) интерполирующей функции 
<oL(n. F) <ом  ̂(ц, F)

М и) Л(* (Ш) ( * > 0 ) .
Кроме того, очевидно, что

Ц>£(ц, F) (о^ (ц, F)
Ми) =  N0(n) ‘

в  А, ф. Леонтьев



В силу всего этого,

. . ( „ . о  . t . o . n
L(n) “  " ”  t-n(H) *

No(|i)+ £
*-0

Воспользуемся теперь леммой 4.3.1. На основании ее и свой
ства 6) интерполирующей функции получаем

tOL,,(n, П, п-*оо.

В силу этого, из предыдущего равенства в пределе имеем 
w t (M. F) 4>L. (и, F)

L (ц) в  L'  (ц )  •

Значит, справа стоит целая функция.
Л е м м а  4.3.3. Пусть функция (4.2) — целая. Тогда верны 

равенства
JL $/ * vW F (о  л - О  (k > 0 ) .  (3.5)

с

Из условия следует, что все коэффициенты a v>* в (3.1) равны 
нулю, в частности, равен нулю коэффициент a v, mv-i* Из асимп
тотики (2 . 12) тогда вытекает, что [М (/%  =  (), т. е.

(3.6)
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_ L J Y(0 F (0 d t = о.

Пусть gk (0 — функция, ассоциированная по Борелю с L (Я). 
По лемме 4.3.2, поскольку функция (3.2) — целая, заключаем 
последовательно, что функции

u>L, (ц, F) cot .  (ц , F)
Г (ц ) ’ Z / »

— целые. Но тогда по только что доказанному

■±i\gk(t)F(t)dt =  0 (Л=- 1, 2, . . . ) •  (3-7)
с

Из представления

L W W  =  "2 я Г $  ё к ( / ) е “ ( / ) * * d t

видно, что функция g* (t) отличается от функции /*у(0 на целую 
функцию. Поэтому из (3.7) получаем

- ^ 5 / М О Я (/)<// =  о ( * > 1).

Эти равенства вместе с равенством (3.6) — искомые равенства (3.5).
На основе установленных лемм уж е нетрудно доказать ис

комую теорему единственности. Предположим, что все коэффи
циенты av. к Для функции Я (г), аналитической на D, равны нулю, 
а р(г) ф 0 .  Тогда будет целой функция (3.2) и, в силу леммы 
4.3 .3 , будут выполняться условия (3.5). Из условий (3.5) выте
кает, что функция

у(/)Я(/) =  Ф(/) 
регулярна внутри контура С. Следовательно, функция

V (0 =  - ^ -  FV)
— рациональная функция с полюсами в нулях F(t) (эти полюсы 
леж ат в D, ибо вне D функция у (0 — аналитическая). Пусть 
Л|, hi, . . . .  Лр — полюсы у (0- Из представления

Цк)> dt

получаем, что L (Я) — квазиполином

м * ) = 2 > » ( * ) в ЧJk-I
(3.8)

где Рк (Я) — обычные многочлены. Представление (3.8) получено, 
исходя из того, что функция (3.2) — целая.

Пусть Яу — нуль функции L (Я). По свойству 9) интерполи
рующей функции функция 

«■>/. (ц, F)

— целая. Поэтому
М и )

L ( \ )
А.-Х*

М * )  =
ЦК)

Я .-Я -

£<?*(*)<

где Q* (Я) — многочлены. Отсюда

М Я ) = £ ( Я - Я у ) < м я ) Л \  
j ,  * - i

а основе этого равенства и равенства (3.8) заключаем, что

к

Я*(Я) =  (Я — Яу) Qk (Я).
»•
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Значит, многочлены Я* (А.) обращаются в нуль в точке A =  AV. 
Поскольку точек Av бесконечно много, то должны иметь Р4(Л) =  0 
(А = 1 , 2, . . . ,  р). Но тогда L(A)==0, чего не может быть. Про
тиворечие получили, предположив, что F(z)&  0. Значит, F(z) =  0. 
Первая теорема единственности установлена.

2. Вторая теорема единственности. Пусть функция /.(А) 
удовлетворяет условию (2.30). В этом случае интерполирующая 
функция имеет вид (2.31), от функции F(z) требуется лишь, 
чтобы она была регулярна в D и непрерывной в D. Коэффи
циенты в ряде (3. 1) определяются в этой ситуации по формулам

<Xv*

Здесь rj>v*(0  регулярны вне D и непрерывны вплоть до границы. 
Отметим, что

V  п A » V  — _ L  t  F)P*dy.
L  “ v t  ~  2 n l  )  L (ц )
k -0  Cv

где Cv — окружность с центром в точке Av, внутри которой нет 
нулей £(ц), отличных от Av.

Т е о р е м а  4.3.2. Пусть функция L (А) удовлетворяет условию 
(2.30), и пусть функция F(z) регулярна в D и непрерывна в D. 
Если все коэффициенты a Vl* в ряде (3.1) равны нулю, то F (z )^ 0 .

Д ля доказательства теоремы, как и в первом случае, доста
точно доказать, что если функция (3.2) — целая, то F(z) =  0.

Д оказательству предпошлем несколько лемм, аналогичных 
тем, которые предшествовали доказательству первой теоремы 
единственности.

Л е м м а  4.3.1'. Пусть
оо X

L (A ) - A V * + * J I  ( i _ - * _ ) c\  р > о 
* -i

и

М * )  =  М * ) | х  + а  +  Е ( ‘Г ^  +  Т 1г ) }

Если

то

Jl (ф) Г Т -^  JL
| L (rel(f) | <  — , ц > л  +  3, £ |А *| л <  00, (3.9)

Л <Ф) г
I L . ^ K B - W r  ( « > ! ) • (З.Ю)
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Д ля А е  Dh (Dh — внешность кругов IА — А* |<| А* | Л и круга
00

|А|<1) установлена оценка (3.4). Пусть Н =  2 £ | А * Г \  Возь-
1

мем произвольную точку А, | А | > 2Н -f- 1. Среди окружностей 
| Л — А. | =  г (0 < л < 2 Н) найдется хотя бы одна (пусть это будет 
окружность I Л — А, | =  г), которая целиком принадлежит Dh. На 
основании (3.4) имеем

| L „(A )K  max | Ln (А) | <  А (| А | +  2Я )Л+2 max | Z- (А) | =
|Х-*|-2И

=  Д(|А| +  2//)а+2|МА,)|, Iа , — а 1 =  2//. 

Воспользуемся неравенством (1.23)

Л (ф|) I А| | — А (ф) | А К  | А, — А | max | z I, ф, =  arg  A,f $  =  a rg A .
г е  D

В силу этого неравенства, из условия (3.9) находим

IL (A|) I <  А
ek (4>i) I V I

IX, r
-  . I К I** . .. -Л(Ф)|X|A\ —  exp (2 H max | z \) £______

I I >gD I Л I1*
I . «Когда | А | > 4H, имеем | A, | A | — 2H >  — | A | и, значит,

| f j-| < 2 , | A | +  2H < 2 1 A |.

В силу всего этого,
_Л (ф) IXI

l ^ ( A ) l < f l |. r . H . \ \ \ > 4 Н  +  1.

При подходящем В это неравенство будет верно при любых А.
Л е м м а  4 .3 .2 '. Пусть функция (3.2) — целая, и пусть выпол

няется условие (3.9). Тогда функция
w L. ( ц , F)

L' (ц)
— тоже целая.

Доказательство то же, что и доказательство леммы 4.3.2 
1с ссылками на свойства 6') и 9') интерполирующей функции).

м а 4 .3 .3 '. Пусть функция (3.2) — целая, и пусть вы
полняется условие (3.9). Тогда верны равенства

- ^ f \ t ky(t)F (t)d t =  0 ( f t > 0) .

ИзРавн условия следует, что все коэффициенты a v, * в рЯДр (3 . 1)
НУЛЮ. П ч я г т н ш ’ т п  п я п п и  n\/nir» i/ rr-iih thn  ш и »п ~  „

*v. m y -
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Поскольку в условии (3.9) величина ц > 3, из асимптотики (2.21) 
извлекаем, что [М (£ )1а =  0 , т. е.

v W F M r f - O .
dD

Рассмотрим производную £(**(Я,). В силу (1.24) она удовле
творяет условию вида (3.9) с тем же ц. Применяя последовательно 
лемму 4 .3 .2 ', получим, что функция 

®Л(*) (И. П 
L(*4m)

— целая. Тогда по доказанному

^ u \ g > (t)F (t)d t =  0 ( * > 1).
dD

где (0 — функция, ассоциированная по Борелю с L(k){k). 
Осталось заметить, что £*(/) отличается от на целую
функцию. Лемма доказана.

Теперь приступим к доказательству теоремы. Напомним, 
надо доказать, что если функция (3.2) — целая, то F(z) =  0.

Отметим сначала, что при условии (2.39) множество D не мо
жет свестись к единственной точке. Действительно, в противном 
случае функция \ (/), будучи ограниченной в окрестности точки
О е Д  была бы аналитической в этой точке, вследствие чего 
/ , ( ) , ) э 0 ,  чего не может быть. Из этого следует, что у L(X) 
бесконечно много нулей. В противном случае функция ЦХ) 
имела бы вид

L(X) =  P(X)ea\

где Р (X) — многочлен, и множество D свелось бы к единствен
ной точке.

Отметим далее, что в ходе доказательства теоремы, не на
руш ая общности рассуждений, можно считать в условии (2.30) 
число ц сколь угодно большим. Действительно, возьмем функцию

( * - * , )  —X*) *

Она удовлетворяет условию
Л №) г

I М ( г * ) \ < К ^ & г -

Кроме того, из условия, что функция (3.2) — целая, получим, 
воспользовавшись последовательно свойством Э7) интерполи-
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рующей функции, что функция

а м 0». П 
М (ц)— \г/

— тоже целая. За функцию L (к), следовательно, можно было 
бы взять функцию М (X), которая удовлетворяет условию (2.30) 
с показателем в знаменателе (ц +  ft); этот показатель за счет 
большого к можно выбрать сколь угодно большим. Достаточно 
в последующем считать его большим, чем h +  4, где h — из 
леммы 4 .3 .Г .

Рассмотрим случай, когда D — отрезок (D — пустое множе
ство). Удобнее считать (это не ограничивает общности), что
~D — отрезок мнимой оси [a, 6) (I m a < I m f t ) .  Точки а и b — осо
бые для у (0 -

Согласно лемме 4 .3 .3 ', имеем

±  \ tky(t)F (t)dt =  0  (ft =  0, 1, . . . ) .  
дБ

Пусть у + ( 0 — значение \(t) на одном крае отрезка [а , Ь\, 
Y“ (/) — значение y (0  на другом крас того же отрезка. Получаем 

ь

5 tk lv + (0 — Y“  (01 F (t) dt =  0 (ft =  0, 1, . . . ) .
a

Отсюда
[y+(t)-\ ~ (t)]F (t)  =  0, < «= [a ,H  (3 . 11)

Пусть Yv.*(0 — функция, ассоциированная по Борелю с функцией

- L{-± -  (ft— 1, 2.......... mw).S i  (А, -  A.v)*

Поскольку последнюю можно было бы взять вместо L (Я), то, как и выше,
[ Y v V ') - Y v- .* ( ') F ( / )  =  0 , /е= [а,Ь ]

Щ (ft =  1 ,2 .......... mv; v =  l ,  2 , . . . ) .

Допустим противное, что F(t) на (а, 6] не равна тожде
ственно нулю. Пусть (a,, b|), Im a <  Im a, <  Imft, <  Imft — ка 
кой-нибудь интервал, в котором F(t) ф  0. Из (3.11) и (3.12) находим

y + (/) =  y~ (/), Yy, * (0  =  v ;. * (0 . t ^  (« i. M
■  ( f t = l ,  2 .......... v - l ,  2 , . . . ) .  (3.13)
Г ° р х°Днмо показать, что соотношения (3.13) в действительности невозможны.



Функция L (А,) имеет вид 
ь

L  М  =  2Н7 S ~  у~ *“ d t "
а

По теореме 1.4.6 плотность последовательности ее нулей 

hL =  lim
г->  оо

Где „ ( г) — число нулей L(Я) в круге |Я |< г, равна
а _
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(3.14)

Обратимся к равенствам (3.13). Из них следует, что функ
ции v (0  и Y v , к (0 аналитически продолжаются из левой полу
плоскости через интервал (a lt b,) в правую полуплоскость и что 
на любом контуре Г таком , что отрезок [а, а ,] лежит внутри Г, 
а [6 ,, Ь] вне его, эти функции однозначны. Пусть Г — один из 
таких контуров. Положим

М (А,)

Функция М ( Я ) ^ 0 ,  ибо точка а  — особая для у (0- Покажем, 
что точки A,v являются нулями для AJ (Я) кратности, не мень
шей mv.

Имеем
d\

(X -X v)*
Отсюда

Yv, к ( 0  +  ^vYv, к ( 0  =  ~  Yv, * - l  ( 0

(при k =  1 имеем Y v .* - i  ( 0 =  Y (0)- Решая уравнение методом 
вариации произвольного постоянного, получим

I
Y v .* W - “ « " V  J Yv.*-. (Л)*4 4 * !  +  /0е  Г,

<•
где С — постоянная (она зависит от v, k и /<,)• Из эт°й форму-11̂  
видно, поскольку функции Yv. *(0  являются однозначными 11 
контуре Г, что на Г однозначны функции

I
Yv.*-i (i\)e^"dr\ ( * “ * 1 ,2 ...........ту).

Имея это в виду, с помощью метода интегрирования по 
частям получаем из (3.15)

Af (Я) =  S Y (0  dt =
г

(/)e<x- xv)'|r J 0l (/)e(x- xv)'rf/.
г

Подстановка равна нулю, в силу однозначности (/) на Г. 
Таким образом,

М (Я) =  (я — яу) 5 Yv. I (t) +* dt. 
г

Аналогичным образом, используя однозначность на Г функций 
Vb(t), последовательно найдем

Af (Я) -  (Я -  К )к 2^7 J Yv. * (0 dt (At =  2 .......... ту).
г

Значит, Яу — нуль Af (Я) кратности, не меньшей mv (v =  l , 2, . . . ) ,  
Функция Af (Я) имеет вид (3.15). Особые точки функции, ассо

циированной по Борелю с Af (Я), расположены на отрезке [а, а (]. 
По теореме 1.4.6 заключаем, что плотность последовательно
сти {ЯУ} (ее обозначили Ад) удовлетворяет условию

Но это противоречит равенству (3.14). Следовательно, F(/) =  0 
на (а, 6]. Теорема единственности в случае, когда D — отрезок, 
установлена.

Рассмотрим теперь случай, когда D — не отрезок.
Л е м м а  4.3.4. Пусть функция (3.2) — целая. Тогда при не

котором Н функция
«>t (n, /)

где

также целая. 
Положим

Мц) ’
г

f ( z ) = \ F ( t ) d t - H ,
о

г

Ф (z )= \ F (t)d t, М(Я) =  ЯМЯ).
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Функция, ассоциированная по Борелю с М(А,), равна — у' (<)• 
И меем (

»м(Ц . ф) =  - - 2НГ \ У '(0 | $ Ф ( / - - л ) * 14^ ] # .
ап  О JdD 0

Интегрируя по частям, получим

(И. Ф) =  — V (0 ф  (< — л) е*‘п <*л  ̂|а_  +

+  2ЙГ \ Y(/) f Ф (0)е*1' +  S ^ -  л )«“ч dr]] dt =  о>1 (ц, F),
dD  ®

откуда
шм (и, Ф) м^(ц. F) 

M (ц) “  |IL (ц)

Функция (3.2) — целая. Поэтому

(3.16)

(3.17)

Здесь С0 — окружность с центром в начале достаточно малого 
радиуса, // — постоянная. Подсчитаем <ом (ц, Ф ,). где Ф , в Я .  
Имеем

• д .  О*. Ф |)— ^ $  У'<0( ^ " Л 1) Л - £ < М « - М ( 0) ) = Я ^ .

Положим

Получаем

г

1 (г )— Ф (z) — Н =  J F(t)dt -  Н.

сом(И, П “ «>м(й. Ф ) - / / ^ - .

На основании этого, в силу (3.16),
<ом (ц, /) _«од (ц. F) // (3.18)
М (и)  \xL (ц) ц

Из формулы (3.18) видно, что левая часть регулярна всюду, 
кроме, быть может, начала координат. На основании (3.17)

1 Г *м<?‘ П „ г • _ п
2Ш ) М(ц) ^
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Следовательно, начало координат такж е — не особая точка для 
рассматриваемой левой части. Таким образом, функция (3.18) — 
целая. Осталось воспользоваться свойством 9 ') интерполирующей 
функции, положив р =  0 .

Л е м м а  4.3.5. Пусть функция (3.2) — целая. Если а и Ь — 
произвольные угловые точки границы dD (не являются внутрен
ними точками прямолинейных отрезков, входящих в состав гра
ницы dD), то

ь

J F (t)d t= ^ F (t)  dt — Н,

где Н — величина из леммы 4.3.4. 
В силу леммы 4.3.4, функция

— целая. На основании леммы 4.3 .3 ' тогда имеем

(/)<// =  о, Ф ( 0 = Y ( t ) f ( 0  ( * = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (3.19)

Функция Ф(/) определена на границе dD, непрерывна здесь 
и имеет непрерывную производную Ф'(/) (/(/) имеет непрерыв
ную производную по своей конструкции, y(t) имеет непрерывную 
производную в силу условия (2.30), если считать ц >  2 в этом 
условии). Поэтому

I,
I Ф (t2) — Ф (*,) I = J Ф '  (/) dt < K {s(tlt t2),

Ki =  max| Ф ' (t) I,
<edO

где s(/b t2) — длина дуги границы между точками t, и t2. В слу
чае выпуклой области имеется постоянная К2 (см. замечание
ниже) такая , что

5(Л« ^г)^^г1^2 — |.
Вследствие этого

I Ф(/2) -  Ф(/|) I <  K\t2 I, /, е= dD, t2 €= dD. (3.20) 
Рассмотрим интеграл типа Коши

. - а
au
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Известно (см. [50], стр. 190), что разность значении интегралов 
типа Коши

1 f Ф (/) dt 1 С Ф (t)dt _ _  „  _ ^  я  
ы ] - Т = 7 Г - ш \ - 7 = 7 Г '  *x =  D.Z2&D,

во аЪ

стремится к Ф(/) почти для всех /e<JD, когда г , и z2 стремятся 
к t по некасательным путям. В силу (3.19), значение интеграла 
в точке z2 равно нулю. Таким образом, почти для всех t^ d D

lim Д (г) =  Ф(/).
z + t

При условии (3.20) интеграл А (г) представляет собой непрерыв
ную функцию в D (см. [50], с тр .197). Следовательно, И(/) =  Ф(/) 
всюду на границе dD. HTajt, имеется функция А(г), аналитиче
ская в D и непрерывная в D, которая^на dD совпадает с Ф(/).

Пусть а — угловая точка области D. Она непременно является 
особой для функции у (/) (она такж е особая для функций, ассо
циированных по Борелю с функциями, которые получаются 
умножением или делением нацело L(k) на многочлен). Покажем, 
что f (а) =  0 .

Предположим противное, что \(а)ф  0. Тогда имеется окре
стность К точки а такая , что для / е  К П D функция / (/) ф  0 . 
Рассмотрим функцию

МП 
НО *

Она регулярна в области f( f)D (части D, примыкающей к точке а) 
и непрерывна вплоть до дуги Г =  К Г) dD. Функция у (/) регу
лярна вне D и непрерывна вплоть до границы. На дуге Г эти 
функции совпадают, ибо на dD всюду A(t) =  y(t)f(t). Поэтому 
первая функция является аналитическим продолжением функции
Y (/) через д угу  Г внутрь D. Следовательно, точка а — не особая 
для y(t), чего не может быть. Значит, f(a) =  0. Если ft — дру
гая  угловая точка, то такж е }(Ь) =  0. Имеем

а Ъ

f ( a ) = \ F ( t ) d t - H  =  0, f ( b ) = \ F ( t ) d t - H  =  0,

откуда

^F(t)dt*=   ̂ F (/) dt =  Н,

что и надо было показать.
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Приступим к завершению доказательства теоремы.
Пусть а и b — две какие-нибудь угловые точки области D. 

По лемме 4.3.5
а Ь

\ F (t)d t= \ F (t)d t =  H,
0 О

откуда

j  F(t)dt =  i

Положим
• * а *

/, (0 -  $ F (0 dt -  Н =  \ F (/) dt -  j  F (t) dt =  J F (t) dt.

По лемме 4.3.4 функция

* l(^  M 
M u )

— целая. И так, показано, что если
<oL (ii, F)

L (ц)
— целая функция, то функция

— целая и

* \ F (t)d t =  0.
а

Повторяя аналогичные рассуждения, получим, что функция

( м о - 5 м » < « )

— целая и

\f,(t)dt =  0 , 
а

и* т. д. Таким образом, имеем
ь
\ fk( t ) d t - 0 (k =  0, 1, 2, . . . ) ,



где (

fo < 0 -/ 4 0 . fk (t)= \ fk -i(t)d t ( * > 1).
а

Это равенство запишем в виде 
ь

L ^ ( b - t ) kF(t)dt =  0 ( * > 0 ) .
а

Здесь интегрирование происходит по прямолинейному отрезку 
[а, Ь]. Отсюда /40 =  0 на [а, Ь]. Следовательно, /•'(/) =  (). Тео
рема доказана.^

З а м е ч а н и е .  При доказательстве теоремы было использо
вано неравенство

1*2 I*
Установим его. Допустим противное, что неравенство не имеет 
места. Тогда найдутся пары точек a v, bv ^ d D  (v =  1, 2, . . . )  
такие, что

v-> oo. (3.21)
|av — frvl

Очевидно, что при этом I a v — ftvl-^O. Можно считать без огра
ничения общности, что последовательность (a v) имеет предел: 
lim a v =  aedZ > . Тогда и Iim 6v =  fl- Точка а не может быть

V ->  оо V-> оо
внутренней точкой какого-либо отрезка, входящего в состав 
границы, ибо тогда при больших v отношение (3.21) равнялось бы 
единице. Точка а, следовательно,— угловая точка. Возьмем на 
dD близко от а и по обе стороны от а точки А и В. Пусть 1Л 
и 1В — опорные прямые к D в точках А и В и у ~  Угол между 
1А и 1В. Угол у ^ О , я . Возьмем произвольные точки А\ и В,
на дуге АВ. Пусть С — точка пересечения опорных прямых 1а и /я,, 
проведенных в точках А{ и Вх. Очевидно, точка С лежит внутри 
у гла , образованного прямыми 1Л и 1В, и угол АХСВХ не меньше Y* 
Имеем

s (4 „  В .К Л .С  +  В.С,

Проведем через А\ и В\ прямые, параллельные соответственно 
1а и пусть С, — точка их пересечения. Очевидно, АХС +  В,С ^
<  АхСх +  BxCt. Таким образом,

s(Ax, ВХ) < А ХСХ +  ВХСХ.
По теореме синусов из треугольника АХВХСХ находим 

А ХВ\ _  / tig , ^  B iC i 
sin y sin р sin a
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Отсюда

7 л 'в '-

и, значит,
s(Ah В1) < 1| 7 Л,В1.

Здесь y не зависит от точек Ах и В,, взятых на дуге АВ. 
В частности, при больших v

2s (av, bv) ^  sjn I flv bv I,

что противоречит соотношению (3.21). Этим самым нужное нера
венство установлено.

Т е о р е м а  4.3.3. Пусть функция F(z) регулярна в D и непре
рывна в D, и пусть ряд (3.1) сконструирован для этой функции 
с помощью интерполирующей функции

<01 (И, F ) = \ d a  (о (\  F (t -  1)ё*  d A ,
дЪ \  '

где a (t) — функция ограниченной вариации на дО(если D — отре
зок, интегрирование происходит по этому отрезку). Если все 
коэффициенты в ряде (3.1) равны нулю, то f ( z ) a O .

Д ля доказательства воспользуемся свойством 15) интерполи
рующей функции, согласно которому если

F (z )~ (L )£ P y {z )e K'\
v - l

ТО

F{z) -  Рх (z )«V  -  Р2 (z) е *  ~  (М) £  Pv (z) е Ч
V - 3

где

По условию Pv (2) — 0 ( v ^ l) .  Функция М(Х) удовлетворяет усло
вию (2.30). Поэтому

F (г) — Рх (г) еК г — Р2 {г) е̂  г ^  О,

откуда F (г) =  О,
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§ 4 . О полноте системы экспонент 
и биортогональной системы

1. П олнота биортогональной системы . Имеет место 
Т е о р е м а  4.4.1. Система {^v. *(0} функций, определенных 

формулами (1.20), является полной вне множества D в классе 
функций, аналитических вне D и равных нулю в оо.

Д ля доказательства этого утверждения достаточно доказать, 
что система функций

q>v.» (* )  = ------- (*  =  ° .  l ............................................ .... ... v =  •- 2 . • • • )

является полной в области Е, где Е — образ внешности D при 
отображении z =  —.

Воспользуемся следующим критерием полноты:
Для того чтобы система {/*(*)} функций, аналитических в 

области Е, была полна в Е, необходимо и достаточно, чтобы 
из равенств

-2^ $ a (z )M z )< / z  =  0 ( * - 1. 2. . . • ) ,
г

где Г — замкнутый контур из Е и a(z) — функция, аналитическая 
на Г и вне Г, причем а(оо) =  0, следовало а ( г ) а 0 .

Пусть имеют место равенства

 ̂ a  (z) фу,* (z) dz =  0 (k =  0 , 1, . . . ,  шv 1» v =  1, 2, . , .). 
г

Сделаем замену переменного z= l/< ; получим

2^5 (ft — 0 , 1........... m v — 1; v  =  l ,  2, . . . ) ,

Л1 C (4.1)

где F(/) =  y a ( y )  и С — образ контура Г при отображении

/ =  —. Контур С охватывает множество D, функция F (/) на С
и внутри С является аналитической. Равенства (4.1) означают, 
что все коэффициенты a v.* ряда (2.10), соответствующего функции 
F(t), равны нулю. По первой теореме единственности тогда F(t) в 0, 
значит, и а ( г ) з 0 .  Теорема доказана.

Заметим, что если какая-то функция Ф (/), аналитическая 
р окрестности бесконечно удаленной точки, причем Ф(оо) =  0,

«<1 О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ

разлагается в этой окрестности в ряд
во m v - I

ф (0 - 1  Е  Pv.*tv .*w ,

2 73

(4.2)

сходящийся равномерно, то это разложение — единственное.
Действительно, пусть Г — окружность достаточно большого 

радиуса, на которой ряд сходится равномерно. Умножив обе 
части равенства (4.2) на /*eV и воспользовавшись биортогональ
ностью систем {/*eV} и {фу, *(/)}, получим

откуда все и следует.
В ситуации (2.30) функции \J>V, * (0 непрерывны вплоть до гр а

ницы dD. Поэтому естественно ожидать, что система {\J)V.*(0} в этом 
случае будет полной в замкнутой области Е — внешности D в про
странстве функций, аналитических в Е (внешности D), непре
рывных в £ и обращающихся в нуль в бесконечности. Ограни
чимся случаем, когда все нули Яу функции L (А,) — простые 
и когда, следовательно, имеем систему (фУ(/)}.

Т е о р е м а  4.4.2. Пусть D не является отрезком и у L(k) все 
нули А.|, Я»2 . . . — простые (пусть еще они отличны от начала 
координат). Тогда при условии (2.30) система {фу (0 ) полна 
в метрике С в замкнутой области Е — внешности D в пространстве 
функций, аналитических в Е, непрерывных в Е и обращающихся 
в нуль в бесконечности.

_Пространство функций, аналитических в Е, непрерывных 
в £ и обращающихся в нуль в бесконечности, обозначим А(Е). 
Для доказательства полноты системы {ф*(0} 0 пространстве 
А(Е) с нормой

II /1 =  шах| /(01

надо доказать, что если / (/) 
и он удовлетворяет условиям

линейный функционал в А (Е)

/(+*) =  0 ( » - 1, 2, . . . ) ,  
то 1(f) =  0 для каждой функции f^ A (E ) .

Функционал 1(f) расширим на пространство функций ф(0, 
непрерывных на dD, где

т - шах | ф (0 1, 
(<•90
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В этом пространстве линейный функционал имеет вид

l« b )= \ $ (t)d o (t) ,
аб

где о (0 — функция ограниченной вариации на dD.
Таким образом,

l( f)= \ f(t)d o (i) ,  f(t)<=A(E). (4.3)
аЪ

Пусть
/ (^,t) (* =  1 , 2 , . . . ) ,  (4.4)

аб
надо показать, что для каждой f(D из А{Е)

l(f) =  \f(t)da(t) =  0. (4.5) j
аб

Интегрирование по частям дает

I (fc ) =  а  (/) ф* (/) \9Ъ -  \ a (0Vk (0 dt.
аб

Подстановка равна нулю. Поэтому

l ( $ k) =  - \  o(t)Vk(t)dt =  0. 
аб

Заметим, что из формулы

,  /Л _  1 Г L<b)e~MdX
+ * (t) “  Ш  J  к -  Х* ’

о
согласно условию (2.30), вытекает, что функция ф*(0 непре
рывна в Ё. Из этой же формулы следует

+'.(0 — т т а - “ м ’* (,)- (4 -в)
На основании этого

\ o (f)y ( t)d t+ \ к \ <т(0 Ф*(0 Л  =  0.
об аб

Не наруш ая общности рассуждений, можно считать, что первый 
член в левой части равен нулю. Убедимся в этом. Имеем

<■(>■)-Ё ж 1*- v w - Ё - р т - .  . 1

Так как  L (0) Ф 0, то с0 ф  0 и, значит,

J уМ Ш Ф О. 
аб

Имея это в виду, подберем С так , чтобы выполнялось условие

\ М 0  +  С] у ( t)d t=  \ o ( t ) y ( t ) d t + c \ y ( t ) d t - 0, 
дБ аб аб

н тогда в (4.3) с самого начала вместо ст(0 возьмем о (0  +  С. 
При таком выборе ст(/) получаем

$ а (0 * * ( / )Л  =  0 ( Л - 1 , 2 , . . . ) .  (4.7)
аб

Заметим, что если Л(0) =  0, то из формул

I Цк)
t ' l i i i  i - i .  „ Ч  ™ ' ............................  Л ' ” * 1и ш ™и

следовало бы, что у функции \|;*(/) бесконечность есть нуль 
второго порядка н речь могла идти о полноте системы {ф4(0 } 
в пространстве функций, аналитических в Е, непрерывных в Е 
и имеющих в бесконечности нуль по крайней мере второго по
рядка.

Равенства (4.7) запишем в виде

$ « , ( / ) 1М < )Л  =  0 (* =  1, 2, . . . ) ,  в , ю - 0 (0  +  7 . 
дБ

где а выберем так , чтобы функция
I t I

< f{t)= \ o i(t)d t= ^ o {t)d t +  a^ -^ -, a (=dD,
a a a

была однозначной на dD. Интегрируя по частям, получим

Ф ( 0 ( 0  \дЪ — J Ф (О Ф'* (0 dt =  0.
дБ

Подстановка равна нулю. Учитывая еще (4.6), будем иметь

$ Ф(t)y(t)dt +  Xk 5 ф(0 Ф*(0 Л  =  0, 
аЪ аЪ

откуда

$ ф(0 Ф»(0 <̂  =  (Х>) ■ I * -  $ ф (0 у ( 0 Л .



Заметим, что если р — константа, то

$ р тЫ 0 Л ------ - g S i A
дЪ

Положив р =  — 2я<£ (0)' . получим

5 £ (0Ф *(0  л * ®  ( * = 1 , 2 , . . . ) ,  /Ч0 =  Ф (0 +  р. (4.8)
дЪ

Имеем и
F  (/*) -  /=• (/,) =  Ф (**) -  Ф (/.) =  5^ 1 ( 0  <«.

I,
откуда

I F W - W K ^ P i .  I, (4.9)

где s(/„ /2) — Длина дуги кривой <Э£> между точками tt и /2. 
В силу условия (4.9), функцию F(t) можно представить (см. [50], 
стр. 197) в виде

F(/) =  F ,(0  +  F2(0 ,
где F|(0 р е гу л я р н е е  D и непрерывна в D, a f 2(/) регулярна 
в £, непрерывна в Е, F2(оо) =  0.

Из условий (4.8) получаем

\ F l (t)$k(t)dt =  0 (А =  1, 2 , . . . ) .  
аЪ

Отсюда, согласно доказанной теореме единственности, заклю 
чаем, что (0 — 0. Таким образом, функция £ (0  =  ф (0 +  Р 
регулярна в Е, непрерывна в £ и f(o o ) =  0. На основании 
этого покажем, что выполняется условие (4.5).

Имеем, поскольку q>(t) =  F(t) — р,

\ - ^ d t  =  0 ( т >  2). (4.10)
дЪ

Напомним, что t
Ф (0 =   ̂ о, (/) dt, a е  dD.

a
Запишем равенство
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Так как  подстановка равна нулю и выполняется условие (4.10), то 

OD
откуда, учитывая, что а , (/) =  о (/) +  у . получаем

С _ 0 (т ^ 2). (4.11)
J  jF II-l 

дБ
Рассмотрим, наконец, соотношение

+ * Н ,М'
da(t) °U) 1

tk ~ '* L <*+I (k> \ ).
OD

Из него, в силу (4.11), находим
0D д °  д  D

J - ^ r - = 0 ( * > 1 ) .  (4.12)
оЪ

Функцию f(t) из А{Е) можно с любой точностью приблизить 
в Е, в частности, на dD многочленом (без свободного члена) 
относительно 1//. Поэтому, на основании (4.12),

5 / (0  da (0 =  0 .
OD

Теорема доказана.
2. Неполнота системы экспонент. Установив полноту системы 

(Фу. *(0 ). естественно поставить вопрос о том, не является ли
система^ {zVp*} — система (1.19), полной в области D (открытой 
части D). Ответ на этот вопрос отрицательный. Именно, будет 
приведен пример системы {e>-vZ} такой, что соответствующая 
этой системе область D — не пустая, а система {eXv*} не полна 
в D и ни в какой подобласти области D.

Построение примера будет основано на теореме 1. 1.8 , кото
рую мы сейчас напомним.

Пусть {а*}*, 0 <  | а* 11 оо, — последовательность точек в ком
плексной плоскости, п (г) — число этих точек в к р у г е | г | ^ г ,  
А — верхняя плотность последовательности (а*):

А =  lirn .

Введем функцию
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При А < оо произведение сходится и / (г) — целая функция экспо
ненциального типа. Положим

б(Я ) =  а +  У  6 =  lim | 6 (Я) |
' Ч ь R>oo

и обозначим о тип f (г) при порядке р =  1. Теорема 1.1.8 утвер
ждает, что при Д =  0

о =  б. (4.13)
Перейдем к построению примера. Возьмем возрастающую 

последовательность положительных чисел {р„}, такую , что

A - t o n - i a - o .<•> ОО ’ ^  Р"

(п( 0 — число р„ в круге |z|</). Например, при 2 можно 
положить р„ =  п1пя. Пусть затем а  и 0 — два фиксированных 
положительных числа. Теперь будем выбирать числа ап. Положим

av =  Pv ( l< v < m , ) ,  av =  ipv (m, <  v < m2), 
a v =  — pv (m2 < v <  m.)), a v =  — ipv (Щ <  v ^  m4), 

где целые m,, пи, m3 и m4 определяются условиями: 
m, fni +1 w2 ^
Z P v ‘ < a . Z  p v1 > «• Z  p ; ' < P .  Z  p ; 1 >  P;

■ v  v v - m + l  v - m ,  + l

nti m i "Li " i j 1
Z p; 1 — Z  p; ' > - « .  Z p; 1 -  Z  p ; ‘ < - a ;v - l  v -m ; +1 v—I v -m ,+ l

Z  p; 1 — Z  p ; ‘ >
V - m + l V —m1+ 1

m mi +1
Z  p ; ‘ -  Z  p ; ‘ < -

v -m , + l v-m i+1

При таком выборе a v величина

»(«- Z ir (4.14)
|av|<«

при /?<  pm все время находится в прямоугольнике Q с верши
нами (± а ± « Р ) ,  причем для tf =  Pmj она близка к вершине 
(a -  ip), для R =  Рт> — к ( - а  -  /р), для Я =  рт> -  к ( -  а  +  »'Р)- 

Положим, далее, 
av =  pv (rn* <  v ^  ms), a v =  /Р» (m5 <  v ^  me)> 
a v =  — pv (m6 < v <  m7), a v =  — t'pv (m7 <  v <  m8),

где числа m5, m6, m7 и m8 выберем указанным выше способом 
таким образом, чтобы величина (4.14) при / ? < pmi находилась

в прямоугольнике Q и была бы близкой для R =  рш к вершине 
(а -Ь i'P), для R =  рШ1 -  к (а — /р), для R =  рШ( — к (— а  — /р), 
для /? =  Рт , — к (— а +  г'Р).

Указанный процесс построения a v продолжим и далее. В ре
зультате получим последовательность {ау)7-|* Точки a v рас
положены одни на действительной оси, другие на мнимой оси, 
но всегда I a v I =  Pv. так что

Д =  lim - l i i l  =  О
/->оо /

(n(t) — число a v в круге |z|</). Величина (4.14) при любых R 
находится в прямоугольнике Q, причем для R =  pm? и s-*oo  
она неограниченно приближается к вершинам 

а  +  /'Р, если s =  Ak +  1, 
еслиа  — /р,

— а  — /р,

— а  +  /р,

если
если

s =  4fe-f 2 , 
s =  Ak -j- 3, 
s =  Ak.

Отсюда следует, что все предельные точки 6 (/?) при /?-► оо 
леж ат в Q, причем вершины Q — предельные точки.

Положим

Ж = П ( '- : г > ^  f . w - o w - ' - n O - f ) * ^
Пусть у (0 — функция, ассоциированная по Борелю с f(z ), 
D —наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее 
все особенности y(t). Тип а  функции f (z) равен

a =  lim |6 (/?)| =  fi =  |a +  <PI= V a M 1!*5-

Множество D лежит поэтому в круге | / К а .
Утверждаем, что точки (±  a  ±  ip) — особые для у  (0- 
Рассмотрим функцию /а (г). Ассоциированная с ней по Борелю 

функция Уа(0 равна y(t — a). Отсюда следует, что наименьшее 
замкнутое выпуклое множество Da, содержащее все особенности 
Ye (/), получается из множества D сдвигом его на вектор а. 

Пусть a =  a - f /р. При таком а тип ст0 функции fa (z) равен 
_1_ 
a  v

lim
R > o o

: 2 |a +  ip| =  2 V ? T p 5.*+ Z w
|av|<R

На окружности | /1 =  o0 =  2 V “2 +  P* у  y„ (0 имеется по крайней 
Мере одна особенность. С другой стороны, множество D„ имеет
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с окружностью | /1 =  оа единственную общую точку / =  2 (а +  /р). 
Следовательно, точка 2(<х + /р) — особая для уа (/). Но тогда 
точка (а + /-Р) — особая для \(t). Так же доказывается, что 
другие вершины прямоугольника Q — особые для у ( 0 -

Убедимся, что множество D совпадает с прямоугольником Q. 
Д ля этого докаж ем , что у \(t) нет особенностей вне Q. До
пустим противное, что некоторая точка (£о +  гт1о). где 1о > а ,
| ^  | < р _  особая для \(t). Возьмем положительное о. Точка 
ta =  (Бо +  а) +  «Ло — особая для у а (0 - С другой стороны, тип оа 
при достаточно большом положительном а равен

Оа =  I а +  (a - f  t'P) I =  л/(а +  а )2 - f  Р2 =  (а - f  а) д / 1 +  ( т + 7 г )

« ( a  +  a ) [ l  +  4* ( ^ - ^ гбг) 2]  =  а  +  а  +  Т Т + Т ‘

При большом а точка ta будет находиться вне круга |/К<та, 
ибо 0а <£о +  а. Но это невозможно. Аналогичным образом 
убедимся, что множеству D не принадлежат и другие точки, 
лежащие в круге I f l ^ o ,  но вне прямоугольника Q. И так,
D — Q.

Осталось убедиться, что система {еп,< / не полна ни в какой 
области. Рассмотрим функцию

Так как А =  0, то эта функция принадлежит классу [1 ,0 ] . 
Пусть y ( 0 _  функция, ассоциированная по Борелю с F(z). Она 
регулярна всюду, кроме / =  0. Имеем

f <2> = 2ST \
Отсюда

1М - р

_L_ J Y (f)в0*' dt =  0 (* =  1, 2 , . . . ) .
Ш - р

Так как у ( / ) ^ 0, то, следовательно, система {еП|! } не полна, 
например, в круге 11 \ < 2р. Но число р — произвольное положи
тельное. Значит, рассматриваемая система не полна ни в каком 
круге.

Приведенный пример показывает, что надо отыскивать до
полнительные условия на L(K), при которых произвольные 
ции, аналитические на D, разлагаю тся в ряд по системе \е v }.

т: ФОРМЫ ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА

§ 5. Формы остаточного члена
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I . Ф ормула для частной суммы ряда. Выведем формулу 
для частной суммы ряда (2.2). При этом предположим сначала, 
что Av ( v = l ,  2, . . . )  — простые нули функции L (А,).

Пусть Г — замкнутый контур, лежащий в полуплоскости, 
ограниченной прямой, проходящей через начало координат. Для 
простоты пусть это — полуплоскость Re А < 0. Обозначим Е 
область, ограниченную контуром Г. Предположим, что на Г 
функция L(А) не обращается в нуль. Частную сумму ряда (2.2), 
соответствующую Av, лежащим внутри Г, обозначим S(z, Г). 
Имеем

5 (z, Г) =  £  W *v(0< tt)*V -
Xv е  Е '  С '

(5.1)
С \>.v «= Е /

Преобразуем круглую  скобку, стоящую под знаком интеграла. 
По формуле (1.13)

ибо для точек Av

5 Л \ (/ +  ч)<(л. К & Е ,

Е справедливо условие: ReAv < 0 . Поэтому
К  (г+П) ■

)<1ц1

Учтем теперь, что
+  оо

YV +  r\)= \ L iD e-V + M dl, t ]> 0 ,  R e / >  Л (0)
о

(Л (ф) — индикатриса роста функции L(А)). В силу этого,

I  * .  (0  -  S”  { Г  L (В . - « ♦ « , «  ]  J  4 ^  d , . )  «п .
Av 6 £  0 ^ 0  * \  Г  *

Изменив порядок интегрирования, получим



Напомним, что R e n < 0 , R e/ > Л (0). Внутренний интеграл 
равен Таким образом, при Re / >  Л (0)

Y j =   ̂ \L ^  2яГ S (| -ц )Г (| * )] е
Xv е  Е о L  Г  л

Функция

<6(1, г ,  П - М Ц ^ ^ П Г ^ Т Т Г м '  (5-3 »
Г

как функция переменной А., является целой функцией (в этой 
формуле А, лежит вне Г). То, что она аналитична вне Г, оче
видно. Д ля А,, лежащих внутри Г,

Ф (1, +
Г

Отсюда видно, что эта функция аналитична и внутри Г (путем 
малой деформации контура убедимся, что аналитичность имеет 
место такж е на Г). Из формулы (5.3) сразу вытекает, что 
индикатриса роста функции Ф(Х, г , Г) не превосходит Л(ф) — 
индикатрисы роста L {А,). Отсюда следует, что функция у  (/, z, Г), 
ассоциированная по Борелю с Ф, регулярна вне D. Формула (5.2) 
показывает, что

£  'M 0 ^ v* := y (* . 2> П-xve£
Это равенство, установленное при Re/>_/i(0), справедливо, 
в силу свойства единственности, всюду вне D. Имея это в виду, 
из (5.1) получаем

* ( * .  П — s r $ * ( 0 W .  *. Г) Я .  (5,4)с
Формула (5.4) справедлива для любого контура Г, леж а

щего в полуплоскости, граница которой проходит через начало 
координат. Записав эту формулу для нескольких подобных 
контуров и затем сложив их, получим, что формула (5.4) имеет 
место для каждого контура Г, на котором L(к )ф 0 .  Формула
(5.4) — искомая формула. Ее можно записать еще так:

<5-5>г с
2. Формулы для остаточного члена. Пользуясь (5.5), по

лучим формулу для остаточного члена разности между F(z) 
и частной суммой S(z, Г).
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Положим

<»(*■«■ О - (5. 6)

где А лежит внутри Г. Для других А, определим эту функцию 
как ее аналитическое продолжение. Имеем

Ф (А., г, Г) =  Ф (А, г , Г) -< ?Ч

Пусть y (/, г , Г) — функция, ассоциированная по Борелю 
с Ф(А,, г , Г), как функцией переменной А,. Имеем

\(t, г , Г) =  \(t, г ,

\ Отсюда для z, лежащих внутри С,

j J L $ F ( 0 y (/, г , V)dt =
I с

с с
Таким образом,

I Г ш , (ц , F)  I Г
--------------- ш У Ю ’Щ .г .Г ) * .  ,5.7)

Г  С

Это и есть формула для остаточного члена. Она является основ
ной для его оценки.

При выводе формул (5.5) и (5.7) предполагалось, что А,„ 
( v = l , 2 ,  . . . )  — простые нули функции L(A,). О казывается, что 
формулы (5.5) и (5.7) справедливы и в случае кратных корней. 
В этом можно убедиться путем непосредственной проверки этих 
формул. Именно, (5.5) и (5.7) легко проверяются для функций 
вида F{t) =  eu . Проверим, например, формулу (5.7). Для 
F(t) =  eKI правая часть в (5.7) р а в н а—Ф(А,, г, Г). Д алее, имеем

, г., L (ц )  — L (А)
«МП. F )-------

в силу чего, левая часть в (5.7) равна
____ I f < ? * d»  L (A) f

2л/ J  ц — A '  2л/ J  (ц  -  A) L (ц )  *
г г

Пусть А лежит внутри контура Г. Тогда левая часть (5.7) равна 

1 '

f  5] Ф О РМ Ы  ОСТАТОЧНОГО ЧЛ ЕН А  2 8 3



Таким образом, для F(t) =  eKt формула (5.7) действительно 
справедлива. Но то^да она справедлива для любой функции F(t), 
аналитической на D, ибо любую такую  функцию можно на кон
туре С аппроксимировать с любой точностью конечными линей
ными комбинациями экспонент.

В том случае, когда функция F{z) регулярна вкр уге| г| < / ? , 
содержащем множество D, формулу (5.7) можно записать 
еше иначе.

Разложим функцию Ф(Я, г , Г), как функцию переменной л, 
в ряд по степеням А,:

г, Г )=  £  Ак(г)Ьк, I Я. | <  оо.
к-О

Тогда

у (/, г, Г ) - | )  к1л\{Г - > K l > а * ° = ™ х | г | ,
fc-О ‘  2 S D

и
оо

J -  \ F « )  Y а , г, Г) dt =  £  ? к) (0) л* (2)
С fc-0

(здесь С — окружность с центром в начале, которая охваты
вает D и внутри которой F(t) — аналитическая функция). Сле
довательно, формула (5.7) приобретает вид

f <»> ■~ Та S ̂  ~ t р>’ <°> ̂  <*>• (58>
Г fc-0

Остановимся еще на случае, когда L(А.) удовлетворяет до
полнительному условию (2.30)

h (Ф) г
| Ц г е » ) \ < А 1 - р - ,  ц > 1 .  (5.9)

Здесь функции Ф(А., г, Г) и Ф(А., г , Г), как  функции А., такж е 
удовлетворяют условию вида (5.9) с теми же h\<р) и ц. Функции
Y (t, г, Г) и y(t, г, Г) будут непрерывны вплоть до границы dD. 
Тогда формулы (5.5) и (5.7) можно записать в следующем виде:

о *  <610)
г dD

5 Г  S ' ’ ( ')V ( '. А  П Л . (5 .4 )
Г dD
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Здесь F(z) — функция, аналитическая на D. Но поскольку 
любую функцию F(z), аналитическую в D и непрерывную в П, 
можно аппроксимировать в D с любой точностью многочле
нами, формулы (5.10) и (5.11) справедливы и для таких функ
ций F (г). Формулой (5.11) будем пользоваться при исследовании 
на разложимость в ряды экспонент функций F(z), аналитических 
в D и непрерывных в D.

3. С вязь с рядом Л агранжа. Формулы (5.7) и (5.11) имеют 
связь с разложением целых функций в ряд Л агранжа. Пусть A,v 
(v =  1, 2, . . . )  — простые нули L (А,). Возьмем функцию F (г) =  еКг 
и напишем для нее формулу (5 .7)

, 1 Г <о, (и, F) I f
------ s r  (5.12)

г С

Правая часть р авн а— Ф(А,, г, Г). Заметим теперь, что

<Ми, F ) - ± W z i (k)-
Поэтому

, г
2л/ J  L if t  е d l i -  ( M - l ) i ( l * )

г  Г

= = L ^  Y j (Я, -  A,v) L '  (Xv) ’
l V S d

где G — область, ограниченная контуром Г. Предполагалось, 
что А, лежит вне контура Г. В силу всего этого, формула (5.12) 
примет вид

е* '-  I  т г ^ г ш  = - ф(х’ г’ Г)- <5|3>l vsQ

Левая и правая части — целые функции от А.. Поэтому равен
ство (5.13), имеющее место для А,, лежащих вне Г, имеет место 
на самом деле для любых А,.

Г я ^УДем считать в формуле (5.13), что А, — переменное,
2г — фиксированное (в формуле (5.12) считалось А. фнкснро- 
иным). При этом условии левая часть формулы есть разность 

1 С ^ ДУ ФУнкцией е и частной суммой ее ряда Л агранжа, 
Ф?.тВеТСТВуЮщей узлам  A,v, лежащим в области G. Функция

* г » П , следовательно, есть эта разность с противополож
и м  знаком.

Из формулы (5.7) получили формулу (5.13). Покажем, что 
формулы (5.13) следует формула (5.7). Функция (5.13) —

Л
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целая функция экспоненциального типа с индикатрисой роста, 
не превосходящей h(<р). Пусть г е О .  Умножим левую и правую 
части в (5.13) на е~м и проинтегрируем по лучу от 0 до оо. 
Получим

dX
о

или
(5.14)

Здесь t лежит вне D. После этого умножим обе части послед
него равенства на F(t) и проинтегрируем по контуру С. Получим

С Xv s O '  С  '

С

\ F (t)y (t, г, Г )dt.
или

1
2 ni

Но эта формула есть формула (5.7). Если бы L(k) удовлетво
ряла дополнительному условию (2.30), то в качестве С можно 
было бы взять границу dD и тогда получилась бы формула (5.11).

На проведенные рассуждения можно смотреть и как на иной 
вывод формул (5.7) и (5.11) в случае простых нулей L(k).

§ 6. Теоремы о разложении

Пусть L (А.) — целая функция экспоненциального типа, у ( )̂ — 
ассоциированная с ней по Борелю, D — наименьшее замкнутое 
выпуклое множество, содержащее все особенности у (0. D—откры
тая часть D. Предполагаем, что D — непустая область и что 
начало координат принадлежит D. Предполагаем, далее, что 
все нули функции L (А), обозначим их А,,, А2, — простые. 
Функции F(z), аналитической на D, сопоставляем ряд

L ' (  К у ) " е •
(6.1)

где

M u ,  =  2M  Y ( 0  ( j  f  <* “  * )* *  dt

(С — замкнутый контур, охватывающий D, на котором и внутри 
которого F (г) — аналитическая функция. При условии (5.9) за С 
берем границу dD, a F (г) предполагаем аналитической в D 
и непрерывной в D). Речь идет о сходимости ряда (6.1) к функ
ции F(z).

В §  2 было_ показано, что ряд (6.1) не может сходиться 
в области G d D , если функция F(z) не удовлетворяет уравнению

J L \ y (t)F(t +  z)dt-*0.
I с

Далее, из гл. III известно, что открытая область сходимости ряда 
Дирихле — всегда выпуклая область (при условии lim -т^ - =  0,

v *-*.«> л*
которое заведомо выполняется). Поэтому речь здесь идет о схо
димости ряда (6.1) к F(z) в какой-нибудь выпуклой под
области D, области D, в частности, в самой области D.

Отметим, что из сходимости ряда Дирихле в области Е при
условии lim - ^ -  =  0 вытекает (как  было установлено в гл. III)* + ОО А*
его абсолютная сходимость в области Е и равномерная — внутри 
области Е.

1. Условия сходимости ряда. Пусть D, — вы пуклая под
область области D, К | (<р) — ее опорная функция, Л( (ф) =  /С, (—ф).

Т е о р е м а  4.6.1. Для того чтобы ряд (6 . 1) всегда сх^ился 
в области D\ (какова бы ни была допустимая функция F (г)), 
Heo6xoduMo и d0CT0T04H0, чтобы выполнялось условие

In I L' (А*) | >  [Л, (Ф*) — е] г*, Ак =  г Л  k > k 0(e), (6.2) 
ede е >  0 — любое.

Докажем необходимость условия (6.2). Возьмем функцию в** 
(A=?fcA*) и сконструируем для нее ряд (6 . 1). Имеем (в силу 
свойства 3) интерполирующей функции)

<ot (A*. •**) ак = -----------------
I 7 (А*)

в силу чего искомый ряд имеет внд

И  А)
(А -  Л*) 27 (А*) •

Z
А-1

МА)
А — A* L' (Л*) (6.3)



Он сходится в области D, одновременно с рядом
“  . V

Е т т е т  (в-4>
* - i

и, следовательно, в области D, ряд (6.4) сходится.
Рассмотрим сначала случай, когда начало координат при

надлежит D\. Возьмем число р, 0 < р <  1, и обозначим D2 
область — множество точек вида z — pt, t е  D{. Очевидно, 
D2 — выпуклая область и D2 cz D\. Заметим, что

max Re (ze,ф) =  р majc Re (tel,f) =  pKt (— ф). (6.5)
z e D ,  I s D ,

Ряд (6.4) на множестве D2 сходится равномерно. Следовательно, 
имеется константа С (она зависит от D2 или, что то же самое, 
от параметра р) такая , что

A-v*е v
Т Щ )

Отсюда
| | <  С | е- V  | =  с  ехр { -  Re (ze‘^ )  \ Яу l}.

Возьмем в качестве z точку, для которой, в силу (6.5),

Re {ze *v)  =  p/C, (— <pv) =  рЛ, (фу).
Тогда получим

|т/(хл | ^ с  ехр{— рЛ, (ф-v)I |).

Чтобы получить (6.2), осталось заметить, что рЛ, (ф )  >  Л, (ф) — е, 
если р достаточно близко к единице.

В случае, если начало координат не принадлежит Du по
ступим следующим образом. Возьмем в D, точку г0 и запишем

f  Л *  f  X г . V
Li L* (A.v) 2-J е  V 0 О  (Xv) ’ t —z —z0. (6.6)
v - l  v - l

Когда z пробегает Dh t пробегает область £. Область E со
держит начало координат. Пусть R\ (ф )  — опорная функция Е. 
Имеем

Ki (— ф) =  m ax Re (/е'ф) =
t u E

*= max Re ((2 -  z0) е'*\ =  / ( , ( -  ф) -  Re (z<fi‘*). (6.7) 
<8 0 ,
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< C ,  ze = D 2 (v— 1, 2, . . . ) .

Из сходимости ряда (6 .6) в £ выведем, как и выше, что

<  Л (е )в "1*« <**>"•] I M ,  Л1(ф) =  /С ,(-ф ). 

откуда

| 1 < А (е) ехр { [ -  Л, Ы  -  R e ( z ^ )  +  е]| ку |}.

Но, в силу (6.7),

А, Ы  +  Re W * ' )  =  К, ( - Фу) +  Re U / ’v) =  /С, ( -  Ф.) =  Л, (Фу).

Значит, мы снова получили неравенство (6.2).
Докажем достаточность условия (6.2). Д ля коэффициентов ак 

имеется (см. (2.3) и (2.19)) оценка

а ‘  =  0 ( т п Ь ’ ) -  * - ° ° -

Отсюда, учитывая (6.2), сразу вытекает сходимость ряда (6 . 1) 
в области D|.

2. Условия сходимости ряда к своей функции. Сформули
руем следующий критерий разложимости.

Т е о р е м а  4.6.2. Пусть D, — выпуклая подобласть области D. 
Для того чтобы любая функция £ (2^ аналитическая в D (или 
аналитическая в D и непрерывная в D при условии (5.9)), пред• 
ставлялась в D, рядом (6.1), необходимо и достаточно, чтобы 
функция е*г, кик функция Я, при г е й ,  разлагалась в ряд 
Лагранжа

^ г =  £  X -X v ! ? ( * „ ) ’ (6-8)
V— I

( Необходимость доказывается совсем просто. Пусть любая 
функция £ (г) из рассматриваемого класса представляется в D( 
рядом (6 . 1). Возьмем функцию £ (г) =  е*-г . Д ля нее соответ

ствующий ряд есть ряд (6.3). Поэтому имеет место представ
ление (6 .8).

Докажем достаточность условия (6 .8). Ранее было отмечено, 
что из сходимости ряда (6 .8) для г е й ,  вытекает условие (6 .2). 
Отметим еще следующий факт: пусть 6 — расстояние от точки 

до границы dD,, тогда

Re(A,z)< [Л, (ф) — б] | Я |, ф =  а ^ Я .  (6.9)
В самом деле, имеем

Re (Яг) «= Re (ze1*) | Я |.

10 А. Ф. Леонтьев
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Выражение Не(ге'ф) есть проекция вектора г на направление — <р. 
Проведем опорную прямую к области D,, перпендикулярную 
направлению — q>. Поскольку круг радиуса 6 с центром в г 
принадлежит £>h точка г  отстоит от указанной опорной прямой 
на расстояние, не меньшее 6. Поэтому

Re (ze1*) <  /С, ( -  Ф) -  б =  Л, (Ф) -  в.

откуда и следует (6.9).
Пусть Г„ — замкнутый контур, внутри которого леж ат нули

X............ \п функции L(X) и нет других нулей этой функции.
На основании (5.13) и (6.8) имеем

ИХ)
Ф (Л ,2, Г„)=—  £

v - n +  I

z ^ D i-  (6 . 10)
Xv L'  (Xv) '

Нетрудно убедиться, что при любом в >  0

j- j£ ^ | < f l(e ) e x p { [A fo )  +  e ] l* l} ,  Ф =  агеЯ . (6 . 11) 

В силу (6.2) и (6.9), далее, имеем

J  ^  <  Д (е,)ехр{— (6 — e,)|A,v l}, fl =  p(z , dD,), е, >  0. 

Следовательно, из (6.10) находим

| Ф (А., г, Г„) | < А (е,) В (е) < ? I **+« У*(<p)+el |М Z  1 4  '• 
Ряд справа сходится, ибо

,п™ т е т < “ -

Из последней оценки выведем, что на кривой С, охватывающей 
множество D,

| у (t, г, r n)| < W (e1)e “ (e"2*,)| V H l- (6 -12)

Теперь воспользуемся формулой (5.7). Из нее, согласно (6.12) 
получим

_  у  М Ч -  F) gV < C(e,)e- <e_2e*>
(6.13)

6 =  p(z , dD{).

Ряд (6.1) сходится в Di и сходится к F(z).
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В случае, когда Z- (А.) удовлетворяет условию (5.9), вместо 
оценки (6.11) имеем оценку (1.25)

А <ф> -ИХ) < С
X -  Xv | '  “  Г» ’ 

где С не зависит от v. Поэтому

И>1, 2,

|Ф(Я, z, Г„) | < i4(e,)Ce"<*->li)l**+il
* v -| (6.14)| Х | > 2 .

Правая часть при |-*,| =  2, учитывая, что т ах Л (ф )< о о , не
ф

превосходит
А, (в|) в - <л—2ж») lxn+i lf

где /4, (е,) — постоянная. В силу принципа максимума модуля,
|Ф(Л, г , Гп) К /1, (е ,)e~(e_2, i)I x>»+iI, \х\<2.

Отсюда и из неравенства (6.14) получим, что имеет место оценка 
(6.12) на границе dD. Теперь обратимся к (5.11). Из этой фор
мулы, в силу (6.12), получим оценку (6.13). Все доказано.

Согласно установленному критерию вопрос о разложимо
сти F(z) в ряд (6 . 1) свелся к вопросу о том, когда имеет место 
представление (6 .8). В связи с этим докажем следующую тео
рему.

Т е о р е м а  4.6.3. Пусть Dt — выпуклая подобласть области D, 
причем ее опорная функция /С|(ф) удовлетворяет условию

КI (ф) > ~2 К (ф) ( 0 ^ Ф < 2 я ) ,  где К (ф) — опорная функция об
ласти D. Для того чтобы имело место в D, представление (6. 8), 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: ряд

00 Кг
Е тттЬг <6-15)
V -I

сходится в области D, и его сумма равна нулю.
Необходимость устанавливается легко. Пусть имеет место 

Равенство (6 .8)

** -  Y  L^ )eVLj  (X — Xv) L' (Ay) z e= D,.

Дифференцируя его, получим 

Xv L
■ Ху) L‘  (Xv)

_  V*  L (X) k >
2-, (X -  xv) V  (Х- l  e  • 2 e  D , .
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Умножив первое равенство на А и вычитая из него второе, 
будем иметь

L ^ Y j L '(A v)— 0, z e D l -
v - l

Поскольку L (А) Ф 0, то
оо

I t*(Av) = 0, О,. (6.16)

Докажем теперь достаточность условии (6.16). Из сходимости 
ряда (6.15) в области D, вытекает его абсолютная сходимость 
в D,. При больших v и фиксированном А

Поэтому ряд

L (A) eXyZ Л *  I
А. —  A-v LS (А*у) N L' (Av) 1

Е
L (А) «  v 

Я* — Ху L (А*у)

сходится для z <= D,. Из этого следует, что он (при фиксиро
ванном А) равномерно сходится внутри D,.

Положим

z e D ‘-
v - l

Имеем

v - l
Умножив первое равенство на А и вычтя его из второго, по
лучим

V
ф' (z) — Аф (г) =  L (К) Y  L' •

V - I

П равая часть, в силу условия (6.16), равна нулю. Следова
тельно,

ф'(г) — Аф(г) =  0, z ^ D {.
Значит,

Ф  (г) =  С (А) , г е  D\.
В силу этого результата,

2 s D -  i e m

Убедимся в том, что С (А ,)зО . Левую часть в равенстве (6.17) 
обозначим Лг (А). Из оценки (6 . 11) следует, что

I А» (А.) I < fl (е) ехр {(Л (ф) +  е] | А |}, (6.18)

т. е. Аг (А) — целая функция экспоненциального типа, индикат
риса роста которой не превосходит Л(ф). Имеем

1 - С (А )  =  ^ ^ - .

Отсюда, в силу (6.18),
11 — С (rel(f) | < В (е) ехр { [Л (ф) - f  е — Re (zet<f)] г).

Так как
max Re (ге'«) =  К\ (— ф ) ,
г&й,

выберем фиксированное г из D, с условием 

Re (ze'f) >  К , (— ф) — е.
На основании этого

11 -  С (re'*) | < В (е) ехр {[Л (Ф) -  /С, ( -  Ф) +  2е] •),
откуда

| С (re'*) | <  В (е) ехр { [Л (ф) — /С, (— ф) +  2е] г )  +  1. 

Поскольку начало координат принадлежит D, имеем Л ( ф ) > 0 .  

По условию К , ( —  ф ) >  у / С ( —  ф). Но /С(— ф) =  А (ф ) .  Следова
тельно,

Л (ф )  —  К \ ( —  Ф) <  Л '| (—  ф).

Значит, индикатриса роста функции С (А) меньше К |(— ф). Это 
означает, что наименьшее выпуклое замкнутое множество, со
держащее все особенности функции, ассоциированной по Борелю 
с С (А), лежит в области /),.

Допустим противное, что С (А )# 0 . Из равенства (6.17) 
видно, что C(Av) =  0 (v =  1, 2 , . . . ) .  Пусть Aj — нуль С(А) 
кратности р. Положим

С* (А) =  С(Х) ,  
м  <А -  к У  •

моем
С*(А,)¥=0, С* (Av) =  0, v > l .

Обозначим у*(0 функцию, ассоциированную по Борелю с С* (А), 
все ее особенности леж ат строго внутри D,. Имея это в ви- 
ДУ. позьмем замкнутый контур Г, который охватывает все
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особенности у’ (О и лежит в D,. На основании условия (6.16) 
получаем

_ 1_
2л/

Г x v - l  '

Но левая часть равна
оо

Следовательно,

'(Av)
С  (К)

С' (X,)
V  (А.) *

1
£'(Х,) — °*

что невозможно. Значит, C (J ,)a O . Но тогда, учитывая (6.17), 
получаем равенство (6 .8), которое и надо было установить. Все 
доказано.

При выяснении вопроса, когда выполняется условие (6.16),
полезна следующая лемма.

Л е м м а  4.6.1. Пусть К i (ф) — опорная функция выпуклой 
области Dt czD и (ф )  =  К\ (— ф). Если имеется последователь
ность окружностей |А| =  г*, г* | оо, такая, что при любом е

In| L (rel<t) | > (А, (ф) — е ]г, r =  rk, k >  К(г), (6.19)

то равномерно внутри области D t
Х..г

= 0 , г е / ) , .lim
к-*°о Z  L' (Xv)

|4|<г*
Д ля доказательства запишем

(6. 20)

V  (Xv)
| у _£__

И й , )  L G*>1и I-*-*|Ч1<'*
Пусть г  лежит на замкнутом множестве М с~ D {. Тогда, если 
ц =  relv,

\е»г | =  ехр {R etee '^ r}  <  ехр{ [Kt (— ф )  —  6] г), б > 0 ,  г е М .

Отсюда и из условия (6.19) получаем (учитывая, что /С,(— ф) =  
=  А, (ф))

_ i _  С
2л/ J

<*Ц

It*!-'*
Ml»)

< г* в - (4- )г*, k >  К (е).

Выберем е < 6. Тогда видно, что на множестве М имеет место 
равномерный предел (6.20). Лемма установлена.
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Заметим, что если условие (6.16) выполняется во всей обла
сти D, то функция L(\) является функцией вполне регулярного 
роста.

Докажем это. На основании предположения имеет место 
равенство (6 .8), из которого получаем

__! _  =  е -Х гУ  ____ в ____  Л
L (X) е L ,  (X -  Xv) и  (Xv) ’ z и '

V - I
Образуем кружки

/СУ: | А. -  A.v | < | A.v Г \  Л > 1  ( v > l ) .
Вне этих кружков

v - l

Спроектируем кружки Kv на положительную часть веществен
ной оси по правилу: точке ‘K — rei't приводим в соответствие 
точку г. На вещественной оси получим некоторое множество Е0.

00

Поскольку £ | А,У|_Л < оо, мера множества Е0 конечна. Отно-1
сительная мера множества Е0 равна нулю. Покажем, что 

| _ J _ |  < el-*w+«|r> г >  г0(е), г ф Е0.

Возьмем е > 0  и р, 0 < р < 1 .  Пусть D0 — область, образован
ная точками г  вида 2 =  р/, t е  D. Имеем

max R e (ге'ф) =  р т а х  R e (/е'ф) =
I s  О, t €= D

=  рА (ф) =  А (ф) -  (1 — р) А (ф) >  А (ф) — а (1 -  р). 
Выберем р с условием: о (1 — р) <  е. Тогда 

max Re (ге 'ф) >  А (ф) — в.
г е й ,

В силу предыдущего, имеем

МА) < С| е~Кг |, 2 е  D0, г ф Е0, Л =  г<?'ф,

?ее( г ^ 7 ^ ° ^ Т ННаЯ- г ,ПуСТЬ 2° ~ точка из D0 такая , что 
Получим 8 ложим в последнем неравенстве z — z0.

- щ г |  <  Ce-l* <«-*!'• t r & E 0,
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Тогда имеется целая функция f(z) первого порядка с инди- 
катрисой роста Л(0), которая имеет следующую оценку сверху:

„Л (в) г
I / (ге1в) | <  М ~ jp j~, г >  0 .

Эта функция есть каноническая функция некоторого регуляр
ного множества {dk} при показателе р =  1 (оно зависит от qp (г)); 
множество {dk} является подмножеством регулярного множе
ства {ft»} при показателе р =  1, которое уже не зависит от <р (г). 
Точки \bk\ (k ^ \ ) лежат вне заданного множества Е0 нулевой 
относительной меры. Если dk =  rke'̂ k, то при любом в > 0  

In | f' (dk) | > [Л (0*) — e]r* , k > k0(e).
Функция f(z) из этой теоремы есть функция вполне регу

лярного роста, и она удовлетворяет условию (6.21). Ее, следо
вательно, можно взять в качестве МЯ)> положив, например, 
ф(г) =  г2. В силу этого верна теорема.

Т е о р е м а  4.6.6. Пусть D — ограниченная выпуклая область, 
имеющая внутренние точки. Пусть затем Е0 — множество на 
положительной части вещественной оси нулевой относительной 
меря. Тогда существует зависящая лишь от области D после
довательность {А,*} ( lk (k ^ \ ) — нули некоторой целой функции 
L (Я) вполне регулярного роста с индикатрисой роста Л(ф), 
Л (ф) =  К (— ф), где К (ф) — опорная функция множества D, 
причем | Я* | (k ^  1) лежат вне множества Е0) такая,_ что любая 
функция F(z), аналитическая в D и непрерывная в D, представ
ляется в D рядом

F (z ) =  £ a * e 4  ак=  , z e D .
I

В случае многоугольной области D в качестве /.(Я) можно 
взять функцию

5

L (* ) = W '  />w = E V /X- (6.23)
/ - I

где Y i ," - - .  Yj — вершины многоугольника D, а Q (Я) — много
член степени, не меньшей 2 (его нули являются нулями Р(Я)). 
По теореме 1.2.10 у  Р(Я) все нули, начиная с некоторого,— 
простые. Имея это в виду, подбираем (?(Я) так , чтобы у функ
ции (6.23) не было кратных нулей. По той же теореме 1.2.10 
функция (6.23) вполне регулярного роста, и она удовлетворяет 
условию (6 .21).

3. Разложение в ряд по биортогональной системе. Пред
положим, что у  функции /.(Я) все нули простые, она вполне

регулярного роста и удовлетворяет условию (6.21). Иными сло
вами, имеет место ситуация, когда любую функцию F (г), ана
литическую в D, можно разложить в D в ряд Дирихле. Рассмот
рим функцию

где / лежит вне D. Найдем для нее соответствующий ряд. Пусть 
{’МО} — система, биортогональная к системе {e*v*}. Напомним: 
функции \J>V(/) регулярны вне D и обращаются в нуль на беско
нечности. Имеем

7 = 7  =  Y j “v W ***** 2 s  ° ,
V -1

где

Здесь С — замкнутый контур, охватывающий множество D, точка 
/ лежит вне этого контура. Возьмем замкнутый контур Сь ко
торый содержит внутри себя и контур С и точку t. Функция 
5У (/) в бесконечности обращается в нуль. Поэтому

I С tv(n )di\ _|_ Г (л)di\ , _l_ f фу(пЫл в п
2я/ J  I — п 2я/ J  < — л ‘ 2я/ J  I — л ’

С, с у

где у  ~  окружность достаточно малого радиуса с центром 
а точке /. Интеграл по контуру у равен — tv (0 -  В силу этого, 
нз полученного равенства находим

1 Г 4>v (л) <*л /л 
ш )  i -T i “ W ) .

С
Отсюда

оо

7 ^ 7  =  Y  ** W  z e D . t ^ D .  (6.24)
v - l

Эту формулу можно было бы такж е получить из формулы
(5.14) на основании оценки (6. 12).

Воспользуемся представлением ядра Коши, чтобы получить 
разложение в ряд по системе (фу (0 ) функций, аналитических 
в области G и обращающихся в нуль в оо, где G — дополне
ние D до всей плоскости.

Пусть Ф (/) — функция, аналитическая на G, причем Ф (оо) =  0 . 
Пусть, далее, Г — замкнутый контур, лежащий в D, на котором



и вне которого Ф (/) — аналитическая функция. Поскольку 
ф(оо) =  0, то (/ лежит вне Г)

ф ( , ) ____ ! _ {2ni )  I - г  '
V

Подставив сюда вместо ядра Коши разложение (6.24), получим 

Ф ( / ) = Ё М у ( 0 ,  t& D ,  (6.25)
V - l

где
( v = l .  2 , . . . ) .

г
Т е о р е м а  4.6.7. Пусть у функции L (А,) все нули простые, 

она — функция вполне регулярного роста и удовлетворяет усло
вию (6.21). Обозначим {\J\. (*)} систему, биортогональную к си
стеме {eXv*}. Тогда каждую функцию Ф (/), аналитическую на G, 
где G — дополнение О до всей плоскости, и обращающуюся 
в нуль в оо, можно в области G представить рядом (6.25). 

Теперь несколько слов о сходимости ряда

Е  У Ж  (0 - (6.26)
V-I

Пусть y (0 — функция, ассоциированная по Борелю с /.(А). Она 
регулярна вне D. Можно утверждать следующее: если ряд (6.26) 
сходится абсолютно в точке t0 ^  G, причем \ (/„) Ф  0, то он схо
дится абсолютно всюду в G и равномерно сходится на любом 
множестве Е, отстоящем на положительном расстоянии от О. 

Действительно, в силу формулы (1.18), получим, что на Е

I |Яу*/ (Av)| '  

где А — постоянная, а в точке /0 ПРИ больших v 

Uh (i \ I 1 V I
' >  2 | AVL (Av) I'

Отсюда все и следует.
4. Достаточные условия разложимости в случае кратных

нулей.
Ранее предполагалось, что все нули функции L (А)—простые. 

Кроме того, на область D,, в которой устанавливалось разло
жение в ряд, накладывалось ограничение: /С| (<р) > у/ ((ф ). При
ведем достаточные условия разложимости, но без этих огра
ничений.
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Как и выше, считаем, что начало координат — внутренняя 
точка D. Отсюда следует, что А(ф) — индикатриса роста /.(А) 
всюду положительна. Вернон обратное заключение: если А(ф) >  О 
всюду, то начало координат — внутренняя точка D. Пусть D, — 
подобласть D, К i (ф) — ее опорная функция, Л, (<р) =  /Сi (— ф). 
Очевидно, Л|(ф)<Л(ф), 0<ф < 2я.

Т е о р е м а  4.6.8. Предположим, что имеются спрямляемые 
замкнутые кривые Г*(А =  1, 2, . . . ) ,  охватывающие начало коор
динат, со следующими свойствами: 1) с каждым лучом агб/ =  ф 
кривая Г* пересекается в одной точке, rk =  min |/|-*оо при

t* г*
k —* оо; 2) если (а*(ф), &*(ф)1 ( I ак (ф) | <  | Ьк (ф) |) — наибольший 
отрезок луча a rg  / =» ф, концевые точки которого удалены от Г* 
на расстояние, равное единице (этот отрезок пересекает Г*), то

m ax - f r S f -1' k ~>°0' <6 -27>0<Ф<2Я W

а при условии (5.9)

1М ф ) - а * ( ф ) 1< / / < о о ; (6.28)

3) на кривых Г* имеют место оценки

In | L (rel,f) | >  (Л, (ф) — е*] г, ге1ч> е  Г*, е* -> 0, А -*  оо.

Пусть F (г) — функция, аналитическая в D (аналитическая в D 
и непрерывная в D при дополнительном условии (5.9)). Тогда
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’ « - э И
<0L (ц, F) 

Г*
<  A S*e-(»-«* )'* , (6.29)

г е  Du 6 =  р (г , dDt) (А =  1, 2, . . . ) ,

где S k — длина контура Г* и 6*-> 0 при k-*oo.
Доказательство теоремы основано на следующей лемме. 
Л е м м а  4.6.2. Пусть Ф(А, г, Г*) — функция, которая для А, 

лежащих внутри Г*, определена формулой

Ф {К г,  Г . ) - М Ч ^  j  Л , М и ) '
Г  г *
о для других А определена как свое аналитическое продолжение. 
"  условиях теоремы 4.6.8 имеет место оценка

| Ф(А, г , Г*) | <  В (е) г*е|Л (<р,+“ |Х|, ф =  arg  А, (6.30)
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где е > 0  — любое, 6*—>0 при k —»оо, z e D j ,  6 — р (2, dD\), 
а при условии (5.9) — оценка

‘ | Ф (Я, 2 , Г*) I < '* ^ г -  , IЯI >  2 (6.31)

при том же б, где fi* - * 0  при k-*oo, _
Для Я, принадлежащих отрезку 0 ^ |  Я К |  а*(ф) I, arg  А ф,

имеем | r I I
I Ф (Я ,  г ,  Г * ) | < / * | М Щ  /* =  ^  } | т й о  Г ц|*

Г*
Д ля Я, лежащих вне Г*,

Ф(Я, 2 , Г*) =  L ( Я ) J ((1 _  X) £ (ц) +  *** 
г *

и, следовательно, для Я из отрезка | ft* (ф) I <  I Я | <  оо, arg  Я =  ф,
|Ф(Я, 2 , Г*)|</*|М Я)| +  |«* I-

Оценим второе слагаемое. В силу (6.9), положив ф =  а ^ Я , 
и меем

\^г | ^ е1Л( «Г)-в1 I А-1 _  (Т)|Ме-*1^1<в_вг*вЛ' (Ч,)1Л|.

Оценим теперь величину /*. Так как
|enz|^giA ,(*t-ei mt, \j> =  arg  ц,

то, в силу условия леммы, на Г*

и, значит, (6-32)

Таким образом,
| Ф  (Я, 2 ,  Г*) | <  S * ^ - * *  ' 4 L W I  +  w ,х \

или, поскольку Л ^ф Х М ф ) и
| L (Я) | <  В (е) е1* (<г)+*11 к*t

|Ф(Я, г , Г*)|<
< 2В (е) S**f(e_,,k) '*«'* (т,+,‘ |М. Я ф [а* (ф), 6* (ф)1- (6.33)

При условии (5.9)
(6.34)-А «Р) г

|1 (Я) \ < A ^ r - ,  | »> 1 .

получим оценку более точную, чем оценка (6.33). П ри |Я |^  , 

> 1М ф )1 ^  W)-e||A|^gA№)|Ale-M *l.
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Поэтому при таких Я, на основании (6.32),

|Ф(Я, 2, r*)K > lS*e-< e-* > '‘
-Л «Р) | ЛI

|ХГ
ел (Т>) I »-|

-4-еА(Ф)|А|е -в|Х|

Имеем

Положим

1 4
l_L{.4S**-<e - » * ) '* + |Лр е-«  14}

| я f*<H>IM =  e x p [ ( - б +  ц | Я |].

In 1 X | # _ / /V яяц шах —j-=—i— =  е*, тах (е* , е*) =  е*.
|А|>г* 1А1

Очевидно, ё*-> 0 при А->оо. Получаем

|Я|^е-в| М ^ ех р  [ ( - б  +  ё*)г*).
В силу ЭТОГО,

| Ф (Я, 2, Г*)|< 2Л5*е-(в"**)г‘
Л  «Р> I X I

I >- Г (6.35,Я<£[а*(ф), Ьк(ф)].
Ясно, что это неравенство верно при |Я|^|а*(ф)|.

. Осталось оценить функцию Ф (Я, г, Г*) на отрезке [а* (ф), Ьк (ф)]. 
Пусть а* и ft* —точки луча argЯ  =  ф такие, что |а*| =  
=  Iа*(ф) I — 1. I ft* 1 =  1 f t* (? ) l+  1, и Ек — трапеция с осью акЬк 
такая , что ее боковые стороны леж ат на лучах, выходящих из 
начала координат, а меньшее основание (точка а * —середина 
его) имеет длину, равную единице. Части контура Г*, из кото
рых одна лежит вне трапеции, а другая внутри ее, обозначим 
соответственно Г* и Г*. Д ля Я, лежащих на отрезке [a*, ft*) и 
внутри Г*, имеем

f f ' d »
J (ц —;Ф(Я, г , Г*) =  L (Я) 2л/ X) L (ц ) +

г'* Г*
Первые два интеграла имеют смысл для всех Я из [a*, ft*]. В пер
вом интеграле |ц —Я | ^ у  для таких Я, и потому

М . к г щ я ) ! ^  5|7^ г ||^|< 2/*|1(Я)|,

я €= [ак, Ьк\.
(6.36)

JI



Оценим второй интеграл для Я е [ а * ,  Ьк\. Имеем

К
откуда

1 1  (f>„ ~ i "  1 <  max | V  (/) | =  | V  (tk) |, /* е= Ек. (6.37)
I ц —л I teEk

В силу условия (6.27), заключаем, что /* =  А. о (Я.) при боль
ших к. Теперь учтем, что индикатриса роста производной L' (Я) 
равна А (ф) — индикатрисе роста самой функции L(k). Поэтому

|//(/*) |<С(е)ехр{1А(ф) +  е]| Я |}.

В силу всего этого, каково бы ни было е > 0,

| Л2| <  С(е)ехр{(Л(ф) +  е] |Я|}-^- J  | - ^ - | | ^ |  <

< С (е)/*еIAW+.HM. (6.38)

При условии (6.34) оценку выражения (6.37) проведем иначе. 
В этом случае имеет место оценка (1.24)

„Л (<Р>'
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\L'(re‘*)\< B f

Пусть =  a r g /*. На основании (1.23)

г >  0 .

А(ф)| К  А(ф)| Я | + 1/* — Я| шах | г |.
г а О

Следовательно, поскольку, в силу условия (6.28), второе сл а 
гаемое меньше некоторого Н)( то

л (Ч>> I X1

Отсюда

I At I <  В Л

|ЯГ

(Ч>) I *. |
(6.39)

Рассмотрим, наконец, третий интеграл А3. Нижнее основа
ние трапеции Ек равно единице, верхнее основание при боль
ших к, в силу (6.27), близко к единице. Отсюда, поскольку 
точки а'ь и b'k удалены от Г* на расстояния, не меньшие еди
ницы, заключаем, что кривая Г* не пересекает оснований тра
пеции при больших k. Пусть С* — часть периметра трапеции,

отсекаемая кривой Г*, и лежащ ая вне Г*. Д ля Я, которые леж ат 
внутри Г* на [а*, Ьк], имеем

Л = _ !_  (  1H 4L  
3 2л» J ц — Я • 

с*

Теперь правая часть имеет смысл (является аналитической 
функцией) для всех Я е [ а * ,  6*]. Здесь |ц — Я | > 7 ,, и потому

М з I< ^   ̂ \Рг 1 | 4 > 1 < 4  шах|е^г |= ^*|е^ г |,

где rf*— длина контура Ск. В силу условия (6.27), имеем 

dk =  o( Я), Цо =  Я +  о(Я), 

кроме того, на основании (6 .9)

К е 1*1 ф0 =  а^ ц о .

d kgH (<r.) I и* l <  с  (е ) е ' h «г) +е| | У. |#

Отметим еще, что

Поэтому

К 1 > К 1 -
откуда

\К\> К

e~ew  < *"(*■ •*)r*. e i — 0 , к -> 00.

Окончательно получаем
I А3 1 <  С М И 4'**) V k,*)+,,|X|. (6.40)

При условии (6.34) воспользуемся неравенством (6.28). Получим, 
что величины dk и |ц0 | — ограниченные. Имеем

причем

Ai (Фо) I Но К  h (ф0) | Но К  Л (ф) | Я | - f  | цо — Я | max | г  |.
i b D

В силу этого,

Но
|Л3 | < Я ^ (,г,|А'в -в ^ '  =  в 2|ЯГе- в|М- ^ ^ .

I я. г

IЯ f* е в|М< е х р [ ( — fi-f е*) | я | ] , e i= n  max -?-Ш-
|X|>r*-W 1 4
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(Н взято из условия (6.28)). Поэтому, поскольку | А. | > г* , на*

М 3| < в И к)' 1 Щ Г --  <6-41>

На основании оценок (6.36), (6.38), (6.40), принимая такж е 
во внимание оценку (6.32), имеем

|Ф(А, г , I \ ) K K ( e ) V  ‘ * Ь е|М*,+‘ , \  Ьк], (6.42)

Где е"_>о прн к -*  оо. В силу (6.36), (6.39), (6.41), далее имеем

| Ф (Я., z, Г*) | < r‘  ^ ’jSr* • * е  Iя *- <643)

Из (6.33) и (6.42) получаем искомую оценку (6.30), из (6.35) и 
(6 .43) — искомую оценку (6.31). Лемма доказана.

Перейдем к доказательству теоремы. Имеем
оо

Y (/, г , Г * )=  \ Ф(А, z, Tk)e -Md\.
о

Отсюда, на основании оценки (6.30), находим, что на контуре С, 
который охватывает множество D,

|у(/, г , r* )| < P S * e - ( 4- e*>'\ ( е С .

На основании оценки (6.31)

| у (/, г , Г*) | <  г*, * в  dD.

Из этих неравенств, основываясь на формуле (5.7) или (5.11), 
сразу получаем заключение теоремы.

Из теоремы следует, что если прн любом б > 0 выполняется 
условие

которых

то
S*e-V *-+ 0, к -*  оо, (6.44)

z s 0 "  (М 5 )

причем сходимость внутри £>, — равномерная.
В случае, когда Г* — окружность, условия теоремы (Ь.И) 

или (6.28), а такж е условие (6.44), конечно, выполняются.
Заметим, что если L(\) — функция вполне регулярного 

роста, то всегда имеются окружности | А. | =  р*. р* Т 00 (см - след‘ 
ствие ! из теоремы 1.2.5 и замечание к теореме 1.4.2), на

1п| Z- (ге'*) | >  [Л (<р) — с) г, г =  р*, к >  k0(е).

2 S D ,

В этом случае, следовательно, в области D

Mm *  \
2ni , J  L (И)

I d l - P *

Предположим, что прн условиях теоремы дополнительно из
вестно, что имеет место (6.44) и в каждом кольце между Г* 
и Г*_| имеется только один нуль — простой нуль функции /.(А,). 
Тогда

(6.46)

Сделаем одно существенное замечание: не всегда имеются 
кривые Г*, которые удовлетворяют условиям теоремы и усло
вию (6.44). В самом деле, когда выполняются условия теоремы 
и условие (6.44), имеет место в £>, представление (6.45), которое 
в случае простых нулей Av имеет вид

F(z) = 1 lim
*-> ОО С  ( A v )

I

где Gk — область, ограниченная контуром Г*. Из этого, в част
ности, следует, что система {eXv*} в области О, полна. В § 4, 
п. 2 был приведен пример функции Ц А) с простыми нулями Av 
(v =  1, 2, . . . ) ,  для которой соответствующая область D — прямо
угольник заданных размеров, а нули Av таковы, что система 
{eV } не полна ни в какой области. Д ля такой функции, сле
довательно, не существует кривых Г* с указанными выше свой
ствами. Тогда возникает вопрос, как можно восстановить функ
цию F(z), если известны величины

(v =  j 2 )
L (Av) * *• * •••'*

В силу теоремы единственности, принципиальная возможность 
восстановления F(z) по этим величинам имеется.

В заключение приведем достаточные условия представимости 
функции F(z) именно рядом (6.46).

Т е о р е м а  4.6.9. Допустим, что функция L(А) удовлетворяет 
следующим условиям:

1) имеются окружности |А,| =  г»|о о , на которых
ln| L(rke,IT)\>  1Л,(ф) -  е*]/•*, е * - » 0 ,  ft-*oo ;



2) все нули X,, К, . . .  функции L (А.) — простые, число нулей 
в кольце rk- x <  I А. | <  г* не превосходит некоторого фиксирован
ного числа р, одного и того же для всех k 2 , 3 ..........

3) существует постоянная q такая, что j-*— < q (k =  2, 3, . . . ) ;

4) | xm — | >  е~"к (e > 0  — любое) для любых различных Хт  
и Хп из кольца rk-\ < \ А. | < гк, k > К (е).

Тогда в области D, функция F (г), аналитическая в D (или 
аналитическая в D и непрерывная в D при условии (6.34)), пред
ставляется рядом (6.46).

Пусть в кольце r* - i <  | Я | < г* расположены A,rtft_ l+i, А,„л>
Положим

F 1*\ — V  п  V  —Fk(z) — 2 ^ ° ^  * flv — L '(Хм) ’
V - Г

где
г =  « * - ,  +  1, s =  nk, s — r - f l < p .

В рассматриваемых условиях, согласно теореме 4.6.8,

I Fk (г) | <  к Ж Л Ь ), Ъ =  р(г, dD,). (6.47)

Рассмотрим систему равенств

Z  = F k(z),
V - Г

Z  A,vav/v* =  Fk (г),
V- Г

3 0 8  р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и й  в  р я д ы  д и р и х л е  |г л . IV

z  > =
v-r

Из нее находим

a v«V  =  - r .  <6'48)

где Д — определитель Вандермонда

1 1 . . .  1

а

*в] ТЕОРЕМЫ о РАЗЛОЖЕНИИ

1 . .  Fk(z) . . 1

д ,= К  • . .  Fk(z) . • х,

Х\~т . . .  F{r r)(z) . . x\~r

319

(6.49)

Определитель Д, представляя собой произведение разностей 
(А,т  — А,„), число которых не превосходит фиксированного числа 
р (р — I)----- . удовлетворяет условию

IД I > k >  К\ (е). (6.50)

Оценим определитель Ду. Из оценки (6.47), на основании фор
мулы Коши

ф  J"L  J  Fk W dt
2л/ J  ,  (/ — г ) т+1 '

К -* !-}  

в

i

получаем

| rtn ,(2)| < m !(| - ) " , e“ r* - 1< e _ ® '*-,f k > K A  6), т< /> . 

Отсюда для определителя (6.49) находим оценку

| Дv | <  B r\ e~ 'k~\ p < - g(p2~ l ) . (6.51)

Так как  rk < q rk- (, то, в силу (6.50), (6.51), из равенства (6.48) 
имеем

|avA * | <  f ib r i l - ,  ехр { -  (| - -  е ? )  г * _ ,} , л*_, +  1 <  v <  л*.

I К  (6.52)
При малом е

й ^ б

Предполагаем, что в кольце между Г*-, и Г* имеется по край
ней мере один нуль функции L(А,). Поэтому г*_, > | А.*_2 |. Учтем 
еще, что

П т -г^-г <  оо.

В силу изложенного, из оценки (6.52) усматриваем, что при 
Достаточно большом N

оо оо

£  l«vev | <pfl</P2 ] r g _ 1e x p { — -Ц-Г*-,} <  ОО
v-jv * - 2
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(в кольце г*_| < I A-1 < г* имеется не более р точек из {А,*}). 
Значит, ряд сходится. Точка г  здесь любая из области D,. Все 
доказано.

5. Асимптотическое поведение интерполирующем функции.
Предположим, что функция F(z) является аналитической на 
множестве D, причем D может быть и отрезком. Получим пред
ставление функции

(м. П — Й 7 $ Y « ) ( \ f ( ( - l > e M 'a 'W

прн больших | ц |. Напомним, что здесь С — замкнутый контур, 
охватывающий D, на котором и внутри которого F(t) анали
тическая функция.

Докажем следующую теорему.
Т е о р е м а  4.6.10. Пусть функция F(z) регулярна на мно

жестве D. Возьмем выпуклый многоугольник G, который содержит 
в себе D и удовлетворяет еще условию: на G функция F(z) 
является аналитической. Пусть a r g z =  — а* (* =  1, 2, . . . ,  р) 
перпендикулярны сторонам многоугольника, a li,(k =  1, 2 , . . . ,  р) 
лучи arg z =  а* (предполагаем, что переход от луча /* к лучу lk+x 
происходит по кратчайшему пути против часовой стрелки). 
Имеет место представление

и*, (ц. F) =  А (ц) L (ц) — В (ц),

где А (ц) и В (ц) — мероморфные функции, полюсы которых 
асимптотически приближаются к лучам /* ( й = 1, 2, . . . ,  р). 
Вне углов | arg  (z — а») I <  е, где в >  0 — любое, при ц -*  оо

А ь = Р {к)( 0) (* =  0, 1, . . . ) ,
к—О Ц

k-0
где

А М А — 5 h - $ Y W ^  +  *><*

при достаточно малых | г |.
Д ля доказательства положим

M U O - J g f .

где

» в] ТЕОРЕМЫ  О РАЗЛО Ж ЕН И И

р м = £  v ,j  i-i
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(Y/— вершины многоугольника G), a Q (n)—многочлен (корни Q (ц) 
являются нулями Р (ц)), выбранный таким образом, чтобы все 
нули М(ц) были простыми. Пусть ц,, и ,, . . . — нули М(ц), 
расположенные в порядке возрастания модулей. В п. 2 было 
установлено, что функция М (ц) удовлетворяет условиям раз
ложения в ряд по системе {e,*v*}. Следовательно,

(6.53)

Прн s-*-oo нули ц, приближаются к лучам /* ( a r g n ,- * a *  при 
S - *  оо). Возьме^ замкнутый выпуклый контур С так , чтобы 
он охватывал D и содержался бы в многоугольнике G. На С 
ряд (6.53) сходится равномерно. Поэтому

- 1 Ь‘ Ш  5  V «> ( S  '‘ - V - d l )  i t - £  б . И м '- М ц ,)  (e 54)
* - l  С ' 0  '  i - l

Положим

>1(ц) =  У _ А _ 1 5 ( м) = у М М .
»-| j - i

Убедимся, что эти ряды сходятся всюду, кроме точек ц, 
( 5 = 1 , 2 , . . . ) .

Ряд (6.53) равномерно сходится на контуре С. Поэтому 

l& .K le " * * * !, г е С ,  « > %

Пусть К (ф) — опорная функция множества D, К\ (ф) — опорная 
функция множества, ограниченного контуром С. Имеем

В силу предыдущего,
0 < /С (ф )< К ,(ф ).

| Ь, | < ехр {— | | max Re (ze,,,J)} =  e 1“* I * ' (“
г»=С

9» =  a r g ц , s >  a'q.
(6 .55 )
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Отсюда видно, что ряд, определяющий функцию /1(ц), сходится 
всюду, кроме точек ц =  щ, и представляет собой мероморфную 
функцию с простыми полосами в точках Изучим второй 
ряд. Имеем при больших s

11  ОО I < eV 1^1 =  *1*  IM . « >  s, (e).

Отсюда, принимая во внимание оценку (6.55), находим

| b,L (ц,) | <  ехр {— (АГ, ( -Ф ,)  — К (— ф,) -  е) | ц, I), s >  max (s0, s,).

При малом е квадратная скобка больше е и, значит,

| btL OOI C e " * 1*1*1, s >  max (s0, S|). (6.56)

Ряд, определяющий функцию В(ц), сходится всюду, кроме 
точек ц =  ц„ и представляет собой мероморфную функцию 
с простыми полосами в точках ц,.

Найдем асимптотику функций Л(и) и В(ц) вне углов 
| a rg (n  — а*)| < е { k = l ,  2, р) при больших |ц|. Поскольку 
при больших s аргумент ц5 близок к одному из а*, то вне 
указанных углов

|ц — ц ,|> а|ц| , а >  0, |ц |> г0(е). (6.57)
Имеем

1 . у  и? | / и л " * 1 1
Ц - 1»* “  t**+l VI » /  Ц - Й 1

Ha основании этого
л

'4 оа) = £ - (̂ т  +  4 ,о о .
к-0

где
"  I “  un+l

^ > ) - р г н
О- l  ^  S - I  ^

Аналогично получаем

в М - Е - ^ т г + я . О О .

где
*-о

в .  -  i  W  ( ц , ) .  В » = - ф г  £  ь # + <  ^ .

В силу (6.55), (6.56) и (6.57), при больших |ц|
с . d
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I К (ц) I <
1ц Г

I вп (ц) | <
|ц|

.

где С„ и С'„ — некоторые постоянные. Следовательно,

« < » > ~ Ё т т т -  
*-0 И *-0 *

Дифференцируя ряд (6.53), получим

F“ , (2)x= £
5 - 1

откуда

Л = 1 Ь.Ц* =  Я*»(0) (6 =  0 , 1, . . . ) .

На основании (6.53), далее, имеем (при малых |z|)
оо

Mi  W  =  Ш  \ Y (О F а  +  г) dt =  £  btL (ц,) e V ,  
с i - l

в силу чего

в* =  £  (М,) =  [A»t  (F ) i«  ( 4 - 0 ,  I. . . . ) .

Осталось заметить, принимая во внимание (6.54), что

<Мц, F) =  A M L ( i i ) - B M .

Теорема полностью доказана.
З а м е ч а н и е  1. Вместо квазиполинома Р (ц ) можно было бы 

взять при четном р функцию из теоремы 1.2 . 11, а при нечет
ном р функцию из теоремы 1.2.12. У этих функций нули рас
положены в точности на лучах lk (6 = 1, 2, . . . ,  р). Таким 
образом, в теореме 4.6.10 можно при необходимости считать, 
что все полюсы функции Л(ц) и В(ц) расположены на лучах /*.

З а м е ч а н и е  2. В некоторых вопросах необходимо иметь 
оценки функций Л(ц) и В(ц). Получим их. Д ля этого найдем 
оценку для коэффициента Ь, из разложения (6 .53).

Пусть {ф5(0} — система, биортогональная к системе {е*1**}. 
Функции ф* (/)_аналитичны вне многоугольника G и непрерывны 
До границы dG. На dG выполняется неравенство (1.28)

и . « | < т е г '  , ^ о д -



Имеем
у м * ' ® *  ( s >  l) .

дО
Отсюда

16' | < Т Ж Щ Г ™ а̂ |/г<' )| ( s > 1 ) ’

где А\ не зависит от F{z), а зависит от многоугольника С 
и выбора функции М (ц). Пусть ц лежит вне углов

Кт- I arg(ц — ат)| < е ( т =  1,2........р).
При больших | и | тогда выполняется условие (6.57). Д ля таких и 
получаем

(-1
Д ля | M'(H»)I имеем по теореме 1.2.10 следующую оценку снизу:

I М' (ц,) | >  I *, /*1 (ф) =  /С» (— ф).
Следовательно,

£  | С’*)*2* '* ' <ф*)11"» I.
Г 1-1 * »-1

При малом е > 0 выражение в квадратных скобках отрица
тельно, в силу чего ряд сходится. Поэтому для больших | ц |, 
когда ц лежит вне углов Кт ,

\B(\i)\<-£ymax\F{t) \.
<ед<Г

Еще проще получается оценка для Л(ц). Она имеет тот же вид: 

\А{ц)\<1А -т а х \ Р Ц )  |.
1 1едО

Здесь константа А не зависит от F (/), она зависит от много
угольника G, выбора функции М(ц) и выбора углов Кт -

§ 7. Представление аналитических функций 
в замкнутой области рядами Дирихле

Пусть начало координат лежит в D. От функции будем 
требовать, чтобы она была аналитической в D и непрерывной 
вместе со всеми производными до определенного порядка в D.

3|4 РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ В РЯДЫ ДИРИХЛЕ [ГЛ. IV

шах | F  (0  !• 
аа

В качестве функции L(A.) возьмем функцию вида

£ (*) — ^ d o ( t ) .  C =  dD, (7.1)
с

где о (/) — функция ограниченной вариации на С. Пусть а е  С. 
Д ля общности будем считать, что в (7.1) интегрирование проис
ходит от точки а по контуру С (против часовой стрелки) до 
точки а, так что в точке а функция а (/) может иметь два 
значения (одно —до обхода, другое — после обхода).

Возьмем для примера квазиполином

f  7) П РЕ Д СТА ВЛЕ Н И Е  РЯ Д А М И  ДИ Р И Х Л Е  3 ) 5

Р ( \ ) = р А ,е у1к

где Yi. •••.  Yp — вершины выпуклого многоугольника G. Пусть 
а — какая-нибудь внутренняя точка на стороне [уь  УгЬ Возьмем 
функцию о(/). Предположим, что она равна нулю на участке 
[а. Уг]> А2 — на участке (у2, Ysb А2 +  А3 — на участке (у3, у<1. 
А2 +  А3 +  . . .  +  Ар +  А{ — на участке {ур, а]. Тогда

Р (Я )=  \ ^ d a (t) ,
дО

причем интегрирование надо производить от точки а. Если 
Д| +  ••• Ар — 0 , функция a(t) всюду однозначна и в этом 
случае безразлично, от какой точки начинать интегрирование.

1. Построение биортогональной системы. В случае (7.1) ин
терполирующая функция была введена формулой

М Н . F )=  F(t — |)ei*»rf|^.

Пусть Я,|, А,о, . . . — нули L(K), и пусть все они— простые. 
Тогда функции F(z), аналитической в D и непрерывной в D, 
сопоставляем ряд

F (г) ~  £  а* =  • (7-2)
*—I

Нам удобнее коэффициенты ак определять посредством системы 
функций, биортогональной к системе {е**г}. Построим эту 
систему, рассуждения при этом будут аналогичны соответ
ствующим рассуждениям из § 1. Имеем

L (А.*) =  \ da  (/) =  0  (ft >  1). (7 .3)
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Запишем равенство
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L (A )= 5 e(X~X*)V * , d a (0

и положим

о* (/) =*= ex*l d o ( i) , ак^ С .  
«к

Функция у*(/) определена на С, однозначна, в силу (7.3), на С 
и имеет на С ограниченную вариацию. Методом интегрирования 
по частям находим

L (А) =  е*х -  х*> 'v„ ( 0 1с -  (Я — А*) (  е<* " х*> Ч  (/) Л .
с

В силу однозначности функции г*(/), подстановка равна нулю. 
Поэтому

(7.4)
(А

где t
Ък (0  -  -  т т о  е "Х*' S A 1 da (I). (7.5)

Функции t|?*(/)(A^l) определены и однозначны на С и имеют 
ограниченную вариацию на С. Из (7.4) получаем

\вх« Ч * ( 0 Л  =  в « .*  ( ш > 1; * > 1).
с

Система {if* (/)} — искомая биортогональная система.
Функции /•'(г), аналитической в D и непрерывной в D, сопо

ставим ряд
оо

F (z)~  Z  а,/**. (7.6)
*-i

Ok= \ F { t )* h(t)dt (k>\). (7.7)
с

Убедимся, что ряды (7.2) и (7.6) — одинаковые. Д ля функции 
F (г) =  екг <t>L (A*, F) ЦК)

L' (Я.*) ~  (А -  А*) F  (X*) ’

где

$ F (<) ф , (<) dt =   ̂ (0< « =  (Х _ (X*) ’

и значит, указанные ряды совпадают. В общем случае сов
падение рядов вытекает из того, что функцию F(z), аналити
ческую в D и непрерывною в D, можно равномерно приблизить 
в D с любой точностью линейными комбинациями экспонент.

И так, нам предстоит исследовать ряд (7.6), где коэффициенты 
определены формулой (7.7).

В формуле (7.5) величины а* (а* е  С) до сих пор были 
произвольны. Теперь выберем их специальным образом.

Пусть А* =  | А* \е'*к, и пусть /, — опорная прямая к области D, 
перпендикулярная лучу arg/ =  —-ф*, а /2 — опорная прямая 
к области D, перпендикулярная продолжению указанного луча 
(при повороте на угол ф* прямые /| и /2 перейдут в вертикаль
ные прямые 1\ и /2, причем будет правее прямой /2). За ак 
возьмем какую-нибудь точку контура С (если их несколько), 
лежащую на опорной прямой 12. Убедимся, что прн таком 
выборе I

* - V j eV rfff(g) (к > 1 ) ,  У=$|<*от(Ш. (7.8)
“* с

Пусть р* — какая-нибудь точка С, лежащ ая на опорной 
прямой /(. Точки а* и р* разделяют контур С на две части С, 
и С2 (переход от а* к р* против часовой стрелки пусть совер
шается по дуге Сь а переход от ак к р* по часовой стрелке — 
по дуге С2).

Пусть сначала / е С | . Имеем

J ex**rf<j(£)= j A I (* - ,,e '<p* d o ( i)

(точка % пробегает путь от а* до t по дуге С| против часовой 
стрелки). Предположим, что Г — кривая, получаемая из С 
поворотом последней на угол ф*. Очевидно, точка (она
лежит на прямой 12) — самая левая точка Г, а точка P*ei<p* — 
самая правая точка Г. Они делят Г на нижнюю часть Г, 
и верхнюю часть Г2. Д уга  Г, есть образ С, при повороте на 
угол ф*. Имея это в виду, рассмотрим выражение

(I -  /) =  1е‘"к -  t3*k =

Точки и /| леж ат на Г,, причем точка £, лежит левее точки /j. 
Поэтому 0 ^ R e ( J ,  — /,), в силу чего

i k

d o(i)
*к

< v .



Пусть теперь / е С 2. В силу (7.3), интеграл 
t
^eKkXda(l)

ак
(точка I пробегает путь от а* до / по дуге С\ против часовой 
стрелки) равен аналогичному интегралу, в котором точка £ 
пробегает путь от а* до / по дуге С2 по часовой стрелке. 
Поэтому в силу аналогичных рассуждений опять получим
оценку (7.8).

Оценка (7.8) полностью установлена.
2. Оценка коэффициентов. Из оценки (7.8), на основании 

формулы (7.7), получаем
|a * |< i r ^ m a x |F(/) |, * > 1. (7.9)

Оценка для коэффициентов ак будет лучше, чем оценка 
(7 .9), если допустить^ что функция F{z) имеет непрерывную 
производную F' (г) в D и удовлетворяет условию

(7.10)
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^F(t)da(t) =  0 .

Чтобы убедиться в этом, установим равенство (для Я,к т*»0)

\ F (/) ф* (0  dt =  \ Г  (/) ф* (/) dt -  ^  ^  \ F (t)d a  (/). (7.11) 
с с с
Оно легко проверяется для F(t) =  eKl. В самом деле, левая 
часть в этом случае имеет вид

5
а правая часть — вид

£  ^ ч ы о  ш - т й т т е т  J  <“ < '»«)
О V

Я. Ц Х )  L (X)
а Т^7Щ Г  х - х *  x* r (X*) •

Они равны. В общем случае поступим следующим образом. 
Возьмем какую-нибудь систему {е1***}, полную во всей пло
скости. Тогда имеются такие а т ,* и р,п, что равномерно в D

F  (0 =  lim  I  аи. леГ*', ц0 =  0, а т . 0 =  0. (7 . 12)
О» *«0

Интегрируя от 0 до /, получим, что равномерно в D 

F(t) =  П т У  рт . 0 =  Р (0) - У
Ш-> oo <

am, к
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Jk-0

Pm, к :

к- 1

a m, к

I'* (k > l ).

Формула (7.12) может быть получена теперь нз последней 
формулы путем дифференцирования. На основании этого, учи
тывая, что (7.11) верно для функций е?к‘, k ^ l ,  и функции, 
тождественно равной единице, заключаем, что (7. 11) верно 
и для функции F(t), имеющей непрерывную производную в D. 

Из формулы (7.11), учитывая (7.8) и (7.10), получаем

а учитывая (7.8), но не учитывая (7.10), находим

I Iа * 1 <  ГХТГЧХ») | (m ax\F(t)\+  m ax| F' (/) |) ( f t > l) .  (7.13)

Если функция F(z) имеет две непрерывные производные
F '(г) и F"(z) в D и удовлетворяет условию (7.10), то по 
доказанному

■ (/)*,<<>Л $ г " ( / > - Ы 0 л - - 1^ 5 г Ю л ,< 0 .
: с с с

в силу чего, учитывая (7.11), имеем

\ F (0  ф* (/) dt = - L  [ F" (/) ** (/) dt -  (  F' (/) do (t)
i  с с (я*) с
и, значит,

, (max | F"(t) | +  max) F'(<) I) (k > l) .  (7.14) 
,***• (x*)l

В общем случае получим, что если функция F (г) имеет в D 
непрерывные производные F [S)(z) ( l ^ s ^ m ) ,  причем

$ / ^ ( / ) d o ( , )  =  0  (s =  0 , 1, . . . ,  m — 2), (7 .16 )



то (применяем несколько раз формулу (7.11)) 

j  F (0  « ,  (0  F'"> (/) * ,  (0 dt -  j  W do (0,

откуда

1 * У n  (7.16)

Т е о р е м а  4.7.1. Пусть функция F (z) имеет в D непре
рывные производные F{,>) (z) ( l ^ s ^ m ) ,  и пусть выполняются 
условия (7.15). Тогда для коэффициентов ряда (7.6) имеет место 
оценка (7.16).

3. Условия абсолютной сходимости ряда в замкнутой об- 
ласти.

Т е о р е м а  4.7.2. Для того чтобы ряд (7.6) сходился абсо
лютно в D, какова бы ни была функция F (г), аналитическая 
в D и непрерывная вместе с производными F '(г) и F"(z) в D 
и удовлетворяющая условию

\F(t)da(t) =  0 , 
с

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие
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f |  Л
н . М I

W  

(^*)
<  ОО (7.17)

(если X, =  0, суммирование начинается с k =  2). Если ряд (7.17) 
вдобавок равномерно сходится в D, то и ряд (7.6) равномерно 
сходится в D.

Достаточность условия (7.17) непосредственно следует из 
оценки (7.14). Докажем его необходимость. Допустим, что для 
любой функции F(z), аналитической в D, имеющей две первые 
производные, непрерывные в D, и удовлетворяющей условию 
(7.10), соответствующий ряд (7.6) сходится абсолютно в D. Возь
мем линейную функцию (пусть L (0) ф  0)

m  I л L'(0)
<Р(0 =  а  +  /, а== ТЩ~’

Д ля нее
$q>(<)rfo(0 - 0

« 7 ]

Согласно (7.4),

П РЕ Д С ТА В Л Е Н И Е  РЯ Д А М И  Д И Р И Х Л Е

\ (а +  /)*»(/)dt (k> \ ).

321

J
L (0) - f  \kL' (0) 

(^*)
и, значит,

Поэтому ряд

я * = - Ц0)

k-\

l  (0) e
W ( h )

1

сходится в J .  Следовательно, условие (7.17) выполняется. Тео
рема доказана.

З а м е ч а н и е .  Верно утверждение: если какой-либо ряд

± b g t *
* - i

абсолютно сходится в точках г ,, г 2, . . . ,  zm границы С, то он 
абсолютно и равномерно сходится в замкнутом многоуголь
нике Р с вершинами в указанных точках.

Из этого следует, что ряд (7.17) равномерно сходится в любом 
замкнутом многоугольнике, вписанном в кривую С. В том случае, 
когда D — многоугольная область, ряд (7.17) равномерно схо
дится в D.

Д окажем высказанное утверждение. Сначала убедимся, что 
из абсолютной сходимости ряда в точках гх и z2 следует его 
абсолютная и равномерная сходимость на отрезке с концами 
в z, и z2. Произвольная точка z этого отрезка представляется 
в виде

г  =  а г , +  (1 — a )z 2, 0 ^ а ^ 1.

Воспользуемся неравенством

ахЬ'~х < а  +  Ь, а >  0, Ь >  0, 0 < х < 1 ,  
положив в нем

a«=|**«V '|. ft =  |6*eX* 4  * — о.
II  А. Ф. Леонтьев
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Будем предполагать, что ряд (7.17) равномерно сходится в D 
и ряд (7.6) сходится к своей функции F(z). Рассмотрим ряд (7.18), 
соответствующий функции е*г . Имеем

— !—  =  — +  — ! ( ± . У  
а - к  т4 н * т+| я - ^ U J -

в силу чего
00 к. 2
V 1 L (А) ек
L, к -  А* ТТЩТ

Запишем равенство

L' (A*) S / ч *(0 dt =  | J "1 -------£  Я  - ф т  Lln- p) (0),

из которого, полагая п — 0 , 1.......... ..... получим систему ра
венств

L '(* * )J> M 0  d t ------ - ^ Г '
с

L' (A*) J  /+* (0 d t------ -  У ® -.

•••
(0)

+1

Отсюда найдем

x r 'L '( b k)
<\pm(0*k(t)dt,

где Рт  (/) — многочлен степени т  (он не зависит от к). На 
основании полученного равенства ряд

соответствует функции

§ Г) ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЯДАМИ ДИРИХЛЕ 3 2 5

£  AmL (A )Pm(z).

Прн 1 эта функция удовлетворяет условию (7.10). Тогда, 
согласно предположению,

«-1
AJ L (A )+ ш+ % Ь Ят р т ( г ) - % ± ± -

Л *
г е О ,

Вне кружков Кт : I А — Ат  | <  Ат , h >  1 (m >  1), при s >  h - f  2 
получаем для z e D :

» - i

e**+ Y , ^mL ^ )P m(z)

где С — постоянная. Отсюда выводим

I **  К  Z  I bnL (A) Рт (Z) | +  С| АЧ  (А) | < С , | A’ L (А) |,т —0

или
|А |> 1, г е Д  

1 М А )1 > С Г '| -£ | .

Пусть А =  ге1*. Так как
max Re (zel ) =  h (ф),
i s D

то имеется точка z0 e  D, в которой Re (ze,<r) =  h (<p). Положив 
в последнем неравенстве z =  z0, получим искомую оценку

и ( г е 1ф) | > С Г ' - г > 1, \ ф К т ( т >  1).

В случае многоугольной области из_условия (7.17) вытекает 
Равномерная сходимость ряда (7.17) в D. Поэтому в указанном 
случае при условии (7.17) и прн том условии, что ряд (7.6) схо
дится к своей функции F(z), имеет место оценка (7.19).

З а м е ч а н и е  2. Если ряд (7.6) равномерно сходится к своей 
Функции F (г) в замкнутой области D, то

^F{t)da(t)  =  0.
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Тогда получим
| Ьке^г | =  ааЬ1' а < а  +  Ь =  \ Ькех**' | + 1Ь |,

откуда

£ | б / * | < Ё | б / Ч + £ | » . « ‘ * Ч
к - п  к - п  к - п

и, значит, ряд, составленный из модулей, равномерно сходится 
на отрезке с концами в z, и z2. Аналогично установим, что 
ряд равномерно сходится на всех сторонах многоугольника Р, 
следовательно, он равномерно сходится на всей дранице Р. 
Отсюда заключаем, что он равномерно сходится в Р.

Заметим, что условие (7.17) сильнее условия (6.21).
4. Условия сходимости ряда к своей функции. Выясним, 

при каких дополнительных условиях ряд (7.6) сходится к своей 
функции F(z).

Т е о р е м а  4.7.3. Для того чтобы ряд (7.6) сходился абсо
лютно в D и сходился к своей функции F(z), какова бы ни 
была функция F(z), аналитическая в D, непрерывная с произ
водными F'(z) и F" (z) в D и удовлетворяющая условию

 ̂F(t) da(t) — 0,

необходимо и достаточно, чтобы L (А.) была функцией вполне 
регулярного роста и выполнялось условие (7.17).

Пусть выполнено условие (7.17), и пусть L (А,) — функция 
вполне регулярного роста. Тогда выполнено условие (6.21) и по 
теореме 4.6.5 имеем

F(z)- : £  аке 
к -1

,Х * г D.

Убедимся, что это равенство имеет место в D. Возьмем произ
вольную точку z0 на границе С, а затем две другие z, и z2 
на С так , чтобы они образовывали треугольник Р (не лежали на 
одной прямой). Из абсолютной сходимости ряда (7.6) в точках 
z0, z ,, z2 следует (см._замечание к теореме 4.7.2) его равно
мерная сходимость в Р. Следовательно, сумма ряда (7.6) не
прерывна в Я. Поскольку она равна F (г) внутри Р, a F(z) не
прерывна в D, в частности, непрерывна в Р, то

b / r t  =  f(zo).Л — I
П ервая часть теоремы доказана.
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Д окаж ем  вторую часть. Пусть ряд (7.6) сходится абсолютно 
в D и сходится к F(z). Тогда выполнено условие (7.17). Надо 
еще показать, что А (А.) — функция вполне регулярного роста. 
Поскольку

• Е 1 С Т Г 7 Т 1 Т 7 . (718)
*-|

е\г

1

X* L’ (X*) ’

V_  У* МО) е 
L ,  A,* L' (X*)

Имеем

Поэтому

ZXL (X) е *
X -  X* X*//(X*) *

*-1

$(е” - Л М а (0 =  0 .

ev
(А-*)

А = /-(А)
МО)

(это равенство верно и в D). Дифференцируя его по г и со
кращая на А,, получим

MX)
X* Г (Х * )  • D.

Это условие — условие (6.8). По теореме 4.6.2 оно достаточно, 
чтобы любая функция, аналитическая в D, разлагалась в D 
в соответствующий ряд Дирихле. Но тогда по теореме 4.6.4 
функция ЦК) должна быть функцией вполне регулярного роста. 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Покажем, что если ряд (7.17) равномерно 
сходится в D и ряд (7.6) сходится к своей функции F(z) в D, 
то вне кружков

Кт : \ Ь - К \ < \ К Г \  А>  1 (m >  1),
функция МА-) удовлетворяет неравенству

«А (ф) г
| L (ге1*) | >  С^—р— ,

О О ,  +  2, Л (ф) =  /С (— ф), г > 1 ,  

где К (ф) — опорная функция области D u s  — целое.

И*

(7.19)
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Будем предполагать, что ряд (7.17) равномерно сходится в D 
и ряд (7.6) сходится к своей функции F(z). Рассмотрим ряд (7.18), 
соответствующий функции е̂ г. Имеем

в силу чего

L ,  L ' ( b k)

■ m
Запишем равенство

(0),

из которого, полагая п =  0, 1..........т ,  получим систему ра
венств

L ' M \ * k(t)d t------ J
с

v  (**) \ t*k (0 dt =  -  -  ± ш . ,

L ^ K )\ tm̂ k(t)dt =  - ^ ^ - -  . . .
г ** **

(0) 
+1 •

Отсюда найдем

И т 5 г 1 ' - Й*‘,в*
где Pm{t) — многочлен степени т  (он не зависит от к). На 
основании полученного равенства ряд

VL  (А.) / * *

KL’ ^k)

соответствует функции
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е** + t  bmL(k)Pm(z).

При s >  1 эта функция удовлетворяет условию (7.10). Тогда, 
согласно предположению,

1-1 _ . ,__... _ . т-. Л if ! \ \  - к г -
z ^ D .

m - 0  * _ |  л  ~  ЛА \ * -к )

Вне кружков Кт‘ I А, — A,m I <  A,„\ Л >  1 (т  >  1), при s >  h +  2 
получаем для z g D :

+* +  У  \mL (А.) Рт (z) <  | K'L (Д.) | У  <  С\ V L  (X) |,
m-0 * -I l* * L

где С — постоянная. Отсюда выводим

I * •  К  Е  I V"L (А,) />т  (г) | +  С| A.’L (X) |< С, | (А.) |,т - 0

|А ,|>1, г е Д
или

1 М * ) 1 > С Г ' - р -  .

Пусть А, =  ге‘Т. Так как

max Re (zel ) =  h (<р),
taO

то имеется точка 20е О ,  в которой Re (ze1*) =  И (ф). Положив 
в последнем неравенстве z =  z0, получим искомую оценку

-1 ehWr
г >  1 , \<£Km (m >  1).

В случае многоугольной области из_условия (7.17) вытекает 
Равномерная сходимость ряда (7.17) в D. Поэтому в указанном 
случае при условии (7.17) и при том условии, что ряд (7.6) схо
дится к своей функции F(z), имеет место оценка (7.19).

З а м е ч а н и е  2. Если ряд (7.6) равномерно сходится к своей 
Функции F (г) в замкнутой области D, то

.

J /=■(/) da (0 =  0.



Действительно, имеем
оо

$ я  (о do (о = ; [ > *  S rfo(/)= ° ’
с *-1 с

нбо
J / * ' do(t) =  L{k„) =  0. 
с

Отсюда следует, что условие (7.10), накладываемое на функ
цию F(z), является необходимым для того, чтобы F(z) можно 
было представить в D равномерно сходящимся в D рядом (7.6)- 

З а м е ч а н и е  3. Пусть функция F(z) регулярна в D, не
прерывна и имеет непрерывные производные F '(г) и F"(z) в D. 
Положим ф (г) =  F (г) — А, где А — постоянная, которую под
берем так , чтобы выполнялось равенство

 ̂<р (t) do (/) =  J F (t) do (/) -  AL (0) =  0.
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Отсюда

A = T w \ FV)d° {,)-

Функция ф(г) удовлетворяет условиям теоремы 4.7.3. Поэтому, 
если L (А,) — функция вполне регулярного роста и выполняется 
условие (7.17), то можно утверждать, что в D

F(z) =  A + £ b keЧ  
*-i

( ^  — коэффициенты разложения функции ф (г)).
З а м е ч а н и е  4. В случае, когда D — выпуклый много

угольник с вершинами у ........... ур, в качестве функции L (А.)
вида (7.1) можно взять квазиполином

At ф  0.

Он представляется в форме (7.1). По теореме 1.2.10 его нули 
Я,, ......... начиная с некоторого, простые и выполняется условие

<
***>' 0 * )

(суммирование происходит по тем к, для которых 1'{Хк)ф  0).
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Если у  Я (Я) все нули простые, то Р(Я) уж е годится в ка 
честве представителя семейства функций L(Я), участвующих 
в теореме 4.7.3.

Рассмотрим теперь случай, когда у Р(Я) имеются кратные 
нули (их конечное число).

Покажем, что если Я0 — нуль Р{Я), а щ — произвольное 
комплексное число, то функция

Р,(Я) =

такж е представляется в форме (7.1). Имеем

Р,(Я) =  Р(Я) +  (Я0 - ц 0) ^ - .  

Но, как было установлено раньше,
I

** \ (0 dt, -ф (/) =  — е  ̂ do (£),

(7.20)

А,
Поэтому

где

С.

Р | (Я )=   ̂6м  d o t (/),
с

t
oA0 =  o(t) +  ( ^ - lh ) \ ^ ( l ) d l .

а

Очевидно, о, (/) — функция ограниченной вариации на С. Преоб
разование вида (7.20) можно применить последовательно не
сколько раз. Таким путем можно освободиться от всех кратных 
нулей (также можно освободиться от нуля в начале координат). 
В результате получим функцию L(z) со всеми необходимыми 
свойствами.

В случае, когда D — выпуклый 2я-угольник с вершинами 
Yi»***» Угп. симметричный относительно начала координат, 
в качестве Р ( Я) можно взять квазиполином

P M  =  sin A ^cos А;Я . . .  созЛ„Я

(в том, что это — квазиполином, можно убедиться, представив 
81пЛ,Я и созЛ/Я по формуле Эйлера), где

А,- У » - V I  
21

Уз-У» 
21 • *1 Л„ Уп + | -  Уп 

21
б. Случай многоугольной области. Займемся представлением 

в многоугольной области рядами (7.6) функций, аналитических 
в D и непрерывных вместе с первой производной в D.



Пусть D — замкнутый выпуклый многоугольник (начало ко
ординат лежит внутри D) с вершинами в точках Yi. Y2..........Y*
и L (А.) — функция вида (7.1), обладающая свойствами:

1) все ее нули (обозначим их A.,, Aj, . . . )  — простые (они 
отличны от начала координат);

2) справедлива оценка

| Г ( * » ) 1 > ^ (* * )1 Ч  Ф* =  arg  At ( f t > l ); (7.21)

3) существуют числа р > О и г* t  00 такие, что

| L(rel*)\> BeHWr, гк — +  р ( * > 1 ) ,

и между окружностями |А| =  г* и |А| =  г*+, лежит не более q 
нулей L(А), где <7 — фиксированное число.

Т е о р е м а  4.7.4. Пусть F (г) — функция, аналитическая 
внутри многоугольника D и непрерывная вместе со своей первой 
производной в замкнутом многоугольнике D. Ряд (7.6) сходится 
к F (г) всюду в многоугольнике D, за исключением, быть может, 
его вершин. Он сходится равномерно в замкнутой области Dt, 
где Dt получается из D удалением t -окрестностей | г — у» I < е 
(k =  1, 2, . . . ,  s) вершин многоугольника.

Доказательство основывается на нескольких леммах.
Л е м м а  4.7.1. Для z ^ D t

\ iTE rK K *. Рm = rm + h, | Л К ,,
Ы - Р т

где К, не зависит от т .
Пусть /| и /2 — две смежные стороны многоугольника D, 

a rg n  =  — Р/ — луч, перпендикулярный стороне // ( / = 1 , 2), 
у — общая вершина сторон /| и /2. Точку Dt, лежащую на сто
роне // и ближайшую к точке у , обозначим а ,  (/ =  1, 2). Точка at 
отстоит от у на расстоянии, равном е. Имеем

а , =  у  + а2 =  у +  г е ^ ‘~ ^ 1. (7.22)

Пусть a rg n  =  — ф„ — луч, перпендикулярный прямой, про
ходящей через точки а, и а*. Оценим интеграл по дуге |ц| =  рт , 
p ,< a r g n * ^ p 2. Справедливо неравенство

IL ( Pme/<p) | >  Beh (ф)(’»п.
Но

Л (ф) =  К (— ф) =  та_х Re (/е'*).
tm D
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Из геометрических соображений заключаем, что для ф, заклю 
ченных в пределах Р | < Ф < Р ,, опорная прямая, перпендикуляр
ная лучу a rg n  =  — ф, проходит через точку у, следовательно, 
максимум достигается в точке у так , что

h{ф) =  Re (уе'т), р ,< ф < р 2,
и

I L (Рт<?'ф) I > В ехр [Re (уе'*) рт ], р, <  ф <  р2. (7.23) 

Далее, имеем

| е»г | <  ехр [| ц | max Re (ze1*)], ф =  arg  ц.
г е °г

Очевидно,

та_х Re(ze<«) =  ^ : (— ф), (7.24)
*=ое

где К (ф ) — опорная функция области Dt. Опять из геометри
ческих соображений заключаем, что опорная прямая к об
ласти Dt, перпендикулярная лучу a r g n =  —ф, проходит при 
Pi ^ Ф ^ о  через точку а |( а прн ф0^ ф  ^ Р 2 — через точку а ,. 
Значит, в первом случае максимум в (7.24) достигается в точке а ,, 
а во втором — в точке а>. В силу этого,

|e»*4< exp [R e(a ,e ',t)p m], р !< Ф < ф 0.
| е»г | <  ехр [Re (а.е'«) рт ], <  ф <  Р2-

Отсюда, принимая во внимание (7.22) и (7.23), получаем 
I £*** I I
I J  <  TFехр 1“  ePm s in (ф — Pi)], р|<Ф <фо, (7.25) 

It^ I  < у  ехр [ - ерт  sin (р2 -  ф)], ^и< Ф < р 2. (7.26)
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Имеем

f  I JU  I Д  Г I л г  I
1*Ц I.. .$ S i t

1И-Рт  /-1 Г .
3i<»rKli<3,

е»г
(Ц)

где Г , - д у г а  I ц 1 =  рт , р|< Ф < ф 0, Г2 - д у г а  I ц 1 =  рт , 
« ч  ф <  р.,.

При оценке интегралов воспользуемся неравенством 

sin ф >  ~ ф, 0 <  ф <  * ,
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и оценками (7.25) и (7.26). Имеем 
*

J  | _ f £ _  | ! d}/L I <  S s .  J  e - p * , l n  « ftp <  -£=- \ p"  d c f .

Be Be,

где e, =  —e. Такую же оценку получим для второго интеграла.
В результате интеграл по дуге | ц l =  pm, Pi ^ ф ^ Р з  оказывается 
ограниченным. Интеграл по всей окружности |ц| =  рт  пред
ставляет собой конечную сумму (число слагаемых равно числу 
вершин многоугольника) интегралов по дугам  рассмотренного 
вида. Поэтому интеграл по всей окружности |ц1 =  рт  ограничен 
постоянной Ке, не зависящей от т .

Л е м м а  4.7.2. Целая функция (функция переменной А.)

/ п\ V  L(X)g *
Z i X* (X -  X») U (Я.*) 

|*»|<г«
допускает представление

ИХ) 
XZ- (0)

Lm(Я) =  J е” Ф т(/. г) Л , С ^  dD, (7.27)
с

где фт  (/, г), как функция t, принадлежит L2 на С, причем для 
г е О ,

{ $ | Ф т(/, » ) ? \ d t \ y < - ^ .  0 < p < i  ( т > 1 ) .  (7.28) 

Сначала оценим |£т (Я)|. Имеем

W  =  ~2ni~ S ц (X — ц) L (ц) dfX’

Д ля |Я |< гт , в силу леммы 4.7.1 (при z e D t), получаем

I m\") )  U ( n )  2яр rm +  p •
l|l|-'m+P

Возьмем p, 0 <  P <  1/2. Так как rm - f  p =  (rm - f  p f  (rm +  p)'~p >
X I M  +  p )1" ^ .  T0

, !\w ^ К (*) I IMX)I / го т

Для | Я | ^ г т  имеем
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Lm (*) =_  £-(Х) е>“
2л/ J ц(Х — n)M n)

1м1 - гт-Р
X •

Отсюда, опять в силу леммы (4.7.1), получаем

Lm(V |< 1М *)1
2л (гт  — р) (| X | - r m + р) J \ r w \ u ^ +

Ittl- r m-p

I I I ^  K M  U (X )| 1^*1
|Я| ^  2л (rm — p) ( | X | — rm +  p) IXI •

Из формулы (7.1) видно, что

\L{re,*)\< Аен^ г.

Кроме того, для г е О

| еХг К  ехр [ | Я | max Re (ге'*)] =  ехр [| Я | К (— ф)] =  е*(<rtг.
z s  D

Поэтому

г е О „  |Я |> гт .
Очевидно,

1 1 1 ^ 1  I . .
|Я| |Х|'-Р |Х |0^|Х Г-» тЪ'

Оценим первое слагаемое в фигурных скобках.
Если гт < | Я | < 2 гт , то

(Гт - Ж 1* | - '- т  + Р ) ^ ( ' т - / ,) < Р P'S, I *■ М  '

Если |Я|> 2гт , то

f t n - < ■ > ( 1 4 r >( |X| J i i L + , ) < i i T ^ < i i F » T '

Поэтому выражение в фигурных скобках не превосходит величины



На основании этого, учитывая (7.29), получаем
„л (Ф) г I

| Lm (re1*) I <  М' (г + p)i-p • г > 0 ,  m>mo, 0 < р < - .  (7.30)

Здесь Ме зависит от р, но не зависит от т , г и г. Получили 
нужную оценку.

Пусть a rg X =  — ак ( k = l ,  2 ^ . . . ,  s) — лучи, перпендикуляр
ные сторонам многоугольника D. Из (7.30) нахо-дим

i - P > f

в силу чего функция

(г) -  <ГЛ (e*> rLm ( г е 'а *) (*  -  1 , 2 ............S)
принадлежит L2(0, с»):

f | ^ ( r ) N r < ^ < o o .  (7.31)
о т

На этом основании можно утверждать (см. [9], стр. 502), что 
функцию Zm(A.) можно представить в виде (7.27) с <рт (/, г) е  
е  ЩС).

Осталось вывести неравенство (7.28). Д ля этого надо указать , 
как определяется функция <рт (/, г). Положим

1акоо е  *

YmV, г ) =  J Lm(\)e-Md\.
о

Обозначим 1к звено многоугольника, которое пёрпендикулярно 
лучу argA ,=  —а*. Функция \m(t, г), как функция /, регулярна 
с той стороны от прямой / (на которой лежит /*), где нет начала 
координат. Положим

t =  r\ +  h( ак)е~‘ак =  г\ +  т]*.
Тогда

» е'“*
Ут(П +  Л*. 2) =  J ^k(r)e~^d\.

о
Функция Ym (Л +  Л*, г), как функция п. регулярна с одной 
стороны от прямой /, проходящей через начало координат и 
параллельной прямой /. Имеем т) =  £ ее_/а*, е >  0, где £—точка 
прямой /. Так как (г) е  L2 (0, оо), то, оказывается, функция 
\п (л 4" Л*> 2) при приближении е к нулю стремится в среднем
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квадратичном к некоторой функции <pm (£ +  rj*, г) е  L2(l), причем
оо

5 I Фт (I +  Л*. 2) р| d l  I =   ̂1 (г) р dr.
7 о

Когда I пробегает /, то пробегает прямую I. Значит,
функция Фт  (/, г) е  L2(l) и

оо

$1фт(Л z)\2\dt\=  J l  \|3*(r)pc/r.
I о

Отсюда, в силу (7.31), следует, что

$|Фт ( / , г ) М | < $ | Ф т (/, z ) f \ d t \ < - ^ - .
‘к ‘ Тт

Функция фт (/, г) и есть та функция, которая фигурируете пред
ставлении (7.27) для t е= /*. Оценка (7.28) установлена. Лемма 
доказана.

Л е м м а  4.7.3. Пусть функция F (г) регулярна в D и непре
рывна вместе со своей первой производной в D. Если ей соот
ветствует ряд (7.6), то имеет место формула
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Ы < 'т

(Я*)
1Х*1<гт

(7.32)

где ф* (/, г) — функция из представления (7.27).
Проверим формулу для F(z) =  eK*. Д ля этой функции левая 

часть в (7.32) равна

L  k - k h L' (kk) • <7 -33)
lX*l< rm

^  Первое^слагаемое правой части (7.32), в силу (7.27), равно

ММ V  U (* )/ * *
Ц0) L , Х*(Я.-А.*)Г(Л*) “

I * I < гт

а » х ,_  A W  _  / т  V  _  «*** V  £№)•***
М °) ** W  Ь  ХД7 (Я*) -  L  Ъ - и Г Г Ъ к У  

1Х* 1 < 'т  |**| <гп



а второе из той же части равно

' - « J t w +  I  r a w ! -
I I * I < rm I

Вся правая часть, следовательно, равна (7.33).
И так, для F(t) =  e*‘ формула (7.32) верна.
В общем случае поступим следующим образом. Возьмем 

какую-нибудь систему {^**}, полную во всей плоскости. Имеются 
такие ат ,к и рт , что равномерно в D

F '(t)=  lim a m. 0= 0 ,  цо =  0. (7.34)
m >  oo ft—о

Интегрируя от 0 до /, получим, что равномерно в D

F ( 0 =  Mm Pm. о =  £ (0) — Y  ~7Г~~ •
m* “  *-о »-■

Рт. к =  ( k > M
***

Формула (7.34) может быть получена теперь из последней фор
мулы путем дифференцирования. На основании этого, учитывая, 
что (7.32) верно для функций с***' ( * > 1 )  и функции, тожде
ственно равной единице, заключаем, что (7.32) верно для F(t), 
имеющей непрерывную производную в D.

Теперь уж е все имеется для доказательства теоремы. Вос
пользуемся формулой (7.32). Оценим выражение в фигурных 
скобках. Имеем
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Л *
Ц 0 ) +  Е  XkL ' (Хк) “  2я/ )

141 < 'т

откуда, в силу леммы 4.7.1, получаем 

I . V» /**

d\i
цМц)

—  +  УНО)  ^  L ,т  L u  XkL' (Хк ) 
Ы < 'т

•** 1”гт
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Далее, на основании леммы 4.7.2 (имеем в виду оценку (7.28)), 
находим

у
С

(0 Фт (t, г) dt

< { | | / у (О Р1Л||,/2{5|ф т (/, z ) ? \ d t\ y  =  o ( ± y

Из всего этого, согласно (7.32), получаем

F ( z ) -  £  e**V | =  0 ( 4 - Y  г е б е, 0 < р < 1 .  (7.35) 
1**1< 'т  I К 'т '

Рассмотрим разность

F ( z ) - t  акеХ*г . 
к -1

Пусть т  таково, что гт  <  | А„ | <  гт+1. Тогда

*“ > 1 4 Г < '«  I * * ! * '» .
*< л

В теореме 4.7.1 установлено, что если F (г) имеет непрерывную 
производную в D, то

I а* 1< j^ p ^ y | - ( m a x  | F(t) | +  max | F' (/) I), V =  J | da(t) |. 

Отсюда, на основании (7.21),

1 ^ 1 - 0 ( т о г ) '  г е б -

По условию в кольце между окружностями | А, \ =  гт  и | К | =  
лежит не более q (q фиксировано) нулей L(k). Поэтому

акё.V
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В силу этого, принимая во внимание (7.35), окончательно 
получаем

F { z ) -  Y j 0# *  = 0 ( ; f )
k-1 \ m /

0 < p < T , rm < | к  I <  rm+l.

Теорема доказана *). 
З а м е ч а н и е  1. Если

^ ± L < a < o o  (m >  1),rm
TO

п
F(z) — Y  a>>ekZ 

* -i

З а м е ч а н и е  2. В качестве функции L(\), участвующей 
в теореме 4.7.4, можно взять квазиполином. Если у него ока
ж утся кратные нули (их конечное число), то от них можно изба
виться способом, указанным в замечании 4 к теореме 4.7.3.

*) В случае, когда L (А) =  £  в у пк , в работе [5] в последнее время
п— I

получен более сильный результат.
Позже вышла статья Б. Я. Левина, Ю. И. Любарского «Интерпочяцня 

целыми функциями специальных классов и связанные с нею разложения 
в ряды экспонент» (И зв. АН С С С Р , сер. матем. 39, № 3 (1975), 657—702), 
в которой такж е рассматривается представление анаяитических функций 
рядами Дирихле в многоугольных областях.

Г Л А В А  V

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЯДАМИ ДИРИХЛЕ ФУНКЦИЙ, 
АНАЛИТИЧЕСКИХ В ОТКРЫТОЙ ОБЛАСТИ

В предыдущей главе было показано, что если функция F(z) 
регулярна на О или регулярна в D и непрерывна в D, то она 
в области D может быть представлена рядом Дирихле. В этой 
главе речь пойдет о представлении в области D рядами Дирихле 
функций, аналитических в открытой области D. Будут изложены 
результаты из работ [251, [261.

§ 1. Случай аналитической границы

1. Преобразование основной формулы. Будем предполагать, 
что граница dD области D является правильной аналитической 
кривой. Прн этом кривая z =  A(/), а ^ * ^ Р ,  называется пра
вильной аналитической кривой, если А(/) — аналитическая функ
ция параметра t на [a, PJ и А '(/ )# 0  на [а, р) (см., напри
мер, [47], стр. 629). Пусть ш =  Ф (г) — функция, конформно ото
бражающая внешность D на внешность круга |ш |^р , причем

Ф (о о )  =  оо , l im  Ф [ г )  =  1.
*>оо

Вследствие того, что dD — правильная аналитическая кривая, 
функция ш =  Ф (г) является аналитической на dD, и она осу
ществляет конформное отображение внешности некоторой кри
вой С,, лежащей внутри dD, на внешность круга | ш К р | , где
Р '< Р -В окрестности бесконечно удаленной точки функция Ф (г) 
имеет разложение

Ф (z) =  z ао + 0-1

а [Ф (г)]п (n — целое неотрицательное число) — разложение вида

[Ф (z)J" =  zn +  aJel ,2" “ 1 - f  

Многочлены

a ,n!
. +  < ] +  ~ r  +

фп(г) =  г" +  a f i ,* " -1 +  . . .  + a (" ) (n =  0, 1, . . . )  

называются многочленами Фабера, nopoMdennbiMU кривой dD.
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В рассматриваемом случае функция ш =  Ф (г) конформно 
отображает не только внешность dD на внешность круга | w !< р , 
но и внешность кривой С, на внешность круга |ю |< р,. Поэтому 
указанные полиномы одновременно являются полиномами Ф а
бера, порожденными кривой С,.

Возьмем какую -нибудь функцию F{z), аналитическую в об
ласти D. Поскольку граница этой области dD есть прообраз 
окружности |ш| =  р при отображении ш =  Ф (г) (р > р,), то 
(см., например, [47], стр. 422) в D имеет место разложение

F (г) =  У  апФ„ (г), lim V f o J  <  J •~  П + оо
( 1. 1)

Сходимость внутри D — равномерная.
С помощью представления функции F(z) рядом по полиномам 

Фабера удается преобразовать основную формулу (5.7) из гл. IV 
к виду, которым при некоторых условиях на функцию Ц А.) 
можно воспользоваться и тогда, когда F(z) будет только лишь 
аналитической в D.

Эта основная формула для функции

f(z) =  f m{ z ) = Z  я„Фп(г)л-0
( 1.2)

имеет вид
1 f ®t (H. f)ePz

И ц) d\k--

где С — замкнутый контур, охватывающий множество D, 
а Г — произвольный замкнутый контур, на котором Ц р )Ф 0 .  
Функция у (*. £. Г), как функция переменного /, регулярна вне D. 
Поэтому вне D

и it - г\ V  - .Л П Ф '( 0  
v ( f ’ ( Ф ( о г +1

(1-4)

Сходимость на С последнего ряда — равномерная. На основании 
соотношения

1 Сф m ф ,(/)"  r - f  °» к ф п '
2я7 J [Ф(ОГ + | 1 1 , * =  « ,

получаем
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4 й  \ f W Y 2 , Г) dt =  £  akdk (z, Г). (1.5)
с *-0

Преобразуем левую часть формулы (1.3). Имеем

®Х.(Ц, / ) = 2НГ 

К ак уж е отмечалось не один раз,

4>) =  - (^ -E  x W |. ♦ (*) — «**•

Отсюда следует, что если Yi (н. О — функция, ассоциированная 
по Борелю с функцией - (>̂  ~ [ (Я) (как функцией Я), то для
■ф (2) =  е**

И -А ,

(Ц. t )  =  \ Yi О*. 0  Ф (0 dt.

Функция YiO*. 0 . как  функция /, регулярна вне D. Поскольку 
система {е*-'} полна во всей плоскости, последняя формула спра
ведлива для любой функции ф (/), аналитической внутри С и 
на С, в частности, справедлива для многочлена /(/). И так,

(П. /) =  257 5 Yi G*. 0  f (0 dt.

Вне D имеется представление

( 1.6)

(на С сходимость будет равномерной). В силу (1.2) и (1.6), 
получаем

М н .  / )=  Е  а*с*(ц).*-о (1.7)

Ф ормула (1.3), в силу (1.5), приобретает теперь искомый вид

о .8 ,
Г  ■ “

где cot (n, f j  имеет форму (1.7).
*-о
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Наша задача — показать, что при определенных условиях 
на F(z) и L(Я) в формуле (1.8) можно перейти к пределу при 
т - +  оо.

Обозначим С2 прообраз окружности |ад| =  р2, р, <  р2 <  р, 
прн отображении ю =  Ф (г). Положим

т а х 1 ф (/)1ф (г) Н * ’ 1ф (01 > р 2, |Ф (г)1> р2. (1-9)

К ак и выше, К (0) — опорная функция множества D и Л(0) =  
=  / ( ( - 0).

Т е о р е м а  5.1.1. Пусть ф(дс) —определенная на [0, оо) кусочно
постоянная неубывающая функция, принимающая лишь целые
значения, причем ф(дг) =  0 на [0, 1), ф (лг)-»оо и ^ г) - » 0  при
х - + о о .  Положим

<PW =  exP{ ( ^ T 1 ^ } -

Пусть, далее, ЦК) — целая функция экспоненциального типа 
с индикатрисой роста /г (в), причем

„Л (0) г

еде величина b определена формулой (1.9). Если коэффициенты 
ряда ( 1 . 1) удовлетворяют условию

(1. 11)
то

1) ряд
оо

£  0*С*(ц) *-0
(1.12)

равномерно сходится в любой ограниченной области, его сумма 
(обозначим ее о>£(р, F)) является, следовательно, целой функцией4,

2 ) ряд
£  akdk{z, Г) (1.13)

* - о

равномерно сходится внутри области D;
3) имеет место формула

F W - Н й  \ **'Ll Z f  ^ d^ =  - Z  a*d* (*• г >; (1.14) 
г  *-о

4) при дополнительном условии: имеются число р >  0 и 
числа р* (ft =  1 , 2 , . . . ) ,  0 < р* f оо, такие, что при любом е >  0

In | L (ге1в) | >  [Л (0) — el г, р * < р *  +  р, к > К (е ) ,  (1.15)

правая часть в (1.14) стремится к нулю, когда z & D , Г —ок
ружность |ц I =  р* и f t - » оо; следовательно,

11* l - p *

(сходимость внутри D — равномерная).
Доказательство этой теоремы будет дано в п. 3. Здесь ж е 

мы покажем, что для любой функции (1.1), аналитической в D, 
найдется своя функция <р(х) со свойством ( 1 . 11).

Л е м м а  5.1.1. Пусть последовательность чисел {ат }“  такова,
*  чго

т
lim V l « т  I =  1.

т->°о

Имеется на [0, оо) неотрицательная неубывающая кусочно-по
стоянная с целочисленными значениями функция ф(дс) такая, что
1|>(дг) =  0 на [0 , 1), — ̂ - » Q при х -*оо  и функция

ф (дс) =  ехр ( И Ч
удовлетворяет условию

|ат 1 < ф ( т )  ( т  =  2, 3, . . . ) .

Д ля доказательства положим
m

a m =  rn ax (l, |а, |, . . . .  |ат |), qm =  -y/am, 
е„ «= max In qm, р„ =  en,« (п =  1, 2 , . . .) .

m>n
Имеем

т  _
|ат К « т  ( т — 1, 2 , . . . ) ,  l < a m f ,  И т У а т = 1 .

m-> оо
В силу ЭТОГО,

1 <  <7т -*• 1. 0 < l n ? m-> 0  (гп~ *  ОО), 

0 < е „ 1 0 ,  | а„| < р „  ( л - 1 , 2 , . . . ) .



Определим на [0, оо) неубывающую функцию (дг). В интер
вале [0 , 1) пусть ф,(лг) =  0 , в интервале [1, 2) положим ф|(х) =  С|, 
где Ci находится из условия

Очевидно, с| > 0 . В интервале [2 .3 ) полагаем iJ>i(a:) =  c2, где с2, 
с2^ с х, — наименьшее такое, что

ехр| dx | > Р з-

Пусть *Мх) уж е  определена в интервале [1, Л), причем 
в [ft — 1, ft) она равна с*_,. В интервале [ft, f t - f l )  положим 
rj),(х) =  с*, где ск, ск^ с к- 1, — наименьшее такое, что

exp { S  A t eL ^ } > P * + i.

Так определили функцию (х) на [0 , оо). Имеем 0 < ф ,(* И  и 

exp { j J t T 1 ^ } > P *  (ft =  2 , 3, . . . ) .

Заметим, что если s — точка разрыва iM *), то 

e x p j  J  ^ - 4 * }  =  Р,+1.

Покажем, что
- » 0  при х -ю о .

Рассмотрим два случая в зависимости от того, конечное или 
бесконечное число точек разрыва у  функции ^|(х).

В первом случае, начиная с некоторого момента, >Мх) =
=  const, и потому —» 0 при JC-+0O.

Изучим второй случай. Пусть Ru R2..........  Rk, . . . — точки
разрыва функции ф( (дг), причем Rt < R 2 < . . .  Имеем

е х р { \ ' * т 1 л с } ==р**+г
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Отсюда

или

« I]

!
**+■ 'I

Rk+ I ^  ^ ея*+1 —
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Поскольку 0 <  е* | О, то

На основании этого в интервале [/?*, /?*+|) при больших ft 
имеем

ф| (*) ^  Ч>| ^  Rk +  I
*  ^  Rk Rk Ч  < 2 e v

З н ач и т , д ей стви тел ьн о  -*■ 0  при д г-*о о .

Теперь построим искомую функцию г|>(дс). Пусть р *— целое 
число, удовлетворяющее условию ск ^ р *  <  1 -+- ск (ft =  I, 2 , . . . ) .  
Положим ф(х) =  0 в интервале [0, 1) и \|>(дг) =  Р* в интервале 
[ft, ft +  l)(ft =  1 , 2 , . . . ) .  Имеем

0 < > М * )< Ф (* )< 'М * ) +  I, х > 0 .

Функция ф(*) — неотрицательная, неубывающая, кусочно-постоян-
lb (jc)ная с целочисленными значениями, причем -г - - » 0  при х-+ °о  и

|оJ < f ( « )  {т — 2, 3, . . . ) ,  <р(*): : ехр

Лемма доказана. 
Заметим, что

{ ! * Н -

Пт ЫрОО

Воспользуемся этой леммой, чтобы для функции ( 1 . 1) уста
новить наличие функции <р(дг) со свойством (1.11). Из условия

lim V | a J  
Х->оо Р

следует, что 

а ап
(I + и 2)р (л =  0 , 1 , . . . ) ,  lim VTfiTT<  1 .



Положим
a„ =  max(| а„ |, л1пп).

П _
Очевидно, У а „ - * 1  при п -*  оо. По лемме имеется на [0, оо) 
неотрицательная, неубывающая, кусочно-постоянная с целочис
ленными значениями функция ф(х) такая , что ф(х) =  0 на (0 , 1),
— • —► 0 при х —► оо и

|й„|<|ап |< ф («) («  =  2 , 3 , . . . ) ,  =

Нетрудно видеть, что -ф(jc) —*• оо при дс-*оо. В самом деле, 
при условии ф (х) < k, х >  0 , мы имели бы ф (дг) < х , в силу чего 
было бы | а„ | <  пк, что противоречит выбору а„.

При подходящем В неравенство |а„|< В ф («) будет выпол
няться для п =  0, 1, . . .  И так,

I а п I <  В  ( | + | ,S )^ r  ( я  =  0 , 1 , . . . ) •

Осталось выяснить, всегда ли имеется функция L(k), удо
влетворяющая условиям (1.10) и (1.15). Положим

(1 + / ’2)ф (4& рг) =  ф|(г).

Функция ф! (г) является возрастающей, причем 
|im

Г ->оо

В силу теорем 1.2.6 (следствие 2) и 1.3.6 имеется функция L{\) 
экспоненциального типа с индикатрисой роста Л(0), причем 
L(h) удовлетворяет условиям:

1) у L(X) все нули А.,, К2, . . . — простые, причем |Я,*+,| —
— |Х *|> Л > 0 (k = \ ,  2, . . . ) ;

2) при некотором р >  0 выполняется соотношение (1.15), где

Р к = \ Ь Ш Ь ± А  ( f t - 1 , 2 , . . . ) ;

3) имеет место оценка
Л  (01 г

Г > 0 :
4) последрвательность {Я*} является частью последователь

ности {ц*}, lim -р-^-г < оо , {щ} зависит от области D, но не
*->0О I I

зависит, от функции ф, (г);.
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( 1. 16)

5) точки | и* I ( * > 1 )  леж ат вне заданного произвольного 
множества Е0 нулевой относительной меры.

Эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы 5.1.1.
2 . Вспомогательные предложения. Установим ряд лемм, 

которые понадобятся для доказательства теоремы.
Л е м м а  5.1.2. Пусть ф (х) — функция, заданная для х ^ О , 

неотрицательная, неубывающая, принимающая лишь целые зна
чения и имеющая разрывы в точках /?,, R2, . . .  (/?, > 0, /?* f оо), 
в которых она непрерывна справа. Пусть ^(х) — п, в проме
жутке / ? ,< *< / ? ,+ , (i =  0, 1, . . . ;  /?0 =  0). Положим
dn =  0 , п <  «о 
d„, =  а, а  >  0,

=  пп~nt ' nt < n ^ ‘ni+1 (*=°> I » 2» •••)•«I Kj ••• « 1+1

Пусть, далее,
m (г) =  max (dnrn), г >  0 .

п > 0
Тогда

m(r) — m (го) exp j j.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Согласно (1.16),

. П { т \ П,~П° /  г  \ п г~п ' / г  \ п ~п 1
" ( ”я г )  Ы

Предположим, что г лежит в границах /?5< г  </?,+ ,. Имеем 

а  п (  т \ п '~ п ° / г  \ п » - я '  /  г
л / 1 - а Ы  ( ж )  •• ( « г )  г"°- (1-18)

Сравним выражения (1.17) и (1.18).
Если / > « , то в (1.17) входят все множители из выраже

ния (1.18) и, кроме того, множитель

(  г \п~п‘
V ^j+i / v Ri+i )

Так как  последний множитель меньше единицы, то dnrn < dn rn*. 
Если / < s  и п < n t, то в (1.18) входит множитель

( г ч - * « -  / г 
\Ri+i) \ R$ J
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которого нет в (1.17). Поскольку этот множитель не меньше 
единицы, то dnr" ^  d .

Таким образом, dnrn имеет наибольшее значение при n — ns =  
=  \|>(г) и, значит,

т  (г) =  d^ (г)Г*(л). (1-19)
Отсюда

In т  (г) =  In d) о-) - f  ф (r) In г.

Дифференцируем это равенство по г, считая г изменяющимся 
в промежутке (Rs, /?,+ i). Поскольку в этом промежутке ф(г) =  
*= const, то

(In т(г))' =  ^ ~ .

Пусть R ,< r l < r 2 <  Rs+i- Тогда в результате интегрирования 
получим

Г\
In т  (r2) — In т  (г,) =   ̂ -^ р - d (г).

Г\

Обе части этого равенства — непрерывные функции (непрерыв
ность т (г)  установим ниже). Поэтому равенство остается спра
ведливым, если г| =  Rs или r2 =  Rs+\> или одновременно Г| =  Rs, 

Rs+i- Отсюда уж е вытекает, что какие бы положительные 
числа г0 и г мы ни взяли, всегда будет

346 РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ. ЗАДАННЫХ В ОТКРЫТОЙ ОБЛАСТИ 1ГЛ. V

т (г )  =  т  (г0) ехр { Й Ч
Д ля завершения доказательства леммы осталось установить 

что т  (г) — непрерывная функция. В промежутке [Rs, Rs+i) 
в силу (1.19),

m (r) =  d „ / 4

Отсюда уж е следует, что в промежутке (/?„ /?,+1) функция ш(г) 
непрерывна, а в точке R, непрерывна справа. Убедимся, что 

'в  точке R, она непрерывна и слева. Имеем

а для г, / ? ,- !<  г < /?„ поскольку я|>(г) =  л ,_ ,,

* I) СЛУЧАЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГРАНИЦЫ 347

В силу (1.16),

^ - • ( Й Г ’Ф Г ’ • • •

Следовательно,

lim т  (г) =  т  (/?*).
г -» Rs

Лемма полностью доказана.
Л е м м а  5.1.3. В условиях леммы 5.1.2 положим

*0= ! .  =  . . .  Я ? -" ', л , < Я < л ,+| (/ =  0 , ! , . . . ) ,

причем «о =  0 . R i ^ l .  7 огда при любых р и q верно соотношение

q •

Действительно, при р =  0 или <7 =  0 соотношение очевидно. 
Пусть теперь р >  0, <7 >  0. Число kp есть произведение р множи
телей (считаем, что Я"*- "*-1 — произведение множи
телей), число kq — произведение q множителей, число kp+q — про
изведение (p +  q) множителей, причем первые р множителей — 
те же, что и в kp, а остальные множители (их q штук) больше 
множителей в kq. Отсюда и следует, что kpkq^ k p+q.

Л е м м а  5.1.4. Пусть С —замкнутая правильная аналитиче
ская кривая, w =  Ф (г) — функция, конформно отображающая 
внешность С на внешность Г: | w | =  р, причем Ф (оо ) =  оо и
l i m -̂ =  1 , г =  F (w) — функция, обратная а» =  Ф (г), \(z) —

г ->оо
функция, аналитическая во внешности С (у (° о )  =  0), бесконечно 
дифференцируемая вплоть до границы, при этом

| у (Я) (г) I <  Aankn (п =  0, 1, 2, . . . ) ,  г е С .  (1.20)

Пусть, далее, числа kn удовлетворяют условиям: kpkq ^  kp+q при 
любых р и q, и

П _

,imV^r=0°- О-21)П +  оо V

Тогда

|{у[Г(ш)]}(") К Л Д (2а6)', Ая ( « = 0 ,  1, . . . ) ,  ш е Г ,  (1.22)



где b и В — постоянные, причем Ь зависит только от кривой С, 
а В зависит от кривой С, величины а и {£„}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию С — замкнутая правильная 
аналитическая кривая. Из этого следует, что функция да =  Ф (г), 
конформно отображающая внешность С на внешность Г, будет 
конформно отображать внешность некоторой кривой Си лежащей 
внутри С, на внешность некоторой окружности Г(: | w | =  р, р1 <  р. 

Положим
Y (ш) =  у \F (ш)].

Эта функция регулярна вне окружности Г, причем у (° ° )  =  0, и 
бесконечно дифференцируема вплоть до границы. Д ля ш, леж а
щих вне Г(|а>|>р), имеем

v<"> (W) =  -2 L  { \(w )d w _
2л/ J  ( w  -  * ) ' , + l

Отсюда, поскольку й  =  Ф(/), / е С ,  =  <Р(г), получаем

-,П) /шч _  _л!_ Г _ (t)dt _  _nl_ f у (t)p(z, I) dt
2л/ J  [ Ф ( / ) - Ф ( г ) ] "  + | 2л/ J  ( / - z ) rt+l *

где

p (z, о =  Ф (/) [  ф (<) _  Ф (2) ]

Функция />(г,0 как функция / является аналитической на кри
вой С и вне ее, причем p (z ,t)~ *0 при / -*оо . В силу этого, 
функция y(t)p (z,t) регулярна вне С, непрерывна вплоть до 
границы и стремится к нулю при /-*•<». Поэтому

Y<"> (w) =  {y(t)p(z, /)}«:',
или

уМ И  =  { t  O ' * ’ (z, I) у '" -' (0 }  (1.23)
l . s - 0  J t - г

(производные справа берутся по /). Оценим сумму (1.23). На
помним, что функция ш =  Ф (г) конформно отображает внеш
ность кривой С|, лежащей внутри С, на внешность окружности 
Г,: | w l =  Pi, pi <  р. Возьмем число р2, р, <  р, <  р. Пусть С2 — про
образ окружности |о>| =  р2 ПРИ отображении ш =  Ф (г). Имеем

n ' W K i  1 » 1 , ; -: гФ м  1 < ^

когда / и z леж ат на С, или вне С2. Здесь Ах и Ь — некоторые 
постоянные, которые зависят только от кривой С. При указан 
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ных / и z имеем оценку

Ip (z , О К Л , ^ ' .

Пусть й — расстояние между кривыми С2 и С и / — длина кри
вой С2. Из формулы

d ’ p (г. /) =  _s!_ Г р (г. Г)) dr\ 

d t ’  2л/CJ ( r j - /),+| *

где I лежит на С или вне С, находим

Согласно условию (1.21), при любом е > 0

s! <  А, (е) z*ks. (1.24)
Поэтому

IР(,) (г, 0 1 <  A,ksbn ( j ) ’ , A^ W bi (S _ 0, 1 , 2 , . . . ) .  (1.25)

На основании (1.20), (1.25) и того факта, что k jtn- s из 
равенства (1.23) выводим

|уЫ (ш )| < > М Л агО ,, ( £ ) ’ .
*-0

Выберем е =  а6. Тогда окончательно получим

| у <Я) (ш) |< АВ (2аЪ)п k„, В =  Аа =  а 'а ' {°Ь)Ь1 .

Здесь w — любая точка, лежащ ая во внешности кривой С.
В силу непрерывности, эта оценка имеет место и на кривой С. 
Заметим, что величина В зависит от кривой С (через Д,), вели
чины а и последовательности {£„}, но они считаются фикси
рованными. Лемма доказана.

Л е м м а  5.1.5. Пусть выполнены условия леммы 5.1.4, так 
что имеет место оценка ( 1 .22). Пусть, далее, f (ш) — функция, 
аналитическая на окружности Г: |ш| =  р. Тогда

[f(w)y\F(w)]Yn̂ A B l ^ab)nkn ( л - 0 , 1 , 2 , . . . ) .  ® е Г ,

где В, зависит от кривой С, функции f(w), величины а и после
довательности {kn}.

П олагая y(w) =  Y [^0*01. запишем

{/ ( » )  у  ( » ) Г  -  £  с Т ] (w) у (п-* ’ М .11
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Учтем, что при некоторых й, и М

|/ (*)(ш )|< м 4  (5 =  0 , 1 , . . . ) ,  ш е Г .
61

Воспользовавшись оценкой (1.24), положив в ней е =  2я66, и 
повторив выкладки, которые проводили в конце доказательства 
предыдущей леммы, получим требуемый результат.

Л е м м а  5.1.6. Пусть контуры С и  Г, функщш ш =  Ф (г) и 
z =  F(w) — re же, что и в лемме 5.1.4, а функции ${х) и m (г) — 
те же, что и в лемме 5 . 1 .2 , причем дополнительно предположим,
что С — выпуклый контур, ■■■■ - » 0  при х -* °о , По =  0 и R| > 1 . 
Обозначим К (ф) опорную функцию множества, ограниченного 
кривой С, и положим Л(ф) =  /С(— ф). Пусть М (Я) — целая функ
ция экспоненциального типа, причем

(1.26)
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| M (re'')\<P  (J +г)5/п(?г) , 0 , <7 > 0 ,

и у (0 — функция, ассоциированная по Борелю с М (К). Пусть, 
далее, вне С

у м - £ « .  ф' (,)
л-0

Тогда
\сп\<КР(\ +  л/п)

■ Ш

[Ф (0 Г +| ■

(п =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

(1.27)

где р — радиус окружности Г, b зависит от контура С, К зави
сит от контура С, функции г|>(дс) и величины q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отметим равенство

откуда

оо

Y (0 = 5  M(\)e~u dK
0

оо

ум (0 =  (— \)п \ \nM(k)e~Mdk. (1.28)

Пусть в (1.28) интегрирование происходит по лучу агдА, =  ф. 
В точке i контура С, в которой опорная прямая

х cos (— q>) - f  у sin (— <p) =  h (<p)

соприкасается с контуром С, имеем

Re (/*<*) =  А (<р), Re (U) =  Л (ф) | Я, |.

В этой точке, в силу оценки (1.26) и равенства (1.28),
оо

lv w ( » K p S « + £ , . < „ ) • ( е С -О
Теперь / — произвольная точка контура С. Имеем

| ( 0 1 <  т а х ( ^ ) . I е  С.  

Та к  как  т а x{dnrn) — m(r), то
п>0
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—  < - Lm (г) ^  dn

(величины dn введены в лемме 5.1.2, а величины kn — в лемме 
5.1.3). Поэтому

1\<П)(0 К Л . - ^  (я =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,  Л  =  т -  <129>

Согласно лемме 5.1.3, имеем fc„/sm< fcn+m при любых п и т  
Убедимся еще в том, что

По лемме 5.1.2
lim д / —  =

П-> оо у  Я|
ОО.

{ i > 4т (г )  =  т  (го) ехр

lb ( г )
Так как по условию ----->0 при х -* о о , то, следовательно,
каково бы ни было е >  0 ,

т  (л) <  еег, г >  г о (е).

Отсюда, принимая во внимание, что dnrn^ m ( r)  при любых п, 
находим

ev
dn <  ~рг> г >  г0 (е).

Положим здесь г =  л/е (при больших п будет г > г 0 (е)), тогда 
получим

* .  < (% ■ ) ’ . * » > “ (■ £ )“ • » > * ( « > •



Следовательно,

lim i f Ц- =  оо.
П-> ОО V п*

Имея в виду неравенство (1.29) и свойства чисел кп, усматри
ваем , что выполняются условия леммы 5.1.4. На основании этой
леммы получаем

I{Y [F(w)]}m \k a 1b ( ^ ) ' 1 кя ( « “ 0 , 1 , . . . ) ,  г ,
(1.30)
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где В зависит от контура С, величины q и {£„}. 
Из (1.27) находим

y[F(w) 1 =
n-0

По лемме 5.1.5, учитывая (1.30), получаем 

I(Y i ( « О ^ К Л . В , ^ ) " * , ,

(1.31)(я — 0, 1, 2, . . . ) ,  Ах — ̂ -, и е Г ,

где В| зависит от контура С, величины q и {fc„}.
Рассмотрим функцию

г 00
j Yi

Г п -0

Интегрируя по частям , находим

Mt W  =  ftu l"' S Yin) W  * *  dw-
г

Отсюда, согласно оценке (1.31), будем иметь 

IМ, (Я) | < В 2 1А | - г ,  В2- Л ,В ,р  (л =  0, 1 , 2 , . . . )

Теперь заметим, в силу равенства kn =  a/dn, что ♦

й ; { ( £ ) " М ' max d 
п> 0

Знаменатель дроби равен m(qr/4b). Поэтому

I M . M K —T * ч | Я | - г , В3 =  аВ2.
mU ь)
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На основании этого 

I сп I
гпт ( 1 ) '

г >  0 . (1.32)

Положим здесь л =  « / р ( л ^ 1) и учгем, что и !< В 4 У я  ппе~п. 
Получим

k „ l < B 3fl4 V ^ - 7 £̂ r y .  1 .
"Ч4&Р/

Из (1.32) видно, что

Так как  В« >  1, то окончательно

|ся |< В 3В4 (1 + V « ) - 7 - PJ„ Л («  =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,
т  I —— I

где
V 4йр )

В ,=  ЛрВ|Р.

Величина В, зависит от контура С, величины q и последователь
ности {£„}. Но поскольку величины kn определяются функ
цией ф(л:), можно сказать , что В, зависит от контура С, функ
ции ф(дс) и величины q. Лемма доказана.

3. Д оказательство  теоремы о разложении. Установим сна
чала сходимость ряда (1.12). Напомним, что коэффициенты с*(ц) 
являются коэффициентами разложения (1 .6), причем функция 
Yi (/, ц) как  функция t ассоциирована по Борелю с целой функ
цией

р (и . Я) =

как функцией Я. Функция ^ (ц , Я) является целой функцией 
параметра ц. Из представления

оо

Y.U, n ) = U ( | i ,У

12 А. Ф. Леонтьев



следует, что Yi(*> ц) — целая функция параметра ц. На этом 
основании из формулы

СкGO— gHT \ Y i(*• I*) 1ф (01*dt,
г,

где Г| — окружность достаточно большого радиуса, охватываю
щая D, заклю чаем, что с*(ц )(£  =  0, 1, . . . )  — целые функции 
Оценим эти функции. Пусть ц изменяется в круге 
При |Я|> R  +  1

|F0», Я)|<|Ми)1 +  1М Щ

откуда, в силу условия ( 1 .10), получаем
(в) г

|F0», Я ) | < т а х ^ Ы 1 + Л  (l + ri ) f ( t r ) .

q =  4bp, Я =  ге'9.

Так как  ф (г) >  1, то правая часть при | Я | =  R +  1 не превосходит 
величины

max | L (ц) | +  Аен (* +|) =  М (R), h =  max Л (0).
Int-л  0

Той же величины не будет превосходить | F (n , Я) | и при | Я |</?-f 1 
в силу принципа максимума модуля. Поэтому прн любых Я

I f (h, я) | <  м (/?)+ д - ( 1 -л) =

—  e h W r  Г л  I А1 (П)  (1 +  Г2)  Ф (qr )  1
“ (| + г»)ф(9л) Г  + Л' (/?) 7 ^  J-

По условию ~~~—► 0 при дс-^оо. В силу этого, ф(г) растет не
быстрее целой функции первого порядка минимального типа. 
Кроме того, Л (0) ^  Л| >  0. Следовательно, множитель при М (R) 
в квадратной скобке ограничен. Получаем

I F (|1, K)\<P(R) ( 1 +*У ф (у ) » II* К  Л, Я - г Л

Согласно лемме 5.1 .2 , функция ф(г) отличается от функции т ( г )  
постоянным множителем так , что

,Л(в)л
I f  (и, я) |< р , ( * )  ( i + ri)m{qr). г ^ о .
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Воспользуемся леммой 5.1.6. На основании этой леммы полу
чаем искомую оценку для с„(ц):

K M K / c p . w O  +  V ^ ) - ^
( — I4*р )

(п =  0 , 1 , . . . ) ,  |ц |< /?.

(1.33)

Постоянная К не зависит от п и R, а 4 г - ~ п .
40р

Обратимся к оценке (1.11). Ее можно записать в виде

k K f l .  (1 + й р Н  ( л - 0 , 1 , . . . )  (1.34)

Отсюда, учитывая (1.33), получаем

\ancn(n)\<I(BlPl (R)1 ^ - ,  In К

Ряд (1.12) в круге | ц | ^ Я  сходится равномерно. Радиус R был 
взят произвольным. Значит, ряд ( 1. 12) сходится равномерно 
в любом конечном круге и его сумм а — целая функция.

Убедимся теперь, что сходится ряд (1.13) в области D. Рас
смотрим целую функцию Ф(Я, г , Г). Для Я, лежащих вне Г, 
имеем

Ф(Я, г , Г) =  L (Я) 2^ -  J  ([1_ Я)£ (Ц) + е * г. 
г

Д ля Я, которые леж ат вне Г и удалены от Г более чем на 
единицу,

IФ(Я, z, П К С | М Я )1  +  1 « П  C =  m a x ^ j | 7^ r ||rfJi l .

Пусть й — расстояние от z до границы dD области D. Если 
Я =  ге1в, то, как  мы уж е не раз отмечали, |еЧг | ^ е (Л<0,“в|г. 
В силу этого и оценки (1.10) получаем

|Ф(Я, г , Г) |< АС
„А (в)г

(1 +  г7) ф (46рг)
„л (0) Г

-f. g(h(0)-e | r_

Г АП . (1 +  Г3) <р (4ftpr) )  _ ^  .
о + ,■>„(«,,,> { л с  + -------- ? -------- }• Г > г “'

Поскольку ф(г) растет не быстрее функции первого порядка 
минимального типа, выражение в фигурных скобках является 
ограниченной величиной. Таким образом,

I Ф(Я> г > 1 ) I <  А (fi) (1  +  r j ) , ,  (46pr) <  Al  (б) ц  +  г2) т  (АЬрг) '
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Очевидно, можно считать, что это неравенство имеет место при 
любых г . 'В  силу леммы 5.1.6, тогда получим

Iап(г, D K ^ i W O  +  V J T ) - ^  (п =  о, 1, . . . ) .

Отсюда с учетом оценки (1.34) сразу вытекает, что ряд (1.13) 
равномерно сходится внутри области D.

Установив сходимость рядов (1.12) и (1.13), обратимся 
к формуле (1.8). Устремив в ней т  в бесконечность, в пределе 
получим формулу (1.14).

Осталось доказать последнее (четвертое) утверждение тео
ремы, основанное на оценке (1.15).

Пусть Г* — окружность |ц| =  р*. Имеем

Ф(А,, г, Г*) =  Ц*.)-2^ - 5 (ц -Х )М ц ) ’
In i-р *

В кольце р„ — р <■ I ц К  р* +  Р У функции L (ц) нет нулей в силу 
условия (1.15), поэтому

Ф (А,, 2 , Г*) =  L (А,)  ̂ (ц -Х )М Ц ) * 1М < Р*.
ln l-pft+p

Ф (1 , z . \
Ы  - р* - р

Пусть б — расстояние от точки z до границы dD. В силу (1.15), 
принимая во внимание неравенство Re (ze‘*) ^  Л Н>) — б, получим
| | ^  е |А(Ф)-в]|ц|

=  е - (в-«)|.и ^ е-(в-«>(р»-р) <  Ale~i6~*)Pk, (1.37)

р * - р < 1р К р *  +  Р. Л, «=*’ *, Л >  /с (в).

Далее, положив А, =  ге<6, имеем

|яМ| < ^ « - « 1  ' - ^ $ £ £ 7 . r > Pk.

Отсюда

|ф(Я, Z, г * Ж 1 ^ ( Л ) | ^  \ I ^ K p * .  (1.35)
1й1-Р*+°

\<t>(K Z, r ^ K U W i - g j -  \ | - ш г | | ^ ж < ? *4  1к1>рк- 
|ц!-р*-р (1 .36 )

3 5 6  р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и , з а д а н н ы х  в  о т к р ы т о й  о б л а с т и  |г л . v

При больших г 

Поэтому

I 1 <  ТГ Т г2Тф(<?о е <а ,>р*. |X|>p*, k >  Ki (в). (1.38)

На основании оценок (1.15), (1.37) и (1.38) нз неравенств (1.35) 
и (1.36) получаем, что при любых А,
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ег/’ > (1  + r 2)q>(<7r), <7 =  46р.

(в ) г

„а (в) г
. >.=ге‘\ к >  К, (в).

где
fi =  2/L41 =  2/te'>«.

Выполняются условия леммы 5.1.6 (функция ф(г) отличается 
от т{г)  постоянным множителем). В силу этой леммы,

\dn(z, Г*)| <  /СВ1<?- (4- ,р* (1 +  V ^ )  ^  ( « - 0 . 1. . . . ) .  k>Ki(e). 

Отсюда, учитывая оценку (1.34), находим

Z  a » 4 .(z . Г*) < К В 1Рке - {6-*)р̂ - Ш £ .
л—О

Следовательно,

’ « - ■ е т  J
Ы - Р *

Мц) dn < Сео6рке~(0~е>Рк, k > К (г).

Теорема полностью доказана.
В п. 1 было показано, что для любой функции (1.1), анали

тической в D, можно подобрать функции L(А.) и ф(г), удовле
творяющие всем условиям теоремы 5.1.1. Отсюда как следствие 
вытекает

Т е о р е м а  5.1.2. Пусть D —выпуклая конечная область, 
ограниченная правильной аналитической кривой. Тогда любую 
функцию F(z), аналитическую в D, можно представить в D рядом

^ ( * ) “ 2 ) °кР'к\  =  *1^(у.к) ) ’ zs=D.

Показатели А,* можно при этом выбрать так, что |А.*| (k ^ \ )  
будут лежать вне эадинного произвольного множества Е0 нуле
вой относительной меры.
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§ 2. Построение дифференциального оператора 
бесконечного порядка

Решение вопроса о представлении рядами Дирихле в произ- 
вольной конечной выпуклой области D функций F(z), ана
литических в D, основано на следующей теореме, которая 
имеет и самостоятельный интерес.

Т е о р е м а  5.2.1. Пусть D —конечная открытая выпуклая 
область и С — ее граница. Проведем открытые круги радиуса 1 /п 
с центрами в точках границы С. Эти круги при п >  п̂  образуют 
кольцевую область, внутреннюю границу ее обозначим С„. Пусть 
{Мп} — возрастающая последовательность положительных чисел. 
Обозначим А{Мп) класс функций F{z), аналитических в D и 
удовлетворяющих условию

\F(z)\<Mn, z f= C n, п > п 0. (2.1)

Тогда в зависимости от класса А {Af„} можно сконструировать
00

целую функцию М (\) =  £  сп\п с ростом не выше первого
1

порядка минимального типа, которая обладает свойством: для 
любой F(z) е  А {А£„} найдется функция f (г), аналитическая в D
и непрерывная в D, такая, что

M (D)f =  Е  спП  (г) =  F (г), г  е= D. (2.2)
оо

Доказательству этой теоремы предпошлем ряд рассуждений 
и лемм.

1. Построение кривых. Пусть D — конечная открытая вы
пуклая область, С — ее граница. Проведем круги радиуса 1/л 
с центрами в точках С. При больших п, п >  л0, они образуют 
кольцевую область. Внутреннюю и внешнюю границы этой об
ласти обозначим соответственно Сп и С\. Кривые Сп и С,",— вы
пуклые. Выпуклость С„ можно установить так . Пусть а«= С „, 
f t e C » .  П окажем, что отрезок [а , Ь] лежит внутри С„ или при
надлежит С„. Круг К (а) радиуса 1/л с центром в точке а лежит 
в D, круг К(Ь) того же радиуса с центром в точке b такж е 
лежит в D. Наименьшая выпуклая область Е, охватывающая 
круги К (а) в К (Ь), лежит в D. Расстояние от точек отрезка [а, Ь\ 
до границы области Е равно 1/л. Расстояние от этих точек до 
кривой С не меньше 1/л. Следовательно, отрезок [а, Ь\ лежит 
в замкнутой области, ограниченной кривой Сп. Выпуклость 
очевидна.

Из выпуклости кривых С„ и Сп следует, что их длины не 
превосходят периметра квадрата, охватывающего кривую С\.

Расстояние от каждой точки кривой С„ до кривой С равно 1/л. 
Расстояние от точки кривой С до кривой С„ может оказаться 
больше 1/л. Например, если D — треугольник, то расстояние от 
вершины этого треугольника до кривой С„ больше 1/л. П окажем, 
что всегда расстояние от точек С до кривой С„ не превосходит а/л, 
где а  — некоторая постоянная, которая зависит только от обла
сти D. Возьмем на кривой С четыре точки а, Ь, с, d\ пусть они 
расположены на С в направлении положительного обхода. Эти 
точки разделяют кривую С на четыре части. Возьмем дугу  cd, 
свободную от точек а и Ь, и на ней произвольную точку е. 
Образуем треугольник abe. Когда точка е будет описывать 
д у гу  cd, угол aeb будет оставаться больше некоторой положи
тельной величины р. Внутри треугольника abe проведем прямые, 
параллельные сторонам на расстоянии 1/п от сторон. Они обра
зуют треугольник с вершинами a ,, bh eh этот треугольник лежит 
внутри С„. Расстояние от точки е до точки ех не превосхо
дит 1/л sin р/2 . Следовательно, расстояние от точек дуги cd до 
кривой С„ не превосходит 1/л sin р/2 . Аналогичные рассуждения 
можно провести относительно точек остальных трех дуг. Выбрав 
из четырех чисел вида 1/sin р/2 наибольшее и обозначая его а , 
получим, что расстояние от точек С до кривой С„ меньше 
или равно а/л.

Пусть L — зам кнутая д уга  кривой С. Образуем кривые Г„(£) 
следующим образом. Обозначим а и b концы дуги L. Предпо
ложим, что переход от а  к & совершается в положительном 
направлении. Пусть ап — ближайшая к точке а точка кривой С„, 
Ь„ — ближайшая к точке b точка той же кривой С„. Пусть, 
далее, Кп (а) — окружность с центром в точке а радиуса р (а , а„) 
(равного расстоянию от а  до а„), Кп(Ь) — окружность с цент
ром в точке Ь радиуса р{Ь, Ьп). Рассмотрим два случая в з а 
висимости от того, пересекаются /(„(«) и Кп(Ь) в точке, ле
жащей на Сп или вне ее, или не пересекаются в подобной 
точке. В первом случае, когда указанные окружности пересе
каются в некоторой точке с, лежащей на С’п или вне ее, кон
тур  Г„(L ) состоит из дуги Ьпап кривой С„ (переход от Ьп к а п 
по дуге Ьпап на кривой С„ происходит по часовой стрелке), 
дуги апс окружности /С„(а), проходимой против часовой стрелки, 
и дуги cbn окружности Кп(Ь). Во втором случае обозначим а* 
точку пересечения окружности Кп (о) с кривой С'„, через Ьп — точку 
пересечения окружности Кп(Ь) с той же самой СЦ. Эти точки, 
если их выбор неоднозначен, выберем так, чтобы на дуге а*&* 
кривой С*, (дуга проходится в положительном направлении) не 
было точек окружностей Кп(а) и Кп(Ь), кроме точек а* и &*.



В этом случае под контуром Г„ (/-) будем понимать замкнутую  
кривую, состоящую из дуги Ьпап кривой Сп, дуги апа\ окруж 
ности Кп (а), проходимой против часовой стрелки, дугн a* ft* кри
вой С* и дуги b'bn окружности Кп(Ь), проходимой против часо
вой стрелки. Кривые Vn(L) охватывают д у гу  L и при п-+  оо 
стягиваются к ней. Длины кривых Г„(£), каковы бы ни были п 
и L, ограничены сверху некоторой постоянной ц.

2. Представление исходной функции в виде суммы двух  
специальных функций. Д окажем лемму.

Л е м м а  5.2.1. Пусть D — конечная выпуклая область и 
С — ее граница, а и Ь — две различные фиксированные точки С, К i 
и /С2— части, на которые точки а и b разбивают кривую С 
(точки а и Ь относим и к К\ и к К>). Пусть, далее, F (г)— функ
ция из класса А{М„). Тогда имеются функции F ,(z )  и F2(z) со 
следующими свойствами:

1) функция F Лг) (/ = 1 ,2 )  регулярна вне дуги Ку, причем 
F ,(  оо) =  0;

2) имеет место оценка

| F , W < P „ .  г е Г  п (К , )  (/ =  1, 2; п  >  п0),

где числа Рп зависят от {Af„}, ко не зависят от конкретной 
функции F (г) из класса А{М„);

3) в области D
F(z )  =  F l (z) +  F2(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем положительные числа е„,
оо

е„ 4 0, £  е„ <  1. Обозначим через С), д у гу  апЬп кривой С„ (о ко-
I

торой речь шла выше), когда за L берется дуга К\, через 
q - д у г у  Ьпап. Эти две дуги составляют всю кривую Сп. По
ложим

2НГ \ 2 g G » ’ (2 -3)

где G„ — внутренность кривой С„. Функция ф„(г) является ан а
литической вне дуги С\, причем ф„(°о) =  0. Она допускает
аналитическое продолжение из G„ через дугу  C'n. В результате 
этого продолжения получим

*„(*) =  F (Z) +  2^  5 , z<£Gn. (2.4)
с 1
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Последовательность (iM *)} не обязана быть сходящейся. 
С помощью некоторых добавок получим из нее сходящуюся 
последовательность.
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последовательность 
Имеем

m f J  m j L .
ап Ьп + 1

Эта разность регулярна, во всяком случае, когда 

| г  — а | >  | а — ап |, | z — Ь\>\Ь — Ья \.

Р азлагая  ядро Коши в первом интеграле по степеням (t — a) 
а во втором — по степеням (/ — Ь), получим

“  лЫ) “  Ып)
+.<*> -♦.♦,<*)-£ + I  

»-0 *-0

\z — a\> \a — an \, \z — Ь\>\Ь — Ьп\,
где

°п Ьп +1

А^ = Ш  \ ( t - a ) ’ F(t)dt, \ ( t -b ) 'F ( t)d t .
ап +1 ьп

Положим
Л  Л<"> Л  в"°

«2-5>S —0 С—П '  9

(2.6)

Выберем N так , чтобы в ы п о л н я л о с ь  условие 

I Ф« (z) -  Ф„+1 (г) — т„ (z) |< е„,

I2 - ? 1>  7 Г Г Т > 1 а — \z — b \ > - j^ T > \ b -b n- l \

Число а  выше было выбрано так , что расстояние от точек С 
до кривой С„ меньше или равно а/п.

Теперь положим

ф|(2) =  ф|(г),
л-1

фп (z) =  ф| (г) - f  £  (ф*+, (z) — ф* (г) - f  т* (z)] (п >  1). 

Очевидно,
п- i

Ф/. (z) =  Ф„ (г )  - f  Z  т* (z) (п >  1) .



I

Отсюда видно, что функция <p„(z) регулярна вне линии Г„(/С|), 
причем Фп(°°) =  0 - Убедимся, что последовательность {ф„(г)} 
является сходящейся вне АС,. Имеем

П — 1

Фп(2) =  Ф т(2) +  £  [Ф* + . ( 2) - ф * ( 2) +  Т*(2)], П > ГП,
к —т

откуда, в силу (2 .6),
п — I

| ф „ (г ) -ф т (2) К  £  е*,
* - т  ( 2 .7 )

I г  -  а | >  >  | а -  а т _, |, \ г -Ь \ >  >  | Ь -Ь т - , |.

Значит, действительно {ф„(г)} равномерно сходится в любой 
области, отстоящей на положительном расстоянии от АС|.

Предельную функцию последовательности {ф„(2)} обозна
чим Fx(z). Функция Ft(z) регулярна вне АС, и F,(oo) =  0. Ф унк
ция Fx(z) — искомая.

Чтобы получить вторую функцию F2(z), положим

Фп (2) =  F {г) — Ф„ (z), ze=Gn. (2 .8)
Имеем

П — 1

Ф„ (г) =  F (г) — (г) — £  ** (г).

Функция Ф „(г) допускает аналитическое продолжение из об
ласти Gn через д угу  С1п. В силу (2.4), после продолжения получим

Фп (2) =

_  I с F d ) d t  х ? _  , _ ч ______ 1 [  F (О dl
~  ~  2nt )  t - г  L i  * '  ' ~  2ni J  t - г

с 1 clП п

Отсюда видно, что функция Ф „(г) регулярна вне Г„(АС2) и 
Ф„(оо) =  0. На основании (2.7) и (2.8)

п -1
I Фп (z) — Ф т  (г) | =  | фп (z) — Фт  (г) | ̂  £  е*,

*“ т (2.10) 
|2 - а 1> т ^ г г .  I z - b \ > - ^ r r .

Следовательнб, последовательность {Ф„ (z)} равномерно сходится 
в каждой области, отстоящей на положительном расстоянии 
от К2.
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£  T*(z). (2.9) 
л- i
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Пусть Fj(z)—предельная функция последовательности {Ф„(г)}- 
Она регулярна вне К2 и F2 (oo) =  0. В силу (2.8),

Л  (2) +  F2 (z ) =  F (z), ze=Z).
Функция F2 (2) — вторая искомая функция.

(Заметим, что конструкция функций F, (z) и F2(z) в этой 
лемме и в следующей лемме взята из [64).)

Нам осталось произвести необходимые оценки. Будем оцени
вать функции Ft (z) в точках z, удаленных от кривой К, на 
расстояние, большее а/(т— 1). Сначала оценим коэффициенты
А[п) и В\п> в формуле (2.5). Напомним, чтоз(л)

Имеем
I ^ W K A f , С ..

ибо точки ап, bn, an+l, Ьп+1 леж ат внутри линии С„+, и рас
стояние от точки а до этих точек не больше а/п. Теперь оценим 
число N из формулы (2.5). Имеем

(*> -т„ (*> =  £  - £ ^ Т Г +  £  „  .
t - W + l  '  '  , - A f + l  °>

откуда

£  ( ^ ) ’ =
5 - V + l

_  2 Q » - 1) пМя+, ^  I j * * 1

при \ z - a \ > a / ( n -  1), \z — b \> aftn -  I). Условие (2.6) будет 
выполнено, если

2 (п — \) п М „ + 1 ,N+1( 1 V
1 й") < еп-

В качестве N, на основании этого, выберем число

Очевидно, N n | о о .
Перейдем к оценке функции Ф „ ( г ) .  Из (2.7) находим

I Фп ( г ) К  I Фт  (z) |- f  £  е* < | Ф т ( г ) | +  1,
к —т

| 2 - « 1 > 7 ^ т г .  |2 - 6 | > ^ т г .  п > т •
( 2 . 1 1 )



Далее,
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т  -1
<Pm(z) =  'J’m ( z ) +  £  T*(Z).ft-l

(2.12)

Оценим функцию ^ m(z), воспользовавшись представлением (2.3), 
в области

p(z , /С|) >  а/(ш — 1).

Сначала оценим расстояние от точки г до контура С'т . Пусть 
/ — произвольная точка контура С'т  и у — точка Кх, ближайшая 
к точке /. Очевидно, | \ — t\<^a/m. Поэтому

\ г  — /| =  |(z — v)  +  ( Y — i ) \ > \ z  — Yl — lY  — < l>

m — 1 m (m — 1)
В силу этого, из (2.3) получаем

H>w(z )| < n  m(W ~ ‘ )Mm , P(z, /fl) > - ~ T  (213)

(длины контуров C'm не превосходят некоторой фиксированной 
величины ц).

На основании (2.5), учитывая полученные оценки для коэф
фициентов, находим для k ^ m — l

s -0
" f t  rn

S s ^ 2niMm V 1
m < — T ~ L m ’

(2.14)
\z — a\> m -  I •

В силу (2.11) — (2.14), получаем

\z — b\> ш - Г

|ф»(2) 1<Ц
m(m — I) Mm . 2 (rn — 1) rriM,,

n >  m, p (z, K\)> -JJ-ZT*

Величину, стоящую в правой части неравенства, обозначим Qm-i- 
Она зависит при фиксированной области D, фиксированном ет  
только от Мт  и Мш+,. Итак,

IV»(?)KQ«-i» Р(г» Ki )  >  -̂ ГЗТ* п > т .

Отсюда
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^  ( * ) < ( ? « ,  P ( z ,  * , ) > - £ - .

Можно считать, что а  — целое число, не меньшее единицы. 
Д ля ш =  ап, где п — целое, получим

I F .( * ) !< ( ? .»  =  />„, P ( z , / ( , ) > !

Любая точка г кривой Г„(/С,) удовлетворяет условию p (z , / ( ,)>  
^  1/л. Поэтому

|/Mz)|</>„, z e = r„ (t f ,) .

При оценке функции F2{z) будем отправляться от неравенства

|Ф .(*)1< |Ф т(а)1+  Z  е*< | Ф «(2 )1+ 1 .к—т

вытекающего из (2 . 10), и равенства (2 .9)

* - i

Д ля F2(z) получим ту же оценку

\F.2( z ) \ < P n, г Г„(/С2).

Лемма полностью доказана.
3. Представление специальной функции в виде суммы др у

гих специальных функций.
Л е м м а  5.2.2. Пусть D — открытая конечная выпуклая об

ласть, С — ее граница, К — фиксированная дуга границы С, от
личная от всей кривой С, F (г) — функция, аналитическая и одно
значная вне К, причем F(оо) =  0 и

\Р(г)\< Рп, z e  Г„(К), п > п 0. (2.15)

Пусть, далее, с — внутренняя точка дуги К и  К\, К 2 — части, 
на которые точка с разделяет дугу К .  Тогда существуют функ
ции Fx{z) и F2(z) со следующими свойствами:

1) функция FAz) (/ =  1, 2) регулярна вне дуги К/, причем 
F,(oо) =  0;

2 ) имеет место оценка
IF , ( z ) \ < R n, z e T n (K, ) У - 1.2; п > п 0),

где числа Rn зависят от {Рп}, но не зависят от конкретной функ 
ции F(z) из класса (2.15) и точки с е / ( ;

.



3) вне дуги К
F(z) =  Ft (z) +  F2(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем положительные числа е„,
оо

е„ | 0 , £  е„ <  1. Пусть а и Ь — концы дуги К, а и с — концы

дуги К\, с и b — концы дуги /С2 (точки а, с, b расположены на С 
против часовой стрелки). Напомним, как образуется контур 
Г„(/С,). зная при этом, как образованы кривые С„ и С'п. 
Пусть ап — ближайшая к точке а точка кривой С„, сп — бли
жайш ая к точке с точка кривой С„, Кп (я) — окружность с цен
тром в точке а радиуса р (а , а„), Кп (с) — окружность с центром 
в точке с радиуса р (с, с„).

В случае, когда окружности Кп(а) 11 Кп(°) пересекаются 
в некоторой точке d, лежащей на С„ или вне ее, кривая Г„(/С|) 
состоит из дуги спап кривой С„, дуги and окружности К „(а ) 
и дуги dcn окружности Кп(с).

В противоположном случае обозначим следующую дугу  
кривой С'п: на этой дуге, исключая концы, нет точек окружно
стей Кп{а) и Кп(с), в точке ап окружность Кп{а) пересекает 
кривую С‘„, в точке с'п окружность Кп(с) пересекает к р и в у ю ^ . 
Кривая Г„(/С|) состоит тогда из дуги спап кривой С ^ д у г и  апа'п 
окружности /С„(а), дуги а'пСп кривой С’„ и дуги с'„сп окруж 
ности Кп{с)- Точки а и с леж ат внутри кривой r„(/Ci). Анало
гично образуется кривая Г„(К 2)-

Обозначим — С'п незамкнутую кривую, составленную из дуги 
с^ап кривой С„, дуги а^а\ окружности Кп(а) и (если имеется 
д уга  а^с’п) дуги а’пСп кривой С'п.

Начальная точка д у ги — С), есть с„, конечная, обозначим ее 
с**, есть либо а*, либо с*. В первом случае окружности Кп (а) 
и Кп{с) пересекаются в точке d, которая лежит на С'п или вне ее. 
Тогда |с — а* |< |с — сп\. Всегда, следовательно, |с — с**|< 
^ | с =  с„|. Кривую, получаемую из Г„(/С) удалением части 
ее — C i, обозначим — С2. Пусть С\ и С„ — кривые, отличаю
щиеся соответственно о т — С1„ и — С2 только направлением об
хода. При п -*оо  кривая С\ стягивается к дуге К ь кривая Сп — 
к дуге К2. Внешность кривой Г„(/С|) обозначим G„.

Положим

1 е 0 -  (2-16)
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Эта функция аналитически продолжается из Gn через контур С 'п; 
в результате продолжения получим

'M * )  =  F(2) +  z & G n. (2.17)
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После этого доказательство пойдет по схеме доказательства 
леммы 5.2.1.

Имеем

.ц л . \ _  1 f F ( t ) d i  , 1 f  F ( t ) d t
♦ » (* ) -♦ « + ,( * )— 5Э 1 ) ~ Г = Г  +  Ш  J ~ Г Г Г

У

Л +  1

( г - с ) ,+| • | г - с | > 7 г г  > \ c - c n-i\,

где
П П + 1

=  Ш  \ ( t - c ) ' F « ) d t  +  J l j -  \ (t — c)s F(t)dt.

Положим
<л)

/=о
Выберем N с условием:

I ♦»» (г) — Ч>«+1 (г) — т„ (г) | <  е„, \z - c \ > - ^ - j .  (2.18) 

Теперь положим 

Ф1 (г) =  (г),
л -1

Фп(*) =  Ф1 (z) 4-^Z [ф*+, (г) — y\>k (z) +  т* (г) ] (n > 1). 

Имеем
л -1

Фл (г) =  (2) - f  Z  Т* (2) (п >  1),

откуда видно, что функция cpn(z) регулярна вне контура Г„(К ,), 
причем ф„(оо) =  0 . Имеем, далее,



откуда, в силу (2.18),
п-1

| ф „ ( г ) - ф т ( 2 ) 1 <  Y j е*’ I z  — С I >  * Л > " « . ( 2 .1 9 )

Следовательно, последовательность (ф„(г)} равномерно сходится 
в любой области, которая отстоит на положительном расстоя
нии от дуги К 1- Предельную функцию обозначим F, (г). Она 
регулярна вне К i и F|(оо) =  0 .

Положим
Ф „ ( г ^ ( г ) - ф п ( г ) ,  г е О „ .  (2 .20)

Имеем

Фп (*) =  F(z) — фп (2) — £  т* (z).
*->i

Функция Фп(z) аналитически продолжается через контур С\; 
после продолжения, в силу (2.17), она равна

сп

Д ля z, лежащих внутри замкнутого контура Г„(/(), верно ра
венство
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г „ (X)

поскольку F(oo) =  0. Отсюда

1 Г F ( t ) d t  
2л/ J t - г  • 

г„ <ю

Отсюда

1 [  F ( t ) d t ___L  [ I M
2л/ J t — г  2л/ J  t —

и, значит,

0»<z>=i  $4^гг-- I S w .

Видим, что функция Ф „(г) регулярна вне Г„(/(2) и Ф„(оо) =  0. 
На основании (2.19) и (2.20)

п - 1
|Ф „(г) — Ф т  (z) | =  | ф„ (г) — Фт  (г) | <  £  е*.

|2 - с | > - ^ 4 г р  п >  т , (2 .2 1)
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откуда заключаем, что (Ф „(г)} равномерно сходится в каждой 
области, которая на положительное расстояние удалена от К2. 
Пусть F2 (г) — предельная функция этой последовательности. 
Она регулярна вне К2 и F2 (oo) =  0. В силу (2.20), вне дуги К

Fl (z) +  F2(z) =  F2(z).

Функции F\ (z) и F2 (z ) — искомые.
Получим соответствующие оценки. Будем оценивать Ft (z) 

в точках z, удаленных от К/ на расстояние, большее a/(m — 1)* 
Имеем, в силу условия (2.15),

I А1?* I <  2Рп ( т ) ‘ .

поскольку точки сп, сп+|, с**, с”+1 леж ат на линии Г „(К) или 
внутри ее и от точки с удалены не более чем на а/п. На осно
вании этой оценки неравенство (2.18) будет обеспечено, если бу
дет выполняться условие

V 2 (л — 1) />„ + |
Е ( ^ У -

s=iV+1

2 (п — 1)яРп+| (  , 1 \*+1
< е„

для | z — с | >  п _  j . Отсюда для N получаем значение

Оценим функцию ф„(г). Из (2.19) находим 

1ф*(2) 1< 1ф т (г )1+  1 , I2 - С 1> -^ ~ Т *
Но

п >  т .  (2 .22) 

(2.23)Ф т (2 ) =  Ф т (г )  +  £  Т *(г).
* - i

Из представления (2.16) получаем

|фст(г )| < ц -т> ~ 1) Рт , р (z, АТ,) > - ^ г г .  (2.24)
.

поскольку на контуре Ст  выполнено условие (2.15) и точки кон
тура С'т  удалены от точки z на расстояние, не меньшее 
а / т(т  — 1). Последнее утверждение доказывается так . Пусть 
/ — точка контура с!„ и у - точка К\, ближайшая к точке t.



Очевидно, l v — и потому

\г — /1 =  | (г — y) +  (y — t)\>\z — y i  — I y — t\ >
^  a _______a_ a
"" m — I m m (m — 1) *

Д ля — 1, учитывая оценку для коэффициентов А[,\
имеем, далее,

Ч  »т
. / М ^  2 (m — I) Я*+| V* / т  — 1 V  ^  2 т Р т  V* т*(г) <----- ------£ ( — ) < — !"■• w
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В силу (2.22) — (2.25), получаем

, _  I ^  .. т ( « — \ ) Р т , 2 ( я 1 - 1 ) ш Р т  I 1 _ л  
I Ф п  ( 2 )  I <  Ц -------------£ ----------------1----------------- ц ------------- 2 - / П +  1 =  Q m - l .

s - 0

п >  т ,  р (г , / С ,)> - ^ ГГ .

Отсюда

I f . W K Q » ,  P (z, * , ) > - £ - .

К ак и ранее, будем считать, что a  — целое, не меньшее единицы. 
Д ля т  — ап получим

I F l ( z ) \ < Q a n  =  R n , р (2 , К {) > \ / п .

Любая точка г кривой Г„(/С,) удовлетворяет условию р (г , K i) ^  
>  1 /п. Поэтому

1 М г ) К / ? „ ,  г е Г  „ ( / С , ) .

Заметим, что /?„ не зависит от точки с, которая разделяет дугу  К 
на части /С| и К2-

Оценка функции Ft (z) проводится на основе неравенства

I Ф „(г) 1<1 Ф п,(г )  1 + Z  е* < I Фт  (z) 1+ I 
* - i

и соотношения

r2 к-\

Получится, ЧТО

\FA*)\<Rn, г е Г  п(К2),
где /?„ — те же, что и выше. Лемма доказана.

4. Оценка целой функции экспоненциального типа.
Л е м м а  5.2.3. Пусть D —конечная выпуклая область, С — 

ее граница, К —дуга границы С, отличная от всей кривой С, 
F (г) — функция, аналитическая и однозначная вне дуги К, при
чем F (оо) =  0 и

\F(z)\KRn, г е Г „  (К), п > п 0. (2.26)

Пусть затем <р0 — угол, обладающий свойством: луч 10: г =  ге' ‘ч'\ 
г >  0 , перпендикулярен прямой /,, проходящей через концы дуги К, 
и направлен в ту сторону, с которой от прямой /, лежит до
полнительная дуга С \ К . Пусть, наконец, Л0 — расстояние от 
прямой /, до начала координат (Ло >  0 , если прямая /, пересе
кает луч 10, и Л0 <  0, если /, пересекает продолжение луча /0) и

А — max | г  |.
* е Г п ,</С)

При этих условиях целая функция экспоненциального типа 

=  Ш  \ F(z)e:Kdz, n^ sn0,
Г„(/С>

имеет вблизи луча X =  ге‘т\ г ^  0 , оценку

\L(re‘^ +  r\)\<q{r)eĥ , | f| l< l.
где

q (г) =  min R„ ехр
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п п

{числа а и ц были определены выше).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Длина контура Г„(/С) не превосходит 

величины ц. Имея это в виду, на основании (2.26), получаем

I L (re,v> +  ч) К  lietRn max ехр {[| z |cos(«p0 - f  ф)1г}, z =  |z|e'*.
z e  Г„ (К)

Величина | z | cos (ф0 +  ф) равна проекции вектора z на луч 10> 
который, напомним, перпендикулярен прямой проходящей 
через концы дуги К. Если провести прямую /2, параллельную  1Х 
на расстоянии а/п от нее и с той стороны, с которой не лежит 
д уга  К, то контур Гп(К) окажется лежащим по одну сторону 
от /2. Поэтому

12  | co s  (<р0 +  Ф Х  Л0 +  Ф -



В силу этого,

|L (/■<?'*• +  T r tK n ^ tfn f -V e x p -^ , п> Я о.

Л евая часть не зависит от п, поэтому

| L (те1*' +  ч)|< цеАен'г min Rn exp ~ ,
п > п .  П

что и надо было доказать.
Заметим, что

П т Л 1 М . =  0.
Г>оо Г

Действительно,

+  n > n o .
г  ^  г 1 п  и

Второе слагаемое в правой части меньше е при большом п. 
Фиксировав такое п, получим, что первое слагаемое меньше е 
при достаточно больших г. В результате левая часть стано
вится меньше 2е при достаточно больших г, что и означает, 
что она стремится к нулю при г -*  оо.

5. Д оказательство  теоремы. Пусть D — конечная открытая 
выпуклая область, С — ее граница, F (г) — аналитическая в D 
функция из класса А{Мп). Опишем около С прямоугольник 
со сторонами, параллельными осям координат. Пусть верхнее 
основание прямоугольника соприкасается с контуром С в точке А,, 
нижнее основание — в точке А3, левая боковая сторона — 
в точке Л2, правая — в точке Аа (если соприкосновение проис
ходит по целому отрезку, возьмем в качестве И* какую -нибудь 
внутреннюю точку этого отрезка).

По лемме 5.2.1 в области D

F (г) =  Fi (г) - f  F2 (г), ze=D,

где Fi{z) регулярна вне дуги /С, =  Ft (z) регулярна вне

дуги К2 =  Л И И 2, причем f /(<») =  0 ( / = 1 , 2 ) и

IF,(z)\*^Pn, ге= Г п(К,) 0 = 1 ,  2; п ^ п 0).

Числа Рп зависят только от {Af„} (область D здесь и всюду 
в дальнейшем фиксирована).

По лемме 5.2.2 вне дуги /С/

F,(z) =  Fl l (z) +  Fl2(2) 0 = 1 ,2 ) ,
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где Fn{z) регулярна вне дуги Кц, Fl2(z) регулярна вне дуги К12, 
причем Fih(oo) =  0 и

1^/*(г)|</?„, г<=Гп(К1к) (j, k =  1, 2; п >/!<,).

Здесь /Сц— дуга  Л,/12, АС,2 —дуга  А2А3, К21 — д уга  А3А4, К22 — 
дуга  А+А\, числа /?„ зависят только от {Рп}, а в конечном счете 
только от {М„}.

В итоге имеем
F (z) =  FH (z) +  Fi2 (z) +  Ftl (г) +  (z), 2 e  D. (2.27)

Ка-ждую функцию Ftk(2) будем, согласно лемме 5.2.2, пред
ставлять в виде суммы двух функций. Ограничимся рассмотре
нием первой функции /гц (2). Рассуждения с другими функциями 
будут совершенно аналогичными.

Ради простоты обозначим Ф (2) =  Ft, (2), S  =  /C,, =  Л|Л2. На 
I дуге S  (на ней не леж ат точки i43 и A j  возьмем произвольную 

точку А. Она разделит дугу  S  на две части 5 , и S2 (5, имеет 
концы в точках А\ и A, S2 — в точках А и А^. По лемме 5.2.2 
вне S

Ф (г) =  Ф ,(2) +  Ф2 (г),

где Ф/(г) регулярна вне дуги Sh причем Ф/(оо) =  0 и

I® ,(z)\<Q n, 2 s r n (S ,) (/ = 1 , 2; «> Л о ).

I Числа Qn зависят только от {/?„}, а в итоге только от после- 
[ довательности {Af„}. Напомним, что числа Q„ не зависят от 
I того, какую  точку А взять на дуге S . Эти числа будут фигури

ровать и при рассмотрении остальных функций в равенстве (2.27).
Образуем целые функции экспоненциального типа

LIW  =  Ш  S ф/ W  ** dz (/ =  1 > 2 ; п >  п0) (2.28) 
(S, )

[ и воспользуемся леммой 5.2.3. Пусть ф ,— такой угол, что 
( луч /0: г  =  ге~'ф|, г ^ О , перпендикулярен прямой /,, проходя- 
I  щей через точки А, и А — концы дуги S ,, и направлен в ту

К сторону от /|, где лежит дополнительная дуга AAtAt; Л, — рас- 
I  стояние от прямой /, до начала координат (Л, >  0, если пря-
I мая /, пересекает луч /0, и Л, <  0 , если /, пересекает продол-
I жение луча /0). .Аналогично, пусть ф2 — такой угол, что луч
I  1'0: z =  re~lVi, г ^ О , перпендикулярен прямой /', проходящей
К через точки А и А2 — концы дуги S.2, и направлен в ту сторону

I от этой прямой, где лежит дополнительная дуга  А2АаА\ Н2 -
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расстояние от прямой /' до начала координат. Очевидно, 
0 <<р2< ф|< я/2. По лемме 5.2.3

\L,(rel(fl +  T ))| < ? (r )e V , |Л |< 1 , 0, (2.29)
где

q(r) =  B min Q „exp -^ -, r > 0 .
л > n , n

Здесь В — постоянная, которая зависит только от области D. 
Поскольку

l im J ! i i£ L = 0 ,
Г->оо Г

на основании свойства 6 ) уточненного порядка (см. гл. I, § 2 , 
п. 1) имеется уточненный порядок

р (г) =  1 — Ф (* ) t со, -L T L -> 0 , V W - > 0 , дг->оо,

(2.30)
удовлетворяющий условию

<7 (г) <  ехргр(г), г >/•<,.

Число г0 будем считать таким, что
Ч> (|п 'о) ^  I 

In Го ^

Имея это в виду, согласимся считать р (г) =  р(го) > 0  для 
0 ^ r < r 0. При подходящем выборе постоянной К прн всех 
г > 0  тогда будем иметь

q(r) <  К ехргр<г), 0. (2.31)

Возьмем число т > 1 .  По теореме 1.2.7 имеется целая функ
ция

оо

ЛГ(А) =  П  0  ~ 4 V  И * > °  ( * > 0

конечного типа при уточненном порядке (2.30), которая вне 
кружков радиуса 1 с центрами в своих нулях имеет следую
щую оценку снизу:

1п|Л Г(А )|> (ят-е)|А |р‘ |Х|), |Я |> г0(е),

где е > 0  — любое. Выберем е <  1. Тогда вне указанных круж 
ков
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При подходящей постоянной М >  0 получим неравенство

| W W I > A f ( l + r V P(r\ Г -|Х | , 1(2 .32) 

(к =  0 , 1 , 2, 3; п = 1, 2, . . . ) •

Оно имеет место всюду вне отмеченных кружков.
Теперь рассмотрим функции

♦ / W "  \ < /" 2)- (2.33)
у/

где Y/-  контур, идущий из начала координат в бесконечность. 
Более точно, контур у , устроен следующим образом. Обозна
чим а точку ( 1 + 0 , через р, — луч, выходящий из а парал
лельно положительной части действительной оси, через р2 — луч, 
выходящий из а параллельно положительной части мнимой оси. 
В угле между лучами р, и рз выполняется оценка (2.32). Можно 
считать (за счет выбора М), что эта оценка выполняется и на 
отрезке, соединяющем начало координат с точкой а.

Рассмотрим три случая в зависимости от того, будет ли 
угол ф/ из неравенства (2.29) строго заключен в пределах
0 < ф/ <  я /2 или он будет равен нулю, или, наконец, он будет 
равен я/2 .

Пусть сначала 0 < ф ,< я / 2 . При ф/ =  л/4 контур у/ — луи 
Л- > • * / , 0 . При 0 <  фу < я/4 контур у / идет из начала ко
ординат по отрезку в точку а, из точки а идет параллельно 
действительной оси до точки at пересечения луча р, с лучом 
А ,: Я =  ге,ф/, г >  0, из точки а, идет по лучу А , в бесконеч
ность. При я/4 <  ф/ <  я/2 контур у/ идет из начала координат 
по отрезку в точку а, из точки а — параллельно мнимой оси 
до точки Ь, пересечения луча р2 с лучом Д/( из точки Ь/ — по 
лучу А/ в бесконечность.

В случае Ф/ =  0  контур у / идет из начала координат по от
резку в точку а, а из точки а — по лучу р, в бесконечность.

Наконец, в случае ф/ =  я /2 контур у/ идет из начала коор
динат по отрезку в точку а, а из точки а — по лучу р2 в бес
конечность.

Заметим, что, какова бы ни была точка А контура у/, име
ется точка А,* луча А/, удовлетворяющая условиям

1Я 1- 1П
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В силу этого и на основании (2.29),

| L ,(k)\< q(r)eHir, A . e Y/, г ~ | Н

Отсюда, учитывая (2.31), далее получим

\Ll (k)\<KehirerPir), Л е у / .  г - | Н  (2.35)

На контуре у/ имеется оценка (2.32). В силу этой оценки и 
оценки (2.35) имеем

| ^ | < * | - Г Г 7 Г '  /. г - | Н  ^  =  (2 3 6 >

Осталось в интеграле (2.33) оценить показательный множи
тель. Имея в виду (2.34), запишем

е-гУ — e-zVe-zi\' | Г] К  1.

Учтем, что | А, | =  | Я* | =  г, argA,* =  qp,. Если a r g 2 =  >J>, то 

|е-гХ | < е|г|ехр [— r|z|cos(<p/-f t|>)].

На основании (2.36) подынтегральная функция в интеграле
(2.33) имеет на всем контуре у , оценку

| -ЩЦ" е~Л  I <  Т Т ^  ехР ( 1л/ - 12 1cos (ф/ +  Ф)] г). (2.37)

Выясним, где сходится интеграл и какова его оценка.
Пусть сначала / = 1 . Выражение | г |cos (q>y - f  ф) представляет 

собой проекцию вектора г  на луч /0: А. =  | А. | . Когда точка г 
находится в полуплоскости Du расположенной справа от пря
мой /j (прямая 1Х проходит через точки А и Л,), квадратная 
скобка в (2.37) отрицательна. Следовательно, интеграл (2.33) 
сходится и представляет собой аналитическую функцию в по
луплоскости £),, причем

v/
Интегралы по отрезку от начала координат до точки а  и от 
точки аI (или bj) по лучу Л/ не превосходят в сумме

оо

f  d r
J  l+ / -J = = 2 ‘
О
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Интеграл по горизонтальному участку (или вертикальному 
участку) не превосходит

оо

_  dx ^  f  dx я
2 +  xJ J  1 +  дс2 =  2 *о о

В итоге

| t i  (г) 1 < л / ( г е О , .

Аналогично получим, что функция ф2 (г) является аналити
ческой в полуплоскости D2, расположенной справа от прямой /' 
(эта прямая проходит через точки А и у42), и там

|ф2 (г )| <  л/^е1* 1, г е Д .

Рассмотрим сумм у

ф(г) =  ф, (2) +  ф2 (г).

Она регулярна в угле £ =  £>|f)£>2. и в этом угле

| ф (г)| < 2л/С,<?|г1, г е £ .  (2.38)

У гол Е имеет вершину в точке А. Убедимся, что функция ф(г) 
не зависит от положения точки А на дуге А^А2. С этой целью 
в представлении (2.33) будем непрерывно деформировать кон
тур у/ так , чтобы он перешел в луч у, идущий из начала ко
ординат под углом п/4 к положительной части действительной 
оси. Поскольку у  функции №(Я) между контурами У/ и у нет 
нулей, значение интеграла (2.33) при деформации контура ме
няться не будет. Так как функция Z., (Я) — целая экспонен
циального типа, а N {\) имеет оценку (2.32), интеграл (2.33) 
будет сохранять смысл по крайней мере для достаточно боль
ших по модулю г , лежащих в четвертом квадранте. Д ля таких г

V

Отсюда

+ (*)«=♦. (*) +  ф2 (2) =  J  e-«x dk.
v
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Но

М * )  +  М М — Ё г  S Ф 1 (*)•*<** + -ST  S ф2 (z)e*dz =  
r » ( s .) r » ( s2)

“ i  S ° . W « A rf* + -5 T  J
r „ ( S )  r „ ( S )

=  2^7 S (Ф* (*) +  ®i (*>]«*<**— 5 5 - J  Ф ( г ) е * Л .
r„(S) r „ (S )

Правая часть не связана с положением точки А на дуге AtA2. 
Это и доказывает независимость функции ф(г) от положения 
точки А.

Из независимости \|>(z) от положения точки А следует, что 
функция ф(г) регулярна в любом угле £ =  D|f)A> с вершиной 
в произвольной точке А е  AtA2 и в каждом таком угле имеет 
оценку (2.38). В объединении указанных углов содержится об
ласть D.

Положим
Р =  т а х  в**1. 

ж т О
Из (2.38) получаем

| rj>(z) I <  2лР/С|, г е й ,  (2.39)

Пусть z0 — некоторая точка области D. Рассмотрим функ
цию

г

/11(2)-=  ^ { z ) d z ,  z<=D,

где интегрирование производится по отрезку, соединяющему 
точки z0 и г. Из оценки (2.39) следует, что функция /ц(г) рав
номерно непрерывна в области D. Доопределив ее естественным 
образом на границе, получим функцию f lx (г), аналитическую 
в D и непрерывную в замкнутой области D.

Положим теперь
оо

A f ( J l )  —  JU V  ( - * ) - = £  с Х
л —О

и докаж ем , что

М {D) /и (z) =  £  сп/«»> (г) -  Ф (г) -  F u (z), z е  D.
п—О

378 РАЗЛОЖ ЕНИЕ ФУНКЦИЯ, ЗАДАННЫХ В ОТКРЫТОЙ ОБЛАСТИ [ГЛ. V

Функция М(А) имеет конечный тип при уточненном порядке
(2.30). Так как

г° (г)
——  =  e - * d n  г ) _ > о ,  г - +  о о ,

то Af(A) растет не быстрее целой функции обычного первого 
порядка минимального типа. Поэтому

П _____
lim У я!|с„|  =  0 .

Л ->  ОО

Отсюда следует, что если ф (z) регулярна в окрестности | г — а |^р 
и в этой окрестности | ф(г) |< К, в силу чего

р*  I г  _  д | <  £
nl Н * / о \ п + | ’ 1 ^  2 ’
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то
Ю

I <?пФ(п) (z) I <  2А (е) К ( ^ р ) "  > | г - а | < | ,

каково бы ни было положительное е. Значит, ряд, определяю
щий M(D) ф, равномерно сходится в достаточно малой окрест
ности точки а. Более того,

| М (0 )ф (г )1 < Я  max | ф(/)|, \г — а | < £ .  (2.40)

Отсюда следует, что оператором M(D) можно действовать на 
функцию fu(z) во всей области D. Пусть

ОО

^ ( - А )  =  £ а Д п,U
тогда

д н о ) / „ ( * ) » !  «./;+■(*).

Но /|,(г) =  ^ (г ) . Поэтому

М (D) (г) -  N ( -  D) ф (г) =  £  ап̂ ,п) (г).
О

В силу линейности оператора,

N ( - D H  (z) =  N {— D ) (г) +  N ( -  D) ф2 (г).

На основании формулы (2.33) получаем

* ( - / > ) * , ( * ) =  \Lt (\ )e -* d K  z & D ,  ( / = 1 , 2).



Правая часть представляет собой функцию, ассоциированную 
по Борелю с целой функцией L,(\). В силу (2.28), эта ассо
циированная функция равна Ф/(г). Таким образом,

N ( — D) $  ( г )  =  Ф 1 (г ) +  Ф 2 (г )  =  Ф ( г )  =  /7ц (г ), 

z e  £  =  /), Л D2.

Л евая часть регулярна в D, правая часть такж е регулярна 
в D. Последнее равенство, установленное в угле Е, имеет место 
во всей области D. Итак,

M (D )fl t (z) =  F tl(z), ze=D.

Подведем итог. Исходную функцию F (г) из класса А{Мп) 
мы представили в виде (2.27). Д алее построили целую функ
цию М (Я), растущую не быстрее функции первого порядка 
минимального типа. Эта функция для данной фиксированной 
области D зависит только от последовательности {Af„}. Отпра
вившись от функции (z), мы, наконец, сконструировали 
функцию f п (z), которая регулярна в D, непрерывна в D и удо
влетворяет условию

Af(D )/,,(z) =  f „ ( z ) ,  z(=Z>.

Все функции из правой части соотношения (2.27) равноправны 
между собой. Поэтому, действуя аналогично предыдущему, 
можно сконструировать_функции jf|2(z), f2, (z), /и(z), регулярные 
в D и непрерывные в D, для которых

M (D)flk(z )~ F ,k(z), z<=D,

причем, что очень существенно, функция М(А.) здесь будет 
та же сам ая, что и выше. Положим

f(z ) =  / „ ( z )+ f ,2(z) +  /2. ( 2) +  /22(z).

Эта функция регулярна в D, непрерывна в D и 

М (D) f (z) =  F (z).
Теорема доказана.

§ 3. Случай произвольной границы

1. Теоремы о разложении. На основании теоремы 5.2.1 
установим следующую теорему о разложении в ряд Дирихле 
функции F (г), аналитической в произвольной конечной открытой 
выпуклой области D.
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Т е о р е м а  5.3.1. Пусть D — конечная выпуклая область, 
С — ее граница, К (ф) — опорная функция D, h (ф) =  К (— ф), 
L (А,) — целая функция экспоненциального типа и вполне регу
лярного роста со свойствами:

1) все нули L(k), обозначим их А,,, . . . ,  — простые',
2) при любом е >  0

In I V  (А,*) | >  [А (Ф*) — е] г ,
Ф* =  агдА,ъ  £ > * 0(е);

3) имеет место оценка сверху
„л <ф)г

| L (г<? *) | <  А — , ц > 1.

Пусть затем М (А,) — целая функция с ростом не выше пер
вого порядка минимального типа, о которой речь идет в тео
реме 5.2.1 и о которой известно следующее: каждой функции F (г) 
из класса А {М п) соответствует функция / (г), аналитическая 
в D, непрерывная в D и такая, что

M(D)f(z) =  F(z), z<=D.

При этих условиях для функции F (г) из класса А {М„} имеется 
представление

г < л - 1 Щ а£ * « . *
V -1

где

©1 (П. /) =  2М  Y W ( W  “  l) * dt '

Доказательство совершенно простое. Д ля функции f(z), ана
литической в D и непрерывной в D, имеем, согласно тео
реме 4.6.4, разложение

v - l

Ряд равномерно сходится внутри области D. Согласно оценке 
(2.40)

| М (D) ф (z) | <  В шах |ф(/)|, \г — а|< р/2,
| < - а | < р

оператор M(D) обладает свойством: если в окрестности точки a 
последовательность {ф„(г)} равномерно сходится к ф(г), то

*  *1 СЛУЧАЙ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГРАНИЦЫ 3g|



в меньшей окрестности
М (£>) ф„ (г) -*  М (D) ф (г), п -*°о .

На основании этого свойства
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V - I

ибо
М (й)еКгшшМ(к)еКг.

Теорема доказана.
Всякая функция F(z), аналитическая в D, входит в неко

торый класс А{М п}, например в класс А(М п), где

Мп =  шах | F (г) | ( л = 1 ,  2, . . . ) .
г*сп

Кроме того, всегда имеются функции L(k) со свойствами, у к а 
занными в теореме. Нули A,v этой функции можно еще выбрать 
так , что |Л„| будут лежать вне заданного множества нулевой 
относительной меры. Поэтому как  следствие получается

Т е о р е м а  5.3.2. Пусть D — конечная выпуклая область. 
Тогда имеется последовательность показателей {A,v}, зависящая 
только от области D, такая, что любую функцию F(z), анали
тическую в D, можно в D разложить в ряд Дирихле

f ( z ) = Z « v « 4  z e D .
V -1

Показатели A,v при этом можно выбрать так, что |A,V| будут 
лежать вне заданного множества нулевой относительной меры.

2. Отсутствие универсального способа. При доказательстве 
теоремы 5.2.1 была использована принадлежность функции F(z) 
к классу А{Мп). Возникает вопрос: не существует ли универ
сальной целой функции М(А,) нз класса [1, 01 (т. е. с ростом 
не выше первого порядка минимального типа) такой, что для 
любой F(z), регулярной_в D, найдется функция / (г), регулярная 
в D и непрерывная в D, удовлетворяющая условию 

M(D)f(z) =  F(z).

На этот вопрос дается отрицательный ответ. Он вытекает из сле
дующего предложения.

Пусть М (к) — целая функция из класса [1, 0] и D — открытая 
выпуклая конечная область. Тогда имеется последовательность 
чисел {Af„}, зависящая только от функции М (А.) и области D, 
которая обладает свойством: для любой функции f{z), регу

лярной в D и непрерывной в Ъ, верно соотношение
\M(D)f (г) | <  Мпma_x| f (/) |, г е  Сп, п ^п ^,

tm O

где Сп — замкнутые кривые, которые были введены выше. 
Докажем это. Имеем

/(">) — JZiL f МО dt 
' К ) 2 я / 3 ( / - г Г +* *

Пусть z лежит на линии Сп. Так как

|/— г| > 1 / я ,  / е С ,  г е С „ ,
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то

|f<m’ (z)|< nm !/tm+lmax|/(/)|, ге=С„, п > л 0 (3 . 1)
t e C

(длины контуров Сп не превосходят фиксированной величины ц). 
Пусть

м ( Л ) = £ с иАЛ
о

Поскольку Af (% )€ [( ,  0], имеем
m  ___________

lim л/т\\сп | = 0 . (3 .2)
т-> оо

На основании (3.1) получаем

\M(D)f(z)\ = Е  cmf{m) (г) <  Ц (  £  т !  | ст  |лт+|>) max | / (/) |,
т -0  \ т—0 / /еС

причем, в силу (3.2),
оо

Мп =  \1 Z  m\\cm\nm+i <  оо.
т - 0

Таким образом,

| М (D) / (г) | ^  Л1„ max | f (/) |, г е С , ,  (3.3)
tec  '  '

что и надо было показать.
Приведем пример функции F (г), регулярной в D, для ко

торой
(znk)\>  nkMnk, г„ке=С„к, л * -ю о . (3 .4)

Здесь Мп — числа нз соотношения (3.3). Д ля этой функции F(z) 
не найдется регулярной a D и непрерывной в D функции f (2)



такой, что
М (D) f(z) =  F (г),

ибо соотношения (3.3) и (3.4) несовместимы.
Д ля построения нужной функции F (г) опишем около об

ласти D окружность К. Для простоты изложения будем считать, 
что центр К — в начале координат, а одна из точек сопри
косновения с D — точка R, R >  0. Ясно, что функция, регу
лярная в \z\<R , будет регулярной в области D. Пусть а„, 
0  <  а„  - *  R, п >  п0, — точка пересечения линии С„ с положи
тельным радиусом.

Положим
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F (z )=  I  Ьт гт , (3.5)
m—0

где

bm =  2 min ^  (т  =  0, 1, 2, . . . ) ,  Pn =  m ax(M „, 1, Rn). (3.6)
п>п. 0 ,7

Убедимся сначала, что ряд (3.5) сходится в круге | z| < tf. Из 
условия (3.6) заключаем:

0 < 6т < 2 ^  ( т  =  0 , 1 , 2 , . . . )
ап

при любом фиксированном п, п > л 0. Следовательно, радиус 
сходимости ряда (3.5) не меньше а„. Но поскольку п — любое, 
большее чем п0, и ап~* R, то, значит, радиус сходимости не 
меньше R.

Покажем теперь, что выполняется условие (3.4), если в к а 
честве z„ взять точку а„. Допустим противное, что

F(a„)</iA f„, л > л , .  (3.7)
Так как

| F ( z ) \ < F ( a n),

то, в силу неравенств Коши, 
b <  F (a„) пМп ^  яР«

При фиксированном т  и п-*оо  

(  nRn >  nRn 
nPJ L >  1

I arn "  Rrn

U K a n,

( п > л , ;  m =  0, 1, . . . ) .  (3.8)

-> oo, R >  1,

oo, / ? < 1.
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Поэтому, учитывая определение (3.6), заключаем, что найдется 
номер пт  такой, что 

пРцЬт =  2 ■п„ (m =  0 , 1 , 2 , . . . ) . (3.9)

Числа пт  не могут быть ограниченными: nm<^N, ибо тогда 
радиус сходимости ряда (3.5) был бы меньше R. Следовательно, 
имеются такие т к ( £ = 1, 2 , . . . ) ,  что соответствующие им 
Птк~* оо при k ->оо. Д ля т  =  т к равенство (3.9) противоречит 
неравенству (3.8). Полученное противоречие показывает, что не 
может выполняться условие (3.7), каково бы ни было п,. Следо
вательно, найдутся номера пк-> оо, для которых выполняется 
неравенство (3.4). Функция (3.5) — искомая.

3. Представление аналитической функции в виде суммы 
периодических.

Т е о р е м а  5.3.3. Пусть D — выпуклый многоугольник с вер
шинами в точках Yi, Уг> •••> Yр- Тогда функцию F (г), аналити
ческую в D, можно представить в виде

F ( z ) = t F k(z),
к-1

D, (3.10)

где Fk (z) — функция, аналитическая в полуплоскости Dk, ко
торая ограничена прямой, проходящей через вершины у* и Y*+i 
(в полуплоскости Dk лежит D), Fk (z) — периодическая функция 
с периодом, равным y*+i — Y*-

При доказательстве воспользуемся теоремой 5.3.1, причем 
при четном р в качестве L(\) возьмем функцию Q(A) из тео
ремы 1 .2 . 1 1 , предварительно поделив ее на Хр'2, а прн нечетном р 
в качестве L(X) возьмем функцию Q, (А.) из теоремы 1.2.12, по
делив ее предварительно на 

р- i  
К *

Напомним, что

Ы)'1

где ш<") имеют тот же вид.

("i =  l ,  2 , я — 1 , 2 .......... р),2л/
Y/»+i- Y/i

р-|

13 А. Ф. Леонтьев



■

386 РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ. ЗАДАННЫХ В ОТКРЫТОЙ ОБЛАСТИ (ГЛ. V

В силу теорем 1.2.11 — 1.2.13, так  выбранная функция ЦК) 
обладает всеми нужными свойствами, необходимыми для раз
ложения. Поэтому

(*У> в л  г е О .

Этот ряд есть ряд вида

t  Z
wik)t 

а ( к ) е  т  ш

Внутренняя сумма представляет собой функцию Fk(z), анали
тическую в полуплоскости D* и периодическую с периодом, 
равным (y*+i — Y*)- Имеем

F ( z ) = t F k(z).

Теорема доказана. Более детально вопрос рассмотрен в [37].

Г Л А В А  VI

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ПО КОЭФФИЦИЕНТАМ 
ЕЕ РЯДА ДИРИХЛЕ

Пусть L (Я) — целая функция экспоненциального^ типа,
Y (/) — функция, ассоциированная с ней по Борелю, D — наи
меньшее выпуклое замкнутое множество, содержащее все осо
бенности у (0 . причем 0 е £ ) ,  F (z) — функция, аналитическая вО .

М и ,  0 ( j f P - O *•*<*&)Я ,

где С — охватывающий D замкнутый контур, на котором и 
внутри которого F (г) — аналитическая функция. Если Яу 
( v ^  1) — различные нули L(K) и mv — соответственно их крат
ности, то функции F (г) сопоставляем ряд

Р (г )~ Т ,Р Л г )е 'а .,*

ш, (ц, F) d\i
Т ы

где Cv — окружность с центром в точке внутри которой нет 
нулей Z.(n), отличных от Яу.

Согласно теореме единственности 4.3.1, если известны Pv (z) 
(v >  1), то принципиально по этим данным можно восстано
вить F (г). Задача заключается в выяснении, какими способами 
можно это сделать.

§ 1. Первый способ восстановления

1. Случай регулярности в замкнутой области. Система 
функций {\{>v, k{t)},_биортогональная системе по теореме
4.4.1 полна вне D в классе функций, аналитических вне D и 
обращающихся в нуль в бесконечности. В силу этого, для 
фиксированного z e D

Pm U) mv - 1

i h r - a z .  Z Z <".<*>к .('>• ,sC . 0 0
13*
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причем сходимость на контуре С является равномерной. Имеем
Рт (г) mv- l

'« -•В Т  I  * Г .0 )5 Г к » * - 'с т>  v - l  л—о с

"2^7" ̂  F (О 't’v. к (0 dt =  a v, *,

поскольку

Поэтому

Р Л г )=  Eav.ftZ*.
к-О

Рт (г) mv- l
/=,(г) = Пт Ё Ё atm)*(2)av ** 

т-><*> v - l  * - 0

Т е о р е м а  6.1.1. Функция F(z) может быть восстановлена 
по известным коэффициентам a Vi * по формуле

Pm M  rnv -1

F ( z ) =  l im  £  £  a v " * (г ) a v *» 2 S A  ( I - 2 )
m>oo v - l  * -0  "

где (г) находятся из представления ( 1 . 1).
Этот способ восстановления указан в [49]. Иной способ (его 

здесь не приводим) предложен в [8].
2. Случай регулярности в открытой области. Пусть функ

ция L(\) удовлетворяет дополнительному условию

| L (re1*) | <  А Ц > 1 . (1-3)

Ограничимся случаем , когда нули A,v ( v > l )  функции L(А,) — 
простые. Функции F (г), аналитической в D и непрерывной в D, 
тогда сопоставляется ряд

где

F (2) ~ I

« V — s r J / 'W t v W r f /  (V > 1 ) .

Функции $ y (t) образуют систему, биортогональную системе 
{е По теореме 4.4.2 (предполагаем, что D не есть отрезок) 
система {^v (0} полна в метрике С в замкнутой области Е — 
внешности D в пространстве функций, аналитических в Е, не-
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прерывных в £ н обращающихся в нуль в бесконечности. В силу 
этого, при фиксированном z е  D

рт  <*>
j z r j  =  Y j < n ,(2) 'M /). tezdD , (1.4)

°° v - l

причем сходимость на контуре dD является равномерной. На 
основании этого

dt

Pm <*>
=  lim У  <т)(г) 2 ^  \ F ( t )^ ( t )d t= V \ m  У  <я|(2)«„

Т ео  ре м а 6.1.2. При условии (1.3) функция F (г) может 
быть восстановлена по известным коэффициентам a v по формуле

Pm <г >

F (z )=  lim Е

где a[m) (г) находятся из представления (1.4).
Рассмотрим еще случай, когда

*>L(n,F) =

где a(t) — функция ограниченной вариации на dD. Функция F (г) 
предполагается аналитической a D м непрерывной в D. Счи
таем , что D не есть отрезок. Допустим, что у  L(k) все нули 
A,v — простые. Тогда функции F (г) сопоставляется ряд

(1.5)

Воспользуемся свойством 15) интерполирующей функции (см. 
гл. IV, § 2, п. 4): если функции F (г) сопоставлен ряд (1.5), то

где

Ф (z) =  F (г) — а1еК г — а#х‘г ~  (М) £  ауек',г, (1.6)
v -3



Функция Af (>.) удовлетворяет условию вида (1.3). Допустим, 
что известны коэффициенты a v ( v ^ l ) .  Отсюда следует, что из
вестны и коэффициенты ряда (1.6). По теореме 6.1.2 можно вос
становить указанным в ней способом функцию <р(г). Но тогда

F (г) =  <р (г) - f  a ,е*‘* - f  a.j£*.

Таким образом, и в этом случае удается все тем же способом 
восстановить F (г). _

Случай, когда D — отрезок, будет изучен ниже.

§ 2. Второй способ восстановления

Другой способ восстановления функции F (г) по известным 
коэффициентам соответствующего ей ряда Дирихле связан с иной 
трактовкой самой задачи восстановления (см. [27]). Эта задача 
решается в случае, когда все нули Xv функции L (i) вещественны 
и функция L(k) на вещественной оси имеет вещественные зна
чения. Тогда у  функции

к-0
коэффициенты ск (к ^  0) — вещественные и область D, опреде
ляемая особенностями функции

Y W - Z - ^ .
о

симметрична относительно вещественной оси.
1. Постановка задачи. И так, пусть у L(K) все нули A,v ве

щественны и L(А,) на вещественной оси принимает лишь веще
ственные значения. В этом случае по теореме 1.1.9 по данному 
<7 > 1  можно найти h > 0 и окружности | А. | =  г* | 00» rk < q rk- t 
( k ^ 2 )  такие, что

1п|/.(Л )|> — Л |Н  |*| =  г * ( * > 1). (2 . 1)

Это же неравенство при подходящем Л, в силу той же теоремы, 
будет выполняться и в углах

Фо<1 arg* |< л — фо, 0<ф о<-|-- \ Ь \ > Г\-

Возьмем функцию F (г), аналитическую в D. Ей соответ
ствует ряд

f ( * ) ~  Е  Pv (z)eV . (2 .2)t
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Положим
F +(z) =  lim Z  Ру(г)е^г,

0<^ <r* (2.3)
F (z )=  lim Yj Pv (z)e*v*,

оо 0 < - T y <r/t

где гк взяты из (2.1). Убедимся, что функция F~ (z) регулярна 
в угле | a rg (z  — а~) | <  ф0 <  я/2 , а функция F +(z) — в угле 
| arg  (г — а +) — я  | <  ф0, где ф0 фиксировано (но произвольно) 
в границах 0 <ф 0 < я/ 2 , а вещественные а~ и а +, а + < 0 < а - , 
зависят от ф0.

Пусть Г — граница у гл а  |argnl<i|>o, 0 < -ф0 <  я/2. Рассмо
трим функцию

* / ч _  • С (**> F) е*г d**
'  W  2л/ J  L (ц) 

г

Д ля простоты будем считать, что L(0 ) Ф 0  (если L (0) =  0, то 
контур Г в окрестности начала координат надо немного изме
нить так , чтобы он не проходил через начало координат). Оце
ним подынтегральную функцию. Из конструкции функции 
(о^(ц, F) непосредственно видно (см. такж е свойство 4) интер
полирующей функции), что

l<»i(n. F)\< AteP'M,

где Л| и р, — некоторые постоянные.
Положим р =  Л -f- Pi, z =  — zlt aTgz{ =  <f. Видим, учитывая

(2.1), что подынтегральная функция на Г имеет оценку

1(0. (и , F)  I L ..—  gn* <  /4ei-i#.ico*(4.±w+pimi
l (ft)

(«плюс» берется на верхней части Г, «минус» — на нижней). 
На окружностях |ц| =  г* имеем аналогичную оценку

| [I | =  гк, -ф =  arg  ц,.

Обозначим Г* конечный замкнутый контур, составленный из 
дуги окружности | ц | =  г*, — ^ o ^ a rg n ^ r p o . и части Г, распо
ложенной внутри окружности | (д. | =  г*. Рассмотрим область 
изменения z,:

|ф |< -у  — ♦» — е, 1*|1>1Ш 7'
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Когда z, лежит в этой области, а ц находится на Г или 
внутри Г, имеем

cos (<р +  ф) >  cos —  е )  =  sin е, | z, | cos (ф +  ф) >  2р.

Отсюда

1 WLL (ii)) | ^  ц е Г ц  или ц е Г .  (2.4)

В указанной области целиком содержится угол

D>: | a rg  (z (  — ‘̂ т )  | <  "  ̂ to  —

В угле D, поэтому выполняется оценка (2.4).
Имеем

T j P v(z)^v*.
г * 0<*.y < r„

В силу оценки (2.4), когда г , лежит в угле Z),, равномерно 

lim £  p v (г) /v* =  \ ^ Р~ ̂ d n  =  f(z) =  F + (z).
0<\v <rk Г

Следовательно, функция F +(z) регулярна в угле

Do : | arg  ( г  — а +)  — л | < - j  — фо — е, а + =  -

(угол Do симметричен относительно начала координат углу  Dt). 
Величина Фо =  у  — Фо~ в за счет выбора ф0 и е может быть 
сколь угодно близкой к я/2 .

Аналогичным образом можно убедиться, что последователь
ность

£  m * ) * v  ( f t - i . 2 , . . . )

равномерно сходится и, значит, определяет собой аналитиче
скую функцию F~ (z) в угле

Do: | a rg (z  — а “)| — ф о -е ,  <*' =  - ^ 7 .

Задача заключается в том, чтобы восстановить F (г) с по
мощью функций F +(г) и F~(z).
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Решение задачи состоит в следующем. Показывается, что 
возможны три случая:

1) функции F +(z) и F~(z) аналитически продолжаются на 
некоторый интервал вещественной оси и на этом интервале 
F +(jc)+  £ - (* )  =  F(jc);

2) функции F +(z) и F (г) квазианалитически продолжаются 
на некоторый интервал вещественной оси и на нем F +(x) +  
+  F-(x) =  F(x);

3) функции F+ (г) и F~ (г) аналитически продолжаются до на
чала координат (в этом случае D — начало координат и г  =  0 -  
особая точка по крайней мере для одной из функций F f (z),
F~ (z)), причем существуют пределы lim F +{h)(x), lim F~{k)(x)

*> -0  *>+0

lim F +(W (Jt) +  lim F~{k) (x) =  F{i) (0) (k >  0),
-0  x >  +0

так  что F (z) можно восстановить с помощью ее ряда Тейлора 
Сначала будет исследован случай, когда нули L(\) имеют 

положительную нижнюю плотность. Случай нулевой нижней 
плотности является более сложным, и он будет рассмотрен 
позже. Предварительно, однако, будут установлены две необ
ходимые формулы.

2. Вывод основных формул. Пусть L (X), D и F (г) — те же, 
что и выше. Возьмем выпуклый многоугольник G, удовлетво
ряющий условиям: он симметричен относительно вещественной 
оси, содержит в себе D, у  G нет сторон, параллельных коор
динатным осям, функция F (г) регулярна в G и на границе G 
Пусть Yi.......... Yp ~  вершины многоугольника G. Положим

М(Ю = Р(и)
QM

где Q(n) — многочлен, у  которого корни — какие-то нули Р(ц). 
Пусть Hi, ц2. ••• — нули функции Л1(ц). При подходящем вы
боре многочлена Q(n) все эти нули будут простыми (см. тео
рему 1 .2 . 10), они расположены в малых углах , биссектрисами 
которых служ ат перпендикуляры к сторонам многоугольника G. 
Функция М (ц) удовлетворяет всем условиям разложимости ана
литических в G функций по системе {el*v*}. Имеем

F (г) =  £  6 , =  ( s = l , 2 , . . . ) .  (2.5)



С помощью этого разложения для функции cot (n, F) было най
дено следующее представление (теорема 4.6.10):

<»£. (Ц, F) =  A (ц) L (ц) -  В (ц), (2.6)
где

1 - 1

Ряды, определяющие Л(ц) и В(ц), сходятся всюду, кроме 
точек (s =  1, 2, . . . ) .  Вне углов j a rg (z  — ак) | < е (Jfe =  l ,  
2 , . . . ,  р), где е > 0  — любое, а /*: arg  ц =  а* — внешние нор
мали к сторонам многоугольника, при ц->оо

оо

*k =  Fw ( 0),
Jk—о и

оо

« М - Е т Й г ’ в . =  [М1 ( Р ) С -  
*-0 h

Здесь

Jv (/ )F (/  +  z)rf/,
с

С — замкнутый охватывающий D контур, на котором и внутри 
которого F (z) — аналитическая функция.

У многоугольника G нет сторон, параллельных осям коор
динат. По этой причине среди нормалей к сторонам нет нор
малей, которые были бы параллельны осям координат. Следо
вательно, можно считать, что все точки ( k ^ l )  леж ат вне
малых углов | a rg n  | <  6 , | a rg n  -  л  | < б, | arg  ц ч= j  | <  б, б >  0 .

Пусть Г + — контур (обходимый в положительном направле
нии), который образован лучами a rg n  =  ±  t|>0, 0 <  \J?0 <  я/2 , при
чем \|з0 выбран так , чтобы между мнимой осью и контуром Г + 
не было точек ц, ( s ^  1). На основании (2 .6 ) имеем

J _  [  Ь)£(Ц, F ) ^ d n  _  1 [  я / л  ^  , f  в  (и) е** d n  /п ^  
2л/ )  L (n )  2n i '  ^  2 n l '  Ц ц )  * t2 ,7 )

r + r+  Г+

Интеграл из левой части (2.7), как мы уж е видели, сходится 
в угле

D0+: | a r g ( z - a +) —я | < | -  — ф „ - е ,  а + =  - А ,  

и представляет собой функцию F+ (z).
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Поскольку на Г + функции Л(ц) и В(ц) ограничены по мо
дулю, интегралы из правой части (2.7) в угле Do такж е сходятся. 
Подсчитаем интеграл

2л/
Г +

Имеются окружности (см. теорему 1 .2 . 10) |ц| =  р* Т °°» которые 
удалены от точек ц, ( s ^ l )  на расстояние р ~ ^ у > 0 .  На этих 
окружностях

и -  Ц* I Y ’
и поэтому

оо

М М | < 7 5 > . |
Y . - ,

(ряд сходится, ибо ряд (2.5) в многоугольнике G сходится абсо
лютно, а начало координат принадлежит G). Пусть Г* — конеч
ный замкнутый контур, составленный из дуги |ц| =  р*, — t|>o  ̂
< a rg n < iJ )o , и части Г+, лежащей внутри |ц| =  р*. Ввиду 
ограниченности М (ц)| на Г+ и окружностях |ц| =  р* имеем

Ш  \ ^  J A t o ) * * d v -
г+

=  lim У  Ь ^ 'г, z e D 0+. (2 .8)

Re > 0

Ряд (2.5) сходится абсолютно в многоугольнике G. Его 
можно разбить на сумм у рядов, каждый из которых сходится 
в своей полуплоскости, пересечение этих полуплоскостей есть 
многоугольник G. Отсюда легко выяснить, где сходится ряд

*+ (*) =  £  Ь ^ г. (2.9)
Re ц4 > 0

Пусть а — сам ая правая вершина G, с — сам ая левая, Ь — самая 
верхняя, d — сам ая нижняя. Ряд (2 .9 ) сходится в бесконечной 
области Е+ (простирающейся влево), ограниченной (расположен
ными между вершинами Ь и d) сторонами многоугольника G 
и продолжениями двух из них: той, которая проходит через 
точку Ь, и той, которая проходит через точку d. Область Е+ 
содержит в себе многоугольник G. В области £ + функция 
rj)+ (z) — аналитическая.



я т

Выяснив область сходимости ряда (2.9), видим, в силу (2.8),
что

J Л ( ц ) е ^ ^  =  г1)+ ( г ) =  £  Ь^'я.
Г+ Re|i,>0

Равенство (2.7) теперь приобретает вид

(2 .Ю)
г +
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Убедимся, что для отрицательных г =  х <  — N, где W — неко
торое положительное число,

оо!
I [ в (11) dpi _  1 Г B(vL\tP*dy.

2я/ J  L (ц) 2л/ J  L
Г+

Mt*) 2л/ Ы (2. 11)

Как уж е отмечалось, в углах  \|>0^ |  a r g n l ^ n  — ф0 имеет место не
равенство (2.1). На основании (2.1) и (2.14) и устанавливается соот
ношение (2 . 11), поскольку функцию | fl(jx) | в области между мни
мой осью и контуром Г + ограничена. Действительно, для z =  iy, 
у >  Р, где Р достаточно велико,

о/

1(ц) e ^ d n  _  [  В (ц) ^ d j i
Мй)

o o i о с е
f  B M ^ d ji  [ 
J  L (ц) J

Интеграл в левой части представляет собой функцию аналити
ческую в верхней полуплоскости и непрерывную в замкнутой 
полуплоскости « / ^ 0 ; интеграл в правой части представляет 
собой функцию, аналитическую в полуплоскости, ограниченной 
прямой, перпендикулярной продолжению луча arg  ц =  — ф0 и от
стоящей от начала на расстояние Л. Поэтому равенство, спра
ведливое для z =  iy, у >  Р, будет справедливо для z =  x <  — N. 
Аналогичным образом убедимся, что

-оо I

$ *4 e^dvi B(vL)^d\»
GO L (ц) , z =  х <  — N .

Из сказанного вытекает (2.11). 
Из (2.10) получаем

F +{z) =  $  +(i) +  <f(z), z =  х < — N, (2. 12)

где

*2 1 ВТОРОЙ СПОСОБ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Ч>+ ( 2 ) =  £  Ъ ^ \  ф (Z) : 
Re Ц, > 0

I
2л/

В  (ц ) e * * d n
М |0
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(2.13)

Функция ф (ас) определена и бесконечно дифференцируема 
на всей вещественной оси. Действительно, имеем

ш = * » П 0 - £ ) ^
где у — вещественное (здесь Я,* выписано столько раз, какова 
его кратность). Отсюда на мнимой оси

|Кй)1=П(' +-7Г-) • (2.14)

П равая часть в (2.14) растет быстрее любого многочлена. По
этому интегралы

Г С - м . - )
— ОО /

на вещественной оси сходятся. Следовательно, функция ф(дс) 
бесконечно дифференцируема на вещественной оси.

При выводе соотношения (2.12) использовалось равенство (2.7). 
Пусть теперь Г” — контур (обходимый в положительном напра
влении), который образован лучами arg  ц =  я  ±  ф0> О < Ч>о < я /2 . 
Этот контур симметричен относительно мнимой оси контуру Г+. 
На основании (2.6)

I Г <0д (ц, F)  </ц _
2л/ J  / .(и ) “

г~

- 5 7 $  ^ б 0.(2 .15 )
г -  _  г -

В левой части стоит функция F (z). Первый интеграл в правой 
части (он подсчитывается так же, как и соответствующий инте
грал по Г+)  равен

Re |>4 < ОГ~



Второй интеграл в правой части равенства (2.15) для положи
тельных z =  x >  N равен — ф(х). Таким образом, имеем

F~ (г) =  ^~ (г) — ф(г), z =  x > N ,  (2.16)
где

+“ (* )“  £  b f * .  (2.17)
Re й, < О

Ряд, определяющий (г), сходится в бесконечной области Е 
(простирающейся вправо), ограниченной сторонами многоуголь
ника G, расположенными между вершинами h i  if, и продол
жениями двух из них: той, которая проходит через точку Ь, и 
той, которая проходит через точку d. Заметим, что области Е+ 
и Е~ в пересечении образуют многоугольник G. Функция F~ (г) 
регулярна в угле

D0: I a rg  (z — а~) | < -  е, от =

Формулы (2.12) и (2.16) являются основными, на которых 
будет основано все последующее.

3. Случай положительной нижней плотности. Нули функции 
L(K) обозначим Я* ( k ^ l ) .  Они расположены в порядке неубы
вания модулей. Нижнюю плотность Д множества нулей опре
деляем равенством

398 ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ПО КОЭФФИЦИЕНТАМ РЯДА [ГЛ. VI

при этом каждое Я* считаем столько раз, какова его кратность. 
Д ля дальнейшего заметим, что если п (г) — число точек Ат  
в круге | 2 К г ,  то

Г->  оо

Действительно, обозначим через т  =  т (г)  целое число такое, что 

I К  Т <1 А/п-И |.
Тогда имеем

т т + 1 т - п ( г ) __т
т +  I |Я.т+ | | — |Ят + ,| ^  г ^ | Я т |*

откуда и следует требуемое.
Предположим, что Д >  0. Исходя из этого, получим оценку 

для | L(jx) | снизу на мнимой оси. На мнимой оси, согласно (2.14),

'1« ' - п с + ^ ) - п ,о + е д о + ^ >

По данному е, >  0 выберем N так , чтобы было 

- щ - ^ Д - е , ,  k > N .

Тогда положив Д — е, =  у , получим
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оо ОО

=  | s i n ( m v l i i | ) l ( l  +  (Vl^ l ) ' ) |  •

В силу этого, при больших | ц |

| L (ц) ? >  <**-•.) li»l =  1̂ 1
и, значит,

| 1 ( ц ) | > Д ( в ) Д - " * ) " 11, R en  =  0, в > 0 .  (2.18)

На основании оценки (2.18), учитывая представление (2.13), 
видим, что функция ф(г) является аналитической (интеграл схо
дится) в горизонтальной полосе К: | у | < у Д .

Обратимся к формулам (2.12) и (2.16). Из первой формулы 
усматриваем, что функция F + (z) регулярна в общей части об
ласти Е+ и полосы К. Из формулы (2.16) заклю чаем, что функ
ция F~ (г) регулярна в общей части области Е~ и полосы К. 
Функции F* (г) и F~(z) одновременно регулярны в пересечении 
многоугольника G с полосой К. В этом пересечении

£ +(г) =  Ц,+ (г) +  Ф(2),

F" (г) =  ф" (г) -  ф (г).

Отсюда, имея в виду представление (2.5), получаем

F(z) =  ̂ +(z) +  V  (z) =  F + (z) +  F~(z), z<=G[\K. (2.19)

Обозначим T =  T{F, К) следующую звездообразную область: 
области Т принадлежит пересечение О ПАС и всякая точка г0, 
в которую можно аналитически продолжить функцию F (г) по 
горизонтали, исходя из указанного пересечения. Легко убедиться, 
что представление (2.19) имеет место на самом деле в звезде 
T(F, К).



И так, доказана
Т е о р е м а  6.2.1. Пусть функция L(X) имеет вещественные 

нули и принимает вещественные значения на вещественной оси. 
Пусть нижняя плотность Д множества ее нулей положительна.
Функции F (г), аналитической на соответствующем множестве D, 
сопоставляем ряд (2.2), а затем вводим по формулам (2.3) функ
ции F +(г) и F~ (г). Тогда функция F +(г) аналитически продол
жается слева направо в полосе К: |1/ | < у Д  в звезду T(F, К),
функция F~ (2) аналитически продолжается справа налево в по
лосе К в звезду Т (F, К). В звезде Т (F, К)

f ( 2W +(2) +  f -  (г).

Обратим внимание на следующее. Последовательности (2.3), 
определяющие функции F+ (2) и F~ (г), вообще не сходятся 
в области Т (F, К) или в какой-либо ее части. Поэтому теорема
6.2.1 не дает эффективного способа восстановления F (г) по ряду
(2.2). Однако эта теорема открывает путь для конструкции 
подобного способа.

Предположим, что все нули A,v (v — 1, 2, . . . )  функции 
/.(Я)— простые. Тогда ряд (2.2) будет иметь вид

‘ V  п „ V  „ _  M xv F)
2-, ау,е • ° v “  L' (Xv) '
V - l

а функции F +(г) и F~ (2) определятся формулами

F +(z) =  lim £  a / v z, F~(z) =  lim £  <цЛ*.
k +  <x> 0< K v < rk * •> 0 0  0 < - < r k

Оказывается, имеется процесс (метод суммирования М. Рисса), 
позволяющий определять по коэффициентам a v функции F + (2) 
и F~ (2) в более широких областях (см. [38]). Он заключается 
в следующем. Возьмем последовательность

£  сц Д * ( * - 1 , 2 , . . . ) .
0<V<'A

К ак известно, она сходится равномерно в некотором угле 

| a rg  (г — а +) — я  | <  ф0 <  я/2 .

Предельную функцию (2) будем аналитически продолжать 
(исходя из этого угла) слева направо по горизонталям до встречи 
с особыми точками. Получим горизонтальную звезду голоморф
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ности F* (г), которую обозначим r ( f +). Положим
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Fq (2) =  lim V
fe-Voo

ov
Г(1 +  уЯ.У)

°< Ху < г*

Я
Л *  J e~'/vXv dt, у  >  0 , q >  0 .

Функция Fq (2) — целая функция. Пусть Af — замкнутое множе
ство, принадлежащее звезде Т (F +), и  6  — расстояние ^ т  М до 
границы T (F+). Оказывается, что если \ <  26/я, то на М равно
мерно

F + (z) =  lim Ff(z).
q + 00

Аналогичный вывод получим относительно функции F~ (2). 
В итоге получим теорему.

Т е о р е м а  6.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.2.1, 
и пусть все_нули функции L (Я) — простые. Возьмем замкнутое 
множество М из звезды Т (F, К) и обозначим 6 расстояние от М 
до границы Т (F, К). Тогда на множестве М равномерно

F (z )=  lim Fg (2) +  lim Fq (z),
q -* oo

(2 . 20)

где

0 < b w <r„

Fv (Z )= hjn  £  T d + v V v l
0 < -  < r k 0

и у <  2й/я.
Случай, когда

а д - П О - f >  & ■ £ — . » • > « .

был рассмотрен в работе [38]. Здесь D — вертикальный отрезок 
с серединой в начале координат и длиной 2л0 , а нижняя 
плотность множества нулей функции L(Я) (она же равна верх
ней плотности) равна Д =  2о. Представление (2.20) имеет место 
в звезде Т (F, К), где К — полоса | у  | <  яст.

Пусть h (ф) — индикатриса роста функции L (Я). Поскольку L (Я) 
на вещественной оси имеет вещественные значения, то

* ( т ) - * ( - т ) -



Из оценки (2.18) видно, что

Значит, полоса /(: |//|< уД  не шире минимальной горизон

тальной полосы, в которой содержится область D.
Представление (2.20) имеет место в горизонтальной звезде 

большей ширины, если F (г) удовлетворяет уравнению

М№  = Ш  \ Y( 0 F(t +  z)dt =  0 , (2.21)
с

где С — замкнутый контур (охватывающий D), на котором и 
внутри которого F (t) — аналитическая функция, a z лежит 
в достаточно малой окрестности начала координат. Более того, 
можно даж е не предполагать, что Л > 0 .

Т е о р е м а  6.2.3. Пусть функция L (Я) имеет вещественные 
нули и принимает вещественные значения на вещественной оси, 
пусть А — нижняя плотность последовательности ее нулей (она 
может быть и_ равной нулю). Предположим, что функция F (г) 
регулярна на D и удовлетворяет в достаточно малой окрестности 
начала координат уравнению (2.21). Функции F (z) сопоставляем 
ряд (2.2), а затем вводим по формулам (2.3) функции F* (г) 
и F~ (2). Пусть Л — положительное число, обладающее свойством: 
множество D при непрерывном перемещении вверх и вниз на 
расстояния, меньшие Л, не выходит из области аналитичности 
функции F (г). Пусть, наконец, Т =  Т (F, К) — горизонтальная 
звезда голоморфности F (г), содержащаяся в пелосе К: I «/1 <  
< у Д  +  Л. При этих условиях функция F +(z) аналитически
продолжается слева направо в полосе К в звезду Т, функция 
F~ (2) аналитически продолжается справа налево в полосе К 
в звезду Т. В звезде Т

F(z) =  FU z) +  F~(z).

Если нули L (А.) все простые, то в этой звезде имеет место пред
ставление (2 .20).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условий теоремы, соотношение
(2 .2 1 ) выполняется для г, расположенных вблизи интервала 
(— /Л, ih) мнимой оси. Возьмем Ло, 0 <  Л0 <  Л. Множество D 
при своем перемещении вверх и jbhh3 на расстояние Л0 опишет 
замкнутое выпуклое множество D0, симметричное относительно
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вещественной оси. Множество D0 лежит в области регулярности 
функции F (z). Пусть G — выпуклый многоугольник (симметрич
ный относительно вещественной оси), который содержит в себе 
множество D0, сам лежит вместе с границей в области регу
лярности F (г) и не имеет сторон, параллельных осям коорди
нат. Можно считать, что этот многоугольник С есть тот, о ко
тором все время шла речь. В многоугольнике G справедливо 
представление (2.5)

F (г) =  X  z ^ G .
I

В интеграле (2.21) контур С выберем столь близким к гра
нице dD, чтобы (/ +  2) (когда / е  С, а 2 пробегает область Q, 
содержащую отрезок [— <Л0, /Л0) и находящуюся вблизи этого 
отрезка) находилось в многоугольнике G на положительном 
расстоянии р > 6 > 0  от его границы. Имеем

F(t +  Z)m=f, tt= C , Z<=Q.
s —1

При указанных t и г ряд сходится равномерно. В силу этого,
оо

Ml (F) =  £  Ь ^ г J L  J  у (/) dt, z е  Q.
J -1  с

Но

^ f \ \ { t ) ^ f dt =  L(nt). 
с

Поэтому

(F) =  Z  bsL (ц,) 2 g Q .  (2.22)
1 - 1

Ряд Дирихле, сходящийся в области, внутри области сходится

Равномерно. Поэтому ряд (2.22) равномерно сходится на отрезке 
-/Ло, /Ло]. В силу (2.21),

£  btL (ц|)ец** =  0, Z€=Q.
1-1

Умножим левую и правую части равенства на е~»г и проинте
грируем от 0 до а= ± /Л о . Получим

оо оо

Z bsL (ц8) __ у  bs L (Цл) (Н4-Ц) а __п
и L. и - » * ,  **- ! *-1
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откуда
l>sL (V s) J i s a

« - 1

Ряд (2.22) в области Q сходится абсолютно. Поэтому

£  | b,L (H j ) е^а | <  оо.
(-1

Отсюда вытекает, что на мнимой оси

Z

b , L (
ц -
bsL (ц5) gMja

И*
<  А <  ОО.

Значит, на мнимой оси
| А(ц) | <  Л| е -<ч* |.

Положим здесь а  =  /Ло, когда 1 т ц < 0 ,  и а  =  — /Ло, когда 
1 ш ц > 0 . Получим

|В(ц)|<  Д е -М * 1, Ren =  0.

На основании полученной оценки и оценки (2.18) заклю чаем, 
что функция

/_\ 1 С B(n)e^d  (1
ч5 <z) — гиг ) — т а —

регулярна в полосе | у | <  у  А +  Л0. Поскольку Л0 — любое, мень
шее Л, то функция <р (г) регулярна на самом деле в полосе 
К: IУ I <  у  Д +  Л. Отсюда, на основании (2.12) и (2.16), выведем,

что F+ (г) аналитически продолжается слева направо в полосе R 
в звезду Т, а F(z) аналитически продолжается справа налево 
в Т. При этом надо иметь в виду следующее. Как уж е отмеча
лось выше,

т*<Чт)=Ч-т)-
Вследствие этого ширина полосы К не превосходит Л ( у  J  - f  Л. 
П усть р — с ам ая верхняя точка_ множества D, тогда р — с а 
м ая нижняя точка множества D. По условию теоремы мно
жество D при движении вверх и вниз на расстояния, меньшие Л,

остается в области регулярности функции F(z). Следовательно, 
на вертикальном интервале (p —ih, р +  /Л) функция F(z) — ана
литическая. Нетрудно видеть, что lm р =  А (п/2). Поэтому ши
рина полосы К не превосходит длины указанного интервала. 
Приняв это во внимание, звезду Т (F, К) определяем следую
щим образом. Исходим из интервала (р — ih, р - f  /Л) и продол
жаем функцию F{z) влево и вправо от него по горизонталям 
в полосе К. Полученную максимальную область, где F(z) регу
лярна, и обозначаем T(F, К).

В звезде Г, согласно (2.12) и (2.16), функция F (г) равна 
сумме функций F+ (z) и F ~ (г). В этой звезде, если все нули 
L (А,) — простые, имеет место представление (2.20). Теорема 
доказана.

З а м е ч а н и е .  Теоремы 6.2.1—6.2.3 остаются в силе, если 
в них вместо нижней плотности множества нулей А, умножен
ной на я/2 , взять величину

Hm —! L ( fg<~ )  I — д.

Из оценки (2.18) следует, что

Л А-

Выше использовалась только оценка (2.18). Ее можно заме
нить оценкой

( « ■ * ) ! > А(е)е'?(А-*) г е >  0 .

На основании этого замечания можно, например, утвер
ж дать, что если Л =  Л(я/2), F (г) удовлетворяет уравнению (2.21) 
и нули L (А) — все простые, то представление (2.20) имеет место 
в горизонтальной звезде Т, которая содержит внутри себя 
множество D.

4. Случай нулевой нижней плотности. Предварительные
сведения. Рассмотрим случай, когда

(здесь каждое А* считается столько раз, какова его кратность). 
Убедимся сначала в том, что

lim = 0 . (2.23)



Условие (2.23) очевидно, если

Д =  lim -гг—г =  0.
к-Юо 1**1

Предположим теперь, что

Д =  lim -г^-г >  0. 
k-*oo I Aft I

В этом случае (с учетом Д =  0) последовательность {| А.* |} можно 
разбить на две последовательности {v*} и {ц*}, из которых 
первая имеет нулевую плотность, а вторая удовлетворяет 
условию
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(2.24)

Докажем это. Возьмем какую-нибудь последовательность {ет }, 
сходящуюся к нулю, и возрастающую последовательность {tm}, 
сходящуюся к +  оо. Затем определим последовательно одно 
за другим целые числа пт . Число л, определим так , чтобы 
(Д =  0) было

1*„.1

Число п2 определим так , чтобы, в силу того же условия Д =  0, 
было

е„

14., I
< f - .  г2 =  - ^ > | * „ 1+,1  

*2 2

и т. Д.
Отыскав и,, пт - ,, определим пт  так , чтобы выполнялись 

условия

И Т. Д.
Рассмотрим интервалы (г т , |А.П/п|)  ( т = 1 ,  2, . . . ) .  Каждый 

последующий, поскольку гот>|ЯПш_||, лежит правее предыду
щего. Числа из {| А,„ |}, которые леж ат внутри указанных ин
тервалов, образуют некоторую последовательность {v„}. Осталь
ные числа из {| |} составляют некоторую последователь
ность {ц„}. Убедимся, что эти последовательности — искомые. 
Пусть ц*т  — наибольшее число из {ц„}, меньшее гт . Имеем

И*,„+1 > \ К т \
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(в  ( г т , | К т  |) нет точек из {ц„}), откуда

оо, т - *  оо.

407

у  1 4 .1  ,
гт

Следовательно, условие (2.24) имеет место. Обратимся к по
следовательности {v„}. Пусть точка v* лежит в интервале 
(гт. I*nm|)- Ее номер k < п т . Из выбора пт  следует

I *"т  I ‘ п
Следовательно,

—  <• Ли. <- с
v * Гт

и потому, так  как  k и т  стремятся к бесконечности одновре
менно,

lim f  =  0 .
к - t o o  y k

Вернемся к доказательству соотношения (2.23). Имеем

к и * ‘т )Г -п ( «  + ^ - )й (1+ -J )—« « « ( « .
Ясно, что

П т .|П..И <Ш. =  0 .
R -y  оо “

Поэтому достаточно доказать , что

Mm b W - 0 .
R-> оо

Из условия (2.24) вытекает, что найдутся номера k m \ оо 
такие, что

»km+i _
т - +  оо.

Положим Rm — ц*т  и покажем, что 

lim ■'.? BJ * m) = о . (2.25)



Пусть « ( 0  — число точек ц* в интервале [0,/]. Имеем

Г
lnB(/?) =  £ l n f l  + 4 )  =  $ ln ( 1 +  - £ W / ) .

*_1 V *** s о
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Обозначим

Тогда
H*m — Pm. И*т  + 1 1 — гп

г
In B (R )=  \ ! n ( l  +  f - ) r f « ( 0 + J  l n ( l + - £ ) d n ( 0 = -

0 r m

=  Ki(R) +  KAR).

Оценим KAR) и K2(R) Для R =  Rm, учитывая, что при некото
ром конечном а

п (/) < at. (2.26)

Д ля упрощения записи вместо рт  и гт  будем писать соответ
ственно р и г .  Имеем

/ e ,(/ ? )= M P) i n ( i  +  -g - )  +  2 /?2 ( , .
О

В силу (2.26),

n ( p ) ln ( l  +  -££-)< op In ( l  +  ^ - ) = » { - ^ l n ( l  *f--^7 )  } R=o{R), 

ибо
—  =  - ^ 2 -  =  л/$т - > o o ,  m - >  OO.
P Pm V m

Д алее, 
p

2/?'  S t (R* + 12) < 2 « 4  R ' + t *
о

dt

P

<  2o J dt =  2op =  ( ^ )  R =  o (R).

Таким образом,
, jm  K_ ,(Rm)_= 0

m - >  oo " m

В силу (2.26),

n (/ ) ln ( l  + •§ ■ )-♦  0 ,
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Поэтому
оо

* ,( * > — " (г )  In ( 1  +  £ )  +  <
Г

< w j r w r k  < ж } * # *  < 2«’° № -

R _ Rm Pm V^m . л  _ ____—  =  - —  =  — »------- j— ► и» m ->  oo.
г Гт P m"m — I

ибо

Значит,
lim £ «№■! - 0 .

m->°°

Свойство (2.25), а следовательно и условие (2.23), установлено.
Заметим, что условие (2.23) является необходимым и доста

точным для того, чтобы нижняя плотность А последовательности 
нулей функции L(А,) была равна нулю. Действительно, к только 
что доказанному надо добавить, что если Л > 0, то, на осно
вании оценки (2.18), условие (2.23) не будет выполняться.

Теперь рассмотрим функцию
00 I

1 J  В ( ц ) ^ г d\k<р ( г ) : 2я I

Предположим, что функция F(z) не удовлетворяет уравнению
(2.21). При этом условии убедимся, что <р(г) не является анали
тической всюду на вещественной оси. Из равенств (2.12) и (2.16) 
следует, что ф(г) регулярна в некотором угле |arg (z  — а - ) | <
<  Фо < л/2, простирающемся вправо, и в некотором угле 
| arg  (г — а +) — я  | < ф0, простирающемся влево (а+ <  0  <  а “ ), 
причем в этих углах ф(г) стремится равномерно к нулю при 
г -*  оо. Речь идет о том, что ф(г) не может быть аналитической 
всюду на вещественном отрезке [а+, а - ].

По формуле обращения интеграла Ф урье имеем

Допустим противное, что ф(г) регулярна на [а+, а - ]. Тогда най
дется полоса \у\ <  у . в которой ф(г) регулярна. На основании



этого
о о + р !

T 7 io “  \ ф (г) dz, | р | < \ , R en  =  0.
-oo + pl

Отсюда, выбрав сначала р >  0, а затем р <  0, получим

Ren =  0.

Поскольку на мнимой оси
оо 

*-0 **
a Ml (F) Ф  0, то найдется такое q, что

Ж и )~

Вследствие зггого при больших | ц I на мнимой оси 
| L (n ) | > g<ipi-2»>li»lt

что противоречит условию (2.23). Значит, действительно ф(г) не 
регулярна всюду на [а+, а - ].

оо
б. Первый подслучай: Х | Х *Г ! < °°. Здесь

I

к м - * * П  ( ' - £ ) •  ‘■ - v + Z a t - 
ik-l fe-1

Бесконечное произведение есть целая функция с ростом не выше 
первого порядка минимального типа. Поэтому в рассматривае
мом подслучае множество D — единственная точка t =  a. По
скольку всегда предполагалось, что начало координат принад
лежит D, то в соответствии с этим требуем (за счет выбора у)> 
чтобы а =  0. Таким образом,

оо от

/.(*) =  [ J O  - ■ £ - ) ,  £ | М ~ '< о о .  (2 27)
I I

В силу (2.27) функция F+ (z), определяемая равенством 
. I Г «>, (ц, F)

г+
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(контур Г ь идет из оо по лучу а ^ ц  =  +  ф0, 0  <  ф0 <  я/2, до 
начала координат, а из начала координат — по лучу arg  ц =  — ф0 
в бесконечность), является аналитической в левой полуплоскости 
R ez =  x < 0 ;  аналогично, функция F~ (г) является аналитиче
ской в правой полуплоскости.

Показано (см. [27]), что если имеется бесконечно много 
A,v >  0 , то для F ¥ (г) мнимая о сь—естественная граница (в слу
чае l im - ^ - = 0  область существования F+(z) есть либо полу-

*>оо А*
плоскость, либо вся плоскость). Аналогично, если имеется бес
конечно много К < 0 ,  то для F~ (z) мнимая ось — естественная 
граница. Посмотрим, где является аналитической функция ф(г). 
Д ля отрицательных г

оо I
_ /_ \__С B ( n ) ^ r f n  _ I С B i t f e ^ d y i

ф К } 2л/ )  L (|i) 2л/ J  L (ц )
-о о /  С

где контур С идет из оо по лучу a r g i i  =  — ф0(0 <  ф0 <  я/2) до 
начала координат, а из начала координат — по луч у а ^ ц  =  ф0 
в бесконечность, причем ф0 выбран столь близким к я/2, чтобы 
между мнимой осью и контуром С не было особенностей функ
ции В(ц). Интеграл из правой части представляет собой анали
тическую функцию в угле | a rg  z — я | < я/2 — ф0. Поэтому ф (z) — 
аналитическая в этом угле. Аналогичным образом можно по
казать , что ф (г) — аналитическая в симметричном угле | arg  z | <
<  я/2 — ф0. К ак отмечалось ранее, ф(2) бесконечно дифферен
цируема на всей вещественной оси.

Из равенства (2.12), принимая во внимание аналитичность 
\J>f (z) в бесконечной области, простирающейся влево и содер
жащей внутри себя начало координат, усматриваем, что для 
всех отрицательных х

+  х < 0 .

Из равенства (2.16) находим подобным образом, что

F - (х ) =  \|Г (дг) -  Ф (дг), дс >  0.

Отсюда для любого т  =  0 , 1 , 2 , . . .  получаем

F +(m) (х) =  ф+<т) (ж) +  Ф(т) (дс), х < 0 ,

Г <т> W  =  Г (т) W  -  Ф<т> (*). *  >  0 .
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Правые части непрерывны в начале координат. Следовательно, 
существуют пределы

lim F +(m> (х) =  rj)+(m) (0) +  ф(т>(0),
х-> -о

lim F ' (m) (*) =  -ф-<т) (0 ) -  Ф<т) (0).
*->+0

Сложив эти равенства, получим

Я т ) (0) =  lim F +,m)(x) +  lim F~(m) (х) ( т  =  0, 1 , 2 , . . . )  (2.28) 
* > -о  *->+о

П равая часть равенства принципиально известна. Тогда стано
вятся известными величины Я т) (0 ), а значит, в силу формулы

о
и сама функция F(z).

Т е о р е м а  6.2.4. Пусть функция L(k) имеет вид (2.27). 
Функции F(z), аналитической в окрестности начала координат, 
сопоставляем ряд (2.2), а затем по формулам (2.3) вводим функ
ции F* (г) и F~ (г). Тогда функция F* (г) является аналитиче
ской в левой полуплоскости R e z < 0 ,  функция F~ (г) является 
аналитической в правой полуплоскости R e z > 0 . Если F (г) не 
удовлетворяет уравнению (2.21), мнимая ось для F+ (z) (если 
имеется бесконечно много >  0) и для F~ (г) (если имеется бес
конечно много Ху <  0) — естественная граница. Если F(z) удо
влетворяет уравнению (2.21), функции F* (z) и F~ (г) регулярны 
в некоторой окрестности начала координат. В том и другом слу
чаях существуют конечные пределы

lim Fnm)(x), lim F~{m)(х) (m =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,
*->-o *>+o

причем

lim FHm)(x)+  lim F -{m)(x) =  /̂ m' (0) (m =  0, 1, 2, . . . ) .
x-> -0  x-*- +0

Функция F(z) может быть восстановлена no этим данным с по
мощью своего ряда Тейлора.

Утверждение, что F* (г) и F~ (г) регулярны в окрестности 
начала координат, если ML(F) =  0, следует из теоремы 6.2.3.

оо

в. Втор ой подслучай, когда Д =  0, £  | X* |_| =  °°. Здесь пред

полагаем, что F(z) не удовлетворяет уравнению (2 .21).
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Было показано, что функция ф(г) не является аналитической 
всюду на вещественной оси (она не является аналитической всюду 
на отрезке [а+, а - ) ). Покажем, что ф(г) на вещественной оси 
принадлежит некоторому квазианалитическому классу. Для этого 
оценим производные ф<*>(дс). Имеем

"■“ ’ « “ d r  ]  * r w < > “ d»  (‘ - 0 . 1 . 2 , . . . ) .
— ОО I

На мнимой оси функция В(ц) по модулю ограничена, а

|адр=П(' + -0 -(' +^)(‘ +-0«м. '-ни. 

°И = П0 +тг) = 1-£~- '2'29) 

|**(,)|<^ ( т е ) '
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где

Поэтому

I F ________ \ B ( v ) \ d r

" ' i  [(■ + * ) с Ч ) ]
1/2 •

или

I ф14' (*) I!

Выражение (2.29) равно максимуму модуля аналитической функ
ции G(z) на окружности | z | =  г. В силу неравенств Коши для 
коэффициентов ряда имеем тогда

—  < m in - ^ ^ - .
nik  r >  о Г гл

На основании этого

|Ф<*>(*)| < A m g  (А =  0, 1 ,2 , . . . ) ,  -  оо <  *  <  оо. (2.30) 

Положим

Т (г) =  m ax  - ^  =  ( m a x — ^  =  {m (r)} ,/2,
*>о mg \k>o mlk)



где т  (г) — максимальный член ряда (2.29). Оценим G(r) через 
Т(г). Функция G (г) — экспоненциального типа, вследствие чего 

2* ____
2А л / — <  q <  оо ( * = 1 ,2 ,  (2.31)

V т 2*

414 ВО ССТАН О ВЛЕН И Е Ф УН КЦ И И  ПО КО ЭФФ И Ц И ЕН ТАМ  Р Я Д А  (Г Л . VI

Имея это в виду, получим

<  qrm(r) - f  Yj ( у ) ' *  <  4rm W  +  1
к>ЧГ

или
G (r)< qrT 2(r)+  1. (2.32)

оо

В силу условия £ | А * Г ' =  оо, имеем (см. следствие из теоремы 

1 . 1 .6)
00
^ In G ( г )  d r  _ ж

1
Отсюда, принимая во внимание неравенство (2.32), выводим, что

00
С In Г (г) j) - ^ T - d r = o o .
1

Последнее условие (см., например, [44] и [46]) является необхо
димым и достаточным для того, чтобы класс функций
(m'h =  был квазианалитическим. Прн этом классом 
отвечающим последовательности чисел m\, m'v . . . ,  называется 
множество всех функций f (дс) (заданных на отрезке 
имеющих все производные), для каждой из которых существует 
постоянная К т акая , что при всех х из (а, Ь) будет

\fM (x)\< K nmn (п =  1 , 2 , . . . ) .

Класс С^щ/ j называется квазианалитическим, если из условия 

fM (*о) =  Ф{п) М  (п =  0 , 1, . . . ) ,  а < х 0 <Ь,
вытекает

/ М  53 ^  (*)» а <  х <  ь.
для любой пары функций f (х) и (дг) из

Мы доказали, что функция

<р(х) = -L в  (и)^ dy.
2л/ J  L (f i)— оо/

принадлежит квазианалитическому классу С/ \п\ (см. условия
\т 2* /

(2.30)) в любом интервале вещественной оси.
Аналитические функции f(x) на [а,Ь] принадлежат классу 

Cf i/2\* Действительно, если /(х) аналитична на [а, Ь\, то имеется 
tm2fcj

постоянная Р такая , что

!/»>(*) К  ( А - 1 , 2 , . . . ) ,

Но, в силу (2.31),

Поэтому

| П * ) | < < «  (А = 1 , 2 , . . . ) ,

и, значит, f (дс) принадлежит на [а, Ь] классу С< |/г\.
\т 2* >

Обратимся к соотношениям (2.12) и (2.16). Напомним, что 
функция г|з+(г) аналитична в бесконечной области, которой при
надлежит участок вещественной оси от — с» до точки а, где 
а  — сам ая правая точка многоугольника О, а функция г|Г (г) 
регулярна в бесконечной области, которой принадлежит участок 
вещественной оси от точки с до - f  оо, где с — сам ая левая точка 
многоугольника G. Из равенства (2.12) усматриваем, что функ
ция F +(x) квазианалитически продолжается вправо по веще
ственной оси до точки а. Из равенства (2.16) аналогично усм а
триваем, что функция F~ (х) квазианалитически продолжается 
влево по вещественной оси до точки с. На интервале (с, а) ве
щественной оси

F+(x)+  F~(x) =  F(x).

Обратим внимание на следующее обстоятельство. В интервале 
(с, а) нет внутренней точки, в некоторую окрестность которой 
функции F* {х) и F~ (х) продолжались бы аналитически из соот
ветствующих областей. В противном случае функция ф(г), в силу

§ 4  ВТОРОЙ СПОСОБ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 4 1 5
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(2 . 12) и (2.16), была бы аналитической на всей вещественной 
оси, что не имеет места, ибо рассматривается ситуация, когда 
Ml(F) Ф 0. Следовательно, в любую (достаточно малую) окрест
ность внутренней точки интервала (с, а) одна из функций F +(x)t 
F~ (х) продолжается не аналитически, а квазианалитически. 
В силу условия А =  0 полные области аналитичности функций
У7+(2) и F~ (z) являются по теореме Пойа (см ., например, [65]) 
односвязными.

И так, доказана
Т е о р е м а  6.2.5. Пусть выполнено условие

оо

Е таТТ“ °°
(каждое Я,* выписывается столько раз, какова его кратность). 
Функции F (г), аналитической на D, сопоставляем ряд (2.2), а 
затем по формулам (2.3) входим функции F + (z) и F~ (г). Пусть
О — выпуклый многоугольник (симметричный относительно веще
ственной оси и со сторонами, не параллельными осям коорди
нат), который целиком находится в области аналитичности F(z) 
и содержит в себе множество D. Пусть а — самая правая точка 
многоугольника G, а с — самая левая. Если F (г) не удовлетво
ряет уравнению (2.21), го F + (г) квазианалитически продолжается
слева направо вдоль вещественной оси до точки a, F~ (г) квази
аналитически продолжается справа налево вдоль вещественной 
оси до точки с. В интервале (с, а)

F +(x) +  F ~ (x )-F (x ).

7. Пример. Приведем пример, где реализуются условия тео
ремы 6.2.5.

Возьмем возрастающую последовательность положительных 
чисел {р„)7 такую , что

оо

Д = Н т - £ -  =  0, £ Рп- .  =  оо, рп+, - р „ > Л > 0  ( я >  1),
П -> ОО г п  —

и положительное число а . Положим

A,v =  pv (nt2k <  v < m 2*+1), k =  0, 1 , 2 ..........

A,v =  - p v (ma*+I < v < w a+2), A =  0 , 1, 2 , . . . ,

где целые ms (m0 — 0 ) последовательно определяются условиями:
ГП\ m
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V-I 
m 2k + 2

V - l  

712* + 2

Z  Т Г -
1

V p
m 2 * + I  +  l

> a ,

< ~ a ,

При таком выборе A.v величина

I  T 7
I

все время находится в интервале ]—a, а], причем для R =  p„s
и s->  оо она неограниченно приближается к а , если s =  2f t+  1 , 
и к — а, если s =  2k.

Положим

^ “ П О -т г Й -k—I

Утверждаем, что в данном случае соответствующее множе
ство D — отрезок вещественной оси [—а, а]. Имеем

4 ± f ) = ^ n e + i r = o .
ибо плотность А равна нулю. Поэтому множество D — отрезок 
вещественной оси. Положим

М Л ) » в^ ( я ) = в‘ * Ц ( ,

(4 А. Ф Леонтьев

* - 1
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где а вещественно, и обозначим \(t), \а (/) функции, ассоцииро
ванные по Борелю соответственно с ЦА) и с La (X). Ясно, что 
функция Ye(0  равна \(t — a). Отсюда следует, что наименьшее 
замкнутое выпуклое множество Da, _содержащее все особен
ности Ya(0. получается из множества D сдвигом его на вектор а. 
При достаточно большом положительном а множество Da лежит 
на положительной части вещественной^оси. Расстояние от начала 
координат до самой правой точки Da равно типу оа функции 
La (X). По теореме 1.1.8 при Д =  0 тип оа равен

1
lim

R>oo I( “ +  I  - x 7 )  =  ‘, +  °-\ | Xv | <R J

Отсюда точка (a +  а) — сам ая п р а в а я ^  множестве Da. Значит, 
точка a — сам ая правая в множестве D. Взяв достаточно боль
шое по модулю отрицательное а, аналогичным образом убе
димся, что точка — а является самой левой в множестве D. 
Таким образом, D — отрезок [— а, а].

Убедимся теперь, что
Ilim -т—In

Хь ->оо. А*
хк>о \„<о

(2.33)

С этой целью положим

п  о - т г ) .  П _ 0 - т г ) ‘ ‘ *-
|\П<* 

Пусть R =  А ,,> 0 . Тогда
|Ч|>*

*3
т г

П  о - т г )  П  0 - й ) * 4
“  * " |Ч 1>*<*

Очевидно неравенство
=  ~ 1 7 е *А,

I I  ( *  +  т й г )  
|**|<*

П  0 - & К *  
\*к\>*

При доказательстве упомянутой выше теоремы 1.1.8 устанавли
вается, что при любом е >  0, когда | А. | =  /?,

П  0 + т е т )  П  ( * - £ ) • *
|Ч 1>*

<e*R, R >  Го (в).

В силу этого,
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М , 1< А  s >  s0 (е)

Д ля S =  ( m , k) +  1 величина >  0, а величина 6 (/?), R =  XS, 
близка при больших s к — а. Д ля таких s, следовательно,

откуда
|//(*,)1 <е'~а+Л)\  

l . l  Ilim —  In 
Kh

Чтобы получить оценку в другую  сторону, запишем 

H X ) L ( - X )  М (А,) т т  / .  X*ЦХ)

откуда

/ .( -  X) Я к -

В силу условия | А*+| | — | А,* | =  p*+! — р * > Л >  0 при больших s 
имеем

|ЛПА.,)|>е_,|Ч
Далее, при больших s

|L(— A ,)|< e(e+,,|X*I.
Поэтому

I L' (Х,)1>е(- а- * }1к'1,
на основании чего

Тя!гг1п I ттзсг I ̂  “*
Тем самым установили, что

■ si,n l t w l = a -

Аналогичным образом подсчитывается второй из пределов (2.33).
Выбрав функцию L(X), возьмем_ теперь какую-нибудь функ

цию F (г), которая регулярна на D =  [— a , а] и не удовлетво
ряет уравнению (2.21). Функции F (г) сопоставляем ряд (2.2).

14*
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в рассматриваемом случае он имеет вид

a ve F)
Г  ( X v)

Функции F +(г) и F (г) определяются следующим образом:

F +(z )=  Z  F ~ (z)=  Z  (2.34)
Ху  > 0  A.v < 0

Пусть р — наименьшее целое такое, что [A M /7)]!/’1 Ф  0. При 
больших v (см. (2.4) из гл. IV)

На основании этого, принимая во внимание равенства (2.33), з а 
ключаем, что ряды (2.34) сходятся соответственно в полуплоско
стях R e z < — а и R e z > a .  Поскольку плотность Д =  0 и
I Л*+1 1 — | Я* | =  р*+, — р *> Л  > 0, прямая R ez =  — а  является 
естественной границей для функции F + (z), а прямая R ez =  a 
является естественной границей для функции F~ (г).

В качестве многоугольника G, который содержит в себе D, 
в рассматриваемом примере можно взять четырехугольник с вер
шинами на координатных осях, причем правая вершина а на
ходится правее точки а , левая с — левее точки —а, верхняя Ь — 
над вещественной осью, нижняя d — под вещественной осью. 
Четырехугольник выбираем так , чтобы он целиком лежал в об
ласти регулярности F (z).

Согласно теореме 6.2.5, функция F+ (г) квазианалитически 
продолжается из полуплоскости R e z < —а  по вещественной оси 
до точки а , а функция F~ (г) квазианалитически продолжается 
из полуплоскости Re г >  а  по вещественной оси до точки с. 
На интервале (с, а)

F +(x) +  F -(x) =  F(x).

Интересно отметить, что, согласно последнему равенству, 
функция F + (г) на участке (а, а) снова является аналитической 
функцией, а функция F~ (г) будет обладать этим свойством на 
участке (с, — а).

В частном случае, когда F (г) — целая функция, функция 
F* (г) регулярна в полуплоскостях R e z < — а и R e z > a  и 
квазианалнтична на соединяющем их отрезке вещественной оси 
[—а , а]. Такой ж е является и функция F (z).
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§ 3. Обобщение на функции, 
непрерывные в замкнутой области

1. Постановка задачи . Пусть /.(Я) — целая функция экспо
ненциального типа, Л(ф) — ее индикатриса роста, у (0 ~ Ф У ик'  
ция, ассоциированная с /.(Я) по Борелю, D — наименьшее зам к
нутое выпуклое множество, содержащее все особенности y(t), 
причем 0 e D .  Предположим дополнительно, что 1(Я) удовле
творяет условию

1 Z -W K .4  И > 1 . Ф =  arg  Я. (3.1)

При этом условии функция y  (0 непрерывна вплоть до гра
ницы dD и

Мм, F ) =  2^

От функции F (t) требуется только то, чтобы она была регулярна 
в D и непрерывна в D. Функции F (г) сопоставляем ряд (2.2). 
Речь опять идет о том, как  восстановить F (г), если в ряде (2.2) 
известны многочлены Pv (z) ( v ^ l ) .  Принципиально F (г) можно 
восстановить по этим данным на основании теоремы единствен
ности, которая верна и здесь.

Предположим, как  и выше, что у  1(A) все нули веществен
ные и она на вещественной оси имеет вещественные значения. 
Поскольку, согласно (2.14),_функция L(k) по модулю растет на 
мнимой оси, множество D при условии (3.1) не может быть 
горизонтальным отрезком (отрезком вещественной оси). С лучай, 
когда D — вертикальный отрезок, особо будет рассмотрен в сле
дующем параграфе без ограничений на нули Я„. Следовательно, 
надо рассмотреть случай, когда D имеет внутренние точки.

2 . Вывод основных формул. Исследования в предыдущих 
параграфах основаны на представлении F (г) в многоугольнике G 
(охватывающем D) рядом (2.5). Следуя этому, сейчас надо бы
ло бы иметь представление для F (г) (аналогичное (2.5)) в зам к
нутой области D. Такого представления, однако, не имеется. 
Поэтому сейчас будет указан  другой способ исследования по
ставленной задачи. Он будет основан на формуле (5.10) из 
гл. IV:

I
Ш \ Л* “  1ST SF (fl v <'■г ' Г) й - (3-2)Г оЪ
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где Г — конечный замкнутый контур, на котором £ ( ц ) ^ 0 ,  и 
у(/, z, Г) — функция, ассоциированная по Борелю с целой функ
цией

Ф(Я. г . , u X '

как  функцией Я. В этой формуле Я лежит вне^Г. Д ля простоты 
пишем \(t, z, Г), Ф(Я, z, Г) вместо \(t, г, Г), Ф(Я, z, Г). Д ля Я, 
лежащих внутри Г,

Ф < л .»■ П - М * ) ^  {х - , и т  + * “ ■
Г

Д ля дальнейшего полезно отметить следующие оценки:

| Ф ^’ (Я, 2 , Г )| <

<

IIV*
Мц) |^ц|, Я вне Г, р(Я, Г )> 1 ,1 М Ч 1^ г Я

г

lLW|lH I_w l |rf,l|'H*ne*4  я внутри г’ (3,3)
Р (Я, Г )> 1 ,

„л (ф) г
№

е»г
(и) \d\i\ + (<**' +  DI^ * 1 0  -Н М Л

р (Я, Г) < 1, Я =  ге1*, г >  2, 
( я - 0 , 1 , 2 , . . . )

где К — постоянная, которая не зависит от Я, г , я  и контура Г.
Первые две оценки очевидны. Установим третью оценку. 

Пусть Я находится от Г на расстоянии р(Я, Г )< 1 , и пусть 
Я лежит вне Г. Контур Г во всем дальнейшем образован дугами 
окружностей и отрезками прямых. Пусть у — часть контура Г, 
находящаяся от Я на расстоянии р ^ 1 .  Имеем

цУ** dji
Н) Мй)

1 fn" МЯ)-Мй) н | I С nV*7d|i /о .v
=  Ш ) ^  (Я -Ц ) 1'(Й Г ^  а 1 1 + ш )  х - н  ■ (3-4)

v v
Рассмотрим сначала последний интеграл из правой части (3.4).

Пусть а и р  — концы дуги у. Интеграл не изменится, если у з а 
меним дугой ^ ^ “Р окружности с центром в Я и радиусом,
равным единице ( а и р  леж ат на этой окружности), причем той

* 3 ] ОВОВ1ЦЕНИЕ

дугой, к которой можно перейти от
пересекая точку Я. Поэтому

n V “  d\i _ |  1 f
2л/ J х -  и 2л/ J  Я, -  ц 

1 V

4>3

В интеграле из правой части неравенства ц==Я +  П, I ’' П о 
следовательно,

I Г ц пе^г  d\i 
2л/ j  X — ц

Рассмотрим теперь первый интеграл из правой части (3.4). 
Имеем

откуда

1 (  Я ) - £ ( ц ) ------ \L'(t)dt,

При условии (3.1) производная //(Я) удовлетворяет аналогич
ному неравенству (см. (1.24) из гл. IV):

| L' (rei(p) | < В
„Л (ф) г

г*1 * г >  0 .

Пусть Я =  rei,f, t0 =  r0el,f>. Тогда

„л <Ф*> г,РПШГ, / г \ I* /.
| L (/0) I <  В ? ц = В (  —  ) вЛ(ф.)г.-МФ)г 1

<  \ r0 J
н тг

*

Поскольку |Я — /0 К  I. а г считаем больше чем 2, то

' • > ' - 1 > 7 -  t < 2-

В силу неравенства (1.23) гл. IV, имеем далее

Л (фо) г0 — Л (ф) г <  | /0 — Я | шах | / К  шах \ t\ -p .
tfBD leD

На основании всего этого

I MX)- М и )  \ ^ к  eh« )r 
|— Т Г ^ —  \ < К —  - К =  В2ГеГ,
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и потому
- И п )

(Х -П )И п )
I Т

Теперь отметим, что

e^d\i
„ft <ф) ц пе>“

Ы
|d|i|

r\ v
и) Ми) : \ т \ ±  j

r w
Ип) dn I

- f t  «и г f
: * V -  J

ii"*>“

r w Hn)
| d\i |.

В итоге получаем

\Ф{гп)(К Z, Г)|</С ~5“  S|r^-|l</>i| + el*lleX' l (1 + ^1)"-
Если бы точка А, находилась внутри Г, то появилось бы еще 

слагаемое | А," 11 е** |. Третья оценка (3.3) установлена. Заметим, 
что, в силу непрерывности, третья оценка справедлива и для Я., 
лежащих на самом контуре Г.

При оперировании с оценками (3 .3 )стоит обратить внимание 
на следующее: если г лежит в _области D и отстоит от гра
ницы dD на расстояние fl =  p (z, dD), то (см. (6.9) из гл. IV)

| (h* К  e,h w)_e| 1 к А. =  reiv, б =  р (z, dD). (3.5)

Теперь перейдем к установлению формул, которые будут 
аналогами формул (2.12) и (2.16). При этом будем, как и 
раньше, опираться на то, что в области a r g ц | ^ я  — ij>0,
О < \J>o <  - у » и на некоторых окружностях | ц | =  rk t  °о выпол
няется оценка

|1(ц)|>е-Р1>*1, \п\>г0, (3.6)

где г0 и р могут зависеть от ф0.
Пусть Г — контур, проходимый в положительном направле

нии, образованный лучами a rg n  =  n ±  ф0, 0< \|> о< у, Г*— ко
нечный замкнутый контур, составленный из части Г, лежащей 
внутри окружности |ц| =  гк, и дуги этой окружности: | |i | =  г*, 
я  — Фо <  arg  ц <  л +  1|)0.

Рассмотрим функцию

О»)
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(в этой записи А, лежит справа от Г). Имея в виду оценку (3.6), 
предположим, что г  лежнт на вещественной оси:

Z = X > N = ± ± *  
COS t|)0

(3.7)
Тогда

интеграл
ГОО

SI е*11
Мц)

и, на основании (3.3), для г из области (3.7)

I Ф (Я, z, Г)| < 2КР
„ft (ф) Г

I А. | > р0. (3.8)

Число р0^ 2  здесь выбрано с условием: для точек Л, |А.|^р0, 
р(А., Г) <  1, имеем Re А, < — 1. Д ля таких А,

(е>г'+  1)|е**|< («* +  1)< г * < 2 , x > N .

Из оценки (3.8) следует, что функция у (Л г , Г), как  функ
ция /, регулярна вне D и непрерывна вплоть до границы dD. 

Имеем

Ф №, г , г ) - Ф < * , 2 , г . ) = м ч ^  $ ■
? \ ? »

Контур в интеграле справа состоит нз частей Г, лежащих вне 
окружности |ц| =  г*, н дуги окружности: |ц| =  л*, л — i|>0<  
^  a rg n  ^ я - f  \|?ц. Когда ц лежит на этом контуре, R e n ^  
^  — | р |cos г|?о и, значит, для х из области (3.7)

<  g ( - * C 0 5 * t + 3 ) | H l  < е - 2 1 и | .

На основании этого и оценки (3.3) получаем 

|Ф(А., z, Г) — Ф(А,, г , Г*)| <
_ft (ф) г Г

<  ^е~ * “ р— ) • - " ,||d|i| +  (e* +  l ) e - ( r* « e '♦•“ ')* , г > 2 .

Здесь учтено, что для точек А,, р (А,, Г \ Г») <  1, выполняется 
ReA,;^ — (r*cos\|>a — 1). Интеграл, стоящий справа, при больших k



меньше единицы. Поэтому
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| Ф (Я, г , Г) -  Ф (Я, z. Г*) | <  в '* '*С05 *°~2) * 

х >  N, г > 2 .

ен «я»»”

д ля | А, | =  г < 2  по принципу максимума модуля левая часть 
не превосходит

И '* cos *°~2) XQ, Q =  i  ехр [2 тах Л  (ф)].
2 ф

Из этих оценок, согласно формуле
оо

Y(/, 2 , Г )= \  Ф (Я, z, T ) e MdK
О

получаем
| у (<, Z, Г) -  Y (*, 2 , Г*) | <  a r < r* cos♦«-*>*,

где / лежит вне D или на границе dD. Значит, на границе dD 
равномерно

lim \(t, z, f* )  =  Y(<. z, Г), /e=<5D, z =  x >  N.

Согласно формуле (3.2),

I f  ~ 1 f «а» (|i, F) e1** ,
^  ) n t ) y V .  *, I\)<и =  ы  1 M|l,  d» =

dD Г„

=  Y j pv (2) z =  x >  N.
\ \ \ < r k.

Лу < 0

Предел левой части существует при k-*oo, следовательно, 
существует и предел правой части, причем, согласно обозначе
нию (2.3), он равен /?_ (г). Таким образом, имеем

F~(z) =  \ F (t)y (t,z , T)dt, z =  x >  N. (3.9)
dD

Обозначим Го мнимую ось, проходимую снизу вверх. Тре
буется доказать, что

Y (/, z, Г) =  у 0> z, Го ) , z =  x >  N, t<=dD. (3.10)
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Пусть /0 — луч a r g ц =  л/2, — луч a rg n  =  n — ф0, С* — конеч
ный замкнутый контур, образованный отрезками лучей /0 и /, 
от начала координат до окружности |ц | =  г* н дугой С'к: | ц \ =  гк, 
n / 2 < a r g n < n  — \J)0. Имеем

1лГ S (А ,-ц )Г (ц )  = 0 ,  Re А, >  1. 
с к

На лучах /0, и контуре С*

lm ц ц |s in ф0.

Поэтому, на основании (3.6),

<gt-»sin<>,+p)in! < е -Ы<?г И  ^  11 М  Мц) 1
О I |

для 2 =  iy, у  > >1п ^  . Отсюда интеграл, взятый по дуге С*, 
стремится к нулю при k -►оо. Значит,

I С 1
2л/ J (Л — ц) Z. ((ц) 2л/

С _ _ е ^ М _
J  (X — ц) L (ц) •

z =  iy, у > Р-Н
sin tfo ’ Re Я > 1 .

Интеграл в левой части сходится и представляет собой анали
тическую функцию от г  в полуплоскости, ограниченной прямой, 
которая перпендикулярна продолжению луча a rg  ц =  — (л — \|>0) 
и отстоит от начала на расстояние р. Интеграл справа, 
в силу (2.14), сходится в верхней замкнутой полуплоскости у  > 0 ,  
он представляет собой функцию, аналитическую в открытой 
полуплоскости у >  0 и непрерывную в замкнутой полуплоско
сти у ^ О .  В силу установленного равенства, для

z =  iy, у > Р-И
sin 1|>0 ’

эти интегралы равны в общей части полуплоскостей сходимости, 
в частности, они равны для 2 =  х >  N =  p/cosф0.

Аналогичным образом получим равенство

1 f  e ^ d n  _ | f  р г  d\i _ ^ г. « w .
2я/ J (Я -ц )М ц ) 2л/ J ( А - ц ) М ц ) ’ Z — x > N ,  Ке Я > 1, 

*1 ‘о

где /ц — луч a rg n  =  — я/2 , / '— луч arg  ц =  я  - f  i|>0.



На основании полученных равенств имеем

Ф (А,, г , Г) =  Ф (Я, г, Го ) ,  Re А, > 1, z =  x >  N.

В левой и правой частях — целые функции Я. Поэтому эти 
функции, равные при Re Я. >  1, равны при любых Я. Отсюда 
вытекает равенство (3.10).

Особо отметим, что функция Ф (Я , z, Го )  определяется так :
оо (

ф (Х ,2 , Г . - ) - Д « ^  5 ( Г З Д ( , , - .  К еЯ > ° -  <3" >— СО I

Ф ормулу (3.9) теперь можно записать в виде

F~(*) =  Ш  \ F W v O .* . Го)dt, г  =  х >  N. (3.12) 
дБ

С помощью аналогичных рассуждений получается и другая 
формула

F +(z) =  - ± - \ F ( Q y O ,z , r 0+)d t ,  z = x  <  — N, (3.13) 
дБ

где Г^ — мнимая ось, проходимая сверху вниз, a y(t, z, Г0+)  
связана с функцией Ф (/, z, Го), которая определяется так:

-оо I

ф(я, 2 , Го‘)  =  1(Я)-^|-  ̂ (А. -  и) II (ц) ’ И еЯ < 0 .
оо I

Поскольку
оо I

® ( x . * . r . - ) - / * + i < 4 -5 j. S R e l < 0'
-ОО I

то, следовательно,

ф (я, г , Го") +  ф (я, 2 , Го+)  =  Л  z — x. (3.14)

3. Исследование функций \(t, z, Г0 )  и \ (t,z ,  Г0+) . Обра
тимся к оценкам (3.3). Применительно к функции Ф (Я , г , Го) 
первая оценка имеет место, когда Re Я ^  1, а вторая — когда 
Re Я ^  — 1, и, наконец, третья— когда |Я еЯ |< 1. В силу
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первой и третьей оценок, для любых вещественных г

К " ' ( * . 2 . Г о ) к Д ' ^  \ | - ^ | | ^ | + (е1* 1+ 1) е1*1(1 +  Г)»,

г<г ц
ReЯ >  — 1 , г > 2 .

Д ля Р е Я < — 1 воспользуемся второй оценкой и обратим 
внимание на второй член | Я |л| еКг | в этой оценке. Он меньше | Я |л, 
когда 2 > 0. Случай отрицательных^2 несколько сложнее. Пусть 
с — сам ая левая точка множества D (с <  0, ибо 0 е  D). Возьмем 
точку с0, с < £ 0 <  0 , и обозначим й расстояние от отрезка [с0, 0] 
до границы dD. В силу (3.5),

| Я р | в М | < | Я р ^ «-«| М , ге= [с0, 0], И еЯ <  — 1. 

Значит,

I Ф ? ’ (Я, 2 , Го )  | <  К \ | 11 dp | +  г V *  (<г,- в)г,

го' Ц 
Re Я <  — 1, г  >  с0.

Когда точка с0 близка к точке с, величина 6 мала, в силу чего 
А (ф) — й > 0 при всех ф. Окончательно имеем

К я)(Я, 2 , Го)| <
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< К «»<»>' г |_ц2_
^  J  I L (ц )'

или

|ф^(я, 2 , Го)| <

г > 2 , 2 ^  с0. (316>

гп+ц
Выражение

достигает максимума при г =  (rt +  ц)/6 , максимум равен

№ Г ■



Ранее видели, что

где т 2„ взято из (2.29). Кроме того, было показано, что

«" < ( ! ) " < .  ?< °°-

На основании всего этого выражение в фигурных скобках в (3.16) 
не превосходит Qnm\n, где Q — постоянная, когда г лежит 
в конечном интервале < °о. Из (3.16) выводим

|Ф*П,(*. г, Г0‘ )| , r >  2, c0< z < g <  оо.

По принципу максимума модуля при г <2  левая часть не будет 
превосходить

Qnm-2n 2" “ ехр (2 max h (ф)).
ф

Используя эти оценки и формулу
оо«<Ф

v!r, (<*z* r0- )=  5 Ф ? ‘(х, 2, r ; )e - M dK (3.17)
о

получим
IvlT’O, z, ro“ )|< P ',m^, t(=dD, c0< z < g <  оо (п =  0, 1, ...)•

оо
В рассматриваемой ситуации £ |А .*Г1= о ° (в противном слу-I
чае D — точка). Следовательно, функция у(/, z, Го), как функ
ция г (при / е  dD), принадлежит квазианалитическому классу 
С/ i/г* в интервале [с0, gl. Напомним, что с0— любая точка, 

Vm2*;
лежащая правее точки с (точка с — самая левая в множестве D).

Аналогичными рассуждениями можно убедиться в том, что 
функция у 0» 2. Го") принадлежит указанному квазианалитиче
скому классу (при / е  dD) в любом интервале — оо 
^ а0< а , где а —самая правая точка множества D.

Из (3.14) получаем
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у(/, 2, r o- ) +  Y 0 ,z ,  Г0+)  =  14 т , /<=<?£, с<г<а. (3.18)

4. Другое представление функций F  (г) и F +(z). Обра
тимся к формулам (3.12) и (3.13). Из (3.12) усматриваем, что 
функция F  (г) допускает квазианалитическое продолжение из 
области г>  N в область г>  с. Из формулы (3.13) усматри
ваем, что функция F* (г) допускает квазианалитическое про
должение из области z < — N в область z < а. Эти продолже
ния будем обозначать прежними символами F~ (г) и F* (г). 
В интервале c < z < a ,  согласно (3.18),

Г  (z) + F +(z) =  ~ \ _ F  (/) [у (/, г, Г<Г) + V 0. 2, Г0+)] dt =
дЪ

OD

Таким образом, получили представление F(z) через функции 
F~(z) и F +{z).

Для функций F  (г) и F +(г) получим сейчас новые пред
ставления, более удобные, чем представления (3.12) и (3.13). 
С этой целью введем функцию

ф ( * ) - ш 5 г. Гo )d t-
i~

-  Ш  \ г* Го+)Л , (3.19)
1+

где Г  и /+ определяются следующим образом. Пусть Ь — са
мая верхняя точка множества D, d — самая нижняя (если 
имеется несколько таких точек, то берем из них одну_верхнюю 
и одну нижнюю). Точки b и d разделяют границу dD на две 
части. Правую из них обозначим Г ,  а левую— /o’.

Изучим функцию <р(г). Для этого надо изучить у(/, г, Го”) 
для / е Г  и у 0, 2, Г0+) для / е / +. Согласно (3.17), для изуче
ния у 0, г, Г0“ ) прн / е Г  достаточно в интеграле (3.17) угол ф 
изменять в границах |фКл/2. Вследствие этого достаточно 
знать функцию Ф(я., г, Го) лишь при ReA,^0. Эта функция 
при ReA>0 определяется формулой (3.11). Имея это в виду, 
на основании оценок (3.3), получим

fl (ф) г С I / I I
\Ф{гп)(К  Z, Г о )\ < К ^ Г -  \ | - ^ ir)- ||r f» i|+ (e , , ,  +  l ) e 2|* ' ( l + 0 " .  

*9
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где г —любое вещественное, Re X ̂ —2, г ̂ 2 . Правая часть 
здесь не хуже, чем правая часть в (3.15). Поэтому

\ф(гп)(К  г, Г0“ )| < Q nm £ ^ - ,  2, R eA .> - 2 ,

где Q — постоянная, когда г лежит в конечном интервале веще
ственной оси (Q зависит от этого интервала). При г < 2 левая 
часть не превосходит

Q'VnJ£2-1* exp [2 шах h (<p)].
ЧР

В силу этих оценок и формулы (3.17), убедимся, что функция
Y 0 , 2, Г0~) (при / е /"), как функция г, принадлежит квазн- 
аналитическому классу Ci \т в любом конечном интервале\т2п f
вещественной оси.

Аналогично получим, что функция у((, г , Го") (при / е / +), 
как функция г, принадлежит указанному классу в любом ко
нечном интервале.

Из (3.19) видно, что <р(г) принадлежит квазианалитическому 
классу C|mi/2j в любом интервале вещественной оси.

Выше было установлено, что функция F~ (г) (ее квазнанали- 
тнческое продолжение) имеет вид

F  (2>=  2яГ 5 г, Г о )dt, z > c ,
дБ

откуда

Г  М  =  Ш  \ F W v(<. *. Го") Л  +  -ЙГ \ F (О У 0, Z, Го) dt. 
i~ 1+

При с < 2 <а, согласно (3.18), получаем

=  Ш  \ г, Го') d t-
1~

- ш  5 F w  »('• *• r »)<" + i  $
1+ I +

или

^ ~ (2) =  2яГ S Т ~ 7 Л  + Ф(2)* 2> с- (3-20)
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Последнее соотношение установлено пока только для с < z < а. 
Но левая и правая части являются квазианалитическими для 
г > с. Следовательно, равенство, верное при с < г < а, верно 
для г > с.

Совершенно аналогично получим, что

(3.21)

Из формул (3.20) и (3.21) вновь можно заключить, что 
в интервале a < z < c  функция F  (г) есть сумма функций F~ (г) 
и F + (г).

Формулы (3.20) и (3.21) являются аналогами формул (2.12) 
и (2.16).

5. Случай положительной нижней плотности. Рассмотрим 
случай, когда нижняя плотность А последовательности нулей 
L (ц) больше нуля. Убедимся, что в этом случае функция <р(г) 
является аналитической в горизонтальной полосе | у |< Л, где

Л =  lim In L ( , Л ) |

Согласно (2.18), имеем (тг).
Из формулы (3.11) видно, что Ф (Я, 2, Г0~) — регулярная 

функция в указанной полосе. Получим ее оценку. Пусть г 
лежит в замкнутой области Е, принадлежащей полосе \у\<И, 
и пусть ф0. 0 < ф0 < л/2, — угол, близкий к я/2. Из (3.3) полу
чаем

\Ф (К  z, Г0- )|< К
„Л (<Г) г

[ I
J  \ И\1) 
г0~

I dn |, |<р|<1|>о, г>
COS \|>о

|Ф(Л, z, Го)| < К ^ ~  \ |-^ - ||rfn |- f(cl*i +  l)e lJ ^ " ' l .  
z4* J  I L (ц) I

to < I Ф К  л/2, г > 2.
Если 2 лежит в Е, то | у | < Л — 26 <  Л (я/2) — 26 <  h (ф) — 6, -ф0 ̂  
^Ф ^ я/2 , когда ф0 близко к я/2. Выберем фо именно таким 
образом. Тогда для г е £

|Ф(А,, г, IV ) |  < /С» —з р - , 1ф1<я/2.



Из этой оценки будет вытекать (согласно формуле (3.17), при 
я =  0), что функция у О, 2. Го") непрерывна при / е Г  и анали- 
тична относительно г в Е. Но Е  — произвольная область из 
полосы | у | < Л. Значит, у {t, г, Го) регулярна во всей этой по
лосе, когда t е  Г .

Также можно показать, что уО. z, Г0+) регулярна относи
тельно г в полосе | у | < Л и непрерывна относительно t на 
дуге /+.

В силу этого функция ф(г) регулярна в полосе \y\<h.
Из формулы (3.20) усматриваем, что F~ (г) аналитически 

продолжается справа налево по полосе \y\<h  до дуги I . Из 
формулы (3.21) аналогично убеждаемся, что F^(z) аналитически 
продолжается слева направо по полосе |//|<Л до дуги Г .  
В общей части области D и полосы | у | < h

F~(z) +  F +(z) =  F(z).

Если нули Яу — простые, то в рассматриваемом случае в этой 
общей части получится для F  (г) представление (2.20).

Таким образом, доказана
Теорема 6.3.1. Пусть L (А.) — целая функция экспоненциаль

ного типа, Л(ф) — ее индикатриса роста, Xv( v ^ l ) — нули /.(Я), 
D — наименьшее выпуклое замкнутое множество, содержащее все 
особенности ассоциированной с L (А.) функции у (/). Предпола
гаем, что у L (Я) все нули — вещественные', L (А) принимает веще
ственные значения на вещественной оси, D содержит внутренние 
точки и L (А.) удовлетворяет условию (3.1). Функции F  (г), анали
тической в D и непрерывной в D, сопоставляем ряд (2.2) и по 
формулам (2.3) вводим функции F~ (г) и F  * (г). Первая из них 
регулярна в некотором угле D~: | arg (z — а-) | < Ч>о < у , вторая
регулярна в некотором угле D+: | arg (г — а+) — я | < г|з0. Функ
ция F~ (г) квазианалитически продолжается из угла D~ влево 
по вещественной оси до самой левой точки с множества D. Функ
ция F + (г) квазианалитически продолжается из угла D ' вправо 
по вещественной оси до самой правой точки а множества D. На 
участке с < г  < а

F~(z) +  FU z ) =  F(z).

Если нижняя плотность А последовательности нулей L (Я) больше 
нуля, то F ' (г) аналитически продолжается из D влево по ка
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налу | у\ < у  А до левой части /+ границы dD, a F *  (г) анали
тически продолжается из вправо по каналу \ у | < — А до пра
вой части Г  границы dD. В этом случае при условии, что 
Яу — простые нули L (Я), в пересечении области D с полосой
|у |< у А  функция F  (г) имеет представление (2.20).

§ 4. Случай отрезка

1. Обобщение и упрощение задачи. Осталось рассмотреть 
случай, когда функция L (Я) удовлетворяет условию (3.1), a D — 
вертикальный отрезок. Можно допустить, не нарушая общности 
рассуждений, что это — отрезок [а, ft] мнимой оси (1ш а < 0 <
< lm ft).

Имеем

dD

где dD—дважды проходимый в разных направлениях отрезок 
[я, ft]. Пусть у+ (0 — предельное значение у (/) на [a, ft] при под
ходе к отрезку с правой стороны, а у_ (/) — предельное значение 
у (/) на [я, ft] при подходе к отрезку с левой стороны. В силу
(3.1), эти предельные значения непрерывны. Получаем

ь
И Я) =  J Ф (/) &  dt, ф (/) =  Jjj- [Y+ (/) -  у , (/)]. (4.1)

а

Имеем, далее,

«i(H, ^) =  -2Н7  ̂ Y ( t ^ F i t - i f ie P 'd ^ jd t ,
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или

о»! (ц, F ) = 5 Ф F ( t  — 1\) «и dr^j dt. (4.2)

От функции F(t) здесь требуется только одно — она должна 
бить непрерывной на [я, ft].

Откажемся от предложения, что £(Я) имеет вещественные 
значения на вещественной оси и что у L (Я) все нули —веще
ственные. Более того, рассмотрим более общую ситуацию, когда



х .

функция L(k) имеет вид
А

L (k )= \ ^ d o (t ) ,  (4.3)
а

где о(/) — функция ограниченной вариации на [а, Ь\. Естественно 
считать, что отрезок [а, Ь\ нельзя здесь заменить меньшим от
резком, не изменяя значения интеграла.

Задача заключается в том, чтобы восстановить функцию 
F{z), если известны члены ряда (2.2). Решение этой задачи 
в случае, когда £(А) принимает вещественные значения на ве
щественной оси, изложено в [82], [83], в общем случае — в [13].

Решение задачи в случае (4.3) сведем к случаю, когда 2. (А,) 
имеет вид (4.1), где <р(/) — непрерывная функция.

По свойству 15) интерполирующей функции, если

РЛ *)еК' г.
V - !

ТО
оо

Я, (z) =  Я (z) — Я, (г) е '* -  Я2 (г) е^г со (Л1) £  Pv (г) е^г , (4.4)
V-3

где

Функция М(А,) уже имеет вид (4.1). Пусть известны P v (z) ( v ^  1). 
Тогда известны и члены ряда (4.4). Если указать, как по ряду 
(4.4) восстановить функцию Я, (г), то

F(z) =  F l (z) + Я, (г) еКг + Я, (г)
Следовательно, решение задачи о восстановлении в случае 

(4.3) свелось к решению той же задачи в случае (4.1). Имея 
это в виду, с самого начала будем предполагать, что А (А) имеет 
вид (4.1), где ф (0 — непрерывная функция, и

eh <Ф> г
| L(r^)\<A^-7r- (4-5)

(этому условию удовлетворяет функция М (А)). Можно считать, 
не нарушая общности рассуждений, что L (0)=j£0  (в противном 
случае можно было бы воспользоваться свойством 13) интерпо
лирующей функции) и что отрезок [а, />] симметричен относи
тельно начала координат, так что a =  — qi, b =  qi, q > 0. При 
этом условии
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Л (ф) =  <7 1 sin ф |, 0 < ф <  2 я.

Относительно функции (4.1) можно утверждать следующее 
(теорема 1.4.6): для почти всех ф существует предел

ln|L(re,<p)| I • I /» с\lim -----— —̂ = <71 Б1Пф |; (4.6)Г-> ОО Г
все нули функции £(ц), за исключением, быть может, множе
ства нулевой плотности, лежат внутри сколь угодно малых уг
лов | argц | < е и |arg|i — л | < е, причем плотность

Л, =  lim (/ = 1, 2)О  оо *
множества нулей внутри каждого из углов равна q/n\ имеются
число р>  Он числа гк, 0 < г к \оо, -|±1->1 при k->oo, та-

гк
кие, что
In | L{relv) | > [/71 sin ф I — e] r, rk — p < r  <r* + p, k > K (t ) .  (4.7)

2. Исследование частных рядов. Перейдем непосредственно 
к решению задачи о восстановлении Я (г) по ряду (2.2). Будем 
опираться на формулу

(4.8)
Г ао

где Г — конечный замкнутый контур, на котором Z.((i)^=0, 
\(/, z , Г) — функция, ассоциированная по Борелю с целой функ
цией

г
как функцией А. В этой формуле А лежит вне Г.

Для А, лежащих внутри Г,
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ф (* . + ^ -  
г

Заметим, что функция y(t,z, Г) в (4.8) непрерывна на dD, 
a dD — дважды проходимый в разных направлениях отрезок
[а, И.

Условимся под у+(/. г, Г) понимать предельные значения 
Y(/, z, Г) на [а, Ь] при подходе к отрезку [а, 6] справа, под 
Y~ (/, z, Г) — предельные значения той же функции на том же 
отрезке при подходе к отрезку слева.



Обратим внимание на следующее: для доказательства непре
рывности у+ (*. г< Г) на [а, 6] (в случае конечного илн бесконеч
ного контура Г) достаточно установить выполнение условия

<7 I »1п |
\Ф(к, z, Г) | < Л —р—  , А, =  ге'ф,

для положительных А,, а для доказательства непрерывности
(t, z, Г) там же достаточно установить выполнение последнего 

условия для отрицательных к.
Возьмем достаточно малое неотрицательное число р и обо

значим Г<Г контур, составленный нз лучей argn =  ± (y - f  р)
и обходимый снизу вверх. Число р при этом выберем так, чтобы 
на указанных лучах не было нулей L(n) и чтобы вдоль этих 
лучей существовал предел (4.6).

Рассмотрим функцию экспоненциального типа

*(*■»■ r .- )- *W - 5 b $  t - й ' <4'9>
го"

В этом представлении к лежит справа от контура Г<Г (для к, 
лежащих слева от Г<Г, функция Ф(А,, г, Го") изображается этим 
же интегралом плюс слагаемое е'г). Из условия (4.6) вытекает, 
что интеграл (4.9) сходится, когда г лежит в угле раствора 2р 
с вершиной в точке — <7 ctg р вещественной оси и сторонами, 
проходящими через точки ±qi (при р =  0 угол вырождается 
в полосу).

Функция (4.9), как функция А,, при больших положительных к 
ведет себя, как о(-р-), предполагая, что При отри
цательных к к интегралу добавляется е̂ г, в силу чего функ
ция (4.9) при больших по модулю отрицательных к ведет себя,
как О , если г е О ( и Rez =  *> 0. Таким образом, функ
ция (4.9) на всей вещественной оси ведет себя, как О (-jjr). 
при больших | Я |, если г е  Dp и х > 0. Отсюда заключаем, что 
функция yO. z, Го") имеет непрерывные на [а,Ь] предельные 
значения у+0, г, Го) и y~(t, z, Г0~), если z€=D„ и * > 0.

Обозначим Г* (проходимый в положительном направлении) 
конечный замкнутый контур, который состоит из части Г<Г, 
заключенной внутри окружности |ц| =  л* (окружности |ц| =  г* 
фигурируют в неравенстве (4.7)) и дуги |ц| =  г*, -у + Р<

438 ВОССТАНО ВЛЕНИЕ ФУН КЦ И И  ПО КО ЭФФИЦ ИЕНТАМ  РЯДА |ГЛ. VI

^ a r g n ^ - y — р. Изучим разность

Ф ( и г , - ) - ф ( м . г ; ) = 1 ( ч ^  J  <410)
го"\г*“

Контур в интеграле состоит из частей Г<Г, лежащих вне окруж
ности |ц| =  г*, и дуги С к этой окружности: |ц| =  г*, -̂- + Р<
^ a rg ji^ - y — р. В представлении (4.10) переменное к лежит 
вне контура интегрирования. Для к, лежащих внутри контура, 
к интегралу добавится слагаемое е~г. Дуга С* пересекает ве
щественную ось в точке — г к- Когда к лежит на вещественной 
оси вне интервала (— rk — p, — r*-f р), имеем |А,— ц |^р , где 
ц —точка контура Г<Г\Г*. В том случае, когда к лежит 
в интервале (— гк — р, — гк +  р), заменим дугу С* дугой С* 
окружности |ц \ =  г, заключенной, как и дуга С», между лучами 
argn =  ± ( y +  р)- Число г выберем при этом так, чтобы
было — г* — —r < —г* + р и |А, + г|>р. При замене С* 
на С* интеграл (4.10) не изменит своего значения, однако будет 
\ к — ц 1̂ 2 р. Кроме того, на С*, как и на С», будет выполняться 
условие (4.7). Таким образом, при оценке интеграла (4.10) 
всегда можно считать | А, — ц \^ р . Имея это в виду, запишем, 
на основании (4.7),

е**г | ^  1 | е*** | ^
I (Я — ц) L (ц) I ̂  у  I L (ц) I ^
< — exp[хcosФ -f |^11sinф | — ̂ |sinф|-f е]|ц|, |ц|>р0(е), (4.11)

где ф =  argц, причем у  + р<ф<-у- — р.
Обозначим Е~ полуполосу

Е~\ \ y\ < q - 6 , 0 < 6, < 6. (4.12)
В этой полуполосе

хсовф -f | у || БШф | — q \ этф ^ ясоэф  — б| втф |.
Но

Г - f i|s in ^ | .  | + Р < | ф 1 < ^ .  
дссовф 61 sin ф | < ч Зя з

( в| cos — р.
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Поэтому, на основании (4.11), при г е £ '

l - ^ | < i e(-e‘:T-+t) " 11, ц е Г о  \  Г* , k>  К  (е),
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I (Я. — ц)Д(ц) 
в силу чего при малом е

- L  С
2л I J (А, — Н) L  (ц) 

го" \ г;

в,-~ 'к< е  2 , А > /Со, ге£ *.

Отсюда получаем

 ̂(X) |, Я > - г к,
Ф(я, г, IV ) - Ф  (я, г, IV )! < 

Заметим, что

-±г о 2 *1

r* I /. (Л) | е-МЧ, Я < - г* .

На основании изложенного заключаем, что
г

|у(/, 2, Го ')-у(/. г, Г*~)|</1е 2 \  k>  К0, z & E ~ , t(=dD. 

Следовательно, для / е  dD и г е Г  равномерно
lim y(t, z, Tt) =  yO. 2, Го-). (4.13)

k -*oo

Согласно формуле (4.8),

(/) у (/, 2, K ) d i = ^ I \ £  pv (2 )c4
to p-

где D* — область, ограниченная контуром Г*. Предел левой 
части существует, в силу (4.13), в области Е~, причем сходи
мость — равномерная. Поэтому существует предел правой части. 
Обозначим

F~ (z)=  lim £  PAz)e**, г<=Е~. (4.14) 
xv.  Di-

Имеем

Г <г)шаШ  \ ^ (0 Y 0. 2, Го*) Л, ге=0„, х> 0. (4.15)
00

Отметим, что представление (4.14) имеет место всюду 
в полуполосе

0 < х, \y\<q,

равномерная сходимость имеет место в меньшей полуполосе (4.12), 
функция F~ (г) регулярна в угле £)р при х > 0.

Обозначим теперь Го" контур, который отличается от Г<Г 
только направлением обхода (Го обходится сверху вниз). По
ложим

ф(х.*, r , * ) . t w i  S ■ « 16>
го+

причем в этом представлении Я лежит слева от Го". Для Я, 
лежащих справа, к интегралу добавится слагаемое е**.

Интеграл (4.16) сходится, когда Я лежит в указанном выше 
угле Ор. Функция (4.16), как функция Я, при больших по мо
дулю отрицательных Я ведет себя как, О ( j r ) , в предполо
жении, что г е  Dp. При положительных Я к интегралу доба
вится еКг, в силу чего функция (4.16) при больших положи
тельных Я ведет себя, как o ( jr )>  если 2 б О р и Rez =  jt<0. 
Таким образом, функция (4.16) на всей вещественной оси ведет 
себя, как o(-jjj-), при больших |Я|, если г б О ( и х < 0.
Отсюда выводим, что функция y(t, г, ГсТ) непрерывна на dD 
если г е й № и х < 0.

Обозначим Г*- конечный замкнутый контур, который состоит 
из части Го", расположенной внутри окружности |ц| =  г* и 
дуги С*: |ц| =  г*, I arg ц К -j-+ р. Рассмотрим разность

Ф(х,г,г„*)-Ф(1,2, г 0 - м ч ^  J т г^ уш -
г+\г ♦

В этом представлении Я лежит вне контура интегрирования 
слева. Для Я, лежащих внутри контура, к интегралу доба
вится еКг. Подынтегральная функция имеет оценку (4.11), в ко
торой <p =  argz и | ф К у + р .  Обозначим £+ прямоугольник
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£+: “ Т Ж р <дс<“ 6*- \ У \ < Я - Ь> 0 < 6* < . (4.17)
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В этом прямоугольнике

х cos ф +  у | sin ф | — </1 sin ф К  дс cos ф — 61 sin ф |. 

Оценим правую часть. Имеем

_ ]  T^rp-sinp-fisin я ------------
xcos<

Г т г л т 51" !1— 5|sinq>K<
[  - 6.COS-J-,

-flsin-=-. А < | ф|<-5. + |

1Ф1<Т-

Справа в обоих случаях стоит величина, не превосходящая
— 6, У 2/2- Поэтому, на основании (4.11), прн г е £ *

| * *
I (ц -  Я.) l (ц) | ^  р *

ц е Г 0+\Г*+, k>  К (е),

в силу чего при малом е
1

2ni J  (А —и) Ми) < е~2'*, k > K 0, г е £ +.

Отсюда получаем

! е~ 2 Г* I L Ш I

е' 2 r*|L(A)| + e-«‘\  А>г*.

Слагаемое е_вл при А > г* меньше
®L . «L,

«■2 V 2 .

Значит,

IyO, z, Г0+)-\(<. z, Г*)I <Ие 2 r\ 
k >  К 0, z<=E+, t <= dD,

и потому для t е  (3D и г е £ + равномерно

lim y O, z, Г*+) =  уО, z, Г0+). л-»»
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Согласно формуле (4.8), 

2̂ 7 J  ^(OyO. z , Г*)<** =

I f со. (ц, F) r-i «
2лГ J  zToij ^ =  £  *̂v (z) e v ,

где область, ограниченная контуром Г*\ Заключаем, что 
в области Е + имеет место равномерная сходимость правой 
части

Е + (z) =  lim £  Pv(z)A*. г е £ +, (4.18)

причем

/?+(г) ==:'2Н7 S ^(Oy(*.z, Го+)Л , z g D j,  х < 0. (4.19)

Последовательность (4.18) сходится в любой области

“ 7 Ж Т <ДС<° ’ \ У \ < Ч - ^ (4.20)

равномерно сходится в области Е +, функция F + (г) регулярна, 
когда г е О р и х < 0.

3. Связь функции с частными рядами. Нам осталось свя
зать функции F " (г) и F* (г) с функцией F  (г). С этой целью 
введем функцию

* (г>“  i  S f  W Y+ 0, Z, r„-) dt + J  F  (/) Y- (/, г , Го+) dt. (4.21)
a a

Для получения y +0 .z , Го") достаточно знать функцию 
ф(А, z, Го” ) для положительных А, Но для положительных А 
эта функция определяется интегралом (4.9) (без слагаемого еКг). 
Для всех г из угла D„ функция Ф(А, г, Го) ведет себя при 
больших положительных А, как o(-jjj-). Следовательно, функ
ция y +0. z, Г о )  непрерывна прн / е  [а, Ь\ и аналитична по г 
в угле £>р. Первое слагаемое в (4.21) есть аналитическая функ
ция в угле Dp.

Для получения y~ (t,z , Г о " )  достаточно знать функцию 
Ф (*. z, Г 0+)  для отрицательных А. В  этом случае эта функция



определяется интегралом (4.16) (опять-таки без слагаемого е**). 
Для г из угла Dfl при больших по модулю отрицательных А,
имеем Ф(Я, г, Г0+) =  о (- ~ ) .  В силу этого, функция у” 0. г, Ги+) 
непрерывна при /е  [а, b] и аналитнчна по 2 в угле Dp. Второе 
слагаемое в (4.21) — аналитическая функция в угле D„.

Таким образом, ф(г) является аналитической функцией 
в угле Dp.

Обратим теперь внимание на следующее. Уже отмечалось, 
что когда z e  Dp и х>  0, то Ф(А,, г, Го") при отрицательных А,
есть О (- jj) и равна

г m  * С g|t* ^ ________Лг
L  W  2л/ )  -  ц) L (ц) ^  *

Го"

В то же время функция Ф(А,, 2, Го+) при отрицательных А, есть
О (р- ) Для любых геО ц  и определяется интегралом (4.16). 
Значит, при отрицательных А, и 2 e D J( дс > 0 сумма этих функ
ций есть О (- jr) и

Ф (Я, г, Го") + Ф (А., г, Г0+) =  -  е г,
А, < 0, геО ц, х > 0.

Отсюда
Y~0, Z, Го”) + у"0 . Z, Го+) = -т4—.

' 2 (4.22)
/е [а , b], 2 e D p, х > 0.

Слагаемые в левой части непрерывны при t е  [а, Ь] и анали- 
тичны по 2, когда 2 e D p и х > 0.

Функция Ф(А,, 2, Го-) при положительных А, есть О ( j r )  при
всех геО р. Функция Ф(А,, г, Го") при положительных А, есть
o (- j j ) ,  когда 2 е  Dp и х < 0. Следовательно, сумма этих
функций при положительных А, есть О ( у г )  и

Ф(А«, 2, Го") + Ф(А., 2, Г { )  =  еХг,
А, > 0, 2 е  Dp, х < 0.
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На основании этого выводим

V ' ('. г. Г.") + у* (<. г, Г ? ) -  - i - .
(4.23)

t е  [а, Ь], геО р , х < 0.
Слагаемые в левой части непрерывны по t на [а, Ь\ и анали- 
тичны по 2, когда г е О ? и х < 0.

С помощью соотношений (4.22) и (4.23) преобразуем фор
мулы (4.15) и (4.19).

Сначала преобразуем формулу (4.15). Имеем 
ь ь

F ~ W  =  Ш  \ F W  Y+ (*• z- Го' )  dt -  Ш  \ F  W  V" 0. z- Го")dt,
a a

zeDp, x > 0.
Согласно (4.22),

у- 0, 2, Г о " )  =  — у" (t, z, Г 0+)  + т ^ - .
/ e [a , i] ,  z e D j,  x > 0,

в силу чего
b

f " W e - - s r J- T = T - + <p(2)* z e D P* *> °-  <4-24>
a

Теперь преобразуем вторую формулу. Имеем 
ь ь

F * ( г > “  Ш  \  F  W  Y + 0 .  Го+) dt -  J L .  J  F  ( 0  Y ~  (/ .  г ,  Г 0+)  dt,
а а

2 eDp, х < 0.
В силу (4.23),

Y + (/ .  2 , Г„+)  =  -  у  + (/ ,  2, Го  )  +  ,

2 е  Dp, х < 0.
Поэтому »

р+М = ш \ 1г М г - * М >  z e £ > p, * < °-  <4-25)
а

Формулы (4.24) и (4.25) — основные.
Положим z =  x-\-iy, z =  -x-\-iy, х>0 и допустим, что 

zeDp. Тогда 2 также принадлежит Dp. Записав формулу (4.24)
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в точке z, а формулу (4.25) — в точке z и сложив их, получим
i-я

F~(z) + F + (z) = ± \ ^ Г § ^  + Ф М -Ф (5 ). (4.26)
1~~Я

Известно, что если функция F  (/£) непрерывна на [— q, q\, то

.. Jt С F ( H ) d l  _ в п .л  
i™ *  j jcj + a- j/)j (г/)’

- Я
- q  < у <q,

причем стремление к пределу равномерно, когда у е  Af, где 
Af —замкнутое множество из (— q,q). Кроме того, так же рав
номерно

lim [ф(г) — ф(г)] = 0, у ^ М .  х ->о
На основании (4.26) получаем, что при дс-*0 равномерно 

для всех у е  М cz (— q, q)

lim [F- (z ) +  F +(z )]= F {ly ).
X->0

В итоге получили следующую теорему Л. Шварца. 
Теорема 6.4.1. Пусть функция L(k) имеет вид

Qi
М Я)=  J ^ d a (t ) ,

-ql
rk \ оо и р — числа такие, что

In I L (ret<f) I > [</1 sin ф | е] г, rk — p s ^ r ^ r k-\-р, к > К (е )  

Функции F(z), непрерывной на \— qi, qi\, сопоставим ряд

/4 * )~ I> v (2 )eV . (4.27;
где

c v

«iO*,/7) —  ̂ d o (t )^ F ( i — л)

(4.28)
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Cv — окружность с центром в нуле Av функции L (А.) (в Cv нет 
других нулей L (А.), отличных от Av). Пусть р ̂  0 — малое число
такое, что на лучах arg ц =  ± + р) функция L (Я) не обра
щается в нуль (за исключением, быть может, точки Я =  0, где 
она может быть равна нулю) и существует предел

lim
Г-> оо

In | L (re1*) I 1 q | sin ф I, Ф =  ± ( j - f  p).

Указанные лучи (в окрестности начала их соединим дугой, на 
которой L(n)¥=0) разобьют круг |z|s^r* на две области: ле
вую Dk и правую D t. При указанных условиях, каково бы ни 
было б > 0, в области дс>0, \ y\< q  — б существует предел

lim Z  Pv (z)e^z =  F~(z)
» «= n-

(стремление к пределу в области х ^ б ,, ly l< q  — б, 0 < в|< б, 
равномерное), в области

< JC < 0, \y\<q — б

существует предел
I'm £  Pv (z)ex' 2 =  F +(z)

OO

(стремление к пределу в области — Tsin'p < *<  — &i« 1у 1<
< q — б, 0 < 6j <6/2, равномерное). Наконец, при л:—►О для всех у, 
| у | ̂  q — б, равномерно

lim [р~ (х + iy) -f F  + (— х + iy)] =  F  (iy).
*->о

В этом состоит метод Абеля суммирования ряда (4.27).

§ 5. Решение уравнения свертки
Рассмотрим уравнение свертки

\ F (t  +  z)do(() =  0, (5.1)
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где а(/) — функция ограниченной вариации на , [ — qi, qi\, a F  (г) — 
непрерывная функция. Предположим, что F  (г) непрерывна на 
интервале мнимой оси (с, d) гэ [— qi, qi] и удовлетворяет урав
нению (5.1) на меньшем интервале (с -\-qi, d — qi). Покажем, 
что в этом случае ряд (4.27) суммируется методом Абеля к F  (г) 
на всем интервале (с, d).

1. Суммируемость ряда к решению. Положим

©*.(р, a, F) =  e~^ J j  J F(/ + a —q) * " 1 *1 J ,

а е= (с + qi, d -  qi).

Лем м а 6.5.1. Вычеты функции 
4>L (ц. д, F)

Н\i)
.g|U (6 .2)

не зависят от а. 
Имеем

О) =  (0(ц, a, F )=  J j j f t f  + a — ti)e**(4" a,diijdo(/) =

ql Г (  -a -1

~  \ И  F(t-l)**di\do{t),
-gl ^ -a J

на основании чего

£ -  isrfS
-ql *--о J

\ F ( / - 6)ertrf|j =  -F(a )^< ‘-e>-fF(/ + a)e-'“ ,

Но

поэтому
г с

i ^  =  _F(o)e-«>* da (/) + •—  ]^ (/  + a)rfa(/),
-ql -ql

или, учитывая (5.1),
dot

Так как функция

^ / L  (р ) =  -  F  (а) е~а»е**,

как функция р, — целая, то вычеты функции (5.2) действительно 
от а не зависят.

Возьмем функцию / (г) =  F  (z -f а). По теореме 6.4.1 к ней 
методом Абеля суммируется ряд
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где
Е / М * )е Ч

п 1 Г o>t (p ,f )e >udp __  1 (  Ш£ (ц, а, F )e u(*+a> dp
v U  2л/ )  L  (ц) e  2л/ J  Ц ц )

Cv Су

По лемме 6.5.1

1 f  <!*« а> F ) *** dp I f  <oL (ц, F ) в*“  dp1 Г e>L (ц, a, 
2л/ J  L <p) 2л/

J  (P. I
(P ) PAz)e

Су С у

Следовательно,
Pv (z) e V = pv (2 + a) e4  <*+“).

Таким образом, ряд

2> v(z-j-a)eV,+0>

суммируется методом Абеля к F(z +  а) на интервале (—qi, qi). 
Это значит, что ряд

5 > v(z)eV

суммируется методом Абеля к F  (г) на интервале (—</< + а, 
<7/ + а). Учитывая, что а —любое из (с -f qi, d — qi), приходим 
к выводу:

Теорема 6.5.1. Если F (г) — непрерывная функция на 
(с, d )r j [— qi, qi], удовлетворяющая уравнению (5.1) в интервале 
(с + qi, d — qi), то ряд

2 > v (z )* 4

соответствующий функции F (г), суммируется методом Абеля 
к F  (z) на всем интервале (с, d).

15 А. Ф. Леонтьев
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2.2. Теорема аппроксимации.
Теорема 6.5.2. Пусть система {^*г} не полна на отрезке 

[«, р<1 мнимой оси длиной q. Если F (г) аппроксимируется с лю
бой точностью линейными комбинациями экспонент из {^*г} 
внутри интервала (ai, bi) мнимой оси длины, большей q, и при
надлежит некоторому квазианалитическому классу £{«*) на [ci, di], 
c < b < d , причем b — c> q , то F (г) аппроксимируется линей
ными комбинациями указанных экспонент с любой точностью 
внутри (ai, di).

Без ограничения общности можно считать, что а =  0. По
скольку {е***г} не полна на [0, qi] (она не полна на любом от
резке мнимой оси длины q), имеется функция ограниченной ва
риации a(t) такая, что

Qi
[ ^ 'd a ( i )  =  0 ( * > 1),

причем

Имеем

L (ц) =   ̂е**' da (t) Ф  0.
о

в*
\F (z  +  t)do(t) =  0, z<=(0,(b-q)l). (5.3)

Рассмотрим функцию

f (z )= \ F (z  +  t)da(t), г е ( 0, (d - q ) i ).
о

Пусть z е  [ci, (d — q)i]. Для таких г и / е [0 , qi] точка (г -f /) 
принадлежит [ci, di], поэтому 

qt
/,«>(2 )в  \F<n>(z + ()da(t),

откуда
\fw W \ < M m n  (п > 0), z e [c i , (d - q ){\ .

Следовательно, f (z) на [ci,(d — q)i] принадлежит квазианалити
ческому классу. Возьмем точку г0 между ci и (b — q) i. В силу
(5.3),

/<«)(го) =  0 (л>  0),
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поэтому f(z) =  0 на [ci, (d — q)i], Значит, f(z) =  0 на (0, (d—q)i). 
Итак, функция F  (г) удовлетворяет уравнению

ql
^F(z +  t)do(t) =  0, z <= (0, (d — q) i).

По теореме 6.5.1 к F(z) на (0, di) суммируется ряд

2 > v(* )e 4 (5.4)
где

Р M eV  —_ L  [ ^ (|i’ a>Гу(г)е 2nl j i((t)
C V

И

(ц, a, F) =  e-w J da (t) ̂  j  F  (t + a -  r\) e^ d n ). (5.5)

Пусть a =  /|a| и |a| столь мал, что [a/, (a -f <7) t] с (0, Ы). За
метим, что во внутреннем интеграле в (5.5) переменное (/+a—ri) 
принадлежит [ш, (a + </)/]. Но на этом отрезке по условию тео
ремы равномерно

F (z )=  Yrn P m(z), P m( z ) = Z a m.,^ l\  {n ,}c{A ,v}.m->oo /-1

Учтем еще, что,

I Г <oL (|i. a. Л ' )  dn ( <?!*, ц, =  А,
Ы 1 Lu"  " l o ,  i*,*.*

В силу этого,
I f <Dt (|i, a, F)e**d\i 

Мц)2„/ )  Z.(n) " “ " . ’S r Jс
WL (•*> P m )»"*d\l

M W

(  lim am. 1(̂ 1 1 n̂  =  Av,; I  m-> OO
'•О* ^

Следовательно, ряд (5.4) есть ряд

£  V *r', а/=  lim апи1.ш->*
15*
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Этот ряд суммируется к F (г) методом Абеля на (0, di). Значит, 
имеется последовательно:гь линейных комбинаций из экспонент 
системы {е1***}, которая равномерно сходится к F  (г) внутри (0, dt)-

Как следствие отметим следующий результат.
Теорема 6.5.3. Пусть система {е1***} не полна ни на каком 

отрезке вещественной оси. Если f (х) аппроксимируется с любой 
точностью линейными комбинациями экспонент из {У1*1} внутри 
интервала (а, Ь) и принадлежит некоторому квазианалитическому 
классу С{т„} на интервале (с, d), причем с < b < d, то f {х) аппро
ксимируется с любой точностью линейными комбинациями экспо
нент из внутри интервала (a, d).

Г Л А В А  VII

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИИ 
РЯДАМИ ДИРИХЛЕ

Здесь речь пойдет о представлении целых функций F  (г) во 
всей плоскости рядами Дирихле

оо

F (z )= Y , К  -*
V— I

или несколько более общими рядами 

F(z) =  £  M * )A * .
V-1

где Pv (г) — многочлены степеней соответственно меньших mv 
(v> l). Будут изложены результаты (в несколько более общей 
форме) из работ (15], [18], [21], [23], [24], [32].

§ 1. Конструкция ряда. Интерполирующая функция
оо

1. Конструкция ряда. Пусть L (А,) =  £  спХп — целая функция,О
для которой A,v (v=  1, 2, . . . )  — нули кратности =  mv. Допустим, 
что /.(А.) — Целая функция экспоненциального типа. Обозначим 
тогда у (0 функцию, ассоциированную по Борелю с L {А,), и возь
мем замкнутый контур С, охватывающий все особенности \(t). 
Если целая функция F  (г) допускает во всей плоскости разло
жение

F (z )= Z P y (z )e ^ ,

то

ибо
С

Y (0 dt — 0 (s =  0 , 1 , . . . .  mv -  1 ; v —  1 , 2 ,



Следовательно, если надо решить задачу о представлении ука
занными рядами во всей плоскости целых функций, которые 
не обязательно удовлетворяют уравнению Aft (/r) =  0, то не
обходимо считать, что L (А) — целая функция по крайней мере 
первого порядка максимального типа.

Будем предполагать, что L (А.) — целая функция уточненного 
порядка р (г) > 1, ибо неудобно оперировать с функциями 
максимального типа. При этом (в соответствии со сказанным) 
надо потребовать, чтобы выполнялось условие

^ р (г )- 1 _ > о о , г —»  оо.

Пусть г =  <р (0 — функция, обратная функции / =  гр(г). Послед
нее условие означает, что
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Возникает вопрос: по каким формулам определять коэффи
циенты разложения? Раньше, когда L(K) была функцией экспо
ненциального типа, коэффициенты определялись посредством 
биортогоналыюй системы. В настоящем случае биортогоналыюй 
системы не существует (это было показано в самом начале 
гл. IV). Но члены ряда Дирихле определялись и другим по 
форме способом. Именно было показано, что

P v ( » ) « V  — J L  ^ e ^ d i i  (v =  1, 2, . . . ) ,  (1.2)

c v

где Cv — замкнутый контур, содержащий Av и не содержащий 
других нулей Мц). В том случае, когда F (г) регулярна в круге 
12 1 < /?, включающем D (наименьшее выпуклое замкнутое мно
жество, содержащее все особенности функции \(t), ассоцииро
ванной по Борелю с L (А.)), имеем (см. свойство 11) интерполи
рующей функции)

©Иц, Л = Е с * [ / :,*-"(0) + |*Я*-*>(0)+ ...  +H*_IF(0)1. (1.3)*—I
Формулы (1.2) и (1.3) имеют смысл не только, когда L{K)— 

целая функция экспоненциального типа. Если целая функ
ция F  (г) такова, что

Z  I с* |[| f ‘*-‘>(0) | + 1 ц И Я*-»> (0) | +  . . .  k—1
. . .  +l|i|*-, l/7(0)ll<«>. | It | < оо. (1.4)

то G)t (n ,  F) —  целая функция и можно функции F(z) сопоста
вить ряд с членами, определенными по формулам (1.2).

оо
Итак, пусть L (А) =  £  сп\п — целая функция порядка р (г),о

удовлетворяющего условию (1.1). Пусть затем A (L) — класс 
целых функций F{z), для которых выполняется соотношение (1.4). 
Для F (z) е  A(L) определяем функцию (1.3). Это — целая функ
ция. Ее по-прежнему называем интерполирующей функцией. 
Функции F (z )^ A (L )  сопоставляем ряд

F ( z ) ~ £  M * )« V . (1.5)
V - I

члены которого определены по формулам (1.2). Наша задача — 
исследовать ряд (1.5).

Пусть L (А) — целая функция типа а при уточненном по
рядке р(г), удовлетворяющем условию (1.1).

оо
Обозначим B {L )  класс целых функций F  (г) =  £ апгп, коэф-о

фициенты которых таковы, что

B ( L ) : l̂irn V l ак \ < е ( а е р)“ |/р. (1.6)

Убедимся, что для функции F(z )efi(Z .) верно неравен
ство (1.4), т. е. В (L) сг A(L). Из (1.6) находим

| a * | < B ( ^ f - ) \  * > 0 , q<e(aepyU(>,

в силу чего, учитывая формулу Стирлинга,
| F im) (0) | =  | m! am | < В, (q^(k))h, 

^ < q i <(oe рГ 'р, 0.

На основании этого выражение в квадратных скобках в (1.4) 
не превосходит
Я , {[?,<Р (*  -  I ) ] * - ' +  г [<7,Ф (к -  2)1*” 2 +  . . .

. . .  + /■ *- '[<7|ф(0)]0}, г =  |ц | .  

Поскольку ф(/)|оо при /-> оо, то это выражение меньше 
* i  ( f o i f  ( * ) ] * - '+  г [ ? ,  ф (Л ) ]* - * +  . . .  +  г*- '[< 7 ,Ф (*)]°} =

= д 1<У.Ф (fe)l* — Г*
1 4i<tW~r '
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При больших к и фиксированном г знаменатель дроби больше 
единицы. Значит, общий член ряда (1.4) меньше

8 i I ск | (<7,ф (Л)]*, k > k 0{r).
Учтем теперь, что L(k) имеет тип от при уточненном порядке р(г). 
В силу этого (теорема 1.2.2),

к_
lim <р (k) УГёГТ =  (аер)иоk-yoo

и при больших k, следовательно,

I C* I< ( ‘5W ’)* ’ P =  (aeP)l/p + e.
Поэтому

fii I с* I [<7|ф (к)]к < В\ {pqtf.

При малом е скобка (pqx) < 1; ряд (1.4) сходится.
В силу сказанного, функции F  (z) из класса B (L ) сопоста

вляем ряд (1.5) с членами (1.2), где функция wL(n, F ) опре
деляется формулой (1.4).

Отметим следующие два факта:
1) если Ц К) — целая функция обычного порядка р> 1 конеч

ного типа о > 0, то принадлежность F (г) классу В (L) означает, 
что F (г) принадлежит классу [р,, а,) (порядок ее меньше Pi или 
равен р,, но тогда тип меньше о,), где р, и о, находятся 
из равенств

1  +  ±- -= 1, (ctjP,)1/**- (орР =  1;

2) если L (к) — целая функция обычного порядка р > 1 (ко
нечного или бесконечного типа), то классу B (L ) принадлежат 
по крайней мере все целые функции, порядки v которых удовле
творяют условию
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Первый факт вытекает из того, что условие (1.6) при р (г)^  
нз р > 1 принимает вид (ф (/) =  /|/р)

*__
lim Л,/р1 УГаГГ < е,/р (ор)_1/Р.к-уоо

в силу чего, если F  (г) имеет порядок р, и тип д,

(dep i),/ei <  е11*  (о РГ ' /р,
откуда а < а4.
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Для доказательства второго факта возьмем число р > р, 
близкое к р. Так как при больших г

Г0 > r^r) =  t,

то ф (/) > №  при больших t. У чтем еще, что
*ln k I

In 1
a*

lim

откуда

VT^rr < 0  Ik)'*'-*, k >  k0 (e). 
В силу всего этого,

. *____ . I I
VfoTT < к о »-• .Ф (*)

Показатель при малом e и p, близким к p, — отрицательный, 
значит, левая часть в (1.6) равна нулю. Функция F  (г) при
надлежит классу B(L).

2. Свойства интерполирующей функции. Отметим свойства 
интерполирующей функции <о£(ц, F,).

1) Если F, (г) е  A (L), F2{z)<=A(L), то

®i(l*. C,F,-f C2F2) =  C,(ol (h, F,) + C2(ot (n, F2).

2) Пусть L|(A,) и L2(к) — целые функции. Если F (г) g  A {L X) 
и F  (г) е  A (Z,2), то

•сл+са.^** f ) =* c i®t, F ) + С2 (I1- f  )•

Эти свойства очевидны.
3) Пусть |  F m (г) — £  Ь{к )гк |  — последовательность целых

оо
функций, сходящаяся к целой функции F  (z) =  £  6*г*, причемО

{k =  0, 1, . . . ;  m— l, 2, . . . )  (1.7)
оо

и функция Ф(г) =  £ акгк принадлежит классу A(L). Тогда

lim (oL(ji, Fm) =  o)t ((i, F),m->°o
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причем сходимость является равномерной в любой ограниченной 
области. При условии Ф (г) е  В  (L ) имеем еще

где
l im  ML(Fm)o*=ML(F)o,

а д )о = 5 > пг « » .

В силу условия (1.7) и известной теоремы Витали, после
довательность (F m (2)}, будучи ограниченной в любой ограни
ченной области и сходящейся, равномерно сходится к F  (г) 
в каждой ограниченной области. Отсюда вытекает, что при 
любом фиксированном k

lim by; ■ bh (k =  0, 1, 2, ...). ( 1. 8)
Имеем

М И , F) -  (ц, F m) =  £  c* {(k -  1)1 -  ft*” ’,] +1
-J- Ц (k — 2)1 [ft*-2 — ft*” V] + ... + Ц* 1 [fto — ftom)]} +

+ Z  C* {(* -  1)! [ft*. 1 -  ftimJ,] -f ц (Л -  2)! [ft*_2 -  ftj&l + . . .
k - N + l

. ..  + [fto-ftiW>] } = /' + /".
В силу (1.7),

1̂ 1< 2л_ |+11с*1{ ( * - 1)1в*-. + |ц 1(Л - 2)1а*_г+ . . .+ |ц М а о }

(ряд сходится, ибо Ф (г) е Л  (/.)). По е > 0 выберем фиксиро
ванное N так, чтобы правая часть была меньше е для | ц К  
< #< оо. После этого обратимся к У. На основании (1.8) 
выберем К  (е) так, чтобы при | ц К  R было | Г  | < е, т >  К  (в). 
В итоге

1 (»*, F) — £од(ц, f j |< 2 e ,  т >  К  (е), |ц|</?.
Вторая часть утверждения устанавливается еще проще.

4) Пусть последовательность целых функций |^ т (Я,) =
оо \ оо

=  Z ctm)A* > сходится к целой функции L (K )— Z  ск\к, причем 
*-о )  к-о

при любом 1 и е >0
\L„ W K ^ ,)rPW, IЛ I =  г > rQ (е). (1.9)
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где г0(е) не зависит от т .  Пусть, далее, F (г) — целая функция 
из класса B(L). Тогда

lim <0£. (и, f )  =  <o£.(fi, F),
m->oo т

lim Af,(F)o  =  Mt (F)o.

Из (1.9) вытекает, что последовательность {Lm(A,)} в любой 
ограниченной области ограничена, поэтому она в любой огра
ниченной области сходится равномерно. В силу этого, при любом 
фиксированном k имеем

lim c(fcm)s (* =  0, 1, . .. ) . (1. 10)

Найдем оценку для коэффициентов с̂ т>:
шах I L m (А,) | а гр (г)

г > г0, а < а,.

Отсюда
In | с(кт) | < atrp (r) — k In г.

Положим здесь г =  <р (■^*) • При k > k0 это г будет больше г0. 
Получим

|n|c(m ) | < l_ fe|n(p (- i- ),

откуда

in{ ф (k) v p r T }  < j + in

В силу свойств уточненного порядка (см. гл. I, § 2),

На основании этого
к___

Ф (*) V F * "T  < (а^Р)‘/Р* °  < 02* к> ( 1. 11)

где о2 — любое, большее а, и Аг, =  Л, (<Тг) не зависит от т .  
Условию (1.11), согласно (1.10), будут удовлетворять и коэф
фициенты с*.



Имеем 

wiO*. Л  — ©im(n, F ) =

=  £  ( с *  -  с«->) [ Я * - » ( 0 )  +  (0 )  +  • • • +  Hk~'F (О )] +

оо

+ £  (с*- c j , " > ) ( 0) + nF<*-*>(0)+  ••• + ^ - ^ (0)].

В силу оценки (1.11) и условия (1.6), поданному е> 0 подберем 
фиксированное N так, чтобы вторая сумма была по модулю 
меньше е при любом т (эту сумму оцениваем способом, кото
рый был использован при доказательстве сходимости ряда (1.4)). 
После этого выбираем К  (е) так, чтобы первая сумма была 
меньше е при т >  К (е). Отсюда все и следует.

Вторая часть утверждения почти очевидна.
5) Пусть L (Р) =  0 и L, (А.) =  • Для функции F  (г) е  В  (L)

имеет место тождество

<■>*>. F) =  (n —P)<ot> ,  F) +  Ml {F)0. (1.12)

Заметим сначала, что функция Z-, (А.), как и функция L(K), 
имеет тип а при уточненном порядке р(г). Поэтому все члены 
искомого тождества (1.12) имеют смысл.

Проверим (1.12) для F(z) =  zm (m^0).
оо

Zm) =  tn\ X  
к—т + 1

Ю*(|*. гт) =  т\ £  f z  г*А.* =  /.,(А.)Уft-m+l \*-0 /

на основании чего, учитывая равенство с* =  с*_, — рс*, полу
чаем

(H - p )w L (и, zm) =  m! { £) с*ц*_т — р £  =
I  * - т  +1 к - т  + 1 )

ОО
=  — т \ с т  +  т\  £  (с*_, — рс*)ц*""-| =

к  - т  + 1

=  - {A ii l (zm)b . 0 + (oL(M, гт).
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Итак, тождество (1.12) выполняется для F(z) =  zm ( т ^ 0 ) .
т

Следовательно, оно верно и для F m(z)=  £  а*г*:*-о
©l(H. F m) =  (ц — р) cot, (ц, F т ) + MLl (ц, F m)0.

Отсюда, согласно свойству 3), получаем уже (1.12).
6) Пусть F (z )e  В (L), и пусть A,v (v =  1, 2, . .. )  — нули функ

ции Z, (А,). Тогда при больших v и любом k ^ 0

Согласно свойству 5), имеем

(Ху, F) =  М ^  (F)о, Lv (А,) =  .
Но

X — A,v 

в силу чего

т -  0 A v v

Надо оценить последний член. Для этого оценим функцию Ly (k). 
Имеем

1 М *> 1 - |т= тг|< 1 М лН  |X-A.V|>1,

=  max |!(/) |<  max | L(t) |, |A, — A.v | < 1. 
| *—Xv |—1 И К 1М+2

В обоих случаях
j^vW |<  max |L (0 l<exp[(<r + e)rP<r'>],1 1 1I I <IX|+2 L J

r, =  r +  2, r =  | A, I, r > r0(e).
Так как, в силу свойства 3) уточненного порядка, 

г?,Р  (г.) 
Г 1
гР1с> 1| Г ■



ТО
| Lv (А) I < ехр [(о -f 2е) г*(r)]t г > г, (е),

оо
где г, (е) не зависит от v. Если Lw (А) =  £  cĵ 'A*, то отсюда вы
водим, что при всех v >  1

\ ф \ < * л (* =  0, 1, . . . ) ,
причем

к _1_
lim ф (k) -yfdl <(стер)р.*>00

Значит,

I Mr (F<*+'>)о I <  S  ds | F < " ') (0) | < oo.1 v ' f-0

Правая часть неравенства от v не зависит. В итоге получаем

п n  V  ML ^ m)̂o I n f 1 ^®l (K , F )— -  2-, j/n+i---  ̂0 ( T*+T )*
m -0 A v V Av /

7) Если функция
0>t (M. F)

H\i)
целая, то имеют место тождества

q>l (h. F) (ц. F) __ <0̂ (ц, F)
M u )  ф(ц) =  (I*) *

где
=  lГ=§7 - ♦(Ц) =  ̂ 0*)„ s > \

(Av — нули функции /.(h)). Кроме того, ML (F<m))0 =  0 (m> 0). 
Из условия вытекает, что

®t(Av, F) =  0 (v > l).  (1.14)

Воспользуемся свойством 5). Положим в нем P =  AV, ц =  А„. 
Тогда получим

Ml, (F)o =  0, /.,(ц) =  - ^ -  =  Ф(ц)
Ц  —  Л у

и, значит,
“>х. (И. F) =  (ц — Av) u>v (ц, F ).
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(1.13)

Отсюда сразу получается первое тождество. Чтобы получить 
второе тождество, воспользуемся свойствами 5) и 6). На осно
вании свойства 6), учитывая равенства (1.14), получаем

M L(F<m)) о =  0 (m> 0). (1.15)
На основании свойства 5) имеем

(«V (м. F) =  ncoL (ц, F) + ML (F)0, rt>, (и) =  iiL (ц), 
откуда, приняв во внимание (1.15) для т  =  0, получим 

(Ц, F) =  n(Dt ((i, F).

В силу того же свойства 5), имеем тождество
(Ц. F) =  цо)ф (ц, F) -f Мф (F)0, ф2 (ц) =  м-'Ф, О»)*

Но
М|>, (F)0 — Ml (F')o =  О,

поэтому
% > ,  F) =  ii(o<1 (ц, Л  =  Ц2̂ (й , F).

Следуя тем же путем и далее, получим искомое второе тожде
ство. Равенство (1.15) также установлено.

§ 2. Теорема единственности
Имеет место следующая теорема единственности.
Теорема 7.2.1. Пусть /.(А) — целая функция типа а при 

уточненном порядке р (г) > 1, удовлетворяющем условию {1.1), 
F  (г) — целая функции из класса В  (L), определяемого соотноше
нием (1.6). Функция F(z) сопоставляем ряд (1.5) с членами (1.2), 
где ш£(ц, F) определена формулой (1.3). Если L (А) имеет беско
нечно много нулей и в ряде (1.5) все Pv(2) =  0, то F(z) =  0. 

Для доказательства понадобятся две леммы.
1. Вспомогательные предложения.
Лем ма 7.2.1. Пусть

-L+...+J1
/,(Я) =  Ат/ (МД ( 1- ^ - ) в Л‘ Р**, р >  О,

*-i
— целая функция типа а при уточненном порядке р (г) (Р  (А) — 
многочлен степени, не большей р) и

1 21 ТЕО РЕМ А ЕДИНСТВЕННО СТИ 4вЗ

т ) ]
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Тогда последовательность (Z,n (А.)} сходится к L ' (X), и, кроме 
того, для любого е > 0 существует г0 (е), не зависящее от п, 
такое, что

| i . W K ^ ,,H,(r). Г> г 0(е).
Первое утверждение очевидно. Докажем второе.
Обозначим Dh внешность кругов | А, — А.* |<| А.* |~л (k=  1, 2,...)

оо
и |А ,К1 , причем £ | * * Г А<оо. Покажем, чтоI

I Ln (Я) | < А | А. Г р+р 1111:* '1>| L (Я) |, А, е  Dh, (2.1)
где А не зависит от п. 

Имеем

Сумму, стоящую справа, разобьем на две:
П

£ — 1£ х ( ь - К ) К

= Z (У .- Ю К  ~  ( Ь - К ) К

- 2 Г + Г -

(при фиксированном А, в сумме Y !  суммирование осуще
ствляется по тем k, для которых | А, — А,* | < -|-| А,* | j . Очевидно 
неравенство

1 Е /1 < 2 Е ц п ^ ' = я < 00-
* - |

Впервой сумме | А.* |—| А, |< -i| А,* |, откуда |А,*|<2|А,|. Учтем 
еще, что

I А,* |
в силу чего

p^jy< a< oo ( * > 1),

Л А,* ^  1Л*1).
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Пусть — наибольшее значение индекса k в сумме . Тогда 
Л0 ̂ «1  Я.*. |°<1Ль* 1> < а (2| А. |)Р<2|А-1 > < ft | ЛI0' 1 л 1», где ft -  посто
янная.

Если А, е  Dh, то
1 1

__________________1 4 1 *  ^  2 * 1 Х 1*

I К  Г IК  Г* I *, Г I *1 г ’
на основании чего получаем

|£ ' |<V|A,|*<ftc|A,|*+p(|x|). 

В итоге для А, е  Dh
П

I-?!- + />'(А.) + Яр£ < л ц Г +р+р<|М),

где А — некоторая постоянная. Неравенство (2.1) установлено. 
Положим

я  =  2 Е и * Г \* - i

Н есть сумма диаметров кружков | А, — А,* | < | А,* |~\ Возьмем 
произвольную точку Я, |Я|>2//+1. Среди окружностей 
| А. — Я, | =  г (0 < г < 2Н) найдется хотя бы одна (пусть это будет 
окружность | Я — А, | =  т), которая целиком принадлежит мно
жеству DH. На основании (2.1) имеем

| М Я )|<  тах 1М * ) | <
|Х-Х. 1-Т

< Л (|Я | + 2//)А+р+р(|*|+2Я) max | L (X) | <
| А,—X. |—2/Г

< Д(|Я| + 2Я)Л+р+р<|*|+2/п max | L (Я) | < е(0+,)гР(г>.
|Х|<|Х|+2И

г =  | А. | > г0 (е).
Лемма доказана.

Лем ма 7.2.2. Пусть функция (1.13) — целая. Тогда функция
a>L,(\i. F)

(L ' (ц) — производная от L (ц)) — также целая,



Для доказательства леммы положим

М о (Х )= т-^ - . Af*W =  -
Nk(\) =  *.kL(X) (fe>0).

Пусть Ln(Я) — функция из леммы 7.2.1. Имеем 

t -О fc-o

где ак — некоторые постоянные, причем последняя сумма — ко
нечная. В силу свойства 7) интерполирующей функции, по
лучаем

wt (n, F) <оМк (ц, F) а Ык 0», F)
Нр) =  Af* (ц) =  /V* (и) ’

откуда

Llp> Z « , ( r t  + Z » ^ , W  
*-0 *-0

Воспользуемся свойством 4) интерполирующей функции и лем
мой 7.2.1. На основании их, переходя в последнем равенстве 
к пределу при п-> оо, получим

<oL (и, F) (ц, F)
Н ») — L 'd i) •

откуда следует, что прагая часть — целая функция, что и надо 
было доказать.

2. Доказательство теоремы единственности. По условию 
теоремы все Pv(z) в ряде (1.5) равны нулю. Отсюда, на осно
вании формул (1.2), заключаем, что функция

и>£(|», F)
Ml»)

— целая. Имея это в виду, будем последовательно применять 
лемму 7.2.2. Получим, что функции

i ' » W  (3>  4
— целые. Здесь L(1) (ц) — производная порядка s от Ml»)- От
сюда, согласно свойству 7) интерполирующей функции, выводим,
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что
ML(,)(F'm\  =  О (s>  0; 0). (2.2)

Допустим теперь, следуя методу от противного, чтоГ(г)Ф 0 . 
Тогда найдется / такое, что F(,) (0) ф  0. Рассмотрим функцию

♦ (* )- £ < * * ^ +,,(0)**. (2.3)

где dk — тейлоровские коэффициенты функции L (m)(A):

L<«>(A,) =  £  dkkk. 
к-0

Если Ц 0 )ф 0 , полагаем т  =  0; если L(0) =  0, полагаем m 
равным кратности нуля Я. =  0 функции L(\). При этом согла
шении d0фO. Убедимся, что радиус сходимости ряда (2.3) 
больше единицы.

Функция Lim)(K) имеет тип а при уточненном порядке р (г). 
Поэтому

Пт ф (*) Vl I =(оер)|/р.
ОО

Функция F(z) принадлежит классу B(L), для нее выполняется 
условие (1.6). Значит, при больших к

(0) I < ( ^ V  + 0 , < А

Я < 1. а =  (стер)1 р + е, р < е (стер)- |/р.

Отсюда и следует, что радиус сходимости ряда (2.3) больше 
единицы. Имея это в виду, на основании равенств (2.2), по
лучаем

♦ 0> dkF (k+l) (0) =  ML(m) (F {,))  о =  0,

V ( D = I  kdkF (*+,) (0) =  MLim+ „ (F (,))0 =  0,
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V ,)(l) =  Aft(m+,)( f <'))o =  0,

Следовательно \|>(г)=э0, в частности, d ^ l) (0) =  0. Но 
Р^1)(0 )Ф 0 . Поэтому d0 =  0, что противоречит выбору. Протн-



воречие получилось в результате предположения: Е (г )Ф 0 .  
Значит, F (z )^ 0 .  Теорема единственности доказана.

(В случае, когда L (Я) — целая функция порядка р (без учета 
типа), теорема установлена в [21]; в случае, когда L (Я) — по
рядка р и конечного типа о,— в [62]. Настоящее доказательство 
проведено по схеме [62].)

3. Пример ряда, сходящегося не к своей функции. Рас
смотрим случай, когда

оо А. I

М Я )= П 0 - £ ) е\  =  1< р < | .
* - |

Это — целая функция порядка р. По теореме 1.2.6' существует 
предел

lim cosр (я - <р)_ 0 <  2л
Г -> оо р  Sin |>Л

Отсюда

* ( » ) - » « Х ' К 2»-

В силу непрерывности Л(ф), имеем
Л (0) =  я  ctg яр > 0.

Имеем далее
я*+,- я * « 1 ^ _,=1я1-р.

Поэтому по теореме 1.2.6
\L '(kk)\> e6^ Q, й>0. (2.4)

Функции f ( z ) e B (L ) сопоставляем ряд

=  (2.5)
I

В силу свойства 6) интерполирующей функции, имеем

1а* |<: |М /(Х*)Г
Отсюда, на основании оценки (2.4), заключаем, что ряд (2.5) 
сходится во всей плоскости. При z-* — oo его сумма стремится 
к нулю. Если, например, f ( 2) s l ,  то сумма ряда, следова
тельно, отлична от F (г). По теореме единственности функцию 
F  (г) тем не менее принципиально можно восстановить по ко
эффициентам а* (см. [21], [49] и 161]).
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§ 3. Форма н оценка остаточного члена
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Пусть функция F  (г) принадлежит классу A(L). Получим 
формулу для разности между F (г) и частной суммой соответ
ствующего ей ряда (1.5).

Введем вспомогательную функцию

где Г — замкнутый контур, на котором L(\i )=£ 0, и Я лежит 
внутри Г. Для других Я определим эту функцию как ее анали
тическое продолжение. Для Я, лежащих вне Г, имеем

ф(х, z , n - i w i 7 $ 5 r ^ 5 r + ^ .
Г

Функция Ф(Я, z, Г), как функция Я, — целая. Разложим ее 
в ряд:

Ф(А, г, Г )=  Ь т (г)Ят .
т —0

Теорема 7.3.1. Если F  (z )e  A(L), то имеет место соотно
шение

^ - г М ^ Т ^ Г ' ' 11---| ;г " " ’(0>Ап(*). (3.1)
Г m-0

Эта формула имеет тот же вид, что и формула (5.8) из 
гл. IV, но получена при иных условиях.

Установим формулу (3.1) сначала для F(z) =  В этом 
случае /г<5, (0) =  0, если s ^ m ,  и У7**’ (0) =  1, если s =  m, и

=  Z c^ k-m-' =  T ^ 7  £ CkV-
*-m + l

(ц)
n m+l

lk-m+1

*-0
В силу этого левая часть в формуле (3.1) равна
i — lC m i 4 - s . w  
ml 2л/ J um+lL(u)

mI ml 2ni J + “ Z, * 2я/ J
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(считаем, что контур Г охватывает начало координат, другой 
случай рассматривается аналогично).

Рассмотрим правую часть формулы (3.1). В рассматри
ваемом случае она равна
-Л т (2) = --^ г^ [Ф (Я , 2, Г)К_о =

_____ 1 ■ * 4 » . 1 =
—  ml d\m и к '  2яI  J  (X -  и) L  (ц)

L  Г  J \-o

Е ^ т- 5,(*)/П\ (т — *)1 С e**d\>.
Ст 1 (0) ' 2л< - )Z^~s

V  1 С егц t/ц
2-л С$ 2Л1 J цп,-* + |£(ц) '

Итак, для F (г) =  левая и правая части в формуле (3.1) 
равны. Очевидно, формула (3.1) верна для

г м - Ъ Ф *
* - |

при любом конечном р. Таким образом,

W  -  2л7 S -- <г> '•
т - 0

-  £  ^> (0М т (2). (3.2)

В силу свойства 3) интерполирующей функции, на контуре Г 
равномерно

lim <dl (h, F p) =  biL (\i,F).
p-> OO

Отсюда левая часть в (3.2) имеет предел при р~* оо, следова
тельно, и правая часть в равенстве (3.2) имеет предел при 
р-*оо. А потому, устремив в (3.2) р в оо, в пределе получим 
искомую формулу (3.1).

Теорема 7.3.2. Пусть М (г) =  max | L (Я) |, и пусть М* (г) —
14—г

положительная возрастающая функция, удовлетворяющая уело- 
выю: М (г) <  ЛГ (г), г>  0. Положим

с\ . =  min M' {r+-2h)., h > 0 (k > 0 ).  (3.3)*. rt r>0
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Для функции F (z )& A (L )  имеет место оценка

И * ) - -L С
2я/ JII» Г-9

<oL (ц, F) е'и  </ц
Мц)

( 2 с* л1/г<*> (о ) | ) |^ л_ шах.“ ‘“ л IТТП Т +  SUP / I lm-в1 L w  1 iui-r
I  p>q+h

d r f r a l l -  <3<Z+h )
4)

еде q > 0 — любое, лишь бы Z, (ц) =̂= 0 на окружности | ц | =  7. 
Для получения (3.4) оценим сначала функцию

Ф(Я, г, Г )- £ (Я ).^ _ Г <*dvi 
J  <X-|i)L(lO11*1-7

(в этой записи | Л. | < <7 и Г —окружность |ц| =  <7). Имеем

|Ф(Я, г, Г)|<Л1* (r)qh~' max г — | Я К  Я — h.
|ц |-7 I М й )  I

Для Я, | Я | > q, верна формула 

согласно которой
| Ф (Я, z, Г) К  М* (г) qh~1 maxlnl-J L <n) + |е*Ч

или
|Ф(Я, 2, Г) к  ЛГ (г) I  qh 1 max I -т-тг?

| |ц|-« I L
|Я| =  г > <7 + Л.

+ sup
1 {И -Р  • 

P> q+ H

_£=L_|1ATM 1 J ’

Выражение в фигурных скобках представляет собой при фикси
рованном z число Bq, зависящее от q. Последняя оценка верна, 
конечно, и для |Я |< <7 —Л. Для Я, q — Л Я \^q  -f h, по 
принципу максимума модуля воспользуемся оценкой

IФ  (Я, z, Г) К  max |Ф(ц, 2, ?)|.lnl-7+ft
Правая часть по уже доказанному не превосходит BqM* (q + Л). 
Но <7<|Я| + Л =  г4-Л. Поэтому

I Ф (Я, 2, Г) |< BqM’ (г + 2Л), | Я | =  г. (3.5)
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Это неравенство тем более верно при —Л и | А О <7 + Л.
Значит, оно верно прн любых А.

Тейлоровские коэффициенты функции Ф(А, г, Г), как функ
ции А, были ранее обозначены Ак(г). Имеем

max | Ф (X, г, Г)| 
lA kW K m in - 1̂ -- ;----- .

Г>  О Г*

Отсюда, согласно оценке (3.5), находим
М' (г + 2Л)Ак(г)\< Ва  min-г> О

или, учитывая обозначения (3.3),
(Л > 0).

В силу этого неравенства для остаточного члена (3.1) получаем 
оценку

f  F (k)(0) Л*(г) \ < B q t  с\. нIF {k)(0)|, 
f t - 0  I f t - 0

что и надо было показать.
Приведем пример на применение теоремы 7.3.2.
Теорема 7.3.3. Пусть имеются окружности | ц | =  qk | °о, 

удовлетворяющие условию
min ln|L(u)|

lul-gft________
*к =  Pk- ■ оо.

Тогда для функции F  (г) из класса B (L ) имеется представление
1 Г и , (u, F)

\ ~ Л ? ) 1* 1< ~
М --7*

(сходимость в любой ограниченной области — равномерная).
Для доказательства положим в (3.4) Л =  1, q =  qk, а в ка

честве функции М*(г) возьмем функцию
М* (/•) =  /! ехр 0| > <т.

При большом А будем иметь
М (гХ Л Г (г ), г>  0.

Очевидно, при подходящем В
М* (г + 2) < В ехр {а/р<г>}, аг > <*,.

Имеем

* * ] ФОРМА И О Ц ЕНКА ОСТАТОЧНОГО ЧЛ ЕН А

с\ , =  min^ -(f.+ 2) ехр {af ir)) .
*•* г > 0 Г* г

473

Минимум правой части оценивался при доказательстве свой
ства 4) интерполирующей функции. Было показано, что он не 
превосходит

й # } .  <*><%.**>*».

Таким образом,
_i_

л/с* Р Ь > kn' к, ft <p (3F) *

В силу условия (1.6), далее имеем

| F (*> (0) | =  | *! а* | < (Рф (k)}k, р<(огер)"“ , к Ж  

Отсюда, выбрав о3 близким к о, получим, что

t c ' k.h\F{k)(0)| <оо. (3.6)ft-0
Рассмотрим выражение в фигурных скобках в (3.4). Пусть г 
лежит в круге |z|</?. Имеем

sup 4- ехр [Rp — а,рр (р)].
|

Производная выражения в квадратной скобке по р равна 
R — ст, (р In рр' (р) + р (р)) рр(р>-'

(круглая скобка «  р). Так как *->оо при р-* оо, в силу
(1.1), то, следовательно, указанная производная при больших р 
отрицательна. Отсюда при больших к, k>  k0(R),

,Я ?Р> I I < т  ехР [̂ * -  ° Л (Чк)] '°- k °°*
р >  «ц+1

В силу условия теоремы, имеем, далее,
I ег>* I<7* тах Т77ГГ <  Як ехр [Rqk — pkqk\ -* 0, k-*oo.
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Значит, выражение в фигурных скобках в (3.4) при </ =  </* стре
мится к нулю, когда k-*oo. Учитывая (3.6), видим, что вся 
правая часть в (3.4) стремится к нулю при k-*oo. Теорема до
казана.

§ 4. Теоремы о разложении в ряд Дирихле
Будем предполагать, что нули функции L(A) — все простые

и, значит,

(4.1)

Выясним сначала, когда ряд (4.1) сходится во всей плоскости, 
а затем выясним, когда он сходится к своей функции F  (г).

1. О сходимости ряда во всей плоскости. Докажем теорему.
Теорема 7.4.1. Для того чтобы ряд (4.1) сходился во всей 

плоскости, какова бы ни была функция F  (г) е  B(L), необхо
димо и достаточно, чтобы выполнялось условие

lim TXrrlnl L' ( A'*)l==0°.*->оо I Л* I (4.2)

Для доказательства необходимости возьмем функцию е** при 
фиксированном А Ф  A* ( k ^ l ) .  Ей соответствует ряд

ц л )
X* L' (X*) • (4.3)

Предполагая, что ряд сходится во всей плоскости, выведем усло
вие (4.2). Отметим, что во всей плоскости должен сходиться ряд

V
L  \kL' (А.*) •

Л - 1

Возьмем произвольное фиксированное р > 0. Указанный ряд 
равномерно сходится при |z |< p + l.  Следовательно, имеется 
постоянная С (она зависит от р) такая, что

Л * < С, |2 |<р + 1, Л>1.I Х*Г (X*)
Отсюда имеем

|г|<р+1.
Выберем г с условием: |z| =  p + l, argz =  я — arg А*. Тогда
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получим
| _ ^ | < C | A J e-|x* l* +1,<C,<rpl**l (*>  1),

откуда и следует (4.2).
Докажем достаточность условия (4.2). В силу свойства 6) 

интерполирующей функции, имеем | <ot (Av, F) К  С, где С не за-Q
висит от V. Отсюда получаем | ак К  jT/^yp ( * ^ 0  и. следо
вательно, в силу (4.2), ряд (4.1) сходится во всей плоскости. 
Теорема доказана.

2. О сходимости ряда к своей функции. Справедлив сле
дующий критерий разложимости функции F  (г) в ряд Дирихле.

Теорема 7.4.2. Для того чтобы любая целая функция F  (г) 
из класса B {L ) представлялась во всей плоскости рядом (4.1), 
необходимо и достаточно, чтобы функция е̂ г, как функция А 
(при любом конечном г), разлагалась во всей плоскости в ряд 
Лагранжа

(4.4)MX)
Xv L' (Xv)

Необходимость доказывается просто. Пусть любая F (z )e /?(/,) 
представляется рядом (4.1). Возьмем F(z) =  eKz. Для нее соот
ветствующий ряд есть ряд (4.3). Поэтому имеет место предста
вление (4.4).

Докажем достаточность условия (4.4). Предположим, что 
при любых А и z имеет место представление (4.4). Из сходи
мости ряда (4.4), как уже видели, вытекает условие (4.2). Зна
чит, каково бы ни было р > 0,

|771̂ |< Л (р )е - р1̂ 1 (у>1), р >  0. (4.5)

Убедимся теперь в том, что

|1A W - |< fl(a 1)exp[a1r<>«], г =  |А|, a, > a (v> l),  (4.6)

где В(<Т|) не зависит от v.
Если | А — Av О  1, то

и неравенство (4.6) очевидно. Пусть теперь | А — Av | < 1. Имеем
h

L  (А)«  L (A) — L  (Av) =  J L' (t) dt,
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откуда

IM M K I b - X v H L 'M I ,  fo e [*v ,* ], 1 / o K U I+ l .

Из формулы для определения типа функции при уточненном 
порядке р (г) через тейлоровские коэффициенты видно, что функ
ция L' (Я) имеет, как и £(Я), тип а  при уточненном порядке р(г). 
Поэтому

1 т Ц М <  max |£'(0|<В(а,)ехр[оГ|Гр(,)], а, > а ( v > l ) .| А — Av | |<|<г + 1

Перейдем к непосредственному доказательству достаточности 
условия (4.4). Обозначим Г„ замкнутый контур, внутри кото
рого лежат нули Я(, . . . ,  Я„ функции L(Я) и нет других нулей 
этой функции. На основании (4.4) имеем

Ф(Я, 2, Г„) =  — Y  Jl — xv L’ (Xv) • I Л.| < ° ° ,  |z|<oo.
v-n+l

Отсюда, учитывая оценки (4.5) и (4.6), получаем

| Ф (Я, z, Г .) I < А (р) В (а,) ехр [<т,г»<'>] £  (р~*\
V-n + I

p > R .

Выберем p =  /?-f 2. Тогда сумма будет меньше при
Л>По и

|Ф(Я, г, Г„) | < С (/?, о,)е-|>'»+'1ехр[а1гр('')],
ст, >о, /i>rto, |z|< tf. (4.7)

Пусть

Ф(Я, z, Г„) =  t  Лй»(*)Я-.
т —О

Тогда
max | Ф  (А,, г, ГЛ) |

| i # >( g ) | < l * l" f ^ --------

На основании (4.7)

| А£(г)| < С « ,  « , ) 1■*.♦. I У .
гт

> о (т ^ 0 ),  г  > 0.
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Как уже отмечал™'1-

При т < то этот минимум не будет превосходить некоторой 
постоянной, которая будет зависеть от то или, в конечном счете, 
от <х2. В итоге

M (fJ ) (2 )|< C (/ ?,o 1,a 2)e-|X» + ' l { | ^ } ' n, т >  0, п>г1о. (4.8)

Функция F (г) принадлежит классу B(L). Поэтому, согласно

I Fim) (0) | < В {р<р (т ) }Л|, р < (стер) р, т >  0. (4.9) 
По формуле (3.1) имеем

На основании (4.8) и (4.9) получаем (при <т2 близком к а)

Отсюда видно, что F (г) разлагается в ряд (4.1), равномерно 
сходящийся в любой ограниченной области. Теорема доказана.

Согласно теореме 7.4.2, вопрос о возможности разложения 
функции F ( z ) e B ( L )  в ряд (4.1) сводится к выяснению условий, 
при которых имеет место представление (4.4). Укажем эти усло
вия. Как уже видели, из сходимости ряда (4.4) для всех г  вы
текает условие (4.2). Из условия (4.2), согласно теореме 7.4.1, 
вытекает сходимость ряда (4.4), но не вытекает еще, что сумма 
ряда равна еКг. Предположим, что имеются окружности | Я |=</* f 00 
со следующим свойством:

На основании условия (4.10), согласно теореме 7.3.3, сумма 
ряда (4.4) будет равна еКг. Таким образом, выполнено условие 
(4.4). Итак, если выполнены условия (4.2) и (4.10), то выполнено 
и условие (4.4).

(1.6),

v-l
I г  К  R, п ^ п о .

lim —  min ln| Z, (Я) |=  +  оо.
*-*•«> | М-<7Л

(4.10)



Покажем, что при выполнении условия (4.4) справедливы 
условия (4.2) и (4.10). То, что из (4.4) вытекает (4.2), было уже 
отмечено выше. Установим наличие окружностей |Х| =  <7», на 
которых выполняется (4.10). Из (4.4) выводим

■ - ^ г
L  (X) *  L ,  (). -  Xv) L ' (Xv) •

v-i

Поскольку Av — нули целой функции типа а при уточненном 
порядке p(r), lim р(г) =  р, 1 <р < оо, то

Г->оо

lim ---* ,,■ < оо,
*>оо | X* I  ̂ *
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откуда

<  оо, h > р.
«  ' Х* ‘А

Имея это в виду, обозначим /Су кружки
К ,: |X - X v |<|Xv r A (v>  1).

Рассмотрим кольцо Г„: л< |А |< п + 1  (я ̂ 2 ). Сумма диаме
тров кружков /Су. имеющих общие точки с кольцом Г„, не пре
восходит

2 У  —Ц-.
1Ч/Й-1 11,1

Эта величина при п^По  меньше 1/2. Следовательно, в кольце Г„, 
п ^ п 0, найдется окружность \ \\ =  qn, не имеющая общих точек 
с кружками /Су. Окружности \\\ =  qn ( « > Ло) — искомые. В са
мом деле, имеем

v- l

Рид справа, на основании (4.2), сходится, его сумма есть число 
A(R), зависящее от R. Выберем г с условиями: |z|=/?, argz = 
=  — argX. Получим

откуда уже вытекает (4.10). Таким образом, доказана
Теорема 7.4.3. Для того чтобы любая целая функция F(z) 

из класса B (L ) представлялась во всей плоскости рядом (4.1), 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (4.2) и (4.10).

3. Разложение произвольной целой функции в ряд Дирихле.
Возникает вопрос: любую ли целую функцию F  (г) можно раз
ложить прн соответствующем выборе L(\) в ряд (4.1)? Положи
тельный ответ на этот вопрос дает следующая

Лем ма 7.4.1. Пусть F  (г) — целая функция. Имеется целая 
функция L(k) со свойствами (4.2) и (4.10) такая, что F  (г) вхо
дит в класс B(L).

оо
Д о ка за тел ьство . Пусть F (г) =  ^ а тгт . Имеемо

lim Vl ап I = 0.
«-►оо

Положим

тах ( ‘Тп7Г* V n * j") =  fin. тахй* =  6я, а„ =  ̂  (п>  2).

Очевидно, а„ | оо и а„<1пл. Ранее (гл. I, § 2) было доказано 
следующее: если {а„}“  — возрастающая до оо последователь
ность положительных чисел, причем при больших п ап < In п, 
то, каково бы ни было р > 0, существует уточненный порядок

+ + M t “ . (4.11)
такой, что

nUPф ( л ) > ~  (П= 1, 2, . . . ) ,

где г =  ф(/)— функция, обратная функции / =  гр1г).
Пусть в этом утверждении р =  1, а а„ — введенные выше числа. 

Тогда получаем

V T O < » .-  (п>1)- (412)
Возьмем некоторое т, 0 < х < оо, и какие-нибудь положи

тельные ц* t 00 ^  ^  О» удовлетворяющие условиям

lim “ 4 чГ =  т’ •*-*+! — и*>• d >°> (4-13>*><х>
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где р (г) — уточненный порядок (4.11). В качестве ц* можно 
было бы взять числа, определяемые равенством 

k № > i).

Эти числа (см. замечание после теоремы 1.2.3) удовлетворяют 
и второму из условий (4.13).



Числа ц* можно еще выбрать так, что они будут удовле
творять условиям (4.13) и будут лежать вне произвольного фи
ксированного множества нулевой относительной меры.

Теперь положим

(414)

где целое т  > 2. Функция L (А,) обладает следующими свойст
вами (см. теоремы 1.2.7 и 1.2.8):

1) она имеет тип а =» лт - при уточненном порядке р (/■);
sin —
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2) для нее
In

*-►00 I X* |° < I I >

где A,* (k >  1) — нули L (A.);
3) на окружностях | A, | =  iiijtJii+L =  Гк ( k ^ l )

In | L (re1*) | > [H (ф) — e] r^r\ r > r 0 (e), 

где H (ф) — индикатриса роста L (А,), причем

min Я  (ф) =  ят ctg
<г

Поскольку т  > 2, величина ctg ~  > 0.
Из выражения (4.11), далее, видно, что

т-p И - =  е'М |п о  —► оо, г  —*  оо.

Поэтому функция L (к) удовлетворяет условиям (4.2) и (4.10).
Осталось показать, что при подходящем т функция F (z) 

будет принадлежать классу B(L), иными словами, согласно (1.6), 
будет удовлетворять условию

На основании неравенства (4.12) последнее условие будет вы
полнено, если а =  —^ — < 1 или т < — sin — . Лемма доказана. , я  п тsin —  т

Замечание. Возьмем числа \п (н >  1), 0 < v„|oo, такие,
что
lim -^ =  а. vn+l — vn > d\\-*, q > 1, 0 < а < оо, d > 0, (4.15)

vn
например, числа v„ =  (n/а)1̂  (n>  1). По теореме 1.2.3 имеется 
подпоследовательность {p„ =  vmn} последовательности {v„}, удо
влетворяющая условиям (4.13). Следовательно, какова бы ни 
была целая функция F (z), соответствующие числа всегда 
можно выбрать из данной фиксированной последовательно
сти {v„}.

Из теоремы 7.4.3, принимая во внимание только что дока
занную лемму, вытекает (см. [23])

Теорема 7.4.4. Любую целую функцию F(z) можно раз
ложить во всей плоскости в ряд (4.1) при соответствующем вы
боре функции L(k). Нули кч этой функции всегда можно выбрать 
так, что | ку | будут лежать вне заданного множества нулевой 
относительной меры.

В качестве L(k) всегда можно взять функцию вида (4.14), 
причем числа р* (6 ^ 1) можно выбрать из фиксированной по
следовательности (4.15).

Нули ку функции (4.14) расположены на m лучах, причем 
m > 2. Отметим, что по существу m > 2. В самом деле, уже 
функция F (z )^ z  не может быть представлена во всей плос
кости рядом Дирихле, у которого показатели расположены на 
одном или двух лучах. Это вытекает из следующих соображе
ний. Ряд Дирихле, у которого показатели расположены на одном 
луче, представляет собой функцию, ограниченную в некоторой 
полуплоскости (например, если показатели положительны, то 
сумма ряда ограничена в левой полуплоскости). Отсюда выте
кает, что если показатели расположены на двух лучах, то сумма 
ряда ограничена в общей части соответствующих полуплоскостей 
(эта общая часть есть либо угол, либо полоса). Следовательно, 
в обоих случаях сумма ряда Дирихле не может равняться

I F(z)zsz. Минимальное число лучей, на которых расположены 
нули ку функции L(k), участвующие в представлении рядом (4.1), 
равно, таким образом, трем.

§ 5. О скорости сходимости ряда Дирихле
Согласно свойству 6) интерполирующей функции, коэффи

циенты ряда (4.1) имеют оценку

I ( К  О  | ___ с  / , ч
I //(Xv) I ^  |kyU (Av) 1 (5-1)
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Пусть F (г) — данная целая функцня. Существует много функ
ций L(k) таких, что Z7(г) s  B(L). Следовательно, функцию F(z), 
за счет различных выборов /.(А.), можно многими способами 
представить рядом (4.1). Задача заключается в том, чтобы скон
струировать ряд с наиболее быстро убывающими коэффициен
тами. Эту задачу исследуем в случае, когда F (z )— целая 
функция обычного порядка р,, 1 < р, < оо, и конечного типа 
ст„ о, >  0.

1. О скорости убывания коэффициентов. Имеет место 
Теорема 7.5.1. Пусть F (г) — целая функция из класса 

[pi, о,] (ее порядок или меньше р,, или равен р,, причем в по
следнем случае ее тип меньше или равен ст,), 1 <  р, <  оо и 0 <
< <т, < оо. Опреде.шм числа р и о из равенств

i  + J - = l f (ар),/р (olPl)l/p = 1.

Тогда, каково бы ни было у < о, имеется последовательность
{A,v}, Tim —2-r- < оо (A,v — нули целой функции порядка р и типа 

п->°° I Ап |Р 
с, у < о < о), такая, что

F ( z ) = Z c ^ \  | z | <  оо, (5.2)
V - l

где при любом, с > О
|cv |<C(e)e<-v+e,lxvlP (v> l).

Точки A,v можно выбрать на m лучах-, а^А. = ф0 -|- (k =  0,
1, ... ,  m— 1), где целее m удовлетворяет условиям: гп > 2р и
cos — > —. При этом их можно выбрать еще так, что |A.V|m от Г
будут лежать вне заданного множества нулевой относительной 
меры. В  то же время, если F (г) — целая функция порядка р[ и 
типа а,, не существует разложения при условии

в котором коэффициенты cv удовлетворяли бы условию

| cv | < С (во) e(-0-*o)lxvlp, во > 0. (5.3)
Для доказательства первой части выберем целое m так, 

чтобы выполнялись условия: m > 2р, cos —  > . После этого
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определим т из равенства
n*ctg -̂ - =  у•

Тогда
у =  лт ctg < лт-- —  = а < ст.пх . ярsin —— m

Положим

М Ч-/< Ч= П(|

где {я*} — какая-нибудь последовательность точек на положи
тельной части вещественной оси, удовлетворяющая условиям

lim =  т, ак . — ак > da'k-p, d > 0  (k>  k0).*>oo ак

Можно еще считать, что ак ( k ^ l )  лежат вне данного множе
ства Еп нулевой относительной меры. О функции f (А.) известно 
следующее (теоремы 1.2.7 и 1.2.8): 1) она имеет порядок р и

ЯТ - + + | /С__тип-----=  ст, 2) на окружностях гк =  ■. ■ (k >  1)
Jin-Ш̂

In | f (re1*) | > [H (ф) — е] г1 г> г0(е), (5.4)

где Н (ф) — индикатриса роста f(K), 3) индикатриса И (ф) поло
жительна: // (ф) >  лт ctg =  у, 4) если А,* — нули f (А,), то

--- ------------ V. (5.5)

Видим, что тип ст функции L (А,) меньше ст. Следовательно, 
функцня F  (г) принадлежит классу B(L). Поскольку выполняются 
условия (5.4) и (5.5), имеют место соотношения (4.2) и (4.10). 
Поэтому для функции F (г) получаем разложение в ряд (4.1). 
Его коэффициенты на основании (5.1) и (5.5) имеют нужную 
оценку.

Нули A,v функции L (А.) расположены на m лучах: argA,=
=  — Л (k =  0, 1.......ш — 1). Можно было бы в качестве L (А.)
взять функцию !(Хе~’̂ ). Ее нули расположены на лучах argA,=
— Фо+—  k (6 =  0, 1, щ — 1). Первая часть теоремы дока
зана.
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Поэтому

Допустим теперь, что имеется разложение функции F (г) 
в ряд Дирихле (5.2) с коэффициентами cv, допускающими 
оценку (5.3). Положим o-f во =  а. Имеем

\F(z )\< C  rv =  | Я.у |, г =  | г |.
V - I

Найдем оценку максимального члена ц(г) ряда из правой части. 
Выражение хг— ах̂  имеет максимальное значение в точке

* - ( * ) * •  
и это максимальное значение равно Ргр|, где

 ̂ Pi \ар>/ 

ц (г )< е^ .
- |п £

По условию lim .. -г =  И < оо. На этом основании (см. гл. II,
к->°о I I

§ 6, п. 2) при больших г
| F  (г) | < ц (г + Н +  в) < ^  г > Го (6),

где 6 > 0 —любое. Следовательно, тип а, функции F  (г) меньше 
или равен р.

Очевидно равенство

(рр,)р' (ар) р =  1.

Из него, поскольку а > а, усматриваем, что 0 < о,. Получили 
противоречие. Таким образом, условие (5.3) не может осуще
ствляться. Вторая часть теоремы тоже доказана.

Теорема 7.5.2. В условиях теоремы 7.5.1 ряд (5.2) обла
дает свойством:

F (г) — £  Су,ё < С (во, б)в"'»1^+>1Ре,е+в)|г|Л (m> 1),

где во> 0  и 6> 0  — любые, р находится из равенства 

(рр,)р' (ар)р =  1, а =  у — 2во-
Имеем

F  (г) -  £  <VV  =  Z  СувV ,
v - l  v-m+1

откуда, на основании оценки для коэффициентов cv. получаем
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F  (г) — £  с^ёЛ „г <C(eo)e- “ l^+-lPZ e lM r-aIM P,

где а =  у — 2ео. При доказательстве теоремы 7.5.1 мы видели, 
что

£  <„»+»'»', Г > Г 0 № ) .
V — I

Если правую часть умножить на подходящую константу (зави
сящую от 6), неравенство будет иметь место при любых г^О. 
Отсюда все и следует.

Зам ечание. Если у взять близким к о, а во и б малыми, 
то величина (Р + й) будет сколь угодно близка к а, (а и а, 
участвуют в условиях теоремы 7.5.1).

2. Усиление теоремы. Если в теореме 7.5.1 не требовать, 
чтобы в представлении (5.2) показатели A,v лежали на лучах 
в конечном числе, то можно получить более сильную теорему.

Теорема 7.5.3. Пусть F (г) — целая функция из класса 
[pi, а,], где 1 < р, < оо и 0 < <j| < оо. Определим числа р и а из 
равенств

-i + -^-=l, (<rp),/p(olPl)'/p' = l.

Тогда имеется последовательность {A,v}, lim*-> оо |A,Jt|P
К  — нули целой функции порядка р типа а) такая, что

< оо (числа

А..* |2 |<оо,
где

|Cv|<C(e)e-(0- ) lM p (v> l),

причем е, 0 < е < о, — любое. Точки при этом можно вы
брать так, что | A,v | будут лежать вне заданного множества ну
левой относительной меры.

оо
Д о казател ьство . Подберем функцию L (А.) =  £  сп А," по-0

рядка р и типа а с простыми нулями так, чтобы функция F  (г) 
принадлежала классу A (L).

Имеем

Пт п* д Д 5 | }2 Г |  ^  (0lep,)»,

16 А. Ф. Леонтьев
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откуда

| f (n> (0)| =  а „(алр)  , а =  е~1 (ст,ер,)Pi, lim Уа„ <  *•
rt>oo

Положим
Pm =  max(l, do....... am), m >  0.

m_
Очевидно, am< p m, lim VPm =  1-m >ao

Пусть -ф (г) — непрерывная функция на [0, оо), которая удо
влетворяет условиям: -ф (т) =  рт ( т >  0), она линейна в интер
валах + 1 (m > 0). Функция ф(г) не убывает при
возрастании г и in И 0 при г-+ оо. Кроме того,

|F <m)(0 ) |< t (m )(a m » )  , m^sO. (5.6)

Возьмем Л(0) =  о и ф (г) =  (аргр), ц > р. Воспользуемся 
теоремой 1.3.3. Поскольку А (0) =  const, то /г, (0) =  Л(0) =  а и, 
следовательно, Л, (0) > 0. Согласно теореме, имеется целая функ
ция порядка р с индикатрисой Л (0) «  а (эту функцию и возь
мем за Z. (Л)) и удовлетворяющая условию

I L(re*)\< еогР 
<р (г) * г > 0. (5.7)

Эта функция есть каноническая функция некоторого регуляр
ного множества {Av} при показателе р, причем при некотором 
d >  0

(п >  1) (5.8)
и | Я„ | лежат вне заданного множества нулевой относительной 
меры. Вне кружков | Я — Я„ | < d | Я„ ||_р, d > 0, имеется оценка 
снизу

|/.(ге'*)|><?<0->'р, г > г0 (е). (5.9)
Убедимся, что F  (г) е  A (L). На основании неравенств Коши 

и оценки (5.7) получаем
е0Г°

г > °* п > °-

Положив г==( '^ ')  • находим

I К  К («)] , «> 1 , К =  (орУ. (5.10)
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Учитывая оценки (5.6) и (5.10), проверим, что выполняется 
условие (1.4). Имеем

| F lk~n (0) | + 11* 11 /?<*_1) (0) | + ... +lnl‘" ,|/?(0)|<
< ^ (k) [(afcp)  + |ц |(а Л р)  -f . . .  + 1 Ц I*-1]  =»

U ) ‘ -’♦(*)■ ■ I и  I * < $ ( k ) (a * p)
ak° — In|

при больших k. В силу этого и оценки (5.10), получаем

I С* | ( I 0 (0) I + 1 |Х 11 F (*-2) (0) I 4- . . .  + l n l * ' V ( 0 ) l ) < - ! r .
kp

Поскольку ц > р, условие (1.4) выполняется. Это и означает, 
что F  (г) е  A (L).

На основании теоремы 7.3.1 имеем

Н 2 ) \  “ n l P  d* =  “  2  р(т) (0> А"  $■>1 1> 
l'k т ~°

где /1т ’(г) находятся из разложения

Ф (1, z, J  а - ю ш -  1  (г и " '
Г* т “ °

В качестве Г* возьмем окружность! ц 1 =  rk =  * ** * *’* * '1 (k^\).
Надо показать, что остаток (5.11) стремится к нулю при 

fe-*oo. С этой целью оценим сначала функцию Ф(Я, г, Г*), 
как функцию Я, при фиксированном г.

Положим P* =  <V*-p. d0 =  d/4, где d взято из (5.8). По
скольку существует предел

lim * = т, 0 < т < оо*->оо |Х*|Р

(последовательность { |Яу|} имеет плотность), то
1*.^. |

lim -rX-=  lim 1п ±Г = 1.*>оо 1**1 *>ое |А*|
16*



Имея в виду (5.8), заключаем, что при d < d0 кольца rk — pk< 
< l n K f* + P*. когда к велико, лежат вне исключительных 
кружков | А, — А,* | < d\ А,* ||_р. Следовательно, в указанных коль
цах имеет место оценка (5.9).

Имеем

•<*.*.
И»1-'*+Р*

|й |- Г *- р *

откуда

l® (X ,* ,r* )|< |l.(X )|^ L -  \ | ^ | | ^ | ,  I А. |<г»,
* I »*l-r*+P*

\Ф (К 2, r ^ K l L W I ^ L -  \ l^ j -  ||rf|i| +  |e*M, I Л.I > Г*.
* lt»l-r*-P*

Заменим, согласно (5.7), |Z.(A,)| в правых частях неравенств на 
М (г)=  [<р (г)]-1 е°гР и воспользуемся оценкой (5.9). Получим при 
любых А,

| Ф (А,, г, Г*) | < М ( г )  1 1  e " ( V )  ri  +  ̂ ^  } .  к  >  к ,  (е)

(здесь учтено, что р> 1). Поскольку р > 1, a z фиксировано, 
то

2 е <° е,Г*’

Следовательно, при любых А, и k > k 0(e)

| Ф (К, г, Г*) | < Af (г) ехр [ -  (о -  е) г{], Л > Л0 (е). (5.12)

После этого оценим коэффициенты А{„  (2). На основании не
равенств Коши и оценки (5.12) имеем

I А™ (г) | < ^рг- ехр [— (о — е) г*], 0, /г > Л0(е), г > 0. 

При т  =  0 положим в правой части г =  1, получим

1 ( г )  | < М (1) ехр [ -  (о -  е) гД, Л > А, (в). (5.13)
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В случае т > 1  положим г =  (- ^ У  и тогда найдем

I /iff <*> I <  *  ( “  ) *  U *  ♦ <m)] ' ехр [ - < « - . )  Л 1

/С =  (ор)^ (т> 1 ; к > к 0(е)). (5.14)
Теперь имеется уже все для оценки остатка (5.11). В силу 

(5.6), (5.13) и (5.14),

5 > (т,(0) 4i'(2) < ехр[—(о —е)г*]| Ч>(0) Af (1) + /С £
| т —0 I  т - 1  )
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В фигурных скобках заключена постоянная величина. Таким 
образом, получили 

к
V - I

<ехр[—(о — в) г*], k > k 0(e), (5.15)

где

«*>»■
Из (5.15) видно, что во всей плоскости

F ( z ) = f t cvex' t .
v-l

Найдем оценку для cv. Из (5.15) получаем, положив г =  0,

Iс*| =  |(/=■ (0) — t  Cv) -  ( f  (0) -  g c v) I  <

< exp [ — (a — e) r?] +  exp [ — (o — e) r°k-1].

Так как — -- ► 1 и , ■*— -» 1 при k-*oo, то при больших k
гк-1 1л*1

I с* | < ехр[— (ст — е)|А,*(р], k>  N0(e). (5.16)
Теорема полностью доказана.

Заметим, что если F  (г) — целая функция порядка р, и 
типа Ст|, то, согласно теореме 7.5.1, вместо оценки (5.16) нельзя 
получить оценку вида (5.3).

Теорема 7.5.4. В условиях теоремы 7.5.3

F (z) -  Z  < К  (ео)е-'01 A’m+I l V <T,+e> ) (5.17)
V - |

где во, 0 < е0 < a, — любое и е, =  е, (во) 0 при Eq —► 0.



Имеем

IF  (г) -  2  c j y *  I <  С (е) в-о I S.+. Г £  « I М 1 Ч  1р,
I V - I | V-1

где а =  о —е —Eq. При доказательстве теоремы 7.5.1 мы видели, 
что сумма справа не превосходит

е<р+в) rP.t л>Го(б),

где р удовлетворяет условию

(Рр,)|/Р (ар),/р=  1.

Взяв 6 =  во, с =  min (во, а ~ е°  ̂ и заметив, что при во-♦0 ве
личина р —► Oj, получаем то, что нужно.

Возникает вопрос о точности оценки (5.17). В связи с этим 
докажем следующую теорему.

Теорема 7.5.5. Пусть A,v ( v ^ l )  — нули целой функцииоо

М ^)=  £  чз класса [р, a), a F (z )e  [р(, а,], причемU
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р- + рГ =  1 • (ар),/Р (ctiP*)i/p =  1 •
Если

оо

f ( z ) = Z c v e V , |г |< о о ,
причем

U w - Z c v e V
v-l I < Ae~a\̂ m* x l V * |Pl (m> 1), a>  0, b > 0,

(5.18)
где либо b < o lt либо a > a, t o  F  (z) удовлетворяет уравнению 

M L( F ) ^ £ a kF ik)(z) =  0.U
Рассмотрим сначала случай b < а,. Положим

Р т ( г ) г = Е с У Л
v-l

Поскольку Ml (e*v0  =» 0, имеем
ML[F J  =  0.
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Следовательно, для доказательства теоремы достаточно пока
зать, что

Пт Ml ( F J  =  M l (F).
т-> оо

Из (5.18) получаем
| F (г) | < | (г) | + Ае~аI^ |Ре®1 *|ft < Baeb\*\0'.

Из т о го  же условия далее следует

I F m (г) | <  | F  (г) | + Ае~а\Х">+1 еьI * I9' < Я,е*>*>р’ (т > 1 ).
Найдем оценку для производных от F m(z) вкруге|г|</?. 
Имеем, в силу формулы Коши,

|f !T M |< * i o H & g i .  » < » ,< „ „  r> o .
Г* г*

Положив здесь

получим

(  k y/fc
г С *,р. )  •

| Рщ* (г) | < BJi\ • 1 * к я .  *> !•
Такому же неравенству удовлетворяет и функция F  (г) (можно 
считать В0 < Д;).

Отметим теперь, что

| а * | < В з (- ^ ) \  к >  1.

Из изложенного выводим

| a r f ( z )  I < В2В,к\ ( - ^ - )  Pl (-S2E-)

В Л *£ г [(Ь ,Р ,) °‘ •

Выражение в квадратных скобках меньше единицы. Таким об
разом,

IаЛР£>(г)1<В9\ q<  1, |z|</?, fe> l, m>0, (5.19)
где В  и q не зависят от т .  Из этого следует, что имеет смысл 
выражение ML(F). Далее,

ML (F - Р т ) = £  ак (Р “ > (г) -  (г)) + £  а* (Р (*> (z) -  F (k) (г)).
*-0 k—N+l
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Вторая сумма будет по модулю меньше е в силу (5.19), если N 
велико. Фиксируем такое N. Тогда первая сумма будет меньше е 
по модулю при т  > т 0(е), так как {^„(г)} в круге |z|</? 
равномерно сходится к F  (г). В итоге

| Ml (F — F m)\<  2е, т >  щ (е), |2 |</?,
что и надо было показать.

Рассмотрим второй случай, когда а > ст. Из (5.18), положив 
г =  0, получаем

F (0 )- Z < 4
v - l  
m-1

F ( 0) -  E  c,

< /l<TaIV n  lpf 

<Л<Га1лт 1Р,
откуда

\cm\<2Ae~a^ m\n (m> 0).*
На основании этого

IF  (г) -  (z) | < 2 81К +■ I J  e1 *v 1' - “ 1MP,
a =  a — e0> ct,

v - l

lari— r.
Сумма справа (ее уже оценивали) меньше e<P+e>'-Pl, r> r 0(6), 
(Рр,)|/Р,(ар)|/Р=  1. При малом б величина р + й<ст,. Имеем уже 
разобранный случай:

IF  (г) — F m (г) | < Be I *"»+• I V ' * 'р1, Ь >= р + б < от,.
Значит, M/.(F) =  0. Теорема полностью доказана.

Из теоремы следует, что если ML(F) Ф  0, то в оценке (5.17) 
нельзя ((i| + ei) заменить на b < Ст| и нельзя е„ заменить на 
величину а > ст.

3. Об одном применении теоремы 7.5.3. Воспользуемся тео
ремой 7.5.3 для доказательства следующего полезного во мно
гих вопросах факта.

Теорема 7.5.6. Пусть L (Я) — целая функция из класса 
(Р. Yl. Y<ct, a F (2)<=(p,, b\, b < ст„ где o, =  r|>(a), г. е.

1  +  - L ,
Р P i

1, (aP)1/p(CTlPir  =1l/p,

Тогда функция ML (F ) принадлежит классу [р,, р], где р = 
=  ф ( д  —  у ) ,  6 =  ф  (бг).

Заметим, что, в силу условия Ь < аи величина ст>ст. Со
гласно теореме 7.5.3, найдется целая функция L0(k) порядка р

типа о (пусть ее нули щ, ц2, . .. )  такая, что

F ( z ) - f  Cv^v*, | 2 | < oo, 
v-l

где
|cv |< C(e)/r (e-,,l'*vlp (V>1) 

и e, 0 < e < ct, — любое. Положим
m

F m(z)=  Z Cv̂ v*.
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Имеем

| F m (z) | < С (e) Z  ^ “ v l ' - l ' “ v lp, a  =  5 _  e . 
v- l

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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Отсюда
I F m(z) | < C| (e)e<e +,)I*|P|, p, =  ф(a).

При малом e величина p, < ст,. Поэтому (см. п. 2)
M l (F )=  lim M l ( F J .m> oo

Ho
ML( F J = Z c vL (nv)e^ '.

v-l
Следовательно,

M l ( F ) = Z cvL ( ^ ) ^ <
v-l

Имеем, учитывая (5.21),
I cvL (nv) | < C2(e)e~ta~v~e> I*  I" (v >  1),

отсюда

I M l ( F J I < C2 (e) £  el “v K-«. I >*v lp, a , =  5 — Y — e, 
v-l

и, значит,
I M l (Fm) | < C3 (e) +•'11 lp‘, p, =  *(<*,), m> 1. (5.23)

При малом e величина p2 сколь угодно близка к р =  г|з(ст — \). 
Все доказано.

Убедимся, что если на функцию F (г) подействовать сна
чала оператором М а затем оператором то в итоге
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получим для результата ту же оценку, какую получили бы, дей
ствуя на F (г) сразу оператором MLLl. Пусть Z.,(A.)e [р, ту). 
Имеем

Ml, (F) е= Ip,, P i], Pi =  \|> (5  —  t , ) ,  b =  ф (5).
Тогда

Ml, {Ml, (F)) e  [p„ p,], p., -  ф (о -  т2), p, =  *> (о).
Теперь заметим, что L, (X) Z.2(A.) е  [р,, т, -f т2]. Поэтому 

MLU (F ) е= [р,, Рз), р3 =  Ф (а -  т, -  т.), Ь =  \|> (а).
% %

Из того, что р, =  \1>(а — T|), Pi =  it>(a), выводим <т =  о — т,. 
Поэтому

р., =  if (о —  т : ) =  Ч> — т, —  т2) =  Рз, 

что и требовалось доказать.

§ в. Дополнительные свойства интерполирующей функции

Установим следующее свойство интерполирующей функции. 
Теорема 7.6.1. Пусть L t (A,), L, (А.) — целые функции из клас

сов [р, х 1 ], (р, т2] соответственно, а ^ (г )е [р (, 6], b < аи где

7 + 7 7 * " 1* (°P )l/p(®iPi),/0 =  I» °= т ,  + т2.
Тогда

=  F) +  iDLi(|i, Ф), Ф (г) =  Мс (F). (6.1)

Функция I| (X )L2(A.) принадлежит классу [р, а], поэтому 
левая часть в (6.1) и первое слагаемое в правой части имеют 
смысл. Убедимся, что второе слагаемое тоже имеет смысл. 
По теореме 7.5.6

<D(z)-*Af£,(f)6 [р,. 0], р =  Ч>(о — Ъ), b =  \t>(a), 5 > a.

Выражение (Ф) будет иметь смысл, если
(т1р)|/р(Рр1),/р'<1. (6.2)

Но р =  -ф (5 — т2) означает, что
[ ( a - T 2)p )M,(Pp 1) ,/ft= l .

Так как 5 — т2 > а — i 2 =  т,, то отсюда и следует (6.2).

Итак, все члены в соотношении (6.1) имеют смысл. Прове
рим сначала его для F(z) =  eKz. Имеем

^ ) ° Ла(-ц-1т ‘(М . Ф (*)-*,(*)•**.
^ (и ,  Ф )= ^ (Я ) 

поэтому правая часть в (6.1) равна
/ \ L* (м) Lt (А) ■ . „   ̂ L t (ц ) — L\ (А) ^  L\ (ц ) L j  (и )— L\ (A) L t (X)

ц  — X  ' 2 ' ' ц  — X  И — X

Этому же равна и левая часть. Таким образом, (6.1) верно для 
экспоненты F(z) =  eKz, в силу этого, (6.1) будет верно и для 
конечной линейной комбинации экспонент.

Рассмотрим общий случай. Представим F (г) в виде (5.20) 
и введем частные суммы ряда (5.22). Согласно (5.23), имеем

I Фт (2) =  Ml, (Fm) | < С (е) е<Р+,) Iz ,p,t р =  ф (д - т2), (6.3)
где е> 0  —любое и где С(е) не зависит от т .  Кроме того,

lim ML,(Fm) =  ML,(F).
т->  оо

Требуется показать, что
ЛЫц, Фт)-*-АМи. Ф), т ~ *  оо. (6.4)

Пусть

<■>•(*)-Z t f V .
4-0

В силу (6.3),

I ft*m) | < С (е) , Р, =  Р + е, г > 0.

Положив здесь г =  Р • получим

|& Г |< а *  =  С ( е ) ( - ^ ) ‘/Р1, k > l.  (6.5)

Проверим условие (1.6), если роль L(k) будет играть функ
ция £|(A.) (<р (/) — обратная функция к t =  r°, так что <р(0 =  <|/р)- Имеем

lim -4 Va7 =  lim ku* Vo7 <  (<’PiPi)'/P'*
*p
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Учтем, что
[(5 — т2) р]1 (рр|)1/р1 =  1, а> а , а — Т2 =  Т[.

Поэтому при малом е(Р, =  р + е) будем иметь 
(Т,р)1/Р(р,р,),/Р' < 1,

откуда
(еР,р,)1/р' < еир' (т,р)1/р =  е(ет1р)1/р.

ОО

Следовательно, выполняется условие (1.6) и потому £ а пгпе  
^ В (Ц ) .

Имея в виду (6.5), воспользуемся свойством 3) интерполи
рующей функции. Согласно этому свойству, и получаем (6.4). 
Было уже доказано, что

F m)  +  <*L,(\И, Фт)-
Каждый член здесь имеет предел при т-*оо. В пределе по
лучим искомое соотношение (6.1) (оно при более сильных усло
виях установлено в [61]).

Теперь установим асимптотическое поведение интерполирую
щей функции <ot (n, F) при больших | ц |.

Теорем а 7.6.2. Пусть L(\) принадлежит классу [р, о], 
а функция F (г) — классу [р,, b], b < a h где 0| =  ф(о), т. е.

1  + - ^ = 1, (op),/p(olPl),/p‘ =  l.

Пусть, далее, Ь =  ф (сти) (если Ь =  0, полагаем а0 =  °°). Возьмем 
произвольный угол <р0 и выберем целое гп так, чтобы выпол
нялись условия

 ̂ п лр  ̂ аm > 2p, cos— > — .
Имеет место представление

Ч£. (P. F) — A (ц) L (ц) — В (р), 
где А (р) и В  (р) — мероморфные функции, полюсы которых рас
положены на лучах /*: argp =  а* =  ф0 + (Аг =  1, 2, ... ,  т). 
Вне углов | arg (р — а*) | < е, е > 0 — любое, при ц -» оо

оо

Л ( р ) ~ £ - Й г .  A* =  FM (0) (k> 0),
*-о и
оо

В W  ~  Z  Нггг. =  ML(F<% (к >  0),

где

ML (F )о =  £  chF <*> (0), L (Я) =  £  С*А*. 
к-0 к-0

Д о ка за тел ьство . Возьмем число \, о < \ < ог0, причем 
выберем у столь близким к а, чтобы выполнялось неравенство

яр ^ V ^ о COS —7 -̂ >  .
СГо Оо

По теореме 7.5.1 (роль а, играет Ь, а роль о, — о0) функ
цию F (г) представим рядом

оо
F  (г) =  Z  C V 4*. | z | < оо, (6.6)

V - l

в котором коэффициенты Cv удовлетворяют условию
I Cv I < С (е) e_(v-e> l**v 1р (6 7)

(здесь е > 0 — любое), а показатели pv расположены на m лучах: 
2яЛarg p»  Фо- f ( 6=1....... т ). Показатели pv являются ну

лями функции /(ре-'ф*), где

/w-ТТП—1£
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■ н о - »
Точки ак расположены на положительной части вещественной 
оси, причем

lim **-> ОО—  =  х («xctg^e-^ y). ak+l- a k >da'k-i>, d > 0 (к > к,). 

Положим

F m( z ) = t c ^  ( т >  1).
V - I

На основании (6.7) имеем

I F m (z) | < С (е) Yj е v v. rv =  | pv |, r =  \z\, a =  \ — e.
v-l

Сумма справа много раз уже оценивалась. Имеем

=  ф(а), a =  Y ~  а < у < а0.с,(«, )/**■ )'"
V—I



Поскольку а < о0, то р > Ь. Поскольку, далее, а >  а (при 
малом е), то Р < о,. При малом е, также будет Р -f в, < ст,. 
В результате получаем

| F „ ( z )K K e ^ \  г> О, 6 < б < а, (м >  1).
где К  и б не зависят от т . Положим

F m(z )= £ b {km)zk ( т >  1). 
к-0

На основании неравенств Коши,

\Ь(кт )\ ^ К ^ ~ ,  г > 0.

Положив здесь г~  ( а ^ * ) Р • получим

|Ь,*т ,|<й* =  А : ( - ^ у /Р' ( * > 0; т > 1).

Числа ак удовлетворяют условию (1.6). Действительно, в рас
сматриваемом случае ф(6) =  /г1/р, и потому

Пт -гщ-л/ак ==(бер,)1/р'<(о,ер|),/р =е(аерГ1/р.
к>оо < PW

Воспользуемся свойством 3) интерполирующей функции. 
Согласно этому свойству,

©l(H. F )=  lim М и . F J .
m-> oo

Ho

v- l
Поэтому

i b n - t c . 1 ™ ! 1 * * -
v- l

Положим

Z.J n — Hv Aj  n -  Hvv - l v- l

На основании оценки (6.7) ряд, определяющий /4(ц), сходится 
всюду, кроме точек ц =  Цу (v ^ 0 *  Убедимся, что и второй
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ряд обладает этим свойством. Имеем
IM Hv)l< e,0+ ,)K lP, v > v0 (е), 

откуда, учитывая (6.7), получаем
|CvL(Mv)|<C(e)e,0-v+2,,l'‘vl,,> V>V0. (6.8)

При малом е выражение в скобках (о — у + 2е) отрицательно1 
ибо \ > а. Значит, ряд, определяющий В(ц), сходится всюду, 
кроме точек n =  jiv- 

И моом
©д(ц. f )  =  ^ (M )L (n )- B (n ) .

Осталось установить асимптотику для мероморфных функций 
Л(ц) и В(ц).

Вне углов | arg (ц — ак) | < е (к =  1, . .. ,  т )
|ц — Hv I > а| ц. I, а > 0.

Имеем, далее,

ц — цу
п +1 I

Ц - Ц у

На основании этого

л « = £ - ^ г + а . м .

(6.9)

где

Ак~  Z CV̂ > 4 ,(|l) — un+l Z Cvn ln v

Аналогично получаем

где

в.-Цадч!*,).
V - I И V-1 И

На основании (6.7), (6.8) и (6.9) при больших | ц |

К  (и )I< IHп+2 Вп(И)I< I.. |"+г •



где Р п и Р'п — постоянные. Следовательно,

f lM ~ E d r n * -  *-0 И *-0 и
Из равенства (6.6) путем дифференцирования находим

F w w - i c y s + ,v-l
откуда

^ = Z C vn* =  F<*,(0) (Л > 0).V-l
Чтобы найти нужное выражение для Вк, рассмотрим ML{Fik))0. 
Имеем

Mt (/=’<*,)o= Z  csF {k+,) (0)= Z c Z  c x +J =
s—0 S“  о V—I

oo oo

= <6-10) 

Обоснуем законность перестановки порядков суммирования. 
Функция

принадлежит, как и функция L(X), классу [р, о]. Вследствие 
этого

1 |с Х |< Л (е )* (0+,,1̂ 1р, е > 0.
•—о 1

Отсюда, принимая во внимание оценку (6.7), в которой у > а, 
получим

vZ , |CV||1XV|* Z j c sp*v| < «>•

Этого достаточно для изменения порядков суммирования. Пра
вая часть в (6.10) равна

Z  Gvh*L (ц ) =  В к,
V ят | '

что и надо было показать. Теорема доказана.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В БЕСКОНЕЧНЫХ ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ 

РЯДАМИ ДИРИХЛЕ

Было доказано, что если D — конечная открытая выпуклая 
область, то любую функцию, аналитическую в области D, 
можно представить в D рядом Дирихле. Было также доказано, 
что любую целую функцию можно представить во всей пло
скости рядом Дирихле. Остался открытым вопрос о возможно
сти представления рядами Дирихле функций, аналитических 
в бесконечных выпуклых областях, отличных от всей плоскости. 
Простейшими примерами бесконечных выпуклых областей 
являются полуплоскость, угол, полоса.

Здесь будет рассмотрен случай полуплоскости (он исследо
ван в работе [28]) и случаи бесконечной выпуклой области D, 
обладающей свойством: начиная с некоторого места, граница 
области уходит в бесконечность (в том и другом направлении) 
по прямолинейному лучу.

§ I. Представление аналитических функций 
в полуплоскости рядами Дирихле

Для удобства будем всюду предполагать, что рассматри
ваемая полуплоскость — левая полуплоскость Rez<0.

1. Конструкция ряда Дирихле для функции, непрерывной 
в замкнутой полуплоскости. Пусть D — левая полуплоскость 
Rez<0. Речь пойдет о конструкции рядов Дирихле для функ
ций f (г), которые аналитичны в D, непрерывны в D и при 
больших \г\ в D

Иг) = 0 (т7г)’ ц>1, г е Ъ ‘ (11)
Показателями Я* (fe>l) рядов Дирихле будут являться нули 
целой функции /.(Я). Предполагаем, что все нули /[.(  ̂— про
стые и что выполняется условие

М*) =  0 (- ^ ) .  а > 1, 0 < Я < оо. (1.2)
Положим

+ 00
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На (0, 4- оо) при фиксированном к 
_М*)
X-,-х* U a+lJ '

поэтому функция ф*(/) регулярна в правой полуплоскости 
Re/>0, ограничена в замкнутой полуплоскости Re/>0: 
It*  (О К-И* и непрерывна здесь (исключая, возможно, беско
нечно удаленную точку).

Функции f(z), аналитической в D, непрерывной в D и удо
влетворяющей условию (1.1), сопоставим ряд Дирихле

СО

/ ( г ) ~ £ л Л г, Av =  -±r J  (v>  1). (1.3)
V - l -oo I

Найдем формулу для разности между f (z) и частной сум
мой ряда. Пусть Г — замкнутый контур, на котором Ц К )Ф 0 ,  
и D r— область, ограниченная контуром Г. Рассмотрим функцию

ф < г А Г ,= м \ £ г * = т а - ^  г е 0 -
Это — целая функция относительно X, причем на (0, -f оо) она 
ведет себя, как О Положим

+ оо

\{z,t, Г )=  J Ф(г,Х, Г ) г « л ,  Re/>0. (1.4)

Имеем
\(z,t, Г )=  Y  t * (0 — y z T . Re />0, г е О ,

Функция у (z,t, Г), как функция /, регулярна в полуплоскости 
Re/>0, непрерывна и ограничена в замкнутой полуплоскости 
Re<^0 (исключая, возможно, бесконечно удаленную точку). 
Получаем

ОО i  оо I

\di_
• г

Интеграл нз правой части равенства, в силу условия (1.1), 
равен /(г). Следовательно, оо I
/ (г )-  Y  A* k* =  ~ - L  \  Y(z« Г )  / (t)dt, z<=D, (1.5)

1
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Это искомая формула. Заметим, что функция Ф(г, X, Г), 
через которую по формуле (1.4) выражается функция \(z, t, Г), 
имеет следующее очевидное интегральное представление:

® ( * A O - ^ i T T ^ n f e r .г

ф<г̂ 'Г)--Уг| № О т  1 * 3 --г
На основе формулы (1.5) при дополнительных условиях на 

функцию L(X) будет доказана разложимость /(г) в ряд Ди
рихле (1.3). Эти дополнительные условия заключаются в сле
дующем. Предположим, что имеются замкнутые кривые Г* (k ^  1) 
с такими свойствами:

1) контур Г* содержит внутри себя точки X,, Xj, X*; 
длина контура Г* есть О (max \z\\,

\геГ* )
шах\z\~ 0  (  min |г|Л , min|z|-»oo, /г-> оо ;

2) каково бы ни было у > 0,

lim In | L (X) I
—  u i - > 0’

I I  *rg А К  у

lim
* - » oo X. s  r b

min in | L (X) | 
1*1 + °o;

V<|argX|<n
3) имеются положительные числа h и q такие, что

.. . In |L (X ) I ___lim min —W i > 0,
*“^ o ^ o *  |A|

где Gh — круг радиуса Игкя с центром в точке гк (точке пере
сечения Г* с положительной полуосью X > 0); точки контура Г*, 
лежащие вне круга G*, удалены от точек X > 0 на расстояния, 
не меньшие Л,г ?̂, 0 </j,^/i.

При этих условиях имеет место
Теорема 8.1.1. Пусть функция f(z) регулярна в полупло

скости Re z < 0, непрерывна в замкнутой полуплоскости Re г ̂  0 
и удовлетворяет условию (1.1). Пусть L (X) — целая функция 
с простыми нулями X* ( k ^  1), которая удовлетворяет условию (1.2) 
и для которой имеются кривые Г* с указанными выше свой
ствами. Тогда в полуплоскости Rez<0

* - i

где Ак определены по формулам (1.3).



Дока за тельс т во .  Согласно формуле (1.5), имеем
оо i

f ( z )~  Y j А^  =  - Ш  S \ (z , t , r k)f(t)dt, zt=D. (1.6) 
\ * Drk

Будем оценивать функцию

Г*>--УМ 
Г *

ф <*.'•.r.)= -iSL S -«*•
г*

для Я., лежащих на положительной части вещественной оси. 
Имеем

Ф (гД . Г , ) - - У ^-5 ц Г ц Н » ,  ■
Г*

Ф ( г ,Я .Г , ) - 4 Н
Г*

где Г* и Г* — следующие контуры; вне круга Gk они совпа
дают с Г*, внутри круга Gk контур Г* идет по правой части 
границы Gk, Г» — по левой части границы G* (указанные части — 
это части, на которые Г* разбивает границу G*). Расстояние от 
точки А, О^А ^г*,  до Г* и от точек А,, г* < А < оо, до Г* не 
меньше Л,/-*". Поэтому

l® (» .^ r , ) | « S r J | / .W I^ l ! r J | - ^ r | |<(nl. (1.7)
Г*

| Ф (г Д , Г,) | <  Щ Ч I  ̂  | ^  | №  I + 1 * 4 ,  л, < * < ~ .
п

( 1. 8)

Оценим интеграл по контуру Г*. Пусть С* — часть контура Г*, 
лежащая в угле la rg^ l^y .  С* —остальная часть контура Г*. 
Предположим, что z находится в области
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R e * < - p < 0 ,  |z |</?. (1-9)

Тогда

* П РАЗЛОЖЕНИЕ в ПОЛУПЛОСКОСТИ

,цг I „к  IИIегг\^ е
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( 1. 10)

Для ц е  Ск, положив ц =  ц, + <14, получаем ц, >  | |i I cos у, 
11*2 К 1 1*1 sin Y- В силу этого, если z =  x +  iy, то

I 0L* | =  е*1*|-И*: ^  g-(PcOS y-R  tin V) 111 I #

Выберем у столь малым, чтобы выполнялось условие pcosy —
— R sin у > P/2. Следовательно,

\е»г \<e 2 n e C i. ( 1. 11)
Согласно условию,

lim min ■1п||̂ Г '- > ° .
*-»oo \кеСк

Поэтому, на основании (1.11), справедлива оценка 

1
Мц) < < Г зЫ , н е й  *> * ,.

Из условия 1), которому удовлетворяет контур Г*, вытекает, 
что m in lu l> А гк, А > 0, и длина контура Г* есть 0 (гк). 

i*s rj 
Значит,

( - ц У  P i  >  0 , ц е С ' , ,  к >

На контуре С*, в силу (1.10) и условия 2), при больших к

в»“
Мц)

Следовательно, на всем контуре Г*

Отсюда
- J^ |  < в " 'Л . Ро>0. k > ко, ц е г ; .

SI 11 rf»* I=0 0.1»
Такую же оценку имеет аналогичный интеграл, взятый по кон- 
туру Г*. Оценим слагаемое \e'z | из неравенства (1.8), когда

17 А. Ф. Леонтьев



К > г*. Имеем

• в " г | < Т ^ ^ 1 +  ^ в _ а д < Т Т 1 = ‘ в " “  л > л * '  к > к *  ( 1 Л З )

Заметим еще, что, в силу (1.2),

0 <Х<«>.

На основании этого неравенства и оценок (1.12) и (1.13) из 
соотношений (1.7) и (1.8) получаем

| ф ( * , Х , Г 4) | < т ^ ? в - Ч  6 >  0, 0 < А .< о о ,  k >  1. (1.14)

Здесь г лежит в области (1.9), постоянные С и Ь зависят от 
этой области.

Имеем
+  оо

у (z, /, Г*) =  5 Ф(г, К  Г*) е~и d\, Re / >0,
о

откуда, в силу (1.14), находим

| у (z, t. Г*) | < С ,е-Ч  Re/>0.

Теперь обратимся к формуле (1.6). Из нее, на основании по
следней оценки, получаем для г из области (1.9)

_—бг

506 РА ЗЛ О Ж ЕН И Е ФУН КЦ И И  В БЕС КО Н ЕЧН Ы Х  ОБЛАСТЯХ (ГЛ. V I I I

А > 1.£  A ye 'll|/ (г )-  \ * о Гк j 
Следовательно,

/ (z )= I< 4v<?4 Rez < 0, (1.16)
v-l

причем в области (1.9) ряд сходится равномерно. Теорема до
казана.

Пример функции L(K), удовлетворяющей всем необходимым 
условиям, будет построен далее.

2. Пример целой функции. Возьмем функцию Миттаг-Леф- 
флера

где будем считать 1 < р < 3/2. Для этой функции (см. (75J, 
а также [4], стр. 133) установлена следующая асимптотика 
при z -> оо;

£ (г) =  (  Vе*’ + ° ( 1). I arg г |<а,
Р I  о (1), a< |argz|< n,

где а —любое из промежутка ~  < а < min (л, и zp =
=  |z f еш , z =  \z\ev, |ф|<я.

Положим
А (г) =  Е р (ze-*) + £р (ze1*) +  Е р ( -  г), Ф =  -^-. (1.16)

Утверждаем, что если A(z) поделить на некоторый многочлен, 
то получим нужный пример функции L(z). Изучим подробнее 
функцию А (г).

Первое слагаемое в правой части (1.16), в силу асимпто
тики, растет в угле Е х: 0<argz<n/p, второе —в угле 
Е2: — n/p<argz<0, третье — в угле Е0: | arg z — я | < л/2р. 
Углы Е | и Е2 симметричны относительно вещественной оси. 
При выбранном р (I < р < 3/2) углы £( и Е0 имеют общую 
часть G|, углы Е 2 и Е0 имеют общую часть G2. Биссектриса
угла G| есть argz =  -?r + -̂ - ==j  + 'f'* биссектриса угла G2

есть /2: argz= — ( у  + у ) .  Убедимся, что вне трех малых
углов каждый раствора 2у с биссектрисами по /,, 12, и по по
ложительной части вещественной оси

M (z)|>  Се»'*!0, а =  а (у) > О, С > 0. (1.17)

Проверим это неравенство в угле К\. у < argz<  ( у  + у )  —У 
(в двух других углах оно проверяется аналогично). В угле К\ 
функция E p(zei'*) стремится к нулю,

I Е р(ге~‘*) | =  рехр{г:>со5р(ф — ф)) -f о(1), z =  reiv.

Так как

— j  + YP< Р(ф — ̂ )< у Р  — - J  — YP < — YP (р < у ) .

то
I Е р (ze~‘*) | > р ехр {г* sin ур} — о (1), z e  /С,.
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Функция £р( —г) в угле у^<р^я — у- ограничена. Значит, 

| Л (г) | > у  exp {rp sin ур}, \ < Ф < л —

Осталось проверить неравенство (1.17) в угле К\: я — ^  ^  
+ — у. Для таких ф имеем

я (р — 1) <  р (Ф — if) <  у  Р — 7 - — YP

(левая и правая части, поскольку 1 < р < 3/2, меньше я/2). 
Отсюда
|£p(z<r'*)|> pexp{rpco s (y  р — у  — yp)J — о (1), ze= K\.

(1. 18)
В угле К\

I £Р (— г) | =  р exp {г? cos р (я — ф)} + о (1), 

при этом у р — j- + ур<р(я — ф) Поэтому

I £р ( - z) I < р exp { rp cos ( у  р — у  + ур) } 4- о(1).

Отсюда и из (1.18) получаем

\А (г) | > у  ехр | rp cos ( у  Р — 7 —  Yp)} > у  exp {r° sin yp) 

(ибо £ p _ i < J L ) .

Итак, неравенство (1.17) имеет место во всем угле /С, (при 
a =  sin ур).

Изучим теперь поведение А (г) в угле N0: | argz| < у. В этом 
угле функция £р(— z) стремится к нулю. Поэтому

A (z) =  р {exp (ze-'*)0 + exp (ze'*)p} + о (1), z <= jV0,
или

Л (г) =  2р cos (zp)-f о(1), г е ^  (1.19)

(ибо рг|5 =  л/2). Положим <7* =  [(2Л + 1 )у ] 'Р (Л > 1). В этих
точках cosz? обращается в нуль. Пусть б — малое положитель
ное число. Обозначим Qk (Л>1) круг с центром в точке qh
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радиуса р„ =  у  (I — р < 0). Когда z пробегает границу 
круга Qk, в это время точка w =  z"> пробегает замкнутую кри
вую Ск, охватывающую точку qpk =  (2 fe+ l ) y .  Для точек w 
этой кривой имеем

w  —  f t  =  ( ? к + Л)Р ~  Qк< Iл I= р к>

откуда при больших k
|ш —</5|«p |A |flp-'=*fi.

Из представления
| cos ш I =  Vcos2 и + sh2u, w =  и -f iv,

видно, что для точек w, лежащих на и вне кривых С* (точки С*
удалены от (2* 4-1) у  на расстояние «б), величина |cosw|
ограничена снизу положительной постоянной В (б). Значит, когда 
z лежит вне кругов Q* и в угле N0, имеем

| coszp |> Я (б) > 0. (1.20)

Заметим, что центры qh кругов Qk удовлетворяют условию 
qk+{— qk ** "  т-. Поэтому при малом б круги Qk не нере- 

Р П
секаются.

Из представления (1.19) и оценки (1.20) усматриваем, что 
в угле /V0 при | z | > ро функция Л(г) не обращается в нуль вне 
кругов Q* и имеет там оценку снизу:

| Д(2)|>рВ(б), ze/Vo. |z |> Pj, z<£Q*. (1.21) 

В частности, оценка (1.21) выполняется на дугах

Izl =  <7fc + — 4 гг= ''0*, I argz | < у, (1.22)
*P4i

и в кружках
| , _ < | < ( - _ » ) _ ^ : г . (.,23)

В центре круга Q* функция coszp имеет простой нуль. 
Из (1.19), учитывая, что па границе Q* имеет место оценка (1.20), 
выводим по теореме Руше, что функция А (г) имеет в круге Qk 
при больших k простои нуль. Этот нуль, поскольку A(z) на 
вещественной оси, имеет вещественные значения, является
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вещественным. Обозначим его р*. Имеем 

lim -£j- =  — .
k-yoo n g  Я

[ГЛ. V I I I

(1.24)

Итак, о поведении Л (г) в угле N0 можно утверждать сле
дующее: вне кругов Qk имеет место оценка (1.21), в частности, 
она выполняется на дугах (1.22) и в кружках (1.23); функцня 
А(г) в No, начиная с некоторого места, имеет простые вещест
венные нули, удовлетворяющие условию (1.24).

Перейдем к изучению поведения А (г) в угле N\ раствора 2у, 
с вершиной в начале координат, биссектрисой которого является 
луч /,. В угле N2, симметричном N | относительно вещественной 
оси, поведение Л(г) будет таким же.

В угле N\ функция E p(ze‘*) стремится к нулю. Поэтому

Л(г) =  р{ехр(ге-'*)Р + ехр(ге_<л)р} +о(1), г е  N {.

Для г из N , аргумент г изменяется в пределах
я , Ф  _ ^  я , ф . . яT  + f ~ y < < t < T  +  f  +  V, ^ =

Положим z =  te 42 2 Л Углу N\ в плоскости z соответствует 
угол |arg/|<y в плоскости /. Имеем

Л(г)«=р{ехрО<?' ( т -4-)) + ехр0 е“ '(■*■■■£)) }  + о (1) —
=  р ехр [<р cos P -  у ) ]  { ехр[йр sinp ( у  -  -|-)] +

+ ехр[—- itp sinp ( у -  |- )] } + о(1)
или

A (z) =  2реа‘Рcos р̂ р + о (1), | arg/1< у,

где a =  c o s (y p — !f) > Р =  sin (-р- Р — -̂) > 0. Положим 
еще п =  /р|/р. Тогда

Л (г) =  2ре“ Т)Р cos ?1Р + о (1), а, > 0, l a r g n K y .  (1.25)

Отметим, что
|еа,т>р|><?а,1,4рс0»*р, I arg п | < у.
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' ( т Ч )Обозначим Q'k круг с центром в точке q'k =  $~wqke ^  (к^\) 
радиуса р̂  =  Р 1/РР*. где qk и рА были введены выше. Когда
2 пробегает круг Q'k, t[ пробегает круг Qk. Когда z лежит 
вне Q*, г] лежит вне Qk, и следовательно, учитывая оценку (1.20), 
получаем | cos rip | > fi(6) > 0. Поэтому, на основании (1.25), за
ключаем, что

I Л (z) | > pfl(e)ei ,*lpf zt= N v 12 1 > p0, z0 Q 'k, (1.26)

где ft =  pa, > 0. При малом 6 круги Q'k не пересекаются, в силу 
чего можно провести между этими кругами дуги окружностей

\г\ =  /•;, 1, z<=Nr  (1.27)

В круге первое слагаемое из (1.25) имеет простой нуль q'k. 
По теореме Руше функция А (г), согласно (1.25) и (1.26), имеет 
в круге Q'k при больших к единственный нуль. Обозначим его р̂ . 
Очевидно,

. . к  р 
k Z  (и;)р «•

Для дальнейшего полезно будет оценить А' (р*). Имеем
г - ц к
А (г)

откуда, в силу (1.26) (окружность |z — р'| =  2р̂  лежит вне 
кружков Q*),

1 ^ « )1
о < b t <b, к > к 0. (1.28)

Таким образом, получили следующее: в угле Nt имеет место 
оценка (1.26), в этом угле, начиная с некоторого места, Л (г) 
имеет только простые нули р*, между этими нулями можно 
провести дуги (1.27), на которых выполняется условие (1.26). 
В угле N2, симметричном N | относительно вещественной оси, 
как уже отмечалось, — та же картина.

В итоге исследования видим, что у функции Л (г) вне неко
торого круга все нули — простые. Положим

Q (г) А (г)L(z) Р(г)
P(z) =  zm+ . . .  +  am, 2, Q(z) =  zm~2+  . . .  +  Pm-2.
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Подберем многочлены Р(г) и Q(z) так, чтобы функция L(z) 
была целой без кратных нулей. Вещественные нули ее обозначим 
по-прежнему комплексные — лежат в верхней полу
плоскости) и (ц" лежат в нижней полуплоскости).

Функция L(z) — искомая. Убедимся в этом. Из (1.19) видно, 
что на вещественной оси

L(*) =  0 (- jr ), * > 0.

Теперь надо убедиться в том, что имеются нужные контуры Г*. 
Объединение цк, ц* и обозначим {А }̂, причем А,, А2, ... рас
положены в порядке неубывания модулей. Пусть среди точек 
А,, А2, . ..,  А4 имеется р точек из {цп}, q точек из и s точек 
из {ц"}, р + q +  s =  k. Проведем дугу S°p: |z| =  r°, |argz|<n/2, 
где г°р взято из (1.22). Очевидно, цр < < цр+). Проведем, 
далее, дугу S ': |z| =  r', n/2<argz<n, где г' взято из (1.27); 
эта дуга разделяет нули ц' и ц' + 1. Проведем, наконец, дугу 
S": |z| =  r", — n< a rgz<  — я/2, она разделяет нули ц" и ц"+|. 
С помощью отрезка отрицательной части вещественной оси и 
двух отрезков мнимой оси соединим указанные дуги, получим 
замкнутую кривую. Ее и возьмем в качестве Г*. Сразу видно, 
что она удовлетворяет условию 1). В силу (1.17) и (1.26),

| L (z) | > ехр {с| z f*}, с>0,  г е Г ц ,  Y< |argz|< n.

В силу (1.21),

I А (z)I> TFjr- 2 е Г *> l are z K Y .

Значит, выполнено условие 2). Контур Г» пересекает положи
тельную часть вещественной оси в точке г°р. Так как в круж
ках (1.23) выполняется оценка (1.21), то в кружках

-5-“ 26

■ « Г
имеем

\L(z)\>-±r.

Следовательно, удовлетворяется и условие 3). Контуры Г* обла
дают всеми необходимыми свойствами. Таким образом, пример 
функции L (г) построен.

В условиях этого примера
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f ( z )= Z  A W *  +  £  А У '*  +  Z  А 'У '\  (1.29)
V - l  V - l  V - I

где, например,
+°о /

(другие коэффициенты определяются по аналогичным формулам).
Заметим, что последние два ряда определяют целую функ

цию. Убедимся в этом. Для вещественных А

| - ^ | < | L ( A ) |  =  o (- L V  А>0.
I А -  Hv I V  А- )

Поэтому |ф '(/) | < -г , С, ,ч. . где С не зависит от v, в силу чего 
I** U * v J |

Отсюда, на основании (1.28), получаем

Л'. — О (ехр{— *а | и; |°> ). 6а>0.

Так как р > 1, то, следовательно, второй ряд в (1.29) сходится 
во всей плоскости. Так же обстоит дело с третьим рядом.

Получаем, что функция /(г) представляется в левей полу
плоскости рядом Дирихле с положительными показателями nv, 
удовлетворяющими условию (1.24), плюс целая функция. 

Оценим коэффициенты Ду. Имеем
+<*>( +»

Из (1.19) выводим, что

| ( 1  +z*)Z.(z)|<C, 1 « - А К Ар' А > 0,
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На основании этого для положительных А, 
(1 + У )Ц Ь )  

к - ц к u r ' I O + m W K C u s - ' .  \b - »k \> - ^ z r

<СцР-',I (1 + Х’)МХ) <  max I (1 + г * )Ц г )  I
1 я - I I * |*-“*|— * - н *  |

*•*

1 ^ —  И* 1 <
1

О— I *
й*

откуда

В силу этой оценки,

ш > а '
и значит,

Для оценки //(ц*) запишем

L>k) |г-ц*|-2р*| И г ) р*:

Точка ц* лежит в круге Q* радиуса р*, окружность | г —ц* | =  2р* 
лежит вне круга Q*, и на ней, следовательно, выполняется 
условие (1.21). Поэтому

на основании чего
*•>*)

А»к =  0 № ) . (1.30)

Оценка (1.30) дает возможность доказать следующее утвер
ждение.

Теорема 8.1.2. Пусть функция f (г) регулярна в левой 
полуплоскости Re г < 0, непрерывна вместе со своими первыми 
четырьмя производными в замкнутой полуплоскости Rez^O, 
причем

Ц > 11 Rez<0, 0< Л< 4.

Тогда в замкнутой полуплоскости Rez^O
оо

f (2) == X  В*^*' + целая функция, k — 1
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lim —— =  т <  оо.*-> ооИ* > 0,

Для доказательства запишем, согласно теореме 8.1.1,

/,V( z ) = Z  ^ * '  + <P(z), Re z < 0, (1.31)*-i
где q>’(z)— целая функция. Коэффициенты А°к имеют оценку (1.30). 
Функция qp(z) как разность /lv (z) и суммы ряда Дирихле
ведет себя в угле | argz — л | < \j>0 < л/2, как Интегри
руя (1.31) вдоль пути, который идет из — оо в точку г (сначала 
путь идет по вещественной оси), получим

f " ' & = Е  т ~ * * + ф*(2)> ф1 (2) =  ( ф (/) dL (| -32) *-1 k -<*>
Функция ф, (z) — целая и как разность /ш (г) и суммы ряда
Дирихле ведет себя в угле | argz — л | < ф0. как ^ HTe‘
грируем (1.32) вдоль пути от — оо до точки г, получим

Г (г )  =  У  4 - ^  + Фз(2).
7-\

Проделаем указанные процедуры еще два раза. В результате 
найдем

f ( z ) = Y  В ^ г + ^ (г ) ,  В* = 4 -.

где (z) — целая функция. В силу (1.30), Вк= 0  ■ П0ЭТ0МУ
ряд Дирихле с коэффициентами В* сходится в замкнутой полу
плоскости Rez^O. Теорема доказана.

3. Общий случай. Рассмотрим общий случай, когда о функ
ции I (г), которая подлежит разложению в ряд Дирихле, известно 
только то, что она регулярна в левой полуплоскости Rez<0. 
Сначала докажем следуюшую теорему.



Теорема 8.1.3. Пусть F  (г) — функция, регулярная в левой 
полуплоскости Rez < 0. Тогда имеются функция f (г), регулярная 
в Rez < 0, непрерывная в Rez^O и удовлетворяющая в Rez^O

оо
условию f (г) =  О (- jr ) . целая функция М (А,) =  ^  с*Я* с ростом

к-о
не выше первого порядка минимального типа и целая функ
ция Ф(г) такие, что

F ( z) = £  ckfM(z) +  Ф(г), Re г < 0.
k-0

Доказательство .  Воспользуемся следующей теоре
мой М. В. К ел д ы ш а  (7]:

Пусть С — кривая Жордана без кратных точек, начинающаяся 
и оканчивающаяся в бесконечности, D — область, ограниченная 
линией С, f (г) — голоморфная в области D функция, непрерывная 
на D[) С (исключая бесконечно удаленную точку). Каковы бы ни 
были положительные г и х\, существует целая функция G(z), 
удовлетворяющая неравенству

I / (z) — G(z) | < е ехр {  — | z Р " }

в замкнутой области D.
В качестве С возьмем какую-нибудь кривую Жордана без 

кратных точек, которая лежит целиком в левой полуплоскости 
Re г > 0 и при у-* -foo и у-* — оо неограниченно приближается 
к мнимой оси, в качестве f (г) возьмем функцию F  (г) из рас
сматриваемой теоремы и в качестве D — область, лежащую слева 
от С. По теореме М. В. Келдыша найдется целая функция G(z) 
такая, что

(z) — G (г)| < ехр{— |z |,/3>, z e D .

Положим F(z) — G(z) =  w(z). Функция w(z) регулярна в Rez < О 
и в D удовлетворяет условию

u>(z) =  0 ( p - ) ,  г е О  (1.33)

(для дальнейшего этого достаточно).
ОО

Докажем, что имеются целая функция М(А.)=£ с ростом
не выше первого порядка минимального типа и функция q>(z), 
регулярная в Rez<0 и непрерывная в Rez<0 (исключая
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бесконечно удаленную точку), такие, что
оо

М (D) <р (z) =  Yj ^ф1*' (•?) =  w (z), Re z < 0. 
k - 0

С этой целью положим
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_ 1_
2л/  ̂ w (г) ег1 dz =  А (/), — оо < 1 < -J- оо.

Rez—Л <0

На основании (1.33) функция A(t) непрерывна на вещественной 
оси и равна нулю при / ^ 0. Она не зависит от Л. Имеем

|Л(0 К К * Л  =  ± J  \w(z)\\dz\,
Rez—Л

откуда
Н (0 К  inf К ^  = АХ((), 0.

Л<0

Ясно, что
lim А! (-- =  0.

Воспользуемся свойством 6) уточненного порядка (гл. I, § 2, п. 1): 
Если q(r)—положительная возрастающая функция на 10, +оо), 

удовлетворяющая условию

,im М ^ = 0,г-> оо Г

то существует уточненный порядок

p W _ , - t £ ± .

Ф ( * И ° ° .  V  ( * ) “ *• О, X - > °0 ,

такой, что
q(r) < ехр rP^, г > r0.

Имея этот уточненный порядок р(г), выберем положительные 
числа а * (Л ^ 1) с условием

т, 0 < т < о о ,
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Нули этой функции расположены на вещественной и мнимой 
осях. Заметим, что

♦ (|па*)
а '-Р (»*) =  а4 '»»* = e * ( lna* ) _ > оо, k-*oo .

По теореме 1.2.7 (см. неравенство (2.33) из гл. I) вне окружностей 
радиуса 1 с центрами в своих нулях функция N (Я) имеет сле
дующую оценку снизу:

In | W (А) | > (лт — е)| Я |Р(|Х|), | Я | > г0(е),

где в > 0 — любое.
Теперь возьмем в качестве q (г) функцию А{ (— г) и положим

М|(Я) =  Л^(яе 0 ,  т > 1/я. В силу изложенного,

М ( 0 К | Л , ( / ) | < - ^ ,  /<0, (1.34)

где М, (/) — целая функция конечного типа при уточненном по
рядке р(г). Она не обращается в нуль на вещественной оси и 
имеет рост не выше обычного первого порядка минимального 
типа.

Введем функцию
о

ф(2)= \ Ш Г ) е' г,ли
— оо

В силу (1.34), функция <j>(z) регулярна в левой полуплоскости 
Rez < 0, непрерывна в замкнутой полуплоскости Rez^O (кроме 
бесконечно удаленной точки) и там ограничена. Имеем

о
Aft(— 0)ф(/)=  ̂ A(t)e~*' dt =  w(z), Rez<0.

— оо

Положим М (Я) =  М, (— Я). Функция Af (Я) — искомая.
Таким образом, получили

F  (z) =  A l(D )? (z )- f G(z), Rez  <  0.

Функция ф(г) еще не является искомой, ибо неизвестна ее оценка 
при больших | г |. Известно только, что она непрерывна вплоть 
до мнимой оси и ограничена.

Воспользуемся еще раз теоремой М. В. Келдыша, приняв 
за С мнимую ось, а за D — левую полуплоскость. Получим, что 
имеется целая функция G, (z), удовлетворяющая условию

| Ф  (z) — G, (z) | <  ехр { —  | z |l/3} ,  Re z <  0.
Положим ф(г) — G, (z) =  /(z). Функция f(z) непрерывна в замкну
той полуплоскости Rez^O и в ней ведет себя, как 
Имеем
F (z )=  М (D) ф (z) + G (z) =

=  М (D) f(z) + M (D) G, (z) + G(z) =  Af (D) f (z) + Ф (z).
Функция Ф(г) — целая, ибо Af (D)G,(z) — целая функция. Теорема 
доказана.

Теорема 8.1.4. Пусть F  (г) — функция, регулярная в левой 
полуплоскости Rez<0. Тогда имеется не зависящая от F(z)
последовательность показателей {ц*}, ц*>0, lim -т-=х, 0<т<ооJk + oo

оо

(р — любое >1), такая, что F ( z ) = Z  В ^ кг +  целая функция, 
Rez < 0.

Доказа тельство .  По теореме 8.1.3 имеем 
F(z) =  M (D )f{z )+  целая функция,

где f (z) регулярна в Rez < 0, непрерывна в Rez^O и удовлетво
ряет условию: / (z) =  О (р- ) • Согласно результату п. 2,

оо

/ (z )= Z  -f целая функция.
/ г - 1

На основании этого
оо

F ( z )= Z  Bke?k* -f целая функция, Вк =  А\М (цл), Rez<0,

что и требовалось доказать.
Отметим, что требование р > 1 вызвано существом дела: 

в теореме показатели щ не могут удовлетворять условию

Ш п =  t <оо. (1.35)*-►00 I М* I
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Чтобы в этом убедиться, воспользуемся теоремой 3.1.5: Пусть 
последовательность {щ}, вообще, комплексных чисел удовлетво
ряет условию (1.35), и пусть ряд

/(2 )= 1  Аке»ь**-i
сходится в круге | г — г „ | < г радиуса г > пт. Образуем область 
D(z0) по правилу: точка г принадлежит области D(z0) тогда и 
только тогда, когда ее можно соединить с точкой г0 ломаной I 
такой, что вдоль I функция f (г) аналитически продолжается из 
точки г0 до точки г и при этом продолжении расстояние от 
произвольной точки ломаной / до ближайшей особой точки функ
ции f (г) остается все время больше пт. Тогда область D(z0) 
является односвязной и однолистной.

Возьмем функцию 1/г и допустим, что ее можно представить 
в виде

оо

— =  ]Г  Ake?k* + целая функция, R ez< 0, (1.36) 
к-1

где показатели удовлетворяют условию (1.35). Тогда функция

f W = Z  Rez <0,*-1
регулярна и однозначна всюду вне начала координат. Положив 
z0 =  q, q < — nт, видим, что для рассматриваемой функции f(z) 
область D (г0) — внешность круга | z К  пт. Эта область не 
является односвязной, что противоречит приведенной выше тео
реме 3.1.5. Значит, представление (1.36) с условием (1.35) не
возможно.

Теорема 8.1.5. Пусть D — полуплоскость и р > 1. Тогда 
имеется последовательность комплексных чисел {А,*}, 0 < | А.* | f оо, 

klim ----0 =  т, 0<т<оо, такая, что любая функция F (z), ана-*•><*> | А* |
литическая в D, представляется в D рядом Дирихле

F ( z ) = Z  z e D .*-i
Не нарушая общности рассуждений, можно считать, что D — 

левая полуплоскость Rez<0. По теореме 8.1.4
оо

F (z )=  У* + целая функция, lim -̂ - =  т.
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По теореме 7.4.4 целую функцию можно представить рядом 
Дирихле во всей плоскости, причем показатели ряда (обозначим 
их являются нулями целой функции L(A.) уточненного по
рядка p(r), lim р(г)=1. Поэтому

г -> оо

lim H v = ° -*->» |ц*|

Пусть {Я*} =  ОМ и К }-  ТогДа

z e e ,I
причем

*->оо | Кк I"
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lim . -— =  х.

§ 2. Представление аналитических функций рядами Дирихле 
в более общих бесконечных выпуклых областях

Пусть D — бесконечная открытая многоугольная выпуклая 
область, ограниченная конечным числом прямолинейных отрезков 
(например, полоса или угол). Функцию F  (г), аналитическую 
в D, можно представить (см. [64]) в виде конечной суммы функ
ций Fj (г), каждая из которых аналитична в соответствующей 
полуплоскости D/ (пересечение полуплоскостей D/ есть об
ласть D). Представив каждую F/(z) в полуплоскости D/ рядом 
Дирихле, убедимся, что любая функция ^(г), аналитическая в D, 
представляется в D рядом Дирихле.

Рассмотрим более общий случай, когда D — бесконечная вы
пуклая область, граница которой состоит из двух лучей 1{ и 12 
и выпуклой дуги у, соединяющей начала этих лучей. Требуется 
доказать, что и в такой области любую аналитическую в этой 
области функцию можно разложить в ряд Дирихле.

Для доказательства понадобится следующая лемма.
Лемма  8.2.1. Пусть D — бесконечная выпуклая область, 

граница которой состоит из лучей /, и /2 и дуги у, соединяющей 
начала этих лучей. Тогда имеется последовательность показа
телей {цА}, lim —k~r < оо, которая зависит лишь от области D

I 1** I
и обладает свойством: любую функцию F  (z), аналитическую в D, 
можно представить в виде

f(z ) =  Mz) + Mz), (2.1)
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где
оо

f\ (г) =  £  ак<?к\  г е О ,  (2.2)I
a f2 (г) регулярна в угле Ezz D, на сторонах которого лежат 
лучи /) и /2.

Наиболее просто лемма доказывается в ситуации, когда 
лучи /| и /2 параллельны и, следовательно, Е  — полоса. Поэтому 
сначала рассмотрим именно этот случай. Без ограничения 
общности можно предполагать, что лучи /, и /2 параллельны 
вещественной оси и направлены слева направо. Правее дуги у 
проведем вертикальную прямую /. Она отсечет от D конечную 
выпуклую область D0. Граница D0 состоит из дуги у. отрезков 
лучей /| и /2 и вертикального отрезка /0 прямой I. По теореме 
5.3.2 имеется последовательность показателей {А.*}, зависящая 
только от области О0, такая, что любую функцию F (г), анали
тическую в D0, в частности, рассматриваемую функцию F  (г), 
можно в D0 представить рядом

оо

F  (г) =  Е  аьек*г, г D0.
* - i

Этот ряд в D0 сходится абсолютно. Разобьем последовательность 
{Я*} на части {ц*} и {v*}. К первой части отнесем Я* с отрица
тельными вещественными частями, ко второй — все остальные. 
Имеем

F (г) =  £  ак<?ьг + £  Ьке'*г, г <= D0. (2.3)*-i fc-i
Посмотрим, где (кроме D0) сходятся указанные ряды. Пусть 
Zq е  D0. Запишем

£  V * ' = £л—I /г-i
Отсюда видно, поскольку Re ц* < 0, что если г — г0 ̂  0, то

£  I I <  £  I I < °°-  к-1 к-1

Следовательно, первый ряд сходится на луче р|, который исхо
дит из точки 20 в направлении положительной части веществен
ной оси. Когда точка г0 опишет область D0, в это время луч р, 
опишет всю область D. Таким образом, первый ряд

ft (г) =  £  ак(?к*
*-1

сходится в области D. Рассмотрим второй ряд

£ Ьке^г — £  &*e¥* V **-1 к-1
В силу тех же соображений он сходится на луче р2, который 
исходит из точки г0 в направлении отрицательной части веще
ственной оси. Когда точка г0 опишет область D0, в это время 
луч р2 опишет полуполосу Е 0 — часть полосы Е, лежащую ле
вее вертикального отрезка 10. Сумму второго ряда обозначим 
через /2(г). Видим, что функция f2(z) регулярна в полуполосе Е0. 
Имеем, в силу (2.3),

#Ч *)-М *) + Ы*). г е о ,
Отсюда f2(z) =  F(z) — ft(z). Так как F(z) и f,(z) регулярны 
в D, то, значит, и f2(z) регулярна в D. Кроме того, она регу
лярна в полуполосе £0. Поэтому /2(г) регулярна во всей полосе Е. 
Лемма в простейшей ситуации доказана.

Перейдем к случаю, когда лучи /, и /2 не параллельны. 
Не нарушая общности рассуждений, будем предполагать, что /, 
и /2 наклонены к вещественной оси под углами, равными соот
ветственно -фо и причем 0 < ф0 < я/2. Считаем, далее, 
что OgD.  Тогда Е  — угол | arg (г — z0) \ < ф0. где z0 < 0. Правее 
дуги у проведем вертикальную прямую /. Она отсечет от D ко
нечную выпуклую область D0, справа D0 ограничена вертикаль
ным отрезком /0 прямой /. Опустим из начала координат на 
луч /, (или его продолжение) перпендикуляр. Он образует с ве
щественной осью угол (фц + л/2). Перпендикуляр, опущенный 
из начала координат на луч /2 (или его продолжение) образует 
с вещественной осью угол — (ф0 +л/2). Пусть /С0(ф) — опорная 
функция области D0, Ло(ф) =  Ко{— ф). Согласно теореме 1.3.6, 
имеется целая функция экспоненциального типа и вполне регу
лярного роста L0(k) с индикатрисой роста Л0(ф ), у которой 
нули Я* (Л^1) все простые и которая удовлетворяет условиям

In | L'o (Я*) | > [Ло (ф*) — е] | А,а |, ф* =  а^Я*, k > k 0(e),
где е>0 — любое. Согласно замечанию к указанной теореме, 
можно еще считать, что у /,и(Я) нет нулей в углах 0<ф< 
<ф0 + л/2 и — (ф0 + л/2) < ф < 0. По теореме 5.3.1 функцию 
F  (z) в области D0 можно представить рядом Дирихле с пока
зателями К  — нулями функции /-о(Я):

F (z )=  £  а*ел*г, z<=D0.
* - i
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Последовательность {А*} разобьем на две последовательности 
{ц*} н {v*}. Ко второй отнесем А*, расположенные на положи
тельной части вещественной оси. К первой отнесем все осталь
ные А*. Имеем

F ( z ) = Z  « к ? *  + Z  Ьке^г =  /, (2) + /,(2), 2 €  Do. к-1 к-1
Рассмотрим первый ряд. Запишем

ft (г) =  Z  20 е= D0.к-1

Пусть г лежит в угле К 0: I arg (г — г0) |^ф 0- Напомним, что ц* 
лежит вне угла | arg ц | < я/2 + ф0. Тогда точка ц* (г — z0) будет 
находиться в левой полуплоскости, и потому

Z  f o / A l<«>. ге/Со.*-1 fc-i

Значит, первый ряд сходится в угле Ко. Когда z0 будет описы
вать область D0, в это время угол Ко заметет всю область D. 
Итак, ряд

/ , ( * ) - £  ак̂ г к-1
сходится в области D. Его сумма fx(z) в области D регулярна. 
Второй ряд, поскольку все v* > 0, сходится в полуплоскости, 
ограниченной справа вертикальной прямой I. Его сумма /2(г) 
в этой полуплоскости является аналитической функцией. Из 
равенства

h (г) — F  (г) — f | (z)

усматриваем, что f2(z) регулярна также во всей области D. 
Следовательно, функция f3(z) регулярна в угле Е. Осталось 
заметить, что точки ц*, являясь нулями целой функции экспо
ненциального типа, удовлетворяют условию

lim -г—-г
к>оо I М* I

<  ОО,

Лемма доказана полностью.
На основании этой леммы легко устанавливается 
Теорема 8.2.1. Пусть D — бесконечная выпуклая область, 

граница которой состоит из двух лучей и дуги, соединяющей 
начала этих лучей. Пусть затем задано число р>1. Тогда
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имеется последовательность комплексных чисел {А*}, 0 < I А* | f оо,
lim ——т- =  т, 0 < х < оо, такая, что любая функция F  (г), ана- 
*->«, |А*|Р
литическая в D, представляется в D рядом Дирихле

F (2) = Z  И*еЧ г 1 к-1 D.

Для доказательства представим F  (г), согласно лемме 8.2.1, 
в виде (2.1), где /,(г) представлена рядом (2.2), а /2(г) регу
лярна в угле £ Г) D. Функцию /2(г) можно представить (об 
этом уже говорилось выше) в виде суммы двух функций, каж
дая из которых регулярна в соответствующей полуплоскости 
(пересечение этих полуплоскостей есть угол Е). По теореме 8.1.5 
каждая из этих функций в своей полуплоскости может быть 
представлена рядом Дирихле. Значит, в угле Е  герно предста
вление

f2 (г) =  Z  bkeVk\ г < к-1 Е , (2.4)

где (имея в виду опять теорему 8.1.5) v* удовлетворяют условию

l im — 7̂5-= т , 0 < т < о о .  
к *о о  | v *  Iм

Пусть {А*} =  {ц*} U {v*}. Учитывая (2.2) и (2.4), получаем

f W = Z V * '  Z ^ D ,  к-1
причем

Теорема доказана.
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Пусть D — конечная выпуклая область, К  (ф) — опорная 
функция области О, Л (<р) =  К  (— ф), L (А,) — какая-нибудь целая 
функция экспоненциального типа с индикатрисой роста Л(<р) 
и простыми нулями A.* ( к ^  1),

1>v ( 0 :
1

L '  ( A v )

сю

{k±-e-Mdk (v>l ) .

Функции ^v(0 регулярны вне Ъ и образуют систему, биортого- 
нальную системе {е^2}.

Функции /(г), аналитической на D, сопоставляем ряд
о°

/ (г )~ £  акек*г, ak =  -±r \ f ( t ) i k(t)dt (к >  1), 0 )

где С — замкнутый контур, охватывающий D, на котором и 
внутри которого f (2) — аналитическая функция.

В гл. IV приведены в разной форме необходимые и доста
точные условия, накладываемые на L (А,), для того, чтобы ряд (1) 
всегда сходился в области D к своей функции /(г).

В последнее время, уже после сдачи рукописи книги в типо
графию, были получены новые условия представимости функ
ций f(z) рядами (1). В связи с этим целесообразно привести 
полный перечень этих эквивалентных между собой условий.

Теорема. Для того чтобы ряд (1) сходился в D к своей 
функции f(z) (какова бы ни была f(z), аналитическая на D), 
необходимо и достаточно выполнение одного из следующих 
условий:

1)

2 ) ММ
At L' (А») ’ г е О ,  А, — любое;

(2)

(3)
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3)

4)

А  V  V* е
L j  L ' (X*) 0. D;

(4)

(5)

I L ' (\k) I > e^ (•*)-■! 1**1,
Ф* =  a rg A,*, k > k0 (e), e > 0 — любое; 

и существуют p > 0 и rk, 0 < rk f с » ,  такие, что 
|1(*)1>еИМ I А, | =  r4 (*>  1);

5 )  | L' ( X * )  | >  ê h (<г* )~ *1 I кь I,

<Pft =  argXft, k > k 0(e), е> 0 — любое 
и L{\) — функция вполне регулярного роста;

6) существуют ек, е * ^ 0, е*-*0 при к-* оо, такие, что кружки
K m: I А. — Хт | < е~*т  I *'т I (т > 1 ) 

не пересекаются и вне этих кружков
| L (relv) | > e*h w -чr, г > r0 (е), е > 0 — любое; (6)

7) существуют замкнутые кривые Г* ( k ^ l ) ,  обладающие
свойством:

Рй =  max I A, I =  О ( min | А, |),
‘ ■г*

длина \\ есть О (р*), на Г*
| L (re1*) | > e'h < * > - i k > k0 (е), е > 0 — любое, (7)

внутри Г* лежат точки А,ь ...,  А,* и только они из последова
тельности р.т };

8) любая целая функция экспоненциального типа Ф (А) при 
условии, что у ассоциированной с ней по Борелю функции у(/) 
все особенности лежат в D, разлагается в ряд Лагранжа:

Ф(Ю = ш У .ф{Хк) М-Ц- 
L  L  (X*) Х - Х * -  
* - |

Условия 2), 3) и 5) приведены в теоремах 4.6.2, 4.6.3 и 4.6.4. 
Необходимость условия 1) установлена в гл. IV (§ 6, п. 1), 

докажем его достаточность. Из асимптотики функций \f*(/) 
(см. (1.18) из гл. IV) следует, что на контуре С, охватывающем D, 
ряд (2) относительно / сходится равномерно. Поэтому

С
°о  оо

=  Z  ****F y W ’•’*м dt =  Ya a^ kZ> Z^ D
k- I ' С *- l
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Необходимость условия 4) вытекает из условия 5). Установим 
его достаточность. Из оценки (4) следует, что ряд

V  И X)
L  х-х* ТТЩГ*—I

сходится в D. Убедимся, что он сходите;, к е**. Имеем

^  _  v  1 (Х) g V  L wL ,  X — Xv I '  (X) 2л/ J (Ц -  X) L (ц) '
I Xv I < r*

Правая часть в силу (5) стремится к нулю при k-+<x> для | г | < р. 
Значит, ряд действительно сходится к еКг, и потому выполняется 
условие 2), откуда и получаем требуемое.

Условие 6) — новое*).
Установим условие 7). Его достаточность вытекает из тео

ремы 4.6.8. Надо доказать его необходимость.
Пусть ряд (1) всегда сходится в D к своей функции. Тогда 

необходимо выполняется условие 6). Проведем кружки
К т : |Я -  *m|< e- » lxml { т >  1).

Они не пересекаются. Предполагаем, что нули Ят расположены 
в порядке неубывания модулей. Возьмем точку Я, и будем кон
струировать контур Г*, который содержал бы внутри себя точки 
Я,. •••, К, не содержал бы других точек из {Ят } и на котором 
имела бы место оценка (7). Пусть Г — окружность | Я | =■ | Я, |. 
Эту окружность могут пересекать кружки К т  трех типов. 
К первому типу относим кружки К р, центры которых Яр лежат 
на Г. К этому типу относится, в частности, кружок Ks■ Ко вто
рому типу относим кружки Kq, центры которых \q лежат вну
три Г. И, наконец, к третьему типу относим кружки К,, центры 
которых Яг лежат вне Г. Контур Г, будет состоять из дуг 
окружности Г и дуг границ кружков указанных трех типов.

Очевидно, q < s, г > s, а р может равняться s, быть больше s 
и быть меньше s. Пусть а, —дуга границы кружка Kq, которая 
лежит вне Г (ее концы лежат на Г), а а, — дуга границы 
кружка К г, которая лежит внутри Г. Если p ^ s ,  то ар — дуга 
границы кружка К р, лежащая вне Г, а если р > s, то ар — дуга 
границы кружка Кр, лежащая внутри Г. При таком выборе кон
тур Г, состоит из дуг ар, ая, а, и тех дуг Г, которые не попали 
в кружки К т .

*) Оно получено в работе А. Ф. Леонтьева «Об эквивалентных условиях
представления аналитических функций рядами экспонент», Матем. заметки 20, 
вып. I (1976), 91-104.

Ясно, что
р* =  max | Я | =  О ( min | Я |)

Кегг уеГ,
и на Г, выполняется условие (7) (контур Г* лежит вне кружков К т , 
а потому на нем имеет место оценка (6)). Надо убедиться, что 
длина Г, есть 0(р,).

Пусть рр, р,, рг — пересечения кружков К р, Kq, К, с Г. Надо 
сравнить длины дуг а с длинами соответствующих дуг р. Отме
тим, что радиус кружка К т  не превосходит единицы. Поэтому, 
если радиус окружности Г велик, то дуги р близки к прямоли
нейным отрезкам, в частности, дуга рр близка к диаметру 
кружка К р. Отсюда следует, что при больших s (радиус Г 
есть |Я,|) ар < лРр (через а и р  обозначаем также сами длины 
дуг а и Р). Аналогично убедимся в том, что ач < лр?, а, < ярг. 
Из всего этого немедленно следует, что длина Г, меньше 
длины Г, умноженной на я, т. е. меньше 2я*|Я,| (а это 
меньше 2я*р,). Таким образом, все доказано.

Теперь получим условие 8). Докажем его достаточность. 
Предположим, что условие 8) выполняется. Возьмем функцию е**,
г е В .  Ассоциированная с ней по Борелю функция есть ,
и ее единственная особенность t =  z лежит в D. Поэтому функ
ция е̂ г разлагается в ряд Лагранжа

еКг_ у  ЦК) еХ**
е “  L  х-х* //(**)•л—1

Следовательно, выполняется условие 2), а потому ряд (1) всегда 
сходится в D к своей функции.

Установим необходимость услоги1 8). Пусть ряд (1) всегда 
сходится в D к своей функции. Тогда имеет место соотноше
ние (3). Имеем

ф =  1НГ S Y (*)«**<**• 
с

Поскольку особенности у (г) лежат в D, контур С проведем так, 
чтобы он лежал в О и охватывал особенности у(*)- РяД (3) (при 
фиксированном Я) есть ряд Дирихле, сходящийся в области D. 
Поэтому на контуре С он сходится равномерно. В силу этого

■“  Z  V  (X*) ( X -  X*) I K i  \ Y к dz ' 
к-1 С

С Ч *-1 '



Но J L \ Y(2)eV <fe =  <l>(A.*). Следовательно, 
с

Ф Ш =  V  *<*+> -М*>W W  L  V  (Я.*) А. -  Л* •
* - 1

При условии
pit W

\L(re^ )\< A^—^ - ,  ц > I, (8)

функции ф* (/) непрерывны вне 0 ,и в этом случае функции / (г), 
аналитической в D и непрерывной в D, сопоставляем ряд

оо

в*— s r  J М0+*(0Л (*>1). (9)
*-1 дО

Если имеет место (8), то перечисленные выше условия 1) —8) 
также необходимы и достаточны для того, чтобы ряд (9) схо
дился в D к своей функции f (г), какова бы ни была функция f(z), 
аналитическая в D и непрерывная в D. Доказательства этих 
фактов аналогичны.
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