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ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория ортогональных мпогочлепов в своем развитии 
к настоящему времени достигла значительного совершен­
ства. Многие результаты этой теории имеют законченный 
характер. Подробно исследованы свойства ортогональных 
многочленов различных типов при достаточно общих 
условиях. Полностью изучепы наиболее важные и харак­
терные классы ортогональных многочленов. Имеется не­
мало работ но теории ортогональных многочленов, отли­
чающихся оригинальностью и глубиной исследований. 
Кроме того, постоянно расширяется множество теорети­
ческих и прикладных вопросов, при решении которых 
используются ортогональные многочлены.

Как известно, первые примеры классических ортого­
нальных многочленов рассмотрели А. Лежандр, П. Лап­
лас, Ж. Лагранж, Н. Абель. Затем великий русский ма­
тематик П. JI. Чебышев разработал общую теорию орто­
гональных многочленов н исследовал важные частные 
случаи классических ортогональных многочленов. Даль­
нейшие, наиболее важные результаты по теории орто­
гональных многочленов получили Т. Стилтьес, К. Якобп, 
Ш. Эрмнт, Э. Лагерр, К. А. Поссе, Ю. В. Сохоцкий.

IJ. А. Стеклов разработал эффективный метод иссле­
дования асимптотических свойств классических ортого­
нальных многочленов. С помощью этого метода подробно 
изучены асимптотические свойства многочленов Якоби, 
Чебышева — Эрмнта и Чебышева — Лагерра.

Классические результаты в теории ортогональных 
многочленов получил Г. Сеге. Он открыл новый метод 
исследования асимптотических свойств .многочленов, ор­
тогональных на окружности с произвольным весом. С по­
мощью этого метода Г. Сеге получил асимптотические 
формулы для ортогональных многочленов вне окружно­
сти и на самой окружности. Далее, Г. Сеге нашел фор­
мулу представления многочленов, ортогональных на сег-
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менте, через многочлены, ортогональные на окружности. 
С помощью этой формулы были подробно исследованы 
асимптотические свойства многочленов, ортогональных на 
сегменте.

С. II. Бернштейн разработал еще один метод исследо­
вания асимптотических свойств многочленов, ортогональ­
ных на сегменте. Этот метод основан на результатах 
теории приближения функций.

Методы В. Л. Стеклова, Г. Сеге и С. Н. Бернштейна 
излагаются в монографии Г. Cere [11.21], впервые издан­
ной в 19.39 г. Русский перевод этой книги Г. Сеге, вы­
шедший в 19(52 г., содержит дополнения Я. JI. Герониму- 
са, в которых дается подробный обзор всех результатов 
но теории ортогональных многочленов, полученных при­
мерно за 20 лет. Монография Я. JI. Героннмуса [II.8] 
посвящена развитию методов Г. Сеге и С. II. Бернштейна.

В комплексной области Г. Сеге ввел многочлены, ор­
тогональные по контуру, и с помощью своего метода рас­
смотрел их асимптотические свойства при простейших 
условиях. Далее, Т. Карлемаи и С. Бергман почти одно­
временно ввели комплексные многочлены, ортогональ­
ные по области.

Весьма важные результаты по теории ортогональных 
многочленов получены в работах Е. А. Рахманова 
[VI.24—26]. В этих работах приводятся сложные контр­
примеры в связи с известной проблемой В. А. Стеклова 
в теории ортогональных многочленов [IV.10] и излагаются 
различные оценки для ортогональных многочленов при 
наиболее общих условиях на весовую функцию.

В работах В. М. Бадкова [VI.2—4] глубоко исследова­
ны асимптотические свойства ортогональных многочленов 
при степенных и логарифмических особенностях весовой 
функции.

Хорошо известны многочисленные применения клас­
сических ортогональных многочленов в вычислительной 
математике, математической физике, в кнаптовой меха­
нике и во многих других областях науки. В настоящее 
время эти применения значительно расширяются и уси­
ливаются. В качестве примера можно указать операцион­
ное исчисление [11.2, 3] и различные задачи вычислитель­
ной математики [11.20]. Но наиболее существенное при­
менение классические ортогональные многочлены нахо­
дят в спектральных методах расчета и проектирования 
систем автоматического управления [11.22].
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В библиографическом справочнике по теории ортого­
нальных многочленов [III.6], изданном в 1940 г., приво­
дится примерно 2000 работ. Дальнейшие срнски работ, 
а также исторические сведения имеются в монографиях 
[II.7, 8, 16, 23, 24; II 1.4, 5].

В последние годы постоянно возрастает число работ 
по теории ортогональных многочленов и их применениям. 
Эти работы н результаты в них становятся необозримыми.

Все сказанное выше относится только к случаю орто­
гональности по одному переменному. А в случае двух и 
более переменных ортогональные многочлены изучены 
значительно меньше, хотя основные определения и про­
стейшие свойства их были рассмотрены более 100 лет 
назад.

При обобщении классических ортогональных много­
членов иа случаи двух и более переменных возникает не­
обходимость рассматривать так называемые биортогональ- 
пые системы многочленов.

В 1865 г. Ш. Эрмит рассмотрел две пары биортого- 
пальных систем многочленов по двум переменным, когда 
областями ортогональности являются вся плоскость или 
единичный круг. Позже эти многочлепы Эрмита были 
обобщены на случай многих переменных.

В 1881 г. П. Аппель ввел многочлены но двум пере­
менным, биортогональные но треугольнику.

Многочлены Эрмита и Аппеля являются аналогами и 
обобщениями классических ортогональных многочленов 
па случай двух и более переменных, ибо эти многочлены 
являются собственными функциями некоторых линейных 
дифференциальных операторов в частных производных 
второго порядка.

В 1881 г. Г. Орлов [11.19] рассмотрел некоторые орто­
гональные многочлены но двум переменным, которые оп­
ределяются аналогом формулы Родрига.

В 1926 г. вышла большая монография П. Аппеля и 
Ж. Камне де Ферье [III.1], в которой подробно излагаются 
свойства многочленов Аппеля двух переменных и мпо- 
гочленов Эрмита по многим переменным. При этом основ­
ным аппаратом исследования являются обобщенные гп- 
пергеометрические функции двух и более переменных.

В 1938 г. Д. Джексон [VII.9] рассмотрел простейшие 
свойства многочленов двух переменных, ортогональных 
по области с произвольным весом. При этом оказалось, 
что весовая функция и область ортогональности при каж­
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дом натуральном п определяют некоторое пространство 
размерности п +  1 ортогональных миогочлепов степени п. 
Для таких многочленов установлены аналогичные одно­
мерному случаю алгебраические и экстремальные свой­
ства, а также рассмотрены ряды Фурье по ним.

Подробный обзор всех вышеупомянутых результатов 
по теории ортогональных многочленов двух и более пере­
менных содержится в монографии-справочнике Г. Бейт­
мена и А. Эрдейи [1.2]. В библиографическом справочнике 
(II 1.6] приводятся все работы по теории ортогональных 
многочленов двух и более переменных, опубликованные 
до 1940 г.

В 1967 г. вышла очень содержательная работа Г. Крол- 
ла и И. П1еффера [VI 1.18]. В этой работе были усилены 
и обобщены результаты Д. Джексона о многочленах 
двух переменных, ортогональных по области. Кроме того, 
рассмотрены некоторые линейные дифференциальные 
операторы в частных производных второго порядка, соб­
ственными функциями которых являются ортогональные 
по области многочлены. В связи с этим можно сказать, 
что Г. Кролл н II. Шеффер рассмотрели пекоторые дву­
мерные аналоги классических ортогональпых многочле­
нов, являющиеся решениями линейных дифференциаль­
ных уравнений в частных производных второго порядка.

Аналогичные результаты получил Г. К. Энгелис 
[VI.35], но он применил другой метод исследования и 
привел более подробный перечень линейных дифферен­
циальных уравнений в частных производных второго по­
рядка, решениями которых являются ортогональные мно­
гочлены двух переменных. Кроме того, Г. К. Энгелис 
вывел формулу Родрпга для некоторых классов ортого­
нальпых .многочленов двух переменных.

Весьма существенные результаты по теории ортого­
нальных многочленов двух переменных получены в рабо­
тах Т. Корнвпндера, указанных в списке литературы. 
В этих работах рассматриваются новые системы ортого­
нальных многочленов, устанавливаются новые свойства 
известных систем ортогональных многочленов, большое 
внимание уделяется связям ортогональных многочленов 
с дифференциальными уравпеинямп. Некоторые работы 
Т. Корнвиндера носят обзорный характер, в них анали­
зируются и результаты других авторов, описываются 
применения ортогональных многочленов двух переменных 
п приводятся подробные списки литературы.
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Как известно [П-15], ортогональные многочлены по 
одному переменному являются незаменимым аппаратом 
при конструировании квадратурных формул различных 
типов. Аналогичная ситуация имеет место и в случае 
ортогональности по двум и более переменным. А  посколь­
ку в пастоящее время потребность в кубатурных фор­
мулах возрастает, то при конструировании таких формул 
изучаются и необходимые свойства ортогональных мно­
гочленов двух и более переменных. На эту тему много 
работ опубликовал И. П. Мысовскпх. Все результаты 
этого направления изложены в очень содержательной 
монографии И. П. Мысовскпх [11.16]. В этой монографии 
рассматриваются наиболее важные с вычислительной точ­
ки зреппя кубатурные формулы и при этом излагаются 
необходимые свойства ортогональных многочленов по 
двум и более переменным. Анализ содержания моногра­
фии И. П. Мысовскпх показывает, что применение 
ортогональных многочленов при построении кубатурных 
формул опережает и стимулирует развитие самой 
теории ортогональных многочленов двух и более пере­
менных.

Вместе с тем следует заметить, что, в то время как 
ортогональные многочлены одного переменного уже име­
ют многочисленные и разнообразные применения во мпо- 
гих областях науки, теория ортогональных многочленов 
двух и более переменных применяется еще недостаточно 
широко. В и д и м о , в этом направлении можно ожидать 
дальнейших результатов.

Из сказапного выше следует, что по теории ортого­
нальных многочленов двух переменных к настоящему 
времени получено много важных результатов. Большин­
ство из них опубликовано в отдельных статьях. Система­
тическое изложение некоторых вопросов имеется только 
в монографиях П. Аппеля и Ж. Кампе до Ферье [III.1] 
и II. П. Мысовскпх [11.16]. Поэтому представляется целе­
сообразным изложить наиболее важные свойства ортого­
нальных многочленов двух переменных в отдельной мо­
нографии.

Основным содержанием первых двух глав пастоящей 
монографии являются результаты, которые получилп 
Д. Джексон [VI 1.9], С. А. Агаханов [VI.1], С. Огава,
С. Ариока и С. Кида [VI 1.23].

Глава III написана по монографии П. Аппеля и 
Ж. Кампе де Ферье [111.1].



ПРЕДИСЛОВИЕ II

Большое внимание в настоящем монографии уделяет­
ся связи ортогональных многочлепов двух переменных с 
дифференциальными уравнениями. Этому вопросу посвя­
щены гл. IV, V п IX. Как уже отмечалось, в некоторых 
случаях ортогональные многочлены двух переменпых яв­
ляются собственными функциями линейных дифферен­
циальных уравнений в частных производных второго 
порядка. Такие уравнения называются допустимыми. 
Условия допустимости и некоторую классификацию допу­
стимых уравнений впервые рассмотрели Г. Кролл и 
II. Шеффер [VI 1.17]. Другую классификацию допустимых 
уравнений дал Г. К. Энгелис [VI.35].

Глава IV написана по результатам Г. К. Энгелиса. 
Пр.. этом многие формулировки изменены и приведена 
новая классификация допустимых уравнений, содержа­
щая все ранее известные уравнения, а также и некото­
рые новые.

Глава V написана по работе Г. К. Энгелиса [VI.35].
Некоторые результаты гл. VI и VII являются повыми 

н публикуются впервые. В конце этих глав излагаются 
результаты А. А. Цыганкова [VI.30—32] о суперортого- 
нальных гармонических многочленах, причем все форму­
лировки изменены.

Нся гл. VIII и три первых параграфа гл. IX  паписа- 
нм но работе Г. Кролла н II. Шеффера [V II.I8J, причем 
многие формулировки изменены и усилены. В § 4 гл. IX 
излагается один важный результат С. А. Агаханова [VI.1], 
а в § 5 той же главы — результат Г. Кролла п И. Шеф­
фера [VII.18J.

В гл. X  излагаются некоторые результаты нз работ 
Т. Коривиидера [V.4; V II.12— 14].

Поскольку при изложении результатов других авторов 
многие формулировки и доказательства изменены, то все 
упомянутые авторы, приоритет которых является бесспор­
ным, не несут ответственности за то изложение их ре­
зультатов, которое принято в пастоящей монографии. 
С другой стороны, автор надеется, "что допустил не слиш­
ком много упущений как в смысле подбора, изложения 
и обзора результатов, так и при составлении списка ли­
тературы.

Для чтения настоящей монографии необходимо знание 
основных свойств ортогональных многочлепов одного пе­
ременного, например, по одной из монографий [11.21, 24; 
II 1.4]. Кроме того, в изложении используются основные
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понятия и методы из теории функции действительного 
переменного [1.4, 9], из теории функций комплексного 
переменного [1.5, 6], а также из теории дифференциаль­
ных уравнений [1.3, 7, 12].

Автор выражает глубокую благодарность профессору 
Б. И. Голубову и аспиранту А. Д. Шишкину за внима­
тельный просмотр рукописи, подробное обсуждение мно­
гих результатов и за ряд ценных замечаний по тексту.

Схема зависимости глав



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

{ r „ ( j - ) ) — многочлены Чебышева первого рода.
l l ’n(jc) ) — многочлены Чебышева второго рода.
{Р„ ( х ;  а, Р ) } — ортогональные многочлены Нкобн.
{ П п( х ) }  — ортогональные многочлены Чебышева — Эрмита.
{ / . „ (х; а ) } — ортогональные многочлены Ч ебы ш ева— Лагсрра.
Г — замкнутая спрямляемая жорданова кривая.
G — внутренность кривой Г.
D — внешность кривой Г.
Ii(x, у)  — весовая функция в области G (дифференциальный 

вес).
dF(x,  у)  — интегральная весовая функция в области G.
{ F„k(x , у ) }  — основные ортонормировапные многочлены.
{Fn*(*. у ) ) — основные ортогональные многочлены с единич­

ным главным коэффициентом.
{Фп*(*, у ) ) — монические ортогональные многочлены.
{Фп*(*. у ) }  — монические ортогональные многочлены с еди­

ничным главным коэффициентом.
{.1„*(х, у ) }  — классические многочлены Аппеля.
{Лп* (*, у ) } — основные ортогональные многочлены Аппеля.
(и, к) — порядок алгебраического многочлена Р«*(х, у).
{Лп*} — степенные моменты весовой функции h(x,  у)  по об­

ласти G.
{Дп*} — определители Грама системы одночленов с ве­

сом А(х, у) но области G.
{ ) — биномиальные коэффициенты.
1К„ — пространство многочленов степени п, ортогональных с 

весом /i(x, у)  по области G.
W nh — множество многочленов порядка (п, к).
H ,i* — множество многочленов порядка (п. к)  с единичным 

главным коэффициентом.
{Оп*(/)> — коэффициенты Фурье функции f ( x , у)  по ортого­

нальным многочленам двух переменных.
{£ „* (* . у ))  — частичные суммы ряда Фурье по ортогональным 

многочленам двух переменных.
Г(р) — гамма-функция Эйлера.
Н(р. я) — бета-функция.
Lip а  — множество функций, удовлетворяющих условию 

Липшица.
(а) п — символ Похгаммера, означающий произведение п чи­

сел а(а +  1) (а +  2) . . .  (а +  п — 1).
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С(р, а)  — некоторый класс кратно гладких кривых 
(гл. VI, 5 4).

w =  ф ( г ) — функция, отображающая конформно и однолист­
но область G на круг |ш| <  1 при условиях ф(го) = 0  и 
ф '(г0) >  0.

z =  i|)(u>) — обратная фупкция к функции w =  <р(г).
id  =  Ф ( г ) — функция, отображающая конформно и однолист- 

по область D на область |и?| >  I при условиях Ф (оо) =  оо и 
ф '( о о )  =  1  >  0 .

A>2(/i, С) — пространство функции, суммируемых с квадратом 
по области G с весом Л(х. у).

It/По — норма функции /(х ,  у)  в пространстве Lj(h, G).
(Я; Q) — скалярное произведение в пространстве Lj(U, G).
1̂ 2 (А, Г) — пространство фупкцин, суммируемых с квадратом 

па контуре Г с весом Л (jr. у).
И/Hr — норма функции / (* ,  у) в пространстве Lj(/«, Г ).
/ / 2(Л, G) — пространство гармонических функций, суммируе­

мых с квадратом но области G с  весом Л(х, у).
А’п (/, G ) — наилучшее равномерное приближение функции 

/(х ,  у)  в замкнутой области С многочленами степени пе выше п.
* 2 * ( /,  G) — паилучшее приближение фупкцпп /(х ,  у) мно­

гочленами степени не выше п в метрике пространства Li(/i, G).
D, =  Dx — частная производная но х.
Dt =  Dv — частная производная но у.
£ > [« ]— основной лнпейный дифференциальный оператор в 

частных производных второго порядка (гл. IV, § 1).
{X*} — собственные значения оператора J5[u],

« (х ,  у ) — характеристический многочлен оператора £>[«].
F(x;  а, ft, а) — гнпергеометрнческая функция одпого перемен­

ного.
Р2(х, у, a, ft, с, а, Р) — гнпергеометрнческая функция Аппели 

двух переменных.
Ф (х, у\ г, w)  — обобщенная производящая фупкция мопнче- 

ских ортогональных миогочлепов.
{ Р*1, {г , г ) }  — ортогональные мпогочлепы по двум сопряжеп- 

ПЫМ комплексным переменным.
{Г я*(г, г ) )  — многочлены Чебышева первого рода по двум со­

пряженным комплексным переменным для области Штейнера.
{ ( / „ * ( 2, г ) }  — многочлены Чебышева второго рода но двум со­

пряженным комплексным переменным для области Штейнера.
{/■’ „ » (« ,  v; « .  р, к )} — ортогональные многочлены по области, 

ограниченной двумя прямыми и параболой.
А 'п ш (х , у; и, v)  — частичная сумма билппейпого ряда по орто­

гональным мпогочлепам двух переменных.
Гв — прообраз окружпостн | u ? | = / f > l  при отображении 

w — Ф (г ).



Глава I

ОБЩИЕ СВОЙСТВА ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
НО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНОВ

§ I. Ортогональные по области многочлены 
двух переменных

При рассмотрении алгебраических многочленов по 
двум переменным х и у прежде всего необходимо упоря­
дочить множество одночленов, составленных из произве­
дений степеней этих независимых переменных, т. е. .мно­
жество одночленов вида (x 'V ). Обычно принимается так 
называемое лексикографическое упорядочение, при кото­
ром рассматриваемые одночлены располагаются в виде 
последовательности

При таком упорядочении одночлены разбиваются на пач 
ки вида

Каждая пачка (2) содержит п + 1 одночленов одной и 
той же степени п по совокупности переменных х  и у. 
При этом сначала выписывается полная степень пере­
менного х, а затем степень этого переменного понижает­
ся с повышением степени у. Разумеется, можно принять 
и другое упорядочение, например, поменять местами х 
и у в системах (1) и (2 ). Однако упорядочение (1) и
( 2) предпочтительнее, ибо при введении комплексного 
переменного получается формула z — x  +  iy.

Последовательность (1) для лучшей обозримости це­
лесообразно представить в виде бесконечной треугольпой 
таблицы:

( 1 )

(2)

1,
х , у,
X1, х у , у2,

(3)
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В этой таблице строки составлены из пачек одночленов 
вида (2 ). Конечно, при необходимости можно считать, 
что в таблице (3) одночлены упорядочены так же, как в 
последовательности (1 ). Таблицу (3) для краткости мож­
но записать в виде

( х - у ) ,  п =  О, 1, 2, & =  0, 1, 2, п. (4) 

Далее, пусть дана таблица действительных чисел 
Cooi
£ю) С„,
С201 С*|* С22,

.............................................  (5)
CnOi C n h  • • •» ^n, n—I*

В этой таблице у каждого числа первый номер означает 
номер пачки, а второй номер — место расположения чис­
ла в данной пачке, причем н пачки, и числа в них нуме­
руются, начиная с числа 0. Таблицу (5) можно, конечно, 
записать в виде (4 ).

Умножим теперь число ст, на одночлен х т~’ у ‘  п сло­
жим полученные произведения, начиная с номеров 0 и 0 
до номеров п и к. В результате получим алгебраический 
многочлен по двум переменным

л -1  m h
P nh(x, у) =  2  2  Ст,Хт~ У  +  V  С„,Х п- ,у ‘ . ( 6 )

тп=0 ш=0 «=0

В этой формуле номер п означает помер последней пачки 
в таблице (3 ), из которой берутся однородные многочле­
ны пан высшей степени, а номер к означает наивысшую 
степень переменного у  из последней пачки. Таким обра­
зом, номер п в формуле (6) означает степень многочлена 
по совокупности переменных х  и у .  При этом оче­
видно, что степень у  в формуле (6 ) может оказаться 
больше, чем к.

В формуле (6 ) вторая сумма содержит однородные 
одночлены степени п относительно совокупности пере­
менных. Таким образом, многочлен (6) имеет старшие 
коэффициенты

С|»о» c„i, . . . ,  С„, л— |, Спц. (7)

Последний из этих коэффициентов, т. е. число с„* будем 
называть главным коэффициентом многочлена (6 ). Есте-



ствснно считать, что главный коэффициент многочлена 
отличен от нуля. В этом случае для краткости будем 
говорить, что многочлен (6 ) имеет порядок (п, к). Разу­
меется, некоторые из коэффициентов (7 ), кроме главного, 
могут обращаться в пуль.

Подсчитаем число слагаемых в многочлене (6). Преж­
де всего заметим, что первая (двойная) сумма соответ­
ствует первым п пачкам таблицы (3 ), считая и пачку 
с номером 0. Следовательно, в двойной сумме содержится 
не более 0,5л (и +  1) слагаемых. А из пачкп с номером п 
в мпогочлеп (6) берется & + 1  одночленов старшей степе­
ни. Таким образом, число слагаемых в многочлене (6) 
не превосходит числа

+  (8) 

А если многочлен (0) содержит все одночлены из пачки 
с номером п, т. е. к =  п, то из формулы (8 ) находим

N(n, п) =  Я(П2Ь1) +  п +  1 =  '" - - '-И ? -1--2! .

Л е м м а  1. Пусть в системе многочленов

Р<о(х, У),
Л „(х , у ) ,  Р „ ( * ,  у),
Ри(х,  у) ,  Рн(х, У) ,  Ргг ( х ,  у) ,  (9 )
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Рпо(х, у ) ,  РпI (х, у ) ,  . .  м Pn,k—i{Xt у ) ,  Рпъ(Х, у)

порядка не выше (п, к) каждый многочлен имеет от­
личный от нуля главный коэффициент. Тогда любой мно­
гочлен Q„i,(x, у) порядка (л, к) единственным образом 
представляется в виде

Q„h(x, у) =  Z  2  am,Pms(x , у) +  2  ап,Р„,  (х, у). (10)
т - 0«=0 *=0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формуле (6) для 
данного многочлена Q„h(x, у) вводим разложение

п —1 m к

Qnh(x, у) -  2  2  bntxm~‘y’ +  v  Ьп,хп- 'у ‘ . (11)
т —о л=0 1=0

Далее, все многочлены (9) прелеп п ч п т —1Г" формуле
(6), и при этом вводим верхние- индусы  у ^оэффнцнеп-
2 п. К. Суетин г • ".КА



тов. Тогда, сравнивая коэффициенты при одинаковых 
одночленах в формулах ( 10) и ( 11), получим равенства

и  —  п  / п 'к)0fife — Япкгпк, *
h —  П Л п 'л> 1 л  (п,А—1)On,h—1 — n̂ft̂ n.ft—1 "г п̂,Л— I »
h — л J n’k> i n  _(п,Л-1) , п («.Л—2) /4о\Оп,к—2 — GnhCn,h—2 ' ^nth—l^n,h—2 ' —2̂ **.ft — 2 »

Ь л J n*b) 1 „  . . _ (o.o)
^oo ^иЛ^оо г  Qntft— 1^00 1 • • • 1 “ 0 /0 0  •

Таким образом, для определения неизвестных коэффпци- 
ентов {ат ,} получена треугольная линейная система N 
уравнений, где N определяется по формуле (8 ). Опреде­
литель системы ( 12) равен произведению всех главных 
коэффициентов (еЙ,*)) многочленов (9 ). Поскольку все 
эти главные коэффициенты отличны от нуля, то система
(12) имеет единственное решение. Лемма доказана.

Иногда возникает необходимость рассматривать много­
члены, у которых главный коэффициент равен 1. В этом 
случае применяется обозначение Q„k(x, у ) ,  т. е. имеем

п — 1 m ft—1
Фг.л(*, у) =  2  ст,тт~ у  +  cntxn~ Y  +  xn~hyh.

m — 0 ( = 0  < = 0

(13)

Переходим к определению многочленов двух перемен­
ных, ортогональных по области.

Пусть на плоскости хОу дапа конечная односвязная 
область G, ограниченная спрямляемой жордановой кри­
вой Г. Неотрицательная функция h(x, у) называется 
весовой функцией в области G или просто весом, если 
она суммируема но области G и не эквнвалептиа нулю, 
т. е. выполняются условия

0 <  f \h(x, y )d xd y  <  оо. (14)
с

В этом случае конечны интегралы

Kh  =  i* f h (х, у) xn~hyhdx dy, (15)
‘ с

которые называются степенны.чи моментами весовой 
функции h(x, у ).
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Далее, пусть дана система алгебраических много­
членов

/ч .(х , У),
Л .(* , у ) ,  F tt(x, у ) ,
Л о(х, у ) ,  Flt(x, у ) ,  F 21( x , у),

(16)

$ Ц МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 19

У). У). •••. 1'пп(х, у ),

Эта система многочленов называется ортонормированной 
по области G с весом h (x , у),  если выполняются условия:

1. Главный коэффициент с„* каждого многочлена 
F*k(x, у)  положителен.

2. Многочлены (16) удовлетворяют условию ортонор- 
мпрованностн с весом й(х, у)  по области G, т. е.

\ j h (х, у) Fnh (х, у) Fm, (х, у) dx dy =  (17)
‘ о
Так как й(х, у)  есть весовая функция, то можпо 

ввести функциональное пространство G),  в кото­
ром скалярное произведение определяется по формуле

(/: ф) “  j  J h  (*» У) /  (х, у) ср (х, у) dx dy. (18)
‘ с

Тогда условие ортонормнрованностп (17) представляется 
в виде

(Fnk; Fm.) =  f>nmб»..
Далее, наряду с многочленами lFnk(x, у ) ) ,  ортонор- 

мированнымн но области G с весовой фуикцией h(x, у ) ,  
часто рассматриваются ортогональные с тем же весом 
многочлены, у каждого из которых главный коэффици­
ент равеп 1. Для таких многочленов аналогично формуле
(13) применяется обозначение {Р п„(х, у )) и имеет место 
равенство

(х, у) =  Fnlt (х, у). (19)
nft

Рассмотрим несколько замечаний по поводу опреде­
ления весовой функции. Прежде всего, в определении 
этой функции можно опустить условия ограниченности 
области G и спрямляемости контура Г. В самом деле, 
предположим, что область G не ограничена, а кривая Г 
2*



не спрямляема. Тогда в определение весовой функции, 
кроме двух условии (14), необходимо включить условие 
существования всех интегралов вида (15). Кроме того, 
естественно предположить, что весовая функция h (x ,y )  
не обращается в нуль тождественно ни в какой подобла­
сти G, ибо в противном случае это может изменить кон­
фигурацию области ортогональности.

Далее, весовая функция h(x, у) в формуле (17) ча­
сто называется дифференциальным весом. Но наряду с 
этим иногда рассматривается так называемый интеграль­
ный вес, который определяется следующим образом. 
Пусть в области G определена функция F (х, у) двух 
переменных х  и у  с ограниченным изменением. Предпо­
ложим, что для любых четырох точек Л/,(x t, у,),
Мг(хг, у ,) ,  М ,(х J, У г ) ,  Л /,(х„ I/2) При УСЛОВИЯХ X ,  <  Х г 
п Ух'^Уг выполняется неравенство

F (x 2, y t) - F ( x l, уг) — F (хг, y , ) + F ( x „  у х) >  0.

Тогда, если область G конечна и выполняются условия

0 <  f jd F ( x ,  у ) < о о ,  (20)
‘ с

то функция F (x , у) называется интегральной весовой 
функцией или просто интегральным весом в области G. 
А если область G но ограничена, то от функции F (х, у) 
дополнительно требуется, чтобы были конечны все мо­
менты

=  J J xn~hyhdF(x, у). (21)
с

В случае интегрального веса условие ортонормированно- 
сти имеет вид

\ J Fnh (х, у) Fm, (х, у) dF (х, у) =  6„т 6Л|. (22)
с

В настоящей главе ортогональные многочлены по 
двум перемепным рассматриваются только в случае диф­
ференциального веса, но почти все формулировки и дока­
зательства очевидным образом лерепосятся и на случай 
иптегрального веса. В этом случае интегралы в формулах
(20) и ( 21) можно рассматривать при условии, что не­
убывающая функция F (x , у) имеет ограниченную ва­
риацию, например, в смысле Витали [1.9].
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Ортогональные многочлены, удовлетворяющие усло­
виям (17) или (22), иногда называются многочленами, 
ортогональными по площади области G. Но обычно для 
краткости их называют многочленами, ортогональными 
по области.

§ 2. Теорема существования
и критерии ортогональности

В настоящем параграфе доказывается основпая теоре­
ма о существовании и единственности системы ортопор- 
мированных многочленов lF„h(x, у ) ) ,  приводятся два кри­
терия ортогональности и рассматриваются простейшие 
свойства этих многочленов.

Л е м м а  2. Если h (x , у) — весовая функция в области 
G, то для всякого неотрицательного в области G алгеб­
раического многочлена P„h(x, у) порядка (п, к), где 
п >  1, выполняется условие

j  ̂h (х, у) Рпк (х, у) dx dy >  0. (1)
с

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, предположим 
противное, что этот иптеграл равен нулю. Тогда в силу 
условия (1.14) и свойств интеграла Лебега находим, что 
Pn*(x, i/ )s 0 почти всюду в области G. Но многочлен 
Рпн(х, У)  имеет порядок (л, к )  и может обращаться в 
пуль только па множестве плоской меры нуль. Лемма 
доказана.

Т е о р е м а  1. Для всякой весовой функции h(x, у ) ,  
определенной в области G, существует единственная си­
стема многочленов {F„h(x , у )) ,  ортонормированная по 
обмети G с весом h (x , у) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для многочлепа нулевого по­
рядка имеем

Foo(*- у) =  с00>  о, J f h (X, у) clodx dy =  1,
с

и в силу условия (1.14) величнпа с00 определена.
Далее, имея в виду применить индукцию, предполо­

жим, что определены ортонормпроваппые многочлены
F00(x, у ) ,  F,0(х, у) ,  F tl(x, у ) ,  . . . ,  F „,» -,(x , у) .  (2)

Рассмотрим процесс определения многочлена Fnk(x, у) 
порядка (л, к). По лемме 1 этот неизвестный мпогочлен

g 2) ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 21
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ности к ортогональным многочленам меньшего порядка 
определяется с точностью до постоянного множителя но 
формуле (5 ). Следовательно, многочлен F„*(x, у) только 
множителем может отличаться от ортогонального много­
члена порядка (и, к).  А именно это и утверждается в 
достаточности теоремы 2. Теорема доказана.

Условно (6 ) часто называют первым критерием орто­
гональности.

Рассмотрим теперь экстремальное свойство ортогональ­
ных многочленов. Обозначим через ГР„* множество всех 
многочленов порядка (п, к) с единичным главным ко­
эффициентом, т. е. множество многочленов вида

где /?„_,(£ , у) есть многочлен порядка мепынего, чем 
(п, к). Предположим, что требуется найти минимум ин­
теграла

в классе всех многочленов ТР„*.
Т е о р е м а  3. Минимум интеграла (8 ) в классе мно­

гочленов ТГ„* достигается тогда и только тогда, когда

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 1 для всякого 
многочлена вида (7) имеем представление

Подставляя это разложение в интеграл (8 ), находим

Минимум этого выражения достигается тогда и только

Qnk(x, у) =  х " - у +  Я „-,(х , у), (7)

j  (&.*) = I j А (-г. у) [ФпА (*. y)]*dx dy (8)
G

cnh
причем этот минимум определяется равенством

Qnh (х, У) =  Fnh (х , у)  =  Fnk {х, у), (9)

min J ( $ nA) = ( 10)

т*—1 m

Qnh (х, у) — 2  2  am,Fm, (X, у) +
т =0 #—О

4“ &nJ1 ПЛ (*• у) +  Т^Г) F"k (х , у).

( 11)
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тогда, когда ат, *  0, т. е. когда имеет место равенство 
(9 ), причем из равенства ( 11) следует формула ( 10). 
Теорема доказана.

Установленное экстремальное характеристическое 
свойство ортогональных многочленов иногда называют 
вторым критерием ортогональности.

Продолжаем рассматривать простейшие свойства орто­
гональных по области многочленов.

Т е о р е м а  4. Для всякого ортогонального многочле­
на Fnh(x, У) при условии п >  1 множество G, тех точек 
области G, где этот многочлен положителен, и множество 
С 2 тех точек области G, где этот многочлен отрицателен, 
оба имеют положительные плоские меры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как п >  1, то в силу орто­
гональности многочлена Fnk(x, у)  многочлену нулевого 
порядка F„,(x, у) имеем равенство

f [ Л(х, у) Fnh (х , у) dx dy =  0. (12)
е

Поскольку весовая функция Л(х, у) неотрицательна в 
области G, то предположение о том, что неравенство 
Fm,(x, у ) ^  0 выполняется почти всюду в области G при­
водит к неравенству вида ( 1) из леммы 2, а это проти­
воречит условию ( 12). Диалогично выполнение неравен­
ства Fnk(x, « /)<  0 почти всюду в области G в силу лем­
мы 2 также ведет к противоречию с условием (12). Тео­
рема доказана.

Т е о р е м а  5. Если ортогональный многочлен пред­
ставляется в виде произведения двух многочленов по 
формуле

Fnb(x, y) =  Qm.(x , у )В РЧ(х, у ) ,  (13)

где m >  1 и р >  1, то оба многочлена Qm,(x , у) и 
B s„,(x, у) являются ортогональными каждый со своей 
весовой функцией в области G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дап произвольный мно­
гочлен Tri(x, у) порядка (г, I) меньшего, чем (m, s). 
Тогда порядок многочлена ВРЯ(х, y)T,i(x , у) будет мень­
ше порядка (п, к) ортогонального многочлена Fnh(x, у ). 
Поэтому имеем равенство

J j  h (х , у) F,,* (х, у) Врч (х, у) Тг, (х , у) dx dy =  0 ,
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которое в силу формулы (13) приводится к виду

i f А (х, у) В],ч (х, у) Qm, (х, у) Тг1 (х, у) dx dy =  0.
' с

Поскольку Т,,(х, у) есть произвольный многочлен поряд­
ка (г, /) меньшего, чем (m, s), то, следовательно, 
( М х ,  у) есть ортогональный многочлен порядка (m, s ) ,  
соответствующий весовой функции Нл (х, y ) = h  (х, у) X  
X (х, у). Аналогично доказывается, что /?Р,(х , у)  
есть ортогональный многочлен, соответствующий весовой 
функции h2(x, у) =  h (x , y)Q*n,(x ,  у). Теорема доказана.

Из доказанной теоремы вытекают два важных след­
ствия. Во-первых, если ортогональный многочлен пред­
ставляется в виде произведения (13), то для каждого 
сомножителя справедлив аналог теоремы 4, т. е. множе­
ство тех точек из области G, где этот множитель поло­
жителен, и множество тех точек, где этот множитель 
отрицателен, оба имеют положительную плоскую меру. 
Во-вторых, прп разложении ортогонального многочлена 
на множители каждый множитель может быть только в 
первой степени, ибо будучи во второй степени он не ме­
нял бы знака в области G.

§ 3. Алгебраические свойства

Как и в случае одной переменной ортогональные мно­
гочлены но двум переменным представляются через мо­
менты весовой функции.

Всякой весовой функции А(х, у) соответствует систе­
ма степенных моментов, которые определяются по фор­
муле

Л „л =  \ \ h ( x , y ) x n~kykdxdy, ( 1)
' g

где n =  0, 1, 2, . . .  и к =  0, 1, . . . ,  п. Множество этих мо­
ментов целесообразно представить в виде треугольной 
таблицы:

Лоо, (
А|0, Ап,
«и , Ал, Ajj,

( 2 )

Ano, A„i, . . . ,  A„ A„„,
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Из моментов (2) составляем определители
h  л /| л . .

л . »
0 0 1 0 1 1

Д о о  —  ^ 0 0 ' Д ю  —

0 0

h

1 0

h
У

II

<

\ о * 2 0 * 2 1
1 0 г о

* 1 1 * 2 1 * 2 1

А,20

»нА

*00 *10 *11 *20

*10 *20 *21 *30

*11 *21 *23 *31
У • • •  У

*10 *30 *3 1 *40

*00 *1 0 *11 •  • *n k

*10 *20 *21 . . . *11 +  1 ,л

*11 *21 *32 . . . * n + l , f c + l

*nfc * n  +  l,fc * n + l , f t + l  •• *2П ,2*

(3)

Определитель Д„» составляется следующим образом. Рас­
смотрим систему линейно независимых функции

1, х, у, х\ ху, уг, . . . ,  х " - у .  (4)

Моменты, определяемые но формуле (1 ), можно рассмат­
ривать как скалярные произведения различных функций 
из системы (4 ). Умножим каждую функцию из системы 
(4) на 1 и проинтегрируем с весом h(x, у) по области G. 
Из полученных моментов составляется первая строка 
определителя А„*. Далее, умножаем все функции системы 
(4) па функцию х  и интегрируем с весом h(x, у) по 
области G. В результате получим вторую строку опреде­
лителя Д„к из системы (3 ). Затем умпожаем все функции 
системы (4) на функцию у и снова интегрируем всо 
произведения с весом Л(х, у) по области G. Получепные 
числа составляют третью строку определителя Д„*. Ана­
логичное построение проводится для каждой функции си­
стемы (4 ). В самом коице этих построений все функции 
системы (4) умножаются на последнюю функцию 

и все Пр0НЗИедения интегрируются с весом h (x ,y )  
по области G. В результате получится последняя строка 
определителя Д„*.

На основе вышесказанного нетрудпо сформулировать 
простое правило составления определителя А„* без обра­
щения к системе (4) и к формуле момептов (1 ). В са­
мом деле, первая строка этого определителя составлена 
из моментов таблицы (2), выписанных в том порядке, 
как они расположены в этой таблице, начиная с момента
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hоо и до момента Из тех же моментов состоит и 
первый столбец определителя Д„*. Далее, к первому ин­
дексу моментов первой строки прибавляется 1. В резуль­
тате получается вторая строка. Затем ко второму индек­
су моментов, стоящих во второй строке, снова прибавля­
ется 1. Так получается третья строка определителя А„». 
В результате такого понеремепного увеличения первого 
и второго индексов моментов получается весь определи­
тель А„*.

Поскольку все определители (3) являются определи­
телями Грама линейно независимой системы функций, то 
все они отличны от нуля. Это нетрудно установить и не­
посредственно. В самом деле, систему липейпо независи­
мых функций (4) переобозначим и представим в виде

где число N определяется по формуле (1.8). Тогда вместо
(3) для определителя А,,* получим формулу

Допустим, что этот определитель равеп пулю. В этом 
случае линейная однородная система

имеет нетривиальное решение {Ьт). Представим систему
(7) в виде

Умпожим каждое уравнение на Ьк и сложим почленно. 
В результате получим равенство

Далее, раскрывая скалярпое произведение по формуле 
(1.18), имеем

ф.(*, У), ф2(х, у) ,  . . . ,  ф*(х, у), (5)

(ф ,;ф .) (ф,;ф2) . . .  (ф,; фл) 
д ,1Л=  (**'• Ф.) ( Ч г ^ )  ••• (ф2:ф *)

(ф*: Ф,) (Фл: ф2) ••• (ф>; Фл)
(6)

2  (<га; фт) Ьт — о, * =  1 ,2 ......... N, (7)

А =  1, 2, . .



Поскольку все функции (5) суть переобозпаченные одно­
члены (4 ), то по лемме 2 это равенство возможно только 
при условии Ьт ™ 0. Таким образом, определитель (6) 
отличен от нуля.

В определителе (3) заменим последнюю строку функ­
циями (4) п при га 3* 1 рассмотрим мпогочлеп
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Л,а (х, у)

Лоо л 10 An , f t - l К к
*10 Л20 Ап +  1 ,й -1 Лп + 1  ,к

* и ,А -1 Лп + 1 , * - 1  ••• Л2п ,2 (А -1 ) * 2 п ,г А -1

1 X х п —fc +  l^ h  -1

(8)

Если к =  О, то предпоследняя строка этого определителя 
имеет вид

All —|t n -| f t n, n - l^ n n  • • • « 2 n - J .  211-2^211—2, 21*—I*

Главный коэффициент многочлена (8 ) равен Д„, при 
к >  1 и Д„-,. при к =  0.

Умножим многочлен (8 ) на любую функцию из си­
стемы (4 ), кроме последней, и проинтегрируем с весом 
h(x, у) по области G. В силу правила построения опре­
делителей (3) получим определитель с двумя одинаковы­
ми строками. Следовательно, при условии (m, s)<(ra,  к) 
имеем равенство

Я'h (х , у) хт ’у'Рпь (х, у) dx dy =  0 .
с

Это означает, что мпогочлеп Р„*(х, у)  является ортого­
нальным многочленом порядка (га, к), соответствующим 
весовой функции h(x, у) и области G. Определим норму 
этого многочлена. Умножая равенство (8 ) па последнюю 
из функций (4) и интегрируя, находим

1Л ik ¥ =  J [ Л (х, у) Р*к (х, у) dx dy =
с"

=  Д„,*_, f J h (x, y) Pnh (x, y) xn~kyhdx dy =  Д„>Л_,Д „А >  0. 
‘ с

(9)
Поскольку в этой формуле п а к  — произвольные, то в 
последовательности определителей (3) любые два сосед­
ние имеют одинаковые знаки. Но так как первый опре­
делитель Д„о положителен, то и все остальпые также
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положительны. Следовательно, из равенства (9) находим 
формулу для ортонормнрованных многочленов

(*, У) =  (х - «)•V W
( 1 0)

nk

А  при к —  0 под знаком корня имеем Д„_|, n_ iA „0.
С помощью формул (3 ), (8 ) и (10) можно вычислять 

многочлены, ортонормпрованные по области С с весом 
h(x, у ) .  Применяя этн формулы, находим

'̂оо (*. У) =  -7Т=< Fio (*. У) =  V /T -T "  11°
V Лоо У 00 10

10

F iA * ,  У)

У)

f i t  (*, у)

1
7 1 ю 'и

/ д , л

*оо *10 * . .
\ о *20 *21 *
1 X У

*00 *10 *1 1 *20

*1 0 *20 *21 *30

*11 *21 *22 * «
♦

1 X У **

*00 * , о *11 *20 *21

*10 *20 *21 *30 *31

*11 *21 *22 *31 *32

*20 *30 *31 * 4 ° *41

1 X У х~ ху

(ID

По этим и аналогичным формулам можно вычислить лю­
бое конечное число ортонормнрованных многочленов, если 
известны степенные моменты весовой функции.

Рассмотрим теперь некоторые рекуррентные соотно­
шения для ортонормнрованных многочленов. Произве­
дение

(ax +  by)Fnk(x, у) ( 12)
есть многочлен степени не выше п +  1 по переменному х  
и при к < п  степени не выше п по переменному у. А при 
к =  п степень многочлена ( 12) по переменному у не 
превосходит и +  1. Следовательно, степень многочлена 
( 12) но совокупности переменных не превосходит и +  1. 
Поэтому в силу леммы 1 имеем разложение

П +  1 т

(ах +  by) Fuh(x, у) =  2  2  Cm,Fm,(x ,  у), (13)
m=o *=о



где коэффициенты определяются по формуле

Ст. =  [ f  h (х, у) (ах +  by) F„h (х, у) Fm. (х, у) dx dy. (14)
G

В силу ортогональности многочлена Fnk(x, у) из форму­
лы (14) следуют равенства

с„ .  =  0, гп =  0, 1, га - 2.

Следовательно, в правой части равенства (13) индекс 
суммирования т принимает только три зиачеппя га — 1, 
га, га +  1, т. е. имеем

л -1
(ах +  by) Fnh (х, у) =  2  С п -м ^ п -м (х , у) +

•—О
n n-f I

+  2  c„,Fn, (х, у ) +  Cn+i,»Fn+i,* (х, у). (15)
о «=0

Рассмотрим частные случаи этой формулы. Если поло­
жить а =  1 и b =  0, то получим разложение многочлена 
xFnk(x, у ) .  Коэффициенты этого разложения определяют­
ся по формуле

ат. =  J \ h (х, у) xF nk (х, у) Fm, (х, у) dx dy. (16)
G

Нетрудно видеть, что порядок многочлена xFm.(x , у) 
есть (rai +  1, s). Для первой суммы в правой части фор­
мулы (15) имеем т =  п — 1. Следовательно, в первой сум­
ме коэффициенты (16) можно записать в виде

в л -м  =  [ [  h (х, у) Fnh (х, у) fx F „ - u. (х, у)] dx dy. (17) 
с '

Если порядок (га, s) меньше порядка (га, к ),  то в силу 
ортогональности многочлена Fnh(x, у) интеграл (17) ра­
вен нулю, т. е. в первой сумме, стоящей в правой части 
равенства (15), индекс суммирования s пробегает значе­
ния к, /с + 1 , . . . ,  га— 1. Далее, коэффициенты третьей 
суммы в формуле (15) можно записать в виде

вп+м =  i j  h (х, у) [xFnh (х, у)1 Fn+l't (х, у) dx dy. (18) 
‘ с

Поскольку произведение в квадратных скобках под зна­
ком интеграла (18) есть многочлен порядка (га +  1, к ) ,  
то при s >  к этот интеграл равен нулю. Следовательно,
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в последней сумме равенства (15) индекс суммирования 
s изменяется от 0 до к. Таким образом, из равенства
(15) имеем формулу

П-1
xF nh(x, у) =  2  &n—i,$Fп -1,» (х, у) +

П k
+  2  On,Fnt(x, у) +  2  an+l',Fn+ltl(x, у). (19)

«=0 4=0

Аналогично доказывается разложение
W —I

yFnh(х, у) =  2  fc „ -i ,.fn -i ,.(* , у) +
B̂ -h- 1

п * + 1
4" 2  l̂lĵ ‘ ni(x, у) +  2  ^П+1,1̂  П+1,« (х, у). ( - 0) 

• ~0 «=о

В этом случае в формулах (14) и (15) полагаем а =  0 
и 6 = 1  и учитываем тот факт, что произведение 
yFm.(x , у) есть многочлен порядка (то +  1, s + 1).

Формулы (19) и (20) называются рекуррентными 
формулами для ортогональных многочленов по двум пере­
менным.

Рассмотрим теперь аналог формулы Крпстоффеля — 
Дарбу для ортонормнроваиных многочленов по двум пе­
ременным.

Произвольный многочлен Р„„(х , у) порядка (п, п) 
можно представить в виде

Л т (х , у) =  2  2  Лm.Fm, ( x , у), (21)
т=о 1-0

где коэффициенты определяются равенством

Ащл *“  И м - )  Рпп (и, v) Fm, (и, v) du dv. (22)
с

Подставляя значение (22) в разложение (21), находим 
Л .» (х, у) =
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f   ̂ ll (и, V) Р„п (и, у) 2  2  f’ m. (х, у) Fmt (и, V) 
"с Lm=0*=0

du dv.

(23)

Как п в случае ортогональных многочлепов по одному



переменному для суммы в квадратных скобках вводим 
специальное обозначение

К п (-г, y \ u ,v ) =  2  2  Fm,(x ,  у) Fт, (и, v). (24)
т~о ш—0

Тогда формула (23) приводится к виду

Рпп (х, у) =  J J h (и, v) Рпп (и, v) К„  (х , у\ и, v) du dv. (25)
а

функция (24) называется ядром порядка п ортонорми- 
ровапной системы многочленов, а формула (25), справед­
ливая для всякого многочлена степени не выше п, сви­
детельствует о воспроизводящем свойстве ядра (24). 

Рассмотрим произведение
иК„(х, у; и, v). (2(5)

Будем считать здесь х  и у параметрами. Тогда произве­
дение (26) есть многочлен по и п v степени п + 1 .  За­
меняя в формуле (25) п на и + 1  и применяя эту фор­
мулу к многочлену (26), получим

и К „ (х , у; и, v) =

=  j  f h(t, j ) t K n(x, у, t, т) K n+1(u, v; t, x )d tdx  =
о

=  |  J f t ( f ,  т ) * К „ ( х ,у ; * , т ) | ^  2  ^ n + i , . ( « , i > ) F n+1>I(* , t ) j d ^ T +

+  \ j  h ( t ,  t )  tK n(x, y\ t,  t )  2  ^’ n . ( “ . v ) F n, ( t ,  t )  dtdx  +

+  f J /г(/, т) t K n(x, y; t, t )  K n. t (u, v; t, x)dtdx.  (27)
‘ c

Далее, для краткости введем обозпачепие

Ln(x, У, и, v) =  К п(х, у; и, v) — (х , у, и, v) =

=  2  (х , у) F„h (и, v). (28) 
h-0

Теперь, используя ортогональность многочленов 
l F n + l , ( t ,  т)> и обозначение (28), из равенства (27)
3 П. К  Суетни
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находим

и А „(х, у; и, v) —

=  f [ h(t, т) tL„(x, у, t, т) Ln+l (и, V , t, т) dt dx +
с

+  f \li(t, x ) t K „ ( x , y ;  t, т ) L n(u, v; t, x )d td x  +
'  G

+  (  J h(t, x ) tK „ (x ,  y, t, j ) K n- i (u ,  v; t, x )d tdx .  (29) 
с

В этом равенстве поменяем местами пары значений (х, у) 
и (и, v).  В результате получим аналогичное равенство

хА „(м , v ; х, у) «= х А „(х , у; и, v) —

«= \ f h (t, т) tLn (u, v; t, т) Ln+l (x , у; t, т) dt dx +
' G

+  f f h (t, t ) tK„ (u, v\ t, t ) Ln (x , y; t, t ) dt dx +
G

+  J j* h (t, t ) tK n (и , v, t, x) K „ - 1 (x, y; t, t ) dt dx. (30)
G

А теперь вычтем почлепно нз равенства (29) равепство 
(30). После использования формулы (28) и очевидных 
сокращений находим

(и — х) А '„(х, у; и, v) =

- И *  (t, т) t [£ „ (х, у; t, т) Ln+1 (и, v; t, т) —
G

— Ln (и, v, t, х) Ln+l (х, у; t, т)] dt dx +

+  f 1 h (t, x) t (A n (u, v, t, t ) An—i (*» У< T)
g"
— A „r(x. У\ t, x ) A „_ ! (и, V , t, t )J dt dx +

+  ( j h (t, x ) t [ K „ ( x ,  y; t, t ) A'n-i (u, v; t, x) —
G

-  A n (u, V, t, t )  A n_ ! (x, y\ t, T)I dt dx. (31)

Вычисляем сумму двух разностей, стоящих в квадратных 
скобках в двух последних интегралах формулы (31). Ис-
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пользуя формулу (24), получаем

2  Fn»{u, v )F n,(t ,  т) К п- Х (х, у, t, т) —
«=-0 J

— 2  ^п.(х, у) Fn,(t ,  х) Кп-1  (и, v, t, т) +
•=о J

+  | 2  Fn*{x, у) Fn,(t ,  т) j A'„_i (и, у; t, х) —

-  [ 2  Fnt(u, v) Fn,( t ,  т )] К п. х (х, у, t, т) =  0. (32)

Далее, для краткости вводим обозначение

Мп(х , у, и, у; t, т ) - £ „ ( * ,  у\ t, x )L n+l(u, у; t, т ) -
- L n(u, у; t, x )L n+l(x, у, t, т ) . (33)

Тогда, учитывая равенство (32) и обозначение (33), пз 
формулы (31) находим равенство

(и — х ) К п(х, у, и, у) =

-  J |А (I, т) ti\r„(x, у; и, v, t, т) dt dx. (34) 
с

Аналогично доказывается второе равенство:

(у — у) К п{х, у, и, у) =

=  j  j  A (t, т) тМ „  (х, у, и, у; t , т) dt dx . (35) 
с

Умножаем равенство (34) на А, а равенство (35) на В 
и складываем пх почленно. В результате получим фор­
мулу

\(Аи +  Bv) — (Ах +  By)J К п (х, у\ и, у) =

=  f j  А (/, т) (At +  Вх) М п (х, у, и, у; t, х) dt dx. (36) 
' с

Эта формула является обобщением формулы Кристоффе- 
ля — Дарбу на случаи ортогональных многочленов двух 
переменных.
3*



§ \. Моиичсскнс ортогональные многочлены

В результате процесса ортогонализации исходной сис­
темы одночленов ^ ’''"у") получена система ортонормиро- 
ваппых многочленов

{F,t„(x, у ) ) ,  п =  0, 1........ к =  0, 1, п. (1)

Э т и  многочлены теперь будем называть основными орто­
гональными многочленами. Система многочленов (1) раз­
бивается на пачки вида

Fno(x, у ) ,  Fal(x, у ) ,  . . . ,  / ’„„(х , у ) .  (2)

Все миогочлены системы (2) имеют степень п, но уст­
роены они ио-разпому, ибо содержат разное число одно­
членов вида

х", х п- 'у , х у я~\ у". (3)

В результате нарушается симметрия в.системе многочле­
нов (2), а также во всем множестве многочленов ( 1). 
Для построения симметричной системы многочленов 
можно сделать следующее.

Фиксируем первые п пачек основных одночленов:
1,
х, у,
х\ ху, у1,

(4)

X*-', х п- гу, . . . ,  х у " - г, у " - 1.

Возьмем любой одночлен x ”~kyh из системы (3) и рас- 
смотрим многочлен вида

71 — 1 m
Фп* (X, у) =  хп- у  + 2 2  Лт,хт- у .  (5)

т = о  « = 0

Этот многочлен называется моническим многочленом, ибо 
он содержит только одни старшин член степени п. В си­
лу формулы (1.8) многочлен (5) содержит 0 , 5 п ( н + 1 )  
коэффициентов {А т, ). Докажем, что коэффициенты этого 
многочлена можно выбрать таким образом, чтобы выпол­
нялись условия

f [  h (х , у) Ф „л (х, у) x v~4y4dx dy =  0 , (6)
а

где р =  0, 1, . . . ,  п — 1 и q =■ 0, 1, . . . ,  р. Эти условия
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означают ортогональность многочлена (5) всем функци­
ям системы (4 ).

Используя формулу (5) н моменты весовой функции, 
систему уравнении (6) приводим к виду

п — 1 m

~  ^iift,
т  -о » =0
п—1 m

(7)

Ilin — l,n + fc — !•

Определитель этой системы Д „_ ,, п_ , есть определитель 
Грама системы функций (4).  Ранее было установлено, 
что такие определители отличны от нуля и положительны. 
Следовательно, система уравнений (7) имеет единствен­
ное решение. Многочлен (5 ), удовлетворяющий условиям 
(6), называется ионическим ортогональным много­
членом. Вводя положительный коэффициент Л,,* норми­
ровки многочлена (5 ), получим монический ортонорми­
ровании й многочлен

Ф„*(х, У) =  А ЯНФ„*(х, y) =  A nkx - Y  +  Rn- t(x, у ) ,  (8 )

где (х, у) есть некоторый многочлен степени не вы­
ше п — 1.

Многочлен (8 ) можно представить через моменты ве­
совой функции аналогично формулам (3.8) и (3.11). 
В самом дело, рассмотрим систему функций

„И - I1, X, у, х г, . . . ,  Л—', х " - гу . У хя' ку ‘‘. (0 )
Определитель Грама этой системы имеет вид

А п а

h00 10
),10 20 ’

‘ n - l . n - l *n ,n  — 1 •••

'nft * ii +  l,ft •”

П — 1,П — 1 
*11,П — 1

и2 »-2 .211-2

lift
*п+1,ft

2>1 — l,ft + n — 1
*2П — l.ft + n -l *2П,2ft

( 10)

Нетрудно доказать, что этот определитель отличен от 
нуля. Для этого достаточно представить систему линейно 
независимых функций (9) в виде (3.5) с другим номе-



ром N. Тогда определитель (10) представится в виде 
(3.6), и его отличие от нуля очевидно.

Далее, как н в предыдущем параграфе, заменяя в оп­
ределителе (10) последнюю строку функциями (9 ), вво­
дим многочлен
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Pnk (*, У) =

Аоо So •k* ЛП-1,П-1 К к

So So ••• S,n -1 h n+l,k

ЛП-1,П-1 S ,n -l ••• S n -2,2n-2 Sn—l,n+fc—1
1 X ... v n ~ l Xn~ hy h

(Н )

Главный коэффициент этого многочлена есть определи­
тель Д„-|,п-|, полученный из определителя ( 11) вычер­
киванием последних строки и столбца. Следовательно, 
аналогично (3.10) имеем формулу

Фп* (*, У) — —r r = = = = =  р пк (х, У)- (12)
у  ^ n - l , n - l A nft

В результате этих построении для всех номеров к полу­
чим систему моннческих ортонормированпых многочле­
нов степени п

Ф„0(*, у ) ,  Ф „,(* , у ) ,  . . . ,  Ф„,„ - , (* ,  у) ,  Ф,.п(х, у ) .  (13)
Эти многочлены характеризуются тем, что каждый нз 
них имеет единственный старший член из системы (3) 
и каждый многочлен (13) ортогонален всем многочле­
нам младших степеней. При этом многочлены (13) не 
обязательно ортогональны между собой.

Выписывая многочлены (13) для всех номеров и, по­
лучим треугольную таблицу

Фоо(х, у ),
Ф.о(*, у) ,  Ф н(*, у) ,
(1М *, у ) ,  Ф2|(х, у ) ,  Ф21(х, у),

(14)
Ф-.о(х, у ) ,  Ф„|(х, у ) ,  Ф».«-«(х, у) ,  Фпп(х, у) ,

Таким образом, получена система моннческих ортопорми- 
рованных многочленов, соответствующих BCCCBoii функ­
ции h(x, у)  и области G. Аналогично системе (1) сис­



тему многочленов (14) можно записать в виде

{Ф п*(х, у) ) , л =  0 , 1 , . . . ,  к — 0, 1, . . . ,  п. (15)
Заметим, что из формулы (3.11) при к =  0 и формулы 
(12) следует равенство Ф ПО (х, y ) = F „ о(х, у) .  Но другие 
многочлены систем (1) и (15) могут, конечно, отличать­
ся между собой.

Далее, пусть дан произвольный однородный много­
член степени п

Qn(x ,y )  =  2 anhxn~kyh. (16)
*=o

Этот многочлен составлен только из одночленов (3) сте­
пени п. Применим процесс ортогонализацин к системе 
одночленов (4) и к многочлену (16). В результате по­
лучим ортогональный многочлен

В „(х ,у )= Ъ п<?п(х ,у ) + П2  2 W V -  (17)
m=о i=0

Этот многочлен называется обобщенным моническим ор­
тогональным многочленом. Он ортогонален только к мно­
гочленам меньшей степени.

Т е о р е м а  6. При любом однородном многочлене
(16) обобщенный монический ортогональный многочлен
(17) является линейной комбинацией монических орто­
гональных многочленов (13), т. е.

в „  (х, у) =  2 УпнФпн (х, У). (18)
Л=>0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку моничсскне ортого­
нальные многочлены (13) охватывают все старшие сте­
пени порядка п, то для многочлена (17) имеем раз­
ложение

П

Я п (х ,г /)=  2 Тп),Ф«л(х,{/)+ /? „_ i(x ,j /) , (19)
А*=0

где многочлен /?„_ ,(х , у)  имеет степепь не выше п — 1 
по совокупности переменных, т. е. он является линей­
ной комбинацией одночленов (4).  Используя равенство
(19), а также ортогональность многочленов (13) и (17),
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находим

f \ h ( x ,y )R 2n -i (x ,  y )d xd y

(  ]л (х , у) (х, у) й п (х, у) — 2  ?плФ..л (■*. у)л=о
d x d y = 0.

Следовательно, имеем тождество /?„_,(х , у)**0 .  Этим 
формула (18) доказана.

Далее, пусть дана ортогональная матрица порядка 
п +  1 с действительными коэффициентами

"00 °01 • • а оп

•''ln +  l = °10 •• в 1П ( 2 0 )

“ по а,.1 • • а пп

Ортогональность матрицы означает выполнение условий
П
V

;= о

Рассмотрим многочлены вида
п

Qnm (х, у) — я,п̂ / п) (х, у), т — 0, 1, . . . ,  п. 
)= о

(21)

(22)

Поскольку матрица (20) имеет п +  1 строк, то столь­
ко же будет и многочленов вида (22).

Т е о р е м а  7. При любой ортогональной матрице (20) 
многочлены (22) ортогональны между собой, нормирова­
ны и ортогональны всем многочленам младших степеней.

Д о к а з а т с л ь с т в о. Поскольку в правой части ра­
венства (22) стоят только ортогональные многочлены 
степени и, то каждый многочлен (22) ортогоналеп всем 
многочленам младших степеней. Далее, в силу условий
(21) имеем

П
I f  h (х, у) Q„m (х, у) Q„h (х, у) dxdy  =  >] amjahj =  6mft.
G i o

Теорема доказана.
Итак, всякая ортогональная матрица вида (20) опре­

деляет систему ортогональных многочленов (22) степени 
п. Заметим, что ортогональные многочлены, соответству­
ющие двум различным ортогональным матрицам вида
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(20), нообщс говоря, не являются ортогональными меж­
ду собой. Ортогональные многочлены вида (22), соответ­
ствующие весовой функции h(x, у) и ортогональной 
матрице (20), будем называть общими ортонормирован- 
ными многочленами.

Таким образом, весовая функция h(x, у)  в области G 
при всяком фиксированном п определяет следующие сис­
темы ортогональных многочленов степени п :

1. Основные ортогональные многочлены

^"о(*, У), *„.<*, У), •••, Рпп(х, у) .  (23)
2. Монические ортогональные многочлены

Ф..о(*, У), Фш(*, у ) ........ Фп»(*, у ) .  (24)

3. Обобщенные монические ортогональные многочле­
ны вида (17).

4. Общие ортогональные многочлены вида (22), опре­
деляемые ортогональной матрицей (20).

Из предыдущих результатов следует, что основные 
ортогональные многочлены (23) и монические ортого­
нальные многочлены (24) определяются однозначно. По 
обобщенные мопнческнс ортогональные многочлены вида
(17) определяются неоднозначно и фактически образуют 
пространство многочленов размерности п +  1, ибо в фор­
муле (16) имеется м + 1  произвольных коэффициентов. 
То же самое утверждение следует из формулы (18). Да­
лее, общие ортогональные многочлены вида (22) также 
определяются неоднозначно, ибо можно менять ортого­
нальные матрицы (20). Но при любой матрице (20) для 
этих многочленов справедлива теорема 6, т. е. аналогич­
но формуле (18) имеем равенство

Qnm (Г, у) =  2  ^Г ^ФнА (Г, У).

Таким образом, множество общих ортогональных много­
членов вида (22) также имеет размерность п + 1.

Множество всех ортогональных многочленов четырех 
типов н их линейные комбинации обозначим через Й’„. 
Это есть пространство размерности п +  1.

Далее, теорема 6 справедлива не только для много­
членов (17) и (22), но н для основных ортогональпых 
многочленов (23). Только в этом случае вместо разложе-
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ния (18) имеем равенства 
к

Fnh (*, У) =  2  Ь„,Фп.(х ,  у), к =  0 , 1 , п. (25)
*=0

Если эти равенства подставить в формулы (22), то спо- 
ва найдем, что общие ортогональные многочлены (22) 
при любой ортогонально!! матрице (20) представляются 
через моническно многочлены (24).

Таким образом, все многочлены пространства W n 
представляются через моническне ортогональные много­
члены (24). Следовательно, система мопнческнх ортого­
нальных многочленов является базисом в пространстве 
W n всех ортогональных многочленов степени п. Далее, 
треугольную систему уравнении (25) можно разрешить 
относительно ионических ортогональных многочленов. 
Отсюда следует, что система основных ортогональных 
многочленов (23) также является базисом в пространст­
ве W n. Разумеется, в этом пространстве существуют и 
другие базисные системы многочлепов степени п.

Таким образом, всякая весовая функция й(х, у) в об­
ласти G определяет последовательность пространств ор­
тогональных многочленов

w 0, W u \Уг........W n- t, W n, W n+i, . . .  (26)

В силу вышеприведенных результатов эти пространства 
ортогональны между собой в смысле скалярного произ­
ведения

(Рп; Qrn) =  J] h (х, у) Рп (х , y)Qm (х, у) dx dy, (27)
G

т. е. если Р „(х , y)<z W n и Qm(x, у)е= W m, причем п Ф т, 
то интеграл (27) равен нулю.

Ортогональные многочлены из пространств (26) обла­
дают многими свойствами из тех, которые справедливы 
для основных ортогональных многочленов. Приведем 
только один результат.

Т е о р е м а  8. Если Рп(х, у ) е  И/ п, то оба произведе­
ния хРп(х, у) и уР„(х , у) представляются в виде линей­
ных комбинаций многочленов из трех пространств W n- t, 
W n, W n+t.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Многочлен хР „(х , у)  имеет 
степень п +  1 по совокупности переменных. Следователь­
но, в силу леммы 1 имеем разложение по основным ор­
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тогональным многочленам

хЛ »(*,у ) =  2  (28)
m -О «=0

Коэффициенты определяются по формулам

ат, =  J j h (х, у) Рп (х, у) [xFm, (X, у)| dx dy. (29)
с

Поскольку многочлен Р„(х , у) ортогоналеп всем много­
членам степени не более п — 1, то интеграл (29) равен 
нулю при т <  п — 2. Следовательно, в правой части ра­
венства (28) останутся только три суммы, в которых ин­
дексы суммирования принимают значения п — 1, п, 
п +  1. Аналогично доказывается утверждение для много­
члена уР„(х , у ) .  Теорема доказана.

Для моннческих ортогональных многочленов справед­
ливы рекуррентные формулы вида (3.19) и (3.20).

§ 5. Нормальные бпортогональные системы

Поскольку монические ортогональные многочлены од­
ной и той же степени, вообще говоря, не ортогональны 
между собой, то, естественно, возникает задача о по­
строении бнортогональной системы многочленов. Так как 
система всех моннческих ортогональных многочленов 
линейно независима и минимальна, то в силу известных 
результатов [11.12] существует такая система многочле­
нов (Чгт .(х , у ) ) ,  что выполняются условия

К  h (х, у) Ф„Й (х, у) Ц'т, (х, у) dx dy =  ( 1)
О

Будем называть биортогональную систему многочленов 
<Фп*(х, у ) ;  Ч'т .(х , (/)} (2)

нормальной биортогональной системой, если при любом 
номере п выполняется равенство

У ...(*, У) =  S  Сп‘ !Ф „р(х,у). (3)
Ji-=0

Это условие нормальности означает, что многочлены вто­
рой системы {»F„.(x, у ) )  из любой пачки с номером п 
представляются в виде линейной комбинации моннческих



ортогональных многочленов из пачки с тем же но­
мером п.

Из формулы (3) следует, что многочлены {'К,,,(.г, у ) }  
ортогональны всем моннческпм ортогональным много­
членам степени меньшей, чем п. Докажем, что при лю­
бых п и s существует система чисел М'/Л, при которой 
многочлен (3) удовлетворяет условиям (I )  при к — 
=  0, 1, . . . ,  п. Для интеграла ( I ) ,  как обычно, вводим 
обозначение

¥ „.)  =  J j  к (х, у) Ф „л (х, у) Wni (х, у) dx dy. (4)
'  G

Подставляя разложение (3) в интеграл (1) и учитывая 
обозначение (4),  получим систему уравнений

П

2  cni> (Фил! Фпр) =  &it»' к =  0 ,1 ,..., /г. (5)
р = 0

Определитель этой системы имеет вид
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( Ф Г10: Ф по) ( Ф по'> ф , „ )  ••• ( Ф »0: Ф пп)

D n + l  — ( ф »1 ; ф ,,о ) ( Ф » Г ф щ ) •• Ф лп)

( ф г,„; Ф „ о ) ( Ф » т ф „ . ) •• ( ф » „ ;  ф „ „ )

Это есть определитель Грама системы монических много­
членов степени п. Нетрудно показать, что он отличен от 
нуля. В самом деле, допустим противное, что этот опре­
делитель равен нулю. Тогда однородная система

п

2 Р.(Ф ..*;Ф«.) =  а -=  о ,1 ...... п,
«=0

имеет нетривиальное решение {§*}, при котором эту сис­
тему можно записать в виде

(ф „ А; £ м > п . )  =  0, А-=  0 ,1 ......п. (7)

Умножая каждое из уравнений (7) на (}„ и складывая 
их, получим

( 2 ркФп*; 2 Р .ф « . ) = о .
\ ĥ -Ч) «=« /
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В силу обозначения (4) это равенство имеет вид

J  .f M -Л  У) 2  M ’ nft ( Х>У)

2
dx dy =  0 .

Но по лемме 2 это равенство невозможно, если хотя бы 
одно из чисел {{!*} отлично от нуля. Из этого противоре­
чия следует, что определитель (6) отличен от нуля. 
А тогда система уравнении (5) имеет единственное ре­
шение. Следовательно, существование нормальной бнор- 
тогональнон системы (2) при условии (3) доказано.

Рассмотрим некоторые преобразования нормальных 
бнортогональных систем вида (2).

Пусть дана ортогональная матрица (4.20). С по­
мощью этой матрицы преобразуем бнортогональную сис­
тему (2) в новую систему многочленов по формулам

<tnh (*, у ) =  2 (*, У). А =  0, 1, ..., га, (8)
р=0

п

фнЛ-с, I/) =  2  а*ч11гпч(х, У), S =  0, 1, . . . ,  га (9)
ч=о

Поскольку определитель ортогональной матрицы (4.20) 
отличен от нуля, то систему (8 ) можно разрешить отно­
сительно ионических ортогональных многочленов, т. е. 
имеем равенства

П
Ф п р (* ,у )=  2  V<f>nh(x,y), / > -  0 , 1, . . . , га.

к—О
Подставляем эти равенства в систему (3 ). В результате 
получим

П
'Гид (X , у )  =  2  Cqmffnm (X , у) ,  Ц =  0 ,  1 , . . . ,  И. 

т = 0

А теперь, подставляя эти многочлены в равенства (9 ), 
получим формулы

п

Ч’п« (*, у) =  2 ^.тфпт (*, У), S =  0, 1, ..., га. (10)
т = о

Таким образом, многочлены (9) представляются через 
многочлены (8 ) по формулам ( 10).

Докажем, что многочлены (8) и (9) бнортогональны. 
В самом деле, в силу биортогональности системы (2) и



ортогональности матрицы (4.20) имеем
п Г»

(ф п * ; ' f l u )  “ 2 2  a kpa tq (Ф » ф ! '^ щ )  =Р“ 0 4=0
п

=  2  a hpa tp  =  ®А»- р-0

Выбирая при каждом номере п ортогональную матрицу 
вида (4.20), получим нормальную бнортогональную 
систему

г/); у ) ) .  ( 11)
Условие ортогональности функции ф„л(я, у)  и ^ ИИ (*, у) 
при п Ф т  следует из равенств (3 ), (8 ) и (9 ). Посколь­
ку при каждом п ортогональная матрица произвольна и 
не зависит от ортогональных матриц других порядков, 
то нормальная биортогональная система ( 11), соответст­
вующая весовой функции h(x, у) и области G, в значи­
тельной мере произвольна, т. е. обладает большой 
общностью.

Рассмотрим теперь аффинные преобразования незави­
симых переменных в нормальных бнортогональных 
системах.

Предположим, что вместо переменных х  и у вводят­
ся новые переменные и и v по формулам

и =  p ltx  +  р1гу +  p t„, V =  рг,х +  р,,у +  />г„. ( 12)

Считаем, что все коэффициенты {/>*,) действительные 
числа и определитель системы ( 12) отличен от нуля, т.е.
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Р22
ф 0 .  (13)

Отсюда следует, что существует обратное преобразо­
вание

х  =  qitu +  qttv +  qt „  у =  qltU +  qltv +  q10, (14)

причем аналогично (13) имеем

* - 11"  1“  (15)I '/21 Ч22

Обозначим через D область, в которую преобразова­
ние (12) переводит область G. Далее, подставляем зна­
чения х  и у из системы (14) в весовую функцию и в



нормальную бпортогональную систему (2 ). В результате 
получим

Ъ(и, v ) =  h (q tlu + q itv + q t„  ]2lu +  q12v +  q20), (16) 

Ф»*(“ . v ) = Q \ k(qtlu +  q ,2V +  7,„, q2tu +  qltv +  qla) }

(17)
V n,.(u, v ) =  4rm,(q „u  +  qtlv +  7,0, quii +  quv +  7=»)-

(18)
В силу условия (15) функции (17) и (18) являются 
многочленами степенен соответственно п и т.

Нетрудно доказать, что многочлены (17) н (18) об­
разуют ортогональную систему с весом (16) по области
D. В самом деле, имеем

j j  Л (и, v) Ф„* (u, y)'Fm, (и, v) du dv =
о

=  JJ * (А У ) Фп* (х, у) ^ . ( - г ,  У ) I Р \dxdy =  \р | 6Ilm6At.
и

Следовательно, после преобразования (12) на плоскости 
uOv имеем бпортогональную систему

А нормальность этой системы следует из равенств (3 ), 
которые после замены (14) приводятся к виду

Ч 'п .К  V) =  2  Cnffinp (и, v). 
р=0

Таким образом, при невырожденных аффинных пре­
образованиях нормальные биортогональные системы со­
храняют свои свойства. Такие преобразования обычно 
применяются для упрощения нормальных биортогональ- 
ных систем многочленов. В частности, аффинные преоб­
разования независимых переменных применяются для 
упрощения области ортогональности. При этом коэффи­
циенты 1рк.) можно выбрать таким образом, чтобы вы­
полнялось условие р =  1.

Разумеется, невырожденные аффинные преобразова­
ния можно применять также к ортогональным многочле­
нам по двум переменным.
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§ 6. Ряды Фурье по ортогональным многочленам 
двух переменных

Обозначим через £2(/г, G) множество функций двух 
переменных, определенных в области G и удовлетворяю­
щих условию

l / f  =  .fj h ( x , y ) p ( x , y ) d x d y <  оо. (1)
'с

Для каждой такой функции можно определить коэффи­
циенты Фурье по системе основных ортонормированных 
многочленов { / ’„*(х, у ) )  с помощью формулы

Лп* =  (/; t'„h) =  J I 1> (х, у) /  (х, у) Fnh (х, у) dx dy. (2)
а

В результате всякой функции /(х , у ) ,  удовлетворяющей 
условию (1),  ставится в соответствие ряд Фурье но ор­
тогональным многочленам двух переменных

оо т

2  -L  mi ( х ,  у). ( 3 )
m=o »=0

Частичная сумма порядка (п, к) этого ряда имеет вид
п — 1 т ft

S’lhiXt!/)— 2  Лт,1" ,п, (х, у) Ц- п,(х , у). (4)
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Рассмотрим простейшие свойства рядов Фурье (3) и 
их частичных сумм (4 ). Прежде всего докажем неравен­
ство Бесселя для этих рядов. Как обычно, используя 
формулу (4 ), находим

J J It (х, у) [ / (х, у) — Snh (х, у)\- dx dy =

=  || /  — 2 (/; Snk) +  (Snh; Snh)

II /IP -
n —1 m ft
V  У  a 2 4 -  У  Л2

m 0 я 0 < ()

Таким образом, если /(х , у ) ^  L2(h, С ),  то справедливо 
неравенство Бесселя

оо т

2  2  Л т .< | /!* -  (6)
т о  s o
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Из этого неравенства следует условие

lirn 2jA'm
т-*оо \ i-o

0 . О )

Далее, как и у всех ортогональных рядов, частичные 
суммы (4) панлучшим образом приближают функцию 
/( .г, у)  в метрике пространства />2(Л, G). В самом деле, 
для всякого многочлена

п —I т к

1*пк(2ч У) e  ms(Xiy) “Ь n»{^i У) (^)
m=0 *~o *=0

аналогично формуле (5 ), учитывая формулу (2 ), полу­
чаем равенство

I f - P n k f  =  11/II2 -  2 ( /;  Pnk) +  {Рпн-, Pnk) -
n — 1 m к

m=o *= 0  «= 0
' n —1 m ft ;

2  2 A .+  2 cl. -|
,m = o *= 0  1 = 0  J

2  2 (^m. — Cma)2 +  2 (Лп. — Cm)2

l/li2 - 2  

+

+

11/Г  +

. m=o *=0 *=0
Следовательно, для любого многочлена (8 ) имеем нера­
венство

II/ — Л,*И >  II/ — 5„*Н. (9)
Все эти, а также и некоторые другие свойства спра­

ведливы и для рядов Фурье по общим ортонормнрован- 
ным многочленам, определенным с помощью ортогональ­
ной матрицы (4.20) по формуле (4.22). В этом случае 
вместо ряда (3) будем иметь ряд

2  2  bm>Qm, ( x ,  у).
т - о я о

Вводим частичные суммы этого ряда:
п —1 т h

S n k  (*> У)  =  2  2  bmsQmt  (-Г, У)  2  b , lsQ „ ,  ( х ,  у ) .
т = 0  S—0 « = 0

4 П. К. Суетни

(10)
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Тогда из неравенства (9) получаем два неравенства

[ f - s n n [ > \ f - s : n \, 

из которых следуют два равенства

I /  *̂ пп|| =  1 /  S „ „  ||<

S „„ (x ,y )  =  S*m(x, у). (11)

Этот результат очевиден и потому, что для всякой функ­
ции /(х , у)  из пространства £ 2(Л, G) существует един­
ственный многочлен порядка (и, п), приближающий эту 
функцию наилучшим образом в метрике пространства 
Lz(h, G). Заметим, что в отличие от равенства (11) час­
тичные суммы S„k(x, у)  и S „k (x ,y )  рядов (3) и (10) 
при к Ф п, вообще говоря, не равны между собой, ибо 
в силу формулы (4.22) многочлен Qm.(x, у) может иметь 
любые степени переменного у, а не только степени, не 
превосходящие s, как это имеет место для многочлена 
Fm.(x, у ) .

Далее, вычитая из тождества (11) аналогичное ему 
тождество для номера п — 1, получим очень важное 
тождество

п '  п

Ap,F in (х, у) =  2  b„,Qnt (х, у). (12)
»=о »=о

Еще раз заметим, что в этом тождестве слева стоят ос­
новные ортонормнрованные многочлены, которые но ве­
совой функции /г(х, у)  определяются однозначно, а мно­
гочлены {Q„,(x, у ) ) ,  стоящие справа, определяются по 
формуле (4.22) с помощью произвольной ортогональной 
матрицы вида (4.20). Возводя сбе части тождества (12) 
в квадрат и интегрируя но области G с весом й(х, у),  
получим равенство

£  а *„, = £  ы,.
*=0 «=0

Следовательно, неравенство Бесселя (6) н условие (7) 
имеют место не только для основных, но и для всяких 
общих ортонормнрованных многочленов.

Таким образом, ортогональные ряды (3) н (10) име­
ют одинаковые внутренние суммы. Для этих сумм вве­
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дем обозначения

Яп (*, у) — 2  bn,Qn, (х, у). (13)
1 = 0

Тогда оба эти ряда можно записать в виде

2 Н „(х,у).  
п - о

Сумму (13) можно упростить, если иметь в виду од­
ну фиксированную функцию /(х , у ) .  В самом деле, для 
коэффициентов в сумме (13) в силу формулы (4.22) 
имеем равенство

Ь„. =  J J h (-г, у) /  (х, у) Q,,. (х, у) dx dy =
G

=  2  « С  ! [ h (•*, у) /  (X, у) Fnp (*, у) dx dy =
р-0 * с

=  2 « (.рЧ.р, 0 ,1 .........« .  (14)
Р - 0

Поскольку функция /(х , у)  фиксирована, то коэффици­
енты Фурье <у1„р) определены. Эти коэффициенты мож­
но рассматривать как координаты некоторого вектора в 
пространстве п +  1 измерении. Далее, так как числа 
(aijl'l образуют ортогональную матрицу вида (4.20), то 
систему уравнении (14) можно рассматривать как орто­
гональное преобразование вектора {Л„р} в вектор {Ьп,}. 
Из линейной алгебры известно, что при любом фиксиро­
ванном векторе 1Л„Р) всегда существует ортогональное 
преобразование с матрицей |a ty |, которое переводит ука­
занный вектор в вектор (6„ у  которого отлична от ну­
ля только одна компонента. Не нарушая общности, мож­
но считать, что после такого ортогонального преобразо­
вания имеем

Ьпо “  b„i — . . .  — Ьп п-х =  0, Ьпп Ф 0.

В этом случае формула (13) приводится к виду 
у ) =  bnnQnn(x , у) .

Если считать, что эти преобразования выполнены для 
всех номеров п, то вместо ряда ( 10) получим ряд 
4*
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оо
У b„„Qnn(x, у)- Еще ран заметим, что этот ряд получен

при специальном нмборе ортогональных многочленов в 
зависимости от функции f (x ,  у ) .  Для другой функции 
ортогональные многочлены в аналогичном ряде будут 
другими.

Приведем еще один результат о связи основных и об­
щих ортогональных многочленов, соответствующих дан­
ной весовой функции h(x, у)  в области G. Равенство 
( 12) можно представить в виде

Поскольку в этом равенстве функция /(u , v) произволь­
на, то имеем тождество

Из этого тождества следует, что и для общих ортоиорми- 
рованных многочленов справедлива формула Кристоффе- 
ля — Дарбу, установленная в конце § 3 для основных 
ортонормированных многочленов.

f J h(u ,v) f (и, v) 2  F„, (и, v) F , „ (r, y) du dv =

= j j  h («, v ) f {u ,v )  2  Qn. (w, v) Q,„ (x, y) du dv.

П П
2  Fn. (w, v) Fn, (x, y ) =  2  Qn, (u, v) Qn, (x, y).

f t -



Глава II

НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРНЫ Е ПРИМЕРЫ
II ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ 
IIO ОБЛАСТИ

§ I. Различные произведения классических 
ортогональных многочленов

Пусть многочлены (Р „ (х ) )  ортопормированы на ин­
тервале (а, Ь) с весовой функцией ht (x ),  т. е. 

ь
§ h l ( x )P n(x )P h(x )dx  =  6пк. (1)
а

Далее, пусть аналогично многочлены iQm(y ))  ортонорми- 
рованы на интервале (с, d) с весовой функцией lh (y ),  
т. е. 

d

]  К  (у) Qm (у) Q, (у) dy — 6„„. (2)
С

По этим двум интервалам образуем плоскую область 
С = { ( х ,  y ) : a < x < b ,  c < y < d ) ,  (3)

и в этой области рассмотрим весовую функцию с разде­
ляющимися переменными

h(x, у ) =  h ,(x )h z(y ) .  (4)
Рассмотрим многочлены по двум переменным
F.m(x, у) =  Pn-m(x)Qm(y ) ,  (5)
п =  0 , 1, . . т =« 0, 1, . . п.

Эти многочлены можно расположить в виде таблицы:

Р А х Ш у ) ,
р >{х )(?Лу ), Po(x)Qt (y ),
P i{x )Q a{y ) ,  P , (x )Q t (y ) ,  Po{x)Qt (y ) ,

( 6)

Р п ( * Ш У ) ,  Pn-t(*)<?>(у ), - Po(x)QH(y ) ,
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Из формулы (5) следует, что эти многочлены являются 
моническими, т. е. справедливо равенство

Fnm(x, у) =  сптх п~ту т +  Л „_,(х, у ) ,

где многочлен /?„_|(х, у) имеет степень не выше п — 1.
Докажем, что многочлены (6) являются ортонорми- 

рованнымн по площади области (3) с весовой фупкцией
(4 ). В самом деле, используя условия (1) и (2 ), на­
ходим

J J  h (x ,y )F  пт (х, у) Fh, (X, у) dx dy =  
с

Ь d

=  J hi (х) Р п - т  (х) Ph- ,  (х) dx j  li2 {у) Qm (у) Q, (у) dy =
а с

=  ( 7 )

Если т =  s  и п =  к, то иравая часть равенства (7) рав­
на 1, а во всех остальных случаях — нулю.

Рассмотрим некоторые наиболее важные примеры.
1. Пусть область G есть вся плоскость, а весовая 

функция определяется равенством
h(x, у)*=ехр(—х2 — у2). (8)

В этом случае в качестве многочленов {Р „ (х ) )  и (Qm( y ) ) 
имеем многочлены Чебышева — Эрмита, ортогональные 
на всей оси. Для краткости будем называть их многочле­
нами Эрмита. Формула (5) в этом случае имеет вид

Fпт(х, у ) =  Пя- т(х )Н т(у ) ,  т =  0, 1, . . . ,  п. (0)

Таким образом, многочлены по двум переменным (9) 
ортогональны на всей плоскости с весовой функцией (8). 
Условно будем называть их многочленами Эрмита — Эр­
мита. Формулу (9) можно представить в виде равенства

Fn+m.m(x, у) =  Нп(х )Н т(у ) ,  (10)

в котором индексы п и т могут принимать любые це­
лые неотрицательные значения. Множество многочленов 
Эрмита — Эрмита (10) можно, конечно, представить 
в виде таблицы (6).

Далее, как известно [11.21, 24] многочлен Эрмита 
Пп (х) удовлетворяет дифференциальному уравнению

Я" (х) — 2хН'п(х) +  2пНпДх) =  0. (И)



Аналогично имеем второе уравнение
Н'т (у) -  2уИ'т (у) +  2тНт (у) =  0. (12)

Умножим равенство (11) на Нт(у ) ,  а равенство (12) на 
//„ (х )  и сложим почленно. В результате получим

i  [ / / „  (х) IIт ((/)! +  — [Нп (X) II т (у)\ -  
дх  ду

- 2 х ±  [II п (х) II п  (у)| -  2у [II„ (х) IIт (у )) +

+  2 (и +  т) / / „  (х) IIт (у) =  0 .

Следовательно, многочлен (10) удовлетворяет дифферен­
циальному уравнению в частных производных второго 
порядка

ё + $ - 2* £ - 2̂  + 2(” + '" )“ = °- (13) 
Иногда [11.10] многочлены Эрмнта рассматриваются при 
весовой фуикции h (x)  =  exp ^ Т о г д а  вместо (8 ) 
имеем формулу

Л (х,у) =  ехр^— (14)

В этом случае вместо уравнений (11) и (13) получим 
уравнения
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Н'п (*) — хН'п (х) +  пН  „ (х) =  0, (15)
2 2а и , д  и ди ди , , , . п+ S? - *  л -  у W + (»+ тУа - °- <16>

2. Пусть теперь область G есть первый координатный 
угол, т. е.

G = { (х ,  у ) :  х  >  0, у >  0), (17)

а весовая функция в этой области имеет вид
А(х, у) =  хау"е-хе -\  а > — 1, р > — 1. (18)

В этом случае весовая функция также допускает разде­
ление перемеиных, в результате чего имеем две весовые 
функции

Л,(х) =  х°е-*, A2( j / )=  у*е-*,



которые определяют две системы многочленов Чебыше­
ва — Лагерра

{/,„(*; о ) ) ,  U M(y; р)}. (19)

Следовательно, многочлены
F„+m.m(x, y ) ^ L „ ( x ;  a ) L m(y\  0) (20)

ортонормированы с весом (18) по области (17). Эти мно­
гочлены будем называть многочленами Л агерра — Л агер­
ра. Поскольку многочлены (19) удовлетворяют соответ­
ственно дифференциальным уравнениям

х L"n (х-, а) +  (1 +  а  — х) L n (х; а)  +  uL„ (х; а)  =  0, (21)

yL'm (у; р) +  (1 +  р -  у) L'm (у, Р) +  m L n  (у- р) =  0, (22)

то многочлен (20) удовлетворяет уравнению в частных 
производных

I) ^
д и , д~и . ди „ . ди  ,

+  +  ( 1  +  a _ x ) d 7  +  ( 1  +  +

-I- (п +  т) и =  0. (23)

3. Аналогично определяются многочлены Л агерра — 
Эрмита, ортопормированные по правой полуплоскости

G = { ( x ,  у) : х  >  0) (2 \ )

с BecoBoii  функцией
h(x ,  у)  =  х ае~* ехр{—j/72), a > — 1. (25)

В этом случае имеем
Fn+m,m(x, у ) =  L n(x\  a ) Ilm(y).  (20)

Многочлен H m(y)  аналогично (15) удовлетворяет урав­
нению

(у) — УИ 'т (у) +  т Н т (у) =. 0. (27)

Из уравнении (21) и (27) находим, что многочлен (26) 
удовлетворяет уравнению в частных производных

0~и д~и . .  > ди ди  . . п /оо\
х д ? +  5 7  +  (1 +  а _ х )  д 7 - г ' ^ г  +  ( " + т ) и - 0 - <2 8 >

Рассмотрим теперь многочлены Якоби — Эрмита, 
соответствующие области

G = { (* , у):  - 1  <  х <  1> (29)
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и весовой функции

/t (x, i/) =  ( l — х)®(1 +  х)0е х р { —

а > - 1 ,  р > - 1 .  (30)

В этом случае имеем равенство
FK+m,m(x, у ) = Р „ ( х ;  а,  $ )Н т(у) ,  (31)

где многочлен Якоби Р п(х; а, р) удовлетворяет урав­
нению

(1 - x 2) v "  +  [{1 — а  — (а  +  |} +  2 )x ] i/  +
+  п ( а  +  р +  и +  1) v =  0. (32)

К ак обычно, из уравнении (27) и (32) находим, что 
многочлен (31) удовлетворяет уравнению в частных про­
изводных

< 1 - ^ ) § + $ + [ р - « - ( « + р + 2) * ] ё -

— У ^  +  (га (а  +  Р +  п +  1) +  т ] и  =  0 . (33)

5 . Следующая комбинация одномерных классических 
ортогональных многочленов — многочлены Якоби — Jla- 
герра, которые соответствуют области

G =< (х , у):  — 1 < х <  1, у > 0 )  (34)

и весовой функции
А(х, у ) - ( 1  — х ) “ ( 1 + х ) У е - » .  (35)

Из уравнений (22) и (32) следует, что многочлены Яко­
би — Лагерра

F n+m.m(x, у) =  Р„(х; a , $ )L n (y ,  4 ) (36)

удовлетворяют дифференциальному уравнению

0 - * 2) ^  +  г Д :  +  1Р - а - ( а  +  Р +  2) х 1^ . +
дх  ду и*

+  (1 +  Y — У ) ^  +  [« («  +  Р +  п  +  4) +  m l u =  (37)

6 . Наконец, последняя комбинация — многочлены 
Якоби — Якоби определяются областью

G = ( ( х ,  у):  — 1 <  х  <  1, — 1 <  у <  1) (38)
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и весовой фупкцией
Ч х ,  у) =  ( 1 -  *)»(1  +  *)»(1 -  у У (  1 +  у ) \  

В этом случае многочлены
(39)

Fn+m,т(х, у ) = Р „ ( х ; ос, $)Рт(у;  Т- 6 ) 

в силу уравнения (32) удовлетворяют уравнению

(40)

+  (6 — Y — ( Y + 6  +  2 )y )-^ - +  [n (a  +  p +  n +  1) +

Выбирая в последних формулах соответствующим обра­
зом параметры а,  р, if, 6, получим многочлены Чебыше­
ва — Чебышева, Чебышева — Л ежандра, Л еж андра — 
Л ежандра.

Рассмотренные дифференциальные уравнения в част­
ных производных для произведений одномерных класси­
ческих ортогональных многочленов будут получены дру­
гими способами в дальнейшем изложении.

§ 2. Разные случаи связи ортогональности
но области с ортогональностью по интервалу

1. Пусть многочлены {P„(t)} ортонормнрованы с чет­
ным весом h ,( t )  на интервале (— 1, 1), т. е.

Фиксируем х  при условии Ы  <  1 и заменим в этом ин­
теграле переменную интегрирования по формуле

+  т (у +  б +  т  +  1)] и =  0. (41)

1

( 1)

( 2 )

Тогда из равенства (1) находим
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Далее, вводим разложение

P n (t) = % a ht \  (4)
h—О

Производя в нем замену по формуле (2), получим

' ■ Ш ' - 1 -  ( 7 * 5 ) ' -

-  (1 -  x * f  7  £  акун ( / =  (1 -  х*)” 7  /?„ (х, у).
А=0

(5)

Так как весовая функция ft, (<)— четпая, то в силу из­
вестных результатов [11.21, 24] многочлен (4) содержит 
только те степени t, показатели которых имеют одинако­
вую с п  четность. Пусть сначала п четное. Тогда в фор­
муле (4) имеем аг1+1 « О ,  и в равенстве (5) все остав­
шиеся числа п — к  четные. А если п  нечетное, то аг, s

0 , и, как и в первом случае, во всех слагаемых числа 
п — к  также четные. Следовательно, в любом случае 
функция /?„(х, у)  есть алгебраический многочлен по х  и 
по у  степени п. Кроме того, поскольку в формуле (4) 
ап Ф  0 , то степень многочлена И„(х, у)  по переменному 
у  равна п.

С помощью формулы (5) равенство (3) приводится 
к виду

У Г ^
j Л, j Пп (х, у) пт (х, у) dy  =

- У 1-**
=  ( l - x 2)JV6nm, ДГ =  - 1 ( , 1 +  т  +  1). (6)

А в случае п =  т имеем равенство

У 1-** m + 1
J _  К  ( у = )  Я т  (г, У) dy =  (1 -  X*)”  + \  (7)

- V l - x *
Далее, пусть многочлены {^„(х; т )} ортонормнрованы 
с весовой функцией

»+=-
Л* (х) (1 — х*) J (8)



на интервале ( — 1, I ) ,  т. с. имеем 

г т +Г
J К  (*) (1 — х2) Qn (х; т) Qh (х ; т) dx  =  6„„. (9) 
-1

Рассмотрим многочлен но двум переменным
Fn¥m,т(х, y)  =  Q„(x; т ) П т( х , у) .  (10)

В силу равенства (5) этот многочлен имеет степень т 
по у, а общая его степень равна п +  т.  Докажем, что 
многочлены вида ( 10) ортонормировапы в единичном 
круге

С = { (х , у):  х г +  у 1 <  1} (11)

с весовой функцией

l i (x , y )  =  h l М * )-  (12)

В самом деле, используя формулы (0 ), (10) и (12) ,  на­
ходим последовательно

f J  Л ( * ,  У) F n + m.m (-Г, у)  ( * ,  ’j )  dx dy =
' G

— J  j* h i ( y  ̂ - r , ) ,Li (x) Q« <*; m) (*• y ) x

XQh(x;  s ) R , ( x , y )  d x d y  =
1

=  f Лг(х)^„(х; m ) Q h (x ;s )X
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X

-1
V i“

J  , ) Л m (x, y) /f , (x, у) </г/
I /  1 _- V T * -  

1
=  6ms J  Л2 (X) <?„ (x; m) &  (x; .<r)(l -  x*)N dx,  (13) 

- l

где для краткости положено N  =  0,5(m  +  s  +  1). Если 
m ¥= s, то правая часть равенства (13) равна нулю, ибо 
б™. =  0, причем в этом случае п  и к  любые. Л если 
т =  s, то правая часть равенства (13) в силу формулы 
(7) приводится к левой части равенства (9 ). Этим орто-



нормированное™, многочленов вида ( 10) с весом ( 12) по 
области ( I I )  доказана.

2. Установленный результат допускает некоторое 
обобщение. Предположим, что многочлены {Qn(x\ т )} 
ортонормированы с весом (8 ) на интервале (а, Ь),  где 
а и b удовлетворяют условию — 1 ^ а < 6 < 1 .  Тогда 
многочлены вида ( 10) ортонормированы с весом ( 12) по 
области

G = { (х , у) :  х г +  у г <  1, а <  х  <  Ь).

В самом деле, при этих условиях формула (13) верна с 
заменой в ней интервала (— 1, 1) интервалом (я, Ь). 
Остальное очевидно.

3. Предположим, что многочлены {(?..(х; т))  ортонор­
мированы на интервале (0, а),  где 0 <  а ^  с весом

т +7
Л2 (х ) х  , 

т. е. выполняется условие

r т +7
j  х  h 2 (х) Qn (х; т) Q. (х; т) dx  ■= б„,. (14)
о

Пусть, как н в начале настоящего параграфа, многочле­
ны {/'„(<)} ортонормированы на интервале (—1, 1) с ве­
сом h , ( t ) .  Заменим в интеграле (1) переменное интегри­
рования но формуле

t = * y / ) x , (15)

где х фиксировано при условии 0 <  х <  а. В результате 
равенство ( 1) примет вид

( w ) Рп i v f ) />m { \b ) v i  = 6,,т' (16)
— V х

Далее, из формулы (4) аналогично формуле (5 ), исполь­
зуя подстановку (15), находим равенство

р « ( у/ У * )  =  2 ° k ( y / V s ) h =
о

=  x - n/a £  a hy k ( V x ) n- h -  x ' n/4/?n (X, у). (17) 
h—0
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Таким образом, многочлены (26) ортонормпрованы с 
весом (27) по области (28).

5. Пусть дана область
G = { (х, у):  х у  >  0, а  <  х  + у  <  {J}. (29)

Будем считать, что а  >  0. Если а > 0 ,  то область (29) 
есть трапеция, а при а  =  0 получим треугольник. Случаи 
а  <  р <  0 рассматривается аналогично.

Отображение

х =  ^ Ч  y  =  l ^ t  (30)Ь — а ’ * Ь — а 

переводит в область (29) прямоугольник
£ ■ -{(* , т ) :  a < t < $ ,  а <  т < Ь ) .  (31)

Якобиан преобразования имеет вид

<32>
Кроме того, из формул (30) имеем равенства

x  +  y - t ,  — Су = т - (33)

Далее, обозначим через { /'„ (т)}  многочлены, ортонор- 
мированные на сегменте [я, 6] с весовой функцией 
/г ,(т), т. е. 

ь
j  (т) Р т (т) Р.  (т) dx =  6m>. (34)
а

Аналогично через {Qn(t\ т )} обозначим многочлены, ор- 
тонормированные на сегменте [a, j}] с весовой функцией

М О -М О * * " * * .  (35)
т. е. имеем

\>h{t )Qn(t;  m ) Q k ( t ; т) dt  = 6nft. (36)
а

Л теперь в области (29) вводим весовую функцию

h (х, у) -  fe, +  hJ  j h t (х +  у). (37)

Рассмотрим многочлены

Fn+m,m (*, У) =  Qn (х +  У, т) Р„  ^  ) (х +  у)™. (38)

64 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ (ГЛ. II



Докажем, что эти многочлены ортогональны по области 
(29) с весовой функцией (37). Переходя от области 
(29) к области (31) и учитывая формулы (30) н (32), 
находим

=  i j Л (х, у) Fn+m,m (х, у) Fh+ti, (х, i j jdx dy  =
с

G

X Qn (х +  у; т) Рт (" у  - ~ ) (х +  у)т X

Х (М *  +  у, s) Р,  ^  hJ ) (х +  у)* d x d y  =

— т ~ а J f  К  (т) К  (0  Qn U ; т) Р т (т) t m х
и

X Q k { t , s ) P ,  ( x ) t ,+' d t d x  =  
t»

=  b h ,  . f h* <*> (<••m > &  ( « s) t m+,+' d t x
a

h

X ^ h l ( x ) P m (x )P . ( x )d x .  (39)
U

Если m Ф s, то в силу условия (34) равен нулю второй 
интеграл в произведении (39). А если т =  s, но п Ф к , 
то в силу формул (35) и (3(5) равен нулю первый интег­
рал в произведении (39). Таким образом, многочлены 
(38) ортогональны но области (29) с весовой функци­
ей (37).

Различные частные случаи приведенных результатов 
рассматривали Ф. Дндон, Г. Орлов, А. Кошмидер, 
X. JIapxep и другие. Общие случаи изложены в работах 
С. А. Агаханова [VI. 1] и Г. К. Энгелнса [VI.34].

§ 3. Некоторые теоремы в случае весовой функции
с разделлющимпш переменными
Пусть на сегменте \а, 6] определены две непрерывно 

дифференцируемые функции <р(х) и if(x ), удовлетворяю­
щие условию

<р(х)< i|-(x), х б ( а ,  b).  ( 1)
Птн две функции при условии ( 1) определяют область

G==<(x, у) :  а <  х  <  b, tp (x )<  у  <  if(x )) . (2)
5 П. К. Суетим
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Предположим, что в области (2) дана весовая функ­
ция Л (х, у ) .  Обозначим, как обычно, через {/*п*(х, У)) 
основные ортонормированныо многочлены, соответствую­
щие весовой функции А(х, у )  и области (2), т. е. имеем

j  j  h (х, у) I' пк (х, у) t  т» (х, у) dx dy  =  (3)
G

В настоящем параграфе рассматривается случай весо­
вой функции с разделяющимися переменными, т. е. име­
ем формулу

h(x ,  у)  =  h l ( x ) h t (y ) .  (4)

При этом будем считать, что обе функции /г,(х) и hi (y )  
положительны и непрерывны в замкнутых областях, оп­
ределяемых условиями ( 1) и (2 ).

Т е о р е м а  1. Если в случае области (2) и весовой 
функции  (4) многочлены {Fn0(x } у ) )  не зависят от пере­
менной у, то они ортонормированы на сегменте fa, 6] 
с весовой функцией  

Цх)
/г3 (х) =  h t (х) | ht  (у) dy. (5)

<р(*>
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что в 

силу условия (1) функция (5) положительна. Далее, по­
скольку все многочлены {Fn0(x, у ) )  не зависят от пере­
менной у,  то можно ввести обозначение / \ ,(х )  =  F„„(x, у) .  
Тогда, используя формулы (4) и (5 ), равенство (3) при­
водим к виду

| j  h (х , у) Fn (х) Fm (х) dx dy =  
с

ь Г W*)
=  j Fn (х) F m (х) /t, (х) j  h2 (у) dy 

й L Ф(*)
Теорема доказана.

Т е о р е м а  2. Если при условиях  (1) и (4) все мно­
гочлены  (Fn0(x, у)}  не зависят от у, а три многочлена

F„(x ,  у ) ,  F » (x ,  у ) ,  Fs,(х , у)  (0 )
не зависят от х, то обе функции  <р(х) и ф(х) постоянны 
на сегменте [а, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условий теоремы мно­
гочлены (6) можно представить в виде

F n ( y ) ,  Fi i (y)y  F » ( y ) -  (7)

J dx — 6цm«
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Для этих миогочленов из равенства (3) находим

j  j  lli W  К  (у) F nо (х) F hh (у) dx  dy =  
с

=  S lli W  (*) j  Fkh(y)li 2 ( y ) d y \ d x
a L<<(*)

dx  =  0. (8)

Для краткости введем обозначение

(9)
<н*>

Тогда условие (8) представляется в виде
л
j  h i (х) F n0 (х) Ф* (х) dx  =  0. ( 10)
а

Так как это равенство справедливо при любом номере п , 
причем каждый многочлен F H0(х) имеет степень п, то в 
силу теоремы Венерштрасса о приближении непрерыв­
ных функции многочленами из равенства (10) находим 
условие

которое выполняется для всякой функции F ( x ) ,  непре­
рывной па отрезке fa, 6]. Поскольку функция F (х) про­
извольна, то из условия (11) следует, что все три функ­
ции (9) равны нулю тождественно на отрезке | а, Ь]. 
Следовательно, дифференцируя функцию (9) по х  полу­
чим тождество

( * ) ] * '( * ) ■  Л4<р ( * ) М ф (* )]ф '(* )*  ( 12)

Далее, для трех миогочленов (7) вводим разложения

F*>(y) =  Л, (у3 +  а,2у г +  а„у  +  а,*).

Тогда из условия (12) получим три условия:

[Ч (*) +  a,o]A2{*  (* ) Н'  (* ) ■  [ф (* ) +  а.*]Л*[ф (х) ]ф' (х),

h

\  К  (х ) F (х) (*) dx  =  0, ( 11)
U

F „ ( y ) = * A t ( y + а, „),
F u ( y )  =  А г(уг +  агху  +  а 20), (13)



[*г(х) +  a21»f(x)+ a*>]/tJMx ) № ' ( * ) "
— [ф*(х) +  Я21ф (х) +  Я,.]Л2[ф (х )]ф '(х ) , (15)

[**(*) +  а,г$г(х) + я„\|>(х) +  я,„]Л,[1И х )] 1|-'(х)а»
"  [ф1(* )+  я„фг(х) +  я3,ф(х) +  «joJ/jг[ф(х)J<p'(x). (10)

Если выполняется условие ф ' ( х ) " 0  на всем отрезке 
[я, 6], то из тождества (14) следует аналогичное условие 
i f ' (я) в  0, и в этом случае теорема доказана.

Предположим, что нашлась такая точка х0е ( а ,  Ь), 
в которой ф '(ха) !̂ 0 .  Тогда в силу непрерывности нроиз- 
водпон ф '(х) условие ф '(х)^=0 выполняется в некотором 
интервале б(х„), содержащем точку х„.

Из тождеств (14) и (15) находим
{[tf* (х) +  я21\|- (х) +  я2„] [ф (х) +  л,„] —

— [фг(х )+  я21ф(х) +  я2„Л »|-(х)Н- я |0]}Л2[ф(х)]ф'(х)на 0.
(17)

Аналогично нз (14) и (10) следует тождество 
{[ф’ (х )+  a ,2i|-2(x)-f- a3l<f(x)+ я,„] [ф(х)+  —

— [ф’ (х )+  а32ф2(х )+  а3,ф (х )+  а ,0] [ф(х)+  а„,])Х
X Ч ф ( х ) ] ф ' ( х ) -  0. (18)

Будем рассматривать эти тождества только в интервале 
6(х„), где ф '(х)=^0. Поскольку Л2((/)¥=0, то оба послед­
них множителя в тождествах (17) и (18) можно опус­
тить. Поэтому в силу условия (1) тождество (17) при­
водится к виду

ф ( х ) ^ ( х ) + я 1и[ф (х)+  ^ (х )]  +(я„,я2, — я2„ ) - 0 .  (1!)) 
Аналогично нз условия (18) находим тождество 

ф (х )^ (х ) [ф (х )+  i(-(x)J +  я„ф(х)»Кх) +
+  я |0я,2[ф (х )+  if(x)J +  я,„[((:г(х) +  ф(х)\|‘(х )+  фг(х)] -г

+  (я,0я51 — я ,„ )»  0. (20) 
Для упрощения этих тождеств введем обозначения

н(*) =  ф ( х Ж х ) ,  У(х) =  ф (х )+  ||-(х), (21)
А  =  Я|0Я2| — я2о, В  — Я|„Яц — я зо» (22)

Тогда вместо (19) и (20) получим тождества
и(х) +  я,„у(х)-|- А  *  0, (23)
u( x ) v ( x )  + аггч (х )+  а„,я,г1>(х) +

+  я10[уг(х )— и(х)] +  В  =  0. (24)
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Определяя функцию и(х )  из тождества (23) и подстав­
ляя ее в условие (24), находим

(я?о — A )  v(x)  +  (я10 — а32) Л +  И =  0. (25)
А теперь докажем, что выполняется условие

а \ о - Л ф О .  ( 2 0 )

13 самом деле, ранее было доказано, что все три функции 
(9) равны нулю тождественно. Подставляя под знак ин­
теграла (9) первые два многочлена (13), получим тож­
дества

j (У +  a lo) h 2(y)dy =  0,
<rU)
MX*)
J (У2 + аиУ + агп) К  (у) dy =  0,

<Г(Х)
из которых находим

♦<*) *<*)
J  У К ( у )й у ~ *  —  «ю j  ^ t (y)dy,  (2 ')

ф’(*) ч\х)
♦<*) чх*>
j  y*ht (у) dy  =  (aaia io — <**•) .f K ( y ) d y .  (28)

«1 (ж) 4 (x)

Далее, в силу неравенства Кошн — Бупяковского имеем
[ Ч><?> у  ♦<*) Мх)

J У}4  Ш У  I <  j  h 2 (У) dy  j  i f h 2 ( ij) dy.  (29)

*(*) J  «(*) <r(*)
Здесь очевидно, что знак равенства исключается. Под­
ставляя в неравенство (29) значения интегралов из тож­
деств (27) и (28), а также учитывая первое из обозна­
чении (22), из неравенства (29) получим а\й < .Л .  Этим 
условие (26) доказано.

А теперь из тождества (25) следует, что v( x)  есть 
тождественное постоянное. Далее, из тождества (23) на­
ходим, что и и(х )  есть тождественное постоянное в ин­
тервале б (хо) • Но тогда из равенств (21) следует, что 
обе функции ф (х) и ^ (х )  также постояниы в интервале 
&(х„). А это противоречит условию (р '(х)¥= 0 при 

6 (z„). Теорема доказана.
В настоящем параграфе изложены результаты из р а­

боты [VI 1.23], причем одна формулировка усилена.



§ 4. Условия взаимосвязи весовой функции 
и области ортогональности

В пастоящем параграфе рассматриваются свойства 
ортогональных по области многочленов в том случае, 
когда весовая функция зависит от формы области ортого­
нальности.

Пусть на отрезке [—1, 1] определена весовая функция 
Л |(/) н ей соответствуют ортонормированные многочлены 
</?и (0> , т. е.

1

-1

Предположим, что па этом отрезке выполняется условие 
ах2 + Ьх + с ^  0, х е  [—1, 1]. (2)

Тогда можно ввести функцию

Ф ( х ) =  У ах1 +  Ьх +  с, х е [ - 1, 1], (3)

и соответствующую ей область
С =  {(х, у):  1 < х <  1, 11/1 <  Ф (х )). (4)

Далее, пусть на том же отрезке определена весовая 
функция

й3(х; т ) =  й2(х ) [Ф (х )]гга+', х е = [ -1 , 1], (5)

и ей соответствуют ортопормнрованные многочлены 
{<?„(*; /л)}, т. е.

1
\ h3 (х; т) Qn (х; rn) Qh (х; т) d x =  6nh. ((>)

- i
Т е о р е м а  3. Если весовая функция h t (t) четная, то 

для многочленов,  ортонормированных по области (4) 
с весовой (функцией

Л(*, l/) =  * i (х)Л, [ |//Ф (х )], (7)

справедлива формула

^«+m.m(x, y) =  Qn(x\ т ) Ф т (х)/?,„[«//Ф (х)]. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вводя разложение для много­
члена f tm( t ) , удовлетворяющего условию (1 ), получим
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формулу

фт  W  п "' [ ф У  -  2  с’У,фт~ ' <*>• (°)

Поскольку весовая функция h ,( t )  четная, то многочлен 
/?„,(<) содержит только те степени t, показатели которых 
имеют одинаковую с т  четность. Следовательно, в фор­
муле (9) могут быть о т л и ч н ы м и  от пуля только те из 
коэффициентов {с,}, для которых числа т — s четные. 
Поэтому, функция (9) есть многочлен степени т  но у  и 
степени не более т  по совокупности переменных. Отсю­
да следует, что формула (8) определяет многочлен об­
щей степени п +  т  и степени т  но у.

Докажем ортогональность многочленов (8) по обла­
сти (4) с весом (7 ). Используя формулы (7) и (8), на­
ходим

П А ( * .  У) f  n + m tm (^» У)  (•£» У) d x  d y  —

1
=  J К  (*) Qn ( * ; т ) Qh (•*; s) l(I) (x)jm+*+1 x  

- i

Во внутреннем интеграле заменим переменное интегри­
рование но формуле y  =  tФ (х ) . В результате, используя 
равенство (1 ), правую часть равенства (10) приведем 
к виду

1
6m« j  h2(x)Qn (x; т) Qh (х ; s) (Ф (х)]т +*+1 dx.  (11)

-1

Если m¥=s,  то величина (11) равна нулю, ибо 6„„ =  0. 
Л если т  =  s, то в силу формул (5) и (6) произведение 
(11) будет равно 6„*. Теорема доказана.

Теорема справедлива и в том случае, если равенство
(3) с условием (2) заменяется равенством н условном

Ф (х) =  Л х +  Д > 0 ,  х  1],

причем в этом случае условие четности функции Л, (/) 
можно опустить.



При ведем еще один результат о зависимости области 
ортогональности и весовой функции от свойств ортонор- 
мироваиной системы многочленов.

Пусть на отрезке [—1, 1] определены две непрерыв­
ные функции ф (х) н гр(х), для которых выполняется 
условно

ф (х )< » £ (х ), х  е  [—1, 1]. (12)

Эти две функции при условии (12) определяют область 
С =  {(х, у) :  1 < х <  1, ф ( х ) <  у  <  if(x )) . (13)

Введем переменную t, связанную  с х  и у  формулами
2у —  4>(х) — Ф(х) .. Ч» <■*) — ф (*) , , <Р(*)  +  Ч>(*)

1 * ( * ) - ? ( * )  ’ 2 +  2
(14)

Пусть в области (13) определена весовая функция

н  <*,,,) -  н,  <*> /., <15>

и cii соответствуют ортонормнроваипые многочлены
у)У>

Т е о р е м а  4. Если функция h t (t) четная на сегмен­
те [ - 1 ,  П. а все многочлены  {F„„ (х, у ) } не зависят от у, то 
существуют такие постоянные А  и В  и такой неотрица­
тельный на сегменте [—1, 1] многочлен ах2 + Ьх + с, что 
область (13) совпадает с областью

G =  ((x,  у ) :  — 1 < х < 1 ,  \у — А х  — В\ <  Уах1 + Ьх + с).
(16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу ортогональности много­
членов {/’„о(-с)} с весовой функцией (15) имеем ра­
венство

\ j  h (х, у) (х) Fm  (х) dx  dy =
‘g

j  h t (x) Fm (X) F mo (x) x
-1

Г , Г 2y — Ф (JT) — (X)  1 2 J y  , _  {17).) 4  Ч’Н  — <Г(*) J 4> (*) — f  (*) I """4(*i )
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Но внутреннем интеграле заменим переменное интегри­
рования но формулам (14). Н результате этот интеграл

I
приведется к виду \ 1^(1) dt liln. Тогда нз формулы 

- 1
(17) следует, что многочлены {F„a(x)} ортонормированы 
на отрезке [—1, 1] с весовой функцией

М * )4 " И > (* )  — ф(*)1Лю-

Далее, аналогично равенству (17) при к Ф О  имеем

j $ Л (х, у) F nо (х) Fhh (х, у) dx  dy  =
G

i i(x)

-  J h t  (*) F " 0  (x) j Fhk (x, y) A, [ j dy dx  -  0.
- 1 ч'<*)

(18)

Для внутреппего интеграла вводим обозначение
♦<*)

ф. м -  J- f »»(x ,»)* .[27 *)li ) - j , w ]rf?. (19)
<г<*)

Тогда равенство (18) приводится к виду 
1

J  Л» (х) F„о (х) Ф А (х) dx  =  0.
-1

Так как к Ф  0, то это равенство справедливо при всех п. 
Поэтому в силу теоремы Ненерштрасса о приближении 
непрерывной функции многочленами из последнего ра­
венства следует условие 

1
J 1ii (x)F(x)fX>h (x ) d x  =  0,

- 1

где F ( x ) — произвольная функция, непрерывная па сег­
менте [—1, 1]. Следовательно, все функции вида (19) рав­
ны нулю тождественно на отрезке [—1, 1], т. е. имеем

Ф * м  -  I  < * .» > '* ■  d y - ( 2 0 )
<г(*)
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Рассмотрим тождество (20) для двух многочленов
F tl (x,  у)  =  Л г, (а их  + у  + а 10),  (21)
Ргг(х, у)  =  Л г2(а21х г + а1гху  +  у 2 +  а2,х +  аи у  +  а » ) .

( 2 2 )
Обозначения в формулах (21), (22) объясняются тем. 
что старшие коэффициенты этих многочленов отличны 
от нуля. Заменим в интеграле (20) переменное интегри­
рования у  но формулам (14), н подставим многочлен
(21) под знак интеграла. В результате получим
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«..* [u ± ^ is] J к, (/) ,11 + [*М7Т(*)Ц а. (о *  +

+  [ i i W i f i l j V w *  +  . и р ц т й | / * ,  « « - а  
-1 -1 

Поскольку весовая функция h, ( t )  четная, то второй инте­
грал в этом равенство равен нулю. Следовательпо, ис­
пользуя условно (12), придем к равенству

<l „ r  +  » W | T W  +  a , . - ° .  (23)

Аналогично, подставляя разложение (22) в интеграл
(20), паходнм 

1
аг1х* J  ку (/) dt  +

-1

+  Г♦ M .- J t W  f  ,ft, ( , ) d ,  +  i l i l + l M  j ‘ , , , , , )  J  +

+  [ f  ( i ) <11+ f / * . (I) d t  +

1 I ^

+  Г4M£W_q_l£}l“ J lh ( t )d t  +  aMx  J h ^ t )  d t  +
J - l  - l

+  j  , f t , ( 0 dt  +  Ч Ц Ш  J  f t , ( 0 л ]  +

1 1
+  a i& j  h i ( 0  dt  =  (2/0



Для интегралов в этом равенстве введем обозначения 
1

Л и -  J < 4 ( 0 d t, к  =  0 , 1 , 2 .
-1

П силу четности весовой функции имеем Ац =  0. Следо- 
вательио, равенство (24) приводится к виду

„ „ Л , „  +  +  [♦ < -> -* < -> ]■ „ „  +

(25)
Далее, из формулы (23) следует равенство

ф ( х ) + ф ( х )  =  2 (Л х - |-Д ) . (2G)

Подставляя это зиаченно суммы двух функций в равен­
ство (25), получим соотношение

1(ф(х) — ф(х))/2]3 =  ях2 +  Ьх +  с > 0 ,  — 1 < х < 1 ,

из которого следует формула

if(x) — ф (х) =  2Уяхг +  Ьх + с. (27)

Л теперь из (26) и (27) находим равенства

if(x) =  А х  +  В  +  Уяхг + Ьх + с,

ф (х) =  А х  +  В  — Уях2 +  Ьх +  с.

С результате неравенство
ф ( х ) < г / < ^ ( х ) ,  - 1  < х <  1,

приводится к виду
— Уях1 + Ьх +  с <  у  — А х  — В  <  Уях3 +  Ьх +  с.

Таким образом, области (13) и (16) совпадают. Теорема 
доказана.

В настоящем параграфе изложены результаты из ра­
боты [VI 1.23].

§ 5. Конкретные примеры вычисления моментов 
весовой функции

В § 3 гл. I приведены формулы, в которых основные 
ортонормнрованные по области многочлены представля­
й с я  в виде определителей, составленных с номощью
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Рассмотрим тождество (20) для двух многочленов
Fti (x,  y )  — A i t (altx  + у +  а1Л),  (21)
F 2 2 (*, у)  =  Агг(аи х г +  Чггху +  у г +  atix  +  аг1у + агь) .

(22)
Обозначения в формулах (21), (22) объясняются тем, 
что старшие коэффициенты этих многочленов отличны 
от нуля. Заменим в интеграле (20) переменное интегри­
рования у  но формулам (14), и подставим многочлен
(21) под знак интеграла. В результате получим

я,,* j  ft, ( , ) i t  +  J  l h i +

- l  *■ - l  
Поскольку весовая функция h,(t)  четпая, то BTopoii инте­
грал в этом равенстве равен нулю. Следовательно, ис­
пользуя условие (1 2 ), придем к равенству

. . i t  (х ) Ч* *Р ( * )  | „  __п  ю ч \(1цХ-j--------- 2--------- J -a 10 =  0. (^<j)

Аналогично, подставляя разложение (22) в интеграл
(20), паходпм 

1
агхх* J  hx (t) dt -f 

- l

+  Г J  t k i ( 0 d t  +  i W + i H  J  A,„) J  +  
L . . .  J

+  [ t l I | ; , l , l T  f « , ( o d t  +  ♦ * < '> - »'<*>. | ( , ) dt  +

i l -1  
+ (t)dt  + aMx j* A, ( t)dt +

L - l  - l

+  „ „  J  (I) d t  +  4 - i t t H  J  M 0  j  +

1 1
+  a i5 J A , ( / ) d < - 0 .  (24)

74 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |г л .  и



Для интегралов в этом равенстве введем обозначения
1

* l k -  J < 4 , (<)<*'. * =  0 , 1 , 2 .
-1

В силу четности весовой функции имеем Лц =  0. Следо­
вательно, равенство (24) приводится к виду

« л  +  а ^ - щ т н и  +  +

+  p (.f ) .+ J P(x)]~feio +  a 23x/t10 + а и  ф {х) \  * (x)h le+ a tJ i lo= 0 .

' (25)
Далее, из формулы (23) следует равенство

Ф( х ) + * ( х )  =  2(Л х  +  Д ). (20)

Подставляя это значение суммы двух функции в равен­
ство (25), получим соотношение

[( t(x )  — ф (jt))/2J3 =  ах* +  Ьх +  0, — 1 <  х <  1,

из которого следует формула

ф (х) -  ф (х) =  2 Уях2 +  Ьх +  с. (27)

А теперь из (20) и (27) находим равсиства

if (х) =  А х  + В  +  Уях2 +  Ьх +  с,

Ф (х) =  А х  +  В  — Уях2 +  Ьх +  с.

В результате неравенство
ф ( х ) < у < ф ( х ) ,  - 1 < х < 1 ,

приводится к виду
— l a x 1 +  Ьх + с <  у  — А х  — В  <  Уях2 +  Ьх +  с.

Таким образом, области (13) и (10) совпадают. Теорема 
доказана.

В настоящем параграфе изложены результаты из ра­
боты [VI 1.23].

§ 5. Конкретные примеры вычисления моментов 
весовой функции

В § 3 гл. I приведены формулы, в которых основные 
ортонормпрованпые по области многочлены представля­
ются в виде определителей, составленных с помощью
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моментов весовой функции. Если известны моменты ве­
совой функции, то, используя формулы (1.3.3), (1.3.8) н 
(1.3.10), можно вычислить любое конечное число ортого­
нальных по области многочленов, соответствующих дан­
ной области ортогональности и весовой функции в ней. 
Эти формулы при больших номерах, конечно, весьма 
громоздки, но в принципе можно считать ортогональные 
многочлены известными, если известны моменты весовой 
функции. В настоящем параграфе приводятся различные 
случаи, когда все моменты весовой функции вычисляются 
конкретно или представляются через известные ве­
личины.

Пусть в области G определена весовая функция 
h(x ,  у ) .  Моменты этой функции определяются по 
формуле

f f h  (x, у) x ny hd x  dy.  (1)
'с

Рассмотрим простейшие случаи, когда все эти интегралы 
вычисляются.

1. Пусть дана область
G =  {(х, у ) :  0 <  х  <  1, 0 <  у <  х р), 

где р >  0, и в ней весовая функция
h(x ,  у ) - х “/ ,  а >  — 1, р > - 1 .  (2)

Тогда в силу формулы (1) имеем

hn+k,K =  [ j  х*+пуР+Чх dy 
G

I Г *р

I* x«+n J y t + kdy dx

2. Ту же самую весовую функцию (2) рассмотрим в 
неограниченной области

С =  {(х, у ) : х >  0, 0 <  у <  е~х).

В этом случае, применяя формулу (1 ), находим

оо Г  е~

An+JW- j x « + n f 
о L о

—X
I/Р+1'dy dx



1
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Р +  к Т -р  \ x a+ne~x<fi+h+14 x

оо
1_____ Г #«+»*-«

f A - f  1)а+н+3 J
dt -  г (« +  ? ! - ! )

(Р +  * +  l)a +'* + * J (р +  к +  |)« + " + 2 •

3. Рассмотрим теперь область
G =  {(х,  у ) :  х  >  0, у  >  0, х г +  у г <  1)

и в ней весовую функцию
h(x ,  y ) - x ay * ( i - x , - y t ) p, (3)

где a >  — 1, {J> — 1 и р > — 1. В этом случае в силу фор­
мулы (1) имеем

Лп+*.а =  ха+п»/Р+л (1 — х2 — y2)i‘ dx  =. 
с

1 л/а
=  f (1 — (»j )p p»+ft+«+P+>(/p | (cos cp)a + n (sin ф)Р+л t/cp. ( \ )

Далее воспользуемся известными формулами

1
J* jP -1 (1 — x mY ~ l dx 'Ш Г (7)

т Г  

я/а

J (sin (p)“-* (cos ф)6-1 dtp = 
n

( * + • ) ’ 

г( т ) г Ш  
• ■

( 5 )

С помощью этих формул находим

1 г ( " .± *  +  “ +  Р + 2 )г(р  + 1)
I (1 ~  Р2)р р"+*+«+1»+'ф =  V 1 ----------г - ,

9Г( я +  * - г « -Ь Р  + r  +  ?jО

я/а г / « Ч - «  +  1] r ( P +  * +  l \

j  (cosф)«+» (sin «р)Р+А dip =  ^  ; . fc2 ^  •

( 6 )
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Подставляя эти значения п формулу (4 ), получим

к + А . Л

Г ( Р + 1 ) Г | 1Г 1
[» +  » +  . )

4Г|( a  +  n +  p - j -*
+  р  +  г ]

4. Пусть теперь дана область 
G =  {(х,  у ) :  х г +  у 2<  1).

Тогда в формуле весовой функции (3) параметры а  и 
могут быть только натуральными числами. В этом слу­
чае вместо формулы (4) получим равенство

1 2Л
h„+k,k = — <>2)'’ р"+*+а+р+,с/|>( (созф)а+п(зтф)В+*(/ф.

I) о
Здесь второй интеграл равен нулю, если хотя бы одно 
нз чисел а  +  п  и [} +  к  нечетное. А если оба эти числа 
четные, то в силу равенства (6) имеем

2 я
j (cos qi)a +" (sin  ф)Р+* t/ф =  2

14

Г1 11 2 ' J
Таким образом, и в этом случае все моменты вычис­
ляются.

5. Рассмотрим область в виде треугольника 
С =  {(х, у ) : х  >  0, у >  0, х +  у  <  1} 

и в ней весовую функцию

/i(x,y) =  x V ( l - * - y ) T (7)
при условиях a > — 1, ? > — 1 и ^ >  —1. Как обычно, 
имеем

=  j  j  х“ + V +ft (1 — X — у)У dx  dy  =

=, j  .£«+» j yH+ft (1 _  x  — y)v </i/l dx.  

С помощью известной формулы [1.1]
С

j  X»-1 (с -  х)Ь-1 d x  =  <«+*-> Г_ М |

(8)



находим

[ J  уР+»(1 -  x - y ) y j y  -  (1 -
О

Подставляя это значение в интеграл (8), получаем

h  ,+| , =  1 ■к- ]- ^ Н У * . f * « + » ( l  — x)P+k+T+l(ir «п+ft.fc Г ((J -J- * у +  2) J '  ’
о

Для вычисления интеграла используем формулу (5) при 
т =  1. В результате имеем

. =  Г ( «  +  п +  1 ) Г(Р  +  * +  1 ) Г ( у  - Ц )
"n+ft.ft , ' la + JI+p +  * , v +  3)

Многочлены, определяемые весовой функцией (7 ), на­
зываются многочленами Аппеля.

6. Пусть теперь в области

G =  {(х, у): х г <  у)

дана весовая функция Л(х, у) — (у — х г) ае~0и при услови­
ях а > — 1 и ji > 0 .  Тогда в силу формулы (1) находим
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K+h.k =  J  j  (У — хг)а e- toxnyhd x  dy

Г y'v -j
=  j  y he~Pw j  (y — х2)® xndx dy.

о L - / 5  J
(9)

Если n  нечетное, то внутренний интеграл равеп нулю. 
А нрн п =  2т  имеем

п  УН
2 J  (у — х2)4 х 2тс/х =  2уп |  ( l  — y ) a x 2mt/x =

О О

l i  , г(»» +  4 - ) г ( «+ 1>
-  f  (I -  <•)•(■-« -  U ’ , 

j  г ( ™ + « + 4 )

Подставляем правую часть в равенство (9 ). В результате 

1 1
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получим

г( " + т ) г|- у -  , 2  J - (« ; I) ^  ft+<x+m+l

W ‘ -  Г ( .  +  . +  • )  j '  * 

г ( . + 4 ) г « . + „  ,

■(»■!« 1 - 4 )

г  (т + т )  Г(« +  1)г(* +  «  +  т  +  | )

г ( т  +  а  +  |_ ) р '1+а+т+7

Можно привести и другие примеры, когда степенные 
моменты весовой функции п данной области вычисляются 
в конечном виде. Во всех этих случаях с помощью опре­
делителей можно вычислить несколько первых ортонор- 
мироваипых многочленов. При этом можно, например, 
воспользоваться формулами (1.3.11).



Глава I II

КЛАССИЧЕСКИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ
МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ

§ 1. Формула Родрнга для многочленов Аппеля

В настоящей главе излагаются основные свойства 
многочленов Аппеля. Эти .многочлены можно рассматри­
вать как некоторое обобщение на случаи двух перемен­
ных ортогональных многочленов Якоби.

Пусть дана треугольная область
G =  {(x,  у ) :  х > 0 ,  у > 0 ,  х  +  у < 1 )  (1)

и в ней весовая функция

h(x ,  г/) =  x“- y - , ( l - * - y ) т- в-^  (2)
Будем считать, что параметры весовой функции (2) удов­
летворяют условиям

с с > 0 , р > 0 ,  ч > а  +  р - 1 .  (3)

Для краткости положим
/? =  Ч - а - р > - 1 .  ( \ )

Далее, введем стандартные обозначения
(я)„ =  1, (я )п =  я (я  +  1 ) . . . ( я  +  г а -  1).  (5)

Здесь а означает первый сомножитель, а и — число со­
множителей.

Рассмотрим функцию
Л нт(х, у) =  А пт (лг, у ; а ,  р, у) =

д Д - с у - р  0 п + т  (- (1 _  г _  у ^ р + п + т

(« U P )т ( 1 - * - У ) ' ’0хпдут [ x l - n - e y l - m - p
Г (1 — х  — у)р+п+

x l - n - a y i - m - p (6)

Докажем, что эта функция при любых целых неотрица­
тельных п  и т  есть многочлен по х  и у. Это можно сде­
лать с помощью формулы Лейбница для производной 
высшего порядка от произведения двух функций

(иу)(") =  2  ‘h<kK (7)
ft — О

® П. К. Суетни



Сначала применим эту формулу для частной производной 
по х  в равенстве ((>). В результате, используя обозначе­
ние (5 ), получим

—— [x 4 + n _ l  (1 —  X  —  u ) P + n + mj =» 
д хп

п
=  2 j  C{'1( z <x+ n - , ) ( " _ ', ) [ ( l  —  X  —  у)Р+п-и»]<М  =

к = О

=  2  Сп (а +  П — 1) (а +  п — 2 ) . . .  (а +  А) *“+*-1 х  
л=о

X (р + п  +  го) (р  +  п  +  т  — 1) . . .  (р  +  и +  т  — к  +  1) X 

X  ( l - х  —  у )Р + » + — * ( —  1)* -  £  С Й ( а  +  * ) < „ _ „ * « + * - >  X
ft—О

X (— l)ft (р  +  п  +  т — к  +  1)„ (1 — х  — y)p+n+m-kt (8)

Подставляем сумму (8) в равенство (6) и снова диф­
ференцируем с помощью формулы (7) т  раз теперь уже 
по у. В результате находим последовательно

—77, [^Р+ т—1 (1 — х  — у)Р^"+"»-*] =

т
=  } ] С  (y P  + m- 1)<m-*> [(1 —  X  —  y ) P + " + m - * j ( 0  =

«=0

=  2  C i(P  +  m - l ) ( P  +  m - 2 ) . . . ( P  +  i)y P + -* X  
•=0

Х ( р  + п  + т — к ) (р  + п + т — к — 1) . . .  (p +  n +  m —к — s + i ) X  

X (1 — х  — y)p+»+m-*-»(— 1)*=  £  C*m(p +  s)(m_.)yP+-*^<
в—О

Х ( р  +  п  +  т  — к  —  » +  1),(1 — х  — j/)p+"+m-* -* (— 1)*. (9)

Подставляя правые части равенств (8) и (9) в формулу 
(6 ), получаем

П
X 2L (я  +  к\п-к) ха^ к'~1 (р +  п  +  ш  — к  +  1)*(— l ) ft X

к^О
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т

X 2  С ( Р  +  л)(т- .)уР + -> (-  1)* X
•=0

X  (р  +  и  +  т  —  к  —  S +  1) ,  (1 —  X —  у)Р + п + т - А - * .  

Поело очевидных сокращений, наконец, имеем формулу
л „ т  (*, у) =

Х ( р  + п  +  т  — к  +  i)k (p  +  п  +  m  — k  — s +  1), X

X ( ~  1)*+,С  (Р +  « ) ( т - . ) У *  (1  -  X  -  г /)»  + т - А - , .  ( 1 0 )

Таким образом, фупкция (6) есть многочлен по х  к 
у. Этот многочлен называется многочленом Аппеля,  
а формула (6 )— формулой Родрига для многочленов Ап­
пеля. Из формулы (10) следует, что степени многочлена 
Аппеля отдельно по х  и но у  равны п +  т.  Такова же 
н степеиь этого многочлена по совокупности переменных.

Преобразуем формулу (10). Прежде всего, имеем ра­
венства

(р  +  п +  т — к — s +  1), (р +  н +  т  — к  +  l) ft =
=  (р  -J- н -I- т  к  — s -f- 1) (р  -{- п  -(- т  — к  — 8 2 ) . . .  

. , . ( / >  +  /* +  т  — к ) ( р  +  п + т — к + 1)(р + п  + гп— к + 2) . . .  
. .  .(/> +  '» +  т)  =  (р + п  +  т  — k  — s +  1)(к+г) =

С помощью этих равенств коэффициент в формуле (10) 
приводится к виду

< -  1)*+< (~  " ) „ ( -  w)t( п - т -  p)(f,+1)(а +  <r)(n_ fc)(N  «)(,„-,) 
(А!) (*!)(*>„<Р)т

< н )
Далее, используя обозначение (5 ), находим

(*-!- *)(„-;,) _  (а +  к) (а -i-ft+1) . . .  ( а + * + я - * - Ц )  1

п т

W h a  ( a  +  1) . . .  ( а  +  п -  1)
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нутон области G. В силу формулы Грина находим 

f J /(*, у) F'x (x, у) d x d y  =

X

J J  57 J / (■*» У ) F * (х* У) d x dx dy

X

“  J J 57 К х ' y ) F (x > У) ”  J  /* y ) F (*> lJ ) dx dx dy =

=  \  f ( * , y ) F  (x, y ) d y  — $ j / *  (x, y) F (x, y) dx  dy. (17) 
Г G

Если на контуре Г выполняется условно
Р ( х , у ) ш  о, (18)

то криволинейный интеграл равен нулю, и равенство
(17) приводится к виду

f J  /  (*, У) К  (*, у) dx dy  =  — [ j  F  (x, у) f ’x (x, y) dx  dy.
G G

(19)
Далее, аналогично равенству (17) имеем

J  J  /  (-г, У ) К ( Х 1 У) d x d y  =
G

Г
=  J J J /  ( * . .'/) (*, I/) cty С/х dy =

с L*. J
f/,

«  j j  4 ” f ( J t , y ) F  (x, //) — j  / '  (x, //) f  (x, у) </y </х (/г/ =° L w..
— — [ /  (x, y) F  (x, y) d x — j  § f u (x, у) F  (x, i/) </x c/y. (20) 

Г G

Следовательно, при том же условии (18) имеем равепство 

j  j  /  (*, У) К  (*, У) d x d y  =  — J J  f'u (х, у) F  (х, у) с/х t/y.
G G

( 21 )

Разумеется, формулы (19) и (21) справедливы, если 
вместо условия (18) на контуре Г выполняется условие 
/ (* ,« /)“  0.
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Д алее, с помощью формул (19) и (21) нетрудно по­
л у ч и т ь  равенство

Это равенство справедливо, если функция F (х, у)  и 
все ее частные производные, кроме последней сме­
шанной порядка п +  т,  обращаются в нуль на конту­
ре Г, либо тому же самому условию удовлетворяет функ­
ция f (x ,  у ) .

Рассмотрим теперь функцию

В силу условий (3) и обозначения (4) все частные про­
изводные этой функции, кроме двух последних смешан­
ных порядков (и — 1)+/ге и п + (т — 1), равны пулю на 
контуре Г, который является границей области (1 ). Тем 
не менее нетрудно доказать, что и для функции (23) 
справедлива формула (22), если выполняется условно 
п + т >  1, т. е. если хотя бы одно нз чисел п или т  от­
лично от нуля. >

Пусть п >  1. Тогда в силу формулы (17) имеем

Равна нулю на вертикальном катете и на гипотенузе кон- 
ТУра Г. А на горизонтальном катоте имеем условие у =* 0.

ЛеДОвательно, криволинейный интеграл в формуле (24) 
Равен нулю.

F(X , у)  =  Х"+ « -у + Э -1 (J _  х  _  у)  P + n + m (23)

дп~1+тР(х, у ) , 
дхп~1дут ' J

0п ~ | + т / ’ (х, у) 
д х п~ 1<)ут

dx dy.  (24)

Рассмотрим частную производную

0n~l+mF{x у)
(25)

дхп ~ 1дут ’

Из формулы (23) следует, что эта частная производная



Л если т >  1, то из формулы (20) находим

И .д п+'"Г(х, у ) ,  , (' y i+m- lF(x, у) .
1 (г'у> ,и dy -  -  V < * • ',х-

tJS ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ [ГЛ III

а

(25) частную производную —  ,м m_ j , найдем, что

Аналогично предыдущему случаю, рассматривая вместо
dn + m - l F у) 

д хпду1'
криволинейны!! интеграл в формуле (26) равен нулю. 
Таким образом, для функции (23) справедливо равен­
ство (22), причем в некоторых случаях интегралы в этом 
равенстве могут быть несобственными.

Применим теперь формулу (22) к интегралу, стоя­
щему в равенстве (16). В результате получим 

(/% , А пт) =
( _  Г Г S" +mP « ( i ,  у)

=  ( V F  (*. У)----------— —  d x  dlJ ■ (27)(«>» (P)m J  J  V ’ 91 Ox dy J  V ’
G

Далее, поскольку N < n  + m,  то многочлен PN(x, у)  со­
держит только одночлены вида х*у", где к + s <  п + т.  
Поэтому имеем тождество

an+m„ , ч
----------N =  0. (28)

0хпд у т

Следовательно, интеграл (27) равен нулю, т. е. имеем 
(Psl  Л пя) =  0, N < n  +  m.  (29)

Таким образом, многочлен Аппеля Л пт(х, у)  ортогонален 
всем многочленам младших степеней и, в частности, всем 
многочленам Л к,(х,  у)  при условии к  +  s <  п +  т. Л  если 
к  +  s — п +  т,  то условно (28) но выполняется. Следова­
тельно, многочлены Аппеля, принадлежащие одной и той 
же пачке, вообще говоря, не ортогональны между собой.

§ 2. Представление многочленов Аппели через 
гппергсометрическую функцию двух переменных

Гннергеометрическая функция одной переменной 
определяется как сумма степенного ряда но формуле [1.1]
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Этот ряд сходится при у слонин Ы  <  1, а сама функция 
(1) удовлетворяет дифференциальному уравнению

о

— х ) ~  + [а — (а +  Ъ +  ^ ) х ] ~  — аЪи — 0. (2)

Для этой функции имеют место формулы Эйлера [1.1]

F  (х; a, b, а) =  F  ( l “ i ; а ' а  ~  Ь' “ )•

А’(х; а, Ь, а) =  J .—- F  ( - £ - ;  а  -  а, Ь, a j, (4)

F (x \  a, b, а )  =  (1 — х ) a~a- bF (х; а  —а, а  — 6, а ) .  (5)

К ак известно [1.1]. существует песколько типов гипер- 
геометрнческнх функции двух переменных. Рассмотрим 

L' только одну нз них, которая называется гипергеометри- 
ческой функцией Аппеля и определяется равенством

к -  F % (х, у; а, Ъ, с , a , Р) =  £  2  (,i)

Эта функция зависит от пяти действительных пара­
метров

я, 6, с, а, р. (7)
Нетрудно показать, что ряд (G) сходится абсолютно при 
условии |х | +  |i/| <  1.

Рассмотрим связь гнпергсометрической функции Ап­
пеля (6) с гипергеометрической функцией Одного пере­
менного (1 ). Из формулы (6) с помощью равенства

(с)*+, =  с (с +  1) . .  .(с  +  s — 1) (с +  s ) . . .(с  +  s +  fc — 1) =
=  (c ) ,( c  +  s ) fc=  (c)*(c +  fc),

находим последовательно 
F2 (х, у; а, Ь, с, а,  Р) =

у  о», м. [ у  1
к  ® . - '  l i b  ( * и «  Г  

00

=  21  т щ т г  F а ' с +  * •а) у , ‘ (8)

Аналогично, мепяя порядок суммирования, получим еще



одну формулу:

\ i  (®)ii (c)i Г v  (^Мс "Ь "1
F2 (х , у, а, Ь, с, а , Р) =  ^ ~ щ к Г ^  ф )/!  У> Г  “

л—о н L*—о J

•  (0)
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h=0

С помощью (8) и (9) для гипергеометричеснон ф унк­
ции Аппеля нетрудно установить ряд тождеств, анало­
гичных формулам (3) — (5).  Прежде всего, используя ра­
венство (4), из (8) находим

оо  ̂ ^

F2(x , у, а, Ь, с , а , Р) =  ^  ~ф т Г F ^Х' а ' с + s ' а ) ;/'  =

-  ,1 .  * ) ( * ) '  -  

“  г=^:  ̂«• р)- (<°)
Аналогично, используя равенство (9 ), получаем

F,  (х, у, а, Ь, с , а , Р ) - 2  ^ Г П Г  F { y ' b' 0 +  к ' Р>xfc =
к—О h

“  W T  " 11'  '  + *•") Ш  =

- ^ 1 ! , ( т± - у, ^ а , » - Ь , с , а л } .  О О

Д алее, к функции F t ( j r r j .  Т^~х'  “  — а ' Ь' с ' р )  при '  
меняем формулу (11). В результате имеем

F * ( j ~ i *  Г=~х' ® “  а' Ь' с ' “ • Р ) =

=  — ~ ~rl—  F., (——̂ — г, — — — г; а — а, р — 6, с, а ,  р).* V*+I f— 1’ * +  » — ! ’ 1 ’

Подставляя это значение в правую часть равенства (10),
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придем к тождеству 
F2(x , у ; а, Ь, с, а,  Р) =

------ --------- 7 F 2 ( — г ~ — Ti — — г! а  —  а ,  р  —  Ь,  с,  ос, й ), - x - y f  2 \*  +  у -  Г  х  +  у -  Г  1Н ’ ’ "  )•

(12)
(1

Эти и другие тождества для гинергеометричсской функ­
ции Аппеля рассмотрены в монографиях [1.1; I I I .1].

Произведем в тождестве (12) замену двух парамет­
ров по формулам а  — а — а'  и $ — b =  b'.  Опуская штрихи 
у новых параметров, получим

F2 (х , у, а  — а, р — Ь, е, а ,  Р) =

---------- ------- ~ F% (“ "Т“ — 5 . —г*-----г! «, b , c , a ,  pV  (13)( l - i - у ) с 2 \х  + и — 1 ’ х +  у - Г  ’ » ' ' r j  v /
Положим в этом тождестве

а =  — п, b =  —т, с =  —п — т — р, (14)

где параметр р определяется равенством (1.4). В этом 
случае имеем равенства

(a)k =  ( - n ) K =  ( - n ) ( - n  + i ) . . . ( - n  + k - l ) ,
(b) .  =  (—/л ), =  (—т) (—т  +  1) . . . ( —т  +  s — 1), 

из которых получаем

(—п ) к =  0, к > п " ,  (—т ) ,  =  0, s > m ,  (15)

Таким образом, прн условиях (14) разложение (6) 
превращается в копечиую сумму. Применяя формулу 
(6) к функции, стоящей в правой части равенства (13) 
и учитывая условия (15), получим равенство

( г + f — j, 7 + § — г; — n, — m, — «  — m — р, « , р) =

У  ( -  ")к  ( -  т ).  ( -  ■ -  m -  P \h + .) (  х  W  у у  
А-! *! ( a ) h (Р), U +  1 /-1 / \ x - \ - v —  1/ '

(16)

А теперь сравниваем равенства (16) и (1.14). Поскольку 
суммы, стоящие в правых частях этих равенств, одннако-
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ш.г, то, следовательно, имеем
(X, у)  =  л пт (.Г, у, а,  р, у) =

=  (1 — х  — y)n+mF1 (
I* +  у — 1 ’ * +  у — 1 ’

— и, — гп, — п — т  — р,  а,  р). (17)

Далее, гипсргеометрнческую функцию, стоящую в пра­
вой части равенства (17), заменяем но формуле (13). 
В результате получим

Л„т(х, у; а,  р, y) =
=  (1 -  х  -  у ) - pF2 {х, у; а  + п, 0 +  т, - п  -  т -  р, а , Р ). (18)

Таким образом, многочлены Аппеля представляются 
через гнпергеомотрическую функцию двух переменных 
по формулам (17) и (18) при специальных значениях 
параметров (7).  С помощью (17) и (18) можно изучать 
свойства многочленов Аппеля. Еще раз заметим, что в 
этих формулах р =  1 — я  — j l >  —1.

Рассмотрим теперь дифференцированно гипергеомет- 
рической функции Анпеля. Из разложения (6), учитывая 
равенства

fc(fc — I) . . .  (* — " +  !) 1
*| =  (Аг — «)!*

*(* — ! ) . . . ( *  — "i +  l) 1
*! (*—т)!’

находим

° п ' '"Г2 _  V  V  (а)* «,+<.)У  У  ___ + ________________xk-ПцШ-т (1<n
—< (а). (В). 1к — и)! — т)\ Х J ' V‘ ;дх"дут («>* (Р). (*-«)! (* -  т )1

Далее вводим новые нпдексы суммирования р и q по 
формулам к  — п =  р и s — т =  q. Используя равенства

(а)* =  (а)(п+р> =  ( а ) „ ( а  +  п ) Р,

(?)• = (?)<"•+«> =  (f^)"«(P т )<н
(с ) (*+■)= (с) <«+«., (с +  п  +  т)

из разложения (19) получаем

° n+mF 2 H „ W m( < W )
Охидут («),. (Р)т



V У  Y  (" ! »)„(* i WMC '■ "  ' wW«> гР„, _
Л П  (« +  » ) р ф + « ) , р ! 91 ^

=  -(->“^ ))л1(РУ<:'"+т) ^2(.г,у;а + н,b -W»,c+и +  те, а + л, Р + т).

Такова формула для вычисления частных производных 
от гнпергеометрической функции Аппеля.

§ 3. Дифференциальное уравнение 
для многочленов Аппеля

Сначала докажем, что фупкция Аппеля 
v =  Ft (x, у; а, Ь, с, а , 0) (1)

удовлетворяет системе дифференциальных уравнений

0 . i)3l> f r v  , . . .  1 0v
-  -  х у Ш Ц  +  “ (с +  а +  i )x ]  -

— ау'т^ — саи =  °* (2) 

i r ( l - f ) $ - * f ^ . +  IP-(c + 6 + t) f]S—
— b x ' £ -  — cbv =  0. (3) 

В самом деле, в силу формулы (2.8) имеем равенства
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0-l> V (f t)* (с)* c m ,  . V ,
^ 7  =  2 l i v T A ( x ; a , c  + s , a ) y ‘,
d2i> (ft) j(c)«

&v V  (Ь)*(C)* г- / . ч . ,
575Ц -  2  Ip j^ T  f  <x; я ’ c +  *• *У '

dv  V  (6)* (c)* Г '  / . , ч ,
Ox 2  IK) *| a' 0 "*■ S' У '
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Умножая эти равенства на соответствующие множители, 
определяемые уравнением (2),  и складывая нх почленно, 
получим равспство

v д2о дго ,
x ^ ~ x ) J ? - r y o I Ту +

+  [а — (с +  а +  1)х] — ay — cav —
по

=  F’ (x ' а* с +  s . a )  +
»=о р *

+  [а — (а +  с +  s +1)х] F ’ (х; а, с +  s, а) —
— a(c  + s ) F ( x \ a t c + s, а)} у ‘.

Сумма в фигурных скобках равпа пулю тождественно 
при соответствующих х и s, так как фупкция 
F ( x ; a, c + s, а)  удовлетворяет дифференциальному урав­
нению (2.2) при условии b =  c + s. Следовательно, функ­
ция (1) удовлетворяет уравнению (2).

Аналогичным образом для проверки уравпения (3) 
находим производные нз формулы (2.9) и составляем 
левую часть уравнения (3). В результате получим

. .  . 02v дги
у ( { - у ) ^ - х у 77д-у +

+  |р  — (с + Ъ +  1) у] -  Ь х ^  — cbu =
оо

-  2  ^  - у) г  (г/: ь ' с +  к ' Р ) +к-О *
+  ip — (Ь +  с +  к  +  1) у] F ’ (у; Ь ,с  +  к,  р) —

— b (к + с) F (у, Ь, с +  к,  Р)} хй.

Сумма в фигурных скобках равпа нулю тождественно. 
Следовательно, функция (1) удовлетворяет уравне­
нию (3).

Таким образом, фупкция (1) удовлетворяет системе 
дифференциальных уравнений (2) и (3 ). Складывая эти 
два уравнения, получим дифференциальное уравнение в 
частных производных второго порядка

02v п  3si> , ,  . 0~v



+  (ос — (я +  Ь +  с +  +  (Р — (а +  Ь +  с +  l ) | f l J J  —

— с (а +  fc)i> =  0. (4)

Далее, в силу (2.18) имеем равенство
v =  F2(х , у; а  +  п,  0  +  го , с , а ,  {*) =

=  ( l - x - y ) M , m( x ,  у ;  а ,  р , ^ ) ,  ( 5 )

где введены обозначения
с =  - п  — го — р, р =  к — а  — (I. (6)

Для функции (5) при условиях (6) уравнение (4) при­
водится к виду

/ 1  \ О О А  О It . .  .  У

+  [ a - ( «  +  ) l - / , +  l ) r l g + | | i - ( a  +  f l _ p + l ) 9 l ^ -

— с (a  +  р +  re +  ro)v =  0. (7)

А теперь для краткости введем обозначение 
и =  Л пт(х, у;  ос, 0 , к ) .  ( 8 )

Тогда равенство (5) представляется в виде
v =  ( l - x - y ) “u.  ( 9 )

Эта функция удовлетворяет уравнению (7).  Для того, 
чтобы получить уравнение для многочлена Аппеля (8), 
подставим функцию (9) в (7).  Дифференцируя функцию 
(9), находим равенства

v'n —  —  р ( 1  —  х  —  у ) р - 1 «  +  (1 —  х  —  у)Ри'х,

v'xx =  р ( р — 1 ) (1  —  X — у У ~ 2и — 2р  (1 — х — уу- 'и 'х  +

+  (1 —  X — у)»ихх,

v le =  p ( p  — \ ) ( l  — x  — y)P-*u — p ( [  — x  — y)P-'u'u —

— р  (1 —  X —  у)*~1их +  (1  —  х  — yY u ly ,

1\ =  — р  (1 — X — у у - 'и ,  +  (1 — X —  уУ'и'у,

vn  — Р (р  — 1) (1 — * — у)р~2“ — 2р( 1  — х — у у - 'и 'у  +

+  (1 —  X — y)Puly.
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Все эти производные, а также функцию (9) подставляем 
в уравнение (7).  Но сначала заметим, что все эти вели­
чины имеют общий множитель (1 — х  — у ) р~г. Поэтому, 
опуская этот множитель, нз уравнения (7) получим 
уравнение

•г (1 — -**)[/>(/> — 1)«  — 2//(1 — х  — у)и'х +

+  (1 — X — уУихх] — 2 z y [ p ( p — i ) u — p ( l —x —y)(ux +u'u) +

+  (1 — X — у)*и'Ху] +  у(1 — у ) \ р  (р — \ ) и — 2 р ( \ —х —у)ии +

+  (1 — X — y f u n \ +  [а — (а  +  р — р  -(- 1) * 1(1 — X — у) X

X [ — PU +  (1 — X — I/) Их] +

+  IP — (а  +  Р — Р +  1).У](1 — х —0) [  — ри + ( \ — х — г/)г/^1—
— с ( а  +  р +  и +  я»)(1 — х  — у)1и  =  0 . (10)

Вычисляя сомножитель при функции и в последнем 
уравнении, находим

р ( р -  1)[лг(1 - * ) - 2*0 +  0 ( 1 - 0 ) ] -
— р ( 1 - л : - 0 ) [ а - ( а  +  р - 0 + 1 ) х  +  р -

— (а +  р — /> +  1 )0] — c(a +  p +  « +  m) ( l  — г — 0 ) ! =
=  (1 - х - у ) [ р ( р -  1) (х + у ) - р ( а  +  0) +
+  р ( а  +  f$ — /> +  1)х +  />(а +  (1 — р +  \ ) у —

— с ( а  +  р +  л +  т ) ( 1 — х  — 0 )] =
=  (1 - х - у ) г [ - р ( а  +  Р ) - с ( а  +  р +  n +  т ) ]  =

=  (1 — х  — у ) 2[—р (  а  +  |i) +  (n +  m +  /> )(a +  jj +  n +  m)] =
=  (1 - х - у ) 2(п +  т ) ( п  + т + ч).

Аналогично, вычисляя сомножители при производных# г
их и ии в ( 10), получим соответственно величины

( 1 - * - 0 ) * [ а - ( Т  +  1)х], ( 1 - х - ^ ) М ? - ( т +  1)У]- 
Следовательно, уравнение (10) приводится к виду

х  (1 — х) ихх — 2хуихи +  у (1 — 0) и", у +

+  [a  — (V +  I)-*-] «х +  IP — (Y +  , ) 0 l и'и +
+  (п +  т ) ( п  +  т  +  у ) и  =  0 . (II) 

Таким образом, многочлен Аппеля (8 ) удовлетворяет
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уравнению (11). Оно зависит от параметров а , (5, у и от 
чисел п и т,  причем эти числа входят в (11) в виде 
суммы п + т.  Представим это уравнение в несколько 
ином виде. Введем обозначение

Кт =  (п + т) (п + т +  7). ( 12)

Тогда из (11) получим уравнение

х  (х — 1) и'хх +  2xyuly + у (у — 1) u"vv +

+  [(Y ■+■ 1) х  — a I м* +  ((Y +  1) У — Pi == (13)

Поскольку числа п и т  входят в формулу (12) в виде 
суммы, то при фиксированном N  =  п +  т  величина (12) 
не изменяется, если числа п и т  меняются так, что их 
сумма постоянна. Следовательно, уравнение (13) при 
собственном значении (12) имеет и +  m +  l  линейно не­
зависимых решении в виде многочленов Аппеля одной 
н той же пачки. •

§ 4. Ортогональность собственных функций 
уравнения Аппеля

Пусть и{х,  у)  и v(x ,  у ) — собственные функции урав­
нения Аппеля, соответствующие различным собственным 
значениям к пт и Ар,, т. е. имеем

X (х — 1) Uxx +  2 xyuly  +  у ( у — 1 )и '„  +

+  I(v +  1) X — а] и'х +  [(Y 4- 1) у  — PI и'„ =  X„mu, (1)

х (х — 1) vlx + 2xyv"xu +  у (у — 1) vuu +

+  ((Y +  1)х — а ) у * +  |(y +  1)У — P|t>» =  К ч и- (2)

Докажем, что функции н(х , у)  u v(x ,  у)  ортогональны 
по области

G =  ( (x,  у) :  х > 0 ,  у > 0 ,  х  + у < 1 )  (3)

с весовой функцией
А(х, у )  =  х“- V "1 (1 -  х -  у ) ' —-*, (4)

где параметры, как обычно, удовлетворяют условиям 
а > 0 ,  (1 > 0 , f  — а  — (}>  — 1. (5)

Умножаем уравнение (1) на V, а уравнение ( 2 ) — на и и 
вычитаем почленно из первого равенства второе. В ре- 
[ П. К. Суетии
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зультате получим

х (х  — 1) [vu’xx — UVXX] +  2ху  [ m ’xv — uvxv] +

+  У (У — — uv’uv] +  ((у +  1)х — a] [vux — uv'x\ +

+  I(Y +  *) У — Р1 — ш  'и\ =  (^nm — К я) UV‘ (fi)

Интегрируя равенство (6) почленно с весовой функцией
(4) по области (3 ), находим

f [ к (х, у) х  (х — 1) [vuxx — ui£*] dx dy  +  
с

+  2 [  [  Л (х, у) ху [ vu'xy —  uvxv] dx dy +
G

+  [ f h (x ,  y ) y ( y - i )  [vuyU — uvn ] dx  dy +
‘o'

+  j  $ h ( x ,  у) [(у +  l ) x  — a ] [ vu'x — uv'x \ dx dy +  
с

+  j  j  Ц х , y) [ ( y +  \ ) y  — $ \ [ m v — uvv\ d x d y  =
G

— (^h m >q) Jf h (x ,  y ) u ( x ,  y ) v ( x ,  y ) d x d y .  (7)
с

Докажем, что сумма всех интегралов, стоящих в левой 
части равенства (7),  равна нулю. Будем применять к 
этим интегралам формулы интегрирования по частям, 
приведенные в § 1. В силу формулы (1.17) имеем ра­
венство

J  f h  (х, у ) х ( х —  1) [i/и'хх — uv"xx\ d x  dy =
G

= j*Ax(x — 1) vu'xdy — f I  u 'x Tx lhx (x  — l ) v ] d x d y —
г  g

— j* hx  (x — 1) uvxdy  +  j* j* vx - ^ 2  |Ax (x — 1) u] dx dy.  (8) 
г G

Аналогично с помощью формулы (1.20) получаем

j  J h  (x, у) ху [m"xv — dx dy  =
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г с

+  j  hxyuv'xd x  +  j  j  vx [hxyu] dx dy.  (9)
г G

Поскольку контур Г состоит из двух катетов, располо­
женных но осям координат, и гипотенузы, то в силу ус­
ловии (5) криволинейные интегралы в равенствах (8) и
(9) по катетам равны нулю. Обозначим гипотенузу че­
рез L.  Так как на L  выполняется условие x + i /  =  l ,  то 
имеем равенства

[ fix (х  — 1) vu'xdy =  [ h x y i v ’xdx,
L L

f hx  (x  — 1) u v’xdy =  [ hxyuvxdx,
L L

Следовательно, при почленном сложении равенств (8) и
(9) криволинейные интегралы взаимно уничтожаются, 
и в правой части останутся только двойные интегралы.

Аналогичные рассуждения можно применить и к ра­
венствам

а

г о

г ~а'

г с

г G

Следовательно, равенство (7) приводится к виду

j* J* {— ^  <* — ! ) *"1 +  vx - ^ l h x ( x  — i ) u]  —

7*



— [hxyv] + v ' x ^  [hxyu] — u'u£  [hxyv ] +

+  v 'v§Z [hxyu] 1% (У — 1 )У] +

+  v ' y [/tf/(y  — 1)Mj} dxdlJ  +

+  f j / t ( x ,  y ) [ ( Y+  l ) x  — a)  [ i4i'x — uf’xl d x d y  +
*c

+  [ J A(x, y)[(Y +  i ) y  — PI [vu'v — uvv\ d x d y  =
G

=  (^Jim hpq ) f \ h ( x ,  y ) u ( x ,  y ) v ( x ,  y ) d x d y .  (10)
G

Если при вычислении частных производных от произве­
дении, стоящих в квадратных скобках, выделить частные 
производные от функции и и V, то взаимно уничтожатся 
восемь слагаемых, и сумма в фигурных скобках формулы
(10) несколько упростится. В результате из (10) полу­
чил! равенство

I ]  {— u '*v h  I M X — *)1 +  v ' j i - ^ l h x ( x — \)\ —
G

— u 'xV ^ lh x y ]  +  v'xii ^ [ h x y \  — u'yv £  [hxy] +

+  w  Ih*y\ — u 'vv Щ №у (У ~  J)1 +  *V* 57  I/jy (y — !)1 +

+  h  l(Y +  l ) x  — a] [ vu'x — uv'x] +

+  h [(у +  i ) y  — P| [iu'y — uvy] ) d x d y  =

=  (^nm ^pq ) f | a ( x ,  y ) u ( x ,  y ) v ( x , y ) d x d y .  (11)
G

Докажем, что сумма в фигурных скобках равна пулю 
тождественно в области G. Для этого достаточно сгруп­
пировать слагаемые но четырем множителям

UXV, i'xli, UyV, VyU (12)

и доказать, что коэффициенты при этих множителях рав-
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нм нулю. Из формулы (11) находим, что нри множите­
лях (12) стоят соответственно величины

— JL[hx(x — 1)] — $j[hxy\  + Л I(v + 1) *  — а],
^ [ h x ( x  — 1)| +  - j  |/u y | — A| (Y +  l ) x  — a l ,

— IMf] — gj \hy(y  —  1)1 + A l(V+ 1)У — PI.

^  [Лху] +  ^ [A y (0 — 1)) — A((v + l ) y  — Pi-

С помощью формулы (4) для весовой функции Л(х, у) 
нетрудно доказать, что все эти четыре величины равны 
нулю тождественно в области G. Проведем вычисления, 
например, для последней из этих величин. 13 силу фор­
мулы (4) имеем

£ { h x y ]  +  j j [ h y ( y  —  1 )]— А [ ( у +  \ ) у  — P| =

=  h'xiy +  hy + h'uy (у — 1) +  A (y — 1) +  hy  —

- M ( Y +  1 ) У - Р 1  « * 1 Ж а - 1 ) ^ - у - > ( 1 - * - у ) ? - в- Э -
— (Y — a  — p) х в - ' у * - 1 ( l - x -  y) v -«-f»-i| +

+  Shy — h + y ( y  —  1) [(P — 1) a ? - ly*-2 (1 — x  — y)v-<*-P —
— (Y — a  — P) xa~ly$~l (1 — x  — y)v -« -P -i] —

— A( ( Y+ l ) y  — PI- a [ ( o  — 1)0 — (J jz S L z ^ x y  +

+  3y -  1 +  (P -  1)(y -  1) -  у (у -  l ) ^ y J p P -

— (y +  i )y  +  p] =  о.

Следовательно, нз равенства (11) при условии Х„тФ К , я 
имеем

5 J j  А (х, у) и (х, y ) v ( x ,  у) dx  dy =  0. 
с

Таким образом, собственные функции уравнения Аппеля, 
соответствующие различным собственным значениям, 
ортогональны между собой.
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§ 5. Нормальная биортогональнан система Аппеля

К ак было отмечено в § 1, многочлены Аппеля, вхо­
дящие в одну пачку с номером N  =  п + т,  не ортогональ­
ны между собой. Поэтому в соответствии с § 5 гл. I це­
лесообразно ввести такую систему мпогочлепов 
{'Г»,(х, у)},  которая была бы бнортогональной с систе­
мой многочленов Аппеля {Лпт(х, у)},  т. е. для этих си­
стем выполнялись бы условия

С. у) Апт (х, у) Ук.  (х, у) dx  dy  =  (1)
'с '
Пусть фиксированы целые неотрицательные числа к 

и s. Рассмотрим гннсргеометрическую функцию Аппеля 
(2.6) при условиях

а =  —к, Ь =  —$, с — к + s + 'f. (2)

В этом случае формула (2.6) приводится к виду
Ft (x, у, — к, — s, к  +  s +  у, а, Р) =

=  V  V  ( - * > р ( ~  » ) , (*  + * +  T W , )  р ч (3 )

Учитывая равенства
( к ) р =  0, р > к ;  (—s) ,  =  0, q > s ,  (4)

находим, что функция (3) есть многочлен степени к  +  s 
по совокупности переменных. Поэтому можно ввести обо­
значение

#* .(х , у) =  В к,(х ,  у; а,  р, у) =

V V <“  <* + * + У \р + ч)

Эти многочлены будем называть мпогочлепами Аппеля 
второго рода. Каждый нз них является моническим, т. е. 
содержит только один член степени к  +  s. Кроме того, 
из формулы (5) следует, что первый индекс к  означает 
нанвысшую степень по х, а второй индекс s — наивыс­
шую степень но у.  Следовательно, многочлен 2?»о (*, У) 
не зависит от у , а многочлен В„,(х, у)  не зависит от х.

Гипергеометрнческая функция Апнеля (2.6) удовлет­
воряет дифференциальному уравнению (3.4). Это урав-



некие при условиях (2) имеет вид
/< \ „ d2v , .. , d 2v ,

+  I « - ( V  +  1)i ] £  +  I P - ( V  +  1 ) # | |7  +

+  (& +  s) (к  +  s +  y) v =  0. (6)
Таким образом, многочлен (5) удовлетворяет дифферен­
циальному уравнению (в ). А тогда, в силу результатов 
предыдущего параграфа, если собственные числа

Х„т =  (п + т)  (п +  т  +  ^ ), X*. =  (к +  s) (к + s +  у) (7)

различны, то для многочленов (5) выполняется условие 
ортогональности

И а ( х ,  у) #nm (*, У) Яа, (X, у) dx  dy =  0. (8)
с

Далее, мпогочлеи Аппеля Л„т (х, у)  удовлетворяет
дифференциальному уравнению (3.11). II поскольку
уравнения (3.11) и (6) одинаковы, то две системы мно­
гочленов

M „m(x, у)},  (Вк. (х ,  у ) )  (9)
являются собственными функциями одного и того же 
дифференциального уравнения (6 ). Поэтому если соб­
ственные числа (7) различны, то в силу результатов 
предыдущего параграфа многочлены А пт(х, у)  и В н, ( х , у )  
ортогональны между собой, т. е. выполняется условие

f ] h (х, у) А пт (х, у) В к, (х, у) dx dy =  0. (10)
с

Рассмотрим теперь случаи
n + m =  k  + s, п¥=к,  m¥=s.  (11)

Применяя формулы (1.2), (1.6) и формулу интегрирова­
ния по частям (1.27), находим

(Апт\ B h,) =  J J h  (х ,  у) А пт ( х ,  у) В„, (х ,  у) dx dy =
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ж Я в“(*-»,г!Г(«)„ Ф ) т  J  J  * ’ дхпду
(1 — х  — у)р+п+т 

x l — n - a ^ i - m - p dx dy  =

(«)^  f f (l7 r / r i T  ""'У ! ' 1,1 fe »  02)J  J  x I - n - a ^ l - m - p  Qxnd ym



Далее, старшин член многочлена (5) имеет вид

(-* )„ ( -« > , (fc +  '  +  v W .)  „  _

(«)* (Р), «  *! У

<*>
Поскольку при условиях (11) либо к < п ,  либо s <  т,  то

дп+тВ к,  (х, у)
имеет место тождество ---------——----- =  0. Поэтому ин-

дхпд у т
теграл, стоящий в правой части равенства (12), равен 
нулю. Следовательно, равенство (10) доказано н при ус­
ловиях (11).

Таким образом, многочлены (9) образуют бнортого-
нальную систему многочленов с весом Аппеля (1.2) в
общем случае.

Рассмотрим теперь равенство (12) при условиях к  =
=  п и s =  т.  В этом случае, используя коэффициент
старшего члена (13), находим

(п  4- m 4- i л! т\ г  — (Л  • П  \ — ' ' (n + m) . .  / ( ,чспт —  V *nmi  Нпт)  —  , , . . .  " n m i  V1 */
1<«)пФ)т|2

где введено обозначение

Нпт =  f f (1 — X — y J P + n + m j ^ + n - l y P + m - l  d x d y .  (15)
G

Вычисляя этот интеграл, находим

Н пт =  f j« + n -l ^ J yP+m-l ( 1 ^ - 1 -  y)P+n+mdlJ j  dx.

(16)

Для внутреннего интеграла имеем равенство 
1 - х

|  y P + m - l ( t _  х  —  y)P+n+”>dy =
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=  (1 — x)f,+P+n+,mB(P -f т, р  -(- п  +  т  +  1)-

Подставляя это значение в формулу (16), получаем
1

/ / nm= B (p  +  m, p + n + m  +  l) j  х«+п-<(1—x)P+P »n+*mrfx=
О

=  В (Р +  т, р  -(- п  +  т  f  1) В (а  +  и, р +  р  +  п  +  2 т  + 1).
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Этим величина (15) вычислена. Подставляя ее значение 
н формулу (14), получим нормировочный коэффициент 
с„,„. Разумеется, выражение для этого коэффициента 
можно упрощать и далее.

Л теперь вводим многочлены

'Vk t ( x , y ) - ± B ht{ x , y ). (17)
скг

Тогда в силу равенства (14) для многочленов (17) вы­
полняется условно (1).  Таким образом, две системы мно­
гочленов Аппеля

M „m(x, у) ) ,  {1Г*.(дг, у) )  (18)

образуют биортонормированную систему многочленов.
Докажем, что система (18) является нормальной би- 

ортогональной системой. 13 самом деле, поскольку каж ­
дый многочлен 1Км (х, у)  ионический, то имеем разло­
жение

Апт (х, у) -2 "  2  (х, у), (19)
р= 0 «=0

где коэффициенты определяются по формуле

flp-£« =  J f Л (*. у) А „т (х, у) Л р -9,ч (х, у) dx  dy. (20) 
с

В силу ортогональности многочленов Аппеля интегралы 
вида (20) все равны нулю при условии р <  п +  т.  
А тогда формула (19) примет вид

n + m
А„т (X, у) =  2 а(Л™)_ ,'К п + т_ ,.ч (х, у). (21)

fl=0

Эта формула представляет все многочлены Аппеля пер­
вого рода из пачкн с номером N  =  п + т  через многочле­
ны Аппеля второго рода из пачки с тем же номером N.

Нетрудно видеть, что систему равенств (21) при фик­
сированном N  =  п + т  можно обратить и представить 
каждый многочлен Аппеля второго рода 4 , jr_mim(x, у)  
через многочлены Аппеля первого рода, входящие в пач­
ку с тем же номером N.  В самом деле, систему равенств
(21) при фиксированном N  можно представить в виде

N
2 а(£ г ят-т) (*, у) =  Л д —m.m (X, у), (22)
я—о

т  =» 0, 1, . . N.



В силу формулы (20) определитель этом системы есть 
определитель Грама для многочленов Аппеля первого 
рода из пачки с номером N.  Так как система многочле­
нов (18) бнортогоиальна, то многочлены Аппеля, при­
надлежащ ие одной пачке, линейно независимы между 
собой. Поэтому определитель системы (22) отличен от 
нуля. Следовательно, система равенств (22) разрешима 
относительно многочленов Аппеля второго рода, т. е. 
имеем

(*, У) =  2  b ^ pA N_Ptр (х, у), (23)
р—о

<7 =  0, 1.........N.
В силу биортогональности коэффициенты определяются 
по формуле

Ь(к - р,р =  J J Л (х, у ) У у - ч .ч  (^, У) 'I'jv-p.p (*. У) dx dy.
G

Таким образом, биортогональная система многочленов
(18) является нормальной системой.

В заключение параграф а приведем несколько много­
членов Аппеля второго рода. Из формулы (5) имеем

В м (х, у) =  1, Д10(х, у) = l - i - ±-?х, Д01(х, у ) = 1 - ^ р у ,

В и  (х, у) =  1 -  х  +  (2 +  ^  +  т) х»,

В (х и) n  1 2 <» +  *>„ | (2 +  т)(3 +  у) ...
У> 1 р у  +  р ф  -/-I) у ■

При условии if =  a  +  p биортогональная система (18) 
рассмотрена в монографии [II 1.1]. Общий случай рассмот­
рел в работе Г. К. Энгелнса [VI.34].

§ 6. Ряды по многочленам Аппеля

Пусть в треугольной области
G =  {(x, у):  х > 0 ,  у > 0 ,  х  +  у <  1) (1)

определена функция двух переменных / (х, у ) .  Предполо­
жим, что эта функция суммируема по области (1) с ве­
совой функцией

А(х, у) =  х - у - ' ( 1 - * - у ) ' ,  p =  f - a - p ,  (2)
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т. е. выполняется условие

\  \ h (x ,  y ) \ f ( x , y ) \ d x d y < o o .  (3)
'с '

Тогда можно ввести коэффициенты по формуле

Япш =  1 f h  (х , у) /  (х, у) 'Ynm (х, у) dx  dy  (4)
'с

п рассматривать ряд по многочленам Аппеля перво­
го рода

оо п

2  2  а п - к , к ^ п - к , к  (х, у ) .  (5)
п= о  к=0

если ввести коэффициенты по формуле 

Ь„т =  j  j* h (х, у) /  (х, у) Лпт (х, у) dx dy,  (6)
G

то получим ряд по многочленам Аппеля второго рода
ОО П

2  2  Ьп-л.лЧ 'н-л.^х, У)- (7)
п-^о f t-0

Ряды (5) и (7) обладают обычными свойствами би- 
ортогональных н двойных рядов.

В качестве примера рассмотрим функцию

/ ( * ,  ! /)  =  ( ! у ) а, а > — \  —  р .  ( 8 )

Вычисляя коэффициенты но формуле (6),  находим

Ьпт =  f j  h (X, у) (1 — х — у)а А ит (х, у) dx  dy =
G

ш Г f ( l Г ( l - * - ! / ) P+n+ml
JJ («)„(Р>т дх"дут [ xi-“- V —P-m J

_ ( -  l)n+m Г f ( 1 - * - y)P+n+m dn+m (1 -  * -  y)° j _ j__
B W n ( P ) m J J  , 1 - a - ^ l - P - m  ‘ д х ”д у ™ *  У

G

(_,)n+m(_ o)(n+m) p p (1 — x — y)P+° j J /ny
(« ),, (P)m J  J x t - e - n y l - P - m  d x d y ■ ( ° )

О

Двойной интеграл вычисляется аналогично интегралу
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(5.16). В результате получаем

J •ra+n_1 f [ yP+m- i  (1 — х — у)р+а rfi/1 dx =

I

= В(р + а + 1, р + то) j ха+"~| (1 — x)V+m+P+a dx =
о

=  В (р  +  а + 1 , р  +  т ) В ( а  +  п | р +  т  +  р  +  в + 1 ) .  

Подставляя это значение в равенство (9), получаем

Ьпт =  т>' Щ р  +  о +  1, Р +  то) В (а  +  и, р +  р  +

. (— °)(п+т)  Г (« +  п) Г (Р -(- т )  Г (р +  О +  1)
+  то +  а  +  1) (а)п (Р)т Г(а +  Р + n +  m +  p +  o +  l) *

(10)

Из этой формулы следует, что если а — натуральное чис­
ло, то Ь„+т =  0 при п + т > о .  А  если о — дробное число, 
то можно применить формулу (а)„ =  Г (а +  и ) / Г ( а ) .  В ре­
зультате равенство (10) приводится к виду

Г ( -  a - f  п +  т ) Г (а) Г (р) Г (р +  а +  1) . . . .
Vnm Г ( - о ) Г ( а  +  р +  д +  т - ( - р  +  о +  1) * '

Далее, поскольку при фиксированном а имеет место 
асимптотическая формула

то для величины (11) справедливо равенство
_  Г(«)Г(Р)Г(р +  а +  1) Г4 0( 1 \ |  ({2)Mm Г ( - a) (n + m)a+P+*°+P+I [ l"  + m/J*

Таким образом, скорость убывания коэффициентов Аппе­
ля (6) функции (8) зависит от граничных свойств этой 
функции, а также от параметров весовой функции (2 ).

Формула (12) справедлива, если согласно условию 
(3) выполняется неравенство р +  о >  — 1, которое не ис­
ключает случая, когда о — отрицательное число с боль> 
шим абсолютным значением. В этом последнем случае 
функция (8) по ограничена в окрестности гипотенузы 
треугольника (1),  но тем не менее ее коэффициенты Ап­
пеля (6) могут стремиться к нулю достаточно быстро.
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В качестве второго примера рассмотрим функцию
F(x,  y)  =  f  + y \  (13)

Условно (3) в данном случае означает выполнение не­
равенств

а +  ос >  О, fc +  (J >  0. (14)
Применяя формулу (6) к функции (13), находим

Ьпт =  ,f у) (•** ■f Апт (•£» У) d x  dy  —
* G

f г <■ y r . f l T - d * d U. (К )
(«>» <P)m •' J  x  у ~P“ m dx"dym '  '

Из этой формулы следует, что в случае функции (13) 
могут быть отличны от нуля только коэффициенты {ft„o} 
и 1Ь,т). А если а \\ b натуральные числа, то 6„0 =  0 при 
п >  а и Ь„т =  0 при т  >  Ь.

Пусть теперь а — дробное число. Тогда из формулы
(15) получаем

§ 61 РЯДЫ ПО МНОГОЧЛЕНАМ АППЕЛЯ J09

( - 1 ) "  Г Г ( 1 - Х - у ) » * "  ,)пха j  j
ь"‘ ~  Т ч Г  J J ■-» ' I F  d t  dy ~

=  1 И •ce+a" ,Wp- ‘ (1 -  X -  у)р+п dx  dy
G

1 Г1""* 1

" I s S M *-**"1 j  у*-1( * - х - у)р+п<1у \
п о L о J

1
=  в  (Р, п  +  р +  1) J (1 -  х)р+н+'1 dx

О
=  ( ),‘ В (Р, п  +  р +  1) В (а +  a ,  р  +  п  +  р +  1)

dx

I" (я) Г (ft) Г (ос -j- a) f ,  п  /  1 \ ]  
Г ( -« )« * 0+*в+<, [ I » j j ’

Аналогичная формула справедлива и для коэффициента 
Ь«,„. Из этих формул следует, что коэффициенты Аппеля 
зависят от граничных свойств функции (13) и от пара­
метров весовой функции (2). Заметим, что условия (14) 
но исключают случаев, когда числа а и 6 отрицательны.



Глава I V

ДОПУСТИМОЕ
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У РАВНЕН И Е 
Д Л Я  ОРТОГОНАЛЬНЫ Х 
НО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНОВ

§ I. Основной дифференциальный оператор 
и теорема об ортогональности

В настоящей главе рассматриваются ортогональные по 
области многочлены, удовлетворяющие некоторому ли­
нейному дифференциальному уравнению в частных про­
изводных второго порядка. Эти многочлены можно счи­
тать одним из обобщений на случай двух переменных 
классических ортогональных многочленов одного пере­
менного, которые, как известно, удовлетворяют некото­
рому линейному дифференциальному уравнению второго 
порядка.

Пусть даны пять многочленов но двум переменным с 
действительными коэффициентами

а =  а ( х , у ) ,  b =  b { x , y ) ,  с =  с ( х , у ) ,
( 1)

d =  d { x , y ) ,  g =  g ( x , y ) .

Но этим многочленам введем линейный дифференциаль­
ный оператор в частных производных второго порядка

п  д2“ I о 1 Л  . Л  - ,д и  ди  / 0 .Du  =  a —j +  2ЬгГ-т- +  с —г +  d-r  +  g — (2)дх* Ох ду  ду1 dx 3 dy  '  '

и соответствующее ему уравнение
. о .  д2и д2и . ,д и  , du  « ,о\

« ^  +  2 Ь зщ  + + +  <3>

где Я =  Х(х, у ) — некоторый фиксированный многочлен. 
Далее, с целью сокращения записи введем специальные 
обозначения для частных производных

-  W-  (4)

Тогда для оператора (2) имеем представление

Du  =  aD\u  +  2bDLDtu +  cD\u +  dDtu -fc- gD%u. (5)



Используя обозначение (5 ), уравнение (3) представляем 
в виде

Du =  \ u .  (6)
Оператор (5) будем называть основным дифференци­

альным оператором, а уравнение (0) — основным диффе­
ренциальным уравнением,  соответствующим операто­
ру (5 ).

Далее, имея в виду обозначения (4 ), рассмотрим еще 
четыре дифференциальных оператора

Г, =  aD , +  bDr, Г2 =  bDl +  cD2, (7)
A  =  r ,  +  d£ , А г - Ъ  +  gE,  (8)

где E  — тождественный оператор.
Нетрудно доказать, что для оператора (5) имеет мес­

то равенство
Du — A,D,u  + А гО ги. (9)

В самом деле, используя формулы (4 ), (7) п (8 ), на­
ходим

A lD )u +  A 2D2u =

а I и 3 . Л ди . (  l д , д , \ д и
~ [ a l>Z + b ~dt +  d)Tx + \ b ~dZ + c ~fii + e ) d i  =

=  а * ±  +  2 6 +  Сд\  +  d g  +  g p  =  Du. дх* д х  ду ду* дх  ь ду

Следовательно, уравнение (6) приводится к виду
A tD,u +  А гОги =  \ и .  (10)

Пусть теперь, как и в гл. I, определены пекоторая 
односвязная область G и в ней весовая функция h (x ,  у) .  
Рассмотрим функционал

J { P )  =  \  § h (x ,  у ) Р ( х ,  y ) d x d y  (11)
'с

на множестве всех алгебраических многочленов по двум 
переменным. С помощью этого функционала в простран­
стве всех многочленов можно определить скалярное про­
изведение по формуле

(P- ,Q)  =  J( PQ) .  (12)
Будем говорить, что функционал  (11) согласован с 

дифференциальным оператором (5 ), если для всякого

$11 ОСНОВНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР Ц (



многочлена Р(х, у) выполняются условия
J (A tP ) - J ( A tP )~  0. (13)

Эти условия означают, что многочлены (1 ), определяю­
щие оператор (5 ), и весовая функция h (x ,y ), определя­
ющая функционал (11), связаны между собой.

Л е м м а  1. Если функционал (11) согласован с опе­
ратором (5 ), то для любых многочленов Р(х , у) и Q(x, у) 
справедливы равенства

У(/М,<?)=-У«?Г,/>), (14)
J(P A tQ ) = - J ( Q r tP). (15)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формул (7) и (8 ), ис­

пользуя линейность функционала (11), находим
У [Л ,(/><?)] = / [aDt (PQ) + bD,_ (PQ) + dPQ] =

=У [aPD,Q + aQf)J> + bPDtQ + bQI)J> + dPQ] =
= J [P(aDxQ + bD,Q) + Q(aDtP + bD,P) + dPQ) =

= J [PA tQ + Qr,P] = У [PA ,<?] + У [<?Г,Р]. (16)

Поскольку левая часть равенства (16) в силу условий
(13) равна нулю, то из правой части (16) следует усло­
вие (14). Аналогично имеем

J[A Z(PQ)] = J  [bDi (PQ) + cDz(PQ) + gPQ] =
= J [PA ZQ + Q ?гР] = У [PAtQ\ + J [QVtP\ = 0.

Лемма доказана.
Формулы (14) и (15) можно рассматривать как ана­

логи формулы интегрирования по частям для функцио­
нала (11).

Т е о р е м а  1. Если оператор (5) и функционал (11) 
согласованы, а для многочленов и, V, к, р выполняются 
условия

D u ^ fa i, Dv =  \iv, (17)
то для скалярного произведения (12) имеет место ра­
венство

[(Я. — ц)м; i>] = 0. (18)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя тождества (17) и 

формулу (9 ), находим
((>.- ц ) и ;  «;] = (>.«; у ) - ( ц и ;  v) = (Du\ v ) -(D v ;  н) =

= У [v(A ,Dtu + А гОги)\ — У [и (Л ,D,v + А,1)ги)] =
= У [t?yl + У [vA zD2u] — У [и A xDxv] — J[uAtDtv\. (19)
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Далее применяем формулы интегрирования но частям
(14) н (15). В результате из равенства (19) получим

[ (А — Ц)ы; р ]--/ [(Д и )Г |» ] -/ [ (0 1в)1>] +
+ / [ ( а д Г ,ц ]  + / [ ( З Д Г 1и] =

= У [ (D,v) (aD,u + bD2u) + (D 2v ,) (b/),u + с D m ) —
— (D,u) (aD,v + bD2v) — (Оги) (bDtv + cDtv) \ = 0.

Теорема доказана.
Рассмотрим важный частный случай этоп теоремы. 

Предположим, что А. и ц в тождествах (17) различные 
постоянные. Если уравнения (17) имеют нетривиальные 
решения, то числа X н ц называются собственными чис­
лами оператора (5 ). Л если решения этих уравнении 
являются многочленами, то при постоянных и различных 
А, и ц условие (18) в силу формул (11) и (12) приводит­
ся к виду

(и; v) = j  J  h (х , у) и (х, у) v (х, у) dx dy =  0. (20)
G

Следовательно, многочлены и и v , являющиеся решения­
ми основного дифференциального уравнения (3) и соот­
ветствующие различным собственным значениям операто­
ра (2 ), ортогональны с весовой функцией h(x, у) по 
области G, если оператор (2) н функционал (11) согла­
сованы между собой. Поэтому теорема 1 называется 
теоремой об ортогональности.

В связи с этой теоремой возникает вопрос о сущест­
вовании многочленов, которые являются решениями урав­
нения (6 ).

О п р е д е л е н и е . Основной дифференциальный опе­
ратор (5) н основное уравнение (в) будем называть до­
пустимыми, если для каждого целого неотрицательного 
числа п существует такое число Х„, что уравнение

Du =  \nu (21)

имеет п + 1 линейно независимых решений в виде много­
членов степени п .

0-.(х, у), Qm(x, у ), Qn.(x, у) (221

и не имеет нетривиальных решений во множестве много­
членов степени меньшей, чем п.

Заметим, что в системе многочленов (22) второй ин­
декс означает не степень переменной у, как это было в
8  П. К. Суетин
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главе 1, а просто номер многочлена в данной системе. 
Кроме того, если п — 0, то нз формулы (6) следует, что 
нетривиальное решение может быть только в случае 
Я, = 0.

Таким образом, если уравнение (6) допустимо, то су­
ществует последовательность собственных значений

А.» *= О, Ъ ..........К , . . .  (23)
уравнения (6 ), причем каждому значению Х„ соответству­
ет система п + 1 линейно независимых многочленов (22).

Из определения допустимости уравнения (6) следует, 
что все числа (23) различны между собой. В самом деле, 
допустим противное, т. е. = Хт прп т  >  п. Тогда имеем 
DQ*k(x, У)"* У)- Но поскольку т > п ,  то в силу
определения числа имеем Q„k(x, !/)™0, что противо­
речит определению числа Х„.

Предположим теперь, что основное уравнение допусти­
мо, а оператор (5) согласован с функционалом (11). Тог­
да в силу теоремы 1 многочлены {(?„*(£, у)), соответству­
ющие собственному значению Х„, ортогональны всем мно­
гочленам { (^ (х ,  у)), соответствующим другому собствен­
ному значению X™. Иными словами, при этих условиях 
в силу равенства (20) имеем

I* I А (*. У) Qnh (-г. У) Qm.  (х, у) dx dy -  0. (24)
G

С другой стороны, как показано в гл. I, всякая весо­
вая функция h(x, у) определяет последовательность про­
странств ортогональных многочленов

W" Wt, W ........... W .............  (25)

В силу равенства (24) многочлены (22) входят в прост­
ранство Wn. Это справедливо при любом п. Далее, по­
скольку пространство Wn имеет размерность п + 1, а си­
стема п + 1  многочленов (22) линейно независима, то 
эта система образует базис в пространстве Wn. Следова­
тельно, если уравнение (С) допустимо, то все многочле­
ны пространства W„ удовлетворяют уравнению (21).

Рассмотрим монические многочлены степени п
Л » (* , У ) - * —У  + Д .-|(х, у\ к), к —0, 1, . . . ,  п. (20)

Т е о р е м а  2. Основное дифференциальное уравнение 
(6) является допустимым тогда и только тогда, когда при 
каждом целом неотрицательном п существует такое Х„,



что уравнение (21) имеет п +  1 линейно независимых ре­
шений в виде монических многочленов (26) и не имеет 
нетривиальных решений во множестве многочленов сте­
пени меньше п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что уравнение 
(6) допустимо и многочлены (22) линейно независимы 
между собой. Тогда имеем тождество

DQnh(x, y)-K Q „> (x , у). (27)
Для каждого из этих многочленов введем представление

Qnk(x, y) =  Bnh(x, у )+ Н я. 1(х, у; к), (28)

где многочлен Впк(х, у) есть сумма всех старших членов, 
а Я„_,(х, у; А-) — многочлен степени не выше п — 1. До­
кажем, что система многочленов «

В„„(х, у), Я„,(х, у), Впя(х, у) (29)

линейно независима. Предположим противное, что суще­
ствует такая нетривиальная система чисел {в»), что имеет 
место тождество

П
2  в;А .й (х, у) »  о. (30)

к—О
Тогда нз формулы (28) находим равенство

2  "hQnk (х, У)=  2  акНп_х (х, у, к) = //„_! (х, у). (31) 
h—0 к—0

Это выражение есть многочлеи степени не выше п — 1. 
Применим к равенству (31) основной дифференциальный 
оператор (2 ). 13 силу равенства (27) получаем

g 1] ОСНОВНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР Ц 5

D 2  akQnh (х, у) *Л 2  OkQnk (X, у) -  
к=0
= Х„ # п _ 1  (х, у) = (х, у).

Отсюда в енлу допустимости уравнения следует тождест­
во //„_,(х, у ) “ 0. А это противоречит линейной незави­
симости системы многочлепов (22). Таким образом, тож­
дество (30) возможно только при тривиальной системе 
чисел {а»), и система многочленов (29) линейно неза­
висима.

Далее, рассмотрим множество Г„ всех многочленов 
над базисом из (л + 1 )  одночленов {х"“*, ук). Это мно- 
8*
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жество является пространством размерности п + 1. В этом 
пространстве многочлены (29) образуют базис. Поэтому 
для всякого к, удовлетворяющего условию 0 <  к ^  п, су­
ществует такая система чисел (Ьт*), что выполняется 
условие

xn-ky„ _  £  Ь^Ппт(х,у).
т =о

Л теперь .можно ввести многочлены

Pn.h (* , у) =  2  b^Qnm (X, у) = xn~kyh + (х, у).
т  = О

В силу тождества (27) для этих многочленов выполняет­
ся условие

DP„k(x, у) =  К„Р*к(х, у). (32)
Таким образом, если уравнение (6) допустимо, то при 

каждом существует система моннческих многочленов 
вида (20), для которых выполняется условие (32). А если 
существует моиическая система многочленов вида (20), 
для которой выполняется условие (32), то эту систем) 
можно принять в качестве многочленов (22), н уравне 
ние (0) в этом случае является допустимым. Теорема 
доказана.

Из доказательства этой теоремы следует, что в случае 
допустимости уравнения (0) многочлены (22) можно вы 
брать таким образом, что каждый многочлен QKh(x, у) 
имеет порядок (п, к).

Еще раз заметим, что теорема 2 справедлива без ус­
ловия согласованности оператора н функционала н отно­
сится только к дифференциальному уравнению (6 ).

§ 2. Условии допустимости основного
дифференциального уравнения

Основное дифференциальное уравнение
^”u I o l д2“ , д2и , ди . ди . ...а —г +  26 -г-T- + с —г, + d-%- g-r- =  h i (1)Ox1 1 дх ду 0i/ дх ' ь ду '  '

определяется многочленами я, b, с, d, g. Этн многочлены 
надо выбрать так, чтобы уравнение (1) было допусти­
мым. В силу теоремы 2 допустимость уравнения (1) 
означает, что при каждом целом неотрицательном п су­



ществует такое А.„, что уравнение
Da =  А.„ы (2)

имеет в качестве решений п + 1 ионических многочленов
рпЛх, y) =  xn- kyk + /?„_,(*, у ; * ) , к =  0, 1, . . п.  (3)
Т е о р е м а  3. Основное уравнение (1) допустимо тог­

да и только тогда, когда оно имеет вид
(Лх2 + а,„х + aoly + a j  D\u +

+ 2 (Аху +  blox + boty + b0о) D ,0 2u +

+ (АУ2 +  c10.г +  c01y + c00) D\u +
+ (Bx + dw) DjU + (By + gw) D2u = n (nA — A + В) и, (4) 

где коэффициенты
Qkmy bhmi Ckmy d<,o, g « o  ( 5 )

произвольные (фиксированные действительные числа, а 
числа А и В таковы, что при любом целом неотрицатель­
ном р выполняется условие

А р Л -В Ф  0. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что уравнение
(1) допустимо. Тогда существует система монических 
многочленов (3 ), которые являются решениями урав­
нения (2 ).

Степени многочленов а, Ь, с, d, g пока неизвестны. 
Обозначим через а0, Ь0, с0 суммы тех членов у многочле­
нов а, Ь, с соответственно, степени которых больше 2, 
а через d„ и g9 обозначим суммы тех членов у многочле­
нов d и g, степени которых больше 1. Далее, подставля­
ем многочлен (3) в уравнение (2) и учитываем только те 
одночлены, степени которых больше п. В результате по­
лучим тождество

ао (*n' V )  + 2b»jTd~y (xn~hyh) + e0j^ ( x n- hyh) +

+ d* 7 7  (xn~hyh) + I f  (xn~hyk) =  °- (7)

Здесь многочлены
' «о, b„, c0, d„, g 0 ( 8 )

фиксированы и от номера п не зависят. С другой сторо-
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иы, тождество (7) выполняется при любом п и при к — 
-О , 1, п.

Пусть сначала п =  1. Тогда тождество (7) справедли­
во для двух одночленов х и у. Для одночлена х это тож­
дество имеет вид d0 ■* 0. Аналогично для у из (7) имеем 
тождество go«  0.

Предположим теперь, что п =  2. Тогда тождество (7) 
выполняется для трех одночленов х2, ху, у1. Для первого 
из них тождество (7) имеет внд 2а0 *  0. Аналогично для 
одночлена ху из (7) находим 2Ь0 ш 0. Наконец, для одно­
члена у2 тождество (7) приводится к виду 2с0 ■■ 0. Та­
ким образом, все многочлены (8) равны нулю тождест­
венно.

Следовательно, если уравнение (1) допустимо, то мно­
гочлены а, Ь, с имеют степени не больше 2, а многочлены 
d и g — не больше 1, т. е. для этих многочленов имеем 
формулы

а = а10х1 + atlxy + аогуг +  а 10х + а0,у + я00,
Ь =  Ь^х* + btlxy + Ь„2уг + 610х + Ь0,у + Ьоо,
С = С10Хг + СцХу + с02уг + с10х + с„, у + С„о, (9)
d = rf10x + d0Ky + с?оо,
g  =  g t oX  +  g o , У +  g o t .

Далее, из предположения допустимости требуется вы­
вести уравнение (4 ). Но в этом уравнении у многочле­
нов (9) коэффициенты (5) младших членов но связаны 
между собой и являются произвольными. А связь имеет­
ся только между старшими коэффициентами многочле­
нов (9 ). Поэтому, опуская младшие члены у  многочле­
нов (9) и подставляя оставшиеся старшие члены в урав­
нение (2 ), получим

(а^х2 + ап ху + аогуг) — +ОХ

+ 2 (Ъг „X2 + Ьп ху + Ъогу2) +

+ {сг„г8 + сп ху + со2у2) ^4  +ау

+ {diox + d01y) ух + (gI0x + goly) -  = Х„и. (10)

Поскольку многочлены (3) являются решениями уравне­
ния (2 ), то при переходе к (10) учитываются только
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одночлены {xn~hy>'). Пусть сначала и = х". Тогда из урав­
нения (10) получаем последовательно

(агох2 + апху + а01у2)п(п — 1 )х"-2 +
+ (dtox + d0ly)nx*-t =  l nxn, 

(а10х2 + altxy + а„у2)п(п  — 1) + (dlax + dilly)ttx = Л„х\ 
Отсюда следуют равенства

аып(п — l )  +  d l0n =  A.„, а „ ( п -  l )  +  d0i =  0,
(11)

а„ г =  0, а ,, =  d0i =  0.
Далее, подставляем в уравнение (10) функцию и = у". 
В результате находим

(сгохг + ctlxy + согу2)п(п — 1) +(g,oX + go,y)ny =  \пУг,
Сго =  0 ,  Сц ( п  —  1 )  +  £,о =  0 ,  С „  =  g i0 — 0 ,

(12)
, С02п(п — 1)+  =  А,.

Таким образом, нз равенств (11) и (12) имеем условия

‘ Оог = Я|| = dot = с*« =  Си = gto ”  0, (13)
А,я =-n [d ,. + e,o(n — l ) ]  =  n [^ ,i + c„ (ra— 1)]. (14)

Поскольку равенство (14) должно выполняться при всех 
п, то имеем еще два условия dlt = g0l и а20 = си2. В связи 
с этими условиями вводим обозначения

А = а го = Coj, В =  d,0 = g„t. (15)

Тогда равенство (14) приводится к виду
Л„ =  п [Л (я — 1)+ В]. (16)

Подставляем теперь значения (13), (15) и (16) в урав­
нение (10). В результате получим

I В Ах2 3 + 2 ь* +bi iXy + Ь°2У2) +
I К  + А>/ У + + Ну' у̂ = " И (И -  1) + « ]  U. (17)

Пусть теперь и — ху. Тогда уравнение (17) примет вид 

2 (610дг + bltxy + Ьогу2)+ 2Вху = 2(Л + В)ху.

и



Поскольку это должно быть тождеством, то, следователь­
но, должны выполняться условия

Ьы =  602 = 0, Ьц = А.
Итак, все старшие коэффициенты многочленов (9) опре­
делены, н формула (4) для допустимого уравнения дока­
зана. Остается доказать условие (0 ).

Предположим, что при некотором целом неотрица­
тельном р выполняется условие А р + 11 =  0. Тогда при 
п =  р +  1 нз формулы (16) находим А„ = 0. По это про­
тиворечит тому факту, что все собственные числа (А*} 
различны между собой, причем Х0 = 0. Таким образом, 
необходимость теоремы доказана.

Переходим к доказательству достаточности условий 
теоремы 3. Рассмотрим ионический многочлен вида

Рпк (*> У) =  Хп~кук + 2 2  ст ,хт ~>у‘ . (18)
тп—о *=0

Докажем, что при условии (6) и при фиксированных п 
и к можно так выбрать коэффициенты {ст>}, что много­
член (18) будет решением уравнения (4 ).

Подставляя многочлен (18) в уравнение (4 ), получим
у2 р

(Ах3 + a lox + aoly + a j ' — ^  +
ОХ

дгР .
+ 2 (Аху + b10x + Ь01у + Ь00) дх +

д*р
+ (Ау2 + clox + соху + c j  — +

0у

+ (Вх + d00) + (By -f g00)—J ^  =

= л И ( и - 1 ) + /?]/>„*. (19)

Поскольку это должно быть тождеством, то, как обычно, 
вычисляем коэффициенты при одночлене хт~‘у* слева и 
справа и приравниваем их. И результате нмеен
Л ( т  — s) ( т  — s — 1 )ст , + а,„(т  + 1 — s) ( т  — s )cm+1#, + 

+ я„,(т  + 2 — s) ( т  + 1 — s )cm+1,,_ , +
+ aw(m + 2 — s) ( т  + 1 — $)cm+i. , + 2A (rn — s)scm, +

+ 2bi0(m — s) (s +  1 )Cm-fi, ,+i + 2bui(m + 1 — s)scm+1, . +
+ 2b„0(m + 1 —• s) (s + l ) c m+2, + Л «(« — 1 )cmt +
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+ c,o(s + 2) (s + l ) cm+l, + c0,(s + l)SCm + l. ,+t +
+ c00(s + 2 ) (s + l)c m+i, I+, + B(m — s)cm, +

“I” d<M ( rai “f" 1 s) Cm + |' a HsCnif + /Too (  ̂ 1) Cm-н, *+l
= n[A (n — 1)+  B]cm,. (20)

Группируя слагаемые по неизвестным коэффициентам, 
приводим равенство (20) к виду

ст, { Л (т  — s) ( т  — s — 1) + 2А ( т  — s) +
+ As(s — 1)+ В ( т  — s)+  Bs — п [А (п — 1)+ /?]) +

[■ + cm+1. , {at0(m + 1 — s) ( т  — s) + 2b„x ( т  + 1 — s)s + 
к + d„„(m + 1 — s)} + cm+l. ._ ,я„ ,(т  + 2 — s) ( т  + 1 — s) +

+ Cm+j. .«ou(rai + 2 — s) (m + 1 — s) +
+ Cm+i. .+i i2b,„(m — s) (s + 1) + c0i(s  + l ) s  + gM(s + 1)) +
+ 2cm+J. ,+|600(m+ 1— s) (s + 1)+  cM+l><+,c,„(s + 2 ) (s + 1) +

+ Cm+i. .+lCo„ (s + 2 ) (s + 1) =  0 . (21) I
Э то равенство является рекуррентной формулой для вы­
числения коэффициентов многочлена (18), который дол­
жен быть решением уравнения (19). Докажем, что но 
формуле (21) можно вычислить все коэффициенты мно­
гочлена (18). Равенство (21) содержит 8 неизвестных 
коэффициентов

|  С т а ,  C m + l. a ,  C m + l. « - I t  C m + 2, «»

Cm-И, «-Hi Cm+J, ,+ |, Cm+I, t+2i Cm+2, •+*• (22)

Для известных сомножителей этих коэффициентов вве­
дем обозначения

Ami, ^m + l,«f ^ 4 т + 1 ,* _ | »  ^ m + l , » + l i

А™+1 ,*+ 2>  ^ т + 2 , * + 2 "  ( 2 3 )

В этнх обозначениях нижние индексы совпадают с тако­
выми у чисел (22), а верхние указывают номер слагаемо­
го в равенстве (21). Вычислим первое число из системы
(23). Из равенства (21) находим

Ami = A (m* — 2sm + s2 — т  + s + 2ms — 2s* + ss—s] +
+ В т  — n (nA — A -f B) = m (Am — A + B) —

— n(nA  — A + B). (24)

Эта величина не зависит от s. Аналогично две последние 
величины из системы (23) не зависят от т .  Следователь-
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но, равенство (21) можно представить в виде 
Ат^Ст , + + i4m+ii, —l^m+l,»— l +

Ч" Ч" ^m + l, »+ lcm + l,*+ l Ч* ^ т  + 2,* + 1Ст + 2.* + 1 Ч"

+ Л ^ 2Ст  + 1,» + 2 Ч* Л1-/2Сп»+1.*+а — 0. (25)
Поскольку многочлен (18) фиксирован, то величины т  
и s в формуле (25) могут принимать значения

т  =  0, 1, . . л;  s =  0, 1, т .  (2G)

Из формулы (18) имеем равенства
с * - 1 ;  (27)
с -р = 0 , р = 0 ,  1, . . . ,  (к — 1), (к +  1), . п.

Таким образом, все старшие коэффициенты многочлена
(18) известны, причем эти коэффициенты охватываются 
значениями индексов (26). Следовательно, с помощью 
рекуррентной формулы (25) можно определять коэффи­
циенты {сга.>, начиная с номера т  =  п — 1. В формуле 
(25) положим т  — п — 1. Из этой формулы, замечая, что 
Сп+1. . =  0, находим

Ап1.\Сп—|,* Ч" Л„^СП>, -+■ +

Ч" A„̂ t+iCn,i+l Ч" As±2Cn,t+2 — 0.

Это равенство определяет все коэффициенты { с„ _ | ,и б о  
в силу формулы (24) выполняется условие Л*,,1! ,  ф  0.

Далее, в формуле (25) полагаем т  — п — 2 и опреде­
ляем коэффициенты {с„_2, ,). Аналогично из формулы
(25) определяются все коэффициенты {с„„} при условии 
А "  ф 0 .  А в силу формулы (24) это условие имеет вид

Л” ’ = т  (А т  — А + В) — п (пА — А + В) =
=  ( т  — п) [А (п + т  — 1) + В\ ф  0. (28)

Поскольку старшие коэффициенты многочлена (18) оп­
ределяются равенствами (27), то число т  в равенстве 
(28) принимает значения 0, 1, — 1. Следовательно,
условие (28) эквивалентно условию (6 ), которое считает­
ся выполненным.

Таким образом, многочлен (18) определяется одно­
значно при условии (6) и при фиксированных коэффици­
ентах (5 ). А поскольку в формуле (18) индекс к может
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принимать значения 0, 1, 2, . . п, то таких монических 
многочленов получается и + 1 .

Остается доказать, что при условии (6) уравнение (4) 
не имеет нетривиальных решений в классе многочленов 
степени меньше п.

Допустим, что некоторый многочлен степени т  <  п 
удовлетворяет уравнению (4 ). Представим этот много­
член в виде

Qmh {х, у)  =  x m~ hy h + 2 2  ср,з?~*у% +
Р = 0  « = 0

+ 2  < w m~ y .  (29)
*=о

Подставляем этот многочлен в уравнение (4) и сравни­
ваем коэффициенты при одночленах х т~ку к. Поскольку 
при подстановке в (4) последней суммы из равенства (29)> 
не получится одночленов вида x m~ky h, то придем к равен­
ству (25) при условии s = к и Стд — 1. С другой сторо­
ны, из (29) находим ст+„ ,  =  ст+2, ,  =  0. Следовательно, 
равенство (25) в этом случае приводится к виду = 0. 
Л это противоречит условию (28). Таким образом, теоре­
ма 3, наконец, доказана полностью.

§ 3. Некоторые примеры н свойства допустимых
дифференциальных уравнений

В предыдущих главах были получены некоторые диф­
ференциальные уравнения, решениями которых являются 
ортогональные по области многочлены. В начале настоя­
щего параграфа для этих уравнений проверяются условия 
Допустимости.

В § 1 гл. II для многочленов Эрмита—Эрмита (2.1.10)

F n + m.m(x, У)= Н п ( х ) Н т( у )  ( 1)

получено уравнение

I - ё " $  + 2х Й + 2уё  = 2(и + т ) и - <2>

Здесь А =  0, В =  2, и0о = с0о = — 1, а остальные коэффи­
циенты (2.5) все равны нулю. Уравнение (2) можно
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записать в виде

(3)

Тогда вместо (1) получим формулу
/•'«Л*, У)= Нп-к(х)Ик(у), к =  О, 1, п. (4)

Теперь ясно, что =  2п и уравнение (3) имеет п + 1 ли­
нейно независимых решении (4 ). Следовательно, уравне­
ние (3) является допустимым. То же самое можно ска­
зать и об уравнении (2.1.16).

Далее, в уравнение (2.1.23) для многочленов Лагер- 
ра—JIareppa номера п и т  также входят в виде суммы 
п + т .  Следовательно, это уравнение можно представит], 
в виде

А тогда в силу формулы (2.1.20) решениями этого урав­
нения являются многочлены Лагерра—Лагерра

Fnk(x, у) =  Ln-k(x; a )L k(y, р), к = 0, 1, . . . ,  п.

Таким образом, уравнение (5) допустимо.
Аналогично доказывается, что уравнеине (2.1.28) для 

многочленов Лагерра — Эрмнта (2.1.26) также является 
допустимым.

С другой стороны, уравнение (2.1.33) для многочлепов 
Якобн — Эрмита, уравнение (2.1.37) для многочленов 
Якоби — Лагерра и уравнение (2.1.41) для многочленов 
Якобн — Якобн не являются допустимыми прежде всего 
потому, что числа п и т  входят в эти уравнения не в ви­
де суммы, а более сложным образом. Эти три уравнения 
можно записать в виде

Решение этого уравпення при фиксированных и и т  мож­
но представить в виде произведения соответствующих 
ортогональных многочленов, но если менять числа п и т .  
оставляя неизменной их сумму, то параметр X„m будет 
изменяться. Следовательно, уравнение (6) в указанных 
случаях не будет допустимым.

Далее, в § 3 гл. 111 для многочленов Аппеля было по­
лучено уравнение (3.3.13), которое можно представить

о
д 'и  , . л\ди  , / о

- г ^ 7  + ( Х - а _  1)7 х + (^ - Р - V jy  =  nu-
(5)

Dll =  KmU . (6)



з з| ПРИМЕРЫ ДОПУСТИМЫХ УРАВНЕНИЙ 125

В виде
х (х  — 1 )ихх + 2хуиху + у (у — 1 )и '„  +

+ [(V + 1)х — a j и'х + [(V + i)y  — PI «и = П(п + у)и. (7) 

В  :it o m  случае имеем
/1 = 1, /У = f  + 1, a,„ = i»„, = — 1,

а остальные коэффициенты все равны нулю. Поскольку 
многочлен Аппеля, определяемый формулой (3.1.6), име­
ет степень п + т  по совокупности переменных, то реше­
н и я м и  уравнения (7) являются многочлены Аинеля из 
одной пачки таблицы (3.1.15)
* /1„„(х, у), Л„_,, ,(х , у), . . . ,  Л»я (х, у).

Таким образом, уравнение Аппеля (7) является допу­
стимым.

Рассмотрим теперь некоторые общие свойства допу­
стимых уравнений. Как было установлено в предыдущем 
параграфе, коэффнцненты-мпогочлены допустимого урав­
нения определяются по формулам

а =  Лх1 + я,„х + а„,у + а0„, 
b = Лху + Ь10х + Ь„,у +

С = Л уг + С,0Х +  С„{у + Соо, 
d =  Вх + d40, g =  By + g„„.

13 дальнейшем изложении будут применяться вспомо­
гательные многочлены

Здесь использованы обозначения операторов (1.4) и (1.7)

Т е о р е м а  4. Если уравнение (2.1) допустимо, то 
степени многочленов (9) и (10) не более 1, степени мно­

doo — —a , goo =" —Р,

(8)

Ф  =  d — D,a — D2b, $  =  g — l),b — 1)гс, 
(i> = Г,Ь — Г га, о =  Г ,с — Г.Ь,
P =  Сф —  6\f, ^ =  f l lf  —  6ф , 

a  = ac — b1.

(9)
(10)

(11)
(12)

Г, = aDt + Ьйг, Гг = bDt + cDi. (13)



гочленов (11) не более 2, а степень многочлена (12) не 
более 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулы (8 ), (9) 
и (13), находим

Ф = d — Dva — Dtb = Вх + rf00 — -^ (Л х2+ а 10х +

+  a«iУ + аоо) -  Т у ^ У  + Ьм х  + Ь01У + Ьоо) =
= Вх + d00 — 3 Ах — а 10 — Ь01, (14) 

1р =* g — Dtb — D.2c = By + g00 — ^ ( A r y  + blox +

+ К\У + Ко) — —у ( V  + C10x + coly  4  Coo) =

= By + g00 — 3 Ay — bl0 — col. (15)

Далее, с помощью формул (8) и (13) получаем 
о» =* Г ,6 — Г2я = aD,b 4  bDzb — bD,a — cD2a “=■

— {Ax2 + я ,0х + a0,y + floo) (Aу 4- b,0) +
+  (Axy +  bl0x +  b0ly +  b o o )  (Ax +  b o , )  —

— (Axy + bl0x 4  b0iy + 600) (2Ax + a ,0) —
— (Ay1 + C10X + C0iy +  C0o)®oi —

==(610̂ 01 — АЬю — <IoiC|o)x 4"
4* (.‘1 a  jo 4" йв|6)в 4* b o l  Я|о^о1 — C0ta 01) y4*

+ (Оо»Ью + fcoô ot --  ^00̂ 01 fllOb(tt) • (16)
Аналогично, в силу формул (8) и (13), имеем

о — Г,с — Г2й = aD,c + bD2c — bDtb — cD2b =
— (Ax* 4- a 10x + a0,y + a„o)Cio +

+ (Axy 4- b,ox 4- b0,у + bot) (2Ay  + c0i) —
— (Axy 4- bi0x 4- b0iy 4- too) (Ay + bi0) —
— (Ауг + c,0x + c0,y +  с»,) (Ax +  bo,) =

= (b,tCoi — Ь10 — ЛС00 — C,oboi 4* Я|оС|о)х 4"
4" (flUiCio 4* Aboe — b0lb,0)y 4-

4" (яоо^ю b o o C o ,  — b 0 0 b l „ — C t o b o , )  . (17)
Рассмотрим теперь многочлепы (11). С помощью формул 
(8 ), (14) и (15) находим

р *= с<р — =
““ (Ay 4* C|0x 4" Со,у 4  Cqo) (Вх 4  о — 3Ах  — Яю — Ьт)*-—
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— (Аху + biax + boxy + 600) (By + g„<> — 3Ay — b„ — c„ ),
•j =  — bf(i =  (18)

= (Лх1 + аХ0х + аоху + ям) (By + goo — 3Ay — bl0 — c0l) —
— (Axy + b,0x + boxy + 6„) (Bx + daо — ЗЛх — a,* — boi).

(19)

Из формул (18) и (19) следует, что многочлены (11) 
имеют степень не больше 2.

Вычислим теперь многочлен (12). С помощью формул 
(8) получаем

a  = ас — Ь1 =
«= (Ах2 + а ,0х + а01у + а00) (Ay- + clex + е0)у + см) —

— (Лху + Ь10х + Ь01у + Ьм)г -
-  Лс10х* + Л (с0, -  2610) х2у + Л (а ,0 -  2Ь01) ху*(+

+ Л<10,у* + (^оо  + « 10*10 — bio) ** +
Ч" (a iocui “Ь floicio 2Л6|(0 2Ь016,0) ху +

+ (aoi^oi Ч ^oi) У* "Ь ( « ю̂ оо 2ЬюЬ00 + я00С|0) х +
К л , ,  ~bunbol + aoncol)y  + ( я «огип о̂о)• (20)

Теорема доказана.
Многочлен (20) играет важную роль в дальнейшем 

изложении свойств допустимых уравнений. Для коэффи­
циентов этого многочлена введем обозначения ( a w), где 
первый индекс означает степень переменной х. а вто­
рой — переменной у. В результате многочлен (20) пред­
ставляется в виде

а  = а (х , у) = а,„х5 + а цХгу + а Хгхуг + а» ,у* +
+ а2о*1 + ачХУ + а »гуг + аю* + a0ij/ + а„. (21)

Как известно, при изучении уравнений математической 
физики многочлен (21) определяет тнп уравнения в част­
ных производных.

§ Аффинные преобразования аргументов 
основного дифференциального уравнения

Сначала рассмотрим основное дифференциальное урав­
нение
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без условия допустимости. В этом случае все коэффнцл- 
енты его

я (х , у), Ь(х, у), с(х, у), d(x, у), g(x, у) (2)

являются произвольными многочленами по двум пере­
менным.

Вместо переменных х н у  введем новые переменные 
| и г] по формулам

х =  q „ l + Ч,гГ] + <7„, у =  ЯиЪ + Яиц + q*>- (3)
Будем считать, что все коэффициенты действительны и 
определитель q системы (3) отличен от нуля. Тогда су­
ществует обратное преобразование

I =  />П* + рпу + Г] = рих + рг2у + рго, (4)

причем определитель р системы (4) отличен от нуля.
В уравнении (1) перейдем к новым переменным. 

Прежде всего, заметим, что многочлены (2) преобразуют­
ся в новые многочлены

я ( £ ,  Ч ) .  Б ( £ ,  Ч ) .  с (Ь, ц ) ,  Я (%, г | ) , g (  1 ,  t i ) .  ( 5 )

Далее, вводим обозначения
и (х, y ) = u ( q ,,| + ^,2rj + 71о, qz, l  + qlzr\ + q») =

= * U . П), (6)

О , - * .  D , - ± .  (7)

В результате, учитывая формулы (4 ), (6) и (7 ), находим
<v

,, ди ди дЪ, , ди д n . Ti , "7̂  \ ~
° ' и =  тх =  т,iT x  + 7 ;] i i  =  iPilD l + Ри° г)и'

<ч»
гл ди ди d t , ди д  п , 'Г; ТС v ~

D*u =  7 ?  =  dt o f  + 7^ =  (рп ‘ 1 Pii **
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U\u  = Iff = (P n D l  + Р и Ъ г)2и,
OX

D\u = ^  = (PhD, + ptlDt)2 u,
dy

DfDiU -=

~  \Pi\V\iD\ + (PuPtt + PuP\*)DxDt + PtiPuD-i] u. 

Подставляем все эти производные в уравнение (1 ). Тогда,
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учитывая обозначения (5 ), получим

+

+ д 'и
дг\

+

( о ̂  \
г Я М  , „ д  и . 2 9 и 1

+ 2РпРпоьГц + Р п - ^ )

[
д*и 0~

РпРи'^Т  + (РпРи  + P t l P l l ) ^  + РиРп

, 2 9-и  , „  d 2u  , 2 \ ,
+ ^ / > i , ^ r + W . . 5| r , + ' ’» ^ J  +

+ г (А>1|^ + р . 1 ^ ) +  + (») 

Введем для кратности обозначения

“о =  <*Рп + $>рп р1г + ер?,, (9)

К  = “РпРи  + l>(PuPu + РиРп) + е Р и Р т  (*°)
с» = ар\ 1 + 2брп рп  + с/4 , (П)
rf„ = Дри + gP*z, g* = Зрг 1 + № 2. (12)

В силу этих обозначений уравнение (8) представляетсяв виде
v u I OL v и I У М , 1 »/и . а / I О\

а°^Г + 26<>5рп + + 4>^Г + 0̂ 777, = *«. (13)

Напомним, что это уравнение получается из уравнения 
(1) при замене переменных но формулам (3 ). При помо­
щи этих же формул дифференциальный оператор

D = aD\ + 2 bD^D, + cD] + dDx + gD.t (11)

преобразуется в оператор

D =  a0D\ + 2bllDlDi + c0D', + d0Di + (15)

Пусть теперь в области G дана весовая функция 
Л (аг, у). Тогда на множестве всех многочленов определя­
ется функционал

J  (Р) *= f J* Л (-г, у) Р (х, у) dx dy. (16)

w  J L — ... . w „  _
G и весовую функцию h(x, у) соответственно в об­
ласть G и весовую функцню 7i(\, i)), которые определяют
9  II. К . Суетни



функционал

/(/>) = J  !!)/>(£, 4 ) d ld n. (17)
с

Т е о р е м а  5. Если функционал (16) согласован 
с оператором (14), то после невырожденного аффинного 
преобразования (4) функционал (17) будет согласован 
с оператором (15).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласонанность оператора (14) 
и функционала (16) означает, что для всякого многочле­
на Р(х, у) выполняются условия
. J (A tP ) = J ( A zP) =  0, (18)

где в силу формул (1.7) и (1.8) имеем

Л , = aDx + bD, + dE, А ж-  bDt + cDt +  gE. (19)

Рассмотрим аналогичные формулы для оператора (15). 
В силу обозначении (7 ), (9 ), (10) п (12) находим

Л, =  а0О, + baD2 + d0E =

= [ар] 1 + 2Ъри рп  + cph) £  +

+ laP llP tl + ’й(РцР22 + РцРч) + CPllPiA ^  +

+ (?Р п  + gPli) Е -  />,,« (/>„ -ц  + р.п +

+  Р 1$ ( Р ы Ц +  P i2 - J ^ j+  Pi&^Pl l  ^  +  P il- J T ,)  +

+ ^ и  -Ц + P a  + (pn d + Pl2g) E =

= Pn(aD l + bD, + dE) + Pl2 (bDl + "cD2 + "gE) —

= P n^i "Ь P i2^ f (20)

Аналогпчпо с помощью обозначении (I I )  и (12) доказы­
вается формула

=  РиА I + PziA 2» (21)

Таким образом, вспомогательные операторы (19) при 
аффинном отображении (3) преобразуются ио формулам 
(20) и (21). Используя эти формулы и условия (18), на­
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ходим равенства
7 (Л \ Р )  =  W/I lpltJ ( A tP ) +  PtiJ ( A tP ) ) - 0 ,  

7 ( Л гР ) =  I7 I [puJ(AtP ) +  P * J (A tP ) ]  =  0 .

Теорема доказана.
Т е о р е м а  G. Если уравнение (1) допустимо, то по­

сле невырожденного аффинного преобразования (3) урав­
нение (13) также допустимо, причем главные коэффици­
енты А и В допустимого уравнения инвариантны при 
этом преобразовании.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустимость уравнения (1) 
означает, что его коэффнцнепты-многочлены (2) опреде­
ляются формулами

а =  Ах1 + аХЛх + а»,у + а„0| 
b =  Лху + Ь10х + Ь0,у + 0̂°|
С =  Л уг +  С|оХ +  с01у +  с0 о, 
d = Вх + d00, g = By + g00.

Рассмотрим аналогичные многочлены для уравпепия (13). 
Используя формулы (9) и (3 ), находим

Я« = я/>? 1 + 2ЬРпРп  + с/>*2 -  Ар\х {qn l  + д„т1 + 71о)2 + 
+ 2 Apu pn (qn \ + <7I2il + ql0)(qu l  + qu  i\ + q20) +

+ Aph (qu t  + 722i] + q,0)2 + Qx (5,11) =
= A[p\l {q\x\* + r/^ll2 + 2qxxqxil\\) +

+ 2/>,,/>i2(<7n72i£2 + <7ii722^1 + 7i272i£n + 7i2722’l2) +
+ Pi2 (72l^2 + 7221)2 + 272,722^1)] +  Ql (S, 1)) -

=  A [(p2lxql 1 + 2pxxpxiqxxqix + p l t f n ) ?  +

+ 2 [/>ii7n7i2 p x\P\2 (7117гг + 7i272i) + Л12721722] 4*

+ {pW\2 + 2/>,,p127i2722 + p W n )  42l + Ql (5, 4 ). (23)

13 этой формуле через £>i(£. 11) и Qi(\, 11) обозначены 
некоторые многочлены первой степени. Далее, поскольку 
преобразования (3) и (4) взаимно обратпы, то справед­
ливы равенства

7 и  =  Ргг/Р, 7 и  =  — P J P ,  721 =  — P i JP ,  qn  =  Pnlp .
(24)

О»
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С помощью этих равенств вычисляем коэффициенты 
и формуле (23). Имеем последовательно

Р п Ч п  +  ZPiiPnQitfu +  P lrih  “

=  —j" (P iiP tt “ P11P12P22P21 +  P12P21) =
P

Pu<Ixi<l\2 "t" P11P12 (7 l l7i l  "b (/12*72 1) +  P i i (l 2 l(l i 2 =

= —7 [ — Р\\РггРп + P llP ltiP u P ll + PltPll) P\2P2 lP 11 ] ”  0» 
p
Р^Ч^г  +  ^ P i  \P  12Ч12Q22 +  Р4Ч22 =

— —2"(P llP it — -PuPw PnPll "f" PitP ll) =• 0. 
p

Аналогично по формулам ( 10 ) —( 12) с помощью ра­
венств (2 '») вычисляются н остальные коэффициенты 
уравнения (13). В результате вместо (22) получим фор­
мулы

а0 =  Л%г + а, + я„0,
Ь„ = Л£ц + Ь,„% + 50i4 + 5 00} /9"\
С„ =  Л I]2 +  ?,,,£ +  С01Ч +  ?00,
dt = П\ + Зм, g„ = lh\ + |00.

Теорема доказана.

$ 5. Преобразование коэффициентов 
характеристического многочлена

В конце § 3 был рассмотрен многочлен третьего по­
рядка

а (х , у) = ас — Ьг =
= а « х 5 + ацхгу + а ,гхуг + а^у3 + а^х1 + а  „ху +

+ ЯогУ1 + а ,0х + а  „У + а и0. ( 1)
Этот многочлен составлен по старшим коэффициентам- 
многочленам допустимого уравнения и поэтому называет­
ся характеристическим многочленом допустимого уравне­
ния. Приравнивая его нулю, получим характеристическое 
уравнение

132 ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ (ГЛ. IV

<*(*, У ) = 0 .  (2 )



Если в допустимом уравнении произвести невырож­
денное аффинное преобразование независимых перемен­
ных, то оно приведется к виду (4.13). Вычислим харак­
теристический многочлен для прообразованного допусти­
мого уравнения (4.13). В силу формул (3.12), (4.9) — 
(4.11) имеем

(£’ ']) =  аис0 Ь0 =
= (ари  + 2bPtiPn + cp]2) (aph + 2Ьри ри  + ~ср\г) —

— [аРцР21 + b (РцРи + РпРп) + срп р.п \г =

= « с (pfip}2 + p\2p\i — 2РпРнРмРп) +
+  b1 14Р и Р п Р и Р г г  ~  (PuPaa +  P n P i x ? \  =

= (а с  —Ъ )(р п р „  -  P ixPitf =  (ее  -  # ) P* = P2a (5. n). 
(3)

Здесь, как обычно, введено обозначение

<*(£. ll) = а(9п& + 9.гЛ + 9г.| + дггП + ?го). (4)
Поскольку при невырожденном аффинном преобразова­
нии р Ф 0, то нз формул (3) и (4) следует, что характе­
ристическое уравиеинс '

а»(1 , ч) = /<*(£, П) = 0 (5)
преобразованного допустимого уравнения (4.13) получа­
ется из уравнения (2) простой подстановкой

* =  ЯчЪ + 0.*п + ?.«, У =  ЯиЪ +  ЧггЦ + Чго. (б)
Таким образом, уравнения (2) и (5) аффннно эквива­
лентны. Поэтому можио рассматривать задачу упрощения 
уравнения (5) по сравнению с уравнением (2) путем со­
ответствующего выбора аффинного преобразования (6 ). 
Иными словами, необходимо так выбрать аффинное пре­
образование (6 ), чтобы многочлен (3) максимально упро­
стился по сравнению с многочленом (1 ). В связи с этим 
рассмотрим многочлен (4 ). Используя формулы (1) и 
(6 ), находим

«(£. Ч)= «jo(9ii£ + 9i2n + Чю)3 +
+ a2.(gi.£ + 7i2>i + q,o)2(qt,l + 922П + g2„) +
+  а ц ( ? п £  +  9 .2П +  9 ,0) (</2i£ +  qiiT] +  q 2oV  +

+ a a3(qltl  + tf2*n + qt*v + a  l0(4u l + </.2>| + </.o)2 +
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+ а , ,  (</,,£ + 9 ,211 + 7 ,о) (q2,b + 7г1’1 + 7ю) +
+  а „ г (7 2|| +  7 2 2 Л +  7 ы У  +  а ,о ( 7 п !  +  7<2Л +  7i") +

+  GCoi (7 г«ё  +  7224 +  7 го )+  «■>«• ( 7 )

После элементарных преобразований многочлен (7) мож­
но представить в виде

>ч« *ч» »ч* <v <v »v
a ( l ,  n) = aio|J + a z.£: 4 + otufcn1 + а 0И13 + а 20£г +

+ a n in  + а^гП2 + “ i»l + «о|Ц + Ооо. (8)
При этом нз равенства (7) для коэффициентов многочле­
на (8) получаются формулы

“ зо =  «зо7?1 +  a J i 7 i i 7 i i  +  a i i 7 n 7 t i  +  « о з 7 и . ( 9 )

« «  =  «зо  3 g ? i7 i2  +  « 2 1  ( я п Ч и  +  2 7 i , 7 i * 7 i i )  +

+  « i s  (7 ? i7 i2  +  2 7 u 72 i7 22) +  « и З ? * ! ? » '  ( 10) 

« 1 2  =  «.10'^7ll7l2 +  « 2 1  (721712 +  2 7 l l 7 1 2 7 2 2 ) +

+  « 1 2  (7 и 7 га  +  ^ -Я п Ч и Ч гг)  +  « M - ^ i ? * ! .  (И )

« 0 3  “  « 3 o 7 l J  +  « 2 l7 l2 7 2 2  +  « 1 2 7 127 22  +  «037*22» ( 1 2 )

« 2 0  =  « a * 3 7 iig »o  +  « 2 1  (7 ii7 2 o  +  2 7 n 7 io 7 2 i)  +

+ “ 12(721710 +27n72i72o) + аоз%2172о +
+ «2o7ii + «h 7 ii7 2 i + « 02721. (13)

«4/

an  = « 3067,1712710 +
+  a 2i2 (7 ,u 7 i272« "I" Ч и'Ч пЯ гг  7u7i272i>) +
+  a 122 ( 7 , ,7 2272„ +  7<272i?2o +  7 2 1 7 2 2 7 1 »)

4" 0tuj(j72i72272» + Ct2*27u7n +
+  « и  (7n722 +  7 1 2 7 2 1 )+  a 022 7 2, 7 22t (14)

« 0 2  ~  «3o'^7i27io +  « 2 1  (7i27»o +  -ЧпЧггЧха)  +

+  « 1 2  ( ' h i l i a  +  ^ЯнЧггЧго)  +  «os^72j72o +

+  « 2 o 7 * 2  +  « I l 7 l 2 7 2 2  +  « 0 27*2> 0 '* )  

« 1 0  =  «3o^7u 7io  +  « 2 1  ( 7 2  i7to +  2 7 ,07 n 7 20) +

+ « 12(711720 + 272o72i7io) + «03^721720 +
+  « 2o2 7 .«7 u  +  « 1 1  (7io72i +  7п 7г«) +

+  «02“ 72072l +  « ю 7 и  +  «01721. 0 * ')
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® o i =  a So3 7 i*<7io "Ь «21 ( 7227м  4* 27io7i272<>) Ч-

+ «12 (71 а7?о + 27,07207,-) + <*"&1пЧ1о +
+  п . . ц - ' ! ю712 « и  (7ю722 "Ь 7|г72о) Ч"

+  0Со17 1о7 2 ]  +  a io 7 i2  Ч « 0 (7 2 2 ' 0 0  

«оо = «зо71 о + a 2i7io72o Ч «127ю7го +

+  «о з7 го  +  « 2 о7*2о +  « h 7 io72o +  « 0 2 7 * 0  +

"I” « ю 7 ю  Ч" «0 1 7 2 0  Ч  «00"  0 ^ )

Во всех этих формулах коэффициенты {се*,} многочлена 
(1) фиксированы, а параметры {</»,} преобразования (6) 
требуется выбрать таким образом, чтобы наибольшее чис­
ло коэффициентов {'«*,), определяемых формулами (9) — 
(18), обращалось бы в нуль.

По старшим коэффициентам характеристического мно­
гочлена (1) определим вспомогательный многочлен треть­
его порядка

R(t) =  a ,0t3 + а 2|*г + а , + ot„i (19)
и соответствующее уравнение

R ( 0 - 0 .  (20)
Кроме того, рассмотрим еще один многочлен

/?, (т )=  а „  + a 2|t + etui2 + a 0stJ (21)

и соответствующее ему уравнение
Я ,(т )= 0 . (22)

Из формул (19) и (21) следует равенство
/ ? ( 0 = f 5/ ?,( l/ 0  =  (l/Ts)/?,(T), т -1 / 1 . (23)

Дифференцируя это равенство, находим

Д '( 0 - 3 < 2Я ,(1/0-< Д |(1/ 0. (24)
Предположим, что /, есть отличный от нуля корень урав­
нения (20). Тогда из равенства (23) следует, что число 
t i =  1 /<, является корнем уравнения (22).

Будем рассматривать отдельно различные случаи в за­
висимости от свойств корней уравнения (20).

1. Пусть уравнение (20) имеет три различных дейст­
вительных корня
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*2, t „  (25)



причем будем считать, что t, Ф 0 и Ьг Ф 0. В этом случае 
коэффициенты аффинного преобразования (6) можно 
выбрать при условиях

7 l l  =  ^l7»l> 7.2 =  1гЦгг- ( 2 6 )
Предположим, что числа <y2i и </22 отличны от нуля. Тогда 
для определителя системы (6) имеем

V 21 *Ла

136 ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ (ГЛ. IV

чг1 ЧиЧ-и (^i М э^О . (27)

Л теперь подставляем первое из равенств (26) в фор­
мулу (9 ), В результате получаем

«зо *= <WMi + ati î7*i + ®n î7*i + аоз7*1 =
= 7 n « (M  = 0. (28)

Аналогично, учитывая второе из равенств (26), из фор­
мулы (12) находим

« о з  = 7 « Л ( / 2 )  =  0. (29)
Таким образом, если уравнение (20) имеет три различ­
ных корня (25), то можно так выбрать аффинное преоб­
разование (6 ), что выполняются условия

Яю — а», = 0. (30)
При этом коэффициенты qu и ц1г лишь отличны от нуля, 
а в остальном произвольны. Докажем, что эти коэффици­
енты можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись 
еще два условия:

ОС21 =  Я|2 “  —т1. (3 1)
В самом деле, из формулы (10), учитывая равенства

(26), находим
а 21 — ОС3032\Чг ̂ гЧи "I" a 21 U iq ltfn  + -^Чг^гЧи) +

+ tt12 (7*i^rfa2 + 2^5*1 qi2) + «03^721722 =

= 7*i72* [3«зо^1^2 + а л  ( 2 1̂/2 + *1) +

+ a i2 (2*1 + t-i) + 3a01] = 72i722 I *2R' (*1) +

+ <?^a21 + 2 a ,2 ■— + За03^ ) ]  =

-7Ь7..[<.Д'<<1> + < 1Л ;(-^)]. (32)



С другой стороны, учитывая тот факт, что t t — нуль мно­
гочлена R (t), a Ti =  l/<i — нуль многочлена Нх(т), нз 
формулы (24) имеем равенство

t A  (i/<i) = Э Д  (1 //,) -  /?' (/,) = -  п' (*,).
Подставляя это значение в равенство (32), получаем 

a 2i = ЧмЧг-г (t-i 11) В (/j). (33)
Аналогично из формулы (11), учитывая равенства (24) 
и (2G), находим

“ и  =  721722 [З О м *^  + а 21 (/J +  2 t,t2) + а  12(/, +  2/2) +  

+  З а03] -  72,7*2 | * i^ ' (*,) + t\R[ ( - i - ) j  =

“  7219*2(^1 — ti)R  (I*)' (34)
Таким образом, в силу формул (33) и (34) условия (31) 
приводятся к виду

« 2 1  =  7 ll? 2 1  (^2 l l ) R  (^l) =  —

«12 = 7ti7*a (̂ 1 *2) ^  (*2) =  !•
Из этих условий коэффициенты qu и цгг определяются 
однозначно. Разумеется, вместо условий (31) можно вве­
сти условия ос2| = а и а ,2 = 6, где а и Ь — любые отлич­
ные от нуля числа.

Далее, в аффинном преобразовании (6) остаются 
произвольными два числа qla и q2„. Докажем, что эти чис­
ла можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись 
условия

СС20 = а„г = 0. (35)
В самом деле, приравнивая пулю правые части ра- 

веиств (13) и (15), получим систему уравнений

(Звц7и + 2 ал 7 „ 7 21 + a it9 ti) 9ie +
"Ь («2 i7 u  + 2 a ttqt lqt l + 3a03721) 720 =

= ®2o7u a n7n72i «ог7*1» (36)

(3«Je7ia 2«2l7l2722 "b « 129*2)710 "b
+  ( « 2 1 7 Г2 +  2a,.//l2 (/i2 +  З а 0372а) 7го ==

= -  «2o7l2 -  «11712722 -  “ 02722- (37)
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Н силу равенств (2'i) и (20) определитель этой системы 
имеет вид

А =  (Зссао** +  2 oc21*i +  « и )  7 м  X

X («21<г + 2 а и<2 + Заоя) 7*2 —

— (^®зо̂ 2 + 2ос21/2 + ®и) <]гг (®2i^i "I" “« 12̂ 1 + ^®о>) ?и  =

-  qW n [* ' (М (-£-) -  Л' (<■) М  ( f ) j  =

=  ?!1?!2(<1 -< 2 )й ' ( ' . ) Я ' ( « . ) ^ 0 .  (38)

Поскольку определитель системы уравнений (36) и (37) 
отличен от пуля, то коэффициенты qxa и qi0 можно вы­
брать таким образом, чтобы выполнялись условия (35).

Таким образом, если уравнение (20) имеет три раз­
личных действительных корня (25), то аффинное преоб­
разование (0) можно выбрать таким образом, чтобы вы­
полнялись условия (30), (31) и (35), т. е.

•V »  «V «Ч» «V
Otjo = а0а = 0, а2, = а ,2 = — 1, а20 = а„г = 0, (39)
2. Предположим теперь, что уравнение (20) имеет 

один простой корень tx и один двойной корень f2 = U. 
Тогда поскольку корней два, то условия (30) выполняют­
ся, а из формул (33) и (34) следуют равенства

012, — —1, «12 =  0, (40)
причем одни из коэффициентов q2l или qu остается про­
извольным. Далее, поскольку теперь один нз корней двой­
ной, то условие (38) но выполняется. Поэтому вместо ус­
ловий (35) рассмотрим условия

«20 =  0, а „  = 0. (41)

В силу формулы (14) второе нз равенств (41) приводит 
к  уравнению

[6а,0?,.?12 + 2 а2|(ди?21 + qnq»)+ 2aLx2qlxq2l]qxa +
+ [2a2t7..<7.2 + 2a,2(g,i92i + 921712)+  6ао,7*,7м]7м =

= 2<X2u7ii7u а,, (</1,7-2 + 71272,)— 2а02 72,7г2. ( 2̂)
Вычисляем определитель системы уравнений (30) и (42). 
Аналогично формуле (38) получаем

Л| = + 2а u t l + а 12) 721 X
X  2721722 [сс21<1/2 +  а 12 ( /t +  / 2) -|- За03) —
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— 2 7 2 i7 *a [3 «so*i*2 +  «2 1  (*i 4* *2) +  « 12) X  

X  ( а 2,*? +  2 а , А  +  Заиз) 7*1 =

=  -ЧпЯп (* i) («21^1^2 «12 (* i +  *г) "Ь З а и;1]

*1^1 |'~ j ['1а30*,*2 + «21 (^i "Ь 2̂) ~Ь «12lJ =

“  -'lil'hiR  (*l) [ « 21*1*2 + «12 (*1 + *2) + Зао3 +
+  За 30t\t., +  а  2,<? +  а.,,*,*, +  a , J ,|  =

=  2qhq2tR ’ (*,) [/ ,(З а 30<? +  2 а ,,* , +  а , 2) +

+  (З а03 +  2 а , J ,  +  а 2,* ,)] -

■= 27?17« Я ' Ц У * '  (*.) + t\R[ ( 7 ^-)] =

- 2 g J i 7 « № ' (*,)]* ( < . - < 1) #  0 - (43 )

Поскольку определитель системы уравнении (36) и (42) 
отличен от нуля, то эта система имеет решение, при ко­
тором условия (41) выполняются.

Таким образом, если уравнение (20) имеет один про­
стой и одни двойной корни, то аффинное преобразование 
(6 ) можно выбрать так, чтобы выполнялись условия

a J0 = a UJ = 0, a 2, =  — 1, a 12 = a 20 = a , ,  = 0. (44)

3. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (20) 
имеет один тронной корень f„ т. с. выполняются условия

R (*l) “ «30*1 + «2 1*1 + « 12*1 + « 0.1 — °. (45)
IV (f,) =  3aJ0ff + 2a2,*, + a , 2 = 0, (46)
It" (* ,)= 2 (3 a 1„*1 + a . , ) = 0 .  (47) 

P> этом случае из формулы (24) имеем

я -  (о  -  о т ,  (± ) -  / ,«; ( J . )  + 1  л ;  (4 ) . (48)

Положим теперь * = *, в формулах (23), (24) и (48). 
В результате, используя условия (4 5 )—(47), получим

л ' ( т г ) - я : ( т ) - л : Ш - ° -  т
А теперь снова используем равенства (26), где *2 Ф *,, но
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уже Н(12)Ф  0. Тогда из формулы (9 ), как  обычно, нахо­
дим

“ по = 7*1Д (*i) =  (50)
Далее, из формул (32) и (34) имеем равенства

«21 = 721722 2п ’ (М + l \Ri (51)

«12 = ЧиЧ-и (^2) + 2̂^1 j j .  (->2)

В силу условий (49) нз (51) находим a 2t =  0. Аналогич­
но с помощью условий (46), (47) и (49) получаем

«12 =  7н7*2 [*» (З«30*1 + « 21) + 2f2(«21*l + « 12> +

+  ( « 12*1 +  3«0з)1 =  721722 [<2/г" (<1 ) 7  —

- M 2 « ’ ('i) + * i t f ( - i - ) l ] = 0 .  (53)

С другой стороны, нз (12) имеем

«м  = 7мД (<*)• (54)
Далее, используя условия (26), из формулы (15) находим 

«(12 =  7*2 j^7l0^ (^2) +  720*2^1 ( ~ )  +

+ ( « 20/| + a n f, + а ог)1; (55)

В формулах (54) и (55) произвольны величины t2,
7го, Чгг- Сначала фиксируем t2 так, чтобы обо производ­
ные в квадратных скобках были отличны от нуля. Затем 
выбираем q,„ и q20 так, чтобы вся сумма в квадратных 
скобках была равна нулю. После этого выбираем q22 так, 
чтобы все произведение (54) было равно единице. В ре­
зультате получим = 1 , a u2 =  0.

Таким образом, если уравнение (20) имеет один трон­
ной корень, то аффпинос преобразование можно выбрать 
так, чтобы выполнялись условия

*4# <v <v «V
а 3о = 0, a 0s = l ,  a 21 = a 12 = а„г = 0. (56)
4. Допустим теперь, что уравнение (20) имеет два 

простых корня t, и t2. Это возможно только при условии
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ccj„ = 0. В этом случае можно снопа использовать форму­
лы (2(5). Если оба корня <, и t2 отличны от нуля, то все 
формулы и рассуждения из первого случая переносятся 
без изменении и на этот случай. В результате и в этом 
случае имеем условия (39). А если, например, tz — 0, то 
имеем условия a J0 = a«j = 0. При этих условиях можно 
считать, что характеристический многочлен достаточно 
упрощен. Но, конечно, можно пойти и дальше. При усло­
вии <г «= 0 произведем замену по формулам (6 ). Приме­
няя равенства (26), получим

х  =  Ч ч \  +  9ю . У =  < b £  +  +  Чго.

Остальные все формулы и выводы сохраняются. Таким 
образом, и в этом случае имеем условия (.49).

5. Предположим теперь, что уравнение (20) имеет 
одни двойной нуль 11. Тогда равенства (45) и (46) вы­
полняются, п вместо условий (49) получим условия

В результате из формул (50) и (51) получим а 50 = а 2| = 
=* 0. Далее, из формулы (48), учитывая условия (57), 
находим

Следовательно, из средней части равенства (53) имеем

Поскольку /?"(/,)=^0, то выбором параметров можно 
обеспечить условие a 0j = a t2= I.

Докажем теперь, что параметры qta и q,a в преобра­
зовании (6) можно выбрать таким образом, чтобы вы­
полнялись условия

а»! = а ,, = 0 . (58)

В самом деле, из формулы (37) при условиях (26) 
имеем

(57)

/T(<i) = (i/t,) R\ (I//,)-

a i2 — Ч21Ч22 ■> [*2В (<i) — 2 tl t.l R (<,) +

+ t\R" (/,)] = qu q\t 1  R" (/,) (*, _  t iy .



Аналогично из формулы (42) получается равенство 
2[За30<,/2 + otzi ( < I  + t2) 4- а ,2]<у,„ 4-

■Ь 2 [otji/|/2 4* a ,2(tt 4" f2) 4* Зам] 720 =  с2. (60)
В этих двух равенствах правые части не зависят от qu
и 7 .0.

Далее, поскольку в данном случае уравнение (20) 
имеет только один двойной корень /, и больше у  него 
корней нет, то имеем а 3» =  0 . Поэтому, не нарушая общ­
ности, можем считать, что это уравнение имеет вид

R(t) =  a 2it2 4- a )2f 4- a 0J =  (at 4- Ь)г.
Отсюда следуют равепства

а 2| = аг, а )2 =  2ab, а*, =  Ь2,
R' (t) =  2а (at 4- b), R, (т) -  агт 4- 2айтг 4- b2Is,
П[ (т) = оа +  4аЬт 4- 3£гт2.

С помощью этих равенств находим формулы

ф {[ =  d 4 l 4- Aabt, +  3Ь1 =
a t .+  31>

= a t, (at, + b) +  3b (at, +  b) =  R' (t,) — .

2 (a .itl 4- a ,,/2 4- a ,2) = 2(a2t{ 4- a2tz 4- 2ab) = I t '( t .) ,
2 (a-t^ , - f  2abtl 4- 2abt, -j- 3ft3) =

/ 2 b\  e / ,4 - 2 6
= 2a (at, f  b) ( t t +  %■) -  R' (t,) - L i — .

Подставляем найденные значения коэффициентов урав­
нений (5!)) и (00). В результате получим систему урав­
нений

я/,4-36
Л' (t >) 7 ю 4- R' (t, ) — ^ —  72«. = Ci,

at -f 26
R (t-i)qio 4- R (t<) - 7зо= c-i•

Определитель 3 T o ii системы имеет вид

4<i

Следовательно, условия (58) выполняются при соответ­
ствующем выборе коэффициентов ql0 и д20.
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Таким образом, сели уравиенпо (20) имеет один двой­
ной корень и не имеет других корней, то аффинное пре­
образование (6) можно выбрать так, чтобы выполнялись 
условия

аю =  0, a„i =  а , г =  1, а 21 =  а 0г =  а ,,  *  0. (6 1)

6. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (20) 
имеет только один простой действительный нуль ft. 
В этом случае имеем

/?(/,)= /?,(1/л) = о,
R' (/,) =  _ / ,/ ? ; ( i/ м  ф о .

Условие (43) в данном случае выполняется. Поэтому из 
равенств (41) находим а 2« = ац  = 0. Далее, формула (33) 
также справедлива, и из нее находим ос21 = 1. Таким об­
разом, в этом случае имеем

ctjo = 6, ocoj = а 2, = 1, а 20 = а,1 = 0. (62)

7. Наконец, рассмотрим последний случай. Предполо­
жим, что уравнение (20) не имеет действительных кор­
ней. Тогда а,» = 0, и это уравнение будет квадратным. 
Обозначим через tx нуль производной характеристиче­
ского многочлена, т. о. R '(t i )= 0 .

Если tx = 0, то необходимо а (! =  0. В этом случае в 
аффинном преобразовании (6) полагаем

Яи = ?.2 = 0, 7„¥= 0, 722^0. (63)

Тогда из формул преобразования (9) —(14) паходпм

«зо = « ia  = ос.д =  0t2i7?i722> «оз = «оз9м»
^ 2
«20 = «2l9ll920 ' “ 20911-
осп = 2a2i7n7227io ®и?и9м»

«о2 = Зсс0з72*7*о Ч «029га-

Поскольку числа qxo и q2<l произвольны, то их можно вы­
брать так, чтобы некоторые из двух последних коэф­
фициентов были равны иулю. Например, если а г ^ О , 
то получим аго = ац  = 0. Таким образом, при условиях 
(63) имеем

а «  = a i2 = а 2(. = а ,, = 0, a 2l =  a 0J = 1. (64)

§ 51 КОЭФФИЦИЕНТЫ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА 143



Пусть теперь /, Ф 0. Тогда из формулы (24) следует 
условие

Поэтому из формулы (38) находим 

А - - Й 1 Й ,Я '(<*)<?«;(1 / « ,)^ 0 .
<v

Следовательно, в силу (35) имеем а 2о = «ог = 0- Таким 
образом, в этом случае после аффинного преобразования 
получим

<v <v <\/
аю = <х,„ = 1, а го = a o2 = 0. (05)
В настоящем параграфе рассмотрены различные воз­

можности упрощения характеристического уравнения с 
помощью аффинных преобразований. Можно привести, 
конечно, и другие случаи, которые отличаются от рас­
смотренных тем, что в исходном уравнении переменные 
х и у меняются мостами.

§ 6. Нормальные формы допустимого 
дифференциального уравнения

Пусть дано допустимое дифференциальное уравнение 
в общем виде >

д 2и(Лхг + а 10. г + а01у + яс 0)^ 3  +
Ох

+ 2 (Лху +  Ь10х + Ь 01у + Ь00) +

+ (Ауг + с,„г + с01у + с00) ^  +
ду

+ (Вх + ^оо )^  + (By + Poo) ^  — п И  (и — 1) + В] и. (1)

Главные коэффициенты Л и В должны быть такими, 
чтобы при любом целом неотрицательном т  выполни­
лось условие

Л т  + ВФ  0. (2)

Отсюда следует, что В Ф 0. Поэтому можно ввести заме­
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ну переменных по формулам

_ t ^оп „ о̂о /;д\х =  \ ---- 2Г’ J / 1!  — 7Г'

В результате уравнение (1 ), если вернуться к старым 
обозначениям переменных и коэффициентов, приведется 
к виду

у»

(Ах1 + а 10х + а01у + а00) г- 4  +
Ох

А
+ 2 (Аху + btox + Ь01у + +

д2
+ (Ау2 + с10х + соху +  Ли.) ̂ 2  +

К ;  +  в ( х ^ + у ^ )  =  п [ А ( п - \ )  + В\и. (4)

Это уравнение будем называть каноническим диф­
ференциальным допустимым уравнением. Оно также рас­
сматривается только при условии (2 ).

Для уравнении (1) и ( i )  характеристической много­
член имеет вид

« (х , у) — ас — Ь2 —
= <xj„xs -I- а 2| х2у + а,гхуг + а  «,у* +

+  ага** + а  „х у  + а«гуг + <х,0х  +  а 01у + а 0„. (5)
В силу формул (3.20) и (3.21) коэффициенты этого 
многочлена определяются через коэффициенты уравнения
(1) с помощью равенств

« in = Асю, «аз = Аощ, ot21 = A (Cm — 2Ь|„),

ttj2 = A (fljQ 2bol), «20 = ^^оо Ч ®10*10 1̂01
« к  = аюСщ 4" Яшею 2АЬ0о 26|1|&ю,

«02 = **01*01 Ч ^̂ 00 Ь01,
«10 = Я|(|СоО 2btoboo Ч flooCtOi
«о| “  а0,с,ю 2 Ь „А о  ДооС»,,

«00 “  «00̂ 00 0̂0- (6) 
Если в уравнении (1) заменить переменные по фор­

мулам
*  =  <7м| +  + 7««. У =  Яи\ +  7«П +  9м» (7)

п. к. Сустнн
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то можно упростить это уравнение и соответствующий 
ему характеристический многочлен (5 ). Будем класси­
фицировать уравнения (1) по простейшим формам их 
характеристических многочленов (5 ). В случае канони­
ческого уравнения (4) вместо преобразования (7) есте­
ственно рассматривать преобразование

7чБ + ?12П. У — ЯгЛ + 7*»Л- (8 )
Как и в предыдущем параграфе по старшим коэф­

фициентам многочлена (5) вводим многочлен и уравне­
ние третьего порядка

Л (0  = «ю*3 + OLzit1 + cti2< + а 01 = 0. (9)

Будем рассматривать различные случаи наличия и 
расположения корней уравнения (9 ).

1. Предположим, что уравнение (9) имеет три раз­
личных действительных корпя. Тогда можно так выбрать 
аффинное преобразование (7 ), что для коэффициентов 
нового характеристического многочлена выполняются ус­
ловия (5.39)

^  «ч* «V IV
аз» =  a** =  0, а , ,  =  а , г =  -  1, =  а„2 =  0. (10)

Возвращаясь к старым обозначениям коэффициентов и 
переменных, можем считать, что условия (10) выполня­
ются для коэффициентов характеристического многочле­
на (5 ). Следовательно, в силу равенств (6) из условий
(10) находим

а 30 = Лс,0 = 0, a„s = Ля„1 = 0,
« 2» =  Л  ( с 01 2 6 , * )  =  1 , gc 12 =  Л  (rf|u 2 f t 0i ) =  — 1 ,

«20 = ^ОО “Ь ®1#̂ 10 bjo — 0,

«02 = ^̂ ОО + ®01̂ 01 0̂1 = 0. (II)

Поскольку из третьего и четвертого равепств следует ус­
ловие Л Ф 0, то, не нарушая общности, можем положить 
Л = 1. Л тогда из равенств (11) получим

Сю = 0, а о, = 0, Coi = 26,о — 1,

Я|0 = 2/>01 1, С00 — Ь|0- я00 = 0̂1- (1“)

Подставляем все эти зпаченпя в уравнение (1 ). В ре-
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зультате это уравнение примет вид 

[ *  +  (2b0 l- i ) x + b tel] j $  +
ОХ

+ 2 (Jу +  ь10.г + Ь01у + Ьт ) +

+ [tf3 +  (2610- l ) y  + 6 ? „ ] ^  +

+ (Вх + d j £  + {Ву + #00) U  -  п(п -  1 + в ) «/. (13)

Будем считать это уравнение первой нормальной формой 
допустимого уравнения (1 ). Эта форма определяется тре­
мя коэффициентами 6„ь Ь1в, Ь, а  коэффициенты с?,.0 и 

па форму уравнения (13) не влияют. Естественно 
рассмотреть простейший случай, когда выполняются ус­
ловия

Ьи1 = Ь1а =  Ът =  0. (14)

В этом случае имеем уравнение

( * - * ) § + ш - у + ^  ^  + ы  5 +

+ («У + foo) |j- -  я  (я  -  1 + Я) и. (15)

Если в этом уравнении положить
Д — T f+ 1, rf„„ =  -  а , £ш> =  - Р ,  (16 )

то получим уравнение Аппеля (3.13), которое было рас­
смотрено в предыдущей главе.

Характеристический многочлен для уравнения (15) 
имеет вид

а(х, у) =  а с - Ь г =  ху(1 - х - у ) .  (17)

Вместо условий (11) можно, конечно, наложить дру­
гое условно на эти коэффициенты. А если в формулах
(13) н (15) положить dm — g™ =  0, то получим нормаль­
ную форму первого типа для канонического допустимого 
уравнения (1 ).

2. Пусть уравнение (9) имеет один простой и один 
двойной корпи. Тогда в силу условий (5.44) имеем ра­
венства

ссзи = а оа = 0, Он = —1, сс,2 = сего = а ,, = 0. (18)
Ю*



Сопоставляя равенства (С) и (18), находим
ОСдо — А сю ”  0, ОСо] ЛЯу| О,
otji — A (Coi 2Л,о) =  1, otu =  А ( я , .  26оI) =  О,

=  Ас00 + Я|()С|„ 6ю = О,
01,1 = Я,оСо| "Ь (2о|С|о 2/1 боо 26„,6,о “  0.

Из этих равенств при А = I вместо (12) получаем

С ю = 0 ,  Яо| =  О , С0| =  2 6 ю  1 , Я|о =  2 6 o t ,

о̂о = îo- о̂о = К г  (̂ ю О*
Подставляем эти значения в (1 ). Получим вторую нор­
мальную форму допустимого уравнения

(дг + 260,х  + яс0) ^  + 
их

+ 2 [ху + 610х + bolij 4- 6„, (610 -  l)j +

+ [// + (26,0 -  1) у + 6?0] ^  +  (Вх + d j  g - .+

+ (By + go*)% =  n ( n - l  +  В)и. (19)

Приравнивая нулю все свободные коэффициенты в мно­
гочленах при старших производных, получим простейшую 
нормальную форму второго типа:

2 д  и  , г, 0 и | . л I й м / п  ■ i \ du |
+ +  ^  ~ у )7 ?  + {Вх + do o )n  +

+  (By + tfoo) j f f  =  п(п — i + В)и. (20)

Характеристический многочлен для уравнения (20) име­
ет вид

а ( * .  У) =  ас — Ьг — —хгу. (21)

3. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (9) 
имеет один тройной корень. В этом случае справедливы 
равенства

а5о =  0, ссо3=1, а;, =  а1г =  а„г =  0. (22)
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Сопоставляя формулы (6) и (22), получаем

Otjn “  А С = 0, CCnj = А (1о\ = I,
« 2 1  = А (с01 — 26,о) — 0, а ,г  =  Л («к, 26«|) == О,

®02 = Я01*01 *о. =
Отсюда при Л =  I находим

сш = 0, я0| = 1, Cot = 26,,,, в|»= 260|,
fl00 = Ь«1 26|0.

Подставляем эти значения в уравнение (1 ). В резуль­
тате получим третью нормальную форму допустимого 
уравнения

[х 2 + 26о1х + у + (6*, — 26,0) ]  +
ОХ

+ 2 (ху + 610х + 601у + 600) + (у- + 26„,у + с« о ) 0  +

+ (Ях +  d j  £  + (By + g00) = n (д _  1 + fi) u. (23)

Простейшая форма последнего уравнения имеет вид
у о | у и *. п 0 и . а 0 и .(х* +  #); ?  + 2 „ _  + ^ 3 ?  +

+ (В* + + («!/ + * „ )  ̂  -  и («  -  • + В) “ ■ (24)

Уравнению (24) соответствует характеристический мно­
гочлен

а  (х, у ) = ас -  62 = (хг + у ) у2 -  х2у2 «= у*. (25)

4. Если уравнение (9) имеет два простых корпя, то, 
как показано в предыдущем параграфе, после некоторого 
аффинного преобразования получим условия (10). Сле­
довательно, в этом случае допустимое уравнение при­
водится к нормальной форме первого типа (13) и (15).

Предположим теперь, что уравнение (9) имеет толь­
ко один двойной корень. Тогда выполняются условия 
(5 .61):

ajo = 0, a ni =  a 12==l, a 3i =  а«2 =  а м = 0 . (26)

С помощью этих условий из формул (6) при А =  1
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получаются формулы
Сю = 0, я ,,1 = I, c0| = 2ftio,

Я|0 =  1 +  2&о1» ®оо =  b u t - Ь | 0 , ^оо =  b l n ( l  +  b u i ) .

В результате находим четвертую нормальную форму до­
пустимого уравнения

[ х 2 +  (1  +  2 Ь 01) х  +  у  +  ( b u t  2 6 | „ ) ]  —j  +

+ 2 Uy + 610х + Ь01у + Ь10(1 + Ь01)\ +

+  (/Г  +  2 f t 10f/ +  c ou)  — j  +  ( / ? х  +  (/ « ,)  g j -  +
<hj ax

+ (Ну + ffog) -= n (n — 1 + B) u. (27)
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Простейшая форма этого уравнения имеет вид

/ •» . , \ д*м . <1 . 1^"“ ,( *  +  x +  y )J ?  + 2*i,m ;  +  ? - , +

+ (В* +  d +  ( В )  +  g j  f i  _  в (« - 1  +  В) в. (28)

Уравнению соответствует характеристический многочлен

<*(*, у) =  а с — Ьг = (х  + у )у г. (29)

5. Если уравнение (9) имеет один простой корень, 
то справедливы условия (5Л52). Среди них нот коэффи­
циента о,*. Случай, когда а 13 = 0, будет рассмотрен ни­
же. А сейчас будем считать, что ct,, = I. Тогда получим 
условия

'V *х_»

ссзо = 0, Ooj =  a 2i — ац  = 1, а,„ = ац  = 0. (30)

Далее, как обычно, сопоставляя равенства (6) и (30), 
имеем

с,„ = 0, «о| = 1, Cai =  1 + 2й|„, я ,о= 1  + 260|,

о̂п = /'on = ~2 I” bat + ft|n +

Подставляя эти значения в уравнение (1 ), получим пятую
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нормальную форму допустимого уравнения:

(л :2 +  ( 1  +  2 6 „ , ) х  +  У  +  я «о1 ^ 2  +

+ 2 [ху + blox + Ь01у + (4 *  + V  + + М , . ) ]  JTWj + 

+ [у2 + (1 + 2Ь10)у  + Ы ] 0  + (Вх + d j £  +

+ (By + g J ^  =  n ( n - l  + B)u. (31)

Простейшая форма этого уравнения имеет вид

(х* + X + у) g  + 2 (ху + 4-) + (у* + у) ^  +

+ (Вх + doo) J j  + (By + -  « ( «  -  1 + В) и. (32)

Уравнению (32) соответствует характеристический мно­
гочлен

а  (х, у) =  ас — 6* = (х2 + х + у) (у2 + у) — (ху + i - j  =

=  ху2 + у3 + х2у + у2 ---- (33)

G. Если уравнение (9) не имеет корней, то в первом 
подслучае рассмотренного в предыдущем параграфе слу­
чая 7 выполняются условия

<V <V <V <Ч» IV
а 3„ = се ,2 =  а 2о = а и = 0, a 2i =  aoj = l .  (34)

Из этих условий, как обычно, находим
С и  =  0 ,  f lo i =  1 ,  Со, =  1  +  2& Ю , Я|о =  2 й 0|,

0̂0 = 1̂0» 0̂0 = bol (1 + ^ю)"
Следовательно, шестая нормальная форма допустимого 
уравнения имеет вид

(х2 + 2601х + у + a 00)|Jjj +
Ох

+ 2 [ху + Ь10х + Ь01у + bol (1 + Ь10)| +

+ [у2 + (1 + 2Ь,0)у  + Ьн>)] -~j +оу
+ (Вх + d j  + (By + g j  ̂  = п (п -  1 + В) и. (35)



Приравнивая нулю все произвольные коэффициенты в 
многочленах при старших производных, получим про­
стейшую нормальную форму шестого типа

/2 I \ И r> d II i / 2 t  \ 3 М |

+ <«* + <U Ц- + ( « »  + « . .)  ̂ - « ( и - 1 + » ) « .  (30)

Этому уравнению соответствует характеристический мно­
гочлен

« (* ,  0) — (** + {/) (У* + У) ~х*уг =  у(уг + х* + |/). (37)
7. Рассмотрим теперь условии (5.65). В них отсут­

ствуют коэффициенты а п и а » .  Предположим, что эти 
коэффициенты равны 1. Тогда получим

ал. = а,,а = а 12 = a 2l =  1, а 20 = а 01 — 0. (38)
Из условии (38) следуют равенства

Cm = 1, а»| = I, с„, = 1 + 26,0, аю = 1 "Ь 26.il,

*00 = 1̂0  ̂ “ 0̂1> ®00 = *01 I “ 1̂0*
Подставляя эти значения в уравнение (1 ), получим седь­
мую нормальную (форму допустимого уравнения

[** + (1 + 2Ь01)х  + у + (б?, — 1 — 2610)] +
ОХ

+ 2 (ху + 610х + 601у + 600) +

+ [{/" + х + (1 + 2bl0)y  + (б*„ — 1 — 2601)] —̂  +
0у

+ (V* + <U 5  + (%  + Яоо) ^  =  и («  -  1 + й) и. (39) 

Простейшая форма этого уравнения имеет вид

( J  +  x + y - i ^ + i x y ^ + t f  + x +  y - l ) ^ *

+ (Вх + don) ^  + (By + g00) ̂  = п (и — 1 + В) и. (40)

Уравнению (40) соответствует характеристический мно­
гочлен

а (х , у) =  (хг + х + у -  \)(уг + х + у -  1 ) - х гуг =
= х3 + r y  + xyz + ‘1ху — 2х -  2у + 1 + у\ (41)
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Анализ всех рассмотренных случаев значении коэф­
фициентов характеристического многочлена показывает, 
что необходимо рассмотреть еще два случая возможных 
значении. В самом деле, среди условии (10), (18), (22),
(20), (30), (34), (38) но встречаются еще две комби­
нации:

а,„=<х„3= 1 , а и = сс12 = 0, (42)

а,о — а„| -= а „  — 1, а , г = 0. (43)
В этих двух случаях уравнение (9) имеет соответствен­
но вид

t ' + 1 = 0, t, + t1 + 1 = 0 .
Поскольку оба уравнения имеют по одному действитель­
ному корню, то после соответствующих аффинных пре­
образование! условия (42) и (43) заменятся условиями 
(30). Следовательно, условия (42) и (43) не приводят 
к новым нормальным формам. Ясно, что и наложение 
дополнительных условий па другие коэффициенты не вы­
водит эти два случая из числа рассмотренных.

Таким образом, в настоящем параграфе показано, что 
если хотя бы один из четырех старших коэффициентов 
характеристического многочлена отличен от нуля, то до­
пустимое диффереициальное уравнение с помощью не­
которого аффинного преобразования приводится к одной 
нз семи нормальных форм.

§ 7. Нормальные формы при понижении порядка
характеристического многочлена

В настоящем параграфе допустимое дифференциаль­
ное уравнепне (6.1) рассматривается при условиях

а*о = а 2, = ocis =  а«з = 0. ( I)
В этом случае характеристическое уравнение (6.5) име­
ет вид

а (х , у) =  а 21>хг + а  „ху + otozj/* +
+ a !0x + a„i»/+ а.ю = 0. (2)

Это уравнение определяет либо кривую второго порядка, 
либо две прямые, либо одну прямую. Каждому из этих 
случаев соответствует некоторое допустимое дифферен­
циальное уравнение. Рассмотрим наиболее характерные 
примеры таких дпффереццпальпых уравнений.



1. Пусть сначала А =  1. Тогда нз условии (1) и фор­
мул (0.0) находим равенства

<j„t = 0, Сю = о, Я|„ = 2b„i, с„ = 2Л|Л.
Следовательно, уравнение (0.1) в этом случае приводит­
ся к виду

Д4и
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( j t  + 2bolx + я,|0) + 
я* -ч

о2 и
+ 2 (ху 4- bUix + boly  + b0„ )~ — +

+ («* + 2 bloy  + c j  0 ;  +  (Rx + d j  g  +

+ (By  + g J %  = n ( n - l  +  B ) u .  (3) 

Как обычно находим простейшую форму этого уравнения

1- ^  + 2-'#зтТ , + Г ^  +

+ ( « *  + </„>■£ + (By + , j | J  -  » ( *  - 1  + в ) ■*. (4)

Поскольку в данном случае имеем характеристическое 
уравнение

а (х , у )=  а с - Ь г =  хгу- -  хгу2 — 0,

то уравнение (4) не представляет интереса.
Рассмотрим второй частный случай уравнения (3 ). 

Положим в этом уравнении
Ь\а =  Ь, ц =  Ьаа — 0 ,  Яоо =  Соо =  ! •  ( 5 )

Тогда получим
2 2  **/ 4 \  ̂  ̂ I О  ̂М , / •> | ^  Ц( х -  —  1 ) — * 4- 2-f tf -т— -  +  (и - —  1) —  ̂ +

дх- <>* °У д у 1

+ (Rx + d j  ^  + (By + £00) ̂  =  п (п — 1 + В) и. (0)

Характеристическое уравнение в этом случае имеет вид
« ( * ,  » )  — ( * * -  1) (Уг ~ 1 ) - * У  — I - * 1- у* = 0. (7)
Уравнение (0) и соответствующие ему ортогональные 

многочлены впервые рассмотрел III. Эрмит [VI 1.7]. Свой­
ства ортогональных многочленов Эрмита и уравнения (6)



подробно излагаются в монографии II. Аппеля и Ж. Кам­
пе де Ферьс [111.1].

Уравнение (0) будем называть восьмой нормальной 
формой допустимого дифференциального уравнения.

2. Пусть теперь А = 0. Тогда из первых четырех фор­
мул (0.0) следуют условия (1 ). А пз остальных находим

«20 = Яю̂ Ю 1̂0* «02 “  «01С01 0̂1)
ос11 =  a,actti OotCio lboî io)
CC,„ =  fliof oo 2 b ,0ftoo +  ЯооС|0) ( 8 )

a 0) =  a utCoo 2 b o l boo  fluoCoi,

«00 =  ̂00̂ 00 0̂0-
А дифференциальное уравнение (0.1) при условии А — 0 
имеет вид

0г и(alox + aoly + a j ' - Z  + 
их

+ 2 (Ь10х + Ь01у + Ь00) + (с,«а: + Со12/ + со о )^  +

+ (Вх + £/„„) g  + (By + g j  % = п В и .  (9)

Этому уравнению соответствует характеристическое урав­
нение

а(х , у) =  ас — Ь2 =
= (alox + а„у  + a00) (с<0х + cQXy + с»о) -

— (Ьк,х + boty + Ь0о)г = 0. (10)
При рассмотрении паиболее важных и характерных 

случаев можно исходить из допустимого уравнения (9) 
и подбирать его коэффициенты таким образом, чтобы по­
лучать различные линии, соответствующие уравнению
(2 ). С другой стороны, можно зафиксировать некоторую 
конкретную линию с уравнением вида (2 ), а затем под­
бирать коэффициенты уравнеиия (9 ), но при этом не­
обходимо обеспечить выполнение громоздких условий (8 ). 

Пусть дано допустимое дифференциальное уравнение
02и . „ ЯГи 0ги
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Соответствующее характеристическое уравнение
а(х, у) =  ас — Ьг =  ху — 1 = 0  (12)

определяет гиперболу. Будем называть уравнение (11) 
девятой нормальной формой допустимого уравнения.

3. Рассмотрим дифференциальное уравнение

x t ?  + у $  + ("х + <13>
Соответствующее характеристическое уравнение

а(х , у )=  ас — bz =  ху =  0 (14)
определяет пересекающиеся прямые. То же самое ха­
рактеристическое уравнение (14) соответствует еще двум 
допустимым дифференциальным уравнениям

д*и д г и  ,
х ~~г У Т "5 +Лг д у  

+ (Дх + с/00) + (%  + £00) ^  = nfiu, (15)

у  У +  х  ^ +  ( f l x + ^  £ +  ( П у  +  г ° о )  5 = п В и ' ( , ( 1 )

Каждое из этих уравнении можно считать десятой нор­
мальной формой допустимого уравнения. Если в урав­
нении (15) положить

Д =  1, dou = —а  — 1, g0o = - p - 1 ,

то получим уравнение Лагерра — Лагерра (3.5).
4. Рассмотрим теперь случаи, когда уравнение (2) 

определяет две совпадающие прямые. Это будет напри­
мер, когда а(х, у) — 0 или с(х, у)*в 0. 13 этих случаях 
имеем уравнения

2 (blox + Ь01у + Ь00) ^  + (с10х + с01у + с00) —; +

-I- (fix + d00) — + (By -(- #„„) — = пВи, (17)

(flю1  + aoly + aoo) ~~jt + 2(blox + boly + b j - ^  +

+ (Bx + d j  g  + ( t y  + g j  g  = (18)

Этим уравнениям соответствует одио и то же характери-
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стическоо уравнение
а(х , у) =  ас — Ьг = ~(b,0x + Ьи1у + Ь„п)г =  0, (11>)

которое определяет две совпадающие прямые, если хотя 
бы один нз коэффициентов bit или отличен от нуля. 
Н частности, такому типу принадлежат уравнения

о 14 I Л  I
2 х 7ГТу + у ^  +

+ (Вх + (100) — + (Ну + £оп) — = пПи, (20)
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i i  '  J  soo/ Oy

, —  ■*- 
dx‘ Ox t)y

/ . л\ 9‘ u , „ 0'u (x +  1)—  + 2x —  +

+ (Bx + c l j p x + (%  + = nBu. (21)

Будем считать уравнение (20) одиннадцатой нормальной 
формой допустимого дифференциального уравнения.

5. До сих пор считалось, что уравнение (2) является 
уравнением второго порядка. Рассмотрим теперь случаи, 
когда это уравнение вырождается и имеет вид

а (х , (/)=a,„x + a„,f/ + a G« = 0. (22)

Эго будет иметь место, например, для двух уравнении
•*2 -Л/ . . V " И . OL " М " и .(alox + а01у + + -Am ,и0ц  + с»о 0yi +

+ (Вх + с/*,) ̂  + (By +  g j  jjj? = пПи, с00 ф  0, (23)

а " д ?  +  2b° ° ^ y  +  (Cl°x  +  С°1У +  с<н,) +

+ (Вх + </„„) £  + (Ву + gw) ^  = пПи, аии ф  О. (24)

В частности, имеем уравнение
д \  <Ги 

— +Ох’  Оу
+ (Их + (/„„) + (Пу + g„a) = пПи, (25)

которое можно считать двенадцатой нормальной формой 
допустимого уравнения. Если в уравнении (25) положить

5 = 1 ,  с/оо = —a  — 1, = О,



то нолучнм уравнение Лагерра — Эрмнта (2.1.28). Аф- 
фннцо эквивалентная уравнению (25) форма имеет вид

*  1 ?  +  b  + {Пх + Гх +  {Ву + * « >  %  = п В и ' <2G >

6. В предыдущем случае считалось, что нз двух ко­
эффициентов а 10 и а«| хотя бы один отличен от нуля. 
Предположим теперь, что выполняются условия

аю = а 0| = 0 , а 0о = 1. (27)
Тогда из формул (8) находим равенства

«20 =  ®10̂ 10 1̂0 = «02 = ЯО̂ О! Ьо 1 = 0, 
otii = ЯюСщ + Яо|С|о — 2bl0b0l = 0,
ОС to =  О цС оо  “1“  flo o ^ io  —  2 ftjo fto o  ss= 0 ,  ( 2 8 )

Otoi ”  ЯщСоо 4 “ ЯонСщ 2boibao =  0 ,

«00 =  Я 00̂ 00 0̂0 = 1*
Все этн условия выполняются, если положить

Яоо =  Coo =  1 ,

а остальные коэффициенты все приравнять пулю. В ре­
зультате допустимое уравнение (9) приведется к виду

~~ ~  У + (/Лг +  l,°o) Tx + ^ y  +  e J p y *  пВи • ( 2 ; ) )

Будем считать это уравнение тринадцатой нормальной 
(формой. Если в уравнении (29) положить В = 2, d„„ — 
■=£„0 =  0, то получим уравнение Эрмнта — Эрмнта (3 .3). 

Условия (28) выполняются также для уравнения

S  + $  + {Вх + Т* + <Ву + о̂о) %  =  пВи. (30)

Можно, конечно, выделить в отдельный тип все то 
нз уравнений (9 ), для которых выполняются условия 
(28). Но здесь рассмотрены только два примера таких 
уравнений.

7. Уравнения (17) и (18) рассмотрены при условии, 
что из коэффициентов Ь,, и 60, хотя бы один отличен 
от нуля. Предположим теперь, что Ь10 =  Ь01 =  0, но boo Ф 0.
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Тогда, например, уравнение (18) примет вид 

(а 1их + auly 4- floo)^ i "Ь

+ (Пх 4- (1и„) — + (By 4  g,m) =  пВи, b„„ -ф- 0. (31) 

В качестве простейшей формы примем уравнение

* з ?  + 2 й ; + (/' г + * •> £  + + *-> й - nfiM-
(32)

Будем называть это уравиеиис четырнадцатой нормаль­
ной формой допустимого дифференциального уравнения 
(6.1).

8. В качестве пятнадцатой нормальной формы примем 
уравиеиис

/ 4  \ 0  U  ■} д  U  I / 4  I \ д  и  ,(I_.t)-? _2!, _  + ( l+x)j-I +
+  ( f c  + <U й  +  (Я# + * - )  г» -  » Я“ - <33>

В этом случае характеристическое уравнение
«(•с. у)=* а с - b 2 =  1 - х2 -  у2 = 0 (34)

определяет окружность. То же самое уравнение (34) 
соответствует допустимому уравнению

/1 . \в*И . г» 32и . /, ч <■)'« .( l  + I ) _ 1 + 2 » 3 n ;  + ( l - x ) j - s +

+ (&с + (35)

Аналогичные между собой уравнения (33) и (35) 
существенно отличаются от уравнения восьмого нормаль­
ного тина (В), которому соответствует то же самое ха­
рактеристическое уравнение (34).

Приведем некоторые другие примеры допустимых 
уравнении, которые, как это будет установлено в сле­
дующей главе, существенно отличаются от рассмотрен­
ных выше 15 нормальных типов,

1. Несмотря на то, что уравнение
д ' и  , п  д ' и  . д ' и



аналогично уравнениям (33) и (35), но своим свойствам 
оно существенно отличается от них.

2. Допустимое уравнение
/а у д2и . . .  , . дГи .
(I — Х) Т* + (1 + х) — +дх ду

+ (Вх + </„„) J  + ( By  + g00) J  = пВи (37)

имеет характеристическое уравнеине 
а (х , у) = ас — Ь2 =  1 — х: = О,

которое определяет две параллельные прямые.
3. Для уравнения

д2 и „  д 2 и д2и
y ^ ?  + - x d7d-y + J ?  +

+ (Я* + d j  рх + ( By  + g j  g  =  пВи (38)
имеем

а  = ас — Ь2 =  у — х2 = 0.
4. Допустимому уравнению
д2и „  д*и д2и ,—- + 2х ——-------- - +Ох- дх ду  0у-

+ (В х + d00) + ( By  + gM) =  пВи (39)

соответствует характеристическое уравнение 
а  = ас — Ь2 =  — 1 — х2 = 0.
5. Для допустимого уравнения

й*и „  д1и дги ,
* 7 ?  + г у ^ - х ^ ?  +

+ (Их + y i ;  +  («V  + 8„ ) |  -  »/<« (40)
находим

а = ас — Ь2 = —х2 — if  =  0.
6. Если в уравнении (31) положить = 0, то полу­

чим уравнение

К и *  + а «,У + яии) +

+ (Вх + </00) + (By  + g00) j !  = пВи. (41)

Все эти примеры соответствуют различным частным 
случаям характеристического уравнения (2 ).
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Глава V

ПОТЕНЦИАЛЬНО
САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ
II ФОРМУЛА РОДРНГА

§ I. Потенциально самосопряженные операторы

В настоящем параграфе основной дифференциальный 
оператор

п  д*и . <11. а 'и  д2и , , д и  д и  /|чDu = а-^ , + 2Ь——  + с —г, + d —  + g -т- (I)g xt  Ox d y  d y '  dx ' b  d y  '  '

рассматривается при условии, что его коэффициенты не­
прерывно дифференцируемы в некоторой области G. 
В теории дифференциальных уравнении в частных про­
изводных известны так называемые самосопряженные 
операторы. В случае двух переменных такой оператор 
имеет вид [1.7, с. 179]

г> ^ (  д и  , , ди\  , д  ( ,  ди  ди\
0 и  =  ^ ( а Т х+ ь - у ) + 1 й ; [ ь -х  + с 7Г})-

Выполняя дифференцирование, получим
я 1 и д г и t r  иDu = а —п + 2 b -—-  + с —-  +0х* ^  d x d y  d y 1

+
/ да  db\ ди  Idb д с  \ ди  
\ дх д у  ) д х  \dx д у  )  d y  ‘ '

Следовательно, для того, чтобы оператор (I ) был само­
сопряженным, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лись равенства

, да  . дЬ дЬ д с
d =  ~ x + W j '  * =  +  (,))
О п р е д е л е н и е .  Оператор (1) называется потенци­

ально самосопряженным в области G, если в этой обла­
сти существует такая положительная и дважды непре­
рывно дифференцируемая функция h {х, у), что оператор

* Л . - ( * - ) §  + 2  ( М ) ^  + ( * с ) $  +

[  + < м > Й + < * * > £  «>
является самосопряженным в области G.

П. К. Суетин



В силу формул (3) условия самосопряженности опе­
ратора (4) имеют вид

hd =  ±  (ha)+  £  (hb), hg =  ±  (hb) + £  (he). (5)

Эти равенства являются условиями потенциальной само­
сопряженности оператора (1 ). Выполняя дифференциро­
вание, из равенств (5) находим

dh , , dh  , I , da дЬ \
a 7 I  +  b 1 7 - h [ ‘‘ - 7 I - l » >  <°>

, dh  dh  , (  дЬ д с\
Ь1 2  + c i 7 - h ( « - 7 Z - 7 t l -  <7>

Для краткости введем обозначения
, да  дЬ , дЬ д с  /0\ф = ^ = (8)

Поскольку оператор (I ) определен, то обо функции (8) 
известны. Используя обозначения (8 ), из равенств (6) 
н (7) находим

dh , dh  , /m 
а - х + Ь Т у  =  Ч'1' <9 >

<10>

Равенства (9) и (10) можно рассматривать как систему 
уравнений в частных производных для определения не­
известной функции h(x, у). Представим эту систему 
в виде

< 1 2 >

Далее, будем считать, что функции (8) в области G но 
обращаются в нуль одновременно, т. с.

ср*(х, у ) + $ 2(х, у )>  0. (13)

Тогда для существования решения системы уравиенпй
(11) и (12), необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие

« (* »  у) =  ас — Ьг Ф 0. (14)
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По коэффициентам системы уравнений (II)  и (12) вве­
дем еще две функции:

Р = «ус — iffc, y = a\f — Ьц. (15J

Тогда при условиях (13) и (14) получим решение си­
стемы уравнении (11) и (12) в виде

_1_ = _р_ J_<2 /«(1ч
/» Ох а ' /» Оу а ’ '

Т е о р е м а  1. Для того, чтобы оператор (1) был по­
тенциально самосопряженным, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что 
оператор ( I) потенциально самосопряжен, т. е. фупкция 
А(х, у) как решение системы уравнении ( I I )  и (12) 
существует и отлична от нуля в области G. Тогда, диф­
ференцируя равенства (10), получим

_£ /у\ _ __ j_ ii* Ob i _L a*h
Ox \ а ) /,2 Ox Oy h Oy Ox'

0_ /_£_\ _______ l_dh dh_ 1 0lh

Oy  \ a  ) Oy dx h dx Oy '

Этнм необходимость условий (17) доказана.
Пусть теперь условия (17) выполняются в области G. 

Из уравнений (10) находим равенства
X

In h (х, у) =  j  dx + с, (у), (18)
хо
V

In h (х, у)=  J dy + сг (х). (19)

Здесь с, (у) н с2(х) — неизвестные функция. Для опреде­
ления функции ct(y) дифференцируем равенство (18) по 
у и используем условие (17). В результате получпм

т т у = ± = \  dx + * W - i -  (£ )*-,,+ *< »> • 
*•

u*
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Следовательно, имеем равенство 
у

= j  [ ( £ ) * - х . ] ^  + с«- (2°)
vo

Аналогично из уравнения (19) находим последовательно 

h дх a  а \ a )y=yQ 2 '
X

+  <2 | )
*о

Найденные функции (20) и (21) подставляем в формулы 
(18) и (19). В результате получим искомую функцию 
h(x, у). Например, из равенств (19) и (21) имеем 

v
А (х, у) =  охр (22)

Теорема доказана.
Поскольку система уравнении (1G) рассматривается 

при условии (14), то необходимое и достаточное условие 
потенциальной самосопряженности (17) можно предста­
вить в виде

ду да 09> а да

Далее, определение потенциальной самосопряженности 
оператора (1) имеет смысл, если хотя бы одно из ра­
венств (3) не выполняется, т. е. если хотя бы одна из 
функции (8) но равна нулю тождественно. А если ра­
венства (3) имеют место, т. о. оператор (1) определен 
по формуле (2 ), то обо функции (8) равны нулю тож­
дественно. Тогда равиы нулю и обе функции (15). В этом 
случае из формулы (22) следует, что функция h(x, у) 
ость тождественное постоянное. Не нарушая общности, 
можем считать, что А(х, (/)*■ 1.

Таким образом, если оператор (1) самосопряжен в 
области G, то в этой области имеем А(х, у)** 1.

А в общем случае из формулы (22) следует, что 
функции h(x, у) положительна в области G. Эта функция 
называется весовой функцией потенциально самосопря-



жснного онсратора и области С. Из формулы (22) сле­
дует, что весоная функция потенциально самосопряжен­
ного оператора определяется с точностью до постоянного 
сомножителя.

Весовая функция на множестве всех многочленов оп­
ределяет функционал

J  (Р) *= J  J  Р  (*» У) Л (*i У) dx dy, (24)
а

если, конечио, все такие интегралы существуют. В § 1 
гл. IV было рассмотрено условно согласованности функ­
ционала (24) с дифференциальным оператором (1).  Эти 
условия имеют вид (4.1.13)

У(Л,Р)=/(ЛгР) =  0, (25)

где Р(х, у ) — произвольный алгебраический мпогочлен 
по двум переменным, а операторы Л, н Л 2 определяются 
равенствами

A t =  aDt + ЬОг + dE, Л г = М ?,+  cD2 + gE. (26)

Рассмотрим условия согласованности (25) в случае по­
тенциально самосопряженного оператора (I) .

Т е о р е м а  2. Если оператор (1) потенциально само­
сопряжен в односвязной области G, ограниченной кусоч­
но гладкой кривой Г, и h(x, у) — его весовая функция, 
то для согласованности функционала (24) с оператором 
(1),  необходимо и достаточно, чтобы для любого много­
члена Р(х, у) выполнялись условия

I* h (-*•» У)р  (*, У) (« dy — b dx) — 
г

“  (  Л (■<■, У)р  (-г, У) (bdy — с dx) = 0. (27) 
г

Д о к а з ат е л ь с т в о. В сплу формулы Грнпа для лю­
бых двух непрерывно дифференцируемых функций спра­
ведливы равенства

\ \ ulTxdxdy m* \ u v d y ~ ~ \\v T xdxdy' <28)
с, г а

^ u % d x d y - - § u v d x - ^ v % d x d y .  (29)
с Г С

Нонользуя эти равенства и первую из формул (26),
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находим

J  H iР) =  J  (х. У) (а§£ + Ь ^  + dP\ dx dy =
С '  '

-  J h (x , у) P (x, y) (a dy — bdx) —

(30)o ' -  ,

Аналогично, применяя формулы (28) и (29), в. случае 
второго из операторов (26) имеем

J  (АгР) -  Я  h (Х’ у ) ( 6 57 + CJ7  +  g/>) dx dy =
o '  '

= J  A(*, У)^  (x, У) (bdy — с dx) —
г

-  J j p (x, у) [ ^  + ^  -  A*] dxdy. (31)
G *

В силу условий (5) двойные интегралы в правых частях 
равенств (30) и (31) равны нулю. Поэтому условии (25) 
эквивалентны условиям (27). Теорема доказана.

§ 2. Допустимые и потенциально 
самосопряженные уравнении

В настоящем параграфе рассматриваются случаи, ког­
да основное дифференциальное уравнение является и до­
пустимым, и потенциально самосопряженным. При этом, 
поскольку в предыдущей главе были получены нормаль­
ные формы допустимых уравнений, то на потенциальную 
самосопряженность проверяются только указанные нор­
мальные формы.

1. Рассмотрим уравнение Аппеля в общем виде
(4.6.15)

.  .  Дги „  дхи .  .» v Л
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+ (В* +  +  В)U. (I)



В этом случае имеем
а — хг — х, b = ху, с — у1 у, (2)
d =  Bx + dM„ g =  By + g00. (3)

Из равенств (2) находим
да л . db дЬ Ос п | / / \
о 1  =  2 х ~ ' '  , 7 7 Ъ  =  1 ' Ъ  =  2 у ~ ' '  ( , )  

р .  + д±  =  3Х _  1, Ё. + *£ _  3» -  1. (5)дх ду ох 0 у я ’
Прежде всего, рассмотрим условия самосопряженности 
уравнения ( I ) .  В силу формул (3) и (5) из равенств 
(1.3) получаем

Вх + d„0 =  Зх — 1, By + g00 = Зу — I. (6)

Следовательно, уравнение (1) самосопряжено при ус­
ловиях В — 3, doa =  goo =  — 1, и тогда h(x, у )=  I.

Предположим теперь, что условия ((>) не выполняют­
ся. Тогда в силу равенств (5) для функции (1.8) имеем

<Р = d - £ r - a£  =  ( B - 3 ) x + { d 00+\), (7)

^  =  < Я - 3 )»  +  (£оо +  1 )• (8)

Далее составляем вспомогательные многочлены но фор­
мулам (1.14) и (1.15). Используя равенства (2 ), (7) и 
(8 ), находим

а  = ас -  Ь2 =  ху([ -  х -  у), (9)
(} =  <рс — if 6  =

= (</„„+ \)уг + ( 2 -  В -  go„)xy — (rf„„+ 1) iy, (10) 
у  =  в  if  — =

= (g,„, + 1 )х ! + (2 -  В -  d„o)xy -  (g„„ + I )х. (11)

Для этих трех .многочленов необходимо проверить усло­
вие потенциальной самосопряженности (1.23) 

ду да OR „ да

Используя формулы (!)) — ( I I ) ,  получаем 
ду да _  

а  дх ^ дх
= ху (1 — х у) [2 (goo + 1)х + (2 — В — d0„)y— (g00+ l)] —
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— 1(£о» + 1) х2 + (2 - В -  d00)xy -  (gnn+ i)x ] ( y -2 x y -y - ) ~
= хУ  (t — В — dw — gw), (13)

= ху (1 -  х -  у) [2 (d„  + 1) у + (2 -  В -  g j  х ~(dM+  1 ) J -
— l(d00 + l ) y J + ( 2 - В -  g j x y  ~ (d00+ \ )y ](x -x --2 x y )=

Правые части равенств (13) и (14) совпадают. Следова­
тельно, условно (12 ) выполняется при любых значениях 
параметров В, d„„ и g„0.

Таким образом, уравнение (1) является потенциаль­
но самосопряженным нрн любых значениях параметров.

2. Переходим к рассмотрению второй нормальной фор­
мы допустимого уравнения (4.6.20)

+ (Вх + d j  2? + (By + g j  = л (и -  1 + В) и. (15)

Функции (16) и (17) равны нулю при условиях В =  3, 
d«o — 0 и gm =  — I. Следовательно, нрн этих условиях 
уравнение (15) является самосопряженным.

Предположим теперь, что функции (16) и (17) не 
обращаются в нуль тождественно. Тогда с помощью этих 
многочленов находим формулы

=  х-у- (1 — В — g00 — d00). (14)

1* этом случае имеем многочлены 
а = х2, Ь =  ху, с =  у* — у,

* - * - дй - % - ( В - * ) х  + <Ь,

V = S - ' £ - ' £ J = ( B - 3 ) y  + (g00+ !)•

(16)

(«7)

а  =  ас — Ьг =  — хгу,
Р = фс -  «fft = ху (2 -  В -  g„0) + dwy* -  d,„y, 
Tf = aif -  йф = (ga„ + 1 )x l -  d„„xy,



Таким образом, условия (12) для уравнения (15) выпол­
няются, и, следовательно, это уравнение является потен­
циально самосопряженным при любых значениях пара­
метров.

3. Третья нормальная форма допустимого уравнения 
имеет вид (4.6.24)

/ 2 I \ ^2“ . о Л  , 2 ,(.Г + I/) —г, + 2ху ----- + W- —г, +'  Ох1 дхОу J dyi

+ (Вх + d j ° £  + (By + g00) %  =  и (п - 1  + В)и. (18) 

Аналогично предыдущим случаям здесь имеем
( f = ( B - 3 ) x  +  dM, 1|1 =  ( Я - 3 ) г /  +  £„о.

Следовательно, при условиях В = 3 и d00 =  £«» = 0 урав­
нение (18) является самосопряженным. А в общем слу­
чае, как обычно, рассматриваем многочлены

а  =  ас — Ьг =  у3,
р = фс -  if/> = y(d0„y -  g„„x) ,
f  =  «ф — b<f =  (В -  3) уг + go»!1 + giH,y -  d»oXy.

С помощью этих равенств находим 

а ?у ~ Р щ ;  “  2g00xy3 -  doay\

а 2 - Т ^  = г/3(2 / Г „ о Х - « -

Таким образом, условпе (12) выполняется п уравнение 
(18) является потенциально самосопряженным прн лю­
бых значениях параметров.

4. Рассмотрим теперь четвертую нормальную форму 
допустимого уравнения (4.6.28)

/ о . . ч О1 и „  д~и , « д2и{,> + 1  + у) -  + 2 г у ШГу + г - 1 +

+  ( B i+  + (Ну + ц0У - г _ в ( « _  1 + щ и.  (19)

Поскольку в данном случае имеем
Ф = ( / ? - 3 ) х  +  (с/ „ „ -1 ) ,  if =  ( B - 3 ) y  +  g0«,

то, следовательно, уравнение (19) будет самосопряжен­
ным при условиях В =  3, d„0 = 1 и gM =  0. А в общем
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случае рассматриваем многочлены 
а  =  а с -  Ьг =*(х + у )у г,
Р = фс -  tfb =  (с?„« -  1 ) у2 -  g„oXy,
7 =  яф — 6<р = (В — 2 — d00)xy + (В — 3)уг +

+ ga»(x‘ + x +  y).

Дли этих многочленов находим

“  й  — YS  = у1 к 1 — (/«>«) У* + *«> 1»

«15 -  р S  ^ [(1 “ dw) 2/2+ (j:2+ 2xy)1 •
Следовательно, уравнение (19) потенциально самосопря­
женное при любых значениях параметров.

5. Пятая нормальная форма допустимого уравнения 
имеет вид (4.6.32):

/ 2 i  I \ d 2 “  I О I  I М  i> ' U  I / 2  I \ I(X . +  *  +  у )  —  +  2 ^  +  (у -  +  у )  -  +

+  ( Я *  +  < U  £  +  ( * *  +  ffoo) g  =  « ( »  -  1 +  й ) « .  (20)

Поскольку в данном случае имеем
Ф = ( / ? - 3 ) i  + d„0— 1, it> = (Z?-3)t/ + gue-  1,

то, следовательно, уравнение (20 ) самосопряжепо прп 
условиях fl =  3 и dot =  goo =  1. Л в общем случае рас­
сматриваем еще три многочлена

а  = х2у + ху~ + У9 + У~ — j  ,

Р =  (В — 2 — g00) ху + (d00 — \)у2 +

+  +  J  —  7  Л )У  — 4-0?оо — *) .

Y = (Я — 2 — d00) ху + (В — 3 )у1 + (goo — l ) ^  +

+  (ffoo +  4  — 7  й ) 1  +  (^"о —  I )  У — 7  (4>о — !) •
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С помощью этих многочленов получаются равенства

а 5 ~  =  (4ю  +  Soo +  1 -  Н)х2у2 +

+ 2 (go« + 2 - B ) x y *  + ( l -  d j y * +
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+ К »  - 1 )  ту + 4  (3£„о -  в )  г  + Т  (1 -  s j  *  +

+ 1 ( (/00+ 2 - й)!/ + { ( « - ! - 2 ? 00), (2 !)

Сравнение многочленов (21) н (22) показывает, что они 
могут совпадать только при условиях В =  3 и d„a = go» = 1. 
Но, как было отмечено выше, нрн этих условиях урав­
нение (20) самосопряжено. Следовательно, других слу­
чаев потенциальной самосопряженности уравнение (20) 
не имеет. Таким образом, этому уравнению соответствует 
только единичная весовая функция h(х, у)** 1.

6. Переходим к рассмотрению шестой нормальной 
формы допустимого уравнения (4.0.36)

+ (Их + </иц) ̂  + (By + g j ^  = п (п — 1 f  И) и. (23)

Этому уравнению соответствуют многочлены 
Ф -  (В -  3)х  + d„„ *  = (В -  3);/ + /?„„ -  1.

Следовательно, уравнение (23) самосопряжено при ус­
ловиях В =  3, dm = 0 и goo — 1. Л в общем случае имеем

а  = ас -  Ьг = у (у1 + хг + у),
{J = фс -  г|-6 = (В -  2 — goo)xy + do„i/ + d„„y,
•у = aif — 6ф =

+ ( / ? - ! -  2g00) x'-y + -  1  (/„„J y9 +

+ 2 (g00 + 2 - B )  xy3 + (1 -  d j y '  + 
+ (ffoo + 1  — 2tfou) ху- + (В 1 !l3 +

+ (#cmi — 1) ХУ + ( у  #uo + "2 — “ — d»uJ У"

+ j  (gon + 2 — B) x + — у ---- j )  У —

=  (go„- 1)** -  dooxy + (B -  3 )y: + (goo -  i)y .



С помощью этих формул получаются равенства

“  S  -  Y S = у' [d™x2 + 2 (воо—Н + 2) xy—d^y2 -  dlmy],
(24)

а % ~  + 2(g„„ — В + 2 )ху  —

— <*оо у1 — (В — 2 — g j  х — 2 d 00y  — d j .  (25)

Из равенств (24) и (25) следует, что уравнение (23) 
потенциально самосопряжено тогда н только тогда, когда 
ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия doo =  О II В =  £„о + 2.

7. Следующая нормальная форма допустимого урав­
нения имеет вид (4.6.40)

(х2 + х + у -  1) -jpj + 2sy  + ( r  + i  +  ! / - l ) ^  +

+ (Вх + d0„) — + (By -f gou) =  n (n — 1 + B) u. (26)

В этом случае имеем формулы
ср =  ( Я - 3 ) х  + £/00-  1, $ = ( B - 3 ) y  + g00-  1.

Следовательно, при условиях В =  3, d„<, =  goo — 1 уравне­
ние (2 0 ) является самосопряженным. Л в общем случае, 
как  обычно, вводим многочлены

а  =  ас — Ьг =  х3 + хгу + хуг + i f  — 2х — 2 у + 1,
(} =  <рс — if6 =  (В — 3 )х 2 + (В -  2 — g„o)ху +
+ (du» — 1 ) Г +  (doo — B + 2)x + (d„o — l ) y  + (1  — dtt)),

7 =  aif — 6(p =  (go о - \ ) х г + ( В - 2 -  d„„)xy +
+ ( / i - 3 ) r + t e o o - l ) *  +  t e , o -/?  + 2)i/ +  ( l —£o.).

Далее, вычисляя обе части равенства (1 2 ), находим 

( \ - g o a)x i + 2(d„ + 2 - B ) x ' y  +

+ ((/„„ +£„» + 10 — АВ)хгуг + 2(d„, +  goa — В +  l) x i f  +
+ (1 — doo) у4 + (3 — В) х1 + (dt) о + 2 В — 2 goo — 5) хгу +

+ (3В -  2doo -  7 )XI/2 + 2( 1 -  dM) У3 +
+ 2 ( B - d o o - g o o -  \)x‘ +  2 ( l - d l>o)xy +  2(dM-  \)у +

+  (d oo  —  1 ) у г + ( 6  — В  — g„o — 2 d „ o ) x  +  3 ( d oo  —  1 ) ,

a 2  - v S  =  ( 1 - ^ ) x ‘ + 2 (d»o + 2 - f l ) x 3{/ +

+ («/„„ + goo + 10 -  4B)x'if  + 2 (goo + 2 — B)xy1 +
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+ (1 — d00)y l + 5(gio — 1)хгу + (3 — В)у* +
+ 2 ( 1 — g<,<,)x* + 2(1 — goo) ху + 2(^oo — l ) x  +

+ (2B + 2d0, -  g00 -  7) уг + (3 5  -  d„, -  2gw -  6) у 4-
+ 3 (£ „ ,-  1).

Полученные два многочлена совпадают только при ус­
ловиях В =  3, d„0 =*^оо=1, которые вышо были отмечены 
как условия самосопряженности уравнения (26).

8. В силу формулы (4.7.6) восьмая нормальная фор­
ма допустимого уравнения имеет вид

j  v ^  ^  I о  д  II .  / 2 j  \ ^  М ,( * . _ ! ) _  + 2* »  —  + < » * - 1) 5-5 +

+ (« *  + о  g  + №  + ? .,)  |  -  п (п -  1 + II) и. (27)

Этому уравнению соответствуют мпогочлепы 

Ф =  (В — 3)х  + d„„, — (В — 3 )у + goo-

Следовательно, уравнение (27) является самосопряжен­
ным, если выполняются условия В =  3, d00 =  guo =  0. А в 
общем случае рассматриваем многочлены

а  = I -  х2 -  у2,
Р = dooy2 — gooxy — (В — 3)х  — d 
If =  £о»х2 -  doay — (В — 3) у — g„ о.

С помощью этих формул находим
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= 4,о.'/3 — <АнМ  ~  Zgooty1 ~  2 (В -  3) ху -  d0Qy, (28)
3ft о да

« г - Р т  =д у  г  д у
= gnox3 -  2d00x-y -  ^И0Х(/2 - 2  (В —  3) XI/ -  g00x. (29)

Сравнепне многочленов (28) и (29) показывает, что они 
могут совпадать только при условиях dM =  gm — 0. Сле­
довательно, при этих условиях уравнение (27) потенцн- 
альпо самосопряжено.



!). Рассмотрим теперь девятую нормальную форму до­
пустимого уравнения (4.7.11)

dlU , „ Й2!! . ..Я*» .
х д 7  д у *

+ (Вх + d j  9£  + (By 4- g j  = пВи. (30)

Для этого уравнения имеем
qj =  Вх + d„„ — 1, if = By + go, — 1.

Поскольку ВФ  0, то уравнение (30) не является самосо­
пряженным ни при каких значениях параметров. Далее, 
для проверки условия (12) вводим многочлены

а  =  ас — Ьг =  ху — 1,
p =  <pc-\|-b =  flx;/ +  (doo - 1 - 5 ) у  +  (1 -£ „ „ ),

 ̂= «ф -  6ф = Вху + (gm — 1 - Д ) х  + (1 -  dm).

С помощью этих формул находим

а Тх~  YS7 = ((1о о - 1 -Н )У  + (д  + 1 — £оо). (31) 

а  Z  -  р Ту = -  1 -  Д) X + (5  + 1 -  </„„)• (32)

Многочлены (31) п (32) совпадают при условиях d„„ =  
=  g„0 =  B + \ . Следовательно, нрн этих условиях полу­
чаем потенциально самосопряженное уравнение

с Г и  ( Г а  , д г и  ,

х Т? + 2 ^аЦ +  У^ ?  +

+ (Вх + В + 1) g  + (By + В + 1) g  = пВи. (33)

10. Переходим к рассмотрению следующей нормальной 
формы допустимого уравнения. В силу формулы (4.7.15) 
имеем

- х 7 ? - у Ь  + {Вх +  d J  % +  {Ву +  g J  £ =  пПи-
(34)

Как обычно, сначала находим многочлены 
<р = Вх + (/„о + 1, $  = By + gm + 1.

Поскольку В Ф 0, то уравнение (34) не является само-
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сопряженным. Далее, с помощью формул 
а  = ху, j} = -В х у  — — у,
К = -В х у  -  gMx -  х

находим тождества
<9v За М а да  п  а 7 - у т з а т - - р г з 0 ,Ох 1 dx dy ' dy

Следовательно, уравнение (34) является потенциально 
самосопряженным при любых значениях параметров.

11. Следующая нормальная форма допустимых урав­
нении представляется в виде уравнений (4.7.17) и
(4.7.18). В этих уравнениях при старших производных 
имеется шесть произвольных коэффициентов. Рассмотрим 
уравнение (4.7.17) при условиях

Ь1 о = Cot = 1, bti = Ьо« = Сю = С«о = о. (35)

Тогда уравнение приведется к виду
0 03и , 0ги 

Х dxdy + У д у1

+ (Вх + d j f x + (By + f j g  =  пВи. (36)

В этом случае имеем многочлены 
ф = Вх + d01„ = By + goo ~ 2.

Так как В¥= 0, то уравнение (3G) не является само­
сопряженным. Далее, из формул

а  =  - х г, 0 = (2 -  gm) х + dMy, f  =  -  Вх* -  d^x 

находим

а  —_Y—• = __d х2 а — — ft — — — d х3dx ‘ дх “oo^i а ду Р 0у — "иох •

Следовательно, уравнение (36) является потенциально 
самосопряженным при любых значениях параметров.

Вместо условий (35) можно ввести другие условия 
па коэффициенты уравнения (4.7.17). В результате по­
лучаются, например, уравнения, у которых группы чле­
нов, содержащие старшие производные, имеют вид



Псе такие уравнения на потенциальную самосопряжен­
ность рассматриваются аналогично уравнению (3(5).

12. Рассмотрим допустимое уравнение в нормальной 
форме (4.7.25)

+ {Вх + d°°] й  + {Пу + ^  I 1 = пВи- (37)
Этому уравнению соответствуют многочлены 

Ф == 4- f/0o -Н 1, if = By + g„„, а  =  х,
Р = -В х  — (1Ы -  1,  ̂= -В х у  -  £„0х.

Нетрудно проверить, что в данном случае справедливы 
тождества

f l y  &*■ Q д а  п  , о о \
а а1-У 1Г х= *а Т у - * Г иша0- №

Следовательно, уравнение (37) пе самосопрян{епо, но по­
тенциально самосопряжено при любых значениях пара­
метров.

13. В силу уравнения (4.7.29) тринадцатая пормаль- 
пая форма допустимого уравнения имеет вид

“  5 ?  _  Ь + {Вх + + (Вя + ~ "Л“' <3'J)
В этом случае имеем многочлены 

<р = Вх + ф =  By + g„о, а  = 1,
Р =  -  d o » , 1  =  - 5 ( /  +  £оо.

С помощью этих формул нетрудпо доказать, что для 
уравнения (39) выполняются тождества (38). Следова­
тельно, уравнение (39), которое не является самосопря­
женным, потенциально самосопряжено при любых значе­
ниях параметров.

14. В случае четырнадцатой пормальпой формы 
(4.7.31)

(«10* ЯП1У "I" Я<)о) ^ 2  ~Ь00 QX Qу "Ь

+ (Вх + dw) + (By + gon) — = пВи (40) 
имеем многочлены

«  = — Ьг00, ф =  В х +  d00 —а 10,
У = By + g00, р = _(/?(/ + g j  bw, 
у =* (я10х + а01у + а00) (By + gw) -  b0„ (Вх + -  о10) .
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Так как ВФ  О, то уравнение (40) не является самосопря­
женным ни ири каких значениях параметров. Л потен­
циальная самосопряженность имеет место при условии 
а,0 = 0. В частности, потенциально самосопряженным яв­
ляется уравнение (4.7.32)

у  S  +  2  ЪТу + {Вх + d00) £  + (By + g j  %  =  пВи.
(41)

15. Для уравнения пятнадцатой нормальной формы
/ 1 \ Я'и о и . v д~и2 , _ +  ( ,  + * ) _  +

+  ( « г  +  < и | ‘  +  («!/ +  г » )  I  -  "Ни (/,2)

имеем многочлены

а  = 1 — х* — уг, (f =  Bx + d00 + 2, = By + g0(l,
(} = В(хг + уг) + (В + d00 + 2)x + gwy + dm + 2, (43) 
If = (B +  d„„ + 2) у -  goox + goo.

Из этих формул следует, что уравнение (42) не является 
самосопряженным. Л условия потенциальной самосопря­
женности имеют вид d0о =  —В — 2, g00 = 0.

Нетрудно доказать, что все 6 допустимых уравнепнй, 
приведенных в самом конце § 7 гл. IV, не являются нп 
самосопряженными, нн потенциально самосопряженными. 
Рассмотрим только уравиенпе (4.7.30). В этом случае 
имеем многочлены

а  =  1 — х2 -  у'-, ф =  Вх + doo, уf =  By + gM,
Р =  В(хг -  уг) + (В + d00)x -  goay + do„,
If = - 2 Вху -  g ^  + ( B -  doo) у + goo.

Используя эти формулы, находим 

ду да
a o i - y j x =

= { t—x2—y2)(—2By—gnn) + 2xl(B—d00)y + g„n—2 B x y -g 00x], 
df> да

а д-у -Р ~ у =
- ( 1 - х * - У-) ( -  2By -  g j  + 2у [В (** -  у*) +

(В -f- d00) х ёииУ "Ь dou].
2 П. К. Сустии



Поскольку ВФ  О, то эти два многочлена не могут совпа­
дать тождественно ни при каких значениях параметров. 
Таким образом, уравнение (4.7.36) не является потенци­
ально самосопряженным.

Аналогично доказывается, что для уравнений 
(4.7.37) — (4.7.41) также не существует условий потен­
циал мюй самосопряженности.

§ 3. Формула Родрига для ортогональных
по области многочленов

Для классических ортогональных многочленов одного 
переменного имеет место формула Родрига, с помощью 
которой исследуются свойства этих многочленов. В на­
стоящем параграфе рассматривается некоторый аналог 
формулы Родрнга для ортогональных многочленов по 
двум переменным, которые являются решениями допусти­
мых и потенциально самосопряженных уравнений.

Будем считать, что основной дифференциальный опе­
ратор является допустимым и потенциально самосопря­
женным в некоторой одпосвязной области G. Тогда суще­
ствует весовая функция h(x , у) этого оператора в об­
ласти G.

Осповпые многочлены а, Ь, с, которые являются ко­
эффициентами при старших производных оператора, мо­
гут разлагаться на множители. Предположим, что эти 
разложения имеют вид

а = а хаг, 6 = а.Ь.с,, с =  с,с2. (1)

Это предположение не нарушает общности, ибо в край­
нем случае можно положить
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Если выполняются условия (2 ), то эти равенства но при­
водят к новым многочлепам. Из формул (3) —(5) находим

а, =  с, =  1.

Далее, введем еще вспомогательные .многочлены 
а 0 =  агсг — a lb]cl =  а /(a fa ),
Р» = срс2 -  tj-аД  = р/с„
То = я2ф -  *|С,ф = т/а„ 
р = а  „а„ q = а  „с,.

(3)
(4)
( 5 ) 
(0)

(7)



С помощью введенных обозначении преобразуем си­
стему уравнений (1.16). Используя равенства (6) и (7 ), 
получаем
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1 dh  _ P V i Po
h dx a V i f i “  Л ’

1 dh y_ V . _  Vo
h d y  _ a W i 4 ‘

Рассмотрим теперь вспомогательные операторы
Ч ', =  pDt +(D,p + M E , (Ю)
Ч' j = Ф г  + Ф г(1 + Ъ) &> (**)

Ф 1 = /)1 + ^ ,  (12)

Ф» -  Dt + ^Е. (*3)
Операторы (10) и (I I )  всегда преобразуют многочлены 
в многочлены. Аналогичным свойством обладают п опе­
раторы (12) и (13), если многочлен j}„ делится на много­
член р н многочлен делится на многочлен </.

Далее, из формул (10) и (I I )  следуют равенства
Ч ' . я - д о ^ + м * ,  (14)
4V ? = ZX(7fl)+fofl, (15)

справедливые для всякого многочлена И. Аналогично с 
помощью равенств (8) и (0) из формул (12) и (13) 
находим

j  Dt (hR) = />,/? + y  Djh = /),/? + = Ф ./f, (16)

■i D, (hR) = DM  + |  Dth -  DM  + R £  -  Ф,/?. (17)

Рассмотрим теперь линейный функционал на множе­
стве всех многочленов

J  (Л) = J  I* h (х> У) ,{ ( г- У),lx dV- О8)
а

Будем считать, что зтот функционал согласован с основ­
ным оператором, т. е. выполняются условия

J ( A M )= J{ A iR) =  0, (Ю)
12*



где операторы А, и А г определяются равенствами
A ,= a D l + bD1 + dE, Л2 = bD, + cD2 + gE. (20)

Л е м м а  1. Если функционал (18) согласован с ос­
новным оператором, то для любого многочлена R выпол­
няются условия

У (Ч ',/?)= 7(Ч '2/?) = 0. (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу равеиств (10) для про­
извольного многочлена R имеем

У[Л,(сгЯ )] = /[Лг(а А Я ) ]  = 0. (22)
С другой стороны, используй первое из равеиств (20), 
получаем

Л, (c,R) =  aD{ (с2/?) + bD-_(cJi) + dc2R —
= Z),(ac2/?) + Di(bczR)'¥ c2R(d — Dta — D.b) =

= D ,(ac2/?)+Z)2(6c./?)+ с2Яф. (23) 
Аналогично с помощью второго из равенств (20) находим 

Л2(я,6,/?)=  bD{(alb,R) + cD2(a,btR )+  gafitR  =
= Dl (bal 6,/?)+ Z?2(ca,6,/?)+ a,b,/?if. (24)

Далее, используя условия (22), формулы (23) и (24), 
получаем

/[Л ,(с2Д ) -  Л ,(а Д / ? )J =  J{D,[(act -  batbt)R] +
4- Dz[(bct — са,Ь,)/?] + (с2ф — а,&,ф)/?} = 0. (25)

Разности в круглых скобках вычисляем с помощью фор­
мул ( I ) ,  (3 ), (4 ), (6 ). В результате имеем

ac.t — balbl = a , (a aea — = а ха„ = Р>
Ъсг — caybi =  aibiC^z — с(с2Я|йt = 0, 

с2ф -  = р„. -
Следовательно, равенство (25) с учетом формулы (14) 
представляется в виде

J[Dt( p R ) - $ 0R\ =  J( 'Y tR) =  0.
Этим первое из условий (21) доказано. Далее, используя 
формулы (1 ), (5 ), (С), (15) и (22), находим 

J[A .(a.R )— Л , (с,&,/?) | = J{D,[(ba. -  acxbt)R] +
+ D, [i(ra2 — 6г,&,)/?] + (fl: tf — с,/лф)Я) =

= J[D2 (qR) + Т„Я] = ] (4 ' ZR) =  0.

Таким образом, лемма 1 доказана.
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Л е м м а  2. Для всякого многочлена Я справедливы 
равенства

Ф, (/>/?)= 'К./?, (20)
Ф ,( д Я ) - Ч '1Я. • (27)
В самом дело, используя формулы (10) и (12), на­

ходим
Ф, (РП) = D, (РП) + р„Я = PD,R + (D,p +  р„) R = Чг ,/?.

Аналогично равенство (27) следует из формул (11) 
п (13).

Л е м м а  3. Если для многочлена Я при натуральном 
к определены операторы Ф^Я и Ф$Я, то имеют мес­
то формулы

хф\П =  ф{~1 [хФ ,Д -  (к -  1) Л], (28)

уФ'гН -  Ф -Г1 [г/Ф2«  -  (*  -  1) Я ]. (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формулы (12) имеем 

я Ф ^ - х  (^ Я -Н  ^ я ) ,

Ф , (xR) -  Я + xD,R  + ^  Я = Я + хФ ,Я , 

л:Ф,Я = Ф, (xR) — Я.

Подставляя в последнее равенство вместо Я многочлен 
Ф|Я, получим

хф*/? = ф 1 (хФ ^ )  — Ф 4Я  = Ф , [ ^ , Я  — Я).

Этим формула (28) доказана при к  = 2. Далее, подстав­
ляя снова вместо Я многочлен Ф,Я, находим

хФ?Я = хф; (Ф|Я) = Ф , (хФ ?Я — Ф ,Я ) =

= Ф ! (Ф , ( х Ф ^  -  Я) -  Ф ,Я ] = Ф?(л<1),Я -  2Я).

Дальнейшее применение зтнх преобразовании приводит 
к равенству (28). Аналогично доказывается формула
(29). Лемма доказана.

Л е м м а  4. Если для некоторого многочлена S (х, у) 
выполняется условие
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D\S = 0 , (30)
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то для любого многочлена Q(xy у) и любого номера к 
найдется такой многочлен Q, (х, у), что имеет место ра­
венство

5Ф 1Ч'1(/>*е)“ Ч '1(/>*-‘е ,) -  (31)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулы (10) и 

( 12), получаем
Л<]уК,/? =» 5Ф , fPDXR + (DlP + р0) /?] -

=  5  [ d x (PDxR) + Dx |(DxP) П\ + Dx (p0R) +

+  ^(PDXR + RDxP +  р0Я)} = s[(DlP)DxR +

+ pD\R + {D\P) R + (DxP)D xR + (/>,pu) R +

+ P„0iR + k D ,R  + -p PuRDlP + \  p ; « )  =

=  s \ PD\R + 2(D lP + $a)D lR +

+ (/)?/> + D A  + 1  № lP + 1  Po) R\  (32)

С другой стороны, в силу формулы (10) имеем 

Ч'. [ 7  Л 5(Р0 + DlP) + SZ),/? -  /Ш ^] =

= PDX [1 Я 5 (Р „  + D lP) + SD XR -  / f ^ s ]  +

+  (DlP +  р0) [ 1  RS (р0 +  DlP) +  SDXR -  /? £ ,$ ]  -

= ~ 7 ^ ( Р 0 + DlP)D lP + (DXR) S (p0 + DlP) +

+ R (DXS) (p„ + DlP) + R S (D Xpu + D\P) +

+ P (DXR) DXS  + PSD\R -  P (D,/?) DXS  -  PRD\S 4

+ («./> + P «)[^  « 5 ( p 0 + DxP) + SD,R -  Я/ v ]  =

= .ф / )* Я  + 2 (DxP + fi0)D xR - PRDiS +

+ R (iD\P + D,p0 +  i  puDlP + 1  p})]. (33)



Так как выполняется условие (30), то правые части ра­
венств (32) и (33) одинаковы. Следовательно, равны и 
левые части этих равенств. Полагаем в левых частях этих 
равенств R — p̂ Q и приравниваем их. В результате полу­
чим равенство

5 Ф .Ч М Л > )  =
= Ч', [//-'<?S(p0 + D,p)+ SD ^ p'Q )- P*QD,S].

Из этого равенства, вводя обозначение
Q, = QS{$' + I),P)+ kSQD,p + pSDiQ -  pQDtS,

находим формулу (31). Лемма доказана.
Аналогично при условии S  =  0 доказывается 

формула

5Ф  гЧМ 9*<?)=ЧМ<7*-'&). (34)
Л е м м а  5. Если основной оператор потенциально 

самосопряжен, то операторы Ф, и Ф2 коммутативны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул (12) и (13) находим

Ф ,Ф 2/? — Ф 2Ф 1/? =

-  Ф.(о,я + *■'я) -  ф,(о,/! + Ь л) -  
- о 1(в,я + Ья) + Ь(о,я + Ь л ) -  
_ в ,( о 1я + Ь я ) -Ь (о 1« + Ь я )-

- f l [ D l( b ) - D , ( b ) ] .

Разность в квадратных скобках равна нулю в силу фор­
мул (8) и (9) и условия потенциальной самосопряжен­
ности (1.17) основного оператора. Лемма доказана.

А теперь рассмотрим основной результат настоящего 
параграфа.

Т е о р е м а  3. Если основной оператор потенциально 
самосопряжен и выполняются условия

£>,с, = D,ax = 0, (35)

то формула
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Qnr*(*, У ) - j D ’l D ? ( h p n<jm) (36)



определяет алгебраический многочлен по переменным  
х  и IJ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (16), полагая в 
ней R — p"qm, находим равенство

Z), (hp"qm) = ЛФ, (pnqm).

Дифференцируя это равенство по х и используя формулы 
(8) и (12), получаем

о; _ hD, ф, (pV) + (о,'0 ч>, (Л") -
-  /. [о ,ф , ( л г ) + ( Л т )] -  *ф  : ( Л " ) .

Далее, снова применяем оператор Z>| и формулы (8) и
(12). В результате имеем

о?(лЛ”) -  *[о,ф! (?”«”) + |®:(pV)] -
-;.Ф ;(pv). 

Продолжая эту операцию, прндем к формуле

о;
Л теперь к этому равенству применяем оператор Д2. 
В результате находим

Д2Я? (ЛлУ )  =

= /г [ я 2ФГ (А ”) + ^  ФУ (pV)] = АФ2Ф” ( А т ).

Применяя эту же операцию еще m — 1 раз, получим ра­
венство

D?D’i (hpnqm) = ЛФГФ; (/Лут ).

Сопоставляя это равенство с формулой (36), паходнм

Qnm(x, у) =  Ф?ФпЛ р пдп). (37)
Таким образом, остается доказать, что фупкция (37) есть 
алгебраический многочлен.

Из формулы (12) прн любом мпогочлепе R имеем

Ф1 (p kq'R) = Dl (pkq‘R) + ^  pkq‘R ~

-  ph~'q‘ (kRDlP + R ‘j  Dl4 + p D jl  + p0/?). (38)
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С другой стороны, в силу равенства (6) и первого из ус­
ловии (35) получаем

f  Тх = a oa i S ^ ( a o*Vi + ci ° i a o) =

Следовательно, сумма в круглых скобках (38) есть неко­
торый многочлен R Поэтому равенство (38) можно 
представить в виде

(I), (/>УЛ) = pk~'q’R t. (39)

Аналогично доказывается еще одно равенство:
Ф2 (pk<i’R) =  p'q’-'Rt. (40)

Из этих двух равенств следует формула
Ф|Ф2 (pkq‘R) =  Ф, (pkq’~'R1) =  p'-'q'-'R  3. (41)

Далее, к обеим частям равенства (41) применяем форму­
лу (39), а затем (40), В результате таких преобразова­
ний, пользуясь коммутативностью операторов Ф 1 н Ф2 и 
полагая к =  п, s =  т ,  R =  1, получим формулу

ф ?Ф Г (/ Л Г ) =  я п т (*, у).

Таким образом, равенство (37) действительно определяет 
некоторый алгебраический миогочлеп. Теорема доказана.

Формула (36) называется формулой Родрига для ос­
новного потенциально самосопряженного оператора.

Т е о р е м а  4. Если при условиях теоремы 3 функ­
ционал (18) согласован с основным оператором, то мно­
гочлен Qnm(x, у ), определенный формулой Родрига (36), 
ортогонален всем многочленам меньшей степени, т. е. 
при условии

к + s <  п + m (42)

справедливо равенство

J  =  J ( А (х, у) xhi/Qnm (г, у) dx dy = 0. (43)
а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что при условии 
(42) к <  п, и рассмотрим многочлен

Т = x"y'Qnm(x, у). (44)

Применяя (37) и (40), миогочлеп (44) представляем
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в виде
т  =  х*у‘ФУФ" ( pnqm) =

= х*Ф? [//МС (р"дт ) ]  = **Ф? (р "Я ). (45)
Далее применяем формулу (26). В результате из равен­
ства (45) имеем

Г = .х * Ф ?(р пЯ ) =  * * Ф Г 1Ч,1(р п_1Я ). (46)

Затем, используя формулу (28), находим

Т = х ^ 'Ф ’Г 2 [хФ /F, (р п_1Я ) -  (п -  2) Чг, (р п_1Я )] .
(47)

С другой стороны, применяя формулу (31) при S =  х, 
получаем

х Ф .Ч '. ( р - 'Я ) -  Ч '.О »-2/?,).

Подставляем это значение в равенство (47). В резуль­
тате получим формулу

Т = х * -1Ф;,- 1Ч'1 (р п_2Я ,) . (48)

По сравнению с формулой (46) в формуле (48) уменьши­
лись показатель степени х, степень оператора Ф, и сте­
пень р, но зато вместо многочлена Я стоит другой мно­
гочлен Я2. Применяем это преобразование еще к — 1 
раз. В результате придем к равенству

Т =  Ф"-Л-|Ч, 1 (p n~ft_,fik+ i).

Далее применяем п — к — 1 раз формулу (31) при
5  = 1. В результате получим равенство Г = Ч г,(Я л ), 
где Я* есть некоторый многочлеп. Подставляя это 
представление многочлена (44) в интеграл (43) и учи­
тывая условие (21), находим 1(Т )=  /(ЧГ,Я,У) = 0. 
Этим равенство (43) при условии к <  п доказано. Слу­
чай, когда s <  т ,  рассматривается аналогично с помощью 
формул (27), (29) и (34). Теорема доказана.

§ 4. Носовые функции и формула Родрига 
в наиболее характерных случаях

В настоящем параграфе для некоторых допустимых и 
потенциально самосопряженных уравнений, рассмотрен­
ных в § 2, находятся области ортогональности и весовые
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функции, проверяются условия согласованности основно­
го оператора и линейного функционала и приводится фор­
мула Родрига.

Прежде всего заметим, что в силу формул (1.27) усло­
вия согласованности основного оператора и линейного 
функционала имеют вид

Р {х, у) h (a dy — bdx) = О,
г

j  Р (х, у) h (bdy — с dx) =  0.

(1)

(2 )

Эти условия имеют место, если на контуре Г выполняют­
ся тождества

h(ad y — b d x )^  0, (3)
h(b dy — с d x)^  0. (4)

А для тождеств (3) и (4) достаточно выполнения условий
ha dy ss hb dx •* hb dy ™ he dx ■■ 0. (5)

1. Рассмотрим уравнение Аппеля (2 .1). В этом случае 
имеем многочлены

а -= х у ([  - х - у ) ,
Р = (doa + 1) (у2 -  у) + (2 -  В -  g0tt)xy, 
Т “  (£»„ + 1) (хг -  х) + (2 -  В -  d0„)xy.

(6 )
(7)
(8)

Прн рассмотрении потенциальной самосопряженности бы­
ло введено условно (1.14)

а ас — Ь2 Ф 0. (9)
В силу формулы (0) это условие определяет треугольную 
область

G = {(х, у ): х > 0 ,  у >  0, х + у <  1) ( 10)

Далее, для вычисления весовой функции применяется 
формула (1 .22):

U X
h(x, у) =  exp J  I d y  + J [ ( ! ) , _  J  dx + с, (И)



Используя формулы (0) и (8 ), находим
_V _  1 ^ ~~ ,1пп Д'оо , îm ‘ ' 
а. _ 1 — х — у у  1
V

j  i  ( l y  =  W  +  d 00 +  *00 — 1) П "  (1 — Х —  У )  —  1» I Х  И —
I

-  U'00 +  1) In У- (12) 

Аналогично из формул (6) и (7) имеем

1  [ ( « ) , - , ]  *  - 1  <ь -  <» + * . - * >  ы *.
I 1

(13)

Подставляя интегралы (12) и (13) в формулу (11), по­
лучаем

h ( x t у) =  exp {(U  + с/„о + воо —  1) Iln (1 —х —у )— In x j — 

— (goo +  1) 1ч У + (в  + goo — 2) In X + с,} =

= x~doo~ly~'!tto~1 (1 -  х -  y)B*doo+gtt0~'c2.

Полагая здесь сг =  1 и вводя обозначения —d0о =  а , 
—£ои = Р, 5  — 1 = if, получим весовую функцию Аппеля

А(х, у ) = х « - у - , ( 1 - х - у ) ’ -»-». (14)

Поскольку эта весовая функция должна быть суммируе­
ма по области (10), то должны выполняться условия

а > 0 ,  Р > 0 , i f > a  + p —1. (15)

Проверим условия согласованности (1) и (2) для основ­
ного оператора Аппеля и интегрального функционала с 
весовой функцией (14). Из уравнения (2.1) находим 
формулы

a = х (х  — 1), Ь = ху, с =  у ( у -  1). (1C)

Следовательно, в силу неравенств (15) условия (5) вы­
полняются на обоих катетах, входящих в состав границы 
области (10). А иа гипотенузе, используя формулы (16), 
получаем

Л (я dy — bdx) =  —h(a + b)dx =  x h ( l — x — y)dx**0, 

h(b dy — cdx) =  — h(b + c)dx = y h [ l — x — y)dx  «  0.
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Следовательно, на гипотенузе выполняются условия (3) 
н (4 ). Таким образом, условия согласованности для урав­
нения (2.1) выполняются.

Выведем теперь формулу Родрнга для многочленов 
Лппеля. В общем случае эта формула выводится при ус­
ловиях

а — а{аг, b — atb,cu с =  с,с2, (17)

В силу формул (16) полагаем а, =  х, Ь, =  1, с, =  у. Тогда 
нз общих формул (3.3) н (3.6) находим

7 = <Vi = ,Т 7- = </(! - * - < / ) •11
Следовательно, общая формула Родрнга (3.36) в случае 
уравнения Аппеля (2.1) имеет вид

В гл. I l l  при изучении многочленов Лппеля в качество 
определения этих .многочленов принята формула Родрнга 
(I!)) с некоторым коэффициентом в правой части. Л за­
тем с помощью этой формулы установлена ортогональ­
ность многочленов Лппеля но области (10) с весовой 
функцией (14) и получено дифференциальное уравнение 
(2 .1). Л в настоящем параграфе формула Родрнга (19) 
выведена из дифференциального уравнения (2 .1).

2. Дифференциальное уравнение второго нормального 
тина (2.15) потенциально самосопряженпо при любых 
значениях параметров. В этом случае имеем формулы

а  = -  х'у,
Р = (2 -  В -  gw)xy + ( L ,y (y -  1),
7 =(£оо + 1)х* r  duoxy.

Здесь условие а  = — хгу >  0 определяет нпжпюю полу­
плоскость. Используя эти три формулы, нз общем форму­
лы (11) получаем

D,c, = 0, Dla l = 0. (18)

Р = a„«i = = х(1 — х — у),

ас

Qnn (х, у) -  1  D\D7  [А х V  (1 -  х -  j/)n+m]. (19)

h (х, у) =  х
(20)



В нижней полуплоскости эта функция не является весо­
вой функцией. Но условия согласованности (1) и (2) 
здесь выполняются. В самом деле, из формул
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следует, что при условии ga0 <  0 все тождества (5) па го­
ризонтальной осн выполняются. Далее, по формулам (21) 
вводим многочлены

а, = х, 6, =  1, с, «  у, а 0 =■ -  х,
Р =  а„С| = — х1, q =  otoCi = — ху.

Следовательно, формула Родрига в данном случае име­
ет вид

Эта формула определяет п + т  + 1 линейно независимых 
многочленов степени п + т ,  являющихся решениями 
уравнения (2.15), если в нем вместо п поставить п + т .

3. Дифференциальному уравнению (2.18) соответст­
вуют многочлены

а  — у\  р =  y(d 0„y — goox),
7 =  (Я — 3)у2 + guo (х2 + у) — d00xy.

Условие а  =  у3 >  0 определяет верхнюю полуплоскость. 
В этой области с помощью формулы (11) находим

Эта функция не является весовой, но условия согласо­
ванности выполняются. Поэтому, учитывая формулы 
а = х2 + у, b =  ху, с =  у2, вводим многочлены

«1 =  1, = X, С, =  у, ССо = у2, 
р =  а  „а, =  у2, q =  а  0с, =  у\

Следовательно, формула Родрига в этом случае имеет вид

а = х 1, Ъ = ху , с = (/((/- 1) ( 21 )

Qnm (X, у) = 1  DID? [h ( -  X*)" ( -  х у )" ].

q„ m(x, {/ )-■ [ д а "  ( V n+3m).

4. В случае дифференциального уравнения (2.19) 
имеем а  = (х  + у)у2 >  0. Следовательно, область ортого­
нальности в этом случае есть полуплоскость у >  —х.
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В этой области с помощью общей формулы (11), исполь­
зуя многочлены a , (J, ■?, находим функцию

h (х, у) = уа (х + у)6 (1 + хГ *  exp ( ffoox -  *■*£), (22)

где для краткости введены обозначения а =  В — 2 —
— dua + gm, ft = d>,o — go» — 1 • Как и в двух предыдущих 
случаях функция (22) не является весовой функцией в 
указанной полуплоскости. Докажем, что условия согласо­
ванности все же выполняются. В самом деле, в силу 
формул

я = х* + х + у, b = ху, с =  у1, (23)

вычисляя левые части равенств (3) и (4) на линии 
х + у =  0, получаем

h ( —x*dx 4- xldx) ™ h (x1dx — xlrfx)»  0.

В связи с формулами (23) вводим многочлены
я, =  1, bt = х , с, = у, а „ = ( х  + у)у,
р =  а„я, = (х  +  у) у, q =  а  „с, = (х  +  f/)y\

Следовательно, формула Родрига для уравнения (2.19) 
имеет вид

Qnm (X, *) -  ±  [/(!/"+1т (X + у)"+т].

5. Поскольку уравнение (2.20) самосопряжено при 
условиях В =  3, do о = guo = 1 и не имеет случаев потен- 
циальной самосопряженности, то этому уравнению соот­
ветствует только единичная весовая функция //(х, у ) *  1.

6. Уравнение (2.23) самосопряжено при условиях 
В =  3, d„o =  0, £оо =  1, и, следовательно, h(x, у ) ^  1. 
А других случаев весовой функции это уравнение не 
имеет.

7. Уравнение (2.20) также имеет только случаи са- 
мосопряжения, при котором А(х, у ) =  1.

8. Допустимое уравнение восьмого нормального типа 
(2.27) потенциально самосопряжено только при условиях 
d«<i = g oo  = 0, т. е. такое уравнение имеет вид

(х* -  l ) ' f i ‘ + 2xyJpL  + (у* -  1 ) Н  + 
Ох дхОу д у

О1 и

+ в [ т 7х + у % )  = « ( «  — 1 + В)и. (24)



В этом случае имеем многочлены
а  = 1 — х2 — у\ Р = (3  — В)х, f  = (3  _  В)у.

С помощью этих многочлепоп находим область ортого­
нальности

С *={(*, У)- х: + уг <  1} (25)
н соответствующую весовую функцию

А (х, у) =  (1 -  х2 -  у2) <я- 3’/2, В >  I. (26)

Далее, с помощью формул
а =  хг — 1, b =  ху, с =  у ' — 1

проверяем условия согласованности (3) и (4 ). Для верх­
ней полуокружности имеем

a dy —Ь dx=  (1 — х2) ? ,1х — х V I — х- dx = О,

b dy — с dx =  —x2dx + x2dy =  0.

Аналогичные равенства имеют место и для нижней по­
луокружности. А теперь, как обычно, вводим многочлены
а, — 1, bt =  ху, с, = 1, а„ = а , р =  q = ( 1 — х2 — уг). 
Следовательно, формула Родрнга для уравнения (24) и 
весовой функции (26) имеет вид

(?,ш (X, у) -  {  д а "  [/ 1 (1 -  X2 -  у2)п+т]. (27)

9. Уравнению (2.33) соответствуют многочлены 
а  =  х у — 1, $ =  В (х у — 1), ч =  В(ху — 1).

Следовательно, область ортогональности определяется ус­
ловием ху >  1, а весовая функция имеет вид

А(х, у ) ш* е В(х+у\ В <  0.

Далее, в случае уравнения (2.33) справедливы равенства

а = х, 6 = 1, с =  у, я, = Ь, =  с, =  1,
а„ = а , р =  q =  ху  — 1.

С помощью этих равенств, как обычно, из формулы (11) 
находим формулу Родрнга

Qnm (х, у) =  I  DID? [h (ху -  1)"+т]. (28)
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Условия согласованности (1) и (2) в этом случае не 
выполняются, но многочлены (28) являются решениями 
уравнения (2.33), если в этом уравнении вместо п по­
ставить п + т .

10. В случае уравнения (2.34) по многочленам
а  =  ху, {J = —Вху — d^y — у, Y = —Вху — gonx — х 

определяются область ортогональности
G -={(*, у ): х > 0 ,  у > 0 )  (29)

и весовая функция

h (.г , у) =  x - d°° - 'y -S°°-le - B(x+v), (30)

где параметры удовлетворяют условиям d,,„ <  0, gm <  0, 
В >  0. Поскольку в случае уравнении (2.34) имеем ра­
венства а = —х, Ь =  0, с = —у, то, условия согласован­
ности (5) выполняются. Из тех жо трех равенств полу­
чаем

а, =  Ci =  1, Ък =  0 , р  =  oc„al =  a ,  q =  ocuc, =  а .

Подставляя последние два многочлена в формулу (3.36), 
находим формулу Родрига

Qnm(x, у) =  1 д а г  [/*(*«/)П+т]. (31)

Многочлены (31), ортогональные по области (29) с весо­
вой функцией (30), являются обобщением многочленов 
Лагерра — Лагерра, рассмотренных в § 1 гл. II.

11. Уравнению (2.36) соответствуют многочлены
а  = —хг, р = (2 — g00)x + d0„y, f  =  —Вхг — d00x.

С помощью этих многочленов из формулы (11), полагая 
в ней х0 = у» — 1, получаем функцию

h(x, у) =  хе°°~2 ехр^Ву +

Далее, поскольку в этом случае а =  0, b — х, с = у, а 0 = 
= а ,  р «= q =  а , то формула Родрига имеет вид

Qnm(x, у) -  I D"D?  **)"+m]-

12. В случае уравнения (2.37) имеем многочлены 
а  =  х, р = — Вх — d„0 — 1, 4  = — Bxy — g„ ox.

13 п. к. С уетян
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С помощью этих многочленов находится весовая функция

А(х, у) =  х rf00 ' exp {— Ц -  — g„y — Вх), (32)

которая определена в правой полуплоскости х >  0. Да­
лее, в данном случае имеем равенства а =  —х, 6 = 0 , 
с = —1, а0 = а, р =  </ = х. Следовательно, условия со­
гласованности (5) здесь выполняются, а формула Родрн- 
га имеет вид

0nm (x,y) =  i z W ( A x n+m). (33)

Если в формуле (32) положить —d„0 — 1 = а, В — 1, 
g o o  =  0, то получнм формулу (2.1.25). Следовательно, 
многочлены (33), ортогональные с весом (32) по правой 
полуплоскости, являются обобщением многочленов Ла­
герра— Эрмита (2.1.2(1).

13. Уравнению (2.39) соответствуют многочлены
о = 1, Р = — Bx + d o o ,  7 = —By + g 0 0 .

Поскольку условие о =  1 >  0 выполняется при любых х 
и у, то область ортогональности — вся плоскость. Этим 
трем многочленам в силу формулы (11) соответствует 
весовая фупкция

h (х, у) =  ехр [ — у  (х2 + у! ) + d^x + g ^ .  (34)

Далее, учитывая равенства а =  —1, 6 = 0, с =  —1, а 0 = 
= а, р =  q =  а, получаем формулу Родрига

Qnm (я, у) =  -  ̂D"D™h. (35)

Если в формуле (34) положить В =  1, d00 = g o o  = 0, то 
получим формулу (2.1.14). Следовательно, многочлены
(35) являются обобщением многочленов Эрмита — Эрми­
та, рассмотренных в § 1 гл. II.

14. Уравнению (2.41) при условиях 5 = 1 ,  г/„и = goo = 
= 0 соответствуют многочлены

о — 1, р = - у ,  ч =  у '- -х .

Применяя формулу (11), в этом случае находим
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h(x%y) = ехр [у (х  —
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Эта функция является весовой функцией в двух облас­
тях, определяемых неравенством у ( З х — у2) < 0 .  Но ус­
ловия согласованности дифференциального оператора и 
линейного функционала на границах этих областей не 
выполняются.

15. Поскольку уравнение пятнадцатой нормальной 
формы (2.42) потенциально самосопряжено при условиях 
doо = —В — 2 н g0„ = 0, то, подставляя эти условия в 
уравнение (2 .42), находим

Подставляя эти мпогочлены в формулу (11), получим

Эта функция является весовой в единичном круге, но ус­
ловия согласованности дифференциального оператора и 
линейного функционала, определяемого функцией (37), 
не выполняются.

+ {В х- В - 2 ) р х + Вуру =  пВи. (36)

А многочлены (2.43) в этом случае имеют вид 
а =  1 — хг — у2, р = В{хг + у2 — 1), 7 =  0.

Л(х, у )=  ехр(—Вх). (37)

13*



Глава VI

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ НО ОБЛАСТИ 
ГА Р.МОН I1ЧЕСК11Е МI ЮГОМ Л ЕН Ы

§ 1. Однородные гармонические многочлены

На плоскости хОу введем комплексное переменное и 
полярные координаты по формуле

2 = х + iy =  re4 =  г (cos <p + i sin (p). (1)

Как известно, однородные гармонические многочлены по 
двум переменным определяются равенствами

[«/*1
ип (х, у) = Не z" = 2  ( -  l ) h C*kxn~tky*h, (2)

ft=*o
l(n-l)/2l

vn (x, y) = Im z" = 2  ( -  l)*C**+1xn- ,fc- y * +\ (3) 
ft—0

li силу формулы (1) для этих многочленов имеем пред­
ставление в полярных координатах

ч„(х, у )= и »(г , (р)= m„(z)= г" COS Нф, (4)
i>„(x, y ) = v n(r, ф)= v„(z)=  г" sin ntp. (5)

Однородные гармонические многочлены (2) и (3) упоря­
дочим но лексикографическому принципу, т. е. предста­
вим их в виде последовательности

1, х, у, хг - у г, Ъ у ......... ы„(х, у), уя (х, у), . . .  (G)

Поскольку ы„ = 1 и Vo =  0, то систему ((i) будем запи­
сывать в виде

(1, ц„(х, у), у„(х, у)). (7)

Докажем, что многочлены (7) ортогональны по площади 
единичного круга

С = { (х , у): хг + уг <  1) (8)
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IJ самом деле, из формул (4) и (5) имеем 

j J «п (*, У) vk (х, у) dx dy =
G

1 2Л
= J" г"4 ''4 'dr J  cos лф sin /,(( dxf = 0. (9)

O II

Аналогично доказывается ортогональность между собой 
iiccx многочленов (2) и (3 ). При этом, как и в равенст­
ве (9 ), вопрос сводится к ортогональности тригонометри­
ческой системы функций. Вычислим нормы этих много­
членов. В силу равенства (4) при п >  0 имеем

1 2Л
j  J и- (X, у) dx dy = j r in+,dr j COS* Мф с/ф = 

с  0 0

Аналогично вычисляются нормы многочленов (5 ). Сле­
довательно, ортонормнрованные однородные гармониче­
ские многочлены имеют вид

ип =  - i = ,  ип ( х ,  у) =  / „ „  (X, у), ( 10 )
у л

Vn (-Г, у )  -  У  2<" я П Vn (х, У ). (11)

Из формул (4) и (5) следует, что ортонормнрованные 
многочлены (10) и ( I ! )  внутри круга (8) убывают со 
скоростью геометрической прогрессии, а на едишишой 
окружности могут возрастать, но не быстрее, чем Vn.

Далее, из формул (2) и (3) следует, что главные ко­
эффициенты многочленов (10) и (11) отличны от нуля. 
Тот факт, что некоторые главные коэффициенты отрица­
тельны, не имеет принципиального значения. Поскольку 
у каждого многочлена из системы (7) главный коэффи­
циент отличен от нуля, то всякий гармонический много­
член />„(х, у) порядка не выше п можно разложить но 
многочленам (7 ), т. с. представить в виде

П
Л. ( г, у) -  у  + ^  (х, у) + (ifcJ’A (х, у)|. (12)

/<—I

13 силу равенств (10) и ( I I )  коэффициенты разложения
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(12) определяются по формулам

а* = 2<*^~ -  |  J  (х< У) uk (х> У)dx dV> (13)
G

Ph -  2(к :х - -  J j  Рп (Т, у) r h (х, у) dx dy. (14)
G

Пусть теперь в единичном круге (8) определена гар­
моническая функция

F(x, y) =  F(r, с\>)=F(z). (15)

В силу известных результатов эту функцию в единич­
ном круге можно разложить в ряд вида

оо

F (г . Ч>)= т  + 2  /h (а * соя + bh sin Ачр), (16)
k—i

где коэффициенты определяются по формулам
2Я

а* = — j* F (р, ф) cos Аф dq>, (17)
О
2 Л

bh =  j* F (р, ф) sin А-ф dy. (18)
о

Разложение (16) нетрудно получить из формулы Пуас­
сона для гармонической функции (15) в круге радиуса 
р < 1 либо из формулы Коши для аналитической функ­
ции, если сначала ввести сопряженную к функции (15) 
гармоническую функцию.

В разложении (16) перейдем к декартовым координа­
там. В результате, учитывая формулы (4) и (5 ), получим

ОО

F (r, у) = Ц + 2  К М * .  У) + bhi-h(x, у)\. (19)
А = О

Ряды (16) и (19) сходятся равномерно внутри еди­
ничного круга (8 ), причем никаких граничных свойств 
от функции (15) не требуется.

Рассмотрим ряды вида (19) с точки зрения ортого­
нальности по области. Предположим, что функция (15) 
суммируема но области (8) с квадратом, т. е. выполняется



условие

J j| F (x ,  y)\ 'd xd y< o o . (20)
G

Множество таких функций будем обозначать через 
lh (G ). Аналогично равенствам (13) и (14) определяем 
коэффициенты Фурье ио системе (7) функции (15) но 
формулам

ак _  2 а 'п 0 \ j  F (х , у) ик (х, у) dx dy, (21)
G

bk .  2J !L ± H  J  J  f  (X, y) «,* (X , y) dx dy. (22)
G

Докажем, что формулы (17), (18), (21), (22) опре­
деляют одни и те же коэффициенты Фурье функции 
(15). В самом деле, возьмем число р близкое к 1. Тогда, 
исходя из формул (17) и (18), находим

2Л

ah — ibh =  j* F (Р> ф) (cos Аф — < sin А-ср) dtp =
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* + 1_
2

1гГ—р
л<рл + г .f <23>

Далее применяем формулу интегрирования по частям 
для аналитических и гармонических функций (I1.5J

J j* F  (z) ф' (z) dxdy =   ̂[ F (z) ф (z) dz. (24)
G Г

В результате из равенства (23), обозначая через Ср круг 
радиуса р, получаем

а а -  ibh =  ! ■ j  j* F (z) zkdx dy = 
c p

= J ^V+2>,[ I F (*’ y ) (x ’ y) — iVh ^ dx dy■ (25)

В силу условия (20) в этом равенстве можно перейти к 
пределу при р 1. Тогда в правой части равенства (25) 
получим интегралы (21) и (22).



Таким образом, если для функции (15) выполняется 
условие (20), то ее ряд (19), коэффициенты которого 
определяются по формулам (21) и (22), сходится равно­
мерно внутри единичного круга (8 ).

Вместо ряда (19) можно рассматривать ряд Фурье 
но ортопормированвым однородным гармоническим мно­
гочленам

—* ОО
Р(х, у) =» -J-Uo + (-Г, у) + bfcf,, ( . г ,  f/)J. (20)

А—X

Коэффициенты этого ряда определяются но формулам

а h = I J F (*' У')и * (х’ У)dx (,У' (27)*с

= f I F У) 1’ь (*» У) dx dy- (28)
G

Рассмотрим несколько известных либо очевидных 
свойств рядов Фурье (19) и (20) для функции класса 
//.(G).

1. 15 силу условия (20) для коэффициентов Фурье 
(27) и (28) выполняется неравенство Бесселя

#  + 2  «  + 6 2 ) 0 / 4 3 .  (21))
h=1

Отсюда следуют предельные соотношения
lim ah = 0, liin bh =  0, (30)
Л-»ао k-*oo

lim тТГ = ° ’ И,п тТ? = ° ' (31)к-оо У  к Л -оо У  к

2. Введем частичные суммы ряда (20)
— 71

s„  (J-, У) = Y  “о + !£  (х> V) + М /. (-г. 0 ) 1- (32)
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Как и у всех ортогональных рядов, частичные суммы 
(32) наилучшим образом приближают функцию /-’ (.г, у) 
в метрике пространства //2(С ), т. е. при всяком гармони­
ческом многочлене вида (12) выполняется неравенство

II/’ -  S Jo  =£ II/’ -  />„110. (33)



3. И силу известных результатов о полного ряд (20) 
сходится к функции /'(х, у) в среднем по области 
(8 ), т. е. имеем

lim I F — S„\c = 0. (34)
fl-*oo
4. Если функция F (х, у) гармоническая в замкнутом 

круге
<•>={(*, У): (х — х„)г +((/ — у„)г *£рг), 

то справедливо неравенство

л|»г I F  (^о. Уо) Is <  J J I  F (■*. У) Р dx (1У- (35)
(О

Из условия (34) и неравенства (35) следует, что ряд 
(20) сходится равномерно внутри единичного круга (8 ), 
т. е. равномерно на всяком компакте, расположенном 
внутри этого круга. Таким образом, разложение (20) по­
лучается независимо от разложения (16).

5. Если функция F (х, у) имеет на единичной окруж­
ности почти всюду угловые граничные значения /■’ ( l ,  ср), 
причем функция F( I, <р) суммируема на сегменте [0 ,2л ], 
то разложение (20) после перехода к полярным коорди­
натам превращается в тригонометрический ряд Фурье. 
Из этого факта можно получить ряд следствий. Напри­
мер, если функция /<’ (1, ф) непрерывно дифференцируе­
ма р раз, причем (1, ф )е Ы р а , то для остатка ряда 
(20) имеет место неравенство [11.4, 11]

|/?„(х, i/)| = |F (х, y ) — S n(x, у) | sS (c ,ln  п)/пр+а.

0. В силу экстремального свойства (33) частичных 
сумм (32) для наилучшего приближения функции 
F(x, у) в метрике пространства //2(С ) справедлива 
формула ______________

Е\? (F, С) =  || F -  S n Йс -  1 /  £  (a l  + Ц )  =
Г *= п + 1

| / п  У  <  +
-  V 2 Z i т — ■ft=n+l 1

7. Оценим скорость сходимости ряда (20) внутри 
единичного круга (8 ). Рассмотрим область

Ср ={(х, у): хг + у- <  р < 1). (30)
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Оценим остаточный член ряда (26) в замкнутой области
(36). Используя разложение (16) и формулы для коэф­
фициентов (27), (28), находим последовательно

ОО

I Яп ((», <»’) | = 2  Р* ( « Л  cos АчР + l)h s i» *ф) <I Л—п+1

/ ОО /  оо /  оо

2  ^ р “ 1 /  2  i ? + y  2  ь,
Л—n + l L Л~п + 1 Л= п+ 1
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Г °°
< 2 £ („, ) (F ,C ) |/ \  %  (А- + 1 ) Р 2* .

А=п + 1

Ряд под знаком корня имеет порядок интеграла 

j  +  + ^ ) .
п+1

Таким образом, ряд (26) сходится внутри единичного 
круга со скоростью геометрической прогрессии.

8. Если функция /(г) является аналитической в кру­
ге I z I <  R, где Н >  1,то остаток се ряда Тейлора в замк­
нутом круге IzI <  1 убывает со скоростью геометриче­
ской прогрессии со знаменателем q =  1/Л, причем посто­
янная в оценке остаточного члена зависит от И >  1 и 
возрастает неограниченно при R -* 1. Эта зависимость 
определяется граничными свойствами функции /(г) в ок­
рестности окружности Ы = Л . Почти все результаты та­
кого типа о рядах Тейлора переносятся на ряды Фурье 
(26). Приведем только одну формулировку. Если функ­
ция F (x ,y)  гармоническая в круге Ы < / ?, непрерывно 
дифференцируема р раз в замкнутом круге Izl «S/?, при­
чем F^^R, <jp)eLipa, то для остатка ряда (26) справед­
ливо неравенство [11.25]

где постоянная сг ие зависит от п и R. При этих услови­
ях для коэффициентов Фурье вместо предельных соотно­
шений (30) и (31) получаются различные оценки скоро­
сти сходимости их к нулю.
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Таковы простейшие аппроксимативные свойства ря­
дов Фурье по ортонормированиым однородным гармони­
ческим многочленам.

Но всех вышеизложенных результатах важную роль 
играло свойство ортогональности многочленов системы 
(7) по единичному кругу с единичным весом h(x, у )=  1. 
Но па самом деле многочлены (7) ортогональны по лю­
бому кругу с центром в начале координат и с любым

Гаднально симметричным весом. Как и в монографии
11.23], назовем весовую функцию радиально симметрич­

ной, если она постоянна па каждой окружности с цент­
ром в начале координат, т. е.

Л(х, у) =  h (z)=  h(r), г — |*|.

Предположим, что эта функция определена в круге 
Ы < У?. Тогда с помощью формул (4) и (5) находим

\ f h (х, у) и„ (х, у) vk (х, у) dx dy =
1*1<н

я гл
=  i li(r) rn+li+ldr cosmp sin Ачр dtp =  0. 

о 0

Аналогично доказывается ортогональность и других 
функций нз системы (7 ). А норма, например, функции 
и„ вычисляется по формуле

я
[и„Рс = л J  /t(r) г-', + |(/г.

о

Можно рассматривать и случай, когда Н — °°. Например, 
функция й (г) = ехр (—г) является радиально симметрич­
ным весом на всей плоскости, а нормы многочленов (7) 
в этом случае представляются через гамма-функцию 
Эйлера.

§ 2. Аналог формулы Крнстоффсля — Дарбу

Как и для любых ортогональных рядов в случае орто­
гональности по площади возникает задача о вычислении 
частичной суммы билинейного ряда. IS настоящем пара­
графе эта задача рассматривается для ряда Фурье по 
однородным гармоническим мпогочлепам.
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При условии \q\ <  I рассмотрим равенство 

1+г/ + >/3 + . . .  + ч " =  1 (1)

Положим в этом равенство

4 =  z i  =  (z + iy ) ( l  — ii])- (2)
Тогда, используя формулы (1.2) и (1.3), находим 

' /  =  г * ( £ ) *  =  К ( * .  У ) + 1 ” ь ( х ,  У ) \  К ( £ .  11) — П) J =
=  ик(х, y)uk(l, i j ) +  vk(x, y)v„(l, i!) +

+  i [ i\ (x , y)ii„(l,  t]) — h*(x, y)v„{%, n )J .  ( 3 )
Далее, в силу равенства (2) имеем

1 — «Г1—(1 — х% — yi])+ l(xi\ — уЪ). (4)
Умножим эту величину на комплексно сопряженную. 
И результате получим равенство

( l - x 6 - f f i| ) *  + ( * i i - 0 ! ) ! =
=  1 -  2 ( x l  +  у ц )  +  (х» +  у -)  ( V  +  Ч3) .  (5 )

Обозначим эту величину через g(x , у, |, •)). Кроме того, 
для краткости введем обозначения

ик =  ик(х, у), м* =  м*(|, 1|), (())
v* =  vk(x, у), vk =  vk(l, 11) . (7)

Тогда нз формулы (1 ), учитывая равенство (3 ), находим

1 + ^  + Vk»k) + 1 21 С17*"* — U^'k) =
ft= l A = 1

_( l  —  <ln  +  l )  [ d  — x \  —  У Ц )  —  i  ( J t |  — |/S )|

g ( x ,  ! /, l .  Л) ‘

Числитель дроби вычисляем с помощью формулы (3) 
при к =  п +  1. Затем разделяем действительную и мни­
мую части в равенстве (8 ). В результате получим 
формулы

П
1 + 2  ("h~'h + а д )  = 

к  1

К» — Нн (-!».. I 1 — + + — хЪ — У']) —
ь  Vх » У у St

— (t’„+iH,l+1 — ип+1yn+1) (XI) — у5)], (9)
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2ft-1
- 1 [О — Mn-t-lMn+i t'n+l^n+l) (ЛЦ yl) +

g{*, U, I . Ч)
+ (vn+lun+i — un+1T'1l+i) (I — x l — I/>|)]. (10)

Далее, из равенства ( I ) ,  дифференцируя его но q, 
находим

1 + 2q + 3g* + . . .  + nq" 1 

(* + l)g n . 1

(П + 1) q" 1 - 9 П+1
1 -  Ч ( !- « ? )*  

- 1̂ Г 7 £: + Г ^ ( 1 + ,? + '7г + •• •+ '? " )•  <и >

Вычислим отдельно слагаемые в правой части равенства
(11). В силу формул (3) и (4) имеем

(>. Н )« ;п _  - - ( »  IО  'i ~ , v ~ ) ,

+  I (tv<>. — unvn)]  1(1 — * 1  — у  ч) — i (*4  — г/Б)! =

-  F u X T T ir  + -  *  ~  »ч>+
+ — н„7’„) (л ) — Ijl) + i — и„г„)(1 — x l  —f/i|) —

— t («„и,, + г„гн) (.<>1 — г/g)]. (12)

Второе слагаемое в нравом части равенства (11) вычис­
ляем с номощью формул (3) —(5 ). В результате полу­
чаем

]-Z7y( l  + Я + 9* + • • • + ЯП) -

( I  — х\ — 1/1)) —  I (Х1| —  у с )
g(x,y, I- »))

h—l

j | ( l  — x l  — уц) 1 +  j - j (ua«a +  'V a )
fr-=l

+

+ (*>1 — yl) 2  (t’A«A —  “ к Ь’а) +  ft«l
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+  i (1 — хЪ — l/м) У, ( vhu h — UbVb) —
A =  I

— i ( j-ч — y l ) 1 +  2  ( " а« а +  ^ a )Л*1
• (13)

Таким образом, оба слагаемых в правой части равен­
ства ( I I )  преобразованы с помощью формул (3) и (4 ). 
Подставляем значения (12) и (13) в равенство (11). 
Кроме того, левую часть этого равенства преобразуем 
с помощью формулы (3 ). Далее, вычисляя в получен­
ном равенстве только действительную часть, находим 

n _ 1  ~_
2  (к + l ) ( u fc«fc + v j fk) = 

fc=o

=  ~ (,tg ' П [(«..И» +  VnVn) (1 — x l  — y\]) +

+  (i>n«n — м л )  ( x n  — y£ ) ]  +

+ 7  jO — А  — уч) f  1 + 2  (“a«A + ^ * ) J  +

+ (*4 — y£) i  (I’hMfc — «*!-*) . (14)
fc=»l

После простейших преобразовании равенство (14) при­
водится к виду

п—X
S  (Л  +  1 ) ( « аМа +  " а̂ а )  =

*=* о

[ « -I
(1 —  л £  —  у м )  2  ( “ а“ а  +  ^ а )  +  

л=о
л - 1  ^

+  (* Ч  —  'Л )  S  ( l ’A«A —  U a ^ a )  —  k=l
— п  (1 — *£ — уч) ( u nu„ +  Г„Т’„) —

— / i( jii — y l ) ( v nu n — u„T '„)j. (15)

Суммы в иравои части этого равенства можно заменить



по формулам (9) и (10). В результате получим формулу
71—1 ^  ^

2  (к + 1 + VkZ'h) =h=0

= 1(1 — хЪ — yr\) J  [(1 — ипи„ — v„v„ ) (1 — — уч) — 

— (l'nUn — Wnr„ ) (Xl) — yl)] — ,

— (Л1 — yl)  J  [ ( 1 — unu„ — v„vn) (xii — y l)  +

+ (l’nUn — UnV„)( I — — 1/4)1 —
— n (1 — x l  — y>i) («„U n + vnvn) —

— л(хп — y l) (v nun — unw„)|. (16)

Формулы (15) ii (16) являются аналогами и обобще­
ниями классической формулы Кристоффеля — Дарбу для 
ортогональных многочленов одного переменного. В этих 
формулах частичная сумма билинейного ряда по орто- 
иормнрованным однородным гармоническим многочленам 
представляется через более простые выражения. При 
рассмотрении формул (15) и (16) следует учесть обозна­
чения (6) и (7 ). Кроме того, в этих формулах через g 
обозначена сумма (5 ), т. е. имеем

* (* , у , Ч)= 1 - 2 ( П + {,.]) + (** + г )  (£г + тг).
(17)

Если точки М(х, у) и Р(£, ц) различны, то функция
(17) в силу формулы (5) положительна. Далее, из фор­
мул (4) и (5) следует, что функция (17) положительна, 
если точки М и Р совпадают, но находятся внутри еди­
ничного круга.

Предположим, что точка М(х, у) находится на еди­
ничной окружности, т. е. выполняется условие хг + уг — 
= 1. Тогда из формулы (17) находим

g(x, у , 1 ,  1\ ) ^ ( х - 1 ) г + (у  — 1 ])г.
С другой стороны, при том же условии хг + у2 = 1 имеем 
равенства

1 — — УЧ = х(х — % )+у(у  — ц),

— y l  —(* — 1 ) ц — (у — 4)1-
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Учитывая эти равенства, получаем
11 —  *1— i/'il (I *  —  Е Н  I ч —  ч !)^  (I *  —  £1 4 -1.»/ —  м1)д 

е ( г ,  и, 5. л) (* — 5)* +  <v — п)
(1S)

1*м — у;1 (I*  — £1 +  1 у — м!) <- (I*  — Sl +  I?/ — м|г <  
g (*, у* I ,  м) ( * - i f  +  (</ -  ц)2 ^

(19)

Эти неравенства справедливы, если точка М (х, у) нахо­
дится на единичной окружности, а точка /*(£, ц) изме­
няется в замкнутом единичном круге.

§ 3. Ортогональные в единичном круге 
гармонические многочлены

Пусть в единичном круге
С = { (х , у): хг + у'-< i)  (1)

определена весовая функция h(x, у), которая, как обыч­
но, неотрицательна, не эквивалентна нулю и суммируема 
по области (1),  т. с. выполняются условия

О <  J  [  h (х, у) dx d y <  оо.
G

Применим процесс ортогонализации с весовой функцией 
h(x, у) к системе однородных гармонических много­
членов

(1, ип(х, у ) , v„(x, у)}. (2)
В результате получим систему гармонических много­
членов

(Л„, Л„(х, у), П„(х, у)), (3)

которые ортонормированы по области (I ) с весовой 
функцией h(x, у). Ортонормнрованпость системы (3) 
означает выполнение трех условий:

J J // (х, у) Л„ (х^у) Лк (.г, у) dx dy = 6nJk,
g

j  f  h (* . у )  л п (X,  у) IIk (.Г. у) dx dy =  О,
G

j  j  h (x , y) H„ (x, y) l}h (x, y) dx dy =  6,lfc
* G

2TI8 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. VI



Рассмотрим многочлены (.'!) и том случае, когда не­
сомая функции отграничена от нуля и удовлетворяет 
условию Лнншнца, т. е. выполняются дна условия:

h(x, у )>  с, >  0, (4)
Ih(x, y ) - h ( \ ,  г]) I <  Mt(\x — |1 + Ijr — t j l) .  (5)

Оценим многочлены (3) нрн условиях (4) н (5 ). Раз­
ложим многочлен В„(х, у) по системе однородных гар­
монических многочленов (2 ). Аналогично формуле (1.12) 
получим

Н

Вп (г, у) = [сtkuh (х, у) + j}hvh (.г, у)]. (6)
А  =  1

Коэффициенты этого разложения определяются по фор­
мулам

«а — ]- J J Вп (6. Ч) «А (S, л) (,'Ъ
с;

Ра = " а л П j J Вп (£, ц) vh (£, ii) d% f/i|.
о

Используя эти формулы, из равенства ((>) находим

Вп (х, у) = j  j j В„ (£, ii) Кп (г, у , I, ii) (II (1ц, (7)
' с

где, как обычно, введена частичная сумма билинейно­
го ряда

П
А » (х, у, I, 1]) = 4- + N] {k + \)(uhuk + vh7\), (8)

А 1

причем для краткости использованы обозначения (2.0) 
и (2 .7). Далее, из равенства (7) получаем формулу

Вп (-Г, у) =  11 j* J  в„ (I, 1]) (ипы„ +  I'nVn) (II di] +
г;

+ f  j  j* B„ (l, ц) A'n_ j (.г, у, I, ii) d i  di). (9)
' G
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Сначала оценим первое слагаемое в правой части этого 
14 П. к. Суетни
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равенства. В силу условия (4) имеем

J  J|£„(&, т|)||«к| < * | <
с

< -А= J j* V h &  л) Iп»(&> л)l I “* I dl  *i <
'  С1 G

< у т У ^ (S' ^ г V ^ 7 ’  т

Следовательно, все первое слагаемое в правой части ра­
венства (9) по абсолютному значению не превосходит 
величины

2<" + П (|М *»У)| + К ( х ,  У)|). (11)/
Переходим к оценке второго слагаемого в правой 

части равенства (9 ). Прежде всего, заметим, что в силу 
ортогональности многочлена Вп(х, у) с весовой функци­
ей А(х, у) имеет место равенство

J  J  Л (5, П) Вп (5. Л) А'„-1 С*. У< £. Л) <%> *1 = 0.
G

С помощью этого равенства находим

Л ,} “  1 J  Вп (I, г\) К „-г (х, у , I, rj) c?r| =
G

“  яMix, у) *(6. л)1 В„(Ъ, ч)А' „ _ 1  (х,У,1, »1) «#£с/ц.
G

( 12)

Этот интеграл можно оценить с помощью формулы 
Кристоффеля — Дарбу (2.15). Но сумма A'„-,(x, у , ц) 
меньше суммы (2.15) на 1/2. Если в интеграле (12) 
вместо К„-1 поставить 1/2, то полученный интеграл не 
превосходит 1/Улс,. После этого остается рассмотреть 
интеграл с подынтегральным выражением вида

оп -  |А (х, у) — А{I, 11)] Bn(l, I]) 2L (к + I) (“ лМл +

+ vnvh)\ “  [А(х, у) — А (5, л)| Вп(Ъ, ц) -1 X
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п — 1
(1 — — ут\) 2  («*«* +  vhvk) + h «=0

П - 1  ^  ^

+ (*4 — yl) 2  (VhUh — uhvk) —

— п (1 — хЪ — уц) (и„и„ + VnV„) —

— п (хц — у£) (v„u„ — М„у„)J . (13)

Предположим теперь, что точка М(х , у) находится на 
единичной окружности. Тогда справедливы неравенства
(2.18) и (2.19). Используя эти неравенства и условие 
(5 ), для величины (13) получаем оценку

[ и—1 __
2  (| «А«А | + 1 ^ * 1 )  
к=О

п-1
+ 2  (I I + | “ kVk |) +к= 1

4- п (| ипип | 4- | vnvn | 4- | v„u„ | 4- |u„vn |) J . (14)

Интегрируем это неравенство почленно и применяем для 
полученных интегралов оценку (10). В результате имеем

__ П-1
f  J  Ы  <%. *1 <  Л/j | / Щ- 2  77= =  (1 «* | 4- | vk I) 4-
Г. f  1 .л=о

п—1

А=1 V *  4- I

У *  4- 1

(K I  4- | и* |) 4- - т ^ Ц (| и п| 4- |t>„|)<
"1/я 4" 1

4- 1. (15)

Сопоставляя все полученные оценки, можем сформу­
лировать основной результат настоящего параграфа.

Т е о р е м а  1. Если весовая функция удовлетворяет 
условиям (4) и (5 ), то для ортонормированных много­
членов (3) в замкнутом единичном круге выполняются 
неравенства

U „(x , у ) \ *S с ,I'm 4- 1, xl 4 - y l * s l ,  (16)
IВп(х, у) I ^  с.УТГ+Т, хг + у 2 <  1. (17)

14*
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В самом деле, первое слагаемое в формуле (9) не 
превосходит величины (11) ,  а второе оценивается с по­
мощью неравенств (14) и (15). Этим неравенство (17) 
доказано. Аналогично доказывается неравенство (10). 
Заметим, что обе оценки (16) и (17) неулучшаемы в 
смысле порядка, ибо они не могут быть усилены даже 
в случае ортонормнрованных однородных гармонических 
многочленов.

А внутри единичного круга многочлены (3) ограниче­
ны равномерно. В самом деле, из формулы (6 ), учиты­
вая оценки интегралов (10) и формулы (1.4) и (1.5) 
при х2 + у2 <  р2, находим

|/M * , y ) | < - l U ( i  +  V  / / 7 Т 7 (> Ч  
У  ЛС1 \ Г- . /

Несколько более точная оценка внутри круга полу­
чается, если в формулах (13) и (14) вместо формулы
(2.15) использовать вторую формулу Крнстоффеля — 
Дарбу (2.10), но в этом случае доказательство значи­
тельно усложняется.

§ 4. Ортогональные но области гармонические
многочлены в общем случае

Систему однородных гармонических многочленов рас­
положим в виде последовательности

1, м,(-с, у), v,(x, у), . . . ,  и„(х, у), у„(х, у), . . . .  (1)

Для упрощения дальнейших формулировок нерсобозна- 
чим эти многочлены и представим в виде

фи, ф.(*. «/). фг(*. У), . . . .  ф„(х, у), . . .  (2)

Пусть конечная односвязная область G ограничена 
спрямляемой жордановон крином Г. Предположим, что в 
области G определена весовая функция h(x, у), которая, 
как обычно, неотрицательна, не эквивалентна нулю н 
суммируема по этой области. Применим процесс ортого- 
иализацнн с весовой функцией А(х, у) к последователь­
ности (2 ). В результате получим последовательность 
гармонических многочленов

Ф„, Ф ,(х , у), Ф: (х, у), . . . .  Ф„(х, у ) .........  (3)



которые ортогональны с весом /г(х, у) но области G, 
т. е. удовлетворяют условию

С \ h(x, у) Ф„ (х, у) Фт  (х, у) dx dy =  6мт. (4)
а

Систему (3 ), как и систему (1),  можно представить 
в виде

М „  Л„(х, у), П„(х, у)). (5)

Но тогда условия ортогональности для системы (5) за­
пишутся в виде трех равепств.

Предположим сначала, что весовая функция отграни­
чена от нуля, т. е. выполняется условие

h ( x ,y ) > h .>  0, М(х, у)<=С. (Г.)

Обозначим через р расстояние точки М е= G до контура 
Г, п нусть о»р — круг радиуса р с центром в точно М. 
Тогда в силу неравенства (1.35) при условии ((>) на­
ходим

 ̂ л (г | Ф„ (х, у) I3 <  J j  | 'I*,. (5, ц) d l </ц <

< 4 -  ( \к(Ъ, ч)|‘М 5 . *|)|s dEA| — (7)
О *JGJ о

Л если (>(/'’, Г) есть расстояние от замкнутого множества 
/ 'с С  до контура Г, то нз неравенства (7) получается 
равномерная оценка

1 Ф .(* * )1 < 1 / (О Т р (Г , Г) ) ,  M ( x ,y ) e F .

Таким образом, если выполняется условие (6 ), то много­
члены (3) ограничены равномерно внутри области G.

Далее, пусть в области G определена гармоническая 
Функция f(x, у), суммируемая с квадратом по области 
G с весовой функцией h(x, у), т. е.

I /12; — f j  h (х, у) f* (г , у) dx dy <  оо. (8)
* Г,

Для такой функции можно определить коэффициенты
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Фурье по системе многочленов (5) с помощью формул

“  J S h У) f  (*• У) ^  (*• У) djr
G

bfc = f J h (x, y) f  (X, y) Bh (*, y) dx dy. 
a

В результате функции f(x, у) ставится в соответствие 
ряд Фурье по ортогональным гармоническим много­
членам

оо

а<Л + 2  У) + bhBh(x, у)]. (9)
Л= 1

С другой стороны, обозначим через iK„(z)) много­
члены по комплексному переменному, ортогональные по 
области G с той же самой весовой функцией h(z) =
— h(x, у). Условие ортогональности в комплексной об­
ласти имеет вид

\ \ h (z )K n( z ) K ^ ) d x d y  =  (10)
G

Основные свойства этих многочленов изложены в моно­
графии [11.23].

Рассмотрим некоторые определения и обозначения, 
необходимые для дальнейшего изложения. Будем гово­
рить, что спрямляемая жорданова кривая Г принадлежит 
классу С(р , а ) ,  где р — натуральное число и 0 < а < 1 ,  
если в ее уравнении z = Ц « ) , где s — длина дуги, пери­
одическая функция А, (в) непрерывно дифференцируема 
р раз, причем \(р) ( s )e  Lip а . Далее, обозначим через w =  
= <p(z) функцию, которая отображает конформно и одно­
листно область G на круг |ы>| <  1 при условиях ф ( г „ )  = 0 
и ф '(20) > 0 , где z0 — некоторая фиксированная точка об­
ласти G, и пусть z = \|? (« ;)— обратная функция.

Поскольку в условиях ортогональности (4) и (10) 
весовая функция и область ортогональности одни и те 
же, то и асимптотические свойства ортогональных гармо­
нических многочленов (3) и многочленов [Kn(z)) ока­
зываются аналогичными. Далее, так как  свойства много­
членов {K„(z)) и рядов Фурье по ним подробно изложе­
ны в монографии [11.23]. то здесь естественно ограничиться 
только некоторыми формулировками свойств многочленов 
(3 ), аналогичными соответствующим известным резуль­
татам из указанной монографии.



1. Если Г ^ С (р , а ) , а весовая функция удовлетворяет 
условию (6 ), то существует такая постоянная сь что для 
многочленов системы (3) выполняется неравенство

|Ф„(х, у ) К  с,(га+ 1), M (x ,y )e-G .
2. Предположим, что весовая фупкция вместо условия 

((>) удовлетворяет условию
A ( z ) > c 2 [1 — lc p (z ) l]p, г е С ,  р > - \ .  ( 1 1 )

Тогда, если Г е С (1 ,  а ) ,  то имеет место оценка

1 + 7|Ф„(х, у )| < е ,(п  + 1) М (х, y)<=G.

3. Если Г ^ С (1 , а )  н выполняется условие (11), то 
справедливо неравенство

\ Ф* (-г, У) ds <  сх (га + 1 ) '+р.
г
4. Если весовая фупкция удовлетворяет условию (6 ), 

то ряд Фурье (9) сходится к функции /(х, у) равномер­
но внутри области G.

5. Если при условии (11) ряд Фурье (9) сходится к 
функции /(х, у) в метрике пространства //2(А, G), то он 
сходится к этой функции и равномерно внутри области С.

6. При условии (11) для всякой точки Л/(х, I/)еС  
выполняется неравенство

л ‘  + 1 ,  М ( * . >) + Д К *. » ) 1 < [р)И / ‘ „ i t y ,

где р(Л/, Г) есть расстояние от точки Д/(х, у)' до кон­
тура Г.

7. Если Г е С ( 1 ,  а )  и выполняется условие (11), то 
имеет место равномерная в замкнутой области G оценка

Л? + 2  [Л* (х, у) + В\ (х, у )] <  св (га + 1)1+р.
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8. Для функции Лебега ряда (9) 

М * .  у) =  j j / t ( 5 ,  Л)| Ао +

П
+ 2  И* (*. у) Аь (I, п) +  я *  (*, у) Ян (6, л) 1 к—1

d\ с?г|



Л е м м а  2. Для любых двух гармонических много­
членов а„ (х , у) и рт (я, у) существуют такие сопряжен­
ные им гармонические многочлены а„(х, у) и {L(x, у), 
что имеет место равенство

f [ а„ (г) рт  (г) | ф' (z) |г dx dy -  
' с

- -  f \ *n(z)?>m(z)W (z)\'dxdy. (10)
G

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формулам (6) и 
(7) вводим разложения

оо

Pm M l  = р (г, 0) = + 2  (a* cos АО + bh sin АО) rk,
* = 1

(И)
оо

РтЖ«>)1 = Р (г. °) = 2 j (— b/,cosk0 + ah sin A0) rh.
*=i

(12)

Используя разложения (6) и (12), получаем
со

а  (г, 0) р (г, 0) г dr d0 = 2  л Д й  + Ь̂ '
*=1 ' ’

(13)

Аналогично с помощью (7) и (11) находим

j  J а  (г, 0) р (г, Q)rdrdQ = 2  ) ) (— « А  + a hbk).
о о k=l

(14)

Сопоставляя (13) и (14), приходим к равенству (10). 
Лемма доказана.

Во всех дальнейших рассуждениях будем считать, что 
сопряженный гармонический многочлен Q„(x, у) к много­
члену <?„(х, у) выбирается таким образом, что выпол­
няются условия лемм 1 и 2.

Л е м м а  3. Если гармонические многочлены (2) орто­
нормированы по области G с весовой (функцией (4) ,  то 
имеют место равенства

A „(z)=  - B n(z), Bn{z) =  A n(z). (15)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В дальнейших рассуждениях, 
как обычно, для краткости будем применять обозначение

(Ап, Вт ) — [ j* h  (х , у) А„ (х , у) Вт  (х, у) dx dy. (16)
' G

Если п <  т ,  то в силу ортогональности многочленов си­
стемы (2) имеем равенства

(Ат,В п) = (Вт, Л я) =  0. (17)

Пусть теперь т < п .  Тогда, используя равенство (10) и 
учитывая выбор сопряженного многочлена, получим

(Ая, Б „ ) = - ( Л т , Вп) =  0, (Вт, А „ )= -(# " .. Л„) = 0.
(18)

Заметим, что в условиях (17) и (18) исключен случай 
п = т .

С другой стороны, при любых п и т  нз равенств 
(Ат , А п) = -  (А п, Л т ) , (Вт , Вп) = -  (Я», Вт ) ,

учитывая ортогональность мпогочленов (2 ), находим 

(Лт , А п) = (Вт, Вп) =  0, (19)

причем здесь случай п =  т  не исключается.
А теперь разложим сопряженные многочлены по си­

стеме (2 ). В результате получим

А„ (z) -  а0А0 + 21 iM k  (z) + bkBh (z)), (20)
h=1

Я», (г) = a 0A0 + 2  la kAk (г) + № (* ) ) •  (21)
ft=i

Учитывая условия ортогональности (18) и (19), найдем, 
что в формулах (20) и (21) отличны от нуля только по 
одному коэффициенту, ибо в условия (18) не входит слу­
чай п =  т .  Следовательно, разложения (20) и (21) при­
водятся к виду

A n(z) =  b„Bn(z), Bn(z) =  a„An(z). (22)

Коэффициенты bn и <х„ в этих равенствах можно опре­
делить с помощью формулы для сопряженного гармони­
ческого многочлена. Для произвольного многочлена с
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комплексными коэффициентами имеем последовательно
II

(z ) =  с0 +  i d 0 +  (ch +  i d h) zh ■= 
л=1

n
= с„ + ida + 2  (ск + i i lk) [//л ( г ,  у) ч iv„ (х, //)! =  

k = 1
П

= + М„ f  2  (1о.«л ( Л У) — dkvh (х, у)J +
/< I

+ » IdfcM* (х, //) + ckvh (х, у))}. (23)

Поскольку гармонические многочлены Л „(г) и Л„(г) 
сопряжены, то в силу формулы (23) имеем равенства

П
АП (2) =  с„ + 2  (<V*fc (* . у) — t/ftffc (х, I/)], (24)

Л-1
п

Л„ (z) = е/„ + 2  (4.Ы/, (*. J/) + ckvk (х, г/)1. (25)
Л — 1

Аналогично имеем еще две формулы:
п

п„ ( z )  =  с„ +  2  [< V 'a  (•*•- у) — dki'k ( х ,  I/ )], ( 2 ( . )
А I

п
В„ (z) = <7„ 4- 2  R a“a (х, у) + chvk (х, у)]. (27)

А =  1

Сравнивая старшие коэффициенты в зтнч четырех раз­
ложениях, из равенств (22) находим два условия

£п л, З п сс„с„, (-Ь)
из которых получаем й„а„ = — 1. Поэтому равенства (22) 
можно представить в виде

A , (z) =  ЪпВп (z), Н„ (z) -  -  J -  Л„ (z). (29)
Н

Далее, в силу неравенства (5) и ортопормированности 
многочленов (2) имеем

И | Л"(*)Н ф ' W f d x d y ^ i ,  
в

с



Подставляя и от» неравенства правые части равенств
(29), находим hi <  I I! 1 < 6 * , откуда следует bft -  I. 
Наконец, для определении знака числа Ьп обратимся к 
равенствам (25) н (26). Так как в формуле (24) d„ =  О 
н старший коэффициент с„ положителен, а в формуле 
(26) коэффициент при р, (х, у) должен быть положитель­
ным, то Дп <  0. Поэтому из равенств (28) находим 1>„ >  
> 0 , и, таким образом, 1>„= I. Подставляй это значение в 
формулы (29), получим равенства (15). Лемма доказана.

Т е о р е м а  2. Если весовая функция определяется по 
формуле (4),  то равенства (3) выполняются и имеют 
вид

А„(х, у)*= 121>п(х, у), В„(х, у )=  \2Q„(x, у). (30)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формулы (1) равенства
(30) эквивалентны формуле

Кп (г) "  [Л" (z) + iBn (z)I W

Интеграл (4.10) для этих многочлепов имеет вид

С I h (2) к„ (z) Km (z) dx dy =
'a

= 4 -  j J* h (z) \Лп (z) + iB„ (z)| [Am (z) — iBm (z)] dx dy. (32) 
' a

В силу определения многочлепов (2) правая часть ра­
венства (32) равна 0, если п Ф т , и 1, если п — т .  T,i- 
ким образом, остается доказать, что правая часть равен­
ства (31) есть многочлен но переменному z =  x +  iy по­
рядка п с положительным старшим коэффициентом. Тот 
факт, что функция (31) есть алгебраический многочлен 
по z, следует из равенства В„ (z) =  Л„ (z ) , доказанного в 
лемме 3. Далее, в силу этого равенства, учитывая ({юр- 
мулу (24), аналогично равенству (23) находим

Л

Ап (2) + iBn (z) =  с0 + V  \ch„ h (х, у) — dhvh (г , //)| +
U 1

п
+ id0 + i ^  [dhuh (.г, у) + chvh (х, у)| =

“  2  (са + idh)zK  (33)
k O
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Поскольку в формуле (24) для многочлена A K(z) выпол­
няется условие d„ =  0, то старший коэффициент много­
члена (33) равен с„ >  0. Теорема доказана.

Формула (31) позволяет переносить некоторые свой­
ства многочленов iK„(z)) на многочлены (A n(z)) и 
Шв (г)} . Приведем только самые характерные формули­
ровки.

1. Если Г е С ( р  + 1, а ) ,  то для суиерортогопальных 
гармонических многочленов, соответствующих весовой 
функции (4 ) , равномерно внутри области G выполняют­
ся неравенства

с  (F ) с  (F)
M n ( z ) | < - ^ _ ,  | f l „ ( 2 ) l < - ^ r ,  * e f c C ,  (34)

где постоянная ct (F) содержит в знаменателе расстояние 
р (F, Г) от замкнутого множества F czG  до контура Г.

2. Если контур Г есть правильная аналитическая кри­
вая, то сущ ествует такая постоянная q <  1, что выполня­
ются неравенства

W , ( j ) | < f I(F )g, 1 |fin(z )l K c ^ q ”, z e F c G ,  (35)

где постоянная c2(F) содержит в знаменателе расстояние 
р (F, Г ) , прячем q -*■ 1 при р (F, Г )-*-0 .

3. Если Г е  С (2, а ) , то в замкнутой области G спра­
ведливы равномерные оценки

\Ая(г) I <  с,У/» +  1, \B„(z) \ < с,У п  + 1, z e f f ,

4. Если Г & С (р  + 1, а ) ,  то равномерно внутри об­
ласти G выполняется неравенство

оо

2  M g (г) + В\ (г)] <  -  С* ^ а , z < = F a G ,  (36)
* -n + I  n

где постоянная ct (F) имеет такое же строение, как  по­
стоянная c,(F) в оценках (3 4 ). А в случае правильной 
аналитической кривой Г левая часть неравенства (36) 
не превосходит величины c}(F)</n, где постоянная ct (F) 
аналогична постоянной c2(F) в неравенствах (35 ).

5. Обозначим через Rn(z, /) остаток ряда Фурье по 
суперортогональным гармоническим многочленам гармо­
нической в области G функции, удовлетворяющей усло­
вию (4 .8 ), и пусть & n ( f ,  G) есть наилучшее прибли­
жение *той функции гармоническими мпогочлепамп но-
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рядка не выше п в метрике пространства //2(С ) . Если 
Г е С (/ )+  1, а ) ,  то внутри области С выполняется не­
равенство

I (г- /) I <  Е» ]' (/- С)’

6 . С рядов Фурье но ортогональным многочленам 
(А'я (г ) )  на ряды Фурье но суперортогональным гармо­
ническим многочленам легко переносятся различные 
оценки функции Лебега и соответствующие оценки ско­
рости сходимости этих рядов в замкнутой области G.

7. В монографии [11.23] для многочленов {K „(z)) по­
лучены различные асимптотические формулы в допол­
нении D замкнутой области О. Из этих формул нетрудно 
получить в тон же области D асимптотические представ­
ления для сунерортогональных гармонических многочле­
нов (2 ) .

8. Обозначим через и> =  Ф (г ) функцию, которая отоб-

Гаж ает конформно и однолистно область D на область 
а?1 >  1 при условиях ф(оо) =  оо ц ф ' ( о о ) > 0 ,  и пусть 

Gк есть внутренность контура Г„, который при отображе­
нии w =  Ф (г )  переходит в окружность |ip| =  R >  1. Если 
функция /(я, у) гармоническая в канонической области 
С„, то для остатка R„(z, /) нетрудно получить различные 
оценки скорости сходимости к нулю в замкнутой области 
G, аналогичные соответствующим известным результатам
о рядах Тейлора и рядах Фабера [11.25]. Эти оценки за­
висят от граничных свойств гармонической функции 
/(х, у) во внутренней окрестности контура Гв.
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Глава VII

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ н о  КОНТУРУ
МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ I. Основные определении и простейшие епойетпа .

Пусть спрямляемая жорданова кривая Г определяется 
параметрически уравнением

2 =  .r + ty =»*.(«) =  * ( « )  +  iy (s) ,  (1)

где s — длина дуги, отсчитываемая от некоторой фикси­
рованной точки. Если кривая (1) не замкнута, то такой 
точкой является начало кривой. А если кривая Г зам кну­
та, то функция }.(s) имеет период I, равный длине всей 
кривой.

Ф ункция двух переменных

h (х, у) =  h (z) =  h f.r ( s ) , у (s) ] = h (s) (2)

называется весовой функцией на кривой Г, если она не­
отрицательна, не эквивалентна нулю и суммируема на 
Г, т. о.

i
О <  \ h (х, у) ds =  \ h \х (s), у (-v)J d s <  оо. 

г  о

Будем считать, что одночлены но двум переменным 
упорядочены лексикографически, т. с. так  же, к ак  это 
изложено в § 1 гл. 1.

При рассмотрении плоской кривой (1) следует раз­
личать два случая. Если кривая Г алгебраическая, то 
система всех одночленов (1.1.1) линейно зависима на 
этой кривой, т. е. некоторые из этих одночленов пред­
ставляются линейно через другие. Этот случай рассмат­
ривается в следующем параграфе. Л если кривая (1) 
трансцендентная, то система одночленов (1.1.1) линейно 
независима. I! настоящем параграфе будем считать, что 
кривая Г трансцендентная.

Два многочлена Рпн(х, у) и Рт ,(х, у) называются 
ортогональными на кривой Г с весовой функцией h (х, у),
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если выполняется условие

\ h (х, у) P nh (.г, у) Рт , (х, у) ds =  0. 
г
Пусть дана система алгебраических многочленов 

Л о (* , у) ,
Р ,о(Х, у) ,  Р „ (х , у),
Ргч(х, у ) , Ри(х, у), Р2*(х, у ) ,  (3)

Р  по (х. У) у Pni(,X, У), • • м Рпп(хч у ) ,

Эта система называется ортонормированной на кривой Г 
с весовой функцией h(x, у ) ,  если выполняются условия:

1. Главный коэффициент cnh каждого многочлена 
Р,„,(х, у) положителен.

2. Многочлены (3) удовлетворяют условию ортонор- 
мированиостп

f Л (х, у) P nh (х, у) Ртр (х, у) ds =  6nmfiftp. (4)
г
Многие свойства многочленов, ортогональных по об­

ласти переносятся иногда с небольшими изменениями на 
многочлены (3 ) , ортогопальные но контуру, или, как 
иногда говорят, ортогональные но длине дуги. Поскольку 
и формулировки, и доказательства свойств этих двух си­
стем многочленов аналогичны, а часто просто одинаковы, 
то здесь мы ограничимся только формулировками свойств 
многочленов (3 ) .

1. Если функция Л(х, у) является весовой функцией 
на трансцендентной кривой Г, то для всякого алгебраи­
ческого многочлена Q„k(x, у ) ,  неотрицательного на Г, 
выполняется условие

f *  (* . У) Q»h (х , у) ds >  0, и >  1.
г
2. Для всякой весовой функции Л (г , у) ,  определен­

ной на контуре Г, сущ ествует единственная система 
многочленов (3 ) , удовлетворяющая условию ортоиорми- 
рованности (4 ).

3. Первый критерий ортогональности в этом случае 
формулируется следующим образом. Пусть дан некоторый 
многочлен Pnh(х, у) с главным коэффициентом с„к >  0. 
15 п. к. Суетии
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Д ля того чтобы этот многочлен был ортогональным 
многочленом порядка (л , к) с весовой функцией /г(х, у) 
но контуру Г, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
многочлена (?тР(х, у ) ,  меньшего порядка ( т ,  />), выпол­
нялось условно

f Л (л-, у) Л.А (-Г, у) Qmp (*, у) ds = 0.
г
4. Если ввести многочлены с единичными главными 

коэффициентами, то для всякого многочлена ф„»(х, у) и 
ортогонального многочлена P„h(x, у) того же порядка 
(л , к) выполняется неравенство

[ h (х , у) [()„А (х, i/)l4 ds >  f h (х, у ) \Pnh (х, у )]г ds =- 4~.
Г Г Сп к

К ак и во всех других случаях ортогональности это экстре­
мальное свойство ортогонального многочлена часто назы­
вается вторым критерием ортогональности.

5. В случае ортогональности по контуру можно ввести 
монические ортогональные многочлены аналогично тому, 
к ак  это сделано в § 4 гл. I для многочленов, ортогональ­
ных по области.

6. Степенные моменты весовой функции Л(х, у) на 
контуре Г определяются по формуле

ЛпА =  f Л (х, у) xn~hyhds. 
г

С помощью этих моментов многочлены (3) представля­
ются через некоторые определители аналогично формулам 
из § 3 гл. I.

7. Для многочленов, ортогональных по контуру, име­
ют место рекуррентные формулы и аналоги формул Кри- 
стоффсля — Дарбу, но эти формулы, к ак  и в случае орто­
гональности по области громоздки н малоэффективны.

8. К ак и в случае ортогональности по области весо­
вая  функция Л(х, у) н контур Г определяют последова­
тельность пространств ортогональных многочленов

W„ Wt.......W ..........
Эти пространства ортогональны между собой, т. е.

(Л .; Р т ) =  f h (х, у) Р„ (х, у) Рт  (х, у) ds =  0, 
г

если Р п е= W n и Р т е  W m, по п Ф т .



9. Для моннческих ортогональпых но контуру много­
членов существуют нормальные б порто гона л ы ш е си­
стемы.

10. Рассмотрим еще одно экстремальное свойство ор­
тогональных по контуру многочленов. Обозначим через 
И7„*(Г) множество всех многочленов порядка но выше 
(п, к), для которых выполняется условие

f  А(х, y)Q,„h(x, y ) d s < l .  (5);
г

Пусть фиксирована точка Л/и(х0, i/о). Будем искать точ­
ную верхнюю границу

А  = вир <#*(*„, у0) (6)

на множестве И7»*( Г ) мпогочленов, удовлетворяющих 
условию (5 ) . К ак и в случае ортогональности по одному 
переменному нетрудно доказать, что величина (6) опре­
деляется по формуле

л —1 т к

Л =  S  2  У а) +  2 ] р 1» (*0- У о),
171 =  0  «  —О < = 0

причем эта верхняя грань достигается только для много­
члена
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Qnk ( * ,  !/) =  4 =у  Л

n —1 т

2  «  Р т.(Х0, У9) Р т , (х, у) +
. т —0  « —0

h
+ Рт ( х 0, у„)Рп,(х, у)

Аналогичным экстремальным свойством обладают и 
многочлены, ортогональпые по области.

11. Пусть на контуре Г определена функция /(х, у),  
для которой выполняется условие

1/|* =  j  /t (x, у) f- (х, у) d s <  оо.
Г

Множество таких функций будем обозначать через 
L,(h, Г ). Коэффициенты Фурье функции /(х, у) по си­
стеме многочленов (3) определяются по формуле

а„к = f h (х, у) /(х, у) Р пк (х, у) ds. 
г

15 *
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В результате функции f(x , у) ставится в соответствие 
ряд Фурье ио ортогональным многочленам

£  2  а п,Рп1(х, у). (7)
П=0 «=0

Частичные суммы этого ряда имеют впд
п —1 т  к

Snk{Xi’j ) =  2  2  а т1Рт,(х , у) + ^ а „ .Р „ , (х ,  у). (8) 
гп — о в—О <—0

Отметим простейшие свойства рядов (7) и их частичных 
сумм (8 ) . Прежде всего, частичные суммы (8) наилуч­
шим образом приближают функцию ](х, у) в метрике 
пространства Lz(h, Г ), т. е. при любом многочлене 
Qnh(x, у) порядка (п, к) выполняется неравенство

И/ — *5я*Иг ^  II/ — Оп*Иг.
Далее, для рядов (7) имеет место неравенство Бесселя

£ £ «» .< !| / »г,
п=0 «=0

нз которого следует условие 

lim  ( £  а*,') =  0.
П-+оо \ в—О /

Аналогичными свойствами обладают и ряды Фурье по 
общим ортогональным многочленам, которые получаются 
из многочленов (3) с номощыо ортогональных матриц. 
При этом, как  и в случае ортогональности по площади, 
частичные суммы (8) порядка (п, п) не зависят от вы­
бора системы общих ортогональных многочленов, соот­
ветствующих данной весовой функции h(x, у) и кон­
туру Г.

§ 2. Ортогональные на алгебраической кривой 
многочлены по двум переменным

В настоящем параграфе рассматривается случай, 
когда контур Г является алгебраической кривой. Пред­
положим, что уравнение этой кривой имеет вид

JV—1 m р -1
x N~PyP  =  V  V  CmrCm - 3y ‘  +  £  C s ^ S ~‘y ‘ - (1)

m—-о *=о «=о
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Будем считать, что уравнение (1) нельзя сократить ни 
на х, ни на у. Это имеет место, если с00 Ф 0 либо с„0 =  О, 
но оба коэффициента с10 и с0| отличны от нуля. В этом 
случае будем считать, что кривая (1) имеет порядок 
(N, р). Разумеется, в качестве контура ортогональности 
Г может быть взята не вся кривая, определяемая урав­
нением (1 ) , а только ее часть.

Вводя обозначение для правой части уравнения (1 ) , 
представим это уравнение в виде

x!f~py p =  Q(x, у ) .  (2)

Поскольку на кривой Г выполняется равенство (2 ) , то 
на этой кривой система одночленов {хя~ку1‘) не является 
линейно независимой. Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
К ак н в первой главе, представим систему основных 
одночленов в виде таблицы

и  
х, у.
**, ху, у\

........................... (3)
Xя, х"~1у, . . . ,  х"~ру р, . . х у у~\ у v ,

* w+\ х"у ......... х"+'->у>, X * - V +1........... х у \  у"+\

Поскольку кривая Г определяется уравнением (2 ) , то па 
этой кривой одночлепы всех первых N пачек таблицы
(3 ) , включая пачку с номером iV—1, линейно незави­
симы между собой. А в силу равенства (2) одночлен 
хх~ру р на кривой Г представляется линейно через пред­
шествующие ему в таблице (3) одночлены.

Обозначим через Г (т ) число линейно независимых 
на кривой Г одночленов порядка т  во множество YVm 
всех одпочлепов порядка по выше т .  Из равенства (2) 
следует, что из N +  1 одпочлепов порядка N линейно не­
зависимы N одпочлепов, т. е. имеем T(N) =  N. Вычислим 
теперь число r (/ V + l) .  Умножая равепство (2) сначала 
на х, а затем на у, получим два равенства:

xs+l- py p =  xQ(x, у ) ,  3 * - ’ y p+l- y Q ( x ,  у ) .  (4 )

Из этих равенств следует, что в пачке с номером N + 1  
уж е два одночлена представляются на кривой Г линейно 
через предшествующие им одночлепы. Таким образом, 
имеем Г(А?+ 1 ) =  АГ. Далее, из равенств (4) получаются



три равенства:
x"+i-*y* — a?Q(x, у), хк+1~’ у р+' =“ xyQ (х, у), 
х*~’ у'+' =  y'Q (х, у),

которые выполняются на кривой Г. Следовательно, в пач­
ке с номером N +  2 уж е три одночлена зависят линейно 
от предыдущих. Поэтому находил! Г (#  + 2) =  Л\ Продол­
ж ая  этот процесс умножения полученных равенств на 
х и на у , придем к равенству

Г (m) =  iV, m > N .  (5)

Таким образом, если кривая Г определяется алгебраи­
ческим уравнением (1) степени N, то в каждой пачке 
одночленов (3 ) , начиная с пачки с номером N, будет 
только N линейно независимых на кривой Г одночленов. 
При этом, поскольку нз пачки с номером т  опускаются 
лнпейно зависимые одночлены

Хт - рУр, Хт - Р- У +1..........jX - , y m-X+Р) (Q)

то в этой пачке остаются одночлены 
хт , хт ~'у.......хт - ’ +1у р~\
xS - P- tym-S +P+t..........хут-1 ' ут  (7 )

В результате (3) приводится к  виду 

1,
X, У,
х\ ху. у\
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х"-\ х * -гу ..........ху*-\  у"-\  (8)
х " ......... х " -’ +'ур- 1, хк- ’ - 1у р+1............у ",
х " +\ . . . ,  хя+г- ру р-\  х к- р- 'у р+г..........y ‘v+\

хт ......... xm- ',+y - 1, x"->-'ym- K+,+t, . . . ,  ут ,

Полученная система одночленов линейно независима на 
кривой Г. В соответствии с формулой (5) все пачки в 
этой системе, начиная с иачкн с номером N, содержат 
только N одночленов.
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Далее, пусть дан алгебраический многочлен
л  — 1 m к

(9)
m= 0  i = 0

Если этот многочлен рассматривать только на кривой Г, 
определенной уравнением (1 ) , то, не наруш ая множества 
значений этого многочлена и некоторых его свойств, 
можно в суммах (9) опустить одночлены вида (6 ) , т. е. 
можно положить

Cmр =  Ст(р+1) =  . . . =  С|л(т-.У+р> = 0 .  (  10)

Предположим теперь, что па кривой Г определена 
весовая функция А(х, у) .  Применим процесс ортогоналн- 
зацнн к системе одночленов (8 ) . В результате получим 
систему ортогональных многочленов {Р„*(лг, у)) ,  которые 
можно расположить аналогично таблице (8 ) . В этой 
системе многочленов индекс к принимает значения с 
пропусками. При этом для каждого многочлена выпол­
няются условия (1 0 ).

Рассмотрим некоторые примеры. Пусть сначала кри­
вая  Г определяется формулой

В этом случае iV =  1, и пачка с номером 1 в таблице (3) 
содержит только один линейно независимый одночлен х. 
Следовательно, таблица (8 ) в этом случае будет состоять 
только из одного первого столбца, т. е. на линии (11) 
линейно независимой будет система степепей {х"}. При 
этом весовая функция в силу формулы (11) превра­
щается в функцию одной переменной, т. е. имеем

h(x, у)=* h(x, А х  +  В) =  Ац(х ) ,  а ^ х < Ь .

А ортогональпые .многочлены такж е будут зависеть толь­
ко от переменного х, причем линией ортогональности 
будет сегмент [а, 6].

Пусть теперь кривая Г есть единичная окружность

Тогда в таблице (3) пачка с номером 2 будет содержать 
только два лпнейпо независимых одночлена х2 и ху. 
Поскольку в этом случае N — 2, то все пачки таблицы 
(8) будут содержать по два одночлена вида х" и х"~'у. 
Следовательно, всю таблицу (8) можно представить в

у — А х  + В, а К х < Ь . ( 11)

хг + уг =  1. (12)



виде последовательности
1, X, у, X2, ху, х\ . . . ,  х", х п-*у, . . .  (13)

Ортогонализируя эту последовательность с единичным 
весом h(x, у ) в з1 по окружности (1 2 ), получим ортонор- 
мировапную систему многочленов

Мо, Л п(х, у ) ,  В„(х, у )) .  (14)

Здесь через {А п(х , у))  обозначены ортонормированные 
многочлены с нечетными номерами, т. е. главный член 
мпогочлена А п(х, у) есть а„хп, а главный член много­
члена В п(х, у) имеет вид $пх п-'у .  Д окажем, что при ус­
ловиях

х — cos ф , у — sin  ф (15)

для многочленов (14) справедливы формулы

Ап ( c o s  ф, s in  ф) =   ̂ Д п ( со8<р> s i n ( p) =  (16)
у  я у  л

В самом деле, поскольку на окружности (12) ds =  d(fy 
то из условия ортогональности

2Л  2 Л

j  А  (X, у) dtp =  j  (ос„ + а хх) с?ф =  2лсс0 =  О
О о

находим а 0 =  0 и сс1 =  -£=■. Аналогично имеем
у л

2 Л 2 Л
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j  # 1  (х, у) dtp =  \ (ао +  « 1*  +  Piy) <*Ф — 2ла0=  О,
О О
2 Л  2  Л

J  П 1 (*- у) А 1 (X, у) dip =  j  (a xx + р,у) dip =
О О У 4

2Л

=  1 (а , совф + sin ф) со>''1'. dip =  а ,  У  л  =  0. 
J  у  ло

Таким образом, формулы (16) при п — 1 доказаны не­
посредственным вычислением. Далее применяем индук­
цию. Предположим, что формулы (16) справедливы для



всех номеров от 1 до п. Тогда при условиях (15) полу­
чаем

П
Л„+1 (*, у) =  а0Л0 + V  [аЛЛА (х, у) + bhBh (х, у)] + 

к=1
п

, V 4 / сояАгф , , sinfcq>\ ,+ а п+1хп+1 =  а пЛ0 + ^  + 6 * - ^ ?  +
h i\  У  л У л  /

+ а п + 1 cosn+1 ф. (17) 

Условие ортогональности этого многочлена имеет вид
2Л

j  Лп+1(х, у) cos А#ф {/ф =
О

>л
=  a h V  п +  а п+1 \ cosn+I ф cos А-ф (/ф =  0. (18) 

о
В силу известного равепства

m—1
cosm ф =  w_1 cos т ф 2  с[т) cos А-ф (19)

2 к=о
из условия (18) находим

«к =  — / л ап+1С<*п+1\ к =  1, 2, . . . ,  п.

Кроме того, имеем еще одно условие ортогональности
2Л
j  Л„+1 (х, у) sin А-ф dtf =
О

2Л

=  bk У  л  + a„+i ( cosn+1 ф sin  А-ф </ф =  0 .
О

Следовательно, формула (17) приводится к  виду
П

A i+ i (*, У) =  — Дц+1 2 ] с[п+1) cos А-ф + а„+1 со8п+,ф =  
к—1

=  cos(n + 1)ф .

Используя условие пормировкн, получим первую пз фор­
мул (16) при п + 1.
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Далее, в силу индуктивного предположения имеем

f in+1 (х, у) =  « л  + Д  ( « * 1̂  + рА ^ г) +

+ g n+l 008 (" t - !)  ф +  Рп+1 СОЯ" V sin  ф. (20) у  л
С другой стороны, из формулы (19) дифференцированием 
получается равенство

m —1

cosm_1 ф sin  ф =  ■ J[-— sin  тф  + 2  МГ* s‘ n ’̂Ф- 
2 л=о

Следовательно, используя условия ортогональности, из 
формулы (20) получаем

а* = 0, р„ -  -  /лрп+14"+1). А = 1, 2......п.

Поэтому равенство (20) приводится к  виду

fin+i (х, у) =  -^±1 sin  (п + 1) ф.

Используя условие нормированное™, получим вторую пз 
формул (16) при п + 1 . Этим равенства (16) доказаны.

Таким образом, система (15) на окружности (12) 
имеет вид ортонормированной тригонометрической си­
стемы

(1/У2л, (созпф)/Уя, (зтпф )/Уя>.

§ 3. Ортогональные по контуру 
гармонические многочлены

Рассмотрим снова однородные гармопическне много­
члены (6.1.7)

{1, и„(х, у) , vn(x, у)} . (1)

Поскольку на единичной окружности
1 =  4 * ,  У)’ хг +  уг =  \) (2)

эти многочлены имеют вид
(1, соэяф, s in /гф), (3 )

то, нормируя их на окружности (2) с единичным весом 
h (ф) ■■ 1, получим систему ортонормированных однородных
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\

гармонических многочленов

(1/У2л, ип(х, у)/Уп, vn(x , у)/Ул). \А)

Всякий гармонический многочлен Р п(х, у) порядка не 
выше п единственным образом представляется в внде

П

р п (* . У) — Тр" +  2  I0*"* *) + »)Ь
*=1

где коэффициенты определяются по формулам

-  7 "  J  (I, л) “ к (£. ч) * .  (6 )
v

=  4 "  J /,п (£> ’1 ) (6* л) * •  (7)
v

Пусть теперь на окружности (2) определена весовая 
функция

h(x, y ) =  h(q>). (8)

Применим процесс ортогоналнзацнп к  системе (1) на 
окружности (2) с весовой функцией (8 ) . В результате 
получим некоторую систему ортонормнрованных гармо­
нических многочленов

(А „ А „(х , у ) ,  В„(х, у)). (9)

С другой стороны, если применить процесс ортогонали- 
зацин к системе (3) с весовой функцией (8 ) , па отрезке 
(—л, л], то получим систему ортонормнрованных триго­
нометрических нолнпомов

W„, А „(ф), я „ (ф )) . (10)

Нетрудно видеть, что системы (9) и (10) прп условиях 
х =  cos ф и у  =  sin ф совпадают. Это следует из того, что 
процесс ортогопалнзацни многочленов (1) на окружности
(2) не зависит от величины г в формулах (6.1.4) и 
(6.1 .5) для многочленов (1 ) . Асимптотические свойства 
тригонометрических полиномов (10) изучены достаточно 
подробно [VI.22, 23]. Эти свойства можно переносить на 
многочлены (9 ) , если рассматривать их только па окруж ­
ности. Но здесь мы приведем простейшие оценки для 
многочленов (9) независимо от свойств полиномов (1 0 ).
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К ак н в § 2 гл. VI, для краткости будем использовать 
обозначения (6.2.6) и (6 .2 .7 ). Кроме того, введем частич­
ную сумму билинейного ряда

П

К„(х, у, I, л) =  4 -  + 2  («*“ * + vkVk)- (11)
ft =  l

В силу равенства (6.2.9) при условии, что обо точки 
находятся на окружности (2 ) , для функции (11) спра­
ведлива формула

K n- i  (х , у, |,  i i )  +  - j -  =

=  К1 -  “ »“ » -  ‘Л ( !  -  *1 -  Уг 1) -

— (vnun — unvn)(xr\ — yl)]. (12)

Далее, для многочлена В п(х, у) аналогично формуле
(5 ) , используя формулы для коэффициентов (6) и (7 ) , 
находим представление

В п (х, У) — 4 "  J  Д" Л) Кп (*> У' Л )ds- (13)
v

С другой стороны, в силу ортогональности многочлена 
В„(х, у)  с весовой функцией (8) выполняется условие

j  В п (Б, Л)А(£, Л) А'п_ ! (х, у , |, л) сIs =  0. (14)
V

К ак обычно, будем применять для краткости комплексные 
переменные z — x +  iy  и £ =  | +  i t ) .  Тогда нз формулы
(1 3 ), учитывая условие (1 4 ), получаем

А (2) В п (z) =  ±  J Вп (£) [A (z) -  А (01 А'„_х (г, С) *  +
v

+ A (z )- i-J/ ?„ (S )[M „ (z )u n (C) + v„ (z) vn (0 )  ds. (15) 
v

Далее, предположим теперь, что весовая функция (8) 
удовлетворяет двум условиям:

h(x, у ) >  А „> 0, (16)
1А(«, ц ) \ < М ( | х -| |  +  | у - Л1). (17)

Первый интеграл в правой части равенства (15) оце-
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пинается с помощью формулы (1 2 ), неравенств (1 6 ),
(1 7 ), (6 .2 .18), (6.2.19) и неравенства Буняковского — 
Шварца. Аналогично второе слагаемое в равепстве (15) 
оценивается с помощью неравенства (1 6 ). В результате 
получим

к ( I )  |» .  <») | <  j y k  | /  f  к (С) я  <;> *  -

Аналогичное неравенство справедливо и для многочлена 
Л „ (г) . Таким образом, если весовая функция удовлет­
воряет условиям (16) и (1 7 ), то ортонормировапные 
гармонические многочлены (9) равномерно ограничены 
в замкнутом единичном круге, т. е. имеют место нера­
венства

\Ап(х, у ) ; <  е„ 1#„(х, у) I <  сг, х* + (/г «£1. (18)

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть на плоскости 
дана зам кнутая спрямляемая жорданова кривая Г и на 
ней определена весовая функция

У )~  h(z). (19)

Применим процесс ортогоналнзацнн к системе однородных 
гармонических многочленов (1) с весовой функцией (19) 
по замкнутому контуру Г. В результате получим систему 
ортогональных гармонических многочленов

{А 0, Л „(х , у), В п(х, у)) .  (20)

Условия ортонормнровапности имеют вид

( h (х , у) Ап (х, у) Вт  (х, у) ds =  0,
г

f h (х, у) А п (х, у) А т  (х, у) ds =  6nm,
г

f h (х, у) Вп(х, у) Вт  (х, у) ds =  6nm.
г
Как обычно, обозначим через G внутренность конту­

ра Г, и пусть функция w =  (p(z) отображает область G 
на круг |н>|<1 при условиях (p(z„) =  0 и (p '(z„ )> 0 , где 
So — некоторая фиксированная точка области G, а обрат­
ную функцию обозначим через z =  »f(u>). Будем считать, 
что кривая Г — гладкая и принадлежит классу С( 1, а ) .  
Тогда в силу известных результатов [II .5] производная
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<p'(z) непрерывна и отлична от нуля в замкнутой об­
ласти G, а производная ^ '(и?) непрерывна н отлична от 
нуля в замкнутом круге |и?| ^  1. Следовательно, выпол­
няются условия

О <  с3 |ф'(z) I *£ c4, Г, (21)
0 <  Ci <  l $ ' ( w ) I  <  Iwl <  1. (22)
Предположим, что весовая функция (19) отграничена 

от нуля, т. е. имеем
h ( z ) > h a >  0, г е Г .  (23)

Приведем простейшие оценки многочлепов (20) при 
этих условиях. Используя условно нормировки, а такж е 
неравенства (21) и (2 3 ), получаем

f В2п H>(u>)] I dw I = \ B i  (z) I ф ' (z) 11 dz К  
|irj=l г

238 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО КОНТУРУ МНОГОЧЛЕНЫ г г л  v n

< A | f c ( z ) f i l ( z ) * - A .  (24)

Далее, к ак  обычно, обозначим через B„(z) гармониче­
ский Л1НОГОЧЛСИ, сопряженный многочлену B„(z). Тогда 
в сплу теоремы Рисса [II .4] из неравенства (24) следует 
оценка

\ fi«[»|5(w)l|dw | < с 7-
lir|=l

Следовательно, для комплексного многочлена
Qn(z) =  B „ (z )+ iB n(z) (25)

справедливо неравенство

f I Qn (2) I* | dz |<  ce f | Qn [if (w) j |- \ d w \ ^  ce. (26) 
г  M=i

Т ак как  Г е С ( 1 ,  а ) ,  то в силу известных результатов 
[VI.28] о сравнении различных норм многочленов в комп­
лексной области нз неравенства (26) находим

\Qn(z) I <  с,Уи + 1, j e f f .  (27)
Заметим, что постоянные с, и с, в перавепствах (26) и
(27) не зависят от п. В силу формулы (25) из неравен­
ства (27) получаем оценку

l f i „ ( z ) |  < e , V n + 1,  z e C .  ( 2 8 )



Аналогично доказывается неравенство

\
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\A„(z)\«£с101и + 1, z ^ G .  (29)

Еще раз заметим, что при доказательстве неравенств
(28) н (29) использовапо только условие (23 ).

Далее, оценим многочлен (25) внутри области G. 
При условии |ш1 <  1, используя формулу Коши и нера­
венство (20 ), находим последовательно

-I Ul=t

< i \ /  )' |Ф > Ж 0)1г И 1  1 j*
* i » i - i  ’  u i - ii/i= i '  wi

с,

w I '­

l l
V i - \ W \ '

Следовательно, имеем оценку

I uM <  1.

l (M z ) l  ^ C i ,/ V l -  l<p(z)l, г е С ,  

из KQTopoii получается неравенство

|fln(z )l « с „ / У 1 -  1Ф(г)1 , z e G .  (30)

Аналогично доказывается и второе неравенство

\A,(z)\ < Са/ У 1 -1 ф (г)1 , г е С .  (31)
Таким образом, ортогональные гармонические многочлены 
(20) при условии (23) ограничены равномерно внутри 
области G.

§ 4. Ряды Фурье по ортогональным 
но контуру гармоническим многочленам

Пусть на замкнутом спрямляемом контуре Г дана 
действительная функция f(x , у ) .  Предположим, что эта 
функция удовлетворяет условию

1/Рг =  \h(x, y ) f - (x ,  y ) d s <  оо. (1)
г

Множество таких функций обозначим через L2(h, Г ) . 
К ак обычно, для функции f ( x , у) определяем ее 
коэффициенты Фурье по ортогональным гармоническим
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многочленам по формулам

а п ^  § h (г) / (г) А п (2) ds, Ьп = j  /1 (2) / (2) B n(z) ds. (2)

В результате функции /(х, у) ставится в соответствие 
ряд Ф урье но гармоническим многочленам

Ряды вида (3) являю тся некоторым обобщением па слу­
чаи произвольного контура Г рядов Фурье по тригоно­
метрической системе. Эти ряды обладают многими обыч­
ными свойствами ортогональных рядов. Например, ча­
стичные суммы ряда (3 ) наплучшнм образом прибли­
жают функцию /(х, у) в метрике пространства L2(h, Г ) , 
для ряда (3 ) имеет .место неравенство Бесселя, коэф­
фициенты (2) стремятся к  нулю при п -*• <®, ряд (3) схо­
дится к  функции /(х, у) в .метрике пространства L2(h, Г ).

Сначала будем считать, что весовая фупкция h(x, у) 
почти всюду на контуре Г положительна, а замкнутый 
контур Г является спрямляемой жордановой кривой. Та­
ким образом, в этом случае ограниченность весовой функ­
ции от нуля и гладкость контура Г не предполагаются. 
Но поскольку кривая Г спрямляема, то производная 
cf'(z) сущ ествует почти всюду и суммируема на конту­
ре Г. Аналогично и производная ^ сущ ествует почти 
всюду и суммируема на окружности |ш| =  1 [11.9].

Л е м м а  1. Если для весовой функции h(z) и контура 
Г выполняется условие

то для всякой функции /(х, y ) & L z(h, Г) существует гар­
моническая в области G функция }(х, у), которая почти 
всюду на Г имеет угловые граничные значения, совпада­
ющие с функцией /(х, у), первоначально заданной толь­
ко на контуре Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функция /(х, у)  оп­
ределена на контуре Г, то функция / [^ (ш )] определена 
на окружности |ц>| =  1. Д ля этой функции, используя

г г

ОО
а0Л0 + — Ifl/A (*, у) + bhBh (х, у)\. (3)

(4)
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условия (1) и (4) ,  находим

< I / J  I / « -и  i= к над I т  I *  I \ /  J' « m im W i-  
'  |i|“ i l» l-i

=  | /  j  A (z) f  (z) ds | /  j  ds <  оо.

Далее, поскольку функция /[ф(01 суммируема на окруЖ- 
ности UI *  1, то формула Пуассона [11.9]

2Л
/ [if (re “»)l =  i -  j /[\f(ei0)) -—  ' ~ r— (5>

" J  1 —  2  r  c o s  (Ф  —  0 )  b  r0
определяет гармоническую в круге |ш| <  1 функцию 
/[\f(«7)], которая имеет на окружности UI =  1 почти всю­
ду угловые граничные значения /[ф(01- Производя в 
функции / [tf(ir )] замену по формуле \f(«>)=z, получим 
функцию )(z) гармоническую в области G и имеющую 
почти всюду на контуре Г угловые граничные значения 
/(х, у).  Лемма доказана.

Таким образом, в результате решения задачи Дирихле 
в области G по граничным значениям на контуре Г ряд
(3) фактически становится рядом Фурье по ортогональ­
ным гармоническим многочленам для гармонической в 
области G функции /(х, у) ,  имеющей почти всюду на 
контуре Г угловые граничные значения, по которым оп­
ределяются коэффициенты Фурье (2 ) . В связи с этим 
возникает вопрос об условиях сходимости ряда (3) к 
функции /(г) внутри области G.

К ак обычно, для частичных сумм ряда (3) вводим 
обозначение

5 n(z) = а0А0 + 2  (яИ л (2) + bhBh(z)\. (6)
k=l

Будем говорить, то ряд Ф урье (3) сходится к функции 
/(г) в среднем, если выполняется условие

lim  f A(z) [/(z) — S „ (z)[- ds =  0 . (7)
n-*00 p
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Т е о р е м а  1. Если выполняются условия (4 ) и (7 ) , 
то ряд Фурье (3 ) сходится к функции / (-) равномерно 
внутри области G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя обозначение (6 ) , 
в силу формулы (5) при условиях w =  <p(z) и |ц>| =  r <  1 
имеем

/ (z) — S„ (2) =  / [<f (u;)] — S n [tp (и>)] =
2Я

-  ^  f  </ (♦ (e*°)| -  (e^)]} (8)ЛЛ J  1 — 2rcos (ф — 0) -\-r

Поскольку |u;| =  |ф(г) I =  r <  1, то для ядра Пуассона 
имеем оценку

1 - г  * (9)
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1 — 2 r c o s  (ф  -  0 )  +  г* " "  1 —  г  " "  * —  г '

Следовательно, переходя к неравенству, из формулы (8) 
получаем

|/(2 ) - S n (Z) ] * <

<  , « » _ , ) ■  * •  ( , 0 > 
Г г

Таким образом, имеем неравенство

I / (2) — S n (г) | <  -  (Сф (»)! I / — 1т-

Теорема доказана.
Т е о р е м а  2. весовая функция h(z) и контур Г 

удовлетворяют условию (4 ) , го билинейный ряд

к  (2, 5 )  =  л *  +  V  [Л А (2) Ah ( t )  +  ( 2) Я *  (01 (И) 
к=1

сходится равномерно внутри области G по обоим пере­
менным Z и

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля частичной суммы билиней­
ного ряда

А'„ (2, S) -  А* +  2  [Ak (2) Ah (С) + Bh (2) ВА (0 J (12) 

при условиях z =  tf(u>), £ =  ф(<), t =  ге* аналогично



формуле (8) имеем представление 
А'п (z, £) =  K„[\p(w), 1|>(<)1 =

=  [  А'„ [$ (ш), ф (ei0)J — - ( l  ~~г ^  - у »
J  1 — 2гСОв(ф — 0) +  г

Применяя оценку (9 ) , аналогично неравенству (10) на­
ходим

K *(z} £ )<

<  ■’) * f 1^ * '  (13> 
Г Г

С другой стороны, в силу обозначения (12) имеем ра­
венство

f h (I) К I (z, I) ds =  A* + V  [Л* (2) + f t  (*)] =  K n (z, z).
Г Ь**1

(14)

Следовательно, неравенство (13) приводится к  виду

^  п (2, £) ^  1 — | ф ({) | (г ’ z ‘̂

Полагая в этом неравенстве £ =  г, получаем

* . ( M < r = A w r  2 е С - <15>

А теперь переходим к пределу при и -*•<». В результате 
имеем

/С + Д I л ;  м  + д; (=>] <  ш с .  <ге>

Таким образом, ряд ( I I )  сходится равномерно внутри об­
ласти G, если z =  5- А при различных z и £ то ж е ут ­
верждение получается после применения неравенства 
Коши — Бупяковского. Теорема доказана.

Функцию (11) можно представить через действитель­
ные переменные в виде

A'(z, £ )= А '(х , у , |, ц). (17)

К ак обычно, эта функция называется керн-функцией кон­
тура Г и веса h(z). В силу теоремы 2 керн-функция (17) 
1C*
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является гармонической в области G по переменным х, у 
и по переменным %, ц.

Д окажем, что K(z, £ ) е £ г (А, Г) по переменному 
прн фиксированном z ^ G .  В самом деле, аналогично ра­
венству (14) имеем формулу

U (C ) [ t f n+p(zt С ) - А '„ ( г ,  С)]1 ds -  
г

=  "S f  [ A l ( z ) + n H z ) l  z<=G.
*=n+1

Следовательно, прн фиксированном г е С  последователь­
ность функций {А'„(г, £)} сходится в среднем на конту­
ре Г с весовой функцией /;(£). Поэтому в формуле (14) 
можно сделать предельный переход прн и -*• °°. 15 резуль­
тате получим равенство

( А (£) К- (г, £) ds =  К  (z, z), : е С .  
г

Таким образом, прн фиксированном г е С  имеем A'(z, £ ) е  
e Z ,2(A, Г ). Это следует такж е из неравенства (1 6 ), ибо 
ортогональные многочлены M *(z)} и (Bk(z)) являю тся 
коэффициентами Фурье функции (1 7 ), и поскольку ряд 
в левой части неравенства (16) сходится, то в силу тео­
ремы Рисса — Фишера сущ ествует единственная функция 
в классе Ьг(к, Г ) , которая является граничными значе­
ниями на контуре Г некоторой гармонической в области 
G функции.

А теперь докажем формулу

/(Z ) =  f А (;)/ (£ ) A' (Z, С) ds, z е= G. (18)
г

Обозначим интеграл (18) через J(z)  и вычтем из него 
почленно очевидное равенство

S n (z )=  \ h ( t ) f ( t ) K n(z, t)ds. 
г

В результате получим

J  (z) -  S n (г) =  J А (£) / (С) [К (z, С) -  К п (z, £)1 ds. 
г



Переходя к  неравенству, находим
| / ( z ) - S „ ( * ) | <

<  f h (С) /* (0  ds f h (О [А- (г, С) -  n (z, £)]г <Ь.
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Г Г

Поскольку последний интеграл стремится к нулю, то фор­
м ула (18) доказана.

Рассмотрим теперь условия сходимости ряда Фурье по
I  ортогональным гармоническим многочленам в замкнутой 
Е области G.

Предположим, что функция /(z) гармоническая в 
области С и непрерывная в замкнутой области G. Обозна­
чим через £„(/, G) наилучшее равномерное приближе­
ние этой функции в замкнутой области G гармонически­
ми многочленами порядка не выше п, и пусть Qn(z) — 
гармонический .многочлен наилучшего приближения. 
Тогда, как  обычно, имеем равенство

Переходя к неравенству н вводя функцию Лебега

a  (z) <  f h (О ds f h (£) A'* (Z, С) ds =  c3K„ (z, z). (21)

Если точка z находится внутри области G, то в силу не­
равенства (15) функция Лебега (19) ограничена.

Предположим теперь, что Г е С ( 1 ,  а ) ,  а весовая функ­
ция h(z) отграничена от нуля, т. е. выполняется условие 
(3 .23 ). Тогда в силу неравенств (3.28) и (3.29) при 
г е б  имеем оценку

f ( z ) - S n(z) =  [ f ( z ) - Q n (z)\ +

+ .ffe (01/(0-е»(«] (2, С) л.
г

г
получим неравенство Лебега

\ f ( z ) - S n( z ) \ < E n(f, С ) [1 + £ „(* )], z ^ G .  (20)

Д ля функции Лебега (19) имеем оценку

г г

П

K n(z,z) =  А * +  V  [ 4 [ ( г ) + # ( * ) ] <
п

< с 4 2  (к +  l ) < c 5(/i + l ) 2, z e C -



Поэтому, учитывая оценку (2 1 ), из неравенства Лебега 
(20) находим

1/(2) — S .(* )|  < c t ( n + l ) E n(f, G), z<=C. (22)

Еще раз заметим, что неравенство Лебега (22) справед­
ливо прн условии, что весовая функция h(z) лишь отгра­
ничена от нуля.

§ 5. Сунсрортогональные по контуру 
гармонические многочлены

Пусть, к ак  и в предыдущих параграфах, на замкну­
той спрямляемой жор да новой кривой Г определена весо­
вая функция

Л(х, у) =  h(z) , : е Г .  . (1)

К ак известно 11V.9], эта функция однозначно определяет 
систему многочленов по комплексной переменной

Fa, F t (z), F2(z), . . . ,  Fn(z), . . .  (2)

каждый из которых имеет положительный старший ко­
эффициент и которые удовлетворяют условию комплекс­
ной ортонормированностн

^  J *  (z) Fn (z) Fm (z) ds =  6„m. (3)
г

У каждого многочлена системы (2) введем действитель­
ную и мнимую части по формуле

Fn(z) =  Р„(х, у) +  iQn(x, у) — Рn(z) + iQ„(z), (4 )

где многочлены Р п(х, у) и Qn(x, у) являю тся сопряжен­
ными гармоническими многочленами.

С другой стороны, весовая функция (1 ) , как  и в пре­
дыдущих параграфах, определяет систему ортонормпро- 
ванных ио контуру Г гармонических многочленов

(Л ,, Л п(х, у ) ,  В„(х, у)) . (5 )

В работе [VI.31] впервые была рассмотрена задача об 
условиях, прн которых для многочленов (4) и (5) име­
ют место равенства

Л*(х, у) =  а„Р„(х, у ) ,  В п(х, у ) =  $„Q„(x, у ) ,  (6 ) 

где а„ и jj„ — некоторые постоянные.
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О п р е д е л е н и е .  Если условия (6) выполняются, то 
система гармонических многочленов (5) называется су­
пе рортогональной на контуре Г с весовой функцией (1 ) .

В настоящем параграфе доказывается, что равенства
(6 ) имеют место, если весовая функция определяется по 

формуле
li(x, y) =  h (z )=  lq>'(z)l, z e -Г , (7)

где, как  и в предыдущем параграфе, функция м; =  ф(г)  
отображает конформно и однолистно внутренность G кон­
тура Г на область 1и>| <  1 при условиях ф(г0) =  0 и 
ф '(20)> 0 .  Но сначала рассматриваются вспомогательные 
предложения.

Л е м м а  2. Для любого гармонического многочлена
а , ( г )  существует такой сопряженный ему гармонический 
многочлен а „ ( г ) ,  что имеет место неравенство

J  | ctn(z) |2 1 ф' (г) | d s <  f | а „ (г )  |2 1 ф' (з) | ds. (8)
г  г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К ак известно, сопряженный 
гармонический многочлен a„ (z ) определяется но исход­
ному многочлену a„ (z ) с точностью до свободного члена. 
Но в любом случае функция

ОО

X(w) =  a„  [t|7 (ш)1 + <a„ [if (u’)l =  2  CkWh
k=0

является аналитической в области |м?| <  1 и непрерывной 
в замкнутом круге причем производная X' (w)
суммируема на окружности |ш! =  1. Следовательно, име­
ем равномерно сходящиеся разложения [11.4]

ОО

а. (0) =  а„  [ф (<?,0)1 =  -^  + 2  (ah cos + bh sin
= 1

/х» ОО

a(0) = a„ [ф(е<0)] = -у+  ^ ( —bhcoskO+ahsinkO). (10)

Поскольку нулевой коэффициент мпогочлена a„ (z ) про­
извольный, то его можно выбрать таким образом, чтобы 
в разложении (10) выполнялось условие й0 =  0. Тогда
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из разложении (9) н (10) получаем
*'Д t °°

±  J [a(0)]*d0 = -J+ <“>
О ft —1
2J1 оо

- L j  [5(0)]^/О =  У ( а 1  + Ы). (12)
О * = 1

Сопоставляя равенстиа (11) и (1 2 ), приходим к неравен­
ству (8 ) . Лемма доказана.

JI е м м а 3. Для любых двух гармонических много­
членов a „ (z ) и fim(z) существуют такие сопряженные им 
гармонические многочлены a„ (z ) и j}m(z ) , что имеет ме­
сто равенство

1 a »  (z) pm (z) | ф' (z) | ds------- f ct„ (z) pm (z) | ф' (z) | ds. (13)
r  r
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формулам

(10) вводим разложения
~  оо

Р(0)= Рп[ ф(е W)1 = -Т + 2  (®* cos А0 + si 11
Л = 1

оо

Р(°) =  Р» № (ei0)l =  2  (— ^*cos Л'° + a * sin  А'0)- 
ft=l

Используя разложения (9) u (15 ), получаем 

4  ] a  (0) 0 (0) d0 =  2  (— + М л )-
о А=1

Аналогично с помощью формул (10) и (14) находим

2Л

±  5 ( 0 ) p ( O ) r f 0  =  2  ( - « А  +  ( 1 7 )
о Л=1

Из равенств (1(5) н (17) следует формула (1 3 ). Лемма 
доказана.

В этих двух леммах сопряженный многочлен a„ (z ) 
выбирался таким образом, чтобы нулевой коэффициент 
в разложении функции а„ [ф (е '0)] был раней нулю. Будем
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(14)

(15)

(16)



придерживаться этого правила и в дальнейшем изло­
жении.

Л е м м а  4. Для гармонических многочленов (5 ) , ор- 
тонормированных с весовой функцией (7) ,  справедливы 
равенства

A n( z ) - B K(z), —A„(z). (18)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В дальнейших рассуждениях, 
как  обычно, для краткости будем применять обозначение

(Л,„ Вт ) =  [  А„ (г) Вт  (г) | ф' (г) | ds. (19)
г

Тогда равенство (1 3 ), справедливое при любых п и т ,  
представляется в виде

(«„, ? „ )  =  - ( « „ ,  М .  (20)

Пусть сначала п <  т .  В этом случае в силу ортого­
нальности системы многочленов (5) имеем равенства

(А т , Пп) =  (Вт , /Т„) =  0. (21)

А если т  <  п, то, используя равенство (20 ), находим 
(А т , /?„) =  - (Л т , Вп) =  0, (Я п,/Г„) =  - (£ ,„ , Л „) =  0.

(22)

Заметим, что в равенствах (21) и (22) исключен случай 
п =  т .

Далее, при любых п н т  из равенств вида (20)
(А я, Л п) - - ( А Я, А т ), (Вт, / ? „ ) = - (Я,., В т ), (23)

учитывая ортогональность системы (5 ) , получаем
(А т, Я„) =  0, ( Я„„Я„)  =  0, (24)

причем здесь случай п =  т  ие исключается в силу ра­
венств (23 ).

А теперь разложим сопряженные гармонические мно­
гочлены по основной системе (5 ) . В результате имеем

Л„(2)=а0Ло+ £  («/ А  (2) + bhBh (2)], (25) 

Вп (z) -  а 0А0 +  V  [a hAh (z) + рhBh (2)]. (26)

К оВ силу обозначения (19) равенства (22) и (24) являют­
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ся условиями ортогональности. С помощью этих условий 
находим, что в суммах (25) и (20) имеется только по 
одному слагаемому, которые определяются тем, что в ус­
ловиях (22) исключен случаи п =  т .  Следовательно, эти 
два равенства приводятся к виду

Л п(г) =  bnB„(z), B„(z) =  a„A n(z). (27)

Коэффициенты b„ и а„ в этих равенствах можно опреде­
лить с помощью понятия сопряженного гармонического 
многочлена.

Д ля произвольного многочлена с комплексными ко­
эффициентами имеем

В п (z) =  (с0 + idu) -I- V  (ск + idh) zh =
h = I

n
=  (c„ +  id0) + ^  (ch + idk) [uk (x, y) + ivk (x , y)\ = 

h—l
n

— Co +  2  Ickuh (x, y) — dkvk (x, y)] + 
k=1

n
+ <<l0 + ‘ £  ldkuk (x, y) + ckvk {x, I/)]. (28) 

*  =  1

Поскольку многочлены A„(z) и A n(z) сопряжены, то в 
силу формулы (28) имеем равенства

П
К  (2) =  с0 +  V  (скик (х, у) — dkvk (х, у)], (29)

Л = 1
п

Л„ (2) =  d0 + 2  I<1к“ к (* , у) + ckvk (х , */)!. (30)
Л =  1

Аналогично получаются еще две формулы
П

Вп (2) = Со + У  (скик (х, у) — ~dhvk (х, J/)], (31)
#*==1 

п
Вп (2) =  d0 +  v  (dkuk (х, у) + w k (х, у)|. (32)

А=1
Обращая внимание на старшие коэффициенты в этих 
разложениях, из равенств (27) находим два условия 

cn =  bn( - d n), сГ„ =  а пСп.  (33)
Отсюда следует равенство fe„a„ =  — 1- Следовательно,
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формулы (27) приводятся к виду

An (г) -  ЪпВп (г), В„ (2) -  -  4 -  А „ (2). (34)
и п

Далее, в силу неравенства (8) и ортонормнрованностн 
многочленов (5) имеем два неравенства:

[|Л„(2)|2|ф' (2 )| r f s< l,
Г

[|3п (*)|в | ф '(* )| * < 1 .
Г

Подставляя в эти неравенства правые части формул (3 4 ), 
получим два условия b\ ^  1 и 1 ^  Ь2, нз которых следует
Ы =  1.

Наконец, для определения знака числа Ь„ обратимся 
к равенствам (30) и (3 1 ). Так как  в равенстве (29) 
d„ =  0 и старший коэффициент с„ положителен, а в ра­
венстве (31) старшин коэффициент — З п- тоже должеп 
быть положительным, то З п <  0, н поэтому первое нз ра­
венств (33) приводит к условию Ь„ >  0. Следовательно, 
имеем &„ =  1. А тогда нз равенств (34) получаются ра­
венства (1 8 ). Лемма доказана.

Т е о р е м а  3. Если весовая функция определяется по 
формуле (7 ) , то условия (6 ) выполняются и имеют вид

А п(*, у) =  - у = Р я (х, у), В п (х , у) =  -^= Q„ (х, у), (35) 
У  л у  л

т. е. для ортогональных многочленов (2 ) справедлива 
формула

F n(z) =  УлЛ„(х, y) + i\'nB„(x, у ) .  <36)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая нз формул (18) озна­
чает, что многочлен B n(z) сопряжен многочлену A„(z). 
Следовательно, функция (36) есть комплексный много­
член по переменной 2. Д окажем , что старший коэффи­
циент этого многочлена положителен. В силу первой из 
формул (1 8 ), записывая равенство (28) в обратном по­
рядке, находим

А„ (г) -(- iB„ (2) =  Ап (г) + /Лп (г) =
П

“  С0 + 2  [Ск“л (*, у) — dhVh (*, У)1 +
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+  id0 +  i ^  [dh и к (* , У) +  Chv h (х, у)] =
* = 1

=  С0 +  id0 + У  (cft + id„) z*. (37) 
*=i

Из процесса ортогонализации системы однородных гармо­
нических многочленов следует, что в формуле (29) имеем 
dn =  0  и с „ > 0 . Следовательно, старший коэффициент 
многочлена (37) положителен.

Наконец, для многочленов вида (3(5) проверяем усло­
вие ортопормированности в комплексной области (3 ) . Ис­
пользуя ортопормированность многочленов (5) и форму­
лу (3(5), получаем

^  j/ i ( z )  Fn (z) Fm (z) ds =  
г

— у J I'1» (2) + iBn (z)l lAm (z) — iBm (z)l I ̂  (z) Ids =
г

Следовательно, многочлены, определяемые равенством 
(3(5), в силу теоремы единственности тождественны мно­
гочленам (2 ) , ортонормированным на контуре Г с весо­
вой функцией (7 ) . Теорема доказана.

Для контура Г сущ ествует еще одна весовая функция, 
при которой гармонические многочлены (5) суперортого- 
иальны. Обозначим через D внешность конутра Г, и пусть 
функция и> =  Ф( г )  отображает конформно и однолистно 
область D на область |и?|>1 прн условиях ф(оо)=<*> 
и Ф '( ° ° )> 0 . Тогда для обратной функции справедливо 
разложение [1.6]

z =  Ч*о ( w ) =  PU, +  Pu +  ~ H ---- 7  +  •• •  "I----^ +  •••>w w W
Н > 1 .  (38)

Вторая весовая функция, при которой гармонические мпо- 
гочлены (5) суперортогональны, имеет вид

ha(z )=  |Ф '(г) I, г е Г .  (39)

В этом случае все вышеприведенные формулировки и до­
казательства сохраняются. Единственное пояснение тре­
буется лишь в самом начале доказательства леммы 2. 
Фигурирующая там функция Я(и>) здесь в силу разло-
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женин (38) определяется формулой

l { w )  =  а п [if0(«^)I + ia„ [^„(w)] =
П °° \

— 2  c*wk + —  “V  \w \ > i - ('‘ ° )  
*-0 * = i ш

Поскольку нулевой коэффициент многочлена oc„(z) про­
извольный, то мнимая часть нулевого коэффициента в пра­
вой части равенства (40) такж е произвольная. Следова­
тельно, если аналогично формулам (9) и (11)  ввести 
разложения

оо

а  (0) =  а„ 1фв (ei0)l =  - у  + — ^  cos + b* sin А0)’
Л=>1

~  оо

а  (0) =  а„  [ij>0 (е,в)] =  -^  + 2  (— cos АО + ah sin А-0),
fc=i

то можно положить а о =  0. А остальная часть рассуж де­
ний в доказательствах лемм и теоремы остается без изме­
нении. Таким образом, если весовая фупкцня определяет­
ся формулой (3 9 ), то справедливы равенства (35) н (3 6 ).

Таким образом, если весовые функции определяются 
по формулам (7) и (39 ), то гармонические многочлены
(5) являю тся суперортогопальпымн по контуру Г.

Многочлены (2) ,  ортогональные по контуру в комп­
лексной области, исследованы очень подробно [IV .9], Для 
этих многочленов установлены оценки скорости сходимо­
сти к нулю внутри области С, асимптотические свойства 
вне контура Г и на самом контуре, получены неравенство 
Лебега и многие другие результаты. Благодаря формуле 
(36) почти все эти результаты переносятся на суперор- 
тогональные, гармонические многочлены (5 ) . Приведем 
наиболее важные формулировки. Но сначала заметим, 
что если Г &С(р, а ) ,  то отображающая функция w =  q (z) 
непрерывно дифференцируема р раз в замкнутой области 
<7, причем <р<р) ( z ) e  Lip а.  Аналогично в замкнутой обла­
сти Г) имеем (^ " ’ (z je : L i p a  [11.5].

1. Если Г е С ( 1 ,  а ) ,  то сущ ествует такая сходящ ая­
ся к нулю последовательность положительных чисел (е„}, 
что выполняются неравенства

\Ая(г) |«£ e„V»+ 1, lJ9„(z) I *£ e„Vn + 1, z e { 7 .
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2. Если Г е С (/ »+  1, а ) ,  то внутри области G справед­
ливы оценки

с  (F) с  (F)
|Bn(z) | < - L _ ,  z e A ’ c C ,  (41)

где постоянная c,(F)  содержит в знаменателе расстоя­
ние р (F, Г) от замкнутого множества F  до контура Г в 
степени р + 2.

3. Если Г еС (/ > + 1 , а ) ,  где р + а > 1 / 2 , то имеет ме­
сто асимптотическая формула

К ( « )  + « М Г  -  |ф ( » ) ! " [ '  + о ( ^ г ) ] .
(42)

4. Если Г е С ( / >+1 ,  а ) ,  то для остатка R„(z, /) ряда 
Фурье по суперортогональным гармоническим многочле­
нам (5) функции /(х, у ) е  Иг(к, Г) равномерно внутри 
области G выполняется неравенство

с  (F)
I «п  (*, (/, Г), : e f  с  G, (43)

где Е ^  (/, Г) есть наилучшее приближение гармониче­
ской функции /(х, у) в метрике пространства //2(Л, Г) 
гармоническими многочленами порядка не выше h.

5. Если Г е С ( 1 ,  а ) ,  где а > 1/2, то для функции 
Лебега ряда Фурье по суперортогональпым гармониче­
ским многочленам (5) справедливо неравенство

L„(z) с, 1п(н + 1), г е С .

Отсюда следует неравенство Лебега для остатка ряда 
Фурье по суперортогональным гармоническим многочле­
нам в замкнутой области

|ДЯ(2, /)| <с*£.(/, C)ln(n + 1), z^ G .
6. Если контур Г есть правильная аналитическая кри­

вая , то в неравенствах (41) и (43) алгебраический по­
рядок убывания заменяется скоростью геометрической 
прогрессии.

7. Если функция /(х, у) является гармонической в 
области Gn, где R >  1, то для остатка ее ряда Ф урье по 
суперортогональным многочленам в замкнутой области С 
справедливо неравенство

\Rn(z, f ) \ < Ci(R)/Rn, z ^ G ,
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где постоянная сь(В) зависит от граничных свойств гар­
монической функции 1(х, у) в окрестности контура Гв 
н имеет такое ж е строение, как  постоянная в соответ­
ствующих аналогичных результатах для рядов Тейлора, 
Фабера и рядов Фурье по ортогональным многочленам
(2) [11.25]. Доказательства проводятся с помощью асим­
птотической формулы (42 ).

§ 6. Условия одновременной ортогональности
гармонических многочленов
по области и по ее границе

Пусть, как  и в предыдущих параграфах, конечная од­
носвязная область G ограничен#» замкнутой спрямляемой 
жордановой кривой Г. Рассмотрим две весовые функции

Л,(х.  у ) =  Й,(2 ) =  |ф'(г)|2, j e G ,  (1)

М х , y) =  h2(z )=  1<р'(г)1, г е Г .  (2)

В силу результатов § 5 гл. VI весовая функция (1) 
определяет комплексные многочлены (0.5.31)

К п (z) =  ф =  [а„ (z) + ib„ (s)J, (3)

ортонормнрованные по области G, причем гармонические 
многочлены {a„(z)> и {ft„(z)} суперортогоиальны по об­
ласти G с весовой функцией (1) .

Аналогично в силу формулы (5.3G) весовая функция
(2) определяет комплексные многочлены

F „(z)=  Ул [Л ,( г )+  iBn(z)], (4 )

ортонормнрованные но контуру Г, причем гармонические 
многочлены (Л„(г)} и {В„(г)) суперортогоиальны но кон­
туру Г с той же весовой функцией (2 ) .

При переходе от формулы (0.5.31) к  формуле (3) 
изменены обозначения суперортогональных многочленов. 
Это сделано для того, чтобы подчеркнуть различное про­
исхождение суперортогональных многочленов в форму­
лах (3) п (4) .  В настоящем параграфе доказывается, что 
многочлены (3) и (4) отличаются только постоянным 
множителем. Но сначала установим ряд вспомогательных 
утверждений.



Л е м м  а 5. Пусть в области G определены две анали­
тические функции

f(z) =  u {z )+ iv (z ) ,  F(z) =  A ( z )+ iB (z ) ,  (5)

причем обе они непрерывны в замкнутой области G. Тог­
да для их действительных и мнимых частей имеют место 
равенства

J  f ( « (г) А  (г) — v (г) В  (г)] | «f' (2) |* dx dy =
с

=  4 -  J  Iм (z) А (2) — v(z)B  (2)1 1 ф' (2) I ds, (6) 
r

f f [ V (z) Л (2) + и (2) В (2)J I ф' (2) |- dx dy =
* G

=  4 - J  [v(z)A(z)  + и (2) В  (2)] I ф' (2) I ds. (7)
Г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для аналитических функций 
имеет место формула интегрирования по частям (6.1.24)

j* j / (2) g (2) dxdy  =  3 - J / ( z )  m  dz.
G Г

Применяя эту формулу к произведению функций (5 ) , 
получим

J  J  / (2) F  (2) | ф( (2) |г dx dy =
G

=  4-  J / ( 2 ) A ’ (2)*r'(z)<p(z)d2.  (8) 
г

С другой стороны, при г е Г  имеем равенство

f  ф' (2) ^ )  d2 - S ^ i ‘ - g — | d w | -| 9 '(* )| «f ..

Следовательно, равенство (8) можно представить в виде 

J  j  / (2) F (2) I ф' (2) I* dxdy =  - L \ f  (2) F  (2) I ф' (2) I ds. (9)
G Г

Л теперь, разделяя с помощью равенств (5) действитель­
ные и мнимые части в формуле (9 ) ,  получим равенства
(6) и (7 ) . Лемма доказана.
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Далее, пусть лапы два гармонических многочлена 
a « ( z )  и pm(z). К ак обычно, вводим их сопряженные гар­
монические многочлены a„ (z ) и f im (z ) .  Применим лем­
му 5 к двум комплексным .многочленам

a„ (z )+  ia „ (z ) , М г ) + * M z ) .  (10)

В результате получим равенства

[ [  [a„ (z) pm (z) — a„ (z) pm (z)J | ф' (z) |2 dx dy =
G

= 4 “I  [* »  (*) Р"» (*) “  ®n (z) Pm (z)l I ф' (2) I <*». (It )  
г

J  j  K ,(z )p m(z) + a„(z) pm (z)J |ф'(г) 12d x d y  =
G

= ~T 1 1 fa" 2̂) + ®" *z) ^  Iф ^  Ids' *,2)r
Предположим теперь, что как  и в лемме 2 из § 5 гл. VI 
сопряженные гармонические многочлены a„ (z ) и ^™(z) 
в комплексных многочленах (10) выбраны так , что вы­
полняется условие (6.5.10)

f f a„ (z) pm (z) | ф' (z) |- dx dy -  
*G

=  — f f а „ ( г )р т (г)|ф '(г)|г ^с/|/. (13) 
' g

Тогда из формулы (12) находим

| a„ (z) pm (z) | ф' (z) | ds =  — { a„  (z) pm (z) | ф' (z) | ds. (1 \)

Таким образом, сопряженные гармонические многочлены 
a„( z )  и ji„,(z) можно выбрать так, чтобы выполнялись 
условия леммы 2 из § 5 гл. VI и леммы 3 из § 5 настоя­
щей главы одновременно.

Рассмотрим теперь интеграл

/ п т =  И  Рп (г) ^  (z) | ф’ ( 2) |* dx dy. (15)
G

Если n <  m, то э т о т  интеграл равен нулю в силу орто­
гональности гармонических многочленов из формулы (3 ) .
17 П. К . Суетин
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А если п >  т ,  то с помощью формулы (9) этот интеграл 
приводим к виду

/ п т  =  -Т  f F n (z) К т  (2) | ф' (2) I ds, ( 16)
г

и опять находим, что этот интеграл равен нулю теперь 
уж е  в силу ортогональности гармонических многочленов 
из формулы (4 ) . Таким образом, при условии п Ф т  
интеграл (15) равен нулю. Следовательно, при п Ф  т  
справедливы равенства

{ I  Л„ (2) а т  (2) I ф' (2) I* dx dy =
G

=  f  1 H„(z)bm(z)\(p’ (z)\*dxdy. (17) 
g‘

f \ Л „ (2)b m (2) I ф' (2) Is dx dy =*
G

= — I  f Iin (z) a '» I I2 dx dy- <18)
G

Аналогично, приравнивая нулю интеграл (1 6 ), получим

[ А„ (z)am (2) | ф' (2) | ds =  f В„ (2) Ьт  (2) | ф' (2) | ds, (19) 
г  г

f л„  (2) Ът  (з) I ф' (2) I ds =  — f //„ (г) а т  (з) | ф' (2) | ds. (20) 
г  г

Заметим, что интегралы (17) и (18) равны нулю при 
п < т ,  а интегралы (19) и ( 20 ) — при т < п .

Далее, рассмотрим снова последовательность однород­
ных гармонических многочленов

1. х, у, хг - у г, 2ху, . . . ,  ия(х, у), va(x, у), . . .  (21)

Ортогоналнзируя эту последовательность с весовой функ­
цией (1) по области G, в соответствии с формулой (3) 
получим систему суперортогональных гармонических 
многочленов

(а0, an(z), bn(z)). (22)

Аналогично, в результате ортогонализацин системы (21) 
с весовой функцией (2) по контуру Г получим суперор- 
тогональную систему гармонических многочленов

<Л„, Л„(2) ,  Я„(2)}. (23)
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Разобьем теперь последовательность (21) на две нод- 
последовател ьности

1, х, хг - у 2..........ия(х, у ) ,  (24)
у, 2ху, vn(x, у), . . .  (25)

Ортогонализнруем последовательность (24) относительно 
веса (1) по области G. В результате получим систему

а„, я,(х , у ) ,  а г(х, у), а„(х, у), . . .  (20)

Аналогично, ортогонализируя последовательность (25) 
с той же весовой функцией (1) ,  находим

Р,(х, У) .  М * .  У) . •••» Рп(х, у ) ,  . . .  (27)
Далее, применим процесс ортоговализации к системе 

(24) с весовой функцией (2) по контуру Г. Д ля получен­
ных многочленов введем обозначение

Уо, У '(х, у) , Чг (х, у ) ..........7 „(х, у ) ,  . . .  (28)

Аналогично ортогонализацией системы (25) с весовой 
функцией (2) получается система

М * .  У) . У) ..........М * .  У), ••• (29)

Л е м м а  0. Если для каждого гармонического много­
члена а„ (х . у ) системы (20) ввести сопряженный ему 
многочлен а п(х, у ) ,  удовлетворяющий условию (1 3 ), то 
полученная система многочленов

%i(x, у), а г(х, у), а„(х, у), . . .  (30)

является ортогональной по области G с весом (1) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (13) имеем равен­

ство

f f a n (z) ctm (z) | <p' (z) |! dx dy =
*c

=  — f f a «  (2) a m (z) | ф' (z) |* dx dy. (31) 
с

В этой формуле переход от гармонического многочлена 
a „ (z ) к сопряженному многочлену а  „(г)  производится 
таким образом, что многочлен a„ (z ) + ia„ (z ) является ана­
литической функцией. Следовательно, если в формуле 
(31) вместо a m(z) поставить a m(z ), то тогда вместо a m(z) 
надо поставить — a m(z ) . В результате формула (31) 
17*
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приведется к виду

\ j  а„  (г) а т  (z) | ф' (z) dy =
С

=  f j  a„ (z) a m (z) | ф' (z) |*dx dy.
*G

Из этой формулы следует, что многочлены (30) ортонор­
мированы с весом (1) но области G. Лемма доказана.

Поскольку все многочлены (30) составлены нз после­
довательности (2 5 ), то в силу теоремы единственности 
ортогональной системы многочлены (27) и (30) совпа­
дают, т. е. a„ (z ) =  fi„(z). Следовательно, равенство (31) 
можно представить в виде

( а , ,  М = - ( Р п ,  с и ) . (32)
Полагая в этом равенстве п =  т ,  получим (а„, Р„) =  0. 
А если пФ  т ,  то в силу условий

( a „ ,  р„) =  (<х„„ {L) =  ( a „ ,  =  jL )  =  0

из формулы (32) находим (а„, Э,п) =  0. Таким образом, 
система гармонических многочленов

(а„, а „ (* . У), ?н(х, у ) )  (33)

ортонормнрована с весовой функцией (1) по области G. 
Но таким ж е свойством обладает и система (2 2 ). Следо­
вательно, в силу теоремы единственности системы (22) 
и (33) совпадают.

Л е м м а  7. Если для каждого гармонического мно­
гочлена K„(z) из системы (28) ввести сопряженный ему 
многочлен ifn(z), удовлетворяющий условию (1 4 ), то по­
лученная система многочленов

T*(z),  T*(z)..........7 » (2 ), . . .  (34)

будет ортонормированной с весовой функцией (2 ) по кон­
туру Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в этом случае из 
формулы (14) имеем равенство

J  Yn (z) Ym (z) I ф' (z) I ds =  — J Vn (z) Ym (z) I ф' (z) I ds,



из которого находим

f Y« (2) Y» (г) Iф' (г ) I ds =  f Yn (2) Ym (z) | ф' (z) | ds.
Г Г

Лемма доказана.
Далее, аналогично предыдущему имеем ^„(z) = ( z ) . 

Следовательно, система многочленов

(Т«, T»(z) ,  M z ) >  (35)
ортонормпрована с весом (2) по контуру Г. И по теореме 
единственности системы (23) и (35) совпадают.

Т е о р е м а  4. Ортогональные многочлены (3) и (4) 
отличаются только положительным множителем , т. е. 
имеем

Fn(z) =  cnK n(z). (36)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу вышеизложенных ре­
зультатов имеем разложении

П
A n(z) =  с0а0 + 2  cma m(z), (37)

m = l

В п(г) -  2  dmbm(z), (38)
m = l

где коэффициенты определяются но формулам

Cm =  f j  А„ (z) a m (z) I ф' (z) \hlx dy, (39)
'g

dm =  I j  Bn (z) bm (z) | ф' (z) |гс/х (/у. (40)
‘ с

Из равенства (17) следует, что при т Ф п  величины (39) 
и (40) равны м еж ду собой. Поэтому из разложении (37) 
и (38) имеем

Л . ( г ) - *П-1 _

=  у л 2  Cm[am(z) +  ibm(z)\+ У п  [cna n(z) + idnbn(z)] =  
m—o

=  # „_ i (z) + / л  [c„a„ (z) -f ic/„6„ (z)J, (41)

где QK-t(z)  есть алгебраический многочлен no z. Посколь­
ку  сумма в квадратных скобках в правой части равен­
ства (41) есть многочлен, то его действительная и мни­
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мая части связаны  условиями Коши — Римана. А тогда, 
учиты вая формулу (3 ) , находим cn =  dn. Следовательно, 
равенство (41) в силу той ж е формулы (3) можно пред­
ставить в виде

Fn (z )=  V 2 k  2  cmK m(z). (42)
m=o

Д ля определения коэффициентов разложения (42) при­
меним условие комплексной ортогональности многочле­
нов (3 ) . В результате получим

V 2лст  =  f f Fn (z) K m(z) | <p' (z) \4x dy =

“  I [А,Лг) + iZ?n(Z)I ] | Ф' (z)\'dxdy =
G

=  V ' \  j  J IAn (z) a m (z) + B n (z) bm (г)] | ф' (z) \2dx dy —
G

— f I J  м bm w  ~ Bn am 1 <p> \2dx dy-
G

(43)

Поскольку коэффициенты разложения (42) действитель­
ны, то из формулы (43) имеем

) [  А п (г) Ьт  (г) | ф' (2) 12dx dy =
G

=  j  f  Bn (z) a m (z) I ф' (z) 12dx dy. (44)
G

Далее, сопоставляя равенства (18) и (44 ), находим, что 
оба интеграла (44) при т < п  равны нулю, т. е. имеем

f f An (z) Ът  (г) | ф' (2) |'-dx dy =  0, (45)
G

f S  Вп (;г) а т  (г) | ф' (z) \Чх dy =  0. (46)
' G

Учитывая структуру многочленов am(z) и bm(z), найдем, 
что эти два равенства справедливы и при т  — п.

А теперь воспользуемся теоремой единственности ор­
тогональной системы. Будем считать, что все старшие 
коэффициенты гармонических многочленов положительны.
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Тогда из условии (45) и (40) получим
A H(t) =  gnan(z), B n(z) =  l„bn(z). (47)

Из этих равенств следует, что в формулах (41) и (42) 
Ст =  0 при т  <  п. А тогда из равенств (37) и (38) сле­
дует формула (3 6 ). Теорема доказана.

Обозначим через р„ старшин коэффициент многочле­
на F„(z), а через Х„ — многочлена K„(z). Тогда нз равен­
ства (30) находим

= ?Д „. (48)

С другой стороны, в силу известных результатов [11.23; 
IV.9] при некоторых условиях имеют место асимптотиче­
ские формулы

o2v*n a V n ™
J ! l _  =  l  + o ( l) ,  - y j -  =  jj-ttj [1 + o( l ) l ,  Y =  <l>'(°o).

Учитывая эти формулы, из равенства (48) находим

lim  с„ I/ =  1. (49)
П-*оо г  л

С помощью формул (36) и (49) на многочлены 
{A'„(z)} переносятся многие асимптотические свойства 
многочленов {F„(z)}.
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Глава VIII

ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ
МНОГОЧЛЕНЫ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

§ 1. Основные определения и простейшие свойства

Пусть на множестве Е определена функция двух пе­
ременных F(x, у ) ,  имеющая ограниченную вариацию 
[1.9]. Эта функция называется обобщенным интегральным 
весом на множестве Е, если при любых п и к  существуют
интегралы

K k  =  f | x n~hyh(lF (х, у), к =  0, 1, . . и,  п = 0 ,1 , . . .  (1)
' Е

Эти интегралы называются обобщенными моментами веса 
dF(x, у) на множестве Е. Множество Е может быть ог­
раниченным нлн неограниченным, одномерным или дву­
мерным. Таким образом, приведенное определение обоб­
щенного интегрального веса dF(x, у) на множестве Е 
охватывает случаи ортогональности по области и но кон­
туру, по одному и но двум переменным.

Если выполняется условие

dF(x, y) =  h (x , y )d x d y , (2)

то функция А(х, у) называется обобщенным дифферен­
циальным весом на множестве Е. Эта функция может 
принимать п отрицательные значения, но все интегралы 
вида (1) при условии (2) должны существовать.

Далее, дифференциальное выражение dF(х, у) в фор­
муле (1) можно рассматривать как  меру, определенную 
на множестве Е. В этом случае можно изучать ортого­
нальные многочлены двух переменных, используя раз­
личные определения мер и их свойства. Разумеется, при 
таких общих условиях ортогональные многочлены теря­
ют многие свойства, причем остающиеся свойства фор­
мулируются и доказываю тся по-иному. Прежде всего за­
метим, что иной вид имеет сама теорема существования 
системы ортогональных многочленов.
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Поскольку все моменты (1) существуют, то, как п в 
гл. I, их можно расположить в виде треугольной таблицы:

hod,
hie, h п,
hid, h2l, Aj2,

hno, hni, . . . ,  hnn, (3 )

По этим моментам, как  и в гл. I. составляем определители

/| h Лоо Л,о *11
^00 ^00» ^10 23 00

/|
10

/> ♦ Д „ - Л20 *21
яю 20 л„ '*2,

h h • л.00 10 11 »»*
Лю Л20 Л2, ’ А(п+1)Л

ли Л2| Л22 ' A(n+lMft+l)

Л пА А(п + 1)Л А(п+ 1И Л + 1) ■ ' Л2П2А

Если весовая функция h(x, у) из формулы (2) пеотри- 
цателыгл и  не эквивалентна пулю, то все определители 
вида (4) отличны от нуля и даж е положительны. Это до­
казано в гл. I. А в общем случае, который рассматривает­
ся в настоящей главе, определители (4) могут быть от­
рицательными или обращаться в нуль.

Как и н гл. I, обозначим через 1УпА множество много­
членов порядка не выше (п, к). Некоторый многочлен 
Fnk(x, у) порядка (л , к) называется обобщенным орто­
гональным многочленом порядка (и, к), если условие

j  [ Гпн (г, у) Qm. (*, у) dF (х, у) =  0 (5)
‘ £

выполняется для любого многочлена Qm.(x, у) порядка 
(rn, s) меньшего, чем (и, к).

Т е о р е м а  1. Если Лв(*_м ¥= О, то существует един­
ственный ортогональный многочлен Fnlt(x, у) порядка 
(и, к), удовлетворяющий условию (5 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не наруш ая общности, можно 
считать, что главный коэффициент искомого многочлена



равен 1. Тогда имеем разложение
п—1 m fc—1

Fnh (*, У) = 2  2  V + 2  C n jP - Y  +  Xn~hyh.
m=о «=о *=0

(6)

В этой формуле коэффициенты {ст .) неизвестны. Их надо 
определить так, чтобы многочлен (6) был ортогонален 
всем одночленам

1 , х, у, хг, ху, уг, . . . ,  х п- ‘ +у - ‘ .
В силу формулы (5) это означает, что должны выпол­
няться условия

f  f  Fnh (х, у) xv~4y4dF ( х ,  у) =  0 ,  (/>, q) <  (п, к). ( 7 )
Е

П одставляя сюда многочлен (6) и учитывая моменты
(1) ,  систему (7) приводим к виду

n —l  m k - 1

2  2  Стг^тг  *Ь 2  C n j t n s  =  —  ^nft> 
m=o »=0 *=0
п—1 т  ft—1

2  2  "Ь 2  £ п«^(п+ l ) t  =  ^ (n + l)f ti ( 8 )
m= 0  * =0  a= 0
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я —1 m Л —I
2  2  Cmj/ i(n + m K i+ fc - l)  "Ь 2  C n J l i n ( » + A—1) ^ 2 n(2A—1)*

m=o «=0  i —O

Определитель ДП(»-ц системы (8) по условию теоремы 
отличен от нуля. Следовательно, система (8) имеет 
единственное решение. Теорема доказана.

Из определения ортогонального многочлена условием 
(5 ) и теоремы 1 следует важный вывод. Если среди всех 
определителей (4) только один определитель отли­
чен от нуля, то однозначно определяется только один ор­
тогональный многочлен Fnh(x, у ) ,  который, таким обра­
зом, не зависит от всех остальных определителей вида
(4 ) . Заметим, что ортогональный многочлен Fn0(x, у) 
определяется при условии A<*-i)(n-i) ^  0. А если отличны 
от нуля все определители вида (4) ,  то однозначно опре­
деляется вся система ортогональных многочленов 
lF*k(x, у)) .

Рассмотрим более общий случай. Предположим, что 
первоначально дана не функция F(x, у) на множестве Е,
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а система моментов (3 ) . Эти моменты определяют неко­
торый линейный функционал по формуле

Лл» = А’(х"-У). (9)
Иными словами, линейный функционал F определяется 
снонми степенными моментами (3) и может не иметь 
интегрального представления через функцию F(x, у) на 
множестве Е. Но формула (9) определяет этот функцио­
нал на множестве всех алгебраических многочленов. Ус­
ловие ортогональности в этом случае вместо формулы
(5 ) имеет вид

F (F nkQm.) =  0. (10)

Поскольку определители (4) вводятся по системе момен­
тов (3 ) , то теорема 1 и все выводы из нее справедливы 
и в случае функционала F, определенного формулой (9 ) .

Далее, теорема 1 указы вает условия существования 
всех подряд ортогональных многочленов {/'’„*(х, у)) ,  ко­
торые называются основными ортогональными многочле­
нами. Но, как  и в § 4 гл. I, здесь можно ввести мони- 
ческие ортогональные многочлены. Рассмотрим моппче- 
ский многочлен степени п порядка (п, к)

Фп* (* , у) =  хп- у  + 2  2  * т $хт - ,1/*. (11)
т*=о «*0

Ортогональность этого многочлена ко всем многочленам 
меньшей степени, аналогично условию (1 0 ), означает вы­
полнение условия

^(Фп*<?„-,) =  0, (12)

где многочлен @„_t (x, у) имеет степень не более n —1.
Для формулировки теоремы существовании иониче­

ских ортогональных многочленов среди определителей
(4 ) выделим отдельно определители

Аоо Лю •• • fy n - ix n -

Дп — Д(п—Х)(п—1) — Лю Л20 • Лп(п-1)

Л(п-1)(п-1) Лп(п-1) • • ' Л2(п-1)2<11

(13)

Т е о р е м а  2. Если определитель (13) отличен от 
нуля , то однозначно определяются все п + 1 монических 
ортогональных многочленов (11) при к =  0, 1, . . . ,  п.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку моиическии много­
член (11) должен быть ортогональным всем многочленам 
степени не более п — 1, то он должен быть ортогональным 
всем одночленам

1, х, у, хг, ху, . . . ,  ху"~1, у п~'.

Следовательно, в этом случае, используя условно ортого­
нальности (12 ), вместо системы (8) получим систему

п—1 m

2  2  =  Afifct
m=0 »=0 
n —I m

2  2  ~  ^(n+l)fc« (14)
m«o »=0
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n—1 m

2  2  ® т ^ 1П + л -1 )(|+ 11- 1) =  h(tn- lX fc+n—I ) 1
m—о >=0

Определитель Д„ этой системы отличен от нуля. При 
этом левая часть системы (14)  одна и та же для всех мо- 
ннческих многочленов степени п, а при переходе к дру­
гому монпческому многочлену меняется только правая 
часть. Теорема доказана.

Далее, как  и в гл. I, можно рассматривать обобщен­
ные монические многочлены. Пусть фиксирован однород­
ный многочлен степени п

Qn (X, у) =  2
л=о

Тогда при условии Д„ Ф 0 можно так  подобрать много­
член /?„_,(х, у)  степени не выше п — 1, что многочлен

я ..(* ,  y ) - Q n (* , у) + /?„_,(х , у) (15)

будет ортогональным относительно функционала F, т. е. 
будут выполняться условия

F (B ,x m~>~kyk) =  0, к =  0, 1..........т < п .  (10)

В самом деле, условия (16) и в этом случае сводятся 
к системе уравнений (1 4 ), по правые части будут иметь 
вид

—F(QnXp~,~hy>') , к = 0, 1, . .. ,  р, р =  0, 1, ... ,  п - 1 .

До сих пор в определениях основных ортогональных 
многочленов (6 ) , моннческих ортогональных многочленов
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(11)  и обобщенных ортогональных многочленов (15) го­
ворилось только об ортогональности. В сияли с этим воз­
никает вопрос об условиях, когда все эти многочлены 
можно нормировать. Иногда это невозможно, ибо для не­
которого многочлена @„(х, у) и некоторого функционала 
F„ может выполняться условие F0 (@J) — 0 . В этом сл у­
чае говорят, что функционал F„ вырожден. С другой сто­
роны. функционал F называется невырожденным, если 
для любого отличного от тождественного нуля многочле­
на Q„(x, у) выполняется условие А’ (@‘£ ) ^ 0 .  А если, 
кроме того, имеет место неравенство

F ( Q ; , ) >  0, (17)

то функционал F  называется положительным. В этом 
случае все рассмотренные выше ортогональные многочле­
ны можно нормировать по обычным формулам

f'nk(*iy) =  - ^ = F nh(x,y),  p,lA =  F ( F l h). (18)
Vv nh

Далее, пусть, как  и в § 4 гл. I, даиа ортогональная 
матрица

П + 1

Ортогональность матрицы означает выполнение условий
Л

amjQhj =  ^ i к =  0 , 1, * • . ,  tl.
j^O •

Тогда вводим систему многочленов
II

Qnk (* , у) =  S  a hiFnj (х, у), к =  0, 1...........п. (19)
i=o

Нетрудно показать, что эти многочлены ортонормирова- 
ны относительно функционала F.

Таким образом, если все определители вида (4) отлич­
ны от нуля, то функционал F, удовлетворяющий условию
(17) ,  определяет основные ортогональные многочлены
(1 8 ), монические ортогональные многочлены (11) ,  обоб­
щенные монические ортогональные многочлены (15) и 
общие ортогональные многочлены (1 9 ). Множество всех
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этих многочленов, их всевозможные линейные комби­
нации, а такж е тождественный нуль, как и в первой гла­
ве. обозначим через W n. Если Р„(т, у ) ^ 1 У п, то для лю­
бого многочлена /?„_,(х, у) степени не выше п — 1 вы­
полняется условие

Пространство W n можно определить безо всяких ус­
ловий на функционал F  как  множество таких многочле­
нов Р„(х, у) степени не выше п, для которых выполня­
ется условие (20 ). Если А „ Ф 0 ,  то пространство W„ име­
ет размерность не меньше /г+ 1.

Для общности можно рассматривать невырожденность 
функционала только на множестве многочленов степени 
не выше т ,  что означает выполнение условия F 
для всякого отличного от тождественного нуля много­
члена Qm(x, у) степени не выше т .  Если для всякого 
такого многочлена выполняется условие F(Qm) >  0, то 
функционал называется положительным на множестве 
многочленов степени не выше т .  Если функционал по­
ложителен, то из равенства F  (/?„) =  0 следует тождест­
во Пт (X, 1/ ) " 0 .

Т е о р е м а  3. Если Ап Ф 0 и функционал F не вырож­
ден на множестве многочленов степени не выше п — 1, 
то монические ортогональные многочлены степени п об­
разуют базис в пространстве \V„.

Эта теорема доказывается так  ж е, как  теорема 6 
из главы I. Только вместо интегралов по области здесь 
фигурирует функционал F. А в конце доказательства по­
скольку функционал F  не вырожден из условия F  (/?£_|) =  
=  0 следует П„-,(х, у ) =  0. Заметим, что в теореме 3 
пространство \Vn рассматривается изолированно от дру­
гих аналогичных пространств.

§ 2. Теорема существования в наиболее общем виде

Пусть дана система степенных моментов {А„*} и соот­
ветствующий ей линейный функционал F. Если отличны 
от нуля все определители {А„*} вида (1 .4 ), то можно вве­
сти последовательность пространств

/•’ (/>„/?„_,) =  0. (20)

W о, W „  W ...........W, (1)

которые ортогональны меж ду собой по функционалу F.



Вместо все» системы определителей (1.4) рассмотрим 
только последовательность определителей (1.13)

А|» А:, • • Ап, . . .  ( 2 )

В силу теоремы 2, еслн Л„ Ф 0, то однозначно определя­
ются все п + 1  монических ортогональных многочленов

Ф«о(*. У), Фш (х, у ) ..........Ф„„(х, у) .  (3 )

Далее, если Ап^ 0  и функционал F  по вырожден на мно­
жестве многочленов степени не выше п — 1, то по теореме
3 многочлены (3) образуют базис в пространстве W n, 
т. е. для всякого многочлена из этого пространства спра­
ве дли во п редставленне

Рп (х, у) =  2  скф„к (х, у). (4)
к —О

В настоящем параграфе будем считать, что нрн усло­
вии А„ Ф 0 пространство W n имеет размерность и + 1 .  
Это эквивалентно тому, что пространство W n есть мно­
жество всех миогочленов вида (4 ) . Формула (4) означа­
ет такж е, что монические ортогональные многочлены (3) 
образуют базис в пространстве W„. Таким образом, если 
все определители (2) отличны от нуля, то однозначно 
определяется последовательность ортогональных меж ду 
собой пространств (1) .  Основная задача настоящего па­
раграфа заключается в том, чтобы доказать существова­
ние в каждом из пространств (1) ортогонального базиса.

В пространстве W n помимо монических ортогональных 
многочленов (3) существуют и другие базисы, которые 
можно получать как  линейные комбипацпп многочленов
(3 ) . Пусть дан такой базис:

В„0(х, у) , Вп1(х, у), Впп(х, у). (5 )

Здесь первый индекс п означает степень многочлена, 
а второй индекс — номер многочлена в данном базисе. 
Рассмотрим некоторые свойства базисов вида (5) в про­
странстве W„.

Прежде всего заметим, что многочлены (5) линейно 
независимы. Поэтому их можно переставлять меж ду со­
бой, прибавлять к каж дом у из них линейные комбинации 
других, умножать каждый многочлен на любое отличное 
от нуля число.

Л е м м а  1. Если А „ Ф 0  и многочлены (5) образуют 
базис в пространстве IV„, то в системе (5) не существует
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многочлена B„k(x, у), для которого выполнялись бы ус­
ловия

F(B„>Bn.) =  0, s =  0, 1..........п. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что такой 
многочлен B nk(x, у) существует. Условие (6) означает, 
что этот многочлен ортогонален всем многочленам (5) 
и в том числе самому себе. Разумеется, это может быть 
только в том случае, когда функционал F  вырожден в 
классе многочленов степени п. При этом он может быть 
не вырожден в классе многочленов степени не более п — 1. 
Тогда в пространстве lP n+i возьмем любой моннче- 
ский многочлен Ф (п+1)т(х, у) и рассмотрим два много­
члена

Ф (в+1)т(х, у), Ф<п+|)т (х , y ) + B nk{x, у) .  (7)

С другой стороны, любой многочлен В п(х, у) степени не 
выше п можно представить в виде

tl
Я .1 (■*, у) =  с .Я „ ,(х , у) + (х, у), (8)

«=*0

где Р п-,(х ,  у) есть многочлен степени не выше п — 1. 
13 силу условий (0) из формулы (8) находим F (#„*//„) =  
=  0. Следовательно, оба многочлена (7) являются монн- 
ческимн, что противоречит единственности моиического 
многочлена порядка (п + 1, т ) .  Лемма доказана.

С л е д с т в и е .  Если многочлены (5) образуют базис 
в VV„ и для некоторого многочлена В„к(х, у) выполня­
ются условия (6) при всех s, кроме s =  к, то необходимо

F (H lh) ^ 0 .  (9)

Л е м м а  2. Если А „ ^ 0  и Лп ц ^ О,  то в пространстве 
W„ существует такой базис (5 ) , что по крайней мере для 
одного многочлена этого базиса выполняется условие (9 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим моннческий базис
(3) в пространстве \V„. Если хотя бы для одного много­
члена этого базиса выполняется условие (9 ) , то доказа­
тельство закончено. Пусть теперь для всех многочленов
(3) выполняется условие F  (Фпл) =  0. Возьмем, напри­
мер, равенство F  (Фпо) =  0- Тогда но лемме 1 сущест­
вует хотя бы один многочлен Ф п)1(х, у),  для которого



имеем условие 0- Рассмотрим новый базис:
В пт(х, У) =  Фяш( 1̂ у)у nt Ф к,

(10)
В,,„(х, у ) =  Ф„„(х, у )+ Ф „ » (* , У)-

От монического базиса этот базис отличается только од­
ним многочленом с номером к. Для этого многочлена 
имеем

F  (fin*) *“ 2F  (ФадФпл) ф  0.

Лемма доказана.
Л е м м а  3. Если 4 „ # 0  «  Дя+| Ф 0. то в пространст­

ве IV,, существует такой базис {B nk(x, у)) ,  что хотя бы 
для одного многочлена В„,(х, у) выполняются условия

Е ( В 1 . ) ф 0 ,  F(B„,Bnm) — 0 , т ф в .  (И )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 2 сущ ествует хо­
тя бы один многочлен, для которого выполняется усло­
вие (9 ) . Не наруш ая общности, можем считать, что это 
многочлен В„„(х. у ) ,  т. е. имеем условие F  (fi«o ) Ф  0. 
Вводим новый базис по формулам

Qnо(х, у ) =  в по(х, у),
(.12)

Qnm(* , у ) =  с„Вп0(х, у ) + В пт(х, у).

Тогда имеем равенство
E(Qa„Qnm) = c MF ( Q M  +  F(QnaB nm). (13)

Поскольку Е (В м ,) ф  0, то ст в формуле (12) можно 
выбрать так , чтобы правая часть равенства (13) была 
равна нулю. Лемма доказана.

Л теперь рассмотрим основной результат настоящего 
параграфа — теорему существования ортогонального ба­
зиса в пространстве XV

Т е о р е м а  4. Если А„ Ф 0 и Ап+1 Ф 0, го в простран­
стве W„ существует ортогональный базис [Впт(х ,у )) ,  для 
которого выполняются условия

F (B nkB nm) =  0, к Ф т п , (14)

Р ( в и ) ф  0. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что условия лем­
мы 3 выполняются для многочлена Вп0(х, у), т. е. вместо
18 п. К. Суетин
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(11)  имеем
Е(В;,0)ф О ,  F (B n0Bnm) =  О, /» =  1, 2...........п. (16)

Среди многочленов
В п1(х, у ) ,  В п2(х, у ) ,  #„„(х, у) (17)

выберем тот, для которого выполняется условно F (Вгп,)  Ф  
Ф  0. Не наруш ая общности, можем считать, что это мно­
гочлен Вп{(х ,у ) ,  т .е .  имеем F ( В ^ ) ф О .  Далее вводим 
новый базис но формулам

Qna(x, у ) =  Вп„(х, у) , Q„t (x, y ) = B ni{x, у),
Qnm(x, у ) =  cmBni(x, у ) + В пт(х, у ) ,  т  =  2, 3 ......... п.

(18)

Из равенства (18) находим условие ортогональности 

F (B nlQnm) =  CmF(Bni) +  F (B nlB nm) =  О,

которое определяет постоянную ст. Следовательно, новый 
базнс {Q„m(x, у ))  можно выбрать так , чтобы и многочлен 
Qm(x, у) был ортогонален всем другим многочленам это­
го базиса. Таким образом, в силу условий (16) в базисе 
(Qnm(x, ^ ))  уж е два первых многочлена удовлетворяют 
условиям (14) н (1 5 ).

Такой процесс ортогонализацнп можно продолжить. 
При этом возможны следующие два случая.

1. На каждом шаге среди оставшихся многочленов 
имеется хотя бы один многочлен Qnm(x, у ) ,  для которого 
выполняется условие F ( Q L )  Ф  о. Тогда процесс ортого- 
нализацип можно продолжить, и в конце получим базис, 
удовлетворяющий условиям (14) и (1 5 ).

2. На некотором шаго окаж ется, что многочлены

<?»»(*. У), <?».(*, У)..........<М*> У) (19)
удовлетворяют условиям (14)  и (1 5 ), а для всех остав­
шихся многочленов

(?п(1+|>(х, у) , Qn(t+i)(x, у ) ,  . . Q„„(x, у) (20)
выполняется условие

F (^ ш )  “  0, т > 8 .  (21)

Например, это условие может выполняться уж е для всех 
многочленов (1 7 ). Рассмотрим этот случай полробпее.
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Возьмем произвольный многочлен нз системы (2 0 ), 
например, многочлен (■*, у) .  Предположим, что для
него выполняются условия

F  0, m =  s + 2, s + З..........п. (22)

Поскольку многочлены (19) ортогональны всем много­
членам (2 0 ), то условия (21) и (22) означают, что мно­
гочлен Qn(t+t)(x, у) ортогонален всем многочленам базиса 
{Qnk(x, у))  в том число и самому себе. Но по лемме 1 
этот случай невозможен.

Следовательно, среди мпогочленов (20) сущ ествует 
хотя бы один, например, многочлен у) ,  для ко­
торого условие (22) не выполняется, т. е. имеем

F(Qn,.+l)Qn<.+„ ) * 0 .  (23)
А тогда в базисе {Q„k(x, у))  вместо многочлена 
Qn(.+i)(x, у) аналогично формуле (10) вводим новый 
многочлен

Q*(t+l)(X, tj) — (?я<<+|) (Х, J/)+ $п<«+1) (•£, у)- (24)

В силу условии (21)  и (23) для этого многочлена имеем

 ̂ (^»<«+1 )) =  -I' (Qn(t+i)Qn(»+i)) ^  о.
Таким образом, изменяя базисный многочлен по формуле 
(24) при условии (2 3 ), приходим к первому случаю, ког­
да процесс ортогоналнзацнн может быть продолжен.

Следует заметить, что равенство (24) справедливо при 
условии s + 1 <  п. Поэтому случай s + 1 =  п надо рас­
смотреть отдельно. Поскольку в этом случае s =  n — 1, 
то условия (21) сводятся к  одному равенству ((?пп) =  0. 
А это вместе с ортогональностью базиса ((?„»(*, у))  про­
тиворечит лемме 1. Теорема доказана.

Теорема 4 является теоремой существования системы 
ортогональных многочленов в самом общем случае. Эта 
теорема относится к пространству W„ н справедлива при 
условиях А„ЛВ+, Ф 0. А если все определители (2) отлич­
ны от нуля, то во всех пространствах (1) существуют 
ортогональные базисы, удовлетворяющие условиям (14) 
и (15 ).

Если функционал F положителен, то ортогопальный 
базис можно нормировать. В самом деле, в силу нера­
венства (1.17) условие положительности функционала F 
означает, что для всякого отличного от тождественного 
нуля многочлена Qn(x, у) выполняется перавепство 
18*
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*’ ( t t ) > 0 .  В этом случае, аналогично формулам (1.18)
полагаем

M»h — / (^ * а ) , B nh (х, у) — - — Bnh (х, у).
Гпк

(25)

Далее, нетрудно видеть, что в каждом пространство 
W„ прн наличии одного ортонормированного базиса мож­
но построить бесконечное множество других. В самом де­
ле, пусть дана ортогональная матрица

Ортогональность матрицы (26) означает выполнение 
условий

Т е о р е м а  5. Пусть в пространстве W„ даны два ба­
зиса {Впк(х, у ))  и {^„»(х, у )) . Если базис {В пк(х , у)) ор- 
тонормирован, то для ортонормированности базиса 
IQ nk(x, у ))  необходимо и достаточно существование такой 
ортогональной матрицы (2 6 ), что имеют место равенства

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  многочлены {Впк(х, у ))  
образуют базис, то коэффициенты в равенствах (28) оп­
ределяются однозначно, т. о. матрица (26) определена. 
Учитывая ортонормироваппость базиса {Вяк(х, у)} , нз ра­
венств (28) находим

А теперь, если матрица ортогональна, то в силу условий 
(27) правая часть равенства (29) равна бт», и, следова­
тельно, базис {^„т (х , у)}  ортонормирован. А если базис 
{Qnm(x, у ))  ортонормирован, то левая часть равенства
(29) равна 6™*, и матрица (26) ортогональна. Теорема 
доказана.

Далее, поскольку матрица Л„+, ортогональная, то

а

а,
а

пп

on

in (26)

П
(27)

П
Qnm {X, y) =  2 am.B n. (* , У), m =  0, 1, . . . ,  n. (28)

П
I' (QnmQnk) — 2  a mjaky (29)

для транспонированной матрицы Л,1+1 имеем равенство



•dn+i^n+i =  Е. Следовательно, аналогично формулам (28) 
справедливы формулы

В п. (х, у) =  2 am.Qnm (х, У). (30)
т=з о

Иными словами, обратный переход от базиса (Qnm(x, у))  
к базису {Вп,(х , у))  осуществляется с помощью транспо­

нированной матрицы Л п+1 к матрице A n+i.

§ 3. Ряды Ф урье по обобщенным ортогональным 
многочленам двух переменных

Пусть на множестве Е определена функция F (x, у) 
ограниченной вариации, и этой функции соответствует 
ортонормнрованный базис

Ш„»(х, у )) , к =  0, 1, я  — 0 , 1 ,  . . .  (1)

Предположим, что на множестве Е дана действительная 
функция /(х, у) такая , что существуют все интегралы 
вида

Ьпн (/) = j  f / (*. У) x n~hy hdF (х, у). (2)
Е

Тогда коэффициенты Фурье функции /(х, у) по базисной 
системе (1 ) , к ак  обычно, можно определить по формуле

а "« =  И  / (х > У) B"k (х > У)dF  (х > У)• (3)
£

Поскольку интегралы вида (2) существуют, то все коэф­
фициенты (3) конечны. Следовательно, функции /(х, у) 
можно поставить в соответствие ее ряд Ф урье по ортого­
нальным многочленам двух переменных

2  2  a nhB nh(x ,y). (4)
П=0 *=0

В § 6 гл. I ряды (4) рассмотрены в случае неотрица­
тельного дифференциального веса. т. е. при условии 
dF(x, y) =  h(x, y )d x d y , где Л(х, у ) >  0. Но все резуль­
таты, изложенные в упомянутом параграфе, переносятся 
почти без изменений на случай неотрицательного инте­
грального веса dF(x, у ) , удовлетворяющего условиям 
(1.1.20) и (1 .1 .21). Не будем повторять формулировки,

§ 31 р я д ы  ф у р ь е  277
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а перейдем к  рассмотрению более общих случаев. Сразу 
ж е заметим, что ряды Фурье (4 ) нельзя рассматривать 
в том случае, когда базисная система (1 ) определена ли­
нейным функционалом F  без интегрального представле­
ния. В самом деле, в общем случае функционал F можно 
определить с помощью степенных моментов, и при неко­
торых условиях базисная система (1) сущ ествует. Л фор­
мулы (2) н (3) имеют смысл, если функционал F  допу­
скает интегральное представление, в котором dF(x, у) оз­
начает меру, определенную на множестве Е.

Для внутренней суммы ряда (4) введем обозначение
П

Hn (х , У, /) =  anhB nh (х, у). (5)
о

Из результатов предыдущего параграфа следует, что сум ­
ма (5) не зависит от аналогичных сумм с другими номе­
рами. Более того, многочлены (I )  можно рассматривать 
только при данном фиксированном п. Тогда прн некото­
рых условиях система многочленов

В л»(х, у ) ,  Я ,„(х , у ) ..........Я„„(х, у) (6 )

является базисом в пространстве W n. В этом случае сум ­
му (5) можно рассматривать как  проекцию функции 
/(х, у) на пространство YV„.

Предположим, что в пространстве \Vn определен дру­
гой базис

Qnо(х, У), Qm(x, у ) , Qnn(x, у ) . (7)

Вводим коэффициенты Фурье функции /(х, у) по этому 
базису

ь„т  =» 1 j  / (х , у) Qum (х, у) dF  (х, у) (8)

и аналогичную (5) сумму
П

Ч'п (*» у, /) =  2  bnmQnm (х, у). (9)
т=о

Т е о р е м а  6. Внутренняя сумма (5)  ряда Фурье (4)  
для данной функции /(х, у) не зависит от выбора базиса'  
в пространстве т. е. при любых базисах (6) и (7)  
имеет место равенство

1{п(х, у, /)= ЧМх, у, /). (Ю)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (9 ) в силу фор­
мулы (2.28) находим

Далее, так  как  матрица перехода от базиса (6 ) к  базису
(7) ортогопальна, то в силу формулы (2.30) имеем ра­
венство

Следовательно, используя формулы (8 ) и (1 2 ), получаем

Сопоставляя равепства (11) н (1 3 ), находим формулу
(1 0 ). Теорема доказана.

Таким образом, используя обозначение (5 ) , ряд (4) 
представляем в виде

где общин член определяется однозначно независимо от 
выбора базиса в пространстве W n.

Пусть, как  обычно, функция /(х, у) определена на 
множестве Е и существуют все интегралы внда (2) .  Тог­
да в силу теоремы 6 одпозначпо определяется проекция 
# „(х , у, /) функции /(х, у) на пространство W n. Обозна­
чим через W „(f) ту  часть пространства W n, которая орто­
гональна функции /(х, у ), или, точнее — проекции 
Я п(х, у, /) на пространство W n, т. е. полагаем

Т е о р е м а  7. Если функционал F положителен, то 
пространство W „(f) имеет размерность п или и + 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в пространство W „ фик­
сирован некоторый базис (6 ) . Тогда любой многочлен нз

( 11)

П
Bnh(x, у) =  2  CmkQnm(x, у). ( 12)

т=о £ Lm=0
2 ЬптСтк — J f f { x t У) 2 cmhQnm(x i У) (Ч  (х , у) =т —Л •'.У I т —ft

=  j  I  / (х > У ) (х * У) dF  (х ' У) =  ( ,3 )
Е

оо

2  I f  п У, /)« (14)

<?»(х, y)*3 W K( f ) c  W „ ~  ^ (//„(?„)= 0. (15)
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пространства \V„ можно представить в виде
П

Q„(x, у) = 2  ЪптВ„т (х, у). (16)
т*=о

С другой стороны, проекция функции f(x , у) па прост­
ранство W„ определяется но формуле (5 ) . Следовательно, 
условие ортогональности (15) имеет вид

F ( f Q ) - F ( H nQ n)=  £  « „ « А , * -  0. (17)
т »0

Если в формуле (5) все коэффициенты (а„») равны 
нулю, то условие (17) выполняется для всех многочленов 
из пространства W n. Следовательно, в этом случае

(/) =  IVn, н размерность пространства W „(j) равна 
п + I.

Предположим теперь, что среди коэффициентов раз­
ложения (5) хотя бы один отличен от нуля. Д ля общно­
сти предположим, что отличны от нуля еще несколько ко­
эффициентов, т. е.

а п0 Ф 0, а п, Ф 0 ..........апкФ 0, к <  п. (18)
Рассмотрим условие ортогональности (1 7 ). Поскольку 
а„„ Ф 0, то в формуле (17) можно менять произвольным 
образом все коэффициенты {Ьпт), начиная с номера т  =  
=  1. Пусть эти коэффициенты фиксированы произволь­
но. Тогда коэффициент 6„0 можно выбрать так , чтобы вы­
полнялось условие ортогональности (17) .  Следовательно, 
множество многочленов вида (1 6 ), удовлетворяющих ус­
ловию (1 7 ), имеет размерность п. Это утверждение спра­
ведливо и в том случае, если в силу условий (18) отлич­
ны от нуля еще несколько коэффициентов разложения 
(5 ) . Теорема доказана.

Продолжаем рассматривать ряды Фурье по ортого­
нальным многочленам двух переменных прн наиболее об­
щих условиях.

Т е о р е м а  8. Если &пА„+,Ф 0, то для всякой функ­
ции f(x , у) с конечными интегралами (2) в пространстве

существует такой базис {(?„*(£, у ) ) ,  что сумма вида
(5 ) содержит не более одного слагаемого, т. е.

ИЛ*- У. / )=  я „ ( / ) у „ ( х , у), (19)
а весь ряд (14) приводится к виду

ОО

j « « ( / ) i ' » ( i , j ) .  ( 2 0 )



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что при данном 
п имеем равенство W „(j)= \V „. Тогда в силу теоремы О 
//„(х, у. /) "  0. Это означает, что все коэффициенты 
Фурье порядка п функции /(х, у) равны нулю. В этом 
случае условие (19) выполнено.

Пусть теперь W„(f)¥= W„. Тогда в силу теоремы 7 
пространство IV„ (/) имеет размерность п. Следовательно, 
в пространстве W„ сущ ествует вектор-многочлен v„ (х, у ) , 
ортогональный всему подпространству W n(j) .  Можно 
считать, что норма вектора v„(x , у) равна 1. В этом слу­
чае в пространстве W„ вводим базис

С М * , У) — v«(х, у ), Q„,(x, у ) , . . . ,  Q„,(x, у) (21)

и определяем коэффициенты Фурье функции f(x , у) по 
этому базису

=  J j  / (х, у) Q„h (х, у) dF  (х , у). (22)
Е

Так как многочлены (21) ортогональны меж ду собой, то 
выполняются условия

«„О# 0, а „  — ая1 =  . . . « *  вп, =* 0.
Д ля нулевого коэффициента вместо общей формулы (22) 
вводим специальное обозначение

я» (/) =  а,.о =  f  [  / (* . У) i’n (х , у) dF  (х , у).
Е

Следовательно, в этом случае вся сумма (5) приводится 
к виду (19) .

Предположим, что такая  операция проделана для всех 
поморов п. Тогда ряд (14) приводится к ряду (2 0 ). Тео­
рема доказана.

1’яд  вида (20) будем называть приведенным рядом 
Фурье функции /(х, у ).

Т е о р е м а  9. Если Л„Дп+1 =/= 0, то при любых бази­
сах (6 ) , (7 ) и (21) справедливо равенство

a l (/) =  2  -  £  Ь'пт. (23)
Л=0 гм—0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в силу теоремы 6 
имеем формулу

П п
а„ (/) i'n {х, у) =  Щ a„hB nh (х , у) =  ^  bnmQnm(x, у),

* = 0  т — 0

пз которой и следует равенство (23 ).
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Рассмотрим простейшие арифметические операции над 
приведенными рядами вида (2 0 ). Прежде всего, заметим, 
что при любой постоянной с функции cf(x , у) соответ­
ствует приведенный ряд

оо

2 сап (/) v„ (х, у).
п=О

Далее, пусть дана другая функция ф(х, у) на множестве 
Е и ее приведенный ряд Фурье имеет вид

2  Ъп (ф) «п (х , у). (24)
п=о
Т е о р е м а  10. Если функции /(х, у) соответствует 

приведенный ряд (2 0 ), а функции <р(х, у ) — приведенный 
ряд (2 4 ), то сумме /(х, у ) + ф ( х ,  у) соответствует приве­
денный ряд

ОО

2 cnw„ (х , у),
п=о

для общего члена которого справедливо равенство
cnwn(х , у ) =  a n( f)v n(x, у )+  Ьп(<р)и„(х, у). (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 6 для функции 
/(х, у )+ ф (х , у) в пространстве W„ сущ ествует базис

wn(x, y ) = w n0(x, у ) , ц?п1(х, у ) ..........шчп(х, у ) ,  (26)

при котором проекция функции /(х, у )+ ф (х , у) на про­
странство W n состоит из одного слагаемого, т. е. имеем

//„(х, у , / + ф )=  спш„(х, у ).

С другой стороны, проекции функций /(х, у) и ф(х, у) 
на пространство W n можно разложить по базису (26 ), 
и в силу теоремы 6 имеем равенства

П

Нп (X, у, f) =  2  afctt’nh (X, у) =  а„ (/) v„ (х, у),
А = 0 

п

в п  (*, У, ф) =  2  nh (х, у) =  Ъп (ф) ип (х , у). 
h—0

Далее, в силу линейности операции проектирования име­
ем формулу

В«(х, у, / + ф )=  //„(х, у, /)+  //„(х, у , ф),
из которой и следует равенство (2 5 ). Теорема доказана.
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Рассмотрим теперь случай, когда мера dF(x, у)
неотрицательна на множестве Е, т. е. выполняются 
условия

0 < j  j d F ( z , y ) < o o ,  (27)
Е

О <  j  [  Qn (X, у) d F (х , у) <  ОО, (28)
Е

где о т л и ч н ы й  от тождественного нуля многочлен Q„(x, у) 
неотрицателен на множестве Е. В этом случае можно вве­
сти множество функций Ьг(Е, dF), для каждой из кото­
рых /(х, у) выполняется условие

I/F =  И /*(*. У ) ^ ( * ,  У )< ° ° -  (29)
Е

К ак обычно, для всякой функции /(х, у ) е  Ьг(Е, dF) 
можно рассматривать задачу на минимум интеграла

/ . =  I / -  Qn I2 -  S j If (X, у) -  Qn (X, y))*dF (X , у) (30)
E

на множестве всех многочленов степени пе выше п.
Т е о р е м а  11. Если мера dF(x, у) неотрицательна 

на множестве Е, а функция /(х, у) удовлетворяет усло­
вию (29 ), то интеграл (30) имеет минимум только в слу­
чае частичной суммы

Sn (х, у , 1) =  2  a hvk (х , у) (31)
*=0

приведенного ряда Фурье (20) функции /(х, у), причем 
этот минимум равен

min/„ = Ц/Ц2 — 2  а*- (32)
ft—о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Произвольный многочлеп 
Qn(x ,y )  степени не выше п можно представить в видо

Qn(x, y )= S n {x , у, /) +  Д .(х ,  у ) .  (33)

К многочлену Rn(x, у) применим теорему 8. В результате 
получим приведенное разложение Фурье

П
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R n ( x ,  у )  =  2  Cmw m ( x,  у ) .  (34)



Следовательно, из равенства (3 3 ), учиты вая разложения
(31) и (3 4 ), находим

П П
<?» (* . У )=  2 <V’a (х, у) + 2 cmwm (х , у ). (35)

А=0  т = о

Далее, для краткости введем обозначение

(<’а; » ’m) = f [  1>А (-Г, У) Ют  (х, у) <//>’ (х, у). (3 6 )
* Е

Используя это обозначение и равенство (3 5 ), для инте­
грала (30) получаем последовательно

— f f /(*. у) — 2  akvh (х, у) — 2  «mWrn (*, У) ^ ( х ,  у)=  
£ L А—0 я»» о J

-  1 / Р  -  2  2  «А (/; Га) -  2  2  ст  (/; м?т) +
*=0 т =0

П N

+ 2 2  [аАвт(г*; гт) -(- 2алст (г*; и>т) + chcm(wh; it>ffl)). 
А=о т —о

(37)

Поскольку обе системы многочлепов ivk(x, у ) )  и 
{irm( x ,у ) )  являю тся ортонормированными, то в силу обо­
значения (36) имеем равенства

( i\; v,„) =  (vk; ш„) =  (ш»; шт ) = 0 ,  к Ф т ,
К ;  vk) =  (w m; wm) — 1.

Следовательно, равенство (37) приводится к виду

A . - I / P -  2 « ; - 2  2 Cm( f , w m) +  
А= 0  m=0

+  2 2  <*аСа (|7Л; wa ) +  2  <&• (38 )
А=0 т = о

Далее, поскольку многочлеп t\(x, у) является базисным 
многочленом порядка к , то имеем представление

“\(х, y ) = r kvk(x, у )+  gk(x, у),

где многочлен gk(x, у) ортогонален многочлену vk(x, у ) ,  
т. е. имеем равенство ( vk; gk) = 0 ,  с помощью которого
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находим
(/; £*)= 0, ( vk; wk) — г*,
(/; wm) = r m( f ; i>m) = г„ят .

Учитывая эти условия, из формулы (38) получаем
71 П

J n = V f  — — «А — 2 2  Ст гт а т  +
А=0 т = о

+ 2 S  ahChrh + 2 с * -  |/Р -  2  a j  +  2  <£. (39)
A«=0 m=«o A =0  m —о

Сопоставляя равенства (35) и (3 9 ), находим, что мини­
мум интеграла (30) достигается только в случае суммы
(31) ,  причем этот минимум определяется но формуле
(3 2 ). Теорема доказана.

Поскольку при условиях (27) и (28) величина (32) 
неотрицательна, то справедливо неравенство Бесселя

2 « : < i / r .  (40)
А=0

из которого следует условие
lim  ah =  0. (41)
A-*ao

Еще раз заметим, что неравенство (40) и предельное со­
отношение (41) справедливы для коэффициентов приве­
денного ряда Фурье по ортогональным многочленам двух  
переменных функции /(х, у ), удовлетворяющей усло­
вию (29 ).
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§ 4. Монические ортогональные многочлены 
при минимальных условиях

Пусть дана бесконечная треугольная таблица чисел

( 1 )А|0» Л||,
А», Л»|, h 21,

• • . ,  Лпп,
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С помощью этих чисел можно определить линейный 
функционал F  по формуле

h ,h -  F ( х " - У )  . (2)

Иными словами, числа (1) принимаются в качестве сте- 
непных моментов функционала F. Благодаря формуле 
(2) линейный функционал F  определен на множество 
всех алгебраических многочлепов по переменным х и у.

По числам (1) можно составить определители вида 
(1 .4 ). Но в настоящем параграфе будем рассматривать 
только определители (1.13)

(3)
А«о Л«о ••• ; '(п -1 К п -1 )

д „  = *10 Л20 Лп (п -1 )

Л(П—1)<П —1» Ал ( п - 1) ••• Аг(п -1 > *(п -1 )

По теореме 2 если определитель (3) отличен от нуля, то 
при данном п однозначно определяется система п + 1 ио­
нических ортогональных многочленов

Ф ..( * ,  У), Фщ (х, у), . . . ,  Ф „ (х ,  у).
Рассмотрим определитель

(X, У)

1

пк

" ( * n - l ) ( n + * - l )  
ХП-hyh

(4 )

(5)

Этот определитель получен из определителя Д„ добавле­
нием последней строки и последнего столбца следующим 
образом. Последняя строка определителя (5) составлена 
из одночленов

1, х, У, х*..........*У'~\ У " ', х я- кул. (G)
А последний столбец определителя (5) составлен из зна­
чений функционала (2) от произведений последнего од- 
почлена хп~кук из системы (6) на все предыдущие одно­
члены этой системы.

Д окажем, что для моннческих многочленов (4) спра­
ведлива формула

X~<fnk(x, у). (7)
• * i t

Фп к ( X, У)



В самом деле, главный коэффициент многочлена (5) 
ранен А„, и поэтому многочлен, стоящий в правой части 
равенства (7) ,  имеет единичный главный коэффициент. 
Далее, если умножить равенство (5 ) почленно на одно­
член хт ~ру р и вычислить функционал F, определенный 
формулой (2) ,  то получим равенство 

F (х т ~ру ’\ „ к) =
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Аоо А,о • • •  А ( п - 1 ) ( п - 1 ) А пЛ

Л10 А10 ••• Лп<п—1) А( п + 1 ) Л

A(n-iXn-i) Ап(п-1) ••• A2(n—1)2(п—1) А ( 2 П - 1 ) ( п + Л -

Атр А(т+1)р ••• А(п+т—1 ) < п + р —1) А(п+т)(й+р)
(8 )

Прн условиях т  = 0, 1, . . . ,  п — 1, р = 0,  1, . . . ,  т  опре­
делитель (8) имеет две одинаковые строки и, следова­
тельно, равен нулю. Поэтому в силу теоремы единствен­
ности моннческой системы (4) формула (7) доказана.

Т е о р е м а  12. Если Дт ¥= 0 при каждом m « S n + l ,  
то для монических многочленов справедливы рекуррент­
ные формулы

П
У) =  Ф<п+т (* , у) + 2 в » Ф » т  (X, у) +

т=о

+  2  а(Л-1)»Ф(п-1)«(х, у), (9) 
«= 0

п

уФп*(*| у) — Ф(м + 1Х*+1)(х , у) + 2 Ь »тФ пт(лг« У) +
т = 0

+  S  С - 1) .ф (»-1  )»(х,у). (Ю ) 
*--0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу результатов § 2 при 
каждом т  в пространстве W m сущ ествует базисная си­
стема многочленов {Втр(х, у )) , для которых выполняются 
условия

F ( B mrB m.) = b > „  F (B  mpBqt) 0 .  ( П )

Рассмотрим разложение
П

хФпк(Ху У) — Ф(П+1)к(А'* ) 4" 2 а птФ пт(х, у) +
тп—о

+ " s  в ( » - 1>.Ф<»-1). (X, у) + ' £  2  ^ в тр (X, у). (12)
1 = 0  т ~ 0 р — 0



Умножим равенство (12) на многочлен В тр(х, у) нрн 
т  <  п — 2 н вычислим функционал F от обеих частей. 
В результате, используя условия (11) ,  получим

F (хФпкВт ,)  =  X(mn;;ft)/' (I lip ). (13)

Т ак  как  т  ^  п — 2, то левая часть равенства (13) равна 
пулю. Следовательно, имеем У.тр‘) =  0. Этим формула (9) 
доказана. Аналогично доказывается формула (10 ). Теоре­
ма доказана.

Далее, для характеристики функционала F  и соответ­
ствующих ему монических многочленов введем величины

А&'я) =  F  (Ф „*Фт.), л -  0 ,1 ...........т  =  0, 1, . . .  (14)

Д ля этих величин имеем очевидные равенства
_  л<п.*> 4(m,0 _  п ,

Л п к  —  ^ т «  t ‘  Vi/i =  U , И ТП.

Рассмотрим определитель
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j(n.O)
ПО

,|<п.0> 
П 1

^ ( п .О )  
• п п

Лп + 1 =
j(n .l)
П о Л Н1

ifn.D 
п п (15)

л(Л.П)
ПО П1 • < п„'п) пп

Т е о р е м а  13. Если для функционала F монические 
ортогональные многочлены порядков п и п +  1 определя­
ются единственным образом, то определитель (15) отли­
чен от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что опре­
делитель (15) равен нулю. Тогда система линейных 
уравнении

2  A(,Z'k)a , -  0, А-=  0 ,1 ...........п, (16)
J = 0

имеет нетривиальное решение {я,}. По этому решению 
образуем многочлен

П
<?„ (х , у) =  2  (•*. У)- (17)

• = 0

Умножаем это равенство иа Ф„*(х, у) и вычисляем функ­
ционал от обеих частей. Используя обозначения (14) и
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условия (16 ), находим
П

F(Qn<Kk) -  S  a,F  (ФгцФпл) =
« = 0 П

=  S  а . 4 " ,Л) = 0 ,  /с -  0 , 1 ...........п.

Следовательно, многочлен (17) ортогонален всем много­
членам степени п. Рассмотрим два многочлена

Эти многочлены имеют одинаковый старший член вида 
х п+t-kyk и Qga оии ортогональны всем многочленам сте­
пени но выше п. Поэтому оба многочлена (18) мониче- 
ские. Но это противоречит единственности моннческих 
многочленов порядка п + 1 .  Теорема доказана.

Из доказательства этой теоремы следует, что если оп­
ределитель (15) равен нулю, то в системе моннческих 
многочленов {Ф,я+1)*(х, у ))  каж ды й мпогочлен опреде­
ляется неоднозначно.

Далее, если Д„ Ф 0, то формула (7) определяет неко­
торые многочлены, которые можно назвать обобщенными 
мопическими многочленами порядка п. Эти многочлены 
можпо рассматривать без функционала и без условия 
ортогопальностп. А если все определители (3) отличны 
от нуля, то система моментов определяет монические 
многочлены всех степеней и порядков.

Т е о р е м а  14. Если некоторая система монических 
многочленов {Ф„*(х, у)) удовлетворяет рекуррентным со­
отношениям (9 ) и (1 0 ), то эта система является ортого­
нальной монической системой относительно функциона­
ла F, определенного условиями

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего установим, что 
условия (19) н (20) вместе с рекуррентными соотноше­
ниями (9) и (10) определяют функционал F  на множе­
ство всех многочленов.

Рекуррентные соотношения (9) и (10) при ге =  0 
имеют вид

Ф(п+|)»(а;, у ), Ф(п+|)*(д;, •/)+ Qn{x , у )• (18)

W - m - 1 ,
^ (Ф „ » )= 0 , п > 0 .

(19)
(20)

хФ<>о(̂ » У) =  х  — Ф .. (х* У) + а„о Ф 00 (•*■! У), 

УФоо(*» У) =  У =  ф !1 (х > У) + С ’Фоо (Х. У)-
9 п. К. Суетой
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Из этих равенств в силу условии (19) и (20) находим

F ( x ) - a (°\ F (y) =  b™.

Таким образом, функционал F  определен на всех много­
членах первой степени. Далее применяем метод индук­
ции. Предположим, что этот функционал определен на 
всех многочленах степени не выше п — 1. Пусть дан про­
извольный многочлен П„(х, у) степени п. Д ля него име­
ем разложение

П
Л„(-г, У) =  2  а пкФ„м(х, у) + ^ n - i ( J ,  У)- 

h=0

В силу условия (20) находим F (/?„)= F(Q n- t) . Следова­
тельно, функционал F  определен на всех многочленах.

Докажем, что многочлены {Ф„»(х, у))  являю тся орто­
гональными монпческнмн многочленами относительно 
функционала F. В самом деле, пусть сначала п >  1. Тог­
да в силу условий (20) из равенств (9) и (10) получаем

Е(хФ пк) =  Е(уФ пк) =  0. (21)

Далее, пусть п >  2. Умножим равенство (9) сначала на х, 
а затем отдельно на у. Аналогично равенство (10) умно­
жаем на у. К этим трем равенствам применяем функ­
ционал F. Учитывая условия (21) ,  находим

Е(х*Фяк) =  Е (хуФ пк) =  F iy ’O » )  =  0.

Продолжая аналогичные рассуждения, получим равенства
F (xm- y '  ф„») = 0, 0 * £ « < т < л .

Следовательно, монические многочлены {Ф„*(х, (/)) орто­
гональны многочленам меньшей степепи. Теорема до­
казана.

Т е о р е м а  15. Если при условиях теоремы 14 все 
определители вида (15) отличны от нуля, то и опреде­
лители (А„) также отличны от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку при условиях тео­
ремы 1 4 функционал F  определен, то можно ввести числа

й„» =  F (x ’,~kyk), (22)

Л ^ * >= ^ (Ф п*Фт .). (23)

Предположим, что один из определителей (Д„) равен 
нулю, например, Д„+1 =  0. Тогда рассмотрим многочлен



степени п

Q n ( x ,y ) = 2 ,  2  а т ,х т - у .  (24)
т — О *=0

Умножим это равенство почленно на х р~кук и вычислим 
функционал от обеих частей. 13 результате, используя 
обозначение (2 2 ), получим

n m
F ( x ,‘~',y hQ„)  =  У  «mAp+mXA + O- (25)

т=*о *=0

Приравниваем сумму (25) пулю и рассматриваем это 
уравнение прн значениях р =  0, 1, . . п, к — 0, 1, . . р. 
В результате получим систему уравнений

2  1  а>пАр+т)(*+») =  0 . (26)
т= 0  «-«О

Определитель этой системы Дп+, =  0. Следовательно, си­
стема (26) имеет нетривиальное решение (ат ,) . Таким 
образом, если A„+i =  0, то сущ ествует такой многочлен
(2 4 ), для которого выполняются условия

F (x p- ky l,Qn) = 0 ,  0 <  /с =£ /? п. (27)

Допустим, что степень этого многочлена равна т  ^  п. 
Тогда его можно представить в виде

Qn (х, у) = 2  «т.Фгл. (*. У) +  Я т -1 (х, у). (28)
«=0

Здесь ие все коэффициенты {'ат ,) равны нулю. Умножим 
равенство (28) на многочлен Ф тЛ(аг, у) и применил! функ­
ционал F  к обеим частям. В результате, учитывая усло­
вия (27 ), получим систему уравнений

£  Сtm.F (Ф т ,Ф тй) =  0, к  =. 0, 1...........т .  (29)
»=о

В силу обозначений (23) определитель системы (29) 
имеет вид

§ 4| ИОНИЧЕСКИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 291

(30)Л т + 1  =

л(т,о)
то

л(т ,1 )
л то

m l

j ( m . l )Л т 1 • • •

Л < т , 0 )
тт

л ( т , 1 )
т т

л ( т , т )
"т о

.< т,т)
m l

А (т .т )  
л т т

49*
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По условиям теоремы определитель (30) отличен от нуля. 
Следовательно, система (29) имеет только тривиальное 
решение. Но это противоречит тому, что в формуле (28) 
не все коэффициенты {ат .) равны нулю. Теорема до­
казана.

Т е о р е м а  16. Пусть для (функционала F определе­
ны монические ортогональные многочлены степени не вы­
ше п + 1 .  Если отличны от нуля все определители вида 
(30) порядка от 1 до п, то для монических ортогональ­
ных многочленов справедливы рекуррентные соотноше­
ния вида (9 ) и (10 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку все монические мно­
гочлены имеют только один старшин член и коэффициент 
его равен 1, то аналогично равенству (12)  имеем фор­
мулы «1

П
(X, у) =  Ф(п+1)Л (х, у) + 2  ЯпщФят (*. у) +

т=0

+  2  а {п-1)«Ф(п-1)в(я* у )  +  2  2  Я тр^Ф трС *, у ) ,  (31)
•=0 т=о р—0

п
уФпк {х, у) =  Ф(п+1)(Л + 1) (х , у) + 2  ЬптФпт (*, у) +

т=0

+ 2  С - 1).Ф (п-1). (X, у ) +  2  2  4 & ” Фтр (X, У). (32)
«= 0  т = о  р—0

Для доказательства теоремы достаточно доказать, что в 
равенствах (31) и (32) отсутствуют двойные суммы, т. е. 
выполняются условия

aLV1 =  ь«рк) =  0 . (33)
Если п =  0 или n =  1, то условия (33) очевидны. 

А если п =  2, то каж дая  двoiiI!aя сумма превращается в 
одно постоянное слагаемое. Вычисляя функционал F  от 
обеих частей равенств (31) и (3 2 ), при п =  2 получим

С 0)^(Фоо) =  С ,0)^(Ф о«) =  0. (34)

Поскольку в силу условий теоремы имеем
^(Фо*) =  ^ (Ф м )  =  Л ^ О ,

то нз равенств (34) находим а („00,0) =  Ь(о0'0) — 0.
Далее, пусть q n — 2. Умножим равенство (31) на 

многочлен Ф ,г(х , у) и вычислим функционал от обеих



частей. В результате получим систему

2 o<gnp'k)F (Ф ,РФ ,г )  =  0 , г  =  0 , 1, . . q.  (35)
р = 0

Определитель этой системы A q+l Ф 0 по условию теоремы. 
Следовательно, имеем а (,р Л) =  0. По поскольку систему 
(35) можно рассматривать при условиях <7 =  0, 1, . . .
. . . ,  га — 2, то первое нз равенств (33) доказано. Анало­
гично доказывается второе из равенств (3 3 ). Теорема до­
казана.

§ 5. Обобщенные производящие функцнн 
для монических ортогональных многочленов

Пусть на ограниченном множестве Е дана функция 
F ( x , y )  с ограниченной вариацией. Тогда линейный функ­
ционал можно определить по формуле

F (P „) =  $ f p n (x ,y )d F (x ,y ) .  (1)
Е

Предположим, что функционалу (1) соответствует систе­
ма монических ортогональных многочленов

{ф„*(дг, I/)}, я  = 0, 1.........& = 0, 1, . . . ,  га. (2)

Каждый монический многочлен определяется с точностью 
до постоянного сомножителя. В простейшем случае имеем 
равенство

Ф„* (X, у) -  хп" У  + f l (n"-V (х, у), (3)

где /?(„'!:*,) (х , у) — многочлен степени не выше га —1. 
Но вместо равенства (3) можно принять равенство

ф„*(*, у) = Нпк [*"" V  + R W  (*, у)], (4)

где положительные постоянные {//„*), например, таковы, 
что все многочлены (2) ограничены равномерно на мно­
жестве Е.

Рассмотрим функцию четырех переменных
ОО П

Ф  (х, у; Z, w) =  2 2 Ф».а(*, у) zn~hwh. (5)
п=о о

Будем считать, что этот ряд сходится, когда точка

§ 5| ОБОБЩЕННЫЕ ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИ И  293
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М(х, у) изменяется на множестве Е, а точки z н w рас- 
ноложены в некоторой окрестности начала координат. 
Более того, предположим, что ряд (5) сходится равно­
мерно, когда точка Л/(х, у) изменяется на множестве Е, 
а комплексные числа z и w по модулю меньше 1. Или во 
всяком случае сходимость ряда (5) такова, что его можно 
интегрировать и дифференцировать почленно. Прн необ­
ходимости этого можно достичь выбором постоянных в 
формуле (4) .  При этих условиях функцию (5) будем на­
зывать обобщенной производящей функцией системы мо- 
нических многочлеиов (2) .

Рассмотрим некоторые преобразования ряда (5 ) . Пре­
жде всего, заметим, что после перегруппировки слагаемых 
этот ряд можно представить в виде

Ф  (X, у, Z, w) =  £  £  'Frn. ( z ,  w) Xm ~‘ l j \  (6)
m=0 *=0

где

<Pm.(Z, w) =  7/m,Zm-V  + £  X fcrjZr - V .  (7)
r ^ - m + 1  j — o

В самом деле, в силу равенства (4) имеем

Ф (х , у; z, « ’) = £ £  IInhx"~kyhzn~hwh + 
п=о к=0

+ £  £  Нпк# ”1 » ( х , y)zn~kw\  (8) 
п=о Л=0

Поскольку многочлен R„-V  (х, у) имеет степень не выше 
п — 1, то прн перегруппировке слагаемых во второй 
сумме равенства (8) множитель прн одночлене хт ~‘у' бу­
дет содержать одночлены zr~Jw‘ степени большей, чем т .  
Этим формула (6) прн условии (7) доказана.

Далее, рассмотрим разложение

1 - 2 2  е1"  w ~ ‘ <»*>•■ <9)
т=з *=о

Будем считать, что точка М (х, у) изменяется на множе­
стве Е, а р и т достаточно малы. Умножим почленно раз­
ложение (5) на функцию (9) н проинтегрируем по



множеству Е. В результате получим равенство
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2 2 % ,ft(P ,T )Zn- V ,  (10)
n =0 k=o

где в силу разложения (9) имеем

Ч'»»(|>. т) -  j  У)
Е

оо m

=  2 2  С pm"*x‘ f j  Ф..* (-г. У) xn - y ‘dF  (х , у). (11) 
т=0*=0 * £■*

Для интегралов в этом разложении введем обозначение

М Г ’ = f f Ф»Л (х, у) xm- y ‘dF(x, у). (12)
'  Е

В силу определения многочленов (2) имеем равенства

*£'*> =  0, т < и .  (13)

Используя обозначение (1 2 ), подставляем разложение
( I I )  в равенство (10 ). В результате, учитывая условие 
(1 3 ), получим 

П (z, w, р, т) =
ОО П
2  2

п=о Л=0

оо m

2  2 C f l („ r V m- v
т = п  «—о

z"“V .  (11)

М еняя порядок суммирования, находим 
R (z, w; р, т) =

= 2 2Cp ffl"v [  2 2 (15)
m=0 «=0 Ln=0fc=0 J

Разумеется, ряды (14) и (15) сходятся при достаточно 
малых по модулю значениях z, w, р, т.

Функцию (15) представим теперь в несколько ином 
впде. Воспользуемся разложением (6 ) . Подставляя это 
разложение в интеграл (10 ), находим

П (Z, W, Р , т) =  J J ,I)1(- Jp-!/x) d F  <*• У) =
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=  2  £ ф т . ( г , w ) \ 2  i j c s r v x
I »*=0 h=0т = 0  0

х П -
,п+т—Л—» ,,Л+»

оо т

2  2  фм. (2, W) 
т —о в—0

у dF (x , у)

2  2  G „p  Т ll(„ + m)(k + t) 
п=0fc=0

Далее, введем обозначение
оо т

^nh (z , И>) =  2  2  ф т* (2 , IT) 
m= 0 »=o

Тогда равенство (16) приводится к виду

/?(z, w; p, т )=  2 £  C*G)n* (Z , ш)р"-*тк. 
>1=0  ft—0

(16)

(17)

(18)

Т е о р е м а  17. При любом к =  0, 1, . . . ,  п (функция
(17) есть алгебраический многочлен степени п по сово­
купности переменных г и w.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля получения правой части 
равенства (17) умножим разложение (6) на одночлен 
х п~"ук и проинтегрируем по множеству Е. В результате 
находим

j  j  х”~кукФ (х, у; Z, w )d F (x , у) =
К

=  2 2  фт» (z, U>) j  J  xn+m~h~ y +‘dF(x, у) = 
т=0 *=0 е

оо т

=  2  2фт« (2> U>)ĥ n+m)(k+•) =  wnft (2, М>). (19)
т  О в О

С другой стороны, интеграл, стоящий в левой части ра­
венства (1 9 ), можно вычислить с помощью разложения
(5 ) . В результате имеем

j  J  хп~кукФ (х, у ; z, w) dF  ( j ,  у) =
Е

оо m .  ,

2  2  zm~ V  j  j  Ф т .(* .  y)xn- hy hdF(x, у) =
в

2  2 2 m- V F ^ * >  =  (0„ft(2, w), (20)

=0 *-=0

m=o «=*0



где для краткости введено обозначение

=  j  | ф т .(х , у) xn~hyhdF  (х, у). (21)
£

Поскольку Ф м.(х , у ) — монпческий ортогональный много­
член, то величина (21) равна нулю прн т > п .  Далее, 
если т  =  п, то величины (21) прн s =  0, 1, . . . ,  п не мо­
гут все быть равны нулю одновременно, ибо в противном 
случае моннческне многочлены степени п + 1 определя­
ются неоднозначно. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь многочлен

P n(z, w) =  ^  flftf>nh(z, w). (22)
ft=о

Из теоремы 17 следует, что прн любой нетривиальной си­
стеме чисел {ak} многочлен (22) имеет степень не более п.

Т е о р е м а  18. При любой нетривиальной системе чи­
сел {ак} многочлен (22) имеет степень п по совокупности 
переменных ъ и w.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что при 
некоторой нетривиальной системе чисел {а*} многочлен 
(22) имеет степень меньше п. Из формул (20) и (22) 
имеем равенство

п  Г п m

Pn (z, w) =  2  a j  2  2  r t s - v - v  • (23)
ft=>0 Lm—o«=o J

Умножим это равенство на многочлен Ф„Р(2, w) и про­
интегрируем по мере dF(z, w). Поскольку многочлен (23) 
имеет степень меньше п, то, учитывая обозначения (21 ), 
получим
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п Г 71 m

2 J  2 2h =0 L”»=0*=0
г ( т . « )  Ы п.р) 
* nk Г m i 0. (24)

Далее, в силу ортогональности монического многочлена 
Ф„р(г, w) во внутренней сумме равенства (24) останутся 
только слагаемые, в которых m =  п. Следовательно, ра­
венство (24) приводится к  виду

П
Z a h 

h=0
0. (25)

С другой стороны, для величины (21) при m =  п, используя
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обозначение (4 .14), находим

=  f  (ф „^ п“ У )  =  ^(Ф«.Фп*) =  4 . V 1.

Поэтому из равенства (25) имеем

fc=o L»=0 J
(26)

Поскольку числа (а*) и М па’**! даны, то s 
обозначения

даны, то можно ввести

П

(27)

Подставляем эти числа в равенство (26) и замечаем, что 
это равенство справедливо при р =  0, 1, . . . ,  п. В резуль­
тате получаем систему уравнений

В силу формулы (4.30) определитель системы (28) есть 
определитель А п+1. Он отличен от нуля, ибо монические 
многочлены определяются однозначно. Следовательно, 
система (28) имеет только тривиальное решение. А тогда 
система (27) такж е имеет только тривиальное решение, 
что противоречит условию теоремы. Теорема доказана.

Все вышеизложенные результаты получены при усло­
вии, что основной функционал имеет интегральное пред­
ставление (1) .  Но почти все формулы и утверждения 
сохраняются и в более общем случае, когда функционал 
определяется своими моментами.

Пусть дана система чисел

Считая эти числа моментами, определяем функционал по 
формуле

Далее вводим определители (А,,) и [А„). Если Л„ Ф 0, то 
можно ввести монические ортогональные многочлены. Эти 
многочлены можно определить по формуле (4.7) без 
функционала F. Затем вводим функции (7) ,  (17) и (18 ). 
Теоремы 17 и 18 сохраняются и в общем случае. Только 
при доказательстве теоремы 17 надо приравнять правые

П
2 j  М м р) =  о, р  =  о, 1 ........... п. (28)

(А,*), п =  0, 1, . . . ,  *  =  0, 1, . . . ,  п. (29)

/•'(хп- у )  =  й„», (30)
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части равенств (5) и (6 ) . Заметим, что из формулы (20) 
следует равенство

«00 (2, W) =  A 'ir 1 =  F  (Ф»о) ■= *00 -  д 1-
Естественно считать, что эта величина отлична от нуля.

Т е о р е м а  19. Пусть дача некоторая моническая си­
стема многочленов {Ф„»(х, у)) и по ней составлены функ­
ции (5 ), (7 ) и (17) .  Для ортогональности этой системы 
относительно (функционала F, определенного условиями
(3 0 ), необходимо и достаточно, чтобы функция (17) при 
любом п была алгебраическим многочленом степени п 
относительно z и w.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из тео­
ремы 17. Докажем достаточность. Поскольку моническая 
система дана, то ряд и функция (5) определены. А фор­
мула (20) в данном случае имеет вид

o)nk(z ,w )=  2  2  f,Th‘)2m- ,W . (31)
m=0 «=0

По условию теоремы функция (31) есть многочлен сте­
пени п. Следовательно, имеем равенства n̂™, , ) * »0 , т >
>  п. Но, с другой стороны, аналогично формуле (21) 
здесь имеем

К ? ” =  г ( ф  пи*п-**Л).

Сопоставляя два последних равенства, находим, что мо­
ническая система {Ф„„(дг, у))  является ортогональной 
относительно функционала F. Теорема доказана.

Т е о р е м а  20. Пусть выполнены условия теоремы 
19. Тогда для ортогональности монической системы 
{Ф„*(х, у)) относительно функционала F, необходимо и 
достаточно, чтобы при любой нетривиальной системе чи­
сел {а*} многочлен (22) имел степень п по совокупности 
переменных г и w.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость была доказана 
в теореме 18. Предположим, что при любой нетривиаль­
ной системе (а») функция (22) есть многочлен степе­
ни п. Пусть а» «= 0 при к Ф т  и ат =  1. Тогда формула 
(22) приводится к виду P„(z, w )=  ыят(г, w ). Следова­
тельно, каж дая функция (17) есть мпогочлеп степени га. 
А теперь но теореме 19 моническая система (Ф „»(х, у))  
ортогональна относительно функционала F. Теорема до­
казана.



Глава IX

ДЛЛЬ11ЕЙ IIIIIЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
О СВЯЗИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 
С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ

§ 1. Каноническое допустимое 
дифференциальное уравнение 
и монические ортогональные многочлены

Рассмотрим каноническое допустимое дифференциаль­
ное уравнение (4.6.4)

(Ах1 + а 10х  + а0Ху  + а00) - ^  +
ОХ

+ 2 (.Аху +  b,„x + Ь01у + Ь00) ^  +

+ ( V  + с10х  + с01у +  с00) ^  +
ОУ

По левой части уравнения (1) вводим канонический до­
пустимый дифференциальный оператор

D [и] =  (Ас* + а 10х  + а01у + а00) д- \  +
дх

+ 2 (Аху + Ь10х  + Ь01у + i>00) +

+ №  + с10х  + с01у + сио) у  + В  (х  д£  + у  (2)

С помощью этого оператора и обозначения
Я.„ =  л [Я  + ( л -  1)Л]  (3)

уравнение (1) приводится к виду
Я [н ] =  *.„м. (4)

С другой стороны, пусть дана монпческая система 
многочленов

У )1  я  =  0, 1.......... А =  0, 1, . . . .  п. (5)
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К ак и в предыдущей главе но этой системе образуем 
обобщенную производящую функцию

Наконец, предположим, что дана система моментов

и эта система определяет линейный функционал F  по 
формуле

Таким образом, дифференциальное уравпепие (4 ) , 
монические многочлены (5) и линейный функционал
(8) первоначально вводятся независимо меж ду собой. 
В § 5 гл. VIII  получены необходимые и достаточные 
условия, при которых монические многочлены (5) орто­
гональны относительно функционала (8 ) . В настоящей 
главе рассматриваются условия, при которых монические 
многочлены (5) ортогональны по функционалу (8) и 
являются решениями уравнения вида (4) .

Будем говорить, что канонический допустимый опе­
ратор (2) и линейный функционал (8) согласованы меж­
ду  собой, если при каждом п сущ ествует моническая 
система многочленов (5 ) , которые являются решениями 
уравнения (4) и каждый многочлен ортогонален любому 
многочлену меньшей степени относительно функциона-

Носкольку функционал F определяется своими мо­
ментами (7 ) , то естественно ожидать, что в условиях 
согласованности будут фигурировать все коэффициенты 
оператора (2) и моменты (7 ) .

Пусть некоторая функция Ф  зависит от ъ и w. Рас­
смотрим вспомогательный оператор

оо П

(6)
п = 0  А=0

(7)

hnk =  F (x ”- У ) . (8)

ла (8 ) .

В силу формулы (3) для этого оператора имеем равен­
ство

E[zm- w ,] =  Kmzm- w \  (10)



Л е м м а  1. Если моиические многочлены  (5) удов­
летворяют уравнению (4 ) , то д.1Я производящей функции
(6 ) выполняется условие

D [0 (x , У, г, «’)] =  £[Ф(;г, у, 2, ы>)]. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что в 
равенстве (11) оператор D в левой части вычисляется по 
переменным х  и у, а оператор Е в правой части — по г 
и w. Далее, поскольку моиические миогочлепы (5) удов­
летворяют уравнению (4 ) , то имеем

Д [< М  =  Х„Ф„*(*, .'/)• (12)
Умножая это равенство на z”~kwk, получаем

D [Ф „»(х, j/)z"-V*J =  Х„Ф„*(х, y)zn- kwk. (13)«
Аналогично из равенства (10) находим

£ [Ф п»(х , y)z"-*ip*] —Х„Ф,,»(х, y)z*-kwk. (14)

Поскольку правые части равеиств (13) и (14) одинаковы, 
то справедлива формула

/>[Ф„к(* , y)zn~kwk] =  Е[Ф п„(х, y )zn- kwk].

Суммируя это равенство по всем п и к, в силу формулы
(6) получим равенство (11) .  Лемма доказана.

Заметим, что аналогичным суммированием из равен­
ства (13) получается формула

D [Ф] =  2 ^ 2  Фл* (*, у) z'-'ivb  (15)
п=о л=о

Рассмотрим теперь второе представление производя­
щей функции (8.5.6)

оо m

Ф (х, у; z, 10) -  2 2 Фт , (2, W) xm~ y .  (16)
m=o

Л е м м а  2. Если при каждом п монические многочле­
ны (5) являются решениями уравнения (4 ) , то имеет 
место равенство

£ [ф т .(2, ш)] =
=  >.тфт.(2, ш) +  а 10( т  —s +  1 ) ( т - я ) ф (т+1„ ( 2, w) +

+ a,„{m + 2 — s) ( т  + 1 - « ) ф (z,  u>) +
+  я „ „ ( т  +  2  -  s) ( т  +  1 — *)ф( »+*>«( *,  w) +

+  2 [610(m -  s) ( S  + 1)ф(т+|„.+1) (2, w) +
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+ Ь0, ( т  +  1 -s)s< p(m+))I(z, w) +
+ fc»0( m - S +  1 ) ( » +  1)ф(т + 1,(.+ .)(2 , “>)] +

+ С,о (s + 2) (s + I)(p(m+|)(,+J, (z, w) +
+  < • « .(« +  l)S (f(m + . ,C + l» ( Z. w ) +

+ Coo (s + 2) (s + 1 )ф(т+»)(«+1) (z, w ). (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычисляя оператор (2) от 
функции (16 ), находим

оо т
D [Ф] = 2  2  Фт. (г. W) D [ х " - у ]  =

т=о *=о
оо т

-  2  2  Фт,(*.и,){(4** + в,о* + во,0 + воо)(,в — *)хт=0 *=0
X ( т  — s — 1) + 2 (Axy + b10j- + boly + b00) X

X (m  — s) sxm- ‘- ly—' + (Ay- + clox  + coly + c00) s X 
X ( * — 1 )x m~‘y‘ ~2 + B [x{m  — s)x m- , - 'y t + ys.rm_,y*_I|}.

(18)

Вычисляя коэффициент при одночлене х’"~'у‘ в правой 
части равенства (1 8 ), получаем

А ( т  — s) ( т  — s — 1)ф т.(г, w) +
+ а ,0( т  + 1 — s) ( т  — «)ф (я+1), ( г ,  w) +

+ а01 ( т  + 2 -  s) ( т  + 1 -  5)ф(т+1)(,_1) (z, w) +
+ а00( т  + 2 - s )  ( т  -  s +  1)ф(т+1), ( г ,  м>) +

+ 2 [Л ( т  — «)«фт ,( г ,  w) +
+ bi0( m - s )  ( s+  1)ф(я+|)(4+|)(г, u>) +

+ 601(m + 1 -  «)5ф(т+1).( г ,  м>) +
+ boo(m -  s +  1) ( s+  1)ф(т+1и.+|,(г, м>)] +

+  Л « ( « -  1)фт ,(2,  w) +
+ Ci«(s + 2) (s + 1 )ф(т+|)(1+2> (z, u^)“b 

+ c„,(s + 1)Жф, (z, u>) +
+ c»o(s + 2 ) ( s + 1)ф(п+1)<.+1)(г, w) +

+ B [(m  -  в)фт ,( г ,  w )+  «фт , (z, it ) ] . (19)

Далее, вычисляя оператор (9) от функции (16 ), на­
ходим

£[ф] = 2  2  хт —у ‘Е [ifmt(z, 1/01- (20)
m—О i=o

\  \
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Поскольку в силу формулы (11) левые части равенств
(18) и (20) тождественны, то вся сумма (19) равна 
/?[<рm.(z, м>)]. Поэтому, учитывая формулу (3 ) , из (19) 
находим равенство (1 7 ). Лемма доказана.

Предположим теперь, что монические многочлены (5) 
ортогональны относительно функционала (8 ) . Рассмот­
рим многочлены (8.5.17)

оо т
*>..* (г, w) -  2  2  * (п+т)(й+./Гт , (г, «О- (21)

т = 0•—0

По этим многочленам вводим новые многочлены
ф„*(г, ш) =  £[ы„ц(г, u>)]. (22)

Из формул (21) и (22) получаем равенство
оо т

^пА (Z- "’) =  S  2  Л(п+т)(А+,)£’ [фт , ( г ,  IP)]. (23)
т= о о

Л е м м  а 3. Если монические многочлены (5 ) удов­
летворяют уравнению (1)  и ортогональны относительно 
функционала (8 ) , то имеет место формула

оо т

Ч’пА (2- W) =  2  2S ^ м к>фм  (* •» )•  (24)т о  * 0
где коэффициенты определяются равенством

л т* —

=  i+*)^m  +  (ff* —  S ) ( m  —  S —  1)  [ f l i 0A (n + m -l ) (A + J)  +

+  a ol^(n + m-I)(A+«+l) +  a oo^(n+m-2)(ft+»)I +
+  2 ( m  s) S [ 6 , „/« („+„ ,_ !)(*+ ,_ ,) +  Ь01Л (л + т -1 )<А+*) +

+  ^исЛ(п+т-2)(А + *-1)1 + s (s — 1)к|Л "+ »-1К »+ < -|) +
+ col"(n+"l—lXft+*-I) + C00^(n+m-*KA+«-2)l. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул (17) и (23) на­
ходим

оо гп

^iifc (" ’ w )  ~  2  fyn + m)<A+«) (^ т фт а (21 U>) +  m 0 l-O
+ a , 0 (m -  1 — s) (m -  s) q>(m+1)§ (z, w) +

+ aoi (m + 2 — *) (m + 1 — «) Ф( , +1К,_ 1) (г, w) +

+ aUo (m h 2 -  s) (m + 1 -  g) <f(m+J)J (?, u>) +
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+  2 [ 6,0 ( г о - « )  (« +  l) « r (m +1)(.+ I ) (2 ,« 0  +

+ Ь01 (го + 1 — *)«ф(ж+,„ (2, W) + b00(m — s + 1)X 

X (* + 1) tp(m+2)te+1)(z, i^)] + c10(s +  2 ) (s + 1)X

X  V + l ) ( . + 2) ( 2 - W)  +  <* +  1) WP (m + IX «+ ,)(Z* “ ’> +

+ c00(s + 2 )(.s+  1)фт(1+2)(2,^ )| . (20)

В фигурных скобках равенства (26) стоят функции 
фга, (2, w) с различными коэффициентами. Для этих 
функции справедлива формула (8 .5 .7 ). Поэтому, приводя 
подобные члены в правой части равенства (26 ), получим 
формулу (24) при условии (25 ). Лемма доказана.

Для упрощения дальнейших вычислений и формул 
введем специальные обозначения

(а) =  hm,al0 + ^m(«+l)®ol "Ь ^(т-1)«Яоо» (2”)

//£(&) =  И̂М̂ Ю "Ь ^т(* + ))6qi + А (т-\)гЬ00, (28)

Н т (с) =  /гт ,с)0 +

С помощью этих обозначений равенство (25) приводится 
к виду

Хт*’** = Л(П + т )(Л+,)Хт + (ГО — $)(ГО— s —1) //(J+m-l)(e) +
+ 2 (го -  s) (b)  + « («  -  1) Я { и » -1 )  (с)- (30)

Во всех этих равенствах фигурируют коэффициенты до­
пустимого уравнения (1) и моменты (7 ) , определяющие 
функционал (8 ).

§ 2. Необходимые условия согласованности 
канонического оператора и функционала

Для сокращения дальнейших формулировок и дока­
зательств с помощью обозначений (1 .27) — (1.29) вводим 
величины

Л т,  =  / > т Д т  +  (Ш —  S) (ГО —  S —  1 )  / / { т - l )  ( а )  +

+ 2 (го -  s) S/l{7-\) (Ь) + s (s -  1) (с), (1)

I?mi — Хт* > — + — Л(т+ ,)„  (2)

fm i =  Хт , W/i(m+1)(»+1) Л(т +1)(,-Н). (3)
Еще раз заметим, что все эти величины зависят только 
20 п. К . Суетни
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от коэффициентоп допустимого уравнения (1.1) и от 
моментов (1 .7 ). Кроме того, величина (1) есть коэффи­
циент определяемый формулой (1 .30).

Т е о р е м а  1. Если канонический оператор (1.2) и 
линейный функционал (1.8) согласованы, то для величи­
ны (1) выполняются условия

А„,  =  0, m =  0, 1, . . . ,  s - 0 ,  1 .........  т .  ( 4 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 17 из § 5 гл. VIII 
функция (1.21) есть многочлен степени п. Поэтому из 
формулы (1.22) находим ^„0(2, w ) ^  0. Далее, из форму­
лы (1.24) получаем

too (*. W) =  £  2  X(m°;0,crm. (2, W) -  0. (5)
m=o *=0

С другой стороны, из формулы (8.5.7) следует, что раз­
ложение функции ф т.(г, w) начинается с одночлена 
zm- W ,  а далее идут одночлены более высокой степени. 
Поэтому из тождества (5) находим

Х£;0) =  0, m -  0 ,1 ........  я = 0 ,1 ........ т .  (6)
Далее, из формул (1) н (1.30) имеем равенство Ат , = 
=  ^ т »0>. ПОЭТОМУ из условий (G) следуют условия ( 4 ) .  
Теорема доказана.

13 силу формул (1) ,  (1 .3 ), (1.27) — (1.29) условия
(4) приводятся к виду

А т. =  hm,\m + (m -  s) ( т  -  s -  1 )[Л(т_ ,,,а 10 +
+ Л(т_1)(,+ |,а0, Ч- Й(т-2)>̂ Оо] +

+ 1 ( т  s )s  [А(т_|)(,_,,Ь(# + ■+■

=  0. (7 )

Это рекуррентная формула, по которой моменты можно 
вычислять последовательно. Первые 6 формул при ма­
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лых индексах имеют вид

А оо — АоДо =  0 , (8 )  
А,0 =  AioXi =  0 , А и “  А,,Х| *= 0 , (9 )

Лю = AjoXj "Ь 2 (A10a ,0 + АцЯо| + fi00a0o) ~  0, (Ю)
А г \ =  А 21Я 1 ■+■ 2 ( А |0Аю +  А | , 6 01 +  h o o b o o ) =  0 ,  ( 1 1 )
А ц  =  A j 2X i  +  2 ( А , „ с , ,  +  А , , с 0, +  А 00с , 0) =  0 .  ( 1 - )
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Поскольку Хо =  0, то условие (8) выполняется при лю­
бом А00. Далее, так как Ai ^O,  то из равенств (9) нахо­
дим условия

А , . - А п -  0. (13)

Л тогда равенства (10) — (12) приводятся к виду
А20Х2 + 2Л но — 0,
Лп,Х,2 + 2A(n)ftoo=  0,
Л22Х2 + -АпоСоо 0.

(14)

Так как Х2 ^  0, то эти три равенства определяют момен­
ты Аго, Ац, А22 через момент Л00, который по условию 
отличен от нуля. Не наруш ая общности, можно считать, 
что А00 =  1. Тогда по формулам (7 ) , (13) и (14) опре­
делятся все моменты функционала.

Таким образом, если канонический оператор (1.2) и 
линейный функционал (1.8) согласованы, то моменты 
определяются по рекуррентной формуле (7) .

Т е о р е м а  2. Если канонический оператор (1 .2) и 
линейный функционал (1 .8) согласованы, то для вели­
чин (2 ) и (3 ) выполняются условия

Д т. — Ст<*=0, те —0, 1, s =  0, 1......... те. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим формулу (1.22) при 
условии п — 1. Поскольку многочлены о)10(г, w) и 
<1)11(2, w), определяемые формулой (1 .21), имеют степень
1, то в силу формулы (1.9) для оператора Е из равен­
ства (1.22) при п =  1 имеем две формулы

t io ( z- u,) =  £’ K o ( 2’ «>)l =

= /4 2i Wlo(z,U,) + (16)
Ч’и  (z, w) =  Е (о),, (г, ш)) =

=  B \z Ъ Г 1 ( г '  +  w  i ( z -  “ ’ ) ] •  ( 1 7 )

Далее, из формулы (1 .21), учитывая условия (1 3 ), на­
ходим

ю ..(0 ,0) — Л.офоо(0, 0) — Ын(0, 0) =  А,|<роо(0, 0) = 0. 

Поэтому нз формул (16) и (17) следуют равенства

ifю(2, U7) =  fi<a,.(2, w),  t f „ ( 2, ш) =  й(0 , ,(г,  w).  (18)
2 0*



А теперь сопоставляем формулы (1.21) и (1.24) при 
п =  1 и равенства (18 ). В результате получаем

=  Bh(m+1)«. =  В1Нт + 1М*+1)' (Ю)
А теперь, учитывая условия (4) и равенства (1 9 ), из 
формул (2) и (3) находим условия (15 ). Теорема до­
казана.

Величины (1) ,  (2) и (3)  можно рассматривать в об­
щем случае без условия согласованности.

Л е м м а  4. Для величин (1) ,  (2)  и (3 ) справедливо 
тождество

2Л (т+1)(,+|, + (го — s) Z7m(«t к + ( s + l ) C m, в 0. (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя равепство (1 .3 ), из 
формулы (1) находим

Л(т+1Х»+1) =  ^(m+l)(»+l) ("I +  l ) ( f i  +  ГОЛ) +
+ ( т _ . 9 ) ( т _ 5 _ 1 )Я <н-1>(а ) +

+ 2 ( m - s ) ( s +  \)Н%(Ъ) +  ( s +  1 )s//(m,_1)(c). (21)

Далее, из формулы (2 ) , учитывая равенства (1.3) и 
(1 .30), имеем

fim(«+l) =  ^rn(*+l) fi t̂('» + I)(*+l) Л(щ+1)(»+1) =
=  Л(га+1)(.+ 1)'«  [Я + ( '«  — 1) Л| + (го — S — 1) (го — S — 2) X 

X //(ш+1) (а) + 2 (го -  s -  1) (s + 1) Н% (Ъ) +

+ (s + i)sHm  ”  (с) — В!цт  +!)(,+ !) — Л ( т  + 1)(, + 1). (22) 

Аналогично из формулы (3) находим

Сщ» =  Мл» Bh(m +1)(<+1) — Л(т +1)(,+ 1) =
=  Л ( т + 1 ) ( » + 1 ) ГО [ S  +  ( г о  —  1 )  Л ]  +

+ (го -  s) (го — s 1) И(А+1) (а) + 2 (го -  s) s l l <,*> (Ь) +

+ s (s 1) \е) Bh(m+D(j+i) Л(т+ |)(,+1). (23)

А теперь вычисляем левую часть тождества (20) с по­
мощью формул (21) — (23 ). В результате получаем

2Л(т+|К*+1) +  (т  — *) В т(, +i) +  (я  +  1 ) С т,  =
=  ( 1  —  Г О )  [ А ( т + 1 ) < . +  1 ) ( Г О  +  1  )(В  +  г о Л )  +

+ ( т  — s) (го — s — 1) # т +1) (а) + 2 (го -  s) (s + 1) Н $  (b) +
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+ (s +  l)s//^_1)(c)] + ( т  — s)|//(m+1)(, +1)m [f l + (/n—1)Л| + 

+  ( т  -  s -  1) (m -  s -  2) H{A+l) (a) +

+ 2 (m -  s -  1) ( ,  + 1) //£> (b) + (s +  1) sIl'A-" (c) -

— ^ ( m  + l)(.+ i)} +  (* +  1) {A(m+l)(«+l)m \B + (rn — 1) A\ +

+  ( m - s ) ( m - s -  1) l K +1) (a) + 2 ( m - s )  sH<J>(b) +

+ s ( s — 1 )Hm \c) — lih(m + 1)(J+1)1.

Если в полученной сумме привести подобные члены по 
величинам

Л (т +,К .+ 1) , //(т + , ) ( « ) .  » т \ Ь ), (с),

то сомножителем каждой из этих величин будет 0. Лем­
ма доказана.

Таким образом, величины (1 ) , (2) и (3) линейно 
зависимы меж ду собой. Поэтому из трех условий (4) и 
(15) одно можно опустить. Будем рассматривать два 
условия А т, =  В т. =  0. При этом в силу формулы (2) 
второе условие можно представить в виде

Bh(m+l)t =  ^ ' ; 0> =  //(m+I),Am + ( т  — s) ( т  — s — 1 )х

X/Zm' (а) + 2 ( т -  s) *//<Г 0  (Ь) +  s ( s -  1) //<Г2) (с). (24)

Это равенство можно преобразовать с помощью форму­
лы (1 .3 ).

Рассмотрим подробнее основные рекуррентные соот­
ношения (4) н (24 ). Их можно представить в виде

Л,п, =  к(т.0) =  hm,\m + ( т  — s) ( т  — s — 1) (а) +

+ 2 ( m - s )  s f/ f - J } ,  (b) +  s ( s -  1) (с) =  0 , (25) 

Л(,„+1). (Я.т — В) + ( т  — s) ( т  — s — 1) я<? (а) +

+ 2 ( т  -  s) s i f t - 1' (Ь) -t* s(s  — 1) / 4 - ,) (с) =  0 . (26)

В равенстве (26) заменим т  на т — 1. В результате 
получим

hm, (A-m- 1  — В) +  ( т  — 1 — s) ( т  s 2) Ilm -i (а) +

+ 2 ( т  -  1 -  s) s l ^ l l  (Ъ) + 5 (s -  1) И^2\) (с) =  0. (27)

А теперь вычитаем почленно из равенства (25) равен­
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ство (2 7 ). После элементарных преобразовании имеем 
формулу

hm, ( * „ - !  - B - k m) =  2 ( m - s - \ )  //£>_, (а) +

+ 2slC z}l(b ). (28)

Далее, используя формулы (1 .3 ), (1.27) и (1 .28), нз 
равенства (28) находим рекуррентную формулу

— [В + ( т  -  1)Л] hmi =
— (ftl S 1) ( /i(m_I,,<71,| +  A(m-l)((+l)^ol 4* /l(ni-2)><Zoo) +

+ s (А(и-|)(«-|)Ь|о + "I" AjBi-jijj-ijftoo). (29)

В силу допустимости уравнения (1.1) множитель при 
hm, отличен от нуля. Далее, в силу равенств (2.13) име­
ем й,о =  А ц = 0 .  Следовательно, рекуррентную формулу 
(29) можно использовать при условии т >  2.

§ 3. Достаточные условия согласованности 
канонического оператора и функционала

Пусть дана система моннческих многочленов 
{Ф«*(х, у)), п =  0, 1.......... А =  0, 1, . . . ,  га, (1)

которые удовлетворяют каноническому допустимому 
уравнению

0 [м ] =  Л„и. • (2)

С другой стороны, пусть система моментов

га = 0, 1, ..., & = 0, 1, ..., л, (3)

определяет линейный функционал по формуле

An* =  F ( x " - V ) .  (4 )

Тогда можно ввести производящую функцию (1.6) и опе­
ратор (1 .9 ). Рассмотрим функцию (1.21)

оо т
(On* (Z, w )  =  2  2  А(„+т)(А+.)Фт ,  (г , W).  (5 )W=0 Я—О

Применяя к  этой функции оператор (1 .9 ), получим
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новую функцию
(2, w) =  Е  [(0пА (г, м>)] —

=  2  2Л(и+т)(Л+.)^[фт ,( 2 ,^ ) ]  =
т —0  л —О

Далее, по коэффициентам этого разложения вводим ве­
личины

Т е о р е м а  3. Если моиические многочлены (1) удов­
летворяют уравнению (2)  и выполняются условия

то многочлены (1)  являются моническими ортогональны­
ми многочленами относительно (функционала (4) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 19 из § 5 
гл. VIII  достаточно доказать, что при каждом п функция
(5) есть многочлен степени п по совокупности перемен­
ных 2 и w. Рассмотрим функцию

Для соответствующей функции (6) в силу условий (10) 
имеем

Отсюда следуют равенства X„a,lk =  0. IIo поскольку Х0 =  0 
и Х„¥=0 при п >  1 ,  то имеем а п »  =  0  при л 3 * 1 .  Следова­
тельно, функция (11) есть тождественное постоянное, 
причем

Ю о о ( 0 ,  0 )  =  Л о о ф о о ( 0 ,  0 )  = а00 Ф 0 .

(7)
(8) 
(9 )

-  в т. -  с т. -  о, (10)

4>oo(z. w )  К о ( * .  “ >)] =
оо п  оо т

=  2 £  K a nhzn~kw h = 2 2 * m i ° )<PM i( * , u ,) e 0 .
n=o h=0 m=о в—о



Далее, вводим две функции вида (5 ) :
ОО гп

(ol0 (z,w)=* %  2 > (m+1).<Fm. ( z.« 0 .  (12)
m=o 1=0

оо т

О)п (г, W) =  2 2  A(m+,K.+ I)<Pm, (2- ’")■ ( ,3 )
т=о <~0

В силу формулы (6) им соответствуют функции

tio (г- w) = Е [0)10 (z, ш)] = 2  2  (2, и;), (14)
w m=0 *=0

tf i,(z ,ip ) =  £, IwI1(z,a?)] =  2 2 ^ ; 1)<pm4(2, w). (15)
m=o *=0

В силу формул (8 ) , (9) и условии (10) имеем равенства 

■̂mi ' =  ^A(m+ i) ii ^m« * =  В^{т + 1)(м+1),

с помощью которых, используя формулы (12) — ( lb ) ,  
находим

if,o(z, u;) = « w „ (z , w ), ^ „ (z , w )= B w ti(z, w). (16) 

А теперь к разложению

“ ю(г- ,А’)=  2  2  bnkP-'w* (17)
n = 0  h=0

применяем оператор E. В результате получим

if10(z, н>)= 2  2  X„bnfcZ"-*/pft. (18)
n=o h=0

Если умножить разложение (17) на В,  то в силу первого 
из равенств (10) получим разложение (1 8 ). Поэтому 
имеем равенства Б6„* =  Х„Ь„». Но поскольку Я0 =  0 и 
Х| =  В,  то из этих равенств находим Ьпк =  0 при п >  2 
и Ь00 =  0. Следовательно, функция (12) есть многочлен 
степени 1 по совокупности переменных z и w. Аналогич­
но доказывается, что и функция (13) такж е есть много­
член степени 1. Кроме того, поскольку свободные члены 
этих многочленов равны нулю, то нз формул (12) и
(13) находим условия А,в =  А,, =  0.

Таким образом, функция (5) есть многочлен степени 
п при п =  0 и п =  1. Далее, будем доказывать теорему 
по индукции. Предположим, что являю тся многочленами
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все функции
{com.(z , w )), m =  0, 1, и — 1. (19)

Докажем, что тогда п функция (5) является многочле­
ном степени п.

Рассмотрим функцию (6)

tnfc ( г - ш) “  2  2  ^ Мф т ,( г > w )- ( 2 0 )
т —о 1=0

Преобразуем коэффициент Xmih) в этой формуле. По­
скольку выполняется условие (1 0 ), то равные нулю ве­
личины (7) — (9) можно прибавлять к  этому коэффици­
енту в любой комбинации. Поэтому справедливо равен­
ство

* =  ^ m i * —  ^ ( r j  + mKA+e) Р В ( п + т —1)(*+«)

—  7 C (n+ m _ i) ( f t+1_ i ) .  (21)

Будем считать, что здесь р =  п — к и q =  к. В силу фор­
мул (1 .30), (2.1) — (2.3) для четырех величин, стоящих 
в правой части равенства (2 1 ), при указанных сложных 
индексах имеем равенства

=  /t(„+mx * + ,)X ra +  ( т  —  s ) ( l t l  —  S —  1 ) / / (n + m - l) ( f l)  +

+ 2 (m -  s) (b) +  s ( s - i )  H ftlm -1) (c), (22)
Л ( П+ т)(й + ») =  A(n+m)(fc+»)Xn+m +

+ (и + m — к — s) (n + m — к — s — 1) //<£+m-,> (a) +

+ 2 (n 4- m — к — s)(k  4- s) (b) 4-

+ (k +  s)(k + s -  1) (c), (23)

# ( n + m - l)(* + ,)  =  A (n + m )(ft+ «)^ n + m -l +

+  ( n  +  m  —  к —  S —  1) (П +  m  —  к —  S —  2) //(n + m - i )  (я) +  

+ 2 (n  +  m — к — s — l)(fc + s) Н{к\‘т .!}) (b) +

+ (k +  S)(k +  S — 1) —
Bfyn+mHk+i) — Л(П+тхл+,) , (24)

C (n + m - l) ( f t+ « - l )  =  +

4- (n 4- m — к — .ч) (n +  m — к — s  — 1) Я ^+m-i (a) +

4 -2  (n + m — к — s) (k 4- s — 1) //nVm-1* (b) 4-
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+ (к +  s — 1) (к +  * — 2) (с) -
— Rhin+mHk+t) — Л(П+т)(А+,). (25)

В формулах (24) и (25) величину Л („+т)(М.„ надо заме­
нить по формуле (23 ). Тогда во всех формулах (22) —
(25) будут четыре величины

h(n+m)(k+t)< 11(п+т-1 («), //ЙЙ1?(с) (26)

с различными коэффициентами. Если подставить все ве­
личины (22) —(25) в равенство (2 1 ), то получим линей­
ную комбинацию величин (26) в виде

Xm* * =  n+rn)(fc+») +  (я) +

+ cj/zlVm-i’ (Ь) + (*)• (27)

Коэффициенты в этой формуле могут зависеть от га, к, 
т ,  s. Вычислим эти коэффициенты. Для первого из них 
из формулы (2 1 ), учитывая формулы (22) — (2 5 ), на­
ходим

C| =  Ant Xn-fm Р  (А.П+Ш—I В  Xn + m)

Я (Хп+ж— I В Хп+ж)= Xm + (/1 -- 1)^п + ш+ пВ --
— nXn+m_, =  т [ В  + ( т  — \)Л] + (и — 1) (га 4- т ) Х  

Х [В  + (п  +  т  — \)Л) +  пВ — п(п + т  — 1)Х
Х [ В + ( п  + т - 2 ) Л ]  =  п [ В + ( п -  1 ) Л] =Х» .  (28)

Аналогично вычисляется второй коэффициент:
Сг =  ( т  — s) (rat — s — 1) — (га + т  — к — s) (га + т  —

— к — s — i )  — (n — к)[(п  +  т  — к — s — I) (п +  т  —
— к — s — 2) — (га 4- m — к — s) (га 4- т  — к — s — 1) ] —

— к [(га 4- т  — к — s) (га + т  — к — s — 1) — (га + /га —
— к — s) (п +  т  — к — s — 1) ]=( га  — к )г +  к — га. (29)

Далее, для третьего коэффициента из тех же формул 
имеем

с, =  2(m  — s)s — 2(/га + га — к — s) (к +  s) —
— (га — fc)[2(ra + т  — к — s — 1) (к + « ) — 2 (га 4- т  —
— к — s) (к +  « ) ]  — к[2(п  + т  — к — s) (к 4- s — 1) —

— 2 (г а 4 -т  — к -  s) (Л 4 -s) ] =  2(га — к)к. (30)
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Наконец, для четвертого коэффициента получаем 
с» = (s  — l ) s  — (к + s) (к +  s — 1) —

— (п — £)((& + s) (к + s — 1) — (к + s) (к + s — 1)] — 
- k [ ( k  + s -  i ) ( k  + s - 2 ) - ( k  +  s) (*  + s —l ) ]  =

=  кг -  к. (31)
Таким образом, все коэффициенты в формуле (27) 

вычислены. Из формул (28) —(31) следует, что все эти 
коэффициенты не зависят от индексов т  и s, а зависят 
только от п и к, которые в данных рассуждениях фик­
сированы.

Преобразуем формулу (27 ). В силу формул (1.27) — 
(1.29) имеем

^ n + m -l (в ) =  А(П+ т - 1Х*+»)а 10 "I"
+ Л(п+ш-1К*+<+1)Яо1 + Л(П+т_2)(*+|)а00, (32)

Н[п+т-\) (Ь) — /i(n+m—|)(А+в—1)^ю "Ь
+  Л (п + т-1ХЛ+*А)1 +  Л (п + т-2)(А+*-1 )^00’ (3 3 )

Д(п+т-1) (с) =  Л(п+т-1КА+*-2)^10 +
+  fyn + m-lXA + » - l )C01 +  h ( „  + m - 2 ) ( . h + t - 2 )c o o ■ (3 4 )

В формулах (32) — (34) имеется 7 различных моментов. 
Следовательно, с помощью этих формул равенство (27) 
приводится к виду

=  fyn+mXA+O^n +  я А п + m -l Х*+») +

+  Я2А<п+т-1 ХА+*+1 ) +  а Ап+т-1ХИ +*-1) +

+  а А п + т - 1ХА+«-2) +  a iA(ii+m -2X*+*) +

+ Яв^(п+т-гХА+»-1) + аЛ(п+т-г)(к+1-г)' (35)

Здесь все коэффициенты такж е не зависят от т  и s, 
причем для них справедливы равенства

я, — сга,<, ■+■ С]601, Яг =  сгЯ(ц, flj =  c3bl0 + ctc 0(,
я 4 =  С4С ю, =  Cjfloo, Яо =  СаЬ00, dj =  C4CU0. (36)
Умножим равенство (35) почленно на фт ,( г ,  w) п 

просуммируем но всем т. и s. В результате получим

£  S  Я.(Л А)ф т.(г, w) —
т  - 0  *=0

оо т

=  Л(П+т )(А̂ .4)фт , (г, ш) +
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оо m

+  а 1 2  2  A(n+m-lKA+*)<fm* (2, W) +  
m—о * о
оо т

+  а 2 2  2  А (П+ т -1 ) ( к + » + 1 )ф т « (2 ,  U>) +  
т—о i -о
оо т

+  а л 2  2  А (п + т -1 К й + » -1 ) ,Г т » ( 2 * w )  +  
т=0 *=0

оо т

+  f l4 i  2  ^ (n  + m -lX ft + i —2)Фп»« ( 2 i w )  +  
т  о »=0

оо т
" f  f l5 i  2  ^ (п  + т -2 )< А + *)ф т« (2 , Ш) +

т=о *=о
оо т

+  fle i  2  ^ (п  + т -2 Х * + « -1 )ф т *  ( 2 » W)  +  
т=о *=»0

00 т

+  e j 2  2  *(n+m-2)(*+ »-2)ф|И« (z, И’). (37)
т = о  »=0

Из этого равенства, учитывая формулы (5 ) и (6 ) , на­
ходим

iM z ,  и;) =  Я„ыя*(2, ц>)+ fl|(i)(B_t)n(z, u>) +
+ Я2Ы(п-1)(Щ-)| (z, и?) + о3С0(n —I)<k— 1 > (z, U>) +

- a 4M(, - I)(»_,)(z, ш) + а 1ы (я_1)*(г, w) +
+ ав<л(п- 1)(»_|, (z, u;) + а 7(|)(в-» )(ц-1( (z, w ) . (38)

Если k =  0, то из формул (30) и (31) находим с, =  
=  с* =  0. А тогда нз равенств (36) следуют условия 
а, =  а 4 =  а . =  я , =  0. Аналогично при Л =  1 из формулы
(31) получаем с4 =  0, откуда в силу (36) имеем а 4 =  
=  а7 =  0. Далее, если к*=п, то нз формул (29) и (30) 
находим сг =  с, =  0, и в этом случае имеем а, =  а2 =  аъ =  
=  0. Наконец, если к =  п — 1, то из (29) и (36) следует 
Cj =  0 и а* =  0. Следовательно, формулы (37) и (38) 
можно рассматривать при условиях п >  2 и к =* 0, 1, . . .  
. . . ,  п.

В силу индуктивного предположения все функции
(19) суть многочлены. Поэтому нз формулы (38) нахо­
дим равенство

ф„»(г, ш) =  кяo),»(z, u>)+ <?n_ ,(z , w ) ,  (39)

где Qn-t(z , w) есть многочлен степени не выше п — 1.
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Далее, в силу формулы (6) равенство (39) приводит­
ся к  виду

£[й>„*(г, w)]==X,.o).lk(z, w )+ Q n- i (z, w). (40)

Л теперь вводим разложение

мпк (z, w) =  £  V  bvqzv~4w4. (41)
р о Ч--0

Подставляя это разложение в равенство (4 0 ), получим

i j  kPbpqzv~Qw4 =  
р = о «= о

=  К  £  &  b ^ ' - W  + (z, ш). (42) 
р= 0 4=0

Поскольку это тождество, то выполняются условия 
"КРЬРЧ =  \„ЬРЧ при р > п .  Но так как ХРФКп при р Ф п , 
то имеем ЬРЯ =  0 прн р > п .  Следовательно, функция (41) 
есть многочлен степени п. При этом все старшие коэф­
фициенты многочлена (41) произвольны. Теорема до­
казана.

§ 4. Вывод дифференциального уравнения 
из системы уравнений Пирсона

Пусть в односвязной области G, ограниченной зам кну­
той спрямляемой жордаповой кривой Г, определена ве­
совая функция h(x, у) непрерывная в замкнутой обла­
сти G и равная нулю на контуре Г. К ак обычно, вводим 
монические ортогональные многочлены

<Фп»(х, у)), п =  0, 1, . . . ,  А* =  0, 1, . . . ,  п. ( 1 )

Предположим, что в замкнутой области G определены 
две системы непрерывно дифференцируемых функций

а(х, у ), Ь(х, у ), с ( х ,  у ), g(x, у ), ( 2 )  

Л (х , у ), Д ( х ,  у), F{x, у ), / / ( х , у). ( 3 )

Будем считать, что в области G для весовой функции п 
функций системы (3) выполняются условия

JL ?Ь =  JL т
h дх A'  h д у  И'

Систему уравнений (4 ) будем называть системой Пирсо­
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на. Функция (2) пока будем считать произвольными и 
не зависящими от уравнении Пирсона (4) и от системы 
функций (3 ).

Д ля произвольного многочлена Q(x, у) степени не 
выше п — 1 рассмотрим интеграл

Обозначим через L всю сумму в фигурных скобках. Кро­
ме того, в обозначении ионического многочлена Ф„*(.г, у) 
для краткости будем опускать но только переменные х 
п у, но и индексы п и к. Выполняя операции дифферен­
цирования, получим

w . dh j  дф , дф\ . дА I дф , дф\
L ~ A Tx\a  d l  + ^ j  + /l5 7 la - х +  Ь- у )  +

( д а д ф  дЬ д ф  д гф  дгф \ , 
+  hA дх +  дх д у  +  а  дх* +  Ь д х д у  1 +

Далее, частные производные от весовой функции А в 
равенстве (6) заменяем с помощью уравнений (4) .  В ре­
зультате каждое слагаемое в сумме (6) будет иметь 
множитель h. Поэтому сумму (6) можно представить 
в виде

L =  АД/, (7 )
где введено обозначение

л г v  I , и дф \ , дА (  д ф  , дф\

. . ( д а  дф , дЬ д ф  , Й*Ф , , д гф \ ,
+ А [Гх-д7 + ТхЦГ +  а 7?  +  Ьё 7 Г у )  +
L ОФ . . дВ I д ф  , ,

+  11(с ^ г  +  е ду ) +  ^ - [ 0 - ^  +  8 w ) +

l  И (дс дФ ,* в д Ф  #Ф 
+ В [ д - у - д Г  +  ёГу- d f  + С дП-у  +  8  д у * ) -  №



Учитывая равспстпо (7 ) , для интеграла (5) находим 
представление

/  — [ | Л (х, у) Q (х, у) М  (.г, у) dx dy. (0)
' g

А теперь начнем преобразования интеграла (5) в дру­
гом направлении. Для краткости введем обозначения

+ п , =  в ( с £  + е % ) .  (10)

Тогда интеграл (5) можно представить в виде суммы 
двух интегралов. Для первого из них имеем равенство

G

“Я i W R J d x d y - ^ h R ^ d x d y .  (11)
с  с

К первому интегралу, стоящему в правой части равен­
ства (11 ), применяем формулу Грина. В результате, 
учитывая обращение в нуль весовой функции на конту­
ре Г, получим

Я £ d xd y  = \  W W »  " °-
с г

Следовательно, равенство (11) приводится к виду

л  -  J  j  q 4 i  ( Л Я .)  * d y  -  -  J  . f  h n > d x  d y - <t 2 >
G G

Аналогично доказывается равенство

j * = Я 1Q w  ( Л Л , )  ^  -  Я л/?* - f r < i 3 >
G G

Далее, в интегралах (12) и (13) используем обозначе­
ния (10 ). В результате имеем
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+  w { b A - &  +  s B % ) \ dxd*- (М>
Для краткости ппсдсм обозначения

п > - м £  + ев % -  <‘ г’)
Тогда интеграл (14) нредстаинтся в виде суммы двух 
интегралов

J , - \ \ h R ^ d x d y ,  (16)
G

J * “ № hR* - W dxdy. (17)
с

Д ля интеграла (16) аналогично формуле (11) имеем

Л (  f - § 2  (hR3Ф) dx dij — J J <I) (hR3) dx dy.

Первый интеграл равен нулю. Поэтому получаем

' ^ ^ W d x d y .  (18)
G

Аналогично доказывается равенство

J t - - $ $ < t > j ; ( h R 4)dxdy. (19)
с

А теперь подставляем интегралы (18) и (19) в равен­
ство (1 4 ). В результате находим

J  =  J  j * ф  [ h  +  £  <АЛ«>]dx d y  • <2 0 >
G

Вычислим сумму T в квадратных скобках под знаком 
интеграла (20 ). В силу обозначении (15) имеем

г  - £ < « , )  +  £ < * « . ) -

=  |* д  + л ^ !»  + »  я
е>х 3 дх ду * ду
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2.1д у ] +

+ +

+ « л 5 7  +  4 Н (сВ) + ' в я  

; + + « " $ ] ■  <2 <> 

Далее, с помощью формул (4) нз правой части равен­
ства (21) можно исключить частные производные весо­
вой функции. В результате равенство (21) приводится 
К виду

Т -  АР, 

где введено обозначение

+ •  (Л 4) +
dx Л !_ дх дх '  '
, . аг() , 9Q а . m „ з2<> , ,

+ а I ? "  + ^ ^ {сП) + с В ^ \  +

(22)

дх ду

+ м  £ 2 .  + j L (£ «) + .£2.1 (23)
<Уу о у  Kh ' ь  Оу \

Подставляем значение (22) в интеграл (20) и учитываем 
равенство (9 ) . В результате получим равенство

\ j  liQM dx dy =  j  J’ АФР dx  dy. (21)

Ii этом равенстве сложные величины М и Р  определя­
ются формулами (8) и (2 3 ). Преобразуем эти величины. 
В силу формулы (8) имеем

1» л 9 Ф . / i i .  m  « Ф  I п Я’ Ф М - а А - ^ + р Л  + сВ )—  - Щ В - г  +

. I г  . , ■ да д В  j ) д с \  <?Ф + я /' + а —  + И —  + сП + с —---- f- Л —  +\ ОХ ОХ Оу о у  ] Ох
, / , р  , | 9 А . а ОЬ . .  OB d g  \ <)Ф+  ^  + b —  + A -  + g H  + g —  + l l - * . ) —  =

21 П. К. Сустии
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л д2Ф , , ,  . , m  02Ф  . й*ф
“  ° Л —  + (М  + сВ )ЖТ7/ + +

+ [ ^ + £ м > + «»+ ■£ < < *> ]•& +

+  [ w r + £ ( M >  + ,//  + .£ < * B > ]4 £ . (25)

Аналогично из равенства (23) находим 

Р - а А ^ + (ЬЛ + сВ > £ £  +  1!В *  +

+ к  + ^ М , +  т г  + ^ М ) ] - й -  

+ И  + -h <««) + ^  Н -37- (2в)
Далее, для краткости введем обозначения

аы =  аА, 2 а и =  ЬА + сВ, a lt =  gB, (27)

« „ - a F  +  ± ^ A )  +  cH +  ± { c B ) ,  (28) 

“ i .  “  b f  + - h  <M > +  i  (*Л)’ (2,,) 

b „ - a F + ± { „ . \ )  +  i f -  +  ± ( b A ) ,  (30)

» . , - * » + £ • < « « > + - T - + £ < * « > .  ( 3 , )

Тогда равенства (25) и (26) приводятся к виду
, ,  <?*Ф , д2Ф , д2Ф , М> дф

=  fl2a^ 7 + + “ “ Т ? - " ‘®“д7  + а "  _5 Г ’
(32,

1) , о й2<?  , д*<? , , д<? , ,
=  а г о 7 7 +  2 , ^  +  а " ' д ? ' +  10^ 7 +

1(33)
Далее, предположим, что сумма (33) есть алгебраиче­

ский многочлен степени не больше, чем п — 1. Нетрудно 
указать  достаточные условия для этого предположения. 
В самом деле, с самого начала настоящего параграфа 
считалось, что Q есть алгебраический многочлен степени 
но более п — 1. Пусть, например, я20 есть мпогочлеп по
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х степени не более 2, а агг есть мпогочлеп по у степени 
не более 2. Аналогично аи может содержать одночлены 
ху, х, у с различными коэффициентами. Далее, Ь10 есть 
многочлен по х первой степени, a btl — по у тоже пер­
вой степени. При этих условиях многочлен (33) имеет 
степень не более п — 1.

С другой стороны, с самого начала предполагалось, 
что <1* есть моннческий ортогональный многочлен 
Ф„*(х, у), соответствующий весовой функции Л(х, у) и 
области G. Поэтому имеем равенство

Обратимся теперь к формуле (3 2 ). Будем считать, 
что коэффициенты в этой формуле удовлетворяют тем 
же условиям, что п коэффициенты в формуле (3 3 ). Мож­
но, например, считать, что (32) п (33) являю тся допу­
стимыми дифференциальными операторами второго по­
рядка. Это означает, что из многочленов (27) — (31) но 
все имеют пониженную степень. Поскольку моническпн 
многочлен имеет вид

то формула (32) определяет моннческий многочлен того 
ж е типа

Для этого многочлена в силу формул (24) и (34) по­
лучаем условие

Поскольку это равенство выполняется для всякого мно­
гочлена Qn- t (x, у) степени но более п — 1, то в сплу 
теоремы единственности многочлен (36) может только 
множителем отличаться от ионического многочлена (3 5 ). 
Следовательно, имеем равенство МпК =  кпКФ„*, из кото­
рого в силу формулы (32) находим

j  j  h (х , у) Ф п* (х , у) Р п - 1  (х , у) dx dy =  0 . (34)
с

Фп*(х, (/) =  Х"- у + /?„_,(*, у), (35)

Мпк(х, y) =  cnhxn- ,̂ y'̂  + S n_ ,(x , у). (36)

J j  л (х, у) Qn-i (х, у) л и  (х, у) dx dy =  0. 
G

+ «ю ~ ir + «11 - i f  =  (37)
2 1*
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Таким образом, если весовая функция /г(х, у) в обла­
сти G удовлетворяет уравнениям Пирсона (4) н обра­
щается в нуль на границе Г области G, а функции 
(27) — (31) являю тся многочленами указанным степенен, 
то монические ортогональные* многочлены (I )  удовлет­
воряют дифференциальному уравнению (37 ).

В случае неограниченной области G и неспрямляемо- 
го контура Г все рассуждения и выводы сохраняются, 
если нрн данной весовой функции можно применять 
формулу Грнна о преобразовании двойного интеграла в 
криволинейный.

Теоретически ясно, что уравнение (37) при упомяну­
тых условиях охватывает в качестве частных случаев 
все допустимые и потенциально самосопряженные урав­
нения, весовая функция которых обращается в нуль на 
границе области ортогональности.

Рассмотрим некоторые примеры.
1. Пусть в области

где все показатели положительны. В этом случае имеем

Следовательно, в данном случае имеем равенства
Л =  1 — хг, В =  1 - у г, /•’ =  р ( 1 - х ) - а ( 1  + х) ,
// =  6 ( 1 - i / ) - f ( l  + </), a =  g =  1, 6 =  с =  0.

Далее, из формул (27) — (29) находим 
а2 о =  1 — хг, аи =  0, агг =  1 — у', 
я,о =  [J( l  — х ) — а ( 1  + х ) — 2х, 
а .1 =  6 (1 -  У) -  1 (1 + У) ~ 2у.

Подставляя эти значения в уравнение (3 7 ), получаем 

(1 — Xs )  и'хх + (1 — У2) и"м + IP — а  —(а  + р + 2) х] и'х +
+  (6  _  у  _  ( у  +  6  +  2 )  у ] и'у =  K h " .  (3 8 )

(7 =  {(х, у ): — 1 < х < 1 ,  — 1*S{/<1} 

дана весовая функция
h{x, j / ) ~ ( l - x ) » ( l  + x ) ’ ( l - y ) 4 1  + у)\

flh_
Оу

dh_
д х



Будем считать, что моническпн ортогональный многочлен 
имеет единичный старший коэффициент. Тогда, срав­
нивая старшие коэффициенты слева н справа в уравне­
нии (.‘*8), придем к равенству

X,,»-=—(« к)(п  А- +  а  +  { 1 + 1 )  /.-(А- + ч + f i + 1 ) .

Уравнение (38) уж е встречалось в § 1 гл. II.
2. Рассмотрим теперь область
G =  {(х, у ) : — l s £ x s £ l ,  1/3*0} 

и в ной весовую функцию

Л(х, г/) = (1 — x)e(i + x)V«"v-
Поскольку в данном случае выполняются равенства 

д к  _  .  р о - х ) - « ( !  +  «> вН =  . т - у  
dx I —*4 ’ cty !/ ’

то, следовательно, имеем функции (2) и (3)
Л =  1 — хг, Н =  у, F  =  Р(1 — х ) — а (1  + х ) ,
11  =  4 — г/, Ь-с-0, а =  g — 1,

Подставляя эти значения в формулы (27) — (29 ), на­
ходим

«го =  1 -  х : , ап =  0, — у,
а, о = Р ( 1 - х )  —а ( 1  + х)  —2х, =  +

В результате получаем уравнение

(1 ~  ^ 7 ?  + + (Р “  “  “ (a  + Р + 2)лс1 5  +

+  (1 +  V — y ) ^ j  =  К«  — 2 ) к — п(п  +  а  +  р +  1)) м.

3. Пусть теперь в области 
£  “  ( (х , у ) : х г <  у)

определена весовая функция
к(х, у) =  ( у - ^ ) ае~»\ a > 0 ,  £ > 0 .

Как- н в предыдущих случаях находим последовательно

—  — I, — 2 а х  ( , h  — I «  — Ру +  f ix2
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А =  у — х1, F  — —2ах, Н =  а  — ру + fix2, 
я =  1, Ь =  с =  g =  О, а 10 =  - 2 х (1  + а ) ,
а гг =  У — X*, Я2, =  Я 22 =  Я ц  =  О.

Здесь введено дополнительное условие ц =  0, ибо в про­
тивном случае многочлен а,, будет иметь степень 2. Под­
ставляя найденные значения коэффициентов в уравнение 
(3 7 ), получим уравнение

( Г - ^ - Ь р  + а ^ -
=  — (it — к) (п — к +  a  + I) и.

В настоящем параграфе изложены результаты 
С. Л. Агаханова [V I.1].

§ 5. Допустимое дифференциальное уравнение 
в частных производных произвольного порядка

Пусть дана система многочленов 
Qto(x, у ) , Qt l(x, у ),
<?2»(х, у ) , Q2t{x, у ) , Qzi(x, у ),

( 1 )
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( М * .  У) , Qst(x, у ) , . . . ,  Q ss(x, у ).

Будем пока считать, что у  каждого многочлена индексы 
означают номер пачки и номер многочлена в пачке, а не 
степень и но порядок главного члена, т. е. фактически 
степени всех многочленов системы (1) произвольны. По 
системе многочленов (1) образуем дифференциальный 
оператор в частных производных

N m
/>И»<1= 2  2  QmkD ? - hDhv, (2)

m = l ft=o
д  дгде, как обычно, введены обозначения Dx — Dv =  — . 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
Dm [ « ]  =  (3)

Оператор (2) п уравнение (3) будем называть допу­
стимыми, если сущ ествует такая последовательность 
чисел

Хо, Xi, . . . ,  Х„, . . . ,  ( 4 )
для которой выполняются условия:
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1. Прп каждом номере п уравнение
Ds [и] — Х„и (5)

имеет п + 1 линейно независимых решений в виде много- 
члепов степепи п по совокупности перемеппых х  и у.

2. Уравнение (5 ) не имеет нетривиальных решении 
в виде многочленов степени меньшей, чем п.

Из этих условий следует, что Х» =  0 и все числа (4) 
различны меж ду собой, т. е.

Хо =  0, Я„¥=Хт , п Ф т .  (6)'

Поскольку прп данном п сущ ествует п + 1  линейно 
независимых многочленов степени п, являющихся реше­
ниями уравнения (5 ) , то можно ввести пространство 
W„ многочленов, которые являются решениями уравне­
ния (5 ). Кроме того, тождественный нуль такж е явля­
ется решением уравнения (5 ) . Поэтому, включая тожде­
ственный пуль во множество W„, можем рассматривать 
множество W„ как  векторное пространство размерности 
п +  1.

Т е о р е м а  4. Если уравнение (3)  допустимо, то каж­
дый многочлен Q„,k(x, у) из системы (1) имеет степень 
не выше т .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в пространстве W n дап 
базис

В п„(х, У), B ni(x, у ), . . . ,  Впп(х, у ). (7)

Все многочлены этого базиса являю тся решениями урав­
нения (5 ) . Для каждого многочлена нз системы (7) 
вводим разложение

В,„(х, у) =  2  <г.Рхп- рур + R ln - } (х, у). (8)
Р=-0

Поскольку система (7) линейно независима, то отличен 
от нуля определитель

а и 01 U»*

=5*0- (9)

00 *01 *1 •• апп

10 " и ...
1 • • • • . •

ПО " .. .  ■ пп

В самом деле, предположим протпвпое, что Л„ =  0. Тогда 
из формулы (8) следует, что сущ ествует некоторая ли­
нейная комбинация многочленов (7 ) , которая является



многочленом степени не пышс п — 1 и удовлетворяет 
уравнению (5 ) . Но в силу допустимости уравнения эта 
линейная комбинация есть тождественный пуль, что 
означает линейную зависимость многочленов (7 ).

Д окажем, что при условии (9) в пространстве W n 
сущ ествует моннческий базис

е>по(х, у ), о>ш(х, у ) ..........о)„»(лг, у ) , (10)
где

М>1Л (х, у) =  xn~kyh + Rln- 1  (х, у), (И )

Рассмотрим систему уравнений
П
2  8=5 ®hnij W — 0, 1, . . И. (12)
* ~0

Определитель этой системы Л п^ 0 .  Следовательно, при 
любом к эта система имеет единственное решение (с,*). 
Тогда многочлены (11)  можно внести но формуле

п

<•>,./,(•»% у) =  c,hn„, (х, у).
«=0

13 этом случае, используя формулу (8 ), находим
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W..A (х, у) =  V  С„,
П
V) а .^ -Р у Р

1 р  о
+ R n -l (х, I/)

П
V

р=0
сt!flip х п - Р у Р  +  Л<„"4)(х, J/).

Из всей суммы в этом равенстве в силу условий (12) 
останется только одночлен х"~кук. Таким образом, фор­
мула (11) доказана.

Итак, если уравнение (3) допустимо, то при каждом 
п линейно независимыми решениями уравнения (5) бу­
дут монические многочлены (10) вида (1 1 ).

Будем доказывать теорему но индукции относительно 
номеров т  многочленов {(?т ,(х , у)) нз системы (1) .

Пусть т =  1. Тогда система (10) состоит из двух 
многочленов

‘■>ю(х> У) — х  + со 0)» ша ( х> У) =  У +  с(о1Л).
Подставляя их в уравнение (5) при га =  1, получим ра­
венства

<?.о(х, у ) =  Я,0),о(х, у ), Q „(x, y) =  Ktffl„(x, у). (13)



Следовательно, утверждение теоремы доказано для
т  “  I.

Рассмотрим теперь случаи т  =  2. В этом случае име­
ем три многочлена

"**u (*. У) =  -с2 + 1{1*'0) (* . У)> “ iiC*. у) ~  ху + Л » - »  (х, V), 

о,., (х, у) = у2 + Л(12,2) (х, у).

Подставляя эти многочлены в уравнение (5) при п =  2 
получим

-QlH "I" (^l«DjWjg "1” QnDyUizt) =  X’Wjo,
(Q<oDxU»2i + C?i|O,(0it) =  X:(i)2i,

2QK + [Q,oDx102Z + Qt ,£>,0)! : ) =  Xi(022.

Из этих трех равенств в силу формул (13) следует, что 
теорема справедлива при т  =  2. Аналогично рассматри­
вается случай т  =  3.

Предположим теперь, что теорема верна для всех по- 
меров m <  и — 1, где п ^  N. Тогда рассмотрим систему 
многочленов (10) и уравнение (5 ) . Подставляя эти мно­
гочлены в уравнение (5 ) , аналогично предыдущим слу­
чаям получаем равенства

п —1 m

И! Quo +  2  2  Q m h^ x  /V"nO =  Хц(0„(),
*п = 1 h-=0

(п -  1)! Qnl + * 2  £  QmhD ? -hDhuo)nl =  Я„(оп1|
m=«l Л=0
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л- 1 m
(и -  . V ) !  s !  Q,„ + 2 2  QmkD T hDhvu llt =  A.,,<!)„„

m=l It о

n! o„n + 2 2  Qm D?-"Dfann  =  X,
*n—1 fc=0

Из этих равенств следует, что всо многочлены {Qn.(,x ,y))  
при s = 0, 1, . . п имеют степень но более п. Теорема 
доказана.



Т е о р е м а  5. Если уравн ени е  (3) допустимо, то
и.чеют место формулы
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произвольны , но хотя бы одно  и з  них отлично от нуля,  
причем в фюрмуле (14) я„ =  0 при n > N .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим случай 
и =  1. В этом случае ил формул (13) находим равенства

Q* о (-г, у) = Х,х + я, о, I/) = к ,у  + а„.

Следовательно, формулы (14) и (15) доказаны прн п  =  1.
Предположим, что формулы (14) и (15) справедливы 

для номеров 1, 2, . . . ,  п — 1. Сделаем переход к номеру п. 
Пусть имеем разложение

Подставляем многочлен (17) в уравнение (5 ) .  В ре­
зультате получаем равенство

А теперь сравниваем старшие коэффициенты прн одно­
членах степени п. В правой части равенства (18) есть 
только один старший член \пхп~‘у ‘. В двойной сумме 
все старшие члены будут иметь вид хп~‘у ‘ с соответ­
ствующими коэффициентами. Следовательно, у  многочле­
на (17) также должен быть только один старший член 
вида xa~l'yk, т. е. в формуле (17) имеем условие для 
старших коэффициентов я„, =  0 при q Ф к. Поэтому из

П
1, (14)

Q,„k ( л  у)  -  C l a ^ - k y b  + <&"!:?(*, </). (15)
г д е  числа

а„ вг, • • ч Я.у (16)

п р

Qnh( г ,  2  a , , qx P - 4 y 4 . (17)
i' 0 ч о

п

n —1 m

m=lh—o

=  X„(.,(l, =  Xll(x n- y  + /?(„nlV). (18)
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формулы (18) находим равенство 

а„,(п — s)l s ! xn- V  4-
П -1  >

. п - « ,  * V  V  Г>‘ „ _______ (" — g)l »! !
4 -х  у ^  2d т<1'п (П — ,  — т +  *)! (ж — к)\ " У '1П = 1 к—О

Следовательно, имеем формулу

1 /.. -41 .1 _ , V *  V  С* ( п - * ) ! * !-  ( «  *•)! *• «п* 4- ^  ат ^  f  __——щ  (г — к)].
т = 1  к = о

(19)

Далее воспользуемся формулой
Л

V / '  (п — *)!*! п! /ОЛч
(й — I — т  4  А)! (i — i)| (п — т)| ‘ '  ;

13 результате равенство (19) приводится к виду

П -1

К  = (п -  «)! Sl а п, 4- и! 2  (2 ,)
т = |

Из этого равенства следует, что первое слагаемое не 
зависит от s. Поэтому можно ввести обозначение 
( и — s) !s!a„, ™ п!а„, из которого следует равенство а„,=  
=  С',ап. Этим формулы (14) и (15) доказаны. Если п >
> N, то в правых частях равенств (19) н (21) не будет 
первого слагаемого. А многочлен (15) естественно рас­
сматривать только при условии т  <  N. Теорема доказана.

Т е о р е м а  5. Если выполнены у сл овия  (14) и (15), 
а постоянные  (16) таковы, что в с е  числа  (14) отличны 
от нуля  и попарно  различны, то у р авн ени е  (3) допустимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим уравнение (5) при 
условиях (14) и (15) . Докажем, что это уравнение имеет 
« 4 - 1  линейно независимых решении в виде многочленов 
степени п.

Рассмотрим многочлен с произвольными коэффициен­
тами

Вп,(х,у)~  £  & < V - y .
р - 0  q ^ o

(22)



332 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ II ДИФФ. УРАВНЕНИЯ (ГЛ. IX 

Подставляя этот многочлен в уравнение (5 ) ,  находим

2  2  {Chmamxm~hy k + /4m-Y) DT"DhvBnt =  \nB nt(x, у).
т  = 1 Л—О

Далее вычисляем коэффициенты при одночлене xp~qy 1 в 
обеих частях равенства. В результате имеем равенство

V U fl ( Р - < ? ) ! « ? !  1 Л (п . . )  .
£  ( + Л)! (7 _ А), j л п  t-

m=1 я—О
n m

+  2  2  =  l nA%'\
m—p + l ft=o

Внутреннюю сумму в первой д в о й н о й  сумме вычисляем 
с помощью равенства (20) . Применяя затем формулу
(14 ),  находим

(*Р - я „ ) 4 Г  + V  2 ь икл й к ° - 0.
m = p + l к= 0

В этих равенствах нельзя полагать р  =  п. Следовательно, 
все старшие коэффициенты

А%*\ А<пГ \ . . . , А ™  (23)

у  многочлена (22) остаются произвольными. Фиксируя 
эти коэффициенты произвольно н перенося слагаемые с 
этими коэффициентами в правую часть, получим систему 
уравнений

(\Р- К ) А (РУ ) + 2  2  bmkA W - c p4, (2/,)
m = p + l k —О

Р =  0 ,  1, . . . .  п 1,  9  =  0 ,  1, . . . ,  Р, m +  k > p  +  q.

При указанных значениях индексов система (24) явля­
ется треугольной системой линейных неоднородных урав­
нений. У  определителя этой системы ниже главной дна- 
гоналн стоят нули. А главная диагональ составлена из 
разностей вида (ХР — Кп),  где р < п ,  причем некоторые 
нз этих разностей повторяются. Болео того, поскольку 
система (24) треугольная, то ее можно решать начиная 
с последнего уравнения. Например, последние три урав­
нения имеют вид

(А ,1 - 1  —  Хц) Л(Л —|)(n—3) +  & (п -1 'К н -2 )Л (п -1 Н п -2 )  +

+  Ь ( п - 1 К п - 1 И ( п - 1 ) ( п - 1 )  =  С (п -1 К п -3 ) »
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Таким образом, система уравнении (24) разрешима. Бо­
лее того, поскольку в правых частях уравнении (24) стоят 
и + 1  произвольных постоянпых (23), то имеется п + 1  
линейно независимых решении системы уравнений (24). 
Теорема доказана.

Т е о р е м а  6. Если выполнены у сл о ви я  теоремы 5, 
то при любом п у р а вн ени е  (5) н е  имеет нетривиальных 
р еш ений  в вид е  многочлена степени н е  выше  п — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, что 
прн некотором п существует отличный от тождественного 
нуля многочлен В п- Х(х, у )  степени пе выше и —1, кото­
рый является решением уравнения (5 ) .  Тогда все рас­
суждения, приведшие к  системе уравнений (24) , остают­
ся справедливыми. Только в данном случао все числа 
(23) равны нулю, и, следовательно, в данном случае си­
стема (24) становится однородной. Но поскольку опре­
делитель системы отлнчсп от нуля, то система имеет 
только тривиальное решение. Следовательно, все коэф­
фициенты многочлена В п- Х(х, у )  равны нулю. Теорема 
доказана.

Таким образом, из доказанных трех теорем настояще­
го параграфа следует, что условия (14) и (15) необхо­
димы н достаточны для допустимости уравнения (3 ) ,  
если все числа (14) отличны от нуля и различны между 
собой.

Рассмотрим частные случаи уравнения (3 ).
Если N =  1, то получим уравнение

ибо в данном случае в силу формулы (14) имеем к„ =  па. 
Уравнение (25) аффинным преобразованием x — t — bx, 
у  =  т — Ьг приводится к виду

— £(п-1)(п-2)!

(* + М Й  + (у + bi) щ =  пи, (25)

(20)

Мопическая система мпогочлеиов
(27)

является решением уравнения (26) . Принимая эту снсте
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му к ак  базис, получим пространство многочленов 1F„, ко­
торые являются решениями уравнения (20). Допустим, что 
существует линейный функционал /•', относительно кото­
рого псе многочлены из пространства Wn ортогональны 
многочленам меньших степеней. Но системе моннческнх 
многочленов (27) можно построить базис (Впк(х, у ) ) ,  
ортонормнрованный относительно функционала /■'. К аж ­
дый многочлен Bnh(x, у )  является однородным относи­
тельно многочленов (27) . Следовательно, многочлен 
Bhh(.xi У) такж е является однородным, но уж е  степени 
2м, т. е. имеем разложение

В*пк(*,У)"  2  с .Ф,1П). ( * ,  У). (28)
5—0

С другой стороны, предположим, что функционал F сог­
ласован с уравнением (26) . Тогда выполняются условия 
/•’ (Ф.,*) =  0. Следовательно, применяя функционал F 
к многочлену (28), получим равенство

/’ № ) =  2 с.А’ ( Ф(г„ „ ) ^ 0 .
«^о

Таким образом, функционал F вырожден, п ноэтиму 
уравнение (26) не представляет интереса с точки зрения 
теории ортогональных многочленов.

Пусть теперь N = 2. Тогда из формул (14) и (15) 
находим

Я" -  " ! [йГПУ! + йГ=%т] -  "  + ( »  -  V«*1.
Ql0{ x , y ) ‘= a lx + f’,„ Q„(x,  у )  — а, у  +  d0,
Qi0 (*. у)  =  С'Ча .х* + а 10х + а01у  + я 00,

Qu  С*. У) = С\а .ху + Ь10.с + Ьа1у  + Ьоп,
&*(*> У) =  С\агу 1 + с 10х + с 01у  + с00.

Вводя обозначения at = В  и аг =  А и подставляя все зтн 
многочлены в уравнение (3 ) ,  получим уж е  рассмотренное 
ранее допустимое дифференциальное уравнение второго 
порядка.

В настоящем параграфе изложены результаты из ра­
боты | VII. 18].



Глава X

НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

§ 1. Примеры представления ортогональных 
но области многочленов 
через многочлены Нкобн

В настоящем параграфе рассматриваются некоторые 
частные случаи, когда ортогональные но области много­
члены представляются в виде различных произведении 
многочленов Якоби. К таким случаям относятся и орто­
гональные многочлены Лппеля.

Пусть на интервале (—1, I) дана весовая функция 
Якобц

Л ( 0 = ( 1 - 0 в (1 +  0 “, * « ( - 1 ,  1),  (1)

где параметры, как  обычно, удовлетворяют условиям 
а  >  —1, р > - 1 .  (2)

Обозначим через {Pn(t\ а ,  0)} ортоиормированпые мно­
гочлены Якоби. Каждый такой многочлен имеет положи­
тельный старший коэффициент, а для всех многочленов 
Якоби выполняется условие ортонормировапиостн 

1
J  h (/) Рп (/; а ,  0) ? А (Г, а ,  (*) d t  =  6,,*. (3)

- i

Ha концах интервала ортогональности имеем 

P n (U а ,  Р) =
и  /  (« +  р -г 2н-1- 1) Г ( « +  Р -|- п 1-1) Г (а -1- ^ Т Т )  (/л

У  п!2а+1,+,Г(Р + п+1) 1 W



Если выполняется условие
— max (а, р) > —1/1!, (•»)

то максимум абсолютного значения многочлена Якоби на 
отрезке [—1, 1] достигается на одном нз концов этого 
отрезка. Следовательно, нз формул ( /t) и (5) при усло­
вии ((») имеем неравенство

I Л I «+-
|Рж( 1 ; а 1 р ) | < е 1(а ,Р )(»* + 1) а, * « = [ - 1 ,  1]. (7) 

Далее, если выполняются условия

у ,  P > ~ j ,  (8)

то для многочленов Якобн имеет место весовая оценка

“ f I  L + L  

( I - о 2 4 (1 + 0 2 4 | ? . ( < ; a , P ) | < c f (a ,P ) ,
* е = [ - 1 , 1 ] .  (9)

Все эти результаты изложены в монографиях [11.21, 24].
Заметим, что в случае совпадения индексов, т. е. при 

условии а  =  jJ, для многочленов Якобн применяется обо­
значение

Pn(t; a )~ P n ( t ;  a ,  a). (10)

Г1 p и м е р  1. Для краткости введем обозначение 

a k = a  + k + j  (11)

и рассмотрим систему многочленов

Ftпи (х, У, а )  =  / V *  (х; ctft) (1 — Xs)'1 Рк у = = j !

(12)
п =  0 ,  1, . . . ,  к  =  0 ,  1, . . . ,  п .

Докажем, что эти многочлены ортонормированы в еди­
ничном круге

С =  {(х, у ) :  хг + у ' -<\)  (13)

с весовой функцией

33 0  НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ (ГЛ. X

* ( * .  y )  = \ ( l - * J - S / T ,  a  >  — 1 .  ( 1 4 )
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В самом деле, используя формулы (12) и (14), на­
ходим

Во- внутреннем интеграле заменим переменное но фор­
муле y  = tMl — х~. В результате этот интеграл приведется 
к  виду

Если к Ф в ,  то интеграл (16) в силу условия (3) и обо­
значения (10) равен нулю. Пусть теперь к  =  s. Тогда из 
формулы (15) получим

В силу обозначения (11) этот интеграл равен нулю, 
если п Ф  то, и 1 при п =  то.

Таким образом, многочлены (12) ортонормпронаны но 
области (13) с весовой функцией (14 ) .  Эти многочлены 
были рассмотрены в § 4 гл. V. Они удовлетворяют диф­
ференциальному уравнению (5.4.24). С помощью свойств 
многочленов Якоби для многочленов (12) .можно полу­
чить оценки внутри области (13 ) ,  равномерные оценки 
в замкнутом единичном круге и весовые оценки, анало­
гичные неравенствам (7) и (9 ).

П р и м е р  2. Рассмотрим многочлены но двум пере­
менным

• / 'и  =  j  (  7'„к (х, у; а) 7'т,(х, у; a ) l i(x, у) dx d y  =

— j  (х; o h) Pm- t (x; а,)  ( I — г )  1 X

X (I - r - y - f d y  dx. (15)

(16)

-1



/• — 0, 1, . . . ,  к О, J, . . п, 
где для краткости введено обозначение

Р* = Р + к + 4- («8)

Докажем, что многочлены (17) ортогональны но области 
С =  ( (х ,  у ) :  у ' - < х < 1 )  (19)

с весовой функцией

h ( x ,  y )  =  ( l - x ) ' ( x - y ' ) \  ot >  — 1,  р > - 1 .  ( 2 0 )  

В самом доле, как  и в предыдущем случае, имеем

J  пт — И Q„h (-г, у\ Р) Qm, К  If, а ,  Р) А (г, у)  dx dy  =■
G
1

=  j  P n. h (2x — 1; a ,  p„) (2r)*/i (1 -  x)e x
0

X P m- t ( 2 x — 1; а ,  p .)(2x//2X
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J Mife*p)-Vx
dx. (21)

Во внутреннем интеграле заменяем переменное интегри­
рования по формуле y  = t]x.  В результате этот интеграл 
приводится к виду

р+- 1
X J j ? M * ; P ) P , ( * ; P ) ( i - < 2)pd '.

-1

Если к Ф я ,  то это произведение равно нулю. Пусть те­
перь к = s. Тогда из формулы (21), учитывая обозначе­
ние (18), находим

1
Л кшк) -  2* j  / V *  (2х — 1; a ,  р„) (1 -  x f  х

0
X x p',? m_h (2х — 1; ос, рл) dx. (22)

Заменяя перемепиое интегрирования по формуле 2х —



— 1 =  t, нз равенства (22) получаем

J™k) -  2А J (/; а ,  р») ( Ц ^ ) “ X 
-1

Х ( Ч - f ' P m - h i f ,  « ,  Рk ) \ d t  =
1

-1

х  (1 + t f h Pm-k (*; а ,  р„) dt  =  в * - » * " - - » . (23)
2«+(Hr

Если п Ф т ,  то величина (23) равна нулю. Следователь­
но, многочлены (17) ортогональны по области (19) с ве­
совой функцией (20) . А нз равенства (23) при п = т 
следует, что ортонормированнме многочлены, соответст­
вующие весовой функции (20) в области (19), опреде­
ляются формулой

Q„k (х, «/Га, Р) =  V V  ‘ * Qnh (х, У, а ,  р). (24)

Аналогично предыдущему примеру из асимптотических 
свойств многочленов Якобн можно получить дли много­
членов (24) различные оценки внутри области (19) , в 
замкнутой области, а такж е весовые оценки.

А теперь рассмотрим самый важный случаи, когда 
ортогональные по области многочлены представляются че­
рез многочлены Якоби.

П р и  м о р 3. 1 [усть в треугольнике

с  =  ( ( г, У) :  * > 0 ,  у >  0, х + у <  1) (25)

определена весовая функция Аппеля

h(x,  у)*=хау * ( 1 - х - у у  (20)

при обычных условиях

о  >  —1, p > - l ,  т > - 1 -  (27)

Для краткости введем обозначение

а„ =  £ + т + 2/с + 1 (28)
ОО*
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и рассмотрим многочлены
Л„л(х, у) = У, а, Р, у) =
= />„_*(! -  2х; а, «*)(!- x)h Т\ -  1; у, р), (29)

п *=0, 1, . . к — 0, 1, . . п.

Докажем, что лт» многочлены ортогональны по области 
(25) с весовой функцией (20). В самом деле, используя 
формулы (20) и (29), находим
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о
1 - х

Лт1} =  j  j  Лпй (х, у )  А т ,  (х, у) h  (х, у) dx dy  =
G

I

=  \ Л , - Л(1—2x\ а , я Л)(1— x),' f *x“ y,w_ , ( l  —2x; a ,  a ,) X

1 p ) p . ( f l b - t ; v . p ) x

X  (1  — j ;  —  i/у </yj d j. ( 3 0 )

Во внутреннем интеграле заменяем церемонную интегри­
рования по формулам

2г/ , . .. ( I +  / ) ( l - i )  4 
— х - 1  =  *, у = ------- 2-------« i — * - { /  =

(1-х) (1-0

В результате этот интеграл приводится к виду 
1

( Ч г Г V H I P h ( i ' v ’ v ’ p ) ( i  ~  ° V ( i +- i

Если к Ф  s, то это произведение равно нулю. Л если к  =  s, 
то из равенства [30] получаем

1

2 И  Y+I  ̂
о

х  (1 -  *)«*+?+»+> xaPm. h (1 -  2х; а ,  в*) </х. (31)

№  =  2- ^  f /Vft(l -  2х; а, аft) X



Заменим п этом интеграле переменные по формулам
4 О ,  1 — * 4 * +  *1 — 2 х = t, х  =  —-—, 1 — х  =  —ту—.

Тогда, используя обозначение (28) и вводя для кратко­
сти еще одно обозначение

bh = к  + у  + Р + -£ + -jj* (32)

получим равенство
I

= - 7ьТ f  fin-A (t ; ос, в*) ? TO_A (<; a, ah) X 
 ̂ -1

X (1 — 0 * (1  + t)ahdt .  (33)

Следовательно, многочлены (29) ортогональны по обла­
сти (25) с весовой функцией (26 ) .  А из формул (29) и 
(33) следует, что ортонормнрованные многочлены Аппеля 
определяются равенством

(г , у;  ос, р, у) =  (—1)" 2h,lAnh (х, у;  ос, р, у). (34)

Таким образом, ортонормнрованные многочлены Аппеля 
представляются через многочлены Якобн по формулам 
(29) и (34).

Обозначим через цп(ос, [S) старший коэффициент орто- 
нормнрованного многочлена Якоби Рп(х\ ос, {})• Тогда из 
равенств (29 ) ,  (32) п (34) находим, что главный коэф­
фициент ортоиормнрованного многочлена Аппеля опреде­
ляется формулой

T»+A+V+P+“ + —
c„h =  Ип-a  (а ,  «а) На (у, Р) 2 2 . (35)

Далее, вычислим многочлены Аппеля на сторопах тре­
угольника (25) . Из формул (29) и (34) находим

A„h (х, 0; ос, р, у) =

= ( - 1 ) ” 2 ( 1  -  2х; a ,  а к) (1 -  х)" Ph ( - 1 ;  у, р), 

Л.а (0, у;  ос, р, у) =
-  ( - 1 ) "  2hhP n_h (1; ос, ак) Р к (2у  -  1; у, р), 

^ nh (*̂ i  ̂ у) =

=  ( - 1 ) "  2"" ? V a  (1 -  2х; ос, в*) (1 -  x)ft Т\ (1; у, р).

§ 1| ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧЕРЕЗ МНОГОЧЛЕНЫ ЯКОБИ 3 4 ]



НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ (ГЛ . X

Из этих формул с помощью свойств многочленов Якоби 
можно получить оценки для ортонормнрованных много­
членов Аппеля на сторонах треугольника (25). Заметим, 
что параметры весовой функции Аппеля, удовлетворяю­
щие условиям (27) , отличаются от тех параметров, при 
которых многочлены Аппеля рассмотрены в гл. III.

В настоящем параграфе изложены результаты из ра­
боты [V. 4].

§ 2. Ортогональные многочлены по двум сопряженным
комплексным переменным

Мри обычных обозначениях z = x + i y  и z =  x — iy  
множество всех одночленов {г"!"'} можно расположить в 
виде треугольной таблицы

1,
г, г,
г2, гг, V,

(1)

г ”, г - ' г ..........г р - \  г",

Поскольку эти одночлены линейно независимы, то можно 
рассматринать многочлены вида

Р п к ( г , г ) =  £  £  +  £  с,,.zn-'z\  (2)
m -o ^ o  *=0

Будем считать, что главный коэффициент многочлена (2) 
отличен от нуля, т. е. с„* Ф  0. В этом случае порядок 
многочлена (2) равен (и, к) .

Для многочленов вида (2) можно ввести определенно 
ортогональности аналогичное тому, которое рассматрива­
лось до сих пор для обычных алгебраических многочленон 
но двум переменным.

Пусть на плоскости хОу дана конечная односвязная 
область G, ограниченная спрямляемой жордановон кри­
вой Г, и в этой области определена весовая фупкция 
1‘ (х, у ) ,  удовлетворяющая обычным условиям (1.1.14). 
Далее, пусть дана система многочленов

Р««(г, г ) ,
Pi«iz> г ) ,  P i|(г, г ) ,
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Pzo(Z, z) i Pu(z,  z ) ,  P  22( 2 , 2 ) ,  ( 3 )

/’ „ „ (2 , 2 ) ,  / '„ .(Z , 2 ) ,  P „ „ (Z , Z ) ,

Эта система многочленов называется ортонормироваиной 
по области О с весовой функцией li(x, у ) ,  если выполня­
ются условия:

1. У  каждого многочлена Pnn(z, z) главный коэффи­
циент £•„» положителен.

2. Для любых двух многочленов системы (3) имеет 
место условие ортонормировапности

j  j  Pnh (2, zj Pm, (z, z) h {x, y) dx d y  =  6nm6A,. (4)
a

Теорема существования для этих многочленов дока­
зывается так же, как  аналогичная теорема для алгебраи­
ческих многочленов в § 2 гл. I.

Можно рассматривать случаи неограниченной области, 
но тогда к обычным условиям на весовую функцию до­
бавляется условие существования при любом п  интегра­
лов вида

J j  k(x, у)  | z |*n dx dy  < 00 .
и

Для ортонормированных многочленов (3) справедли­
вы  оба критерия ортогональности, изложенные в § 2 гл. I 
для обычных алгебраических многочленов по двум дейст­
вительным переменным.

Далее, по системе одночленов (1) можно ввести мо­
менты весовой функции

1‘пк =  J J Л (*, у) zn~hzhdx dy.
а

В результате получим треугольную таблицу моментов, 
аналогичную таблице (1 .3.2). Нз этих моментов можно 
составить определители вида (1 .3 .4). Все такие опреде­
лители положительны, и поэтому для многочленов (3) 
имеют место формулы вида (1.3.11).

Процесс ортогоналнзацнн можно применить и в том 
случае, когда из пачки с номером п  системы одночленов 
(1) берется только один одночлен вида zn-*z\ В резуль­
тате получим моническую систему ортонормированных



НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ |ГЛ. X

многочленов. Каждый такой многочлен ортогонален толь­
ко многочленам младших степеней. Поэтому по мониче- 
скнм многочленам можно определить нормальную бнорто- 
гональную систему многочленов аналогично тому, как  
это проделапо в § 5 гл. I. Можно рассматривать также 
н обобщенные моиические ортогональные многочлены, а 
такж е общие ортогональные многочлены, которые полу­
чаются из многочленов (3) с помощью ортогональных 
матриц.

Рассмотрим некоторые примеры н частные случаи, 
когда ортогональные многочлены вида (3) представля­
ются через ортогональные многочлены по одному дейст­
вительному переменному.

П р и м е р  1. Пусть в единичном круге

В этих формулах индексы изменяются при условиях

причем первый индекс у  многочленов (7) и (8) означает 
наивысшую степень переменной г, а второй — перемен­
ной z. Заметим, что многочлены (7) и (8) при фиксиро­
ванном п в условиях (9) ие составляют одной пачки, 
а заполняют таблицу (3) но углам, стороны которого 
параллельны краям таблицы.

Докажем, что многочлены (7) н (8) ортогональны по 
области (5) с весовой функцией (6 ) .  В самом деле, сна­
чала для многочленов (7) прн условиях к  <  п и s ^ m  
имеем

Л(х, у )  = ( 1 - х г - у 2)'1, а  >  —1. 

Рассмотрим многочлены
(6)

Я..*(г , г ;  a )  = Pk(2zz — 1; а ,  /г — А)г" \ 

Я*„(г, I ;  a )  = T\(2zz-  1; а ,  n - k ) V ~ k.
(7)

(8)

(9)

J  п т  ™ ^ J  Bnh (2 , z, а)  ( 2, 2; a)  li (х, (/) dx dy  =
G

2ЯГ 1

G

= j J Ph (2p2 — 1; a, n  — к) рп-*еЧ»-*)Ф X
0 Lo



X р ,  (2р- — 1; а ,  т — s) p«-*e~«m- . * (1 _  р2)а р rfpj df f  =

2Л
_  j" e Hn-h-m+t)<Tdy ^

0
I

X j p h (2f>3 — 1; а ,  n — к) P,  (2j>2 — 1; a ,  m — s) x 
i)

X  pn_*+m~* (1 — p*)e  p rfp. (10)

Если п —к Ф т —s , то первый интеграл равен нулю. 
Предположим, что n — k = m — s. Тогда равенство (10) 
примет вид

1
/„V* -  2я J  Рк (2р*- 1; о, га -  к) Р,  (2р2 -  1; а , га -  к) х

X р*<"-*) (1 — р2)® р dp. 

В этом интеграле произведем замену по формулам

2ра — 1 =  t, р2 =  1 _ р 2 =  Ц ^ .

В результате получим 
1

J u m ’ =  2л j  ? \ (f; а,  п  — A)I ' . ( t ;  а ,  п  — А)х

^ Г Г - т - Т т - р т й * ^  с »
Таким образом, многочлены (7) ортогональны между со­
бой. Аналогично доказывается ортогональность многочле­
нов (8 ) .  Далее, аналогично формуле (10) для двух мно­
гочленов нз систем (7) и (8) при условиях к < п  и s ^ m  
имеем

Л ' т) — J J  Вик (2, г; а )  Н,т ( г ,1 ;  a )  h  (х, у ) dx dy  =
G

2Л

О1
X J Т\ (2|>2 — 1; а ,  га — к) Р,  (2р!  — 1; a ,  m — .<г)х

0

X
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Х р п “ л + т - » ( 1  —  f>2)a p*/(>. (1 2 )



Если хотя бы одно нз равенств л = к и т  = s не выпол­
няется, то первый интеграл в правой части формулы (12) 
равен нулю. Л если оба эти равенства выполняются, то 
нз формулы (12) находим

1
/& "0 =  2л J  Рп (2р! -  1; а ,  0) Рт (2р* -  1; а ,  0) х

0

x ( i _ p 2 ) « p d p - _ i L I 6„m.

Эта величина равпа нулю, если п Ф  т. А если выполня­
ется условие п = т = к = s, то формулы (7) и (8) опре­
деляют один и тот же многочлен, который в общей си­
стеме ортогональных мпогочленов, определяемых областью 
(5) и весовой функцией (6 ) ,  выписывается, конечно, 
один раз.

Таким образом, многочлены, определяемые формулами 
(7) и (8 ) ,  ортогональны по области (5) с весовой функ­
цией (6 ) .

Из формулы (11) имеем равенство

I Впк Цс =  л/2п-л+а+|.

Следовательно, ортонормированпые многочлены системы
(7) определяются по формуле

Hnk(z, I ;  а ) =  У2"-*+“+,/лB nk(z, ? ;  а ) .

Аналогичная формула справедлива п для многочленов (8 ).
С помощью свойств многочленов Якоби можно оце­

нить многочлены (7) и (8) внутри круга (5) и в замкну­
том круге.

П р и м е р  2. Пусть па интервале (0, /?2) ,  где /?<«>, 
определена весовая функция h ( t ) .  Обозначим через 

к)} многочлены, ортонормированпые на том же 
интервале (0, R1) с весовой функцией

hk( t ) - t kh ( t ) ,  < е ( 0, Яг) .  (13)

Следовательно, для этих многочленов выполняются ус ­
ловия

л*
j  Qn(t; A) Qm(t; к) hh (/) dt  =  6nm. (II)
о
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При условиях (9) рассмотрим .многочлены

f i „А (z, 7) =  Qk (zz; п — к) zn~h, (15) 
У л

f f kn (г, 7) =  -1=  Qk (zz; п -  k)~zn~\ (16) 
Vл

Докажем, что эти многочлены ортонормированы в круге
G =  {(x, у):  х' + уг < Н г) (17)

с весовой функцией
h(x* + y*)=h(zz).  (18)

В самом деле, для двух многочленов из системы (15) при 
условиях к <  п н т  имеем
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J  и т — \ J  f i. .а (2 . 2) Т/т , (z , z) h (zz ) dx dy
G

2 Л  Я

= "я I j* & п ~ ^  Q* (р*: т ~  *)х
U I II

+ (j,2) р Jp j f/,p 0 9 J

Если п — к Ф т  — s, то интеграл (19) равен нулю. Пред­
положим, что п — к  =  т — s. Тогда из равенства (19) на­
ходим

я
№ } =  2 $Q k (р2; п -  к) Q, (р2; п -  к) pt<"-M/t (р2) р с/р.

О

Полагая в этом интеграле р2 =  t и учитывая формулу
(13), получим 

нг
J i m *  =  j  Фа (/; П —  к) Q, (/; п — к) (<) dt  = 6*,.

о

Здесь учтено условие (14) . Таким образом, многочлены
(15) ортонормированы по области (17) с весовой функ­
цией (18). Аналогично доказывается ортонормирован- 
ность многочленов (16) и ортогональность между собой 
многочленов (15) и (16). Заметим, что, как  и в преды­
дущем случае, формулы (15) и (16) прн п = к  опреде­
ляют один и тот же многочлен.



П р и м е р  3. Пусть даиа весовая функция Чебыше­
ва — Лагерра

/,(>) =  Г е -\  а  >  —1, / >  О,

ii ей соответствуют ортопормпрованпые многочлены Че­
бышева — Лагерра {/'„(*; ос)>. И этом случае вместо ра­
венств (13) н (14) имеем формулы

* » ( < ) -*e+V * ,I t>  О,
ОО

f I‘n (^! ОС + к) I'm (t> ос + к) А д  (/) <■// =  б»щ .

о

Л весовая функция (18) в этом случае имеет вид

А (х, у) =  (х2 +  t/2)a «-(**+И). (20)

Следовательно, многочлены

Hnh (г, 7 ; а) =  - 7 =  Лк (гг; а  +  п — к) г " - \  (21)
У л

/?л„ (г, г; а) =  - ) =  Ък (гг; а +  н — А) г"- '1 (22)
у л

ортонормнрованы на всей плоскости с весовой функцией
(20). Это проверяется непосредственным вычислением. 
Кроме того, формулы (21) и (22) являются частным слу­
чаем формул (15) н (16).

В настоящем параграфе изложены результаты из ра­
боты [V. 4].

§ 3. Многочлены Чебышева
по двум сопряженным комплексным переменным 
для области Штейнера

Среди многочлепов Якоби наиболее выделяются свои­
ми свойствами н важными применениями многочлены 
Чебышева первого рода и второго рода.

Многочлены Чебышева первого рода ортогональны с 
весовой функцией
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h  (*) =  л/~— х е (— 1. *)•V I - * ’
(1 )
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Для этих многочленов справедливы формулы

Р„ ("я;-----j  =  Т„ (х) — cos (п arccos х) =  cos пв,  (2)

м - о -  Y т ТЛт)' " > '■  (3)

Аналогично многочлены Чебышева второго рода орто­
гональны с несомой функцией

h (х) =  У1 -  х\ х « [ - 1 ,  1], (/.)

и для них имеют место формулы
п  М  гг !~\ sin [(« 4-1) arccos х) sin (n + 1)0 
/„ ------------=  sin 0 ’

On ( x ) = - /  Un(x).

(5 )

(6)

Если ввести переменное w — e 'e, то нз формул (2) и (5) 
получим равенства

Т„ (х) =  cos п0 =  -^-(е'’*0 + е~*"е),

U „ (х) sin 0 ei0 _  e -i0

О)

(«)

В работе Т. Корнвиндера [V. 4] рассмотрены много­
члены Чебышева по двум сопряженным комплексным 
переменным для области Штейне­
ра. При этом установлены анало­
ги формул (7) и (8 ) .  В настоя­
щем параграфе излагаются неко­
торые результаты нз указанной 
работы. На плоскости sOt рас­
смотрим треугольник R с верши­
нами в точках

Л (0 ,0 ) ,

Л .  ( ” ■ * % ) •
(0)

Иными словами, рассматривается область (рис. 10.3.1)



Стороны этого треугольника расположены на прямых
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1 1t  --------------- = S ,  t  =  Л ,  t  =  —r = S .
У З у з

Вводим новые переменные по формулам

* + у г  т у з

(11)

(12)

(13)

Это преобразование переводит точки (9) в точки 

Ро(0,  0), /\ л , -^-л),

которые являются вершинами треугольника (рнс. 10.3.2) 

I) = |(ст, т): 0 < с т < ^ ,  т < 2о; у  < о <

< Т* у < т < 2л — о}. (И)

При отображении (12) прямые (11) преобразуются
и прямыег(

'tn ____ Р,
3 /1\/ 1 \
2п

/ 1__/ 1D___ \  р
J / *1
О / 1

1
! i

ро 2 п *7Г
Э 3

т =  2<т, т =  2л — ст, 
I

Т =  у О , (15)

на которых расположены сто­
роны треугольника D. Якобиан 
отображения (12) имеет вид 

да да
D (а, т) _  ~dii ~t _  2
D (*, t) ~  дх дт ~ ~~ y j -

ds  dt
Рис. 10.3.2 (16)

Рассмотрим теперь при натуральных п и к  вспомога­
тельные функции

E t i }(o, т) =  ei(,,0+*t) ±  е  *К"+М«-*1+
+ e' l - ( ”+fc)o+’” l e U-ha-n\)

_|_ 0-(п+А)х] е и-по+(п + *)т]

т) ~ e ina + e~inx + е*
(17)

(18)



4 ^ ( 0 ,  т) = е~,Ло + e ihx + е1(Ла- Лт>, (19)

K V ( ° ,  т) =  1. (20)

Эти функции разобьем на две системы:

1 ^ ( 0 ,  Т )1 , п > О , А->0, (21)

т)|, и > 1 ,  А*>1. (22)

Отметим несколько свойств этих систем функций. 
Прежде всего, заметим, что имеют место формулы комп­
лексного сопряжения
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(о, т) = EiV (о, т), (23)

^ , * >( o , t ) =  - £ U ) ( o , t ) .  (24)

Далее, при п >  1 и к >  1 нз формулы (17) имеем равен­
ство

т)£<+>(о, т) =

=  £(п + т)((| + р) (о, т) 4- Я# j m4 Р ) ( А - Р ) ( а > Т) +

4" ^(n-m-pXA+m) (О, т) -(- p)(ft—m) (О, т) +

+ ^'(n+p)(fc-m-p) (О, т) + А'(п2 т )(А-(-т+р) (о, т). (25)

Аналогично нз формул (17) — (19) находим

Т) ^mV (О, т) =  £(,t+m)ft (о, т) +

+  ^ n (A —m ).(0 , Т ) +  Л ( „ 2 т )(*-(-т ) (О , T ), (26)

Е№(о,  т )  4 ^ ( 0 ,  т) =  Е $ !+т)(о,  Т) +

+ /'-(п-т)А (О, т) + А(н4.гп)(Л—ш) (О, т). (2/) 

Кроме того, нз равенств (18) и (19) получаются формулы

Е(п+0> (о, т) > (о, т) =  fc)*(or, т) + £tti*)o(a, т), (28) 

£ t t } (*, г )  E<0t> (а, т )=  (о, т) + £btU>« (о, т). (29)

Наконец, для функций системы (22) имеем основную



формулу

Гк К  т) Amp’ (ст, т) =

=  ^п+тНЛ+р) (а > Т) — £(м + т+р)(*-р)(а. т) +

+  Л ( ,| - ш - р ) (Л + т )  (® , Т)  I ‘ ( n - p X h - m )  (°>  Т ) +

+ ^(п+рХ*-"»-Р) (®» Т) —' А(п-1и)(Л+*"+Р)(0 * Т)* (30)

Нее эти равенстна доказываются элементарным» пре- 
обрязованиямн.

15 силу формул комплексного сопряжения (23) н (24) 
од»»  »з  сомножителей в лево» част» каждого нз равенств 
(25) — (30) можно заменить комплексно сопряженной ве­
личиной. Например, в силу формул (23) » (24) имеем 
равенства
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>(о, т) £<+> (о, т) =  (о, т) £+, (о, т), (31)

Епк (о, т) Е\пр (о, т) = — l'Xh (о , т) ЕJ J  (о, т). (32)
В системах функций (21) и (22) произведем замену 

переменных но формулам (12). При этом введем новые 
обозначения:

0 - A V ( »  +  7 r  » - ? = ) .  < * »

Для этих функций, в силу формулы (17) , имеем 

* У < « .  y f ’ - y f )  ”

±  « ,  i  [ ( »  + к)  ( , +  ^ )  -  *  (*  -  ^ ) ]  +

+  « Р '  [ -  ( »  +  *> ( *  +  т Д )  +  » ( *  -  7 ?  ) 1 ±

±  ехр * [ _ * ( ,  + ^ )  _  ,  ( , _  J= )]  +

+ exp <

±  ехр /
:*( ) —(я+ *)

. *  уг)]
{п + А-) (n )+»(!*+ та)]

в  +(и — к) wl±eip‘ IIS + (п +
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—(п+Л)*+(м—Л ) ^ г ]  +

+ exp i | — n s  + ( «  + 2к) -ф= j ±  exp i — (2/i + к) ^ ] .

Из этого равенства получаем две формулы:

А4, , !* (.v, I) = 2 [exp i (п — А) cos (п + к) s  +

+ 2 [  exp i (и + 2к) j cosn s  +

+ 2 [exp i (2n  + k) ̂ | = .j j cosks, (34)

K k } (s, t) =  2 i [exp  i (n — A) sin (n + k )s  —

— 2i [exp i (n + 2A) sin ns  —

— 2 i [exp i (2/i + k) ( ^ ) ]  sin ks. (35)

Кроме того, из формул (18) и (19) имеем еще два ра­
венства:

Л о ’ (*, 0  =  2 Гехр in  ^ = |  cos ns  + exp i2n [^ =  j , (3G) 

K V  {*, 0  =  2 [exp ik ( p =  )J cos ks + exp i2k -^=. (37)

15 силу обозначения (33) вместо функции (21) и (22) 
имем две системы функций:

№ ( * , 0 1 .  " > 0 ,  0, (38)

№ ( « , 0 1 .  А > 1 .  (39)

Л е м м а  1. Система функций  (38) ортогональна по  
области (10) ,  т. е. для двух  различных функций этой с и ­
стемы выполняется у сл о ви е

f j  FiV (*, 0  Рщ} (*, 0  <** л  =  0. (40)
' н

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем ортогопаль- 
иость функции (37) единичной функции (20). 13 силу
23  п. Н. Суетин

+ ехр  /f— Л*—(Л--



»

(10) имеем

\ f t) ds  dt  =
' H

я »/l я */• 3

=■ j* 2 cos Aw j* e x p ik—^ d t +  exp<2A—7=-dt
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- JV a 
, l f 3

ds

ds

у з ” ’ J - * - "l/з 
—«/1 .i
i/V з

2 j" 2 cos ft* j* cosfc dt  +  ̂ cos 2k dt
0 II

я
’ T/Т f / 0 . . JU , 1 . 2А-П .— j (2 cosk s sin —  + -7f  sin —  I ds  =

0
_  Л

2 1/3 Г ( . 4 Ь  1 . 2A*\ , n
“  fc J ] d s - 0 .

Аналогично доказывается ортогональность функции (36) 
единичной функции (20). Заметим, что функции (36) и 
(37) при совпадении индексов комплексно сопряжены.

Докажем теперь ортогональность функции вида (34) 
единичной функции (20) . С помощью формулы (34) 
аналогично предыдущему равенству получаем

я

J J  0  ds dt  =  4 J cos (n  + k)s j* cos(и—k)- j=dt  +
УЗ

Г dt4- cos us  | cos(/j + 2/r) —j^dt  + cosks  j" cos(2/i + A)—
O I)

Д

J  cos (/t + A) s sin ( «  — A) +
l>

+ ^-pjjCosMssin(/j + 2k)-—+ ^-q-^cosAwsin(2n+/c)yjrfs
Я

— 2 l/ 3  [ [ ^ 7  [ sin (4n + 2*) -----s in (2n + 4A-) j +



+ и  [s in (4п + 2к) + sill (2к — 2п) -£-] +

+ 2 Г Г Т  fs i , ‘ (2и + ^  ~Т + sin (2/i — 2/*') "3"]} ds  “

| . [ c o s  (4n +  2А) 4 -  cos(2n-f-4A ) 4 - 1

— 4о -j 2А- 2н -,-4Л J  +

 ̂ [ c o s  (4n - f -  2A) —  cos (2к —  2я) -g -1

+ п +  2к L 4/i !- 2к +  2к -  2п  J  +

. Г cos (2п 4А-) -я - cos (2п — 2 А ) * 4 - Г  

+  2 ^ Т [  2»-|4А : +  2п — 2А- J 1 |о ‘ ^

Если к  =  л, то вычисления упрощаются с самого начала 
и число слагаемых будет меньше. А если к  Ф  п, то все 
косинусы прн s = n  равны 1/2. Следовательно, после под­
становки пределов везде в числителях будет стоять ве­
личина —1/2. Поэтому величина (41) приводится к  виду

'5 ^  j - 2к ~~ 2и +  4 а ) +  п  +  2к ( 4 л +  2к +

+  2 к — 2/1) +  2 п +  к  G n +  4 к  +  2/i — 2 * ) ]  =  °*

Таким образом, все функции системы (38) , кроме еди­
ничной, ортогональны единичной функции (20).

Далее, в сплу формул (25) — (29), (31) и (32) любое 
произведение, стоящее под знаком интеграла (40 ) ,  мож­
но представить через алгебраическую сумму функций си­
стемы (38) без единичной функции. Следовательно, 
интеграл (40) равен нулю для любых двух различных 
функций системы (38) . Лемма доказана.

Л е м м а  2. Система функций  (39) ортогональна по 
области (10) ,  т. е. для любых двух  различных функций  
этой системы выполняется у сл о ви е

f f f #  (s, t) Fk J ( s ,  t) ds  dt  =  0. (42)
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Доказательство следует нз формулы (30).
Пз условий ортогональности (40) и (42) следует, что 

системы функций (21) и (22) ортогональны но области 
23*



(14) ,  т. с. выполняются условия

j  f (а, т) я5+>(а, т) (hj (tx =  °- ( '*3)
X)

1 | (о, т) /4',.’ (О, T) (In ( h -  0. (44) 
' п
Рассмотрим теперь комплексную переменную

2 =  х + i y  =  fc10+) (а, т) = + <г‘т + е‘(" 0+т>. (45) 

Сопряженная величина имеет вид

z =  x — iy =  т) =  е~‘° + е "  + е ' а (40)

Предположим, что точка Р(о , т) описывает границу об­
ласти D протнн часовой стрелки (рис. 10.3.2). Определим 
кривую Г на плоскости хОу, в которую переходит гра­
ница области D.

Пусть сначала точка Р(а,  т) пробегает сторону Р»Р-. 
Тогда о =  2т, где т изменяется от 0 до 2л/3. Подставляя 
это условие в формулу (45), получим

z = х + iy  = е ,г' + 2е~<г, 0 < т < 2 л / 3 .  (47)

Аналогично, если точка Я (о, т) изменяется по стороне 
РгРи то в силу (15) имеем о =  2л — т, причем т нзменя 
ется от 2л/3 до 4л/3. Следовательно, нз формулы (45у 
находим

z = x + iy  = 2e~‘' + e i2\ 2л/3 «£ т *£ 4л/3. (48)

Наконец, если точка Р(а,  т) пробегает отрезок Р9Р, в 
направлении от Р, до Рв, то имеем т =  2о, причем о из­
меняется от 2л/3 до 0. Поэтому нз формулы (45) по- 
получаем

z — х + iy  = 2е‘а + e~iia, 2л/3 S* о 3» 0. (49)

В этом равенстве заменим параметр о по формуле о = 
=  2л — 0. Тогда равенство (49) приведется к виду

2 =  х + i y  «  2е~‘* + е‘2в, 4л/3 <  0 <  2л. (50)

А теперь из формул (47 ) ,  (48) и (50) находим общую 
формулу

г -= х  + i y  - 2 е - ‘* + 0 * £ 0 < 2 л .  (51)

Это есть параметрическое уравнение кривой Г, в которую 
переходит периметр треугольника D.
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Нетрудно доказать, что уравнение (51) определяет на 
плоскости хОу кривую Штейнера, т. е. гипоциклоиду при 
го = 3 (рис. 10.3.3). В самом деле, к ак  известно, уравне­
ние кривой Штейнера имеет вид [I. 10, 11]

(л* у*)* + &х(3у* — лг! )+  18(i*  + у ' )  -  27 0. (52)

Переходя к сопряженным комплексным переменным (45) 
и (46), получим [V. 4]

z5zl -  4з* -  41s + 18zz -  27 =  0. (53)

Л теперь, подставляя функцию (51) в уравнение (53), 
после элементарных преобразований 
получим тождество.

Внутренность G кривой Штейне­
ра будем называть областью Штей­
нера. Вычислим якобиан преобразо­
вания области D в область G.
В силу равенства

И (<т, т) D (о , т) D (г, г)
О  (* , V) D (z, z) V К  У)

(54)

достаточно вычислить два вспомога- 
тельных якобиана. С помощью формул (45) п (4(5) на­
ходим

D(z,z) >
D (о, т) - b V K  т)

-8/ sin (о — 4 - )  sin *»» ( т ----- (55)

Следовательно, из формулы (54) получаем
D (<т. т ) ______ 21

У) ~  А’(17>(о, т) ’
(56)

Таким образом, определитель (54) отличен от нуля. По­
этому отображение (45) преобразует область D в область 
G взаимно однозначно.

Т е о р е м а  1. Для каждой пары неотрицательных ц е ­
лых чисел  (и,  к) существует единственный многочлен  
вида

Т„*(г , *) =  z"z* + (г, г ) ,
для которого выполняется у сл о ви е  

^»*|z(o, т), 7(оГт)1 =  £Ц ) (ст, т).

(57)

(58)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В формуле (57) второе слагае­
мое в правок части есть многочлен степени но выше п + 
+ к — 1 по совокупности переменных z и z, а в тождестве 
(58) переменные z(o, т) и z(o, т) определяются форму­
лами (45) и (46) . 15 силу формул (45) и (40) утвержде­
ние теоремы справедливо для пар индексов (1, 0) и 
(0. 1). Кроме того, из очевидной формулы

4 ! ’ (о, Т) = Е [?  ( о , т) (о, т) -  3 =  z'z -  3 (59)

следует справедливость теоремы и нрн индексах (1, 1).
Далее применяем метод индукции. Предположим, что 

утверждение теоремы справедливо для всех пар индек­
сов, сумма которых не превосходит числа п + к. Тогда, 
полагая в формуле (26) т =  1 и используя равенство 
(45 ) ,  получим

£ ( п  + 1 )А (О, T) =  (О, Т) Z —

-  (о, т) -  ш+1) (О, т). (60)

Эта формула справедлива при условиях » > 1  и /с>  1. 
А если и =  1 и k > i ,  то перед третьим слагаемым будет 
коэффициент 2. Аналогично при условиях Ic = 1 и я > 1  
коэффициент 2 будет у второго слагаемого в правой ча­
сти формулы (60) . Этим формула (58) доказана для всех 
индексов вида (л + 1, к) ,  где оба индекса отличны от 
нуля. А если хоть один нз этих индексов равен нулю, 
то следует воспользоваться формулами (28) либо (29).

Аналогично нз формулы (27) при т  =  1 находим ра­
венство

Е\,t*+i)(<r, т) =  Е(п? ( о ,  т) z —
-  Е[+11)к(о, т) -  £ tti iK *-i> (° , т). (61)

Отсюда следует, что тождество (58) распространяется на 
все индексы вида (л, А ;+ 1). Если один из индексов при­
нимает значение 0 или 1, то формула (61) заменяется 
другой формулой аналогично тому, как  это отмечено для 
формулы (60) . Теорема доказана.

Многочлены (57) называются многочленами Ч ебыше ­
ва п ер во го  рода для области Штейнера. Из формулы 
комплексного сопряжения (23) для многочленов (57) на­
ходим равенство

Tnh( z , z ) = l \„(z, z ) . (62)



Эти многочлены можно вычислят!, последовательно с по­
мощью рекуррентных формул вида (60) и (61). Вычис­
лим несколько первых из них. В силу определения вспо­
могательных функций (17) — (19) имеем формулы

*£ > (* , т) -  xt f t i ' i o ,  т) -  2E[V(a, х),
т) -  а£<0+)(<т, т) -  ^ > ( а ,  т).

E[V (от, т) =  iE*xV(P, т) -  2Е\?(о ,  х) -  2£Й»(а, т), (6.3)

(а, т) = 2Е[^(а ,  т) — M i*  (о, т) — 2Е(0$ ) {а, т),

Я й ’ ( а .  Т )  = zE[V (а, т) -  2Е^) (а, т) -  Е [? (о, т ) .

Используя все эти равенства, а такж е формулы (59) — 
(61), находим

T'og (Z, z) = 1, Tl0(z, z ) —Z, T„i(z, z) =  Z,

T2a(z, z) = zl - 2 z ,  Tn (z, z) =  zz — 3,
T„t(z, z) =  z! — 2z,
^ ( z ,  z) =  z* — 3zz + 3, 7’: i (z, z) =  z:z - 2 ? - z ,
T .^z, z) =  zz* -  2zl — z, Гм (г, z) = zJ — 3zz + 3,
У*, (г, z ) =  z’z* -  2zs -  2z3 + 4zz -  3, (64)
Tt t (z, z ) = z sf - 3 z Jz - z J + 5z.

Далее, из определения функции (17) аналогично ра­
венству (30) имеем формулу

[М г ’ (О, т )]а = (а, х) -  2В£}(о, X) —

- 2 Е % \ о ,  T) + 2 M i>(a, т) — 6.
Правую часть вычисляем с помощью формул (58) и (64). 
В результате получим

[МТ* (а, т)]- =  z V  -  4z3 -  4z* + 18zz -  27.

Л теперь вводим обозначение

S  (*, г) =  -  [ fiiT* (ст. т)]4 =  -  z V  +  4z* +

+ 4z* — 18zz + 27. (65)

В силу формул (53) и (55) величина (65) обращается 
в нуль на кривой Штейнера и положительна внутри этой 
кривой. Поэтому из равенства (56) находим

l ' < * ' " > H ^ | - - j 7 = f  <м >
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Рассмотрим теперь условие ортогональности (43) . Пре­
образуя интеграл по области D в интеграл по области 
Штейнера G и используя формулы (58) и (60) , получим

I \ EiV (а, т) Е\пр (о, т) da  </т =
' 6

-  2 f  f  Тпк (з, I) Tm„(z, з) =  0. (67)
с  У S (г,  *)

Таким образом, многочлены Чебышева первого рода, ко­
торые определяются но формуле (58) , ортогональны по 
области Штейнера с весовой функцией

I, (х, у, -  1/2) =  2 е  G. (68)
V  S  (z,z)

Переходим к рассмотрению многочленов Чебышева 
второго рода.

Т е о р е м а  2. Для любой пары неотрицательных ц е ­
лых чисел  (п , А) с уществует единственный многочлен

и як(г, 2 ) = *"2* + <?„+»-, (3, 2 ), (69)

который удовлетворяет у словию

Unk [z (О, т), Т>• (70)
^ ii (в. т)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (17) нетрудно по­
лучить формулы

z ^ V  (о, т) -  Ь \ (о, т), з ^ , ; ’ (о, т) =  А'(, j  ’ (о, т),

з/ ^ )(а, т) = (а, т) + (а, т).

Следовательно, формула (70) доказана для четырех пар 
индексов (0. 0 ) ,  (1, 0 ) ,  (0, 1) и (1, 1). Далее применяем 
индукцию. Предположим, что теорема справедлива для 
всех нар индексов, сумма которых не превосходит п + к. 
Из формул (17) ,  (45) и (46) аналогично формулам (60) 
и (61) имеем равенства

£(п+пл(о, т) =

= гЕ(~к(о, т) — /sfriixn f 1) (°. т) — -о (ст- т).
^ п7а+1 ) К  т ) =■

= з£и} (о, т) — £ Ц 1Кк_„(о, т) — £(„"-i)fc (о , "0-
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Эти формулы справедливы прн условиях п 5* 1 и к  3*1. 
Л если т  =  0 пли р  =  0, то полагаем Е̂ т,) (о, т) =  0, и обе 
формулы имеют место и в этих случаях. Из этих двух 
формул следует справедливость теоремы для индексов 
(и + 1, /.) и (л, к +  1). Теорема доказана.

Многочлены (69) называются многочленами Чебыше­
ва второго рода для области Штейнера. Эти многочлены 
можно вычислять с помощью рекуррентных формул. Не­
сколько первых из них имеют вид

^oo(z, z ) = l ,  U l0( z , z ) = ' z ,  U o i ( z , z ) = z ,  
U „ ( z ,  z )  =  Z Z -  1,  U i t ( z , z )  =  z1 - z ,  
U u  (z,  z )  =  z1!  — z 1 — z,
U , o ( z ,  z) =  z1 — 2zz  + 1.

Из формулы комплексного сопряжения (24) для много­
членов Чебышева второго рода получается равенство 
L nk(z,  z )  — U kn( z ,  z ) .

А теперь рассмотрим условие ортогональности (44). 
В силу формул (66) н (70) из этого условия находим
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/ ^ n  + lXA + n K  T)/<4mV iX p + l ) K  т)г/аг/т 
D

-  я -
= 2 J j  Unh (z, z) Ump (z, z) /  S  (z, z) dx dy  =  0.

a

Таким образом, многочлены Чебышева второго рода 
(69) ортогональны по области Штейнера с весовой функ­
цией

h { x , y , ^  = V s (z, z) ,  z<=G. (71)

Обобщая формулы (68) н (71), можно рассматривать ве­
совую функцию вида

У, a)  = [S(z,  z)]", : е С .  (72)

В силу теоремы существования и единственности весовая 
функция (72) однозначно определяет систему многочленов

(P'„(z, г; а)}  (73)

ортонормнрованных по области Штейнера с весовой функ-
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дней (72). Эти многочлены можно рассматривать как 
обобщенно ультрасфернческих многочленов Якоби на 
случай области Штейнера. Ясно, что многочлены Чебы­
шева первого рода и второго рода являются частными 
случаями многочленов (73 ) .  Нетрудно показать, что пара­
метр а  в формуле (72) должен удовлетворять условию 
а  >  —5/0.

§ Еще одно обобщение многочленов Якобн 
на случаи двух переменных

Пусть на плоскости uOv  дана область G (рис. 10.4.1), 
ограниченная двумя перпендикулярными между собой 
прямыми v  — и — 1 и г  =  — и — 1, которые пересекаются 
в точке Л/| (0, — 1), II параболой \v =  и2, которая касается

указанных прямых в точках 
Мг (—2, 1) и М,(2,  1), т .е .  
имеем

G ={ (и, v ) : IuI <  v  + 1,
4и <  и*}. ( I )  

Предположим, что в этой 
области определена весовая 
функция

Рас. 10.4.1 h(u ,  v )  = ( l - и + v ) a X
Х (1 + u + v)*(u* — 4v)\  (2)

где параметры удовлетворяют условиям
а > - 1 ,  р > - 1 ,  y >  ~ 1,
а  + Т >  - 3 / 2 ,  0 + f  >  - 3 / 2 .  (3)

Далее, к ак  обычно, вводим ортонормированпые много­
члены

v; ос, Р, у ) ) ,  I* =  0, 1, . . . ,  к  =  0 , 1 .........« , ( 4 )

соответствующие области (1) и весовой функции (2 ) .  
И силу формулы весовой функции (2) многочлены (4) 
можно рассматривать как  обобщение н аналог многочле­
нов Якобн на случай двух переменных для области (1) .

Во всех приведенных определениях заменим перемен­
ные по формулам

и =  х +  у, v =  xy. (5)



Это отображение преобразует в область (1) треугольник 
D =  {(х, у ) : — 1 <  у  < х <  1). (в)

Выясним, к ак  преобразуется весовая функция (2) при 
отображении (5 ).  В силу равенств

1 — «  + 1> =  ( 1 - х ) ( 1  — у ) ,  1 + u + v =  (1 + х) (1 + у) ,
и* — \v = (х — у ) г

из формулы (2 ) ,  учитывая еще якобиан преобразования 
(5 ) ,  находим

* ( * ,  У )  = ( 1 - х ) а ( 1 - у ) а (\+х)<'([ + у У ( х - у ) ^ ' .  (7)

Далее, подставляя переменные (5) в многочлены (4 ) ,  
получим систему многочленов

{7'„*(х +  у,  ху;  а ,  р,  т ) ) ,  п =  0 ,  1...........  
А =  0, 1.........п. (8)

Нетрудно доказать, что многочлены (8) ортонормиро- 
паны с весовой функцией (7) по области (f>). Для этого 
достаточно доказать, что каждый многочлен из системы
(8) имеет положительный главный коэффициент. В са­
мом деле, для многочлена из системы (4) имеем формулу

P„k(u, v;  а ,  р,  i )  = c nl,un- hvk + £„+»-,(«, v) ,  (9)

где многочлен (?„+*-.(н , v)  имеет порядок меньше, чем 
(я , А). Подставляя в формулу (9) значения (5 ) ,  на­

ходим

1\к(х + у, ху;  а ,  р, ч) =  с„*(х + y ) " - k( xy ) k +
+ //„+*-,(х, у)*= с пк(х"у“ + x V )  + В п+к(х, у ) ,  (10)

где многочлен И„+к(х, у )  имеет порядок меньше, чем 
(л + А\ А). Таким образом, если ортонормировать систему 
одночленов (х"1!/'’} по области (6) с весовой функцией 
(7 ) ,  то получим систему многочленов (8 ) .  Заметим, что 
многочлен (9) имеет степень л, а степень многочлена (10) 
но совокупности переменных равна л + А. Поэтому мно­
гочлены (8) при указанных значениях индексов распо­
лагаются не по пачкам, к ак  многочлены (4 ) ,  а заполняют 
основпую таблицу по сторонам углов, параллельным сто­
ронам треугольной таблицы.

Рассмотрим некоторые частные случаи системы мно­
гочленов (8 ) .

\

§ 41 ОБОБЩЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ЯКОБИ 363



Т е о р е м а  3. Если в формуле в е с о в ой  функции  (7) 
-f =  —1/2, то для многочленов  (8) имеет место равенство

Р„>, (-с +  У, ху; а,  р, — =

=  anh [ / ’„(х; а, $ ) 1\(у;  а, Р) +  Ph(x; а, р)Р„{у; а,  Р)].

( 11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В связи с формулой (11) вво­
дим обозначение

Qnk(x, У) = Рп(х; а, Р)/\(у; а, Р) +
+  / \ ( х ;  а ,  № ( < / ;  « •  ? ) •  ( 1 2 )

Этот многочлен не меняет своего значения, если ном ент . ,  
местами х и у.  Аналогичным свойством обладает и весо­
вая функция (7) при условии ч =  — 1/2. Рассмотрим тре­
угольник

D, =  {(х, у ) ;  - 1 < х < у < \ ) .  (13)

Многочлен (12) и весовая функция (7) принимают одни 
и те же значения в симметричных точках, расположен­
ных в треугольниках (6) и (13). Объединяя эти два тре­
угольника, получим квадрат И. Используя формулу весо­
вой функции (7) прн у =  —1/2 и формулу (12 ) ,  находим

2 1 1 Qnh (х, у) Qm, (х, у) h (я, у) dx dy  =
'  D

- Н о  nk ( 9̂ у) Qms (•**» у)  А (ху у) dx dy  
в  
1 1

= j \ [Л.(*; а, Р)Т\{у; а, Р) + Т\(х; а, Р)Р„{у; а ,  Р)]х 
-1 -1 
х  [Рт (х; а, Р) Р, (у; а, р) + Р, (х; а, Р) Рт (у; а, Р)] X 

X (1 -  х)а (1 -  y f  ( I + х ?  (1 +  у ?  dx d y  -
=  и 4" (1 l)

Докажем, что эта сумма равна нулю, если (п, к ) Ф  
s ) .  Пусть сиачала п Ф т  и k¥=s. Предположим, 

что п  >  т.  Тогда в силу условий к  ^  и  и имеем
s <  т < п. Следовательно, в этом случае все слагаемые

3 6 i  НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ |ГЛ. X



\

в сумме (14) равны нулю. Случаи п < т  рассматривается 
аналогично. Пусть тенерг. н = т  и к Ф 8 .  Если k < s ,  то 
имеем к  < т,  и опять вся сумма (14) равна нулю. Слу­
чаи « <  к  и к  =  s  при п Ф  т  рассматриваются аналогично. 
Теорема доказана.

Для вычисления коэффициента а„к в формуле ( I I )  
положим п — т  и k — s  в формуле (14 ) .  В результате по­
лучим 2!!@и»Иг *= 2(1 + 6„»]. Следовательно, для искомого 
коэффициента имеем равенство а„» =  1/V1 + />„».

Т е о р е м а  4. Если в формуле в е с о в ой  функции  (7) 
у  =  1/2, то для многочленов  (8) имеет место равенство

к(х +  у,  ху-, а, р, 1/2) =

_  (*; « •  Р) 1*к (У' а ' Р) ~  J\  (*'< <*■ Р) ^«+1 (у- Р> ( , - ч
х — у ‘

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, заметим, что пра­
вая часть равенства (15) есть многочлен, ибо в числитель 
можно прибавить величину

-А + » (У ;  ос, а ,  ?) + />,.+,(у ; а ,  Р)Р„(у;  а ,  Р).

Далее, обозначим через /?„»(х, у )  правую часть равенства
(15). Учитывая формулу весовой функции (7) при f  =  
= 1/2, аналогично равенству (14) получаем

2 [  1 Я „к (*, У) l t m. (х, у) h  (х, у) dxd у  =
К D

1 1
-  j  \ [^ » + i(x ;  а ,  р ) Р А( у ; а , р ) - / \ ( х ; а , р ) Р „ +1( 1 / ;а ,Р ) ] х  

-1 -1
X [ /’m+i (х; а ,  Р) Р,  (у ; а ,  Р) — Р,  (х; а ,  Р) Pm+l (у, а ,  р) ] X 

Х(1 - х ) “ (1 -  </)“ ( !  + х)р (1 + y f d x d y  -
=  28(n + l)(m+] Ai» — в(т + 1)лб(„+1),—6(n (-i)s6(m+1)ft. (16)

1\'ак н в конце доказательства предыдущей теоремы, здесь 
нетрудно показать, что сумма (16) равна нулю, если 
(и, к ) Ф( г п , s ) .  Л при условиях n =  m и k = s  эта сумма 
равна 2. Теорема доказана.

В настоящем параграфе изложены результаты нз ра­
боты Т. Корнвцндера [V. 4].
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§ 5. Несколько замечании о рядах Фурье
но ортогональным многочленам двух переменных

В настоящем параграфе рассматриваются некоторые 
достаточные условия, нрн которых дважды непрерывно 
дифференцируемая функция двух переменных разлагает­
ся в ряд Фурье но ортогональным многочленам двух 
переменных.

Пусть конечная односвязная область G ограничена 
гладкой жордановой кривой Г. Для расстояния между 
точками М(х,  у )  и /*(£. ц) вводим обозначение

г = Н 1 - х ) 1 + ( Ч - У ) 2. (1)
Далее, вводим функцию

v ( i ,  n; y ) = i n r * = i n  ( - )
Эта функция называется фундаментальным решением 
уравнения Лапласа на плоскости [1.3, 7, 12].

Предположим теперь, что в области G дана функции 
двух переменных f (x,  у ) ,  которая непрерывна в замкну­
той области П, и ее частные производные до второго по­
рядка включительно также непрерывны в замкнутой об­
ласти d .  Тогда для этой функции имеет место интеграль­
ное представление

/(*, у)  =  ^  J  [/(6, n) ^  -  In г  ds  + 
г

+ I j (ln r) ч) d l  с/ц. (3)
G

В этой формуле М(х,  у )  — внутренняя точка области G, 
А — оператор Лапласа, a v — направление внешней нор­
мали к кривой Г в точке /J (|, т|). Формула (3) хорошо 
известна [1.7] н получается нз второй интегральной фор­
мулы Грина на плоскости.

Формулу (3) можно использовать при исследовании 
условий, достаточных для разложения функций двух пе­
ременных в ряды Фурье но ортогональным многочленам 
двух переменных.

Пусть в области G определена весовая функция h ( x . y )  
и ей соответствует система основных ортонормнрованных 
многочленов

iF*k{x, у)). ( '» )



Предположим, что функция (2) разлагается в ряд 
Фурье но многочленам (4) ,  т. е. имеем

In г  — 2  £  a »ft (5- 1l) Fnk (-г, у), (5)
» ^о л-о

где коэффициенты определяются по формуле

«ил (», ’)) = И h (х, у)  In rFnh (х, у) dx dy. (6)

Предположим теперь, что выполнены следующие 
условия.

1. При фиксированной точке Л/(х, у )  внутри области 
G ряд (5) сходится равномерно относительно точки 
P( l ,  i|) на Г.

2. Ряд (5) можно дифференцировать почленно по на­
правлению внешней нормали v в точке Р(%, г|) на Г, 
т. е. имеем разложение

ОО П

2 2 ̂  1я'"‘ ’1)1 (*• У)* (7)
п=о А—О

причем полученный ряд сходится равномерно относитель­
но точки Р(Ъ,  1]) на контуре Г при фиксированной точке 
М (х, у)  внутри области G.

3. Прн фиксированной точке М(х,  у )  внутри области 
G и при изменении точки Р(%,  1)) по всей области G ряд 
(5) сходится таким образом, что его можно интегриро­
вать почленно но площади области G, т. е. имеет место 
равенство

\ \ (1пг)Д/(5, n)d ldr\  =
G

=  2 2 ]  \ a nh ( l , 4 )^f{l ,Vl )dl d) ]Fnh(x, у). (8)
4=0h—0 G

При выполнении всех этих условий, подставляя разложе­
ния (5 ) ,  (7 ), (8) в формулу (3 ) ,  находим

ОО 71

/(ji у) =* 22 F '‘k(*• у ) Ь ) 1  &^̂  ̂Яплчмd s ~  
*1=0 h =0 *” j’ 

оо n 

— 2 2 y)jR  \ a "k(Z' 4) ^ d s  +
u—oh—0 у
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n -« /t -0 (J

А теперь введем коэффициенты но формуле

я,.л (/) =  Н  J [f ̂ Й  а,,к Ч) — я "'< (5, П) 57 ]  *  + '

Г

+ Н J j a,,h ®* ̂   ̂̂  *10)
Тогда из равенства (9) получим разложение 

/(* . У) v  2  a nh(f) Fnh(x, у).
»1=-0 л=*о

(И)

Таким образом, если выполнены сформулированные 
выше три условия, то всякая функция f (x,  у ) ,  имеющая 
в замкнутой области G непрерывные производные до вто­
рого порядка включительно, разлагается в ряд Фурье по 
ортогональным многочленам двух переменных. Заметим, 
что вышеупомянутые три условия зависят только от ве­
совой функции h (x , у ) .

Рассмотрим подробнее формулу (10). Учитывая фор­
мулу (6 ) ,  находим

«..ft (/) ”  2л | / (£. И) J С*. У) Рт, У) dx dy  Ь « — 
г L a J

j  . f h 'A l n  rFnh dx (ly ds +
i’ L о

| | д / (£ ,  Л) j j  h (x, у)  In rFnk(x, у)  dxd y  dtd\\ =
G L о

j  j  h (x, y) Fnh (x, y) U j  j  [/(g, 11) d- ~  -  ln г  J{] ds

+

+

+ J J I» гА/ (£, 11) d t  diij dx dy .  ( 12)

В силу формулы (3) все выражение в фигурных скобках 
равно f (x,  у ) .  Следовательно, равенство (12) приводится 
к виду
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«НА (/) -  j  \ л (л-. У) I ’nh (*, у)1(х, у)  dx dy.
ч

Таким образом, ряд ( I I )  есть обычный ряд Фурье функ­
ции f (x,  у )  по системе многочленов (4 ) .

Далео, в правой части равенства (3) содержатся трп 
интеграла

Эти интегралы называются логарифмическими потенциа­
лами соответственно простого слоя , д войно г о  слоя  и по 
области. Если все эти логарифмические потенциалы раз­
лагаются в ряды Фурье по многочленам (4) ,  то имеет 
место равенство (11) . Но условия представления трех 
функций (13) — (15) рядами Фурье по многочленам (4) 
могут быть различными в смысле требований, налагае­
мых на функцию 1(х, у )  и на весовую функцию h(x,  у ) .  
Поэтому вместо трех функций (13) —(15), зависящих от 
одной функции j (x,  у ) ,  целесообразно рассмотреть лога­
рифмические потенциалы с тремя различными функция­
ми распределения

Таким образом, общая задача о разложении произ­
вольной функции двух переменных f (x,  у )  в ряд Фурье 
по .многочленам (4) в силу формулы (3) сводится к  ис­
следованию условий представимости рядами Фурье но 
тем же многочленам (4) логарифмических потенциалов 
простого слоя (16), двойного слоя (17) и по области (18). 
24 п. и, Суетни

(13)
г

(14)
г

/:. (*. У) =  ^  j  j  А/( i , 1\)\nr СII r/rj. (15)
G

(16)
г

(17)
г

(18)
G



КОММЕНТАРИИ И ДОПОЛНЕНИИ

В теории ортогональных многочленов можно различать два 
крайних^ существенно различных направления исследовании. 
Н первом из них свойства ортогональных многочленов рассмат­
риваются прн наиболее общих условиях, налагаемых на весовую 
функцию Г>е:1 конкретизации вида этой функции. По втором на­
правлении научаются наиболее характерные классы  ортогональ­
ных многочленов, определяемые весовыми функциями конкретно­
го вида. 13 нервом из этих направлений получено не так уж  мно­
го результатов и эти результаты  почти не имеют применений. 
Напротив, второе направление весьма богато но содержанию, ха­
рактеризуется конструктивными результатами, интенсивно разви­
вается и имеет многочисленные применения. Так, например, если 
весовая функция только суммируема, то для соответствующих ей 
ортогональных многочленов можно доказать теорему сущ ествова­
ния, экстремальные свойства, некоторые из алгебраических свойств 
и очень мало из дальнейших свойств. Л если предположить, что 
весовая функция удовлетворяет дифференциальному уравнению 
Пирсона, то возникает целая теория классических ортогональных 
многочленов.

Таким образом, в теории ортогональных многочлепов наиболее 
важпой является  задача исследования асимптотических свойств 
ортогональных многочленов при весовых функциях конкретных 
классов. Прн этом сужение класса весовых функций во многих 
случаях  не обедняет тему, не упрощает задачу и, самое главное, 
не исключает возможности важ пы х применений полученных ре­
зультатов.

Все выш есказанное относится и к  случаю ортогональности по 
двум переменным. Именно поэтому в настоящее! монографии глав­
ное внимание уделяется  отдельным наиболее характерным клас­
сам ортогональных многочленов двух переменных.

ГЛАВА I

В первых трех параграфах этой главы  излагаю тся простейшие 
свойства ортогональных многочленов двух переменных в общем 
случае, когда весовая функция только суммируема по области. Ре­
зультаты  этих параграфов аналогичны соответствующим свойством 
ортогональных многочленов одного переменного, но по форме, ко­
нечно. более сложны. Из содержания следующих трех параграфов 
следует, что случай двух переменных конструктивно более сложен 
ц более многообразен. Наиболее характерным результатом я в л я ­
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ется тот факт, что при каждом натуральном п весовая функция и 
область ортогональности определяют пространство \Vn размерно­
сти п +  I ортогональных многочленов степени п. В связи  с этим 
услож няется и конструкция ряда Ф урье по ортогональным мно­
гочленам двух переменных и появляется возможность варьиро­
вать этот ряд в зависимости от разлагаемой функции. Рассмотрен 
случаи дифференциального веса, но все результаты  справедливы 
и для интегрального веса dF(x, у )  при условии, что функция 
F (х , у)  не убы вает и имеет ограниченную вариацию, например, 
в смысле Витали [1 .9 ]. Эта глава написана по работе Д. Джексо­
на fVI 1.9]. Учтены такж е результаты  из монографии-справочни­
ка [1.1]. Установить авторство конкретных результатов, изложен­
ных в этой главе, затруднительно. Следует заметить, что в неко­
торых современных работах авторы перед изложением новых 
результатов отдельные параграфы посвящают общим свойствам 
ортогональных многочленов двух переменных, которые давно рас­
смотрены в упомянутой работе Д. Джексона.

ГЛАВА II

В § I излагается простейшая схема перехода от одномерного 
случая к двумерному, когда весовая функция в прямоугольной 
области допускает разделение переменных. Д ля произведений раз­
личных классических ортогональных многочленов одного пере­
менного выводятся некоторые линейные дифференциальные ур ав ­
нения в частных производных второго порядка, которые далее в 
гл. IV отмечаются независимо от гл. II к ак  отдельные частные 
случаи в общей классификации допустимых дифференциальных 
уравнений.

В § 2 излагается общий метод перехода от многочленов, орто­
гональных по одному переменному, к ортогональным многочленам 
двух переменных. Этот метод охваты вает довольно большой класс 
ортогональных но области многочленов. В результате получаются 
формулы, которые в некоторых частных случаях  представляют 
ортогональные по области многочлены через ортогональные много­
члены но одному переменному. В разработке этого метода прини­
мали участие Ф . Дидои, Г. Орлов. А. Кошмидер, X. JIapxep, 
С. А. А га ха нов [V I .I ]. Этот метод успешно применяется и в сов­
ременных работах [V.3, 4; VI 1.23, 29].

В следующих двух  параграфах гл. II изложены результаты , 
которые получили С.. Огава. С. Арнока и С. Кида [V II.23], В § 3 
рассматривается общий случай весовой функции с разделяющими­
ся переменными. Здесь доказы вается некоторая обратная теорема, 
в которой из свойств ортогональных многочленов выводятся у т ­
верждения о конфигурации области ортогональности. Далее, в § \ 
для ортогональных по области многочленов получена конструк­
тивная формула в одном частном случае, когда весовая фупкция 
и область ортогональности связаны  меж ду собой некоторым ус­
ловием. Результаты  этих двух  параграфов показываю т большое 
многообразие и сложность различных частных случаев ортого­
нальности но области.

В $ 5 приводятся примеры областей и весовых фуикцин. для 
которых степенные моменты весовой функции вычисляю тся в ко­
нечном виде.
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ГЛАВА III

Классические многочлены Аппели являю тся наиболее сстест- 
пенным обобщением многочленов Якобн на случай двух перемен­
ных. Эти многочлены были введены в 1881 г. в работе II. Аппеля 
[VII. 1]. Основные свойства их изложены в монографии II. Ди­
поля и Ж. Кампе де Ф ерье [111.1]. В этой монографии нормаль­
ная бнортогопальиаи система Аппели построена при условиях 
«  >  0, 8 >  о, f  =  <х -f- р. Общин случай рассмотрен в работах 
[VI.34; VI 1.5].

ГЛАВА IV

Дифференциальное уравпепие (4.7.6) изучали П1. Эрмпт, Ф. Дн- 
дои и другие французские математики. Соответствующие много­
члены двух переменных, ортогональные в единичном круге, на­
зываю тся многочленами Эрмита, который ввел эти многочлены с 
помощью производящей функции аналогично многочленам Л е­
жандра. а затем вывел для них уравнение (4.7 .6). В монографии 
Г. Орлова [11.19]. опубликованной в 1881 г., рассматривается 
уравнение (4.7 .0), приводится формула Родрига для многочленов 
Эрмита, а такж е устанавливается первый и второй критерии ор­
тогональности для этих многочленов. Дальнейшие свойства мно­
гочленов Эрмита и уравнения (4.7.6) излагаю тся в монографии 
II. Аппеля и Ж. Кампе де Ф ерье [111.1].

В 1967 г. Г. К рол л и II. Шеффер [VII. 18] впервые рассмотре­
ли 9 различных типов допустимых дифференциальных уравнений 
и частных производных второго порядка. Затем в 1974 г. эти ж е 
уравнения подробно исследовал Г. К. Энгелис [V I.35]. При этом 
он дал классификации) этих уравнений прн несколько более об­
щих условиях, применил другой метод исследования и установил 
формулу Родрига для соответствующих ортогональных много­
членов.

Глава IV написана по работе Г. К. Энгелиса [V I.35J. Прн этом 
многие формулировки изменены и дана новая классификация до­
пустимых уравнений, основанная на другом принципе. В этой 
классификации получается 15 типов допустимых уравнений, сре­
ди которых содержатся все 9 типов, указанны х Г. К. Эпгелисом. 
В новой классификации отдельно рассматриваю тся те допусти­
мые уравнения, характеристический многочлен которых имеет по­
ниженный порядок.

ГЛАВА V

Как известно [11.7. 21, 24]. классические ортогональные мно­
гочлены одного переменного характеризую тся следующими 
свойствами.

1. Ортогональные многочлены являю тся собственными функ­
циями некоторого линейного дифференциального уравнения вто­
рого порядка.

2. Весовая функция удовлетворяет дифференциальному урав­
нению Пирсона и некоторому граничному условию.

3. Ортогопальные многочлены представляю тся через весовую 
функцию по формуле Родрига.
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4. Имеется простая конструктивная формула представлении 
производящей функции ортогональных многочленов через весовую 
фуНКЦИ ю.

5. Производные ортогональных многочленов такж е ортогональ­
ны на том ж е интервале.

Этими свойствами обладают только классические ортогональ­
ные многочлены, т. е. многочлены Якоби, Чебышева — Эрмита, Че- 
бышева — Лагерра, а такж е  многочлены, нолучающиеси на этих 
трех систем линейными преобразованиями независимого перемен­
ного. Каждое из пяти указанны х свойств является  характеристи­
ческим в том смысле, что из одного следуют остальные четыре,

В случае ортогональности по двум переменным ситуация зна­
чительно услож няется. В гл. IV рассмотрены классы ортогональ­
ных многочленов двух переменных, которые являю тся собствен­
ными функциями допустимых уравнении, т. е. для таких много­
членов выполняется аналог свойства 1.

В гл. V рассматриваю тся условия, при которых для ортого­
нальных по области многочленов выполняются аналоги свойств I 
п 2. При этом оказалось необходимым рассматривать систему урав­
нений Пирсона для весовой функции, условие потенциальной са­
мосопряженности для допустимых уравнений и, кроме того, у с ­
ловие согласованности допустимого дифференциального оператора 
и линейного функционала. Только при выполнении всех этих ус­
ловий для ортогональных по области многочленов имеет место не­
которая формула Родрига, т. е. выполняется аналог свойства 3. 
Глава V написана по работе Г. К. Энгелнса [V I.35].

ГЛАВА VI

Почти все результаты , изложенные в § 2, 3, 4 гл. VI, я в л я ­
ются новыми п публикую тся впервые. Некоторые из них являю т­
ся аналогами и следствиями соответствующих свойств ортогональ­
ных по площади многочленов по комплексному переменному, из­
ложенных в монографии [11.23].

В § 5 изложены результаты  А. А. Ц ыганкова [V I.32], причем 
многие формулировки изменены в связи  с тем, что в настоящей 
монографии принято другое, более естественное упорядочение ис­
ходной системы однородных гармонических многочленов.

ГЛАВА VII

При введепни ортогональных многочленов двух  переменных 
возникают два направления исследований. Во-первых, можпо вве­
сти многочлены, ортогональные по области. Эти многочлены были 
рассмотрены по всех предыдущих шести главах. Во-вторых, можно 
ввести многочлены по двум переменным, ортогональные на плос­
кой кривой. Эти два направления различны по формулировкам, 
условиям и результатам , хотя некоторая аналогия имеется. Ос­
новное различие заклю чается в том. что в любой области G си­
стема одночленов {дг”«/*} является  линейно независимой, а если 
кривая Г алгебраическая, то эта система уж е  не является  линей­
но независимой, и из нее необходимо исключить одночлены, ли­
нейно зависимые на кривой Г. В результате наруш ается симмет­
рия и возникают дополнительные трудности. Кроме того, если 
кривая Г зам кнута, то внутри этой кривой ортогоиальные много­
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члены обладают некоторыми дополнительными свойствами. Таким 
образом, случаи ортогональности по области и но контуру необ­
ходимо рассматривать отдельно.

В гл. VII рассматриваю тся в основном те свойства ортогональ­
ных ио контуру многочленов, которые отличают их от многочле­
нов. ортогональных по области. Эта глава написана но работам 
А. А. Цыганкова [VI.30—32], но почти все формулировки изме­
нены. Некоторые результаты  являю тся новыми и публикую тся 
впервые. И § 5 и 0 изложены наиболее сущ ественные результаты 
А. А. Цыганкова, но формулировки изменены.

ГЛАВА VIII

В предыдущем изложении неоднократно упоминалась работа 
Г. Кролла и II. Шеффера [V II .18]. В этой работе имеются 
разделы:

I. Введение. II. Формальные свойства. III. Допустимые диф­
ференциальные уравнения в частных производных. IV. Х аракте­
ристика ортогональных многочленов применительно к уравнениям 
второго порядка. V. Продолжение.

В разделе II ортогональные многочлены двух переменных рас­
сматриваются при минимальных условиях на несовую функцию. 
Вместо дифференциального веса (к ак  это изложено в гл. I) рас­
сматривается интегральный вес иногда даж е без условия неотри­
цательности. Кроме того, часть результатов этого раздела отно­
сится к случаю, когда линейный функционал, определяющий ус ­
ловие ортогональности, не имеет интегрального представления, 
а определяется только на множестве многочленов своими степен­
ными моментами по одночленам В этом случае область 
ортогональности и весовая функция не конкретизирую тся. Во 
многих определениях н формулировках теорем некоторые свойст­
ва линейного функционала, которые в случае дифференциального 
веса доказываю тся, в общем случае постулируются. В целом по­
лучается формальная теория, вполне аналогичная той, которую 
разработал Д. Джексон [VI 1.9].

Глава VIII написана но разделу II выш еупомянутой работы 
Г. Кролла и И. Шеффера. При этом многие формулировки изме­
нены. Основное отличие заклю чается в том, что в гл. VIII, как  
и во всей настоящей монографии, не применяются двойные ряды.

ГЛАВА IX

Первые три параграфа гл. IX написаны по разделу IV рабо­
ты Г. Кролла и И. Шеффера [V II .18]. В $ 1 рассматриваю тся 
вспомогательные результаты  о связи канонического допустимого 
оператора и обобщенных моннческих многочленов. В следующих 
двух параграфах устанавливаю тся необходимые и достаточные ус­
ловии согласованности канонического допустимого оператора и 
линейного функционала в самом общем случае, когда линейный 
функционал определяется своими степенными моментами.

В § 4 изложен важ ный результат С. А. Агаханова [VI.1 ] . Этот 
результат показывает, что помимо допустимых дифференциальных 
уравнений есть еще другие случаи, когда ортогональные по обла­
сти многочлены являю тся собственными функциями линейных 
дифференциальных операторов в частных производных.
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В § 5 налагается общая теорема об условиях допустимости 
линейного дифференциального урапиення в частных производных 
произвольного порядка. Эта теорема впервые установлена в ра­
боте Г. Кролла и И. Шеффера [V II .18]. В гл. IV изложена тео­
рема Г. К. Энгелиса об условиях допустимости линейного диф­
ференциального уравнения в частных производных второго по­
рядка. Д оказательства теорем Г. К. Энгелиса и Г. Кролла и
II. Шеффера различны, но первое из них, которое уступ ает  в об­
щности. представляется более удобным дли анализа условии до­
пустимости. Именно поэтому оба эти доказательства приведены в 
настоя щей монографии.

ГЛАВА X

Во многих современных работах по теории ортогопальных 
многочленов .рассматриваю тся различные обобщения многочленов 
Якобн на случай двух переменных. При этом часто вводятся но­
вые области ортогональности н даж е новые определения ортого­
нальных многочленов но двум  переменным. Кроме того, постоян­
но расш иряется множество частных случаев, когда ортогональ­
ные но области многочлены двух  переменных представляю тся че­
рез многочлены, ортогональные но одному переменному. Такого 
характера результаты  содержатся в работах Т. Корнвнндера 
[V.3, 4; VII. 12—14). Наиболее важ ны е из них излагаю тся в гл. X.

В § 1 рассматриваю тся некоторые случаи, когда ортогональ­
ные по области многочлены представляю тся через многочлены 
Якобн. К таким  случаям  относятся н основные ортогональные 
многочлены Аппеля.

В § 2 вводятся ортогопальпые многочлены по двум сопряжен­
ным комплексным переменным. Это новый вид ортогональных 
многочленов, который в настоящ ее время интенсивно изучается. 
Такие многочлены можно ввести для всех областей и весовых 
функций, рассмотренных ранее. В $ 3 вводятся аналоги многочле­
нов Чебышева по двум  сопряженным комплексным переменным 
для области Штейнера.

В § 4 рассмотрены многочлены по двум  действительным пе­
ременны»!, ортогональные в области, ограниченной двум я перпен­
дикулярными м еж ду собой прямыми и параболой.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

Большинство работ из списка литературы процитнровапо в 
тексте. Многие авторы упомянуты  в предисловии и в коммента­
риях потому, что их работы имеют важное значение в теории ор­
тогональных многочленов. Некоторые работы в тексте не цитиру­
ются, но включены в список литературы, ибо они имеют непо­
средственное отношение к  теории ортогональных многочленов 
двух переменных.

В монографии приведено мало результатов о рядах Ф урье по 
ортогональным многочленам двух  переменных. Этот вопрос вооб­
ще разработан недостаточно. Имеющиеся в этом направлении ре­
зультаты  относятся к  отдельным случаям  и посят незаконченный 
характер [1.1; 111.1; V.5; V I.17, 18, 29 ]. А м еж ду тем аналогичный 
круг вопросов для кратных тригонометрических рядов Ф урье и
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для рядов Ф урье — Л апласа исследован очень подробно [11.27, 28;
1V.3, 7 ].

Далее, связь  ортогональных многочленов двух переменных с 
теорией дифференциальных уравнении в мастных производных не­
сколько шире и сложнее [IV .8; V II.12, 13], чем те результаты  по 
этому вопросу, которые изложены в настоящей монографии.

К сожалению, многие важ ны е вопросы, связанны е с ортого­
нальными многочленами двух переменных, ввиду недостатка ме­
ста не включены в настоящую монографию. Например, не рассмот­
рены ортогональные многочлены по дискретным переменным, про­
изводящие функции в наиболее важ ны х случаях , связь  ортого­
нальных многочленов с теорией представлений групи, многочлены 
Эрмита, ортогональные в круге.
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