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V  Ушб^г укув кулланма кишлок; хужалик олий укув 
юртларининг экономика, бухгалтерия дисоби ва агрономия 
ихтисосликлари буйича таълим олувчи студентларга мул* 
жалланган булиб, СССР Олий ва махсус урта таълим 
министрлигининг Укув методик боищармаси шу ихтисос- 
ликлар учун тасдиклаган олий математика программаси 
асосида ёзилган.

Кулланма ун турт бобдан иборат булиб, олий матема- 
тиханинг текислик ва фазодаги аналитик геометрия, век- 
торлар алгебраси элементлари, математик анализ га кириш, 
дифференциал ва интеграл ^исоб, цаторлар назарияси, куп 
аргументли функциянинг ^осиласи ва дифференциали, од- 
дий дифференциал тенглама ва чизикли алгебра элемент- 
ларига дойр материални уз ичига олади. Бундан ташцари 
кулланмада э^тимоллар назарияси ва математик статистика 
элементлари а̂м баён килинган. \у/ '

Э^тидоллар назарияси, айницса математик статистикага 
оид мисоллар кишлоц хужалигидаги тажрибалардан олин- 
ган.

Кулланмани тузишда сиртдан укувчи студентларнинг 
билим, малака а̂мда имкониятлари ^исобга олинди. Шу- 
нинг учун ундан сиртдан укиётган студентлар, шунинг- 
дек махсус урта укув юртларининг укувчилари *ам фой- 
даланишлари мумкин.

Хар бир параграфда аввал кискача назарий маълумотлар 
келтирилган, кейин типик мисол ва масалаларнинг батаф- 
сил ечими ва керакли методик курсатмалар берилган. 
Параграфнинг охирида эса мустакил ечиш учун етарли 
микдорда мисол ва масалалар, уларнинг мумкин кадар 
тула жавоблари келтирилган.

Кулланманинг XI, XII, XIII, XIV бобларини Б. Абда- 
лимов, IV, V, VI, VII бобларини А. Абдугаплорэв, III,



VIII, IX, X боблэрини М. Мусамухамедов, I, II боблари- 
ни С. Тошпулатов ёзган.

Китоб .4 аж мини ихчамлаштири'и мацсадида унда цуйи- 
даги белшлар киритилган:

А  — масала ва мисоллар ечилишининг бошланишини;
^  — масала ва мисоллар е илишининг тугалланишини;

• С , Щ — мустацил ечиш учун берилган мисол ва маса- 
лаларнинг мос рарипда бошланиши ва тугаллакиашни 
бил. иради.

Ушбу укув кулланмани тайёрлашда узларининг ижо- 
jim ёрдамларини аямаганлари учун Самарканд кишло  ̂
хужглиги институти олий математика кафедрасикинг 
мудири доьект Ж . 1(улматовга, Самарканд кооператив 
институти олий математика кафедрасикинг му; ири Э. Чор- 
шанбоевга ва Тошкент ^ишло  ̂ хужалиги институти эко
номика-кибернетика кафедрасининг мудири доцент А. 
Кучцоровга, айни̂ са китобнинг мачоус муз̂ аррири доцент 
С. Тулагановга авторлар уз миннатдорчиликларини бил- 
дирадилар.

Мазкур кулланмани яратишда авторлар узларининг 
Хал!<;л,лр Дустлиги орденли Тошкент кншлоц хужалиги 
институтинйнг аудиторияларнда куп йиллар мобайнида 
уциган лекцияларини ва студентлар билан утказган маш- 
f улотлорини асос и̂либ олдилар, шунингдек мавжуд 
адабиётлардан з̂ ам фойдаланилди. Кулланма камчилик- 
лардан холи эмас, албатта. Кулланма :1аги ка\п иликларни 
бартараф этишга ва унинг сифатини яхшилашга царатил- 
ган фикр ва мулэз>азаларини билдирган урто^ларга 
авторлар авзалдан уз миннатдорчиликларини билдиради- 
лар.



I  Б О Б

ЧИЗЩЛИ АЛГЕБРА ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

1 - §. Чизицли тенгламалар системаси

Чизикли алгебра элементларига дойр масалалар билан 
танишиаини бир неча узгарувчили биринчи даражали тенг
ламалар системаларицан, яъни чизикли тенгламалар систе- 
маларидан бошлаймиз.

Биз курациган тенгламаларнинг кооффидиентлари ва 
е1илларини ^акикий деб ^и:облаймиз. п номаълумли т  
та чизикли тенгламалар системаси

ат\х\ + ат2х2 +••■•+ атП хп = Ь,п
берилган булсин. Бу системанинг номаълумлари олди таги 
коэффициентларидан тузилган

жадвал ( 1) системанинг асосий матрицам  дейилади.
т  — п (яъни сатрлар сони устунлар сони'а тенг) бул- 

ган ^олда п- тартибли квадрат матрица ^осил бу- 
лади.

( 1) чизикли тенгламалар системасини ечи:и х1 номаъ-
лумларни мос ^  (¿ = 1 , 2 ........ я) лар билан алмаштир-
ганда ( 1) системанинг а̂р бир тенгламасини айниятга 
айлантирадиган ки (г.,, /гп сонлар системаларининг
барчасини топишдан иборат. Систем ада катнашган барча 
тенгламаларни айниятларга айлантирувчи бу !ги к2 . . . , /г„ 
сонлар системаси мавжуд булиши ^ам, мавжуд булмас-

а \\х \ + + . . . +  а,пх„ = Ьи 
а21х1 + а22х.2 “г • ■ • + а2п хп = Ь2, (1)



лиги з$ам мумкин, ягона булиши ^ам, чексиз булиши 
х,ам мумкин.

Агар чизикли тенгламалар системаси ечимга эга бул- 
са, система биргаликда дейилади.

Агар чизикли тенгламалар системаси бирорта з$ам 
ечимга эга булмаса, у х,олда система биргаликда бул- 
маган система дейилади.

Ечимлар туплами бир хил булган системалар тенг 
кучли ёки эквивалент системалар дейилади.

Тенгламалар системасини ечишда системани унга тенг 
кучли (соддарок) системага алмаштириш мумкин.

Умумий куринишда икки номаълумли иккита чизикли 
тенглама системаси:

I аххХ\ + “  Ьи 
1 а2хх1 + а22х2 = Ь2

берилган булсин. Бу системанинг биринчи тенгламасини 
а22 га ва иккинчисини а12 га купайтириб биринчисидан 
иккинчисини айирамиз:

Х\ (й'[̂ й22 ^21̂ 12) *— 1̂^22 /̂2̂ 12

ва биринчи тенгламани — ап га, иккинчисини ап га 
купайтириб кушсак:

х 2 (й,,а22 апа12) = 1̂а 21

*осил булад!'. Агар апап — а2Хап Ф  0 булса, булардан 
системанинг ягона

— 1̂а 22 — ¿>2а 12 *2) % = '̂2аи — /3 }
1 аиагг — а21а12 '  >' 2 ~  аиа32 — а.21ап

ечими топилади.
1-мисол. Куйидаги чизикли тенгламалар системасини 

ечинг.
]4х — Зу = 7,
( 5л: + 2у = 26.

Д. Системани урнига куйиш усули билан ечамиз. Бу- 
нинг учун (2 ) ва (3) формулалардан фойдаланамиз:

-3-26 — 2-7 —78— 14 92 ,
5- (—3) — 4 2 — 15 — 8 “  -23 ’

5-7 — 4-26 _ 35 — 104 _  — 69 _  о
У — 5- ( - 3 ) -  4-2 “  -15 - 8  — -23 “  ^

Шундай килиб системанинг ечимлари туплами {(4; 3)} 
дан иборат. А



2-мисол. Куйидаги чизик;ли тенгламалар системасини 
ечинг:

( 2* -  у + 4 = О,
1 Зх + 2у — 8 = 0.

Д. Берилган тенгламалар системасини унга тенг кучли 
булган тенгламалар системаси куринишида ёзамиз:

2х — у = — 4,
Зл: + 2у = 8 .

Энди 2) ва (3) формулалардан фойдаланиб, системанинг 
ечимшш топамиз:

—  1 8 — 2 ( — 4) — 8 +  8 _  0 
Х  ~  3-(— 1) — 2-2 “ — 3 — 4

3 ( - 4 ) - 2 - 8  _  — 12 — 16 _ — 28 
У 3-(— 1) — 2 2 — 3 — 4 — 7 '

Демак, системанинг ечимлари туплами {(0; 4)} дан 
иборат, яъни система ягона ечимга эга. А

3- м и с о л.
2х + 4у + 2 = О, 

2_
3
2 , пх — -о- у — 1 = 0 системани ечинг.

А- [ 2х + 4у + 2 = 0 \2х +- 4у — —2,
: - | у -  1 = 0  <=> |х - - |у  = 1.

Яна (2) ва (3) формулалардан фойдаланамиз:
4-1 - ( - т )  ■ (2)

4 1 2 - 4
4 — ■3 3 8 1

*  _  / 2 \ ~  4 12 +  4 16 2 ’
, . 4 _ 2 - ( - Т )  4 +  ^  - з -

1 • (— 2) — 2-1 - 2  — 2 4 12 3
„  / 2\ . 4  12 +  4 16 4— 2 - — ■,-4-2-1 — у )  4 + т  

Жавоб. { (1 ;  - { ) } .  А
Чизицли тенгламалар системаларини ечишнинг махсус 

усулларидан бири Гаусс усу ли ёки номаълумларни кет- 
ма-кет йуцотиш усули деб аталган усулдир. Бу усулда 
системанинг хх олдидаги козффициентининг нолдан фарк- 
ли булган битта тенгламасини (масалан, аи =/= 0 булса



биринчисини) олиб, уни мос сонларга купайтириб бот к а 
тенгламаларга кушиш йули билан бошца тенгламаларда 
хх олдидаги косффициентлар нолга айлантирилади. Хосил 
булган система берилган системага тенг кучли булади. 
Яши системанинг х 1 иштирок этмаган (биринчи тенглама- 
дан бошка тенгламаларида) ь;исмида бу процесс такрор- 
ланади ва ^оказо. Агар система ягона ечимга эга, яъни 
аник булса, бу процесс натижасида чек ли каДамДан сунг 
берилган системадан, тенгламаларида номаълумлар сони 
кетма-кет биттадан кам булган ва охиргисида битта но- 
маълум булган системага келинади. Б у системанинг охир- 
ги тенгламасидан номаълумнинг к™матини топиб ундан 
олдингисига куйилади ва ундан иккинчи номаълумни то
пиб ундан аввалгисига куйилади ва ^оказо.

Энди умумий куринишдаги уч номаълумли учта чи- 
зикли тенглама системасини ечиш билан танишамиз.

Бу усулни

куринишдаги уч номаълумли учта тенглама системасини 
ечишда курсатамиз.

4-мисол. Куйидаги чизикли тенгламалар системасини 
Гаусс усули билан ечинг:

Л . Бу системани ечиш учун унинг биринчи тенглама- 
сини х нинг олдидаги коэффициентам буламиз. У х,олда 
аввалгига тенг кучли тенгламалар системаси досил була
ди:

Хосил булган системанинг биринчи тенгламасини 3 га 
купайтириб, унинг иккинчи тенгламасига ^адлаб кушиб 
ва — 4 га купайтириб унинг учинчи тенгламасига а̂длаб 
кушиб, яна аввалгига тенг кучли системани ^осил кила- 
миз:

2х — 4у + 42 = 10,
— Зх +  8у — 102 = —25, 
Ах — Зу + 2  = 1.

±
х — 2у + 22 = 5,
—Зх +  8у — 102 = —25, 
4х — Зу + 2  = 1.



©
-  2у + 2г = 5,

2у — 4 z — —10, 
by — 7z =  —19.

Бу системанинг иккинчи ва учинчи тенгламалари фа- 
Кат у ва z узгарувчиларни ÿ3 ичига олади. Энди иккин
чи тенгламада у узгарувчининг коэффициентиии бирга 
тенглаштирамиз. Бунинг учун иккинчи тенгламанинг 
дамма а̂дларини 2 га буламиз:

(х — 2у + 2z — 5,
т  У 2z — —5,
l-J  ( Sy — 7z — —19.

Бу системанинг иккинчи тенгламасини (—5) га Kÿnafl- 
тириб, учинчи тенгламасига ^адлаб к ушам из:

— 2у + 2z = 5,
4 f  у -  2z = -5,

( 3z =  6 .
Бу система а̂м аввалгига тенг кучли. Унинг учинчи 

тенгламасини а̂длаб 3 га буламиз ва z =-= 2 ни топамиз. 
Шундай килиб, 1-ва 2-тенгламалардан х ва у узгарувчи- 
ларни топпш имконига эга булдик:

у — 2z = — 5, . x — 2y + 2z = b, 
у — 2-2 =  — 5, X - 2-(- 1) +  2-2 =  5,
У = — 5 + 4, X = 5 — 6 , 
у = -  1. х = — 1.

Жавоб. {(-1 ; -1; 2)}.А
5-ми сол. Тенгламалар системасини ечинг:

I Ах + 8у — Az = 28,
I 2х — у +  2  2 ,
1 2>х — 5у +  2z = —7.

Д. Системани Гаусс усули билан ечамиз:
Í Ах + 8у — Az = 28 ( д: + 2у — г = 7

<=> ] 2х — у + 2  = 2 <—> I 2д: — у + г = 2 

( Зх — 5у + 2z = —7 ( За: -  5у + 2z = -7
'*  + 2у—z = 7’ j *  + 2 y - z  = 7

J с , о 3 12<=> I —5у + Зг; = — 12 <=> у — -g-z = -g
1 ly + 5г = —28 I _  ¡ i у + 5 г = — 28



X +  2у  — 2 =  7
3 12

У - Т г==Т
132 
5

<=>

x  -f 2y  —  2 =  7
1  » — 1?

5 <5=>

[x  +  2y z = 7 
3 12

1 у - т 2==т<s=> - o
\ z=  1.

z = l ни икктчи ва бирин ш тенгламаларгл ку-йиЗ у
ва X  узгарувчиларни топамиз: 

3 12
y - - 5 z = ir ;

• 1
12 .
5 ’

3 15 3.

X +  2у — г  =  7 ; 

х + 2-3- 1 =7; 

х = 7 — 5 = 2.1 ¿ ■ О
У =  Т  ^  1  =  ~

Жаво^. 1(2; -3; 1)}_А
6 -мисол. 'Генгламалар системасини ечинг

Зу —  2 =  3,
X  + 2у +  З г  =  12,

- З х  +  5^ — 22 =  7 .

З у  —  2  =  3 
х  +  2у  +  З г  =  12 

Зх +  5у  —  22 =» 7

л.  ̂ i Зу — 2 = 3 
3 <=>Ix-)- 2у -)- 3z — 12 г'—>

11у +  72 =  43

л: +  2у  +  З г  =  12 х + 2у + 3г = 12
<==> З у  —  2 =  3 • ( - 11) <=о Зу  —  2 = 3 =>

11у  +  72 =г 43 •3 2 = 3

ю

|х + 2у = 1 2 -3 -3  
=> Зу =3 + 3 =>

I 2  = 3
X + 2-2 =3

=> у = 2 =>
2  = 3

Жавоб. { ( - 1; 2 ; 3 ;)}-А
7-мисол. Тенгламалар системасини ечинг:

( 2х + у + 32= 12,
I Зх — 2  = 3,
I 5л: — Зу — 2 г = 7.

л; + 2у = 3
у  =  2 => 
2 =  3

X = — 1,
У =  2,
2 =  3 .



Д. Системам Гаусс усули билан ечамиз:
2л: H- у  “Ь  З г  = 1 2 4 - 1.5) 2 x 4 У +  З г = 12

со X lî N. II со <=> 1,5у — 5 ,5г = — 15 •5,5
. 5х  — Зу. — 2г  =  7 5у—9,5г= — 23 ■(1,5)

Í 2х  4- У +  З г  =  12 |2х  4~ У +  З г  =  12
«=> 8 ,25у  +  30,252 =  82,5 8 ,25у + 30,25г = 82,5 <=> 

1- 8 ,25у - 14,252=  - 34,5 [ 16г = 48
2х 4-  у 4-  Зг = 12 

<F=>| 8,25у+30,25г=92,5 => 
г=3 

2х -\-у 4- 3z = 12 
=> \ 8,25у = -  8,25 => 

г = 3

2х + у + Зг = 12 
8,25у + 30,25-3=82,5 

г=3
2 *  +  у + Зг = 12

У = —1 = 
х = 3

Í 2л: — 14-3-3= 12 [х  = 2
=> I у = — 1 => у = — 1

( г = 3 ( г = 3.
{(2 ; - 1; 3)}.±

П- 1. |5х + 2у = 11,
\ 2х — Зу = 12.

2. Í 4х + у + 3 = 0,
1 5х -  2у + 7 = 0.

3. |3х-7у4-6 = 0 ,
( y  X + 5у + 1 = 0.

4. I —2л: + Зу = 4,
I 4л: — 5у = —6 .

5. / 7х — 2у = — 1,
1 Зх — 5у = 12.

6 . i 4х 4- у -j- 5 = О,
I Зх 4- 5у -  9 = 0.

7- [2х |-у-5 г = 3,
I Зх — 5у 4- 2г = 1,
( 5х — 6у 4- Зг = 6.

8.

Жавоб. (3; —2). 

Жавсб. ( 1 ;  1). 

Жавоб. (—2; 0).

Жавоб. ( 1; 2). 

Жавоб. (—1; —3). 

Жавоб. (—2; 3).

Жавоб. (3; 2; 1).
4х 4” Зу 4" 2г 4~ 3 = О,
7х + 9у — Зг 4-8 = 0,
2х — 5у + 6г 4- 3 = 0. Жавоб. (—2; 1 ; 1 )



11.

12.

13.

14.

15.

8*  — Зу + 2г + 7 == О,
2х + З у — 5г — 4 = 0. Жавоб. (0; 3; 1).
7х + 2у — 8z — 1 = 0,
5 х-3у +  13г— 14 = 0,
X + 2у — 9z -[- 5 = 0. Жавоб. (1; —3; 0).

у + 2z = 4,
Зх — 2у -f 4г = 19,
2х “Ь 5у +  z = — 5.
Зх — 4у + z = 6 ,
2х + 6у — Зг = —10,
5.x: — 8 у — 1.
— 2х + 5у -f 3z = 2,

Зх + бг = —4,
4х +  Зу -f- 9г =  —2.
- 8у + Зг -  4 = 0,

5х -h 4у — 2z +- 3 — 0,
7х + 12у — 3=0,
5х 4- 6 у — 5 = 0,

Жавоб. (1; —2; 3). 

Жавоб. ( l ;  y  ; 5)- 

Жавоб. ( —2 ; 1; у ) .  

Жавоб. (О; ; 2).

Зх -г 2 
4у

■2 + 1= 0 ,
-52-7=0, Жавоб. (О, 4; 0,5; -1).Щ

2-§. Иккинчи ва учинчи тартиэли детерминантлар
Бизга икки номаълумли иккита чизи^ли тенглама сис- 

темаси берилган булсин:
f ^11*̂ 1 + Qy>X‘) = ¿?i,
I a.jiX, -i- ar,x2 = b2. ' f

Бу системанинг асосий матрицаси иккинчи тартибли ушбу
û 11 a i ■) \

(2)

ßi2a2i Ф  0 б улганда
Æ*>1 $2

квадрат матрицадан иборат. йий22 
( 1) система ягона

X , = Ь[@24 - b¿Cl̂ n
впа22 — а\‘Аа1\ ’ X , =

ечимга эга эканини олдичги парагрифда эслатилган эди.



(3) формулалар махражидаги ифода (2) матрица бош 
.пиагонал элементлари купайтмасидан иккинчи диягонал 
элементлари купайтмасииинг айирмасидан иборат. Бу сон
(2 ) матрицанинг детерминанта (ёки аникловчиси) ёки одат- 
да иккинчи тартибли детерминант дейилади ва куйи- 
дагича белгиланади:

Шунга эътибор бериш лозимки, матрица сонлардан 
ташкил топган жадвал булса, унинг детерминанта т у  
матрица элементлари билан маълум равишда боглик; бул- 
ган сондиз.

(4) формуланииг унг томонидаги купайтмаларнинг 
и лоралари куйидаги 1-схемада курсатилганидек цуйилади.

(3) ифодаларнинг суратларини махражи ка б и детерм и- 
нантлар куринишида ифодалдш мумкин: х1 ни топит 
формуласинияг сурати (4) детерминант биринчи устунини 
( 1) системанинг озод хадлари билан ал.чаштиришдан 
^осил булган детерминант дан иборат:

Шунингдек, х2 учун ифоданннг сурати (4) детер
минант иккинчи устунини худди шундай алмаштиришдан 
зосил булган детерминантдир, яъни

Соддалик учун иккинчи тартибли детерминантдан 
фойдаланиб, учинчи тартиЗли детерлшнантга куйидагича 
таъриф беришимиз мумкин.

аи а\2 
¿2̂21 &‘>2 (4)

Ь| &\2
Ь2 ап = М 2 2 — М | 2- (4')

(4")

Учинчи тартибли детерминант деб, 
^11 ^12

2̂3
а51 а32 а-зз



символ билан белгиланувчи ва сон к.иймати иккинчи тар- 
тибли детерминант орцали

Й 11 й 12 «.3 
0-21 &22 2̂3
а31 а32 а 33

а 22 а 23 а 2\ Й2з
—  Й и

а 32 й 33 - « . 2 а 31 ® зз

+ а \
^21 ^22
азг а32

(5)

тенглик билан аниь;ланувчи ифодага айтилади.
(5 ) формуладаги иккинчи тартибли детерминант ций- 

матларини (4) формуладан олиб куйсак, учинчи тартибли 
детерминант учун ушбу

а,, а11 4-12 а13 
#21 <̂ 22 "̂23
а,, а31 “ -32 й 33

'̂31̂ '22̂ '13 '̂21̂ 12̂ 33 3̂2̂ 23̂ 11 (̂ )
формулани ^осил к.иламиз:

(6 ) формуланинг унг томонидаги кушилувчиларнинг 
ишораларини куйидаги 2-схемадан фойдаланиб аницлаш 
кулай:

(6 ) формуладаги учта мусбат а̂длардан бири учинчи 
тартибли детерминант асосий диагонали элементлдрининг 
купайтмаси^ан, долган икки а̂ди эса асосий диагоналга 
параллелларда жойлашган ва унга а̂рши бурчакдаги эле- 
ментларнинг купайтмасидан иборат.

(6 ) формуладаги учта манфий >;адлзр иккинчи диа
гоналга нисбатан худди шу усулда топилади; детер- 
минантни ^исоблашнинг бу усули учбургак усу ли дей [- 
лади.

Учинчи тартибли детерминантни куйидаги Сарриус 
цоидаси билан ^ам >;исоблаш мумкин. Жадвалгинг унг 
ёнига биринчи р° иккинчи устунни ёзамиз. Бош диагонал-



даги элементларнинг апа2-,с133 купайтмасини тузамиз (3 - 
схема). Шунингдек, бунга „параллел диагоналлар“ да тур- 
ган элементларнинг купайтмасини тузиЗ, уларни уз и_по- 
ралари билан оламиз.

Энди бунга тескари булган „ёрдамчи диагонал“ даги 
элементларнинг азхаггахъ купайтмасини ва шунингдек, 
бунга „параллел булган диагоналлардаги“ элементлар 
купайтмаларини оламиз. Бу купайтмаларнинг ищоралари 
тескари цилиэ Олинади. Бу купайтмаларнинг ^аммасининг 
алгебраик йигиндиси (6) формуланинг унг кисмидаги 
йигин, ининг узгинаси булзли.

Учинчи тартибли детерминантьияг ёйио ёзилган ифода- 
сини текширсак, курамизки, алгебраик йигиндининг а̂р 
бир а̂ди ишорасигача анич;лик билан учта элемент 
купайтмасидан иборат булиб, булар ичида ^еч цайси икки 
купайтувчи бир устун ё бир йулдан олинмайди. Детер
минант элементларидан бирини, масалан, аи ни олайлик. 
Бу элемент детерх:инантнинг иккита аиа22а33 ва — аиа32а23 
х,адларига кираз.и. ап ни цавсдан ташк;арига чи:<;арсак, 
#22азз — ®з2а2з купайтувчи хосил булиб, у аи билан бир- 
га детерминант ифодасига киради. Мана шу купайтувчи аи 
элементнинг тулдирувчи минори деб аталиб, Л, символ 
оркали белгиланади. Л, минор иккинчи тартибли детер
минант шаклида курсатилиши мумкин.
Масалан,

а
1 Д'12 Й33

аи урнига детерминантнинг исталган элементларики 
олиш мумкин. Масалан, а у1 ни олайлик, ап элемент ушбу

* 2̂3 ^21Л2 = апа33 -  а2яазх = —

купайтувчи билан бирликда детерминант ифодасига кира
ди.



Шундай цилиб, бирор элементнинг .цинори деб, т у  
элемент турган устун ва сатрни учиришдан ^осил булг'ай 
детерминант га айтилади.

Бирор элементнинг алгебраик тулдирувчиси деб, 
мусбат ёки манфий ишора билан олинган тулдирув чи 
минорига айтилади, бунда куйидаги коидадан фойдалани- 
лади: агар элемент турган устун ва сатр номерларининг 
йигиндиси жуфт сон булса, шу элемент минори уз иищ- 
раси билан, агар ток сон булса, карама-карши ишора би
лан олинади ((5) формулага каран г).

1-мисол. Куйидаги детерминантни ^исобланг:
2 -5
3 4 •

Д. Бу детерминантни >;исоблаш учун (4) формуладан 
фойдаланамиз:

2 -5
= 2-4 -  3-(—5) = 8 + 15 = 23. А3 4 

2 - м исол. 
}$исобланг:

куйидаги учинчи тартибли детерминантни

4
-3

1

Д. Бу детерминантни уч хил усул билан ^исоблаш 
мумкин:

1-усул. Бу усулда (6 ) формула ёки 2-схемадан 
фойдаланиб детерминантни ^исоблаймиз:

4 3 6

-3 2 -5  
1 - 1  7

= 4-2-7 + (-З)-(-1)-6+3-(—5)-1- 
-6-2-1 — 3-(—3)-7 — 4-(—5)-(—1) = 

= 56+ 18- 15 -  12 + 63 20= 137-47 = 90.
2-усул . Бу усулда (5) формуладан фойдаланиб, 

детерминантни унинг биринчи сатри буйна ёйиэ чикамиз. 
Сунгра ^исоблаймиз:

4 3 
- 3  2 

1 - 1  

-3  
1 -

2 -5 -3 -5= 4- -1 7 -3- 1 7

-! [ = 4 (2-7 — (— 1)-( — 5)) 3 ((— 3)-7— 
1(—5)) + 6((—3) (—1) — 21) =



= 4 (14—5) — 3(—21 + 5)+  6(3 — 2) = 4-9 -  3-(—16) +
! 6 -1 = 36 + 48 + 6 =»42 -1-48 = 90.

3-усул. Бу усулда Сарриус ^оидаси буйича 3-схе- 
мадан фойдаланиб цуйидаги схемани тузамиз ва >;исоб- 
лаймиз:

4 3 6 4 
-3  2 -5  -3  2 _  4-2-7+3(—5)- 1-j 6 (—3) 

1 - 1  7 1 - 1  •(—1)— 1 -2-6 — (—1)-(— 5)-
•4 — 7- (—3) -3 = 56 — 15+ 18- 12 -  20 + 63 =

= 137-47 = 90. А
□ . Куйидаги детерминантларни ^исобланг:

Жавоб. 18.

о.. 1-ГуГх- 
.„»аЗоЯ** Öl;

Жавоб. 24. 

Жавоб. 1.

Ж авоб.-  112.

Жавоб. 0.

Жавоб. 0.

Жавоб. 0.

Жавоб. —17.

'-КВ. ¡Ns JQ Ÿ G Жавоб. —51.



25. 3 - 8  2 
1 - 4  3
2 — 10 1 . Жавоб. 34 .Щ

аи а, 
«21 «2

Ь‘} ^22

¿>1
Ь;

«И
« 2.

= Дх

= Ду

3-§. Чизицли тенгламалар системасини детерминант- 
лар ёрдамида ечиш. Крамер формулалари

1. Икки номаълумли чизи̂ ли тенгламалар системасини 
курайлик:

аих + а |2у= Л ,
апх -\- а.пу = Ь-,. * '

Бу системадан фойдаланиб цуйядаги детерминантларни 
тузамиз:

(Бу асосий детерминант х ва у узгарувчи- 
ларнинг коэффициентларидан тузилди.)
(Бу ёрдамчи детерминант х узгарувчи- 
нинг козффициентлари урнига озод а̂д- 
ларни алмаштириш билан ^осил килинади.) 
(Бу детерминант асосий детерминант ик- 
кинчи устуни урнига озод а̂длар усту- 
нини куйиш натижасита ^осил булади.)

1) Агар Д ф 0  булса, ( 1) система биргина ечимга эга. 
Бу ечим куйидаги формулалардан фойдалани5 топилади:

* - ¥ ■  <2>
2) Агар Д = 0 булиз, Дг £ О ёки Ду ф 0 булса, (1) 

системанинг ечими й/ь,*.
3) Агар Д = 0; Д.г = 0; Ду = 0 булса, си:тела чексиз 

куп ечимга эга булади.
2. Уч номаълумли учта тенгламалар системаси

I аих 4  д12у + апг = с?,,
(3) а2,х + ат, у + а23г — ё.2,

( я « *  + «пУ + а-зяг = с13 
берилган булсин. Бу си:теманинг е ш шли топи и учун 
Куйидаги детерминантларни туз 1 лиз:

(Бу асо:ий детерминант, х, у, г уз- 
_  д гдрувчиларнилг кооффи ;и?нтлари дан 

тузила ти.)
а п а  | ^ «18

«21 а 22 а 28

а и «32 « з з

18



(Бу ёрдамчи детерминант, х узга- 
рувчининг коэффициентлари урнига 
озод ^адларьи алмаштиришдан тузи- 
лади.)
(Бу ёрдамчи детерминант, у узгарув- 
чининг коэффи; иентлари урнига озод 
а̂дларини алмаштиришдан тузилади.)

(Бу ёрдамчи детерминант, г узга- 
рувчининг коэффициентлари урнига 
озод ^адларни алмаштиришдан тузи
лади.).

1) Агар А фО булса, (3) система биргина ечимга эга. 
Бу ечим куйидаги формулалардан фойдаланиб топилади:

«12 «13
а 25 = д

¿3 а зз «33
ап й1 «13
ап «23
«31 «33
ап «12 Й?1
а21 «22 = д
«31 «32 й3

А,
Д (4)

2) Агар Д = 0 булиб, А* 0 ёки Ду =£0; Д2=И=0 бул
са, (3) системанинг ечими мавжуд булмайди.

3) Агар Д = 0; Д* = 0; Ду = 0 ва Дг = 0 булса, (3) 
система чексиз куп ечимга эга. (2) ва (4) формулалар 
Крамер цоидасини ифода килади.

Мисоллар курамиз.
1- м и с о л. Ушбу

2>х — 5= 1,
. 4х + 3 = 11

системани ечинг.
Л . Асосий ва ёрдамчи детерминантларни ^исоблаймиз.

9 + 20 = 29;

Дг =  ,! X *= 3 + 55 — 58;

3 -5
4 3

1 -5
11 3

3 1

4 11Ду = = 33

у д

: 29;

= 21  
29 = 1.

Жалоб. (2 ; 1).А
2 -мисол. Куйидэги уч номаълумли учта тенглама 

системасини ечиш талаб килинган булсин.



2х — 3у + z = —5; 
л: +  2у — 4z =.—9, 

5х — 4у + 6г = 5.
д . Крамер формулаларидан фойдаланамиз:

2  ̂ \ = 24 -  4 + 60 -  1 0 -3 2 +  18 *= 102-
А =  1 2 - 4  _ 46 =56.

5 -4  '6

5 - 4  6

i  ------ * 7 --------- X

5 5 6

2 % 5 = 2 0  _(_ 20 + 135 f  50+ 1 5 _ 72 =
,,=  1 2 - У  = 240-72=  168.

5 -4 5

А , _  168 _  о
2  =  Д -  56 -

Жалоб. (-1; 2; 3 ).А
□ . Куйидаги тенгламалар системасини Крамер фор- 

муласидан фойдаланиЗ ечинг:
26. Í 2 х + Зу + 1 = 0 ,

{ 5х + 4у — 1 = 0.
27.

Жавоб. ( 1; — 1).

28. Í4x — 6у + t  = 0 ,
\ X + Зу — 5 = 0. Ж ав об. ( i  ; 1 i ) .

Жавоб. (5; —4).

Жавоб. (7; 8 ).



31. | — 7х — 2у — 1 = О,
1 5х--4у — 7 = 0.

32. ( 2х— 11у + 3г = —2,
Зх + 13у + 5г = —4,
4х-  17у — 2г = 1 2 .

3* -  5у + 7г -  9 = 0, 
2х — 4у — 5г — 6 = 0, 

—5х + 2у — Зг+  15 = 0.
Зх + 4у + 7г+ 11 = О, 

- 2 *- 5 у  -  152-4 = О, 
4х — Зу + 52 — 6 ==0.

— 5х 4- 7у — 4г -Ь 5 = О, 
Зх — 8у 4- 32 4  2 = О, 
2х 4- 5у + 52 — 3 = 0.

33.

31.

35.

) Кавоб. (—1; —3 ).

Жавоб. (2 ; 0; —2).

Жавоб. (3; 0; 0).

Жавоб. (—2; —3; 1).

Жавоб. (4; 1; -2). Я

4-§. л-тартибли детерминантлар ва уларни х,исоблаш
л-тартиЗли квадрат матрица берилган булсин: 

( аи а12 . . . а,п \
ап а.2, . . . а,п ( 1)

./\а.„ 1 ал2 . . .  а,
( 1) матрицага мос келувчи л-тартибли детерминантни, 

иккинчи ва учинчи тартибли детерминантдаги булгани 
каби.

а\ 1 Й12 • • • « 1«
Й 21 # 22 •. . а2п (2 )

ап\ ЙЛ2 •■ ■ апп -
куринишда белгилаймиз.

п- тартиоли детерминантлар л= 2 ва л=3 булганда мос 
равишда ил гаги курилган иккинчи ва учинчи тартибли 
детерминантлар га ай лапами. п= 1 да эса, яъни фа̂ ат битта 
элементдан иборат матрица учун унинг детерминанта шу 
элементнинг узига тент.

Энди п > 3 булганда п- тартибли детерминантларни, 
цулайлик учун, (п — 1) -тартибли детерминантлар орцали 
ашщлаймнз. Дастлаб ь;уйидаги белгилашларни киритамиз:



п-тартибли (2 ) детерминантни (I деб белгилаймиз. Агар 
аи й детер.минантнинг г-сатр ва у-устунида жойлашган 
элемента булса, М^ орцали бу элементнинг тулдирувчи 
минорини, яъни детерминантда г- сатр ва у- устунни 
учиришдан досил бу'лган (п — 1)-тарти5ли минорни бел
гилаймиз. Сунгра Лц ор а̂ли элементнинг алгебраик 
тулдирувчиси деб аталган

Д 7 = ( - 1  )1"М ц  
ифодани белгилаймиз.

Энди (1 детерминантни ушбу
й = йцЛ), + а12А12 + а[ЪАп + ••• "Ь а\пА-1п (3)

куринишда ани^лайуиз.
Шундай кили5, п- тартибли детер\И1ант унинг бирин- 

чи сатри барча элементларини уларнинг мос алгебраик 
тулдирувчиларига купайтмалари йигиндисига тенг.

(3) ёйилмада алгебраик тулдирувчиларни мусбат ёки 
манфий ишорали мос минорлар билан алмаштирилиб, 
л-тартибли детерминантни ^исоблаш (/г — 1)-тартибли бир 
неча детерминантни ^исоблашга келтирилади.

Д етерм инантнинг хоссалари
1-хосса. Детер.минантнинг барча сатрларини 

унинг мос устунлари билан алмаштиришдан унинг 
циймати узгармайди, яъни

ахх ап . ■ а 1п а\\ а21 . • «»1
а21 й 22 • ■ а2п = а 22 *

ап\ ап2 ■■ ■ апп а1п . ■ апп
Бу хоссадан я-тартибли (I детерминантни

^ = а\\Аи +  а21Ап + . . .  -\-апХАП1 (3')
куринишда а̂м ани^лаш мумкинл«1ги, яъни детерминант
ни унинг биринчи уступи буйича ёйиш мумкинлиги келиб 
читали.

2-хосса. Агар детеряинантнинг бирор сатри 
(ёки уступи) элеяентларх нолга тенг булса, у %ол- 
да детерминант нолга тенг булади:

0 0 .. . 0 ап 0 . • а-\п
а2\ а^ ■ . • « 2Л = 0

ап 0 . ■ а2л

^я1 ап2 . . • апп ат 0  . • а-пп



3-хосса. Детерминантнинг икки сатри (ёки ус
тупи) ни узаро алмаштиришдан унинг абсолют 
циймати узгармай, фацат ишораси тескари ишорага 
алмашади, яъни

Си « !2  • • « 1« а,, а22 . • а2п
«21 • «2п — — а{ | а р*> • ■ «.,<

«л! « Л2 • ■ аап а„1 « „2  •• • а„„
ёки

ап а |2 . • « и а, 2 а , ,  . • а\п
а2х а22 . ■ а2п = —

а22 а,, . ■ а2п

«я . ап2 . ■ ■ апп аП2 «Л| • • «ял

4-хосса. Иккита сатри ёки уступи бар хил бул- 
ган детерминантнинг циймати нолга тенг:

# 1 1 а 12 . • « . я аи а , ,  . • «1 л

« и &\'У . • « и =  0 ё к и
«21 а21 . • « 2 л

«л2  • ■ « я « « л . а-ш • • « л  л

5-хосса. Бирор сатр (ёки уступ) элементлари- 
нинг умумий купайтувкисини детерминант белгиси- 
дан ташцарига чицариш мумкип:

« 1 1 а , 2 . ■ « . « а п « 1 2  • ■ « . я

/ г а 2 , к а г 2  . ■ к а 2 п
—  /г

а 2 1 ^2 !2  • ■ а 2 п

« л ! « л 2  ■ ■ « л я « Л 1 а п 2  . ■ « я л

ёки
я ,  [ « 1 2  • • А в ц , « 1 1 « 1 2  • • « 1 «

« 2 1 Я  22 • • &а 2п
=

« 2 1 « 2 2  • • «2/1

« я ! « я 2  • ■ ^ « Л Я « , П « п 2  • ■ « я г г

6-хосса. Иккита пропорционал сатрга (ёки ус- 
тунга) эга б у лган сетерминантнинг циймати нолга 
тенг:



аи аи . • а, „ ам ¿аи . • а1п
ка11 кап •. . каХп = 0 ёки «21 ¿Й21 • •

ап\ а п 2 •• • &пп ««1 кап 1 . ■ ■ апп
7 -хосса. Агар п-тартибли детерминант г- сат- 

рининг барча элементлари иккита цушилувяининг 
йигиндиси, яъни

аИ ~  ь] + СЬ У = 1, 2
куринишда ифодаланган булса, у х;олда детерминант 
шундай иккита детёрминантнинг йигиндисига тенг була- 
дики, бу детерминантларнинг ¿-сатридан таш цари барча 
сатрлари берилган детерминантникидай булади, улгрнинг 
биридаги г-сатр Ь) элементларидан, иккинчиси эса С) эле- 
ментларидан иборат булади:

#и аи . . « 1« &\\ 2 • •■ ат а и ■ ■ аЛп

¿1+ ^1 Ь2лсС2. • Ьп + Сп = ь, ь2 . . ■ Ьп + с\ с2 . . ■ сп

“ п2 • •• апп ап1 «Л2 ■■■апп ап\ апч ■ • апп
8 -хосса. Детерминантнинг бирор сатрининг (ус- 

тунининг) элементларига бошца сатр (устун) эле- 
ментларини ихтиёрий бир хил сонга купайтириб 
цушишдан детерминантнинг циймати узгармайди:

аи
«21

а 12 • 
агг • ■ а.2п _

аи + ¿« 2 1  

«21

а\2~\~ ¿Я22 •
С. 22 •

■ аи1АгЬа.1п 
• ■ а2п

ап 2 . ■ апп an̂ «л2 ■■ ■ «««
бунда ¿ — ихтиёрий сон.

Энди (2) детерминантам ^исоблаш масаласига кайта- 
миз. Детерминантнинг таърифи сифатида кабул килинаётган 
(3) формуладан ва 3- хоссадан фойдаланиб детерминантни 
ихтиёрий ¿-сатр элементлари буйича ёйиш формуласи

й — апАп +- а 12А¡2 + . . . + а1пА1п (4̂
ни чикгриш мумкин, яъни детерминантнинг бирор сатр (ус
туп) элементларини мос алгебраик тул;;ирувчиларига купайт- 
маларининг йигиндиси детерлинантнинг кийматини беради.

Агар г-сатрдаги баъзи элементлар нолга тенг булса, 
у х,олда (4) ёйилмада, уларга мос минорл |рни, табиийки,



^исоблаб утириш керак эмас. Шунга мувофик; дастлаб 
дегерминантни 8 - хоссани татбщ цилиб, шундай узгарти- 
рамизкк, унипг сатрлярнтян (устуиларитан) бирчча етарли- 
ча куп элементлар ноллар билан алмашсин. Сунгра бу 
сатрга (4) формулани куллансак, хосил буладиган ёйил- 
мада куп х,адлар нолга айланади. Х,атто п- тартибли детер
минантни ^исоблашни битта (я — 1)-тартибли детсрминант- 
ни хисоблашга келтириш мумкин. Хакицатаи, г-сатрда
бирор Чц элемент нолдан фар:<ли булса, у- устунни — & I у
га купайтириб, ¿-устунга (кф /) кушиш билдн /-сатрда- 
ги ихтиёрий уринда турган элементен нолга айлаитириш 
мумкин. Бу процессии чекли марта такрорлаб I- сатрда 

дан бот ка дамма элементларни нолга айлантирилади. 
Сунгра (4) формулани куллансак, «-тартибли детерминант 
битта (п— 1)-тартибли детерминантни дисоблашга келади.

1-мисол. Куйидаги туртинчи тартибли детерминантни 
х,исобланг.

с1 —

2 5 - 1  3
1 -9  13 7
3 - 1  5 - 5
2 18 -7 --10

Д. Юкори тартибли детерминант ^исобининг таърифи- 
берилган детерминантни 1-сатри буйича сйибга асосан, 

чи^амиз:

¿ = (- 1 )1+1-2

-9
- 1

18

13
5

-7

7
-5
-10

■ 1)1+2- 5
13 7 
5 -5 

-7 -10
+

1 -9 7 
3 -1 -5
2 18 - 1 0

1 -9  13 
3 - 1  5
2 18 -7

= 2- (450-11701-49—630 —1304-315)-5- (-50-130- 
-147 -  70 + 390 -  35) -  (10 + 90+ 378 + 14-270 т 90) -  
-3-(7-90 +702+26-189-90) = 2- (- 1116) —5• (—42) —
-  312 -  3- (£6 6 ) = -  2232 + 210 -  312 -  1098 = -  3432

Демак, ¿ = —3432 экан.^
2 -мисол. Ушбу туртинчи тартибли детерминантни 

дисобланг:



d =

6 2 - 2 4  
-5 1 3 - 4

2 0 1 - 1  
1 - 5  3 - 3

Д. Бу детерминантни унинг учинчи сатрида битта 
ноль борлигидан фойдаланиб, шу сатр бутча ёямиз:

d={— 1)3+1-2

+ ( - 1)3>3-1 -

2 - 2  4 
1 3 -4 

-5 3 -3 
6 2 4 

-5 1 -4 
1 -5  -3

+  ( - 1)3+2-0 -

+ (—1)3+4 (—1)-

6 —2 4 
-5 3 —4 

1 3 - 3 ,
6 2 - 2  

- 5  1 3 
1 -5  3

+

з̂ осил килингаи учинчи тартибли детерминантларни и̂соб- 
лаб, куйидагини топамиз:

d = 2-32 + 0 + ( -  80) + 96 = 64 -  80 + 96 = 80 
d = 80. А
бешинчи тартибли3- м и с о л. 

х,исобланг:
Ушбу

d

детерминантни

-1
1

3
2
0

0
2
0

- 1
- 1

2
— 2

-5
1

0
Бу детерминантни бевосита сатри ёки устуни буйича 

ёйиб учинчи тартибли детерминантга келтириб ^исобласак, 
2 0  та учинчи тартибли детерминантни з̂ исоблашга тугри 
келади. Шунинг учуй аввал уни бирор устуни ёки сатри 
элементларини нолларга айлангириш билан тартибини битта 
камайтирамиз, яъни битта тУртинчи тартибли детерминантни 
^исоблашга келтирамиз. Бунинг учун 5-сатрни 2 га Kÿ- 
пайтириб, иккинчи сатрга кушамиз, сунгра туртинчи сатр- 
дан 5-сатрни айириб, куйидаги детерминантни х,осил ь;ила- 
миз:

d =

-1
1

3
2
0

3
2

-1

3
1

1

10
1

- 1

3

2 
-2  
-5 
. 1 

0



Бу детерминантни нолга тенг б$̂ лмаган факат битта 
элсментга эга булган учинчи уступи бунича ёямиз (индекс- 
лар йигиндиси 5 + 3, яъни жуфт):

1 3  1 2

1 2 10 - 2
3 - 1  1 - 5
2  3 - 1  1

<* = (-!)•

3 6 0 3
21 32 0 8

5 2 0 - 4
2 3 - 1 1

Хосил бÿлгaн детершнантнинг тартибини камайтириш мак- 
садида, 4-сатрни биринчи ва учинчи сатрга к$гшамиз, 2- 
сатрга эса 4-сатр элементларини 10 га купайтириб куша- 
миз ва

d

детерминантни ^осил киламиз. Бу детерминантни учинчи 
устуни 6 ÿfiH4a ёйиб (индекслар йигиндиси 4 + 3, яъни 
ток) учинчи тартибли ушбу

3 6 3 
d = (- l). 21 32 8

5 2 - 4
детерминантга эга буламиз, бу детерминантни эса биз ди- 
соблашни биламиз:

d = -  ( -384 + 240 + 126 -  480 + 504 -  48) = 42, 
d = 42. А

□ • Ушбу детерминантларни дисобланг:

Жавоб. 1 2 0 .

36. 3 1 - 1 2

-5 1 3 - 2

1) 6 0 3 -3
1 -5 ' 3 -3

-4 10 0 - 2 6

1 0 3 7 - 2

2 ) 3
2

- 1

6

0
-4

5
1

-5
2

0 -3 - 1 2 3 Жавоб. 2064.



37. 1 5 8 - 1 6
0 3 - 4  - 6 1
0 0 2 7 0
0  0 0  - 5 — 1
0 0 0 0 — 2

38. 2 4 — 1 8 3
4 8  - 2 16 6
5 —  1 -3 0 1
1 1 0 1 2

- 1 7 0 8 1

39. 3 5 -4 4
1 3 2 1
4 7 3 5
1 --2 4 2

40. 0 0 0 4
0 0 2 1

0 7 3 5
1 --2 4 2

41. 2 1 3 4
_i 3 - 2 5

0 5 4 2

1 2 -3 1

42. 4 3 2 -2

8 2 3 1
— 4 - 1  2 - -3

12 3 4 -1

43. 1 1 2 3 4
2 1 3 4 И
3 2 5 5 15
4 3 6 6 19

- 1 1 -2 1 —7
44. 1 1 5 1

1 2  — 2 4
2 --3 - 2 -5
3 1 0 И

Жавоб. 60.

Жавоб. 0.

Жавоб. 7.

Жавоб. —56.

Жавоб. —372.

, Жавоб. 160.

Жавоб. 6 .

Жавоб. —426.



I I  Б  О Б

ТЕКИСЛИКДА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 

1-§. Тур[:и бурчакли Декарт координаталар системаси.
Икки ну^та орасидаги масофа

1е!и:ликда нуктанинг вазият ни ани^лаш учун тугри 
бурчакли Декарт координаталар системаси ясалади:

1) бир-бирига перпендикуляр булган иккита тугри чи- 
зиь; координата уцлари дев аталади: Ох уки — абсцис- 
салар уь;и; Оу уь;и — ординаталар уки.

,\ар бир укда мусбат йуналиш стрелка билан курсати- 
лади;

2) координата уклари кеси иган О нуцта координата
лар боиш деб аталади (2 .1- чизма);

3) )̂ ар Сир ук учун узун- 
лик бирликлари танлаб оли- 
нади: | ОЕ | = е (одатда .̂ ар 
иккала ук учун бир >ил узун- 
лик бирлиги олинади). М нук- 
тадан абсцисса уь,ига МЛ 
перпендикуляр туширилади 
ва у ажратган ОА кесма 
узунлиги | О А | нинг узунипс
бирлигига нисбати х =
М  нуктанинг абсциссаси де- 
йилади. Бунда ОА кесма 
координата бошидан абсида - 
са укининг мусбат йуналиши 
томонида ёки карама-карши 2.1-чизма
томонида жойлашии:ига караб
л: мусбат ёки манфий ишорада олинади. Худди шу усулда
^осил килиаган у \ О В \

\ОЦ М нуктанинг ординатаси дейи-
лади. М. нуктанинг абсциссаси ва ординатаси биргаликда 
М  нуктанинг координаталари дейилади. М  нуктанинг 
текисликдаги вззияти маълум булга, унинг координатала-



рини топиш мумкин эканли- 
гини курдик. Аксинча, нуцта- 
нинг (х; у) координаталари 
берилган булса, укларда 
ОА<= х-ОЕ ва ОВ = у-ОЕ 
кесмаларни ажратиб А ва В  
ну т̂алардан вертикаллар чи- 
а̂рилиб, улар кесишган нук* 

та изланган М нуцта вазия- 
тини аниклай/ш. Яъни текис- 
ликдаги нуцта узининг коор- 
динаталдри билан тулиц аник;- 
ланади. Шунинг учун х,ам 
ну^тани а̂рф билан белгилан- 

ганда ёнида кавс ичида координаталари а̂м курсатилиб 
М  (х; у) шаклда ифодаланади.

Координата уклари бутун текисликни турт булакка 
(турт чоракка) булади (2.2- чизма). Бу чоракларда нуцта- 
лар координаталарининг ишоралари цуйидаги жадвалда 
келтирилган.

У

II I

X
а

III IV

2 .2 - чизма

Чораклар
Координаталариинг ишоралари

х  (абсцисса) у  (ордината)

I *  >  0 у > 0
II л: <  0 у > 0
III х  <  0 у <  0
IV л: >  0 у <  0

Абсциссалар укига жойлашган нуцталарнинг ордината- 
лари нолга тенг, ординаталар у^идаги нуцталарнинг эса 
абсииссалари нолга тенг. Масалан, 2.1-чизмада: А (х; 0) 
ва В  (0; у), Е  ( 1; 0).

Агар нуь;та координаталар бошида жойлашган булса, 
унинг а̂р иккала координатаси {х ва у) нолга тенг була
ди, яъни О (0; 0).

Агар икни (А ва В) нуцта узининг координаталари 
(х,; у,) ва (х2; у2) билан берилган булса, улар орасидаги 
масофа й ушбу

й = 1/(х , — х, ) 2 + (у2 -  У1)2 ( 1)
формула билан топилади, яъни кесманинг узунлиги кесма 
учларининг бир хил исмли координаталари айирмалари



квадратларининг йигиндиек- 
дан олинган квадрат илдизга 
тенг.

У-

Хусусан, координаталар. 
бошндгн М (х; у) нуцтагача 
булган масофа

4 - 
3 -
2 -  

/ -d ^ V x ^ c y *  (2 )
формула билан ани̂ ланади.

1-мисол. М  (—3; 5) -з -2 -/ 0 / 2 J  
-/ -нуцтанн ясанг. '

л . Ох укидан узунлиги 
( — 3 1 га тенг булган | О А | 2.3- чизма
кесмани ажратамиз. Оу уки-
дан узунлиги 5 га тенг булган \ОВ\ кесмани ажратамиз. 
А нуктадан Оу у^ига параллел тугри чизиц, В  ну^тадан 
эса Ох укига пармлел тугри чизик; утказамиз. Бу икки 
тугри чизикларнияг кесишиш нуктаси, бизни ^изик;тирган 
М нуцта булади (2.3-чизма).

2-мисол. Л (2 ; —3) ва В (  — 1; 1) ну^талар орасидаги 
масофани топинг.

д . Масалани ечишда (1) формуладан фойадланамиз.
х ( = 2, У\ = —3, х2 = — 1, у 2=1

ц-ийматларни (1) формулага цушЬ изланган масофани то- 
памиз:

d = \АВ\ = У(х2 — х , ) 2 + (у 2 — у 1 У2 =
= V (—1 — 2) 2 4- (1 — ( —З) ) 2 = V9  + 16 = К2о = 5.
Демак, берилган нуцталар орасидаги масофа, яъни A B  

кесманинг узунлиги 5 га тенг экан. А
Э  с л а т м а. Бу  ерда \ВА\ кесманинг узунлиги .\ам 5 га тенг, 

яънн \АВ\ = ¡BAi — 5.

3-мисол. Ох укица жойлашган ва А (3; 2), В  (1; —6 ) 
нуцталардан бир хил узоь^икда ётган нуктани топинг.

Д. Масаланинг шартидан маълумки, изланаётган С 
нуцтанинг ординатаси нолга тенг, яъни С (х; 0). (1) фор
мула ёрдамида АС ва ВС  кесмаларнинг узунликларини 
топамиз:

\АС\ -  }  (х -  3У +  (0  -  2У = V ( x -  3)* +  4, 
\ВС\ = У (х — 1)а + (0  — ( — б))5* -  У\х -  \у + 36.



миз:
У ( х - З У + 4  = У (х

Хосил булган тенгламани ечамиз: 
(У (х - 3 )*  + 4 ) 2 = (УТх=Ту

1)" + 36.

= (х
)2 + 4 

1 )2 + 36 = 
=> х2—6х+9+4 •

<=> — Ах =

Зб) 2 <=> (* - 3 ) 2 + 4 = 
х2 — 6х + 9+4 = х2 — 2х -\~ 1 -|- 36 =>

1—36=0=> —4л;—24 = 0 <=>- х1 ■+ 2х 
■ 24 <=> 4х = 24 <=> х = — 6 .

6,Демак, изланаётган С нуцтанинг координаталари х= 
у = О экан, яъни С ( — 6 , 0). Д

4-мисол. Учлари А (—3; —5), В  ( -3; 3) ва С (6 ;3) 
нуцталарда булган АВС  учбурчак берилган. Учбурчакнинг 
тугри бурчакли эканлигини исбот дилинг.

Д. АВС  учбурчакни ясаймиз ва \АВ], \ВС\ ва [АС] 
томонларнинг узунликларини топамиз (2.4- чизма):

\АВ\ = У (- 3  -  (—З) ) 2 + (-3  (-5 ) ) 2 = У  О2+ 8 2 -  8 , 
\ВС\ = / ( 6 -  (—З) ) 2 + (3 -  З) 2 = / 9 2 + О2 = 9,

\АС\ = У (6 -  ( -  З) ) 2 + (3 -  ( -  5) ) 2 = У  92 + 8 2 = У Ш .
Учбурчакнинг тугри бурчак
ли учбурчак эканлигини кур- 
сатиш учун унинг томонла- 
рининг узунликлари Пифагор 
теоремасини цаноатлантири- 
шини текширамиз. [АВ\ — 
учбурчакнинг 1-катети, [ВС\
— учбурчакнинг 2 -катети, 
[ЛС] — учбурчакнинг гипо- 
тенузаси булсин. У з̂ олда 
Пифагор теоремасига . асосан 
|ЛС|2 = |Л5|2 + \ВС\2 булиши 
керак. Кийматларни урнига 
куямиз:

2’4- чизма ____
(/  145)2 = 8 2 + 92, 145=145.

Тугри тенгликка эга булдик.
Шундай килио, берилган учбурчак тугри бурчакли 

учбурчак экан. А
5-мисол. Координаталар бошидан Л (—3; —4) нуц- 

тагача булган масофани топинг.



д . Бу масалани ечиш учун (2) форм у ладан фойдала- 
намиз. Берилишига кура: х = —3 ва у — —4. Куйидагига 
эгамиз:
|ОЛ| =у/^ + 7 = / (- 3 ) 2 + (-4  У = / 9 + 1 б  = /25 = 5.

Демак, изланган масофа 5 га тенг экан. А
□ . 1. Куйидаги нукталарни ясанг:

А (2; 5), В  (4; 0), С (3; -2 ), D (0; 3), Е  (- 3 ; 1),
F (- 1 ; 0), G (- 3 ; - 5 ).

2. Абсциссалари: х = — 2; — 1; 0; 1; 3 га тенг, орди- 
наталари эса абсциссалари билан у = Зх — 2  муносабатда 
булган нукталарни ясанг.

Жавоб. (-2; - 8 ); (-1; -5); (0; -2); (1; 1); (3; 7).
3. Берилган ну к; та л ар орасидаги масофани топинг:
а) А (4‘; 2) ва В  (0; - 1); б) С (7; 5) ва D (3; 2);
в) О (0; 0) ва Е ( 2; /5 ); г) F ( - l ;  -1 ) ва Q (3; -4).
Жавоб. |Л5| = 5, |С£>| = 5, \ОЕ\ = 5.
4. Учбурчакнинг учлари берилган: Л (4; 3), В  (0; 0) 

ва С (10; —5). Учбурчак томонларининг узунликларини 
топинг.

Жавоб. \АВ\ = 5, \ВС\ = 5/5^ |СЛ| = 10.
5. Учлари А (4; 6), В  (0; 0) ва С ( — 2; 0) нукталарда 

ётган учбурчакнинг тенг ёнли эканлигини исбот килинг.
Жавоб. \АВ\ = 52, \ВС\ = 8 , \АС\ = 52, |Л£| = \АС\.
6 . Ох укида координаталар бошидан ва А ( —4; 3) 

нуктадан бир хил узоцликда ётган нуктанинг координа- 
таларини топинг,

Жавоб. ( — 0 ).
7. Оу уцта А (4; —5) ва В  (—3; 2) нуцталардан 

тенг узокликда ётган С нуктанинг координаталарини то
пинг.

Жавоб. (0; —2).
8 . Ох укида А (0; 5) ва В  (—3; —2) нук'Галардан 

тенг узокликда ётган нуктанинг координаталарини топинг.
Жавоб. (2 ; 0).
9. Учлари А (2; —3); В  (—2; 1) ва С (2; 5) нукталарда ёт

ган учбурчакнинг Tÿfpn бурчакли эканлигини исбот дилинг.
Жавоб. \АВ\=У32, |fiC|=/32, |ЛС|=-/б4; |ЛС|2= 

= |Л5|2 + \ВС\г.
10. Учлари Л ( —5; —2 ); В  (1; 6 ) ва С (7; —2) нук

таларда ётган учбурчакнинг периметрини топинг.
Жавоб. р = 32. Щ



Агар икки А (х,; у,) ва В  (х>; у2) нуцта берилган 
булса. улар билан бир тугри чизикда ётган >;ар кандай 
учинчи С нуктанинг координаталари ушбу

х Х \  -I- \ Х чт+т~" ва у = >'1 ( 3)

формулалар билан ани̂ ланади. Б у ерда X АВ  кесманинг- 
С нукта билан кандай нисбатда булинганлигини билдира- 
ди, яъни

. \АС\
■ ¡СВ1 •

Агар С (х; у) нукта АВ  кесмани тенг иккига булса, у 
^олда /. = 1 булади ва С (х; у) нуктанинг координаталари 
ушбу

У\ + УзX = л:., ва у ~ (4)

формулалар билан аникланади.
1- м и с о л. А (3; 2) ва В  

(6 ; 11) нукталар’ билан чега-
раланган АВ  кесмани X = у
нисбатда булувчи С нукта
нинг координаталарини 'то- 
пинг.

Д. (3) форм у ладан фой- 
даланиб масалани ечамиз. С 

¡АС I , 1 нукта учун [щ - = >• = ~2

(2.5- чизма). У ^олда С нук
танинг координаталари куйи- 
дагича булади:

X :
Э + 2 -6

Г " 
1 + 2

=4; у ;
2 + 2 'Л

3 +  3 12 
£  ~  .3 
2 
15
2 15 

:_3_~ 3 =
2



танинг координатЗлари: л;=4; у = о экан, яъни С (4; 5). А
2-мисол. Учлари А (—6 ; 2) ва В  (—2; 8 ) нуцталарда 

ётган А В  кесманинг уртасидан И (2; 5) нуцтагача булган 
масофани топинг.

Д. Айтайлик, £) ну т̂адан утувчи тугри чизи  ̂ А В  
кесмани С нуктада тенг . иккига булсин, у ^олда X = 1 
булади. (4) формуладан фойдаланиб, АВ  кесмани тенг 
иккига булувчи нуцтанинг координаталарини топамиз:

_  ~ 6 + (- 2) _  - 8_ _  _  2 +_8_ _  10 _
2 2 У — 2 ~~ 2 ~

С (-4; 5).
Энди £>С кесманинг узунлигини топамиз:

№  = / (2 -  ( -4 ) )2 + (5 -  5У = / 6* + О2 = 6 .
Демак, АВ  кесманинг уртасидан О нуцтагача булган 

масофа 6 га тенг экан. Д,
3-мисол. Л (—4; 4) ва В  (2; —4) нуцталар билан 

чегараланган АВ  кесмани л = — 2 нисбатда булувчи С 
нуктанинг координаталарини топинг.

Д. Масаланинг шартига кура |^ |- = л = — 2 булган-
лигидан (3) форм у лани цулланиб, С нуцтанинг координа
таларини топамиз:

- 4  + ( - 2 ) - 2  - 8  0 , 4 -г ( - 2 ) ( - 4 )  12
■ 1 +  ( — 2) — 1 — У —  1 + ( _ 2) - _ 1 ~  12 '

Демак, изланаётган нуцта С (8 ; —12) экан. А
4-мисол. АВ  кесма тенг уч булакка булинган. Бу- 

линиш ну^талари С (—1; —2 ) ва О (2 ; 0 ) булса, кесма 
учларининг координаталарини топинг.

Д. А В  кесма тенг уч булакка булинган. III унинг 
учун

\АС\ , 1 |АО! . _ __  = _  ва = X = 2 булади.

Демак, С нуцта АВ  кесмани нисбатда булади.
(3) формуладан фойдаланиб, куйидагиларни уносил ки- 

ламиз:



Ю нукта АВ  кесмани X = 2 нисбатда булади. Шунинг 
учун у̂йидагиларни ёзиш мумкин:

+ 2лг2~ < 1 —  ̂Л, < ~Т~ »7 I2 =
О = У1

+-2
2у2

1 + 2 <=> 0 = У1 + 2у2.
(*) ва (**) тенгламаларни биргаликда ечиб, номаълумлар- 
ни топамиз:
2х1+ ^ 2 = -31 <=> 2ха+х2=-31 
х!+ 2х2= 6  / 2^1+4^=12/~>Ха_4Х2: 

<==:> Зх2 —— 15 х2 — 5; 
2 !̂ + х2= —3=> 2^! +  5 = —3 =о 2хх = —1

-3—12<=>

2У1+У2== —6 ] 2у 1+ у2 = —6 | , _
у1 + 2у2 = 0 ) 2уа + 4у2 = О 1 ̂  У°- ~  4у- ~  

<=̂> — Зу 2 === — 6 <==̂ у 2 2 ,
У1 + 2у3 = 0=> У1 + 2-2 = 0 <=> у, = 4.

=̂>Х! = —4;
6  <=>

Демак, А нуцтанинг 
координаталари (—4; —4), 
В  ну^танинг координата
лари эса (5; 2) экан. А

5-ми со л. Учбурчак- 
нинг учлари: А (—4; —4), 
В  (2; 0) ва С (2; - 6) нуц- 
таларда берилган. [С£>] ме- 
диананинг узунлигини то- 
пинг.

Д. Берилган учбурчак- 
ни ясаймиз. [СО] медиана 
[АВ] томонни тенг иккига 
булади (2.6- чизма). (4) 
формуладан фойдаланиб Е> 
нуцтанинг координатала- 
рини топамиз:



D ( - 1; —2).
Энди икки нукта орасидаги масофани топиш формула- 

сидан фойдаланиб [CD] медиананинг узунлигини топамиз:
\CD\ = / (- 1 - 2 ) 2 + (- 2 - (- 6 ) ) 3 = / 9 Т Т 6  = /25  = 5.

Демак, [CD] медиананинг узунлиги 5 га тенг экан. А
□ . 11. Л (1,7) ва В (4; —2) нукталар билан чегара-

ланган AB  кесмани I  = — нисбатда бÿлyвчи С нуцтанинг
координаталарини топинг.

Жавоб. С (2; 4).
12. А (2; 8) ва В  (6; —4) нукталар билан чегаралан- 

ган AB  кесма 4 та тенг булакка бу'линган. С, D ва В  
нукталарнинг координаталарини топинг.

Жавоб. С (3; 5), D (4; 2), Е  (5; -1).
13. А (—2 ; 1) ва В (10; 5) нукталар орасидаги кес

мани тенг иккига б$̂ лувчи С нуктанинг координаталарини 
топинг.

Жавоб. С (4; 3).
14. Учлгри А (0; —2), В  (4; —2) ва С (2; 4) нукта- 

лардан иборат учбурчак берилган. Медианалари билан то- 
монлари кесишиши натижасида ^осил булган нукталарнинг 
координаталарини топинг.

Жавоб. (2; -2); (3; 1); ( 1; 2).
15. Учлари А (—2; 1), В  (4; 3) ва С (3; —3) нуцта- 

лардан иборат учбурчак берйлган. ( 1; 2 ) нуктадан ;утув- 
чи CD тугри чнзик шу учбурчак С бурчагининг медиана- 
си эканлигини исбот килинг.

К у р с а т м а .  Бурчак медианасн царшисндаги томонни тенг 
иккига булади. A B  кесмани тенг иккига булувчи нуктанинг коор- 
динатаси ( 1 ; 2 ).

16. Учбурчак томонларининг ;урталари D (1; 0), £"(4; 2) 
ва G (3; —3) нукталарда булса, унинг учларининг коор
динаталарини топинг.

Жавоб. А (2; 5), В  (-5 ; 0); С (6 ; -1).
17. Tÿfpn бурчакли учбурчакнинг учлари берилган: 

А ( — 2; 2), В  (3; 6) ва С (2; —3). AD  медиананинг узунлиги 
ВС  кесманинг ярмига тенг эканлигини исбот килинг.

Жавоб. \AD\ = = /2 0 Д
18. A B  кесма тенг уч булакка булинган. Бу'линиш



цталари: С (1; 1) ва И (4; —2) булса, кесма учларининг 
коордннаталарини топинг.

Жавоб. А (—2; 4) В  (7; —5).
19. Учлари А (2; —3) ва В  (—2; 2) булган АВ  кес- 

мани >. = —3 нисбатда булувчи С нуцтанинг координата- 
ларини топинг.

Жавоб. С (-4 ; 3).
20. А (1; 4) ва В  (5; 0) нукталар орасидаги АВ  кес- 

манинг уртасидан И (3; —2 ) нуктагача булган масофани 
топинг.

Жавоб. 4. В

3-§. Учбурчак ва купбурчакнинг юзи
Агар учбурчакнннг учала учининг А (л:,; у,), В  (х2; у2) 

ва С (х3; у3) координаталари берилган булса, унинг юзи- 
ни куйндаги формула билан ^исоблаш мумкин:

5 = _  х-у^ +(л'2Уз ~  х^^  ]■
Бу формулада 5 учун- манфий киймат х;ам х;осил бу- 

лиши мумкин. Агар учбурчак периметрини унинг А учи- 
дан В  ва С учларига царлб айланиб чициш соат стрелка- 
сига карама-царши йуналишда булса, 5 мусбат; соат 
стрелкасининг .харакати ‘буйича айланиб чицилганда эса, 5 
манфий булади. Иккинчи х;олда учбурчак юзини топиш 
учун 5 ни (—1) га купайтириб олннади.

Умумий *олда АВСА^Ап . . . АпР купбурчакнинг юзи

5 = 4 [(л:>У2-^2У1)+(̂ :2Уз-^У2)+-+(^У1-^1У«)] (5')
формула билан ^исобланади, бу ерда (л:,; уг) купбурчак 
А1 учининг координаталари.

1-мисол. Учлари А (3; 4), В  ( —1; 2) ва С (2; —2) 
нукталарда булган учбурчак юзини ^исобланг.

Д. Берилган АВС  учбурчакни ясаймиз (2.7-чизма).
(5) формулани кулланиб учбурчак юзи 5 ни топамиз:

5 = - [̂(3-2 — ( — 0  •4) + ( (— 1) • (—2 ) — 2 - 2) + (2-4 

—3- (—2)) ] = 1 [ ( 6 +  4) + (2 -4 ) + (8  + 6)] =

= 1(10 + (- 2 )+  14)= 1-22=11.
Демак, учбурчакнннг юзи 11 кв. бирликка тенг. А.



2-мисол. Учлари А (—2; 1), В  (1; 5) ва С (2; 1) 
нукталарда берилган учбурчакнинг юзини ва BD  баланд- 
ликнинг узунлигнни топннг.

Ù- Учбурчакни ясаймиз. (5) формуладан фойдаланиб, 
учбурчакнинг юзини топамиз:
5== ^-[(-2-1 - 2 - 1 )  +  (2 -5 -  M ) - f  ( Ы  - ( - 2 )  • 5)] =  

= у  ( — 2 — 2 ^ 10 — 1 -L 1 f  10) = y  ■ 16 = 8 кв. бирлик.
Энди BD баландликни топамиз. Бунинг учун:

5  • \ВР\

формуладан фойдаланамиз (2.8-чизма). Бу ерДа АС  кес- 
манинг узунлнги номаълум, уни икки нук;та орасидаги 
масофани топиш формуласидан фойдаланиб топамиз:

\АС\ = i (2  — (—2 ) )2 -f- (1 — 1)'J = /4ТТ 0 Г = 4.
(*) дан 25 = \АС\ ■ \BD\.

с  ОГ1 25 2-8 16 ,Бундан BD = m  = —  = —  = 4
келиб читали. Демак, BD баландликнинг узунлиги 4 га 
тенг экан. А

3-мисол. Учбурчакнинг иккита Л (2 ; 2) ва 5 (1 ; —2) 
учи берилган. Ох укида шундай С нуктани топиш ке- 
ракки, ABC  учбурчакнинг юзи 7 кв. бирликка тенг бу'л- 
син.



д . (5 ) дан фойдаланиб цуйидагиларни ёзамиз:
7 = 4  [ (2 '(—2) -2-1) +  (1 -0—*•(—2))+(х-2—2-0) J «=>

<=> 7 - —4—2 + 2х +  2х) <=> 7= -̂ ( — 6 + 4х) <=>
<_> 7 _  _з_|^2х <=> 2л: = 7 + 3 <=> 2л: = 10 <=> л: = 5* 

Демак, С (5; 0) экан. Д
4 -м исол. Тугри туртбурчакнинг учлари А (—3; —3); 

В  (5 ; —3) С (5; 4) ва D (—3; 4) берилган. Туртбурчак
нинг юзини топинг.

Д . (5') формуладан фойдаланиб куйидагиларни ёзамиз:
5 =  - 1 [(- 3 ).(-  3) -5 - (-3 )) + (5-4-5-(-3)) + (5-4 — 
- (- 3 )-  4) + (- 3 - (-3 )-С -3 )-  4)] = 1 (9+ 15 + 20+ 

+ 15 + 20+12 +9+12)= 1  ■ 112 = 56 кв. бирлик.
Демак, туртбурчакнинг юзи 56 кв. бирликка тенг экан. А

5-м исол. Учлари А (—2; —3), В  (3; —3), С (1; 4) 
ва D (—4; 2) нуцталарда ётган туртбурчакнинг юзини ва 
АС  ва BD диагоналларининг узунлигини топинг.

Д . Туртбурчакни ясаб, диагоналларини утказамиз 
(2.9-чизма). (5') формулага асосан 5 юзни ^исоблаймиз:
5 = - 1 [(- 2 - (- 3 )- (- 3 )- 3 ) + (3 .4-  1.(-3)) + ( Ь 2 -  
— ( —4) -4)+ ((—4) • (—3) — (—2) -2)] = 1(6  + 9+12 + 

у +3+2+16+ 12 + 4) = -g- •
• 64 = 32 кв. бирлик.

Энди АС ва BD  диаго- 
нэлларнинг узунлигини (1) 
формулани кулланиб топамиз:

оХ |ЛС |= / (1 - (~ 2 ) ) 2 +  (4 -
- (- 3 ))2= /3 2 + 72 = /58; 
|££>|=/ (—4—3)2+(2—(—З) ) 2 

= / 7 2 + 52 = /74.
А В Демак, туртбурчакнинг юзи 

5=32 кв. бирлик, дшгонал- 
ларнинг узунликлари:2.9- чизма

|ЛС| = /58 ва \BD\ — /74 экан. Д



□ .21. Учлари А (4; -2), В  (6 ; 4) ва С (5; 6) нук- 
таларда ётган учбурчакнинг юзини топинг.

Жавоб. 5 = 5 кв. бирлик.
22. Учлари А (3; 0), В  (7; 8 ) ва С (0; 2) нукталарда 

ётган учбурчак периметрини ва юзини топинг.
/Кавоб. р= /5 " (4 + /17) + /ТЗ. 5 = 15 кв. бирлик.
23. Учбурчакнинг А (4; 0) ва В  (2; 0) учлари ётган 

Оу укда шундай С нуктани топингки, АВС  учбурчак
нинг юзи 18 кв. бирликка тенг булсин.

Жавоб. С (0; 6).
24. Учлари А (0 —3), В  (0; 8 ) ва С ( —4; —6) нук- 

таларда ётган АВС  учбурчакнинг юзини ва СО баланд- 
лигин'и топинг.

Жавоб. 5 = 22 кв. бирлик. |С£>| = 4.
25. Учбурчакнинг иккита А (—5; —2) ва В  (3; —2) 

учлари ётган Ох укда шундай С нуктани топингки, АВС 
учбурчак юзи 8  кв. бирликка тенг булсин.

Жавоб. С (6 ; 0).
26. Учлари А (0; 5); 5(0; —3); С (6 ; —3) ва Б  (6 ; 5) 

нукталарда ётган туртбурчакнинг юзини топинг.
Жавоб. 5 = 48. кв. бирлик.
27. Учлари А (—3; 5), В  (6 ; 6 ), С (5; 3) ва й  (0; 0) 

нукталарда ётган АВСО туртбурчак берилган. Туртбур
чакнинг юзини ва АС ва ВО  диагоналларининг узунлиги- 
ни топинг. __ _

Жавоб. 5=15 кв. бирлик; \АС\ = 2 /  17; |ЯО| = 61/ 2 .
28. Учлари А  (—4; 1), В ( 0; 5), С (3; 5) ва 0(6; —2) 

нукталарда ётган туртбурчакнинг юзини ва периметрини 
топинг. _  __ ___

Жавоб. 5=34 кв. бирлик. р= 4 / 2+ 3+ / 58+/109.
29. Учлари А ( - 8 ; 5), В  (-4; 11), С (3; 9), О (4; 2) 

ва Е  (—2; —3) нукталарда ётган бешбурчакнинг юзини 
з̂ исобланг.

Жавоб. 5 = 99 кв. бирлик.
30. Учлари А ( - 6 ; -3), В  (-5 ; 2), С (0; 5); 0(5; 0) 

ва Е  (6 ; —5) нукталарда ётган А ВС О Е  бешбурчак бе
рилган. Бешбурчакнинг юзини топинг.

Жавоб. 5 = 66  кв. бирлик.

4-§. Чизик тенгламаси. Тенгламаси буйича чизицни
ясаш

Хар кандай чизикни текисликда нуцталарнинг гео
метрик $рни деб караш мумкин. Масалан, айлана деб



марказ деб аталувчи нуктадан бараззр узокликда ётган 
лукталарнинг геэ метрик ур.чига айтилади; бур ¡ак биссек- 
трисаси деб бурчак томонларидан баравар узо:<ликда ёт
ган нуцталарнинг геометрик урн и га айтилади. Кесманинг 
учларидан баравар узокликда ётувчи нукталзрнинг гео
метрик урни, шу кесмага утказилган ур.па пергендикул- 
яр булади ва ^оказо.

Текисликда чизиц тенглаяаси деб х ва у узгарув- 
чиларга боглик булган, шу чизицда ётувчи >{ар бир нуц- 
танинг координаталари цаноэтлантирздиган ва ундан таш- 
ь;арида ётган нуь;талар;»шг координаталари каноатлантир- 
майдиган тенгламага айтилади.

Тугри бурчакли декарт координаталар системасида чи- 
зицнинг тенгламаси

У= /(х)
ёки

Р(х; у) = О
куринишда булади. Бунда л: ва у лар узгарув+и коор
динаталар дейилаяи.

Аналитик геометрияда а:о:ан и к кита масала билан 
шугулланилади. Бунда:

1) чизик нуцталарнинг геометрик урни сифтпа берил- 
ган, унинг тенгламасини тузил татаб цилинади;

2 ) тенглама берилган, унинг графигини ясал талаб 
Килинади.

1-м и сол. Берилган Л1, (—2; 4), М 2 (6 ; 8 ) нуцталар- 
дан баравар узоцликда жойлашган нуцталарнинг геометрик 
урни тенгламасини тузинг.

д . М  (х\ у) — М 1 ва М2 нукталаршн баравар узок- 
ликда жойлашган ихтиёрий нуцта булсил. Шартга кура

| М,М\ = \М2М\ (*)
булади. Икки нукта орасидаги масофани топиш форму -. 
ласидан фойдаланиб,

\МХЛ4\ = / (*+ 2 )а +(У - 4 )2
|Ж2Ж| = у (^ - б Г  + ( у - 8 )2

ларни ^осил циламиз. Бу и̂ эдаларни ( н) га куйи б, из- 
ланган нуцталар геометрии: урлининг тенгламасини ^осил 
циламиз:

У (х  + 2 у + (у  -.4у  = / (х  -  6У + ( у -  8У =>



=> л:2+4^+4 + у2—8у-Ь 16—ос2—12х+36+У2— 16у + 64=> 
=> л:24-4х+4+у2—8у+16—л'2+ 12л:—36—у2 + 16у—64 = 

^ 0 => 1б.г-1-8у—80 = 0 => 2 .г-|-у — !П = 0 . (**)
Шундай килиб, М х ва М 2 нукталардан баравар узок- 

ликда жойлашган ихтиёрий нуктанйнг координаталари 
(«*) тенгламани каноатлантиради, ва аксинча, координа
талари (**) муносабатки каноатлантирган >;ар кандай 
нукта УИ, ва М 2 нукталардан бир хил узокликда ётади. А

2- м и с о л. Маркази координаталар бошида ва радиуси 
/? =  4 булган айлананинг тенгламасини тузинг. А (4; 0); 
В  (2; 3) ва С (3; 4) нукталар шу айланада ётаДими?

Д. М (х; у) —айланада ётган ихтиёрнй нукта булсин. 
У вактда айлана таърифидан \ОМ\ = 4 эканлиги равшан. 
Икки нукта орасидаги масофани топиш формуласидан

\ОМ\ = У х2 +
эканлиги келиб чикади. Бундан айлана тенгламаси:

еки 4 = Ух '2 + у ‘ 
х* + у» = 16 

)$осил булэди (2 . 10- чизма).
Энди А (4; 0) нуктанйнг шу айланада ётиш ёки ёт- 

маслигини текшириб курамиз. Агар нукта айланада ётса, 
унинг координаталари айлана тенгламасини каноатлантира- 
ди, акс ^олда нукта айланада ётмайди.

42 + 02 = 16 <=> 16= 16.
Демак, А нукта айланада ётади. Энди В  нуктанйнг 

координаталарини куямиз:
22 + 32< 16 ■=> 13 < 16.

В  нукта айланада ёт
майди. С нуктанйнг коор
динаталари >;ам айлана тенг
ламасини каноатлантирмай- 
ди, чунки
42 + З2 > 16 => 25 > 16.

С нукта а̂м айланада 
ётмайди. Д

3- м и с о л. Ох укдан 
ва ^ (0 ;. 2) нуктадан бара
вар узокликда ётган нук
талар геометрик урнининг

</|



генгламасини тузинг. Бу эгри чизицнинг графигини чи- 
зинг.

Д. М  (х; у) — эгри чизикни ясовчи, кузгалувчан нук- 
та булсин. У ^олда шартга кура М  нуцтадан Ох укигача 
ва ^ нуктагача булган масофалар бир хил (2 . 11-чизма), 
яъни |ЛШ| = \РМ\ ёки у = / х2 +- (у — 2 )2, бундан у 2 = 
= х3 + (у — 2)2. Хосил булган тенгламани у = / {х )  ку- 
ринишга келтирамиз, яъни у га нисбатан ечамиз. у2 =
= х2 +  у2 — 4у + 4 => 4у = х2 + 4.=>у = ^  + 1 булади.
Бу параболанинг тенгламаси. Парабола графигини тасаввур 
цилиш учун унинг махсус нукталарини аниклаш керак х2
нинг коэффициента I  > 0 булгани учун парабола юкорига
караган булади. Учининг координатаси (0 ; 1) нукта, чунки
унинг ординатаси координаталар бошидан утувчи у = ~

I 4

параболанинг ординатасидан 1 га фарк килади (2 .1 2-чиз- 
ма). А

□ .31. Маркази О (0; 0) нуктада ва радиуси $ = 6  
булган айлана тенгламасиаи топинг. Бу айланада А (0; 6 ),
В  (—6 ; 0); С (4; 3); О (1; 6); Е  (5; У П )  нукталар ёта- 
дими?

Жавоб. х2 + у2 = 36. А, В, Е  нукталар айланада ёта- 
ди. С, £) нукталар айланада ётмайди.

32. Берилган А (0; —2) ва В  (1; 3) нукталардэн ба- 
равар узо^ликда жойлашган чизик буйлаб М (х\ у ) нук- 
та  ̂ара кат килади. Ш у чизик тенгламасини ёзинг.

Жавоб. 2х + 10у — 5 = 0.



33. А (4; 0) ва В  (1; 0) нуцталар берилган. М  нукта 
шундай ^аракат киладики, ундан А нуцтагача булган 
масофа В  нуцтагача булган масофадан икки марта каттаГ 
М  нуктанинг з̂ аракат тргекториясининг тенгламасини то- 
пинг. ,

Жавоб. х2 + у2 = 4.
34. Зх + 4у — 12 — 0 чизикнинг координата уклари 

бнлан кесишган нуцталарини топинг.
Жавоб. А (4; 0), В  (0; 3).
35. Куйидагц тенгламалар билан берилган чизицларни 

ясанг.
1) у = 2х; 2) у — х; 3) у = — 2х;
4) У =  х2; 5 )у  =  1 х 2+3; 6 ) у =  х 3.

36. Ох увидан Оу уцига нисбатан 5 баравар узоклик- 
да жойлашган нукталарнинг геометрик урнининг тенгла
масини тузинг.

Жавоб. у = + 5х.
37. Оу ва Ох уцига нисбатан 3 баравар узокликда 

жойлашган нукталарнинг геометрик урнининг тенгламаси
ни тузинг.

Жавоб. у = ± 1 х .Я

5-§. Т^рри чизицнинг бурчак козффициенти. Турри
чизицнинг бурчак коэффициентли тенгламаси

Хар кандай тугри ^изикни Декарт коордиваталар сис- 
темасида чизикли тенглама билан тасвирлаш мумкин. 
Ту.гри чизикнинг тенгламаси узгарувчи координаталардан 
ташцари яна бир-бирига боглик булмаган иккита параметр- 
га эга. Бирор тугри чизикнинг тенгламасини ёзиш учун 
унинг уша параметрларининг сон кийматларини билиш 
кифоя.

у ординатага нисбатан ечилган тугри чизикнинг тенг
ламаси

у = кх +  Ь ( 6 )
шаклда булади. Параметр А тугри чизикнинг йуналишини 
характерлайди ва унинг бурчак коэффициента деб ата- 
лади. Декарт координаталгр системасида



булади, бунда ф — тугри. 
чизикнинг Ох у^ининг 
мусбат йуналиши билан 
ташкил цилган бурчаги 
(соат стрелкасига ь;арши 
йуналишда) (2.13-чизма).

(6) формуладаги иккин- 
чи параметр b (бошлангич 
ордината) берилган тугри 
чизикнинг ординаталар уви
дан ажратган кесмасини, 
яъни координаталар боши- 
дан тугри чизикнинг орди

наталар уки билан кесишган нуктасигача булган бирлик 
масофа.

1-м и со л. Ох уки билан 120° бурчак ^осил килувчи 
ва Оу укини (0; 3) нуктада кесиб утувчи тугри чизик 
тенгламасини тузинг ва унинг графигини ясанг.

Д . Масаланинг шартидан б из га маълумки, тугри чи
зик Оу укини (0 ; 3) нуктада кесиб утади, яъни Ь = 3. 
Бурчак коэффициента k = tgl2 0 ° = — Y  3. (6 ) формулага 
асосан куйидагиларни ёза оламиз:

у = - / 3 х  + 3. (*)
Демак, Ох уки билан 120° бурчак з?осил килувчи ва 

Оу укини (0; 3) нуктада кесиб утувчи тугри чизик тенг- 
ламаси у = — j/3x -f 3  экан.

Энди шу тугри чизик графигини ясаймиз. Бизга маъ
лумки, тугри чизик Оу укини С(0; 3) нуктада кесиб 
утади. Тугри чизик графигини чизиш учун иккинчи нук- 
тани топиш кифоя. Бунинг учун у = 0 деб (*) дан х 
ни топамиз:

— Y  3x + 3 = 0=í>'X = j/"3.
Тугри чизикнинг иккинчи нуктаси D (Y  3 0 ). Шу 

икки С(0; 3) ва 0(3; 0) нуктадан утувчи тугри чизик 
изланган графикни (2. 14-чизма) беради.А

2-мисол. Тенгламаси Зх + 5у + 15 = 0 булган тугри 
чизикнинг бурчак коэффициентини ва бошлангич ордина- 
тасини топинг. Унинг Ох уки билан ^осил киладиган 
бурчагини аникланг.

Д. Масалани ечиш учун тугри чизик тенгламасини у га 
нисбатан ечамиз:



Зх + 5у -{ 15 = 0 => 5у -  
= 3х— 15=>у = - |- д :- 3 .

Бошлангич ордината Ь =
= — 3, бурчак коэффициента 
&  —  —  —5 •

з
= — 5-=>® =

= агс!§ (-  | )  .

Демак, берилган тугри чи- 
зик Оу укини (0 ; —3) нук- 
тада кесиб утиб, Ох уки би- 
лан 149° бурчак ^осил кила- 
ДИ. А

3-мисол. у = — х-\-7 
тугри чизик берилган. Тугри 
чизи!\Иинг абсциссалар уки билан ташкил цилган бурча- 
гини топинг ва тугри чизицни ясанг.

Д. у — — х 7 тугри чизикнинг бурчак коэффициен
та & = — 1.

= — 1 => (? = 135°.
Тугри чизик Ох уки билан 135° бурчак ^осил килади. 
Энди тугри чизикнинг графигини ясаймиз. Бунинг учун 
унинг иккита нуктасини топиш кифоя. Тугри чизикнинг 
бошлангич ординатаси Ь = 7, демак, тугри чизик Оу уки
ни С(0,7) нуктада кесиб утахи.

Иккинчи нуктасини топиш учун тугри чизик тенглэ- 
масидан у = 0 деб л: ни топамиз, яъни 0 = — х + 7 => 
=> х = 7. Демак, тугри чизик Ох укини В(7\ 0) нукта
да кесиб утади. Б у иккиС(0; 7) ва £)(7;0) нукталарни 
бирлаштириб тугри чизик ^изсак, Ох уки билан 135° 
бурчак ?(осил килувчи тугри чизик графигини >{осил 
киламиз (2. 15- чизма).А

4-мисол. Координаталар бошидан утувчи ва Ох уки 
билан 150° бурчак з̂ осил килувчи тугри чизик тенглама- 
сини тузинг ва тугри чизикни ясанг.

Д. Бизга маълумки, координаталар бошидан утувчи 
тугри чизик тенгламаси у = кх булади.

к tg<? = 1д150° = tg (180° -  30°) = -  1§30° = — £ [ .О



Демак, изланаётган турри чизик тенгламаси у — — х.
Энди Tÿppn чизицнинг графигини ясаймиз. Tÿppn чизик 
координаталар боши 0 (0 ; 0) дан утганлиги учун, унинг 
битта нуктасини топиш етарли булади. Бунинг учун у =
= — X тенгламадаги л: га циймат бериб у ни топа- 
миз. Кулайлик учун х = 3 булсин.

TÿppH чизикнинг иккинчи нуктаси С(3; —/з"). Бу икки 
0(0; 0) ва С (3; — т/3") нукталарни бирлаштирсак, у —

Го'
= — ^ ~ х  турри чизикнинг графиги (2 . 16-чизма) з̂ осил
б ÿ лад и. А.’

5- ми с о л.
(3 + р)х — (р — 5)у + 8  = О

турри чизик тенгламаси берилган. р нинг цандай киймат- 
ларида TÿppH чизик Ох ÿrçn билан 135° бурчак ^осил 
цилади? Тутри чизик тенгламасини тузинг.

Л . Берилган тенгламани у га нисбатан ечамиз.
(3 +  р)х — (р — 5) у + 8 = 0 => (р — 5) у = (3 + р) X + 8 =>

3 + Р , 8=> у = —^ х  Н---- ?.*  р — 5 1 р  —  5 

Бу турри чизикнинг бурчак коэффициента k = га



тенг. Маълумки, tg<? = к. Масаланинг шартига кура, 
1^135° = — 1 булади. Бундан

_ 1 = 3 ± Р ^  (-р + 5 = 3 + р  ^  (р + р = 5 - 3  ^  
р 5 I РФ  5 IР  =7̂= 5

 ̂12Р = 2
¡ и » ' ’ “ 1

келиб читали.
р нинг цийматини урнига куйиб, Ох уки билан 135° 

бурчак ^осил килувчи тугри чизик тенгламасини топамиз: 
3 + 1  . 8 4 . 8  о аУ = + ХГГ5 =>У = —4Х + =4*=> У = - х -  2. а

□ . 38. Куйидаги тенгламалар билан берилган тугри 
чизикларни ясанг.

у = 2х + 1; у = х + 2; у = —Зх + 7; 
у = —2; у = —х — 3; у — Зх.

39. у = 2х — 1 ва У = — х + 5 тугри чизиклар
берилган. Тугри чизикларнинг кайси бири Ох у к билан 
катта бурчак ^осил килади?

Жавоб. у = — х + 5.
40. у = ~ х  + 6 тугри чизик берилган. Унинг коор

дината у К'лари билан кесишиш нукталарини топинг.
Жавоб. (0; 6 ), (— 12; 0).
л 1 1 л X  —  1 4 х --64 1 . у = т х - 2 ,  У = у = г ,  У = § •

у = х + 5, у = — Зх + 2 тугри чизиклар берилган. Тугри 
чизикларнинг кайси бирлари ординаталар укини бир нукта
да кесиб утади? Шаклда курсатинг.

42. Тенгламаси 2х — 4у + 12 = 0 булган тугри чизик
нинг бурчак коэффициентини ва бошлангич ординатасини 
топинг.

Жавоб. £ = , Ь = 3.
43. Координаталар бошидан утувчи ва Ох уки билан 

30°; 45°; 60° ва 120° бурчак з̂ осил килувчи тугри чизик
ларнинг тенгламаларини тузинг ва бу тугри чизиклар гра- 
фикларини тузинг.

■\Г л
Жавоб. у — ^  х; у = х; у = у/г3х\ у = —ул3 х.

4— 199 49



44. М  (0; 5) нуктадан утувчи ва абсциссалар уь;и би- 
лан 135° бурчак з̂ осил килувчи тугри чизик тенгламасини 
тузинг ва тугри чизицни ясанг.

Жавоб. у = — х + 5.
45. Бошлангич ординатаси Ь = — 3 булган ва у = х 

тугри чизицка параллел булган тугри чизиций ясанг.
Жавоб. у = х — 3.
46. у = У 3 х — 3 ва у = -4= х 4 2 тугри чизиклар• ) 3

берилган. Уларнинг абсциссалар уки билан ташкил и̂ла-
диган бурчакларни топинг.

Жавоб. « = 60°, ? = 30°.
47. (5 — р)х-=^-(р+ 1)у + 6 = 0 тугри чизик тенглама- 

си берилган. р нинг кандай и̂йматларида тугри чизик 
Ох уки билан 45° бурчак з̂ осил ^илади? Бу тутри 
чизицни графигини чизинг.

Жавоб. р = 2.Щ
6-§. Берилган нуктадан берилган йуналиш буйича 
утадиган тугри чизиц тенгламаси. Икки нуктадан 

утувчи тугри чизик тенгламаси.
Берилган А (х1; у^ нуктао,ан утувчи тугри чизик тенг- 

ламаси
У ~У> = к ( х  — Ху) (8)
— -------- :—  ■■ а-- ~куринишдэ берилади.

Бу ерда к = (? — тугри чизикнинг Ох уки билан 
яосил цилган бурчаги). Агар (8 ) формуладаги к з̂ амма 
з̂ ациций сонларни кабул киладиган булса, у з̂ олда бу 
формула тугри. шзицлар дастасининг формуласи дейи- 
лади, яъни берилган нуктадан утувчи тугри чизиклар 
тупламининг формуласи булади. Берилган иккита Л(%,; у,) 
ва В {х 2\ у2) нуктадан утувчи тугри чизик тенгламаси

= у.~ * . (9)
х, — х, у.,— У, '  '

формула билан аникланади. Бу тугри чизикнинг бурчак 
коэффициента

формула билан з̂ исобланэд̂ .
1-мисол. Л(3; — 4) нуктадан утувчи ва бурчак 

коэффициента —3 га тенг булган тугри чизикнинг тенг
ламасини тузинг.



д . Бизга А (3; —4) нукта ва k — — 3 берилган. (8 ) 
формулага асосан куйидагиларни ёза оламиз:

у — (— 4) 3(xj— 3)*=>у 4- 4 = — Зх + 9 i=>у =
= -  Зх + 5.

Демак, Л(3; —4) нуктадан утиб, ¿ = —3 булган 
турри чизик тенгламаси у = — Зх 4- 5 экан. А

2 -мисол. Ох ÿKn билан 150° бурчак ^осил килувчи 
ва А (—3; 4) нуктадан утувчи турри чизикнинг тенглама- 
сини тузинг.

Д. Масаланинг шартига кура tp = 150°.
k = tgcp = tgl50° = tg(180° -  30°) = _  tg30° = - Ç -

турри чизикнинг бурчак коэффициенти k = — .
(8) формулага асосан:
у — 4 = — (—3))=> у = — ^  X -  / 3  + 4 ->

->y = - Ç ^ + (4 - / 3 “ ).
Демак, Ох уки билан 150° бурчак ^осил килиб 
А (—3;4) нуктадан утувчи турри чизик тенгламаси:

y = - Ç - ^  + ( 4 - / 3 ') . i
3-мисол. Л (5; 4) нуктадан у т у в ч и  Ва Ох уки билан

arctg-|- га тенг булган бурчак ^осил килувчи турри чи--
зик тенгламасини тузинг.

Д. Масаланинг шартидан
arctg-J = <?=> tgcp =-| ; k = j

келиб чикади.
Энди (8 ) формуладан фойдаланиб куйидагиларни ёза- 

миз:
. у - 4  = 4 ( х - 5) ^ у  = 1 х - 4 .5  +  4 ^ у = | - х - 4.

g
Бу тенглама, Ох уки билан arctg -g- га тенг булган бур
чак з̂ осил килувчи ва А (5; 4) нуктадан утувчи TÿppH 
чизикнинг тенгламасидир-À

4 -мисол. Л (-3 ; 2) ва В ( 5; 7) нукталардан утувчи 
турри чизикнинг тенгламасини топинг.



Д. (9) формуладан фойцаланиб куйидагиларни ^осил 
к;иламиз:
у -  2 . х -  (-3) =о7 — 2 5 — (—3) 5 
=>8у = 5х + 15+16 =

= 8у — 16 = 5аг+15 ==>

8 у  =  5 х  +  31 => у  =  х  +  "g

Демак, Л ( —3; 2) ва Л (5; 7) ну^талардан утувчи 
тугри чизиккинг тенгламаси:

.- í » í  * ■

5-мисол. Учлари Л(3; 1), 
В (—2; 2) ва С (0; —3) нукта- 
ларда ётган ABC  учбурчак бе- 
рилган. Томонларилинг тенгла- 
маларини тузинг.

Д. Берилган учбурчакни 
ясаймиз (2. 17-чизма). Энди АВ  
томоннинг тенгламасини тузамиз.
(9) формулага асосан: 
у — 1 X — 3 , X — 3
Г Г Т  = Г 2 ^ з = > ^ - 1 =  —  
=> —5у + 5 = х — 3 =>
=> —5х = х — 3 — 5 => —5у =

о  1 , 8= *  — 8 => У = — J  X +-д.
Бу АВ  томоннинг тенгламасидир. Худди шунга ухшаб 

ВС  ва СА томонларнинг тенгламасини топамиз: 
у — 2 _  х — ( -2) у — 2 _  -t 4- 2

2.17- чизма

—3—2 ~  0 —(—2)
— 10 :=> 2у = —5х 

у — (-3) х — 0 ^

—5 =>2у — 4 = — 5х

10+4=>у = — -хХ— 3. (5С)

3 —  0 

= 4х

= т => Зу + 9 = 4х =s> Зу

(СЛ)

Шундай цилиб учбурчакнинг учала томонининг тенг- 
ламалари топилди. Д

□ , 48. уИ (2; 3) нуктадан утувчи ва бурчак коэффи
циента 4 га тенг булган тугри чизик тенгламасини тузинг 
ва тугри чизикни ясанг.

Жавоб. у = 4х — 5.



49. Ох у^и билан 135° бурчак ^осил кдаувчи ва 
N (—3; 5) нуктадан утувчи тугри чиги^нинг тенгламасини 
ту зин г.

Жавоб. у — — X -\ 2.
50. Ох уки билан 30°, 45°, 60°, 120° ва 135° бурчак 

*осил килувчи ва Оу ук.ики (0; 7) нуцтада кесиб утувчи 
тутри чизицларнинг тенгламаларини тузинг.

Жавоб. у = У^-х -f 7; у = х + 7; у = -/3x4-7;
У = —/ З х  + 7; у = —х-\-7.

51. Ох ук;и билан 45° бурчак ^осил килиб М (2; 3) 
ну^тадан утувчи тугри чизикнинг k ва b параметрларини 
топинг. Хосил булгаи тенгламани ёзинг.

Жавоб. k=  1; ö = l; y — k-\-\.
52. N(2; — 5) ну т̂адан утувчи Ох. уци билан arctg3 

га тенг булган бурчак >;осил цилувчи тугри чизик тенг
ламасини топинг.

Жавоб. у = Зх — 11.
53. Куйидаги жуфт нуцталардан утувчи тугри чизик* 

ларнинг тенгламаларини тузинг;
а) (1; 2) ва (-2; 5); б) (-2 ; 6 ) ва (0; 4);
в) (5; 2) ва (-4; —7); г) (3; 0) ва (—3; 6).
Жавоб. а) у = — х -f 3; б )у  = — х + 4;

в) у = X — 3; г) у = — X + 3.
54. Координаталар бошидан ва М  (2 ; 7) нуктадан 

утувчи тугри чизин; тенгламасини тузинг.
Жавоб. у = — л.
55. Берилган N (—3; —7) ва М  (0; —4) ну^талардан 

утувчи тутри чизикнинг бурчак коэффициентини топинг.
Жавоб. у = X — 4; k = 1.
56. У ч лари А (5; 0), 5 (—2; 1) ва С (2; 3) нукталарда 

ётган ABC  учбурчак томонларининг тенгламаларини то
пинг.

1 5  1Жавоб. улв = — у  X + у  ; у вс = + 2 ;
Улс= - х  + 5.

57. Учлари А (—3; 5), В (6; 6), С (5; 3) ва 0(0; 0) 
нукталарда ётган ÄBCO туртбурчак АС ва ВО диагонал- 
ларининг тенгламаларини тузинг.

Жавоб. улс= — + ■
S3



7-§. Тугри чизицнинг умумий тенгламаси ва уни
текшириш

Тугри чизикнинг умумий тенгламаси
Лх + 5у + С = 0 . ( 11)

Агар С = 0 булса, Ах + Ву = О турри чизик коорди- 
наталар бошидан утади.

Агар А = О булса, Ву 4- С = 0 тугри чизик абсцисса- 
лар укига параллел булади.

Агар В  = 0 булса, Ах 4- С = О т>три чизик ордината- 
лар уцига параллел булади.

Агар А = С — О булса, Ву = О тугри чизик абсцисса- 
лар уки билан устма-уст туша; и.

Агар В  = С = О булса, Ах = 0 тугри чизик ордината- 
лар уки билан устма-уст тушади.

Тугри чизикнинг бурчак коэффициента унинг умумий
( 11) тенгламасидан

к = ~ ^ { В ф О )  ( 12)

формула билан аникланади.
1-м и со л. 6х — 4у г 5 = 0 турри чизик тенгламасини 

бурчак коэффиииентли ва бошланпьч ординатали тенгла- 
ма куринишда ёзинг.

Д. Масалани ечиш учун берилган тугри чизик тенг
ламасини у га нигбатан ечамиз:

 ̂ I 'г- 6 , 5  3 , 5 ж4у = 6x4- 5 =>у = -£ Х+  т => У = у х  4- • А
2- м и с о л. Берилган Зх — 6у = 0 тугри чизикнинг 

координаталар укларига нисбатан кандай жойлашганлигини 
текширинг ва тугри чизикни ясанг.

Д. Берилган Зх — 6 у = 0 тенгламэда С = 0, демак, туг
ри чизик координаталар бошидан утади. Энди бу тугри 
чизикни ясаймиз. Бунинг учун берилган тенгламани у га 
нисбатан ечамиз:

3 . 1  
6у = Зх =*• у = -0- х —> у = у  X

тугри чизик координаталар бошидан утганлиги сабабли 
битта нуктасини топиш кифоя. х га киймат бериб у [ни 
топамиз. ^улайлик учун х = 2 булсин.

у = '2=> У 1-



Натижада А (2; 1) нуктани .
*осил килдик. Бу икки А (2; 1) 
ва 0 (0 ; 0 ) нуцтадан утувчи 
тугри чизик тенгламаси Зх—
—6у = 0  булади (2 . 18-  ̂изма).

3-мисол. Тугри чнзик- 
нинг умумий тенгламаси 7у +
-Ь 5х — 3=0 берилган. Унинг 
бурчак козффициентини то- 
пинг.

Д . TyFfH ЧИЗИКНИНГ ум у
мий тенгламасига солиштир- 
сак,

А = 5, В  = 7 ■ 2.18-чизма
эканини топамиз. ( 12) формулага асосан берилган тугри 
чизикнинг бурчак коэффициента:

4-мисол. 5х-!-5у —7 = 0  тугри чизикнинг Ох уки 
билан ташкил килган бурчагини топинг.

Д. Берилган тугри чизиц тенгламасини у га нисбатан 
ечамиз.
5х -f 5у — 7 = 0=> 5у = — 5х + 7 => у = — х + у  =>

=> у — — X ' —
Хосил булган тугри чизик тенгламасининг бурчак коэф
фициенти k = — 1. (7) формулага асосан:

k = tg?, яъни tg» = — 1 =>с? = 135°.
Демак, Ъх + 5у — 7 = 0. тугри чизик Ох уци билан у — 
= 135° бурчак ^осил килади.А

□ . 58. Куйидаги 
2х — у = 0, 2х — у -|- 1 = 0, Зх — 4 = 0, 5у — 7 = 0, 
Зх = 0, х -f- 4у = 0, Зх — 2у -f 8 = О
тугри чизикларнинг координаталар у к лари га нисбатан 
кандай жойлашганлигини текширинг.

59. Куйидаги Зх — у -f 8  = 0, х — 2у + 4 = О,
2х + Зу = 6 , 4х — Зу = 1, 4-х + у у  — 4 = 0  

тугри чизикларнинг бурчак коэффициентларини аникланг.



1 2 4Жавоб. к = 3, к — — у ,  & = у ,

« 4 •
60. Берилган 18л: — 6у 4~ 3 = 0 тугри чизи  ̂ тенглама- 

сини унинг бурчак коэффициента ва бошлангич, ор- 
динатаси ёрдамида ёзинг.

Жавоб. у — Зх + 4" •
61. Куйида берилган тенгламаларнинг бошлангич ор- 

динаталарини топинг:
а) л: 4 - 2у — 4 = 0; б) 2х — Зу — 9 = 0;
в) Зх 4- 4у -  12 = 0; г) х -  7у 4- 28 = 0.

Жавоб. а) 6 = 2; б ) Ь = - 3 ;
в) Ъ = 3; г) ¿7 = 4.

62. р нинг цандай кийматларида 2х 4- Зу 4- Р = 0 туг- 
ри чизиц Оу уцини (0; 4) нуктада кесиб ;утади?

Жавоб. р = —12.
63. р нинг цандай кийматларида 5л: 4- РУ — 31 = 0 

тугри чизиц Ох уки билан 45° бурчак }(ОСил килади?
Жавоб. р = —5.
64. ^уйидаги тугри чизикларнинг Ох уки билан эр- 

сил килган бурчакларини аникланг:
а) 2х -  2у 4-3 = 0; в) Зх -  2у 4- 5 = 0;
б) 7х + 7у — 10 = 0; г) 2л: — 4у = 6 .

з
Жавоб. а) 9 = 45°; в) ср = агс^-  ̂;

б) ® = 135°; г) 9 = агс^2. В

8-§. Икки т^гри чизиц орасидаги бурчак. Т^гри чи- 
зицларнинг параллеллик ва перпендикулярлик шарт-

лари

Агар иккита у = /г̂ х -\-Ьх ва у = к2х 4- Ь2 гугри чизик- 
нинг бурчак коэффициентлари аник булса, улар орасидаги 
<Р бурчак

^  = <13> 
формула билан аникланади.

Агар тугри чизиклар тенгламаси
А\Х 4 * В\У 4 - С\ = 0 ва А3х 4~ В^у 4 - С% = 0 (14)



куринишда берилган булса, у з̂ олда (13) формула куйи- 
даги куринишни олади:

ё<Р = А1А, + В ¡В, ■
(14) тугри чизицларнинг параллеллик шарти куйидаги-

ча:

%  = (16) 
Перпендикулярлик шарти эса

АгА2 + В^В2 = 0 (17)
куринишда булади.

'Агар тугри чизиклар
у = -1-6, ва у = к2х +  62 (18)

куринишда берилган булса, параллеллик шарти:
= й5, (19)

перпендикулярлик шарти:
*1 = ~  Т, 

формулалар билан аникланади.
1-мисол. Куйидагл ту̂ ри чизиклар орасидаги бурчак- 

ни аникланг:
Ах -г 7у = 28 ва х — Зу — 3 = 0.

Д. Берилган тенгламалардан тугри чизикларнинг бурчак 
коэффициентларини топамиз:

Ах + 7у = 28 => 7у = —Ах + 28'=» у = -  у Х  + 4. 

кл = — 1 , х — Зу — 3 = 0=>3у = л: — 3 => у =
1 1 1= т х - 1 .  =

У ^олда бу икки тугри чизик орасидаги ® бурчак 
(13) формулага асосан

1 / 4 \ 1 4 ' 7 +  12■(-I), к2 —  к, 3 ~ \  7 /  3 7 а/, 19
~  1 +  кг к, ~  1 / 4 \ 4 21 —  4 17 *

1 +  3 ‘ (  7 )  1 21 а/1 
*19Демак, ® = агс1& га тенг. А

2 -ми со л. Учбурчак томонлари 2х — Зу + 25 = 0; 
Зл: 4- 2у — 8 = 0  вау  — 1 = 0 тенгламалар билан берил
ган. Унинг ички бурчакларини топинг.



Д. Учбурчакнинг 2х — Зу -Ь 25 = 0 ва Зл: 4' 2у — 8 = 
= 0 томонлари орасидаги бурчак: <р,, Зх-\-2у — 8  = 0 ва 
у — 1 = 0  томонлари орасидаги бурчак: ®2, у — 1 = 0  ва 
2х — Зу + 25 = 0 томонлари орасидаги бурчак: ср3 бул- 
син. (15) формулага асосан:

2-2 — 3 ( —3) 4 I- 9 13 . л
2-3 +  ( — 3) -2 6 — 6  ~  0 ~  0 0  ’ ? ! — у  •
3 1 — 0-2 3 —  0 3 . 3 , 3

~  з-о + 2-1 ~  0 + 2 ~  2 ’ ^  — 2 _> “  ЗГС  ̂~2 ' 
0 (—3) — 2 1  0 - 2  2 , 2 , 2 ж

*£<Рз — 0 2 + 1 - (—3> ~  0 - 3  ~  3 ’ з -> Тз — агс!̂ -д-. ̂
3-мисол. Берилган 5х + 4у — 12 = 0 тугри чизикка 

параллел булган ва (0 ; —2) нуктадан утувчи тугри чизик 
тенгламасинц тузинг. У ни чизмада курсатинг.

Д . Берилган тенгламани у га нисбатан ечамиз:
54у -5л: + 12 г=> у = 3.

Бу тугри чизикнинг бурчак коэффициента — -т га
тенг.

(19) формулага асосан, бу тугри чизикка параллел 
булган (0 ;—2 )нуктадан утувчи тугри чизикнинг тенгламаси

У = | х 2 (^  -){■)
куринишда булади.

Энди бу тугри чизикларнинг графигини ясаймиз.
(-)(-) дан х = 0 булса, у = 3 
келиб чикади, яъни А, (0; 3). 
у = 0 булса, л: = 2,4 булади, 
яъни В, (2,4; 0). -&) дан 
х = 0 булса, у = — 2 келиб 
чикади, яъни Л2 (0 ; 2 ). у = 0  
булса, л; = — 1,6 булади, яъни 
В 2( -  1,6 ; 0 ). Л ,(0 ; 3). ва 
В , (2,4; 0), А2 (0; - 2 ) ва 
В 2 (—1,6; 0) нукталардан ут
увчи тугри чизиклар бир-бири- 
га параллел булиб мос равишда

5 , 0  5у = - т х-г 3 ва у = - т х -
— 2 тугри чизикларнинг гра
фи гидир (2. 19- чизма). А



4 4-мисол. Берилган Зх — 2у = 6 тугри чизикка пер
пендикуляр булган ва (0; 5) нуктадан утувчи тугри чизик 
тенгламасини тузинг.

Д . Берилган тенгламани (18) формулада курсатилган 
тенглама куринишига келтириб ёзамиз:

2у = Зх — 6 => у = -| х — 3.
з

Бу тугри чизикнинг бурчак коэффициента у  га тенг. (20)
формулага асосан. Бу тугри чизикка перпендикуляр бул
ган ва (0; 5) нуктадан утувчи тугри чизик тенгламаси

1 2 у — — у х  + 5>=> у = — — х +  5 булади. А
~2

5-мисол. Берилган А (— 1; 3) нуктадан утувчи ва 
4у — Зх -f 8 — 0 тугри чизикка параллел булган тугри 
чизикнинг тенгламасини ёзинг.

Д . Берилган тенгламани

Ау — Зх — 8 => у = -|- х — 2

куринишда ёзамиз. Бу ерда k = ~ .
А (— 1; 3) нуктадан утувчи тугри чизик тенгламаси 

у — 3 = k(x-\- 1) куринишда булади. (18) формулага асо-з
сан А (— 1; 3) нуктадан утиб, у = -^х — 2 тугри чизикка 
параллел булган тугри чизик тенгламаси

о 3 , i i\ 3 .15у - 3  = - ( х + 1)=>у = т х + т

булади. А
□ . 65. 1\уйидаги тугри чизи^лар орасидаги бурчакни 

аникланг.
а) у -f Зх = 0 ва у — 2х — 6 = 0;
б) Зх — 2у + 7 = 0 ва 4у — 6х — 3 = 0;
в) у = 4х — 8 ва х +  4у — 3 = 0;
г) 2у — х +  3 = 0 ва 2х + 4у — 2 = 0.

Жавоб. а) <р =r arctg у-; б) 0°; в) ; г) у .
66. Учбурчак томонлари 5х — Зу •+ 15 = 0, 5х +  Зу —

— 15 = 0 ва у + 5 = 0 тенгламалар билан берилган. Унинг 
ички бурчакларини топинг.



15 5Жавоб. ср1 = агс^ у  ; ср, = ср3 = а г ^  у .
67. Берилган у — 4х = 0 тугри чизик билан А (—3; 5) 

ва В  (5; 3) нуцталардан утувчи тугри чизиц орасидаги 
бурчакни топинг.

Жавоб. ср = у .
68. А (2; 5) ва В ( 4; 1) нукталар берилган. С нукта 

А В  кесмани тенг иккига булади. Координаталар бошидан 
ОА, ОС ва О В  тугри чизи^лар утказилган. Улар ораси
даги бурчакни топинг.

Жавоб. ?1 = а ^ ( - у ) ,  ? 2 = а к ^  ( — ■§■) .
69. Учлари А (— 2; -  1), В ( - 2; 2) ва С (4; — 1) 

нукталарда ётган А ВС  учбурчак берилган. ВО  медиана 
билан АС  томони орасидаги бурчакни топинг.

Жавоб. ср = .
70. Берилган М  (— 3; 2) нуктадан утувчи ва 2х —

— Зу + 5 = 0 тугри чизикка параллел булган тугри чизик 
тенгламасини тузинг. Уни чизмада курсатинг.

Жавоб. у — л: +  4.
71. Оу укини (0; 7) нуктада кесиб утувчи ва у + 

+2х — 3«=0 тугри чизщка перпендикуляр булган тутри 
чизик; тенгламасини тузинг.

Жавоб. у = 1  х +  7.
72. 5х — 4у +  20 = О тутри чизикнинг координата ук- 

лари билан кесишган нукталаридан шу тугри чизикка 
перпендикуляр чикарилган. Уларнинг тенгламаларини 
ёзинг.

Жавоб. у = ^ —у Х  + 5; у = — -|;с—

73. Координаталар бошидан 4х — 6у + 9 = 0 тугри 
чизикка параллел тугри чизик утказинг ва унинг тенглама
сини тузинг.

2Жавоб. у = у  х.
74. Берилган М  (— 6; 3) нуктадан утувчи ва 2у —

— Ъх — 10 = 0 тугри чизикка параллел тугри чизик тенг
ламасини топинг ва ясанг.

Жавоб. у ~ -^ х  + 18. В



9-§. Турри чизицнинг нор- 
мал тенгламаси

Тугри чизик;нинг нормал 
тенгламаси
х-сст 4-у вша — р = 0 (21)
куринишга эга.

Бу ерда р — координата- 
лар бошидан тугри чизикда 
туширилган перпендикуляр 
(нормаль) узунлиги, а — бу 
перпендикуляр билан Ох уци- 
нинг мусбат йуналиши ораси- 
даги бурчак (2. 20-чизма).

Хар кандай биринчи дара- 
жали

Ах  + Ву +  С = 0 (22)
куринишдаги тенглама нормал 
мумкин. Бунинг учун уни

1М  = +

куринишга келтирилиши

(23)
У  А> + В з

нормалловчи купайтувчига купайтириш керак, яъни
Ах -|- Ву С _ ^
Ул* +  в -  “

булади.
Нормалловчи купайтувчининг ишораси, тенгламадаги озод 
з$ад С нинг ишорасига тескари булади. Тугри чизикнинг 
параметрлари

А В  _  с
соэос =  + У  А* ; э1па=

В2 — У А 2-\-В2 ’ г  1 УА *  + в 2
формулалэр билан ^исобланади.

(х0; у о) ну^тадан (21) тугри чизицк;ача булган масофа
й = |л:0созя 4-у0з1па — р\ (25)

ва (22) тугри чйзйккЭТОэу л гй~' масофа
Ах о -4- В  у о +  С

р=  + (24)

с? = (26)У  А* + В * 
формулалар билан аникланади.

1-мисол. Ох уки билан 30° бурчак з̂ осил цилувчи 
ва нормалининг узунлиги р = 5 булган тугри чизикнинг 
нормал тенгламасини ёзинг.



Д . Масалани ечишда (21) формуладан фойдаланамиз. 
Масаланинг шартига кура р — 5, а == 30°, демак, 

х сое 30  ̂-+- у 30° — 5 = 0
ёки

+ —5 = 0- А
2- м и с о л. 5х + 12у — 26 = 0 турри чизик тенглама- 

сини нормал шаклга келтиринг.
Д . (23) формуладан фойдаланиб нормалловчи купай- 

тувчини топамиз:

у да + В 2 /52 +  122 у 25 + 144 /  169 13 '

Тенгламадаги озод ^ад С нинг ишораси „ — “ (манфий) 
булгани учун нормалловчи кугтайгувчининг ишорасини 
„ + “ (мусбат) цилиб олдик.

Энди берилган тенгламага М  ни купайтириб тенглама- 
ни нормал шаклга келтирамиз:

^ (5 * +  12у-26 = 0)=> уз* +  {|у — 2 = 0 .А

3- м и с о л. А (3; \' 5 ) нуктадан 2х + )//5у — 2 = 0 
турри чизиццача булган масофани топинг.

Д.  Л(3; ^ Б )  нуктадан 2х 4- \ 5 у — 2 = 0 турри 
чизиккача булган масофани (26) формула оркали аник- 
лаймиз:

, 2-3 + / Г - / Г -  2 6 + 5 - 2  9 „
(I =  -----. , = ----  =  --- =  “о" =  О .

У  23 + (|^5 )2 У  4 + 5 3
Шундай килиб, й = З .А

□ . 75. К у ш д а  берилган тугри чизикларнинг цайси 
бири турри чизикларнинг нормал тенгламаси ^олида берил
ган?

а) Зх — 2у + 11 = 0; б) у- х — у + 1 = 0;
О 4

в ) ^  +  4 у - 4  =  0;  г)  ^ х  —  - | у  -  1 =  0;

д) х  — 3 = 0; е) у — 5 = 0.
Жавоб. в); г); д); е).
76. Куйида берилган тенгламаларни г угри чизикларнинг 

нормал тенгламаси ^олига келтиринг:
а) 2х —■ Зу — 5 = 0; б) х + у + 1 = 0;



в) у = 2х + 5; г) у
д) Зх — 4у — 15 = 0.

г) у = — Зх +  2;

77. Еерилган А {2; 3) нуктадан Зл:-г4у-Ь2=0 
тугри чизиь;ь;ача булган масофани топинг.

Жавоб. к  = 4.
78. 5х —■ 12у — 26=0 ва 5х — 12у — 65 = 0 параллел 

тугри чизицлар орасидаги масофани топинг.
Жавоб. </ = 3.
79.■ Учлари А (0; 5), В { — 3; 1) ва С ( — 1; —2) нукта- 

ларда ётган А ВС  учбурчак берилган. С нуктадан ту- 
ширилган баландлик узунлигини топинг.

Жавоб. (1 = 5. В

10-§. Иккинчи тартибли эгри чизицлар. Айлана,
эллипс

Марказ деб аталувчи нуктадан бир хил узокликда 
жойлашган нукталарнинг геометрик урни айлана деб 
аталади. Маркази М  (а; Ь) нуктада ва ралиуси И булган 
айлананинг (2.21-чизма) нормал тенгламаси куйидаги 
куринишда булади:

(х -  а ?  + (у - Ь)> = I ? (27)

о а



Агар айлананинг маркази координаталар бошида булса
(2.22- чизма), у л;олда унинг тенгламасн энг содда кури- 
нишда булади:

;с2+ у2 = /?2. (28) 
Агар иккинчи даражали умумий

Ах2 +  В у 2 +  Сху + Ох +  Еу  +  Б  = 0 (29)
тенгламада координаталарнинг квадратлари олдидаги коэф- 
фициентлари узаро тенг булса ва ундан таищари коорди
наталарнинг купайтмасидан тузилган }{ад катнашмаса, 
яъни

Л = В  ва С = 0 (30)
булса, (29) тенглама айланани тасвирлайди.

Агар хх ва у х айлананинг бирор нуцтасининг коорди- 
наталари булса, у >;олда бу нуцтадан айланага утказил- 
ган уринманинг тенгламаси:

'  ( х - а ) ( х 1- а )  + ( у - Ь ) { у 1- Ь )  = 1? (31)
ёки

■ £*1 .:Ь УУ1 = (32)
куринишга эга булади.

Эллипс деб, шундай нук;таларнинг геометрик урнига 
айтиладики, бу нукталарнинг а̂р биридан иккита узгармас 
нуктагача — эллипснинг фокусларигача булган масофалар- 
нинг йигиндиси узгармас микдор булиб, 2 а га тенгдир 
(2.23- чизма). Фокуслар орасидаги масофа

В Д  = 2с. (33)
Эллипснинг энг содда тенгламаси

5  +  £ = 1  04)



KÿpHHHuiAa булади. Бунда
ti1 = а ? - с \  (35)

Эллипснинг эксцентриситета е деб, фокуслари ораси- 
даги (2 с) масофанинг эллипснинг катта уки (2а) нисба- 
тига айтилади, яъни

Е = = ■ (26)
бундан е < 1 эканлиги равшан.

Эллипсдаги нуктадан фокусларгача булган масофалар 
унинг фокал радиус-векторлари (г, ва г2) дейила/ и. 

Эллипснинг ихтиёрий М  (х ; у) нуцтаси учун
гх = а — ex, r2 = a -f- ex, г, + г2 = 2а. (37)

Эллипснинг кичик ÿrçnra параллел булган ва ундан -у
масофадан утган икки тутри чизик эллипснинг дирек- 
трисалари дейилади (2.23- чизмадаги A ß  ва CD тугри чи- 
зицлар). Директрисалар тенгламалари куйидагича аниц- 
ланади:

а а /оо\X = — вах  =  — - • (38)

(34) эллипснинг М (х; у) нуктасида унга уринма булган 
чизицнинг тенгламаси

^  + Чг = 1 ' (39)6-'
куринишда бÿлaди. '

1-мисол. Маркази (2; — 5) нуцтада ва ра, иуси 4 
бирликка тенг булган айлананинг тенгламасини тузинг.

Д . Масала шартига кура
а = 2, b = —5 ва R  = 4.

(27) формулага асосан айлананинг тенгла :аси 
( X - 2)2 +  (у 5))2 = 4=> (х -  2) +  (у +  ЪУ- = 4* 

ёки
х2 — 4х + 4 +  у 2 + 10у +  25 -  16 = 0 =>

=> X1 +  у2 — 4х -f 10у + 13 = 0
к$финишда булаги.А

2- м и с о л. х2 +  у2 +  2х — 4у — 2 ) г= 0 айлангкинг 
тенгламаси берилган. Айлана марказишшг координатала- 
рини ва радиусини топинг.

Д. Берилган тенгламани ушбу (х — а)2 +  (у — Ь)2 =  
= R 2 нормал куринишга келтирамиз. Бунинг учун х ли



^адлар (х2 +  2х) ни ва у ли )?адлар (у2 — 4у) ни ало^и- 
да-ало^ида йигиб оламиз. Кейин биринчи группага 1 ни 
ва иккинчи группага 4 ни куииб уларни тула квадратга 
тулдирамиз, яъни

х2 + 2х I ва у2 — 4у + 4
^осил булади. Бу тенглама берилган тенглама билан тенг 
кучли булиши учун кушган сонларни айириб ташлаймиз. 
Натижада
х 2 + 2х +  1 -|- у2 — 4у +  4 — 1 —4 — 20 = 0 => (х + I)2-)- 

Н (у -  2)3 -  25 = 0=> (х + I)2 + (у -  2)2 = 52.
Бундан

я = — 1, Ь — 2 ва £! = 5
эканлиги келиб чик;ади.А

3-мисол. х1 + у 2 = 8 айланакинг (2; —2) нуктаси- 
дан утган уринманинг тенгламаси ш ёзинг.

Д . Масаланинг шартиа кура х ,= 2  ва у, = — 2. 
(32) формулага кура

л:• 2 + у (—2) = (| 8 )2 => 2х — 2у = 8 => л: — у = 4
ни >̂ осил цилдик.
Демак, изланган уринма тенгламаси х — у = 4 була
ди. А

4-мисол. Катта уки 10 га тенг ва эксцентриситета 
е = 0,8 га тенг булган эллипснинг энг содда тенгламасини 
тузинг.

Д . Масалаки шартига кура 2а = 10 => а = 5; (36) 
формуладан с — а • е == 5 ■ 0,8 = 4 келиб чикади,

(35) формуладан фойдаланиб Ь ни толамиз:
Ъ\= 52 -  42 -=>Ь = у' 5* -  42 => Ь = у 25 -  16 = Ь =

= , 9" =>6 = 3.
(34) формулага асосан эллипснинг энг содда тенгламаси

5- З2 25 У 1

куринишда булади.А
5-мисол. Берилган 4д:2 + 9у2 = 16 эллипснинг катта 

ав кичик ярим укларини фокуслзрини %амда эксцентриси- 
тетини топинг.

Д .  Берилган тенгламанинг а̂р икки томонини 16 га 
буламиз.

Натижада эллипснинг энг содда тенгламаси >;осил



булдп.
I 2 4- ^  =  1 4 т  16

еки
X2

(34) фэрлулага acocan
а? == 4 => а = 2, 
in 16 i 4 &ï==_ ^ b==_  

ларни топ;и<. (35) фор лулатан фойдгланиб с ни топа- 
миз:

= а2 -  с2=> с2 -  а2 + Ь2 = 22 -  ( у ) *  = 4 -  |  =

2/ Г
3 •

(36) фор лула дан фэймланиб е ни топамиз:

е =
2 / 5

3 2-У 5 У  5 
2 ~  2-3 _  3

Шундай килиЗ: а = 2, Ь = , F, (Ц р-  ,

F ‘ [ - n r - ° ) ,  ‘ “ Т Т
ларни топдик.А

□ . 80. Маркази А/(3; 4) ва радиуси R  = 4 булган 
айлана тенгламасини ёзинг. Л (3; 0), Я (— 1; 4) ва С (2; 5) 
нукталар бу айланада ётадими?

Жавоб. М  (х -  3)2 + (у -  4)2 = 4; А  (3£0), [£ (- 1 ; 4) 
нукталар айланада ётади.

81. х2 + у2 — 4л: +  8у — 16 = 0 айлананинг тенгламаси 
берилган. Айлана марказияинг координаталарини ва ралиу- 
сини топинг.

Жавоб. М (2; -4 ); R  = 6.
82. Куйида берилган тенгламаларни [<ай<_и бири айлдна- 

нинг тенгламаси бу’ла олади?
а) х2 +  у 2 +  8л: — 12у -(-14 = 0;
б) 2х2 + Зу2 -  Qx + 9у -  25 = 0;
в) Зх2 + Зуа + 7ху + 6х -  9у -  15 =0;



г) у * а+  у у 2 +  4л: — 6у +  12 = 0.
Жавоб. э), г).
83. (х — I)2 + (у + 2)г = 25 айлана берилган. Унинг 

(4; 2) нуцтасидан утган уринманинг тенгламасини ёзинг.
Жавоб. х +  4у = 18.
84. л:2 +  у 2 = 10 айлананинг (— 3; — 1) нуцтасидан 

утувчи уринманинг тенгламасини ёзинг.
Жавоб. у +  Зх -+ 10 = 0.
85. Фокуслари'орасидаги масофа 6 га ва катта ярим 

уци 5 га тенг булган эллипснинг энг содда тенгламасини 
тузинг.

Жавоб. ф- + ~  = I.
86. Эллипс тенгламаси берилган:

25.x2 +  125у2 = 625. Эллипс уцларининг узунликларини, 
фокусларининг координаталарини ва эксцентриситетини 
топинг. _

Ж авоб. а = 5, Ь = \' 5, е = , Л  (2 /5 ; 0),

^ ,(- 2 / 5  ; °)-
87. х2 +  Зу2 = 6 эллипснинг эксцентриситетини ва 

директрисаларини дисобланг.
Жавоб. г =г , х = ± 3.

88. ^  +  щ  == 1 эллипс директрисаларининг тенглама-
ларини тузинг.

Жавоб. х — ± 5.
89. = 1 эллипснинг М  (0; 4) нуцтасидан

утувчи уринманинг тенгламасини топинг.
Жавоб. у = 4.

парабола ва уларнинг тенглама- 
лари

^и.перб/ла деб, шундай нукталфнинг геометрик ур- 
нига айтиладики, бу нукталарнинг дар биридан иккита 
узгармас нуцтага — гиперболанинг фокусларигача — бул
ган масофалар айирмаси узгармас мицдор булиб, 2 а га 
тенгдир.

Фокуслар орасидаги масофа = 2с (2.24- чизма).



2.24- чизма

Гиперболанинг энг содда тенгламаси

£ * ~ £  = 1 (4° )  
куринишга эга, бунда

62 = с2 — а2. (41)
Гиперболанинг ^ачиций ярим уки I # I = I ОА, | = ]ОА2\, 
мав^ум ярим уки Ь\ гиперболанинг фокуслари: (с; 0), 
РЛ — С', 0), бундан

(42)

(43)

(44)

(45)

с — / а 2 + Ь2.
Гиперболанинг:
эксцентриситета

е=  — (£ > 1, чунки с > а);
асимптоталари

директрисалари
у = Н—  х;* ~  а ’

X = +

формулалар билан аникланади. Гиперболанинг ихтиёрий 
М(х; у) ну^тасидан фокусларигача булган масофа

гх = \гх-\-а\, г2 — \ех — а | (46)
формулалар ёрдамида топилади.



Ярим уцлари тенг (а = Ь) булган гипербола тенг 
томонли гипербола дейилади ва

х1 — у2 = а2 (47)
фсрмула билан ифодаланади.

Гиперболанинг (х ,; у,) нуктасидэн утказилган уринма- 
нинг тенгламаси:

ХА ~ Щ = \ -  (48)а- Ь- ' ’
Парабола деб, шундай ~нукталарнинг геометрик ур- 

нига айтиладики, улзрнинг хар биридан узгармас бир нук- 
тагача — параболанинг фокусигача — ва узгармас тугри 
чизицкача— параболанинг директрисасигача -- булган ма- 
софалар узаро тенгдир. Ксюрдинаталар бошидан утиб Ох 
уцига. симметрик булган парабола тенгламаси (2. 25-чиз- 
ма):

у2 = 2рх. (49)
Директриса тенгламаси:

*  = - !-•  (50>
(49) формула билан курсатилган парабола фокуси:

Параболанинг М  (х; у) нуцтасининг фокал радиуси



формула билан топилади.
Агар парабола координаталар бошидан утиб Оу укига 

нисбатан симметрик булса (2.26- чизма), у .̂ олда пара
бола тенгламаси:

х2 = 2 ру, (52)
директрисаси:

y = - f ,  (53)

фокуси F(0; у )  ну^тача, М  (х; у) нуктасининг фокал 
радиуси

г  =  У  +  у  ( 5 4 )

формула ёрдамида аникланади.
(49) ва (52) параболаллр учун улаэнинг (л:,, у,) нуцта- 

сида утказилган уринма тенгламаси мос равишда
УУ. =p(x  + x t) ва хх, = р(у + у,) (55)

формулалар билан ифодаланади.
1-мисол. Берилган 4х2—9у2=36 гиперболанинг ярим 

уклари, фокусларининг координаталарини ва эксцентриси- 
тетини топинг.

Д. Берилган гипербола тенгламасини каноник кури- 
нишга келтирамиз. Бунинг учун тенгламанинг ^ар икки 
томонини 36 га буламиз:

-  9у" = 36 -> f  f  -  1~  f  -  f  = 1
Ж3 у2

" 3- -1,
Хосил булган тенглзмани (40) формула билля солит- 

тирсак, а = 3, Ь = 2 эканлиги куриниЗ турибди. Энди 
(42) формуладан фойдаланиб гипербола фокусларининг 
координаталарини топамиз:

с = /  а'г + Ь1 = / З 2 + 22 = /  9 + 4 = )/ Ш!
Л(/Тз; 0), f 2 (— V Тз"» 0).

Гипербола эксцентри:итетини топиш учун (43) форму*
, „ с /Тз V Тзладан фоидаланамиз: е = — = -Ц- ; ' е = -Цт- .d o  о



Шундай килиб: 

и = 3, 6 = 2, F, (■ ТЗ; 0), F , (-  0) ва е = ^ .  А
2-мисол. Фокуслари орасидаги масофа 2с — Ъ, уч- 

ари орасидаги масофа 2а = 6 булган гиперболанинг кано- 
ик тенгламасини тузинг.

Д .  Масаланинг шартига кура:

2с = 8<=> с = =>с = 4,
0

2а ^  б а  —- "ту а —— 3.

Гиперболанинг тенгламасини тузиш учун мав^ум ярим 
ки b ни топиш керак. Бунинг учун (41) формуладан 
ойдаланамиз:

с3 = а? + Р  => Ь2 = с2 -  а2 = 42 -  З2 = 16 -  9 -  5.
Энди (40) формулага асосан гиперболанинг каноник 

тенгламаси
j f .  _  Z? _  i
3-’ 5

ёки
— _  У1— 1
9 5 _  1

куринишда булади.А
3- м и с о л. у = 4  х2 парабола фокусининг координата-

ларини топинг ва директрисасининг тенгламасини тузинг.
Д .  Берилган парабола тенгламасини каноник куриниш- 

га келтириб ёзамиз:

у = ~  х2=> х2 = 4у.

Б у тенгламани (52) формула билан солиштирсак:
2р = А'=>р — 2

эканлиги келиб чикдди. Парабола директрисасининг тенг
ламаси (53) формулага асосан

у =   ̂ ~  2 = У = 
булади. Парабола фокусининг координаталари

f ( 0; % )  ёки F(0; 1). А



4-мисол. Фокуси (6; 0) нуцтада булган парабола- 
нинг каноги с тенгламасини тузинг.

Л . (50) форму лага асосан парабола фокуси Т7 (6; 0), 
яъни

Е- = б=> р =  12.
Параболанинг топилган параметрини (49) формулага к;уй- 
сак:

у2 = 2рх = 2 • 12х = 24х. у2 = 24х 
келиб чицади. А

5-мисол. у'2=8х  парабола директрисасининг тенгла
масини тузинг.

Д . Берилган парабола тенгламасини (49) тенглама би- 
лан солиштирсак, 2р = 8=> р = 4 зканлиги равшан.

(50) формулага асосан парабола директрисасининг тенг-
Р 4ламаси х — — -̂ = — ^ = — 2; х = — 2 булади. А

□. 90. Берилган 9х2 — 25у2 = 225 параболанинг а̂к;и- 
ций ва мав^ум укларининг' узунликларини, фокусларининг 
координаталарини ва эксцентриситетини топинг.

Жавоб. 2а =  10, _26 = 6, ^ (^  34, 0), ^ ( - / 3 4 ,  0)
/31 ва г = ¿-=— .о

91. Фокуслари орасимги масофа 2/41 га ва ^акй- 
ций уки 10 га тенг булган гиперболанинг тенгламасини 
тузинг.

Жавоб. ^  — £  = 1.
92. Гиперболанинг ^акиций уки 2а = 10, эксцентриси

тета е = 1,4 булса, унинг тенгламасини тузинг.

93. Берилган х2 — 4у2 = 20 гиперболанинг асимптота- 
ларининг тенгламаларини топинг.

Жавоб. у — ± х.
94. Фокуслари (0; 3) ва (0; —3), асимптоталари у  =

— ±2х  булган гиперболанинг тенгламасини тузинг.
Жавоб. Ъу1 — 20х2 = 36.
95. Куйидаги пэраболаларнинг фокусини ва директри- 

сасини топинг.
а) У2 +  х = 0; б) Зх — у 2 = 0
Жавоб. а) (— -Ь О), х = б) 0), х = —



96. Учи координаталар бошида булган параболалар- 
нинг куйидаги директрисалари берилган:

а) у = 3; б) у = — 2; в) л: = 4.
Параболалар тенгламасини тузинг.
Жавоб. а) х2 = <— 12у; б) х2 = 8у; в) у2 = —-16х.
97. Фокуси (4; 0) ва директрисаси х = — 2 булган 

парабола тенгламасини тузинг.
Жавоб. у2 = 12 (х — 1).
98. А (3; 1) нуцтадан ва х — 1 = 0 тугри чизикдан 

баравар узсщликда булган нукталарнинг геометрик урни 
ва тенгламасини топинг.

Жавоб. (у -  I)2 = 4 (х — 2).
99. Учи координаталар бошида ётган, Оу укка нис- 

батан симметрик булиб, А (4; 2) нуцтадан утувчи пара
бола тенгламасини тузинг.

Жавоб. х2 - 8 у  = 0.И

12-§. Координаталарни алмаштириш. 
Координаталар бошини параллел кучириш ва буриш

хОу тугри бурчакли декарт координаталар системаси- 
да координаталари (х; у) булган М  нук;та берилган бул- 
син. Агар бу координаталар системасининг бошини
О, (а; Ь) нуктага, укларини эса хОу га мос равишда 
параллел булган Х О х У  системага кучирсак, М  нуктанинг 
янги системадэги координаталари (2.27- чизма)



х = Х  + а, . Х  = х — а, 
у = Y-{-b еки Y = у — Ь (5б)

формулалар билан анщланади. хОу координаталар систе- 
масида М  (х; у) нукта берилган булса, бу системани О 
нукта атрофида а бурчакка буриш натижасида ^осил 
булган X O Y  системада М  нуктанинг координаталари 
(2.28- чизма)

X = X  cosa — Ksina, _ X  = X cosa -j- У sina, 
у = Y cosa -f x sina еки Y = y cosa— я: sina

формула билан топилади.
1-мисол. Координаталари (3; 5) булган М  нукта 

берилган. Агар координаталар боши Ох( — 2; 3) нуктага 
параллел кучирилган булса, М  нуктанинг координата- 
ларини топинг.

Д . Масаланинг шартига кура:
х = 3, у = 5, a ?= — 2 ва Ь — 3.

(56) формулага асосан:
X  = 3 — (— 2)=> Х  = 3 + 2=> Х =  5;
Y = 5 - 3  =>Г = 2.

Демак, координаталар боши О, (— 2; 3) нуктада булган 
янги системада М  нуктанинг координаталари (5; 2) 
экан. А.

2-мисол. Координаталари (4; —6) булган М  нукта
нинг координата уклаРим  координаталар боши атрофида 
90° буриш натижасида ^осил булган янги системадаги 
координаталарини тогизг.

Д . Масаланинг шартига кура:
X — 4, У = — 6 ва a = 90°.

(57) формулага асосан:
X=4-cos90° 4- (— 6)sin 90° => Х=  4-0 -  6-1 «=> X  = -  6; 
Г = —6-cos9 0 ° - 4 sin 90° => Y = -6-0-4-1  => Y = - 4.
Демак, М  нуктанинг янги системадаги координаталари 
(-г 6; — 4) экан. Д

3- м и с о л. Берилган х2 +  у2 — 4х + 6у — 68 = 0 ай- 
лана марказини янги координаталар системасининг боши 
деб караб айлана тенгламасини сод да куринишга келти- 
ринг.

Д . Берилган айлана тенгламасини нормал куринишда 
ёзамиз:

( х ~ 2 ) 2+ (у  + 3)2 = 81.



Бундан айлана марказининг координаталари, яъни янги 
системанинг координаталар боши (2; —3) эканлиги рав- 
шан. Демак, а = 2, Ь — — 3.

(56) формуладан фойдаланиб

Г  = ? - ( -  3)=> У = у +  3
ларни ^осил цилдик. Бу кийматларни айлана тенгламасига 
Куйсак, Х 2-\-У2 = 8\ ^осил булади.А

4-мисол. Координаталари (—2; 4) булган М  нук;та- 
нинг координата уцларини коорх инаталгр боши атрофида 
45° буриш натижасида ^осил булган янги системадаги 
координаталарини топинг.

Д . Масаланинг шартига кура:
х = — 2, у = 4 ва а = 45°.

(57) формуладан фойдаланиб куйидагиларни топамиз:

X  =  - 2  соэ45° + 4 Бт450 ■=> X  = -2  + 4 ̂  :=> 

Х =  - У 2  + 2у 2 => Х  = /2 .

У  =  4• соб450 -  (- 2 )31п45° => Г  = 4 ^ -  + 2 ^ = >

=>Г = 2 /2  +/2":=> У = 3 /2 .
Демак, М  нуктанинг янги системадаги координата

лари ( /  2 , 3 ]/ 2) экан. А
5-мисол. Берилган у = х2 + 6 х + 7  эгри чизик тенг- 

ламасини содда куринишга келтиринг ва графигини ясанг.
Д . Берилган эгри чизик тенгламасининг унг томони- 

даги квадрат уч^аддан тула квадрат ажратамиз:
у = х2 + 6х + 7 =>у = х2 + 2 ■ Зх + 9 — 9 + 7 р=>

:=> у = (х — З)2 — 2 :=> у +  2 = (х +  З)2.
У +  2 = У, 
х  +  3 = Х

деб олсак, У = X 2 >{Осил булади.
Бу  тенглама, учи янги координаталар системаси боши- 

дан утувчи ва О У укка нисбатан симметрик булган 
парабола тенгламасидир.

Энди янги системанинг координаталар бошини топа
миз. Янги координаталар системасида координаталар боши 
X  = О, У =0.

«г*



Демак, (56) формулага 
асосан:
X  — х -}- 3 ва Y ~  у -4* 2;
0 = *  + 3=> х = — 3;
О = у + 2 t=> У — — 2.

Шундай цилиб, янги 
координаталар системаси- 
нинг координаталар боши
О, (—3; —2) нуктада экан 
(2.29- чизма). А

□ . 100. Координатала- 
ри (—4; —7) булган М  
нуцта берилган. Агар коор- 
дииаталар боши 0,(3; — 5) 
нуцтага параллел кучирил- 
ган булса, М  нуцтанинг 
координаталарини топинг,

Жавоб. (-7 ; 12).
101. К оорд инаталари 

(4; 5) булган М  нуцта бе
рилган. Агар координата
лар боши 0,(1; 2) нуцтага 
параллел кучирилган булса, М  нуцтанинг координатала
рини топинг ва ясанг.

Жавоб. (3; 3).
102. Координаталар боши 0,(3; 4) нуцтага параллел 

кучирилганда М  нуцтанинг координаталари (—6; — 11) 
булди. М  нуцтанинг эски координаталарини топинг.

Жавоб. (-3;  -7 ).
103. Берилган х2 +  У2 — 2л; + 4у — 31 = 0  айлана мар- 

казини янги координаталар системасининг боши деб 
К араб, айлана тенгламагини содда куринишга келтиринг.

Жавоб. X 2 +  Y 2 = 92.
104. Берилган х2 -j-y2 + 6* — 12у -+- 36 = 0 айлана 

марказини янги координаталар системасининг боши деб 
цараб, айлана тенгламасини содда куринишга келтиринг 
ва янги система бошининг координаталарини аницланг.

Жавоб. (-3 ; 6), X 2 + Y2 = З2.
105. Берилган у — х2 + 4х +  5 эгри чизицнинг тенг

ламасини содда куринишга келтиринг ва графигини ясанг.
Жавоб. х — —2; у = 1, Y  = X 2.
106. Берилган 2х — 4у -j- 3 = 0 тугри чизиц тенглама-



си координаталар боши (0; 1) нуктага кучганда кандай 
узгаради?

Жавоб. 2 Х -  4 Г+  1 =0.
107. Координаталари (4; 6) булган М  нуктанинг коор

динаталар укини координаталар боши атрофида 45° бу- 
риш натижасида >;осил булган янги системадаги коорди- 
наталарини топинг. _

Жавоб. ( 5 / 2  ; / 2 ) .
108. Координаталар укини координаталар боши атро

фида 90° буриш натижасида ^осил булган М  нуктанинг 
координаталари (5; 3) га тенг. М  нуктанинг эски систе
мадаги координаталарини топинг.

Жавоб. (—3; 5). Ш

13-§. Кутб координаталар системаси.
Tj гри бурчакли координаталар системаси ва [цутб 

координаталар ^истемаси /орасидаги богланиш
Кутб координаталар сис- 

темасининг асосий элементла- 
ри нукта ва ундан чикувчи 
нур, яъни кутб О ва кутб 
уки Ох дан иборатлир.

М  нуктанинг текисликда- 
ги урни бу нуктанинг кутб- 
дан булган масофаси — ради- 
ус-вектори г ва радиус-век- 
торнинг кутб уки билан таш- 
кил этган кутб бурчаги ср 
билан аникланади.

Агар кутбни координа
талар  боши деб ва кутб 
укини эса абсциссалар уки 

деб кабул килсак, М  нуктанинг кутб координаталари 
(г, ср) ва уша нуктанинг тугри бурчакли Декарт коорди
наталари (х\ у) орасидаги богланиш куйидаги формулалар 
билан ифодаланади (2.30- чизма):

x = r cos<p, у = г sin ср, (58)
Г — Y  X3 + у\ <Р = arctg • (59)

Бу ерда (2.30- чизма) О — кутб. Ох — кутб уки, ра
диус-вектор, <р — М  нуктанинг кутб бурчаги. \ у

1-мисол. Кутб координаталари билан берилган

2.30- чизма



А  (4; нуктанинг тугри бурчакли координаталарини то-
пинг. Бунда збсциссалар укини цутб уци, координаталар 
бошини кутб деб царанг.

Д . Масаланинг шартидан г=4, эканлиги равшан.
(58) формуладан фойдаланиб, нуктанинг тугри бурчакли 
координаталарини топамиз:

х = 4• соб => х = 4• ак  30° ==> х = 4 ¡=> х =2 / З ”;
7Г 1у = 4-эт — => у = 4-зт 30° => у = 4 • у  => у = 2. 

Демак, Л нуктанинг тугри бурчакли координаталари
(2 / 3 ; 2) экан.А

2-мисол. Тугри бурчакли координаталар системасида 
(3; 4) коор'динаталари билан берилган А  нуктанинг кутб 
координаталарини топинг.

Д . Бизга х = 3 ва у — 4 берилган.
Г(59) формуладан фойдаланиб нуктанинг кутб коор

динаталарини топамиз:
г = / З 2 +  42 ■==> г = / 9  + 16 => г = /25  ==> г = 5; 

ср = агс^ =» ;=> ср «  52°.

Шундай килиб, А  нуктанинг кутб координаталари 
(5; 52) экан. А

□ . 109. Кутб координаталари билан берилган
Л (б ;-!), в ( 2 ; | ) ,  С ( б ;£ ) ,  о ( 2 ; - ^ ) ,

Е  (4 ;  в а  ?  ( 8 ; -  £ )

нукталарнинг тугри бурчакли координаталарини топинг. 
Бунда абсциссалар укини кутб уки, координаталар боши
ни 'кутб деб царанг. _  _  

~Жавоб. А(0; _5), 5(1; / 3 ) ,  _ С (3 / £  3 / 2 ) ,
£>(/3; -1), £ (- 2 / 2 ; 2 / 2 ) ,  F(4; - 4 / 3 ).

110. Тугри бурчакли координаталари билан берилган 
А (-4; 3), Л (-4 ; -3), С (3; 0), 0(0; 5), £ ( / 5 ^ 2 ) ,  
£(3; / 7 )  нукталарнинг кутб координаталарини топинг. 

Жавоб. л |б ; — аг<^-|), В  (б; аг<^-|), С (3; 0),

О  (5 ;  у ) ,  £ ( з ;  р ( 4 ; а г с ^ ^ у ) .  ■



ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ ВА 
ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

I I I  Б О Б

1- §. Векто ?

1. Асосий  т у ш у н чалар.Мжаляр мивдорлар билан 
бир каторда шундай мицдорлар зам борки, улар узлари- 
нинг сон цийматлари билан тула аникланмайди; уларнинг 
тула аникланиши учун сон кийматлари билан бир каторда 
йуналишлари зам берилган булиши керак. Масалан, зара- 
кат, куч, тезлик, тезланйш каби микдорлар шулар жум- 
ласидандир. Тугри чизикда оддий кесма билан бир катор
да йуналган кесма, яъни бир учи унинг боши, иккинчи 
учи эса охири зисобланган кесма каралади. Бундай кесма 
вектор дейилади. Векторни тартибланган икки нукта 
аниклайди. Оддий кесмада эса аникловчи нукталар тенг 
ЗУКУКЛИ булиб тартибнинг азамияти йук.

Шундай килиб, вектор 
мщдор геометрик усулда маълум узунликдаги ва аник 
йуналишдаги кесма ёрдамида тасвирланади (3. 1-чизма).

Векторнинг (берилган масштабдаги) узунлиги унинг
модули деб аталади ва \АВ\—\а\ = а к^ринишда белгила- 
нади. Модули нолга тенг вектор ноль вектор, модули 
бирга тенг булган вектор бирлик вектор дейилади. Ноль 
векторнинг йуналиши аникланмаган булади. Векторлар 
ётган тугри чизиклар ^заро параллел (ёки устма-уст 
тушган) булса, улар колланеар векторлар дейилади.

Агар икки вектор куйидаги шартларни каноатлантирса:
1) узунликлари тенг булса;
2) улар коллинеар булса;

А

3.1- чизма

а В
Бошлангич нуктаси А 

ва охирги нуктаси В  бол
тан вёътор А В  ёки киска- 
ча а шаклда ёзилади.



3) йуналишлари бир хил бул- 
са, улар тенг деб ^исобланади.

Масалан, A BCD квадратнинг 
(3.2- чизма) томонлари билан
устма-уст тушувчи туртта А В,
ВС , CD ва DA  вектор орасида 
иккита бир-бирига тенг вектор 
йук- Бир текисликда ётган ёки 
бир текисликка параллел булган 
векторлар комплашф вектор- 
лар дейилади. \ у

2. В е к т о р н и ц у ш и ш  ва 
айириш. Икки а ва b вектор- 
ни кушиш учун „учбурчак кои- 
да“ сидан (3.3-чизма) ёки „параллелограмм

■—► —У
(3. 4- чизма) фойдаланилади. с == a -f b

3.2- чизма

Коида сидан

ли куйидаги формула ёрдамида топилади:
векторнинг моду-

й= ¡/ и+ 2\a\-\b\ cos (а, Ь) .



Бир неча вектор йигиндисини ясаш учуй ихтиёрий 
нуктадан биринчи цушилувчига тенг вектор ясаймиз, 
биринчи кушилувчининг охиридан иккинчи кушилУвчини 
ясаймиз, иккинчисинииг охиридан уч^нчи кушилувчини 
ясаймиз ва шунга ухшаш. Биринчи цушилувчи вектор- 
нинг бошини охирги векторнинг учи билан туташтирувчи 
вектор—берилган векторлар йигиндиси булади. Бундан 
векторларни к;ушиш к о м м у тати в ли к ва ассоциа- 
т и в л и к  хоссаларига эга экани келиб чицади. Бир нечта 
вектор йигиндисини ясаш учун учбурчак коидаси умум- 
лаштирилиб, „Купбурчак цоидаси“ зосил килинади (3. 5-
чизма): АВ-\-ВС-\-СО-\-ОЕ-\-ЕГ=АЕ.

Агар кушилувчи векторлардан охиргисининг учи би- 
ринчисининг бошига тугри келиб колса, йигинди вектор
нинг узуилиги нолга тенг булади. Узунлиги бир хил, 
лекин йуналишлари царама-карши булган икки векторнинг 
йигиндиси зам нолга тенгдир (3. 6- чизма):

А В + В А ^ О .
—̂  —► —У
а —Ь =0 шартни цаноатлантирган а ваб векторлар тенг 
царама-царши векторлар дейилади ва а га тенг царама- —̂
Карши вектор—а билан белгиланади.

Бу таърифдан (3.6- чизма) ушбу

А В  = —ВА , о+ (—а)—0
— ^

тенгликлар зосил булади. И к кита ихтиёрий а ва Ь век-—̂ —► 
торнинг айирмаси деб шундай с векторга айтиладики, с
вектор билан Ь векторнинг йигиндиси а га тенг булади 
(3.7- чизма).



3. Ве к т о р н и  скалярга  (сонга)  к уп айти ри ш .  —> —► 
а вектор ва Х=^0 скаляр (сон) берилган булсин. а век
торни, к скалярга купайтмаси деб, куйидаги шартлар-
ни каноатлантирадиган Ь векторга айтилади:—>■

1) агар Х>0 булса, Ь вектор а вектор билан бир хил
йуналишда (албатта афО  да), агар /.<0 булса, царама- 
царши йуналишда булади;—> — —>

2) Ь векторнинг модули |6|=|>-|*|а| га тенг.~̂  ^
Бу купайтма одатда Ь=\а куринишда ёзилади. Век

торни скалярга купайтириш таърифидан бевосита куйи
даги хоссалар келиб чикади:

1) ихтиёрий а вектор учун 0-а=а ;
—► —̂

2) ихтиёрий X сон учун Х-0 = 0; ̂  ̂ ^
3) а ва 1а векторлар (Х=^0, а Ф 0 )  коллинеар вектор- 

лардир;
4) агар а ва Ь векторлар бир-бирига коллинеар ва афО

булса, шундай X сон мавжудки, Ь—1а булади ва бунда 
коллинеар булмаган векторларнинг нисбати *ак;ида суз- 
лашнинг маъноси йук-

4) В е к т о р л а р н и н г  проекциялари . '  Текисликда
а вектор I уК билан 9 бурчак ташкил этсин, у ^олда а

—> —V
нинг бу укдаги ортогонал проекцияси Пра=|а!-со8<р 
булади (3. 8- чизма). Бир неча вектор йигиндисининг бирор 
уцдаги проекцияси кушилувчи векторлар проекциялари- 
нинг йигиндисига тенг:

(-* ~}~Ь~\'С) = ПР;й-{- Пр;&4~Пр^С.



1- мисол.  А ВС  учбурчакда шундай О нукта топинг> 
ки, ОА-\-ОВ-\-ОС—0 булсин,
А. А А ВС  даги О нуцта масала шартини каноатлантирсин 
(3. 9- чизма).

Бир учи О нуцтада, томонлари ОВ ва ОС векторлэр- 
дан иборат ОБА/С параллелограммни ясаймиз. Бу парал- 
лелограммдан куйидагиларни ёза оламиз:

~дс+ов=оы,
1Ш = ^0Ь+ОАг= 200, чунки 0 0 = Ш  

ОА-\-ОЫ=ОА-\-ОВ-\-ОС=0 булиши учун

О А = — ОЫ  =  — 20D ёки А 0= 200  булиши керак. 

АО=А0-\-00 булгани учун 0Д=-^- А й  булади.

Шундай цилиб, ОА-\-ОВ-\-ОС= 0 булиши учун О 
нукта Д А ВС  медианлари кесишган ну к; та булиши керак 
экан. А

□ . 1. а ва Ь вектор орасидаги бурчак 30° булса,
в а а —Ь векторларни ясанг.

2. К,'уйидаги векторларнинг узунликлари берилган:

]а|=13; = 19; |а+Ь|=24. \а—Ь\ ни ^исобланг.
}Кавоб. \а—Ъ\=22.

3. А ВС  учбурчакда АВ=т-, АС=п  эканлиги маълум 
булса, куйидаги векторларни ясанг:

—> —у - >  — ►
/п + п_ о\ т — п . о\ п—т ш .. т  + п

2 * 2 ’ ’ 2 ’ ' 2 ‘

4. а ва Ь векторларга ясалган параллелограмм дан 
фойдаланиб куйидаги айниятларнинг тугрилигини чизмада 
текширинг:

I) (а-\-Ь)-\-(а—Ь) = 2а-, 2) а-\-ф—а)=Ь;
0\ а —  ̂ I I.  а +-3) —2---— —— ■>



5. Тенг ёнли АВСИ  трапециянинг пасткиасоси А В —а, 
ён томони АО—Ь ва улар орасидаги бурчаги берил-
ган. Трапециянинг цолган томонлари ва диагоналларини

■ ̂ »)
ташкил этувчи векторларни а ва Ъ векторлар буйича 
ёзинг.

Жавоб. В С = - ^ а + Ь \  с Ъ = ~ -а:

~АС=±-А2+Ь\ ¿ ¡Ъ  = - а + Ь ,

бу ерда а, Ь мос равишда а, Ь векторларнинг узунликла- 
рини билдиради. В
2- §. Фазодаги т^рри бурчакли Декарт координата- 

лар системаси
1. А с о с и й т у ш у н ч а л а р .  Фазодаги тугри бурчак

ли Декарт координаталар системаси масштаб бирлиги 
х;амда О нуктада кесишувчи узаро перпендикуляр учта 
укнинг берилиши билан тула аницланади; уцлардан бирин- 
чисини абсциссалар (Ох), иккинчисини ординаталар 
(Оу), учинчисини аппликаталар  (Ог) уки, О нукта эса 
координаталар боши дейилади. Хар бир уКДа мусбат 
йуналиш ва узунлик бирлиги (масштаб бирлиги) танлаб 
олинади. М  нуктанинг фазодаги вазияти (3.10- чизма) бу 
нуктанинг координаталари деб аталувчи учта сон би
лан аницланади:

ИМ  ОА абсцисса х — ~/-==т —>



ордината у = —
О М  ОСаппликата г=

бу ерда /—масштаб бирлиги.
Бу сонларнинг ^ар бири М нуктадан координаталар 

текисликларининг биригача булган масофаги билдиради.
Учала координата текислиги (3.11- чизма) фазони сак- 

киз кием га (октантларга) булади. Турли октантлгрдч жой- 
лашган нукталар координаталарининг ишоралари куйидаги 
жадвалда келтирилган:

Координата
Октант

] п ш IV V V I V II V I I I

Абсцисса + — — 4- + — — +

Ордината + + - — + + — —

Аппликата + + + + — — — —

Координата текисликларида ётган нукталарнинг коор- 
динаталаридан бири нолга тенг булади; координата уцла- 
рида ётган нукталарнинг координаталаридан иккитаси нолга 
тенг; координаталар боиининг учала координатаси нолга 
тенгдир.

Фазодаги тугри бурчакли Декарт коор ¡инаталари сис- 
темаси ёрдамида учтадзд килиб тартибланган ^акикий сон- 
лар туплами билан фазодаги нукталар орасида уз рз бир 
Кийматли мослик урнатилади.

1- мисол. А  ( — 3; 5; 1) нуктани ясанг.
А. Ох укнинг манфий йу- 

налиши томонида уч масштаб 
1 ' бирлигига тенг булган кесма
I ажратамиз. Бу кесманинг учи-
I дан Оу укка параллел тугри 

чизик утказиб, бу тугри чи- 
зикда беш масштаб бирлиги
га тенг булган кесма оламиз. 
Бу кесмани охирги нуктаси- 
дан Ог укнинг мусбат йуна-/

///и__
5 У



ри чизщ утказиб, бу тугри чизщда бир масштаб бирли- 
гига тенг булган кесма ажратамиз (3.12- чизма). А  нуцта
II октантда жойлашган экан. А

6. Ушбу нукталарни ясанг:
А (3; 2; А), В  (4; -1 ; -2 ),
С (- 5 ; 3; 4), О (1; 4; -3 ),
Е \ - 3; 4  - 1 ); Р (0; 5; -2 ),

<3 (-1 ; -3 ; 0), Я  (2; 0; -1), К  (0; 0; 5),
Ь (-2; -5; 3) В

2. В е к т о р н и н г  координаталари. Координата 
укларининг хар бири учун бирлик вектор (орт) лар кири- 
тамиз. Ох, Оу ва Ог уклардаги бирлик векторларни мос
равишда /, / ва к лар билан белгилаш кабул килинган.
а векторнинг координаталари деб унинг Ох, Оу, Ог 
координата укларидаги проекциялари ах, ау, аг га айтила-
ди ва а {ах; ау; аг} куринишда ёзилади. а вектор ^з 
координаталари ва асосий ортлар ёрдамида куйидагича 
ёзилади:

а = а х-1+ау-]+ а гк. (1)

Бундаги ах1, ауу ва а]г  векторлар а векторнинг ко
ордината укларидаги компоненталари дейилади; улар — 
тегишли координата умарига коллинеар векторлардир —
диагонали а вектордан- иборат булган параллелепипеднинг 
цирралари булиб хизмат килади (3.13- чизма). (Чизмада
М 1А = ах1, М ,В= ау1 ва М ,С = аг6 дир.) Вектор уз коор
динаталари билан тула аницланади, яъни тенг векторлар- 
нинг мос координаталари *ам узаро тенг ва аксинча. 

Бошлангич нуктаси координаталар бошида ва охирги
нуктаси М  (х\ у; г) нуктада булган г=ОМ  вектор М  
нуктанинг радиус-вектори дейилади (3.14- чпма). Бу ^ол- 
да (1) формула

г=х1-{-у]+гк
куринишга келади. Радиус-векторнинг узунлиги (модули 
ёки координаталар бошидан М  (х; у; г) нуктагача бул
ган масофа) куйидаги формуладан топилади:

г=|/ х^+у^-Ь-г*. (2)



3.13- чизма 3.14- чизма

Бошлангич нуктаси М х (л:,; у ( ; г,) ва охирги нуктаси
■ " ■ »■ -►

(рс2\ у2; 2а) булган а — М ХМ 1 — г, — гх векторнинг 
(3.13- чизма) координаталари куйидэгича аникланади:

а {х 2- х х\ у ,—у,; г%- г х) (3)
ва

а=(х2- х 1)/+(у2- у 1) (4)
Икки вектор йшиндиси, айирмаси ва векторнинг сонга 

купайтмаси учун цуйидагилар уринлидир:

{а±Ь) {а х±Ьх; ау±Ьу; аг±Ьг},

Ха {Ха*; Хау; Хаг}; (бу ерда I —скаляр микдор).
а {а х\ ау; аг} ва Ь { Ьх, Ьу, Ьгх векторлар узаро колли- 

неар булишининг зарурий ва етарли шарти

а=ХЬ (5)
эди. У золда ах=1Ьх; ау=ЪЬу-, аг=\Ьг булиб, икки век
торнинг коллинеарлик шарти уларнинг координаталари 
оркали

(5)ЛХ  __ иУ Ог
~Ь,

куринишда ёзилади. а (ах; ау; аг) векторнинг узунлиги 

а — \а\ а-\-а+а  (6)
! •  х у г

формула билан аникланади.



М ХМ % векторнинг узунлиги ёки барибир /И, (xt, уи 
ва M<¡ {x¿\ у а; z2) нукталар орасидаги масофа

МхМ, = \Жм,\ = у \ х,- х1у + (у л- у ,у  + (г9-.г1у  (7)
формула буйича х,исобланади.

2- мисол. Бошлангич нуктаси Ж , (1; 2; 3) ва охир-
1И нуктаси УИ2 (4; 2; —1) булган M tM ,  векторнинг орт- 
лар буйича ёйилмасини ёзияг ва узунлигини ^исобланг.--- *-

Д . (3) формулага кура векторнинг координата-
ларини топамиз:

М ,М г {х 2- х й  у2—у,; г ,—г,}= М ,Л 1 2 (3;0; —4).

(4) формулага Kÿpa И2 векторнинг ортлар буйича 
ёйилмаси уИ1М 2=Зг—\k булади.

--- >-
Энди (6) ёки (7) формулага Kÿpa векторнинг

узунлигини ^исоблаймиз:

М хМ г = = / 32̂ .41—^25  =5 узунлик бирлиги. А
3- мисол. А  (—3; —7; —5), В  (0; — 1; —2) ва 

С (2; 3; 0) нукталарнинг бир тугри чизикда ётишини, 
шунингдек В  нуктанинг А ва С нукталар орасида були- 
шини исботланг.

Д. А, В  ва С нукталарнинг бир Tÿrpn чизикда ёти
шини курсатиш учун АС ва A B  векторларнинг бир тугри 
чизикда ётишини, В  нуктаАва С нукталар орасида экан-
лигини курсатиш учун эса, A B  вектордан АС  векторнинг 
узун эканлигини курсатиш кифоя.

(4) формулага асосан АС ва A B  векторларнинг ортлар
буйича ёйилмаларини ёзамиз: АС=(2+3) i + (3 + 7) /' +
+ (0 + 5) ¿= 5 Í+ 10}+ 5Í;

A ß=(0+3)1  +  ( -1  +  7)1 +  ( - 2  +  5)Ä =  3/ +
+ 6/+ 3¿= | (5/+1Q/+5Ä).

Демак, T n  3 ~rX



яъни (5) формулага кура, А В  ва АС  векторлар коллинеар.
Бу тенгликдан АС  вектор А В  вектордан узун эканлиги 
5?;ам келиб чицади. Демак, В  нук;та Л ва С нукталар 
орасида ётар экан. А

□ . 7. Координаталар бошидан М  (12; —3; 4) нуцтага- 
ча булган масофани ^исобланг.

Жавоб. 13.
8. г (0; 2; —3) радиус векторнинг ортлар буйича ёйил- 

масини ёзинг ва модулини х.и;обланг.
Жавоб. г=2у —3£; /г/ =/13.
9. А ( — 2; +1; 43 ) ва 5(0; — 1; 42) нуцталар орл- 

сидаги масофани топинг.
Жавоб. 3.
10. а {3; 2; 7} ва Ь {4; 1; —5} векторлар йигиндиси- 

ни ва айирмасини топинг.
Жавоб. а4^==7/43/426,

а —Ь= —¿4/4-12/%.
11. У ч лаг и А (5; 2; 6), В  (6; 4; 4), С (4; 3; 2) ва

О (3; 1; 4) нуцталарда булган туртбурчакшпг квадрат 
эканлигини текширинг.

12. а ва (3 ларнинг цандай цийматларида
а —21-\-у^к. ва 6=3/—6/+ ^ векторлар коллинеар бу- 
лади?

Жавоб. а = -4; Р=|-
13. Учлари Л (2; 1; —4), В  (1; 3; 5), С (7; 2; 3) ва 

И (8; 0; —6) нуцталардэ булган туртбурчакнинг паралле
лограмм эканлигини исботланг ва параллелограмм томон- 
ларининг узунликлгрини топинг.

Жавоб. А В = О С  булгани учун параллелограммдир.

\АВ\ = /86 «9,3; |1 0 М / 4 Г ~ 6 ,4 .
14. А (— 1; 2; 3), В ( 2; -1 ; 1) С (1; -3 ; -1 ) ва

О (—5; 3; 3) нуцталар трапециянинг учлари булишини 
текширинг.

К у р с а т м а .  А В  ва СО коллинеар. АО  ва ВС  кол
линеар эмаслигини текширинг. ^



3. Кесм  ани берил - 
ган н и с б а т д а  булиш. 
Учлари М х (х,; у,; г,) ва 
А М х  ; у 2; ^2) нуцталарда бул- 
ган кесмани к 1 нисбатда 
булувчи М  (х;у;2)нук;танинг
радиус- вектори г, М х ва М., 
нуцталарнинг радиус вектор-
лари г, ва г2 орцали куйида- 
гича ифодаланади (3.15- чиз- 
ма):

г — Г , Ч-У Г <2
1+Х (8) 3.15- чизма

Бу формула Ж ,; М 2 ва М  нукталарнинг координата- 
ларига нисбатан

У2+Ху3
1 ">• ---------- -- '

___*1 + Х*3. .._У1 + ̂ У2. _х -  ^ т - ,  У — 2 = 1+Х (9)
куринишда ёзилади. Агар М  нукта М ХМ 2 кесмани тенг 
иккига булса, д=1 бу/иб, (8) ва (9) формулалар мос 
золда цуйидагича ёзилади:

Г Г1 + Г 2

х= . г 1 +'г3

4- м и с о л. АВ  кесманинг бошлангич нуцтаси А (— 1; 
2; 4) в а уни у  нисбатда бу
лувчи С (2; 0; 2) нуцта бе- 
рилган. 5  учнинг координата- 
ларини топинг.

Д . Масала шартига кура
С нуцта А В  кесмани X =

= -̂ . нисбатда булади (3.16-
чизма).

(9) формуладан фойдала- 
намиз:

хА+^хв Уд+*-Ув. 
Ус~  1+Х >



гА+1гв 
Zc~  1+Х •

Бу формулаларга А  ва С нукталарнинг координаталари- 
ни куйсак:

хв = 8; у в = —4; = —2; В  (8; —4; —2) ' А

□ . 15. Учлари Л (1; 2; 3) ва 5  (4; 2; — 1) булган 
Л5 кесмани тенг иккига булувчи М  нуктанияг коорди- 
наталарини топинг.

Жавоб. М (-1 ; 3; 1 ).
16. А В  кесманинг бошлангич нуктаси А (—1; 2; 4). 

Уни тенг иккига булувчи нукта эса С (2; 0; 2) булсин. 
В  учнинг координаталарини топинг.

Жавоб. В  (5; - 2 ; 0).
17. Учлари Л (5; 3; -10), В  (0; 1; 4) ва С ( - 1; 3; 2) 

нукталарда булган учбурчак медианаларининг узунли;<ла- 
рти  топинг.

4. В е к т о р н и н г  й ун а л ти р у в чи  косинусла-
ри. а {ах\ ау\ а.г} вектор берилган булсин. г, у ва k орт-

лар билгн бу вектор орасида- 
ги бурчакларни мос равишда 
i, Р ва ;  билан белгиласак 
(3.17- 1;и5ма) cosa, cosp, cos-f
лар а векторнинг йуналти- 
рувш косинуслари дейилади.

Векторнинг йуналтирувчи 
косинуслари орасида

cos2a+cos2p+cos2,í=  1 (10)
богланиш мавжуд. Бошлан- 
гич нуцтаси Л (х, ;у , ;г , )  ва 
охирги нуцтаси В  (х2; У2’> z-¡)

3 17-чизма булган А В  векторнинг коор-
- чизма дината укларидаги проекция-

лари
•Пр0ХА В = х 2—хи Пр0уЛ£= у2- у „  Пр0¡A B= z 2—zl 

булиб, унинг йуналтирувчи косинуслари эса,



Х3—X,COSa =  — ==== = = á==¿========-
у (х 2—х ,) 3+ ( у 2— У,У2+ ( г ц —¿i)2’ 

У1—У1cosß ...... . =■ п п
( ( x ¡ ~ ^ l ) 2 +  (>,2— y i ) 2 +  (^2— ¿ l)2 ’

*2-ZtC O S f -----------J
I (-*2—Xl)2+ (y2 — yi)’2 + (z2—2 j)2

O M = r  радиус-векторнинг йуналтирувчи косинуслари эса 
куйидагича зисобланади:

ДС Xcosa =
\г\ \ х2+у2+г-’

cosß = ~  = у ~ ~ (12)
Ir) 1 * 2+У2+ г 2

г г
C O Sf =  —  =

|г) У х2+у2+г*

5-мисол. a вектор Ох ук билан а=60°; Оу ук би-
лан ¡3 = 45° бурчак зосил килади. Агар \а\ = 3 булса, 
унинг координаталарини аницланг.

Д . а векторнинг Oz у к билан зосил цилган бурчагини 
топиш учун (10) формуладан фойдаланамиз:

ф * + ( _ ^ + « о * - . .
Демак,

cos-f = -i-; 7= 60°.

а векторнинг координаталарини аницлаш у-:ун

ах = /а| cosa; ау = \а\ cosß; az -- |¿\ cosf 
формулалардан фойдаланамиз:

а* = ~2 ’ аУ = J7T: “  Т ‘
-*■ 3 - 3 3 - -* (3 3 3 1 r ,

Демак, а=  -j-i -j- ^-j + -тр  ̂ ^ки a i[F ’ / F ’ T í '  ^
□ . 18. Бошлангич нуцтаси А (—1; 3; 2), охирги нуц-

таси В  (0; 1; 4) булган A B  векторнинг йуналтирувчи
косинусларини топинг.

1 2 2 )Кавоб. cosa= у ;  cosß=— 3-; cosf = -g-.



19. а вектор Ох ук билан а=45°, Оу ук; билан f)=6CP
бурчак *осил килади. Агар |а|=5 булса, унинг координа- 
таларини аникланг.

Ж чт б. - г ’- Т
20. Учлари А  (5; 3; —10), В  (0; 1; 4) ва С (— 1; 3; 2)

нукталарда булган учбурчак берилган. В  ички бурчак'
биссектрисасининг йуналтирувчи косинусларини топинг.

1 2Ж авоб. cosa=0; cos? =  -= \  cosy = ---- =■ g j
у  5 у  5 '

5. И к к и  в е к т о р н и н г  ска л яр  к у п а й т м а с и
Икки а, b векторнинг скаляр купайтмаси деб бу век- 
торлар узунликлари билан улар орасидаги бурчак косину-
сининг купайтмасига айтилади ва а-Ьёш(а-Ь)  шаклдз 
ёзилади. Демак,

л
а -b = (а-~Ь) = \а\ • \b\ cos (а, Ь) (13)

ёки

a-b=(a-b)=a Пра6= [ftj Пр^а. (13')
Икки векторнинг скаляр купайтмаси куйидаги хоссаларга 
эга:

I. a-b=b-a.
II. (а+Ь)-с=а-с + Ь-с.
III. (Хо).&=Х (а-Ь).
IV . а ва b векторлар узаро перпендикуляр булганда 

уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а-Ь=0.
i, j ,  k ортларнинг скаляр купайтмалари:



булади.
6. И к к и  вектор нинг  вектор  к у п а й т м а с и .

а векторнинг 6 вектор билан вектор купайтмаси  деб
axb  ёки \а Ь\ шаклда белгиланадиган шундай с вектор- 
га айтиладики, бу векторнинг узунлиги ва йуналиши цуйи- 
даги шартларни каноатлантиради:

1) с векторнинг узунлиги а ва b векторларга ясалган 
параллелограммнинг юзига тенг, яъни

л
|c¡= a-b sin (а, Ь).

2) с вектор шу параллелограмм текислигига перпенди-
кулярдир, яъни у >̂ам а векторга, )$ам b векторга пер- 
пендикулярдир:

—► -*■ -+• 
а-с= 0 ва b-с = О

3) с вектор шундай томонга йуналганки, унинг учи-
дан цараганда с вектор атрофида а вектордан b векторга 
эга кичик бурчак билан айланиш соат стрелкаси айланиши- 
га карама-царшидир (3.18- чизма).



Вектор купайтманинг асосий хоссалари:
I. [а Ь ]= — [Ь а\.
II. [(a-fb)-c] = [a с\ + [Ь с].
III. [(Ха) 6] = X [а Ь].

-»■ -*• •+ -*
IV . Агар а ва b векторлар коллинеар булса, [а 6]=0,

—*■ —►
хусусий холда \а а] = 0 булади. Ортларнинг вектор 
купайтмалари:

[1 А  = — У  i\=b\ [* *’]=0.
[у 1\ = -[k  j\ — i\ [j у] =0.
[k /] = —[i k\= j\  [k  h \ - 0.

Arap a {ax\ ay; az}, b {bx; by\ bz} булса, уларнинг 
вектор купайтмаси:

[a b\ = (aybz—azb ) i — (axbz—azbx) y+  (axb — a b x) k =

X O'у
j  k 

a 
bz

унинг модули

| [ a  6 ] |  =/■ {ayb — azbyy+ (axbz- a zbxy+ (axby- a yb*)2
формула билан хисобланади. Учлари А (л:,; у,; г,), 
В  (х2; у 2; 2а), С (х3\ у3; г3) нук;таларда булган учбур- 
чакнинг юзи

I А В АС.

формула билан ^исобланади.
6- ми со л. а ва b векторлар орасидаги бурчак Ф = ^

га тенг ва |a(=j/"2; [6|=3 эканлиги маълум. c=2a + 3ft 
векторнинг узунлигини ^исобланг.

Д . с векторнинг узунлигини топиш учун векторларнинг
скаляр купайтмаларидан фойдаланамиз. а-а—а2 деб бел-



гилаб ва а2 = |а|2 ни эътиборга олиб, берилган векторнинг 
х;ар икки томонини квадратга кутарамиз:

с«=(2 а +3I f == 4а2+12а - 6 + 9> . 
Берилганларга асосан:
а2 = \а\2 = 2; Ь2 = \Ь\2 = 9; a-b = \a\-\b\ cos-|-=3.

Демак, с2 = 4-2-И2-3-|-9-9=125 ёки ¡с\— /  125 =
=5| 5. А

□ . 21. а в а о векторлар орасидаги бурчак <р = y  га

тенг. |а| = 3; = 4. с =За-\-2Ь векторнинг узун/игини 
зисобланг.

Жавоб. |с|=. 217.
л

22. Агар \а\=7/2, \Ь\ = 4 ва (а, ~Ь) = булса, За +

-4- а-Ь ва а — 2Ь векторлар а нинг цандай цийматларида 
узаро перпендикуляр булади?

Жавоб. а=31,5.
23. а ва Ь векторларнинг координаталари берилган:

a=7t-(-2/+3&; b = 2i—2j\4k.
Бу векторларнинг скаляр купайтмасини топинг.

Жавоб. а-b =22.'
24. УЧлари А (-1 ; 5; 1), f i( l;  1; —2) ва С (—3; 3; 2) 

нукталарда булган учбурчак берилган. АС  томонни давом 
эттиришдан досил булган ташки бурчакни аницланг.

Жавоб. cp = arccos (-§-).
25. Учлари Л (-2 ; 3; 1), В  (-2 ;  -1; 4) ва С ( —2; 

—4; 0) нукталарда булган учбурчак берилган. Бу учбур- 
чакнинг С ички бурчагини ^исобланг. »

Жавоб. Z ВС  А

26. а, Ь ва с векторларнинг координаталари берилган:

а (1; —4; 8}=г—4/-f8£,



b {4; 4; - 2 }= 4 f+ 4/— 2k, 
с {2-, 3; 6} = 2Т+ Зу+ б1

(b+c) векторнинг а вектордаги проекдиясини топинг.-*• -+ 1Л • __
Жавоб. Пра (b+ c)= f. В

7-мисол. |а[=8; |6| = 15; а-Ь= 96 берилган. а вектор--
нинг b вектор билан вектор купайтмасининг узунлигини 
топинг.

Д . а ва b векторларнинг вектор купайтмасининг узун- 
лиги, шу векторлар узунликларининг купайтмаси билан
улар орасидаги бурчак синусининг купайтмасига тенг. а
ва b векторларнинг скаляр купайтмасига асосан:

л
a-b— \а\- \b\ cos (а, Ь),

бундан:
а ■ b 4 cos (a, ¿>) = ——  = -д.

\а\ • IЫ
У ^олда

— /  л
sin (a, b) = V  1-cos2 (а  £)=  |-.

Демак,
А

|[а ¿>]|=|a|-|ft|-sin (а, Ь)=8-15--|-=72. А

□ . 27. а, b ва с векторлар а + b -\-с = 0 шартни ка-
ноатлантиради. \а Ь\ = [с а] = [Ь с\ эканлигини исботланг.

28. Учлари А  (1; 2; 0), В  (3; 0; —3) ва С (5; 2; 6) 
нукталарда булган учбурчак юзини ^исобланг.

Жавоб. Заве =у-1ИА АС]|=14 кв. бирлик.

29. А В - — 3/—2y+6fc ва 5С=  — 2¿-f4/+4£ вектор
лар ДЛ5С томонлари. AD  баландликнинг узунлигини 
^исобланг.



Жавоб. \AD\z 2̂ вс 8/5
| ва

30. а {6; 0; 2} ва Ь {1,5; 2; 1} векторлардан тузилган 
параллелограммнинг юзини ва диагоналларининг узунлик- 
ларини ^исобланг.

Жавоб. \АС\= 4-/277; \ Щ  = - ~ / Ш .
5лвсо= 13 кв. бирлик. Щ

3- §. Текислик ва унинг тенгламалари
1. Т е к и с л и к н и н г  у м у м и й  тенглам аси  ва  

унинг  х у с у с и й  доллар и. Фазо нуктасининг х, у, г  
координаталарига нисбатан биринчи даражалИ а̂р кандай

Ах-\-Ву ̂ гСх-\-П) = 0 (1)
тенглама текнеликни ифодалайди ва аксинча, з{ар кандай 
текислик биринчи даражали тенглама билан берилиши 
мумкин. Текисликнинг тенгламасида бир-бирига боглиц 
булмаган учта параметр булади.

(1) тен г л а м анин г х у с у с и й  оллари: а) Агар 
(1) тенгламадаги озод а̂д 0=0 булса, (1) тенглама

Ах+Ву-\-Сг=0 (2)
куринишга келади ва бу тенглама координаталар бошидан 
утган текисликни тасвирлгйди;
. б) А, В  ва С когффиииентлардан бирортаси нолга тенг 

булса
£у+Сг+£>= 0 (3)

тенглама Ох у к ка параллел булган текисликни ифодалайди;
Л*+Сг+£> = 0 (4)

тенглама Оу укка параллел булган текисликни ифодалайди;
А х + В у + В  = 0 .(5)

тенглама Ог укка параллел булган текисликни ифодалайди;
в) (3), (4) ва (5) тенгламалардаги озод ^ад 0=0 булса:

Ву-\Сг = 0 (6)
тенглама Ох у к  оркали утувчи текисликни ифодалайди;

Ах-\-Сг=0 (7)
тенглама Оу у к  оркали утувчи текисликни ифодалайди.



тенглама Ог ук оркали утувчи текисликни ифодалайди;
г) Агар (1) тенгламада координатали ^адлардан икки- 

таси булмаса, текислик шу катнашмаган координата ук- 
ларини узига олган координата текислигига параллел бу- 
лади, яъни А х Ч-£>=0, Ву + Э = 0, + тенгламалар 
мос холда у Ог, хОг ва хОу координата текисликларига 
параллел булган текис/.икларни ифодалайди;

д) Агар (1) тенгламада координатали а̂длардан икки- 
таси ва озод ^ад булмаса, у >;олда Ах = О, В у = 0 ва 
Сг = 0 тенгламалар мос равишда уОг, хОг ва хОу 
координаталар текислигини ифодалайди.

Ни^оят, агар (1) тенгламада учала координатали а̂д- 
лар булмаса *амда озод а̂д нолдан фаркли булса, бун- 
дай тенгламани'нг маъноси булмайди.

2. Т е к и с л и к н и н г  координата» .у к л ар и дан 
ажратган  кесм алари га  нисбатан тенгламаси .  
Т е к и с л и к н и н г  нормал тенгламаси.  Агар текис
ликнинг координата укларидан кесган а, Ь ва с кесмалари 
параметр деб кабул килинса, (1) текисликнинг тенгламаси 
Куйидаги шаклни олади:

(9) тенглама текисликнинг кесмаларга нисбатан 
тенгламаси дейилади.

Агар координаталар бошидан текисликка туширилган 
перпендикулярнинг узунлигини р билан белгиласак ва бу 
перпендикулярнинг йуналтирувчи косинуслари cosa, cos3, 
cos“í лэрни параметрлар деб кабул килсак, текисликнинг 
Куйидаги нормал тенгламасини *осил киламиз:

(1) умумий тенгламани нормал шаклга келтириш учун 
уни а̂дма-̂ ад нормалловчи купайтувчи

га купайтириш керак. Бу ^олда

(9)

X cosa + y  COS? +  2  C O Sf—  р=0. (10)

, А+В^+С*

В



булади. Агар Г) " 0 булса, юцоридаги формулаларнинг 
унг томонида мусбат, булса, манфий ишора олина- 
ди. Хар кандай М  (.г,; у,; г,) нуцтадан (1) текисликкача 
булган масофа

а = |Л*1+бу!+Сг,+В|
, Л*+/У-'+С= 4 ’»

формула билан, агар текислик нормал тенглама билан бе- 
рилган булса,

I*, сова+У,С05р+2^087-р) (13')
формула билан зисобланади.

3. И к к и  текислик  орасидаги  б у р ч а  к. И к к и  
т е к и с л и к н и н г  параллеллик  ва перпендику-  
л ярли к  шартлари. Берилган

А 1х-\-В1у-\-Схг-{-01== 0)
А2х-\-В.,у-^С2г^  0 2=0/ '■14)

текисликлар орасидаги бурчак
А-Л,+В,Вп+С,С,СОБ? = ± (15)

( 16)

V х\+в\+с\ V а\+в \ + С22
формула билан ашщланадп.

Текисликларнинг параллеллик шарти
А  =  =  С,
А, В, С,

каби, текисликларнинг перпендикулярлик шарти эса
Л И Н а д - г е д - О  - (17)

каби ифодаланади.
4. Берилган  у ч т а  н уц тад ан  у т у в ч н  т е к и с 

л и к  тенгламаси .  Бер и лган  т у р т т а  н у ц т а н и н г  
бир теки сли кда  ётиш шарти. УИ, (х ,; у,; 2 ,), 

(х2; у2; г2) ва М ъ (х ; у3; г3) нуцталардан утувчи те
кислик тенгламаси куйидаги куринишда булади:

X У 2 1
X, У« *1 1
Х2 Уз 1
*3 Уз г3 1

= 0. (18)

Агар туртта М 1 (х,; у,; г,), М 2 (х,; у2; г2), М J (х8; 
у3; г ) вэ УИ4 (х,; у4; г4) нуцта бир текисликда ётса, улар-



нинг координаталаря орасида куйидаги муносабат мавжуд 
булади:

*1 У1 «1 1
у 2 *2 1

х3 Уз ¿3 1
х4 у 4 *4 1

=  0 . (19)

Агар бу туртта нукта бир текисликда ётмаса, учлари 
шу нукталардан иборат булган тетраэдрнинг ^ажми ушбу 
формулага биноан ^исобланади:

^ = Т

X I У1 *1 1
х а У 2 г2 1
*3 Уз 3̂ 1
*4 У 4 г4 1

(20)

текислик куиидаги□ . 31. Ушбу 4х + у + З г + 1 = 0  
нукталарнинг бирортасидан утадими:
А (—̂ 1; 6; 3), ££(3; -2; -5), С (0; 4; 1), О (2; 0; 5) 

Е  (2; 7; 0), Р  (0; 1; 0)?
Ж  авоб. Текислик А, В, С ва ^  нукталардан утади. Ц
1-ми со л. Зх+2у-Ь 5г—15= 0 текисликни ясанг.
Д . Берилган тенгламадан куриниб турибдики, текислик 

коодинаталар бошидан утмайди. Бу текисликнинг коорди
ната уклари билан кесишиш нукталарини топайлик: Ох 
УК билан кесишиш нуктасини топиш учун берилган тенг- 
ламада у = 0 ва г= 0  деб фараз киламиз, бу ^олда бе
рилган тенгламадан куйидагиларни топам из:

Зх — 15 = 0 ёки х = 5; 
шунга ухшаш агар л: = 0 ва 
2=0 десак, у =7,5; агар х=  
=0, у=0 десак, 2=3. Коор
дината укларидан х = 3, у = 
= 7,5 ва г =5 кесмалар аж- 

в̂[0; 7,5 ;0/ ратиб, мос равишда А (5; 0;
0), В  (0; 7, 5; 0) ва С (0; 
0; 3) нукталарга эга була- 
миз. Бу нукталарни тугри чи- 
зиклар билан бирлаштирсак, 
изланаётган текисликнинг ко
ордината текисликлари билан 
кесишиш чизиклари ^осил 
булиб, текисликнинг вазияти 
куринади (3.19- чизма).

3.19- чизма



Зх+2у+ 5г— 15=0 тенгламани (9) куринишга келтириб 
текисликни ясаса ^ам булади:

X5- + Ть + -3- = 1, бунда а=5; Ь=7,5; с=3. А

□ . 32. Бошлангич вазияти М  (5; — 1; 2) булган нук- 
та у укига параллел ^аракат килади. Унинг х —2у —З г +  
+ 7-= 0 текислик билан учрашиш нуктасини топинг.

Жавоб. М  (5; 3; 2).
33. Куйидаги текисликларнинг координата укларидан 

кесган кесмаларини ^исобланг:
а) 2*-Зу-г+ 12= 0. Жавоб. ( - 6; 4; 12);
б) 5х+ у—Зг—15=0. Жавоб. (3; 15; —5);
с) х —у + г — 1=0. Жавоб. (1; — 1: 1);з
д) х —4г+6=0. Жавоб. (—6; оо;^-); текис

лик Оу укига параллел);
е) 5х- 2у + г=0. Жавоб. (0; 0; 0);
{) х—7=0. Жавоб. (7; °о; оо); текислик

(уОг) текислигига параллел). Щ
2-ми со л. Ог ук; *амда М  (—3; 1; —2) нукта орка- 

ли утувчи текислик тенгламасини тузинг.
Д . Бу масалани ечиш учун (8) формуладан фойдала- 

намиз. Ог ук оркали утувчи текислик тенгламаси А х  +  
-\-Ву = 0 куринишда булади.

Текислик М  (—3; 1; —2) нукта оркали утганлиги 
учун бу нуктанинг координаталари текислик тенгламаси
ни каноатлантириши керак, яъни —ЗА+ 5= 0 ёки £ = ЗЛ , 
В  нинг бу кийматини юкоридаги тенгламага куйиб, А  га 
кискартирсак изланаётган тенглама ^осит булади:

л;+3у = 0. А
□ . 34. а) хОг текисликка параллел ва М  (2; —5; 3) 

нуктадан утувчи;
б) Ог ук а̂м М  (4; —2; 7) нукта оркали утувчи;
с) Ох укига параллел ва Л (4; 0; —2), В  (5; 1; 7) 

нукталардан утувчи текисликнинг тенгламасини ёзинг.
Жавоб. а) у +5=0; б) х+2у=0; с) 9у—2—2=0.
35. Куйидаги текисликларнинг тенгламаларини нормал 

шаклга келтиринг:
а) 2х—9у+6г—22= 0;
в) 10х + 2у — 11г+60=0;
с) 6 *- бу—72+33=0.



Жавоб. а) - ^ х — ^¡-у+-¡̂ -2—2=0;
2 2 , 11 л р.б) З х 15У + 15 z 4-0;

с) — ур*+ j^y+yj-z—3 = 0.
36. 15х— 10y+6z— 190=0 текисликдан координаталар 

бошигача булган масофани топинг.
Жавоб. р— 10.
37. а) А (3; 1; — 1) нуктадан . 22х f4 y —202—45=0 

текисликкача,
б) В  (4; 3; —2) нуктадан Зх—у+5г-}-1 = 0 текислик

кача,
с) С (2; 0; — ф  нуктадан 4х—4у+2г4-17=0 текис

ликкача булган масофаларни топинг.
Жавоб. а) öi=~; б) d = 0 нукта текисликда ётади; 

с) d = 4-4.
38. Куйидаги текисликлар орасидаги бурчакни топинг:
а) 4х—5y-|-3z —1 = 0 ва х —4у-2  4 9=0;
б) Зх—у - 2z4-15 = 0 ва 5х4-9у — Зг—1=0; 
с) 6х + 2у—4г4-17=0 ва 9х4-3у —6г — 4=0.
Жавоб. а) о = arccos 0,7; б) текисликлар бир-бирига

перпендикуляр; с) текисликлар бир-бирига параллел.
39. Координаталар бошидан ва А  (3; —2; 1), В  (1; 4;

0) нуцталардан утувчи текисликнинг тенгламасинй ёзинг.
Жавоб. 4х —у — 142=0.
40. Тетрээдрнинг учлари берилган А (0; 0; 2), В  (3; 

0; 5), С (1; 1; 0) ва D  (5; 1; 2). Шу тетраэдрнинг ^аж- 
мини ^исобланг.

Жавоб. V=-  ̂ куб бирлик. Щ  ^

4- §. Фазодаги тутри чизиц. Тугри чизиц билан 
текислик

1. Т у f ри чизицнинг  тенглам алари .  И к к и  
т у г р и  чи зи к  орасидаги бурча  к. Ф а з о д а г и  
и к к и  ту гр и чи зи к  н инг кесишиш ш ар т и. а) Фа
зодаги турри чизикни икки текисликнинг кесишиш чизири

А В Сдеб караш мумкин. Агар -j- = нисбатлар бажарил-О 2 *̂2
маса иккита 
104



■Д1х-1-./91у-4-С’12 - |- 0 1 =  0 ,

М!л-,у;г]

тенглама биргаликда фазодаги тугри чизикни ифодалайди.
(1) тенгламалар системаси тугри чизицнинг умумий 

тенгламаси деб аталади.
б) Тугри чизикнинг параметрик тенгламалари куйидаги 

куринишга эгадир:
\х = т (  + х0,
\у = Ш + уй, (2)
I г=р/+г0

Бу ердз х0, у0, г0 — тугри 
чизикда ётувчи тайин М 0 нуц- 
танинг координаталари;

5 (/те; п\ р)—тугри чизик- 
нинг йуналтирувчи вектори;
/—узгарувчи параметр (3.20- 
чизма).

(2) тенгламалардан параметр / ни чицариб,

3.20- чизма

-*о У-Уо -го
т п (3)

га эга буламиз. (3) тенгламалар тугри чизикнинг кано
ник тенгламалари дейилади.

Куп масалаларда тугри чизнцларнинг каноник кури- 
нишдаги тенгламаларидан фойдаланиш к У лай булади. Шу- 
нинг учун умумий куринишдаги (1) тенгламалар систе- 
масини бу шаклга келтира билиш жуда му^имдир.

(3) тенгламадан т ,  п, р лар урнига буларга пропор- 
ционал микдорларни куйидаги пропорциядан топилади:

В С С А |т :  п : р= в,С, • СА|:
А В  
А \В\ (4)

Агар (3) тенгламаларда т ,  п ва р махражлардан би- 
рортаеи нолга тенг булиб колса, у ^олда мос касрнинг 

( суратини ноль деб фараз килиш керак.
Х — Хо _  у—Уо г—г0

т, Р1 ва х—х0 у— Уо .
т< Рз

тугри чизиклар орасидаги бурчак
___ М1'ГП.2-\-П1' П2-\~Р1 '/>2СОЭср = ;

V т\ + п21 + р \ У  т1 +  /¡2 + Р%
(5)



формула ёрдамида аникланад I. Бу тугри чиэикларнинг 
параллеллик шарти

т \ __ Р\

муносабатдан, перпендику лярлик шарти эса
/и,-/и2+«1-«2+р1-р2=0 (7)

муносабатдан иборат.
й) М х (х,; у,; 2,) ва М 2 (х2; у2; 2,) нукталар оркали 

утувчи тугри чизик
Х — Хх _ _  у — У 1 _  г  г 1 ^
х.—х1 У2—У1 г.2—г1

тенгламалар билан ифодаланади.
е) берилган (х,; у,; г,) нуктадан утиб, берилган

“ ~  У~п" = г~ гП ТУГРИ чизикка параллел булган туг-
ри ЧИЗИК

= = £=£< (9)
т  п

тенгламалар билан аникланади.
г\ х—х, у— у, г— г, х—лг.̂  у—У> г —г2О иккита --- - = = --- - ва ——^ = —г-̂яг, пх р 1 т 1 п2 р2

тугри чизикнинг кесишиши учун
х ,—х2 у , - у 2 2, - 2, 

пц я, р,
яг, пг р2

=  0 (Ю)

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
1-мисол. Тугри чизикнинг куйидаги тенгламасини 

каноник шаклга келтиринг:
|2х-3у-32г— 9=0, (*) 
[ х—2у+ 2+9=0.

Д . Бу мисолни ечиш учун тугри чизикнинг бирор
нуктаси ва йуналтирувчи 5 векторини аниклаш керак. 
Берилган тугри чизикнинг бирэр М 0 нуктасининг коорди- 
наталарини аниклайлик. Бунинг учун координаталардан 
ихтиёрий биттасини нолга тенглаштириб оламиз. Масалан, 
2=0 булсин. У золда (*) тенглама

(2х—Зу—9=0, 
\ х —2у+3=0



куринишда булади. Бундан *=27 ва у = 15 ларни топа- 
миз. Демак, турри чизикнинг нукталаридан бири М 0 (27; 
15; 0) экан. Турри чизикнииг йуналтирувчи векторини 
аниклаш учун (4) пропорниядан фойдаланамиз:

т \ п \  р==
бундан

1 со 1 со — 3 2 2 - 3

1 ю • 1 1 1 ьо

т :  п :  р=(—9) : (—5 ): (— 1),

демак, туг.ри чизикнинг йуналтирувчи вектори 5 {9; 5; 1}, 
(3 ) формулага кура тугри чизикнинг каноник тенгламаси 

£= 2 7 _ у - 1 5 _ £ |
9 5 1 '  >

куринишда булади. Масалани бошщача йул билан ^ам 
ечиш мумкин. (*) системани л: ва у га нисбатан ечамиз:

(х=9г-\-27,
\у=5г-\-\5.

Бу тенгламалар системасининг ^ар биридан г ни аниклай- 
миз:

х—27 у— 15
9 5 — г ’ ' ]

бундан (**) ни ^осил килиш мумкин. А
2- м и с о л. Берилган

(Зх— 4у—2г=0 /4л;+у—62—2=0
12х-|-у-2г+1=0 ва |у —32—2=0

турри чизиклар орасидаги бурчакни топинг.
Д . (4) пропорцияга асосан бу турри чизикларнинг 

йуналтирувчи векторларини аниклаймиз •

т \ : пг : р1 ?=

т 2: « 2: р2 =

1—4 —21
1

-2
2

1 —6 —6 4 1
1 —3 • - 3  0 • 0 1

б улардан
т х :р! = 10: 2 : 11, 
т 2:п2\р2= 3: 12:4.

Демак, берилган турри чизиклар орасидаги бурчак (5) 
формулага асосан

т 1-т.2+ пг п2+ р1 -р-2соэ? = ±
V т\+п\+р\-\/ т\+п\+р\ '



_  +  10-3+2-12+ 11-4___________ ц _98
~ ~  /100+4+121-, 9+144+16 — 195

га тенг булади.
Агар мусбат ишора олинса тутри чизиклар орасидаги 

уткир бурчак, манфий ишора олинса утмас бурчак то- 
пилади. Юцоридан :

ср== arccos 59°48'. А.
□ .41. Координаталар бошидан ва (а; Ь\ с) нуктадан 

утувчи Tÿrpn чизикнинг тенгламасини тузинг.
)Кавоб. — =~г=~-a b c
42. Учбурчак учларининг А  (2; 3; —1), В  (1; —2; 0) 

ва С (—3; 2; 2) координаталари берилган. AD  медиана- 
нинг каноник тенгламасини тузинг.

ИГ f  х ~~2 У ~ 3 г + 1 /.Каврб.
43. Ушбу

(х -f 2у+4г—4=0,
i 10х +4у+5г—20=0

тугри чизицни ясанг.
К у р са т м а .  Tÿrpn чизикни ясаш учун берилган 

текисликларнинг ^ар бирини ало-хидз ясанг ва кесишиш 
нукталарини бирлаштиринг.

44. Тугри чизикнинг цуйидаги тенгламасини каноник 
шаклга келтиринг:

(2х—Зу—г—9=0,
{ х—2у+г+3=0.

us л —27 у— 15 г—0Жавоб. - = - т - = - г .
45. М  (2; —5; 3) нуктадан утиб, Оу ÿKKa пархялел 

бÿлгaн тугри чизикнинг каноник ва параметрик тенгла- 
маларини тузинг.

Жавоб.

(■*=2,
\y = t -  5,
U=3.

( х—2у+3г—4=0,
|2л:+3у—4г+5=0.



тугри чизикнинг умумий тенгламасини каноник куриниш- 
га келтиринг:

х — 2 7 V 13,7  г— О/Кавоб. — 1 10 7
х—1 _  у —2 

—647. М  (2; —5; 3) нуцтадан утувчи ва —
г+ З  „= —д- ту.гри чизикка параллел булган тугри чизик тенг

ламасини ёзинг. ^
и.- /г л:—2 У + 5 г—3 Аавоб.  — = ^ =  — .
48. Ушбу

(2х+ 3у—42 + 5=0, (х— у + 22—4=0,
1х—у + 2=0 ва 12х+у—2—5=0

тугри чизикл^р орасидаги уткир бурчакни аникланг.
/Кавоб. ср »19°11\
49. Куйидаги'тугри чизикларнинг кесишиш ё кесишмас-

лигини текшириб куринг:
. х— 1 у—7 г—5 х—б у+1 га )- 2-= — = —  ва —  = — = Т ;

 ̂ {4x4-2— 1=0, )3х+ у—2+4=0,
° )  \х—2у + 3=0 ва 1 у + 22—8=0.
Жавоб. а) ва б) кесишади.
К у р с а т м а .  (10) тенглик бажарйлишини текшириб 

куринг. б) *олда тугри чизик тенгламасини каноник >̂ ол- 
га келтиринг.

2. Т у г р и  чизиц билан  теки сл и к .
а) £ ^ £ 2 = Ы = г-=£? (11) '  т п р  '

тугри чизик билан
А х+ £у+ С 2+£>=0 (12)

текисликнинг кесишиш нуктасини топиш учун бу уч 
тенгламани биргаликда ечиш керак. Агар (11) тенгликдаги 
учта нисбат урнига уларнинг ^ар бирига тенг у чган 
параметр ишлатилса, иш осонлашади. У >;олд̂
-\х0; у = /г^+у0; z=ptJrz0, координаталарн> 
матларини текисликнинг (12) тенгламасигау 
кийматини о сил килам из, сунгра изланган 
ни топамиз.

б) (11) тугри чизик билан (12) 
бурчак ушбу формула билан >;исо(Г

, Ат +Вп+Ср
у Л З + Й Ч - О  ( т 2+ „:



в) (11) тугри чизик билан (12) текисликнинг параллел- 
лик шарти:

Ат-\-Вп-{-Ср=0. (14)
г) Тугри чизик билан текисликнинг перпендикулярлик 

шарти :
(15)т  п р '  '

ё) Берилган М х (х4; у,; гх) нуктадан утиб, берилган 
Лх+#у4-С,г-Ь/)=0 текисликка перпендикуляр булган 
тугри чизикнинг тенгламаси:

х—хх _ у—У1 _  г—гх
А В С •

Берилган М х (х,; у,; г,) нуктадан ва берилган х~ -2

(16)

у—Уо_г—г„ тугри чизикдан утган текислик тенгламаси:

х-—х 1 у —у! г— 
хо—х \ Уъ—У\ гй—гх 

т  п р
=0. (17)

е) У—У\ г—гх ва х—х2_ у —у2_
т 1 щ />! т., п., р2

тугри чизикларнинг бир текисликда ётиши шарти:
х2—XI у 2—У) г2—г1 

т х пх рх =0.
771% 2̂ Р%

д) (11) тугри чизикнинг (12) текисликда ётиш шарти 
куйидаги икки тенглик билан ифодаланади:

\Ат-\-Вп-^Ср=0, 
\Ах0̂ гВуй-\-Сгй-\-0—0.

(18)

(19)
у__4

З-мисол. Л (—1; 2; —3) нуктадан яамда _5г~==п —~
= — тугри чизик билан Зх—у-)-2г—5=0 текисликнинг
кесишиш нуктаси оркали утувчи тугри чизик тенглама- 
сини тузинг.

Л . Изланаётган тугри чизик тенгламасини тузиш учун 
берилган тугри чизик билан берилган текисликнинг кеси- 
'"иш нуктасининг координаталарини аниклаймиз. Бунинг

■ берилган тугри чизикнинг каноник тенгламасини 
куринишга келтирамиз:



x=5¿+7,
У= t+4, (*)
z=At + 5.

X, у, z ларнинг бу цийматларини берилган текислик тенг- 
ламасига к^йиб, параметр t нинг кийматини анщлаймиз:

3 (5 /+ 7 )- (* :И Н  2(4¿+5)-5=0,
бундан

t= — 1.
t нинг бу кийматини (*) га куйиб, берилган тугри 

чизик билаи текисликнинг кесишиш нуктасини аниклай- 
миз:

х = 2; у = 3; z= 1, А х (2; 3; 1).
Изланаётган Tÿrpn чизик берилган А  (— 1; 2; —3) 

нуктадан ва топилган Ах (2; 3; 1) нуктадан утади. (8) 
формулага асосан унинг тенгламаси:

* + 1  у—2 г + 3  .. х+\ у—2 г -f 3 ._!——í.--= —.— ёки --- =--- = —-— А.
2+1 3-2 1 + 3 »  3 1 4  Ä

. * X — 1 у + 3  г + 2  „ . i о .4-мисол. -g—=¿zz\=—g- тугри чизик 4лг+3у —z-¡-
+  3=0 текисликда ётиш-ётмасгигиии текширинг. 

д . (19) шартни текшириб KÿpaMH3:
4-2+3 (— 1)+(— 1)-5=8—8=0,

4 • (—1)+3 ■ (—3)— 1 •(—2)+3=7—7=0.
Демак, берилган тугри чизик берилган текисликда ёта- 

ДИ- А
□ 50. ^ -  =^з^=~ |- TÿrpH чизик билан Зл:+5у— z—

— 2—0 текисликнинг кесишиш нуктасини топинг.
Жавоб. М  (0; 0; -2).
51. А (3; -3; 0) нукта замда TÿrpH

чизик билан Зх—4у + 3z— 1 = 0 текисликнинг кесишиш 
нуктаси оркали ÿTyB4H тугри чизик тенгламасини тузинг. 

. ..  ,  х—З у + 3  г Жавоб. —
х-\-1 У-- 3 ¿

52. а) ~2~~~1~= ~з ТУГРИ чизик билан Зх—3y+2z—
—5=0 текисликнинг;

\ X— 13 у— 1 2—4 \j  ̂ ,в) —J— —~2 ' = —з- TÿrpH чизик билан л:+2у—4z+
+ 1=0 текисликнинг кесишиш нуктасини топинг.



Жавоб. а) турри чизик текисликка параллел; б) кеси- 
шиш нуцтаси аник эмас; в) турри чизик текисликда ёта- 
ди.

53. А  коэффициентнинг киймати кандай булганда
X — 1 УЧ-2 2Ах + Зу—52+1=0 текислик — = + р :=— турри чизикка

параллел булади?
Ж авоб. А  = — 1.
54. А  ва В  коэффициентларнинг кийматлари кандай 

булганида Ах-\-Ву-\- 62—7 = 0 текислик
х—2 у + 5 _г+ 1

2 ~Г - 4  ~  3
турри чизикка перпендикуляр булади?

Жавоб. А = 4; В — — 8.
55. М  (3; —2; 4) нуктадэн 5л:+3у—72-(-1=0 текис

ликка перпендикуляр туширинг.
.. • > ■*—3 у +2 г—4 Жавоб. —

56. Координаталар бошидан ТУРРИ чи
зикка перпендикуляр текислик утказинг.

Жавоб. 4д:+5у —22= 0.
57. Текширинг:
а) - ^ - = ^ 7 =— турри чизик 4л:+3у- 2+ 3= 0  те

кисликда ётадими;
в) "Т “ ==̂ Т "=='Т тУрРи ЧИЗИ1< Зх—2у— 2 + 15=0 текис

ликда ётадими;
х ~ т 1 V ¿'— 2с) ——  ==7 ==_з~ турри чизик 5х—8у —22—1=0 текис

ликда ётадими?
Ж авоб. а) ётади; в) ва с) ётмайди.

X  V с  —^58. у = з= — турри чизщ билан текислик орасида- 
ги бурчакни топинг.

Жавоб. <р«Г17'. В

5- §. Сферик ва цилиндрик сиртлар. Айланма сиртлар

1. Сфера. Турри бурчакли декарт координаталар сис- 
гемасида

(х - а )2+ ( у - 6)2+ (г- с )2=/?2. ( 1)
тенглама маркази С {а\ Ь\ с) нуктада ва радиуси га 
112



тенг булган сферани арщлайди. М  (х\ у\ z) нукта унинг 
ихтиёрий ну^таси. Агар координаталар боши сфера марка- 
зига кучирилса, унинг тенгламаси куйидаги куринишга 
келади:

* 2+у Ч ^ 2 = /?а. (2)
Сферик сирт х;ар кандай текислик билан ^ациций ёки 

мав^ум айлана буйича кесишади. Агар текислик сфера 
марказидан радиусга тенг масофада булса, у ^олда кеси- 
шиш чизиги ноль радиусли доирага айланади, яъни текис
лик сферага уринади, бу нук;тада сферага уринувчи ^амма 
турри чизицлар шу текисликда ётади.

2. Цилиндрик  сиртлар. Турри бурчэкли Декарт 
координаталар системасида /  (х ; у)=0 тенглама ясовчиси 
Oz укка параллел булган цилиндрик сиртни ифода к;и- 
лади.

Шунга ухшаш э (х; z)= 0 тенглама ясовчиси Оу укка 
параллел цилиндрик сиртни ва ф (у; г)= 0 эса ясовчиси 
Ох укка параллел булган цилиндрик сиртни ифода кила- 
ДИ.

3. Ай лан м а  сиртлар. Турри бурчакли Декарт 
координаталари системасида

F  (± V  x'lJ\-y'l\ z)=0 
тенглама yOz текисликдаги бирор L чизикнинг Oz уц 
атрофида айланишидан х;осил булган айланма сиртни 
аниклайди. Бошн;а уклар учун ^ам шунга ухшаш цоида- 
лар мавжуд. д-2 у 2

Масалан, — 1 эллипснинг Оу у К атрофида айла
нишидан *осил булган айланма сиртнинг тенгламаси куйи- 
дагича ёзилади:

а- ‘г 6-’
Агар уша эллипс Ох ук атрофида айлантирилса, тенг

ламаси

куринишда булган айланма сирт, а=Ь  булганда эса сфера 
^осил булади.

4. Эллипсоид.  Турри бурчакли декарт координата
лар системасида

з + ё + s ^ 1 <з>



тенглама билан тасвирланган сирг эллипсоид дейилади. 
а, Ь, с лар эллипсоиднинг ярим уклари.

(3) эллипсоидни хОу, хОг ва хОу текисликлар билан 
кесилса, кесимда мос ^олда куйидаги эллипслар досил бу- 
лади:

£!+ у! = 1 (£?+£?= 1 (^+ ^= 1
1.2= 0; • [у=0; (х=0.

1-мисол. л:2+ у2+,г2—6л;+8у + 2г+10=0 сфера мар- 
казининг координаталари ва радиусининг узунлигини то- 
пинг.

Л- Берилган сфера тенгламасини (1) куринишга келти- 
рамиз:

х2-'гу2+г‘2— 6х + 8у + 2г+10=
= х2— 6х+ 9+ у2+8у+16+22+22+1—26 + 10=

= (х—З)2+ (у+ 4)2+ (г + 1)2— 16=0,
бундан (х —3)2+ (у + 4)2+(г+1)2=42.

Демак, берилган сферанинг маркази С (3; — 4; — 1) 
нуцтада ва радиусининг узунлиги /?=2 экан. А

2- мисол. Ушбу
¡ ( х ~  I)2 +  (У + 4)2+ (2 — З)2 = 13 
\ 2 = 5

тенгламалар биргаликда кандай чизикни тасвирлайди?
Д . 2 = 5 текислик билан

(х — 2)2 + (у + 7)2 +  (2 — З)2 = 13
сферанинг кесишган чизиги айланани тасвирлайди. Иккинчи 
тенгламага 2 = 5 ни цуйсак, бу айлана 

(х -  2)2 + (у 4- 4)2 = З2 
. 2 = 5

тенгламалар системаси билан тасвирланади. А
□ . 59. Куйида берилганлардан фойдаланиб, шар сирти- 

нинг тенгламасини ёзинг:
а) шарнинг маркази С (2; — 1; 3) нуктада, радиуси 

Я =  6;
б) шарнинг маркази О (0; 0; 0) нуктада ва шар М  (6;

— 2; 3) нуктадан утади;
в) шарнинг маркази С (6; — 8; 3) нуцтада ва шар Z  

укига уринади.
Жавоб. а) (х -  2)2 + (у + I ) 3 + (2 -  З)2 = 36;

б) х2 + у 2 +  г2 = 49; 
с) (х -  6)а +  (у +  8)2 + (2 -  З)2 = 100.



60. Куйидаги сфералардан з̂ ар бири марказининг коор- 
динаталарини ва радиусининг узунлигини топинг:

а) х2 +  у 2 2а + 2х — 4у — 4 = 0;
б) х2 + у2 + г2 — 6х— 16 = 0;
с) 36х2 +  36у2 + Збг2 + 24у -  72г -  95 = 0.
Ж авоб  а) С ( - 1 ;2 ;0 ) , Я = 3 ;  с) С (■§-; -1; ю), /?=2.

б) С (3; 0; 0), Д = 5;
61. тУрРи чизик билан д:2 + у 2+

+ 22 +  4х — 2у +  Юг — 19 = 0 сферанинг кесишиш нук- 
тасини топинг.

Жавоб. (4; 4; — 3); ЛГ2 (1; — 1; 1).
62. ( (х — 4)2 + (у -  2)а + (2 -  I )2 =  12

[г = Т
тенгламалар биргаликда каняай чизикни тасвирлайди? 

Жавоб. Тенгламаси ^ ( у _2)2 = —

г = -2 «
булган айланани тасвирлайди.

63. Зх2 +  36у2 +  81г2 — 324=0 тенглама кзндай сиртни 
тасвирлайди?

Жавоб. Ярим уклари а = 6 / 3 ; = 3; с = 2 булган 
эллипсоидни тасвирлайди.

64. х2 + у % = К 1 айланани Ог ук атрофида айлантириш- 
дан ?{осил булган айланма сиртнинг тенгламасини тузинг.

Жавоб. х2 у 2 + г2 = И2.
у2 г"*

65. Уд +  12 +  4- = 1 эллипсоиднинг
л: -  4 *  у!4-[6 -~г + 2 
- 2 - 3 ;  . В -  2

тугри чизик билан кесишиш нуктасининг координаталарини 
топинг.

Жавоб. 2 /2 ; 3 /2 ; 2 — 2 /2 );
- 2/ 2; 3 / 2; 2 + 2 / 2).

66. 4х2 + б22 — 24 = 0 тенглама кандай сиртни тасвир
лайди?

Жавоб. Ясовчиси Оу у к ка параллел булган цилиндрик 
сиртни тасвирлайди. Ц



МАТЕМАТИК АНАЛИЗГА КИРИШ
1- §. Х^ациций сон, ^ациций сонлар туплами 

ва з^ациций соннинг абсолют мицдори

Барча чекли унли касрлар ва барча даврий чексиз каср- 
лар рационал сонлар дейилади. Хар бир рационал сонни
иккита узаро туб, бутун р ва <? сонларнинг нисбати каби

ёзиш му'мкин. Аксинча р ва  ̂ лар бутун булганда — '
рационал сон булади.

Даврий булмаган чексиз унли каср иррлционал сон 
дейилади. Иррационал сонларга V 2, У 3 ,к  ва 3- к. сон
лар мисол булади. Бгрча рационал ва иррационал сонлар 
биргаликда ^ациций сонлар дейилади. Барча закиций 
сонлар тупламини Н билан белгилаймиз. X —элементлари 
ихтиёрий объектлардан иборат бирор туплам, х эса бирор 
объект булсин. У золда ушбу х £ X  ифода, х элемент X  
тупламга царашли эканлигини бипдиради. Ушбу х $ X  ифо
да эса х элемент X  тупламга карашли эмаслигини билди- 
ради.

Ихтиёрий а, Ь закикий сонлар берилган булсин, 
а< х < Ь тенгсизликни цаноатлантирадиган зацикий сонлар 
тупламини. ояиц оралиц дейилади ва )а, Ь\ куринишда 
белгиланади. а <  х < Ь тенгсизликни цаноатлантирадиган 
закикий сонлар тупламини эса ёпщ орхлиц дейилади ва 
[а, Ь\ куринишда белгиланади. а < л; <  6, а < х < Ь 
тенгсизликларни цаноатлантирадиган закик;ий сонлар туп- 
ламларини мос равишда ярим ояиц ва ярим ёшщ ора- 
лицлар дейилади ва \а, Ь|, [а, Ь\ куринишда белгиланади. 
Хар бир зациций сонга сонлар у к в д а г и  битта нуцта мос 
келади (4.1- чизма). Шунинг учун баъзан зацик;ий сон 
нукта зам дейилади.

------ 1--- 1--- 1--- С-- 1___ I___ I___ I____I___ I_________
- 4 - 3 - 2 - 1 0 / 2 3 4 5  X



— оо ва 4- оо белгиларни барча х,акикий сонларда, яъни 
ихтиёрий л: £/? да — оо < я  <  4- оо тенгсизликни цаноат- 
лантирадиган сонларьинг белгиси деб кабул циламиз. Б ун 
да — оо сонлар укида чапдаги, +  оо сонлар уцида унг- 
даги чексиз узоцлашган нуцталар дейилади.

Ушбу \а — г, а + е[ очиц оралик а нуктанинг е- ат- 
рофи дейилади (4-2- чизма).

*
4.2- чизма

Ихти'рий х ^аки^ий соннинг абсолют мицдори цуйи- 
дагича аникланади:

I | _ I ~  х> агаР ■* < о>
I *  I ~  \ х, агар х >  0.

Абсолют мщдорнинг хусусиятлари;
1) | х | а тенгсизлик — а <  х <; а тенгсизликка тенг 

кучлидир.
2) \х\ (х тенгсизликнинг бажарилишидан х а ёки 

х <  — а тенгсизликнинг бажарилиши келиб чицади ва ак-
синча.

3)
4)
5) х-у\ = \х\-\у\.

6) т Н Ш  (У "Т 0)-
1- м исол . Куйидаги тенгсизликларни ечинг:
1) | х -¡~ 2 | < 3; 2) I 2х — 31 <  1; 
3) |х2- 7 х +  121 > х 2-  7*4- 12; 4) 1 < |л: — 3|<4. 
Д . 1) \x-\- 2 |< 3  тенгсизлик ушбу

— 3 < *  4- 2 <  3 
тенгсизликка тенг кучли. Бундан куйидаги

— 5 <  х < 1
тенгсизлик келиб чицади.

2) 12х — 3 |<  1 тенгсизлик ушбу
— 1 < 2х — 3 < 1 

тенгсизликка тенг кучли. Бундан куйидаги
2 <  2х < 4 ёки 1 <  х < 2 

тенгсизлик келиб чикади.



3) Берилган тенгсизлик х нинг ушбу х 2 — 7х + 12 <0 
тенгсизликни каноатлантирадиган барча цийматларида уфин- 
лидир. Шунинг учун X1 — 7х +  12 < 0 тенгсизликни еча- 
миз.

X2 — 7х +  12 =  (X — 3) (х -  4) <  0, бундан ушбу 
X — 3 > 0 , X — 4 <  0 тенгсизликларга эга буламиз. Демак,
3 < X <  4 экан.

4) 1 < I X — 3 1 < 4 тенгсизлик куйидаги | х — 3 1 > | ва 
|х — 3 1 <  4 -тенгсизликларга тенг кучли. Булардан 1) | х — 
_ 3 | > 1 = >  а) X — 3 >  1 => X > 4; б) х  — 3 < —
-  1 => X < 2; 2) |х  -  3 1 < 4 => а) X -  3 < 4 => х< 7 ; 
б) X — 3 < 4 => X > — 1.

Бу  тенгсизликларни биргаликда карасак, — 1 < х < 2 
ва 4 < X < 7 оралицларга эга буламиз. Айнан шу оралик- 
ларда берилган тенгсизлик уринли булади. А

2- м исол . Куйидаги тенгламалар ечимга эгами:
1) 1X I = X +  3; 2) IX I =  X — 3?
Л .  1) х > 0  булса, X = X 3 тенгламага эга буламиз. 

Бу тенг лама ечимга эга эмас. Агар х < 0  б;улса, — х =
О

= X +  3 тенглама *осил булади, бундан х = — — ечим
га эга буламиз.

2) х>-0 булса, X =  X — Зга эга буламиз. Бу тенгла- 
манинг ечими йук- Агар х < 0 бÿлca, — х = х — 3 тенг-з
лама *осил булади, бундан х = у  га эга буламиз. Бу
ечим X < 0 деган фаразимизга зиддир. Демак, | х | = х —3 
тенглама ечимга эга эмас. А

□ • Куйидаги тенгсизликларни ечинг:-
1. |х |< 4 . Жавоб. — 4 X < 4.
2. X2 <  2. Жавоб. — Ÿ~2 <  X < >̂ 2.
3. IX — 31 > 3. Жавоб. — оо < X < 0 ва

6 <  X  <  +  оо.

4. I Зх — 2 1 < 4. Жавоб. — у  < х < 2.
5. IX I >  I X +  2 1. Жавоб. X < — 1.
6. 1 <  IX +  2 1 < 4. Жавоб. — 6 < X <  — 3 ва

— 1 < X 2.
7. X2 >  9. Жавоб. — оо < X < — 3 ва

3 < X < +  оо.
8. I X I  >2. Жавоб. —  оо <  X  <  2 ва

2 < X < +  оо.



9. | х + 11 >  | х |. Жавоб. х > — у .
10. 1х +  2 |< 2 . Ж^воб. — 4 <  х < 0. £§

Куйидаги тенгламалар ечимга эгами?

11. | х | = х +  5. Жавоб. х = ~
12. [х | = х — 5. Жавоб. Ечимга эга эмас. В

2- §. Функциянинг таърифи
Таъриф . X  ва У туплам берилган булсин. Агар бирор 

коида X  тупламнинг ^ар бир элементига У тупламнинг 
битта ва факат битта элементини мос куйса, бу коида 
функция дейиладч.

Бу таърифдаги X  ва У лар орасидаги богланишни 
функционал богланиш дейилади ва куйидагича белгила- 
нади: у = / (х ). Бу  ерда х эркли узгарувчи, у эса эрксиз 
узгарувчи ва /  — х  ни у га мос куювчи коида, яъни функ- 
циядир. Демак, / (х )  ва /  бир нарса эмас. /  коида, / (х ) 
эса бу коида ёрдамида х га мос куйилган У нинг элемен- 
тидир. Таърифдаги X  туплам функциянинг аницланиш 
сох;аси дейилади ва функция У тупламдан кийматлар ка- 

_ бул килади. Баъзан у = / (х ) функционал богланишнинг 
узи функция деб юритилади, аммо функция х га у ни мос 
Куювчи /  коида эканлигини доимо назарда тутиш керак.

Шундай килиб, функция берилган булиши учун унинг 
анщланиш со^аси деб аталган X  туплам олдиндан бе
рилган булиши ^амда унинг ^ар бир элементига кандай 
объект (элемент) мос куйилишини аниклаб берадиган /  
коида берилиши керак. Бунда X  нинг .хар бир х  элементига 
мос келган / ( х) элементлар туплами функциянинг узга- 
риш со^асини ташкил килади.

Кулланманинг IV, V ва VI бобларида >{акикий сонлар 
тупламида аникланган ва кийматлари ^ам ^акщий сонлар- 
дан иборат функциялар каралади.

Битта ^акикий сонга бошка ^акикий сонни мос куюв
чи коида характер жи^атидан ^ар хил булиши мумкин. 
Масалан, ,хар бир ^акикий сонга унинг квадратини мос 
куйиш мумкин. Бу функционал богланиш куйидагича 
ёзилади:

у =  х 2. {
Бу ерда х эркли узгарувчи, у эса эрксиз узгарувчи, ква- 
дратга кутариш амали эса функциядан иборатдир. Бу  функ-



циянинг анщланиш со^аси барча ^акщий сонлар туплами 
/? дан ва узгариш со^аси [0, оо) ораликдан иборатдир. Бу 
функция 2 га 4 ни, — 7 га 49 ни мос к;уяди. 4 ва 49 
ларга мос равишда функциянинг 2 ва — 7 нукталар- 
даги хусусий кийматлари дейилади. Еиз баъзан функция
2 да 4 га тенг ёки — 7 да 49 ни кабул килади деб ^ам 
юритамиз. Функционал богланишни ёзишда узгарувчилар- 
ни кандай белгилашнинг а^амияти йук- Масалан, ушбу

г = Р , и = V1, о; = а?, х = у2
ифодалар битта функцияни билдиради, чунки бу богланиш- 
ларда коида битта — квадратга кутаришдир.

Уш бу

богланиш ^ар бир ^акиций сонга унинг тескарисини мос 
куяди. Б у  *олда функциянинг аникланиш со^аси ] — оо, 0[ 
ва ]0, оо [ ораликлардан иборат.

Функиияни аниклайдиган коидалар анча мураккаб бу- 
лиши х;ам мумкин, масалан куйидагича функцияни курай- 
лик:

Бу *олда функция 1 +  х >  0 ва 2 — х >  О тенгсизликларни 
каноатлантирадиган х лардэ, яъни — 1 < х <  2 ораликда 
аникланган.

Баъзан функцияни аниклайдиган коида ягона формула- 
дан иборат булмаслиги мумкин. Масалан, ушбу 

' — х, агар х <0 булса,
/(х ) =  . 1,_агар 0 < х < 3 булса,

Vх, агар 3 < х булса
коида барча х £ % лардэ функцияни аниклайди. Функция
ни куйидагича аниклаш х,ам мумкин:

__ | 0, агар х рационал булса,
У ~~ \ 1, агар х иррационал булса.

Бу функция х;ам барча х£Н  ларда аникланган.
1 - ми со л. Куйидаги функцияларнинг берилган нукта- 

лардаги хусусий кийматини ^исобланг:

О / ( * )  =  |г^Т> х = 3да;



2) у — x1 arc cos j  — 3x arcctg x, x — — 1 да.
0. 3 * i 7 7

_1) J  =  ~з7~ г  = jö» Демак, 6y функция 3 га-  ̂ни 
мос цуяр экан.

V ( I)2) у = л:2 arc cos ^—  Зх arcctg х =  (— I )2 arc cos Ц р  4-
2 9 35Загс ctg (— 1) = -д тг -f -̂ г- = уд г.. Б у  функция — 1 га

, 3 5  W А12 г. ни мос куяди. А
2- м исол . Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^а- 

ларини топинг:

1 )у  = + 2) /г(0  =  V V I -  Ь;
3) у = V 1 — х 2; 4) г =  |/ s'n с? ;

5) tö = l i b " : с? (х) == -  !) + arc sin
А- О i7 х — 1 нинг киймати хающий сон бу/иши учун, 

х — 1 ;> 0 булиши керак. Бундан х >- 1 келиб чицади. 
Худди шундай, у 2 — х маъногаэга булиши учун 2 —х^>0 
булиши керак, бундан x ^ ¡ 2 га эга буламиз. 1 мя-ьип-

У 2 — х
га эга булиши учун унинг махражи нолдан фаркли були-. 
ши керак. Демак х ф 2 булиши керак. Юцоридаги х >  1, 
х s: 2 ва х ф  2 шартлардан бу функция 1 < х <, 2 ярим 
ёшщ ораликда аникланган эканлиги келиб чицади.

2) А(0 = V V  t — 1 функция аникланган булиши учун
а) V  t аникланган, б) /  t — 1 > 0  булиши керак. а) дан4 
t >  0, б) дан эса t >  1 булиши керак. а) дан t >  0, б) дан 
эса /> 1  келиб чикади. Демак, берилган функция t¿>\ 
да аникланган, яъни функцияшшг аникланиш со^аси
I 1, Н- оо [ дан иборат.

3) У = V 1 — х- аник ^акиций кийматни кабул цилиши 
учун 1 — х2 >  0 булиши керак. Бундан х 2 1, яъни функ-. 
ция — 1 < х < 1 да аникланган экан.

4) z = У  sin у функщ.янинг аникланиш со^аси sin ?  !> О 
тенгсизликни каноатлантирадиган со лардан иборат булади. 
sin ф биринчи ва иккинчи чоракда мусбат булади. Демак, 
бу функция 2k и ср (2£ + 1) -тг, (¿  =  О, 1,2, . . .  .) ора- 
ликларда аникланган.

5) Аввало о)= функциянинг махражи нолга айла-



надиганнук;таларнитопамиз:агар/=£гс(£=0, ± 1, + 2, . . .) 
булса, sin t =  0. Б у  кийматларда касрнинг махражи нолга 
тенг булгани учун  функция бу кийматларда аникланган 
эмас. Демак, берилган функциянинг аникланиш со^аеи 
сонлар укидаги t = kn(k = 0, ± 1, ± 2, ...) нукталардан 
ташцари барча нукталардир.

6) ср (л) =  lg (х — 1) +  ars sin ^  функция аникланган бу .
лиши учун биринчидан х — 1 >  0 булиши керак, бундан
л: > 1. Иккинчидан, — 1 < у  < 1 булиши керак, бундан—
— 2 < х < 2. Демак, берилган функциянинг аникланиш 
содаси 1 <" х < 2 ярим очик ораликдир. А

□ . Куйидаги функцияларнинг берилган нуцталардаги 
цийматини ^исобланг:

13. ф (л:) =  ; х = 0, х = — 1, *  = -§■■ Жавоб

14. f (x ) =  2 ars sin х + arstg2x; х =  — -j. Жавоб. —
7— 7Т 
12 ’

Куйидаги функцияларнинг аникланиш содаеини топинг:

15. у =» ' Жавоб. 1 <  л: < 2 ва
2 < X < +  СО.

16. г  =  I t -- t — t. Жавоб. — 1 <  t ^  5.
17. y — /  4x — x2. Жавоб. 0 < x ^  4.
18. y = —  \/ 2 sin x. Жавоб. 2fnz < x <

{2k+ \)K,k =1,2,3,..
■ 1 - O y

19. v =  are eos — з—  Жавоб. — 1 < x  <. 2.
20. u) =  log2(x2 — 9). Жавоб. ]— со; — 3]

ва] 3, -}" oo [.
21. f(x )  =  jog* 5 Жавоб.}0,l [ , ] l , ° ° l
22. f (x ) — \/x — 1+ |/б — x. Жавоб. 1 ^  x 6.
23. tp (x )=  ■ 1 - = — y \— x2. Жавоб. \ - ^ x <  1.V  4x —1 4
24. y = ctg;c. Жавоб. x Ф1гк. k.~Q,

1, 2........В



Таъриф . Агар х нинг кийматлари функциянинганик- 
ланиш сох,асидан олинса, текиеликдаги (л:,/(л:)) нукталар 
туплами /  функциянинг графиги дейилади.

Шундай килиб функциянинг графиги у *ак;идаги тула 
жадвалдир, унда функция ^ацидаги барча маълумотлар бе- 
рилган. Агар функциянинг графиги ёки графигининг бир 
кисми чизилган булса, функцияни „к;уриш“ мумкин.

Бир неча мисол царайлик. Маълумки, у = х1 функция
нинг графиги (4. 3- чизма) парабола, у = ■— функциянинг



графиги эса (4-. 4- чизма) гипербола булади. у = х3 функ- 
циянинг графиги эса (4. 5- чизма) кубик парабола дейила- 
ди. Ушбу

функциянинг графиги (4.6- чизма) учта булакдан иборат- 
дир.

Текисликдаги нукталарнинг ихтиёрий туплами функция
нинг графиги була олмаиди. Текисликдаги нукталар туп
лами функциянинг графиги булиши учун тупламнинг их- 
тиёрий иккита нуктаси бир вертикалда ётмаслиги зарур ва 
етарлидир. Бу шарт бажарилганда, х = а тугри чизик функ
ция графигини кесиб утмаса, х = а нукта бу функция 
берилган colara кирмайди. Агар х =  а тугри чизик; функция 
графигини (а, Ь) нуктада кесса, /(a)=¿> булади (4. 7- чизма).

4. 7- чизмадагичап томонда жойлашган эгри чизик бирор 
функциянинг графигини тасвирлайди. Унг томондагиси эса 
функциянинг графигини тасвирлай олмайди, чунки х укида 
шундай нукта топиладики, бу нуктадан утган вертикал 
тугри чизик; эгри чизицни иккита нуктада кесиб утади. 
Мана шу 47- чизмадаги а, нуктада функция аникланма- 
ган.

М и  со л. Маркази координаталар бошида ва радиуси 
бирга тенг булган айлана функциянинг графиги була олмай
ди. Чунки — 1 < х < 1 ораликдаги ^ар бир нуктадан утув- 
чи вертикал тугри чизик айланани иккита нуктада кесиб

х +  1, агар х < 0 булса, 
х2, агар 0 х < 1 булса,

агар 1 < х булса

х

47-чизма



утади. Аммо юцори ярим айлана, яъни ушбу х 2 - }у 2 =  1 
ва у >- 0 шартларни каноатлантирадиган (х, у) нукталар 
ту пламя у — У 1 — х- функциянинг графиги булади. Худди 
шундай пастки ярим айлана у =  — t 1 — х- функциянинг 
графиги булади.

□ . Куйидаги функцияларнинг берилган оралицлардаги 
графигини чизинг:

25. у = х2 — 2х— 1 | — 2,4] да;
26. у = х2 — 4 | х — 1 [ 1, 1-6,51 да;

1627. у = — — 1, Ох уки билан кесишиш ораликларида;
28. у =  | х — 2 1 — 3. Ш

4- §. Функцияларнинг баъзи синфлари

1. М о н о т о н  ф у н к ц и я л а р . Таъриф . /функция 
X  с ; Л? тупламда аникланган булсин. Агарх, - х 2 тенгсиз- 
ликни каноатлантирадиган ихтиёрий иккита х, £Х, х 2 £ X  
нуктада / (х , )< / (х 2) (/"(х,) > / ( х 2)) булса, бу функция- 
ни X  тупламда усувчи (камаювчи) дейилади. Агар ихтиё
рий x t £ X  ва x.¿ £ X  лар учун х, < х 2 булиб, / (х ,) ^ / ( х 2), 
(/(■*1 ) ^ f { x >)) булса, /  функцияни камаймайдиган (ус- 
майдиган) функция дейилади. 4

Агар функция усувчи ёки камаювчи булса, уни цатъий 
монотон дейилади. Агар функьия усмайдиган ва камай
майдиган булса, у монотон дейилади. Масалан, / (х )  =  х 2 
функция i? тупламда бу синфларнинг ^еч бирига кирмайди, 
чунки х  < 0 да камаювчи ва х  > 0 да усувчидир.

2. Ж у ф т  ва т о к  ф у н к ц и я л а р . Т а ъ р и ф ./ функ
ция A czR  тупламда аникланган булсин. Агар ихтиёрий 
х £ Х  ва — х £ Х  да / (— х) =  /  (х) тенглик бажарилса, 
/  жуф т, / ( — х) = — /  (х) тенглик бажарилса, /  тоц  
функция дейилади. Масалан, / (х) = х2 жуфт функция, 
/ (х ) = х 3 эса ток функгиядир.

Жуфт функциянинг графиги ординаталар укига нисба- 
тан сим метрик булади. Ток функциянинг графиги эса коор- 
динаталар бошига нисбатан сим метрик булади. Ток Л'ам, 
жуфт х,ам булмаган функциялар )\ам мавжуд, албатта. 
4. 6- чизмада шундай функция графиги тасвирланган.

1- ми со л. куйидаги функиияларни монотон ёки моно- 
тон эмаслигини текширинг:

1) у = х 5; 2) / ( x )  = - L ;
у  х



3) z = x 3 +  x 2; 4) g(x) = |х| +  х;
5) h(n) = [aj

и
6) / ч Í x+U агар л: < 0 булса, 

9 W — |х 2, агар х >  О булса.
. А  1) у = л:5 функция ] — оо, +  оо [ ораликда аницлан- 

ган булиб Усувчидир, чунки 0 < хх < х2 да у (х,) < у (х2) 
булади. Хацикатан х>ам, у (Xj) = х\ ни у (х2) =  xl дан 
айириб
у (х2) — у (хх) = x¡> — Xi — (х2 — x¡) (х% -J- x¡ xt -j- xfxj -f-

+  X<1 X i  -f- X \ )

ифодага эга буламиз. Б у  ифоданинг иккала купайтувчиси 
зам х„ < х 2 ларда мусбат булади. Демак, y (x 2) > y ( X j )  
экан.

у = хъ функция ток булгани учун у координаталар 
бошига нисбатан симметрикдир. Шунинг учун xt < х 2<0 
булганда \ т  у(хх)< у (х 2) булади. Демак, бу функция 
] — оо,оо[ ораликда Усувчидир.

2) /(•*) = функция ]0, +  оо [ ярим укда аниклан-
У х _

ган ва_камаювчидир, чунки 0 < хх < х 2 булса, У  хх <
< У х 2 булади. Бундан эса

/ (* l )  =  -Д= > j= = * f (x ,)У ■*! у *2 
тенгсизлик келиб чикади.

3) z — х3-+ х2 функция монотон Усувчи ^ам, монотон 
камаювчи ^ам эмас, чунки ихтиёрий x t < х 2 да

г  (х2) -  2 (х,) =  {xl +  xi) — (xi +  х2,) =  (х2 — х,) (x¡ +
+  Х 2 X¡  -f- Xl  -f- х 2 + х,)

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг ÿHr томонидаги 
иккала купайтувчи ^ам х, < х 2 < — 1 ва 0 < х, < х 2 
булганда мусбат булиб, — 1 < хх < х 2 < 0 ларда биттаси 
мусбат, биттаси манфий булади. Демак, z (x 2) — z(xx) 
айирма ÿ3 ишорасини узгартиради.

4) g {х) = I х | +  х  камаймайдиган функциядир. Чунки
. . _  / агар х  < 0 булса 0, чунки х  < 0 да | х | =  — х, 

g к.х) — | агар х > 0 булса 2х, чунки х > 0 да | х | =  х.
Демак, g (x ) ]  — оо, 0[ ораликда узгармас булиб, Ога 

тенг, [0, оо[ да 2х га тенг, яъни бу ораликда Усувчидир.



ч

0 1 л

4.9- чизма

Б у  функциянинг графиги 4.8- чизмада тасвирланган.
5) h (и) — ^  функция ^ам камаймайдиган функциядир. 

Чунки
, / v Г агар и < 0, булса — 1, чунки и < О да | и \ = — и, 

' ' ~  I  агар и > О булса 1, чунки и > О да ) и | =  и.
Бу функциянинг графиги 4.9- чизмада тасвирланган.
6) . . _  ( агар х  < О, булса, х +  1,

?  W  [  агар х > о булса, х2,
функция монотон эмас, чунки х, < х 2 < 0 булса, 9 (х,) <
< 9 (* 2) булади ва О < х, < х 2 ларда *ам 9 (Xi) < 9 (х2)
булади, Аммо х х = — десак, с? ( — -j) = ~  ^  

булиб, х2 =■j  булса, 9 (х2) = (у )2 = булади.

Демак, X! =  — < -i-=x2 ларда9 ( —-i-) =  ~ >  |  =
= 9 (х2) экан. Бу функциянинг графиги 4.10- чизмада тас
вирланган. Д

□ . Дуйидаги функцияларнинг монотон ёки монотон 
эмаслигини текширинг.

29. у = х3 -¡- Зх +  5.
30. у = ах, а >  1.
31. f{x ) = \oga.x.
32. f  \x) = I х +  11 -f- х-(-1.
33.

Жо-воб. Усувчи. 
Жавоб. Усувчи. 
Жавоб: Усувчи. 
Жавоб. Камаймайди.
Жавоб. Камаймайди.



f ( x ) =  í araP *J  \л) \ агар X
О булса, 4х +  1,

> О булса,

У

/
А  

/  i
!

/ /  в /

. .

}Кавоб. Монотон эмас.

4.10- чизма

у  2 IX  -р1) / ( * )
3) f {x )  = cosx;

35. у = ах, 0 < а с  1.
}Кавоб. Камаювчи.

36. у = г X.
Жавоб. Усувчи.

37. у = sin X  +  1.
Ж^воб. Монотон эмас.

38. у = loga X, О < а <  1.
Жавоб. Камаювчи.

2- м и с о л. Куйидаги функ- 
цияларнинг жуфт-токлиги ёки 
жуфт х,ам, ток ^ам эмасли- 
гини курсатинг:

2) / ( х ) = х 3+  X 2;
4) / (х ) = sinx; .

5) f (x )  = (/ X3 i

У
6) ?  (х) =

X2 + 1 — X4 жуфт функция, чунки 
= К X2 +  1 -  х 4= / (х ) .

а . 1) /(х)_______
/ ( — X) =  I X)2 + 1 -  (— * )4

2) / (х ) = х3 + х2 функция жуфт *ам, ток Дам эмас, 
чунки / ( — х) = (— х)3 + (— х)2 = — X-3 + X2. Б у ифода 
/(х) га ^ам, — /(х) га jçaM тенг эмас.

3) / (х) = cos X жуфт функциядир, чунки
/ ( —  х ) =  cos (— х )  = COSX =  / (х ).

4) / (х )  = sinx ток функциядир, чунки 
/ ( — х) = sin (— х) = — sin X = — /(х ).

5) f (x )  =  V X3 + 1 функция жуфт >;ам, ток Дам эмао 
чунки / ( — х) =  / ( — х)3 + 1 = i 1 — X3. Бу ифода / (х )  
га х;ам, — / (х ) га х,ам тенг эмас.

6) ср(х) |/ х ‘2+  5 
U I 

з
жуфт функция, чунки

/  ч I  ( —  X ) 2
? ( - * > =  - т = г

»/ X2 +  5 ;(х ) АI X  I I X I
Куйидаги функцияларнинг жуфт-токлигини ёки жуфт 

>;ам, ток >>ам эмаслигини курсатинг.
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39. f(x ) = / х 4 -  1.
40. f(x ) = ** +  Зх.
41. f ( x )  = sin2 X cos л:
42. / (X ) =  / F T T .

)Кавоб. Жуфт. 
Жавоб. Тоц. 
Жавоб. Жуфт. 
)Кавоб. Ж уф т .чам,

43. f (x )  =  sin X  cos X.
ток *ам эмас. 

}Кавоб. Ток.

Жавоб. Ж уф т з;ам, 
ток ^ам эмас- 

Жавоб. Жуфт.

48. f (x ) = cos X -\—  ̂ sin2 л:.

Жавоб. Ток.

Жавоб. Жуфт. В

Жавоб. Ток.

5- §. Сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимити
1. К е тм а - к е тл и к . Барча мусбат бутун сонлар, яъни 

1, 2, 3, 4, . . . лар натурал сонлар тупламини ташкил эта- 
ди. Бу тупламни N  билан белгилаймиз, яъни N  = { 1, 2,

1- таъриф . Натурал сонлар T ÿn  лам и N  да аницланган 
/  функцияни кетма-кетлик дейилади.

Бу функдиянинг кийматлари / (« ), п = \, 2, 3, ... 
кетма-кетликнинг % ад лари дейилади. Кетма-кетликнинг 
ti- хади f(n ) ни (ап ни) ап = / (я ) куринишда белгилаймиз. 
У  ^олда кетма-кетликни {а п} ёки ait а2, ... , ап шаклда 
ёзиш з$ам мумкин.

Куйидаги кетма-кетликларни карайлик:

(1) кетма-кетлик ток сонлардан тузилган, унинг 5- ^ади 
» 9 га тенг ва п- з̂ ади 2п — 1 га тенг.

ц (2) кетма-кетликнинг п- ^ади, п жуфт булса, 0 га, ток 
булса, 1 га тенг. Унинг ti- здини куйидагича ёзиш мум
кин:

1, 3, 5, 7,.....
1, 0, 1, 0 ,1 , 0, ... l i l i

(3)
( 4 )1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

l - ( -  1)* 
2



- (3) кетма-кетликнинг ti- з̂ ади га тенг.
Бу  ердаги (4) кетма-кетликни Фибоначчи кетма-кетлиги 

дейилади, унинг биринчи иккита ^ади бирга, бошка >>ар 
бир *ади олдинги иккита з а̂дининг йигиндисига тенг. Шу- 
нинг учун (4) кетма-кетликнинг 8- ^ади 8+ 13  = 21, 
9- хади 13 +  21=34 га тенг булади. Х аР доим бирор 
кетма-кетлик ^акида ran юритилганда функция тушунча- 
сидан фойдаланилади.

Масалан,
ап = 2п- и п = 1, 2, 3, . . .

формула ток сонлар кетма-кетлиги (1) ни аникласа,
ах =  а2 =  1, ап = а „_ , + ая_ 2, /1 = 3, 4, ...

формула Фибоначчи кетма-кетдагини аниклайди. Бу фор* 
мулалардаги а ва п лар ихтиёрий узгарувчилардир. Маса
лан, Фибоначчи кетма-кетлигини

Ь1 = Ьъ 'bj = bj-i +  f y _ 2

ёки
я, =  *2, аА = aft_ j  +  яА_2, # =  3, 4, 5, ...

формулалар билан хам анщлаш мумкин.
1- м и со л . ^уйидаги кетма-кетликларнинг дастлабки 

6 та ^адини топинг:
1) ап *=п2 — п, п = 1., 2, 3, ... ; 2) Ьк = (— 2)*

¿  = 0, 1,2, ... ;

3) k = -  1,0,1, -  : 4) ал = я "- *
п = 1,2,3, ... ;

д .  1) a, = I 2 -  1 = 0, а, = 22 — 2 = 4 - '2  = 2
' а3 = з* -  3 = 9 -  3 = 6, а4 = 42 — 4 = 16 -  4=12,

52— 5= 25 -  5 =20,.а„ = 62 -  6 = 36 -  6 = 30, яъни 
ап = я 2 — п кетма-кетликнинг дастлабки олтита ^ади 0, 2,
6, 12, 20, 30 лардан иборат.

2) ¿>0= ( - 2 ) °  = 1 ^ = ( — 2 )-1--- 2,
й2 = ( - 2 ) 2 = 4, ¿ 3= (- 2 )3= - 8 ,  
bt= ( - 2 ) ‘=  16, 6й=-(-2)3= -32.
Демак, кетма-кетликнинг изланган ^адлари 1, — 2,

4, — 8, 16, — 32 лардан иборат.
оч — 1 1 0 , л
3) 1 (— 1>» -ь 1 2 ’ х ° — 0 + 1 ~  °*



-1 1 . 2 2
*1 ~  !•/+ Г “  2 ’ ЛГ2 2з+ 1 5 »

3 3 . 4 4
Х 'л ~  3! +  1 ~  10’ Л'4 4^+1 17/

Демак, кетма-кетликнинг изланган ^адлари
1 л 1 2 3 4 *

"2 > °- 7  ’ б-’ ТО’ 17 ЛарДЯН иб°Р аТ-
4) ал =  1*-‘ = I - 3 = 1, а2 == 22- 4 = 2~2 = -1,

1аъ =  З3- 4 = З“ 1 = р  а4 = 44-4 =  4° = 1, аа= 5 5- 4=х 
= 51 = 5, ав = 6 °-4 = 62 = 36.

Демак, кетма-кетликнинг изланган хадлари 1,
.1,5, 36 лардан иборат. А

2 - м и с о л. а _ !  — 1, а0 = 4, ах = 9, а2 = 16, а3=  25 
булса, а„ нимага тенг булади?

Д . Бу  кетма-кетликнинг берилган хадларини текшир- 
ганимизда унинг умумий хади, ап =  (п +  2)2, п =  — 1,0,
1, 2, ... формула билан ашщланишини куриш мумкин.А

3- ми со л. Ушбу 0, 4, 8, 12, 16, . . . кетма-кетлик- 
нинг умумий хадини топинг.

Л . Бу кетма-кетликнинг хам берилган хадларчни тек- 
ширсак, унинг умумий хади ап =  4л, п =  0, 1,2, ... экан- 
лиги куринади. А

□ . Куйидаги кетма-кетликларнинг дастлабки олтита 
Хадини топинг:

49. ап =  (— 1)" (п — I)3, пш: 1,2, . . .  ; Жавоб. О, 1,
-  8, 27, -  64, 125 . . .  .

50. Ьк — К1 — к, ¿ =  — 1,0, 1,2, . . .  ; Жавоб. 2, О, 
О, 2, 6, 12...........

51. х, =  1, хг= 2, хп = 2, — * л_ 2, п = 3, 4, ... ;
Жавоб. 1, 2, 3, 4, 5, 6 . . .  .

52. &* =  2Л +  (- 1 )*£  = 5,6,7, .. .Ж а в о б .  5, 18, 7,
24, 9, 30..........

53. ¿ 2= 1, ¿>3 = 2, 64 = 4, ¿5 =  8, 66 = 16, ¿>7= 3 2  
булса, Ък ни топинг. Жавоб. Ьк=2к—2.

54. Ушбу 1, —4, 7, — 10, 13, — 16, . . .  кетма-кетлик
нинг умумий хадини топинг ва номерлаш нечадан бош- 
ланишини курсатинг.

Жавоб. ап = (— 1)п(3л+  1), п = 0, 1, 2, 3, . . .  Д



п = 1, 2, 3, . . . 1Т- 2 — ’ z 6

2 Т ’ 1— 2 1 9 ’ ^

Куйидаги кетма-кетликларнинг дастлабки 10 та ^адини 
толинг.

55. ап = (— 1)", Жавоб. 1, — 1, 1 ,-1 , 1, 
«  =  0 , 1 , 2 . . . ;  -1 , 1; _ 1 ,  i

- 1 ..........
56. * я = 2 - Н - 1 )» 1 , Жавоб. 1, 2±, l | ,  2 j ,

11 » 1 7 у

_  10 ’ ------------

57. * „=  1", Ж а ^ . 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
л = 1, 2 , 3, . . . 1, 1, 1, . . .  .

58. ая = 2<-i>" », Жа«о£. 1, ± , 4, -1,' 16, 

д = 0>1 2, 3, . . ,  1 ,  64, j l ,  256,

5l2 * ---- И -
2. Я к и н л а ш у в ч и  кетм а-кетлик. Якинлашувчи 

кетма-кетлик, кетма-кетликнинг лцмити тушунчаларини 
киритишда ва улар устида ran юритганда „кетма-кетлик
нинг карийб ^амма злементлари“ , яъни „кетма-кетликнинг 
чекли сондаги элементлардан бошка ^амм? элементлари“ , 
деган жумладан фойдаланиш жуда кулэй булади. Маса- 
лан, ушбу

— 10, —9, —8,
кетма-кетликнинг карийб )\амма элементлари мусбат, чун- 
ьи унинг биринчи 10 та ^ади манфий, 11-^ади 0 ва цол- 
ган барча элементлари эса мусбатдир.

хи х3, х3, . . .  кетма-кетлик берилган булсин. Агар 
бирор ха сон топилиб, куйидаги иккита шарт бажарилса:

I, кетма-кетликнинг карийб ^амма элементлари х0 дан 
катта ичти'рий b (Ь > х 0) сондан ки « к  булса,

II. кетма-кетликнинг царийэ ^амма элементлари х() дан 
кичик ихтиёрий .а (а <  х0) сондан катта булса, кетма- 
кетлик хо га яцинлашадч ёки унинг лимити х0 га 
тенг дейилади ва куйидагича ёзилади:

Iim хп =[х0.П-> ОО v '
Бу таъриф куйидаги таърифга тенг кучлидир.
2-таъриф. xit х2, хъ, . . .  кетма-кетлик берилган 

булсин. Агар бирор х0 сон топилса ва ихтиёрий е > 0



сон учун бирор мусбат бутун сон 7V(e) топичиб, барча 
п > N(e) ларда ушбу

\*п — х о\ <  е
тепгсизлик бажарилса, х0 сонни (хп) кетма-кетликнинг 
лимита ёки [х„) кетма-кетлик д:0 га яцинлашади 
дейилади ва куйидагича ёзилади:

Итхп = х0.
П-*сс

Хамма кетма-кетликлар ^ам яцинлашувчи булавермай- 
ди. Чекли лимитга эга булмаган кетма-кетликларни у зоц- 
лашувчи дейилади. а,, а а, а 3; . . . кетма-кетликнинг 
.царийб барча элементлари ихтиёрий М  сондан- катта 
(ап > М) булса, бу кетма-кетлик +  оо га узоцлашади, 
дейилади ва у куйидагича ёзилади:

lim ап =  +  оо.
П-*-оо

Худди шундай кетма-кетликнинг царийб барча эле
ментлари ихтиёрий М  сондан кичик (ап < М) булса, 
кетма-кетлик — оо га узоцлашади дейилади ва у куйи
дагича ёзилади:

lim ап= — оо.
П —*оо

Якинлашувчи кетма-кетликлар устидаги арифметик 
амаллар куйидаги теоремада ифодаланган.

1-те о рем а. Агар lim ал =  а, lim bn = ß булса,
П-+ оо П- ♦'оо

11т(ая +  &„) = « + ß,
«-»■оо

lim (с-а„) = са, ва lim р .  =  “ /в ф 0 да)
« -► о о  Л-*-оо р

Ü m K - b J^ a .ß
Л-+0О

булади.
1- м и с о л. Куйидаги тенгликларни кетма-кетлик лимити- 

нинг таърифидан фойдаланиб исботланг:
1) lim 1  = 0; 2) lim Г 2-1-(— I)'1-—1 = 2.

k -y o o  k  п -*-оо [  П  I

Д.  1) буни курсатиш учун  аввал 1-таърифдаги I 
шартнинг бажарилишини текширамиз. Бунинг учун ихти
ёрий b > 0 сонни олайлик. Энди канДай k ларда 1  <  6

тенгсизлик бажарилишини топайлик. Бу тенгсизлик k >  -1



тенгсизлик бажариладиган бутун к ларда уринлидир. N  
агар тенгсизликни к;аноатлантирувчи бутун сон

булса, барча к N  ларда < Ь тенгсизлик бажарилади.
Шундай килиб, берилган кетма-кетликнинг биринчи Аг— 1 
дадидан ташцари барча .'¡адлари Ь дан кичик булади. 
Демак, I шарт бажарилади.

Энди II шартни текширамиз. Бу кетма-кетликда II 
шартнинг бажарилишини текшириш жуда осон. Хаци- 
катан дам, ихтиёрий манфий а < 0 сонни олсак, бу кет
ма-кетликнинг барча х ад лари а дан катта. Демак, II шарт 
дам бажарилади.

2) Энди ушбу

2 - 1 ,  2 +  1 ,  2 - 1 ,  2 +  1 ,  2 - 1  (1)

кетма-кетликнинг 2 га якинлашишини, яъни

№п ( 2 +  ( - ! ) *  • ! )  =  2 (2)

эканлигини таъриф ёрдамида курсатамиз.
Биринчи шартнинг бажарихинини текширамиз. Ихти

ёрий Ь > 2 сонни оламиз. У долда п ток булса, ап =
=  2 — ^-< 2< й. Агар п жуфт булса, а„ =  2 +  1 < Ь  

тенгсизлик барча п >  £-1^ ларда бажарилади. Шундай 

килиб, агар N  ушбу - ^ > £ ~ 2  тенгсизликни каноатлан-
тирадиган бутун сон булса, кетма-кетликнинг дастлабки 
N  та дадидан танщари колган барча дадлари ап<СЬ тенг
сизликни канотлантиради. Масалан, агар ¿> = 2,01 булса, 
дастлабки 100 та дадидан кейинги барча дадлари ап < Ь 
тенгсизликни каноатлантиради. Агар Ь = 2,0001 булса, 
дастлабки 10000 та дадидан кейинги барча дадлари 
ап < Ь тенгсизликни цаноатлантиради.

Энди. II шартнинг бажарилишини текширамиз. Бунинг 
учун ихтиерий а < 2 сонни оламиз. Агар п жуфт булса,

ап = 2 +  1 > 2 > а .

Агар п ток булса,
о 1 ^ап = 2 ----> ап п



тенгсизлик барча п > j — - ларда бажарилади. Демак, N  
2

у ш б у Л г> 2^г  ̂ тенгсизликни каноатлантирадиган бутун
сон бу̂ лса, кетма-кетликнинг дастлабки N  та задидан 
кейинги барча задлари ап > а тенгсизликни цаноатлан- 
тиради. Демак, II шарт зам уфинли экан.

Энди 2) мисолни 2-таърифдан фойадланиб ечамиз. Бу- 
нинг учун ихтиёрий s > 0 сонни олайлик. п цандай бутун 
сон булганда

(2 +  ( - 1 ) « 1 ) - 2 | < е  (3)

тенгсизлик уфинли булади? Бу тенгсизлик < е, яъни 

п > тенгсизликни каноатлантирадиган п ларда бэжари-

лади. Демак, N  ушбу jV>  — тенгсизлик бажариладиган
энг кичик бутун сон бу̂ лса, барча « > N ларда (3) тенг
сизлик бажарилади. Бу мулозазалар (2) ни исботлай;.и. А

2-мисол. ^уйидаги лимитларни зисобланг:
1) lim 3” ~ + 2 ; 2) lim 3 + 2п? ■

П-+ОСbn- — 2/г -j- 1 п-*оо 1 — п

3) \imV 2n¿ + 1-, 4) lim 1 + 2 + i j m  • t.?  ,
’ 2n — 1 «->00 I 9n' -г 1П~* оо

Д.1) Бу лимит 1-теоремага асосан куйидагича топилади:

«. 3/j2 J - 2  I • п~ " п-*- ооl im __z_______ = hm "3 + — - ^ и ( з + 4 )lim

Л-*оо 5л- — 2/1+1 n-о» 2_ _1_ П т  _2_ _ М
Л П2 л- + П2 /

lim 3 +  lim
Л->оо п-кх> п2 3 + 0 3

Пт 5— lim JL +  Нт J_ 5 — 0 +  0 5.’
f l -*-оо П -*-•» f l  n-*-OQ fi'J.

Бу ерда биз lim _L  = 0 ифодадан фойдаландик. Бу
Л-юо П'2

ифодани бевосита лимитнннг таърифига асосан исботлаш 
Зам мумкин. Юкоридаги 1-мисолнинг биринчисини эъти- 
борга олсак, 1-теоремага асосан куйидагига эга бÿлaмиз;

lim _L =  lim _L-lim _L = Him J-Y* — о2 = 0.
П-*-оо fl“ n-+oQ ti IX \/г-*оо TÍ /

2) 1-теорема ва узоклашувчи кетма-кетликнинг таъри
фига асосан куйидагига эга буламиз:



3) 1-теоремага асосан lim V 2nlà : 1 цуйидагича Torwa
rt-* оо 2п — 1

ди:

я-“  « Í2  — -М lim Í2 ---Î-)I n J  n-+ « \ n J
CO 2/1 -  1

/2+ 0 /2  
2-0  ~  2

41 Hm 1 + 2 + 3 + • • • + л й^ 9ft2 + j лимитни ^исоблаш учун ав-

вал S n = 1  +  2 +  3 +  . . .  +  я  = и ^ формуладан, 
кейин 1-теоремадан фойдаланиб к;уйидагини ^исоблаймиз:

Hm.1 + 2 t 3.t^ - - -+ ,î = Hm^ ? ± 1) = Um ” 2( 1 + » ) _ _  
п  ->оо у  9/г4 Н- 1 п-*-ос 2  1 л->оо / i

2" 3 У  9+1-
1 Im íi i 1 )_  1 Л-*оо п )  _  1 1+0 _ 1 1 ^

2 .1т1Д 7 х  2 v * + *  2 3 6
Л-*оо г + Л4

□ . Куйидаги ифодаларни кетма-кетлик лимитининг 
таърифидан фойдаланиб исботланг:

59. 1) И т ^ = 1 ;  2) lim l / ^ ±  = 2;
Л —* 0 0  11 T “ 4 Г  ' Я  '

60. 1) lim ?« = 1, 0 < q <  1, 2) lim ^-= ^ = оо. H
П -*-ОО Л —► оо * H “  ¿ Л

Куйидаги лимитларни топинг:
61. lim - + п , Жавоб — в-v«, Зл* + л + 1 ' /павои. 3 . 

62- 1,т . ^  . Жавоб. 2.«-►оо 1 “i“ /2 —■“
63. lim Жавоб. +  оо. и-*оо И-’ +  4 . '  1

64. Жавоб. 0.
л -t-oo П —  1



Ж ш о б . + « , .

66. П т  ■ */ " ±  . /Кавоб. 0.л-м 1 + У  п + /л3

в7' 1 ™ . Й Й т -  Ж а ,о б ./ 3

в8' 1 1 1 + '+2 + 3+ . + (+ п ' ) ■ 2-

в9-1'” ( ^  +  Й Т г ) -  Ж а ,о в .±
70. Ит (/2л + 3 -  / я  -  1). Жавоб. оо В .П—*оо '

6-§. Функция лимитининг таърифи
1-таъриф. Хс=/? туплам ва 8 >  0 сон берилган бул- 

син. Агар х0 £ /? нуцтанинг ихтиёрий (л:0— 8, х0 +  8) атро- 
фида X  тупламнинг х0 дан фаркли убирор элемента ётса, 
л:0 нуктаки X  тупламнинг цуюцланиш ёки лимит нуц 
таен дейилади.

2-таъриф. у =  /(л:) функция Х а  тупламда аниклан- 
ган ва д:0 нук;та X  тупламнинг куюкланиш н у к ;т а с и  бул- 
син. Агар бирор А сон топилиб ихтиёрий е >  0 сон учун 
бирор 8 > 0 сон топилса ва X  тупламнинг \х — х0\ < 8 
тенгсизликни цаноатлантирадиган барча х элементлари 
учун куйидаги

|/ (х )-Л |< е  (1)
тенгсизлик бажарилса, А сонни / (х) функциянанг х 
аргумент х„ га интилгандаги лимита дейилади ва у 
Куйидагича ёзилади:

П т  )(х ) = А. (2)
Х - * Х 0 4 '

Бу функция лимитининг „е—8 тилидаги“ таърифи дейи
лади.

3-таъриф. Агар ихтиёрий е > 0  сон учун бирор 
М(е) > 0 сон топилиб, функциянинг аникланиш со^асидан 
олинган ва х >  М  (е) тенгсизликни цаноатлантирадиган 
барча х ларда куйидаги

\/{х)-А\< г  (3)
тенгсизлик бажарилса, А сонни х +  оо га интилганда- 
ги /  нинг лимити дейилади ва куйидагича ёзилади:



lim f (x ) = A.
*-► + 00

Шунингдек, Xq — oo интилганда ва А чекли сон бул- 
маган доллар ^ам юцоридагига ухшаш таърифланади.

1-м и со л. Функция лимитининг таърифидан фойда- 
ланиб, куйидаги тенгликларни исбот кихинг:

1) lim (2 * - 4 )  =  -2 ; 2) lim ‘ ;
X -*-1 • Х-*-оо О Х  “ Г  /  ¿

3) l i m s i n x = l ;  4) lim logax = +  (а >1)-
тс ^  Х —*-оо

х~*т
Д . 1) Функция лимитининг „е—8 тилидаги“ таърифи- 

га асосан ихтиёрий- £> 0 учун бирор 8 > 0  топилиб, 
\х—1| <  8 булганда If (x )— (—2)1 < £ тенгсизлик бажари- 
лиши керак. Боцщача айтганда,

\2х — 4 — (—2)1 = |2х — 2| =  2 |х — 1|<е 
тенгсизлик 8 ни цандай танлаганда бажарилишини топа- 
миз. Охирги тенгсизхикдан куринадики, \х— 1| < -g = &
бажарилса, 1/(х) 4 2( < £ тенгсизлик ^ам бажарилади. 
Демак, lim (2х — 4) = — 2.

X ~*-1
2) Аргумент чексизликка интилгандаги функция ли

митининг таърифига асосан ихтиёрий е > 0 учун барча 
х > М  ларда

3* — 1 1 I . . ;
-  -о < £ ( * )6х +2

тенгсизлик бажариладиган М топилишини курсатиш керак. 
Бу  тенгсиз/икни ихчамлаб

Зх — ]
(ух \3х + <  £

тенгсизликка эга буламиз. Бу ерда х > 0  булгани учун

Зх + 1 < е
тенгсизликни ечиш етарлидир. Бундан куйидаги

1 —  е 

* >  —
тенгсизликка эга буламиз. Шундай ь;илиб, масалан М — 
=  1  деб олсак, барча х> М  ларда (^ ) тенгсизлик бажари
лади. Демак,

lim Зх ~  1 — J.
х-*-оо 6 х  -j- 2  2



3) Ихтиёрий е < 0 учун шундай 8 > О топилиб,
< 8 дан s in * — j ( < £ булишини курсатиш керак.б! 1Агар sin g- = y  IsinXj — sinx2| <  |х, — x2\ ларни зи- 

собга олсак, исботлаш керак булган тенгсизликдан

sin х — y  = sin х sin^-О <
TZ

х ~ 6 <е

тенгсизликка эга буламиз. Демак, 8 =  е деб олсак, 
|х — ^ < 8 дан Jsinx — у < е га эга буламиз. Шуни
исботлаш керак эди.

4) Бу мисолда ихтиёрий k > 0 учун бирор М  топилиб, 
барча х > М  ларда logax > k тенгсизлик бажарнлишини 
курсатиш керак. Ихтиёрий k >  0 ни олиб, log„x > k тенг- 
сизликни цараймиз. Энди М  = ак деб олсак, барча х >  М  
ларда logax >  k бажарилади. Демак,

lim loga;c =  +  ° ° - А
Х-*-оо

Функция лимитининг таърифидан фойдаланиб, куйи- 
даги ифодаларги исботланг:

80. lim(4x — 3) = 1;
Х-+1 -

82. lim sin л: =  0;х̂ О
84. limarctgx = \  ;JC-юо ^
86. lim 2х ~  1 _  А  •

х -*оо Зх т  2 3 ’
о с  ,. sin х  л88. hm--- = 0;

81. lim -7= =  = 3;лт-0 Ух — 1
83. lim cos л: =  1;

jr—о
85. lim cosx = 0;х̂ \
87. lim а* =  +  оо (а > 1);

89. lim x-sin — =0.
х->0 х

7-§. Функциянинг ЛИМИТИНИ топиш

1-те о рем а. Агар lim /(х ) ва lim g '(x ) лар мавжуд
х-+а х-+а

булса:
1) Iim [/ (x ) ± g (x )] = lim /(x ) ± lim g (x );

х-*а х-+а х - а
2) lim [С-/(х)] *= C-lim/(x) ( С — узгармас сон);

х~*а х-*а

3) lim [/ (x )-g (x )] = lim/(x)-limg-(x);



вклада.
Баъзи ифодаларнинг лимитен и топишда 'куйидаги ли- 

митлардан фойдаланилади:

1. lim itü £ =  1 (1-ажойиб лимит);
Х-+0 х

2. lim ( i  .1Л = е — 2,71828. . . (2-ажойиб .гимит);
П-*-оо \ и  /

а) lim ( i  _|_ -LY* =  е\ б) lim (1 +  а)“ = е.
Х -+ о о  \  X  )  а -+ 0

1-м и со л. Куйидаги лимитларни топинг:
1) lim 4хГ’ + 9х + 7. ; 9.) lim 2*»-5*+  25.
'  лг, 1  Зх« +  х * +  1 лг-*5 л:2--25

3) lim * 3 ~  5* +.1 ;  4) lim 2*з + х + 5 ,
ж-*-2 х2 — 7л: + 10 х-оо х3 -г 2х + I ’

5) lim {-/х2 +  х -  У х 2 -  7х)\ 6) lim (/9 х»+ 1-Зх ).

Д.1) Бу каср суратининг ^ам, махражининг *ам ли
мита мавжуд ва махражининг лимити нолдан фаркли. 
Шунинг учун 1-теореманинг 4-пунктидан фойдаланиш 
мумкин:

lim (4*5+ 9 * +  7) lim (4агг>) + 11 m(9-vr)+7 
.. 4лгг> + 9-v +  7 __ X ->i x - \ x^i
i'ü? 3jc8 + jc» +  1 lim {Зх6 + X* + 1) ~  lim (Злв)+ 11т(л«)+ 1 ~  

x-*l x̂ -1
4-1 +  9 1 + 7 4 + 9 +  7 20 . ^  ^

— 3 - l ^ - l  + l 3 + 1 + 1  5
04 1 * О | 25¿) Um --- -— —  ни тогишда касрнинг лимитини то-

х ~ * 5  X  ¿ о

пиш коидасидан бевосита фойдаланиш мумкин эмас, чун- 
ки х->Ъ да касрнинг сурати *ам, махражи ^ам нолга
интилади. Демак, 1  шаклидаги аникмаогикка эга буламиз. 
Агар х ф Ъ  булса,

2л:2 — 5л: — 25 __ (х — 5) (2х +  5) __ 2л + 5
л:2 — 25 ~  (х — 5) (х  + 5) х +  5

булади. Шундай килиб х = 5 кирмайдиган со^ада
s , . 2л:3 — 5jc Н 25 , s 2х * 5 . ^  
^ Х) = ....V - -25-  Ва t W = T T 5



функциялар тенг, демак уларнинг лимита )?ам тенг була- 
ди, ср (я ) нинг лимита эса бевосита топилади:

Ип1 2x2- 5 л :-.25 _  2х + 5 _  2-5 + 5 15 3 
х-*5 х 2 -  25 “ ™  лс -h 5 5 + 5 10 2 • 

оч — 5* + 6 О
' зх<; + х"- + i '̂ам ‘о шаклДаги аницмасликдан ибо- 

рат. Шунинг учун агар х ф 2  булса,
х" — 5лг + 6 _  (х  — 2) (х  — 3) _  х — 3 
х2 — 7л: + 10 (л: -

булади. Демак
х2 — Sx +  6 (х — 2)(х-

I1™ ■*- ~ 7х +  10_* ™ (х -  2) (■* — 5)'
4) Бу мисолда lim (2x3-f.x-|-5) =  oo ва lim (х ъ+ 2 х ^  1)=

X-+OQ Х~+оо

= оо булади. Демак — шаклидаги ани^масликка тугри
келамиз. Б у  аницмасликдан кутулиш учун касрнинг 
сурат ва махражини х 3 га булиб куйидаги ифодага эга 
буламиз:

1 5  1 S
o i i 4 . —  l im  2 Ч- Hm  L  +  Um  L  

, .  2а:3 -J- х  +  5 1 . 1 х 2 1 х*  Х-+оо X “ Х-*-оо X 3
hm —— ö t t t  = lim---¡г— г  ==---------- о------ г  =х ,осх -г 2л: Т  jr-̂ oo J I 2. , _  ц т  1 _|_ цт  + 1 im i_

•ЭС2 л:3 х-+<х> X  ■* оо хл
2 + 0 + 0
1+0  + 0

5) lim (j/x* +  л: — / х *  — 7л:) / x 2-|-x=oo ва
Л1 -» ОО '  Х-4-СО

| х2 т- 7х =  оо булгани учун  оо — оо шаклидагиX ̂  00
аникмасликка тугри келамиз. Бу анщмасликдан кутулиш 
учун берилган ифодани узининг кушмасига купайтириб 
буламиз:

lim (Ух1 — х — Vx* — 7х) =
jr->oo

,. ( ] ^ х 2 +  х  — Х̂ л:2 —  7л) (>̂ л:2 + х  +  Ух- —  7 х  lim --------- , — -------х -*"00 У  л:2 + х - f л:2 — 7 х



6) lim ( - J _|_ i _  Зд;) ни топишда зам с» — оо шак-Х-*-оо
лидаги анщмасликка тугри келамиз. Худди 5) мисолдаги 
каби, ÿ3HHHHr KÿuiMacHra купайтириб ва бут б  куйидагига 
эга буламиз;

lim (/ 9 F + 1  -  3*) -  lim + Зд.) =Х-+00 X-*-оо Y 9х2 -j- 1 -{“ Зх
(9а:2 + 1) — 9*2 1;_ . i= lim limX-+OQ Y9х2 + 1 + Зх X-+CO Y 9-*2 + l + x

□ . Куйидаги лимитларни топинг:

O.A

■ 5x + 190. lim :
X-*1 X3 + 1 ■

91. lim.*3- -f ±_3
x-+2 X2 — l

92. lim 2x3 Зх3 + X 
x->o Ix

93. lim 5*2- 16* + 3
x-*3 X“ — 4x + 3

94. lim f i n i
Jf-*1 * -  1 '

95. lim 2 ^ - *  +5
je-*-оо x з -f- 2лг -j- 1

96. lim 2x3 ~  5x + 3лг-*оо 5x3 _j_ . 3
97. lim 6*2.T1-5£.±..z -

X-+00 Ъх* -f- 4 x  —  2

98. Hm У Т + x - l
Хч-О X

Ж авоб. — y  •

• Ж авоб. 

Ж авоб. 

Ж ^об. 

Ж авоб. 

Ж авоб.

7.

3.

0.

99. lim У 4 - Х - У 4 + Х  '
Х-+0 X

100. lim ( j / f i  i — у  п. — 1).
Л -* о о

101. l im ( / ^  T 3 x _ 3 _ 4
Л - + о о ' Г 7

Ж авоб. -=•.
О

Ж авоб. 2. 

Ж авоб. ~ . 

Ж а во б .— - J .

Ж авоб.

Ж авоб.

0.
£
2 •

2-ми со л. Куйидаги лимитларни топинг:

1) lim
Х-+0

3) lim
х - * 0

sin (а + л:) — sin (а — *) # <> ism *



5) М з Г п Г -1'* 6) limX̂ o V2x-r и ' д.+0
■\ n  Um sin 5x
^  iio  ~  ни топиш учун биринчи ажоииб лимит- 

дан куйидагича фойдаланамиз:,
sin 5л: 5-sin 5х - sin 5хl ‘m—-- = Ь т  — - = 51щ1-— - = 5.

х-*0 л  х-*й ох х->0 ох

2) Бу мисолни ){ам, биринчи ажойиб лимитдан фойда- 
ла1Иэ ечамиз:

sin Зх
. sin Зх  _  .. Зх __ 3

sin 5х ~  r sin 5х — 5 ‘
5х

q\ i:™  sin (а +  х ) ~  sin (а — х) -ó) u m— 5 1 ---- - ни топиш учун аввал бу.г-0 •*
ердаги касрнинг суратини купайтма шаклига келтириб
кейин биринчи ажойиб лимитдан фойдаланамиз:

sin (а  +  х) — sin (а  — х) 2 cos a sin х l im —  ’----- i---- = lim ---------- =
.v-»0 ■* x->0 x

= 2 cos a 1 im = 2 cos a ■ 1 = 2  cos a.x-*Q x
4) lim ("  + a Г  ни топишда' иккинчи ажойиб лимитдан

п-*-оо \ И у
фойдаланамиз:

;inL )”= "™(1+£)"= i1" I (1+т)"
- fc ( 1 + í):

5) П т ( х "t-.yr 1 ни топиш учун аввал асосининг
х-о \2х 1 1

2бутун 1,и;мини ажратиб, t = ^  —  белгилашни киритамиз. 
Кейин иккинчи ажойиб лимитдан фойдаланамиз:

(Ш '+,=й.(>+еЬГ- + ~
J. — i

lim (1 +  t) ‘ ■ Urn (1 + t)2= 1 [lim (1 +  <)'] = <?•
<-►0 t-*o t- о

a \ a \a „ ■ea.



6) ^  y  1 — 3x hh 3?aM hkkhhmh 3>kohh6 ^hmhtA2h 
4>o0AajiaHH6 T0naMH3:

lim y  l — 3x = lim (1 — 3x)x = lim (1 — 3x)
x-t-o x-t-o X-+0

— [lim (l — 3x)
-3

= e - 3 = -i- • AeJ

□  . KyHHflarH jiHMHTjiapH i TonHHr:
102. lim x-ctgx. }Kaeo6. 1

103. lim rasing
fl  —KOO f l  •

104. lim sin 2x-ctg x.X
105. lim Sin ax 

*-*o sin bx ’
106. lim cos m x—  cos nx

x-* o x3 ’
107. l im tgx — s inx

JC- 0  x3

108. lim 1 — cos*

109. lim cos 2 sin 2 
x-+l. cos x

110. lim (x+  IV*(x + iy
*-o o  U  —  1/1 '

111. lim (l +  kx) .
x-*Q

112. lim r 4
X - « > \  X *  )

113. lim (1 +  4tgx)ctg ■*.
x-i-0

114. l im / (T + 4 ^ T  

] J^ y ' l j+  sin x.
116. lim (1 +  cos a)2 secJ\

}Kaeo6. x. 
}Kaeo6. 2.

}Kaeo6.
l}Kaeo6. v(/i — m) (ni —n )

}Kaeo6.

)Kmo6.

_l_
2 •

JKaeo6. V  2

}Kaeo6. e\

}Kaeo6. nk.

}Kaeo6. 0. 
}Kaeo6. ek.

}Kaeo6. e12.

}Kaeo6. e. 
)Ka&o6. e2. H



8-§. Чексиз кичик ва чексиз катта мицдорлар. 
Уларни солиштириш

1-таъриф. а(х ) функция а нуктанинг бирор атрофи- 
да аникланган булсин. Агар lima(x) =  0 булса, а(х)

х—а
функцияни х —>■ а да чексиз кичик мицдор дейилади.

2-таъриф. Агар а {х)х =  с» нинг бирор атрофида 
аникланган булиб, lima(x) =  0 булса, а (х ) ни х->оо да

Х -+ о о

чексиз кичик мицдор дейилади.
3-таъриф. ß(x) функция а нуктанинг бирор атрофи

да аникланган булиб, lim ß (х) = сю булса, ß (х) ни х -> а
Х '+ а

да чексиз к а т т а  мицдор дейилади. х->оо даги чексиз 
к а т т а  мицдор зам худди шундай аникланади.

Чексиз кичик микдорлар куйидаги хоссаларга эга:
1. Чекли сондаги чексиз кичик микдорларнинг йигин- 

диси яна чексиз кичик микдор булади.
2. Ихтиёрий сондаги чексиз кичик микдорларнинг 

купайтмаси яна чексиз кичик микдор булади.
3. Чегараланган функция билан чексиз кичик микдор- 

нинг купайтмаси яна чексиз кичик микдор булади.
Ч е к с и з  к и ч и к  м и к д о р л а р н и  с о л и ш т и р и ш .  

Агар а (х) ва ß (х) чексиз кичик микдорлар булиб,

I 1™ j ¡̂T¡ = С (бу ерда С ф  0 узгармас сон)

тенглик уринли булса, а(х) ва ß (х) ларни бир хил тар- 
тибдаги чексиз кичик мицдор дейилади. ‘Агар С = 1 
булса, а (х) ва ß (х) ларни эквивалент чексиз кичик 
мицдорлар дейилади ва а (х) ~  ß (х) куринишда белги- 
ланади.

Агар С - О булса, а(х) чексиз кичик микдорни ß(x) 
чексиз кичик микдорга нисбатан юцори тартибли чек> 
сиз кичик мицдор дейилади.

АГЗР 1™ « [Й § ?  =  С  (бу ерда 0 < | С | < о о )  ^ c a ,
а (х) чексиз кичик микдорни ß(x) чексиз кичик микдорга 
нисбатан ti- тартибли чексиз кичик мицдор дейилади.

1-м и со л. Куйидаги функцияларнинг чексиз кичик 
микдор эканлигини курсатинг:

1) / W  = 5 ^ i  х  -> 1 да.

2) / (* )  =  лг-sin -j х->-0 да.



, ,  , sin x3) /  (x) =  —J-  x -У оо да.
X  —  1Д.1) / (х )  =  .- функциянинг чексиз кичик микдорX" “f- i

эканлигини курсатиш учун
lim /  (л:) = lim -p-Á = О
Х-1-1 Х -+1  Х ~ Т  1

лимитни ^исоблаш етарлидир.
2) f ix )  = л: sin -J функциядаги х, х->0 да чексиз

кичик микдор ва sin — чегараланган функция

sin —
X < 1

булгани учун берилган функция чексиз кичик микдор 
булади. Яъни

lim x-sin 1  = 0.
x-t-0 х

3) f ix )  =  функция эса, sin х чегараланган ва

1 ,  x-voo  да чексиз кичик микдор булгани сабабли, 
чексиз кичик микдор булади. Яъни 

lim sin а- _  а ж
ЛГ-voo x

2 -м исол .,  Куйидэги чексиз кичик микдорларни 
<р(х) =  х  чексиз кичик микдорлар билан х->0 да солиш- 
тиринг: '
1) 5х; 2) x 3; 3) 4 sin л:; 4) sin3x; 5) l t̂g^x.

Д.1) lim — = lim 5 = 5. Демак, 5х билан х лар х-М)
•* •-► 0 X  x  - о

да бир хил тартибдаги чексиз кичик микдорлардир.
X 3 I •2) lim —  = J im x2 = 0. Демак х3, х->-0 да х га нис-

батан юкори тартибли чексиз кичик микдор булиб, х 
эса x3 га нисбатан куйи тартибли чексиз кичик микдор- 
дир, яъни х->-0 да x, х 3 га нисбатан нолга секин инти- 
лади.

оч ,, 4 sln x . sin x ,3) lim ---- = 4 lim ------ 4.
дг-»0 x дг-<-0 x

Демак, 4sinx билан x лар, x->-0 да бир хил тартиб
ли чексиз кичик микдорлардир.



4) lim = limsin2x-lim ËIL£ == о-1 == 0.
.r->0 x  ,v->-0 _r-*0 X

Демак. sin3x функция x га нисбатан x-+Q да юцори 
тартибли чексиз кичик микдордир.

5) Iim !Ё5  = lim [ j = П т  ( Ё ! £ ) 2. 1 1  =  0 .
'  Х -+0 *  х ^ О  L *  -1 Х -+0 \ ^ 0 S X )  x i

Демак, tg2x, х га нисбатан х->-0 да юцори тартибли 
чексиз кичик микдордир. А

□ . Куйидаги функцияларнинг чексиз кичик мицдор 
эканлигини курсатинг:

117. f(x) = х->-3 да;

118. / (х ) = х , х -уоо да;

119. / (х ) = (х — 2)2sin2-̂ 4г-2 , х ~*~2 Да;
120. f (x )  =  у/ 9 т  х — 3, х -> 3 да;

<р(х) = х  чексиз кичик миадор билан х->0 да куйидаги 
чексиз кичик мик;дорларни солиштиринг:

121. ах. 122. Зх2. 123. ^ s in x . 124. tg3x.
125. Y  je + x — 4- 126. s inx 3. 127. 2sin3x — x4.
128. sin 2x — 2 sin x. В

9-§. Бир томонли лимитлар

1-таъриф. Агар ушбу lim / (x ) лимит мавжуд булса,
Х - > Х 0
х<х0

у сонни /  функциянинг х0 нуцтадаги чап лимита  
дейилади ва куйидагича ёзилади:

/ (х 0 — 0) = lim / (х ).
x-+Xq—0

„е — 8 тилида“ бу куйидагича таърифланади: >;ар кан- 
дай е > 0 берилганда ^ам шундай 8 > 0 ни топиш мумкин 
булсаки, X  со>{анинг 0 < х 0 — х <  8 тенгсизликни каноат- 
лантирувчи ){амма х нукталари учун |/(х) — А] < е урин
ой булса, А га / (х ) нинг х 0 нуцтадаги чап лимита дейи
лади.

2-таъриф. Агар ушбу lim / (х )  лимит мавжуд бул-
Х + Х 0
х> х0

са, у сонни /  функциянинг х 0 —нуктадаги унг лимита  
дейилади ва куйидагича ёзилади:

/(Хо +  0) =  lim / (х ).
х - * - х о-\-0



1-мисол. Куйидаги функцияларнинг бир томонли 
лимигларини топинг:

1\ f /„ч _  /Агар х <  1 булса, —2х 
' * '  '  [Агар х >  1 булса, За:

2) / (х ) -  соб-̂ - , х->0 да.

1 1 Да.

3
5 х- 1 да

3) /<*> = ^ 1 |
4) Д х) 5

х-
х->2 да.

_  {х ~ 2 у ’
КЧ /7 гТ ~ [Агар * < 0  булса, х 
> ■> ' > [Агар х >  0 булса, х2.

Д . 1) Агар х <  1 булса, 
/ (х ) = — 2х +  3 булади. Де
мак, х = 1 даги чап лимит 
/(1 — 0) = Пш / {х) = 1. Агар

х ~*\—О
х > 1 булса,/(х ) =3х — 5 бу
лади. Шунинг учун х = 1 даги 
унг лимит /•(1+0) = Нш / (х ) =

лг-1+0
= П т (Зх — 5) =  — 2 булади

лг—1+0
(4.11-чизма).

2) Агар х <  1 булса, | х — 
— 1| =5 — х -)- 1 булади. Демак,

/<*> = п £ п = '

0

7  '/

4.11- чизма

У

N. 1
I
1 г

- 7 \ а / л

- х +  1 
-  (X +  1),

х 1 |
( х - !)(*+  1)

-  (х -  1)
Агар х > 1 булса, | х — 11 = 
= х — 1 булади. Демак, / (х) = 

X"- — \ _  ( х — Щ х  ‘ 1 )_^  , , 
~  \Х- 1| ~  X — 1 1
экан. Шунинг учун х  = 1 да 
чап лимит / (1 —0)= Н т / (х ) =

х-*-х—0
= — 2 ва шу нуцтада унг ли
мит /(1 + 0) = П т  / (х ) = 2

лг—1 + 0
булади (4.12- чизма).

3) У мумий задлари хп =» ~—

в а  * « '  “ щ г  ( п ~ 1 , 2 , 3

булган кетма- кетликларни олай-



лик. У холда 1 1 ш х „= Н ш х „ '= 0  ваП-+оо п-*-оо
Нш/(х„)=Пшсо8 2от=1; Ит /(х'п)= Пт сое (2/г+1)-£ — О
Я_к«п л-юо я-*-го П-+ПС1 £
булади. Демак, х = 0 нук- 
тада / ( х) нинг унг лимита 
мавжуд эмас. / (х) функция 
жуфт функция булгани учун, 
худди шундай, х = 0 нукта- 
да чап лимити ^ам мавжуд 
булмайди (4.13-чизма).

4) Аггр х < 2 булса, 
х — 2 < 0 булади. У холда 
/(2  — 0) = П т / ( х ) =  — оо.

х-2-0
Агар х > 2 булса, л: — 2 > О 
булади. Демак, /(2  -+ 0) = 
= П т / (х ) = +  оо булади.
.г->-2+0
(4.14-чизма).

4.13- чизма

5) Агар х < 0 булса, / (х )  =  х. Демак, / (0  — 0) =  
= П т  / (х ) = 0 ва х > 0 булса, / (х ) = х2. Демак,

/(О + 0) = Нт / (х ) = 0 булади (4.15- чизма). А
дгч-О+О



□ . Куйидаги функцияларнинг курсатилган нуцтадаги 
бир томонли лимитларини топинг:

129. у = х =  2 да. Жавоб. у (2 — 0) = — оо,
у (2  +  0) =  + оо.

j_
130. у = 2 А л; =  0 да. Жавоб. у (0 — 0) =  0,

У (0 +  0) = +  °о .
131. у = arctg -j , х =  0 да Жавоб. у (—0 — 0) = — ̂  ,

У (0 +  0) =  +  y  •
132 fix ) = [ Агар *  < °® У Лса' * + 1 - Ж аво^. /(О- 0) = |агар л;>0булса, х2— 1. _  j

/ (0 + 0 )= -1 .

133. / (* )  =  {агфР;> 2  e / S e - z i :  * “ “ *■ i 20- ° )=
Д2+0)=2.

144 f(*\ -  i Arap *  <  ~  1 булса, 4х +  5, юч. j  \х) |агар х >  — 1 булса, х2 — Ах.
Жавоб. / (- 1 - 0 )= 1 ,

/ (— 1+0) = +5.
135. / (* )= tgx, х  =  у  да. Жавоб. /(-£ — Oj = +оо,

/ ( i + 0 )  =  - co .

136./ W - i i — х  = 3да. Жавоб. / (3-0 ) = - 1, 
1 d| ' Д З+ 0) = +  1.

10-§. Фугнкциянинг узлуксизлиги

1-таъриф. у = / (х )  функция Х с #  тупламда берил- 
ган булиб, X  нинг х0 /имит нуктаси узига тегишли 
булсин. Агар ихтигрий е > 0 сон учун бирор 8 > 0 сон 
топилиб, х0 нук;танинг (х()— 8, х0 +  3) атрофидаги барча 
jc£X лар учун

\/{х) - / ( * „ ) | < в
тенгсизлик бажарилса, /  функция х0 нуцтада узлуксиз 
дейилади.

Функциянинг х0 нуцтадаги узлуксизлиги функция 
лимитининг таърифига асосан

lim / (* ) =/(*<,)X-+XQ



ифодага тенг кучлидир. Демак, /  функция х0 нуктада 
узлуксиз леган жумла куйидаги иккита: 1) Лимит lim f (x )
мавжуд; 2) бу лимит х0 нуцтадаги /  функииянинг f {x 0) 
цийматига тенг, деган талабни уз ичига олади.

2-таъриф. X  со^ада ётувчи х0 в а х 0 +  Ах нуцта- 
ларни олайлик, бунда Ах^О, Ау=А/(х0)==/(х0+ А х )—/(х0) 
айирмага /  функциянинг х0 нуцтадаги орттирмаси 
дейилади.

Бу тушунча ёрдамида функциянинг нуцтадаги узлук- 
сиз/игини куйидагича таърифлаш мумкин.

3-т а ъ риф. Агар х0 нуцтадаги аргумент орттирмаси 
Ах-*-О да функция орттирмаси Ау ){ам нолга интилса, 
/  функиия хп нуцтада узлуксиз дейилади.

Агар /  функция анщланиш со^асидаги бирор х0 
нуктэда узлуксиз булмай цолса, бундай нуктада функ
ция узилишга эга дейилади. Функциянинг узилиш 
нуктаси шу нукта атрофидаги характерига цараб икки 
турга булинади.

4-таъриф. Агар х0 нуктада, чекли lim Д х )= / (х 0—0)
x-^x0-Q

lim / (x )—f(x  о-i 0) лар мавжуд булиб, / ( х 0— 0) Ф
х̂ х,А 0
ф Д х п + 0) булса, /  ни хп нуктада биринчи тур  узи
лишга эга дейила;и ва f {x 0 +  0) — / (х „ — 0) ни функ
циянинг х„ нуцтаоаги сакраши декитади.

5-таъриф. Агар lim / (х ), lim f(x ) лардан бирор-
лг -► jr0—0 лг—.г0+0

таси -\- оо ёьи — оо га тенг булса ёки умуман мавжуд 
булмаса, /  ни хп да иккинчи тур узилишга эга дейи
лади.

1 - м и с о л. Куйидаги функцияларнинг узлуксизлигини 
текширинг:

1 ) / ( * )  = * * ; '  2) / (х ) = lim
л-»-00 1 ‘ л

3) / ( * )  = j ; 4) / (х ) =  ¿ ¿ - у ;

5) f (x )  = s ¡ n l ; 6) f{x ) = x-s¡n 1 ,  x ф 0, / (0 ) =  0.
Д . 1) f(x ) = x2 функциянинг аницланиш со^аси R  

дан иборат ва ихтиёрий х 0 £ R нуцтада узлуксиздир. 
Чунки Ay = (х0 +  Ax)J — Хо =  xl +  2х0 Ах фАх2—х1 =  
= (2х0 -f Ах)-Ах2, яъни Ах нолга интилганда Ау >;ам 
нолга интилади.

2) Агар | х | < 1, яъни — 1 < х < 1 булса, п~*~ оо да х1п 
нолга интилади. Шунинг учун |х |<  1 да f (x ) — 1. Агар*



I x I >  1 булса, п -> oo да х2п-+ oo. Шунинг учун | х \ > 1 
булса, f (x )  = 0 булади. Агар х =  + 1 булса, х 2л = 1 ва
/ (1 ) =  у  булади. Демак, / ( — 1 — 0) = О в а / (— 1+0)= 1,

/ ( — 1) =  ~  экан, яъни х = — 1 нуктада функциянинг
сакраши 1 га тенг экан. Худди шундай / ( 1— 0) = 1,
/ (1  +  0) = 0 ва / ( l )  =  -j булади. Шунинг учун берилган
функциянинг х = 2 нуктадаги сакраши зам 1 га тенг. 
Демак, бу функция х2 — — 1 ва х2 = 1 нукталарда бирин- 
чи тур узилишга эга (4.16- чизма).

3) f ix ) =  -j функция х0 = 0 нуктада аникланган эмас,

аммо lim — = 00 ва lim = —оо булади, демак, бу 
*-►+0 х *-*о-о ■*

функция х0 = 0 нуцтада иккинчи тур узилишга эга 
(4.17-чизма).

4) /  С*) =  | функция х } '2 = ± 1 нукталарда аник

ланган эмас. lim — г = +оо, lim ; =  — оо ва 
*-«—1-0* ~  1 *-»1+0 * — 1

lim = —00, lim -5— : =  + 00 булади. Демак, бу
х - > 1 - о х  —  i  . r - i + o *  1

функция зам хх — — 1 ва х х=«+1 нукталарда иккинчи 
тур узилишга эга экан (4.18-чизма).



5) у = sin— функция барча х Ф  О нукталарда аник-

ланган. -j функция [ (й ~ у ) и> {п +  у ) 11] ° Р алиКДа У3' 
гарганда берилган функция [ — 1, 1] ораликдаги барча 
кийматларни кабул килади. . хп =  п _~ i нуцталарда[4 п 

2
1]т
нуцталарда — 1функцнянинг киймати 1 га хп = t

га тенг булади. Бундан куринадики, х нолга якинлашган 
сари функциянинг — 1 билан 
+  1 орасидаги тебраниши 
тезлашади, яъни х  =  0 нук- 
танинг атрофида чексиз куп 
ухшаш тербанишга эга бу
лади. х =  0 нуктанинг узида 
функция умуман аникланган 
эмас. Демак, бу функция 
х = 0 нуктада иккинчи тур 
узилишга эга (4.19-чизма).

□ . Куйидаги функция- 
ларнинг узлуксизлигини тек- 
ширинг:

137. Д Х) = х3.
Жавоб. Узлуксиз.



138. / (х )  =  j 4t î •
}Кавоб. X =  1 да иккинчи тур узиллшга зга.
139. / W  = ^ | r
)Кавоб. X  = 2 да биринчи тур узилишига зга.
u n  ¿t \ (Агар х < 3  булса, —2л:2, •140. / (х )  =  ( агар х > 3  б^лса> х
}Кавоб. X = 3 да биринчи тур узилишга эга.
1 4 1 . / ( x ) = ! g ^ | .

з
Жавоб. X  = у  да биринчи тур узилишга эга.

_i_

Ы 9 -  Í  АгаР *  ^  0 бУЛС3’ в *1 * \агар х = 0 булса, 0.

)Кавоб. X  = 0 да иккинчи тур узилишга эга.
143. / (x )  =  ¿ - 4 . .
}Кавоб. X =  2 да иккинчи тур узилишга эга.
144. / (х )  =  arctg 1 .
}Кавоб. X  = 0 да биринчи тур узилишга эга.
145. f (x )  =  lg (X2 +  Зх).
}Кавоб. х = — 3вал:  = 0да иккинчи тур узилшга эга.

146./<*) _  Í Агар *  < 2 6*лса' - ? х ' ’
\ агар X > 2 булса х.

Жавоб. X  = 1 да биринчи тур узилишга эга. И



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1- §. Функциянинг ^осиласи ва унинг геометрик 
маъноси. ^осилани бевосита ^исоблаш

Т аър и ф . у =  Дх) функция X£R тупламда аник;ланган 
ва х 0 нукта X  тупламнинг лимит нуктаси булсин. Агар 
бу функииянинг х0 нуктадаги орттирмаси Ау ни, доимо 
Х0 +  Ах£Х(Ах^°) булгандаги аргумент орттирмаси Ах га 
нисбатининг Ах нолга интилгандаги лимита

Hm Ду lim Л*о + А-*) —/(*») /|Ч
Длг-оА* ДЛ--0 Дх ' '

мавжуд булса, бу сонни у = /(х ) функциянинг х 0 нукта- 
даги осиласи дейилади.

Функция ^осиласи у', f  (х0) ёки символларнинг
бирортаси билан белгиланади.

Агар у = /(х) функциянинг х0 нуцтадаги зосиласи 
мавжуд булса, бу функцияни х 0 нуктада дифференци- 
алланувш  дейилади. Функциянинг хосиласини ^исоблаш 
амалини эса дифференциаллаш. амали дейилади.
Энди зосиланинг геометрик маъносини карайлик. Агар 
у = /(х) функция [а, b] орали^да аникланган булиб, х0, 
х 0 +  Ах£[а, Ь] булса, ушбу

/(х0 + Ах) — f (xо)
Ах '■>

нисбат (х0, /(х0)) ва (х„ +
Ах, /(х0+ Ах)) нуцталардан 

утадиган кесувчининг (Ахф О 
булганда) бурчак коэффици- 
ентидан иборатдир (5.1- чиз- 
мага каранг). Шунинг учун, 
агар у =  Дх) функция х0 
нуктада дифференциалланув- 
чи булса, Ах-»Ода кесувчи,
(х0, /  (х0)) нуктадан утган 5.1-чизма



уринмага яцинлашиб боради. Демак, f '(x 0) ^осила бу 
уринманинг бурчак коэффициентидан иборат:

— limЬх~0 Ах im = tg*-Ах-’ О 6

Агар у = f(x) функция х0 нуктада дифференииалланув- 
чи булса, шу нуктада узлуксиз булади. у = /(х) функ- 
циянинг х0 нуктада узлуксиз булиши, унинг шу нуктада 
дифференциалланувчи булиши учун зарурдир, аммо етарли 
эмас. Масалан, у =  |х| функцияни [ — 1, 1] оралщда кара- 
сак, бу ораликда узлуксиздир, аммо х =  0 нуктада бу 
функциянинг х;осиласи мавжуд эмас. Чунки 

Ауlim i±Z =  _  l 
Д О Ах ва *1=  1 Ддг-О+ОД.*

lim

булади.

у

V -/- 
1 \

х у
У

- 0 / X

5.2- чизма

Яъни У — \х\ функция
нинг графигига, х = 0 нук
тада уринма утказиш мумкин 
эмас. (5.2- чизма).

Бирор функциянинг }{ОСИ- 
ласини, бевосита ^осиланинг 
таърифи ёрдамида ^исоблаш 
учун куйидаги амалларни ба- 
жариш керак:

I. х0 нуктага ихтиёрий Ах 
орттирма бериб, у = /  (я ) 
функциянинг х 0 +  Ах нукта- 
даги кийматини ^исоблаймиз:

у 0 +  Ду = /(х0 +  Дх).
II. у = /(х) функциянинг х0 +  Ад: нуктадаги киймати- 

дан х0 нуктадаги кийматини айириб, функциянинг орттир- 
масини топамиз:

АУ = / (* 0 +  А х )- / (* „ ) .
III. Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига 

нисбатини топамиз:
Ау_ _  f(xn +  Ах) — f(xQ)
Ах Ах

IV. Ах нолга интилганда юкоридаги нисбатнинг лимити- 
ни ^исоблаймиз. Б у  сон, у = /(х) функциянинг х 0 нукта
даги ^осиласи булади.

1-м и со л. Хосиланинг таърифидан фойдаланиб куйи-



даги функцияларнинг зосиласини топинг. 1) у =  2х2+3д:; 
у = > х; у — sin2x.

Д . Юкоридаги таърифга амал н;илиб, бирин-кетин бу 
функцияларнинг зосиласини зисоблаймиз:

1) у = 2х2 + Зх.
I. у + Ду = 2(х +  Дх)2 +  3(х + Ах) = 2х2 +  4х- Ах -Ь 

-|- 2Дх2 + Зх 4- 3 • Ах = 2х2 +  3х +  4х-Дх -|- ЗДх-|-2(Дх)2;
II. Ду == |2х2 +  Зх +  4-Дх-х +  ЗДх + 2(Дх)2] — 2х2 —

— Зх =  4хДх -f ЗДх + 2(Дх)-;
III. = 4хАх + 3A* + 2(A*>2.■= 4х +  3 + 2Дх;
IV. lim (4х + 3 + 2-Ах) = 4х +  3.

Ах~*0
Демак, бу функциянинг ихтиёрий х нуктадаги зосиласи

у' = 4х 4- 3
экан. _

2} У =  Vх.
Бу функция учун
I. у + Ду = / х  +  Дх;
II. Ду = |/ х 4- Ах — j/x;
11Т Ду _  У х  + Ах — Ух. 
ш - Ах Ах >

IV. у' = lim ^  - lim + Ах — / х  __ 
д*->о д*->о Дх

д*->о Ах( , х + Ах + i х 2}/ х ’
Бу  функция [0; +  оо[ ораликда аникланган эди. Шунинг 
учун х.=  0 нуктада функциянинг унг зосиласи закида- 
гина гапириш мумкин. Курамизки, бу нуктада унг зосила 
Зам мавжуд эма;. ^ацикатан, . х  =: 0 нуцтада функция 
графигига утказилган унг уринма вертикал булади.

3) у = sin2x. А  
Б у  функция учун

I. у +  Ду = sin2(x +  Дх);
II. Ду = sin2(x +  Дх) — sin2x = 2cos(2x +  Ax)-sinAx ;
1П Ау __ 2cos(2x + A x )s in A x
U1- Ax Ax ;
IV  V' = litn _  lim 2cos(2* + Ax)-slnA* ^

Ax-.obx bX->o Ax ^
= 21im cos(2x -j- Дх)• lim slnA*  _  9 ▲ллгч-о д,-0 Ax ~~ AL0Ŝ X- m.



□  До си ланин г таърифидан фойдаланиб, цуйидаги функ- 
цияларнинг ^осилаларини ^исобланг:

1. у =  2х2 — 5х +  1. Жавоб. Ах — 5.
2. у =  cos4x. Жавоб. — 4sin4x.
3. у =  у  Зх— 1. Жавоб. -  3jz r f-

4. у =  ctg*. Жавоб. —
5. y = - j -  Ж а в о б .- - !.
6. у == а*. Жавоб. ах\па.
7. у =  1пх. Жавоб. ~ .
8. у =  sin5x. Жавоб, 5cos5x.
9. у = X3. Жавоб. Зх2.
10. у В

Г
2- §. Дифференциаллаш цоидалари ва элементар 

функдияларнинг ^осилалари
До сила тушунчаси хилма-хил масалаларни ечишда кенг 

кулланилади. Аммо ^осилани ^исоблашда, ^ар гал юко
ри да келтирилган бир неча босцичдан иборат лимит ^исоб- 
ланмайди.

Амалда косила дифференциаллаш цоидалари ва элемен
тар функциялар ^осилаларининг жадвали ёрдамида %исоб- 
ланади.

1. Д и ф ф ер ен ц и алл .аш  ^оидалари. /(х), g'(x) 
функциялар дифференциалланувчи функциялар булиб, С 
ÿ3rapMac бÿлcин.

I- [f{x)±g{x)\ = f (x )  I  g'(x).

IIÍ. [f(x)-g(x)Y — f'(x)g(x) l f(x)g'(x).
IV бу ерда g(x)¥s0,

1-мисол. Дифференциаллаш коидаларидан ва элемен
тар функциялар хосилалари жадвалидан фойдаланиб, куйи- 
даги функцияларнинг ^осиласини топинг:

1) у =  х 3 — Зх -f 5; 2) у =  / х - 34 г +
) X

3) ¿ =  *<(3 — j  + Зх’); 4) /(X) = + r ¡ :

5> f ( ' )  -  a,„« + ■’ 6 > М - Т Г Й 5 Г -



Функция Хосиласи Аргументининг узгариш
со̂ асига чегаралар

1 с(сопз0 0 агар И  булса, х >  0
2 X* ал:0- 1 ва х £ Ы  булса, х £ Я .
3 ах ах1па х £ Я  («> 0, аф  1)

4 1о^ах. х\п а х^  /?+- (а>  0, аф  1)
5 б1пл: соэл:
6 соб* —в1пл: *

1 71
7 соб-а: х ф ~2 -\-ктг,к =  ± 1,±2, . . .

8 сгддг
1

э!П“ С̂
х ф кк к = + 1, ±2, . . .

9 агс51пх
1

М  < 1
, 1~х- 

1
10 агссоБх И  < 1

*/ 1-х2
И агс(дл: 1

1 + X*-
12 arcctgд: 1

1 + х2

Д. 1) у' = (х3 — Зх +  5)' ифодани ]  цоидага асосан
у ' =  ( х З ) ' _ (Зх)' +  (5)7

куринишда ёзиб оламиз. Энди II коидани эътиборга олиб, 
жадвалдан фойдалансак, берилган функциянинг ^осиласи

у ' = Зх2 -  3 
функциядан иборат эканини топамиз.

2) Агар каср ва манфий даражани эътиЗорга олсак, 
берилган функци-тни

_1_ _  2. 
у = х 2 — Ъх 3 +,х~2 — х~3

куринишда ёзиб олиш мумкин. Энди I ва II коидаларни 
цулланиб, жадвалдан фойд&чансак, куйидагини *осил кила- 
миз:



3) B y  m hco jihh  h k k h  xh;i ycy ji 6mm ewm  M ym khh:
1- ycy-rc. HI KOHflâ aH <J)OHAajiaHH6 ennui:

=  (*«)' (3 -  y  +  3xs) +  x\3 -  y  +  3*2)' =

= 4*3(3 -  |  +  3xs) +  x \ -  j  +  Qx) =

= \2x*—2x*+12x5 — y  xi +  6a:5 =  18a;5 — 2 ^ x* +  12a:3.

2- y c y  j i . ABBaji k3bchh omh6, KeftHH 6eBOcHTa ^ocH^aHM 
3Hco6;iaiii:

2 = 3a:4 — y  a: 5+ 3a:6. 

z ' = 18a:5 — x* +  12x*.

B y  MHcoJi/iaH KypHHaAHKH ({jyHKUHHHH aBBaJi co/uajiaui-
THpH6, KenHH ^ocHJiaHH ^HcoSjiam ^yjiafipoK SyjiaAH.

X^4) B y  f(x ) =  (J)yHKUH5iHHHr ^ocHJiacHHH touhiiijxa
IV  KOHflaaaH (JiOH,najiaHaMH3:

1-2— Y -  (*3)'-(^+ i ) -  *3(*2+ 1)' _
J  W  'a :2 + W  ~  (Xa + l ) :i ~

3a:< + 3x2 — 2xl x4 +  3x5

5) B y  m h c o jih h  eqHLUAa )?aM I V  KOHAa^aH 4>OH,H'yiaFtaMH3:
/_______ 8______ _____  8(2slnf +  5cosi?)' _

^ ' =  \2sln£ +  5cosi J (2sln i +  5cosi)a ~
__— 8(2cosi —  5sln^) ___ 40slni —  16cosf

(2sln i +  5cosi)2 (2sin/ +  5cosi)3‘ * 
c \  ,|/ /  _  /  sin  ̂ V  _  (slnQ ' (1 — ctgQ — s ln f ( l— ctg f)'

'  ' \1 —  ctg t )  (1 —  c tg i)2

cos/(l - c t g t ) - s in / ( - ^ 3j j

COSt  ■

(1 — ctgt)a
cos2f 1
sln i sip i sln icosi —  COS2/ —  1

(1 —  c tg i)2 S ln t(l — c tg i)2 ‘

2- M M c o .n . KyfiHAarn 4>yHKUHH.rcapHHHr 6epHjiraH HyKTa- 
Aarn x,ocMacHHH ^HcoGjianr:

n  (1 — k « -v slni , «



Д . 1) Аввал кавсни очиб касрни соддалаштирамиз, 
кейин хосилани ^исоблаймиз:

Энди бу ифодадаги х урнига- х=0,01 кийматини куйиб 
/'(0,01) ни топамиз:

/ (0 ,0 1 )— ( 5 ^ +  |4 Ж1= - 10°* +  10>=.-9000.

2) IV  коидага асосан куйидагига эга буламиз:, __(sln í)' (1 - f -  cosí) —  (1 +  cosí)slní ___
Z  ( 1 + C O S Í ) 2

_cosí(l + cosí)— (—siní)-slní cosí+ eos -í + Sln2í __ 1
(1 +  cosí)2 ~  (1+cos/)2 1 +  COSÍ '

Бу ифодада t урнига t = j  кийматни- куйсак, куйида
гига эга буламиз:

1 + eos 3 1 + Y  Y

□ . Хосилани ^исоблаш коидаларидан ва жадвалдан 
фойдаланиб, куйидаги функиияларнинг хосиласини то пин г.

И . у = ЗхМ- 2х’ — х -f 5. Жавоб. 9х* -|- 4х— 1.
, „  2х2 — х +  3 , ,  Зх2 — 2х — 4
12. У = „ + 7 + 1 - >К а в °б .  - ь-1) а,
13. у = х + t/x. Жавоб. 1 -]—2/ х
14. у = víx -f- 1 =  + { л 10. Жавоб. - 1 = --- Í=-f-5x9.

¿  2У х у х3v х
15. y = *  +  ¿ - ¿ -  * >Каво6-
16. у = ±= -  з р .  Жавоб. -  ± Л .

у X У X \)/ X у X /г 2
17. у = ^ (4  + Зх)2. Жавоб, 3

18- У = ( Б Й ^ -
19. у =  X2COSX. Жавоб. X (2COSX — х sinx).



cosa: xslnx + 2cosx
20. y = —¿T- . Ж аво б .-------3 ---- .

21 • У ~  &  +1 • Жавоб. (д.2 + ])2-
__ /—  1r/. .. cosa: — 2asíiia:
22. y —  V х  - co sa :. Жавоб. ------- = ----- .

2 y x
23. y — 2-£* -f lnx. Жавоб. 2ex-\- —.

24. y =  е- Ц ^ . Жавоб.

25. y =  /'(1) ни зисобланг. Жавоб.
1 +  /  а : о

26- У = sÍua + co-í F - Л т )  ни *исобланг- 2.s ü i a  +  c o s a :  

cos'f — slay2 у. у =  Жавоб. —
У l - cos'í 4sin3X

2
28. у = e-^cos + sinx). Жавоб. 2excosx.
29. f{x) — /  х'2 +  7. /'(3) ни хисобланг. Жавоб. ~.
чп — cosy m' (L \  т  зисобланг.
Ж  У -  1 -  cos,- У Л  3 ) Ж а в о б  —2 . з_ а

3-§. Мураккаб функциянинг ^осиласи
Агар у =  /(и ) булиб, и = ср(х) булса, яъни у я  билан 

оралик аргумент оркали богланган булса, у ни х нинг 
мураккаб функцияси деиилади.

1- м и с о л. у =  sin5*, бу ерда и =  ф(х) =  sfn r̂; 
у  =3 / (и )  =  и 5, яъни /(«) = siп:'х.

Мураккаб функциянинг зосиласи, унинг оралик аргу
мент буйчча зосиласини оралик аргументнинг эрклн аргу
мент буйича зосиласига купайтмасига тенг, яъни:

%  =  Т и - Г х  ёки У '= А « )- « '(* ) .
Агар и =  ср(х) булса, 2- параграфдаги жадвалда берил- 

ган фор.мулаларни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:
1) (а%)' =  г-иа~1-и'\ 2) (s in « ) '= cos«-«'.

i
cos-и3) (cos«)' =  — sin«-«7; 4) (tg u )' =

5) (ctgu)' = —  йтзй-и'; 6) (e“)' = 
7) (аа) ' =  8) (1пи )'=



9) (arcsinw)' = ■ _— . и' ; 10) (arccos«)' = --- = L= a\
'  4 у 1— и* У 1—и2

11) (arctgu)' = и'; 12) (arcctg«)' = — y — u ’.

2-ми со л. Мураккаб функциянинг ^осиласини *исоб- 
лаш формулаларидан фойдаланиб куйидаги функцияларнинг 
^осиласини топинг:

1) у == (1 -f- 2л)5; 2) у =  sin*3;
3) у = lncos*; 4) у  =  /  1 +_я5;
5) у =  3sinjr; 6) у -  c tg / х;
7) у =  arccos*2; 8) у =  arctg(ln*).
д .  1) Агзр и.= 1 -f- 2х десак, у = и5 булади ва 

j^ = bи4, ^ = , 2  ни ёзиш мумкин. Бундан уш бу

51=  ¡ta" 37 = 5“ 4,2 = ^(1 + ^ * )4 ифодага эга буламиз.
2) Бу.функция з^осиласини топиш учуй и = х3 деб, 

кейин 2- форм у ладан фойдаланамиз:
у ' =  (sin*3)' = cos x3-(x3Y = 3*2cos*3.

3) Бу  ерда и = cos* деб, 8- формуладан фойдаланамиз:

у' = (Incos*)' = - J -  (cos*)' =  (—sin*) sinxcos* 4 ' c o s *4 ' cos*
= - tg * .

5 ■
4 )y  =  > / l + * 5 функиия ^осиласини тог.иш учун

и =  1 +  * 5 деб уни у = I и' = и 5 куринишга келтирамиз. 
Энди 1-формуладан фойдаланамиз:

/  = ± и~~ '-и' = 1  „ _ ~ (М  X V  = f  ф  -5х4 =
у L*

Y (1 + хь)*
5) у = Э8’11* да у ' ни топиш учун и = sin* деб 7-фор- 

мулани кулланамиз:
у' = (3“ )' = (3'-),1п3-ы/ =  3sir-Mn3-cos*.

6) 5- формуладан фойдалгниб у =  ctg]/х нинг ^осила- 
сини тогамиз:



sln2(,' л: sin2/ *  2 / *
1

2- л: -slnV *
7) Бу мисолни ечишда 10-формуладан фэйдаланамиз: 

у' = (arccos*2)' ------ 1 ~(*2)' ---------- ——
t I  —  ( * 2 )2  у  1 —  X *

8) Ни^оят 11- формуладан фойдаланиб охирги функция 
косила сини топамиз:

у' =  (arctg(ln*))' =  — (In*) '  = А

□ . Куйидаги функцияларнинг ^осиласини топинг:
31. у == (1 +- х -f 2 *2)3. Жавоб. 3 (4*-fl)(2*2-t-*-f I)2.
32. у = sin3*. Жавоб. 3cos3*.
33. у = ln(tgx). Жавоб. -

з   . 2
34. у =  у (4 + 3 */ . Жавоб. г

3* + 4
1 }~35. у = lnsin* — 2 sin2*. Жавоб. ctg* — sin*cos*.

36. у = Ух-е^х. Жавоб. 4  eVx(\
¿ V v ■у X/

37. y= arc tg  — . Жавоб. аа ’ ‘ а2 + х-
38. у = у  lntg* + 1 neos*. Жавоб. — — tg*.

39. у =sin3* -f cos у .  Жавоб. 3cos3* — ^ sin у .

40. у =  arctg ( I n * ) . Жавоб. х({ |  ln,¿-). ■

4-§. Юцори тартибли ^осилалар

у = /(д;) функция (а , Ь) ораликнинг барча нуцталарида 
дифференциалланувчч булса, у ' = / '(* ) (а, Ь) оралиада 
аникланган булади. Б  у функциянинг * 0 нуктадаги ^осила- 
си, агар у мавжуд булса, у =  / (* ) функциянинг * 0 нуцта- 
даги иккити тартибли %осиласи дейилади ва цуйида-
гича белгиланади: у " ( * 0) = / //(*о) ёки d ¿ ¿ г -
10кори тартибли ^осилалар худди шундай ащщланади.'



Учинчи тартибли косила:

Туртинчи тартибли косила: (у'")' =  у<4) = /<4)(х) =  
п- тартибли ^осила:

( г -1Г  = у (П) = / („)(л) = £ 1 .

Демак, функциянинг. п- тартибли ^осиласи унинг И— 1- 
тартибли ^осиласидан олинган ^осиладир. У ни х,исоблаш 
учун олдинги барча тартибли ^осилаларни хисоблаш керак.

Иккита функция купайтмасининг п- тгртибли ^осиласи 
ушбу
(«•■и)<"> = и(«)г) I- п{п~  0
+  п(п 1) . „  (п-к+  1) и(я_ А) ^ к) + _ _ + пи'у(п-1) _|_

+  и
формуладан фойдаланиб топилади. Бу формула Лейбниц 
формуласи дейилади. Хусусан,

1-мисол. Куйидаги функцияларнинг талаб килинган 
тартибли ^осиласини топинг.

1) у = + Зх3-  5%2 + 7, У " »  = ? 2)- у « ж » , у<*> = ?
3) у = э!п г, у(") =  ? 4) у = зт7;сс053л;, у (п) =  ?
5) у = + сгхе2х +  ех функция у" — 4у' + 4 у — ех 

'дифференциал тенгламани каноатлаитиришини исботланг.
Д. 1) Берилган функцияни дифференциаллаб, цуйида- 

гини топамиз:
(у)’ = у' = бх5 +  9х2 - 10л\

Энди у' ни дифференциаллаб, куйидаги
(у')' = у " = ЗО*4 + 18* -  10

ифодага эга буламиз ва ^осил булган функцияни диффе
ренциаллаб,

ни топамиз.
2) у = хп функциянинг биринчи, иккинчи з^осилалари- 

ни топайлик:
у = л :л ; у' = п-хп~}; у" = п(п-1)-х’}-2 . .  .

(и-ъ)' = и'у .

(у")' = у"’ =  120х3 +  18



Курдмизки, бу функ циянинг /г- тартибли зосиласи
у<*) == п(п 1) (п -  2) . . .  (п -  к + 1)*«-* . . .

куринилга эга булади, математик индукция методини 
цуллансак £ >  п -(- 1 булганда у{к) =  0 экани келиб чи^а- 
ди.

3) Б у  мисолда

у' =  собх = 5т(л: +  у ) ;

у" =  соз(л; +  у )  =  яЦл; +  +  у )  =  з1п(л: + 2 ); 

Агар к- тартибли з осила

у (й) = 8 т (х  +

деб фараз килсак,
у(ь+\) = с05 х̂ =  +  /г +  у )  =

=  +  {к -(- 1)у]

булади. Бу  ердан, математик индукция методига асосан 
ихтиёрий п учун цуйидаги

у(л) = э:г/л; + п у  I

натижага эга буламиз.
4) у = 8т7хсоэЗА: =  у  [этЮ л; 4- з!п4х] 

булгани учун
у<л> = у [ ю л э т  |1СЬс + й у )  4- 4Л э'тЧл: -(- п у ) ]

булади.
5) у ' ва у " ларни топамиз:

у ' =  (схё1х с2хе‘*х 4- ехУ = <2.с1е2х 4- сге2х̂-\- 2с^хе2х 4- е*, 
у" — (у ')' = (2с1е2-|: 4- с ^ 2* +  2с2хе2д: 4- ех)' =

= 4с1еЪг 4- 2'72е--г -Ь 2с2е2* 4- \с2хе2х + ех =
= 4с1е2-г 4- 4с2£2* 4- 4с2лге2д: 4- е*.

Энди у'', у' ва у ларни берилган тенгламага куямиз:
4с,е2х +  4с2е2х 4- 4с3хегх +  ех — 4(2с1е2-": 4-с2<?2дг4-2с2л;е;и4-
4- ех) +  4(с1е2с +  с2хе2х 4- е*) = 4с1е2-г 4- 4с2е2*4-4с2л;е2-,;4-



+  ех — 8с1е2х — 4с2ё1х — 8с2хе2х — 4ех +  4с1е2х +
-f 4c2xelx +  4ех = ех.

ех — ех айннятга эга булдик. Ш уни  исботлаш талаб 
Килинган эди. А

□ . Куйидаги функциялгрнинг талаб килинган тартибли 
^осиласини топинг:

41. У =  Зх5 +  х з - 2 х  + 5, у ' " = ?  Жавоб. 180x46.
42. у = 1пх, у<"> = ? Жавоб. (— 1)" (« — 1)! рг-
43. у — х*е2х, у" = ? Жавоб. е2х[4х3 + 12х2-|-6х].
44. у = 1 , у '" = ? Жавоб. —

45. у = cosx, у<"> = ? Жавоб. cos(x + / iy j .
46. у = sln2x, у '" =  ? Жавоб. —4sin2x.

К /I v*
47. у = arctg3x, у" == ? Жавоб. (1 +  9 Jta)a-
48. у = +  sin3¿, у w = ? Жавоб. 6 -  27cos3/.
49. у = g—Psincp функция

у " + 2у' +  2у = О 
дифференциал тенгламани цаноатлантиришини исботланг.»

1 (Í 950. 5 =  ncf функция ¿ -f 5 =  — ts2 дифференциал
тенгламани каноатлантиришини исботланг.

2-мисол .  Куйидаги функцияларнинг курсатилган 
тартибли ^оеиласини Лейбниц фор.муласидан фойдаланиб 
топинг:

1) у — x 3sinx; у(2°) =  ? 2) у =  е-^Зх2 — 4); у <:0) =  ?
3) у = e_Jrsinx; у (п) = 7
Л . 1) Лейбниц формуласига acocan:

у(2°) = (;>c3sinx)<20> = (xa)(20)sinx +  20(x3)(I9)(sinx)' +
+  20_Ш _ (х з ) ( 18)(8 1 п х ) '/ +  . . . 2 0 J 9 4 8  ( x 3 ) - ( s i n x ) ( i7 )  _¡_

, 20•19
2! ■ (x3)v(slnx)<18> 20(x3)/(sinx)(I9) x 3(sinx)(20) =

= 20-19 - 18sin( x -f 17 ^  + 10-19- 6xsin(x +  18-̂ - j +

+  60x2sin (x  -f 1 9 +  x3sin(x +  20 = 6840cosx —
— 1140xslnx — 60x2cosx-f x3sinx.

, 167



Чунки у =  х* функциянинг-учийчидан ю^ори тартибли 
^осилалари нолга тенг булади.

2) у^\ех (Зх2 -  4) )<20> = (е* )20(3х2 -  2) +
+  20(е* )<19> (3*а -  2)' +  ^  (ех )18 (Зх2 -  2)" +  . ..  +
+  20(ех)' (Хха -  2)<») + ех(3х* -  2)<20> =  ех(3х3 -  2) +
+  60хех +  ШОе*.

Чунки у — Зх2 — 2 функциянинг иккинчидан ю^ори 
тартибли зосилалари нолга тенг булади.

3) у<п) == (е--гз1пд:)(л> = (е-^Ы пл : +  л(е"'д;)(п_1)(8тх)'+

+  П̂ 2~ -~ (е~х)п~2(з'пх)" + . . . +п{е~х)' (з1пл:)(п_1> +
+  = ( — +  п(— ^"-^-^созх —
— п(п~У- ( — 1)«-2 е~х̂ \пх +  . . .  +  пе~х%\х\{х +

+ ( Я — 1) у )  +  <!Г-г8!п(.Х +  Я у ) .  ▲

□ . Лейбниц формуласидан фойдаланиб, куйидаги функ« 
цияларнинг талаб цилинган тартибли зосилаларини топинг:

51. у = л:2з.‘пл;, у<25> = ? Жавоб. (х2 — 600)соэх +
. | 50.xsin.2C

52. у =  ех(хг — 1), у (24) = ? Жавоб. ех{х!*-{-А&х + ЬЬ2).
53. у =  (1— д:2)со8л:, у (2я) = ? Жавоб. (— 1)л [(4я2 +  -

. +  Зп +  1 — л:2)созд: — 4п.х$тх\.
54. у = е~х$\пх, у'" = ? Жавоб. 2<?_Л'(з1плг+со8х). ■

5- §. Функциянинг дифференциали

Агар у =Дх) функция бирор х9 нуцтада дифференциал- 
ланувчи булса:

У ' =  ] 1 т г хДлг-0 ах
булар эди. Бунда лимитнинг таърифига асосан

¿2  = У' + е(х0)

ёки
Ду = у'Дх + фс0)-Дл: (2)

ифодага эга буламиз (бу ерда Нте(х0) =  0).
Длг-0



тенгликдан куриниб турибдики, функция орттирмаси А у ни 
икки цисмга ажратиш мумкин. Биринчиси эркли узгарув
чининг орттирмаси Ах га нисбатан чизикли булган кием, 
иккинчиси А * га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
микдордан иборат.

Таъриф . Функция орттирмасидаги эркли узгарувчи- 
нинг орттирмасига нисбатан чизикли цисмини, яъни (2 )  
формуланинг унг тарафидаги биринчи кушилувчини х0 
нуктадаги функция орттирмасининг бош щеми ёки диф
ференциала дейилади ва

йу = у' Ах (3)
каби белгиланади.

Бу таърифга асосан эркли узгарувчининг дифференциал и 
унинг орттирмасига тенг, яъни йх =  Ах. Шунинг учун  
(3) ифода

йу = у' йх (4)
каби ёзилади.

Функциянинг дифференциалини топиш ^ам, унинг ?;о- 
силасини топиш каби дифференциаллаш дейилади. (4 ) 
формуладан куриниб турибдики, функциянинг дифферен
циалини топиш учун унинг ^осиласини топиб, ^осилани 
эркли узгарувчининг орттирмасига купайтириш керак экан.

Агар \йх\ етарли кичик булса, функция орттирмасини 
унинг дифференциали билан алмаштирилса булади:

А у^ йу. (5 )

Йул куйилган хатолик \йх\ га нисбатан юкори тартибли 
чексиз кичик микдор булади. Шунинг учун (5) такрибий 
формула такрибий хисоблашларда куп кулланилади. Чунки 
функция орттирмасини ^исоблашга нисбатан унинг диффе
ренциалини ^исоблаш элементар функциялар учун анча 
енгилдир.

Юкори тартибли дифференциаллар куйидагича аникл а- 
нади:

й-у =  4 (¿у); ¿ Зу = й (аРу); . . . ;  йпу — й{йп~1 у ).
1- мисол . Куйидаги функцияларнинг дифференциалини

- топинг:

1 ) у ~ / Г + 7 ? ;  2) у «  ■£• + а т с ^ .

т



Д . Берилган функцияларнинг ^осиласини топиб, уни 
йх га купайтирамиз:

1) йу =у'йх  = ( 1/ 1 +  х'2)' йх = ^ . йх =  ;ХЛХ ;
2 , / 1 + л : 2 /1+л;3

Ш '
- х2 ' {х\2

1 + Ы ¿л: =

_1_
а

х'2 1 , л:2 
1 +

^ = [ - 5 - + ^ г ] ^ ==
аЫх

а'2-{-х'2 I х2(а2+ х2У

2- мисол . Дифференциал тушунчасидан фойдаланиб 
куйидаги функцияларнинг берилган нуцтадаги цийматини 
такрибий хисобланг:

1) У  =  у Л|т^>  л: = 0,15; 2) у == з!п 31°;
3) У = 1ё 10,21.

Д . Ау = у (х +  Ах) — у (х) булгани учун у (х Ах) »  
®=у(х) +  Ау. Бунда А у^ й у  булгани учун

у (х +  Ах)«  у (х) +  йу (6
булади. Бизнинг мисолимизда х =  0 ва  Ах = 0,15деб 
олсак,

V' -  1  л / (2 + * У ( ~ 4) • 
У 5 У  \2— х) ’ (2 + х)*'(2 + х?

у'(0) =  -  у ;  йу =  -  • 0,15 = -  0,03. 

Демак,
у (0,15) «  у (0) +  йу = 1 -  0,03 = 0,97.

2) Бу мисолни ечишда ^ам (6) формуладан фойдалана- 
миз. Бу ерда х =  - ,̂ Ах — щ  деб оламиз. У ^олда:

/ \  , Я 1 / / \ ^ V 3у (х) = в т  Т  Т ; у '(х )  =  соз^ = —  •
. п т  % . Я ,  1С тс 1 , / З ч ,

®1П ~  8Ш V б" +  180^ ~ 8Ш_6 +  с 0 8 "б ‘ 180 В= Т  +  2 ^

х  ¿ = 4 + 0,015= ° ’515-
3) У "  1§Г 10,21 ни дисоблашда )?ам (6) формуладан фой- 

даланамиз. Бу ерда х  =  10 ва Ах = 0,21 деб олсак,



у (х) =  lg 10 = 1, y\x) =  1  ln e •= 1  • 0,4342 =  0,04342.

lg 10,21 = lg  10 + y’ {x)dx = 1 +  0,04342-0,21= 1,0091. А
□ . Дифференциал тушунчасидан фойдаланиб куйидаги 

функцияларнинг берилган нукталардаги такрибий киймати- 
ни топинг:

55. у =  ln'O + e’^ + a rc tg ^ ’*, *  =  0,2. Жавоб. 0,5.
56. у = cos 31°. Жавоб. 0,851.
57. у = У^х; х <= 17. Жавоб. 2,031.
58. у =  ctg 45° 10'. Жавоб. 0,9942.
59. у = sin 29°. Жавоб. 0,4848.■
6- §. Лопиталь цоидаси ва унинг лимитларни 

топишга татбщи
Т ео р ем а . / (* )  ва g(x) функциялар а нуцтанинг 

атрофида дифференциалланувш булиб, g'(x) ф  0 бул- 
син. Агар lim /  (*) = lim g M - O  ёки lim /  (* )  —

х-*а х-*-а х-*а

= \\т g{x) = oo булиб, WmtUál мавжуд булса, у %олда
х-*а х -*ag'(x)

lim f (x) _  lim /'(•*)
x -*a-g(x) x~*a g ’(x)

тенглик уринли булади.
Бу теорема Лопиталь цоидаси деб аталади. Лопиталь 

0 00 , цоидаси -Q-, шаклидаги ашщмас ифодаларнинг лимитини
^исоблашда кулланилади. 0 • оо ва °о — оо шаклидаги

_ 0 00анщмасликлар, алгебраик узгартиришлар ердамида-д- ва —
шаклига келтирилади. Ушбу I00, оо°, 0° шаклдаги аник
масликлар эса аввал логарифмлаш оркали 0-оо шаклидаги
аникмасликка келтирилиб, сунгра -jj- ёки^  куринишдаги
аникмасликларга келтирилади.

1- ми со л. Лопиталь коидасини кулланиб, куйидаги 
лимитларни топинг:

1) И т У - i .  оч l im ех — 1
*-*0 sin X ’ ’ '  X ’

3) lim* —sin*. 4> l im tg* — * .
x'¿ ' • х-+о х  — sin *’



5 ) П " Ш Й %  « H í l7 T T R -
д .  1) Лопиталь цоидасига асосан:

Ü”  7ÍHT = Й  =  1п 2- Ч УНКИ 0 да 2* * ам’ « » * '  
Зам 1 га интилади.

2) Лопиталь цоидасига кура:
lim  е * —  1 _  П т  _  о _  .

*  ~  *->0 е — е ~

3) Бу  мисолда зам, ^  шаклидаги аникмаслик булгани
учун Лопиталь цоидасини цулланамиз:

lim -* — sin х _  lim  i — cos x _  Hm sin *  i „ , „ n n 
*-o 2x x~o 2 — 2 s m u ~ u -

4) lim  tg x  — X  н и  то п и ш  у Ч у Н ^ ам бевосита Лопиталь
X  -»-и х  —  s i n  X

цоидасини к;улланамиз:
1

lim  t g x  — х _  l im  c o s ^ x ~  __ lim  1 — COS^X _  
jt-*0x — sin x 1 — cosx  cos2 x  (1 — cos x )
_  l im d  —  cos x ) (1 +  cos jc) __Jim  1 +cos x  _  1 +  cos 0 ___
“  *->0 COS2X ( l  —  c o s x ) X-+0 C0S2X cos-0

____ * +  1 _  9— [
2x

5 )  lim  ln (x-— 3) _  ü m  3 _  lim  2x___________
*-2x2— 3x + 2 2x —  3 *-2(x2— 3 )(2 x — 3)

= ______— _____ = 4
(2=— 3) (2-2 — 3) ^

6) Б у  мисолда, аввалгилардагидан фарцли, шаклда- 
ги аник;маслйк:

lim х _  üm 1 = lim i +х 
■*'-*-со ln (1 -f X ) Х-*ео (\  -\-х)' Х-*°° 1

1 + Х

□ . Куйидаги лимитларни, Лопиталь цоидасини кулла- 
ниб топинг:

6 0 . lim  sln3x  y .  - 3 
~ 0  siirsí- Жавоб. т  .

6 1 . l im  i ^ cos ax  ж а в о б .
*-►0 i _  cos bx '  b



62. Пт 1 — со**
ДГ-О Х2

63. Нш -У — эшл:
■Г-*0 х3

64. Нт 1ч

Жавоб. у . 

Жавоб. -1.
О

Жавоб. 0.ЛГ-оо х •
65. Пт х-атс^х Жавоб. 

Жавоб. 

Жавоб. -|-

*-*■» Хъ
66. Пт атс^2х

•*■-*■0 агс з1п 5л:'
67. Пт \%$х

68. Пт 1ч (ех -  еа) Жавоб. 1. 

Жавоб., 1 

Жавоб. ^

лг-*а+0 ¡п(.* — а )' 
69. Пт 1п (81 п ах)

х-*а+0 1п ( з 1п Ьх ) '

7- §. Функциянинг монотонлик шартлари
Монотон функция тушунчаси, I бобнинг 3- § да ку- 

рилган эди. Бу параграфда косила тушунчаси ёрдамида 
монотон функцияларни текширамиз.

Теорем а. у=*/(х) функция [а,Ь\ оралщда диф- 
ференциалланувяи булсин.

а) Бу функция \а, Ь\ оралицда монотон усувяи 
(монотон камаювчи) булиши уяун. [а, Ь] оралицдаги 
барча х ларда / ' (х) >  0 (/'(х) <  0) булиши, зарур ва 
етарлидир.

б) Бу функция шу [а, Ь\ оралицда цатъий моно
тон усувяи (цатъий. монотон камаювш) булиши уяун 
[а, й] оралицдаги баряа х ларда /'(х) >  0 ^'(х) < 0) 
булиши зарур ва етарлидир.

1- ми со л. Куйидаги функцияларнинг монотонлик 
оралщларини топинг:

1) /(•*) = 2х2 — 1п х; 2) /(х) =5 2л:3 — 9х2 — 24л: +  7;
3) / (* ) = х1е~х\ 4 )/ (х ) = 1п | л: | ;
5 )У  = соз-^.

Д . Бирор функциянинг монотонлик ораликларини то* 
пиш учун унинг ^осилалари ишорасини саклайдигаи ора
ликларини топиш керак. Агар у =  / (х) функция [а, Ь\



ораликда узлуксиз ^осилаларга эга булиб, а  < хх <  * 3 <
< . . .  <хп <  Ь нукталарда / '(**) = 0 (к = 1,2..........я )
булса, у ' = / '(* ) функция (а, * ,) (* t, * 2) , .. . , (хп,Ь) 
ораликларда ишорасини сак лай ди.

1) f ( x) — 2 *2 — In л: функция х > 0 да аникланган бу
либ, унинг з̂ осиласи

У' =  4 x ~ j <

х > y  булганда мусбат ва х < 1  да манфий. Демак, 

у = 2 *2 — In х функция 0 < х <  -1 ораликда монотон

камаювчи ва ^  < *< - }-  оо ораликда эса монотон усув-
чи булар экан.

2) / (* ) = 2х3 — 9*2— 24* + 7 функция ] — оо, оо[ ора
ликда аникланган. Бу функииянинг ^осиласн

/ '(* ) = 6 *2 -  18*-24 = 6 (х* -  3* -  4).
* !=  — 1 ва * 2 =-4 нукталарда нолга тенг булиб, 

]— оо, — 1[ ва ]4, оо [ ораликда / '(* ) > 0 ва ]— 1,4[ ора
ликда эса / '( * )<  0 булади. Демак, / (* ) функция ]— оо,
— 1[ ва ]4,оо [ ораликларда монотон усувчи булиб, [— 1,4[ 
ораликда монотон камаювчи экан.

3)/(х)=х2е~х функциянинг ^осиласи/'(*)=(2*—х2)е~ \  
* i = 0 ва *2 = 2 нукталарда нолга айланади. (— оо;0) 
ва (2; оо) ораликларда / '(* ) < 0 булгани учун, / (* ) моно
тон камаювчи ва (0,2) ораликда / '(* ) >  0 булгани учун 
/ (* )  монотон усувчи булади.

4) f (x ) = In |* | функция сонлар ^кидаги *  — 0 нукта- 
дан ташкари барча нукталарда аникланган. Унинг досиласи
у ' = (In | *  I)' = J-^| = = 1. Демак, *  > 0 булса,
у' > 0 ва *  < 0 булса у' < 0 булади. Бундан чикадики, 
у — In |*  I функция ]— оо, 0[ ораликда монотон камаюв
чи ва ]0, оо [ ораликда монотон усувчи булади.

5) / (* ) = cos ~  функция ){ам сонлар укидаги *  = О
дан ташкгри барча нукталарда аникланган ва Дифферен- 
циалланувчидир:

/ я . яу = -г- Sin — .* X* X
Курамизки, у ' нинг ншораси sin j  нинг ишораси билан 
бкр хил булиб,



2 kK < 7  < (2k +  ') “  (A “  °* ± l ’ ± 2» • • •)
тенгсизлик бажарилганда sin ~  > 0.

(2£ + l)it < < 1 (/fe +  2)тс ораликда sin-j < 0  булади.

Демак, у = cos -^функция ¿ [  ораликда усув-
чибулиб,

]2Г Т 2’ 2* Т 1[ораликда камаювчи бу
лади. ±

□ . Куйидаги функцияларнинг монотонлик оралицлари- 
ни топинг:

71. у = In (1 — х2). Жавоб. ]— 1,0[ да
усувчи, ]0,1] да 

камаювчи.
72. у — х3+ 3%2+ Зл:. . Жавоб. ]— оо,оо[да

усувчи.
73. f(x ) = ех + 5х. Жавоб. ]— оо, оо[ да

_  усувчи.
74. f (x ) = х(1 +  2 /  х). Жавоб. [0, с»] да

усувчи.
75. f  (х) = cosх — х. Жавоб. (— оо, оо) да

камаювчи.
76. у = ■ Жавоб. (— оо, 1) ва

( 1, оо) оралицларда 
камаювчи, (—1, 1) 
ораликда усувчи.

8- §. Функциянинг локал максимуми 
ва минимумини (экстремумини) топиш

'Гаъриф . у = fix ) функция \а, Ь\ ораликда узлуксиз 
булсин. Агар х06 (а, Ь) нуктанинг бирор J  = (хд— s, 
х0 + s) атрофи топилиб, бу атрофдаги барча х £ J  ларда 
f (x ) < f(x0) (f(x) >  f (x 0)) тенгсизлик бажарилса, х„ нук- 
тада у = f(x) функция локал максиму мни (минимумни) 
кабул килади, дейилади.

Функциянинг локал максимуми ва локал минимуми 
унинг локал экстрему ни дейилади, яъни функция бирор 
нуктада локал экстремумни кабул килди деганда, шу нук- 
тада ёки локал максимумни, ёки локал минимумни кабул 
цилиши тушунилади.



1- теорем а, у = Дх) функция х0 нуцтада локал 
экстрему мни, цабул цилса ва шу нуцтада дифферен- 
циалланувчи булса, f'(x 0)=  0 булади.

Демак, f ( x 0) = 0 булиши, х0 нуктада f(x ) функция 
локал экстремумни кабул килиши учун зарур экан, аммо 
бу шарт етарли эмас.

М и со л. Дх) — хг функьиянинг ^осиласи f (x )  = Зд:2. 
Демак, х = 0 нуктада /'(О) = 0 булади, аммо бу функция 
х = О нуктада локал максимумни )$ам, локал минимумни 
^ам кабул килмайди (4.5- чизмага каранг).

Демак, у — Дх) функция локал ’ экстремумларини 
} '  (х) = О булган нукталарда, ёки f'(x) мавжуд булмаган 
нукталарда кабул килади. Бу нукталарни стационар ёки 
критик нуцталар дейилади.

Функциянинг локал экстремумни кабул килишини аник- 
лайдиган етарли шартлар куйидагц теоремаларда ифодалан- 
ган.

2- теорем а, у = Дх) функция х0 нуцтада узлук- 
сиз булиб, бу нуцтанинг бирор J  = (х0 — г, х0 -f- г) 
атрофида х0 нуцтадан ташцари барка нуцталарда 
дифференциалланувяи булсин. Агар J x = (х0— е0 х0)

'да  / '(х )> 0  ва J t — (x0, х0 +  s) да /'(х) < 0 булса, хп 
нуцтада Дх) лока'л максимумга эришади, бордию У, 
да f'(x ) < 0 ва У2 да f'(x) > 0 булса, х0 нуцтада Дх) 
локал минимумга эришади.

3- теорем а, у = f (x ) функция х0 нуцтанинг бирор 7 
J  = (д:0 — £, х0 + е) атрофида дифференциалланувяи 
булсин. Агар f'(x0) = 0 булиб, /"(х0) <  0 булса, Дх) 
х0 нуцтада локал максимумга, бордию, f"(x0) ->О 
булса, локал минимумга эришади.

Б у теоремалардан келиб чщадики, у — Дх) функция
нинг экстремумларини топиш учун куйидаги амалларни 
бажариш керак.

I. Стационар нукталар топилади, яъни f {x )  мавжуд 
булмаган нукталар билан f {x )  = 0 тенгламанинг илдизла- 
ри топилади.

II. а) Хар бир критик нуктадан чап ва унг томонда 
/'(•*) нинг ишораси текширилади;

1) Агар х0 критик нуктанинг чап томонида ^осиланинг 
ишораси мусбат, унг томонида манфий булса, бу нуктада 
/(х ) локал максимумга эришади;

2) Агар х0 критик нуктанинг чап томонида ^осиланинг 
ишораси манфий, унг томонда мусбат булса, бу нуктада 
f  (х) локал минимумга эришади;



3) Агар х0 критик нуктанинг чап томони билан унг 
томонида ^осиланинг ишораси бир хил булса, бу нуктада
/(х) функция экстремумга эрищмайди.

Баъзи ^олларда у = f(x) функииянинг критик нуцта- 
ларида унииг локал максимумни ёки локал минимумни 
кабул килишини иккинчи косила ёрдамида (3- теоремага 
асосан) текшириш анча кулай булади.

б) / ' (х0) = 0 булган ){ар бир критик нуктада /"(х0) то- 
пилиб, унинг ишораси текширилади:
• 1) Агар /"(х0) <  0 булса, х0 нуктада /(х) локал мак- 

симумга эришади;
2) Агар /"(х0) > 0 булса, х0 нуктада f(x)~ локал ми- 

нимумга эришади;
3) Агар f '{x 0) = 0 булса, х0 нуктада локал экстремум

га эришишини а) коида ёрдамида текширилади.
Бу иккала коида дан бирортаси ёрдамида у = fix) функ

ция критик нукталарда локал максимумни ёки локал ми
нимумни кабул килиши аниклангандан кейин, шу нукта- 
даги функциянинг киймати топилади.

1- м исол. Биринчи  ̂о сила ёрдамида куйидаги функ- 
цияларнинг экстремумларини топинг:

1) /(х) = А х 4—х3- 9 * Ч 7 ; 2) Д х )= х (х + 1 )3(*—3)4

3 )/ (x ) = 3 i ^ - x 2; 4 )у = 4 -  + 4-

Д . 1) /(х) = j- х4—х3—9х2+  7 функция сонлар уци-
даги барча нукталарда аникланган ва дифференциалланувчи,. 
шунинг учун унинг критик нукталари

f ix )  = Зх3—Зх2— 18 х = Зх {х +  2) (х — 3) = О
тенгламанинг илдизлари, яъни хх = — 2 , х3 = 0 ва х3 = 3 
нукталардир. Энди бу критик нукталарнинг атрофида f'(x) 
нинг ишорасини текширамиз. /'(х) нинг ишораси (— оо, —2)' 
ораликда манфий, (— 2, 0) ораликда мусбат, (0,3) ораликда 
манфий ва (3, оо) ораликда мусбатдир. Демак, / (х ) х4= — 2 
ва х3 = 3 нукталарда локал минимумга, х 2 = 0 нуктада 
локал максимумга эришади. Бу нукталарда функциянинг 
Кийматлари куйидагича:

/ ( -  2) = -  9, /(0) = 7 ва /(3 ) =  -  40
Бу текширишлар натижасини куйидаги жадвал шаклида. 

ёзиш мумкин.



X X <  — 2 х  =  -  2 —2< ДГ<0 х =  0 0< х  < 3 лг = 3 Х >  3

/'<*) Г (х ) < 0 / ' ( - 2)=о | /'<•*) > 0 I /'(0) -0 I Г (х )  < 0 /'(3) = о/ '(*»0

/ и

кама-
ювчи

мини
мум 

/ ( — 2 ) =  
=  — 9

усувчи ДО) =7 
макси

мум

кама-
ювчи

/(3) = 

= - 407
мнни-
мум

усув
чи

2) /(х) = х (х  + 1)1(х — З)2 функциянинг >;ам критик 
нукталари фа цат ^осиласи нолга айланадиган нукталардан 
иборатдир. Шунинг учун /'(х) ни топайлик:

/ ' (х) =  (х +  I )3 (х — З)2 -Ь Зх(х + I )2 (х — З)2 +
+ 2х(х +  1)3(х - 3 ) = 3(х + 1)2(х — 3)(2х2 — Зх— 1).

Энди бу ифодани нолга тенглаштириб унинг илдизла- 
рини топамиз:

, 3-/17 3+ /Т7 0 *1 ----1 > х2------^ ; * з ----- —̂ ; х1 — з.
Энди критик нукталар орасидаги ^осиланинг ишорала- 

ридан жадвал тузамиз:

X X <  -  1 -1 < X <х, х3< х  < ха Х3 < X < 3 X > 3

/ ' ( * ) — — + — +

Бу жадвалдан куринадики, х1 = — 1 нуцтада функция
3  Т уэкстремумга эришмайди, х2 = — нуцтада минимум- 

3 4- У77га эришади, х3 = — ^— нуктада максимумга эришади
ва х4= 3 нуктада минимумга эришади.

з —3) / (х ) =  3 ■/х2— х1 функция сонлар уцида аниклан- 
ган ва узлуксиздир. Досиласини топайлик:

/ '(х ) = о тенгламанинг илдизи х12 = ±\ дан иборат. 
Бундан ташцари х = 0 нуктада / '(х ) чексизликка айланади.



Шундай килиб, х, = — 1, х2 = +  1 ва х3 — 0 нуцталар 
бу функциянинг критик нукталаридир.

Энди бу функциянинг критик нукталари оралигидаги 
^осиланинг ишораларидан жадвал тузайлик:

* х< - 1 — 1 < л: < 0 0 < *  <  1 *  >  X

П х ) . + — . + —

/ = (

Демак, х1 = — 1 вах3 = 4-1 нуцталарда бу функция 
максимумга эришади ва / ( — 1) = 2, / (1) = 2. х 2 = 0 нук- 
тада эса минимумга эришади ва / (0) = 0 . 

х 24) у = у  + — функция сонлар уцидаги х = 0 дан таш- 
Кари нуцталарда аницланган. Энди ^осиласини топамиз.

х , 2 \ , 1 2 _х2 — 4
~2 1 ~х> ~ ~2 ~  х? ~  2х2 '

у ' = 0 булиши учуй х2 — 4 = 0 булиши керак. Бунданг
хх = — 2, л;2 = + 2.

Шундай цилиб, бу функция экстремумгаэришса, х, = — 2 
ва х 2 = 2 нуцталарда эришииш керак. у' >  0 булиши учун 
х2 — 4 >  0 булиши керак. Демак, х <  — 2 в а х > 2 бул- 
ганда у '> 0  булади. Агар — 2 <  х <  2 булса, у '< О бу- 
лади. Бу функция ^осиласининг критик нуцталар орали
гидаги ишораларидан цуйидаги жадвални тузамиз:

X х < -  2 -2 < * < 0 0 < х < 1 *> 2

Г( Х ) + — — +

Демак, х, = — 2 нуктада бу функция максимумга. 
эришади ва / (— 2) — 2, х2 = 2 нуцтада эса минимумга. 
эришади ва / (2) — 2. А

□ . Куйидаги функцияларнинг экстремумларини бирин- 
чи косила ёрдамида топинг:

77. / (х ) = (1 -  ха)3.

V у~2)~ ^
/тах (р = ) =  2-

.78. / (х ) = х /1  —х3
Жавоб. / таж(0)= 1. 
Жавоб./щм1' - Т 7у )  =



79. fix ) = x8— 3x2+3x. Жавоб. Экстремуми йуц.
80. f{x ) = £  +  ±. Жавоб. f min (-2 ) = 4.
81. fix ) — х — 21пх. Жавоб. /mln(2) = 2 — 2 In 2.

' 82. f (x ) ~  x — arc tg 2x Жавоб. / min ( j )  л ; 0,28;

/max (4 ) ~0,28. Я
2- м исол. Куйидаги функцияларнинг экстремумлари- 

яи  иккинчи косила ёрдамида топинг:
1) у = 2 sinx +  cos2x  2) f(x ) = 2х3— 15х2—

— 84%+8.

3) fix ) — 3^í+g^3_i8^s+60: . ^  ~  ^ e*1 ~  1 ‘
Д . 1) f(x) = 2 sinx-f cos2x функция даврий функция 

булиб, даври [0,2тг] дан иборат булгани учун, бу функ- 
цияни шу [0,2тс] ораликда текшириш билан чегараланамиз. 
Аввало бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
досилаларини топамиз:

у ' = 2 cos х — 2 sin 2х = 2 cos х (1 — 2 sin х); 
у" — — 2 sin х — 4 cos 2х.

Энди 2 cosх (1 — 2 sin х )— 0 тенгламани ечиб, берил- 
ган функциянинг [0,2тс] оралиедаги критик нуцталарини 
топамиз:

7С % 5тс Зтс
*1 = 6» х 2 = 2 ’ 3̂ =-g. х4= 2-

Энди иккинчи тартибли ^осиланинг критик нуцталар- 
даги иш0расини текширамиз:

y"(-g ) = — 3 <  0, шунинг учун, бу функция Xi = ~

нуцтада максимум га эришади, У ("f ) = ■§’
у" = 2 > 0, шунинг учун, бу функция х2 = ~

нуцтада минимумга эришади, у = 1;
у " ( J )  = - 3 < 0 , шунинг учун, бу функция х3= ^

(5к\ 3нуцтада максимумга эришади, у ĝ-) == у !
y " (- j) =  6 > 0, шунинг учун, бу функция X i— у  нук- 

тада минимумга эришади, У ( у )  = — 3.



2) Аввал / (*) = 2х3 — 15х2— 84х 4- 8 функциянинг а̂м- 
биринчи ва иккинчи тартйбли ^осилаларини топайлик: 

f\x ) = 6*2 -  30* -  84; / "(* ) = 12х -  30.
Энди ушбу, 6*2 — 30* — 84 = 0 тенгламани ечиб, бе- 

рилган функциянинг критик нуцталарини топамиз:
6х2 — 30* — 84 = 6 ( * 2 — 5* — 14) = 0.

Бундан * , = — 2 ва * 2 = 7 келиб чщади.
Энди бу критик нуцталарда иккинчи ^осиланинг ишо- 

расини тек ш ирам из:
/ " (— 2)=  —54<0, шунинг учун * t = —2 нуцтада функ

ция максимумга эришади ва / (— 2 )=  100;
/ '{7) = 12-7 — 30= 54>0 булгани учун *2 = 7нуктада 

функция минимумга эришади ва / (7 ) = --629.

/ (*) = з^+ 8хз-18* й б0 ФУнкЦиянинг сурати узгармас
булгани учун махражи максимумга эришган ну^тада функ
ция минимумга ва махражи минимумга эришган нуктада 
функция максимумга эришади. Шунинг учун/^*) = 3*4+  
-+- 8*3— 18*2 + 16 функцияни текшириш кифоядир. Бунинг 
учун / ,(* ) функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
^осиласини топамиз:

f t  (*) = 12*3Нг 24*2— 36*; f\ (x )  ч= 36*2 +  48*—36.
Энди ушбу / '(* ) = 12*(*2 + [2 * — 3) = 0 тенглама- 

нинг илдизларини, яъни f. (*) функциянинг критик нукта- 
ларинн топамиз:

Ушбу * ! = —3, * 2 = 0, * 3 — 1 нуцталар /,(*) функция
нинг критик нукталари булади.

Энди бу критик нукталзрда / ¡(* ) нинг ишораларини 
текширамиз:

/"Л ~  3) = 144>0 булгани учун, /|(* ) функция* — —S 
ну^тада минимумга эришади ва / ,(— 3) = — 75.

Демак, *,. = — 3 нуцтада / (* ) локал максимумга эри
шади ва

л - з ) = ^  = - 4 .

f "  1 (0) = — 36 булгани учун /, .(*), х2 = 0 нуктада ло
кал максимумга эришади ва /, (0) =  60. Демак, бу * 2= 0‘

50нуктада / (* )  локал минимумга эришади ва /(0 )=  ^  =



/ | (1) = 48> 0, шунинг учун /, (л:) х3 = 1 нуцтада 
локал минимумга эришади, / ( 1) =53. Демак, / (х) лг3= 1 
нуцтада локал максимумга эришади ва

4) у == уГех'к— 1 функциянинг экстремумларини топиш 
учун аввал илдиз остидаги

■функциянинг экстремумларини топамиз. Берилган функция 
Зам айнан шу нуцталарда экстремумга эришади. Шунинг 
учун /Дх) нинг критик нуцталарини топайлик:

/х (х) = 2хе*2 фацат х — 0 нуцтада, /\{х) = 0 булади. 
Энди х = О нуцтада /,(х) нинг иккинчи тартибли ^осила- 
сининг ишорасини аницлаймиз:

.Демак, х = 0 нуцтада /Дх) функция минимумга эришади 
ва /2(0) = 0. Шунинг учун х = 0 нуцтада /(х) функция 
з̂ ам минимумга эришади ва / (0) = 0. А

□ . Куйидаги функцияларнинг экстремумларини иккин
чи ^осила ёрдамида топинг:

85. /(х) = г 2л:3 ■+- Зх2— 36 х. Жавоб. / тах(— 3) =
~ 3/— „

А  (*) = е*2 — 1

А(х) =  2ех2 (1 -  2х2), /  (0) = 2 >  0.

83. у = х3+  6х2+ 9.

84. /(х) = х1е~х2.

= 3 / 3 , / т 1п(2) = -
3 ТТ

—  V 44.
86. /(х) = х21п х.

■87. / (х ) = 14 Жавоб. / тах(± 2)= —у ’ х 1— 8х3 +  2'

88. /(*) = эШ Зх — 3 втх.



9- §. Функциянинг энг катта ва энг кичик 
цийматларини топиш

Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини’то- 
пиш куйидаги теоремага асосланади.

Теорем а, у = /(х) функция [а, Ь\ ёпиц орхлицда 
узлуксиз булса, бу оралщда узининг энг к а т т а  ва 
энг кичик щйматига эришади.

Бу теоремада ораликнинг ёпщлиги му^имдир, чунки 
функция (а, Ь) очик ораливда аникланган булса, у узининг 
энг катта ва энг кичик кийматларига эришмаслиги з$ам 
мумкин.

Масалан: у = -̂  функциянн (0,1) оралщда карасак, бу
ораликда у узлуксиз, лекин узининг энг кичик ва энг 
катта кийматига эришмайди.

У r= /(•*) функция [а, Ь\ ёпик ораликда узлуксиз булса, 
бу функциянинг \а,Ь] ораливдаги энг катта ва энг кичик 
Кийматларини топиш  учун, аввал унинг (а,Ь) ораликдаги 
локал максимум ва локал минимумлари. топилади, кейин 
а ва b нукталардаги кийматлари f (a )  ва J(b) топилиб, бу 
Кийматлар орасидан энг катта ва энг кичиги ажратиб оли- 
нади.

1- м и с о л. Куйидаги функцияларнинг берилган оралик- 
даги энг катта ва энг кичик кийматларини топинг:

0  А х) = 2х3 — Зл:2— \2х  -f 1, [— 2, -jj кесмада;
2) / (*) = х — 2\пх, [ 1,/] кесмада
3) у = sin х sin 2х, ]— оо, оо [_  ораликда;

V~2 v 2
~'ЧГ' ~~2~, кесмада-

Д . 1) Берилган функциянинг ^осиласини топамиз:
/ (х ) = 6*>— 6х— 12.

Бу ифода * i = — 1 ва х2 = 2 нукталарда нолга айла- 
нади. Бу иккита нуцта дам, берилган ёпик ораликнинг- 
ичида ётади. Шунинг учун функциянинг энг катта ва энг 
кичик кийматини излашда xt = — 1, х2 — 2 нуцталардаги 
ва кесманинг четки нукталаридаги функциянинг киймат- 
лари топилади:
/ ( — 2) = — 3; / ( - 1) = 8; Д 2) = -  1 9 ;^ -|,=  - 16-±-.

Демак, функциянинг энг катта киймати/(— 1) = 8 булиб, 
энг кичик киймати /(2 ) = — 19 экан.

4) у = are eos х'1.



2) Бу мисолда *ам аввал критик нуцталарни топамиз:

/ '(* )=  1 - | -
Фацат х = 2 да косила нолга тенг булади. Функция

нинг энг катта киймати билан энг кичик циймати л:, = I, 
л:, =  2, xs — l нукталардаги цийматларидан бири булиши 
керак:
/ ( 1) = 1; / (2) ==2 — 2 In 2 = 2(1 — 1п2), /(/) = / -  2.
Демак, берилган функциянинг знг катта киймати / (1 ) = 1 
ва энг кичик циймати f ( l )  = l — 2 экан.

3) Берилган функцияни ушбу
cos х  — cos За:

У = — 2-----
куринишда ёзиб олсак, унинг жуфт ва даври 2тс га тенг 
■булган даврий функция экани куринади. Шунинг учун бу. 
функцияни [0; 2тс] оралицда текшириш кифоядир.

Унинг %осиласи:
у' =̂= у  3 (sin Зх — sin х) [0, я] оралицда фацат

x t = 0 , х2 = arc cos -4=, х3 = arc cos (--- 1=\ xt = тс
* 3 A v 3

нуцталарда нолга“ айланади. Функциянинг бу нукталардаги 
!<ийматларини ^исоблаймиз:

У (0) = у (я) = 0; ^ arcco s (± - J= )’ = .± 3- ^ .

Демак, берилган функциянинг ]— <х>,оо[ оралицдаги
4 4энг кичик киймати----т= булиб, энг катта циимати— =.з у 3 3 у 3

экан.
4) у = arc cos Xs функциянинг

^осиласи берилган оралицдаги факат х — 0 нуцтада нолга 
тенг булади. Энди функциянинг х, = — ¿ у ,  х? = 0  ва

с̂3 = — “  нукталардаги цийматини ^исоблаймиз:

/  »  2  \  2 л  я  I » /  2  \  тс

П --- r j - з -  » (о )= т , y ( V ) = 2 -



чик киймати |-га тенг экан. Д
□ . Куйидаги функцияльрнинг берилган оралицдаги энг 

катта ва энг кичик цийматларини топинг:
89. у = х3 — Зх2 — 9х + 35 [ — 4, 4] да.

* Г у ( — 1) = 40 энг катта,
Жавоб. — 41 энг кичик.
90. у = X2 \пх [1,е].
л,г * Í У (е) == е1 энг катта,
Жавоб. I у (1) = 0 энг кичик.

i 3 191. у — 2sinx + sin 2х 0,утс1да.
Жавоб. ( , ж \ з /  з 

У(-з) = энг катта,

у (- |* ) = — 2 энг кичик.
92. у = arctgхя (— 00, 00) да. 
Жавоб. у(0) = 0 энг'кичик.
93. у = х + / х  [0,4] да. 
Жавоб. Í у (0) = О энг кичик,

1У (4) = 6 энг катта.
94. у = у '4  — х'2 [— 2,2] да. 
Жавоб. Í у (0) = 2 энг катта,

\ У (± 2) = 0 энг кичик.
I 1.1 1 1  V  ' ----

¡/ 395. у = arc tg X — j  ln X, | /  3 ] да. 

Жавоб. Í . . I  i
/ з = -г “Ь —- 1л 3 энг катта, о 4

у (/  3) = J  — J  1пЗ энг кичик.
96. у = X — 21пх [1,е] да. 
Жйвоб. ( у (1) = 1 энг катта, 

V У (2) = 2(1
97. у = sin л: sin 2х. 
Жавоб.

п 2) энг кичик.

I У
{
1У

98. у = arc cos х2

/ 1arccos -7= 
v /  з

arc cos [-4= 1/3

3 / 3
4

' з / T

=  энг кичик,

энг катта.



• Ж а в о б .  ( (  , V  2 , я
I У (,+ — , = -3 энг кичик,
| у (0) = у  энг катта.

10- §. Функциянинг цаварицлиги ва'ботицлиги
1- таъриф . у = /(х ) функция [а, Ь] ораливда узлук- 

сиз булсин. Агар бирор ] а, § [с \а, Ь\ оралиедаги барча 
нукталарда эгри чизикка утказилган уринма, ундан юко- 
рида (цуйида) жойлашса, бундай эгри чизщни ]«,^[ гора- 
ликда >{авариц (ботщ ) эгри чизиц дейилади. 5.3- а 
чизмада кавари-к, 5. 3- б чизмада ботик функциялар тас- 
вирланган.

5.3- чизма
1- теорем а. Агар у = /(х) функциянинг \о.,$[ора- 

лицдаги иккинчи тартибли ^осиласи узлуксиз булиб, 
барча х (■ ] я, 3[ ларда /" (х) <  0 (/"(х) >  0) булса, у = 
= /(х) эгри чазиц ] а, р| оралщца цавариц (ботщ ) 
булади. -

2- таъриф . Агг,р х ,х0 нуцтадан утишда, у ==/(х) 
эгри чизик, унга х0 нуктада утказилган уринманинг бир 
томонидан иккинчи томонига утса, х0 нуктани эгри чи- 
зикнинг букилиш (эгилиш) нуцтаси дейилади.

2- теорем а. Агар х, х0 нуцтадан утишда у = /(х) 
функциянинг иккинчи тартибли %осиласи /"(х) ишо- 
расини узгартирса, х0 нуцта у — /(х) эгри яизицнинг 
букилиш нуцтаси булади.

1 - м и со л. Куйидагифункцияларнинг кавариклик, бо> 
тиклик ораликларини ва букилиш нукталарини топинг:

1) у = х4 +  х 3— 18 х2 + 24х — 12;
2) у = Зх4—8х 3 + 6х2+ 12;



3) у = х + х 3 ; 4) у =  л:sin (ln х).
Д . 1) Аввал берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 

тартибли ^осилаларини топамиз:
у' = 4х3 + Зх2 — 36х + 24; у" = 12х2 + 6х — 36. 
Энди у" = 0 буладиган ну^таларни, яъни ушбу 12х24- 

6х—36=0 тенгламанинг илДизларини топамиз. Бу тенгла-
3манинг илдизлари x¡ — — 2, x.¿ = у  нуцталардир. Берил

ган функциянинг иккинчи тартибли ^осиласи ]— оо, — 2[, 
|у , оо I оралицларда мусбат ва | — ?,-|-[ орлликда манфий
булади. Бу маълумотларданфойдаланиб куйидаги жадвални 
тузамиз:

з 3
X X  < - 2 - 2 < л г< т

у" и шора + — +

/(лг).натижа ботик каварик ботик

3Демак, X, — — 2, х2 = у  нуцталар, функциянинг буки-
лиш нукталаридир.

2) у = Зх4 — 8x3+ 6x2-fl2 функциянинг биринчи в а 
иккинчи тартибли ^осилаларини топамиз:

у ' = 12х3 — 24х2 +  12 х; у" = 36л:2— 48х + 12.
Энди 36 X2— 48х + 12 = 0 тенгламанинг илдизларини

топамиз. Бу тенгламанинг илдизлари xt = -i- ва х2 = 1
нуцталардир. Берилган функциянинг иккинчи тартибли
^осиласи J— оо,-^| ва ] 1, оо[ ораликлгрда мусбат ва

] if ораливда манфий бÿлaди. Бу маълумотлардан фой- 
Даланиб куйидаги жадвални тузамиз:

X
i— < X  <  1 X  > 1

у" и шора + — +

/ « ботик каварик ботик



лиш нуцталаридир-
3) Аввал берилган функциянинг иккинчн тартибли до- 

силаларини топамиз:
2 _2.

5 3 // Ю з io
+ y " = Y x -£!-=■

!> л

Бу функцияларнинг иккинчн тартибли досиласи деч бир 
ерда нолга тенг эмас, аммо х — 0 нуктада мавжуд эмас. 
Иккинчн тартибли косила лг<0 булганда у " < 0 вах>0- 
булганда у "> 0  булади. Демак, Ж ^О да берилган функ
ция каварик ва х > 0  да ботик булиб, *  = 0 нуктада 
эгилар экан.

4) Бу функциянинг дам досилаларини топайлик:

у' — sin (ln х) +  cos (ln х)\ у" = ^  [cos (ln х) — sin (ln .*)] = ~
V~2 . I  я ,= -— sir ( т  — In л:■* \ 4

Иккинчи тартибли косила ln xk = ^  kn, k — 0, + 1,
± 2 нукталарда нолга тенг булади. xk нукталардан утиш-
да sin ( — ln я )  функция ишорасини узгартиргани учун
у" дам хк нукталардан утишда ишорасини узгартиради. 
Шунинг учун дам хк нукталар функциянинг букилиш 
нукталарининг абсциссаларидан иборатдир. Эгри чизик

2йя — 3 it/4 2k%+ r.!, 2Art+ic/,
ушбу ]е ; е [ интервалда каварик, ] е ,
g2í4+57c/,| интервалда ботик булади.

□ . К^уйидаги функцияларнинг кавариклик, ботиклик 
ораликлари ва букилиш нукталарики топинг:

99. у =  Зх5 — 5х4 + 4.
Жавоб. х — 1 букилиш нуцтаси, ]— оо, 1[ да каварик,

] 1,ОО[ Да ботик.

10°- У -  (JT1)»-
Жавоб. ] — оо,— 1[ да каварик, ]— 1, «>[ да ботик.
101. у = х — 1пх.
Жавоб. ]0, оо[ да ботик.
102. у =  3 — / (х + 2)?.
Жавоб. ]— оо, — 2[ да ботик, ] — 2,оо[ да каварик.



103.y - i  + | ,
Жавоб. ]— o o ,0 [  да каварик, ]0 , oof да ботик.
104. у — sin X.
Жавоб. \2Ы, (2k -f 1)-г] лгрда каварик, [2А + 1)«, 

(2k 4- 2)*] ларда ботик. И

11- §. Эгри чизщнинг асимптоталарини топиш
Таъриф . ]— ,оо, оо[ ораликда у = f(x) функция ва 

у = kx 4 Ь тугри чизик берилган булсин. Агар х-*- — оо 
ёки х оо да у — f(x) функциянинг графиги билан у = 
=  kx 4- ъ тугри ЧИЗИК орасидаги масофа нолга интилса, 
у = kx 4- b Tyipn ЧИЗИК у = f(x) функция графигининг 
асимптотаси дейилади.

Асимптоталар уч хил булади: а) горизонтал асимптота; 
б) вертикал асимптота;- г) огма асимптота.

Агар lim f(x ) = А булса, у = А тугри чизик у = f(x )
эгри чизикнинг горизонтал асимптотаси булади.

Агар

lim Ш  = £ ва Um [f(x) — kx] = b

лимитлар мавжуд булса, у = kx +  b тугри чизик У = Д * ) 
эгри чизицнинг орма асимптотаси. булади. Демак, бу 
ердаги k = 0 булса, у = Ь тугри чизик горизонтал 
асимптота булар экан.

Агар lim f(x) = + оо ёки lim f (x ) — ± оо лимитлар-*-♦0+0 х-+а—О
даrf камида бирортаси мавжуд булса, х = а тугри чизик 
у = f (x )  эгри чизикнинг вертикал асимптотаси булади.

1- ми сол. Куйидаги эгри чизикларнинг асимптотала
рини топинг:

1) У — 24 т Т '  2) у = 2 / F + 4 ;
3 ) у —хе~х\ 4) у = x-arctgх\

. \пх5) У = х + — .
Оу2__9

Д . 1) а) у = jq-Fj функция х = — 2 нуцтада иккинчи 
турдаги узилишга эга, яъни

lim fezriL ~  q: оо.
*-►—2±0 А" 4 2



Шунинг учун х = — 2 тугри чизиь; берилган функцияга 
вертикал асимптота булади.

б) огма асимптотасини топамиз:
k = lim = lim 9 _  2- 

Л- - 0 0  x X  (x+2) ’

ft = lim [ f (x )~  2x] -  Hm |^Z_9_ 2x U -  Hm ^ ± |= 4 .
* -* ■ 0 0  . JT-^oo I X  Z  J  ЛГ-*оо X  Z

Бу цийматларни у = kx + b тенгламадаги k ва b лар- 
нинг урнига куйиб, у =̂ 2л: + 4 тугри чизикка эга була- 
миз. Ана шу тугри чизик берилган функциянинг огма 
асимптотаси булади.

2) у = 2 /  x'J+4 функция ]— оо, оо[ ораликдаги .бар- 
ча нукталарда узлуксиз, шунинг учун у вертикал асимп- 
тотага эга эмас. Энди унинг OFMa асимптотасини топамиз:

k = lim — lim .2 .1 ^ £ :Г7 -4 = lim 2  т / 1 4- -1 = 2;
Х~* оо X  Х-*оо X  Х-*-оо Т X 2

b = lim [2 / * 4 4  — 2х] =  2 lim ( F W  4-*)(/ * а+4+х)==
х-+с°1 .«•-» V x 3+ 4 + x

= 2 lim -....1.=----- 0.
x ^ ^ Y x - +  4 +  X

Демак, у = 2х тугри чизиц берилган функциянинг OFMa 
асимптотаси булади.

3) у = хе~х функция ^ам ]— оо, оо[ ораликдаги бар- 
ча нуцталарда узлуксиз, шунинг учун унинг вертикал 
асимптотаси булмайди.

k — lim — lim X'e~x _  Hm — = O-
X-*oo X  X-*°o X  j:->oo 6 X

b = lim \x .e-x — 0] = lim 4  = 0-X->oo *■ X-*oo 6

Демак, у = 0 тугри чизщ, бу функциянинг горизон- 
тал асимптотаси булади. Бошка асимптотаси йук.

4) у «x-arctgA: функция ^ам сонлар укидаги барча 
нукталарда узлуксиз функциядир, шунинг учун унинг 
вертикал асимптотаси йук-

k = lim — lim -y arctg.A: B  lim a rc tg x = ± - ;
ЛГ-^оо X  x-»-oo X  дг-^^оо 2

b = Îjm  ̂[f (x ) — kx\ = ^ “ 1̂ x-ardgx — Y x \ ~



= lm  л: [arete: л: — 4 ] = l ¡m arct§* 2
X->±oo 1 21 '*-*»----- j---  =

— __Jim x~ ____ |
X -> o o  1 "f" X *

Демак, x -> + <» да У = y  x— 1 ва x - * — 00 да y =
v — 1 uiT4uk\TT̂ n ЛРМя яr— -£x — 1 чизиклар OFMa асимптота булар экан.

5) y = x +- функция x = 0 да чексизликка интилади,
шунинг учун х = 0 туFpH чизик берилган функцияга вер
тикал асимптота булади.

In X
k  — l:m  l í * i  — lim  + x  =  lim  f 1 _i_ Í£ £ |  =  1

X -* ± o o  X  X  д--*-± 00 | X ‘J J  9

b = i ™ \/{x) -  H = I ( *+i r j  -  ■*]=
= ■1 m = 0.

JT“ »-oo ЛГ

Демак, y — x TyFpH чизик, берилган функциянинг ofmа 
асимптотаси булади. А

□ . Куйидаги эгри чизикларнинг асимптоталарини то- 
пинг:

105. у =-*г-~ 6* + 3- Жавоб. х = 3, у = х +  1.
X  —  О

106. у = х Жавоб. у = х.
107. у = arcctgx. Жавоб. у = ± у  х — 1.
108. у — х-ех. Жавоб. у = 0.
109. у = к/х3— 6х2. Жавоб. у = х — 2.
110. У = ,у + - |. Жавоб. у = \ .

12- §. Функцияни текширишнинг умумий схемаси 
ва унинг графигини ясаш

Функцияни текшириш ва унинг графигини ясаш цуйи- 
даги схема буйича олиб борилади:

Í. Функциянинг аникланиш со^аси топилади.
II. Функциянинг узилиш нукталари, бу нукталардаги 

бир томонлама лимитлар топилади.



III. ФункЦиянинг ток-жуфтлиги ва даврийлиги анщла- 
ниб, даври топилади.

IV . Функция графигининг координата уКлари билан 
кесишадиган нукталари ва ишораси узгармайдиган ора
ликлари топилади.

V. Функциянинг асимптоталари топилади.
V I. Функциянинг экстремумга эришадиган нукталари 

ва усувчи ^амда камаювчи ораликлари топилади.
VII. Функциянинг букилиш нукталари ва кавариклик 

^амда ботик;лик ораликлари топилади.
V III. Юкоридаги маълумотлардан, агар бу маълумот- 

лар етишмаса, функциянинг берилишидан фойдаланиб, 
унинг графикдаги баъзи нукталарини топиб, сунгра гра- 
фиги чизилади.

1- м исол. Куйидаги функцияларни текширинг ва 
уларнинг графигини ясанг:

' 1) У  = * 3- З х  +  2; 2) у = :
3 _ з ' - - - - - ■ |

3) у = У *  — у х +  1: 4) у = у  sin 2х + cos х;
_i_

5) у = хге х.
Д . 1) I. у = х3— Зх + 2 функциянинг аникланиш со- 

^аси сонлар укидан иборат.
II. Бу функциянинг узилиш нуктаси йук, яъни аник

ланиш со^асидаги нукталарда узлуксиз булади.
III. Бу функция ток *ам, жуфт зам, даврий ){ам эмас.
IV. Агар х = 0 булса, у = 2 булади. Демак, функция

нинг графиги OY укини (0,2) нуктада кесади. Унинг Ох 
укини кесадиган нукталарни топиш учун х3 — Зх + 2 = О 
тенгламани ечамиз:
х3— Зх -f ,2 — х3— х — 2х + 2 = х (х2 — 1) — 2 (х — 1) = 

= (х — 1) (х2 — х — 2) = 0,
бундан xt= x¡=  1 ва х3= — 2 га эга буламиз. Демак, 
функциянинг графиги Ох у^и билан (— 2, 0) ва (1, 0) 
нукталарда кесишади.

V. а) бу функция ]— °о,.оо[ ораликдаги барча нукта
ларда узлуксиз булгани учун вертикал асимптотаси йу^.

б) k  = lim L —  1 m *3~~Л* — oo,X-+±*> X x-*±oo X
яъни OFMa асимптотанинг бурчак коэффициента k мавжуд 
эмас. Демак, бу функциянинг OFMa асимптотаси э̂ ам мав
жуд эмас.



VI. у ' = 3%2 — 3;
агар х: ,=  ± 1 булса, у ' = 0 булади. Демак, х, = — 1 ва 
x.¿= 1 нукталар критик нуктадир. Критик нукта атрофи- 
даги у' нинг ишорасига'караб цуйидаги жадвални тузай- 
лик:

X X < -  1 -  1 < X < 1 л: > 1

У ■ь — +

У З^сувчи камаювчи усувчи

Демак, берилган функция 
xt — — 1 нуктада локал мак- 
симумга эришади ва / (—1)=4.
Ушбу х2= 1 нуктада эса ло
кал минимумга эришади ва
/ 0 )  =  о .

VII. у" — 6х барча нукта- 
ларда мавжуд вэ л:=0 да у"=0.
Барча л: < 0 ларда у" <  0 ва 
л :> 0 ларда у "> 0 . Демак, 
х < 0 ларда у каварик, х > 0  
ларда ботик ва х = 0 нукта 
эса функциянинг букилиш нук- 
таси экан.

Бу, функциянинг гр̂ фиги
5.4- чизмада тасвирланган.

X^
2) I- У — ~j_  функциянинг анщланиш со^асига сон-

лар у^идаги x¡ = — 1 ва х2 — 1 нукталар киЬмайди.
II. Бу функция xt = — 1 ва х2 = 1 нуцтгларда узи- 

лишга эга. Лимитларни ^исоблаймиз:
lim  * г -- и т  х2

5.4- чизма

оо.jr-̂ -1-O 1—х3
1 m _J5 i_ = 4 -00- 1 m _

r - l- 0  1—  Х'г 1 ’ . r - l  + O l

. l¡m _____
■ j r - K - l  +  O 1— X 2

= -f- 0° .

00.дг-1-O 1— X* ' ’x-rHOl—X*
III. Бу функция жуфт функииядир. Шунинг учун унинг 

графигини [Ó, оо[ ораликда ясаб, уни 
кучирамиз.

оо, 0J оргликка



IV. Бу функциянинг графиги факат (0,0) нуктадагина 
координата уцлари билан кесишади ва ]— оо, — 1[, ]1,оо[ 
оралицларда манфий, ]— 1, 1[ ораликда мусбат булади.

V. а) х  =  — 1 ва х = 1 тугри чизиклар бу функция
нинг вертикал асимптоталари булади;

б) Л =  11ш 2  — 1|'гп ---£?___= о
X  х-*±со X  ( I  —  X 2) ’

Ь=  П т  \/[х) — кх 1= П т =ЛГ-*±оо I I 1—X^
Демак, у =  — 1 тугри чизик бу функциянинг горизонтал 
асимптотаси булади.

у т  ' - 2-*(1—х2)- 2 х -х 2 2х
VI. У ~  (1 — х*)2 “  (1 —х*У‘
Демак, х = 0 булгандагина у ' = 0 булади. Бу ерда 

х <  0 булганда у '< 0  ва х > 0  булгандч у '> 0  булади. 
Яъни х — 0 нуктада берилган функция минимумга эриша- 
ди ва у (0) =  0 булади.

2 (И-3*2)VII. Бу функциянинг иккинчи тартнбли у" = ^ •
Зосиласи барча х ларда нолдан фар^ли. Демак, берилган

функциянинг букилиш нук- 
таси йук- [0,1] ораливда 
у "> 0  ва ]1 ,о о [ ораликда 
у "С  0 булади, шунинг учун 
^ам бу эгри чизик [0,1[ора- 
цикда ботик ва ]1,оо[ ора
ликда каварикдир. Бу функ
циянинг графиги 5.5-чизмада 

■{— тасвирланган.
| 3) I. Бу функция
[ __]— оо, оо [ да аникланган ва
У '  узлуксиз.

И. Ток Зам, жуфт зам, 
даврий зам эмас.

III. Бу функиия Ох уки 
билан кесишмайди. Оу уки 
билан (0, — 1) нуктада ке- 

5.5-чизма сишаДи. ]— Да ман-
фий, чунки | х < ^  х+\.

IV . а) ]— оо, оо [ да узлуксиз булгани учун, вертикал 
асимптотаси булмайди.

б) Ушбу
Пш у = Ига (®/ х — ^ х  +  1) =’ ДГ-*-±ов



__ ]im {V~x — V x  + l) С / х  +  ? x (x~ \ )  +  У х  + l )
•r^+“  * '"х+  ( V x ( x  [ 1) b 1 . v +  1 —

_  lim ------  ... 1 ----------- о
X-*±e° V  x + У х  (x + l ) +  У х +  1

ифодадан x -+ oo да x —*0 экани келиб чикади. Шунинг 
учун OFMa асимптотаси булмайди. у = 0 зса гориэонтал 
асимптота булади.
у  , _  __j_________ 1 _  V (*-Н )а-  Ух*

зУ~х* з ]/ (х + 1)2 з у х Ц х  + l y

Демак, биринчи тартибли косила хх = — трнуцтада
нолга тенг ва х2 — — 1, х3 = 0 нуцталарда оо га айлана- 
ди. Иккинчи тартибли

= ____ 1 / 2 . ) ____ !_____
У 3 \ 3/3/77 з V З / з

2 \ у ъ г п ?- у & \
9® \х (х +  1)1*

^осила ){еч бир нуцтада нолга айланмайди, аммо хх =  — 1 
ва х'2 = 0 нуцталарда чексизликка айланади.

Энди юкоридаги маълумотлардан фойдаланиб жадвал 
тузамиз:

X - 1 1
2 (~ И 0 (0, оо) 1

У' — оо — 0 + + “Ь

У" 00 + + + — —

У — 1 ботик -Ут ботик каварик каварнк — 0,26

\ min /

Бу функциянинг графиги 5.6- чизмада тасвирланган 1 •
4) 1. у = у  sin 2х --f- cos х функция ^ам, сонлар уци-

даги барча нуцтгл;.рда аникланган ва узлуксиз.



5.6- чизма

II. Бу функция ток ^ам, 
жуфт зам эм ас, аммо даври 
2я га тенг. Шунинг учун 
бу функцияни {0,2-ге] оралик- 
да текшириш етарлидир.

III. Узлуксиз ва даврий 
б$̂ лгани учун асимптотаси
йук-

IV. Биринчи тартибли 30- 
силани зисоблаймиз:

у' = cos 2х— s'nx.

Бу ифода X, = х2 = j  t 
хя = ~'3 — -2 нукталарда нолга 

тенг. Энди иккинчи тартибли зосилани топамиз: 
у" =  —  2 sin 2х —  cos X.

Бу ифода [0,2тс] ораликда
■ / 1 \ Зл:it +  arc sin -jj, x3 = y , xi =X\ — "g'l X2

= 2it — arcsin i — -i)
нукталарда нолга тенг бул'лт-

Энди юко,)иД1ги маълумотлардан фойдаланиб, жадвал 
тузамиз.

X TZ

т
1Z
т

Зтс
6 (* .т >

у ' 0 — 2 0 1
1 8

У” 3 / 1
2

0 з / з -
2

0 ! —

■ У . . 3 1/"3 
4

0
О

\

шах А

Бу функциянинг графиги 5.7- чизмада тасвирланган.

5) 1. у = х1е х функция ]— се, 0[ ва ]0, оо[ оралик- 
ларда аникланган.



НУКтасИ.

lim
л-ч-О+О

v = lim A:Sg = limf_= +/
7 ДГ-.-0

=  c o ( t  =  ± ) ,

5.7- чизма

lim У = lim x*e — Олг-»0—О J х->0-0
Демак, л:= О чизик бу функ- 
циянинг вертикал асимптотаси 
булади. Горизонтал асимпто
таси йук-

III. Бу функциянинг экстремумини топиш учун бирин- 
чи ^осилани ^исоблаймиз.

-  -  - 1 у  > \у' — 2х ■ ех — ех ~ 2 е х \ ~ 2 } ’
Демак, бу функгия ягона х = у  критик нуктага эга. Шу
билан бирга х ф 0 нукталарда:

1 -L — 2.
у" = 2е — -■ е* + — е = ~  е* (2л:2 — 2х ■
Демак, бу функция 

]— оо ,0[ ва ]0 , ос [ оралик-
ларда ботик булади. х = —-
нуктада эса локал минимум- 
га зришрдч:

1)> 0;

'П И П 1,87.

Юкоридаги маълумотлардан 
фойдаланиб, бу функциянинг 
графигини чизамиз. (5.8- чиз
ма) А

□ • Функцияларни текши- 
ришнинг умумий схемасидан 
фойдаланиб куйидаги функ- 
цияларнинг графигини чизинг:



103. у -  ¿ j .
у ‘2 О

104. y = T  + i .
105. у = j X 4— 8х.
106. у = X2 e~ix

^  I X arctg 1, X ф 0 да 
У ( 0; х = 0 да.

108. у = 2 - X  —  X 3. И



АНИЦМАС ИНТЕГРАЛ ВА АНИК ИНТЕГРАЛ

1-§. Бошлангич функция ва аницмас интеграл
Хушунчаси. Асосий интеграллаш формулалари

1- т а ъ р и ф. XczR тупламда F(x) ва f(x ) функциялар 
берилган булсин. Агар X тупламдаги барча х ларда 
F(x ) — f(x ) (яъни dF(x) = f(x)dx) тенглик бажарилса, 
F(x) ни /(х) нинг бошлангич функцияси дейилади.

Хар кандай узлуксиз функциянинг бошлангич функ
цияси чексиз куп булиб, улар бир-биридан узгармас сонга 
фарк килади. Хакикатан з$ам, биринчидан, F(x) функция 
/ (х ) нинг бошлангич функцияси ва С ихтиёрий узгармас 
сон булса, F(x) + С ^ам /(х ) нинг бошлангич функцияси 
булади. Чунки (F(x) С)' = F'(x ) -j- 0 = F'(x) = f(x). Ик- 
кинчидан, F^x) ва F(x) лар / (х ) нинг бошлангич функ- 
циялари булса, F,(x) = F(x) -f С булади. Чунки, [F ^ x )—
— F(x )]' = Fi(x) — F'(x)] =f(x) — /(x) = 0. Аницланиш co- 
^асидаги барча нукталарда ^осиласи нолга тенг булган 
функция узгармас сон булганн учун F ,(x )— F(x) =  С 
дир. Демак, F(x) функция /(х) нинг бирор бошлангич 
функцияси булса, унинг барча бошлангич функциялари 
{F(x) -К С}. тупламдан иборат булади.

2-таъриф. /(х ) функциянинг барча бошлангич 
функцияларидан иборат (F{x) +  С} тупламни /(х ) функ
циянинг аницмас интеграла дейилади ва | f(x)dx каби 
белгиланади. Шунд-й цилиб, § f(x)dx=F(x)-\-C. Бу ерда
/ (x)dx интеграл остидаги ифода, „ ( “ — интеграл белгиси, 
С эса ихтиёрий узгармас сондан иборатдир. F(x) эса /(х ) 
нинг бирор бошлангич функциясидир.

А н и ц м а с  интегралнинг  хоссалари:
I- \f{x )dx  j = /(х ) ёки d j/(x )afx  = f{x)dx.

II. j  F'{x)dx — F(x) -j- С ёки j  dF (x) = F (x) 4- C.



III. j  af{x)dx = a j  f(x)dx, яъни узгармас сонни ин
теграл белгисининг олдига чи^ариш мумкин.

IV. J [  /,(х) ± /2(х) \dx= j  A{x)dx ± J  f-,{x)dx, яъни 
йигиндининг интеграли интеграллар йигиндисига тенг.

Асосий интеграллар жадвали:

1. - +  С’ ^ - 1 - 

2. J x~'dx — = In \x\ -(- C.

3. *)\axd x = - ^ +  С (a>0, аф\). 6) §e*dx=ex+ C.

4. |  sinxdx = — cosx + C.

5. j  cosxdx = sinx +  C.

*• S d * dx = tex + C-

1- \ s ^ T dx = - ^ x + c -

M 7 & = a r a : " ^  +  C

9- 1 г ^ - т ^ ‘8 т  + с -

10- L + 5  = i l " + c.x + a
Бу формулаларнинг >;ap бири шу интеграл остидаги 

тенгламанинг унг томонидаги функдияларнинг аникланиш 
со^аларининг умумий ь; и см и да уринльдир.

1- ми со л. Интегрдлнинг хоссалари ва асосий интеграл
лар жадвали дай фойдаланиб, куйидаги интегралларни то- 
пинг:

1) j  у^х2 dx\ 2) j  (х2 + 5ydx\
3) J  1 dx, x Ф  0; 4) j  tg2xdx;

x = k*’ 6) J5 Xdx.
Д. l ) § y x 2dx интегрални топиш учун каср даражадан

фойдаланиб, берилган интегрални § x 3dx куринишда ёзиб 
оламиз, кейин 1-формуладан фойдаланамиз:
200



2) J (* 2 +  bfdx интегрални топиш учун аввал икки 
з̂ ад йигиндисининг куби формуласидан фойдаланиб, инте
грал оетидаги функцияни ёйиб ёзамиз, кейин IV  хосса ва
1-форм у ладан фойдаланамиз:
J(x 2 +  5 fdx  = J  (хв +  15л:1 +  75х2 +  125 )dx = j  х Ч х  +  

+  15 jx 4dx + 75 \x2dx-\-\2b\dx= у  +  Зх3 +  25х3 +  
+ 125х +  С.

3) 1~2,+̂ '5~~~1 ^JC=1 ( х 2 +  2 — х 2 j dx =
з i i ± ±

= J  х 2 í/x+5 j  х 2 dx— j  х 2 dx — — (- 5 ---
Y  Y

— ^ - + C =  |  x x ^  -  2x^+ C  = 2 / x  ( y  x 2 +
T

+ | x  — l)  +  C.

4) J tg2xrfx ни tg2x = sec2x — 1 формуладан фойдала* 
ниб топамиз:

j  tg2xdx = j  —L- d x — J  dx = tgx — x + C.

5) J sí~jxcos-x ' ни топиш учуй интеграл оетидаги функ
цияни

_  1 _  SÍn2JC + cos2x  _  1 . 1
sin^-cos^ “  sin2*  • eos2*  cos-x ' slivx" ‘

каби узгартириб оламиз. У ^олда

í  ~sÍñ2xcos'2x =  í ¿ l r +  1 ж  =  ^ - с ,е х  +  С -

6) J  5хdx ни За-формуладан фойдаланиб топамиз:

í s ' ¿ x = t5 ‘ + c - а



□ . Асосий интеграллар жадвалидан фойдаланиб, цуйи- 
даги интегралларни топинг:

'■ [ £ = . ̂ У5х

2. J  ( / X — \í xfdx.

о С dx
J + •

4. J  sin2 ~  dx.
к  f _ _ £ £ £ 2£ _ z / v

J  S Ín 2AXOS3X  
(* 3-2ctg_̂ _ ^
J  COS2Jt

7. J ( s in | - c o s y ) 2* .

8. \ í í t l p £ . a x .J  X2

Жавоб. I X2— j/rxr + 

+  |-л:3/ ^ г+ С . 

Жавоб. — -j— arctgx+C. 

Жавоб. y  — g- s’n* +  C. 

Жавоб. — ctgx — tgx +  C. 

Жавоб. 3!gx +  2ctgx -f- C. 

Жавоб. X -f cosx +  C. 

Жавоб. 4lnx---—  — - +  C.
у  X  X

Жавоб. ex + tgx + C.M 1- cos2* )  dx.

^°* J  3̂  ( 1 ~¿r) dx. Жавоб. - ^ - b - L + C .  Щ

2-§. Аницмас инте^лни  топиш усуллари

а) У зга.ру в ч ини алмаш тириш у сул и .  Теоре- 
м а. /(х ) ва ср\t) функциялар берилган ва /(ф(0) аниклан- 
ган булсин. Агар qp(¿) дифференциалланувчи булиб, /(х) 
нинг бошлангич функцияси мавжуд булса,

j  f(x)dx  = j  /(ф(О)ф'(О^ (О
тенглик уринли бу'Лади.

1-м и со л. Куйидаги интегралларни ÿ3rapyB4HHH ал
маштириш усули билан топинг:



5) 6) |  \gxdx.
Д . 1) Агар ¿ = х — 3 десак, dt = с?х буладн. Бу бел- 

гилашдан фойдалансак, берилган интеграл <|* tъdt куриниш
га келади. Энди бу интегрални жадвалдаги 1-формулага 
асос^р ^исоблаймиз:

1 , 5 Л “  г г г + с - ^ * + с “ | ( д:- 3>, + с -
2) /Зx-\■Ъdx интегрални ^исоблаш учун узгарувчи- 

ни алмаштирамиз:
Ь = Зх + 5, бундан

dt = ¿(Зх л-{- 5) = (Зх -Ь 5)'с£х =  Зс/х.

¿х  ни топамиз: dx=s^dt. Бу >(Олда берилган интеграл 
цуйидаги куринишга келади:

|<3* +  5 Я Л = | ^ . |

Энди бу интегрални жадвалдаги 1- формулага асосан 
^исоблаймиз:

| / З х  +  5й?х= t~dt = Y - г ^ - + С = | - Д  + С =

2 ^= |(З х  + 5)* + С .

Энди берилган интегралдаги 1пх нинг урнига г! ни ва —  
нинг урнига сН ни цуйсак, у куйидаги куринишга келади:

Энди бу интегрални жадвалдаги 1-формулага асосан 
з̂ исоблаймиз:

¿х = | ЛИ  = х + С= 7  1п,;с +  С-
оч Г -«¿л:о) J | интегрални топиш учун узгарувчини алмаш

тирамиз: ¿ = ха-+-1. Бу *олда dt—d(x'i-\-\)~(x'1-\-\ydx=> 
= 2хйх булади. Бундан йх = ~  dt, энди берилган инте-



гралдаги х2 +  1 нинг урнига t ни ва xdx нинг урнига 
—■dt ни куйсак, у

С xdx С 2 dt I С dt 
J  x2+ l ~  J  t ~  2 )  t ,

куринишга келади. Демак, узгарувчини юцоридагидек 
алмаштиргандан кейин берилган интеграл жадвалдаги 2- 
формулага келар экан. Шунинг учун

L - f r  - - И  т  “  >  и  + с  = - г + с -
Р е^~4) \ - -r—- dx интегрални топиш учун узгарувчини ал- \ х

маштирамиз: Р — х, кейин dx ни топамиз:
dx = 2 tdt.

Бу ^олда, берилган интеграл цуйидаги куринишга ке
лади:

J  - е~—~ dx— J -j- 2t dt — 2 j eldt.

Энди бу интегрални жадвалдаги 3,6 - формулага асосан 
^исоблаймиз:

f -?-Ldx  = 2 f é-dí = 2e‘ + C = 2ev* + C.
J  V X  J

интегрални деоблаш учун узгарувчини 
алмаштирамиз: t = lnx, бундан dt ни топамиз:

dt = d{\nx) = (lnx)' dx = -i- dx.
6) J  tgxdx интегрални ^исоблаш учун ^ам аввал уз

гарувчини алмаштирамиз: t = cosx, бундан dt ни топамиз:
dt — d( cosx) = (eos x)'dx = — sinxdx.

Энди берилган интегралдаги cosx нинг урнига t ни ва 
sin xdx нинг урнига — dt ни цуйсак, у куйидаги кури
нишга келади:

С tsxdx -  [ slnxdx -  í — ____ f—J  § J  cosx J  t J  t ’



Бу интегрални жадвалдаги 2-формулага асосан *исоб- 
лаймиз:

Jtgxdx = — j y  — — ln |<| +  С = — ln |cosx| -f С. Д

□ . Куйидаги интегралларни узгарувчини алмаштириш 
усули билан топинг:

11. J/ 5 x  + 3dx. Жавоб. -¡|-(5х + 3 )/5 х +  3 +  С.

12. jx (x 2 — 1 )3dx. Жавоб. -g-(x2 — l)4-j-C.

13. Jx  /  1 +  x* dx. Жавоб. 1 (1  4-x2)/ l- f x 2 +  С.

I4- ■ * a>°6- -  зС + Т ? +  c
15. • Жавоб. 1  arcfgx3 4- С.

16. J ctgxtíx. Жавоб. ln (sinx) 4- C.
17. J cos(5x — 2>)dx. Жавоб. 1  sin(5x — 3) 4- C.

18. J* sln2x eosxdx. Жавоб. -1 sin3x 4- C.

19. j  T T ^ '̂ x- Жавоб. (arctgx)2 + C.

20. j" x-ex*dx. Жавоб. y  e* 4- C.

21. Г xí x=. . Жавоб. l-(x + l)/ x + T - 2 y  x + T + C .J / X — 1 ó

22- 1 гЙ?п£ • Жавоб. arctg (sinx) +  C.
б ) Б у л а к л а б  интеграллаш  у сули. Бу усул, 

и(х) ва v(x) лар дифференциалланувчи функциялар бул-
ганда, j  udv интегрални J  vdu интегралга келтиришдан 
иборат булиб,

j  udv = uv— J  vdu (1)

формулага асосланган.
2-ми со л. Куйидаги интегралларни булаклаб интеграл

лаш усули билан топинг:

1) Jx-cosxrfx; 2) |  ln xdx;



3) j  arctgxdx; 4) J  dx\

5) j  x-e~2xdx.

A . 1) Jx co sxdx ни топиш учун и = x, dv == cos-tó* 
белгилашларни киритамиз. Бу ^олда

du = dx, V = sinx
бÿлaди. Демак,

j  xcosxdx = xsinx — J  sinxcfoc = xslrux +  cosx + C.

2) j  \nxdx ни топиш учун u = \ пх, dv=éfà) белги- 
лашларни киритамиз. Бу о̂лда

, dxdu= — , v = x ,х )
б)?лади. Демак,
j  ln xdx = x-lnx — j x ^  =x-lnx—j  dx - д:-1пл:—x -f C.

3) j  arctgxdx интегрллни топиш учун « = arctgx,
dv = dx белгилашларни киритамиз. Бу ^олда

j  dx
TÏ3c2* ® = *

бÿлaди. Демак,
^&xcigxdx—xdxcigx— = x-arctgx— ÿ  ln|l -\хг\-fC.

4) Çh^Ldx интегрални топиш учун и= Inx, dv=
J  v i  V х

белгилашларни киритамиз. Бу о̂лда

du= Ц-, V = 2 / x

бÿлaди. Демак,

jl~=.dx = 2 / x Inx — 2 J У X ~J~ — ^ x *пл:— ~

= 2 / x lnx — 4 / x -j- С = 2/ x (lnx — 2) +  C.

5) j  xe~2xdx ни топиш учун u — x, dv = e~2xdx 
белгилашларни киритамиз. Бу о̂лда



du ~  dx, V =5 4- e~2x

б)̂ лади. Демак,

j  xe-2xdx= — -Lxe-2x + ~ f  e~2x dx =

= — Y xe~*x~ T  e~2x + C=z ~ T  e~2x(2x +  1) + C. A
□ . Куйидаги интегралларни булаклаб интеграллаш 

усули билан топинг:

23. J" x-sinxcíx.

24. j xAnxdx.

25.  ̂arcsin xdx.
26. jln 2xdx.
27. J(x2+1 )exdx.
28. íxcos2x£/x.

29- j V * l nxdx.
30. jxarctgxi/x.

31. jx 2es*dx.

32. jx 2 ln xdx.

Жавоб. —xcosx + sinx+C.

Жавоб. -j (iln x — 1)4 C.

Жавоб. xarcsinx+ >/1—x24-C. 

Жавоб. x(ln2x—2lnx+2)+C. 

Жавоб. ex(x-—2x + 3)+C. 

Жавоб. ysln2x  + cos2x-|-C. 

Жавоб. | x / í  (ln x —

Жавоб. arctgx - | -  +  C. 

Жавоб. e3jr(9x3—6x -f12) + C. 
Жавоб. 4- X s (lnx — 3) + C. Я

3-§. Рационал касрларни интеграллаш

Сурат ва махражи
Р(х) ■=* апхп + а„_ix"-1 + . . .  + а,х +  а0,
Q (х) = bmxm + 6m_ ххт -1 +  . . .  +  öjX +  b0 

куп>;адлардан иборат касрга рационал каср дейила-
ди. Агар п < т  булса, бу касрни туера каср, п >- т, 
булса, бу касрни mmÿFpa каср дейилади.

р (х )Агар булса, Я(х) ни Q(x) га булиб, ни
^амма вацт тутри касрга келтириш мумкин. Ана шундай



касрларни интеграллашнинг баъзи оддий ^олларини кура- 
миз:

и. Jj^ tdx = Al(x-a)-‘d(x-a)~A^' * + С. 

HI. L  +%  ■
III интегралнн ^исоблашда х2 рх + q квадрат уч^ад- 

нинг илдизларига царзб, учта ^ол булиши мумкин.
а) Квадрат уч^аднинг илдизлари а̂циций ва бир хил: 

Хх =  х2 =  х0. Б у ^олда х2 + рх +  q = (х — х0)2 булиб,

i dx
’Х 1 4- рХ /д  интеграл иккинчи ^олга келади.

б) Квадрат уч^аднинг илдизлари а̂циций ва а̂р хил: 
ххф х 2. Бу *олда х2+рх + q = (х — хх)(х — х2) булади. 
Энди берилган касрни оддий касрларнинг йигиндиси шак- 
лида цуйидагича

1 _  1____________  А , В
jc'2 + рх + q (х — хг)(х — х3) х — хх x — x-i

ёзиш мумкин. Бу ердаги А ва В  узгармас сонларни уз- 
аро тенг куп^адларнинг мос коэффициентларининг тенгли- 
гидан фойдаланиб топилади. Шундай к;илиб, бу зол ^ам 
биринчи ^олга келар экан.

с) x’J Jr рх-] q квадрат уч^аднинг илдизлари комплекс 
сон булса, интеграл куйидагича топилади: 
г dx __ i*_______ dx__________ ______________ ________________
J  *2 + p x  +  q —  J  / p \2 P i ~  (  p \ i /1 / p~sX2 ~  

[x + 2 ) +q~4 (*+ ~2 J +( V  i - 4-

= —7=  arctg x —  + C.

1- м и с о л. Куйидаги интегралльрни топинг:
n f dx . f dx .
; J * 2 ~ 6 j c  + 9 ’ ’ J ( x — a )(x  — b )'

3 > 4 > Ы к т п г

» i *
dxI ха _  6* + 9 HHTerP ^ a  xJ—6x+9=(x—З)2, шунинг 

учун
f dx С dx _ {x — 3)1-2 1 n _  n 1 _
Jx2 — 6* + 9 ~  J  (x — 3)* 1-2  b x — 3 '



Í dx
(х — а) (х — Ь) интегРал остидаги функцняни икк» 

оддий касрларнинг йипшдиеи шаклида цуйидагича ёзиш 
мумкин:

______ !_____ __ -±-(-А________1_)
(х  — а) (х  — Ь) Ь — а\х  —  Ь х — а<\

Шунинг учун
Г йх _  1 Г/' 1__________1___\ , 1 С Лх  __

— а) (х — Ь) Ь — а ^ х  — Ь х  —  а ' Х  Ь — а )х  — Ь^(х — а) (х — Ь)

— -г-!— = т~~ 1п \х — Ь\ — т—-— 1п |л: — а\ +  С =Ь — ао х — а Ь — а 1 1 Ь — а 1 1 1
I , I х — Ь I , ~= г— - п -----  + С,Ь — а I х  — с  |

3) — \х + 4 интегРалДа х3—5х.+ 4 = {х — 1)(х — 4)*
булгани учун ин,теграл 2-мисолдаги каби

ёх  (’ йх __ 1 . I х — 4 . „
О агЭ — 5л:+  4 ~  У(х — 1)(х — 4) ~  "3 I ж — 1 +

куринишда булади.
4) 3 х2_ 2Х Л- 5 интегралда х1 — 2х +  5 нинг илдизлари:

комплекс сон, шунинг учун
г* ¿¿х________ с ¿х  ____ Р______ ________ __
3 лга — 2х + 5 “  3 (х— 1)2 +  3 —  3 (д; _  1)2 4  ~

■‘ 7 Г г:Лг‘- 7 ? + с - '

□ . Куйидаги интегралларни топинг:

1|ТТТГ- ■ Жавоб. 4(^.1.11. +  С.

Ж “ ™ 6- Ч ^ |  + С'

Ы 1 г Т 5  • Жаво6- 7 |п 1 Й 1  + С-
36. §е* йх Жавоб. -£е* + С.

37- ¡ ^ г + Ъ  ■ Жавоб. 1  а г с + С.

38‘ 1(х* — 2х+ 1)2 • Жавоб. — з (д. _  1)з + с ■
39- ¡7Т2- Жавоб. х — 21п|х + 2| +  С.

40* Ы 1 г + Г  Жаво6- 4 Ч Ш 1  + С-
14— 199 209



41. [ 4̂ -+ ¿ - 3- Жаво6' { 1п

42- I Ых Жавоб. ~  In 13+4~ '/22
2х + 3|

.fob
+ с.Зх* + 8х — 2 '  . ' / 2 2  13+4+j/ 22

fo
IV. [ г ? п г г г т г  “  f i  — -ft- a‘ ft d*- Аввал 6=J 6aA:J + 6^  + 60 63 J  3 1 £i , £0л ~t" 7Г"4 H~ Г"02 02

= -rL , a = —, p — -r-, q ~ г  деб белгилаб оламиз. У хол-£?2 #1 С?2 0д
Да
Г Д1* + До = Ь Г_£ ± £ _//х  -  А Г 2* + 2а dje _

J  b0Jĉ  + biJC -Ь 6о ) x * + p x  + q a X ~  2 ) x * + p x  + q a K  ~
Ь с 2 х + р  + 2 а - р , ft Г 2 х + р ,
2 J  х* +  рх +  q а  2 J  х* +  рх +  q й Х  "г"

+ W ? T ^ F 7 * ' - T i % j i T f +  ‘ ( « - i )  х
х  L  / ,1 т , “ т |п '** +pji+ ‘'i ^ 1К я ~  1 )1 ,■ + £+v ■

Бу ифодадаги интеграл х1 + рх -f q квадрат уч^аднинг 
илдизига к араб, III интегрални дисоблашдаги а, Ь, с >;ол- 
ларнинг биттасига келади.

V. dx интеграл махражидаги куп>;аднинг илдизи
каррали булган ^ол. Бу хилдагй интегралларни мисоллар- 
да тушунтирамиз.

2-мисол. Куйидаги интегралларни ^исоблайлик:
.. (* хdx , 0. f* dx 
'  ) ( х — 1)(лг — 2)3’ '  ) х * — х2'

Д . 1) даги интегрални топиш учун интеграл остидаги 
тугри касрни содда касрларнинг йигиндиси шаклида ёзиб 
оламиз:

х А  , В  , С , D
-Г '(jc — 1)(jc — 2)3 х — 1 1 jc — 2 1 (х — 2)2 1 {х — 2)3 1

Бу  тенгликни каноатлантирувчи коэффициентларни топиш 
учун тенгликнинг икки томонини (л: — 1)(х — 2)3 га 
купайтириб
А (х -  2)3 +  В (х  — l)(x—2)2+C(x—l){x—2)+D(x—l)=x  
тенгламага ёки ундан
Л(х3—6х2 — 12х—8)-ЬВ(х3-5х2+8х—4)±С(х2—Зх + 2) + 

+  D (x — 1) = х 
тенгламага эга буламиз. Энди л: нинг бир хил даражалари 
210



олдидаги коэффициентларини тенглаштириб, цуйидаги тенг- 
ламалар системасига эга буламиз:

А + В  = О,
С — 6Л — 55 = О,
12Л +  85 — ЗС + О =* 1,
2С — О -  8Л — 45 = 0.

Бу системани ечиб Л = — 1. 5 = 1 ,  С =  — 1 ва й=2  
ларни топамиз. Демак,

*  — 1 1  1 . 2  
{х — 1)(лг — 2)з ~  ( * - 1 )  +  (х — 2) (х  — 2)2 (х  — 2)3 '

Энди бу тенгликнинг а̂р иккала томонини ин теграллай- 
миз:

С х<1х __ (* ¡1х . Г с1х Г йх .
3 (х  — 1)(л: — 2)2 3 х — 1 +  3 л: — 2 ~  3 (х  — 2)2 +

21(лг — 2)з =  —  1п 1^— М +  1п \х ~ 21 ~ ( а ;_  2) +  (л: — 2)2 +

+ С = 1п-  1п п и
л: — 2 + + с.(л: — 2) 2(х — 2)2

Í dxу3__ — интеграл остидаги каср махражининг илдиз
лари з̂ акикий, уларнинг орасида карралилари ^ам бор: 

х3 — х2 = х2(х — 1).
Шунинг учун интеграл остидэги касрни

1 = 1 = _а _  в _ ___ с__
х3-х -  х - (х — 1) х х2 ' х — \

содда касрга ёйиш мумкин. Бундан
Ах{х— 1)+5(х— 1) +-Сх2=1 ёки 
(Л+ С)хг+ (5 - Л );с- 5  = 1.

Бундан
Л + С = 0,
В  —А = О,
- 5 = 1 .

Демак, А — В  — — \\ С — — А — \. Юцоридаги А, В,. 
С ларнинг урнига бу кийматларини цуйиб,

1 1 1 1 , 1



ифодага эга буламиз. Энди бу ифоданинг иккала томонини 
мнтеграллаймиз:

Г Лх =  Г__ Лх_____ г _с[х____ _1п1г_11_
J  х 3 — х J  ̂  — 1) )  х — 1 } х  ¿X'2 ~  1 |Л 11)х2 (X — 1)

— 1п М  + -г + С 1п +  т  =  С.А
□ . Куйидаги интегралларни топинг: 
43. |т г т Ч  • Жавоб. 1п *

44.

45.

) X3 + X '
2х2-3х+ 3  

2х2+ х 
3x2 + 8

йх.

йх.

Жавоб. 1п 

Жавоб. 1п

✓ 1+ лс*
х3

+ С.

X — 1 
X2

Лх3+4х2+4х х + 2

46- ! т ё = ф йх' Жав° б-'"\Щ^\

— —, + с.
X  —  1 1

14
х +  2

1 1
(х-1) (Х - 1 Г

с.
и

VI. интегралдаги С}(х) куп^аднинг купайтувчи-
лари ичида иккинчи даражалилари бор. Бу хилдаги инте
гралларни ^ам мисолларда тушунтирамиз.

3- м и с о л. Куйидаги интегралларни топинг:
Г йх ш 0. [* 7х — 15 .
3 (х2 +  1 )(х2 + 4 )1 )  X3 -  2х2 +  5х а х -

Д . 1) Интеграл остидаги рационал каср содда касрга 
цуйидагича ёйилади:

1 Ах +  В  , й х  + Е
-г(х2 +  1)(х2 + 4 ) х2 +  1 1 х2 + 4 

Бундан
(Ах  +  В)(х2 +  4) + (Ох +  Е )(х г + 1) = 1.

Демак,
(А +  й )х г + (В + Е )х 2 + (4Л + й )х  +  (4 В  + Е ) = 1.

Бу тенгликдаги бир хил даражали номаълумларнинг 
олдидаги коэффициентларини тенглаштириб

Л + £> = О,
4А + О = О,
В  + Е = 0 ,

А В  + Е =  I
■системага эга буламиз. Бу системадан эса А = 0, И = 0, 
В  = , Е  — — у  лар келиб чищади. Шундай цилиб



2) интеграл остидаги рационал касрни содда касрга 
цуйидагича ёйилади:

7дс — 15 =  7х-  15 =  А_ Вх + D 
je3 — 2л2 + 5х х(х'• — 2jc -Ь 5) х ' х" — 2х 5 ’

Бундан
(А +  В) X2 + (D -  2А )х  +  5Л = 7х -  15

тенгламага эга бÿлaмиз. У ^олда А = — 3, В ~  3, D =  г 
б̂ л̂ади. Демак,
Г / х ~  dx = — f— dx +  (* 1 -= = — 31n X  -f- J X3 — X2 + 5x J X ' J  xJ — 2x -f 5

2x +  -ó- о »2x
3 rfx = 4 r

2* + 5
2
■dx — 3 In |x| =2x +  5 “ " v 2 J  X2 — 2x +  5

_  3 f (2 x - 2 ) ¿ x  . f  dx _  o . . i 
~  2 Jx 2 - 2 x  + 5 J  x'J — 2x -|- 5 d l n l* l

= ~  In \x3 — 2x +  5J — 3 In \x\ + 4 j (x _ dx)2 --- j  =

= In |x2 — 2x -f 5| — 3 In \x\ + 2 arctg ^ - i + C .^

□ . Куйидаги интегралларни топинг.

47 f -----ÎË _J (x2-3)(x2+2) '

48.

49.

f dx 
J  x3+4x ‘

5x + 2 
Xa + 2* -+■ 10 '

dx
xi + 3x2 •

Жавоб. 1 -ln X - У з

Жавоб. -г ln

10ÿ з |х  + /  з

--- 1-=. arctg -7= + C.
5 к 2 ö / 2

1 , lx(
4 / 4  -f хз

+ с.

Жавоб. у  ln |x2 +  2x 4- 10| —

— arctg 1 + C. 

Жавоб. - 3- U  arctg -̂ = +

+  C .H



4-§. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

У? рационал функция булсин. ]^(лг, х *, х9 , . . )й х
интегрални карайлик. Бу ерда а = —  , В = — , . . . ра-
ционал сонлар булиб, к — уларнинг умумий махражи 
■булса, у *олда х = 1к алмаштириш ёрдамида юцоридаги 
интеграл рационал функцияни интеграллашга келади.
]/? (х, (ах +  Ьу , (ах +  Ь)?, }/? (х
/ах + интеграллар эса ах Ь = **, ах- +~- =/*\сл: + сИ * '  г ’ с* + й
алмаштиришлар ёрдамида рационал функцияни интеграл
лашга келади.

1-м и со л. Куйидаги интегралларни топинг:

г .  /•5) )тт-
д . 1) д: = ¿6 алмаштиришни бажарамиз. Бу ^олда 

йх = булади. Демак,
с лх_______ с „ С ^ « Г̂ 2 +1 —I
1(1+ ^ ) / 7  Ь  + ^ 3 631 + ^ ^ - 63-ТТ7?- 

= б|(1 -  ^ ^ = 6 ^ - 6 ^  = 6(/-агс1§ /) + С =*

~  (У  х — arctgу 'х) 4- С.
х _2

2) £* —  ̂ ■ алмаштиришни бажарамиз. Бу ^олда
2 4£

х  ва ~  (~[ ¿ ¿ у  булади. Демак,

5 т / Ч *  “ х “  ^  ( ‘ '• (Т ^ = л  -

— 21 Ц 5=ТГ1> <“  -  21 ьГГ. -  2\<“  “  1" К  -  и  + С “  

- | п ^ + / Э - 2 / ^  + С.1̂ лг — —2 ’ х



3) ¿8 = 2х — 3 алмаштиришни бажарамиз. У ^олда 
х = у  (¿3 4- 3) ва йх = у  РсН булади. Демак,

3тг Реи

= 1 Н - 4 1 л  + 1 г т 1 - т ' ! - т '  + |1'1 '+ Ч  + с “
2

= 4  (2* -  3 )3 -  (2* -  3)3 + 1п | / 2 *  + 1 +  11 + С.

3/ 2  — х4) Интеграл остидаги ифода х ва у   ̂ га нисбатан
2 — х

з ,

рационал функциядир. Шунинг учун ¿3 = алмаш •
тиришни бажарамиз. Бундан

2 — 2̂ з -з 4Р — 12*2 ,,
х  —  1 +  <3 • 2  *  —  !  +  <3 в а  —  (  1 ¿ 3 ) 2  М

булади. Демак,

С 2-  1 / ~ х Иг - Г2(1 +(Ъ){- 12% / 3 И -  
3 ( 2 - х ) 3 Г 2 + х Л 3 16 <«(!+£»)* а 1  2 1 1 *

- ¿ + ‘ - # 1 Ш Г + с .
5) ¿2 = х2 -+ 2 алмаштиришни бажарамиз. У >{олда 

х2 — Р  — 2 ва хйх = d̂t булади.
Демак,

„  | ( С _ 2 ) Л  = ] > л - 2 | л  =

= у  — 2̂  -Ь С = -̂  / (* *  +  2)3 — 2 / х а +  2 + С .А
□ . Куйидаги интегралларни топинг.

б/~ 1
51. ГД +--~х— йх. Жавоб. -ту-х 3 +  С.

*л/х + у 7  2

52. № +У *  йх, Жавоб. - |*Т + б аге ту  х + С  
 ̂ *(1 + / * )  *

53- й  К  1т г л - с -  4  V ( + £)’-
54. ^ху'Ъ — хйх. Жавоб. -|-(л;2—х— 6)/"3—х-\-С.



55. |/ а  — х  йх.

56.
р хйх
«) У  2 х -4“ 1 Ч~ 1

57 (* йх

5 8 .

1/ (х — 1)з(л:+2>-
(• йх
) (1 —Х )У  1-ЛГ2 •

59. 2 ) / ; ^

X  л — % Н- с,
Жавоб. Щ ±(2У2х+Т-3)+С.

;. Жавоб. 4 | /  |-т4 +  с.г5 с! Г л: + ^

Жавоб. | / + С.

-|агсз1п х +  С.

60. Г / ЗД = . Жавоб. 1  (х1 -  4 )/ З е Т 2  + С. .)/;с2 + 2 3
5-§. Тригонометрик функцияларни интеграллаш

1. | « ( 51л х, с об х) йх куринишдаги интегрални царай-
лик. Бу ерда Я  (э т  х, совх) ифода э т х  ва совх ларнинг 
рационал функцияси булсин. Бу хилдаги интегралда турт- 
та хусусий ^ол булади:

1) Агар соэх нинг ишораси узгариши билан Я  фпх, 
совх) нинг ишораси узгарса, I — з1пх алмаштириш ёрда- 
мида /?(зтх, соях) функцияни Ь га боглик рационал 
функцияга келтирилади.

2) Агар э тх  нинг ишораси узгариши билан Я  фпх, 
соэх) функциянинг ишораси узгарса, ¿ = созх алмаштириш 
оркали Я  (этх , соэх) функция t га боглик рационал 
функцияга келтирилади.

3) Агар в^х, совх ларнинг ишоралари бир вацтда 
узгарганда Л ^пх, §соэх) функциянинг ишораси узгар- 
маса,  ̂= tgx алмаштириш ёрдамида ^(этх, соэх) функ
ция  ̂ га боглик рационал функцияга келтирилади.

4) Агар /?(зтх, соъх) функция учун юкоридаги з̂ ол-
ларнинг ^еч бири уринли булмаса, Ь = tg у  алмаштириш
ёрдамида /^¡пх, собх) функция I га боглик рационал 
/функцияга келтирилади. >(акикатан зам,



Y  = arctg¿ ёки x = 2arctg/, бундан dx = булади.
Шунинг учун интеграл остидаги slnx, eos* ва dx нинг 
урнига юкоридаги t оркали ифодаси куйилса, интеграл 
остидаги ифода t нинг рационал функцияси булади.

Э с л а т м а .  Туртинчи *олдаги t = t g —  алмаштириш юкори
даги туртта *ол учун *ам яроцлидир.

II. J  vn^xdx-, |  cosinxdx; Js in^ j’c-cos^.’cúíx куриниш- 
даги интегралларни топишда:

eos2*  =  4- (l+cos2x), sin2*  = -̂  (1 — cos2x).
1sinx-cosx = y  s¡n2x

формулалар ёрдамида интеграл остидаги функциянинг 
даражаси пасайтириб борилади ва охири sin&x ва coskx 
функцияларнинг ток даражасига келтирилади.

III. jtg ”x; je tgnxdx куринишдаги интеграллар t — tgx 
ва t — ctgx алмаштиришлар ёрдамида топилади.

IV. jsinax-cosbxofx; ^s\nax-s'nbxdx\ Jcosfl xcosbx dx 
куринишдаги интеграллар

s\nax-cosbx = y  [sin(a-f b)x +  sin(a — b)x]. 

sinax-sinfoc = y  [cos(a — b)x — cos(a +  6)x]> 

cosax- costo; = [cos(a -f b)x + cos(a — b)x|

t формулалар ёрдамида топилади.
V. У  а1 + x2 ифодалар катнашган интегрални топиш

да мос равишда x = atgt, x = as'nt каби белгилашлар- 
дан фойдаланиш кулайдир.

1- мисол.  Куйидаги интегралларни топинг.
1) js ’nbxdx\ 5) jsln3xcos3xdx;
2) |s'n4xcosA:ú?x; 6) Jsln3x-s¡n4xí/A:;



3) fcos4xfi?x; 7) J c o s y  x-cos 3xdx\
4) j*tg2xdx\ 8) \\, 4 — x2dx.v
Д. 1) j  sinbxdx интеграл I турдаги интегралнинг ик- 

кинчи хили булгани учун аввал берилган интегрални
js'n5;«/* = js :n4.xs'nxfii;>c = |(1 — cos^^-sinxisfA: 

куринишда ёзиб олиб, кейин t = cosx деб белгиласак, 
берилган интеграл

\ sin sxdx— — j* (1 — t2ydt = — j ( l  — 2P +  t*)dt 
куринишга келади. Демак,
js ’n['xdx = — j  dt + 2 j  t2dt — jt*dt = —t +  у t3 —

— у  +  С = — cosx + у  cos3x — у  cos 5x + C 
булар экан.

2) f sin4xcosxrf.r интеграл,ги топиш учун ¿ = s’nx ал
маштиришни бажарамиз. Бу з̂ олда dt = cosxdx булгани 
учун

jVn4xcosxfli.x = j tldt = у  t5 -f- С = у  sinsx + С 
булади.

«3) Jcoslxdx интегрални топиш учун II коидани кул- 
ланиб, куиидагига эга буламиз:

Jcos*xdx — j(cos^xfdx = y f ( l  -)- cos2x)2dx —
= y [ \dx |cos2xd(2x) + jcos22xdx.

Бу интеграллардан биринчи иккитаси жадвалдаги интеграл- 
лардир, учинчиси эса яна II коидадан фойдаланиб топилади:
Jcos22 xdx = у |(1  +  cos4x)g?x = ~\\^х +  у|соз4л:й?(4д:)=

= у  + 4 sin4x-
Бу ифодани юкоридаги тенгламага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

jcosixdx = у(д: +  s,n2x + у  +  у  si,n̂ )  -f С =
3 1 1= у Х  +  -|-ksin2A: + э1п4л: +  С.



4) jtg ’xúfx интегрални топиш учун III коидани цул- 
ланамиз. У золда t — tgx, x = arctg/ ва dx — d* бу
лади. Демак,

í  4'xdx  = J,(■ r f p : = i t  -  J|i t - J ГТ7Г =
— t — arctg¿ +  С = tgx — x +  С

булар экан.
5) jsin3x-cos3xdx = Js ’n^cos'X-cosXí/x =

= jsin3x (l — sin2x)-cosxdx.
Энди t = sinx алмаштиришни бажарсак, берилган интег
рал куйидагича топилади:

jsin3x • cos3xdx = j¿ 3(l — t2)dt = I  t3dt — j  tbdt =

=  4 -  4  +  С  =  " t  s i n 4x  —  1  s i n 6x  4 - C .4 6 4 6

6) js :n3xsin4xcíx интегрални IV коида ёрдамида топи
лади:

Jsin3x-s!n4xrfx = -g-j [cos(3 — 4)x — cos7xjdx =

= - Ij cosxdx— ijcos7xdx = j  sinx — -1 sin7x -f C.

7) jcos-|-xcos3xdx интеграл зам IV  цоида ёрдамида 
топилади:
Jcos jX»cos3xí/x = - jj[cos (4  ^  З^х+cos^y — 3)xWx =

l ff 13 . 5 1, l i . 13 , 1  
~  T J  LC0S 3 *  +  C0S 3 x \dx  — 2 ' I3 Sm 3 X  2

T
1 . 5  3 . 1 3  , 3 . 5  . n• ^ sm T x + C = 2Bs n ¥ x +  -sin  3 X + C.
3

8) J | / 4—x*dx интегрални топиш учун x = 2sinJ¿ ал
маштиришни бажарамиз. У золда dx = 4sin¿-cos¿úí¿ ва
t = arcsin | / y  булади. Демак,

J-)/4 — x^dx = j*-»/4 — 4s n2¿-4sin¿-costdt =



— 8 ̂ |/ 1—этЧ  ̂ ¡п/совМ = 8|соз2̂ -51лг#/ = 

= — 81 г2йг = — - г3 + С = — соз3/ + С =

= ~  4  соз3(агсз!п /£ • ) + С = -  К  |/  1 -  у (
булади. А

□ . Куйидаги интегралларни топинг.
соэЪо/л:; 3

■з
з т 4хс?х;

1

61.

62.

63.

64.

65.

66.
67.

68. 
69.

С

2 1 )Кавоб. в т х — ^з!п3х +  -=-5т5х-(-С.

Жавоб. х ---^з’п2х
5

2
32'̂ М Х + С.

з'п’хсоэхйх; Жавоб. -$■ з!п8х 4- С. 

со$*хъ\пхйх\ 

tg гхйх\

Жавоб. — с т ’х + С.

Жавоб. ~  tg2x —  ̂1п(1 + 1£2х) + С.

ctgixdx■,

з1п3хсоз5хо!х;

Жавоб. — — с^х — х-\-С.
О

Жавоб. усо з2х — -¡̂ -созбх+С.

з!пЗхсоз5хй?х; Жавоб. усс^х- 16соэЗх+С'.

5!пах-з'п^х£/х; Жавоб. 1

1
2(а+Р)

70. | /  9 — х‘йх\ Жавоб. -^агоэту +

зш(а +  Р)х +  С.

■ х /  9 — х2 + С.

6- §. Аниц интегралнинг таърифи, хоссалари ва 
аницмас интеграл билан богланиши

Бизга [<?, Ь] ёпик ораливда у = /(х) чегараланган 
функция берилган булсин. а = х0< х ,< х 2< . . . < хп =Ь 
нукталар билан [а , Ь\ оралщни п та [х0, х ,], [хи х2], 
. . . , [х „_ь хп ] ораликларга буламиз. Б у ораликларнинг 
узунликларини мос равишда Ахь Дх2, . . . Ах„ лар билан 
белгилаймиз. Бу ерда Ахк = хк — х*_ь к = 1, 2, 3,. . ., п 
(6.1- чизма). Энди ^ар бир [х*_ь х* ] оралиедан ихтиёрий



Баъзи лолларда х — ф(0 алмаштириш урнига тескари 
¿=ф(х) алмаштириш цулланилади. Бу ^олда а ва ¡3 бе- 
восита а = <Н«) ва Р = (̂Ь) тенгликлардан аникланади. 

1-мисол. Куйидаги интегралларни дисобланг:

»¡¿тЬг(х + I )8 { V х - 
%

1п2 "2
2) 1" V ех— 1 йх\ 5) [созЪ^п-Ы х;

о о
3 2

3) Цх2, 9 — х* ёх\ 6) |-<1*
х + х2 ‘-1 1 

Л- 1) 1 = х-\- 1 алмаштиришни бажарамиз. Бу >*олда 
л: = 0 булганда ¿ = 1 вад:=1 булганда Ь — 2 булади. 
Демак,

О 1 1 1 1
(V/ I2 I2 1 I2 1+ ] ^  = Н 1+ 2 Ш  |1- 1 | 1= 2 - 1  +  2 1 п 2 - т -1-1=,

= 4 + 2  1п2.
2) I = /  е*— 1 алмаштиришни бажарамиз. Бу *олда 

х = 0 булганда £ = 0 ва х = 1п2 булганда  ̂= 1 булади. 
Ш у билан бирга £* — ех— 1 булиб, бундан х, = 1п(1-И)2
з?амда с1х~-~^-„ булади. Демак,
1п? 1

= 2)<“ - 2.!тТ7> = 2‘ ¡‘ — 2агс1§; |' _ 2 - 2 £ - 2 —
3

3) Цх2/ 9 — х2йх интегрални ^исоблаш учун;е=Зсозф 
-1

алмаштиришни бажарамиз, у ){олда х = — 3 булса, ф = те
ва х = 3 булса, ф = О булади. Ш у билан бирга у 9—х2=
= / 9 — Эсоз̂ ф = Зэтф ^амда йх =  —Зэтфс/ф булади. 
Демак,



§х2/ 9 — хЧх  — |9с085фЗз'пф(—3)з'пф^ф =
—3 я

О г.

=  — 81 | з 'П 2фС052фй?ф =  у ] (2 - 8 1 П ф - С 0 5 ф )2£/ф =
г. о

Я П  г
=  ^  (з1 п 22фс?ф  =  у  | 2 8 ‘п 22фй?ф =  | !  [ [ 1  -  соз4ф]</ф =

о о о
81 Г , 81Г . , 81 Г 81 1 , |*

“ т З * * -  а ) С084̂  = т *  10~ т  • 7 5!п4<р I  =
81 81 . . , 81 . _ 81 

^ = 'Б 'ТС — 325ш4тс +  32 5 П°  =  Т я -

4) I = у/х алмаштиришни бажарамиз. Бу ^олда х = 4 
булса, I = 2 ва х = 9 булса, / = 3 булади. Шу билан 
бирга х = булиб, dx — 2tdt булади. Демак,

dt = 2 ¡ d t  + 2 \-~r- =¡ у Х -  1 $*-\   ̂ ^  Г “ 1

=»2/ |* — 21п(^— 1) |* = 2(3 — 2) — 2 1п(3 — 1)

+ 2 1п(2 — 1) = 2 — 2 1п2 + 21п1 =2(1 — 1п2).
5) 1=со$х алмаштиришни бажарамиз. Бу ^олда х=0 

булса, < = 1 ва х = ~  булса, ( = О булади. Шу билан 
бирга Л  = — булади. Демак,

те
1 0 ! 1 
j соэ^тлтс/х = —  ̂ Рё1 = ( t'ldt »  у  /3 |о = у .
О 1 0

6) / = 1  алмаштиришни бажарамиз. Бу х,олда х = 1 

булса, ( = 1 ва х = 2 булса, ¡? = у  булади. Ш у билан

бирга dt = — ^  булади. Энди аввал берилган интегрални
бир оз узгартириб олиб, кейин бу алмаштиришлардан 
фойдалансак, куйидагига эга буламиз:

¡ ¿ г * - !- 7 Г - Г , -  ~ } т  “  / » г г  -  и «  -1 < -
1 +  ‘ !т *



1п2 — 1п ( у  + 1) = 1п2 — 1пу = 1п у  = 1п у  . А

□ . Куйидаги интегралларни ^исобланг:
5

хйх79.
</• ' Зх
1пЗ

Жавоб . 4.

80- I  • Жавоб . аг<  ̂ -у.
1п2
1С

1
81. — . Д а в о ! _£ = .Лг+сов? 3/3

82. \ х' =  . Жавоб. у  -  ^
5 Vх 4 — л:2 3 2

Уа" ,1 г л 3

83. ( х2/ а ? —хЫх. Жавоб.
О
1

84. [1п(л:+1)с?х. Жавоб. 21п2 — 1. Ц
о

8- §. Аниц интегралда булаклаб интеграллаш

Агар и ва V лар [а, Ь] ораликда дифференциалланувчи ь ь
булса, интегрални булаклаб интеграллаш |  udv =щ

а аЬ
— и(ЬЩЬ) — и(а)у(а) — ] ъйи. формула ёрдамвда амалга

а
оширилади.

1-мисол. Куйидаги интегралларни ^исобланг:
я
2а еа

1) |(х4-$)$\пахйх\ 3) ^хЛпхйх\
а е

а 1
2) ^хсоь^йх-, , 4) \х-ехйх.

- а  0



Д. 1) Агар и = х -f 3 ва dv = sinaxdx деб белгила- 
сак, du — dx ва v  = — ~ cos ах булади. Бу ерда и—х-\-3
ва V = — 1  cosax лар j 0, ^  | оралщда дифференциалла-
нувчидир. Шунинг учун бу интегрални зисоблашда бу- 
лаклаб интеграллаш формуласини кулланиш мумкин:
тс 7t

2“ h  ^
[(л -f 3)-sinax<fx = — cosax I +  -i fcosaxdx= 
o a 1° a ¿

TZ Г.

~ 2 a  + 3 я , 3 „  1 I55
o

3 . 1 .   ̂ 1 .  r, 3 I ^= — Ъ — s;na- t¡-----rSina-0 = — — ; ;—  .a 1 a- 2 a a2 a a2 a-

2) u = x ва dv = cos^-dx деб белгилаймиз. У ^олда 

du = dx ва и = # • sin булади. Бу ерда и = х ва  ̂=

= a-sin — функциялар [—а, а] оралщда дифференциал-
ланувчидир. Шунинг учун бу интегрални зисоблашда 
бу^аклаб интеграллаш формуласини куллани.и мумкин:

а  '  а
X  X  1̂" j1\ xccs—dx = a-xsin — — a\ sin — dx — a2s'n 1 —J  a a '-a *) ci

- a  - a
/ x \ \a— a(— a)-sin(— 1) — a-a( —cos — ) |_a = « V n l  — a2s!nl +  

-fa2cos— I = a 2cosl — a2cos(-j-1) = 0.CL
dx3) u = lnx ва dv = xdx деб белгиласак, du = — ва

v = j  буладь. Бу ерда и = lnx ва и = у  функциялар
je, £*] ораликда дифференци!ллянувчит,ир. Шунинг учун 
бу интегруши ^исоблашда булаклаб интеграллаш форму- 
ласини кулланиш мумкин:

. еа
jxlnxcíx = у  lnx je — у  j  x¿x = j  lnx 'T



4) и = х в а ¿IV = ех(1х белгилашларни киритамиз, у 
золда ёи = йх вav = ех булади. Бу ерда и = х ва V = е* 
функииялар [0, 1] ораликда дифференциалланувчидир. Ш у 
сабабли бу интегрални з̂ ам булаклаб интегрылаш мумкнн:
Г I1 С I1I хехйх = хех — - ехйх ~  е — ех\ —е — еА-е°=̂  1. ▲  . .) |0 .) 10 п ~

□ . Куйидаги интегралларни дисобланг:

85.
8
(* хйх 
}  у  Зх ~ 1

}Кавоб. 8 .

86.
е

| х Ч п х й х .  

\

Жаеоб. 2 е 3 +  1 

9  •

87.
1

[ ( 3  -  2 х ) е ~ 3 х . 

0

) Кавоб. 5 е ~ 6 4 -  7  

9 •

88.
7

\ x c o s x d x .

0

/Кавоб. -  — 1 .
2

89.
е

|  \ п * х й х .  

1
Жавоб. е — 2.

90.
1
[ arctgx¿x.
0

Жавоб. я I
Т  ~  ~2 1п2.

91. Ь^кйх. 
1 * *

Жавоб. 4(1п4 — 1)

92.
1
[ х-е3хйх.
п Жаеоб. 2 е 3 + 1 

9  •о

9- § Аниц интегралнинг геометрияга татбиклари
1. Я с с и  ф и гур а н и н г  ю зини  з^исоблаш.

1. Агар \а, Ь] ораликда у = /(х) функция берилган булиб,
у узлуксиз ва Дх) ^ 0 булса, аник интегралнинг таърифи- ь
дан ^Дх)йх интегралнинг кчймати пастдан Ох уки билан,

а
чапдан х — а, унгдан х — Ь тугри чизиклар ва юкоридан 
у = Дх) функциянинг графиги билан чегараланган эгри



6.2- чизма 6.3- чизма

чизицли трапециянинг юзига тенглиги бевосита келиб 
чикади, яъни (6.2-чизма):

5 = ^/(х)йх. (1)
2. Агар [а, Ь] ораликда / (х )^ 0  булса, —/(х)>0 бу- 

лади. Бу ^олда эгри чизикли трапециянинг юзи куйидаги 
формула билан ^исобланади (6.3- чизма):

ь ь
5 = — ]*(/х)йх = | ] /(х)йх | . (2)

а а
3. / (х) функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз булиб, бир 

неча нуктада нолга айланса, /(х) функция Ох ук, х = а 
ва х = Ь чизщлар орасидаги эгри чизикли трапециянинг 
юзасини ^исоблаш учун, Дх), Ох ук ва ёнма-ён турган 
иккита ноллар орасидаги эгри чизикли трапецияларнинг 
юзалари топилиб, улар цушилади. Ёнма-ён турган ноллар

орасидаги эгри чизикли трапеция
нинг юзаси бу ораликда функ
ция мусбат булса (1) формула 
билан, агар бу ораликда /(х) 
манфий булса иккинчи формула 
билан топилади.

4. Агар [а, Ь] ораликда /(х) ва 
ф(дс) узлуксиз функциялар бе- 
рилган булиб, [а, Ь] да /(х)>- 

ф(х) >  0 булса, (6.4- чизма) 
даги эгри чизикли трапециянинг 
юзи куйидаги формула билан

6.4- чизма ^исобланади:



\0 / ,? 3 Ь > 
6.6-чизма

S  = ] [/(*) — ф(x)\dx. (3)
Мисол.  Юцоридан у = х1 парабола, чапданх=1, 

унгдан х = 3 TyFpM чизиклар ва пастдан' Ох уки билан 
чегараланган фигуранинг юзини топинг (6.5- чизма). Бу 
фигуранннг юзини биринчи формуладан фойдаланиб топа- 
миз:

3 Т 1, 2 хз Р 1 2 '
S  = J xdx = у | 1==9 — у  = 8 j  кв- бирлик.

1-мисол. у = 6х — х2 парабола ва Ох уки билан 
чегараланган фигуранинг юзини топинг, (6.6- чизма).

Д. Бу мисолда интегралнинг чегараси эгри чизик билан 
Ох укининг кесишиш нукталаридан топилади. Бунинг учун 

\у = 6х— X*
|у = 0

системани ечиш керак. Энди 6х — х3 = 0 тенгламани ечиб, 
xt = 0 ва х-, = 6 ларга эга буламиз. Шунинг учун изла- 
наётган юз

S  = j(6 x — x^dx



интегралнинг цииматига тенг, яъни: 

5 ¡ (6 х -  x2)dx = Зх> -  £\6д =3-62 — |  = 108 — 72 =

36 кв. бирлик. А

Я 2«
S  = jsinxdx -f-1 j sinxdx j

2- мисол. [0, 2тс] ора
ликда у = s t ix  функция- 
нинг графиги ва Ох уки 
билан чегараланган фигура- 
нинг юзини топинг (6.7- 
чизма).

Д./[0, 2 ]̂ ораликни ик- 
кита [0, it] ва [-гг, 2-пг] ора- 
ликка буламиз. [0, тс] ора
ликда slnx>0 ва [тс, 2тс] 
сраликда s'nx-CO. Берилган 
фигуранинг юЗини топиш 
учун (1) ва (2) формуладан 
фойдаланамиз:

-COSX I + I — COSX = 4.

3- мисол .  У ~  (х ~  4)2, х — 2у +  8 = 0 чизиклар
орасидаги фигуранинг юзини ^исобланг.

Д . Бу мисолда интегралнинг чегараси берилган чизик- 
ларнинг кесишиш нукталарининг абсциссаси булади. У 
нукталарини топиш учун

системани ечамиз: -т (х- 4): = 4  (8—х), бундан \ (х —4)2 =
1= -j (8—х) ёки хг — 6х = 0. Демак, xt — 0 ва х2 = 6,

яъни изланаётган юз (6.8- чизма) 3) формула билан то- 
пилади:

6 6
S = i  f j ( 8 - x ) - | ( x - 4 ) 2 \dx = \ (-J х 

О о
= 9кв. бирлик. А

X2] dx —



6.9- чизма
4- м и с о л.

(1)
ёпиц эгри чизиц билан чегараланган фигуранинг юзини 
топинг.

Д . Эгри чизик эллипсдан иборатдир (6.9- чизма). Бу 
фигура координата укларига нисбатан симметрик булгани 
сабабли унинг юзини топишда аввал биринчи квадратга 
жойлашган кисмишшг юзини топиб, сунгрд уни 4 га ку- 
пайтириш кифоя.
Демак,

а

5 = 4^—1 а1—х1йх.

Бу ерда у = а '—х'1.
Шунинг учун

= 2аЬ|2соз2срс?ф = 2аЬ |(1 +  соэ2ф)й?ф = 2 а?ф

|2 1 .2 
2аЪ\ соэ2ф^ф = 2аЬ(р + у]-2а&81п2ф | = 2аЬ у6 о о

+ аШп2^ — аЬБшО = каЬ. А



□  КуйВДаги чизщлар билан чегараланган фигуранинг 
юзини топинг:

93. у =  8 +  2х  — х 2, у — 2х  +  4. Жавоб.  10 кв.

бирлик.
94. у — х 3 — 4х,  у = 0 .  Жавоб.  8 кв. бирлик.

У — (х  — З)2, д: — 2у +  9 =  0. Жавоб.  41 у  кв.

бирлик.
96. у — у  (х  — 2) \  2х — у — 4 =  0. Жавоб.  12 кв.

бирлик.
97. у =  4 — лс2, у =  0. Жавоб . 10у  кв- бирлик.

98. у 2 =  2/?.х< х  — к. Жавоб.  у  Л /  2рЬ кв. бкр.-.ик.
99. ху =  4, д: =  1, х  =  4, у =  0. Жавоб.  81п2 кв.

бирлик.

100. у 2 =  2.x 4, х  — 0. Жавоб.  5-^ кв. бирлик.

101. у =  х 2, у = 2 — х 2. Жавоб.  4 у  кв. бирлик.

102. у =  х 2 +  4 х , у =  л: +  4. Жавоб.  2 0 у  кв. бир
лик. в

10- §. Интеграл ёрдамида ^ажмни ^исоблаш

х  — а, х  — Ь текисликлар орасида жойлашган (6 -10- 
чизма) фигурани н;арай/ик. |а ,  Ь\ оралицдаги ^¿р бир х  
нуктадан утувчи  ва Ох  укка перпендикуляр текислик бу



фигурани кесганда зосил булган кесимнинг юзи (Д х) га 
тенг булсин. [а, 6] оралщда С?(х) узлуксиз функция деб  
фараз килиб, фигуранинг зажмини топамиз. Бунинг у ч у н  
[а, Ь] ораликни п та тенг булакка буламиз ва зар  
бир- булиниш нуктасидан Ох  у кк а  перпендикуляр текис- 
ликлар утказамиз. Бу текисликлар берилган фигурани п  та 
цисмга ажратади. Агар кисмини, яъни х  — Хк~\ ва  
х  =  Хь текисликлар орасида жойлашган кисмини олсак, 
унинг заж ми Д1/(Д1/'= (^(лГй-ОАхгг) ни топамиз. Энди 
барча булиниш нукталари буйича тузилган о„ =

П
— 2  (ха-ОДх* йетиндини карайлик. Интегралнинг 

к-1
таърифига асосан берилган фигуранинг зажми

ь
У = \ д { х ) ё х  (1)

а
интегралнинг кийматига тенг булади. Бу интеграл 0(х)  
функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз булгани учун  м авж уд 
булади.

Агар у =  (х) функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз булса, 
бу функциянинг графигини Ох  ук атрофида айлантириш - 
дан зоеил булган фигуранинг заж ми

ь
У = к]р{х)с1х (2)

а
формула билан топилади. Чунки бу золда фигуранинг 
х£\а,  Ь] нуцтадаги кесимининг юзи 0 (х) =  ъ/'(х)  булади.

1- м и с о л .  Куйидгги чизиклар билан чегараланган
• фигуралг.рни координата уклари атрофида айлантиришдан 

зосил бу^г^н жисмларнииг зажмини топинг:
1) х у  ~  4, у == 0 , л: =  4; Ох  у К атрофида;
2) у'1 -\-х  — 4 =  0, х = 0 ;  Оу ук атрофида;
3) у =  х я +  3, х  =  4; Ох  ук атрофида;
4) у — 2х — х'г, у  =  0; О х у к атрофида;

5) ¿з +  р  = ] 1; Ох  ук атрофида.

Д . 1) ху  =  4, у =  0, х  =  4 чизиклар билан чегаралан
ган фигурани Ох  ук атрофида айлантиришдан зосил бул
ган жисмнинг (6 . 11- чизма) зажми:

4

У =  \^Г)2йх
I



6.12- чизма

интегралнинг кииматига тенг:
4 4

V- ф л х ^ Ш  ß  =16, (-¿)í = 
=  16тс(— - i  +  -у) == 1 бтс ( l — i )  =  12 куб бирлик.

2) У3 +  X — 4 =  0; х  = 0 чи- 
зиклар билан чегараланган фигура- 
нинг Оу ÿn; атрофида айлантириш- 
дан ^осил бÿлгaн жисмнинг з^ажми 
( 6 . 12- чизма):

2

« j(4  — y 2)5dy
-2

интегралнинг кийматига тенг:
2 * 

у  =  *  j ( 4 - y 2) ¿ y  =  2тс J ( 1 6  —

-2 О

— 8у2 +  у 4) dy =  2r. ( l 6y — - | y - f

- Ч  И [  =  * ( 3 2 - “  +  ¥ ) -
О

=  3 4 jg « куб бирлик.

3) у =  X 2 +  3, X  =  4 чизиклар



билан чегараланган фигурани Ох ук атрофида айлантириш- 
дан з{осил булган жисмнинг ?(ажми (6.13- чизма)

4

тс [(* 2 +  3У(1х
о

интегралнинг кийматига тенгдир:
4 4

V =  те [(х 2 3у й х  — к [(л:4 +  6 х 3 +  9 )йх  =  к (4- х в~г 2.x3+
о о

+  9 х ) | =  к ( у  +  2 -4 3 +  9 - 4 )  =  368-у-тг куб  бирлик.

м

6-14 чизма.

6.15- чизма

4) у =  2 х — х 1, у =  0 [чизиклар билан чегараланган 
фигурани Ох  ук атрофида айлантиришдан ^осил булган 
жисмнинг ^ажми (6 .1 4 -чизма)

2

те |(2 х  — х^у-йх

интегралнинг кииматига тенг:
2 2

V — те | (2х — х'2)йх =  те |( 4 х 2 — 4л:3 +  х*)йх =
о о

- *  ( $ * * - * *  +  т л 5) £ « ( * • * • - * •  +  » -

=  -у куб бирлик.

5) ^5 4 - ^ — 1 чизик эллиасдан Хиборат, уни Ох  ук
атрофида айлантирганда.» эллипсоид ^осил булади. Эллипс- 
онднинг зажми (6.15- чизма)



—а
интегралнинг ^ийматига тенг.

а а

v = 115  S(a2—x^dx=2к 5 J (®г ~  x^dx=

= 2lí hh  {а'х -  т х3) [  = 2lt I  (а3 “  т  а3) =

=  2к Ь~ ^ а ъ— пай8. А  а- 3 3 ^

□  . Куйидаги чизщлар билан чегараланган фигураларни 
координата у к; лари атрофида айлантиришдан зосил булган 
жисмларнинг зажмини топинг:

103. х у  — 9, у =  3, у =  9; Оу ук атрофида.
Жавоб. 18г куб бирлик.

104. у =  10—х 1, у =  х 2 +  2; Оу ук атрофида.
Жавоб.  16^ куб бирлик.

105. у — 4 — х 2, 2х +  У — 4 =  0; ÜX ук атрофида
Жавоб.  6,4я куб бирлик.

106. у 2 =  2рх ,  х  =  й; Ох  ук атрофида.
Жавоб. кр№ куб бирлик.

107. í !  _  =  1, у = ±Ь; Оу ук атрофида.

Жавоб. 8т'^-Ь куб бирлик.
108. х 1 -(- у 2 =  а 2; Ох  ук  атрофида.

Жавоб. -Tj^a3 куб бирлик.

109. у =  cos( л: — -|-j, х = 0 ,  у =  0, (* > 0 ) ; Ох  ук ат 

рофида. Жавоб. - ^ ( у '+  *-£-) куб бирлик.
110. х 2— у 2 =  а2, х = ± 2 а ;  Ох  ук атрофида.

зЖавоб. -^-яа3 куб бирлик.

111. у  =  [а — ^ ) ,  х  -1- у =  а; Оу ук атрофида

Жавоб. ^ -а 3 куб бирлик.
112. х 2 — у 3 =  4, у =  2; Оу ук  атрофида.

Жавоб. ^ 1 .  Куб бирлик. Q



11- §. Аниц интегрални тацрибий ^исоблаш

Аник интегрални такрибий дисоблашнинг бир неча
ь

усуллгри мавжуддир. Бу усуллардан фойдаланиб, J / ( x ) d x
а

аник интегрални такрибий ^исоблаш учун куйидаги иш лар 
б ажарнлади:

1) [а , b] ораликни х и х 2, . . . ,  x„-i  нукталар билан п  
та тенг ораликларга булинади. Бу долда ораликларнинг
узунлиги h ~  Ь~  -- га тенг булади.

2) Бу булиниш нукталарида у — f(x)  функциянинг
У о = / ( а ) .  У г = / ( х 3), ■ ■■ , Уп- 1 ^ / { х п- 1), У„ =
—f(b) кийматлари ^исобланади.

3) Кейин такрибий ^исоблаш формулаларининг бирор- 
тасидан фойдаланилади.

Í. Т у г р и т ^ ' р т б у р ч а к л а р ф о р м у л а с и .
à л—I
\ f {x)dx  = h(y0-\-y{ +  у а +  . . .  +  Ул-i)  =  ( ! )
« Í—о
ёки

Ь п
j / ( x ) d x  =  h(y¡ +  у, +  . . . -+ Уп ) =  h 2  У/ ( 2)
а (=1

Ь
Бу формулалар ёрдамида J  f ( x ) d x  интегралнинг кий-

а
матига тенг булган аАВЬ эгри чизикли трапециянинг ю зи  
штрихланган (6.16) ва (6.17-чизма) тугри туртбурчаклар 
юзларининг йигиндиси билан алмаштирилади. Т уртбурчак- 
лар формуласидаги хатолик:

■ т  <

бу ерд1 К ',к. |у '| нинг [а, Ь\ даги энг катта кийматидир.

II. Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и .  
ь
] / {x )dx  ^  h +  У, +  у , +  . . .  + Ул- l )  -
а

=  А (Л ± 2 «  +  2 у() .  (3)
'  / - i



Бу формула ёрдамида эгри чизщ ли трапециянинг юзи 
штрихланган (6.18- чизма) трапециялар юзларининг йетин- 
диси билан алмаштирилади. Трапециялар формуласидаги 
хатолик:

а

бу ерда У"э.к., \у"\ нинг \а, Ь] даги энг катта кийматидир.
111. С и м п с о н  ф о р м у л а с и .  п — жуфт сон.

ь

1/(х)(1х =  у  {у0 +  Уп +  4(у 1 +  Уз +  . . .  +  Уп-0 +  2(уа +
а

+  У * +  • • • + У *-2 )  )• (4)

Б у формула ёрдамида ^исоблашда бир ж уфт полоса- 
ларнинг юзи шу участкадаги у =  Д х)  эгри чизикни мос 
равишда (* /(* ,)) , (Хг+ь / ( * ж ) )  ва (х /+2 =  х 1 + 2,л ;/(* /+2)) 
нукталардан утувчи У =  ах1 +  Рх  +  ? парабола билан 
алмаштирилгандаги полосаларнинг юзи билан алмаштири
лади (6 .19-чизма)

Симпсон формуласидаги хатолик:

< и г в - .

бу ерда ¥ (э)к. |у<4>[ нинг [а, 6] даги кийматининг энг 
каттасидир.

Агар бирор микдор А  сонга тенг булиб, В  унинг 
такрибий киймати булса, ушбу Д =  \А — В\ микдорни А
нинг абсолют хатосй ва 8 =  -^••100% сонни А  нинг нис-
бий хатоси дейилади.



1- м и с о л .
dx

J'Y 1 +  *3
интегрални п =  5 булганда трапециялар формуласи ёрда- 
мида такРибий зисобланг.

Д .  Бу х;олда трапециялар формуласи

\ / Т Т ^  =  +  У2 +  У3 + У 4]

к)финишда б^^лади. у0, уи у 2, у 3, у ^ . у ъ лар у  =  1
»  1 +  х 3

функциянинг лг0 =  I, x t =  2, '  x ¡ =  3, x ¡ =  4, лг4 =  5, 
лг5 =  6 нукталардаги к;ийматларидир,'яъни

1 I ~* о = 1 ; Уо =

X! =  2; У1 =

х 2 = Уз —

* з  =  4; Уз =

* «ь II сл У 4 =

я II СП У5 =

»/ 1 +  I3 У 2
1 1

1/1 +  23 / Г
1 1

» 1 + З ; ■/28
1 1

/1  +  43 ~  / 6 5  ‘
1 1

, Ь +  53 У 126
1 1

» 0,12.

Ш унинг учун
О

I
dx

/ 1 + * 3

ffr~lSP

l [ 2 £ +  0,07

, / 1 + 6 3  у 217

0 ,3 3 + 0 ,1 9  +  0 ,1 2 + 0 ,9 ] =  1,12-А

241



С йх2- м и с о л .  ] интегрални аввал Ньютон—Лейбниц
о

формуласи ёрдамида з^исобланг. Кейин берилган оралицни
10 та булакка булиб, тугри туртбурчаклар формуласи, 
трапециялар формуласи ва Симпсон формулалари ёрдамида 
такрибий хисобланг. Ундан кейин такрибий з(;исоблаш 
формулалари бияан з^исоблаганда килинган хатоларни 
процент з^исобида баз^оланг (барча з^исоблашларни 4 та 
унли ракамгача олиб боринг).

Д .  1. Бу интегрални Ньютон—Лейбниц формуласи ёр
дамида з^исоблаймиз:

1 ,

=  aгc tg x |o = a г c tg l—arc tg 0 =  -у » 0 ,7 8 5 4 .

2. Энди бу интегрални такрибий з^исоблаш формула- 
ларидан фойдаланиб з^исоблаймиз. Бунинг учун орлликни 
унта тенг булакка булиб, бу нукталардаги функциянинг
кийматларини топам из:

х 0 =  0,0000 у 0 =  1,0000.
х х = 0 ,1 0 0 0 у , = 0 ,9 9 0 0 .

=  0,2000 у , =  0,9615.
х 3 =  0,3000 у , =  0,9174.
х 4 =  0,4000 V* =  0,8620.
х,л — 0,5000 у-, =  0,8000.
х и =  0,6000 у« =  0,7352.
х ч =  0,7000 у 7 = 0 ,6711 .
х 8 =  0,8000 у в =  0,6097.
* 9 =  0,9000 у 9 =  0,5524.
х , 0 =  1,0000 у , 0 =  0,5000

а) Берилган интегрални азвал (1) фэрмул! ёрд*мида 
з^исоблаймиз:

9
/  =  у1 =  0,8100.

¿=.0
Бу з^олда абсолют хато 10,7854—0,811 =  0,0246 га  тенг.

и  ^ .  - 0 .0240-100 о , 0 0/Нисоии хато эса - 0' 7!̂ — « 3 ,1  о%.
ш

Энди (2) формула ёрдамида з^исоблаймиз: /  =  =

—0,7600. Бу з^олда абсолют хато |0,7854--0,76001=0,0254
и  » 0 0254100 о о о 0/га тенг. Нисбии хато эса " а 7 .,,-. ^¿ ,¿6% .



б) Берилган интегрални трапециялар формуласи ёрда- 
мида хисоблаимиз:

I =  д(УД.+71"- +  2  у<) «  0,7849.
' * 1=1 '

Бу ^олда абсолют хато (0,7854 — 0,7849) =  0,0005 га 
т. ^  « 0,0005-100% „ л . 0 7 л /

тенг. Нисбии хато эса — о 7854 0,06 37% .

в) Берилган интегрални Симпсон формуласи ёрдамида
*исоблаймиз: Ы  А  [(у 0+ у 10)4 -4 (у 1+ у з  +  у а+ у 7+ у в)-Ь

+ 2 (у 24 У4+Уе+Ув)] ~  0,7853.
Бу ^олда абсолют хато |0 ,7854 — 0,7853| =  0,0001 га

тенг. Нисбий хато эса 0’° ^ 8^ 0% *»0,0127% . А

□  . Куйидаги интегралларни аввал трапециялар форму
ласи, с^нгра Симпсон формуласи ёрдамида такрибий ^исоб- 
ланг.

1
113. к =  10. Жавоб.  0,6938; 0,6931. И

0
Куйидаги интегралларни аввал Ньютон-Лейбниц фор- 

мулалари ёрдамида дисобланг, сунгра я  =  10 булганда 
бу интегрални тугри туртбурчаклар, трапециялар ва Сим
псон формулалари ёрдамида такрибий дисобланг. Ундан 
кейин такрибий дисоблаш формулалари билан дисоблаган- 
да килинган хатоларни процент дисобида ба^оланг (барча 
^исоблашларни 4 та унли ра^амгача олиб боринг).

2

114. [  -Ц  . Жавоб. 0,7188; 0,6681; 0,6938; 0,6932.
1
9

115. Ьх — Ьйх.  Жавоб. 34,8183; 40,8183; 37,8183;

37,9655. Ц



КУП АРГУМЕНТ ЛИ ФУНКЦИЯ

1- §. К уп'аргументли функциянинг таърифи ва 
аникланиш со^аси

Ихтиёрий натурал сон п берилган булсин. Барча тар- 
тибланган п та (х ,, х 2, . . .  , х„) заки;<ий сонлар систем а- 
свдан тузилган тупламни п улчовли фазо дейилади. У ни

Яп =  {(х„ х 2, . . . , х п): х„ £ /?, к =  1, 2, 3, . . .  , п)
каби белгилаймиз. п улчовли Р п фазонинг элементини 
унинг нуцтаси  дейилади ва уни кискача Х  — (хи х 2, 
. . .  у х п) куринишда белгиланади. Агар бу ерда п =  2 
булса, к 1 текигликка, п =  3 булса, Я:> фазога эга була- 
миз.

Т а ъ р и ф .  (7 туплам п улчовли фазонинг бирор кием 
туплами булсин, яъни й  а  Яп. Агар бирор коида О туп- 
ламнинг зар бир Х =  (х ,, х 2, . . .  , х„) элементига битта 
Закикий сонни мос куйса, О тупламда функция берилган 
дейилади ва у

у =  / { Х )  = / { х и х 2, . . . , х п)
каби белгиланади. Бу функцияни п аргументли функ
ция  дейилади.

1) Томонлари х  ва у га тенг булган тугри тургбур- 
чакнинг юзи 5  =  ху  га тенг, яъни у икки аргументли 
функция.

2) Кирралари х , у ва г  булган параллелепипеднинг з а ж 
ми V уч аргументли функциядир, у У -= хуг  формула 
билан ифодаланади.

Икки аргументли функциянинг аникланиш созаси те- 
кисликдаги бирор туплам булиб, г = / ( х , у )  функция 
фазода с и р т н и  ифодалайди. Уч аргументли и =  /7( х ,у , г )  
функциянинг аникланиш созаси фазода бирор тупламдан 
иборат булади. Унинг кийматлари 4 улчовчи фазода ётади.

1- м и с о л .  Куйидэги тенгсизликлар билан аникланган 
созани ясанг.



7 . 1 - чизма 7 . 2 - чизма

1) — 1 <  х <  1, — 1 < у  < ;  1; 2) х Ч Г у 2<<9, у < 0 ;
3 ) * 2+ 2 у < 4 ,  х > 0 ,  у >  0; 4) 1 < х  — ук< 3 .
Д .  1) Берилган тенгсизликни томонларих —[l,rx — 1 ■ 

ва у =  — 1, у =  1 TÿrpH чизикларнинг устида ¡ётган ква- 
' дратнинг ичида ётадиган нуцталар цаноатлантиради. Д ем ак , 

берилган тенгсизлик билан аникланадиган со^а 7.1- чизма- 
даги квадратнинг ички кисмидир. Бу co lara  квадратнинг 
томонл^ри устидаги нукталар кирмайди, у очиц cojça 
дейилзди.

2) Берилган со^а х 1 +  у2 ^  9 доиранинг х  ;укидан паст- 
даги кисмидир, чунки у ^  0 деб олиш ьерак (7 .2 -чизм а).



Б у  co lara чегара ^ам киради, бундай со^ани ёпиц со%а 
дейилади.

у2
3) j t -j < 1 со^а эллипснинг ичидаги биринчи ква-

дратнинг кисмидан иборатдир (7.3- чизма), чунки х  >  О 
ва у > 0  дир.

4) 1 <  х  — у С  3 coya у — х  — 1 ва у =  л: — 3 турри 
чизщ лар орасидаги (7.4- чизма) полосадан иборатдир. Бу 
c o la ra  тутри чизикларнинг устидаги нукталар киради. Á

2- м и с о л .  Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^а- 
сини топинг.

1) z  =  a1— х 2— 2у2; 2) и =  V 2  — х 2—2у2;
=  ' 4) 0) =  ,/ЗХ—  - 4 ;

5) z  =  — —~1\ ■; 6) ш =  arc cos (jc2- f  у 2).
у (У ~■*)

Д . 1) z  — а? — х 1— 2у2 функция бутун рационал функ
ция б^лгани у ч у н  унинг аникланиш со^аси текисликдаги 
б арч а. ну кталардан иборатдир.

2) и — j /  2 — х 2 — 2у2 функциянинг аникланиш со ^ а си

у +  у 2 <  1 эллипснинг ички кисми ва унинг устидаги
ну кталардан иборатдир. Эллипснинг устидаги нукталарда 
илдиз тагидаги ифоданинг киймати нолга тенг, ичидаги 
нукталарда эса мусбат, эллипсдан ташкаридаги нукталарда 
манфий.

3) v — функция каср-рационал функция булгани
сабаб/и , унинг махражи нолга тенг булмаслиги керак. Бу 
функциянинг аникланиш со^асига у 2 — х 2 =  0, яъни у =  
= ±  х  тенгламани каноатлантирадиган нукталар кирмас- 
лиги керак деган су з . Демак, бу функция у =  х  ва у — 
= — х  биссектрисалари устидаги нукталардан ташк^ри 
текисликдаги барча нукталарда аникланган.

—  5
4) ш =  V З х ----- т =  функциянинг аникланиш со^аси

V  у
х ^ О ,  у > 0 тенгсизликни канозтлантиришган нукталар 
булиши керак. Б у  тенгсизликни (7.5- чизма) биринчи ква
драт ичидаги ва х  укининг мусбат томони устидаги барча 
нуктал;р каноатлантирлди.

1п (х^у)5) z  — -  функциянинг аникланиш со^асига у —
V у  —  X



о

У

X

7.5- чизма 7.6- чизма

— х  =  О тенгламани каноатлантир‘диган нукталар кирмай- 
ди. Логарифмик функция фацат мусбат кийматларда аник- 
ланган булгани учун у > 0  тенгсизликни каноатлантира- 
диган нукталар аникланиш со.^асига киради. • Д емак, бу 
функциянинг аникланиш со^аси к; кори ярим текисликдаги 
биринчи квадратнинг биссектрисасини олиб ташлаганда 
колган тупламдан иборат булади.

6) ш =  arc cos (х 2 +  у 2) функциянинг аникланиш со.хаси 
х'1 4- у 2 <  1 доирадан иборат (7.6- чизма), чунки y = a r s  cosx  
функция (— 1,1) ораликда аниклангандир. А

□  . Куйидаги тенгсизликлг.р билан аникланган со^ани 
ясанг.

Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^асиии топинг.
5. z  = 4 — х  — 2у.
Жавоб.  Текисликдаги бгрча нукталар.

Жавоб.  (0,6) дан ташкзри барча нукталар.
7 . z  =  у  1— х 2— у 2.
Жавоб.  х Н у 2 =  1 айлана ичидаги вг устидаги нук-

4. 0 <  у <  х .

талар.

Ж^воб.  1- ва 3- квадратнинг ички нукталари.



Жавоб.  Теки:ликда 2х-\- у =  0 тенгламани каноатлан- 
тирадиган нуцталардан ташкари барчаси.

10. v  =  arcsin (х +  у).
Жавоб.  x - j - y  ■+ 1 =  0 ва х  -\-у — 1 =  0 тугри чизик- 

лар орасидаги полоса.

2 - § . Куп аргументли функциянинг лимити ва 
узлуксизлиги

п. улчовли Rn фазонинг зар  бир X — (x lf х 2, , х п) 
элементига

11*11= / x i  + x i +  . . .  +  х \  (1)
сонни мос куямиз. Бу сон X  элементншг узунлига  
дейилади. Б у золда ихтиёрий X  =  [хи х ъ . . . , х п) ва
Y  =  (УI* У2. • • • • Уп) нуцталар орасидаги масофа

d  =  || X — К | |=  / ( * ! —yi)* +  (* j— У*)а+  ... +  { х —у пУ
(2)

каби аникланади. п улчовли фазода ихтиёрий [Х° — (л^0, 
х 2°............. *х °п) нукта берилган булсин. Ушбу

U A x °) =  { X e R n : | | Х - Х °  || < г \  (3)

тупламни Х° нуктанинг г-атрофи дейилади.
1- т а ъ р и ф .  G a  Rn туплам берилган булсин. Агар 

Х° € R n нуктанинг ихтиёрий е > 0  атрофвда G туплам- 
нинг Х° дан фаркли бирор нуктаси ётса, Х° нукта G туп- 
ламнинг лимит нуцтаси дейилади.

2- т а ъ р и ф .  у =  /(X )ф у н к ц и я  G e i?  тупламда берил
ган булиб, Х° нукта G тупламнинг , лимит нуктаси"бул
син. Агар ихтиёрий £ > 0  сон учун бирор 8 > 0  сон топи- 
либ, || X  — Х°  || <  8 тенгсизликни каноатлантирадиган бар- 
ча X  — ( х и х 2, . . .  , 'Xn)£G  ларда

\ f ( x ) — A \ < t
тенгсизлик уринли булса, А сон / ( х )  функциянинг X  
нуцт а  Х° га интилгандаги лимити  дейилади ва у

lim f ( x )  =  А

каби белгиланади.'
3- т а ъ р и ф .  Агар Х° нукта Y = f ( x ) функциянинг

аникланиш со^асига карашли булиб, lim f (x)  =  f (X°)  тенг-
л-х»



лик бажарилса, у = / ( х )  функция Х°  нуктвда узлуксиз  
дейилади. _

Демак, /(А ')  функция Х° нуцтада узлуксиз булиши 
учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

1) / ( х )  функция Х° нуктада ва унинг атрофида аник- 
ланган булиши;

2) X нукта Х° га якинлашгднда/ ( х ) нинг лимити мав- 
ж уд булиши;

3) бу лимит / ( X е) га тенг булиши керак.
Функция О тупламда аницланган булиб, бу туплам-

ницг барча нук;таларида узлуксиз булса, тупл&м. у з л у к 
сиз дейилади.

1 - м и с о л .  Ушбу

и.У)-(О,О)*1-!- 2х*+ у3
лимитни ^исобланг:

Д . Бу лимит +  00 га тенг. Ч унки  бу функциянинг 
(0,0) нукта атрофидаги циймати мусбат ^амда унга тескари 
функция озод з д и  нолга тенг ку щ ад ц ан  иборат. Д емак, 
унинг (0,0) нуцтадаги циймати 0 га тенг. А

2- м и с о л .  Ушбу

П т 2*3+  3У"
(х,у)-*(0,0) X - +  >>2

лимитни ^исобланг.
:• Бу лимит мавжуд эмас. Ч унки бу ерда у =  0 деб 

олиб, л: буйича нолга якинлашеак, бу ифоданинг лимити 
нолга тенг булади, яъни

Нш — П т  2х  =  0.
х-*Ъ X 2 А-.0

Аввал х  =  0 деб олиб, у буйича нолга якинлашеак, бу 
ифоданинг лимити 3 га тенг булади, яьни

П т ^ !  =  П т  я =  я 
У̂ О у2 у-*0

Демак, (0,0) нуцтага х  уки буйича якинлашганимизд) бе- 
рилган ифоданинг лимити 0 га тенг б /л и ) ,  у уци буйича 
якинлашганимизда 3 га тенг экан. Яъни (0,0) нуцтага ^ар 
хил йуллар билан якинлашганда бери/ган и^од.нилг . и.ш- 
ти >;ар хил булади. Лимитнинг таъри^ига асосш (.с, у) н ук
та ихтиёрий йуллар билан (х0, у 0) нуктагл я ^иниш гш да 
берилган ифоданинг лимити мавж уд ва бир хил булиши 
керак эди. А



3 - м и с о л .  f { x ,  y ) = y x sy функциянинг (X, у) -+ (0,0) 
даги лимити мавжудми?

д  Йук- Ч унки  (х ,у)-»-(0 ,0) да х ‘ + у 2 ифода нолга 
интилади. Бу золда In (х4 +  у 2) —- оо га интилади. Шунинг 
учун (х , у) нукталар, координаталар бошини уз ичндасак- 
лайдиган кесмада узгарса, s n ln (х4 - f  у 2) нипг кийматлари 
[— 1,1] сегментни тулдиради. А

4- м и с о л .  У ш бу
z  =  5 — х  — у 

функциянинг (х ,у )  -  (1,2) даги лимитини топинг. 
д .  П т  (5 — х — у) =  5 — 1 — 2== 2. А

U .y ) - ( 1 ,2 )

5- м и с о л .  Кандай лолларда f  (X) функция X o нуктада 
узитишга эга булади? Мисоллар билан тушунтиринг.

Д . / ( X )  функция X o нуктанинг атрофида аникланган 
булиб, Х°  нуктанинг узида аникланмаган булса, бундай 
функция X  нуктада узилишга эга булади. Á

6 - м и с о л .

функция (0,0) нуктада аникланган эмас. Шунинг учун 
(0,0) нуктада узилиш га эга, X O Y  текисликнинг к°лган 
барча нукталарида эса узлуксиз.

/ ( X )  функция Х °  нуктанинг атрофида зам, узида зам 
аникланган булиб, Х -^Х °  да Д Х )  нинг лимити мавжуд 
булмаса, X o нуктада / ( А') функция узилишга эга булади. А

7 - м и с о л .  У ш бу
__ Í аггр х  Ф 0, у ф  0 булса, sin ln (х4+  у 2)

2 "" i агар х  =* у =  0 булса, 0
функция X o (0,0) нуктада узилишга эга, чунки бу функция 
(0,0) нуктада зам , у нинг ихтиёрий атрофидаги нукталарда 
Зам аникланган, аммо (А '.у) —*(0,0) да лимити мавж уд 
эмас. хО у текисликнинг (0,0) нукталардан ташкари барча 
нукталарида бу функция узлуксиздир.

/ ( X )  функция X o нуктанинг атрофида зам, узида зам  
аникланган, аммо lim / ( х ) ф / ( х 0) булса, f ( X )  функция

х - х °
X o нуктада узилиш га эга булади.

М и с о л .  У ш бу
_  ( агар х  Ф 1, у ф  2 булса, 5 — х  — у 

z  ~~ [а гар  х  =  1, у =  2 булса, 1
функция А 0 (1,2) нуктада узилишга эга. ^акикатан зам*



бу функция X o (1,2) нукта- 
да зам , унинг ихтиёрий 
атрофида зам аникланган, 
аммо

lim г  = 2 ф г { Х ° ) =  1. 
х~*х°

Б у функциянинг графиги- 
га 2  =  5 — X  — у текис- 
ликдаги Р(  1; 2; 2) нуцтадан 
ташцяри барча нукталар ва 
Q (1; 2;1) нукта кирлди 
(7.7- чизма).

8 -  м и с о л .  Ушбу
1z  =

функция х г+ у 2 =  1 айлананинг уствдаги барча нукталар- 
да узилишга эга. А

□  Куйидаги лими^лгрни зисобланг.
111. Im  2- S x y  + 4 

(Jt.y)-(O.O) ху

12. lim Ü l í f i l )
( v,y)-(0.0) Xy

13. Um si-üi-y'>'>,
<*,yM0,0)- A:

14. Iim Ü i H l '
(X.y)-(3,0) y

15. l'm _£_
< * . » - ( 0,0) *  +  y '

16. Iim 2хУ .

}Кавоб. —

}Кавоб. 1.

Жавоб.  0.

Жавоб.  3.

Жавоб.  М авжуд эмас. 

Жавоб.  М авж уд эмас.
< * ,у ) ~ ( 0 ,0 )  Х - - Г - у -  J

□  . Куйидаги функциялар узилишга эга булган нукта
еки .чи зщ н и  курсатинг.

10*17. г  =

18. z  =

19. г  =

( X -  1)4- (у- 
Зу

2х— у  " «  

x'¡
x ‘l—2 /J — 4 ’

'  1

1)-

х-+у2'

Жавоб.  (1,1) нукта.

Жавоб. у =  2х  тугри 

чизик- 
Жьвоб.  у =  -J ( х 2 —  4) 

парабола. 

Жавоб.  (0,0) нукта. ■



3- §. KJ/п аргументли функциянинг хусусий з^осиласи 

Агар

l i m  (/•*?■ х %............Х°1 +  ^ x l .............х п ) - п х °у х 2' • ' • ' Х °1.............х п)
Длг(—0 /\Х[

лимит мавжуд булса, ti аргументли функциянинг X o нук- 
тадаги x t узгарувчи буйича х у с у с и й  з ^ о с и л а с и

_  ] im  / ( * ? ,  х% .■, , х \  +  Ь х .........X°n) - f  (х° ,  х \ ,  ■ ■ . , X* ............ 4 )
Длгг-о  &Xi

куринишда топилади.
Икки аргументли г  =  / ( х ,  у) функция берилган булса, 

бу  функциянинг (х°, y ° ) £ G  нуцтадаги х  ва у буйича 
хусусий досилалари куйидагича топилади;

/ х о =  Um / ( * °  +  S x ,  y ° ) - f { x ° ,  y°) 
д х  ’ У '  Ax  _>.o & x  ’

д1 х ° у 0) =  H m  / < * °  У° +  Ay) — / ( / ,  y°) 
д у  ’ y  ’ ьу  _>.о Д у

Агар куп аргументли функциянинг хусусий >;осилалари 
G соз{анинг бэрча нукталарида мавжуд булса, бу хусусий 
?{Осилалар О соз^ада яна куп аргументли функциялар бу- 
лади. Б у  хусусий з^осилалардан яна кетма-кет хусусий 
з^осилаларни олсак, у = / ( х )  функциянинг ю к о р и т а р -  
т и б л и  х у с у с и й  з ^ о с и л а л а р и г а  эга буламиз. Икки 
аргументли функциянинг иккинчи тартибли хусусий Л'оси- 
лалари куйидагича з^исобланади:

— I ?L) — дЦ — /
д х  д х I  д х -  *х х  ’

.1  ( дХ )  —  d2f  —  f" .
д у  ' д х  i д х  d y  J  ХУ >

— I дХ  — d"f — f“
д х  ' д у  д у  д х  *^х  ’

JL <̂ £\ — d2L — t"
д у  к д у '  д у 2 f y y  '

Худди шунингдек, ti- тартибли хусусий з^осилалар куйи
дагича аникланади:

L  (дп~ч  /(»> .
д х \ д х п ~ 1 i д х п У хП ’



д_ дп~Ч _  дп/  ,  („>
ду дх п~' дхп~ 1 бу  /дгЯ-1У

ва доказо.
1- м и с о л .  Куйидаги функцияларнинг хусусий досила- 

лгрини топинг.

1) г  =  х 3 +  З х 2у — у3; 2) г  —
3) г  =  (5х3у 2+  I)3; 4) г  — \п (х2+  у 2).
5) « = * - £  + у  - у ;  6) V =  1п(х + / х 2+ у 2.

Д .  1) Берилган функцияни фацат х  узгарувчининг 
функцияси деб цараб, ^осила ^исоблаш жадвалидаги
1 -формулага асосан *^ =  3х2+ 6 х у  ифодага эга буламиз.

Худди шундай г  ни фацат у нинг функцияси деб ди-
соблаб, ^ -  =  3 х 2 — Зу2 ифодага эга буламиз.

2) г  ни аввал х  нинг, кейин у нинг функцияси деб 
дисоблаб, куйидагиларга эга буламиз:

<)г _  у д г _
д х ~  х 2’ ду ~  х-'

3) г  дан х  ва у лар буйича досила олаётганда аввал 
даражали функциянинг досияаси дисобланиб, асосдан до- 
сила олинаётганда навбатма-навбат битта узгарувчини уз- 
гармас деб царалади:

^  =  3 (5х3у 2 +  1)»(5х3у Ч  1); =  3 ( х 3у Ч -  1)2-5 -З х 2у 2 =

=  45х2у 2(х3у 2 +  I)2.

^  =  3 ( 5 х У  +  I)2 (5х3у 2 +  1); =  3 (5 х 3у 2+  1)25 х 3-2у =

=  30х3у (5х3у 2 +  I)2.

4) г  ни аввал х  нинг, кейин у нинг функцияси деб 
Караб, куйидагиларга эга буламиз:

дг_ =  Сх2+  У2)'х 2х  . 
д х  ~~ х 2+  у2 х 3+ у 2 ’

дг  _  (*2+  У-)'У _  2у 
ду  х 2+У* х ’2+  у2’

5) и ни аввал фацат х  нинг, ундлн кейин факат у нинг,



KeiMH (J)aKaT z  h h h t tjjyHKUHHCH M,e6 ksP^6, KyHHUarH.iapra 
ara 6y^aMH3:

d u _____ y 1 d a ___  1 z du __ 1 . 1
dx x'1 z ’ dy x  y'2’ dz y ' z'2 ’

6) y hh, KeflHH x  hh y3rap.viac fle6 K;apa6, KynmarH-Tap- 
ra ara 6y;iaMH3:

________ . , 2x  _  V x '2 +  y'2 + x
¿t, ^  (x  +  ✓ x ’2 + y2)x  ^  2 v x 2+y'2 Y X'< _|_ y'j

^  *  +  V x 2+  y2 x Y X 2 +  y2 ~  x  _|_ y x ‘2 - f  y* ~~
X -^rV XiJr y2 _______1

Y X -+ y -  (x  +  V x 2 r y-) V X 2 + y2
2y

d v __ (x  +  V x 2+ y‘2)y o 4 - 2 Y x 2 +  y‘J

dy x  +  y  x 2+ y2 x  +  Y x ’2-\- y2

y AVx '2+ y2{x + Y-X2 4 -  y'2)
2- mhco j i .  KyflHAarH (¡)yHKUHH;iapHHHr hkkhk^h TapTHO - 

Jin xycycHH ^ocMajiapHHH ^HCoSjiaHr.
1) a  =  x 1 - f  3x 2y 2 —  2 y (; 2) a  =  e x In y  +  sin  y  In x .  
A . 1) A sB aji ShPhh^ih TapTH6„in x y cy cm i 3 0 CHJia;iapHH

3HCo6jiaHMH3, KefiHH yjiapHHHr xycycnft ^ocH-iajiapHHH 3 HC06 - 
Jia6 KyfiHAarn/iapra a ra  6yjiaMH3:
dJi  =  4;c3-f. QXy2. =  f)X2y _  8y 3.

^  =  u.xx =  1 2 x 2+  6 y 2 ; =  12xy;

¿yJ =  — 6 x 2 24y2; dydx ~  t i^x =

2) ABBaji Shphhmh Tap™6jin xycycnn ^ocHJiaJiapHM 3 HC06 - 
Jia6, KefiHH y^apHHHr xycycnn ^ocH/iaJiapKHH TonaMH3:

11 — e x In y  +  — s i n y ;  u ’ — ^ - e x +  co sy  I n x ;
X  X  y  y

u ’xx =  e x l n y  —  ±  s in  y ; u xy =  j  e x  +  7  cos y . 

u yy =  —  y  e x  —  sin  y  In x ;  u yx =  y f i J f+  c o s y .

3- M H c 0 <n. «  =  l n ^ + y 2) ^ ^  HH TOnHHr.

A  ABBan x  6 yHHM a xycycufl ^ocHJiaHH TonaMH3: 

(x2+y* ) ’x 2x
U X  X * +  y 2  X 2 +  y 2  ■



Энди бу функциянинг х  буйича хусусий досиласини 
топам из:

д ^г  (  2 г V ( 2 х )  .г  (х2+ у2) — 2х(х*+у*)'х 
11 хх  д х 2 \х 2- \-у 2)х  у 2)2

_  2 (л:-+ у-) — 2х-2х  _  2 х - 2уг — 4-с2 _  2(у'2 —  х 2)
~  (х-+ у (•*'-’+  у2)'2 ~  (х 2-\- у*)* •

Энди бу ифоданинг у буйича хусусий досиласини то- 
памиз:

__ дли _  | 2 (у-— х 2) , _  
и х-у ~  Ох-ду ~  V (х- + у’1)- N  ~

2(>'-— ^ ) у (*2+  У2)2 -  К *2 ! У2)Гу • 2 (у2- * * )  _
=  ( * Ч  У2)4 ~

_ _  4у (х- 4- уир— 2 (х * 4- уз) 2у ■ 2 (у-— х-) _

~  (■*'- -!■ У2)4
__4у (х 4- у2) [(*'-’+  У2) — 2(у-—-У-')] _  4у (Зх2— у2) .

— ( * 2+ У ) ‘ ( * 2+ у 2):! ■ ж

□  . Куйидаги функцияларнинг хусусий досилаларини 
топинг.

21 . 2  =  1п(х2 +  у 2).
^  2х , 2уЖавоб. г х =

22. г  =  arctg .

/Кавоб. г ;  =  ^ ;  . г ’,  =  .

23. ы =  - 2 - .

24. и ^ х - е - у *
да _

25. щ =  а гс эт  (I, У  х). _____
, , ,  . ди < . дv [  ьЖавоб.  — =  — . — —, т г *  1/ —̂ гг;- 

о* 2 —■ж“*2 <" ’ 1_х1‘
26. V =  1п з т ( % — 2^).
Жавоб.  г/. -  с(§Г ( х — 2/); и ' =■— 2 ^ ( х  — 2^)-

Куйидаги функиияларнинг иккинчи тартибли хусусий 
доснлаларини топинг.



27. г  =  х 3— 2х2у +  Зу2.

Жавоб.  г"хх =  6л: — 4 у ;
г у, = г ;л = - 4 х ;  
г у'у =  6 - И

28. г  =  еху1 
Жавоб.  « ; = у 2№ ;

иху==иух =  1(1 +  х у $  еХу1;
и х ( ==и х̂ =  У (1 + х Уг ) еХу ’̂
и 'у1 ,= и1у =  * 0  +  х у ^ е хУ‘1 

;
и'', =  х 2у 2 е*у<.

29. и =  нинг учинчй тартибли хусусий ^осилаларини 
ю пинг.

Жаваб. и ‘ЛГЛГЛГ д;4
30. и =  2-гу’г ни топинг.

>Каво6- щ у д Г  =  2хуг(*2У2г 2 +  Зхуг +  1).
31. и =  з т ( х у ) .  и ' ” ни топинг.
Жавоб. и™ =  — [2х бШ (ху) +  х 2у соэ (ху)]. £3

4- §. Куп аргументли функциянинг тулик 
дифференциали

и == / (л:,, х 2, . .  . , х„) куп аргументли функция =
— (х°, х?, . . . , х°) нукта ва унинг бирор атрофида аник- 
ланган булсин.
f  (х1 4- А х ,;  х°2 +  \ х 2.............х°п + Ах„)—/(х ° , х ° ............... -х°)

ифодани функциянинг А'0 =  (х°, х%.............Л°) ну^тадаги
тулиц  орттирмаси дейилади.

1- т а ъ р и ф .  Агар факат Х°  нуктага боглик булган 
А, В, . . . ,  С узгармас ^ацикий сонлар мавжуд булиб

А и =  Л - Ах, +  5А х2 +  . . .  +  САх„ +  рг (х ь х 2, . . .  х„)



уринли булса (бу ерда р-= УАх*  -f &х\ +  . . . { А х 2п) ва 
Г (А',, x i% , х„) узлуксиз функция булиб,

lim г(хи х и, . . . , х„) — 0 (2)
р _ * 0

булса, / ( х , ,  х , ............ х п) функция Х° =  (х^ х\,  . . .  , х°)
нуктада дифференциалланувчи дейилади. (1) тенгликдаги 

А  • Ах, -г ВАх2 4~ ■ • ■ 4“ С А х„ 
ифодс-ии берилган функциянинг Х° — (x°v х?2, . . .  , х°) нук;- 
тадаги тулиц дифференциала дейилади ва у

d f  — А  Ах, i Р Л х 2 +  . . . - fC A x „  (3)
каби белгиланади.

Аггр и =  / ( х , ,  х ъ . . .  , функция дифференциалла
нувчи булса, яъни (1) ва (2) муносабатлар бажаритса, (1) 
тенгликдаги А, В, . . . .  С узгг.рмаслар мос равишдч 
и =  / ( х , ,  х 2). . ., х„) функииянинг х ,, х 2(. . ., х„ лар 
буйича Xй =  (х°, у 0,. . ., t°) нуктадггн хусусий *осила- 
ларига тенг булади, яъни

л = % т  в -  §i(x°),. . . ,  с - £ т .
Энди Дх, =  d x x, Ах2 =  d x 2, . . . , Дхя =  d x n деб белгила- 
сак ва А, В, . . .  , С лгркинг урнига хусусий зосилалар 
ни куйсак, (3) формула куйидаги куринишда булади:

df  =  ш , d x ö i 1аУ> +  • • • +  w n d x »-
Э с л а т м а .  Агар и — f  (x:и х»............x n) ф ункц ия  д и | ,ф е р г н -

циалланувчи булса,

Д и i  du (5)

булади. Бу му.чосабат (1) ва (2) дан келиб чи \ади .  (5) м у д а с а 'а т  
такрибий л,исобла:цларда куп кулланилади.

1- м и с о л .  Куйидаги функиияларнинг тулик диффе- 
ренциалини топинг.

1) z  =  х 2у; 2) и =  е
3) и =  i х 2 f- у'1 |- г-; 4) г  у In 2х.
Л .  1) Аввал бернлгаи функциянинг хусусил >;ocina- 

ларини топамиз:

Й  =  2ху; |  =  х ’ .



Энди бу хусусий ^осилаларни мос равишда йх  ва й у  га 
купайтириб, натижаларни кушам из:

йг =  2ху йх  -1- х 2йу.
5

2) и =  е ‘ функциянинг хусусий ^осилалари: 

д а __е 1 1 &и _  * 5
' д в ~  7  ’ Ш е ¥  '

ш унинг учун

йи =  е 1 [ у  ¿5 — ~  <И

3) и =  / х 2+  у 2-\- г 2 функциянинг хусусий ^осилалари:
ди х  ди _________ у______ _ да ________ г______
дх у/ Х‘2 ^.у 2 ±  2ч ’ ду  ̂ Х1 ^ у 2 ^ г -2 ’ дг ^  х -2 ^ у >+ г з ’

ш унинг учун

йи  ==-• х*£± У аУ + га*
у х 2 4- у2 +  г 2

4) г = у 1 п 2 ; с  функциянинг хусусий ^осилалари:

д-1 = 2±-  д±  =  1П 2х
дх х '  ду £Х '

шунинг учун

йг = ~  йх  4~ 1п2л;^у. Д

2 -  м и  со  л. г  =  J — ( функция тулик дифференциали-

нинг, х  =  2, у =  1, й х  = — йу =  1  лардаги кийматини 
топинг.

Д .  Бу функциянинг хусусий з^осилалари:
дг __ у д г __ х
дх ~  (х —у )2 ’ ду ~~ (х — у)-”

ш унинг учун

йг =  — т— _ ¿ х  4- -— йу.( х - у )2 ( -« -у )2 л
Д емак,

¿ г  = _____ !___ ( - 1  +  . 2 , „  1  =  +
Г2-1)2 - ' 3 (2 — I)2' 2 IV 3 ) ^Г2-1)2 • ' 3 1 (2 — 1)2‘ 2
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3 - м и с о л .  и — sin 1,59tg 3,09 ни дисобланг.
Д . Бу мисолни ечиш учун и =  s i n x t g y  функциянинг

Л10 ( у ,  ") нуктадаги кийматидан ва А и нинг тахминан^«
га тенглигидан фойдаланамиз. Бунинг у ч у н  аввал и =
=  sin X tg y  функциянинг М0 ( у ,  irj нуктэдаги хусусий хо-
силаларини топайлик:

( - 1 Нда
дх =  cos X tg у * =  cos -к tg  * =  0 ; 

Х =  Т  2У = 7С

du у , 11]
=  sinx-dy cos“ у

Энди

я 1 ,* =  Sin -5- • —— - =  1.X = y  2 cos-  я
у — It

b u - d u ^ ^ d x  +  ^ d y  

тенгликдан куйидаги ифодага эга буламиз:

du (-Ö-, я i du (-5-, я)
sin 1,59 tg 3,09 — s?n — tg тс = ------^  d x  -\------ —y—  dy,

Бундан
sin 1,59 tg 3,09 =  dy

келиб чикади. dy =  3,09 — 3,14 =  — 0,05 булгани учун
sin 1,59- tg 3,09 =  — 0,05. A

□  . Куйидаги функцияларнинг тулик дифференциалини 
топинг.

32. z  — 3x‘>y i.
Жавоб. dz  — 6xy5dx  -f 15x2y *dy.
33. u = 2 -ху*.
Жавоб. du  =  2xyz dx +  z  ln x  dy  -f у ln xyz) .
34. s =  x \ n  t.
Жавоб. ds =  ln ¿ dx  +  dt.

35. z =  > 1 .
X У

Жавоб. dz  =  ! -j- 1  j dx  +  (JL +  £-) dy.



36. и =  sin — .
У

Жавоб.  du  =  — eos — d x — 4- eos — dy.
j  у У2 y *

37. z  =  In ( / x  +  / y ) .
¿ , Y  У d* +  x  ■ dy .Жавоб. dz  =  y— , r —— = i2 Y x y  (Y x + ь y)

38. г  =  arc tg -y  функция ту лик; дифференциалининг
x  =  1, у =  3, dx  — 0,01, dy =  — 0,05 лардаги кийматини 
топинг. Жавоб.  — 0,008.

39. У ш бу
1Ч , л Q-3.96 m sin 1 ,49-arc tg  0,07
1) l|0o  2̂ ,95

ифодаларни такрибан з^исоблаиг. Жавоб.  1,32, 0,01.

5- §. М у р ак к аб  ф ункциянинг диф ф ерен ц иала 

Агар
г  =  F (и, V, . . .  , ш)

функциянинг и, V, . . . , № гргументлари ÿ3 навбатида 
х , у ,  . . .  , t узгарувчиларнинг функцияси, яъни

и =  ср (х , у , . . .  , í), =  ф (х, у ............. ¿ ) , .............. О) =
=  g (x , y ,  . . .  , 0

булса, у з^олда г  функция х, у, . . . , t ларга боглик м у 
раккаб ф ункция б$'лади. Демак,

z=*F {$(x ,  у , • . . 0, ф(*.У . ■ • • > 0 .............
£(*.У. • • • .0 )-

Бу функциянинг х, у, . . .  , г1 лар 6ÿflH4a хусусий з$о- 
силглгри цуйидаги формулалар оркали топилади:

дг  __ д г  да . дг dv дг дт
дх да дх  ^  dv дх 1 ' 1 дш д х ’ 
дг дг да дг dv дг óa>
ду да ду dv ду дш ду’

...............................................  (1)

д г __ дг да , дг dv
dt du dt dv dt

dz dm
’ ' +  dZ ' дГ



Аггр и, v, . . • , и) аргументлар факат х  га боглик; 
функи иялгр булса, z  факат х га боглик мураккаб ф у н к 
ция булади. Бундай М}раккаб функциянинг ^осиласини 
тула косила  дейилади ва у куйидагича топилади: 

дг _  дг_ du . i)j_ dv . , дг_ дш
Wx du dx ó v d x  да> дх' '  *

1- м и с о л .  Куйидаги мураккаб функцилларнинг зо си - 
лаларини топинг.

1) г  =  е“' ,  и =  х 2, v  =  х у  д£  =  ?, ~  =  ?

2) z  =  ln (*? +  *')■ х  =  =  ? ¿у  =  ?

3) и =  ег-2у, 2 =  sin X, у =  X3; =  ?

. 1) 2  =  е“® функция х  ва у ларга боглик м у р ак
каб функциядир. Шунинг учун унинг хусусий зосилалари
(1) фор.иула ёрдамида топилади.

^  =  2и • и‘х f  z¿ • v ‘x =  eUJ • v 2 x  -  euVи-y  =  3 x 2y exZy.

=  2¿ • ííy f  z¿ • г»;. =  e“® • г> • 0 +  euvu - x =  x zex3y-

2) 2  =  In (ex el) мисолда берилган функция t га нис- 
батан м;; рш каб эмас, шунинг учун

дг W  -у el)t _  е‘ 
dt ех +  е1 ех  + е 1' 

х  эса t га боглик, шунинг учун
du дг dx , d z ______ех „  ,2 . е‘_____ 3 I2 ех+ е*
dx дх dt f dt ех + с‘ ех +  е‘ ех -г е(
3) и — ег~ гу функциянинг зар  иккала аргументи х  га 

боглик, шунинг учун бу функция х  га боглик мураккаб 
функциядир. Демак, унинг зосиласи (2) формула оркали 
зисобланади:

E - E - E  +  S - g - * '  "eos  *  +  2 ) 3 , '  =
=  ег —2у (eos х  — 6 х 2). Д

□  . Куйидаги мураккаб функцияларкинг зосилапарини 
топинг.

4 0 .-г  =  и2 In v, и = v  =  Зх  — 2у; ^  =  ?, ^  =  ?у ’ у  ’ дх ’ ду

Жаво6- £  =  ¿ ( 3^  +  2^ l n 'y) ; ^  =  - | f ( y  +  ®lnt>).
261



л ч У  t 1 2 /  d2  гч41. z = f ,  х  = е‘, у  =  1 — е , Tt =* ?

Жавоб. ^  =  — (е* +
»/2

42. г  =  гг =  л: — 2у, -и =  у +  2л:.
\rs a dz 2и I . и дг и ■ . , и \Жавоб. -  =  _ ( 1 - - ;; ^  =  - -  ' 4  +  - ) .

43. z  =  v/ x 2+ y 2, x = s l n t ,  у — cost.  

Жавоб. £  =  0.
a t

44. г  =  хеу у, х  нинг функцияси. dzd x

45. 2 =  a rc tg y -; х  =  е'и +  1, у = e2t — 1 , ^ =  ? 

Жавоб. d-^ — g
d t  еЧ  +  1 ™

6- §. О ш ко р м ас ф ункциянинг досиласи

Агар F(x,y)  ф ункция G c z R 2 сщ ада узлуксиз булиб 
(*<ьУо) 6 G нуцтада нолга тенг, яъни F (x 0,y 0) =  0 ва 
Г у ( х с, у 0) Ф 0 булса, х 0 нинг бирср атрофида /'(л :, у) =  0 
тенглама бирор у  =  f ( x )  функцияни ошкормас равишда 
ифодалайди. У нинг досиласи

F 'х (*<>. у  о) +  F\  (х0, у0) • / '  (х0) =  0 (1)

ифодадан топилади, яъни

=  (2)
° ^(ДСсУо)

1- м и с о л .  Куйидаги тенгламалардан ^  ни топинг.

1) х 2+  у 2 — 4л: +  бу — 0; 2) х - е гу — уеи  =  0;
3) 2у4— Зу2х — х ъ— 40 =  0; 4) х у — ¿ ^ s i n y — к = 0 ;  

_2_ 2_
5) л: 3 +  У 3 =  2.
Д .  1) л:2 +  у 2— 4л: -f бу =  0 тенгламадан аввал л: бу’ 

йича, кейин у буйича досила олиб, куйидагиларга эга б у - 
лш и з:

F'x =  2л: — 4; F  =  2у +  6.



^  4 — 2х

Ух ~  ~  Т у ~  2у -г 6 '

2) Худди ш унга ухшаш
Гх =  егу — 2уе3х-, == 2 х е 2у — е2*.

Демак,
, Рх е”У — 2уе-х 2у е-х — е"у

У х ~ ~ ~ ~ Р Гу ~  _  ЪхеЮ— е** ~  2х е™ — е*х '
3) Юкоридаги мисоллардагидек хусусий ^осилаларни 

з^исоблаймиз:
Р'х =  — Зу2 — 5х4; Г ; =  8у3 — бху.

Демак,
5 л :4 +  З у 2 

8 у 3—  б х у

4) Бу мисолда ^ам тенгламадан аввал х  буйича, кейин 
у буйича хусусий ^осила оламиз:

Р'х = у — ех $\пу\ р'у = х  — вх соб у .

Демак,
Рх ех з1п у  — у

X р1 V *
Г у  X  —  е - ' с о э  у

5) Хусусий х;осилалар цуйидагича:
1 1 

С- 2 ~ т  2 -  'з
* ~  ~зх  ; р у ~  ~з у •

Шунинг учун
-  1.3

- I х

2 - Т
3 У

т -  =  - П -  а

V '□  . Куйидаги тенгламалардан ни топинг.

4 6 . х 2— 4у2 =  4 . Жавоб- ^  ^  ■

4 7 . ху  +  ¡п у +  1п х  =  0. Жавоб.  ^



50. у +  х  = gT

2. JL 1. 
51 л:3 +  у  3 =  ах .

52. Г  +  2ух'°  - 3  =  0, Жавоб. %  „

53. 2 c o s (x  -  2у) -  2у f  X =  0. Жавоб. у'^ =  у  ^

7- §. К уп  аргументли ф ункциянинг экстремуми

Т а ъ р и ф .  у =  / ( х )  функция G c z R ’1 тупламдэ берил- 
ган ва X°£G булсин. Агар Х° нуктанинг бирор 8-атрофи 
топилиб, бу атрофга тегишли барча нукталарда / ( х )  <  
^ /" ( x ° ) ( / ( x )  ^ f ( x ° ) )  тенгсизлик бажарилса, Х° нуктада 
функция л о к а л  максиму яга (минимумга)  эришади дейи- 
лади.

Локал максимум ёки локал минимумга эришадиган 
нуцталарда функциянинг хусусий зосилалари нолга тенг 
булади. Бундай ну^таларни, яъни хусусий ^осилалари 
нолга тенг булган нуцталарни стационар нуцталар  
дейилади. Бир аргументли функциялардагидек, хусусий 
зосилаларнинг нолга тенглиги экстремумни кабул цилиш 
учун зарурдир. Бу шгрт етарли эмас.

Куйида икки аргументли функция учун етарли шартни 
келтирамиз.

Т е о р е м а .  Икки аргументли z = f ( x ,  у) функция  
М 0{х0, у о) нук^тгнинг бирор U&(M0) атрофида иккин-  
ш  тартибли хусусий цосилаларга эга булчб, М 0 
нуцтада узлуксиз  булсин %амаа

деб белгилайлик .  У х,олда:
1) агар А > 0 булса,  М„ нуцтада /  функция экс

трему мга вришаои: а) Л < 0  булса, максимумга,  б) 
Л > 0  булса, минимумга эришади.

А = / ХХ(М0), B = f xy(M0), С=/уу(М„)
ва

А = Л С — В2



2) А < 0  булса, М 0 нуцтада экстремумга эриш-  
майби.

0) Агар А —0 булса,  /И0 иуцтаоа экстрему мга  
эришши ёки эришмаслигини цушимча текширши  
керак.

1 - м и с о л .  Куйидаги функьияларнинг экстремумини 
топ ИНГ.

1) г = х 3 -[ У3—-Зху; 2) г —х 2 <-ху ■ у 2—6 х — 9у;
X

3) г = х 3 4-ху2+ 6 х у ; 4) г  — е 2(х-\-у'2)\
5) м=31п-|- +21пу-{ 1п(12—х —у).
Д .  1) Бу функциянинг экстремумини топиш у ч у н  

аввал хусусий ^осилаларини нолга тенглаштириб, тенг- 
ламалар системасини ечсак, стационар ну к; тал ар топилади:

=  Зх> _  зу =  0; , 0/ , ч п 
ох 3(х2 — у) =  0,

Зу2 — Зх =  0; 13(у2 — 3х) =  0.

Бу системанинг биринчисидан у =  х 2 ни топамиз. Э н 
ди бу ифодани иккинчисига куйиб, куйидагига эга була- 
миз:

х 4 — х  =  0 ёки х  (х3 — 1) =  0.
Бу тенгламанинг иккита х , — 0 ва х 2 =  1 ^ациций илдизи 
бор. Демак, у, =  0, у 2 — 1 экан. Ш ундай килиб, бу 
функциянинг иккита М 0(0, 0) ва М {( 1, 1) стационар нук-  
таси бор.

Энди бу нукталарда А нинг кийматини текшириш 
учун иккинчи тартибли хусусий ^осилаларни ^исоблай- 
миз: г хх =  6х, г ху =  — 3, г уу =  бу. УИ0(0, 0) нуктада 
И — 0, В =  — 3, С =  0. Демак, бу нуктада А =  — 9. 
Шунинг учун уИ„(0, 0) нуктада экстремумга эришмайди.

Ж,(1, 1) нуктада эса А — г х х ( 1) =  6, В — — 3, С —
— г уу( 1) =  6 га тенг. Шунинг учун  А =  36 — ( — 3) =  3 9 >
>  0. Иккинчидан, Ж , (1, 1) нуктада А  =  6 >  0. Д ем ак , 
УИХ( 1, 1) нуктада функция минимумга эришар экан, яъни

/т,п(1, 1 )-  1 + 1 - 3 -  М  = - 1 .
2) Бу мисолда $ам аввал биринчи тартибли хусусий 

^осилаларни топамиз:

^1 =  2х +  у — 6; ^ -  =  х  +  2 у — 9.



Энди г'х =  0, г у =  О системани, яъни
\2х  +  у — 6 = 0 ,
\ х  +  2у —  9 =  О

системани ечиб, М(  1,4) нуктани топамиз. Бу функция 
Я2 да аникланган ва унинг ягона М{1,4) критик нуктаси 
бор.

Энди бу критик нуктада Д нинг кийматини текши- 
райлик. Бунинг учун аввал иккинчи тартибли хусусий ^о- 
силаларни топайлик: А  - г хх =  2, В =  г ху = 1 ,  С = г уу — 
=  2. Демак, А =  А С — Я 2 =  4 — 1 =  3 >  0. Шунинг учун 
уИ(1,4) нуктада функция экстремумга эга, айнан шу нуц- 
тадз Л  > 0  булгани учун у миничумга эришади.

3) Критик нуктани топиш учун

\ х х  "Ь У2 +  б у  =  О,
\г'у =  2ху ~  Ьх

системани ечамиз. Б у  системани М ^ — У 3; — 3), Зш,
—3) нукталарнинг координаталари канозтлантирзди. Бу 
функция ^ам /?2 да аникланган ва шу иккита нукта 
унинг критик нуктаси булади.

Бу критик нукталарда А нинг ишорасини текширамиз. 
Бунинг учун иккинчи тартибли хусусий ^огилалзрни то
пайлик: г"хх = 6х\ г Ху =  2у +  6^ г уу =  2х. Шунинг учун 
А  =  г хх (— \‘ 3, — 3) =  — б / З ,  В =  г Ху (— / 3 ^  — 3) =  
= 2 - ( - 3 )  +  6 = - 6 + 6 = 0 ,  С = г уу{—У3,  —3 ) = 2 ( - / 3 ) =  
=  —2 т / 3. Демак, (—/  3, 3) нуктада А =  АС — В'2 =  
= 3 6 —0 =  3 6 > 0  ва А  <  0 булгани учун функция локал 
максимумга эришади. УИ2(КЗ,  —3) нуктада эса А =  
= г ; х ( / К  - 3 ) = 6 у / 3 ;_  В=г"ху( / 3 ,  - З Н 2 ( - 3 ) 6 = 0 , 
С —г " ( | 73, —3) =  2> ^3 . Демак, УИ2( / 3 ,  —3) нуктада 
Д = 3 6 > 0  ва А —6 /  3 > 0  экан. Шунинг учун бу нукта
да функция локал минимумга эришади.

X _£
4) Бу мисолда г х — е 2 (^  х  +  у 2 +  1) ва г'у =  2уе 2 .

Д емак, бу функция учун М ( —2; 0) нукта стационар 
нукта булади. Энди иккинчи тартибли хусусий ^осила- 
ларнинг бу нуктадаги кийматларини топамиз: г хх =

X X X
= -^е 2 ^  х + у 2 +  2у, гХу = 2уе2 ; г уу = 2е2 . Д ем ак,



Л =  г ’хх( - 2; 0) =  \ е  2 (\  ■ ( -  2) +  0 +  2) =  1 ;  В =  

= г ху{—2\ 0 )= 0 , С = г уу{ - 2; 0 )= -^ . Ш унинг учун Д =

>  0 ва Л >  0 булгани учун бу функция М  (—2, 0)
нуцтада минимумга эришади:

_  2_
<рт1п =  ? ( —2; 0) =  е 2( - 2 ,  + 0 )  =  - | .

5) Бу функдиянинг хусусий з\Осилалари куйдагилардан 
иборат:

'  _  3__________ I________ 36 — Ах — 3у  .
11 х ~  х  12 — х  — у дг (12 — х  — у) '

' — 2 1 — 24 — 2л: — Зу
и * ~  у 12 — х  — у у (12 — *  — у) ‘

Координаталари

( их =  0
1 иу =  0

системани, яъни

/  4х +  Зу =  36 
I 2х  +  Зу =£ 24

системани кано&тлантиргдиган ну к та бу функциянинг ста
ционар нуцтаси булади. Демак, М  (6, 4) нуцта стационар 
нукта экан.

Энди Д нинг ишораларини текшириш учун берилган 
функциянинг иккинчи тартибли ^осилаларини ^исоблай- 
миз:

3 1
их х — х2 (12 — д: — ;

" I
11 хУ — ~  (12 — х  — у)'2 ’

2 1
и уу  уа (12 — х  — у У  ’

Шунинг учун А =  и"хх{6; 4) =  — у ;  5 =  «*у (6; 4 )=

=  - | ;  С =  иу ,(6 ; 4) =  - | .  Д емак, Д =  АС — В2 =

=  >  0. Бу функция М  (6; 4) нуктада максимумни 
Кабул цилади:



^ггах ~  и (6; 4) =  31 п -р- +  21 п4 -{- 1 п2 == 51 п2. А

П . Куйидаги функцияларнинг экстремумини топинг.
54. 2  =  2ху — 2х — 4у.
Жавоб.  Экстремумга эришмайди.
55. 2  =  л:>/ у — л;2— у +  6х +  3.
Жавоб.  г тах = г{4\ 4) =  15.
56. и — х 3 +  8у3 — 6ху  +  5.
Жавоб.  Ж , (0; 0) ва М 2 ^1; стационар нукталар. 

Ж , ну^тада эктремумга эришмайди.
57. и =  х 3 +  у 2 — Зх  +  4 / у 5. __
Жавоб.  Аник'ланиш соланин г ичида критик нуктаси

йук-
58. V =  (х — у)3 +  (у — I)3.
Жавоб.  Экстремумга эришмайди.
59. т =  х  3 + у \
Ж  авсб. ш)тЫ =  на (0, 0) =  0. Щ



VIII Б О Б  

ДИФФЕРЕНЦИАЛ Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1-§. Асосий туш унчалар ва  таъ р и ф л а р

1 - м и с о л .  Эгри чизикка унинг ихтиёрий нуктасидан 
утказилган уринманинг ординаталар укидан кесган кесма- 
си уриниш нуктаси ординатасининг иккиланганига тенг. 
Шу эгри чизик тенгламасини топинг.

Д . Изланаётган эгри чизщда ихтиёрий М (х\ у) нук- 
та оламиз (8 .1 -чизма). М  нуктада утказилган уринма
нинг тенгламаси

У — у =  у ' ( Х  — х)
куринишга эга булади, бу ердч Х;У  уринма нукталари- 
нинг ^згарувчи координаталари, у'  — изланаётган функ- 
циянинг берилган нуктадаги ^осиласи (уринманинг бурчак 
коэффициенти). Уринманинг Оу уцдан ажрятадиган кес- 
масини топиш учун X =  0 деймиз. У ^олда ОВ =  У — 
= у — ху' .  Иккинчи томондан масаланинг шартига кура



0 В  =  2у. ОВ  кесма учун топилган иккала ифэдани так- 
Кослаб,

у — х у ' =  2у
ёки (1)

ху'  у = ,0
тенгламани ^осил циламиз. Бу тенгламанинг иккала 
томонини d x  га купайтириэ, уни ди})1)эрэнциал иштирок 
этган тенгламага келтирамиз:

xdy  -f  Уdxt— 0. (2)
(2) тенгламанинг чаи томони узгарувчилар купайтмаси- 
нинг дифференциали d (ху) дан иборат, шунинг учун 
иккинчи тенгламани

d (ху) = . 0
куринишда ёзиш  мумкин, бундан:

ху =  С, (3)
бу ерда С — ихтиёрий узгармас сон. (3) тенглик изланаёт- 
ган эгри чизикнинг тенгламасини беради, уни ошкор ^ол- 
да куйидагича ёзиш мумкин:

■у - т г  (4)
Аслини олганда (3) тенглама *ам (4) каби битта эгри 
чизикни эмас, балки эгри чизикларнинг бутун бир оила- 
сини — асимптоталари координаталар укларидан иборат 
булган тенг ёнли гиперболалар оиласини ташкил этади 
(8.2- чизма),

Бу эгри чизиклар оиласидан бирини ажратиб олиш 
учун аргументнинг бирорта тайин кийматига функциянинг 
мос кийматини бериш керак. Айтайлик, изланаётган эгри 
чизик М  (3; 2) нуктадан утсин, яъни х  — 3 да функция 
у =  2 кийматга эга булсин. Бу кийматларни (3) ёки (4) 
формулага куйиб, С =  б ни топамиз, шу сабабли изла
наётган эгри чизик бу л’олда

ху = [б  (5)
ёки

(б)

куринишга эга  булади.А
Э н д и  а с о с и й  т у ш у н ч а л а р н и  т а ъ р и ф л а ш г а  

у т а й л и к .  Дифференциал тенглама  деб эркли узга-



рувчи, номаълум функция ва унинг турли тартибли 
^осилалари ёки дифференциалларини узаро богловчи тенг- 
ламага гйтилади.

Тенгламадаги номаълум функция битта эркли узгарув- 
чининг функцияси булса, бундай дифференциал тенглама 
оддий дифференциал тенглама  дейилади. Хусусий  
^осилал и  дифференциал тенглама  деб икки ёки бир 
нечта х ,  у  . . .  узгарувчиларга боглщ  булган номаълум 
z  функция, х, у . . . эркли узгарувчилар ^амда z  нинг
дг дг д*г „ „ -
д х ' ду ’ дх? ва *ока3°  х УсУсии ^осилаларини узаро OOF-
ловчи тенгламага айтилади. л-тартибли дифференциал 
тенгламани ушбу

Fix, у, у '  у"............. у<л>) =  0 (7)
куринишда ёки агар мумкин булса, юцори тартибли *о- 
силага нисбатан ечилган

у м  =  / ( * ,  у, у ' ............ y(»-i)) (8)
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда у =  у (х) изланаётган

м
номаълум функция, у<*> =  — функциянинг х  буйича k

dx
тартибли ^осиласидир {k =  TJi).



п- тартибли дифференциал тенгламанин г у.мумий ечими 
деб п та ихтиёрий узгармас сонларни уз ичига олган

У — у ( х > С 2, ■ ■ ■ , Сп) (3)

ечимга айтилади.
(8) дифференциал тенгламанинг умумий ечими фор

м у л а м  (9) дан С,, C.¿, . . . , Сп ларга маълум к;ийматлар 
бериб ^осил цилинадиган ^ар бир ечими (8) тенгллманинг 
хусусий ечими дейилэди. Агар (8) дифференциал тенг
ламанинг хусусий ечими Ф (х, у) =  0 куринишда берил- 
са, бу муносабат берилган дифференциал тенгламанинг 
хусусий интеграли деб аталади. Агар умумий ечим 
<т>(х . У> С,, Съ . . . .  Сп) =  0 куринишда ёзилган булса, 
бу муносабат (8) тенгламанинг умумий интеграли 
дейилади.

2 - м и с о л .  Ушбу функциялар мос равишда берилган 
дифференциал тенгламанинг ечими булишини текшириб 
куринг.

ч sin а: . .а) у =  —— ; х у '  -+ у =  cos х.
б) у =  схес>х\ у"у — (у ')2 =  0.

Д .  а) У =  функциянинг биринчи тартибли ^оси-
ласини топамиз:

, / s in  х  \ 1 x c o s x — sin л1 c o s a : sin  а :

У = [ — ) = - X ‘¿ X  х 2 ’

буни ва функцияни тенгламага келтириб куямиз: 
f cos х  s inx \ , sin х  sin a :  , sin a :л : ---------------r~ ~-------- =  cos x ------------- -------- =  cos x .\ x  x 2 ) ' x  x  1 x

Берилган функция тенгламани айниятга айлантирди, демак 
sin  Jt , . . _у  =  —— функция х у  +  у =  cos л: тенгламанинг х  =  0 ни

у з  ичига олмаган ихтиёрий интервалда (хусусий) ечими 
булар экан.

б) Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
^осилаларини топамиз:

у ' =  ( Q e ^ y  =  Сх (ес>х)' = С ^ х{С,х)' СхС2е а-х
у " =  ( Q C . e ^ y  =  C,C2(ecñ ' = C xC\e(- \

у, у '  у" ларнинг ифодаларини тенгламага куйсак, Clf 
С 2 узгармасларнинг ихтиёрий цийматларида уринли бул- 
ган



айният ){осил булади. Демак, у =  Схес*х ф ункция у"у —
— (у ')2 =  0 дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
экан . А

3 - м и с о л .  у ”у — (у ')1 =  О дифференциал тенгламанинг 
у (0) — 2, у'  (0) — 5 бошлангич шартни цаноатлантиради- 
ган хусусий ечимини топинг.

Д . Берилган у " у — (у ')3 =  0 тенглама учун  у =  С1ес>х 
функция умумий ечим булишини Зб-мисолда текшириб 
курган эдик. Бошлангич шарт цийматларини у  =  Схес*х 
ва у' = СхС2ес х̂ ифодаларга куйиб С, ва С2 ларни топиш 
учун

( С, =  2,
I С,С, -  5

тенгламалгр системасини ^осил н;иламиз, бундан С, =  2, 
С2 =  2,5 келиб чикади. Демак, изланган хусусий ечим 
у — 2е2’5х функция булади.

Курилаётган тенглама учун у = С{СфО)  функция 
^ам ечимдир. Бу ечим умумий ечим формуласи у = Схес‘х 
дан С, ва С'2 ларнинг биронта ^ам к;ийматида ){0 сил бул- 
майди. Шунинг учун у =  С ечим махсус ечим булади.Д

4 - м и с о л .  Куйидаги дифференциал тенгламалар учун 
ечимнинг мавжудлик ва ягоналис со^аларини топинг.

а) у> = х / 1  — у 2; б) у ' =  р = = =  ; в) у" =  .

Д . а) Берилган дифференциал тенгламанинг унг то- 
монидаги / ( х ,  у) — х у / 1 — у 3 функция |у |<С 1 тенгсиз- 
ликни каноатлантирувчи у лар учун узлуксиз, бу функ- 

,  * „ » д /  хуциянинг у буиича хусусий ^осиласи: ^  эса

| у | < а <  1 булганда узлуксиз. Демак, берилган тенглама 
учун

О =  {х, у): — с» <  х  <  +  оо, — 1 <  у <  I)}

со^а — ечимнинг мавжудлик ва ягоналик со^асидир.
б) Бу ^олда / ( х )  — ■ -I .  функция \х\ с  1 да т щ -

у 1 — х г
ланган ва узлуксиздир. Демак, ечимнинг мавжудлик ва 
ягоналик со.часи

0  = {(х, у): — 1 < л с <  1, — оо < у  <  +  оо}

булади.



в) Курилаёттан тенгламанинг ÿHr томонидаги
v i í p  d f  У  у '

/ ( * .  у ,  у' ) 7= - ^  функция ва унинг у  буиича ^  == r- f -
( х ф О )  хусусий ^осиласи у ' > 0  булганда узлуксиз; у'
буйича хусусий ^осиласи ^  э са х  ф  0, у ' > 0

булганда узлуксиз. Демак, ечимнинг мавжудлик ва 
ягоналик со^аси D —{(х, у, у ' ) : х ф  0, — о о < у < ; 4 - о о ,
у ' > 0 } б улади .А  *

□  1. У ш бу
а) у =  sin х  — 1; б) у = e~únx\
в) у — sin х

функциялар бирор ораликда у'  +  У cos х  — ÿ  sin 2х  диф
ференциал тенгламанинг ечими буладими?

}Кавоб.  а) Да (jçap кандай интервалда); б) йук; в) йук.
2. У ш б у ______  _______
а) У — V  1 — х 2; б) у == — \' 1 — х 2;
в) У =  Y  С — х 2 (С — ихтиёрий мусбат Узгармас) 

функциялар x d x  +  ydy — 0 тенгламанинг ечимлари була
дими?

)Кавоб.  а) Ха (1*1 <  1); б) йук; в) ца ( |х |< С ) .
3. а нинг кандай кийматларида берилган функция мос 

равишда берилган дефференциал тенгламанинг бирор ора- 
ликдаги ечими булади:

а) у =  е*х +  у  ех\ у'  - f  2у =  ех.

б) у =  ( х 2 — x f  ; у ' =  .

в) у — х а \ х 2у" - f  2 х у ' — 6у =  0.

Жавоб.  а) а — — 2; « =  ; в) а =  2, а =  — 3.
Куйидаги мисолларда берилган функцияни мос равиш

да берилган дифференциал тенглама ечими эканини текши- 
риб кУринг:

Х2
4. — — eos л: С. у ' =  х  +  sin л;.

5.  у  =  Се^^~х% / \—х 2у'- \-ху = 0
6.  у  =  С(1 !- х ) е ~ х. xydx+(x-\-  l)dy=0.
7. у =  Схе2х -t- С2езх. у" — Ъу' +  6у =  0.
8. y  =  Cie - 3xJr C23x + \ х — j  . y"-J-2y'—З у = х .



Куйидаги дифференциал тенгламалар учун ечимнинг 
мавжудлик ва ягоналик со^аларини топинг.

9. у ' =  х 2 — у 2. Жавоб. D  ={(х,  у):— cx>cxc-i-oo,
_______— оо <  у <  +  00}.

10. у " = х + - |/  х 1—у ‘г. Жавоб. D =  {(х, у, у '):— оо <
С Х  +  оо, у ’ <.Х2}

2 -§ . Энг содда куриниш даги у згар у вч и л ар и  а ж р а -  
ладиган  ва  бир жинсли биринчи  тартибли д и ф ф е 

ренциал тен гл ам а л а р

Агар 1-§ даги (7) тенгламанинг чап томони факат х ,  
у  ва у'  га боглщ  булса, бундай тенглама биринш тар
тибли дифференциал тенглама  дейилади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий 
куриниши к;уйидагича булади:

F ( x , y , y ' )  =  0. (1)
Одатда (I) тенгламани ^осилага нисбатан ечиб'

У ' = Д х ,У)  (2)
куринишда ёки дифференциаллар иштирок этган

М (х, у) dx  -f-j/v (х, у) dy  =  0 I (3)
куринишда ифодалаб олишга ^аракат ^илинади. (2) дан
(3) га ва аксинча, утиш осон. ХаКицатан, агар (2) тенг-
ламада у'  ни ^  билан алмаштириб ва тенгламанинг и к -
кала томонини dx  га купайтириб, ^амма ^адларини бир 
томонга утказсак, (3) тенгламага у х ша ш куйидаги 'тенг
ламани ^осил киламиз:

f { x ,  y ) d x — i y  =  0,
бу ерда

rM (x ,  y ) = f ( x ,  у), N ( x ,  у) =  — 1.<

Аксинча, агар (3) тенгламанинг биринчи задини Унг 
томонга утказиб ва N(x,  у)=^=0 деб фараз килиб, тенг
ламанинг ^ар икки томонини N ( x ,  y ) d x  га булсак,

d y _____ М (х, у)
Т х ~  N  (х, у)

ни, яъни (2) муносабатни хосил килам из, бу ерда 
л /  \  М (х, у)



L1 }гд;й н у к б ,  (£) г; (о) n j кссабаТЛср бутунлай тенг 
кучли; келгусида конкрет ^ол учун уларнинг кайси бири 
цулай булса, шунисидан фойдаланамиз.

1-м и с о л .  у '  =  5х4— 6х2+ 2  дифференциал тенглама-
нингу(1)  =  7-^- бошлангич шартни цаноатлантирувчи х у
сусий ечимини топинг.

Д . Берилган тенглгмани
dy —  (5х* —  6 л : 2  - j  2)d x

куринишда ёзамиз. Сунгрл интеграллхб, унинг умумий 
ечимини топамиз:

у =  х ь — 2хя +  2х 4- С.
Хусусий ечимни топиш учун умумий ечимда х — \, у =  
=  7 деймиз ва 7-g =  1 — 2 Ь 2 4~ С дан С =  6 у  ни топа
миз. Демак, изланаётган хусусий ечнм

у -= а*5 — 2хл 4 - 2х 4 -  - |

куринишда булади.*
2-м и с о л .  у'  =  cos2y дифференциал тенгламанинг

у (1) =  — бошлангич шартни цанолтлантирувчи хусусий
ечимини топинг.

Д . Берилган тенгламани cos2y ф  0 шарт остида dx =
=  см^у куринишда ёзамиз. Сунгра интеграллаб, унинг
умумий ечимини топамиз:

x  = tgy -\-С.
Хусусий ечимни топиш учун умумий ечимда х — 1,

У = -£ деймиз ва 1 =  t g  — 4-  С дан С =  0 ни топамиз.
Демак, изланаётган хусусий ечим х  =  tg у ёки у =  a rc tg x  
куринишда булади. А

Ar ар М (х, у) — /И, (х )М2(у), N(x ,  у) =  N t (х) N 2 (у) 
булса, биринчи тгртибли

М  (х, y )d x - \ -N (x ,  y )d x  =  О

* Албатта бу ерда ечимни ихтиёрий интервалда караш мумкин, 
чунки у (х) функц ия  ]— оо, +со[ ораликда узлуксиз булиб, х,ар 
бир х  иуцтада у (х)  м авж у д  ва улар тенгламани айниятга айлан- 
тиради. Келгусида ечимларнинг интервалларига тухталмаймиз.



дифференциал тенгламани $згарувшлари ажраладиган  
дифференциал тенглама  дейилади.

3 - м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
( 1 +  х 2) dy — ху  d x  — 0.

Д .  Тенгламанинг барча ^адларини (14 -х г)у  ифодага 
буламиз:

( 1 -l-х'2) dy xydx  __-  dy xdx  ___„
( l + - t a) y (1 +  x-) y ~  ' y 1 +  x 2 ~

Буни интеграллаб, берияган дифференциал тенгламанинг 
умумий интегралини топамиз:

1пу — \  1п (1 f  х 2) +  С.

Ихтиёрий ÿ3rap:,iac сон С урнига (>;осил килинган ифо- 
дани потенцирлаш цулай булиш учун) 1пС, ёзамиз 
(бундай алмаштириш мумкин, чунки С катталик ихти- 
ёрийдир):

1 п у - ± 1 п ( 1  4 х 2) =  1п С ,; —==== =  С,; 
z У 1 t  х 2

у = Су у 1 +  X2
берилган тенгламанинг умумий ечимидир. А

4- м и с о л.
(х  +  х у 3) dx  — (у2 +  х 2у 2) dy  =  0

дифференциал тенгламанинг у (0) =  1 бошлангич шартни 
цаноатлантирадиган хусусий интегралини топинг.

Д .  Умумий купайтувчиларни кавсдан ташцарига 
чицарамиз:

х  (1 +  у 3) d x - ^ у 2 (1 +  х 1) dy — 0.
Тенгламанинг барча ^адларини (1 I у 3)(1 +  х 2) ифодага 
буламиз:

х ( \  + y3)dx _  у2 (I + х~) dy _  „
(1 -f  уз) ( 1  + x i) (1 +  у3) ( 1 + Х 2) -  и

ёки

г — г, dx  — г т —1 dy — 0.1 -f- X i  1 +  yJ '
Энди ^осил цилинган ифодани интеграллаймиз:
Г Xdx  _  СуЫу_ _ r . ±  :d {  \ + х 2) _  Çd (  1 +  уЗ) _  
h + x 2 J l + y 3 ’ 2 J l + x *  3 J  l - i - уз

j l n ( l  -H JC*)— 4  1п(! +  У3) =  C.



Узгармас С  урнига 1п Сх ни ёзамиз:

1 1 п ( 1 + * 2) - 4  1 п ( 1 + у 3) =  ^ 1 п С 1>

1п (1 +  л:2)2 — 1п (1 +  у3)3 =  1пС„
(14- *2)3 ^
( 1 + г я  *•

Топилган ифода берилган тенгламанинг умумий интеграли- 
дир. Хусусий интегрални топиш учун умумий интеграл
ифодасига х  — 0, у =  1 ни цуйиб, С\ — ни топамиз.

Изланаётган хусусий интеграл (1 + у 3)2—4 (1 + х 2)3= 0
булади. А

□  . Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий 
ечимл^ри (интеграллари) ни топинг:

11. у ' = 3 х 2— 2х+  1. Жавоб. у —х 3—х 2-\-х-\-С.
\ 2 . % = у \  Жавоб. у =  о ^гх •

13. Ц  — ^ - х =  0. Жавоб.  у = у э т л : + С .

14. у ' = х  (у2+ 1 ) . Жавоб.  у ^  +  с )  .

15. у 2йу +  х й х  — 0 .. Жавоб.  у =  у  3 ( С - - у ) .

16. (1— + х у = 2 х .  Жавоб.  у = 2  +  С. 1— х 1.

17. ех-Уйх— — (1у. Жавоб.  у==1п (хех—ех— С).

18- е = _ ^ т т -  у’ + у - * - с .
19. у ' • / 1—х 2— \-\-у2. Жавоб.  arctgy—а г с з т х = С .
20. у'  =  ех+*. Жавоб. ех +  =  С.
Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг берилган 

бошлангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечим- 
лари (интеграллари) ни топинг:

21. ( х — 1) с1х +  уйу  == 0; у (0) =  1.
Жавоб. х 1 — 2х  +  у 2 =  1.

22- Т Т Т  - Т у '  у ^  =  2 - 
Жавоб. у  =  т/ 2х  +  1 — 1.

23- Ч +  “  °: X » ) - - 1-
Жавоб. у — у э т  х — 1.



24.  (1 +  y 2)t fx — xydy =  0; y ( l )  =  0.
Жавоб. x 2 — y 2 =  1.

25- ?  +  £ ;  =  0; У(0) =  1.
. . .  ,  e o s *  . 1 Жавоб.  y =  - y  +  j  .

26. - ^ r  +  т  =  0; y  (0 ) ------ 1.

Жавоб.  y =  — j  ex — .
27. (x y 2 +  x )d y  +  (x2y — y ) d x  =  0; y (1) =  1.
Жавоб.  (x2 +  y 2) +  ln | - j  | =  1.

28. y 't g x  =  y; y ( y )  =  l.
Жавоб.  y =  sin x.
29. e-'dx — 2dy; y (0) =  0.

Ж а в о б .  У = Y e X ~ ~ J '
30. (1 +  ex)yy'  =  ex\ y(0) =  1.

y*
Жавоб.  2e 2 =  - / i "  (1 -j- ex).
Агар / ( x ,  у) функцияда x  ва у узгарувчиларни мос 

равишда tx ва га алмаштирилганда (бу ерда t — ихти- 
ёрий катталик, параметр) tn га купайтирилган уш а ф у н к 
ция зосил булса, яъни

f V x ,  ty)  =  i n f ( x > У) 
шарт бажарилса, f ( x ,  у) функция п улчовли бир жинсли  
функция  дейилади.

Бир хил улчовли бир жинсли М(х,  у) ва А'’(л:, у)
функция катнашган

М (х, y )dx- \-  N (х, у) dx  =  0
тенглама х  ва у га нисбатан бир жинсли биринчи тар- 
тибли дифференциал тенглама  дейилади. Бир жинсли 
биринчи тартибли дифференциал тенглама узгарувчилари 
ажраладиган тенгламага келтириб ечилади.

1 - м и с о л .  Куйидагн дифференциал тенгламаларни 
ечинг.

1) (х 2 — 2у2) d x  +  2xydy  =  0.
2) y d x  = (x +  y)dy.
3) (у2 — Зх2) dy 2xydx  =  0, у (1) =  — 2.

4) У' =  у  +  £ ,  У ( 1 ) =  1.



Д . 1) Тенгламадаги М (х ,  у) =  х 2— 2у2; М(х,  у) =  
=  2ху  функцияларнинг ^ар бири иккинчи тартибли бир 
жинсли функциялардир, демак, биринчи тартибли бир 
ж и н сл и  тенгламанин г юь,орида келтирилган таърифига кура 
берилган тенглама бир жинсли тенгламадир. Буни е шш 
учун у =  2х алмаштиришни бажарамиз, у ^олда иу =  
2й х  +  хйг  булади. Бу ифодаларни берилган тенгламага 
Куямиз:

х 2йх  — 2 (гх)2 йх  -г  2хгх (гйх  -)■- хйг)  =  0, бу ндан 
х 2йх  — 2г 2х 2й х  4  2г 'х2йх  +  2гх~,,д.г =  0 ни

ёки й х  -I-2гхйг  =  0 тенгламани вдсил кияамиз. Бу 2-§ 
да курилган ^узгарувчил^ри ажраладиган дифференциал 
тенгламадир. Узгарувчиларни ажратамиз:

2гйг  +  — =  0.' X
Бу тенгламани ^адма-^ад интеграллаб

| 2г ^ +  =  С

ни, бундан г 2 4-  1п \х\ =  С тенгламанинг г  оркали ифода- 
ланган умумий интеграли топшшди. Ихтиёрий узгармас 
С урнига (^осил килинггн ифодани потенцирлаш кулай 
булиши учун) 1 п С?! ёзамиз:

г 2 +  1п |х| =  1п |С,|; 1п \х\ = 1п |С,| — г 2;
1п \х\ =  1п|С,| +  1пг~г\

бундан х  =  С,е~г!! булиб, бу тенгламанинг г  катнашган 
умумий ечимидир. Номаълум функция у га цайтиш учун
бу ечимда г  урнига ^  ни куйиб, берилган дифференциал

тенгламанинг умумий и::т..-р;ли х  — С, е х ни ^осил к;и- 
ламиз. А

Д . 2) Бу уйх  = ( х ]  у) йу  тенгламада у — г х  эмас, 
балки л: = г у  алмаштиришни бажариш кулайдир. У цол- 
да й х  = уйг  +  гйу  булади ва тенглама

у (уйг  +  гйу) = у (г +  1) йу\ уйг = йу\ йг = ^  

куринишга келади. Бу ердан 1пу =  г  +  1пС; у =  Сег ни
X

топамиз, демак, умумий ечим у = С е у эгри чизиклар 
оиласидан иборат. Д



Д . 3. (у2 — Ъх‘) йу -)- 2хуйх  =  0 тенглама бир жинсли 
тенглама эканлигини куриш кийин эмас. х  =  гу  деб ола- 
миз. У холда с1х = гйу  -* уйг  булади. Б у  ифодаларни 
берилган тенгламага куяыиз:

у‘2йу — 3 (гу )2 Лу +  2гу'2 (гйу  +  уйг)  =  0;
2гуЫг — (г2 — 1) у2й?у =  0,

Бундан у =  0 ечимни ва узгарувчилари ажраладиган 
(г2 — \)йу  — 2гус!г =  0 дифференциал тенгламани ^осил 
киламиз. Бу тенгламада узгарувчиларни ажратиб, ^адма- 
^ад интеграллаймиз:

йу 2гйг _ п 
7  г^—~\ ’

1п |у| — 1п |22 — 1| =  1п С.

г.,у_  | =  С ёки г  урнига у  ни куйсак, — С булади.
Тогшлган ифода берилган тенгламанинг умумий инте- 

гралидир. Хусусий интегрални топиш учун умумий инте-
грал ифодасига х  =  1 ва у =  2 ни куйиб, С — -у ни то-
памиз. Демак, Зу3— 8 (;с2 — у 2) =  0 берилган тенглама
нинг талаб килинган хусусий интеграл1;дир. Д

Д . 4) Берилган у ’ — у  -у бир жинсли дифференциал
тенгламада у =  г х  алмаштиришдан фойдаланио аввал 
умумий ечимни топамиз:

2 +  х г  =  — \- г; х г  =  — ;I г I I г .

гйг — \ =  1п \х\ Ь С ёки г 2 =  2 (1 п \х\ -]- С).

у узгарувчига цгйтсак у 2 =  2л:2 (1п \х\ +  С). Бу берилган 
тенгламанинг умумий интегралидир. Энди хусусий ечимни 
топиш учун х  =  1, у =  1 деб С ни топамиз. 1 =  2-С,
С = — Буни умумий ечимга куйсак

у 2 =  2х2 (1п \х\ +  ёки у =  1 х  V  1п (ех‘)

^осил булади. Бу эса изланган хусусий ечимдир. А
□  . Куйидаги дифференциал тенгламаларни ечинг.

31. уйх  -|- (2 - ху  — х) йу =  0.

Жавоб. У  у  Н -1(1 ¡у[ =  С.



32. х у ' с о э  — =  У СОБ —  X.

}Кавоб.  э!п -у + 1п х  =  С. 

33. (у +  У  х 2 +  у2) ёх  — х ё у  — 0 .

Жавоб.  у  =  ± С ( х 2- С 2); С > 0.

34. /  =* X X
Жавоб.  у = х е 1~Сх.

_  у_
35. х у й у  — у 2й х  =  (х +- у)2е х йх.

У_
Жавоб.  (х  +  у)  1п Сх =  хе  х . 
36. х у '  =  хэШ —■ +  у. 

Жавоб.  у  — 2х  а гс^  Сх. 
37. ( х 2-\-2ху—у ‘2) й х + ( у 2 + 2ху—х 2)йу=0; у ( 1 ) = 1 .  
Жавоб. х 2 +  у 2 =  л: +  у .
о о  ¿х _____________ йу

х 2 — х у  +  у2 2у2 — ху  '
Жавоб. у (у — 2л:)3 =  С(х  — у )2.

X X
39. {\ +  е у ) й х + е ~  (\ ~  у )  ¿У =  0; у(0) =  2.

X
Жавоб,. х  +  у е  у = 2 .

40. х й у  — (у +  У х 2 +  у а) йх  =  0; у (0) =

Жавоб. у  — 1-—-^-х2.И

£  +  Р(х)у  =  СЦх) (4)

куринишдаги тенглама биринчи тартибли чизицли 
дифференциал т е н г л а я ш д ^ т а т -  Бунда Р{х),  <3(л;) 
лар аргумент л: нинг бирор интервадца узлуксиз функ- 
циясидир.

Р(х)  =  0 ёки (3(х) =  0 булган ^олни ало^ида цараб 
чикиш шарт эмас, чунки бу ^олда (4) тенглама узгарув- 
чилари ажраладиган тенглама  булади.

(4) чизицли тенгламанинг умумий ечимини топиш



учун у ии (и ва V фацат х  нинг функциясидир) алмаш - 
гириш бажарилади.

1 - м и с о л. х 2 —  2ху  =  3 дифференциал тенглама
нинг умумий ечимини топинг.

Д .  Бу тенгламанинг барча ^адларини х 2 га булиб, 
цайта ёзамиз: *

1  у _  2  
йх X 7 ' &

2 3Демак, берилган мисолда Р( х )  — — — , С1(х) =  —
булиб, берилган тенглама (4) типдаги бнринчи тартибли 
чизикли дифференциал тенглама экан. Берилган тенглама-

 ̂ йи. , ¿ида у =  ы-г> деб оламиз, у ^олда =  V 4- и 
алмаштиришдан сунг куйидагига эга буламиз:

х ' ( ю^  +  и % ) ~ 2 х т = Ъ ’ х ^ - 1 7 + х2и1 7 - 2хиъ = 3 
ёки

х Ч ч ! + и х \х % - 2А = *- (*>

Бу ерда V ни шундай танлаймизки, Х ^  — 2v — 0 бул-  

син. (ХудДи шунингдек XV \х ^  — 2м] +  х 2и ^  =  О тенг- 

ламада и ни х - ^ — 2а =  0 булсин деб танлаш мумкин.)
¿У г. пх - ^ — 2^ =  0 тенгламада узгарувчиларни ажратио V ни 

топам из:

—-----2 ^  =  0, бундан \ n v  — 2 1 п х = = 1 п С

ёки V— Сх2. Юкорида айтиб утилганидек, С =  1 булган- 
даги V =  х 3 хусусий ечим билан чекланиш мумкин. V 
нинг ифодзсини алмаштирилган (*) тенгламага куйиб и 
ни топамиз:

«ч п йи, гъ > 1 3йх >
' Их “  еки =  ~х“  ’ бундан

и =  - Ь + с -
у =  м-'У формулага и ва V у ч у н  топилган ифодаларни 

куйиб, берилган чизикли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимини ^осил киламиз:

У  =  С х 1 -  ~  . А



41. (1 \ -хг)у'—х у  =  2х. Жавоб.  у =  С(» \ + х 2— С ,).

42. у'  — — =  i - i - ! . Жавоб. у = С |Х 4 — 4  — 4-.х  х  • ' ‘ 3 4
43. у 'J -ycosA:=sinxcosr, Жавоб. y = s in x - f£ ~ sin-i;— 1. 

у(0) =  0.
44. - ^ - c o s x + y s in x —1; у(0) =  1. Жавоб. у — sinx-j-cos*.

45- 1 7  +  Т у = х - Жавоб.  у =  ^ - ( х 3 - С , ) .

46. х у ' — Зу =  — х 2. Жавоб. у =  х а 4- С ,х.

47. у '— у t%x g =  ^  ; У(0) =  0. Жавоб. у =  .

48. y '- f  2ху =  2 х е -* 2. Жавоб. y = ( x 2 -f-С)г~х\

49' 7 7 + Т У ~ х2- Жавоб. У ~  -~т +  £  .

50. xdy  + y ö ?x =  £•*(!-{-x)c?x; Ж,а-зоб. у--=-— - ! ех/-]£ 
у(1 )= 1 .

Агар биринчи тартибли

/И (х, у) üfx +  N  (х, у) i/y =  0 (5)
дифференциал тенгламанинг чап тоиони бирорта и (х, у) 
функииянинг тулик дифференциали, яъни

М{х,  y ) d x - \  N{x,  y)dy = ^ d x  {-py dy = du(.x, у),

{rx =  M ^  У)- ^  =  yV(x ’ У))
булса, (5) тенглама т у л щ  дифференциал тгнглама, 
дейиладн.

М и с о л. - j  ¿ х  -|- (у3 +  1пх) dy — О тенгламанинг тулик
дифференциал тенглама эканлигига ишонч ^осил цилиб 
сунгра ечинг.

Д .  Бунд-i М. (х, у) =  — , 7V(x, y ) = y 3- f ln x  эканлигини 
чътиборга олиб, теореманинг (3) шартини текширамиз: 

дЛ  =  <L Ш  =  -L • дЛ  =  A iV3 _ u ] n A') =  -
ду д у \  х  ) х  ' дх дх 1 ' х

=  —  булгани учун тенглама тулик дифференциал



тенгламадир, демак, таърифга кура — М(х,  у) ва

— Л' (х, у) тенгликлар уринли булади.
Номаълум и(х,  у) ни топамиз. Бунинг учун 

£  =  =  

тенгликни фиксирланган у да л: буйича интеграллаб

и(х,  у )=  j* ~  dx~\- ф(у) = y l n x  + <?(у), ( х > 0 )  ( * )  

ни ^осил киламиз. Энди <р(у) ни топамиз, бунинг учун 
( * )  ни

щ  =  N(x,  у) =  у3 -I- l n*  

тенгликка куйиб,

¿ p ( y l n x  i- ср (у)) =  у 3 + 1ПХ,

Inx +  <р (у ) =  у 3 -I 1пХ,

?'(у) =  У3
ни ^осил киламиз.

Бундан ? (у) = У4 +  С, ни топамиз. Буни (¿fe) га

куйиб, и(х,  у) =  у ln -t + ^ - y ’ - f  С, ни ^осил килам из. 
Шундай килиб, берилган тенглдманинг умумий интеграл»: 

у 1пх +  — у4 =  С. Д

□  . Куйидаги дифференциал тенгламаларни тулик диф 
ференциал тенглама эканлигига ишонч ^осил килинг, сунг- 
ра ечинг.

51. (Зх2 +  6xy2)dx  4- (6х2у 4- 4 у 3) dy — 0.
Жавоб. х 3 -+ З х 2у2 4- У1 — С.
52. (2х -+- у) dx  +  (х +  2у) dy — 0.
Жавоб. х 2 х у  4- У2 =  С.
53. ( Юху — 8у 4- 1) dx  4- (5 х 2 — 8 х  4- 3) dy =  0. 
Жавоб. 5 х 2у —  8ху 4- х  +  Зу 4-  С.

±  ( х \ ±
54. (2х -\- е у ) d x  - \ - V ~  у ) е у dy — 0.

Жавоб. х 2 4- уе у =  С.
55. 2х cos2ydx  4- (2у — x 2sin 2у) dy  =  0.
Жавоб. х 2 cos2y -j- у 2 =  C.jg§



3 -§ . Иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар

¿2 уу" =  / ( х ) ёки  — / ( х )  куринишдаги тенглама энг
содда куринишдаги иккити тартибли дифференциал 
тенглама  дейилади. Бу тенглама бевосита икки марта 
интеграллаш йули билан ечилади.

1-м и с о л .  Куйидаги дифференциал тенгламаларни 
ечинг.

а) —  =  З х 2 — 1; б) у" =  х  sin х.
. (¿ У  \

.  á2У a \ d x )
л - а> чк =  бУлгани учуй

d  ( - ^ j)  =  (З х 2 — \ ) dx  булади. Бу ерда 

=  J  (З х 2 — 1) dx  +  Ct =  х 3 — х  +  Ct ёки 

dy  =  (х3 — х  +  С,) dx.
Демак,

у =  j ( x 3 — х  +  С\) dx  +  С2 =  ^  — y  +  Q x  +  С2. 

Шундай цилиб, берилган тенгламанинг умумий ечими

у =  т - ?  +  ^ +

б) у" =  булгани сабабли d (у') =  х  sin xdx .
булади 

б) ,
Бу ердан

и ~ х ,  du — dx
dv  — ü n x d x ,  v  =  —cosxy ' = j x s i n  x d x  -)- Ct ~

— — x c c s x  +  Jcosxú íx  +  Ct =  —XCOSX -f  Sinx’ +  Cj. 

Демак,

y'  =  =  — x  eos x  - f  sin x  - f  C,

ёки
dy =  (— xcosx^-f- s i nx  +  C ^ d x .

Охирги муносабатдан
у =  — x s i n x  — 2 c o s x  +  Ctx  4- C2.A



У j  — j  +  Ctx  + C2, y = - x s l n x - 2 c o s x + C tx + C ,

уфункциялар мос равишда — Зх2 — 1, у" =  х  sin х  тенг-
ламаларнинг ечимлари эканини текшириб ишонч ^осил 
цилишни укувчига тавсия киламиз.

□  . Куйидаги дифференциал тенгламаларни ечинг.

56. у" =  х 2. Жавоб. у =  Y2 +  Схх  +  С2.

57. у" = ех. Жавоб. у =  ех 4  Ctx  -f С2.

58. у" =  1 — 2х. Жавоб. У =  -  у  +  f  + С хх 4  С2.

59. у" =  sin х. Жавоб. у =  — sin х  +  С,л: +  С2.

60. y "= s in 3 x ; у (0 )= 0 ; Ж авоб. y ' =  _ sJ ^  +  £. =  1 .  
у '(0 )= 1 . 9

Ушбу
у " 4- ^ ( * ) y '  +  g (* )y  =  0 (1)

куринишдаги тенглама иккит и тартибли чизгщли бир 
жинсли дифференциал тенглама  дейилади. Б у ерда 
Р(х)  ва g ( x )  узлуксиз функциялардир.

Агар Р(х)  ва g( x )  функциялар узгармас сонлардан 
иборат булса,

у" _|_ ру'  +  gy  =  о (2)

тенглама узгармас коэффициентли бир жинсли яизиц- 
ли  тенглама  дейилади. Бу ерда р ва g  узгармас ^аки- 
к;ий сонлар. Бу тенгламанинг хусусий ечимларини

у — ekx (бунда k — const)

куринишда излаймиз. Бу ^олда
у'  =  kekx, у" =  k?ehx

булгани учун (Г) дан
екх (k2 +  pk +  g)  =  0.

Ammo e’,x=£0 булгани учун
fe2 -)- pk  4 ^  =  0. (3)

Демак, (3) квгдрат тенгламани цаноатлантирувчи k лар 
учун у  =  екх куринишдаги функция (2) тенгламанинг 
хусусий ечими булади. (3) тенглама (2) тенгламанинг 
характеристик тенгламаси  дейилади.



Äi =  -  f  +  } '■т  -Я \ k, =  -  f  -  } / f  -  q .

(3) тенглама D — у  — q нинг мусбат, ноль ва манфий були-
шига караб куйидаги уч ^ол булиши мумкин.

1) Ь > 0 ,  яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 
^акщ и й  ва ^ар хил (6, ф  k.,) булган ^ол. Бу )^олда

=  ek‘x; y., = е^х
функциялар хусусий ечимлар булади. Бу ечимлар

k \Х
— =  =  e(ki~k^x ф  const 
У\ е 1

булгани учун чизицли богли^ булмайди.
Д емак, у мумий ечим

у =  Схе’:'х +  Сгек*х
куринишда булади.

2 - м и с о л .  ¡(уйидаги узгармас коэффициентли иккинчи 
тартибли бир жиясли чизикли тенгламаларни ечинг:

а) у" +  3у'  — 4у =  0; б) у" +  бу' =  0.
Д .  а) Унинг

к2 +  3k — 4 =  0 
характеристик тенгламаслнинг илдизларини топамиз: 
и 3 . ! • 9 . . 3 . 5  ,  1 .  л
kl , 2 — -----2 i  I' -----2 — Т  ’ ^  ^  ~  —  4 .

Умумий ечим
у =  Схех +  С,е~*х

булади.
б) Б у  ^олда характеристик тенглама k2-\-6k = 0 бу- 

либ, илдизлгри k t =  0, к , — — 6 булади. Демак, умумий 
ечим : у — С, +  C.ß~~^x■ Ä

2) D =  0, яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 
^ацикий ва бир хил (ki =  k2) булган ^ол. Бу ^олда D =
=  у  — q =  0 булгани учун =  k2 =  £ =  — -у  булади.
Бунда у =  С , ^ 1* -|- С2ек*х ифода умумий ечим учун уз 
кучини йуцотади, чунки бунда ек>х ва ек*х хусусий 
ечимлар айнан тенг булгани учун ек*х ни иккинчи х у с у 
сий ечим сифатида олиш мумкин эмас. Демак, биринчи



хусусий ечим (у, ■= е*■•*) билан чизикли безлик булмаган 
иккинчи хусусий ечимни топиш керак. Иккинчи хусусий 
ечимни

-

у2~  и (х ) ек'х — и (х)е
куринишда излаймиз, бунда и(х)  аникланиши керак бул- 
ган номаълум функция. Дифференциаллаб, куйидагиларни 
топамиз:

-4 -х
у'2 = (ие 2 )' = и'е 2 +  « (— у )  « 2

=  е г(м' - т м)
у" =  - | е  2 («'  — у  и) +  е 2 (и" — - | - и' )  =

=  е 2 *[и"~ ( - | ) а и ] .

Хосилаларнинг бу }фодаларини (2) тенгламага куйиб, 
_ _ р  ,

е 2 [ к" — ри' +  ~  и +  и'р — и +  ид\ =

“" - ( т - » Н = °
Р̂ифодани ^осил киламиз. Бунда И =  -----=  0 эканлигини

- - 4  *
эътиборга олсак, «(л:) ни топиш учун е 2 и" =  0 ёки  
к " = 0  тенгламани ечиш керак. и" = 0  дан ни
топамиз. Хусусий ^олда Л =  1 ва 5 = 0  деб олиш мум-  
кин: бунда и —х  булади. Ш ундай килиб иккинчи хусусий 
ечим сифатида

- Т - *у 2= х е кх—хе

функцияни олиш мумкин. ^  =д:=^соп81 булгани учун бу
ечим билан биринчи хусусий ечим чизикли боглик эмас. 
Шунинг учун

у  =  С1е ^ + С 2л :е ^ = ^ - г(С1+ С 2л:)
(2) тенгламанинг умумий ечими булади.



3 - м и с о л .  у^-4-4у/г+ 4 у = 0  тенгламани ечинг.
Д .  Характеристик тенгламани тузамиз:

feJ4 -4 fe+ 4= 0 .
Унинг илдизлари fet = £ 2= 2 . Демак, умумий ечим 

у=(С,+хС,)е 'х
булади. А

3) D<z0, яъни характеристик тенглам анинг илдизлари 
комплекс сонлар булган ^ол. Характеристик тенглама 
илдизлари £><0 булгани учун

k i = —  - L + t ) /  q  —  у  =  a +  ßi; /г2 =  — ■£ — i У  q —  ^  =

=  а — ß/

куринишда булади, бунда а =  — ; ß =  <7—-- ̂  •
Бу з^олда (2) тенгламанинг хусусий ечимлари цуйида- 

ги куринишда булади:

у 2 =  е М  =  =  е*

Буни цуйидаги
gizx __ cos _|_ i s¡n 
g-ißjr _  cos jjx  — ¿sjn ß*

Эйлер формулаларидан фойдаланиб,
у х =  е * (cos ß* +  / sin ß * ) , 
y 2 =  (cos ß* — i sin ßx).

куринишда ёзамиз. Булар ^ациций аргументнинг ком 
плекс функциялари булиб, (2) тенгламани каноатлантира- 
ди. Бунга ишонч ^осил килишни уцувчига ^авола кила- 
миз.

(2) тенгламанинг комплекс хусусий ечимларини 
^?к;ик;ий ечимлар билан алмаштириш учун цуйидаги функ- 
цияларни курамиз:

У1 =  у  (У 1 +  У,) =  e e x c o s ß x ;

У2 =  ¿  (У1 — у2) =  e^sin ßAr.
Бу функциялар зам  (2) тенгламанинг хусусий ечим- 

лари булади.
У, еах cos $х ,
— =  -ГГ------Г - =  ctg  X ф  c o n s t
у2 е*х sin ßx



булгани учун—y t ва у2 хусусий ечимлар чизик;ли боглик 
эмас. Демак, характеристик тенглама комплекс илдиз- 
ларига эга булганда (2) тенгламанинг умумий ечими

У = С\У i +  С2У2 = (Q  cos $х +  С2 sin ¡Зх)
куринишда булади.

Бу ечимнинг му^им хусусий ^оли характеристик тенг
лама илдизларининг соф мав^ум сонлардан иборат булган 
^олидир. Бу ){ол (2) тенгламада р = О булганда уринли 
булиб, тенглама

У" +  ёУ = 0 (*)
куринишга эга булади. Бунинг

k2 + q = 0, (<?>0) 
характеристик тенгламасининг илдизлари

ki.2 — ± i Y  Я — ± i?, (а = 0)
булиб, (*) тенгламанинг умумий ечими 

у — Ci cos3x +  С2 sin $х
куринишда булади.

4-мисол. Куйидаги узгармас коэффициентли иккинчи 
тартибли чизикли бир жинсли тенгламаларни ечинг.

а) у" — 4у' + 13у = 0; б) у" +  9у = 0.
Л . а) Характеристик тенгламани ёзамиз: №—4«-)-13 = 

= 0. Унинг илдизларини топамиз:
ki = 2 + 3¿ ва k2 — 2 — 3¿.

Демак,
у = е2х (Ci cos Зх -)- С2 sin Зх)

умумий ечим булади.
б) Характеристик тенгламани ёзамиз:

¿ 2 + 9 = 0.
Унинг илдизлари = 3/, k2 = — 3/ булади.

Умумий ечим у = C,cos Зх -f- С2 s'n Зх. Л
5-ми со л. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг 

берилган бошлангич шартларини каноатлантирувчи хусу-
.сий ечимларни топинг

а) У" +  2 / + 5у = 0; у (0) = 0, у' (0) = 1, 
б) у"-г а2у = 0, у (0) = 2, у '(0 ) = -1.



Л . a) k2 +  2k -f 5 = 0 характеристик тенгламани 
тузиб, унинг kx — — 1 + 2i, k2 = — 1 — 2i илдизларини 
топамиз. Демак, тенгламанинг умумий ечими 
у = е~х (C!Cos2x + С2 sin 2х) булади. Умумий ечимни 
дифференциаллаб, куйидагини топамиз:
y ' = —e~x(Cxcos2x-\-C2sin2x)-\-e~x(—2Cxsin2x-\-2C2cos2x) 

ёки
у' = е~х [(2С2 — С,) cos2л: — (2С, + C2)sin 2х\.

Узгармас, Сх ва С2 ларни бошлангич шартлардан топа
миз:

0 == е~ ° (Сх eos 0 + С2 sin 0),
1 = е -° [(2С2 -  С,) cos 0 -  (2С, -  С2) sin 0].

Бундан Сх == 0 ва С2 = j  . Шундай цюшб, изланаёт-

ган хусусий ечим у — е—̂  sin 2х булади.
б) k2 + а2 = 0 характеристик тенгламани тузиб, унинг 

ki,2 = ± id илдизларини топамиз. Демак, тенгламанинг 
умумий ечими у = Сх cosax +■ С2sin ax булади. Бундан 
у ' = — aC, sin ах +  а С2 cosax. Узгармас С, ва С2 ларни 
бошлангич шартлардан топамиз:

2 = С, eos 0 -f С2 sin О,
— 1 = — аСх sin 0 + а С2 cos 0.

Бундан С, = 2 ва С2 = — j  (a Ф  0). Шундай цнлнб,
берилган бошлангич шартларни цаноатлантирувчи хусусий
ечим у = 2 cos а х -- j  sin ах булади. Д

□ . Куйидаги узгармас коэффициентли иккинчи тар- 
тибли чизиц-ли бир жинсли тенгламаларни ечинг.
— 61. у"+5у'4-6у=0. Жавоб. у = Схе~2х -\-C2e~ix.

62. у"-7у'+ 6 у = 0. Жавоб. у = Схех+ С2евх.
63. у "—25у=0. Жавоб. у = Схе~Ъх \-С2еЬх.

- 64. y"-f2у' — 15у=0. Жавоб. у = Cxe~bxJrC 2e3x.
65. у"—2у'=0. Жавоб. у = Сх-\гС2е‘2х.
66. у"+ 2уЧ  у= 0. Жавоб.. у^=(Сх-\-С2х)е~х.

—> 67. у "—6у'+9у=0. Жавоб. у= (С х-\-С2х)е3х.
68. у"+3бу = 0. Жавоб. у = C,cos6x+C2sin6x.
69. у"-2у '+ 5у= 0 . Жавоб. y — ex(Cxcos2x + C2sln2x). 

—- 70. у"-\-§у’-\-\0у=0. Жавоб. y=6-3-l(C1cosx4-C2sinx).



Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг берилган бош- 
лангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимларини 
топинг.

71. у" 9у = 0, у(0) = 0, у'(0) = 6.
Жавоб. у — 2е3х.
72. у" — у' —2у = 0, у(0) = 3, у'(0) = 0.
Жавоб. у =* й2дг +- 2е~ х
73. у" + 2у' + 5у = 0; у(0) = 1, у'(0) = 1.
Жавоб. у = егх (соз2х + в1п2л:).
74. у" -  10у' + 25у = 0, у(0) -  1, у'(0) = 8.
Жавоб. у = 2(\— х)еЬх.
75. у" + Зу' + 2у = О, у(0) = — 1, у'(0) = 3.
Жавоб. у = е~х — 2е ~2х.
76. у" +  6у' + 9у = О,' у(0) = 2, у'(0) = 1.
Жавоб. у = е~3х(2 + 7х).
77. у" — 2у' + 2у = 0, у(0) = 1, у'(О) = 3.
Жавоб. у = ех (с -лх + 2з* пх)

У" + РУ' + £У =/(•*) (4) 
куринишдаги тенглама узгармас коэффщиентли иккин- 
яи тартибли яизицли бир жинсла булмаган диффе
ренциал тенглама дейилади.

6- мисол. Куйидаги узгармас коэффициентли иккинчи 
тартибли чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламаларни ечинг.

а) у" + 2у' — 8у = х2\ б) у "  + 9у = (х2 + \)е3х;
в) у" - 2у' = х 3; г) у" — 6у' I- 9у = 5е3х.
А. а) Бернлган тенгламага мос бир жинсли у" + 2у' —

— 8у = 0 тенгламани ечамиз. Хардктери:тик й2 4-2к —
— 8 = 0 тенгламанинг илдизлари = — 4, к.2 — 2 булгани 
учун бир жинсли тенгламанинг умумий ечими у = С,е~4х-Ь 
+ С2е-Х булади. Берилган тенгламанинг унг томони

/(х) = Рп(х)егх — Р.2 (х)е0 х = х-
куринишда булиб, а = 0 характеристик тенгламанинг ил- 

‘ дизи булмагани учун хусусий ечимини 
у* = А0х* +  А,х  +  А 2 

куринишда излаймиз. Буни берилган тенгламагл цуй:ак 
2А0 + 2(2Л0х Д ) — 8(Л0х2 + Л,х + А.2)а=х'1

ёки
— 8Л0х2 -}- (4 А0 — 8 Д ) х ~Ь 2А0 2Ау — 8А2 =: х 2 

айният >$осил булади. Бундзн х нинг бир хил дарлжзлари 
олдидаги коэффициентларни бир-бирига тенглаб,



— 8Л0 = 1, 4Л0 — 8Л, =0, 2Л0 + 2А1 — 8Л2 = О 
системам ^осил киламиз ва ундан Л0 = — А, = —

з
Л2 = — ^  номаълум коэффициентларни топамиз. Демак,

* 1 , 1  зтенгламанинг хусусии ечими у* = — уХ-* — ^ х  — р  

булиб, умумий ечими у = С1е~Ах -|- С,2е2х — х2 — ^  х—

— £  булади.
б) А2 4- 9 = 0 характеристик тенгламанинг илдизлари 

¿иг = ± &  булгани учун бир жинсли у" — 9у = 0 тенг
ламанинг умумий ечими у = Сг соэЗх 4- С28тЗх булади. 
Берилган тенгламанинг унг томони

/(х) = Р п(х)еах = (х2 + 1)е3х = Р 2(х)езх
куринишда булиб, а = 3 характеристик тенгламанинг ил- 
дизи булмйгани учун хусусий ечимни

у* = (Л0х2 •+- Л,х 4  А 2)е3х 
куринишда излаймиз. Буни берилган тенгламага куямиз: 

[9Л0х2 4 (12ЛГ| -)- 9Л,)х 4- 2ЛП 4" 6А1 + 9А 2]вЯх 4~
-г 9(Л0х2+ А хх 4- Л2)е3х =  (х2 + 1)езх.

Энди еЪх га киск^ртириб, ухшаш ^адларни ихчамласак:
18Л ̂ ¡х■* 4  (12 Л и -(" 18Л | )х -)- 2Л0 — 6Л( —1— 18 Л2 х 2 1 

гйният ^осил булади. Бундан х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни бир-бирига тенглаб,

18Л0 = 1, 12Л0 4- 18Л, = О, 2Л0 4- 6Л, 4- 18Л2 = 1
системани ^осил киламиз ва ундан Л0 = А х = —

5
Л2 = ду номаълум коэффициентларни топамиз. Демак, ху
сусий ечим

у* = (ш х2~ я х + т ) еЗХ
булиб умумий ечим

у = С1 собЗ х  4- С2 этЗх 4- ( ^ 2 — 1- щ'•езх 
булади.

в) Берилган тенгламага мос бир жинсли у" — 2у '= О 
тенгламанинг умумий ечими у = С1 4- С2е2х булади, чунки 
хграктеристик тенглама кг — 2к = 0 нинг илдизлари = О, 
к., = 2. Тенгламанинг унг томони

/(х) = Р п{х)егх = х 4- 3 = Я,(х) е°'х



куринишда булиб, а — 0 характеристик тенгламанинг ил- 
дизи булгани учун хусусий ечимни

у* = хС?(х) ёки у* = х(А0х +  А )
куринишда излаймиз. у* ва у* ларни топиб, берилган тенг- 
ламага куйсак:

2Л0 — 2(2А0.x + А ]) х + 3 ёки
— 4 А0х + (2 А0 —2 А,)=з.х + 3

айният ^осил булади. Бундан х нинг бир хит даражалари 
олдидаги коэффициентларини бир-бирига тенглаб,

-4 Л 0 = 1, 2А0 — 2А1 =3
1 7системани ^осил киламиз ва ундан А 0 = — —, Л, = —

эканлигини топамиз.
Шундай к;илиб, берилган тенгламанииг хусусий ечими 

1 7у* = — х2 — -̂ х булиб умумий ечими у = С, + С.2ё2х —
1 2 7— ~^х2 — -$х булади.
г) к'2 — 4- 9 = 0 характеристик тенгламанинг илдиз- 

лари 6, = к2 — 3 булгани учун у" — 6у' +  9 = 0 
бир жинсли тенгламанинг умумий ечиии у = (С, + С2х )е Ях 
булади. Берилган тенгламанинг унг томони

/(х) = Р п(х)еах — 5е3х = Р и{х)е3х
куринишда булиб, а = 3 хар [ктеристик тенгламанинг икки 
каррали илдизи булгани учун хусусий ечимни

у* = х2С}(х)е3х ёки у* — А0х*е3х
куринишда излаймиз, у* ни ва у*' , у*" ларни топиб бе-5
рилган тенгламага к;уйсак, ундан Л0 = у  ни топамиз. Де-

мак, берилган тенгламанинг хусусий ечими у* = ~^х'2елх 
булиб, умумий ечими

у = у  + у * = (^  +  Са*  +

булади. А
□ Куйидаги узгармас коэффициентли иккинчи тартиб- 

ли чиз1щли бир жинсли булмэган дифференциал тенглама- 
ларни ечинг.



*”■ 78. у " 4  2у' — 8у = 3х.
Жавоб. у = Схе2х + С2е~*х — —
79. у" — 5у = 5х.
Жавоб. у = С^е-2* 4 Cje2* — -|х.

-  80. у" — Зу' — 4у = х24- 1.
Жавоб. у = +  С2е1-Г— \ х 2 — х +
81. у" — 2у' — х 4~ 3.
Жавоб. у = С\ 4  С2е2х — 0,25л:2 — 17,5х.
82. у" — у’ = л:3.
Жавоб. у = С, 4- — 0,25л:4 — х3 — Зх2 — 6х.
83. у" 4  у ' — 2у = e r * .
Жавоб. у = Схе-2х +  С2ех — 0,5е~х.
84. у" — 5у' +  4у = е*.
Жавоб. у = C¡ex + C2eix — -jxex.

-  85. у" — 9у' 4- 14у = е2х.
Жавоб. у = Схе2х 4  С2е1х — 0,2xe2x.
86. у" 4  2у' +  у = е~ *.

Жавоб. у — (С( +  С2х)е~х 4 0,5х2е~х.
87. у" + 2у' +  2у = sinx.
Жавоб. у = (C^sinx 4  C2cosx)e~x + 0,4cosx +  0,2sinx.
88. у" + 4у = cos2x.
Жавоб. у = С^\п2х 4 С2cos2x — 0,25sin2x.
89. у" — Зу' = X2 — е3х.
Жавоб. у = С, 4- С.2е3х — 0-х — ^  X2 — ̂ х 3 — jx e 3x.
90. у" 4- У = ех 4 sinx 4  2cosx.
Жавоб. у = C,sinx 4- C.jCosx 4- x(0,5slnx — cosx) 4- 

+ 0,5ex.
91. у" — у ' — 2y = e2x-¡- e~x.
Жавоб. у = Cle~x 4- Сг2х 4  ifX(e~x 4~ е2х).
92. у" 4- 9у = 15sin2x.

У(0) = 7, у '(0) = 0.
Жавоб. у — 3sin2x — 7cos3x — 2sin3x.
93. у" — Зу' = Зх2 4- X2, 

у (0) = 0, у '(0) = §.

Жавоб. у = е3х— -̂х3 — -^х2 — ̂ х  — 1.



94. у" + у' = 2х2ех. 
у(0) = 5, у'(0) = 0,5.

Жавоб. у — 1,5 ~ь ех(х2 — ЗлН 3,5).
95. у" + 16у = sin4x. 

у(0) = 1, у'(0) = j  .

Жавоб. у = -i-sin4̂ c + (l -f yjcos4x

i



I X  Б О Б  

КАТОРЛАР

1- §. Сонли цаторлар. Яцинлашувчи ва узоцлашувчи
цаторлар.

1. У м у м и й  т у ш у н ч а л а р .  Агар сонлзрничг бирэр 
а3, . . . , (1п1 . . .  (1)

чек сиз кетма-кетлиги берилган булса, у о̂лда
во

+ #2 + 3̂ • • • +  ап +  • • >= ^  ап (2)п=1
ифода сонли, цатор дейилади. (1) сонлар (2) каторнинг 
%адлари, ап эса каторнинг умумий х,ади дейилади.

00V I
2лап Да 11 индекс 1 дан оо гача булган барча натурал
и* -1

кийматларни кабул килади. Бзъзан катор а̂длармни но- 
мерлашни бирдан бошламасдан нолдан ёки бирдан катта 
булган бирор натурал сондан бошлаш кулайдир.

00
Агар катор куринишда берилган булса, у ни а,-(-

н=1
+  а2 +  аА +  .. . ап ... куринишда ёзиш осон.

Э с л а т м а. Каторнинг дастлабки бир нечта _>;ади у ни 
тулик аникламайди, чунки дастлабки бир нечта '^ади бир 
хил булган ни^оятда куп каторлар мавжуд.

со

1-мисол. ^ (д+Г)2 ^атоРни а\ + а2+ а3 + а4+ а5+ .. .

куринишда ёзинг.
Д. п га кетма-кет 1, 2, 3, 4, 5 кийматлар бериб, катор

нинг



^адлари топилади ва берилган каторни куйидаги куриниш- 
да ёзилади:

1 + 2 + 1 +  ± + 1  + = У - ^ —  а22 “  3“ г 42 ^  52 “  62 ^  ' +* (я+ I)3 ■ АЛ=*1 '
о 1 , 1 ,  1 . 1
2- М ИСО Л. 0 7~t~0t0^10 17̂ ~2-7 1 212  1 12-17 1 17 22 1 ’ ‘ ’ 

цаторнинг ап ва ал+1 а̂дларини ёзинг.
А. Берилган катор а̂длари махражидаги биринчи Kÿ- 

пайтувчилср 2, 7, 12, 17, . . .  кетма-кетликни, иккинчи 
купайтувчилар 7, 12, 17, 22, . . .  кетма-кетликни ташкил 
килади. Демак, бу кетма-кетликларнинг умумий ){адлари- 
ни куйидагича ёзсак булади*:

2 -f (п — 1 ) • 5 = 5я — 3; 7 + (я — 1)-5 = 5я + 2.
Катор ^адларининг суратлари эса 1 га тенг. Энди rça- 

торнинг ап ва ал+1 а̂дларини ёзамиз:
йп = (5Я -  3) (5я + 3) ’ бу ерда ß га (« + !) киймат бериб, 
(п +  1)-̂ адни ^осил киламиз:

1 1 
n+1 [5 (n+ l)-3 ]- [5 (n + l) + 2] (5п+2) (5n+7) '

Демак, каторнинг умумий а̂ди формуласини ёзишда 
унинг ладларининг тузилиш конунини билиш зарурдир.А

00
□ ■ 2  ап каторни ßj + а2 + а3 + а4 + а ъ + . . . Kÿ-

П= 1
ринишда ёзинг:

а) 2  Tíi+T ’ ^  ^ л (л - Н ) ’ ^  п-2«-1 ’ л=1 л=1 я=1
ОО 00

\ V  " 2 \ V  2л—1
^ (« + 2)' ’ д) ^  /^+ з •

2. Куйидгги кьтсрлгрнинг а„ ва ап+1 ^адларини ёзинг:
ч 1 i 2 , 3 , 4 .

а) т + т + т +  т  +  - ••;
W, - я я+ 1
Жавоб. ап — ап+1 — Tî+2 •

* Б у срда каторнинг кейинги уадлари х.ам шу бошлангич *ад- 
л ар б5йсунган коьуниятга буйсуниши назарда тутилган.



Жавоб. ап

Жавоб. ап =

2л— l
а я+1 =

2n+1
2 n ’ ~ 2n+2

T- 4, • » • *
Zn— l

an+1 ^
3n+2

n! ’ (и+1)!
ч J _  .__ l_.__L-l - L j -

Г' 20Н401 6̂01 801 ' • ' ' ’

Жавоб. ап — 2оол+ 1 ’ а «+1 = 200(n— 1) г 1 •
ч 2 | 5 | 12 . 20 .

15 65 375 1875 ' ' ' ’
Жавоб а -  п(п+]) • а ± -  (п+1)(/г+2)/г\авоо. ап — з 5„ | “ л+1 з-б'Н-1

2. Сон ли к а то рн и н г  я р н л а ш и ш и .  Агар
00

2  ап = а, +  а2 +  а3 +  . . .  +  ап -+- . . . каторнинг биринчи 
«=i
п та ^адлари йигиндиси S n — ах + а2 -\- а3 + . . . +  ап 
п чексизликка интилганда(л->оо), чекли5 лимитга интилса, 
яъни lim S n= S < оо булса, катор ящнлашувш  дейилади.

П .

S —якинлашувчи каторнинг йапшдиси дейилади. Агар 
lim 5„ == + оо га тенг булса ёки лимит бутунлай мав-

fl —>- оо
жуд булмаса, катор узоцлашувяи. дейилади. Щуядай ки- 
либ, каторнинг яцинлашиши кетма-кетликнинг якинлаши- 
ши ор^али, унинг йигиндисини топиш кетаа-кетлик лими- 
тини топиш билан ^ал цилинади.

3- м и с о л. )̂ адлари чексиз геометрик прогрессияни таш- 
кил этган каторни курайлик.

оо

Д. ^  а<?" = а + Щ  + аЯ1 +  • • • + ас1п + • • • • (3)
п = \

Бу к;атор учун S n нинг тузилишини текширамиз:
с 1 , 9 , г, a—aqn+i а аS„ = a + a ?  ! aq* + . . . + aqn = —  gn+i .

Агар |<7f < 1 булса, берилган катор якинлашувчи бу- 
лади, ^ацикатан ^ам,

S — lim S n — lim _£___ lim .nn̂  i a -i 1 ч  —  «



Шундай цилиб, |<7|<1 б$глганда катор якинлашувчи ва
унинг йигиндиси га тен1'-

Агар |^[> 1 булиб, афО б>̂ лса, (3) катор узоцлашув- 
чи булади, чунки бу ^олда lim Sn мавжуд эмас.

П _>оо
4-мисол. Куйидаги каторнинг якинлашишини тек- 

ширинг:

In 2 + l n y + l n  j +  . . . + in^± l + . . .  + 2  l n ^ '
tl= 1

Л. Берилган каторнинг биринчи ti та ^ади йигиндиси 
Sn ни ёзамиз ва уни ^исоблаймиз:

Sn = 1п2 +  In -у +  in у  + ...-)- In =
, 2-3-4... п(п+1) , , , ,,

д |п  i-2 - з . 1п( , ,+ 1) -
Энди lim Sn ни ^исоблаймиз:П СО

l im S „= l im  1п(«+1)=оо.
fl оо П

Демак, берилган катор узо^лашувчидир. А

5-мисол.  7^ +  375 + 577 + ••• = ^  (2л-1)(2л+1)
^аторнинг йигиндисини топинг.

Д. Берилган каторнинг у мумий ^адини куйидаги кури- 
нишда ёзамиз:

а  1 -  1 f- J_______ 1_\
п (2л—1)(2л+1) 2 \2л—1 2я+1 / '

Каторнинг биринчи п та а̂ди йигиндиси 5п ни днсоб- 
лаймиз:

^ у К 1 ~ 4 )  + ( т “ т )  + ( 4 ' “ т )  +  • • ' > i ¿ T
____ L_\ 4. М _______

2л-lj г  \2л— 1 2и+1Л 2 V 3 ~  3 5 ^ 5
- 1  + 1 -  + - J _______!___ | . _ !_______ — ) =

7 ' 7 • ‘ ’ ' 2п—3 2л— 1 ^ 2л— 1 2п+\)
1  ̂■ lim S n = i-= 1 ( 1 ____ — ) ■ И2 Г  гл+ i j  ’

Демак, катор якинлашувчи ва уиинг йипгндиси 1  га 
тенг. А-

□ . Куйидаги мисолларда S n ни ^исобланг ва каторнинг 
якинлашишини текширинг, агар катор якинлашувчи б̂ л̂са, 
унинг йигиндисцни топинг.



Жавоб. = у (1  — , катор якинлашувчи ва

5 =  —8  .

4. 1п2 +- 1пу +  1п4-+ . . .  + 1п^± }+  . . .  .
Жавоб. 5Л = 1п (1 + « )« ,  катор узоклашувчи.

5- •Гз +  2̂ 4 + ^5 + • • ■ + ^ ( ¿ 2 ) + ---
Жавоб. 5„ = у  (|- — ^  , катор якинлашувчи

с 3 ва Ь = т  .

6- ' + ^ + Ш + - - -  +  Ш " +  ■■■■
Жавоб. Агар а> — у  булса, катор якинлашувчи в а

5 = а +  1; агар а — — 1 булса, маънога эга эмас,

агар а <  — |  булса, катор узоклашувчи.
„  5 , 13 , 35 , , 2я+ 3" ,
'• Т  + Тб + 64 + • • ‘ + + ---
Жавоб. Катор якинлашувчи ва 5 = 4.
я 1  I 1 л  8 , , 21а-

• 3 +  9 +  27 +  • • • I- 3Л +  • • • •
Жавоб. 5 = 2.
9 J __ |— !__|— !— |— !— [-Х}' 1п2 ~  1п4 ~  1п 16 ~  1п256 т  • • • •

Жавоб. 5 = Л  •1п2

10‘ 1-2-3 2 ^ 4  +  ¡Г Т В  +  • • • +  „ ( Л + 1)(га+2) +  • • • • 

Жавоб. 5 = у .
3. К а т о р  я к и н л а ш у в ч и  б у л и ш и н и н г  зару-

оо
р и й ш а р т и. 2  а п = «1 + а 2 + «3 + • • • + ап + • • • Ка-

п—1
тор якинлашувчи булиши учун п чексизликка интилганда 
(я-> оо) унинг умумий а̂ди ап нинг лимита нолга тенг



булиши ( l ima„=0) зарур (аммо етарли эмас). Агар
П-* со

lim ап =£= 0 булса, катор узсщлашувчи булади. Агар
П -> со
lim ап = 0 булса, у ^оада катор узоклашувчи ^ам, якин-П-+ 00
лашувчи ){ам булиши мумкин. Бундай *олда масалани 
^ал килиш учун катор якинлашувчи булишининг етарли 
шартларига мурожаат этилади.

Куйидаги мисолларда катор якинлашишининг зарурий 
шартини текширинг ва узоклашувчи каторл&рни курсатинг.

с 1 I 6 , 9 | 12 | 15 ,
6 - М И С О Л .  1 +  -j +  g-  - f  - g  +  у  +  . . . .

А. Умумий ){адни ёзамиз:
— Зп 

п ~  п+ 2 '
l ima„ ни аниклаймиз.

Л 00
3 п

l ima — l!m 3n — Um _ n _  Hm 3 _  3 _
n-v» n n n-\-2 w->oj л 2_ n_+.o= 11 2

7  + 7Г T
Шундгй цилиб, lim on = 3 =£ О, яъни катор якинлашувчи

n~*oo

булишининг зарурий шарти бажарилмаган. Демак, катор 
узоклашувчи. Ä

7 - М И С О Л .  —  (2я— l)(2/i-t 1) ^ -------
Д. Бу ерда
а __----- !---- . lim ап = lim ------!---- = 0.

(2п— 1 ) ( 2 « + 1 ) ’ п-+*,(2п-\)(2п+\)

Кглорнинг якинлашувчи булиши учун зарурий шарт ба- 
жг.рилган. Еиз юкорида бу каторни курган эдик (5- мисол-
га каранг), у якинлашувчи, унинг йигиндисиу га тенг.
Artp lim ап — О б^лса, катор якинлашиши шарт эмас.

П_00
00

8- мисол. 2 4 -  = 1+ Т + Т  4 . . . + ! + • • ■
п= 1

гармоник каторнинг узоклашувчи эканлигини исботланг. 
Д. Бу катор учун якинлашишнинг зарурий шарти

üm — — 0 бажарилган, лекин катор узоклашади. Буки
исботлаш учун куйидгги ?жойиб лимитни эслайлик:

lim ( 1 -1-1 )" = е 
П-+.00 ' п )



бундан

(• + ■*)■<«
ёки

о
(1) тенгсизликни е асос буйича логарифм лайм из:

re[ln(re-f 1) — In«] <  1,
бундан

ln(re f 1) — lrm <  — . (2)

(2) тенгсизликдан ti га кетма-кет 1, 2, 3, 4, , п кий- 
матлар бериб, куйидаги тенгсизликларни ^осил циламиз:

1п2 <1,
1пЗ-1п2<-1,

ln re — ln(« —1) < ¿ y ,  

ln(re+l) — lnre< i-,
Бу тенгсизликларни ){адма-5{ад кушамиз:

In(re+ 1) < l + 4 + T + - - - + ' ¿ T  + '7-
яъни S n > ln(re-f 1), бу ерда Sn— гармоник каторнинг би- 
ринчи п та *ади йигиндиси. lim ln(re-f-l) = oo булгани учун

П—*■ 09
lim S n = со булади.

п —>. 00

Демак, катор якинлашувчи булиши ^акидаги таърифга 
асосан гармоник катор узоклашувчидир. Д.

Куйидаги мисолларда катор якинлашишининг зарурий 
шартини текширинг ва узоклашувчи каторларни курсатинг:

" - Т  +  Т  + Т +  ■■■ + é h +  ■■■■
Жавоб. ln ап = 1 =т̂= 0, узоклашади.
12 1 + — 4- — + — 4- i 2/1+1 i• + 8 ^  27 ' 64 ' ’ • ' +  «з -+•••■■
Жавоб. lim а п =  о.

П —>- оо

13. I n —j \- ln-g" 1 n -д- — . . .  4"1п — [ - . . . .  
Жавоб. lim ап= 0.

Л-». 00



,4- 1 + т  +  т  + т +  ••••
Жавоб. \пап = 2 Ф 0 , узоклашади.
15 _L  i___2___i___5__|_

99 ' 199 ' 299
Жавоб. Hma„ = _L=^=0, узоклашади. 

П — GO 100

16. 2 ~  2'2+1 1 3̂ +1 
Жавоб. Нш ап = 0.

17-
lim ап = 0

Л _* СЮ
коидасидан фойдаланинг).

—, 2П+ 1 'П — 1
Жавоб. lim ап = 0 (лимитни ^исоблашда Лопиталь

is. 2 5”2” ’ п- 1
Жавоб. lim ап= оо узоклашади (берилган катор мах-5
и q = -у > 1 булган геометрик цатордир).

19. (1 + т ) ' + ( 1+ 4 )’ + ( 1+ т ) ‘ + ■•■ +
+ (1 + 4) + ---

Жавоб. \\тап = е ф0, узоклашади.
Ъ 2л2+120

Жавоб. lim ап = — =f= о, узоклашади.
00 3

ОО

2,. 2 3«+2я=1
Жавоб. Jim ап = 0 (лимитни ^исоблашда ЛопитальЯ _> 00

Коидасидан фойдаланинг.)
4. М у с б а т  }{адли катор  я к и н л а ш у в ч и  б ÿ- 

л и ш и н и н г  етарли алом а тл а р и  (белгилари). 
А. Даламбер аломати. Мусбат ^адли

оо

2  а,п — ах + а2 + я3 +  . . .  +  ап + . . . .
п—Х



катор берилган булиб, Нш̂  i£±L = / мавжуд булсин. У 
^олда:

1) агар I <  1 булса, берилган цатор яцинлашади;
2) агар I > 1 булса, ь;атор узоцлашади;
3) агар / — 1 булиб ц-олса, цаторнинг я^инлашиши 

^акидаги масала *ал цилинмаган булади ва уни бонща 
йул билан >;ал цилишга тугри келади.

Даламбер аломатига кура куйидаги каторларнинг я^ин - 
лашишини текширинг.

^ 1 , 2 , 3 .  . п .
9 - М И С О Л . ~ 5 ‘ +  ТГ +  2Э +  ■ "  +  3^+2 +

Д. Яцинлашишнинг зарурий шарти бажарилган (19- мисол- 
га каранг). Демак, катор якинлашувчи ^ам, узоклашувчи 
^ам булиши мумкин. Масалани у,ал ь;илиш учун а̂тор- 
нинг (п + 1)- ^адининг п- а̂дига нисбатини ва бу нис- 
батнинг t i—> оо даги лимитини топамиз: 

п+1
»л+i _ Зч+1 + 2__ и+1 Зч+2 

ап п ~  п 3я-!-1+ 2 ~
Зл+2

2_
— (1 -и -1) . 3" ■ lim п̂±1 — _L 

\ п )  з_|_2 оо ап 3
Зп

Бу о̂лда / = у < 1 ,  шунинг учун берилган катор
яцинлашади. А.

in  я 1 I 22 I З3 . . пп .10-мисоЛ. l + 2f  + 3f +  ••• "Ь “Ь ••••
А. Берилган катор учун Даламбер аломатини текшира- 

миз:
(П+ i)n+i

ап+1-_ (я+1)1 М*
ап I п )  I  1 п ) '

п
lim а"+'. = lim (1 -l = е>  1.

П се а п  со V П )

Демак, I = lim ал±1 = / > 1 булгани учун Даламбер 
аломатига кура ь;атор узоклашувчидир.

11-мисол. 1 + у  + у +  . . .  + тг + ••••
Л. Берилган гармоник каторга Даламбер аломатини 

татбик этиб,



I — lim Дя~Ь — lim _ÜL = lim __!_  _  i00 an  ̂00 /I —(— 1 «_>. =0 1+ 1
n

булишини топамиз. Демак, берилган каторнинг яцинла- 
шувчи ёки узоцлашувчи эканлигини Даламбер аломатига 
Kÿpa анщлаш мумкин эмас. (Бу гармоник каторнинг 
узоцлашувчи эканлигини биз ю^орида курсатган эдик, 
8- мисолга царанг).

1 О  1 I 1 I 1 I1 2- м исол^ 3 + 3 5 + 5 7 + ••••
А. Куйидагиларни топамиз:

а« =  (2л—1) (2/1+1) ’ а "+г =  (2л+1)(2л+3) ’

*п+ 1 __ (2л— 1)(2л + 1) 
(2/1+ 1) (2л+3)

л 11
(•+£)’

2--!-
I _  lim а"±1 = lim ___ ü _  jаn n-+. о» _3 

fi
Демак, Даламбер аломати масалани ^ал килмайди. 

(Бу каторнинг яцинлашувчи экани маълум, 5- мисолга 
Каранг).

Со
i o  X 1 л 1 . 2 , 3 ,  , п .
13- м и с о л . 2 2 ^ Т  =  1 +  3-+-5 +  ••• + 2^ = Т  +  -П= 1

А. Бунда / = lim Un+' =  l¡m f JL t l  ;
2/1+ 1 ’ 2л— 1 J

~ = Демак> берилган каторнинг узокла-
шувчи ёки якинлашувчи эканини Даламбер аломатига 
Kÿpa аниклаш мумкин эмас. Лекин

lim а = lim п = — ф  р
п - + ° * 2 п - \  2 ^ и

булиб, яцинлашишнинг зарурий шарти бажарилмагани учун 
берилган катор узоклашувчидир. Д

□ . Куйидагн каторларнинг якинлашишини Даламбер 
аломатига кура текширинг.

оо
22. 2 2 л—1

, 2л ' Л
Я =  1

Жавоб. Якинлашади.



23- (1п2)3 ^  (2!1 пЗ)3 ^  (3!1п4)а +  ■ ■ • • 
Жавоб. Яцинлашади.

24. У Ъп
П  —  \

Жавоб. Яцинлашади.
25. 1 + 1 + 1  + 1 + . . . .  
Жавоб. Узоклашади.

оо
26. 2 ___1___

(2л+1)!
Жавоб. Я^инлашади.

27 • ¿  + â  + ïï + fi + 
Жавоб. Якинлашади.

28. V
п~  1

3«
2л(2«+1) ’ 

Жавоб. Узо.члашади.

29- ■¡"0 + 073+571 +
Жавоб. Даламбер аломати масалани х,ал цилмайди.

со
30 V  ____ i_____

¿ i  (5«— 1) (4/г— 1) *п—1
Жавоб. Якинлашади.

31. 1 + 22—1 + 23— 1 2‘— 1 
Жавоб. Якинлашади.

32- 2  £ •
Л — 1

Жавоб. Узо^лашади.
33. l +  3Ô + g J + 72+  •••■
Жавоб. Даламбер аломати масалани ^ал цилмайди. Щ
Б. Таццослаш аломати. Мусбат ^адли цаторлар- 

нинг як;инлашиш белгиларидан яна бири тащослаш ало- 
матидир. У цуйидагидан иборат: берилган цатор- 
н и н г  я р н л а ш у в ч и  ёки у з о ^ л а ш у в ч и  экан-



ли ги н и  аниц лаш  у ч у н  бу  ц а т о р н и н г  ^аДЛа
рин и я р н л а ш у в ч и  ёки у з о р а ш у в ч и  экан- 
лиги  а в в а л д а н  м а ъ л у м  б у л г а н  б о ш ^ а  мус- 
бат  ^адли цаторнинг  мос ^ ад лар и  би лан  
так^ о сл а н а д и .

Иккита мусбат ^адли 1<атор берилган булсин:
оо

IП= 1
ап = а\ + а2 + а3 + • • • + ап + • • • • (1)

— bi + b2 -f- ¿>з + . . . +  bn -f- . . . . (2)
п—1

1) Агар бирор п- а̂ддан бошлаб долган ^амма >{ад- 
лар учун ап < Ьп булиб, (2) цатор яцинлашувчи булса, 
у ^олда (1) цатор ^ам яцинлашувчи булади.

2) Агар бирор п- ^аддан бошлаб цолган ^амма а̂д- 
лгр учун ал>Ь„ булиб, (2) цатор узоцлашувчи булса, 
у о̂лда (1) катор ^ам узоклашувчи булади.

Таццослаш аломати ёрдамида цуйидаги цаторларнинг 
яцинлашишини текширинг.

14- мисол. 1 -|-1-|~1 +  . . . + _ _ L _  + . . . 
(мустакил ечиш учун берилган 33- мисолга каРанг).

Д. Бу цатор учун lim -£ü±L = \ булиб, Даламбер(In
аломати цаторнниг яцинлашиш масаласини ^ал ь'илолма- 
ган эди. Бу масалани ^ал килиш учун берилган цатор- 
нинг биринчи ^адини ташлаб долган ^адларини якинла- 
шиши бизга маълум булган 5- мисолдаги цаторнинг дад- 
лари билан таккослаймиз:

1 +  io .  4---- !---- [---- !---- j-3, - Г 5, -Г • • • 1 ( 2,1— 1)3 т  (2/г+1)2 ~  • • • •
1 , 1 , , 1 1

1-3 г  3-5 1 ••• 1 (2п— 3)(2п— 1) г (2/г— 1) ( 2 я + 1 ) ..............
Равшанки,

1  < _L  - с —  _ i ___  < ______1______
за ^  1 3 ’ 5- 3-5 ’ • • ' ’ (2/1— 1)- ^  (2л— 3) (2п— 1) > • ' • •
Шундай килиб, текширилаётган цаторнинг иккинчи >;ади- 
дан бошлаб долган ^адлари ян;инлашувчи эканлиги бизга 
олдиндан маълум булган ечиб курсатилган 5- мисолдаги 
цаторнинг мос ^адларидан кичик булиб цолаяпти. Шу- 
нинг учун таэдослаш аломатига кура берилган катор 
яцинлашувчидир. А



1 5- м и с о л. 1 -|— 1= -4= — !_  4- . . . =
1-2 у/ 3 у п

СО .

= V  -)=.

Д. Берилган катор ^адларяни узоцлашувчи эканлиги 
бизга маълум булган

мисолга
п= I

Каранг)
гармоник цаторнинг мос ^адлари билан таккослаймиз. 
Ушбу

Д = > -
у п п

тенгсизлик уринлидир, шунинг учун таккослаш аломати
га кура берилган катор узоклашувчидир. А

оо

□ • 34. 2  з
1

Жавоб. Узоклашади.
п=1 V Зл+1

35. 1 + 1̂ 5 + + • • • • Жавоб. Якинлашади.

1
__ 2л+1 ‘
и=1

о7 1п2 1пЗ . 1_п4
6 / '  2 3 4 “г
Жавоб. Узоклашади.

Жавоб. Якинлашади.

+ -  +  1 П 1

03

38. У 1
«=1 П-2П-1 Жавоб. Якинлашади.

39- Т  +  1  + Т  + 
Жавоб. Узоклашади.

40. У
п = 1

/1а'

------:—
^  Зп— 1

Жавоб. Якинлашади.

4 Ь 1 + Т  + б ' + Т  + • • ' 
Жавоб. Узоклашади.

42. 2  *
П — \ Зл+1 Жавоб. Якинлашади.



. 0 . 1п4 . 1п8 . 1п16 ,43. 1п2 + ^  +  -р- +  -р- +  . .
Жавоб. Яцинлашади. Е

2- §. Ишоралари алмашинувчи цаторлар
И ш о р а л а р и  а л м а ш и н у в ч и  каторлар .  Лейб

ниц ало жата. Ишоралари алмашинувчи катэр деб, ){ад- 
лари навбат билан мусбат ва манфий ишорага эга булган 
Каторга айтилади. Бундай каторни ёзганда дадларининг 
ишораларини очик-ойдин курсатиб

я, —а-2 + а3 — а1 + . . .  +  ( — 1)п-1 ап +  . . . .  
каби ёзиш кулайдир (бу ерда )?амма « „> 0  деб ^исобла- 
нади). Масалан:

, - Т  + Т - 7 + ’ ••• •••• 

1- Г  + зТ-Й - + ■■■ + ( - 1 ) - ‘ ^ +  . . . .  

1- | + Т - 7 +  + ( - 1̂ 1е т +  ••••
каторлар ишоралари алмашинувчи цаторлардир. Ишора
лари алмашинувчи каторлар якинлашувчи булишининг 
етарли шартини Лейбниц аломати ифодалайди.

Ишоралари алмашувчи
а\ — а2 +  аз — а4~\~ • • • +  ( — ап -)- . . .

Катор берилган булиб, агар:
1) Каторнинг а̂длари абсолют кийматлари буйича ка- 

майса:
а, > а2> а3> . . .  > а п>  . . . .

^амда
2) Нт ап = 0

/I—► 00
булса, катор яцинлашувш булади ва унинг

оо
5 = ^  ( — I)'1-1 ап —йигиндиси 0< 5 <  тенгсизликни ка-

п—1
ноатлантиради.

И з о Лейбниц аломати шартларини каноатлантирувчи к,атор- 
нинг цолдиги Яп — Б — 8п узининг биринчи хддининг ишорасига 
эга булиб, абсолют киймати буйича ундан кичик, яъни |Я„| < ап+ 1 
б^лади. Бу фактдан фойдаланиб, Лейбниц аломати шартларини 
Каноатлантирувчи цатор йигиндиси 5  ни 5 П( « =  1 ,2 ,3 ,...) хусусий 
йишндилар оркали берилган аникликда тацрибий дисоблаш мумкин.



1- мисол. Ушбу а) 1 - 4 -+1 — - +  . . .  +
о * 5  7

б> i ~ 4 + 4 + п +  • ■ • + ( - + • • • ;

в> Т - 1 + Т - Т +  + ( - 1 ) л- 1 2^Т + ■ • •
каторларнинг яцинлашишини текширинг.

Д. а) Берилган к;атор умумий ^адининг абсолют ь;ий- 
матини ёзамиз:

Лейбниц, аломати шартларини текширамиз:

1) 1 > з > т >
2) lim ап = lim 1 _  о

П_>. ОО Л_>, 00 2п-1
Демак, ^̂ aj op- ̂ адлзри абсолют кийматлари буйича 

камаювчи ва нолга интилади, шунинг учун к;атор яцин- 
лашувчи. Бу ерда цатор йигиндиси: 5<1.

б) Бу цатор учун Лейбниц аломатининг биринчи шарти 
бажарилади:

1) — > — > ~>
1 2 5 s

Лекин иккинчи шарт бажарилмайди:
2) lim ап ~  lim п - 1 ^_п

»-*.<*> л_>.ооЗ/г— 1 3 ’
яъни цатор якинлашиши учун зарурий >{ам булган шарт 
бажарилмайди. Демак, бу к;атор узоклашувчи.

в) Бу катор учун ап = булиб,
1 2  4

з < 7 <
2) lim а п — lim _^L_ = J.  ф  о булади. *

со Z

Лейбниц аломатининг иккала шарти ^ам бажарилмади. 
Катор узоклашувчидир. А

Шунга эътибор бериш керакки, иккинчи шарт бажари- 
либ, биринчи шарт бажарилмаса катор узоцлашади деб ху- 
лоса чинара олмаймиз, чунки Лейбниц аломатидаги биринчи 
шарт цаторнинг яцинлашиши учун зарурий эмас. Бу ^олда 
боища усулларга мурожаат к;илиш зарурати турилади.

□ . Куйидаги каторларнинг яцинлашишини Лейбниц 
аломатидан фойдаланиб текширинг.



44. l - | + i - - ±  + . . . +  +
Жавоб. Я к инлашади.

45.  1 -----‘ +  . . .  + ( _ 1)» - 1 ^ = +  . . .
\ 2 \ 3 у 4 у п

Жавоб. Якинлашади.
46. 2 -  4  4  ± -  |  I- . . . + ( -  1 Г-1 2±i +  . . . 
Жавоб. Узоцлашади.
47; 1 — — 4- -  — -  4- I ( —  n«-i — ___ ц**'• 2 5 4 ' • • • t V U  2/1— 1 ^  ’
Жавоб. Узоклашади.

48* Ï Ï  ~  Ж + ¿  + 7Î + • ’ ' + i-  +  ■ * '
Жавоб. Якинлашади.

со_ „ V? (—П«-12-мисол. Ушбу — 5T î— цатор яь;инлашишини
п-i п

текширинг ва унинг йигиндисини 0,01 ашщлик билан так- 
рибий ^исобланг.

А. Ишораси алмашинувчи бу цатор учун Лейбниц ало- 
мати шартларини текшириб к ÿ рам из:

i \  _  1 _  1 _  1 _  1 _  1 
’ 01 — 2 ’ а '1 ~  9 ’ а% ~  28 ’ а * ~  65 ’ йъ ~  126 ’ ' ' ■ 

булгани учун

2 9 ^  28 ^  65 ^  ' ’ ’ ’
2) lim ап = lim _ •  = о.

«-> .» n A Jr  I

Демак, цатор якинлашувчи ва унинг йигиндиси 5< -¿ .
бÿлaди. Бу яцинлашувчи цатор йигиндиси S ни 0,01 аник;- 
ликда ^исоблаш учун |/?„|<0,01 тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи п ни ^исоблаймиз. Маълумки,

| / ? J< a n+1 = <0,01.

(я+Т)з'+1 < 0>01 ёкИ (п + I)3 + 1 > ЮЭ тенгсизлик бажа-
рилиши учун п = 4 булиши етарлидир. Демак, S  ни 0,01 
гникликда такрибий ^исоблаш учун каторнинг т$фтинчи 
хусусий йигиндисини олиш кифоя экан:



Шундай килиб
ос

^ = 2  (~ ' Г ,  1 ~  ^4- аникликда) Д .
л= 1 п'

□ . Куйидаги каторнинг яцинлашишини Лейбниц ало- 
матига кура текширинг ва катор йигиндисини 0,01 аниц- 
лик билан такрибий ^исобланг.

49- 2  • Жавоб. 0,36.
П= 1

50. 1 — 27 + з|- — ^  + • • • Жавоб. 0,62.
ОО

2  (~ п Г 1 • Жавоб. 0,96.
п= 1

52. 1 — + р- — gT + gT +  • • • Жавоб. щ .
2. У з г а р у в ч а н  ишорали каторлар. А б с о 

л ю т  ва шартли яцинлаш иш .
Агар цаторнинг а̂длари орасида чексиз куп мусбат в а 

чексиз куп манфий а̂длар булса, бундай катор узгарув - 
чан ишорали цатор деб аталади. Масалан,

, 4 slnot Sll l2a s h l 3 2  . . s ln /га
! ) —  + “ 2а + “ гГ" + • • • + + • • ■ > 

бунда а исталган сон.
c o s i l  cos3?  co s^ i cos (2/i — 1) —

4  4  4 4
2) -J7- н— 2г- + + • • • + ^ Ь • • ■

цаторлар узгарувчан ишорали цаторлардид^Бив бундан ол- 
дин куриб утган ишоршари алмашинувчи каторлар узга
рувчан ишорали цаторларнинг хусусий ^олидир.

Ушбу
ai +  a-i +  аг + • - • + ап + • - - (1)

узгарувчан ишорали катор берилган булсин (бунда а { , 
а2, . . .  ,а п, .. . сонлар мусбат .̂ ам, манфий ^ам булиши 
мумкин). Агар (1) катор а̂дларининг абсолют цийматлари- 
дан тузилган

I а\ I I а2 1 +  I аз I + • • • +  Iаа I + • • • (2)
катор яцинлашувчи булса, берилган катор абсолют яцин- 
лашувчи к;атор дейилади. Агар ( 1) катор якинлашувчи 
булиб, лекин унинг ^адлэрининг абсолют кийматларидан 
тузилган (2) катор узоклашувчи булса, берилган ( 1) ка
зн



тор шартли яцинлашувчи катор деб аталади. Абсолют 
якинлашувчи а̂р кандай катор якинлашувчидир.

3- мисол. 1 - 1  + 1 - 1  + . . . 4-( — +
каторнинг шартли якинлашувчи эканини курсатинг.

д . Берилган катор ^адларининг абсолют цийматлари- 
дан тузилган

1 4- 1  _1- 1 _1_ 1  _L л.. 1  4.
2 ' 3 1 4 ^  ' л

н;атор гармоник катор булиб, унинг узоклашувчи экани 
бизга маълум. Шунинг учун берилган катор шартли 
якинлашувчидир. А

. , s ln a  . s in2a s ¡n3a  , . sinwx .4. м и с о л ^  +  ^ - f  —  i- . . . + —  + •••
каторнинг абсолют якинлашишини исботланг.

д . Берилган узгарувчан ишорали катор здларининг 
абсолют кийматларидан тузилган

, j Sin2a
* •jv. + • • • +

Sinna (,)

каторнинг а̂р бир ^ади якинлашувчи ва ^адлари чексиз 
камаювчи геометрик прогрессия ташкил цилувчи

3 ^  3¡ ' З3 ^  ^  Зп Г ' ' ■ 
каторнинг мос ^адларидан кичик. Шунинг учун (*) ка
тор таккослаш аломатига кура якинлашувчи. Демак, бе
рилган катор абсолют якинлашувчидир. Д

□ . Куйидаги узгарувчан ишорали каторларнинг якин
лашишини текширинг. Агар катоР якинлашувчи булса, 
унинг абсолют ёки шартли якинлашишини аникланг.

V  (— 1)п-и2d '"2п—1—  Жавоб. Шартли якинлашади.
П = 1 

00 Л54. ^  Жавоб. Шартли узоклашади.
П=1

00

55. 2  —̂ Т7Г~ ‘ Жавоб. Абсолют якинлашади.

✓_ J\̂ -f 1
56. 2а ---——  • Жавоб. Шартли якинлашади.~  Г п

00

57. 2  1рг' Жавоб. Абсолют якинлашади.



2  ~^Г~ • Жавоб. Абсолют як;инлашади.
п= 1

оо

59. 2 ( — )̂” 5пТ1 • Жавоб. Узоклашади.
Л= 1

00

60. 2^ (— 1)пН 9й- Жавоб. Шартли яцинлашади.
л = 1

оо

61. 2 ( — 1)"и Й7^ТТТ ' Жавоб. Шартли яцинлашади.
п = 1 '  г  '

л__
62. 2и -- 1---* Жавоб. Абсолют якинлашади. ИУХ 1П IX 'л— 1

3- §. Даражали цаторлар. Даражали цаторларнинг 
яцинлашиш интервали. Яцинланшш радиуси

Ушбу
00 00

2  Ч„(х) = У  а„хге=а0 + а,* ■}- а2хг+ а3 х3 4- . . . +
п=0 л=0

4-ая* в 4- . . .  (.1)
куринишдаги каторга даражали ц&тор деб аталади, 
бунда а,,а2, .. . ,а п, ... узгармас сонлар булиб, улар к;а- 
торнинг коэффициент лари дейилади. Куриш кийин эмас- 
ки, ихтиёрий даражали катор х = О нуктаца якинлашув- 
чидир. Умуман, цатортнг яцинлашим со^аси деб уз- 
гарувчининг шундай кийматлари тупламига айтиладики, бу 
кийматларни узгарувчининг урнига куйганда ^осил бул- 
ган сонли катор яцинлашади.

Демак, х о нуктз даражали каторнияг я^инлашиш 
со.̂ асига тегишлидир. Маълумки, даражали катор х — х0 
нуктада якинлашса, |х|<|х0| шартни каноатлантирувчи 
а̂р цандай л: да у абсолют яцинлашади. Даражали катор- 

нинг яцинлашиш интервали деб, шундай ]—Я, 4-А?[ 
интервалга айтиладики, бу интервал ичида ётган >;ар кан - 
дай х нуктада катор якинлашади, шу билан бирга абсо
лют яцинлашади, унинг таищарисидаги л: нукталарда эса 
Катор узоклашади. сон даражали каторнинг яцинла- 
шиш радиуси дейилади.

Интервалнинг чегараларида (яъни х = Н ва х = — /?)



да берилган каторнинг якинлашиши ёки узоклашиши а̂- 
Кидаги масала ){ар бир конкрет катор учун ало^ида з?ал 
этилади. Баъзи каторларнинг якинлашиш интервали нук;- 
тага айланиши (R = 0), баъзилари эса Ох укни бутунлай 
уз ичига олишини {R — + оо) айтиб утамиз. (1) катор узи- 
нинг яцинлишиш интервали чегараларида якинлашувчи 
ёки узоклашувчи булишига к;араб унинг якинлашиш со- 
^аси куйидаги орэликларнинг биридан иборат булади:

} ~ R , + R [ ,  [ - / ? , + / ? ] ,  [ _ / ? ,  + R [ .

Кандай цол булишидан катъи назар ]— R, /<?[ ни даража- 
ли каторнинг якинлашиш интервали деймиз. Даражали к;а- 
торнинг якинлашиш радиуани тогшш учун берилган ка
тор ^адларининг абсолют кийматларидан тузилган ушбу

V  \ип{х)\ = '£\апхп\=\а0\+\а1х\ + \а3х3\+. . .+ |алхл |-|-

(2)
л=0л—О 

+  . . .

каторга Даламбер аломатини куллаймиз: 
= 11ш

K W I
а„ Ф0 булган ^олда

lim
Л-*- оо

lim «Л = xlim an -fl
П-+ оо апх* Л-* оо "л '

lim I ап+1
"->0° а„ = I

\x\-l

мавжуд булсин, у 5{олда
lim \ип+1(х)\ 
п̂ °° K W I 

булади.
Даламбер аломатига кура |х|-/< 1 булса, (2)катор якин- 

лашади, |х|• /> 1 булса, узоклашади. Демак, \x\-l <. 1
тенгсизликдан куринадики, |х| < у  ёки — -j- < х  < у  бул-
ганда (2) катор якинлашувчи булади ва шунинг учун 
бу ораликда (1) катор абсолют якинлашади. Каторнинг 
якинлашиш радиуси учун куйидаги ифодани ёза оламиз:

(агар 1ф0 булса,D = J ^
агар / = 0 булса, +оо,

1эгар / = -)- оо булса, 0.



Шундай килиб, ап +0 булган ^олда R  ни куйидаги 
формула буйича аниклаймиз:

/? == Пш Lg« (3)
л-*-* I ап+1

Агар берилган даражали каторнинг коэффидиентларидан 
баъзилари нолга тенг булса, масалан, х фацат жуфт ёки 
ток Даражаларда цатнашса, (3) формуладан фойдаланиб 
булмайди. Бундай ^олларда берилган катор учун тугри- 
дан-тугри Даламбер аломатини ишлатамиз.

Куйидаги каторларнинг якинлашиш интервалини аник- 
ланг ва каторларни якинлашиш интервалининг чегарала- 
риДа текширинг.

1-мисол. 1 +  л: +  2!х2 + 3!д:3+ . . . + п\хп +  . . .
А  Каторнинг яцинлашиш радиусини (3) формулага асо- 

сан топамиз:
R ~  lim = lim __—_ = 1 m __!— = о.

CLri-1-1
+ lim (  1 ; . !_____)  =  lim 2(n+D=,

п co r i'2 n (л  n oo n.

1 11 /1 — 00 (/i I) Г 00 11 1 
Демак, катор факат х — 0 нуктадагина якинлашади.

2-мисол.-^ -t- Y &  + + ■■■ + ~^„ + ■■■ •
А . Бу катор учун:

R  = lim
л_*. а  

=  2 .

Демак, каторнинг якинлашиш интервали ] — 2,2] экан. 
Энди бу интервалнинг чегараларида каторнинг якинлаши- 
шини текширамиз. Агар х = 2 булса, куйидаги сонли ка- 
торни >;осил киламиз:

1 + 1  +  I  +  • • • + -J +• • • •
бу узоклашувчи булган гармоник катордир, шунинг учун 
х — 2 берилган каторнинг якинлашиш со^асига кир,1айди. 
Агар х = — 2 булса,

_ 1 + ± _ ± + + Ы 1 1  +  . . .
2 3 ^  ^  п ^  •

каторни %ост киламиз, бу катор эса Лейбниц аломати- 
га кура якинлашувчидир (2-§ га каранг). Шунинг учун 
х = — 2 берилган каторнинг якинлашиш со^асига киради. 
Демак, берилган каторнинг якинлашиш со^аси [ — 2; + 2[ 
ораликдан иборат экан. А



О 1 х3 I ■** XS > > / i \ и * 2л .
3 - М И С О Л .  1 - 2 !  +  4 Т -  67 + • • •  +  ( -  1 ) "  (2 ^ )1  +

Д . Бу цаторга (3) формулани цуллана олмаймиз, чуи- 
ки х нинг ток Даража курсаткичли ^адларининг коэффи
циента нолга тенг, яъни я2*.н = О, k ~  0, 1, 2 ,... . Шу- 
нинг учун берилган каторга Даламбер аломатини тугри- 
дан-тугри куЛланамиз:

un( x )= {- \ Y  ияИ (*) = ( -  1)»и_*2(яи>(2«)!’ « - я м ^ -v v  (2(/г+ 1))!
булгани учун 

litn If iiiilf )|  = lim |(~  1)п+1-у 2<я + 1) . ( -  1)"^Д"
«„(*) I „^0=1 (2(л+1))! • (2п)!

=  lim | -у2(д+1> (2я)! I _  j Jjm ______ 1______  _  о <  1
я _ * » |* ая(2(л + 1))!| П -+*(2n + 1)(2я +- 2)

исталган л: учун бажарилади. Демак, берилган каторнинг 
якинлашиш интервали ] — оо, +оо[ дан иборат. А

х **•'» "  I
4 -м и с о л. "Ь 32 ~Ь jr  “Ь • ■ * “I" + • . *
Л . a2k = О, £ = 1, 2, 3, . . .  булгани учун (3) фор- 

муладан фойдаланиб булмайди. Даламбер аломатини кул- 
ланамиз:

х-п-\-1 х2л-1 I л:2lim un + t(x) = lim
оо “ «(*) п — оо 3»+1 ' 3" I 3 1.

Демак, катор ~  < 1 ёки |х| < у/~3 булганда якинла-
шади ва унинг якинлашиш радиуси R  — j/o, якинлашиш 
интервали зса ] — i 3; у  З [дан иборатдир. Интервал чега- 
раларвда катор якинлашишини текширамиз.

Агар х =  ±ч/3 булса, узоклашувчи булган куйида- 
ги сонли каторлар ^осил булади:

+ I_ J + IlJ? + +“ 3 ~ 3 ~~ з — • ■ •
Шундай килиб, берилган каторнинг якинлашиш со^аси 
] — I 3, +  V 3[ дан иборат экан. А

□ . Куйидаги каторларнинг якинлашиш интервалларини 
аникланг.

63 1 + Г2  + ^ 3  + ¿ 4  + • ’ • +  + • • ’
Жавоб. ] — 5, 5[.



64. 1 — ~  +  --- + . . . Жавоб.]—Ъ, 5[
З2*- 3 З3̂  4

с _ X . X2 . X3 , X*
65- И  + 2Г +  3! +  4Г + • • •

Жавоб. Барча а̂циций сонлар тупламида абсолют як;ин- 
лашади.

66- Жавоб.\-3.+31.
/2 =  1

67. 2 5  • Жаво6- Ь 1- +11-

68. Живо 6.1 < * < 2 .—‘ 2п — 1
п=1

х2п
69- 2* (2яр~ 1Р »~ • Жавоб. — 2 < х < 2 .

П~\
» 1

70. 2  (х) * Жавоб. — < х <1.
и» 1 

со

71. ^  Жавоб. ¡0, +<»[.
Л=* 1

70 V» лх л: 2л: я *  .
72 —. “  =  —  +  Т х  +  . • .+  +  • . .

е
Жавоб. ]0, + оо [.

/1=1 е ех е е

4-§. Функцияни даражали цагорга ёйиш
Функциями даражали каторга ёйиш ^акидаги куйида- 

ги теоремани келтирамиз.
Теорема. Агар / (х) функция бирор ] — £?[ ора- 

ликда исталган тартибли ^осилага эга булиб, л: курсагил- 
ган ораликда узгарганда, бу >(осилалар абсолют киймати 
буйича косила тартиби п га бог лик; булмаган биргина сон 
билан чегараланган

|/<я> (х)|<с
булса, у ^олда, бутун ораликда берилган функцияни ку- 
йидаги Маклорен цаторига ёйиш мумкан:

/ (*) = /(0) +  Ш *  +  ф х»+ ' . .+ » > * «  + . . . ,  (1)



бу цатор—коэффициентлари ak — (k =  0, 1,2, . . .)
булган Оар&жали цаторОир.

Агар / (х ) функция ёки унинг ^осилалари х =  0 нук- 
тада мавжуд булмаса, бундай функцияни Маклорен ца-
торига ёйиб булмайди (масалан, 1пх, у' х, ctgx, 1  функ-
циялар).

(1) катор купинча куйидаги куринишда ёзнлади:

А х )  - д о ) +  f . . .  +  t m x n { R n [ x )

п

бунда R n(x) = А х ) — 2  x* каторнинг цолдщ %а-
А = 1

ди дейилади.
Колдик ^аднинг Лагранж формаси цуйидаги куриниш- 

га эга:

/?" И ===(1ТШ/ ( ',+,,(0х)*
бунда 0 < 9 < 1.

А х) функция учун х нинг бирор цийматида (1) ёйил- 
ма ^ацикатан уринли булиши учун х  нинг уша цийматида 
lim R n (х) =  0 булиши зарур ва етарлидир.
П со

х нинг R n(x) етарли кичик буладиган цийматларида

Дх) «  / (0 ) +  • • - + ^  хп

такрибий тенгликни ёзиш мумкин. Баъзан функциянинг 
Маклорен к;аторини топишда дгражали цаторни унинг 
яцинлашиш оралиги ичида ^адма-хад дифференциаллаш 
в а интеграллаш мумкинлигидан фойдаланилади.

Баъзи элементар функцияларнинг Маклорен каторига 
ёйилмалари:

е * = \ + х  + £  +  f f  . . .  + 5 +  ; (2)

• - H - i ) Ä ( g r +
бу каторлар x нинг *ap кандай кийматлари учун мос (кур- 
сатилган) функцияларга якинлашади.

*3
+

хь х1 ,
3! 5! “ 7! ' г
*2
2! +

л:4
4Г 6! 1



(1 +  х Г = 1 + ^  + ^ ,  ])х2+ . . . +
_|_ т (т —1)(т—2 )... (т—пЧ-1)̂  + ^

бу биномиал катор булиб, |х| < 1 булганда (1+х)т га 
якинлашади. т. — ихтиёрий а̂к;ик;ий сон.

1п(1 + X) = 'Х  -  |  + , |  -  ^  + . . . + (1)»-!^- + . . . (6)

катор — 1 <х<1 булганда 1п(1 х) га я^инлашади.

агс1дх -  х — у  + .. . + ( — 1 )"-1£ г г +  • • • (7)
цатор ]х-|<С1 булганда агсЬ̂ х га яцинлашади.

Агар / — <р(х) ва ®(0) ~  0 булса,
е‘, 1п(1 +  0. (1+0т . соэг', aгctg/‘,

функцияларнинг Маклорен каторига ёйилмаси юкоридаги- 
га ухшаш ёзилади.

1-мисол. а) т-|— , б)т-Ц- функцияларни Маклорен1 X 1 "~“л
цаторига ёйинг.

Д . а) (5) биномиал цаторда т  урнига т —~  1 ни ку- 
йиб топамиз:

+ х )_1= 1—х-(-х2—х3 + х4—х5+ . . . .

Бу ёйилмани (6) каторни .̂ адма-̂ ад дифференциаллаб ^осил 
килса >;ам булади.

б)г-|— функция ёйилмасида х урнига (—х) ни куй-
1 ~\~Х

сак, * -(-х+х2+х3+ . . . *осил булади.
1 ва т---  ларнинг ёйилмаларини махражи д =1 + X 1 — X

ва ц-=х булган чексиз камаювчи геометрик прогрессия 
йи№ндиси сифатида караб тугридан-тугри ёзсак >;ам бу- 
лар эди. А

2- м и с о л. / (х )=5Ш2х  функцияни Маклорен цаторига 
ёйинг ва унинг яцинлашиш интервалини топинг.

Л . зтЪ с— 1~ с°- —’ = у -- ^ соэ2х булгани учун

(4) ёйилмадан х нинг урнига 2х ни куйиб соэ2х нинг 
ёйилмасини топамиз:

. 2'2-х2 . 2*-х* 2*-х« . . п „ 22»-х2» ,
С0з2х— 1 2, + 4 |  61 "Ь • • •( О (2п)<



|  **+  |  *е-  . . .+ (- 1 )" *2» + . . .

Якинлашиш интервали Даламбер аломати ёрдамида 
анщланади:

Пт |ип+1(£)| == Нт
'п. _*»| и„ (д:)

92«-Ь1им * Т х2п+2:(2(«-Н 1))!
92л -'1 л |

• / 1 . 'У*2л| •—‘ V А' (2п)! I 1|т _ — í_____ ^ о <  1«->• «(2/г-;-1) (2л+2) ^
Бу исталган х учун бажарилади. Демак, каторнинг 

якинлашиш интервали (—оо, Н-оо) дан иборат. Д
3- м и с о л. /  х)=  функцияни Маклорен цато-

рига ёйинг.

Д. Т - = 1— Х + Х ‘2—Хя-{-Х*— . . .
1 -\-Х

ёйилмада х нинг урнига х2 ни куйиб ёки (7- ёйилмага ка- 
ранг)

, X 3 . Х ь X 7 .а т ^ х ^ х — _  +

ёйилмани унинг яцинЛашиш орали гида хадма-^ад диффе- 
ренциаллаб, / (х )=  функциянинг Маклорен каторига 
ёйилмасини топамиз:
—}— —1—х2+ х4—х6+ . . :  -+(— 1)пх2п +  . . . .  аI X*■

□ . 73. Биномиал катордан фойдаланиб (5- каторга ка- 
ранг), куйидаги функцияларни каторга ёйинг:

а) У  1+х ; б) » 1—х ;
в) - = ; г) - = =  ; Д)

V 1—■* У \—х*. .
Жавоблар.

„ ,------ 1 1 2 , 1 - 3 ,  1-3-5
а) у  1 +д: = 1 4- 2 Х 22-2! Х 25-3! ^ 24-4! Х

1 1 . , 1 „ 1-3-1
2 Х 23-2! Х“ 23-3! Х 2‘ -4! 

1-3-,
2>- 3!
1-3-

, 1_Х2 — ‘ | 2 1 22- 2! ~ г 23-31

/ ------  1 1 .9  1 ,, 1-3-5 . .
) ( 1 — X =  1— ~2 х 23 • 2! Х 23-3! Х 2‘ - 4! х
\ 1 ч , 1 , , 1-3 , , 1-3-5 Р , 

в) ( \_х —1+ 2 х + 22-2!Х ~̂ ~2>-3! Х +  • • • !

г) П ЗТ З  “ 1 + Т  Х2+ Хс> + . . .  ;



2 ~ 22 • 2!
74. Куйидаги функцияларни Маклорен к аторига ёйинг:
а) / (* ) = е-*. Жавоб. е~х = 1 — -р +  ^  + ...

б) /(х) = зт2х. Жавоб. 51п2х = уу — -др + -¡=у---

в) Дх) = соэЗх. Жавоб. собЗл: = 1 — +  Ц̂у- —
З’-*6 ,

6! т  • • • .
г ) /(■*) =  бШ (х 2). Жавоб. з т ( х 2) =  ^---+  —  —

_  £1  4-
7! ..............

Д) / (*) = е~х*. Жавоб. е-*2 = \ - ~  +  ^  ^  + . . . •
2 23е) Дх) — соэ2х. Жавоб. соэ2х =1— — х2-)- л:4 —

- 6т * 6 + •••
75. Интеграл оствдаги функцияни Маклорен к аторига 

ёйиб ва з̂ адма-̂ ад интеграллаб, куйидаги интегралларни 
Катор куринишида ёзинг.

а ) | ^ х .  Жавоб.С + х - ^  +  ^ - 7̂  + . . .

б) ¿х . Жавоб. С + 1пх + уу + 2Т2! 3Т31 Ь ■ • •

в) ^ ¡п ^ аГх . Жавоб. — ^

г) |  ̂  хехйх. Жавоб. С + х3 2-|- «ру! * 52 +

+  7Т,*7Я+ •••

д) ]У  1- Жавоб. С + х — — 2̂ 2! —
1-3-*‘°
23.Ю-3!

е) |соз, хах. Жавоб. С + х — ^  ^  + . . .



Функциянинг даражали каторга сйилмасвдан фойдала- 
ниб, бу функцияларнинг айрим нукталардаги хусусий кий- 
матларини ва юкори чегаранинг функциялари сифатида 
элементар функциялар оркали чекли куринишда ифодалан- 
майдиган аник интегралларни исталган аникликда такри- 
бий ^исоблаш мумкин.

1. ех, sinx ва cosa: ф у н к ц и я л а р н и н г  д а р а ж а 
ли ц а т о р г а  ё й ил ма си  о р к а л и  б у  функциялар- 
нинг  к и й м а т л а р й н и  и х т и ё р и й  х у ч у н  и с т а л 
ган а н и к л и к д а  ^ и с о б л а ш  м у м к и н .

1- м ис о л. eos 103 ни 0,0001 аникликда ){исобланг.
д . f(x)=cosx функциянинг Маклорен каторига ёйил- 

масини ёзамиз:
у2 у4 ув4 Л i л Л i

cosx=l — 2Г + 4f  ~  6Г +
(4- § даги 4- катор).
eos 10°=cos-¡^ булгани учун cosa" ёйилмасида а: нинг ур- *0
нига х = уу ни куямиз, натижада

eos ys = 1 — Ы _  + ( ц !  — V18¿ +
2! 4! 6! 

ёки
гп,1П ° =  1 —  ( °- 1745)2 . (0,1745)* (0,1745)° ,

21 4! 6! i • • •

ишоралари алмашинувчи сонли катор ^осил булди. Бу 
Катор Лейбниц аломати шартларини каноатлантиради.

(0,1745)1 ^  (0,2)< 0,0016 ^-- 4!—  < —24" = "24 - < 0,0001 булгани учун
ёйилмада иккита ^ад олиш кифоядир.

Шундай килиб,

cosl0° »  1 — «  0,9848. А  .
□ • 76. a), sin 18° ни 0,0001 аниклик билан ^исобланг .
б) Дх) = е* функцияни Маклорен каторига ёйинг в а 

еол ни ^исобланг (̂ исоблашда каторнинг учта ^ади билан 
чегараланинг);

в) cosl2° ни 0,0001 аниклик билан ^исобланг. я
2. Б и н о м и а л  катор и л д и зл а р н и  такрибий

^ и с о б л а ш д а  к У л л анилади.



2-мисол. i 630 ни 0,0001 аницлик билан ^исобланг.
„ 4  ---д .  Биномиал катордан фоидаланиш учун у 630 ни 

куйидагича ёзиб оламиз:

4/63Ö = Y 625 +  5 = /б 2 5  (1 + ¿5  ) = 5 ¡/  1 + 0,008 =
= 5(1 + 0,008)' *.

4- § даги 5- биномиал цаторда х урнига х = 0,008, т
урнига т  — ни цуйсак, ушбу

(1 + 0,008‘ <= 1 + 0,002 -  0,000006 + 0,0000028 — . . .
ишоралари алмашинувчи сонли катор ^бсил булади. Агар 
(1 + 0,008)''* ни ^исоблашда каторнинг иккита ^ади билан 
чегаралансак, йул куйилган хатонинг абсолют киймати
0,000006 дан ошмайди. У ^олда \ 630 = 5 у "1 + 0,008 ни 
^исоблашдаги хато 5-0,000006 = 0,00003 <0,0001 дан ош
майди.

Демак,

«4 630 = 5-i‘ 1 +0,008 «5-(1 + 0,002) = 5,01 А
2. 77. Биномиал кагордан фойдаланиб, куйидагилар- 

ни 0,001 аниклик билан ^исобланг:

а) / TÖ8; б) у' 0̂ 994; в) ^1,015 ; г) д)3/500;
4 --
1 17.
Жавоб. а) 1,004; б) 0,997; в) 1,005; г) 5,066;

д) 7,937; е) 2,030.
3. ln( 1 +  х) ва ln (1 — х) ф у н к ц и я л а р н и н г  ка 

торга  ёйилмаларидан  фойд ала н и б, |х| < 1 тенг- 
си з л и к н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  сонларнинг  на- 
т урал  л огариф м  ларини исталган  а н и кл и кд а  
^ис о бл а ш м ум ки н .

3-мисол. 1п(1,1) ни 0,0001 аниклик билан ^исобланг. 
Д ln (1+ х) ни Маклорен каторини ёямиз (4-§ даги 6-

катор):
ln (i + * ) = x - f  + £-3+ . . . ( -  l)» - ^  + . . . ,

бу катор (— 1, + 1) оралицда 1п(1 + х) га якинлашади. 
In (1 + х )  ни х = 0,1 да ^исоблаш учун ишоралари ал
машинувчи куйвдаги каторни ^осил киламиз:

,п(1д ) =  о , 1 - М  + Ш 2 _ Ш Ч . . .  .



1п(1,1) ни 0,0001 аникликда ^исоблаш учун каторнинг 
учта а̂дини олиш кифоядир.

Демак,
1п(1,1)«0,1 — ^  + ^ « 0 ,0 9 5 3 . А

□ . 78. а) 1п 1,6 ни 0,0001 аниклик билан ^исобланг. 
Жавоб. 0,4556.
б) 1п 0,7 ни 0,00001 аниклик билан ^исобланг. 
Жавоб. — 0,3572.

'  4. Аник  интегрални к а т о р л а р  ёрдамида 
такрибий ^исоблаш.  Куйидаги мисолни курайлик.

4-мисол.\е йх аник интегрални 0,001 аниклик билан
о

^исобланг.
Д. Берилган интеграл учун Ныотон—Лейбниц фор- 

муласини кулланиб булмайди, чунки §е~х'йх интеграл- 
нинг бошлангич функцияси элементар функциялар орка- 
ли ифода цилинмайди. Шунинг учун ех функциянинг ка
торга ёйилмасвда х нинг урнига ( — х2) ни куйиб, е~*‘ 
нинг ёйилмасини ^осил киламиз:

е-# = 1_ £  + ^ _ £ _ б + 4 . (_П" —  +1! ' 2! 3! ^  ' ' ‘ ^  ' п\ п • • • ■
Бу каторни унинг якинлашиш интервали (— оо, + ° ° )  
ичида ^адма-^ад интеграллаймиз:
1 1
Г ги  Г [1 X2 . X* Х': . Ха ЛС10 , , , Г
)  * - * ’< * * =  3 П - т г + г Г - з у  ! 4 Г -  5 Г - Г  . . . ] < / * = [ *  =
о о
_  *- 4- —  — —  -4- —  — —  I I I 1 _ 1___}__(_

3 "г  5-2! 7-3! ■ 9-4! 11-5! 1 Г | о 3 '

_1______ L  1 1
Т  С О! 7 О! I5-2! 7-3! 1 9-4! 11-51 1 * ‘ ‘ *

Хосил булган ишоралари/ алмашинувчи сонли катор 
Лейбниц аломати шартларини каноатлантиради. Агар
г -дг2
\ е ах ни дисоблашда каторнинг бешта ^ади билан че-

гаралансак, йул куйилган хатоликнинг абсолют киймати 
ТГ5Г = ДаН ошмайди. Демак,



□ 79. Биномиал цаторни ^адма-^ад интеграллашдан
г с1х

фойдаланиб, \ 3 ' аниц интеграл цийматини 0,001 аник;-
5 V 1+-*2 

лик билан ^исобланг.
Жавоб. 0,487.

о
билан ^исобланг.

Жавоб. 0,946.
81. Куйидаги интегралларнинг цийматини 0,001 аниь;- 

лик билан ^исобланг:
1 1/2 1 2

а) ^соэ / хйх, б) ]" у \-\̂ х3йх, в) ] х1п(1 -\-х2)с1х.
О О О

1/2

интеграл кийматини 0,001 ашщлик

Жа,воб. а) 0,764; б) 0,508; в) 0,014.



ЭХ;ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ АСОСЛАРИ

1-§. у^одисалар ва уларнинг турлари. Х °Д исалаР 
устида амаллар

1. Эзтимоллзр назариясининг асосий тушунчаларидан 
бири тажриба  ва тажриба натижасида кузатилиши мум- 
кин булган х,одиса тушунчаларидир.

Ходиса дейилганда руй бериши ёки руй бермаслиги 
мумкин булган зар кандгй во^еани тушунамиз.

Тажриба зодисани руёбга келтирувчи шартлар маж- 
муи (шартлар комплекси) 5 нинг бажарилишини таъмин- 
лашдан иборатдир. Бу жумлалар аниь; матем атик таъриф 
була олмаса-да, биз шу билан чекланамиз.

1-мне о л. Тажриба — ичида фацат он; ва кора шарлар 
булган яшикдан таваккалига битта, шар олиш.

Ходиса — олинган шарнинг биз хозлаган рангда були-
ши.

И зоз. Биз кизик^ан зодисанинг руй бериши ёки руй 
бермаслиги утказилаётган тажрибанинг шартлар комплек
си 5 га богли^дир. Шунинг учун бу шартлар олдиндан 
келишиб олинади.

Тажрибанинг зар а̂ндай натижаси элементар %одиса- 
лар дейилади. Хар кандай тажриба натижасида руй бери
ши мумкин булган барча элементар зодисалар зодисалар 
тупламни ташкил этади. Элементар зодисалар тупламини
2 оркали, зар бир элементар зодисани эса е (е £ 2) орка- 
ли белгилаймиз.

2-мисол. Тажриба симметрик, бир жинсли тангани 
икки марта ташлашдан иборат булсин. Бунда элементар 
зодисалар куйидагича булади:

е, — (ГГ) — биринчи ташлашда герб, иккинчисида зам 
герб ту шиш зодисаси;

е2 — (ГР ) — биринчи ташлашда герб, иккинчисида 
ракам тушиш зодисаси;

е3 — (Р Г ) — биринчи ташлашда ракам, иккинчисида 
герб тушиш зодисаси;



ек = (РР )  — биринчи ташлашда ракам, иккинчисида 
>{ам ракам тушиш ^одисаси.

Бу тажрибада элементар ^одисаларнинг 2 туплами 
турт элементдан иборат;

2 = {е1, в%, б3, £4}.
3-мисол. Тажриба ёклари бирдан олтигача номер- 

ланган бир жинсли уйин соккасини (кубни) икки марта 
ташлашдан иборат булсин. Бу ^олдэ элементар ^одисалар 
ушбу куринишга эга:

* « = ( * ,  А
Бу ^одиса кубни биринчи ташлашда I ракамли ёк, 

иккинчи ташлашда у ракамли ёк тушганлигини билдира- 
ди. Бу ерда

ва элементар

2 =

2 = (е«1. 1, У = 1.6
о̂дисалар сони Ы  = 62 = 36 (1
1; 1 2; 1 3; 1 4; 5;1 6;1
1;2 2;2 3;2 4;2 5;2 6;2
1;3 2;3 3;3 4;3 5;3 6;3
1;4 2;4 3;4 4;4 5;4 6;4
1;5 2;5 3;5 4;5 5;5 6;5
1;6 2;6 3;6 4;6 5;6 6;6

( 1)

Тажриба натижасида албатта руй берадиган ^одиса 
муцаррар редиса ва аксинча, мутлако руй бермайдиган 
^одиса мумкин булмаган %одиса дейилади ва уларни 
мос равишда и, V  а̂рфлар оркали белгиланади. Туплам 
маъносида И ва V  ларни мос равишда ¿7 = 2, V  = 0  
(0  = буш туплам) каби белгилаймиз. Тажриба натижаси
да руй бериши олдиндан аник булмаган ^одиса тасоди
фий %одиса дейилади. Тасодифий ^одисалар, одатда, латин 
алфавитининг бош а̂рфлари А, В, С, ... лар билан белги
ланади.

Хар кандай тасодифий ^одиса элементар ^одисалар 
тупламидан иборат булиЗ, унинг „катта-кичиклиги“ унга 
кирган элементар >;одисалар „сонига“ боглирир.

4-мисол. А  ^одиса 3- мисолдаги тажрибада соккани
1-ва 2-марта ташлашда унинг ёкларада тушган очколар 
йигиндиси еттига тенг булишидан иборат булсин. А о̂ди- 
са 1-жадвалга кура

= > 3̂)4» е1>3> б̂п)
каби булади, яъни тажриба натижасида еий руй берса, 
ёки е2,ь Руй берса, ёки е3,4 ва ^оказо ёки г6,, руй берса,



А зодиса руй беради, деймиз. Шундай килиб А  зодиса
б та элементар зодисадан ташкил топган экан.

А бирор зодиса булсин. А  зодисага /у'арама-царши 
х<одиса деб А  зодисанинг руй бермаслигидан иборат 30- 
дисани тушунамиз. Бу зодисани А  ор^али белгилаймиз. 
Масглан, сокдани бир марта ташлаганда жуфт очко ту-
шиши А зодиса булсин, у золда А зодиса тоц очко ту- 
шишини билдиради.

□ . 5. Мук;аррар, мумкин булмаган ва тасодифий 30- 
дисаларга мисоллар келтиринг.

6. Тажриба симметрик, бир жинсли тангани уч марта 
ташлашдан иборат булсин. Руй бериши мумкин булган 
барча элементар зодисалар тупламини ёзинг.

Жавоб. 2 = I е; тг’ е; гр' е; рр’ ).I р̂гр> р̂рг» г̂рг* р̂гг )
7. В  зодиса тангани уч марта ташлашда зеч бул- 

маганда (аь;алли) икки марта герб тушишидан иборат 
булсин. В  ни ташкил цилувчи элементар зодисаларни 
ёзинг.

УКавОб. В  — {̂ ггг> ¿ггр, егрг, бргг}-
8. С зодиса тангани уч марта ташлашда зеч булма- 

ганда бир марта герб тушишидан иборат булсин. С ни 
ташкил килувчи элементар зодисаларни ёзинг.

Жавоб, С — {б?ггг, еггр, егрг, врГГ, егрр, р̂гр» р̂рг)-
9. Иккита уйин соццаси ташланган. Куйидаги зодиса

ларни ташкил цилувчи элементар зодисаларни ёзинг:
а) тушган очколар йигиндиси саккизга тенг; б) тушган 
очколар айирмаси туртга тенг.

Жавоб. а) (е2,б. «3.5. ^ ,4, <?«,*, еъ,3), Я
б) (ей,и <?0,2).

2. Х̂ одисалар орасидаги куйидаги музим муносабат- 
ларни (амалларни) билиш жуда зарурдир. Уларни таъриф- 
лаймиз.

1). Агар А зодисани ташкил этган замма элементар 
зодисалар В  зодисага зам тегишли булса, А зодиса В  
Зодисани эргашширади дейилади ва бу Аса В  каби бел- 
гиланади. Куриниб турибдики, бу золда А  руй берса, В  
Зам албатта руй беради, лекин В  руй берса, А  нинг руй 
бериши шарт эмас. Масалан, сокца бир марта ташланган- 
да руй бериши мумкин булган А — {е2; еъ} ва В  — {ег 
е2, е3, еъ} тасодифий зодисалар учун Л е й  уринлидир.

2) А ва В  зодисалар бир хил элементар зодисалар



тупламидан ташкил топган булса, яъни А ни ташкил 
этган барча элементар ^одисалар албатта В  га >ja\i тегиш- 
ли ва, аксинча, В  ни ташкил этган барча элементар )$о- 
дисалар А  га ^ам тегишли бужа, А ва В  ^одисалар тенг 
дейилади ва А = В  каби белгиланади.

3) А  в а В  jçодисаларнинг äuFunducu деб А ёки В  
^одисаларнинг камида бири руй берганда ва факат шу 
долда руй берадиган С адисага айтилади ва С = А\] В  
(ёки А  +  В  = С) каби белгиланади.

Бу ерда иккита изо>; бериб ÿraiu керак. Биринчидан, 
С тупламда А  ва В  тупламларнинг элементларидан боища 
элементлар булмайди. Иккинчидан, агар бирор элемент 
*ам А  да, *ам В  да учраса, у С тупламга факат бир 
марта киради. Масалан, иккита сокка ташланганда руй 
бериши мумкин булган

А = (й];1, бЗ;5, 4̂;6, £б|б) ВЗ
в  =  ¿3:5, &4;6,

^одисалар йигиндиси
С = А\] В  = ¿2;2i £з;5, 4̂;6, 5̂;5, 6̂;б)

бÿлaди.
4) А  ва В  ^одисаларнинг купайтмаси деб .̂ ам А, 

^ам В  руй берганда ва факат шу ^олда pÿfl берадиган 
С ^одисага айтилади ва С — А П В  (ёки А ■ В) каби белги
ланади. Масалан, юкорида келтирилган мисолда:

А П В  = (¿3;5, 4̂;б)-
5) Л ва В  jçодисаларнинг айирмаси деб А руй 

бериб, В  руй бермаслигидан иборат С ^одисага айтилади. 
А  ва В  х;одисаларнинг айирмаси С = А \ В  (ёки А —В )  
каби белгиланади. Масалан, юкорида келтирилган мисол- 
даги А ва В  ){одисалар учун уларнинг айирмаси А \ В =  
= (6i;b б̂;с) Каби булади.

6) Агар А  П В  — V (V  — буш туплам, яъни V  = 0  ) 
б$глса, А ва В  ^одисалар биргаликда руй. бермайдиган 
jçодисалар дейилади. Масалан, соккани бир марта таш- 
лашда pÿfl бериши мумкин бÿлгaн

Л = (еи <г4) ва В  ={е3, еь)
тасодифий ^одисалар биргаликда руй бермайдиган ^одиса- 
лардир, яъни А-В  = V, __

7) А ^одисага карама-карши А >;одиса А га кирмаган 
барча элементар ^одисалар тупламидан иборатдир, яъни 
A [\Ä =  V  ва А []л  = Ь.



8) Агар A 1 U ^ U  . . .  U Ап —JJ булса, А и Л2, . . ., Ап 
о̂диср.лер ^одисаларнинг тулиц группасини ташкил  

этади дейилиди. Xycycaii, Л гГМу = V, 1ф], i, j  = 
= 1, 2, п ва Л ,1 М ,U ••• U А п = U булса,
Л, Л2, . . . , Ап ^одисалар узаро биргаликда булмаган 
^одисаларнинг тулик группасини ташкил этади дейилади.

Масалан, тажриб'а бир кисми I заводда, бир кисми II 
заводда, бир кисми III заводда тайёрланган электр лам- 
почкалари солинган яшикдан таваккалига битта лампочка 
олишдан иборат булсин. Бу ^олда куйидаги ^одисаларни 
кузатиш мумкин:

Л, ^одиса — олинган лампочка I заводда тайёрланган, 
Л2 ^одиса — олинган лампочка II заводда тайёрланган, 
Л3 ^одиса — олинган лампочка III заводда тайёрланган. 
Б у *одисалар учун Л ,и Л 2и Л 3=£/ ва лар учун 

Л; (1 А] — V (¿,j — 1, 2, 3) эканлиги равшан. Демак, А х ■ 
Л2, Л3 ^одисалар узаро биргаликда булмаган ^одисалар- 
нинг тулик группасини ташкил этади.

Ходисглар орасидаги юкорида киритилган тушунча- 
ларни 10.1-чизма ёрдамида тушунтириш кулай. Бунда S 
шартлар комплекси 10.1-чизмадаги катта квадратга нук- 
тани таваккалига ташлашдан иборат.

□ . 10. Икки мерган нишонга биттадан у к узмокда

AUS S ' АО В

А\В В\А



Агар — А х биринчи мерган узган уцнинг нишонга тегиш 
Зодисаси, Л 2— иккинчи мерган узган укшнг нишонга 
тегиш зодисаси булса, у 30 л да А, и Л 2 ва Л, П Л2 ходиса- 
лар нимани англатади?

11. Карама-карши зодисаларга ва биргаликда руй бер- 
майдиган додисаларга мисоллар келтиринг.

12. Ходисалар уртасидаги куйидаги муносабатларни 
текширинг:

а) А В  = А • В  -Ь Л ■ В  АВ,
б) А  = А В  -(- АВ,
в) {А Ц В )-С = АСЦВС,
г) А  +  Ж  = А-В ,
д) А\} В  — А (} Ъ. __ _
13. Агар А и А2, Л3) (Л1; А 2, Л3) ^одисалар мо; 30л- 

да 1-укнинг, 2-укнинг, 3-укнинг нишонга тегишини (тег- 
маслигини) билдирса, у золда куйидаги зодисалар нимани 
англатади:

В  — Л ,Л2Лз -)- А ХА^АЪ А |Л2Л3,
С = Л ^ з Л з Л 1Л2Л3 +  Л( Л2Л3. н

2-§. Э^тимолнинг классик таърифи. Комбинаторика
элементлари

1. Энди жуда му^им тушунча — ^одисанинг э^ти- 
моли тушунчаси билан танишайлик.

Э^тимол термини зодисанинг амалга ошиш, руй бериш 
имкониятининг объектив улчовини ифодалайди.

Бирор тажриба натижасида чекли сондаги еи е2, . . . , еп 
элементар додисалардан бирортаси руй бериши мумкин 
булсин, яъни
булсин. е2, . . . ,  еп\

Бу элементар додисаларга куйидаги шартларни куямиз:
1) зодисалар жуфт-жуфти билан биргаликда эмас, 

бошкача килиб айтганда, исталган иккита е1 ва е,- (/ Ф /) 
зодиса учун улардан бири руй берса, иккинчиси албатта 
руй бермайди.

2) еи е2, . . .  , еп ^одисалар ягона мумкин булган 
Зодисалар, яъни уларнинг бирортаси албатта руй бериши 
лозим.

3) еи е2, . . . еп зодисалар тенг имкониятли. Бу 
шарт еи е2 . . . , еп зодисалардан бирортасининг боища-



ларидан купрок Руй беришига ёрдам берадиган ^еч ь;андай 
объектив сабаблар йуклигини англатади.

Айтайлик, А ^одиса берилган булиб, у £г(г=1,«) 
элеменпр ^одисглардан баъзилари руй бергандагина руй 
берсин. Бундай э$олда биз ег(£ — 1 ,/г) элементар о̂диса- 
лардан руй бериши А  ^одисанинг руй беришига ^ам олиб 
келадиганларини А  ^одисага цулай ли к тугдирадиган 
Xодисалар деб атаймиз.

Айтайлик, царалаётган п та еи е2......... еп элементар
^одисадан т  таси А  з̂ одисанинг руй беришига кулайлик 
тугдирсин, яъни

А  = (е*1( ек , . . . .  ект) булсин.
Э^тимолникг классик таърифи. А  ^одисанинг 

э^тимоли деб А %одисанинг руй беришига цулайлик 
турдирувчи %одисалар сонининг тенг имкониятли 
барча элементар %одисалар сонига нисбатига айти- 
лаои ва куйидагича белгиланади:

р , __ т  __ А га кирган элементар х,одисалар сони
'  '  п барча элементар додисалар сони

Э^ ти \ (о лн и н г  хоссалари.
а) му^аррар ?{одисанинг э^тимоли бирга тенг:

/>«/)- 1.
б) мумкин булмаган ?{0дисанинг э^тимоли нолга тенг:

Я (К )  = 0,
с) исталган А ^одисанинг э^тимоли куйидаги куш 

тенгсизликни каноатлантаради:

2. Классик таърифдан фойдаланиб масалалар ечишда 
комбинаторика элементлари му^им роль уйнайди, шуни 
эътиборга олиб комбинаторикага дойр баъзи тушунчалар 
билан танишиб утайлик.

Хар цандай нарсалардан тузилган в а бир-биридан ё 
шу нарсаларнинг тартиби билан, ёки шу нарсаларнинг 
узлари билан фарк цилувчи турли группалар бирлашма- 
лар деб аталади.

Бирлашмалар уч хил булиши мумкин: уринлаштириш, 
урин алмаштириш ва группалар. Уларнинг ^ар бирини 
куриб чикайлик.

1) п элементини т  тадан (бунда т  <л) уринлашти
риш деб шундай бирлашмаларга айтиладики, уларнинг.



>{ар бирида берилган п та элементдан олинган т  та эле
мент булиб, улар бир-биридан ё элементлари билан, ёки 
элементларнинг тартиби билан фарк килади. п та элемент
дан т  тадан барча уринлаштиришлар сони А™ каби бел- 
гиланиб, у

А„ = п {п — 1) . .. [п — ( т  — 1)]
формула билан ^исобланади.

2) Агар уринлаштиришлар п та элементдан п тадан 
олинган булса (яъни факат элементларининг тартиби билан 
фарк килса), бундай уринлаштиришлар урин алмашти- 
ришлар деб аталади, у .̂ олда юцоридаги формулага кура 
п та элементдан барча урин алмаштиришлар сони цуйида- 
гича булади:

Рп = п (п — 1) . . . 1 = п\
3) Агар п та элементдан т  тадан тузиш мумкин бул- 

ган барча уринлаштиришлардан бир-бнридан энг к амид а 
бир элемент билан фарк ь;иладиганларлии танлаб олсак, 
у ^олда группалар (комбинаииялар) деб аталган бир- 
лашмаларни ^осил киламиз.

п та элементдан т  тадан барча группалашлар (комби
нация лар) сони

р т  __ п\ _  п ( п — 1) . . .  [л — ( т — 1)]
п т  \ (п — т)1 т\

формула ёрдамида топилади.
Юкоридаги 3 та формула учун А™ = Сп-Рп муноса- 

бат уринлидир.
Энди масалалар ечиш намуналари билан танишайлик.
1-м ас ал а. Халтада улчамлари ва огирлиги бир хил 

булган 5 та кук, 11 та кизил ва 9 та ок шар булиб, 
шарлар яхшилаб аралаштирилган. Халтадан битта шар 
олинганда кук шар чикиши, кизил шар чикиши ва ок 
шар чикиши э^тимолларини топинг.

Д. Исталган шарнинг чикишини тенг имкониятли деб 
^исоблаш мумкин булганндан, жами п — 5+11 + 9=25 
та элементар додисага эгамиз. Агар А, В, С оркали мос 
равишда кук, кизил ва ок шар чикишидан иборат о̂ди- 
саларни, т 1, т ъ пц оркали эса бу ^одисаларга кулайлик 
тугдирувчи элементар ходисалар сонини белгиласак, у 
^олда т х = 5, т 2 = 11, т ъ = 9 булиши тушунарли. Шу- 
нинг учун
Р(Л)  = | = 0 , 2 ;  />(£) = ^  = 0,44; Р (С ) = |  = 0.36.А



2-м ас а л а. Тажриба симметрии бир жинсли тангани 
уч марта ташлашдан иборат булсин. т ( т  — 0, 1, 2, 3) 
марта гербли томон ту шиш э^тимолипн ^исоблапг.

Д . Тангани уч марта ташлашда руй бериши мумкин 
бÿлгaн барча элементар ^одисалар туплами

Г е,= (ГГГ); <?2= (ГГР); е3 = (ГРР ); е4= (РРР ); 1 
0 = 1^=(РГР); е0 = (РРГ); е7= (ГРГ); .еа= (РГГ ) ./
8 та элементдан иборат, яъни п = 8. Бизни ^изиктирган 
Зодисалар эса
А() =  { ^ i } i  - ^ l  =  {ßii еЪ> ^ l i } .  ^ 2  =  { ^ 2 >  ^ 7 >  ^ 3  —  ( ^ l )

бÿлиб, бунда Лт да марта герб тушиш ^одисасидир. 
Демак, т 0= 1, = 3, от2 = 3, == 1 булиб, э^тимол- 
нинг классик таърифига Kÿpa ёза оламиз:

^ ( Л )  = 4 ;  = т )  = |  ; Я (Л 3) = 4-
Бунда P (U )=  Р  (Л0 + Ai i- А 2-\- Л3) — 1 б)̂ лишига эъти- 
бор беринг.А

3-м ас ал а. Группада 8 та фан ^фганилади ва зар 
куни 3 хил даре у'тилади. Кунлик даре неча хил усул 
билан тацеимланиши мумкин?

Д. Дарсларнинг барча мумкин б^'лган кунлик такси- 
моти 8 элементдан 3 тадан тузилган барча уринлаш- 
тиришлар сонига тенг, яъни

Ла = 8-7-6 = 336.
Демак, кунлик дарени 336 хил усул билан таксимлаш

мумкин. А
4-мае а л а. 12 кишилик овцат ^озирланган столга 12 

кишини неча хил усулда утказиш мумкин?
Д . Утказиш турлари сони 12 та элементдан мумкин 

булган барча урин алмаштиришлар сонига тенг булади, 
яъни

Р„= *  1-2-3 . .. 12 = 479771600.А
□ 0 $  Группада 10 та фан у^итилади. Агар зар куни

4 хил даре утилса, бир кунлик дарсни неча хил усул 
билан тацеимлаш мумкин?

Жавоб. 5040.
Uat 8 та стулга 8 кишини неча хил усул билан ÿTKa- 

зиш мумкин?
Жавоб. 40320.
16. а  = С Г т тенглик уринли эканини исботланг.



17. Иккита танга бир ва^тда ташланган*/« (т=О, 1, 2) 
марта гербли томон ту шиш э>;тимолини топинг.

Жавоб. ^ .
[8) Еь;ларига 1, 2, 3, 4, 5, 6 рацамлар ёзилган икки

та соцца бир вак;тда ташланади. Иккала соццаца тушган 
очколар йигиндиси 8 га тенг булиш э^тимолини топинг.

Жавоб. Р  == ^ .
Иккита соцца ташланган. Тушган очколар йигин- 

дисиоешга, купайтмасн туртга тенг булиш э^тимолини 
топинг.

Жавоб. Р  =
20. Танга икки марта ташланган. Хеч булмаганда бир 

марта „гербли“ томон тушиши э^тимолини топинг.
Жавоб. Я  = -1 .
21 ч Яшикда 15 та деталь булиб, улардан 10 таси 

буялган. Йигувчи таваккалига 3 та деталь олади. Олин- 
ган деталларнинг буялган булиши э^тимолини топинг.

Жавоб. Р = ~  = ^ .С*15 91
___ Абонент телефон номерини тераётиб номернинг 

охирги учта рацамини эслай олмади ва бу рацамларн» 
турли эканлигини билгани ^олда уларни таваккалига тер- 
ди. Керакли рацамлар терилганлиги э^тимолини топинг.

Жавоб. Р  == -4-Л?0 720-
23# Цехда 6 эркак ва 4 аёл ишлайди. Табель номер - 

лари буйича таваккалига 7 кили ажратилган. Ажратил- 
ганлар орасида 3 аёл булиши э^тимолини топинг.

Жавоб. Р  =  =0,5.31
с ю

3-§. Э^тимолнинг бэшца таърифлари

Э^тимолнинг юцорида куриб чицилган классик таъ- 
рифини татбиц-лар учуй му^им булган купчилик лоллар
да 1\5'лланиб булмайди, чунки э^тимолнинг классик 
таърифи учун фа^ат чекли сондаги ягона мумкин бул
ган тенг имкониятли ва биргаликда булмаган ^одисаларни 
Караш талаб цилинади, лекин мумкин булган ^одисалар-



t
нинг чекли сонда бÿлишигa ^ар доим ^ам эришиб була- 
вермайди. Kÿn лолларда эса каралаётган ^одисанинг тенг 
имкониятли элементар ^одисаларга сйилишининг узи чум- 
кин булмай колади.

Бу ^ийинчиликларни баъзан э^тимолнинг геометрик 
таърифи ёки статистик таърифи ёрдамида бартараф килиш 
м ум кин.

1. Э д т и м о л н и н г  гео ме т р и к  таърифи. Бирор 
Q со^а берилган булиб, бу со^а Q, со^ани уз ичига ол
еин, Q содага таваккалига ташлангаи нуктанинг Q, cola
ra тушиш эдтимолини топиш талаб килинади. Бу ерда 
барча элементар ^одисалар туплами Q нинг барча нукта- 
ларидан иборат. Бинобарин, бу ^олда классик таърифдан 
фойдалана олмаймиз. Танланган нуцта Q гаалбатта туш- 
син ва унинг бирор Q, рсмига тушиш э^тимоли шу Qx 
киемнинг улчовига (узунлигига, юзига, .чажмига) про- 
порционал б;улиб, Q, нинг формасига ва Q, кием Q нинг 
каерида жойлашгаилигига боглик булмасин. Бу шартлар- 
да каралаётган ^одисанинг э^тимоли

р _  mes Qx 
mes Q

формула ёрдамида аникланади. Бу формула ёрдамида 
аницланган р функция э^тимолнинг барча хоссаларини 
Каноатлантиришини куриш кийин эмас.

Баъзи масалаларнинг ечилиши билан танишайлик.
1-м ас а л a. L  узунликка эга бу\лган кесмага тавак

калига нукта ташланади. Ташланган нуктанинг кесма- 
нинг уртасидан купи билэн I масофада ётиш додисаси 
э^тимолини топинг.

Л . Юкоридаги 1иартни каноатлантирадиган нуктатар 
тÿплaми — I ' х -<С1 дан иборат (умумийликка зиён 
келтирмасдан кесманинг уртасини санок боши деб кабул 
Киламиз). Бу кесманинг узунлиги 21 га тенг. Демак, 
Каралаётган .̂ одисанинг э^тимоли:

А
2-м а с ал а. Икки студент кундузи соат 12 билан 

12 -(- Т орасида тайин жойда учрашишга ва олдин келган 
студент урторини t соат (t < Т) кутиб, у келмаса кейин 
кетишига келишиб олишди. Агар ^ар бир студент ÿ3n- 
нинг келиш моментини таваккалига (соат 12 билан 12+Г  
орасида) танласа, уларнинг учрашиш э^тимолини топинг.

Д . Биринчи ва иккинчи студентларнинг келиш момент- 
ларини мос равишда х ва у оркали белгилаймиз. Масала



шартига кура
тенгсизликлар
лозим:

ушбу к.уш 
бажарилиши

О < х < 7 \  0< у< 7 * .
х ва у ларни текисликдаги 

Декарт координаталари сифа- 
тида тасвирлаймиз.

Координаталар текислиги- 
да юкоридаги тенгсизликлар- 
ни ОТ АТ  квадратга тегишли 
б$глган исталган нуцтанинг 
координаталари цаноатланти- 

10.2-чизма ради ( 10.2-чизма).
Икки студент учрашиши учун \х — ёки

у  > х б '̂лганда, у < х +  t, 
у < х булганда, y > x  — t 

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 10.2- 
чизмадан кУринадики, изланаётган э^тимол штрихл'анган 
юзнинг квадрат юзига б;улган нисбатига тенг ( 10.2-чиз
ма):

Т -l -  2(T - ty
р  = t (2 Г — t)

Ti т , ■ ж.
□ 24. Радиуси R  булган доирага радиуси г булган 

кичик доира жойлаштирилган. Катта доирага тасодифан 
ташланган нуцтанинг кичик доирага тушиш э^тимолини 
топинг. Нук;танинг доирага тушиш э>;тимоли доира юзига 
пропорционал булиб, унинг жойлашишига боглиц эмас 
деб фараз цилинади.

Жавоб. Р W
25. Текислик бир-биридан 2а масофада жойлашган 

тутри чизиклар билан булинган. Текисликка радиуси 
г < а бÿлгaн танга таваккалига ташланган. Танга тугри 
чизикларнинг бирлэртасици а̂м кесмаслиги э^имолини 
топинг.

, „  _ г, 2 а — 2 г а — гЖавоб. Р  — — s--  ----- .2 а а
26. Икки дуст кундузисоат 12 билан 13 орасидз тайин 

бир жойда учрашишга ва олдин келган киши дустини
4- соат кутиб, у келмагандан кейин кетишга келишиб
олишди. Агар ^ар бир киши узининг келиш моментини



таваккалига (со&т 12 б т т  13 орасида) танласа, улар- 
нинг учрашиш э^тимолини топинг.

Жавиб. р = у6- Курсат ма .  2- масалага царанг.
27. Ох у^ининг узунлиги Ь булган ОА кесмасига 

иккита В (х ) ва С (у) нуцта таваккалига цуйилган. Хосил 
булган учта кесмадан учбурчак ясаш мумкин булиши 
э^тимолини топинг.

Жавоб. р — .
28. Радиуси булган дойра ичига таваккалига нукта 

ташланган. Ташланган нукта доирага ички чизилган: 
а) квадрат ичига; б) мунтазам учбурчак ичига тушиш 
эдтимолшш топинг. Нуктанинг дойра, булагига тушиш 
э^тимоли бу булакнинг юзига пропорционал булиб, унинг 
доирага нисбатан жойлашлшига боглик эмас деб фараз 
килннади.

Жавоб. а) р = ^  ; б) р = . У1

2. Э з тим ол нин г с т а т ис т ик  таърнфи.  Э^ти- 
моллар назариясининг купгина татбицларида э^тимолнинг 
ста ти сти к  таърифи- деб аталувчи таърифдан фойдала- 
нилади.

Дар .бирида бирор зодисанинг руй бериши ёки руй 
бермаслиги кузатиладиган тажрибаларни шароитни узгар- 
тирмаган долда чексиз куп марта такрорлаш мумкин 
булсин деб фараз цилайлпк. Масалан, уйин соккасини ёки 
тангани ташлаш, нишонга ук узиш ва шунга ухшаш 
тажрибаларни чексиз куп марта такрорлаш мумкин.

Айтайлик, тажрибалар сони п етарлича катта булган- 
да бизни кизицтираётган А зодиса т  марта руй берган 
булсин.

Щ Л ) = ^  нисбат А зодисанинг нисбий яастотаси  
деб аталади.

Куп кузатишлар шуни курсатадики, агар бир хил 
шарт-шароитда тажрибалар утказилиб, .уларнинг дар бири- 
да синовлар сони етарлича катта булса, у золда нисбий 
частота тургунлик хоссасига эга булади.

Тажриба утказилаётган шароитларни узгартирмаганда 
атрофида зодисанинг руй бериш частотаси тебранадиган ва 
частотани характерлайдиган сон шу зодисанинг э^пшмоли 
деб аталади. Келтирилган бу таъриф э^тимолнинг с т а 
ти сти к  таърифи дейилади. Шундай цилиб, агар тажри-



ба йули билан нисбий частота ашщланган булса, у о̂л- 
да уни ёки унга якин сонни э^тимолнинг такрибий кий- 
мати учун олиш мумкин.

3- м а с а л а. Швед статистика маълумотларига кура 1935 
йилда киз болалар тутилиш сонининг нисбий частотаси 
ойлар буйича куйидагича узгарган:

с.«ве:
ло.
а

£
«С-
03 си а>

о. ’Я
л лч

ни
а. 
о  я ■ н

X
о.
осе

- л О.
к

ло.
о«
X

СЗ
«=*
2

о СК А, £ £ •< и О X с* О

IV 0,486 0,489 0,490 0,471 0,478 0,482 0,462 0,484 '0,485 0,491 0,482 0,473 0,482

Нисбий частота 0,482 сони атрофида тебранади, шу- 
нинг учун бу сонни киз болалар турилиши э^тимолининг 
такрибий киймати сифатида олиш мумкин.

4-мае а л а. Танганинг гербли томони билан ту шиш 
частотасини у Р г а н и ш  максадидэ тажрибалар утказилган 
булиб, уларнинг натижалари куйидаги жадвалда келтирил- 
ган:

*
Ташлашлар

сони
Гербли томони бн- 
лан тушиш сони Нисбий частота

4040 2048 0,5080
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Бу ерда нисбий частота 0,5 сонидан кам фарк килади. 
Тажрибалар сонининг ортиши билан бу фарк янада камая- 
ди. Танга ташлашда гербли томон тушиш э^тимоли 0,5 
га тенг эканини эътиборга олсак, нисбий частотанинг эд- 
тимол атрофида тебранишига яна бир карра ишонч ){осил 
Киламиз.

□ 29. 10 ООО та тарвузни транспорт билан ташишда 
36 таси бузилди. Бузилмаган тарвузлар сонининг нисбий 
частотасини топинг.

30. 100 деталли партиядан техника-контрол булими 5 
та ностандарт деталь топди. Нестандарт деталлар чикиши- 
нинг нисбий частотасини топинг.

31. Милтивдан ук узишда нишонга теккан уклар сони
нинг нисбий частотаси 0,85 га тенглиги аникланди. Агар



жами 120 та у К узилган булса, нишонга теккан уцлар 
сонини топинг. 

уЛаооб. 102.
Берилган куйидаги маълумотларга кура сотилган 

эркаклар пойабзалининг размерлари буйича нисбий час- 
тоталарини ^исобланг.

Пойаб?ал номери 38 39 40 41 42 43 44 45 46 Жами

Сотилган жуфт 
пойаозаллар сони 6 53 138 166 140 70 82 9 1 665

Швед статистика маълумотларига к'ура 1935 йилда 
ту г ил гаи ^амма болалар ва циз болалар сони ойлар буйи- 
ча куйидагича тацсимланган:

Ойлар Хамма болалар сони Киз болалар сони

1 7280 3537
2 6957 3407
3 7893 3866
4 7884 3711
5 7892 3775
6 7609 3665
7 7585 3621
8 7393 * 3596
9 7203 3491

10 6903 3391
11 6552 3160
12 7132 3371

Бир йилда 88273 42591 •

Ойлар буйича ва бир йил ичида угил болалар тугилиш 
сонининг нисбий частотасини )$исобланг.

4-§. Э^тимолларни цу̂ шиш ва купайтириш теорема- 
лари. Шартли э^тимоллар. ^одисаларнинг боглиц-

сизлиги
Берилган ^одисага цулайлик тугдирувчи ^олларни бе- 

восита ^исоблаш анча цийин булиши мумкин. Шунинг 
учун додисанинг э^тимолини ^исоблашда уни бошка сод- 
даро  ̂ лодисалар комбинацияси куринишида ифодалаш



кулайрокдир. Бирок бунда ^одисани бош ка ^одисаларнинг 
комбинацияси куринишида ифодалашда ^одисанинг э̂ ти- 
моли буйсунадиган коидгларни билиш керак. Куйида 
улар билан танишиб утаг':из-
у \ .  Биргаликда булмаган ^одисалар э^тимолларини 

ц^шиш теоремаси. Иккита биргаликда булмаган А ва 
В  ^одисадан исталган бирининг руй бериш э>;тимоли бу 
^одисалар э^тимолларининг йигиндисига тенг:

Р (А  +  В) = Р {А )+ Р (В ) .
Умуман а̂р иккитаси биргаликда булмаган бир нечта 

А и Л 2, . . . , А„ >;одисалардан исталган бирининг руй 
бериш э^тимоли бу ^одисалар э^тимолларининг йигиндиси
га тенг:
Р (А  1 + Л2 + . . .  +  А п) = Я(Л1) 4- Р (Л 2) . . . + Р ( Л В).

Натижа.  Агар А,, Л2, . . . , Ап ^одисалардан факат 
биттаси албатта руй берадиган ва улар биргаликда булмаган 
^одисалар булса, у ^олда

Р (Л 1) +  Р ( Л 2) +  . . .  +  />(ЛЯ) = 1.

Хусусий ^олда, агар Л ва Л о̂дисалар узаро карама- 
Карши ^одисаларни ифодаласа, у ^олда

Р(Л) +  Я (Л )  = 1. /
Бу теоремага кейинрок мисол ку рамиз.
2. Шартли э^тимоллар. Х^одисаларнинг боглиц- 

сизлиги. Додисаларнинг эдтимолини аниклаш асосида 
бирор 5 шартльр комплекси ётишини айтган эдик. Агар 
Р ( А )  э^тимолни ^исоблашда 5 шартлар комплексидан 
бошка ^еч кандай шартлгр талаб килинмаса бундай э т̂и- 
мол, шартсиз э^тимол депилади. Куп ^олларда Л о̂диса- 
нинг э^тимолини бирор В  ^одиса (Р(В) > 0 деб фараз 
килинади) руй берган деган шартда ^исоблашга тугри 
келади. Бундай э^тимол шартли э^тимол дейилади ва 
Р (А /В ) кабм белгиланади. Агар иккита Л ва В  ^одисадан 
бирининг э^тимоли иккинчисининг руй бериши ёки руй 
бермаслиги натижасида узгармаса, у ^олда бу одисалар 
узаро боглицсиз х,одисалар дейилади, акс ^олда бу до- 
дисалар узаро боглиц %одисалар дейилади.

Масалан, ок ва кора шарлар солинган яшикдан олин- 
ган биринчи шар унга кайта солинса, иккинчи марта 
олинган шарнинг ок булиш зхтимоли биринчи олинган шар- 
нинг ок ёки кора булишига боглик эмас. Шунинг учун



биринчи ва иккинчи шар олиш натижалари узаро боглик- 
сиз булади.

Аксинча, агар биринчи олинган шар яптикка кайта 
солинмаса, у золда иккинчи марта шар олшшшид;ти на- 
тижа биринчи марта шар олиш натижасига боглиц равиш- 
да узгаради, чунки биринчи марта шар олиниши натижа- 
сида яшикдаги шарларнинг состави узгаради. Бу ерда биз 
6орлещ зодисалар мисолига эгамиз.

Шартли э^тимоллар учун кабул килинган белгилаш- 
лардан фойдаланиб, А ва В  зодисапарнинг узаро 6of- 
ликсиз булиши шартини

Р {А :В )  = Р(А)
ёки

Р ( В  А) = Р {В )  
кууйнишда ёзиш мумкин.
f  3. >^одисалар э^тимолларини купайтириш теорема-

си. Иккита боглик зодисанинг биргаликда руй бериш 
э^тимоли улардан биринчисининг э^тимолини иккинчиси- 
нинг биринчиси руй берган деган шарт остидаги шартли 
э^тимолига купайтирилганига тенг ва аксинча, яъни

Р(А-В)  = Р (А)-Р(В  А),
Р (А-В )  = Р (В )-Р (А  В).

Хусусий золда, агар А ва В  додисалар узаро боглик 
булмаса, уларнинг биргаликда руй бериш э^тимоли бу 
зодисалар э^тимолларининг купайтмасига тшт\

Р (А  -В) = Р(А)-Р(В).  У
4. Биргаликда булган ^одисалар э^тимолларини 

цушиш теоремаси. Иккита биргаликда булган А ва В  
Зодисадан зеч булмаганда бирининг руй бериш э^тимоли 
бу зодисалар э^тимоллари йигиндисидан уларнинг бирга
ликда руй бериш э^тимолииинг айирилгаиига тенг:

Р (А  + В ) ~ Р  (А) +  Р {В )  — Р(А-В).
Агар А ва В  зодисглар узаро боглик булмаса, у 30л- 

да ушбу формула } ринли булади:
Р {А  4- В) = Р ( А ) + Р { В ) ~  Р (А )-Р (В )  /

1-м ас а л а. Яшикда 55 та шар бор, улардан 20 таси 
кизил, 12 таси кук ва 18 таси ок. Таваккалига битта шар 
олинди, унинг рангли (кизил ёки кук) шар булиш э^ти- 
молини топинг.

Д . Рангли шар чициши ё кизил'шар, ёки кук шар



чикиш ини билдиради. Ь̂ гзил шар чикиш (Л ^одиса) э%- 
тимоли:

Р И )  = 1 - 0 ,4 .
Кук шар чикиш (В  о̂диса) эдтимоли:

Р (В )  = |  = 0,24.

Л ва В  ^одисалар биргаликда эмас (бир рангли шар 
чикиши бошка рангли шар чикишини йукка чикаради), 
шунинг учун биргаликда булмаган ^одисалар э т̂имоллари- 
нинг КУШИШ теоремасини кулланиш мумкин.

Рангли шар чикиш (А-\- В  ^одиса) э^тимоли куйида- 
гига тенг:

Р (А  + В) = Р  (А) + Р  (В) = 0,4 + 0,24 = 0,64. д
2-м аса л а. Институтнинг консультация пунктига 

Л, В  ва С пщарлардан коцтрол ишлар солинган пакет- 
лар келади. Л ша^ардан пакёт олиниш эдтимоли 0,5 га, 
В  ша^ардан пакет олиниш э^тимоли эса 0,3 га тенг. 
Навбатдаги пакетнинг С ша?{ардаи келиш э^тимолини 
топинг.

Д . „Пакет Л ша^ардан келган“ , „Пакет В  шщардан 
келган“ ва „Пакет С нщардан келган“ ^одисалари тула 
группа -чосил килади, шунинг учун бу ^одисалар- 
нинг э^тимоллари йигиндиси бирга тенг:

0,5 -|- 0,3 р ~  \.
Бу ердан изланаётган э^тимол:

р =  1-0,8 = 0,2. А
3-м а сала. Яшикда 15 та шар булиб, улардан 5 таси 

кизил рангда, цолганлари эса бошка рангда. Таваккалига 
олинган 3 та шарнинг ){еч булмаганда биттаси кизил 
булиш (Л ^одиса) э^тимолини топинг.

Л . А  ^одиса (олинган 3 та - шардан >;еч булмаганда 
биттаси кизил рангда) ва Л ^одиса (олинган 3 та шарнинг 
биттаси дам кизил рангда эмас) карама-карши додисалар- 
дир, шунинг учун

Р(Л) + Я (Л )=1
(карама-карши ^одисаларнинг э.̂ тимоллари йигиндиси бир
га тенг).

Бундан



А ^одисанинг руй бериш э^тимоли классик таърифга .
К V рЛ.*

р Й )- = ^ ° = 94-А
15

Изланаётггн э̂ тимол:

Р (А )  = 1 -  Р(А)  = 1 -  Ц  = |? . А

34. Пул-буюм лотереясидз 1000 та билетли а̂р бир 
серияга 120 та пул ютури ва 80 тз буюм ютуги турри ке- 
лэди. Битта лотереяси бор кишига пул ютури ёки буюм 
ютури, умуман юту к; чикиш э^тимолини топинг.

Жавоб. р = 0,20.
35. Мерганнинг' битта ук узишда 10 очко уриш э^ти- 

моли 0,15 га, 9 очко уриш э^тимоли 0,35 га, 8 ёки ун~ 
дан кам очко уриш э т̂имоли 0,5 га тенг. Мерганнинг 
битта ук узишда камида 9 очко уриш э^тимолини топинг.

Жавоб. р — 0,5.
36. 10 та деталли партияда 8 та стандарт деталь бор. 

Таваккалига олинган иккита деталдан камида бштаси 
стандарт булиш э^тимолини топинг.

44Х\авоб. р — .
37. Учта яшикнинг а̂р бирида 10 тадан деталь бор. 

Биринчи яшикда 9 та, иккинчи яшикда 8 та, учинчи 
яшикда 7 та стандарт деталь бор. Х|ар бир яшикдан 
таваккалига биттадан деталь олинади. Олинган у чала 
деталь стандарт булиш э^тимолини топинг.

Жавоб. р=  0,504.
38. Агар А >;одиса В  ^одисани эргаштирса, у ^олда 

Р  (В) Р  (А) булишини исботланг.
39. Яшикда 10 та ок ва 5 та кора шар бор. Яшикдан 

икки марта таваккалига биттадан шар олинади. Олинган 
шарлар яшикка кайтариб солинмайди. Агар биринчи олин
ган шар кора булса (Л ^одиса), Иккинчи олинган шар ок 
булиш (В  полиса) э̂ 'тимолини топинг.

Жавоб. Р (В  ‘А) = у  .
40. Яшикда 6 та шар бор, улардан учтаси кизил 

рангда. Яшикдан таваккалига 2 та шар олинди. Иккала 
шарнинг ^ам кизил рангда булиш э^имолини топинг.

Жавоб. р — 0,2.
41. Иккита мерган биттадан ук узишди. Биринчи



мерганнинг нишонга текказищ э̂ тимоли 0,7 га, иккинчи- 
синики эса 0,6 га тенг. Мерганлардан ацалли биттасининг 
нишонга текказиш э т̂имолини топинг.

Жавоб. 0,88.
42. Студент имти^онга программадаги 25 та саволдан 

20 тасини билиб келди. Ишщон олувчи студентга 3 та 
савол берди. Студентнинг учала саволни >?ам билиш 
э̂ тимолини топинг.

Жавоб. .110 •
43. Студент имтщон билетларидан баъзиларини бил- 

майди. Студент учун цайси долда у билмайдиган билетни 
олиш эдтимоли кичик булади: биринчи булиб олгандами 
ёки энг охирида олгандами?

Жавоб. Иккала о̂лда а̂м эдтимоллар бир хил.
44. Учта уйин соккаси ташланди. Камида битта сок- 

Када 6 очко тушиш э̂ тимолини топинг.
Жавоб. . В?

5-§. Тула э^тимол формуласи. Байес формуласи
Мураккаб о̂дисаларнинг э̂ тимолларини .дисоблашда 

купинча бу з̂ одисаларга кушиш ва купайтириш теорем а- 
лэрини бирга татбик килиб до сил цилииган фэрмулалзр- 
дан фойдаланишга турри келчди. Куйида ана шундай 
му^им формулаларнинг баъзилари билш танишиЗ утамиз.

1. Тула э^тимол фэрмуласи. Фар аз килшлик, А 
о̂диса п та жуфт-жуфти билац биргаликда булмаган //,; 

Н ъ . . . , Нп додисалар (гипотезалар)нинг биттаси ва 
фацат биттаси билангина руй бериши мумкин булсин, 
бош^ача килиб айтганда:

А = АНг + АН 2 +■ . . .  -г АНп (А- мураккаб о̂диса).
Бу ерда АН; f) AH¡ = V (i Ф  /'), у долда биргаликда 

булмаган додисалар эдтимолларини кушиш теоремасига 
асосан:

Р(А) = Р(АНг) + Р{АН2) + . . . + Р {А Н п).
Купайтириш теоремасига кура Р(АН;) = P(H¡)-Р(А/Н ¡) 

эканлигини эътиборга олсак, у о̂лда 
Р (А )= Р(Щ Р(А  Н1) + Р(Н2)Р(А!Н.2)+ . . . + Р(Нп)Р(А/Нп) 
ёки

Р (А ) = 2 Р ( Н 1)Р (А ;Щ .
¡ = i



Бу тенглик тула э^тимол формуласи дейилади. 
Тула э̂ тимол формуласидан фойдаланиб, Байес формуласи 
ёки гипотезалар э̂ тимоллари формуласи дсб аталувчн 
му^им форму лани ^осил цилиш мумкин.

2. Байес формуласи. Биргаликда булмаган //,,
Н г.........Ип зодисаларнинг (гипотезаларнинг) т5'ла груп-
паси берилган булиб, тажрибани утказишга кадар улар
нинг >;̂ .р бирининг Р (//,), г = 1 ,п э.̂ тимоллари тайин ь;ий- 
матга эга булсин. Тажриба натижасида А зодиса руй 
берди деган шарт остида Н1 (1=\,п) гипотезаларнинг 
э̂ тимоллари тажрибадан сунг ь;андай булади?

Н1 ва А зодисаларнинг купайтмаси учун ушбу
Р {А Н 1) = Р (А ) Р (Щ А ) = Р (Щ  Р (А Щ  

формуланинг уринлилигидан
р (щ а ) -

муносабатга эга буламиз, бу ерда тула э^тимол формула- 
сини куллансак, ушбу Байес форму ласа деб аталувчи 
формулани зосил киламиз:

Р ( ^ )  = 1 д а а .
£  Р ( Н к ) Р ( А  Н к )
к-= 1

Бу формулалар ёрдамида ечиладиган масалаларни курай- 
лик.

1-масала. Омборга 360 та ма^сулот келтирилди. Бу- 
лардан 300 таси 1-корхонада тайёрланган булиб, улэр- 
нинг 250 таси яроцли ма^сулот; 40 таси 2-корхонада 
тайёрланган булиб, уларнинг 30 таси ярокли замда 20 таси
3-корхонзда тайёрланган булиб, улардан 10 таси ярокли. 
Таваккалига олинган ма^сулотнинг яроцли булшп э̂ ти- 
молини топинг.

Д . Таваккалига олинган ма^сулот учун цуйидаги 
гипотезалар уринли булади:

/У, гипотеза — ма с̂улотнинг 1- корхонада тайёрланган 
булиши;

Н 2 гипотеза — ма с̂улотнинг 2- корхонада тайёрланган 
булиши:

Н3 гипотеза — ма с̂улотнинг 3- корхонада тайёрланган 
булиши.

Уларнинг э т̂имоллари цуйндагича булади:



Р(А;н,) =  Я ( Л /Я 2) =  4 ;  Р(А;//3) = 1.

Юкорида топилганларни тула э т̂имол формуласига 
куйиб, изланаётган о̂диса э т̂имолини топамиз:
Р (Л )= Р (Я ,)Р (А Я ,) ЬЯ (Я 2)Р (Л ;н,)-\-Р(н3) я (Л / я3)= 

—  А  А  4 - ±  —  -1- —  -1 _  А
~  6 ‘ 6 9 ' 4 1 18 2 36

2-м а сала. Икки мерган нишонга биттадан ук узади. 
Биринчи мерганнинг уки нишонга 0,8 э^тимол билан, ик- 
кинчи мерганники эса 0,4 эз̂ тимол билан тегади. У к узил- 
гандан сунг нишонга битта у к; текканлиги (Л х;одиса) 
маълум булди, бу у^ни биринчи мерган узган булиши 
э^тимолини топинг.

А . Тажриба утказишдан олдин куйидаги гипотезалар- 
ни куямиз:

/У, — биринчи мерган отган ук а̂м, иккинчи мерган 
отган ук >;ам нишонга тегмайди;

Н2 — иккала мерганнинг отган уки а̂м нишонга тегади;
Нл — биринчи мерганнинг отган уки нишонга тегади, 

иккинчисиники эса тегмайди;
— биринчи мерганнинг отган уки нишонга тегмай

ди, иккинчисиники эса тегади.
Г ипотезалардан биттаси ва фа кат биттасн тажриба нати- 

жасида аЛбатта руй беради, яъни Ни Н 2, Н3, //4 лар бог- 
лик булмаган о̂дисаларнинг тулщ группасини ташкил 
этади.

Б у гипотезаларнинг тажрибадан олдинги э̂ тимоллари:
Р{Н,)  = 0,2-0, б = 0,12,
Р(//2) = 0,8-0,4 = 0,32,
Р {Н 3) — 0,8-0,6 = 0,48,
Р (Н А) — 0,2-0,4 = 0,08.

Бу гипотезаларда кузатилаётган Л додисзнинг шартли 
э^тимоллари куйидагиларга тенг: Р(А,Н\)—0, Р{А;Н2) = 0,
р (а ;н 3) =  1, Р (А н 1) =  1.

Тажрибадан кейин (Л о̂диса руй берганидан кейин) 
Ни Н 2 гипотезалар руй бермаслиги маълум булади.



Ня ва Нх гипотезаларнинг тажрибадан кейинги эдти- 
моллари Байес формуласига кура куйидагича:

¡->(Н /А) — 0.4*у 1  ̂ .
‘  {П з  Л ' ~  0,48-1+ 0,03-1 “  У ’

Р (Н  1А) = 0'08-1______ 1
 ̂ ’ 0,48 1 + 0,08.1 7 '

Демак, нишонга теккан уцнинг биринчи мерганга 
тегишли булиш э т̂имоли у  экан. Д

□ . 45, Спортчилар группасида 20 чангичи, 6 велоси- 
педчи ва 4 югурувчи бор. Саралаш нормасини бажариш 
э т̂имоли чангичи учун 0,9 га, велоеипедчи учун 0,8 га, 
югурувчи учун 0,75 га тенг. Таваккалига ажратилган 
спортчининг норманн бажара олиш э^тимолини топинг.

Жавоб. 0,86.
46. Биринчи яшикда 10 та деталь булиб, улардан 15 

таси стандарт, иккинчи яшикда 30 та деталь булиб, улар- 
дан 24 таси стандарт, учинчи яшикда 10 та деталь булиб, 
улардан 6 таси стандарт. Таваккалига танланган яшикдан 
таваккалига олинган деталнинг стандарт булиш э̂ тимоли- 
ни топинг.

Жавоб. Щ.
47. 1-масала шартида, агар таваккалига олинган ма̂ - 

сулот ярокли эканлиги маълум булса, уни 1-корхонада 
тайёрланган булиш эдтилюлинн топинг.

48. -Ичид? 2 та шар булган идиш га битта оц шар 
солиниб, шундан кейин вдишдан таваккалига битта шар 
олинган. Шарларнинг дастлабки таркиби (ранги буйича) 
даквда мумкин булган барча гипотезалар тенг имкониятли 
булса, у долда олинган шарнинг оь; рангда булиш эдти- 
молини топинг.

2Жавоб. -£■.
49. Бензоколонка жойлашган шосседан утадиган юк 

машиналари сонининг уша шосседан утадиган енгил ма- 
шиналар сонига нисбати 3:2 каби. Юк машинасининг 
бензин олиш э т̂имоли 0,1 га тенг, енгил машина учун 
бу э̂ тимол 0,2 га тенг. Бензоколонка ёнига бензин олиш 
учун машина келиб тухтади. Унинг юк машина булиш 
эдтимолини топинг.



6-§. Боглиц булмаган тажрибалар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

г
1. Агар бирор А зодисанинг руй бериш ёки руй 

бермаслигини кузатиш учун бир нечта тажрибалар уткази- 
лаётган булиб, уларнинг зар бирида А зодисанинг руй 
бериш ёки руй бермаслик э̂ тимоли долган тажрибаларнинг 
натижаларига боглии; булмаса (богли  ̂ булса), у о̂лда бу 
тажрибалар А 30дисага нисбатан боглиц булмаган (бог- 
лик булган) тажрибалар кетма-кетлигини ташкил 
этади дейилади.у'

Масалан, яшикда 5 та ок ва / та к;ора шар булсин. 
Шу яшикдан бир неча марта биттадан шаролиш тажрибалари 
кетма-кетлигини курайлик. Бунда зар бир тажрибадан 
сунг олинган шар яшикка цайтариб солинса (кайтариб 
солинмаса), бу тажрибалар кетма-кетлиги бир-бирига бог- 
лин; булмайди (бир-бирига боглик; булаДи).

Боглиц булмаган п та тажриба утказилаётган булиб, зар 
бир тажрибада кузатилаётган А додисанинг руй бериш 
э̂ тимоли р ва руй бермаслик э т̂имоли 1— р булсин. 
Бу золда кузатилаётган А о̂дисанинг п та тажрибада & 
марта руй бериш эхтимоли Рп (&) цуйидаги формула ёрда- 
мида топилади:

Р п{к ) ъ С кпр*Яп-к, (0 < * < я )
бу ерда

п (п  —  1)(п — 2) . (/г— к +  1) _  п!
Ь п ~  к\ к\ (п — к)\ ' /

Бу " формула Бернулли формуласи дейилади.
Ходисанинг руй беришлар сонини ¡а десак, у золда
а) 0 <   ̂ — 1 (6 дан кам марта); ,
б) й -)- 1 <  |х (& дан куп марта);
в) к <  ̂ п (камида к марта)
г) 0 <  ¡а -< & (купи билан /г марта)
Д) (камида ки купи билан &2 марта)

зодисаларнинг руй бериш эхтимоли ушбу формулалар бу- 
йича топилади:

4 - 1

а) Р п {0<>< ¿ —11 = 2  Рп(т )>т—О

б) Р п{к + 1 < !*< л }=  2  Р а{т)>т-=£+1
п

в) Рп (6 < р. <  п) = 2  Рп (т),
т= к



г) Рп {0 < [*< £ }=  £  Ря(т),
т —О 

А?
Д) Р п k2}=  2  Л« (/«)•

m—kx

Булардаги Рп (т)~- Бернулли формуласидир.П
P n(k) э т̂имоллар учун V  P n(k) = 1 муносабат урин-

*=о
ли булишини куриш кийин эмас. Хацикатан а̂м,

2  Л, (*)= 2  Cknpk qn~k — (р + <7)л = 1.*=0 А=0
С* ph qn~k ифода (рх + <7)4 бином ёйилмасидаги л:* цатнаш- 
ган з̂ аднинг коэффициенти булгани учун Pn(k) ларни 
э^тимолнинг биномиал тацсияот цонуни дейилади.

2. ^одиса руй беришининг энг катта э^тимолли 
сони. Тайинланган п да Pn(k) э^тимол k нинг функцияси 
экани равшан.

Агар Рп(к0) Р п (k) (k Ф  k„) булса, у }{олда сон 
з̂ одиса руй беришининг энг к а т т а  э^тимолли сони 
дейилади. Ушбу

Рп (k + П _  n — k ^
P „(k ) k +  1 ‘ q

нисбатини текшцришдан куйидаги натижага келинади: 
энг катта э т̂имолли k0 сон куйидаги куш тенгсиз- 

ликдан аникланади:
пр — q <  k0 < пр f  р,

бунда:
а) агар np — q сон каср булса, у ^олда битта энг 

катта э т̂имолли k{) сон мавжуд булади;
б) агар np — q сон бутун булса, у ?{олда иккита энг 

катта э т̂имолли k0 ва k(> 1 сонлар мавжуд булади.
в) агар пр бутун сон булса, у з̂ олда энг катта эз̂ ти- 

молли сон k0 = пр булади.
Изо?{. п етарлича катта булганда энг катта эз(тимолли 

сон k„ нинг киймати k0 ~  пр дан аникланади.
Куйидаги масалаларнинг ечилиши билан танишайлик.
1-масала. Чигитнинг унувчанлиги 80% булса, экил- 

ган 4 та чигитдан: а) учтасининг унйб чи-киш; б) деч 
булмаганда иккитасининг униб чик.иш э^тимолини топинг.



Д. а) Шартга кура п = 4; А--3; р = 0,8; <7 = 0,2. Бер
нулли формуласига кура:

Л (  3) = С4-0,83-0,2 = 0,40 96.
б) А додиса зкилган 4 та чигитдан 2 таси ёки 3 таен, 

ёки 4 таси униб чицишини, яъни ^еч булмаганда иккита- 
сининг униб чи^ишини билдирсин. Эдтимолларни кушиш 
теоремасига кура:
Я4(Л) = Рь (ёки 2, ёки 3, ёки 4) = Р 4 (2) + Л(3)+/°4(4). 

Я4 (3) эдтимол (а) пунктда дисобланган;
Л (2 ) = С4-0,82-0,22 = 0,1536;
Р 4 (4) = С\-0,8* -0,2° = 0,4056.

Демак, Р (А )  = 0,9728.4
2- мае а л а. Битта деталнинг ярещеиз булиш эдтимоли 

р = 0,05 булсин. Ихтиёрий олинган 10 000 деталь ичида 
яро^сиз деталларнинг сони 50 тадан куп булмаслик э̂ ти- 
молини топинг.

д . ¡х — яроцсиз деталлар сони булсин.
¡X: 0, 1, 2, . . . , 50.

Аоооо{0 -С ¡а 50} = . . . ?
50 50

Лоооо {0 <  !*< 50} = 2  Рп (к) = 2  Сгоооо (0,05)*(0,95)10000~*/¡=0 *=0
(бундан кейинги ^исоблаш анча цийин, шунинг учун 
уларни келтирмаймиз). А

3-масала. Техник контрол булими 24 та деталдан 
иборат партияни текширмоада. Деталнинг стандарт булиш 
эдтимоли 0,6 га тенг. Стандарт деб тан олинадиган детал
ларнинг энг катта эдтимолли сонини топинг.

Д. Шартга кура п = 24; р = 0,6; <7 = 0,4. Стандарт 
деб тан олинган деталларнинг энг катта эдтимолли сонини 
куйидаги куш тенгсизликдан топамиз:

пр — <? ̂  £0 < пр + р.
пр — <7 = 24 • 0,6 — 0,4 = Н^бутун сон булгани учун энг 
катта э^тимолли сон иккита:

= 14 ва ка Ч- 1 = 15. А
□ 50. Боглик; булмаган тажрибалар кетма-кетлигига 

мисоллар келтиринг.
51. Чигитнинг унувчанлиги 70% булса, экилган 5 та 

чигитдан: а) учтасининг; б) купи билан учтасининг; 
с“\ камида учтасининг униб чикиш э̂ тимолини топинг. 

Жавоб. а) 0,3087; б) 0,4717; с) 0,8370.



52. Икки тенг кучли рэциб шахмат уйнамокда. Кайси 
эзтимол каттароц:

а) рпкибларлин бирининг икки партиядан биттасини 
ютиш эзтимолими ёки турт партиядан шлштасини ютиш 
эзтимолими?

б) турт партиядан камвда иккитасини ютиш эзтимоли- 
ми ёки беш партиядан камида учтасини ютиш эзишоли- 
ми? Дуранг натижалар эътиборга олинмайди.

Жавоб. а) Я2 (1) > Р4 (2); б) Р 4 (ц , 2) > Ръ >  3).
53. Икки мерган бир вацтда нишонга ук узмокда. 

Битта укни узишда нишонга теккизиш эзтимоли биринчи 
мерган учун 0,8 га, иккинчи мерган учун 0,6 га тенг. 
Агар бир йула 15 марта ук узиладиган булса, иккала 
мерганнинг зам нишонга теккизишларининг энг катта 
эзтимолли сонини топинг.

Жавоб. 7
54. Агар 49 та боглик булмаган тажрибада зодиса 

руй беришининг энг катта эзтимолли сони 30 га тенг 
булса, тажрибаларнинг зар бирида зодисанинг руй бериш 
эзтимоли р ни топинг.

Жавоб. 0,60 < р < 0,62. ̂ 3

7-§. Асимптотик формулалар
Юцоридаги 6- § да келтирилган мисоллардан куринади- 

ки, тажрибалар сони п етарлича катта булганда Рп (6) = 
= СпРк эзтимолни .̂ исоблаш катта кийинчиликлар- 
га олиб. келади. Бундай золларда зисоблашни осонлаш-

• тирувчи формулаларга, затто улар изланаётган эзтимол- 
нинг такрибий цийматини берса зам эзтиёж тугилади. 
Бундай формулалар асимптотик формулалар деб аталади. 
Ушбу параграфда шундай формулалар билан танишамиз.

1/0. Муавр—Лапласнинг локал теоремаси. Хар бири
да зодисанинг руй бериш эзтимоли р (0 < р <  1) га тенг 
булган п та боглицсиз тажрибада зодисанинг к марта руй 
бериш эзтимоли (п етарлича катта булганда) тачрибан -

. />„<*) * - 4=  ?•(*) (1)1 прц
га тенг. Бу ерда

/ ч 1 _ 2 к — пр
<Р (* ) = “ Г  * ’ *  =  - 7 = ^  •I 2л у прц

<р(х) функциянинг цийматлар жадвали 1-иловада келтирил
ган (<? (—х) = <?(х) — жуфт функция).



(1) формула Муавр — Лапласнинг локал формуласидир.
2. Пуассон формуласи. Агар тажрибалар сони етар- 

лича катта булиб, >;ар бир тажрибада зодисанинг руй 
бериш э т̂имоли р жуда кичик булса, у ^олда

P n(k )~ ^ e ~ \  (2)

бу ерда >. = пр. (2) — Пуассон формуласидир.
Муавр — Лапласнинг интеграл формуласи. Хар

бирвда ^одисанинг руй бериш э̂ тимоли р (0 < р < 1) га 
тенг булган п та богли с̂из тажрибада ^одисанинг камида 
k\ марта ва купи билан k.2 марта руй бериш э т̂имоли 
(п етарлича катта булганда) такрибан

'  (3)
га тенг. Б у ерда

1 х - il 
Ф (х) = -т= f е 2 dx

Лаплас функцияси булиб, бунда
х' = fe| ~  пр , х" = к- пр. №

\ npq ’ /npq
х нинг (0 -< х <; 5) мусбат цийматлари учун Лаплас 

функциясининг кийматлари жадвали 2- иловада келтирил- 
ган. х > 5 кийматлар учун > Ф (я) = 0,5 деб олинади. 
(Ф (—х) = — Ф (х), яъни Ф (х) — ток; функция.)

Куйидаги масалаларнинг ечилиши билан танишайлик.
1-масала. Корхонада ишлаб чикгрилган деталнинг 

яроцсиз булиш э^тимоли 0,005 га тенг. 10 000 та детал- 
дан ибо.рат партиядаги яроцсиз деталлар сонининг 40 та 
булиш э т̂имолини топинг.

Д. Масаланинг шартига кура п=  10 000; 
k = 40; р = 0,005; q = 0,995.

п — 10 000 етарлича катта сон булгани учун Муавр— 
Лапласнинг локал формуласидан фойдаланамиз:

V npq
бу ерда

V -  к~ Пр
/ npq

х нинг к;ийматини топамиз:
v  — к ~ пР  _  40— 10000-0,005 ^  _  _10_ =  _  ! 4.9 

~  /npq ~  / 1 0  000-0,005-0,995 7>05 ’



Жадвалдан cp (—1,42) = ? (1,42) = 0,1456 ни топамиз. 
Демак, изланаётган эдтимол:

Лоооо (40) ~  ^  - 0,1456 *  0,0206.А
2-мае а л а. Дарслик 200 ООО нусхада босиб чик;арил- 

ган. Дарсликнинг брак булиш э^тимоли 0,00005 га тенг. 
Бутун тиражда роса бешта брак китоЗ булиш э̂ тимолини 
топинг.

Д. Шартга Kÿpa я = 200 000, р — 0,00005, k = 5. 
п сон катта ва р э̂ тимол кичик, шу сабабли Пуассон 
формуласидан фойдаланамиз:

Pn(k )~ £ e - \
бу ерда X = пр, X нинг цийматини топамиз:

X = 200 000-0,00005 = 10.
Демак, изланаётган эдтимол:
Руооооо(5) = = Jg- -0,000045 «  0,0375. А

3-м аса л а. Таваккалига олинган пилланинг яроксиз 
чикиш э̂ тимоли 0,2 га тенг. Тасодифан олинган 400 та 
пилладан 70 тадан 130 тагача яроцсиз булиш эдтимолини 
топинг.

. Масала шартига кура: 
р = 0,2; q = 0,8; п — 400; k¡ = 70; = 130. 

Муавр—Лапласнинг. интеграл формуласидан фойдаланамиз: 
Рп (kt < ¡г < k,) = Ф (х") -  Ф (X').

х' ва х" ларнинг цийматларини топамиз:
, кг — пр __ 7 0 -  400-0,2 10 . ос-

■/npq у 400-0,2-0,8 8
h™ — пр 130 -  400-0,2 55 c oc

X  — “ • r —— ■ — I ' —  п V jäO«
i npq -/400 — 0,2 0,8 8 

Жадвалдан топамиз:
Ф (— 1,25) = — Ф ( 1,25) = -  0,39435,

Ф (6,25) = 0,5, чунки X > 5 да Ф (х) == 0,5.
Демак, изланаётган эдтимол:

Я4оо (70 < ц < 130)=Ф (6,25) + Ф (1,25) = 0,5 + 0,39435 = 
= 0,89435. А

□ . 55. Хар бир тажрибада А ^одисанинг pÿîi бериш



э̂ тимоли 0,2 га тенг булса, унинг 400 та тажрибадан 80 
тасида р̂ 'й бериш э̂ тимолини топинг.

Жавоб Р ано (80) *  0,04986.
56. Угил бола тугилиш э̂ тимоли 0,51 га тенг. Тугил- 

ган 100 чацалокнинг 50 таси угил бола булиш э̂ тимоли- 
ни топинг.

Жавоб. Яюо (50) »  0,04565.
57. Дар бириш А о̂дисанинг руй бериш э̂ тимоли 

р = 0,5 га тенг булган 10 000 та тажриба утказилади. 
Шунча тажрибаца А о̂диса .руй беришининг энг катта 
э̂ тимолли сонининг э̂ тимолини топинг.

Жавоб. Рю ооо (5000) ~ 0,007978.
58. Ишчи аёл .800 та урчуща хизмат курсатади. 

ваь;т оралигида >;ар бир урчукда йигирилаётган ипнинг 
узилиш э^тимоли 0,005 га тенг. Узилишларнинг энг кат
та э̂ тимолли сонини ва бу соннинг э̂ тимолини топинг.

Жавоб. к0 = 4, Ябо'о (4) = 0,1°54.
59. Бир соат давомида истаган абонентнинг коммута- 

торга телефон к;илиш э̂ тимоли 0,01 га тенг. Телефон 
станцияси 300 абонентга хизмат килзди. Бир соат давоми
да 4 та абонентнинг телефон килиш э т̂имолини топинг.

Жавоб. Р. оо (4) ~  0,169.
60. ХаР бир отилган укнинг нишонга тегиш э т̂имоли

0,001 га тенг. Агар 5000 та у к отилган булса, камида 2 
та укнинг нишонга тегиш э̂ тимолини топинг.

Жавоб. Р ь т  (¡А >  2) 0,9596.
61. Факультет студентларшшнг имти^он комиссиясидан 

„4“ ва „5“ ба^олар билан утиш э т̂имоли 0,9 га тенг. 
Таваккалига олинган 400 студентдан 34 тадан 55 тагача- 
си е̂ч булмаганда битта фандан „4“ дан паст ба^о олиш 
э т̂имолини топинг.

Жавоб. Я4оо(34 [х <  55) = 0,8351.
62. Ходисанинг 2 100 та боглик булмаган тажриба- 

ларнинг >;ар бирида руй бериш э т̂имоли 0,7 га тенг. Хо- 
дисанинг: а) камида 1470 марта ва купи билан 1500 мар
та; б) камида 1470 марта; в) купи билан 1469 марта руй 
бериш э.̂ тимолини топинг.

Жавоб. а) Р 2т  (1470 < ¡х < 1500) ~  0,4236; 
б) Рчт  (1470 < !*<  2100) =»0,5; в) Р210о (0 < ц < 1469)« 
~  0,5. Ш



8-§. Муавр — Лаплас интеграл теоремасининг татбици
Фараз цилайлик, Муавр — Лапласнинг интеграл теорема-

сидаги барча шартлар бажарилган булсин. ^  ниобий чае-
тотанинг узгармас р э̂ тимолидан четлашишининг абсолют 
Киймати буйича аввалдан берилган а > 0 сондан катта 
булмаслик э̂ тимолини топиш масаласини курдйлик. Ушбу

<е| = р { _ е } . — < РЯ
■ пр

У'пря г У ря\ 
тенгликни эътиборга олсак, Муавр — Лапласнинг интеграл 
теоремасига кура куйидагига эга буламиз:

Пт р т
Т ~ Р Л = 2 П т ф л/ —

> п - +  со \ г  р д
= 1.

Бу муносабат Бернулли схемаси учун ка тта  сон.гар 
цонуни ёки Бернулли теоремаси дейилади. Бернулли 
теоремаш э^тимсшпр назариясининг асосий теоремалари- 
дан ^исобланиб, бу теорема ёрдамида купгина амалий 
масалалар >{ал килинэди.

Шундай 1-;илиб,

эдтимоли тацрибан Лаплас функциясининг х = £ ]/  
тадаги цийматининг иккиланганига тенг экан:

< е тенгсизликнинг руй бериш

нуц-РЧ

т - р < ,} = 2Ф (, | £.
Куйидаги масалаларнинг ечилиши б ил эн танишайлик. 
1-масала. Тажриба танга ташлашдан иборат булсин. 

А — ташланган танганинг гербли томони билан- тушиш 
^одисаси булсин. Тангани 400 марта ташланганда А ^оди-
са нисбий частотаси щ  нинг э т̂имолдан абсолют кий-
мат буйича четлашиши 0,08 дан кичик булиш э^тимолини 
топинг.

Д. Масаланинг шартига кура п = 400, р = д — . 
е = 0,08. У о̂лда юкорвдаги формулага кура: 

т
1400 _

4
Жадвалдан Ф(3, 2) = 0,49931 топилади.

Демак,

р  Л™ <  0,08} «  2Ф  (о ,08У
т

400



2- мае а л а. ^оракул терИНИНГ яроксиз чщиш э̂ ти- 
моли р = 0,09 га тенг булсин. Нечта коракул тери олин- 
ганда цорскулнинг яроксиз чикиш нисбий частотасининг
0,09 э̂ тимолдан фгр^и абсолют киймати жидатидан 0,02 
дан кичик булиш э т̂имоли 0,9£б2 га тенг булади.

Л. Шгртга кура р = 0,09; <7 = 0,91; е = 0,02,

Р  {| Т  ~  ° ’091 < ° ’02! = °>9962-
Бу ифодадан п ни топамиз. Муавр — Лапласнинг инте

грал формуласига кура
р { | - 2  -  0,09 | <  0,02 } =  2Ф (о ,02 «

*  2Ф (0,071 (/ п) 
булгани учун, 2Ф (0,071 V п ) = 0,9982 ёки 

Ф (0,071 |/ п ) — 0,4981 булади.
Жадвалдан Ф (2,9) = 0,4981 эканини топамиз.
Демак, 0,071 у п = 2,9; п == 1664. А
3-м ас а л а. Узаро боглик булмаган тажрибаларнинг 

%г.р бирида А ^одисанинг руй бериш эдтимоли 0,25 га 
тенг. 600 та. тгжриба утказилганда 0,92 эдтимол билан 
додиса руй беришининг нисбий частотаси додиса эдтимоли- 
дан канчагача четлашиши мумкин?

Л . Шартга кура р = 0,25; <7 = 0,75; « = 600.
л ||^ - р |< е }= 0 ,9 2 .

Бундан куйидагиларни ёза оламиз:

р II я  -  °.261 < * Н 2Ф (• У з З ж Д  = °-92
ёки

Ф (56,57-е) == 0,46.
Жадвалдан Ф (1,755) = 0,46 эканини топсак,

56,57■ е — 1,755 булади.
Демак,

е = 0,031. 4
□ . 63. Узаро боглик булмаган 625 та тажрибанинг 

}?ар бирида А ^одисанинг руй бериш э т̂имоли 0,8 га 
тенг. ^одисанинг руй бериш нисбий частотасининг унинг



э̂ тимолидан четлашиши абсолют киймати б_\ йича 0,04 
дан катта булмаслик э̂ тимолини топинг.

Жавоб. ^ {¡6^  — 0,81< 0,04} *0,9876.
64. Узйро Соглик булмаган тгжрибаларнинг а̂р бири- 

да А о̂дисанинг руй бериш э̂ тимоли 0,5 га тенг. Хо- 
диса руй бериш нисбий частотасининг унинг э̂ тимолидан 
четлашиши абсолют киймати буйича 0,02 дан ортик бул- 
маслигининг 0,7698 э̂ тимол билан кутиш мумкин булиши 
учун нечта тажриба утказиш керак?

Жавоб. п = 900.
65. Уйин соккасини ушбу

т____1_
п 6 0,01

тенгсизликнинг э^тимо/и каРама-карши тенгсизликнинг 
э̂ тимолидан кичик булмаслиги учун неча марта ташлаш 
лозим (бу ерда т  уйин сокк с̂ини п марта ташлашда 
беш очко чиЦиш сони)?

Жавоб. п >  632.
66. Техник контрол булими 900 та деталнинг стан- 

дартга мувофиклигини текширади. Деталнинг стандартга 
мувофик булиш э т̂имоли 0,9 га тенг. Шундай е мусбат 
сон топингки, деталнинг стандарт булиш э^тимоли нисбий 
частотасининг унинг э̂ тимоли 0,9 дан четлашишининг 
абсолют киймати в дан катта булмаслигини 0,9544 э̂ ти- 
мол билан кутиш мумкин булсин.

Жавоб. е = 0,02.
67. Техник контрол булими 475 та буюмнинг ярокли- 

гини текширади. Буюмнинг брак булиш э^тимоли 0,05 га 
тенг. Текширилган буюмлар орасида браклари сони т  нинг 
ётадиган чегараларини 0,9426 э>5тимол билан топинг.

Жавоб. 14 < т  < 32. В|



X I Б  О Б  

ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР

1-§. Дискрет тасодифий мицдор э^тимолларининг 
гацсимот цонуни. Биноииал ва Пуассон цонунлари

Тасодифий мицдор деб аввалдан номаълум булган 
ва олдиндан инобатга олиб булмайдиган тасодифий сабаб- 
ларга боглик булган а̂мда синов (тажриба) натиж 1сида 
мумкин булган кийматлардан биттасини кабул килувчи 
микдорга айтилади.

Тасодифий миадорларнинг икки хилини курлмиз:
1) Дискрет тасодифий ми к дор.
2) Узлуксиз тасодифий микдор.
Тасодифий микдорнинг.кабул киладиган кийматлари 

ало̂ ида-ало̂ ида олинган микдорлардан (масалан, бутун в а 
рационал сонлардан) иборат булса, у дискрет тасодифий 
микдор дейилади.

Агар тасодифий микдор (а; Ь) ёки ( - о о ; -+-оо) оралик- 
даги ихтиёрий кийматни кабул кила олса, у узлуксиз 
дейилади.

Тасодифий микдорларни X, V, Z  а̂рфлари билан, улар- 
нинг кабул киладиган кчйматларини х, у, г л ар билан 
белгилаймиз. Масалан, X  тасодифий микдор 5 та кийматни 
Кабул цил ад и дейилса, буни хи х2) х3, х.ь хъ каби ёза- 
миз. Аввал дискрет тасодифий миздорлар устида тухтаб 
у там из.

Дискрет тасодифий микдор берилган булиши учун 
унинг к^бул киладиган кийматлари ва бу кийматларни 
кабул килиш э т̂имоллари курсатилиши керак. Дискрет 
тасодифий микдорнинг тщ симот цонуни деб тасодифий 
микдор кабул киладиган кийматлар билан уларнинг э т̂и- 
моллари орасидаги урнатилган мосликка айтилади. Масалан, 
п та киймат кабул килувчи тасодифий микдорнинг такси- 
мот конунини куйидагича ёзиш мумкин:

X
1 х ' | *2 . . .  | хп

р
1 Р 1

Рз • • • | Рп



бу ерда 1\х = X;) = рь ва р1+р2 +  . . . + рп = 1. Так- 
симот конунининг графиги тацсимот купбурчаги дейи
лади. Бу гр^фикшт ясатч учун М^(хи рх), М ,(л:2, /?,), . . . , 
М п(хп , р „ ) нукталар турри бурчакли координаталар сис- 
темасида ясалади ва улар турри чизиц кесмалари билан 
туташтирилади. Дискрет тасодифий мщдорнинг баъзи так- 
симот к;онунлгрини келтирамиз.

а) Б и н о м и а л  т а к с и м о т  к о н у  ни. Биз юк,орида 
дар ' бир синовда А додисанинг руй бериш эдтимоли 
Р(А )= р  ва руй бермаслик эдтимоли Р(А ) =  <7 = 1 — р бул- 
са, п та эркли синовда А додисанинг роппа-роса й марта 
руй бериш эдтимоли Р„ (£) Бернулли формуласи ёрдамида 
топилишини курган эдик. А додисанинг п та эркли синов
да руй беришлар сони X  дискрет тасодифий микдор булиб, 
унинг кабул килиши мумкин булган кийматлари 0 , 1, 2 ,
3, . . . , п булади.

Агар X  тасодифий микдор 0 , 1, 2, . . . , п кийматларни
Р п {X  = к) = Скпрк яп~к, А: =  о7~И 3 

эдтимол билан кабул килса, бу тасодифий микдор бино
миал тацсимотга эга дейилади. Биномиал таксимотни
куйидаги жадвал куринишида ёзиш мумкин: 
X  | 0 | I | 2 | • • • | k n

Р  | qn \c'npq"-1 | C2nptqn~2\ . . . | Скрк qn~k pn

б) П'уассон таксимот к он у ни. Агар X  тасо
дифий микдор 0, 1, 2, . . .  кийматларни Р\Х  = к) =

Кк е~х'= — ^— , X > 0 эдтимоллар билан кабул килса, X  тасо
дифий микдор Пуассон тацсимотига эга дейилади. Пуас
сон таксимоти жадвали куйидагичадир:

X 0 1 2 | 3 j . . .

P e"x -  ^2! e 3!
Баъзан Пуассон таксимотини кам руй берадиган доди- 

салар таксимоти дам дейилади. Бу таксимот конунидан р 
етарли кичик ва п етарли катта булиб, X — пр=const< 10 
булганда фойдаланиш мацсадга мувофик.

1- мис ол .  Экилган дг.р бир чигитнинг униб чикиш 
эдтимоли 0,8  га тенг булса, экилган 3 та чигитдан униб 
чикишлгр сонининг таксимот конунини тузинг.



Д Экилган %ар бир чигит униЗ чинили jíзм, уяю 
чи^маслиги }{ам мумкин булгани сабабли экитган 3 та 
чигитдан униб чикишлар сони X  биномиал таксимотга 
эга булган тасодифий ми«;дор булади. Тасодифий микдор 
X  нинг кабул циладиган кийматлари лгг=0; х2 = \, *3 = 2, 

= 3 булиб, бу цийматларни кабул килиш э̂ тимоллари- 
ни Бернулли формуласи ёрдамида топам из: 
п — 3, р — 0,8, <7 = 0,2 k=0, 1, 2, 3 булгани учун: 

Р 3(Х  = 0) = С У д 3 = (0,8)°-(0,2)3 = (0,2)’ = 0,003, 
РЛ(Х =  1) = Clpq2 = 3-(0,8)-(0,2)2 =я 0,096,
Р 3(Х  = 2) = C\p*q = 3-(0,8)2-(0,2) = 0,384,
РЯ(Х  = 3) = С$рУ  = (0,8)з. (о,2)о = (0>8)з = 0>512

Демак, экилган 3 та чигитдан униб чикишлари сонй X  
тасодифий микдорнинг таксимот конуни куйидагича булади:

X 0
1 1 2

3

р 0,008 0,096 | 0,384 0,512

Т екшириш:
4

'£ р 1 = 0,008 + 0,096 + 0,384 + 0,512 = 1. А
/=1

2-ми со л. Лампочка заводида 10 000 та лампочка 
ишлаб чнкарилган. ХаР кайси лампочканинг брак булиш 
э т̂имоли р = 0,0001 га тенг. Бу лампочкалар ичидан 
таваккалига 4 та лампочка олинган. Ярэксиз лампочкалар 
сонининг таксимот конунини ёзинг.

Д. «Лампочкалар сони катта ва брак булиш э т̂имоли 
кичик булганлиги учун Пуассон формуласидан фойдала- 
ниш кулай. ti — 10000, р = 0,0001, X = п-р = 1, k = 0, 1,
2, 3, 4 булгани учун Пуассон формуласига асосан:

x<v ~х 
Л(01 = -5Г  = е-1;

Л(1) = 4 г  = е_1;
Я4(2) = ^ 1  =-!*->;

Я4(3) = ^  = 1 , - ;

W )  = ¿e->.



Демак каралаётган тасодифий мицдорнинг та к си мот 
Конуни

х  1 0  1 1
2 3 4

Р 1 р 4(0) 1 р*(1) PÁ 2) РАЗ) РА4)
яъни

X
0 1

1 2 3 4

Р е-1 в " 1 1 - I 1 е ~ 1
6 ± е ~ '24

к)финишда булат.
Бу ерда е 
юкорида айтганимиздек

-> + е-1 + Y ‘ + Т *
!

Л + ~ке' ■ 1, чунки, 
Пуассон формуласи тацрибий

формуладир. А
3- мисол. Дискрет тасодифий мицдор ушбу тацсимот 

Конуни билан берилган:
X 2 4 5 6

Р 0,3 0,1 0,2 0,4

Таксимот купбурчагини ясанг.
Д. Тугри бурчакли координаталар системасининг абс- 

циссалар уки буйлаб xt цийматларни, ординаталар уки 
бÿйлaб уларга мос p¡ киймат- 
ларни куямиз. Хосил булган 
М х(2; 0,3), М 2(4; 0,1), М а(5-
0,2), М 4(6; 0,4) нуцталарни 
ясаймиз. Бу нукталарни си- 
ник чизик билан туташтириб, 
таксимот ^пбурчагини 30- 
сил киламиз (11.1- чизма).А

□ . 1. Экилган *ар бир 
дарахтнинг кукариш э̂ ти- 
моли 0,9 бÿлca, экилган 3 та 
дарахтдан ^карганлари сони- 
нинг таксимот конунини ту- 
зинг.

Жавоб.
X 0 1 1 2 3

Р 0,001 0,027 1 0,243 0,729



2. Отилган укнинг нишонга тегиш э т̂имоли 0,6 га 
тенг. Отилган 4 та укдан нишонга тегиш сонининг так- 
симот конунини тузинг.

Жавоб.
X  | 0 | 1 2

3  1 4

Р  | 0,0256 | 0,1536 0,3456 0,3456 | 0,1296

3. Танга икки марта ташланди. ГерЗли томон тушнш 
сонини билдирувчи X  тасодифий миедорнинг таксимот 
конунини тузинг.

Жавоб.
X 0 1

1 2

Р 0,25 0,5 | 0,25

4. Яшикдаги 100 та деталнинг 10 таси яроксиз. 'Гавак- 
калига олинган 2 та деталдан яроксиз булиш сонининг 
таксимот цонунини тузинг ва графигини ясанг.

ск с2~кКурсатма. Р х0(Х  = £) — - 10 <г90- формуладан фойдаланинг.
1̂00

Жавоб.
х I о I 1 I ’ 2
Р  | 0,8091 | 0,1818 | 0,0091

5. Дар бир туп рузанинг вильт касалига чалиниш 
э^тимоли 0,001 булса, таваккалига олинган 2000 туп 
гузадан вильт касалига чалинганлари сонининг таксимот 
Конунини тузинг.

Курсатма. Пуассон таксимотидан фойдаланинг.
X 0 1 2 3

Р 1
е2

2
«2

2

е- СО
!

2- §. Дискрет тасодифий мицдорнинг сонли 
характеристикалари

Бизга X  дискрет тасодифий микдор ушбу таксимот 
Конуни билан берилган булсин:

X XI Хо ' | . • ( Хп

р Р\ Р'1 | • * • | Рп



Дискрет тасодифий микдорнинг математик кутилиши 
деб, унинг барча кабул цилиши мумкин булган ^иймат- 
ларининг мос э^тимолларига купайтмалари йигиндисига 
айтилади ва куйидагича белгиланади:

П
М (X) = XtPi + х2р2 + . . .  + Хп Рп =

( = 1
бу ерда хи хъ . . . , хп — тасодифий микдор X  нинг кабул 
цилиши мумкин булган кийматлари, ри р2, . . .  , рп — мос 
равишда бу мивдорларни кабул килиш э т̂имоллари. Тасо
дифий микдорнинг математик кутилишини баъзан тасоди
фий микдорнинг уртача циймати дам дейилади.

М атематик  к у ти л и ш н и н г  хоссалари
1. Узгармас микдорнинг математик кутилиши унинг 

узига тенг: М(С) = С.
2. Узгармас купайтувчини математик кутилиш белгиси 

олдига чикариш мумкин:
М (СХ) = СМ (Х).

3. Тасодифий микдорлар алгебраик йигиндисинииг мате
матик кутилиши шу тасодифий микдорлар математик 
кутилишларининг алгебраик йигиндисига тенг:

М (Х ±  У) = М (Х ) ± М(У).
4. Узаро эркли тасодифий микдорлар купатмасининг 

математик кутилиши уларнинг математик кутилишлари
нинг купайтмасига тенг:

М (Х У ) = М (Х )-Щ У ).
5. ХаР бир синовда р  э^тимол билан содир буладиган 

А о̂дисанинг п та боглик булмаган тажрибада содир 
булишлар сони X —дискрет тасодифий микдор булнб, унинг 
математик кутилиши М (Х ) = п-р га тенг.

Дискрет тасодифий микдорнинг дисперсияси деб тасо
дифий микдор билан унинг математик кутилиши айирмаси 
квадратининг математик кутилишига айтилади ва у куйи- 
дггича белгиланади:

Ц Х )  = М [Х  — М (Х )]\
Агар тасодифий микдорнинг таксимот конуни маълум 

б;улса, унинг дисперсияси
П

D {X )= '^ i[xi - M {X )Y - p i 

га тенг булади.



Дисперсияни куйидаги фэрмула ёрдауида >{и:о5лащ 
му м кин:

D (X) = М (Х 2) — [М(Х)\*.
Дисперсия тасодифий ми̂ дорнинг математик кутилиши 

атрофида канчалик сочилиб (таркалиб) жойлашганлигини 
характерлайди.

Дисперсиянинг  хоссалари
1. Узгармас мицдорнинг дисперсияси нэлга тенг:

D(C) = 0.
2. Узгармас купайтувчши дисперсия белгиси олдига 

квадратга кутариб чщариш мумкин:
D (CX) = СЩ Х).

3. Иккита боглик булмаган тасодифий микдорлар алге- 
браик йигиндисининг дисперсияси уларлинг дисперсиялари 
йигиндисига тенг:

D (X ±  Y) = D(X) -f-D[Y).
4. Агар A ^одиса ti та бэглиц булмаган тажрдэанинг 

jçap бирида р э^тимол билан руй берсч, руй бардщлар 
сони'А' нинг дисперсияси *

D x  = npq
га тенг булади.

Дискрет тасодифий ми^дорнинг >фтача квадр!тик чет- 
ланиши деб унинг дисперсиясидэн олинган квадрат илдизга 
айтилади: f

o{X) = / D {X ).
1-мисол. Тацсимот конуни билан берилган куйящги 

тасодифий микдорнинг математик кутилишини топинг:
X  | 12 14 1 18 24 27

Р  | 0,4 0,3 ) 0,1 0,1 0,1
Д. М (Х) — Х]Рх +  х2Р2 + • • • + хп Рп 

формуладан фойдаланамиз.
М (Х )=  12-0,4 + 14-0,3-1- 18-0,1 +24-0,1 +

+ 27-0,1 =4,8+ 4,2 ^ 1,8+ 2,4+ 2,7= 15,9. А
2- мисол. X  тасодифий микдорнинг тацсимот кону ни 

Куйидагича берилган:
X 10 12 20 25 | 30

Р 0,1 0,2 0,1 j 0,2 0,4



Л" I 30 I 40 I 50 I 60 I 70
б) I---- ---- ---- ---------

Р  0,5 0,1 | 0,2 0,1 0,1

Тасодифий микдорнинг математик кутилишини, диспер- 
сиясини, уртача квадратик четланишини тоиинг.

Д. а) математик кутилиш таърифига кура:
М {Х )=  10-0,1 + 12-0,2+ 20-0,1 + 25-0,2 + 30-0,4 =

= 1+2,44-2 + 5+ 12 = 22,4.
Дисперсиясини ^исоблаш учун 0 (Х )~ М {Х 2) — [М (Х )]3 

формуладан фойдаланамиз. Бунинг учун X 2 нинг та^симот 
Конунини тузиб чикамиз:

о о 144 400 | 625 | 900

р 1 0,1 1 0,2 | 0,1 | 0,2 | 0,3

М (Х 2) ни ^исоблаймиз:
Щ Х 2)=  100-0,1 -I- 144-0,2 + 400-0,1 + 625-0,2 + 900Х 

Х0,4 = 10 + 28,8 + 40 + 125 + 360 = 563,8.
О (X ) = М (Х2) - [М (Х)]2 = 563,8 — (22,4)2 = 62,04. 

Демак, Б(Х) = 62,04. Уртача квадратик четланишни 
топамиз:

а(Х) = / Щ 0  = ( '627)4 ~ 7,9,]\о(Х)** 7,9.
б) Математик кутилишини ю^оридаги каби топамиз:

М (Х ) = 30-0,5 + 40-0,1 + 50-0,2 + 60-0,1 +70-0,1 =
= 15 + 4 + 10 + 6 + 7 = 42. М (Х) = 42.

Дисперсияни
£) (X ) = V  (х1—М(Х))2 • Р1 формуладан фойдаланиб топа- 

миз. Бунинг учун \Х — М  (А")]2 нинг та^симот конунини 
тузамиз:

[X—М (Х )]2 144 4 64 [ 324 | 784

р 0,5 0,1 0,2 | 0,1 | 0,1

< 144 = (30 — 42)2, 4 = (40 — 42)2 ва *. к. < 
0 (Х )= М [Х —М (Х)]2 = 144-0,5 + 4-0,1 +64-0,2+ 324Х 
Х0,1 +784-0,1 =72 + 0,4 + 12,8 + 32,4 + 78,4= 196,0. 

0(Х) = 196.



Уртача квадратик четланиш:
о(х) « |  196 «14, 

о(х)«14. А
3-мисол. Агар X  ва У тасодифий микдорларнинг 

математик кутилишлари маълум: М (Х )~3, М(У) = 5 булса,
а) 2 = 2 Х + 3 У; б) г  — ЗХ — У

тасодифий микдорларнинг математик кутилишларини то- 
пинг.

д . Математик кутилишнинг хоссаларидан фойдаланамиз 
{алгебраик йигиндининг математик кутилиши математик 
кутилишлар алгебраик йипшдисига тенг; узгармас купай- 
тувчини математик кутилиш белгиси олдига чикариш 
мумкин):

а) М (г) = М(2Х + ЗУ) = М(2Х) + М(3 У) = 2М(Х) + 
+ ЗМ(У) = 2-3 + 3-5 = 21; М (г) = 21.

б) М {г) = М {ЗХ  — У) = ЗМ(Х) - М (У ) г  3 ■ 3—5 = 4; 
М(2) = 4. А

4-ми со л. Боглик б^лмаган (эркли) X  ва У тасоди
фий микдорларнинг таксимот конунлари берилган:

X I - 1 0 | 1 У | 0 | 1 | 2 3
р | 0,2 0,3 | 0,5 Я | 0,1 | 0,2 | 0,3 о.*

Z  = X  У ва Z  — Х У  тасодифий мицдорларнинг так;- 
симот конунларини тузинг ва M(Z) — М(Х  + У) = М(Х) +- 
-\-М{У) ва M(Z) = М (Х У ) = М(Х)-М(У) эканлигини тек- 
ширинг.

Д. Аввал Z  = X  + У  тасодифий мицдорнинг таксимот 
конунини тузамиз.

Бунинг учун X  + У нинг мумкин булган кийматлари- 
ни ва уларни кабул килиш э̂ тимолларини топамиз:
.г, = — 1 +  0; г, =  — 1 +  1; г* = — 1 +  2; z4 =  — 1 +  3; 
z5 = 0 + 0; г6 =  0 + 1 ; г 1 = 0 + 2; г8 = 0 + 3; 
z§ = 1 + 0; z )0 = 1 -(- 1; Zn = 1 + 2; zi2 = 1 + 3.
Z  = X  + У тасодифий микдорнинг zk = + у;- кийматни 
Кабул килиш э^тимоли мос равишда х1 ва у̂  ни кабул 
Килиш э^тимолларининг купайтмасига тенг. Масалан:

Р ( г 3= —1 + 2) = />(* = —! ва у = 2) = Р(х = — 1)х 
ХР{у  = 2,1 = 0,2-0,3 = 0,06.



Z=л + У 1| 0 | 1 | 2 | 0 | 1 I 2 I 3 | 1 | 2 | 3 | 4
Рг Рх■ ̂ у|0,02|0,04|0,Оф,0У|0,03|0,0Ь|0,<и|о, 12|0,05| 0, ф , 15[о,20 
ёки

г^хц-г —1 | 0 | 1 | 2 | 3 | 4

Рг 0,02 | 0,07 | 0,17 | 0,27 | 0,27 | 0,20

У Р , = 0,02 + 0,07 + 0,17 + 0,27 + 0,20 = 1.
Л1(Х + У) ни дисоблаймиз:
М(Х-'г У) = — 1-0,02+ 0-0,07 4 1-0,17 + 2-0,27 + 

43-0,27 + 4-0,20 = —0,02 + 0,17 + 0,54 +0,81+0,80=2,3. 
М(Х) ва М(У) ларни ало̂ ида-алсцида ^исоблаймиз: 
Щ Х ) = 1 • 0,2 + 0 • 0,3 + 1 • 0,5 = —0,2 + 0,5 = 0,3; 
М(У) = 0-0,1 + 1 -0,2 + 2-0,3 + 3-0,4 = 0,2 + 0,6 +

+ 1,2 = 2;
УИ(Х) + УИ(Г) = 0,3 + 2 = 2,3.
Демак,
М (Х  + У) = Л1(Х) -!- М( У) тенглик бажарилади.

Z  = X У нинг таксимот цонунини тузамиз. Бунинг учун 
юцоридаги каби муло^аза юритамиз:
г» = (— 1)-0; га = ( —1)-1; г3 = (—1)-2; г4 = (-1)-3; 
г5 = 0-0; г6 = 0-1; г-, — 0-2; г8 = 0-3; 
г9=1-0; 2,0= 1-1; г,, = 1-2; г12=1-3.
Тацсимот конуни куйидагича ифодаланади: 
г  = X V  О 1—1 1—2 1—3 I ■ О I О I О I О I О I 1 I 2 I 3

рг = РхРу 0,02|0,04['),06['),08|0,03|0,06|0,09|0> 12|0,05[:0, 1 |о, 1б| 0,2

Тасодифий микдорлар купайтмасининг кабул килган 
цийматларини умумлаштириб куйидагини ^осил киламиз:

г  = X V I —3 I —2 I —1 I О I 1 I 2 I 3

Рг | 0,08 | 0,06 | 0,04 | 0,37 | 0,10 | 0,15 | 0,20

Энди математик кутилиш М(1.) ни .̂ исоблаймиз:
М г  = М{ХУ) = (—3) 0,08 + (—2)-0,06 I- (— 1)-0,04 + 
+ 1-0,10 -г 2-0,15+ 3-0,20 = -0,24 — 0,12— 0,04 + 

+ 0,1 + 0,30 + 0,60 = 0,6; демак,
щг) =  о,б.



М(Х)-М(У) = 0,3-2 = 0,6 ва М (ХУ) = 0,6.
Демак,
М (ХУ) = М(Х)-гМ(У) тенглик уринлидир.
5-мисол. Дискрет тасодифий мщдорнинг кабул ки- 

лиши мумкин булган кийматлари х, = 1, x.¿ — 2, л:3 = 3 
замда Л1(Х) = 2,3; М(Х'2) — 5,9 лар берилган. X  микдор 
х,, х2, х3 кийматларни кандш э^тимоллар билан кабул 
кийишини топинг.

Д. X  кабул килиши мумкин булган барча киймат- 
ларнинг э̂ тимоллдри йигиядиси P i-\-p ¡ p ¿  = I. Энди 
ЛЦХ) ва М (Х2) нинг таърифига асосан куйидагига эгамиз: 

Щ Х ) = x¡p, + х2р2 + х3р3, бу ердан
2,3 = I • p¡ 2-p-¿ 3p¡.

М {X 2) = x\-pl +x¡-pi + х\р3, бу ердан
5,9 = 1-Pi + 4-р2 + 9-р3.

ри p.¿, p:i ларга нисбатан уч нэмдьтумли учга тенг- 
лама системасини ^оеил киламиз:

Pi + Рз + Рз = 1,
Pi + 2p.¿ -f Зр3 = 2,3,
Pi + 4р2 + 9р3 = 5,9.

Бу системани ечиб,
р, = 0,2; р, = 0,3; р3 = 0,5

ларни топамиз. А
6-мисол. Хар бир синовда А ^одиса 0,7 э^тимол 

билан руй берса, 10 та эркли синовда бу ^одисанинг руй 
беришлар сонининг математик кутилишини топинг.

Д . Масала шартига кура ^одисанинг руй бериш э̂ ти- 
моли р = 0,7 га тенг, тажрибалар сони п = 10. Руй бе
ришлар сонини X  десак, унинг математик кутилиши 
М (Х ) = п-р формулага асосан (XI- боб, 2- § даги 5-хосса) 
Куйидагича булади:

М{Х) — 10-0,7 = 7. М(Х) = 7. А
□ . X  тасодифий микдорнинг таксимот конунлари бе

рилган. Унинг математик кутилиши, дисперсияси, урта 
квадратик четланишини топинг.

Жавоб.
6.  !---- !---- !---- L----- М(Х) = 16,8,

D{X) = 58,56, 
о (Х )«7 ,65.

8
1 1 2 1 8  1 2 4  1

зэ

р 0,3 I 0,1 0,3 | 0,2 0,1



Жавоб.
7.  !---- \---- !---- !---- !----- Щ Х )  = 34,7,

Щ Х) = 227,79, 
°(Х ) «  15,09.
Жавоб.

8.  !---- '— — '---- 1— ч ------14,93,
D(X) = 10,32, 
api) «3,21.
Жавоб.

9.  J---- !---- !---- !---- !----  • М {Х) = 20,6,
О Д  = 31,64, 
o(X)«5,63.
Жавоб.

10.  !---- '■— ■— J---- !---- ! _  . М (Х)=  15,36,
О Д  = 4,25, 
а(Х) = 2,06.
Жавоб.

П. ---- j---- г— 1---- !---- 14,45,
ЩХ) = 3,58, 
о(Х)« 1,89.
Жавоб.

12.  !----- Í----- 1----- —̂ !------ М(х) = 6,20,
О Д  -  1,49, 
°(Х ) = 1,22.
Жавоб.

13.  !— -------1 - 1 1 ■ • Щ Х )  = 2,84,
ЩХ) = 1,55, 
о (Х)« 1,25.

14. Иккита тасодифий микдорнинг тацсимот цонунлари 
берилган:

21 1 25 j '32 40 50

р 0,1 1 °-2 1 0,3 0,2 0,2

X 10,2 1 12,4 j 16,5 18,1 20

р 0,2 1 0,2 0,4 0,1 0,1

X 12 j 16 ■
! 2 1

26 30

р 0,2 о., 0,4 0,2 0,1

X 12,0 13,5 15,0 18;о 18,5

р 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

X 11,5 1 13,5 15,0 17,5 18,0

р 0,1 1 0,5 0,2 0,1 0,1

X 4,6 6,2 6,8 7,2 8,4

р 0,3 0,3 0,1 0,2 0,1

X 1,4 2,2 3,5 4,1 5,2

р 0,3 0,2 0,3 0,1 0,1

X 1 4 6 10
1 1 5

1 20

P j 0,15 0,16 0,2 j 0,4 j 0,1

Y 12
1 10 8

1 2 5

P 0,2 j 0,1 0,3 1 0,4

X  + Y йигиндининг таксимот 1<онунини тузинг. X, Y ва 
X  4- Y мивдорларнинг дисперсиясини топинг.

Жавоб. D(X) = 25,55; D(Y) = 58,36; D (X+  Г)=83,91.



х  1 1 0
20 | 30 1 У | 6 8

Р  ( 0,2 0,3 0,5 | Р  | 0,4 0,6

X  — У айирманинг таксимот конунини тузинг. й(Х), 0 (У ) 
Ц Х  — У) ларни топинг.

Жавоб. О(Х) = 61; ЩУ) = 0,96;
Д Х — К) = 61,96.

16. X  ва У тасодифий микдорларнинг таксимот кону ни 
берилган:

X  | >8 24 30 У | 20 26

Р  | 0,2 0,7 0,1 Р  | 0,9 0,1

х У——  нинг таксимот конунини тузинг а̂мда О(Х), £>( У),
п (X +и  I —2— ) ларни топинг.

Жавоб. £>(Х) = 10,44; £>(К) = 3,24; я (* ± 1 ) = 3,42.
17. Группада лотерея уйини ташкил этилди. Биринчиси 

20'сум, иккинчиси 30 сум булган иккита ютук тайинлан- 
ди. Студент а̂р донаси 1 сумдан булган 50 та билетдан 
биттасини сотиб олди. Студентга чикадиган соф ютукнинг 
таксимот конунини тузинг ва унинг математик кутили- 
шини топинг.

Жавоб. х ( с°Ф  ^ — 1 19 29(ютук)

Р  (э^тимол) 0,96 0,02 0,02

М(Х) =* 0.
18. Мураккаб асбобларни текшириш натижасида уртача 

50 та асбобдан 10 таси нуксонли экани аникланди. Тавак- 
калига олинган 6 та асбобдан нуксонсиз булганлри сони- 
нинг таксимот конунини тузинг. Унинг математик кути- 
лиши, дисперсиясини топинг.

Жавоб.
X 0 1 | 2 3 4 | 5 | 6

Р 0,0001 0,0015 [ 0,0154 0,0819 0,2458 1 0,3932 1 0,2621

М(х)=4,80.
К у р с а т м а. Р п (£) ни Бернулли формуласи ёрдамида топинг.



19. Нишонга царатг ÿrç узилди. Ук;нинг нишонга тегиш 
э т̂имоли -у. Нишонга тегиш сонининг дисперсиясини 
тол инг.

Жавоб. D(X) = 4  .
20. Факультет студентларининг фанларни узлаштириш 

кУрсаткичи 90%. Таваккалига 40 та студент ажратилди. 
Шулар орасида фанларни узлаштирувчи студентлар сони
нинг математик кутилиши ва дисперсиясини топинг.

Жавоб. М{Х) = 36, D(X) = 3,6.
2 1 .  п та ÿfiHH соцкаси ташланади. ёцларда чи- 

к.адиган очколар йигиндисининг математик кутилишини 
топинг.

Жавоб. М (Х) — -^п.
KÿpcaTMa. X = X i + X 3+ . . .  + Х «  — барча ёк- 

лерда чикадиган очколар йигиндиси. ^И(Х,) = М(Х-2) = 
= . . . = М(Хп ) эканлигидан фойдаланинг.

22. Пуассон конуни буйича тацсимланган X  тасодифий 
мицдорнинг математик кутилишини ва дисперсиясини 
топинг.

Жавоб. M (X) = /, D(X) = À.

Курсатм а .  2  4г = ^  = " Î k * '¡ Г*=0
эканлигидан фойдаланинг.

23. А о̂дисанинг а̂р бир синовда руй бериш э^тимоли
0,4 га тенг. X  дискрет тасодифий мицдор — А додисанинг 
10 та эркли синовда руй бериш сонининг дисперсиясини 
топинг.

Жавоб. D(X) = 2,4.

3- §. Катта сонлар конуни
Чебишев тенгсизлиги. X  тасодифий миадорнинг 

ÿ3 математик кутилишидан четланишининг абсолют ций- 
мат буйича е мусбат сондан кичик булиш э^тимоли 

D (X ) .1---дан кичик эмас, яъни:

Я { |Х-Ж (Х ) |< е }>  1 - ^ - .
Чебиш ев  теоремаси. Х и Х 2, . . ., Х „ -ж уф т-  

жуфти билан эркли тасодифий мицдорлар булиб,



уларнинг дисперсиялари бир хил узгармас С сон билан 
текис чегараланган булса: Ц Х ^ ^ С ,  Ц Х 2) < С ,. . . , 
й(Хп) < С, у %олда %ар цандай мусбат е сон учун 
цуйидаги тенглик уринли булади.

Чебишев теоремаси юкоридаги шартлэрни каноатлантирув- 
чи тасодифий микдорларнинг у рта арифметиги уларнинг 
математик кутилишига р э̂ тимол буйича якинлашишини 
курсатйди, бу тасдик куйидагича ёзилади:

Бу теоремадан хусусий о̂лда цуйидаги Бернулли теорема- 
си келиб чицади.

Теорема. Агар борлщ булмаган п т а  тажриба- 
нинг %ар бирида А х,одиса узгармас р э^тимол билан 
руй берса, у %олда тажрибалар сони етарлича 
к а т т а  булганда

булади, бу ердэ ^—  нисбий частота, р — а̂р бир
тажрибаца ^одиса руй бериш э^тимоли, <7 = 1— р.

1-мисол. КУРЭДа бокилаётган бузокларнинг уртача 
огирлиги 100 кг, уртача огирликдан четланиши 0,04. Та- 
ваккалига олинган бузокринг огирлиги 99,5 ва 100,5 кг 
оралиридз булиши э т̂имоли кандай?

Д. Масала шартига кура Ь (Х ) = 0,04; М (Х) = 100 ва
99,5 < X  < 100,5. Бу тенгсизликдан *адлаб М (Х) = 100 
ни айирамиз:

Бу тенгсизликка тенг кучли булган
|Х — УИ(^Г)|^0,5 тенгсизликни оламиз. Бу ерда £=0,5. 

Чебишев тенгсизлигидан фойдаланамиз:

келиб чикади.
2-мисол. Цехда ишлаб чикарилаётган ма с̂улотлар- 

нинг ностандарт булиши 2% ни ташкил этади. Таваккали-

— 0,5<Х — ЛфО<0,5.

Р{ |х -  М(х) | < 0,5} > 1 -  дан Р  >0,84. А



га олинган 1000 та ма с̂улотдан стандарт булганлари сони 
970 билан 990 орасида булиши э т̂имолини ба^оланг.,

Д. Стандарт ма.̂ сулотл:.р сошпш X  билап белгилаймиз 
ва уИ(А'), D(X) ва е л&рни топамиз. Стандарт ма^сулотлар 
98% ни тгшкил-килгди. Демак, р = 0,98, стандарт бул- 
маслик э>;тимо.пи q = 0,02;

М (Х) = п -p ва D{X) = npq формулаларга асосан топа
миз:
М (Х )  = 1000-0,98 = 980, D(X) =  1000-0,98-0,02 = 19,6.

Масала шартидгн келиб чицадиган Э/О^ХОЭС тенг- 
сизликнинг иккала томонидан М (Х ) =980 ни айирамиз:

— 10 < X  — М(Х) < 10, бундан
\Х — Ж(А')| < 10. Бу ердан е=10 эканлигини эътибор- 

га олиб, Чебишев тенгсиз/игига асосан топамиз:
Р{ \х -М(Х) I <  10}> 1 -  =  1 -  ÍM -,

Б у ердан Р  > 0,804.
3- мисол. 2000 га майдонга экилган пахтанинг урта- 

ча о̂силдорлигини аниклаш учун ^ар бир гектардан 1 м2 
майдондаги пахта косили олиб текширилди. Бир гектар 
майдондаги хосилдорлик дисперсияси 9 дан ошмаслигн 
маълум булса, танлаб олинган майдондаги уртача ^осил- 
дорликнинг бутун майдондаги уртача о̂силдорликдан 0,3 
центнерга ошмаслик э т̂имолини топинг.

Д . Масала шартига кура п = 2000, D(X) = С = 9, 
г = 0,3.

Агар а̂р бир гектгр майдондаги о̂силдорликни тасо- 
дифий микдор десак {Х х— биринчи гектардан, ‘Х г— иккин- 
ч и гектардан ва ^оказо), у ^олда уртача >;осилдорлик

■̂1 + А’г + • • . +  Х п 
п

1 булади. Аггр М {Хх), Ж (Х2), . . ., М {Хп) ларни >¡ap бир 
гектардан олинган уртача ^осилдорлик десак, у ^олда 
Чебишев теоремасига асосан

4~ Хч ~г . • • + Х п __М(Х^) +  М(Хъ) +  . . . +  М (Х „ ) | <̂ е|

> 1- ¿ = 1~ ¿  = 1 -  2000Ж09 = °-95 бУЛаАИ- ДеМаК’ 
изланаётган э^тимол Р>0,95 булади. Д

4- мисол. Техника назорат булимининг маълумотига 
кура ишлаб чицарилган деталлар орасида брак булиши



2,5 % ни ташкил этади. Тажриба учун олинган 8000 та 
деталям текшириб чицилганда брак деталлар прэцентининг 
техника назорати булими томонидан цуйилган нормадан 
фарки 0,005 дан ошмаслик эдтимолини бадоланг.

Д . Бу масалани ечишда Бернулли теоремасидан фой- 
даланамиз. Масала шартига кура:
Я=0,025 (2,5-% брак деталлар), q =1—p=0,975,s =0,005. 

У до л да Бернулли теорем асиг а асосан:

Демак, Я>0,88. А
5- мисол. Хар бир тажрибада А додисанинг руй бериш 

эдтимоли р = 0,6 га тенг. Нисбий частотанинг дар бир 
тажрибадаги узгармас эдтнмолдан огиши абсолют киймати 
буйича 0,1 дан кичик булиши эдтимоли 0,98 дан катта 
булиши учун нечта тажриба утказиш керлк?

Д Масалани ечиш учун Бернулли теоремасидан фойда- 
ланамиз.

1 — ^  >  0,98 булиши керак. Бу ердан п ни топамиз: 

£  ^0,02 ёки п > ^ т  = = 1200.
Демак, камида п ~  1200 та тажриба утказиш лозим 

экан. А
6- мисол. 5000 та боглиц булмаган тажрибада додиса 

руй бериши нисбий частотасининг дар бир тажрибада до- 
диса руй бериши эдтимоли р = 0,8 дан огишини топинг 
(бунда бу огиш эдтимоли Я >0,94 билан кутилади).

Д . Бу масалани ечиш учун дам Бернулли формула- 
сидан фойдаланамиз.

Куйидагиларга эгамиз:

^ 11л
Бу ердан

Р — 0,8; ^ = 1 - р  = 0,2; « = 5000.
/>( I ^ - p I < 0  > 1 —— р \ < £} > 1

1 ° '8 0’2. ~  о 02
V  0,06-5000 ,и

Демак,
е« 0,02. А



A' I 8 I 10 I. 12 I 1G I 20 I 23

0,4 0,2 0,1 0,2 0,05 0,05

Тасодифий олинган вариантанинг математик кутилиш- 
дан огишининг абсолют циймати 15 дан кичик булиши 
э т̂имолини ба^оланг.

Курсатма.  Аввал М(Х) ва D(X) ни топиш керак.
Жавоб. р >0,2.
25. Агар £>(*) = 0,001 булса, \Х — М(Х)\ <0,1 нинг 

э^тимолини ба^оланг.
Жавоб. р> 0,9.
26. Р{ \Х -  М {Х) | < е} >0,9 ва £>(Х)= 0,004 берилган. 

£ -кийматини топинг.
Жавоб. е = 0,2.
27. 1200 та боглик булмаган тасодифий микдор берил

ган булиб, улардан а̂р бирининг дисперсияси 3 дан ош- 
майди. LUy тасодифий микдорлар урта арифметигининг 
математик кутилишлар урта арифметигидан четланиши 
абсолют киймати буйича 0,2 дан катта булмаслик э̂ ти- 
молнни топинг.

Жавоб. р> 0,9375.
28. 1600 та боглик булмаган тасодифий микдордан 

>;ар бирининг дисперсияси 9 дэн ошмайди. Тасодифий 
микдорлар урта арифметигининг математик кутилишлар 
урта арифметигидан огиши абсолют киймати буйича 0,6 
дан катта булмаслик э^тимолини топинг.

Жавоб. р > 0,996.
29. Эркли тасодифий микдорлар кетма-кетлиги X t, Х 2, 

. . .  , Х п, ■ . • ушбу таксимот к°нунлари билан берилган:

а) б)
Х п | —№  | 0 Ш

Р  J 4l ’/а lU

бу кетма-кетликларга Чебилев теэрзлас ини кулланиш 
мумкинми?

Жавоб. а) М(Х„ ) — 0, D (X „) = а2 булиб, теорем ани 
кулланиш мумкин;

б) М (Хп) = 0; D(Xn) = -j я V  -> оо, га—>-оо, теорема
шартлари бажарилмайди, шунинг учун уни кУлланиш 
мумкин эмас.



Х „ п+  1

р
п п+  1

2 п + 1 2п ■ <- 1

Уларнинг дисперсияси текис чегараланганми?
Жавоб. п ортиши билан D (Хп) =?= W  ^ ^  + ~ чек_

сиз ортади, демак, чегараланган эмас.
31. Заводда ишлаб чицарилган деталнинг уртача узун- 

лиги 50 см, уртача квадратик четланиши 0,2 см. Тавак- 
калига олинган детал узунлиги 49,5 см билан 50,5 см 
орасида булиши э т̂имолини ба^оланг.

Жавоб. р>0,84.
32. Уиин соцкаси 350 марта ташланди. Очколар ту-

35шиш математик кутилиши 3,5; дисперсияси р  га тенг.
Очколар тушиш урта арифметигининг математик ку- 

тилишдан четланишини абсолют циймати 0,2 дан ошмас- 
лик э^тимолини топинг.

Жавоб. р> 0,782.
33. Маълум усимлик уругларининг униб чи^ишн 70% 

ни ташкил этади. Экилган 10000 та уругдан униЗ чициш- 
лар сони нисбий частотасининг берилган узгармас р э̂ ти- 
молдан огиши абсолют циймати буйича 0,01 дан катта 
булмаслигининг э т̂имолини ба^олзнг.'

Жавоб. р> 0,79. В

4- §. Тасодифий мицдор э^тимолларининг тацсимот 
функциялари

1. Интеграл функция. X тасодифий ми^дорникг 
тацсимот. функцияси ёки интегргл функцчяси деб

P (X )< x )^F {x )
тенглик билан аникланган F(x) функцияга айтилаци. Так- 
симот функцияси (дискрет ёки узлуксиз .̂ олда >{ам) тасо
дифий микдор ^онуниятининг умумийрок формада бери- 
лишидир. Тацсимот функцияси узлуксиз дифференциал-, 
ланувчи булган тасодифий ми<дор узлуксиз тгсодифий 
ми цдор дейилади.

Тасодифий микдор таксимот функцияси куйидаги хос- 
саларга эга:



1) Интеграл функциянинг цийматлари [О, 1] кес- 
мага тегишли, яъни 0 < F (x )^ l .

2) Интеграл функция камаймайдпган функция.
3) Агар X тасодифий, мицдорнинг барча мумкин. 

булган цийматлари (а, b) интервалга тегишли булса, 
у %олда х ^ .а  булганда F(x ) — 0, х ^  b булганда 
F(x) = 1.

Таксимотнинг интеграл функцияси таърифидан, яъни
Р  {Х < х } — F {х) дан F (— оо) = 0 ва F  (+ оо) = 1

келиб чикади.
Натижа. Узлуксиз тасодифий шщдорнинг би тта  

тайин цийматни цабул цилиш э^тимоли нолга тенг:
Р  {х  = xt} = 0.

Узлуксиз тасодифий мицдорнинг \а, b] интервалга 
тушиш э^тимоли Р  {а < X ^ b }  = F(b) — F(a) га 
тенг.

2. У з л у к с и з  тасодифий мицдор э^тимол- 
лари таксимотининг  дифференциал функ
цияси. Э^тимоллар таксимотининг дифференциал функ
цияси деб, интеграл функциядан олинган биринчи тартиб-- 
ли ^осилага айтилади:

)  (х) = F'(x).
Дифференциал функиия куйидаги хоссалгрга эга:
1) Дифференциал функция манфий эмас: яъни /(*)>0.

+ оо
2) j  f{x)dx = 1.

— 00
X узлуксиз тасодифий микдорнинг (а, Ь) интервалга 

.тегишли цийматни кабул килиш э т̂имоли
ь

Р  {а < Х<  b) = j  f(x)dx
а

тенглик билан аникланади.
Агар дифференциал функция маълум бÿлca) интеграл 

функцияни куйидагича топиш мумкин:
X

F ix) = j f ( x) dx.
— 00

3. У з л у к с и з  тасодифий микдорнинг сон- 
ли характеристикалари. Агар X узлуксиз тасоди
фий мицдорнинг мумкин булган цййматлари бутун Ох



укка тегишли булса, унинг математик кутилиши
со

М(Х) = |  х/(х)с1х
—  00

билан, унинг дисперсияси эса
00

0(Х) = \\х - М {К )]Ч {х )й х
—  00

формула билан аникланади.
Хусусий ^олда, агар X  тасодифий микдорнинг барча 

мумкин булган кийматлари (а, Ь) интервал га тегишли 
булса, у ^олда унинг математик кутилиши

ь
М(Х) = х̂/(х)<1х

а
формула.билан, дисперсияси эса 

ь
ЩХ) = |[л: — М (Х )]2/(х)йх форм ула билан аникла-

нади.
Умуман дисперсияни куйидаги формула ор:<али ^исоб- 

лаш мумкин:
ЩХ) = j'x1/(x)dx -  \М (Х)}\

Тасодифий микдорнинг уртача кзгдрг/пик чгтланиши 
деб дисперсиядан олинган квадрат илщзга айтитади:

я(Я) = t Щ ).
1-мисол. Дискрет тасодифий микдор X  куйидаги 

таксимот конуни билан берилган:
X  I 1 I 2 I 3 I 4 I 5

/
0,9
0,8
Q7
0,6
0,5
ОА
0,5
0J
О!

0,1 0,15 0,2 0,35 0,2

Таксимот интеграл функция- 
сини топинг ва графигини ясанг.

Д. Дискрет тасодифий мик
дор учун
F(x) = Р {Х  < *} = V p(X = X i) 

{*/<*}
х- булганвдан куйидагиларни о̂- 

/ 2 3  t s £ У * сил киламиз:
I I I -|-- 1_



F(x) =

булса,
булса,
булса,
булса,
булса,
булса.

графиги куйи-

F(x) =

агар 1<х<2 булса, /г(д:) = 0,1; 
агар 2<х<3 булса, F{x) = 0,1 + 0,15 = 0,25; 
агар 3< х<4 булса, F(x) --= 0,1 + 0,15 + 0,2 — 0,45; 
агар 4<х<5 булса, Д х )=0,1+0,15+0,2+0,35 = 0,8; 
агар х>5 булса, F(x) = 0,8 + 0,2 = 1 б^лади.
Яъни

0, агар х < 1 
0,1, агар 1 < х<2

0,25, агар 2<х<3 
0,45, агар 3<х^;4 
0,8, агар 4<х<5

1, агар х > 5
Щ. Таксимот интеграл функциясининг 

дагича булади: (11.2- чизма). А
2-мисол. Тасодифий мивдор Xтаксимотининг интег

рал функциями куйидагича:
0, агар xsglO булса,
-jj-x3, агар 0<х<2 булса,
1, агар х > 2 булса.

X тасодифий микдорнинг [0,5, 1,5] интервалдан киймат 
кабул килиш э>;тимолини топинг.

Д. [0,5; 1,5] интервал [0, 2] интервал ичида ётганн 
учун Р{а<х<,Ь} = F(b) — F(a) формулага асосан:
Я {0 ,5 < ;х < 1 ,5 } =  /^(1,5) — Д О ,5) =  -g-0,5)3 —  ~  (0 ,5 )3~

«  0,4063. А
3-мисол. Интеграл функцияси куйидагича

10, агар х < 0 булса, 
у  х, агар 0 x ^ 2  булса,

1, агар хГ>2 булса 
булган узлуксиз тасодифий микдор X нинг;
а) дифференциал функциясини;
б) дифференциал функциядан фойдаланиб Р {0< х<1} э̂ ти- 

молини топинг.
Д а ) (0 , агар х < 0 булса,
у , агар 0<х<2 булса,

О, агар х > 2 булса.

б) P {a < X < b }=  j/(x)dx булгани учун

/(х) = F'(x) =



I X  1
Я {0 < х <  \}=\f{x)dx = \^¿dx = -j x \ ,

0 0 0

демак Я {0 < л :< 1 }= у булади. Д
4- мисол. X  узлуксиз тасодифий микдорнинг интег

рал функцияси куйидагича:

10, агар х < 0 булса,
sin 2х, агар 0< л:< j ,  булса,

1, агар х>  -Í- булса.
f(x) дифференциал функцияни топинг.

Д  . Дифференциал функция интеграл функциядан олин- 
ган биринчи тартибли ^осилага тенг:

О, агар л;<0 булса, 
f(x )=  F'(x)=  2cos2x, агар 0<л:< — булса,

О, агар х> булса,

яъни (о, ) интервалда f(x) = 2cos 2х, бу интервалдан
ташкарида f(x) = 0.

5- мисол. Узлуксиз тгасодифий мицдорнинг дифферен
циал функцияси цуйидагича:

(О, ос) интервалда f(x)=<xe~ax (я>0) куринишда бе- 
рилган. Бу интервалдан ташкарида f(x) = 0. X  нинг (1, -2) 
интервалга тегишли киймат кабул килиш э т̂имолини то
пинг.

ь
Д Ушбу Р{а<.х < b) = §f(x)dx формуладан фойда-

а  »

ланамиз. Шартга кура а — 1; b = 2; /(х) = %е~1Х. Демак 
изланаётган-э^тимол

2 2  2 
Р { 1 <  х С  2} = ¡jae~*xdx = — ê~*xd(—лх) = —е~ах | =

i
= -е-ъ  + е-‘ = ----L + _ L = e* 1

булади. А  
384



Д х) =

6- мисол. X  узлуксиз'тасодифий микдорнинг диффе
ренциал функцияси ушбу

О, A'sŝ O булганда, 
sinx; 0 < х < ̂  булганда,
О, х > y  булганда

куринишда, унинг F(x) интеграл функциясини топинг.
Д. .Ушбу

JC
F(x) = J f(x)dx

формуладан фойдаланамиз. Агар х < 0 булса, /(х) = О,
TZ

2демак F(x) — 0. Агар 0 < х ^  у  булса,

F(x) = j  0-dx + fsinxdx = —cosx | = —cosx + cosO =
-к о о

= 1 — cosx.
Агарх>-|- булса,

it
x 0 . ~2 x

F(x) = j  f{x)dx  = j  0-dx + j  sinxrfx + j 0-dx = 1
~oo —00 0 r

T
булади. Шундай килиб,

О, x < 0 булса,
F(x) = 1 — cos, 0< х  < y  булса,

1Z1, х > у  булса
булади. ▲

7-мисол. X  узлуксиз тасодифий микдорнинг диффе
ренциал функцияси бутун Ох укда аникланган булиб,

/•/ \ 2С 
№  = Г+Зсз

куринишга эга. С узгармасни топинг.
00

Д. Дифференциал функциянинг хоссаси j/ (x )c ?x~ l
—  00

га асосан



=2C(arctg(+oo)-arctg(—оо)) = 2 C (f + -J) = 2 0 , 
яъни

2Cu = 1 дан булади. A
8-мисол. Тасодифий микдор X  нинг дифференциал 

функцияси [10; 12] интервалда
f {x ) — х — 5 оркали берилган.

Интервал таищарисида f(x) = 0. Унинг математик 
кутилиши, дисперсияси ва уртача квадратик четланишини 
топинг.

Л . Математик кутилиш формуласига кура
ь

М (Х ) = j xf(x)dx,
12 12

Дисперсиясини
ь

D(X) = j x*f(x)dx — [М (Х )]2
а *■

формула оркали топамиз:

v 10 
Уртача квадратик четланиш

а ( Х ) =  / Д Х  =  | / j- « 0 ,5 2 6

булади. А
□ . 34. Дискрет тасодифий микдор X  куйидаги такси

мот конунлари билан берилган:
X I  о 2 4

i f | Т ^ *  =  1 ё к и— 00



3)

4)

Р I 0,1 0,15 0 2 0,35 0,2

ЛГ| 3 5 9. 12

Я |  0,3 0,2 0,4 0,1

Х\  2 4 7

Р  0,5 0,2 0,3

уларнинг F(X ) интеграл функцияларини топиб, график- 
ларини чизинг.

35. X  тасодифий мивдор куйидаги интеграл функция 
билан берилган:

0, агар х < —1 булса,
3 3 I■j х + -j, агар —1 < х  < у  булса,
1, агар х >  булса.

Синов натижасида мивдорнинг (о, -j) интервалда ётгаи 
кийматини кабул килиш э т̂имолини топинг.

Жавоб.
36. Тасодифий микдор X  нинг интеграл функцияси бе

рилган:
. . Г 4х, агар — оо<х<0 булса, г\х) — | ^ агар ^^>0 булса.

Унинг [ — 1; 0] интервалда ётиш э т̂имолини топинг. 
Жавоб. 0,75.
37. Тасодифий мивдор X нинг куйидаги F {X ) интеграл 

функцияларига кура
а) дифференциал функцияларини топинг;
б) математик кутилиши ва дисперсияларини топинг:

О

2)

F(x) = 

F(x) =

0, агар х < 0 булса,jC'l
-j, агар 0< х^2 булса,
1, агар х > 2  булса.
0, агар х < 0 булса, 
х2, агар 0<х 41 булса,
1, агар х >  1 булса.



3) 0, агар х < 0 булса,
_  з!пх, агар О < х < булса,

1, агар х >  у  булса.

4) ' Г О, агар х<^0 булса,
Р(х) — I 4_-л:> агаР О < х < 4 булса,

I 1, агар х > 4 булса.
5) [ . О, агар х ^  — 2 булса, 

Р(х) = | ^ х  4- у ,  агар — 2<х < 2 булса,
I 1, агар х > 2 булса.

38. X  тасодифий миадорнинг дифференциал функцияси 
берилган:

( 0, агар булса,
/(х) = -̂ х; агар О < х < 4 булса,

I О, агар х > 4 булса.
Унинг математик кутилиши, дисперсиясини ва уртача 
квадратик четланишини топинг, .\амда [0,5; 1], [2; 2,5] 
интервалларининг цийматлар ь;абул килиш э т̂имоллигини 
топинг.

Жавоб. Ж (Х) = 2-|; Б(Х ) = | ;  о(Х) = 0,94.
39. Куйидаги дифференциал функциялар берилган. Улар- 

нинг интеграл функцияларини топинг.
1)

/(*) =

2)
/(х) =

3)
Ах) =

0; х <  -
1 71 „  .  Я2- соэх; — -2 < X < у ,

„  те0; х > у .
0; х < 12,
-̂ ■х — Л; 12 < х < 14, 
0; х > 14.

А  ни топинг.
0; х < 6,
-|-х — 3; 6 < х ^  8,
0; х >8.



40. X узлуксиз тасодифий ыивдорнинг дифференциал 
функцияси

4 Са) бутун Ох у еда f(x) = —— тенглик бнлан бе- 
рилган,
‘ б) f(x) = Csin2x тенглик билан [0; оралщда берил-

ган, бу ораликдан ташцарида унинг киймати нолга тенг. 
С параметрни топинг.

41. X тасодифий микдорнинг (—С, С) интервалда
f{x ) = —, 1 - дифференциал функцияси берилган. Бу 

ъу С-—х-
интервалдан ташцарида /(х) = 0. X  мицдорнинг математик 
кутилиши ва дисперсиясини топинг.

Жавоб. М(х) = 0. SS

5- §. Нормал тацсимот
Агар узлуксиз тасодифий микдор х нинг*дифференциал

функцияси ушбу

Л * ) = 71;ai ¿<
куринишда булса, бу тасоди
фий микдор нормал та/у- 
симланган дейилади, бу ерда 
а параметр X  нинг математик 
кутилиши, з эса унинг уртача 
квадратик четланиши (11. 3- 
чизмага каралсин).

X мицдорнинг (a, £) интер- 
валга тегишли циймат цабул 
килиш э.̂ тимоли куйидаги 
тенглик ёрдамида топилади:

(х-п У



бу ерда
1 ? -**.2 Ф(х) = —=  е йг.

/ 2% >

Бу функция Лаплас функцияси дейилади. Унинг циймат- 
лари иловадаги 2- жадвалда келтирилган, х^-5 булганда 
Ф(х) 0,5 деб кабул ь;илинади.

X  тасодифий микдорнинг математик кутилишидан .чет- 
ланишининг абсолют киймати 8 мусбат сондан кичик бу- 
лиш э^тимоли

Р {\Х-а\<  8} = 2 Ф (| )
формула билан топилади.

Бу ерда 8 = а; 8 = 2з; 8 = За деб 2- жздвалдан куйи- 
дагиларни

Р { X  -  а\ < о} = 2Ф(1) = 0,6826,
Р{ X  — а|<2з} = 2Ф(2) = 0,9544,
Р { X  -  а\ <Зо} = 2Ф(3) = 0,9973

*осил ь;иламиз. Шундай ь,илиб, агар X  тасодифий микдор 
нормал таксимланган булса, уз кийматларини 0,9973 ишонч 
э̂ тимоли билан [а — За; а + За] интервалда кабул килзди.

1- мисол. Нормал таксимланган тасодифий микдор 
кийматларини [14, 24] кесмада кабул килиш э т̂имолини 
топинг (математик кутилиши а = 20, уртача квадратик 
четланиши а = 2 га тенг).

Л . Масала шартига кура а = 14, р = 24, а = 20, а=2; 
Р { 14<Х<24} ни топиш керак. Нормал таксимланган 
тасодифий микдор X  нинг (я, р) интервалга тегишли кий- 
мат кабул килиш э т̂имолини топиш

Р{х<. X  < Р} = Ф Ф ('
формуласига асосан
2- жадвалга асосан:

Ф(2)=0,47?2; Ф(3) == 0,4965 
эканлигини эътиборга олсак,

Я{14 < А" <24} = -0,4772 + 0,4965 -  0,97585 
булади. А

2-мисол. Заводда ишлаб чикарилаётган консерва 
банкасининг уртача огирлиги 250 г, уртача квадратик 
четланиши 5 граммни ташкил этади. Банкаларнинг огирлиги 
нормал таксимланган деб унинг уртачасидан огишининг 
абсолют киймати 8 граммдан ошмаслик э^тимолини топинг.



А  . Масала шартига кура а = 250, о = 5, 8 = 8.
Р{\Х — 250| <8} ни топит керак,
Р{\х — а\< 8| = 2 Ф ^ )  форму лага асосан:

Р{\Х — 250| <8}'= 2Ф (4) = 2Ф(1,6).
Китоб охиридаги 2- жадвалдан Ф(Г,6) = 0,4452 ни топамиз. 

Демак,
/>{|Х -  250|<8 = 2-0,4452 -  0,8904

булади. А
□ . 42. Нормал таксимланган X  тасодифий микдор 

математик кутилиши а га, уртача квадратик четланиши 
а га тенг. Унинг (а, р) интервалдан киймат кабул килиш 
э т̂имолини топинг.

42. а = 18, о = 4, а= 14, Р = 24.
43. а=  12, з = 2, а = 10, р = 16.
44. а = 15, а = 5, а= 13, -р = 23.
45. а = 10, а = 3, а = 7, р = 16.
46. а = 11, а = 6, а = 5, Р = 23.
47. а = 2, а = 3, а = О, Р = 8.
48. а = 9, а = 5, а = 4, р =£4.
49. а = 5, з=1, а = 4, р = 6- '
50. а =18, о = 5, а =13, р = 33.
51. а = 7, о = 4, а = 3, р ^  15.
52. Кунгабокр уругининг огирлиги нормал таксимлан

ган тасодифий микдор булсин. Унинг математик кутилиши 
а — 58 г ва уртача квадратик четланиши о = 1 булса, 
тасодифий олинган уруг огирлиги 57 грзммдан 60 грамм- 
гача булиш э^тимолини топинг.

X тасодифий микдор нормал таксимланган булиб, урта
ча квадратик четланиши о маълум булса, \х — а| <8 тенг- 
сизлик бажарилиши э̂ тимолини топинг:

53. а = 15, а = 3, 8 = 6.
54. а — 15, о = 5, 8=10.
55. а = 11, о = 6, 8 = 3.
56. а = 2, о = 3, 8 = 4.
57. а = 12, о = 8, 8= 12.



ТАНЛАНМА МЕТОД

1-§. Танланманинг статистик тацсимоти

Танланманинг статистик тацсимоти а̂цидаги масалани 
ечишдан аввал математик статистиканинг айрим тушунча- 
ларини айтиб утамиз. Математик статистика асосан иккита 
масалани ^ал килади:

1. Статистик маълумотларни туплаш ва агар лозим 
булса, группалаш усулларини курсатишдир.

2. Т ад кщ о т максадларига мувофиц равишда статистик 
маълумотларни та^лил цилиш методларини ишлаб чициш- 
дир.

Бир жинсли объектлар тупламини урганиш бу объект- 
ларни характерловчи сифат ёки сон белгиларига к араб 
амалга оширилиши мумкин. Масалан, 1983 хужалик йили- 
да бирор колхоз ^осилдорлиги унда етиштирилган пахта- 
нинг килограмига (сон белгиси) ёки сортига (сифат бел- 
гиси) цараб ба^оланиши мумкин.

Баъзи лолларда объектлар тупламининг барча элемент- 
ларини бирор белгисига караб текшириш мумкин. Аммо 
бу усул объектлар туплами катта булганда, жуда катта 
амалий цийинчилик тугдиради. Бундай о̂лларда туплам- 
дан чекли сондаги объектлар тасодифий равишда ажратио 
олиниб, шу олинган объектларгина урганилади.

Танланма щуплая деб урганилаётган объектлар туп- 
ламидан тасодифий равишда танлаб олинган объектлар туп- 
ламига айтилади.

Бош тпуплам деб танлаш амалга ошириладиган объект
лар тупламига айтилади.

Тупламнинг %ажми деб тупламдаги объектлар сони- 
га айтилади.

Умуман танланма туплам (бош тупламдан) шундай 
олиниши керакки, унда бош тупламнинг му^им асосий 
хусусиятлари са^ланган булсин, яъни олинган танланма 
тупламни статистик та̂ лил цилиш ёрдамида чик;арилган



назарий ва амалий хулосалар бош тупламини берилган 
ишончлилик даражаси билан етарлича тулик- характерлай- 
диган булсин. Математик статистикада бундай танланмани 
ргпрезешпатив танланма дейилади. Бу хусусият ку- 
пинча тасодифий танланмгларда саь;ланади.

М к с о л. 70 га майдони булган бригаданинг биринчи 
теримда гектаридан уртача неча центнердан пахта териб 
олишини тахминан ба̂ олаш талаб цплинган булсин. Айтай- 
лик, 1 га ыайдонда уртача 120000 туп гуза буладиган 
булса, табиийки, 70 га майдондяги гузалар сонини ва а̂р 
бирида очилган пахта чаноцлгри сонини санаб чиь;иш ама
лий жи а̂тдан бажариб булмайдиган о̂лдир. Шу сабабли 
барча пахта майдонини улчами 100 кв. м. булган 7000 та 
квадратларга ажратиб уларни номерлаймиз ва улардан тасо- 
диф.чй равишда бир нечтасини, масалан, 50 тасини оламиз. 
Бу мисолда бош туплам бригаданинг барча майдони 70 га 
булиб, унинг ^ажми N=7000, танланма туплам эса аж
ратиб олинган 0,5 га, а̂жми п = 50 булади.

Танлаш усуллари асосан цуйидагиларга булинсди:
1. Бош тупламни и̂смларга ажратишни талаб цилмай̂  

диган танлаш:
а) оддий цайтарилмайдиган тасодифий танлаш;
б) оддий цайтарилэдиган тасодифий танлаш.
2. Бош тупламни кисмларга ажратилгандан кейин тан

лаш:
а) типик танлаш;
б) механик танлаш;

-в) серияли танлаш.
Айтайлик, бош тупламни урганиш учун бирор белги- 

сига кара б ^ажми п. булган танланма туплам олинган 
булсин. Бунда х1 киймат я, марта, хг циймат п2 марта 
ва ^оказо, хк циймат /гА марта кузатилган, '£п1 —п бул
син*. Кузатилган х цийматлар варианталар дейилади, 
Варианталарнинг уеиб бориши тартибида ёзилган кетма-кет- 
лик вариацион. цатор дейилади. Кузатишлар сони Я; ни
частоталар, Ш= ^-ни ниобий частоталар  дейилади.

Буни мисолда тушунтирамиз. Маълум бир пахта май- 
донидан тасодифий равишда 100 туп гуза олиниб, шу 
олинган гузаларнинг а̂р бир тугида очилган чанок;лар 
сонини ^исоблайлик. Бу мисолда барча гуза тупи п=100

* Туплам тушунчасидагидаи (¡артли бу ерда бир элемент так- 
рор цатнашиши мумкин деб ^исобланилади.



танланма зажми булиб, варианта циймати хх = 0 эса очилган 
чаноцлари сони 0 та булган рузани ва шундай рузалардан 
100 туп ичида нечта булса, уларнинг сони пх (частотаси) 
булади, худди шундай варианта циймати, х2 = 1 очилган 
чаноги 1 та булган гузани ва уларнинг сони п2 (частотаси) 
булади ва ^оказо.

Танланманинг статистик тацсимоти деб вариацион 
каторнинг х варианталари ва уларга мос келувчи частота- 
лар ёки нисбий частоталар руйхатига айтилади ва цуйида- 
гича ёзилади:

X i  Х\ Х 2 . . . Х ь
т  п1 п2 . .. nk (л, + П2 + . . . + nk = п)
ОС ОС | ОС4 . . . OCfc
w, w s W 2 . . . Fk (W, + W2 4- . .  • + w t = 1).

1-мисол. Группадаги уцувчилардан 20 нафарининг 
буйлари улчаниб, куйидаги маълумотлар олинди:

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 И 12 13 14 15 16 17 18 19 20

буйи
см 145 147 151 155 163 147 168 155 179 155 163 171 174 145 169 163 16С 168 151 155

Шу маълумотларга кура статистик тацсимотни тузинг- 
Д . Биз курамизки, маълумотлардан айримлари так- 

рорланиб келаяпти, масалан, х = 145 икки марта, х—\М 
икки марта ва ^оказо. Шунинг учун частотали ва нис
бий частотали статистик таксимот тузишимиз мацсадга 
мувофикдир:

Xi буйи, см 145 147 ¡51 155 163 166 168 169 171 174 179

Щ укувчи- 
лар сони 2 2 2 4 3 1 2 1 1 1 1

W, — 0,1 0,1 0,1 0,2
1

0 ,15J0.05 0,1 0,05 0,05 0,05 0,05

2-мисол. Танланма
х1 5 7 12 
я, -2 , 3

частоталар таксимоти куринишда берилган. Нисбий час 
тоталар та^симотини топинг.



Д. Танланманинг зажми цуйидагича:
« =  2 4 - 5  +  3 =  10

Нисбий частоталарни топамиз, бунинг учун зар бир час- 
тотани танламанинг зажмига буламиз:
№,= 1=0,2; Г 2 = 1  = 0,5; \Г3= 1=0,3.

Демак, нисбий частоталар тацсимоти:
Х1 | 5 7 12

№¡1 0,2 0,5 0,3
▲

Биз юкоридаги мисолларда танланма зажми кичик бул- 
ганда унинг статистик тацсимотини тузишни ургандик. 
Агар урганилаётган белги узлуксиз узгарувчи варианта- 
дан иборат булса ёки дискрет булиб, кабул циладиган 
Кийматлари сони куп (яъни танланма зажми п. - 30) булса, 
бундай золда статистик таксимотнинг интервалли (группа- 
ларга ажрьтилган) вариаиион .̂ аторини тузищ мацсадга 
мувофик булади. Бош тупламнинг объектив статистик 
цонуниятини очишда танланма тупламни цуйидаги к. та 
интервалга (группага) булиб (Стердеж таклиф килган фор
мула буйича) тазлил цилиш мумкин:

к = 1 + 3,322 -^п.
Агар бу ерда 6 нинг циймати каср сон булса, у яхлит- 
лаб олинади. Фойдаланишга кулайлик тугдириш учун тан
ланма зажмига боглик; равишда Стердеж формуласидан 
аникланувчи интерваллар сонининг жадвалини келтирамиз:

Танланма ^ажми (л) Олинадиган интерваллар сони /Л)

25—40 5-6
40 — 60 6 — 8

> 60 — 100 7— 10
100 — 200 8-12
л —200 10— 15

Интерваллар узунлиги (группалар кенглиги) А ни то- 
пишда

г *тах — -Ктт



формуладан фойдгланиш мумкин, бу ерда хтах, хп.-,п, 
мос равишда вариацион цаторнинг энг катта ва энг ки- 
чик кийматларидир. У 30 л да узунликлари к булган интер- 
валлар (групп ал ар) кетма-кетлигини куйидаги тартибда 
олиш мумкин:
\xrr.in — хт1п + у ]  — биринчи интервал,
Г 1 Л , 3/г!I Хт,п + у ! хтщ +  у ]  — иккинчи интервал,
Г , ЗА ■ , 5Л\|Хщ'т + л'т1П + ~2 /— Учинчи интервал ва зоказо.
Албатта, интервалларни шундай олиш керакки, зар бир 
варианта факат битта интервалга тегишли булсин.

3- м и с о л. Пахта майдонидан тасодифий равишда олин- 
ган п = 50 туп гузанинг зар биридан териб олинган пах
та зосилининг огирлиги (грамм зисобида) цуйидагича бул- 
ди:

38.0 51,5 48,3 40,8 33,2 40,2 49,2 34.6 32,0 27,5
41.3 43,2 42,0 30,3 48,0 43,0 36,0 39,6 38,2 56,0
47.4 53,8 45,6 33,2 38,2 39,0 35,0 40.5 45,0 44,4
30.0 35,7 43,5 42, Г 42,0 37,3 42,8 50,3 44,6 46,3
59.0 46,0 37,8 45,0 36,1 44,3 51,7 44,5 48,5 36,4

Шу танланма тупламнинг статистик тацсимотини тузинг 
Д . Танланма зажми п. = 50. Стердеж формуласига 

асосгн интерваллар (группалар) сонини топамиз:
к = 1 + 3,322 1§50 = 1 4- 3,322 ^(10-5) = 1 4- 3,322 ^10 г-
4-3,322 1ё5= 1 4-  3,322 +3,322-0,699=6,64(чунки ^10= 
= 1,^5 = 0,699).
Демак, интерваллар (группалар) сонини ортиги билан ях- 
литлаб /г = 7 деб оламиз. Танланма туплам кийматлари 
жадвалидан хт|пг=27,5 ва хгаах=59 булганлигидан ингер- 
валлс.р (группалар) узунлиги у̂йидагича булади:

* __-*тах—  Л'лЧп 59—27,5 31,5 я у.
к ~  6,64 ~  6^64 ~  ’

Бу мисолимизда узунлиги /¿ = 4,74 булган интерваллар 
куйидагича булади:
[26,50-31,24], [31,24—35,98], [35,98—40,72], [40,72— 
45,46], [45,46—50,20], [50,20—54,94], [54,94—59,68]

Энди зар бир интервалга тушувчи варианталар (сонини) 
частоталарини топамиз. Масалан, [26,50—31,24]—бирин-



чи интервалга 3 та варианта тегишли, улар 27,5; 30,0
30,3 булиб, интервални уртача циймати 28,27 га тенг,

3 'нисбий частотаси ^  0,06. Худдй шупдай пккинчи
интервалга [31,24—35,98] тегишли варианталар сони (час
тот геи) 6 та, яъни улар 34,6; 33,2; 32/;; 33,2; 35,0 35,7. 
Интервелнинг }ртача киймати 33,6 булиб, интервалга ту.
шувчи вари̂ нт̂ лар нисбий частотаси ^  = 50 = 0,12 ва 30-
казо.

Юк.оридаги ^исоблашларга асосан танланма туплам- 
нинг тузилгсН вариагисн к^тори куйидагича булади:

варианта интервалла- 
ри (г)

интервалга тегиш- 
ли;варианталар со
ни (частотаси)

интервал уртасп шебий частота ( ц"')

26,50 — 31,24 3 28,87 0,06
31,24- 35,98 6 33,61 - 0,12
35,98— 40,72 12 38,35 0,24
40,72— 45,46 15 43,09 0,30
45,46 — 50,20 8 47,83 0,16
50,20— 54,94 4 52,57 0,08
54,94 — 50,68 2 57,31 0,04

Шундай килиб, бу ж.адвал берилган 50 та маълумот- 
нинг статистик тацеимоти булади.

□ 1. Тажриба участкасидаги олмалардан 50 таси тор-
ТИб К } рилганда уларнинг огирликлгфИ 1луйидагича бул-
ди (грамм >;исобвда):

65 28 38 55 77 100 40 46 52 80 74
70 25 30 58 46. 80 69 60 25 33 50
60 74 87 90 98 22 39 60 74 ■ 80 55
92 95 38 78 70 49 30 92 100 50 43
95 40 80 92 90 50

Танланманинг вариацион каторини тузинг.
2. Частотгли статистик тацеимот берилган.

х1\ 6 8 12 16 25

п/| 3
1 5

8 2 2

Кисбий частотали таксимотни тузинг.



Куйидаги белгилашларни киритамиз: ti—танланма заж
ми, пх—х дан кичик варианталар соии. У золда Х< х
^одисанинг нисбий частотаси ^  булиб, х узгариши би-
лан у а̂м узгариб боради, яъни х нинг функцияси бу- 
лади, буни F*{x) билан белгилаймиз:

F* (x )= % .

F*(x) тацсимотнинг эмчиргч фунчцгчси дейитадц . 
Эмпирик функция куйидаги хоссаларга эгл:

1) F*(x) нинг кийматларл ]0; 1[ ке:мага тегишли.
2) F*(x) камаймайдяган функция.
3) Агар х , энг кичик варианта, х2 э;а энг катта ва

рианта булса, у зодда булгйнда F*(x)=0; х >х2 
булганда эса F*(x) = 1 буллди.

F(x) бош тупламдаги интеграл функция, яъни тг̂ си- 
мотнинг назарий функцияси, F Y\x) танин ла тачсилэт- 
нинг эмпирик функцияси булсин. F*(x) ф/нкдня F(x) 
функцияни статистик ба^олат учун хизмат килади.

1- мисол. Танланманинг ушбу тачсимэти буйичаунизг 
эмпирик функциясини топинг:

х1 2 5 7 8 
1 3  2 4

' Д. Танланманинг ^ажмини топамиз:
>=1+3+2+4 = 10.

Энг кичик варианта 2 га тенг, шунинг учун х ̂ 2 бул - 
ганда F*(x)=0 булади. л;с5 киймат, яъни xt=2 киймат
1 марта кузатилган, демак, 2 <л:<5 булганда F*{x)= ^  =
=0,1; х <7 кийматлар; чунончи xt—2, х2—Ь кийматлар 
1+3=4 марта кузатилган, демак, 5<х<7 булганда
F*(x)~  -jq =0,4; х< 8 цийматлар; чунончи х,—2, х2 = 6,
х3=7 кийматлар 1+3+2=6 марта кузатилган, демак,
7 < х <8 булганда F*{x)=  ~  = 0,6.

Xi=8 энг катта варианта булганлиги учун х > 8 бул
ганда F*{x)= 1 булади.

Изланаётган эмпирик функция н;уйидагича булади;



( х$ 2 булганда 0; 
2<х<5 булганда 0,1; 
5<д:47 булганда 0,4; 
7<х<8 булганда 0,6; 
х > 8 булганда 1.

Бу функциянинг графиги эса 
Куйидагича булади (12.1 -чизма): 

Танланманинг куйида бе- 
рилган ушбу таксимоти бу- / 
йича унинг эмпирик функция- 
сини топинг ба гргфикларини 
чизинг.

3. XI | I 4 6

1 10 15 25

4- х. 2 6 10

П1 12 18 30

5- 5 1 6 | 8 | 11

т  1 6 1 5 1 4 1 5

0,1

г)*}

"I— I

/ г 3 ^ 5 6 7  8
12.1- чизма

XI 7 | 9 | 11 13

Щ 7 1 8 | 9 6

Жавоблар
3. Р*(х)=

4. ^*(х)=

5. Р*(х)

0, агар х<1 булса,
0,2, агар 1<л:^4 булса,
0.5, агар 4<Ос^6 булса,
1, агар х>6 булса.

О, агар х <2 булса,
0,2, агар 2Сл:^6 булса,
0.5, агар 6*Осг£10 булса,
1, агар л:>10 булса.
О, агар х ^ 5  булса,
0,3, агар 5<Осг=;б булса, 
0,55, агар 6«Ос<8 булса,
0,75, агар 8<х^11 булса, 
Л, агар л>11 булса.



6. Р*(х) =

О, агар х г^7 булса,
0,23 агар 7<л:<9 булса, 
0,5, агар 9<л:^11 булса,
0.8, агар 11<х ̂  13 булса,
1, агар х>13 булса.

3- §. Полигон ва гистограмма
Хажми п булган танланма статистик таксимоти билаи 

берилган булсин:

X *■2 хк

п «1 «2 Пк

№ 1Г 2 | ... Г *

бу ерда х „ х2, . .. хк—варианталар;
пи п2, . . пк—мос частоталар;

. . ■, нисбий частоталар.
Частоталар полигони деб, {хи я,), (лг2, п2), . . . (хА, 

пк) нуцталарни туташтирувчи синиц чизицца айтилади.
Нисбий частоталар полигони деб (*!, №,), (хъ №2), 

. . ., (хк, №к) нуцталарни туташтирувчи синиц чизицца 
айтилади.

Бу чизицларнинг графикларини ясаш учун варианталар 
цийматлари абсциссалар укнга, частоталар ёки нисбий час
тоталар цийматлари ординаталар укига цуйиб чицилади.

Статистик тацсимотнинг гистограммасини ясаш учун 
аввал барча кузатилган цийматларни узунлиги к булган 
кетма-кет цисмий интервалларга (группаларга) булинади 
ва а̂р бир интерзалга тушган варианталарнинг частотала- 
ри топилади.

Частоталар гистограммаси деб, асослари к узунлик- 
даги интерваллар, баландликлари ~  нисбатга тенг бул
ган тугри туртбурчаклардан иборат погонавий фигурага 
айтилади. Бу ерда нисбат частота зичлиги дейилади.

Нисбий частоталар гистограммаси деб, асосларишк узунликдаги интерваллар, баландликлари нисбатга
тенг булган тугри туртбурчаклардан иборат погонавий 
фигурага айтилади.



Частоталар гистограммасининг юзи танланма зажми п 
га, нисбий частотглар гистограммасининг юзи эса бирга 
тенг блглади.

1-мисол. Танланманинг куйида берилган таксимоти 
буйича частоталар полигонини ясанг.

1) X; 2 3 5 б 
п, 10 15 5 20

2) x¡ 12 17 22 16 30 34 38 
лг 2 5 9 12 8 8 4

'Л 1) Абсциссглар у'кида 2, 3, 5, 6 сонларни, ордина- 
талар Укида эса уларга мос 10, 15, 5, 20 сонларни бел- 
гилаймиз, яъни координаталари (2; 10), (3; 15), (5; 5), 
(6; 20) булган нукталарни ясаб, уларни синик чизиклар 
билан туташтирамиз (12.2- чизмага царанг).

2) Юкоридаги мисол каби ечилади (12. 3- чизма). А

2-мисол. Танланманинг куйида берилган таксимоти 
6ÿfiH4a гистограмма ясанг.

- Кисмий интервал- 
лар

Инт ервалдаги парианталар- 
. нинг частоталари йириидиси Частота зичлиги

2 -5 9 3
5 -8 10 10

3

00 1 сл 25 25
3

11-14 6 2



№
Д . Интерваллар узунлиги 

к — 3 эканлиги мисолнинг 
шартидан куриниб турибди. 
Абсциссалар укида /г=3 узун- 
ликдаги интервалларни, орди- 
наталар укида частоталар зич- 
лиги .уринларини аниклаймиз, 
сунгра у нуцталардан абс
циссалар укига параллел ци- 
либ, зар бир интервал устида 
кесма чизамиз. Уларни туташ- 
тириб гистограммани зосил 
киламиз (12.4-чизма). А

3- мисол. Жухори донидан 100 дона олинди ва улар 
нинг зар бирини тортиб куриб куйидаги статистик такси- 
мот олинди:

¡ 2 3 4 5 6 7 8 9  Ю Н П И М

12.4- чизма

Жухорилар огирликлари
(г) 0,1-0,3 О со 1 о сл 0,5-0,7 0,7-0,9

Жухорилар сони 18 52 18 12

Шу тацсимотнинг гистограммасини тузинг.
Д . Интерваллар узунлиги Л=0,2 га тенг булгани учун 

тугри туртбурчак баландликларининг нисбати мос равиш- 
да куйидагича булади:

^  — —■ =90- — = 260- — =90- — —60 Л — 0,2 ’ Л ° и’ Л и’ Л ~ ои’
Интервалларни абсциссалар укида, баландликларини орди- 
наталар укида куйиб погонавий тугри туртбурчаклар 30- 
сил циламиз (12.5- чизмага каранг). А

4-мисол. Танланманинг куйида берилган таксимоти 
буйича нисбий частоталар гистограммасини ясанг.

Интерваллар Частоталар йи-РИНДИСИ

10-15 2
15-20 4
20-25 8
25-30 .4
30—35 2



о,ов
0,07
0,05
0,05
0,04
0,03
0,02
0,0/

Р Ш 0,3 0,5 0,7 ЦЭ 
12.5- чизма

О Ю /5 20 25 30 35

12.6- чизма

Л . Бу ерда п = 20.
Нисбий частотглсрни топамиз:

Нисбий чгхтотглар зи1'лигини топамиз:

Абсциссалгр укида берилггн кисший ,интервалларни бел- 
г и л е й м и з . Нисбий чгстотаЛс.р зичликларини ординат; лар 
укида белгил^ймиз ва г̂р бир интервал устида кесмалар 
утказамиз, масалгн (10, 15) интервал устида абсииссалар 
ук.ига Псргллел ва ундан 0,02 масофгда ётадиган кесма 
утказамиз ва ^оказо (12. 6- чизмага царанг). ^

□ • 7. Чаетоталар полигонини ясанг. ■

1) л:, 1 4 5
п1 20 10 14 6

2) х1 15 20 25 30 40 
п1 10 15 30 20 25

8. Нисбий чгстотглар полигонини ясанг.

1) 1 3 5 7 9 
п1 10 15 30 33 12

2) х1 2 4 6 8 10 
п1 15 10 35 30 10



9. 100 боланинг буйи ÿлчaниши натижасида цуйидаги 
маълумотлгр олинди:

Боланинг 
буйи, см 90— 94 94— 98 98— 102 102-106 106-110 110-114 114-118

Болалар
сони 2 8 20 32 24 12 2

Статистик тацсимотнинг гистограммасини ясанг.
10. Куйидаги жадвалда келтирилган маълумотларг а 

цараб гистограммами ясанг.

Кисмий интерваллар Частоталар йигиндиси

5-10 4
10— 15 6
15-20 16
20-25 36
25-30 24
30-35 10
35-40 4

11. 400 га майдондаги экиннинг зосилдорлигй текши- 
рилиши натижасида цуйидаги маълумотлар олинди:

Хосилдорлик
(и) 8— 10 1 0 -1 2 1 4 -14 1 4 -1 6 1 6 -18 1 8 -2 0

га сони 6 19 54 141 102 78

Гистограммасини ясанг.
12. 50 колхозчининг ме̂ нат ^а^и бир йилда куйида- 

гича булди (cÿM зисобида):
1336, 1302, 1304, 1316, 1350, 1321, 1322, 1307
1296, 1298, 1.358, 1370, 1302, 1316, 1320, 1321
1340, 1342, 1304, 1306, 1330, 1326, 1313, 1318
1340, 1308, 1290, 1310, 1281, 1280, 1316, 1342
1354, 1360, 1313, 1325, 1292, 1300, 1360, 1370
1324, 1326, 1300, 1342, 1321, 1331, 1330, 1332
1341, 1282. -



Интервалли вариацион катор тузинг ва гистограммасини 
ясанг.

4 -§ . Бош уртача циймат ва дисперсия

У р т а ч а  т а н л а н м а  к и й м а т в а  т а н л а н м а  д и с 
п е р с и я .  Айтайлик, бош тупламнинг X дискрет сон бел- 
гиси урганилаётган булсин. Бош туплам ^ажми N  булиб, 
X  символ кабул циладиган кийматлари х и х 2, . . .  , х к 
лардан иборат булиб, уларни мос равишда , М2, . . . 
Ык частоталар билан кабул килса . .  . + Л Г* = Л ')
у ^олда

*в =  £  2  ■■: + М**Ч (1)
/= 1

ифода бош уртача циймат дейилади. Бунда
к

2  7 б ):
В ¡-г (2)

Б N

, бош дисперсия дейилади.
Бош уртача квадратик четланиш  деб, бош дис- 

персиядан олинган квадрат илдизга айтилади:

оБ =  У  Об • (3)

Бош тупламни урганиш мацсадида п ^ажмли танлан- 
ма олинган булсин. Агар п ^ажмли танланма белгининг 
барча х и х 2, . . х л кийматлари мос равишда п1, п2, . . ,, 
я А частоталарга эга булиб, л , + « 2+  . . . + « * =  п булса,

ХТ =  1 2  п,х, =  +  ••.•+"*** (4)
(=1

ифода уртача танланма циймат  дейилади.
к

* 2  — Х'У-
п - й _________  (5)иг ~  л

Танланма уртача квадратик четланиш деб танланма 
дисперсиядан олинган квадратик илдизга айтилади:

ат =  У  Г) Т (6)



Иккала золда зам дисперсияни куйидаги формула орцали
зисоблаш кулайдир:

0 = х 2 -  [* !’, (7)
б у ' ерда

к к _
х'г =  *  =  1 ^ П1Хг

/=1 <̂ 1
Вариацион цаторнинг яна боища сонли характеристика- 

лари мавжуд. Биз улардан айримларини келтирамиз.
1. Вариантанинг энг катта частотага эга булган цийма- 

ти мода деб айтилади ва Мо билан белгиланади.
2. Медиана те деб вариацион цаторни варианталар 

сонини тенг икки кисмга ажратадиган вариантага айтила
ди. Агар п = 2к +  1 булса, те = х к-\-1 булади; агар /г =  
=  2И булса,

т — Хк Хк+'гпе— 2

3. Вариация ц у л о ш . деб энг кичик ва энг катта ва
рианталар айирмасига айтилади:

$  ~  Х тах Х т1п‘

4. Уртача абсолют яетланиш деб абсолют четланиш- 
ларнинг уртача арифметик кийматига айтилади:

0 _  _

Вариация коэффициенти деб уртача танланма квад
ратик четланишнинг уртача танланма кийматга нисбати- 
нинг процентларда ифодаланишига айтилади:

V =  ■ 100%.
X  т

Варианталар айирмалари бир хил с га тенг булган зол 
учун уртача кийматни куйидаги формула оркали зисоблаш 
мумкин:

Худди шу каби дисперсияни куйидагича ифодалаш мум-



бу ерда а—сохта ноль, яъни энг катта частотага эга бул- 
ган варианта.

1 - м и с о л .  Тугалган 500 та -буз'оцдан 63 таси олиииб 
огирлиги у л чан ганда цуйидаги маълумотлар оилинд:

Буэо^лар огир- 
ликлари (кг) 24 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 43 45

Бузоклар сони 2 1 7 6 5 3 10 3 2 6
4
7 5 1 2 1 1 1

Танланма уртача киймат, дисперсия, уртача квадратик
четланишини тапинг.

Бу мисолни ечишда (4), (7), (6) формулалардан фой-
даланамиз: »

к

1) 2066
х т =  ^ г -  =  "В Т  = 32 ,79

2иП1
х т =  32,79.

2) £>= [Хт ]2 =  1092,76 -  1075,18 =  17,58.
¿¿щ

£ т =17,58.

3) о =  |  й ,  =  у 17,58= 4,19.
а = 4 ,19.

2 - м и с о л .  Аввалги параграфдаги 12мнсолда келтирил- 
ган маълумотлар асосида 50 та колхозчининг бир йиллик 
ме^нат ^ацининг уртача цийматини, дисперсиясини.ва у р 
тача квадратик четланишини топинг.

Л . (4) формулага асосан 
1285-3+1295-4+1305-9+1315-7 +  1325-9 +  1335-5 +  1345-6 +

X =  50

+  1355'1 + 1365'5- =  Е̂-ТГ =  1323,8 ~  1324.

х  =  1323,8 сум ж  1324 сум. ^
Дисперсиясини топиш учун (5) формуладан фойдала-

намиз: _
'У'пЛх! — х)2 

о  в  =  406,6. Я =  406 6.п ’

Энди уртача квадратик четланишни топамиз: 

о =  / В  =  /4 0 6 ^ 6 '=  20,16.



Демак, четланиш о =  20 сум 15 тийин экан (яъни урта-  
ча ^аедан 20 сум 16 тийинга фарк цнлар экан).

3 - ми с о л .  Сув омборидз 20000 та баляц булиб, улар- 
нинг уртача узунликларини ани^лаш учун 500 та балик 
олинган. )^ар бир балик узунлиги улчанганда куйидаги 
статистик таксимот олинган:

Баликлар узунликлари, см
12.5
13.5

13,5
-14,5

14,5
-15,5

15,5
-16,5

16,5
-17,5

17,5
-18,5

18,5
-19,5

19,5
-20,5

20,5
-21,5

Балицлар, уртача узун
ликлари СМ X I 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Баликлар сони п; 20 15 40 80 150 100 60 20 15

Куйидагиларни топинг:
1) Уртача танланма циймат; 2) танланма дисперсия;

3) уртача квадратик четланил; 4) моха; 5) медиана; 6) ва 
риация кулочи; 7) уртача аб:ол.от четланиш; 8) вариация 
коэффициента.

1) Уртача танланма цийматни (8) формуладан фойдала- 
ниб топамиз. Бу мисолда а — 17 деэ оламиз, чунки 17 
энг катта частотага эга, 1 деб оламиз, чунки варианта -
лар орасидаги айирма 1 га тенг. а ни ^исобласак:—4,
—3,—2, —1, 0, 1, 2, 3, 4 сонлар келиб чи^ади, демак 
куйидаги жадвал ^осит булди:

XI 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Щ 20 15 40 80 150 100 60 20 15

*1 — а 
с

—4 — 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

( * - » ) . 16 9 4 1 0 1 4 9 16

х\  — а 
с 'п‘ - 8 0 —45 - 8 0 - 8 0 0 100 120 60 60 55

( х 1 — а \ 2„ 
\ с ) п‘

320 135 160 80 0 100 240 180 240 1455



*  =  а + 7 г 2  (ХЛТ 1 ) «г =  1 7 + 5 5 о -5 5 »  17,11.
/=1

х  =  17,11 см.

2). Дисперсияни ^исоблашда (9) формуладан фойдала- 
намиз:

• » -  - ( * - « ) ' =  1455 -  < 1 7 ,1 1 -
1=1

— 17)2 « 2 ,9 2 . 

а2 =  2,92.
3) Уртдчэ квадратик четланиш куйидагича булади:

С0 =  /а5~ =  / 2 М  ~  Ь7; а =  1,7.
4) Модани ^исоблаймиз:
М 0 — 17 (чунки энг катта частотага эга булгаи вари- 

антадир).
5) Медианани топамиЗ:

те =  17.
6) Вариация цулочи цуйидагича булади:

Я =  ^п,ах — Х т{п =  21 — 13 =  8. Я =  8.
7) Уртача абсолют четланишнн топиш учун |х г — хт I 

ни ^исоблаймиз:

( X I — X ) 4,11 3,11 2,11 1,11 0,11 0,89 1,89 3 ,89

(Х1— Х)Щ 82,2 46,65 8 8 ,8 16,5 .89 113,4 57,8 58,35 537,10

д е м а к ,  0 =  =  537^10 =  5 )7 _

2^п1
0 =  1,7 .

8) Вариация коэффициентам топамиз:



XI 1 2 3 4

т  | 20 15 10 5

Танланма дисперсияси ва уртача квадратик четланишини 
топинг.

Жавоб. х т ~  2, Д- =  1, ах =  1.
14. Куйидаги статистик тацсимот берилган:

х 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

У1 1 4 10 39 13 7 3 2 1 •

х,  £>, в, М а, те, V ларни топинг.

Жавоб. л:=4,35; 0 = 1 ,8 8 ;  о = 1 ,37 ;
М 0 =А-, те = Ъ\ У=  31,5.

15. Кузатилган 200 асбобнинг бузилмасдан (тухтамас- 
дан) ишлаш вацти цуйидагича:

Ишлаш вакти. 
х 1 (соат) 25 75 125 175 225 275 325 375 425

А сбоблар со
ни щ 1 1 24 30 71 31 21 13 2

Шу маълумотларга асосан асбобларнинг уРтача ишлаш 
вацти, дисперсияси ва уртача квадратик четланишини то
пинг:

Жавоб. х  52 229 соат; 0 =  5846,5; а0 =  76,5.
16. Т анланманинг' берилган

1) XI 1250 1270 1280

Щ 2 5 3

XI 2560 2600 2650 2650 2700

Щ 2 3 10 4 1

статистик таксимотлэри буйича танланма цийматини ва дис- 
персиясини топинг.



ТАЦСИМОТ ПАРАМЕТРЛАРИНИНГ СТАТИСТИК Б А ^ О Л А Р И

1-§. Нуцтавий ба^о

Айтайлик назарий муло^азалгрга асосан бош тупламнинг 
сон белгиси х  маълум типдаги тацсимотга эга булсин. Бу 
>;олда табиий равишда таксимотни аницловчи парлметрлар- 
ни бош тупламдан олинган танланма туплам ёрдамида 
ба^олаш мэсаласи тугилади. Масалан, урганилаётган х  ■ 
белги бош тупламда нормал таксимланганлиги маълум 
булса, нормал тацсимот математик кутилиши ва диспер- 
сияси билан тулик; ашщланганлиги сабабли бу номаълум 
параметрлгрни танланма ёрдамида ба.^олаш зарур булади. 
Умуман, нэзарий таксимот номаълум параметрининг ста
тистик ба^оси деб, кузатиш натижаларининг бир к;ий- 
матли ихтиёрий функииясига айтилади.

Номаълум параметрларни танланма ^ажми катта бул- 
ганда н у ц т а в и й  б а ^ о  ва танланма ^ажми кичик бул- 
ганда и н т е р в а л  л и б ах, о ёрдамида ба^олаш мумкин.

Нуцтатй ба\о  деб, битта сон билан аникланадиган 
статистик батога айтилади. „Яхши“ яцинлашиши учун у
1) силжимаган; 2) гффектив ва 3) асосли ба^о булиши 
кер ж .

1) Силжимаган (систематик хатога эга булмаган) 
бах,о деб математик кутилиши исталган ^ажмли танланма 
булганда ^ам, ба^оланаётган 9 параметрга тенг булган 0* 
статистик батога айтилади, яъни 0* статистик ба^о но
маълум 0 параметрга силжимаган ба^о булиши учун 
уИ0* =  9 булиши керак.

Масалан, курсатиш мумкинки *б бош уртача циймат, 
учун хт танланма уртачэ циймат силжимаган ба^о була
ди, яъни М х у = х в .  Аммо бош дисперсия Db учун тан 
ланма дисперсия От силжимаган ба^о була олмайди. Бош 
дисперсиянинг силжимаган ба^оси учун тузатилган



;>£"< ( х‘ ~ Х̂  
П— 1

танланма дисперсия олинади.
2) Эффектив ба^о деб (танланманинг х,ажми п берил- 

ганда) мумкин булган энг кичик дисперсияга эга булган 
статистик батога айтилади.

3) Асосли ба^о деб га->-оо да ба^оланаётган параметр- 
га э^тимол буйича як;инлашадиган статистик батога ай
тилади.

Масалан, хусусий' холда, агар п-*-оо да ба^онинг дис- 
персияси нолга интилса, бундай бщо  асосли ^ам булади.

Юцорида айтилган Хт, О г, 5^ ба^олар—нуктавий ба- 
>; олардир.

1 - м и с о л .  Бош тупламдан /г =  60 зажили танланма 
олинган:

Бош уртача кийматнинг силжимаган бах,осчни топинг. 
А . Уртача танланма циймат бош уртача киймат учун 

силжимаган'ба^р булгани учун, уни

формула билан ^исоблаймиз.

2 - м и с о л .  п = 51 ^ажмли танланма буйича бош дис- 
персиянинг От—5 силжиган ба^оси топилган. Бош туплам 
дисперсиясининг силжимаган ба^осини топинг.

А . Тузатилган танланма Я2 дисперсиясини куйидаги 
формула оркали топамиз:

2-§. Ба^онинг аницлиги, ишончли э^тимол. 
Ишончли интервал

Айтайлик, бош тупламнинг х  сон белгиси маълум так- 
симотга эга булсин. Бу та^симотнинг номаълум параметр- 
ларини, танланма ^ажми кичик булганда, нуктавий ба-

хс 1 3 6 26 
п 1 8 40 10 2

х т = 1- 8 + 3 -4 0 + 6 -1 0  ¡-26-2 8+120 + 60  +  52_,
60 — 60

демак,
Хт = 4 . А



30 ёрдамида базолаш купол хатога олиб келиши мумкин.
Бундай золда интервал базодан фойдаланиш мацсадга 

мувофпк булади. Интервал ба^а  деб иккита 'СЬн — 
интервалнинг учлари билан аникланадиган базога айтила- 
ди.

0—но.маълум параметр, 0*—танланма маълумотлари 
буйича топилган статистик характеристика, яъни б нинг 
базоси булсин.

Равшанки, |0—0*1 цанча кичнк булса, ■ яъни |0—б ; f < в 
шартда 8 щанча кичик булса, б* базо шунча аник; була- 
ди. Бунда 8 сон 0* базонинг а н и ^ л и г и  дейилади.

0 базонинг б* буйича ишончлилиги (шиончли эцти- 
мол)  деб |0—0* |< 8  тенгсизликнинг амалга ошиш эзти- 
моли 7 га айтилади, яъни

Р  {| 0— 0* | < 5 } = т . '

Ишончли интервал деб номаълум параметрни берил- 
ган 7 ишончлилик билан коплайдиган (б*—8,0*-|-8) интер- 
валга айтилади. _-

Бош тупламнинг бирор характеристик сон белгиси х  
нормал таксимланган булсин. Шу миздорнинг а матема
тик кутилишини унинг уртача квадратик четланиши маъ- 
лум булганда х Т танланма уртача киймат буйича базолаш 
талаб килинган булсин. Бу золда бош тупламнинг но
маълум математик кутилиш а учун j  ишончлилик дара- 
жаси билан тузилган ншончли интервал

Х т — t-; - ^ г - < а < л : т + ^ т  —■ =
\ п  у п  '

булади, бу ерда 8= базонинг аник;лиги; п—тан-
у  п

ланма зажми; ty—Лаплас функцияси Ф (ty) аргументнинг 
ф  ( / ) = у /2 буладиган киймати (2 - жадвал).

о номаълум булганда, юкоридаги базо учун
— S — S
Хт —¿т —= < й < Х г  + 1~\ —=

V п  у  п

интервал хизмат килади, бу ерда 5 —тузатилган уртача 
квадратик четланиш t j  ни (Стьюдент тацсимоти буйича)
3-жадвалдан берилган п ва j  буйича топилади.

Танланма аниклигини базолашда куйидаги уч зол бу- 
лиши мумкин:

1) базонинг ани^лиги 8 бериладн, Р  { (Х х —а | < 8} 
эзтимолни топиш керак булади.



2) Р  { | Хт—а |< 8 }  э^тимол берилади, 8 ни топиш ке- 
рак булади. _

3) ба^онинг аниклиги 5 ва Я {|д:т —а |< ё }  э^тимоли 
берилган булиб, танланма х^ажми п ни топиш керак бу
лади.

Нормал тацсимланган X  микдорий белгининг а уртача 
квадратик четланишини, 5 тузатилган танланма уртача 
квадратик четланиш буйича ишончлилик билан бах,олаш 
учуй уш бу ишончли интервгллар хизмат килади:

5  ( 1 — ^ ) < о < 5  ( 1 + ? )  (< 7 < 1 ),

0 < а < 5  (1+<?) (<7>1),
бу ерда <7 ни 4-жадвалдан берилган п ва у буйича топилади.

1 - м и с о л .  Нормал таксимланган X  белгининг уртача 
квадратик четланиши о =  2, танланма уртача циймати 
х т = 5 ,4  ва танланма ^ажми п=  10 булса, унинг номаълум 
а математик кутилишига т =  0,95 ишончлилик билан 
ишончли интервални тузннг.

Д . Аввал 2Ф(<) =  0,95 тенгликдан Ф(^)=0,475 ни 
^осил циламиз. Китоб охиридаги 2-жадвалдан ¿0,95=1,96
ни топамиз. Энди бах,онинг аницлиги 8 ни 8=ДЗ= фор-

| /  п
муладан топамиз:

8 =  2 £ ^ ? «  1,24.
V Ю

Ишончли интервал я т —-1,24<;а<С*т+  1,24 ёки 5,4 —
— 1 ,2 4 < :а < 5 ,4 +  1,24 ёки 4 ,1 6 < а < 6 ,б 4  булади.

Демак, 95% ишонч билан айтиш мумкинки (4,15; 
6,64) ишончли интервал номаълум а параметрни тула 
коплайди. Ба^онинг аниклиги 8=1,24. Д

2 - ми с о  л. Экилган канопдан 100 тупи танлаб олинди. 
Каноп пояларининг узунликларини ^исоблаб чицилганда 
цуйидаги маълумотлар олинди (см):

варианталар х ( 45 55 65 75 85 95 105 | 115

частоталар п1 1 5 11 26 33 16
7 1 1

X бош туплам урта циймати учун ишончли интервал
ни топинг (-г=0,95).

Д . Аввал статистик характеристикаларни ^исоблаймиз. 
Бунинг учун ^исоблаш жадвалини куйидагича тузамиз:

1) биринчи устунга варианталарни;
2) иккинчи устунга частоталарни;



3) учинчи устунга частоталар билан варианталар ку- 
пайтмасини;

4) туртинчи устунга варианталар квадратларини;
5) бешинчи устунга варианталар квадратларининг мос 

частоталарга купгйтмасини жойлаштирамиз.
6) жадвгл остига мос устунлардаги ракамлар йигинди- 

сини ёзамиз.

X . 1 п.1 V я/ ■ •с? п. 1 1

45 1 45 2025 2025
55 5 275 3025 15125
65 И 715 4225 46475
75 26 1950 5625 146250
85 33 2305 7225 238425
95 16 1520 9025 144400

105 7 735 11025 77175
• 15 1 115 13225 111225

2  ■ 100 8160 — 683100

7) танланма уртасини

*т =  п ‘
формула орк;али хксоблаймиз. Жадвалдаги кнйматларни 
урнига куйиб чщамиз:

-  8160 С1 _ 
Х т  100 ,6, Хт =81,6;

8) дисперсияни

формуладан фойдаланиб ^исоблаймиз. Жадвалдаги циймат- 
ларни куямИЗ:

5 2=6331 —(81,60)2 =  180,44; 5  =  180,44;
9) урта квадратик четланишни топамиз:

5  =  ^ 5 »  =  /  180,44 «  13,4 см;

10) вариация коэффициентини топамиз:

У= £  • 100% • 100% =  16,3о/о;



11) танланма уртасининг абсолют хатоси куйидагича:
о 5  13,4 , ол

0= 7 ^ = 1 °"=  ’ см:
12) бош туплам уртасининг ишончли интервалини топа- 

миз: Бизда л:т = 81 ,6 ; 7 = 0,95; /г=  100; 5  =  13,4.
Ишонч интервала

тенгсизликдан тог.илади.
¿7 ни 3-жэдвалда берилган п ва 7 лар буйича топамиз. 

(я= 100 , 7 = 0 ,95) ¿7=1,984. Буларни (*) тенгсизликка 
олиб бориб цуямиз:

81 ,6-1 ,984- < « < 8 1 ,6 + 1 ,9 8 4  ■ 13,4 -
/1 0 0  /100 

7 8 ,9 < а< 8 4 ,3 . Д
3 - м и с о л .  Танланманинг шундай минимал ){ажмини 

топингки, нормал так;симланган бош туплам математик ку- 
тилишининг танланма уРтача циймат буйича ба^осининг 
аниклиги 0,925 ишончлилик билан 0,2 га тенг Ъулсин. 
Бош тупламнинг уртача квадратик четланиши маълум: 
а= 1 ,5 .

Бизга куйидагилар берилган:
7 =  0,925; в = 1 ,5 ; 8=0,2; 2Ф (0  =  0,925- 

Булардан фойдаланиб Ф (¿) ни топг.миз:

Ф ( ¿ ) = ^  =  0,4625.

2-жадвалда Ф (0= 0 ,4625  га I нинг ¿=1,78 киймати 
мос келади.

Бош туплам математик кутилишининг танланма урта
ча киймат буйича ба^осининг аницлигини ифодалайдиган

8==/--
V*

формуладан фойдгланамиз:
, / — tl¡..
У « = т еки 'г=='ТГ-

Бу ерда t, о, 8 ларнинг цийматларини к У ям из:



4 - м и с о л .  Бош тупламнинг х сон белгиси иормал 
тацсимланган ^ажмли танланма буйича тузатилган уртача 
квадратйк четланиш 5 топилган.

Агар а) « = 10 , в = 5 ,1; б) « —50, 5=14 булса, а урта
ча квадратик четланишни 0,999 ишончлилик билан цоплай 
диган ишончли интервални топинг.

Л . 7 =  0,999 в а я = 1 0  буйича 4-жадвалдан «7 =  1,80 
ни топамиз.

Маълумки, ишончлилик интервалини то ниш учун 
Куйидаги формулалардан фойдаланилади:

я (1—(?)<а<5 (1+<7) (агар <7 < 1  булса)

£ = 1 ,8 0 > 1  булгани учун иккинчи формуладан фойдала- 
намиз:

0 < а < 5 ,1  -(1 +-1,8) ёки 0 < а <  14,28.
б) 4-жадвалдан <7=0,43 ни топамиз. <7<  1 булгани 

учун

формуладан фойДаланамиз:
14-(1—0,43 )< з< 14  (1+0,43) ёки 7 ,9 8 < а < 2 0 ,0 2  була-
ди. А

5 - м и с о л .  10 000 гектар майдонда танлаб олиш йули 
билан 500 гектари олинган ва ундаги экиннинг ^осилдор- 
лиги улчанганда куйидаги маълумотлар олинган (такрор- 
ланмаган тасодифий танланма):

1 га даги ^осил- 
дорлиги, ц 8—10 10-12 12-14 “ 14-16 16-18 1 8 -2 0 Ж ами

Гектарлар сони 8 37 79 165 ,26 35 И сл о о

Таксимотни нормал деб фараз килиб:
1) бутун майдондаги ^осилдорликнинг танлаб олинган 

участкасидаги ^осилдорлик уртачасидан 0,2 ц га ортмас- 
лик э^тимолини топинг;

2) уртача ^осилдорлик чегараси (интервали)ни 0,95 
э^тимол билан топинг.

а) Аввал танланма уртачасини

ёки
0 < з < я  (1+<7) (агар <7> 1) булса)



формула оркали топамиз. Бунинг учун зисоблаш жадва- 
лини тузамиз (танланма уртачасини юкорида зам зисоб- 
лаган эдик) формулада а  =  15; с—2 деб оламиз:

Х 1 9 11 13 15 17 19 Жами
п1 8 37 79 165 126 85 500

х 1 —а
—3 —2 — 1 0 1 2

с
( ~ а V 9 4 1 0 1 4
\  с /

- 2 7 - 7 4 - 7 9 0 126 170 119
'  с 1 1

( Т % -
72 148 79 0 126 340 765

лгт = 1 5 - ) - ¿ 5--119 =  15,676. *т =15,676 д.

Танланма дисперсиясини топишда

формуладан фойдаланамиз:

°2== 550”‘ 765—(15,676— 15)2 «5,66.

Энди Р{|;ст—а|<3} эзтимолни топишимиз керак, бу 
ерда 5= 0 ,2  танланма такрорланмайдиган булгани учун 
эзтимолни топишда

формуладан фойдаланамиз, бу ерда а—бош тупламнинг 
уртача киймати.

а =  500, N =10000 <¡1 номаълум булгани учун унинг
урнига а2—ни оламиз:

Р  {|*г й |< 0 ,2 ) =  Ф ( 0 ,2ш /  ” _ 5 0 ^ ,)  =
V Г ' 10 000 /

=  Ф ( 0 ,2 - /1 В Д = Ф  (1,92).
Китоб охиридаги 2-жадвалдан

Ф (1,92)=0,4726 
ни топамиз. Демак Р  {|хт—а|< 0 ,2}=0,4726 булади;

418



б) аввал 8 ни топиш учун

Ъ— 1 ) / • § ( ' - ? )
п

формуладан фойдаланамиз. Бунинг учун * ни 2Ф (0 = 0 ,9 5  
тенгликдан топамиз. 2-жадвалдан ¿=1,96 ни аницлаймиз:

•, 7 5,661 1— \
а=1,9б  V  "  М) 2 .г 500 .

Демак ишончли интервал
хт— 8 < а < х т Ч 8

дан фойдалансак 15,676 — 0,2 <  а <  15,676 -1- 0,2 ёки 
15,4 7 6 < а <  15,876 булади. . А

□  . 1. Бош уртача квадратик четланиш а, танланма 
уртача циймат Хт ва танланма ^ажми « берилган. Бош 
тупламни нормал тацсимланган деб, унинг номаълум а 
математик кутилишига 0,95 ишончлилик даражаси билан 
ишончли интервалларни тузинг:

1) а = 5 , х т — 14, « =  25;
2) я= 4 , х т =  10,2, «= 16 .
Ж авоб. 1) 12,0 4 < а <  15,96; 2) 7 ,6 3 < а < 1 2 ,7 7 .

2. Бош тупламдан « =  10 *ажмли танланма олинган: 
х г —2 1 2 3 4 5 п, 2 1 2 2 2 1

Бош тупламнинг нормал тацсимланган х  белгисининг а 
математик кутилишини танланма уртача циймат буйича
0,95 ишончлилик билан ишончли интервал ёрдамида ба^о- 
ланг.

Ж  авоб 0 3 < а < 3 ,7 .
3. Бош тупламдан олинган « = 1 6  ^ажмли танланма- 

нинг нормал тацсимланган мицдорий белгининг тузатилган 
уртача квадратик чекланиши 5 =  1 топилган. а бош урта- 
чз квадратик четланишни 0,95 ишончлилик билан цоплай- 
диган ишончли интервални топинг.

Ж  авоб. 0 ,56< о< 1,44 .
4. Бугдой донининг оцсилини аницлаганда куйидаги 

маълумотлар олинган: Хт =14,80% . Танланма уртачасининг 
нисбий хатоси 5 -  = 0 ,20% , « = 4 . Бош уртача учун 95% 
ли ва 99% ли ишончли интервалларни топинг.

Ж  авоб. а) (14,16; 15,44); б) (13,63; 15,97).



—  ^
Курсатма. —т= формуладан фойдаланиш керак.

У п
5. Катта партияда тайёрланган деталлардан п ^ажмли 

танланмадаги деталлар узунликларининг уртача арифмети- 
ги л:т топилган. Деталлар узунлиги X —нормал так;сим- 
ланган тасодифий миздор. булсин. Бош туплам уртача 
квадратик четланиши. о=0,5  мм маълум булса, номаълум 
математик кутилиши а ни у ишончли э^тимол билан коп- 
ловчи ишончли интервалини топинг:

а) лгт = 5 0  мм; п = 64; 7 = 0 ,95 ;
б) хт =51 мм; 49; 7= 0 ,9 9 ;
в) Х т — 5 2  мм; п —36; 7=0,999.
Жавоб. а) 4 9 ,8 7 7 5 < а< 5 0 ,1225; б) 50,81 5 < а < 5 1,185;

в) 51,725<<I<52,275.
6 . Деталларнинг узунликлари нормал таксимланган X  

тасодифий микдор булсин. Аг#р бош уртача квадратик 
четланиш о=0,5  мм булиб, ишончли э^тимоллари 7 маъ
лум булса, математик кутилиш а ни 8=0,25 ба^о анин;- 
ликда копловчи энг кичик танланма хажмини топинг.

а) 7 =  0,95; б) 7 = 0 ,99 ; в) 7= 0,999.
К у р с а т м а .  л =  ^ ~  формуладан фойдаланиш керак.
7. Бош тупламнинг сон белгиси х  нормал таксимлан

ган. л = 1 0  хажмли танланма буйича „тузатилган“ уртача 
квадратик четланиш 5=0,16 топилган. Бош уртача ква
дратик четланиш о ни 0,999 ишончлилик билан коплай- 
диган ишончли интервални топинг.

Жавоб. 0< о< 0 ,448 .

3-§. Танланма уртача циймат ва танланма дисперсия- 
ни ^исоблашнинг к^пайтмалар методи "

1. Т е н г у з о к л а ш г а н  в а р и а н т  ал а р. Варианта- 
ларнинг кабул киладиган цийматлари катта сонлар булган- 
да, танланманинг йигма характеристикаларини ■ куйидаги 
купайтмалар методи билан .чисоблаш кулайдир.

Тенг узоцликдаги варианта деб А айирмали арифме
тик прогрессия ташкил этадиган вариантага айтилади. 
Ш арт ли варианталар деб

т = !!1 1 -  (¿=Т7Т)п
тенглик билан аникланадиган варианталарга айтилади, бу



ерда с — сохта ноль (энг катта частотага эга булган вариан
та), к—икки варианта орасидаги масофа (бирлик.)

Танланманинг йигма характеристикаларини зисоблашда 
эмпирик моментлардан фойдаланиш к у лайд нр. Эмпирик 
моментлар кузатиш маълумотлари буйича зисобланади:

м '  = — 'УР'1 (XI —с)к ифода к-тартибли оддий эмпи- к п^  „
рик момент дейилади, бу ерда с—сохта ноль, «== 

танланма зажми, Л /—частота. М /г = ~ п .1 х / ифода ¡г- 
тартибли бошлангия эмпирик момент дейилади. 
к = \  булса, П1 Х1 =Хт булади.

т1г= — ' ^ п 1 (х1-х - х )4 ифода к-тартибли марказий. 
эмпирик момент дейилади.

Эмпирик цийматларни зисоблашда осонлик учун шартли 
эмпирик моментлардан фойдаланиш мумкин:

ифода А-тартибли шартли эмпирик момент  дейила' 
ДИ.

ёки бу ердан дгт ни топамиз: хт — М* к+ с  формула тан
ланма уртача цийматини топиш формуласидир. й г  ~ \М 1 —
— (М*)2]А2 эса танланма дисперсиясини зисоблаш формула- 
си.
хт ва От ларни зисоблашда, купайтмалар методидан фой
даланиш учун зисоблаш жадвалини тузиш керак.

1) Жадвалнинг биринчи устунига варианталар ортиб 
бориш тартибида ёзилади;

2) иккинчи устунга варианталарнинг мос равишдаги 
частоталари ёзилади. Устун тагига частоталар йигиндиси 
ёзилади;

3) учинчи устунга шартли варианталар «г ёзи-
/г

4) туртинчи устунга частоталар шартли варианталарга

т 2=  Г1‘ ~ Х т  )2==° т  •

лади;



купайтириб ёзилади. Устун тагига уларнинг йигиндиси 
ёзилади;

5) бешинчи устунга частоталар шартли варианталар 
квадрьтларига купайтирилиб ёзилади, устун тагига улар
нинг йигиндиси ёзилади;

6) олтинчи устунга частоталар *ар цайсксини битта 
орттирилган шартли варианталарнинг квадратларига купай
тириб ёзилади ва устун тагига 2  п‘ {u  ̂ + 0 2 йигинди ёзи
лади.

Бу устун контрол устун дейилади. Агар ^  п 1 +
4-1)* йигинди

*2/11 и] +  2 2 « /  и/ +а

йигиндига тенг булса, у *олда ^исоблг.шлар тугри бажа- 
рилган деб *исобл£нгди. Жадвал тулдирилгандан кейин

Л 1 ;= 4 2 > ,а ,  =

шартли моментлар топилади. Сунгра хт ва £>т лар ^исоб- 
ланади.

1 - м и с о л .  Танланманинг берилган таксимоти буйича 
танланма уртача кийматини ва танланма дисперсиясини 
купайтмалар методи билан топинг.

а) варианта х { 18,6 19 19,4 19,8 20,2 20,6
частота « / 4  6 30 40 18 2

б) варианта 65 70 75 80 85 
частота /г,- 2 5 25 15 * 3

Д .  а) Хисоблаш жадвалини тузамиз:

1 2 3 4 5 б

* 1 ’Н “ г п1 и1 ' Ч  и ) «/  ( « г * 1)-

18,6 4 —3 — 12 36 16
19,0 6 —2 - 1 2 24 6
19,4 30 — 1 —30 30 0
19,8 40 0 —54 0 40
20 ,2 18 . 1 18 18 72
20 ,6 . 2 2 4

22
8 18

V 3 II О о 2 « ;« г = 3 2 2 ^ и ? = 116 (“ г+ 1)=  152



Хисоблашларни текшириш учун
У  п ,  ( и ! + 1 ) 2 =  'Угс? «2 -4 -2 V / ? , ГГ; 4 - ПЛа* МИ * ¿ьаА

айниятдан фойдаланамиз: 2  я» +  I ) 2 =  116 — 64 +  
+  100=152.

Контрол йириндиларнинг бир хил эканлиги ^исоблаш- 
лар тугри бажарилганидан далолат беради. Энди, биринчи 
ва иккинчи тартибли шартли моментларни ^исоблаймиз:

л ) ; - 4 2 я 1  и, = - ^ - о , з 2 ,

Берилган мисолда /2 =  19—18,6=0,4; с = 1 9 ,8  эканини 
^исобга олсак:

х т= м ; / 1+ с =  -0 ,3 2 -0 ,4 + 1 9 ,8  =  19,672,
От =[Л1*—(уИ*)2]/г2 =  [1,16—( —0,32)2] -0,4!=0,1692. 
б) Бу мисолда ^ам осонлик учун ^йсоблаш жадвали

ни тузамиз.

1 2 3 4 5 6

Х1 «г Л П1 и1 п 1 и2. 1 п1 (и 1 +1)*

65 2 —2 —4 8 2

70 5 — 1 —5 5 0

75 25 0 —9 0 25

80 15 1 15 15 60

85 3 2 6 12 27

21

2 50 12 40 114



2 « /  « ¡ + 2 Л* Иг + « = 4 0 + 2 4 + 5 0 = 1 1 4 .

Демак, зисоблашлар тугри экан. Энди М\ ва М\  ни 
зисоблаймиз:

л<; - т 2 ' ,‘ “ ' = - 1 = а д 4 ’

^ • = 4 2 “' “  1 Ь 0 .8 -

Берилган мисолда /г=70—65= 5; с= 7 0  эканлигини зи- 
собга олсак:

х т = У И ;./г+ с= 0 ,24-5 + 75=76,2.
О т =  [ М ;- (М ;) 2]/г2 =  [0 ,8+(0 ,24)2] -25 =  18,56. А

□  . Танланманинг берилган тацсимоти буйича танланма 
уртача цийматини ва танланма дисперсияни купайтмалар 
методи билан топинг.

8. х /  12 14 16 18 20 22 
щ  5 _  15 50 16 10 4

Жавоб. хт =16,46; От =4,87.
9. XI 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12 

щ  2 _  3 8 13 25 20 12 10 6 1
Жавоб. С̂т =11,1; йт =0,14.
10. XI 15 20 25 30 35 40 45 50 55 

п I 6_ 13 38 74 106 85 30 10 4
Жавоб. л :т=34,7; От =54,46.
11. XI 83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 

п 1 _6 7 12 15 30 10 8 6 4 2
Жавоб. х т =90,72; Д- =17,20. Щ
2. Т е н г  у з о к л и к д а б у л а д и г а н  в а р и а н т а л а р .  

Кузатиш натижаларида варианталар замма вакт зам тенг 
у зо клик да жойлашган булавермайди. Тенг узог^ликдаги 
варианталарга келтириш учун белгининг кузатилаётган 
замма к ий мат лари кирган интервални бир неча тенг цис- 
мий интервалларига булинади, сунгра цисмий интерваллар- 
нинг урталари топилади. Х,аР бир янги интервал частотаси 
учун шу интервалдаги частоталар йигиндиси олинади.

2 - м и с о л .  « = 5 0  зажмли танланманинг тенг узоклик- 
да булмаган варианталари таксимоти буйича танланма ур-



тача к;иймат ва танланма дисперсияни купайтмалар мето- 
ди билан топинг.

X I 6 8 11 13 15,5 17,5 20 23,5 24,5 26 
Л; 1 9 6 6 4  6 8 5 4 1

Д . 6—26 интервални узунлиги Л =  4 булган 5 та кис- 
мий интервалга буламиз:

, 6 - 1 0  1 0 -1 4 , 14-18, 18—22 2 2 -2 6
Кисмий интервалларнинг урталарини янги У/ варианта- 

лар сифатида олиб, тенг узокликдаги варианталарни ^осил 
циламиз:

У1 =  8 , У г— 12, Уз =  16, у 4 =  20, у 5 =  24.
Хар бир интервалнинг частоталзри цуйидагича булади:

^  =  1 + 9 = 1 0 , й2= 6  +  6= 12, « з = 4 + 6  =  Ю,
«4= 8 , « 5 = 5 + 4  1-1 =  10.

Демак, тенг узокликдаги варианталар тацсимоти:
у/ 8 12 16 20 24 

я/ 10 12 10 8 10
Купайтмалар методидан фойдаланамиз, бунинг учун 

^исоблаш жадвалини тузамиз:

ь п1 и1 п1 и1 п1 п1 (и1 . I)2

8 10 — 1 — 10 10 / 0

12 12 0 — 10 0 12

16 10 1 +  10 10 40

20 8 2 16 32 72

24 10 3 30 90 160

56

2 50 46 142 284

Контрол:
2  п, (и, + 1 )2= 284 .

^ « ;  + 2 ^ « г  и,1 + « = 1 4 2 + 9 2 + 2 0 = 2 8 4 .



Демак, ^исоблашлар тугри экан. Энди /кГ* ва М*2 ларни 
^исоблаймиз:

^ = 4 2  « ■ = | = о , 9 2 ,

^ ■ 4 2 “' “«“ И ” 2,84-
Берилган мйсолда //=4, с =  12 булгани учун: 

у т =7И*./г+ с = 0 ,92-4 +  12= 15,68,
Л т =  [-/И*—(А?*)2]А2= [2,84 —(0,92)2] • 16=32.

Танланма дисперсияни ^исоблашда группалаш натижа- 
свда вужудга келган хатони камайтириш Мацсадида Шеф- 
фард тузатмаси  киритилади, у цуйидагига тенг:

О' = О т —1/г2.

0 -1 ва к нинг цийматларини урнига к у ям из:

Д г =  32 - ~ 4 2 =  3 2 - 1,3=30,7. Д

р .  Куйидаги мисолларда х Т ва О, , О', ларни купайт- 
малар усули билан топинг.

12. х\ 2 3 7 9 11 12,5 16 18 23 26 26 
п 1 3_ 5 10 6 10 4 12 13 8 20 9..

Жавоб. Хт =  15,56; £г =45,14; />г=42,14.
13. XI .10 13 15 17 19 23 24 26 28 32 34 35 

.л/ 2 4 6 8 9 6  20 25 10 8 7 5
Жавоб. х т =24,35, £>¡=31,83 0 Т=29,75. Ц

4- §. Эмпирик тацсимотнинг асимметрияси ва 
эксцесси

Математик статистикада нисбий частоталгр тацсимоти 
эмпирик тацсимот  дейилади (эдтимоллар назариясида 
э^тимоллар тацсимоти назарий тацсимот деб юритила- 
ди). Баъзан эмпирик та^симотнинг назарий нормал тацси- 
мотдан четлапишинк ба>;олашда -асимметрия ва эксцесс 
каби махсус характеристикалардан фойдаланилади.

Нормал тацсимот учун бу характеристикаларнинг ь,ий- 
матлари нолга тенг. Агар урганилаётган тацсимот учун 
асимметрия ва эксцесс кийматлари нолга яцин булса, у.



золда бу статистик тацсимотнинг нормал тацсимотга 
якинлигини тахмин килиш мумкин. Эмпирик тацсимотнинг 
нормал эгри чизицка Караганда кун ски кам кутарилиши- 
ни ба^олаш учун эксцессдан фойдаланилади.

Эмпирик та^симотнинг асимметрияси ва эксцесси цу- 
йидаги тенгликлар билан топилади:

бу ерда ат —танланма уртача квадратик четланиши;
т3 = ~ ^ ' ^ п 1 (хь — х-х)г — учинчи тартибли марказий

эмпирик момент,
п 1 (Х 1 ~ х т )4— туртинчи тартибли марказий

эмпирик момент. Агар варианталар к цадамли тенг узок- 
ликдаги варианталар булса, пг3 ва т 1 лар куйидаги фор- 
мулалар орцали ^исобланади:

с—сохта ноль.
1-ми.сол., Ушбу эмпирик тацсимотйинг асимметрия 

си ва эксцессини топинг.

XI | 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8

т  ) 5 Ю 17 . 30 | 20 12 6

А . Купайтмалар методидан фойдаланамиз. Бунинг 
учун ^исоблаш жадвалини тузамиз. 1—5 устунлар аввал- 
ги параграфдаги каби тулдирилади, яъни бу ерда шартли

Х"~~С41 =  варианталарга утиб (с =  11, 2 энг катта частотали
варианта, к=Хц- 1 —Х1 =0,2) учинчи устунни тулдирамиз. 
Сунгра иккинчи ва учинчи устунлардаги мос элемент- 
ларни купайтириб туртинчи учун элементларини, учинчи 
ва туртинчи устундаги мос элементларни купайтириб, 
бешинчи устун элементларини ^осил циламиз ва *,ок<зо. 
Охирги устунни з^осил килиш учун эса учинчи устун эле- 
ментларига 1 ни кушиб, уларнинг туртинчи даражаларини 
иккинчи устуннинг мос элементларига купайтирамиз.

тя =  \М\ -  Ш \М \  +  2 (М ;)3] А3,
т{ =  \м*  -  4 м ;м ;  -ь 6 (м ;)2 м \  — з  (тир1] а*.



п1 “1 «г “ г Ч  а\ л, цЗ П1 и“* Щ (и, -И)‘

10,6 5 —3 — 15 45 - 1 3 5 405 80

10,8 10 —2 —20 40 - 8 0 160 10

11,0 17 — 1 — 17 1 17 — 17 17 0

11,2 3? 0 - 5 2
» | - 2 3 2 1 °  ■ 30

11,4 20 1 20 20 20 20 320

11,6 12 2 24 48 96 192 972

11,8 6 3 18 54 162 486 1536

|  62 |  278

23 100 2 ,г* а1= 
- 1 0

2 я<в?=
=224 =46

X '  л 

=  1280
Х гч  (и+

+  1)2=2948

Контрол: 2 я ' (а‘ + 1 )4=1948.
и ?+ 42«<  и ^ + б ^ я ; и] +  п =

=  1280+184+ 1344+40+ 100= 2948.
Демак зисоблашлар т^рри экан. Энди М*г М*2, УИ*. М* 
ва хт, От, о ларни ^исоблаймиз:

^ 1 = ~ п 2 п‘ =  Тоб"= ^ :

^■-12'"“г=тет-2'24;
^ Ч 2 ' " “г-ш'=0’46'
'и;=72'““! " ж =12л

л:т=М *Л +с=0,1  -0 ,2+ 11 ,2=  11,22;
£>т =  [М\ — (УИ*)2] А2 =  [2 ,2 4 -(0 ,1 )* ]-0 ,0 4 =  0,0892;

8Т =(/0^0892 «  0,29.
,  Учинчи ва туртинчи тартибли марказий эмпирик момент- 

ларни топамиз:
т3 =  [М1 — т \М * 2 + 2{М*1У] /г3 =  - 0 , 00168; 

тк =  [ м ;  -  т хМ*г \  6 (м ;)а М \~Ъ  (м ; ) 4] /г4=0,0204.



Асимметрия ва эксцессни топамиз:
— 0168 

>586 ~  —

, _  №¡1 о 0,0204 
к ~  а4т  0,0079 ▲

Бу топилганлардан куйидагича хулоса чикариш мумкин: 
а) асимметрия ва эксцесс кийматлари нолга якин (мос 

равишда 0,06 ва 0,4 тенг) булгани учун бош тупламни 
нормал тацсимотга якин. деб цараш мумкин; б) асиммет
рия манфий сон булгани учун эгри чизикнинг „узун кис- 
ми“ урта кийматдан чапда ётар экан; в) эксцесс мусбат 
булгани учун эгри чизик нормал эгри чизикка Караганда 
„баландрок“, „уткиррок“ учга эгадир.

□  . Куйидаги мисолларда эмпирик таксимотнинг асим- 
метрияси ва эксцессини-топинг.

14. XI | 26 |
1 32 1 38 1I 44 1 50 ,|

1 56 !| 62

"'1 5 1 15 1 40 1 25 11 8 11 4 11 3

15. х 1 1
12,4 |1 16*4 I| 2° . 4 || 24,4 |I 28 ' 4 11 32-4 1| 36,4

Щ | 5 11 15 I 40 1I - 25 |1 8 11 4 1 3

16. Х г1
10,2 | 10,9 || П , 6 | 12,3 |1 13 1

13,7 || Н ,4

Я<1
8 | 10 11 60 1, 12 |

1 5 1 3 11 2

17. " 1
100 | 115 ,|1 2 0  | 1 25 ,  | 130 11 135 || 140

П1\ 5 11 10
I 30 | 25 1 15 11 10 |1 5

18. ^ 1 102 | 112 | 122 | 132 | 142 | 152 | 162

щ | 4 | 6 | 10 | 40 | 20 | 12 | 8

а



КОРРЕЛЯЦИЯ НАЗАРЙЯСИ

1- §. Чизицли корреляция

Математикада ва техникада функционал богланиш ту- 
шунчасини куп учратиш мумкин. Масалан, дойра юзи 
радиусига боглиь; (5 =  г/?2), газбосими з?ажм ва темпера-
турага богли^ (р =  Я ■ , р — газ босими, I — темпера
тура, V — х;ажм, — узгармас коэффициент) ва ^оказо. 
Функционал богланиш тасодифий мицдорлар орасида хам 
булиши мумкин.

Статистик богланиш  деб шундай богл^нишга айти- 
ладики, унда микдорлардан бирининг узгариши иккинчиси- 
нинг тацсимоти узгаришига олиб келади. Хусусан, статистик 
богликлик микдорлардан бирининг узгариши иккинчисининг 
уртача цийматини узгаришида куринади; бу ^олда статис
тик богланиш корреляцион борланиш деб аталади.

Масалан, бир неча майдонга бир хил миадорда у риг 
солсак ^ам олинган ^осилдорлик ^ар хил мивдорда булади. 
Лекин уртача ^осилдорлик солинган утит мивдорига бог- 
л щ  булади. Бу ерда хосилдорликни уртача киймати билан 
у гит миедори орасида корреляцион богланиш мавжуд деб 
ь;араш мумкин.

Шартли уртача циймат ух деб У нинг X  =  х  ций- 
матга мос ^ийматларининг арифметик уртача кийматигз 
айтилади.

У нинг X  га корреляцион борлщ лиги  деб, у * шартли 
уртача ь;ийматнинг х  га функционал бокли^лигига айтилади:

У.* = / ( * ) •  ( 1)
(1) тенглама У нинг X  га регрессия тенгламаси де- 

йилади;
/ (х) функция У нинг X га регрессияси, унинг графиги 

эса У нинг х  га регрессия чизиги дейилади.



Ху — '•? (У) (2)
тенглама а: п и н г у га регрессия тснгламаси  дсйилади. 
Корреляцион боглицлик икки хил булади: чизи^ли ва эгри 
чизикли.

Корреляцион боглицлик чизицли булганда регрессия 
тенгламаси

у х =  а х  +  Ь - (3)
куринишда булади.

Бу тенгламадаги а т а н л а н м а н и н г  регрессия коэф~ 
фициенти дейилади. (3) даги а  ва Ь ни энг кичик квадрат- 
лар методи ёрдамида цуйидаги нормал тенглама системаси- 
дан топамиз:

пЬ +  а ' ^ х 1 =  ^  у,  
/■= 1 ¿=1

(4)

У нинг X  га регрессия тугри чизигининг танланма тенг
ламаси

' Ух — У =  г т (5)аX
куринишда булади, бу ерда у х — шартли уртача циймат. 
х  ва у  текширилаётган X  ва У белгиларнинг танланма ур- 
тача цийматлари; ах, ау — танланма уртача квадратик четла- 
нишлари, гт — танланма корреляция коэффициента, у куйи, 
даги формула орцали топилади:

у п х « - Х У —  п Х У  ' 
гт =  ^ ----------------. (6)1 П0х<3у '  '

Чизикли корреляцион богланиш зичлигини ба^олаш 
учун танланма корреляцион коэффициента гт — хизмат ки~ 
лади; | гт | бирга канча яцин булса, богланиш шунча кучлй 
булади.

^исоблашларни соддалаштириш учун зисоблаш жад- 
валини тузиш кулай.

Агар X  ва У белгилар устидаги кузатиш маълумотлари 
тенг узоцликдаги вариантали корреляцион жадвал курини- 
шида берилган булса, у ^олда куйидаги



к

шартли варианталарни киритамиз. си с2 лар мос равишда 
„сохта“ ноллар, Л, ,Л2 л?р эса мос равишдаги кадамлар.

Шартли варианталар ор^али танланма корреляция коэф
фициента куйидагичз топилади:

V,
- п , . „ и ь  —  п  и  V

(7)

бу ердаги 2 пт цги ни ^исоблашни келгусида мисол ор^али 
тушунтирамиз.

— У  пи и — V  пи? / •= ------т=-г.
« =  — —  . ® — (и) ,

Оу =  \  V 2 —  (т) )2
\

ифодалар купайтмалар методи оркали топилади. Уларни 
топгандан сунг регрессия тенгламасидаги ифодаларни цуйи- 
дагича топамиз:

х =  иН{-\-си у = +  Ьх = ЬиН 
оу = о р./г2.

1- м и с о л .  Берилган майдонда у тгн и  ^осилдорликка 
таъсирини урганиш максаднда утказилган 10 та тажриба 
натижаси куйидагича:

XI 6 11 11 7 8 10 12 6 10 9

У1
27 32 33 30 30 33 34 29 31 32

бу ерда х  ^ар бир гектар ерга солинган угит миадори 
(тонна), у — ){ар бир гектар ердан олинган ^осилдорлик. 
У нинг X  га турри чизицли регрессия' танланма тенглама- 

сини топинг ва у ни кузатиш натижалари билан таадосланг.
Л • Угит микдорининг оширилиши билан ^осилдорлик 

ортишини курамиз. Бу икки миадор узаро турри чизицли 
борланишга эга деб цараймиз:

у х =  ах  +  Ь.
Бу ердаги параметрлар а ва Ь ни топиш учуй ^исоблаш 
жадвалини тузамиз:



Тажриба
номери У/ Х1 х) *1

1 27 6 36 162
2 32 и 121 352
3 33 п 121 363
4 30 7 49 210
5 30 8 64 240
6 33 10 100 330
7 34 12 144 408
8 28 6 36 168
9 31 10 ,  100 310

10 32 9 81 288

я =  10

2соII * II со О Ъх\ =  852 =  2831

а ва Ь параметрларни топиш учуп (4) формуладан фойда- 
ланамиз:

90 ЬЛ 852 а =  2831, 
1 0 6 +  90 а =  310.

Иккинчи тенгликни 9 га купайтириб биринчи тенглик- 
дан айирамиз:

42 а  =  41;

‘ ’ ь  310 90 д пг. 5
10 ~   ̂ 14 ‘

У *о}да тглеб \у.лтгт  регрессия тенгламаси

у , =  й х + 2 2 П (*>
куринишда булади.

Энди_бир хил микдордаги у гит солинганда (*) тенглик 
буйича у х кутильдиган ^осилдорлик кийматларининг у 1 
танланма циймати микдорльридан оришини 0,01 аникликда 
топамиз:

2 - ж а д в а л

Х1 У( Уд:

1 »<

6 27 28,06 1,06
11 32 32,96 0 ,96
11 33 32,96 - 0 , 0 4



Х 1 У1 У х Ух ~У1

7 30 29,04 - 0 , 9 6
8 30 30,02 0,02
10 33 31,98 - 1 , 0 2
12 34 33,94 - 0 , 0 5
6 28 28,08 0,05
10 31 31,98 0 ,98
9 32 31 - 1 ,0 0

ух— у 1 кийматларидан куринаднки кутилэдиган зосил- 
дорлик угит мицдорига жуда безлик экан.' А

Кузатишлар сони катта булганда х  цийматнинг узи пх 
марта, У цийматнинг узи пу марта, сон жуфти (х\ у) нинг' 
узи пху марта учраши мумкин. Шу сабабли кузатиш маъ- 
лумотлари группаланади, яъни пх , пу, пху частоталар зи- 
собланади ва жадвал куринишида ёзилади. Бундай золатда 
цуйидаги мисолни ечиш схемасидан фойдаланган маъцул.

2- м и с о л .  Бирорта усимлик огирлигининг (бутун 
усимлик огирлиги х  грамм ^исобида) экилган урур орир- 
лиги (у грамм ^исобида) буйича таксимоти жадвал усули- 
да берилган.

3 - жа два л

х / у 13 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63 68 пх

25 3 2 5
35 6 4 11
45 1 13 5 19
55 1 2 4 8 1 16
65 1 4 4 2 11
75 2 6 6 1 15
85 1 5 6
95 1 4 1 6

105 2 4 1 1 8
115 1 1 2
125 1 1

"у 3 10 -20 9 14 11 9 7 6 6 1 3 100

Бу ерда усимлик огирлиги ва урур орирликлари синф- 
ларга ажратилган булиб, бу синфларнинг урталари х  — 25, 
35 ва з. к. у — 13, 18 ва х,. к. деб олинган. 3 сони — 
умумий огирлйги 25 г замда урур огирлиги 13 г дан бул-  
ган уч усимлик борлигини курсатади ва ^оказо. Сунгги



устунда умумий огирликка мос усимликлар частотаси жой- 
лашган. 100 усимликдан 5 тасининг умумий огирлиги 25 
грамм, 11 тасининг умумий огирлиги 35 г ва ^оказо. 
Сунгги йулда уруг орирлигига мос усимлик частоталари 
пу жойлашган.’ Энди корреляция коэффициента у  нинг х  
га регрессия турри чизирининг танланма тенгламасини ту- 
замиз.

Д  х  ь;ийматлари узгармас айирма 10 га, у кийматлари 
эса узгармас айирма 5 га эга эканига диццатни жалб этиб,. х _15
шартли варианталарни киритамиз. х  урнига и =  -ад—  миц-

у — 8дорни ва у урнига V =  —5 мицдорни киритамиз.
Бу ^олда х== 25, 35, 45, 55, 65, 75,85, 95, 105, 115,

• 125 цийматлар мос равишда
и =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11

• к ий мат л ар билан, у нинг
у =  13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, 63, 68 

цийматлари эса V нинг
V =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

ь, ий мат лари билан алмашади.
Натижада янги шартли варианталар буйича куйидаги 

корреляцион жадвални *осил киламиз:
4- ж а д в а л

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 па

1 3 2* 5
2 6 4 1 11
3 1 13 5 19
4 2 2 4 8 1 16
5 1 4 4 2 11
6 ’ 2 6 6 1 14
7 1 5 6
8 1 4 1 6
9 2 4 1 1 8

10 1 1 2
11 1 1

Пу 3 10 20 9 14 11 9 8 6 6 1 3 100

и, V ларни д’исоблаш учун турт майдон усулидан фой- 
даланиб цуйидаги 5- жадвални тузамиз.





)^ар бир катак унгдаги юцори ва пастки чап бурчакдаги 
рацамлар мое равишда т) ва и шартли варианталар киймат- 
ларини частотасига купайтириш билан ^осил цилинади. Бу 
юк;ори унг (пастки чап) бурчакдаги рацамларни сатр (устун) 
буйича йигиб охирги аввалги устунга (сатрга) ёзамиз. 
Масалан, туртинчи сатр ва бешинчи устундаги бу .рацамлар 
йириндиси цуйидагича топилади:
7 0 = 1 - 2 + 2 - 3  +  4 -4 -|-8 -5  +  1-6 =  2 +  6 + 1 6 -(-4 0  +  6 

64 =  4-8 +  4-4 +  6-2  — 32 +  20 4- 12
Пастки чап бурчакдаги сонлар частотани и купайти

риш дан з^осил цилинади.
Охирги устун (сатр) катакларига и-у  (ъ-и) кийматлари 

жойлаштирилиб, охирида улар йигиндиси ёзилади.
Бу жадвалдан фойдаланиб цуйидаги ^исоблашларни ба- 

жарамиз:
 — Е пи&и а 486 ,

- =  - =  ¡оо =  4-86-
—  %! 543 

г' — и /г 100

Энди куйидаги ёрдамчи жадвалларни тузамиз:
6 - ж а д в а л  7- ж а д в а л

и пи пи и пи аа

1 5 5 5
2 11 22 44
3 19 57 171
4 16 64 256
5 11 55 275
6 15 90 540
7 6 42 294
8 6 48 384
9 8 72 648
10 2 20 200
11 1 И 121

Е 100 488 2938
-

V пи ПЧ1 V Пи V3

1 3 3 3
2 10 20 40
3 20 60 180
4 9 36 144
5 14 70 350
6 11 66 396
7 . 9 63 441
8 8 64 512
9 6 54 486
10 6 60 600
11 1 11 121
12 3 36 432

£ 100 543 3705

°1 =  -  (в)* =  ^  -  (4,86)2 =  5)7б04. 

°ц == /5 ,7 6 0 4  =  2,400.



Энди гт ни яисоблаймиз:

__В ат  uv •— п и v
п auav

1 ¡ l , n u v U V -----
----- ----------------- U VauGv \ и —  U V

Маълумки, гх нинг циймати (±  1) га я^ин чикса биз
цараётган х  ва у мщдорлар орасвдаги богланишни чизиц- 
ли богланиш деб царашимиз мумкин.

л; ва у лар учун куйидагиларни ёзишимиз мумкин:

келиб чикади.
Регрессия тенгламасини келтириб чицариш учун регрес

сия коэффициентини зисоблаймиз:

у  нинг х  га регрессия тенгламаси ух — у =  руХ (х  — х) 
га асосан у х = 35, 15 — 0,536 (х — 63,50) ёки ух — 0,536л: 
+  1,11 келиб чикади.

Энди х  урнига унинг турли ^ийматларини цуииб у х 
кийматларини топамиз:

( х  — it hy +  С\, у  > it &х 133 ^и' ^у ^v ^2 • 
Бундан:

х  == 10 и +  5 =  63,50; <зх =  10-зц =  24,00;
"у =  5г< +  8 =  35,15; ау =  5 ^ ’=  13,75;

— u ' v )  =  50-6,1802 =  309,01

у ,=  0,535-25 +  1,11 =  14,51 =  14,5 
у 2'=1 0,536-35 +  11,11 =  19,9 ва зоказо.



ж а д в а л

X Ух Ух у' —Ух х X Ух Ух Ух~ Ух

25 14,5 15,0 — 0 ,5 75 41,3 40,0 1,3
35 19,9 22,6 - 2 , 7 85 46,7 47,2 —0 5
45 25,2 24,1 1,1 95 52,0 53,0 - 1 0 -
55 30,6 29,9 0,7 105 57,4 58 ,6 — 1 2
65 36,0 35,3 0,7 115 62,8 63 ,0 —0 2

125 68,1 68 ,0 0 1

Жадвалдан куринадики хусусий уртача ^ак;иь;ий ^рта- 
чага етарли я^ин эканини курамиз.

Э с л а т м а .  Учинчи устундаги ух нинг хусусий уртача 
цийм&тлари куйидагича топилади:

— 1 3 -3 +  18-2 1С
У' = - 3  + 2—  =15;

-  18 6 ■! 23 +  48 1
У* =  — 6 +  4 +  1--------- 2 2 ’6

ва ^оказо. А
3- м и с о л. Тупрокнииг нисбатан намгарчилиги (х) ва 

ёпкшцоцлиги (у) туррисида аникланган маълумотлар куйи
дагича

3,4

Маълумотларнинг корреляция коэффициентини ва рег
рессия чизигининг танланма тенгламасини_тузинг. •

Л - ^исоблаш жадвалини тугридан-тугри тузамиз:
9- ж а д в а л

х{%) ' 19,9 20,9 26,1 29,4 30,5 40,3 44,8
47,6 56,6 58,3 64,5 75,6

у (г/см2) 0,0 0,6 0,1 1,1 1.7 1,7 2,6
42 5,8 6,3 7,3

п =  12.

X (х) Г ¡см1 Уг ху

2 19,9 0,0 396,01 0 ,00 0 ,00
2 20,9 0,6 436,81 0 ,36 12,54
3 26,1 1,1 681,21 1,21 28,71
4 29,4 1,2 864,36 1,44 35 ,28
5 30,5 1,7 930,25 2 ,89 51 ,85



X (X) Уем* л2 У9 ху

6 40,3 1.7 1624,09 2,89 68,51
7 44,8 2 ,6 2007,64 6,76 116,48
8 47,8 3 ,4 2284,84 11,56 162,52
9 55 ,6 4 .2 3091,36 17,64 233,52

10 58 ,3 5 ,8 3398,89 33,64 338,14
11 64 ,5 6 ,3 4160,25 39,69 406,35
12 76,6 7 ,3 5867,56 53,29 559,18

2  ~ 2 ,  =  514'7 2 У "  35 '9 25742,67 171,37 2013,08

х  ва у  цийматлари бир мартадан такрорлангани учун 
тугридан-тугри формулалардан фойдаланамиз:

= 3  =
514

н = 12

Л ш 35 ,9
п 12

2 ( *  — * )2 - 2 £ - ( 2 1 г ) г: «  =  257 4 2 ,6 7 - (514,7)2 :12 =
=  3666,33;

2 ( К - _у )г =  Е у 2- ( 2 у ) 2: п =
=  171,37 — (35,9)2; 12 =  63,97;

2 ( Х  — х х )  (К — у)  =  2013,08 — (514,7 х  35,9): 12 =
-  473,27.

Энди танланма корреляция коэффициентини зисоблаймиз:

Е ( Х - 7 ) ( К - 7 )  _  473:27 - _п  077 
Гр ~  /  2  ( х  — " I )2 Е ( К— у$у ^ 3666,33 • 63,97 0 ,9 7 7 .

Регрессия коэффициента:

р - г =  о,977 / 63-97. =  0,1 3 г/см2.
^  г °х /3 6 6 6 ,3 3  '

Демак регрессия тенгламаси:

У = Р у * ( Х  — Я)

еки
=  2,99 +  0,13 (х — 42,89) =  0,13л: — 2,58. 

Уг =  0,13 х  — 2,38 булади. Д



X  (1 га майдонга 
солинган у г ит мик- 

лори, т.)
У (1 га майдондан 
олинган хосил ц)

5 ,0 13,8
5,5 14,0
5 ,6 14,3
6,5 14,8
7,0 15,1
8,0 15,6

-  7 ,0 15,8
7,3 16,1
6 ,5 16,4
7 ,5 16,6
8 ,3 16,8
6 ,0 17,0
7 ,5 17,2
8 ,5  . 17,6
6 ,0 17,9
8 ,0 18,1
9,5 18,3

10,0 19,5
10,9 20,3

Куйидаги мисолларда кор
реляция коэфффициенти, рег
рессия тугри чязиги танланма 
тенгламасини юкоридаги усул- 
лардан бирини цулланиб то- 
пинг.

1. Урит мщдори (л:) ва 
олинган бурдой ^осилдорлиги 
(у) орасидаги богланиш кор
реляция коэффициента™ ва 
регрессия чизири танланма 
тенгламасини тузинг:

2, У нинг X  га регрессия 
тугри чизирининг танланма 
тенгламасини, куйидаги кор- 
реляцион жадваллар оркали 
келтирилган маълумотлар бу- 
йича топинг.

Жавоб. гт =  0,76; у х  =  1,45 х  — 10,36.
3,



4. Икки турдаги объектни мос равишда уларнинг л: ва 
у аломатларининг берилган кийматлари буйича регистрация’ 
килишда бу аломатларнинг берилган цийматларини такрор- 
ланиш сонлари (частоталари) ^осил килинган:

\ *
2 4 6 8

1 1 2 1
3 2 . 4 4 ' 2
5 1 2 1

Бу мин;дорларнинг корреляция коэффициентини топинг.
5. 1\'уйидаги корреляцион жадвал оркали уч йиллик 

царагайнинг баландлиги билан ундан чик^ан навда узун- 
лиги орасидаги богланишаинг корреляция коэффициентини 
топинг.

Баландли
ги (см)

Улунлигп см

2
^ртача
узун-
лиги3 7 15 19 ' 23 27

6 5 3 2 8 4,50
16 7 15 1 2 25 6 ,6 8
26 2 21 17 20 42 8,81
36 15 37 26 4 75 11,59
46 1 31 27 12 62 13,13
56 2 >; 9 24 1 50 15,16
66 2 4 7 4 2 41 18,51
76 1 1 — 6 2 20 19,80
8 6 3 — 4 21,00
96 1 2 3 25,67
96 4 57 97 91 50 15 6 330 13,12

Уртача'
см 13,86 39, Г 2 43,4! 61,60 75,33 79,33

ух =  ? 
гт =  0,80.

- 6. 2- мисолдаги корргляхион жщвчл мгьлумэтларига 
асосланиб, X  нинг У  га тугри чизикли регрессия тенгла- 
масини топинг.

х ___ 7 5

К у р с а т м а. Шартли варианталарга утишда и =  —уд-'
у — 38

V =  — —  белгилашдан (с1 ~  75, са =  33) ф эйдупникг.Я



2- §, Эгри чизицли корреляция

Агар регрессия графиги эгри чизикли деб каралса, кор- 
реляцион богланиш эгри яизицли корреляция  дейилади. 
Иккинчи тартибли параболик корреляция булган ^олда У 
нинг X  га регрессиясининг танланма тенгламаси

у х = ах2+  Ьх +  с (*)
куринишда булади (иккинчи тартибли параболик корреля
ция), а, Ь ва с параметрлар энг кичик квадратлар усулидан 
фойдаланиб цуйидаги нормал тенгламалар системасидан то- 
пилади:

| а Е х*+ Ь £ х1 +  с Ех2 =  2 х 2 у х 
(Л) | а Е х 2+  />Ех2 +  сЕл:  =  х у х

I а Е л:2— Ь Е х  -+ сп — Е ух .
Б.у X ва К микдорлар такрорланмай келган ^олдир.
Агар X  ва У миадорлар такрорланиб келса, яъни пх ва 

пу частоталарга эга булса, маълумотлар корреляцион жад- 
вал оркали берилган булиб, нормал тенглама куриниши 
Куйидагича булади:

|  ( 2  пхх°) а +  ( 2  ■пхх г) Ь +  ( 2  пхх %) с =  2  пх ух х \

I I( 2  я , * 3) а. +  ( 2  пх х 2) Ь +  ( 2  я* =  2 « ,  ух х ,
2 га**2) а + ' ( 2  пхх)Ь  +  пс +- 2  чху х .

Бунда а, Ь ва с параметрлар топилиб (*) тенгламага куйи- 
лади.

Худди шу йул' билан У ни X  га регрессиясининг тан
ланма тенгламаси

=  а;у2+  Ь<у +  сх (**)
формула ёрдамида хопилади.

У нинг X  га корреляциясининг зичлигини ба^олаш учун 
ушбу

=  (С)
танланма корреляцион нисбат топилади.|Бу ерда

а__
ух " , (О)

-  . (Е)



X  нинг у га корреляцион зичлигини топиш учун эса

топилади.
1- ми с о л. Тажриба натижасида куйидаги маълумотлар 

олинган:

X 2 4 6 8 10

У 9 . 6 5 ,5 6,5 11

X  ва у
у =  axiJr bx +  с ■

куринишдаги тенглама билан богланган деб, а, b ва с лар- 
ни энг кичик квадратлар усули билан топинг.

Д . Хисоблашларни соддалаштириш учун куйидаги ^и- 
соблаш жадвалини тузамиз:

X 2 4 6 8 10 2 ж= зо

У 9 6 5,5 6 ,5 11 Sv = 3 8
ху  - 18 24 33 52 110 Ъху =  237
X2 4 16 36 64 210 2*2 =  220
х 2у 36 96 198 416 1100 =  1846
хз 8 64 216 512 1000 2 * з  =  1800
X4 16 253 12Э6 4096 10000 l x i =  15664

Топилган кийматларни (А) нормал тенгламага келтириб 
KÿHMH3:

15664 а +  1800 b +  220 с =  1846)
1800 а +  220 Ь +  30 с =  237
220 a  +  30ô +  5c  =  38 J -

Энди бу системани а, Ь, с ларга нисбатан ечамиз. Учинчи 
тенгламани 44 га ^пайтириб биринчи тенгламадан айира- 
миз:

15664 а +  1800 b +  220 с =  1846 
9680 а +  1320 b -f- 220 с =  1672



Учинчи тенгламани 6 га купайтириб иккинчи тенгла- 
мадан айирамиз:

1800 а +  220 6 +  30 с =  237 
1320 а 4- 180 Ь +  30 с =  228 
480 а +  40 а =  9. ,

Шундай килиб куйидаги системани ^осил циламиз :
I 5984 а +  480 Ь =  174,
I 480 а +  40Ъ =  9.

Бу системани а ва Ъ га нисбатан ечсак:
д _  Ё . ~ 0 3  Л —_2^7 —,__о о

112 ,с5, 290 ~  ^

келиб чикади. Булардан фойдаланиб с ни топамиз: с да 14,5 
х  ва у орасидаги борланишни курсатувчи функция (* )

у ,  =  0,3 д:2-  3,3 х +  14,5
куринишда булади. Д

2- м и с о л .  Куйидаги корреляцион жадвалда берилган 
маълумотлар оркали у х =  ах2 +■Ьх +  с танланма регрес
сия тенгламасини ва корреляцион нисбатни топинг.

> < 2 3 5 лу

25 20 — — 20

45 — 20 1 31

ПО — 1 48 49

пх 20 31 49 п  =  100

Д . Параметрларни топиш учун цуйидаги ^исоблат 
жадвглини тузамиз:

X "х Уд- пхх пххЪ пх* пх Ух пГУх п хУхх пх УхХ

2 20 25 40 80 160 320 500 1000 2000
3 31 47,1 93 279 837 2511 1460 4758 13141
5 49 108,7 245 1125 6125 30625 5325 26614 133121

100 — 378 1548 7122 33456 728,5 32004 148262



ух ни топиш усулуни тушунтирамиз:
~ . 20 25
У2 — 20 — 5’

Уз =  — 531:-Ю0- 4 7 ,1 ,

У 5 =  -1 45~49 8 100 =  Ю8,7.
Жадвалдаги топилган цийматларни (В) фэрмулага нуя- 

миз:
(33456 а +  71226 Ь+  1584с =  148262,
¡7122 а +  1584 Ь +  378 с =  32004,
1584 а +  378 6 +  100 с =  7285.

Бу системани ечиб куйидагиларни топамиз: 
а =  2,94, Ь =  7,27, с =  — 1,25:

Шундай цилиб .изланаётган танланма регрессия тенгламаси 
ушбу

=  2,94л2 +  7,27 л :— 1,25 
куринишга эга экан.

Бу тенглама буйича ^исобланган шартли уртача кий- 
матлар ^исоблаш жадвалвдаги шартли уртача цийматлар- 
дан сал фарк цилиши мумкин, масалан д: =  2 да жадвал 
буйича у х =  25 тенглама буйича 
у =  2,94-4 +  7, 27-2— 1,25 =  2515.

Демак топилган тенглама кузатиш маълумотлари би- 
лан жуда мос келади. Энди корреляцион нисбатни топа
миз. Бунинг уч'ун аввал умумий уртача цийматни топамиз: 

-  Е «уУ  20 25-1-31-45+49 100 7Г) о г
У ~  п ~  юо ‘ ~  и '6э-

Сунгра умумий квадратик четланишни топамиз:

=  | /  У - Я  =

__ , /  20 (25—72,35)^+31 (45-72 ,35)^+49(110-72 ,35)2 _  07  0
V 100

Групп алараро уртача квадратик четланишни топамиз:

А  Ух— У )2 =л /  Ъпх



1*у =  2£» =35,9 =  0,96 А
■X <5у -

□  7. К^Р?Л£ётган 6 марта кузглиш натижаси объект- 
нинг х  ва у сифат белгилгри учун цуйидаги жадвалда кел- 
тирилган. Уларнинг коррелляния коэффициентами топинг.

х  28 ,9  20,4 17,8 15,0 7 ,1  6 ,3  

у 6,86 5,92 5,38 4,40 2 ,3 0  2,32 

Жавоб. 7)т =  0,98.
8. Ту прогни анализ ципиш натижасида куйидаги маъ- 

лумотлар олинган:

6,5 7.0 7,5 8,0 8,5 9 .0 9,5 10,0 ПУ

0,5 ___ ___ ___ ___ ___ ____ 1 1 1
1,0 - — — — — 1 2 — 2
1,5 — — — — 3 4 — — 7
2 ,0 — 1 2 3 4 1 1 — 12
2,5 — — 2 2 6 2 — — 12
3,0 3 2 1 — — — — 6
3,5 2 3 1 6
4 ,0 1 — — — — — — — 1
пх 3 7 7 6 13 8 2 1 т  =  17

Жавоб. гт =  0,8.
9. Ернкнг зайдалиш чуцурлиги билан олинган зосил- 

дорлик орасидаги боглицликни кузатиш натижалари цуйи- 
дагича:
------------------------------------------ V------

Хайдалган ер чукурлнги, см 7 8 8 . ю п , 12

Уртача .^осилдсрлик 
1 га олинган  ц 8,1 8 ,3 8 ,2 9,1 10,3 10,8

Танланма корреляция коэффициента в а тугри чизиь;ли ре
грессия тенгламасини топинг.

Жавоб. гт =  0,94, у х =  0,583л: +  3,615.
10. Куйидагл жадвалда балиь; узунлиги билан унинг 

огирлиги тугрисидаги маълумотлар мослиги берилган. Улар 
орасидаги богланишни ух =  ах'2 +• Ьх +  с параболик бог- 
ланиш деб цараб, а , Ь, с параметрларни энг кичик квад- 
ратлар усули билан топинг.



145 155 175 185 195 205 215 225 235 245 "у

50 2 2 4
70 2 2
90 9 2 1 12
110 2 12 17 21
130 3 | 11 16
150 2 1 1 10
170 8 3
190 1 2 1
210 1 3

. 230 2 1 1
250 1
270
390 1 I
310
330 1
пх 2 4 I 11 17 21 10 5 2 2 1 1 и =  75

K ÿ p c a T M a .  Сохта ноль сифатида 190 ва 195 циймат- 
лар олинади _ва мисол турт майдон усулида ечилади.

Жавоб. у х =  0,0161л:2—3,6246* +  246,71. y¡vr =  0,946 
11. у

-  1 55 1 65 1 75 85 95 ] 105 115 125 135 1 145

У 1 1,74 J 2 ,02 2,12 2,17 2,74 2,40 2,40 2,48 2,50 2 ,39

Жадвалда берилган маълумотлар 6ÿflH4a х  ва у орасида- 
ги богланиш у  — а х 2 -f bx -f- с куринишцда берилган. 
а, о, с параметрларни топинг.

Жавоб. Ух =  ~  0,0001л:2 +  0,0275л: +  0,567.



<f(x)= - e~x¿i функция кийматлари
У 2я

1- ж а д в а л

X  - 1 е 1 » 1 2 3 1 4 5 6 1 1 8 9

0 ,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0 ,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0 ,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0 ,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0 ,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,& 2897 2874 .2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0 ,9 2661 2637 2613 2589 2565 254 Г 2516 2492 2468 2444

1.0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
Ы 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 '  0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2 ,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 02до
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2 ,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2 ,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2 ,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3 ,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3 ,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 ООН 0014 0013 0013
3 ,4 0012 0012 0012 0011 ООП 0010 ООЮ 0009 0009 0009
3 ,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 00р7 0007 0007 0006
3 ,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3 ,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3 ,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001



1 С *аг
Ф (х) = — — I е Лаплас функция кийматлари жадвали

и 2г о

X Ф( Х) X *<-*-) X Ф ( х ) X | *(*)

0,00 0 0000 0,45 0,1736 0.90 0,3159 1,35 0,4115
0,01 0 0040 0,46 0,1772 0.91 0,3186 1,36 0,4131
0,02 0 0080- 0 ,47 0,1808 0.92 0,3212 1,37 0,4147
0,03 0 0120 0 ,48 0,1844 0,93 0,3238 1,38 0,4162
0,04 0 0160 0 ,49 0,1879 0,94 0,3264 1,39 0,4177
0,05 0 0199. 0 ,50 0,1915 0,35 0,3289 1,40 0,4192
0,06 0 0239 0,51 0,1950 0,96 0,3315 1,41 0,4207
0,07 0 0279 0 ,52 0,1985 0,97 0,3340 1,42 0,4222
0,08 0 0319 0 ,53 0,2019 0,98 0,3365 1,43 0,-4236
0,09 0 0359 0 ,54 0,2054 0,99 0,3389 1,44 0,4251
0, Ю -о 0398 0,55 0,2088 1,00 0,3413 1,45 0.4265
0,11 0 0438 0 ,56 0,2123 1,01 0 Г3438 1,46 0.4279
0,12 0 0478 0,57 0,2157 1,02 0,3461 1,47 0.4292
0,13 0 0§ 17 0 ,58 0,2190 1,03 0,3485 1,48 0.4306
0,14 0 0557 0 ,5 9 0,2224 1,04 0,3508 1,49 0,4319
0,15 0 0596 0,60 0,2257 1,05 0,3531 .1,50 0,4332
0,16 0 0636 0 ,6 Г 0,2291 1,06 0,3554 1,51 0,4345
0,17 0 0675 0,62 0,2324 1,07 0,3577 1,52 0.4357
0,18 0 0714 0,63 0,2357 1,08 0,3599 1,53 0.4370
0,19 0 0753 0 .64 0,2389 1,09 0,3621 1,54 0,4382-
0,2о 0 0793 0 ,65 0,2422 1,10 ' 0,3643 1,55 0.4394
0,21 0 0832 0 ,66 0,2454 1,11 0,3665 1,56 0,4406
0,22 0 0871 0,67 0,2486 1,12 0,3636 1.57 0,4418
0,23 0 0910 0 ,68 0,2517 1,13 0,3708 1,58 0,4429
0,24 0 0948 0 ,69 0,2549 1,14 0,3729 1,59 0,4441
0,25 0 0987 0,70 0,2580 1,15 0,3749 1.60 0,4452
0,26 0 1026 0.71 0,2611 1,16 0,3770 1,61 0,4463
0,27 0 1064 0 ,72 0,2642 1,17 0,3790 1,62 0,4474
0,28 0 1103 0,73 0,2673 1,18 0,3810 1,63 0,4434
0,29 0 1141 0.74 0,2703 1,19 0,3830 1.64 0,4495
0,30 0 1179 0 .75 0,2734 1,20 0,3849 1.65 0,4505
0,31 0 1217 0 ,76 0,2764 1,21 0,3869 1.66 0,4515
0,32 0 1255 0 .77 0,2794 1,22 0,3883 1.67 0.4525
0,33 0 1293 0 .78 0,2823 1,23 0,3907 1.63 0.4535
0,34 0 1331 0 .79 0,2852 1,24 0,3925 1 . 6 д 0.4545
0,35 0 1368 0 .80 0,"2881 1,25 0,3944 1,70 0.4554
0,36 0 1406 0.81 0,2910 1,26 0,3962 1.71 0.4564
0,37 0 1443 0 .82 0,2939 1,27 0,3980 1.72 0,4573
0,38 0 1480 0 ,8 3 0,2967 1,23 0,3987 1.73 0,4582
0,39 0 1517 0 .84 0,2995 1,29- 0,4015 1.74 0,5591
0,40 0 1554 0 .85 0,3023 1,30 0,4032 1.75 0,4599
0,41 0 1591 0 .86 0,3051 1.31 0,4049 1.76 0,4303
0,42 0 1628 0-87 0,3078 1,32 0,4036 1,77 0.4610
0,43 0 1664 0 .88 0,3106 1,3з 0,4082 1.78 0,4325
0,44 0 1700 0 ,89 0,3133 1,34 0,4099 1,7Э 0,4333
1,80 0 4641 2-00 0.4772 2,40 0,4918 2 ,8 0 0,4974



X «•<*) ^ 1 Ф (х )

1,81 0,4649 2,02 0,4783
1 ,В2 0,4656 2,04 0,4793
1,83 0,4664 2,06 0,4803
1,84 0,4671 2,08 0,4812
1,85 0,4678 2,10 0,4821
1,86 0,4686 2,12 0,4830
1,87 0,4693 2,14 0,4838
1,88 0,4699 2,16 0,4846
1,89 0,4706 2,18 0,4854
1,90 0,4713 2,20 0,4861
1,91 0,4719 2,22 0,4868
1,92 0,4726 2,24 0,4875
1,93 0,4732 2,26 0,4881
1,94 0,4738 2,28 0,4887
1,95 0,4744 2,30 0,4893
1,96 0,4750 2,32 0,4898
1,97 0,4756 2,34 0,4904
1,98 0,4761 2,36- 0,4909
1,99 0,4767 2,38 0,4913-

X X

2 ,4 2 0,4922 2,82
2 ,4 4 0,4927 2,84
2 ,4 6 0,4931 2,86
2 ,4 8 0,4934 2,88
2 ,5 0 0,4938 2,90
2 ,5 2 0,4941 2,92
2 ,5 4 0,4945 2,94
2 ,56 0,4948 2,96
2 ,5 8 0,4951 2,98
2 ,6 0 0,4953 3,00
2 ,6 2 0,4956 3,20
2 ,64 0,4959 3,40
2 ,66 0,4931 3,60
2 ,68 0,4963 3,80
2 ,7 0 0,4965 4,00
2,72- 0,4967 4,50
2 ,74 0,4969 5,00
2 ,76 0,4971
2 ,78 0,4973

'Hx)
0,4976
0,4977
0,4979'
0,4980
0,4981
0,4982
0,4984
0,4985
0,4986
0,49865
0,49931
0,49966
0,499841
0,499928
0,499968
0,49999-7
0,499997

*1 —*(ъп) кийматлари

3- ж а д в а

X 0,95 0,99 0,999 X 0,95 0,99 0,999

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745
7 2,45 3,71 5,96 30 2 ,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,729 3,6009 2,31 2,36 5,04 40 2 ,023 2,708' 3 ,558 '

10 2,26 3,25 4,78 45 2 ,016 2,692 43,52711 2,23 3,17 4,59 50 2 ,009 2,679 3,50212 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,43914 2,16 • 3,01 4,22 80 1,001 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,40316 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,39217 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,37418 2,11 2,90 3,97 . оо 1,960 ‘ 2,576 3,29119 2,10 2,88 3,92



^  1 
n 0,95 ' • 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2 ,67 5 ,6 4 20 0,37 0,58 0 ,88
6 1,09 2 ,01 3 ,88 25 0,32 0 ,49 0 ,73
7 0,92 1,62 2 ,98 30 0,28 0 ,43 0,63
8 0,80 1,38 2 ,42 35 0,26 0 ,38 0,56
9 0,71 1,20 2 ,06 40 0,24 0,35 0,50

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0 ,32 0,46
41 0,59 0 ,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43
12 0,55 0 ,9 0 1,45 60 0,188 0,269 0,38
13 0,52 0 ,8 3 1,33 70 0,174 0,245 0,34
14 0,48 0 ,7 8 1,23 80 0,161 0,226 0,31
15 0,46 0 ,7 3 1,15 90 0,151 0,211 0,29
16 0.44 0 ,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27
17 0,42 0 ,6 6 1,01 150 0,115 0,160 0,211
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185
19 0,39 0 ,6 0 0,92 250 0,089 0,120 0,162
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