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IX БО Б

б и р  неча Узгарувчи функдияларининг дифференциал
^исоби

1- §. БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯЛАРИ

1. Икки узгарувчининг функцияси ва унинг гникланиш сохаси. 
I боб, 4-§, 2-пунктда функциянинг таърифи берилган эди. Агар бу 
таърифда М туплам дейилганда (х; у) хаки^ин сонлар жуфтларн- 
нинг бирор тупламини, L туплам девклганда эса хакикий сонлариинг 
бирор тупламини тушунадиган булсак, бнз икки уз1арувчининг функ
цияси тушунчасига келамиз.

Шундай к.илкб, икки узгарувчининг функцияси деб шундай кои- 
дага айтилсдики, бунда сонларнинг .\ар бир (х; у)£М  усуфтига 
ягона z£ L  сон мос келади ва бунда хар бир z £ L сон камида битта 
(х; у)£М  жуфти мсс келади.

Бунда х ва у-эркли узгарувчилар (ёкн аргументлар), г- бог лиц 
узгарувчи, М  туплам-функциянинг сниклсниш сохаси, L туплам эса 
функциянинг кийматлар туплами деб аталадн. Бир узгарувчининг 
функцияси булган холдаги каби, боглиц Узгарувчини (мослик коидаси- 
нинг Узин и хам) функция деб хам аталадн.

Икки узгарувчи функциясининг белгиланишларн бир узгарувчи 
функциясининг белгиланншларига Ухшашдир: 2 =  /(х , у), z =  q> (х, у), 
г =  z (х, у) ва х.оказо.

1-мисол. Томонлари х ва у булган тугри тСртбурчакнинг юзи г — х-у  формула 
буйича .цисобланади. Бу формула икки 5’згаРУвчиНННГ функщисини, яъни хакикий 
сонларнинг хаР бир (*'. У) жуфтига ягона мусбат г сонни мос келтирадиган цои- 
данн аниклайди. Бу функциянинг Л1 аникланиш сохаси хациций сонларнинг барча 
мчебат (х; у) жуфтлари тупламидан, L кийматлар туплами эса барча мусбат сонлар 
т$пламндан иборат.

z =  f(x, у) функциянинг аргументларнинг берилган х =  х0 ва 
у — у0 сон кнйматларида кабул циладиган г0 хусусий цийматини
топишда бундан ёзилади: z0 =  z \x  = x0 ёкн z0 =  /(х0, у0). Масалан,

I У =  Уо
агар z =  / ( х, у) =  ху булса, у :цолда 2 ^  =  1 =  /(1, 2) =  1-2 =  2.

Маълумки, сонларнинг хар бнр (лг, у) жуфтига Оху текисликнинг 
ягона Р(х\ у) нуктасн мос келади ва аксинча, хар бир Р(х\ у) нудаа- 
га сонларнинг ягона (х, у) жуфтн мсс келади, ш у сабабли икки узга
рувчининг функцняскнн Р (х; у) ну^танинг функцияси сифатнда ь;а- 
раш мумкин. шунинг учун f(x; у) ёзуви урнига /(/>) ёзуви ишлатиладн. 
Бу холда функциянинг аникланиш сохаси Оху текислик нуцталарн- 
нинг бирор G туплами булади. 1

Жумладан, юкорида келтнрилган миселда асоси х еэ баландлнгн у 
L булган тутри туртбурчак юзини нфодаловчи г = ху функциянинг
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аницланиш сохаси I чорак нухталари тупламидан иборат булади, чунки 
фа^ат шу нухталар учунгина иккала координата мусбатдир (1-расм).

1- раем

Бир узгарувчининг функцияси булган хол- 
даги каби икки узгарувчи функциясининг бе- 
рилиш усуллари жуда хилма-хил булиши мум- 
кин. функция жадвал ёрдамида берилиши 
мумкин (функцияни ж а д в а л  у с у л и д а  
берилиши). z =  f(x, у) учун бундай жадвал 
(икки йуллн жадвал), масалан, ушбу куриниш- 
да булиши мумкин:

V
х 0 1 2 3 4

0 100 81 63 45 28
1 100 83 65 48 32
2 100 84 68 51 35
3 100 84 69 54 39
4 100 85 70 56 42

Бу жадвалнинг чап устуни катакларида х  аргументнинг кийматла- 
ри, юцори сатри катакларида эса у  аргументнинг цийматлари берил- 
ган. Жадвалнинг долган катакларида г функциянинг цийматлари 
жойлашган. Агар бунда х нинг циймати i-сатр катагида, у нинг ^ий- 
мати эса к- устун катагида танланадиган булса, у холда г нинг мос 
Хиймати /'-сатр ва к- устун кесишмасида ётувчи катакда жойлашган 
булади. Масалан, х =  3 ва у  =  2 булганда z =  69 га эгамиз.

Юхоридагн жадвал г нисбий намлик цийматларининг (процент .\исо- 
бида) ХУРУ̂  термометрнинг х температураси (Цельсий градуси хисоби- 
да) хамда цуру^ ва нам термометр температураси айирмаси у га 6of- 
лицлигига мос келади.

Бизнинг курсда энг мухими функциянинг а н а л и т и к  у с у л д а  
берилиши булиб, бунда функция аналитик ифода ёрдамида (формула 
ёрдамида) бериладн. 1-мисатда функция аналитик усулда берилган 
эди, шу билан бирга унинг аницланиш сохаси геометрик мулохазалар 
ёрдамида топилган эди. Бирох икки узгарувчининг функцияси купин- 
ча фацат формула ёрдамида бериладн ва бунда унинг аницланиш соха
си курсатнлмайди.

Агар икки узгарувчининг функцияси аналитик ифода ёрдамида ^еч 
кандай цушимча шартларсиз берилган б^лса, у холда унинг аницла- 
ниш сохаси деб Оху текисликнинг бу ифода маънога эга буладиган 
ва функциянинг хаци^ий хийматини берадиган барча нухталари тупла- 
мини ^исоблаш цабул цилинган.

Масалан, z =  ax + by + с биринчи даражали купуад, г =  ах1 +  
+  Ъху +  суг +  dx -f  еу 4- f иккинчи даражали купхад ва хоказолар 
сонларнинг барча (х, у) жуфтларн учун, яъни бутун Оху текисликда 
ани̂ ланган.

Икки узгарувчининг рацнонал функцияси, яъни х ва у га ниеба- 
тан икки куп\аднинг нисбати Оху текисликнинг махраж нолга айлана-
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диган нухталаридан бош^а барча нухталарида аницланган. Масалан, I 3(/2
г =  —  рационал функция Оху текисликнинг х  — у  — 0 тугри 
чизицдан бошца хамма ерида аницланган.

2-мисол. г =  In (1— х2 — у-) функциянинг анихланиш со^асини топинг.
Е ч и л и ш и . Функция фа кат формула ёрдамида берилган. Бу функциянинг 

анихланиш сохаси 1п (1— х2— у2) ифода маънога эга булган барча нухталар ijn -  
ламн, яъни 1 — х2 — у 1 >  0 ёки х2 +  у* <  1 буладиган барча нухталар тупламидир, 
х24 - у 2 ифода Р(х; у) нуцтанинг координаталар бошигача булган масофасининг 
квадратидан иборат булгани учун, мазкур функциянинг анихланиш сохасига коорди
наталар бошигача булган масофаларн бнрдан кичик булган нухталаргина киради. 
Бундай барча нухталар туплами маркази координаталар бошида ва радиуси бирга 
тенг донранинг ичини ташкил хилаДи (2- раем).

2- раем
3- раем

3- мисол. г =  arc sin (х2 4- и- 
Е ч и л и ш и. Функция -3 ) функциянинг анихланиш сохаснни топинг, 

пункция — Г <  х2 у1 — 3 <  1 шартда анихланган, бу эса 
2 ^  х2 4- У2 < 4 шартга тенг кучли. Функция анихланиш сохасининг чегаравнй 
чизнк,лари х2 4~ у* — 2 ва х2 +  у2 =  4 айланалар булиб, уларнинг узлари хам бу сохага тегишлн.

Шуидай х»либ, функциянинг анихланиш сохаси х2 4- у2 =  2 ва_ х2 4- у2 =  4
айланалар ораенда ётувчи барча нухталардан хамда шу айланаларда ётувчи нуцта- лардан иборат (3- раем).

2. Икки узгарувчи функциясининг графиги. Бир узгарувчи у  =* f(x) 
функциясининг графиги текислик- 
даги тугри бурчакли декарт коор
динаталар снстемасида, умуман айт- 
ганда, чизшущр. Икки узгарувчи 
z =  f(x , у) функциясининг графи
ги фазодаги тугри бурчакли де
карт координаталар снстемасида 
умумий холда сирт булади.

^акихатан хам, 2 = f(x , у) функ
ция G сохада анихланган булсин 
(4- раем). Бу соханинг хар бнр Р (х, .
у) нУХтасига функциянинг тайин /  
г — /  (Р) хиймати мос келади. Бу * 
г хнйматни Охуг координаталар 4. р1СМ
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системасидаги бнрор М нуцтанинг аппликатаси деб олаыиз. Бу нукта- 
нинг абсциссаси ва ординатаси учун Р нуцтанинг абсциссаси ва орди- 
натасини оламиз. (Бу Р ну^та М нуктанинг Оху текисликка проек- 
цияси булади деган суздир.)

Шундай к,илиб, G со^анинг *ар бири Р нуцтасига фазода тула 
аникланган М ну^та, бутун со^анинг узига эса М нуцталарнинг бирор 
туплами, умуман айтганда, сирт мос келади.

Бу сирт г =  /  (х, у) функциянннг графиги деб аталади.
Агар сирт икки узгарувчининг бирор функциясининг графиги 

булса, у ^олда бу функцняни берувчи тенглама тегишли сиртнинг
тенгламаси деб аталади.

Аналитик геометрия курсида икки узгарувчи функцияларининг 
графикларидан иборат булган, баъзи сиртлар урганилган эди. Улар- 
нинг баъзиларини эслатиб утамиз.

Эллиптик параболоид г =  —  +  функцнянинг графигидир (р
2 р

ва q бнр хил ишорали узгармаслар: I том, 101-расмга гарант).
Гиперболик параболоид г =  —-------— функциянннг графигидир

2 Р 2 д
(бу ерда р ва q бир хил ишорали узгармаслар; I том, 102-расмга ^аранг).

—  +  —  +  —  =  1 эллипсоиднинг говори булаги г =
аг Ь1________с2

с= с 1 — — —■ функциянннг графиги, укинг пастки булаги эса

г =  — с ] /  1 — функциянннг графигидир (1том, 97-расмга га

рант).3. Уч ва ундаи орти^ сондаги узгарувчиларнинг функциялари. 
Биз икки Узгарувчининг функцняси ва унннг ани^ланиш сохаси ту- 
шунчаларинн батафсил куриб чикдик. БирсК практикада уч ва ундаи 
ортик сондаги узгарувчининг функциялари хам учрайди. Масалан, 
тугри бурчакли параллелепипеднинг хажмн учта катталикка — парал
лелепипед асосннинг буйи а , эни Ь ва параллелепипед баландлиги h га 
боглик, яъни V =  abh.

Уч узгарувчининг функцняси тушунчасига таъриф берамнз.
М — ха^иций сонлар (х, у, 2) учликларннинг бирор туплами, L 

эса ^аци^ий сонларнинг бнрор туплами булсин. Уч узгарувчининг 
функцияси деб, шундий цоидага айтиладики, бунда ^ар бир (х, у , г) £ Л/ 
учликка ягона u£L  сон мос келади ва хар бир u£L  сон камида бит- 
та (.г, у, г) £Л1 учликка мос келади.

Бунда х, t/ ва г эркли узгарувчилар (ёки аргументлар), и — бог- 
лиц узгарувчи ёки функция (мослнк ^оидасининг узини ^ам), М туп- 
лам функциянннг аницланиш сохаси, L эса функциянннг цийматлар 
туплами деб аталади.

\ ч  узгарувчининг функциялари бир ёки икки узгарувчининг функ- 
циплари каби белгиланади: и = }(х , у, г), ш =  ш(х, у, г) ва ^оказо.

Уч узгарупчннинг ц = / ( х, у, г) функциясини Охуг фазовнй ко- 
ординаталар системасида д у, z коордипаталарга эга булган Р (х, у, г) 
нуцтанннг функцияси сифатида цараш мумкнн.
6

Икки Узгарувчининг функцияси учун цабул цилинган геометрик 
терминологияга ухшаш терминологиядан фоидаланиб, бундай айта ола
миз: u =  f{x, у, г) функциянннг аннцланиш сохасн фазодаги иуцталар- 
нннг бирор тупл&мидир.

Уч узгарувчи и =  f(x, у, г) функциясининг бернлиш усуллари 
жуда хилма-хилдир, лекин бизнинг курсда аналитик усул энг мухим 
булиб, бунда функция аналитик ифода (формула) ёрдамида берилади. 
Бунда купинча функциянннг ани^ланнш сохаси курсатилмайди. Бу 
холда функциянннг ани^ланиш сохаси фазонннг бу ифода маънога эга 
буладиган ва и функцнянинг ^а^ицнй цийматини берадиган барча 
Р(х, у, г) нукталар туплами дан иборат деб ^исоблаш кабул килинган.

ч- мнсол. и ■■у I — х* — у‘ — г* функциянннг аникланиш со^асини топинг.
Е ч н л и ш и. Бу ифода 1 — л2 — уг — г* > 0 ёки шунинг узи, х‘ у1 - f 'г2 ^  1 

булганда ва фа^ат шундагина и нинг хакикий кийматларини бёради.
Шундай кнлиб, функцнянинг аникланиш сохасн маркази коордннаталар бошида 

ва раднуси бнрга тенг шардир. Чегаравий шар сирти нухталари функцнянинг аник- 
ланаш сохаснга тегпшлидир.

j  ...j  »■—•
лари тушунчаларшш киритиш мумкин.

п та узгарувчи функциясининг аникланиш сохаси М (лг,; лг8; . . . х„) 
хацикнн сонлар системаларидан иборат бирор тупламдир. п та узга
рувчи функциясининг белгиланишларн икки ва уч узгарувчи функция- 
ларнинг белгиланншларига ухшашдир: и =/(дс,; хг\ . . .; хп) ва хоказо. 
Кулай геометрии терминологняни сацлаб ^олиш максадида п >  3 бул- 
ганда п та узгарувчи функциясини хам купинча п улчовли фазо 
(II боб, 7-§, 5-пунктга гарант) ну^тасининг функцияси сифатида цара- 
лади ва бундай ёзиладн: и = f(P).

1, ',‘ пиши* ПЛЦПИ*

. л п г < о - |Л  ФУНКЦИЯСИНИНГ ЛИМИТИ.
ФУНКЦНЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ. УЗИЛИШ НУКТАЛАРИ

1..Асосий таърифлар. Бнр узгарувчи у = f(x)  функциясининг ли- 
мнтини текширишда нуцтанинг атрофи тушунчаси киритилган эди. У 
ерда нуктанинг атрофи дейилганда бу нуктани уз ичига олувчи интер
вал тушунилган эди. Икки Узгарувчи г = { (х,у) = /  (Р) функцияси
нинг. лимити тушунчасинн киритишда биз Оху текисликда нуктанинг 
атрофини караймиз. • '<

Р„(х0; у0) нуцтанинг атрофи деб, маркази шу ну^тада булган 
доиранннг ички нукталари тупламига 
айтилади. Агар бу доиранннг радиу- 
си S га тенг булса, у ^олда у нук
танинг о-атрофи тугрисида гапирила- 
дн (5-раем). Равшанки, Я0 (.vn;{/0) нуц- 
ганинг S-атрофига тегишли булган ис- 
талган Р (х\ у) ну^та бу нуктадан й 
дан кичнк масофада ётади, яънн
V  (х д:0,2 -f  (у — упг<С. й.



Агар исталган г сон учун Р9(х9; у0) нуцтанинг шундай 8- 
атрофи топилсаки, бу атрофнинг исталган Р (х ,у) нуктаси (Р0 
нуцта бундан истисно б у лиши мумкин) учун

| /(/>) — Ь \< г  ёки \f(x, у) — Ь| < е
тенгсизлик уринли булса, у холда Ь сон икни узгарувчи г = f(x , у) =  
= f(P) функциясининг Р-*-Р0 даги лимита деб аталади.

Бунда цуйидагича ёзилади: lim f(P) = b  ёки Нш f (х, у) =Ь, чунки
Р-Р . х«х.v-y.

Р (х\ у) -+■ Р0 (х9,у0) да, равшанки, х  -► х9, у -* у 0.
Агар Р0 нуцтанинг 3-атрсфи и(Р0, 8) оркали белгиланадиган б\л- 

са, у ?(олда г = f(x, у) = f(P )  фуикциянинг Р -* Р 0 даги лиыитини 
бундай ёзиш мумкин:

V  (е >  0) з  (8 >  0) V { Я £ ы (Я0, 3)} (Я„ нуцта бундан истисно бу- 
е в р

лиши мумкин) => |/ (Р) — b I <  е.
Иккн узгарувчи функциясининг лимити нолга тенг булса, у ^олда 

уни чексиз кичик функция деб аталади.
Агар Ь сон г — f(P) фуикциянинг лимити булса, у холда лимит- 

нинг таърнфига кура Р ну^та Р0 нуцтага чегараланмаган холда 
и х т и ё р и й  равишда я^инлашганда f(P )— b айирма чексиз кичик 
функция булади.

1-мисол. lim !4-уа
; “ оКх* +  * + 1 - »

ни топинг.

У—► U
Е ч н л и ш и . Фуикциянинг лимити Р (х\ у)-*-Ра(0; 0) да, яъни р - * 0  да топи- 

лади, бу ерда р =  PJ* — шу Р0 ва Р нуцталар орасндаги масофа. Мазкур холда Р» 
нукта координаталар бошидир. Демак, р =  У х ‘ +  у1. Шундай цилнб,

р* __  Р* 0  Р* +  1 +  О
р-*рф У х* +  у2 4* 1 — 1 р—*о У р* +  1 — 1 Р-*о р* -Н 1 — 1

=  Iim(v'pr + T + l ) = 2 .
р-»0

Бу ерда эътибор берайлик: мисолда:
х* +  У1

Я0 да лимитга эга.
функция Pt  (0; 0)

иуктада аншуинмаган, лекин Р
X* —— II-2- мне од. г = -------- -—  функция координаталар бошидан таш^ари бутун те-
Xх - f  уг

кисликда антуюнган. Р (х; у) нуцта координаталар бошига якинлашганда [функция 
лимитга эга эмаслигини курсатамиз. ^ацикатан хам> координаталар бошига Ох у к

х* — 0
буйлаб якинлашиладиган булса (бу ерда у =  0) lim a =  Пш — -  =  I. Агар ко-

д-,о х-*ох*+  0
ординаталар бошига Оу бунича якинлашиладиган булса (бу ерда х =  0), 

О — у2lim г =■ lim —— — — =» — 1. Шундай килиб, Р (х\у)  нукта координаталар боши-
0 у-* 0 U “р У*

га турли йуналншлар буйича яцинлашганда функция турли лимит кийматларга эга 
булади ва, демак, х -*-0 , да лимитга эга эмас.

п улчовлн фазода нуцтанинг 8-атрофи тушунчаси киритиладиган 
б$лса, п >  2 б^лганда п та узгарувчи функцияси лимитининг таъри- 
фи икки Узгарувчи функциясининг лимит» таърнфи билан айнан бир 
хилдир.

п улчовлн фазода Р0(х°; лф; . . .; лгЦ) ну^танинг 6-атрофи 
деб, Р„ нуцтагача булган масофаларн 8 дан кичик, яъни 
V (X i— *?)* +  (xt — х$)г + . . .  +  (х„ — х°)3 <  8 булган барча 
Р (х ,; дг2; . . . ; хп) нуь(талар тупламига айтилади (II боб. 7-§, 5-пункт- 
га царанг).

Равшанки, уч улчовлн Охуг (п =  3) фазода Р0(х0; у0; г0) нуцта- 
нинг 8-атрофи марказн Р0 ну^гада ва радиусн 8 булган шарнинг барча 
ички нукталари тупламидир.

Бир узгарувчининг функцнялари учун исботланган лимитга утиш 
цондатари (V боб, 1-§, 6-пунктга царанг) бир неча узгарувчининг 
функцнялари учун хам уринлидир.

2. Бир неча узгарувчи функциясининг узлуксизлиги. Бир неча уз
гарувчи функциясининг узлуксизлиги тушунчаси лимит тушунчаси 
ёрдамида киритилади.

Бир неча узгарувчининг и — f  (Р) функцияси учун Пш /  (Я)=/(Я0)
р - р .

булса, у х.олда { (Р) функция Р0 нуцтада узлуксиз деб аталади.
Шунн эслатиб утамизки, Р0 нуцтада узлуксиз булган f (Р) функ

ция бу нуцтада ва унинг бирор атрофида аншутанган булишн лозим 
(акс ?(олда лимитга утиб булмас эди). Бир неча узгарувчининг и =  
=  /  (Р) функцияси узлуксиз булган Р0 нуцта бу фуикциянинг у злу к- 
сизлик нуцтаси деб аталади.

Узлуксиз функцнялар учун ушбу теорема уринли.
Теорема. Агар п та узгарувчининг h  (Р) ва /2 (Р) функциялари 

Р0 нуцтада узлуксиз булса, у холда уларнинг / ,  (Р) +  / ,  (Я) йигин- 
диси, }х (Р) — ft (Р) айирмаси ва f t (P)-f2 {Р) купайтмаси хам ШУ 
нуцтада узлуксиздир, агар бундан таищари / 2 (Р0) Ф 0 булса, 
fx(P) If г {Р) булинма хам Р0 нуцтада узлуксиздир.

Бу теореманннг исботи бир узгарувчининг функциялари учун хос 
булган теорема исботига ухшаш (V боб, 2- §. 2- пунктга царанг) бул- 
гани сабабли, биз уни келтирмаймиз.

Бу теоремага асосан купгина функцияларнинг узлуксизлигини, ма- 
салан, икки узгарувчнга ннсбатан куп.^аднинг Оху текиелнкнинг ис
талган нуцтасида узлуксизлигини. рационал фуикциянинг текислик- 
нинг махраж нолга айланмайдиган нуцталаридан ташцари барча 
нуцталарида узлуксизлигини исботлаш осон.

3. Cojqa тушунчаси. Келгусида керак буладиган бир неча таъриф- 
ларни келтирамиз.

Со*а (очи1( со.х.а) деб текисликниш уш
бу иккита хоссага эга булган нукталари 
тупламига айтилади:

1. Созван инг з̂ ар бир нуцтасн унга бу 
нуцтанинг бирор атрофи билан биргаликда 
тегишлидир (о ч и ц л и к хоссаси);

2. Соз(анинг з̂ ар цанда!! иккита нукта- 
сини бутунлай шу сохага тегишли узлук
сиз чизиг( билан туташтириш мумкин (б о f- 
л и к; л и к хоссаси)

Текиелнкнинг ёпиц L контур ичнда ёт- 6- раем
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ган цисми (6-раем) соха булади, чунки: 1) L ичида ётган исталган Р 
нуцта учун L ичида ётувчи атрсф мавжуд; 2) L ичида ётувчи истал
ган Р ва Q нуцталарви L ичида ётувчи узлуксиз чизиц билан туташ- 
тириш мумкин.

1-§ нинг 1 ва 2-мисолларида келтирилган функцияларнинг ашщ- 
ланиш со.^алари счиц сохалардир (1 ва 2-расмларга царанг). Бутун 
текислик хам, равшанки, очих сохадир.

Агар Р0 нухтанинг исталган атрофи G соханинг нухталарини хам, 
бу сохага тегишли булмаган нухталарни хам уз ичига олса, у ^олда 
PQ нухта G соханинг чегаравий нуцтаси деб аталади.

Соланин г барча чегаравий нукталари туплами унинг чегараси деб 
аталади.

6-расмда L контурнинг исталган Р0 нухтаси чегаравий нухтадир.
1-расмдаги соханинг чегарасини Ох ва Оу ухларнинг манфиймас 

Хисмлари ташкил цилади.
Очих сохага унинг чегарасини цушишдан хосил булган нухталар 

туплами ёпиц coxfl деб аталади.
1-§ даги 3-мисолдаги функциянинг анихланиш сохаси ёпих со^а- 

дир (3-расмга харанг).
Агар берилган сохани тула ^оплайдиган, яъни соханинг барча 

нухталарини уз ичига оладиган доирани танлаш мумкин булса, у х°л* 
да бундай со.\а чегараланган соха деб аталади.

Агар сохани тула хоплайдиган доирани топиш мумкин булмаса, у 
Холда сохани чегараланмаган. соха деб аталади. 1-§ даги 2 ва 3-ми- 
солларда ^аралгаи функцияларнинг анихланиш сохалари чегараланган 
сохалардир (2 ва 3-расмларга харанг). Аксннча, 1-§ нинг 1-мнсоли- 
даги функциянинг анихланиш сохаси чегараланмаган сохадир. G соха- 
да (очих ёки ёпих) ётувчи исталган ёпих контур билан чегараланган 
текисликнинг цисми бутунлай G сохага тегишли булса, G соха бир 
богламли со^а деб аталади. 1 ва 2-расмларда тасвирланган сохалар 
равшанки, бир богламли сохалардир. Аксинча, х* у2 =  2 ва x2 - f  уг =  
=  4 айланалар орасида ётувчи соха (3-расмга каранг) бир богламли 
соха эмас, чунки, масалан, бу сохада ётувчи хг +  у* =  3 айлана уз 
ичига бу сохага тегишли булмаган нухталарни (масалан, координата- 
лар бошини) уз ичига олади.

И зох- Бу пунктда киритилган бгрча тушуичалар уч ва ундан 
ортих $лчовли фазолар учун хам Деярли хзгаришеиз киритилади.

4. Узилиш нухталарй. функцияларни ургангшда баъзан уларнинг 
узилиш нухталарини текширишга тугри келади.

Агар Р0 нухта f(P) функциянинг аникланиш сохасига ёки унинг 
чегарасига тегишли булса ва узлуксизлик нуктаси булмаса, Р0 бу 
функциянинг узилиш нуцтаси деб аталади.

1- мисол. г-- 1
— ■ функция ягона узилиш нуцтасига $зи ашцланмаган

0 ( 0 ;  0) координаталар Сошига эга. Р (х\ у) нуцта координаталар бошига чекланма- 
ган .уолда якиилашгаг.нда — -—  функция чексизликка интилади (7- раем),

, * 4  у1
2- мисол. г>

2л+ у+  1 функциянинг узилиш нуцтгларинн юпинг.

10

Е чили  ши. Бу функция координаталари 2х +  д +  
.{ .1 = 0  тенгламани цаноатлантирадиган нухталардан таш- 
f̂ apn хамма ерда аниклаиган ва узлуксиз. Бу тенглама эса 
функция аникланиш со^асининг чегарасидан иборат булган 
тФкри чизикдир. Бу тугри чизицнинг хаР Сир нухтаси — уси
лии нухтас'идан иборат. Шундай килиб, узилиш нухтала- 
ри бутун бир тугри чизихни — берилган функциянинг узн- 
лиш чнзигини хосил хилади.

5. Чегараланган ёпих сохада узлуксиз функ
цияларнинг хоссалари. V боб, 2- §, 3- пунктда 
сегментда узлуксиз функцияларнинг хоссалари 
царалган эди. Чегараланган ёпих сохада узлук
сиз икки ва ундан ортих сондаги узгарувчилар- 
нинг функциялари хам айни шу хоссаларга эга.

г — f  (дс, у) =  f (Р) функция очих ёки ёпих 
соханинг хар бир нухтасида узлуксиз булса, бу 
функция шу сохада узлуксиз деб аталади.

Бунда чегаравий Р0 нухта учун П т /(/>) =
р—р.

7- раем
* -•/ о

=  f (Ро) тенгликда Р нухта Р0 нухтага мазкур сохага тегишли истал
ган йул буйлаб интиладиган булса, f  (Р) функция чегаравий Р0 нух- 
тада узлуксиз хисобланадн.

Теорема. Агар г = f(P ) функция чегараланган спиц соцада уз
луксиз булса, у хрлда б у функция шу соцада:

1) чегараланган: \ f  (Р) \ <, N; у
2) знг кичик т ва энг катта М кийматларга эга;
3) со.\анинг камида битта нуцтасида т ва М орасида ётувчи 

исталган сон цийматни цабул цилади.
Масалан, г =  \/~ 1 — х1 — у1 функция чегараланган ёпих ** +

<  1 сохада (маркази координаталар бошида ва радиуси бирга тенг 
доирада) анихланган ва узлуксиз булиб, у 
теоремадаги барча хоссаларга эга эканли- 
ги равшан. >^ахихатан хам; 1) | z | <  1; 2) 
функция энг кичик m =  0 хийматига аних- 
ланиш сохасининг чегарасида, яънна2-4- 
+«/*= 1 дойра нухталарида, энг катта М =1 
Хийматига эса О(0;0) координаталар бошида 
эришади; 3) ноль ва бнр орасидаги (т ва М 
орасидаги) исталган сон функциянинг би- 
рор х»йматидир.

Бу функциянинг графиги, равшанки, 
маркази координаталар бошида ва радиуси 
бирга тенг юхори ярим сфералар (8- раем). 8- раем

3- §. ХУСУСИЙ ХО( НЛАЛАР

1. Биринчи тартиоли хусусий хосИ1алаР- Икки узгарувчиниш 
z — f(x ,  у) функциясинн хараймиз. Узгарувчилардан бирининг, маса 
лан, у  нинг хийкатики у  =  у0 деб оЛ <б, фнксирлаймиз (узгаришеи;



^олдирамиз). У ^олда f (х, у0) функция битта х узгарувчининг функ- 
цияси булади. У дг0 нучутада ^осилага эга булсии:

Пш f<Xn + Лх' — У'] (1)
Д аг-*0 Ах

Бу ^осила 2 — f (х, у) функцнянинг Р0(х0; у0) нучугада х буйнча 
хусусий ,\осиласи (ёкн биринчи тартибли хусусий хосилаш) деб ата- 
лади ва fx (дг0, у0) снмволи бнлан белгиланади. f (х0 -f- А .г, у0) — f(x0,y0) 
айирыа z ~  f (х, у) функцнянинг Р0(х0, у0) ну^тада х буйнча хусу
сий орттирмаси деб аталзди ва Дх2 снмволи бнлан Сслгнланади.

Ахг = f(x 0 +  &х, у0) -  f {х0, у0). (2)
Бу белгилашларни хисобга олиб, бундай ёзнш мумкин:

Гх(*о> (3)
Д х-»0 а х  '  '

z = f ( x ,y )  функцнянинг Р0(х0, Уо) нуцтада у буйнча хусусий 
орттирмаси ва у  буйнча хусусий ^осиласи шунга ухшаш аншуланади:

Д„ z =  /  (х0, уо +  Д у) -  f {х0, уо) (2')

/;< * ..» .) P I
Шундай цилиб, икки узгарувчи функциясининг унинг аргументлари- 
дан бири буйича хусусий \осиласи б у функция хусусий орттирма- 
сини шу орттирмани берган аргумент орттирмасига нисбатининг 
аргумент орттирмаси нолга интилгандаги лимитига тенг.

Хусусий хосиланинг циймати узи хисобланаётган Р(х\ у) нуцта- 
га боглиц. ШУ сабабли икки узгарувчи z =  /(x , у) функциясининг 
хусусий ^осиласи, умуман айтганда, Р (х; у) ну^танинг функциясидир, 
яъни унинг узи .уам иккита х ва у Узгарувчининг функциясидир.

Икки узгарувчининг функцияси сифатида цараладиган хусусий 
цосилалар цуйидагича белгиланади*:

Гх(х, у), /;(* . у) ёки г ;  гу ёки

п >  2 да п та узгарувчи функциясининг хусусий орттирмалари 
ва хусусий косила лари шунга ухшаш таърифланади ва белгиланади. 
Масалан, уч Узгарувчининг ы ==/(*, у, г) функцияси учун Р0(х0, 
Уо. г0) нуцтада х буйнча хусусий орттирма х  аргумент Д jc орттирма 
олиб, долган аргументлар эса узгармасдан цо.и анида хосил булади:

Дх U — f  (х0 Т  Д X, у 0, 20) f {х0, 

u = f( x ,  у, г) функцнянинг Р0(х0; у0\ г0) 
буйича хусусий ^осиласи ^уйидагига тенг:

иДдг.. ^  =  Пт

Уо. 20).
нуцтада х  аргумент

1 дг дг— ва — ифодаларни бнр узгарувчи функциясининг хосиласидан фархли ула-

рок каср деб караш мумкин эмас. Бу ифодалар хусусий Х°еилани белгилайднган 
симноллардир.

Шундай цилиб, бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хоси- 
ласи бу узгарувчилардан бирининг функциясининг хоснласн сифатида 
топилади. Бунинг натижасида бир узгарувчи функциясининг хосила- 
лари учун келтириб чи^арилган барча дифференциаллаш формулала- 
ри ва цоидалари бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосила- 
лари учун хам сацланади. Бу ерда фацат бнрор аргумент буйича ху- 
суснй хосиланн топиш учун бу ^оидалар ва формулаларнн цуллани- 
лаётганда долган аргументлар Узгармас деб хисобланилншинн ёдда 
тутиш лозим.

1- мисол. г =  f  (х, у) =  х -у— 3(/s + S j; функцнянинг хусусий хосилалариии 
топинг.

Е ч и л и ш и . fx (x,y) хусусий х°силани у  =  const деб фараз хилиб, f ( x ,  у) 
функцнянинг х  буйича хосиласи сифатида топамиз. Шунинг учун

fx (х. </)]= {Х‘у — Зу* +  5х)х =  2ху — 0 +  5 =  2ху +  5.
Шунга ухшаш,

fy (x ,y )  =  (хгу — 3 у* +  5х)у =  хг — 6у + 0  =  х’ — 6у.

2- мисол. f ( x ,  у) =  х  +  у — ~1/х1 +  у- Серилган. /^ (3 , 4) ни топннг. 
Е ч и л и ш и . Дастлаб f ( x ,  у) функцнянинг х  буйича хусусий хосиласини т0*

памнз:

fx(x. У)=*(х + У — Vx* + p ) ^  (* + * ) '— (Ух* +  у*)' =  /

=  1 +  0~ 2 у т п р 7  {xi + y3)x = l ~ T i ^ T ? 2 x= 1 ~ V ^ T F '
Энди топилган хусусий хосиланинг х =  3, у =  4 даги хусусий кийматини хи- 

СОблаймиз:

/*(3. 4) [ l - n / - X— - Ь  =  3 = 1 -  
L V  X* +  Уг. J у =  4 1 /3 '  +  4*

2_
5 '

3- мисол. Ох ухда стержень жойлашган бУлсин. Стерженнинг ихтиёрий М (х) 
нуктасидагн 0 температура М(х) нукта х косрдинатасининг ва I вактнинг функ
циясидир: 0 =  / (х , /). х =  х0 да0 =  /(х„ , О функция стерженнинг мазкур нукта- 
сида температуранинг t вацтга боглиц равишда узгаришини ифодалайди. Бу нухта- 

00 _
даги-- хусусий хосила температуранинг вахт давомида узгарнш тезлигини беради. 

at
Энди l =  t0 деб олинса, у холда 0 =  / (* ,  t0) функция вахтнинг берилган t0 мо- 
ментида температуранинг стержень буйлаб тахсимот хонунини беради. Бу х°лда 
00 ,
— хусусий хосила вахтшшг берилган t0 моментида температуранинг стержень буй

лаб узгариш тезлигини ифодалайди.

2. Икки узгарувчи хусусий хоси1а-1аРинннг геометрик маъноси.

Икки Узгарувчининг г — f  (х,у) фуНкЧияси хусусий хосиласи — ̂ нинг 
геометрик маъносини аншутаймиз. М атлумки, z — f  (х, у)  функцнянинг 
графигн бирор сиртдир. Оху Икисликда Р0(х0; у 0) ну^танн ва сирт- 
да мсс М0 (дг0; у 0\ г0) нуктани к,арайциз (9- раем). Янги коор-
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у0\ 0) нуцтаяи олиб, уцларни 
параллел кучирамиз ва сиртнинг 
янги координата текислиги ОхХZ 
(яъни эски координаталар сис- 
темасндаги у = у0 текнслик) би- 
лан кесишишидан хосил булган 
АМ0В ясси эгри чизицни ^арай- 
миз. Бу эгри чизи^ни бир узга- 
рувчи z =  /  (х. у0) функцияси- 
нинг OtXZ текисликдаги (яъни 
эски системада у = уп текнслик- 
даги) графиги деб ь;араш мум- 
кин. У ;уэлда бир узгарувчи функ- 
цияси ^осиласининг геометрик 

d f ( x ,y 0) ,
маъноснга асосан — ^ ---- = tg a ,
бунда a  — юцоридаги АМ0 В эг- 
ри чизицца М0 иуцтада утка- 

зилган уринманинг 0tX уц билан, ёки барибир шунинг узи, Ох уц 
билан хоснл цилган бурчаги. Иккинчи томондан:

df(x, у о) 
йх |х—*,

=  limД*-»0
/(х0 +  Ах.уо) — f(x„,y0) 

Ах

Бундан I ^  )р, *= tga . Шундай цилиб, ~  хусусий хосиланинг Р0(х0, у0)
нуцтадаги циймати г = f(x , у) сирт билан у  =  у0 текисликнинг ке- 
сишиш чизишга М0(х0; у0; г0) нуцтада утказилган уринманинг Ох

дг
билан ташкил калган бурчагининг тангенсига тенг. — хусусий

дг
хосиланинг г е о м е т р  и к м а ъ н о с и  ана шундай иборат. ^  хусусий
Хосиланинг геомэгрик маъноси .\ам шунга ухшаш ойдинлаштирилади.

3. Ю^ори тартибли хусусий хосилаллр. Б г? неча узгарувчи функ- 
циясннинг хусусий хосилалари яна уша узгарувчиларнинг функция- 
лари булади. Бу функциялар уз навбатида хусусий хосилаларга эга 
булиши мумкин, бу хусусий х.осилалар дастлабки функцнянинг ик
кинчи хусусий хрсцлалара (ёки иккинчи тартибли хусусий уносила- 
лари) деб аталади.

Масалан, икки узгарузчининг z=af(x, у) функцияси туртта ик
кинчи тартибли хусусий хосилага эга; улар ^уладагича ани^ланади 
ва белгиланади:

Уч узгарувчининг u —jyx, у, i) цлункцииси *У*У\па1а niwvnnnn юу- 
тибли хусусий хосилаларга эга:

' д х) дги
=  57* =  £ • ( * .  У> 2);дх

H i
ду

д'-у
~  дхду =  (дг> У' гУ‘

\дх d'-и „ . .
=  Ш г = Ы Х' У ' г)дг

ва хоказо.
j ' Бу неча Узгарувчи функциясининг учинчи ез ундан юкори тар
тибли хусусий хссилалари шунга ухшгш таъркфлакгди еэ белгилана
ди: бир неча узгарувчи функциясининг п- тарггмбли хусусий хосила- 
си;деб уша', функция ( п - 1 ) -  тарггмбли хусусий \осиласининг би- 
ринчи тартибли хусусий \осиласига айтилади.

Масалан, z =  / (дг, у) функцнянинг учинчи тартибли хусусий

х.осиласи иккинчи тартибли ~  хусусий хосиладан у буйича олинган 

биринчи тартибли хусусий хсснладир:

д(
I дхду).д*г 

дхду3 ду
Бир неча Узгарувчи буйича слннган иккинчи еэ ундан юкори тар

тибли хусусий хссила аралаш хусусий ,\осила деб аталади.
Масалан:

I  д'-гд-г д*г д»г
дхду’ дхду3’ дхдудх ’ дудх

хусусий хосилалар икки у згарувчи г =  / (х, у) функциясининг аралаш 
хусусий хосилаларидир.

М исол. г =  х'-у3 функциянинг иккинчи тартибли аралаш хусусий хосилалар ини 
топинг.

Е ч и л и ш и. Биринчи тартибли хусусин зухилаларни топам из:

~  “  2ху3, j ^  = 3x*y*. 
дх * ду

СУ игра иккинчи тартибли аралаш хссилаларни тспамиз.

>(£) = Ох-у% =  6г^.д'г______ \д х  ] у2ху3) =- бху- 1
д х д у -  ду ( дудх

Курнб турибмизки, берилган функцнянинг бкр-биридгн фацат диф- 
ференциаллаш тартиби билан, яъни турли узгарувчилар буйича диф- 
ференциаллаш кетма-кетлигн билан фарц киладиган иккинчи тартиб
ли ~  ва г г  аралаш хусусий ^силалари айнан тенгдир. Бу нати-
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жа тасодифии эмас. Аралаш хусусий хоснлалар учун ушбу теорема 
уринли булиб, биз унн исботсиз кабул киламиз.

Теорема. Битта функциянинг фа цат дифференциаллаш тарти- 
би билан фарк циладиган аралаш хусусий цосилалари узлуксиз бул- 
са, у.гар узаро тенгдир.

Хусусан, икни узгарувчининг z = f ( х, у) функцияси учун: 
дгг _  д-г 

дхду дудх'

4- § БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ТУЛА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

1. Функциянинг тула орттирмаси. Хусусий ^осилаларни топишда 
бнр неча узгарувчи функциясининг хусусий орттирмаларн текшири- 
лнб, у ерда аргументлардан бири узгарар, цолганларн эса узгармас 
булиб колар эди. Энди биз функциянинг барча аргументлари узгар- 
ганда у оладиган тула орттирмани караймиз.

Икни узгарувчининг z = f(x, у) функцияси берилган булснн. 
Унннг х  ва у  аргументлари мос равишда Дд: ва Ду  орттирмалар ол
еин. У холда z =  f (х, у) функция Д z тула орттирма олади ва у уш
бу формула буйнча аннцланади:

A z = f(x  +  Ax, у  +  А у ) - { ( х ,  у). (4)
z = f(x, у) функциянинг Д г тула орттирмаси геометрик нуцтаи 

назардан Р(х\ у) нуктадан Рх (х +  Д х. у  +  Д у) нуцтага утишда функ
ция графиги аппликатасииинг орттирмасига тенг (10- раем).

Масалан, z —- ху2 функциянинг х  аргумент Д х  орттирма, у  аргу
мент эса А у  орттирма олганда оладиган тула орттирмасинн топамиз.

(4) фор.муладан фойдаланиб, куйидагини косил киламиз:
Д z =  (х +  Д х) (у +  Ау)2 — хуг =  ху- +  угА х +  2 х у А у  +

+  2 у А х А у  +  х(Ау)°- +  А х(А у)л — ху2 =:уъА х  +  2 х у А у  +
4- 2 у А х А у — х  (Д у)* -f  Д * (Д у)2.

Берилган функциянинг Дг тула 
орттирмасинн нкки цушилувчн- 
нингйнгиндиси куринишида ифо- 
далаш мумкинлигини куриб ту- 
рибмнз: аргументлар орттирмала- 
ри Дд: ва А у  ларга нисбатан 
чизикли булган у2А х +  2 х у А у  
биринчи цушилувчи хамда Д .v 
ва Д у га нисбатан ночизицли 
2 у А х А у  л- .V (Д у)*-f  А х  (Д у)2 
иккинчн кушилувчи. Бу иккала 
кушилувчи, равшанки, Ах-*-0  
Д (у->0да нолга интилади. Би
рок бунда иккинчн кушилувчи 
биринчи к> шидуичига Караганда

нолга тезрок интилади. Бу ушбу жадвалдан яккол куриниб туриоди: 
унда берилган функциянинг Л,(1; 1) нуцтадаги А г тула орттирма- 
си н и н г ^ийматлари, шунингдек, Ах ва Ду  нинг турли цийматлари учун 
унинг Д.Г +  2Д у  чизикли цисмининг ва 2 АхАу +  (Дг/)а+  А х (А у)2 
ночизицли цисмининг кийматлари келтирилган:

Д X Д у Д г Д х + 2Ду 
ЧИЗИК- кием

2Д*Д1ЖАу)*+Дг)(Д1/)в 
ночизнц. цисм

0,1 0,1 0,331 0,3 0,031
0,01 0,02 0,050804 0,05 0,000804
0,001 0,01 0,0211201 0,021 0,0001201

2. Функциянинг тула дифференциали. Олдинги пунктда биз ку
риб чиккан мисолда икки узгарувчи функциясининг орттирмаси ик
ни цушилувчи йигиндиси, яъни А х  ва Д у  га нисбатан чизикли ва 
ночизшуш кушилувчилар йигиндиси куринишида ифодаланган эди, шу 
билан бирга Дх->-0, Ау-*-0  да орттирманинг ночизи^ли цисми чи- 
зи^ли цисмига Караганда нолга тезрок интилган эди. ШУ каби хос- 
сага купчилик функциялар эга. (Бу функциялар дифференциалланувчи 
функциялар деб аталади.

Агар z —f(x , у) функциянинг Р(х; у) нуцтадаги тула орт
тирмаси ни

A z =  А Ах Н- В Ay +  со(Д*, Ау) (5)

куриншида ифодалаш мумкин £$лса, бу функция Р(х; у) нуцтада 
дифференциалланувчи деб аталади, бу ерда А х  ва А у  — тегишли 
х ва у аргументларнинг Р нуцтанинг бирор атрофидаги исталган 
орттирмалари; А ва В — tргармаслар (яъни Дд: ва А у га боглик 
булмаган катталиклар); ел (Ах, Ау) шу Р(х; у) ва Р1(х-]г Ах; у  4- 
4- Ау) нуцталар орасидаги р =  Ах2 4- А у2 масофага цараганда
ккори тартибли чексиз кичик мицдордир. (яъни П т (" ! =  0).

p- о  р
Шундай цилиб, z = f(x , у) функция берилган нуктада дифферен

циалланувчи булса, у холда унинг бу нуктадаги тула орттирмаси (5) 
формулага асосан Д д- ва А у  га нисбатан чизикли булган А Ах 4- 
4- В Ау орттирманинг бош кисмидан ва орттирманинг бош кисмига 
Караганда юкори тартибли чексиз ленчик микдор булган со (Д х, А у) 
ночизикли кнсмДан иборат.

z = f (х, у) функциянинг Ах ва Ау га нисбатан чизицли булган 
бош цисми б у функциянинг тула дифференциали деб аталади.

Тула дифференциал dz ёки df(x, у) символи билан белгиланади. 
Шундай килиб,

dz = А А х+  ВАу. (6)

Дифференциалнинг А Ах — В Ау ифодасида А ва В катталиклар 
Ах  ва А у га боглик булмасдан, балки шу дифференциал каралаёт-
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ган Р (х; у) нуцтага боглнкдир. Бош^ача аптганда, А ва В катталик- 
лар х  ва у  нинг функциясндир. Бу функцняларнннг куриннши ушбу 
теорема оркали аникланади.

Теорема. Агар z = f ( x , y )  функция Р(х; у) нуцтада дифферен- 
циаллануечи булса (яъни А Ах — В Ау дифференциалга эга булса), у 

дг дг
хрлоа у Р (х, у) нуктада ^  ва — хусусий .уосилаларга эга, шу би- 
лан бирга

И с б о т и . Берилган функция теорема шартига кура Р(х, у) нуц- 
тада дифференциаллануЕчн булгани учун унинг бу ;нуцтадаги тула 
орттирыаси (5) формула билан исфэдаланади. Бу формула исталган 
етарлича кичик А х  еэ А у  учун Гринли. Хусусан, А у = 0, А х ^ О  
б$лганда *ам т$трилигича услади. Бирсц у *слда функциянинг А г 
орттирмаси Алг хусусий орттирмага акланади Еа (5) тенглик ушбу 
куринишни оладн:

Аяг =  А А х  +  (о.

Бу тенгликнинг иккала цисмини Д* га буламиз Еа Д *-*.() да ли- 
митга утамиз:

А г ш
lim  — —  =  А +  lim т~.дл-»0 Ах

£; =  о булишини курсатамиз. Х а ^ а т а н  *ам, А у = 0 булгани 
учун р = \/  А Xх +  ЬУ1 = \ А х\. Демак.

l i m f  =  ± H m  =  ±  lim — =  0.
д*_0 Ах |Дх\-*0 Ах р„о р

Шундан цилиб, lim J^-L  мавжуд ва Л га тенг. Бирок lim л* * _
,  А х - ,0  А х  л х ^ о А хог fe

=  дх м  ШУНИНГ учун Р (л-, у) нуктада — хусусий косила мавжуд ва

А га тенг. Шунга ухшаш, Р {х, у) нуктада ^  хусусий хоснла мав
жуд ва В га тенг аканлигини исботлаш мумкин.

Энди (5) ва (6) формулаларда /1 Еа В ни ^  ва ~  хусусий ^осн- 
лалар билан алмаштириб, куйидагйларни хоснл ^иламиз:

Дг =  Ё А’; +  Л )̂> (7)
. t  а , дг

дх г  Уу*У' (8)
Тескари теорема, умум:.н айтган.а нотугри эканлигинн нсботлаш 

мумкин, чунончи, хусусий хосилаларнинг маьжудлигидан т\“ла днф-

^еренциалнинг мавжудлиги келиб чицмайди. Биро^ хусусий хосила- 
^ар фа^ат мавжуд булиб ^олмасдан. балки узлуксиз х;ам деб фараз 
Килинса, у ^олда функция диффзренциалланувчи булади. Бош^ача 
аптганда, ушбу теэрзмз уринлн булиб, биз унинг нсботини келтир-
цаймпз. ^

Теорема. Агар г = )(х,у) функциянинг ^  ва хусусий косила-
лари Р (х;у) нуцтанинг бирор атрофида узлуксиз булса, у .уолда 
бу функция Р(х\у) нуцтада диффзренциалланувчндир.

Бир узгарузчининг функцняси булган ^олдаги каби, эркли $зга- 
рувчнларнин.'' орттирмалари учун ушбу белгилашларни киритамиз: 
д х =■ dx, Ау =* dy. У ^олда дифференциал учун ифода ушбу кури- 
нишнн олади:

dz = ^-d x  -г ~  dy, (9)
дх ду 

ёки
dz =  f'x (х, y)dx A- f'L(x, у) d y . (9')

Ю^орида айтилган фнкр уч ва ундан орти^ сондаги узгарузчи- 
ларнинг функцняси учун .\ам осой утказилади. Масалан, уч узгарув- 
чининг диффзренциалланувчи и =  f  (х, у, г) функцняси учун А и тула
орттирма lim — =  0 (р =  А х- +  Д уг +  Дг2), шартда

р - о р

А и = %  A x + r A y  +  r A z  +  u ^ A y ,  А г) 
'дх  )4 ду дг

( Ю )

формула билан ифэдалзнади, унинг тула дифференциал и эса ушбу 
куринншга эга:

+  +  ( 11)дх dy дг
1-мисол. г =  ху- функциянинг ихтиёрил ну^тадаги тулз днфференцизлини то- 

пинг.
дг дг , дг дг

Е ч и л и ш и. дг =  — d x+  — dy тула дифференциал — ва — хусусин хосияалар 
дх оу ох

узлуксиз булган ^олдагнна мавжуд. ЯНЬдагиларни топамиз:

£ - ( * л ; - л $ - ( ч с ) ; в 2 х *-
Топилган хусусий ^осилалар бутун Оху текисликда узлуксиз функциялар эканлиги- 
ии куриб турибмиз. Шунинг учун бу функциянинг дифференциали дамма ерда мав
жуд, шу билан бирга дг =  y:dx+ 2xydy.

2- мисол. и =  функция тула дяфференшплпнинг х = \ ,  у =  — 2 , г =  — 1,

Ах =  0,1, А у =  0,2, Д г =  0,5 даги кннматини топннг.
Е ч и л и ш и. Хусусий ^осилаларни топамиз:

ди (х  +  у ‘ I .  ди _  / х + J * '  _1_ дЧа_ ( х + У '\ _  х +  9 
д х ^ [ ~ Т ~ ) х ~  7 ’ д у =  , г )ш г '  дгШ \ г ' г **
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онди туда днчд|л:репцм<1.ти типа*»».
I 1 X +  У.

du =  — Ах +  — Ау — — г~Д/. 
г г г2

Бу тула дифференциалнинг х =  1, у =  — 2, г =  — 1, Ах =  0,1 , Ау — 0,2, Аг =  0,5 
даги кинматини топамиз:

1 1 1— 2 
du =  — -  • 0,1 + —  • 0,2 -  —  • 0.5 =  0,2.

3. Тула дифференциалнинг такрибий ^иссблашларга татбици. Бир
неча узгарувчи функциясининг тула дифференциалидан такрибий 
^исоблашларда фойдаланиш мумкин. Дифференциалланувчи z — f(x,y) 
функция берилган булсин. Унинг тула орттирмаси

Az =  fx (х,у) Ах - f  fy (х,у) Ау +  ш (Ах,А  у)

формула билан ифодаланади. Бу ерда <о(Длг, А у) р =  Y  (Д^)*+(Д^)а 
га нисбатан нолга »тезроц интилади. Ц]у сабабли кичик р ларда, яъни 
кичик | Д х | ва |Д«/| ларда <о(Дх, А у) цушилувчини ^исобга олмас- 
дан, бундай ёзиш мумкин:

A zatf'x ( x ,y ) A x  +  fy (x ,y )A y ,  (12)
яъни функциянинг орттирмаснни унинг тула дифференциалн билан 
алмаштириш мумкин.

СУ игра z =  / (  х, у) булгани учун

Д z =  /  (х +  А х, у +  Ay) — f(x, у).

A z учун бу ифодани (12) форму лага гууйиб, ^уйидагини >рсил ци- 
ламиз:

f ( x +  Ах, y + A y ) - f ( x ,  у) «  /;  (.V, у) А х-г  f'y (x, у) А у, 
бундан

/(х  +  Дх, y + A y)& f(x , y) +  fx (x, у) А х +  fy (х, у)А у. (13)
Агар икки узгарувчи функциясининг на унинг хусусий ^осилала- 

рининг Р(х: у) нуктадаги цийматлари маълум булса, у *слда (13) 
формуладан бу функциянинг Р(х\ у) ну^тага яцин Р(х +  Дх; у +  
+  Ау) нуктадаги цийматннн тацрибий хисоблашда фойдаланиш мум
кин.

Шунга ухшаш формулаларни п >  2 да п та узгарувчпнинг функ- 
цияси учун келтириб чицариш мумкин. Масалан, п *= 3 булганда цу- 
йидагини >̂ осил циламиз:

f (x  + Ах, у +  Ау, z + A z) zs f (х, у, z)+ f'x (х, у, г) Ах +
+  fy (x, у, г) А у  ̂  f't (x, у. г) А г. (14)

1- мисол. arctg ^ — ! ) ни туда дифференциал ёрдамнда тафибяй .унеоб-
ланг.

Е  Я ИЛ И Ш И . [  ( * ,  У )  =  a r c iy  ^ —  —  i |  «ууш чш и пп

формулани к?лланнб, куйидагини *осил киламиз:

*rc,e( r + i 7 _ 1 ) * arcl8( i  _ l ) + [ ' rcl8( f
+ [■"Чу-1)],4»

ёки

■) “ " '« ( f  - 1 ) + ^ 4' - ? т а - - л8-
Эиди jc =  2, у =  1 деб оламиз; у >;олда А х =  — 0,03, Д </ =  0,02. Демак,]

“ ,8 ( т 5 _ ' ) * 1ГС18( т - | ) + . . + , 2 Л й 5 '- 0-|й> -

I* +  (2 — 1)*
0 , 02,

еки
irC tg (  И ) 2 ~  1 ) * arctB 1 — 5” • 0,03 — 0 ,02  =  J  — 0,015 — 0,02 *  0,75.

2- мисол. Доиравий секторнинг 80° га тенг марказий бурчагини 15' га кичрай- 
тарнлмокчи. Юзни узгартирмаслик учун г =  30 см i радиусни цанча узайтириш ло- 
зим?

Я/гф
Е ч и л и ш и. Доиравий секторнинг S  юзи S =  формула билан ифодала

нади, бу ерда г — дойра радиуси, <р— градус 5'лчовидаги марказий бурчак.
Агар юз узгариши (орттирма) Д S ни тула дифференциал билан (такрибий) ал- 

маштирилса, у уолда ’
dS 6S

A S »  — А г +  —  Д«р. 
dr дф

Шартга K jpa, марказий бурчак клчрайиб, радиус ортганида A S  нолга тенг були- 
шн керак. Шу сабабли

dS dS
—  А Г +  ---  Д ф !dr дф

деб оламиз, бундан
dS I  л'-2ф \# я/-*
д ф Л<р I 360]ф‘ Д ф _____ 360' Аф г -  Дф

Ar = — dS ~  /»гг*J  у  ' -ЦФ ~  2 ф ‘
dr [ 360 )г  180

г =  30 см, ф = 8 0 °; Дф =  — ) Деб олиб, куйидагинн ^осил киламиз:

н \
А г ~  — ■

2 -8 0
см =  — см & 0 ,5  мм. 
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хатолик ^

А = ^ ; \ Т ( \ А х \  +  \А у \) '

сондан катга булмаслягинн курсатиш мумкин, бу ерда М — иккннчн 
хусусий хосилалар fxx {х, у), f'xy (х,у), fuy(x, у) нннг аргументлар мос 
равишда х  дан х +  А х  гача ва у  дан у  +  Д у  гача узгаргандаги 
абсолют цийматларининг энг катта циймати.

Энди бир неча узгарувчи функцияси диффсренцналининг та^ри- 
бий ^исоблашларда абсолют ва нисбий хатоликлар чегараларннн то- 
пищда ^андай цулланилашяни курсатамиз (VI боб, 3- §. 5-пунктга 
гарант).

и катталик (аницлик учун) учта х, у  ва г узгарувчннннг диффе
ренциал ланувчи ва мусбат функцияси булсин:

и —f(x, у, г). (15)
Уаинг аргумзнтларининг х, у, г ани^ цийматлари нэмаълум булсин, 
б,1ро^_уларнннг та^рибий ^нйматлари х0, у0, г0 .\амда абсолют Ах, 
А у, Аг хатолякларининг чегараларн маълум булсин. (15) формула 
билан .^исобланадиган и функция абсолют ва ннсбий хатоликлари 
чегараларини ^андай топиш мумкин?

х — х0 =зАх, \у — у0 ^ А у ,  г — г0 =зАг белгилашлар киритсак, 
абсолют хатолик чегараси таърифига кура ^унидагиларнн косил цила- 
миз:

| Д х | <  Д х, |Д у |<  А |Д  2| <  Д ,. ( 16)

и функциянннг абсолют хатолигн, равшанки, унинг А и = f (х0 4- 
+  Дх, у04-А у, z0 + А г) — f(x0, у0, г0) орттирмасининг модулига 
ва и функция тула диффэренциалининг модулига Талибан тенг:

|Д и |» | / ; ( г 0, у0, z0)A x  + fy(x0, у0, z0) А у  -f  Гг (х0, у0, г0) Д г |.

Абсалют ^ийматлариинг хэссасига кура:

Уо. 20)Д х  +  f'y (x0. у0, z0)A y  +  f z (x0, у0, г0)Д г | <
< 1  Гх(*»’ У» 20) | - |Д х ] + | / у(хв, у0, г0) |- | Д у | -f- |f 'f (х0, у0, г.) |*| Д г |.

Шунинг учун (16) фэрмулзларни цулланиб, ^уйидагини ,\осил ки- 
ламиз:

IД “ I <  I fx (*•> Уо. 20) I \  +  I Гу (*о- У о- го) I Д~„ + 1 f z (*о. У о- го) I • 
Бу эса

Д « =  I fx (*о. У о- г.) I з х +  | Гу (х0. у0, с0) (А у +  |f; (х0, у, г,) Ах (17)

сснни и нинг абсалют хаталигн чегараси сифатнда слиш мумкинлиги- 
ни англатади.
Т и нисбий хатолик чегараси таърифига кура 

_  А-,,
6.. =

11(хо. Уо. г„) I
f  ,(*о. Уо. го) I— .

д . +

+
f(X0; Уо. г„)

/  г(х0, Уо. *о)

1 f  у(хО, Уо. г0) I —  

К*0. Уо. *о) А у +

С>нгра
д In и 

дх ’

К*о. Уо. 2о) 

д In иv — din и 

дгу дУ ’ и 
эканлигинн ьътиборга олсак, куГ.кдапши хссил киламиз:
__ | д In f(x0, Уо. ? o )l— |dln/(*o. Уо. *о)|-г- I д In f(x0, Уо. *о)| —
6- =  1------- Тх--------1А **Н Ти 1А « +  1--------- 7, Г гду дг
Бу тенгликнннг 5'нг томснида турган нфода Infix, у, г) 
функшшшнг абсалют хатолиги чегарасидир. Шунинг учун

6„ =  Д l*i

1пы

(18)

яъни бирор функция абсолют хатолигининг чегараси сифатида бу 
функция натурал логарифмы абсолют хатолигининг чегарасини 
о лит мумкин.

3 -м и с о л . Физик гдан маълумки, маятникиииг тебраниш даЕри Т  ушбу Т =  

«= 2 я j /~  —  тенгликдан ани^ланади, бунда I — маятникнннг келтирилган уsyHли

ги, g — о;ирлик кучи тезланиши. Бу тенгликни g га нисбатан ечиб,
g  =  4 пЧ/Т* ( • )

ни ^осил киламиз.
(• )  формуладан Ер сиртининг турли иукталарида сгирлик кучи тезланиши ни хи- 

соблаш учун фойдаланилади, буьинг учун бу нуцталарда маятникиииг келтирилган 
узунлиги I ва унинг тебраниш даври Т  рлчанади. $ лчашлар натижасида I ва Т  
учун куВидаги та^рибий и,ийматлар слинган булсин: /0 =  50,00 си; То_= 1,4196 с. 
Шунингдек, абсолют хатоликнинг чегаралари маълум деб фараз киламиз: Д^=0,01 ва 
Д т =  0,0001. (*) формула буйича g огирлнк кучи тезланишини ва g  нинг топил- 
ган цийматиникг абсолют ва кисбий хатоликлари четарасини хисоблаш талаб кали
на ди.

Е ч и л и ш и . Хатоликларни аниклашда (*) фсрмулада я соннинг я0 такрнбий 
кийыатини слишга т^гри келншиии хиссбга слиш лозим. Бу соши 0,0001 гача аник- 
ликда оламиз, яъни я  ж  я0 =  3,1416, Д д =  0,СС01 деймиз. У колда (18) еэ (17) 
формулаларга Kjpa куйидапши косил киламиз:

б а *= ^ t n S = / ( 1п ? )л 1„ =  я. m~A* +  l ( ln g ) i l . t  = « .  •'Д / +  1(1п г ) г / я - я ,  X/ = I. I = A i -т -  г ._  г =• г, г .  т,
— 2 Д_ *Д, 2 Дг 2-0,0001 0,01 2-0,0001

Х Д т в - ” 4 - - ( л . — Г = — ------- +  —  0,00040.*1
I. + ' Г, 3,1416 

яъни нисбий хатолик чегараси 0,040 % га тенг.

1,4196
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Энди (*) формула буйича g нинг тацрнбнн ^ибматн булган

go =
4 .(3,14Щ--50.00

(1,4196)»
=  979,5 см/с*

катталикни топамиз. Сунгра Af, =  g06e =  979,50-0,00040 да 0,4 см /с* булгани учун 
узил-кесил хуйидагига эгамнз: g =  979,5 ±  0,4  см/с*.

Пнровардида таурибин уисоблашларнинг баъзи уоидаларини курнб 
чиуамиз. Улар (17) ва (18) формулалардан натижа снфатида уосил 
булади.

х ва у  мусбат хатоликларни улчаш ёки уисоблаш натижаснда аб- 
солют хатоликлари чегаралари мех: равишда А х ва А у булган х0 ва 
у0 таурибнй уийматлар олинган булсин.

1) Агар г = х +  у  булса, у холда (17) формула дан фойдаланнб.

дг . дг , ни топамиз, чунки — =  1 ва — =  1
U  дх ду Я

Шундай уилиб, uuFundu абсолют хатолигининг чегараси куши- 
лувчилар абсолют хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг. 

2) Агар г = х  — у  булса, у уолда

дг , аг , i ог i ,чунки —  =  1, — =  — 1 ва — =  1,
J  Л г  Я „  Ы г  '

дг дг
дх ду дх |fy|

Шундай уилиб, айирма абсолют хатолигининг чегараси кама- 
ювчи ва айрилувчи абсолют хатоликларининг чегара.гари йигиндисига 
тенг.

3) Агар г =  ху булса, у холда In г =  In х +  In у, шунинг учун
-  Д-,  Г .  _  _
А / = ------ 1------=  6 -f- б‘т х0 у„ * У

(18) формулага кура

яъни купайтча нисбий хатолигининг чегараси купайтувчилар нис- 
бий хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг.

4) агар z =* xly булса, у уолда юуоридагига ухшаш

6, =  1 5 + 6 "‘  X  1 у

hii уосил уилиш осон, яъни булинма нисбий хатолигининг чегараси 
булинувчи ва б$лувчи нисбий хатоликларининг чегаралари йигинди
сига тенг.

5-§. мураккаб ва ош^ ормас ФУНКЦИЯЛАРНИ дифференциаллаш

1. Мураккаб функцияларни дифференциаллаш. Иккн узгарувчннинг 
z — f (х. у) Функцияси берилган, шу билан бирга бу функциянинг 
аргументлари битта t узгарувчннинг функциялари булсин: x = x ( t ) ,
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у = у (t). У холда г битта t узгарувчннинг мураккаб Функцияси оу -

ладн —  ва — хусусий хосилаларни хамда ва уосилаларни 
дх ду ш

билган уолда бу мураккаб функциянинг —  уосиласини топиш масала-
сини куямиз. Бу масалани ечишда х =  х(/) ва y = y(t) функциялар 
t нуутада уосилаларга эга, иккн узгарувчннинг z =  f (х, у) функцияси 
эса мос (х, у) нуутада дифференциалланувчи деб фараз уиламиз.

t эркли узгарувчи Д t орттирма олеин, у уолда х ва у узгарувчн- 
лар мос равишда Дх ва Д у  орттирмалар, г функция эса Д г орттир- 
ма олади. г функция фаразга кура дифференциалланувчи булгани 
учун унннг Дг тула орттирмасинн ушбу куринишда ёзиш мумкин:

Д г =  — Д х +  — Д у +  со (Д х, Д у), ( ^ )
дх ду

шу билан бирга =  0, бу ерда р =  j Д** +  Д у». (19) тенглик-
нинг иккала уисмини A t га булиб ва Д t-A) да лимитга утиб, ууйи- 
дагини уосил уиламиз *Нш 3£.='»£..|im  i i + f - l i n .  е г  +  Hmд t— о At  | дх  д<_*оAt  ду к f-»o At  д<-.0 АI

дг А у (20)

Агар бу тенгликнинг унг томонида турган лимитларнинг хар би- 
ри мавжуд булса, у уолда шу тенгликнинг чап томонида туфган ли
мит уам, яъни уосила уам мавжуд булади. Бироу Пп^ —  =  —

ва Пш Ьу _д у  фдразга кура мавжуд. Энди
д I-*о At dt

Нш —  =  Нш (— •— ) =  Нш — 
д <-»о A t  д I—о \  р A t]  д /-.о р ■ ,im Т 7д г—о A t

ИИ топамиз. Аввал иккинчи лимитни уараймиз:

Нш ■£-Д /„о A t
=  Нш з гАх* +  Ауг — |jm

Д A t л / ( £ ) '+ ( £ ) *

^  ва ^  уосилалар мавжуд булгани учун бу лимит мавжуд. 

l‘m — ни топишдан олдин At-*-0 булган да р->0 булишини [уам ай-А/«*0 р

тиб утамиз**. Бироу у уолда Нт — =  Пт — =  0 ва, демак,
Д t-»0 р Qm*0 Р

* дг дг
Т” ва —-  хусусий уосилалар A t га боглих булмаганв учун уларнн лимит бел- 
ох ду

1 нсидан таш^арига чихариш мумкин.

** Х«хихатан Ха**, р =  V  А л* A |f*. х ьг У дифференциалланувчи ва, де
мак, узлуксиэ булгани учун Д/-+-0 да Дх-*-0 ва А У~*-0 (яъни р-*-0).
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(23)lim JL _ n.i / " (*?\2 /&\e =0.
4 М Д / J/ \dt] ^ { d t  j

Бунн дисобга олиб, (20) формулани ушбу куриншцда ёзиш мумкин: 
fk = ai£  4. ^ . . ^  /911
dt дх dt ^  ду dt ' V ;

dz
1- м и с о л . Агар z =  xv , х =  sin /, у =  Р б> лса, —  досилани топинг. 

Е ч и л и ш и . (21) формул а дли фойдалаииб, цуйидагини досил днламиз:

dx, . . .» j
d / “  * d/ +  » d /

ух 9-1 (sin/) +

+  х у 1пх(Р) ' = y x v *cos/-f x*Mnx»2/ =  /*(sin/) 1 c o s /+
+  2 / (sin /) ‘‘ in sin / =  /  (sin / / ’ ~ 1 (/ cos / +  2 sin /• in sin /).

Энди у = y  (х) булган шартда г — f(x, у) функцияни дараймиз. 
Бу ерда г узгарувчи б и /гта  х узгарувчининг функцияси: z = f(x, 
у (дс)). Бу дол юдорида курилган долга келтирилади, шу билан бир- 
га бу ерда t  узгарувчи ролини х  бажаради. (21) форму лага кура:

dz __дг dx дг dy ^
dx дх dx ду dx

Бирод — =  1, шу сабабли 
dx

da я  dz , дг_  ̂dy 
dx дх ду dx

( 22)

Бу формуланинг унг ва чап томонларида г нннг х  буннча досилаларн 
турибди. Улардан бири у -  — нкки Узгарувчининг функцияси z =  [(ху)
нннг хусусий досиласи, у аргумент х га боглид эмас деган фа- 
разда топилади. Ундан фардлн уларод (22) фэрмуланинг унг томонн-
да турган — доснла бир  узгарувчи z =  f (х, у (.г)) мураккаб функ-

dx  ;
цнясинннг досиласидир. Бу досилани биз тула уносила, деб атаймиз.

Энди z =  f (дс, у )  функция берилган, шу билан бирга х = х(и, v) 
ва у=*у(и, v) деб фараз диламиз, у долда z иккита эрклн узгарувчи
и ва v нннг мураккаб функ иясидир. Бу мураккаб функциянинг —

дг dUва хусусий досилаларнни топамиз.

дг д х _ду ,
~  03 -- хусусии х/силалар г, х  ва у  битта и узгарувчн- 

нинг функциялари деб даралнб топилади. Бирод у долда (21) форму-
dz dx  dy ' dz дх дилада —, — ва — досилаларни мог —. -  ва хусусий досила- 

лар билан алмаштириб, шу формуЛадан фойдаланшц мумкин:

дг дг дх , дг ду *—  в  — -------1------ — •
ди дх ди ду ди

Шунга'ухшаш ифодани —  учун хам хссил дилиш мумкин:
ди

дг _  дг дх  ̂ дг < ду 
dv дх dv ду dv

(23')

Олинган бу натнжалар исталган чекли сондаги аргументларнкнг 
мураккаб,, функцияси учун умумлаштирилиши мумкин. Масалан, уч 
узгарувчининг и ~ F (x , у , г) функцияси учун:

— ±  (24)
dt дх dt ду dt дг di

бу ерда х  =  х  (/), у  =  у  (/), г =  z (/).

2- мисол. г =  arc tg функция

" *  *  
ди ̂  dv

u — v
и*+v*

муносабатин даноатлантиришига ншонч досил дилинг, бу ерда 
х — и +  v, у — и — V.

_  дг дгЕ ч и л и ш и . — ва — ни топамиз: 
ди dv

дг дг дх . дг ду [ . х \ ‘ , /  (,*/У)ж
»  “  * ; * + 5 - 5  "  (“ ' 1е7 У  1“ + + Г ' * Т ) , “ е).  -  Г + л 7

ix/u)'.. 1/у — х/у* У — х

•1+

г \ +  хЧу> ■' 1 + х Ч у * 1 +  хгуг х* +  Уг ’

й - й ' й + й - й - ( " с187 1 (“ + е У+ (“ с,е7 ) . <“ - , , . “ Т
У + х

ЧУ
+  х*1у* X

X 1 +
-xly*

- ( -  1)

дг д£ __ 
d u ' d v ~  х* ■+■ Уг

у - ±  + -^ Ь £ -
2( и - у)

1+**/**’ ' " ~  х2 +  </*
Энди дуйидагнга эгамиз:

_2р__ ____________
*а +  «/* ~  х2 -г У2 (« +  »)*+(«—®)*'
2 (и — с) и — у <
2(и* +  о*) — и2 +  о*

А на шунн нсботлаш талаб дилингаа *ди.
2. Тула дифференциал формаемнннг ингариантлиги. Маълумки, бир 

Узгарувчи у = Цх) фуикциясининг дифференци^р формаси инвари- 
антдир. Бу деган суз, дифференциал унинг dy =  j'(x) dx ифодаси х 
эркли Узгарувчи ёкн бирор t узгарувчининг х = ф ( / )  функцияси бу- 
л ниш дан датън назар тугрилнгнча долади (VI боб. 3-§, 4 -пункт).

Ьир неча узгарувчининг и =  f  (х, у, г, . . 0  функцияси учун шун- 
га ухшаш aaiBo уринлидир: п та узгарувчи u*=f(x, у, г.........../)
фуикциясининг
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тула дифференциал» x, у, . . .  t эркли узгарувчилар ёки бош^а узга- 
рувчиларнннг функциялари булншндан ^атъи назар уз формасинн 
сацлайди.

Биз бу даъвони икки узгарувчи г =  f (х, у) функцияси учун ис- 
ботлаш билан чекланамиз. Маълумки, х  ва у  эркли узгарувчилар 
булса, у ^олда тула дифференциал

dz = ,y d x  +  ^ d y  
дх ду

куринишда булади. Дифференциалнинг бу фэрмасн х  ва у  янги уз- 
гарувчнларнинг х =  х (и, v), у =  у (и, v) функциялари булган ^олда 
Кам са^ланншини курсатамиз. Бу ^олда г янги и ва v узгарувчилар- 
нннг мураккаб функцияснга айланади. Бу мураккаб функциянннг диф- 
ференциали

dz = — du +  — dv
ди dv

du =  dJ i d x +  * d y  +  * d z  +  . . . +  *<ff
дх ду у ^ д г  dt

формула билан ифодаланади. Бирок (23) ва (23') формулаларга кура
Л- а .  ч. -» .  _

Демак,

йг __ Дг дх ^  дг ду 
ди дх ди ду ди

— == — — i ду 
dv дх dv ду dv

dz = (dj.dji +  d±  d j\ Id^ djc ^  d j\dv = dS . ^ . d u +  dS . dJi.dx} 4
[дх du ду ди) Г \dx dv dy dv) дх ди dx dv ^

+  dS M d u  +  ^ - d̂ t o = d̂ ( d̂d u  +  d̂ d v ) + ^ i dJ'du +  d-ydv) =' ду ди  ду dv дх \ди dv )  ду \du dv )
л- -

чунки

дг , дг ,— ~ d x  — dy,
дх ду *

~du +  ^ d v  — dx, ~-du -\--u-dv = dy. 
du dv du dv

Демак, dz тула дифференциал dz = — dx +  — dy исхода x  ва у  янп
дх ду

узгарувчнларнинг функциялари булган ^олда ,\ам уз формасинн узгар тирмайди.
3. Ошкормас функциялар ва уларни дифференциаллаш. Ушбу

2 v — дг* — 1 = 0  (25;
тенглама берилган булсин. Унда х Кинг ,\ар бир х;ациь;ий ^ийматигг 
у нинг ягона мусбат циймаги мос келадикн, агар х ва у  нинг бу кий 
матларини (25) тенгламага цуйиладиган булса. у  ^олда у айниятгг 
айланади. Масалан, х — 0 ^ийматга у  =  0 ^иймат мос келади, чункн 
х ва у  нинг бу цийматларини (25) тенгламага цуйсак, 2° — 0* — 
— 1 = 0  айниятнн косил циламиз. Шунга ухшаш, х  =  1 ^ийматга у  =
28

1 циймат, х = 2 кийматга у  =  log25 циймат мос келади ва .ужазо. 
5оШКача айтганда, (25) тенглама орцали функция берилган, унинг 
аницланиш со.\аси бутун сон уки, кийматлар туплами эса барча ман- 
фиймас сонлар тупламидир. Бу функция ошкормас функция дейилади.

У мумии колда
F (x ,y )=  0 (26)

тенглама берилган булсин, бу ерда F(x, у) — икки узгарувчининг 
функцияси. Агар х  нинг бирор М (х £ М) тупламга тегишли кар бир 
^ийматига у нинг ягона киймати мос келиб, х  билан биргаликда (26) 
тенгламани цаноатлантирса, у у>лда бу тенглама М тупламда у  =  <р(д:) 
ошкормас функцияни аницлайдн деб гапирилади.

Шундай цилиб, (26) тенглама билан ани^ланган у  =  <р (х) ошкор
мас функция учун бу функциянннг аникланищ сокаси М даги барча 
х лар учун тугри булган

Fix, ф(х)]==0
айният уринлидир.

Ошкормас функциядан фар^ли улароц, у  га нисбатан ечиладиган 
тенглама билан берилган у = f(x) функция ошкор функция деб ата- 
лади.

Ю^орида курилган мисолга кайтайлик. (25) тенгламани у га нис
батан ечиш мумкин:

У =  log. (** +  1). (25')
Бу — ошкор функциядир. Шу билан бир вацтда у юцорида илгари
(25) тенглама билан берилган ошкормас функциянинг худди узидир. 
У (25) тенгламани айнан каноатлантиради. ^ацицатан к?м, (25) муно- 
сабатда у  нинг урнига унинг (25') формуладаги ифодасини кУйсак, 
Н пцагини косил циламиз:

2ю*, (х»+и _  х* _  1 я  xt  +  ! _  =  о.

Баъзи лолларда хар бир xgAf цийматга у нинг бир неча циймати 
мос келади ва улар шу х  билан биргаликда (26) тенгламани цаноат- 
лантнради. У ^олда бу тенглама бир эмас, балки бир нечта ошкормас 
функцияни ани^лайди. Масалан, хг +  у2 — 1 =  0 тенглама иккита ош
кормас функцияни аншупайди, уларни х* +  у2 1 = 0  тенгламани у 
га нисбатан ечиб, цуйидагича ошкор куринишда ёзнш мумкин:

у =  1 1 - х \  у =  — / 1 - х \
Бироц .\ар цандай ошкормас функцияни ошкор элементар функция 

куринишда нфодалаш мумкин деб ;уйлаш мумкин эмас, масалан,
2у- 2 у  +  х * ~  1 = 0

тенглама у  ошкормас функцияни аницлайди, чунки х  ва у нинг бу 
тенгламани ^аноатлантирадиган кийматлари жуфтлари мавжуд (масалан. 
-* =  0, у = 0, х  =* 1, у =  1 ва хокаэо). Бирок бу тенгламани у функ
ция х аргументнинг элементар функциялари оркали ифодаланадиган 
Килиб, у  га нисбатан ечиб булмайди.
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тула дифференциали х, у, . . .  t эркли узгарувчилар ёки бошца узга- 
рувчнларнинг функцияларн булишидан цатъи назар уз формасинн 
сацлайди.

Биз бу даъвони икки узгарувчи г =  f  (дг, у) функциясн учун ис- 
ботлаш билан чекланамнз. Маълумки, х ва у  эркли узгарувчилар 
булса, у ^олда тула дифференциал

d u = * d x + * d y  +  * d z  +  . . . + * d t
дх dy * дг dt

dz = ^ d x  +  — dy 
дх ду

куринишда булади. Дифференциалнинг бу фэрмаси х  ва у  янги уз- 
гарувчиларнинг х = х(и . о), у  = у(и , v) функцияларн булган ^олда 
?̂ ам са^ланишини курсатамиз. Бу хрлда г янги и ва v узгарувчилар- 
нннг мураккаб функцияснга айланади. Бу мураккаб функцнянинг диф
ференциали

dz =  — du - f  dv 
du dv

формула билан ифодаланади. Биро^ (23) ва (23') формулаларга кура:
дг

Демак,

—  a s  !?£. — дг ду
ди дх ди ду д и '

.д г ,д х , дг.дУ 
dv дх dv ду dv

dz = [ Ь .дЛ  +  д± . д-У\.с1и+  =  +  ^.*Z .dv +
lax ди dy du) \dr dv dy dv) dx du dx dv T

+  = ^ dJLdu +  ^ d v )  +  ^ { d-*du +  dM v )  =
dy du dy dv dx \du dv )  dy \du dv )

чунки

дг , dz .
=  T dx +  T dy,dx dy *

~ d u  +  ^ d v  = dx, 
du dv du dv

■ dy.

Демак, dz тула дифференциал d z=  — dx +  — dy ифоаа x  ва у  янги
дх ду

узгарувчнларнинг функцияларн булган ^олда ,\ам уз формасини узгар- тирмайдн.
3. Ошкормас функциялар ва уларни дифференциаллаш. Ушбу

2 v — дг*— 1 = 0 * "  (25)
тенглама берилган булсин. Унда х  нинг \ар бир ^ациций ^ийматига 
у  нинг ягона мусбат цнймаги мое келадики, агар х ва у  нинг бу ^ий- 
матларини (25) тенгламага ^уйиладигаи булса. у *олда у айниятга 
айланади. Масалан, х  =  0 цийматга у  =  0 ^иймат мос келади, чунки 
х ва у нинг бу цийматларинн (25) тенгламага цуйсак, 2° — О1 — 
— 1 = 0  айниятнн ^осил циламиз. Шунга ухшаш, х  «= 1 ^ийматга у  =
28

^  1 циймат, х =  2 цийматга у  =  log25 циймат мос келади ва ^оказо. 
^ошкача айтганда, (25) тенглама орцали функция берилган, унинг 
зншушниш со.^аси бутун сон у^и, цнйматлар туплами эса барча ман- 
фиймас сонлар тупламидир. Бу функция ошкормас функция дейилади.

Умумий ^олда
F (x ,y) =  0 (26)

тенглама берилган булсин, бу ерда F(x, у) — икки узгарувчининг 
функцияси. Агар х нинг бнрор М (х £ М) тупламга тегишли ^ар бир 
^ийматига у нинг ягона циймати мос келнб, х билан биргаликда (26) 
тенгламани цаноатлантирса, у ^олда бу тенглама М тупламда у  =  ф(х) 
ошкормас функцияни аницлайди деб гапирилади.

Шундай цилиб, (26) тенглама билан аницланган у  =  <р (х) ошкор
мас функция учун бу функцнянинг ани^ланиш со^аси М даги барча 
х лар учун тугри булган

Fix, ф (*) ] =  О
айният уринлидир.

Ошкормас функциядан фарцли улароц, у  га нисбатан ечиладиган 
тенглама билан берилган y  = f(x) функция ошкор функция деб ата- 
лади.

Ю^орида курилган мисолга кайтайлик. (25) тенгламани у  га нис
батан ечиш мумкин:

У =  log. (** +  1). (25')
Бу — ошкор функциядир. Шу билан бир ва^тда у юцорида илгари 
(25) тенглама билан берилган ошкормас функцнянинг худди узидир. 
У (25) тенгламани айнан цаноатлантирадн. ^а^ицатан ^?м, (25) муно- 
сабатда у  нинг урнига унинг (25') формуладаги нфодасини цуйсак, 
Цуйидагини .\осил циламиз:

оюг, (х*+0 _  х* _  1 =  +  j _  ! =  0.
Баъзи лолларда хар бир х£ М  ^ийматга у нинг бир неча ^иймати 

мос келади ва улар шу х билан биргаликда (26) тенгламани ^аноат- 
лантиради. У ^олда бу тенглама бир эмас, балки бир нечта ошкормас 
функцияни ани^лайди. Масалан, x2-f  — 1 =  0 тенглама иккита ош
кормас функцияни аншушйди, уларни х* +  у* — 1 = 0  тенгламани у 
га нисбатан ечиб, цуйндагича ошкор куринишда ёзнш мумкин:

у  =  1 1 — х \ у =  — / 1 - х * .
Бироь  ̂ ^ар цандай ошкормас функцияни ошкор элементар функция 

куринишда нфодалаш мумкин деб $'йлаш мумкин эмас, масалан,
2У— 2у +  х* — 1 = 0

тенглама у ошкормас функцияни аншугайди, чунки х ва у нинг бу 
тенгламани цаноатлантирадиган кийматлари жуфтларн мавжуд (масалан, 
•* =  0, у =* 0, х  =  1, у  =  1 ва хокаэо). Биро^ бу тенгламани у функ
ция х аргументнинг элементар функцияларн Оркали ифодаланаднган 
^илиб, у  га нисбатан ечиб булмайди.
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F (jt, r/) =  О куринишдаги хар цандай тенглама хам ошкормас функ- 
цияни бераверманди. Масалан, х2 +  у2 +  1 =  О тенгламанн х ва у  нинг 
з{еч ^андал хацн^ий цийматлари каноатлантирмайди ва демак, у хеч 
Хандаи ошксрмгс фуккцияни аникламайди.

Р(х,у) = 0  тенглама ягона у  ошкормас функцияни'аниклаши учун 
F (х, у) функция какдал шартларни каноатлантириши керак? Бу савол- 
га ушбу ошкормас функциянинг мавжудлик теоремаси жавсб беради.

Агар F (лг, у) функция ва унинг F'x (х, у), Fy (х, у) хусусий хосила- 
лари Р0 (лг0, у0) нуцтанинг бирор атрофида аницланган ва узлуксиз, 
шу билан бирга F (л'„, у0) =  0 ва F'y (х0, у0) Ф 0 булса, у холда F (х, у) = 0  
тенг.гама Р0(х0; у0) нуцтанинг бирор атрофида у  — у(х ) ягона ош
кормас функцияни аницлайди ва бу функция х0 нуцтани уз ичига 
олган бирор оралицда узлуксиз, дифференциалланувчи, шу билан 
бирга* у  (х0) =  у0 б$лади.

Бу теоремани исботсиз кабул киламиз.
Эндн ошкормас функцияни дифференциаллаш масаласига утампз.

(26) тенгламанинг чап ^исми теоремадаги шартларни цаноатлантирсин. 
У холда бу тенглама у — у  (х) ошкормас функцияни аницлайди ва бу 
функция учун Р0 (х0; t/0) нуцтанинг атрсфида * га нисбатан F (х, у(х)) ееО 
айният уринли булади.

Айнан нолга тенг функциянинг хосиласн хам нолга тенг булгаи-
dFлиги учун тула хосила хам нолга тенг: — =  0. Бнрох (22) мунссабат-

dFга асссан — 
dx

d_F
их X  • Т- ва шу сабабли ^  = Q, бундан

ду dx * дх 1 ду dx
d_F

f y  _  дх
dx dF- 

ду

(27)

Бу формула орцали ошкормас функциянинг' (битта узгарувчи ошкор- 
ыас функциясинннг) ^ссиласи топилади.

Мисол. л* — 2х +  Зу2 +  ху — 1 = 0  тенглама билан берилган у  ошкормас функ
циянинг хосиласини топинг ва унинг Р (2; — 1) нуктадаги хосиласнни топинг.

Е ч и л и ш в. F {х, у) =  х- — 2л Зу* ху — 1 бслгилаш киритамиэ. У ^олда

^  =  2*т“  2 + у, — =  6у +  х. Дсмак, (27) формулага асосан

dy dF/дх  2л — 2 + у 
dx dF/ду бу +  х

Хусусан, Р (2; — 1) нуКтада
fy l 2»2 — 2 — 1 I
dx\ ^  ~  6. ( — 1) + 2 - 4 ’

1 1в=-1

•Геометрик нуктан иазардан бу F (x ,y ) = 0  тенглама билан ашцланган эгри 
чизик (х0;Уо) нуктанинг атрофида узлуксиз ва дифференциалланувчи у =  и <л) 
функциянинг графигн булиштш билдиради.

I. Скаляр майдон ва унинг геомгтряк тасвнрланиши. Фазонинг хар 
бир Р нуцтасига бирор и скаляр катталикнинг сон цийматн мос ке- 
дадиган кисми (ёки бирор бутун фазонинг узи) скаляр майдон деб 
аталади.
' Масалан, хар бир нухтасига зичликнинг тайин бир цннматн мос 

келадиган жисмни скаляр майдон сифатида цараш мумкнн. Берилган 
жисмда температура тацсимоти майдони, электр потенциалннннг тац- 
снмог майдонн ва хоказэлар -\ам скаляр майдонлзрга дойр мнсолдир. 
Барча холларда хам и скаляр катталик ва^тга боглиц булмасдан, 
балки Р нуктанинг фазодаги вазнятига бэглнх деб фараз ^иламиз. 
Бошкача айтганда и катталик Р нуктанинг функцияси, яъни и = F (Р) 
деб каралади. Бу функция майдон функцияси деб аталади. Агар 
фззода О ху г коордннаталар системаси кнрнтнлса, у холда Р нуцта 
бу системада тайин х, у, г координаталарга эта булади ва и скаляр 
катталик бу коордннаталарнинг функцияснга айланади:

и — F (Р) — F (х, у , г).
Аксинча. уч узгарувчининг и = F (х, у , г) функцияси бирор скаляр 

майдоннн беради.
Скаляр майдонлар купинча геометрик нуктаи назардан сатх сирт- 

лари ёрдамида тасвирланади. Скаляр майдоннинг сат.\ сирти (ёки 
щиг.отенциал сирти) деб, фазонинг и = F(x, у,г) майдон функция
си бир хил С цийматга эга буладиган барча нуцталарн тупламига 
айтилади.

Сатх сирти тенгламаси
F(x, у, г) — С

куринпшнга эга. С га турли цийматлар берсак, сатх сиртлари оиласи- 
нн хосил к.иламиз.

Масалан, майдон и = х2 +  у2 +  г2 функция билан берилган бул-
син. у холда маркази коордннаталар бошида булган х2 +  у2 +  г2 =  С 
сфералар сатх сиртлари булади.

Агар скаляр майдон фазонинг бирор цисмида температуранинг 
тацсимот майдонидан иборат б\глса, у холда бу майдоннинг сатх снрт- 
лари изометрик сиртлар деб аталадиган снртлар, яъии хар бирида 
температура доимий булган сиртлар булади.

Фазодаги скаляр майдонлар билан бир цаторда ясен скаляр май
донлар хам каралади. Ясен скаляр майдон текисликнинг хар бир Р 
нухтасш а г скаляр катталикнинг сон хиймати мос келадиган цисми 
(ёки бутун текисликнинг узи) сифатида аникланади. Ясен скаляр майдон 
функцияси икки 5'згарупчига бог лик,: z = f (х, у).

Ясен скаляр майдонлар геометрик нуктаи назардан сатх чизицлари 
билан тасвирланади. Сатх чизиги текисликнинг ясен скаляр майдон 
функцияси бир хил хийматга эга буладиган барча нухталари туплами 
ейфатнда аникланади. Ясен скаляр майдоннинг сатх чизиклари

/  (̂ » У) — о
куринишда булади, бу ерда С — ^зггрмас.

6- §. СКАЛЯР МАЙДОН
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Масалан, г =  дг* — у2 функ
ция билан берилган ясен скаляр 
майдон учун сат-'S чизи^лари х2— 
—г/2 — С тенг томонли гипербола- 
лар булади (11- раем). С =  0 бул- 
ганда: хг — у2 —0 ёки (х — у) х  
X (х +  у) =  0. Бу эса гипербола- 
ларнинг х — у  = 0  ва дг +  у =  0 
асимптоталарн (координата бур- 
чакларининг биссектрисалари) 
хам каралаётган майдоннинг сат.у 
чизиклари цаторига киришини 
билдиради.

2. Йуналиш буйича зреила. 
11- раем Скаляр майдоннинг u = F (x , у,

г) дифференциалланувчи функ- 
цияси берилган булсин. Бу майдоннинг Р(х, у, г) нуцтасини ва Р 
нуцтадан

1 =  cosa*i -f- cos0* j +  cos y k

бирлик вектор йуналишида чицувчи / нурни цараймиз, бу ерда а , 0 ва 
V — шу векторнинг координата уцлари билан ташкил ^илган бурчак- 
лари.

Рг (дг 4- Д х, у  +  Д у, г +  Д г) — бу нурнинг бошца бирор нуцтаси 
булсин. Скаляр майдон и функциясининг Р ва Рх нукталардаги ций- 
матлари айирмасини бу функциянинг / йуналиш буйича орттирмаси 
деб атаймиз ва Д; и билан белгилаймиз. У холда Д, и =  F (х +  Дат, 
у-\- Д у, г -f- Д г) — F (х, у, г). Р ва Рх нуцталар орасцдаги масофани 
Д / ор^али белгилаймиз: Д 1 = Р Р г.

П т —“ лимит u — F (x ,y ,z) функциянинг Р нуцтадаги I йуна- 
дг—о М

лиш буйича х,осиласи деб аталади.
и функциянинг / йуналиш буйича з^оснласи — символи билан

д1
белгиланади. Шундай ^илиб,

/
ду
61 =  lim— . 

д/-.о М (28)

Агар и функциянинг Р (х,у ,г) ну^тадагн берилган / йуналиш буйича 
хосиласи мусбат булса, у .\олда бу йуналишда и функция усишини,
агаР 0 булса, у зузлда и функция / йуналишда камайишини 
айтиб утамиз.

Айтиш мумкннки, / йуналиш буйича ^осила и функциянинг бу 
йуналишда узгариш тезлигини беради.

Йуналиш буйича ^осиланн хисоблаш формуласинй келтириб чика- 
рамиз. Энг аввало Р нуцта координаталарининг Ддг, Ду ва Дг орттирма- 
лари Рх Р — Д / кесма узунлиги *амда 1 векторнинг йуналтирувчи

32

цосинуслари билан ушбу муноса- 
батлар орцали богланганлигини 
айтиб утамиз (12-раем):

2,
1
К ✓ г

Д х =  Д / cos а ; Д у =  Д 1 cos 0; 
Д z =  Д / cos у. (29)

1 4J
р

и функция шартга к\ра диф
ференциалланувчи булгани учун 
унинг ^(д г ; у\ г) нуцтадаги Ди 
(^зттирмасини

AZ/  
/ДХ

п

/  йу

+ F y(x,y,z) Ду  +
+  FZ (х, у, г) Д г +  со (30) 

кУринишда ифодалаш мумкин, 12- раем
шу билан бирга ш ифода нолга
р =  У  Д дг2+  Д у2-\- Д z2га Караганда тезро^ интилади, яъни lim 1 — =  0

р-*о_Р
[(10) формулага ^аранг].

Агар функциянинг / вектор йуналиши буйича нур буйлаб’орттир- 
масини царатадиган булса, у холда Аи ~  At u, р — Al, Ах, А у ;ва Дг 
эса (29) формулалар билан ифэдаланзди. У .\олдэ (30) тенглик ушбу 
куринишни олади:
Д ju =  F'x (х, y ,z )A l  cos a  -j- F'u (x, y ,z )A l  cos 0 -f- F'z (x, у, z) A l cos v +
Бу тенгликнинг иккала цисмини Al га булиб ва Д / — 0 да £ли.митга 
утсак, цуйидагини зреил циламиз:

%  = l!”  £? +  У  z)cosP:+
+  F'z (*> У• z) COS у] -f- lim .д/->о Дг

Бирок; F'x (x,y,z), F'Jx, у, z); F'z (x ,y ,z )  ва йуналтирувчи косинуслар
Al га боглиц эмас хамда 

ди

Ит ^  =  lim -  
д/-»о А/ р-+о р

■ 0 булгани учун

— =  F'x (х, у, z) cos а +  Fy (дг, у, z) cos 0 +  F'z (дг, у, z) cosy. (31)

(31) формуладан куриниб турибдики, агар 1 вектор I, j ёки к орт- 
лардан бири билан устма-уст тушеа, у з^олда и нинг / йуналиш буйи
ча хосиласи бу функциянинг мос хусусий хосиласи билан бир хил 
булади. Масалан, 1 = i  булса, у з^олда cos a  =  1, cos0 = 0 ,  cosy = 0
ва, демак, — =  F' (дг, г/, г).

61
1-мисол. ц =  х2 — 2дгг-|-ггг функцияяинг Pi (1,2, — 1) нуцтадаги Р, нуцтадан 

Р2 (2,4, — 3) нуцта томон йуналиш буйича з^осиласини топннг.
Е ч и л и ш и. Pi Ра векторни ва унга мос бирлик векторни топамиз :

РГРа =  ( 2 -  О Н - ( 4 - 2 ) j  +  ( - 3 + l ) k  =  l + 2 J - 2 k  
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I - P . P .  -  1-4-2J — 2 k ______ !. « +  А i — g.fc.
|Я Л 1 У 1 * + 2 »  +  ( — 2)* 3 3 3

Шундай ^илиб, I вектор ушбу йуиалтирувчи косинуеларга эга: 
cos а  =  W3; cos [J =  2/3; cos у  =  —2/3.

Энди « =  — 2хг +  у* функциянннг хусусий з^осилаларини топамиз;

— =  (х* — 2хг +  у*)'х =  2х — 2г; у  =  (хг — 2хг +  у*)' =  2у,
дх ‘ Су

— =  (х« — 2хг +  у*)' =  — 2х. 
дг

Уларнинг Р ,(1 ; 2 , - 1 )  нуцтадаги цийматларини топамиз:

— I =  (2х — 2г)
dx I р, J

г 4; —
* =  1 
г - - I

ду\Р,
I д« I |

=  2 у\  = 4 ; - *  =  — 2ху -  2 дг j />, I ж — 1
1 — 2.

Хусусий досилалар ва йуиалтирувчи косинусларнинг топилган цийматларини (31) 
формулага куйнб, изланаётган хосилани топамиз:

ди 1 2 , „ / 2 \  16
_ = 4. _  +  4 . T - H - 2 ) ( - - j = T .

13- раем

Агар скаляр майдон ясен май- 
дон булса, у холда майдон функ- 
цияси юцорида айткб утилганидек, 
икки узгарувчига боглиц: г = /(* , у). 
1 вектор бу холда Оху текис- 
ликда ётади (яънн cosy = 0 )  ва, 
демак, 1 = lc o s a  +  j cos{5 ёки 1 =  
= ic o sa  -f- j sin а , чункисовр =  since 
(13-расмга царанг). Йуналнш бу- 
йича цссила учун (31) формула яс
ен скаляр майдон булган цолда уш
бу куринишни олади:

(32)-  =  / ' (х, у) CCS a  +  fy (дг, у) sin a

2-мнсол г =  1п!х-^-2и) фуикцияииНГ у =  хЧ2 параболага тегишли P t ( l;  1/2) 
нукг’сидап! 6у паваСолага уринма йчналиши буйича досиласини топиы. 

™ Е ч и л и ш „ Т *  )/)L i n (х +  2у) функциянннг хусусии хосилаларини топамиз:

/*(*• у } = 7 + Т у !и (*. У) = х +  2 у

Уларнинг Р, (1,1/2) нунтадаги дийыатларин* топамиз:

/*(1; 1/“) --------- Ц - - Ь  ^ {1:,/2)==Г+ГТ72 =  1-; I 
1 + 2 - -

(32) формулага кирУвчи cos а  ва *‘п ® *инг цнчматларини топиш учун Р, (1; 1 /2) 
«удтадаги урн11макинг бурчак козффиииентинп топами»:

k =  tg a  =  у'
Pi т

ТШундайдилиб, t g a =  1, бу ердан бурчак а  нинг нккита кийматини хосил хиламиз: 
И, =  45 ва а .  — 225°; булар урнвманинг иккита царама- царши йуналншларига 
мос келади. Oj =  45° булганда cos a ,  =  cos 45° =  У 2/2; sin о  == sin 45° =  1 /  2 /2 .  
|  Демак, (32) формулага асосан

д“ _  1 у г
д/ ~  2 ‘ “ 2~ +  1' 

а» =  225° булганда, ю^оридагц \х  заш,

У2~
2

зу г
д и ____ з у г
д/ ни досил килами».

3. Градиент. Скаляр ма.донларни урганишда и =  F (х, у, г) функ
ция билан бир цаторда бу функция билан узвий б орлиц вектор — скаляр 
майдон градиенти хам цараладн.

u = F(x, у, г) дифференциалланувчи функциянннг Р (дг, у , г) нуцта- 
даги градиенти деб,

К  (х. У, г) I +  Fy (х, у, Z) j +  Г  (дг, у, г) к 

вектор га айтилади.
и — F (дг, у. г) функциянннг градиентини grad F (х, у, г), grad f(P), 

grad и символларидан бири билан белгилаймнз. Демак, таърифга кура
grad F (дг, у, г) =  Fx (дг, у, г) 1 +  Fy (дг, у, г) j +  f '  (х, у . г) к (33) 

ёки кисцача ёзилга,

<S 3 '>
Шундай цилиб, и — F (х, у, г) днфференциалланувчи функция билан 
берилган скаляр майдоннинг цар бир Р (х, у, г) нуцтасига фацат бу 
функциянннг цийматигина мос келиб цаамасдан, балки туда аницлан- 
ган grad F (Р) вектор цам мос келади.

1- мисол. и =  х’ 4- 2 у% — г* — 5 функциянннг Р„ (2; — 1; 1) нуцтадаги градиен-
тиии топинг.

Е ч и л и ш и. Р (х, у. г) =  х* +  2 у» — »> _  5 белгнлаш кнритиб. р'х (х, у, г) =  
Т  2х: Ру (•*• У>г) =  4у; Рг (х, у, г) =* — 2г ни топамиз. Су игра ;(33) формулага асо

сан: grad и (Р0) =  Fx (2, -  1.1) i +  Fy (2. — 1.1) J -f- Fx (2, -  1,1) It =  4 i -  4 J — 2 k. 

и =  F (дг. у, г) функциянннг берилган пуцтадаги градиенти ва шу
и ди *

вуцтадаги й гнали и: бунича— цосила орасидаги бопаниш мавжуд бу-
либ у ушбу теорема орцалн аницлаиад::.

Теорема, grad и вектор нинг \ =  i cos а  +  j cos р +  k cos v бирлик 
векторга проекцияси и функциянинг I йуналиш буйича хосиласига 
тенг: по, grad « = = J-  |  (34)

И с б о т  и. и = F (x ,y .z )  берйЛгсм булсИН. Векгарлар алгебрзсп- 
Дан маълумкн, онрор ккторнинг бйрлнк в?<Toii:a; проекцияси бу век- 
1ррлврнинг скаляр купдйтмасига тен: [II боб (74') фдрмулага царанг]. 
ЬиР0ц
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grad и =  F'x (x, у, г) i +  Ff  (x, y ,z)  j +  Ft (x, y, z) k.

Шунинг учун
np; grad и =  grad и • 1 =  F'x (x, у , z) cos a  -f- F'y (x, y, z) cos p +

+  F't (x, y, z) cos y =  j t -

[(31) форму лага ь^аранг], ана шуни исботлаш талаб цнлинган эди.
Йуналиш б\'йича косила ^  берилган u =  F(x, у , г) скаляр майдон- 01

нннг шу йуналиш буйича узгариш тезлигннн нфодалашини ^нсобга 
олиб, бундай айтиш мумкин: grad и нинг 1 векторга проекцией и =  
=  F (х, у, г) майдоннинг 1 вектор йуналиишда узгариш тезлигига 
тенг.

1 бирлик вектор ва grad и орасидаги бурчакни ф ор^али белгилай- 
миз. У .\олда пр, grad и — \ grad ы|-ссйф. Шунинг учун (34) формула- 
га асосан:

^  =  | grad и | cos ф. (35)
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Агар 1 ва grad и векторларнинг йуналишлари бир хил булса (ф =  0), 
у ^олда ^  йуналиш буйича косила, равшанки, | grad и | га тенг энг

катта цнйматга эга булади.
Шундай цилиб, биз уш- 

бу хулосага келамиз: grad и 
вектор майдоннинг берил
ган нуцтадаги энг катта 
усиш йуналишини курса- 
тувчи ва модули бу усиш 
тезлигига тенг булган век- 
тордир.

Бундан келиб чицадцки, 
скаляр майдон и =  F (x,y,z) 
функциясининг gradu век- 

' тори майдоннинг узн билан 
анпк.ланади ва майдон функ- 
цияси царалаётган коордн- 
наталар системасига богли^ 
булмайди.

Берилган Р0 (х0, у0, г0) 
ну^тада grad и =  grad F (х, у, г) нинг ва шу нуцта ор^али С’тувчи 
сат.^ сиртининг узаро цандай жойлашншини аницлаймиз. Бу сирт 
тенгламасн ушбу к$рннишда булсин:

F (х, у, г) =  С0 ёки F (х, у, г) -  С* *= 0. (36)

(36) сиртда ётувчи ва Р0 нуцта орцалн утувчп L эгри чизицни 
цараймиз (14-раем). Бу эгри чизиц ушбу тенгламалар билан берил
ган булсин:

14- раем

x =  x(t),
y =  y(t)<
z =  z(t),

бу ерда x(l), y(t), z (i) лар t нинг дифференциалланувчи функция- 
лари, шу билан бирга x0 = x ( / 0), у0 =  y (tо). го =  z(/0).L  эгри чнзиц- 
нинг хар бир нуцтаси х (t), y(t) ва z(t) координаталарга эга булиб, 
улар сат.\ сиртининг (36) тенгламасини цаноатлантириши лозим, чун- 
ки L эгри чизн^ бутунлан шу сиртда ётади. Шундай цилиб, ушбу ай- 
ният бажарилишн лозим:

F[x(t), y(t), г (01 — С0 =  0.
Бу анниятнннг иккала цисмини t буйича дифференциаллаймиз; у 

^олда (24) формуладан фойдаланиб ва (С0)' = 0  эканлнгини .\исобга 
олиб, куйндагини ^осил ^иламиз:

i Z s w + ^ y ' w + ^ z ' V )  = 0 .ох ду о t
Хусусан, t =  /0 булганда:

F'x (х0, у0, г0) х ’ (t0) - f  F'y (х0, у0, z0) у ' (/0) +  F't (дг0, у0, г0) г' (t0) =  0.

Бу тенгликнннг чап цисми
grad и (Р0) =  F'x (х0, у0, г0) I +\Fy (дг0, у0, z0) j +  F[ (х0, у0, г0) к

билан L эгри чизиэда уринма буйича йуналган
г '  (to) =  *' (g i +  t/'^o)H-2'(/0)k

торнннг скаляр купайтмасидир (VI боб, 5- §, 3- пунктга ^аранг). 
Шундай ^илиб,

grad и (Р,) - г ' (/„):= 0. (37)

grad и (Р0) Ф 0 деб фараз ^иламиз. У .уолда (37) тенгликдан 
grad и (Р0) гектор L эгри чизиэда Р0 нуцтада уринма бунлаб йунал
ган г' (/„) векторга перпендикуляр эканлиги келиб чи^ади.

Бу эгри чизпц ихтиёрий танланганлнги учун биз ушбу хулосага 
келамиз. Агар скаляр майдон и =  F (.г, у, г) дифференциалланувчи 
функция билан берилган булса, у \олда сатц чизигида ётувчи ва 
Р0 орцали утувчи эгри чизицларга шу Р0 нуцтада Утказилган бар- 
ча уринмалар grad F (Л>) вектор нолга тенг булмаган шартда шу 
векторга перпендикуляр булган битта текисликда ётади.

Иккн узгарувчининг z = f(x ,y)  дифференциалланувчи функцияси 
билан берилган ясен скаляр майденда градиент

grad f  (х, у) =  / ;  (д:, y)i +  f ,  (х, у) j (38)

формула билан аниь^л 1нади. Унинг йуналиш буйича ~~ хесила билан 
богланиши ушбу тенглик билан аницланадн:

пр, grad г  *= ёки ~  =  |grad г/ cos ф. д1 о1
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Бу ерда q> — шу 1 бирлик вектор бчлан grad г орзекдэги бурчак 
Агар майдон z =  f(x, у) дифференцчалланувчи функция билан бэрил 
ган булса, у .дол да grad f (х0. уа) вектор сагд чиэирига Р0 (х0, у0) нуд 
Taia утказчлган урннмага перпендикуляр булишчнн курсагнш мумкин

2-мисол. г = хг у — 5 у3 функциянинг Р0 (2; 1) нудтадаги энг катта усиш тез 
лнгшш топинг.

Е ч и л и ш и. Функщшнниг энг катта усиш тезлиги Су функция градиентннинг
модулига теаг. Топамиэ:

grad /  =  (х*у — 5у*)ж' + (*гУ — 5 y*)'y l =  2ху I +  (х* — 15 у1)].
Р0 (2; 1) нудтада grad г =  41 — 11] булади. Демак, функциянинг анг катта усиш 
тсзлнгн

|gradr/P ,=  = V  137.
4. Сиртга утказилган уринма 

текислик ва нормаль. Сирт

F (x ,y .z) =  0 (39)

тенглама билан берилган б>либ, 
унинг чап дисми бирор содада 
дифференциалланувчи функция 
булсин. Бу и —F (х.у.г) функ
ция скаляр майдонни ани^лай- 
ди ва (39) сирт бу майдон учум 
сатд сиртларидан бирн булади.* 
Снртнипг Рв (д0> у0, а0) нудтасида 
grad F (х, у, г) нолга тенг булма- 
син. У хслда 3 -пунктга асосан 
(39) сиртда ётувчи чизндларга 
Р0 нудтада ^тказилган барча 
уринмалар g ra d f (P 0) га пер
пендикуляр булган битта текис- 
ликда ётади. Бу текислик F(x, 

у,х) =  0 сиртга Р0 (*0, у0, z0) нудтада уринма текислик деб аталади 
(15- раем).

Бу текислик тенгламасини тузамиз. Изланаётган текислик. рав- 
шанки, Р0 (дг0, уй, г„) нудтздан утади, шунинг учун унинг тенгламасн

Л < * - * .)  +  в ^ - У . )  +  С (2 - г®) = 0  (40)
куринишда булади [IV боб. (3) форму лага даранг]. Щартга кура 

grad F (PQ) =  Fx (дг0, Уо, г,) 1 +  Fy (х0 у о г0) j +  F'x (х0. у0, z0) к
вектор уринма текисликка перпендикуляр бу-'-ани учун унн бу те- 
кисликнинг нормал векторн сифатида дабул дчлиш, яъни

А =■ F‘g (х0, уа, z J , Б =  Fy (хщ, у0. г0), С — Fg (х0. у0, г0)

деб олиш мумкин. У долда (40) теш лама ушбу курннишни олади.
• (39) сирт u =  Р (х, у, г) маРдон функцияси нолга тенг Султан Сир хпл диЛ- 

метлар кабул даладиган барча нудталар тупламидан иборат.

Fx (дг0. Уо- г0) (х -  -v0) +  Fy (х 0, yt , z0) (у  -  у 0) -f
+  F't (.г0, Уо- 20) (г — ze) =  0. (41)

Бу (39) сиртга P0 (x0, yt , z0) нудтада уринма текислик тенгламасидир.
(39) сирт узининг бирор Р 0(*о- ул- г») нудтаенда уринма текислик- 

ка эга булсин. Р0 нудта ордали бу уринма текисликка перпенди
куляр булиб утувчи тутри чизид (39) сиртга Р,(х0, y0,z0) нудтада 
нормаль деб аталади.' g ra d f( />0) Еектор, равшанки. нормал буйлаб 
йуналган ва шу сабабли унинг йуналтнрувчи вектори сифатида оли- 
нйши мумкин. Шундан дилиб, нормалнинг каноник тенгламалари уш
бу куринишда булади: ________

Fx (xt , у„,гв)
У — Уо

Ру(х-Уо.  г0)
г — г0

Рг(х0.Уо,г,)
(42)

1-м и со  л. Еир галла ли х- -f- 2 у2 — г3 — 5 =  0 гиперболоидга р , ( 2 ;— 1; 1) 
нудтада уринма текислик ва нормалнинг тенгламаларкнн тузинг.

Е ч и л иш и. F (x, у, г) — х1 +  2у* — г* — 5 функциянинг Р0 (2, — 1. 1) нуд- 
тадаги градиенти 3 - пункт, 1-мисслда тог.нлган эди. grad F (Р,) =  41 — 4J — 2k. 
Шунинг учун берилган сиртга уринма текислик тенгламасн

4 (л — 2) — 4 (у - f  1) — 2 (г — 1) =  0 ёки 2х — 2у — г — 5 =  0 
куринишда, нормал тенгламаси эса

л — 2 у  +  1 _  г — I х — 2 _  у +  1 _  г — 1 

кУринишида Сзилади.

Шундай цили0, g ra d f (P 0) нормалнинг йуналтирувчи вектори бу
лади. Шу сабабли нормалнинг п бирлик вектооини grad F (Р0) вектор- 
ни унинг узунлигига булиб тспамиз:

п =  grad F(P0) =
(grad P (P e)|

F'r Уо- ̂ .) i +  Ру (хв. у0. г0) 1 +  К  (х„.'Л.?о) к , „оч
=  — - -  ------------ Т71-- 1 , ■ ■ ■ ——— ■------ —̂- • (43)

V [ Рд (-Го. Уо • -о) ]■+• [ Ру (х0, Уо, ?о)!2 *г [ Б г (*0. Уо- ?e) J*
' Энди сирт

2 =  /  (*. у) (44)
теиглсма билан берилган хелни ^араймкз. (44) тенгламгни z — f  (х , у) — 
=  0 куринишда ёзнб га z — f  (д:, у) =  F (х, у, г) деб олиб, бу х.олни 
юцсрида курилган хелга келтириш мумкин. У хслда

F'x (х, y.z) — — f'x (х, у), Fy (х, у , г) =  -  Г, (х. у), Г  (х, у. z) =  1 
ва, демск, I г

grad F (х0, у  о, г0) =  Fx (х *  у п *о) i +  Fy (х0. Уо- г0) J - f  F'x (,r0, у 0, z0) к  =
=  - Г х ( х , у ) \ ~ Г у ( х . у ) 1 + к .  (45)

Щунинг учун Ро (-Ve; у 0: г0) ну^тада уринма текислик тенгламасн ушбу 
куринишда ёзилади:

-  Гх (х„. ув) (х -  хв) -  fy ( 4  Уо) (У -  Уо) +  2 -  *0 =  0
39
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еки
z — z0 =  f'x (х0, у0) (* — дг0) +  i'y (хо< Уо) (У ~  Уо)< (46)

нормал тенгламаси эса ушбу куринишда булади:
х — х„ У - У о  - г ~ г». (47)

- f y l *  О'Уо) 1
Бу з^олда нормалнинг п бнрлик вектори

-  f'x (х,. Уо) »— /у (*<>■ уд) J +  к ^
п =  ■

/ 1  +  fx (х«>Уо) +  /к (*о>Уо) 
формула бунича, унинг йуналтирувчи косинуслари эса

cos а  — ■
— f'x(Xo.yo)

I 1 +  1Х (*о. Уо) +  fy (хо> Уо)

COS

COS Y :

f  и (*о, Уо)

|  1 +  fx (х0, Уо) +  fy (х0, у о )
1

(49)

V 1 +  f x (*о. Уо) +  fy  (х0. у о) 
формулалар буйича топилади.

2- мисол. г =  х1 +  уг/2  эллиптик параболоидга Я0 ( 1: —■2; 3) нуцтада уринма 
текислик тенгламаснни топинг.

Е ч и л и ш и. л8 +  — = / ( * .  У) Деб топамиз:

fx (x ,y )  =  2z; f 'y (x ,y )= y .  |

демак, f'x ( 1. —2) = 2 ;  f'y ( 1, — 2) =  — 2. [Энди (46) формуладан фойдаланиб, урин
ма текислик тенгламаснни ёзамиз:

г — 3 =  2 (х — 1)— 2 (у +  2) ёки 2х — 2у — г — 3 =  0 .

б. Икки узгарувчи функцияси туда дифференциалининг геометрик 
маъноси. г = f(x, у) функция Р0 (*о. у0) нуцтада

dz  =  / ;  (дг0. Уо) д * +  fy (х0, Уо) д У
ёки

^  =  / ;  (*о. Уо) (х -  *о) +  fy (х0, Уо) (у -  Уо) (59)
дифференциалга эга булсин. Уринма текислик тенгламаси

2  -  20 =  /; (jf0, Уо) (х -  Х0) +  fy (jf0. Уо) (у -  Уо) (51)
ни* ^арайлик. Бу тенгламанинг унг ь;исми dz дифференциал учун

* Уринма текислик нуцтасн аппликатасини сирт нуктасининг г аппликатасидаи 
фарк, килиш учун уни Z Силан белгиладик.
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(50) ифоданинг унг цисми 
билан бир хил эканлигини 
к\'риб турибмиз.

Демак, бу тенгликларнн 
яап кисмлари .\ам тенг. Би
рок (50) тенгликнинг чап 
Кисми z =  f(x, у) функция- 
нинг Р0 (х0, у0) нуктада- 
ги дифференциалидир, (51) 
тенгламанинг чап кисми эса 
уринма текислик апплика- 
тасинннг тегишли орттир- 
масини билдиради.

Биз икки узгаРУвчи 
функцияси дифференциали- 
нинг геометрик маъносини 
тушунтирувчи ушбу хуло- 
сага келамиз: икки у зга- J  
рувчи функциясининг диф- * 
ференциали уринма текис
лик аппликатасининг орт- 
тирмасига тенг (16-раем).

М(х;у;г)

16- раем

? -§ . икки у з г а р у в ч и  ф у н к ц и я с и н и н г  экстремуми

1. Экстремум мавжудлигининг зарурий ва етарли шартлари. Бир
неча узгарувчининг функцияси учун максимум ва минимум тушунча- 
лари бнр узгарувчининг функцияси тушунчаларига ухшаш киритнла- 
ди. Биз бу тушунчаларни факат икки узгарувчининг функциясига 
Нсбатан курамнз.

Икки узгарувчининг z =  f(x ,y )  функцияси бирор G со^ада берил- 
ган булсин. Ушбу таърифларни киритамиз.

G соха Р„ нуцтасининг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг Р0 дан фарцли барча ну ̂ талари учун f (P0) > f ( P )  
тенгсизлик бажарилса, икки Узгарувчининг z =  /  (х, y)=* f  (Р) функ
цияси со.\анинг Р0 нуктасида максимумга эга дейилади

G соха Р0 нуктасининг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг Р0 дан фа рули барча нууталари учун f(P 0) <Zf(P) 
тенгсизлик бажарилса, икки Узгарувчининг г =  f(x ,y )  — f(P) функ
цияси G соханинг Р„ нуктасида минимумга эга дейилади. z = f  (Р) 
функция максимум (ёки минимум) га эга буладиган Р0 нукта макси
мум (ёки минимум) нуцтаси дейилади.

Бир узгарувчи функцияси булган холдаги кабн, максимум (ёки 
минимум) нуктасини функция G сокада эга буладиган энг катта (ёки 
энг кичик) киймати билан аралаштириб юбормаелик керак.

Максимум ва минимум умумий ном билан экстремум деб ата- 
лади.

Теорема (э к с т  р е м у м м а вж у д л и ги н ни г з а р у р и й  шар- 
ти). Агар Р0(х0.у0) нуцта z = f(x, у) функциянинг экстремум нуц-
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гласи булса, у %олда бу фунщиянинг иху нуцтадаги хусусий %осила- 
лари мавжуд булган та^дирда

Гх (х0, у0) =  0, / '  (х0, у0) =  О

булади.
И с б о т л .  z =  f( x ,  у) функциянинг х буйича Р0 (х0, у0) нуцтадаги 

хусусий хосиласи бир узгарувчн ф (х) =  { (х, у0) функциясининг х =  х0 
нуцтасидаги цоснласндир. Бироц бу нуцтада ф <х) функция экстремумга 
эга эканлнги равшан. Демак, ф' (дг0) =  0 (VI бсб, 7-§, 2 - пунктга 
царанг). ф' (хв) =  /;(х0, у0) булганлиги учун f ’x (х„ ув)=0. Яна /„(дг0.«/о)= 
= 0  булишцни хам шунга ухшаш курсатнш мумкин. Теорема исбот 
цилин д и.

Шундай цилиб, z =  f  (х, у) функциянинг Р0 нуцтада биринчн цоси- 
лаларининг (агар улар мавжуд булсз) нолга айланиши, Р0 нуцтада 
бу функциянинг экстремуыи мавжуд булишинннг зарурий шарти- 
дир.

Бнрсц шуни айтиб утамизки, функция хусусий цосилаларидан 
камида бнттаси мавжуд булмаган нуцталарда цэм экстрзмумга эга бу- 
лиши мумкин. Масалан, г =  у /х3 +  у2 функциянинг О (0;0) нуцтадэ 
минимумга эга эканлиги раЕшан, бироц бу нуцтада унинг хусусий цо- 
снлалари мавжуд эмас.

z =  /  (дг, у) функциянинг f'x (х, у) ва f'y (х, у) бнринчи хусусий цо- 
силалари нолга анланадиган ёки мавжуд булмайдиган нуцталар бу 
функцилнрнг критик нукупалари деб аталади.

Юцорида баён цилннганларга асосан функциянинг экстремум нуцта- 
ларини унинг критик нуцталзри орасидан излаш лозим. Бироц экс
тремум нуцталари бчлмайдиган критик нуцталзр цам мавжуд булади.

Масалан, z =  f (х, у) =  ху функцияни царайлик. Бу функциянинг
— - *= у , - ~ = х  биринчи хусусий хосилалгри Р0 (0, 0) нуцтада нол
га айланади, бииобарин, бу нуцта критик нуцта булади. Бироц г = ху  
функция бу нуцтада экстремумга эга Эмас.

^ацицатан цам, г (Р 0) =  0, бнроц PQ (0;0) нуцтанннг исталган 
атрофида z функция цам мусбат (I ва III чораклзрга тегишли нуцта- 
ларда), цам манфнй (II ва IV чоракларга тегишли нуцталарда) циямат- 
ларга эга.

Бу мнсол курсатадикн, экстремум мавжудлигининг зарурий шарти 
етарли аломати була олмайди.

Р0 {Х0. у0) критик нуцтада э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и 
н и н г  е т а р л и  ш а р т и

А (/> .)-£  (P0)-rt. (P0) - l f xy (Ро)1*>о
шартдан ибэрат. шу билан бирга Р# нуцта f'x, (Г,) <  0 булган холда 
максимум нуцтаси, f', (Р0) >  0 булган холда эса минимум нуцтасидир. 
Ушбу

А (Го) «  /; .  (Я0) -Г, (Р0) -  lf’xy (Ро)Is <  0
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щарт Р0 нуцтада э к с т р е м у м  й у ц ' л и г и н и н г  е т а р л и  шар- 
т и д и р.

А (Р0) =  0 булган холда Р0 нуцта экстремум нуцтаси булиши цам 
мумкин булмаслиги хам мумкин (шубхали цол). Бу холда цушимча 
текшириш утказнш зарур булади.

Бу ерда таъркфлзнган экстремум мавжудлигининг ёки йуклигининг 
етарли аломатларкни исботсиз цолдирамиз.

М и с о л. /  (х, у) =  х3 - f  3 ху- — 30 х — 18 у функциянинг экстремумларини то- 
пинг.

Е я и л н ш и. Биринчн хусусий хосилалярни топамиз: / х (х, у) =  3 х2 +  3 у2 —30, 
fy ( x , y )  =  Gxy— 18. Бу хосилаларни нолга тенглаб, элементар алмаштиришлар- 

дан сунг ушбу тенгламалар системасини хосил киламиз:
х» +  у» =  10,1
2ху =* 6. } О

Бу система 
циламиз:

темгламаларини хдоа-хад цушиб ва айириб, ушбу системам хосил

х* + 2 у  +  у* =■ 16,|  . * + У = ± 4 , ]
x * - 2 px +  j / » = 4 , /  еки х  — у =  ±  2.J

Бу тенгламалар системасини ечсак (у дастлабкига тенг кучли) хуйидаги туртта 
критик нуцтани хоси-ч кнламиз:

Pi (3; 1), Я* (1; 3), Р9 (— 1; — 3) ва (— 3; — 1).
Энди иккикчн хусусий хосилаларни топамиз: fx, =  6 x , fxy =  6 у, fy, =  6 х. 

Ушбу Д {P) =  fx> (Р) /„« (Я) — lfxy (Я)|J =  36 (х2 — у1) ифодани тузамиз. Цуйи- 
дагиларии анцклаймиз;

Я, — минимум нухтасн;
Яа нухтада экстремум йух;
Я, нухтада экстремум йук;
Я4 — максимум нухтаси.

1) Д (Я,) >  0, / , » (Pi) >  0,
2) Д (Я2) <  0
3) Д (Я,) <  0
4) Д (Я4) > 0 ,  f'x. ( P A)<  0

Шундай хияиб, берилган функция иккита экстремумга эга: Р, нухтада { (PJ  =  
=  — 72 минимум; Р4 нухтада /  (Р4) =  72 максимум.

2. Икки узгарувчн фуккцнясининг экг катта ва экг кичик циймат-
лари. z =  f (х, у) функция чегараланган ёпиц G сохада узлуксиз ва бу 
соханинг ичкда дифференциалланувчи булсин. У холда функция бу со- 
цада энг кичик ва зиг капа цийматларга зга (2- §, 5 -пунктга царанг) 
цамда уларга ё ссцанинг ичида ёки унинг чегарасида эришади. Агар 
z — f  (лг, у) функция знг кичик ёки энг катта ципуатини G соханинг 
ички нуцталаркда цабул килса, у цслда бу нуцталар функциянинг 
экстремум нуцталари булади.^ Шундай цилиб, функция энг кичик ёки 
энг катта цийматларга эга буладиган нуцталар функциянинг ё экстре
мум нуцталари ёки G ссханкнг чегаравии нуцталари булади.

Биз икки узгарувчи функцгясининг энг катта ва энг кичик циймат- 
ларини тспншнинг цуйидаги цоидасига эга булдик. z — f (х,у) функ
циянинг чегараланган ёпиц G сохада!и энг катта ва знг кичик 
ки! матларини тспиш учун функциянинг бу соцанинг критик нуцталари- 
дагн цш‘ матларини х; мдаукннг G соханинг чегаргсндаги энг катта ва 
энг кичик цийыатларини тспиш. озим. Бу барча цийу.атлар орасидагн
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энг катта ва энг кичик цийматлар г =  /  (х, у) функцнянинг берил- 
ган G сохадаги мос равишда энг катта ва энг кичик ^ийматлари бу- 
лади.

\ Иккн ^згарувчи функцнясннинг чегараланган ёпиц сохадаги энг 
катта ва энг кичик цийматларини топишда баъзн лолларда со\а чега- 
расини хар бири узининг тенгламасн билан бериладиган цисмларга 
ажратиш цулайдир.

М и с о л. г — xi  — у'1 функциянинг хг - f  у3 <  4 доирадаги энг катта ва энг кичик 
Кнйматларини топннг.

Еч п л и ши. Биринчн тартибли хусусий ^оснлаларнн топамиз:

*ж=*2х> гу =‘ ~ 2У-
Ушбу

2х =  0, \
—2у=0]

тенгламалар системасини ечиб, битта Р (0;0) критик нуцтанн топамиз, унда функ 
циянинг кинмати натга тенг.

Энди функциянинг чегарадаги, яъни, *2 +  у2 =  4 айланадаги энг катта ва энг 
кичик кнйматларини топамиз. г =х2 —у2 функцияни бу айлана нукталарида битта х 
узгарувчинннг функцияси сифатида ифодалаш мумкин: г =  Xs — (4 — а*), яъни г =  
=  2 а2 — 4, шу билан бирга — 2 ^  а ^  2. Шундай килиб, икки узгарувчн функция- 
сининг а*-(-у2 =  4 айланадаги энг катта ва энг кичик кнйматларини топишни бир 
Узгарувчи г =  2 а2 — 4 функциясининг [— 2, 2] сегментдагн энг катта ва энг кичик 
Кийматларини топишга келтирдик. Бу функциянинг )— 2 ,2| интервалдаги критик 
нукталарини топамиз камда функциянинг бу ну^талардагн ва интервал охирларидагн 
Кнйматларини топамиз (VI боб, 7-§, 4 -пунктга царанг). г ' =  4 а , 4 а  => 0, бундан 
а  =  0 критик нуктани оламцз; г/х _ 0 =  — 4. сунгра г|ж= _ 2 =  4, г \х _  2 =  4 ни то- 
памнз. Шундай к;илнб берилган функция 4 га тенг энг катта к»йматга ва — 4 га 
тенг энг кичик цийматга эга.

Шундай килиб. г =  х2 — у2 функция а2 +  у2 <  4 доирадаги энг катта к«йма- 
тинн а2 +  у1 =  4 айлананинг М, (— 2; 0) ва М, (2;0) нукталарида, энг кичик кий- 
матини эса уша айлананинг М3 (0 ; 2) ва Л1,  (0; — 2) нукталарида кабул килади.

Функцнянинг л2 4- у- =  4 айланадаги энг катта ва энг кичик кнймаглзрини 
бошкача йул билан .уам топиш мумкинлигини цанд киламиз.

Айлана тенгламасшш параметрик куринишда ифодалаймнз:
а =  2 cos у =  2 sint (0 <  t <  2 я ) .

У холла г =  а2 — у2 — 4 cos21 — 4 sin* t =  4 cos 2t. Бу функциянинг 0 ^  ^  2 я cer• 
ментдаги энг катта ва энг кичик кнйматларини топамиз. Бунинг учуй г =  4 cos 2/ 
функцияни дифференциаллаб, г' =  — 8sin2 1 ни косил килами з. — 8 sin 2/ =  0 тенгла- 
мани тузиб, юкоридаги сегмент ичида ётадиган учта / ,  =  я/2, t2 •= я, /,= а  3*/f крн. 
тик нукталарни топамиз. r =  4cos21 функциянинг бу нукталардаги .цамта сегмент- 
нинг охирлари / ~  0 ва < =  2 лдаги  кнйматларини кнсобласак, ушбу узаро фарк 
килалиган иккитагина киймат \осил булншини курамиз: г, =  — 4 (энг кичик кий- 
мат) ва г, =  4 (энг катта киймат).

3. Энг кичик квадратлар усули. Тажриба нати/касида х  эркли уз- 
гарувчннинг бир цатор цийматлари учун у  функциянинг цинматлари 
жадвали олинган булсин:

X *1 1 х» Хш . . . хп

У Vi Уш У* . . . Уп

М х (х1\у 1), Мг {Хг\Уг).............. Мп (*„; уп) нуцталар тахминан бир
турри чизицда жойлашган булсин. Бу эса х ва у орасидаги богланнш

у  =  ах -f- Ь чизицлн богланишга якинлигини оилднради. а  ва о Kuaiy- 
фицш нтларни Y  =  ax-ir b тугри чнзиц белгилаган нукталарнинг *ар 
бирига иложн борича яцин ётадиган цнлиб танлаймиз: Y{ — yt айирма- 
ни х, ну^тадаги четланиш деб атаймиз, бу ерда Y t =  ах{ +  b булиб, 
у. эса функциянинг х{ нуцтадаги тажрибада олинган циймати. Энг 
кичик квадратлар усулинннг мо^ияти Y =  а х +  Ь тутри чизицни 
Y Уi четланишлар квадратларннинг нигиндиси энг кичик буладиган 
цилиб танлашдан иборат. Шундай цилиб, номаълум а ва Ь парачетр-
л а р н и  v  (у( — У()г йигиндн, яъни 2  (ох, +  Ь — y f  йигинди энг кичик 

1-1 1-1
цийматга эга булиши шартидан топилади. xr yt лар узгармас катта- 
ликлар (тажриба маълумотлари) булгани учун юкоридаги йигинди а 
ва b параметрларнинг функциясидир:

2 ( « ( +  И | ) ’ - Ф ( Л  ь),
Ы1

а ва b параметрларнинг бу цийматларини топиш учун бир неча уз- 
гарувчи функциялари экстремумларининг зарурий шартларидан фой- 
даланилади: Ф (а, Ь) нинг а ва Ь буйича хусусий .^осилаларини топамиз 
ва уларни нолга тенглаймиз:

^ - 2 ± ^ а х 1 +  Ь - у )  X l- 0 .
вер :  (52)

~db~ =  2 fZ (axi + b - y J  =  0-

Демак, энг яхшн я^инлашишни (юкоридаги маънода) бераднган а ва 
Ь параметрлар (52) тенгламалар системасндан анн^ланади; бу систе- 
мани цунидагича ёзиш мумкин;

a i  St +  b £  Х1 =  £ х 1Уг 
*-> 1-1 1-1

а 2 * 1  +  *л =  2  у с .
(-1 i=i

(53)

а ва b сонларни аннцлаш учун иккита биринчи даражанн тенг- 
лама системасини .\осил цилдик. Бу система доимо ягона ечнмга эга 
булишини хамда Ф (а, Ь) функция топилган а ва b сонларда мини- 
му мга эришишини исботлаш мумкин.

а ва b нннг топилган дийматларнни Y =  ах-\-Ь тенгла.мага цуйиб 
х ва у катталиклар орасидаги тажрибада олинган богланишни энг 
яхши акс эттирадиган чизицли функцияни >;осил ^иламиз.

Агар тажриба маълумотлари шундай булсаки, графикни ясашда 
улар тахминан квадратик парабола буйлаб жойлашеа, у .\олда так- 
рнбий богланишни Y -- ах* 4- Ьх 4-а шаклида шлаш мумкин. а, b ва с 
коэффициентларнинг кппматларини топиш учун
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n
2  ( У - у ,)ъ 2  (axi +  b x , +  C — y f  =  Ф (a, b, c)

i= i

ифоданннг минимумнни тспиш лознм. Уч $згарувчи Ф (а,Ь,с) функ- 
циясининг миниуумнни тспиш биринчи даражалн учта тенглама сис- 
темаснни ечиш1а келтириладн:

а 2  к  +  Ь 2  х\ +  с 2  х\ -  V  ^  Уг 
1-1 1-1 1—1 1-1

fl t t + b  2 * ; + с  2 * , “ 2 * , У г
1-1 1=1 1=1 i-1

а  2 ^ + 6  2 * , +  СП =  V  у
1-1 1=1 1-1

(54)

бунда эса номаълум а, Ь, с параметрлар ани^ланади.

Ми с о  л. х эрклп У’згарувчннинг турлн ^инматларнда функцнянинг тажрибада 
олингаа кннматларн ушбу жадвалда келтприлган.

X \ 0 1 1.5 2.1 3

У | 2,9 6,3 7,9 ю .о 13,2

Тегишли нуцталарни ясаб улар тахминан бар туфн чизикда ётишига ишонч хосил 
киламнэ. Бу эса х ва у  орасндаги бог ланит у — ах +  Ь чизшущ богланншга я^ин- 
лигинн курсатадн- Энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб. номаълум а ва b 
параметрларни юпамнз. Ушбу жадвални тузамиз:

*1 1 VI 1 ±  1 *Ш1 1 Ч  1 Д У

1 0 2 ,9 0,00 0,00 2,86 0,04
2 1,0 6 ,3 1,00 6,30 6,28 0,02
3 1,5 7 ,9 2,25 11,85 7,99 0,09
4 2,1 10.0 4,41 21,00 10,04 0,04
5 3,0 13,2 9,00 39,60 13,12 0,08
V 7,6 40,3 16,66 78,75

Жадвалда кУрсатилган ^иссблашлардан фойдаланиб, (53) куринишдаги тенгла- 
малар системасшш тузамиз

16.66 в +  7 ,6 6 =  78,75,)
7,6л -г 56  = 4 0 .3 , ]

буни ечиб, а =  3,42, Ь =  2,86 нн тспзмиэ. Щундай едлкб,

у =  3 ,4 2 x -f  2,86. (•)

Жадвалнинг олтннчи устунида у нинг (•) формула буГшч* цнсобланган киймат- 
ларн курсатилган, еттиичй устунда эса тажрнба маълумигларининг у  нинг ( • )  фор
мула буиича цисобланга* ь,нйма гларндан ретланншлариш1нг абсолют ^ийматлари

¥

X боб
КАРРАЛИ ВА ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР 

1-§. ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ

1. Икки каррали интегралга олиб келадиган масалалар. <т — берил- 
ган Оху текисликдаги I ёпи^ контур бнлан чегараланган со^а булсин. 
о (щ а, йуналтирувчнси / ва ясовчнлари Ог уада параллел булган 
С цилиндрик сирт ^амда тенгламаси z — f  (х, у) булган S сиртнинг 
булаги билан чегараланган жисмни цараймиз (17- раем). Бунда 
2 =  / ( х, у) функция о со.\ада ани^ланган, узлуксиз ва манфий 
эмас деб фараз ^иламиз. Бундай жисмни цилиндрик жисм деб атай- 
миз. Шу цилиндрик жиемнинг *ажмини ^исоблаш ^ацидаги масалани

17- раем 18- раем

к^’райлик. Бунинг учуй о ссцани п та кичик Aoj, Дог, . . . ,  Д<тп Юз-
П

ларга буламиз, бунда* ^ ^ CTi ~ ° -  ^ аР ^ИР ^ CTi кичик юзларнинг усти-
i - i  >

да S сиртнинг Да. юзга проекцияланувчи булаги билан чегаралан
ган кичик цилиндрик сирт («устунча») ясаймиз. Шу билан о асос- 
ли цилиндрик жисм асослари До, булган п та устунчага ажрзлади. 
Асоси До, булган устун х.ажмини Д V, билан белгилаймиз. У ^олда 
цилиндрик жиемнинг V ^ажми буустунчалар ^акмларининг. йщ-инди-

п
сига тенг: V =  V ДУ.. Энди Дет, асосли цилиндрни цараймиз. Цн- 
--------------  i~i

* Бундан кейин о ва До< лар со:;аларни цам, уларнинг юзларини \ам билдиради.
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Цилиндрнинг бгландлкги сифатида 5 снртнинг Д а , юзининг ихтиё- 
рий Pt (х{ yt )  нуцтасидагн 2, апплнкатасини оламиз (18-расм).Бу ци- 
линдрнннг хажми Да, асоснииг юзини г, = f(x ,; yt) баландликка 
купайтмасига тенг булиб, уни Да, асосли устунча А У, ^ажмининг 
та^рибий ^иймати сифатида оламиз:

ДК, ж /  (x,l yt) Да .

Бэрча бундай хажмларнинг йипшдисини олсак, цилиндрик жисм V 
^ажмининг тацрибий цийматинн .уюил циламиз:

V = V A V ,« ^ /(x ,;y ,)A a , .
/=1 I» 1

Л
V ^ажмнинг аник циймат сифатида v  f ( X{; у{) Да, йигиндининг Да,

i=i
кичик юзчалар сони чекснз ортади, хар бир юзча эса ну^тага айла- 
нади деган шартдаги лимитини оламиз:

П
V = l i m  V  f (Х{; у( ) Да,. (1)

П—>оо / — I

Шундай цилиб, цилиндрик жисмнинг V .уажмини ^исоблаш ^ацида- 
ги масала бнрор лимитни топишга келтирилди.

Энди бошка бир масалани курамиз. Оху текнслнкда жойлашган 
юпца моддий пластинка берилган булсин. Бу пластинканинг бирор 
Да юзини ва унда Р(х, у) нуцтани танлаймиз, Да юзча Дт массасн-
нинг бу юзчага нисбати, яъни — нисбат Да юзчанинг уртача сиртий
зичлиги дсб аталади. Агар Да юзча Р (х; у) ну^тага тортилади де
ган шартда ^  нисбатнинг у лимити мавжуд булса, у холда бу ли
мит Р нуцтадаги сиртий зичлик деб аталади. Сиртий знчлик Р нуцта- 
нинг вазиятига боглиц булади ва шу сабабли унинг координаталари- 
нинг бирор функцияси булади: f  =  7 (х; у), у =  7 (х;у) функцияни о 
со^ада узлуксиз деб фараз килиб, а  пластинканинг т массасини аншу 
лаймиз. Агар пластинка бнр жннсли, яъни 7 зичлик унинг ^ар бир

ну^тасида узгармас у = у0 булганида 
эди, пластинканинг массаси т =  у0а 
га тенг булар эди. Зичлик умумий 
холда нуктадан нуцтага утишда уз- 
гаргани учун бу формула а  пластин
канинг массасини аницлаш учун яро!у 
сиздир Шу сабабли цуйидагича йул 
тутам из.

о л
19- раем

о  пластинканил та Aat , Да2,..., Да„ 
кичик юзчаларга буламиз, Бундай ^ар 
бир кичик юзчада Р (Х{\ yt) нуцта- 
ни танлаймиз (19-раем). Агар Да,

юзчалар етарли кичик булса у э^олда бундай юзчанинг ичида у 
зичлик кам узгаради ва Р, нуцтадаги V, =  у (х,, г/,) зичликдан кам 

фарк цилади. J^ap бир кичик юзчада зичликни Талибан узгармас ва 
танланган Р, нуцтадаги зичликка тенг деб фараз цилиб, Да, юзчанинг 
Длг, массасини тацрибан ^исоблаймиз:

Д т , «  у, Да, =  у (х,, у() Да, (< =  1,2............л).

П
Бутун а пластинканинг т массаси т =  V  Д/п, га тенг булганлиги

i=\
сабабли уни ^иссблаш учун ушбу такрнбий тенгликни хосил ^иламиз:

П П
т =  2  А т‘ ^  Y (хг уд  Д аг

<-i <-i
п

т массанинг аник; циймати сифатида V  у (х ., у{) Д о, йигиндининг
i=i

кичик юзчалар сони чексиз ортади, .\ар бир юзча эса нуцтага тортилади 
деган шартдаги лимитини цабул циламиз:

П
т =  lin>V Y (•*■,, </,) Д а,. (2)

'м
Шундай килиб, юпца пластинканинг массасини .^исоблаш >;акидаги 

масала бирор йигиндининг лимитини топишга келтирилади.
Биз куриб чиадан бу масалалар аниц ннтегралнинг жуда му>;им 

умумлашмасига, чунончи икки каррали интегралга олиб келади. Энди 
шу интегрални урганишга киришамиз.

2. Икки каррали интеграл. Мавжудлик теоремаси. 1- пунктдаги маса
лалар бизни тайин куринишдагн йигиндиларни текширишга олиб келди. 
Бу йигиндиларни тузиш (Оху текисликдагн) бирор а со.\а ва унда берил
ган узлуксиз функция билан боглиц булди. Физика ва техниканинг 
к^пчилик масалалари ана шундай йигиндиларнинг лимитини топишга 
келтирилади. Шу сабабли бундай йигиндиларнинг лимитларинн умумий 
*олда, у ёки бу конкрет физик масалага богламасдан урганиш мацеад- 
га мувофн.^дир.

Оху текисликнинг а  со^асида* г =  f {Р) =  f(x, у) функция берил
ган булсин.

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. а со.^ани п та Д а ,, Д а2, „м Д ап кичик юзчаларга шундай 

буламизки (19-раем), бу кичик юзчаларнинг юзлари йигиндиси бутун
П

со^анинг юзига тенг б' лсин: а = 2  Да..
(•=1 ‘

* Бундан кейнн х;амм ) ва^т о  со\а чекли юзга эга ва бир ёки бир неча чизиц 
билан чегараланган дсб фараз киламш ва буни алэ^ида айтиб утир.маймиз.
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2. Х,ар бнр Да, кичик юзчада ихтиёрий Я, (xt; у{) нуктани танлай- 
миз. г —f (Р) — f  (х, у) функциянннг Я, нудтадаги дийматнни Да, га 
купайтирамиз:

f  (Я,) Д а, = /  (х1,у 1) Д а ,.
3. Барча шундай купантмалар йнриндисини тузамнз:

V  f  (Я,) Д a , =  V f ( ^ . ?,) Да,.
/ - 1

(3)

(3) йиганди икки узгарувчининг г = /  (Я) — f(x,y) функцняси учун ту- 
знлган интеграл йигинди деб аталади.

4. (3) интеграл нигиндининг кичик юзчалар сони п чексиз ортганда 
Еа бу юзчаларнинг нуцтага тортилгандаги лимитини топамиз. Агар бу 
лимит мазжуд ва у о содани Д о, кичик юзчаларга булиш усулига дам, 
уларнинг дар бирнда Я, (х,; у,) нуцтанинг танланишига дам боглид бул- 
маса, у долда бу лимит г =  f  (Р) = f (х, у)  функциядан а  сода буйича 
олинган икки коррали интеграл деб аталади ва бундай бзлгиланади:

Я f da ёки Я f  (*• У) d<J-

Шундай дилиб,

ГС /  (x,y)do  = l i m  \ ]  /  (х,, ^,) Да,
(4)

ёки бошдача ёзнлса,

ff / (Я) d a  =  lim v  /  (Я,) Д а,. /4 ')

Бу ерда п-*-оо да До/ кичик юзчаларнинг дар бири нудтага тортн- 
лади деб тушунилади; о соха интеграллаш со\аси, f  (х, у) функция 
интеграл остидаги функция, f(x , у) do — интеграл остидаги ифода, 
do  — юз элементи деб аталади.

Шундай дилиб, биз ушбу таърифга келдик. 
f  (х, у) функциядан о со\а буйича олинган икки коррали инте

грал деб (3) интеграл йигинЬининг Да, кичик юзчалар сони чексиз 
ортгандаги ва уларнинг %ар бири нуцтага торпилади деган шарт- 
даги лимитига айтилади. Шу бнлан бирга бу лимит о сохани булак- 
ларга булиш усулига ва До, кичик юзчаларнинг >;ар бирида Я, нуд- 
таларнинг танланишига бог лид эмас д еб  фараз дилинади.

Энди дажм ва масса дадидаги масалаларга дитсак, дуйидагиларни 
курамиз: цилиндрик жисмнинг \ажми сон жи , :идан z=*f(x, у) >  О 
аппликатадан о со\а буйича олинган икки каррали интегралга тенг:

У =  Н т X  f ( x i> y i)bo .П-+ао (шя 1
Я ! p , u ) d a

£ Икки каррали ннтегралнинг г е о м е т р н к  м а ъ н о с и  ана шундай 
Яборат.
|  Зичлиги у — у (х, у) булган о ясси пластинканинг массаси зич- 
ликдан олинган икки каррали интегралга тенг:

В  m  =  lim  V  у (х,. у.) Д a , =  j  J у(х, у) do.
Г.-to o  i = !  <J

Изод .  Агар интеграл остидаги функция f(x , у )зз  1 булса, у дол- 
да икки каррали ннтегралнинг диимати сон жидатдан интеграллаш 
сохасининг юзига тенг: ff d a = o .

о
\адидатан дам, бу долда исталган интеграл йигинди

2  f  (хо У^ Аа‘=  2  1 * A oi
1

куринишга эга ва у сон жидатдан о соданинг юзига тенг. Интеграл 
;ндининг лимнти дам о га тенг булгани учуй

" " \ \ do =  lim V  Д а , =  lim а  =  а.
n— п-ю о

20• раем

f  (х, у)2* 0 учун икки каррали интег
рал. яъни HHTeipa.i йигиндпнинг лимита 
цилиндрик жнемнинг дажмини анкдла- 
гани учуй бу лнмнтнннг мавжудлиги 
равшандск туюлади. Бирок; бу фккр 
дагьнп эмас. Тулидрод курсларда бу 
даъво дагьии лсботланади га икки кар
рали ннтегралнинг мавжудлик теоремаси 
номн билан аталади,

а  юзеа эга булган, чегераланган ёпиц 
со^ада узлуксиз .уар цандай г *= f  (х, у) 
функция учун икки каррали интеграл 
мавжуд.

Бундан буён бкз интеграллаш содаси- 
да узлуксиз функцияларнигнна дараймиз.

Маажудлик теоремаендая, о содани, масалан, координата удларига 
параллел турри чизидлар ёрдамнда томонлари Дх, ва Д у1 булган Да, 
кичнк туири туртбурчакларга б^лиш мумкинлиги келиб чик,ади (20- 
расм). Бунда Да, =  Дх, ДУг  Энди дар бир кичик турри туртбурчакда 
Я, (дг,;у,) нуктани танлаб, нккк каррали интегралнинг таърифига 
асосан бундай ёзишнмиз мумкнн.

И  1(х, у) do  =  l im2  f (дг,. yt) Ддг, ДУг 

Икки каррали иитегрални V  f  (х, у() Ддг,. Д$г, куринншдаги йиринди-
т и .  ’ ЖГ|4нинг лимнти сифатида тспиш мумкинлигини таъкидлаш мадсаднда
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JJ l (*. У) do белгилаш урннга ("J /  (.v, у) dx dy белгилаш хам ишлати- 
o о
лади. Шундай цилнб,

Я f (х > У) dx dy =  lira V  /  (xr yt) Дх<Дy t.
a n~*aa <=i

dx dy ифода декарт координаталарида юз элементи деб аталади 
.\амда dx ва dy томонлари координата уцларига параллел тугри турт 
бурчакнннг юзига тенг.

Шуни айтнб утамизкн, интеграл нигиндини тузишда а соханинг чегара- 
сига ёпишган Aat юзчалар тугри туртбурчак шаклида булманди. Би
ро^ бундай юзчаларни юзларн Дх{Ау{ булган тутри туртбурчаклар 
бплан алыаштириш натижасида йул цуйиладиган хатолнк лимитда нол- 
га айланишини исботлаш мумкин.

3. Икни каррали интегралнинг хоссалари. Икки каррали интеграл- 
нинг

Я f  (*; у) da =  lim v  f  (Хр у() До'
О П-»оо!= 1

таърифи тузилиши буйнча аниц интегралнинг таърнфига (VIII бэб, 
2- §. 1- пунктга царанг) мутлацо ухшашлнгини пайцаш осон. Ш у муноса- 
бат бнлан икки каррали интеграл аниц интеграл эга булган барча хос- 
саларга эга. Бунинг устига, икки каррали интеграл учун бу хоссалар- 
нинг исботи аншу интеграл учун мое хоссаларнннг исботига мутлацо 
ухшашдир. ШУ сабабли икки каррали интегралнинг хоссаларини ис- 
ботсиз келтирамиз:*
1°. Узгармас купайтувчини икки каррали интеграл белгисидан таш- 
царига чикариш мумкин, яъни k — бирор сон булса, у  %олда:

\ \ kf(x,y) da = k j j  f  {x, у) do} 
a a

2°. Бир неча функция йитндисидан омнган икки каррссш интеграл 
цУшилувчилардан ожнган икки каррали интеграллар йигиндисига 
тенг**Я [ / ( * . У) +  <( (х> У) ] da  = $ \  f  y)da  +  §) Ч* (*’У) d a -а о а

3.° Агар а интеграллаш сохасида f  (дг, у)>0 тенгсизлик уринли 
бдлса, у \олда jj' f (х, у) da  j*0 бдлади. ,

О
Агар интеграллаш сохасида f (х, у ) ^ 0  узлуксиз функция ва сола

нине калшда битта нуцтасида f (х, у ) > 0  булса, у уолда Я  f ( x ,y ) d a '>  0.

* Аввал аниц интеграл учун тегишли хоссаларни хотирада тиклаб олиб, 
хоссаларни исботлашни Укувчига тавсия фцамиз.

** Аниц интегралдаги каби, 1° ва 2° хоссалар бирга.тикда ч н з н ц л и л и  к 
х о с с а с н деб аталади.
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4.° Агар интеграллаш сохасида f (х, у) ва <р (х,у) (рункцимлир 
f  (х, у) >  Ф (*. У) тенгсизликни цаноатлантирса, у ,\олда

Я  f (*• У) d a > Я  (Х’ У) da-
а о

5 » Аддитивлик хоссаеи. Агар интеграллаш со.\аси бир нсча 
0v о2, .... о* бдлакларга бдлинган бдлса, у \олда

f f f ( x, y)  da  =  Я  Н Х<У) da  +  Я  f ( x y)d a  +  • • • +  Я  И * . y)d a -
V 3i 'о,Ч о к
Дгар икки каррали интегрални цилиндрик сиртнинг з^ажмн сифатнда 
цараладиган булса, бу хосса геометрик нуцтаи назапдан равшандир.
У ушбу содда фактни ифодалайди: агар цилиндрик сиртнинг асосн бир 
неча ох ,о......... ...  булакларга булинган булса, у з^олда бутун цилинд
рик жисмнинг ,\ажмн унн ташкил этадиган ох, о ,........о* асосли ци
линдрик жисмларнинг з^ажмлари йишндисига тенг.

У рта киймат ^а^идаги теорема, f  (х, у) функция спик, чегараланган 
а соцада узлуксиз бдлсин. У цолда а со.\ада шундай Р0 (х0; у0) нуцта 
топиладики, бунда

f $ f ( x , y )  do  = f ( x 0, у0)о  (5)
о

булади.
Агар а сохада f (х.у) >  0 булса, у зфлда бу теорема бунда;! гео

метрик мазмунга эга.
Цилиндрик жисмнинг \ажми асоси шу цилиндрик жисмнинг асо- 

си а дан иборат ва баландлиги функциянинг а соханинг бирор 
Р0 (дг0; у0) нуктасидаги цийматига тенг булган цилиндрнинг хаж- 
мига тенг. Функциянинг (5) тенгликдан аницланадиган f (x0, у0) кий- 
мати f (х, у) функциянинг о сохадагн у рта циймати деб аталади.

4. Икки каррали интегрални декарт координаталарида з^исоблаш.
Икки каррали интегрални интеграл йигиндининг лимити сифатида 

з^нсоблаш ани^ интеграл булган з^олдаги каби катта цийинчиликлар 
бнлан боглиц. Ана шундан цутилиш мацсадида, икки каррали интег- 
ралнн хисоблашни иккита пни^ интегрални кетма-кет х;исоблашга кел- 
тирнлади. Бу цандай бажарилишини курсатамиз. Соддалик учун инте
граллаш сохасида интеграл остидагн функция /  (*, у) > 0 булган з̂ ол 
билан чекланамиз. Бу фаразимиз икки каррали интегрални цилиндрик 
жисмнинг з^ажми сифатида царашимизга имкон беради.

Шундай ^илаб, / (х, у) узлуксиз функциядан олинган f \ f {x,y)do

икки каррали интегрални з^нсоблаш талаб килинмо^да.
Аввал бундай фараз циламиз: о интеграллаш сохаси иккита 

У =  <Pi (*) ва у  =  фа (х) эгри чизиц хамда иккита х =  а ва х =Ь  тугри 
чизицлар билан чегараланган, шу билан бирга х нинг а ва Ь орасида 
ётувчи барча цнйматлари учун ф* (jc) ><р, (д) тенгсизлик уринли булсин 
(21-раем).

Ох укдаги (х; 0) нуцта орцали Оу уцн̂ а параллел тугри чизнц \/тка- 
замнз. Бу тхтри чизик, созрни чегаралаб турган эгри чнзи^лар бнлан 
Cj ва С2 нуцталарда учрашади. ну^тани кириш ну^таси, Са нуц-
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тани эса чициш ну упаси деб атаймиз. Уларнинг ординаталарини мос 
равишда //К1|рва учя̂  билан белгилаймиз. Кириш ну^тасининг ордина- 
тасн укпр =  <рх (.v) ва чикиш ну^тасининг ордннатаси учня =  ф2 (х) бу- 
лади. Маълумки, j f  /  (jc, у) da  икки карралн интеграл сон жихатдан

‘ О
г =  /(*. У) сиртнинг а юзчага прсекцияланаднган б\лаги билан чегара- 
ланган цилиндрик сиртнинг V хажмига тенг (17-расмга ^аранг):

V = 5J f Ы  d°-

Энди цилиндрик жнсмнинг V хажмини бошцача пул билан, чунончи, 
кундалангкеснмлар усули ёрдамида хиссблаймиз (VIII бсб, 3- §, 3-пункт- 
га ^аранг).

Биз биламизкн, агар жисмнннг Ох уэда перпендикуляр ва х  (а <  
<  х <  Ь) абсцнссали нукта ор^али $тувчи текнслик билан кесими (х) 
юзга эга булса, у ^олда жисмнннг V хажмн

&

^  =  5  S  (*) d x  ^

формула билан ифсдаланади. Бу формулами цилиндрик жисмнннг х,аж- 
мини ^исоблашга татбиц циламиз. (дг; 0; 0) н уцта ор^али Ох \кца пер
пендикуляр текислнк утказсак, кеснмда С г Af, M t С2 эгри чизнкли тра 
пецняни .\оснл циламиз (22- раем). М2 чизик” инг z = f  (jc, у) аппли 
катаси х узгармас булганда с|икат у  нинг функцияси булади, шу била! 
бнрга, у аргумент укыр=ц\, (.*) дан у  ■ =  ф}(х) гача чегараларда узгаради

трапециянинг S (х) юзи, равшанки. ушбу аннц интеграл
га тенг:

ШУ1ундай г^илиб, (7) формула цилиндрик жнем кундаланг кесими юзинн 
щлаиди,
(6) тенгликка S (х) нинг ифодасшш ^уйиб,

ft | ф.00 |

v  =  \ f (*• у) dy fdx
a v Ф,(*)

ни *осил циламиз.
Бироь;, иккинчи томэндан цилиндрик жисмнннг V ^ажми \ ( f(x,y)do

' О
икки каррали интегралга тенг булганлиги учун ^уйидагига эга була- 
миз:

ft ». ш
5 f f(x,y)do=§  { .f f (x,y)dy}dx

-  <PlU)

ёки Ф. (x)

f J  f (x,y) do  =  \dx  \ f (x,y) d y. (8)

Бу эса изланаётган фэрмуладир.
(8) формуланинг маъносини тушунтнрайлик. \ \ { (х,у) d о икки

а
карралн интегрални и̂соблаш учун олдин х ни узгармас деб 
ф»<*)

f f(x,y)dy ани̂  интегрални (ёки, айтилишича, ички интегрални)
V, (х)

и̂соблаш лозим.
Интеграллашнинг цуйи чегарасн х нинг тайинланган (фнксирлан- 

ган) цийматига мос кириш ну̂ тасининг укц? =<р, (дг) ординагаси, гово
ри чегарасн эса чи̂ иш ну̂ тасининг учя̂  =  ф2 (х) ординагаси булади. 
Бу интегрални н̂соблаш натижасн эса фз̂ ат х нинг функцияси бу- 
лади. Энди бу функцияни а дан b гача булган чегараларда интеграл- 
лаб, икки каррали интегралнинг ций.матнни о̂сил и̂ламиз.

1-изо^. Агар о со\а нккита х =  ф, (у), х =  ф2(у) эгри чизи̂  ва 
иккита горизонта.! у — с, у =  d(c<.d) тугри чизи̂ лар билан чегара- 
ланган. шу билан бирга с Ba d ораепдзги барча у лар учун ф, (у) <  
<  ф, (у) булса (23-расм), ушбу тенглик уринли булишини кх̂ оридаги 
каби исботлаш мумкин:

л t« (у)
J f / ( x , y ) d o - f j  \ f(x,y)dx}dy
o ' с iifg)

S Учкк Фа(дг)
W  *  j  г dy = ] J  { (х, у) dy.

У кир Ф1 (х)
(7)

еки
а 1,(у)

П f(x,y)d ° =" j d y J / (x,y)dx.
J • '  io i )

(9)
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Lн

24- раем

Бу ерда ички интеграллашда у  узгармас деб хисобланади. Бу инте- 
граллашнинг натнжасн у  нинг функцияси булади ва кейин уни с дан 
d гача булган чегараларда интеграллаш лозим.

(8) ва (9) формулаларнинг унг томонларида турган рнтегралларни 
такрорий (еки икки каррали) интеграллар деб аталади.

2 -  и зох -  (8) ва (9) формулаларда таищи интегралнинг чегара- 
лари доимо дзгармас эканлигига эътнбор бериш лозим.

3- изо%.  (8) ва (9) формулалар а соха махсус куринишга эга 
деган шартда келтлриб чи^арилди. Агар о соуанинг контури мурак- 
кабро^ булса, у холда ^уйидагича йул тутилади (24-раем), ст со.'уани 
(8) ёки (9) формулани келтнриб чи^аршида ^уйилган шартлар цаноат- 
лантириладш ан цилиб, чекли сондаги булакларга булинади. Сунгра 
интегрални бундан сохаларнинг хар бири буйича (8) ёки (9) формула 
асосида .^исобланади. Бутун соха буйича олинган интеграл эса адди- 
тивлик хоссасига асосан бу булакларнинг э$ар бири буйича олингаи 
интегралларнинг йигиндисига тенг булади. 24-расмда келтирилган хат 
учуй цуйидагига эга буламиз:

J  J  f ( x , y ) d o =  \ \ f ( x , y ) do  + j  j  f ( x , y ) do  +  J J f (x, y)da.
a °i o* c

4-  ызо.у. Агар интеграллаш со\аси х =  а, х =  b(a<.  b) ва у =  с  
y =  d(c<.d) турри чизшулар б клан чегараланган турри туртбурчак 
(25-расм) булса, (8) ва (9) фэрмулалар бу хат учун ушбу куринишда 
булади:

» а
J j f ( x . y ) d o = ~ J d x  J f (x,y)dy,
о а с

* *
j  J  f(x,  у) do  = J  d y  \ f(x, y)dx.
О c a

I-мисол. Агар |  j (** -j- y*) do  икки каррали интегралнинг а интеграллаш coxa-
О

си у =  0, х  =  2, у =  х/2 т^гри чизиклар билав чегараланган учбурчак (26-расм) 
булса, бу интегрални хисобланг.

топамиз:

f  (*• +  **) d У =  1 7 =  х» =— х*.b L 3 J О 2 ^ 3  24

Демак,
Ш С f ( x * + s r ‘) d a  =  f - £ -  x * d x - ™ *  | 2= i i .

V  z  24 24.4 |o  6

я < * а - f  y*)do  икки каррали интегрални хисоблаш учун (9) формуладан фой- 

одалансак хам, барибир шу натижани хосил хиламиз. Бу х°лДа хкир =  ^  (У) =  2у, 
хчвк = ф , ( у )  =  2 (чункн кириш нухталари у  =  х/2, ёки х =  2 у  тугри чизихда,
чихиш нухталари эса х  =  2 тугри чизихда), с =  0 , d  =  1 булишини (26-расм) эъти-

борга олсак, I г1
f f  (х* +  уг) d o  \ d y \  (x* +  ifJ)dx  
о 0 2у

ни >̂ осил 191 лам из. Сунгра

1  “ [ п г + ' *  1 У-  ( ? + 2» - ) -  ( ¥ + 2*, ) = т + 2 “' - т « ’ '

У холда

п КТ
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Агар инки каррали интегралнинг геометрик маъно- 
сиии эътиборга о л сак, | | (х* +  у*) d o  юк,орилан 

' о
г =  х* +  У2 айланма параболоиднинг Ох у текислик- 
да о  учбурчакка проекцияланадиган булаги билан 
чегараланган цилиндрик жисмнинг V ^ажмини бе- 
ради.

2-м и со л. | | ху1 d о  икки карра ли интеграл- 
о'

нин г о интеграллаш сохаси х =  0, у  =  х, у  =  2 — 
— х2 чизшупар билан чегараланган булса, бу интег- 
рални топинг (27-расм).

_ Е ч и л и ш и . Б у  икки каррали интегрални зуи-
”х" соблаш учуй (8) формулани Ауллаймиз. Бу ерда 

Укир = <Pi (*) =  Учик =  ф| (X) =  2 — х*. в =  0, 
6 = 1 .  Шунинг учун 

1 7-х’
(Я ху1 d о =  | dx I х у1 dy.
■<j 'о х

Ички интегралда х ни узгармас деб ^исоблаб, бу интегрални топамиз:
8-х* 2—х*

ху» I _  X (2 — х»)» _  х*

27- раем

ху! dy =

Демак,

и —
а О

j I 1
—  —  1 (2— х» dx

_ М  <2 — -»’)• ,
6 ~ т _ +

хМ 1 _  Л _ ___ I _2«____ 67_

+ _15’]о ~  24 15 +  24 ~  120 ‘

Агар \ f ( x y » ) d o  икки каррали интегрални Аисоблашда (9) формуладан фой- 
о

^алакиладнган булса. у холда о интеграллаш сохасиии нккита о , , о 2 булакка булиш- 
га туг рн келади (27-ргсмга царанг), чункн чикиш н>кталари жойлашган О А В 
чизиц айрим участкаларда турлн тенгламалар билан берилади. Аддитнелик хсссасига асосан:

J J V  <11 = J  .f ««'А+ j  I  1
( • )

VP fa p „ ,  (9 , Фчшулани

Я
лисобл :кмиз: 

Щ  *
ху3 da — d y  \ ху2 dx, 

О 6

ну НК и
Хцвр =  V1 (У) =  0. Хчи* =  ф2 (у) =  у, с =  0, d =  1.

Энди у нинг $эгармаслигинн эътиборга олиб, ички интеграл на \всоблаймиэ: 
у

ху2 dx =  - *У 1 У. 
2 IО

У4

Демак,

„  о, о
(•) тенгликнияг уиг томоиидаги иитегралларнинг икхинчисини ^ам шунга ухшаш 
топамиз:

2 УГГу
'■dx.

чункн

f  j  ху* d a = ^  dy  ̂ ху* ( 
о, 1 g

= 0, хчик=У 2 =^  е = ‘* d=2-
Ички интегрални х;исоблаймиз:

Уг у̂

\
ху2 dx ■■ У

2

,, ,1/2—У
( 2 - у )  У* _У1

2

Демак,

J J *  -j  ( • '  -■?■)*■["?"“  T - f -ЗР

Шундай цилиб, узил кесил ушбуни хосил циламиэ

Яху* d о =—!—|—— = 
10 24

67
120

Сунгги мисолдан куриннб турибднки, I xy2d o  икки каррали интегрални маа-
о

кур конкрет *олда хисобла.цда (8) формуланн цулланиш ^уллйроцдир. Икки каррали 
интегрални ^исоблашда бунн назарда тутиш лозим ва (8) ёки (Ь) формулалардан 
Хисоблаш ихчамроц буладипшинн англаш делам.

5. Икки каррали ицт-траллари» цутб координаталарда А'коалаш. 
Ани^ лнтегратни АИсоблашни содддлаштирИШ усулларидан бири уз- 
гарувчини алмаштириш усулиднр. Икки каррали инт -ралда янги ^зга- 
рувчиларни ана шунда i киритиш к$ринча хисобАыарнинг тежамли 
булишига олиб келади. Виз бу еРДа узгарузчиларни алмашгиришнинг 
амалий татби^ллр учун энг ыугрш булган хусусиЯ.^оли, чунончи, х  ва 
у  декарт координаталарчни г ва ф 1утб клэрдннаталаряга алмашти- 
оиш билан чекланамю
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d6 -r d r d p

29- раем

28- раем

z =  f(x,  у) узлукенз функциядан а
coxfl буйича олинган ] \ f(x,  у) da 

* o'
икни каррали интегрални хисоблаш 
лозим булсин. Икни каррали интеграл 
интеграл йигиндининг лимити эканн- 
ни биламиз:

I \ f(x,  y)do  =  Iim  V /(*  у<) Да,
• д

шу билан бирга бу лимит о сохани 
булакларга булиш усулига ^ам, ^ар бир Д а, кичик юзачада Р, нуц- 
танинг ь^андаи танланишига .\ам боглиц эмас. о сохани цутби коорди- 
наталар боши билан устма-уст тушувчи, цутб уци эса Ох уцдан нборат 
булган ^утб координаталар системасида ^араймнз. о интеграллаш со- 
а̂сини цутбдан чи^увчи нурлар ва умумий маркази цутбда булган 

айланалар ёрдамида Д а , кичик юзчаларга буламиз (28- раем). К,утб- 
дан чикдан ва узаро Аф, бурчак ташкил цнлган иккита нур хамда 
г, ва л,Н- Дг, радиусли иккита айл̂ на билан чегараланган Д а, юзчани 
а̂райлик (29-а раем). Бу эгри чиаицли туртбурчакнинг юзини иккита 

донравий сектор юзларининг аинрмасп сифатида тонамиз:

А о, =  0Mt Mt — OM3Mi =e y ( ri +  Дг|)*д<Р/— у  л* А ф, =  г, Д г, А ф, (A ri)2Д<Р| =  ('■,+
1  +  Т п ) А ' / А *г

т\ орк,али г, ва г, +  А г, орасидаги урта радиусни белгилаймнз, яъни 
Д Г/

г’, =  г1 +-^~• у  Чолда Ao, =  rJA/-, Дф,. Ĵ ap бир Да, кнчнк юзча- 

60

да Р, (*,'• У,) нуцтани танлаймиз. Бунда Р, нуцтани г\ радиусли айла- 
нада ётадигаи цилиб танлаймиз. Р, ну^танинг ^утб бурчагини ф, орца- 
ли белгилаймиз. Р, нуцтанинг у{ декарт координаталари билан унинг 
г\, ф, КУтб координаталари дг, =  rj созф, ва yl =  r'lsin(pl муносабат- 
лар ор^али богланганлнгини хисобга олсак, цуйидагини ^осил циламиз:

Щ ~ п

I j  f ( x , y ) do  =  lim ^ ] f  (дг,, yt) Д о ( -
O '•-►“ i— 1

n

=  lim 2  n r  \ COS ф; r\ sin ф,) x r\ A /■, A <pr
Л-+.00 1=si

Шуни антиш керакки, интеграл йигиндини тузаётганда ст со^анинг 
чегарасига ёпишган А а, юзчалар кесилган ва улар г,’ А г, А ф, дан ки
чик юзларга эга булиши мумкин. Бирок бундай юзчаларни биз кура- 
ётган шаклдаги юзчалар билан алмаштирганда йул цуйиладиган хато- 
нинг лимитга утилганда нолга айланишини исботлаш мумкин.

Сунггн тенгликнинг унг томонида /(леевф. г з т ф )  функция учун 
т ва ф узгарувчилар буйича интеграл йигиндининг лимити турибди. 
Шунинг учун

П
nil»  -  f  (Г/С05ф<> a; sinФ/) г ' А А ф < =  J [/(ГСОЗф, Г sin <f) Г dr d({>.

л-1 а
Шундан цилиб, ушбу формула уринли:

} ) f (x>y)d° =  §§ f ( r  cosq), rsinq>)rdrdq>. (10)
о о

da  =  г dr dtp нфода к,утб координаталарида юз элемента деб аталади- 
У 29-6 раемда тасвирланган эгри чиэицли туртбурчакнинг r d r d ф 

га цараганда юцори тартибли чексиз кичик мицдорлар аницлигида
A a =  r d r  d фН—jp (dr)2dtp юзини берадн. (10) муносабат икни кар
рали интегрални >\утб координаталарга алмаштириш формуласи 
деб аталади.

Шундай цилиб, икки каррали интегрални цутб координаталарга 
алмаштириш учун интеграл остидаги f  (x, у) функцияда х ва у 
Узгарувчиларни мое равишда гсозф, /-sinф билан, da юз элементини 
эса унинг цутб координата- 
лардаги do — гdr d ф ифодаси 
билан алмаштириш лозим.

II f (г cos <р, г sin  у) rdrd ср
а

икки каррали интегрални ^и- 
соблашнн ^ам такрорнн интег
рални ^исоблапиа келтирила- 
ди, бироц бу ерда х  ва у  уз
гарувчилар разини эндн г ва 
Ф бажарадн. Буни цандай ба- 
жаришни к^рсата.миз. а ео.\а 
Кутбдан а  ва Р(а<р)бурчак-
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лар остида чи^^ан иккнта нур ва цутб координаталардагн тенгламала- 
ри г =  г, (<р) ва г =  г,(ф) (/•,</■,) булган нккита эгри чизиц билан 
чегараланган б\лсин. К,утбдан ф (сс< ф < { 3 )  бурчак остида нур утка- 
замиз. Бу нур > := /• , (ф) ва г =  г , ( ф)  эгри чизи^лар билан ва С, 
нуцталарда учрашади (ЗЭ-расм). С, ну^тани кириш нуцтзси, С, нуцта- 
ни эса чщиш нуцтаси деб атаймиз. Икни каррали интегрални ^исоб- 
лаш формуласи мазкур интеграллаш со^аси учун ушбу курннишда бу- 
лади: ______

\ f f  (г cos ф, r sin ф) г dr d ф =  f d ф \ f ( r  соэф, rs in  ф) rdr. (11) 
o' а  '•кир-'-. (Ф)

«■•(г)
\ f ( r  а к ф , г sin ф) г d г ички интеграл (ф ни узгармас деб) кириш

',(9) -  г ,  , ,ну̂ тасининг ^утб радиуси [гкир =  г, (ф)] дан чи.^иш нуцтасининг ^утб 
радиуси =  rt (ф)] гача булган чегараларда олинади. Бу ннтеграл- 
лаш натижаси умуман антганда, ф узгарувчининг бирор функцияси 
булиб, кейин уни а дан р гача (ф аргументнинг четки ^ииматлари) 
булган чегараларда интеграллаш лозим.

Агар а интеграллаш со.^аси 31-а, расмда тасвирланган куриниш- 
га эга (^утб соланин г чегарасига тегишлн) булса, у холда унинг учун 
кириш нуцтасннинг кутб радиуси 0 га тенг: гчик = 0  ва демак,

Р г( Ф)
j  ( f {rcos(p,'rsin(f)rdrd(p:=  \^Ф j  /( г о ^ ф , rsiny) rdr. (12)

9 а о

Ни.^оят, а 'сох;а координаталар бошини уз ичига олган ва г =  г(ф) 
эгри чизи^ билан чегараланган 6>лса, (31-6 раем), у ^олда, равшанки,

2я г( 9)
[ \ f(rcos ф, rsin ф) rdrd ф =  ( rfф i f(rcos ф, rsin ф) rdr. (13)
о o' *0
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Хусусан, агар ёпиц эгри чпзиц марказн координаталар бошида булган 
К радиусли анлана булса, у халда

2 я R
С. f(rcos ф, rsin ф)rdrd ф =  \ <1 у  \ f(rcos ф, rsin ф) rdr. (14)

а  0 0

I-  мисол. j f V 4 — х* —  у* d a  иккн каррали интегрални \исобланг, бу ерда 
о

а — марказн координаталар бошида ва радиуси 2 булган айлана.
Е ч и л и ш и .  (!0) формулага кура:

4— х* — у- d а =  [j V 4 — (r cosq))1 — (rsin ф)* rdrd ф =  f [ V 4 — r*rdrd ф. 
о ‘о

Бу интегрални ?;иссблаш учун (14) мунссабатдан фойдаланамнз:
2л 2 _____

f Г V 4 —,4 rdr ф =  | d ф | V 4 — г1 rdr. 
о 0 0

JfVа

Ички интегрални ^исоблаймиз.2
Шунинг учун

rdr =  —
1(4 _ г > )Г р _  8/*]2== 8_ "Jo 3 •

[  j  V 4 — Г* rdrd ф =  j  - | з ф =  ^  я

Шундай килиб,

' \ V 4 — х* — у* da
16

Шу интегралнинг узинн декарт координаталарида ^исоблаш купрок хисоблашлар 
билан боглиц-2- мвеол. R радиусли шардан я овчиси бу шаршшг марказн оркали утувчи ва 
диаметри R булган тугри доиравий цилиндр билан кесилган жмемнинг .\ажмини 
допинг.

Е ч и л и ш и . Координаталар бошини шарнинг марказн билан устма-уст тушириб, 
Or Цни цилиндрнннг ясовписи буйлаб Ох укнм эса цилшир асосинннг диаметри буй- 
лаб йуналтирамнз. Жнс.м Оху ва Охг координата текнеликларига нисбатан симметрии 
булганлнги учун жиемнинг 1 октантда жойлашган булзгини топиш ва олиыган нати- 
жани туртга купайтириш етарлидир (32- раем). Демак,

1' =* 4 Гf rda,
’а

бу ерда г — сфера нуктасимннг аппликатаси, а эса Оху текисликдаги радиуси R/2 
ьа марказн (/?/2; 0) нуктадз булган прим дойра (33- раем).

Радиуси R ва маркази координаталар бошида булган сферанинг тенгламаси Xs 4- 
4- у г - f  г2 =  R* куринишндз булггнлиги учун бирпнчм октантда г =  V ^ *  — л*—0* 
ва, демак,

'- — л - -4И У i da.

Кутб коогдшиталарга утиб, ( 10) формулага гсосан КУй"йат»нп косил циламнз: 

V =  4 j j y /?1 — х* — р* da  =ш 4 11 ~r* г dry d.
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r Riin =  ®* гчик =  R  cos<p, a  =  0, p =  —  эканлигини (33- расмга царанг) зътиборга 
олиб, (12) формулага асосан цуйидагини топамиз:

Я/2 Лсоаф
V =  4 f j » —г* rdrd Ф -  4 f d ф f Y R l — г* rdf.

Сунгра
R e n t  <р

, f y g ^  -  -  ■ = < « -  *-г  + g ,

: — (1 -- sin5 ф)
3

булганлигн учун

V

Я/2
•Я!— (1 — 5Ш5ф)<1ф

Шундай цилиб, изланаётган з^ажм куйндагнга тенг:

V = куб бирл.

’ '  6. Икки каррали интегралнинг татбицлари. VIII бэб, 3-§, 8- пунктда 
масалаларни интеграл йигиндилар усулн билан ечиш асосида ётувчн 
умумий принщшлар царалган эди. Бу принциплар масалаларни икки 
каррали интегрални ечишда татби^ цилишда хам уз кучини са^лайдн. 
^ацнкатан хам, цилиндрик жиемнинг ^ажмини ва юпца пластинка- 
нинг массасини топиш билан 6omhi( булган масалаларни ечишда бир 
хил усулдан фойдаланилади. Бнзни цизицтираётган катталикни (унн 
Q билан белгилаймиз) топиш интеграл йигиндининг лнмитини топишга 
олиб келди. Юцорнда тахлил цилинган масалаларда изланаётган Q 
катталик Оху текисликдаги бирор о со\а ва бу со^анинг ну ̂ талари да
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аникланган f  (х,у) функция билан богланган эди. Бундан ташкари, изла
наётган катталик иккита хоссага — аддитивлнк хоссасига ва кичиклик- 
даги чизицлилик хоссасига эга эди.

1°. А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  о соханн Aolt Д аг , . . . ,  Аоп ки- 
чнк юзчаларга буламнз. Бу кичнк юзчаларнинг хар бирига Q катта- 
ликнинг уз кинмати мсс келади: AQ,, Дф2, ... , AQ„

Агар о соханн Д av Д а2, . .  . ,  А оп булакларга исталган булишда ^ам

<г=д <г х -ьд<г2 +  . . . + д < ? „  =  2 д<г, (is>

тенглик уринли булса, Q катталикни аддитив катталик деб атагмнз.
Масалан, бутун о соханинг т массаси Ла, кичик кзчаларнинг An  

массалари йии!ндисига тенг булган эди.
2°. К и ч и к л и к д а г и ч и з и ц л и л и к х о с с а с и .  Р нуцта о со.уа- 

нинг ихтиёрий танланган нуцтасн на До юзча а сох;анинг Р нуцтани 
уз ичига олган кичик булагн булсин. До юзчага мсс AQ катталик 
До нинг юзига тацрнбан прспорцнонал деб хнеобланмиз:

A Q « & A o . Об)
AQ^  нисбат к сондан кам фарц кклади. Буни цуйидагн маънодатушу-

ниш лозим: l i m ^  — к лимит До юзга Р нуцта ихтиёрий равишда тор-
тилади деган шартда мавжуддир. Хар бир Р нутугага k кезффициент- 
нинг маълум циймати мсс келади, яъни к коэффициент Р нуцтанинг 
бирор функциясн булади: k = f(P). Бу функция Q катталикнинг Р ну»у- 
тадагн зичлиги деб аталади.

(16) форму лани ушбу к^ринишда ёзиш мумкик:

A Q » f(P )A o .  (17)

Агар изланаётган Q катталик 1° ва 2° хоссаларга эга булса, у холда 
унн топиш икки каррали интегрални ^исоблашга келтирилишини кур- 
сатамиз. ^ацшуатан хам,
|  1) о сохани п та Л о( кичнк юзчаларга булсак, Q катталикнинг 

аддитнвлигига асосан

Q = 2 a q i (18)

га эга буламиз:
2) A Q. катталик j(ap бир Д о, кичик юзчада 2° хоссага асосан Д 

га та^рибан пропорцнонэл, яъни
^Q l ^ f ( P l)'Aai ( (19)

3) шундай цн.шб, Q учун ушбу Ж рибин ифедага эгамиз

Q =  J j  A Q,»  5 |  / (Pt) A ffj. (20)
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(20) тенгликнинг унг томонида турган ифода f  (Р) функция учун интег
рал йириндидир.

(20) та^рибнй тенгликнинг аницлигн А о( юзчанинг улчамлари кич- 
райнши билан ортади. Кичик юзчалар сонц п чексиз ортганда ва улар- 
нинг хар бнри ну^тага тортилганда лимитга утиб, изланаётган Q кат- 
талнкнинг ани^ цийматнни ^осил киламиз:

Q ^ l i m j ' f ( P /) A a i =  f f f ( P ) d a .
п-~ Га V

f(P )d a  ифода изланаётган катталикнннг элементи деб аталади ва 
dQ ор^али белгиланади: dQ = f(P)do.

Шундай цилиб, Q катталик 1° ва 2° хоссаларга эга булса, у холда 
бу катталнкни унинг элементндан олинган иккн каррали интеграл снфа- 
тида топиш мумкнн: Q =  ffdQ.

' а
Иккн каррали интегралга олнб келадиган яна бир цатор масалаларни 

цараймиз:
С т а т и к  мо м е н т  л ар; я с е н  ф и г у р а н н н г  о ш р л и к  м а р к а -  

зи. Оху текисликда ётувчи ва т массага эга булган Р (х\у) моддий 
ну^танинг Ох уэда нисбатан Sx статик моментн деб, бу нуцта масса- 
сининг унинг ордннатасига купайтмаенга айтилади, яъни Sx = my. Оу 
у ^ а  нисбатан Sy статик момент хам шунга ухшаш аницланади: 
Sy = тх.

Агар бир неча моддий ну^тадан нборат система берилган булса, у 
холда системанинг координата у^ларига нисбатан статик моментн бу 
система ну^таларинннг мэс статик моментлари нипшдиси сифатида 
аницланади.

Энди Оху текисликда о моддий юзча берилган булиб, унинг истал- 
ган нуцтадаги у сиртий зичлиги бу ну^та коордннаталарннинг берилган 
функцияси булсин: у = у(х,у).

Бу юзчанинг Sx ва S y статик моментларини топиш учун ^уйидагнча 
йул тутамиз. а юзчани п та кичик а , юзчага буламиз. }^ар бир а, ки
чик юзчада ихтиёрий Р1(хг у1) ну^тани танлаймнз. ^ар бир юзчада 
зичликни узгармас ва танланган Р{ ну^тадагн зичликка тенг деб хнеоб- 
лаб, бу юзчанинг А т1 массаси учун ушбу такрибий ифэдани ,\осил ци- 
ламиз:

A ml «  v (xt. yt) A <г. (21)

J^ap бир А о1 кичик юзчани А т. массали Р( (.v;: у() ну^та билан алмаш- 
тнрамиз. Бу нуцтанинг у^ларга нисбатан статик моментлари А о. юз- 
чанннг AS* ва AS‘y статик моментларининг тацрнбий цийматларнни 
беради:

Д S‘x «  yt A mt «  yi у (х,, У() А стг 
A S l & X j A m , ^  х{ у (хр у.) А о ..

Бутун о юзчанинг статик моментн А кичик юзчалар статик момент
ларининг нигиндисига тенг булганлиги сабабли (аддитивлик хоссасига 
асосан) Sz ва Sy учун ушбу такрибий тенгликларни хосил киламиз:

П П
S X  *  21 y ty (*tу )  д  <V s y  »  2  Xf У ^  У { )  л  °г  

1=1 «=1
Статик моментлариинг хар бирининг ани^ циймати сифатида мос 

интеграл йигнндининг барча кичик юзчалар нолга интилгандаги лимити- 
ии цабул циламиз:

п

S  =  Нш 'У (у1у (х г у ) А о  =  f f yy (x ,y )d a ,
П  V  (22)
п

5 =lim V Xly (x pyt)A a t=  ff xy(x ,y )do .
> /Sf a

1 И зо х .  ШУ масаланинг узини бундай хам ечиш мумкнн: о юзчада 
чексиз кичик do  юзчани шундай кичик цилиб танлаймизки, унинг ^олати 
шу do  юзчага тегишли бирор Р{х\у) нуцта билан характерлансин. do  
элементар юзчанинг бутун dm  массаси Р (х,у)  нуцтада мужассамлаш- 
ган деб ^исоблаб, do  юзчанинг Ох уеда нисбатан статик момента 
элементини хисоблаймнз: dSx = ydm .

Су игра dm  =  у(х, у) do  булганлиги учун dSx = у у (х,у) do. Энди 
dSx дан о юзча буйича икки каррали интеграл олиб, куйидагини топа- 
миз:*~

О О

Шунта ухшаш, dSy = xy (x ,y )d o  ва

S f  B=S S x y (x > y)d a -
О

__ Механикадан маълумки, ясен моддий система отрлик марказининг 
х ва у  координаталари

тенгликлар билан аникланади, буерда я;—системанинг массаси, S* ва 
Sy системанинг статик моментлари. о ясен юзчанинг массаси \ \y(x ,y )do

<7
га тенг (1- §, 2- пунктга каранг) булганлиги сабабли ясси пластинка 
огирлик марказининг координаталари учун (22) ва (23) формулаларга 
кура ушбу ифодаларни хосил 1.иламиз:

J J x y (x .y )  do  \\Vy(xy)do
— О GX =  —-----------------* у  =  ------------- — - .

JJ y (x ,y )d a  j ) V (x ,y )d o
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Хусусан, пластинка бир жинсли (y =  Y0) булса, у .^отда 
j j x y 0 da y o f f x d a  Jj xda

— _J7_________  g _ a
Jj'Yorfo у * (/“ а SSda
'a  d  a

Шунга ухшаш,

У =
f j  yda 
6_
S\do ’
a

f f do  =  а булганлиги учун (l-§. 2 -пункт, изо\га царанг)
гг

я  У* аt f x d o
6

У = (24)

I- мисол. у =  4 х1 парабола в а Ох уц билан чегараланган юзча огнрлнк мар- 
казннинг координаталаршш топинг (34- раем).

Е чилн ши. Фигура Оу vWa нисбатан симметрии булганлиги учуй цисобламас- 
дан туриб дам х  =  О деб айта оламиз. Огирлик марказииннг у  ордцнатасини (“>4 ) 
формула буиича хнеоблаимнз. Бунинг учуй St  статик моментни топамиз:

2 1 • , *
Sx = j | y d o =  | dx\ydy  = j ^  (4 **)*dx =  — ^ (16 — 8 jc* -f- дг*)dx =  256/15.

a  —  9  ft __9  «

о юзни топамиз:
2 4—*• 2

a = ( | ' d a = * f  dx f dy=  |’ (4— x-)dx = 3 2 /3 .  
a —2 0 —2

Демак, (24) формулага асосан:
Si yd a

-  £ ____  _  256/15
У J J d a  32/3

О
Демак, огирлик марказининг координаталари: х  =  0 ,^/ =  8/5.

И н е р ц и я  мо мен т  и. т массали 
моддин нуктанинг уцца нисбатан инерция 
моменти дсб. бу нуцтанинг массасини 
ундан у^ач а  булган масофанинг квадра- 
тига купаптмасига антиладн. Моддин 
ну^талар системасннинг инерция момен
ти деб бу ну^таларнинг инерция момент- 
лари нипшдненга антиладн.

Энди о ясен моддий юзча берилган 
булиб, унинг y знчлиги координаталар- 
нинг берилган ф\ нкцняси булсин: y =  
=Y(Jt,y). Бу юзчанпнг Од ва О у  у^ларга 
нисбатан инерция моменпарини тспамнз. 
da  кпчик юзчани ажрашб, унинг коор-

дината укларига нисбатан инерция моментлари* элементларини то
памиз:

d!x = y°-dm~ i f  у (x,y)d a, dly — хг dm =  х2 у (х,у) da.
dlx ва d[y дан о юзча буйича нкки каррали интеграл олиб, изланаёт- 
ган инерция моментларннп топамиз:

К  = )  I У' V (х, y)d а, /  хг y (x,y)d о, (25)
о а

2- мисол. 1- мисолдаги бир жинсли юзчанинг знчлнгн у  =  1 деб .цисоблаб, унинг 
Оу уцк,а нисбатан инерция моментики топинг.

Е ч и л и ш и. (25) формулага кура:

/и
о

=  \ Х-d а
2 4 -л »  2

|  d x \^x -d y  =   ̂х-(4 — x-)dx 

- 2  6 - 2

]2Ь 
15 ‘

С и р т н и н г  юзи.  VIII бсбда айланиш енртининг юзини хнеоблаш 
даг(идаги масала ечилган эди. Энди умумийрок масалани: z = f (х,у) 
тенглама билан берилган сирт булагининг юзини хнеоблаш масала- 
сини ечамнз.

Аввал ушбу леммами исботлаймиз.
Лемма, о — юзи Q булган ясси фигуранинг бирор текисликка про- 

екциясининг юзи булсин. У .\олда
a  =  Rcos(p, (26)

бу ерда q> — проекция текислиги ва фигура текислиги орасидаги ут- 
кир бурчак (35- раем).

(26) формула учбурчаклар учуи тугрилиги бизга маълум. Исталган 
ясен купбурчакни бир неча учбурчакларга булиш мумкин булгани 
учун (26) формула ясси купбурчаклар учун дам тугридир.

Эндн бнрор эгри чизиц билан чегараланган £2 юзли ясен фигура 
берилган булсин. Бу фигуранинг юзини унга ички чизнлган купбур
чаклар юзларининг лимитлари сифатида ^араш мумкннлиги сабабли
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купбурчаклар учун турри булган (26) формула мазкур ясен фигура 
учун хам турри буладн.

Энди г =(р(х,у) тенглама билан берилган сиртнинг S юзини хисоб- 
лашга утамиз. Бунда <р (х,у) функциянинг узи хам, унинг биринчи тар- 
тибли хусусий хосилалари хам Оху текисликнинг 5  сирт проекцияла- 
наднган а сохасида узлукенз деб .^исобланмиз.

а  со^ани п та кичик А а, юзчаларга буламиз. A S , оркали S сирт
нинг A а, юзчага проекцияланадиган булагини белгилаймиз. Равшанки,*

S =  i  A S ..
i=i '

AS, юзни .\исоблаш учун цуйидагича йул тутамиз: хар бир А о, кичик 
юзчада Р,(х,,у,) нуктанн танлаймиз. Р. (хгу,) ну^тага S сиртда апплика- 
таси г, =  ф (Р,) =  ф (х,, у,) булган М, нутуга мос келади. М, нуцтада 
берилган сиртга уринма текнелик утказамиз ва бу текисликнинг А а. 
юзчага проекцияланадиган ДО, булагини цараймиз (36-раем). Уринма 
текислик бу булагининг ДО, юзини сиртнинг булаги AS, юзинннг
та^рибий циймати енфатида оламиз, яъни AS, « Д О ,  (i=  1,2.........п)
деимиз. Шундай цилиб, S бутун сирт ДО, ясен пластинкалар билан 
«цопланади» ва уларнннг юзлари йириндиси сирт^юзининг тацрнбий 
цийматини беради:

S »  2  А О .. 
г- i  1

S сиртнинг юзи сифатида, таърифга кура А а. кичик юзчалар сони 
чексизликка интилганда ва бунда хар бир А а, юзча нуцтага тортил-

П
ганда "У, А О. йириндн интнладиган лимит цабул килинади:

/ - 1

П
S — lim V  ДО (27)

АО, юзни топиш осон. Асг, юзча ДО, юзчанннг проекцияси бул- 
гани учун (26) фзрмулага асэсан ^уйидагнга эгамиз:

А о, =  А О, cos v, ёки А О, =

бу ерда у , — шу АО, ва Д а, юзчалар орасидагн уткир бурчак. Бу юз
чалар орасидаги у, бурчак уларга утказилган перпендикулярлар орасн- 
даги бурчакка, яъни сиртга .Vf, ну^тада утказилган нормал билан Ох 
УЦ орасидаги бурчакка тенг. cosy, учун ифэдани (IX боб, 6- §, 4- пункт- 
га каранг) эътиборга олиб. * 70

•Сирт .\ам, юз xaMS ва A s ,  оркали белгиланади.
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COS V, “  ■■■■■■■ ----- =
1 I 1 +  Фх2 (X, , у, ) 4- Фу2 (X, , у, )

ни з(осил киламиз. Демак,

ДО , =
Д о ,

“< -  ^05^7 -  у  1 +  Ч»;* (* г  Уд +  Ч>,* (X,, У,) А а ,.

Бу ифодани (27) тенгликка 1$йиб, цуйидагини зреил цнламиз:
П П

S =  Нш У  А О, -= lim У  / 1 +  ф'* ( г ,  у )  +  ф'* (дг,, у,) А о
г. n-^oof1* * * * 9

Бу тенгликнинг унг цисмида турган йиринди  ̂ 1 4-ф**(*> У )+  <р̂ г (х,у) 
функция учун интеграл йирнндидир. Хусусий з^осилалари узлуксиз бул- 
гани учун бу функция узлукенздир, шу сабаблн интеграл йиринди- 
нинг лимити мавжуд ва иккн каррали интегралга тенг:

Иш V / 1  +  Ф / (х,, у.) +  Фу2 (*,, у.) А а =
• — Я

=  $ j  1 1+ Ф / (*, у ) + ( X ,  у) d о.
О

Шундай килиб, 2 =  ф (дг, у) сиртнинг Оху текисликнинг а юзчасига про- 
екцияланувчи булагининг S юзи ушбу формула буйича з^исобланадн:

s  =  J J   ̂ 1 +  Ф/ (х, у) +  ф '2 (х, у) da.
а

Икки каррали интеграл белгиси остида сирт юзи элемента
d аd S  =  У 1 4- фх2 (х, у)  +  ф '2 (х, у) da =

турибди.
3- мисол. г =  х3 +  у" анланиш параболои- 

дининг х* уг =  4 цилиндр билан кесиб оли- 
надиган булагининг юзини топинг (37- раем).

Е ч и л и ш и. (28) формула ни куллаймиз. 
Бу ерда <р (х, у) =  х3 +  уг\ Фх =  2л, ^  =  Чу, у
Х°лда

cos у

(28)

(29)

V  н гф7 1+ ф̂ г  =  У и - 4 и* +  у1).

Лемак,

S =  fJ У Г  +  4 ( ?  +  У1) d о, ^

о — маркази координаталар бошида булган 2 У  
Радиусли айлана (37-расмга каранг). Интегрални д 
Кутб координаталарида хисоблаймиз: 37- раем
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___________  _ _____ 2Л z _____
5 =  J j V 1 +  4 (x1 -f уг) d a =  f( "I/• +  4r2 r dr dip =  f d t p  ( V* +  4,s '<ir. 

о о б О
Ички интегрални топамиз:

2

1* V  J +  \r- г d г =  — (1 - f  4г5)3/2 Р =  -L ( 17 1 /1 7  — 1). 
12 о 12

Демак,

S =  f — (1 71 /17  — 1) d(p =  IL(17 Т/17 — 1) «  36,20 кв. бирл. 
,1 12 6

38- раСм

7. Пуассон интеграли. Эхтимоллар назариясида Пуассон* интегралн 
+»

деб аталадиган / =  ) егх'п d х  интеграл му^нм а^амиятга эга. Уни .̂ и- 
б

соблаш учун К =  f fe-b ' + vW da  хосмас икки каррали интегрални jpi- 
а

ссблаймиз, бу ер да а  интеграллаш со^аси чек- 
си з со.^а—координата текнелигининг I черагидан 
иборат (38- раем). Бу интегралга декарт коор- 
динаталар системасида . а̂м, ^утб ксординаталар 
системасида .хам такрорий интегралга утиш фор- 
мулаларини кулланиб булншини исботлаш мум- 

х кин. Бу интегрални (8) формуладан фойдаланиб, 
декарт координаталарнда такрорий интеграл ор- 
цали ^иссблаймиз. Бу ерда

Укир =  '/чи* =  +  « .  а  =  0 , Ь =  +  оо.
Шунинг учун

t f - J l  е - (х* +*'1»'2do  =*Jdx J e <*' + И)/г./
о 0 о

Бироц

f e- (t. +  y*)/2d y  = У°е-хЧ2- e - i№  d y  =  e-«V2 X °e-v'12d у  = е~''̂ /,
® о о

чунки j e~v>̂ d y  =  l  (интеграл интеграллаш узгарувчнеининг белги- 

ланишига боглн^ эмас). Шундай цнлиб,
+<» +<*> »*/«

К — f e~*,f2 /  d х =  I f e dx= l'~ ■ (30)
6 o  v '

Иккинчи томондан 1j"e-t** - у').'-do  иитегралда ^угб коэрдчнаталарига
о

утсак,

/ d - f f ег~Ь‘ +»')'- d o = » * f(/(p \e~r' r d r  
о Я  0 о 72

* С. Пуассон (1781 — 1810)— француз мечзниги, фнзигн па мл гепатит.
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ни ^осил ^иламиз. Биро^

Демак,

J е~ 'Ч* г d r  =  Нш I' e"'/2rd  г -  lim (1 +  Г ь'!2) =  1.
0 Ь—►4"°° 0

я/2

(3 1 )

(30) еа (31) формулалардан / * = у  булиши келиб чи^адн. яъни 

/  =  |  Шундай цилиб, узил- кесил ^уйидагига эгамиз:

2- §. УЧ К АРРАЛИ ИНТЕГРАЛ

1. Масса ^аци -аги масала. Оху г фазода бирор V моддий жисм берил- 
ган булсин. Унинг бирор кисмини— Р (х, у , z) ну^тани уз ичига ол- 
ган AV  кнчик жиемни ь^араймиз. Бу кичик жисм Ат  массасининг
унинг А V ^ажмига ннсбати, яъни —р ннсбат Д V жиемнинг уртача

зичлиги деб аталади. Агар^-р нисбатнинг A V кичик жисм Р(х, у, г)
нуцтага торти/ади деган шартдаги у лимита мавжуд булса, у ^олда 
6v лимит Р нуьугадаги зичлик деб аталади. У Р(х, у, г) нутуганинг 
вазиятнга 6cF.THiy буладп ва шу сабабли унинг координаталарннинг 
бирор функцняси булади: v =  V (х, у, z). V ^ажмли жиемнинг .уар бир 
Р(х, у, г) ну^тадагн зичлиги бу ну^та координаталарннинг берилган 
узлуксиз функцняси, яъни Y =  Y(x, у, z) деб .уисоблаб, шу жиемнинг 
т массасини ^исоблаймиз. Агар V бир жинсли, яъни y зичлик унинг 
.%ар бир нуцтасида бир хил ва у0 га тенг булганида эди, у ^олда 
унинг т массаси m = y 0V га тенг булар эди, бу ерда V — жиемнинг 
^ажми. Умумий *олда зичлик ну^тадан нуцтага утганида узгариши 
туфайли бу формула жиемнинг массасини аницлаш учун яроцсиздир. 
Шу сабабли цуйидагнча йул тутампз:

V жиемни п та AV\. AV'............. AVn булакларга V =  V  А У,
» ]  i - i

буладшан цилиб буламнз. -\ар бир кичик А Vt жиемда Pt (хг  уг  2() 
нуцтани танланмиз. Агар A Vt жиемни етарлича кичик ^илиб олсак, у 
эцолда бу жисм ичида зичлик кам узгаради ва Р, нуцтадаги у .=  
=  Y(P.) =  Y(х .. у {, z{) зичликдаи кам фарк ^илади. А V. кичик жием
нинг \ар бир ну^тасидан зичликни узгармас ва Р. ну^тадаги зичлик- 
ка тенг деб .\исоблаб, унинг Ащ. массасини тацрнбий ^исобланмиз:

A mi «  у. А V, — Y (* . Уг «<) A Vt (i =  1 ,2 ...........п).
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Бутун жисмнинг т массасн V  Аш( га тенг булгани сабабли уни .yi-
i= 1

соблаш учун ушбу тацрнбий тенглнкнн ^осил циламиз: 

т =  V Ami «  V y ( j f r  уг г() A Vt .
i- i  i- i

т массанннг ани^ цнймати сифатида бу йигандининг А Vt кичик жисм - 
ларнинг ^ар бнри пункта га тортилгандаги лимитини ^абул циламиз:

(М)

Жисмнинг массаси >;акидаги масалани .\ал этиш тайин куринишдагн 
йнгиндининг лимитини текширишга атиб келди. Геометрия, физика ва 
бошца фанларнннг купчнлик масалалари шу куринншдаги йнгинднлар- 
нинг лимитини топишга келтнрилнши сабабли, бундай йириндилар лн- 
митининг хоссаларннн умумий курннишда.у ёки бу масалага борла- 
масдан урганиш табиий бир .\ол булиб, у бизни уч каррали интеграл 
тушунчасига олнб келади.

Уч каррали интеграл ва унинг хоссалари. фазода з^ажми V’ га тенг 
булган жисм берилган булсин. Бу жисмнинг ^ар бир Я нуцтасида 
“ =  f  (?) =  /(*. у, г) функция аниутанган булсин. Энди ушбу 
ишларни бажарамиз.

1. Жнсмни л та А Г,, Л Гг, AVn кичик жнсмларга* буламиз, 

бунда V A y/^v'.
l =i

2. A V { кичик жисмларнинг 'хар бирида ихтиёрий Я. (хр уг  г.) 
ну^тани танлаймнз. u = f(P )  функциянннг Я, ну^тадаги ^ийматини 
шу Pt ну^та тегишли булган кичик жисмнинг AVi эуажмига купай- 
тирамиз:

/  (Я,) A V, = / ( * , ,  yr  z,) A У,.
3. Барча бундай купайтмаларнинг йигиндиспни тузамиз:

Z H P J b v . - S t b r  у,- *.>4г(,
<=i /=1 (34)

у интеграл йипмди деб аталади.
4. (34) интеграл йириндинннг Ду^ кичик жисмлар сони л нннг

чексиз ортгандагн ва улариинг \ар бнри нуктага тортилгандаги ли
митини ^араймиз.

Агар бу лимит мавжуд ва у У Яйжмни А V, кичик жнсмларга бу- 
лиш усулига \ам, улариинг .\ар бирида Я, (xr yt, г,) ну^таларнинг 
танланишига \ам боглик булмаса, у зрлда бу лнмитнн и = / ( Я )  =

* Бундан буён V ва Д Vt жнсмларни ^ам, улариинг \а кмларинм цам бнлднраве* 
ради.
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=  /(*. У. г) функциядан V со*а бунича олннган уч каррали интег
рал деб аталади ва бундай белгиланадн:

.ffl f(P )d V  ёки f j f f f c  у, г) dV.
Шундай цнлиб,

jT Jf (P)dV  =  I.ff f(x,y,z)dV  = lim  ^  /  (a- y v г,) AV t (35) 
V V л -оо  i - 1  *

1- пунктга ^айтиб, бундай хулоса киламнз: V жисмнинг т массаси 
У = у(х, у, г) зичликдан олинган уч каррали интегралга тенг, яънн

т =  .01 V (х, у, z)dV.
Уч каррали интеграл икки каррали интегрални интеграллаш со^аси 
уч улчовли жисм булган ^олга умумлашмаси эканини куриб турнбмнз. 
Икки каррали интеграл булган ^олдаги каби ушбу уч каррали интег- 
ралнинг мавжудлик теоремаси уринлн булиб, биз уни исботламасдан 
цабул киламиз.

Фазонинг V \ажмли чегараланган спиц сохасида узлуксиз булган 
хар кандай и = f  (х, у, г) функция учун уч каррали интеграл мав
жуд.

Уч каррали интеграл ^ам икки каррали интеграл эга булган хос- 
саларга эга. 4

1°. згармае купайтувчини уч каррали интеграл белгисидан
ташка рига чицариш мумкин, яъни

II I  k f(x, у, z) d V =  k I I I  f  (x, у, г) dV.

2°. Бир неча функциялар йигиндисидан олинган уч каррали ин
теграл кушилувчилардан олинган уч каррали интеграллар йигиндисига 
тенг. яъни
I f f [/ (*, у, 2) +  ф (х, у, 2) }dV  =  ГГ1Ф (ДГ. у, z)dV -}-1^1 Ф {х, у, z)dV. 

3°. Агар интеграллаш сохасида f(x, у, г ) > 0  булса, у холда 
! |1  / (х, у, г)d V > 0 .

4° Агар интеграллаш сохасида /  (л-, у, г) >  ф (дс, у, г) булса, у 
цолда

III/( jf . У> z) d V >  ГЦф (дг, у, 2)dV. 
v v

5° А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар V интеграллаш со\аси k та 
Vv Vt, . . .  , Vk булакка булинган булса, у х̂ олда
I f f f(x, у, z)dV  e f f l / f x ,  у. z )d V +  ff!/(x , у, z )d V +  . . . +

-f- IT) f(x, y, z)dV. 
i *

Урта кинмат з^акидаги теорема. Агар f ( x ,y , z ) функция ёпик че
гараланган V со^ада узлуксиз булса, У холда бу сохада шундай 
Я0 (хв. у0, г0) нуцпи: мавжудки,
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Jя  f(x, у, г)dV = f (x0, y0, z0) V

булади. бу ерда V — соланине %ажми.
Бу пунктни якунлаб, цуйидагини ^айд этамиз: агар V со.^ада ин

теграл остидаги функция f (дг, у, г) =  \ булса, у .\олда уч карралн интеграл 
сон жи^атдансо^анинг^ажмнгатенг, яънн f$$dV=*V. Бу тенглик мазкур

П
холда исталган интеграл йигиндн v  1 • A Vt — V куриннщда ва сон

<=i
жи.уатдан жисмнинг э^ажмига тенглигидан келиб чикадн.

3. У« каррали интегрални де
А (х. у)

д(х.у)

карт координаталарида ^ссоблаш. 
Уч каррали интегрални ^исоб- 
лаш учта аник интегрални кет- 
ма- кет .^исоблашга келтирилади. 
V интеграллаш сохасн пастдан 
z =  g(x, у) сирт билан, ю^ори- 
дан эса г =  Л (х, у) сирт билан 
чегараланган жисм деб фараз 
киламиз. Бу жисм Оху текислик- 
да у  =  <рх(дг), у =  <рг (дт) 1 ч , ( Я <  
< ф 2(л)] эгри чизицлар ва х —а 
х — Ь (а<Ь) тугри чизицлар 
билан чегараланган о юзчага 
проекциялансин (39- раем), о юз- 
чанинг Р(х; у; 0) нуцтаси орца- 
ли Oz у ЦК а пара л ле л тугри чи- 
зик утказамиз. Бу тугри чизик̂  
пастки z = g (x ,y )  сирт билан 
бирор М нуцтада ва устки z — 
—h(x, у) сирт билан бирор N нуц- 
тада учрашади. М нуцтани кириш 
нук,таси, .V нуцтани эса чициш 
нуцтаси деб атаймиз, уларнннг 

аппликаталарини эса мос равншда гкмр ва гчнк билан белгилаймиз.
Бунда, агар f (х, у, г) ^аралаётган V сэ^ада узлуксиз функция 

булса, у *олда j 'f j f  (х, у, г)dV  уч карра ли интегралнинг ^иймати

JU /  (дг, у, z)dV  =  11 j J, / (X, y ,z )d z \d a  ,
"  0 Ukhp” £U. У) J V™)

формула буйича ^исоблавишнни исбэтлаш мучхид. (36) фдрмуланинг 
маъноси ^уйидагича:
\ \ \ f (х, у, z)dV  уч каррали интегрални хиеобдаш учуй авзал х ва у

* U. у)
узгармас деб |‘ /  (дг, у, z) d z  аниц интегрални .\11' Дблаш лззнм. Бу ни

жи, у)

39- раем

тегралнинг цуйи чегараси М  кириш ну^тасининг аппликатасн г =  
=  Ё С*. У), юцори чегараси эса N чик;иш ну^тасининг гчИ15 =  И (дт, у) 

аппликатасн булади. Бу интегрални .\иссблаш натижаси икки х га у 
узгарувчининг функциясидир. Сунгра бу функцияни V соханинг Оху 
текисликка прсекцнясндак иборат булган ст юзча буйича интеграллаб, 
уч каррали интегралнинг кийматини з^осил ^иламиз.
Л(*. У)

)‘ f  (дг, у, z )d z  функциядан о юзча буйича олинган икки каррали
Ц х .  У)
интегрални декарт координаталарида ^иссблаб ((8) формулага каранг), 
цуйидагини хссил циламнэ:

ftU. у) » Ь <г, (л) (Мх. у)  1

(Т \ /  (дг, у, z) dz \ d о — \ d х I | J f (дг, у, z) d a j d у
' a  IS U. У) ) a

Шундай цилиб,
b ф. (x) ( ни. у)

щ  f(x,y, 2 ) d v = u x  j;V а Ф, (I (л)

Ф.(*) g lx. у)

J' f ( x , y . z ) d z \ d y .
g (x. y) )

(36) ва (37) формулаларни одатда цавсларни ташлаб юбориб 
ёзилади:

$N f(x , у, z)dV  =  $ \d o  J f(x, у, z)dz
V O t i x .  у)

екн
<Pi(0 * (Л. У)

(37) 
бундай

(38)

(39)J'J f к ,  У, 2)dV  = ] d x ] d y  ) } (x ,y ,z )d z .
V a ф! (л) g (л. у)

Агар V мураккаброц соха булса, у 
х.олда уни курсатнлган куринишдаги 
чекли сондаги Vlt V2, . , ,  , Vk соха- 
ларга булинадн ва бу сохаларнннг 
^ар бирига (39) формулани цуллани- 
лади. Бутун соха буйича интеграл эса 
аддитивлик хоссаснга асосан Vt соха- 
ларнинг ^ар бири буйича олинган нн- 
теграллар йиганднеига тенг.

Мисол. Агар V интеграллаш соха- 
си дг — 0, у  =  0, г — 0, х  +  у  4-z =  1 
текисликлар билан чегараланган пира
мида булса, [ f j  zdV  уч каррали ин-

V 1
тегралнн хпеобланг (40- раем).

Е ч и л и ш и .  Пирамида проекцияланадиган о юзча Оху текисликда 
дг =  0, у — 0, х +  у  = 1 тугри чизи^тар билан чегараланган учбурчак- 
ДИР- гкиР =  0- гчиц =■ 1 — х ~~ У б^лгани учун (38) формулага асосан

I — х  — У | 1—л 1 — X — у

\\d o  J z d z = $ d x \  d y  ) zd z.
о 0 b o о

40- раем

fff zd V  
V
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цила'мнз:” ИНТеГраллаРнн кет ^исоблаб. чуйидагиларни ^осил
\ - x - y
\ г d z  =  — ! - « - » ) »  V  ( 1 - х -

2 0 2 ’ J ~
У)1d у

^  —  С — х — У)3 I ' -* ( 1— х)* f (I _*)>J!
Шундай цилиб,

6 J  6 
о

-dx О -*)« l‘ I 
~ 2Г24

шzd V  =  — 
24

4. Уч каррали интегрални цилиндрик координаталарда эркоблаш.
Декарт координата лари билан бир цаторда купинча цилиндрик 
координаталар хам цулланилади. Оху координаталар системаснда М 
нуцтанинг Оху текисликка проекцияси N  булсин. М  нуцтанинг фазо- 
даги вазиятини Оху текисликдаги N  нуцтанинг г ва «р ^утб коорди- 
наталарини .\амда М ну^танинг z аппликатасини бериш билан аннк- 
лаш мумкин (41-раем).

Бу'учта г, ср ва z сон М  нуцтанинг цилиндрик координаталари 
деб аталади. Нутуганинг цилиндрик координаталари узининг х, у, г 
декарг координаталари билан ушбу муносабатлар оркали богланган:

x=Vcosq>, ^  =  г sin ф. z =  z. (40)
Декарт координаталар системаснда (х0, у0, z0) коордннатали М0 

нуцта дс =  дгв. у  =  у0. г =  г0 текисликларнннг кесишиш ну^тасидан 
иборат булади. Цилиндрик координаталар системаснда 'Л10 (xt , ф0, г0) 
нукта куйидаги учта сиртнинг кесишиш ну^таси булади: г =  г0, ср =  
=  Ф0. г = г 0 (42-раем). Бнркнчи г =  г0 тенгламага. равшанки. фазода 
г0 радиусли ва ясовчилари Ог укка (цилиндр уци) параллел булган

41- раем

78

т)три Донравий цилиндр мос келиши равшан. г0 — 0 булганда цилиндр 
Ог укца айланишини цайд кнламиз. ф ф0 тенгламага Ог у к оркали 
«тувчи ва Oxz текнелик билан ф0 бурчак ташкил циладиган ярим 
т е к ислик мос келади. г —  г0 тенгламага Оху текисликка параллел ва 
Ог у^ни z„ аппликаталн нуцтада кесиб утувчи текнелик мос келади. 
Шундай кнлиб, биз координата сиртлари деб аталадиган уч онла 
сиртларн г *= const, ф =  const, z =  const га эга б) лдик.

г =  f (х, у) тенгламага фазода бирор сирт мос келади. Агар дг, у 
ва г нинг урннга уларнинг цилиндрик координаталар оркали ифода- 
ларини (40) формулалар буйича цуйилса, у х.олда сиртнинг цилиндрик 
координаталардагн тенгламасн z =  / (г cosф, г sin ф) ни хосил кнламиз.

Уч каррали интегрални хисоблаш декарт координаталаридан ци
линдрик координаталарга утилганда купинча жуда осонлашади. 
j f j f (х, у, z) dV уч каррали интегрални OxyzфазойингVсо^аси буйича

^исоблаш талаб этилаётган булсин.
Ушбу (38) формула уринли эканлигини биз биламиз:

ДО /  (х, у . г) dV =  ДО d a ( f ( x, у , z)dz,
у О Я <*. у)

бу ерда з интеграллаш сохаси V жиемнинг Оху текисликдаги проек- 
цияси,*£(х, у) ва h (х, у)—кириш ва чициш нукталарннинг аппликата лари, 
з соха шундай булсинки, бу соха буйича икки каррали интегрални 
Кутб координаталарида хисоблаш осонрок булсин. У х.олда (38) фор- 
муланн бундай ёзиш мумкин:

ft (Г  COS ф. г sin  ф)
jf |7 (x , у , z)dV =  \ \d s  f f (гcosy, г в т ф ,z)dz.

V a  i  \r  cos Ф, r‘sin<0

Бу тенгликнинг у иг томонида турган икки каррали интегрални хиссб- 
лаш учун икки каррали интегрални цутб координаталарида хисоблаш 
цоидасидан фойдаланиб,

г.(ф)
у, z) dV =  I1d ф \ rdr

ft (г cos Ф. г fin Ф)

Г, (9) *(ГС05Ф. г sin V)
ДО7<*.

V а
ни хосил кнламиз, бу ерда гх (ф) =  /-кир, 
г*(ф ) =  гчяя.

Бу эса уч каррали интегрални цилинд
рик координаталарда хисоблаш формуласи- 
дир.

Мисол. Баландлиги Н ва асосининг радиуси R бол
тан турри доиравин цнлиндрнинг нсталган ну^тасидагв 
V зичлигн бу нуктадан цилиндр укигача булган г ма- 
софага тенг, яъни у =  г булса, бу цилпндрнинг т мас- 
сасини топинг.

Е ч н л и ш и . Координаталар снстемаеини 43- расм- 
да курсатнлганндек танлаимиз.

V цнлиндрнинг т массаси у  аичлакдан олинган 
уч каррали интегралга теиг:

f (гсОБф, Г51пф ,г)й г (41)

*  = dV,
43- раем
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-г-*- ..... (.(«uuuu ио.̂ аси V — цилиндрднр. Бу интегрални цилиндрик координа-
таларда .\исоблаймнз. Цилиндрнинг Оху текислккка проехциясн радиусн R ва мар. 
кази координаталар бошида булган доирадир: гкир =  0 ;гч и к = //. (41) муносабатдан 
фойдалаяиб, цуйидагнни топамиз:

2 я R Н 2я R
т =  \ \ ^ r d V  =   ̂ d ф | rdr I idz =  Н \ d<f | гЧг  =  ‘

v “ О О О "о о
Шундай цилиб, изланаётган масса т — 2 лУ?3/ //3 .

5. Уч каррали интегралнинг татби^лари. Уч каррали интегрални 
физика масалаларинн ечишга ^улланилншининг асоснда ётадиган 
принциплар 1-§, б-пунктда баён цнлинган икки каррали иктеграл- 
нинг цулланилишн асосида ётадиган прннципларга ухшашднр.

Масалан, массанинг фазода таксимотига дойр масалалар уч каррали 
ннтегралларга олиб келади. Бу масалалардан баъзиларинн курнб чн- 
цамиз.

С т а т и  к м о м е н т  л ар,  о г и р л и к  мар  ка зн ,  т массали
нуцтанинг Оху текислнкка нисбатан Sxy статик момента деб, нукта- 
нннг массасини (унинг апплнкатасига купайтмаси Sxy =  тг аталишп 
маътум. Оуг ва Oxz текисликларга нисбатан мос равншда Syt ва Sx, 
статик моментлар .^ам шунга ухшаш таърнфланади. Агар бир неча 
моддий нуцтадан нборат система бернлган булса, у .ум да унинг ста
тик моментн бу системанинг ташкил этувчн моддна нуцталарнннг 
статик моментлари hhfhhahcii сифатида анжутанади.

Энди фазода V жисм берилган ва унинг исталган нуктадаги знчли- 
ги бу ну^та коэрдннаталарннинг функцияси булсин: v =  Y (дг. у. г). 
Бу жисмнинг Sxy статик моментнни хисоблаймиз.

V жисмни п та ДУ, (« =  1, 2............ п) кичик жисмларга була-
миз. J^ap бир Д1Л кичик жнсмда ихтиёрий Р( (х., у(, г,) нуугани тан- 
лаймиз. ДУ, кичик жисмнинг ,^ар бир нуктасндаги зичлик узгармас 
ва танланган Рt нуктадаги *зичпикка тенг деб \исоблаб, бу кичик 
жисмнинг Am, массасн учуй

Д m ,«  Y(дгг уг  г{) Д У,

та^рибнй ифэдани ухгил циламиз. )^ар бир кичик Д У, жисмни Д т ,  
массали Я, (*,, уг г{) нуугага алмаштирамиз. Бу нууганннг Оху ко
ордината текислигига нисбатан статик моменти Д S‘xy статик момент- 
нинг та^рибий цинматинн беради:

Д  s x ,  »  2|  Д т 1 *  V (*,, у г  г,) Д у ,.

Бутун жисмнинг статик моменти аддитнвлик хоссасига асосан 
жисмларнинг статик моментлари йипшдчсига тенг. щ у сабабли SxU 
учун ушбу та^рибин тенгликни топамиз

у г г‘] д

.

д  V'. кичик жнсмлар нуугага тортилади деган шартда лимитга утиб, 
статик моментнинг ани^ цнаматннн топамиз:

(42)

Sxy =  lim V  2( у (.V., yrzt) ДУг =  \ \ j  z-y(x, у. z)dV. 
щ  Л" ~  ‘ V
щундан кнлиб,

St„ =  ( f f z Y ( x ,  у, г) dV.
J v

щунга ухшаш, У  жисмнинг Оуг ва Oxz текисликларга нисбатан ста
тик моментлари учун цуйидаги муносабатларнн хоснл киламиз:

Sy, =  j  f j * Y (х, у . z) dV, Sxt =  f \ f у y(x, y. z)dV . (42')

У жисм огирлик марказининг д~ у, г координаталари (23) тенглнкларга 
ухшаш ушбу тенгликлар билан аникланади:

(43)
_  S 
г = 'XI/-  Sx,

у 3  Т Г *
бу ерда т — берилган У жисмнинг массасн. Масса т =  (TfT(x,y,z)dV

формула’ бунича аниклангани учун (42), (42') ва (43) муносабатлардан 
цу.ндагнларнн топамиз:

I  !/• *)dV ffV У1(х. У- z)dV  f(T z y (x .y , z )d V
~ =  > ______________ J. =  J U ___________ . z =  ---------------- (44)I i у lx, y, ?)dV 11 Y (•*■» y> O d V JM у • *)dV

Бир жинсли жисм учун y =  const ва (44) формулалар ушбу куриниш- 
ни олади:

t y * d V  _  t y y d V  _  t y z d V

х  =  V\ \ \ d v '  y = ~Wdv ' 2 йТ^у :
v У

ёки j'r fd V —V булганн учун 
J v

f ff  ydV  И'$*dV
2 ____  ~z =  - —-------.

dV dV
(45)

l -мисол. 2г =  4 _хг — Ч: айланиш п^аболоп л ва * ^*0 токислик билам чега-
раланган жисмнинг огирлик мзрказини топинг (44- раем).

Е ч н л и ш н . Жисмнинг Охг вл О у  координата тенисликларнга нмсбатан сим- 
мстриклнгига асосланнб, унинг огирлик марказн Ог ■ КДа ётади деган хулосага ке- 
ламиз. яъни jT— о. (Г = 0 . Энди огирлик марказинин: г апиликатаенни топиш керак, 
уни (45) !>>рмула бз.пша анм .лаймнз:
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44- раем

IГ M i'
-  V 
г = -----V--------

Жиемнинг уажмн V — flldV ' ни ва статик
V

моменти Sxy =  f || zdV ни аниклаймиз. ,\и- 
V

соблашларнн цилиндрик координаталарла ба- 
жарамиз: гкир =  0, ачик =  (4 - х 2- у 2)12 =  
= (4  — г-)/2. Оху текисликдаги о юзча ра- 
диуси г =  2 ва маркази координаталар боши- 
да булган доираднр. Шу сабабли

(4 -  г')/2

.1 л - Я Ш Г "  4,“V о О О
2я 2

=  -^ - \ \ (4 — гг)~d a =  \ d<p \ (4 — r2)*rdr =  —  л;
' о  0 0

, ,  (4- . ,,)/2 ,  м _ ,

• ' - J j V H J *  3V о 0 о
2Л 2

=  —   ̂ d <р  ̂ (4 — г2) rdr =  4 л.

Шундай цилиб,
-  8л/3
г = -------4л

2_  

3 '
Демак, огарлик марказининг коордннаталарн:

7 = 0 .  7 = 0 ,  7 = 2/3.

И н е р ц и я  м о м е н т  и. т маосали моддий нуцтанинг Ох уцца 
нисбатан 1Х инерция момента бу нуцта маесасини ундан Ох уцкача 
булган масофа квадратнга купайтмасига тент.

Р(х, у, г) нуцтадан Ох уккача булган масофанинг квадрати у2 +  
4 za га тенг, шунинг учун

К  =  (У2 -г г2) т.
Оу ва Ог уцларга нисбатан инерция моментлари 'хам шунга ухшаш 
аникланади:

1у =  (х2 -Г 2*) т , 1г =  (дг* -г  У2) т.

V жисм берилган б$либ, униат нсталгап нуцтасидагц знчлигн бу 
нуцта координаталарининг функццяси булсин: 7 = у(х, у. г). Бу жием
нинг координата уцларига нисбатан инерция моментларинц топамиз.

д р, кичик жиемни ажратиб, унинг Ох \цца нисбатан А / ‘ инерция 
уоментини тацрибан топамиз:

д  гх (У/ +  г?) V (хг У г  г/) д  Vr

Инерция моментининг аддитивлик хоссасидан фойдаланиб, V жием
нинг инерция моментини тацрибий хисоблаймнз:

К  *  V  (у] +  г2) у (xr yr z{) A Vr
i=i

А V. кичик жисмларнинг хар бири нуцтага тортилади деган шартда 
ли м и т: а утиб, инерция моментининг а ниц кинматини хосил циламиз:

П |  (у2 +  г2)у(х, у , z)dV.

ШУндай килиб,

7,  =  +  У. 2)dV. (46)

/  ва 1г инерция моментлари учун шунга ухшаш ушбу формулаларни 
цоеил циламиз:

I, =  |Я  (* •+  2*) Y (X, у. z) dV, 1г =  ЯГ (х* +  у2) у (х, у, z) dV (46')

2- мисол. х =  0, у =  0 , г =  0, ’х +  у +  г =  1 текисликлар билан чегараланган 
ва зичлиги y =  3 булган бир [живелн V пирамиданинг Ог уцца нисбатан инерция 
момевтшш топинг (40-раем).

Е ч и л и ш и. (46') формулаларнинг иккинчисига асосан:

I I — х 1 — х — и
1г =  ПТ (х* -f- у'-) у { х ,  у, z)dV dx f  dy f ( x - + y 2)3dz=*

V 0 0 0
I 1 - X

=  3 |d x  I (-** +  7 )  (1 — X — y)dy.
6 6

Сироц,

l — X I —X
J (** +  У2) ( 1 — X — y ) d y =  f (х » (1 _ х )  — x-y +  ys ( l — X) — y*\dy

Шунинг учуй

» * ( ! - * ) y* y - x *s ( l — x)! ( 1— X)*
+  3 4 Jo 2 +  12

п  x! (1 — x)J Г( 1 — x)4 1 dx =  — .
Jo [ 2

12 | 10
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3-§. ЭГРИ ЧИЗИК.ЛИ ИНТЕГРАЛ
1. Вектор майдон. IX боб, 6-§  да скаляр мандой тушунчаси кирн- 

тилди ва унннг асоснй хоссалари урганилди. Бирок купчнлик масала- 
ларда вектор майдонлар билан нш куришга тугри келади.

Бектор майдон деб, фазонинг ёки текисликнинг .\ар бнр М нук- 
тасига Ф вектор мос цуйилган сохаснга айтилади.

Ф векторнинг координата укларига Р, Q. R проекцияларн М нук- 
та коордннаталарининг функциялари булади:

Р =  Р(х. у , 2), Q =  Q (*. у, г), R =  R(x, у , г).
Шундай килнб,

ф  ,= Ф(М) =  Р(х, у, 2)i-f-Q (.r, у, г ) |  +  # (* , у , г)к. 

Хусусан, агар майдон текисликда берилган булса, у .\олда 

Ф =~Р(х. y)i +  Q(x, у) j.

Вектор майдонга мисол сифатнда тортншиш куч лари майдоннни lyapaii- 
лик. Агар коордннаталар бошига т масса жойлаштнрил ган булса, у 
холда бу масса тортншиш кучларн майдоннни хосил кнлади, чункн 
фазонинг хар бнр М нуцтасида унта жойлаштнрил ган бирлик массага

X ТПНьютон ^онунига асосан, катталиги — - ■ га тенг ва коордннаталар

бошига йуналган куч таъсир этадн. Бу ерда г =  ОМ, х — тор
тншиш доимийсн.
Демак,*

бу ерда г° =  - °Л— =  — бирлик вектор (45- раем). М нуктанинг
| ОЛТ I I г 1

координаталари дг, у. г булсин. У ^олда

г =  ОМ =  х i -j- у) -f- z к, | ОМ | =  | г | =  | х* +  у2 -f- г2, г° -

Демак,

X \ 4-j/j - f ? k

Т ^ Т Г ^

Бу ерда

— xw fri +  yj-!-zk)_. 
(У ж*- f  у‘ -Ь гг )а

Р = - Л П1А
(Кх- +  !/; + 1 Г);> ’ Q==

х ту
(У хг +  У1 -}•*' )"* ’

X nr
( V x '  \-у*+гг)9'

• F куч r° вектор йуналншига карам,; ivipuiH йуналяшга эта Оулгаплиги учун 
бу формулада «минус» ишораси турнбди.
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2. Иш ^акидаги масала. Эгри чизикли интеграл, фнзиканинг купчи- 
лнк масалалари аник интегралнинг жудамухнм умумлашмаенга—эгри 
чизицли интегралга олиб келади.

Масалан, ушбу масалани карайлик. F — Р (х, у, г) i -}■ Q (х. у, z)j |-
+  R (х, у, г) к кучлар майдонида жойлашган бирор L эгри чизнк бун- 
лаб бирор масса (моддий нукта) харакатланадн. Б у масса А нуктадан 
В нуктага кучганда майдон кучлари бажарган ишни аниклаш талаб 
этнлади.

физикадан маълумки, агар моддий нукта F узгармас куч таъенри- 
да I вектор билан нфодаланадиган тугри чизикли кучган булса, у 
холда бу кучнинг бажарган Е  нши F векторнинг I га скаляр купайт- 
масига тенг (II боб, 5-§, 1-пунктга каранг):

Е =  F • I. (47)
Умумий холда F куч катталиги буйича .̂ а м, йуналиши буйича хам 

узгарадн, L эгри чизнк буйлаб кучиш эса тугри чизикли эмас, шу 
сабабли (47) формулани бевосита кулланиб булмайдн. Шунинг учун 
бундан пул тутамиз. L эгри чнзикни А нуктадан В нуктага томон
й?налишда Av А2.......... Лп_, булиш нукталарн ёрдамида п та «ки-
чик» ёйга буламиз. L эгри чнзикнинг А бош нуктасини А0 билан, В
охирги нуктасини Ап билан белгилаймгз (46-раем). Л / (|'=0,1,2.........л)
нуктанинг’координаталари д .̂ уг г, булсин. К,ушни булиш нукталаринн 
туFpn чизнк кесмаларн билан туташтирнб, [L эгри чизикка пчки сн- 
НИК чизнк чизамиз. У̂ ар бнр ёйда е ., т), . коордннаталн их.
тиёрий М, нукганп танлаймиз.

L эгри чизнк ни A0. AvAa , . . .,Ап синик чпзик билан алмашти. 
^миз.умуман айтганда, нуктадан нуктага утганида йуналиши буйича 
$ам, катталиги буйича хам, узгараднган F кучна синик чнзикнинг 
•\ар бир At_n At бугинида узгармас ва берилган А{_ , А{ ёйнинг М. 
нУКтасидаги берилган кучга тенг деб кнеобланмиз:
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F (М() =  P(M {) I +  Q (Afj)j +  /?(Af,)k 

ёки батафсилроц ёзсак,

F(Af() =  P (*f  n,. £,) i +  Q Gr Лг Z,)l +  R ffP Пт у k

У х.олда кучнинг Л,_, Л, ёй буйлаб бажарган иши F (Mt) куч- 
нинг A t_ x А { 6 v f h h  буйлаб бажарган ишига тенг, бу иш эса (47)фор-

мулага асосан F(Af,) кучнинг Л ^ Л ^ у ч н ш  векторнга скаляр купант- 
маснга. яънн F (Ml)Al^ iAt га тенг.

Л Л ,  векторнннг координата уцларнга проекцияларн мос равищ- 
да А х. =  .у, -  А у, = y t -  А г, = г( -  г4_ , га тенг. F(Afi) х  
х“л Л. скаляр купантмани координаталар орцалн ифодалаймиз:

F (Af4) Л,_, At = P (lr 11г С,) A xt +  QGr Лг 5|) Ay, +  R(lp Л/. С,)Агг
Бу ифодаларни синиц чизицнинг барча бугинлари буйнча жам- 

лаб L эгри чизиц буйлаб бажарилган Ё ишнинг такрибин ифодасини 
цосил киламиз:

£ « 2 Р(М <)Л ^7 Л< =  ^ [ Я ( ^  л,. у д * ,  +  ^  Лг д д ^  +
1-1 1-1

+  R  (£г Л/ С,) Д*,)-

Ё ишнинг аннц циймати сифатида бу йигиндининг Л . , А{ ёйлар- 
нинг узу н лик лари нолга интнлгандаги лимитини оламиз:

£  =lim V[/>(‘ ., л<, Q&X' +  QGf, Лг С,) Ayi+RG,, л,. £() Дг,Ь (48)
П—*00 / = 1

Шундай килнб. ишни хисоблаш маълум куринишдаги йигиндининг 
лимитини тонишга олнб келади. Бу кабн йнгиндиларнннг лимнтлари- 
ни топиш ишни хисоблаш билан боглнц б улмаган бошка масалаларда 
хам учрайди. Бундай йнгиндиларнннг лимитларини умумий куриниш- 
да, у ёки бу физик масалага борламасдан урганамнз.

Уч улчовли фаэонинг бирор сохаснда L узлуксиз эгри чизик (ЛВ 
ёй) ва шу L эгри чизнцнинг хар бир нуктасида аницланган

Ф =  Р (*, у, z)i +  Q (х, у , z)j +  R  (*. У. z) к 
вектор-функция берилган булсин,

Ушбу ишларни бажарамнз.
1. АВ ёйни Л нуцтадан В нуцтага томон Л1, Лг..........Л„_, нуК"

талар билан п та Л^4Х, АхАг А ^ А п ёйга буламиз. Биз ёйнинг 
Л бошини Л0 билан. В охирини эса Лп билан белгнладик. Л( (|' =  ®- 
1, 2 , . . п) нуцтаиннг коордннаталари х(. уг г( булсин.

2 . J^ap бир Л(_ , Л( ёйда с{, ц., координаталн ихтиёрий нуц- 
танн танлаймиз. М, нуцтада олинган Ф  = (Р  (х, у, z)l +  Q (дг. у, z)j 4- 
-4- /? (-'■% у, 2)к векторнннг Л4_, Л4 =  A-̂ .i 4- A*/,j +  Az.k векторга ска
ляр купайтмасини топамиз:

ф (М ,)Л |_, At =  PGr  Лг C|)AX| +  Q(Sr  1 ,. С,) А у. ~ R G r Лг & Ъ-
3. Барча бунда!'! купантмаларнинг йигиидисини топамиз:

V  Ф (М() • Л|_,Л/ =  ^  [Р Gr Лг С,) Д*4 +  Q (?г Лг* С,) ДUi 4-
1 - 1  i - 1

+  R (lr Лг С,) д*,]. (49)
Бу интеграл йитнди деб аталади.

4. Агар (49) интеграл йириндинн барча Л4_, А. ёаларнинг узунлик-
лари нолга интилади деган шартда лимити мавжуд булиб, у А В ёйни 
A~\Ai ёйларга б\'лиш усулнга хам. уларнинг хар бирида М. нуцта- 
нинг танланишига хам боглнц булмаса, у холда бу лимит Ф = Р (х, 
у, z )i-f  Q{x, у, z ) j +  /?(*, у. z)k вектор-функциядан L эгри чизиц 
буйлаб (ёки АВ  ёй буйлаб) Л дан В га йуналишда олинган эгри чи- 
зикуш интеграл деб аталади ва бундай белгиланади:

(Р(дг, у, z)dx 4- Q (х, у, z)dy-\-R(x, у , z)dz
А В

ёки*
f Р (х, у, z)dx 4- Q (х, у, z)dy 4- R (х, у, z)dz.
L

Pdx 4- Qdy 4~. Rdz интеграл остидаги ифэда <D =  Pi |- Qj -f Rk век
тор билан L эгри чизицдаги узгарувчи нуцта г радиус-вектори диф- 
ференциалм dr =  d x \ d y \  +  dzV. нинг скатяр купайтмасидан иборат 
булгани учун Ф =  Р\ 4- Qj 4- Rk вектор-функциядан атннган эгри чи- 
зицлн интегрални ушбу вектор форма да ёзиш мумкнн:

I Ф • dr.
L

Шундай цилиб, таърифга кура
( Р (х, у , z)dx +  Q(x, у, z)dy г  R (-V, у, z)dz =

АВ
=  l imV(P(E1. Лг С,)А^4-(г(=г Лг С,)^Уг+  *  (5Г Л„ (50)

П-+00 i= l

Бу ерда п-*-оо да Л,_,Л. ёйлармннг цар бири нуцтага тортилади деб 
тушунилади.

Сунгра

л.... '^тор-функцняд щ олинган эгри чшицли интеграл к\ гшнча координаталар бу- 
йича х Ри “*Щ ли интеграл деб аталади.
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>: [^ (?г Чг р Д -V. 4- Q (сг Т]., £,.)Д^.+ R ( lr пг С,)Д*,1 =
1 = 1

=  v  р а ,, л,-, с,> д -г,+ v  q а г л,. ср ду, +  v  r  а г Чг g  дг 
1 = 1  1 = 1  1 = 1

булганн уц}н бу тгнгликнкнг \нг тсмонида турган игиндиларнинг 
лимита ыавжуд деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

lim V [Я ( |г I]r £f) Ддх +  Q (?,. Л/. £/) ДlJi +  R (5,. Лг С,) Дг,1 =
Л —м »  1 =  1

П П
=  П т v  Р (;., т)г у  Ддг. +  Пш V Q ( |г rj,, у  Ду. -f

П ~*оо  1 =  1 Л-ЖОО 1 =  1

+  Iimv/?(E,, л, 5,)А*Г (5п

Тенгликнннг унг томоннда турган лимктларни мос равишда Р(х, у, z)\,
Q(x, у, z)j. R(x, у, г)к вектор-функцнялардан АВ ёй буйлаб олин- 
ган эгри чизиь^ли ннтеграллар деб lyapaui мумкин. Шу сабабли (51) 
тенгликни бундай цайта ёзиш мумкин:

f Р (х, у , z)dx Q (.V, у, z)dy +  R (х, у, z)dz =
АВ

*= f Р (х, у, 2)dx 4- I' Q (х, у, z)dy +  Г R (х, у, z)dz. ,
АВ АВ АВ 101 )

Эгри чизшули интегралнинг таърифидан куриниб турибдики, F куч- 
нинг L ёй буйлаб бажарган ишн F кучдан бу ёй буйлаб олинган эг- 
рн чнзнкли ннтегралга тенг, яъни

Ё =  [ Pdx + Qdy 4- Rdz,
АВ

бу ерда Р, Q. R — кучнннг координата у»уларнга проекцняларн.
Аншу интеграл учун булган флдати каби эгри чизи^ли интеграл 

учун эуам мавжудлик теэремаси уринлн булиб, б из уни нсботсиз ка
бул цнла.миз.

L эгри чиз1щ х  = x ( t) ,  У ~  y(t) , z = z(t) тенгламалар оркали 
параметрик куринишда бери.гган б у мин, бу ерда x(t), у (t), z(t) 
а  <  1 <! $ да узлуксиз биринчи тартибли %осилаларга эга 
булган функциялар булсин. У холда бу эгри чизик буйлаб узлук
сиз* булган %ар цандай Ф =  Р(х, у, z )l +  Q(x, у, . z ) \ + R ( x, у, z) к 
вектор - функция учун интеграл йигиндининг L эгри чизи% булин- 
ган сйлар сони чексиз ортганда ва уларнинг ,\ар бирининг узун.шги 
нолга ин пилганда лимиты мавжуд булади. Бу лимит L ёйнн булиш 
усулига ва /И( оралту нукталарнинг танланмшига боглшу эмас.

3. Эгри чизи^лн инитрални ^нс0̂ лаш. Эгри чизн^лн ннтегралнн 
хнсоблаш amiiy p i  тетра л ни хисоблашга келтирнлишини к у р с а т а м и з .

* Ф -  Р(х,у,г )\-{-  к вектор фупкцияиннг р, Q ва R
проекциллари узлуксиз булса, бу функция узлуксиз деб аталади.
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rlAB) ёй х — х (О, У = У (0, z =  г (1) параметрик тенгламалар билан берил- 
ган, шу билан бирга x(t), y(t), z(t) функциялар узлуксиз Еа узлуксиз
'иринчи тартибли ^осилаларга эга булсин. АВ ёйнинг А бошланшч 
„уктаснга параметрнинг /= ац и й м ати , Вохирги нуцтасига эса t =  р 
киймати мос келсин хамда t параметр а  дан р гача узгарганида уз- 
гарувчи М (х. у, г) нуцта ёйни А дан В га томон чизсин.

Сунгра Р(х, у, г) шу L ёй буйлаб бернлган узлуксиз функция 
булсин. Р (х ,у ,г )  функция дг, у, z узгарувчиларнннг, x ,y ,z  эса t нинг 
узлуксиз функциясн булгани учун P[x(t), y(t), z(t)\ мураккаб функ
ция а  ^  t <  р сегментда 1 нинг узлуксиз функциясн булади. L эгри 
чизик ва Р(х, у, ?) функция эгрн чнзшули интегралнинг мавжудлик 
теоремаси шартларннн цаноатлантирганлиги сабабли 1 Р(х, у, z)dx эгри

П
чизшули интеграл мавжуд ва демак, v />(£., г]г ^ )  Да 4 интеграл

»=1
йигиндинт ir лнмнтн ва у L ёйнн булакларга булиш усулига .\ам, 
-VI (?., ’if, £.) оралигу нуцталарнинг танланишига хам боглшуэмас. [а,р| 
сегментни /„  L, . . . .  нутуталар билан п та булакка буламиз; бун- 
дан ташкари t0 = a, tn =  р деб белгилаймиз. t параметрнинг бу 1унн-
матларига ёйнинг А = А0,А и Аг, . . А„_к А„ =  В ну!уталари мос
келади ва бу ну]уталар ушбу координаталарга эгадир: 

х0 = x(t0), у0 — y{t 0), г0 =  z{t0),
Xi =  x(ti), yt =  y itj, Zl =  z(lj),

1/n-l =  У (*„_l). г„_| =  2 
X n = X  (/„), yn =  y (tn), zn = z  (tn).

Бунда ёйнн булувчн А ь Аг . . An_t нуьуталар А ну|утадан В нуц- 
тага томон йуналншда кетма-кет жойлашган.

At_ , ну угадан /1; нугутага утишда х абсцисса Axt =  xt — .v^, =  
=  х(/Д— x(t{_x) орттирма олади. х(^) — *(/,_,) айирмага чекли орт- 
тирма ха1уидаги Лагранж теоремасини татбшу киламнз:

Д.т, =  х(/,) — *((,_,) =  х Ь Ш ,  бунда Д/, = / ,  — ва <  т ,<  i{.

Параметрнинг / =  х( цийматнга А1_{А1 ёг1да ётувчи =  х(т1),т1 = у(х1), 
С, =  z(t^ координаталн .И, ну|ута мос келади. L ёйни юьуоридагнча 
булакларга булиш учун ва киуорида танланган .И, ну1уталар учун

V  Р (?г Ч|, С,) Да,. =  V  Р[х (Т/), у  (т.), z (Т/) ] дг'(т<) Д/
i=i /=1

интеграл] йигиндини тузамиз ва [а. Р] сегментнинг булнниш цада.ми 
'■ нолга интилади деган шартда лнмитга ута.миз. Бунда А ^ А ,  ёйлар- 
ниш узунликлари нолга интилишини нсиотлаш мумкин ва эгрн чи- 
зн!ули интегралнинг таърп<})ига лсэсан цу шдагига эга буламиз:
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f Р(х, у , г) dx =  lim V  P( ^ ; £() A.V/=  
z. «-*» i= l

=  lim v  p [ x (tj), у (T|), 2 (т,) ] дс*(Т|)А t,.
X-.0 «=1

Охирги тенглнкнинг унг томонида турган йигинди [a, PJ сегментда 
берилган бнтта t узгарувчининг P [x(t) ,y (t),z(t)]x \t)  узлукснз функ- 
циясн учун интеграл йнгнндиднр. Унинг лимити ушбу аник интеграл- 
га тенг:

Шундаи цилиб,

[ р  (*• У• г) dx J f  Р [х (/), у  (0, г (t) ] х'(/) dt (52)
L а

Бу изланаётган формула булиб, у эгри чизныли интегрални уисоб- 
лашнп аник интегрални уисоблашга олиб келиш нмконннн беради.* 
Шундаи уилиб. ( Р (х, у, z) dx эгри чизикли интегрални хисоблаш

L
учун L эгри чизицнн x= x (t) , у — y(t), z = z ( t)  параметрнк тенгла 
малар билан бериш ва Р (х, у, z)dx интеграл остидаги ифодада х, у  ва г 
узгарувчнларни уларнинг / параметр оруали ифодалари билан, dx ни 
эса x — x(t) функциянинг дифференциал» билан (яънн dx = x'(t)d t деб 
олиш) алмаштнрнш л озим. Х,осил булган аник ннтегралда цуни чега- 
ра сифатнда параметрнинг ёй бошига мос цийматини, юуори чегара 
сифатида эса параметрнинг ёй охирига мос уийматини олиш керак. 

Шунга ухшаш ушбуларни топамиз:

f Q (х, у , *> 4 / =  /  Q [ (х (/), у  (0 . г (/) ] y'(t)dt, (52')
L  а

f R (x, у, г) dz = \ R [х (t), у (/), z (t) ] z’(t) dt. (52")
t  Ot

(52), (52') ва (52") ни кушиб, уунидагннн косил уиламиз: 

f Р (х, у. z) dx +  Q (х, у, z )d y+  R (х, у, z) dz =
L

-  J<P  I* (0. У (0- 2 (/)] x'(t) +  Q[x (t), у  (0.2 (/) ] y'(t) +a

+  R [x{t),y (t).z(t)\z\t))d t. (53)

Биз L эгри чизикдагн берилган йуналншга t параметрнинг о  дан {$ (бу ерда 
а < р )  гама узгариши мос келади лев хисобладик. (52) формула о с > в  булган л;олда 
.\ам тугрндир.

Агар хусусан L ёй х =  х(/), y =  y{t). (a <  t <  p) параметрик 
тенгламалар билан берилган ясен эгри чизик, Р (х,у)  ва Q(x,z/) эса 
/ эгри чизицда аннцланган узлуксиз функцпялар булса, у колла 
Ф = P (x ,y )l- j-Q (x ,y )j  вектор-функциядан бу ясен эгри чизик б$йи- 
ча олннган эгри чизикли интегрални хисоблаш учун ушбу формулани 
^осил циламиз:

3
f Р (х, у) dy +  Q (х, у) dy — /  {Р [х (/), у (/)] х ' (/) +

+  Q [x (0 .y (0 lV ( 0 } ^ . (54)
Ясен эгри чизик у =  <р(х) тенглама билан берилган холда эгри 

чизикли интегрални хисоблаш формуласинп (54) форму ладан косил 
килиш осон. Нукта L эгри чизик буйлаб А нуктадан В нуктага куч- 
ганида х катталик а дан Ь гача узгарсин. Бу холда х  ни параметр 
сифатида олиб, L эгри чизикнинг ушбу параметрик тенгламаларини 
>рсил киламиз: х  — х, у  =  ф (х), бунда х параметр а дан Ь гача уз- 
гаради. (54) формулани к^лланиб, х ' =  — =  1 эканини хисобга олсак,

ь
f Р (лг, y)'dx +  Q (х, у) dy =  J [Я(х,ф (х)) +  Q (х, ф (х))ф' (х) ] dx. (55)
I  а

Хусусан
ь

\ Р (X, у) dx — \ Р (х, ф (х)) dx. (56)
L а

Пировардида эгрн чизикли интегралнинг деярли равшан ушбу иккита 
хоссасини келтирамиз.

1°. Эгри чизикли интегралнинг кийм чпи L эгрн чизикни босиб 
утиладиган й0налшига бог лик;. Агар игу эгри чизикни А нуктадан 
В нукупага томон эмас, балки тескари йуна.гишда. В дан А томон 
Цтилса. интегралнинг ишораси фрама-царишеига алмаигинади, яъни*

5 = - 1 -АВ ВА
Бу хссса эгри чизик буйлаб юриш йуналнши \згарганида интеграл 
йигиндига кирувчи Д хг Д У г ^  zi орттирмаларнинг ишоралари каРа* 
ма- карши ншораларга алмашиниши билан тушунтирклади.

2°. А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар L эгри чизик бир неча Llt
Lt ........ L, эгри чизи^лардан иборат ва бу эгри чизи^ларнииг ,\ар
бирида эгри чизикли интеграллар мавжуд бЦлса, у  .уолда 
бутун L эгри чизик; буйлаб хам интеграл маджуд ва у бу булак- 
ларнинг \ар бири буйлаб интеграллар йигинди сига тенг, я ъни

1 = J+
Щ __________  Ж  L  L ,  L , и

* Езув киска рок булишп учун баъзан интеграл остидаги ифодани ё*нб утир- 
Маймиз.
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f P(x, у, z) dx =  lim V  />($.; 1)<: Q  A x,=
L n-°° ГГ|

=  lim v P [ j ; ( t,), y (т,), z (т,) ] х'(т,)Д t,. 
x -o  “ l

Охирги тенгликнинг \н г  томонида турган йигиндн [a, PJ сегментда 
берилган битта t узгарувчининг P \x (t) ,y ( t) ,z ( t)]x \t)  узлукснз функ- 
цияси учун интеграл йигиндидир. Унинг лимити ушбу аник интеграл- 
га тенг:

Шундан цнлиб,

S Р (х, У. г) dx J \  Р [х(/), у  (/), z (t) ] лг'(0 dt (52)
L а

Бу изланаётган формула булнб, у эгри чизикли интегрални ,\;исоб- 
лашнп аниц интегрални кисоблашга олиб келиш имконини берадн.* 
Шундан килиб. 1 Р (х, у, г) dx эгри чизикли интегрални хисоблаш

L
учун L эгри чизикнн х = х (/), у =  y(t), z = z ( f)  параметрнк тенгла 
малар билан бериш ва Р (х, у, z)dx интеграл остидаги ифодада х, у  ва г 
узгарувчнларни уларнннг / параметр орцали ифодалари билан, ^хни 
эса х=х ( / )  функцнянннг диффереициали билан (яъни dx =  х '(t)dt деб 
олиш) алмаштирнш лозим. >^осил булган аник интегралда цуйи чега- 
ра сифатнда параметрнинг ёй бошига мос цийматини, юцори чегара 
сифатида эса параметрнинг ёй охирига мос кийматини олиш керак. 

Шунга ухшаш ушбуларни топамнз:

f Q (х, у , 2) dy =  JQ  [ (х (0, у  «). 2 (/) ] y'(t) dt, (52')
L  а

f R (X, у, 2)d2 =  (/? [x (/), у (i), Z (/) ] z \t)  dt. (52")
L a.

(52), (52') ва (52") ни цушиб, куйндагини хоснл киламиз: 

f Р (х, у, z) dx - f  Q (дг, у, 2) dy +  R (х. у, z) dz =
L

= f (* (0. у (0.2 (01 *'(0 +  Q [x (0. у (0.2 (01 y'(t) +a

+  R \x (f) fo ) 'Z (t)]z '( t))d t. (53)

•Виз L эгри чнзикдагн берилган йунллишга t параметрнинг а  дан 0 (бу ерда 
а < Р ) гача узгариши мос келадн деб ЗГисобладик. (52) формула a  >  й булган долД* 
дам тугрпднр.

Агар хусусан L ёй х  =  х (t), у  =  у (t). (a <  ( <  р) параметрнк 
тенгламалар билан берилган ясен эгри чизик, Р (х ,у)  ва Q (x,y ) эса 
I  эгри чизикда аннцланган узлуксиз функциялар булса, у колда 
ф z=P(x,y)\-\-Q(x,y) j вектор-функциядан бу ясен эгри чизик буйи- 
ча олннган эгри чизикли интегрални хисоблаш учун ушбу формулани 
доенл киламиз:

3
I  Р (дг, y)dy +  Q (.г, у) dy =  J {Р [х (/). у  (/)] х ' (/) +

+  Q lx(i),y(t)]y '(t)}dt. (54)
Ясси эгри чизик у  =  ф (дг) тенглама билан берилган хат да эгри 

чизикли интегрални хисоблаш формуласинн (54) формуладан хоснл 
Килиш осон. Нукта L эгри чизик буйлаб А нуктадан В нуктага куч- 
ганида х катталик а дан Ь гача узгарсин. Бу холда х  ни параметр 
сифатида олиб, L эгри чизикнинг ушбу параметрик тенгламаЛарини 
Косил киламиз: х — х, у  =  ф (х), бунда х параметр а дан Ь гача уз- 
гаради. (54) формулани кулланнб, х ‘ — — — 1 эканини хисобга олсак,

ь
Г Р (х, y)\dx 4- Q (х, у) dy =  J [Р(х,ср (х)) +  Q (х, ср (x))tf' (х) ] dx. (55)
L “

Хусусан
э

I P (x,y)dx  =  J Р (х, (f (х)) dx. (56)
L  а

Пировардида эгри чизикли интегралнинг деярлн равшан ушбу иккита 
хоссасини келтирамиз.

1°. Эгри чизикли интегралнинг цийм чпи L эгри. чизикни босиб 
утиладиган йЦна-шшга 6ofau/р. Агар игу эгри чизщни А нуктадан 
В нунупага томон эмас, балки тескари йуна.шшда. В дан А томон 
Утилса, интегралнингшиораси/угрлмя-царигисига алмаигинади, яъни*

j ---- f.
АВ ВА

Бу хссса эгри чизик буйлаб юрнш йуналиши узгарганида интеграл 
йигинднга кнрувчи Д хг Д Уг Д zt орттирмаларнинг ншораларн каРа- 
ма- карши ишораларга алмашиниши билан тушунтирилади.

2°. А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар L эгри чизиц бир неча Lv
1-г........ L, эгри чизицлардан иборат ва б у эгри чизицларнииг ,\ар
бирида эгри чизикли интеграллар мавжуд булса, у уолда
бутун L эгри чизик; буйлаб хам интеграл маджуд ва у бу булак- 
ларнинг .\ар бири буйлаб интеграллар йигиндисига тенг, яъни

\ =  f +  ' “f~. . .  +  '•
Л________ L Lt L, Ц Ls

* Ёзув Кискарок булиши учун баъзан интеграл остидаги ифодачи саиб утир- 
Манмнз.
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Бунда барча эгри чизиклар бир йуналишда утилади деб фараз 
цилинадн.

I - мисол. ^ 2 xydx - f  у 1 dtj -f- г- dz эгрн чизшуш ннтегрални ^нсобланг, бу ер-

да АВ ушбу х =  cos/, у  =  sin /, г  =  2/ винт чнзикнинг Л ( 1 ,0 ,0 )  нуцтадан 
В (1 ,0 , 4 л) нуцтагача булган Сир урамн.

Е ч и л м ш и. АВ ёй буйлаб / параметр 0 дан 2 я гача узгаради. (53) формула- 
дан фойдаланиб ва х' — — s in / , ; / '  =  cos/, г '  =  2 нн .унссбга олиб, ^уйидагшщ 
.\оснл цнламнз: 2.1

f 2 xydx -г у- dy +  гг <1г =  | [2 cost sin / (— sin <) +  sin4 5/c o s i  +  4 /J-2] d/ =  
a b  о

2 It 2 я
C , , ,  . о „  „ Г sin*/ 8 / 5l 64=  j (— s in - / c o s / - f  8 /5)d / =  J - —;—  + —  j =  - я * .
*0 0

2- мисол. f  {x- +  у-) dx -{-2xydy  эгри чпзи^ли ннтегрални у — ж5 куб парабо- 
Ав

ланинг Л (1; 1) нуктадан В (2; 8) ну^тагача булган ёйи буйлаб хнсобланг. 
Е ч и л н ш и .  (55) формулага асосан:2 2

f [ x i +  y - ) d x 4 - 2 x y d y =  \ {[Jt5 +  (л:3)2) - f  2 x -x 5-3 jr5} dx =  (‘ (x5 - f  7 x») dx =  
AB l i

Агар Ф P(x. y, z)M-Q(x, y, * )j+ /?(x , y,z)k вектор- функцнянннг 
(ФЛг эгри чизикли интеграли L ёпиц контур буйлаб олинса, у Зфлда 
у Ф вектор майдоннинг L ёпнц контур буйнча циркуляциями деб ата- 
лади ва бунда!! белгиланадн:

) (Mr ёкн ‘ Р (х, у, z) dx +  Q (х , у, z) dу -f  R (х, у, z) dz
3- мисол. Ф =  х i +  2 г/ j - f  2 к вектор майдоннинг х5 +  у5 =  1 [цилиндрни г =  1 

текнелик бнлаи кеенлншидан хосил булган L айлана буйлаб циркуляцняснни ^исоб 
ланг.

Е ч н л н ш н .  L айлананинг параметрик тенгламаларнни ёззмнз.
х =  cos t, у =  sin /, г — 1 (0 < / < 2 л),

х ’ =  — sin/,  у 1 =  cos t, г' — 0 булгани учун (53) формулага асосан:2 я  2 л
1' ( x d x  - f  2 yd y  - f  zd z)  =  j  [ co s /  (— s in / )  - f  2 s i n / c o s / +  0 ] d t  =  |’ s i n / C 3 s / d / =  
L 0 0

sin5 / I2 n

Шундай цилнб, Ф =  xl 2 у j -f-г k векторнинг L а Гимна буйлаб циркуляцияси 
нолга тенг.

4. Остроградский — Грин формудаси. Оху текисликда координата 
уцларига параллел тугри чизиклар билан иккитадан ортиц булмаган 
нуцталарда кесишувчи эгри чизи^ бнлан чегараланган а со.уанн царай-
лик (47-раем). Слнгра Р (х,у ) ва Q(x, //) узларннинг — ва — xvey-

ду дх

сии ^осилалари билан бнргалнкда <т со чада узлукенз функциялар бул- 
син. У ^олда Остроградский — Грин* формуласи деб аталувчи ушбу 
формула уринли:

j  f ( S  ~ % ) d °  Р (х 'У )ах д Q ( * У)ЛУ- (57)
'  О L

gv ерда икки каррали интеграл о 
fo'^a буйнча, эгри чизикли интеграл 
эса о со>(ани чегаралаб турган L ёпиц 
контур буйича олинади. Бунда L кон
тур мусбат йуналишда утилади, яъни 
у буйлаб чаракатда а соха чаи томон- 
да цолади (47- раем).

Бу формулани келтириб чн^ариш
учун аввал  ̂ j j -  do  икки каррали

' о
ннтегрални цараймиз. у =  ц>(х) ифода о 
Ап В ёйнннг тенгламасн, у  == ф (а ) эса 47- раем

Ат В ёйнинг тенгламасн булсин. У
.уолда икки каррали ннтегрални .уисоблаш формуласига асосан

о а (дг)

ни хосил кнламиз. Р (а , у) функция а  узгармас бч лганда — учун
д У

бошлангич функциялар дан бири булгани учун:
* < Р д р  Ilf (х)

j - d y  =  Р (х, у) = Я ( а , Ф ( а )) — Я ( а , ф (а )).
,1 оу |ф (X)

Ф <Х)
Шу сабаблн ь ь

d а =  Й Я  (х, ф (х)) -  Р (а , <р (a))] dx =  I Р (х, ф (a)) dx -  
ду J Ж  J

а ь а
— ) Р (а , ф  (a )) dx.

а

) Р (а, ф (a)) dx интеграл ЛпВ ён буйлаб олинган ^ Р (а, у )dx эгри
А п Ь

чизикли ннтегралга тенг, бу (56) формуладан келиб чнцадн: 

f Р (а, ф (х)) dx =»» I Р (а, у) dx.
- ________  а M l;

* М. В. Острогрлдскнй (1801 — 1861) буюк рус натематиги ва механиги, Д. Грин 
(1793— 1841) инглнз математиги ва физнги.
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L u y n i а  у х ш а ш ,

Демак,

f Р (*,ф (x))dx =  ГР (х, у) d х.
0 Ъкв

JIf Ja=jjР{х’ y )d x ~ Х Р (x ,y )d x -
° айв аГв

А тВ ёй буйлаб йуналишни карама-карши йуналишга узгартирсак, 
эгри чизиули ннтегралнинг 1° хоссасига асосан:

Р (х, у) d x = J ^ P  (х, у) dx.
Ат  В ВтА

Шу сабаблн

о
— ( j  р  (х, у) dx+  \ Р (х, у) dx).

В т А  АпВ

&пА ва АпВ ёйлар биргаликда а соуанинг мусбат йуналшцда утилади- 
ган /.{чегараснни беради, шунинг учун аддитивлпк хоссасини эътибор- 
га олиб, ууйидагинн хосил уиламиз:

J Р (х, у) dx + j \ P  (х, У) dx =  1 Р (х, у) dx.
'ВтА АпВ L

Демак,
f f g d o  =  - < ^ Р  (x ,y )d x .  (58)

Ушбу тенглик уам шунга ухшаш исботланади:

JJ  d£ da = § Q ( x ,y ) d y .  (59)
о L

(59) тенгликдан (58) тенгликни айириб, [Остроградский—Грин форму 
ласини х.осил уиламиз:

11 (а* ~ F) d° = $ Р Х̂' dx + ̂   ̂dy'
О

Бу формула L контурни координата укларига параллел тутри чизик- 
лар купи билан иккита нуктада кесиб у тади, деган фаразда келтириб 
чиуарнлди, бирок мазкур шарт бажарилмаган холда (масалан, 24-расм- 
да тасвирлзнган а  соха учун) хам тутрилигича уолади.

Остроградский Грин формуласини ясен соханинг юзини эгри 
чизиули интеграл ёрдамида хисоблашга татбиу этамиз, Р (х, у) =  О

J д Р _л dQ *
ва Q (х, у)^= х  функцияларни уарайлик. ^  ’ а* ~  булга ни учун
(57) формулага асосан ууйидагинн уосил уиламиз:
94

Бирок 1' da интеграл сон жихатидан о соханинг юзига тенг.

Шу сабабли
о =  V xdy. (60)

1
Шунга ухшаш, Р =  — у, Q =  0 деб олиб, соханинг юзини эгри 

чизиули интеграл ёрдамида хисоблаш учун яна ушбу формулани .уос ил 
унлиш мумкнн:

а =  — i  ydx. (60')

Бу формулалар а ясси соуанинг юзини эгри чизиули интеграл 
ёрдамида хисоблаш нмконини беради.

Мисол. Параметрик тенгламалари
х = a cos / ) 
у =  t  sin t j

булган эллипс билан чегараланган фнгуранинг юзини топннг.
Е ч и л и ш и. Агар эллипсни мусбат йуналишда айланнб чициладиган булса, у уодда 
t  параметр 0 дан 2я гача узгаради. (60) формуладан ва эгри чизиули интегрални 
уисоблаш формулаендан фойдаланиб, ууйидагинн уосил уиламиз:

2я 2я
а =  Ф xdu =  \ a cos t b cos tdt =■ ao J cos2 tdt =  я  ab. 

о о
5. Эгри чизиули интегралнинг интеграллаш йулига боглиумаслиги.

Ф =  Р(х, у) i -j- Q (х, у)) вектор майдон берилган буленн. Бундан 
кейнн биз Р ва Q функциялар Оху текисликнинг бирор G соузсида 

дР 3Q
узларининг — в а— хосилалари билан биргаликда узлуксиз булсин 
деб фараз уиламиз.

G сохада иккита ихтиёрий А ва В нуутанн уараймиз. Бу нуута- 
ларнн G сохада ётувчн турли чизиулар билан туташтириш мумкнн ва
улар буйлаб f P d x -rQ d y  эгри чизиули интегралнинг уийматлари,

а в

умуман айтганда, турлича булади. Масалан, I (х +  у) dx +  2 ху dy
эгри чизиули интегрални хамда иккита А (1; 1) ва В (?; 4) нуутаника- 
райлик. Бу интегрални, дастлаб А ва В нууталарни туташтирувчи 
у — Зх — 2 тугри чизиунинг кесмаси /, буйлаб. сунгра уни шу нуута
ларни туташтирувчи у -хг параболанинг /2 ёйи буйлаб уисоблай- 
миз. Эгри чизиули интегрални хисоблаш уондасидан фойдаланиб, куйи- 
дагнларни топамиз:
a) Zj кесма буйлаб:

2

j* (х -I- у) dx - f  2 ху dy = \ \х +  (Зх — 2) -Ь 2х(3х — 2) • 3 ] dx =
1. i

=  f (18xJ - 8 2) dx =  28; \

95

■



б) параболанинг /2 ёйи буйлаб:
*

J  (дс 4  у) dx +  2xydy — j  [х -г х1 +  2х • х* • 2х] dx =

=  | (4х* +  х* х) dx = 28 —• 
30

Шундай цилиб, куриб турибмизки, .1 (х 4- у) dx 4- 2xydy эгри чизиклн
лнтегралнинг ^и.чматларн интегр&тлаш йулига, яъни А ва В нуцталар- 
ни туташтирувчи чнзи^нинг куринишига боглнц,
Акеинча, Л (1, 1) ва В (2, 4) ну^таларни туташтирувчи уша /х ьа /2 чн- 
зиклар буйлаб олинган H;t*4- y")dx 4- 2xydy эгри чизицли интеграл бнр

хил цийматга эга эканлигини ва у 33 ~ га тенглигини текширнш осон.
Та.ушл цилингаи бу мисоллар курсатадикн, бернлган нккита нуц- 

тани туташтирувчи турли йуллар буйича .уисоблаган эгри чизиклн 
интеграллар бнр холларда узаро турлича, бош^а холларда эса бнр хил 
цивмат цабул цилади.

Л ва В б. рилган G соуанинг ихтиёрий иккнта нуутаси булсин. G 
соуада ётувчн уамда Л ва В нууталарнн туташтирувчи турли эгри 
чизиуларни уаранмиз. Агар бу нулларнниг исталган бири оруалн олин
ган J Р (х, у) dx +  Q (х, у) dij эгри чизиклн интеграл бир хил унймат
уабул ^илса, у интеграллаш йулига богмщмас деб аталадн.

3  Навбатдагн иккита теоремада \ Pdx +  Qdy эгри
L

чизиули интегралнинг интеграллаш йулига COF.iny- 
маслик шартлари келтириладн.

1 - теорема. Бирор G соха буйича олинган 
1 Pdx 4  Qdy эгри чизицли интеграл интеграллаш
к
йулига oof лик бфлмаслиги учун бу сохада ётувчн 
исталган спиц контур буйича олинган интеграл 
нолга тенг булиши зарур ва етаршдир.

И сб о т и .  Е т а р л и л н г и .  G сс^ада ётувчн исталган ёпну контур 
буйича олинган \ Pdx 4- Q(̂ J интеграл иолга тенг булсин. Бу интег
рал интеграллаш йулига боглкумаслагини исботланмиз. ^ауиуатан хам, 
А ва В мазкур G соуага тегишли иккнта нуута булсин. Бу нууталар-
ни G сохада ётувчн нккита турли, ихтиёрий танланган Ат  В ва Ап В 
эгри чизиулар билап туташтг• амнз (48 -раем). эханинн исбот

киламиз. Ат В ва ДТГв ёй ар Am Bn А ёпиу : >нтурнн уосил уиладн. 
Эгри чизиклн интегралларнинг хоссасидан фо1д ланиб,

АтЕпА 'im B  Ап Л Ат В  АпЬ

48- раем

хосил киламиз, чунки )=* — .1 • Бирок шартга к>ра ёпну контхр
™ ^ ВпЛ ЛлВ
буйлаб олинган интеграл е н ф а т н д а ^  ~  0. Демак, 0 « и

( -  С . Шундай килиб, эгри чизиклн интеграл интеграллаш йулига
AmU МО  
боглиу эмас.

З а р у  рий  лиги .  G сохада I P dx A-Qdy эгри чизиули интеграл
интеграллаш йулига беглиумас 6vленн. Бу сохада ётувчн исталган ёпну 
контур буйича олинган интеграл нолга тенглигини курсатамиз. .\ауи- 
цатан хам, G сохада ётувчн ихтиёрий ёпиу контурнн карайлик ва унда 
ихтиёрий иккита А ва В нуктанн олайлик (48-расмга уарапг). У уолда

+ — о,
ЛтВпА Ат В ВпА Ат В А п В

чунки шартга кура J  ~  J . Демак, G сохада ётувчн исталган ёпиу кон-
ЛтВ

тур буйича интеграл нолга тенг.
Ушбу теорема эгри чизиклн интегралнинг интеграллаш йулига вомну 

эмаслигипинг амалда фойдаланиш учун уулайбулган шартларинибгради. 
2-теорема, f Pdx +  Qdy эгри чизиц.ш интеграл Сир богламли*

G сохада интеграллаш йулига боглицмас булиши учун бу соцанинг 
хар бир нуктасида

дР =  dQ
ду дх

(61)

ишртнинг бажарилиши зарур ва кифо.чдир.
.  дР dQ

И сб о т и .  Е т а р л и л н г и .  G сохада ^  — — булсин. G сохада ётув- 

чи исталган L ёпиу контур буйича олинган j Pdx  -f Qdy эгри чизну-
L

ли интеграл нолга тенглигини курсатамиз.
/.контур билан чегараланган о юзчани карайлик, G ссуа бнр бог- 

ламлн булгани учун о юзча бутуниси бу сохага тегишли. Остроградс
кий— Грин формуласига асосан | P d x -г Q dy  =  ~-)do. Би-

dQ
роу G сохада, хусусан о юзчада ~  ~  ^  Шунинг учун

О

— ~  ® ва> Демак, P d x + Q d y  = 0 . Шундай цилиб G со^адагн
исталган L ёпик контур буйлаб слинган интеграл нолга тенг. Бирцнчн 
теоремага асосан бу эгри чизиклн интеграл интеграллаш йулига боглик 
эмас дсб хулоса чи^арамнз.

• Бир богламли со^а таърифини IX боб, 2-§,  3-пунктдан кара иг.
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З а р у р и й л и г и .  1 Pdx +  Qdy эгри чизикли интеграл бнрор G 
'L

сохада ннтеграллаш йулига боглицмас булсин. Бу соханинг барча нуц- 
е)Р 'таларида -----=  —*- б\"лишини курсатамиз.
by Ьх

Аксини фараз циламиз, яъни мазкур соханинг бнрор Р0(х0; уа) ну^-

,ас"да i f -)?.*(■£■)-. б -,лсшАнщмк y,yB( i r ) - . - ( '5 г)р. >
~>0 булсин ' Р- ва i ^ -хусусий хосилаларнннг узлуксизлигнга асосан 

■ by <?*

_  Е -  узлуксиз функция булади. Демак, Р„ нуцта 
bx by

атрофида G со.чага тегишлн шундан дойра чизиш мумкинки, унинг
барча нуцталарида -----------  анирма Р0 нуцтадаги каби мусбат булади.

о доирага Остроградский — Грин фэрмуласини цуллаймиз:
^ P d x + Q d y -

бу ерда L — шу а донранинг чегараси. о доиранинг барча нуцталари-
да- i^ - — —  > 0  б\'лгани учун нкки каррали интегралнннг 3* хосса- 

Ьх by t _
сига асосан |*' \ d a >  0. Демак, { Pdx +  Q dy> 0. Шундан

О
цилиб, а донранинг L чегараси буйнча олинган нкки каррали интег
рал нэлга тенг эмас. Буэса интегралнннг ннтеграллаш йулига бог- 
ли^маслигига зидднр. Бу зиддиятлнк эса G соханинг барча нукталарида

тенглнк уринли эканлнгини исботлайдн.
Ьу Ьх

l -м и сол. f  (xs +  y*)dx +  2xyd y  эгри чизикли интеграл ннтеграллаш йулига 
L

богликмас, чункн бу интеграл учун 2 теэргманнаг ипртларн бажарнладн. ХаКиКатан

Хам. 6v ерда Р = х- - f  y‘,Q — 2 дсу, -  2у, 2 у ва демак,-!^- — -20- .
by bx by Ьх

£. 2-мисол. J (х +  у) dx +  2 х у dy эгри чизикли интегрални каранлик. Бу интеграл 
L

ннтеграллаш йулига богликлигшш бнз гоцориди курган эдик (96-бетга каРанг) 
.\озир исботланган теорема ,\ам шуни тасдицллн ш. \ак»Катан Хам,

Р = х +  у, Q= 2ху, - i£ -  =  l. i 5 .  =2у , - Ш - ф ^ 0 _ .
by bx by bx

3-мисол. Ф =  — У j -|-------£___J ясен вектор ыайдонни ва l . v <̂X—Jr
х*+у* *г +  у* J х*+У*

4 - Л 1 1 -эгри чизикли интегрални караймиз. Бу ерда Р = ------ 2— , Q= — —  Координа
т у * ------------------------------------------------------------------------------------х*+Уг
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ЬР bQ
талар бошидан ташкарн бутуи Оху текисликда —  =  — шарт Сажарилади. О (0, 0)

by Ьх
.  сР bQ

нуктада Р ва Q функциялар хам, уларнниг — ва — хусусий хоснлалари хам аник-
ду ЬХ

ланмаган.
Радиуси бир бирлнк ва маркази коордннаталар бошида булган L анланани ка- 

райлик. Бу айлана бунлаб олняган эгри чизикли интеграл иолга тенг эмаслигини 
исботлаймиз-

.\акикатдан хам L айлананинг параметрнк тенгламаларн х  =  cos /, у  =  sin t ( 0 ^  
sg t <  2л) булгани учун эгри чизикли интегрални хисоблаш Хоидаснни к^лланиб, 
Куйидагини хосил киламиз:

[у — у dx ^  х  dy

Г * ■ У1 >* +  У-

гя 2я
С Г— sin / (— sin<) cost-cost  7 ,, (*
J  [ cos5 / +  sin*< ' cos* / .+  sin* tJ —  ̂ — - л -

ЬР bQ
Шундай килиб, бу соханинг хаР бнР нуктаснда —  шарт бажарилишига

Ьу Ьх
Карамаслтн, L ёпнк контур буйлаб олинган интеграл нолга тенг булиб чикди.

Келнб чнк.кан бу туюлма зиддиятлилик Оху текислик О (0 ,0) нуктани чика- 
рилганидан сунг бир бокламли булмаслиги бнлан тушунтирнлади.

6. Функцияни унинг туда дифференциал» буйнча излаш. Ушбу 
Р (х, у) dx +  Q (дг, у) dy дифференциал ифода беритган, шу бнлан 
бирга Р ва Q функциялар бутун Оху текисликда ёки бирэр бир 6of-
ламли G сохада узларннинг —  ва — хусусий ^осилалари бнлан бир-

Ьу Ьх
галикда узлуксиз булсин. Энг аввато бгрилган Р dx -f- Q d’j  дифферен
циал ифода кандай шартларда бнрор функциянннг тула дифференциала 
булишиии аниклаймиз.

Теорема. Pdx +  Qdy дифференциал ифода бир богламли G со.уа- 
да бирор U =  U (х, у) функциянинг тула дифференциала булиши 
учун G со.\ада (61) шарт:

ЬР bQ
Ьу Ьх

нинг бажарилииш зарур ва етарлидир.
И с б о т  и. З а р у р и й л и г и .  Агар Pdx +  Qdy тула ди{>фгргнци- 

ал булса, у холда шундай U (х,</) функция мзвжудкн, унинг учун
ьи ьи

dU =  -Jj-dx +  dy =  Pdx +  Qdy 
. .  „  ьи о W
булади. Демак, ~гг — г ,  —  =  Q. Биринчи теягликни у  буйнча, нк-

, -  &U ЬР ЬЮкинчн тенгликни эса х буйнча диффергнциаллаб, г ~ г  = -----• ------ =
ох Ьу by Ьу Ьх

~ „---- ни хосил киламиз. Иккинчи аралаш хосилзлар узлуксиз булгани
/  bQ

учун 1 1 Г 83 ~ь7 нинг У3-’1УКС113-1ИГИ1'а асосан) улар бир-бирига тенг,
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Демак,PU ё*Ц
ёх ёу ёуёх '

ёР AQ
ёу ёх

Е та  р л и л и г и . G сохада (61) муносабат бажарилснн. Шуи дат U (х, 
у) функция мавжудкн, унннг учун dU — Pdx + Qdy ёки шунннг узн
—— =  Р ва =  фбёлншнни курсатамиз. (61) шартдан (слдинги

ОХ ёу
пункт, 2-теоремага ^аранг). f P i i v - f -  QJy эгрн чизицлн интеграл Инте

ла
граллаш йулига боглн^ булмасдан, балки ,4 бошлангнч нуцта на В 
охиргн nyiyrara бэглш\ булиши келиб чицадн. Агар А нуцта тайннлан- 
ган булса, у холда эгрн чнзицли ннтегратнннг циймати фа^атВну^та- 
нинг вазиятнга богли^ буладн. яънн интеграл В ну^та коордннаталарн- 
нинг функциясидир, д:0. Уо мазкур А нмцганинг коордннаталари, х ва

lX.ll)

и эса В ну^танннг коордннаталари бёлсин. ) Pdx +  Qdy ор^али
и. .и. >

Л0 (д0, у0) ва В (х, у) нуцталарни туташтирувчн нхтнёрий эгрн чнзи^ 
буйлаб олинган эгрн чизи^ли интегрални белгилаймиз. Бу интеграл х 
ва у  нннг функцияси булиб, уни U (х, у) орцалн белгилаймиз:

и.у)
U (*. у) — | Р dx +  Q dy

(xn\va )
G соханинг хар бир нуктаенда бу функциянинг туда днфференцнали 
Pdx~-Q dy  га тенг эканлигнни курсатамнз. Бунннг учун G соханинг
истатган нуктаенда —— — Р, = Q Гтенгликлар уринли булиши-ёх ёу
ни курсатнш кнфэядир. В(х.у) — царалаётган G соханинг нхтнёрий 
тайннланган нуцтаси бёлсин. 0  (х, у) функциядан В нуктада .v буйи- 
ча олинган хусусий .ухшлани топамиз. у ни узгармас цилнб caiyia6, В 
нуцтадан Jc-f-Ддс координатали В, нуктага утамнз (49-раем). U (х +  
+Д.г,^)функциянннгВ1нуи;тадаги циймати А нуктанн В, нуцта билан 
туташтирувчн исталган йул буйлаб олинган эгрн чизи^ли интеграл- 
нпнг цийматнга тенг, яъни

(х.+ \х.у)
[U(x +  Ax,y) =  $  P d x  +  Qdy-

U(x.y) функциянинг В нуктадан Вх нуктага утилгандаги Дx U 
хусусий орттирмаси цуйидагига тенг:

(Х+Дх. I/) U . 1/1

A „ U ^U  (д̂ - f  Д а-,у) — Ь (*,у) =» , \  — j  .
(х.‘ .У»> <х,\у.(

Эгри чизицли интеграл интеграллаш Йулига боглшу булмагани учун 
бу тенгликдаги эгри чизикли интегралларни хисоблашда нхтнёрий 
йулларни танлаш мумкнн. Л ва В нуцталарни туташтирувчн пул си- 
фатнда G соха да ёгувчи ихтиёрий lt эгри чизицни, Л ва В, нуцталар- 
нн туташтирувчн йул сифатида эса /, эгрн чизш^ ва В Вх кесманн 
царанмиз (49-расм). У х.олда

<x+\*.v) (*.»> „
A U — $ ~  i =  f -  J -  .f +  J -  f -  .( Pdx +  Qdy.

(x,*y.) U.'.y,) Л&В, AB AB BBt A B  BB, (6 2 )

Бу тенгликнинг унг томонида тур- 
ган эгрн чизицли интегрални аншу ин
теграл оркалн нфодалаш осон. Бунннг 
учун ВВХ кесманинг параметрнк тенг- 
ламаларини ёзамнз: х =  /, у = у, бун
да t параметр .v данл-4-Дх гача бул- 
ган чегарада ёзгарадн, у  эса узгар
мас dx — dt, dy — 0 булгани учун 
эгрн чизикли интегрални хисоблаш 
цоидасига асосан цуйидагинн хосил 
к,иламиз:

П  -

Х'4х

*+ Д х

ввх
Шундай г^илиб,

49- раемл «Тал
J Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  j  Р (t, У) dt.

х+Дх
\ и =  i  p ( ty )d t .

Р (t. у) ифода у  узгармас булганда битта t узгарувчинннг функцияси 
булганлигинн эътнборга олиб, сунгги ннтегралга урта циймат хацида- 
ги теоремани татбиц циламиз:

х+ Д х

bxU =  J P (t,y )d t =  Р (х ,у )А х
х

бу ер да 7  катталнк х  ва х  +  Д х ораенда ётадн. Дх U ни Дх га бу
либ ва Д .V —► 0 да лнмитга утиб, хусусий хоенлани топамиз:

=  lim =  lim Р (х.у)-ёх Дх—*-0 Дд. Д х -*0

Д Jr—0 да X катталнк х  га ннтилади. Р (х ,у)  функциянинг узлуксиз- 
лигига асосан цунидагига эгамиз:

ёи
ёх

- = \т Р ( х .у) = Р (х ,у ).

Шундай килиб, В нуктада ~ ~  =  р  (х га эгамиз. Шу нуцтада
ъи

——  =  Q (а:, у) эканлиги хам шунга ^хшаш нсботланади. В (х, у) их- 
тиёрий н\кта булганлиги учун G соханинг исталган нуктаси учун 

=  Р (*, у), ^  Q (х, у) га эгамиз ва, демак, dU =  Р dx+ Q dy.ох ёу
( х .у )

Шундай килиб, ' Pdx +  Qdy эгри чизик;ли интеграл тула диффе-
(х .у ,>
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ренцнали Pdx +  Qdy га тенг булган функциядир. Шу билан теорема 
исботланди.

Энди ушбу таърифни киритамнз. Тула дифференциал» Pdx +  Qdy 
дифференциал ифодага тенг булган U (х, у) функция бу нфоданинг 
бошлангич функцияси деб аталади. 

и.У)
Демак, J Pdx +  Qdy эгрн чизицли интеграл Pdx +  Qdy диффе-с*., у.)

ренциал ифода учун бошлангич функция булади. Эгри чнзицли интег
рал интеграллаш иулига боглиц булмагани сабабли U (х, у) =  

<*.й
=  | Pdx +  Qdy бошлангич функцияни топишда (х0, у0) ва (х, у) нуц-
(х,.У.)
таларни туташтирувчн исталган чизицни олиш мумкин. (х, у) нуцта- 
нннг координаталарнни интеграллаш узгарувчилар билан аралаштнр- 
маслик |учун интеграллаш узгарувчиларини с ва t] орцали белгилаи- 
мнз. У холда U (х, у) учун ифодани бундай цайта ёзиш мумкин:

U =  | /5(1 ,т])<*& +  <?(£, т])dr]. (63)
(*. у , )

50- раем

буйлаб 11 узгармас ва демак.

Хисоблашларни соддалаштнриш учун 
интеграллаш нули сифатида АС ва СВ 
томонлари координата укларига мое 
равншда параллел булган АСВ синиц 
чизикни олиш мацеадга мувофицдир 
(50-раем). У цолда j =  |' +  |". АС

АСВ Ад св
кесма тенгламасини бундай ёзиш мум- 
кнн: l = t ,  г\ = у0, бунда / параметр 
.г0 дан х гача узгаради. АС кес
ма буйича интеграллашда Г Q (|, т|) rfrj 

'ас
интеграл нолга тенг, чункн бу кесма 

dr) =  0. Шунинг учун

J‘P (£ ,T« +  Q%  Л) d r]!]  P (t.y0)dt.
АС 4 *' х ,

СВ кесманинг тенгламалари бундай: 1 = х ,  n== /, бунда /параметр 
Уо Дан у  гача узгаради. Бу кесма б\йлаб И узгармас булганлиги 
учун 0. Шунинг учун

( Р а ч )  d г +  Q (S, Ti)dr, =  I Q (x, t) d$.
•в i.

Шундай ци.чиб,

0(x, у) =  pj P Q (X, t) dt. (64)
X» *1

U(x,y) бирор дифференциал ифода учун бошлангич функция бул- 
са, U(x,y) +  C хам бошлангич функция булиши равшандир. Исталган 
бошланшч функция U(x,y) +  C курннншда ифэдаланишини нсботлаш 
мумкин.

Мисол. (х• — у-) dx -\-2xy dy дифференциал ифода учун бошлангич функцияни 
топинг.

Е ч и л и ш и . Бу ерда Р (х, у) =  х* +  уг, Q (х, у) =  2 ху. С^нгра -------  =  2у,
*У

№  ^  2у,  демак, — __=  -Ш — шарт бутун Оху текисликда бажариладн. У .уол-
дх Ьу Эх

(х.у)
да U (х, у) =  j (;- +  П2) d 5 ■+• 2£ n d x\. Бошлангич (х„ уа)  нуцта сифатида коор- 

и..у.)
динаталар бошини оламиз. У .\олда (G4) формулам асосан:

<*•»> р ". х г

и  (х.у) =  \ (V +  Ч*) d S +  25n d Г] =  I (Р +  0*)Л+ |  2xt dt =  - 3-  -f  ху*.
(0.0) о о

*3
Шундай килиб, бошлангич функциялардан бири С — — +  ху- дир. 
Pdx +  Qdy ифода

U (х, у) =  J" р  dx +  Qdy (65)
Cxt.yd

Ui.v>)
бошлангич функцияга эга булсин. \ Pdx +  Qdy эгри чизицли ин-

(St.fi)
тегрални цараймиз, бу ерда (хх; уг) ва (х>; уг) интеграллаш йулининг 
мое равишда бошлангич ва охирги нуцталари. Равшанки,

Бнроц

(x,.Vt) (x, .y,) lx,.у,) Itt.Vi
j  ;=  J +  J =  1 ‘-  ]' •

(Si.ft) C*iVi) (x, .y,) (x,.yj

(x j .Vi ) ((>.v>)
■ V (x t ,y t )J = U ( x 1, Уг). j' =(xt.Vi) (*. .Vt)

ва, демак,

(Х| "Pdx +  Qdy = U (хг, Уг) — U (xv  yt). (66)
(Xb»i)

Шундай цилиб, агар Р dx +  Qdy дифференциал ифода бошлангич 
функцияга эга булса. у холда (66) эгри чизицли интеграл бошлан
гич функциянинг интеграллаш йулининг бошлангич ва охирги нуц- 
таларидаги цнйматлари айирмасига тенг. (66) формула аииц интеграл 
учун Ньютон — Лейбниц формуласига ухшашдир.

7. Ей узунлиги буйича эгри чизицли интеграл. Олдинги пунктда 
биз вектор-функциядан олинган эгри чизицли интегрални (координата-
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лар буйича эгри чизицли интегрални) куриб чи^дик. Бнроц баъэи ма- 
салалар бошка турдаги эгрн чизикли интегралга олиб келади.
Оху текнсликда узунлиги / булган Л В эгри чизшуни карайлик. Бу 
эгри чизи^ буйлаб у =  f (М) =  f  (дг, у) чизикли зичлик билан масса 
тацсимланган булснн. Эгрн чнзикнинг т массасинн аниклаймиз. Бу-
нинг учун АВ эгри чизикни Л„ А..........Лп_, булиниш нуцталарн ёр-
дамида п та булакка буламнз ва бир хиллик б у ли ши учун А ва В 
нукталарни мос равншда А0 ва Ап opiya.ni белгилаймиз. Ami оркалн

узунлиги Д I. булган Л;_, .4, ёйнинг массасинн белгилаймиз. Равшан-
п ----

Ки т — v  Дш/. A._xAi ёйнинг массасинн тацрибан :\исоблаймиз.
~ i __  ___

М 1 (хг у{) шу ^ . , / 1 ,  ёйнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. Ai_vAl ёйнинг >;ар 
бир нуктасидаги зичлик М( н у  гута да ги зичлик билан бир хил дебхисоб- 
лаб массанинг т а ц р и б и й  цийматини ^эсил циламиз: Д mt «  f (/И/ )Д /, =  
=  /  (х,., у )  Д /;• Буларнн жамлаб, т массанинг такрибин цийматини 
з^осил (уиламиз:

т  ~  v  f  (Mt) Д /, - - 2  f (*РУ,) АI, • (67)
«-1 i- i

эгри чизицнинг аник ^иймати сифатнда (67) йигиндининг бар- 
ча Д I. —► 0 дагн лимитини кабул циламиз. Шундай килиб,

т =  lim v  f  (Mj) Д 1, =  lim v  (Х{, у.) Д 1Г (68)
П-+оо i = l  Л-юо i=  1

Бу турдаги йигиндилар ва уларнинг лимитларига бош^а масалалар 
^ам олиб келади. Келтнрнлган масаланннг конкрет маъносига эъти-
бор ^илмасдан ЛВ ей ну^таларида аницланган /  (х, у) узлуксиз 
функцияни ^араймиз. Бу функция учун тузилган (67) куринишдаги 
йнгинди интеграл йигинди деб аталади. (67) интеграл йигиндининг
барча Д /г->-9 шартидагн лимита f (х, у) функциядан АВ ёйнинг 
узунлиги буйича олинган эгри чиящли интег-рал деб аталади ва 

f f  (/И) dl ёки Г f (х, у) dl символи билан белгиланади. Шундай
АВ АВ
цилиб,

'7(лг. у) dl =  lim v  f (.V.. yt) Д
АВ п-юо

Шундай цилнб, ёйнинг массаси зичлнкдан бу ёйнинг узунлиги буйича 
олинган эгри чизикли интегралга тенг:

т i  Г fix ,  у) dl. (69)
АВ

р^уйидагига эътибор бериш лозим: ёйнинг узунлиги буйича эгри чнзнк- 
ли интеграл, координаталар бунича эгрн чизикли интеграллардан 
фарК-пн улароц. эгри чизикда йуналишнинг танланишига боглиц эмас.

Ейнинг узунлиги буйича эгри чизикли интегрални хисоблашни аниц 
интегрални .\нсоблашга келтириш мумкинлигини курсатиш мумкин.

Агар АВ ёй у =у(х) (з <  х  «S b) тенглама билзн берилган бу" лса, у холда 

f f  (х, у) dl — J  f [ x ,y  (а)] / Г + Т *  dx- (70)
А В  а

Бу тенгликнннг унг томонидагн интеграл остидагн ифода чап томон- 
даги интеграл остидагн ифэдадан у пи у  (а) га ва dl ёй дифферен- 
циаднни унинг декарт координаталаридагн у  1 +  у'- нфодаснга алмаш- 
тириш билан хоснл булади.

Мисол. Агар у  =  In х  эгрн чизшунинг х =  1 ва х  =  2 абсШ1сеали ну^талар 
ораокдзгн ёйн массасшшнг зичлиги у =  х2 булса, бу ёйнинг массасинн топннг. 

Ечилиши. (69) ва (70) муносабатлардан КУйидагнларн.ч топамиз:
2 2 ______

/П =  | x-dl =   ̂A* V l + y ' - d x  =  1 +  /  J .  j ‘dx =
АЗ 'l 1 ' х ‘

\ х  У Т Т * ~  dx =  ~ Y  ( о  + * V /> ч  (1 +  А * )=  —  ~ р  и
*1 *1

=  - у  ( 5 У Т — 2 У  2") ж  2,784.

Изох .  Купннча ёйнинг узунлиги буйича эгри чнзицли интеграл
ни биринчи тур эгри чизикли интеграл, вектор-функциядан олин
ган эгри чизицлн интегрални эса иккинчи тур эгри чизикли интег
рал деб аталади.

4- §. Векторлар анализининг асосий тушунчалари
Олдинги пара!рафда вектор майдон тушунчаси кнритнлган эдн. 

Бу ерда уни урганншда давом этамиз
I. Сиртнинг юзи буйича интеграл. Чегараланган ёпн^ L эгрн чи- 

зиц билан чегараланган S сиртда f (М) — t(x,y,z)  функция берилган 
булсин.

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. S сиртнн п та ДД\. A S , , . . . ,  A Sn булакка* буламнз.
2 .  Хар бир ASj булакда уг г^координатали нуцтани ихти- 

ёрин танлаймиз ва f(x ,y ,z)  функцияни танланган ну^тадаги ций- 
матннинг Д юзга купантмасини тузамиз:

/(.И.) Д S(. = f{xv yr *t.) AS, (i =  1.2........ n).

* By ерда ва бундам сунг S ва 
англатазеради.

AS,- сиртларнн уам, уларнинг юзларипи ,\ам
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3. Барча бундай купайтмалар йигиндисини тузамиз:

V  /  (А),) Д S, =  V  f (хг уг г,) A S,, (71)
i - i  < - i

у интеграл йигинди деб аталади.
4. Интеграл йигиндининг AS, кнчик юзчалар сони п чексиз орт- 

гандаги ва уларнинг кар бирн нуктага тортилгандаги лимитани 
караймпз. Агар бу лимит мавжуд ва у S сиртни булакларга булнш усу- 
лига хамда AS, юзчаларнннг хар бирида М,нукталарнинг танланн- 
шига боглиц булмаса, у холда бу лимит и = f (х. y,z)= f(M )  функ- 
циядан S сиртнинг юзн буйича олинган интеграл (ёки киска, S сирт 
буйича олинган интеграл) деб аталади ва бундай белгиланади:

fj“ f  (М) dS ёки ff f  (.t, у, г) dS.
s s

Шундай цилиб,

Я  f  №  ^5 =  Па V  f  (Af,) AS,
S П-+00 x = I

ёки

Я  f (*• У’ *) dS =  lim V  f  (*,, yp z,) AS,. (72)
S П- .0 0  i = l

Сирт буйича олинган интеграл икни каррали интеграл эга булган барча 
хоссаларгаэгалигнннкурсатншмумкин. Жумладан, а д д и т и в л н к  хос- 
с а с и  уринли, агар S сирт S, ва S2 сиртларга булннган булса, у 
холда Я  =  JJ-M J;arap f ( x ,y ,z ) узлуксиз функция булиб, /(х ,у , г ) >

s s, s,
> 0  булса, у холда (f /  (x ,y ,z )d S > 0 .

s
S юзлн сирт z = q>(x, у) тенглама билан берилган булсин, бу ерда

Ф (jc, у) — узининг биринчи тартибли 
хусусий косилалари билан биргалихда 
узлуксиз функция. У холда сирт бу
йича олинган интегралнинг ушбу мав- 
жудлик теоремаси уринли булиб, биз 
уни исботсиз каб>'л циламиз.

%ар цандай и =  /(лс,у,г) узлук
сиз функция учун сирт буйича олин
ган интеграл мавжуд.

Сирт буйича олинган ннтегрални 
ЯВрблашни мавжудлик теоре.масининг 
шартлари бажарилганда икки каррали 
интегрални киеоблашга келтириш мум- 
кинлигини курсатамиз. ajy мазкур снрт- 
нинг Оху текисликка проекцияси, 
и *=f (х, у, г) эса S сиртнинг барча 
нуцталарида аникланган узлуксиз 
функция булсин.

(ity со^ани п та Д а „  Д а2------ Д оп кичик юзчаларга буламиз.
о соханинг бу булннишига S сиртнинг AS,. AS2........ ASn були-
нишЛмос келади (51- раем). Бунда AS, сиртнинг Д а, юзчага проек- 
цияланадиган булаги. AS, элементар юзчанинг юзиии хисоблаймнз, 
бунинг учун (28) формуладан фойдаланамиз:

Д 5, — я / 1  +  (*. у) +  Ф„‘ (*. У)da.До4-
Бу интегралга у рта циймат хакидагн теоремани куллаймнз (1- §, 3- 
пунктга каранг):

A S i =  ff V  1 +  ф ; ( х , у) +  ф„* (х, у) da =
Д 61

=  / 1  +  ф;  (*,. у,) +  ч»; {у,, у ,)
бу ерда .V,, у, шу А о, юзчанинг бнрор Р, (лг,, у.) нуктаси координата- 
лари.

Энди кар бнр A S, элемс нтар юзчада у, ва г, =  ф (*,, у,) коор- 
динатали .И, нуктани оламиз. S сиртни шу булакларга булиш ва /И,

Л
аларнинг шу танланишига voc v  f  (*,, у,, 2,) AS, интеграл йипш-

_  “ i
дини тузамиз. A S, учун юкорида олинган ифоданн ва г, =  ф (*,, у.) 
эканлигинн .\исобга олиб, куйидагига эга буламиз:
П П

2  f (хс Ус zi) А Si =  2  / (*Г Ус f  (*С У1>) Iх":1 + Ч'хш(*,. У,) -г ф;* (Хг  у,)До,

(73)
п — оо да До, юзчаларнннг хар бирн ну^тага тортилади деб х;исоб- 
лаб лимитга утамиз. (73) тенгликнинг унг томоннда турган йигинди 
икки узгарувчининг

f(x, у. ф (х, у)) / 1  +  ф;*(л-. у) ~г  Чу{х,у) 
узлуксиз функцияси учун Оху текисликнинг axv сохаси буйича интег
рал пигиндидир. Шунинг учун унинг лимита аху соха буйича икки 
каррали интегралдир:

Нш 2  f (х1> УМ хс У$  1 (-V,, yt) + Фу (хг у,) До, =п — оо 1=1

=  Я  f(x ' у - (v’ У)) 1 4>х У) +  К ’ (х< У) da.0Ху
. (73) муносабатнинг чаи томонида турган йигиндннинг лимита 
|  f  (M) = f  (х, у. г) функциядан S сирт буйича олинган интегралга 

тенг. Демак,

№ х . у. г) d S  =  f| { (-V, у, ф (.V, у)) i Т~г Фх* (V, у) +  ф'* (л-, у) da.
* (74)
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Бу эса сирт буйича олинган интегрални хисоблаш формуласидир. 
Шундай цилиб, S сирт буйичаатинган интегрални хисоблаш учун аху 
со\а буйича олинган, унга тенг икки карралн интегрални (74) форму
ла буйича хисоблаш лозим.

1- изо>(. (74) формуланинг унг томонида турган икки карралн 
интегралда интеграл остндаги ифодани тегишли сирт буйича интеграл- 
нинг интеграл остндаги ифодасидан г ва dS ни

г =  ф (лг, у), dS =  V 1 -г  ф ‘̂ (х, У) +  %' (х, y)da

формула буйича алмаштирнб хосил цнлнш мумкин. 
da

Агар dS =  — -  ((29) формулага каранг] ва

cosy =  ------ t 1 =  >
К 1 +<р'ж (х, у) + t f y ( x , y )

эканлнги эътиборга олннса. кейинги формуланн эслаб цолиш осон, бу 
ерда у — нормал бнлан Ог \ \  орасидаги бурчак (52- раем).

2- и зо .\. Агар а  ва р — мазкур сиртга утказилган нормалнннг 
мос равишда Ох ва Оу уцлар бплан ташкнл к ил га н уткнр бурчгкла- 
ри булса, у .'уолда (74) формулага ухшаш ушбу формулалар уринли- 
дир:

ff f  (*. У*2) d S  = t f f ( g  (у. г) у , г) / 1  +  g j  (у,г)+ gt' (y,z)da\ (74‘)
** ° у г

JJ f (х, У, г) dS =  ff f  (х, (О (х,г), г уг {-\-ых (х, г) (*, г')J o .  (74” )
s о„
Бу ерда д: — g (у. г), у = ы (х, г)—мазкур сиртпинг мос равишда х  ва 
у га ннсбатан ечнлган тенгламалари, ау1 ва ахгэса S сиртнинг О у:  ва

da da
Охг текисликларига проекииялари. Бунда dS =  ёкн dS =  — ft

1 «
булиб, cos а  =  . ==-, cos р =  - - - - - -  _ддг (а ва р уткнр Сур-

• 1 4Я„ г вг V I 4  о>х +  o>;
чаклар).

Сирт буйлаб олинган интегралларнинг татбшулари асоснда икки 
карралн интегралларнинг татбикларида1 и уша принциплар ётадн ( 1-§, 
6- пунктга царанг).

Хусусан, агар у (.г, у, г) енртий зичлик булса, у холда S сиртнинг 
т массасн зичлнкдан сирт буйлаб олинган ннтегралга тенг:

т =  \\ у (х , у, г) dS. (75)
s

Мисол. г =  - j -  (дсг 4  у'1) айланиш лараболонднинг х2 4  Уг=  4 цнлнндо Силан

кесмлган булагинннг хар блр нуцтасидагн энчлик бу ну^тадан Ох у^цача булган 
масофашшг квадратнга тенг булса, бу булакиинг т массасинн томннг (153- раем).

Е ч и л и ш и .  М (х ,у , г )  иуцтадан 0 г укцача булган масофа ~\/х : . г  уг 1а 1СНг 
булганн учун знчлик у  =  х* 4  У1 га тенг. (75) формулага асосан: 

т =  ((  у  (х, у . z) dS =  j j' (х1 4  уг) dS.
Еж

Бу сиртий интегрални (74) формула буйича ^нсоблаймиз. Мазкур холда 

г =  <р (х.у) =  —  (х24 У1), шунинг учун 1 4  jt* 4  у - .

Шу саСабли
ш =  (х2 4  уг) dS— f J (х2 4  у1) V  14- х* 4  у : da.

S аху
Бу ерга икки карралн интеграл раднуси R =  2 ва маркази коордннаталар бошида 
булган о дойра буйлаб олинади. .\исоблашларни кутб координаталарнда бажарамиз:

т =  $$ (х2 4  У*) I 1 4  х1 4  у* do =  ((г1 У  1 4  г* r d r d q  =
**» 2Я 2 ____  ***

= \ dy (У  1 4  г1 гг d г.
6 о

Ички интегрални хисоблаш учун 1 -}- г* = 2*деб, узгарувчинн алмаш- 
тирамиз. У хатда г d r  — zd  г, бундан

] / H T * r * d r =  j S2 (2* ^ l ) 2d 2 =  ":V - r * ) d 2 ~ ^ L  (25, 5 + 1 ).
О 1 I  1
Демак,

2л

т =  1 4  (25 ' 5 "г *) ^ф = 1 Г  (25 » 5 +  1) w  47,6. 
о

2. Сую^лик о^ими ^а^иддги масала. Фдзода суюкликнпш харакатини 
караймпз. Фазонннг бернлган VI ну^тасн оркали о1(иб утувчи зарранинг 
V  тезлнги факат бу нуцтага боглик булиб, ва^тта боглшу булмаенн. 
Бу ^олда суюклик окнми бар^арор (ски стационар) о^йм деб аталадн. 
Сую^лик заррасининг V тезлнги факат .V/ нуктаннш координаталари- 
га боглик бул1анли1Н учун

v =  у,  (jc, у, г) / г ‘у (х> У- г) j  -г 1'г (л, у. г) к.
108 1С9



Gy ерда vs (x, у, г), vy (x, у, г), vz (л:, у. г) — тезликнинг коорди. 
ната укларига проекцияларн. S сирт оркали оуиб утувчи суюулик 
оуныини, яъни бу сирт оркали вакт бирлигида окиб утувчи суюулик 
мнудорини с>юуликнинг знчлиги у =  1 деб олнб уисоблаймнз.

?Энг аввало v тезлик барча нууталарда бнр хил, сирт эса ясен 
юзчадан иборат булган хусусий холни уараймиз (54- раем). S  сиртда 
ётган суюклик зарралари вакт бирлиги нчида v вектор йуналишда 
унинг узунлигига тент масофага кучадн ва S, юзчада жонлашади. 
Ваут бирлиги ичида S  юзча оркали утган суюклик миудорн П сон 
жичатидан, равшанки, асоси S ва ясовчисн v булган цилиндр хаж- 
мига тенг. Бу цилиндрнинг баландлигинн h билан белгилаб, П =  Sh 
ни хосил уиламиз.

п мазкур S енртга утказилган бирлик нормал вектор, ф эса л ва 
v орасидаги бурчак булсин. h =  /v| cosф =  |v| |nf c c ^ = v - n  булга- 
нн учун

n=(v «n )  S. (76)

Энди умумин .уелни уараймиз. Фазода суюулик тезликларининг 
v =  vx (х, у, г) i -г vy (х, у, г)\ +  v, (х, у, г) к вектор майдони 

ва L фазовий чнзиу билан чегараланган S сирт берилган булсин (55- 
расм). Бу сиртнинг хар бир М нуутасида n =  icosa +  jcosp -f-kcosv  
бирлик нормзл вектор аниуланган булиб, унинг йуналтирувчи коси- 
нуслари сирт нууталари координаталарннинг узлуксиз функцнялари 
булсин деб фараз уилайлик. Бу сирт оркали ваут бирлиги ичида 
окиб утган суюклик миудори П ни уисобланмиз

У мумий холда v тезлик нуутадан нуутага утишда катталигн 
буйича хам, нуналнши буйича хам узгариши, S сирт эса ясен эмас- 
лиги сабабли (76) формулани бевосита уулланиш мумкин эмас. П 
суюклик мнудорини бу умумий уолда хам хисоблаш учун ууйндагнча 
йул тутамиз: S сиртни п та A Sv ASt . . . .  ,A S n кичик булакка буламиз 
ва уларнинг хар бирнда И/ (хг Уг г,) нуутани танлаймиз. S сиртга .И, 
нуктада утказилган бирлик нормал векторни п оруали белгилаймнз, 
бу ерда n, =  i cos a , +  j cos p . -f k cos v4 (55- расм' а уаранг). J^ap бир

T &S, кичик булак ичида суюклик зарраларинннг тезлиги узгармас ва 
узининг М, нуутадаги

v, =  vx (xt, у г  г,) l +  vy (xt, yr  zt) j +  vz (xr y., z() k 

уиймат ига тенг хамда Д S. кичик сиртни ясен деб уисоблаймиз. Бу 
фараз да Д S. оркали оуиб утувчи суюклик микдерн Д П < ни (76) 
формула буйича таурибан хисоблаш мумкин:

Д П, да (v,, П(.) Д Sr (i — 1. 2 .........п).
Барча бундай ифодаларнн жамлаб, S сирт оркали вакт бирлиги ичида 
оуиб утувчи суюклик миудорн П нинг таурибнй унйматини тсиамиз.

n  =  v i n (« v  (V n.) AS,.
/=i

л— оо да хар бир AS. б'Глак нуутага тортиладн деган н:артда ли- 
митга утнб, суюклик миудорннннг анну

П
П =  lim (vr  n,) A S {

n *oo i =  1

вйматини топауиз. Ёки скаляр купайтманп ушбу 

v <n, = vx (xr Уг z,)cosa t +  vy (xp уг г,)cosp, +  t»z (xr  yr  z j cosy, 
координата шаклида нфодалаб, ууйидагини топамиз:

П
П =  lim 1  (0e (xr  yr  z.)cosat +  v (xi,yl,zl)cosfii ~ vt (x yr  z .)x

П-.oo i =  1
XCOSY,] A S t'

n бирлик нормал векторнинг йуналтирувчи косинуслари хамда v век- 
торнинг vx, vy, v проекцияларн 5  сирт нууталари дг, у , z координа. 
таларининг узлуксиз функцияларидир. Шу сабабли v • п =  
=  v cos a  - f  v cos р 4- l'z C°SY скаляр к у пай ту a S сирт нуутала-

* У п
рида аниуланган узлуксиз функцияднр. Демак, (v .-n j AS.
йитондннинг лимита мавжуд ва v-n функциядан S сирт буйлаб олин- 
ган интегралга тенг:

П
п  =  lim (Vn . )  AS. = / /  (v• n)dS

n-*oo i — 1 * S

ёки координаталар оркали ёзилса,
П

п =  lim V (у (х у z() cos ct +t> (х,, yr  zt) cosp, +  v (х у гк )х 

X cos Y 41 д  =  f |' (:’, cosa +  r^cos р + vt cos у) ilS.

11



Шундан цнлиб, берилгаи S сирт орцали вацт бнрлнги нчида о^нб 
утувчи суюцлнк мицдори ёкн, одатда айтилишича, бу снрт оркали 
сукмушк сцими S снрт буйича интегралдир:

П =  II (v • n) dS — 11 (у cos ос -f- у cos р -f  У cos v) dS (77)
s s v

3. Вектор майдон окими. Оцувчн суюцлик окимига ухшаш равиш- 
да 5  сирт оркали Ф — Р(х, у, г) i +- Q (дг, у, г) j -+ R (х, у, г) к вектор 
оцимн тушунчасини киритамиз. Бунда бу сиртнннг хар бнр ну^тасида 
n =  ico sa  +  j cczp+  kcosy бирлик нормал вектор аницланган ва унинг 
йуналтнрувчи косинуслари сирт нуцгаларн координаталарининг 
узлуксиз функцнялари деб фараз киламиз.

S  снрт оркали Ф вектор оцими (ёкн Ф вектор майдон оцими) 
деб сирт буилэб олинган ушбу интегралга айтнлади:

П =  jj  (Ф • n) dS =  JJ  (Р cos a  -+- Q cos p +  R cos y) dS. (78)

Бу интегрални дооблаш (74) ёки (74'), ёки (74") формулалар 
буйича икки карралн интегрални хисоблашга келтирилади, бу ерда 
f(x , у. г) = Ф п.

И зо .\. Хусусан, Ф =  R(x, у, г) к векторнинг г = у(х, у) тенгла-
ма бнлан берилган 5  сирт оркали о^ими П =  j ) R(x, у. z)-cos ydS  ни

s
царайлик. Снртга бирлик нормал Ог у к билан уткир бурчак ташкил 
цнлсин. cos у — 1 - ■ булгани сабабли S снрт буилаб олин-

V I +  ф/  +  ф -у
ган интегрални хисоблаш учун (74) фэрмуладан фойдаланиб, цуйида- 
гини дои л  цнламиз:

JJ R (х, у, г) cos ydS — ft R(x, у, г) — 1 —  dS =  ff R (x, yt
s V  И- ч>хг +  Ф ^  4

y ) ) ~  1 ’ i ^ J b + V ' c i o  = Я  Ж *. У- Ф(x,y))do.
I |  4 -  ф  ’2 -I- m 2 p x  *  у  о
9 x  у xy

Шу ндай цилиб,
11 R (х, у, г) cos \d S  =  Jj R (д-, у , «р (.v, у)) do, (79)
s аху

бу ерда о ху — шу Оху текисликнинг 5  снрт проекцияланадиган соха- 
си. Агар бирлик нормал Oz у г; билан утмас бурчак ташкил цнлса 
(cosyСО), у холда, равшанкп,

Jf R(x, у, z) c o s y  dS =  — f |  R (x, y, <p (x, y ))d a  (80)
s dxy

Бирлик нормал векторнинг йуналиши царама- к.арши йуналншга уз- 
гарганида уминг йуналтирувчи косинусларинннг иииралари узгариши 
туфайли сирт оркали вектор сиуимининг ишорасн узгаради [ (78) фор- 
мулага |\аранг].

1- м и с о л .  Ф =  хуЧ ‘Я J +  х-гк вектор- функцишшнг г =  х3 -j- у"- айлаииш

дтомднинг х 3 +  у- =  А цилиндр билан кесилган булаги оркали П оцнмини то- 
’пц‘нг, бунда нормалнинг йуналиши сифатнда бу нормал вектор) Ог ук бнлан уткир 
бурчак ташкил кнладнган йуналишнни олннг (36- расмга каранг). 
г Е ч и л и ш н .  (78) формулага асосан: П =  ( ) (Ф п)dS. Айлаииш параболоиди- 

■  S
га п бирлик нормал векторнн топамиз. Агар снрт z =  <p(x, у) тенглама билан бе- 
рилган булса, у .уолда

— Фа (*. У) i — ф у (х. У) j +  k

Ъ 1У' » + Ф , г
булишинн бнз бнламнз (IX боб, (48) формулага каранг), 

Мазкур .уолда <р (дг, у) =* х3 +  у-, шу сабабли п i

Ф п =
— 2х3у - ~  у-г -j- х3г

— 2дг1 — 2t/j — к 

У I т  4х3 +4t/-
. Демак,

2 — оГ2=  , 1 +  4у!

1 /1  4- 4jcs +  41^

Шундай кнлиб, П oi(iim ушбу снрт буйича интеграл билан ифодаланади: 

s V l + 4 j t *  +  Ay*
Сирт буйича интегрални икки карралн интеграл оркали хисдблаш учун (74) фор. 
му лада и фойдаланиб ва г =  <р(дс, у) =  х* - f  у*, у 14 -ф '2 -г«р 
эканлигини эътиборга олиб, цуйндагнни хоснл киламиз:

-2 х * У * - у * (х * + у * ) + х * ( х *  +  р ) ______________ __
П =  Я ------------- Г .~  --------------------1 / 1 +  4 x - - i i r da  =

Ьху У 1 +  Ах* +  4у* У
= Я  [— 2х*у* +  (х1 +  у*) (х* — y*)]d  о,

fix у
бу ерда ох — Оху текисликдаги радиусн R — 2 ва маркази коордннаталар бошнда 
булгам дойра (37-расмга каранг).

Икки карралн интегрални кугб коорднааталарда кисоблаймиз
2 .П 2

П =  JJ f— 2r*cos- «У-sin- ф +- Г*(С052 Ф— rdrd<p= ..
6ху 0

1 — cos 4 <р3 2 2 л /  1 — с<
f dr~ T  I  (— 4

+  ! ta2 t j» «____ !в? ж _ 1в>7 5

-  РУ - ^ - Ф +  соз2Ф\ х0 0 2  т у

\  32 Г ф з1п4Ф

2-мисол. Ф=уг] векторнинг х1 +  уг =  1 цилиндрик
сиртнннг 1 октантда ётувчи ва х =  0 . у =  0 , ? = 0 . z= l  
текислнклар бнлан чегараланган S булаги буйлаб окп- 
минн топннг, бунда цилиндрик снртга нормаль Оу УК 
билан fi Уткир бурчак ташьнД этади. деб ^исобланг 
(56 -раем).

Е ч и л и ш н ,  Цилиндрик снртга бирлик нормал 
•ек п р  ни топамиз. Б унинг учун унинг тенгламаспнн /  
*’ ~~ У1— 1 = 0  курннишда ёаиб олаыпз. 1Х^бобдагп /  

^МЗ) формулада F (а, у, г) =  х: +  у- — 1 деб олпб, ку- Л 
^■дагини топамиз:

8—2950
56- раем
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grad F F ’j  +  F ' j + F ' , k  2xi +  2gJ xj +  yj

|gradf| “  у  f  2 +  F 2 +  f  2 V 4 x - +  V  У х -  +  у 2

Бирок цилиндр сиртида xJ -+- у2 — 1, шунинг учуй п =  xi 4- yj- 
Шундай килнб,

П =  Я (< t> n )d S = $ $ y 2idS. s s
Бу интегралнн (74") формула ёрдамнда з^исоблаймнз.

Бу ерда у =  ш(х, г) =  У 1 — х ‘, dS =  у  i -|-й)^2-{- ш 2da =

^ ' + т ^ d о =
da

y i ~ .
Шунинг учун

______ do =  ( | 2 "I/ 1 — JC 2 d оп - П  if r d S = $ )' ( V i - x 2)» 7  f jT T t  6X*
S &xz

бу ерда о хг  ̂ — берилган S  сирт Охг текислнкка проекцияланадиган ОАВС квадрат. 
Икни карралн интегралда интеграллаш чегараларини та^симлаб, ^уйидагини .\осил 
Киламиз:

1 1 ____
П — S 5 * У 1 —х* d a  =  f dz Jz  \  1 — x2dx.

о о
CJ’Hrpa

) V 1 — ** dx =  —  [[arcsin х +  х У  l — x-]0 2 г

—  arcsin 1 =  —

булгани учун уаил-кесил цуйидагини косил киламиз: 
1

П =  ) z —  dz =  —  =  0,393. 
о < 8

4. Остроградский-Гаусс формуласи. S ёшиу сирт орцали оким S 
сирт билан чегараланган V соха буйича олинган бирор уч каррали 
интеграл ёрдамнда хнсобланиши мумкинлнгнни курсатамиз.

Теорема. Агар Р (х , у, г), Q(х , у , z), R(x, у, г) функциялар V 
%ажмли чегараланган ёпщ сохада узларининг биринчи тартибли 
хусусий хосилалари билан биргаликда узлуксиз булса, у %олда

f j  С*. У- г) cos ос 4- Q (*. у, г) cos р -f  R {х, у, z) cos у) dS =

=  j 'f  М*£. . t 9  +  ^ ) d V  (81)
if \дх ду d i j

формула уринли, бу ерда S шу V со.\анинг чегараси, шу билан бир- 
га оким бу сирт нинг таищи томони бдйича олинади (яъни п бир- 
лнк нормал вектор V .^ажмдан ташцарнга йуналган).

(81) тенглнк Остроградский — Гаусс 
ммуласи  деб аталади.

И с б о т и . Аввал Охуг фазода Sx : г =  
-*g{x, У). St :z = h{x, у) (бунда g(*, у) <  
£h(x, у) ] сиртлар хамда ясовчилари Ог 

параллел булган S3 цилиндрик сирт 
билан чегараланган V сохани цараймиз (57- 
расм). S, цилиндрик сиртнинг йуналтирув- 
чисп Оху текислнкдаги о со.\анн чегаралаб 
турган L эгри чнзицдир.

f f l — dV интегралнн топамнз. Уч кар- 
I JV 9z
ради интегралнн хиса блаш формуласига 
асосан [ (38) формулага гарант): ^

Сунгра 
*(X. VI

V' аг О g(x. у) dz

57- раем

h (х. у)

Я (*. V)

R (х, у, h(x, у ) )— R (х, у, g (х, у))| Г |  dz =  R (x ,y ,z )
«и. v> 

булгани учун

W ^ dV R (x ’ у ' , l (x ' y^ d a ~ J J  R (x,y , g (x ,y ) )d o  (82)
V 02 a a

буладн. R(x, y, 2)k векторнннг S2 сиртнинг таици томони’ (co sy > 0 ) 
орцал» здимини, яъни f f R(x, у, z) cosy dS ни цараймнз. S, сирт

тенгламаси z = h (x, у) куринишда. cosy> 0  эканлигини хисобга олиб 
(57-расмга царанг) ва (79) фэрмуладан фэйдаланиб,

f Г R (X, У, 2) cos у dS =  Jj- R (х, у , h(x, у)) do  (83)
s i ‘о

ни Крсил ^иламиз. ff R(x, у, z) cosy dS окимни сиртнинг пастки
•S*

томони (cos у <  9) буйича хисоблаб ва (80) формуладан фойдаланиб, 
•(Уйндагини >(осил цнламиз:

fj R(x, у, z)cos ydS  =  — R(x, у. g(x, у)) do. (84)
г

(82), (83) ва (84) муносабатларнн эътнборга олсак,

К f f | dI dV' = n  ^(.VpZ) cos у dS +  (х,у,г) cos у dS (85)

Га sra буламиз. (85) тенгликнинг унг томонига S3 цилиндрик сиртнинг
таЩди томони буйича олинган $\R{x,y,z) cos ydS  интегралнн кушеак.бу
Англии 5’Згармайдн. Цилиндрик сиртнинг ихтиёрий нуцтаси учун cosy=  
=*00590° = 0  булгани сабабли бу интеграл нолга тенг. Шундай цилиб,
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dV f f R (x, у , г) соsyd S  +  ('f Я (дг, y, z)cosydS +  

+  ff R (x, y,z) cos ydS.
S ,

Бу тенгликнннг унг томоннда турган окимлар йигиндиси V' *ажмнц 
чегаралаб турган S ёпнц снртнинг ташки томони буйлаб оцимдйр:

=  f \ R {х, у, г) cos ydS.
s (86)

Ушбу формулалар хам шунга ухшаш келтириб чикарилалн:

^ dV =  И  Р(х, у, z) cosadS, (87)

У’ * )« * ?< « • (88>V J S
(86), (87) ва (88) формулаларни хадма- .\ад цушиб, Остроградский- 

Гаусс* формуласини хосил кнламиз:

J f  (P(JC, У. z)cosa +  Q(xf у, z) cos р +  R  (лг, у, z) cos у] dS=>
f dP_ dQ_ d R \
\d x  + d y  ~  dz ) d v -

JL R cos v) dS сиртин интеграл Ф векторнннг V ха ж мни чегаралаб 
турган S ёпик сирт оркали П оцимидир:

П =  ff (P c o sa  +  Qcosp +• R cosy) dS =  ff (On )dS .
Js "s

Шунннг учун Остроградекни— Гаусс формуласининг чаи томонн коор- 
динаталар системаснга боглнц булмаган холда хам маънога эгалиги 
тушунарлидир.

Энди Остроградскнй — Гаусс формуласининг унг томонини карай-
дР , дО , dR , . . ~ ,

МНЗ. —  +  +  —  =  <р(дг, У, г) бУЛсин. Бу функция Координаталар
ох ду дг

системасининг танланншига боглщ эмаслигини курсатамиз. Бунинг 
учун фазонинг бнрор М (дг, у , г) ну^таенни оламиз ва бу нуцта атрэ- 
фида S  ёпиг; сирт чнзамиз. S сирт бнлан чегараланган V хажмга Ост- 
роградскин—Гаусс формуласини цу.гтанамиз:

J f (0 .n)dS =  JJfq>(jr, у, z)dV.
s V

Урта ^иймат хакидаги теоремага асосан 
К  f f f  ф(у, У. Z) dV =  <Р (Af0) V

га эгамиз, бу ерда М0 (л0; у0\ z0) шу V хажмнннг ичидаги бнрор ну^- 
та. Демак,

J f f ( O n ) d S  =  <p(Af,)-V\

Мисол. Ф =  Здг! 4- 2у] — 4гк векторнннг х +  t/ +  г =  1, х  — 0, у  - -  О, г = О 
текисликлар бнлан чегараланган S пирамида сиртининг ташки томони оркали ски- 
мини Остроградскнй — Гаусс формуласн ёрдамида хмеобланг

дР dQ ORЕ ч и л и ш и . Бу ерда Р =  З.т, Q — 2у, R  =  — 4г. С \  нгра —  +  —  — —  =
дх ду дг

=  3 +  2 — 4 = 1  булгани учун. Остроградский — Гаусс формулаендан фойдаланиб, 
П =  f f  (3jccosa  - -  Ji/cosР — 4zcos у) dS =  f f f  I dV

s  V
ни хосил кил ам т. бу ерда уч каррали интеграл V пирамида буйича олиь.ади, 
f j ' jdV  интеграл V соха хажмига, яъни пирамндашшг ^ажмига _тенг булгани учун: 
V

„ . 1 . Ы  1
ff (3xcos a  +  2i/cos p — 4гсо$ y)dS  =  1 =  —
s  i 3 2 6

5. Остроградский — Гаусс формуласининг вектор ёзуви. Девиргенцня. 
Ушбу

ф = Р (дг, у, г) 1 -ЬQ (х, у, z ) i ~ R (*. у. г)к 
вектор билан аникланган вектор мандой берплган булсин. Остроград- 
скип Гаусс формуласининг чаи томоннда турган f) (Я cos a  +  Q cos p +

* Бу ерда бнз f  J (P cos a  +  Qcosp +  Pcos y)dS  =  Jf P c o sa d S  +  j jQcos(MS+ 

+  j f  Я cosTdS тенглнкдан ондалааднк. Бу эгри чизнкли интеграллар учун (51 'к 

муносабатни келтириб чикарншга ухшаш пул бнлан х;осил цнлинадн.
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бундан

Ф( Vf0) —
SS (♦•«») ds
V

V хажм М нутутага тортнлади, деган шартда лимитга утиб,
Я (Ф -п)dS

Iimq>(/Vf0) = lim --- ----- *
V-.0

_  , ,  дР dQ dRни уносил кнламиз. Бунда М0-*~М булгани учун, — , —, — хусусии
^оенлаларнннг М нуь;тада узлуксизлнгига асосан

lim  (р (A f0) =  (р (М) =  (р (дг, у ,  2) =  ~  +  ~
V—*о в/ дх ду дг

ни хосил циламиз. Демак М  (дг, у, г) нуцтада куйидагнга эгамиз:„  i  ff (Ф. n) d s
дР  , dQ , д R Ж  ч__________ .
д х  ду  д г v_ 0 V (89)

Бу тенгликнннг унг томонн координаталар системаснга боглнь  ̂ бул
маган холда маънога эга булгани учун шу тенгликнннг чаи томони



дР  , d Q .  d R
дх - Ту ^"д7  х.ам координаталар снсте.масининг танланишига борлнц 
булмаган холда бир хил циймат кабул ьрпади.

Энди ушбу таърифни кирнтамиз;
Ф =  Pi -i- Qj +  Я к вектор майдоннннг М  нуктадагн дивергенцияси 

деб Ф векторнннг М нуцтани ураб турган сирт оркали П окимнинг 
бу сирт билан чегараланган V кажмга нисбатининг б у *ажм нуктага 
тортилади деган шартидаги лимитига айтилади.

Ф вектор дивергенцияси (Пу Ф  символа билан белгиланади, шун- 
дай килиб,

[dix-ф  =  lim — . 
v-*o V

Дивергенция скаляр мицдордир; (88) тенглнкдан

diV<I>==F  +  f^  + J^ (89')д х  д у  дг  '
эканлиги келиб чи^ади.

Остроградскнй- Гаусс формуласини дивергенция тушунчасидан фэй- 
даланиб, вектор формада ёзиш мумкин;

Я (Ф • a )d S  - Я Г d iv® dV. (90)s V
Бу тенглик cnuî  сирт орцали вектор оцилш шу сирт билан чегара
ланган соха буйича дивергенциядан олинган уч каррали интегралга 
тенг булишини билдиради.

(90) формуланинг физик маъносини ойдинлаштирайлик. Вектор 
майдонни каракатланаётган суюкликнинг v тезликлар майдони сифати- 
да цараймиз, бунда суюкликнинг зичлигн у =  1 деб ^нсоблаймиз. S 
ёпиц сирт билан чегараланган W <щани оламиз. Бу кол учун (90) 
формула бундай ёзилади:

Я (v • п) d S --= Я.| div v d. W . (90')

l | ( v n ) d S  оцнм S сирт оркали вакт бир лиги ичида окиб утувчи 
s

суюклик мицдоринн аниклашини биз биламиз. Аникрок айтадиган бул- 
сак, / / ( v - n j d S  оцим S ёпик сирт* оркали окиб чикувчи ва окиб

S
кирувчи суюклик м ш у д о р л а р и н и н г  алгебраик йигиндисини беради. Агар 

(v • n ) d S >  0 булса, у холда W со.\адан окиб чиккан суюллик окиб

кирган суюклнкдан ортик булади. Агар Jf (v • n ) d S < 0  булса, у

хайда, аксинча, оциб кирган суюллик окиб чиэдан суюллик дан крп- 
рок булади.

1* j \ (v п) d S оь;нм сиртнинг ’таици томонн буйлэб олииишнни кузда тутиш
$

лознм. Шу сабабли S  сиртнинг берилган нчктасида v тезлик векторн ташцарнга 
йуналган булса, у холда v • п > -0 , агар v вектор ичкарига йуналган булса, у хол
да v • п <  0 .

Энди бирор'М нуцтада v тезлик дивергенцияси мусбат дейлик:
d i v v > 0.

Хусусий косилалар узлуксиз булганлиги учун у маркази М нук- 
тада булган S сфера билан чегараланган етарлича кичик W шарнинг 
иукталарнда хам мусбат булади. Бирон; у холда Я .[d ivvdW  > ° ,

демак, (90') формулага асосан f f ( v n ) d S > 0 ,  яъни W сохадан унинг
s

5 чегараси оркали оцнб чиккан суюллик окиб кирган суюллик дан 
ортиг;. Шу сабабли М нуктани манба деб аталади. Агар М нуцтада 
d i v v < 0  булса, у холда маркази шу ну^тада булган етарлича кичик 
сфера оркали окиб кирган суюллик окиб чиедан суюклнкдан ортиь;- 
дир. Шунннг учун бу колда М нуктани обрез деб аталади.

Них,оят, агар бирор S сирт билан чегараланган W хажмнннг хар 
бир ну^тасида d i v v = 0  булса, у халда оцимналга тенгбулиши (90') 
формуладан келиб чицади ва демак, бу сирт оркали канча суюллик 
о^иб чикса, шунча суюклик окиб киради.

Мисол. Суюкликнинг тезликлар майдони v =  a i + 6 j - f c k  пинг дивергенция- 
сини хисобланг, бу ерда a, Ь ва с узгармаслар.

Е ч и л и ш и .  (89') формулага асосан кУЙндагини топамиз:

div v =  —  — = 0.
д х  д у дг

Шундай килиб, бу майдоида манбалар хам, обрезлар хам йук. Суюкликнинг барча 
зарралари бир хил тезликка эга, суюклик цаттиц и<исм каби илгарнланма харакат 
Хилади. Бундай суюкликнинг исталган ёпик сирт оркали окими иол га тенг.

6. Вектор чизиклар. Вектор трубкалар (найлар). Ф =  Я i -f- Q j Ч-
+  вектор майдон берилган булсин. Х,ар бир нуцтасида майдон 
вектори урннма булган чизиц вектор чизик деб аталади.

Суюклик зарралари харакатланадиган траекториялар суюклик тез- 
ликлари майдонининг вектор чизиклари булиши равшан.

Электростатик мандонда майдоннннг куч чизицлари вектор чизик- 
лар булади. Шу сабабли хам вектор чизицлар купинча ток чизицлари 
(ёки куч чизицлари) деб аталади.

Берилган вектор майдонда L ёпиц эгри чизшу берилган булиб, 
унинг хар бир нуцтаси оркали вектор чизиц утсин. L чизик оркали 
утувчи барча вектор чизиклар туплами вектор най деб аталадиган 
сирт косил килади.

Бу майдоннннг .уар бир нуктасида div <1* = 0  дейлик. Вектор нан- 
нинг 5  кисми ,\амда бу соханинг s t ва S2 кеенмлари билан чегара
ланган V сохани карайлик (58- раем).

Остроградскнй — Гаусс формуласига асосан:
ЯГdi\i<bdV =  (| (Ф • n )dS  +  (((ф  • n )d5  -f- ff (ф . nldS.
V  ’ s s, s,

Бунда п бирлик нормал вектор барча холларда хам ташкарига йунал
ган. d i v Ф ==0 бхлгани учун f f fd ivOdV’ = 0. Демак,V

Я (ф  ■ П)d S  +  ff (ф • n) d s  +  f |(Ф n)d S = 0.
S  5i «S*
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Вектор найнинг S снрти буйлаб олнн-
ган Г|'(Ф • n )d S  интеграл нолга тенг, чун- 

s
ки вектор найнинг характерли хусусиятн 
шундаки, унннг хар бир нуцтасида мое ф  
вектор бу снртга шу нуцтада утказилган 
уринма текисликда ётади ва демак, скаляр 
купаЯтма Ф • п = 0 .  Шундай цилнб. найнинг 
S, ва 5 , кесимлари буйлаб олинган интег- 
раллар коладн, бунда улар кеснм снрти- 
нннг V .\ажмга нисбатан таивши томони 
буйича олинади:

ff (Ф • п) d S  +  f j (Ф • п) d S  =  0 ёкн — ff (Ф • п) d S =  f f (Ф • п) dS. 
si 5, si si

кеснм нукталарида п бирлнк нормал вектор йуналишчни царама- 
каршн йуналишга узгартириб,

ff (Ф • n , ) d S =  f | (Ф • n )dS  
s, s,

ни хосил циламиз, бу ерда п, =  — п (58- расмга ^аранг).
Бу муносабат цуйндагини англатадн: агар Ф вектор майдоннинг 

барча ну^тиларида сНуФ = 0  булса, у хрлда вектор найнинг истал- 
ган кесилш оркали вектор окими бир хил цийматга эга булади. 
Масалан, вектср майдон сицнлмайднган сую^ликнинг (яънн зичлиги 
Узгармас сую^ликнинг) v тезлнклар майдони хамда divv = 0  (яънн 
манбалар ва обрезлар йуц) булса, у холда найнннг исталган кунда- 
ланг кесими орцалн окнб утувчи суюцликлар миедори бир хил цгй- 
матга эга.

Хар бир нуцтасида div Ф =  0 булган майдон соленоидал (ёкн най 
ли) майдон деб аталдн.

7. Стокс формуласи. Ротор. Циркуляция. Стокс* формуласи Остро- 
гродский — Грин фэрмуласининг умумлашмасн булиб, у L ёпик* кон
тур буйлаб ашнган эгри чизикнн кисоблашни бу контур билан чега- 
раланган S снрт оркали утувчи о^имни .^исоблашга келтнрнш имко- 
нини берадн.

Теорема. Агар Р (х, у, z), Q (х, у, z), R (х, у, г) функциялар ва 
уларнинг биринчи тартибли хусусий хосилалари L ёпик контур би
лан чегараланган S сиртда узлуксиз булса, у .уолда Стокс форму
ласи деб аталадиган у ш б у  формула уринли:

^ P i x  +  Q i V + R i z -  f j ' [ ( | f - J 7 jco Sa + ( | £ - | ^ ) c o s p  +  

I  I  I  =“ v ] d S. (91,

* Д . Стокс (1819— 1903) ннглнз математнги ва механкгн.

Агар бунда сиртнинг томони танланган (яънн бирлнк нормал век- 
торнинг йуналиши танланган) булса, у холда L контурнн айланиб чи- 
■~д„, йуналиши мусбат цилиб танланади, яънн у бундай танланади: 
контУР буйлаб 5  сиртнинг танланган томони буйича юраётган куза- 
^уВч|| шундай харакатланадикн, бунда сирт кузатувчидан чап томонда 
колади (59- раем).

Бу теореманинг исботини келтирмаимиз.
ф  = Р (х, у. г) Н -  Q (х, y ,z ) i  +  R (х, у, z) к вектор майдон бернл 

ган булсин. Ушбу янги
( d R _ d Q \ .  , , d P _ d R \ .  , /3Q__£JP\. 

дг  j д г  d x j U x ду)

векторни цараймнз. Бу вектор вектор майдоннинг ротори (ёки ура- 
шеи) деб аталади ва’гЫФ билан белгиланади. Шундай цилиб,

(92,
\ д у  д г  I ' д г  д х )  \д  х д и )

Бу ифодани эслаб цолиш учуй ушбу символик детерминанта царайлнк: 
i j k

д д д ^________ /  v
д х  д у  дг
Р Q R

Агар бу детерминантни формал равишда биринчи 
сатр злементлари буйича ёйилса ва бунда 

— символларнинг Р, Q, R функциялари купайтма- 

ларнни мос хусусий хосилалар билан алмаштиришга (масалан, Q

Kj-пайтмани^ хусусий хосила билан алмаштнрилади) келишиб олин- 
са, у холда (92) формуланннг унг томони хосил булади. Шундай 
цилнб,

59-раем

rot Ф =
i j k

д х  д у д г
Р Q R

(93)

rot Ф координаталар системасига бэглиц булмасдан, балки дастлаб- 
кн вектор майдон билан анн^ланишини курсатиш мумкин. Ф вектор 
майдонга янги вектор майдон — унинг урамлари майдони мос келади.

1- мисол. Ог Ун атрофида v згармас ft) бурчак тезлик билан айланаётган абсолют 
• а̂ттнн жиемнннг v  тезликлар майдони берилом булсин. .Маълумки,* v =  — соу \ - f  
i - m x j .  4

rot v ни топамиз. Бу долла Р =  — ту, Q = шх, R =  0, шунинг учун

* 11 боб, 5- §, 5- пункта, 3- мисолга каранг.
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rot v =

i j к
d_ d_ d_ 

д х  д у  д г  
— щ  шх 0

_ / д о  _ a ( a > x n | _j  , d ( —  (oi /)_ a 0 | j - 4- ^ a ( (ojc) _ a ( —« y ) u _ 0m y _
I d y  д г  )  ‘ [ дг  д х )  д х  д у  )

Шундай килнб, ro t v =  2 о) к. Демак, rot v векторнинг модули каттиц жисм- 
нинг 6г уь;и атрофида анланаётгандагн бурчак тезлнгининг нккиланганига тенг. Ана 
шундан «ротор», яъни «амланиш» деган ном келнб чикадн.

Стокс формуласнга цайтсак, унинг унг томонида гЫФ векторнинг 
S сирт орцали о^ими турганини курамиз:

=  f | (rot Ф • n) d S.
s'

Унинг чап томоннда эса Ф векторнинг циркуляцияси, яъни $ФЛг
L

турибди (3- §, 3 -пунктга царанг). Шундай цилиб, Стокс формуласи- 
нинг ушбу вектор ёзувини ^осил ^илдик:

: Фйт =  Сf (rot Ф • a)dS. (94)
L s

(94) муносабат цуйидагини англатадн: Ф векторнинг L ёпиц кон
тур буйлаб циркуляцияси Ф вектор роторининг L контур билан 
чегараланган S сирт орцали оцимига тенг.

2- мисол. Ф —. у'- 1 +  *г j +  k векторнинг учлари А(1;0; 0), В (0:1;0), С(0;0;1) 
булган учбурч акнинг АВСА чегарасн буйлаб циркуляцияснни Стокс форму ласи ёр- 
дамида топинг (40- расмга ^аранг).

Е ч и л и ш и .  (93) формулага кура топамиз:i j к
а  д д

rot Ф =
д х  д у  дг  
у3 г1 х3

=  [ * ( * * ) _  а  (*»)-! г а  (у») . a j j g n . г а  а*) _  a o f f l  к  =  _ 2 г 1 _ 2х]- 2ук
L д у  дг  J [  д г  д х  \  [ а х  д у  \

АВС учбурчак текислигинимг тенгламаси х +  у г  =  1 курннишда булгаин учуй бир- 
лик нормал вектор и =  .'Демак, rot Ф • п = --------(х +  у  +  г).у  з У  3

Ф вектор циркуляцияснни Стокс формуласидан фойдалаииб топамиз:

$  Ф ^ г =  |  у* dx -\-г*(1у +  x-dr  С[(го1Ф • п) dS =
АВСА А ВС A  '-S

с = _ т г № г+дс+1')<15’ь

бунда S  — берилган АВС учбурчакнинг ташки томони. Хосил бТлган бу сиртий 
интегрални (74) формула буйича хнсобланмиз. 5_снрт тенгламаси г =  Г— х — у
булгаин учуй У '\  +  г ‘* ■+■ г ’̂  =  У 1 - f  1 +  1 =  У з .  У холла

— y f  I \ (2+x+y)dS = —y ? f  \ | [(• — х ~ у) +  •*■ -Ь»/J У з а о =
6 'о

= —2 11 da =  — 2a =  — 1; 
о

чунки о  юз (АОВ учбурчакнинг юзи) 1/2 га тенг. Шундай цилиб

ф y2dx -J- z-dy +  x2dz =  — 1.
АВСА

8. Эгри чнзикли интегралнинг ннтеграллаш йулига богли^маслигм
(фазода). 3- §, 5- пунктда f Р (х, y)dx +  Q (х, у) dy эгри чнзикли интег-

L
ралнинг Оху текисликда ётувчи L ннтеграллаш йулига богликмаслиги 
хацидаги масала царалган эди. Энди шунга ухшаш масалани

f Р (*. «/• z)dx-rQ  (х, у, z)dy +  R (x,y,z) dz
L

интеграл учун ^араймиз.
Шундай килиб, Ф =  Р (х, у , г) i - f  Q (х, у, г) j -f  R (х. у, z) к вектор 

майдон б ерилган булсин. Бундан кейин Р (х. у, г), Q (х, у, г) ва R (х, у. г) 
функциялар Охуг фазода ёки фазонинг бнрор G сохасида узларининг 
биринчи тартибли ^осилалари билан биргаликда узлуксиз деб фараз 
циламиз.

А ва В шу G со>;анинг иккита ихтиёрий нуктаси булсин. G сохада 
ётувчи ха.мда Л ва В нуцталарни туташтирувчи турли эгри чизикларнн 
цараймиз. Агар ( Pdx +  Qdy - - Rdz эгри чнзикли интеграл буйуллар-

нинг исталгани буйича бир хил циймат ь^абул цилса, у холда интег- 
раллаш йулига боглицмас деб айтилади.

f Pdx +  Qdy +  Rdz эгри чнзикли интегралнинг ннтеграллаш йулн- 
I

га боглик булмаслик шартлари 3-§, 5- пункт, 1 ва 2 -теоремаларга 
5'хшаш булган ушбу 1 ва 2-теоремалар оркали берилади.

1-  теорема. | Pdx - f  Qdy — Rdz эгри чизикли интеграл бирор G со-

%ада интеграллаш йулига боглиц бйлмаслиги учун бу сохада ётувчи 
исталган спиц контур буйича олинган интегралнинг нолга тенг бу- 
лиши зарур ва кифоядир.

Бу теореманинг исботи f Pdx +  Qdy интеграл учун шу каби теоре-

Манинг исботи билан айнан бир хилдир.
2- теоремани таърифлашдан олдин фазода бир богламли соха тушун- 

часини киритамнз. G соха ётувчи исталган L ёпиц контур учун шу соха- 
Да ётадиган ва L контур чегараси буладиган сирт мавжуд булса, у ^ол- 
Да G бир боелам.т со.\а деб аталади. Бу Ĵ o-тда L контурга бутунлан 
G со^а тегишли булган сиртнн «тортнш» мумкин деб айтилади. Л1аса-
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CD

^ -------------

'л
60- раем

лан, куб, шар, эллипсоид билан чегараланган жнем, бутун фазо бир 
богламли со.\аларднр.

Бир богламли булмаган со.хага бирор тугри чизицнннг, масалан, Ог 
укнинг нуцталарн чи^арив ташланган бутун фазо мисол булиши мум- 
кин. \ацицатан ^а.м, масалан, Ог укка перпендикуляр текнелнкда ётув- 
чи ^амда маркази шу укда булган L айлананн царайлик (60-раем). L 
айланага «тортилган» ^ар кандай сирт Ог у^ни кесиб утиши равшан, 
демак, у сохага тегишли булмаган нуктанн уз ичига олади. Торнинг 
(«тешик кулчанннгэ) ичн ^ам бир богламли булмаган со.\адир (61- 
расм). ^аци^атан ^ам, торнинг ичнда ётувчи ва раемда пунктир чизи^ 
билан тасвирланган L айланага барча нуцталари торнинг ичнда ётади- 
ган сиртни «тортиш» мумкнн эмас.

2 -теорема. Ф =  Я1 +  Q j +  Кк вектор функциядан олинган 
f Pdx +  Qdy 4- Rdz эгри чизицли интеграл бир богламли G соцада
L
интеграллаш йулига боглщ булмаслиги учун бу эоханинг хамма 
ерида rot Ф =  0 булиши зарур ва етарлидир.

Е т а р л и л н к н н  исботлаш билан чекланамиз. G со^ада ro tФ =  О 
булсин. G со,\ада ётувчи исталган L ёпик контур буйлаб олинган 
f Pdx - f  Qdy -p Rdz эгри чизицли интегралнинг нолга тенглигини курса-
't
тамиз. G со^ада L контур билан чегараланган S сиртни царайлик, G 
со^а бир богламли булганлилиги учун бундай сирт доимо топилади. 
Стокс формуласига асосан;

[ду д’ !  V* д х Г  \,дх ду)

К'лганлиги учун 2 -теоремами куйидагича таърифлаш мумкин: f Pdx -f-

QJti +  Rdz эгри чиэицли интеграл бир богламли сохада интеграл- 
jpui йулига бог лиц булмаслиги учун бу соха ни нг хар бир нуцтасида 

даги муносабатларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир:
3 R

ду
0Q  д Р  OR 0Q

дг ’ дг дх ’ дх
д Р  

ду '
(95)

Течислик булган хал учун эгри чизныли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглнк булмаслик шартн ((61) формулага ^аранг] бевосита (95) 
формуладан келиб чи^ади.

I- мисол. |"(2ху -f гг) dx +  (х- +  г) dy +  (у +  2хг) йг эгри чиашрш интеграл

интеграллаш йёлнга боглицмас, чункн унинг учун 2- теореманинг шарти бажариладн.
дам: к л тан" хам, бу ерда Ф =  (2 х у  -+■ г*) 1 +  (л* -f- г) j +  (у  +  2хг) к. Шунннг 

учун Р =  '2 х у - г  г-, Q -» х* + г, R —y + 2 х г  ва демак,

rot Ф

j д(2ху  — г5)
В  V д г

I J к
±  ±  д_
дх ду дг

2хц 4- г- хг +  г у  +  2хг
д ( у +  2хг) ) 

дх

д (у ~  2хг)
ду

д(х'-л-г) \ 
дг +

) |+ (
д(л* +  г) д(2ху 4- гг) \

дх ду ]
, ( j — 1) |  +  (2г — 2г) J +  (2дс — 2х) к =» 0.

2 - мисол. \ ydx — xdy +  zdz эгри чизицли ннтегралнн каранлше. Бу ерда Ф=
L

■ у! — х] - f  гк ва

rot Ф

I j к
±  д_ ±
дх ду дг 
у — х г

[дх^дг) дг дхС , дх ду) ’

Демак, мазкур ^олда эгри чизнуш интеграл интеграллаш йулига богли^дир.

\  Pdx -г Qdy +  Rdz =  ff (rot Ф •n) dS.

Бирок G содада хусусан S сиртда дам, rot® =*0 тенглик уринли.
Шунннг учун fJ (rot Ф -n )d S  = 0  ва демак,

6
' Pdx Н Qdy +  Rdz =  0.

Шундай килнб, G содадагн исталган L ёпиц контур буйлаб олинган 
интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан эгри чизицли интеграл ин
теграллаш йулига боглнкмас деган хулосага келамиз. Сунгра

9. Тула дифференциал буйича бошлангич функцияни излаш (фа-
зода). Бу масала 3- §, 6-пунктда текнелик булган ^эл учун каРалган 
здн. Энди бу масалами фазо булган ^ол учун киоуача куриб чицамиз.

Р (дг, у, z)dx +  Q (*, (/, z)dy +  R (х, у, z) dz Днффгренци&т нфода 
берилган булнб, шу билаи бирга Р, Q ва R функциялар бутун Охуг 
фазода ёки фазонинг бирор бир богламли G со\асида узларининг би- 
ринчн тартибли хусусий кзеилалари билан бнргаликда узлукенз булсин.

Теорема. Pdx +  Qdy Rdz дифференциал ифода бир богламли G 
со.\ада бирор if ~  U (х, у. z) функциянинг тула дифференциали були
ши учун бу соцада ушбу (95) ишртлар бажарилиши зарур ва 
етарлидир:
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С)
d R  =  dQ  д Р  d R  dQ  д Р

ду дг ’ дг дх ’ <?* ду

Бу теореманннг исботн 3- §. 6-пунктдаги теореманинг исботига ухшащ 
булгани учун уни келтирмаймиз.

Исботлаш жараёнида, текислик булган холдаги каби, | Pdx +
(и: у .; г , )

Qdy -+ Rdz эгри чизнкли интеграл тула дифференциали Pdx + 
4- Qdy 4- Rdz га тенг булган изланаётган U = U(x, у, г) функция 
эканлнгнни курсатиш мумкин. Энди ушбу таърифнн кирнтамнз ( 102- 
бетдагн таъриф билан такцосланг). Тула дифференциали Pdx 4- Qdy 4. 
4- Rdz дифференциал ифодага тенг булган U (х, у, г) функция бу 
ифода учун бошлангич функция деб аталади.

(х\ у; г)
Демак, | Pdx 4- Qdx -|- Rdz эгри чизицли интеграл Pdx +  

v  х,)
+  Qdy 4- Rdz дифференциал ифода учун бошлангич функциядир. 
Эгри чизицли интеграл ннтеграллаш йулига бсглицмаслиги сабабли 

<*: у. г)
U (х, у, г) = \ Pdx 4- Qdy 4- Rdz бошлангич функцияни топншда

(** 0* г,)
(х0, у0, г0) ва (д:, у, г) нуцталарни туташтирувчн нсталган чизикни олиш 
мумкин. (дг, у, z) нуцтанинг коордннаталарини ннтеграллаш узгарувчи- 
лари билан аралаштириб юбормаслик учун бу узгарувчиларни S. г), £ 
билан белгилаймиз. У холда U (х, у, г) учун ифодани бунда!) цайта ёзиш 
мумкин:

U (х, у, z) =  J г> Р (=, «|, £) dl + Q (I, т), £) dr] 4- R (5, т), Z) dl. (96)
(X* у. г,)

.\исоблашларни соддалаштнриш максадида ннтеграллаш йули сифа- 
тида АС, CD. ва DB томонлари мое равншда координата уцларнга 
нараллел ACDB синиц чизикни олиш мумкин:,

Мисол. 2xy3zdx -У Zx-y-zdy +  x-ipdz [дифференциал ифода учун бошлангич функ- 
циянн топинг.

Е ч и л и ш и. Бу ерда Я =  2ху3г, Q =  Зх-у-г, R =  х-у3. Энг аввало (95) шарт-
dR

нинг бажарнлиш- бажарнлмаслигини j текширамнз. Мазкур цолда — =  Зх2у2,
ду

dQ ,  .  dR dQ dP dR dP dQ
‘P  =  3х'У < яънп Т  — с УнгРа Т" =  =  ГГдг ду дг дг dx dy дх
булншига цам юкоридагига уишаш ишонч хосил цила- 
миз; яъни (95) шартлар бутуи Оху г фазода бажари-
лади.

Демак, (96) формулага асосан,

V (х . 1л а) =  ^  | 2 1 л* С д 5 + 3  V  Л2 С d n+g* i f  d g.
f (х,:‘м  *,>

Бошлангич нуцта ксординаталар боши билан уст- 
ма- уст тушем" (*о =  Уо == го =  0). Интеграллаш нули 
емфатнда бупшлари мсс равишда координата ёцларига 
параллел 6 АВС синиц чизицни оламиз (62- раем). У 
цолда

U-. к,1|
U (x .y ,z )  =  | - f  +  J + f .

(0;0; 0) ОА АВ ВС

ОА кесмада; Я=*=0. 5 =  0, dq =  0, <£ =  0; шунинг учун

f 2 s i i s ; d ;  +  3 i Jn2S d ii  +  i - 4 3 d l =  Г2S-03 o d i= 0 .  
од о

АВ кесмада: 5 =  х, 5 =  0, dg =  0, d£ =  0; демак,
и

f 2 g i f 5 d |  +  3g=n55dn +  55nJ d 5  =  |3 jc= n *0d n  =  0.
А В  0

ВС кесмада; g =  х, г\ =  у, dg =  0, drj =  0; демак,

f 2 g i f  ; 4 ;  +  з 5=пЧ ^ п +  £2 n * d ; = . f j c * v 4 ; = » x v t
'вс 6

(•) муносабатга асосан U (х, у, г) =  0 +  0 +  хгу3г га эгамнз. Шундай цнлиб, 
бошлангич функциялардан бири U =  х-у3г функциядир. Берилган дифференциал 
ифода учун бу функциядан ташцари хгу3г  +  С куринишдаги барча функциялар цам 
бошлашич функциялар булади, бунда С  — исталган сон.

Текисликдаги цолга ухшаш, Pdx +  Qdy +  Rdz дифференциал ифо
да U (х, у, z) бошлангич функцняга эга булса,}у цолда ч

^  *)’ °  Pdx +  Qdy +  Rdz =  U (xt, yt, г,) — U (xv  yv  гх). (97)
(x,; in-, ii)

10. Потенциал майдон. Ф =  P (x, у, z) i +  Q (x, y ,z ) \  +  R (x, y. 2) k 
вектор майдоннинг барча нуцталарида го1ф = 0 булса, у уюрмасиз 
майдон деб аталади. 

rot Ф =  0 шартдан
dR dQ d P  dR dQ _ d P
dy dz ’ dz dx dx dy

келиб чицади.
Олдинги пунктда антилганларга асосан бундай хулосага келамиз: 

агар rot Ф =  0 булган соха бир богламли булса, у цолда Pdx +  Qdy 4- 
4- Rdz дифференциал ифода U (х, у. г) бошлангич функцняга эга,
яъни Pdx +  Qdy 4- Rdz =  dJJ. Иккинчн томондан dil =  ~  dx +

+  у -  dy +  ~ d z  булганлиги учун Р =  — , Q =  R = 
dy dz dx dy dz

gradt/ =  — i +  — j + ^ k (IX боб, 6-§, 3-пунктга царанг) экан-
дх ду и*

лигини хисобга олсак, grad U = Pi +  Qj + /?k  га эгамиз. Будеган суз, 
уюрмасиз MaiiaoH бирор функциянинг градиентидир: Ф =Igгad^/.

Градиенти Ф векторга тенг U{x,y,z) функция ф  майдоннинг пот
енциал функциям (ёкн оддийгина ццлчб потенциала) деб аталади. 
Потенциалга эга булган майдон потенциал майдон деб аталади.

Шундай цилнб. хар бир уюрмасиз бир богламли майдон потен
циалга эга, яъни потенциал майдондир. БУнга тескари даъво .\ам
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5’ринлидир: хар кандай потенциал майдон уюрмасиз майдондир. Бу 
rot grad £/ = 0  дан келиб читали.

v  А dU, dU. , dU, ,  • г- п d’Jда^икатан хам Ф =  — i-r----j - f -----к булсин. Бу ерда Р =  — ,
дх ду дг дх

Q = — , R Ф вектор функция учун (95) муносабатларининг
оу дг

бажарилишнни курсатиш етарлидир.
Масалан, биринчн — =  ^  муносабатнннг бажарилншнн i текшириб 

курамиз. К,уйидагига эгамиз:
J d V \  !д и \

6R ° \ дг I д*Ц _ SQ ° \ д и ) dHJ
ду ду дгду' дг д: дудг

_  d-U д-1’ dR dQ . .Бнроц— —  булгани учун — = —  б\ладн. Колган муносабат-
дудг дгду ду дг

ларнинг бажарилиши хам шунга ухшаш текшириладн.
Агар Ф =  Pi -+■ Qj +  tfk потенциал к у ч  майдони булса, у хслда 

бирлик масса A (xv ух, д )  нуцтадан В (д-а, у2. г.,) нуцтага кучганда 
майдон кучларининг бажарган тип А нутугадан В нуьугага бораднггн 
йулга боглнк эмас ва у потенциал функццянинг В ва А нукталарда- 
ги цийматлари айирмасига, ёки одатда айтилишича, потенцналлар 
айирмасига тенг.

^акшуатан хам, Е иш
Е  =  \ Pdx -г Qdy -j- Rdz

АВ
эгри чизнклн интеграл билан ифодаланишинн биз биламиз. Майдон 
потенциал майдон булганлиги сабаблн бу интеграл интеграллаш йулнга

(г. у. о
боглиц эмас, шу билан бирга бунда U (х , у, z) =  |‘ Pdx +  Qdy+

и.: г,)
- f  Rdz. (97) формулага асссан кунидапши хосил киламиз:

Е =  “ г) Pdx 4- Qdy -г Rdz =  U (д-а, у2, zt) — U (xv y v  zx). (98)
<*i: г , )

Куч майдони текислнкда булган хусусий холла, яъни Ф =  Р\ Qj 
булганда (98) формула ушбу курвшшни олади:

Е  =  <Xif  Pdx -f  Qdy — U (x2. уг) -  U (xv  Ух). (99)
V.)

1-мисол. Тортишиш кучлар и майдонини карайлмк (3-§, l -'пунктга царанг). 
Координаталар бошида т масса лулснн. Агар .VI (х; у, г) нуцтага бирлик массани 
жойлаштирсак, у .\слда унга илгари айтилганндек,

— x/n(jri — +
r ^ k + i / .-+7«)s

тортишиш кучи таidip цилади. Бу ерда
о _  ~ * тх „ ________—'/■ту а _______—Хтг ___

«Г-гг»)31 с ~ ( У ; г ^ Т Р ) * *

Бу «У4 майдони потенциал майдон булишини текшириб куриш осой, чунки rot F =  0 , 
ёки худдн шунинг ^зи, бу майдон учун (95) шартлар бажарилади. Тортишиш куч
ларн майдони координаталар бошидан ташцари бутун Охуг фазэда, яъни бир 
еогламлн со^ада аник,ланганлиги равшан.

Бу майдоннинг потенциалини топамиз. (96) муносабатдан фойдаланиб,

(*: ir. г)
и ( х , у , г )  =  -  J

(дг,: V,: г,) ( V V  +  n ' + l 1 )3

яи топамиз.
У ¥

функция интеграл остидати ифода учун бошлангич
■ Ч* +  С* „

функция эканлигинн текшириб куриш осон. Шу сабабли (97) формулага асосан:

U (х . у, г) =
+  + V * 2 + У1 +  г20 0 0 У х * + у *  +  г*

:+С.

Одатда ихтнёрий С узгармасни нолга тенг деб оламиз. Бу ^олда U (х, у, г) потенциал 
функция чексизликда нолга тенг.

2* мисол. т массали моддий ну^тани карайлик, унга mg га теаг о?ирлик кучи 
таъсир килади. Ну ((та вертикал текислнкда кучаётган булсин. Бу текисликда Оху 
координаталар снстемасини киритамиз, бунда Оу (̂(ни вертикал пастга (Ерга томзн) 
йуналтирамнз. Равшанки, F =  mgj. Бу ерда Я =  0, Q =  mg, R =  0, rot Я =  0 ва, 
демак, огирлнк кучлари майдони потенциал майдондир.

U (х, у) потенциал функцияни топамиз. dU =  Pdx Qltj -f- Rdz =  0-dx -{■ 
+  mgdy — О дг =  mgdy булганлиги учун потенциал функциялардан бир и U {х.у) =  
=  тцу функцияднр. Масса А (дг,; у,) нуцтадан В (х2; уг) нуцтага кучганда бажари- 
ладигам ишни (99) форму л а дан топамиз:

£ =  U':(xj, g,)—U (х„ у,) =  m j y 2 — m g y l =  mg (у, — у ,).

11. Гамильтон опсратори. Биз векторлар анализининг асосий диф
ференциал тушуйчаларини—градиент, дивергенция ва рогорни куртб 
чи^дик. Агар Гамильтон* оператора ёхи у  оператор («набла») деб 
аталадиган

V = ^ l  +  f i + | k
дх ду дг

символ киритилса, бу катталикларни цисцароь; ёзиш мумкин.
Бу операторнн шартли равишда вектор деб ((араймнз. Унинг усти- 

да амаллар бажариш цоидаларини киритамиз.
1. и (х ,у ,г )  с к а л я р  функция булсин. у  векторнинг и га купайтмаси 

Деб ушбу векторнн тушунишни шартлашиб олайлик:
/ д , д . , д , \ да. , ди . ди ,

V « = —  i - г —  J +  T k u  =  —  l + T  l  +  T  k -ду дг J дх ду дг

Бироц r '  +  r i + - k = g r a d « .
дх ду дг

Демак, у  и =  grad и.
Шундан цилиб, у  векторни скаляр функцияга формал кдпай- 

тирсак, шу функциянинг гргдиенти хрсил булади.

1 2. у  векторнинг ф  ^ P i - f Q j + ^ k  вектор-функцияга скаляр 
купайтмаси деб, ушбу катталикнн тушунишни келишиб олайлик:

'У .  Гамильтон (1805— 1665) ннглнэ математиги. 

9—2950

м
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дР ,dQ  , dR

»-e “ ( £  + 5 , +  5 k) ^  +  0  +  W “ * +3f + 5 '
Бирок,

dP , *£.л _2*=<И у Ф;
дх ду дг

у .ф  =div<D.
демак,

V -  ---
Шундай цилиб, у  векторнинг вектор- функцияга скаляр купайтмаси 
бу вектор- функциянинг дивергенциясини беради.

3. Нифонт, у  векторнинг Ф =  Л  - f  Qj +  /?к вектор- функцияга
вектор купайтмасинн царайлик: 

i i к

V х Ф =
J

д_ д д_ 
дх ду дг
Р Q R

+ ( 2  - т  J - i f )  к =  Г01Ф.
Uy дг) [дг д х )1 [дх ду)

I ‘ ^  *' |
Шундай цилиб, v  векторнинг вектор-функцияга вектор купайт

маси бу вектор-функциянинг роторини беради :*
V X Ф =  rot Ф.

у  вектор устидаги амаллар векторлар алгебраси цоидалари асосн- 
да бажарилишини куриб турибмиз. Бунда шуни назарда тутиш керак- 
ки, —, — ва — нинг скаляр функцняларга купайтмалари бу функ- 

ёх ду дгцияларнинг мос равишда дг, у, ва г буйича хусусий цосилалари билан 
алмаштирилади.

• rot <1* нинг символик детерминаиги орцали ифодасн билан биа илгари (7 -пункт 
д а )  танишган эднк.
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Л1 ь о ь  
КАТОРЛАР

1-§. СОНЛИ КАТОРЛАР

1. Асосий таърифлар. Ушбу
U ,, U. ит

сонли кетма-кетлик s 
ц. к. тарзда тузилган бошца

1» —2 ■ • • •»
1 =  «X. h  =  «д +«» +  • • s .  — «I +ы 4

(О
ва

Si.s*........ *т-------- (2)
кетма- кетлик билан биргаликда караладиган булса, у сонли цато р 
деб аталади, бу ерда (I) кетма-кетликнинг хадлари цаторнинг цад- 
лари, хусусан, их— биринчи цад, ы, — иккинчи цад, un- n - x laд (ёки 
умумий цад), и „л эса (п +  /)- цад деб аталади ва ц. к.

(2) кетма-кетликнинг цадлари (1) цаторнинг хусусий йишндилари, 
хусусан Sj— биринчи хусусий йиишди, s ,—иккинчи хусусий йиринди, 
$п — п хусусий йигинди деб аталади ва ц. к.

Шундай цилиб, цатор бир узининг хусусий йигиндилари кетма- 
кетлиги билан биргаликда караладиган кетма-кетликдир. Шу муноса- 
бат билан цатор ни одатда ушбу формада ёзилади:

u i "Ь и г +  • • • +  Чш -f* • • •

Бундан кейин биз цаторнинг фацат шундай 
фойдаланамиз.

Ушбу цаторни царайлик:

. +  1

ёзилиш формасидан

—  +  —  +  —  4 - .
1.2 ~  2-3 ' 3-4 ^ (4)п- (я +  1)

Бу цаторнинг 5П хусусий йигиндилари кетма-кетлигини тузамиз. Бунинг 
учун энг аввало цаторнинг умумий цадини цуйидагича ёзиш мум- 
кинлигша эътибор берайлик:

1 1 1
л (я +  •) я л +1 ’

Шунинг учун

Si
1

Ь2
1

1-2

1
2 • Sj =

+  •

J — л . —L
12  ' 2-3

J _  ,^__L
i *  2*3 ‘ 3-4 I 2 ^ 2  3

Шунга ухиаш йул билан цуйидагини цам тспамиз:

Sn =  . _ L  • 1
1-2 2-3 3 4

J - _ _  — +  - ----- — =  1 — — -
1 2 2 3 3 *

--------— — + - I— L = i — L
1 О 1- 2 3 ^ 3  4 4

+  . . . + +  '
1

(я — 1) я л (я +  1)
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1 2 2 3 +  3 4 + " '

... +
1

п — 1
— >+  —  
п п

1
п +  1 п -j- 1

Булардан бу ^аторнинг хусусий йигиндилари кетма- кетлигинин1 лими
та бирга тенглиги келиб чицади:

1 imS„ =  Иш (1
ft -» о» п-*оо

1
« +  1

=  1 — Игл ---------
л—*00 П 1

1.

Энди
2 +  6 +  18 +  . . .  +  2 - 3 " “ ‘ +  . . .  (5)

цаторни цараймиз. Унннг хусусий йигиндилари кетма-к етлигинн тспа- 
миз:

=  2 , 52 =  2 +  6 =  8, 53 =  2 +  6 +  18 =  26, . . .

___ S„ =  2 +  6 +  18 +  . . .  +  2 • З п _ | -
Бу хусусий йигиндиларни куйидагича ёзиш мумкин:

5 , =  2 =  3 — 1, S, = 8  =  3’ — 1, S , =  26 =  3*— 1.....  S„ =  3" — 1*.

Бундан

келиб чицади. 
Ушбу

Нш S  =  Иш (3  п — 1) =  оо
Л—*00 1 Л—*00

1 - 1 +  1 - 1  +  . . .  +  ( - ! ) " - '  +  . . . (6)

цатор учуй хусусий йириндилар кетма- кетлиги
Sx = 1. s, = о, s3 = 1, st = о,...

куринишда булади. Бу мисолда хусусий йириндилар кетма- кетлиги 
э{еч кандай лимитга ннтилмайди.

Шундай килиб, баъзи каторлар учуй хусусий йириндилар кетма- 
кетлиги тайин лимитга интилади, бош^а каторлар учуй эса бундай 
лимит мавжуд эмас. ■ [ .«

Агар каторнинг хусусий йигиндилари кетма-кетлиги Sn нинг я номер
чексиз ортганда S чекли лимите мавжуд, яъии

Нщ S =  S  (7)
п-мо п

б5лса, у яцинлащувчи катор деб аталади.
Якинлашувчи катор ‘хусусий йигиндилари кетма- кет ли гннинг S ли

мита цатсрнннг йигиндиси деб аталади.

* Бу формулами математик индукция ёрдамида келтириб ч шедши мумкин.

*. Дгар S яцинлашувчи их +  и, +  и3 +  . . .  +ы я +  .. . каторнинг йигин- 
длси булса, у бундай ёзнлади:

5  =  иг +  иш +  ы3 + . . .  +  ип +  . . .

Дгар цаторнинг хусусий йигиндилари кетма- кетлиги лимитга эга 
булмаса, уэоцлашувчи катор деб аталади. Узоцлашувчн катор ннринди- 
га эга эмас.

Юцоридаги мисолларга ^айтадиган булсак, бундай хулосага кела- 
миз: (4) цатор яцинлашади ва унинг йириндиси 5 =  1; (5) ва (6) катор- 
лар эса узоцлашади ва улар йириндига эга эмас.

Каторлар математик анализнинг жуда му.\нм аппарати булиб. улар 
математпканинг турли булимларида хам, унннг купгина татбицларида 
хам, турли хиссблашларда ва тад^ицотларда кенг цулланилади.

2. Геометрик прогрессия. Энг содда, бирок жуда куп учрайдиган 
Каторлардан бнри геометрик прогрессиядир:

• aq -t- aq‘ . -г aq-'
а прогрессиянинг биринчи ^ади, q купайтувчи эса прогрессиянинг 
махражи деб аталади.

Прогрессия биринчи п та ,\адининг йириндиси (л- хусусий йиганди- 
си) q ф 1 булганда

а —ад*
S . = - I — q

формула буйича \нссбланади.

1) Агар | q | <  1 булса, у ^олда л-*-оо да q 
8- пунктга каранг) ва

a -a q n

-О (V боб, 1-§,

lim - £ - _ п т  £ ^ _  =  _ 2 _
п -+°о 1 — q п —*оо 1 — q 1 — qП т Sn

n-*oo

Шундай цилиб, U | < 1  булганда геометрик прогрессия я^инлашув- 

чи катор ва унинг йириндиси S =  булади.

2) Агар | ф | >  1 булса, у колда л-»-оода qn -*■ оо (V боб, 1-§, 7- 
пунктга царанг) ва

lim S — lim ~ а -  =  ос. п-*оо п-*во 1 — q
Демак, бу х.олда кагор узоклашади.

3) Агар q =  1 булса, у колда (8) цатор
а г а +  а +  . . .  +  а +  . . .

кУринишни олади. Унинг учун Sn — па ва а Ф 0 булганда 
lim Sn =  оо, яъии ^атор уэоклашади.П—*оо *
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4) Агар q — —  1 бу л са , у  х;олда (8) цатор

а — а +  а — а +  . . .
куринишни олади. Бу ^олда п жуфт сон булганда Sn =  0 ва п тоц 
сон булганда S„ =  а булади. Демак аф 0 булганда Нш Sn мавжуд

эмас ва ^атор узо^лашади.
Шундан цилиб, геометрик прогрессия |^| ■< 1 да яцинлашувчи ца- 

тор, !̂ | >  1 булганда эса узоцлашувчи цатордир.
3. Сонли цаторларнинг энг содда хоссалари. Энди сонли цаторлар- 

нинг бизга келгусида керак буладиган бир неча содда хоссаларнни 
куриб чи^амиз.
1- теорема. Агар

ui +  ыа + ыз +  • • • + « „ + . . .  (9)
Kflmop яцинлашувчи' ва унинг йигиндиси S булса, у хрлда цатор 

aul+au.,+au*+...+aun+ ... (9')
,\ам яцинлашади ва унинг йигиндиси aS га тенг булади, бу 
ерда а — берилган сон.

Ис б о т и .  Sn берилган (9) ^аторнинг п- хусусий йигиндиси, о„ эса 
(9') цаторнинг п- хусусий йигиндиси булсин, у э^олда

оп =  auk -f  aut 4- аиг 4 - . . .  4- аип =  а (ut+ U i+ u >+  . .  .+и„) =  a Sn.
Бундан

l ima„ =  lim aS„ =  a lim Sn = a S .п-+оо П-*ао П-фоо

Шундай цилиб, (9') цатор яцинлашади ва aS йигиндига эга булади.
2-теорема. Агар

Ui 4- Uj 4- u3 +  . . .  4- ип 4- • • •. (10)
®| +  ЧЙ+«Ь +  -  . +  о„ +  . . .  (И)

цаторлар яцинлашувчи .\амда мос равишда S ва S  йигиндиларга эга 
булса, у ,\олда берилган цаторларни %адма — %ад цушишдан хрсил 
булган

(ui 4- t>i) 4- (u, +  vt) +  («з 4- и*) +  . . .  +  (“я +  vn) +  • • • ( I*)
K flm o p  \ам яцинлаишди ва S  4- S йигиндига эга булади.
И с б о т и .  (10), (И ) ва (12) ^аторларнинг л-хусусий йигиндиларини 
мос равишда Sn, S„ ва ап орцали белгилаймиз.
У ^олда

оп =  («х +  »х) +  (и, +  V») +  (и, +  f,)4 -. • • +(«„ +  vn) =  Sn + 5 Я. 
Бунда лнмитга £тиб. цуйидагини ^осил циламиз:

lima„ =s П т (5Я 4- Sn) =  lim Sn +  l imS^ =  5  +  S.
П~ьоо ao n-*oo n-*ao

Шундай цилиб, (12) цатор яцинлашади. (12) чатор (10) ва (11) цатор* 
ларнинг йигиндиси деб аталади.

(«х— о,) 4* (и*— *Ь)+  («, —  »,) +  . . .  + ( и п —  vH) +  . . .  (13;

^атор >;ам яцинлашувчи ва унинг йигиндиси S — S гатенглигини ю^о- 
ридагига ухшаш исботлаш мумкин. (13) цатор (10) ва (11) цаторлар- 
нинг айирмаси деб аталади.

Ушбу иккита цаторнн царайлик:

«1 *г «а +  «* +  • • -A-Uk-i ~  ик +  ы*+х +  • • • +  ыл-1 +  ыл +  • • • (14) 
ва

ы*+1 +  • • • +  ыя- 1  +  и„ +  . . .  (14')
3 -теорема. Агар берилган (14) х,атор я^инлашувчи булса, у \олда 

(14) цатордан унинг дастлабки чекли k сондаги \адини ташлаб 
юборишдан \осил булган (14')цатор хам яцинлашади. Аксинча, (14') 
ffатор якинлашувчи булса, у  ^олда берилган (\4) цатор %ам яцин- 
лашади.

Ис б о т и .  (14) цаторнннг биринчи п та задний S„ оркали, ташлаб 
юборилган k та (k <  л) \ад йигиндисини S* оркали ва (14') цатор- 
нинг биринчи п — k та ^адини a„_ft оркали белгилаймиз:

Sn =  «х +  +  “з +  • • • +  «л +  «н-х +  • • * +  и„,
S/, — ы1 +  иг +  ия +  ..  . -f- ик,

О п - к  =  “ * + Х  +  u * + t  +  • • •  +  “ * .
Демак,

Sn = 5 *  +  o„_*, (15)
шу билан бирга S„— бирор сон булиб, п га боглиц эмас.

1 . (14) цатор якинлашувчи ва S йигиндига эга, я ъ н и П т 5 „ = 5
п-*оо

булсин, у ^олда (15) тенгликдан цуйидагилар келиб чиь;ади: 

lim o„_ft =  lim (Sn — Sk) =  limS„ — limS* =  S — Sk.
П ~ * о о  П ~ * о о  n - + a o  П -+ О О

Шундай цнлиб, (14) каторнинг аП_к хусусий йигиндилари л->-оо да ли- 
митга эга, яъни (14') цатор я^инлашади.

2. (14) цатор яцинлашувчи ва а  йигиндига эга, яъни l ima = a  бул-
п-.оо л—к

син, (15) дан цуйидагини хосил ^иламиз:

lim Sn — Hm (5* +  on- k) =
П -+ о о  П -+ 0 0

=  5*4- lim a„_* = S *  +  o,
П —Ю О

яъни (14) катор яцинлашади.
3- теоремани цуйндагича таърифлаш з̂ ам мумкин.

Цаторнинг ягщнлашувча аигига унинг чекли сондаги дастлабки ,\ад- 
ларини ташлаб юбориш таъсир этмайди.

4. Катор якинлашувчи.шгининг зарурий аломати. 1^атор яцинлашув- 
Выигининг зарури,1 шартини келтирамиз.

Э с л а т м а .  У ш бу
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Теорема. Агар ut -f- ut +  «3 +  . . .  +  un +  . . цатор якинлашувчи бдл . 
са, у цолда п номер чексиз ортганда унинг ип умумий цади нолга 
интилади.

И с б о т и .  5  йигиндига эга булган
«х -f- ut +  ая -f- . . .  +  и 4 - . .  

якинлашувчи катор берилган булсин. Унинг

S„ =  Ых + (“* + « *  +  ••• +  ыл-х +  ип 
ва

S„ -1 =  Ux + ut +  и3+  . . .  +  u„-x 
хусусий йигиндиларини караймиз. Буларга кура un =  S„ — S„-1. 
Демак,

lim ип =  lim (S„ -  S„_x) =
П -ю о П—► оо

=  l imS„ — limS„_x.П—юо П-И»
Бирок limS„ = 5  ва limS)I_ 1 =  S, чунки л-*-эо да п — 1->-эо. Шунннг

Л-+0О П —юо

учун limu„ = S  — S =  0. Шундай килнб,
limu„ =  0. ,  (16)
П-юо

Н а т и ж а  ( к а т о р  у з о к л а ш у в ч и л и г и н и н г  е т а р л и  а л о -  
м а ти). Агар цаторнинг умумий х;ади п номер чексиз ортганида нол
га интилмаса у х\олда гщтор уэоцлашади.

Хакикатан хам, агар катор якинлашувчи булганида эди, у .уолда 
унинг умумий кади юкоридаги теоремага асосан нолга интилар эди, бу эса 
шартга зид. Масалан, ушбу

_i_
2

2_
3

п

n f l

катор узоклашувчидир, чунки унинг и„ =  — умумий кади нол га 

интилманди:

Иш ип =  Hm =  lim -—у -  =  1-
П—ю с п -* т  Я +  1 л - ю о  1 - Г 1/ "

Нт ыл = 0  шарт каторнинг якинлашувчи булиши учун з а р у р и и
п-+оо ~

ш а р т  булиб, лекин у е т а р л и  ш а р т  эмас. Бу эса Нт ыя —и
п-+оо

буладиган узоклашувчи каторларнинг мавжудлигини билдиради. 
Бунга

7 ? + ^  +  7 т + " - + 7 т +
(17)
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^атор мисол була олади. Бу ерда lim ип lim 1 =  0. Бирок бу ка-
л^°° У Т

торнинг узоклашувчи эканлигини курсатиш осон. 
Бунинг учун бу каторнинг

S  =  ——  -|--- !— -\-----!------- (-
" V T  +  V ^  V T + У ~

1 1хусусий йигиндисини караймиз. — ------->
3 —  у т  у т  у тУ  1

булгани учун, равшанки,
У т '

_  i 1 , I .
> 77= ~У  - 7 = - + —=  +  V п у п у п

1

2
у и

ёки S „ > n -  —— , яъни Sn >  1/7Г. Бу ердан

У ~
lim S_ =  оо эканлнги

бевосита келиб чикади ва демак, катор узоклашувчидир.
5. Мусбат ишорали каторлар якинлашувчилигининг етарлилик аломат-

лари. Каторнинг йигиндиси деб унинг хусусий йигинднлари кетма-кет- 
лигинннг лимита S = l i m S  га айтилишини биз энди бнламиз. Бирок

л-.ОО П
купчилик коллаРДа бу лимитни топиш катта кийинчиликлар 
билан боглик булади. Бундай холларда каторнинг йигиндиси 
такрибий топилади, бунинг учун уни етарлнча катта п номерли Sn 
хусусий йигинди билан алмаштирнлади. Бирок бунинг учун мазкур 
Катор якинлашувчи эканлнгига ишонч косил килиш лозим. 1\атор- 
нннг якинлашувчи ёки узоклашувчи булишини куп холларда е т а р 
л и л и к  а л о м а  т л а р и  деб аталувчн аломатлар ёрдамида аниклашга 
эришилади. Бу пунктда биз хадлари мусбат булган каторлар учун 
якинлашиш ва узоклашншнинг етарли аломатларини куриб чнкамиз. 
Бундаи каторлар мусбат цадли цаторлар деб аталадй.

Аввало куйидагича эътибор берайлик. Мусбат хадли каторда унинг 
барча хадлари мусбат булгани учун унинг
Sx —«х. S, =  Ux+ ы,, S ^ U i  +  U j-fu,, . . 5 n=Ux’ -f  ы8+ы.,-|--------

+  «л
хусусий йигинднлари йигинди номери ц ортиши билан Усади. Шундай 
Килнб, каторнинг хусусий йигинднлари усувчи сонли кетма-кетлик ко
сил килаДи:

S x < S 2< S , <  . . . < <  • • •
Бу ерда икки кол булиши мумкин.

1. Хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланмаган. Бу колда 
l i mS = о о  ва, демак, каТ0Р узоклашувчидир.

2- Хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган, яъни исталган 
П ДЗ/\/ х.°лда хусусий 11чгиндилар кетма-кетлиги чегаралан
ган (V боб, 1-§, 8-пункпа каранг) ва демак, катор якинлашувчиднр.
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Шундай цилиб, у ёкн бу мусбат ^адлн цаторнинг яцинлашув. 
чилигини исботлашда унинг хусусий йизчшдилари кетма-кетлиги- 
нинг чегараланганлигинн исботлаш кифоядир.

Энди з^аторлар яцннлашувчилигн ва узо^лашувчилигининг энг 
куп учрайдиган баъзи аломатларини келтирамиз.

Биринчи таккослаш аломати ( ц а т о р  я ^ и н л а ш  у в ч и  л и 
г и  н и н г  е т а р л и  а л о м а т и ) .  Ушбу иккита мусбат цадли ца- 
тор берилган булсин:

«! +  «а +  «»Н--------- “я Н--------- • (О)
»i + v ,  +  v, + ------- \- vn -------  (V)

Биринчи цаторнинг х^адлари иккинчи цаторнинг мос цадларидан 
ортиц булмасин:

«! <  Vv ut  <  vt, и, <  • • • ,  ия <  vn , • • • (18)
ва иккинчи Kflmop якинлашувчи булсин. Бундай х(олда биринчи ца- 
тор х(ам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси иккинчи цатор- 
нинг йитндисидан ортиц бдлмайди.*

И с б о т  и . S n ва оп орцали мос равишда биринчи ва иккинчи 
^аторларнинг л-хусусий йигиндиларни белгилаймиз:

= « 1  +  «* +  « , +  • • • +
” 1 +  0* +  Va +  • • • +  Vn.

(18) тенгсизликлардан Sn <  ап экани келиб чи^ади. (V) цатор я^нн- 
лашувчи булгани учуй Ншо^ =  о мавжуд. Бунда бу цаторнинг .\ад-

П—юо
лари мусбат булгани учун стя <  о булиши равшан ва демак, 
Sn<  о булади. Шундай з̂ ззлиб (V) з^аторнинг хусусий йириндилари 
чегараланган, демак (U) з^атор якинлашувчи. шу билан унинг йиз-ин- 
диси (V) Зуаторнинг йириндисидан ортиц эмаслиги Sn< .o  тенгсизлиги- 
дан келиб читали.

Иккинчи та^сслаш  аломати (ц а то р у з о  ^ л а шу в ч и л и ги ни нг 
е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  Иккита мусбат >̂ адли цатор берилган бул
син:

Ui -+■ ut  +  U3 ■+■ • • • -j- Un -f- • * *1
Vl +  v -i +  v3 +  • • • +  v n +  • • • 0 0

Биринчи цаторнинг \адлари иккинчи цаторнинг мос %адларидан 
кичик булмасин:

“ i > »i. иг >  г,, и3 > vt, • • • , un > vn, . . (19)

ва иккинчи х^атор узоцлашувчи булсин. Бу %алда биринчи цатор 
%ам уэоцлашувчи булади.

• (U) наторнннг баъзи дадлари надга теиг булганда дам теорема т^грилигича 
Колади.
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I- И с б о т и .  Sn ва оп орзуали яна мос равишда биринчи ва иккинчи 
цаторларнинг хусусий йигиндиларини белгилаймиз:

S„ = ы 1 +  ы,Ч-Ыз Н--------- f-uni
Я  оя =  +  о, +  о, +  ------- ь  оя.

(19) тенгсизликлардан Sn > o n булиши келиб чицади. (V) цатор узоц- 
Щшувчи ва унинг хусусий йириндилари усувчи булгани учун Iimcr„ =

п  —*оо
-= оо булади. Бу хрлда Пш Sn =  оо ва демак, (U) ^атор узоклашувчи-

П-ЮО

'^аторларни таэдослаш аломатлари ёрдамида текширишда таедос- 
лаш учун я^инлашувчилиги ёки узоцлашувчилиги маълум булган ца- 
торларга эга булишимиз керак.

2-пунктда биз геометрик прогрессияни курдик ва у \q\<- 1 бул- 
ганда якинлашувчи, |</| >  1 бу л ганда эса узоклашувчи ь а̂тор булиши- 
ни исботладик.

Ушбу

~ \ р + “ Э» +  4  + +  ТГ + (20)
2” ’ ЗГ

цатор р >  1 булганда якинлашувчи к,атор ва 0 < р < .  1 булганда узо^- 
лашувчн з^атор булишззни кейинрок, курсатамззз. Р =  1 булганда гармо
ник Kflmop деб аталувчи

+  —  +  • • • (21)1 Г  2 ^  3
цатор цосззл булади. (20) цатор умумлашган гармоник цатор деб 
аталадн.

Геометрик прогрессия, гармоник цатор ва умумлашган гармоник 
з^аторлардан таццослаш аломатлари ёрдамида цаторларни текшззришда 
жуда куп фойдаланилади.

1-мисол. Ушбу

-  + 4  +2*  3*  4
Цаторнинг якинлашувчи липши текширинг. 

Е ч и л и ш и . Ердамчн

- + 4 r + v  +

+ 1

2* 2*

(л-И)"4-1

+ —^ -  + 2п+1

(*)

С*)

Каторни караймиз. ( • • )  цатор махражи [d =  1/2 <  1 булган геометрик прогрессия 
Дир ва демак, у якинлашувчи цатордир. (•) цаторнннг хадлари (• •) цаторнинг мос 
>(адларидан ортиц булмаганлиги учун биринчи тацкослаш .аломатига кура (•) кагор 
Дам якинлашувчи катордир.

2- мисол. Ушбу каторнинг якинлашувчилнгини текширинг:

А = .+ —~ + - } =  + •  “ + —4 = -  4—
V In 2  У 1пЗ У  1п4 УТлрИ-1)

Е ч и л и ш и . Ушбу ёрдамчи катоРни °**влик:

+  —  4 -—-  +  • • •  +  — ------+  •••> (•*)
V ?  Уз У 4 у  п+1

С)
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У уэоклашувчиднр (4-пунктга царанг). (•) каторнинг кар бир кади (**) цаторни нг мо,. 
щадила н катта:

1пл<л.П гГп<К л' , — !—  > - т = -  
1/1пл у п

Шу сабаблн иккинчи такцослаш аломатига кура (•) к,лтор кам уэоклашувчиднр.

К,аторларни текширишда ёрдамчн ^аторлар тузиш зарурати туфай- 
лн таккослаш аломатларини ^улланишда купинча кийинчилнк тугила- 
ди. Бунда барча доллар учун яроцлн булган умумий усуллар мавжуд 
эмас. Шу сабаблн ^аторларни текширишда купинча бэш^а етарлилик 
аломатлари, хусусан, ушбу аломат цулланилади.

Даламбер* аломати. Агар мусбат ,\адли
«1 +  «а +  «3 Н----------Ь «„ +  • • •  (22)

цаторда кейинги \аднинг олдинги %адга нисбатининг %ад номери п 
не к сиз ортганида лимиты мавжуд, яъни

Н т Иа±1 =  р (23)
П—ЮО и

п HJlJiJ'iu.. IL L iJiL-'.Л-

бЦлса, у  холда р <  1 булганда цатор янрнлашувчи ва р >  1 булган- 
да цатор уэо^лаш увчи булади.

И с б о т и .  а) р < 1  булсин. Каторнинг яцинлашувчилигини курса-
тамнз. ^ацнцатан хам, lim = р  булгани учун кетма-кетлнк ли-

ип
митининг таърнфига асосан исталган е < 0  учун е га бэглик шундай 
N натурал сонни танлащ мумкннки, номерларн п >  N булган барча
хадлар учун |^±-’ — р | < е  тенгсизлик бажарилади.

Бундан

— е <  иЛ±1 — р <  +  е ёки р — е <  < р  4- е.

Р +  е =■ q деб олсак, <  q ни косил циламиз. фаразга кура р
Un J f c  I

бирдан кичик, е эса ихтнёрий кичнк сон булгани учун с ни q =  р 4*
4- е <  1 б^ладиган цилиб танлащ мумкин. Шундай килиб, п > N лар 
учун куйидагига эгамнз:

U/V + “лч-1 U\+ 2  ~̂~un+з ' ’ *• (24)
uN +  uNq +  uNqi +  uNq3 -\-------  (25)

/25) цатор махражи |^| <  1 булган геометрик прогрессия булгани 
9чун яцинлашувчидир. (24) каторнинг хадлари (25) каторнинг мэс хад- 
ларидан ортик булмаганн учун (24) цатор \ам  биринчи таккослаш 
аломатига кура якинлашувчиднр.

Бирок (24) кагор берилган (22) цатордан чекли сондаги м, 4-« , 4-
4-и, -г • • • 4- uyv_ 1 кадларни ташлаб юбориш натижаснда косил булади, 
демак, 3- пункт 3-теоремага асосан (22) цатор хам якинлашувчиднр. 

Энди р >  1 булсин. Каторнинг узоклашувчилигини курсатамиз
К анатам  кам, бу колда l i m = р > 1 .  Бундан п нинг

п-.<к> Un

>  N  буладиган етарли катта к.инматлари учун >  1 ёки ип , , >
“л

> и \  тенгсизлик бажарилади. Шундай килиб, каторнинг кадларн п но
мери ортиши билан усади. Шу сабаблн Н т ы л ф  0, яъни катор узок*

П—*ос
лашувчнлигининг етарлилик аломати бажарилмовда, демак, катор узоц- 
лашувчиди р.

1- нзок*  Агар lim _ +.1 =  оо булса -\ам, катор узоцлашувчн бу-
I  Щ П—+оо цП

ладн, чунки бу колда кам етарлича катта п лар учун “n+‘ >  1 ва де-
ип

мак, l imun^=0.
П~ЮО

2- изох .  Яна бир марта шуни таъкидлаб ута.чнзки, агар каторнинг 
узоклашувчилиги Даламбер аломати ёрдамида исботланган булса, у 
Колда каторнинг умумий хади нолга интилмайдн.

3- и з о к  • Даламбер аломати р =  1 булганда катор якинлашадими 
ёки уэоклашаднми деган саволга жавоб берманди. Мнсоллар шуни 
курсатадики, бу холда кагор узоклашувчн хам, якннлашувчи хам бу- 
лиши мумкин.

Н,аторларнинг якиплашувчилигини Даламбер аломати ёрдамида 
текширишга дойр мисоллар курамиз.

З-мисол . Ушбу цаторнинг якннлашувчилшнин текширинг:

-L  +  A  +  4  +  - 5 - + * - - 4 - — 1 +  *“ -3 З3 З3 З4 3«

яъни

^ < q ,  U- ^ C q ,  ^ « 7 . -
UN “ЛГ+I “лГ+2

«ЛГ+1 <  UH 9' UN+  2 <  tl\ + l  Я ^  US  ‘?1’ “^+3 ^  UAf+2 7 <  UN '
Ушбу иккита к<*торни карайлик:

•Ж - Даламбер (1717— 1783) — француз математиги.

Е ч и л и ш и . Цуйщдагини топамнз:

р =  lim =  lim ["IfcL hlti:
П_о» П-оо I

2л— 1 I

3" J
- lim ^Зп(2л-И) _ J _  Пт 2Д ± !  = _ L  lim = ?± 1 /.п 

п—оо 3"+1 (2л— 1) 3 л-*“  2л—1 з  п-»°° 2— 1/л

Шундай килиб р =  1 /3 <  1 ва демак, берилган кагор якннлашувчи.

3
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4- мисол. Ушбу цаторнннг я*;инлашувчилигини текширинг:

Л + ^ + А + .. . . + i +  • • •
1 16 81 п А

Куйидагини топамиз:

р =  lim Wn+> =  lim Г 2n+^
П—fOO ц Пч* ОО (я+1)‘ п * \

„ 2n+ i n 4 ч .. п* 1= Пт ------— г = 2 Пт ------- = 2 П т -----!----
п-«о(я+1)4-2" п-»»(Л+1)* Л-.» ( 1+ 1/я)«

р =  2 >  1 булгани учун берилган к,атор уэоклашувчидир.
Энди р =■ 1 булга'н цаторларга дойр иккита мисол к урамиз ва улардан бири яц- 

инлашувчи, иккинчиси эса узоклашувчи эканини курсатамиз.
5 -  мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашиши ёки узоклашишинн текширинг:

V  1 Т /2  У з  У ~ п

Е ч и л и ш и .  р ни топамиз:

р =  lim Un+ ' =  lim ( -----!-------- ; __!__  ̂=
Un «— у т )

=  lim V п =  I
"■*" УЯ+1

Даламбер аломати асосида каторнинг якинлашиши ёки уэонлашиши .\ацида хулоса 
чицара оламнз. Бироц бу уэоцлашувчи цатор эканлиги 4-пунктда курсатилган эди.

6- мисол. Ушбу цаторнинг якинлашиши ёки узоцлашишини текширинг:

----1_ +  . . .
1-2 2-3 3-4 я(я+1)

Е ч и л и ши .  р ни топамиз:

1 • ия+1 _  , • Г 1___________1 1 ,. я (я  +  1) _  ,
Р Л  ип л-!«[ (я +  1)(я+2)' я(п +  1) J n-L™ (я +  1)(я +  2)

Берилган цатор яцинлашувчн эканлиги кмррида бевосита унииг йигиндисини топиш 
билан курсатилган эди (1- пункт га гарант).

К,аторнинг якинлашиши ёки узо^лашиши .уаь;ида хулоса чицариш 
учун Даламбер аломати ёрдам бермайдиган лолларда таццослаш ало- 
матлари билан бир цаторда купинча цатор я^инлашишининг ушбу етар- 
лилик аломати цулланилади-

Кошининг интеграл аломати. У ш б у  м у с б а т  \а д л и

ui +  «а +  “з +  • • • +  ил +  • • • (26)
ц а т о р н и н г  ц а д л а р и  м у с б а т ,  у з л у к с и з ,  / < * <  +  оо и н т е р в а л д а  

к а м а ю в ч и  б и р о р  f(x )  функциянинг х =  / ,  2 , 3, . . . .  п, . . .  д о г и  
^ и й м а т л а р и  б у л с и н ,  я ъ н и

=  f  (1), ut =  f  (2), ut =  f  (3), . .  ., ия =  f  (л), . . .

1
х о л д а :

+00
а) \ f ( x )d x  якинлашеа, (26) куатор хуам я кин лошади;

i 
I б) \ f ( x )d x  узоцлашса, (26) цатор \ам уэоцлашади.
I И с б о т  и. Ю^оридан у  — f (х) функциянинг графиги билан чега- 
раланган, асоси х =  1 дан х = п гача булган эгри чизи^ли трапеция 
ни царайлик. Бу трапеция- 
га асослари [1, 2J, [2, 3J. Щ  
[3, 4J, . . .  сегментлар бул
ган тугри туртбурчаклар- 
дан ташкил топтан иккита 
погонавий фигурани ички 
ва ташци чизамиз.

Ички чизилган фигура
т^ри  туртбурчакларининг
баландликлари функция
нинг f (2), /(3), . . .. /(я). W

с----\ \

цийматларидан, ташк,и чн- 
зилган фигура тутри турт- 
^пчяклапннинг баландлик-

{(2) m W Цп-1 1 Urn
п - 1ЩЧТ------ глари функциянинг /(1 ),

/<?>. М3)............J { « -  I) ■ ^
дииматларидан иборат бу- 
лади (63- раем). РасмданП
куриниб турибдикн, f f(x)dx  интеграл билан ифодаланадиган эгри чи-

зи^лн трапециянинг юзи ички ва тащ и  чизилган погонавий фнгура- 
лар юзлари орасида жойлашган.

Ички чизилган фигуранинг юзи 
/(2) • 1 +  /(3) • l +  f(4) • 1 + . .  . +  f(n) • 1 = и 4 +  и3 +  «« +  . 
йигинди билан, таииун чизилган фигуранинг юзи эса
/ ( ! ) •  l +  f(2).  1 + / ( 3 )  • 1 +  1) • 1 =  «х +  «,  + «з - f . . . +
+  «„_! йиганди билан нфодаланади, шунинг учун ушбу тенгсизликлар 
бажарилади: П

ы* -I- “ з +  “ 4 +  • • • +  “ я <  f / ( * ) d x  <  4 «* +  «, +  . . .  +  и  , ,
i

ёки ^ис^аро^ цилиб ёзилса,

Бундан цуйидагиларн:! \осил киламиз:

Sn< u 1+$f(x)dx,

-ul < jf( x )d x < S „

(27)
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Sn > “* +  J‘/ W djf- (28)
Энди ушбу хопларнн караймиз.00
a) f/(.r)djc хосмас интеграл яцинлашсин (мавжуд булснн). Бу эса 

1 П
Нш Г/(х) dx =  I мавжудлигини билдиради. f ( x )> 0 булганлиги сабаблиП—*00*1 
п
$f(x)dx  интеграл п ортиши билан {'сади ва узининг лимитидан орт- 

майдн:
( /  (лг) dx <  П т ( f  (х) dx =  1.
1 n-»oo‘j

(27) тенгсизликдан Sn < u 1 +  1 булиши келиб чикади. Шундай ци- 
либ, бу холда хусуснй нигиндилар кетма-кетлнги чегараланган ва де
мак, l i m S „ = S  мавжуд, яъни катор я^инлашади.

П-*оо
-н°

б) i[f(x)dx хосмас интеграл узоцлашсин (мавжуд булмасин). Бу 
1

Л
Холда lim \f(x ) dx =  -\-оо (28) тенгсизликдан Sn хусусий йнриндилар

П-*оо \
кетма-кетлнги чегараланмаганлнги келиб чикади, демак, цатор узохла- 
шади.

Интеграл аломати хулланншига дойр мисоллар курамнз. Бу пункт- 
да (20) умумлашган

— + — + — +  • 1 р ' 2Р  3? • - + i + -
бу ер да 0, гармоник цаторнинг р > \  да яхинлашиши ва р <  1
да узоцлашиши исботсиз айтиб утилган эди. Буни интеграл аломати 
ёрдамида нсботлаймиз. 2

Бу ерда хаторнинг хадлари мусбат, монотон камаювчн / ( * ) =  —
+~

функцнянннг х = 1 , 2, 3, . . , п, . . . даги хийматларига тенг. | —
't

хосмсс интегралнн харайлнк. Бу интеграл р <  1 Да узохлашувчилн- 
гнни, р >  1 да эса шршлашувчилигини биз биламиз (VIII боб, 5-§. 
I-пунктга царанг). Демак, (20) хатор р > 1  да яхинлашувчи ва 
да узоклашувчидир.

Узгарувчи ишорали хатсрлар. З^ознргача биз факат барча хадлари 
мусбат булган каторларни ёргандик*. Энди хам мусбат, хам манфнй 
Хадларнн уз ичига олган каторларни текширипка утамиз. Бундай Ха‘ 
торлар 0эгарувчи ишорали каторлар деб аталади.

* Барча хадлари Манфнй булган цатор мусбат хадл;| КатоГлаРга ннсбатан хеч
Кандай янгнлик берманди, чуньп у мусбат хаЛЛИ каторш1НГ барча \адларини ( — 1) 
га к$пайтирнш бнлан хосил булади.
144

Узгарувчи ишорали цаторга мисол снфатида ушбу цаторни кел- 
тирамиз:

1* 2* З4 ‘ 4s ‘ 53 6* 7» 1

8* 9* ~  ’ п* (29)

Узгарувчи ишорали цатэрларн и урганишни ишора алмашинувчи 
цаторлар деб аталадиган хусусий холдан, яъни хаР бир мусбат хади- 
дан кейнн манфнй хад, хаР бир манфий хадидан кейин мусбат хад ке- 
ладиган хат°рлардан бошлаймиз.

Ишора алмашинувчи катор хадларининг абсолют хийматларини их
и...........ип, . . . билан бэлгилаб ва биринчи хад мусбат деб хисоб-
лаб, бу хаторни хуйндагича ёзамнз*:

Ы1 — «» +  «з — “4 +  • • . +  (— 1)" • (ЗЭ)

Ишора алмашинувчи каторлар учуй Лейбниц яхинлашишининг 
е т а р л и л и к  а л о м а т и  уринлидир.

Лейбниц аломати. Агар (30) ишора алмашинувчи каторда хад- 
ларнинг абсолют цийматлари камайса:

«1 > « * > “•»>• . - > м я > . .  . (31)
ва цаторнинг умумий %ади нолга интилса: П т ип =  0, у ,\олда ца-

П—юо
тор якинлошади, шу билан бирга унинг йитндиси мусбат ва ка- 
торнинг биринчи %адидан ортиц булмайди.

И с б о т  и. К,аторнинг жуфт сондаги хадларининг хусусий йнгинди- 
сини олайлик.

I l l  = U l - “ i  +  “ 3 - “ 4 - Г . .  • +  - Ы , т .

З^адларни жуфт-жуфт цилиб группалаймиз:

Stm -  («г -  «*) +  («, - u t) +  . . . +  ( ц ^ . ,  -  uim).
Катор хадларининг абсолют хинматлари шартга кура камайгани учун 
ХаЕсларнинг ичидаги барча айнрмалар мусбат ва демак, Stm йигиндн 
мусбат ва т ортиши билан усади.

Энди Sim нинг хадларини бошхачлспга группалаб ёзамнз:

S im — и 1 ( («* —  Hj) +  (М4 — «*) +  . . . +  (и 2т-2 и 2 п - \)  "Ь и*я,Ь

Квадрат кавс ичидаги ниринди хам мусбат. ШУ сабабли т нинг ис- 
талган х**ймати учун Sin < u v Шундай цнлиб, Siin жуфт хусусий пи- 
гиндилар кетма-кетлнги т ортиши билан \сади ва шу билан бир

•Биринчи хадн манфий булган — • • • — (— 1)'*~1 н„ + . . . ишо
ра алмашинувчи хаторни текширишни унинг барча хЗДларинн (— 1) га к^пайтнрнш 
билан (30) цаторнп текшн| iiiura келткрнлади.
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вацтда чегараланган булади. Демак, S im мусбат лимитга эга: limSam =
т-¥ оо

=  5. Бунда S2m < u l булгани учун 0 < S < : u 1 булиши равшан.
Энди ток; сондаги хадлар йигиндисини цараймиз:

$2т+1 =  4" U2m-f Г
т-*~ оо да

=  ,im  +  U2m+l) ~  +  ,im U2m+l =  &
m~*oo m-*oo m-* oo m-+oo

чунки шартга кура limun =  0 ва демак, limu2m+1 = 0 .
п-+оо т-*оо

Шундай цилиб, ^ам жуфт сондаги, >;ам ток; сондаги хусусий йирин- 
дилар кетма-кетлиги умумий S лимитга эга. Бу эса умуман lim Sn =

П—ЬОО
= S  булишини курсатади, яъни цатор яцинлашувчидир. Бунда S к;а- 
торнинг йигиндиси унинг биринчи хадидан ортик булмаслигн исбот- 
дан куриниб турибди.

1- миеол. Ушбу каторнинг яцинлашиш масаласини текширинг:

— +  ____+  (_! )«- »------ 1---------- . . .
1 . 22 2 • З2 3 • 42 ' ’ п(л +  I)2

Е ч и л и ш и . Бу катор Лейбниц аломати шартларини ^аноатлантиради:
1 1 1  1

1) ™ > п «  > >  • • • > ~  ГТ^ > • • • ;

2) limu„ =  lim
1

л( л+1) 2 

=  0 .
П—>оо п Л -*оо п  (п  +  I)2 

Демак, цатор яцинлашувчидир.
Энди узгарувчи ишорали к;аторни умумий холда текширишга ута- 

мнз. Ушбу
“ i +  ы* +  и, + .  . . + « „ + .  . . (32)

Каторда иь иа, и3.......... ип, . . . сонлар манфий .уам, мусбат кам бу -
лиши мумкнн деб фараз ^илайлик.

Бундай каторлар учун ушбу я^инлашиш абюмати уринлн.
Теорема ( у з г а р у в ч и  и ш о р а л и  кат°Р я ц и н л а ш и ш и -  

н и н г  е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  Агар
«1 +  и г 4 "ui4 “ • • • 4* U n -г • • • (33)

узгарувчи ишорали цатор цадларининг абсолют щйматларидан ту- 
зилган

l “ i |  +  | « , |  +  \ « a | + .  • • + K I  + (34)

Kflmop якинлашувчи булса, у %олда берилган узгарувчи ишорали к,а- 
тор %ам якинлашувчи булади.

И с б о т и .  (33) ва (34) кат°Рларнинг ^адларидан тузилган
1“ х\ ££*_

•> г-
. "« +  /"» I , 

4- - • • 4-------- 5--------г (35)

ёрдамчи цаторни ^арайлик. Цуйидагиларга эгамиз:

« „ >  0 бубулганда ы„ =  | ып | ва "л +  К I “ л 1 + 1 “ л I
=  U-

ип < 0  булганда | ип | =  —ип ва “ л + К /  ип +  (— “ л ) =  0.

Шундай к;илиб, (35) цаторнинг хадлари (34) якинлашувчи цаторнинг 
кадларнга ё тенг, ёки улардан кнчик. Шунинг учун (35) к̂ атор би
ринчи таодослаш аломатига кура я^ннлашади (5- пунктга ва 138- 
бетдаги сноскага царанг).

(34) якинлашувчи ^аторнинг барча хадларини 1/2 га купайтириб, 
и» I +  + +  • • • (36)

якинлашувчи к;аторни хосил киламиз (3- пункт, 1- теоремага царанг). 
Энди (35) иа (36) якинлашувчи ^аторларнинг айирмасидан иборат

-  '* ')  +  + . . ; +  ( I d p L  _

каторнн царайлик. Бу к;атор 3- пункт, 2- теоремага асосан яцинла- 
шувчидир.

Бирок (33) цатор бу катордан унинг барча хадларини 2 га купай- 
тириш билан косил булади:

о 1 K 1 + K I  _ К  \ 1 п “л
* ‘ L 2 2 I ^ * 2

Демак, 3- пункт, 1- теоремага асосан дастлабки (33) к;атор хам
крвлашувчидир.

2- мисол. Узгарувчи ишорали (29) каторнинг я^инлаш-шш масаласини текши
ринг:

р  2* 3* 42 ^  5J G2
Е ч и л и ш и . Берилган катор хадларинннг абсолют цийматларидан тузилган 

J _ ,  J _ , _ l _  J _  , 
l 2 2* +  З2 +  42 +  ' * ’

цаторни щараймиз. Бу ^атор р — 2 >  1 курсаткнчлн умумлашган гармоник катоР 
булгани учун якинлашувчидир. Демак, исботланган аломатга асосан берилган (29) 
Катор з̂ ам яцинлашувчидир-

Узгарувчи ишорали каторнинг яцинлашиш аломати етарли шарт 
б^либ, бирок зарурий шарт эмас. Бу деган суз, шундай якинлашувчи 
Узгарувчи ишорали каторлар мавжудки, улар хадларинннг абсолют 
Кийматларндан тузилган катоРлаР Узоклашади.

^акикатан ^ам,

1 — - л . -  — !  +  . . .  +  ( _  1 )« -  +  , . . 
2 ^ 3  4 v п (37)

Каторни олсак, у Лейбнид аломатига кура якинлашувчи. Шу билан
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бир Еактда берилган (37) катор хадларининг абсолют 
тузилган

1 +  {  +  Т  +  Т + - - -  +  7  +

кийматларидан

катор гармоник катор булиб, демак, у узоклашувчи катордир.
Юкорида каралган (29) ва (37) каторнинг нккаласи хам яцинла- 

шувчи булса-да, бирок уларнинг я^инлашиш характерн турлнчадир.
(29) катор узининг хадларининг абсолют кийматларидан тузилган 

Катор билан бир Еактда якннлашувчидир, шу билан бир вацтда (37) 
якинлашувчи каторнинг абсолют кинматларидан тузилган катор узок- 
лашувчидир.

Шу мунссабат билан ушбу таърифларни киритамиз.
«1 +  «г +  и » +  • • • +  ип +  • • • узгарувчи ишоралн катор кадларинннг 
абсолют кчимвтлвридан тузилган |ыг1 +  \иг\ - f  |«,| +  . . . +  \ип\ +  . . . 
Катор якинлашувчи булса, у колда узгарувчи ишорали катоР абсол
ют якинлашувчи цатор деб аталадн.

\а р  канДай абсолют якинлашувчи катор узгарувчи ишорали катор 
якинлашишннинг етарлилнк аломатига асосан якинлашувчи катордир.

Агар «х +  «г +  и* +  • • • +  ия +  • • • узгарувчи ишорали каторнинг 
узи якинлашувчи, бирок унинг хадларининг абсолют кинматларидан 
тузилган |«j| +  ;ы2| +  |ы3| +  • • • +  |ип| +  • • • катор узоклашувчи булса, 
бу узгарувчи ишорали катор нообсолют якинлашувчи* катор деб ата- 
лади.

Юкорида курилган мисолларга кайтаднган булсак, бундай айти- 
шимнз мумкин: (29) катор абсолют якинлашувчи, (37) катор эса но- 
абсолют якинлашувчи катордир.

Узгарувчи ишорали каторлар орасида абсолют якинлашувчи ка‘ 
торлар алокида урин эгаллайди. Бу ана шундай каторлар учун чекли 
йипшдиларнинг асосий хоссаларн уринли эканлигн билан тушунтнрила- 
ди. Урин алмаштирнш хоссаси айникса акамнятли булиб, факат абсол
ют якинлашувчи каторларгина бу хоссага эгаднр.

Бнз исбстснз келтираднган бу хосса куиидагича таърифланадн,
Абсолют якинлашувчи каторнинг кадларини исталганча урин 

алмаштиришдан унинг йигиндиси дзгармайди.
Аксинча, ноабсолют якинлашувчи каторда хадларнннг уринларини 

алмаштириш мумкин эмас, чунки уларнинг уринларн алмаштирил- 
ганда каторнинг йигиндиси узгариши ва катто узоклашувчи катор к°* 
сил булиши мумкин.

Хадларнннг уринларини алмаштириш деганда биз чексиз куп каД" 
ларнинг_уринларини алмаштиришни тушунамнз. чунки иккита, учта, 
туртта ёки нсталган чекли сондаги хадларининг уринларн алмаш- 
тнрнш билан биз каторнинг йигиндисиии узгартирмаймнз.

Миеод сифатида (37) нообсолют якинлашувчи

♦Ноабсолют якинлашувчи ^аторни кушшча шартли якинлашувчи катоР деб 
аталадн.

каторни оламиз ва унинг йигиндисиии 5  билан белгилаймиз. ХаР бир 
мусбат хаддан кейин иккита манфип хадни жочлаштириб, катор хад- 
ларннинг уринларини узгартирамиз. Ушбу каторни косил киламиз:

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 3 6 — 8 " ^ 5 — 10 — 12 7 • • •

(37) каторнинг хусусин йигиндиларнни Sn оркалн, (37') каторнинг ху- 
сусий йнгинднларини эса оп оркали белгилаймиз. У ко л да

Демак, а3 — 0,5 52, o e = 0 ,5S 4 , а в =0 , 55„ ,  . . . ва умуман, 
03я1 “  0,5 *S2m булншини курсатиш мумкин. .Пш52П, =  S булгани учун

ГТ1—ЮО
limajni = 0 ,5  lim S2m =  0,5S. Шундай килнб, (37') каторнинг номер-

т-*ао т-+оо

лари учга карралн булган хусусин йигиндилари кетма-кетлигн 0,5 
S лимитга эга.

Сунгра куйидагиларни топамиз:

+  - 0 , 5  S
ва

+ S T T T  -  d r ? ) - w s .

Шундай килиб. биз п чексизликка нсталган конУн буйича якнн- 
лашганда кам Пшст„ мавжудлигини исботладик. Бу эса (37') катор

П-+0О
якинлашувчи эканини билдиради. Ц]у билан бирга унинг йигиндиси 
бу катор кадларининг уринларини алмаштириш [билан косил килин- 
ган (37) катор йигиндисининг ярМига тенг.

7. Каторнинг колД|,гИ ва уни баколаш. Ушбу
«х +  ы2 4 - ы3 +  . • • + « „  +  м„ + 1  +  н „ + 2  +  • • . ( 3 8 )

якинлашувчи каторни каРа11ЛИК- Маълумки, унинг S йигиндиси S n =  
=  “ i +  ut 4- ия +  . . . + и п хусусий йигиндилар кетма-кетлигмнинг 
п-+оо даги лимитига тенг, яъни S =  lim Sn. Щу сабаблн етарлича 
катта п лар учун

(3 9 )
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таурибий тенглик уринли булиб, л ортиши билан унинг аниклиги ор- 
тади. (39) таурибий тенгликнинг аниулигини бауолаш учун яуинла- 
шувчи уаторнинг колдиги тушунчасини киритамиз.

(38) яуинлашувчи уаторнинг S  йнриндиси билан унинг л- хусусий 
йнриндиси Sn орасидаги айирма бу уаторнинг л- урлдит деб аталади. 

К,аторнинг уолдиги гп билан белгиланади:

r „ = S - S n. (40)
(40) тенглнкдан куриниб турибдики, уаторнинг уолдиги бу уатор- 

дан унинг дастлабки л та .уадини ташлаб юборишдан хосил булган 
яуинлашувчи уаторнинг йигиндисндир.

гп = и п+1 +  “<.+!+ • • - +  ым - * + -  • • (41)
К,аторнинг уолдияи таърифидан

Ншгп = 0л—too
булиши тушунарлидир.
Хауиуатан уам,

lim rn =  l im(S — Sn) — S — lim Sn =  S — = 0 .
П—* OO n~¥ 00 Л—*00

К,аторнинг 5  йигнндисини унинг Sn хусусий йигиндиси билан ал- 
маштирилганда хосил буладиган абсолют хатолик уатор уолдипшииг 
модулига тенг булиши равшан:

\  =  | S - S J = | r J .

Шундай уилиб, уаторнинг йигнндисини е > 0  гача аннуликда топиш 
талаб уилинсз, у уолда уаторнинг дастлабки л та уади йигнндисини 
| гп | < е  тенгспзлик бажарнладиган уилиб олиш лозим. Бироу купчи- 
лик уолларда биз гп уолдиуни аниу топишни билмаймиз. Шу сабабли 
уолдиунинг модули берилган е сондан ортиу булмайдиган л номерни 
уандай топишни аниулаймиз.

1- теорема ( м у с б а т  у а д л н  у а т о р  у о л д и г и н и н г  б а у о с и  
у а у и д а ) .  Агар яуинлашувчи мусбат уадли

«1 +  «а +  +  • • • +  «„ +  • • • (42)
уаторнинг барча уадлари бошуа яуинлашувчи мусбат уадли

vi +  +  l't +  • • . +  vn + . . . (43)
уаторнинг мос хсдларидан ортиу булмаса, у .холда (42) уаторнинг 
л- уолдиги (43) > аторнинг п- уолдигидан ортиу булмайди.

И с б о т  и. (42) ва (43) каторларнинг л- уолдиуларини гп ва г’п 
оруали белгилаймнз-

+  « '.и  +  • • •: (44)
r‘n =  vn+i+vmi.2+- • •• (45)
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Бу уолднуларнинг уар бири яуинлашувчи мусбат уадли уаторнинг йи
гиндисндир.

Шартга кура ип+1 < о п+|; ип+2 <  vn+r . . . б^лгани учун биринчн 
таууослаш аломатига кура биринчи уаторнинг йигиндиси иккинчи уа
торнинг йигиндисидан ортиу эмас, яъни гп ^  г ’п.

Агар ушбу иккита яуинлашувчи

«1 +  «2 +  ыз +  • • • +  “„ +  •• • * (Щ
vx +  vt  +  v, +  . . . vn + .  • • (У)

уатор берилган булиб, шу билан бирга (V) уаторнинг уадлари ((/) уа
торнинг мос уадларидан катта булса, у холда (У) уатор (0) уаторга 
нисбатан мажорант уатор деб аталади.

Олдинги теоремага асосан мажорант уаторнинг уолдиги доимо 
асосий уаторнинг уолдигидан катта ски унга тенг булади.

Мажорант уатор сифатида одатда гп уолдигинн уисоблаш осон бул
ган уатор (масалан, геометрик прогрессия) олинади. У уолда юуори- 
да уозиргина исботланган теоремага асосан берилган уаторнинг гп уол- 
дипшп осон бауолай оламиз.

1- мисол. Ушбу уаторнинг учинял уолдигинн бауоланг:

- L -  +  - L -  +  - J - + . . .  +  -
2 - 5 ^ 3  -5* 4-5* ( я +  1)5"

Е чили ши. Бу уаторнинг уар бир уади q — 1/5 махражлн 
1 1 1  1 
5 +  5» +  5* +  ’ * ’ +  5" + ' "

геометрик прогрессиянинг мос уадидан кичик, демак, берилган уаторнинг г3 учин- 
чи уолдиш бу прогрессиянинг г3 учинчи уолдигидан кичик:

, _!_ _1_ J_ J_ 1 /5* 1
Г* <  '3 =  б« +  5» +  5» +  • • • +  5п + --------  1 —1/5 500 ’

Шундай уилиб, берилган уатор йищндисинннг унинг биринчи учта уади йигин- 
Дисидан фарун 1/500 дан кичик.

2- теорема ( у з г а р у в ч и  н ш э р а т н  у а т о р  у о л д и г и н и н г  
б а у о с и  у а у и д а ) .  А Зсоло п яуан г i иувчи Цзгару вчи ишорали

Ui +  и, +  ы, +  . . . +  ип -г • • • (46)
уатор берилган булсин. У уолда унинг п- уолдигининг абсолют 
уиймати берилган уатор уадларининг абсолют уийматларидан ту- 
зилган уаторнинг п- уолдигидан катта булмайди.

И с б о т и .  (46) узгарувчи ишорали уатор абсолют яуинлашсин. 
Бу деган с$з

I «1 1 +  I “• I +  I «а IН-. . .  +  I «„ I + 1 . - (47)
уатор уам яуинлашувчидир.
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(46) ва (47) ^аторларнинг п- колдикларинн каР агмиз:

Гп =  "п+1 +  ип+ 2 +  Un+ 3 +  •

гп — I ип+ 1  I +  I ыя+г1 +  I ип+з\ +  • • •
Исталган р да куйндагига эгамиз: •

I “n+i + “„+2 4- . • • +«„+р1 < l“„+il + |«„+2| 4 - .. .  4- |«„+р|.
Бу тенгсизликдан /?-*- оо да лимитга утсак,

1™К+1 +  ып+2+ ... +««+pl< i™ jlV il+ l“«+2l + + К+рМ
ни косил циламиз ёки \r\ s ^ r ’n, ана шуни исботлаш талаб цилннган 
эди.

2-мисол. Ушбу цаторнинг гг учинчн колдипши ба.\оланг:

—  л ,—  , , sinn_i_
2 ' 2а "r  2* * * * * 2п

Е ч и л и ш и . Бу катор узгарувчи ишорали цатордир, чунки масалан, 
sin 1 >  0, sin 2 >  0, sin 3 >  0, sin 4 <  0, sin 5 <  0, sin 6 <  0, . . .

Ушбу каторни караимка:
I sin 1 ]! , I sin 21 I1 sin 3 I 1 sin п \
\ — \ +  1 2* | + Г ^ г  • - + Ы 1

| sin п I 1
j <  —  булгаии учун бу каторнннг хадлари

J_ , J_ J_ 1
2 *  2» +  2* +  Н'~2" +  “  *

геометрик прогрессиянинг мсс хадларидан ортик эмас. Шу сабаблн Серилгаа катор 
абсолют якннлашувчидмр.

Берилган каторнннг, унинг кадларннинг абсолют кннматларидан тузилган ка- 
торнинг ва геометрик прогрессиянинг к°лдикларшш мос равишда г ва г ’ билан
белгиласак, | г, | < /-̂  <  г " га эгамиз. Шундай килиб, берилган катор учинчн к°лди- 
гининг бакосини топамиз:

I га | ^  - L  ц. _L +  —  +  . . .  +  —  +  
2* 2* 2е 2 '

1/2* _  _1_
1-1 /2  =  8 •

3 -теорема ( Л е й б н и ц  а л о м а т и  | б у й и ч а  я ц и н л а ш а д н  ган 
и ш о р а  а л м а ш и н у в ч н  к а т о р  ц о л д и г и н и н г  б а к о с и  к а1^и* 
да). Агар ишора алмаишнувчи цатор Лейбниц аломати бдйича яцин- 
лашувчи булса, у \олда унинг п- цолдигининг абсолют циймати таш- 
лаб юборилган \адлардан биритисининг модулидан ортиц булмайди.

И с б о т  и. Ушбу

«I -  «2 +  «а -  «* +  • • • +  ( -  l ) " '1 “п +  • • .
Катор Лейбниц ало.цзтига кура яшнлашувчи бу-тсин. У колда кат°Р‘ 
нинг

T rn dh (Н/i+i Un+i +  ^л+з • ■ • )
п- колдиганинг узи кам ишора алмашинувчн катор йигиндиси булади. 
Лейбниц аломатига кура гп колдикнинг абсолют циймати бу цатор 
биринчи Калининг модулидан ортик булмаслиги лэзим, яъни

\rn\<Un+v (47')
3-мисол. Ушбу катоРнинг йигиндисини 0,01 гача аникликда кисобланг:

Т - 1 Г  +  1 Г “ ' - +  (“ 1)Л 1 (2п — 1)1 +  ■** ‘
Е ч и л и ш и . Бу катор Лейбниц аломати буйичэ якинлашувчи, шу сабаблн 

=  IS Sn | =  I гя |

Каторнннг йигандиси 0,01 гача аникликда кисобланиши лозим булганлиги учун ушбу 
тенгсизлик бажарилиши етарлидир: \г„\ < ип+1 ^  0,01 ёки

Бу тенгсизлик п =  3 дан бошлаб бажарилади. Шундай килиб,

s жs*= ~и “ *зГ * 1 “ 0,17 = 0,83•
2- §. ФУНКЦИОНАЛ ЦАТОРЛАР

I. Функционал цаторнинг я^инлашиш сокаси. Энди хадлари сон- 
лар эмас, балки х  аргументнинг бирор узгариш сокасида аникланган 
функциялар булган цаторларни урганишга киришамиз:

(* )4 -U* (дс) + . . . + « »  W  +  . . .  (48)
Бундай каторлар функционал каторлар деб аталади.

Масалан,

sin х 4- - j-s in  2х +  . . .  ■+• —  sin п х 2 п

функционал цатордир.
Агар (48) цаторда х га ип (д:) функцияларнинг аникланиш сокаси- 

дан бирор дг# цийматни бериладиган булса, у .\олда
их (х0) +  и2 (дг0) +  . . .  4- и„ (х0) 4- . . .  (49)

сонли цаторни з^осил циламит. Бу катор якинлашувчи ёки узоклашуачи 
булиши мумкин. Агар у якинлашувчи булса, у ^олда х0 нукта (48) 
функционал каторнннг яцинлаиииа нуцтаси деб аталади. Агар х =  
= х0 да (49) катор узоклашувчи булса, у колда х0 нукта функционал 
Каторнннг тоцлашиш нуцтаси деб аталади. К,атор ип (х) функция
ларнинг аникланиш со^аларидан олинган баъзи нукталар учун якин
лашувчи, бошка нукталар учун эса узоклашувчи булиши мумкин.

Функционал каторнннг барча якинлашувчи нукталари туплами 
унинг яцинлашиши соцаси деб аталади.
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Функционал цагорнинг хусусий йигиндиси, яъни унинг дастлабкн 
п та хадининг йигиндиси

(*) =  «1 (*) +  иа(х)+  . . .  + и п (х) (50)
х  узгарувчининг функцияси булади.

Функционал цаторнинг яцинлашиш соз^аси таърнфидан келиб чи^а- 
дики, бу соханинг исталган х  нуцтаси учун п оо да Sn (х) хусусий 
йигиндининг лимити мавжуд. Яцинлашиш сохасига тегишли булмаган 
нуцталарда Sn (jc) хусусий йигинди лимитига эга эмас. Функционал ^а- 
торнинг S (х) йигиндиси бу ^аторнинг я^инлашиш сохасида аии^лан- 
ган х узгарувчининг бирор функцияси булиши тушунарли. Бу холда 
бундай ёзилади:

5  (х) =  ы, (дс) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  .
Агар функционал цатор я^инлашувчн ва S(x) йигиндига эга бул- 

са, у холда S(x) — S„(x) айнрма сонли цаторлардаги каби унинг п- хол- 
диги деб аталади. К,аторнинг цолдигини г„(х) билан белгилаймнз: г„(х) =  
= S(x) — S„(x). Равшанкн, lim гп (х) =  0. К,олдих г„(х) (48) цаторданП-¥ 09
унинг бнринчи п та хадини ташлаб юборишдан хосил булган цаторнинг 
йигиндисидир:

гп(*) =  «„+1 (*) +  Ыя+ jW  +  . • • +  ип+р(х)+  . . .  . (51)
Мисол. Ушбу функционал ^аторнинг яцинлашиш соуасини аникланг:

+  ~TZ +

Е ч и л н ш и . Бу каторнинг .цадларн q =  —— махражлн геометрик прогрессия 

ташкил этади. Бнзга маълумки, геометрик прогрессия [ q | <  1 булганда яцинлашувчи 

ва | ? |  >  1 булганда уэо^лашувчндир. Шу сабабли берилган к,атор х  нинг —  <  1

ёки хг >  1 буладиган цийматларида яцинлашувчидир. Шундай цилиб, катор ) х |  >  1 
булган барча х  ну^талар учун яцинлашувчидир. Берилган цаторнинг яцинлашиш со- 
хаси ушбу иккита чексиз интервалдан иборат:

— оо <  х <  — 1 ва 1 <  х <  +  оо.
2. Мунтазам я^инлашувчи функционал ^аторлар ва уларнинг 

хоссалари. [а, 6] сегментда яцинлашувчи (48)
«г (*) + мг (дс) +  . . .  +  и„ (дг)

функционал цатор учун шундай я^инлашувчн мусбат хадли
+  Ь2 -г bj +  • • • +  Ьп +  . . .  (52)

цатор мавжуд булсаки, берилган (48) цатор хадларининг абсолют ций- 
матлари х нинг (а, Ь\ сегментга тегишли исталган хийматида (52) 
мусбат з^адли ^аторнинг мос хадларидан ортнц булмаса, яъни 
| ип (дг) | <  Ьп (п =  1, 2, . . .  ) булса, у холда (48) хатор [а, Ь] сегме
нтда мунтазам яцинлашувчи цатор деб аталади. Мунтазам яцинла- 
шувчи цаторларнинг хоссалари хацидаш баъзи теоремаларни исботсиз 
келтирамиз.

Т 1-теорема, [а, Ь] сегментда мунтазам яцинлашувчи хар кандай 
цатор бу сегментнинг исталган нуцтасида абсолют яцинлашади.

Маълумки, чекли сондаги узлуксиз функцияларнинг йигиндиси уз- 
луксиз функциядир. ^адлари узлуксиз функциялар булган мунтазам 
яцинлашувчи функционал цаторнинг йигиндиси хам шу хоссага эга, 
яъни ушбу теорема уринли.

2 -теорема, (а, Ь] сегментда мунтазам яцинлашувчи
«г (*) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . .

функционал цаторнинг барча .уадлари узлуксиз бдлса, у цолда унинг 
йигиндиси цам [а, Ь] сегментда узлуксиздир.

Чекли сондаги функцияларнинг йигиндисини уадлаб дифференци- 
аллаш ва интеграллаш мумкинлигини биз биламиз.

Агар
/  (*) =  Ф (х) +  f) (х) +  g  (х)

булса, у холда
Г (х) =  [ф (х) +  <o(x) +  g (х)Г =  ф' (дс) +  О)' (г) +  g' (х). '

J f  (х) dx = |  [ф (х) +  (0 (дс) -f g (дс)] dx = J ф (х ) dx +  (53)
X» * f  х ,  V 7

+  ?  СО (дс) dx +  j ’ g (дс) dx.
X, X,

Бу хоссалар хушилувчилар сони чексиз булганда, яъни цаторлар 
учун хаР Доим хам бажарилавермас экан. Бироц бу хоссалар сегментда 
мунтазам яхинлашувчи функционал цаторлар учун сацланади.

3 -теорема. Агар [а, b] сегментда мунтазам яцинлашувчи
« 1  (*) +  и2 (дс) +  . . .  +  ип (дс) +  . . .

функционал цаторнинг барча '^адлари бу сегментда яцинлашувчи 
бдлса, у \олда бу цаторни %адма-$ад интеграллаш мумкин.

Бу деган суз, агар дс, ва дс, лар (а, Ь\ сегментнинг исталган ик
кита нухтаси булса, у х°АДа

J* («г (*) +  ы, (дс) +  . . .  +ы„ (х) + • • • J dx =  j* ы, (дс) dx +
X, Щ М  х ,

+  f  U, (дс) dx +  . . .  +  Х(и„ ( x ) d x +  . . .  (5 4)
х ,  Xt

4-теорема. Ушбу
ы, (дс) -Ь и2 (х) +  . . .  +  и„ (х) +  . . .

функционал цатор [а. Ь] сегментда яцинлашувчи ва унинг цадлари 
и'п (*) ( я = 1 ,  2, . . . )  узлуксиз цосилаларга эга бдлсин. Агар бу 
цаторни цадма- цад дифференциаллаш билан %осил 'цилинган цатор 
[а, Ь\ сегментда мунтазам яцинлашувчи бдлса, у цолда унинг йи
гиндиси берилган цаторнинг \осиласига тенг бдлади: 155



(“i (*) +  ы, (x) +  . . .  +  И„ (*) + . . . ] '  =
-  и\ (х) +  и ' (дс) +  . . .  +и'п (лг)+ —  (55)

5 -теорема, [а, Ь] сегментда мунтазсм щинлашувчи 
«1 (*) +  « i W + . . .  +  ип (х) +  . . .

Саторни <р (х) чегараланган, функцияга купайтириш Силан хрсил са
ланган

Ф (лг)-«, (*) +  Ф (*)'«2 W  +  •••  +  ф (х)-ип (х) +  . . .  (56)
Kflmop [а, Ь] сегментда мунтазам яцинлашувчи сатор булади.

3-§. ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАР
1. Даражали катоР ва унинг яцинлашиш соз̂ аси. Функционал ца- 

торнинг мутртм хусусий холи даражалицаторлардир.
Даражали саторлар деб

a0 +  a1 ( x - a ) + a t ( x - a ) t +  . . .  + а п ( х - а ) п +  . . .  (57)
куринишдаги каторга айтилади, бу ерда а ва а0, а „  . . .  , ая, . . .  ко
эффициент лар — узгармас сонлар. Хусусан а =  0 бул ганда даражали 
Катор

а0 +  а1х +  а1хг +  . . .  + а пх " +  . . .  (58)
курннишда булади.

Аввал (58) куринишдаги
а0 + a 1x + a i x*+ . . .  +  алх" +  . . .

даражали цаторларнинг хоссаларини урганамиз. Дастлаб (58) даража
ли цаторнинг я^инлашиш сохаси цандай куринишда булишнни аник- 
лаймиз. Бу катоР кадларининг абсолют ципматларидан тузилган мусбат 
хадли

I °о I + 1 fli * I +  • • • +  \апхп\ +  . . .  (59)
Каторни а̂рапмиз еэ унга Даламбер аломатнни кулланмнз. Бунинг 
УчУн ип+1 =  | a„+l xn+11 олдинги Ш нннг ця =  | а„ ха | кейингн .\адга 
нисбатининг п-*- оо даги лимитини топамиз:

Нш
П—.ЛО

ип+1
«Л ,Нт^ ? 2? Г - М Inn [Дя+ il 

«л Г
Нш — № 0  мавжуд деб фараз цилайлик. Уни - j-билан белгилан- 
»-*®1 ап I R
лик, яъни Нш p 2 ± l |e  у  зхолда

Нш
П-*оо

Цд-Ь 1 
«я

Агар lim я ъ н и / * | <  R булса, у колда Даламбер ало-
матига асосан (59) катор яь;инлашувчи деган хулосага келамиз. Бирок 
бу дрлда узгарувчи ишорали (58) катоР Лам узгарувчи ишорали ка*
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торлар якинлашишннинг умумий старлилик алэматига асосан яцинла- 
шувчи булади, равшанки, бунда абсолют якинлашувчи булади. Агар 
Нш ——  > 1  булса, (59) цатор узоклашувчи булади. Бу колда етар-
П-*оо ип
лича катта п лар учун (59) каторнинг хадлари усади (141-бетга 
каранг), шу сабабли и„ =  | апхп| умумий кад п -+ со  да нолга интил- 
майди. Демак, (58) цаторнинг умумий кади, яъни апхп хам нолга ин- 
тилмайдн. Шу сабабли х  нинг |д :|> У ? тенгсизликни каноатлантиради- 
ган барча кийматлари учун (58) даражали катор узоклашувчи булади.

Ни.\оят, Нш ^±2- =  -iiE-!- =  i ( яъни I дс I = R булса, у холда буер-
Я—♦ ао И fi

да Даламбер аломатини кулланиб булмайди ва (58) цатор хам, (59) 
кам конкрет колларга 6of.ihk равншда якинлашувчи ёки узоклашувчи 
65'лишн мумкин.

Шундан килиб, Нш *ая— . мавжуд са нолга тенг эмас деб фараз 
я-.» | ап |

цилнб, ушбу теоремани исбот килдик.
Теорема. Ушбу

а0 +  0\х +  +  +  апхп +  . . .
даражали саторнинг якинлашши сохаси ]— R, R[ интервал бС)либ, 
бу интервалга конкрет \олларга бос лис равишда унинг — R ва R

-И О R
64- раем

х

охирлари с\)шилиши мумкин (64-раем). ]— R, /?[ интервалнинг \ар, 
бир нуктасида са,п0Р абсолют ясинлашади*

]— R, R[ интервал даражали каторнинг ясинлашиш интервали, 
бу интервал узунлигининг ярми, яъни R сон эса ясинлашиш радиуси 
деб аталадн.

Х,ар кандай даражали цатор х = 0 булганда якинлашувчнднр, чунки 
х = 0 да о0 +  0 +  Й + - » * 4 - 0 + . . .  сонли катор .\оснл булади. Агар 
цаторнинг бошка ясинлашиш нуцталари мавжуд булмаса, у з^олда 
унинг ясинлашиш радиуси R = 0 деб кисоблаймиз. Агар даражали кз- 
тор сон уцининг барча нуцталарида якинлашувчи булса, унинг якин- 
лашиш радиуси R — оо деб хисоблаймиз.

I- мисол. Ушбу даражали цаторнинг ясинлашиш со.\асини топамнз:
х X- х4

уг + V I ‘ “*+ Уд
Е ч и л и ш и . Еерилган Катор ^адларийнг абсолют кийматларидаи тузилган

(*)

* Теорема |j m Ss± l 
ботлаш мумкин?'*“> °п

мавжуд булмаган ^ол.'.а з̂ ам тутрилигича колишннн ис-

I
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M iv r Ty r i * r
Vn

. _ I* Iя lx |"+1
Каторни караммиз. Бу ерда ип =  ■77= , ия+ ! =  ' — : шунинг'учун

Уп У п + I

П-*оо ип Л-100
Г 1*1Я+1 . М " !  . . _ Г  п-  • —7 -  I =  М  Пш 1 /  — —  =  |j t |.
[  " ( / я  +  1 T / n J  л-*оо Я  +  1

Шундай килиб, (•*) катор ва демак, (•) цатор ^ам | х | < 1  б^лганда, яъни 
1— 1. И интервалда яцинлашувчн ва | * | >  1 б^лганда уэо^лашувчидир. К,аторнинг 
я^инлашиш радиуси /? =  1. Энди я^ннлашиш интервалииинг охирларида, яъни х =  1 
ва х  =  — 1 ну^таларда цаторнинг я^инлашиш масаласинн текширамиз.

(*) каторга х  =  1 ни ^уйсак узо^лашувчи
1 1 , 1 1

ут + У 2 + 1/3 + ,,* + ут + " ‘
умумлашган гармоник цаторни ^ссил киламиз (чунки р = - ~ <  1, 1-§, 5-пунктга 
к;аранг).

х  =  — 1 ну^тада ишора алмашинувчн

~ 1 + у Г ~  W  +  W ---------
^аторни .\осил цнламнз. У Ленбннцнннг яцинллшиш аломатига асосан якинлашувчи 
цатордир.

Шундай цилиб, (*) к;аторнинг я^инлашиш со^аси J— 1, 1[ интервал булиб, унга 
унинг чап охири х — — I нуцта ^ушилади: — 1 < х  <  1,

2- мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашиш сохасинн топинг:

С)1 +  Т7 +  ? +  • • • +  - +  • • •И 21 л!
Е ч и л и ш и. Берилган цатор ^адларининг абсолют цийматларидан тузилган

l + M  +  feC-f . . . + й а  +  . . .
1! 21 „!

*атор учун кейинги хаднинг олдпнги з а̂дга нисбатининг лнмитини топамиэ:

нш S±!-lln —=1—_ WIlm -Ц -Ц .О -О .П-+оо Un п-юо I (п +  1)! п! J П-»оо (п -}- 1)! /1-»ао П -f- 1

Шундай цилиб, х  нинг исталган цнймати учун Игл =  СГ< I . ;Демак. Даламбер

аломатига асосан (• • ) , бинобарнн (•) цатор хам бутун сон уцида якинлашади. Бу 
ерда яцинлашиш раднуси R =  оо .

\х\п
Л1 якинлашувчи цаторнинг умумий цади булганлигн учун я-*-оо да нолгаин- 

тилншини айтиб утамиз.

2. Дара жали цаторнинг хоссалари. Ушбу (58)

а0 - f  at x  +  а2** +  . . . +  ап х" +  . . . 
даражали цатор] — R .R  [якинлашнш интервалига эга булсин. Буцатор- 
дан хадма-хад дифференциаллаш ва ннтеграллаш билак уносил цили- 
надиган ушбу цаторларни царайлик:

а1+ 2агх + . . .+ п а „  л:"” 1 4- . . . 

а0х- а,х- , ц _  Дя*п+|
я +  1

(60)

(61)

(60) ва (61) ^аторлар хадларининг абсолют кийматларидан тузил
ган цаторларга Даламбер аломатини цулланиб, бунда 1 im j— ‘I мав-

Я—юо J On j
жуд деб фараз килинса, (60) ва (61) цаторлар .\ам берилган (58) цатор 
эга булган уша яцинлашиш интервалига эга булишига ишонч хосил 
цилиш осой.

Шундай цилиб, ушбу теоремага келдик.
1- теорема. Ушбу

а0 +  а1х-\-аах* +  . . . • + ая д ^ +  . . .
даражали цатор ] — R,R[ яцинлашиш интервалига эга булсан. У 
хрлда бу ^атордан уни хадма- хад дифференциаллаш ва интеграллаш 
билан \осил цилинган цаторлар берилган цатор эга булган уша яцин- 
лашиш интервалига эга булади.

2- теорема. Ушбу (58)
а0 +  агх +  а2 хг +  . . . +  а„ х" +  . . .

даражали цатор ] — R, R[ яцинлашиш интервалига эга булсин, г эса 
R дан кичик ихтиёр.ш мусбат сон булсин. У х,олда берилган дара
жали цатор ( —г,г] сегментда мунтаэам яцинлашувчи катор булади.

И с б о т  и. Даражали ь̂ атор я^инлашиш интервалииинг исталган 
нуцтаснда абсолют якинлашишини биз биламиз. Шунинг учун х =  г 
ну^тада мусбат ишорали

I ао I +  I a i Ir  +  | at  I г * +  • • • +  I ап Iг " +  • • • (62)
цатор яцинлашади. .v шу [ — г ‘г] сегментнинг исталган ну^таси булсин. 
| д г | < г  булганлигн учун | апхп | < | ап | гп. Шунинг учун берилган (58) 
цатор ^адларининг абсолют цийматларидан тузилган

К Ж д * 1  +  1а***1+ •• • + \ апХп\ +  • - • 
цаторнннг ^адларн х нинг ( — г, г] сегментга тегишли исталган ^ийма- 
тида мусбат ишорали (62) сонли ^аторнинг мос уадларидан орти^ бул- 
майди. Бу эса таърифга асосан берилган даражали цатор [ — г,г\ сег
ментда мунтазам яцинлашувчилигини билдиради. Шундай ^илиб, теоре
ма исбот ^илиндн.

3- теорема. (58)
Со +  ах х +  а* х* +  . . . +  ап х"

даражали цаторнин: йигиндиси ) — #,/?[ якинлашиш интервалииинг 
%ар бир нуцтасида узлуксиэ функция булади.

И с б о т  и. х0 яцинташиш интервалииинг исталган ну^таси булсин. 
У х;олда шундай r( |.v0| < r <  R) мусбат сон мавжудки, \ — г,г\ сег
мент дг0 нуктани уз ичига олади (65-раем)-158) ДаРажалн цатор 2-тео-

—I— I-------- 1— I— I— но Х 0 г  R 65- раем
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ремага кура [ — г, г) сегментда мунтазам якинлашувчиднр. Шу сабабли 
унинг йигиндиси 2-§ дагн 2- теоремага асосан [ — г,г]  сегментнннг ис- 
талган ну^тасида, хусусан дг0 нуктасида узлуксиз функция булади.

4- теорема. (58)
а0 4- ах х +  а, х* +  . . .  +  ап х" - f  . . .

даражали цаторни узининг якинлашиш интервалининг исталган нуц- 
тасида %адма- %ад дифференциаллаш мумкин.

И с б о т и .  (58) даражали катор ] — R,R[ якинлашиш интервалига 
эга булсин. Берилган кат°Р ^адларининг ^осилаларидан тузилган

аг +  2 а, х +  . . .  +  пап x n~l - f  . . .
(60) каторни ^араймиз. Унинг якинлашиш интервали 1-теоремага асосан 
берилган каторнинг якинлашиш интервали билан устма-уст тушади. 
х  якинлашиш интервалининг ихтиёрий нуцтасн булсин. Якинлашиш 
интервалининг нчида ётувчи ва х0 нуктани уз ичига олувчи [ — г, г] 
сегментни царайлик ( | х01 <  г <  R) (65- расмга царанг). (60) катор 2- тео
ремага асосан мунтазам якинлашувчиднр. Демак, 2-§, 4 -теоремага асо
сан унинг йигиндиси берилган катор иигнндисининг ^осиласига тенг, 
яъни
(а0 +  а1х +  . . . - f  апхп +  . . .)' = о 1 +  2о2х +  . . . +  папх я~1 +  . . .

5 - теорема. Ушбу
а0 +  а2х +  агхг +  . . . +  апхп +  . . .

даражали цаторни ) — R, R[ якинлашиш интервалида \адма- %ад ин- 
теграллаш мумкин, яъни х2 ва х2 якинлашиш интервалига тегииии 
нукупалар булса, у \олда

X» <1 *,
) (a0 +  a i*  +  • • • + а пхп+  . . .)d x  = §a0d x  +  f  at xdx +  . . . +
Xt * 1  * 1

-  :'anxnd x - r  . . . .

И с б о т и .  Якинлашиш интервалида ётувчи хамда xv xt нукталарни 
уз ичига олган [ —г, г] сегментни цараймиз. [ —г, г\ сегментда даражали 
цатор мунтазам якинлашувчи булганлиги учун 2- §. 3- теоремага асосан 
уни .уадма- х,ад интеграллаш мумкин.

3. х  — а айирманинг дарг.жалари б;”йича каторлар. Энди х — а айир- 
манинг даражалари буйича (57) куринишдаги

ао +  (* — a) -f- о2(х — о)*+ . . . + а п(х — а)п+  . . .
цаторларни цлраймиз. (58) куринишдаги каторлар (57) куринишдаги ка- 
торларнинг а = 0  булгандаги хусусий холндир. x — a — t деб (57) катор- 
ни (58) куринишдаги

а9 +  ах t 4- а.2 Р -f . . . 4- а„ tn +  . . . (63)
цаторга келтирамиз. (63) цатор ] — # ,/?[ якинлашиш интервалига эга 
булсин. Бу деган с^з, у — R d - c R  да якинлашувчи ва | < | > / ?  да 
узоклашувчидир. Бирок бу холда (57) катор —R <  х ~ a < R ,  яъни
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а — R < х < а  +  R  булганда якинлашувчи ва |х — а | >  R булганда 
узоклашувчидир.

Шундай цилиб, (57) даражали каторнинг якинлашиш сохаси ыар- 
кази а нуктада ва узунлиги 2 R  булган интервалдир. (57) катор бу 
интервалнинг барча нукталарида абсолют якинлашувчи, бу интервалдан 
ташкарида эса узсклашувчидир. x — a-\-R  ва х ~ а — R нукталарда 
(яъни якинлашиш интервалининг охнрларида) конкрет холларга боглик 
равишда якинлашиш ёки узоклашиш руй бериши мумкин.

х  нинг даражалари буйича каторларнинг хоссалари х — а нинг да
ражалари буйича каторлар учун хам уринлидир.

(57) даражали катор ] а — R, а - f  R[ интервалда абсолют якинла- 
шадн ва унинг йигиндиси бу интервалда узлуксиз функциядир. Дара
жали каторни унинг якинлашиш интервалининг ичида хадыа- хад диф- 
ференцналлаш ва интеграллаш мумкин, шу билан бирга косил булган 
Каторлар дастлабки (57) катор эга булган уша якинлашиш интервалига 
эга булади.

(57) даражали каторнинг якинлашиш интерЕалини х;амамалда Далам- 
бер аломати ёрдамида тспнш мумкин:

Мисол. Ушбу даражали каторнинг якинлашиш сохасини топинг:
х  — 2 + ( х - 2 ) « +  ( х - 2 ) "  j _ |

1-2 2-2» ’ ’ ' л.2я (*)

Е ч и л и ш и. Еерилган катор хадларининг абсолют кийыатларидан тузилган

I* —21 +  l x ~ 2lt +  + 1 * - 2 | я +  , , ,
1-2 2 .2» я. 2"

Каторни карайлик. Унга Даламбер аломатини куллаймиз.

I * — 2 |л 1 Х - 2 Г  + 1 .
“п — я.2я ’ Un+ 1 = (я +  1)2"+1 ’

и„+1 \ х - 2 Г + 1п . *  \ х  — 2) .. я
Игл------  =  lim ----------------------—— =  —  ----- lim ------n-»oo ип п-*сс | X —2\л(я 4- 1) 2Л+1 2 п-*оо я 1

Iх — 2| 
2

|х—г! х 21
(• •) катор Даламбер аломатига асосан —-—1 <  1 булганда якинлашади ва 1— =  >  1

|х—21
булганда узоклашади. Демак, берилган (*) катор хам — „ <  1 булганда якинла-

|х—2|
шувчи ва ——  >  1 булганда уэоклашувчидир. Шунинг учун (*) катор маркази а =  2
нуктада булган 0 < х < 4  интервалда якинлашади.

Берилган каторнинг х =  0 ва х =  4 нукталарда, яъни якинлашиш интервалининг 
охирларида якинлашиш масаласини текширамиз. х =  4 булганда уэоклашувчи

1 , 1 ,  ‘ 1
. +  У + 7 + - . . + - + • • •

гармоник каторни косил киламиз.
х =  0 б$лганда ноабсолют якинлашувчи ншора алмашинувчи

, +  2 3 +
( - 1 ) " +

Каторни косил Киламиз. 

11—2950
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Шундай цилиб, (*) к;аТор О * <  4 шартни ^аиоатлантирувчн барча х  ларда 
яцинлашади.

4. Функцияларни даражали цаторларга ёйиш. Тейлор к;атори.
f ( x )  функция я^инлашиш интервалн ]а — /? ,а  +  /?[ булган

/  (*) = а 0 +  а1( х ~ а )  +  а3(х — а)*4- . • . +  ап(х — а)п +  . . . (64)

Коэффицнентларнинг топнлган цийматларини (64) тенглнкка куямиз: 

/(*) =  /(<*) +  '-^ -( x  — a) +  f- ^ ( x  — a)2 +  l ^ p ( x  — a)3 + . . .

<»>
. . . 4 .U ° ) ( x — a)a +  . . . .n\

даражали цаторнинг йигиндисидан нборат булснн.
Бу холда f  (х) функция а нуцтанинг атрофнда даражали ^аторга 

ёки х — а нннг даражалари буйича ёйилади деб айтнлади. Бу даражали 
цаторнинг а0, ах.........а„ коэффициентларини топамиз.

Даражали ^аторни я^инлашиш интервалида хадма-хад дифферен- 
циаллаш мумкинлигини биз биламиз, бунда натижада яцинлашиш интер- 
вали дастлабки каторнинг ] а — R, а +  R [ яцинлашиш интервалидан 
нборат булган цатор .\осил булади. (64) айниятни кетма-кет дифферен- 
циаллаб, я^инлашиш интервалидан олинган исталган х  учун уринли 
булган ушбу айниятларни хосил циламнз:

/ (а*) = а 0 + а1(х — а) +  а , (дг— а)* 4- а3(дг — а)я +  а4(дг — а)* +  . . .
. . .  + a n(x — a)n +  an+i {х —  а)"+‘ 4 - . . . ,  

f  (дг) =  a t 4- 2 а , (дг — а) 4- За, (х ~  а)* +  4 а3(х — а)я +  . . .  +  п а„(х — 
— а)" -1 4- (л 4- 1) ап+\(х — а)" + . . . .  

f"(x) =  2а, 4 - 2*3а,(;с — а) 4 -3 -4 а 4(дг — а)г 4 -• • • 4- п (п — 1)ая (дс — 
— а)"-2 4- (п 4-1) n an+i (дс — а)"-‘ 4~- • • .

У"(х) =  2 -З а , 4- 2 -3 -4 а 4(дс~ а) 4- • • • +  п {п — 1)(л — 2)ая (дс —
— а)"-3 4- (я 4- 1)л(я  — 1)а„+1 (дс — а)п~2 +  . . . ,

(я)/  (дс) =  л (л — 1) (/г — 2 ) . . .  3 -2 а„4 - (я 4- 1) я (я — 1 ) . . .  3 -2 а п+| (х —

Бу айниятларда х =  а десак, Вуйидагиларни хосил цнламиз:
(Я )

/ ( а )  “ во. У (а) “ в „  {" (а) ~ 2 а г, Г  (а) =  2 3 а , . . . .  f ( a ) -  
=  л (п — 1) (л — 2 ) . . .  3 - 2 а я, . . .

Бу ердан даражали цаторнинг коэффициентларини хосил ^иламиз.

n V !   ̂ f ’W  л  - Н е )  а0 =  f  (fl)> a i =  /  (а), аг =  > аз • • •

/я) .
. , а я 1 {а) 

" 2 -3 -4 ...

ёки

а -  fW(a)• • » ип — <- п\

Шундай килиб, агар f ( х) функция дс — а нинг даражалари буйича 
даражали каторга ёйилса, у холда бу кртр ушбу курннишда булади:

( я )

/(о ) +  Т Г  ( * - “) +  Я г  (х ~ аУ +  • • • +  ^  ( * - « ) * +  • • • (65)1! 2! п\
(65) катор /(.v) функция учун Тейлор* катори деб аталадн. 

Хусусий холда, а =  0 булганда (65) катор

/(0 )4 - /'(0)и , + 0 1 д Ч . . . .  +  Ы Н д.  +  . . ./(0)
(66)

куринишни оладн. Бу 1\атор f  (х) функция учун Маклорен** цатори 
деб аталадн.

Шундай цилиб, агар функция дс— а нинг даражалари буйича 
каторга ёйилса, у \олда бу катор унинг Тейлор ^атори (ёки a =  0 булса, 
Маклорен цатори) булади.

Курнниб турибдики, агар функция дс — а нннг даражалари буйича 
цаторга ёйилса, у холда у х  — а нуцтада барча тартибли хосилаларга 
эга булади ёки, одатда айтилишича, а ну^тада чексиз днфференциал- 
ланувчн булади.

Энди тескари масалани караймиз. а нуктада чексиз дифференциал- 
ланувчи f (х) функция бернлган булснн. Унинг учун формал равншда

' w  11 21 '  ‘

<П)

л!
(дс-а)»

Тейлор ^аторннн тузамиз.
Ушбу масалани цуямиз: f  (х) функция Силан унинг учун тузилган 

мазкур Тейлор цаторининг йигиндиси бир хил буладими? >^ар доим 
хам бундай булавер.маслигн ушбу мисоллардан куринади.

Куйидагича аницланган у — f  (дс) функиияни ь^арайлик:
’ __i_

f  (v) =  е *', агар х ф 0  булса,
0, агар х =  0 булса.

°У Функция д: = 0  нуктада барча тартибли хосилаларга эга шу билан
L (0)~ 0 (п =  1>2, • • •) эканлигинн кёрсатищ мумкин. ШУ сабаб- 

ли бу функция учун Тейлор катори ушбу курннишда ёзилади!

* .БЙ. Т^ЙЛ0Р (1685— 1731) — инглиз математнги.
«ч- макоорен (1698 — 1746)— шотланд математиги.
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0 + 4 ?  +  —  X* +  . . . +  —  x * 4 -____И 2! n!
Унинг S(x) йигиндиси нолга айнан тенг ва демак, берилган функция 
билан бнр хил эмас.

Энди берилган функциянинг Тейлор цатори цандай шартларда бу 
функция билан бир хил булишини антулаймиз. Тейлор цаторининг ху- 
сисий йигиндисини ёзамиз. , ________  ________

Sn(x) =  /(а) +  f̂ ( x - a )  +  f ^ L ( x - a V + . . .  +
(Л )

. (67)

Бу хусусий йигинди п-даражали Тейлор куп\ади деб аталади.
f  (х) функция билан унинг п- даражали куп.\ади орасидаги айирмани 

^арай.мнз. Бу айирма Тейлор цаторининг цолдиц ,\ади деб аталади ва 
Rn(x) ор^али белгиланади*.

R n ( x ) = f ( x ) - S n(x). (68)

Теорема, а нуцтада чексиз дифференциалланувчи f(x) функция 
унинг учун тузилган Тейлор цаторининг йигиндиси бЦлиши учун R n (х) 
цолдиц Jfад п->-<х>да нолга интилиши зарур ва етарлидир.

И с б о т н .  З а р у р  л иг и. f(x) функция Тейлор цаторининг йигин
диси, яъни Нш5п(х) =f(x)  булсин. У .^олда (68) муносабатдан

П-Юо
Нш Rn(x) =  0 келиб читали.
П -мо

Е т а р л и л н г и .  lim Rn(x) = 0  булсин. У ^олда (68) муносабатдан
П-̂ ОО

lim [f (jc) — S„(x)] = 0 ,  яъни lim S„(x) = f(x )  экани келиб чи^ади.
п-мо n—*aa
Бу f(x) функция ^аторнинг йигиндиси эканини билдиради.

Бу теорема функциянинг Тейлор цаторига ёйилиш-ёйилмаслик ма- 
сасаласини текшириш учун унинг цолди^ хади Rn (х) нинг п-^о о  даги 
характерини текшириш кераклигини курсатади. Агар аргументнинг 
берилган х — х0 цийматн учун lim Rn (х0) =  0 булса, у ^олда Тейлор

п—»оо
цаторининг йигиндиси фукциянинг х0 ну^тадаги кийматига, яъни f(x0) га 
тенг булади. Агар Rn (х0) нолга интилмаса, Тейлор цатори ё узоцла- 
шади, ёки унинг х =  х0 даги киймати функциянинг берилган х0 нуц- 
тадаги циймати билан бир хил булмандн.

Rn(x) Колдиц ^аднинг куринишини топайлнк. (68) фэрмуладан 
цуйидагига эгамиз:

f ( x ) = S j x )  +  Rn(x).

•Тейлор кат°Рининг ^олднк \ ядмни Тейлор каторинннг цолдиги билан чалкаш- 
тирмаслик лозим. Тейлор цаторининг колдши бу унинг 5  (х) йю индиси билан S„ (х) 
хусусий ЙИП1НДИСИ орасидаги айирма, яъни S  (х) — S„ (х) дир. Тейлор ^аторининг 
Rn (x) колдик Х*ДИ эса f(x )  функция билан S„ )х) орасидаги айирмадир. S (х) =  
=  /  (jc) булган холдагииа Тейлор Каторинннг колдиги Тейлор кэторининг цолдик 
^ади билан бир хил булади.
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Бу муносабатга Sn (х) нинг нфэдасини келтирнб цуямиз:
Г(£)_

1
/^(а)

f ( x ) - f ( a ) +  ~ ^ - ( х  — а) +  £ @ .( х - а ) * +  . .  , +

Rn(x) цолдиц .^адни
л! ( x - a )*  +  Rn(x). (69)

R (г) _ _(■» —a)n+1 о
" U  (л +  1)1 * (70)

куринншда излаймиз, бу ерда Q .\али топнлнши керак булган катта- 
дакдир.

У  ^олда (69) фэрмулани «ууйидагича цайта ёзиш мумкин:

Г  ( а )K x ) - f ( a )  +  - ^ f l ( x - a ) + n s l (x - a).  .
2!
(х — а)'*+1

+ п\

Q.

•(•>с — а)« +

(п -+• 1)1 (7 1 )
Тайнн х  оламиз, у ^олда Q бирор сон цнймат олади. Q ни топиш 

учун цуйидаги ёрдамчи функцияни тузамиз:

F (0  =  f  (AT) - f ( t ) ~  Ш - Ц х  -  о  -  Я р -  (X-  0 е -  • • .

-  f(n)0) (X -  ty -  J x - ‘)n+' 0
л! 7 (л+1)! Ч-

Равшанки, / =  х  деб, F (х) =  0 ни цосил циламиз. (71) тенглнкнн 
эътиборга олиб, шунингдек F (а) =  0 эканнга .^ам ншонч ^осил ^ила-
миз. х ^згармас деб фараз цнлиб, F (х) нинг t буйнча ^осиласини 
топамиз:

/гЧ 0  =  - Г ( 0  +  Г ( 0 - - ^ ( а: - 0 + ?^ р > - 0 -

- Г ^ - ( х - 0 г+  (X -  0* -  Л -  (х -  t y +  . . . +

+ Л /% ) ( x - t r ' ~ (Г /)" I Слг—/)"(#»+!)
1 7 ^  (л-и)1 Q~п\ -  — Ч ~  nl.

ёки нхчамлаштиришлардан сунг:

F ' (0 =  -  Ц г г 1  ( * - 0 п +  Q-
Шундай цилиб, F{t) функция [а, х] сегментда дифференциалланув

чи ва бу сегментнинг охирларида нолга тенг ^ийматларни цабул (уи- 
лади. Демак, у Ролль теоремаси (VI боб. 6- §, 2- пунктга царанг) 
шартларини |\аноатлантиради. Шунииг учун а на х орасида жойлашган
Шундай / =  с (уиймаг мавжудки, унинг учун F' (/) косила нолга тенг 
булади: F' (с) = 0 ,  яънн

r (e )„ _ £ i V L ( I _ c). + .<*-*>■
п! ' Q =  0.
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Бу тенгликдан Q — /(,1+1>(с) нн топамиз. Q нинг топилган бу цийматини 
(7J) тенгликка цуйиб, колднц хад учун ушбу ифодани хосил циламиз:

*„(*) («+!)! ( * - а ) " +\ (72)

бу ерда с нуцта а ва х орасида жойлашган.
Колдиь; хаднинг (72) формула курииишндаги ифодаси Лагранж 

формасидаги цолдиц \ад  дейилади.
а =  0 булган хусуспй *олда Маклорен цатори учун цолдик хад

нинг ифодасини хосил циламиз:
/ (П+1) (О nfl 
(Я+ 0 1  л ' (73)

бу ерда с нунта 0 еэ х орасида жойлашган.
({олдиц хаднинг юцорида келтирнлган куринишлари бнр цатор хол- 

ларда унинг я-*-оо дагн хусусиятини текширишни осонлаштирадн.
(69) ифодани еэ колдиц .уад учун (72) ифодани эътиборга олиб, 

ушбу форму лага эга буламиз:

П х ) = №  +  Щ р - ( х - о ) +  Ш - ( х - а ) *  +  . . . +

п\ (х — а)" +
1<п+\) (с) 
(Л +  1)! (х -  а)п+1

(74)

бу ерда с нуцта а ва х орасида жойлашган.
(74) формула Тейлор формуласи, унинг а - 0  булган хусусий 

^олдаги куриниши Маклорен формуласи дейилади:

!(х) =  /  (0) + Г(0)

/<п> ГО) 
п\

f(nJri) (С) ,»Н
(я+01  ’

(75)

бу ерда с нукта 0 ва х орасида жойлашган.
5. Баъзи элементар функцияларни Тейлор ва Маклорен цаторлари- 

га ейиш. Баъзи элементар функцияларни даражали ^аторларга ёйили- 
шига оид мнсоллар курамнз.

f(x) =  ег функцияни даражали цаторга ейиш. Бу функциянинг
уосилаларинн топамиз: f ’(x) =  «r, f*(x) =  ех.......... /<") (х) =  ег............
С?игра х =  0 деб куаидагиларни топамиз:

/(0) =  1, /'(0) =  1. П 0) =  1........../ ,я,(0) =  1, . . .
(66) форму ладан фэндалаииб, /(.v) =  е функция учун .Маклорен 

^аторши ёзамиз:

1 + - ^ -  +  ^  +  . ( 7 6 )
I! 21 л!

1-§, 1-пункт, 2-мисолД! курсатнлганидск. (76) ^атор бутун сон 
У^нда яцинлашади ва liin = 0 .

п -*оо Tl\

Бу цаторнинг йигиндиси ег функцияга тенг эканини исботлаш учун 
В ал ган  х да R„(x) цолдиц ^ад я-*-оо да нолга интилишини курса-
тамиз. / (л+1)(с) =  е° булгани учун Rn(x) цуйидаги куринншга эга бу- дади'

Rn (х) =  + 1 =  ___хл+ \
(« л -1)1 (я +1)1

бу ерда с нуцта 0 ва х орасида жойлашган ((73)- формулага царанг]. 
t* функция монотон усувчн, шунинг учун ec< e U | , чунки с < | х | .  
Шундай цилиб,

IК  (х) I =  —--- х я+ 1 < _?!_ !!_  |х (л+ 1
(я+1)1 (Я 1)11 ■* * (77)

■ sin.

1 V- Т • /«I х Iя /ч - | X I'M-1
lira ■ 7— = 0  булгани учун -1—1— - *ам л -* о о  да нолга интилади.
Демак, (77) тенгсизликка асосан х  нинг исталган цийматлари учун 
Rn(x)-*- 0 ва (76) цаторнннг йигиндиси ех функция билан бир хил булади.

Шундай цилиб, бутун сон у^ида ушбу ёйилма урннлидир:

I! 2! n! v '
f  (х) =  sin х функцияни даражали цаторга ейиш. ^осилаларни 

топамиз: f'(x) =  cosx, f"(x) =  — sinx, f"  (x) — — cos x, / IV (x) =

lx, /  v (x) =  cos x, / v 1 (x) =  — sin x, . . . .  f(n> (x) =  sin (x +  n “ )

(VI боб, 2-§, 1-пункт, 4-мисолга царанг). 
x =  0 да

/(0 ) =  0. Г (0) -  1. Г (0) = 0 .  Г (0) =  -  1. Г  (0) = 0 .

/V (0) =  1............/<2п~1) (0) =  (— 1 )* -\ / (2П,(0) = 0 ,  .» •

(66) формуладан фойдаланиб, sinx  функция учун ушбу Маклорен 
цаторини хосил ^илзмиз:

х _  , ( - 1 ) " - 'х ,л- 1 |
3! ' 5! 7! +  (2я — 1)!

Бу ^аторнинг бутун сон у^ида я^инлашувчн эканини текшириш осон. 
Унннг цолдиь  ̂ ^ади

я .  W  _  ,  _■'■{.+(. + ч 7
(л+1)1 (я+1)1 хл+»

ни текширамиз, бу ерда с ну^та 0 ва х орасида жойлашган.

1 (,п*"^с) | =  I sin \с +  (я +  0  -^-11 <  1 булгани учун \R„ (х)| <  1*\п+' 
• L 2 JI (я + 1 )1
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I x  1̂ 4'̂Энди lim ---------= 0  (олдинги мисолга гарант) эканини эътиборга
п-*оо ( п  +  1)! *

олнб, Rn (х) 0 деган хулосага келамиз.
Шу сабабли бутун сон уцида sin х функция учун хуйидаги ёйилма 

уринлидир:
• гЗ х* Isinx = х --------

31 51
(— 1)л~1 Х *п-«  

(2л — 1)1 +  ■ (79)

■
lim =  lim
Л-юо ип П-+оо

т (т — 1) (т — 2) . . .  ( я - п  +  1 ) ( и - л )  
________________ ( л+1) 1 х"-М

т (т — 1) ( т  — 2) . . .  (т — n - f  1);

| х | lim
Л +  1

п!

=  * •

х"

/ (х)  =  cosx функциянинг даражали цаторга ёйиш. cosx функция- 
нинг ёйилмасинн sin л: функцияни цаторга ёйишда фойдаланилган ус- 
улга ухшаш усул ёрдамида ^осил ^илиш мумкин. Бирсц cosx функ
ция ёйилмасинн sinx функция ёйилмасики хадма-хад днфференциал- 
лаб хосил цилиш осондир*:

(sin*)'-< * ) '-(-£ )  + ( ! " ) '- • • • + [ (2л— 1)1

Бинобарин,
I х* . х*cos х =  1 --------- ----------

41 2!
( _  i)*-i х " - '

(2л — 2)! "1~
(80)

Бу ёйилма бутун сон уцида уринлидир.
Биномиал цатор. / (х) =  (1 - f  х)т функцияни х нинг даражалари 

буйича ёямнз, бу ерда т — нолдан фар^ли исталган ха^нций сон. 
Берилган функцияни дифференциаллаймиз:

/' (х) =  т (1 +  x)m~l, f" (х) =  т (т — 1) (1 +  х)т~г,
Г  (х) =  т (т -  1) ( т  — 2) (1 +  х)"-*, . . .

. . . .  /(n,U) =  т  ( т  — 1) ( т  — 2 ) . . .  ( т  — л +  1) (1 + х ) т -л ..........

х =  0 деб топамиз:
/  (0) =  1, Г (0) =  т, Г  (0) =  т (т — 1), f "  (0) - т (т— 1) ( т - 2 ) ,  . . .  

. . .  . f{n) (0) =т (т — 1) (т — 2) . . .  (т — n +  1).

Коэффициентларнннг топилган цийматларнни (66) формулага ХУ' 
йиб ( 1 4 -х Г  функциянинг Маклорен цаторинн хосил циламиз:

Курамизки, | х | <  1 да, яъни — 1 <  х <  1 интервалда цатор яцин- 
лашади. Бу холда хам Rn (х) холдих ^ад / х | <  1 учун л оо да нолга 
янтилишшш курсатнш мумкин. Бирох бу исбот анча мураккаб бул- 
гани учун биз уни бу ерда келтнрманмиз.

Шундан хилиб, — 1 < х < 1  интервалда цуйндаги ёлилма уринли- 
дир:

( Н - х ) 1” =  1 +  —  х +  <**—2> л» -[. . .
II 21 3(

^  +  . ( « - | ) | . - Я  ( , - Ч - ц  ,81,

Агар фа^ат т натурал сонбулмаса, | х | >  1 да цатор узохлашади. 
Я^инлашиш ннтервалининг чегараларида т нинг тайин* хийматларига 
бог лих равишда цатор я^ннлашади ёкн узохлашади. Агар т натурал 
сон булса, у холда л =  т - f  1 дан бошлаб барча коэффициентлар нолга 
айланади ва Ньютон биномининг хусуснй холндан нборат куп^аднн 
Хосил ^иламиз. т нинг турлн цийматлари учун биномиал цаторлзрга 
бнр нечта мисол келтирамиз.

а) f (х) =  ) 1 +  х =  (1 - f  x)v\  Бу ерда т =  ~ ш 

(81) формулага кура:

I т* т ( т - ') ‘*( 1 + * ) ’ = 1 + — — +

а 4 -(т - о (т - * г н , т (т - ) ( т - ) - М ' :
31 ' ^  *■•••

\ т у т (т — 1) ,  т (т  — 1) (т  — 2)
~  II Х ' 2! 31

т (т — I) (я» — 2) . . .  ( т  — п +  1) х „ _j_ 
л1

Бу цатор биномиал катор дейилади. У нинг яцинлашиш интер- 
валини топамиз. Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

• Хадма-хад дифферендиаллаш мумкнилиги даражали каторлар хоссаларида»
келив чикади.
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• Каторнинг ярриашиш ннтервали Ояирларида т нинг турли кийматларига мос
Ходда узини тутиши цуйидаги жадвалдан Вринади:

m ^  — 1 узо^лашади
X => 1 — 1 <  т < 0 ноабсолют яхинлашади

т >  0 абсолют яхннлашадн

* =  — 1 т < 0 узоклашади
т  >  0 абсолют яцинлашади
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ёки соддалаштиришлардан сунг:

V T+~x —-----1 ^ 1  + .
2 2-1! 22 *21 2*.31

(-1 )" -»  ЬЗ-5 . . .  (2 п -3 ) х я , (R
'  ^  2а п1 +  • • •  (82)

Бу ёйилма — 1 < х < 1  ^ол учун уринли экани равшан. 
Муфассалроц текширишлар у х  =  — 1 ва х =  1 учун хам уринли эка- 
нини курсатади (169-бетдаги сноскага царанг).

1
б) f  (х) 1

у = =  =  ( !+ д :)  2 . Бу ерда (81)

формулага кура |* |  <  1 учун уринли булган цуйидаги ёйилмани *о- 
сил цнламиз:

1______  =  j _  1-х , 1-Зх»
У Т + Т  2-11 ‘ 2г-2!

1-3-5 ,------ -X3

... + ■Хп +  . . . (83)

2s.31
(— 1)п 1-3-5 . . .  (2я — 1)

2" л1
(83) ёйилма х =  1 учун хам уринли эканини курсаткш мумкин 

(169-бетдаги снсскага каранг).
в) /  (*) — О +  х)6. Бу ерда т  =  5. (81) формулами цулланнб, сод

далаштиришлардан сунг цуйидаги ёйилмани хссил киламиз:

(1 +  *)» =  1 +  5л: +  10 х* + 1 0  *» +  5** +  л*

у =  In X функцияни дорожали цаторга ёйиш. In х  функция х = 0  
да аннцланмаган, шунинг учун уни х  нинг даражалари буйича каторга, 
яъни Маклсрен цаторига ёйиш мумкин эмас.

у — \пх  функцияни х — 1 нинг даражалари буйича ^аторга ёямиз. 
^осилаларни топамиз:

Г ( * ) = —  =  л " 1, Г  (х) =  -  1 -дГ*. Г  (х) =  1 • 2 х~3,X
.  Г ( Х )  —  1 .2 .3 * -* .............(х) =  ( -  I ) ' - 1 ( п -  1)1 л -" , . . . .

х*=1 да цуйидагига эгамиз: /(1) =  In 1 = 0 ,  / '(1 )  =  1, /"(1) =  — 1,

Г О ) - 2 1 ,  / ,v (l) =  — 3!, , Г ', (1) =  ( - 1 ) я_1) ( п -  1)!....
(65) формула буйича In* нинг Тейлор цаторини топамиз:

X—  1 _  (х — 1р , 21 (х — п» _  31 (х — I)4
П 21 31 41

. . ? + 1 = х Я = 1 я
л!

ёки соддалаштиришлардан сунг:
X — 1 _  ( х — 1)* , (х — 1)» __ ( х — 1)« , , ( — О »-» ( х — р«

1 2 ^ 3  4 ‘ ‘ „
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Даламбер алэматини татбиц цилнб па цаторни я^инлашнш интер- 
ваЛи охнрларида текшнриб, унннг * нинг 0 < * < 2  тенгсизликларни 
каноатлантирувчи барча ^нйматлари учун яцннлашишинн курамиз. х 
нинг я^инлашнш со^асига тегишли барча цийматлари учун Пгп/?„(*) —
п п-*оо
_-0 эканини курсатнш мумкин. ШУ сабаблн 0 <  х <  2 учун куйидаги 
ёйилма уринли:

( х - 1 ) »  (х — 1)» 
2 3

(— 1)П-1(Х — |)Я
п +  . . .

функцияни (65) ва (66) фэрмулалар буйича даражали цаторга ёйиш 
кСпинча косила ни топиш ва цолдиц .\адни текширншга оид узоцдан- 
узэк; ^исоблашлар билан боглицдир. Функцияни даражали цаторга 
ёйишдл бу ^ийинчилнклардан цутулншга имкон берадиган баъзн бнр 
усулларни курсатамиз. Даражали ^аторни унинг яцинлашиш интерва- 
лида .\адма- хад диффзренцналлаш мумкннлнгига асосланган бундам ус- 
уллардан бири билан у  — cos х функцияни ^аторга ёйишда танишган 
эдик.

Г е о м е т р и к  п р о г р е с с и я  ^ а д л а р и  и и г и н д и с и  ф о р м у -1
л а с и д а н  ф о н д а л а н н ш .  f  (х) =*-— j функцияни ^араймнз.
Куриш осонки, бу функция биринчи .\ади бирга тенг ва махражи q =  
=  — х булган геометрии прэгрессиянннг йириндисидир. Шунинг учун:

- L -  = \ - х  +  хг - х 3 +  . . .  +  ( -  1)я хп +  . . .  (84)
1 +  х

Бу ёйилма | * | <  1 учун уринлилир. /(* ) функцияни f(x) =  ( l - f  
-f  *)~1 куринишида ёзиш мумкинлигини эслатиб утамиз, бинобарин,
(84) биномннал цатордир ва уни (81) формула буйича [т =  — 1 да ^о- 
сил цилиш мумкин эдн.

£  р н и г а ц у й и ш у с у л и. Бу усулнинг мо.\ияти ^уйида келти- 
рилган мисоллардан куринади.

1-мисол. е~*г функцияни даражали ^аторга ёйинг,—х*
Е чил и ши.— х3 =  t деПмнз, у \олда е =  е‘. (78) формуладан) фойдаланиб, 

бу функция ёйилмасннн ёзамиз:
t , tn

е' =  1 +  И +  2! +  . . . +  п! +  • • •

Dy енилма : нинг оарча цииматлари уч/.i урин ЛИДПр* 
барча кийматлари учун уринли булган ушбу ёйилчага эгамиз:

X* . хг х*_ х^_
‘1 ТГ ~  2! 31 +  * - - +

(— 1)"х»я 
п\

2- мисол. У П Г

Е ч и л и ш и . ( =  — х1 деймнз. У %элдя

функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг.

■0 +  01/1  — х* V r + 7
(83) формулани татбиц килиб, — 1 <  t <  1 интервал учун уринли булган ушбу 
енилмани доснл Циламиз:
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I
V T T 7

i — L L + ± l i i
2-1! r  22-2l

Ь З-5/*  , . ( - 1 ) "  1 .3 -5 . . .  (2n — П/'*
+  • ' • +  ¥ 7 i-----------+2s -3!

+  • • •
Бу ёйилмада t нинг урннга — хг ни куйнб, х ьинг — 1 <  х < 1 ннтервалдагн 

сарча ципматлари учун уринли Султан ушСу ёйилмани косил ^иламиз:
1 н-V l - x *

3- мисол.

2-1! +  22-21 +  ' 2>-3! 2я л!
1

1+ * :
Е ч и л и ш и. t =  х2 деб, 

бича топамиэ:
1

1-И
1 —/ + / 2 _ , Э  +  . . .  -----

1 + t функцияни (84) формула буйича даражали каторга ёямиз:

_ _  = 1 - /  +  < * - / * + . . . + ( _ 1 ) я/я + . . . .

Бу цатор t нинг — 1 < <  <  1 шпервалдаги барча кийматлари учун якинлашади. Як,ин- 
лашиш интервалида даражали катсрни хядма-хад‘ шпеграллаш мумкин булганидаи 

х | <  1 учун куйидагига эгамнз:
X X

l n ( l - f  х ) =  j 7 ^ 7 =  I (1 — t +  p —  / * + . . .  +  (— 1)"tn +  . . .  ) dt>

Шундай Чили б, аггр — 1 с х  <  1 б^лса, у холда

In ( 1 + х )  =  х -  —  +  у -  . ■
(_  1)я-»*л 

+ ------- л-------- +  -

■

функцияни х  нинг даражалари буйича ёйинг.

1 1
=  7 + 7  "И *0СИЛ КилаМН3- (84) Ф°РмУла бу-

БУ ёйилмада t нинг Урьига х2 ни кУйиб, — 1 < х < 1  [интервал учун уринли бу-л-

fT ^ T  =  1- JC* +  *4--* * +  • • • + < -  1)" * * * + ...
ёйилмани чосил килами?.

И н т е г р а л л а ш  у с у л н б и л а н д а р а ж а л и  к а т о р г а  ёйиш . 
Усулнинг мо.хиятн цуйндагича. f  (х) функциянинг хосиласи учун да
ражали цатор маълум булсин. У холда кат ори и хадма+ад интеграл- 
лаб, /(*) функциянинг каторга ёйилмасини хосил киламиз.

4 - мисол. In (1 + х )  функцияни х  нинг даражалари буйича каторга ёйинг.
X

Е ч и л и ш и. Куьидаги айниятни цараймиз: In (1 +  х) =  I  — . Интеграл ос-
J t *1* 1

|х /2 |х (3 |х
|о 2 |о+ ‘з_ !о

t* lx
- т [ + -

( _ 1 ) Я/Я+1 |х
■ ' +  п +  1 |о+ “ -

— - i i  —о +  Q
X*

— Г + ”
. ( - 1 ) ЯХЯ+1 .

. +  _ , , Т  • • «

Бу тенглик х — 1 учун хам тутрилигини курсатши мумкин.
5- мисол. arctg х  функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг. 
Е чи л и ш и . Куйидаги айниятни чараймиз:

arctg х ■■
J  1 +  <3

1 — f t 4 —<• +  *•---------

Интеграл остидаги функцияни
_ J__
1+<* “

форму ладан фойдаланиб, даражали каторга ёямиз (3 -мисолга каранг). Бу катер t 
нинг — 1 <  t <  1 тенгсизликларни каноатлантирувчи барча кийматлари учун якин- 
лашади. Демак.

х х * ^  х

arctgx =  j  (1 — Н- — <e +  - • - ) =-- / 1 — —  I +

о 0

X1 , Xs X7

!X ~ T +  5 “  7 + ” *

Бу ёйилма x нинг — 1 <  х < 1  интервалдаги барча кийматлари учун тугридир. 
Бирок, у интервалнинг охирларида хам Уринли эканинн курсатиш мумкин.

Шундай килиб, (— 1, 1] сегментга тегишли булган барча х лар учун куйидаги 
тенглик Уринлидир:

arctg х  <
х» х» , ( - ! ) " - >  х»я- т
3 +  5 +  2/1— 1 + "

*

4-§. КАТОРЛАРНИНГ ТАКРИБИЙ ХИСОБЛАШЛАРГА т а т б и к и

Сонли ва функционал каторлар такрибий хисоблашларда кенг кулла- 
ниладн. Бу татбтуларнинг баъзи энг мухимларини келтнрамнз.

1. Функцияларнннг кийматларинн к370?-13? ёрдамида хисоблаш. 
Функциянинг х  =  х0 даги к,™матини берилган даражадаги аникликда 
Кисоблаш талаб к,илинаётган булсии. Берилган функцияни ]а— R, 
о -f- интервалда

f(x) = а 0 +  а1( х - а ) + -------- h а „ (х  — а)п +  • • •

даражали каторга ёйиш мумкин еэ х = х0 нуцта мазкур интервалга 
тегишли булсин. У .\олда

f ( x 0) •=a9 +  a1{x0— o)-\-a2(x%~ a)t -\-------*+ °п (х0 ~  о)п Н--------•

Етарли сондаги дастлабки хадларни слиб, куьидаги такрибий тенг- 
ликка эга буламнз:
/  (*о) ~  (*„) =  с0 +  Oj (х0 - а )  +  о2(х0 —  а )Ч --------- h ап (х0 -  а)п.

Бу тенглик нинг аниклиги п  ортиши билан оша боради. Бу такрн- 
бил тенгликнинг абсолют хатолиги, яъни I/ (-*-0) — S„ (х0)| катоР К°л- 
диишинг модулига тенг:
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I /  (•*■(>) — Sn (Xo) I — I Гп(Хо) I*
бу ерда

rn (x0) =  a„+ 1 (Xq — a)"+‘ +  an+2 (x0 — a)n~2 +  • • • .
/  (*o) функциянинг цинматини e >  0 аннклик бнлан н̂собламо̂ чи 

булсак, шундай п та дастлабки хадлар йнгиндисини олишимиз кераккн,
| f  (х0) — s n (хо) I =  Vn (*о) | <  е

булсин.
Катор цолдирини ба.уолаш усуллари билан 1- §, 7- пунктда танишган 

эдик.
Цатор холднгини бауолашнинг яна бир усули — Тейлор (ёки Мак- 

лорен) а̂торининг цолдих >̂ ади ёрдамида ба.узлаш усулини келтира- 
мкз.

Маълумки, агар функция даражали цаторга ёйилган булса, бу 
хатор Тейлор ёки Маклорен хатори буладн (3-§, 4-пунктга" харанг). 
Бу холда абсолют хатолик, яънн | / (х0) — Sn(х0)| айирма Тейлор 
(ёки Маклорен) цаторннинг холдих а̂ди модулиги тенг.
Шундай цилиб,

\1Ы-  S . (х.)I -  |Л.(дг.) I - („,  _  „)“+'|
I (Я 4- 1)1 J.

бу ерда с сон а ва х0 орасида жойлашган. >̂ ар бир конкрет о̂лга 
Хараб хатор цолдигини бохолашнинг у ёки бу усули хулланиладн.

1- мисол. е сонини 0,001 гача анихлик билан хисобланг.
Е ч и л и ш и . Маълумки, хар кандай х  учуй (78) ёйилма урннлидир:

ex s ■ 1 + * + —  +  - £  + . . . + J H  +
21

х  =  1 да хунидагига эгамиз: 

е 1 +  1 +  — + — + . . . + - L + .2! 3! „I т
Дастлабки п +  1 та ^адни олиб 

е i + n - ^ - + - L  +  . . . + - L
21 3! л!

такрибии тенгликни хосил хиламиз.
*' Яцинлашиш хатолигини Маклорен хаторининг холдих ХаДи ёрдамида бахола
миз. /(п+ 1) (х) =  е* булгани учуй Rn (х)

орасида ётади. х =1  да:

*п<1) =

(п+1)!
*"-И , бу ерда с сон 0 ва

ес -  . 1»+1
( « + 1)! (я + 1)1*

0 < с <  I.

ес < е 1< 3 *  эканини аътиборга олиб (V боб, 1-§, 8- пунктга каранг), R n ( l ) <
< -----—  ни хосил хиламиз.

( я + 1)!
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Агар п =  5 б$лса, у холда — —  =  —  = — > 0,001, агар 
(5-f-l)! 61 240

1 -< 0 ,0 0 1 . Шу сабабли талаб хилинган анихлик(6 + ] ) )  1б80 
учун п =  6 деб олиш етарлиднр.

Шундай хилиб, 0,001 гача гнихлик билан хуйидагнга эгамиз:

е «  1 4-1 4-—  +  —  
21 31

- + J - + - L + J U
41 51 6 !

Виз йул хуйган хатоликка яна кушилувчиларни яхлитлашда хилинадиган хатолик 
Хам хушилмаслнги учун хар бир хушилувчини битта хушимча хона билан ёзиб чи- 
камиз:
е 1,0000 4- 1,0000 4- 0,5000 4-0,1667 4- 0,0417 4- 0,0083 4-0,0014 =  2,718).
Демак, 0,001 гача анихлик билш: е = 2 ,718 .

2- мисол. sin 18° ни 0,0001 1ача анихлик билан хисобланг.
Е ч и л и ш и . sinx учун х нинг барча хнйматлар!иа уринли булган (79) ёйилмага эгамиз:

. х* , х* , (—I)"-1 х 2я-1sin х  =  х --------- 4--------- — . . .  4-1— -----------------
31 51 (2л — 1)1

4------

18э ни раднанларга утказнб, х — л /10 ни хосил хиламиз. Демак,

sin 18° =  sin —  =  — __ л * 4- л5 __
10 ~  10 3! 10* 5! 10*

Бу хатор ишоралари алмашинувчидир, унинг хадларн абсолют киймати буйича 
камаяди ва умумин хадн нолга интилади. Шунинг учун хаторнннг холдиги биринчи

->0,0001ташлаб юборилган хадданкатта С^лмайди (1- §, 7- пунктга харанг).

. < 0,0001 булгани учун 0,0001 гача анихлик билан

л3
31 10*

51 10*

sin 18° « - 5 -------
10

л*
31 10*

ни хосил хиламиз. Барча хисоблашларнн л «3 ,14159 деб битта хушимча хона раха- 
ыи олиб бажарамиз. л* =  31,00624 булгани учун

l 1'0062?- =  0.31416 — 0,00517 =  0,30899.
6000sin 18° =

бажарамиз.
31,14159

10

к

Шундай хилиб, sin 18J »  о,3090.
2. Интегралларн» тахрибий хисоблаш. Усул мохиятини мисоллар 

ёрдамида тушунтирамиз.
1- мисол. е ~ X‘dx аних нвтегрални 0,001 гача анихлик билан хисобланг. 

о
Е ч и л и ш и . Бу интегрални Х;,с°блаш учун I iьютон —Лейбниц формуласини 

татбнх хила олмаймиз, чунки е -* г нинг Сошлангнч функцияси мавжуд булса-да, бирох 
элементар функцнялар орха-11* нфодаланмайди. Шунинг учун интеграл остидаги е—** 
функщ!яни даражали хаторга Сямиз (3- §, 3 - пункт, 1-мисолга харанг):

е—хг =  1——— 4- —-— JL - + . . . .
II 21 3!

Бу хатор бутун сон ‘ кида яхинллшади. Демак, уни исталгаи сегментда хусу- 
сан, [0,1/3] сегментда хадма-хад интеграллаш мумкин
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*/. / X*
1

—  X*
•/. Щунннг учун

J0 е dx =  ( 1
о \ ~  1!

+  ** 
21

J L -  +  . . . dx =  X 
31 )

3 ___ - -
о 3.11 +

0 dx =  Г 1 — L  +  - L  —
X® | ‘Л X» 1 V.

4- . . =  1 1 +  1 1 . . .
J * 1

, 1
3 -3 ! 5-5! 7-

5-21 1 о 7-3! 1 0 3 3-113® 5-213* 7-313* 1 1
Изланаётган интеграл ишораларн алмашинувчи ^атор йитндисига тенг. Сунгра

1
5-2! 3»

— —̂ <  0.001. ----!—
2430 3-1! 3®

>0,001.
81

бчлгани учун ишораларн алмашинувчи каТор булганда хатоликни хнсоблаш хондаси- 
га асосан (1-§, 7- пункт к;аранг) 0,001 гача аницлик билан цуйидагига эгамиз:

./. I 1
f е d x » —  — — -  * 0 ,3 3 3 3  -  0,0123 =  0,3210.
о 3 о*33

*/• -* • . „
Шундай килиб, j  е dx »  0,321. 

о
е~х‘ функциянинг F (х) бошлангич функцияси элементар функция эмаслигини цайд 

циламиз. Уни дара жал и катор йшиндиси куринишда досил цилиш осон. Бунинг уч
ун е~»-** учун олинган цаторни 0 дан х  гача оралн^да интеграллаймиз:

х» ,F(x) =  x -  ** + - * -
3 -1 !  5-2!

га тенг: F' (х) =  е
7-3!

-X*Бу функциянинг ^осиласи е
2-мисол. J dx интеграл ни 0,001 гача аницлик билан ^исобланг.

0.5 х
*3  x s

Е ч и л и ш и . sin х=  х ------------ г ------— • • • .  бчлгани учун бу тенглнкнинг
3! 5!

иккала цисмнни хадма-дад х  га булиб, цуйидагн ёйилмани ^осил Хнламиз:

3! 5!
Бу тенглнкнинг иккала цнсминн интеграллаймиз: 

1 1

0.5 0.5

 ̂ dx =  X

1

— Х*
А 3! 51 ) 0.5 3-31 1

+

+  5-51 (05 ( '  2 ) (з-З! ,3-312® ) +  ^5-51 5-512®)
Косил кнлинган бу уторки Лейбниц теоремасм (1-§, б-пунктга царанг) шарт- 

ларини ^аноатлантирувчи ушбу иккита яцинлашувчн ишораларн алмашинувчи кат°РлаР 
анирмаси сифатида цараш" мумкин:

1 — —— +  — ----- — —
3-31 5-51 7-7!

+

+  ---------- L  +
3-312* 5-512* 7-712»

(*)

С*)
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Бирок Лейбниц аломати буйича ишораларн алмашинувчи якинлэшувчи ^аторда 
католик ташлаб юборнлган ^адлардан бнринчисининг мод/лидзн катга була олмас-
лнги ва .. < 0 ,0 0 0 5  [ (•) цатор учун], ---- !— < 0 ,0005  цатор учун].

7-71 
бчлгани учун: 

1

5-512®

Г *1Л£ dx ж Г 1--—  +  J — 1 • Г J ______—!-----1 ж 0,4530.
. ' л  L 3 -3 ! 5-5! J [ 2 3-312* J
0.5

1
Шундай цнлиб, 0,001 гача аниклик билан | iiH-I dx =  0,453 га эгамиз, чун-

о,5 Х
ки та!фибий сонларнн айиришда абсолют хатолар цушилади (IX боб, 4 -§ . 3 - пунктга
Каранг).

5 -§ . КОМПЛЕКС УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ 
*АКИДА ТУШУНЧА. КОМПЛЕКС СОХАДАГИ ДАРАЖАЛИ К(АТОРЛАР

1. Комплекс узгдрузчинянг функцияси х' хадз тушунча. VII бэбда 
комплекс сон тушунчасн кирнтилган эди. Энди комплекс узгарувчи- 
нинг функцияси тушунчасини киритамиз.

г =  х  -f- yi комплекс сэнлар дуплами G ни ва и  =  и -}- vi комплекс 
сонлар дуплами Г ни караймиз.

Комплекс узгарувчининг функцияси деб \ар бир z£G  комплекс 
сонга бир ёкн бир нечтаьубГкнйматнимосхуяднганкондага айдилади. 
G дуплам функциянинг ачи^ланиш. cojfacu, z эркли узгарувчи, w эрк- 
сиз (боглиц) рзгарувчи ёкн мослик коидасининг узини хам функция 
дейнлади. Геометрик нухтаи назардан функциянинг аникланиш сохаси 
комплекс текислик нукгаларикинг бнрэр тупламидан ибэратдир.

Комплекс узгарувчининг функцияси узгарувчининг функ
цияси каби белгиланади: w=f{z).

Келгусида фа^ат бир х и й 1̂ а т ли ф у н к ц и я л а р н и н г  яънн 
гСбнинг хар бир цийматига ш б Г н и н г  я г о н а  х и й м а т и  мос  к е -  
ладиг ан  ф у н к ц и я  л а р и и  цараймиз.

Куйидаги купхад комплекс Узгарувчининг функцияснга мнсол 
була олади:

w =  а0гп +  а1гП- 1 +  . Д-Ь а„ -г г +  а„,

бу ерда п натурал сон, а0, alt . . .  ап—комплекс сонлар.
Бу функция г нинг бзрча цийматлари учун, ёкн бэццача айтган- 

да, бутун комплекс текиаликда аннхланган.

.
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Иккита куп.уаднннг нисбатидан иборат булган функция рационал ■
функция дейилади. Масалан, w =  5г ~~6г— - рационал функцияднр.

2 z* 3  z  —  2
Комплекс узгарувчиннг функцияси учуй лимит, узлуксизлик ва 

хоснла тушунчалари оддий функция ^олидагидек аникланади.
Дастлаб комплекс текислик нуктасининг атрофи тушунчасинн кири- 

тамиз: г0 нуктанинг б атрсфи деб маркази г0 нуктда еэ радиуси б бул
ган донранинг ичига антилади.

Агар .yap кандай ыусбат е сен олинганда хам, г0 нуктанинг шун. 
дай б атрофи мавжуд булсаки, комплекс текисликнинг бу атрефда 
ётувчи барча (z0 нуцта бунга кирмаслигн мумкин) z нукталарн учун 
|f(z) — с\ <. е тенгензлнк бажарилса, с = а  -\- ib комплекс ссн w =  f(z) 
функциянинг z —*■ z0 даги лимиты дейилади.

Функция лимнти ^уйидагича белгиланадн:

Нш/ (г) — с.
*-*2,

Агар lirn /  (г) =  / (г0) тенглнк уринлн булса, ш =  /(г) функция?» 
нуктада узлуксиз дейилади.

Берилган нуктада узлуксиз булган бир нечта функциянинг йипш- 
диси ва купайтмасн хам бу нуктада узлуксиз функция булишинн кур- 
сатиш мумкин. Агар иккита узлуксиз функциянинг булинмасида мах 
раж берилган нуктада нолга тенг булмаса, бу нисбат хам узлуксиз 
функция буладн.

Комплекс узгарувчининг w = f  (z) функцняеининг .уосиласи хауи- 
кий узгарувчи функцняеининг уссиласи кабн аникланади, яънн функ
ция срттнрмасининг эркли узгарувчи орттнрмаенга ннсбатининг эрклн 
узгарувчи орттнрмаси нолга интилгандаги лимити каби аникланади:

ю' =  г  (г) =  Нш К г +  А I . 
д*-о  Дг

Мисол. ю — f  (г) =  гп функциянинг уссиласнни топннг.
Е ч и л и ш и . Куйндагига эгамнз: /  (г +  Дг) =  (г +  Дг)я Ныстон бином» фор- 

муласшш татбиу этиб топамиз:

Цг + Дг)=(г +  Дг)я=  гп - f n г"-» Дг + - 1 (гг ~  'Ь '1- 2 ( Д г)2+  . . .  +  (Дг)я.
2 !

Функция орттнрмасшш топамиз:

Д tf =  /  (г +  Д г) — /  (г) =  гя +  п гя->  Дг (п. ~ 1± - г '!-»  (Д г)* +  . . .  +  (Дг)я j —

— гя =  Дг +  '.I гя- 2 ( Дг)* 4- • • +  (Дг)я.
2!

Демак,

,Д *  ,• "-’я- 1Дг + ^ ^ ^ р 1 гя-М Д г)*+ ... +  (Дгя)
/ '  (i)= (lim ) _  =  Пш. 21Дг-»0 Д г Дг-»0~ Дг
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=  l imf  п гя-> +  Л А ? ~ . 1) г " - 2 Дг +  . . .  +  (Дг)'1 -  > ] =  лгя-» .
Д*-о  L 21 J

Шундай уилиб,
(гя) '= л г я-1.

[ узгарувчининг функциялари учун келтириб чнкарнлган
Ариндини, купантмани вабулин.мани днфференциаллаш коидалари ком
плекс узгарувчининг функциялари учун х;ам уринлн булишини курса- 

‘.тиш мумкин.
; 2. Комплекс уадли сонли цаторлар. Хадлари zn =  хп +  iyn комплекс

lCOH.iap булган zlt z ,.........z„ , . . .  кетма- кетликни цараймиз. Мазкур
уол учун кетма- кетликнннг лимнти тушунчасинн умумлаштнрамнз.
; Агар хар кандай мусбат е сон олинганда хам, шундай натурал N 
сон топнлеакн, барча натурал п >  N сонлар учун \гп — с |< е  тенгенз- 
лик бажарилса, с — a -\-ib комплекс сон {z„) кетма- кетликнинг ли
мит:! дейилади.
z„— с =  (хп +  iy„) — (а +Ы) =  (хп -  a) - f t  (уп -  Ь) булгани учун 
|2я - с | = |  (xn - a )  +  i (уп -  6) | =  у ( Хп _  а)1 +  (уп - Ь ) г < е .
Биро)  ̂ у  (Хп _  а)г +  (уп -  Ь)2 ифода (хп ; у„) ва (а; Ь) нуцталар,
яъни г„ ва с нуцталар орасидаги масофага тенг; демак, агар с сон 
jz„} кетма-кетликнннг лимити булса, у холда п усиши билан гп нуь̂ - 
талар с нуцтага чексиз яцинлашади.

Хадлари комплекс сонлардан иборат
z i -Ь га +  — + 2я+--- (85)

^атор берилган булсин, бу ерда z„ =  х„ +  iyn. Агар цатор хусусий йи- 
гандиси Sn =  zx +  г2 +  . . .  - f  г„ нинг п-*-оо да лимити мавжуд бул
са, (85) катар яцинлашувчи, S =  lim S„ лимит эсаунинг йигиндиси

П—+оо
дейилади; агар бу хусусий йигинди лимитга эга булмаса, ^атор узоц- 
лашувчи дейилади.

Куйидаги теорема уринлн булиб, биз уни нсботсиз келтирамиз. 

Теорема. Комплекс х1адли цатор берилган булсин:
21 +  2* +  • • • +  2„ -Г • • •

У хрлда берилган цатор \адларининг модулларидан тузилган
|Zl' + l 22l +  . . .  +  |2„| +  . . .

цатор якинлашеа, берилган катор щ и  якинлашади.
Агар комплекс ^адлп катор берилган булиб, унинг хадлари мо- 

дулларндан тузилган кат0Р якинлашувчи булса, берилган к атоР 
абсолют якинлашувчи дейилади. Комплекс ^адли абсолют якинлашувчи 
Каторлар хадлари .уакикин сонлардан иборат абсолют якинлашувчи ка* 
торларга эга булган хоссаларга эгадир.

3. Комплекс соз^ада даражали кат°рлар.
Ушбу

, +  axz +  а,г'- +  . . .  +  anzn +
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даражали катор берилган булсин, бу ерда z = х +  iy ва а0, а1..........
коэффицнентлар комплекс ёкн ха^иьрш сонлар. ^аци^ий сонлар соха- 
сида даражали цаторлар учун ^илинганига ухшаш цуйидагиларнц 
аницлаш мумкин.

1. >̂ ар бир даражали цатор учун, умуман айтганда, шундай
сон мавжудки, барча |z |< / ?  учун даражали ^атор я^инлашади, | г | > ^  
учун эса узоцлашади. Комплекс текисликнинг jz\ С  R  шартни цаноат- 
лантирадиган z — х +  iy нуцталари радиуси R  ва ыаркази координа- 
талар бошида булган дойра ичида ётади*. Бу дойра даражали цатор- 
нинг якинлашиш доираси, унинг радиуси R  эса яцинлашиш радиуси 
дейилади. Якинлашиш доирасининг ташкарисида, яъни \z\>R  буладнган 
нуцталарда даражали цатор узоцлашади. Якинлашиш доирасининг 
чегарасида, яъни |z| =  R нуцталарда конкрет холларга цараб катор 
яцинлашувчи ёки узоцлашувчи булиши мумкин.

И зо ^ . Агар даражали цатор фацат z =  0 ну^тада якинлашса, 
унинг якинлашиш радиуси нолга тенг деб хиссбланади: R — 0.

Агар даражали ^атор г нинг хам.ма цинматларида, яъни комплекс 
узгарувчининг бутун текислигида якинлашса, у ^олда каторнннг 
якинлашиш радиусини чексизликка тенг деб .^исобланади: R  =  оо.

2. Якинлашиш доирасининг ичида даражали катор хадларн ха^и- 
ций сонлар булган цаторлар эга булган барча хоссаларга эга булади, 
яъни якинлашиш доирасининг ичида даражали ^атор абсолют яь̂ ин- 
лашади ва унинг йигиндиси S(z)  комплекс узгарувчининг узлуксиз 
функцияси булади, даражали цаторни якинлашиш доираси ичида 
^адма-хад дифференциаллаш мумкин, бунда -\осил цилинган цатор- 
нинг якинлашиш радиуси дастлабкн цаторнинг якинлашиш радиуси- 
га тенг булади. Бу тасди^ларни биз нсботламаймиз.

Бирор якинлашиш доирасида даражали цаторнинг йигиндиси сифа- 
тнда ифодаланнши мумкин булган комплекс узгарувчилн функция 
бу якинлашиш доирасида аналитик функция дейилади,

Якинлашиш донрасини Даламбер аломатн ёрдамида топиш мум
кин.

Мисол тарицасида

1 + г
7Т (86)

цаторнинг якинлашиш сохасини топа.мнз.
Берилган ^атор ^адларининг модулларидан тузилган ушбу цатор- 

ни цараймиз:

1 + ± L
1! +  • • • + JfT

л1
+

Бу мусбат ишоради цатордир: J E , ».+, -  Z j j i ! ;

l im ^ ± ! - l lmrj£C±!:J211 _ И 1 ,т  J L -И -О -О .
П-»оо и п  Л-»оо 1)! Я! | Л-»ооЯ+1

(87)

* Бу |г| нинг г нуцтадан коордиваталар бошигача масофа сифатидаги таърифи- 
дан келиб чицади (VII боб, 3- §, 1- пунктга каранг).

180

Шундай цилнб, исталган z учун Нш 1 =  0 <  1- Бинобарнн,
Л-» во Ч п

(87) г^атор комплекс Узгарувчининг бутун текислигида яцинлашади; 
бироц у ^олда 2-пунктдаги теоремага кура (86) цатор хам комплекс 
узгарувчининг бутун текислигида яцинлашади, шу билан бирга аб
солют яцинлашади.

Курсаткичли ва тригонсметрнк функциялар тушунчаларини ком
плекс сохадагн даражали цаторлар ёрдамида комплекс узгарувчи б>л- 
ган \ол  учун умумлаштирамиз.

Бизга маълумки, х нинг исталган хациций цнйматиучун куиидаги 
(78) ёйилма уринлидир:

ех =  1 + и • + _fL
21

х п 
л I

+  ..■

(78) каторда х  хаци^ий узгарувчини z комплекс узгарувчи билан 
алмаштиришдан *осил булган ушбу цаторни царайлик:

Биз ^озиргина бу катор комплекс узгарувчининг бутун текислиги
да яцинлашишини ва бинсбарнн, унинг йигиндиси аналитик функция 
булишнни еэ у z нинг ^£1(икий кш.матларида (яъни z *= х  да) е* би

лан бир хил (е* нинг узи) булишнни курсатдик. Бу ^аторнинг йигин- 
дисинн комплекс узгарувчи булган кол учун ю^оридагндек ех оркали 
белгилаймиз. Демак, таърифга кура

\  e'  =  1 + i r + ~ l r + ~ i r + - - -  +  т
Иккита исталган zx ва z2 комплекс сонлар учун e*,JrU =  ег'-ег‘ 

тенглик уринли булишнни курсатиш мумкин.
(88) каторни хадма - хад дифференцналлаб, топамнз:

.п-I  т г*1 2г Зг»
(«*)'= — 4 . ---------------- h
V '  11 ^  21 31 ‘

пг
я! 1 +  Т  +  ‘2Г +

1

+  - + Т Г  +
Буни (88) тенглик билан таэдсслаб, (е*У =  ни ^ссил 1(иламиз. Шун
дай 1(илиб, е* функция комплекс ссхада курсаткичли (^ункииянинг 
асосий хсссаларига эга булади. z нинг комплекс цийматлари учун 
sinz еэ ccs z ни ?(ам шунга ухшаш аниклаймиз:

sin z г8 г» ( _  i)n_I г2"-1
" i  (2я — 1)! «■” "1 Г Н' Tl ■ (89)

г8 г4 (-1)" г2п (90)1 - • • ' +  2л! + ' "
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Бу каторлар г нннг барча цийматлари учун абсолют яцинлашади. 
2 =  х, (х — хациций узгарувчн) да говорила аннцланган функциялар 
хающий узгарувчининг мос равишда sin х  ва cos х функцняларн билан 
бнр хил булади.

(89) ва (90) муносабатлардан бевосита sin (— 2) =  — sin 2, 
cos (— 2) =  cos 2 экани куринади.

(89) ва (90) цаторларни хадма-хад дифференциаллаб, (sin г)' =  cos г, 
(cos 2)' =  — sin г эканини топамиз.
ег курсаткичли функция билан sin 2 ва cos г тригонометрии функция
лар орасида содда богланнш мавжуд. z = i t  булсин, бу ерда t — 
комплекс сон. z — i t  ни (88) цаторга цуямнз, у ^олда

« . («)* . (ft)*
3!* +  И +  2! 1 + (ft)* , (ft)* . («)«

41 +  "5Г  +  "бГ +  * ‘ ‘ *
Маълумки, I* =  — 1, I* =  J* • I =  — i, i* =  t*-t2 =  (— 1) (— 1) =  1 ва 

к.
Шунинг учун

е 1! 2! 3! ‘ 4! 5! 6! 71
(88) цатор 2 нинг исталган цийматида абсолют якннлашадн, демак, 

^ушнлувчиларнинг урни алмашишидан каторнинг йигиндиси узгармай- 
ди. Шунинг учун ^уйидагига эгамиз:

, « = ( 1 -  Л + Д - - Д . + .  . . ) + <  (( _ л + л _ Д - + . . . ) .
е 2! 4! 6! 3! 5! 71 '

Бироц t нннг исталган кийматида

2! 4! 6! 3! 5! 7!
муносабатлар уринли. Демак,

е“ — c o s /-f  i sin /, (91)
бу ерда t — исталган комплекс сон.

(91) тенгликда (н и  — t га алмаштнрнб, топамиз:
е~“ =  cos (— t) + i sin (— t) =  cos t — i sin t.

Шундай цилиб, исталган t комплекс сон учун цуйидагига эгамиз:
е“ == cosI +  i s in t, e~“ =  cost — i sinf. (92)

(92) фэрмулалар Эйлер* формулалари дейилади. Бу формулалар-
дан

sin(
21-

cos ( = 2
(93)

ни топиш осон.

•Л. Эйлер (1707 — 1783) буюк математик, механик ва физик. 
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з-н —
Мисол. е 2 ни топинг.

Е ч н л и ш и .  КУрсаткичли функция хоссгсига кура е3+‘ л/*= е3е' п'/* . Энди'е1п/*
я

ии дисоблаш учун Эйлер формуласшш t =  —у* да кУлланиб, куй и д а т  га эга 6J-- 

ламиз:
3-f I я/2 , I я/, . ( Я , . я \

е  —  е Ч  =  е3 I cos —  +  ( sin —  J  —  i e 3.

Пировардида, комплекс текисликда ег функция Т  =  2л i даврлн даврий функ
ция эканини кайд киламиз. КаК1Цатан дам,

е*+2л I . е2я I (да. 2я  i  s in 2л) = е*  .

6 -  §. ФУРЬЕ ЦАТОРЛАРИ

1. Даврий жараёнлар ва даврнй функциялар. Табнат ва техникада 
содир буладиган жуда куп жараёнлар маълум вацт оралишда такрср- 
ланиш хоссасига эгадир. Бундай жараёнлар даврий жараёнлар дейила
ди. Двигателда шатун ва поршеннинг харакатларн, электромагнит 
тебранишлар таркалиши билан боглик булган ходисалар ва купгнна 
\одисалардаврий жараёнларга мисол була олади. Даврий жараёнларни 
урганиш математикада даврнй функциялар билан тавсифланадн. Дав
рий функция таърифн I боб, 4- §, 8- пунктда келтнрилган.

sinx ва cos х энг содда даврий функцияларга мисол булади. Бу 
функцияларнинг даврн 2 л га тенг:

sin {х ±  2 л) =  sin х, cos (х ±  2 л) =  cos х.
sin со х ва cos со х функциялар ^ам даврий функциялардир, бирок, 

уларнииг даври Т =  2л/со га тенг. Хакнкатан хам, масалан,
sinj  ̂со (.V ±  =  s‘n (w-v d= 2л) =  sin сох.

Иккита даврнй функциянинг йипшднсн масалан, a s in o ^ x - f  
+&cosco2x куринишдаги функция умуман айтганда, энди даврнй бул- 
майди. Бирок, агар сох: соа нисбат рационал сон булса, у .чолда бу 
Б и н д и  даврий функция булишини исбот кнлиш мумкин.

Энг содда даврий жараён — гармоник тебраниш sin сох ва cos сох дав
рнй функциялар билан тавсифланадн. Анча мураккаб даврий жараён- 
лар sin сох ва cos сох куринншидаги чекли ёки чекснз сондаги цуши- 
лувчилардан тузил ган функциялар срцали тавсифланишинн цуйида кура-
Ш13.

Келгусида бизга зарур буладиган бнр нечта формулани келтира- 
миз.

р ва k бутун сонлар ^андай булишидан ^атъи назар, ^уйидагн 
тенгликлар уринлидир:

j  cospx-coskxdx 
—Я

агар р Фк  булса, 0; 
агар р = k булса, л.

Я
J

—я
s inpx ' s inkxdx  —

| агар р ф к  
(агар р =  к

булса, 0; 
булса, л.

(94)

(95)
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f sin px-coskx dx=0 ,
—Я

Л Я
 ̂ cos k x d x  =  Q, f sin k x  d x  =  0.

—Я -Я

Масалзн, (94) тенгликни текширайлнк. Бнзга маълум булган 

cos рх • cos kx =  e»0» +  *>* +  « » ( P - » ) «

формулэдзн фойдаланамиз. Дастлзб, р ф  k деЯлик. У .ряда

(96)

(97)

cos рх-  cos k x  dx  =  —  
2

sin (p 4- ft) X sin (p— A) X
=  0,

P +  k 1 p — k

чунки sin (p +  k) л  =  0, sin (p — k) л  =  0.
Агар p = k булса, у ^олда cos p x-cos k x  = cos* p x  =* l~ l~cos2px.
ва

? cos* p x  d x  =* f( 1 +  cos 2 px) dx =  _!_ [ x +  —  sin 2p x 1 " = л .
-я  2 - я  2 [ 2p
(95), (96) ва (97) тенглнклар кам худди шундай текширилади.

2. Фурье ^атори. К^уйидэги функционал ^аторнн цараймиз:
• у  +  в» cosx +  б! s inх +  а2 cos 2 х -{- 62 sin 2х +  . . ,  - f  cosпх -f-

+Ь„ sin пх +  . . .  (98)

Бу кагор тригонометрик катор дейилади. а0, alt bv аг, Ьй,
. . . ,  а„, Ь„,. . .  сонлар тригонометрик цаторнинг коэффициентлари 

дейилади. ^аторнинг озод -\ади келгусида .уосил буладиган формула-
лар бнр хил куринишда булиши учуй курииншида ёзилган. (98)
Катор купннча кУ-Чидаги ку-ринншда кам ёзилади:

- у  +  (ап cos пх +  Ьп sin пх).
Л = I

(99)

(99) тригояомзтрик ^аторнинг ^аддари умумил Г =» 2л даврга эта 
булгани учуй, каторнгнг йириндиси ^ам, агар у я^инлашса, 2л дзвр- 
га эга булган даврил функция б^ладн,

f  (х) Функция бу ^аторнинг йигиндисн булсин:

/  (*) =  — ■ +  (а„ cos пх - f  Ьп sin лх).
Л — I

(99')

Бундай \олда f  (*) функция тригонометрик каторга ёйилади дейи
лади. Бу кзгэрни д, л] сегментда (тугри) якинлашувчи дэб фзрзз 
киляб, унинг коэф^ицнэнтларини ^андал топишни курсатамиз.
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Сегментда тугри якинлашувчи цаторни бу сегмент да хадма-^ад 
интеграллаш мумкин (2- §, 2- пунктга царанг). Шунинг учуй:

я Я 00 Я я
\  f (*) dx =  j‘ J5l dx ( an | cos nx dx +  bn j  sin nx dx}.

n =» i —Я

Я я
Бирок ( cos nxdx  =  J sin nx d x = 0  ((97) га каранг], шунинг учун

—я —я
Куйидагига эгамиз:

Бу ердан

| /  ( x ) d x =  \ dx =  х
-Я —я

“•"Т Г  j /M ''* -

=  fln Л.

Энди k натурал сон булсин. ак коэффициентни топиш учун (99') 
Катор ни cos kx га хадма-.\ад купайтирамиз. Э̂ осил кнлинган

СО

/  (х) cos kx = ~  cos k х  +  ^  (ап cos пх cos kx -f  bn sin nx cos kx)
П =» l

Катор 2- §, 2- пунктдаги 5- теоремага кура [— я, л]_сегментда тугри 
маънода якинлашувчидир. У ни хадыа-кад интеграллаймиз:

Я  я во я

j  /(x)cos*x dx =  у  I cos kx dx +  ^  ( an j  cos nx cos kx dx 4-
— jx —я л в  l —я

+  ^sinnx cos kxdxj .  (100>
— Я Я

(97) формулага кура j cos kx dx =  0, (94) ва (96) тенгликларга кура
—Я

йигиндн белгиси остида п =  k булгандаги факат битта интеграл 
нолдан фарклидир:

Я

| cos2 kx dx =  л.
—Я

Шунинг учун (100) тенглик 
я

J / w  cos kxdx  =  акп
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курннишда ёзилади, бу  ердан:

ак =  — < \ f  (х) cos kx dx.
Л ! JJ —Я

Худди шунга ухшаш (99') тенгликнинг иккала цисмини sin kx га 
купантнрнб ва — л дан л  гача оралицда ннтеграллаб, (95), (96) ва 
(97) тенгликларга кура Ь„ коэффициентлар учун ь;уйидаги ифодани 
з^оснл ^иламиз:

 ̂ я

Ьк =  —  ) f  (х) sin kx dx.
Я «/—Я

Шундай цилиб, агар даврн 2 л булган даврий /  (х) функцчя [—л, 
л] сегментда тетри яцпнлашувчи (99) тригонометрнк ^аторнинг hhfhh- 
диси булса, бу цаторнннг коэффициентлар» цуйидаги формулалар 
буйича аницланадн:

Я Я

а0 =  —  I f (х) dx, а =  —  \ f  (a ) cos kx dx, я  t; m я  J—я —я

, f  (101)
Ьл — —-- J f  (х) sin kx dx.

Бу формулалар буйича исталган натурал k учун цаторнинг барча 
коэффициентларнни дртсоблаш мумкин. К,аторнипг бу формулалар буйи
ча аницланган коэффициентлари Эйлер — Фурье коэффициентлари (ёкн 
Фурье* коэффициентлари) дейилади.

Коэффициентлари (101) Эйлер— Фурье формулалари буйича аниц- 
ланадиган ушбу

00
|'а„ cos пх +  b„ sin n.vj

Л =  1

тригонометрнк цатор f  (х) функциянинг Фурье цатори дейилади.
Шундай цилиб. агар даврий f (х) функция тутри яцинлашувчи 

тригонометрии цаторнинг йигиндиси булса, бу цатор унинг Фурье ца- 
торн булади.

3. Фурье цаторининг яцинлашиши. (101) формулани келтнриб чи- 
каришда биз олдиндан f  (х) функция тутри яцинлашувчи (99) тригоно
метрии ^аторга ёйиладн деб фараз ^илган эдик. Агар бундай фараз 
цнлинмасдан f (х) функция учун (101) формулаларнинг унг томонла- 
ридаги барча интеграллар мавжуд деб олинса, у .\олда бу формула
лар буйича а0, ак ва Ьк коэф4дицнентларнн ^исоблаш мумкин ва бе- 
рилган функциянинг Фурье цаторидан нборат булган (99) тригономет
рии каторнн тузнш мумкин.‘

Шундай йул бнлан тузилган Фурье натори якинлашувчи буладими, 
агар у якинлашувчи булса, у ана шу ^аторнинг коэффициентларнни

^исоблаш учун фойдаланилган худди шу f (х) функцняга яцинлашади 
деб айта оламизми?

Даражали каторларни урганишда ана шундай саволга дуч келган 
I эдик.

Фурье каторпнннг берилгаи функцняга яцинлашиш хоссасига функ- 
I цияларнинг анча кенг сннфларн эга булишн маълум булди. Фурье 
X ^аторн яцинлашишининг етарлилик шартларн ва бннобарин, функция- 

ларнн Фурье каторига ёйнш имкониятн Дирихле* теоремаси ёрдамида 
берилади. Бу теоремани келтиришдан аввал иккита таъриф киритамиз.

Агар [/ (х) функция аникланган [а, Ь] сегментни чекли сондаги сег- 
ментчаларга булнш мумкин Сулсакн, уларнинг .\ар бирининг ичида бу 

£ функция фацат усадиган ёкн факат камаядиган, ёки узгар.мгс булса, 
В f ( x) функция бу сегментда булакли- монотон дейилади.

Энди бу булим учун асосий булган таърифни келтирамнз.
Агар f  (л) функция:
1) [а, Ь\ сегментда узлуксиз ёки унда чекли сондаги 1 тур** 

I  узили иi нуцталарига эга булса,
2) [о, 6] сегментда булакли - монотон булса, у  ,\олда /  (х) функ

ция [а, Ь] сегментда Дирихле шартларини каноатлантиради дейи
лади.

Энди /  (.v) функциянинг Фурье каторига ёйилишинннг етарлилик 
шартларини бераднган Дирихле теоремаснни ифодалаймиз.

Дирихле теоремаси. Дасри 2л булган даврий f  (а) функция истсл- 
ган сегментда Дирихле шартларини цаноатлантирсин. Бундай дол- 
да бу функцняга мос Фурье катори сон укининг барча нуцталари- 
да щинлашади. Бунда f (а) функциянинг ,\ар бир узлуксизлик нуц- 
тасида каторнинг S  (х) йиптдиси функциянинг шу нуктадаги кий- 
матигл гпенг булади. Функциянинг %ар бир узилши нуцтаси х0 да

! цатор йигиндиси функциянинг х —>-х0 даги чап ва унг лимит ций- 
матлирнинг у рта арифметик цийматига тенг, яъни

s  (xj =  4 [ lim f w  + lim f w ] . (102>
X- *X,  — 0 х - + х , + 0

Бу теореманинг исботинн келтирмаймиэ.
Мисол. Ушбу — л < а < л интсрвалда /  (а) =  х  формула бнлан 

берилган 2л даврли /(а) функция ни Фурье каторига ёйинг(66- чнзма).

• П. Дирихле ( 1805— 1839) — немнс математиги.
*• 1 тур узилиш нукт.сииннг таърнфини V боб, -- $, 1-пунктдан каРаиг-
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Ж- Фурье (1708— 1830) — француз математиги.
187



Е ч н л и ш и . Бу функция Дирихле шартларинн цаноатлантиради, 
демак, уни Фурье цаторига ёйиш мумкнн. (101) фэрмулалардан фойда- 
ланнб, Эйлер — Фурье коэффициентларини топамиз:

Я

- t J
1 х1

xdx -------- —
я  2

Я я я
1 с  1 Г х  sin kx  1 1 Г

а* ” Т  — J - Т  J  ——Я —я

= cos £л — cos(— foi)j = 0 ;

—я

1 cos kx

я я я
1 (* , 1 Г xcoskx I f

■>к =  —  J х sin kx ах =  —  -------- ------ +  _ _  J cos kx dx J =
—я —я

=  —  [ — -  cos&x — я  cos k-\------sinkx  1 = ------— cos k~ =
кл L k _ J k

2 ( - 1)* *.
k

2 ( - l )*

Шундай цилиб,

Демак, /  (x) функцнянннг Фурье ^атори цуйидаги куринишда бу- 
лади:

\  sinx sin2x , sin Зх sin 4х

1 1 "  2 + 3 4 +  . . . + (—1)п+* 
п

sin п х -{-.

f (х) функция Дирихле шартларини ^аноатлантиргани сабабли f (х) 
нннг исталган узлуксизлнк ну^тасида цатор йипшднси функция ций- 
матнга тенг. ±  (2п — 1) я  нуцталарда функция I тур узилишларга эга 
ва цатор йигиндиси нолга тенг (чап ва унг лимит цийматларининг ярим йи- 

— я  +  я
риндиси:---- -̂----= 0 ) . Бу бевосита (*) ^атордан х =  ±  (2л — 1) я  да

• ,\аскатан, к жуфт булгандз cos к л  =  1 ва к  тоц булганда cos к л  =  — 1; 
шунинг учун cos Ля =  (— 1) *деб ёзиш мумкин.

2(si„x-sie2*

Zsinx

67-расм

хам ^осил б > лади. 67- расмда функциянинг графигн ва (*) цаторнинг 
битта. иккита ва учта хадга эта булган хусусий йигиндилари тасвир- 
ланган. Расмдан йипшди хадларн сони орта бориши бнлан цатор хусусий 
йитиндиларинннг графиклари /  (х) функция графигнга я^инлаша бо
риши куриниб турибди.

Т1
(*) ёйилмадан фойдали натижа келтириб чицариш мумкин. х =  - у  

деб топамиз:
sin (я/2) sin я  sin (Зл/2) sin (4я/2)

1 + +

sin

+
№ )

еки

бу ердан
1 1  , ■—1 1

1 - T + - S - — • +  ( - * > 2п — 1 + -------- 4
4. Жуфт ва то^ функцияларнинг Фурье к,аторлари. Айрин холлар- 

да Фурье коэффициентларини хисоблаш учун фойдаланадиган (101) 
формулаларни соддалаштириш мумкин. Бу жуфт ва тоц функциялар учун хосдир (1- боб, 4-§. 8-пунктга ^аранг).

Жуфт ва то^ функцияларнинг бир нечта содда хоссаларини кел- 
тирамиз.

Г . Жуфт функциянинг жуфт функцияга ёки ток функциянинг 
тоц функцияга купайтмаси ж у ф т  функциядир.

Масалан, f  (*) ва ср (х) жуфт функциялар булсин. со (х) = f  (х) х  
Хф (х) функция ^ам жуфт эканини исбот килайлик.
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f (*)ва ф (дг) жуфт функциялар булганн учун f  (— .v) = f  (х) ва 
ф (— х) =  ф (х), бу ердан

® ( - * )  = /  ( -* ) -< Р  (-д г)  — / (дг)• ф (дс) =  со (дг),

ЯЫШ (о (х) — жуфт функция. 1° тасдицнинг иккннчи цксии хам
худди шундай исбот цилинади.

2°. Жуфт функциянинг тоц фунщияга купайтмаси тоц функ- 
циядир.

Бу хссса 1° хссса кабн исбот цилинади.
3°. Агар /  (дг) тоц функция булса, у цолда

j f ( x ) d x  =  2 г f  (X) dx. (103)
- а  0

Аник интегралнинг аддитивлик хоссасига кура куйидагича ёзнш 
мумкнн:

f f  (х) dx J  /  (х) dx - f  ]' /  (x) dx.
—a —a 0

Биринчи интегралда узгарувчини алмаштирамиз. х — — г деймиз, 
у холда dx =  — dz\агар х  =  0 булса, г =  0; агар х =  — а булса, z =з 
=  а. Шунинг учун

J /  (*) dx =  — Г / ( - 2) ck =  Г /  ( - 2) dz =  f f  (z) d2.
—e a 0 0

a a a a
Демак, ) /  (x) dx =  ( f (z) dz +  \ f  (x) dx =  2 )/(* ) dx, чунки аник ин те-

—а 0 0 0
грал ннтеграллаш узгарувчисннинг белгиланишига Соглиц эмас.

4°. Агар f (х) тоц функция булса, у %олда

\f(x )dx = 0. (104)

Бу хоссанинг исботи 3° хосса исботнга ухшаш.
Энди /(х) жуфт функцияаи Фурье цаторига ёаиш керак булсин. 

coskx жуфт функция, sin kx эса ток функция булгани учун f(x) coskx 
жуфт функция, f(x) sinfcx эса ток функция булади ( 1Э ва 2Э хос- 
салар). 3° ва 4° хоссаларга кура:

я я I
=  7  \ f ( * ) d x - l  f  f (x)dx,

J 0
Л Я

ак =  — \ { (дг) cos kxdx = — \ f  (дг) cos kxdx,
Л J  я J

—я 6
(105)

b„
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щунга кура жуфт функциянинг Фурье каторн куйидагича булади:
оо

f W = 7  +  y ]fl„co srtx .
л*»1

Агар т о к  ф у н к ц и я  ни Фурье кат0РиГа ^йиш талаб к11Линган 
б>глса, у холда 1° ва 2° хоссаларга кура f  (дг) cos kx купантма ток 
функция, f(x) sin kx эса жуфт функция булади. Шунинг учун

Ьк

°о =  йк

sin kx dx

=  0,

sin kx dx. (107)

Ток функциянинг Фурье ка >ори куйидаги куринишда булади:

f (х) =  V 1 bn sin пх. (108)

Шундай кнлнб, жуфт функция каррали ёйларнинг фацат коси- 
нуслари буйича. тоц функция эса каррали ёйларнинг факат синус- 
лари буйича цаторга ёйилади.

Мисол. Vmjy —л <  х ^  л интер вал да /  (х) =  |х| формула билан Серилган 2 я 
даврли { (х) фуакцияни Фурьг цаторига ёйинг (С8« раем).

_Еч пляши.  f (х) Жуфт функция, шунинг учун каторнинг коэффнцпентларини 
(105) формула бСйича топа'тЗ:

2_ ху 
л 2

“к =
п . ,п  я2 Г 2 Г*5'" И if . . . 1- f ’l j  sin kx dxj
О о о nk- ■ cos kx

я

о

Ьк 0.
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Шундай к,илиС, 

в0 =  я, в, =  — в4 =  О, а ь =  —
4

я .5 * " - '

fees* cos Зх , cos 5х ,

L i* + З1 1 5» 1

Oj =  О,

Бернлган /дг) функцияга no;  Фурье цатори цуйидагича б у лад и:
. cos(2п — 1)х 

"Г (2 я — 1)* +  " Т
Бернлган функция Дирихле теоремасинннг шартларини цаноатлан- 

тирадн, демак, цатор бутун сон уцида я^инлашади ва йигиндиси / ( х) 
функцнядан иборат булади.

5. Даври 2 / булган функцияларни Фурье цаторига ёйиш. Купин- 
ча, даврн 2 я  дан фар^ли булган функцияни тригонометрии цаторга 
ёйишга ту/ри келадн.

Бу ^ол осонгина юрорида урганилган уолга келтнриладн. Дирихле 
шартларини ихтиёрий сегментда цаноатлантирувчи /  (дг) функциянннг 
даври 21 булсин:

f ( x ± 2 l )  = f(x).

Ушбу z = — х  (109)

муносабат ёрдамида янги z узгарувчи киритамиз.

Ушбу «р ( * ) - / ( ! * )  (ПО)

функцияни к,араьмиз. (1С9) тенгликдан х  =  — г келиб чи^ади, шунингЯ
учуй ф (г) =  /(*). Энди ф (г) даври 2 л га тенг функция зканини к?р- 
сатамиз. Дарила тан, 110 тенгликка кура:

Ф(2 +  2 л) =  /[^-(2 +  2 я)] =  / [ ^ г  +  2 / ] = / ( * + 2 / ) .

/ ( х) функциянннг даври 21 булганн учуй

/(х  +  2 /)* = /(д с )-ф (г) .

Демак, ф (г +  2 л) =  ф (г).
Ф (г) учуй Фурье цаторини тузамнз:

оо
~  +  («* cos kz +  b„ sin kz),

i f f
(1П)

бу ердаги a9, ак, b„ коэффнциентлар Эйлер — Фурье формулалари 
буйича топилади. 1̂ уйидагига эгамиз:

И * » * -  - H v ' ) * -

г =  ~  х  алмаштириш бажарамиз. У холда dz =  у  dx, интеграллаш 
чегараларини мос равншда узгартнриб, топамнз:

I “‘ - г  H i* )* - т  l n x ) d x -—Я —I

Худдн шундай, цуйидагиларни хам топамиз:

1 п* я
а* =  — \ ф (г)со5 kzdz =  ^- | /^ — zjcoskzdz —

—Я —Я

=  7  ^ f ( x ) c o s ~ x - j d x  =ш± j*f(x)cosk- jx d x .

Я Я

&* =  7  f  ф (z) s in *гЛг — -L f f ^ z j s i n k z d z  =
—Я —*Я

/
=  -у j / ( x ) s in y x d x .

Шундай 1\илиб, даври 2 / булган /  (д:) функциянннг Эйлер — Фурье 
коэффициентлари цуйидаги формулалар буйича хисобланади:

» 1«0=7 j*/(•*)dx, ал = - f f ( x ) c o s ^ x d x ,
—I —i

i
bt =  7  j /  W  sin xdx.

(П2)

( 111) цаторда 2 ни — x  га алмаштнриб, /(дг) функция учун цатор- 
ни э^осил 1\нламиз:

(ИЗ)

1- мисол. Ушбу- 1  < * £ S  1 интсрвллда > (*) =  х — 1 формула билан бернлган 
г 2 Даврли функцияни Фурье цаторига еиинг. j  (х) функциянннг графит бЭ-оа-м- 
*■ Тасвирланган. v

Е чиш . Фурье коэффициентларинн (112) формулалар буйича / =  1 деб топамнз:

Оо — j‘( * - l)4 * . (* — 1)» 
2

2;

J 13—2950
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1
* sin k я xk n x  C s in k л x  s in k n x

T ~  ~  J  k n  ~  k n - l
1

1

1

cos k Я X

- 1  - I  
I

bt =  l ) s in * n x d jc =  fx s in A n x d x — IsinA flxdx:
- 1  - I  - 1
i l 1

- 1  - l

sink n x _ I + _Lj | cos* n  — co s(— А:я)! =  — :
^  k'-n* * « L J- 1

k n

Шундай килиб,

Хусусан,

2 (—1)*
в0 =  - 2, a* =  0, * * = -  кл

2 . 2 2_ b, =  —. b. = — — , Oj =  —51 1 л 1 2 я Зя
Берилган f  (х) функция учун Фурье цаторн 

JL  sin х  sin 2х t sin3x 
+  п[— ~ 2 4 3

„ I sin пх

х cos k n x  | Г c o sk n x  cosfenxj =  _ _ L l c0sfen +  e0S(— * я )]  +
■”  k n  I + J. k n  k n  |_ t k n \  J

2 (—1)*

куринишда булади.
Жуфт ва тоц функцияларнинг Ф урье коэффициентлари учун чи- 

царилган (105) ва (107) фэрмулалар 21 даврли функция учун цуйида- 
ги куринишга келади.

Жуфт функция учун
i ■  I

в* -  7  J  /  И  dx, a* =  7  | /  (х) co s-j xd x , b„ =  0,
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(114)

ток функция учун:

ао — ал =  0, bb = ± - ^ f ( x ) s m k-fxd x .  (115)
о

Бу х.олда (106) ва (108) Фурье цаторлари N.O; равншда
оо

u * ) = ‘i + Y w < * j *  о 'б )
П=1

(жуфт функция учун) ва
оо

1(х)— \ ] ь пй п ™ х  (117)
П—1

(ток функция учун) куринишда булади.
Пункт охирида нодаврий функцияни Фурье цаторига ёйиш масала- 

сини каРаб чицамиз. f ( x )  бутун сон уцида берилган нодаврий функ
ция булсин. Тригонометрии цаторнинг йигиндиси даврий функция 
булгани учун, равшанки, берилган нодаврий функциями Фурье цатори- 
га ёииб булмайди.

Бу функцияни — I C x ^ l  интервалда текширамиз ва йигиндиси 
шу функцияга тенг булган Фурье каторини куришга харакат киламиз.

Бунинг учун даври 21 булган ва интервалда циймати
f(x) функциянинг кийматн£а тенг булган ёрдамчи f(x ) функцияни 
Караймиз (70-раем). Агар f  (х) функция учун Дирихле теоремаси

i

Шартлари бажарилса, уни тегишли Фурье натори ёрдамида тасвирлаш 
мумкнн. — / <  х <  / интервалдаги бу ^атор функциянинг барча уз- 
луксизлнк нуцтадзрида {(х) — f  (х) йиишднга эга булади.

Баъзан фа^ат 0 <  х <  / интервалда берилган функция билан нш 
куришга тугри келади. Бундам холда биз функцияни бирор цонун 
буйича — /"<  x * s 0 интервалда давом эттиришимиз, сунгра уни бутун

J 195



I

соя укига 21 давр Пилам даврий давом эттиришимиз мумкин. Функ
циями 0 <  х <  / интервалдан — 1< .х <.0 ннтервалга ихтиёрий давом 
эттириш мумкин.

Купинча функцияни жуфт ёкн ток тарзда давом эттирилади.
Агар функция жуфт, яъни f ( — x) =  f(x) тарзда давом эттирилаётган 
булса, у кол да Фурье катори фацат косинуслар ва озоД уаддан ибо- 
рат буладй. Агар функция ток, яъни f  (— х) “  ~  /(* ) тарзда давом 
эттирилаётган булса, у холда катор фэкат синуслардан иборат була- 
ДН.

Шундай килиб, агар функция 0 < * < /  ннтервалда берилган бул
са, у холда уни — 1<  дс < 0  интеградга, сунгра косил килинган функ
цияни бутун сон укига даврий давом эттириб, чексиз куп Фурье 
Каторларини косил к1,лншимиз мумкин. Бирок, бу барча каторлар 
)'J, /[ интервалда биргнна: берилган f(x) функцияни ифодалайди, 
]— /, 0[ интервалда эса кар кайси каторнинг йигиндиси f  (х) функцня- 
нинг тегишли давом эттирилишидан иборат буладй (71-раем).

2-мисол. Ушбу 0 < д е ^ 1  интервалда берилган /  (дс) =  1 функциями синуслар 
буйича каторга ёйинг.

Е ч и л и ш и . Функциями синуслар буйича каторга ёйиш учун дастлаб уни 
— 1 < х < 0  интервалда ток тарзга давом эттириш керак (72-рзсм), сунгра косил 
Килинган функцияни бутун сон укига даврий давом эттириш керак.

Каторнинг коэффицнентларн

о

формулалар буйича кисобланади. Бу ер да I =  1 ва / (дг) =  1 деб олиш 
керак. У колда

Ьк — 2 sin k л xdx — — 2 ----------  = ------ [cos k л — cos 0) =
.1 k n  I k nо о

-  - J - K - 1)*— U-k n
Шундай кнлиб,

a0 =  a„ =  0; 6, =  —, b2 = 0, b2 =-^~, bx =  0, bt =  . . .
л 3 л 5 л

Берилган функцнянинг Фурье каторн куйидаги курннншда бу- 
лади:
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X II  БО Б.
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Дифференциал тенгламаларга олиб келадиган масалалар ва баъ-
зи умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг купчилик 
масалаларини ечишда купинча изланаётган ва берилган узгарувчи ми^- 
дорлар орасидаги функционал богланишни бирданига топни цийин 
булади, лекин эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг ,\оси- 
лаларини богловчи тенглама тузишга муваффац булинади. Бундай 
тенглама дифференциал тенглама дейилади. Дифференциал тенглама- 
да эркли узгарувчи ва изланаётган функция ошкор .\олда цатнашмас- 
лиги -\ам мумкин, бироц унда изланаётган функциянинг битта ёкн 
бир нечта ^осиласн булиши шарт.

Масалан,

у' +  2 у  = 0, у" +  у' cos * =  In *, +  =  0

дифференциал тенгламалардир.
Энг содда дифференциал тенгламаларга бэшлангич функцняни то- 

пиш масаласини ечишда дуч келган эднк. ^з^и^атан, агар у — F (х) 
функция f ( х) учун бэшлангич функция булса, у ^олда бэшлангич 
функциянинг таърифига кура

У'=Нх). (1)
Изланаётган функциянинг ^осиласи ^атнашган (1) тенглама .энг 

содда дифференциал тенгламадир.
I-масала. Жисм 10 мин давомида 100° дан 60° гача совиди. Атроф- 

даги температура узгармас ва 10° га тенг. Жисм температурасн неча 
минут дан сунг 20° булншини ашцланг.

Бир царашда бу масала жуда осон ечиладигандек куринади: агар 
жисм 10 мин давомида 40э га (100° дан 60° гача) совиган булса, у 
Холда яна 40° га (60э дан 20° гача) жисм яна 10 минутда совийди. 
Шундан цилиб, жисм 1С0Э дан 20° гача 20 минутда совийди.

Бироц бундай мула.хаза хатодир. Гап шундаки, фнзикадан маълум 
булншича, жисмнинг совиш тезлиги жисм цизднрилган температура 
билан атроф- му.уит температурасн орасидаги анирмага пропорционал- 
дир.

Жисмнинг бирор t rai^T моментидаги температурасини Т (t) билан 
белгилаймиз, у .^олда аемпературанинг ва^т буйича ^згариш тезлиги
— хосилага тенг булади. Совиш тезлиги жисм циздирилган темпера- dt
тура билан атроф- м/.\нт температурасн орасидаги айирмага пропор- 
ционал булгани учун

- - * ( Г - Ю )  (2)
at

тенгламанн хссил циламиз. Бу ерда k — топилишн керак булган про- 
порцноналлик купайтувчисидир. (2) тенглама номаълум функцияси 
Т  (<) булган дифференциал тенгламадир. Бу функцияни ^андай топиш 
(яъни хосил ^илинган тенгламанн ^андай ечиш) тугрисида 3-пункт- 
да гапирилади.

2 -масала. Af0 (1; 2) нуцтадан утувчи ва цуйидаги хоссага эга бул
ган эгри чизнц тенгламасини топинг: координата у^лари,изланаётган 
эгрн чизицнинг ихтиёрий М (х; у) нуцтасига утказилган уринма ^ам- 
да М нуцта орцали \тувчн ва Оу уцца параллел тугри чизшу билан 
чегараланган ОАМВ трапеция (73- раем) юзи 3 кв. бнрликка тенг.

М  (х; у) ну^та тенгламаси у =  f (х) булган изланаётган эгри чизи^-
нинг ихтиёрий ну^тасн булсин. ОАМВ трапециянинг юзи S =

*= ~(О А  f  ВМ) • ОВ формула ор^али ифодаланадн. Дифференциал
тенглама тузиш учун О А, ВМ ва ОВ кесмаларнн (х;у) нуцтанннг 
координаталарн ва у' хосила ор^али ифодалаймиз.

Чизмадан: ВМ =  у ва ОВ =  АС =  х, О А  =  ВМ — СМ =  ВМ — 
— АС • tg a  = у — ху '. Бу ифодаларни трапеция юзинн ифодаловчн 
формулага келтирпб цуйсак, натижада ^унидагига эга буламиз:

У -  *У' +  У ■■ о
2-------Х ~ 6'

ёкн
2 ху — хг у’ =  6. (3)

(3) дифференциал тенгламадир. Уни ечиш, яъни номаълум у = f(x) 
функцияни топиш 5-пунктда царалади.

3 -масала. Массаси m булган моддий нуцта ернинг тортнш кучи 
таъсири остида паст га тушмокда. Дгар бошлангич момент t (пайт) да 
ну^танинг тезлиги v =  t’0 булса, нучуганинг t ва^т давомида утган 
йулини ани^лаш талаб цилинади.

Нуцта >;аракатланадиган вертикал тугри чизицнн Оу ук, деб ДОул 
циламиз. Координаталар боши учун у^нннг ьуцта холатининг бош
лангич моментн (t =  0 да у =  0) га мос келадиган нуцтасинн оламиз. 
О у $цнинг мусбат йуналиши учун Ерга томом йуналишинн оламиз
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И з о ̂ . (6) тенгламани f  (а , у) dx — dy =  0 куринншда ёзиш мум-
кин. Бундай куринншда бу тенглама цуйидаги умумийроц куринншдаги

(74- раем). Ну^танинг боенб утган у нули t вацтнннг бирор функ- 
цияси буладн. Ана шу функцияни топнш керак. Механнкадан маъ.тум- 
ки, эркин тушаётган жиемнннг тезланиши узгармас булнб, g 
=  9.81 м/с5 га тенг.

Иккннчи томондан тезланиш йулдан ва^т буйича олинган иккнн- 
чн тартибли хоенлага, яъни у'' га тенг экани маълум. Бу ифадаларни 
узаро тенглаб’

У"=ё (4)

ифэдани .\осил едламиз.
Биз яна дифференциал тенглама з^осил едлдик. (2) ва (3) диффе

ренциал тенгламалэрдан фар^и унда иккннчи тартибли косила ь^атна- 
шади. Биз бу тенгламанинг масала шартида берилган цуйидаги чек- 
лашларни цаноатлантнрадиган ечимини топишимиз керак. Бэшлангич 
пайтда утнлган йул у0 =  0 га ва бошланшч тезлик v0 га тенг. Тез- 
лик йулдан вацт буйича олинган бнринчи тартибли косила булганн 
учун бу шарт ^уйидагича ёзилади: y’\t_0 =  v0.

.Масаланинг ечилиши 2- § нинг 2-пунктида келтирилади.
Келтнрилган мисоллардан куринаднкн, дифференциал тенгламада 

биринчн тартибли. иккинчи тартибли ёки янада юцорн тартибли хоси- 
лалар иштнрок этнши мумкин. К,уйндаги таърифни киритамиз.

Дифференциал тенгламанинг тартиби деб номаълум функциянинг 
бу тенгламага кирувчи косилаларннинг энг _ю(\ори тартибига айтилади.

Масалан. у ’ +  Зху — у 1 =  0 ва У’ +  V~y = °  — бнринчи тартиб
ли; у" + 5  х«/'+ 6 i/=0, у" +  уг sinx=x, у" +х* =  у — иккинчи тартибли; 
у™ +  у" In х — 1 — туртинчи тартибли тенгламалардир ва к.

Ю^орида курилган масалаларда (2) ва (3) бирннчи тартибли, (4) 
эса иккинчи тартибли тенгламадир.

Энди биринчи тартибли дифференциал тенгламэларни урганишга 
киришамиз.

2. Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар. Биринчи тар
тибли дифференциал тенглама эрклн узгарувчи, изланаётган функ
ция ва унинг биринчн тартибли здеиласини узаро боглайди. Шунинг 
учун уни умумий куринншда куйидкгича ёзиш мумкин:

F (x ,y ,y’) =  0 . (5)

Бу ерда х — эркли узгарувчи, у — узгарувчи * нинг изланаётган 
функцияси, у' — унинг хосиласи.

(5) тенгламада х ва у  ошкор з^олда иштирок этмаслиги мумкин, 
лекин у у' ни уз ичига олиши шарт.

(5) тенгламани, агар мумкин булса, у' хоенлага нисбатан ечиб,

У' *~Цх,у) (6>

ни топамиз.
(6) тенглама цосилага нисбатан ечилган биринчи тартибли тенг

лама дейиладн.
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Р (дг, у) dx +  Q (х, y)dy =  0 (6')
тенгламанинг хусусий зфли булиб .^исобланадн.

(6') тенгламани хам биринчи тартибли дифференциал тенглама деб 
г аташга келншамиз. Масалан, х2 dx +  у2 d у =j0 биринчн тартибли днф- 
I ференциал тенгламадир.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб тенгла
мага келтнрнб куйилганда уни айниятга айлантираднган хар г^андай 
у — <р (х) функцияга айтилади.

Масалан, * /= s in x  функция у' +  у ctgx — 2 cosх  =  0 тенгламанинг 
ечимидир; хаедедтан з̂ ам,

(sinx)' ■+- s in x c tg x  — 2 cosx =  cosx +  cos x — 2 cosx==0.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топишда куп з^олларда инте- 

граллаш амалини бажаришга тугри келишини цуйида курамиз. Шу
нинг учун дифференциал тенглама ечимини топнш процесси дифферен
циал тенгламани интеграллаиг дейиладн.

Дифференциал тенглама ечимининг графиги интеграл эгри 
чизик дейиладн.

Эн г аввало бнринчи тартибли (6) дифференциал тенглама едндай 
геометрик маънога эга эканннн ани^лаймиз.

(6) тенгламада х ва у  узгарувчиларнн текисликдаги нуцтанннг де- 
карт ксординаталари сифатида едраймиз. у = ф (х) — (6) тенгламанинг 
ечими булсин. Бу нарса (6) тенгламада у урнига (р (х) функцияни, у' 
урнига ф' (х) з^осилани цуйсак,

Ч>' (x) — f(x,tp(x)). (7)
аг.ниятни хссил килкшимизни билдиради. у — ф (х) функция графи- 
тада, яъни интеграл эгри чизикда ихтиёрий М (а; у) нуцтанн царай- 
миз Еа Су нетала уринма f  ткаэамиз. ^ссиланинг гесметрик маъноси- 

га кура
Ф' (*) =  tgoc, (8)

бу ерда а — уринманннг Ох уеда огиш бурчаги. (8), (7) ва (6) муно- 
сабатлардан tga =  / (а, ф  (а )) = / ( х, у) ни хоенл едламиз, бу ерда (а; у) 
едраётган М нуцтанинг координаталарн. Шундай едлиб, интеграл эгри 
чизиеда унинг хар бир ну^тасида утказилган уринманннг бурчак ко
эффициента (6) дифференциал тенглама унг томонинннг бу ну^тадаги 
цийматнга тенг. Ш\ ндай едлиб, (6) дифференциал тенглама интеграл
эгри чнзиединг з̂ ар бир (х,у) ну^таенда бу эгри чизиеда утказилган
уринманннг йуналишини аннедайди.

У' =  /  (*. у) дифференциал тенгламани едрайлик. Х,ар бир М (а ; у) 
ну^тага бурчак коэффициент!! /  (а, у) га, яъни tga =  /  (дг, у) га тенг 
кесмани мос цуямиз.

Текисликнинг з̂ ар бир ну^тасига Ох у еда огиш бурчагининг тан- 
генси у' =  f  (д-, у) дифференциал тенглама унг томонинннг шу нуцта- 
даги ^нйматига тенг буладиган цилиб кесма цуйилган цисми (ёки бу-
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тун текисликнинг узи) бу дифференциал тенгламанинг йуналишлар 
майдони деб аталади.

Шундай цилиб, (6) дифференциал тенгламага унинг йуналишлар 
майдони мое келади.

(6) дифференциал тенгламанинг геометрии маъноси ана шундан 
иборат. Юкорида курсатнлган кесмаларни етарлича куп сондаги нуц- 
талар учун утказиб, йуналишлар майдонининг яккол тасвиринн косит 
Киламиз. Интеграл эгри чизик нуцтасига утказилган уринма шу нуцта- 
да утказилган кесма йуналишнга эга булгани учун (6) дифференциал 
тенгламани ечиш (ннтеграллаш) масаласини геометрик цуйидагнча ифо- 
далаш мумкин: интеграл эгри чизиц шундай утказилсинки. унинг 
\ар бир нуцтадаги уринмасининг йуналиши йуналишлар майдони
нинг шу нуцтадаги кесмаси йуналиши билан бир хил булсин.

Йуналишлар майдонини куришни енгиллаштириш учун Оху текнс- 
ликнинг кесмалар бир хил йуналишга эге буладиган барча нукталари- 
ни топамиз.

Текисликнинг мандон кесмаларн бир хил йуналишга эга буладиган 
барча ну^талар тупламн дифференциал тенгламанинг изоклинаси де- 
йилади.

Изоклннанннг (бир хил огишлар эгри чнзигининг) тенгламаснни то- 
пнш жуда осон. ^ацицатан кам, изоклинанинг каР бир нуктасида май- 
дон кесмаларининг огиш бурчагн тангенсн бир хил — tga =  ft кийматга 
эга. Иккинчи томондан, tga =  у' =  /  (х, у) булгани учун изоклинанинг 
,\ар бир ну^тасининг координататарн.

/  (*. у) =  ft (9)
тенгламани цаноатлантнради. (9) муносабат (6) дифференциал тенглама 
изоклинасининг тенгламасидир. (9) тенгламадаги ft турлн ки Ыатлар 
Кабул цнлишн мумкин деб фараз ^иладиган булсак, у холла бу тенг
ламани изоклиналар оиласининг тенгламаси сифатида цараш мумкин.

Масалан, у' =  х2 +  уг дифференциал тенгламанинг йуналишлар 
майдонини тузайлик.

Бу дифференциал тенглама изоклнналарининг тенгламалари х3+  
+у*=к  куринншга эга булиб, бу ерда изоклиналар радиуси j / £  ва 
маркази координаталар бошида булган концеитрик айланалардан 
иборат булади. Айланаларнинг хар бирининг нукталари оркали Ох 
УК билан тангенси а  га тенг бир хил бурчаклар ^эсил киладиган кес
малар утказиш керак. Масалан, k = 2j2 да изоклина х* -f у'1 =  1/2 ай- 
ланадан, k — 1 да х3 +  у2 — 1 айланадан иборат ва к. к. ft = 0  да 
х* +  у*= 0  ни косил цилакиз. Бу тенгламани ягона (0;0) нукта 
каноатлантирадн. Бу ко л да изоклина факат битта нуктадан иборат 
булиб, унинг учун tga = 0  булади. 75-расмда берилган дифференци
ал тенгламанинг йуналишлар майдони тасвирлан ган. Интеграл эгри 
чизикни ясаш учун текисликда бирор (х0,;у0) нуктани оламнз. Бу 
нукта оркали эгри чизикни шундай утказамнзки, у каР бир нуктасида 
майдон йуналиши га эга булсин (яъни унга каР бир нуктада утказил
ган уринманинг йуналиши шу нуктадаги майдон кесмасининг йуна
лиши билан бир хил булсин). 75-расмда (С ;0> ва (1; 1) нукталардан 
утувчи интеграл эгри чизиклар тасвирланган.

У.
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75- раем

Куриб чикилган мнеол маълум шартларда биринчи тартибли диф
ференциал тенгламаларнинг кенг синфи учун уринли булган катор 
хулосалар чикаришга имкон беради.

1. (6) дифференциал тенгламага чексиз куп интеграл эгри чизик
лар, бинобарин, чексиз куп ечимлар мос келади.

2. Бу тупламдан тайин интеграл эгри чизикни ажратиб олиш 
учун бу эгри чизик утаднган (дг0; у0) нуктанн бериш керак.

Бошкача антганда, у =  ф (х) ечим аргументнинг х =  х0 киймати- 
да кабул киладпган у0 кийматни бериш лозим. Изланаётган ечимнинг 
х — х0 дгги берилган у0 киймати бошлангич шарт денилади. У 
одатда куйидагича ёзнлади:

'А -х. =  У о ёки у (х0) =  у0 ( 10)

(6) дифференциал тенглама ечимга эга булишини таъмннландиган 
шартлар дифференциал тенгламалар назарияси асосий теоремаеннинг 
мазмуннни ташкил этади. Кошига мансуб бу теорема (6) дифференци
ал тенглама ечимпнинг мавжудлик два яюналик теоремаси денилади. 
Биз уни исботсиз келтирамиз.

Агар у’ =  f (х, у) тенгламанинг f  (*> У) Унг томони ва унинг 
Гу (х ,у ) хусусий уосиласи х ва у узгарувчиларнинг бирор узгариш со- 
^аси G да а т щ л а н г а н  ва узлуксиз булса, бу соцанинг (х0\у0) ички 
нукутаси кандай булмасин, берилган тенглама х  = х0 да берилган 
У — Уо кийматни цебул киладпган ягона У = 4>(х) ечимга эга бу
лади.
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Геометрии нуктаи назардан бу, G соханинг кар бир (x0;i/0) ички 
нуцтаси оркали ягона интеграл эгри чизик утишини билднради.

у' = f(x ,y )  тенгламанинг у(х0) = у 0 бошлангич шартни каноатлан- 
тираднган ечнмннн топнш масаласи Коши масаласи дейилади.

Текислнкнннг ечимининг уавжудлик ва ягоналик теоремасининг 
шартларн бажарилмайдиган (х\у) нукталари дифференциал тенглама
нинг махсус нукталари дейилади. Бу нуктэларда ё f(x ,y )  функция 
ёки унннг fy (x,y) хусусий хосиласи узилишнга эга булади. Бундай 
нуцталарнннг хар бири оркали ёки бир нечта интеграл эгри чизик 
утиши мумкнн, ёки бнрорта кам эгрн чизик утмайдн.

Масалан, у ' = у/х  дифференциал тенгламанн кара;"лик. Бу ерда
унг томон /  (х, у) = у/х  ва унинг Г (х, у) = J -  хусусий косиласн

X
хф О  да узлуксиз. Демак, бутун Оху текисликда (Оу дан таш- 
К а р и )  тенгламанинг унг томони Коши теоремасининг шартларнни 
Каноатлантнради. Оу укда ётувчи нукталар махсус нукталардир.

Бу тенгламанинг ечимн у  =  Сх функция булишини текшириб к \- 
риш осон. бу ерда С ихтиёрий узгармас. С узгармаснннг танин кий мат - 
ларида берилган тенгламанинг турли ечимлари олинади.

Масалан, агар С =  1 булса, у колда у  =  х, агар С =  10 булса, 
у холда у =  10 х ва х. к. Коши масаласини ечнш учун бошлангич 
шарт куямнз: //(х0) = у0. У мумий ечимда х ва у урнига уларнинг х0 
ва у0 кийматларини куйнб, С узгармаснн топнш учун у0 =  С х0 муно- 
сабатни косил киламиз, бу ердан С =  f/0/x0, бунга мос хусусий ечим: 
У =  ху0/х0.

у = Сх умумий ечим геометрнк жи.\атдан координаталар бошидан 
утувчн барча тугри чизнклар (Оу дан ташцари) тупламинн беради. Оу 
УКДа ётмаган хар бир нукта оркали бу тупламнивг ягона тугри чизнт 
(интеграл эгрн чизик) утади. Координаталар боши оркали чексиз куп 
интеграл эгри чизнклар утади. Ягоналнкнннг бузилишига сабзб коор
динаталар боши махсус нукта эканлигидадир. Яна шуни кам Ка1|Д 
Киламизки, Оу укда ётган ва координаталар боши билан устма-уст 
тушмайдиган махсус нукталар оркали бирорта ,\ам интеграл эгри чн- 
зик утмайдн.

Энди унг томони /  (х, у) бирэр Ссохада Коши теоремасининг шарт- 
ларини каноатлантнрадиган (6) дифференциал тенгламанинг умумий 
ва хусусий ечимлари таърифларини келтирамиз.

Агар х аргумент ва ихтиёрий дзгармас С га бог лик; бдлган у  =  
—- Ф (х. С) функция цуйидаги иккита шартни каноатланпирса, у 
(6) тенгламанинг G со.\адаги умумий ечими деб аталади:

1) ихтиёрий С узгармаснинг бирор тупламга тегишли исталган 
цийматларида у =  ф (х,С) функция (6) тенгламанинг ечими булади;

2) G со\а ичида ётувчи (х„; //„) ну^та х;ар кандай бдлганда .уа-и 
дзгармаснинг шундай ягона С — С0 циймати м а г хсуд буладики, у —
=  ср (х, С0) ечим у\х=^ = у 0 бошлангич шартни цаноатлантиради.

С =  С0кнйматни у0 =<р(л0, С0) шартдан топиш мумхин. (6) тенгла
манинг унинг у —<р (х,С) умумий ечимидан тайин С — С0 кийматда 
Косил буладиган хар кандай у = <р(х, С0) ечими хусусий ечим дейилади.

. Э с л а т м а .  Агар дифференциал тенгламанинг умумий ечими у га 
■  яисбатан ечилмаган холда, яъни « (х, у, С) =  0 куринишда топилган 
|  булса, у дифференциал тенгламанинг умумий интеграла дейилади.

Энди биринчи тартнбли дифференциал тенгламалар ечимларини I топнш усулларини караб чикишга утамиз. Умуман (6) тенгламанинг 
I унг томони f ( x , y )  исталган куринишда булганда тенглама ечимлари

ни топишнинг тайин (ягона) усули мавжуд эмас. Шунинг учун биз 
бу тенгламанн ечиш (интеграллаш) нинг айрим хусусий холлари- 

К !нигина караймиз.
3. Узгарувчилари ажраладиган тенгламалар. Агар биринчи тартиб- 

ли дифференциал тенгламанн
У' = f i( x )  • Ш  (п )

куринишда ифодалаш мумкнн булса, у узгарувчилари ажраладиган 
тенглама дейилади, ( 11) тенгламанинг унг томони хар бири факат 
битта аргументнинг функцнясидан иборат иккита купайтувчининг ку-

1Тмасидан иборат.
Масалан, у' — ——  тенглама узгарувчилари ажраладиган тенг-

у-f-sinj/ j
К  ламаднр, чунки унда А (х) =  х* ва f2(y) деб олиш мумкин.

Худди шундай, х у '  +  у  =  у 2 хам узгарувчилари ажраладиган тенгла- 
* мадир, чунки у ни ( 11) куринишда ёзиш мумкин:

у— У бу ерда ft (х) =  — , / 2 (у) = У2 — У-
х х

Аксинча, ху' 4- у =  х2 ни (11) куринишида ифодалаш мумкнн эмас, 
бинобарин, бу тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама эмас. 
Узгарувчилари ажраладиган тенгламанн интеграллаш усули куйндагича.
(11) тенглатмани-^- =  А (х) А (У) куринишида ёзиб]{оламнз. У холда 
'  '  d x

=  А (х) dx. ( 12)
Ш) 1W

Агар (11) тенглама (12) куринишида ифодаланган булса, унда 
у з г а р у в ч и л а р  а ж р а т н л г а н  дейилади.

( 12) тенгламанинг ечимн у (х) ни топдпк деб фараз килайлик. 
Агар бу у (х) функцияни (12) тенгламага куйилса, у айннятга айла- 
нади; уни хадма-^ад ннтеграллаб, топамиз:

$ й + с , - $ ш *х + с -
ёкн

(13)
бу ерда С =  С2 — Ct — ихтиёрий узгармас. (13) ифода (12) тенглама
нинг у м у м и й  н н т е г р а л и д и р .

Э с л а т м а .  ( 11) тенгламанинг иккала кисМ11НИ А({/) га булиб, 
/2 (у) =  () буладиган ечимларни йукотишимиз мумкин. ,\акикатан хам, 
У=УоДа fs (У)=0 булса, у колда равшанки, у= у0 функция — конс
танта ( 11) тенгламанинг ечими булади.
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1- м и с о л ху' +  у  =  0 тенгламанн ечинг.
Е ч н л и ш и . Тенгламанн у ' га ннсбатан счиб, у' =  —-У— ёкн L  =  — У

х dx х
ни ^оснл ^иламиз. Узгарувчиларни ажратиб топамиз: . Интеграл-

У *
лаш билан топамиз:ln % j= —In |х| +  С,, бу ерда С, — ихтнёрий узгармас. )^осил 
Килинган ечимни соддалаштириш учун к^пинча ^улланиладиган усулдан фойдала- 
намиз. С, =  1пС2 (С, > 0 )  деймиз,* у холла lnjy! =  — Inlxj +  1пС., бу ердан 
\у[ =  С» /  |х| ёки у =  ±  Ct /x. Бу ерда ±  С, =  С деб, узил-кесил топамиз:

У = С/х, (*)
бу ерда С — ихтиёрнй узгармас. Топилган (•) умумнй ечим геометрик ну^таи назар- 
дан тенг томонли гиперболалар онласини ташкил этади.

Топилган умумнй ечимдан у\х^ \  =  1/2 бошлан1ич шартни цаноатлантирувчи ху- 
сусий ечимни ажратнш талаб филинган ’булсин. (*) тенгликда х  ва у  ни бошлангич 
шартда берилганлар бнлан алмаштирнб, 1 /2  =  С/4 ни .\осил циламиз, бу ердан 
С =  2 ни топамиз. Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим у  =  2/х  дан иборат 
булади.

2 -  м и с о л .  Энди !-пунктдаги 1-масалада з̂ осил цилинган (2) тенгламанн еча- 
миз. Тенглама фуйидаги куринишда эди:

AJL = k (T — 10).
dt

Бу узгарувчиларн ажраладиган тенглашдир. Узгарувчиларнн ажратиб топамиз:
dT

Т — 10
Интеграллаймиз:

In | Г — 10| =  ** +  1пС, (С, >  0),
| Г — 10| =  С ,е*', Г — 10 =  ± С , е «  =  С с« .

Шундай килиб,

Г =  С е*< + 10 . (•)

(*) формула (2) тенгламанинг умумцй ечимини берадн.; Хусусий ечимни ажратнш 
учуй ушбу Т  | о — Ю0 бошлангич шартдан фойдаланамиз. Шундай цнлиб, С е*-°+  
+  10 =  Ю0, бу ердан С =  90- Бинобарпн, хусусий ечим

( 7  =  9 Э е «  f  10

кСри! ншга эга булади. Бу ечимда номаадум купайтувчи k бор. Энди иккинчи Ц>ш- 
имча шартдан фойдаланамиз- t =  Ю да жисм тёмпературасн Т  =  60°. У ^олда 60° =  
=  90’. ею* ф. ю  бу ердан е'о* =  5/9. Шундай филиб, (2) тенгламанинг изланаётган 
ечими нуйидагича ' булади:

Г  =  90 (с1С*)</10+  10 =  90

■ kdt.

( ~  > 9
+10+ 10.

+  10

К>анча вафтдан сунг жисм 20э гача совнйдп, деган сасолга жавоб Сериш учуг

20 =  9 0 /-L y /10
I 9 )

\mo i
9

тенгламанн тузамиз, бу ердан
( т Г .

* С, узгармас 0 дан то гача узгарганда ,1п С2 катталик — то дан +  то гача
узгарншинн найД цнлиб $тамнз.
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■
Щрогариф.млаб, топамиз:

t = -----Ю/К9 ж 37,4 мин.
lg 9 — lg 5

г Эндн унча мураккаб булмаган алмаштиришлар ёрдамида узгарувчи- 
лари ажраладиган тенгламаларга келтириладиган баъзи тенгламаларни 

Кгяраймиз.
1  4. Бир жинсли тенгламалар. Агар бирннчи тартибли дифференциал

тенгламанн унг томони фа кат узгарувчиларнинг у/х  нисбатининг функ- 
циясида;: иборат

у'=Ч>(у1х) (14)
куринишда ифодалаш мумкнн булса, унн бир жинсли тенглама дейи- 

\ ладн.
Масалан, j!lL = {JL— 1 +  sin —-----2 в а - ^ -  =  In—  +  Зе»1*—

dx \  х J х dx х

бир жинсли тенгламапардир.
, _  х3 1*-_у тенгЛама хам бир жинслиДир, чунки \н г томоннннг 

ху1
В  ,  -  , 1 + у/хсурат ва махражини х3 га булнб, у  — ---- ------ ни хосил киламиз.

(у/х)-
Хусусан, у' — f  (х, у) куринишда ёзилган тенгламада /  (х, у) бир 

жинсли бир хил даражали* иккита куп.уаднинг нисбатндан иборат 
булса, берилган тенглама бир жинсли булади.

Бир жинсли (14) тенгламада узгарувчилар, умуман айтганда, аж- 
ралмалдн. Бирок уни узгарувчиларн ажраладиган тенглама куриннши- 
га келтириш осон.

Шу максадда янги г функция киритамиз: г =  у/х  деймиз ёкн 
[I , У = х г .  (15)

(15) тенгликнн днффзренцналлаб, топамиз:
-^L  = -z+ *  (16)
dx dx

(15) ва (16) ифэдаларни (14) тенгламага куйиб, унн 

г +  х ~  =  ф (2)

куринишга келтнрамиз. Бу тенгламада узгарувчилар ажралади. Х|аки- 
Катап хам,

l i ,  x d z  =  [<р (г) — z]dx,
бу ерда ф(г) — гф .0  деб куи»Дагига эта буламиз:

dx _  dz
I  _________  х  ф (*) — г

* }̂ ар бир |рдидаги узгарувчилар даражвяарининг йигиндисн п га тенг булган 
куп^адлар n-даражалм (п-у’.пчовли) бир жинсли купхад дейилади. Масалан, х* +  
+ х3у — 2х- уг +  5 у*— туртинчи даражали (турт улчовлн) бир жинсли куп.\адднр .



Интегралланмиз:

In |х| =  Г — Ц---- +  С.
J ф (г) —г 07)

(17) тенгликнинг унг томонидаги интегрални топиб ва дастлабки 
узгарувчига кайтиб, (14) тенгламанинг умумий ечимнни топамнз. J

""сол. 2 х уу' =  хг у2 тенгдамани ннтегралланг.
Е ч н л и ш и . Тенгдамани —  ёки —у =  1~НУ/*)а куринншда

dx 2 ху dx 2 (у/х)
ёзиб оламиз. у =  х г  алмаштиришни бажарамиз:

Лг х-\- г =  - L i i l  ёкн J L . x =  h ± .
dx 2 г dx 2г

Х°сил цнлннган тенгламада узгарувчнлар ажралади:
2г dz _  dx 
1—г* х

Тенгдамани интегралланмиз:
In С, — In \1 — г*| =  In 1 х \ ,

бу ердан

С, =  |х | . |1  — г*|, ёки х(1 — г*) =  ±  С,.

Бу ерда ±  С, =  С леймнэ, у ^олда х  ( 1 — г*) =  С. Энди у  функция га кайтиб, 
КУЙидагига эга буламиз:

C =  x ^ l  — ^ J  ёки х2 — уг — Сх =  0.

5. Чизи^ли тенгламалар. Агар биринчи тартнбли дифференциал 
тенгдамани

% = P (x )y + Q (x ) ( 18)

куринншда ёзиш мумкин булса, унн низшую, тенглама дейилади, бу 
ерда Р(х) на Q (х) берилган функциялар. Шундан цнлиб, изланаётган
у  функция еэ унинг —■ хоснласи пизи^лн тенгламага биринчи даража 
билан киради.

Агар, хусусий холда, Q (х) == 0 булса, (18) тенглама озод .\адсиз 
чизицли тенглама дейилади, ёки чизикли бир жинсли тенглама 
дейилади. j

Масалан, ^  =  у cos1 х +  х8 ва ху' = х  +  ег — чизикли тенглама
лар; уу' - f  ху3 =  sinx эса ч н зтд а тенглама эмас.

(18) тенглама цуйидашча интегралланадн. Шу тенгламага мое 
ушбу озод >;адсиз тенгдамани кур&миз:

• " ■ W ) . , .  1dx
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1 :  ̂Р (х) dx\ In j у  I =  In Ct -j- J P (x) dx.

Бу тенгламада узгарувчнлар ажралади ва унинг умумий ечнми 
р^ол топилади. (19) дан:

fty _
У

Бу ердан потенцирлаш ёрдамида (19) тенгламанинг умумий ечимини 
топамиз:

у = ±  С ^ р {х)л =  Се-Р{х>* .  (20)
(18) тенгламанинг умумий ечимини топиш учун ихтиёрий узгар- 

масни вариациялаш усулини ^улланмнз. Бу усул цуйидагндан нборат. 
Озод ^адли (18) тенгламанинг умумий ечимини (20) формула буйича

!нзлаймиз, бунинг учун унда ихтиёрий С узгармасни бирор дифферен- 
циалланувчи г (х) функция билан алмаштирамиз:

у = z(x )-e lP(x)dx ■ (2 1)
(21) функция (18) тенгламанинг ечнми булиши учун у берилган тенг
лама ни цаноатлантиришн керак.

^осилани топамиз:

у' =  г' (х) е$р (х) dx 4- г (х) е$р (х) ix (J Р (х) dx)' =
=  г ' (х) е-р {x)dx+ г (х) Р (х) е (Р {х) dx ■

у ва у' нинг ифодаларинн (18) тенгламага цуйиб, г(х) функцияни 
ани^лаш учун цуйндаги муносабатнн ^осил циламиз: ■г' (х) е [р(х)dx +  г (х) Р (х) е!р<х)dx =  Р (х)• г (х)е{Р(х)dx +  Q (х).
Бу ердан

г ' (х) е$р ix) dx =  Q (х), ёки г' (х) =  Q (х) е~ $р (х) dx- 
Интеграллаб, цуйидагини топамиз:

г (х) =  j- Q (х) е~ (х) dx dx +  С0.
г (х) нинг топилган ифодаснни (2 1) формулага цуйиб, (18) чизны

ли тенгламанинг умумий ечимини хосил циламиз;
. — ( P ( x ) d x  ( P ( x ) d x

y  = ( \Q (x )e  • dx +  C0)e ( 22)

1- мисол. — =  — +  x2 тенгламанинг 
dx

умумий ечимини топинг ва ундан

i /jx =  1=  1/2 бошлан.ич шартни каноатлантнрувчи хусусий ечимини ажратинг.
Е ч н л и ш и . Бу тенгдамани ннтеграллашда тайёр (22) форму ладан фойдалан- 

ыасдан, барча ^иеоблашларни янгидан бажарамиз. Дастлаб мос озод хадеиз

—  =  — тенгдамани каранмиз. Б у тенгламада узгарувчнлар ажралади: — =  — 
dx х ' Д  у х
Интеграллаб топамиз:

In lyl =  In |дг/ -f- In С, ёки у =  ±  б ,х  =  Сх.
Озод хадсиз чизикли тенгламанинг косил цилииган умумий ечимндагн С Узгар

масни г(дг) функция билан алмаштирамиз: у = г (х) х ни косил килам из. Дифферен- 
циаллаб, топамиз: у' =  г' (х) х  +  г (х). Энди у ва у' нинг ифодаларинн берилган 
тенгламага куямщ:
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г' (л)-х -f-г (х) = i l f l l l  _j_ д.» ёки г' (х)= х.

Бу ердан г (х ) =  —  - f  С0 ва натижада берилган тенгламанинг умуынй ечими

dU (х, у) = Р  (х, y)dx +  Q (х, у) dy (24)

куйидагича булади;

у =  г(х)-х-. х ёки у  =  y  +  с о*-

С о узгармасиинг хусусий ечнм х =  1 да ( /= 1 /2  бошлангич шартни цаноатлан- 
тираднган (уийматини топамиз:

* - * + * ■ •
Демак, С0 =  0 ва хусусий ечим у =  х3/ ,  куринишда булади.
2-мисол. 1-пунктдаги 2 - масалада з^осил килинган (3) тенгламанинг ечимини 

келтнрамиз. Тенглама цуйидаги куринишда эди:
2 6

2ху — х-у' — 6 ёки у' =  — у — — .
X хг

Бу тенглама чизицли ва юкоридагн усул билан интегралланади. Дастлаб озод
2

з^адсиз тенгламани цараймнэ: у' =  — у. Узгарувчиларнн ажратиб ва ннтегрэллаб, 

унинг умумий ечимини топамиз:

—  =  — ; In |t/| =  21п [х | +  1пС,; у =  ±  С,х3 =  С2х3. 
у х

Энди С2 узгармасни г (х) функция билан алмаштирамиэ ва берилган тенглама 
ечимини у =  г(х)-х‘ куринишда излаймиз. Натижада у ' — г' ( х ) х 24 -2 х -г (х )  
тенгламага келамнз ва у .\амда у ' ни берилган тенгламага цуямнз:

2 6
г' (х)-х* + 2 х  г(х) = —  г (х )-х 3 — — ,

6 2
бу ердан г ' ( х ) =  — —  булади. ИьтгграллаЗ, г =  — +  С ни досил циламиз. 

Низ^оят, умумий ечнм цуйидагнча булишини курампз:
2

у =  гх2 =  —  +  Сх* ёки ху =  Сх3 +  2.
х ,

Изланаётган эгри чнзин; М„ (1.2) нуцта орцалн утиши керак булгани учун бу 
нуктанинг координаталарнни умумий ечимга цуниб, 1-2 =  С-13 -(-2 ни з̂ осил 
к,иламиз. Демак, С =  0 ва изланаётган ечим х (/=  2 куринишда булади.

6. Тулик, дифференциал. iii тенглама.
Ушбу

Р (*, у) dx +  Q (х, y )d y = 0  (23)
дифференциал тенгламани цараймиз! Бу биринчн тартнбли тенглама-
дир.чунки у н дан ^  =  _  келиб чи^ади. Р (х, у) ва Q(*, у) функ-

Q (х. у)dx
циялар узларининг — ва -  хусусий .уосилалари билан бирор G соду дх
зуада узлуксиз булсин деб фараз цилайлик. Агар (23) нинг чап томо- 
ни бирор U (*, у) функциянинг тулиь, дифференциали, яъни

5улса, (23) тенглама тулиц дифференциалли тенглама дейилади ва у 
уйидагича ёзилиши мумкин:

'нинг умумии интеграли
dU(x, у) = 0. 

U (x ,y )= C

(25)

(26)
куринишда булади.

Маълумки (X боб, 3-§, 6- пунктга ь,аранг), Р (х, у) dx + Q (х, у) dy 
ифода бир богламли G соз^ада т\’лиц дифференциал булишн учун, бу 

I  со^ада

т = т  с тду дх
тенглик айнан бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар бу шарт бажарилса, у ^олда U (х, у) функция ^уйидагича 
ани^ланади:

U (х, У) =  ? Р (/, Уо) dt +  ]Q  (х, t) dt. (28)
X. у .

[X бсбдаги (64) формулага ^аранг). Демак, дифференциал тенглама- 
? нинг умумий интеграли цуйидагича ёзиладн:

] Р it . У о) dt -t- J Q (х, 0  dt =  С. (29)
х. У,

Бу ерда (д0, у0) нуцта G ео.ханинг исталган тайин ну^таси.
Мисол. К,унидаги тенгламани интегралланг: 

dy _  1 — 2 ху 
dx ~  3уг +  х2 '

Е ч и л и ш и . Тенгламани куйидаги куринишда ёзнб оламиз:
(2ху — 1) dx +  (3yi +  х2) dy =  0.

Бу ерда Р(х, у) =  2ху— 1; Q (х, у) =  З//2 +- х2. (27) шартнинг бажарилишнни 
текшнрамиз:

дР „—  =>2х, —  =  2х. 
ду дх

Шундай килиб, берилган тенглама (тулнк дифференциалли тенгламадир. Унинг 
Умумий интегралини (29) формула буйича топамиз. .\нсоблашларни соддалаштириш
ма^садида х0 =  у0 =  о деймиэ:

х. У
\ (2/.0  — 1) dt +  \ (З/2 4  х2) dt =  с .
0 о

Интеграллаб, берилган тенгламанинг умумий интегралини топамиз:]

[ - f  fo+ [ / 3 +  JC2/ ] '  =  C e K„ - д с +  у3 +  х* у ~ С .  |

7. Махсус ечимлар. Коши теоремасига кура, агар у '=  f ( x, у) тенг
ламанинг унг томони бирор G сохада узлуксиз ва унда узлуксиз булган
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f\(x ,y )  косила га эга булса, у .\олда G со^анинг хар бир ички (*„,//„) 
нуктаси оркали ягона интеграл эгри чизик утади. Бирок Кошитеоре- 
маси шартларн G со.\анинг чегарасида ётувчи нукталар учунбажарил- 
маслнгн мумкнн. Коши теоремаси шартлари бажарнлмаётган бундай 
нукталарни биз махсус нукталар деб номлаган эдик (204- бетга га
рант). Агар М0 {х0, уо) махсус нукта булса, у *олда бу нуктаоркали 
бирорта хам интеграл эгри чизик утааслиги мумкнн ёки бир нечта 
интеграл эгри ч и з и к  утиши мумкин. Юкорнда (2-пунктга царанг) кур- 
сатганнмиздек, у' —у/х дифференциал тенглама учуй бутун Оу уки мах
сус нукталардан иборатдир. Бунда коордннаталарбоши оркали чексиз 
куп интеграл эгри чизищлар утади, координаталар бошидан фаркли мах
сус нуцтатар оркали эса бирорта кам интеграл эгри чизик утмайди.

Агар у =  ф(х) чизик фацат махсус нукталардан иборат булиб, 
дифференциал тенгламанинг интеграл эгри чизигн булса, у холда 
у  =  ф (х) функция махсус еним дейилади.

Коши теоремаси шартлари бирор G сохада махсус ечим мавжуд 
булмаслиги учун етарлнднр. Шу сабабли махсус ечим мавжуд були- 
цщ учун Кэши теоремасинннг шартлари бажарилмаслиги зарурдир. 
Демак. у' = f (х, у) дифференциал тенгламанинг махсус ечимини 
топиш учун \ар бир нуктасида f (х,у) ёки f u(x,y) узилишга эга була- 
диган чизицни топиш керак ва г/=ф(х) функция тенгламанинг ечими 
булиш-булмаслигини текшириб курши керак. Агар у =  ср (зг) функция 
дифференциал тенгламанинг ечими булса, у махсус ечим булади.

3 __
Масалан, у' = у  у2 тенгламани царайлик. Бу тенгламанинг унг

3 __
томони булмиш f(x , у) =  У у г функция у нинг барча кийматларнда

узлуксиз, бирок fy(x, у) = 2 /(3  У  у) косила у = 0 да, яъни бутун Ох 
УКДЗ узилишга эга. Шундай ки*™б, у =  0 тугри чнзицнинг кар бир 
нуцтаси махсус нукта экан. Равшанки/г/ =  0 функция берилган тенг- 
ламанннг ечими булади. Бинсбарнн у —0 махсус ечимдир.

Энди берилган тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Узгарувчилар-

ниажратиб топамиз:-^-=  dx. Интеграллаб, умумий ечнмнн топамиз: 
у */*

3у'/> — х +  С ёки у =

Топилган умумий ечим: а мос интеграл эгри чизиклар оиласи ку
бик параболалардан иборат. у =  0 махсус ечим (Ох ук) нинг хар бир 
нуктаси оркали берилган тенгламанинг яна битта интеграл эгри 
чизигн (кубик парабола) утганлиги учун Ох укнИНГ .\ар бир нуктаси- 
да яюналик хсссаси бузилади (76-раем).

У му май олггнда, махсус ечим умумий ечим таркибида булмасли- 
гини ва ундан С §&гармаснинг хеч цандай конкрет циймапшда хреил 
цилинмаслигини цайд у или и утамиз.3 ___
Энди </' =  У  у2 +  1 тенгламани караймиз. Юкоридаги мисолдагига ух- 
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шаш, барча махсус нукталар 
туплами у —0 тутри чизик — Ох 
дан иборат. Бирок; у = 0 функция 
берилган тенгламанинг ечими 
эмаелнгинн текшириб куриш 
осон.Шунинг учун берилган тенг
лама махсус ечимларга эга эмас.

8. Биринчи тартибли диффе
ренциал тенгламаларнн Эйлер 
усули билан такрибий ечиш.
2-пунктда биринчи тартибли диф- 

I ференциал тенгламанинг интег
рал эгри чизи^ларини изоклина- 
лар ёрдамида такрибий ясаш 
усули баён этилган эди.
) Хозпр тенгламанинг хусусиа 

ечимини топишнинг Эйлер усули 
деб аталувчи яна битта такри- 76-раем
бнй усулнни куриб чи^амиз.
Эйлер усулинннг fohch хусусий ечимнинг графнги булган интеграл 

икни синик чизик билан такрибий алмаштиришдан иборатдир.
Бизга (6) дифференциал тенглама

y ’ = f ( x , y )
ва yjx=r,2=  Уо бошлангич шарт берилган булсин.

[х 0, Ь] сегментда (6;  тенгламанинг (х0, у0) нукта оркали утади- 
ган у =  <р (х) интеграл эгри чизигинн такрибий ясаш талаб этилади. 

Бунинг учун [ дг0, b ] сегментни

х0< х 1< х , < . . . < х , . , < х ,  < . . . < х п =  Ь

булиннш нукталари билан \ х = ( Ь — х0)/п  узунликдаги п та тенг 
булакка буламиз (77-раем).

Дх катталик сегментни б$лчш цадамн дейилади. (6) тенгламздан 
фойдаланиб, интеграл эгри чизикнинг (х0,у„) бошлангич нуктасида 
Урннманинг бурчак коэффнцнентиии кисоблай.миз: y0 —f  (*„, у0)\ у кол-
да (*„, Уо) нуктадаги уринманинг тенгламасн ушбу куриниидэ ёзи- 
лади:

У — У о =  f (*0, у о) (х — *о) ёки у =  у0 +  f (х0, у0) (х — х0).
[*о- д:,] сегментда изланаётган у=*<р(х) интеграл эгри чизикни бу 
уринма кесмаси билан алмаштириб (77-рас.мга каранг), уг ечимнинг xt 
нуктадаги такрибий ечимини топамиз:

=  Уо +  /  (*о- Уо) (х4— х0) 
ёки ху — х0 — Ддс булгани учун:

У1 = y 0 +  f ( x o< Уо) & х .
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хх ва уа нинг цинматларини 
(6) тенгламанинг унг томонц- 
га Цуйиб y[ =  f  (xlt уа) ни 
топамиз.
[дс„ **] сегментда у  =  ц> (х) 
интеграл эгри чизицнн (х„ ух) 
нуцта орцали утувчи ва бур- 
чак коэффициента k — у] =  
=  /(-*■ 1, iji) булган уринма кес- 
маси билан тацрибан алкаш- 
тирамнз.

У — V\ — f  (*i. Уг) (х -  хг) 
ёки y =  yx +  f  (*i. ух) (х -  хх) 

Бу тугри чнзик, тенглама- 
сида х = х 2 деб, излангётган 

Ф (х) ечимнинг х 2 нуцтадаги тацрибий цинматини топамиз:
У, =  yi +  f  (*i. I/i) (̂ 2 ~  *i)

х2 — хг =  Д х
булган» учуй

y2 =  y i~ t f ix »  y J 'b x ,
Бу жараённи давом эттириб, ^ =  ф (х) ечимнинг кетма-кет х3, х«, . .
х,.........х„ =  Ь нуцталардаги тацрибий цинматларини хосил циламиз.
Бунда функциянинг xt нуцтадаги циймати функциянинг ва унинг хо- 
силасининг х ,_ / нуцтадаги цийматлари орцали

yi =  уi-i +  i ixi—i . У1- 1) &х (i *= 1, 2 , 3 , . . .  ) (30)

формула буйича цисобланади. Шундай цилиб, излангётган ечимнинг 
Xi .Xj .Xj , . . . ,  х , , . . .  , Ь нуцталардаги тацрибий цинматларини хосил 
циламиз ва интеграл эгри чизицнн синиц чизиц куринишида ясаймнз.

Из оц.  Биз Ь > х 0 булган цолни курдик. Агар Ь < х 0 булса, (30) 
формула уз кучнда цолади, бироц бу цолда булиш цадаыи Дх =  (ft— 
— х0)/п манфий булади.

Эйлер усули биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни тац- 
рибий интеграллаш усуллари ичида эн г соддасидир. Унинг камчилиги 
кам аницлигидадир. Албатта в£л цуйилтан хатолик интеграл эгри чи- 
зицни синиц чизиц билан алмацггиришдан хосил булади ва у [х0, Ь] 
сегментни булиш нуцталари сонига бсглицдир. Бунда у, ординаталар- 
ни хиссблашдаги хгтслнк (Дх)* га пропорциснал эканини курсатиш 
мумкин.

Мисол. у ’ ~ у*— х5 диф^среншил тенгламанинг »/x_ i =  1 Сошлатнч шартни 
к.аноатлант1фувчн Хусусий ечими {/ =  «р(х) нинг [1,2] сегментдаги тацрибий кнпмат- 
лари жадвалинн тузинг.

Сегментни б£лиш цадаминн Д х  =  0,1 деб олинг.
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Е ч и л и ш и. Ю^оридаги схемага асосан у =  у ( х )  ечим цинматларини (30) фор
мула буйича хисоблаймиз.Барча хисоблашларни вергулдан кейинги туртинчн хонагача 
амицликда бажарамиз ва натижаларни умумий жадвалга ёзамиз.

< X У1 2 2
1 'xi  , Vi A х -  (у/—xi) Д*

(1) О) И) (5)

0 1,0 1 0 0
1 1.1 1

0.979
-0 ,2 1 —0,021

2 1,2 —0,4816 —0,0482
3 1,3 0.9308 —0,8236 —0,0824
4 1,4 0,8484 — 1,2402 -0 ,1 2 4 0
5 1,5 9,7244 — 1,7252 —0,1725
6 1,6 0,5519 —2,2554 —0,2255
7 1,7 0,3264 —2,7835 —0,2781
8 1,8 0,0480 —3,2377 —0,3238
9 1,9 —0,2758 —3,5339 —0,3534

> 10 2 ,0 —0,6292

(3) устун у =  ф (х) функциянинг ( нуцталардаги тацрибий цийматларидан ибо-
рат.

2-§ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛА.МАЛАР

1. Асосин тушунчалар. Иккинчи тартибли дифференциал тенгла- 
ма эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг биринчи цамда 

|  иккинчи тартибли цоснлаларнни богландн. Хусусиа цолларда тенглама-

(да х, у  ва у' иштирок этмаслиги мумкин. Бироц иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламада албатта у" булиши шарт.

Иккинчи тартибли дифференциал тенглама умумий цолда

F (х. У, у', у") =  0 (31)

куринишда, агар иккинчи тартибли цосилага ннсбатан ечиш мумкин 
булса,

У" =  f (х, у , у') (32)
куринишда ёзилади.

1- § нинг 1- пунктида энг содда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келадиган масалани курнб чиццан эдик [ (4) фэрму- 
лага царанг].

Биринчи тартибли тенглама булган цолга ухшаш, иккинчи тартио- 
ли тенглама учун хам умумий ва хусусин ечимлар мавжуд булиши 

 ̂ мумкин. Дастлаб иккинчи тартибли тенгламанинг умумий ечими цан- 
Дай куринишга эга булишини ва хусусий ечим ундан цандач ажрагиб 

К  рлинишини мисолда курамиз.
Энг содда иккинчи тартибли

У =  2 (33)
». тенгламани оламиз. Унн ечиш учун # ' = у ( х )  белгилаш кнритамнз.
, У цолда г / '= .о ' ва (33) тенглама у' =» 2 куринишга келади.



ва i/j нинг цийматларини 
(6) тенгламанинг унг томони- 
га цуйиб y[ =  f  (xlt у3) ни 
топамиз.
[jc„  дг,] сегментда у =  <р (х) 
интеграл эгри чизицни (дг,, г/,) 
нуцта орцали утувчи ва бур- 
чак коэффициент» k — у] =  
=  f(x ,, tji) булган уринма кес- 
масн билан тацрибан алмащ- 
тирамнз.

У — Ух = f (*v Ух) (х ~  Хх) 
ёки y =  yi +  f  (*i, Ух) (x -  *,) 

Бу турри чизиц теиглама- 
сида х = х а деб, излангётган 

Ф (х) ечимнинг х 3 нуцтадаги тацрибий цинматини топамиз:
Уз =  Ух+  f  («1. Ух) (*г -  *i)

еки
=  Д д:

булгани учуй
Уг =  У х + f ( xx> Ух)-&Х>

Бу жараённи давом эттирнб, у  =  ф (х) ечимнинг кетма-кет дг3, дг4. . .  
х ,\ . . . .  х„ — b нуцталардаги тацрибий цийматларини хосил циламнз. 
Бунда функциянинг xt нуцтадаги циймати функциянннг ва унинг хо- 
силасининг нуцтадаги цийматлари орцали

I/I =  1 +  f (xi—i > Ух-/) A* (* =  1. 2 , 3 , . . .  ) (30)

формула буйича цисобланади. Шундай цилиб, излгнгётган ечимнинг 
хг, xt , xs, . . . ,  х, , . . .  , Ь нуцталардаги тацрибий цийматларини хосил 
к илам из ва интеграл эгри чизицни синиц чизиц куринишнда ясаймиз.

Изоц.  Биз б > х 0 булган цолни курдик. Агар Ь<.х0 булса, (30) 
формула уз кучнда колади, бироц бу цолда булиш цадами Дх =  (b— 
— х0)/п манфий булади.

Эйлер усули бирннчи тартибли дифференциал тенгламаларни так- 
рибнй нитеграллаш усуллари ичида энг соддасидир. Унинг камчилиги 
кам гницлигидадир. Албагта и^л цуйилган хатолик^ интеграл эгри чи- 
зицнн синиц чизиц билан ал.маштиришдан хосил булади ва у [дг0. b] 
cei ментнн булиш нуцталари сонига бсглицдир- Бунда y t ординаталар- 
ни х.иссблацдаги хатслик (Ах)* га пропорциснэл эканини курсатнш 
мумкнн.

Мисол. у ' — у* — xs дифференциал тенгламанинг н/х_ | =  I бошлашич шартни 
каноатлантнрувчн хусусий ечими у ~<р(х) нинг [1,2] сегментдаги тацрибий кинмат- 
лари жадвалннн тузинг.

Сегментни булиш цадаминн А х — 0,1 деб олинг.

мул
аки

9 Е ч и л и ш и. Юцоридаги схемага асосан у =  <р (х) ечим цийматларини (30) фор
мула буйича цисоСлаймиз.Барча цисоблашларни вергулдан кейинги туртинчн хонагача 
акнцликда бажарамиз ва натнжаларни у мумий жадвалга ёзамиз.

1 X У1 г :•
1 (*<, Vl) “  Vi ~*l

3 2
/<•*/, Vl А X -  d/i—Xf) Ах

(1) <2> (3) И) (5)

0 1.0 1 0 0
1 1.1 1 —0,21 —0,021
2 1,2 0.979 —0,4816 —0,0482
3 1,3 0,9308 —0,8236 —0,0824
4 1,4 0,8484 — 1,2402 —0,1240
5 1.5 9,7244 — 1,7252 —0,1725
6 1.6 0,5519 —2,2554 —0,2255
7 1.7 0,3264 —2,7835 —0,2781
8 1.8 0,0480 —3,2377 —0,3238
9 1,9 —0,2758 —3,5339 —0,3534

1 1° 2,0 —0,6292

рат
(3) устун у -  Ф (х) функциянннг ( нуцталардаги тацрибий цийматларидан ибо-

2-§ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР
1. Асосий тушунчалар. Иккннчи тартибли дифференциал тенгла- 

ма эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг бирннчи цамда 
иккинчи тартибли цосилаларини боглайдн. Хусусий цолларда тенглама- 
да х, у  ва у' иштирок этмаслнги мумкнн. Бироц иккинчи тартибли

Г ференциал тенгламада албатта у ' булиши шарт.
Иккинчи тартибли дифференциал тенглама умумнй цолда

F (х. У. у ’, у") =  0 (31)
куринишда, агар иккинчи тартибли цосилага нисбатан ечиш мумкнн 
булса,

У" =  / (*. У. у ’) (32)
куринишда ёзиладн.

1-§ нинг 1-пунктида энг содда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келадиган масалани куриб чиццан эдик [ (4) фэрму- 
лага царанг].

Бирннчи тартибли генглама булган цолга ухшаш, иккинчи таргиб- 
ли тенглама учуй хам умумий ва хусусий ечимлар мавжуд булиши 

мумкин. Дастлаб иккинчи тартибли тенгламанинг умумий ечими цан- 
Дай курннишга эта були инни ва хусусий ечим ундан цандай ажрагиб 
Ьолинншнни мисолда курамиз.

1 1  Энг содда иккинчи тартибли
у'' =  2тенгламани оламиз. Уин ечиш учуй у' 

, У цолда у ' =*= а' ва (33) тенглама

(33)
v (x )  бглгилаш кнритамиз. 
; ' = ‘2 курннишга келади.
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Бу ердан v — 2х +  Сг ёки у' =  
=  2x +  Cv  Яна бир марта ин- 
теграллаб топамиз: у  =  х2 +  
+  х  +  С2.

Топилган ечим иккита ихтиё
рий узгармасга боглиц (умумий 
ечим). Геометрик жихатдан бу 
ечим параболалар (интеграл эгрн 
чизицлар) оиласидан иборат,бун
да, равшанки, текисликнинг хар 
бир нуцтасн орцали бу нукда- 
ларда турли уринмаларга эга бул- 

*Г ган чексиз куп параболалар ута- 
ди (78- чизма). Бу эгри чизицлар 
тупламидан бнрор интеграл эгри 
чизи^ни ажратиб олиш учун па
раболалар утадиган (х0; у0) нук- 

78- раем танин г координаталаридан таш-
^ари цушимча равишда уринма 

бурчак коэффициентининг, яъни у' хосиланинг бу ну^тадаги килматп 
ни .\ам бериш зарурдир.

Шундай цилиб, иккинчи тартибли тенгламанннг умумий ечимидан 
хусусий ечимни ажратиб олиш шартлари (бошланрнч шартлар) цуйида- 
ги куринишда булади;

У I х^х0 ~ У о' У I х=х д =  Уо'
бу ерда х0, у0 ва у'0 — берилган сонлар. Бу шартлардан биринчиси 
интеграл эгри чизиц утадиган ну^тани курсатади. Иккинчи шарт ин
теграл эгри чнзицнииг берилган нуцтадаги огишинн билдиради.

Масалан, (33) тенглама учун цуйидаги бошлангич шартларни бе- 
райлик: у | х»  2 =  2, у’ | x -i =  1. у  =  х2 4- Сх х +  С2 умумий ечимдан 
у' =  2х +  С1 ни топамиз. Бошлангич шартлардан фочдаланиб Ct ва 
С, ни топиш учун цуйидаги тенгламалар системасини хосил циламиз: 

2 - 1  +  Cj +  C.)
1=2 + Ct J

Бу системадан С, =  — 1 ва С3 =  2 цийматларни топамиз. Шунинг 
учун излансётган хусусий ечим у =  хг — х +  2 булади.

Бу содда мисолда один ган натижалар иккинчи тартибли тенгла- 
манинг умумий з^оли учун хам уз кучида цолади. Иккинчи тартибли 
тенглама учун биринчи тартибли тенгламадагидек, мавжудлик ва 
ягоналик теоремаси (Коши теоремаси) хринли булиб, биз уни нсбот- 
сиз келтирамиз.

Теорема, у” =  f  ( t> у , у') тенгламанинг унг томони f (х, у, у') ва 
у ни не f'y (х, у, у') цамда f y - ( x ,  у, у') хусусий досылалари х, у ва у' 
узгарувчилар узгарадиган бирор G со\ада аницланган ва узлуксиз 
булсин. У холда бу соланине ички нуцгпаси (ха, уа, yQ) цандай бул- 
масин, берилган тенглама ушбу,
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У\х- х. =  Уо> У “  Уо (34)
Шбошланвич шартларни цаноатлантирувчи ягона ечимга эга булади.

у" =  f  (х, у , у') тенгламанинг берилган бошлангич шартларни 
В  цаноатлантирувчи ечимларини топиш, биринчи тартибли тенгламадаги- 
I  дек, Коши тсаласи дейилади.

Унг томони х, у ва у' узгарувчиларнинг бирор G узгардш соуада
■  Коши теоремаси шартларини цаноатлантирадиган иккинчи тартибли 
В  у" =  /  (х, у, у') тенгламанинг умумий ва хусусий ечимларнга таърнф 
Вберамиз.

х аргумент ва иккита ихтиёрий Сг ва С2 узгармасга бэглиц у =
К =  ф(х, С,, С2) функция цуйидаги иккита шартни цаноатлантирса, у 
В зрл да  бу функция (32) тенгламанинг G со.уадаги умумий ечими дейи- 
В лади:

1) ихтиёрий Cj ва С2 узгармасларнинг исталган цийматларида 
К у =  ф (х, Cj, Сг) функция (32) тенгламанинг ечими булади;

2) (34) шартлар у  | х=х. = у0 ва у' | ж_ х# =  у'0 хар к;андай булганда 
I  х;ам узгармасларнинг шундай ягона С10 ва С20 кршматлари мавжуд
■  буладики, у — ф (х, С10 С20) функция (32) тенгламанинг ечими булади 
К ва (34) бошлангич шартларни цаноатлантиради.

1- изозу С10, С20 узгармасларнинг ^ичматлари ^уйидаги тенглама-
■ лар системасидан топилади:

Уо =  Ф (*̂о» Ci> С* ) 1
У0 — Ф (х0' ^ 1> С*) )

2 -  и зо^ . (34) бошлангич шартларнинг берилишида, узгарувчи х0,
| у0 ва у  ларнинг ^ийматлари G со.^ага тегишлн булиши зарур.

3- и з о ^ .  Агар иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими изланаётган функцияга нисбатанечилмаганФ(х,«/,С,.С2) =

[ = 0  куринишда з^осил цилинган булса, у з^олда бу муносабат берил
ган дифференциал тенгламанинг умумий интегралы дейилади.

(32) тенгламанинг умумий у = ф (* ,С 1, С,) ечимдан узгармасларнинг 
тайинС! =  С]0, С, =  С20 кнйматларида з^осил буладиган з̂ ар цандай у — 

[ =  ф (х, С10, С20) ечими тенгламанинг хусусий ечими дейилади.
2 . Тартибини пасайтиркш мумкин булган энг содда иккинчи тартибли 

тенгламалар. Мазкур пунктда узгарувчинн алмаштириш оркали 
биринчи тартибли тенгламага келтириладиган иккинчи тартибли тенг- 
ламаларни караймиз. Тенгламани бундай алмаштириш тартибни пасай- 
тириш дейилади. Тартибини пасантириш мумкин булган энг содда 
иккинчи тартибли тенгламалар чуйидагнлардир:

У" = f (х). (35)
У" = f ( x> У'), (36)

II о (37)
Бу тенгламанинг тартиби цандай паса!)тирилиши ва з̂ ар ^айси тенг

лама цандай интегралланишини кетма-кет ^араб чицамиз.
у" =  f (х) куринишдаги т е н г л а м а .  у' = о (х ) деб янги v (х) 

функция киритамиз. У з^олда у" = v ' (х) ва биз биринчи тартибли
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v' (x) = f (x) тенгламага эга буламнз. Уни ечиб цуйидагига эга була 
миз:

v (x )= $  f ( x ) d x  = F (х) +  Си
бу ерда F (х) функция f  (х) нннг бошлангич функцияларидан бири 
V (х) =  у’ булгани учун y '= F (x )  +  Cx булади.

Бу ердан, яна бир марта интеграллаб, (35) тенгламанинг умумий 
ечимнни топамиз:

у  =  J F (х) dx +  Ct х  +  С2.
I мисол. у” =  sin (х) тенгламанинг умумий ечимнни топинг.
Е ч и л и ш и . у' =  г(ж) деб, о' (x) =  sin x  тенгламани *осил циламиз. Интеграт- 

лайуиз: r (x ) =  — cosx-f-C ,. by ерда v (х) ни у ' билан алмаштириб яна бир марта 
интеграллаймиз, натижада тенгламанинг умумий ечимнни топамиз:

У ~  — sin х  +  С,х +  С%.

у" =  f (*. У') курннишдаги тен  г л ама ,  Бу тенгламада излэнаётган 
«/функция ошкор иштирск этмайдн. Ю^оридагига ухшаш, янги v (jc) =  
=  у' функцияни киритиб ва у" — v' (х) эканини казарда тутиб, u(x) 
функцияга ннсбатан бнринчи тартибли

v' (х) = f (х, и)
тенгламани узе и л циламиз.

Бу тенгламанинг умумий ечими и =  <р (дг, Сх) тспилди деб фараз 
цилайлик. Бу ечимда v функцияни у' билан алмаштириб, у' =ф(дг,С,) 
ни *осил зунла.миз. Шундай цилиб, (36) тенгламанинг умумий ечими 
цуйидаги куринишда булади:

У =  Г Ф (*. С,) dx 4- С,.
2- мисол. (1 +  х2) у" — 2 х у '  = 0  тенгламанинг | / / | х - | = 0 ,у ' |х = |=  I 6ouina:t- 

|ич шартларнн цаноатлантнрадиган хусусий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и . у’ =  v (х) деимиз, у *олда у'' =  о' (х). Бу ифэдаларни Серилган тенг
ламага цуйиб, биринчи тартибли тенгламани \осил циламнз:

(1 +  хг) х}' — 2хо =  0.
Бу тенгламада узгарувчнларни ажрэтамнз;

dv  2х dx 
v Я* 1+х» ‘

Интеграллаймиз:
|n |t/« ln (l+ x* )-M nC e. 

v (х) ни топпш учун потенцнрлаймиЗ:
о =  ±  с 0 (1 + х 5) =  С,(1 + х 2).

v — y' булгани учун у' =  С»(1 + х 2). Яна бир марта интеграллаб, бернлган 
тенгламанинг умумий ечимнни .у1 с ил циламгз

У =  С%ы К
Бу умумий ечимдан хусусий ечнмнн ажрат.гшз. Биринчи бошлангич шарт yjx=i =  О 

’ /  *1 \  4
дан фойдаланиб, 0 =  С, f 1 1 +  С2 ёки —  С, +  С, =  О'ии топамиз. Умумий

I  ечнмнн дифференциаллаймиз: у' =  С, (1 4 -х 1). Иккинчи бошлангич шарт i/'|x_ ,  =  1 
«ан фойдаланиб. l j=  С ,(1 +  1) ни узсил киламиз, бу ердан С, =  1/2. Шундай щи- 
диб, Ci ва Са узгармасларни топиш учун куйидаги тенгламалар системасинн *осил

■  циламнз:
Ci =  1/2,

Т  с‘+ с* 0.

Бу ердан С, =  1/2, С, =  — 2/3. Демак, бернлган тенгламанинг хусусий ечими
х> х _2_

У ~  6 + 2 3
куринишда булади.';

у" —f (У< У') курннишдаги т е и г л а м а. Бу тенгламада х  эркли уз- 
гарувчи ошкор иштирок этмайдн. Тенгламанинг тартибини пасайтириш 

|  учун яна у га боми^ янги v (у) функция кирнтамиз, бунинг учун 
у' — и ((/) деимиз. Бу тенгликнн у узгарувчн х нннг функцияси эка- 
нинн эътиборга олган зрлда х буйича дифференциаллаймиз:

У [dx dx dy dx

=  v (у) булгани учун

У"
[dv_
dy

(38)

Р у ’ ва у" нннг ифэдаларини бернлган дифференциал тенгламага 
цуйнб, v(y) функцияга ннсбатан ушбу биринчн тартибли тенгламани 
з^осил циламиз:

v (у) — ф (у, Cj) функция бу тенгламанинг умумий ечими булсин.
У з^олда v (у) _  dy

dx
эканини назарда тутиб, цулидаги узгарувчилари

ажраладиган тенгламани узсил циламиз:

1 '- Уни интеграллаб, бернлган (37) тенгламанинг умумий интеграли- 
ни топамиз:

f - Т ^ т - х + С , .J ф (у. С,)
3 -мисол. Ушбу 1 + у  г =  2уу" тенгламанинг умумий ечиминн топинг. 
Е ч и л и ш и . у' = о (у) Деб, янги номаълум v(y) функцияни киритамиз, у ^ол- 

dv ,
да (38) муносабатга кура у =  —  v ни з̂ осил циламиз. у ва у" нннг ифодалари- 

ни бернлган тенгламага цуямиз1

tl +v* о2yv
dy
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Биринчи тартнбли бу тенгламада узгарувчилар ажралади:
2 vdv dy 

1 +  о* =  У
Бу ердан, интеграллаб, топамиз: In (1 +  г») =  In lyj +  InC0. бу ердан 1 + у »  =  ±

d=Cty=*Ciy ва’ v =  J / c ty — I. v = ~ ~  бСлгани учун —  =  ±  }r C ,y— 1 ва’ах ах
демак,

dx------- ----- .
±  V C,Jf — 1

Интеграллаб, умумий интегрални косил кнламиз:
„ 2 __________ 4

дг +  С, =  ±  —  V C , у — 1 ёки (ж +  С ,)*= —  (С, у — 1).

Бу ердан умумий ечимни топамиз:
у _  Ci <« +  <?,)« + 4  

4С,
4-мисол. 1-§ нинг 1-пунктида каралган моддий нуктанинг эркин тушиши каки- 

даги масалага цайтамиз. Бу масалага олиб келган тенглама цуйндаги куринишда 
ёзилади: л

У" = 8-
[(4 ) формулага каранг]. Бу (35) куринишдаги тенглама. Бу ерда аргумент вактдир. 
Янги v(t) =  y' функцияни киритиб, v' =  g тенгламанн косил кнламиз. Бу тенгла- 
мани интеграллаб, v =  gt -f- С, ни топамиз. Бошлангич цолатда нуктанинг тезлиги 
t'o га тенг булиши керак булгани учун ва нуктанинг тезлиги йулдан вацт буйича 
олинган биринчи тартибли у' цосилага тенг булгани сабабли' С, ни аниклаш учун 
to =  g-0  С, тенгламага эгамиз. Бу ердан

С, =  v ва v =  gt +  v0.
Бу физикадан маълум булган моддий нуктанинг эркин тушиши тезлиги формула- 
сиднр.

dy
Бу ерда v ни —— Силан алмаштириб ва яна бнр марта интеграллаб, топамиз:

—  = ^  +  ?о. ^У =  (gt +  v0) dt, у =  +  i'o/ +  C,.

Бошлангич моментда босиб утилган йул шартга кура нолга тенг булгани учуй
g-0 *

0 =  j  + t'o-0 +  Cl

га эгамиз, бу ердан С, =  0. Демак, (4) тенгламанинг хусусий ечими куйидаги к\- 
ринишда булади:

I
У -  у  8Г- +  i'ot.

Бу жисмнннг эркин тушишида Сосиб утилган йул формуласидир.
5-мисол. К,уйидаги физик масалаии курамиз. v0 =  5м/с тезлик билан тугри чи- 

зицли царакат килаётган моторли кайицда мотор учирилади. Уз царакатида кайик 
сув царшилигига дуч келади, каршилик кучи кайик; тезлиги квадратига пропорцио- 
нал булиб, пропсрционаллнк кизффнциеитм к =  т /50 га тенг, бу ерда т — кайик 
массаси. Кайик тезлиги цанча вацтдан сунг икки марта камаяди ва кайик бу вацт 
давомида цанча масофани Утадн?

Е ч и л и ш и . Бу масаланн ечишда Ньютоннинг иккинчи конунидан фойдалана- 
миз. Моддий нуктага таъсир этувчи куч катталиги нуктанинг массасини унннг тез-

ланиши катталнгига купантмаснга тенг, куч йуналиши эса тезл аниш йуналиши 
билан бир хил.

Тезлик йулдан вацт буйича олинган биринчи тартибли v ■■
ds

Косилага, тез-

(Ps
лапти эса йулдан вацт буйича олинган иккинчи тартнбли а — .\осилага тенг бул
гани учун к;айицнн моддий нукта деб олиб, цайиц уаракати тенгламасини ушбу 
куринишда ёзишимиз мумкин та =  F ёки

d'-s т / d s V  . . .

Бу ерда «минус» ишорасн сув каршилиги кайик; уаракатига каРши йУналганлигини 
билдиради. ,. .

Тезлик v =  s' булгани учун, бошлангич шартлар s|/=_q =  и, s |<=0 — —
=  с0 =  5м/с куринишида булади. s" =  v' булгани учун s' ва s' нинг ифодалари- 
ни (*) тенгламага куйиб, куйидаги биринчи тартибли тенгламанн косил килгмтз:

т „ _ do с*
mv' ------- —  Iя еки —  =  — — .

50 dt 50

Узгарувчиларни ажратамиз ва интеграллаймиз:

dv 1
I F  =  “  50 dt’

1 l
—  =  Т Г +  С*о 50

50
s'lt^ 0 =  с|/=0 =  5 бошлангич шартлардан фойдаланиб. С, =  1/5 ва v = y - j - 10

ds ds
топамиз. v =  булгани учун —  = dt dt

50
И -  10

булади. Кейннги тенгламанн ннтег-

раллаб, s =  501п (< +  10) +  С, ни топамиз. s|,_„ =  0 эканини эътиборга олиб, то
памиз: 0 =  50 1п (0 +  Ю) С4. Демак, Сг =  — 50 In 10 ва

: 50 |п
t +  10 

10

Шундай кили .̂ ка1’шК!ШНГ гранат конунини хосил килдик. Масала шартига 
кура канча вактдан сунг кайи  ̂ тезлиги икки марта камайишини аниклаш керак.
Бунинг учун тезликнинг о =  ■ Ф°рмуласига v =  0,5о0 =  2,5 кийматни КУЯ-

50миз. Кайик тезлиги икки марга камаяднган вактни Т оркалн белгилаб, 2,5 =  _ _ _  

ни хосил кнламиз. Бу ердан Т =  Юс.
Дна шу вакг давомида кайик\ У1Ган Масофани хисоблаш учун s нинг ифодасига 

Т — 10 с ни к^миз:

,  =  501п-10± - 10.= 5 0  1п21* 50 • 0,69 *  34,5 м.

3. Юкори тартибли дифференциал тенгламалар какида тушунча.
п- тартибли дифференциал тенглама умумий куринишда цуйидагичэ 
ёзилади:

F(x, у, у', у"............ут) = 0
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ёки. тенгламани у(п) га нисбатан ечнш мумкин булса,

yw = f(x ,y .  У', У". . . .  У ^ )  (39)
куринишда ёзилади.

Хусусий холда п- тартибли дифференциал тенгламада х, у , у', у",
. . . у(п-1) ошкор холда иштирок этмаслигн мумкин, лекин у{п) албат- 
та иштирок этиши керак.

п- тартибли тенгламанинг умумий ечими п та ихтиёрий узгармас- 
га боглик булади, яъни

У — Ф (*• • • • » с п)1 (40)
куринишдаги функция булади.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимдан узгармасларнинг та-
йин Сх С,0, С2 =-■ С20............Сп — Ся0 цийматларида хосил булади-
ган ечими хусусий ечим дейилади.

Умумий ечимдан хусусий ечимни косил цилиш учун ббшланрич шарт- 
лар берилади. п- тартибли тенглама булган .уолда бошланрич шартлар 
куйидагича булади:

У\х=х, =  Уо. У' =  У0. y " U .  -У о ............(41)
(40) умумий ечнмнн (л — 1) марта днфференциаллаб ва (41) бошланрич
шартлардан фойдаланиб, Clt С.......... ... Сп узгармасларни (ани^лаш
учун цуйидаги тенгламалар системасини косил уиламиз:

Уо= Ф (*о. Ct, Сг............С„).
Уо ~  Ф (хо< £j* • • • . Cn),
Уо = Ч" (хо> ^ i, С2, . . . , С„),

Уо(П~1) —  Ф <П-1) (-*"<»• C |i С ,............. С„).

п- тартибли (39) тенглама учун биринчи ва иккинчи тартибли тенг- 
ламаларга ухшаш ечимнинг мавжудлик ва ягоналик теоремасн урин- 
лидир.

п-тартибли тенглама учун Коши масаласи куйидагича ифэдалана- 
ди: (39) тенгламанинг (41) бошланрич шартларнн уаноатлантирувчи 
ечимини топинг.

Мисол. Учинчн тартибли у'" = 24*-f  6 тенгламанинг умумий е̂чимини топинг 
ва ундан г/|х=0 =  0, </'|х.=0 =  0, i / | x=0 ~  • бошлангич шартларни уаноатлантирув- 
чи хусусий ечимни ажратинг.

Е чи ли  шн. ут =  (у"у  булгани учун (у")’ =  2 4х +  6. Интеграллаб, у" =  
=  12дс4 4- бдс +  С, ни топамиз. у ' =  (У’)' булгани учун ({/')' =  6* 4- С, бу-
либ ва буни яна бир марта интеграллаб у '=4x1l̂ 3x*+CiX ~Ci ни з̂ осил ^иламиз. 
Ниуоят, яна бир марта интеграллашдан сунг куйидагига эга буламиз:

У =  х* +  х3 +  -----(- Cjjt - f  С,-

Бу ечим учта ихтиёрий узгармасга богли^. Ундан [берилган бошлангич шартларни 
Каноатлантирадиган хусусий ечимни ажратамнз.

Яна бир марта умумий ечимни ва уиинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осила- 
лариии ёзиб чикамиз:
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У =  ** +  ** +  - С'*~  +  С,х +  С*, у' =  4х» +  Эх» 4- С,х +  Сг, у " =  12х» +  6х 4- Cv

Бу муносабатларга у|х_ 0 =  О, !/'[,=0 =  0, у"\х^ 0 =  I бошлангич шартларни куйиб, 
кетма-кет С, =  0, С2 =  0 ва С, =  1 ларни топамиз. Шундан килиб, берилган бош
лангич шартларга мос хусусий ечим куйидагича булади:

у =  х* +  х» +  — ■ х1.

3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗЕЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Математика, механика, электротехника ва бошца техника фанлари- 
нннг купчилик масалалари дифференциал тенгламаларнинг чизикли 
тенгламалар деб аталувчи алохида куринишига олиб келади. Биринчи 
тартибли чизикли тенгламалар 1-§ нинг 5-пунктида каРа(5 чикилган 
эди.

Бу параграфда иккинчи тартибли чизикли тенгламалар назариясн 
баён этилади.

1. Таърифлар ва умумий хсссалар. Ушбу
а0 (х)у" 4- fli (х)'/ +  аг {х) у = Ь (х) (42)

куринишдаги дифференциал тенглама иккинчи тартибли чизикли диф
ференциал тенглама дейилади.

Бу ерда тенгламанинг а0(х), а1(х), аг (х) коэффициентлари ва 
b (х) озод хад берилган х  аргументнинг функциялари. Агар Ь (х) =  0 
булса, чизикли тенглама

а0 (х)у" 4- ai (х)у' +  аг (х)у =--- 0 J (43)
куринишга келади ва бир жинсли чизикли дифференциал тенглама 
(ёки унг томонсиз тенглама) дейилади. Агар Ь (дс) Ф 0 булса, (42) 
тенглама бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенглама (ёки 
унг томонли тенглама) дейилади.

Масалан,
ху” 4- Ъху' 4 -2у =е* ва у" + у' 4- х9у  =  0 

чизикли тенгламалардир, шу билан бирга улардан биринчиси бир 
жинсли эмас, иккннчиси эса бир жинслидир.

Ушбу
У" +  5 ( у ' ) 2 — 2 у = 0  ва 3уу" — х*у' 4- У =  cosх 

тенгламалар (42) куринишга тегишли эмас ва чизикли тенгламалар 
эмас. Уларнинг биринчисида хосиланин!- квадрати бор, иккинчнеида 
эса иккинчи тартибли хосилани иаланаетган функцияга купайтирил- 
ган хад бор.

(42) тенгламани у" га нисбатан ечамиз:
у" =  Н * ) - Ж ) „ - - д 2(*)у. 

в«(Дг)
Бу тенглама у" = f(x .y ,y ')  тенгламанинг хусусий куриниши булгани 
сабабли унинг учун &1динги параграфда ифодаланган ечимнинг мав-
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жудлик ва ягоналик теоремаси уринлиднр. Бироц, чизныли генглама 
учун 6у теорема соддароц баён цилиниши мумкин. КаЦНЦатан хам, тенг- 
ламанинг а0 (х), а1(х), а2(х) коэффшшентлари ва Ь (х) озэд цади бн- 
рор J-x.pi ннтервалда узлуксиз булсин. Шу бнлан бирга а0(х) коэффи
циент ,бу интервалнннг хеч бнр нуцтаснда нолга тенг булмасин деб 
фараз цилайлик. у  холда (44) тенгламанинг унг томони

[/ (х, у, у')
Ь(х)—ах(х)у'—а2(х)у

л0(*)
ва унинг

f ’u(x, у , у') =  -
аг (х)
а0(*)

ва f ’t (x,y,y')  =  - fli (х) 
а0(х)

хусуснй хосилаларн у ва у' узгарувчиларнинг исталган цийматларида 
ва х нннг ]а, Р( интервалга тегишли цийматларида узлуксиз функцня- 
лар булади. Айтилганлар асосида (42) чизицли дифференциал тенг- 
лама ечимининг мавжудлиги ва ягсналигининг Коши теоремасини ба
ён циламнз.

Теорема. Агар (42) чизикли тенгламанинг а0(х), ах(х), а2(х) коэф- 
фициентлари ва Ь (х) унг томони J а. р [ интервалда узлуксиз б\}л- 
са ва шу билан бирга а0 (х) коэффициент бу интервалнинг %еч бар 
нуцтасида нолга тенг бдлмаса, у  \олда у\х^ и =Ул, У'\х*х, =  У'п (бу 
ерда х0 нуцта ] а, р ( интервалга тегишли) бошланеич шартлар ,\ар 
цандай булганда щ и  тенгламанинг берилган бошлангич шартлари- 
ни цаноатлантирувчи ягона ечими мавжуд булади.

2. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенглама- 
лар. Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламалар ечимларининг 
баъзи хоссаларини цараб чицамнэ.

1-теорема. Агар у1 — ух (х) ва уг =  у ,(х ) функциялар (43) чизицли 
бир жинсли тенгламанинг ечимлари бдлса, у холда у  =  СХ ух (х) 4- 
4- С»Уг(х) функция* хам Сх ва С2 дзгармасларнинг* исталган ций
матларида бу тенгламанинг ечими бдлади.

И с б о т и .  у =  С1у 1(х) +  Сгуг (х) функцияни ва унинг цосилала- 
рини (43) тенгламанинг чап кисмига цуйиб, цуйидагини цосил цила- 
миз:

°о (•*) [ ух(х) -f  C2y t (х) ] " +  а , (х) [ С, £/j (х) 4- С2уг (х) ] '  +
+  аг'(х) [ С, ух (х) +  С , yt (х) ] =  а0 (х) ( Сх у {  (х) +  С2 уа" (х) ] 4- 

"Ь ^1 (х) [Cj I/j (х) -J- С2 у2 (х) ] 4* Ол (х) [ С1у1 (х) +  Cj у2 (х) j =
=  С 1 [ а0 (х) у\ (х )>  а^х) у\ (х) +  а2 (х) ух (х) ] +

+  С2 [ а0 (х) у \  (х) +  ах (х) у2 (х) 4- о, (х) уг (х)} = 0 .

ух(х) ва уг (х) функциялар (43) тенгламанинг ечимлари б^лганн учун 
квадрат цаЕСлардаги энг oxnpiH иккита ифода нолга тенг.

*

Г.

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумнй ечими у  =  
ф (х. С„ Сг) иккита ихтиёрий узгармас Сх ва С2 га эга булгани 

учун цунидаги савол юэа1а келади: у =  Сх ух (х) 4- Ct yt (х) ечим (43) 
тенгламанинг умумип ечими булмасмикан?

Кар доим хам шундай булагермаслишни курсатамиз. Масэлан, у”+  
+  4// =  0 тенглама хар цандай бошлангич шартларда мавжудлик ва 
ягоналик теоремасининг шартларини цаноатлантиради ( 1-пунктга ца- 
ранг). Бу тенглама ух =  sin2x ва г/2 =  10sin2x хусусий ечимларга эга 
булншини текшприб куриш осон. Бироц уларнинг чизикли комбина- 
циясн у — Сх sin 2 x 4 -  Сг- 10 sin 2 х берилган тенгламанинг ечими бул- 
са-да, лекин унинг умумш. ечими булмайди. Каци^атан .\ам, у/лш=0 =  ^  

о = 0  бошлангич цартларни ^ансатлгнтирувчн «/ =  cos2 x функ
ция t/"4 -4 (/ =  0 тенгламанинг ечими булишига ииснч х с с н л  цилиш 
^инин эмас. Бирок, бу ечимнн  ̂у  =  Cj s i n2x4-  С2- 10-sin2x чизицли 
комбинациядан хссил килиб булмайди, чунки бошлангич шартларнинг 
бирин' иси 0 =  1 шу //*= C !sin2x  4 - С2- Ю-sin 2х функция учун 
Сх ва Со нннг хеч кандай кийматларида бажарнлмайди: С2 sin 0 4- С, X 
X 10- sin0 Ф 1.

Агар иккинчи тартибли бир жинсли чизицли дифференциал тенг- 
ламанннг икк'ита хусусий ечими ух (х) еэ уа(х) учун бирор.]а, Р( ин-
тервалшшг це.ч цандай нуцтасида

f -  | УЛх) У г  (X) I а * ___________ •''>
Щ х ) =

у[ (^) 1 Уг (х)
=  У1 (х) Уг (х) -  у\ (х)у2(х) (45)

детерминант нолга тенг булмаса, ух (х) ва уг (х) хусусий ечимлар ]а, 
р[ интервалда фундаментэл ечимлар системасинн ташкил этадн. W (х) 
детерминант Вронский детерминанти (ёки вронскиан) дейиладн.

1-мисол. Баз юкормла у +  4у =  0 тенглама ух =  sin 2х, уг =  10sin2x. у .=  
=  cos2x, хусусий ечимларга эга эканини курсатгаи эдик. Бирннчи 
ва иккинчи ечимлар фундамента.! ечимлар системасинн ташкил эт масли гига ншонч 
.уосил к,илнш осон. Бирннчи ва учинчи ечимлар бутун сон уцида фундаментал сис
тема хосил цилади. Хаи;икатан ха.м,

I sin 2х 10 sin 2х
U", (х) =  =  20 sin 2х cos 2х — 20 sin 2х cos 2х н 0,

|2 co s2 x  20 cos 2х

Isir. 2х cos 2х
=  — 2sin*2x — 2 cos3 2x =  — 2 ^ 0.

2cos 2x— -’sin 2x
2-мисол. x'-y' — 2 xy' +  -У = '0  тенглама yx =  x ва r/2 =  x J хусусий ечимларга 

эгалигини куриш осон. Бу ечимлар |х  =  0 ни уз ичига олмаган ?{ар кандай интер
валда фундаментал система ташкил этади. )(аь;икатан хам.хг

2х
=  2хг — х2 =  х2,

яъни Вронский детерминанти х Ф  0 да нолга тенг эмас.

* С, У\ (х) + С ,  • yt (x) ифеда у, (х) ва «/а (х) функнияларнпнг чизикли комби
нациям дейиладн.
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И з о -v Равшанки, хар цандай чизицли бнр жинсли тенглама yl === 
=  0 ечимга эга. Бирок бу ечим бошца хеч ^андан у2 =  у2 (х) ечим 
билан бнрга фундамеитал система ташкил цклмайди, чунки бу .уолда 
Вронский детермннанти айнан нолга тенг булади:

W(x) =
О

О

Уг(х)

У'2(х)

Бир жинсли чизи^ли тенглама умумий ечиминпнг куриниши хацн- 
да юцорида цуйилган саволга цуйндаги теорема жавоб берадн.

2-теорема, ( у м у ми й  е ч и м  с т р у к т у р а с и  к а ц и л а ) .  Агар 
(43) т енглам анинг иккита'у1 = у2(х) ва у,=- уг (х) хусусий ечими ]а.р( 
интервалда фундаментал система ташкил этса, у ,\олда бу тенг
ламанинг умумий ечими

У = Ct y i (x) +  Ct yt (x) (46)

кЦринишда булади. Бунда ]а ,р [ интервалда а0(х). а1(х), а2(х) 
коэффициентлар узлуксиэ ва аг х ¥=0 деб фараз цилинади.

И с б о т .  Дастлаб, исталган С, ва С, да у — Cl yl (x) +  Ct yt (х) 
функция 1-теоремага ‘кура (43) тенгламанинг ечими эканини айтнб 
утамиз. Шу сабабли бу ечим умумий ечим эканига ишонч цосил 
цилнш учун бу ечимдан берилган

у\*-х. =У» У  U * . =Уо (47)
(бу ерда xt нуцта )а ,Р ( интервала тегишли, у9 ва у9 эса ихтиёрин) 
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ягона хусусий ечимни ажра- 
тиш мумкин эканлнгини курсатиш цолади.фараз цилайлик Y = Y (х) — 
(43) тенгламанинг (47) бошлангич шартларни цаноатлантирувчи бирор 
ечими булсин. Бу ечимни (46) ечимдан С2 ва С2 узгармасларнн керак- 
лича танлаш орцали цосил килиш мумкинлигини курсатамнз. ,\акн ца- 
тан цам, у =  С1у1 (х) +  С2 yt (х) ва у’ =  С, у[ (х) -f  Ct у\(х), булгани 
учун бошлангич шартларни буларга цуйиб, цуйидагига эга буламиз:

У о = с гУ}{х,) +  С2у2 (xt), 
y0=zCiy'i(xo) +  Ct yt (x0).

Бу тенгликлар номаълумларн С, ва С, булган чнзицли алгебранк тенг- 
ламалар системасидан иборат. Бу системанинг

W(*o) =
У1 (х0) Уг (хФ) 
у\(хо) У2(х0)

детерминантн W (х) Вронский детерминантининг х = х0 дагн циАма- 
тига тенг.Шартга кура у1(х) ва у2(х) хусусий ечнмлар|а, {$[ имтервал- 
Да (*, нукта бу ннтервалга тегишли) хусусий ечнмларнинг фундамен
тал системасини ташкил этганн учун W (х0) ф 0. Щу сабабли С, ва- 
Cj номаълумлар учун цуйидагн ягона цийматларши * цосил циламиз:

• Крамер формулаларига каранг (II боб, 2-§, I-пункт).

Уо Уг (-т0) I I У\ (х0) Уо
Уо У2 (т0) 1 „  1 У'Лхо) Уо
^ ( * 0) *

Хосил килинган у — С10 ух (л:) -|- С20 у2 (х) хусусий ечим ягоналик тео- 
ремасига кура Y (х) ечим билан бир хил булади. Шундай цилиб, агар 
у2(х) ва у2(х) хусусий ечнмларнинг фундаментал системасини ташкил 
этса, у .холла умумий ечим

У = С 1у1 (х) +  С2 у2 (х) 
куринншда булиши курсатилди.

Исбот килинган теоремадан умумий ечимни топиш учун унинг фун
даментал система косил кнладиган нккита хусусий ечимннн билиш 
етарли экани келнб чнцади.

3-мисол. хг у" — 2 ху' +  Чу = 0  тенгламани Зкараймиз. 2-мисолда курганимиздек, 
Ух =  х ва у2 =  х1 функциялар х =  0 нуцтани уз ичига олмаган исталган интервал
да бу тенгламанинг фундаментал ечимлар системасини .цосил килади. Шунинг учун 
2-теоремага кура берилган тенгламанинг умумий ечими у =  Схх -)-С, хг куринишда- 
вулади.

Хусусий ечимни цуйидаги бошлангич шартларда топамиз: 
y/Jm=i =  0, y ' l^ i  =  I. Маълумки, у' =  С, +  2Ct x, шу сабабли бунга бошлангич 
шартларни к^йиб С, ва Сг узгармасларнн аницлаш учун

0  =  С, +  Ct.I
1 =  Ci+2 С,/

системанн косил киламиз. Бу системани ечиб, Сх =  — 1, С, =  1 ни топамиз. Шун
дай килиб, изланаётган хусусий ечим у — хг — х булади.

I

Чизшули бнр жинсли дифференциал тенглама хусусий ечимлари- 
нинг фундаментал системаси тушунчаси ечнмларнинг чизицли боглик- 
лиги ва эрклилиги тушунчалари билан узвин боглнкдир.

Агар .\еч булмаганда бнттаси О нолдан фар^лн шундай ).г ва 
сонлар мавжуд булсаки, бирор ]а ,р [ интервала тегишли барчи х  лар 
учун

M i  (* ) +  * * « / , ( * ) =  0  ( 4 8 )

тенглнк уринли булса, у1 = у 1(х) ва у2 = у 2(х) функциялар 1а,Р) 
интервалда чизицли боглиц дейилади.|Агар бу тенглик ) а,р [ интервал- 
га тегишли барча х лар учун фацат =  X* =  0 да бажарилса, ух (х) 
ва уг (х) функциялар шу' интервалда чизгщли эркли дейиладн.

Равшанки, агар yt (x) ва уг (х) функциялар чизи^ли безлик булса, 
улар пропорционал булади. Хак платан хам, масалан /.х ф  0 булсин.
У холда (48) тенгликдан i/1 (.v) =  — Ь -  у2(х) = k y 2 (х) келнб ч и кади.

-̂1
Аксинча, агар функциялар пропорционал булса, улар чнзизуш боглих* 
булиши равшандир.

уункциялариинг чизик-чи боглицлиги ва чизнкли эрклилиги тушунчатари век- 
Гпункт?ГкаранОИ б0ГЛ1п̂ л"ГИ ва эрк-1МЛИГИ тушунчаларнга ухшашдир (II боб. 4 §.
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Агар (43) тенгламанинг иккита хусусий ечими Уг(х) ва уг (х) чи- 
зидли боглид булса, яънн уг (х) =  kyt (х) булса, у долда улар фунда- 
ментал система ташкил этмаслнгига ншонч досил дилиш осой, дади- 
датан хам, бу дэлда Вронский дгтерминанти айнан нолга тенг:

У х У г =J  Ь у г У  г

Ух У* j Ь у  'г У '2

(43) тенгламада ]а,(Ч ннгервалда а0(х), at (х) ва а , (х) коэффнцент- 
лар узлуксиз ва а0 (х) ф  0 булсин. У халда дуйидаги тескарн тасдид 
уринлн булншини курсатнл мумкин: агар (43) тенгламанинг иккита 
Уг(х) ва уг (х) ечими ] а , р ( интервалда чизицли эркли булса, улар 
бу интервалда фундаментал система ташкил этади.

Масалан, юдорида курилган 2-мисолда yt =  х, уг — х2 ечимлар 
системасн фундаменталднр, чунки.бу ечимлар чизныли эркли:

х 'ф к х .
3. Чизидли бир жинсли булмаган иккннчи тартибли дифференциал

тенгламалар. Энди чизидли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли 
(42) дифференциал тенгламанинг асосий хоссаларини дараб чидамиз:

а0 (х) У" +  (х)У  +  аг (х) у =Ь (х).
Чап томони бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг чап томонп бп- 
лан бир хил булган чизидли бир жинсли тенгламани келгуснда (42) 
га мое бир жинсли тенглама деб атаймиз.

Теорема. Агар у(х)  (41) тенгламанинг хусусий ечими, Y (х) эса 
унга мос бир жинсли (43) тенгламанинг умумий ечими булса, 
у \олда у = у (х) +  Y (х) функция бир жинсли булмаган (42) диффе
ренциал тенгламанинг умумий ечими булади.

И с бот . у(х) (42) тенгламанинг ечими булганн учун

а0(* )У  (*) +  ai (*)У'(х) +  а2 Ш ( х )  «  b (х).
Худди шунга ухшаш, Y (х) мос бир жинсли тенгламанинг ечими бул
ган и учун

а, (*) Y" (х) +  (х) У" (х) - f  а , (х) Y (х) ^  0.
Бу холда дуйидагига эгамиз:

а0 (*) \У (х) +  Y  (х) ]'" ■+ Оу (х) IУ (х) +  Y  (х) У +  Ъ N  [у (х) +  Y (х )) =  
=  ' а0 (х) у" (х) +  ai (х) у' (*) +  Щ (х) у (х) | -f- аа (х) Y ' (х) +

+  Oi (х) У" (х) +  аг (X) Y (х)’1 =  Ь (х) -f- 0 =  Ь (х).
Бу ердан у =  у (х) +  У (х) функция, хадидатан дам, бир жинсли 
булмаган (42) тенгламанинг ечими булншн келиб чндадн. Бу ечим 
умумий ечим эканига ишонч досил дилиш учун ундан (47) бошлангич 
шартлар:

у\х^ .  y 'U ,.  =  Уо
ни даноатлантирадиган ягона хусусий ечим ажратиш мумкинлнгини 
курсатнш долдн.
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Уг(х) ва уг (х) мос бир жинсли тенгламанинг хусусий ечимчао- 
нинг фундаментал системасини ташкил этувчи иккита хусусий ечим.. 
булсин. У хрлда У =  Cj у, (х) +  С2 у, (х) ва ' ”МИ

У =  У (х) +  Y (х) =  у (х) +  С, уг (х) +  С2 у2 (х). (49)
фараз дилайлик, у =  <р (х) бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг 
(47) шартларнн даноатлантирувчн бнрор ечими булсин. Уни (49) ечим- 
дан С, ва С2 ни мос долда танлаб олиш билан досил днлнш мум- 
кинлигини курсатамнз.

Хадидатан хам,

У =  У (х) -г Cl yl (х) -f С ,уг (х) ва у' — у' (х) +  Сху\ (х) +  Сгу2(х)
булганн учун буларга бошлангич шартларнн дуниб Ct ва С, ни анид- 
лаш учун дуйидаги тенгламалар системасини хосил диламиз:

Уо =~У(хо) +  Сг Уг (х0) +  С. уг (х0),]
Уо =  у' (х0) +  Сг у\ (х0) +  Сг у\ (х0) j 

ёки
Ci У х  (х0) +  Сг уг (х0) = у 0-  у  (х0), ) 
с ! у[ (Х0) +  Сг У2 (х0) =  i/q у' (х0). I

Бу снстеманинг детерминантн нолдан фардли булганн учун у 
ягона С10 ва С20 ечимга эга (2-теореманннг исботнга даранг). >^осил 
дилинган у = ~у(х) +  С,„г/,(х) +  С20у , (х) хусусий ечнм ягоналнк тео- 
ремасига мувофиД У = <fix) ечим билан бир хил булади. Шу билан 
теорема нсбот дилиьди.

4. Ихтиёрин узгармасларни вариациялаш усули. Олдннги пунктда 
чизнк ли бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини 
топиш учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими ва бир 
жинсли'булмаган тенгламанинг хусусий ечимини бплиш етарли эканн 
курсатплган эди.

Агар мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими маълум булса, 
бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими дандаи топнлншн- 
нн курсатамнз.

Ушбу чизидли бир жинсли булмаган (42) дифференциал тенглама 
а о (х) у" +  ах (*) У' +  аг (х) у = Ь (х)

ни карай лик. Y — СгУх (х) +  Сг */•> (х) мос бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими булсин, бу ерда р,(х) ва р2(х) фундаментал система 
ташкил этувчи хусусий ечимлар. Умумий ечнмДД Сг ва С2 узгармас- 
ларни гх(х) ва г2(х) функциялар билан алмаштирамиз. Бу фуьк- 
цияларнн шундай т а и л ы  мизки,

у  =  ?! (х) Уг (х) +  г, (х) Уг (х) (50)
бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг ечими булсин. (50) тенглнк 
билан анндланган у  функция (42) тенгламанинг ечими булиши керак. ШУ* 
нннг учун у, у’, у" ни (42) тенгламага ^уйганда айният хосил були
ши керак.
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у  ни х  буйича дифференциаллаб, топамиз:
у' = z 'i(x) Hi (х) +  z2 (х) уг (х) +  г1 (х) у\ (х) +  г2 (дг) у'2 (х). (51)

Биз иккита янги номаълум функция г^дг) ва г2(х) нн киритдик. 
Уларни аниклаш учун иккита тенглама тузиш керак.

Бу тенгламанинг бнринчнси сифатида цуйидаги тенгламани олампз
2 i (*) У1 (х) +  гг'(х) уг (дг) =  0. (52)

У д̂ олда у' учун (51) нфода цунидаги содда куринишга келадн:
у ' =  2j (дс) у\ (х) +  2г (х) у2 (дг). (53)

Бу нфодани яна бнр марта дифференциаллаб цуйидагига эга буламиз!
~у" =  г\ (*) У\ (*) +  2| (дг) у\ (дс) +  г2 (дс) у2(х)+г2(х) у\ (дс). 

у, у \  у" нинг ифодаларини (42) тенгламага цуямиз:
а0 (х) [ г\ у\ +  гх у\ +  z't y't +  z2 у\\ +  а, (дс) [г2 у\ +  г2у'2] +

+  аг (х) [г2 у2 Л- у, zt ] +  Ь (х) 
ёки д^адларни группаласак:

[ а0 (дс) у" +  fli (дс) у\ +  аг (дг) у1]г1 +  |а 0 (дс) у '2 +  а2 (дс) у2 +
+ а* (х) Уг]2г + ао (*) [г [ У\ +  h  У2\ =  &(*)■ (54)

ух ва уг функцнялар (бир жинсли тенгламаларнинг ечнмларн бул- 
гани учун куйидаги аннняглар урннлидир:

а0(х)у\ +  а{(х)у[ +  а2(х)у1 =  О, 
а0(х)у'2 + а{(х)у2 +  а2(х)у2 =  0.

Шунинг учун (54) тенглик цуйидаги куринишга келади: 

ай(х)\г\ У[ ■+■ г'2 у2] —* Ь(х) 
ёки

г'М)у\(х) +  г2(х)у2(х) = (55)

(55) тенглама z2(x) ва г2(дс) функцнялар ^аноатлантириши кер ак бул- 
ган иккинчи тенгламадир.

Шундан цилиб, (52) ва (55) тенгламаларнн бирлаштирнб, г,(дс) ва 
2*(дс) функцияларнинг д^осилалари учун куйидаги алгебраик тенгламалар 
системасини .\осил ^ илам из:

*\(х)Ух(х) +  г2(х)у2{х) -  О,
* Ш ( х )  +  г'2(х)у’( х ) ~ ^ .  (56)

(56) тенгламалар системасидан г'(х) ва z2(x) учун ягона ифодаларни 
топиш мумкин, чунки бу системанинг детерминанти y t (x )  ва у%{х)

хусусий ечнмларнннг фундаментал системасн учун Вронский детер
минанти булгани учун: н

У М
уЦх)

У*(х)
У2(х) Ф  о .

г\{х) ва г'(дс) ни аннцлагач, гнтеграллаш орцали г,(дс) ва z2(x) ни 
топамиз. сунгра (50) формула буйича хусусий ечнмни тузамиз.

Мисол. у" 4р = тенгламанинг хусусий ечиминн топннг.
Еч и л и ш и. 2-пунктдагн 1-мисолда </"-)- 4t/ = 0 тенглама хусусий ечнмлар- 

нинг фундаментал системасн сифатида у,(х) = sin2x ва Vj(x) = cos2x функцияларга 
эгалнгини топган эдик. Шунинг учун берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг 
ечими (50) формула асосида [цуйндагича ёзилади:

У =  (x)sin 2x +  x,(x)cos2x. (*)
2|(х) ва *2 (х) ни топиш учун ёзилган (56) система мазкур холда куйидагича бу- 

лади:
г,(х) sin 2х + x2(x)cos 2х = О,

2г|(х) cos 2х — 2го(х) sin 2х = —
cos2x

Бу системани г[(х) ва г2 га нисбатан ечамиз:

0 cos 2x
1

cos 2*‘ cns 2X ,cos2x —
sin 2x cos 2x 
2cos2x — 2sin2x

— 2 si n*2x—2cos* 2x 2

Худди шунга ухшаш, г2(х) ------- ~  tg2х ни топамиз. Интеграллаб. топамиз:

1 |
2i(x)=  — X. х,(х)=  —  lnlcos2x|.

Хусусий ечимни излаётганимиз учун иттиёрин узгармасларнн ёзмаймиз. Топил- 
ганларнн (•) ифодага куйиб, берилган бир Жинсли булиаган тенгламанинг /Гхусусий 
ечиминн топамиз:

V  =  - T * s i n 2 x - i - — -cos 2х-In I cos 2 x |

Бир жинсли булмаган тенгламанинг у  хусусий ечимини топиб ва мое 6hd 
жинсли тенглама хусусий счнмларинннг фундаментал системасини бил гаи хочда 
(49) формула асосида бир жинсли булмаган тенгламанинг у мумий ечиминн ёзишн- 
миз мумкинлигини цайд циламнз:

-- JC COS 2jc
у = y + V  = — sin 2х + — |n(cos2x/ -( C ,sin 2x -f C, cos 2x.
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4-§. Узгармас коэффициентли чизиули иккинчм тартибли
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Мазкур параграфда чизиули иккинчи тартибли тенглама- 
ларнинг хусусий уоли— тенгламанннг коэффициентларн узгармас, 
яъни сонлардан иборат булган уол уараладн. Бундам тенгламалар 
узгармас коэффициентли тенгламалар дейилади. Тенгламаларнинг бу 
тури айниуса кенг уулланншга эга.

1. Чизиули бир жинсли узгармас коэффициентли иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламалар. Ушбу

а0 У" +  a iy \+  агУ =  О
тенгламани уараймиз, бу ерда а0, av а, коэффицнентлар узгармас. 
шу бнлан бирга а0 Ф 0. Тенгламанннг уамма уадларнни а0 га булиб 
ва ajao — р, а2/а0 =-- q деб белгилаб, бери л гаи тенгламани ууйида- 
гича ёзамиз:

у '  +  py' +ЧУ =  0. (57)
Маълумки, чизиули бир жинсли иккинчи тенгламанннг уму- 

мнн ечимини топиш учун унннг хусусий ечнмларининг фундамен- 
тал системасинн топиш етарли (3- §. 2 -пунктдаги 2- теоремага уа- 
ранг). Чизиули бир жинсли узгармас коэффициентли дифференциал 
тенглама хусусий ечнмларининг фундамента.! системаси уэндай топи- 
лишнни курсатамиз.

Бу тенгламанннг хусусий ечимини • г
У = е кх (58)

куринишда изланмиз. Бу функциями икки марта дифференциаллаб 
хамда у, у', у'" нннг нфодаларини (57) тенгламага ууйиб,

k}e*x +  pkekK +  qekr~ 0
ни уосил уиламиз, ekt ф 0  булгани учун еЬх га уисуартирнб, ууйидг- 
гн тенгламани уосил уиламиз:

к* + рк +  q — 0. (59
Бу тенгламадан к нинг екх функция (57) тенгламанннг ечими була- 
диган уийматлари аниуланади.

к коэффициентнн аниулаш учун хизмат кнладиган (59) алгебранк 
тенглама берилган (57) дифференциал тенгламанннг характеристик 
тенгламаси дейилади.

Характеристик тенглама иккинчи даражали тенгламадир. бнноба- 
рин иккита илдизга эга. Бу илдизлар ё уаунунй ва уар хил, ё хауиуий 
ва тенг, ёки уушма комплекс б^лиши мумкин.

Бу холларнчнг уар бир и да хусусий ечимларнинг фундаментал снс- 
темаси уандай куринншга эга булишини кУриб чиуамиз.

1. Характеристик тенгламанннг илдизлари уациций ва %ар 
хил: ку Ф кг. Бу уолда (58) формула буйича иккита хусусий ечимни 
топамиз: уу — е*,х , уг =.. ек,х. Бу иккита хусусий ечим чизиули эрк- 
ли, чунки Уу/уг = ек,х/ =■= e<kl~k,)X ф  const (берилишига кура) ку Ф

ф к г. Шунинг учун улар ечимларнинг фундаментал снстемаснни 
ташкил этади (3- §, 2- пунктга уаранг).

Демак, тенгламанннг умумин ечими (46) формулага кура куйи- 
даги куринишда буладн:

У =  С / ‘* +  С2ем -
2 . Характеристик тенгламаларнинг илдизлари тенг: kt == kv 

Бу уолда иккала нлдиз хауиуий сон булади. (58) формула буйича 
фауат битта у2 =  ек'х' хусусий ечимни уосил уиламиз. Биринчи ечим 
бнлан бирга фундаментал система уосил уилувчн иккинчи 
у2(х) хусусий ечим у2 -■ хек,<х> куринишда булишини курсатамиз.

Дастлаб, у2(х) функция (57) тенгламанннг ечими булишини тек- 
шира.мнз. .\ауикатан хам,

Уо 4- РУ2 +  ЯУ2 — (хе*,х)" +  р(хек-*)' -|- q(xek‘x) =  2к1ек‘х ф  
4* 4- р(ек‘х -г хк1е*-х) +  qxek‘x= ek-x(2kl +  k\x - f  р  +  pxkх4- Ях) =

-* ек'х [ж(Л? -f  ркх 4- Я) +  (р 4- 2Arx)l.

Бирок. /у(59) характеристик тенгламанннг илдизи булгани учун 
к\ -г рк{ 4- Я =  0- Бундан таакари, Виег теоремаси буйича р — 
— — iki +  k . ) ^  — 2ку. Шунинг учун р  4 - 2ку =-> 0. Демак.
Уз +  РУ2 ~ Я  = яъни у2(х) — хек'х функция хауикатан уам (57) 

тенгламанннг ечимиднр.
Топилган у у — ек'х ва уг — х е ^  хусусий ечимлар ечимларнинг 

фундаментал системасинн ташкил этади, чунки улар чизиули эркли- 
дир: уу/у2 — ektX/xek>x — - Ф  cosnt.

Шундай уилиб, бу уолда чизиули бир жинсли тенгламанннг уму- 
мий ечими ууйидаги куринишда буладн:

Y — Суек'х 4- Сгхек‘х 
ёки

У =  ек'х (С2 4- С.л). (61)

3. Характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс сонлар. Маъ
лумки. уауиуий коэффициентли квадрат тенгламанинг комплекс нл- 
дизлари кушма комплекс сонлардан* иборат, яъни ^ , ^ а 4 р/, k., — 
- - а  — р/ куринишга эга. Бу уолда (57) тенгламанинг хусусий’ ечим- 
ларн (58) формулага кура ууйидагича ёзнлади:

у у =  е(а+*>х -  еах - eifU; уг =  «*•« =  е<а~ ^ х ~  .е- ^
Эйлер формулаларинн ууллаб (XI боб, 5- §, 3-п) ух ва у нинг 

, нфодаларини ууйидагича ёзиш мумкин:

У1 =  eax(cos р х  +  i sinp х); уг — е** (cos Р дс— /sin p.v).

• VII боб, 3-§. 3-пунктга караиг.
232 233



Бу ечимлар комплекс ечимларднр. Хакнкий ечимларнп з^осил ^нлищ 
учун цуйидагн янгч функцияларнн 1уараймиз:

У\ “  у  (i/i +  Уг) “  еах cos р дг; у* =  — у2) -  еаж sin р л\

Булар у х ва i/2 ечимларнинг чизи^ли комбинациясидан пборат. бнно- 
барнн, узлари з̂ ам (57) тенгламанннг ечимларм булади (3-§, 2-пункт, 
1-теорема! а царанг):

у х — / “ cosp* ва yt — eajfs in p x  ечимлар чизшуж эркли булгани 
учун улар ечимларнинг фундаментал системасинн ташкил этади.

Шундай цилиб, чизицли бир жинсли дифференциал тенгламанннг 
умумий ечимн характеристик тенгламанннг илдизлари комплекс сон- 
лар булган .уолда куйидаги куринишда бУладн;

Y —■ Сх е“  cos р х +  Сгеах sin Рдг

3- мисол. у" +  4у' +  \3у — 0 тенгламани умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и . Л2 +  4* +  13 =  0 характеристик тенглама k, = — 2 + 3 1  ва

** =  — 2 — 31 илдизларга эга. Бу ерда a  =  — 2, р =  3. Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси:

ух — е~ 2х cos Зх, уг = ё~2х sin Зх.
Тенгламанннг умумий ечими:

Y  =  е~ 2х (С, cos Зх +  С, sin Зх).
4- мисол. y"-j-2y =  0 тенгламанннг умумий ечимини_топинг.

Е ч и л и ш и . Л2 +  2 =  0 характеристик тенглама к, =  I 2 i ва kt =  — ) 2 i нлдиз- 
ларга эга. Бу ерда о  =  0 ва р =  ) 2 .  Хусусий ечимларнинг фундаментал систе
маси: Ух =  cos| 2х , у« =  sin! 2 х. Тенгламанннг умумий ечими к>йвдагича булади:

Y  =  Сх cosK 2x +  CjsinKTx.
2. Чизи^ли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли узгармас 

коэффициентли дифференциал тенгламалар. К,уйидаги
ёки

Y  =  eax (С2 cos р jc +  С2 sin Рдг). (62)
Пироварднда характеристик тенгламанннг илдизлари куринишига 

боглиц з^олда (57) тенгламанннг умумий ечимлари формулалари жадва- 
лнни келтирамиз.

Дифференциал тенглама у" +  РУ' +  Я =  0

Характеристик тенглама к г +  рк  +  q =  0

Характеристик тенглама
нинг илдизлари *i Ф  кг кх — кг *, =  e  +  Bi 

** =  a  — Р»

Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси

ек,х
ек,х

gktx
хе*,х

е°“  cos Р х 
е*** sin р х

Умумий ечнмнинг куринн- 
ши У =  С,е*>* +

+  С2е***

Y  =
= е* -х (С ,+  
+  С»х)

у  =  е“х (CiCosP х +  
+  Cjsin fix)

У" +  РУ’ +  qyf(x) (63)
тенгламани курамиз, бу ерда р ва q коэффнцнентлар яна сонлар, 
унг томон f(x) эса номаълум функция. Юцорида (3-§, 3 -пункт) кур- 
сатилганидек, (63) тенгламанннг умумий ечими мос бир жинсли 
тенгламанннг умумий ечими ва бир жинсли булмаган тенгламанннг 
хусусий ечимн йнгиндисидан нборат.

Бир жинсли узгармас коэффициентли (57) тенгламанннг ечимини 
топиш усулн олдинги пунктда батафсил цараб чн^илган эди. Бир 
жинсли булмаган (63) тенгламанннг хусусий ечимини топиш учун 
олдинги параграфнинг 4-пунктида баён цилинган узгармасларни ва- 
риациялаш усулини цуллаш мумкин. Умуман айгганда, бу усул днф- 
ференциалланувчн .\ар цандай унг томон учун ^улланилиши мумкин. 
Бирок унг томони махсус куринишга эга булган узгармас коэффн- 
циентли тенгламалар учун хусусий ечимни топншнинг анча содда 
усулн мавжуд. Бу усул хусусий ечим ишклини (куринишини) тан- 
лаш усули дейиладн. Исботларни келтирнб утирмасдан, дифферен
циал тенгламанннг унг томони f(x) нинг куринишига цараб хусусий 
ечимни кандай шаклда излаш кераклигини курсатамиз.

1. Тенгламанинг унг томони цуйидаги куринишда:

1-мисол. у" +  Ъу' +  Gy =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и . Берилган дифференциал тенгламанннг характеристик тенгла- 

маси A1 +  5fe +  6 =  0 дан нборат. Унннг илдизлари k t = — 2, k, =  — 3. Хусусий 
ечимларнинг фундаментал системаси: ух =  е~2х, у, =  е~3х. Тенгламанннг умумий 
ечими

/(х) =■■ Ра(х) =  а0 х" +  Oi* " -1 +  • • • +  ап -\х + ап- 

Бу холда у хусусий ечимни куйидаги куринишда излаш керак: ; 
у  = Qn(x) / .

Y = С 1е~2х +  Сге~3х
куринишдадир.

2-мисол. у ''— 2j/' +  у =  0 тенгламанннг умумий ечимини лопинг. 
Е чилиш и. Л*— 2/t + 1 = 0  характеристик тенглама kx =  кг =  1 тенг 

ларга эга. Хусусий ечимларнинг фундаментал системаси
Ух *= ех, !/* = **'■

Тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:
Y = ex(Cx + CtX).

Бу ерда Q„(x) купз^ад Рп(х) купхаднннг даражасн кабн даражали 
куп\ад, бироц коэффиииентлари номаълум, г — характеристик тенг
ламанинг нолга тенг илдизлари сони.

t-мисол. у" +  у '  = 5 х  +  3 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и. Бу ерда k- +  k =  0 характеристика тенглама Л, =  0 ва fc2 =  — 1 ил

дизларга эта. Бир жин ели тенгламаниннг буларга мос умумий ечими куйидагича булади:

Y =  С / ’* +  С,е~х =  С, +  Сг е~х.
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Тенглэманинг унг томони биринчи даражалн купчад ва характеристик тенгла- 
манннг илдизларидан бирп нолга тенг Сулгани учун (/■ =  1) хусусий ечимии (61) 
формулага кура

у =  (Ах 4  В)х =  Лх2 4  Вх
куринишда излаш керак. А ва В коэффицнентларнн ~у бернлган тенглэманинг ечи- 
ми буладиган цнлиб танлаймиз. Бунимг учун у нннг нфодасини Серилган тенгламага 
Куямиз:

(Ах- 4  Вх)" 4  (Лх2 4  Вх)' =  5х 4  3.
Бу ердан

2А +  2Л Х  +  В =  5 x 4 3  
ёкн 2 А х-\-(2А-(-В)=5х4 3.
,\осил кплинган тенглик айниятдир, шунннг учун х нннг тенгликнинг хгр нккала 
Кнсмидаги бир хил даражаларн олдндаги коэффицнентларн тенг булишн керак. Шун- 
дай килиб, цуйидагм тенгламалар системасинн косил циламиз:

2А =  5, |
2А +  В =  3, (

бу ерда А =  5/2, В = — 2 ни топамиз.

Шундай кнлиб, бернлган тенглэманинг хусусий ечимн у =  ~ Г х'  — 2х кури- 
нишда, умумий ечими эса

У = У + У —  Xs — 2 х 4  С, 4  С,е~х

куринишда булади.
2- мисол. у" 4  3у ' + 2 у  =  х- тенгламанннг умумий ечиминн топннг.
Е ч и л и ш и. Характеристик тенглама к- 4  Зк 4  2 =  0 ни тузамиз ва унинг fc, =  

=  — 1, fc2 = — 2 илдизларини топамиз. Шунннг учун мос бир жннслн тенглама 
У — Ci е~х 4  С2 е~ 1х умумий ечимга эга булади. Тенглэманинг Унг томони иккинчи 
даражалн к$пкад|(х2= х 24  0 -х+ 0) ва характеристик тенглэманинг бирорта хам илдизн 
нолга тенг булмагани учун хусусий ечимнп

у =  (Ах* + ;в х  4  О х ’ =  Лх2 4  Вх 4  С
шаклда излаш керак.

у ’ =  2Лх + В , у’ =  2Л
хосилаларни топамиз. Уларни бернлган дифференциал тенгламага к?йиб, куйндагнга 
эга буламнз:

2Л 4  3(2Лх +  В) +  2(Лх2 4  В х 4  С) =  х2 
ёкн

2Лх2 +  (6Л 4  2В)х +  (2Л +  ЗВ 4  2С ) =  х».
х нинг бир хил даражаларн олдндаги коэффицнентларнн теиглаб, ушбу тенгламалар 
системасинн косил киламнз:

2Л =  1,1 
6Л +  2В =  О Л 

2 Л + З В + 2 С = 0 . )

Бу системани ечиб, Л =  1/2, В =  — 3/2, С =  7/4  ни топамиз. Шундай килиб, хусу-
- 1 . 3 7  — 1 3 7снй ечим у =  — х*— - х  +  — булиб, у = у +  У =■ — х2 — — х Л---- -C j е~* т* * 4 2 * 4

-Г С ,е~1Л умуынй ечим булади.

11. Тенгламанинг унг томони f (х) =  еахРп(х) куринишда. Бу ер
да Рп (л) п- дграи глн купхад, даража курсаткичидаги а коэффициент 
эса хаки^ин сон.

Бу .\олда хусусий ечим// ни
y = Q a (x)eaxxr (65)

куринишда излаш керак. Бу ерда Qn (дг) купхаднинг даражаси Рп (х) 
куп.\ад даражаси билан бир хил, бироц когффициентлари номаъ- 
лум, г — эса характеристик тенгламанинг даража курсаткичдаги а 
коэффициент билан бир хил булган илдизлари сони.

Изо>у. а = 0  да 1 .чолга эга буламиз. чунки / (х) =  еьхРп (х) =
*= Р п (*)•

3- мисол. у" — 2у' — Зу =  (х 4  2) е3-* (•) тенгламанинг умумий ечиминн допинг. 
Е ч и л II ш к. Характеристик тенгламанн тузамиз ва унинг илднзларини топамиз: 

кг — 2k — 3 — 0; kt =  — 1, k2 =  3. Унг томони йук тенгламанинг умумий ечими У =  
=  6'i е~* +  С2 с51 куринишга" эга. Характеристик тенгламанинг илдизлари орасида 
факат битта кг =  а =  3 нлдиз мавжуд булгани учун г =  1 булиб, у  хусусий ечимни

у =  (Ах 4  В) е*г- х =  (Лх! 4  Вх) езх 
куринишда излаш керак. 

у' ва у '  ни топамиз:

у ' =  ( 2Лх +  В) е3х +  3(Лх2 +  Вх)е3х, 
у "  =  2 Ае3х +  6(2Лх +  В)е3х 4  9(Лх2 4  Вх)е3х.

у, у ' в а у ' нинг ифодаларини (*) тенгламага куйиб вае3х^=0 купайтувчнга цискар- 
тирнб, ушбу айинятнн .чосил ^нламнз:

2Л +  6(2Лх - f  В) +  9(Лх2 4  Вх) — 2 ((2Лх 4  В) 4  3(Лх2 4  Вх)] —
— 3(Лх24 В х) = х 42.

Ухшаш хаДларни ихчамлаймиз:
8 Лх 4  (2Л 4  4В) =  х 4  2.

х нинг Сир хил даражаларн олдндаги коэффицнентларнн тенглаб, цуйидагн тенг 
ламалар системасинн .\осил к.иламиз:

8Л =  11 
2Л 4  4В =  2/

бу ердан Л =  1/8 Еа В =  7/16 ни топамиз.
Л ва В нинг топилган кнй.матларинн у нинг нфодасига ^уйиб, тенгламанинг ху- 

суснй ечиминн топамиз:

(«) тенгламанинг умумий ечими_унг томони йук тенгламанинг умумий ечими Y 
ва (•) тенгламанинг хусусий .ечими у нннг йипшдиси каби топилади, яъни

у =  у 4  У •= у  (* +  ~ -je  4  Ci* * 4  Cte \

111. Тенгламанинг унг томони f  (х) = М cos b x-t Nsinbx кури
нишда. бу ерда .И, A' ta  Ь — бернлган сонлар.
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Бу ^олда у  хусусий ечимни цуйидаги куринишда излаш керак:

у  — (/lcos/мН- B s'm bx)-/. (66)

бу ерда А ва В — номаълум коэффициент лар, г — характеристик 
тенгламанинг Ы га тенг илдизлари сони.

4- мисол. Ушбу
У" 4  4 у' +  5 у =  2cos х — sinx

тенгламанинг умумий ечимини топннг ва ундан у |г=( =  1, у ' |х=0 =  2 бошлангич 
шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечимни ажратинг.

Е чи ли  ши. й* +  4* +  5  =  0 характеристик тенглама k t =  — 2 4 / .  k 2 =  
= — 2 — ^илдизларга эга .'Шунинг учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
(62) формулага асосан цуйидагича ёзилади:

У =  е~ 2* (С,cosx +  Ct sinx).
Ы =  i характеристик тенгламанинг илдизи эмас, шунннг учуй г =  0 ва хусусий ечимни

у =  И cosx 4  В sinx
куринишда излаш керак. Дифференциаллаб, топамиз:

у ' =  — i4sinx 4  Bcosx, у " =  — Arosx — Bsinx.

у , у ’ ва у  нинг ифодаларини берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенг
лама га ^уямиз:

— i4cosx — Bsinx -I- 4( — 4sinx 4- Bcosx) 4  5(4cosx 4  Bsinx) =  2cosx— sinx.

$хшаш хадларни ихчамлаб, куйидагига эга буламиз:

(4А 4  4В) cosx 4  (4В — 4A) sinx =  2cosx — sinx.

Бу тенглик айниятдир. Шунинг учуй чап ва унг томонлардаги sinx ва cosx нинг 
олдидаги коэффициентлар мос равишда тенг булиши керак. Бу 'коэффшшентларни 
тенглаб. Л ва В ни аниклаш учуй куйидаги тенгламалар системасини *оснл цилами з*

4 А 4  4В =  2, \
4 В — 4Л =  — 1.)

Бу системадан В =  1/8, А  =  3 /8  ни топамиз. Шундай кнлнб, тенгламанинг хусусий 
-  3 1 .

ечими У — —  cosx 4  — sin х. умумий ечими эса 8 8

У =  у +  У =  cosx 4  ■£"sinx 4 Г ’, ( Cicosx 4  С,sinxj

булади.

Хусусий ечимни ажратиш учун берилган у |х=щ0 =  1, у' /г=,0 33 2 бошлангич шарт
ларни цуллаб топамиз:

</'*= — ■£ sinx 4  j  cosx — 2е _2ж| С, cosx 4  C.sinxj 4  C,sinx +  C.cosxj’

• Бу тенгламаларнинг биринчясини (44 4  4В) cosx 4  (4В — 4.4) sin х =  2 cosx 
— sinx дан х =  0 да, иккинчиснни х =  я /2  да \осил ^илиш мумкин.

у цолда

2 =  -~  — 2С, 4  Ct .

Бу ердан С, =  5/8, Сг =  25/8. Демак, нзланаётган хусусий ечим
3 1 . -2x1  5 , 25 . \

у =  — cosx 4  — sinx 4  е I — cosx 4  sm* J

дам иборат булади.
5- мисол. у" 4- 4у =  5 s:n2x тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е чи ли ш и. *’• 4  4 =  0 характеристик тенгламанинг ечими й, =  21 , k2 i 

/^мляппян иЛппят Вип жинсли тенгламанинг умумий ечими
— 2i

V =  C | cos2x 4  Cj sin2x

куринишга эга. Берилган дифференциал тенгламанинг унг томони f  (х) =  5sin2x ка- 
ралаётган типга мансубдир, чунки, VHH5sin2x 4  0 cos2x  курннишида тавсирлаш мум
кин. Бундам ташцари Ы =  2i сон характеристик тенгламанинг илдизларидан бирнга 
тенг ва, бинобарин, г =  1 эканини кайд цнлиб утамиэ. Шунинг учун бир жинсли 
булмаган тенгламанинг хусусий ечимини

|<= (4cos2x 4  Bsin2x) х
шаклда излаймнз. Бу ечимни дифференциаллаб ва тенгламага цу йиб, кетма- кет куйи- 
дагиларни цоснл киламиз:

у ' =  ( — 24 sin2x 4  2 В cos2x) х 4  (A cos2x 4  В sin2x),

у"  =  ( — 44cos2x — 4flsin2x) х 4  ( — 24sin2x 4  2 В cos2x) 4  ( — 24sin2x 4  
4  2Bcos2x) =  ( — 44cos2x — 4Bsin2x) x 4  ( — 44sin2x 4  4Bcos2x),

(— 44cos2x — 4flsin2x)x 4  ( — 44sin2x 4  4Bcos 2x) 4  4(4cos2x 4  Bsin2x)x =  5sin2x. 
Глшаш хадларнн ихчамлагандан сунг куйидагига эга буламиз:

— 44sin2x 4  4flcos’2x =  5sin 2х.

Бу ердан
- 4 / 1  = 5 ,1  

4В =  0 (
5 _ 5

ёки А = -------В = 0 . Шундай цилиб, у ---- --------х cos 2х ва бир жинсли булмаган теиг-
4 * 4

ламанинг умумий ечими
_  5у =  у 4 1 /  = ------- хсо$ 2х 4  С, cos 2х 4  С , sin 2х

куринишда ёзилади.
Пнроварднда чизныли тенгламаларни ечишда купинча 1уулланиб тури- 

ладиган бир теоремани келтирамиз.
Теорема. Агар

У" +  РУ' +  qy =  М *) (67)

тенгламанинг хусусий ечими yt булиб. бу тенгламанинг чап томони 
билан бир хил чап томонга эга булган

У+ру’ +[qy=U(x) (68)
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тенгламанинг ечими уг булса, у холда у1 +  уг йитнди
У" +РУ' +  ЧУ — fi (*) +  ft (дг) (69)

тенгламанинг хусусий ечими булади.
И с б о т  и. (69) тенгламанинг чап томоннга yt -f-1/2 йнРиндинн цу- 

ниб, (67) ва (68) тенгликларга асосан цуйидагига эга буламиз:

Gi 4* « /,) ' ' +  p(yi 4-Уг)' +  Ч(У1 4- Уг) = (у, +  ру\ +  4У1) +

4- Су. +  РУ. 4 - ЧУ г) = h  (х) +  U (*)■
Шундай цилиб, ух +  у2 .^а^и^атан .\ам (69) тенгламанинг ечими экан.

6- мисол. у ' — 2у' ■+■ у =  Зе* +  х +  1 (*) тенгламанинг умумнй ечимини топниг.
Е ч и л и ш и . к- — 2й - f -1 =  О характеристик тенглама й, =  кг =  1 нлдизларга 

эга, шунинг учун мос бир жиасли тенгламанинг умумнй ечими (61) формулага асо
сан куйиаагича ёзилади: Y =  ех (Cj +  С.*).

Бир жннсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топиш учун куйндаги нк- 
кита ёрдамчи тенгламани цараймиз:

у’ +  2у' +  у =  3ех, (••)
У" +?У' +  У =  х +  1. (••«)

Бу тенгламаларнинг ^ар бири учун у2 jea 7f2 хусусий ечимларини топамиз. (•  •) 
тенгламанинг хусусий ечимини у2 =  А ех -х~ куринишда излаймиз, чунки характерис
тик тенгламанинг курсаткичдаги а =  1 коэффициент билан бир хил бСлган илдизлар 
сони 2 га тенг (г =  2).

Ух ни дифференциаллаб ва (* •) тенгламага куйиб, цуйидагнга эга буламиз:

~у\ =  Ае* х2 +  2Аех х, ~у =  Аех-х2 - f  4Лег*дг +  2Аех\

(At*-x* +  4Аех .х+ 2А е*) — 2(А.ех -х* +  2 Аех-х) +  Ае'.х*  =  Зег .
Тенгликнинг иккала кисмини ех Ф  0 купайтувчнга ^аскартнриб ва ухшаш хадлар- 

н и ихчамлаб, 2А =  3, А =  3/2 ни хоеил цнламт. Демак, у ,=  ~ е х -х2

_(•**) тенгламанинг хусусий ечимини у, =  Вх +  С куринишда излаймиз. ~у'2 =  В 
ва у 2 =  0 булга ни учун уларни (• •• )  тенгламага цуйнб, цуйидагига эга буламиз: 

О — 2S +  Sx +  C = x - f - l .

Бу ердан В =  1 ва С =  3. Шундай цилиб, уг =  х +  3. Юцоридаги теоремага асо
сан (•) тенгламанинг хусусий ечими куйндагнча булади:

— — , -  3 x 2
У =  У1 +  =  х  + Х + 3 .

Берилган тенгламанинг умумнй ечими

У =  < Г + У = Д е '  -х2 + х +  3 + / ( C , * - f  С,)

куринишда булади.

3. Иккинчи тартибли чизи^ли дифференциал тенгламаларнинг меха
ник ва электр тебранишларнк УРганишга татби^и. К,уйндагн масаланн 
караймт. Пружина учига осилган т массали моддий ну^та (юк) вер
тикал т^гри чизшу буйлаб харакатлалади. Юкнннг харакат цонунинн 
аншулаш талаб цилинади.
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Мувозанат холатда юк ошрлш и пружинанинг 
эластиклнк кучи билан мувозанатлашадн деб фа- 
раз цнламнз. Коордннаталар бошини юкнннг му
возанат х.олати билан устма- уст туширамиз. Оу 
yiy.ii юк ,\аракат ь(нлаётган тугри чизиц буйлаб 
вертикал пастга йуналтирамиз. Юкнннг вактнинг 
нсталган ( моментидаги вазияти юкнннг коорди- 
наталар бошндагн четланишн у билан аниклана- 
дн (79- раем). Юкнннг харакат конунинн топиш 
учун г/ четлачиш (огиш) нинг t Baiyra боглани- 
шини аннклаш керак.

Юкка цуиидагц кучлар таъсир цклади:
1) Юкни бошлангиЧ вазнятга цайтаришга >уа- 

ракат цилувчи тиклаш кучи F,. Бу куч Оу уц 
буйлаб IK налган ва унинг бу у ^ а  проекцияси 
юкнннг мувозанат .холатидан четланишига про- 
порционал: F lv =  — ky. Бу ердагн k (k > 0 )  сон 
тиклаш коэффициента дейклади. Куч г.роех- 
цияси Fiy нинг ифодасидаги «минус» ишораси тиклаш кучи пружина 
деформациясига нррама- царши томонга йуналганнни курсатади.

I) Юклн пружина жойлашган му.\нтнинг царшилнк кучи F2 юк ха- 
ракати тезлиги векторига ^арама-карши йуналган. Тажрибанинг курса- 
тишича. F2 кучнинг мицдори, юк тезлигинннг катталнги v га пропор-

dy
(бу ерда ). > 0 )  ёки Fty =  — к ~  куринишда езилади.

Юкнннг огнрлик кучнни хисобга олмаймиз, чунки у пружинанинг 
эластиклнк кучи билан мувозанатлашадн, пружинанинг огирлигини эса
йуц деб .^исоблаймиз.

Юк харакатининг дифференциал тенгламаенни тузиш учун Ньютон- 
ннн" иккннчи цонунидан фэйдаланамиз:

та = ^ F (70)

Бу ерда а — тезланиш векторн ва V F  — моддий ну^тага таъсир этувчи 
кучлар нигиндиси.

Бизнинг холла моддий ну^тага (юкка) Оу ук, буйлаб йуналган F, 
ва F. иккита куч таъсир этадн. (70) тенгликнинг иккала томонидагн 
векторларнн Оу уцца п|юекццялаб ва тезланиш вектори а нинг Оу ук- 

d‘y _
ка проекцияси ~  га тенг эканини эътнборга олиб, нзланаетган диффе
ренциал тенгламани хоенл циламиз:

d'-u dn

ёки
d* и dy

т ~£г dt + к у  = 0. (71)
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(71) тенглама узгармас коэффицнеитли нккпичп тартибли тенгламаднр 
ва у эркин тебранишлар тенгламаси дейнлади.

Агар юкка бундан ташкари Оу ук буйича йуналган ташки F(t) «куз- 
гатувчн» куч таъсир этса ва унинг F(t) катталиги / вактнннг 
берилган функцпяси булса, у .холда (71) тенглама куйндагн куринишга 
келадн

d-ц dy
m - £  +  k ^  +  ky = F(t) (72)

ва мажбурий тебранишлар тенгламаси дейнлади.
(72) тенгламанинг нккала кисминн т га булиб ва

т =  2 Ь,

белгилашлар киритнб, мажбурий тебранишлар тенгламасннинг куйндагн 
узил- кеснл шаклини хосил ц илам из*

<~  +  2 b ^ + < * * y = f(t) .  (73)

(73) тенглама бнр жннсли булмаган иккинчи тартибли чизшулн тенг- 
ламадир. 0

Бу тенгламанинг баъзи хусусий холларини караб чикамиз.
1. Мухит царшилиги ва ташки цузгатувчи куч булмасин, яъни 

6 =  0 ва /(/) =  0. Бу .\олда (73) тенглама 
d*y
~  -ь <0*// =  0 (74)

куринншда булади. (74) юкнпнг му.\ит царшилиги булмаганда эркин 
тебранишлар тенгламасиднр. кг +  to* =  Э характеристик тенглама kx — 
=  ы i, kt =  — ш i илдизларга эга булиб, (74) тенгламанинг умумий ечими 
Куйидагича ёзилади:

У = Cl coswt +  C2sin<o/. (75)

( катта чстланишиии билдиради ва тебраниш амплитудаси дейнлади: 
убошлангич фаза дейнлади.

2. Энди му.^ит царшилиги мавжуд булсин {ЬФ 0), бирок хали хам 
ташки кузгатувчи куч мавжуд булмасин [/(/) =  0J Б у холда (73) тенг
лама

%  +  2Ь %  +  - 0  (76)

куринншда булади. Унинг k- -j- 2bk -f ш* =  О, характеристик тенгла
маси Ar, 2 =- — b ±  y f b* — ш1 илдизларга эга булади.

Амалий жи^атдан цизициш уйготаднган — кичик царшилик булган 
холи и цараймиз, бунда Ь<.ы  булади. Бу холда илдизлар комплекс 
булади: Л, 2 =  —6 ± to t  бу ерда to =» j^co2 — b2. (76) тенгламанинг 
умумий ечими куйидаги куринншда булади:

У =  е~ы (Cxcosto / +  CjSin w/) =  N e sin (to / -f  <p),
бунда С, =  As in <p, C2 =  N cos <p. Бу ердан юк Ne~bt амплитудаси 
/-*•<» да нолга ннтиладнган тебранишлар бажараётгани куринадн. 
Бундай тебранишлар сунувчи тебранишлар дейилади.

b >  со булганда характеристик тенглама илдизлари хацикий ва хар 
хил булишиии цайд циламиз. У холда (76) тенглама ечими куйидаги 
куринншда булади:

у = с е̂~ь +1 1 _(_ С е̂~ь~} м
Бу холда юк тебранишсиз мувозанат холатига якинлашади (/ —*- оо 
У-*-0). Бу халат 6 =  о  булганда хам юз беради.

3. Энди мухит царшилиги йук (6 =  0). бирок юкка ташки даврий 
Кузгатувчи f (/) =  asin р / куч таъсир этадиган холни караймнз. Бу 
хрлда (73) .уаракат тенгламаси 

diU- f  - f  wty =  a s in p / (77)
С, ва С2 узгармаслар урнига улар бплан С, =  N sin ф , С2 = N cos ср 
муносабатлар оркалн богланган янги ихтиёрин .У > 0  ва узгармас- 
ларнн кнритамиз. W ва ср лар Сх ва С2 оркалн куйидагича ифодаланадн:

N =  \ Cf +  q  tg<p =  Cj/C2.
Сх ва С2 нинг ифодазарини (75) тенглнкка куямнз:

У =  Л/эшфсоз со/ +  A/cos<psinw / =  N sin (to * +  «p).
Шундан килнб, (74) тенгламанинг умумий ечимнни куйидагича ёзиш 
мумкнн:

У =A /sin (ш/ 4- ф).
Бу формула юк содда даврий харакат килаётганпни курсатади. Бу ха- 
ракат гармоник тебраниш дейилади Тебраниш даврн Г =  2 л /to га 
тенг (х 1 боб, 6-§, 1-пунктга карат ), ш катталнк тебранишнинг хусу- 
сий частотаси дейилади. N катталик юкнинг мувозанат холатндан эиг
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куринншда булади. Маълумкн, бу тенгламанинг умумий ечими бнр 
жннсли булмаган (77) тенгламанинг хусусий ечими у бнлан мос бнр 
жннсли (74) тенглама

+  <игу  =  О

нинг умумий ечими У йигнндисига тенг. (74) тенгламанинг умумий 
ечими илгарнрок топилган эдн ва у куиидаги 

У = N sin (со / +  ф)
куринишга эга эди.

Энди (77) тенгламанинг хусусий ечимнни топамиз.
Дастлаб ташки даврий кузгатувчи кучнинг р частотаси деб тебра- 

нишларнинг хусусий частотаси со дан фаркли деб фараз киламиз. Бу 
холда p i характеристик тенглама +  «о* == 0 нинг илдизи булмагани 
учун 2- пунктдаги коидага кура у хусусий ечимни у  =  AsinpZ+Bcosp/
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шаклда нзлаш керак. у  ни икни марта дифференцналлаб, у, — 
нннг нфодаларини (77) тенгламага цуйиб, А ва В коэффпциентлар 
учун нфодаларнн хосил киламиз: А =  „-д- В = 0. Шундай кнлиб, 
(77) тенгламанинг хусусий ечимн

У =

курннишда, умумий ечим эса
Ш2—Ц2

sin р /

y = y  +  Y=* - г з - г  sin р / -f- Af sin (со / 4- ф) (78)
0

курннишда буладп.
(78) муноегбатдэн тгшкари ^узгатувчн кучнннг р частотаси пру

жина тебранишларининг хусусий частотаси о  га якин булса, у холла 
о 2 — р* аннрма нолга якин булиши ва тебраниш амплитудаси кескин 
ортиши келнб читали.

Лгар ташки цузгатувчн кучнннг р частотаси со хусусий частота 
билан бир^хил булса, (78) формуладан фоЯдалаинб булмайдп. Бунда 
р / =r to/ ушбу кг -1-ыг =^0 характеристик тенгламанинг илдизи б\л- 
ганн учун 2- пунктдаги (уоидага кура (77) тенгламанинг хусусий ечи- 
минн бу холла

у — (Л s i n p / - f  Bcosp / ) /

шаклда нзлаш керак.// ва ни (77) тенгламага цуниб ва p = w  
эканнни назарда тутиб, .4 ва В коэффициентларнинг цнйматини топамнз. 

. 4 = 0 ,  В = — — .
2 со

Шунинг учун у хусусий ечим цуйидаги курннишга зга:
— о/У — — —  cos со/,

2 со

(77) тенгламанинг умумин ечимн эса цуйидагнча ёзилади:

у = Y  -j- у =  N sin (со / m) — —  cos со /.
2 со

Иккинчи хадда t купайтувчининг булиши тебраниш амплитудаси 
ва/уг утиши билан чексиз усишинн бил дирад и. -—1 cos со/ функцня-
нпнг графиги а = 2 , со =  1 булган ,\ол учун 80- расмда тасвнрланган. 
Бундай холда резонанс руй бердп дейилади. Демак, тебранма хара- 
катда резонанс -\одисасн нбранишларнинг хусусий частотаси ташн» 
куч частотаси билан бир хил булган \олда руй беради.

Занжирда ток кучи узгарнши билан боглш\ булган ^одисалар хам 
иккинчи тартиблн чнзн^лн тенгламаларга олиб келадп.

R омнк каршнлик, L узиндукция ва С сишмдан иборат электр 
занжирини караймиз, унга ваьуг утиши билан маълум U =  U (/) цонун 
буйича узгарадиган электр юритувчи куч манбаи уланган (81-раем). 
Занжирдаги /  =  /(/) ток кучининг / вактга бомн^ .уолда узгаришннн 
текшнрамиз. Занжирнинг ab, be, cd участкалари (цисмлари) даги 
кучланиш пасайншларини мос равншда Uab, Ubc, Ucd ор^али белгнлай- 
миз. Ёпиц контурда кучланиш пасайишларннпнг алгебранк нигинднен 
электр юритувчи кучга тенг булгани учун

Ucb +  Vbc +  VCd =  U (0-
физикадан маълумкн,

Uab ~  R I (0 (Ом ^онуни),

о
Шунинг учун

Н  t
R . J ( t) +  L j n n .  +  ±  n t ) d t  = U ( t )

 ̂ о
Бу тенгликнинг 

памиз:
иккала кисминн / буйича дифференцналлаб, то-

r IL  + l ^
dt dfs U'(l)
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еки

r + f ' ' + i r - T -
Шу ндай килнб, занжирдагн изланаётган /  ток кучи узгармас коэф- 

фициентли иккинчи тартибли чизицлн дифференциал тенгламанинг ечи-
ми булади.

Агар таш^и электр юритувчн куч U доимий булса (хусусан, нол- 
га тенг булса), у холда U' =  0 ва бнз унг томони йуц чизикли диф
ференциал тенгламага келамиз:

Г  +  —  Г +  —  =  0.
L LC

5-§ . ЮКОРИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Бу параграфда юь;ори тартибли чизикли дифференциал тенглама- 
лар билан жуда ^иоуа танишнб чи^амиз. Бунда бу тенгламалар ечим- 
ларининг хоссалари нсботлари келтнрнлмайди, чунки улар иккинчи 
тартибли тецуламаларнинг Мос исботларига ухшашдир.

1. Таърифлар ва умумий хоссалар. Ушбу

(*) у(т +  (*) у{п ”  +  «г (*) У,<л—2)
+  ап (*)У - / ( * )  (79>

куринишдаги дифференциал тенглама п- тартибли чизикли дифферен
циал тенглама дейилади.

Бу ерда а0(х), а , (д), а . (л:), , ап (д) коэффициентлар ва f(x)
озод хад д аргументнннг берилган функцияси.

Агар / (д) =  0 булса, чизицли тенглама

а0 (х) ум) -г «1 (*) У,(л-1) (*) У{((1—2) ап(х)У =  0 (80)
куринишга эга булнб, чизицли бир жинсли (ёкн унг томони нуц) 
тенглама дейилади. Агар f (х) ф 0  булса, тенглама бир жинсли бул- 
маган (ёки унг томони бор) тенглама дейилади.

п- тартибли чнзнцли дифференциал тенглама ечиминннг мавжудлик 
ва ягоналик теоремаси иккинчи тартибли чизикли тенглама ечиминннг 
мавжудлик ва ягоналик теоремаси каби ифодаланадн.

Iеорема. Агар (79) чизикли тенгламанинг а0(д), ах(х), а,(д), . . . 
а„(д) коэффициент лари на /(д) унг томони бирор ]а, р( интер- 
валда узлуксиз, шу билан бирга а0(х) коэффициент бу интервал- 
нинг хеч бир нуцтасида нолга тенг булмаса, у холда ушбу

У!*-*. =У«’ У'\х-*. -  Уо< У"1=х. =Уо...........У*- " («<
< * о < Р )

бошланеич шартлар цандай булмаса н тенгламанинг берилган бош- 
лангич шаргп.гарни цаноатлантирадиган ягона ечими мавжуд була
ди. Ух(х), уг(д). Уэ(д)............ уп(х) лар бир жинсли чизикли (80)
тенгламанинг п та цандайдир хусусий ечимларн булсин. Ушбу

Г ( д )  =

!/i(*) Уг(х) y jx ) • Уп (х)
У\ (х) У’2(х) Уз (х) ■У'п(х)
У1(х) У"2(х) Уз (х) ■■Уп(х)

уГ " (х) yt(n- ' ](^) У*а Х) • . • Уп~"(х)

(81)

детерминант Вронский детерминанти дейилади.
Агар л-тартибли бир жинсли чизикли дифференциал тенгламанинг 

W (х) Вронский детерминанти ]а, р[ интервалнинг хеч кандай нуц-
тасида нолга тенг булмаса, тенгламанинг ух (д), уг (д)............ Уп (д)
хусусий ечимлари ечимларнинг фундаментал системасини хоснл цп~ 
лади.

Иккинчи тартибли чизикли тенгламалар .\олидагидек, п- тартибли 
чизикли тенгламалар учун умумий ечимнииг тузнлишн тугрнсидаги 
цуйидаги теоремалар урннлнднр.

1 - теорема. Агар у = у х (д), у  =  уг (д), у  =  у3(х)............ у =
=  уп (д) лар (80) п- тартибли бир жинсли чизицли тенгламанинг 
)а, Р( интервалда хусусий ечимларининг фундаментал системасини 
ташкил этувчи хусусий ечимлари булса, бу тенгламанинг умумий 
ечими

(82)у  = С,//, (д) +  Сгуг (д) +  С3у3 (д) +  . . .  -г С„уп(д) 
куринишда булади.

2- теорема. Агар у (79) чизицли бир жинсли булмаган тенгла
манинг хусусий ечими булиб, Y эса мос бир жинсли (80) тенглама
нинг умумий ечими бдлса, у ,\олда у ~  у -)-Y функция бир жинсли 
булмаган (79) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади.

И зоц. Иккита функция учун киритилган чизикли боглнцлик ва 
чизикли эрклнлнк тушунчаларини п та функциялар булган х;ол учун 
умумлаиггирамиз.

* Агар бирор jot, PI ннтервалдаги барча д лар учуч Ххух (д) +  
+  Я ^,(д) -4- . . .  +  КУп(х) =  °  тенглик уринлн буладиган, хаммаси 
бирданига нолга тенг булмаган Х1( Xt , . . . .  Хп сонлар мавжуд бул
са, у .\олда ух =  ух (д), У г =* У г (д)............уп =Уп(х) функциялар ]а,
Р( интервалда чизикли бое лиц дейилади.

Агар бу тенглик jot, Р[ даги барча д лар учун факат Хх — Хг = 
. .  . — Хп = 9  булгандагина бажарилса, бундай функциялар ]а, р[ 
интервалда чизиц.ш эркли дейилади.

Масалан, 1, д, дг, . . . хп функциялар системаси бутун сон у^ида 
чизикли эрклидир (II боб, 7- §, 3- пунктга ^аранг).

Куйндаги тасдик уринлидир (биз уни нсботсиз келтирамиз). (80) 
тенгламанинг п та хусусий ечимлар системаси берилган интервал
да фундаментал булииш учун мазкур интервалда бу ечимлар чи- 
зицли эркли булиши зарур ва етарлидир.
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2 . п -тартибли узгармас коэффициентли чизи^ли дифференциал тенг-
ламалар. Ушбу

а0Ут 4- ai!/(nI> 4- а,У<п~2) +  • • • 4- а„.хУ’ +  апУ =  f  (*) (83)
куринишдаги тенглама п- тартибли узгармас коэффициентли чизиц- 
ли дифференциал тенглама дейилади. Бу ерда а0, av аг . . .  , ап_и 
ап— коэффицнентлар — бирор сонлар, шу билан бирга а0 ф 0.

Ушбу бир жинсли узгармас коэффициентли чизшуш дифференциал 
тенгламани цараймнз:

ОвУ<т +  o J n~x) 4- агу(п~2) +  . . .  +  ап~\У' +  апУ = 0 .  (84)

(84) тенгламанинг ечимини у =  екх куринишда излаймнз. Бу функция- 
ни берилган тенгламага цуйиб ва умумий купантувчн екх ф 0 га цнс- 
цартнриб, цуйидагн алгебранк тенгламани .\осил цилами-:

a0kn +  «1 k*~l +  at kn~2 +  . . .  +  an_, k 4  an =  0, (85)

бу ердан к нинг у = е кх функция (84) тенгламанинг ечими буладиган 
ьргйматлари аницланади. (85) алгебранк тенглама (84) чизнцлн диффе
ренциал тенглама учуй характеристик тенглама дейилади.

(85) тенглама п- дара жал и тенгламадир, шунннг учун у л та ил- 
днзга эга (VII боб. 3-§. 4 -пунктга царанг). К^йидагини курсатиш 
ыумкнн:

1) характеристик тенгламанинг карралиги г булган (к1 — к, =  
= к? — . . . — кг) исталган .\ациций илдизи кх га ушбу г та хусу- 
сий ечим мос келади:

У1 =  «*“ . у, =  xeklX, у3 =  хгек,х, . . .  , у, =  хг~х е"'х;
2) характеристик тенгламанинг \ар бирининг карралиги г бул

га н хар кандай комплекс кушма кх = а ф fii, k2 — а — fii илдизлар 
жуфтига ушбу 2г та хусусий ечим мос келади:

Vi = еах cos^jc, yt =хеах cosp*. . . .  , yr =  .vr_1 ea * cos P x,
Уг+х = e ax sin p x, yr+2 =  xea x stop*, . . .  , y2r =  xr~l eax sinp.v.

( 85) характеристик тенгламанинг барча ха^и^ий ва комплекс илднзла- 
рига кос келувчи бундай ечимларнинг сони п га тенг. Бу ечнмлар 
хусусий ечимларнинг фундаментал системасннн ташкнл этншнни кур
сатиш мумкнн.

I- мисол. ух -— уп  — у!И _  (/ = 0  тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и. Характеристик тенгламани: тузамиз:

Бу тенгламанинг чап томонпни к>::л1|ТУ*Чиларга ажратиб ечамиз:

*» — — *»-*-*5 =■*•<**—* * - * + ! )  =  *«[*»<*— 1) - ( * — 1)1 «**(*— 1) X
f  X (**— 1) ==/г2 (*— 1)Ч *-Н ).

Демак, характеристик тенгламанинг нлдизларн: А, =  =  0, — kt =
—— 1. Карралиги 2 булган Л, =  Лг = 0  илдизга иккнта хусусий ечим мос келади:

t/j =  в 0дг =  1. у. =  хе0х =  х. Карралиги 2 га тенг булган к3 =  kt =  [ илдизга у =  
=  ех ва ух =  хёх хусусий ечнмлар мос келади, ни.уоят, к3 =  — 1 одднй илдизга бит- 
та ys = e~ s хусусий ечим мос келади. Бу барча хусусий ечнмлар фундаментал сис
тема ташкнл этади. Шунинг учун умумий ечим кунидагича булади:

Y  =  С, -(- СгХ +  С * х 4  Ctxex +  Cte~ x.
Энди ушбу бир жинсли булмаган узгармас коэффициентли чпзик- 

ли дифференциал тенгламани цараймиз:

a 0у п) +  а 1у т~ ') 4 - сн у '* '2' 4 -  . . .  4 - qny = f  (х). (86)

Бизга маълумки, бу тенгламанинг умумий ечими мос бир жинсли (8Э) 
тенгламанинг умумий ечими билан бир жинсли булмаган (86) теигла- 
манннг хусусий ечими йигиндисига тенг.

Бир жинсли чизицли тенгламанинг умумий ечимини топнш хозир- 
гина цараб чи^илди.

(86) бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини излашда 
унг томон махсус курннишга эга булган .\ол билан чекланамиз (4- 
2- пунктга каранг).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими шаклнни ту- 
знш коидаси иккинчи тартибли тенгламанинг хусусий ечими шаклини 
тузишнинг 4-§, 2-пунктда ифодаланган цондасикинг худди узи бу
лади.

2- мисол. у'" -f- у ’ =  cos2x тенгламанинг умумий ечимтш топинг.
Еч и ли ши .  Характеристик тенглама тузамиз: k3 г k — 0. Унннг илдизларичн 

трпамиз: k x =  0, кг =  i, k 9 = — i. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

Y  =  С, 4'С з cosx 4  С, sin.r
куринишда б^ладн.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини 
у =  /4cos2x 4  В sin2x

шаклда излаш керак. у ни уч марта днфференциаллаймп::

~у' =  — 2А sin2x +  2В со$2х, у ' =  — 4.4 cos2x — 4В sin2x, 
у =  8Л sin2x — 8 В cos2x.

~у"' ва ~у' нинг ифодаларнни берилган тенгламага КУЯМ**3 ва ухшаш .уадларнн их- 
чамлаймиз:

8/1 sin2x — ВВ cos2x — 2A sin 2х + 2В cos2x =  cos2x,
6/1 sin2x — 6 В cos2x =  cos2x.

Бу тенгликнннг чап ва унг тшонидаги sin2x ва cos2x лар олдщаги коэффиаи- 
ентларни тенглаб, 6/1 =  0, — 6В =  1 ни ^осил цнламиз. Бу ердан А =  0, В =  
=  — 1/6 ва натнжада хусусий ечим куйидагича булади:

У — -----g~sin2x.

Берилган тенгламанинг умумий ечими.

у = ’р +  Y =  s in 2 * 4  С, х- Сг cosx 4  С3 sinx.
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6-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЦАТОРЛАР 
ЕРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ

1- § пинг 8- пунктпда биринчи тартнбли тенгламаларни интеграл- 
лаш методлардан изоклиналар методн ва Эйлер методи каралгаи эди. 
Бу параграфда дифференциал тенгламанннг тацрибий ечиммни цаторлар 
ёрдамнда топиш усулн караладн. Бу усул исталган тартнбли тенгла- 

f  мани тацрибий ечиш учун яроцлидир.
Дифференциал тенгламанннг ечими куп лолларда бирор ннтервал- 

да якинлашадиган даражалн цатор куринишнда берилиши мумкин. 
Бу цаторнинг коэффнциентларини Тейлор цаторини цуллашга асос- 
ланган усул ёрдамида топиш мумкин.

Ушбу иккинчи тартнбли

y " = f ( x ,y ,y ')  (87)
тенгламанннг y\x=Xt =  У о. У’1Х=Х, — Уо бошлтнгич шартларни цаноат- 
лантнрадиган хусусий ечимини топиш талаб цилинган булсин.

Бернлган тенгламанннг у = у (х) ечимини даражалн цатор (Тейлор 
цатори) журинишида нфодалаш мумкин деб фараз кнланлнк:

у(х) = у  (х„) +  У' (-г,) +  у" (*«) - - ~ Хо>'  +

+  г  ■ (88)

Цаторнннг коэффнциентларини аницлаш учун цуйидагича йул ту- 
тамнз. у (дг0) =  у0 ва у' (дг0) =  у'0 кийматлар бизга бошлангич шартлар- 
дан маълум. у" (х0) ни топиш учун (87) тенгламанннг унг томонида 
у  ва у' урнига уларнннг х = х0 даги цнйматларнни цуямиз:

У "  Ы  =y"0 = f  ( х 0 . У о . У0)- (89)
у"’(х0) ни топиш учун (87) тенгликнннг иккала томоннни * буйн- 

ча дифференциаллаймиз ва у, у, у" нинг х = х0 даги цийматларини 
цуямиз. Кетмг-кет цуйндагиларни цосил цилямиз:

!Г(х) =  У - +  -У- у ' + £  у” = Ф(х, у . у ’, у"). (90)
дх ду  ду

У " '  (-То) = ф (*о. У  о . </о> У 0 )-

(90) тенгликни яна дифференцпатлаб ва х0, у0, у 0, у"а, у"0 цийматлар-
ни цуйиб, ylv (дг0) кийматнн топамиз ва х.к. ^осклаларнинг топилган 
кннматларини (88) Тейлор каторнга цуямиз. Натижада (87) тенглама- 
нинг ечимини топамиз.

М исол. у" =  у  cos х  +  х  тенгламанивг у(0) =  1, у(0 ) =  0 бошлангич шартларни 
каноатлантнрупчи хусусий ечимининг Даражалн каторга ёйнлмасидаги биринчи учта 
хадини топинг.

Еч и л и ши .  Тенглама ечимини Маклорен кат0РИ куринишнда излаймиз:

: Р(0) +  У ’ (0 ) -х  +  х 1 +  У—
(0 ) х3+.

х  =  0  да у  =  1 эканинн эътиборга олиб, бернлган дифференциал тенгламадан то
памиз:

у"(0 ) =  l*cos 0  +  0 = 1.
у " ни топиш учун бернлган тенгламанннг иккала кисмини дифференциаллаймиз: 

у ’" =  у ' c o s x  — j /s in x +  1 ; 
х =  0  да куйидагини х.осил киламиз:

у"(0) =  /(O)-cosO — y(0 )«sin 0 +  1 =0*1 — N0 +  1 =  1.
Х,осилаларнинг топилган цийматларини каторга куйиб. у(х)  ечим учун каторнинг 

кусуснй йигиндиси куринишидаги такрибий ифодани косил циламиз:
х* XsКЧ-: + 1г+ 1г.

И з о ц . Тенгламаларнинг тацрибий ечимини цаторлар ёрдамида то- 
пишда цандай шартларда ечимни даражалн цатор куринишнда излаш 
мумкннлиги масаласини, шунингдек, топилган ечимнинг аниклиги ма- 
саласнни царамаймиз.

7- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ \АК,ИДА ТУШУНЧА

1. Умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг куп- 
гина масалаларида бир варакайига узаро бир нечта дифференциал тенг- 
ламалар билан богланган бир нечта функциянн топиш талаб цилинади. 
Бундай тенгламалар туплами дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади. Хусусан, бундай системаларга фазода бернлган кучлар таъ- 
сирида булган жисм харакатн урганиладиган масалалар олиб келадн.

Масалан, фазода бирор (L) эгри чизиц буйлаб F куч таъсири ос- 
тида т массали моддий нуцта харакат цилаётган булсин. Нуцтанинг 
харакат цонунини, яъни нуцта координаталаринннг вацтга боглицлик 
цонуннни аницлаш талаб цилинади. г =  г (/) харакатланаётган нукта- 
нинг радиус-вектори булсин. Агар нуцтанинг узгарувчи коорднна- 
таларн x(t), у (t), z (<) орцали белгнланса. у холда

r W — УКЧ1
булади. Харакатланаётган нуцтанннг тезлнги ва тезланиши цуйидаги 
формулалар буйича хисобланади:

у =  +  к,
dt dt ' dt 1 dt

dlг <t*x , , d'-у . , &г .

(VI боб, 5- §, 4- пунктга царанг).
F куч, умуман айтганда, вацтнинг, нуцта координаталаринннг ва 

тезликнинг координата проекцияларининг функциясидир:

F - Г ,  (<. «, у.г, £  f ,  i ) .  + F ,  (/. х, *  х, i  4  A ) J  +

250 251

й



Ньютоннннг нккинчи цонунига асосан нуцтанннг ^аракат цонунн 
тенгламаси цуйндагича ёзилади: та =  F. Бу тенглнкнинг чап ва унг 
томонларнда турган векторларни координата уьупарига проекцнялаб, 
.\аракатнинг учта дифференциал тенгламасннн хоснл киламиз:

f

т d-x
dP

т d'-y
dt'-

т d-г 
dt1

= Fx (t. х, у, 

= Fy t, x, у, 

— Fz (t, x, у ,

z —  ~L 
’ dt ’ dt ' dt ) ’

Z — dlJ dz I
d t ’ dt ’ dt ) ’

Z —  Ау. dz 1
’ dt ' d r  dt Г

(91)

Бу дифференциал тенгламалар нзланаётган учта х  =  .v(/),. у = y(t), 
z — z(t) функцияга нисбатан учта нккинчи тартиблн* дифференциал 
тенгламалар снстемаеидан иборатдир.

Келгусйда факат нзланаётган ух (х), уг (х), «/,(х)..........уп(х) функ-
цияларга нисбатан махсус куринишдаги биринчи тартиблн тенглама
лар снстемасини урганцш билан чекланамнз. Бу система цуйидаги

”  =  fi (X, Уг, Уг, у3...........уп),ах

d~dx =  ' г (дг’ у"  Уг' Уз...........Уп)' (92)

=  In (X, ylt yt , ул........... уп)

куринишга эга ва нормал шаклдаги система йен нормал система 
дейнладн.

Нормал снстемада тенгламаларнинг (/иг томонлари нзланаётган 
функцияларнннг хоенлаларнни уз ичига олмайдн.

(92) системанинг ечими деббу системанннг хар бнр тенгламасннн
цапоатлантирадиган у Ах). yt (x), у3 (х)........... Уп(х) функциялар туп-
лаыига айтилгди.

Нккинчи, учинчи ва янада ю^орироц тартиблн тенгламалар снсте- 
маенки янгн функциялар киритиб, нормал системага келтирнш мум- 
кнн. Масалан, (91) система нормал системага цуйндагнча келтнрилади;

* « - т -  ” « ) = > - .
деб янги и (/), v (t), w (t) функциялар кирнтамиз. У холда

d-x dit d-y __ dv <Рг_ _  «te
d p  dt ’ dt* ~  ~dt' dt* ~  ~di ’

натижада (91) тенгламалар системаси кунндагнча ёзилади:

• Дифференциал тенгламалар системасинш.г тартибн деб, бу системага кцрувчи 
тенгламаларнинг энг юцори тартибига антнлали.
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I —  =  —  /% (* , -V, у, Z, и, V, &'),
dt т

4 "  =  —  Fy(t, X, у . 2, и, V, w), 
dt т J

—  — —  Ft (t, х, у . г, и, V, w),
dt т
dx ,,,—  =  и (г),
dt ’
dy
dt V (t).

(93)

dz
-  =  И<>.

(93) нормал системадир. Масалан, учта х, у, z номаълум функциялн 
учта тгнгламадан нборат ушбу нормал снстемани караймнз:

^ r = f A F  х, у , г),

% T = fA t. у, г),
ш

~ г  =  /з (*. У> *)•at

(94)

Дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси учун Кошннннг 
мав/кудлнк ва ягоналик теоремасн цуйидагича ифодаланади:

Теорема. (94) система тенгламаларининг унг томонлари, яъни 
ft (t, .V, у, г) (/' =  1, 2, 3) функциялар бирор G соцада барча узгарувчи-
лари бдйича узлуксиз ва унда узлуксиз- - ( хусусий \осилаларга
эга булсин. У ,\олда G сохага тегишли t0, .r0. у0, z0 кийматлар .\ар 
цандай булганоа .\ам системанинг ушбу

X (/„) ™ Л‘о. У (V  =  Уо< 2 (/0) =  20 (95)
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ягона x(t), y(t), z(t) ечими 
мае жид булади.

(94) снстемани интеграллаш учун шундай усулнн цуллаш мум- 
кинкн, унинг ёрдамида учта нзланаётган функцияга нисбатан учта 
тенгламага зга булган бёрнлган система битта номаълум функцияга 
нисбатан учинчи тартиблн битта тенгламага келтириладн. Бу усул 
номаълумларни йунотиш усу ли дейнладн.

Унинг кулланишини мисолда курсатамиз. Соддалнк учун иккита 
тенглама системаси билан чекланамнз. Ушбу тенгламалар системаси 
берилган булсин:

dx у
ТГ “  _  7д :+  *■ ;

A l  =  - 2 . Г - 5  у.
dt *
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Системенинг биринчи тенгламасинн t буйича дифференциаллаб.
<Рх_ - jA l *К.
<П1 ~  <и ^ ш

ни топамиз. Бу тенглнкка —  нинг системанинг нккинчи тенгламасн- J dt
даги ифодаснни ^уямнз:

—  = — 7 ^ -  +  (— 2х — 5у).dt'1 dt '
Ни.\оят, у функцняни унинг системанинг биринчи тенгламасидагн

У =  ^ t  +  7x  П

нфодаси бнлан алмаштирнб, бнтта номаълум функцияга нисбатан нк- 
кинчи тартиблн бир жинсли чизныли тенгламага келамиз:

—  =  -  7 — _  2 х - 5 ( —  +  7 х)dt1 dt \d t )

~  +  1 ? —  +  37 х  =  0.dt1 dt

Бу тенгламани интеграллаб, унинг умумнй ечнмини топамиз:

х  =  е~*‘ (С1 cos t -f  С2 sin t). (**)

(**) ни дифференциаллаб, топамиз:

—  =  —6 e~6‘ (Cx cos t 4- C, sin t) +  e~fl (— C2 sin i - f  C2 cos /). 
dt

x ва —  нинг нфодаларини (*) тенгликка цуинб ва ухшаш ^ад- dt
ларни ихчамлаб, цуйидагнга зга буламиз:

у  =  — бе-6 ' (Сх cos t +  Сг sin 0 +  е (— Cl sin t +  С, cos /) - f  
+  7е~ы (С2 cos t +  C2 sin/) =  <Г«' [(С, +  C,) cos t +  (C2 — C,) sin t).

Ушбу
x  =  e “  (Cx cos t +  C2 sin t) ,

У = e~*‘ [(C2 +  C,) cos t +  (C. -  C,) sin /] (***)

функциялар берилган системанинг ечнмн булади.
Шундай цилиб, иккнта дифференциал тенгламанинг нормал систе- 

масини интеграллаб, унинг иккнта ихтиёрий С1 ва Сг узгармасга бог- 
лик ечнмини хосил цилдик Умумий -\олда п та тенгламадан иборат 
нормал система учуй унинг умумий ечими п та ихтиёрий узгармасга 
боглиц эканини курсатиш мумкин. Масалан, учта тенгламадан ибо
рат ушбу
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=  Л (<. У’ г).

"  = /*  (t< «л*).

“ 7  =  и  (*• *. !/• 2)

нормал система учуй умумий ечим ихтиёрий учта С,, С2, С, узгар
масга боглш\ булади ва у ^уйидагн куринишда ёзилади:

х =  х (t, С|, Ct , С,), у —у (t, С,, С», С,), г = z (t, Clt Ct, С,).

Хусусий ечимни ажратпш учун

* ( to )  =  *о. У  ( to )  =  У», z (/0) =  г 0

бошлангич шартлар бернлади ва С,, С2, С, узгармаслар цуйидаги 
тенгламалар системасидан аншуланади:

х (/в, С„ С„ С,) =  дгв, | 
у(^«. Cj, Ct . С,) =  ув. , 
z (/». Ct , Ct , Cs) =  г*. I

Мисол сифатнда юцорида топилган (***) умумий ечим

х — е~ы (Ci cos / 4- С, sin /), 
у =  «"*  ((С, +  С,) cos t +  (С, — С,) sin /]

дан х ( 0 ) = 0 ,  у (0) =  1 бошлангич шартларни |уаноатлантирувчн ху
сусий ечимни ажратайлик.

Берилган бошлангич шартларда (***) ечимдан С1 ва С, 'узгармас- 
ларни топиш учун ^уйидаги системани *осил ^иламиз:

0 =  С4-1 4- С*-0, I
1 =  (С* 4- С,) • 1 -f- (С2 — Cj) *0, J

Бу ердан Ct = 0 ,  С2=  1. Демак, изланаётган хусусий ечим ^уйидаги 
куринишда булади:

х — е~61 sin /, у =  е~,/ (cost +  sin t).

2. Узгармас коэффициентли чизицли дифференциал тенгламалар 
системалари. Тенгламаларнинг нормал системасинн интеграллашнинг 
юцорида курилган усулидан ташцари яна битта усулни курсатамиз. 
Бу усул фа^ат узгармас коэффициентли чизицлн тенгламаларнинг нор
мал системаси учун кулланилади.

Узгармас коэффнниентли чизицлн дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системаси берилган булснн. Соддалик учун учта номаълум 
функциялн учта тенглама системаси билан чекланамиз:
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ёки—  =  аи  х -f  а 12 У +  «и  z-
at

ЁМ- =  а01 л: +  ог2 у  -+- о2я г, 
dt

f*L =  a3l х  +  а32 у +  ам г. 
Л

(96)

Бу системанннг хусусий ечимнчн
x = a e kt. y = $ekt, z =  yekt (97)

куринишда излаймиз. Бнз а, р, v коэффициентларнн ва даража кур- 
сатккчи к ни шундай ани^лашнмиз кераккн, (97) функциялар (96) сис- 
теманинг ечнми булсин. Бу функцияларнн (96) тенглнкларга ^уйиб 
ва ekt Ф 0 купайтувчига цнсцартнриб, ^уйидагини хосил циламиз:

* k a  =  аи а  + с и р +  ои Т, '
k Р =  йц а  +  а2г Р +  я?з Y. ' 
ку  = а 31а 4- а м р +  а33у.

Барча хадларни бир томонга утказиб, а, р, у га нисбатан чизныли 
алгебраик тенгламалар системасини хосил ^иламнз:

(ап  — к) а +‘ о1г р +  а13 у =  0,
• qt l a +.(aM -  к) Р +. ам у..= 0,

°3iа  +  aj; Р -i- (aM — &) у =  0. I (9s)
(98) бир жинсли тенгламалар системасидир. Маълумки (II боб, 7-§, 
7- пункт), бир жинсли система цолдан фар^ли ечнмларга эга булиши 
учун системанннг детерминанти нолга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир. Шундай 1\нлиб, (98) система нолдан фарклн ечимларга эга бу- 
лишн учун

йп — к «1»
а21 ап ~  к °23
a3i а.2

=  0 (99)

тенглик бажарилиши керак.
(99) тенглик k га нисбатан учинчн даражали тецгламадир, у (96) 

системанинг характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик 
тенглама >(ар хил хациций k v  kt, k 3 илднзларга эга булган х.ол билан 
чекланамиз. Бу илдизларнинг .̂ ар бири учун мос (98) тенгламалар сис
темасини ёзамнз ва а 2, 0,. Yi*. а», Р2, y2; а „  Рз- 73 коэффициентларни 
анн^лаймиз. Агар системанннг характеристик теигламанинг к2 илди- 
зига мос ечимини yv  zL ор^али, к2 га мос ечимини хг, уг, гг ор- 
цалн, к3 га мос ечимини х3, у3, г, орцали белгнласак, (96) дифферен
циал тенгламалар системасининг умумий ечими кунидагича ёзилншини 
курсатиш мумкин:

х (/) =  Cj *1 +  С2 .V, +  с ,  хя,
У (0 — Сг у2 +  С3 у3,
г (/) =  Сг zt -f- С2 г2 С, zs.

х (0 =  Сх е™ +  С2 а ,  ек* +  С3 а3 ,
У ( 0 -  С1р1е*“  +  С1р2е*»< +  С,рз е*»',
г (0 »  С, Tl «*М +  с  г уг е*  +  С, У, е** (100)

Мисол. Ушбу системанинг умумий ечимини топинг:

dx
-  = - 2 х - З у

<*У
dt Х

Е ч н л и ш и .  Берилган ди4ференциал тенгламалар систеыасига мос 
теристик тенглама куйнлаги куринишда булади: F

- 2  —к 
— 1

— 3 
О —к

ёки к2 -f  2k — 3 =  0. Унинг илдизлари: k 2 =  — 3, к ,  ■■ 
(*) системанинг хусусий ечимларини

*1 =
куринишда излаймиз.

k j =  — 3 да а  ва 
ёзилади:

<*i *М . Ух -  Pi х 3 =  а гек‘‘, у 3 =  р2 е**'

Р ни аии^лаш учун (98) тенгламалар системаси

С)

(99) харак-

КУйидагича

1— 2 — (— 3)10!— ЗР, =  0, |  «1  — ЗР] =  0. т
«1 + [0 — ( — 3)] р2 = 0 j — а3 + 3 р, = 0. (

____________ ..... ______ _ ,,п .п  пплилчи шиглама оиринчи теигламанинг
иатижасйднр. Масалан, Р ,=  1 деб, а ,= 3  ни топамиз. Шундай ^илиб, характеристик 
теигламанинг *, =  — 3 илднзига х, =  3 e ~ 3t ва у, =  e~3tхусусий ечимлар мос келади. 

k  —  1 да а  ва р ни ашиулаш учун (98) тенгламалар системаси куйидагича б^ла-
ди: К —:---------

— За2 — Зрг =— «2 — Р2 = 0 .О,
)

Бу системанинг ечимлари снфатида а 3 =  1 р, = — 1 ни олиш мумкин. У э^олда: 
характеристик теигламанинг k  =  1 илдизига х3 =  е* ва уг =  — е1 хусусий ечимлар 
мос келади.

Берилган (•) системанинг умумий ечими (100) формулага кура куйидагича булад и 
х (0 =  3 С, е ~ 31 +  С-У; у (t) =  С х Г 31 -  Сг «'•

Агар (99) характеристик теигламанинг илдизлари орасида 
сонлар булса, у >;олда уларга мос хусусий ечимлар бнтта 
тенглама холидагига ухшаш (4-§, I-пунктга каранг), Эйлер 
лари буйича ^згартйрилади.

комплекс
чизикли

формула-
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X I I I  БОБ
Э \ Т И М О Л Л А Р  Н А З А Р И Я С И  Э Л Е М Е Н Г Л А Р И  

. 1 -§ . АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР

1. Тасодифий ми^дорлар. Частота. Э^тимэл. Эхтимоллар назарн- 
яси куп сондаги тасодифий ходисалар (во^еалар) нинг конуниятларн- 
ни урганувчи математик фапдир.

Маълум шартлар мажмуаси (туплами) бажарилганда содир булиши 
Хам, соднр булмаслиги хам мумкнн булган \ аР цандай вок,еа тасоди
фий. .\одиса (ёкн оддий к,илиб айтганда, ходиса) дейнладн. Эхтимоллар 
назарияси куп сонлилик характерна эга булган ана шундай ходиса- 
лар билан иш куради. Бу бэрилган шартлар туплами чекснз куп 
марта амалга оширилиши мумкин деган сузднр. Бу шартлар тупламн- 
нинг хар гал амалга оширилиши сипов (ёки тахсриба дейиладн.)

Масалан. агар сннов тдягани ташлашдан пборат булса, у х°лДа 
унинг гербли томони тушиши ходисадир; агар синоз берилган турдаги 
подшипннкни тайёрлаш булса, у холДа подшипникнинг стандартга 
мослиги ходисадир; агар сннов уйнн соххасинн, яънн ёхларига 1 дан 

« 6 гача рацамлар (очколар) ёзилган кубик ни ташлашдан иборат булса, 
у холда бешлнк тушиши ходисадир.

.\одисаларни латнн алфавитннинг бош харфлари билан белгнлай- 
миз: Л ,В, С -- -

п та синовда А ходиса т марта рут берган булсин. тГп нисбат А 
Ходисанинг частотаси (нисбий частотаси) дейиладн ва Р* (Л) =
=  —  каби белгиланади.

п
Тажрнба снновларни куп марта такрорлаганда тасодифий ходиса- 

нинг Р* (А) частотаси бэр^арор эканини курсатади. Бунн мисолда 
тушунтирамиз.

Тангани 4040 марта ташланганда гербли томон 2048 марта тушган 
булсин. Мазкур синозлар серияснда гербнннг тушиш (руй бериш) ча- 
стотаси Р* (А) =  min =  2048/4040 =  0,5009 га тенг. Шу тангани 
12000 марта ташлангапда герб 6019 марта тушади. Бинобарин, бу хол- 
да частота Я* (А) =6019/12000 =  0,5016. Ни\оят, тангани 24000 
марта ташланганда герб Я* (Л) =0,5005 частота билан 12012 марта ту
шади. Шундай хилиб, курамизки, тангани куп марта ташланганда герб- 
нинг тушиш частотаси барцарордир, яъни 0,5 сонидан кам фарх Xй' 
лади. Тажрибанинг курсттишича, частотанинг 0,5 сонидан бу четланишн 
синовлар сонининг ортишн билан камаяди. Бу мисолда курилган часто
танинг бархарорлик хоссаси куп сонлн тасодифий мнхдорлар учун уму- 
мнйдир, хусусан, мазкур ходисанинг руй бериш частотаси яхинлашади- 
ган шундай сон мавжудкн, синовлар сони катта булганда частота бу 
сондан кам фарх хилади. Бу сон ходнсанинг э.упимали денилади. У 
ходиса рун беришининг объектив нмконини ифодалайди. Ходисанинг 
эхтимоли ханчалик катта булса, унинг руй беришн шунчалик мумкин 
булади. Л ходисанинг э\тимолини Я (А) оркалн белгнлаймиз. Юкорн-
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да хар3*112*1 мнсолда гербнннг тушиш эхтимоли 0,5 га тенг экани- 
равшанднр.

Агар ходиса мазкур синовда албатта руй берса, у мукаррар ходи
са дейиладн, аксннча, агар мазкур синовда ходиса руй бериши мум
кнн булмаса, у мумкин булмаган ходиса дейиладн.

Масалан, фахат хора шарлар булган хутиДан шаР олинаётган бул- 
син. У холда хора шар чихиши мукаррар х̂ одиса, ох шар чихиши- 
мумкин булмаган ходисадир.

Агар ходиса мукаррар булса, у хар бир синовда руй беради ( т  =  
=п). Шунинг учун мухаррар ходисанннг частотаси хар Дсим бнрга 
тенг. Аксинча, агар ходиса мумкин булмаган ходиса булса, у хеч 
Хайси синовда руй бермайдн (т =0). Демак, мумкин булмаган ходи
санннг синовларнинг хар хандай сериясидагн частотаси нолга тенг. 
Шунинг учун мухаррар ходисанннг эхтимоли бирга, мумкин булмаган 
Ходисанинг эхтимоли эса нолга тенг.

Агар Л ходиса мухаррар ходиса хам, мумкин булмаган ходиса хам 
булмаса, у холда унинг частотаси т/n синсЕлар ссни катта булганда 
бирор р ( 0 < / ? < 1 )  сондан — Л ходисанннг эхткмолидан кам фарк 
Хилади.

2. Ходисанинг кесишмаси ва бирлашмаси. Иккита Л ва В хсдиса-
нннг кесишмаси (ёкн купантмаси) деб хам Л, хам В ходисанинг бир- 
галикда руй беришндан иборат булган ходисага антилади. Бу ходиса- 
ни АВ ёкн ВА орхалн белгнлаймиз.

Худдн шунга ухшаш, бир нечта, масалан, А,В ва С ходисаларнннг 
кесишмаси деб А,В ва С ходисаларнннг биргалнкда руй беришн- 
дан иборат булган D = АВС ходисага айтнладн.

Иккита Л ва Б ходисанинг бирлашмаси (ёки йигиндиси) деб Лёки 
В ходисаларнннг камида биттаси руй беришндан иборат С ходисага 
айтиладн. Бу ходиса куйидагича белгиланади: С =  А-+- В.

Бир нечта ходисанинг бирлашмаси деб улардан камида бирининг 
руй берпшидан иборат ходисага айтилади. D =  Л - f  В +  С ёзув D хо- 
диса А,В ва С ходисаларнннг бирлашмаси эканини билдиради.

Агар Л ходисанннг р$й бериши В х.одисанннг руй беришнни инкор 
этса, Л ва В х,одисалар биргаликда руй бермайдиган ходисалар дейи- 
лади. Бу ердан агар Л ва Б биргаликда руй бермайдиган ходисалар 
булса, у холда АВ мумкин булмаган ходиса булиши келиб чикади.

Хуйидаги мисолнп курайлнк. Бирор идишга жойланган газнинг 
бирон-бир танин молекуласн харакатини кузатамиз. Бу идиш (хажм) 
ичнда а  ва р хажмларнн ажратамиз (82-раем). А ходиса молекуланннг 
а хажмга, В ходиса молекулаг.инг р хажмга тушиши булсин. Л ва 
В ходисаларнннг кесишмаси молекуланинг а ва 
р хажмларнннг умумий х ”смига тушишидан 
иборат булади. Агар* а  ва р хажмлар умумий 
нухтага эга булмаса. равшанки. Л ва Б бирга
ликда булмаган ходисалар булади. Л ва Б ходи- 
саларнинг бирлашмаси (йигиндиси) мо. екула- 
нннг ё фацат сс хажмга, ё  факат р хажмига ёкн 
уларнинг умумий кием ига тушишидан иборат булади. 82- раем
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3. Э^тимоллар аксномалари. А ва В нккнта бнргаликда булмаган 
ходиса булсин, шу бнлан бирга т А синовда ,\одиса т1 марта, В х о  
диса ъса т, марта рун берган булсин. У холда Л ва Б ^одисаларнинг
частоталари мос равншда Я* (Л) =  —, Я* (В) =  ^  га тенг. А ва Вп п
Ходисалар бнргаликда булмагани учун А ~  В .\однса мазкур синов- 
лар сериясида ш, +  тг ма рта рун берган. Демак,

Р* (Л +  В) =  m'+Hh- =  ЛЬ. +  ЛЬ. =  р* (Л) м  р* (В).
п  п  п

Шундай хилиб, А + В ходисанинг частотасн Л ва Б ходнсалар часто- 
таларининг йигиндисига тенг. Бирох катта п ларда Р* (Л), Р* (Б) ва 
Я* (Л +  В) частоталар теплили Я (Л), Р (В) ва Я(Л +  Б) эхтимол- 
лардан нам фарх ^илади. Шунинг учун агар Л ва Б  бнргаликда бул
маган ходнсалар булга, у холда Р (A +  В) =  Я (Л) 4- Р (В) деб олиш 
табиийдир.1

Баён ^нлинган бу фнкрлар э^тимолларнинг хунидаги хоссаларннн 
баён этишга имкон беради. Биз уларни аксиомалар снфатнда цабул
киламиз.

1 -  а к с и о м а .  Х,ар бир А тасодифий хрдисага унинг эхтимоли 
деб аталувчи ва 0 <  Р (.4) <  1 шартни цаноатлантирувчи тайин 
Р (А) сон мос келади.

2 -  а к с и о м а .  Мукаррар ходисанинг эхтимоли бирга тенг. 
б а к е н о м  а .  ( э х т н м о л л а р н н  ц у ш и ш  а к с к о м а с и ) .  Л

ва В биргаликда булмаган ходисалар булсин. У .\олда бу \одисалар- 
дан камида бирининг руй бериши эупимоли уларнинг эхтимоллари 
йигиндисига тенг:

Р (Л -г В) =  Р (Л) -г Р (В). __________ (1)
3-аксиома бнр нечта ходиса булган х°л учун умумлаштирилади, чу- 
нончи. агар Л,, Л ,.-*-, Л„ ходисалар жуфт-жуфт б у ли б бнргаликда 
булмаса (яъни бу ходнеаларнинг исталган бири цолган хар цайси ходи- 
са бнлан биргаликда булмаса) у холда

P(At +  At +  • • • + А Я) - ^ ( Л х) ~ P ( A t) -  . . .  +  Я(Л„) (2)
б улади.

Л ходисага ц а р а м а - ц а р ш и  ходиса деб А  ходнеанннг руй бермас- 
лигидан иборат А ходисага айтиладп. Л ва А ходисалар биргаликда 
булмаелнгн равшандир.

Масалан, Л ходиса буюм стандартга мувофик эканндан иборат бул- 
енн, у .\олда царама-^аршн Л ходиса буюм стандартга жавоб бермас- 
лигидан иборат буладн. Л .\ >диса уйнн соц^асинн бнр марта ташлан- 
ганда жуфт сон ту шиши булса, у холда Л ток. сон тушнши_ буладн.

1-теорема. Исталган А  ходиса учун дарима-царит А цодиса- 
нинг эхтимоли цуйидаги тенглик би ган ифодаланади:

Я(Л) «ш 1 — Р (Л). (3)
Исботи_. Ё Л ходисанинг, ёки Л ходисанинг руй беришидан 

иборат А А-А полиса, равшзнки, муцаррар .ходисадир. Шунинг учун

2-аксиомага кура Я (.4 4- Л) =  1. Бу ердан, Л ва Л ходнсалар бнрга
ликда б\' лмаганн учун, 3-аксиомага кура: Я (Л +  Л) =  Я (Л) 4- Я (Л) 
Демак. Я (Л) -f Я (Л) =  1, бу ердан Я (Л) =  1 — Я (Л).

2- теорема. Мумкин булмаган ходисанинг эхтимоли нолга тенг.
И с б о т  и. Агар мумкин булмаган ходиса мукаррар ходисага кара- 

ма-карши эканини эътнборга олсак, нсбот бевосита 2- аксиома ва 1- 
теоремадан келиб чикади.

4. Эхтимолнинг классик таърифи. Юкоридаайтилганидек, енновлар 
сони п катта булганда Л ходисанинг руй бериш частотасн Я* (Л) =
=  —  туррунлнкка (бархарорликка) эга ва Л ходиса э\ти молннинг 

i П
такрибий хийматннн беради, яъни

Я (Л) « Я *  (Л).

Бу хол ходиса э.\тнмолнни синовлар нули бнлан такрибан топиш- 
га имкон беради. ^однеа э.\тимолннн топишнинг бу усули амалда 
хар доим кулай эмас. Бир цатор холларда .ходиса эх;тимолини синов- 
гача ходнеаларнинг тенг э.\тимоллнк (тенг нмконнятлилик) тушунча- 
ендан фойдаланиб топишга эришнлади.

Агар ходнеаларнинг хар бири бош^а исталган бнрнга Караганда 
тезроц купрох руй беради деб хисоблашга хеч хандай объектив сабаб- 
лар булмаса, бу ходисалар тенг эхтимолли ("ёки тенг имконият- 
лилик дейилади.

Масалан. танганн ташлашда гербнннг ёки рацамли то.монннннг ту- 
шишн тенг э.\тимолли .\одисалардир.

Бошка мисол курамнз. Уйнн сокцаси ташланаётган булсин. Сокда 
(кубик) симметрии булгани учун 1 ,2 ,3 ,4 ,5  ёки 6 рацамларндан нс- 
талган бирининг тушиши бир хнлда мумкннднр (тенг э^тимоллндир).

Агар еннов натнжаенда £ l t •••,  EN ходнеаларнинг камида бнт- 
тасн руй берса, бу ходисалар мазкур синовда тулиц группани таш
ки л этадн.

Масалан, охирги мисолда тулн^ группа олтита .^одисадан — 1,2,3, 
4, 5 ва 6 ра^амларинпнг тушишидан иборатдир._

)\ар кандай А ^одиса ва унга карама-^аршн А ходнеа тулиц груп
пани ташкил этиши равшандир.

Агар В ходисанинг руй бериши А ходисанинг руй беришнга олнб 
келса, В ходиса А х.одисага имкон яратувчи ходиса дейилади.

Масалан, агар А уйнн соххасннн ташлашда жуфт сондаги очколар- 
нинг тушиши булса, 4 рацамининг тушиши А  х.одисага имкон яратув
чи ходисадан иборат булади.

Ei, £ » ,••• , ЕN ходисалар мазкур енневда тенг эхтимолли ва 
жуфт-жуфти бнлан биргаликда булмаган тулнц группа ташкил этсин. 
Уларни синовларнинг натиясалари деб атакмиз. А х.одисага синовнинг 
М та натижаси имкон яратувчи булсин дейлик. У холда А  х.одиса- 
нинг мазкур енновдаги эхтимоли деб M/N нисбатга айтиладн. Шундай 
Хнлиб, таърифга келамнз.
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А цодисанинг мазкур синоздаги Р(А) эхтимоли деб А фдисага 
имкон яратувчи синов катижалари сони М пинг синовнинг тенг 
эхтимоли, жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган ту лик, группа- 
сини ташкил этувчи, мумкин булган натижаларининг умумий 
сони N га нисбатига айтилади: Р (Л) =  М (N).

Эхтимолнинг бу таърифи купинча к л а с с и к  т а ъ р и ф  деб атала- 
ди. Классик таъриф эхтимолнинг аксиомаларини ^аноатлантиришинн 
курсатиш мумкин.
V T mhcm. Завояга 1000 та подишпникдан иборат партия келтирилди. Бу парти- 
яга тасодифан стандартга жавоб бермайдиган 30 та подшипник аралашиб цат га и. 
Таваккалига олинган подшипник стандарт булиши эхтимоли Р  (А )  ни аницланг.

Е ч и л и ш и . Стандарт подшипниклар сони 1000 — 30 =  970 та. ХаР бир под- 
шипникнинг олиниш эхтимоли бир хил деб цисоблаймцз. У цолда ходисаларнинг 
тулиц группаси N  =  1000 та тенг эцтимолли натижалардсн иборат булиб, А  цодиса
га улардан М =  9,0 та натижа имкон яратади. Шунинг учун Р  (И) =  _^L =

N
970/1000 =  0,97.

2- мисол. Кутила 10 та шар бор: 3 та оц ва 7 та кора. Кутила н бирданига 
иккита шар олинади. Олинган иккала шар оц булиши эхтимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Синовнинг барча тенг эхтимоли натижалари сони 10 та шардан 
иккнта шарни олиш усулларига, яъни 10 та элементдан олинган группалашлар сонига
тенг- N  =  С  ?0=  — —----- =  45. Имкон яратувчи натижалар сони М  =  С2 =

21(10—2)1 3 * 5
= 3 .  Демак, изланаётган эхтимол Р  =  M / N  =  3/45 =  1/15.

21 (3- 2) 1
3 - мисол. Кутила 2 та яшил, 7 та кизил, 5 та сариц ва 10 та оц шар бор. 

Раигли шарнинг чициш эхтимоли цанча?
Е ч и л и ш и .  Мос равишда яшил, кизил ва сариц шарларнннг чициш эцтимоли- 

ни топамиз:
Р  (яшил) =  2/24; Р  (кизил) =  7/24; Р  (сариц) =  5/24. Каралаётган цодисалар, 
равшанки, биргаликда эмас, шунинг учун цушиш аксиомасини цуллаб, раигли шар 
чициш эцтимолинн топамиз:
Р (рангли) =  Р (яшил) +  Р (цизил) +  Р  (сариц) =  —  +  —  +  +  —  =  —

24 24 24 12

5. Шартли э\тнмол. Э^тамэлларни купайтириш теоремаси.
Куп масадаларда А ва В додисаларнннг э.хтимоллари маълум бул- 

ганда бу ходисалар купайтмасиничг эхтимолини топишга тутри келади.
Кунидаги мисолни курамиз. Иккита танга ташланган булсин. Ик

кита герб тушиш эхтимолини топамиз.
Биз тулнц группа ташкил этувчи 4 та тенг эхтимоллн жуфт-жуф

ти билан биргаликда булмаган ушбу натижаларга эгамиз:

1-танга 2-Танга

1-натижа герб герб
2 -натижа герб ракам
3-натижа ра^ам герб
4-натижа ракам рацам

Шундал килнб, Р (герб, герб) =  1/4.

Энди бирннчн тангада герб тушгани маълум деб фараз цилайлик. 
щундан сунг герб иккала тангада тушиш эхтимоли цандай узгаради? 
Бирннчн тангада герб тушгани учун энди тулиц группа иккита тенг
э.хтнмолли биргаликда булмаган натижалардан иборат буладн:

I-танга 2 -танга
1 - натижа герб герб
2 -натижа герб ра^ам

Бунда натижалардан фацат биттаси (герб, герб) ходисага имкон 
яратади. Шунинг учун цилинган фаразларда Р (герб, герб) =  1/2. 
Энди А оркали иккита гербнинг тушишини, В орцали эса гербнинг 
биринчи тангада тушишини белгилаймиз. В ходиса руй берганлиги 
маълум булганда А ходиса эхтимоли узгаришини кураяпмиз.

А ходнсанинг В ходиса руй берди деган шарт остидаги янги эх* 
тимолннн Рв (Л) орцали белгилайми' Шундай цилиб. Р (Л) =  1/4,
РВ(А) = 1/2-

А ходнсанинг В .ходиса руй беради деган шарт остидаги эхтимоли 
А ходнсанинг шартли эхтимоли дейилади.

Купайтириш теоремаси. А ва В ходисалар купайтмасининг цти- 
моли улардан бири э.\тимолининг иккинчисининг биринчи ходиса 
руй берди деб хиюбланган шартли э\тимолига купайтмасига 
тенг, яъни

Р (А В )= Р (А ).Р а (В). (4)

И с б о т и .  (4) муносабатнинг тугрилигини эхтнмолнинг классик 
таърифпга асосланиб исботлаймиз. Мазкур синовнинг мумкин булган 
Elt • • ,Е \ натижалари тенг эхтнмолли жуфт-жуфти билан бирга
ликда' булмаган ходисаларнинг тулиц группаснни ташкил этсин ва 
улардан А ходисага М та натижа имкон яратсин хамда ана шу М 
та натнжадан L таси В ходнсага имкон яратсин. Равшанки, А ва В 
Ходисаларнинг купайтмасига синовнинг мумкин булган N та натижа- 
сидан L таси имкон яратади. Бундан куйидагига эгамиз:

Р ( А В ) = ± - ; РЛ(В ) = -
Шундай кнлнб,

Р И В ) = Д - - - £ - .  Л -  =  / .,Л ).В ,(В );

теорема псбот булди. Худди шунга $кщаш, А га В нинг урннларини 
алмаштириб, топамиз:

Р (А В )= Р (В )Р в(А). v  (5)

(4) ва (5) формулалардан натижа сифатида куйндагига эгамиз:
Р(Л )Рл (В) = Р(В)Рв (А). ' (6)
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Купайтирнш теоремасн исталган чехли сондаги ходнсалар учун 
осон умумлаштнрилади. Масал ан, учта Alt А,, А, .ходиса* учун куни- 
дагига эга бх’ламиз:

Р (A, At A,) =  Р [ (Ах А*) А31 =  Р (А, Аг) • PAiAt (Л,) -  
=  P(Ax)PAl(At)PA,A,(A 3).

У мумий холда
Р (A1Ai . . .A D) = P (A 1)-P Ai(At)-P Ai A,(A 3) . . . P AA "A n i (А„) (7) 

Ьууйидаги таърифни кирнтамнз.
Агар иккита А ва В .\однсанинг бири рун берди деган фараз ик- 

кинчисининг эхтимолини 5'згартирмаса, яъни
' Рв (А) = Р(А)ва РА(В )= Р (В )  (8)

булса, А ва 5  эркли хрдисалар дейнладн.
(6) муносабатдан (8) дагн иккита тенгликнинг бири нккинчиси- 

нннг натижаси эканн келнб чиь;ади.
Масалан, А тангани бир марта ташлашда гербнинг тушнш ходнса- 

си, В эса карта дастасидан карта олганда шштин картанинг чицнш 
ходисаси булсин. Равшанки, А ва В .\одисалар эркли ^одисалардир.

А ва В ходнсалар эркли булган холда (4) формула ушбуанчасод- 
да куринишга келади:

/> (А В )= /> (А ) .Я (В ) , (9)
яъни, иккита эркли хрдиса к^пайтмасининг эхтимоли бу уодиса- 
лар эцтимолларининг купайтмасига тенг.

Агар А,, . . . ,Аг.........Ап ходисалардан хар бирининг руй берншн э.\-
тимолн долган бир нечта ходнсалар руй берганда уз цийматини узгар- 
тирмаса, бу ходнсалар биргаликда эркли дейнлади.

Бу таърнфдан А„ А,, . . .  , Ап х°Дисалар биргаликда эркли булган 
холда (7) формулага кура цуйидагига эгамиз:

Р (Ах А ,. . .  А„) =  Р (А,) Р (А,) . . .  Р (А П). (10)
1- мисол. Тангани ун марта ташлагандл гербли томов 10 марта тушиш эхти

моли канча?
Е ч и л и ши .  А { ходиса i- ташлашда герб тушиши булсин. Изланаётган эхтимол 
барча A t (i =  1,2,3, . . .  10) х°Дисалар купантмасининг эхтимолидир.
А 1 ходнсалар эса биргаликда эркли булгани учун, (10) формулани цуллаб, куйида-
ГиГЛ чгямиэ •

Р ( А \ А г  А*) =  Р  (А ,). Р (Аг) . . . Р  (А1в).
Бирок исталган i учун Р (А ,  )=  1/2 шу сабабли 
Р ( А Х-Аг ■.. А10) =  (»/,)!« =  1/1024 «  0,001.

2- мисол. Ишчи бир- бирига 6ofлиц булмаган холда ишлайдиган учта станокни 
бошкаради. Бир соат мобайнида ачининг станокка цараши керак булмаслик эхти
моли биринчи станок учун 0,9 га, иккинчн станок учун 0,8 га, учинчи станок 
учун эса 0,7 га тенг.

1) Бир соат мобайнида учта станокдан хеч кайсиснга ишчининг эътибори керак 
б$лмаслик эхтимоли р  ни топинг;

• A, A, As хоДИсанинг иккита: С =  А,А2 Х°Диса ва А 3 ходиса купайтмаси шак- 
лида тасвнрлаш мумкин.
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2) Бир соат мобайнида камида битта станокка ишчининг эътибори аарур булмас
лик эхтимолини топинг.

Еч и л и ши .  1) Изланаётган р  эхтимолини (10) формула буйичэ топамиз: 
р  =  0 ,9-0,8-0,7 =  0,504.

2) Бир соат мобайнида станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиш эхтимо
ли биринчи станок учун 1— 0,9 =  0,1 га, иккинчи ва учинчи станоклар учун у мос 
равишда 1— 0,8 = 0 ,2  ва 1—0,7 =  0,3 га тенг. У холда бир соат мобайнида уча- 
ла станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиш эхтимоли ( 10) формулага асо- 
сан

0 , 1-0 ,2 ,-0 ,3  =  0,006.
Еир соат мобайнида учгла станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиши- 

дан иборат А х°диса камида битта станокка ишчининг эьтибор бериши зарур булмас- 
лигидан иборат ходиса А га карама- каршидир. Шунинг учун (3) формулага кура 
топамиз:

Р ( А )  =  1 — Р ( А ) =  1— 0,006 =  0,994.
3- мисол. 3  та оц ва 7 та кора шар булган кутидан иккита шар олинади. Олин- 

ган иккала шар ок булиш эхтимоли канча?
Е ч и л и ши .  Бу масала 4- пунктда эхтимолнинг классик таърифидан фойдаланиб 

ечилган эди. \ознр уни (5) формулани к>ллаС ечамиз. Иккита шарни олиш уларнн 
кетма-кет олишга тенг кучлидир. Биринчи олишда ок шар чикишини А оркали, 
иккинчи олишда ок шар чик.ишини В  оркали белгилаймиз. Иккита ок шар чициши- 
дан иборат ходиса А ва В х°дисаларнинг купайтмасидан иборат булади. (5) фор
мулага кура куйидагига эгамиз: Р  (А В) =  Р  (А) Р а  (В).  Бирок, биринчи ок шар 
чиккандан сунг кутила 2  таси ок булган 9 та шар колгани учун Я (А) =  3/10, 
Ра  (В ) =  2/9. Демак Р ( А В )  =  (3/10). (2/9) =  1/15

6. Ту ли к эхтимол формулгси. Антайлик, А ходиса тулнц группа таш- 
кил этувчи жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган Ях, Я*,.., Яп 
ходнсаларпннг факат биттгси билан биргаликда рун бериши мумкин 
булсин. У холда агар А ходиса рун берган булса, бу жуфт-жуфти 
билан биргаликда булмаган И1А, Нг А , . . .  , Я п А ходисаларнинг бнрор- 
таси руй берганинн бнлднрадн. Демак,

А =  Нх А -г Я, А +  . . .  - f  Я„ А.
Зхтпмолларнн кушиш аксиомасини цуллаб, ушбуга эга буламиз: 

Р(А) =  Р(НХА +  Нг А +  . . .  + Н„А) — Р (Я,А) +  Р(НгА) +  . . .  +  
+  Р(НпА).

Бироь; p {Ht A) =  Р (Н у  PHl (A )(i =  1 ,2 ,. . .  л) шунинг учун

Р (А) =  Р (Ях) Рн> (А) +  Р (Я,) • Рн  (А) +  • - • +  Р  (Я „) • Pm (А). (11)
Бу формула тулик эхтимол формуласи дейнлади, Ях, Нг, . . .  Я„ 

ходнсалар купинча «гппотезалар» дейнлади.
Мисол. Магазинга туртта лампа заводила тайёрланган бир турдаги Электр лам

почка лари келтирилди: Г-заводдан 250 та, 2-заЕоддан 525 та, 3'. заводдан 275 та
4- заноддан 950 та. Лампочка 1500 соатдан ортик ёниш эхтимоли 1-завод учун 0 15 
та, 2 -завод учун 0,30 га, 3-завод учун 0,20 га, 4- завод учун 0,10 га тенг. Мага
зин пешта.маларига жойлаштиришда лампочкалар арзлаштирнС юборнлди." Сотиб 
олинган лампочка 1500 соатдан ортик Ёниш эхтимоли канча?

Е ч и л и ши .  А ходиса лампочка 1500 соатдан ортик ёнишидан иборат, Н, Нг 
Н 3 ва Н ,  лар зса лампочкалар мос равншда 1-, 2-, 3-, ёки 4 - заводда тайёрлан- 
ганлигидан иСорат гнпотезалар булсин. Хамма лампочкалар 2000 дона булгани учун 
гипотезалары|НГ эхтимолларн мос равишда куйидашга тенг:

Р  (Н ,)  =  250/2000 =  0,125, Р (Нг) =  525/2000 =  0,2625;



Р ( Н 3) =  275/2000 =  0,1375; Р  (Н , ) =  950/2000 =  0,475.
Сунгра масала шартндан цуйидагнлар келиб чн̂ ади:

P Hi 04) =  0,15; Рн> (A) =  0.30; (Л) =  0,20; РЯ;(А) =  0,10.
Тулик эхтимол формуласи (И) дан фойдаланиб, хуйпдагига эга буламиз:

Р  (/1)'= 0,125» 0,15 +  0,2625.0,30 +  0,1375. 0,20 +  0,475. 0,1 =  0,1725.
7. Бейес формуласи. Бирор синов утказилмо^да ва унинг утнш 

шартларн тугрисида т “лнк; группа ташкнл этувчи жуфт-жуфт булнб
биргаликда булмаган п та Я 1(Я2......... Я п гипотезаларни айтиш мум-
кин булсин. Гипотеззларнинг эхтимоли Р(Н .) га тенг. Синов натижа- 
сида А ходиса руй бериши хам, руй бермаслиги хам мумкин булсин, 
шу билан бирга агар синов Я. гипотеза бажарилганда утаётган булса, 
РН1(А) = Р , (*' =  1 ,2 , . . .  ,л ) экани маълум булсин. Агар .4 ^оди- 

са руй берганлиги маълум бмлиб :(олса, гнпотезаларнинг э.\тимолла- 
ри (уандай узгарадн, деган савол тугнладн. Бошцача суз билан айтган- 
да, бизни РА (Я,) э^тимолларнинг ^инматлари кизнктиради.

(4) ва (5) муносабатлар асоснда ^унидагига эгамиз:
Р (Я. А) =  РА (Н1)-Р(А) = Рнг(А).Р(Н) (/ =  1,2.........л)

бу ердан

(*,) =
РШ( А ) .Р  (Ht ) 

Р ( А )

Бпроц Тулину эхтимол формуласнга кура:
Р (А) = Р  (Нж) PHi (А) +  Р (Я ,) PHt(A) +  . . .  +  P (Я„) Рня (Л) =

- 2 Р ( Н К)-Р ..
Кжк1

Шунинг учун
Р ( Н , ) р ,

р л (Hi) = “г------------(» =  1,2..........л). (12)
V P ( f f K) Р к

К= 1

(12) формула Бейес* формуласи дейнлади.
Мнсол. Складга 1000 дона подшипник келтнрнлди. Уларнинг 200 таен 1-завод - 

да, 460 таси 2-заводда, 340 таен 3-заводда тайёрланган.
Подшипникнинг брак б^либ чи^иши 1-завод учун 0,03 га, 2-завод учун 0 ,01. га 

ва 3-завод учун 0,01 га тенг. Тамккалига олинган подшипник брак булиб чикди. 
Бу брак подшипникнинг 1-заводда тайёрланганлик эхтимоли цанча? _

Еч и л и ши .  Олинган подшипник брак булиб чи^иш ходисаси А  булсин. Н „ л , ,  
Н j эса подшипник мос равишда 1-заводда, 2-заводда ёкн 3-заводда тайёрланган деган 
гипотезалар булсин. Бу гипотезаларнииг эхтимоллари цуйндагичадир;

р  (//,) =  200/1000 =  0,2, Р (Иг) =  460/1000 =  0,46, Р (Н3) =  340/1000 =  0,34.
Масала шартндан кунидагилар келиб ч и кади:

Р, =  Ря , (-4) =  0 .0$, Рг =  РНж (,4) =  0 ,0 2 . Р , =  Ря§ (-4) =  0,01.

р А (Hi)  ии яъни, брак подшипник 1-заводда таГёрланганли:ининг эдтимолини топа- 
миз. Есйес формуласнга к$ра цунидагига эгамиз:

Р А (Н.) -----------------P ( H ± h ----------------
P(W.)-Pi +  P(W,)-P,+ P (« ,)P ,

__________0,2.0,03___________
0,2-0,03 +  0,46-0,02 +  0,34-0.01

ж 0,322.

Шундай килиб, подшипник 1-заводда тайёрланган деган гипотезанинг эхтимоли 
у брак экани маълум булиб колганидан сунг узгарди.

2*,§. КЕТМА-КЕТ СИНОВЛАР. БЕРНУЛЛИ ФОРМУЛАСИ.

п-та эрклн синов утказилмокда деб фграз цнлайлик. Бу синовлар- 
нннг .%ар бирининг натнжаенда бирор А ходиса руй бериши ^ам мум- 
кнн, руй бермаслиги хам мумкин. ХаР бнр синовда А ходисанинг руй 
бериш эхтимоли Р (А) = р га тенг, бннсбарин, карама-карши х;оди- 
санинг (А нинг руй бермгелми) эхтимоли Р (Л) =  1—р =  q га 
тенг. А ходиса п та енновда т марта руй бериши эхтимоли Р„(т) 
ни акиклаймиз. Бунда А ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслиги 
Хар хил навбатлашиб келиши мумкинлигини ^айд цилиб утамиз, Си- 
новларнинг мумкин булган натижаларини А ва А харфларининг ком- 
бинациялари куринишида ёзишга келишамиз. Масалан.А А А А ёзуви 
4 та синовда ходиса 1 ва 4- лолларда руй бериб, 2 ва 3- холларда руй 
бермаганини билдирадн.

А харфи т марта ва А харфн п — т марта кирадиган хаР кандан 
комбинацнянн имкон яратувчн деймиз. Имкон яратувчи комбннация- 
лар мицдори берилган п та сондан т тасини танлаб олиш мумкин 
булган усуллар сони k га тенг, шундай килиб, у \п элементдан т 
тадан тузилган группалашлар соннга тенг, яъни k =  С™.

Имкон яратувчи кембинацнялар эхтимелларини хиссблаймиз. 
Дастлаб, А ^однеа дастлабкн т та енновда руй берадиган, демак, 
долган п — т та синовда руй бермайдиган холи и курамиз. Бундай 
имкон яратувчи комбинация хуйидагн куринишда булади:

В г =  А-А . . .  А А А . . . А
т  п— т

Синовлар эрклн булгани учун бу кембинациянинг эхтимоли (э^тн- 
молларни купайтирнш теоремасига кура:

Р ( Я ,» / > ( А| Я  (А) ...Р (А )  Р(А) РТА) . . .  Р(А) = р^дп~т 
т  марта я— т  марта

Бошка исталган имкон яратувчи Bt комбинацияда хам А ^одиса 
т марта, А ходиса эса п - m  марта рун бергани учун бундай ком-

• Т. Бейес (1763 йилда вафот этган)— ннглиз математнги.
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бинацияларшшг .\ар бпринпнг э.\тнмоли .\ам рт • qn т га тенг. Ц]ун- 
дай цилиб,

Р (В\) = Р (В2) — . . .  — Р (Вк) =  pm. q * - m.
Барча имкон яратувчн комбннацнялар, равшанкн, биргаликда эмас. 
Шунинг учун (э^тнмолларнн цушнш аксиомаларнга кура):

Р^ («) = Р (Вк +  В, +  .. .  +  Вк) = Р (Вх) + Р (В,) + . . .  + Р (BJ = 
= k p m qn~ m — CnPmqn~ m-

Демак,

Яп (ш) =  С /  qn~ m. (13)
ёкн

/-•т п \
п ~  т! (п —  т)!

булгани учун

<13')
(13) формула Бернулли* формуласи дейилади.
1-  мисол. Битта у к; узишда нишонга теккизиш эдтимоли 0,6 га тенг. 8 та Уц 

узганда 5 марта нишонга теккизиш э^тнмоли цанча?
Еч и л и ши .  Бу ерда п  =  8 , т  =  5, р  = 0 ,6 , <7 =  1 — 0 , 6 =  0,4 (13') формула- 

дан фойдаланиб, топамиз:

Купинча т нинг цандай цийматнда э^тимол энг катта кийматга 
эга булишини билнш керак булади, яъни мазкур снновлар сернясида 
А з^одиса руй беришинииг энг эз^тимолли сонн т0 ни топнш талаб 
^илинади, т0 сони ушбу

np — q < m 0^ .n p  +  р (14)
куш тенгсизлнкни цаьоатлантириши кераклнгинн нсбот цилнш мумкнн. 
т0 ётган [пр — q, пр +  Р\ сегмент (пр +  р) — (пр — q) =  р +  q =  1 
узунликка эгалигинн цанд киламиз. Щунинг учун унннг учларидан бир 
бутун сон булмаса, бу учлар уртасида ягона бутун сон ётадн ва т0 
бир цийматли аншуланадп.

Иккала уч бутун сон булган з^олда иккита энг эзртимолли циймат 
пр — Р ва пр +  р мавжудднр.

2-  мисол. 1- мисолдаги нишонга тегишларнннг энг эхтимолли сонини топни г. 
Еч и л и ши .  Бу ерда п =  8 . Р = 0 ,6 , q = 0 ,4 , n p — q =  8 0 ,6—0,4 =  4,4. п р +

+  р =  8-0,6 +  0,6 =  5,4. (14) формулага кура энг э^тимолли кинмат т0 [4,4; 5,4] сег- 
ментда ётади, бинобарин, у 5  га тенг.

п нинг катта цийматларида РП (т) э^тимолларнн (13) формула бу- 
йича топиш узундан- узок хиооблашлар билан боглнц. Бу .\олда ушбу

•Я- Бернулли (1654 — 1705)— Швейцария матемаТиги.

ш
Рп ("0 *  — Г

У 2 я У  npq У  npq
То (х) (15)

формуладан фойдаланиш цулай, бу ерда х =  - т пр
У  n p q

„ 1 — * */•
(р нолга ва бирга тенг эмас), ср0 (.v) =  — — е

У  2 л

(15) формула Лапласнинг* локал теоремасини ифодалайди. г. уси- 
шн билан бу формуланньг аниклиги ортади.

То (*) функция э.уимоллар назарняснда жуда катта роль уйнайди, 
биз буг.и кейинрозу курамнз. Бу функциянинг аргументнинг турли 
цийматларига мос кнйыатлари Йлсвада келтирилган (335- бетдаги 1- 

i жадвалга ^аранг).

3- мисол. Уйнн соккаси 80 марта ташланди. Бунда 3 раками 20 марта тушиши 
эдтимолини сниклаиг.

Е ч и л и ш и. Бу ерда т  =  20, п =  80, р =  1/6, q =  1 — 1/ 6 , =  5/6;
Куйндагнга эгамиз:

2 5 _ Ю. _ m —  np  _ 20—80- (1/6) _2 
6 6 ~  3 ’ * “  y~npq _  Ю/З “  '

(15) формулани куллаймиз:

Рьо (20) ~  • -4 = е ~ [2)'и =  ^-0 ,054  =  0,0162.
10/3 у  2л  10

У  npq =У ; 80-

1 - жадвалдан: 1__ —{2)42
У  2 л С =  То (2) 0,054.

3-§. ТАСОДИФИЙ МИК,ДОРЛАР
Тасоднфий микдор тушунчаси эдтимоллар назарияси ва унинг тат- 

бшуларида асоснй тушунчалардан бири .\исобланади. Масалан, унин 
соццаснни бир марта ташлашда тушган очколар сони, берилган вакт 
ичида радийнинг емирнлган атомлари сони, маълум вакт оралигида те
лефон станциясидаги чацириклар сони, тугри созланган технатогик 
жараёнда деталиинг бнрорта улчамининг нсминалдан четланиши ва 
3(. к. лар тасоднфий микдорлардир (2- иловага царанг).

Шундай цилиб, сипов натижасида у ёки бу сон олдиндан (номаъ- 
лум) кийматнн кабул кила оладиган узгарувчи ми^дср тасодифий 
микдор дейилади.

Келгусида бундай тасоднфий &ш^дорларнинг икки тури — дискрет 
ва узлуксиз тасодифий микдорларни курамнз.

Дискрет тасодифий ми^дорлар. ^абул килиши мумкин булган кий- 
матлари чекли ёкн чекснз хи хг  х9, . . . х т . . . сонлн кетма-кетликни 
ташкил этувчи тасодифий микдор* ни цараймиз.

i
* П. Лаплас (1749— 1827) — француз математигн ва астрономи.

•• Тасодифий микдорларни грек алфавитинянг кнчик харфлари билан белгилай- 
«из: S. П. S. • -.
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1бннацпяларнииг .̂ ар бпрпнпнг эцтимоли цам рт • qn т га тенг. Шун- 
дай цилиб,

Р (В,) =  Р (Вг) =  ...*=  Р (Вк) =  рт. q*~m.
Барча имкон яратувчи комби наци ялар, равшанкн, биргаликда эмас. 
Шунинг учун (эцтимодларни цушнш аксисмаларига кура):

Я? (т) =  Р (В, +  В ,+  - • • + A,) = P(Bl) +  Р (BJ +  . . . + P  (ВК) =

= k p m qn~ m pmqn- m.
Демак,

Я„ (rn) =  C p m 9" - m. (13)

ёки
С л!

булгани учун

Я„ (/и)

т! (п  —  т)!

п! _т н — т
Р Ят! (п  — т)!

(13) формула Бернулли* формуласи дейилади.

(13')

1-мисол. Бнтта £к узишда нишонга теккизиш эдтимоли 0,6 га тенг. 8  та 
узгандаб марта нишонга теккизиш э^тимоли цанча?

Е ч и л и ш и. Бу ерда п  =  8 , т  =  5, р  = 0 ,6 , q =  1 — 0, 6  =  0,4 (13') формула- 
дан фойдаланиб, топамиз:

Р. (5)- 8! (0,6)‘»(0,4)>«  0,28.
5! (8  — 5) !

Купинча т нинг цандай цийматида эцтимол энг катта кийматга 
эга булишини билиш керак булади, яъни мазкур синовлар сернясида 
А ^одиса руй берншинииг энг эцтимоллн сони т0 ни топнш талаб 
Цилинади, т0 сонн ушбу

пр — (14)
куш тенгсизликни цакоатлантириши кераклнгнни нсбот цилиш мумкин. 
т0 ётган \пр — q, пр + р\ сегмент (пр +  р) — (пр — q) =  р +  q =  1 
узунликка эгалигини цанд киламиз. Шунинг учун унннг учларндан бир 
бутун сон булмаса, бу учлар уртасида ягона бутун сон ётади ва т0 
бир цийматли аницланади.

Иккала уч бутун сон булган цолда нккнта энг эцтимолли киймат 
пр — р ва пр +  р мавжудднр.

2-мисол. 1- мисолдаги нишонга тегишларнннг энг эхтимолли сонини топинг.
Е ч и л и ши .  Бу ерда п  =  8 , р = 0 ,6 , q = 0 ,4 , пр  — q =  8  0,6 — 0,4 =  4,4. п р +  

+  р  =  8-0.6 +  0,6 == 5,4. (14) формулага кура энг эхтимолли киймат т„ [4,4; 5,41 сег- 
ментда ётади, бинобарин, у 5 га тенг.

п нинг катта цийматларида РП (т) эцтнмолларни (13) формула бу- 
йича топиш узундан- узок хисоблашлар бнлан боглиц. Бу холда ушбу

•Я. Бернулли (1654 — 1705) — Ш вейцария математиги.
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Р а  ( т )  ~  ——
У - л  V^pq У  npq

То ( х ) (15)

У  n p q

-* ч .

формуладан фойдаланиш цулай, бу ерда х = т пр

(р нолга ва бнрга тенг эмас), ф0 (х) =  —^
У  2л

(15) формула Лапласнинг* локал теоремасини ифодалайди. п уси- 
шн бнлан бу формуланинг аницлнги ортади.

То У) функция эцтимоллар назариясида жуда катта роль уйнайдн, 
биз буни кейинроц курамнз. Бу функциянинг аргументнинг турли 
цийматларига мос кийматларн Илсвада келтирилган (335- бетдаги 1- 
жадвалга царанг).

3- мисол. Уйин соккасч 8° марта ташланди. Бунда 3 раками 20 марта тушиши 
эктимолини шшкланг,

Е ч и л и ш и. Бу ерда т  =  20, л =  80, р =  1/6, q =  1 — 1/6, =  5/6;
Куйидапна эгамиз:

У  r>Pq ■■
6 6

(15) формуланп цуллаймиз:

э /  1 5 10 т —  прУ 80-- • — =  —1 лг =  „ ___г
У  npq

20—80- (1/6 ) 
10/3

Л  о (20) = 1 - 0 , 0 5 4  =  0,0162.
10/3 у  2 л  Ю

1 - жадвалдан: ’ е i2>,J2 =  То (2) =  0,054.
У  2л

I

3-§. ТАСОДИФИЙ МИЦДОРЛАР

Тасодифий мнцдор тушунчаси эцтимоллар назарияси ва унннг тат- 
бицларида асоснн тушунчалардан бири цисобланади. Масалан, унин 
соцкасини бир марта ташлашда тушган очколар сони, берилган вакт 
ичида раднннннг емирнлган атомлари сонн, маълум вакт сралигида те
лефон станциясндаги чацнриклар сонн, тугри созланган технологик 
жараёнда детали инг бирорта улчамининг нсминалдан четланиши ва 
ц. к. лар тасоднфий микдорлардир (2- иловага царанг).

Шундай цилиб, сипов нат!!жасида у ёки бу сон олдиндан (номаъ- 
лум) кийматнн цабул цила оладиган узгарувчн мицдср тасодифий 
микдор дейилади.

Келгусида бундай тасодифий мицдорларнннг икки тури — дискрет 
ва узлукснз тасодифий мнкдорларни курамиз.

Дискрет тасодифий мицдорлар. К,абул килиши мумкин булган ций- 
матлари чекли ёки чекснз xv xt , xt , . .  ..v„, . . . сонлн кетма-кетлнкни 
ташкил этувчи тасодифий микдор* ни караймиз.

* П. Лаплас (1749— 1827)— француз матем.1П!Ги ва астрономи.
Тасодифий .мнкдорларни грек алфавитининг кичик харфлари Силан белгилай- 

миз: £, 1), j , . . .
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К,иймати кар бнр х  =  xt (i =  1,2, . . .) нуктада |  мицдор jc =  .t, 
Кийматни цабул цилиш э.^тимэлига тенг булган р(х) функция берил- 
ган булсин:

p(*i) = р  (5 -•*<)• (16)
Бунда.") тасодифий ми^дор дискрет (узлукли) тасодифий мицдор 

дейиладн. р (х) функция тасодифий ми^дор э^тимолларининг та^си- 
мот кону ни ёки куюцача, тщси.чот цонуни дениладн. Бу функция 
xt xt , . . .  хп, . . .  кетма-кетликнинг нукталарнда аннкланган. Снновлар- 
нинг кар бирнда 5 тасодифий ми^дор каР доим унинг узгарнш co.ya- 
сидаги бирорта ^нйматини цабул Ьунлгани учун

Р(хl) +  Р(хг) +  . . .  + р (х п) +
1- мисол. |  тасодифий микдор уйин сокцасини бнр марта ташлашда тушган очко- 

лар сони. I  нинг мумкин булган ^ийматлари 1,2, 3 .4 ,5  ва 6  сонлари. Бунда £ нинг 
бу кинматлардан бирини кабул килиш э^тимоли бир хил булиб, 1 /6  га тенг.

Шундай килиб, буерда э^тимолларнинг тацсимот конуни х  нинг {1,2,3, 4,5, 6 
тупламдаги кийматларининг исталган бирининг р ( х )  =  1 /6  функциясидир.

2- мисол. г) тасодифий мицдор А  ходисанинг битта синовда рун бериш- 
лар сони, шу билан бирга Р (А) =  р  булсин. Тасодифий мицдорнинг мумкин булган 
Кийматлари иккита сон 0 ва I дан иборат: *1=0, агар А  уодиса рун бермаса, и =  1, 
агар А  кодиса р^й берса. Шундай килиб,

р ( '0 )= Я (п  =  0 ) =  Р(Д )= . 1 — p  =  q. Р (1 )  =  Р(г} =  1) =  Р ( А )  =  р.
п та эркли синов утказилаётган булсин ва бу снновларнинг хар 

бирнда А кодиса руй бериши ва руй бермаслиги мумкин деб фараз 
Килайлнк. А ходисанинг хаР бир синовда руй бериш э.утимоли р га 
тенг булсин. А ходисанинг п та эркли синовда руй берншлар сонн- 
дан иборат тасодифий микдор I ни ^араймиз. с нинг узгарнш со.хаси
0 дан п гача булган (0 хам кирадн) барча бутун сонлардан иборат. 
Э^тимоллариинг та^симот цонунн р(т) (13') Бернулли формуласн би- 
лан ани^ланади:

p(m)=/>(£ = m) = />„ <т ) = „ - ^ р "  Г " .

Э^тимолларнинг Бернулли формуласн буйнча та^симот конунини 
купинча Рп (т) ифода (р +  Фт биномнинг ёйилмасидагн т- цзд б\ л- 
гани учун, биномиал тацсимот деб аталади.

5 тасодифий микдор исталган бутун манфий булмаган киймат ка
бул цилнши мумкин булсин, шу билан бирга

p(k) = P (l = k )=  ^ ( *  =  0. 1,2..........п____ ), (17)

бу ерда Я — бирор мусбат \згармас сон. Бундай -\олда тасодифий 
микдор Пуассон цонуни бдйичя та^симланган дениладн. k — 0 да
01 =  1 деб олнш кераклигини кайд цилнб утамиз.

Бизга маълумки, эркли снновлар сони п нинг катта цнйматларнда 
А ходисанинг т марта руй бериш эхтнмоли Рп(т) ни Бернулли фор- 
муласи буйнча э.час, балки Лаплас формуласн буйнча хисоблаш КУ‘ 
лайдир ((15) форму лага царанг]. Бирок Лаплас формуласн А уэднса- 
нинг битта синовда руй бернш эхтнмоли р кнчик булганда катта ха-

I

то беради. Бундай холда Рп(т) э\тимол ни хисоблаш учун Я=пр деб 
олиб Пуассон формуласндан фойдаланиш кулайднр.

Пуассон формуласинн Бернулли формуласининг снновлар сони п 
ни чексиз орттнрнб ва р — Я/п э.\тнмолнинг нолга ннтнлгандаги ли
мит холи каби хоснл К”лиш мумкин.

3- мисол. Заводга 1000 дона деталдан иборат партия келтнрилди. Деталнинг 
яроксиз булиш эхтимслм 0,001 га тенг. Келтирилган деталлар орасида 5 дона де
таль яроксиз булиб чикиш эхтнмоли канча?

Е ч н л и шн .  Бу ерда Х=пр= 1000-0,001= I. (17) формулага кура топамиз:

Я.ооо(5) «  1 5| -  *  0,003.

Пуассон такснмоти конуни бошка мгсалаларда хам тез-тез учраб 
турадн. Масалан, агар телефонистка бнр соат давомида п та чакнрнк 
Кабул килса, у холда унинг бнр минут даЕомнда N та чакирик Ка
бул килиш эхтимоли Р (k) Пуассон формуласн билан ифодаланади: 
гар Я =  NJ60 деб олсак:

I I N  Ш
Р ( к ) = 7 А к «I

„-N/60

Агар I  тгсодифнн мнкдорнинг кабул килиши мумкин булган кнй-
матлари чекли дг„ х ,......... х„ кетма-кетликни ташкил этса, у холда
тасодифий мнк.дор эхтнмолларннинг таксимот конуни куйидагн жад-
вал куринишда бернладн, бу ерда Pl = Р ( 5 = л , )  ва V p ,  =  1:

i—I

1 нинг кийматлари •«I Xt х п

p ( x t)  э^тимоллар Pi Pl . . . Рп

Бу жадвални 5 тасодифий мнкдорнинг тацсимот катори дейила-
АИ. .

р(х) функцияни график куринишда тасвирлаш мумкин. Бунинг 
учун текнсликда тугри бурчаклн коордннаталар системасини оламиз. 
Горизонтал укка |  тасодифий мнкдорнинг мумкин булган кийматла- 
рини куямнз, вертикал укка эса р(х{) =  P (i =  xj) функциянинг кий- 
матларинн куямиз. р(х) функция графиги 83-расмда тасвирланган.

Мг

°\ *г

К **
■

р, р>
"Г

”, \р

83- раем 84-расм
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Агар бу графикнинг нуцталарнни тутрн чизиц кесмалари билак 
туташтирсак, пищсимот купбурчаги деб аталаднган фнгурани косил 
Киламиз.

4-мисол. А уйин сокцаснни ташлаганда бир очко тушишн булсии; Р (А) =  1/6. 
Уйин сок.касини ун марта ташлаганда А ходнсанинг рун бернш соиидан иборат £ 
тасодифин микдорни царанмиз. р ( х )  функциянннг цнйматларн (таксимот цонуни) 
Куйидаги жадвалда берилган.

5 нинг 
^инматлари 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p ( x i )  э.^тимол- 
лмр

0,162 0,323 0,291 0,155 0,054 0,013 0 ,0 0 2 0 0 0  ! 0

p ( x i )  э^тимоллар Бернулли формуласи буйича п  =  10 да .унсобланган, х  >  7 
учун улар деярлн (амалда) нолга тёнг. р  (х)  функцнянинг графиги 84-расмда 
тасвирланган.

2. Тасодифий мицдор э^тимолларининг таксимот функцияси ва 
унинг хоссалари. Бутун сон уцида куйндагкча аникланган F (х) функ- 
цнянн (уараймнз: ^ар бир х учун F (х) нннг циймати § дискрет тасо
дифин мицдорнингх дан кичик циймат кабул кнлиш э^тнмолига тенг, 
яъни

F ( x ) = P ( S < x ) .  (18)
Бу функция э^тимоллар тацсимоти функцияси ёки киауача, такси
мот функция дейилади.

1-мисол. 1 - пунктдаги I-мисолда келтнрилган £ тасодифин мн^дорнинг такси
мот ф\'нхцнясини топинг.

Еч ил иши.  Равшанки, агар х  <  1 булса, у .уэлда /г (*) =  0, чунки £ бир дан 
кичик кнйматларни кабул килмайди. Агар 1 <  х  <  2 булса, у колла F (х)  =  
=  Р ( | <  х) =  Р  (£ =  1) =  1/6; агар 2 <  х ^  3 булса, у у>лда F ( x )  =  Р (£ <  ж) =  
=  Р ( | < 3 ) .  Бирок s <  3 к°Дис;! мазкур \олда нккита биргаликда булмаган £ =  1 
ва £ =  2 к°дисаларнинг йигинднсидан иборат. Демак,

Р ( 5 < 3 )  =  Ж 5 =  1 ) + P ( 5  =  2 ) = j  +  - ^ - = - j

Шундай килиб, 2 <  х  <  3 учун Р(х) = 1 / 3  га эгамиз. Функцнянинг 3 <  х  <  4, 
4 <  х < 5 ва 5 <  х <  6  ораликдаги кийматларн .\ам шунга ухшаш кисобланади. 
Никоят, агар х > 6  булса, Р(х) =  1, чунки бу холда £ mmr исталган мум- 
кин булган кийматлзрн (1, 2, 3, 4, 5, 6 ) х  дан кичик, F(x) функция графиги 85- расмда
тасвирланган.

1 -  Чs /в-
4/6  1 
6 /6
2/5

/ / * -

— Г

— Н м  I !— I____ -

I ̂  '

0
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1 2  J 4 S 6 *■

85- раем
1 < Л 

8 6 -расм

2- мисол. 1- пунктдаги 2 - мисолда келтнрилган rj тасодифин микдорнинг такси
мот функииясини топинг.

Е ч и л и ши .  Равшанки.
0 , агар х <  0  булса,

Р(х) =  1 — р  =  q , агар 0  <  х <  1 булса,
1, агар х >  1 булса,

F (х) нинг графиги 86 - расмда тасвирланган.

Таксимот функцияси F (х) ни бнлган холда ? тасодифий мицдор 
х' I <  х" тенгсизликларни цаноатлантнриши э^тимолини топиш осон.

Тасодифий мицдор х" дан кичик цийматни кабул килишидан ибо
рат .уодисани цараймиз. Бу ходиса нккита биргаликда булмаган ^оди- 
салар йнгннднсига ажралади: 1) Е тасодифий микдор х' дан кичик кий- 
матлар кабул киладн. яъни К х ' , 2) тасодифий мшудор л г '< ? < х "  
тенгсизликларни каноатлантнрувчн кийматлар ь;абул килади. 1^ушиш 
аксиомдсидан фондаланпб, топамиз:

Р (I <  х") =  Р (I <  х') +  Р (х' ^  I <  X").
Бу ердан

Р (х' <  6 < * " )  =  Р (g <  х") -  Р (I < х').
Бирок F (х) таксимот функциясннинг таърнфша кура [(18) формулага 
царанг] куйндагига эгамиз:

Р ( К  х") =  F (дГ), Р (; <  х') =  F (х'),
демак,

^ < £ < ^ - ^ - ^ ( 4  (19)
Шундай цилиб, дискрет тасодифий мицдорнинг л:' <  £ <  х" ин~ 

тервалга тушиш э\тимоли тацсимот функциясининг бу интервал- 
даги орттирмасига тенг.

Так;симот функциясининг асоснй хоссаларннн курамнз.
Г. Тацсимот функцияси камаймайдиган функциядир.
.\ацикатан хам, х <  х" булсии. Исталган ходнсанинг э.утимоли 

манфий булмаганп учун Р (х‘ < |< ;д г") >  0. Шунинг учун (19) фор- 
муладан F (х") — F (*') >  0 экани келиб чикади, яъни

F(>T)>F(x').
2°. Тацсимот функциясининг \шйматлари 0 ^  F (х) ^  1 тенгсиз

ликларни цаноатлантиради.
Бу хосса F (х) ни э .ути мол сифатида таърифланганндан келиб чи- 

цадн [(18) формулага каранг]. Равшанки, F (— °°) =  о ва F (4- оо) =  1*.
ЗТ I дискрет тасодифий мицдорнинг мумкин бнлган х, циймат- 

лардан бирини цабил цилиш эхтимоли тацсимот функциясининг х, 
нуцтадаги сакраии/га тенг (V боб, 2-§. 1-пунктга каранг).

• Бу ерда ва келгуснда Р (— оо) =  lim F (x ) .  F  ( +  » )  = l i m  F(x) белгнлашлар 
киритилган.
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^акшуатан хам, х ,— дискрет тасодифий микдор ^абул циладигаи 
киймат ва Ах >• 0 булсин. (19) формулада х' =  xjp х" — х, +  Ах деб 
Куйидагини хосил киламиз:

P (xi ^ l < x l + Ах) =  F (х, +  Ах) -  F (х,). (20)

Дх-*-0 да лимитга утсак, тасодифий микдорнинг х, <  I С  х, +  Ах 
интервалга тушиш эхтимоли урннга % мицдорни берилган х, кийматни 
Кабул ь^илиши эхтимолинн хосил киламиз:

lim Р (х, <  ? <  дс, +  Ах) =  Р (5 =  дг,) =  р (х,).
Ах-*0

Иккинчи томондан lim F (xt +  Ах) = F (xt +  0) ни, яъни F(x) функ- 
д*-.о

цнянинг унг томондан лимитини хосил киламиз, чунки Дх>0. Демак, 
(29) формула лимнтда цуйидаги куринишда буладн:

Р  (*<) =  F(x, +  0 )  — F (х,) = F (x , +  0) —  F  (х, -  0), (21)

яъни p fa )  нинг киймати функцнянннг х, нуктадаги сакрашига тент*. 
Бу хосса 85 ва 86- расмларда як.кол кузга ташланади.

3. Узлуксиз тасодифий ми^дорлар. Мумкнн булган кийматлари хеч 
Кандай интервалнн бутунлай тулдирмайдиган чекли ёкн чекснз сон- 
лар кетма- кетлиги ташкил этадиган дискрет тасодифий микдорлардан 
ташкарн мумкнн булган кийматлари бирор интервалнн ташкил этади
ган тасодифий микдорлар хам тез- тез учрайдн. Бундам тасодифий мик- 
дорга т^гри технологик жараён амалга ошнрилганда деталнннг баъзи 
улчамларининг номнналдан четланншн мисол буладн. Бундай тасодифий 
микдорлар р (х) э.\тнмолларнинг тацсимот конунн ёрдамида берилиши 
мумкнн эмас. Бирок уларни эхтимоллар таксимоти функциясн F i x )  ёрда
мида бернш мумкин. Бу функция худди дискрет тасодифий микдор 
холидагндек аннцланади:

F(x) = P ( l< x ) .  (18)
Шундай цилиб, бу ерда хам F (х) функция бутун сон укида аннк- 

ланган ва унинг кар бир х нуктадаги цинмати тасодифий микдорнинг 
х  дан кнчик киймат кабул цилиш эхтнмолнга тенг.

(19) формула .уамда 1° ва 2° хоссалар исталган тасодифий мнцдор- 
нинг тацснмот функцияси учуй уринлидир. Бу факт дискрет микдор 
булган холдаги каби исбот ^илинади.

Агар эхтнмолларнинг такснмот функцияси (18) формула буйича бе
рилган I  тасодифий микдор учун манфий булмаган бутун сон у^ида 
булакли- узлуксиз** ва х нинг хар рандам ^ийматида

F ( x ) J fv ( t ) d i  (22)

* F f a )  •= F ( x ,  —  0) эканини. ъни F ( x )  функция х, нуцтада чагдан узлуксиз 
эканмнн курсатнш мумкнн.

•* Агар функция исталган сегментда ё узлуксиз, ё I турдаги узилнш нуцта- 
ларига эга булса, у бутун сон укида булакли-узлуксиз дейилади.

тенгликни каноатлантнрадиган ф (х) функция мавжуд булса, ? тасо- 
дифин микдор узлуксиз дейилади. ф (х) функция эхтимоллар такси- 
мотининг зичлиги, ёки кисцача, таксимот зичлиги дейилади. Агар 
х\ <  х, булса, (29) ва (22) формулалар асосида цуйидагнга эгамнз:

Р (х, <  5 <  *0 =  F (хг) -  F (Хд) =  ? ф (0 dt -  у Ф (/) dt =  ф (0 dt. (23)
—оо —оо хх

Интегралнинг юз снфатидаги геометрик 
маъносига асосланнб, х1« ? £ < х 2 тенгсиз- 
ликларнннг бажарилнш эхтимоли асосн (Хц 
х.1 булган ва юкоридан у — ф (х) эгри чи- 
зйк, билан чегараланган эгри чнзшупи тра- 
пециянинг юзига тенг дейиш мумкин 
(87-расм).

F (- fo o )  =  P ( g < - f o o )  =  1 ва (22)
«•+

форму лага кура F (+ °°) =  \ ф (t)dt булга- 87- раем
ни учун

+ао
Ф (I) dt =  1. (24)

(22) формуладан фойдаланнб ва таксимот зичлиги ф (х ) ни узлуксиз 
деб F' (х) ни интегралнинг узгарувчн говори чегара буйича хосиласи 
сифатида топамиз:*

ф (0 л ) = ф ( х ) .  (25)

Узлуксиз тасодифий мицдор учун F (х) таксимот функцияси ф(х) 
функция узлуксиз булган исталган х нуктада узлуксиз эканлигини 
Канд циламиз. Бу F (х) функция ана шу нукталарда дифференцнал- 
ланувчилигидан келиб чшуади (VI боб, 1-§, 5 -пунктга каранг).

(23) формула асосида х, =  х, х, =  х +  Ах деб, куйидагига эга 
буламиз: Р(х  <  % < х  +  Ах) =  F (х +  Ах) — F (х) =  AF (х). F (х) функ
ция узлуксиз булгани учун lim Af(;t) = 0 .  Демак,

Дх-»0
lim Р (х <  К  х -}- Ах) =  Р (I — х) =  0.ДХ-.0

Шундай килнб, узлуксиз тасодифий микдорнинг ихтиерий аник 
х цийматни цабул килиш эхтимоли нолга тенг.

• Интеграции узгарувчи киуорн чегара буйича лифференциаллашнннг цуйи чегара 
чекли булган хол учун ч и царил ran цоида (VIII боб, 2-§, 3 -пунктга каранг) цуйи 
чегара чексиз булган интеграллар учун цам уринли булади. ^ацицатан цам

d I *, \ d ( в. Г *
—  } Ф(/)Л -  — ( ) ф ( О А +  | ф ( 0 Л

—о» \  —оо а
а

чунки J ф (0 dt интеграл узгармас катталикдир

: 0  +  Ф W  =  ф (*),
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Бу ердан хх «£ 1 <  хг, jfj <  с <  л., хг «£ |  <  дг2, <  £ <  х2 теиг- 
сизликларнннг хар бирининг бажарнлншндак иборат ходисалар бнр 
хнл эхтимолга эгалнги келнб чпкадн, яънн

/> (дгх ^  g <  Jfj) = />  (*, <  £ -Г2) = P (x 1*Z i< .V 2) — Z5 (аГ| <  ? <  •**).

^акикатаь хам, масалан,

Р (*i <  5 <  -V,) =  Р (I =  *1) +  Р (*i <  i  <  xs) =  Р (х2 <  |  <  дг2),

Е ч и л и  ши.  (23) формулами фойдаланиб, куйидагига эга буламнз:
3 0 3 0

р  (— 2 s£ I  <  0) =  ф (х) d x  =  I <Р (х) dx  - f  |'<p (х) dx =  0 -dx  +• 
—2 —2 0 —2 3

с 3 27
J -  I — (4де — х2) dx =  —.' J 32 '  32

(22) формулага кура берилган тасодифий мицдор учун F  (лг) та^симот функциясини топам нз.

чункн Р(1 =  хх) = 0 .
И зо  х. Маълумки, агар ходиса мумкин булыайдиган ходнса булса, 

унинг рун бериш эхтимоли нолга тенг булади. Эхтимолнннг классик 
таърифнда сннов натижалари чеклн булганда тескари тасдик хам урин- 
ли булади: агар ходисанинг эхтимоли нолга тенг булса, у холда у 
мумкнн булмаган ходнса булади, чунки бу холда унга сннов натижа- 
ларининг хеч бирн нмкон яратманди. Тасоднфин мшуюр узлукснз бул- 
ган холда унинг мумкнн булган цийматларн сони чексиздир. Бу мнц- 
дор бирор тайин хг цийматни к;абул килиш эхтимоли, ю^орнда курдик- 
ки, нолга тенг. Бирох бундан бу ходнса мумкнн булмаган ходиса экани 
келнб чикмайди, чунки сннов натижасида тасоднфин мицдор, хусусан, 
jcx хийматни кабул килнши мумкин. Шунинг учун узлукснз тасодифий 
мицдор булган холда тасодифий мшудорнинг бирор тайин циймат кабул 
Хилиши тутрнсида эмас, балки унинг ннтервалга тушишн тугрисида 
гапириш маънога эгадир.

Масалан. валик тайёрлашда бнзни унинг диаметри номиналга тенг 
булиш эхтимоли цнзшутирмайди. Биз учун валик диаметри нул ^уйн- 
ладиган чегарадан чнкиб кетмаслиги мухнмднр.

Мисол. Узлукснз тасодифий микдорнинг та^снмот зичлиги куйидагнча Серилган.

9W
0 , агар х <  0  булса,

3
— (4х — х=), агар 0 <  х  <  4 булса, 

О, агар х > 4  булса.

<р(х) функциянинг графит 88- расмд» келтирилган. g тасодифий ми^ориинг 
— 2 ^ |  < 3  тенгсизлнкларнн цаноатлантирувчи циймат ^абул цалиши з^тимолини 
топннг. Бу тасодифий михдорнинг таксимот функииясини топинг.

У оулса, у холда t  (х)
—оо ОАгар 0 <  х <  4 булса, у холда

х 0 x 0
F(x)  = j' <р (0 dt = J' ф«) У 0-Л +

+  | | ‘(4< - / ,)Л = 6 х 2 — Xs

32

Агар х > 4  булса, у холда
х  о 4 х

F (х) *  У ф (<) dt =  у ф ( |)Л  +  Уф (0 Л  +  Уф ( /)Л 0-dt +

Шундай кнлнб,

4 х
0 dt =  1.

F ( x )

0,
6 х2 — х» 

32 
1.

агар х < 0  б^лса, 

агар 0 <  х <  4 булса, 

агар х >  4 булса,
F  (х) функциянинг графиги 89- расмда тасвирлаиган.

Навбатдаги икки пункт узлукснз тасодифий мицдорларнннг амал- 
да тез- тез учраб тураднган та^симотларн— текнс ва нормал таксимот- 
ларга баришланган.

4. Текис та^симот. Ох ^цдаги[ а, Ь) сегмент бирор асбобнинг шкала- 
си булсин. Бу асбоб курсаткичи [а, 6| сегментнинг бирор нуцтасида 
албатта тухтанди хамда курсаткичнинг и1каланинг бирор кесмасига 
тушиш эхтимоли бу кесма узунлигига пропорционал ва кес.манннг 
шкаладагн Урнига боглиц эмас деб фараз кнламиз. Асбоб курсатки- 
чининг белгиси, \а,Ь\ сегмеьтдан исталган кийматларннн цабул кили- 
ши мумкин булган s тасодифий мицдордир. Шунинг учун Р ( а < ? <  
<Ь) =  1. Cj?Hrpa, arap х, ва л»(х1<д-,) шкаладагн иккита исталган 
белги булса, у холда шартга кура куйидагига эгаыиз:

P(x1^ l < x i) = k(x, — xl),
■ пропорцноналлик коэффициент» б^лнб, х1 ва хг га бог-бу ерда к-
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л  к :vxc х2— дг, sea [*,, дг2] сегментнинг узунлиги. х1—а ва 
xs =  b ла Р (о ^  £ с  b) =  1 га эга булганнмнз учун k (Ь — а) =  1, бу 
ердан к =  1/Ь — а. Шундай килиб,

Р( X l< l < X t) = b = ± .  (26)о — а
Эндн I тасодифий микдор зхткыелларининг таксимот фу нкцияеи 

F (х) нн тспиш осон. Агар х а булса, у холла F (х) = Р (1 <  х) =  
=  0, чунки £ мшудор а дан кичик кийматларни кабул килмайди. Энди 
а С х ^ Ь  булсин. Э.\тнмслларни к$-ишш аксисмаснга кура Р ( £ <  
<  х) =  Р <  а) +  Р (а ss I <  х). (26) формулада xt =  a, х, =  х деб 
олиб. куйидагига эга буламнз:

/ > ( о < с < х ) = ^ - а.
Ь — а

Таксимот зичлигн (27) формула билан бгрилган микдор текис тац- 
симланган тасодифий микдор денилади.

5. Нормал таксимот. Агар £ тасодифий мицдорнинг таксимот знч- 
лиги

ф (дг) =  e - (x-e,,/2 (28)
1 /2  л а

курннишда булса (бу ерда а исталган ^ациций сон, о < 0 ) ,  у yv u a  
5 микдор нормал тацеимланглн ёки Гаусс тацеимоти цонунига буй- 
сунади денилади. а ва а параметрнинг маъносн кейинрок анпкланади. 
(4- §, 2- пунктга ^аранг). ф (х) таксимот зичлигн ва F (х) таксимот 
функцияси орасидагн богланншга кура [(22) формулага царанг) цуйи- 
дагига эга буламнз:

Сунгра Я ( £ < й) = 0 булганн учун а С х ^ Ь  да цуйндагига эгамиз:

F ( x ) = P ( l< x )  =*-=*.
Ь — а

Нихоят, агар х">Ь булса, F(x) =  1 б (глади, чунки |  нинг цнй- 
мстлари (о,6) сешентда ётади е э  демак, b дан катта булмайди. Шун
дай килиб, цугндагн таксимот функциясига эга буламнз:

О,

1,

агар х <; а булса, 
агар а <  х <  Ь булса, 

агар х > Ь  булса,
F (х) функциянинг графиги 90- раемда келтирилган. Э.утимолларнннг 
тацеимот зичлигини (25) формула буйича топамиз. Агар х < а  ёки 
х > Ь  булса, у холда ф(х) =  F' (х) =  0 б\лади. Агар а < х < 6  бул-

* * х __д\ *
са, у холда ф (х) =  F' (х) «= (----- 1 = ------  буладн. Шундай цилиб,\о — а] Ь — а

1 ° ’ агар х < а  булса,

ф(х) =
| 1 

: I Ь —  а агар а <  х <  Ь булса, (27)

| 0, агар х > Ь  булса,
Ф (х) функциянинг графиги 91-раемда тасвирланга >. а ва Ь нуцталар- 
да ф (х) узилишга эга эканини ь;айд цнламиз.

У* У k

да \* j
1  / Г
0\ а b А 0 \ а а

90- раем 91- раем
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F(x) =
У Т л .

Ф (х) функция графиги х =  а тугри 
чизиэда нисбатан симметрнкднр.
Содда текширишлар ф (х) функция 
максимумга х =  а да эрншишнни, 
унинг графиги эса хх = а  +  а ва 
хг = а — о да букилиш нуцтатари- 
га эга эканини курсатади. х -* -±  оо 
да функция графит Ох уэда асим
птотик якннлашадн. о ортиши би
лан таксимот зичлигининг эгри чи- 
знги анча ясснро(( була боради. Ак- 
синча, камайиши билан таксимот 
зичлигн графиги симметрия у^ига 
си^нладн. а =  0 да симметрия уки 
Оу удудан иборат буладн. 92- раем
да функциянинг иккнта графиги тасвирланган. I график а = 0 , о — 1 
•уийматларга, II эса а = 0 ,  о =  1/2 ь^илматларга мос келади.

ф (х) функция (24) шартни гуаноатлантирншинн, яъни исталган 
а ва а ларда

+00
—— —e~ix~a),/2 dx =  1 
У  2л а

муносабат бажарилпшини курсатамнз.
.\акшуатан хам. бу ннтегралда (х  — а)/о = t деб узгарувчини ал- 

маштнрамиз. У эуолда х =  а +  a t, fa  =  о dt\

92- раем

I

(г—а)»— 0 0 --------,* . 2 о*J —  ‘ “*
-во У 2 л  а

, 2 л dt.
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Интеграл остидаги функция жуфт булгани учун куйидагига эга-
миз:

Д ем ак,

j V m dt.

С | —{*—а)*/( 1 о*)
— ‘— с d* __

J У"2я а V  2 л

+» - -
2 Г 2е Л.

+« я __
Бирок } е~‘р dt — V  л /2 (X боб, 1- §, 7- пунктга царанг). Натижа-
да куиидагини косил киламиз:

1 V ?  - ix - t f / t  о*

1/2л<
dx =  1.

Р (хх <  £ <  *,) э-ктимолни топамнз. (23) форыулага кура
X* li

P(xl < t < x s) =  =J У2яа J
—<х—в)*/2 а*

е dx.

Бу интегралда яна (д:— a ) /o = t  деб ^згарувчини алмаштирамиз. У 
Холда

1 л —/*/2
Р ( Х Х< 1 <  x t ) =  е ,

У  2 л J .
d t .

I*i-a)/a
Маълумки, y = = r \ с <,/2 Л  интеграл элементар функцияларда нн-

тегралланмайдд (VII боб, 6-§, 2 -пунктга каранг). Шунинг учун (30) 
аник интеграл ни хисоблаш учун

У  2л .
функция кнритилади еэ у эхтимоллар интеграла дейилади. Бу функ
ция учун унинг (аргументнннг турли кийматлари учун) кийматлари 
жадЕаллари тузилган (ИлоЕадаги II жадЕалга каранг). (31) формула- 
дан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

(ж,—а)/0 2 0

Р(Х1< 1 <  X,) = — L— \ е 11 dt = — : | е ' ‘2 dt +
У 2я Ul'-a)/a У  2:1 ( х . - ^ / о

С*«—в)/о (*,-в)/0+  - V T  f  f
V 2 .  J, V2*  •’ V2« {

-an  ,,e dt

Шундан к«либ,

P (x, <  l  <  x2) =  Ф  ( * = £  j _  ф  / £l=_°). (32)

У,

/

1

0 х

93- раем

Ф(х) функция (эхтимоллар ннтегралн) куйидаги хоссаларга эгалнгинн 
кх’реатиш осон.

1°. ф(0) = 0 .
1 Г* 2

2°- г т =  \ е ' dt = — \ Ы <  4 да |Ф(х)| катталик амалда 1/2
У  2 я  Д 2

га тенг (II жадвалга каранг).
3°. Ф (—дг) =  —Ф (х), яъни эхтимоллар ин- 

1 теграли ток функцияднр.
Ф (дг) функция графигн 93- расмда тасвир- 

ланган.
Шундап килнб, агар с тасодифнй микдор а\ 

ва ст параметрлар бнлан нормал таксимланган.’ 
булса, у холда тасодифнй микдорнинг х2 <  ;  <■
•< х2 тенгснзликларни каноатлантирнш эхтимо- 
ли (32) муносабат бнлан аникланади.

е > 0  булсин. Нормал таксимланган ? тасо- 
дифий мнкдорнннг а параметрдан абсолют 
Киймати бунича е дан кичнк микдорда четла- 
ниш э.\тимолини, яъни Р (jg — а| <  е) ни топа- 
миз.

|5 — а\ < е тенгснзлнк а — е < е < а  +  е тенгсизликларгатенг куч- 
ли булгани учун (32) да х1 = а — г, хг — а +  е деб куйидагини косил 
Киламиз:

/ , ( ! г - о |< ^ )  =  /5( а - с < 5 < а  +  е )= Ф ( 'в-± ^ ] -

- • С - = 5 = - > * ( т ) - ф Н >
Эхтимоллар ннтегралн ток Функция булгани учун Ф (— е/о) =  

=  — Ф (е/о) га эгамнз. Демак,
^(11 — о |< е )  =  2 Ф(е/о). (33)

1-мисол. I  тасодифнй микдор билан э\тимолларнинг а — О, а  =  2  параметрлн 
нормал таксимот цонуннга буйсунсин. Куйидагиларни аницланг:

1) Р(—2 < 6 < 3 ) ; 2) Р(|ЕГ<0,1).
Еч и л и ши .  I) (32) формулага кура цуйидагига эгамнз:

^ ( — 2 < 6 < 3 ) = ф (  I — Ф j  =  Ф (1.5) — Ф (— 1) =

=  Ф( 1 . 5 ) +ф( 1 ) ,
II жадвалдан топамнз: О (1,5) =  0,43319, ф (п  =  0,34134.
Демак,

Р (— 2 <  5 <  3) =  0 ,43319 +  0,34134 =  0,77453.
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2) а =  0  булганн учун |;| =  | |  —ц|. (33) формулага кура:
Р(151<0,1) =  2Ф  (0.1/2) =  2ф<0.05) =  2 0.01994 =  0,03988.
2- мисол. Нормал такеимот конунига буйсунадиган тасодифий микдор Р( | Е— 

— а\ <  е) =  0,99730 булиши учун ка'ндай оралнцларда узгариши керак?
Е ч и л и ш и. (33) формулага кура цунидагига эгамиз:

Р (15 — <*1 <  в) =  2 ф  (е/о) =  0,99730.
Демак, ф (е /о ) =0,49865. II жадвалдан ф(е/о)нинг Су цнйматига е а  =  3 мос кели- 
шини курамиз, бу ердан е =  Зо.

Охирги мисолдан агар тасодифий мшудор нормал тацснмот цонуни- 
га буйсунса, у хрлда тасодифий мшудор 0,9973 э.хтимол билан ]а—За, 
а +  За( интерЕалда жойлгшган дгб айтиш ыумкин. Берилган э.\тнмат 
бирга яьуин булганн учун нормал тацсимланган тасодифий мицдорнннг 
циг. мат лари амалда )а— 3 о; а - - З о [  интервалдан ташцарига чи^май- 
дн д*б .'уисоблаш мумкин. Бу факт уч сигма цоидаси дейилади.

6. Инки улчовли тасодифий ми|удорлар. Купинча бир эмас, балки 
бир нсчта хусусан, иккита тасодифий мшудор билан тавснфланадиган 
ходисалар караладнган масалаларни ечншга тОри келади. Масалан, 
агар станок автомат цилиндрик валикларни штамплаб чшуараётган бул- 
са, у холда валик дпаметри с, ва унннг баландлиги Е, иккита тасоди- 
фнй микдордан иборат (с,, | 2) системанн ташкил этади.

Икки улчовли тасодифий мицдор деб иккита тасодифий мшудор- 
дан тузилган шундай (Slt Е*) системага айтиладикн, унинг учун Е, <  
<; х, Е, <  у тенгеизликларнннг (бу ерда х ва у  ихтиёрий хагункий сон- 
лар) бнргалнкда бажарилиш э.\тимоли Я[(?1< .т ), (? ,< !/) ]  аншуган- 
ган булади. Исталган х ва у учун аниьуланган 

F(x.y) = P[(ll < x ) ,  (?«<«/)] (34)
функция иккита тасодифий микдор снсте- 
маси (Ej, Е,) нинг таусимот функцияси де
йилади.

ва Е, ни текнеликдаги ну1утанннг де- 
карт координаталарн деб гуараймиз. М (Ej, Е) 
нуьута ОEi, Es текисликда у ёкн бу вазият- 
нн эгаллаши мумкин. У .'уолда тагуенмот 
функцияси М (Ер Е*) тасодифий нугутанннг 
94- раемда тасвирланган о сохага тушиш эх- 
тимолидан иборат булади.

Агар Ei ва Е* дискрет мнкдорлар булса, икки улчовли (Ei, Е») та- 
соднфий мтудор дискрет дейилади. Ei ва Ег нинг мумкин булган гунй- 
матларн, масалан, xv xt , . ■ ■ . хп ва i/,, yt , . . • . уп чеклн кетма- 
кетликларни ташкил
НИНГ мумКНН б?ЛГаН циим<1 1 . 1“ Р "  » J r ........-  . .
=  1 ,2 ............п; j =  1, .................... pij орцали (Ei- U) =  (*„ xj) були
ши эхтимолини белгилаймнз:

Pij =  Р[ (?i =  *i)- (?* =  yj) 1- 
F (.г, у) тацеимот функцияси цунидаги куричишга эга:

F(x,y) = 1 ^i

I

94- раем

i« . • • , хп ва yv yt , . . . , уп Mtrkjni ■ .ч-
этсин. Икки улчовли (Ei. Е*) тасодифий мшудор- 
Кийматлари (*(, yj) куринншга эга, бу ерда i =  --------  it р \ — /„ v i fii/ли-

бу ерда КУШ йигинди xt < .x  ва y j< .y  буладнган i ва /  лар учун 
аниьуланган.

Икки улчовли (Ei, Е*) тасодифий мшуюрни бир улчовли тасодифий 
мигудор кабн жадвал куринишида хам бернш мумкин. Жадвалнинг бир- 
инчи сатрн Ei тасодифий миьудорнинг мумкин булган цийматларидан. 
бирннчн устунн эса Е* нинг мумкин булган ^ийматларндан иборат. 
К,атган катакларда тегишлн э^тимоллар келтирилган булиб. уларнинг 
йигнндиси .vp Доим бирга тенг. Мисол тариьуаенда куйидаги жадвал
П П К Я  TTII Л  О  Г» I I  т т г о м  -*■---------------Ш Ш   *

E.
E, ^

—1 0 1

0.1
0,2

p n =0,05 
Pn =0,10 Pi» = 0,20 

P22 = 0,20
Р11 = 0,30 
P 23 = 0,15

Барча э.\тнмоллар йишндиси:
3 2

^  Рц =  Рп +  Pit -Г Pis +  Pii +  Pit +  р2з =  0,05 4- 0, 23 +<=i /-1
+  0,30 +  0, 10 +  0 ,20  +  0, 15 =  1,00.

Агар барча i , j  жуфтлар учун ушбу рц = Р [(Ei = + ) ,  (Ej =  у0)] =  
=  Р (Ei =  ^ )  (Ег =  Уо) муносабат бажарилса, Ei ва Е* тасодифий миц- 
дорлар эркли микдорлар дейилади.

1- мисол. Иккита уйин соккаси бир мартадан ташланади. | ,  оркали биринчи соц- 
цада тушган очколар сопини, оркали эса иккинчи соккада тушган очколар сони- 
ни белгилаймиз, у холда(|„ Е,) икки Улчовли дискрет микдор булади. ва 12 мик
дорлар эркли эканини курсатамиз. Бу микдорларнинг кар бири бир-бирига боглик 
булмаган к0ЛДа 6  та турли кийматни кабул килиши мумкин булгани учун, икки 
Улчовли (Ei. Ei) тасодифий микдорннмг турли кнйматлари сони 36 га тенг булади. 
Ьу кийматларнинг барчаси, равшанки, тенг эхтимолли Шунинг учун P[(Ei =  */). 
(Ej =  у/)1 =  1/36. Иккинчи томондан, Р (Ег =  x t) =- 1 /6  ва Р ( Е, =  y j  =  1/6. Шундай килиб,

Р|(Е»- ^ 0 . 5 .  =»»/)!- Р (Ei =  х )  р (Е, = -Уу) =  1/36.
Агар икки узгарувчининг шунда(1 узлуксиз манфий булмаган ф (дс, у) 

функцияси мавжуд булиб, Af (Е1( Е,) ну^та OEiEa текисликнинг бирор 
о со.\асида ётиш эхтимоли ф (х , у) функциядан о соха буйича олин- 
ган икки карралн интегралга тенг, яъни

Р.(м  I*) € о) = Я  Ф (*• У) dx dy (35)а
булса, у ^олда икки улчовли (Elt Е,) мицдор узлуксиз дейилади. ф (х , у) 
функция иккита Ei 83 Е* 'чщдор системасининг эхтимоллар такри- 
моти зичлиги дейилади. Бу ердан, хусусий холда, агар о c o v  94- 
раемда тасвирланган куринишга эга булса, у холда тасодифий мтуюр- 
лар системасининг та^симот функци.чеини куйидагича ёзиш мумкии- 
лиги келиб чи^ади:

F (х, у) =  Р KEi <  X) ■ (It <  у) ■-= Я  ф (-V, у) dxdy =

I Pip J dx J ф(д-,y)dy. (36)
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Агар f, ва с4 тасодифий мицдорлар эхтнмолларннннг (дг) ва ф2 (у) 
тацсимот зичлпкларн учун <р (лг, у) =  ф» (лг) -q'* (f/) булса, у холда Е, ва 
fj эркли тасодифий мицдорлар дейнлади. Бу .уолда

*. v.
F (х, у) = Р 1(1, <  л), (ls <  у) 1 =  I dx I <р, (х) ч г (у) dy =

— ОО — ОО

=  | ' ф,  (дг) d x  . .1 Ф, ( у )  d y  =  F , (.v) F . J y ) ,
-  оо —оо

бу ерда F , (дг) ва Ft (у) мос равишда ва ?. мицдорларнинг тауснмот 
функциялари ((22) формулага царанг).

Иккн улчовлн (?„ у  тасодифий мицдорнпнг F(x, у) тацснмот функ- 
цняснни билган уолда, Е, ва Ег тасодифий миудорларнинг уар бирининг 
таусимот функциясини хам, таусимот зичлигнни уам топиш мумкин.

Хауикатан хам, F, (дг) функция 5, тасодифий миудорнинг такси- 
мот функцилси булсин. У уолда F , (дг) =  Р (£ <  дг).

Бу уолда уар уандай уийматни уабул унлнши мумкин болтани 
учун, равшанки,

P ( h < x )  =  Р [(?i < х), (— °° < Si<  -Ь °°)1- 
Демак, (36) формулага кура ууйидагнга эгамнз:

Fi (*) — Р (h  = х) = Р  H h < * h  ( - « > < ? * < +  оо)) =
X +т

=■ J dx j Ф (дг, у) dy.
—оо — оо

Охирги тенгликни .г б;*йича днфференцналлаб, интеграл ни узгарувчи 
юуори чегара буйича интеграллаш* уондасига мувофик,,

Фт (х) — Г[ (*) =  J Ф (х, У) dy (37)—ао
ни xocit.f уиламнз. Шунга ухшаш ууйидагини топамиз:

F , (У) — Р (й  <  У) =  \ <̂У )' Ф (х .У) dx.

б

0 i

95- раем

демак.

Фд {У) =  f Ф (х,у) dx. (38)

Шуи дай увлнб, иккн улчовлн тасодифий миу- 
дорни ташкнл этувчиларидан бирининг тауенмот 
зичлигнни топиш учун система таусимотининг 
знчлиги ф (х, у) ни нккинчи тасодифий миудорга 
мос узгарувчи буйича — оо дан -f- оо гача ора- 
лиуда ингеграллаш керак.

2- миеол. Иккн \лчовли (5,. I t )  тасодифий микдор
ф<*. у) _ ______ — таксимот зичлигнга эта.

л* (1-+д:-) (1

* 275-бетдаги сноскага царанг.

ОДйидагилзрни топинг: I) М  ( | , ; £,) тасодифий иуктанинг 95- раемда таевнрланган 
квадратга тушиш эхтимоли р  ни, 2) таксимот функцняси F (х, {/) ни; 3) хар Цайсн 
(£, ва Ss> мицдорнннг таксимот зичлигнни.

Е ч й л и шн .  I) М  (5,; £.) тасодифий иуктанинг 95- раемда таевнрланган а  
квадрига тушиш эутимоли р  (35) формулага кура КУЙндагига тенг;

da dy1 I

^ b "  ‘ +  У1

dx
•I 1 +  x*

p = f f  <p(x, у) da  =» ff  -
Ч о я* От**) (1+У1)

шш —  ̂ arctg у |Q -arctg j =  -^7 (  arc Ig l — arctg0 ^ (  arc tg l — arctg 0 j —

я я 
4 " T

2) (35) муносабатдан фойдаланиб, F  (х, у) така1мот функциясини топамиз.

F (x . у) =  Р K ii <  •*). (5»<У)1= ) dx \ < f ( x , y ) d y  =

dx
dy dx

_ i  «* (l+x*)~(i+K*) я * J ,  l+ x *  * J .  1+y*
1

=  —  [arctg x  — arctg (— 00)J [arctg у — arctg (— 00)J =
Я*

=  ^ ( a rctg x - f^ - J  (arctgУ +  - ^ ) .

3) тасодифий мнклорнинг таксимот зичлигнни (37) формула буйича топамиз: 
-И» +•• dy 1

•Pi (•*) — J ф (*• У) d y  <

dy

+ •
f г------------------■ = -----------

- i .  я* ( 1 + л * )  (1 + У г) Л (l+x*)
1Шунга ухшаш, (38) формуладан фойдаланиб, <рг (у) ----------— ни топамиз.„ . . . Я(1+//-)

ва тасодифнн .микдорлар эркли эканнга ишонч косил килиш осой, чунки 
ф(х, у) =  ф, (х)-ф, (у).

Таърнфга кура, агар i ,  ва ми^дор.тар системасииинг знчлиги
I ((« — а,)» (х-а,) (»-<»,) (У-eJ*  1

, ________ |______  2о‘ О, а, 1 2о| j f
ф(*. У 2 я о, о, у  ТИ)?*" е

(9- §, 2- пунктга каранг) курннишга эга булса, у у̂ олда иккн ул- 
човли (с,, j,) тасодифий мнцдор нормал такенмланган буладн, бу ерда 
о , > 0 .  ot > О, R — бирорта узгармас. ва ми^дорларнинг .̂ ар 
бири нормал таксимланганлигинн (37) ва (38) формулалардаг фойда
ланиб курсатнш мумкин:

— (х -  в, )«/2 oj 1 — (у -  в,)«/2 о*.

W "  W 7 T ' . Фг (У) V  2л О.

Бу фактнннг исботига тухтаб утирмаймиз. Хусусан, агар 5, ва Е, эркли 
булса, у холда <p (.v, у) (л) • ф2 (и) буладн.
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Бу ердан R = 0  эканлигн ва бннобарин.

Ф (*. У) =
1

2лохаг

(X—о,)* (у —o.V
+ м

эканлигн келиб чикади.
Ушбу тескари тасдиц хам урннли эканнга ишонч косил цилнш 

осон: агар R = 0  булса, у \олда ?t ва ?, эркли тасодифий мнкдорлар- 
дир.

4 . § ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАРНИНГ СОНЛИ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ
Э.\тимоллар назарнясида ва унинг купчилик татбицларнда тасоди

фий ми^дорларнинг турли сонлн характеристикалари катта ахамиятга 
эга. Уларнинг асоснйлари математик цутилма (^утилит) ва дисперсия-, 
дир.

1. Тасодифий мицдорнинг математик кутилмаси ва унинг хоссалари. 
Дастлаб цуйидаги мисслни ку рамиз. Заводга N та подшипникдан ибо- 
рат партия келтирилган булсин. Бунда к,уйидагилар маълум булсин:

тх— ташки днаметри хх булган подшипниклар сони;
тг— || — || — х ,— || — II — |

т „  — || — || — х „— II — И —
Бу ерда т1 +  тг +  . . . +  тя =  N Подшипник таш^и диаметрн- 
нинг урта арифметик киймати х ни топамиз. Равшанкн,

mt х х +  т : х 2 +  т п х п _  т х „ , „ _l
хУрт -- ------------------- N  N  1 +  N  2 ‘

т„
* 4- . . . х' • • " \  п-

Таваккалига олинган подшипникнинг ташки диаметрини дг,. хг, . .
хп киныатларни мое равишда p1 = mllN, pa — m2/N ......... p„ = m„ih
эхтимоялар билан кабул килувчи (чунки ташки диаметри х, булган 
подшипникнинг чициш эхтимоли р { =  m(/N) I  тасодофин мнкдор деб 
Караш мумкин. Шундай ^илиб, подшипник ташки диаметрннннг урта 
арифметик киймати:

дгурт =  хх рх 4- х, рг +  . . .  +  дгп рп =  23 х, Pt

муносабат ёрдамнда аницлаш мумкин.
5 дискрет тасодифий микдор узининг ушбу таксимот цонунн Р (ё =  
=  хх) =  /?, билан берилган булсин:

? нинг кийматлари . . . . 'я

Р (1 — x s ) э-хтимоллар Pi Рг . . . Г Рп

тасодифий микдорнинг барча мумкин булган кийматларини уларнинг 
мос эхтнмолларига купайтмаларн йигиндисига айтиладн, яъни*

М (|) =  V  х( рг  (39)
/=1

Юцорида тахлнл цилингаи мнсолга цайтсак, курамизки, подшип- 
ннкнинг уртача днаметри ? тасодифий микдорнинг подшипник диа- 
метрининг математик кутнлмасига тенг.

Таксимот зичлиги ф (х) булган узлуксиз ? тасодифий микдорнинг 
математик кутилмасн М (?) деб,

4-00
м  (I) =  f * <Р {х) dx (4 0 )

—оо
тенглик билан аннцланадиган сонга айтилади. Бунда (40) тенглик- 
нинг унг томонида турган хосмас интеграл мавжуд деб фараз кили- 

j. нади.
Математик кутилманинг хоссаларини курамиз. Бунда бирннчи икки- 

та хоссанинг исботн билан чекланамиэ ва унн дискрет тасодифий мшу 
[ дорлар учун келтирамнз.

Г. С узгармаснинг математик кутилмаси шу узгармаснинг узи- 
га тенг.

И с бот  и. С узгармасни бирга тенг эхтимол билан факат битта С 
цийматни цабул килувчи ? тасодифий мнкдор деб караш мумкин. 
Шунинг учун

М (?) =  С • 1 =  С-
2°. S'зга р мае купайтувчини математик кутилма белгиси таш- 

царисига чицариш мумкин, яъни
М  (&?)=& М  (?).

Ис б о т н .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

М ( * ? ) = у  k x lP l= k Z  х, Pl =  k M  (?).
i- i  <-i

( ^уйидаги иккита хоссанн нсботспз келтирамнз.
сР. Бир нечта тасодифий микдорлар йигиндисининг математик 

кутилмаси бу микдорлар математик кутилмаларининг йигиндиси
га тенг:

м  (5i +  St +  • • • +  5.) =* -И (?,) 4-  М (?.,) 4-. . .  4-М (5„). (41)

I дискрет тасодифий мшуюрнинг математик кутилмасн М (?) деб.

• Агар дискрет тасодифий микдорнинг мумкин булган цийматлари т^плами х, ,
х i , ■ ■ ... чексиз кетма-кетлнкни ташкил этеэ, у Хол^а бу тасодифий микдернпнг
математик кутилмаси V  х( р (. цаторнинг йипшдиси енфатида аннкланадн, бунда

I '
бу цаторнинг абсолют яцинлашиши талаб кнлинади.
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4°. Иккита эркли тасодифий мицдор купайтмасининг матема
тик кутилмаси б у микдорлар математик кутилмаларининг купайт- 
масига тенг*:

М а . т ] ) = Л 1  ф - М  (п). (42)
2. Дисперсия ва унинг хоссалари. Уртача квадратик четланиш.

Купчнлик амалий жнхатдан мухнм булган холларда тасодифий мицдор- 
нинг унинг математик кутилмасидан четланншн £ — Af £ ни бацолаш 
керак булиб колади.

Дастлаб битта мисол курамиз. Иккита j  ва т) мнцдор цуйидаги 
тацсимот каторлари билан бернлган булсин:

5 нинг цин- 
матлар — 0 .2 - 0 ,1 0 .1 0 .2

p (X) эцти- 
моллар 0,25 0,25 0,25 0,25

Г] нинг ций- 
матлари 50 — 40 40 50

Р (•*) ЭЦТИ- 
моллари 0,25 0,25 0,25 0,25

Бу тасодифий мпкдорларнинг математик кутнлмалари бир хил ва 
нолга тенг эканнга ншонч хоснл цилиш осон:
М (|) =  (—0,25) • 0,25 -г ( -  0,1) • 0,25 4- 0,1-  0,25 -{- 0,2 - 0,25 =  0.

М (п) =  ( -  50) - 0,25 4- ( -  40) • 0,25 4- 40 - 0,25 4- 50 - 0,25 =  0. 
Бирок бу микдорлар кнйматларининг уларнинг математик кутнлмаси- 
га нисбатан таркоклнгн бнр хил эмас. Биринчи холда I тасодифий мик- 
дор цабул киладиган к»йматлар унинг математик кутнлмасига якин, 
иккинчи ко-тда эса узок- Тасодифий мицдор ки,1матларининг унинг 
математик кутилмаси атрофида таркоклигинн (сочилишини) бахолаш 
учун янги сонли характеристика — дисперсия тушунчаси киритилади.

5 тасодифий мицдорнинг дисперсияси D (|) деб тасодифий мнк- 
дорнннг унинг математик кутилмасидан четланишн квадратинннг мате
матик кутнлмасига айтнлади**:

0 (6 )  = -И [5 — Af (5)1*. (43)

• Иккита ; ва г) тасодифий мицдорнинг йигиндиси (купайтмаси) деганда мум- 
кин булган кийматлари |  мицдорнинг чумкин Султан хар бир цийматининг ва и миц- 
дорнинг мумкин Султан хар бир цннматн Силан йигиндисига (кУпайтмасигэ) тенг 
булган 5 = 6 +  *1 (М = 5 • т| тасодифий мицдор тушунилади.

•• Бу ерда четланиш квадратинн эмас, балки тасодифий мицдорнинг унинг мате
матик кутилмасидан четланишн J — Л1 (5) нинг узини цараш табиийроц булиб тую- 
лади. Бироц бу четланишнинг математик кутилмаси naira тенг, чукки М |5— 
—  М  (5)1 = М  (5) — М  [Л1 (5)] =Л1 (5) — М  ( 6)=0-  Бу ерда М  (5) нинг узгар- 
маслигидан фойдаландик, узгармаснинг математик кутилмаси эса шу уэгармасдир. 
Математик кутилманинг тарцоцлик улчови учун тасодифий мицдорнинг унинг ма
тематик кутилмасидан четланишн модулини ‘ математик кутилмаси М (||— М  (5)|) 
ни цараш мумкин эди. Бироц абсолют Мицдорлар билан бшлиц амаллар одатда ун- 
дан- уэоц хисоблашларни талаб этади.
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xt, хг, . . .  ,хп кннматларии мое равишда plt р..........рп эхтнмоллар
билан цабул килувчн 5 дискрет тасодифий мнкдор берилган булсин. 
Равшанки, [ |  — М (5)]* тасодифий микдор — М (DP, [*_, — М (£)]*,
. . . .  [хп — М (5)]п кнйматларнн шу pv р,.........рп эцтимоллар билан
Кабул килади. Демак, дискрет тасодифий мнкдорнинг математик ку
тилмаси таърифига кура куйндагига эгамиз:

D (I) =  М[5 -  Af(DP =  V  [Xl -  М (5)1* - Рг  (44)

Агар 5 такснмот знчлиги <р (х) булган узлуксиз тасодифий мнк
дор булса, у колда таърифга кура

+ •
D (l)  =  J [ х - М  (5)]= Ф (*) dx. (45)

Дисперсия таърифини ва математик кутилма хоссаларинн эътибор- 
га атиб, куйндагига эга буламиз:

D ( t ) = M  [э — Af (DP =  Af {D-25-Af (I) 4- [Af (5)р}=.
= Af (5*) — 2 Af l£ • Af (|)1 4- Af [Af (g)p.

Af (D ва [Af ( |)p  — узгармас микдорлар булганн учун математик ку
тилма хоссаларидан фойдаланиб, топамнз: Af [5 • .И (5)] =  Af (Q . Af(D 
ва Af [Af (DP=[Af (DP- 
Демак,

D  (D =  Af ( I*) -  2 Af (D • Af (D 4- [Af (6)P,
бу ердан, узил-кесил ушбуни топамнз:

D (I) = М  (5*) — [Af (I)]*. (46)

Энди дисперсиянинг хоссаларинн караб чикамиз.
1°. Узгармаснинг дисперсияси нолга тенг.
И с б о т и .  5 =  С булсин. (46) формулага кура

D (С) =  Af (С2) — [А1 (С)]2 = С2 — С* =  0,
чунки узгармаснинг математик кутилмаси шу узгарувчинннг узнга 
тенг:

М (С) =  С, Af (С2) =  С2.
2°. Узгармас купайтувчини дисперсия белгиси таш^арисига уни 

квадратга кЦтариб чикрриш. мумкин:
D (kl) =* k* D (l). (47)

И с б о т и .  (46) муносабат асосида куйидагини ёзнш мумкин:
D ( k l )  =  M  [ (* D F -- lM  (^^))*-

Бу ерда
Af [(*£)*! = м (̂ s2) Af (52)

ва
[Af (* DP =» (A Af (DP =  k 2 [Af (DP
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б^лгани учун
D (ft t) =  k> {М (?s) ~  1М (?)]2} = k1 D (?).

3°. Агар |  ва т] эркли тасодифий мицдорлар б^лса, у  %олда бу 
микдорлар йигиндисининг дисперсияси уларнинг дисперсиялари йигин- 
дисига тенг:

D ( |  + л) =£>(£)  +  £> (Л)- (48)

И с б о т  и. (46) формулага кура:
D (? +  л) -  М [(5 +  л)г) -  [М (5 +  Л)]*-

Бирок
М [(5+  л)*] -  м  (?* +  2?т] +  Л*) = М а*) +  2М (6• л) +  М (л*).

|  ва л эркли тасодифий миндорлар булгани учун:
М (? • л) =  М (?) • М (л).

Демак,
|Af 1(6 +  Л)*1 -  М (I2) +  2 М (?1 • М  (л) +  М (л*).

Маълумки,
м  (6 +  л) =  м  (6) +  м  (л);

шунинг учун
[М (g +  Л)1* -  [М (6) +  М (Л)]* =  №  (6)1* +  2 М (? ) . М (л) +  [М (л)]* 

Шундай цилиб,
(Б +  Л) ■= Af (6s) ч- 2 Af (5) - Af (т]) + Af (л*)-1А* (6)]*-2Af (6) X 

X М (л) — \М (Л)*)2 ={Л4 (6 * )- (M  (?)]•}+  <M (л2) — [М (л)]2}. 
Бирок *

М (?*) -  [М (?) ]* =  D (?), М (л2) -  [М (л)2] =  D л-
Демак,

D(l  +  т|) «£>(?) +  £>(л).
И з о к . 3° хосса чекли сондаги жуфт-жуфтн Силан эркли тасоди

фий микдорлар учун ^ам уринлидир:
D(h  +  t , +  ••• +  U  = D (б ,)+  £>(?,)+ ••• + D ( l u).

Е тасодифий микдорнинг Сртача квадратик чстланиши о (?)] деб. 
унинг дисперсиясидан олинган квадрат илдизга айтилади:

<(6) -  у"Щ 5- (49>
о (?) Уртача квадрат четланиш ? тасодифий микдорнинг у-лчови каби 
Улчовга эга.

ларни топамиа: 
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« (В. , . | + 2 . ± + 3 . | + 4 . - 1 + 5 . Д + в . ± , = 3,5.

D <Б) = (I — 3,5)*. — +  (2 — 3,5)*.— + (3 — 3,5)».—+  (4 — 3,5)*. —  +

+ (5 -3 ,5 )* Д + (6 -3 ,5 )* .у

6

2.92;

а ( 6 ) - У Щ 1 Г  =  V W «  1.71.
2 -  мисол. л тасодифий мшуюр А  кодпсанинг битта синовда руй Серншлар сони, 

шу билан Сирга Р (А) =  р  (3-§, 1-пункт, 2 -мнсолга каранг). М  (л) ва D  (л) ни то- пинг.
Е ч и л и ш и .  л мшуюр 0  ва 1 к.ивматини мос равишда q — 1 — р  ва р  э^ти- 

моллар билан цабул цилади. Шунинг учун (39) ва (44) формулаларга к$’ра топа- миз:

Л1(г)) =  0 ( 1 - р )  +  1-р =  р, D  (л) =  (0 — р)*-(1 — р) +  (1 —Р)*‘Р =  Р (1
— р) =  p-q.

3- мисол. т  тасодифий мицдор А  ходисанинг п  та эркли синовда р$й Сериши 
сони, шу Силан Сирга А  ходисанинг хаР бир синовда руй Сериш приколи р га 
тенг. М  (т), D (т) ва о  (т) ни топинг.

Е ч и л и ш и .  ?; Серилган А  доднса I синовда руй Сериш-Середслигига караб,
: ) ёки 0 х.ийьмтларни кабул килувчи тасодифий микдор булсин. У холда т  =  £, +

+  62 +  . .  . +  5 „ . Равшанки, ? i микдорлар жуфт- жуфт’и билан эркли. 2- мисол 
натижасидан хаР кандай I учун М  (5; ) =  р, D  ( |  { ) =  pq экаки келиб чикади. 

г Математик хутилка ва дисперсиянинг 3 ° хоссасига кура
AI(m)-=Al(E1 +  61 . . . + E l, ) “ Al(b)+Af(6,) +  . . .  +  M(5„ ) - « р ,
D ( m ) = D  (sH-5. +  . . . + ? , )  =  0 (5 0  +  0 ( 5 , ) +  . . .  +  D (£„) =  nW  

о  (m) =  ~Vnpq.
4- мисол. £ Пуассон конуни буйича та^симланган тасодифий микдор булсин:

. к -X
Р(А) — Я(5 = 
топинг.

к): — е
'кГ (к ~  °>| .........л . . . )  ((17) формулага каранг]. М .(£) ни

Е ч и л и ш и .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

М  (5).
IкХ  ек . — X

- ^ v "1 *■
(к  — 1)1

-X  X 
« к е  = л

чу нк и:

§ В - , + £ + г * - - + т + - - ‘
(XI боб, 3-§, 5-пунктга каранг).

5- мисол. ? тасодифий мшуюр текис тацсимланган Сулиб, ^уйидагн 
О, агар х < в  бу-лса;

ф (х) = —1— , агар а <  х  < Ь булса; 
о — а
О, агар х  >  Ь С?лсз,

зичлик функпнясига эга булсин. ((27) формулага каранг). М (£), D (5) ва а  (5) ни топинг.
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Ечилиш и . (40), (45) ва (49) формулалар буйича топамиз:

М ( 6 ) >

Г С 1 А а +
I x<p(x)d*= \ x -b _ a dx 2 ’

Ь +  а \ 1 {Ь — а)г .
D I D -  f  ( — ^ ) а

. * - V * = f - - Y  T -i= i
Айтайлик, |  мицдор а ва а  параметрлар билан нормал тацсимланган 
тасодифнй мицдор булсин (3-§, 5-пунктга ^аранг). М (?) ва £>(?) ни 
топамиз.

1 — (* — а)Ч2 О*<р (х) --------------е булганн учун (40) формулага кура
УТка

М (?) =  —1—  xe~ lx~ •«** dx
V ik a  J— oo

ни топамиз.Интегралда (х — а)/а =  г деб узгарувчини алмаштнрамиз, у .^олда 
x = a +  az, dx = adz. Демак,

+ 00 +  оо

+  оо -J

у п  j
\ е  г2 dz +  -y = r  f  
J 1/2 я

+-“  -г*/2
е zdz.

Бизга маълумки
1 + •  —гчг, —  Г е dz =  1 ((29) фэрмулага к;аранг). Сунгра

V 2д J
— оо

ге~ ''1г функция тоц булганн учун то^ функцияларнинг хоссасига 
кура (XI боб, 6- §, 4- пунктга царанг)
+  оо

е zdz = 0 .  Демак, Л1 (5) = а .

— оо
Дисперсиянн (45) формула буйича топамиз:

оо

D (|) =  f  [* - M (? ) ]2<p(*)dAr =

, V °  -< * - o)»/2 о*

— oo
(интегрални хисоблашни келтирмаймиз)

dx =  a*

Демак, D (?) =  о®, о (?) =  У D (?) =  о.
Шундай цилиб а ва б параметрлар нормал тацсимланган тасодн- 

фнй микдор учун содда эхтимолий маънога эга: а — математик ку- 
тилма, a — уртача квадратик четланиш.

3. Тасодифнй ми^дорларнинг чизи^ли функциялари. ? нормал глад
ей мланган тасодифий мицдор, М (?) =  а ва а( ? ) =ст  тацеимот па
ра метр лари булсин. У %олда, агар А ва В узгармас сонлар булса, 
? билан чизицли бослищ булган t| =  А +  В; тасодифий мицдор хам 
нормал тацсимланган, шу билан бирга

M (r\)= A  +  Ba, D (л) =  В2 о®
буладн.*

Шу таедшунн исботлаймнз. Соддалик учун В >  0 булсин. у, <  
С  г| <Г /у2 тенгсизликларнинг эдтимолини бахолаймиз. Бу тенгсизлик- 

| лар у г<  А +  В К у 2 тенгензликларга тенг кучли, яънн (Ух—А) В <  
d < ( y s — A)/B. Шунинг учун

? мшудор нормат тацеимланган булганн учун
(U‘- A ) / B

У\ — А 
I В

< С < У,~-4\ =  1 ’ Г
В ) У  2п а . J(у, -  А)/В

Бу интегралда х — (у — А)]В деб, узгарувчини алмаштнрамиз, у
( Э(олда dx =  — , натижада 1ууйидагига эга буламиз:В

(У» -  А ) / В

$ r -  f2л а, а .
— (х — о)*/2о«

У  2„_
v  (к. -  А )/в

Шундай цилиб,

dx =
У г

2 - Г2ла В J
— (у — А — а В)‘/2 о*Вг dy.

Р( У1 < Ч < У г )  =  \
У  2 л В a J

,-1у -(Л + аВ)]»/2 0*В» dy.

Бу тенглик л тасодифнй микдор нормал та^енмотга эгалигини, шу 
билан бирга М (л) =  А +  Ва ва D(rj) =  о~Вг булншини билдирадн.

Анча умумийрок тасди^ ^ам уринлиднр. Я,, Л2, . . . .  Ял j/згармас- 
лар, ?!, ?2, . . .  , ?п нормал таксимланган жуфт-жуфти билан эркли 
булган тасодифий мШуДорлар, шу билан бирга M (li) = a l ва D(?;) =

о * булсин. У холда л =  ?, +  Я, ?2
дор ^ам нормал таксимотга эга ва

А* (Л) = * i a !  +  а2о, +

К 1 п тасодифий миц-

булади.
D (?) =  Я* о * +  Я г о1 -|-

— ^Пап■
• + Ь 2пО*п

* Бу тасдицни математик кутнлма ва дисперсиянинг хоссасидан ^ам ^осил ки- 
лиш мумкин. Масалан, М (т)) =  Л! (А +  В  ?) =  М  (Л) +  ВМ  (?) == А  +  Ва.
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Хусусан, агар .̂ ар цандан учун / И ( ^ ) = а ,  £ ( | , ) = о *  булса, 
5 =  (Si +  It +  • • • т  ?„)/л тасодифяй мицдор нормал таксимланган 
шу билан бирга Af(gj = а , D (f7 =  о1М, о (*П= |^£Г(7) =  6/У* булади’

5-§. КАТТА СОНЛАР ЦОНУНИ

1. Чебишев леммалари. Мазкур пунктда Чэбишевга* мансуб булган 
^уйидаги иккнта леммани исбот циламиз.

1- лемма, т) фсщат манфий бдлмаглн циймапларни цабул цилувчи 
тасодифий мицдор бдлсин, у хрлда Р (г) >  1) <  М (л).

И с б о т  и.  Соддалнк учун бу тасдицни xt >  0 шартда xv  х ......... >
хп кийматлтни ^абул ^илузчи т) дискрэт тасодифий ми^дор учун ис. 
бот цкламиз. Э.^тимолларни цушиш аксиомаснга кура

*i >i
бу ерда йиганди бирдан катта ва бнрга тенг барча х{ цнйматлар учун 
тааллуцлидир. Бироц xt>  1 учун, равшанки, Р(т) =  * ,)<  х,Р(г\ =эдгг). 
Шунинг учун

Р(1) > 1) = 2  * (П -* |)< 2  *,^(л=*,) (50)
*i >i *1 >i

53) тенгензли<нинг унг томэнига V  лг/ (т| =  jĉ ) йигиндини ^уша-
*К1

миз, бу ерда xt < .\.  Бу йигинди манфиЗ эмас, чунки шартга к£ра 
х ,  >  0, ,э.\тимоллар эса Р(г\ =  *,) >  0. Шунинг учун

2 х{ Р (л =х,) <  V дг, Р (л = х,) +  V .г SP (т) = х{) =
*1 > • */ > 1 ж/ < I

=  S  ^  (Л =* */)• (51)i = 1
Охирги йигинди г] цабул цнладиган барча x t циЗматлар учунднр. Би- 
роц бу йигинди таърифига кура математик кутил.мага тенг:

2  xi •=*<) = A1(Ti)-
1

(50) ва (51) муносабатларнн гаэдослаб, цуйидагига эга буламиз:

Р ( т | > 1 ) < 2  x ip (4 =  */) в Л , (Л).
(= 1

Лемма исбот булди.
2- лемма. ? тасодифий мшфор, е эса мусбат сон бдлсин. У хрл- 

да 5 тасодифий мицдорнинг унинг математик кутилмасидан чет-

• П. Л. Чебишев (1821 — 1894) буюк рус математиги.

ланиши модулининг г дан кичик бдлишининг эцтимоли 1 —
в*айирмадан катта ёки унга тенг бдлади, яъни

P U s - M ( Z ) l < e]> l _ £ ( l h
е* (52)4

(52) тенгснзлик Чебишев тенгсизлиги дейилади.
И с б о т  и.  Дастлаб |5  — М (£) >  е тенгсизликни к^рамиз. Бу

^  ~  '**■lg)  ̂ >  1 тенгсизликка тенг кучли булгани учун

/>[|S — Ai(£) | >  е] =  /> Ц6— > 1 ].
I e1 )

4 =  — Л>;(в‘^~ тасодифий мицдор манфий эмас, демак, Чебишевнинге2

1-леммаси шартларини цаноатлантирадн. Бннобарин, 

чунки М (5 — М (g) ]* =  D (5). Шунинг учун

Я [ | ; - М ( Ш *  > e )  =  p | l i = ^ S L ! l >  1 J (53)

| g — М  (Е) | <  е тенгснзлик билан ифодаланувчи .\однса 1£ — М  (£) >  е 
тенгснзлик билан ифодаланувчи ^одисага царама- царши булгани учун
Р [ |  — М (s)| < е ]  =  1— Р[ (I — М (1) | >  е|. Энди (53) муносабатни 
эътнборга апиб, узил-кесил цуйндагига эга буламиз:

P [ |S - M ( 6 ) |< e J >  1 - ^ .
е*

2. Чебишевнинг катта сонлар |(онунч. ^уйндаги тасдиц ^ринли-
дир. ............ ?„’ • • •  жУФт-жуфгт билан эркли бдлган тасо
дифий ми^дорлар кстма-кетлиги бдлиб, уларнинг дисперсиялари 
текис чегараланган булсин, яъни исталган i учун D(lt) <  С бдлсин
У хрлда е >  0 \ар кандай булганда \ам ушбу муносабат дринли- дир:

l y i  + * ■ ' < . ] _  I, д а ,

И с б о т  и. (Е| +  +  . • • ?„)/« миедорни, яъни п та тасодифий
мицдорнинг уртача арифметигини %п орцали белгилаймнз. 1п тасоди- 
фнй мн^дорнинг математик кутнлмаси294



М( и  -  м  ( J i ± i i ± ^ ± k )  =  -i-A ffo  +  и  + .. .  5n) =  

М(6,)4-А1(Е.)+ ...+Д1(Ь.)
п

га ва дисперсияси
D (F) _  о ( Ы-8. + -- + Е.) _ -L|D(|,) +  О (У +  ... +  В(У1

га тенг (бнз бу ерда математик кутилма ва днсперснянннг хоссала- 
рндан фойдаланднк). Энди ?„ =  (h  +  h  +  . . . +  ?„)/ п тасодифий 
мн*дсрга Чсбишевнннг иккинчи леымасини *улланиб, топамиз:

Р [ \  Гя- М ( Т ) |< е ] >  1 - ^ .

яъни1
f | Е.+ £, + -  + &, *«(6.) + A«(b)-<--+M(b.) | < е ] > 1 _

P(s,) +  D(S.) +  -  +  P (|n)
. л2е2 е2л ’

чунки *ар *андай i да D (l,)< C  Еа дсмак, £ (? ,)-f  D(E2) -}- . . . +  
+  £>(?„) <  лС. ^ар кандай ходисанинг эхтимоли бнрдан катта була 
олмаслигини эътиборга олсак, *уйидагига эга буламнз:

Е, +  S, +  ... 4- In м;(Е.Я+ *<(£,) + ...  +  М ( Ы I
1 > р <  8

г2п
л -*  оо да лимитга у там из (V боб, 1-§, 6-пункт, 6-теоремага царанг)Х

И т Я [ | Ч ,,+  Ь +  - "  Ь .._ АЩЬ)-+л«(6,

Чебишевнинг катта сонлар цонунининг маъноси *уйидагидан 
нборат. Ало*ида олинган тасодифий мшудор узининг математик ку- 
тнлмасидан анча узоцда булган фийматларни кабул *илиши мумкик 
булган бнр пайтда катта сондаги тасодифий микдорларнш.г уртача 
арифметиги бирга я*нн эхтимол билан бу тасодифий мшудорлар мате
матик кутилмаларининг уртача арифметш ига я*нн *ийматларни *абул 
*илади.

Ч е б н ш е в н и н г к а т т а с о н л а р * о н у н и н и н г  х у с у с и й  * о- 
л и. ij, 6». • • • . . жуфт-жуфтн билан эркли булган тасоди
фий ми*дорлар б^либ. уларнинг дисперсиялари текис чегараланган 
(Dili) ^  С) ва бup хил математик кутилма Л1(5,) =  а га эга бдл- 
син. У %олда е > о  *ар *андай булганда хам ушбу муносабат уринлн 
булади:

Пт Р[ I Ь + Ь + .-.-Кп—  а | <е  1 *  1
П-*оо П I J

) +  ... +  Л1(Ы < е ] = 1 .

Бу
М(Е.) +  М (£,) +  ... +  Ai(£„)

булгани учун бевссита (54) формуладан келнб чи*ади.
И зо * . Агар хар *андай кичик е > 0  берилганда *ам |g„— Л | < е  

тенгснзликнннг э.угимолн п ортган сари чекснз равишда бирга я*ин- 
лаша борса, gn — тасодифий микдор А сонга эхтимол буйича яцин- 
лошади дейиладп. Эхтимол буйича я*инлашиш Пш д„ -- А эканини

Л—♦ ОО

билдирмайди. Хакикатан хам, кейинги холда |g„ — А | < е  тенгснзлик 
п нинг етарлнча катта барча книматларн учун бажарилади. Э.утнмол 
буйича я*инлашншда эса бу тенгсизлик п нинг айрим етарлича кат
та *ийматлари учун бажарилмаслиги мумкин. Биро* |С — Л | < е  
тенгснзликнннг п нинг катта *ийматларн учун бажарилмаслиги жу- 
да кам буладиган (кичик эхтнмолли) ходисадир. Буни эътиборга олнб, 
Чебишевнинг катта сонлар *онунининг хусусий холини *уйндагича 
таърифлаш мумкин.

Жуфт-жуфти билан эркли булган текис чегараланган диспер- 
сияларга ва бир хил математик кутилма M(ct) = а га эга булган

12 , 1п тасодифий мицдорларнинг уртача арифметиги ( ? ,+
-f  ?2 +  • • • +  %п) 'п эхтимол буйича а га яцинлашади.

Чебишевнинг катта сонлар *онунининг хусусий *оли маъносини ту- 
шунтирамнз. Бирор физик катталнкнинг ха*и*нй *иймати а ни (маса- 
лан, бирор деталнинг улчамини) топнш талаб цилингаь булсин. 
Бунин г учун бир-бнрига богли* булмаган бир *атор улчашлар утка- 
замиз. Хар бнр улчашда бирор хататикка йул *уйилади (бу *а*да 
муфассалро* 6-§, 1-пунктга *аранг). Шунннг учун улчашнннг хар бнр 
мумкин булган натижаси Е, тасодифий мицдорднр (/ индекс улчаш 
номерн). Хар *айси улчашда систематик хато иу* дсб фараз *ила- 
миз, яъни улчанаётган мн*дорнинг ха*и*ий *иймат а дан у ёкн бу 
томонга четланиши (огиши) тенг ээртимоллидир. Бундай *олда барча 
I, тасодифий мн*дорларнинг математик кутилмалари бир хил ва ул
чанаётган а мшудорга тенг булади, яъни Л4(1,)=а.

Нн*оят, улчашлар бирор кафолатли ани*лнк билан бажарнлаяптн 
деб фараз *нламиз. Бу барча улчашлар учун D(h) <  С деган сузднр. 
Шундай килнб, бу *атда Чебишевнинг катта сонлар *онуни шартлари 
бажарилмо*да, шунинг учун агар Улчашлар сони етарлича катта бул- 
са. е >  0 хар *андай булганда хам улчашлар натнжаларининг уртача 
арифметик *иймати фар*н е дан кичик булишини амалда му*аррар- 
лик билан тасдиклаш мумкин.

3. Бернуллининг катта сонлар *онуни. Эркли синовлар кетма-кет- 
лигн утказилаётган булсин. Бу синовларнинг хар бнрининг натижа- 

> || сида А *одиса руй беришн *ам мумкин, руй бермаслнги *ам мум- 
кнн булнб, бунда б у *одисанинг хар бир снновда рун бериш эхти
моли бнр хил ва р га тенг булсин. Агар А *одиса п та синов 
натижасида т марта руй берган булса, у *олда, маълумки, т/п нис- 
бат А *однсанинг руй бериш, соднр булиш частотаси дейилади. Час-
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тота тасодифий мнцдордир, шу билан бнрга частота m/л цийматни 
ь;абул цнлиш эутимоли (13) Бернулли формуласн Рп(т) = С” pmqn~m 
буйича нфодаланадн.

Катта сонлар цонуни Бзрнулли формасида ^уйидагича нфодала
надн: синовлар сони етарлича катта бдлганда А ^одисанинг рдй 
бериш частотаси унинг э^тимолидан исталганча кам фарц цила- 
ди деб, бирга якин э.щимол билан тасдицлахи мумкин, яъни е > 0  
мусбат сон %ар кандай бдлганда %ам

i!.m/ [ | v - ' ’|<:' ] = 1  <55>
булади.

Бошцача айтганда, синовлар сони п ни чексиз орттирилганда, А 
фдисанинг min частотаси Р(А) га эхтимол бдйича яцинлашади.

Ис б о т .  5 =  тасодифий мицдорни цараймиз. М (т) =  пр ва
П

D{m) = npq булгани учун (4-§, 2 -пункт, 3- мисолга царанг):

М (|) -  М (— )■-= — М(т) =  — =-- р,

£>(Е) -  d (— ) =■■ — D(m) =- Ш
V п )  п 2 п* п

|  тасодифий ми^дорга Чебишзвнинг иккинчи леммасинн цуллаймнз:

d ( - )

л-*-оо да лнмнтга утнб, цуДндагига эта буламиз:

l i mP[  I ——  p | < e l  =  1.
Л-+оо L I П I J

Биз синовлар сони катта булганда А .^одисанинг Р*(А) — часто
таси барцарорлик хоссасига эга булади деб айтган эдик (1-§, 1-пункт- 
га царанг). Б у ^олнн Бзрнуллннинг катта сонлар цонуни тушунтн- 
риб беради.

1 _  Е Я ..
леа

6-§. ЛЯПУНОВ ВЛ ЛАПЛАС ТЕОРЕМЛЛДРИ

1. Ляпунов теоремаси. Купинча катта сондагн эркли тасодифий 
мицдорларнинг йигиндисидан пборат тасодифий мшудорлар билан иш 
куришга лутри келади. Маълум булишнча, баъзи умумий шартларда 
цушилувчиларнинг ^ар бнри эутимоллар та^снмотининг ьормал цону- 
ннга буйсунмаса-да, лекин бу й*инди нормал таксимотга яунн бул- 
ган таксимотга эга булар экан. Бу шартлар Ляпунов* томонидан 
топилган ва унинг номи билан аталувчи теореманинг мазмуннни 
ташкил этади.

• А. М. Ляпунов (1857 — 1918) — буюк рус математиги.

Биз факат Ляпунов теоремасидан келиб чицадиган натижани ис- 
ботсиз келтирамнз.
Sx, 12........... . . .  математик кутилмалари М(1,) =  а, ва диспер-
сиялари D(lt) =  о] булган жуфт-жуфти билан эркли тасодифий 
мицдорлар кетма-кетлпги бдлсин, шу билан бирга б у мицдорлар 
цуйидаги иккита хоссага эга бдлсин:

1) Шундай L сон мавжудки, исталган I учун | — М(1,) | <  Ь 
тенгсизлик дринлидчр, яъни тасодифий мщдорларнинг барча ций- 
матлари математик кутилма-гарига нисбатан текис чегаралан- 
ган;

П
2) п-*-оода чексиз дсади.

/=i
У хрлда етарлича катта п да s =  -f  с2 -f- . . .  +  ся йигинди 

нормал таксимотга щин таксимотга эга бдлади.
о ва о2 лар I =  ех 4 - t 2 4- • • • т Е л тасодифий мн^дорнинг мате

матик кутилмаси ва дисперснясн булсин. У холда']
а - М ( 5 ) - М ( 6 1 +  61+  . . . + 5 П) =

П
= M(ij) + А4(?.) 4- . . . + М(1п) = ^ а,,

i=i
о2 = D(l) -  D(li +^+ ... 4- ?„) = D(|x) + Я(У 4-

П
4- ...+D(ln)= V02.

<=i
Ляпунов теоремаси натижасига кура s тасодифий мицдор п нинг 

катта цнйматлари учун нормал таксимотга я^ин таксимотга эга бул- 
ганп учун (32) фзрмулага кура цуйндагн муносабат уринлидир:

Р ( Х  1<Бх +  5 в + - - -  (56)

бу ерда Ф(лг) — эутнмоллар ннтегралн.

2. Хатоларнинг асэсий ^энуни. Биз бирор улчаш утказаётган бул- 
сак, унинг натижасига улчаш хатозиктарнни келтириб чи^арувчи 
бир цагор факторлар таъсир цилади Улчаш хатоликларини асосан 
учта группага ажратиш мумкин: 1) цупол хатолар; 2) систематик 

, хатолар; 3) тасодифий хатолар.^
Цупал хатолар асбэбнинг курсатишини дн^цат билан уцнмаслик- 

дан, к\рсатишларнн нотугрч ё зил дан, азбэбдан нотуррн фэйдаланиш- 
дан паидо булади. Бу хатолардан улчаш нридаларига риоя цилнн ган
да цутулиш мумкин.

Систематик хатотар одатда улчаш натижалзрини маълум бир то- 
монга бузиб кёрсатувчн. Улар, масалан. асбэЗларнинг комукаммал-

1
лигндан, кузатувчннинг шахсий сифатларидан келиб чи^ади ва тегиш- 
ли тузатмалар ёадамида бартараф цилиннши мумкин.

Щ Ш В Ш Ш Ш
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Тасодифий хатолар аник хисоб-кнтсб ь;илнб булмайдиган ва хар бир 
алохида холда турлнча таъснр курсатадиган куп сондаги алохида- 
ало.унда сабаблар туфайли юэага келади. Бу хатолар сезнлмайдиган 
механик сабаблардан, улчсв асбсблари параметрларининг узгариши- 
дан, метеорологик шарснтлардан ьа х. к. лардан пайдо булади. Бу 
еабабларнинг хар бнри алохида олганда улчаш чсгида жуда кичнк 
о, хато пайдо килади. Бу кичнк хатолар йигилиб, v =  vt йигинди 
хатонн вужудга келтнрадики, энди бу хатони эътиборга олмасдан 
булмайди. Ана шу йигинди хато v тасодифий микдор булиб, жуда 
катта сондаги унча муким булмаган, бир-бирига бегл и к булмаган та- 
содифнй мицдорларнинг йигиндисидан иборат ва Ляпунов теоремаси 
натижасига кура нормал тацеимотга эта. Улчашнн цупол ва система
тик хатолардан ^оли деб фараз цилиб, улчашнинг мумкин булган 
натижаси математик кутилмаси ^лчанаётган микдорнинг хаци^ий кий- 
матн а га тенг, яъни М(Е) =  а булган £ тасодифий микдор деб кисоб- 
лаш мумкин (297-бетга каранг). v — 1 — а йигинди хато нормал так- 
симот конуннга буйсунади, шунинг учун улчашнинг мумкин булган 
натижаси Е =  a +  v хам таценмотнинг нермал ^онунига буйсунади 
(4-§, 3- пунктга каранг). Хатоларнинг асссий цонуни ана шундан 
иборат.

3. Лапласнинг интеграл теоремаси. ^уйидаги тасдиц уринлиднр.
Теорема. Х^ар бирининг натижасида А хсдисанинг руй бери иг 

э^тимоли бир хил ва р(р Ф 1. р ф  0) га тенг булган п та эркли 
'синов утказилаётган булсин. А кодисанинг п та синовда руй бе- 
ришлар сони т булсин. У д{олда етарлича катта п лар учун т 
тасодифий микдор

а =  М(т) = пр, о =  V D(m) — ) npq
параметрлар билан нормал таксимстга якин тацеимотга эга бу
лади.

И с бот.  А хсдисанинг i сиксвда руй беришлар сони Е, булсин. У 
Колда а{ — М(|.) =  р, о2. =  D(lt) «= pq (4- §, 2-пункт, 2-мисолга ка- 
ранг). Е, фацат иккита 0 на 1 кнйматни кабул килиши мумкин булга- 
ни сабабли иста л га н i учун: | ?; — а, | =  | Е, — р\ <  | £,| +  |,р | <

П
< 1 + 1 = 2 .  Бундан ташкарн, п-+ оо да =  npq микдор чек-

.=1
сизликка интилади. Щундай кнлиб, Е2.............  , таесдифий
микдерлар кетма-кетлиги Лглунсв теоремаси натижасининг шартлари- 
ни цансатлантиради. Шунинг учун бу микдорларнинг йигиндиси 
т =  Е, +  у +  . . .  +  £п етарлича катта п лар учун нормал такенмот- 
га якин таксимотга эга булади. Ц|уни исбетлаш талаб килинган эди. 
т тасодифий мнкдер, яъни А хсдисанинг п та синсвда руй беришлар 
ссни х1< т < . xt тенгсизликларнн кгнеатлантириш эхтимолини ки* 
ссблаймнз, бу ерда х, га дг, берилган сонлар. а =М(т) =пр, а =

=  сг (т) =  У npq булгани учун (4- §, 2- пункт, 2- мисолга царанг).
(32) формулага кура куйидагини косил циламиз:

/ > ( * , < » < , , ) «  (67) 

бу ерда Ф(х) эхтимоллар интеграли.
Мисол. Ишлаб чнцилгап технологии режимда завод уртача 70% биринчи сорт 

ма^сулот чикаради. 1000 та буюмнинг биринчи сэрглилари сони 652 ва 760 ораси- 
да булиш эхтимолини аницланг.

Ечилиши.  Бу ерда р =  0,7; =  1 — р =  0.3; п =  1000; лр =  0 ,7-1000 =
=  700, n p q =  1000-0,7.0,3 =  210, У  npq =  У Л О  да 14,49.

(57) формуладан ва эхтимоллар интегралининг II жадвалдаги (иловата каранг) 
Кийматидаи фойдаланиб, топамнз:

Р(652 < т < 760) да ф  — Ф ( =  Ф(4,14) — Ф( — 3,31) =

=  ф(4,14) -)-Ф(3,31) =0,43337 -(-0,49318 =  3,93315.

7-;§. Э\ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ УЛЧАШЛАР НАТИЖАЛАРИНИ ИШЛАБ 
ЧИ^ИШГА ТАТБИЦИ

Нэмаътум физик доимий а ни ани^лаш учун п та эркли (бнр-би- 
рига боялик булмаган) улчзшлар утказилаётган булсин, бунда купол 
ва сиаггматик хатоларга й^л кузилмаган деб хисобланади (6- §, 2- 
пунктга каранг). п та ^лчашдан ,\ар бирининг мумкин булган натижаси 
тасодифий микдордир, уни h (i — улчаш номери) оркали белгилаймиз. 
ХаР бир улчаш башка улчашлар натижаларига боглик булмагани учун
биз п та ^ ............1п эркли тасодифий микдорларга эга буламиз.
xv х2........хп оркали а микдорни я-та улчашдаги косил к или н га н нати-
жаларини бзлгилаймнз. Шундай килиб, х, тасодифий микдор £, нинг 
мумкин булган кийматларидан бири.

Чэбишевнинг катта сонлар конуни (5- §. 2- пунктга каранг) асо- 
сидз куйидаги тасдикни келтиришимиз мумкин: улчашлар сони п 
етарли даражада катта булганда улчаш натнжаларининг уртача ариф- 
метиги физик доимий (узгармас)нинг как.и^иа кийматидан жуда кам 
фзрк килишини амалда ишонч (мукаррарлик) билан тасдиклашимиз 
мумкин, яънн ушбу

Xl+Xt+.-.+X,, г . а
п

такрибнй тенгликнннг бажарилиши эктимэли 1 га исталганча якин 
булади. Ж

Бу такрибий тенгликнннг аницлигини баколаймиз. Бунинг учун 
дастлаб, хатоларнинг асоси.й конУнига кура (6- §, 2- пунктга каранг) 
улчашнинг кар бир мумкин булган натижаси тасодифий микдор 
эканини ва эхтимоллар таксимотичинг нормал к°нунига (улчанаётган 
микдорнннг какикий к»ймати а га тенг булган бир хил математик ку-
тилма М i =  1, 2 .......... п билан) буйсунишинн кайд ки-за-
миз. Сунгра, барча улчашлар бир хил аниклик даражасида олиб бо- 
рилаяпти деб фараз кнламиз (бир хил аникликдаги улчашлар). щу-
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нннг учун барча тасодифий микдорларнннг дисперсия лари бир хил 
булиши керак, яъни D (£,) =  о2.

Дастлаб о нинг киймати маълум деб, а нинг номаълум кийматнни 
баэуолаш холини iyapa6 чнкамиз. i- улчашнннг мумкин булган нати- 
жасн математик кутнлмасн М (?,) = а ва дисперсияси D (^) =  о* бул
ган эхтимоллар та^симотининг нормал гуснунига буйсунувчи тасо- 
дифий ми«удор булгани учун £ =  (?х +  •+- . . . +  fn)/n тасодифий мшу-

дор хам уша М (|) =  а математик кутилма еэ о(?) =  1 D(l) =a/y'7i 
уртача квадратик оеиш (4- §, 3- пунктга каранг) билан нормал та«у- 
симотга эга. шунинг учун уртача арифметик I учун эхтимоллзр тац- 
симотининг зичлнги |ууйндаги куринншга эга:

, 1 — (л— в)*/2оЧ1) Т/7Г — с* — о)гя/Го*
<Гт (х) =  — —~  е =  ——— е
** У2яо(6) У2ло

бу ер да таксимот параметрлари а Еа о  (?) — о/У п га тенг.
Демак, п та Улчашда гуийматларнинг шундай | х, Ег, , . 1п туп-

ламини олншимиз еэ исталган е > 0  да ]£— е, интерЕал а ни
$з ичига слиш ээутимсли (33) фсрмулага кура гууйидаги муносабат би
лан аьицланадн:

Р(1 — е <  а <  £ +  е) =  Я ( 11 — а | <  е) =  2 Ф (е/о (£)) =  2Ф(е у' п/о)

• _  _  (58) 
] £ — е, “|  +  t( интервгл I — t  г& £- j -£ тасодифий чеггралгрга эга.
(58) муносабат исталган п >  1 гуийыат учун $ринли. 2Ф( в]  п/о) э.у 
тимол l v 1г, . . . .  Ъп тасодифий мшудорлар гуабул циладиган конкрет 
«уийматларга борлшу эмас ва улчашлар сони п усганда Ф (х) функция- 
нинг хоссасига мувофшу усади (3- §, 4- пункт). (58) муносабат ул-
чаш натижаснда эуоснл ьунлинган хх, ............ .... 1уийматлар 1уандай бу-
лишидан цатьи назар цуйидаги формула урннли булишини курсатади:

Р (х — е < с < х +  е) =  2Ф (е] п/о), (59)

бу ерда х =  (хх +  хг +  . . . +  *„) / п- Бу ердагн х ми!удор уртача 
танланма дейилади. (59) формуладан куп холларда фойдаланиш мум
кин эмас, чункн одатда о нинг шймати номаълум б$лади. Шунинг 
учун а ва о мицдорнинг иккаласн номаълум булган гуолнн караймиз.

Айтайлик, s2 мшудор ушбу муносабат оргуали аншуланган булсин.
П

бу ерда I =  (?i +  +  . . .  4-
2 а4

s* мшудор о2 га тенг математик кутилма ва га тенг диспер-

сняга эга эканини курсатиш мумкин, яъни М (s2) =  о2, D (s*) =  "—j
(исботни хиссблашлар узун булгани учун келтнрмаймнз). Бу s2 мшу- 
дорга ЧебишеЕнинг нккинчн леммасинн гууллаймиз (5- §. 1- пунктга 
гуаранг):

P [ | s 2_ M ( s 2) | < e ] >  1 - - ^ - ,

бу ерда е > 0 .  Бу ерда М (s2) еэ D ( s2) нинг гуийматларнки ЕууЛиб, 
ушбуни хосил гуиламиз:

l > / > [ | s 2- o 2l < e ] > l - ^ ^ 7l . (61>

(61) муносабат, агар п — оо булса, P d s 2 — о* | С  е ] — 1 булишини, 
яъни s2 эхтимол буйича о2 га интнлишини курсатади.

_  ~

Энди s2 =  — ------ -—  мигудорнн караймиз. s2 микдор s2 нннг мум-
кин булган 1уийматларндан бнри булгани учун етарлича катта п лар- 
да гууйидаги та1урнбин тенгликнинг уринли эканини амалда ншончлн- 
лик билан тасдшулаш мумкин:

бу ерда х — (хх +  хя +  • • • +  х„) /«• Бу ердагн s2 микдор танлама 
дисперсия дейилади.

Амалда улчангётган микдорнинг а ^акикий кш'мати ]х — е, х +  е( 
интервалда ётиш э^тимслини базуолгш учун (59) формуладан фойда- 
ланилади, бунда о урнига унинг (62) формула буйича тспнлган s 
та!урибий киймати гуУ’йилади.

Шундай гуилиб, п нинг етарлича катта 1уийматлари учун 1ууйидаги-
га эгамиз:

Р ( х  —  е < а < х  +  г) =  2 ф ( е  1 n /s ), (63)
бу ерда

Г“

— *i +  *г + • • • *Ь хп 
X --------------------------- , . 7  - ■ / & - (64)

п * п —• 1
] х - е , х е[ интервал ишончлилик интервали, а  = 2 ф ( е У ^ / 5 )

э^тимол эса ишонч* дейилади.
Мисол. пулат таркг.Сидаги хрсмнинг проиентини аниклаш учун 34 та у л чаш 

Утказилди, уларнинг натнжаларн цуйидаги жадсалда келтирвдган.

•(63) формула буйича хнсоблаш п >  30 да аниклиги буйича 
ватижалар Серадн.

цоницарли булган
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* */ | 1 <*!-*>■ | 1* *, Х,-Х | <Х1 -  X)'

1 4,505 0 - 10—* 0 -Ю-* 19 4,507 2 -1 0  * 4-10-°
2 4,524 0,019=19-10—3 361 -10—* 20 4,502 — 3 -10—* 9-10-°
3 4,492 —13-10-* 169-10—» 21 4,497 — 8 - 10—* 64-10-°
4 4,500 — 5-10-* 25-10 22 4,485 - 2 0 -10-» 400-10-°
5 4,493 —12-10—* 144-10-° 23 4,511 6 -10-» 36-10-°
6 4,515 1 0 -10-* 1 0 0 -10- ° 24 4,519 14-10—» 196-10-°
7 4,504 — Ы 0 -* М О"» 25 4,513 8 -10—* 64-10-°
8 4,508 3-10-* 9-10 • 26 4,517 1 2 - 10—* 144-10-°
9 4,517 12- 10-* 144-10-° 27 4,508 3-10“ » 9-10—«

10 4,513 8 -10-» 64-10-° 28 4,504 — 1 - 10-» 1- 10- °
11 4,519 14-10-» 196-10-° 29 4,515 1 0 - 10—* 1 00- 10- °
12 4,511 6 -10—* 36-10-° 30 4,493 —12- 10—* 144-10-°
13 4,485 —2 0 -10-* 400-10—° 31 4,500 — 5-10—» 25-10-°
14 4,497 — 8 - 10—* 64-10-° 32 4,492 —13-10—а 169-10-°
15 4,502 — 3 -10—* 9-10-° 33 4,424 19-10—» 361-10-°
16
17

4,507
4,501

2 - 10—* 
— 4-10—*

4-10-°
16-10-°

34 4,505 0 - 10—* 0 - 10- °

18 4,501 — 4-10—* 16-10-° V 153,186 6968-10-°

14тончлилнк интервалини а  =  0,9973 ишонч бнлан топинг.
Е ч и л и ши :  Бу ерда п = 3 4 . Жадвалда берилганлардан фэйдаланиб, топамиз:

_ 153,286
34

: 4,5055; s - V Г  6968-10—«
34 — 1

ж  0,0145

0,0145 „■-----=  0,0025
V n  У 34

0  =  0,9973 ишэнч буйича (63) формула дан тэпамиэ:

2 Ф (е У п / 7 ) =  2 ф  (е/0,0025) =  0,9973.
Демак, ф (е/0 ,0025) =0,49865- .Илоаадаги II жадвалдан е/0,0025 =  3 ни топамиз, 
бу ердан е=0,0025-3 =  0,0075.

Мазкур ,\олда ишэнчлнлик интервала цуйндагичадир:
j7 — е, J + e l  =  J4.5055 — 0.0075; 4,5055+0,075[ = ]  4,498; 4,513[.

' Шундай к;илиб, хромнинг пулатдаги процент таркибн] а  =0,9973 ишонч билан 
]4,498; 4, 5131 интервалда ётадм.

8-§. Э^тимоллар назнриясининг статистикага татби^и
Математик статистика мзтгматиканннг куп сондагц тасодифий ,\о- 

дисатар устнда кузатишлар олиб бориш натижасида х;осил цилинган 
тажриба натижаларнни ишлаб чициш ва анализ к.нлиш усуллари ур- 
ганиладиган ^исмидир. Шундай ^илиб, улчаш натижаларнни ишлаб 
чициш (7-§ га карайг) математик статистиканинг масалаларидан бири 
хисобланадн. Мазкур параграфда математик статистиканинг яна нк- 
кита масаласинн куриб чицамиз.
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1. Номаълум та^симот функциясини аниклаш. ^ийматлари куза- 
тишлардан олинган узлуксиз 5 тасодифий микдор билан иш кураёт- 
ган булайлик. |  нннг кузатилаётган кийматлар диапазонини бир хил ДХ
узунликдаги ]Х0, X J , ]Хг, Х2[........... IX *^, Х*( интервалларга бу-
ламиз. mt шу £ нинг i-интервалга тушган кузатилаётган кийматлари 
сони булснн. т, ни кузатншларнинг умумий сони п та булиб, i- ин- 
тервалга мос келувчи р\ частотани хосил киламиз: р] =» m jn, шу би- 

* *
лан бнрга V p ’ =  v m(/n =  1. К,уйидаги жадвални тулдирамиз:

Интервалномерн Интервал mi р(

1 ]*„, х,[ щ р\
2 ]*„ хг[ т2 р\

• • • •
k т* •

Рк

Бу жадвал статистик цатор дейилади. £ тасодифий мицдор такси- 
мотинннг эмпирик (ёкн статистик) функцияси деб, £ микдор сипов 
натижасида * дан кичик кийматни г;абул килишидан нборат ходиса 
частотаснга айтилади:

F*(x) = P * (S < x ).
Амалда статистик таксимот функцияси F* (х) нингХ0, X ,.........X*

нукталардаги кийматларинн топнш етарлидир (улар эса статистик ка- 
тор интервалларининг чегараларидир:)

F* (Х0) = Р*(1<  Х0) =* 0,

р ( х 1) =  я * ( ? < х 1) =  - ^ = Р;,

F*(Xt) = P * ( £ < X s) = ^ ± ^  - p '  + p l  (65)

г  (.х„) =  Р* (£ <  X*) =  -  =  Р\ +р\ +  . . . +  p i=  1.

х<7.Хо (х) — 0 ва х > Х л да / *(х) =  1 эканини кайд цилиш 
керак. Mj[X,t F* (X,)J нукталарни ясаб ва уларни силлнк эгри чизик 
билан туташтириб, таксимотнинг эмпирик функциясининг такрнбнй 
графигини хосил киламиз (96-чизма). Бсрнуллининг катта сонлар 
Конунндан фойдаланпб, синовлар сони п етарлича катта бФлганда 
бирга я^ин эхтимол билан таксимотнинг Г*(х) эмпирик функцияси 

, 1 микдорнинг бизга номаълум булган таксимот функцияси F(x) 
дан жуда \ам кам фарк килишини исбот ^илиш мумкнн.



96- раем 97- раем
КУпинчс 1тацсимотнинг эмпирик функциясини ясаш J/рнига цуйи-

дагича йул тутилади. Абсциссалар уцида )Х0, X J , ]Х„ Х*[...........
]Х*_1. Х*[ интерваллар цуйиб чициладн. Х,ар цайси интервалда юзи 
берилган интервалга мос булган р* частотага тенг булган турри турт- 
бурчак ясалади. Бу турри туртбурчакнннг баландлиги ht =  р*/Д X 
га тенг, бу ерда АХ — цар бнр ннтервалнинг узунлиги. Равшанки, 
барча ясалган турри туртбурчакларнинг юзлари йнринднси бирга тенг.

]X,_lt Xf[ интервалда узгармас ва А, га тенг булган у  =  <р* (л:) фу
нкция ни цараймиз. Бу функциянинг графиги гистограмма дейилади. 
У noFOHaBnii чизицдан нборат (97- чнзма). Бернуллининг катта сонлар 
цонунидан фойдаланиб, кичик АХ ва катта п ларда (амалда муцар- 
рарлик билан) ф*(х) функция узлуксиз £ тасодифий мицдорнинг тац- 

jchmot зичлиги ср(дс) дан жуда кам фарц цилишини курсатиш мумкнн.
Мисол. Хвостовикнинг 270 та вали диаметри улчанган. Диаметрнинг циймат- 

лари (см ларда) 66 — 90 см оралицда (диапазонда) ётадн. Бу оралицни узунлиги 
2  см (Д X  =  2 см) булган интервалларга булиб, статистик цаторни цосил циламиз 
(жадвалга царанг).

Ишерваллар 
номераари

Иктерваллар т1
т 1 Р 1

b’ l - i r  * А*

П> (J) (3) (4) (5)

1 166.681 1 4 0.015 0,008
2 168,70[ 12 0,045 0 ,0 2 2

3 170,721 24 0,090 0,045
4 172.74[ 41 0,152 0,076
5 174,76{ 50 0,185 0,092
6 176.78[ 53 0,196 0,098
7 178.801 39 0.144 0.072
8 180,821 26 0,096 0,048
9 182.841 13 0,048 0,024

10 184,861 5 0,019 0,009
И 186,881 2 0,007 0,004
12 188,90[ 1 0,003 0 ,0 0 2

S — 270 | 1.000

Тацсимот гистограммасини ва эмпирик функциясини 'ясаймиз. Хисобланган р* 
частоталар (4) устунда, гистограмма тугри туртбурчакларининг баландликлари hi 
ларнннг цийматлари (5) устунда келтирилган. Гистограмма 98-расмда тасвирланган.

Тацсимот эмпирик функциясининг цинматлари интервалларнинг чегаравий нуц- 
таларнда (65) формула билан цисобланган ва цуйидаги жадвалда келтирилган.

X ее 68 70 72 74 76 78

г  (х) 1 °
0,015 0,060 0,150 0,302 0,487 0,683 |

давоми

X 80 82 84 86 88 90

F ' ( x ) 0,827 0,923 0,971 0,990 0,997 1,000  |

Масалам,

F* (72) _  W| +  т- + —* =  р\ +  р\ +  Рз =  0,015 -(- 0,045 +  0,090 =  0,150. п
F* (х) функция графигн 99-расмда тасвирланган.

2. Тацсимотнинг номаълум параметр.мрини лницлаш. Гистограмма 
ёрдамида £ тасодифий мицдор тацеимоти знчлигининг графигини тац- 
рибан ясашимиз мумкин. Бу графикнинг куриниши купинча тасоди
фий мицдор эцтимоллэрининг тацсимот зичлиги ф (х ) цацида суз юри- 
тишга (хулоса чикаришга) имкон беради. Бу тацсимот зичлиги ифода- 
сига одатда баъзи параметрлар кирадики, улар ни тажриба натижала- 
ридан аницлаш талаб цилинади.

Тацсимот зичлиги ф (дг) иккнта параметрга боглиц булган хусусий 
цолга тухталамиз.

Шундай цилиб, xv х ............  — узлуксиз £ тасодифий мицдорнинг
кузатилаётган цийматлари булсин ва унинг эцтимоллар тацеимоти 
зичлиги иккнта номаълум А ва В параметрга боглиц, яъни ф(х,
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А, В) куринишга эга булсин. Номаълум А ва В параметрларни то- 
пиш усулларидан бири цуйидагндан иборат: уларни назарий тацсимот- 
нинг математик кутилмаси ва дисперсияси танланма уртача циймат 
х  ва s1 дисперсия билан бир хил, яънн

A f(S ) -7 , D (5 )= s*  (66)
б \’ладнган цилиб танланади, бу ерда

— + х п —, 2 (XI - х)» 1= 1______
п  — 1

(67)

Хосил килинган иккита (66) тенгламадан номаълум А ва В параметр- 
лар топйлади. Масалан, агар g тасодифий мицдор эцтимоллар тацси- 
мотининг нормал цонунига буйсунса, у холда унинг эцтимоллар тац-

, 1 — U — о)*/2о*
.симоти зичлиги ф (х) =  —= — е иккита а ва о параметрга

Угла
боглиц булади. Бизга маълумки, бу параметрлар g тасодифий мицдор- 
нинг мос равишда математик кутилмаси ва уртача квадратик ориши- 
дан иборатдир, шунинг учун (66) тенглик цуйидагнча ёзилади:

а =  х , о* =  s .

Демак, эхтимоллар тацсимоти зичлиги цуйидаги куринишга эга,

(68)

ф(*) ~
1

У  2л S
, - ( х  -*)»/2s*

1- из оц .  Бундай масалани 7-§ да ечган эдик. Улчаш натижаси 
5 тасодифий мицдор булиб, у а ва о параметрлар билан норма! тац- 
симот цонуннга буйсунади. а нинг такрибин циймати учун х миц- 
дорни, о нинг тацрибнй циимати учун s мицдорнн танлаб олдик.

2 - и з о v  Синовлар сони катта булганда х  ва s* мицдорларни 
(67) формулалар буйича топиш катта цисоблашлар билан борлиц. Шу- 
нннг учун цуйидагича йул тутилади: £ чицдорнинг статистик цатор-
нннг i- интервали ]Х^_,, А'Дга тушган хар бир кузатиладиган цинмати-
ни бу интервалнинг уртаси с, га тацрнбан тенг, яънн с( =  (X l _ ,  -f- 
+  X ,) 12 деб цисобланади. Бириячи )Х0, Х,[ интервални цараймиз. 
Бу интервалга £ тасодифий мицдорнинг т1 та кузатилган циймати 
тушган, уларнннг цар бирнни с2 сон билан алмаштнрамиз. Бннобарин, 
бу цийматларнинг йириндиси тацрибан т1с1 га тенг. Худди шунга 
5'хшаш, 5 мицдорнинг иккннчн интервалга тушган цийматлари йирин- 
дисн тацрибан т ,с2 га тенг ва цоказо. Шунинг учун

— +  * J +  • • • +  х„х ------------------------
2  т,с,

Кунидаги тацрибий тенгликни ,\ач худди шундай цосил циламиэ:

2  2 « | ( е , - 7 ) »
S2 =  /ая 1_____  /—1

п  — 1

Шундай цилиб,
п  — 1

к
.  2 ' _  2  т1 («/ _  7)*

п —  1
(69)

бу ерда п =  m2 -f  та - f  . . .  +  тк, k — статистик цатор интервалла- 
ринннг сони.

3 - н з о ц .  Амалда цисоблашларни янада соддалаштириш учун цу- 
йидагн усулдан фойдаланнлади. х0 — нхтиёрнй сон булсин. ы ,=  с, —
— х0 деб белгилаймиз ва цуйидаги муносабатлар билан аницланувчи 
vt ва v2 мицдорларни цараймиз:

кк
2 m* ui 2 т / “ *

Куйидагини исботлаймиз:
п —  I

х ™ *1 +  х 0, S* =  v 2 •

фцицатан хам.
л — 1

(70)

(71)

У, т, =  п
2  mi c t i=  I

/ - I  л
булгани учун [ (69) формулага царанг):

~  л:

V, =

к к к
2  mi ui 2  mi (с/ -*« ) 2  mi с i/ = t _ / = 1 i - 1 _  i - i-  =  —— —   —■ -

П П

~  х — А'о-
Шундай цилиб, — хЛ, бу ердан +  (71) муносабатлар-
нннг пккинчиси цам шундай исбот цилннади.

Мисол. Хвостовик вали диаметри цийматларннинг статистик та^симоти учуй 
ясалган гистограмма (98- расмга ^аранг) биз нормал та^симот цонуни билан иш kJ- 
раётибмиз деб фараз цнлишимизга имкон яратади. 306-бетдаги жадвалда келтирил- 
ган кийматлардан фойдаланиб, бу та^снмотнинг параметрлари а ва о ни аниклаш талаб этилади.

Еч и л и ши .  *, =  75 деб олиб*, v1 ва v, ларни хисоблаймиз. Хисоблашларии куйидаги жадвал куринишида жойлаштнрамиз-

•Одатдагидек, ^исоблашларни соддалаштириш ма̂ садида х0 учун кузатилаёт-
ган кнйиатлар узгариш диапазонининг уртасига яцин сонни танладик.
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o* =  sJ. ____Демак, a= 7 6 ,21; a  =  1 16,47 =  4,06. Шундай цилиб, э.\тимоллар та^симотининг
8ИЧЛНГИ: п, / ,ч ________!------ ,-<*-76.21 )•/(* • 16.47).

V W  " У 2 я .4 ,0 6
Куйидаги жадвалда ф (*) функциянинг статик к;атор интервалининг $рта ну^‘ 

таларндаги кийматларини цисоблаш келтирнлган. ф„ (/) =  у > =  е ~ ,,/2 функциянинг

жадвалнинг охирги устунида ф*(х) функциянинг 306- бетдаги жадвалнинг (5) 
устунидан олинган цийматлари келтирнлган. Тац^ослашлар ф (х) функция ф* (х) га 
яцинлигини курсатади.

9- §. КОРРЕЛЯЦИЯЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1. Кириш. Математик анализда бнз иккнта узгарувчан мицдор 
орасндаги функционал бэгланиш билан иш курган эдик, бунда бу уз- 
гарувчилардан бирининг ^ар бир ^ийматига бош^асининг ягона î iw- 
мати мос келар эди.

Бироц купинча функционал богланишдан кура мураккаброц бог- 
ланишлар билан ишлашга тугри келади. Бундай богланиш ми^дорлар- 
дан бирн фацат бошцаснга эмас, балки бошца бир цатор узгарувчи 
факторларга ботлиц булганда з^осил буладики, бу факторлар орасида 
зрр иккала мицдор учун умумн! булганлари \ам б\’лиши мумкнн.

Масалан, царагайнинг баландлиги ортиши (усиши) билан унинг 
танасн диаметри ортиб боради. Бнроц агар бу богланишни та^рибан 
олинган натижалар буйича текшнрадиган булсак, баъзи баланд буй- 
ли 1\арагайлар танасининг днаметри паст буйли царагайлар тан ас и- 
нинг диаметридан кичик булиб чицишини куришимиз мумкин. Бу ^а- 
paFaii танасининг диаметри фа^ат унинг баландлигига бэгли^ булмай, 
бошца факторларга (масалан, тупроц хоссаларига, намлик ми^дорига 
ва бошцаларга) з̂ ам богли^ булиши билан тушунтирилади.

Бу з̂ ол ^арагай танаси диаметрининг унинг баландлигига богли^ 
зузлда келтирнлган цийматлари жадвалидан куринади. Бу жадвалнинг 
з̂ ар цайси катагида тегишли тана диаметрига ва баландликка эга бул-

--------  Баландлик (м)

Диаметр (см)

22.5- 23,5 
23

23,5-24,5
24

24,5-25,5
25

25,5-26,5
26

26.5-27,5
27

27,5 -  28,5 
28 " I

20—24
22

2
2

24—28
26 2 1 2 5

28—32
30 2 2 1 5

32—36
34 2 1 3

36—40
38 1 1 2 4

40—44
2 2 3 5

44—48
46 2 2

т , 2 4 6 6 5 3 26

311

310



ган харагайлар сони келтирилган*. Масалан, баландлигн 24 м ва та- 
насининг диаметри 26 см булган харагайлар сони иккига тенг.

К,уйида царагай танаси диаметрининг унинг баландлнгнга боглих 
^олдаги уртача цийматлари келтирилган.

Балиндлик 23 24 25 26 27 2Я

Уртача диаметр 22 28 32 34,7 39,6 42

KapaFaii баландлигн ортиши билан унинг танасинннг днаметри ур
тача ортнб боришини курамнз. Бирох берилган баландликдаги хара- 
гайларнинг диаметрларн етарлича катта тарцо^ликка эга. Масалан, 
5'ртача 26 метрлик харагайлар 25 метрлик царагайларга Караганда 
йутонрох булса-да, айрим харагайлар учун бу муносабат бузилади.

Курилган мисолда биз ушбу иккита тасодифий михдорга эгамиз: 
£ — хараганнинг баландлигн ва т) — 1̂ арагай танасинннг диаметри. £ 
михдорнинг хар бир х  ^ийматига tj нинг турли э^тимоллар билан 
Хабул цилишн мумкин булган цийматлар туплами мос келади. Бун- 
дай холда £ ва tj орасида корреляцион богланиш мавжуд дейиладн.

Бу мисол бизни хуйидаги таърифга олиб келади.
Иккита тасодифий михдор £ ва tj дан бирининг .уар бир циймати- 

га бошцасинннг танин эхтимоллар тахсимоти мос келса, бу мицдор- 
'л ар  корреляцион богланишда дейилади.

Тасодифий мнхдорлар орасндагн корреляцион борланишнн харак- 
терлаш учун корреляция коэффнциеити тушунчаси киритилади.

2. Корреляция коэффнциеити. Бизга маълумки, агар £ ва tj эркли 
тасодифий мнхдорлар булса, математик кутилма таърифига кура ХУ* 
йидагн тенглик уринлидир (4- §, 1- пункт):

М (£ • tj) =  М (£) • М (л). ____________  (72)
Агар £ ва г| эркли тасодифий мнхдорлар булмаса, у .\олда умуман 
айтганда М {1 -х \)ф М (1 ) -М  (jrj) булади.

Иккита тасодифий михдор £ ва т| нинг богланиш улчовн учун ХУ* 
йндаги муносабат билан аникланувчн улчамснз R (£, tj) ми^дорни ха* 
бул цилишга келишилган:

R G ,  т,) =
М (£ ч ) -М (£ )-А » (ч )  

<т(6) -о ( ч )
(73)

Бу михдор корреляция коэффициента дейилади.
Корреляция коэффициентининг баъзи хоссаларини цараб чнцамиз.
Агар £ «а г] эркли тасодифий мицдорлар булса, у \олда кор

реляция коэффициенти нолга тенг булади.
Бу хосса бевосита (72) ва (73) муносабатлардан келиб чикади. Тес- 

карн тасдих, умуман олганда т\тфц эмаслнгини, яъни агар /?(£, tj) =  
=  0 булса, хали бу ердан £ ва г) нинг эркли экани келиб чи^масли- 
гнни кайд киламнз.

•Хисоблашларда берилган интер 'алга тушган барча ^арзгайлар танасинннг диа- 
иетрнни ва баландликларини тегншли интервалларшшг уртасига тент деб оламиэ.
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Шуни х,ам исботсиз хайд циламизки, | R  (£, tj) ( <  1. Агар бунда 
| R (£, tj) | =  1 булса, у холда £ ва tj тасодифий мицдорлар орасида 
функционал, чунончи чизицли богланиш мавжуд булади.

Изо-Х- Юхорида курдикки (2- §, 6- пункт), агар £х ва £, система 
михдорларининг тахсимот зичлнги ф  (х, у) ушбу

<Г(*. У)
_  J _  Г (г -О .)»  _  

-------------- L - .....  е  1 -Л *  L 2о2
2 я о ,а ,У  1— R*

(х~ а,)  ( у ,- а ,)  ( у ~ ° г )  I
R о , ,  а , +  2о| J

куринншга эга булса, (£х, £,) икки улчовли тасодифий михдор нор- 
мал тахснмланади.

R узгармас £t ва £. михдорларнннг корреляция коэффициента 
тенг эканини, яъни R  (£lt £4) =  R  эканини курсатиш мумкин. £t ва 
£, мнхдорлар системасн нормал тахсимланган ва корреляция коэффи
циент R(h ,  £ , ) = / ? =  О булган холда £t ва £, михдорлар эркли бу- 
лишини (3- §, 6- пунктга харанг) хам хайд хилиб утиш керак.

3. Регрессия функциялари ва чизихлари. £ ва tj корреляцион бог- 
ланишда булган узлуксиэ тасодифий мнхдорлар булсин. Бу £ тасоди
фий михдорнинг хар бир д: х»йматига т) михдорнинг туда аннхланган 
эхтимоллар тахсимоти мос келишини билдиради. т) михдорнинг £ =  х 
шарти остида тахсимотннинг зичлигн ф х (у) тасодифий михдор tj тац- 
симотининг шартли зичлиги дейиладн.

Мазкур хол учун tj михдорнинг £ =  х  шарти остндаги шартли ма
тематик кутилмаси Мх ( tj) ни хнсоблаймнз. Узлукснз тасодифий мих
дор математик кутилмасининг таърифига кура [ (40) формулага харанг):

м х (Л) = f y  Фх (У) ду.

£ тасодифий михдорнинг хар бир мумкин булган х  хийматига шарт
ли математик кутилма /Их (т)) ни н г  тайин х»ймати мос келади. Щун- 
дай х«либ, х  узгарувчининг Mx(r\)=f(x) функциясннн хосил хиламиз. 
Бу y = f(x) функция т) мицдорнинг £ га регрессия функцияси, унинг 
графиги эса tj нинг £ га регрессия 4U3ufu дейилади.

Худди шунга ухшаш, £ михдорнинг ц = у  шарти остидаги шартли 
математик кутилмаси

M y(Z) =  \ x 4>u(x ) d x = g (y )
—оо

Хам анихланади, бу ерда <fy (х )  тасодифий михдор £ нинг tj =  у  шар
ти остида эхтимоллнгннинг шартли зичлиги. х  —  g (у) функция £ м и ц -  
дорнинг ij га регрессия функцияси, унинг графиги эса £ нинг tj га
регрессия чизири дейилади.

Шуни хайд |илнш лозимки, у =  [ (.v) ва х  —  g ( y )  функциялар бир- 
бирнга нисбатан тескари функциялар эмас.

Агар Mg ( tj)  а= f (х) ва Му (£) =  g (у) функциялар чнзихли булса, 
регрессия чизихлари турри чизихлар булади. Бундай холда £ ва tj та- 
содифнн мнхдорлар чизицли корреляцион богланиш [билан богланган
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дейилади. т] нинг £ га регрессия тугри чизнги тенгламаси куйидагича 
курннишда булишини курсатиш мумкин:

у _ М ( л ) = / ? а  <7 4 )

бу ерда у — Мх {г\) тасодифнй мицдор т] нинг £ =  х шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. £ нинг т] га регрессия тугри чизиги 
тенгламаси ^ам шунга ухшаш ёзилади:

* _ Л 4  (£ )= /? (£ , Л ) ^ [ У - М ( Т 1 ) ] ,  (75)

бу ерда х *=Му (?) тасодифий мицдор £ нинг г\ =  у  шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. Ушбу

R а. ч ) ^ = Р  (л/£). R (?, л) ^  = р Ш  (76)
мицдорлар мос равишда т) нинг £ га ва £ книг т) га регрессия коэф- 
фициентлари дейилади.

(76) формуладан цуйндагига эгачиз:
Р (л/§) • Р (1/л) =  R2 (5. Л)- (77)

Бу тенглик ^ар иккала регрессия коэффициенти бир хил ишорага эга 
•эканинн курсатади. Агар улар мусбат (манфий) булса, у э^олда ар
гумент усиши билан мос шартли математик кутилма ортади (камая- 
ди).

Агар #(£, т ) )= 0  булса, у ^олда (74) ва (75) тенгламалардан 
куринишича,  ̂ ( т|) = А1 (т]) ва х  = Му (£) =  М (£) булади, яъни
бу *олда шартли математик кутилмалар узгармас хамда £ ва т) тасо
дифнй мицдорларнинг мос математик кутилмаларига тенг булади,

И зо ^ . Агар иккнта тасодифий мицдор системаси нормал тацси- 
мотга эга булса, бу микдорлар чизицли корреляцион богланишда б£- 
лишини курсатиш мумкин.

4. Тажриба натижаларига кура чизикли корреляция анализи. Ма
тематик статистиканинг масалаларидан бнри тасодифий микдорлар 
орасидаги корреляцион бсгланишни текширишдан иборат. п та тажри
ба утказилган булсин ва уларнинг натнжаснда (£, г\) снстеманинг цуйи- 
даги цийматларини х,осил цилган Спай лик:

(*i» yi)> • • ’> (xt<yi)’ • • •> (*л> Уп)-
M (£), М (т)), D(£) ва £^л)_нинг такрибий цийматлари учуй улар

нинг танланма кийматларн х,у, sf, олинади 1(66) ва (67) форму
лам  к;аранг):

П п

D ( t )

-М (£ )« х  =  - ^ 1 - , М (л) ~ у = (78)
п п

«  si =  — — ■—
%{у<-~у)г

D( п ) « 4 = ^ ------ :---- (79)

Корреляциянинг танланма коэффициенти деб ушбу

М * —  х) (У{ — У) 
R =  ^ --------- = ^ -

(п — 1) s, S,
(8 0 )

муносабат билан ани^лзнувчи R  сонга айтилади.
Бу R коэффициент корреляция коэффициенти #(£, л) га э^тимол 

б^йича яцннлашишини курсатиш мумкин.
(76) муносабатларда о(£), о(т]) ва /?(£, т)) ни уларнинг танлама 

цийматлари slf s, ва R билан алмаштириб ((79),(8J) фэрмулаларга ца- 
ранг], регрессия коэффициентларининг тацрибий цитматларини ^осил 
циламиз:

р ( т , / £ ) « Я ^ ;  р (£/!]) =  R h  
«1 st

(81)

(74) ва (75) тенгламаларга регрессия коэффициентларининг та^- 
рибий цийматларинн цуйиб \амда (78) ва (81) муносабатлардан фойда- 
ланиб, регрессияларнинг эмпирик тугри чизнцлари тенгламаларини 
^осил циламиз: 

т| нинг £ га:

£ нинг т] га:

y — y = R -f~ (x  — xy, (82)

х —~х =  R ^ -  ( у — 'у).
h (83)

Тажрибалар сони катта булганда х, у, s, s, ва корреляция коэф- 
фицненти R нинг цинматларини ^исоблашнн соддалаштириш учун 
цуйидагича йул тута.миз (9-§, 2- пункт, 2 ва 3- нзэутарга ^аранг).

£ ва л тасодифий мшудорларнинг кузатнлаёгган цийматлари узга- 
риш диапззэнларини мог равишда

]Х0, Х г[, \Xlt Хг[...........)Х1_1, ХД............. )Xk_v X k[

ва
]Y0. y j ,  ]Ylt Y,[......... Ьум . Y,[...........]Yt_v Yji

интервалларга ажратамиз. £(t]) нинг <-(/-) интервалга тушган э̂ ар 
бир кузатнлаётган цийматини бу цнтервалнинг уртаси c ((dj) га Taty 
рнбан тенг деб зрюоблаймиз. mj (mj) энди £ (т|) нинг ю^оридаги i- 
(/-) интервалга тушган цийматлари сони х0 ва у0 эса пхтиёрий сон- 
лар булиб, улар £ ва т) нинг цийматлари узгарадигая диапазонларнинг 
урталарига яьрш булсин. u i = c i — х0 ва Vj =  — у0 деб фараз 1̂ и-
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цилам из:

бу ерда

(71) формулалардан фойдаланиб, цуйидагиларни ХОСИЛ

* » v j  +  х0, - 2  _  *
s ‘ « v 2 —  — t .

—•
5 ,?

0 V * n

n  — 1

(84)

к
2 « , '  • и{ • /=  1 V =  1 V*

s
■ v ,

=  l= i 1 1
• 1 n

к
Z .m i u l 

v  , v"
* л — 1 a n  — 1

Корреляциянинг танлама коэффициента R ни (80) формула буйича
П _ _

^нсоблаш учун дастлаб v  (xt — х) (yt — у) ифодани янги ut = ct — х0
<—1

ва Vj — dj—у0 узгарувчиларда ёзамиз. т1} оркали (£, т)) жуфтларнинг 
кузатилаётган цийматлари ичидан £ цийматлари /-интервал ]Х._,, X t[ 
г а 'н и н г  цийматлари эса /- интервал УД га тушганларининг
сонини белгилаймиз. £ ва т) нинг хар бир шундай кийматларини 
]Xt_ v X t[ ва ]К/—1, У([ интерваллариинг мое урталари ct ва dj 
билан алмаштирамиз. У з^олда

1-к_ _ _ _
2  (Xt — х) (yt — у )«  2  Щ) (ct — X) (dj — у),

/= ‘
бу ерда тенгликнинг унг томонидаги йигинди барча мумкнн булган 
(i, j) сонлар жуфтлари буйича олинган, шу билан бирга i бунда 1 
дан k гача, / эеа 1 дан s гача цийматларни цабул циладн. Шакл 
алмаштиришлардан сунг цуйидагяга эга буламиз:

2 (xt —~х) (У1 — 2 гпцир, — п\\ Vb
U

Шундай цилиб, корреляциянинг танлама коэффициента учун охир- 
ги з^исоб формуласи цуйидаги курннишда булади.

(85)
2 . mijUjVj —

R =  U -----------------
—  1) Si s 2

Мисол. K,apaiafi танасининг диаметри (ц) билан унинг Галандлиги (£) орасидаги 
богланишни аншуши учун 26 та карарай текширилди. КаРагай балаидлигининг 
кузатилган кийматларн 22,5 м дан 28,5 м гача ораликда, танасиышг диаметр» эса 
20 см дан 48 см гача ораликда Узгяради. Kapai ай баландлиги Узгградиган диапазон- 
ии 1 м узунликдаги интервалларга, танасининг диаметри узгарадиган интервални

Киламиз. Бу жадвал корреляцио» жадвал дейилади. Унинг хаР бир катагида 
карагайляр сони берилган б$либ, уларнинг танасининг диаметр» ва баландлиги 
курсатилган чегарада (ораликларда) булади, /п(у сонлар. Статистик характернстика- 
ларни хисоблашда берилган интервалга тушган барча к;ара!айлар баландликларини 
бу интервал Уртаси Cj га, танасининг диаметрини эса мос интервалнинг уртаси 
d/ га тенг деб оламиз. Танланма урта цийматларви, дисперсияларни ва корреляция 
коэффициент ини хисоблашни (84) ва (85) формулалар буйича бажарамиз,
х , у, s, ва s2 ни х0 =  25, у0 =  34, яъни Ui =  ct — 25, v j  =  d j  — 34 деб 
иккита кУшимча жадвал тузамиэ.

И н тервал
ноыерн

Б аландлик 
интервала 
Уртаси. с1 “ / " /

•
и/

т , ut 1 '  • 1 т( и{

i 2 3 2 2 4 —  4 8

2 2 4 —  1 4 1 —  4 4

3 2 5 0 6 0 0 0

4 2 6 1 6 1 6 6

5 2 7 2 5 4 10 2 0
6 2 8 3 3 9 9 2 7

V 2 6 17 6 5

И нтервал
номери

Д иаметр 
интервалн 
Уртаси dj °/ т1

S

°1 Ш, т1 °/

j 22 — 12 2 144 — 24 288
2 26 — 8 5 64 —  4 0 320
3 30 — 4 5 16 —  20 80
4 34 0 3 0 0 0
5 38 4 4 16 16 64
6 42 8 5 64 40 320
7 46 12 2 144 24 288

V 26 | - 4 1 1360

Биринчи жадвалдан карагай баландлиги £ учун куйидагини топамиз:
6 ,
S т, и,

i= i 17
=  —  « 0 ,6 5 ;  V, =

26 ’ 2 п — 1

О / |
2  т, и ,

1=1 1 1 65
=  ^ « 2 . 6 0 ;

sf — Va — —L- т- — 2.60-

х  =  v, +дг0 =  0,65 +  25 =  25,65; 

(0,65)г-26
2,16; s4 = 1/2,16 =а; 1,47.

гри т) учун топамиз:

21 /п , vi . 21 т , v‘,
?l =  t± _ L —  =, —  « — 0,15; = ^ 22ЁР = 54,4;

п — 1 25
Иккинчн жадвалдан ^apaiafi танасининг диаметри т] учун топамиз:

п — 1

317
316



У *  vj +  Vo =  — 0,15 +  34 =  33,85;
___ _ v / - n  __ _____
s i  =  v , — — ---- = 5 4 ,4 0  — 0.02 «  54,38; s, =  У 5 4 3 8  «  7,38.

n — 1
2 niijUiVj ни ^исоблаш учун янги жадвални тузамиз. Унинг ^ар бир катагининг

юцорисидагн унг бурчакда бир хил щ, vj цийматга зга булган карагайлар сони 
mij кУрсатилган, пастда чап бурчакда эса mijUiVj купайтма келтирилган. Охирги 
устун узгармас /  да барча mijUiVj ларнинг йигиндисидан иборат. Жадвалдан
К\ рии ишича, Щ) ul Vj =  204.

(85) формуладан фойдаланиб, корреляциянинг танланма коэффициентини топамиз:

_  f l miju iv j  — n \ l y l 204 — 26-0 ,65 .(— 0,15) 206,54
R = ------------ _ - _ z : —  = -----------------------------------  « -------- «  0,76.

(л — l ) s ,  s, 25-1.47.7,38 271,22
(81) формулалар б^йича регрессия коэффициент л арининг кийматларини топамиз:

Р (ч/б) -  R <Е/Ч> â r * ~ R  =  =  0 .7 6 ^ §  «  3,81;
<т(5) 1.47

-  0.15.
(82) ва (83) формулалар буйича регрессия tJfph чизшуларншжг эмпирик тенглама- 
ларини топамиз. ц нинг g га регрессия т^ррн чизши тенгламаси ^уйидаги куриниш- 
га эга:

у  — 33.85 =  3,81 (х -  25,65) ёки у =  3,81х -  63,88.
Бу тенглама карагай танаси диаметрииинг уртача циймати билан унинг узунлиги 

орасидаги богланишни беради
6 нинг ») га регрессия тугри чизи. и цуйидаги куринишгл эга:

х — 25,65 =  0.15(у — 33,85) ёки х =  0,15у +  21,57.
Кейинги тенглама дарахт танаси узунлигннинг уртача фйматн билан унинг 

диаметри орасидаги богланишни беради.
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XIV БОБ

ОПЕРАЦИОН \ИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Операцион хисоб амалий математик анализ методларндан бири ^и- 
собланади. Унинг ёрдамида куп лолларда механика, электроника, 
автоматика >;амда фан ва техннканннг бошца сохаларида учрайдиган 
масалаларни ечнш соддалашади. Операцион хиссб автоматик система- 
ларни расчёт цилиш ва лойи^алашга дойр бир цатор инженерлик метод- 
ларинннг назарий ассснни ташкил этади.

Мазкур бобда операцион ^нсобнннг баъзи тушунчаларини на унинг 
чизицли дифференциал тенгламаларнн ечишга татбицннн ^араб чица- 
миз.

1-§. ОРИГИНАЛ ВА ТАСВИРЛАР

1. Асосий таърифлар. Бутун сон уцида аншушнган ва куйидаги 
хоссаларга эга булган f(t) функципни каранмиз:

1°. /(/) функция Ot уцнинг исталган чекли интервалида ё узлук- 
сиз ёки чекли сондаги I тур узилиш нуцталарига эга;

2°. / < 0  да f(/)s=  0;
3°. Шундай М > 0  ва so > 0  сонлар мавжудки, барча t  лар учун: 

I/ (01 <  Afe**'.
2°шарт физика ва техниканинг куп масалаларнда t аргумент вакрг 

сифатида царалиш муносабати билан киритилади. Шунинг учун f ( t )  
функция ва^тнинг бирор бошлангич пайтигача (уни э̂ ар доим нолга 
тенг деб олиш мумкин) узини цандай тутишн а^амиятга эга эмас.

3°шарт t —*• оо да* f(t) функциянинг уснш характерини чеклайди 
ва бу билан келгусида учрайдиган баъзи хосмас интегралларнинг 
мавжудлигини таъминлайдн. У /( /)  функция 1->-оо да курсаткичли 
функциядан секинроц (тез эмас) усишини бнлднради. Хусусан, 3° 
шартнн, масалан, исталган чегарэланган функция цаисатлантиради 
(бундай холда s0 = 0  экани равшан), шунингдек, уни (* (£ >  0) дара- 
жалн функция хам цаноатлантиради. s0 сони усищ, курсаткичи 
дейилади.

оо
Хар бир f(t)  функцияга F (р) =  i f(t)e~p‘dt (1) деб фараз цилиб*,

• Келгусида, цискалик учун +  оо бЬнига »  ни ёзамиз.
• •  (1) тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича ^исобланади:

7 / ( 0  *~ pt<R -  Г /  (О е~ (‘  +  ™ d t  = Г / (/) Г *  e ~ ,x,d t  =  "/(<) *-■*(cos U -
0 0 0 о

ОО оо
— / Sin т 0  dt =  \ f  (t) «_,<cost tdt — i \ f  (0  «~*'sin x t dt 

|  ‘o ‘o

J
 (бунда 182-Сетдаги Эйлер формуласндан фойдаландик).
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(Rep =  s > s0> 0  булгани учун леммага кура lime р6=  0). Шундай
Ь-*во

цилиб,
/ л  L  1

<МО——у  (2)

2. Курсаткичли функция нинг тасвири. Ушбу функциянинг таеви- 
ринн топамиз:

.... |  агар « О  булса, О;
' '  '  — ( агар /  >  О булса, е*1,

бу ерда а  — комплекс сон. (1) формулага кура ^уйидагига эгамиз:

(t)e~p,dt =  7 eat e~ptdi =  7 e~,p- a)‘dt =

=  , im f e— *  -  =  ,,m f . +  _ « 1
ь—т о —(p —a) 6-.CO L—( p - a )  p —oj

_ I __
~  P —a ’

бу ерда Re(p — a ) > 0  ёки R e p > R e a  деб фараз циламиз, цунки бу 
шартда леммага асосан: Н те-,;,-а)Ь =  0. Шундай ^илнб, берилган

Ь-+ оо
функция учун к,уйидагига эгамиз:

1 R e p > R e a .  (3'>/  ( 0 — - р —a
Келгусида оригиналнинг / >  0 да эга булган ифодасинигина ^олдириб, 
соддароц ифодасидан (ёзилишидан) фойдаланамиз.

Хусусан, (3') формуланн цисцача цуйидагича ёзамиз:

' —— ——̂ , Rep >  Re a .
р —a

(3)

Худди тунга ухшаш
e ~ « L ----— , Rep>  Re (— о).

р +  а  “
(4)

3. sin со/ ва cos w t функцияларнинг тасвирлари. XI бобдаги (93) 
формуладан фойдаланнб sin со/ ва cos со / (бу ерда со ^а^и^ий сон) функ- 
цияларни цуйидагича ёзамиз:

s in a t  =s-^.(e,o t — e~lb>t), cosco/ =  у (e'“ ' +  «“ ' “ ') .

(3) ва (4) формулалар ва тасвирнинг чизи^лилик хоссасига асосан, то
памиз:

s i i r n l • Re' , > 0- 
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1

sinco/— >—■й>„, ’ Reр > 0 ,

COS bit
р2 +  со2 

L р
Rе р >  0.

(5)
(6)Р*4-Сй2 ,

4. sh со / ва с/г со / гнпербэлик функцияларнинг тасвирлари. Бу функ
цияларнинг тасвнрларини худди юь^оридагидек топамиз:
sh a t  =  —  — ee<)-L » -L  I— 1---------- — ) =»— - — ,R e p > |c o |,

2 ' > 2 I p - с о  p +  co,/ p2 — со2 ' и 1 1

cA cD /= -L (eB, +  e~ e ')  - ^ 4 - ' —  + - L -^W -r * - r 'R e p > |* | .2 '  ' 2 p — СО :+C0/ p2—to2
Шундай ^илиб,

s h a t J u - ^ ’ R e p > M .  m

cha t L , P ,
p2 — ш2 R e p >  | o> |. (8)

5, Даражали функция t* нинг тасвири. (1) формулага к?ра цуйида- 
гига эгамиз:

t n— ~  J Г  e ~ p‘ d t .

п  марта булаклаб интеграллаб ва R e p > 0  булганда
k —pt

lim t  е  =  0 ( k  = 0 ,  1, 2, . . .  , n )  эканини эътиборга олиб, топамиз:l~»ao
00

1 nn+ 1
Re р >  0.

Шундай ^илиб,
. L л!

* Ъ е Р > 0 . (9)
1- мисол. f ( t)  = 5  sin 4 / 4 - 3  cos i t  функциянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и . Тасвирнинг чизи^лилик хоссэсн ва (5) ^амда^(б) формулалар асоси-

да топамиз:

/ ( o A . 5 _ s _ + 3 J e ________
р2 +  42 ~  р2 +  22 Р * +  16 р2 +  4 •

2 р +  i
2- мисол. Тасвири F  (р) =  ~ Г ~ ~ ^  швнишга эга булган ориги вални топияг. 
Е ч и л и ш и .

„ 2 р + 1  „ р , 1  2F (р) = ------- ■ =  2 —— — 4* ■----■
р2 +  4 р* +  22 2 р2 +  2»

булгани учун (5) ва (6) формулаларга .\амда чизиклилик хоссасига а сосав топамиз: 

/(/)= ■  2 cos 2 /  +  - j  sin 2 / .
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1т
ih "L
V h

102- раем

3- мисол. / ( / )  =  ** — 5 /* +  2t +  6 функаиянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и. (2) ва (9) формулаларга ^амда чнзнцлилик хоссасига асосан цуни- 

дагини хосил киламиз:

/ ( f )  1  , 31 21 1! I г  1 _  6 - - 10 . 2 . 6
рЗ +1 р2 +  1 ■ “ pi +  I р р* р> р1 ' р '

6. Диракнинг импульс функцияси ва унинг тасвири. К,уйидагнча 
ан и клан гаи 6А (/) функцияни цараймиз:

1агар / < 0  булса, 0; 
агар 0 <  / <  h булса, 1 /Л; 
агар t > h  булса, 0.

6А (/) нннг графиги 102-расмда тасвирланган. 
Физика нуцтаи назаридан бу функцияни t вацт 
давомида таъсир этувчи \/Н куч катталиги си- 
фатнда Таллин этиш мумкин. Бу кучнинг им- 
пульси исталган h да бирга тенг.

Диракнинг b(t) импульс функциясини bh(t) 
функциянннг h —*■ 0 даги лимити каби аниу 
лаймиз:

б(/) =  lim в* (О-
А-мо

Бу функцияни / =  0 да чексиз катта, t нннг барча цолган цийматла- 
рида нолга тенг булган куч сифатида Таллин этиш мумкин. Бу кучнинг 
импульсини хам бирга тенг деб оламиз.

6(/) импульс функциянннг тасвирини 6Л(/) функция тасвнрининг 
h -*■ 0 даги лимити сифатида аницлаймиз:

(1) формула буйича 6А(/) функция тасвирини топамиз:

МО -* 6 А( / ) Г Р' ^ /  =  - 1 е  *  = - L ( l  — в РА),
л ' ' 0 phч  ■

чунки t > h  да вА( / ) * 0 .  Шунннг учун

6 ( 0 ~ * И т  ~ ( 1 _ в- о * )  =  1,
h-+ оо p iI л

чунки Лопиталь ^оидасини татбиц цнлиб

Нш
h~*0

} ~ е—  =  =  lim  е~Лр =  1
рп л-»о р *_о

ни топамиз.
Шундай килиб, Диракниш импульс функцияси тасвири бирга тенг:

6 ( 0 - ^ - 1  (Ю)
F (р) =  1 функцияни шартли маънода тасвнр деб ^исоблаш керакли- 
гини ^айд циламив, чунки F (р) функция р -*■ оо да нолга интилмайди

• П. Дирак (1902 й. да тугилган)— нагл из фнзиги.

(1-§, 1-теоремага царанг). Бирок, бу тасвирнннг ва б (/) импульс функ- 
циянинг киритилишн оний импульс характерига эга булган мицдорлар 
цараладиган масалаларни ечишда фойдали булади.

3- §. ОПЕРАЦИОН Х.ИСОБНИНГ БАЪЗИ ТЕОРЕМАЛАРИ

1. Ухшашлик теоремаси. /  (/) F (р) б у леи н. У \олда f  (at)  
о Г ^ (^ ), ер^а булади.

И с б о т и . Тасвирнинг таърифига кура ^уйидагига эгамиз:

f(a f)-^ *$ f(a t)e~ pld t '
о

Бу интегралда a t  = г  деб, узгарувчини алмаштирамнз. У холда 
d z  =  a d t .  Демак,

ОО

1 , ( °
t ) e~pt d t J f ( z ) e - p2,a^

Шундай цилиб,

<»>
(11) муносабат оригиналнинг эркли ^згарувчисини м у с б а т  сонга к£- 
пайтирилса, унинг тасвири ва тасвирнинг эркли узгарувчисн бу сонга 
б$линишини курсатади. Ухшашлик теоремаси ана шундан иборат.

2. Силжитиш теоремаси. Агар f  (/) — -*F (р) бдлса, e~al f  (t)
. F (р +  а ) булади. Бунда а — .унун^ий сон ва Re (р +  а ) >• s0 деб 

фараз цилинади.
И с б о т и . e~a l f(t) функциянннг тасвирини топамиз:

11 f ( t ) - - * ] e ~ a , f  (/) е ' "  d t = l f ( t ) e - (p+a)ld t  = F (p+ a) .

Шундай килиб, агар f(t)-^->F(p) б^лса, е at f(t) -^-**F(p - f a ) .  
Бу теорема ва (5) ^амда (6) теорема асосида топамиз:

е a , s in © / —
(Р +  a  )* +  со*,

cos со / - Р +  а
( р + а ) *  +  ш» ( 12>

I- мисол. e ~ , f  (sin f +  3 cos t) функциянннг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и . Чизш\лилик хоссасидан ва (12) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

(sin / 3 cos t) ■ ■ + з P + 2 Зр +  7
(Р +  2)* +  1 ‘ ( р +  2)* +  1 р. +  4 р + 6 -

2- мисол. Ушбу 2 р +  1 
р >  +  2 р  +  2 тасвирига к\ра оригннални топинг.
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L2 p +  1 2 ( p +  1 ) -  1 2 ( P +  1)
p* +  2p +  2 ~ ( p + l ) » + 1» ( p + l ) * + l »  (p +  D i + j i

**—  2 e~  * cos t — e ~ f sin I =  e ~ 1 (2 cos t — sin t).

L
e ~ l tn функциянинг тасвирини топамиз. (9) формулага кура /(/)

tn- ^ F ( p )  = Силжнтиш теоремасини цулланиб, топамиз:
п I

( P i - а )"  +
Бу форму лада —а ни а га алмаштирамиз:

ea t r - L п !

( р + а ) " + ‘ * (U )
3. Кечикиш теоремаси. /( /)  оригинал булсин. К,уйидагича ани^лан- 

ган ф (/) функцияни цараймиз:
т  =  (агаР < < *  булса, 0;

44 ; [агар булса. f ( t  — т), 
бу ерда т мусбат сон.

103- раем 104- раем
У =»ф(0 функция графигн оригинал графигн у = f  (0 ни Ot уц буй- 

лаб т катталикка суриш ор^али .̂ оснл ^илинади (193-раем).
Демак, агар /(/) функция бирор жараённи тавсифлаётган булса, у 

з̂ олда ф(/) функция уша жараённи т га кечикиш билач тавсифлайди.
Оригнналнинг аргументи т га кечнкканда, бу орнгнналнинг тасви

рини топамиз. Щу ма^садда цуйидаги теоремани исбот ^иламиз.
Теорема. т > 0  ва f ( t ) - - * F ( p )  бдлсин. У  хрлда f ( t )  — т) — 

J ^ e ~ pXF{p) бдлади.
Исбот и. Тавсирнинг таърифига кура цуйидагига эгамиз:

чунки / < X яъниt — т <  о учун f(t — T) =0 .  Кейингн интегралда t — 
— т =  z деб узгарувчини алмаштирамиз. У .\олда t =  т +  z,dt =  dz ва
326

-  т ) U t  =  ” f(z) е~*х + t)dz =  f f (г) е~* е~р%d z =
X ft n

=  e - px n W e - p ' d z  =  e ~ p ' F(P).

Шундай цилиб,
f ( t - x ) - U e- pXF(p).

1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функоиянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и. Бирлик 60 (/) функция ёрдамида бу функцияни ягона аналитик ифо- 

ва оркали ёзамиэ:

ф (0  =  б. ( 0 - М < -  3).
L

б#(<)— *» 1/р булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

бо (0  -  б , « -  3 ) - в -3" 1  -  ±  ( l  -  е - 3' )
Р Р Р \  / •

2- мисол. ( t  — 2)* оригнналнинг тасвирини топинг.
L 3!Е ч и л и ш и . Бу ерда / ( / )  =  **, т =  2 экани маълум. г’ — «*—  булгани у чуя

__  я*
кечикиш теоремасига кура куйидагига эгамиз:

L  6 tr-*P  
U — 2)*----- ► — — .

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу f (/) оригнналнинг 
таевнри булсин. / ' (t) ^осиланинг тасвирини топиш талаб цилннади.

Теорема. Агар f  (t) — F (р) ва / '  (t) оригинал бдлса, у хрлда

f ' ( f ) ± ~ p F { p ) - f ( 0 ) .  (15)
И с б о т  и. Тасвирини аницловчи формулага кура ^уйидагига эгамиз:

П О - ^ J r  (t)e~p ,d t  .
о

К°сил ^илинган интегрални булаклаб интеграллаймиз: и —e~pt,dv=a 
•=f'(t)dt  деймиз, бу ердан du  =  —  p e ~ p t d t.v  = f ( t ) .  У ^олда:

j Г (0 в- '*,d t =  lira j r  (0 Pld t =  Hm [/ (/) e~p t\ +

+  P j  f  (0 e~p,d t  j =\im  [ / (ft) e - ’h - f  (0) +  p j  f (/) e~ pt d t J =

~P  ^  /  (0 P,d t - f ( Q ) .
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2р+1 _ 2(р +  1) — 1 _ 2(р+ 1)________1 t Lр* +  2р + 2 ~(р+1)* +  1* (р+1)*+1* (р +  1)*+1* **
*"— 2 ё~ * cos / — е~г sin I =  е~1 (2 cos < — sin f).

в а / /4 функциянинг тасвирини топамиз. (9) формулага кура f  (t) 
tn-^— F (p )=  г Силжнтиш теоремасини цулланиб, топамиз:рП “• 1

— а / г я I 1

(14)

(р а )" +
Бу форму лада — о  ни а  га алмаштирамиз:

^ о  п I 

(p + a )* + l
3. Кечикиш теоремаси. /( /)  оригинал булсин. ^уйндагича ашнутан- 

ган <р (/) функцияни цараймиз:
_  | агар t <  т булса, 0;

[агар / > т  булса. / ( /  — т),
бу ерда т мусбат сон.

103- раем 104- раем
у =*ф(/) функция графиги оригинал графигн у = f  (0 ни Ot буй- 

лаб т катталикка суриш орь;али .^осил цилинади (103-раем).
Демак, агар f ( t ) функция бирор жараённи тавсифлаётган бУлса, у 

з^олда ф(/) функция уша жараённи т га кечикиш билач тавсифлайди.
Оригиналнинг аргументн т га кечикканда, бу орнгиналнинг тасви

рини топамиз. Шу ма^садда цуйидаги теоремани исбот циламиз.
Теорема. т > 0  ва f ( t ) — - F ( p )  булсин. У \олда f  ( t) — т ) —  

± ~ e ~ pxF(p) бдлади.
И с б о т  и. Тавсирнинг таърифига кура цуйидагига эгамиз:

чунки t <  X яъни( — т < 0  учун f( t — x) = 0 .  Кейинги интегралда t — 
— -в =зг деб Узгарувчиниалмаштирамиз.У ,%олда t =  т -f  z ,d t  = d z  ва

р / dt 7 0 0  е
-p (t  + dz

- e - p t j  I(z)< d z  = e

- \ m *

~pxF(p).

Шундай ]̂ илиб,
f ( t - T ) - L ~ e- pXF(p).

1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвирини топинг. 
Е ч и л и ш и . Бирлик 60 (0  функция ёрдамида бу функцияни ягона аналитик ифо-

да оркалн ёзамиз:
ф(/) =  б . ( 0 - « о « - 3 ) .

L
б» (<)— ** 1/р булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

6# (0 -  6. «  -  3) 1  е-3" -  =  ± (1 -  е -зр ).
Р Р Р \ /

2- мисол. (/ — 2)* оригиналнинг тасвирини топинг.
L 31Е ч и л и ш и . Бу ерда / ( / )  =  *», т =  2 экани маълум. <»— •*—  булгани учум

р4
кечикиш теоремасига кура куйкдагига эгамиз:

0 - 2 ) * -
6 e - v

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕН ЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

I. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу f (/) оригиналнинг 
тасвири булсин. / '  (*) ^осиланинг тасвирини топиш талаб цилинади.

Теорема. Агар f  (/) —-  F (р) ва / '  (/) оригинал бдлса, у хрлда

f ’ ( f ) ± ^ p F ( p ) - f ( 0 ) .  (15)
И с б о т и . Тасвирини аницловчи формулага кура ^уйидагига эгамиз: 

Lп о F<0 р< d /

Косил цилинган интегралнн булаклаб интеграллаймиз: и = e ~ pt,dv
. f '( t)d t  деймиз, бу ердан d u = ~ p e  ptd t ,v  = f( t ) .  У зрлда:

IГ (t)e~p‘d t | lim
b—*ao ! r m

d / = lim
Ь-Фоо [/(0

+  p j f ( Q e  p'd / ]  = ^ [ / ( ft) e pb- f ( ° )  +  P j / ( 0 e _p'd / J  

—P j  f ( t ) e ~ Pld t  — /  (0).
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2 р +  1 =  2 ( р +  1 ) -  I _  2 ( р +  1)___________1  ̂ L
р* +  2р + 2 ~(р+1)* +  I» ~(р+1)*+1» (р +  1)4-1* ~

**—  2 е ~ 1 cos t — е ~ 1 sin f =  е ~ 1 (2 cos t — sin /).

e “ 'Z'' функциянинг тасвирини топамиз. (9) форму лага кура /  (/) 
n^ —»F(p) — - ~ r j  . Силжитиш теоремасини цулланиб, топамиз:

e - a t tn ± - п !
(р +  а )"  +

Бу форму лада — а  ни а  га алмаштирамиз:
п I

)

еа , Г ±
(Р +  a ) " + l (U )

3. Кечикиш теоремаси. /  (/) оригинал булсин. К,уйидагича аницлан- 
ган <р (/) функцияни цараймиз:

_  |  агар t <  т  булса, 0;
“ (агар Z > т булса. / ( /  — т),

бу ерда * мусбат сон.
Ф (0

103- раем 104- раем
у =ср(0 функция графигн оригинал графиги у = f(() ни 0 буй- 

лаб т катталикка сурнш орцали цосил цилинадн (193-раем).
Демак, агар / (/) функция бирор жараённи тавенфлаётган булса, у 

зрлда ф (Z) функция уша жараённи т га кечикиш билач тавсифлайди.
Оригиналнинг аргумент т га кечнкканда, бу оригнналнинг тасви- 

ричи топамиз. ш у мацеадда цуйидаги теоремани исбот циламиз.
Теорема. т > 0  ва f( t)-->F{p) бдлсин. У хрлда f ( t ) — x) 
е~рХ F (р) бдлади.

И с б о т  и. Тавсирнинг таърифига кура цуйидагига эгамиз:

чунки t < T  яъниt — т < 0  учун f (t — т ) =  0. Кейингн интегралда t — 
—  х =з z деб узгарувчнни алмаштирамиз. У цолда t =  т +  z , d t  — d z  ва

j / ( Z - T ) e - p ,dZ =  f/(z)e -Р(т +  1) d z < U (z ) e- ' " e - pxd z  =

=  e~ j  f (z)e~p' d z = e - P'F ( p ).

Шундай цилиб,
f( t  — x) L

f(P ).
1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвирини топинг. 
Е ч и л и ш и . Ьирлик 6„(0 функция ёрдамида бу функцияни ягона аналитик ифо-

да орцали ёзамиэ:
ф (0 =  бо (/) — «О ( 1 - 3 ) .

L
в» (/)— ** 1 /р булганн учун, кечикиш теоремаенга кура:

б. (0 — 6. (/ — 3) — — в ~ 3р — =  — Л  _  а- j 
Р Р Р \  Г

2- мисол. (I — 2)* оригиналнинг тасвирини топинг.
L  3!Е ч и л и ш и . Бу ерда / ( / )  =  /*, т =  2 экани маълум. /» — » —  булгани учу*__  р*

кечикиш теоремасига кура цубидагига эгамиз:

(< -2 )»
6 e - w

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу {(() оригиналнинг 
тасвири булсин. f'(t) ^осиланинг тасвирини топиш талаб цилинади.

Теорема. Агар /  (/) — F (р) ва / ' (() оригинал бдлса, у \олда

Г  (0 ——* Р  F ( p )  — /  (0). (15)
И с б о т  и. Тасвирини аницловчи формулага кура цуйидагига эгамиз:

Г  (0 J F  (t)e~p idt .
о

^осил цилингаи интегрални булаклаб интеграллаймиз: и = e~pt,dv=a 
t= f  (t)dt деймиз, бу ердан du  =  — р e~ptd t ,v  =  f  (t). У ^олда:

= p ~ f ( t ) e - p'd t~ f (Q ) .
о
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Чунки* lim f (b) e Pb — 0. Бирок f f  (Q* dt — F (p).
fr̂ OD j'

Демак,

Хусусан, агар / (0) =  О булса, у колда

f ' ( t ) ± ~ p F ( p ) .  (16)

<15) фэрмулани иккинчн косила П О  га кулланиб, куйидагига эга б? 
ламиз:

Г ( Ч ) - ^ Р Р г ( р ) - Г ( 0 ) .

Flip) бу ерда f ’ (t) нинг тасвири. Бирок (15) фэрмулага кура F t (/?) =» 
= p F (p )— f{0), шунннг учун

Г  (0 - •  Р [ F (Р) -  f  (0) 1 -  Г (0) = P * F i p ) - p \  (0) -  f  (0). (17) 

*Худди шунга ухшаш

(/) -L*p[p*F(p) — p f  (0) — / '  (0)] — Г '(0) =p*F (р) - p*J(0) —

— Р П О )- Г (О ) .  (18)

(15) формулани п — 1 марта татбик килиб- КУйиДаГ1,га эга буламиз**

Г  (0 - • *  Рп F (Р) - рп~{ f (0) —р"-2Г (0) -  . . .  -  Р /*“ ' (0) -

- / “- ‘’(О). (19)

Хусусан, агар { (0) =  [  (0) =  . .  • =  f n~* l) (0) =  0 булса, у колда

Энди
•Каштан а̂м I /  (Ь) е-  Pb I = | /  (6) I . | е-  | =  I /  (Ь) | • / е~<> +  \
I в~<*+  <*>*=, е~ "  e~l xb= e ~ ib (cost Ь — i sin т b) б^лгани учун |е  <5+ ' Is

’ га эгамиз. Оригиналнинг 3° хоссасига кура: | /  (6) | < М «*•*, демак.
| /  (Ь) е~ рЬ | <  М е *•* е~  =  М е~'14 — г,)Ь. Бирок тасвирнинг мавжудлик теоремасига 
к$ра F(p) тасвир R ep= s > s 0 учун, яъни s — so > 0  учун мавжуд. Шунииг учун 
Ь-*-оо да М е~*‘ ~  **) ь _► 0. Демак, l i m / (6) е ~ рЬ = 0 .

Ь—¥00
(17) — (19) формулаларни келтириб чикаришда f  (<). f"  (Of . . . .  /<п) (0 Косила‘ 

лар оригинал деб фараэ килинади.
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/ ' ( О - Р ^ ( Р ) .  

f  " ( 0  -*■ Р* F (р),

Г ( о - р " ^ ( р ).

(20)

Мавжудлик теоре.масида курсатилишича (1-§га каранг), р-*-оо да 
(Rep = s —*-оо шартда) кар кандай оригиналнинг тасвири нолга интила-

ди. Шунннг учун агар f  ( / ) Fx (р) булса, у колда p -voo  да 
Flip)-*-0. Бирок (15) формулага кура Fx (р) = p F (р) — /(0). Демак, 
р -*■ оо да куйидагига эгамиз:

lim Flip) =  lim [ p f ( p ) _ /(0)] = 0 .
p - * o o  p - * o o

Шундай килиб,
f (0) — lim p Fip). (21)

p—*oo

Бу формула f it) оригиналнинг бошлангич кийматини оригиналнн кнсоб- 
лаб утнрмасдан унинг F (р) тасвири буйича топншга имкон берадн.

р
Мисол. F (р) =  -р— у  тасвир Серилган. Оригиналнинг бошлангич киймати /  (0) 

ни то пинг.
Е ч и л и ш и . (21) формуладан фойдаланиб, топамиз:

/ ( 0 ) . ■ lim pF  (р) I
р-+ ОО

г Нш —
р—+оо р2 -|- 1 1.

(6) формулага кура  ̂ тасвнрга cost оригинал мос келишини (у / =  0 да 
бирга тенг) цайд кнламиэ.

(20) формула, агар f  (0) =  / ' (0) =  . . . =  / <я-1)(о) =  0 булса, ориги
налы и каР гал дифференциаллашга тасвирни р га купайтириш ыос 
келишини курсатадн.

2. Оригиналларнн интеграллаш. F ip) fit) оригиналнинг тасвири бул- 
снн. Оригиналдан олинган ннтегралнинг тасвнрини топиш талаб кили
нади.

L
Теорема. Агар f (t)->F ip) бдлса, у \олда

\ m d x X m .
о1 р

И с б о т  и. g (t) =  .1 f ix)dx Функция оригинал эканини к^рсатиш 
мумкин. Унинг тасвири Ф (р) булснн:

г ( /) -^ Ф (р ). (22)
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6  Vv /  Л  w ~ j w — ------ J  - J  —  \ — /  1 4

га кура цуйидагига эгамиз:

g' (t)-*-pd>(p).
Бироц

t
d [ f ( x )  dx L

g ' ( f )  = dt
=  f ( t )^F(p) .

Демак, F(p) =>рФ(р). Бу ердан Ф (р) =  ^ ~ ,  яъни
Р

f  f ( x ) d x ^ Z l £ L .

(22) муносабат оригинал ни интеграллаш операцияси тасвир усти- 
да алгебраик амал бажаришга, чунончи, уни р  га булишга мое кели- 
шини билдиради.

5-§. ОРИГИНАЛЛАР ВА УЛАРНИНГ ТАСВИРЛАРИ ЖАДВАЛИ

Баъзи оригиналлар ва уларнинг тасвирлари жадвалини келтирамиз.

Ki Оригинал

1 0 . ( 0

II «“ '

III « - “ '

IV sin to t

V cos <0<

VI sh (o t

VII chco/

VIII «“ “ 'sin
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Тасвир

F ( p ) - J  dt

р — а  
1

р +  а  
и

р* -f (i)J
Р

p * - f  (О* 
to

р* — со*
р

Р* — (0а

(Р +  а )а +  <оа

Изо*

I

Оригинал I (/)

IX

X

XI

XII

хш

XIV

XV

XVI
XVII

XVIII

XIX
XX

Тасвир

F (P )  — ~f ( t ) ~pt dt

e cos со t P +  a
(p +  a)» +  coa

tn n\
pn+ 1

g-a i f* n\

(p +  a)n+l
ea t tn nl

(p — a)n+l
/sin<o/ 2 p  со

(p * +  <oa)a

Изо*

t COS со t

/ ( a  О

* - “ ' / ( 0  
ПО 
Г  (О

[ f ( * ) d x

в (О
/.«  — Т)

р* — ма
(ра +

— F  (р/а)

F(p +  о) 
Р ^ ( Р ) - / ( 0 )

Р’ Р1 (Р) — р /( 0 )  — /'(0 )  
^(Р)

Р
1

г~рт^(р)

формула исботсиз кел
тирилган
формула исботсиз кел- 
тирилган

ухшашлик теоремаси

силжитиш теоремаси 
оригиналнн дифференци- 
аллаш

оригинални интеграллаш

Дирак функцияси 
кечикиш теоремаси

Келтирилган жадвалдан фойдаланнб, унда келтирилган тасвир 
(оригинал) буйича унинг орнгиналини (тасвнрини) топиш мумкин.

Ill уни цайд цилиш керакки, агар тасвир mijrpu рационал каср 
бС/лса, у цолда мос оригинални топиш учун тасвирни энг содда каср-
лар йитиндисига ёйиш (ажратиш) ва чизицлилик хоссасини цулла- ниш керак.

ра +  2 р +  2
Мисол. F (р) =  ;------—г :— —  тасвир берилган. Оригинални топинг.(Р — -0 (Р -т- о)

Е ч и л и ш и . Берилган туг-ри касрнн энг содда касрларга ажратиб, топамиэ(VII боб, 3- §, 8- пунктдаги 2-мисолга каранг):
ра - f  2 р +  2 4 2 1

(р — 2)*(Р +  3) 5 (р — 2) (р — 2)* ^  5 (р  +  3)
Жадвалдаги II XII ва III формулаларга к£ра топамиз:

1 L si 1 L at 1 L —з< _
-------------*t ,  ------ —  <— te , ——  *— е . Демак, чизюдалик хоссасига кУра:р — 2 (р — 2)а Р +  3

t  4 2| it I —3/H P )  — - «  + 2 t e ‘ +  —  e .

331



в- §. РЗГАРМАС КОЭФФИЦЕНТЛН ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕПЦИлл ic m  
ИНТЕГРАЛЛАШ

*

XII бобнинг 4- ва 5- § ларида узгармас коэффнциентли чизи^лн 
дифференциал тенгламанннг берилган бошланшч шартларни цаноат- 
лантирувчи хусусий ечиминн топиш методн баён ^илинган эди.

Бу масаланинг Лаплас операторини ^улланишга асосланган анча 
содда ечиш методини курсатамнз.

Соддалик учун иккинчи тартибли чизшуш дифференциал тенглама 
билан чекланамиз. Шундай цилиб, узгармас коэффнциентли чизнцли 
иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин:

!/'(t) +  a iy , (f) +  at y(f) = f(< ), (23)
бу ерда а1 ва а ,— \а^и^ий сонлар. Бу тенгламанннг у(0) =  у0, у ' (0) =  
=  £/0, бу ерда у0 ва у'0 берилган сонлар, бошлангич шартларни каноат- 
лантнрувчн y(t) хусусий ечимини топиш талаб цнлинади.

Изланаётган y (t) ечим, унннг у’ (t), у" (t) ^осилалари, дифферен
циал тенгламанннг унг томони f (t) оригиналлар булсин деб фараз килай-
лик. y { t ) - - Y  (р), f ( t)--*F(p)  деб белгилаб ва (15), (17) формула- 
лар, шунингдек, бошланрич шартлардан фойдаланиб, «/'(/) ва y"(t) 
тасвнрларни топамиз:

у’ (t) --* pY (р) — у0, у" (/) - -  p*Y (р) — ру0 — у’0. 
Чизицлилик хоссасига кура (23) тенгламада тасвнрларга утамиз:

У" (0 +  аг у ' (0 +  at у (/) р* Y (р) — ру0 — y ’Q + Ql{pY  (р) — у9) +
+ at Y (р) =  F (р) 

ёки
(р* +  ахр + at)Y  (р) = F(p) +  pyo +  y'0 +  aiyo. (24)

(24) тенглама ёрдамчи тенглама ёки (23) дифференциал тенгламага 
мос тасвирлардаги тенглама дейиладн. Шундай килиб, у (/) оригинал 
учун (23) дифференциал тенглама урнпга унинг Y (р) тасвири учун 
(24) чизицли алгебраик тенглама косил ^илдик. (24) тенгламадан то
памиз:

Y(P) =
F(Р) +  Р(у0) +  У р Ч -а , уа 

Р* +  «! р +  о,
(25)

(25) формула (24) тенгламанннг оператор ечими деб аталувчи ечимн- 
ни беради. Оригинал у (/) учун (25) формула билан аншупанаднган 
Y (р) функция тасвнр буладн. Ана шу y(t) (23) дифференциал тенг
ламанннг изланаётган ечими булади.

1- мисол. у" — 3j/’ - f  2 у =  2 е3' дифференциал тенгламанннг у (0) — 1, у' (0) =  
=  3 бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топннг.

Е чилиш и. Жадвалдаги (II) формула буйича тенгламанннг $нг томонинииг 
тасвирини топамиз: 2 е 3' . (25) формуладан фойдаланиб ва а, = — 3, а, =

, Р — 3
=  2, i/o =  1, Уо =  3 эканини эътиборга олиб, ечимнинг тасвирини \осил циламнз:

У(Р)
~  +  Р-1 + 3 + ( _ 3 ) . 1

2 + Р » - 3 d

Р1 — 3 р 4- 2 (Р — 3) (р1 — З р -(-2) = р - 3
Энди жадвалдаги II формулага кура оригиналки топамиз, у берилган тенгламанннг
изланаётган ечими булади: у  (/) =  е3'.

2- мисол. у ’ +  4у =  s in / дифференциал тенгламанннг у ( 0) =  1, у'  (0) =  1 бош
лангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.

Е ч и л и ш и . Жадвалдаги (IV) формула буйича тенгламанннг унг томонининг

тасвирини топамиз: s i n / - ’* - . 1 (25) формула буйича ечимнинг тасвирини

топамиз, бунда у0 =  1, у'0 =  1, а, =  0, аг =  4 эканини эътиборга оламиэ:
1

У(Р)
_2 , 4- р +  I

+  = Ш Щ И р1 ± Л 1  р’ + р’ +  р + 2
i  П ~ А \  t - л   ̂ .V а  ■ ~  ----Р* 4* 4 (р* +  4) (р1 1)”

Хосил килинган ифодани узгартирамиз. У (р) ни энг содда касрларга ажратамиз,натижада

1 р 2 1
; + — г - -----+ ;

р -1-2/3

5 (?) = р» +  4 + 3 (р * + 1 )  К(Р) =  Р * + ^ ^ 3 ( р » 4 - 4 )  + 3(pJ+ l ) '

L 1 
—  ? sin2/ булгани

I I  L 1 . р L I zСунгра, — — -«— — sin /, ,  *— cos 2/, — —------ -
J ^  З р г + 1 3 pJ-|- 4 3 p J + 4

учун: у  (/) =  — sin / +  cos 2/ +  — sin 2/.
«5 «5

7-§. УЗГАРМАС КОЭФФНЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Узгармас коэффнциентли чнзикли дифференциал тенгламалар систе-
маларинн операцион кисоб методи билан ечнш усули битта тенглама булгаи колдагн кабидир.

Масалан, иккита ночаълум дс(/) ва //(/) функцияларга нисбатан
биринчн тартибли узгармас кээффицнентли иккига чнзикли тенглама системасинн к^райлик:

dx
dt
dy
dt

+  an x ( t )  +  al t y ( t )

+  at l x ( t )  + a t i y ( t )  = - /* ( /) . (26)

)
Бу снстеманинг .v(0) == *0. y (0) — //о бошлангич шартларни кано- 

атлантирувчи хусусий ечимини топиш талаб килинади.
Изланаётган х (0 ва у  (/) функциялар, уларнинг косилалари ва J-нг 

томонлари fi (t) ва / ,  (/) лар орнгннат деб фараз киламиз. Ушбу 
L L L

x{t)-+X(p), у  (/) У (р), hW -i-FAP),

f t  (0 **- Ft (р),
■■332
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белгилашлар цилиб ва (13) формулани цулланиб, х' (t) ва у ’ (t) тас- 
вирларни топамиз:

L L
х' (t)-+pX(p) — x0, у' (f)-*-pY(р) — у9.

Чизицлнлик хоссасига кура (26) дифференциал тенгламалар систе- 
масидан тасвирлар учуй алгебраик тенгламалар системасига утамиз:

рХ (р)  —  x 9 +  an X(p) +  al tY(p) = F 1(p), J 

pY(p) —  y 0 +  at l X(p) +  au Y ( p ) = F t (p).

(27) система ёрдамчи система дейилади. Уни ечиб X (р) ва Y (р) 
тасвирларни топамиз, бнз излаётган номаълум x(t) ва y(t) функциялар 
эса буларнинг оригиналларидан нборат булади.

Мисол. Ушбу
dx—  ~ x  — y = t ,  
dt
dy
dt

. +  4x + 3 y  =  2t

сястеманинг x  (0) =  xt  =  0, y ( 0 )  — ga — 0  бошлангич шартларни каноатлантирувчи 
хусусий ечиминн топинг.

L L
Е ч и л и ш и .  1/ра ва 2/->- 2/р2 (жадвалдаги X формулага ^аранг) булгани 

учун ёрдаычи система ^уйидагича булади:

ёки

р Х (р)-Х (р)-К (р)  =  1/р\ )
рУ(р) +  4Х(р) +  ЗПр) =  2/р*. j

Х ( р ) ( р - 1 ) - У ( р ) =  1/ра, -I
4 Х(р) + У (р )(р  +  3) =  2 /р > .)

Бу системани ечиб, Х(р) =  — р  ̂ , Y  (р)=— - - - — ——  ни топамиз. Х(р)
Ра (р +  D* Ра<Р +  D*

ва Y  (р) ни энг содда касрлар йшиндисига ажратиб ва жадвалдаги (HI), (X) ва 
(XI) формул ала р дан фойдаланиб топамиз;

Х(р). Р+5

Y(P)-

Ра (Р+1)а

2 (р—3) = 
ра (р+1)а

- —  +  —  +■ 9 • + - 4
L - t

—  9 +  5/ +  9 е +

14
Р

р‘ р+1 (р+1)*

+  4 te ~ < =  x (0 .

Л - ----- ! i -------_ L _  14 — 6t — 14e — 8 te ~ ‘=
pa P+1 (p + D a 

=  У (t)•

Шундай килиб, система куйидаги хусусий ечимга эга булади: 

х  =  — 9 -  5/ +  9е-‘ +  4/ е 
У=  14 — 6<— 14е_< — *“ -*■

Никита ёки ундан к$п номаълум фуикцияли юнори тартибли ч изицли системалар 
операцион \vco6 методи ёрдамида худди юцоридагидек ечилади.

I
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95

0,00
0,05
0,10
0,15
0.20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0.75
0,80

I - ж а д в а л

Фо (■*) =  ф т = “ * 
V  2 я функциянииг цийматлари

Ф (*) X ф(дг) X ф<*) X

0,3989
0,3984
0,3970
0,3945
0,3910
0,3867
0,3814
0,3752
0,3683
0,3605
0,3521
0,3429
0,3332
0,3230
0,3123
0,3011
0,2897
0,2780
0,2661
0,2541

Ф(*>

1,00
1,05
1.Ю
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85
1,90
1,95

ФМ

0,2420
0,2299
0,2179
0,2059
0.1942
0,1826
0,1714
0,1604
0,1497
0,1394
0,1295
0,1200
0,1109
0,1023
0,0940
0,0863
0,0790
0,0721
0,0656
0,0596

2,00
2,05
2,10
2,15
2,20
2,25
2,30
2,35
2,40
2,45
2,50
2,55
2,60
2,65
2,70
2,75
2,80
2,85
2,90
2.95

0,0540 
0,0488 
0,0440 
0,0396 
0,0355 
0,0317 
0,0283 
0,0252 
0,0224 
0,0198 
0,0175 
0,0154 
0,0136 
0,01 19 
0,0104 
0,0091 
0,0079 
0,0069 
0,0060 
0,0051

3.00 
3,05 
3,10 
3,15 
3,20 
3,25 
3,30 
3,35 
3,40 
3,45 
3,50 
3,55 
3,60 
3,65  
3,70 
3,75  
3.80 
3,85 
3,90 
3,95
4.00

0,0044
0,0038
0,0033
0,0028
0,0024
0,0020
0,0017
0,0015
0,0012
0,0010
0,0009
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001

1 / 2 л J

Н -ж а д в а л

dz функциянииг ^ийматлари

Ф<*>

0,00000
0.01994
0,03983
0,05962
0,07926
0,09871
0.11791
0,13683
0,15542
0,17364
0.19146
0,20884
0.22575
0.24215
0,25804
0,27337
0,28814

0,85
0,90
0 .  95 
1,00 
1,05
1 . Ю 
1.15 
1,20 
1,25 
1,30 
1,35 
1,40 
1,45 
1,50 
1,55 
1.60 
1,65

Ф <*)

0,30234
0,31594
0,32894
0,34134
0.35314
0,36433
0,37493
0,38493
0.39435
0,40320
0,41149
0,41924
0.42647
0.43319
0,43943
0,44520
0,45053

1,70
1.7 5
1.8 0
1.8 5
1.9 0 
1,95  
2,00  
2 ,0 5
2.10 
2,1 5 
2,20 
2,25 
2,30 
2,35 

2,40 
2,45 
2,50

Ф (■*)

0,45543
0,45994
0,46407
0,46784
0,47128
0,47441
0,47725
0,47982
0,48214
0,48422
0,48610
0,48778
0,48928
0,49061
0,49180
0.49286
0,49379

2,55
2,60
2,65
2,70
2,75
2,80
2,85
2,90
2,95
3.00 
3,20 
3.40 
3,60 
3,80
4.00 
4,50
5.00

Ф U)

0,49461 
0.49534 
0,49598 
0,49653 
0,49702 
0,49744 
0,49781 
0,49813 
0,49841 
0,49865 
0,49931 
0,49966 

0,499841 
0,499928 
0,499968 
0,499997 
0,500000
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