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СУЗ БОШИ
Тошкент давлат аграр университета кишлок, хужалиги 

Хамда ик^исод сохалари буйича малакали кадрлар тайёрловчи 
республикамизнинг етакчи олий укув юрти хисобланади.

Талим сохасидаги туб ислохатлар, кадрлар 
тайёрлашнинг миллий дастури асосида бу олий укув юртида 
Хам к^п йуналишлар буйича меъёрий хужжатлар: давлат талим 
стандартлари, Укув режалар ва дастурлар ишлаб чикдлади.

Навбатдаги вазифа ушбу бакалаврлар тайёрлаш дастури 
асосида дарслик хамда к^лланмалар яратишдан иборат. 
К.ИШЛОК, хужалик укув юртлари талабларининг ик^исодий 
масалаларни ечишда зарур буладиган математик аппарат 
асослари билан чу курок таништириш, хал к, хужалиги 
масаларининг математик моделларини куришнинг самарали 
йулларини кУрсатишда, мазкур олий Укув юрти талабалари 
учун, муаллифнинг «Ук,итувчи» нашриёти томонидан 1994 
йилда чоп этилган «Олий математика» дарслиги муносиб 
хизмат к,илиб келмокда.

Сизга хавола кдлинаётган ушбу к^лланма муаллифнинг 
юкррида келтирилган дарсликка мослаб ёзилаётган масалалар 
тупламининг биринчи к,исми булиб, 8 бобдан иборатдир. 
Биринчи бобда жуда куп учрайлиган ва кулланиладиган 
сонлар ва улар устида амаллар, прорпорция ва фоизлар, 
тенгламалар ва тенгсизликларга багишлангандир. 2-7 боблари 
аналитик геометрияга, 8 боб эса чизиьуш ва векторлар 
алгебрасининг бошланкич тушунчаларига доирдир.

Сизга хавола кдлинаётган ушбу кулланма муаллифнинг 
юцорида келтирилган дарсликка мослаб ёзилаётган масалалар 
тупламининг иккинчи к,исми булиб, II бобдан иборатдир, 9-
17 боблар математик тахлилга, 18 боб каторлар назариясига 
19 боб дифференциал тенгламаларининг бошланкич 
тушунчаларига доирдир.



Ф У Н К Ц И Я  ВА У Н И Н Г лимита 

1-§. Ф У Н К Ц И Я  ТУ Ш У Н ЧА С И

1°. Ф ункция таърифи.
1-таъриф. Агар X  (ХсИ) т^пламдаги х,ар бир х сонга 

бирор к,оида ёки конунга кура У  (УсИ.) тупламдан битта у  сон 
мос куйилган б^лса, X  тупламда функция берилган 
(аниьуганган) деб аталади ва у у=Г(х) каби белгиланади.

Бу ерда X  туплам функциянинг аниклаш содаси, У  эса 
функциянинг узгариш содаси дейилади.

х  эркли Узгарувчи ёки функция аргумент, у  эса эрксиз 
Узгарувчи ёки х  Узгарувчининг функцияси деб аталади.

1-Мисол. Г: Х=(-к,+ос) тупламга тегишли булган дар бир 
х  сонга унинг квадратини мос кУйувчи к;оида булсин. Бу 
х,олда у==Т(х)=х2 функция х,осил булади. Бу функция ( -с с ,+ х ) 
да аникданган.

2-Мисол. Куйидаги функциянинг аникданиш содаси 
топилсин:

Ечиш . Бу мисолда х  аргументнинг дар бир к,ийматига мос 
келадиган у  нинг к,иймати дакдк^й булиши учун

Г х — 1 > О
\2 -  х  > О

булиши керак. Бу тенгсизликлар системасини ечиб, 1<х<2 
булишини топамиз. Демак, берилган функциянинг 
аникданиш содаси Х=[1,2) булади.

2°. Ф ункциянинг графиги.
У=Г(х) функция аргументи хеХ га мос функция к,иймати 

фс)=у билан хосил к;илинган ушбу
{(х,>>): х  е Х ,у  = Д х ) }  

нук^алар туплами у —Г(х) функциянинг графиги деб аталади. 
Бу ф ункциянинг графиги куйидагича ясалади:

1) ф ункциянинг аник«лаш содасидан бир нечта х ьх2,...хп 
к,ийматлар олинади;



2) аргументнинг шу к,ийматларига мос ф ункциянинг 
1дийматлари топилади;

3) ушбу жадвал тузиб олинади;

^  лг х\ х? *1 хп
У =№ У\ У2 У? Уп

4) тексликда а ,=а , (х,,у,), а 2=а 2 (х2,у2) , А п=АГ1 (хп,Уп)  нукгалар 
ясалади.

Бу А/,А^...АП, нук^алар узаро туташтиришдан, хосил 
булган чизик; у=Цх) функциянинг графигини (такрибан) 
тасвирлайди.

З-Мисол. у=Г(х)=2х+1 функциянинг графиги чизилсин.
Ечиш . Равшанки, бу функция (-к,+ос) да аникуханган х 

узгарувчининг —3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, к,ийматларини олиб, 
функциянинг уларга мос к,ийматларни топамиз:

Ц-3)=-5, #-2)=-3, Г(-1)=-1, т = 1 ,
Г(1)=3, Ц2)=*5, Ю )=7

Натижада куйидаги жадвални \осил к;иламиз:

X -3 -2 -1 0 1 2 3
¥=Кх) -5 -3 -1 1 3 5 7

Сунг (-3; -5), (-2; -3), (-1; -1), (0; 1), (1; 3), (2; 5), (3; 7) 
нук т̂аларни тексликда белгилаб ва уларни узаро туташтириб, 
берилган функциянинг графигини ясаймиз (16-чизма).



4-Мисол. у=  | х | функциянинг графиги чизилсин.
. , Г х, агар х  > 0 булса,Маълумки, у = лп = <
11 [- х, агар х  < О булса.

Демак, х>0 да у —х  булиб, у биринчи чорак 
биссекгриссаси, х <0 да у= -х булиб, у учинчи чоракнинг 
биссектриссаси булади. Бу функциянинг графиги 17-чизмада 
тасвирланган

3°. Функциянинг чегараланганлиги. 
у=Я(х) функция X ораликда берилган булсин.
Агар шундай узгармас М(М>0) сони топилсаки, УхеХ 

учун
1Г(х)1<М

тенгсизлик бажарилса, У= ^ (х ) функция X ораликда 
чегараланган деб аталади.

Масалан, у=£(х)=х2 функция х —(0,1) ораликда 
чегараланган булади, чунки Ухе(0,1) учун //" (х)!<1 (М=1) 
булади.

Ушбу у  = — функция (0,1) ораликда берилган, аммо бу 
х

функция шу ораликда чегараланган эмас.

4°. Жуфт ва ток; функциялар.
у=фс) функция X ораликда аникданган булиб, \fxeX учун

— -хеХ булсин. (Масалан, (-1;1), [-3;3] ораликдар айтилган 
хусусиятга эга булади.)

2-Таъриф. Агар УхеХ учун Г(-х) =  Г(х) тенглик бажарилса, 
Г(х) жуфт функция деб аталади.



3-Таъриф. Агар Vxex  учун f (-x ) =  -f (x ) тенглик 
бажарилса, f (x ) ток. функция деб аталади.

Масалан, у—х3, y —sinx функциялар ток; функциялар 
б^лади, чунки (-х3)=-х3, sin (-x)=-sinx.

5°. Монотон функциялар.
y = f(x ) функция X  ораликда берилган б^лсин.
4-Таъриф. Агар аргумент х  нинг X  ораликдан олинган 

ихтиёрий Xj ва Х2 к^йматлари учун Xj < Х2 б^лишидан 
f(x j)< f(x 2)  тенгсизлик келиб чик;са, f (x ) функция X  ораликда 
^сувчи деб аталади.

5-Таъриф. Агар аргумент х  нинг X  ораликдан олинган 
ихтиёрий X] ва х2 к̂ ийматлари учун х1 < х2 булишидан 
f(x i)> f(x 2)  тенгсизлик келиб чик,са, f (x ) функция X  ораликда 
камаювчи деб аталади.

Усувчи ва камаювчи функциялар монотон функциялар 
деб аталади.

5-Мисол. f(x )=x3 функция монотонликка текширилсин.
Ечиш . Бу функция Х =(-х, +х) ораликда аникданган. Бу 

ораликдан ихтиёрий Xj, х2 нук^аларни оламиз. Улар учун x j < 
Х2  б^лсин. С^нг f(x2)-f (x l)  айирмани к;араймиз:

/ О 2) ~  / ( * l )  =  А  ~  Х1 =  (Х2 ~  * l ) ( * 2  +  Х 2 * 1  + Х у )  =

=  (х2 -  x,)(x22 + 2 ■ ~ x 2xt +  х2 + I x f  -  -̂х,2) =

= (х2 -X jX x j + 2 х 2 • —  +  —  + — х2) =
2

3

\. У

= (х2-х,).

4 

> 0

Демак, Цх^-Цх^Х), яъни Цх;)<Г(х2). Шундай кдлиб дгу < 
х2 бул ганда Г(Х])<Г(Х2)  булар экан. Бу эса берилган 
функциянинг ( -о с ,+ х ) да ^сувчи эканини билдиради.

6°. Даврий функция.
Цх) функция X  да аникданган б^лсин.

6-таъриф. Агар шундай узгармас Т (Т * 0 )  сон топилсаки, 
ихтиёрий хеХ да х -Те Х , х+ Те Х  булиб,

Г(х-Т)=Г(х)=Г(х+Т) 
булса, у щпда Цх) даврий функция, Т  сони функциянинг 
даври дейилади.



Масалан. f(x)=Sinx, f(x)=cos x функпиялар T—2 n
даврли, f(x) tgx, f(x)=ctgx функцияларди. Т=л даврли 
функциялар булади

7°. Мураккаб функция.
y=f(x) функция X ораликда аникданган булиб, аргумент х 

нинг X ораликдан олинган хар бир кийматида функциянинг 
мое кийматларидан иборат У тУпламда уз навбатида u=F(y) 
функция аникданган булсин. Натижада X тупламдан олингин 
Хар бир х сонга У тупламда битта у сони (y=f(x)) ва У 
тупламдан олинган бундай у сонга битта и сони (u=F(y)) мос 
куйилиб

u ~F(y)—F(f(x)).
функция хосил булади.
Одатда бундай функция мураккаб функция деб аталади.

Масалан, и=л[х*~—1 , и = s in 2 x ,
я ^ о ^ х  функциялар мураккаб функциялар булади.

8°. Тескари функция.
y=f(x) функция X ораликда аникданган У эса шу 

функция к^шматлари тУплами булсин:
УоеУ учун X  тупламда шундай х0(х0еХ ) сони 

топиладики, f(xo)—y0 булади. Бу у0 сонга х0 сонни мос куямиз. 
Натижада У  тупламдан олингин хар бир у  га юкррида 
кУрсатилгандек битта х  сон (хеХ) мос куйилиб, функция 
хосил булади. Одатда бундай функция, берилган y~f(x) 
функцияга нисбатан тескари функция деб аталади ва x = tl (y) 
каби белгиланади.

6-Мисол. y=f(x)=2x+l функцияни х=[0,1] ораликда 
к,арайлик. Равшанки, бу функция к;ийматларидан иборат 
туплам У=[1;3] булади. У=[1;3] ораликда берилган

х  = -^(у — 1) функция кдралаётган функцияга нисбатан

тескари функция булади:

x = r ' M  = \ ( y - i )

9°. Содда (элементар) функциялар.
1. Чизикди ва квадратик функциялар. Ушбу

у  = ах + в, у  = ах2 +вх +с



куринишдаги функциялар мос равишда чизикди ва квадратик 
функциялар деб аталади, бунда а,в,с — Узгармас хдк^ндий 
сонлар.

2. Даражали функция. Ушбу
у=х х (х>0)

куринишдаги функция даражали функция деб аталади.
3. КУрсаткичли функция. Ушбу

у=г? (а>0, а*1)
куринишдаги функция кУрсаткичли функция деб аталади.

4. Логарифмик функция. Ушбу
У=/0£/ (а>0, а*1)

куринишдаги функция логарифмик функция деб аталади.
5. Тригонометрик функциялар.

Ушбу
у=81пх, у—соях, у—̂ ,  y=:ctgx

функциялар тригонометрик функциялар деб аталади.
6. Тескари тригонометрик функциялар. Ушбу

у=агсз1пх, у=агссо5х, у=ага§х, у=агс&дх 
функциялар тескари тригонометрик функциялар деб аталади.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 
К,уйидаги тенгсизликларни очинг:

1. |х+2| < 3
2. |Зх-2| <4
3. |х|<4
4. |х-3|>3
5. |<|х+2|<4

Куйидаги тенгламалар ечимига эгами?
6. |х| =х+5
7. |х| =х-5

Куйидаги муносабатларнинг тУф илигини курсатинг.
8. х < |х|
9. |х|2=х2
10. |х-у|>||х|-|у||

Куйидаги функцияларнинг аникданиш содасини топинг:

13. у  = 1о§2(х 2 - 9 )  14. у  = л/л: — 1 л - ^ Ь - х



5 - х 215. У = ----- —
х + 2х -  8

17. у  =
х - 5 х  + 6

■ + ъ4 2 х + \

16. у  -  СОЛ'Х

18. у  — аг$о,о%-

19. у  = \gsll -  х 2 20. у  = 2 51БШХ

Куйидаги функцияларнинг графигини чизинг.
21. .у = х2 -  2х +1 (Х=(-2,4))

22. у  = - 1 ,  Ох 5>к,и билан кесишиш оралик^арида.
х

х +1, агар х  < 0 булса,

23. у  = \ х 2, агар 0 < х < 1  булса, 

2
агар х > 1  булса.

24. у=|х-2|-3
25. у=х2+5х-2 

2х -  5
26. у  =

27.
■1

X 0 1 2 -1 -3
У 0 1 8 -1 -27

28. у=|х-1
29. у=0,5. 1§х
30. Берилган функциянинг аник^аниш со^асини 
графикдарини ясанг.

а) у—собх- 1
б) у=Бтх
Функциялар жуфт функциялар эканини исботланг.

.. ч  ̂ ? 4 ^ г ч сов5х + 1 *31. / ( х )  = 3х + х 33. /  = (х) = -----т------



32. / ( х )  = х2 соях . з т 2х 
34. Д х )  = - Г — 

х -1

Куйидаги ток, функциялар эканини исботланг. 
35. / ( х )  = х5созЗх 36. /  = (х) - х ( 5 - х 2)

г , ч X 51ПХ
/ = М = ^

Куйидаги функцияларни жуфт хдмда тоьушкка 
текширинг.

38. у  = х  + -  
X

40. у : tgx -  ctgx 

[*]

39. у  = БШ -\/~Х

[в т х ]
41. у  =

1 -  совх

. 42. у  = л/Г̂
1 - х

Функциянинг Усиши ва камайиши ораликдарини 
топинг.

\443. у  = ( х - З У  

45. у=х2-2|х|

44. у  = соб х  — 1

46. у  = з т (х  +

Куйидаги функцияларни монотонликка текширинг.
47. у  = х3 + Зх + 5
48. у  = а х,(я  > 1)
49. у  =| х + 1 1 +х +1
50. у  = з т х  + 1 

4х +1 агар х < 0 булса
51. у  =

52. у=2х

х , агар х > 0 булса



«
Келтирилган функцияга Kÿpa тескари f 1 функция 

топилсин:

53. / ( х ) - - 2 х  + 1 54. /  = (х) = -^~х-1

55. f ( x )  = - ^ x  56. /(x )  = sinx

57- / ( * )  = —^-r- 58. / ( x )  = Vx+T
x  + 2

2-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ 
1°. Натурал аргументли функция-сонлар кетма- 

кетлигининг лимита. 
f(x) функция X=N тупламда берилган булсин. Уни f(n) 

деб оламиз.
Бу функция к^йматлари f(n)=Xn дан ташкил топган

ушбу
ХЬ Х2,Хз - ,  х п ...

TÿraiaM сонлар кетма-кетлиги деб аталади. Сонлар кетма- 
кетлигини ташкил этган хь х2,..., хп... сонлар кетма- 
кетлигини адцлари дейилади, хп эса кетма-кетликнинг п — 
хдци ёки умумий х,ади дейилади. Сонлар кетма-кетлигини {хп} 
каби белгиланади.

Бирор а нукга (а  - хак^щий сон) хамда мусбат е сони 
берилган б^лсин.

7-таъриф. Берилган а нукгани ÿ3 ичига олган 
(а -  е, а + е) = { x e . R : a - e < x < a  + e  } 

интервал, а нукганинг атрофини (а  нукганинг s  атрофи) 
деб аталади.

8 — таъриф. Агар {дгл } :
ХЬ Х2,Х3, . . . ,  Х п , -

кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги барча 
^адлари а  нукганинг ихтиёрий ( а - s , а + е  ) аторфига
тегишлиг булса, а сон {х„} кетма-кетликнинг лимита деб 
аталади ва lim хп= а ёки lim хп= а ёки хп -> а каби

И —>00

белгиланади.

\



9 — таъриф. Агар ихтиёрий мусбат е  > 0 сон 
олинганда хдм шундай п натурал сонлар учун

|хп-а|< е
тенгсизлик бажарилса, а сон {х„} кетма-кетликнинг лимити 
деб аталади ва юк;оридагидек 

Иш хп= а

каби белгиланади.
7-Мисол. Ушбу

, 1 1  I
2 3 п

кетма-кетлкнинг лимити 0 га тенг булади. Шуни

исботлаймиз. Ихтиёрий мусбат е  сони олиб, унга кура —
[_£ _

+1 деймиз, у холда п>п0 булган барчани топамиз ва п ■ I  
_£

натурал п сонлар учун

—а\ — - - 0  
п

булади. Таърифга кура

Нш— = ОП->00 У1
булади.

*) \а\ - а сонини узидан катта б^лмаган бутун к,исми.
10-таъриф. Агар {х„} кетма-кетлик чекли лимитга эга 

б^лса, у холда {хп} як,инлашувчи кетма-кетлик деб аталади. 
Агар кетма-кетликнинг лимити чекли булмаса ёки кетма- 
кетлик лимитга эга булмаса, уни узокдашувчи кетма-кетлик 
деб аталади.

Якднлашувчи кетма-кетликларнинг асосий хоссаларини 
келтирамиз.

1. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликларнинг х;ар бири 
Я1динлашувчи булиб,

х^Уп (11=1,2,3...)
булса, у х;олда



булади.
2. Агар {xn} ва {yn} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб,

x„<yn (п= 1,2,3...)
булса, у \олда

lim  xn < lim  уп
булади.

3. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар як,инлашувчи булса, 
у х;олда {х„+уп} кетма-кетлик \ам як^нлашувчи булиб,

lim (xn+yn)= lim  xn+ lim  yn
булади.

4. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар як,инлашувчи булса, 
у холда {хп-уп} кетма-кетлик як^нлашувчи булиб,

lim (xn-yn)= lim  xn-lim  yn
булади.

5. Агар {хп} ва {у„} кетма-кетликлар якднлашувчи булса, 
у холда {хпуп} кетма-кетлик хдм як,инлашувчи булиб,

lim (xn yn)= lim  xn lim  yn
булади.

6. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар як,инлашувчи ва 

lim_vn ^ 0  булса, у холда < —  = 0;п = 1,3...) кетма-кетлик
U J

а̂м як«инлашувчи булиб,
.. х„ lim x_ 
lim —  =

Уп  И т Л  

булади.



8-Мисол.
2 п2 п 1

^ 2 , —■:—I--- ¡г 2- Н---
Нгп — ^ — —  = Нгп — ~ ——- ---- - = Игп------ п -
п~>х Зп + »  + 1 Зп и 1 1 1

2  ̂ 2  ̂ 2~ 3 + -  + - у  
п2 п2 п п п

Нш(2 + —) Нгп 2 + Иш — п
Л - > К >  У1 Л - > С О  л - > 0 0  у\

Нш(3 + — + -у ) И т 3 + Н т — + Н т —  ^
л~->оо у1 У1 п —>оо п —>оо ^  л —>ао уХ

4 п + 1 л/й + 1 19 -  мисол. п т -------- = п т  —т=-------- -¡=----- = и т  —¡=—  - 0;
п -1  »-♦« (V« -  1)(л/« +1) л/« -1

3Ук Уп7

1П 1- ^л+>/и*" л/ЙГ + л/«Г10 -  мисол. и т  -----  ■■ = п т  ——-----
1 + л/п п~>'” 1 л/«

4- •
л/«3 = СЮ

+ 1
И3 V « 3

11-таъриф. Ушбу 

к } = { ( 1 + 1 )"}
П

кетма-кетликнинг лимити е сони деб аталади.
Демак,

Нт(1 + —)" = е
П ->оо у }

е сони иррационал сон. Унинг к;иймати такрибан 2,71 га 
тенг (е»  2,718281.... Асоси в б^лган логарифм натурал 
логарифм деб аталади).

Мисол ва масалалар.

1. Умумий хдди хп = —-— б^лган кетма-кетликнинг
п + 1

дастлабки 6 та ^ади ёзилсин. Бу кетма-кетликнинг кейинги 
хдцлари тугрисида нима дейиш мумкин?

2: Умумий хади хп=п+1 булган кетма-кетликнинг 
дастлабки 6 та хади ёзилсин. Бу кетма-кетликнинг кейинги 
хадлари т^грисида нима дейиш мумкин?



3. Умумий, хдди хп= --------  болтан кетма-кетликнинг
п

дастлабки 6 та х,ади ёзилсин. Бу кетма-кетликнинг кейинги 
хдцлари т^грисида нима дейиш мумкин?

( - 1)” +1
4. Ушбу хп - ~ — —п-----  кетма-кетликнинг 1, 10, 100-

Хадлари, шунингдек 9, 99-999-х.адлари топилсин.
5. Сонлар кетма-кетлиги лимита таърифига кура,

х п = - - - - -  кетма-кетликнинг лимита 1 га тенг булиши 
п

курсатилсин.
2п + 3

6. Кетма-кетлик таърифига кура, хп = - -------  кетма-
п + 1

кетликнинг лимита 2 га тенг булиши курсатилсин.
7. Ушбу хп=(-1 )п кетма-кетлик лимитга эга эмаслиги 

гу шунтирил син.
КУрсатилган кетма-кетликларнинг лимитлари топилсин:

о 1- и + 1 гч г  п2 +Зп + 2
8 . Ьш —:-----  9. 11Ш —5--------------

п-»ю п — 1 п->® п + 5 « + 6

л/и +1 Зи2 + 3 « - 5  
10. 1и п --------- 11. Ьш ------------5-----

п - >  СО П  —  \  и -*00 1 —  П

У п + У п 2 .. 10 2п
12. Ьш _  ^  13. Иш-

"-»“ 1 + 4 п + 4 г?  ' ^ » и 2 + Г

1 1 п — 1 .. 1 + 3 +  5 + ... + (2и +1) 
141нп(-т  + - т  + ... + — г - )  15. 1 г т   

п-><я п п П п_>0° 1 + 2 + ...+  Л

16. И т - ~П- —=  17. И т(л/2и  + 3 - л /и -1 )
’ л/Злг2 + 1

Л—>00

18. 1шг(л/3и + 10  -  л/Зи) 19. И т
Зи2 + 5

«-»” 2 и + Зи + 1



20. {хп} ва {yn} кетма-кетлик берилган булсин. Агар 
{хп+уп} кетма-кетлик лимитга эга булса, {хп} ва {уп} кетма- 
кетликларнинг *ар бири лимитга эга буладими?

2°. Ихтиёрий аргументли функция лимити.
Бирор X *а1дяк?1Й сонлар туплами (оралик,) \амда а 

нук^а (а-^ак.ик.ий сон) берилган булсин.
12 — таъриф. Агар а нукз’анинг ихтиёрий 

(а — е ,а  + е)(е > 0) атрофида X тупламнинг чексиз куп 
нук^алари булса, а нук^а X тупламнинг лимит нук^аси 
(куюкланиш нук^аси) деб аталади.

X бирор сонлар туплами, а эса шу тупламнинг лимит 
нукгаси булиб, Г(х) функция X да берилган булсин.

13. — таъриф. Агар X тупламнинг иук^аларидан 
тузилган, а га интилувчи х,ар к^андай {хп} кетма-кетлик 
олингандан х;ам мос (f(xn)} кетма-кетлик *ар доим ягона в га 
интилса, шу b сон f(x) функциянинг а нук^адаги (ёки х а ) 
даги лимити деб аталади ва уни

lim f(x)=b
х —>а

каби белгиланади.
11-Мисол. 1. f(x)=C=const функция хар доим лимитга 

эга булиб,
lim / (х) = lim С = С
х~>а х->а

булади. Бу функция лимити таърифидан бевосита келиб 
чикдди.

12-мисол. f(x)=x2+x+l функция Х=[-1,1] ораликда 
кдрайлик. Бу функциянинг х —> 0 даги лимитини топамиз.

Х=[-1,1] тУплам нук^аларидан 0 га интилувчи иътиёрий 
{хп} кетма-кетлик олайлик: хп -»  0 . Берилган функциянинг 
х=хп даги кдейматларидан иборат кетма-кетлик

{/(*„)}={ *л2 +*„ + 1 } 
булади. хп —> 0 да f(x„) лимитини топамиз:

lim f ( x n) = lim(xn2 + хп + 1) = Н тхи2 + lim хп + lim l = 1 
Демак,

lim f (х)= lim (х2+х+1)=1дг-->0 х-»0



14 — таъриф. Агар хар к,андай мусбат £ сон олинганда 
\ам шундай 8  > 0 сон топилсаки, х Узгарувчининг |х — а\ < 8  

тенгсизликни к;анотлантирувчи барча к,ийматларида
| / ( х ) - б |< £

тенгсизлик бажарилса, в сон f(x) функциянинг а нук,тадаги 
( х - >  а даги) лимит деб аталади ва юк,оридагидек,

lim f(x)=b 
х —> а

каби белгиланади.
15 — таъриф. Агар V£-> 0  сон олинганда хам шундай

8 . > 0 сон топилсаки, jjcj > 8  тенгсизликни цаноатлантирувчи 
барча х ларда

\ f ( x ) - b \ < £
тенгсизлик бажарилса, у холда b сон f(x) функциянинг 
х  —> оо даги лимити дейилади ва 

lim f(x)=b
X —> 00

каби ёзилади.
16 — таъриф. Агар \ /£ > 0 олинганда хам шундай 8  > О 

сон топилсаки, х нинг а<х<а + 8  тенгсизликни 
кдноатлантирувчи барча кдйматларида

\ f { x ) - b \ < £
б^лса, у холда b сон f(x) функциянинг х= а даги унг лимити 
дейилади ва

lim f(x)=b ёки lim f(x)=b
x->a+Q x-*a

x >a

каби белгиланади.
17-таъриф. Агар \ / s  > 0 сон олинганда хам 8  > 0 сон 

топилсаки, х нинг а -8  < х < а тенгсизликни 
к.аторлан'1'ирувчи барча кдйматларида |/(х )  — /[<£• булса, у 
холда b сон f(x) функциянинг х= а даги чап лимити дейилади 
ва lim f ( x )  = l ёки lim / (х) каби белгиланади.х-»а-0 х->а



Л И М И ТГА  ЭГА БУ Л ГА Н  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И Н Г 
ХОССАЛАР

1°. Агар х —> а да f(x) ва g(x) функциялар чекли 
лимитга эга булса, у \олда f(x)±g(x) функция хдм чекли 
лимитга эга ва

lirn  [f(x )±g (x )]-\ im  f(x)±\im g (x )
х ~>а х - >а х - >а

булади.
2°. Агар х —> а да f(x) ва g(x) функциялар чекли 

лимитга эга б л̂са, у ^олда f(x) g(x) функция х,ам чекли 
лимитга эга б^либ,

lirn  [f (x ) g (x )]=  lim  f(x )- lim  g (x )
x~>a x->oo x—>oo

булади.
3°. Агар x —> а да f(x) ва g(x) функциялар чекли

f  0 0лимитга эга б^лса, у холда - ■ (g (x) Ф 0) функция х,ам
g(x)

чекли лимитга эга булиб,

f (x )  lim / W
= ^ -------- (lim e Y x) Ф 0 )

*-»e g(x) lim g (x)
x->a

булади.
13-Мисол.

2х3- З х 2 + х  x(2x2- З х  + 1) 1 2 1
lim -------------------- = lim —------------------ - =  lim —(2x -  3x +1) = —
*->o j x *-->° I x  x~*° 7 7

14-Мисол.

.. л/l - f -  jc — 1 (V l + x - l j iV l  + JC + l)  
lim------------ —  =  l i mA----------/ , ft. \------L =
x~>° X  X  • ( y l  +  X  +  1 j

1 + x - l 1 1
lim ----- , = -p = =  = -
' - ^ ( V l  + jc + l )  Vl + x 2

Ушбу
.. s in *  , 
lim -------= 1
x->0 x



lim ( l + — У  = e
*->tD JC
лимитлар ажойиб лимитлар дейилади.

15-Мисол.
sm ax 

lim — —  = lim  . ах = lim
а

(П т(1  + л;)* =е)
х -* 0

sin o x .. sm ax
--------- hm --------

ах _ а ах _
x~>°sinbx *->о s in  bx , *->o Ь s in  for Ь s in  bx

bx — :—  um -
bx bx x̂ ° bx

а 1 _  а 
~b'\~~b'

16-Мисол.

l im f— 1 =  lim fl +  — - i l  = l i J l + x- ± b ^ ± i l  = lim f 1 н— — - 
JC — 1 )  x - 1  )  x - \

l i m
Ï -КЮ

/ \Г '2 f \J C -1
~г г  \х - >

2

1+т Ь f à )
= lim

r - и с 1 + ~ Тл-1 1 + х - \ ( ■ ♦ à )
2 > , ~ Т  ; , " Т "  J

/ N 2 / \

l i m 1 +  - Ц -
JC — 1

• l i r a 1 + - Ц -
J C -1х-мо х-хю

,  2 j ,  ~ 2 ~  j

• l i m  1 H----------- I =  e  ■ e  =  e
*-*4 x -1 j

3°. Ч Е К С И З  К И Ч И К  BA Ч Е К С И З  K A TTA  
Ф У Н К Ц И Я Л А Р . Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  С О Л И Ш ТИ РИ Ш

18 — таъриф. Агар x - > a  да Л(х) ва функциянинг 
лимити нолга тенг булса:

lim  Х(х)=0
х -*а

у х,олда Я(х) функция х —> а да чексиз кичик функция деб 
аталади.

19 -  таъриф. Агар х  а да ß(x) функциянинг лимити 
чексиз б л̂са:

lim  ß(x)=ao
X—>оо

у холда ß(x) функция х - »  а да чексиз катта функция деб 
аталади.



20 — таъриф. Агар f(x) да g(x) функциялар учун шундай 
узгармас С(С>0) сон топилсаки, а нуктанинг атрофидаги 
барча х лар учун

lf(x)l<  d g(x)l
тенгсизлик берилса, у *олда х —> а да f(x) функция g(x) 
функцияга нисбатан чегараланган деб аталади ва

f(x)=0(g(x))
каби белгиланади.

21 — таъриф. Агар f(x) ва g(x) чексиз кичик функциялар
учун

f(x )=  k(x)g(x)
булиб, бунда lim  А (х)=0 булса, у холда х ->  а да f(x)X—УО
функция g(x) функцияга нисбатан юк;ори тартибли чексиз 
кичик функция деб аталади ва

f(x )= 0(g(x))
каби белгиланади.

Мисол ва масалалар.
Ф ункция лимити таърифидан фойдаланиб, куйидагилар 

исботлансин:
1. lim (4 x -3 )= l

Х -> \

2. lim  sin х=0
JC—>0
.. 3 jc — 1 1

3. lim  ------------ =  —
6x + 2 2

4. lim cosjc = l  5. lim  s in *  =  —
ДГ-+0 П 2X■->— ^6

КУрсатилган функция лимитлари ^исоблансин:



14. lim

JC“>4 X  - x - 2 0  
4x2 — I x  —2

16. lim

x~*2 X  - 7 x  + 10 
x4 4- 2x2  -  3

18. lim
x ,0- l

X-+1 x - l

20. Н п , ? « ) 3 - ^ 3*)
x-»0 x + 3x

13. lim
JC->-

15. lim

2x — 16x +1 

3x2 + 5 x - 2  
x4 + 3x2

j-»0 x + x + 2x
._  3x4 — 4x2 +1 
17. lim— г----- ^----

( x - l f

19. lim
x ,0- l  

20
'-*» X м - 1

2,. U m V l± ir V E 5
*->“ 2x

22. lim —3* . 2 2- 
* -2  x2 - 4

у V l + 2x -  3
24. lim ----- ¡=---------

*-»4 4 x - 2

26. lim  ̂ p ± z i
x —>3 x - 9

28. l i m y ï + ^ - V Î + * r

30. lim
лг->9

32. lim
x->0

34. lim

*->° y/l + x -1  

л/х- 3  

“ “» л / 2 х - 2 - 4  

5x

M 0 V ï + x - V n ^ x

V l  + 2 x + l

x̂ ° \f2 +  x  + x

2 x 3 - 5 x  + 3
36. lim — г-------------

5x + x  - 8

л/х2 + 4 - 2
23. lim —7= = -----

л / 9 - x 2 - 3

.. л/2х + 3 - 3
25. lim -------- ...........

*->3 2 - V x  + l

.. л/1 + x  + x 2 — 1
27. lim - --------------------*->o x

.. -v/x-l -  л/2
29. lim -----¡ = --------

х->3 V 2 x —3

4 7 ^ 6  + 2
31. l i m ----- î---------

' — 2 x 3 + 8

„  V l  + 3x2 - 1  
33. l im ----- ;------5—

*-»° X + X

r  V l  + 3x - л /l —2x  
35. hm---------------- -̂--------

*->° x  + x “

2x2 - 3 x  + l
37. lim — --------------

*-*”  x  +  x  -  4



X6 -  Зх2 -  238. lim -—г— -----
2х + X — 1

лп .. 6х5 - З х 2 +140. lim— <-----------
Зх -  2х + 3

.. 7х А - 2х3 + 242. l im — —-----------
X + 2х

,. 2х + X2 + Зх + 444. lim -------- г----- -------
* -» «  X +  X

39. lim X6 -  Зх2 -  2
х-+-°°2х + 4х  + 5

.. Зх7 + 6 х - 541. lim — =------ ------
■г->м4х + 2 х  + 3

6х2 + 8х +1
43. lim-

’ X +  X +  X +  1

45. lim 2 + Зх2 -X 5
*->о° 2х +  X2 -  Зх5 

46. \ im U x 2 +1 - х )  47. l i m U x 2 +1 -  л/х2 -  l )
X —>СС '  ' X —» 0 0  '  '

48. limíVx2̂ ^ ^  —л / х ^ х - й )  49. lim x U x 2 +1 -  х)
’  Х - * + а о  '  '

50. lim x U x 2 +1 - х )
X -> + c o  '  '

Ушбу Ит sin X = j дан фойдаланиб куйидаги лимитлар

X -» 0
топилсин:

.. sinlOx51. lim---------
х-*° sin 15х

sin26x
53. lim-

1 -  cosx 52. lim ----- z----
X2

sin5x
*->° X • tg2x

54. lim
*->o arcsin 2x

55.
x-»0 V

56. lim
cos—- s in  — 

2 2



57. lim *8 4x
j-^ s in  3x

58 lim C O S X -C O S  X

*->0

59. Iim sin5x-cig3x 
*-►0

60. l im - ~ cos^* 
1 -c o s2 x

x-sin2x61. lim-
x-*o 1 - c o s 4 j c

62.
x->0l-cos3x

63. lim sin 3x
*-»o arctg22x

^  V 2 c o s x - l„
65. l im - --------=---- 2

,_>£ l - # 2x 
2

6 6 .  l i m Æ g - V 1 ^
sin*

67. lim cos j e - Уcosx yj\ + x sinx -  cosx 68. lim----------------------—
*->0

• 2  *  sm —

69. lim
sin[2(x - 1)]

*->1 X  - I x +  6
70. lim 2* sin2'

Ушбу lim
X-»±

1 + — e ёки lim(l + x)1 = e лимитлардан

фойдаланиб куйидаги лимитлар топилсин:

71. lim 1 + 72. lim
1 + x

73. Нт(1 + 10х)д 74. lim
X—»со

x +1
X — 1



75. lim
X —> c o 3 x - l

77. lim(l + tgx)ct8X
x - > 0

76. limf 3x + 2
3x -1

78. lim (sinx),gI
JC —> —

2

79. lim
vCos2x у

/

80. lim
*->-00

2x +1 
2 x ^ 5

4JC-1

/

81. lim l
\

cos 
V V x;

83. lim (3 x -2 ) *z- i
*-»1

85. 1шц/(1 + 4 x)3
*-►0

82. lim (2 x -3 )
X

jc-2
x->2

84. l im (5 -2 x ) :t' 2
x - > 2

К,уйидаги функцияларнинг кУрсатилган нук^адаги ÿHr ва 
чап лимитлари (бир томонли лимитлари) топилсин:

86. f(x)=[x],

87. / ( х )  =

8 8 .  / ( * )  =

x -1  
|х —1| '

( ¿ Г

x=n (neZ)

х=1

х=2

89. / ( х )  = 2 х,

90. f ( x )  = arctg- ,  
x

х=0

х=0



91. f ( x )  = tg(x), x = y

X БОБ. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

1°. Функциянинг узлуксиз тушунчаси 
f(x) функция бирор X тупламда берилган булиб, 

хо(хо^ X ) нук?а шу тупламнинг лимит нукуаси булсин.
1 — таъриф. Агар jc —> jc0 да f(x) функциячекли лимитга 

эга булиб,
lim f(x)=f(x0)
х-+х0

булса, f(x) функция х0 нук^ада узлуксиз дейилди.
1-Мисол. f(x)=x2+5x+6 функцияни к,арайлик. Равшанки 

бу функция (-оо,+оо) да аникданган. Бу функция ихтиёрий 
х0(х0 е  (—оо,+оо)) нук^ада узлуксиз булади. Хакик;атан \ам

lim  f(x)=lim (х2+5х+6)= Х(?+5хо+6

булади ва агар x^+ 5x0+6=f(x) булишни эътиборга олсак, у 
\олда берилган функция учун

lim  f(x)= f(x0)
X —> XQ

эканлигини топамиз. Демак, f(x)=x2+5x+6 функция Xq 
нук^ада (х0 е (-оо,+со)) узлуксиз.

2 — таъриф. Агар аргумент орттирмаси Ах нолга 
интилганда функция орттирмаси Ау \ам нолга интилса, яъни

lim Ay = 0 (Ay = / ( х 0 + Ах) -  / ( х 0))
Л»->0

булса, у х,олда f(x) функция Хо нукгада узлуксиз дейилади.
2-Мисол.
f(x)= C  (С — узгармас сон) функцияни царайлик. Бу 

функция (-оо,+оо) да аникданган. Аргумент х  га Ах 
ортгирма бериб, бу функциянинг мос орттирмасини топамиз: 

А / = / ( х  + Ах)-  / ( х )  = С -  С = О
Унда

lim A f = О
Дх—»0



булади. Демак, f(x)=C  функция х е  (— оо,+оо) ораликда 
узлуксиз булади.

З-Мисол. f(x)=sinx функцияни «.арайлик. Бу функция 
(— оо,+оо) да аникданган. Аргумент х  га Ах орттирма 

бериб, функциянинг орттирмасини топамиз:
Af  = / ( х  + Ах) -  f i x )  = sin(x + Ах) - sin х

Маълумки,
• 1 • о т . Я  — ß  Л + ß  sin А -  sm ß  = 2 sin----- - cos----- —

2 2
Ун да

. „ . х + А х -х  х + Ах + х » . Ах (
XА / = 2 sin-------------  cos------------- = 2 s in ------cos

2 2 2

булди. Бу тенгликда Ах -»  0 да лимитга утамиз:
lim Д /  = lim 2 sin cos( *  + -

= 2 lim sin ■ lim cosí х  +
2 v 2 '

А дг -> О

= 2 sin —  ■ cos Í  дс + — I = О
2 I 2 .

Демак,
lim А / = О
Д* >0

булади. Бу эса f(x)=sinx функциянинг х е  (— ао,+оо) нук^ада 
узлуксиз эканини билдиради.

3 — таъриф. Агар V f > 0  сон учун шундай 5 >  0 сон 
топилсаки, функция аргумента х  нинг |х-хо|< 8  тенгсизликни 
кдноатлантирувчи барча кийматларида

|Д * ) - / ( * о ) |< *
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция хд нук^ада узлуксиз 

деб аталади.
4 — таъриф. Агар f(x) функция X  тупламнинг \ар бир 

нуктасида узлуксиз булса, у^олда f(x) функция X  тупламда 
узлуксиз деб аталади.

2°. Функциянинг узилиши.
5 — таъриф. Агар

lim f(x)=f(x0)
X -+ X Q



муносабат бажарилмаса, у х,олда f(x) функция х0 нуклада 
узилишига эга (узилади) деб аталади.

1). х —> х0 да f(x) функция чекли лимитга (уни в 
дейлик) эга булиб, бу лимит f(xo) га тенг эмас: 

lim / ( х )  = 6 * / ( х 0)
Х - * Х  о

Масалан, ушбу
х 2 агар х Ф 0 булса

f(x)=
1, агар х Ф 0 булса

функция учун lim f(x)=0. Бирок;, f(x) функциянинг х=0 
нук^адаги к,иймати f(0)= 1 б^лганлигидан

lim f(x)= 0 * f(0)л—>0
булади. Кдралаётган f(x) функция х=0 нук^ада узилади

2). х  —> Хц да f(x) функциянинг лимити мавжуд эмас
ёки у чексиз.

Масалан. Ушбу

^  ^ агар х ф \  булса ч
f(x)= х - 1

О, агар х  = 1 булса

функция х —>1 да лимитга эга эмас. Бу х;олда хам (1) 
муносабат бажарилмайди. Демак, f(x) функция х0=1 нук^ада 
узилади. (19-чизма).



у а

-1

(19-чизма)
Айтайлик, у=Г(х) функция X ораликда аникданган ва шу 

ораликда узлуксиз б^лсин. Бу х,олда
1ш 1 ф с )= % И т  х ) ( х о е Х )  (2 )

Х-*ЛГ0 X—>л0

булади. Бу муносабатдан функция лимитларини топишда 
фойдал анил ади.

^ а ( 1  + х)4-Мисол. 1. Пш-лс—>0 (а*1, а>0)

лимит ^исоблансин.
Логарифмик функциянинг аниьушниш со^асида 

узлуксизлигидан ва (2) муносабатни эътиборга олиб топамиз:

Нш + = Цщ -  (1 + х) =
*-»° X X

Иш*->0 1°Во(1 + л:) д Нш(1 + х )д

Демак,

Хусусан,

П т 1оЬ (!± * ) = 1 о ь е
х->0

НтМ±̂ )=1



ß X  __ J

5-Мисол. lim ------- ( o ^ l ,  а  > 0) лимит хисоб-
X

лансин.
Бу лимитни \исоблаш учун ax-l= t деб белгилаймиз. 
Равшанки, . х  —> 0 да. t —> 0 ва 
a x~l=t => a x= l+ t => logaa x—loga(l+ t) => 
xlogaa =loga(l+ t)-> x=log(l+t)

Натижада ушбу тенгликка эга буламиз:

lim-a * = lim ------ -------= lim- ^
х-»0 х  л->0 log0(l + /) *->° loga(l + Q

t
Агар
r  1 1 1 ,lim T- - r  i = --------= Ina
‘-o logqP + 0  Hm ёа( ^  log«e 

t t 
б^лишни хисобга олсак, у холда

l i m - —- = l n a  ( f l^ l) j (a>0)
*->° x 

эканлигини топамиз.
Г (1 + АГ)Я -  16-Мисол. lim --------------лимит топилсин.
х~»0 х

Юкрридагига ухшаш мулохдза билан бу лимитни 1 га 
тенг булишини курсатиш мумкин:

Um 0  + ~ 1 _  д
х~+° X

Одатда бу
lim ">g.(1+ > ) , ,  , 0im W i i )  = 1)
х->0 х-*0 х

X Л
lim-------= ln а (а Ф 1, а > 0)

X

Ш п ^ 71 = Ах
лимитлар ажойиб лимитлар дейилади.

3°. Функциянинг текис узлуксизлиги.



f(x) функция X  тупламда аникданган ва узлуксиз 
бу’лсин.

6 — таъриф. Агар V f > О сон учун шундай 8  > 0 сон 
топил саки, X тупламнинг |х, -  х2\< 5  тенгсизликни 
к;аноатлантирувчи ихтиёрий xj ва Х2 нук^галарида

тенгсизлик бажарилса, f(x) функция
А1 тупламда текис узлуксиз дейилади.

Бу таърифдан куриндики, агар f(x) функция X  да текис 
узлуксиз булса, у шу X  да узлуксиз хам булади.

7-Мисол. f i x  ) ~ л ! х  функция Х=[1,2] сегментда 
карайлик. Равшанки, бу функция [1,2] да узлуксиз, V£->0 
сон учун 8 - е  деб олинса, |х , - х 2|<<? тенгсизликни 
к;аноатлантирувчи ихтиёрий x j x j е [1,2]  учун

|/(* i)  -  д * 2)I = У*Г “  У*7| =
X, +

X, - х 2
X, + J x 2

X, - х 2

X, + J x 2
< Ixj - x J  < 8  = е

булади. Демак, Vxi,X2 е[1,2] учун
|х, -  х2| < 8 = >  | / ( Х ! >  -  / ( х 2)| <  £

Бу эса f(x)=Vx функциянинг [1,2] да текис узлуксиз 
эканини билдиради.

1-теорема (Кантор теоремаси). Агар f(x) функция [а,в] 
сегментда аникуганган ва узлуксиз булса, у шу сегментда текис 
узлуксиз булади.

МИСОЛ ВА МАСАЛАРЛАР
1. Ушбу f(x)=x2 функцияни ихтиёрий XoeR да узлуксиз 

булиши исботлансин.
2. Ушбу f(x)=sinx функцияни ихтиёрий XoeR да узлуксиз 

булиши исботлансин.
3. Ушбу f(x)=Vx функцияни ихтиёрий xoeR[0,+ao] да 

узлукиз булиши исботлансин.

4. Ушбу f { x )  = —-— функцияни ихтиёрий х<)е[-оо,5] и
х - 5



u  [-5,+oc] да узлуксиз булиши исботлансин.
х, агар х -р а ц и о н а л  сон, булса,

/ ( * )  = ■х, агар х  — иррационал сон, булса

функциянинг фак,ат х=0 нук^адагина узлуксиз булиши 
исботлансин.

Куйидаги функцияларнинг узилиш нук^алари топилсин 
ва турлари аникдансин:

6 . / « = -  7. / « = ^ 4
х х  — 1

\2х-3\  
Т х ^ З

8- f i x )  =
х - 2

Ijc — 2|
9- f ( x )  =

10. f ( x )  = \g(x +3jc) 

12. f ( x )  = signcosx

11. f ( x )  = signx

13. / ( * )  =

x 2 +1 агар x < 1 булса 

2x агар 1 < x < 3 булса 

x + 2 агар x > 3  булса

14. f ( x )  = 5_ «дс-З

15. f ( x )  =

-1  агар x < 0 булса, 

cos агар 0 < x < 7t  булса, 

1 - x агар x > к  булса



Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширилсин:

агар х  Ф1 булса
16. Дх)=|х-1| 17. / ( х )  =

х2-1
х — 1

А агар х  = 1 булса

18. фг>=5/#/7 (х2-2х-3)

-  2х2 агар х < 3 б>»лса

х агар х > 3 булса
19- / ( * )  =

20. / 0 ) =
е* агар х ф О булса

О агар х  = 0 ' булса

21. Г(х)=агМ£ х  22. /£г>=5/¿и 5/ллг
2х ага/? 0 < х < 1  б_улса

23. / ( х )
2 - х  агар 1 < х < 2 булса

24. / ( х )  = (1 + х)* 25. / ( * )  =
ЙПХ

26. / ( х )  = 2 - 2

2 7 ./(х ) =

х + 4 ага/7 х < -1 булса 

х2 + 2 ага/? -1  < х < 1 б^лса 

2х ага/7 х > 1  булса



28. Д х )

29. Д х )

30. / ( х )

31. Д х )

-  х  агар х  < 0 булса 

' х2 агар 0 < х  < 2 булса 

х +1 агар х  > 2 булса

^ 1 - х  ага/? х  < 0 булса, 

•< 0 агар 0 < х  < 2 булса, 

х  -  2 агар х >2  булса

в т  х —агар—х < 0—булса, 

< х —агар~0 < х <  2-булса

О—агар—х > 2—булса

1 агар х < 0  булса 

' 2х агар 0 < х  < 2 булса 

х + 3 агар х >2 булса



32. / ( »  =

33. / ( х )

34. Д х )  =

Зх + 4 ага/7 х  < -1  булса, 

х2 - 2  агар -1  < х  < 2 булса, 

х агар х  > 2 булса.

4

2 агар х  < -1  булса,

1 - х  ага/? -1  < х  < 1 булса, 

1пх ага/? х  > 1 булса.

-  х  ага/? х  < О булса, 

х 3 ага/7 О < х  < 2 булса, 

х  + 4 агар х  > 2 булса.

35. / ( х )  = 4 - ‘ - 3  36. Д х ) :

37. / ( х )  = 2*+2 +1 38. / ( х )

39. / ( х )  = 5*+4+1 40. / ( х )  =

Ушбу
1п(1 + х) а* -1  

иш ----------- = 1, пш -------- =  1п а
Х->0 д; х->0 ^

(а > 0)

;8* -2 - 1  

2

= 64 *

х  + 1 

х  -  2



муносабатлардан фойдаланиб функциянинг лимитлари ^исоб- 
лансин:

41. lim -— - -  42. И ш л(л/2-1)
х~*1 х - 1

43.
*->ю дс-Ю

11 БОБ.

Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х.ОСИЛАСИ ВА  
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л И

1-§. Ф У Н К Ц И Я  Х.ОСИЛАСИ.
1°. Ф ункция ^осиласи тушунчаси.
y=f(x) функция (а,в) интервалда берилган булиб,

Х де (а  ,Ь )  хо+А .х  е (а  ,Ь )  б^лсин (Дх > 0 ) .
1 — таъриф. Агар Ах —> 0 да
4У _  А /(х0) = / ( х  + А х ) - / ( х 0)

Ах Ах Дх
нисбатнинг лимита мавжуд ва чекли б^лса, бу лимит f(x) 
ф ункциянинг xq нук^адаги \осиласи деб аталади ва fi(xo), ёки

У1х=х0> ёки ^  каби белгиланади:

/■ (*„ ) =  i t a М 5 > 1  =  lim  I ' * - ' * »
Д*->о Дх Д*-»о Ах

1-Мисол. 1. y=f(x)=C  (C=const) функциянинг хрсиласи
ТОПИЛСИН.

Аргумен х  га Дх орттирма бериб, функциянинг 
орттирмасини топамиз:

Ау = Д /(х) = / ( х  + Ах) -  / ( х )  = С -  С =  О
С^нг бу ортгирмани аргумент орттирмаси Дх га буламиз. 
Натижада

Дх Дх Ах 
б^либ, ундан



Ах
булиши келиб чикдци. Демак, у1-О  

у=с булса, у1=0 булади.
2-Мисол. у=Г(х)=х функциянинг \осиласи топилсин. 
Аргумент х га Дх ортгирма бериб, функция

орттирмасини топамиз:
Ау = А/ = / ( х  + Ах) -  / ( х )  = х + А х -х  = Ах
Сунг бу орттирмани аргумент ортгирмаси Ах га була-

миз.
Натижада

^ . 1
Ах

булиб, ундан

Нш —  = 1
л*-»0 Дх

булиши кел..^ чикдди. Демак, у1==1 булади.

3-Мисол. > -  А. функциянинг хосиласи топилсин.Л
Аргумент х га ортирма бериб, функция

ортирмасини топамиз:
1___1 _ х - (х + ^ Л _ Дс

х + Ах х х(х + Ах) ~ 3
Бу Д_у ни Ах га буламиз. Натижада

-А х
Ау _ х(х + А) _ 1 
Ах Ах х(х + Ах)

АуЭнди Ах -> 0 да —  нисбатнинг лимитини топамиз:
Ах

Ах)

Нш —  = Нш
Д х - > 0  Д у  Д х - > 0

Демак,

'  1 Л 
х(х +А х)у 

1

-1  (х * 0 )



Шундай к,илиб, у  = — булса, у 1 = — \  булади.
X  X

4-Мисол. у—sin ж функцичнинг хосиласи топилсин.
Бу функция учун

Ay = s in (x  + Дх) -  s in  X
булади. Маълумки,

• i ■ г> — ß  А. + ß  sin  Я - s m p  = 2 s in ------—cos------ -
2 2

Бу формуладан фойдалансак, унда Ау учун
„ . х  + Д х - х  х  + Лх + х

Ау -  sm (x + Ах) -  s'tn x = 2 s m - ----------— cos----------------
2 2

= 2 s in — cos(x -f — )
2 2 

булишини топами?,. У  хдвда
_ . Ах . А хл . Ах 

А 2 s m — cos(x + — ) s in —  Av.
^  = ---------2------ -̂------2 Í  =  ^ _ . cos(x + ^ )
Ax Ax Ax 2

Бундан

l im  =  l imAx-»Û Дх-»0

sin
Дх

Дх
2

2 / д*\ —  ■ c o s ( X H------- )

sin
Дх
? . .  ,

= lim — т - 1—  ■ hm cos( x н------ )
A i—>0 Ax 

~2
булиши келиб чик;ади. Агар 

Ах
sin  

lim  — т ~
& X -+ Q  Ах 

~2

■ 1

А хч Ах,
lim  cos(x + — ) = cos(lim (x + — )) = cos x
дх->о 2 2

булиши эътиборга олсак, у холда 

г  Ауlim  —̂  =  cosx . 
д*->о Ах

тенгликка эга буламиз. Шундай к̂ илиб, y—sinx булса, y1=cosx 
булади.



f(x) функциянинг X q нукгадаги P ( xq)  хосиласи шу 
функция графигига (xq, f(xo)) нук^адаутказилган урмнманинг 
бурчак коэффицентидан иборат.

f(x) функция графигига (хо, f(x0))  нуктада утказилган 
уринманинг тенгламаси

У = А * о ) + f ( x x) - ( x - x 0), 
нормалнинг тенгламаси эса

У = /О о )  -  -7Г7“т ( х -  хо) 0 ( х О)*О)
/  (*о)

булади.
2°. Содда коидалар. Х,осилалар жадвали. 
f(x) ва g(x) функциялар (а,в) орлаликда f^x) ва gJ(x) 

Хосилаларига эга булсин. У холда
1 • [ /(* )  ± g(x)J = /  (х) ± g 1 (х)

2- [ / О )  ■ g ( x ) J  =  f \ x )  • g ( x )  +  Д х )  ■

т3.
g(x)

/ ■ w - g w - g ' w  (g (xM))
g 4 x )

4. Агар y=f(x) функция хо(хое(а,в)) нуктада fl(x0)  
хосилага эга булиб Р(хо)*0  булса, у  функцияга тескари булган 
Х=Я>(У) функция y=f(x0)  нуктада хосилага эга булади ва

<р'(Уо)= 1
/ ' W

тенглик Уринли булди.
5. Агар у=<р(х) функция хо нукгада ^(хо ) хосилага эга 

булса, u=f(y) функция Уо(Уо=<Р(хо)) нуктада А (уо) хосилага эга 
булса, у холда u=f(<p(x)) мураккаб функция х0 нуктада 
Хосилага эга булади ва ушбу

[f(<p(x))]x=x0 = f l(yQ) • <р\х0) = f\< p (x 0)) • <р\хо) 
формула Уринли булади.

Юкорида келтирилган элементлар функцияларнинг 
Хосилаларини жамлаб куйидаги хосилалар жадвалини тузамиз: 

1°. y=C=Const б$лса, у 1 =0 булади.
29. у=х^ (х>0), у 1—̂ ' 1



4>. у=1оёа х  (а>0, а*1), у х = е
х

$>. у=1пх (х>0), у!= —
X

(Р. у=5ШХ, у1 =С05Х 
7°. у=совх, у1==-8тх

8°. у=/&*, У = —\ ~  
сое х

9°. у=с/£ х, у ’= —
в т  х

1(Р. у=агс$т х, у ‘г У = г_
1

11°. у^агссоБ х, у 1=-

12°. у ^ а г ^  х, у 1-  

13°. у = а г ^  х, у1—

л/Г-х2 
1

^ í í ^ x 2
1

( х * ~  + кТ1 ,кеТ) 

(х*кП, keZ ) 

(~1<х<1)

(~1<х<1)

1 + х2 
1

1 + х2
5-Мисол. у=агс8ш х  (-1<х<1) функциянинг хрсиласи 

топилсин.
Равшанки, у=агсзт х  функция х=Бту функцияга 

нисбатан тескари функциядир. Формулага кУра у \  = -у -

булади:
! 1 1 1У* = —  =>У -  ~ . 

х У
1у  = _ 1 _  у  =

( в т ^ )  с о е  . у

Демак, у=агс5т х булса, у 1
1 булади.

6-Мисол. и=81гРх функция хрсиласи топилсин. Агар и ^у3, 
у=37ллг дейилса, унда

и1=(у3)1(зтх)1=3у2 с05х=35т2х с05х булади.



y—f(x) функция (а,в) интервалда аникушнган булиб, 
х0е(а,в) х0 + Ах е (а,в) булсин.

2-таъриф. Агар y=f(x) функциянинг Хо нук^адаги 
орттирмаси Ау ни ушбу
к^ринишда ифодаланса y=f(x) функция хо нук^ада 
дифференциалланувчи деб аталади. Бунда А ^згармас, X эса
Ах га боглик, ва Ах —» 0 да Я —> 0 .

Ау = / ( х 0 + Д х ) - / ( х 0)А -Д х  + А- Ах (1)

Бу х,олда A = í1(x0) б^лади. (1) ифодаги f 1̂ ) -  Д х \ад f(x) 
функциянинг Хо нук^адаги дифференциали дейилади ва dy 
ёки df(xo) каби белгиланади:

Масалан. Ушбу
у=х2+2х+1 y=Pc+sin2x

функциянинг дифференциали
dy=ydx=(x2+2x + l)1 dx=2(x+l)dx, 
dy=yI dx=(ex+sin2x)1 dx=(e* +2cos2x)dx булади.
Ф ункция х,осилалари жадвалидан фойдаланиб, 

элементлар функцияларнинг дифференциаллари жадвалини 
келтирамиз:

I o. y=C=Consí, dy=0
2°. y = )f, dy=n ̂ -t dx (x>0)
3°.y=a x, dy-a x lna dx (a >0, a *1)

4P. y=loga x, dy=— ¡oga e dx (a >0, a * 1, x>0)  
x

y=lnx, dy=— dx 
X

(P.y=sinx, dy=cosxdx 
7°. y=cosx, dy=-sinxdx

8°. y=tgx, dy= — -—  dx (x*—  +кП, keZ) 
cos2x 2

9°. y=ctgx, dy=----- -— dx (х*кП, keZ)
s in 2 x



1СР. у=агс8юх, —г====с1х (-1<х<1) 
л/ 1 - х 2

11°. у=агссо$х, ёу=- с1х (-1<х1)
V 1 - х 2

12°. у=аг&ёх, ёу=— -<Ьс 
1 + х

13°. у=агсавх, (1у= ---- - . ¿¿с
1 + х

Г(х) ва е (х)  функциялар (а,в) да берилган булиб, 
х(хе(а,в)) нуктадг. дифференциалланувчи б^лсин. У х,олда

а) ¿[Цх) ± в(х)]=с1Г(х) ± бё(х)
б). ё[Г(х) ■ е(х)]=с1Г(х) ■ б(х)+Г(х) ■ ¿ё(х);

А * Ув). (1 

б^лади.
8(х) £ 20 )

3-§. ЮК.ОРИ ТАРТИБЛИ ХОСИЛА ВА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАР

3-таъриф. Функция хосиласининг хосиласи шу 
функциянинг иккинчи тартибли хосиласи деб аталади ва у11 
ёки (х) каби белгиланади:

у П= ( у! ) 1 ,

Умуман, функциянинг п-тартибли хосиласи (п-1) — 
тартибли хосиласининг хосиласидир:

у(п)= (у(П -1)

Масалан ушбу а) у=ах2+вх+с; б) у=2*'пх; в) у=агс1дх 
функцияларнинг иккинчи тартибли хосилалари топилсин:

а) у 1 =(ах2 +Ьх+с) 1 =2ах+Ь,
у 11—(у ,) 1= (2а х )+ ъ )1=2а
б) у1= (2^пх) 1 =251пх-1п2со5х,
уП=(у1У ==(1п2-2Р’пхсо5х) 1 ==1п2(2?'пхсо5х)1—
1п2[(251ПХ) ! со5Х+2!‘пх(со8х)1]=1п2-2!!'пх(соз2х1п2 51пх)

в). у }=(агс1ёх)1= 1
1 + х



4-таъриф. у=Дх) функция дифференциали с!у нинг 
дифференциали берилган функциянинг иккинчи тартибли 
дифференциали деб аталади ва с!2у ёки сРДх) каби 
белгиланади:

ёу=ё(ёу) ёки (РГ(х)=с1(ёГ(х))
Худи шунга ухшаш, функциянинг учинчи, туртинчи ва 

Х-к. тартибли дифференциаллари таърифланади.
Умуман, функциянинг п — тартибли дифференциали 

унинг (п-1)  — тартибли дифференциалнинг 
дифференциалидан иборатдир:

сР Г(х )= ё (сР - ‘Г (х )
Функциянинг юк;ори тартибли дифференциали унинг 

Хосиласи орк;али куйидагича ифодаланади: сРу=у(п̂ х п
Масалан, у —зт2х функциянинг иккинчи тартибли 

дифференциали куйидагича б^лади:
dy=y!dx=2cos2xdx, (12у=с1(ду)=-45т2х ёх2 

Мисол ва масалалар
1. Ушбу функцияларнинг х=х<) нук^адаги орттирмаси 

топилсин: (хо ва Хо+ Ах лар функциянинг аникданиш 
сохасига тегишли)

1. Цх)=а х (а  >0, а *1)
2. Г(х)=1о§цХ (а  >0, а *1, х>0)
3. 5тх—Г(х)
4. Г(х)=соз(х)

2. Ушбу функцияларнинг х=хо нуктадаги орттирмаси 
топилсин (х0 ва хо+Ах лар функциянинг аникданиш сохасига 
тегишли)

1. Г(х)=х3 3. £(х)=л[х

2. г(х)= - 4.
X V*

3. Ушбу Дх)=|х| функциянинг х=0 нук^адаги 
орттирмаси хисоблансин.

Куйидаги функциялар учун ушбу
/ ( х 0 + А х ) - / ( х 0)

Ах
нисбат тузилсин (хо ва Хо+Ах лар Дх) функциянинг 

аникданиш сохасига тегишли).



I. Л(х)=х3 2. Г(х)=-
х

3. Г(х)= \=  4. Цх)=4х
у / х

5. 1. фс)=ах 2. Г(х)=1оВаХ 
3. Г(х)=$тх 4. £(х)= со8х

6. Ушбу Дх)=1пх функция учун, х=1 нукгада
/ ( х 0 + Ах) -  / ( х 0)

Ах
нисбат топилсин.

7. Хосила таърифидан фойдаланиб, Г(х)=2х3+Зх 
функциянинг х нущ'адаги ^осиласи топилсин.

8. Х,осила таърифидан фойдаланиб, Г(х)=1пх (х>0) 
функциянинг х нукд’адаги \осиласи топилсин.

9. Хосила таърифидан фойдаланиб, Дх)=1§х 
функциянинг х нукгадаги ^осиласи топилсин.

10. Хосила таърифидан фойдалиниб, Г(х)=| х| 
функциянинг х=0 нук^ада ^осилага эга эмаслиги 
к^рсатилсин.

II. Ушбу Р(х)=|х-2| функция х=2 нук^ада з^осилага эга 
б^ладими?

12. Ушбу Г(х)=х3-2х+2 функциянинг таърифга к^ра' 
\осиласи х;исоблансин, с^нг 1 (̂0), ^(2) лар топилсин.

13. Ушбу Г(х)=5ш2х функциянинг таърифга кура
( т г \  Г  '

Хосиласи топилсин, с^нг ^  —  , / ’ — лар \исоблансин.

Хосила х^исоблашнинг содда кридалари \амда хрсилалар 
жадвалидан фойдаланиб, куйидаги функцияларнинг 
^осилалари топилсин.

14. у=2х3-5х2+7х-12

15. у=х4-Зх2+17 16. у = х - - х 2 + - х 3 - - х 4
2 3 4

17. у  = х3(х2 - I ) 2 18. у  = \Гх



19. у  = л/х+  lnx + -4= 20. у  = 5х4 -  3l[x? + -^- + 4
\  X  X

21. у  = Зх3+ 5 ^ 1 7 - i -  22. у  = \[х5 — ¡̂- + 7хб

23. у = 4л/х + + Зх2
Я

25. у  = х -sinx

1 1 1

24' y=r v r w

26. y  = Vx с о sx

1 - х 2 

з .29. >» = X sinx

31. у=ех(1+х+х2) 

133. у  = —

35. у  =

s i n x

1

l n x

28. у  =
Зх -1

30. у  = (х9 + l)-co sx

32. у=х lnx 

134. у-
COSX

36. y=lx(sinx cosx)

X3 , 1 з37. у  =  — l n x -----X
3 9

38. у  =
Х-1

Х + 1

sm x -c o s jt  39. _у = — 40. у  = 2е* + lnx
Sin Х  +  COSX

Мураккаб функция хосиласини топиш кридасидан 
фойдаланиб куйидаги функцияларнинщосилалари
хисоблансин:

41. y —sin5x 42. y= tx
43. y=ln(x2+l) 44. y=2siwí



45. y —sinx2

47. у  = л/х2 + х + 1
49. у= со£х
51. y=ln sinx
53. у ^ е ^  ссюЗх

55. у  = arctg4x

57. у  = д/хл/х

л/х2 + а 2

46 y —tg^fx

48. siiPx
50. у=ек2
52. у —1п(х3+х2)
54. y=ln tgx
56. у  = \1\ + х 2

58. ^  = ( х - 1  ) л / х 2 + 1

59. у =
X

61. = cos3x2
63. у  = ln lnx

60. >> = cos
a

6 5 . у  = л / l  +  l n 2 x

6 7 . _y =  ln (x  +  л / l  +  x 2 )

6 9 . у  = 2 х~Гх
Куйидаги функциядарнинг

7 1 . _y =  Зл / х 4 +  s i n 4 X

7 3 . у  =  1п 5( х - 2 - *)

6 2 .  7  = log2(x +  л / х )

6 4 .  y=lnx2

66. >> = л/х2 + 4x  + 3
-I

68. y  = e *

70. y = sin(lnx) 
хрсилалари топилсин:

7 2 .  j /  =  e 0 ^ "

74. y  = sin(tgy[x)

75. ^  = arctgyj 1 + X2

77. y=(sin3x+cos32x)2

79. >> = arcíg^l + e

cos2x + 1

81. >> = e *2 • arctgvx  +-1

76. V = ,
V sin X + 1

78. y=3X2-tg42x
80. ^  = (l + x4)'g7x

1
82. ,y =

X +  л / l  +  x ¿

83. *  = э.

85. y  = 5

l + sin3x 
3 + 2sin3x

84. y  =
' x 2 +1

i 3x- 
í

86. y  = e cosx



87. у  = yjl + ln 2 х l n x
l. у  =

л/х +1

, 5 +  V 2 5 - X 2 
89. _y = ln -----;-------------- 90. у  = arcsin(/gx)

91. y = \n - x  92. y=tg2(x2+ l)
y l - i g x

93. у = ln —7= = =  94. у  =  — ^
л/з * l  + x 2

95. >> - V x -  V l -  x arcsin V x 

_  sin (2  ln  x) -  cos(2  ln  x) 

x 2

«̂ 7 2 - x  " cosx 1 . x
97. y = arccos— -¡̂  98. у  = ----------г— + —ln ig  —

x -n/2 2 s in  x  2  2

99. v = arcsin 100. v = , X arcsin x  + ln  л/ l - x 2
l  + x2 '  J i Z s

Маълумки, y=f](x) ва y=f2(x) эгри чизикдарнинг 
уларнинг кесишиш нукгасидаги (бу нук^анинг абсциссаси Хо) 
уринмалар ф бурчак, яъни икки эгри чизиц орасидаги бурчак, 
ушбу

l  +  f \ ( X 0) - f ' 2 ( X 0)  

формула ёрдамида топилади.
Ш у формуладан фойдаланиб куйидаги эгри чизикдар 

орасидаги бурчак топилсин:

101. y=sinx билан у= —
2

102. у = — билан у  = у[х
х

103. у=х-х3 билан у=5х

104. у=х3 билан у = -у



х  — 1
105. у = ------ г- билан у=0

1 + х

X106. Ушбу у  = 1п(1 + т=) эгри чизик; ох Ук,ини к;андай
V3

бурчак остида кесиб утади?
107. а нинг кдндай цийматида ушбу

1 /  2чу  = —(ах + х  ) 
п

эгри чизик; ох Укини 45°бурчаук остида кесади?
108. Ушбу

у=(х-2)2, у=-4+6х-х2
параболалар кандай бурчак остида кесишишади?

109. Ушбу у=1пх эгри чизик, Ох Укини к,андай бурчак 
остида кесади?

110. а нинг кдндай кийматида ушбу у=ах эгри чизик, Оу 
укини 45° бурчак остида кесади?

111. Ушбу у=3х-х2 параболага (1; 2) нукгасидан 
Утказилган уринма тенгламаси топилсин.

112. Ушбу у=4х2+4х+3 эгри чизикда (-1, -3) нукгасидан 
утказилган уринма тенгламаси топилсин.

1 .

113. Ушбу у  = —(х  - З х  + З) параболага утказилган

шундай уринма топилсинки, у у=х тугри чизик^а параллел 
булсин.

114. Ушбу х2+у2+4х-2у-3=0 эгри чизиеда (0, 3) 
нукгасидан Утадиган уринма ва нормал тенгламалари 
топилсин.

х  + 9115. Ушбу у  = ------  эгри чизикда утказилган шундай
х + 5

уринма топилсинки, бу уринма координаталар бошидан 
Утсин.

116. Ушбу у=х3-Зх2+4х-12 эгри чизик^а (-1; -20) ва (1; - 
10) нукталарда утказилган уринмалар орасидаги бурчак 
топилсин.

117. Моддий нукганинг харакати ушбу
S=t3-3t2+3t+5

формула билан ифодаланади. Кдндай вакгда бу харакатнинг 
' пиги нолга тенг булади?



118. Модий нукга 8=413+И -5 крнун билан \аракатда 
б л̂са, унинг 2 секунддан кейин тезлиги к,анча б^лади?

Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли 
х,осилалари х,исоблансин:

119. у=х3+Зх2+х+7

121. у=(х-7)5

123. у^е'*2

125. у =
1

120. у=5-х7

122. у=̂ 5х2+х

124. у=со8гх

126. у  = 1п(1 + л/\ + х2)

127. у=аг&§ Зх

129. у=(1 -х2)с08х

131. у = \[х2

133. у=х41пх

128. у=е~х втх

130. у=2е2х+3+ех

V3
132. у  :

х -1

Куй ид аг и функцияларнинг к^рсатилган тартибдаги 
^осилалари ^исоблансин:

134. у=х7,

135. у^л/х2 ,
136. у=23х,
137. у = х 2собЗх, 

1 Ж

уШ=?
у 1 Н = ?
у=4У1)=?

у = (У 1 )= ?

139. у^х2?3* у=^У1)=?
140. у=ех81'пх, у=(У1)=?

141. у=аг&в (х  + л!\ + х2), у111—?
142. Ушбу у=С, егх+С'¿ег2* (С^г-соМ) функция куйидаги

у11+3у+2у=0 
тенгламани кдноатлантириши к^рсатилсин.

143. Ушбу у=е хсо5Х функция куйидаги
у(у1)+4у=о



тенгламани к;аноатлантириши курсатилсин.
К,уйидаги функцияларнинг п — тартибли ^осилалари 

х,исоблансин.

144. у=е2х 145. у  = л[х

146. у=1пх 147. y=sinx

148. y=cosx
Куйидаги функцияларнинг дифференциаллари 

топилсин:

149. у  = л/1 + X1 150. у  =  — + arctgx
X

Г51. у=(х3-а)2 152. у  = 1п(л/Г- х 2 )
153. у=(ех+е~х)2 154. y=x tg3x

155. у  =  ^arctgx 156. у  = ln (x  + V4 + х2 )
157. у=(х2+1) arctgx ' 158. y=er2x cos2x
Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли 

дифференциаллари топилсин:

159. у=х31пх 160. у — ——
X

161. Ушбу f(x)=2x2-x функциянинг xq=1 нук^адаги,
Д г = 0,01 булганда, ортгирмаси А / (х0 ) дамда
дифференциали df(xo) лари топилсин ва улар ÿ3apo 
таккослансин.

162. Ушбу f(x)=x3+2x функциянинг х0=-1 нук^адаги,
Ах =  0,02 булганда, ортгирмаси Д / = (х0) х;амда
дифференциали df(xo) лар топилсин ва улар узаро 
такдослансин.

Ушбу Д /(х0) «  df(xQ) таркибий формуладан 
фойдаланиб, куйидаги микдорлар таркибий ^исоблансин:

164. А=1п 1,01 165. X = V Ï7
166. Л-cos 310 167. X=sin 29Р



Масалан, ушбу / (х) = ------- функцияни к,арайлик. Бу

12. БОБ. ДИФФЕРЕНЦИАЛИИ Х.ИСОБНИНГ 
ТАТБИ КЛАРИ

1-§. ФУНКЦИЯНИНГ УСУВЧИ ВА КАМАЮВЧИ 
БУЛИШИ

Агар Г(х) функция (а  ,Ь) да Р(х) хрсилага эга булиб, 
\/х е ( а ,  в) учун

А(х)>0
булса, функция (а,в) да усувчи булади.

Агар Г(х) функция (а  ,Ь) да ^(х) хосилага эга блиб, 
Ухе (а,в) учун Р(х)>0 булса, функция (а  ,Ь) да камаювчи 
булади.
Демак,

А (х)>0 ва Р(х)>0
тенгсизликларни ечиб, берилган функциянинг Усувчи \амда 
камаювчи буладиган оралик^ари топилади.

2х 
1 + х2

функциянинг хосиласи

1 Г 2х V 2(1 + х2) - 2 х - 2 х  = 2 ( 1 - х 2)
Ь  + х2;  (1 + *2)2 “ (1 + х2)2

булади. Энди — — > 0 тенгсизликнии ечамиз:
(1 + х2)2

2̂ ~.х 1 > 0 => 1 -  х2 (1 -  х)(1 + х) > 0 =>
(1 + х2)2  ̂ А '

Г1 — х > О Г1 -  X < 0 Гх<1 Гх>1 
=>< ва < =>< ва < =>

[1 + х > 0 [1 + х < 0 [ х > - 1  [ х < - 1

Гх <1
=> ■< => —1 < х < 1

|х > - 1
Демак, берилган Дх) функция [-1,+1] ораликда Усувчи булади. 
Равшанки,

-  00 < х < -1
——- у   ̂ < 0 => 1 -  х2 < 0 => 
(1 + х2)2 1 < X < +00



Демак, берилган f(x) функция (-<», -1] ва [1,+°°) ораликда 
камаювчи булади.

2-§. ФУНКЦИЯ ЭКСТРЕМУМЛАРИ

Айтайлик, f(x) функция (а,в) да берилган булиб, х0е(а,в) 
булсин.

1—таъриф. Агар xq нукганинг шундай 
(x0- S ,  х0 + S)(S > 0) атрофи топилсаки, V*G (х0 - 8 , х 0 + д)

учун
f(x)<f(x0)

тенгсизлик Уринли б^лса, у х,олда f(x) функция хо нукгада 
максимумга эришади дейилади. Бунда xq нукта функцияга 
максимум к;иймат берадиган нукта, f(xo) эса функциянинг 
максимум киймати дейилади.

Функция максимум киймати куйидагича белгиланади: 
f(x0)=max {f(x)} 

х
2—таъриф. Агар х0 нукганинг шундай ^ _ St Ха+5)^ > 0)

атрофи топилсаки ух е (х0 -  б,х0 + 5) учун
f(x)>f(x0)

тенгсизлик уринли б^лса, у холда f(x) функция xq нукгада 
минимумга эришади дейилади. Бунда хо функцияга минимум 
кий мат берадиган нукга, f(xo) эса функциянинг минимум 
Киймати дейилади.

Функциянинг минимуми киймати куйидагича 
белгиланади:

f(x0)=min {f(x)} 
х

Функциянинг максимум ва минимум кийматлари 
умумий ном билан унинг экстремум кийматлари деб аталади.

2-Мисол. f(x)=x2 функцияни карайлик. Бу функция х=0 
нукгада минимумга эришади. Хдкикатан хам, х=0 нукганинг 
( 0 - ^ ,0  + 8) = ( - 8 ,8 ) ( 8  > 0 ) атрофидаги барча х нукгалар 
учун

f(x)>f(0) яъни х2>0
булади:

Ух е  { -8 ,8 )  ■=> f ( x ) >  / ( 0 )



Функция экстремумини куйидаги кридага кура 
топ ил ад и:

1) берилган f(x) функциянинг х;осиласи Р(х) ни топиб,
Р(х)=0

тенгламани ечамиз. Айтайлик, бу тенгламанинг ечимларидан 
бири хо булсин:

2) бу х0 нуктанинг (х0 - 8 , х 0 + S)(S  > 0) атрофини
оламиз:

3) агар
V x e ( x 0- 5 , x 0) учун  / ‘(х) < 0

Vx е  (х0, х0 + S ) учун / '  (х) > 0

булса, у х;олда f(x) функция хд нук^гада максимумга эришади. 
Функциянинг максимум к^ймати f(x0)  булади;

4) агар
Vx е (х0 - S , x 0) учун f  (х) > 0

Vx е  (х0 ,х0 + 5) учун / '  (х) < 0

булса, у холда f(x)  функция хо нук^ада минимумга эришади. 
Функциянинг минимум к;иймати f(xo) булади;

5) агар
Vx е (х0 -  5 , х0) учун / 1 (х) > 0 

Vx е (х0, х0 + 8 ) учун / '  (х) > 0

ёки
Vx е  (х0 -  8 ,х0) учун f  (х) < 0

Vx е (х0, х0 + 8) учун  / ’ (х) < 0

булса, унда f(x) функция хо нукгада экстремумга эришмайди.
З-Мисол. f(x)=2x3-9x2+12x-2 функциянинг экстремумлар 

топилсин.
Аввало берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз. 
Р (х)= (2 х3-9х2+12х -2 )1=6(х2-Зх +2)
Сунгра
fi(x)=0 яъни 6(х2-Зх+2)=0

тенгламани ечамиз:



6(x2-3x+2)=0 => x2-3x+2=0 => Xi=l, х 2= 2  
Демак, Xi=l, х 2= 2  нукгалар берилган функциянинг стационар 
нук^алари булади.

Энди функция хрсиласини куйидагича ёзиб оламиз: 
f1 (х)=6х2- 18х+12=6(x-1 )(х-2) 

х= 1, х=2  стационар нук^аларнинг атрофларини олиб, унда 
функция хрсиласи Р(х) нинг ишорасини текширамиз.

х=1 нук -̂анинг (1 -  8,1 + <5)(0 < 8 < —) атрофини

олайлик. Унда Vx е (1 -  ¿5,1) учун f1(x)=6(x-l)(x-2)>0 булади, 
чунки бундай х нукгалар учун х-1>0, х-2<0 булади.

Шундай к^ишб f1 (х) косила xi=l нукгани утищда уз 
ишорасини «+» дан «-» га Узгартиради. Демак, берилган 
функция х=1 нук^ада максимумга эришади ва функциянинг 
максимум к;иймати

max{f(x)}=f(l)=3

х=2  нукганинг (2 -  8,2 + 8)(0 < 8  < атрофини

олайлик. Унда
Ухе (2 -8 ,2 )  учун f1(x)=6(x-l)(x-2)<0 булади, чунки 

бундай х нукгалар учун х -1>0, х-2<0 булади.
V jte (2 ,2  + 5 ) учун ^(х)=6(х-1)(х-2)<0 булади, чунки 

бундай х нукгалар учун х-1>0 , х-2<0 булади.
Шундай к,илиб, f(x ) х,осила х2=2 нукгани утишда уз 

ишорасини «-» дан «+» га узгартиради. Демак, берилган f(x) 
функция х2=2  нук^ада минимумга эришади ва функциянинг 
минимум к;иймати .

min {f(x)}=f(2)=2 
Агар f(x) функциянинг хо нукгада иккинчи тартибли 

з^осиласи мавжуд булиб,
fi(xo)=0 , fiI(xo)>0 

булса, у хрлда f(x) функция хО нукгада максимумга,
fi(xo)=0, fII(x0)>0 

булса, у х;олда f(x) функция хо нук^ада минимумга эришади.
4-Мисол. f(x)=x5-5x4+5x3+ 1 функциянинг

экстремумлари топилсин.
Аввало берилган функциянинг х,осиласини х,исоблаймиз: 
Р  (х )= (х 5-5Х4 + 5 х3+ 1 )1 - 5 х 4-2 0 х3+ 15х2= 5 х2(х2-4 х + 3 )

Сунгра



А(х)—0 яъни 5х2(х2-4х+3)=0 
тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг ечимлари Х1= 0 , Х2= 1, 
х3=3 б^лади. Демак, Х ]= 0 , хг=1, х3=3 нук^алар берилган 
функциянинг стационар нук^аларидир.

Энди функциянинг иккинчи тартибли хосилаларини 
топамиз:
1"(х)=(Р (х))1 =(5х4-20х3+15х2)1 =20х3-60х2 +30х=10х(2х3-6х+3) 

Х1=0 нущ-ада ? !(0)=0, 
х2=1 нукгада {11(1)= -10<0,
Х з= 2  нук^ада 111(3)=90>0 

б^лади. Демак, берилган функция х2=1 нукпвда максимумга, 
Хз=3 нукд'ада минимумга эришади ва

тах{Г(х)}=Г(1)=2, тт{Г(х)} =Г(2)=-26

3-§. ЭГРИ ЧИЗИКДШНГ КДВАРИКЛИГИ, 
БУКИЛИШИ (ЭГИЛИШ НУК.ТАСИ)

Дх) функция графиги б^лган эгри чизик,ни (функция
графигини) АВ билан белгилаймиз.

3 — таъриф. Агар (а,в) интервалнинг барча нукгаларида
АВ эгри чизик; хар доим уринмадан пастда б^лса, у холда
АВ эгри чизик (а,в) да к,аварик; деб аталади. (чизма)

4 — таъриф. Агар (а,Ъ) интервалнинг барча нук^аларида
АВ эгри чизик; хар доим уринмадан юкррида б^лса, у холда
АВ эгри чизик, (а,в) да ботик; деб аталади. (21-чизма)



5—таъриф. Агар х<) нукганинг
(х0 -д ,х 0 + 8){{х0 -8 ,х 0 + 8)а  (а, в)) атрофи олинганда
(х0 -  <5,х0) да эгри чизиц каварик, (х0,х0 +8)  да эгри чизик
ботик ёки (х0 — 8,х0) да эгри чизик ботик, (х0,х0 + <5) да
эгри чизик каварик булса, у \олда эгри чизик *о нукгада 
букилади (эгилади) деб аталади. Эгри чизикнинг (хоДхо)) 
нукгаси эса унинг букилиш (эгилиш) нукгаси дейилади.

Агар функция (а,в) да иккинчи тартибли ^'(х) х,осилага 
эга булиб, Ух е (а,в) учун

? !(х)<0
б^лса, у х;олда эгри чизик (функция графиги) (а,Ь) да 
каварик,

^!(х)>0
булса, у х;олда эгри чизик (функция графиги) (а ,Ь) да ботик 
булади.

1 — натижа. Эгри чизикнинг эгилиш нук,тасини 
функция иккинчи тартибли ? г(х) х.осилани нолга 
айлантираиган нукгалар орасида топилади.

5-Мисол. А(х)=х4-6х2+5 функцияни каварикликка ва 
ботикликка текшириб, эгилиш нукгаси топилсин.

Аввало берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

^(х)=(х4-6х2+5) 1= 4х3- 12х,
? 1(х)=12х2- 12= 12(х2- 1)
Модомики, берилган функция барча нукгаларда 

биринчи тартибли хосилага эга экан, унда функция 
графигининг х,ар бир нукгасида уринма мавжуд.



Энди функциянинг иккинчи тартибли ^осиласини нолга 
тенглаб, топамиз:

f«(x )= 12х2- 12—12(х- 1 )(х+ 1 )= 0,
xi— l, х2=1
Xi=-1  ва х2= 1 нукгаларнинг атрофларини олиб, унда 

функция иккинчи тартибли хосиласи ? г(х) нинг ишорасини 
текширамиз.

( пXi=-1 нукганинг (-1-5, -1+5) атрофини 0 < 8  <  —

К 2 J
олайлик. Унда

Vxe(-l-5, -1) учун fiI(x)=12(x-l)(x+l)>0 б^лади, чунки 
бундай х лар учун х-1<0, х+ 1<0 б^лади.

Vxe(-1, -1+5) учун fil(x)=12(x-l)(x+l)<0 б^лади, чунки 
бундай х лар учун х-1<0, х+ 1>0 б^лади.

х2=1 нукганинг- (1 -  3,1 + £)(0 < 3 < -^) атрофини

олайлик. Унда
Vxe(l-5, 1) учун fII(x)=12(x-l)(x+l)<0 б^лади, чунки 

бундай х лар учун х -1<0, х+1>0 б^лади.
V xe(l,l+5) учун ftI(x)=12(x-l)(x+l)>0 б^лади, чунки 

бундай х лар учун х -1>0, х+1>0 б^лади.
Шундай к,илиб, берилган функциянинг графиги (-оо,-1) 

ораликда ботик;, ( -1,1) ораликда каварик, (1,+оо) ораликда 
ботик, б^лади. х=-1 ва х=1 нукгалар эгилиш нукгалари 
б^лади.

4-§. ЭГРИ ЧИЗИК.НИНГ АСИМПТОТЛАРИ

y=f(x) функцияни карайлик. У нинг графиги бирор эгри 
чизикни тасвирласин. Баъзи лолларда функция графиги — 
эгри чизик шундай б^ладики, х Узгарувчи +оо (ёки-оо) га 
интила борганда, у бирор гуфи чизикка тобора якинлаша 
боради. Одатда бундай T̂ FpH чизик каралаётган эгри 
чизикнинг асимптотаси дейилади.

5—таъриф. Агар
lim [f(x)-(kx+b)]=0 

*-*±00

булса, у з о̂лда y=kx+b тугри чизик f(x) функция графигининг 
асимтотаси (oFMa асимтотаси) дейилади.

6—таъриф. Агар



б^лса, у холда y=b t^fph чизик, f(x) функция графигининг 
горизонтал асимтотаси деб аталади.

7—таъриф. Агар
lim f(x) =0

х->а+О
булса, у \олда х=а т^гри чизик, f(x) функция графигининг 
вертикал асимтотаси деб аталади.

Масалан. /  (х) = — функция графиги вертикал 
х

асимтотаси х=0 туги чизикдан (ОУ ук^дан) иборатдир, чунки 
(22-чизма)

lim f(x) =  lim — = О
Л->±«Э JC—>±со %

f(x)=arctgx функциянинг графиги горизонтал 
асимтоталарси „ _ П_ „ _ _ Л_ т^гри чизикдардан иборатдир,

у -  2 > У -  2
чунки

lim f(x)= lim arctgx=£, lim f(x)=lim arctgx=-H
X—>-00 X~>-00 2 X-+-00 2

(22-чизма)
6-Мисол. f(x)=2-Jx2 +4  функция графигининг асим

тотаси топилсин.



Маълумки, функция графигининг асимтотаси y=kx+b 
t f̂ph чизикдан иборат булиб,

к = lim Л £ 1 .  b = lim [у  (дс)  — fcc ]

булар эди. Шу формулалардан фойдаланиб, топамиз:

4
, .. / ( * )  , 2 V *  2 + 4 .. f  4~* = lim — —— = lim — ------------- = 2 lim - 1 + — = 2,

¿> = l im [/ (x ) -  k x \=  lim [2л/х2 + 4 -  2x

. . .  (л/х2 + 4 -  х)(л/х2 + 4 + x ) ( x 2 + 4 ) - x 2 
= 2 l im................ .....  — ----------- = 2 hm

л/х2 + 4 + x л/х2 + 4 + x
4- 2 lim ------ = 0

^  + 4 + x
Шундай к,илиб, берилган функция графиги асимтотага 

(oFMa асимтотага) эга ва бу асимтота у=2х тугри чизикдан 
иборат.

5-§. ФУНКЦИЯНИ ТЕКШИРИШНИНГ УМУМИЙ 
СХЕМАСИ

Функция \акдца урганилган маълумотлар берилган у ёки 
бу функцияни т^ларок, тасаввур этишга имкон беради. Уни 
куйида келтирилган схема буйича текширишни тавсия 
этамиз:

1) Функциянинг аникданиш со\асини топиш;
2) Функцияни узлуксизликка текшириш ва 

узилиш нук^аларини топиш;
3) Функциянинг жуфт, ток, ва даврийлигини 

аникданиш;
4) Функцияни монотонликка текшириш;
5) Функциянинг экстремумга текшириш;
6) Функция графигининг кдварик, хамда 

ботик^гигини аник^аш, эгилиш нук^аларини топиш;
7) Функция графигининг асимтоталарини топиш;
8) Функциянинг \ак,ик;ий илдизларини- 

координата укдарини кесиб утиш нук^асини топиш (агар улар 
мавжуд булса).

_ 2
7-Мисол. f(x)=e функция тулик; текширилсин.



Берилган функция (-<», + о о )  интервалда аникданган ва 
узлуксиз.

2
Бу f(x)= е * функция учун

f(-x)=e'('x> =  е ~*2 ~f(x) 
булади. Демак, f(x) жуфт функция. Унинг графиги Оу ук̂ ига 
нисбатан симметрик булади.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
Хосилаларини топамиз:
^(х)= е ~*2 (-2х)—-2х е ~*2

f I(x)=(-2xe-x2)1—2[ е - *2 +х е~*2 (-2х)]=-2х е - * 2 (е-2х7)=2(2х2-е) 
ъ~*2

Биринчи тартибли \осилани нолга тенглаб функциянинг 
стационар ну^гасини топамиз:

f(x)=-2xerx2=0 => х=0 
Демак, х=0 функциянинг стационар нук^аси.

Агар
fiJ(0 )—-2< 0

булишни эътиборга олсак, унда берилган функцияни 
х=0 ну^гада максимумга эга булишни аникдаймиз. Демак, 

max{f(x)}=max{e'x2} =е-°=е
Равшанки,
Vxe(-oo,0) учун fI(x)=-2xe~x2>0 
Vxe(0, +00) учун f(x)--2xerx2<0 

булади. Демак, (-оо,0) да функция Усувчи, да камаювчи.
Функциянинг иккинчи тартибли ^осиласини нолга 

тенглаб топамиз:

/ "  (х) = 2(2х2 -  \)е~*2 = 0 => 2х2 - 1  = 0 => х = ± - ^

Vx 6 ( - o o , - i )  учун / п(х) -  2(2х2 -  \)е~*2 > О

Vx = ,
4 i  л /2

учун f u (х) = 2(2х2 -  \)е~х2 < О
J

\
учун f n (х) = 2(2х2 -  1)е~х2 > О



Демак, берилган функциянинг графит . _ 1 чад ( 1 +00 ^' *  ̂ /<"!> * '

Демак, у -0  т^рри чкзик; (Ох $щ ) берилган функция 
графигаиикг горизантал асимтотаси б^лади. Г(х)=е~*2 
функция графиги — чизмада тасвирлангак.

б-§. АНИ^МАСЛККЛАРНИ ОЧИНИ. ЛОПИТАЛЬ 
К^ОИДАЛАРИ

Берилган фуикциялар ^осилакарга зга б^лса, улардан 
фойдаланкб, ани^маеликларни очиш мумхин. Бу й$л билан 
ани^масликларки очиш Лопжгалль цаидалари дейиладк.

1(х) ва §(х) фуикциялар (а,в) да аншцганган ва узлуксиз 
б^либ, улар хуйидаги шартларни кдноатлантирсии:

1). Н т Г(х)=0, \\шё(х)=0

2). (а,в) да чехли Р(х) ва & (х) хрсилаларга эга ва g^{x)*-0,

згклит нужртлари. С^нгра
211т 1(х)= Н т е 1 —О

Е К*)
У «.олда

(к — чеш и ёки чексиз).

б$*лади.
— х

8-Мисол. Н т—-------  лимит хисоблансин.
х -  з т  х

Юх,орвдаги теоремадан фойдаланиб топамиз:

лимит хисоблансин.



Нш
х - б и п х  (х -  вт л)1 1 -  сое X

=  Н ш  -
1 -  СОЭ X .. (1 -  сое х)(1 + соэ х) 1 + созх-аш ------- :— —-------— 1 = ИГО

сое2 Xсое 2(1 -  сое х) = сое2 х(1 -  сое х)
Баъзи холларда Лопиталь кридасини куллаш натижасида 

х-^а да
/ ' ( * )
8\х)

куринишдаги аникдоаслик б^либ
О

нисбатнинг узи хам
Ч'-'У

к,олади. Агар Р(х) ва 
шартларини к;аноатлантирса, унда

Нп, ^ 1 =Н т

ё1(х) юк,оридаги теореманинг

*-><, £ '( * )  * -«  (* ) 
б^лади.

,, .. д с-Б тх  „9-Мисол. п т ------ г—  лимит хисоблансин. Лопиталь
Х̂ о х

к;оидасини икки марта кетма-кет к$ллаб топамиз:
х -м п х  ( х - э т х ) 1 1 — сое х п т ------ ;-----= п т - -------„ , ■ - = п т2\1 2х(хг)

. .  (1 — совх ) 1 втдс .= п т - ---------=  п т -------------= О
(2х? 2

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

Куйидаги функцияларнинг усувчи экани аникугансин:

2. у=^х ^3

4. у —Х-СОБХ 

камаювчи экани

1 5 1 з1. у  = —х + —х + х + 4
5 3 

3. у=1пх 
5. у=-агс1§х+х
Куйидаги функцияларнинг 

аникдансин:



X5 X36. у  = — ------ —- х  7. у==агс%лг-лг

8. у=егх3
Куйидаги функцияларни монотонликка текширилсин:
11. у=х3-Зх2+7 12. у=х4+4х-б

13. у=2х3-15х2+36х-270 14. у  — —
х

15. у=8х2-епх 16. у=егх2
17. у=х2е~х2 18. у=1п(х)

19. у -  сое—  20. у=1п(1-х2)
х

21. у=Р+5х 22. >» = (1 + 24х)
2х

23■ У = г— у
1 + х

24. х узгарувчининг кдндай кийматларида у — Х
1 + х2

функция усувчи б^лади?
25. х узгарувчининг к,андай к,ийматларида у=х3(1-х) 

функция камаювчи б^лади?
26. Функциянинг максимуми таърифига к^ра ушбу

у  = — —г функциянинг х=0 нук^ада максимумга эришиши
1 + х 

курсатилсин.
27. Функциянинг минимум таърифига к^ра ушбу у=х2 

функциянинг х=0 нукгада минимумга эришиши курсатилсин.
28. Ушбу у=6х-х2 функциянинг максимумини топинг.
29. Ушбу у=х2-8х функциянинг минимумини топинг. 
Куйидаги функцияларнинг экстремум к,ийматлари

топилсин:

30. у=2х2-х4 31. у  = - х 4 -  х3 -  9х2 + 7
4

32. у  = ~  + ~  ЗЗ.у^О-х2)3
2 х

34. у=хегх 35. у  = *-=■
1 + х



36. У = - ¡ — ~
X +4

38. у  - W l  -  X2

40. у=ех cosx

42. у  = \¡(x2-\)2
44. у—е~х-е~2х
46. y=2sinx+cos2x
48. у  -  \¡2x3 +3х2 -36л:

37. }T~xln X

39. y-eï-e'*
41. у  = X + л]3-х

43. y=lnx-arctgx
45. y=x-arctg2x 

47. у=х21пх
49. у=х-1п(1+х)

50. у—х lrfx
Куйидаги функцияларнинг кУрсатилган ораликдаги энг 

катта ва энг кичик к;ийматлари топилсин:
51. у=х3-3х2-9х+35,
52. у=х2 ln X,

53. у=2 sinx+sin2x,

54. y=arct.g X2,
55. у  = х + л[х ,

56. у  = л14-х2 ,

57. у  = arctgx -

58. y=x-21n X,
59. y=sinxsin2x,

60. y=arc cosx2,

4<x<4
1<X<1

0 < х < - П  
2

-oo<X<+oo
0<x<4

<х<л[3

-2<x<2

л/3
l<x<e
-oo<X<+oo

V2 <—  < X < —
2 2

Куйидаги функцияларнинг к;авариклик, ботик^ик 
ораликдари ва эгилиш нукгалари топилсин.

66. у=Зх2-х3 67. у=х4-12х3+48х2-50
68. у=ех 69. y=ln X
70. у=хе* 71. у=егх2
72. y=arctg х-х 73. у=1п(1 +х2)
74. у=Р‘+(х+1)4 75. y=xtx
Куйдаги эгри чизикдарнинг асимтоталари топилсин:



2х2 - 9  „  х2 - 6х + 376. у = ----------- 77. у  = ----------------
х + 9 ■ '  х - 3

78. j; = 2л/х2 + 4  79. .у = х +
X

80. у=х е~х 81. y=arcctg х

82. у  =  х + ^  83. у  =  Vx3 -  6х:
X

2х2 + х - 2  X 4 84. j/ = ----------------  85. jy:

.2

Куйидаги функциялар тулик, текширилсин 
графиклари чизилсин:

86. у=х2-Зх+2 87. у  = X 2 +  —
г

ва

i
X + 1  —

В. у  = .......... , 89. V = е *+5
(X - 1)2

X -1  X 2
90. >> = — 5-----  91. у  — —  + ^г

4х -1  ^ 2 X 2

1пх 1 . _
92. у  = —т=- 93. у = —sm2x + cosx

V I  2
94. у=х2-21пх 95. у=1п(х2+1)

i_
96. у=х 1п2х 97. jy = х 2е д:
98. у=1-1п3х 99. у=(х+1)е2х
100. у  = \[х^\]х + 1 101. у=х2л/х +1

‘  4х
101 У = " г Т ~-  

\х +1
Лопиталь цоидаларидан фойдаланиб, куйидаги лимитлар 

топилсин.
im 1- 2 х -1  1-COSX103. lim--------  104. lim------ z-----

*->° sinx *->о X



x-arctgx , . .  x3 - 2xz - x  + 2109. lim --------= -£ -  110. hrn----- =----------------
*-»« x x~>1 x -  7x + 6

111. l im ^ li 112. lim g . e
\jx Jt_>0 sinx

e2x - 1113. lim--------------  114. lim (x -ln x )
ln(l + 2x) x~*°

115. lim (l-e 2x) ctgxjc—>0

116. I t a S ^ i  117. lim inX
5 -  5e lx *">0 1 -  x3

.. ln(cosox) , . .  ln(l + x2)
118. lim —-------—  119. lim v '

°ln (cos6x) f -* °c o s 3 x - / *

,20 . U m >s^ ± 2
x->+co V x - 3

XIII БОБ. АНИК.МАС ИНТЕГРАЛ

l-§ . АНИК.МАС ИНТЕГРАЛ BA УНИНГ ХОССАЛАРИ 

1°. Аник,мас интеграл тушунчаси.
1-таъриф. Агар F(x) функциянинг х,осиласи F*(x) 

берилган f(x) функцияга тенг б^лса,
F1(x)—f(x) (хе(а,в))



ёки
dF(x)=f(x)dx

булса, у холда F(x) функция f(x) функциянинг бошлашич 
функцияси деб аталади.

Масалан. 1. f(x)=x2. Бу функциянинг бошлангич

функцияси F(x) = А-х3 булади, чунки

= * ’ = / ( * )

2-таъриф. Ушбу ифода
F(x)+C (C=const)

f(x) функциянинг аник,мас интеграл деб аталади ва 
Jf  (x)dx каби белгиланади:

J f(x)dx = F(x) + С ,
бунда /  интеграл белгиси, f(x) интеграл остидаги функция, 
f(x)dx интеграл остидаги ифода дейилади.

1-мисол. /  x2dx аник;мас интеграл топилсин. Равшанки, 
1 ,

F (x ) = — х функция учун

F 1(x) = | ^ х 3 1 =~3х2 = х 2
У

X'

Демак,

\x2dx = F(x) + C = ^ x 3 + С

2-мисол. fcosx dx интеграл топилсин.
Хосиласи cos х га тенг булган функция sin х эканини 

эътиборга олиб, F(x)=sin х булишни аник^аймиз. Демак,
fcosx dx=sinx+C 

2°. Аникмас интеграл хоссалари:
1) d[{f(x)dx]=f(x)dx
2) JdF(x)=F(x)+C. (C=const)
3) ¡kf(x)dx=k/f(x)dx (k=const, k*0)
4) ¡[f(x)±g(x)]dx=If(x)dx±Jg(x)dx 

3o. Интеграллар жадвали:



1) Iх2<& = - —  + С, (Лф - 1) 
• ' / 1  + 1

2) сЬс = 1п|х| + С, (х Ф 0)

\ахс1х = ^ — + С,
3) * '  1па

^ехсЫ =  ех +  С

УяЛЛГ (1Х =-С 08Х +С

6) Г— ^— ¿х = - ^  + С 
• 'эт х

(а > 0 , а Ф1)

Д? /созх ёх^тх+С

7) [— \r-dx = tgx + C 
■’ сое л:

8) [ —: = агсБт х + С 9) [— —̂̂ -dx = arctgx + C 
л/1 — х2 1 + х

3-мисол. ^х^хск интеграл хисоблансин.
Аввало интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзиб 

оламиз:
I 1 

хл[х = х -х2 = х2 
Жадвалдаги 1) — формуладан фойдаланиб топамиз:

з

|хл/хй6с = |х2йЬг = X2 +1

1 + 1
2

+ С = —х 2 + С 
5

Демак,

|хл/хс6с = —х 2 + С

4-мисол. /(х2+1)2 с1х интеграл хисоблансин. 
Равшанки,
(х 2 + 1 )2 —х 4 + 2 х 2 + 1
Унда



J (* 2 +  l ) 2c& =  J(jc4 + 2 x*  + l )d x =  ^x*dx + 2^x*dx +  j\dx =  ^  +  — х ъ + x  +  C  

булади. демак,

Ux2+\)2dx = ~  + ~ x 3+x  + C 
J 4 3

5-мисол. ktfxdx интеграл х;исоблансин.
f . 2 . r s in 2 X  . r 1 -  c o s 2 X  . |T 1 ,1  . r 1 , f  . „
I tg xdx = ------i— dx = ---------5------dx -  I ------ 5-------1 dx -  f ------- =—  d x - \ d x = t g x - x  + C
1 J COS X  J COS X  1 COS X  1 cos  X  3

Демак,
ftgpx dx=tgx-x+C

6-мисол.  интеграл х,исоблансин.

1 П  . ^  . f л. r JC4* X* 1 „  1 „  1JC*4- ^ 5) dx=^xAcfe~^x5dx=~
-4+1 -5+1

~C——x* h—x-4 +c

4c4 Зх3

7-мисол. |(cosx -  2ex + — z—)dx интеграл
J sin x

\исоблансин.
3 dxK cosc-^  +— ,-)dx= jcoscak-2 iexdx+3 f—r— =sirvc-2e‘ -3 ctgti-C 

J sirrx J J Jsinx

2-§. ИНТЕГРАЛЛАШ УСУЛЛАРИ

1°. Ÿ3rapyB4^ ap n  алмаштириб интеграллаш усули. 
Айтайлик,

ff(x) dx=F(x)+C 
булсин. Бу интегралда x—(p(t) алмаштириш бажарайлик.

Унда
\f(x)dx = J /(^ ( /) )  • (рх (t)dt (x = <p{t))

булади. Бу аник,мас интегралда узгарувчини алмаштириш 
формуласи дейилади.

8-мисол. f(2+3x)u dx интеграл ^исоблансин.



Шу интегралда 2+Зх=1 алмаштиришни бажарамиз. Унда
1 -2  12 + Зх = ?=>х = ------, сЬк = —Ж

3 3
Натижада берилган интеграл ушбу интегралга келади:

|(2 + Зх)5б& = ^ |/5<Й

Бу интеграл эса тез хисобланади:

[(2 + Зх)5<& = -  [г5 • -Л  = — /6 + С = — (2 + Зх)6 + С
3 3 -» 3 18 18

9-мисол. ¡соь3х 5//ыг с1х интеграл хисоблансин.
Бу интегралда созх=1 деб алмаштиришни бажарамиз.

Унда
со^х-зтх ёх^-со^х ё(со8х)=>-12(11

булиб,

Гсо52хБт хвх -  -  [*2А  = - — + С = — + С 
■> -» 3 3

булади.
10-мисол. /е^ёх интеграл хисоблансин.
Бу интегралда ах=* деб оламиз. Унда

/ 'Л
еахёх=е (̂1

а
Г = —е‘Ш

б^либ,

Ге“ А  = 1  = - е ‘ + С = - в “1 + С 
а ■* а а

булади.

11-мисол. Г Х ^  интеграл хисоблансин.
■'эт х

Бу интегралда х4̂  деймиз. Унда
г хгс1х _  ¿£с4 _  Л  
■'зт2х4 4 з т 2х4 4 з т 2/

булиб,
г х3 с!х 1 с Л 1 . ч ^  1 . 4 .̂
| ~2~  = 7  Г . 2 4 = т (~с^ 0  + с  = ~ Т С^  + С* С1П V А ■» «1Т1 У 4 41 в т  х 4 ■* в т  х 

булади.



12-мисол. j 'x*Jx — 5dx интеграл х,исоблансин.

Бу интегралда j x - 5  = t деймиз. Унда 
xJx-5dx  = (t2 + 5) ■ t d{t2 + 5) = (t2 + 5) ■ / • 2tdt = (2t4 + \0t2)dt

булиб,
f 5 .3

Jx*Jx-sdx = J(2/ 4 + \0t2)dt = 2- — + 10— + C = 

=  +  y  (V x ^ 5 )3 +  С

2°. Булаклаб интеграллаш усули.
U=U(x), V=V(x) функциялар узлуксиз Ul(x) ва V*(x) 

Хосилаларга эга булсин. Унда
fidv  = U ■ V -  jvdu

булади. Бу булаклаб интеграллаш формуласидир.
13-мисол. Ae* dx х,исоблансин. Интеграл остидаги хе? dx 

ифодани udv куринишда ёзиб олишимиз керак. Агар и=х, 
dv=ex dx дейилса, унда хе* dx=udv булади. Формуладан 
фойдаланиш учун du ва Кларни топмшимиз керак булади:

u=x^>du=dx,
dv=exdx=>Jdv=fex dx => V=e* 

булади. Формуладан фойдаланиб топамиз:
/хе* dx=xe*-fe* dx—xdc-&c+C—dl(x-l)+C  

Эслатма. Агар ¡хе•* dx интегрални формуладан фойдаланиб

*исоблашда, уЩа ^  *  V ±

6;улиб,
2 2

fxex d x =  —  е1 -  Г—  exdx 
J 2 J 2 

булар эди. Натижада берилган интегрални хисоблаш ундан 
мураккаброк,, интегрални хисоблашга олиб келади. Шунинг 
учун интеграл остидаги ифодани и ва dv ларнинг купайтмаси 
сифатида ёзиб олинишга алох,ида ах;амият бериш керак.

14-мисол. Jlnxdx, (х>0) интеграл хисоблансин.



Бу интегралда u=lnx, dv-dx деб оламиз. Унда

du = — dx, и = х булади. Демак, формулага кура 
х

jlnxi£c=xlnx- Jx — dx = x\nx- jc£c = x ln x-x -f C = x(lnx-1) + С

15-мисол. fe* sinxdx интеграл х,исоблансин. Бу 
интегралда U—d1, dv=sinxdx деб оламиз. Унда du—etdx, V -- 
cosx булиб, формулага кура берилган интеграл куйидагича 
булади

f e x s in x d x = -e xc o s x + fe x c o s x d x

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл feP-cosxdx га 
яна букаклаб интеграллаш формуласини к^ллайми: U=ex, 
dv=cosxdx деб оламиз. Унда du—etdx, v=sinx булиб,

J é 1c o s x d x = e * s in x -fé * s in x d x  
булади. Натижада, ушбу тенгликка келамиз: 

f e xs in x d x = -e ? íc o s x + e xs in x -J e? !s in x  d x  
Бу тенгликдан эса 
2 fe xs in x d x = -e x c o s x + e xs in x

яъни
г 1 ех
J е х sin x d x  =  —  ( е х sin х  -  е х cos х) +  С  =  —  (sin х  -  cos х) +  С

булиши келиб чикдди.
с dx16-мисол. 3„ = — г------=—  (п = 1,2.3,...) интеграл

” (х + а У V 
\исоблансин. Бу интегралда

м = dv = dx
(х + а )

деб оламиз. Унда

(  1 V
ь

2 их

du — dx = ((х 2 + a2) n)'dx = -п{х2 + а2) " 1 • 2xdx
к(х2+а2у

dx, V = х2\п+1(xz + a ¿)

булади. Булаклаб интеграллаш формуласига кура 
топамиз:



з  = f___ * ___ - x 1 f .  ( 2nx ^
” ) ( i ! + a ! r  ( х г + а гу  J l (x2 + a ! )n+1

2

dx =

= — X- ■,—  + 2л [—  * — rdx 
(x +a ) -̂ (jc +a )

Бу тенгликнинг унг томонидаги

[ у  Х-2, dx 
J(x + а )

интегрални куйидагича ёзиб оламиз:
f X1 , _ rx2 +а2 -  а2 г dx 2 r 1
V + a T '  ‘  J (х2 + а2 Г  J (х2 + а2 Г " '“  J (х2 + а2 )"+1 ~
«л 2 «л+15̂ —а ■ 3

Унда берилган интеграл ушбу

= — 5—~~ъ— г + 2иЗя -  2ла2 • 3 ,
" (х + а ) " Л+1

кУринишга келади. Кейинги тенгликдан эса 3 „+1 ни топамиз:

2па% +1 = .... .....+ 2лЗ„ -  3  = ....+ (2п -1 )3 « ,
" +1 (х + а )" " "  (х + а )" V 7

«  х 2и - 1т  = _______________ I______ ^и+1 л 2/  2 2\и л 2 я
2ла (х + а  ) 2иа 

Бу реккурент формуладан фойдаланиб, 3i ни билган холда 
бирип-кетин 32,3 з,... ларни топиш мумкин. Равшанки, п=1 
булганда

4-)_  r dx l f l a J  1
= ] - T - ^  = - \ ~ \ r -  = -a r c tg -  + c  

J х +а а \ + ( i .)2 а а
а

булади. Масалан, формуладан фойдаланиб,

3  = f___ ¿i—
2 J(x2 + a 2) 2 

интеграл куйидагича хисобланади:



2 аг(хг +аг) 2а ‘ 2 а\х*+аг) 2 аг а

3-§. РАЦИОНАЛ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ.

1°. Содца касрларни интеграллаш. Ушбу 
А  А  Вх+С Вх + С (т> 1)

х - а  (х~а)т х + рх+д (х + рх+д)п
куринишдаги касрлар содда касрлар деб аталади. Бунда 

А,В,С а,р,д — узгармас х,акик^й сонлар, ш-натурал сон, 
х2+рх+я — квадрат уч х;ад (хацик^й илдизларга эга эмас). 

д
1)   содда касрнинг аник,мас интегралини

х -а
Хисоблаймиз:

Г А  ¿х = А\— — = А\а(Х~-Ф = А-Цх-а\ + С
•Ц х -а ) ■ 'х -а  1 х - а

(ш>1) содда касрнинг аник,мас2).
(х - а ) т

интегралини хисоблаймиз:

Г— —— сЬс = А Г— - — сЬс = А \(х -  а)~т с1{х -  а) = 
\ х - а ) т ¡ и - п У  -»'(х-а)"

= > - я> ~ ' + с  = .

3).

- т  + 1

Вх + С

\rn-l
+ с

(1 -  т)(х -  аУ 

содда касрнинг аникдоас интегралини
х + рх + ц

Хисоблаш учун аввало бу касрнинг махражида турган х2+рх+я 
квадрат учхадни ^згартириб ёзиб оламиз:

г />У р 2
х + — + д --------Р Р

х2 + рх + д = х2 + 2 ■ —х + (— ) 2 =

= х-
Р
2

+ а

у холда



Вх + С , г Вх + С, г ах + с  . <гх= ------- -----------ах
» . Г  . i  л' x '+ p x  + q • J( : t + í ’ ) !+ a 2 '

2
булади. Кейинги интегралда узгарувчини куйидагича 
алмаштирамиз:

Р
X +  —  =  t

2
Равшанки,

Р
dx=dt, X = t -----

2

Натижада

В х + С  г В х + С  +  С
-------------------ах =

t- рх  +  q

Р
Bt +  С  -  В

= I — -4fc = { -  i- 3- г - ч *  = 
' -■ ■ ~ 3 ( / ’ Г , J Г + а

Р

X + рх + q 3 (  р  ,je + — I + а

= f------ j------dt = д Г Г̂ _ + Гс  -  — Д ] f г =
•> t + a  h  + a  V 2 J J f  + a

■ 1  \“ K  * a?  + (C -  3L ) - I  Г - - - Ф -  = — ln(l‘  + n=) + 
2 J i + а 2 a J1 + (± y  2

а

+ ( С  -  )~ a rc tg  —  + С  =  —  ln( X 2 +  р х  + q )  +
2 a а 2

l_
+ (C -  7f  ) ■ 1 2 arc/g J L l i -  + С

2 \ p 2 P 2

l ' - T  r ~  T



Вх + С4) — ;----------------- (ш>1) содда касрнинг интегралини
(х + рх + q)m

х,исоблашда x2+px+q квадрат уч^адни 3) —холдагидек ёзиб, 
р

с^нг х + — = t алмаштириш бажарилиш.

Л
* ,+С , (ttH Qfc 'Щу +Са =

Jr  Р  и2 7 " J
(x+-f+q-^-

2 4
(х2 +рх+д)"

-  я Г tdt и с -%  f dt j -  ^ <2+д2) U C -%  l
JЖГл\т K 2 V + i j r  ? K ?/Ji

H C -BM

dt
(t2+dl)m 2 }(t2+a2)m 2 J(f2+tf2)m 2 i(t2+dl)m

=—_______1______f-___________—__
2 +al)mA 2 V + a 2)"

Бу тенгликдаги J 2 ^  2 интеграл реккурент формула

ёрдамида хисобланади.
2°. Рационал функцияларни интеграллаш.
Ушбу

Р„(х)=а 0+а ¡х+а 2Х2+... +а пХ" 
бутун рационал функциянинг йнтеграли осон х,исобланади:

\Pn(x)dx = j[a0 + ахх + а2х2 + ...апхп\х =

х 2 х3 xn+1а0 х + <3j —  + а2-----1- ... + ап + е
2 3 п + 1

Каср рационал функция 
Рп (х) _  а0 + ахх + а2х2 + ... + апхп 
Qm(x) b0+bxx + ... + bmxm 

ни интеграллаш бирмунча мураккаб б^лади.
Р (*)Агар - нотукри каср (п>ш) б^лса, унинг бутун 
öm(x)

1дисми ажратилиб бутун рационал функция ва тугри каср 
йигиндиси к^ринишида ёзилади:



&.(*) Qm(x)
У х;олда 

\ ^ ^ -d x  = fp 1» (*)<& +

P  (x )б^лади. Демак, юк;оридаги — -----  ни интеграллаш T̂ Fpn каср
Qm(*)

P ln(x)---------  ни интеграллашгга келади. Т^рри касрни интеграллаш
Q M

учун, аввало бу касрларни содда касрлар йигиндиси сифатида 
ёзиб олинади, с^нг уларнинг интеграллари топилади.

17-мисол. Куйидаги интеграл хисоблансин: 
г xdx 
-» (jc -  1)(jc -  2 )3 

Бу интегрални топиш учун интеграл остидаги т^гри 
касрни содда касрларнинг йигиндиси шаклида ёзиб оламиз: 

х A B C  D
( х - 1) (л :-2)3 ~ X - - I + х -  2 + (х -  2 )2 + (х  — 2 )3 

Бу тенгликни к;аноатлантирувчи коэффициентларни 
топиш учун тенгликнинг икки томони (х -1)(х-2)3 га 
к^пайтирамиз:

А(х-2р+В(х-1)(х-2)2+С(х-1)(х-2)+Д(х-1)=х
Ундан
А(х3-6х2+12х-8)+В(х3-5х2+8х-4)+С(х2-Зх+2)+Д(х-1)=х 

тенгламага эга буламиз. Энди х нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффицентларини тенглаштириб, куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

А + В = О, 
¡С -6 Л -5 В  = 0 
П2А + %В-ЪС + Д  = 1
2С -  Д  -S A -4 B  = 0 

Бу системани ечиб, А=-1, В=1, С=-1, ва Д=2 ларни 
топамиз. Демак,



- 1  1
- Н----------------------------------------- г- 4 -

(х  — 1) (х - 2)3 х - 1  ' х - 2  ( х - 2)2 ( х - 2 )3 

Натижада
хсЬс _  Г ^  Г ^  г ¿х 

(х -  1)(х  -  2)3 ^ х ^ 2 _  ' ( х -2 ) 2 +

Г — ^  = -  1п|х - 1| + 1п|х -  2\ + —--------------— г- + С =
\ ( х - 2 )3 1 1 1 1  х _ 2 (х - 2 ) 2

1п х - 2

х - 1

1 1н-----------------------г- + С
х - 2  ( х - 2 )2

булади.
18-мисол. Куйидаги интеграл топилсин: 
г (¿X
)(х2+1)(х2+4)

Интеграл остидаги рационал каср содда касрга 
куйидагича ёзилади:

1 Ах + В Бх + Е— +
(х2 + 1)(х2 + 4) х2 +1 х2 + 4  
Бундан
(Ах+В)(х2+4)+(Дх+Е)(х2+1)=1
Демак,
(А+Д)х3+ (В+ Е)х2+(4А+Д)х+(4 В+Е)=1 
Бу тенгликдаги х нинг бир хил даражалари олдидаги 

коэффицентларини тенглаштириб 
А+Д=0 
4А+Д=0 
В+Е=0 
4В+Е=1

системага эга б^ламиз. Бу системадан эса А=0, Д=0, В = —,

Е = — — келиб чикдци. Шундай кдлиб,
3



( dx _  1 f dx 1 f ifc _  
J(x2 + l)(x 2 + 4 ) ~ 2  V + 4 _

1 1 X- — arctgx —  arctg— + С булади.
2 6 2

3°. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш. Ушбу 
р?(х , (ах + Ь)1,(ах + b)ß ,...)dx

r „ ,  ,ax + o .i ,ах + о .в . ,
Jä (x ,(------ , )\ ( ---------j ) ß,...)dx
J cx + d cx + d 

интеграллар
. ax + b ka x+b=tk, ---------= t

cx + d
алмаштиришлар ёрдамида рационал функцияни 
интеграллашга келади.

19-мисол. Куйидаги интеграллар топилсин:
1ч f dx ^  fdx ¡ x - 2

ox f dx Г 2 2 - x  .
' ^ V 2 x -3 + l  ^(2 - x ) 2 V 2 + 7

5)-
4 x 3 + 2

1). x=t6 алмаштириш бажарамиз. Бу х,олда dx=6t5dt 
булди. Демак,

г dx г 6t5dt . f  í2 , - rt2 + 1 - 1 ,
------ ,г -  г- = -------?—V = 6 ------= 6 — =-------------dt =

■̂ (î + Vx)Vx J( i +t2Ÿ  h + t 2 J t2 + 1

= 6 ■(' " = 6 №  ~ 6 =6<i - °re*') + c  =

= 6{%fx -  arctg\[x) + С
2 x - 22). t —-------  алмаштиришни бажарамиз. Бу х;олда



2 , ^  х = - — ¡г ва ах = ■■ ■ -  -2 2 охлади. Демак,
1 - Г 2 О - п

-ъ + с =

г 1 х - 2  ,  г1  , ,  2ч 4 /  . _  г/■2дйг ~ г г т
т г ? = 2 / т г ?

= 2 = 2 | - ^ у  -  2 Г А  = 1п —
-1 1 -Г 2 •’ ¡ - г 2 ■' 1 -Г

у/ х —\ х — 2 V х
3). г3=2х-3 алмаштиришни бажарамиз. У х,олда

1 , 3 2х = —(? + 3) ва ¿£с = — 7 Ж б^лади. Демак,

£&
=  р ! ^ 2 [ ^ = 1 | (г -1+ - М л  =

 ̂ г + 1 2 ^  + 1 2 \  / + иЦ2х-Ъ+\

= -  [ * < # - -  |А + Г—  = - * 2 - - /  + Ц  + 1| + С =
2 ■* 2 -> ^ + 1  2  ̂ 1 1

О £ о £
= — ( 2 х - 3 ) 3 - —(2х - З ) 3 + 1п \l2x-3 +1

4 2
+ С

2 - х4). Интеграл остидаги ифода х ва !у—-----  га нисбатан

рационал функциядир. Шунинг учун

алмаштиришни бажарамиз. 
Бундан

2 - 2 /3

V 2
2 - х

+ х

9 4'х = ---------- , 2 - х  = —— г
1 + * 1 + Г3

- 12?
, с/х = -------5- т ^  б^лади.

(1 -И3) 2



5). t2=x2+2 алмаштиришни бажарамиз. У х,олда x2=t2-2 
ва xdx=tdt булади. Демак,

4°. Тригонометрик функцияларни интеграллаш.
1) ÍR(sinx, cosx)dx к^ринитдаги интегрални кдрайлик, 

бу ерда R(sinx, cosx) ифода sinx ва cosx ларнинг рационал 
функцияси

• Агар cosx нинг ишораси узгариш билан R(sinx, cosx) 
нинг ишораси узгарса, унда t=sinx алмаштириш ёрдамида 
R(sinx, cosx) функция t нинг рационал функциясига келади.

Агар sinx нинг ишораси узгариши билан R(sinx, cosx) 
функциянинг ишораси ^згарса унда t=cosx алмаштириш 
орк,али R(sinx, cosx) функция t нинг рационал функциясига 
келади.

Агар sin х, cos х ларнинг ишоралари бир вакхда 
узгарганда R(sinx, cosx) функциянинг ишораси узгармаса, 
t=tgx алмаштириш ёрдамида R(sinx, cosx) функция t нинг 
рационал функциясига келади. 

хУшбу t= íg — алмаштириш ёрдамида R(sinx, cosx) 

функциянинг t нинг рационал функциясига келади.

-Г 3 - 2 t  + C = -J ( x 2 + 2 )3 - 2 у1х2+ 2 + С
3

куринишдаги интегралларни топишда



формулалар ёрдамида интеграл остидаги функциянинг 
даражаси пасайтириб борилади ва охири Бткх ва совкх 
фунюдияларнинг ток, даражасига келтирилади.

4). Ь т а х  со бЬхсЬс, к т а х  ьтЬхск, созахсозбхсйс

формулалар ёрдамида топилади.
5) л/а2 + х2 ифодалар к,атнашган интегрални топишда 

мос равишда х=а tg 4 х=а жш Г каби белгилашдан 
фойдаланиш кулайдир.

20-мисол. Куйидаги интегралларни топинг.
1) | зт5хсЬс 5) | зт3л: сое3 хсЬс

2) ^ т 4* соъхсЫ 6) ^ т 3* Ш1* хек

1) ^ ¡п 5 хс1х интеграл I турдаги интегралнинг иккинчи 
хили булганлиги учун аввал берилган интегрални

кУринигдаги интеграллар 1= 1§х

ва 1=с1§х алмаштиришлар ёрдамида топилади.



Jsin5 xdx = Jsin4 X ■ sin xdx = J(1 -  cos2 jc) sin xdx
куринишда ёзиб олиб, кейин t=cosx деб белгиласак, 

берилган интеграл
Jsin5 xdx = -  J(1 - t2 ) 2 dt = -  J(1 -  213 + 14 )dt

курнишга келади. Демак,
О 1

Jsin5 xdx = -  Jí# + 2 jt2dt = -t  + — t3 -  —t5 + С =

2 3 1 5-COSXH— cos X— cos x + C
3 5

булар экан.
2) Jsin4 X cos xdx интегрални топиш учун t=sinx 

алмаштиришни бажарамиз. Бу холда dt=cosxdx булгани учун

jsin4 X • cos xdx — jVV/ = ^-sin5Jc + C

булади.
3) Jcos4 xdx интегрални топиш учун II кридани

КУлланиб, куйидагига эга буламиз:
2 2

Jcos4 xdx = J(cos2 х) dx = — J(1 + cos 2x)2dx =

+ jcos2xd(2x) + Jcos2 2 xc¿t]

Бу интеграллардан биринчи иккитаси жадвалдаги 
интеграллардир, учинчиси эса яна II кридадан фойдаланиб 
топилади:

Jcos2 2xdx = J(1 + cos4jc)dx = jdx + ^  Jcos4xí/(4) =

= — + —sin4x + C
2 8

Бу ифодани юкрридаги тенгликка куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

4) Jtg2xdx интегрални топиш учун III кридани 
к^лланамиз. Демак,



/ * ’ * & =  I?  А  = Г л -  Г - ^■> 3 \ + е  J 1 + / 2 > ■’ 1 + г
= / -  а г с ^  + С = /§х -  х + С 

б^лар экан.
5)

| зт3 хсоз3х<& = 8̂1п3 х сое2 X соэ х&с — |8т 3х(1- 8т 2х )с08х ^  
Энди 1=5т I алмаштиришни бажариб топамиз

^ т 3 хсов3 хек = |?3(1 - =  |?3А  -  |У5гй =

= — ?4 -  — / б + С = — в т 4 х -  — бш6 х + С
4 6 4 6

6) ^ т З х  зт4х<&: интегрални IV к,оида ёрдамида 

топилади:

^тЗхзнНхсЬг = ^  |[соз(3 -  4)х -  соз(3 + 4)х}&  =

= — Гсозхб/х — — 1со87х<& = — 8 т х - —  8ш 7х + С
2 ] 2 ] 2 14

г 47) ]С08—х соъЪхёх интеграл хам IV к,оида ёрдамида 

топилади:

|со5—х соъЪхсЫ = — j

(1 + /2 ) - 1 <М

4 4
соз(— + 3)х + со8(— -  3)х сЬс =

13 5СОБ— Х + С08—X
3 3

, 1 3 . 13 1 3  „ах = — —  бш— х + —+ —х + С =
2 13 3 2 5

3 . 13 3 . 5 „  = — э т — х + — э т —  + С 
26 3 10 Зх

Мисол ва масалалар 
Интеграллаш жадвалидан фойдаланиб, куйидаги 

аник^ас интеграллар хисоблансин:

1. | (2 -З х 4)£& 11.
г! 8х2

' З х -1
сЬс



2 . J(4x3 + Зх2 + 5x -  4)í¿ic

3 Яг dx
7з~

12 Í 
,3. J

4 — je
2 + л/х 
sin 2х

dx

sinx
dx

4.
У ' ?

X -  X +1

14. 1

sin2 X COS2 X
dx

dx 15. H sin —- c o s  — 
2 2

\2
dx

6- 1

7- Í

¿¿с
З л / х  

X2 + V X3 + 3
л/х

8 . jVx^iàc

9. |(л/х -  \fx)2dx

dx

16

17.

■ JV(1 + ■
COS X

-)d!x

J x + 1

18 Í
X -1

10. J(x3 + 3x)dx

1 9 i ,

20. J

x" +1
2

dx

zdx
+ X

3 -  2ctg X 
cos2 X

dx

Узгарунчини алмаштириш усулидан фойдаланиб, 
куйидаги интеграллар х;исоблансин.

31. fxex dx21. j”(x — З) 10 dx
з

22. J(x + l)2£¿t

23. |л/3х + 5dx

24. j W l  - x 2dx

25. Ä
1 + X

1 dx32. Je

33. j x 2sin3x36¿t

34. J Í"* dx

35 í;
dx

(1 + x)4x



26. ^xy¡2x2 + \dx

27.
J 1 + x2 

xdx
28 • í Vx2- l

36.

37.

38.

r e2xdx 
’ e2x + 3

f
dx

i
x ■ lnx2 

dx

sin

29. Itgxdx

30. Jctgxdx

БУлаклаб интеграллаш 
интеграллар х,исоблансин:

41. Jxsinx£&

42. Jx  • e~xdx

43. Iarctgxdx

44. Jarcsin xdx

45. Jxcosxcfcc

46. Jlnxí¿c

47. ^arctg'Jxdx

48. Jx ln x íic

49. J (x 2 +1 )exdx

50. ^xarctgxdx

n
39. Jcos3 x • л/sin xdx

г dx
40.  

Jsinx
усулидан фойдаланиб

51. jx2e~2xdx

52. Jx2lnx¿¿c

53. fsinx-exí¿c *
54. eos x-exdx

55. |л/х ln2 xdx

In. dx
x
■arcsin x dx

56. J  

57- f  „

58. Jsinxln(/gx)í¿c

59. J<

60. J

e2x • sin xdx

xdx
cos2x

Куйидаги интеграллар \исоблансин.

61. f--------^ -------  71. f
J( x - l ) ( x  + 2) 3

dx



dx r jc3 +172. f \ dx
'x 2 - 5 x  + 4 j x(x - 1 ) 3

63‘ Í- 2— — ñ 73- [ т ~ — 2̂x -  6x + 9 ■* x + 3x
г 2 x + 3 г X1064.  dx 74. ^  
J (x -  2) (x + 5) J X + X -  2
r 2x + l , r 165. F-----— j----------dx 75. Г—г-dx

66. Í- J I

( x - 2 )  (x + 5) Jx4 +1
dx

67.

(x + l)(x2 + 1) 
dxÍ____£Jr2-1 x -  2x + 2 

x
68. f—:-----dx

Jx3 - 1

^  г dx69.  r-
J(x + l ) ( x - l ) 2

г dx
70- H —•̂ x - 1
Куйидаги интеграллар хисоблансин:

76. f *  77. Г *
i + V *  ^ ( i + V x ) V I

«■

80

x + 4x Jx V x
r dx. f * *  81 f__________

^ ( i + V * ) 2 -V* ■'Vx(i+Vjc )3

s2. f * *  83. f-------- * _
V2I + T  + 1 (1 _  х)л1\-х2

Г, -.4 l +  X , f  ¿¿c84.'■ i(x~24 r ^ dx 85- J1 -  x J x(l + 2>/x + л/х)



сЫ. ^  гл/х2 +2х + 2 
х + х2  ̂ X

1 „ „ Г  Х3с1х

л1\ + 2х — х2
88. Г----- ,-------- сЬс 89. Г

Jx3̂ / ^ + Г J

90. ( Х. - - -¿¿у 91. У х 2 - 2 х  + 2сЬс
■’ х +1  •'

92. [ ¿¿с 93. [^1 +
■’ л /Г+Щ

94. [ , **** 95. ¡М х -х 2с1х

Куйидаги интеграллар хисоблансин:
96. | зт4х<±с 97. |со83х<&

98. Г -— -  99. Г -^ - 
•|8т 2х ■'соз2х

100. [-------——г— 101. [¿£3х<&
• 'этх  соэ х •'

102. | зт2хсо8  4ха[г 103. |со8хсо84х£&

гсов2х , г8т х  + з т 3х ,
104.  (Зх 105. ------------------- сЬс

•’ з т 4 х  •' соз2 х

,06. и ™ * *  107.
•’ 3 + 4 з т  х 3
г сЬс г бш х 

108. |— ^ -----— г— 109. {-т—------------- (к* <21п V 4- г.п<1 г ^ т г  + 7гп«г
г ¿¿с

110. |-----------
31 + вт х

XIV. БОБ. АНИК. ИНТЕГРАЛ
1-§. Аник; интеграл ва унинг хоссалари 

1°. Аник интеграл тушунчаси.



Айтайлик, f(x) функция [ а ,b] сегментда берилган 
б^лсин. Бу [ а ,Ь]сегментни

х0, хьх2,..., хп (а ~х0<х/ <х2<■ ■ ■ <хп=Ь) 
нукд'алар ёрдамида п та

[х0,х,], [хьх2],..., [хк, хк+, [xn_i,xn] 
булакка буламиз. Сунг Axk=xk+i-xk деб шах{Ах4} ни Я
билан белгилаймиз: Л =тах {Дх .̂}. Хар бир [xk) xk+i] да 
оламиз. Берилган f(x) функциянинг шу нукгадаги киймати 
f(Kk ~к) ни Ахк га купайтириб, куйидаги йигиндини тузамиз:

1 / ( 4 ) - ^  = / ( 4 ) Ч + / ( « - ^  + . . .+ /Ю - Ч  + - /& ) - 4 v ,
ыо

Уни f(x) функциянинг интеграл йигиндиси дейилади ва 8 
орк,али белгиланади:

* = £ / ( * ,  = ,)-л **
ы о

таъриф. Агар Я —> 0 да f(x) функциянинг интеграл йигиндиси 
8 чекли лимитга эга булса, бу лимит f(x) функциянинг аник, 
интеграли дейилади ва

ь
J f  (x)dx
а

каби белгиланади:

\f{x)dx = Кк) ■ Ахк
а ^=0

Агар f(x) функция [а,в] сегментда узлуксиз булса, у 
Холда X —> 0 да интеграл йигиндиси 8 чекли лимитга эга 
б^лади, яъни f(x) функция [а,в] да интегралланувчи б^лади. 
Бу холда интеграл йикиндининг лимита [а,в] сегментнинг 
булиниш усулига хамда хар бир [хк, xK+i] да Кк= к нуктаси 
олинишга боклик, булмайди.

1-Мисол. Ушбу
1

jx^dx
о

интегрални таърифга кура хисобланг.
Равшанки, бу холда f(x)=x2, а =0, Ь=1. [0,1] сегментни



Равшанки, бу холда f(x)=x2, а=  О, Ь=1. [0,1] сегментни

_ п  _  1 -  2 _  и -1  _  п -1х 0 —- 0, Xj ? лг2 — 5 Хп — — 1
п п п п

нук^алар ёрдамида п та тенг б^лакка ажратиб, хар бир [хк, 
xK+i] да lk= x jc деб оламиз. У  холда ,

S  ^ Y ^ f { K k)-^xk = - ^ х 2к = - ( х 2 + x \ + . . .  + x2n-i) = 
ыо п к=0 п

(  1 Y  о. 1 _ _  9 _
I 2 + 2 2 + ... + (и -1 )2 (и -1 )и (2 и -1 )

1-----
Ч «У

2 - -  
V n j

б^либ,

lim  8  = l i m —
Л —►оо И —>со ^

булади. Демак,
v «у

6/73

M l
V «У

Jx2dx = —

2°. Аник, интегралнинг асосий хоссалари. Айтайлик, f(x) 
ва g(x) функциялар [а,Ь] сегментда берилган б^либ, улар шу 
сегментда узлуксиз б^лсин. Унда куйидаги муносабатлар 
уринли булади:

Ь а

1). \ f (x )d x  =  - \ f { x ) d x
а Ь

а

2). J/(x)£&  = 0
а

b с Ь

3)- \ f (x )d x  = \ f (x )d x  + \ f (x )d x
а а с

Ь Ь Ь

4)- Д/ W  ± g (x )\ k  =  \ f (x )d x  ± Jg (x )d x
а а а

Ь Ь

5). |А: f ( x ) d x  -  к ■ ^f(x )cbc  (k-const )



6) Агар V x е [д,б]да м < f ( x ) < M  булса, у х,олда

ь
т  ■ (Ъ -  а) < ^f(x)dx < М  ( b - а)

а

булади.
2-Мисол. Ушбу

я
2г dx
” 5 + 3cos х

интегрални хам куйидан хам юк;оридан бахоланг. 
Равшанки, хар доим

О < cos2 х < 1
булади. Унда

1 . < 1 .  _____ !_____ > 1
5 + 3cos2x 5 ’ 5 + 3cos2x 8 

булади. Демак,

1 < _____1_____ s l
8 5 + 3cos2x 5

формуладан фойдаланибЯ
[ ----- - -dx < — •

J  - L  'Хп/Л С V  ^

и
I  П  \  1 . А П  

8 2 * 5 + 3cosl x 5 2

яъни
я

11 ^  Г  1 л  ^  17—  < ------------ T -d x <  —
16 -5 + 3cos х 10

булишни топамиз.
2. Аник; интегрални хисоблаш.
1°. Ньютон — Лейбниц формуласи. f(x) функция [а,в] 

сегментда берилган ва узлуксиз булиб, шу сегментда 
бошлангич F(x) функцияга (F 1(x)=f(x)) эга булсин. У  холда

¡ f (x )d x  = F ( x ) l = F ( e ) - F ( a )

булади. Формула Ньютон-Лейбниц формуласи дейилади.
З-Мисол. Ушбу



я
2г dx 
¡¡ s in 2 X
т

интегрални ^исобланг.

/ (х) = — -г— функциянинг бошланрич функцияси 
s in  х

F(x)=-ctgх
булади. Унда Ньютон-Лейбниц формуласига кура

я  я
2г 1 2г П  П  - .
1-Г-2— ̂  1= “ СCtg—  -  C/g — ) =  - (0  -  1) =  1

/fsin  х  /f 2 2
Т  Т
2°. Аник, интегрални \исоблаш усуллари. Айтайлик, 

U = U (x) ва V=V(x) функциялар [а,в] сегментда аник,ланган, 
узлуксиз и !(х) ва V !(x) х,осилаларга эга булсин. У  х,олда 

Ь <* Ь 
Jm (x)í/v(x) = ы(х) • ы(х) Г -  Jv(x)¿w(x)
а а

булади. Бу формула аник, интегрални булаклаб интеграллаш 
формуласи дейилади.

Фараз кдлайлик, f(x) функция [а,Ь] сегментда 
аник,ланган ва узлуксиз булиб, х  = <p(t) функция эса 
куйидаги шартларни к,аноатлантирсин:

1. Ф (t) функция [X,ß] да аникданган ва узлуксиз.
2. ф (к)=а,  ф (ß)=b
3. ф (t) функция [X.,ß] да узлуксиз ф1 (t) х,осилага эга. У

Холда
ь ß
\ f(x)d x = \f{(p(t)) ■ (p\t)dt
а к

булади.
Бу формула Узгарувчини алмаштириб интеграллаш 

формуласи дейилади.
4-Мисол. 1. Ушбу

е2

I xlxixdx
е



интеграл ни х;исобланг. Бу интегрални булаклаб интеграллаш 
формуласидан фойдаланиб ^исоблаймиз.

Берилган интегралда
и=1пх, dv=xdx

деб топамиз:
2

Унда

с1и = —с1х, у = —-
л: 2

[х 1пхсЬс — —-  1пх -  Г— — 1пх ГхаЬс = — 
! 2 е J 2 х 2 ■» 2 } 2

е41пе2- е ’ 1пе-(Х-у\
2

2 х

1
‘ ( 2 е 4 - е 2 -  е +  в - )  =  '■ (Зе2 - 1 )  • <
2 2 2 4 '

б^лади.
5. Ушбу

1  _

|\А -  х с!х

интегрални ^исобланг. Бу интегрални узгарувчини 
алмаштириб интеграллаш формуласидан фойдаланиб

топамиз: Агар х=зт1 дейилса, унда сЬ^собГ dt ва / ~0 ,-

булиб,
£
2

Я
2^ ______  г __________  I

|л/1 - Х 2сЬс- | л /1 -8т2Х с о в ^  = |соз2/£// =
0 0 о

и  п

=\О 1-
" 1 1 Л = "1 1 • ~ " 2 П
— + —С05 2 / —  ̂+ — БШ 2/ 0 = ---

. 2  2 2 4 4
булади.

3°. Аник, интегрални такрибий ^исоблаш. Дх) функция 
[а,в] сегментда аникданган ва узлуксиз булсин. Бу 
функциянинг аник, интеграли куйидаги формулалар ёрдамида 
тарк,ибий х,исоблансиннди:

а) Т^ри туртбурчаклар формуласи: (к=0 ,1,2,...п-1)



f f ( x ) d x  *  — - ( / ( * „ )  + / ( * ,)  + ... + /(*„ .,))
а П

б) Трапециялар формуласи:

Jf {x)dx  «  ^ [ / 0 0  + 2 (/ (х ,) + Д х 2) +... + / (х<1))]+ / 0 0

в) Симпсон формуласи:

I  У (л)<*с *  [ ( / ( * о )  + / ( х 2„)) + 4 ( / ( * , )  + / ( л 3) + ... + / ( х 2„_,)) ]
ОН

+ 2 ( / ( х г ) + / ( * „ )  + ... + / ( * г„_2 ))

Мисол. Ушбу

|<Г'2А
о

интегрални такрибий хисобланг.
[0,1] сегментни Хо=0; Xi=0,2; Х2=0,4; х3=0,6;

Х4=0,8; Х5=1,0 нукгалар ёрдамида 5 та тенг б^лакка 
б^ламиз:

С^нг f(x)=e_x2 функциянинг шу нук;гадаги к,ийматларини 
хисоблаймиз.

f(x0)=f(0)=eP=l, 00000 
f(xj)= f(0,2)~  0,96079 
f(x2)=f(0,4) *  0,85214 
f(x3)=f(0,6)~  0,69768 
f(x4)=f(0,8)~  0,52729 
f(x5)= f(l,0 )&  0,36788 

Унда тугри туртбурчак формуласи б^йича

„  Ц О  |/(0) +  / ( * , )  + (х2) + /(0 ,6 ) + / (0 ,8 ) ]*
о

«  —(1,00000 + 0,96079 +  0,85214 + 0,69768 + 0,52729) =  0,80758 
5 I

булади. Демак
1
je '^ d x  *  0,80758
о

Бу интеграл учун трапеция формуласи б^йича



е̂~*2 с!х «  0,74805
0

Симпсон формуласи буйича эса
1

«  0,74682
о

б^лади.
МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

Куйидаги аник, интегралларни таъриф буйича \исобланг.
2 , I

I I
. 2. |ехй£с

I л: о

V I %3. |-------ы Ь с  4. ГвшхйЬс
I + х ^о о

0,8 1,7 ^

5. [совхсбс 6 . \~г=сЬс
о\л1х

7.
 ̂ Xо л

Куйидаги интегралларни ба^оланг.

8, 9.
о -1 ° “г л

я
2 Я  ,  2

с1х

1 I 1
. Г--------------- ¿¿с 11. Г./1 + — з т 2 .х:б£с

• 10 + 3 а т :  '  * ^
2 Я  .. 100

Г---------------- ¿¿с 13. Г
- 1 + 0,5созх '  .

1 1ии
12. I -----------------( к  13. Г—--- ------ с к

“ 1 + 0,5созх ' х + 100

V х9 е 1
14. [ . с к  15. [---------- -сЬс

о л/1 + х , 1п х + 2
Куйидаги интегралларни Ньютон-Лейбниц 

формуласидан фойдаланиб \исобланг:



4 X  1 _____

16. J(1 + e*)dx 17. J(1 -\ lx 2)chc
o -1

я
4 ,  . Г  4

18. J ------ 19. J c o s 2 x í¿ c

i X . 0

. f - * _  21. Г *
j  v i n  Y J

20
xlnx oV b - X2

я
4

22
J s m Ç to x ^  23 r _ _ L ^
3 V 'C O S  X
1 л  Я

6

1 2

24. J— - - jd x  25. j]l-x|i&
0 1 +  X 0

Куйидаги интефалларни бугсаклаб интефаллаш 
формуласидан фойдаланиб \исобланг: 

я
2 1

26. Jxcosx dx 27. jarcsinx dx
0 о
2 1

28. J(3x + 2)lnx dx 29. Jxe~xdx
1

30. J— 31.  Jinx dx
0 x 1
1 П

32. j x 3e 2xdx . 33. Je* sin x dx
о 0

2 Я  n/3

34. Jx2cosx dx 35. ^arctgjxdx
o 1

Куйидаги интефалларни Узгарувчини алмаштириш 
формуласидан фойдаланиб \исобланг:



36. \-yJx + \ск 37. Г------- т=
{ ¿1 + ^
8 1п 2 ______________ _

38. Г ^  сЬс 39. (Уе* -  \ск
з V  х + 1  I '

л/х
40. Г -^ т = Л  41. Г =

р  + л/х ¿ (4х + 1)-/х
V? ____ _ 2 ,

42. |х3л/1 + х2<& 43. ^ех—¿с1х
о 1 х

44. У * ^  45. 'Г -**
, * + *  • ¿1

<Ьс

+ х4
Куйидаги интегралларни такрибий хисобланг:

1 1 1
47. ¡ех2ск 48. Г-------^ск

1 •'1 + го о ~
я

^аг~^  ¿к 50. ^ т х  ск
о х о

4-§. АНИК, ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБИКЛАРИ 
1°. Текис шаклнинг юзини хисоблаш. Текисликда юоридан 
у=Г(х) (Г(х)>0, хе[а,Ь]) узлуксиз функция графиги, ён 
томондан х=а, х=в тугри чизикдар, пастдан 0Х Ук,и билан 
чегараланган шакл эгри чизик^и трапецияни юзи ушбу

ь
5  = ¡/(х)ск

а

формула билан топилади.
Текисликда юкрридан Г2(х) узлуксиз функция 

графиги,ён томонлардан х=а, х=в тугри чизикдар, пастдан 
^(х) узлуксиз функция графиги ^2(х)> ^(х), хе[а, Ь]) билан 
чегараланган шаклнинг юзи куйидаги



Д /'гСО -.Л О О ]*

формула билан топилади.
7-Мисол. I. Ушбу у=4х-х2 парабола ва Ох ук,и билан 

чегараланган шаклнинг юзини топинг:
Аввало берилган параболанинг Ох ук,и билан кесишиш 

нукгаларини топамиз:
гу = 4 х -  х2. у - .

*у = 0
Равшанки, бу системанинг ечими (0,0) ва (4,0) булади. 

Демак, парабола Ох ук,и билан (0,0) ва (4,0) нукталарда 
кесишади.

Унда шаклнинг юзи

4 х 2 х \ \  32
5 =  |(4х -  х2)ёх = (4-т —) о =

3 3о
б^дади.

8-Мисол. Ушбу

Мх) = ~ х 2, / 2(х ) = л/2рх (р > 0 )
2 р

чизик,лар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу х;олда шакл у  - ¡̂2рх, у  = -̂ —х2 (р > 0)
2 р

параболалар билан чегараланган. К,аралаётган параболалар 
(0 ,0) х,амда (2р, 2р) нукталарда кесишади ва Ухе[0 , 2р] да

у]2рх > — х2 булади.
2 р

Формуладан фойдаланиб томамиз:

5 =  \ ( ^ 2 р х -^ -х 2)(Ьс^(^-^2рх2 о = ~ р 2 
5 2р 3 6р 3

2°. Текисликда эгри чизид ёйи узунлигини х,исоблаш.
у=Дх) функция [а,в] сегментда берилган ва узлуксиз

булсин. Бу функциянинг графиги АВ эгри чизик,ни-ёйни 
ифодалансин. Агар Г(х) функция [а.в] сегментда узлуксиз Р(х) 
Хосилага эга булса, ёй узулиги ушбу



формула билан топилади.
МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

Куйидаги чизикдар билан чегараланган шаклларнинг 
юзини х,исобланг.
1.у= -х2, х+у+2=0

2. у -  — , х = 1, х = 3
2

3. у=2х-х2, х+у=0  .
4. у=2х2+Зх-9, у=0
5. у=2х2, х=1, х=2, у=0

д: x

6. >> = ~ ( е а +е  °), х = 0, ^ = 0, х - а  (а > 0)

7  8  * 27 у  = ~------- ,  ^ =
4 + х 4

8. у=1пх, х=е, у=0
9. у=2х, у=2, х=0

10. у  = x -  j  = cosx, х = 0

и 1 10 .11. У  = Х, у  = ~ ,  У  = —  — Х  (х>1 )
x 3

12. у = ех,у  = e~x,x = 1
1 913. У = — ( х - 3 )  , х-2>> + 9 = 0

14. ху=4, х=1, х=4, у=0
Куйидаги эгри чизикугарнинг берилган ораликдаги ёйи 

узунлиги х,исобланг:
2

16. у = —  ~ 1, - 4 2  < х <  \/2

17. у  = lncosx, 0 < х < а  ( а < ~ )

18. у=1п(х2-1), 2<х<5



19. у -  2 (е4 + е 4), 0 < х < 4

20. у=х3, 0<х<1
21. у2=(х-1)2,*2<х<5

22. у  = In х, л/3 < х: < л/8

з
23. у  = 2, 0< х <4

у3 5
24. у2 = --------- , 0 < х < — а

2 а - х  3

25. у2=2рх, 0 < jc < ^

XV БОБ. Х.ОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР.

1-§. Чегаралари чексиз х,осмас интеграллар.
1°. Хосмас интеграл тушунчаси.
f(x) функция [ а , + оо] ораликда берилган ва узлуксиз 

б^лсин.
1 -таъриф. Агар у->+<» да 

у

F=(y) J f(x)dx (а<у<оо)
а

функциянинг лимити мавжуд б^лса, бу лиммит f(x) 
функциянинг [а,+оо) ораликдаги хосмас интеграли деб аталади 
ва
+00

J f(x)dx
а

каби белгиланади :
у

f f(x)dx = lirn F(y ) = lim [ / ( x)dx
J V->+oo v—>+oO Jy->+oo y—>+ 00

a



у
Агар у—> + оо  да F(y)= J f(x)dx функциянинг лимита мавжуд ва

а
+00

чекли булса, у холда | f(x)dx хосмас интеграл як,инлашувчи
а

дейилади.
Агар у -»+ оо да F(y) функциянинг лимити чексиз булса, у

+00
холда J f(x)dx хосмас интеграл узокдашувчи деб аталади.

а
Юкрридаги каби таърифланади:

а а

f f(x)dx= lim f f(x)dx, ( - qo<  у < а);
J y - + -  oo J

—00 у

+oo t

f f(x)dx= lim [ f(x)dx, (-oo< у < t < + qo );!J ^—>—00 J
-« У

+oo

1-Мисол.1. J e_2x dx хосмас интеграл хисоблансин.
о

Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб 
топамиз:
+00 у у

[ е 2х dx = lim f е_2х dx = lim ( -1/2) f e~2x d(-2x)= -
•J V—>+oO J y—>+oo Jо о 0

1/2 lim e_2x l0 =-l/2 lim (е'2У-е°)=1/2
y -Ь + а о  y ~*+oo

Демак, берилган хосмас интеграл як^нлашувчи ва

+оо

| е 2х dx =1/2



i ax—  ( а >0, а >0 ) интеграл
а ^

Хисоблансин.
+0° dx ^Агар а >1 булса, у холда f —  = lim [ X "“ dx = lim

J y.a y->+o0 J v->+ccV V->+a0 J v->+cc
О Л 0

'  -a+1 >
=  lim TT- (у1-“- a 1'a ) = “

y - ± + oo

dx 

0 *
эканлигини билдиради.

+oo »г dxбулади. Бу эса I —  хрсмас интегралнинг як^нлашувчи
j  V й

dx УАгар а>1 б^лса, у холда f —  = lim f л: яс1х= lim (у1"“-
X °  y ->+oo J y —>-+-00а а

a l'a)^=+co
булади. Хосмас интеграл узокдашувчи. Агар а=1 булса, у 
холда

+ r dx .. Уг dx . , чI — = lim — = lim (lny-ln а )=+<»
J Y  у —>+oo J V  —> +co
а а

булади. Бу интеграл узокутшувчи
+СО J

i ctx— (а>0, а >0) хосмас интеграл
V й

а >1 булганда як,инлашувчи, а<1 булганда узокдашувчи 
булади.

2°. Асосий хоссалари
+00

1) Агар | f(x)dx як,инлашувчи ва к узгармас сон булса, унда



-t-UU

J к f(x) dx х,ам як^нлашувчи булади ва
а
+оО +00

J k f(x) dx=k | f(x) dx
a a

+00 +ao

2) Агар | f(x) dx ва J g(x) dx интеграллар як,инлашувчи
a a

булса,
+«0

у холда | [f(x)±g (x)] dx интеграл \ам як;инлашувчи булади

ва
+ 00

J [f(x) ± g (х)] = J f(x) dx + J g(x) dx
a a a

+00

3). Агар Vxe[a ,+oo]  да 0< / ( x )  < g(x) б^либ, Jg(x)cfct
a

+oo
якинлашувчи б^лса, у \олда ^g(x)dx интеграл якинлашувчи

а
булади.

+00

З-Мисол. J е dx хосмас интеграл як^нлашувчиликка
о

текширилсин.
■flixr

х ' '  х2

1 ^  ̂  
Ихтиёрий х>1 б^лганда е~х < —— булади. Равшанки Г-

х J;
интеграл як,инлашувчи. Унда юкррида айтилганига кура
+оо

Je”x dx хосмас интеграл хам як;инлашувчи булади.



Маълумки, \е~х dx
о

интеграл мавжуд. Унда интегралнинг 2-^оссасидан фой- 
даланиб,

*осмас интегралнинг як,инлашувчи булишини топамиз.

2-§.ЧЕГАРАЛАНМАГАН ФУНКЦИЯНИНГ Х.ОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАРИ

f(x) функция [ а ,Ь) ярим интервалда берилган ва 
узлуксиз булиб, (t,b) да (a <t<b) чегараланмаган б^лсин.

функциянинг лимити мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган 
f(x) функциянинг [ а ,Ь) ораликдаги х;осмас интеграли деб 
аталади ва

о о

куйидаги J= J г 1 dx
о

2-таъриф. Агар t»b-0  да Q(t)= ^f(x)dx, ( a <t<b)
а

Ь

\f(x)dx
а

каби белгиланади:
Ь I

J/(x)<ix = lim Q(t)= lim Jf(x)dx
a a

нинг лимита мавжуд ва чекли
а

Ь

Хосмас интеграл як,инлашувчи
а

дейилади.



Агар I—>Ь-0 да СНО функциянинг лимити чексиз булса, у
ь

Ходца \/(х)(к Хосмас интеграл узокдашувчи дейилади.

4-Мисол. 1. сЬс

текширилсин.

х=1 нукта атрофида Дх)=
л/1 - х

интеграл як,инлашувчиликка

функция чегараланмаган.

Демак, берилган интеграл чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграл и. Таърифга кура

г ск .. ‘е сЬс
- ~ 7 = = 1 1 Ш«-»-оIХ п у/1-Х

булади. 

Агар | А
¿л/1- х  

/ ( 1 -х )^ / ( 1 - * )  = - (1-х )
■ + 1

= -2 (1- 0 * - 0 - 0)* = 2 -  2-УГ-Т

б^лишини эътиборга олсак, унда
<

Нш Г/-»1-0 J
¿¿с

л/ьГ
Нш (2 -2 л /Г --0  = 2/->1-0

булиб,

| - А = = 2
0 л/1 — л:
эканлигини топамиз. Демак, берилган хосмас интеграл 
яцинлашувчи ва у 2 га тенг.

сек
5-Мисол. —  интегрални карайлик.

J  V



x=0 Hyigra f(x) = — функциянинг махсус нук^аси. Х,осмас 
х

интегралнинг таърифига кура

= lim O-dx =  limfln 1 -  ln /1 = + 0 0
J Y /->+0 J у f-»+0
0 l
б^лади. Демак, берилган досмас интеграл узокдашувчи.

 ̂ ¿¿С
6-Мисол. Ушбу А = [------------ , В = [------------- (а>0)

j ( x - a ) a ;(Ь~х)а
интеграллар як,инлашувчиликка текширилсин.
Бу чегараланмаган функцияларнинг х,осмас интегралларидир.
а) а*1 , булсин. Бу \олда

Ь 1 Ь 1 ь

Г— =------ = lim Г -------------= lim f (х -  a)~xd(x -а )  =
J( x - a ) “ '— +0 I (х -а )а '—+° Jа

-a+l

= lim
f->a+0

ix -ä ) '  
- a  + l

= lim [(4 “ - ( i - f l ) 1-“ ]
t-*a+0 ] _  q

б^либ, бу лимит а<1 булганда чекли, а>1 булганда эса чексиз 
б^лади.
б) а=1 булсин. Бу холда

Г — lim f — = lim С-  = lim [ln(/ -  d)\ -  +00
J x — a ‘-*a+° J x — a '-»o+o J x — a <->o+oa t t

б$шади. Демак,

А = f— ——  (a>0) 
l ( x - a ) a

интеграл а<1 булганда як^шлашувчи, а > 1  булганда эса 
узокдашувчи булади.
ХУДДИ шунга ухшаш,

В =  f— ——  (а>0)
¡ ( Ь - х У

Хосмас интеграл а<1 булганда як;инлашувчи, а>1 булганда 
эса узокдашувчи булиши курсатилади.



МИСОЛЛАР ВА МАСАЛАЛАР.
Куйидаги чегаралари чексиз хрсмас интегралларни ^исобланг.

4-00 +00

1. jx 2dx 2. I  e~xdx
i о

+ 0 0  + С0 7

3. I хе~*г dx 4. J—-
о i х
О -1 ,

5. jxexdx 6. | 2
-оо
+00 о 1

7. f - ^ L .  8. Г *
l l  + Jt '„4 + х 5—оо

+00 i 1 +00
9. f - y ß  Xdx 10. [-J V J 1

Í¿C
x 2 J X2 + 2x + 51 -oo

Куйидаги чегараланмаган функциянинг х,осмас 
интегралларини ^исобланг:

i , i
11. 12. J lnxûfct

О 'у X о

13 í ■ -  íV i - x 2 '

2f _ ^ L  16.
'  X l n  X _J¡ X

f - í *  - 18. f - *  =
.,x  - 1  o x v ln x



1-§. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ
лимита

1°.Функция ва унинг лимити тушунчалари.
Текисликда бирор М туплам берилган булсин.
1-таъриф. Агар М тупламдан олинган хар бир (х,у) 

нукгага бирор коида ёки конунга кура битта хакикий ъ сони 
мос куйилган булса, у холда М тУпламда икки аргументли 
функция берилган деб аталади. Уни

г=/(х,у)
каби ёзилади. Одатда М туплам функциянинг 

аникланиш сохаси деб аталади. х ва у (эркли узгарувчилар) 
функция аргументлари, Ъ эса х ва у ларнинг функцияси 
дейилади.

1-Мисол. Текисликдаги хаР бир (х,у) нукгага шу нукга 
координаталари х ва у нинг купайгмасини мос куядиган 
коида берилган булсин.
Натижада

г = /(х,у) = ху
функцияга эга буламиз.

2-Мисол.Куйидаги функциялар икки аргументли 
функцияларга мисолдир:

1г  = х2 +У2, г  = у1\-х2 - у 2, г
^ - х 2 - у 2



г -  f(x,y)  функция M тупламда берилган булиб, х ва у
Узгарувчиларнинг \ар бири (а ,ß) интервалда берилган
функциялар булсин:

x = (p(t), y = y/{t\ (t e ( a ,ß ))
Бунда t узгарувчи (a,ß)  ораликда узгарганда мое х ва у
лардан тузилган (х,у) жуфтликлар М тупламга тегишли 
булсин. Натижада ушбу

z = f( x ,y ) = f (  <p(t),y/(t)) 
функцияга эга буламиз. Бу х;олда Z Узгарувчи t узгарувчининг 
мураккаб функцияси деб аталади.
2-таъриф. Маркази (х0,_у0) нук^гада, радиуси е(Уе>0)  га 

тенг булган очик; дойра (х 0, у0) ну^танинг атрофи (доиравий 

атрофи) деб аталади ва Ue( (х0 , у 0) )  каби белгиланади:

VA  O W o ))= { fo .V )e  r2  : 0 - * о ) 2 +(У-Уо)2 < £2}
Агар нукганинг х,ар бир атрофида М тупламнинг

(хо>Уо) нук^гадан фаркди камида. битта нук^аси булса, у

х;олда (х0, jy0) нукга М тупламнинг лимит нук^аси деб 
аталади.
3-таъриф. Агар М тупламнинг нукгаларидан тузилган 
(х 0,^ 0) га интилувчи \ар к,андай {(хп,_уп)} кетма-кетлик
олинганда \ам мос {f ( x n,y„)} кетма-кетлик х,ар доим битта

А сонга интилса, бу А сон f(x,y) функциянинг (х0, у0)
нук^адаги лимити деб аталади ва

lim  f(x,y)=A 
*-»*ьУ-+У0

каби ёзилади.
Функция лимитини куйидагича таърифласа х.ам булади.
4-таъриф. Агар Vs > 0 сон олинганда \ам шундай 8  > 0 сон 
топилсаки, d((x,y), (х0,.у0))<<?
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х,у) е  М нук^алар учун

\f(x,y)-A\<e



булса, у \олда А сон f(x,y) функциянинг (х0 ,_у0) нукдадаги 
лимита деб аталади ва юкрридаги

\/(х,у)-А\<е
каби белгиланади.
З-Мисол. f(x,y)=x2 + y2 функцияси (0;0) нук^гадаги лимита 
топилсин.
(0;0) нукгага интилувчи {(jc„ , )} кетма-кетликни оламиз: 
lim(x„>’n) = (0;0). Юк;орида айтилганига кура, бу х,олда
П—>оО

lim xn =0, l im y n =0
Л—>о0 Я—>0О

булади.
Берилган функциянинг (хл, уп ) даги 1дийматларидан тузилган 
кетма-кетлик

{fi.xn,yn)} = {xl +у2п} 
булиб, хп - > 0 ,  уп -> 0  да f(x„,y„) = x2n + у 2п -> О булади.

Демак,
lim / (х, у) -  lim  (х2 + у2) = О
jc-+0 х—>0
у-*0 >»->0

2°.Асосий хрссалари.
1)Агар lim  f(x,y) мавжуд булса, lim kf(x,y) \ам мавжуд

х — * х0 Х -> Х 0

У^>Уо У~*Уо

ва lim  f(x,y) = K lim  f(x,y) булади ( к = const).
X—>х0 X->Xq

У ^ У о  У ^ У о

2). Агар lim  f(x ,y ) = А, lim  q(x,y) -  В булса, у х;олда
х - > х 0 х ~ * х 0

У~*Уа У~>Уо

lim [/ (х , у) ± q(x, у)] = А±В
х - + х 0

У-*Уа

б^лади.
3). Агар lim  / (х , у) = А, lim  q(x,y) = В булса, у хрлда

x->xQ
У^>Уо У-+Уо

lim |f(x,y)-q(x,y)]=A-B
У~>Уо

булади.



4). Агар Иmf(x,y) = A, lim  q(x,y) = B булиб,
x->x0 x -*x0
У -*Уо У-+Уо

/ " * Аlim  q(x,y) 0 булса, у холда lim — = — булади.
*->*<> x-+x„ q(x,y) В
У^>Уо У~>Уо

2-§. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
УЗЛУКСИЗЛИГИ

z=f(x,y) функция М тупламда берилган булиб, (хо,Уо) 
((хоьУо)еМ) ну^тада шу М гупламнинг лимит нук^аси булсин.

5 — таъриф. Агар
lim  f(xïy) = f(Xo,y0)
*->*0
У-*Уо

булса, у холда f(x,y) функция (хо,Уо) нук^ада узлуксиз деб 
аталади.

6 — таъриф. Агар \/е>0 сон олинганда \ам шундай 
5>0 сон топилсаки, d((x,y),((x0,yo))<ô тенгсизликни 
кдноатлантирувчи барча (х,у)еМ  нукгалар учун

\f(x,y)~f(x0,y0)\<£
Функция узлуксизлиги унинг орттирмаси ёрдамида хам 

таърифланиши мумкин.
7 — таъриф. Агар аргумент орттирмалари Ах ва Ду 

нолга интилганда функциянинг тулик, орттирмаси 
А/ Оо >Уо ) = f ( x о + Ä*. Уо + ЛУ) -  f ( x о » У о ) *ам нол 1га 
интилса, у \олда f(x,y) функция (хо,Уо) нукгада узлуксиз деб 
аталади.

Агар f(x,y) функция М тупламнинг \ар бир нукгасида 
узлуксиз булса, у х,олда функция шу М тупламда узлуксиз деб 
аталади.

4-Мисол. f(x,y)=x2+y2 функцияни к,арайлик.
Ихтиёрий (xo,yo)eR2 нук^ани хамда (xq+ А х  , у0+ Ду )eR 2 ни 
олиб, функциянинг тулик, орттирмасини х,исоблаймиз:



Д/ (*о, Л>) = А хо + А*, У о + Д уЬ  Я  W o )  = (*о + А*)2 + Су + 4 у )2 -
-  (х02 + Уо2) = х0 + 2х0 • Дх + Дх2 + у 02 + 2у0 ■ Ау + Ау2 -  х02 -  у02 =
-  (2х0 + Ах) • Лх + 2(уд + Ау) ■ Ау 
Бундан эса
lim А/(х0,у0) = lim 1(2х° + Ах) • Ах + (2у0 + Ау) • Ау) I = ОДх—>0 Д х-*0Ау->0 Лу-»0

булишини топамиз. Демак, Дх,у)=х2+у2 функция R2 тупламда 
узлуксиз.

Эслатма. Агар юк;оридаги муносабат бажарилмаса, у 
Холда f(x,y) функция (хо,Уо) нукгада узилишга эга деб аталади. 
М тупламда берилган f(x,y) функция тупламнинг бирор 
нукгасида ёки тупламдаги бирор чизивда узилишга эга 
булиши мумкин.

5-Мисол.

А х ,  у)
х2 +у2, агар ( х ,у )^ (0 ,0 )  булса

1, агар (х,>0 = (0,0) булса 

функция (0,0) нуктада узилишга эга булади. Хак,ик,атан
хам

lim  /  (х,у) = lim(jc2 + у 2) = 0х->0 *->0>->0 у - *  0
булиб, бу лимит берилган функциянинг (0:0) нук^адаги 
киймати f(0,0) =1 га тенг эмас:

l im / (x ,y )  Ф / (0 ,0 )1->0
у - * 0

3-§. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ХОСИЛАСИ ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

1°. Функциянинг хусусий хосилалари.
z=f(x,y) функция M(Mc:R2) тупламда берилган булиб,

(хо,Уо)еМ (х 0 + Д ,у 0 )еМ  булсин.
8 — таъриф. Агар Дх -> 0 да



А ,/ ( * о » .У о )  Я * о  + & х - У о ) ~  / ( W o )
Ax Ax

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x,y) 
функциянинг (х<},Уо) нук^адаги х аргумента буйича хусусий 
Хосиласи деб аталади ва

д/^ ’Уо) ёки ^ х(хо,Уо) (кис^ача — ёки f \ ) каби 
Ах дх

белгиланади:
¥(Хр,Уо) =  f \ ( x у  ) =  lim =  Hm +  ~ / ( *Ь » У о )

дх ’ Ах л*->о Ах

худци шунга ухшаш агар, Ау —> О да

& У /(х0,Уо)
Ау

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x,y) 
функциянинг (хо,Уо) нукгадаги у аргумента буйича хусусий

ЛГ/ лг
хосиласи деб аталади ва °’ - - - ёки ^ у(хо,Уо) (к^ск;ача —

ду ду
ёки Яу) каби белгиланади.
W M Ü  = / ' , ( W o )  = Иш M i W s )  = lim / (* . + а » , г . )

Ау-*0 Ду Ду->0 Ду

Мисоллар. 1. f(x,y)=x2+y3 функциянинг хусусий 
Хосилалари куйидагича булади:

f'x(x,y) = (x2 +у2)1* =2х
f\(x,y) = (x2 +у2)\ =2у

2. f(x,y)=xy (х>0) функциянинг хусусий хосилалари

dL  =  y x y - \  V ^ y . t o x  
дх ду

булади.

3. z -  arctg— функциянинг хусусий хосилалари 
У



У У
булади
9-таъриф. Агар Д х , у )  ф у н к ц и я н и н г  ( х 0 ,У о )н у к ^ а д а г и  

ортирмаси
¥ (х0,Уо) = Я хо + ¿х,Уо + Ау) -  Л х0’У0)ушбу
А/(х0у 0) = А.Ах + ВАу + А. < х + /?. < у

куринишда ифодаланса, у холда функция (хо,Уо) нук^ада 
диференциалланувчи деб аталади, бунда А,В- узгармас,<х ва 
Р эса Ах ва Ау га боглик, хамда Ах -> 0, Ау —> 0 да АЛ ва

А/3 лар хам нолга интилади.
7-Мисол. !"(х,у)=х-у функцияни кдрайлик. Бу 

функциянинг (хо ,Уо) нукгадаги ортгирмаси
А/(*о,У0) = (х0+ Ах)О0 + Ау) - х 0,у0 

булади. Уни куйидагича ёзиш мумкин:
¥  Оо. У0 ) = Оо + Д*)СУо + Ау) -  хоУо = У о-̂  + х0-Ау + Ах-Ау = 
-А -  Ах + ВАу + Л ■ Ах + Р ■ Ау 
бу ерда

А=у0) В=хо, Л = Ау, (3=0
Демак, берилган функция (хо ,У о) нук^ада 

дифференциалланувчи.
Агар А(х,у) функция (хо ,У о) нук^ада 

дифференциалланувчи булса, у холда функция шу нук^ада 
ва хусусий хосилаларга эга булиб, функция орттирмаси эса 
ушбу

У(*о>Уо) = / 1*(хо’Уо) ■ А* + Л ( х 0,Л )  • Ау + Л ■ Ах + р  • Ау 
куринишга эга булади.

10 — таъриф. Ушбу



f À x 0,y0)àx + f Xx(x0,y0)Ay = f\ (x0,y0)dx + fyix^y^dy
ифода f(x,y) функциянинг (хо,Уо) нук^адаги дифференцияли 
дейи-лади ва df(xo,yo) каби белгиланади.

2°. Функциянинг юк,ори тартибли хосиласи ва 
дифференцияси.

11-таъриф. z=f(x,y) функция хусусий хосилалари Рх(х,у), 
Ру(х,У) нинг хусусий хосилалари берилган функциянинг 
иккинчи тартибли хусусий хосилалари дейилади ва

r a su гп - Ô2/  дV  d2f  к 
J  , /  , /  еки -— у , —  _ ? _ каби белгиланади.

ох дхду ду
Демак,

дх дх\дх j

f¡I _  J  *у —дхду дуудх)

/ " у ‘ = ^ 4  =  ( / ' у ( х , У ) ' у = ~  .  ду дууду
худди юкрридагидек, z=f(x,y) функциянинг учинчи, туртинчи 
ва хакозо тартибли хусусий хосилалари таърифланади.

8-Мисол. f(x,y)=x2+y2+x2y2 функциянинг иккинчи 
тартибли хусусий хосилалари топилсин.

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:

—  = —  (х2 + у2 + х2у 2) = 2х + 2ху2, 
дх дх

f  = Í - ( * 2 + / + * V )  = 2 ,  + 2 * Vду ду
функциянинг иккинчи 
куйидагича булади:

тартибли хусусий хосилалари



дхду ду дх ду
12 — таъриф. г=Г(х,у) функциянинг (х,у) нук^адаги 

дифференциали df(x,y) нинг дифференциали берилган 
функциянинг икинчи тартибли дифференциали деб аталади 
ва (Р^х.у) каби белгиланади.

<12Г(х,у) каби белгиланади:
сРГ(х,у)=ё(с1Г(х,у))

Бунда

дх дхду ду
булади.
Худди юцоридагидек, г=Г(х,у) функциянинг учинчи, 

туртинчи ва \аказо тартибли дифференциаллари 
таърифланади ва уларнинг ифодалари топилади. 

г=Дх,у) функция (хо, Уо) нук^анинг
и ,  ((х0,у0)) = {(х,у) е  Я2 : ^ ( (х ,у ) ,(х 0,у 0)) < 

атрофида берилган булиб, унда функция биринчи, иккинчи 
ва хоказо (п+1) — тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга 
булсин. У холда

дх ду 2

дх дхду ду

' ^ Ы (х ) .+с,„
дх дх ду ду

д " « я * »+ в1(х -х0) , у о +е 2( у - у 0)),_ ¿ г  7 (дг0 + в , (х -х0),Уо_ + е , ( у - у , ) , _
(х х°> -  д у ^

1
л!

1+ -
(и + 1)!

булади. Бу формула икки аргументли функциянинг Тейлор 
формуласи деб аталади.

4-§. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ЭКСТРЕМУМ К.ИЙМАТЛАРИ



z=f(x,y) функция M тупламда берилган булиб, (хо,Уо)еМ 
булсин.

13 — таъриф. Агар (хо,Уо) нук^анинг М тупламга 
тегишли шундай

U , (C W o ))  = {(*>.У) е  R :d((x,y),(x0,y0)) < S} 
атрофи топилсаки, У(х,у) е  иД(Хо>>о)) учун

f (x ,y )< f(x Q,y0)
тенгсизлик уринли булса, у холда f(x,y) функция (хо,Уо) 
нук^ада максимум к^йматига эришади дейилади. (хо ,У о) нук^а 
функцияга максимум каймах берадиган нукга, f(x0,yo) эса 
функциянинг максимум к^ймати дейилади. Уни

max {/(*,>>)} ( ( * , J ' ) e U , ( ( x 0»>'o))
каби белгиланади.
Демак,

f(xo,yo)=max{f(x, у)}
14 - таъриф. Агар (хо ,Уо) нук^анинг М тупламга тегишли 

булган шундай
и ,  ( ( W o ) )  = R2 ^((х,у),(х0,у0У) <

атрофи топилсаки, V ^ ,^ )  е  , JV0)) учун
f (x ,y )> f(x 0,y0)

тенгсизлик Уринли булса, у хрлда f(x,y) функция (хо ,У о) 
нук,тада минимумга эришади дейилади. (хо ,У о) нук^а 
функцияга минимум кий мат берадиган нук^а, f(xo,yo) эса 
функциянинг минимум киймати дейилади. Уни

m in{/(x, >>)} (О , у) £ \Jg (х , 7 ))
каби белгиланади. Демак,

f(xo,yo)=min{/(x,;y)}
Айтайлик, f(x,y) функция (хо ,У о) нукгада иккинчи 

тартибли хусусий \осилаларга эга булсин.
Функциянинг эктремуми куйидагича топилади:
1) f(x,y) функциянинг хусусий хрсилалари тогшлиб 

уларни 0 га тенглаб
\flx{x,y) = О 

\ f ' , ( x , y )  = 0



система ечилади.
2) Айтайлик, (хо,уо) системанинг бирор ечими булсин.

Сунг
/ х2 (Х0’Уо) = а11 ’ /  *у(х0>Уо) = а12> £ У1 (Х0’Уо) ~ ̂ *22 
л ар хисобланади.

3) Агар а 11 а 2г~а2\г 83 <2н< б^лса, Дх,у) функция 
(хо ,У о) Да максимумга эришади.

Агар а 11 а 27- а 2п >0 ва а п>булса, Дх,у) функция 
(х0зуо) да экстремумга эришмайди.

Мисол. г=х2+2ху+2у2-4х+6у+10 функциянинг 
экстремуми топилсин.

Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:
Л Д
—  = 2х -  2у -  4, —  = -2 х  + 4у + 6 
дх ду

бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб, ушбу
2х-2у-4=0

-2х+4у+6=0
системанинг ечамиз.

( 2 х -2 у - 4  = 0 (х -  у - 2  = 0 1> + 1 = 0 [у = - 1
[ -  2х + 4у + 6 = 0 [ -  х + 2у + 3 = 0 [х = 1 [х  = 1

Демак, (1,-1) нук^а берилган функциянинг стационар 
нукгаси.

Функциянинг иккинчи тартибли хусусий \осилаларини 
топиб, уларнинг стационар (1,-1) нук^адаги к,ийматларини 
\исоблаймиз:

0  = | - ( 2 1 - 2 ^ - 4 )  = 2,
ох дх
д2г д , _ . , ч .
Т Т  = + 4у + 6) = 4,ду ду

- ^ -  = — ( 2 х -2 у -4 )  = -2  
дхду ду

Демак, а  п=2, а\т=-% « 22=4,
Энди а 11 а 22- а 122=24-(-2)2=8-4=4



Демак, ац а22-а122=4>0 ва ац =2>0. Юк,орида айтилганига кура 
берилган функция (1,-1) нукгада минимумга эришди. 
Функциянинг минимум к,иймати эса

тт(х2-2ху+2у2-4х+6у+10)=5
га тенг.

Мисол ва масалалар 
Куйидаги функцияларнинг аник,ланиш со^аларини 

топинг.

1. г=х+у 

3. г=4-х-2у

5. г -  д/1 -  х 2 -  у2 6. г = ,—
4 ХУ

1. г -  х + д/х2 -  у2 8. г=агс5т(х+у)

9. г=1п(-х+у) 10. г = л/х + у
Куйидаги лимитларни луисобланг:

’  Л ' " '  , ,  +И. Н т -----^ ------ 11. И т
*->0 XV х -»0,у -» 0  *  у - *  0

13. И т ^  14. И т- *
*-►0 д ; *->0 Х + у
у - у  2 у - *  0 7

15. Н т - Э ^ -  16. П т  Х + У
*->°х2 + у 2 х2 + у2у->0 у у->оо *

17. '*■
д:̂ >0 X + V дг->3 V>->0  ̂ ^

19. Пш——— 20. Н т (х 2 +>'2) з т  —
Б т(ху) х-*ь XVу-* 1 4 ^ у->1 ^

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:

21. г = ——— 22. г = х2+ху + у2
2 х - у



х + у
Куйидаги функцияларнинг хусусий хрсилаларини 

топинг:
26. г=х3+7ху2+у2+1 27. г=х2+2у2-3ху-

4х+2х+5

28. 29. г— —
х + у X

30. г= ̂ х2 -  у 2 31 .т= 1п(х2 + у 2)

32. г = а п ^ — 33. г=х2Бт4у
л:

3 4 .7  = 4 - -  З5.г = ху
У У

. у
81П— V

36. г = е х 37. г = аг^ —— г
1 + х

38. г = е3х2+2у1~ху З9.г = хе~ху
40. г=\п Бт(х-2у)
Куйидаги функцияларнинг тулик, дифференциалларини 

топинг.

41. г=ху2 42. г — —— -
X -  у

43. х=у 1п2х 44. г=ух
У Х

45. г=е*У 46. г = —-----
х У

47. 2 = з т — 48. г = \п(4х + л[у)
У

49. 2 = а г с ^ — 50. г = ^х2+у2
У

Куйидаги функцияларнинг курсатилган тартибдаги 
^осилаларини х,исобланг:



51. z=4x3 +Зх2у+Зху2-у3,

52. z=xy+sin(x+y),

53. z=lntg(x+y),

54. z — arctg

dxdy 

d2z
dx2 

d2z
dxdy 

X + у  d2z
1 -  xy ’ dxdy

55. z—xsinxy+ycosxy, ^  ^

Куйидаги мураккаб функцияларнинг хосилаларини 
топинг:

56. z = — ln — , u=tg2x, V=ctg2x2 у
X2 - и  „

57. z = —z----- , u=3x+l
X +u

58. z=x2 u, u=cosx
59. z=u2+v2, u=x+y, v=x-y
60. z=ln(u2+v2): u=xy
Куйидаги функцияларни экстремумга текширинг:
61. z=x2+xy+y2-6x-9y 62. z= (x-l)2-2y2

63. z=x3+xy2+6xy 64. z = (X2 + >>) • -Je*
X

65. z = x-s[ y - x 2- y  + 6x + 3 66. z = e^(x + y2)
X

67. z = e (̂x + y 2)

68. z = 31n— + 21n_y+ ln ( 1 2 - x - > >)
6

69. z=(x-y)3+ (y-l)3
70. z=x3+y3-15xy
71. z = (x2+y2)(e'(x2+yl)- l )



XVII. БОБ. ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ИНТЕГРАЛ И 

1-§. ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ 
1°. Икки каррали интеграл тушунчаси.
Текисликда бирор чегараланган ёпик; (S) соха берилган 

булиб, унинг юзи S га тенг булсин.
Бу (S) сохдца z=f(x,y) функция аник,ланган булсин. (S) 

сохани чизикдар ёрдамида п та (S i), (S2),...,(Sn) сохаларга 
ажратамиз. Уларнинг юзлари мос равишда Sj S2..., Sn булсин. 
(Sk) (k= l,2 ,...a) сохада ихтиёрий М(хк,ук) нук^а олиб, бу 
нук^гада берилган функциянинг к,ийматини хисоблаймиз: 
f(x,y). Сунг уни (Sk) со\анинг юзи Sk га куиайтириб, 
куйидаги

S = Y4f{xkiyk)-S
<г=1

йигиндини тузамиз. Бу йигинди f(x,y) функциянинг (S) 
буйича интеграл йигинди деб аталади.

Одатдагидек, (S) (к=1,2..., п) сохалар диаметрларнинг 
энг каттасини Л деб оламиз.

1 — таъриф. Агар Л —> 0 да интеграл йигинди чекли 
лимигга эга булса, у холда f(x,y) функция (S) соха буйича 
интегралланувчи дейилиб, бу лимит эса f(x,y) функциянинг 
(S) сох;а буйича икки каррали интеграли деб аталади. Уни

\\f(x,y)dxdy
(S)

каби белгиланади.
Демак,

Агар z=f(x,y) функция чегараланган ёпик, сохада 
берилган ва узлуксиз булса, у холда ^f(x,y)dxdy интеграл

(S)

мавжуд булади.
2°. Икки каррали интегралнинг асосий хоссалари.
1). Агар (S)=(S1)U(S2) булса, у холда
\\f{x,y)dxdy= JJ,f(x,y)dxdy+ JJ.f(x,y)dxdy
(S) №) (S2)



булади.
2). Куйидаги тенглик уринли булади:

\\ltf(x,y)dxdy = k J J / (x,y)dxdy (к = const)
(S) (S)

3). функция билан бирга g(x,y) функция \ам (S) да 
узлуксиз булсин. У х,олда

JJt/X* ,y)±(x,y)\hdy=  J\f(x,y)dxdy± JJg(x,y)dxdy
(S )  (S) (S)
3°. Икки каррали интегралларни х,исоблаш.
Текисликдаги (S) сох;а ушбу

(S) = |(х,.у) е  i?2 : а < х < Ъ, с <>><£/1 

тугри туртбурчак со^адан иборат булсин. У х;олда 

С/Гь
J J/ (X ,3 ^ )^ = J J f(x,y)dx(S) с L a dy,

\\f(x,y)ds=\ \(x,y)dy
( S )  a L c

булади.
ГХ

dx

(1)

(2)

l -Мисол. JJ— dxdy интеграл ^исоблансин, бунда '
(Я)У

(S) = j(x>>0 е R2:3 < х <5, 1 < >- < 2 j
(1) формуладан фойдаланамиз:2 5

( S ) S  i L 3 - ^ dy

j

ix— dx интегрални *исоблаймиз. Унда у уни 

Узгармас деб карай миз:



3'У У 3
Натижада —

2 Г 5

[ [ - < * [  ("-¿¿с 4у=  [ Ф  = 81лу [= 8(1п2-1п1) = 81п2
Ц У 1Ы\У } *У г

булади.
Энди (Б) со^а юкрридан у=ф2(х) функция графиги, 

пастдан у—ф](х) функция графиги, ён томонларидан х=а, х=в 
вертикал чизикдар билан чегараланган соха булсин.
У холда

<Рг (*)
|/( х,у)Ф> 

ъм
/|Л*> > 0 *  = {
(®)

булади.

(кк (2)

2-Мисол. \\(х + у)с1я интеграл хисоблансин, бунда
(5)

(5 )  = | х ,у } е Д 2 :0 < х < 1 , х < у < 2 - х 2 

Юкрридаги (2) формулага кура

Ц(х + у ) ф = 1
2 - х *

|(х + у)ёу
(Я)

булади. Равшанки,
2-х2 2-х-1

с!х

2 - х 1 2 - х 1 2 - х

= ху
2-х2 V

•+т 2 ^ 0 = х(2  -  х 2 -  х) + - ( ( 2  -  х 2)2 - х 2) = 2х - х 3 -  х2

2 -  2 -  2х2 + —х 4 -  —х 2 = — х 4 -  х3 - —х 2 + 2х + 2.



У *олда JJ(x + y)dxdys = j —x4 -  x3 -  —x2 + 2x + 2

=  I i l
2 5 

булади.

x
~4

7 V  
2 3

dx = 

1011 1 7 1_ ---------------- И  + 2 -
10 4 6 60

2-§. ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1°. Биринчи тур эгри чизикди интеграл. Текисликда бирор 
эгри чизик, (ёй) берилган булсин. У ни АВ ёки (1) билан 
белгилаймиз (-чизма).

Бу эгри чизик узунлика эга ва унинг узунлиги L булсин. 
Шу АВ эгри чизикда z=f(x,y) функция берилган (бунда (х,у) е 
(L). АВ эгри чизик,ни А0=А,А,А2...,Ап-1, Ап=В нукгалар 
ёрдамида п та булакка булиб, х,ар бир АКАК+/ булакчада

U KJ
ихтиёрий (SkbYk) (£ ki,Yk eAkAk*) нукга оламиз. Бу 
нукгада f(x,y) функциянинг к,иймати f(e hi, Yk) ни ^исоблаб, 
уни мое Ак+1 булакчанинг узунлигига купайтирамиз ва ни^оят

Л - 1

8 =
¿=0

йигиндини тузамиз. Бу х,ам интеграл йигинди дейилади.
2 - таъриф. Агар X = шах |Ау* > 0 да 8  йигинди чекли

О
лимитга эга булса, у \олда Г(х,у) функция АВ эгри чизик, 
буйича интегралланувчи дейилиб, бу лимит эса Цх,у) функция 
нинг АВ эгри чизик; буйича биринчи тур эгри чизик^и 
интеграли дейилади.

Уни
| А В  

каби белгиланади. Демак,
. п=1

= Ит<У = Н т £ / ( а д * ) Д 5 *Я->0
1) АВ эгри чизик, ушбу 

x=<p(t), у = y/{t)

k=o



система билан берилган булиб, бунда <р(ф) ва <р((р) 
функциялар [а,/?] да узлуксиз хамда узлуксиз 
х;осилаларга эга булсин. Ух,олда

= £  А<р(ОМ*)Я<р1 (0  + ^ '  ( 0 *  (3)
о

булади.
АВ эгри чизик, ушбу 

У=У(х) (а<х<Ъ)
Тенглама билан берилган булиб, у(а)=А, у(в)=В булсин. 

У(х) функция эса [а,в] сегментда узлуксиз \амда узлуксиз 
у*(х) хосилаларга эга. У *олда

|/ (х , = £  /(х,у(х)).л]\ + у1* (х)с1х (4)
АВ

З-Мисол. Куйидаги |д/х2 + у 1 с1$ ■
АВ

и
биринчи тур эгри чизи*уш интеграл хисоблансин, бунда АВ 
маркази (0,0) нуцтада, радиуси х=2 булган айлананинг 
биринчи квадрнтдаги кдомидан иборат. Аналитик 
геометирядан маълумки, маркази (0,0) нук^гада, радиуси т. =2 
булган айлананинг тенгламаси

х2+у2=4
булади.

Бу айлананиг биринчи квадрнтдаги к,исми 

у = 4 4 - х 2 (0 < х < 2)
булади.

(3) формуладан фойдаланиб топамиз.



J  л/х2 + у2 ds = j\/x2 + 4 -  х2
лв

1 +
- 2 х

х у

£2, 1 + г ¿¿с - ’ Г
2i£c

л/ i 2 Г-
dx
'хЛ1

4!
M !

= = 4arcsin— 
^  2

2o= 4 ■ — = 2П

2°. Иккинчи тур эгри чизик^хи интеграллар. Текисликда
О

АВ эгри чизик, берилган булиб, бу эгри чизикда z=f(x,y) 
функция ани^ланган б^лсин (-чизма).

U
АВ эгри чизи^ни Ао,А]А2. . .,Ап(А0~А,Ап=В) нук^алар 

ёрдамида п та б^лакка булиб, хар бир АЮАК+¡(к=0,1,2,. .п-1) 
булакчада ихтиёрий (£k,J]k) нук;га оламиз.Бу нукгадаги

функциянинг киймати f( %k,iJk) ни АкАк+1 ёйинг ох Укдцаги

проекцияси Ахк га, сУнг Оу укдцаги проекцияси Аук га 
купайтириб, ушбу йигиндиларни тузамиз.

я-1 п~\
= Z / ( % .  % ) ■ Д**. 2  = Z  f ( £Uc<Pk) ■ АУ* (5)

*=0 *=0
Хам интеграл йигиндилар деб аталади.

3-таъриф.
Агар

А, = тах{Л хА} —» 0  да Sx, а г = тах{Л у*} -> 0  да 32
йигинди чекли лимитга эга булса, у холда f(x,y) узлуксиз АВ 
эгри чизик, буйича интегралланувчи дейилади, бу лимитлар 
эса f(x,y) функциянинг иккинчи тур эгри чизикуш 
интеграллари дейилади. Улар мое равишда куйдагича



\Кх,у)Ас \Кх,у)Оу
А В  АВ

каби белгиланади.
Демак,

Г /(х, у)сЬс = Н т дх = Н т £ / ( & * ,  7* )■ А**■) ¿¡-+о
АВ

[ Дх, у)ф  = Н т 8г = Н т £  / ( 4 ,  7*) ■ Ахк•< Я,->0^ 1 1  к =ОЛВ
Ушбу

А  "
йигинди иккинчи тур эгри чизик^и интегралнинг умумий 
куриниши дейилади ва

\f(x,y)dx + g(x,y)dy
о

АВ

каби белгиланади:

3-§ ПАРАМЕТРЛАРГА БОРЛИК, ИНТЕГРАЛЛАР

1°.Параметрга боглик, интеграл тушунчаси ва унинг 
хоссалари.

г=Я(х,у) функция текисликдаги т^фи т^ртбурчак соха 
(Д )={{х,у)£К2\а<х<Ь,с<у<с1} да аникданган ва 
узлуксиз булсин.

Равшанки, £ / (х,у)с!х
Интеграл у узгарувчининг [с,ё]ораликдан олинган 

к,ийматига боглик, булади:

Ду)= £ / ( * , * ) *
Бу интегрални параметрга боглик, интеграл дейилади.
1)

/ ( х,у)фунщия(Д) = {0,>0 е  /?2;а  < х < Ь,с <у<с1) 
сох,ада берилган ва узлуксиз булсин. У х;олда



3 0 0 =  f  f(x,y)dx
функция ^ам [c,d] ораликда узлуксиз булади.

2). f(x,y) функция (Д ) сохада берилган ва узлуксиз, у 
шу сохада узлуксиз fy^xj) хусусий хосилага эга булса

З '(у )=  (/ ',(* ,) ')< &
булади

3). f(x,y) функция (Д ) сохада берилган ва узлуксиз
булса

^(y)dy = ^[^f{x,y)dx]dy = J j J *  f(x,y)dy]dx
булади.

2°. ПАРАМЕТРЛАРГА БОЕЛИК. ХОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАР. ЭЙЛЕР ИНТЕГРАЛЛАРИ.

f(x,y) функция ушбу
{(х,у)е R2;a <х < +оо,с <у <d }

сохада берилган булиб, у узгарувчининг [c,d] ораликдан 
олинган хар бир тайин к,ийматида х аргумента буйича [ а , +  с о  ] 
интегралланувчи булсин.

Унда

£  f(x,y)dx
интеграл параметрга боглик, булган хосмас (чегараси чексиз) 
интеграл булади.

Худци шунга ухшаш параметирга боглик, чегараланмаган 
функция хосмас интеграли тушунчаси киритилади.

Ушбу
1

В(х,у)= ¡tx-\l-ty-'dt  (7)
о

Г ( х ) =  j^ tx~le4dt (8)

интеграллар Эйлер интеграллари дейилади. (7) интеграл Бета 
функция, (8) интеграл гамма-функция деб аталади. Бета- 
функция



Д(х,;у)=  j V ^ l - f r 1dt
x ва у  узгарувчиларнинг х>0,у>0 булган к,ийматларида 

аник^ланган (мавжуд булади). Гамма функция
л« ,

Г(х) = | í е dt
эса х Узгарувчининг х>0 булган киёматларида аникданган 
(мавжуд булади).

В(х,у) ьа Г(х) функциялар бир к;атор мухим хоссаларга
эга.

1). Барча (х,у) (х>0,у>0) учун
В(х,у)=В(у,х)

булади
2). В(х,у) функцияни куйидагича \ам ёзиш мумкин:

В (х ,у )= Г  — — — dt
* (1 + f )”'

v — ]
3) Барча л-,уучун (х>0,у>1) В(х,у) = ------------В (х ,у -1)

х + у - 1
булади.

4) Агар У=1-х (0<х<1) булса, у холда

В ( х , у )  = В(х,  1 -  х) = J[ t— ^ r  =
л 1 + Í БШЛХ

булади
1 1 

Хусусан, х = - ,у  = ~

булганда

= — % - = П (9)
1 1 s in -П  

2
булади.

5) Барча х>0, учун
Г(х +1) = Г(х)

булади
6) Барча х>0, у>0 учун

В ( ^ ) г ™ т  (10>* Г(х + у)



булади.
Натижа (9) ва (10) муносабатлардан 0<х<1 учун

Г(х).Г( 1 + х) = — -  
sinflX

булиши келиб чикдци.

Хусусан, X = -- булганда -  —) = ———
2 2 2 sin лх

ёки

( г ф ) г = л-
булиб,

r < I )  = Æ

булади.
МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

Куйдаги такрорий интегралларни \исобланг:

■* ■* (х + у) 
x2dy
■ + у 22 М , -

3. Júfyjp(je3 + y i)dx 

4 з X

5. + >")<&

Куйидаги икки каррали интегралларни хисобланг
6. JJx j'd W yJ ,# ) = {(х,у) е R2;0 < х < а,0 < у < Ъ}

М)
7.

\¡(6xy2 - 1 2 x2y)dxdy(fl) = {(х,.у) е  Ä2;0 < х  < 1,0 < у  < 1}
д



Ят----- =  {(*»>0 е Я2;1 < х < 2,0 < .у < 1}JJ(x + y  + 2)
D

9. J \ex+ydxdy_(M) = {(jc,^) e  R2 :0  < x < 1,0 < 3/ < 1}
D

10- jjsin(x + y ) d x d y ( f l )  = {(x ,y ) е й 2 :0 < x < ^ ,0  < y < j }
(Д) 2

11. (x + y)dy

12. J jx2ydxdy,(fl)-coos y = -x2, x = у2 чизиклар
(Д)

билан чегарали нган coxa.
13. Це yl dxdy, (Д) —учляртл (0,0), (0,1), (1,1)

m
нук^галарда булган учбурчак.

14. Q^xy2dxdy, (Д) -  ушбу х2 + у2 = 4 ,  х+у-2=0

чизиклар билан чегараланган соха
15. ^x*ydxdy, (Д) -  ушбу ху = -1 , ^ -  х = 0 х=2

(Л)

чизиклар билан чегараланган сох;а.
16. ^ex+ydxdy, (Д) = ушбу у = е х, х = 0,у = 2

(Д)
чизиклар билан чегараланган соха.

17. ^ e ydxdy,_(fl)-ym6yy2 = х ,х  = 0 ,^  = 1 
(Д)

чизиклар билан чегараланган соха.

f /i+cosx 2
dx I _у sin xdx

П .

19. f2 dx Г ydy«b «COSJC



2°. ff--^-jdxdy, (Д)-ушбу y = ~ , y  = x 
сюх+ У "■ "  2

чизикдар билан чегараланган сохд.
Куйдаги эгри чизикди интегралларни хисобланг:
21. ^xy2dl, ,бунда L-A(0,0), В(4;3) нукгаларни 

i
бирлаштирувчи тугри чизик, кесмаси.

22. ^xdl, бунда L- ушбу у=х2+1 эгри чизик,нинг А(0,1)
I

ва В (1,2) нукгалари орасидаги к,исми.

23. J-\/l + х2 dl, бунда L- ушбу 2у-х2=0 эгри чизик,
I

(1 < х < 3 ) ёйидан иборат.
24. ^ydl бунда L- ушбу у=х3 эгри чизицнинг А(0,0) ва 

В(1,1) нукгалари орасидаги кисми.
25. | (2 x + y)dl, бунда L-учлари А(1,0), В(0,2),0(0,0)

нукгаларда булган учбурчак контури.
26. Г x2dx + xy2dy, бунда L —икки А(0,1)ва В(1,2)

■7

нук^аларни бирлаштирувчи т^ри чизик кесмаси.
Г 2 1 127. х (ЬсН— г-dy, бунда L ушбу х = — эгри чизикнинг
, У У

А (1,1) ва В(4, —) нукгалари орасидаги к,исми.
4

28. J"cos3 xdx + ydy, бунда L- ушбу y=sinx эгри чизик, 
/

(О < х < ) ёйидан иборат.

29. (̂х2 ~ y 2)dx + xydy, бунда L-ушбу у=ах эгри
I.

чизик,нинг А(0,1) ва В( 1,0) нукгалари орасидаги кисми.



30. J(x2 — 2xy)dx + (2xy + y2)dy, бунда L-ушбу y=x2
L

эгри ЧИЗИК.НИНГ A(I,I) ва B(2,4) нук^алари орасидаги к^сми.
Эйлер интегралларидан фойдаланиб куйидаги 

интегралларни \исобланг:

31. |-\/х - х 2£Йс

fco 2
е~х dx

г-« х dx 
33- -------г* 1 + X

л
34. j^ s in 6x cos4xiic

35' i —Г~—  (п>1) 
и л /  1 - х "

dx 
(1 + * 2)4*• f

37. ^  x2ne-x2dx

„„ sin2 X . ,
38. I ---- J ^  (neN)

39. I* х л]а2 — х2dx ( а>0)

foo 4 Л-00 -  4

е х dx I х е~х dx

XVIII БОБ КДТОРЛАР 
1-§ СОНЛИ КДТОРЛАР 

1° Сонли к;атор тушунчаси 
Ушбу

оо

^ а п = O j+ a2 +fl3 + ...... + а„+ ....(1 )
п=1

ифода чексиз к;атор (кдес^ача кагор) деб аталади. а п 
(п=1,2,3,...) сонлар к,аторнинг хддлари дейилади.



1-таъриф. Агар п —>°ода к;аторнинг к,исмий йигин- 
диларидан иборат S=a ¡+a2+---+Uп сонлар кетма кетлиги 
чекли лимитга эга.

lim  Sn= S
Л—>00

булса, у холда (1) к,атор я^инлашувии, S эса кдторнинг йишн- 
диси дейилади:

2 - таъриф. Агар п —><х> да (1) кдторнинг к,исмий 
йигиндиларидан иборат Sn=a ¡а  2+...+а п сонлар кетма 
кетлигининг лимити чексиз булса ёки бу лимит мавжуд 
булмаса, у хрлда (1) кдтор узок/тшувчи дейилади.

т 1 1 1 11-Мисол. I ------1------- 1--------h... ------------+... »
1.2 2.3 3.4 п(п +1)

к,аторни к;араймиз Бу кдторучун

с 1 1 1 1 /1 К  А  К  А  К
" 1.2 + 2.3 + 3.4 + " + п(п + 1) 2 2 3 3 4

+...+ ( I _ ^ )= l. ^ _
п п +1 п +1

булиб,

Н т5п = lim (l------ - )  = IП->оо л—>оо ух 4* I
га тен.г Демак, берилган к;атор якинлашувчи ва унинг 
йигиндиси I га тенг:

1 1  1 ------1--------V......Ч--------------- h.....— 1
1.2 2.3 . п(п +1)

2-Мисол. Ушбу 1 + —!= + —Д—...... + —)=■ +.
л/2 л/з + л/^

к;аторни цараймиз. Бу к,атор учун
о  ,  1 1 1 1 1  1 1 г&п — 1 н—-j= + -j= +.... н—т= > " i— н— +... н— j= — п.—j= = \ïl

л/2 V 3 л/и л/и л/и л/и л/и
бупиб lim S„=+СО булади. Демак, берилган к,атор 

узоклашувчи.
З-Мисол. Ушбу 1-1 + 1-1+...+(-1)п+1+ ... ^аторни 

кдраймиз.
Бу к;атор учун



булиб бу йигиндилардан иборат {Б„} кетма-кетлик 1,0,1,0,1,0,.. 
булади.

Равшанки, бу кетма кетлик лимитга эга эмас. Демак, 
берилган к;атор узокдашувчи.

4-Мисол. Ушбу а +а д+а д2+... +а ^Ч.-каторни 
к,араймиз. Бу к;аторнинг хадлари геомегрик прогрессия 
ташкил к;илади. Шунинг учун уни геометирик к;атор 
дейилади. Унинг к,исмий йигиндиси

, , ад" -  а5п=а +а д+а д3+...+а дпА=—~-------
0 - 1

булади.
Бу кетма кетликнинг лимита ц га боглик; булади.

а) 1яК1 булсин.
Равшанки,

Иш ^"=0
П-> СО

Унда
.. „ ад" -а  а а „11гп5п = И т - - -------= 11т ( --------------- .д ) =
« -> 0 0  л -» 00 д  — | л-юо 1 _  д  | — д

И т— ------- ^ Н т д "  = —и-*«0 1 -  а 1 -  £ л-*>О 1 _ д
булади.

Демак, бу холда геометрик к^тор як,инлашувчи булиб,

унинг йигиндиси Б= —  булади.
\ -д

б) я>1 булсин. Бу холда

Нш5я = Иш(—̂ -----т^—Чп) = °°
/1—>оо л->оо [  — д  | — д

булади. Демак, я>1 булганда гиометирик к,атор узокдашувчи.
в) д-1  булсин. Бу хдлда Бп-а  +а +...+а =па булиб,



Нш 
--------5,

булади. Демак, <7—/ булганда к;атор узокдашувчи.
г) ц<-1 булсин. Бу холда /5л / кетма-кетликнинг лимити 

мавжуд булмайди.
Шунингдек, ц=1 булганда хам /5Л/ кетма-кетликнинг 

лимити мавжуд эмас. Чунки бу ходда, /^л / кетма-кетлик 
ушбу а  ,0 , а ,0 ... куринишга эга булиб, у лимитга эга эмас 
(а#0). Демак, я< -1  булганда к,атор узок^ашувчи булади. 
Шундай ктилиб,

а +а д+а ф+... +а с р -] + ...

Геометирик к,атор /ц]<\ булганда якинлашувчи (йигиндиси

5  = а га тенг), /ч/> 1 булганда узокдашувчи булади.
1 -Я
2° Як,инлашувчилик аломатлари

а) КОШИ АЛОМАТИ
Агар

оО

^ ап +а2+аъ + ... + ап +..(ап > 0 ,и = 1,2,3...) каторда
п=1

*{[ап < ц{д < 1) булса к,атор як,инлашуви, > 1 булса, к;атор
узокдашув булади.
Агар кдторда

Нш уа^ = к
х-юо

00
булиб, к<1 булса, к,атор як;инлашувчи булади, к>1

»=1
булса, к,атор узоьугашувчи булади.

5-Мисол. Ушбу
1 1 1  1

-----Н----- г----1---- 5----1- ... + ——-------- -—н...
1п2 1п 3 1п 4 1п"(и + 1)

к,аторни кдриймиз. Бу каторнинг п-хади ап = ^
1пл( »  + 1)

булиб,



булади. Бундан

lim = lim ----- ------ = О
X —>00 n —> 00  1п(и + 1)

булишини топамиз. Демак, берилган кагор як,инлашувчи.
б) ДАЛАМБЕР АЛОМАТИ

Ушбу
СО

Z 4  = ^ + а2 + ... + а„+ ...
П=1
(ап> 0, п = 1,2,...)

к,аторда

булиб, q<l булса, к,атор якинлашувчи булади.
п=1

5 i±l > i
а„

булса, у холда к;атор узокдашувчи булади.И=1
Агар

=ах + а2 +... + ап +... (а> 0, п = 1,2,...)И=1
к,аторда

lim —̂  = d
П -+  оо /7П

оо

булиб, £/<"/ булса, к;атор якинлашувчи булади. d>l
/1= 1

булса, к;атор узокдашувчи булади.
6-Мисол. Ушбу каторни цараймиз:



п - 1
Бу кдторда

п\ , 2! 3! и!
/ --- — 1н— Н—Г- + ...Н--------
^ ri4 2 З3 пп

п\ _ (п +1)!а — ■ « û « — .
" пп ”+1 ( «  + 1)"+1

булиб,
ап+\ _ (^  + 1)! п\ _  (п + 1)! п" _ 1 • 2 • 3 • • • п(п +1) • п 
~а~ ~ (п t l f  ‘ п" ~ (и + 1)П+Т ’ п\ ~ (п + \у>л - V l Y - n

= (и + 1 )------— т = — = ( - - - ) "  = -----1Т-
(/7 + 1 Г 1 (и + 1)" S ,  + l '  (1 + 1 )Я

п

булади.
Лимитга утиб топамиз:

l i m ^ i  = l im -------—  = — < 1. Демак, берилган к,атор
»-»« ап + е

п
як,инлашувчи

Лейбниш теоремаси. Ушбу
а г  а 2+а 3-а „+... +(-iy>ia „+... (а п>0) 

к^аторнинг хадлари учун
1) a i> ö 2>...>an>...
2) liman = О

П—>аО
булса, у х,олда к;атор як^инлашувчи булади.

3-таьриф. Агар

Z K I= K I+h l+ - + k l+ -
п=\

к,атор як^нлашувчи булса, у \олда
00

S 0» =Û1 +а2 + -  + ап + -
Л  =  1

к,атор абсолют якинлашувчи к;атор деб аталади.



Ушбу

¿ / я(х) = /,(х) + /2(х ) + ... + /„(х) +... ( 1)
И =  1

к,атор функционал к,атор деб аталади.
00

Агар сонли кдгор як^нлашувчи булса, у ^олда
п=1

СО

^ / п(х) функционал к,атор х о  нук^ада як^инлашувчи
Л=1

дейилади.
оо

Агар Х Л ( * о )  сонли кртор узокдашувчи булса, у долда
л=1

00

У" /„ (х ) функционал к;атор Хо нук^ада узокдашувчи
И=1

дейилади.
оо

У" /„ (х) функционал катор X тупламнинг х,ар бир
и=1

нук^асида як,инлашувчи булса, у холда берилган функционал 
к,атор х тупламда (сох^да) як,инлашувчи дейилади. Ушбу 

5 „ (х)= Г ,(х)+ Г 2(х)+ . . .  +Гп (х )  
йигинди ( 1) функционал к,аторнинг кдомий йигиндиси 
дейилади.

Я(х) = Н т 5 я(х)
Л — >оо

эса к;атор йигандиси дейилади.
1-Мисол: Ушбу функционал каторни к;араймиз:

¿ х иЧ = 1 + X + х2 +... + х”' 1 + ...
п=1

Бу к,атор учун

5„(х) = 1 + х + х 2 +... + х”’ 1 =
1- х

б^лади.
Равшанки, х = 1  да Бп (х )= 1 + 1 + ...+ 1 = п  

Демак,



1 - х
п, агар х = 1 булса

булади.
Айтайлик, хе(-1,1) булсин. Бу хрлда

Нш 8п(х) = Нш -—— = Нш
п -  > Ж  п — >30 ]  —  П  — >з0

1 1
1 - х

Нш 1 1
>1 —-X

X = ■
1 — X1 - х  1 — X ̂ 

булади.
Шундай к,илиб, берилган функционал к,атор Х=(-1,1) да 

якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси

$ (* )  = - ? -  
1 - х

га тенг.
2-Мисол. Ушбу функционал к,аторни к,араймиз.

хр 1 1 1  1/ -------------------- --------------------1-------------------Н...Н----------------------- к...
„=1 (х + п)(п + х +1) (х + 1)(х + 2) (х + 2)(х + 3) (х + п)(х + и + 1)
Бу функционал к;аторнинг к,исмий йигандисини топамиз:

(х) =  --------— ------- г г  +  ~-------г ---------г -  + . . .  +  -
(х + 1)(х + 2) (х + 2)(х + 3) (х + я)(х + п + 1) 

1 1-1.- ' (г 1 -  1 +...+ 1 1 1  1
х + 1 х + 2 у  1.Х + 2 х + 3 1 и + и  х + п + 1)  х + 1 х + п + 1

Унда

булади.

Иш5п(х) = Нш( —̂ -----------
л->=о п->оо1 X + 1 X + П + 1

_1 
х + 1

Демак, берилган функционал к,атор Х — Я — {— 1,—2,...}

тупламда якинлашувчи, унинг йигиндиси эса 5'(х) = ——— га
х + 1

тенг.
4-таъриф. Агар Уе > О сон олинганда хам, шундай 

натурал по сон гонилсаки, барча п>по ва ихтиёрий х нук^алар 
учун бир вак^да

|5„(х) - 5 ( х)|<£



тенгсизлик бажарилса, у \олда У  /И(х) функционал кдтор
Л = 1

X тупламда S(x) га текис як,инлашади дейилади.
Вейерштрасс аломати.
Агар

Х/я (*) = ■/!(*) + /2 (*) + -  + /»(*) +
/1=1

функционал кдгорнинг ^ар бир х;ади Л'тупламда ушбу 
|/и(х)|<С„ (п=1,2,3...)

тенгсизликни кдноатлантирса ва

¿ с „  = с , + с 2 + . . .+ с „ + . . .
/1=1

сонли катор як;инлашувчи булса, у долда
/1=1

функционал к,атор Л' тупламда текис як,инлашувчи булади. .
З-Мисол. Ушбу
^  cos nx c o s x  cos 2л: cosnx  
£  + —  _  +... + — +. . .

г2 I2 22 п2
функционал к;атор Х=( со,+оо) да текис як;инлашувчи булади, 
чунки

cosnx
п2

<JL
“ и2|/„(*)|=

булиб,
^  1 1 1 1> сонли кртор якинлашувчи.

п2 I2 2 п2
3-§. ДАРАЖАЛИ КДТОРЛАР

Ушбу
оо

^ апх” = а0 + а,х + а 2х 2 + ... + апхп + ...
л=О

куринишдаги к,атор даражали к;атор деб аталади, бунда 
а  о, а  1, а  2, а  з , . . .  а  п, лар узгармас сонлар булиб, улар 
даражали к,аторнинг коэффицентлари дейилади.



Теорема (Абель теоремаси).
Агар

оо
] Г апх" =а0 + а]х + а2х2 + ... + апхп + ...
л=О

даражали катор х нинг х—хо (х0 фО) киймагида якинлашувчи 
булса, х нинг

\х\ < |х0|
тенгсизликни кдноатлантирувчи барча кийматларида 
даражали цатор абсолют якинлашувчи булади.

Натижа. Ушбу
со

^ апх" =а0 + а̂ х + а2хг +... + апхп +...
п-0

даражали кагор х=х/ нукгада узокдашувчи булсин. У \олда
катор х нинг |х| > |х,| тенгсизликни каноатлантирувчи барча
Кийматларида узокдашувчи булади.

Айтайлик,
ао

апх" =ай+ а,х + а2х2 +...
л>=0

даражали катор х=хо ( х0 Ф 0 ) да якинлашувчи Х=Х] да эса
узокдашувчи булсин.

Даражали каторнинг якинлашадиган нукгалардан 
иборат туплам {х} учун 

Я=8ир\х\ булсин.
Ушбу (-Л, Я) интервал даражали каторнинг якинлашиш 

интервали, Я эса якинлашиш радиуси деб аталади.
Даражали каторнинг якинлашиш радиуси куйидаги 

формула билан топилади:

Я = П т 
”->”0 а и+1

00

4-Мисол. Ушбу £ х "  = 1 + х + х 2 +... + х ” + ... даражали
л=0

Каторнинг якинлашиш радиуси ва якинлашиш интервали 
топилсин.

Юкоридаги формулага кура



Я = Нгп =  1

Демак, берилган даражали к,аторнинг якинлашиш 
радиуси /?=/ якинлашиш интервали (-1,1) булади.

Бу даражали кдтор Я=-1, /?=/ нукдаларда 
узок^лашувчидир (чунки 1+1+1+... ва 1-1+1-1+...+(-1)п-1 +... 
сонли каторлар узок^ашувчи).

г . х х2 хъ хп
5-Мисол. 1 + -г- + —V + —Г + --. + —=г + ... даражали

1 2 З1 п-
Каторнинг якинлашиш радиуси ва якинлашиш интервали 
топилсин.

Формуладан фойдаланиб топамиз:
1

Д = Нт
Л--> со

а
ап+1

Нш п
1

= Н т
И—>оо

1 (и + 1)2
п 1

Нт(1 + — + =" 
я-*« п п

(и +1)2
Демак, даражали к,аторнинг якинлашиш радиуси У?=/ 
якинлашиш интервали эса (-1,1) булади. Берилган даражали 
Катор Я=-1, Я—1 нукгаларда якинлашувчи булади, чунки

1 1 1 11 Н—г- Н— г- + ... Н— г- +... ва
I2 2 п

каторлар якинлашувчидир).
у=Дх) функция (-5,5) (5>0) ораликда берилган б^либ, у 

шу ораликда исталган тартибдаги х,осилага эга б^лсин. Ушбу

1 1 1 11----?- + —5------Г- + ... сонли
I2 2 З2

П х ) = т + ~ х * .... ....
1! и!

даражали катор Маклорен катори дейилади.
Г(х)=еР, /(х)-$тх, Г(х)= собх, Г(х)=1п(1+х), Г(х)=(1+х/ 

функцияларнинг Маклорен катори куйидагича булади:



3! 5! 7! (2и -1)!

X 2 хл X6 х2п 
COSX — 1 —------- 1--------------------1 ) ---------------------------- h . . .

2! 5! 7! (2и)!

,  ,  X X2 дг3 хпе =1 + — н-----+ — + ... + — + ...
1! 2! 3! п\

X 2 X 3 X 4 у "
1п(1+ *) = * -  — + — . + — + ...

2 3 4 п
,, . Я Я(Я-1) 2 Я(Я -  1)(Я -  2) • • • (Я -  я  +1) „(1 + х) =1 + — Х + -------X  +... + —-------------- ------------------X  + ...

1! 2! и!

Мисол ва масалалар 
Куйидаги сонли к;аторларнингп-\адини ёзинг:

, 1 1 1 1 .  1 1 11. 1 + -  + -  + —+ ... 2. — + — + — +
3 5 7 2 4 6

,  ! 1 1 1 2 4 8 163. 1н—-Н-----1------ 4 . -------------------------------1----Н------г- Ч----Г- + ...
4 9 16 1 2 a За 4 я

е 1 1 1 1 , 1 1 1 15 . ---------Ь-------- 1---------- 1----------h ... 6 . ---1----- 1------ (------ t- ...
21n2 31n3 41п4 51п5 3 6 11 20

„ i 4 9 16
7. 1 + —+ —+ —  + ...

2 6 24
1 1 1 1 „ , , , ,8. 1---- Н-------7=---- J= Н---7=̂ ---- F= + ... 9. 1 — 1+1 — 1 + ...

V2 л/З V4 45 V6

9. 1+ -  + 3 + — + 5+ -  + ...
2 4 6

К,атор йигиндиси таърифидан фойдаланиб куйидаги 
каторларнинг йигандисини топинг:

1 1 1 1 111. 1 H------1------ 1------ h ... H----------h ...
1-2 2 -3  3 -4  (и -1 )л

1 | 1 ____ 1
' (л/З + 1)(л/3 + 2) + (V3 + 2)(л/3 + 3) + (л/3 + З)(л/3 + 4) +



1 1 1
13 .  h------- 1---------h ...

2 -4  4 -6  6 -8  
1 1 1  1

14 .  1-------- 1---------(■... + —------———------
1-3 3-5  5 -7  (2n -  1)(2и +1)

1 1 115. 1-----------h... + (—I)’ . 
4 8------------------- 2
Куйидаги кагорларда к,атор як.инлашишининг зарурий 

шарти бажарилишини текширинг.
. , 1 1  116. 1 + - ^  + - г  + ... + - т  + ...

1 1 117. 1н----- 7=̂ 4-----т= + ...Н----- ;= + ...
2V2 Зл/З ил/и

2 4 6 2п
18. — I----- 1----- (■... Н----------- н...

3 5 7 2и + 1
“ V?

»■ £ = ■

™ V- п\20 . >  —JLu сп 
п-\ J

Куйидаги кдторларни як^инлашишга текширинг:

2 1 (  2 V  i f  2 ?  1 ^ "21. -  + -  
5 2 ^ 5 .
оо 1

22. У  .------
Ztyjin + l f
ад i

24. V — !—
é l  п(п + 1)
0° 1

26. У - = -----
¿ « 2 -1

2
v5y

+ . . .  + ■
2

v 5 ,

2з- z — ч
t í ( K + l ) 2

25. S i n
п-2 л(и + 1)

1

и=1

И + 1
я '

27. У
é o » ( »  + 2)
оО

29. Y - Ü -  
é í 2 " + l



32. £

2n +1 
t í 3 n 2+l

arctgn
t í  n2 + 1

sin 3w

Л.1 nyfñ

00 и2

n=l
34. J]arctg 1n=l 2n 35 It í  Ь  (и 4 1)

Коши ва Даламбер аломатларидан фойдаланиб куйидаги 
кдгорларни як,инлашишга текширинг:

00
36.  У -------------

о ”
37. £

1

Л  =  1

/7 +
п)

ап 
п + 2

^ ( 1 п  «)"

(а>0)

40. 2 3 -
п + 1\ п

42. У -  
Ùn\

4 4 . Х

» ;

а

39. ¿ Í ^ +- 2-  
п=11 >/й+ з

41.
é í 3 ” + 2 

Ъп

\п1

43. У —

COS- 
л-1 V и,

(а>0) 45- Е

t í 2 " ( 2 «  + l) 

(2  л)!!

t í  ( « ! ) 2
Куйидаги к,аторларни як,инлашувчиликка (абсолют 

як,инлашувчиликка) текширинг:

46. V  <;
é íV ^ + T

48. f Æ r c s m "  
t í  \[ñ 4 n

( - l ) n illnn

л/и

49. ¿ ( - 1 ) - '  --r  L _
n=l уП +1

50. ¿ ( - l ) ^ f 2"  
я-i V «



Куйидаги функционал к.аторларнинг як;инлашиш 
сох,аларини топинг.

00 i 00

51. V —  52. Y '2 " s in  —
ù n x h  у

53. 54. ¿ x”(1~ xn)
/1 = 1

55.
n=l

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган 
ораликдарда текис як;инлашувчилигини исботланг:

00 156. У  X = ( 00,4-оо)
+п

57. ¿ r - V - »  х = (1,+оо) 
П 1  + п X

_n bill л/я
58 • Х = (-со,+оо)

о° J

59- X "  Г  -2» Х = (-00,+00)
„=1 пып+х

\П-1
60. £ -------*=, х = [0,+°о)

п=1 Х +
Куйидаги функционал к,аторларнинг кУрсатилган 

ораликдарда текис якдонлашувчилигини Вейерштрасс 
аломатидан фойдаланиб исботланг:

“ .х"
« •  Z — . * = [ - м 1

62. | V Æ , X = [l,+co]

63- ^ ---- Т~> х = (-со,+оо)
и=| « V «

/



64' § 1  + « V ’

65. £ ( - i ) "

= [о,- К » )

X = (-2,+сс)
х + 2

Куйидаги даражали каторларнинг як,инлашиш радиуси ва 
як;инлашиш интервалини топинг:

“ х"

Л--1

.n nt1 Зи2 „68. У -----х"
t í  п\
00 <̂п

70. У — х"

72. ¿ ( ^ 2 - 1 ) - х л

67. У  nix"
п = 1

69. ¿л / и ^ -х "
/1 = 1

/1 =  1

\л

71. f  < = îî lx -  
£Г2и + 1
00 Л

73.
é i V n 2 + i

® 1 
75. У ----------х”

^  2” + 3”п-1
Хадлаб дифференциаллаш ва интеграллаш ёрдамида 

куйидаги даражали каторларнинг йигиндасини тонинг:
00 х"

- i  «
оо 2/1

77. ]Г (л  + 1)х”
п=1

78- Z tÍt í  (2л)!
79. £

t í  « ( «  + 1)

80. У  их"
Л =  1

Куйидаги функцияларни Маклорен кагорига ёйинг:
81. f(x)=(l+x)ex 82. f(x)=sin2x

83- / 0 0  = -~~Y 84- fW=xe-2x9 + х
85. f(x)=cos2x



XIX БОБ. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНЛАМАЛАР. 
Эркли узгарувчи х, номаълум функция у=у(х) ва бу 

функциянинг хосилаларини богловчи тенглама дифференциал 
тенглама дейилади.

Бундай тенглама умумий холда куйидаги куринишда 
булади:

F(x,y,yi, y»,...,yW)=0 (1)
(1)тенгламада кдтнашган номаълум функция 

Хосилаларининг энг юкрри тартибли дифф еренциал 
тенгламанинг тартиби дейилади. Демак, (1)тенглама п- 
тартибли дифференциал тенгламадир.

Агар у =(р (х) функция ва унинг хосилаларини ( ) 
тенгламага куй ил ганда уни айниятга айлантирса, яъни 

F(x, (р(х), <р1(х)... <рЩх)) =0 
булса, унда у= (р (х) функция (1) тенгламанинг ечими дейи
лади.

1-мисол. Ушбу
^ -х =0 ( 2 )

тенгламани к;арайлик. Бу 2-тартибли дифференциал

тенгламадир. ^>(х)=—х 3 + х функция унинг ечими булади.
6

Хакдаатан хам,

(р Чх)= (-jrx3 + х)'= ^ х 2 +1, (р п(х)=( ^х2 +1)'= х

бу тенглама айниятга айланади:
(р п(х)-х = х-х=0

(2) тенгламанинг умумий ечими

F(x)= ^ х 3 +сх х +с2

булади, бунда С , С 2 -ихтиёрий узгармас сонлар. (Хусусан, 
С 2=0, С , =1 булганда, умумий ечимдан юкрридаги ечим 
келиб чик;ади).

1-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР 

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий 
куриниши куйидагича булади:

F(x,y,yi)=0



У1 =Дх,у)
Тенглама х,осилага нисбатан ечилган дифференциал 

тенглама дейилади.
2-Мисол. у1=2х2 тенгламани ечинг.
Ечиш. Тенгламани интеграллаб топамиз:

у= ^1х2 dx = — X3 + с

3-Мисол. У 1 =7у2 тенгламани ечинг.
Ечиш . Бу тенгламани ушбу куринишда ёзиб оламиз:

dx _  1 

dy ly 2
Бу тенгликдан эса

1 dy
dx= — : — ■

7 /
Булиши келиб чикдци. Уни интеграллаб топамиз:

1 г dy 1 г _2 1 - 1  1
х=  — — + с = — у  dy + c = —.— - + с = -------+ с

7 h  7 7У  7 J 7 У 1у
Демак.

У = -— -—  
1 с —X

4-Мисол. у1=ху +х+у+1 тенгламани ечинг.
Ечиш . Бу тенгламанинг ÿHr томони учун

ху+х+у+1 = х(у+ 1 )+ (у + 1 )= (х+ 1 )(у + 1 )
булади. Демак,

^  = (х + 1Х> + 1)
dx

Бу тенгламанинг иккала томонини dx га купайгирсак ва 
у+1га булсак, унда



- - - - - -  (х  +1 )dx
у + 1

тенгликка келамиз. Интеграллаб топамиз:

J — ~  =  J(x +1 )dx + Inc,

, ,  0  + 1) '  , ’ y + l1п(_у -* - ! )=—----------- hlnc, -------= 1 2
2 с

(*+i)2 
у = е 2 -1

2-§. Б И Р  Ж ИНС ЛИ  ТЕН ГЛ А М А Л А Р
Агар

y1=f(x,y) (3)
дифференциал тенгламанинг унг томонидаги f(x,y) ифода бир 
жинсли функция булса, у холда (3) тенглама бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

F(x,y) бир жинсли функция булса, у холда ихтиёрий t
учун

F(tx,ty)= f (х,у)

булади. Хусусан, t= — булганда 
х

F( 1, — )=f(x,y)
X

булади ва бу х;олда (3) тенглама куйидаги куринишга келади:

y l = f ( l  , Z ) = 4 ( Z )
X X

Бу тенгламани ечиш учун х  деб оламиз.

Тенгламанинг ечими ушбу куринишда булади:



ф(и) -  и

у
Мисол. Ушбу у1=-------  тенгламани ечинг.

х + у
у

Ечиш. Бу тенгламанинг Унг томонидаги Цх,у)=-----
X + у

функция бир жинсли функция. Хакдекатан \ам,

(У _ *у уР(1хДу)=
(х + 1у 1(х + у) х  + _у

Демак, берилган тенглама бир жинсли дифференциал 
тенглама. Бу тенгламани куйидагича

ёзиб,с^нг

деб оламиз. Ухщда
у  = и.х У 1=и1х + и

б^либ,
1 ми х + и = ------ ,

1 + и
1 и и2 ыи х - ---------и = ---------- бУлади.

1 + и 1 + и
Натижада

с1и и2 \ + и , (¡хх—  = ---------яъни— у  аи = —
с1и 1 + и и X

тенгламага келамиз. Бундан

\(т^г-№  = |—  + 1пс, 
■' и ■’ х



-----1пм = lnjc + Inc, x=y.lncy
и

булиши келиб чикдди. Бу эса берилган тенгламанинг умумий 
ечимидир.

3-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Номаълум функция ва унинг х;осилаларига нисбатан 
чизик^ти булган ушбу

y 1+p(x)y+q(x)=0 (4)
куринишдаги тенглама биринчи тартибли чизиьуш 
дифференциал тенглама дейилади, бунда р(х) ва q(x) узлуксиз 
функциялар.

Берилган(4) тенгламанинг умумий ечими бундай булади: 

У = e- l (С _  jq^xygl^dx) (5)

булади
6-Мисол. Ушбу у ! +ху-х3=0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Бу биринчи тартибли чизивуга дифференциал 

тенгламадир. Унинг учимини(5) формуладан фойдаланиб 
топамиз

(бунда р(х)=х q(x)=-x3):

У = e-J*w *(C -  J ( - x V '(x)*<fe) = е 2 (С  + \хге 2 dx) =
х1 i l  f i

e 2 (С + jx 2e 2 2e 2 ) = ce 2 +x2 - 2
4-§.ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКДИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР
Ушбу

yI1+p(x)y1+q(x)y=f(x) (6) 
Куринишдаги тенглама иккинчи тартибли чизик^и 

дифферунциал тенглама дейилади, бунда р(х), q(x) ва f(x)- 
узлуксиз функциялар.

Ушбу
yri+p(x)y1 +q(x)y=0 (7) 

тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чизик^и тенглама
дейилади.



1-теорема. Агар У](х) ва у2(х) функциялар (7) 
тенгламанинг чизик^и эркли хусусий ечимлари булса, 
уХолда(7) тенгламанинг умумий ечими

у (х )= с ,у , (х)+С 2У 2(х ) 
булади, бунда С 1;С2 —ихтиёрий узгармас сонлар.

9-теорема.(б)тенгламанинг умумий ечими шу тенглама 
Хусусий ечими билан (7) тенгламаниниг умумий ечими 
йигиндисига тенг булади.

5-§. УЗГАРМАС КОЭФФИЦЕНТЛИ ИККИНЧИ 
ТАРТИБЛИ БИР ЖИНСЛИ ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Узгармас коэффицентли бир жинсли дифференциал 
тенглама деб

у|1+ру'+яу=0 (8)
Куринишдаги тенгламага айтилади, бунда р ва я  —узгармас 
хак,ик,ий сонлар.

Ушбу
к2+рк+я=0 (9)

Тенглама (8) енгламанинг характеристик тенгламаси 
дейилади. (9) тенгламанинг илдизларини к; ва к2 билан 
белгилаймиз:

а) Характеристик тенгламанинг илдизлари хацик^й ва 
Хар хил (к !=к2) булсин.

Бу холда (8)тенгламанинг умумий ечими
у = схек'х +с2ек'х

куринишда булади.
б) Характеристик тенгламанинг илдизлари хак;ик,ий ва 

тенг булсин. (к 1=к2)
Бу холда (8) тенгламанинг умумий ечими

у=с1ек>х+С2Х ек-х =ек>х(с1+с2х)
куринишда булади.

в) Характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс 
сонлар булиб

К1=£+1’в, к2=5-1В куринишида булсин.
У холда дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

У=е?*(с ¡С08ВХ+ с^твх)
куринишида булади.



Узгармас коэффцентли бир жинслимас чизи^ди
УП +Р-У1 +Я-У = /(х) 

дифференциал тенгламанинг ечими мое
У" +ру1+яу = о

бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими у 
билан тенгламанинг ихтиёрий хусусий ечими йигиндисидан 
иборат булади:

у = у + и
Хусусий ечимини эса куйидаги доллар га мувофик, 

топил ади:
а) 5 сони к2 + рк + 2 = 0 характеристик тенгламанинг 

илдизи булмаган \ол. Бу х;олда биз хусусий ечимни

и = (А,хт + Аххт-Х + .....+ Аау =  д т(х)е“

куринишда излаймиз. Бу ерда 0„(х) -  т  — даражали купхад.

б) 5 сони к2 + рк + = 0 характеристик тенгламанинг 
илдизи булган х,ол. Бу х,олда хусусий ечим и*= xQm (х)
куринишда изланади;

в)  ̂сони характеристик тенгламанинг икки каррали 
илдизи булган \ол. Бу холда хусусий ечим
и = х2()т(х)е!1ХкУринишида изланади.

6-мисол. у" — 1у1 + \2у = х тенгламани ечинг.

Ечиш. Аввал бир жинсли у и - 1 у х +12у = 0 тенгламани

ечамиз. Характеристик тенглама А:2 —7Л: + 12 = 0 булиб,унинг 
илдизлари: к2=4. Берилган тенгламанинг Унг
томонидаги функцияни р4 (х)е*х = хе“ деб к,арасак, 5=0
булиб, к*к2. Шунинг учун унинг хусусий ечимини

и = ( А 0 х + А , )е °х = А 0х + Ах

куринишда излаймиз. и1 ва и11 ни топиб, Урнига куямиз:
-  1АХ + 12Д,х +12^4, = х 

Бу ердан А ^ н и  топамиз:



Демак, хусусий ечим
1 7и = --- X н-------

12 144 
кУринишда, умумий ечими эса

Ъх 4 *  ^ ^у = с,е +с7е +— х +-----
1 2 12 144

куринишда б^лади.
7-мисол. у" -  5 У  + 6у = Зе2х
Ечиш. Бир жинсли тенгламанинг характеристик 

тенгламаси илдизлари К1=3, Кг=2. Бу ерда вхарактеристик 
тенглама илдизларидан бирига 8=2. Шунинг учун, берилган 
тенгламанинг хусусий ечимини

г2х

куринишда излаймиз. и 1 ва и 11 ни топиб, тенгламага к$ямиз:
и = хА0е

2А0е1х + 2А0е2х + 4Л0хе2х -  5\е2х - 1 0 А х̂е2х + 6А0хе2х = Зе 

Соддалаштирамиз:
-Аое2х=Зе2х 

Бу ердан: Ао=-3. Демак, умумий ечим 
У=(С2е2х+С2е3х)-Зхе2х

ёки
У=С,е3х+(С2-Зх)е2х

булади.
8-мисол. у11-4у1+4у=3е2х 

Ечиш. Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламаси 
К[=К2=2 илдизларга эга б^либ, 5  нинг «.ийматига тенгдир 
(5=2); в) холига кура хусусий ечимини и=х2А0е2х к^ринишида 
излаймиз. Сунгра:

и 1=2хАое2х+А22х2е2х 
и п=2Аое2х+4Аохе2х+4АоХ2е2х 

Буларни тенгламага куямиз: 
2Аое2х+4Аохе2х+4А()Хе2х+4АоХ2е2х-8Аохе2х- 
8Аох2е2х+4Аох2е2х=Зе2х.



з2A(fi—3é2x былиб, Ao= —га тенгдир. Бу ердан хусусий ечим:

U= - x V * .
2
3

Умумий ечим: y=(ci+c2x)e2x+ —х2 е2хёки 

У = (С1+С2х + | х 2> 2*

Мисол ва масалалар 
Куйида келтирилган функциялар мое дифференциал 

тенгламаларнинг ечими булишини курсатинг:
г 3 2 1 т
1. V =  — X +с у  =  Зх

2

2. у = ~ ( х  + с)2 y l = 5 jÿ
4

• 2 III3. ^  = - s in x  + c1x + с2х + с3 у = cosx

4. у — с(хг - 1 ) ,  dy.(x2-l)-2xydx=0

с i ~ л  , TI Ti5. у = ------- —  у -2tgx.y = 0 <х <—)
cos X 2 2

2х ! 2 у
6- y=ci(c2x-l-x2) yII+ j _  х2 У1 1 < х < 1 )

7.y=ce"sinx+sin х-1 У  + y c o sx  = sin хcosx
Куйидаги биринчи тартибли дифференцал 

тенгламаларнинг умумий ечимини топинг: (
8. у !.х3=2у
9. у 1=х(у2+1)

10. у 1- —у = x
X

1 2 з11. у +—у = х
X



i2 2 П. У  — y = -\
X

13. 4 j /  -9x  = 0
i 2л: — 11 4 . у ---------- у  =  i

х2
15. (1-х2)у1+ху=а

^уйидаги биринчи тартибли чизшуш дифференциал 
тенгламаларни ечинг:

25. у ’ -9у=0
26. у1=П2у
27. у!+у=х
28. yl-y=ex
29. y 1+y=cosx

Куйидаги иккинчи тартибли чизик^и дифференциал 
тенгламаларни ечинг.

46. ÿ'-5y,+6y=0
47. у"-9у=0
48. y>¡+y=0

. 49. ÿ'+2y,+y=0
50. у"+4у,+13у=0
51. yu ^ y^ é2*
52. У7 +2у> +у=е2х
53. У'-у-е*
54. у" +у’ -2y=8sin2x
55. yll+yi:=sin2x



Босишга рухсат этидди 5.06.03. Бичими 64x80 1 /  1е. Шартли босма табога 10. 
Нашриёт босма табоги 10. Адади 500 нусха. Ба^оси келишилган нархда.
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