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IX Б О Б

БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУНКИИЯЛАРИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ
^ИСОБИ

1- §. БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯЛАРИ

1. Икки узгарувчининг функцияси ва унинг сни^ланиш сохаси.
I боб, 4-§, 2-пунктда функциянинг таърифи берилган эди. Агар бу 
таърнфда М  тупцам дейилганда (х\ у) хакикий сонлар жуфтлари- 
нинг бирор тупламини, L туплам дейилганда эса хакикий сонларнинг 
бирор тупламини тушунадиган булсак, б*?з икки узгарувчининг функ
цияси тушунчасига келамиз.

Шундай килиб, икки узгарувчининг функцияси деб шундай кои- 
дага айтильдики, бунда сонларнинг хар бир (х; у ) £ М  Жуфтига 
ягона z £ L  сон кос келади ва бунда хар бир z £ L  сон камида битта 
(л:; у) 6 М  жуфтга мсс келади.

Бунда х  ва у-эркли узгарувчилар (ёки аргументлар), г-боглик, 
узгарувчи, М  туплам-функциянинг сниклсниш сохаси, L туплам эса 
функциянинг кийматлар туплами деб аталади. Бир узгарувчининг 
функцияси булган холдаги каби, бомиц узгарувчики (мослик коидаси- 
нинг узин и хам) функция деб х;ам аталади.

Иккн узгарувчи функциясининг белгиланишлари бир узгарувчи 
функцнясининг белгкланишларига ухшашдир: z — f ( x , y ) ,  г =  ф(дг, у), 
г =  г (х, у) ва хоказо.

I -мисол. Томонлари х  ва у булган тугри т$ртбурчакнинг юзи г - х - у  формула 
буйича ^исобланади. Бу формула икки Узгарувчининг функциясини, яънн хакикий 
сонларнинг з̂ ар бир (дг; у) жуфтига ягона мусбат г сонни ;мос келтирадиган цои- 
дани аниклайди. Бу функциянинг М ани^ланиш сохаси хакикий сонларнинг барча 
м\сбат (х; у) жуфтлари тупламидан, L цикматлар туплами эса барча мусбат сонлар 
тупламидан иборат.

z =  f(x,  у) функциянинг аргументларнинг берилган х  =  х0 ва 
у  =  у0 сон цийматларида кабул ^иладиган г0 хусусий цийматини
топишда бундай ёзилади: г0 =  г х = х0 ёки г0 =  /(х0, у0). Масалан,

У =  Уо
агар 2 =  / ( х, у) =  ху  булса, у >;олда 2 ;' =  ■ =  /(1, 2) =  1-2 =  2.

Маълумки, сонларнинг хар бир (х, у) жуфтига Оху текисликнинг 
ягона Р(х;  у) нуктаси мос келади ва аксинча, хар бир Р  (х; у) нукта- 
га сонларнинг ягона (х, у) жуфтн мсс келади, шу сабабли икки узга- 
рувчннинг функцияскни Р  (.v; у) нуцтанинг функцияси сифатида ь;а- 
раш мумкин. шунинг учуй /(*; у) ёзуви урнига /  (Р) ёзуви ишлатилади. 
Бу холда функциянинг аниклгниш сохаси Оху текислик ну^таларн- 
нинг бирор G туплами булади. i

Жумладан, юкорида [селтиркЛган мисслда асоси х  еэ баландлиги у  
булган т^рри туртбурчак юзиНи нфодаловчи г =  ху  функциянинг
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аншутаниш со.\аси I чорак нуцталари тупламидан иборат булади, чунки 
фа^ат шу ну^талар учунгина иккала координата мусбатдир (1-расм).

Бир узгарувчининг функцияси булган ^ол- 
даги каби икки узгарувчи функциясининг бе- 
рилиш усуллари жуда хилма-хил булиши мум- 
кин. функция жадвал ёрдамида берилиши 
мумкин (функцияни ж а д в а л  у с у л и д а  
берилиши). z =  f ( х, у) учун бундай жадвал

—  (икки йулли жадвал), масалан, ушбу куриниш-
1- раем да булиши мумкин:

X .  и 
х

0 1 2 3 4

0 100 81 63 45 28
1 100 83 65 48 32
2 100 84 68 51 35
3 100 84 69 54 39
4 100 85 70 56 42

Бу жадвалнинг чап устуни катакларида х  аргументнинг кийматла- 
ри, юцори сатри катакларида эса у  аргументнинг цийматлари берил- 
ган. Жадвалнинг цолган катакларида г функциянинг цийматлари 
жойлашган. Агар бунда х  нинг циймати t'-сатр катагида, у  нинг ^ий- 
мати эса k- устун катагида танланадиган булса, у .^олда г  нинг мос 
циймати i- сатр ва А:-устун кесишмасида ётувчи катакда жойлашган 
булади. Масалан, х  =  3 ва у  =  2 булганда г =  69 га эгамиз.

Юцоридаги жадвал г нисбий намлик цийматларининг (процент .\исо- 
бида) цуру^ термометрнинг х  температураси (Цельсий градуси ^исоби- 
да) хам да цуру^ ва нам термометр температураси айирмаси у  га 6of- 
ли^лигига мос келади.

Бизнинг курсда энг мухими функциянинг а н а л и т и к  у с у л д а  
берилиши булиб, бунда функция аналитик ифода ёрдамида (формула 
ёрдамида) берилади. 1-мисачда функция аналитик усулда берилган 
эди, шу билан бирга унинг аницланиш сохаси геометрик муло^азалар 
ёрдамида топилган эди. Бирок икки узгарувчининг функцияси купин- 
ча фацат формула ёрдамида берилади ва бунда унинг аницланиш соха
си курсатнлмайди.

Агар икки узгарувчининг функцияси аналитик ифода ёрдамида э̂ еч 
кандай цушимча шартларенз берилган булса, у холда унинг аницла- 
ниш со.\аси деб Оху текисликнинг бу ифода .маънога эга буладиган 
ва функциянинг хаци^ий цийматини берадиган барча ну^талари тупла- 
мини хисоблаш цабул цнлинган.

Масалан, z =  ax +  by +  с биринчн даражали куп\ад, г =  ах* -f  
+  Ьху +  суг +  dx -f- еу-\- f  иккинчи даражали купхад ва .хоказолар 
сонларнинг барча (х, у) жуфтлари учун, яъни бутун Оху текисликда 
ани^ланган.

Икки узгарувчининг рацнонал функцияси, яъни х  ва у  га нигба- 
тан икки куп^аднинг нисбати Оху текисликнинг махраж нолга айлана-
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диган ну^таларидан бош^а барча ну^таларнда аникланган. Масалан,
г — х ~  Зу-  рационал функция Оху текислнкнинг х  — у  =  О турри 

х — у
чнзщдан бошка а̂м.ма ерида аникланган.

2- мисол. г =  In (1 — х1 — у') функциянинг аюнутаниш соцасини топинг.
Е ч и л и ш и. Функция фа^ат формула ёрдамида берилган. Бу функциянинг 

аннкланиш со.цаси 1п ( 1— х1 — у1) ифода маънога эга булган барча ну^талар туп- 
лами, яъни 1 — х1 — у1 > 0 ёки хг +  у1 <  1 буладиган барча нуцталар тупламидир, 
х* 4- у2 нфода Р (х\ у) ну^танинг координаталар бошнгача булган масофасининг 
квадратидан иборат булгани учун, мазкур функциянинг аникланнш со^асига коорди
наталар бошнгача булган масофалари бирдан кичнк булган ну^таларгина кнрадн. 
Бундай барча нуцталар туплами марказн координаталар бошида ва радиуси бирга 
тенг доиранинг'ичини ташкил киладн (2- раем).

У*

*-г—
V о I

/(*)

2- раем

3- мисол. г =  arc sin (jc* +  у1 — 3) функциянинг ани^ланиш со^асини топинг.
Е ч и л и ш и .  Функция — 1 <  х1 +  у1 —  3 ^  1 шартда аницланган, бу эса 

2 ^  х2 4* У% < ^ шартга тенг кучли. Функция ани^ланиш со^асининг чегаравий 
чнзнк,ларн х- +  у2 — 2 ва х1 - f  у2 =  4 айланалар булнб, уларнинг узлари *ам бу 
со.\ага тегишли.

Шундай цнлиб, функциянинг аникланиш со\аси х2 +  у1 =  2 ва х2 - f  у* =  4 
айланалар ораенда ётувчи барча нуцталардан *амда шу айланаларда ётувчн нуцта- 
лардан иборат (3- раем).

2. Икки узгарувчи функциясининг графиги. Бир узгарувчи у  
функциясининг графиги текислик- 
даги турри бурчакли декарт коор
динаталар системаснда, умуман айт- 
ганда, чизиадир. Икки узгарувчи 
z =  f (x ,  у) функциясининг графи
ги фазодагн т^ри бурчакли де
карт координатапар систсмасида 
умумин ^олда сирт булади.

^а^нцатан хам, г =  f  (х, у ) функ
ция G сохада аникланган булсин 
(4- раем). Бу соханинг хар бир Р (*, 
у) нуктасига функциянинг танин л 
г =  /  (Р) киймати мое келадн. Бу л 
2 Кийматни Охуг координаталар 4. 1СМ



системасидаги бнрор М  ну^танинг аппликатаси деб оламиз. Бу нуцта- 
нинг абсциссаси ва ординатаси учун Р  нуцтанинг абсциссаси ва орди- 
натасинн оламиз. (Бу Р  ну^та М  нуктанинг Оху текисликка проек- 
цияси булади деган суздир.)

Шундай килиб, G сщанинг хар бири Р  ну^тасига фазода тула 
аницланган М  ну^та, бутун со.\анинг узига эса М  нуцталарнинг бирор 
туплами, умуман айтганда, сирт мос келади.

Бу сирт z — f{x,  у) функциянинг графиги деб аталади.
Агар сирт икки узгарувчининг бирор функциясининг графиги 

булса, у ^олда бу функцияни берувчи тенглама тегишли сиртнинг 
тенгламаси деб аталади.

Аналитик геометрия курсида икки узгарувчи функцияларининг 
графикларидан иборат булган, баъзи сиртлар урганилган эди. Улар- 
нинг баъзиларини эслатиб утамиз.

Эллиптик параболоид г => 4* ~т- функциянинг графигидир (р
2 р  2q

ва q бир хил ишорали узгармаслар: I том, 101-расмга царанг).
Гиперболик параболоид г =  —----- --  функциянинг графигидир

2 р 2q
(бу ерда р ва q бир хил ишорали узгармаслар; I том, 102-расмга царанг).

—  +  -У- +  —  =  1 эллипсоиднинг ю^ори булаги г =  
ва ь1________с*

е = с ] ^  1 — -- ------функциянинг графиги, унинг пастки булаги эса

г =  — с 1 —4  — У— функциянинг графигидир (1том, 97-расмга ка
рай г).

3. Уч ва ундан ортиц сондаги узгарувчиларнинг функциялари. 
Биз икки узгарувчининг функцияси ва унинг ани^ланиш со^асн ту- 
шунчаларипи батафсил куриб чикдик. Бирок практикада уч ва ундан 
орти^ сондаги узгарувчининг функциялари хам учрайди. Масалан, 
тугри бурчакли параллелепипеднинг хажмн учта катталикка — парал
лелепипед асосининг буйи а, эни Ь ва параллелепипед баландлиги Л га 
богли^, яънн V =  abh.

Уч узгарувчининг функцияси тушунчасига таъриф берамиз.
М  — хаци^ий сонлар (дг, у, г) учликларининг бирор туплами, L 

эса ^аци^ии сонларнинг бирор туплами булсин. Уч узгарувчининг 
функцияси деб, шундай цоидага айгпиладики, бунда ^ар бир (дг, у, г) £ А/ 
учликка ягона u £ L  сон мос келади ва хар бир u £ L  сон камида бит- 
та (г, у , г) 6 М  учликка мсс келади.

Бунда х, у  ва г эркли узгаруечилар (ёки аргументлар), и — бог- 
лиц узгарувчи ёки функция (мослик ^оидасининг узини ^ам), М  туп- 
лам функциянинг аницланиш сохаси, L эса функциянинг цийматлар 
туплами деб аталади.

Уч узгарувчининг функция лари бир ёки икки узгарувчининг функ
циялари кабн белгнланвди: и — f  (х, у, г), 1£> =  ш(х, у, г) ва ^оказо.

Уч узгарувчининг Ш=*й (х , у,  г) функциясини Охуг фазовнй ко- 
ординаталар системаснда х, у, г координаталарга эга булган Р  (*, у, г) 
нуктанинг функцияси сифатида ^араш мумкин.
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Икки Узгарувчининг функцияси учун цабул цилинган геометрик 
терминологияга ухшаш термииатогиядан фоидалаииб, бундай айта ола- 
миз: и =  f  (х, у, г) функциянинг аницланиш сохаси фазодаги ну^талар- 
нинг бирор тупламидир.

Уч узгарувчи u =  f (x,  у, г) функциясининг бернлиш усуллари 
жуда хнлма-хилдир, лекин бизнинг курсда аналитик усул энг мух им 
бУлиб, бунда функция аналитик ифода (формула) ёрдамида берилади. 
Бунда купинча функциянннг аницланиш сохаси курсатилмайди. Бу 
з̂ олда функциянннг ани^ланиш сохаси фазонинг бу ифода маънога эга 
буладшан ва и функциянинг ^а^и^ий ^ийматини берадиган барча 
Р(х,  у,  г) нуцталар тупламидан иборат деб ^исоблаш цабул ^илинган.

4- мисол. и — Y 1 — х1 — у 1 — г2 функциянинг ани^ланиш со^асини топинг.
Е ч и л и ш и. Бу ифода 1 — х* — у2 — г* > 0 ёки шунинг узи, х1 -f- у1 + 'г г ^  1 

бУлгаида ва фацат шундагина и нинг ^а^и^ий цийматларини бёради.
Шундай цилиб, функциянинг аницланиш сохаси маркази координаталар бошида 

ва радпуси бирга тенг шардир. Чегаравий шар сирти ну^талари функциянинг аниц- 
ланиш ссщасига тегишлидир.

Шуига jxiuaiu, турт, беш ва умуман п та узгарувчининг функция- 
лари тушунчаларнни киритиш мумкин.

п та узгарувчи функциясининг аникланнш сохаси М  (дг,; х3\ . . . хя) 
хакикий сонлар системаларидан иборат бирор тупламдир. п та узга- 
рувчи функциясининг. белгиланишларн икки ва уч узгарувчи функция- 
ларнинг белгиланншларига чхшашдир: и = f ( x 1; х2; . . х„) ва хоказо. 
^улай геометрик терминологнянн са^лаб цолиш максадида п >  3 бул- 
ганда п  та узгарувчи функциясини ^ам кУпинча п улчовли фазо 
(II боб, 7-§, 5-пунктга каранг) нуцтасининг функцияси сифатида цара- 
лади ва бундай ёзиладн: и =  f(P).

2-§. бир н е ч а  У з га р у в ч и  ф у н к ц и я с и н и н г  лимити.
ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ. УЗИЛИШ НУКТАЛАРИ

1..Асосий таърифлар. Бир Узгарувчи « / = / ( * )  функциясининг ли- 
митини текширишда нуцтанинг атрофи тушунчаси киритилган эди. У 
ерда нуктанинг атрофи дейилганда бу нуцтани уз ичига олувчи интер
вал тушунилган эди. Икки Узгарувчи z — \ (х,у) =  f  (Р) функцияси- 
нннг лимити тушунчасинн киритишда биз Оху текисликда нуктанинг 
атрофнни цараймиз. к \

Ра(х0\ у0) нуцтанинг атрофи деб, маркази шу нуцтада булган 
доиранннг нчки ну^талари тупламига 
айтилади. Агар бу донранинг радиу- 
сн 8 га тенг булса, у *олда у Нуц- 
танинг о-атрофн тУгрисида гапирила- 
ли (5- раем). Равшанки. Рп (хп\ у 0) Ну -̂ 
танинг о-атрофига теги шли булган нс- 
талган Р (*; у) нуцта бу нуцтадан о 
дан кичик масофада ётади, яъни

( у - у ^ с  о.
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Агар исталган е сон унун Р0(х0\ у 0) нук,танинг шундай 3- 
атрофи топилсаки, б у  атрофнинг исталган Р ( х , у )  нуцтаси (Р0 
нуцта бундан истисно б у лиши мумкин) учун

| /  (Р) — b | <  е ёки | f (x,  у) — Ь | <  е
тенгсизлик уринли булса, у  \олда Ь сон икки узгарувчи г =  f  (х, у) =  
=  f(P) функциясининг Р - * Р й даги лимити деб аталади.

Бунда ^уйидагича ёзилади: lim f  (Р) =  b ёки lim f  (х, у) =  Ь, чунки
Я-»Р, x~*xt

V-*V,
Р (х\ у) -*■ Р0 (х0-,у0) да, равшанки, х -+ х 0, у -+ у 0.

Агар Р0 нуцтанинг о-атрсфи и ( Р0, о) орка™ белгиланадиган бул
са, у ^олда z =  /  (д., у) — f  (Р) функциянинг Р —*■ Р0 даги лиыитини 
бундай ёзиш мумкин:

V  ( е > 0 ) з ( £ > 0 )  V { Р £ и ( Р 0, о)} (Р0 ну^та бундан истисно бу- 
е 6 Р

лиши мумкин) => |/ (Р) — b | <  е.
Икки узгарувчи функциясининг лимити нолга тенг булса, у холда 

уни чексиз кичик функция деб аталади.
Агар b сон 2 =  / (Р) функциянинг лимити булса, у холда лимит- 

нинг таърифига кура Р  ну^та Р0 ну^тага чегараланмаган холда 
и х т и ё р и й  равишда я^инлашганда f (P )— Ь айирма чексиз кичик 
функция булади.

х2 +  у2
1-мисол. lim —= = = = = -----— ни топинг.

х-,о V X1 +  у2 +  1 — 1
у-» О

Е ч и л и ш и .  Функциянинг лимити Р (х; у ) -* Р 0(0; 0) да. яъни р-«-0 да топи- 
лади, бу ерда р =  РдР — шу Р0 ва Р иуцталар орасидаги масофа. Мазкур *олда Р* 
нук,та координаталар бошидир. Демак, р =  Ух*  - f  у2. Шундай цилнб,

х2 -\-у2 р1_______ .... р1 +  1 4- 0
р^ р.  V V* +  * — * р-»о У  р* +  I — 1 р—0 р* +  1 — 1

- П т ( у ^ + Т + 1 )  =2.  
р-*0

х1 -f- у2
Бу ерда эътибор берайлик: мисолда: - -  - t  ~ — функция Я, (0; 0)

иу^тада аницланмагаи, лекии Р-+ Р0 ЛЯ лимитга зга. 
дс* — и*2--мисол. г =  ----------—  функция координаталар бошидан ташцари бутун те-
X2 +  у2

кисликда аницланган. Р (х\ у) нуцта координаталар бошига я^инлашганда (функция 
лимитга эга эмаслигини курсатамнз. -\аци^атан ^ам, координаталар бошига Ох Уц

х2 — 0
буйлаб яцинлашиладиган булса (бу ерда у = 0 )  Ц т г =  l i m— -  =  1. Агар ко-

Д-.0 х—ОХ + 0
ординаталар бошига Оу у^ б) йича я^инлашиладиган булса (бу ерда * =  0),

0 — у2
lim г =  lim — —— —  =  1. Шундай к,илиб, Р (х ;у )  нукта координаталар боши-
у—0 У-+о о у*
га турли йуналншлар буйича яциилашганда функция турли лимит ^ийматларга эга 
булади ва, демак, х -»-0 , да лимитга эга эмас.

п улчовли фазода нуцтанинг о-атрофи тутунчаси киритиладиган 
булса, л >  2 бСлганда п та узгарувчи функцияси лимитининг таъри- 
фи икки узгарувчи функциясининг лимити таърифи билан айнан бир 
хилдир.



п улчовли фазода Р0(х°х; х%; . . д£) ну^танинг 8- атрофи 
деб, Р0 нуцтагача булган масофаларн о дан кичик, яъни 
V (x i — *?)* +  (■** — *2>* +  • • • +  (хп —  х„)г <  3 булган барча 
Р ( х х; хг; . . . ; хп) ну^талар тупламига айтиладя (II боб, 7-§,  5-пункт- 
га царанг).

Равшанки, уч улчовли Охуг (п =  3) фазода Р„(х0; у0; г0) нуцта- 
нинг о-атрофи маркази Р0 ну^тада ва радиусн о булган шарнинг барча 
ички ну^таларн тупламидир.

Бир узгарувчининг функциялари учун исботланган лимитга утиш 
^оидатари (V боб, 1-§, 6-пунктга царанг) бир иеча узгарувчининг 
функциялари учун хам урннлидир.

2. Бир неча узгарувчи функциясининг узлуксизлиги. Бир неча Уз
гарувчи функциясининг узлуксизлиги тушунчаси лимит тушунчаси 
ёрдамида киритилади.

Бир неча узгарувчининг u — f (P)  функцияси учун П т / ( Р ) = / ( Я0)
Р —► Ро

булса, у холда f (Р) функция Р0 ну^тада узлуксиз деб аталади.
Шунн эслатиб утамизки, Р0 нуцтада узлуксиз булгак f  (Р) функ

ция бу ну^тада ва унинг бирор атрофида аницланган булиши лознм 
<акс 5̂ олда лимитга утиб булмас эди). Бир неча узгарувчининг и =  
=  f (P)  функцияси узлуксиз булган Р0 нуцта бу функциянинг узлук- 
сизлик нуцтаси деб аталади.

Узлуксиз функциялар учун ушбу теорема уринли.
Теорема. Агар п та узгарувчининг (Р) ва f2 (Р) функциялари 

Р0 нуцтада узлуксиз б£)лса, у  хрлда уларнинг / ,  (Р) +  /2 (Я) йигин- 
диси, f i (P)  — f t (P)  айирмаси ва f l (P)-f2(P) купайтмаси %ам шу 
нуцтада узлуксиздир, агар бундан таищари / ,  (Р0) ф  0 булса, 
fi (?) Ift (?) булинма %ам Р0 нуцтада узлуксиздир.

Бу теореманннг исботи бир узгарувчининг функциялари учун хос 
булган теорема исботига ухшаш (V боб, 2-§. 2-пунктга царанг) бул- 
гани сабабли, биз уни келтирмаймиз.

Бу теоремага асосан купгина функцияларнинг узлуксизлигини, ма
салан, икки узгарувчига ннсбатан куп.^аднинг Оху текисликнинг ис- 
талган нуцтасида узлуксизлигини, рационал функциянинг текислик
нинг махраж нолга айланмайдиган нуцталаридан ташцарн барча 
нуцталарида узлуксизлигини исботлаш осон.

3. Со^а тушунчаси. Келгусида керак буладиган бир неча таъриф- 
ларни келтирамиз.

Со^а (очик; соха) деб текисликнинг уш
бу иккита хоссага эга булган ну^талари 
тупламига антилади:

1. Соланин г х,ар бир нуктаси унга бу 
ну^танинг бирор атрофи билан биргаликда 
тегишлидир (о ч и ц л и к хоссаси);

2. Со^анинг ^ар г̂ андай иккита нукта- 
сини бутунлай шу сох.ага тегицади узлук
сиз чизиц билан туташтириш мумкин (6of-  
л и к, л и к хоссаси)

Текисликнинг ёпик L контур ичида ёт- 6- раем
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ган ^исми (6-расы) соха булади, чунки: 1) L ичида ётган исталган Р 
нуцта учун L ичида ётувчи атрсф мавжуд; 2) L ичида ётувчи истал
ган Р  ва Q нуцталарни L ичида ётувчн узлуксиз чизнц билан туташ- 
тириш мумкин.

1-§ нинг 1 ва 2- мнсолларида келтирилган функцияларнинг аниц- 
ланиш со.^аларн очиц со^алардир (1 ва 2-расмларга царанг). Бутун 
текислик хам, равшанки, очиц сохадир.

Агар Р0 нуцтанинг исталган атрофи С соханинг нуцталарини хам, 
бу со.\ага тегишли булмаган нуцталарни хам уз ичига олса, у з̂ олда 
Р0 нуцта G соханинг чегаравий нуцтаси деб аталади.

Со.\анинг барча чегаравий ну^талари туплами унинг чегараси деб 
аталади.

6-расмда L  контурнинг исталган Р0 нуцтаси чегаравий нуцтадир.
1-расмдаги со^анинг чегарасини Ох ва Оу уцларнинг манфиймас 

цисмлари ташкнл цилади.
Очиц сохага унцнг чегарасини цушишдан х.осил булган ну^талар 

туплами ёпиц сохр деб аталади.
1-§ даги 3-мисолдаги функциянинг аннцланиш сохаси ёпи^ со^а- 

дир (3-расмга царанг).
Агар берилган сохани тула цоплайдиган, яъни соханинг барча 

нуцталарини j/з ичига оладиган доирани танлаш мумкин булса, у ^ол- 
да бундай соха чегараланган соха деб аталади.

Агар сохани тула цоплайдиган доирани топиш мумкин булмаса, у 
Холда сохани чегараланмаган соха деб аталади. 1-§ даги 2 ва 3-ми- 
солларда ^аралган функцияларнинг аникланиш со^алари чегараланган 
сохаларднр (2 ва 3-расмларга царанг). Аксннча, 1-§ нинг 1-мисоли- 
даги функциянинг аницланнш сохаси чегараланмаган сохадир. G соха- 
да (очиц ёки ёпиь;) ётувчи исталган ёпи  ̂ контур билан чегараланган 
текисликнинг цисми бутунлай G сохага тегишли булса, G со>;а бир 
богламли со^а деб аталади. 1 ва 2-расмларда тасвирланган сохалар 
равшанки, бир богламли сохалардир. Аксннча, х2 4- у2 =  2 ва х2 -4- у* =  
=  4 айланалар орасида ётувчи соз̂ а (3-расмга каранг) бир богламли 
соха эмас, чунки, масалан, бу сохада ётувчи х2 +  у* =  3 айлана уз 
ичига бу сохага тегишли булмаган ну^таларни (масалан, координата- 
лар бошини) $з ичига олади.

Изо^ .  Бу пунктда киритилган барча тушупчалар уч ва ундан 
орти^ Улчовли фазолар учун хам Деярли узгаришсиз киритилади.

4. Узилиш нуцталарй. функцияларни ургашшда баъзгн уларнинг 
узилиш нуцталарини текширишга тугри келади.

Агар Р 0 нуцта f (P)  функциянинг аниклаш:ш сохасига ёки унинг 
чегарасига тегишли булса ва узлуксизлик нуктасн булмаса, Р0 бу 
функциянинг узилиш нуцтаси деб аталади.

1- мисол. г  =  — — -  функция ягона увилиш нуктасига J3H ани^ланмаган 

0 ( 0 ;  0) координаталар Сошига эга. Р (х\ у) ау^та координаталар бошига чекланма- 
ган ^олда яцинлашганида г «=— -—  функция чексизликка интилади (7- раем).

, * 4
2- мисол. г — Ф}11К1Ч1ЯШ!НГ узилиш нуцтгларшш топинг.
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Е ч и л и ш и .  Бу функция координаталари 2х +  д - f- z
j .1 =  о тенгламани цаноатлаптирадиган нуцталардан таш- 
кари хамма ерда аниклапган ва узлуксиз. Бу тснглама эса 
функция аникланиш соу(асннннг чегарасндан иборат булган 
т^р н  чизикдир. Бу тугри чизиннинг хар бир нуцтаен — у.и- 
лиш ну^тасидан иборат. Шундай ^нлиб, узилиш нуцтала- 
ри бутун бир тугри чизикни — берилган функциянинг узи
лиш чизигини ^осил ^иладн.

5. Чегараланган ёпиц сохада узлуксиз функ-
цияларнинг хоссалари. V боб, 2- §, 3- пунктда 
сегментда узлуксиз функциялариинг хоссалари 
царалган эди. Чегараланган ёпи^ сохада узлук
сиз икки ва ундан орти^ сондаги узгарувчилар- 
нинг функциялари хам айни шу хоссаларга эга.

z =  f (х, у) =  f (Р) функция очин; ёки ёпи^ 
сохаиинг хар бир ну^тасида узлуксиз булса, бу 
функция шу сохада узлуксиз деб аталади.

Бунда чегаравий Р0 нуцта учун l imf( / ,) =
р - р .

=  f  (Ро) тенгликда Р  нуцта Р 0 нуцтага мазкур сохага тегишли истал
ган йул буйлаб интиладиган булса, f  (Р) функция чегаравий Р0 нуц- 
тада узлуксиз ^исобланади.

Теорема. Агар г =  }(Р)  функция чегараланган спиц соцада уз- 
лцксиз булса, у  холда б у  функция шу сохада:

1) чегараланган: \ f ( P ) \  <  N; f
2) знг кичик т ва энг катта М  цийматларга эга;
3) со.\анинг камида битта нуцтасида т ва М орасида ётувчи 

исталган сон цийматни цабул цилади.
Масалан, г =  y f  \ — х г — у* функция чегараланган ёпи^ х* - f  у-г£ 

<  1 сохада (маркази координаталар бошида ва радиуси бирга тенг 
доирада) ани^ланган ва узлуксиз булнб, у 
теоремадаги барча хоссаларга эга эканли- 
ги равшан. ^аци^атан хам: 1) | z | <  1; 2) 
функция энг кичик т =  0 цийматига ашщ- 
ланиш со.\асинннг чегарасида, яънил*4-  
+У*=  1 дойра нуцталарида, энг катта М  =1  
цийматига эса 0(0;0) координаталар бошида 
эришади; 3) ноль ва бир орасидаги (т ва М  
орасидаги) исталган сон функциянинг би- 
рор ^ийматидир.

Бу функциянинг графиги, равшанки, А 
маркази координаталар бошида ва радиуси 8-раем
бирга тенг ю^ори ярим сфералар (8- раем).

3- §. ХУСУеий ,\0 ( IIJIAJ1AP

1.1. Биринчн тартиоли хусусии *осилалар. Икки узгарувчининг 
~ П * ' У) ФУ«ВДяси* цараимиз. Узгарувчилардан бирининг. маса

лан, у  нинг ^ийматини у  =  у0 деб ол 1б, фикеирлаймиз (узгаришеиз

II



цолдирамиз). У э̂ олда f (x,  у 0) функция битта х узгарувчининг функ
цияси булади. У х0 нуцтада ^оснлага эга булсин:

1 j ̂  f (хп -4- У*. i/n) — f (хп У*}
Д r-*0 Лх

Бу косила z — f ( х, у) функциянинг Р0 ( х у 0) нуцтгда х  буйича 
хусусий ,\осиласи (ёки биринчи тартибли хусусий \осиласи) деб ата- 
лади ва fx (x0, у0) символи билан белгиланади. / (дг0 +  Д .г, у0) — f(x 0,y0) 
айирыа z = f ( x ,  у) ф у н к ц и ян и н г  Р0(х0, у0) нуцтада .г буйича хусу
сий орттирмаси деб аталади ва Axz символи билан белгиланади:

Ax z =  f ( x 0 +  Ах ,  у0) -  f  (х0, у0). (2)
Бу белгилашларнн хисобга олиб, бундай ёзнш мумкин:

/х (*о> Уо) — 1*т  “Т Г *  (3)
Дх-*0 а х  к '

г =  f  (х, у) функциянинг Р0(х0, у0) нуцтада у  буйича хусусий 
орттирмасн ва у  буйича хусусий ^осиласи шунга ухшаш аницланади:

2 = . f  (*о. Уо +  д  У) ~  f  ( * »  Уо) (2 ') 

f't (x„ Уо) = J imn4 ^ .  (3 ')* ли-*о Л у ' '
Шундай цилиб, икки узгарувчи функциясининг унинг аргументлари- 
дан бири буйича хусусий хрсиласи бу функция хусусий орттирма- 
сини шу орттирмани берган аргумент орттирмасига нисбатининг 
аргумент орттирмаси нолга интилгандаги лимитига тенг.

Хусусий хосиланннг циймати узи хиссбланаётган Р(х; у) нуь;та
га боглиц. uiy сабабли икки Узгарувчи z =  f (x ,  у) функциясининг 
хусусий хосиласи, умуман айтганда, Р(х;  у) ну^танинг функциясидир, 
яъни унинг узи хам иккита х  ва у  узгарувчининг функциясидир.

Икки узгарувчининг функцияси сифатида ^араладиган хусусий 
^осилалар цуйидагнча белгиланади*:

ГХ(Х, у), Гв (х, у) ёки z ;  zy ёки

п >  2 да п та узгарувчи фу нкциясининг хусусий орттирмалари 
ва хусусий ^осилалари шунга ухшаш таърифланади ва белгиланади. 
Масалан, уч узгарувчининг u — f ( х, у, г) функцияси учун Р0(х0, 
Уо» го) ну^тада х  буйича хусусий орттирма х  аргумент А х  орттирма 
олиб, долган аргументлар эса Узгармасдан ^олганида хосил булади:

Ax u = f ( x о +  Ах,  у 0, z0) f ( x 0, у0, zg).
у, г) функциянинг Р0(х0; у 0; г0) нуцтада х  аргумент 

буйича хусусий ^осиласн цуйндагига тенг:

и А х о, Уо. г0) =  lim - f̂JL 
____________ * дх^о Д х

• дг дг
дх ва ^ ифодаяарни бир узгарувчи функциясининг \осиласидан фар^ли $ла-

рок касР КаРаш мумкин эмас. Бу ифодалар хусусий ^осилани белгилайдиган 
снмволлардир.
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Шундай цилиб, бир неча узгарувчи функциясининг хусусий .уэси- 
ласи бу узгарувчилардан бирининг функциясининг ^осиласи сифатида 
топилади. Буиинг натнжасида бир узгарувчи функциясининг э̂ осила- 
лари учун келтириб чи^арилган барча дифференцналлаш формулала- 
ри ва цоидалари бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосила- 
лари учун хам сацланади. Бу ерда фацат бирор аргумент буйича ху
сусий хосилани топнш учун бу ^оидалар ва формулаларни цуллани- 
лаётганда цолган аргументлар ^згармас деб хисобланилишинн ёдда 
тутнш лозим.

1- мисол. г =  / ( х ,  у) =  хгу  —  3yi  - f  5х функциянинг хусусий ^осилаларини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  f ‘x (x ,y )  хусусий ^осилани у  =  const деб фараз цилиб, / ( х ,  у) 
функциянинг х  буйича ^осиласи сифатида топамиз. Шунинг учун

f'x (*• У)\= (*‘У — 3У* +  5х)'х =  2ху —  0 +  5 =  2ху +  5.
Шунта ухшаш,

f'y (х . У) =  (*гУ — W  +  5х)'у =  х г — бу +  0 =  х* — Ъу.

2- мисол. f ( x , y )  =  x + y  — ~\/хг у- берилган. fx (3. 4) ни топинг. 
Е ч и л и ш и .  Дастлаб / (х, у) функциянинг х  буйича хусусий ^осиласини то

памиз:

й  (х . у) =  (х +  у — V x * - j-  у*)'х =  (х +  у)'х — ( У х -  +  у 2)'х =  f

=  , +  0 ~ 2 У  х - - г у г (JC* +  у1)* "  1 “  2 V i q r ^ i  2 * =
Энди топилган хусусий ^осиланинг * =  3, у =  4 даги хусусий цийматшш ^и- 

соблаймиз:

3- мисол. Ох уцДа стержень жойлашган булсин. Стерженнинг ихтиёрий М (х) 
нутугасидагн в температура М (х) нук,та х  косрдинатасининг ва I ва^тнинг функ- 
пиясидир: 0 =  / ( х ,  t) . х  =  х0 д а0 =  /(* „ , I) функция стерженнинг мазкур нук;та- 
сида температуранинг t ва^тга Сог.иц равишда узгаришини ифодалайди. Бу нуцта-

дОд аги -- хусусий .укила температуранинг ваКТ Давомида узгарнш тезлигини берадн. 
at

Энди t — t0 деб олинса, у холда 9 =  / (д-, /0) функция ва^тнинг берилган t0 мо- 
ментида температуранинг стержень буйлаб тацсимот конунини беради. Бу ^олда 
дв „
— хусусий косила ва^тнинг берилган (0 моментида температуранинг стержень буй- 

даб узгариш тезлигини ифодалайди.

2. Икки узгарувчи хусусий ^оси |алаРинннг геометрик маъноси.

Иккн узгарувчининг г /  (х,у) фущШияси хУсусий ^осиласи — ^ нинг
геометрик маъносини аинцламмйз. Мамумкн, г =  f (x,  у) функциянннг 
графиги бирор сиртдир. Оху текисликда Р0(х0; у0) ну^тани ва сирт- 
да мсс М 0 (дг0; у0\ г0) нуктаии царайииз (9- раем). Янги коор-
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Уо- 0) нуцтани олиб, у^ларни 
параллел кучирамиз ва сиртнинг 
янги координата текислигн ОхХZ 
(яъни эскн координаталар сис- 
темасидаги у  — у0 текислнк) би- 
лан кесншишндан ^осил булган 
АМ 0В ясен эгри чизи^ни царай- 
миз. Бу эгри чизицни бир fera- 
рувчи z =  /  (х, у0) функцияси
нинг ОхХZ текисликдаги (яъни 
эски системада у  =  у0 текислик
даги) графиги деб ь̂ араш мум
кин. У ^олда бир узгарувчи функ- 
цияси ^осиласининг геометрик 

df(x, у0)
маъносига асосан — ^ -----= tg a ,

9- рас:.! бунда a  — юцоридаги А М 0 В эг
ри чизицца М 0 нуцтада утка- 

зилган уринм анинг 0tX ук билан, ёки барибир шунинг узи, Ox уц 
билан хоснл цилган бурчаги. Иккинчи томондан:

df{x, уд) 
dx

L - i ; in f (х° + Ах'у^ ~ Г ( ’‘'"Уо'* = ( — \
х, д*-»о А* \ дх )Рщ

дгI  д г \  дг
Бундан I ух )р, =  tga. Шундай килиб, ^  хусусий ^осиланинг Р0 (х0, у0)
нуцтадаги циймати г = f ( x ,  у) сирт билан у  =  у 0 текисликнинг ке- 
сишиш чизишга М 0(х0; t/0; z0) нуцтада утказилган уринманинг Ох

дг
щ  билан ташкил цилган бурчагининг тангенсига тенг. — хусусий

дг
^осилаиинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и  ана шундан иборат. — хусусий
^огнланинг геомэгрик маъноси .\ам шунга ухшаш ойдинлаштирилади.

3. Ю^ори таргиэли хусусий ^осилалгр. Bip неча узгарувчи функ
циясининг хусусий ^осилалари яна уша узгарувчиларнинг функция- 
лари булади. Бу функциялар уз назбатида хусусий .\осилаларга эга 
булиши мумкин, бу хусусий хосилалар дастлзбкя функциянинг ик
кинчи хусусий. фсилалари (ёки иккинчи тлртибш хусусий. %осила- 
лари) деб аталади.

Масалан, икки узгарузчинянг z => / (х, у) функцияси туртта ик
кинчи тартибли хусусий ^осилага эга; улар ^уйпдагича ани^ланади 
ва белгиланади:

■(£
дх

д

дЪ
дх1 (*• У )'

( I )
дх

д'-г 
дуд х Г„х (х, у):

‘ ( g ) д-г
ду дхду

Ж ,
ду дуг "

‘X11
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Уч узгарувчининг и = J ( X ,  у, '£) IfyHKUMMtll i^ i\ iu ia  ЛАЯПЛ1 П iojj- 
тиблн хусусий хосилаларга эга:

i d )  *  г< , 4 1 1  Г1 ,
дх fa t — fx‘ (X’ У' г ) ’ ду дхду ~  У> 2) '

•(2)
- Г .Л * .У .г )дг дхдг

ва хоказо.
■ Бу неча Узгарувчи функциясининг учикчи Еа ундан юцори тар- 

тибли хусусий х.ссилалари шунга ухшаш таъркфлангди Еа белгилана
ди: бир неча узгарувчи функциясининг п- тарггмбли хусусий хосила- 
си^деб уша, функция (п  — 1)- тарггмбли хусусий \осиласининг би- 
ринчи тартибли хусусий \осиласига ойтилади.

Масалан, z == / (дг, у) функциянинг учинчи тартибли хусусий
дъгхосиласи иккинчи тартнблн хусусий ^осиладан у  буйича олинган 

биринчи тартибли хусусий хсх:илэдир:

д (  —  )  
д3г______ I дхду / .

дхду1 ду

Бир неча Узгарувчи букича слинган иккинчи Еа ундан юцори тар
тибли хусусий хссила аралаш хусусий ^осила деб аталади.

Масалан:
дГ-г д*г д*г дгг 

дхду’ дхду1’ дхдудх ’ дудх

хусусий хосилалар икки у згарувчи г — { (.г, у) функциясининг аралаш 
хусусий ^осилаларидир.

М исол. г =  х'-у3 функциянинг иккш.чн тартибли аралаш хусусий ^оаиаларнни 
топинг.

Е чи  л иш  и. Биринчи тартибли xycjew  ^осилаларни топам из:

. - ■ = 2х у \  j -  =  3 * у .  
дх ду

СУ игра иккинчи тартибли аралаш здосилаларни тспамиз:

£ 1 —is l  g
КУриб турибмиакн, берилган функциянинг _ бир-биридгн фацат диф- 
ференциаллаш тартиби билан, яъни турли узгарувчилар буйича ди<} - 
ференцналлаш кетма-кетлиги билан фгрц киладиган иккинчи тартиб-
ли ва аралаш хусусий ^ссилалари айнан тенгдир. Бу нати-
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жа тасодифии эмас. Аралаш хусусий хосилалар учун ушбу теорема 
уриили булиб, биз унн исботсиз ^абул циламиз.

Теорема. Битта функциянинг фа^ат дифференциаллаш тарти- 
би билан фарк щладиган аралаш хусусий досылала ри узлуксиз бул
са, улар узаро тенгдир.

Хусусан, нкки узгарувчининг z = f ( x ,  у) функцияси учун:
д'-г д-г 

дхду дудх

4- § БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ТУЛА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

1. Функциянинг тула орттирмаси. Хусусий ^осилаларии топншда 
бир неча узгарувчи функциясининг хусусий орттирмалари текшири- 
либ, у ерда аргументлардан бири узгарар, цолганлари эса узгармас 
булиб ьрлар эди. Энди биз функциянннг барча аргументлари узгар- 
гаида у оладиган тула орттирманн ^араймиз.

Икки узгарувчининг z =  / ( х, у) функцияси берилган булсни. 
Унинг * ва у  аргументлари мос равишда А х  ва Ау  орттирмалар ол
еин. У холда г = f  (х, у) функция А г тула орттнрма оладн ва у уш
бу формула буйича аницланади:

А г  = f ( x  +  Ax ,  у  +  Ау )  — f (х, у). (4)
г ==f(x, у) функциянинг А г тула орттирмаси геометрик нуцтаи 

назардан Р (х\ у) ну^тадан Р 1 (х +  А х, у  -+• Д у) нуцтага утншда функ
ция графиги апплнкатасининг орттнрмасига тенг (10- раем).

Масалан, z —■ ху2 функциянинг х  аргумент А х  орттнрма, у  аргу
мент эса А у  орттнрма олганда оладиган тула орттнрмаснин топамиз.

(4) фэрмуладан фэйдаланиб, куйидагини .^осил цнламиз:
A z  =  (дг +  Д х) {у +  А у)2 — ху2 =  ху2 — у2А х  +  2 ху А у  - f

+  2у А х А у  +  х  (Д у)2 +  Д х  (Д у)* — ху2 =  у2 А х  -+- 2 ху  А у  -+•
+  2 у  А х А у  +  х( А  у)% +  Д *(Д у)2.

Берилган функциянинг Аг тула 
орттирмасини нкки цушилувчн- 
нннгйнпшдиси куринишида пфо- 
далаш мумкинлнгини курнб ту- 
рибмнз: аргументлар орттирмала
ри А х  ва А у  ларга ниебатан 
чизнклн булган у2 А х  +  2 ху А у  
биринчи i\\ шилувчи хамда Д .v 
ва Д у  га ниебатан ночизи^ли 
2у А х А у  +  .V (Д у)2 - f  Дд: (Д у)2 
нккинчн цушилувчи. Бу иккала 
Щ'шилувчи, равшанки, Д - + - 0  
А у-*-Ода  нолга интилади. Би
ро; бунда иккинчи кушилувчи 
биринчи шилувчига Караганда

I I г . .. i
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нолга тезроц интилади. Бу ушбу жадвалдан яедол куриниб турибди: 
унда берилган функциянинг Я0(1; 1) нуцтадаги Дг тула орттирма- 
сининг цийматлари, шунингдек, Ах  ва А у  нинг турли ^ийматлари учун 
унинг A.V +  2A у  чизи^ли цисмининг ва 2 Ад: Ау  +  (Ау) * + А х ( А у ) '  
ночизицли цисмининг цийматлари келтирилган:

Д х Д у Д г Д х +  2Ду 
ЧИЗИК- КЧСМ

2Д*Ду-ИДу)Ч-Л«)(Лу)в 
н о ч и з и к - К и сы

0 , 1 0 . 1 0,331 о .з 0,031
0 , 0 1 0,02 0,050804 0,05 0,000804
0,001 0 , 0 1 0 , 0 2 1 1 2 0 1 0 , 0 2 1 0 , 0 0 0 1 2 0 1

2. Функциянинг тула дифференциали. Олдинги пунктда биз ку- 
риб чи^ан мисолда икки узгарувчи функциясининг орттирмаси ик
ки цушилувчи йигиндиси, яъни А х  ва А у  га нисбатан чизик л и ва 
ночизи^ли кушилувчилар иигиндиси куринишида ифодаланган эди, шу 
билан бирга Ax-*-0, А у  -*-Э да орттирманинг ночизицли цисми чи- 
зщли ^исмига Караганда нолга тезроц интилган эди. Шу каби хос- 
сага купчилик функциялар эга. [Бу функциялар дифференциалланувчи 
функциялар деб аталади.

Агар z — f(x ,  у ) функциянинг Р (х ;  у) нуцтадаги тула орт
тирмаси ни

А г  =  А А х -\-В А у -\-<а(Ах, Ау) (5)

квринишда ифодалаш мумкин (улса, бу функция Р (х ;  у) нуцтада 
дифференциалланувчи деб аталади, б у  ерда А х  ва А у  — тегишли 
х ва у  аргументларнинг Р нуцтанинг бирор атрофидаги исталган 
орттирмалари; А ва В  — узгармаслар (яъни А * ва А у  га богли^ 
булмаган катталиклар); со (Ах, Ау) шу Р(х ;  у)  ва Рх(х +  Ах; у -f- 
+  Ау) нуцталар орасидаги р =  У  Ахг +  А у- масофага Караганда
юкори тартибли чексиз кичик мицдордир. (яыш lim (0<Лд:- =  0).

р-*о р
Шундай ь̂ илиб, z = f ( х, у) функция берилган ну^тада дифферен- 

циалланувчн булса, у холда унинг бу нуцтадаги тула орттирмаси (5) 
формулага асосан Ах ва A y r a  нисбатан чизицли булган А Ах  4- 
+  В Ау  орттирманинг бош кисмидан ва орттирманинг бэш кисмига 
Караганда юцори тартибли чексиз ^кичик микдор булган со(Ддг, А у) 
ночизицли цисмдан иборат.

z — f (x ,  у) функциянинг Ах ва Ау га нисбатан чизицли булган 
бош цисми бу функциянинг тула дифференциали деб аталади.

Тула дифференциал dz ёки df(x, у) символ и билан белгиланади. 
Шундай цилиб,

dz =  А А х +  ВАу.  А (6)

Дифференциалнинг А Ах +  В Ау ифодасида А ва В  катталиклар 
А х  ва А у  га богли^ булмасдан, балки шу дифференциал ^аралаёт-
2-2950  _ ... . |7
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ган Р(х\  у) нуцтага боглнкдир. Бошцача айтганда, А ва В  катталик- 
лар х  ва у  нинг функциясидир. Бу функцияларнинг куриннши ушбу 
теорема оркали аникланади.

Теорема. Агар z — f ( x , y )  функция Р( х ;  у )  нуцтада дифферен- 
циаллануечи булса (яъни А Ах — В  А у дифференциалга эга булса), у

дг дг
%олда у  Р( х ,  у) нуктада ^  ва ~  хусусий хрсилаларга эга, шу би
лан бир га

дг дг
дх ~  ’ д у =  В ‘

И с б о т н .  Берилган ф ун к ц и я  теорема шартига кура Р{х,  у) нуц- 
тада диф ф еренциаллануЕ чи булгани учун унинг бу ;ну^тадаги тула 
орттирмаси (5) формула билан ифодаланади. Бу формула исталган 
етар ли ча кичик А х  ва А у  учун уринли. Хусусан, А у ~  0, Длг^О 
65’лганда э̂ ам тугрилигича услади. Бирс^ у ^ сл да  фуикциянинг А г 
орттирмаси Дхг хусусий орттирмага айланади Еа (5) тенглик ушбу 
куринишнн олади:

Дяг =  А А х  +  (о.

Бу тенгликнинг иккала цисмини Д * га буламиз Еа А х -* -0 да ли
митга утамиз:

.. Аг* . .. ш lim ------ =  А +  lim —.
ДХ-.0 Д* Ах-*о ь *

1™0 =  О булишини курсатамиз. ^ацицатан хам, Д у  =  0 булгани 

учун р =  |/Д д :а +  Дг/* =  |Ддг|, Демак.

Нш “  = ± Цщ 2 -  =  ± l i m -  =  0.
Дх-*0 Дх |Лх\-*о Дх р —#0 р

Шундан килиб, lim мавжуд ва Л га тенг. Бирок lim А  г —
Ах^О Л х  Ajcч*0 А х

дг дг
=  j x ва шунинг учун Р(х,  у) нуктада — хусусий косила мавжуд ва

А га тенг. Шунга ухшаш, Р (х, у) нуктада ~  хусусий хоснла мав
жуд ва В  га тенг эканлигини исботлаш мумкин.

Энди (5) ва (6) формулаларда А ва В ни ^  ва ~  хусусий ^оси- 
лалар билан алмаштириб, куйидагиларни з̂ осил циламиз:

Д 2 " = £ дл +  ^ л у  +  й*(д ^  *у)> (7)
дг дг

f z = s d x 4 + f y ^ y -  (8)
Тескари теорема, умуман айтганда нотугри эканлигнни исботлаш 

мумкин, чунончи, хусусий хосилзларнинг маьжудлигидан тула диф-

l \  riv.



фереяциалнинг мавжудлигн келиб чицмайди. Биро^ хусусий .уюила- 
Jjap фа^ат мавжуд булиб цолмасдан, балки узлуксиз ^ам деб фараз 
кнлинса, у ^олда функция диффзренциалланувчи булади. Боцщача 
аЛтганда, ушбу теэрзма уринли булиб, биз унинг исботинн келтир- 
ВЯмиз.

Теорема. Агар г =} ( х ,  у)  функциянинг — ва хусусий хосила-
дх ду

лари Р ( х ; у )  нуцт т инг бирор атрофида узлуксиз булса, у .\олда 
бу функция Р{х\у)  ну^тада диффзренциалланувчидир.

Бир узгарувчининг функцияси булган .\олдаги каби, эркли'Узга- 
рувчнларнин.' орттнрмэлари учун ушбу белгилашларни киритамиз: 
А х  — dx, Ау  =з dy. У .^олда диффэргнциал учун ифода ушбу кури- 
нишни олади:

dz =  j -  dx +  ^  dy, (9)
дх ду

ёки
dz =  f'x {х, y)dx  +  f j x ,  у) d y . (9')

Ю^орида айтнлган фикр уч ва ундан ортиц сондаги узгарузчи- 
ларнинг функцияси учун ^ам осон утказилади. Масалан, уч ’узгарув
чининг днффэранциалланувчи и =  f  (х, у, г) функцияси учун Д и тула
орттнрма Игл — =  0 (р =  ^ A x z +  А у 2 +  Аг2), шартда 

р-»0р

А и = ,^ А х  +  °^А у  +  д£  Дг +  о)(Ддг, Ау, Аг) • (10)

формула билан ифэдалзнади, унинг тула диф^эрзнциали эса ушбу 
куринншга эга:

du =  % d x  +  % d y + d£ d z .  (11)
дх dy дг

1-мисол. г ^ х у 2 функциянинг ихтиёриЛ ну^тадаги тула дифференциал ини то 
пинг.

дг дг дг дг
Е ч и л и ш и. йг =  d x +  — dy тула дифференциал — ва — хусусий ^ссилалар

узлуксиз булган ^олдагина мавжуд. П рдагиларни топамиз:

| л  $-(*»• );“**»•
Топилган хусусий \осилалар бутун Оху текисликда узлуксиз функциялар эканлиги- 
ни куриб турибмиз. Шунинг учун бу фувкцияг.инг диффереициали ф ш а  ерда мав
жуд, шу билан бирга d i =  y'-dx - f  2xydy.

2- мисол. и =  функция Tj.ia дафференшп.пшинг х  =  1, у =  — 2, г =  — 1,

Ах =  0,1, А у =  0,2, Д г =  0,5 даги кинматини топинг.
Е ч и л и ш и .  Хусусий ^осммарни топамиз:

f a  f x  +  yV  1 ди  / х  +  УУ _1_ д а  ( х + у \  
0 х ~ |  г  ) х ~  г ’ 0 у ~  г ) ,  ~  г 1 д г  {  г  j f  =

x + g
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сжди тула ДШрЧЛГ̂ Иииа.ПШ ТЫШЛПЮ.
1 1 X +  U

du =  — Дх +  — Д у — — ~Д г. г г га
Бу т5’ла дифференцналнинг х — 1, у =  — 2, г =  — 1, Ах =  0,1, &у =  0,2 , Дг =  0,5 
даги цийматини топамиз:

3. Тула дифференциалнинг такрибий х,иссблашларга татби^и. Бир
неча узгарувчи функциясининг тула дифференциалидан такрибий 
хисоблашларда фойдаланиш мумкин. Дифференциалланувчи г =  /  (*,#) 
функция берилган булсин. Унинг тула орттирмаси

формула билан ифодаланади. Бу ерда со (Д дг, Д у) р =  V  (Ддс)2+ ( Ду)2 
га нисбатан нолга »тезроц интиладн. Шу сабабли кичик р ларда, яъни 
кичик | Д х |  ва \ А у \  ларда о)(Дд:, Д у) цушилувчини ^исобга олмас- 
дан, бундай ёзиш мумкин:

яъни функциянинг орттирмасини унинг тула дифференциал» билан 
алмаштириш мумкин.

С$нгра г =  / ( х ,  у) булгани учун

A z =  f  (х +  А х, у  +  Д у) — f(x, у).

Дг учун бу ифодани (12) форму лага ^уйиб, цуйидагини хосил 1̂ и- 
ламиз:

f ( x  +  Ax ,  y  +  A y ) & f ( x ,  y ) + f ' x (x, y ) A x  +  f'y (x, у) A y .  (13)
Агар икки узгарувчи функциясининг ва унинг хусусий ^осилала- 

рининг Р  (дг; у) нуктадаги цийматлари маълум булса, у *слда (13) 
формуладан бу функциянинг Р(х\  у) ну^тага яцин / ’ (* +  Дх; у  +  
+  Ау) нуцтадаги ^ийматини такрибий хисоблашда фойдаланиш мум
кин.

Шунга ухшаш формулаларни п >■ 2 да п та узгарувчининг функ- 
цияси учун келтириб чицариш мумкин. Масалан, п — 3 булганда цу- 
иидагини хосил циламиз:

du =  - j y -  • 0,1 +  —  • 0,2 — — — . 0.5 =  0,2.

Дг =  f'x (х,у) Ах  +  fy (jк,у) Ау  +  со (Д х, А у)

A zz*f'x (x, у) А х +  fy (х, у) А у, ( 12)

f ( x  +  Ax ,  у  +  A y ) - f ( x ,  у ) «  f'x (х, y ) A x  +  f'y (x, у) А у,

бундан

f ( x  + Ах ,  у  +  А у ,  z +  Az )  (х, у, z ) + f x (х, у, г) Ах  +  
+  fy {x, У *) Д £ + / ; ( * ,  у . 2) A z. (14)

1-

ланг.
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Г Е ч  ил  и ш и. f  (х, у) =  arciy j — — * | ^уигшшпп л°ки' <'—'■* *-j 4J ........

фор^улаии ^улланиб, ^уйидагини *осил киламиз:

+  [ . re,g ( i - , ) ] >4»

(ни

' rcte( v + ^ _ l ) “ 1" ,8( f  _ 1 ) +  »=+(«-#)■ А ‘  _  +  (X -  »}■4'- 
Энди х  =  2, у  =  1 деб оламиз; у .\олда Ддс = — 0,03, Л у =  0,02. Демак,’

1* +  (2 — 1)
ёки

a r c t g ( — } — 1 ) « a r c t g l  — j  • 0,03 — 0 ,02  =  у  — 0,015 — 0,02 ж 0,75.\ 1,02 / 2 >
2-мисол. Доиравий секториинг 80° га тенг марказий бурчагини 15' га кичрай- 

тарилмокчи. Юзни узгартирмаслик учун г =  30 ш   ̂радиусни цанча узайтириш ло-
SH M ?

лггф
Е ч и л и ш и. Доиравий секториинг S юзи S =  ——-  формула билан ифодала-ооО

нади, бу ерда г — дойра радиуси, ф — градус улчовидаги марказий бурчак.
Агар юз узгариши (орттирма) Д S ни тула дифференциал билан (такрибий) ал- 

МШтирилса, у з^олда
dS dS 

A S »  — Д г +  —  Дф. дг дф
Шартга к^ра, марказий бурчак кичрайиб, радиус ортгаиида A S  нолга тенг бf ли
ши керак. Шу сабабли

а5 * . д$ .—  Дф =  °дг йф
деб оламиз, бундан

Аг
dS ( £ * ) ’ . А ф — -Дф

I 360/ф ф 360 У Г- Дф
=  “  dS ~  1 * * 4 V -ЦФ “  2ф ‘

дг
( п/,аФ У ЯГф
\  360 ) г  180

г =  30 см, ф = 8 0 ° ; Дф =  — ) леб олиб, к.уйидагини з^осил к,иламиз:

30 К )v -* ГШ 3Д г =  — ---------------- - см =  — см *  0 ,5  мм.
2 - 80 64

2!



хатолик ^

Д = - ^ " | Д л : |  +  | А у | ) *

сондан кагга булмаслягинн курсатиш мумкин, бу ерда М  — иккинчи 
хусусий хосилалар \хх {х, у), f'xy (х.у), fyv(x, у) нинг аргумеитлар мос 
равишда х  дан х  +  Д х  гача ва у  дан у  +  А у  гача узгаргандаги 
абсолют цийматларининг энг катта циймати.

Энди бир неча узгарувчи функцияси диффэренциалининг та^ри- 
бий .^исоблашларда абсолют ва нисби) хатоликлар чегараларини то- 
пищда ^андай ^улланилишнни курсатамнз (VI бэб, 3-§, 5-пунктга 
царанг).

и катталик (ани^лик учун) учта х, у  ва г узгарувчининг диффе- 
ренциалланувчи ва мусбат функцияси булсин:

u = f ( x , y , z ) .  (15)
Уаинг аргумзнтларининг х, у, z ани^ цийматлари номаълум булсин, 
блрэн; уларнннг тацрибид цншатлари х0, у0, г„ . а̂мда абсолют Ах,  
А и, Аг хатоллкларининг чегаралари маълум булсин. (15) формула 
билан ^исобланадиган и функция абсолют ва нисбий хатоликлари 
чегараларини ^андай топиш мумкин?

х  —  х0 =  Ах ,  \у — у0 =а А у, г — г0 =зДг белгилашлар киритсак, 
абсолют хатолик чегараси таърифига кура ^уйидагиларнн хрснл ^ила- 
миз:

| Д * |  <  А х, | Д у | <  А г  | Д  2 | <  Аг . (16)

и функциянннг абсолют хатолиги, равшанки, унинг Д и =  f  (х0 +  
+  Д*. у0 +  А у ,  z0 +  Az)  — f ( x 0, у0, г0) орттирмасининг модулига 
ва и функция тула диффэренциалининг модулига таедибан тенг:

| Д ы| »  | /'(.*•<,, Уо< г0) А х  +  fy (x0, у0, z0) А у  +  f'z (х0, у 0, г0) Д г | .

Абсолют цийматларнинг хэссасига кура:

I/*(*«. Уо• 20)Д * -Ь  f u (x0. Уо. z0) A y  +  f z (x0, у0, г0) А г \  <

< 1 М * о .  Уо< 2 о ) 1'| Д •*| +  |/у(*о- *о)|*| Д у | +  I / ж(•*<>. Уо* ?о)|-| Д  г| .

Шунннг учун (16) фэрмулзларна цуллзниб, ^уйидагини .\осил ки- 
ламиз:

Iд  «! <  I [х (*о- Уо- г0) IД7 -г I fy (*о. У о- го) I Д"„ + 1 f z (хо> Уо- го) I \  ■ 
Бу эса

д  и =  I f'x (А'о- У0' г0) 1 - 4  +  1 f y (х0. у„, 70) | Г  +  I f ;  (Х0, у0 г 0) Аг (17) 
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ccHHii и  нинг абсолют хатолиги чегарасн сифатида слиш мумкинлиги- 
ни англатади.

f u нисбий хатслик чегаргси таърифига кура 

"б .. =
I1(х0. Уо> г0) I

+

/  д(*0> Уо< го) I — , 1  I  у(Х0' Уо< го) I д"
Уо> г0) ! х I f(xo< Уо> *o) I ^ 

/  j(*o. Уо< *о)

С>'нгра
К*о. i/o. 2о)

31пы и и _  д \п  и и г d ln u

и дх ’ у дУ ’ и дг
эканлигинн эътиборга олсгк, ^уГ.идапши хссил циламиз:
__ I d I n / ( х0, у „  г , ) | — д In f(x„, у9, гв) —  \ д In f(x0, Уо< *о}| ~
6 - =  | ^  | А * +  Уу А ,  +  | *  Г *
Бу тенгликнинг у иг томонида турган ифода Inf ix,  у, 2) =  lnu 
функциянинг абсолют хатолиги чегарасидир. Шунинг учунТ = * 1 ш и  ( 18)
яъни бирор функция абсолют хатолигининг чегараси сифатида бу 
функция натурал логарифми абсолют хатолигининг чегарасини 
олиш мумкин.

3 - м и с о л .  Физик гдан маълумки, маятникнинг тебраниш даЕри Т  ушбу Т  — 

е= 2 я  " | /  — тенгликдан амцланади, бунда I — маятникнинг келтирилган уs jh ли

ги, g — огирлик кучи тезланиши. Бу тенгликни g  га нисбатан ечиб,
g  =  АпЧ/Т* ( • )

ни ф>сил киламиз.
(*) формуладан Ер сиртннинг турли ну^таларида сгирлик кучи тезланиши ни *и- 

соблаш учун фойдаланнлади, буьинг учун бу нуцталарда маятникнинг келтирилган 
узунлиги I ва унинг тебраниш даври Т  улчана/и. Хлчашлар натижасида I ва Т 
учун кУ^идаги такрибий ^ийматлар слиьган булсин: /„ =  £0,00 см; T tj=  1,4196 с. 
Шунингдек, абсолют хатоликнинг чегаралари маълум деб фараз киламиз: Ду =0,01 ва 
А~ г  =  0,0001. (*) формула С\нича g  огирлик кучи тезланишини ва g  нинг топил- 
гаи цнйматининг абсолют ва нисбий хатолнклци че1грасини ^исоблаш талаб к“ли- 
нади.

Е ч и л и ш н ,  Хатолиьларни аницлашда (*) фсрмулада я  соннинг л0 такрибий 
кнйматшш слишга т^гри келишьпи хиссбга олиш лозим. Бу сонни 0,0001 гача аниц- 
ликда оламиз, яъни я  ж  л0 =  3,1416, Д я =  0 ,СС0 1 деймнз. У з^олда (18) еэ (17) 
формулаларга к$ра цуйидапши э^ссил циламиз:

*=^1П4 = / ( 1 п ? ) я 1 „  =  Я. ' ^ . 1 + l ( I n g ) / |  я -"Д; + l ( l n g ) r / n - „ .  X 
/ =  1. i ~ i .
т-*т. г =■ т, т ~т ,

— 2 Д_ "Д. 2 Дт 2-0,0001 0,01 2-0,0001 

Х А 7 *  " я Т  ~ ~ i ^ +  т Г  =  З.Г416 +  "50“  1,4196 ~  ° ’000 4 0*

яъни нисСнй хатолик чегараси 0,040 % га тенг.

23



Энди (♦) формула буйича g  нинг тацрибий циймати булган
4-(3 ,14(^2-50,00

е„ = ----------” --------- =  979,5 см/с*
80 _  (1,4196)*

катталикни тспамиз. Сунгра A(, =  g0 &e =  979,50-0,00040 я> 0,4 см/с1 булгани учун 
узил-кесил цуйидагига эгамиз: g  =  979,5 ±  0,4 см/с2.

Пнровардида та^рибий ,\исоблашларнинг баъзн цондаларини куриб 
чицамиз. Улар (17) ва (18) формулалардан натижа сифатида .\осил 
булади.

х  ва у  мусбат хатоликларни улчаш ёки ^исоблаш_натижасида аб
солют хатоликлари чегаралари мос равишда А х ва А у булган дг0 ва 
у0 та1фибин цийматлар олинган булсин.

1) Агар г = х  +  у  булса, у холда (17) формуладан фойдаланиб,
А г — Д х +  А у

нн топамиз, чункн —  =  1 ва ^  =  1.
дх ду

Шундай цилиб. йигинди абсолют хатошгининг чегараси цуиш- 
лувчилар абсолют хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг.

2) Агар г =  х  —  у  б^лса, у ^олда
Д _ =  Д 4- ДZ  х г и

дг , д г  , I д гчунки —  =  1- — =  — 1 ва —дх д у  I дх
=  1, * 1  =  1.

ду

Шундай цилиб, айирма абсолют хатолигининг чегараси кама- 
ювчи ва айрилувчи абсолют хатоликларининг чегара.шри йигиндисига 
тенг.

3) Агар z =  ху  булса, у холда In z — In х  +  In у , шунинг учун
_  Д", А ,  _  _

А I = ----- 1-----=  '-’ж +пг *о Уо * У
(18) форму лага кура

V -
яъни кЦпайтма нисбий хатолигининг чегараси купайтувчилар нио
бий хатоликларининг чегаралари йигиндисига тенг.

4) агар z =» х /у  булса, у .\олда ю^орндагига ухшаш

нн хосил цнлиш осон, яъни булинма нисбий хатолигининг чегараси 
булинувчи ва бдлувчи нисбий хатоликларининг чегаралари йигинди
сига тенг.

5-§ . м у р а к к а б  ВА ОШ^ОРМАС ФУНКЦИЯЛАРНИ д и ф ф е р е м ц и а л л а ш

1. Мураккаб функцияларни дифференциалллш. Икки узгарувчининг 
2 = \ { х , у )  функцияси берилган, шу билан бирга бу функциянинг 
аргументлари битта t узгарувчининг функциялари булсин: x = x ( t ) ,
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у  =  у (t). У з̂ олда г битта / узгарувчининг мураккаб функцияси оу-
лади. — ва —  хусусий .^осилаларни хамда ва - j -  ^осилаларни 

дх ду atdzбилган з̂ олда бу мураккаб функциянинг —  хосиласини топиш масала-
сини цуямиз. Бу масалани ечишда x =- x ( t )  ва y  =  y(t )  функциялар 
t ну^тада хоснлаларга эга, икки узгарувчининг z =  f  (.г, у) функцияси 
эса мос (х, у) нуцтада дифференциалланувчи деб фараз ь̂ нламиз.

t эркли узгарувчи A t орттирма олеин, у ^олда х  ва у  узгарувчн- 
лар мос равишда Д х ва А у  орттирмалар, г функция эса Дг орттир
ма олади. г функция фаразга кура дифференциалланувчи булгани 
учун унинг Дг тула орттнрмасинн ушбу куринишда ёзиш мумкин:

Д г =  — Д х  -+- — Д у  - f  еа (Д дг, Д у), (19)
дх ду

шу билан бирга — =  0, бу ерда р =  j д хг +  д (19) тенглик-
нинг иккала цисминн A t  га булиб ва Д*-*0 да лимитга утиб, цуйи- 
дагини ^осил циламиз:*

lim —  —  . lim —  - f  — .lim ^  +  lim - V  (20) 
д /-*0 д t \дх д *-♦<) A / ду д t-*o A / д <-»o A t

Агар бу тенгликнинг ^нг томонида турган лимитларнинг з̂ ар би- 
ри мавжуд булса, у .\олда шу тенгликнинг чап томонида турган ли
мит хам, яъни —  хосила хам мавжуд булади. Бироц lim —  =  — dt At~o At dt
ва l*m — =  — фаразга кура мавжуд. ЭндиД1-0Д* dt

lim JL =  Hm =  lim lim
Д *-*0 Д / Д *_*<) \  p A / /  д /.#0 p Д t—0 A t

ни топамиз. Аввал иккинчи лимитни цараймиз:

lim Р- =  lim У & Ш -  lim л Г  (*£ ) я-  l / f W + f ^ f .д,„о At д<-,о|/ \Д/ /  \At) V \dt ) \dt)

^  ва ^  з о̂силалар мавжуд булгани учун бу лимит мавжуд.

ди!!о|Г ни Т0ПИШДан олдин Д/-И) булганда р-*0  6 f лишини [хам ай-

тиб Утамиз**. Бирок; у *олда lim — =  lim — =  0 ва, демак,
Д Р р тЛ 0 Р

* дг дг
йх М ~ду ^осилалаР Д 1 га бог лиц булмаганц учун уларнн лимит бел*

1 ясидан таш^арига чицариш мумкин.

* ^ а^нцатан *ам, р =  " V А х г -\- Atf. х  ва у дифференциалланувчи ва, де
мак, узлуксиз булгани учуй Д /-*-0 да Дх-*-0 ва Ду-*-0 (яъни р-*-0).
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Буни хисобга олиб, (20) формулани ушбу куринишда ёзиш мумкин:
dz_ _  дг dx , д г ^ Л у  /nj»
dt дх dt ду dt

dz
1-м и со л. Агар г =  xv , x =  sin/ ,  у =  0  б>лса, —  *осилани топинг. 

Е ч и л и ш и .  (21) формул а да и фойдаланиб, цуйидагини фсил циламиз:

- \ - x t  In х(Р )/  =  ух v ~  'cost - f  xv ln x -2 t  =  t1 (sin t) 1 cos t +
+  2 t  (sin/)** In sin / =  / (sin < /’ ~ 1 (/cos< +  2 s i n Mn s i n t ) .

Энди y  =  y  (x) булган шартда z = f ( x , y )  функцияни цараймиз. 
Бу ерда г узгарувчи би/т та х  узгарувчининг функцияси: z — f(x,  
у { х ) ). Бу -хол юцорида курнлган \олга келтирилади, шу билан бир- 
га бу ерда t узгарувчи ролини х  бажаради. (21) форму лага кура:

dz дг_'<Ь_ j_  дг dy 
dx дх dx ду dx

Бирок — =  1, шу сабабли 
dx

( 2 2 )
dx дх ду dx

Бу фэрмуланинг унг ва чап томонларида г нинг х  буйича ^осилаларп 
турибди. Улардан бири — икки Узгарувчининг функцияси г — f(xy)

• | и х
нинг хусусий ^осиласи, у аргумент х  га борли^ эмас деган фа- 
разда топилади. Ундан фарцли уларо^ (22) фэрмуланинг унг томонн-
да турган — хосила бир узгарувчи г =  f(x,  у  ( х ) ) мураккаб функ-

dx I
цнясинннг ^осиласндир. Бу хосилани биз тула %осила деб атаймиз.

Энди 2 = f ( х, у) функция берилган, шу билан бирга х  =  х(и,  v) 
ва у  =  у  (и, о) деб фзраз цнламиз, у ^олда z иккита эрклн узгарувчи
и ва v нинг мураккаб функ иясндир. Бу ыураккаб функциянинг —

дг дива —■ хусусий эрснлаларини топамиз.

дг дх ду
д й ’ д й  83 ди ХУСУСИ1"‘ ^ сИЛалар г, х  ва у  бнтта и узгарувчн- 

нинг функциялари деб ^араляб топилади. Бнроц у холда (21) форму-
__ dz dx dy дг d t дйлада —, —  ва ^осилаларнн мое —. ~  ва g  хусусий хосила-

лар билан алмаштирнб, шу формуЛадан фойдаланиш мумкин:
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Шунга' гхшаш ифоданн —  учун хам хссил ^илиш мумкин:
dv

i i  =  д± . дЛ + <*.<>Л' (23')
dv дх dv ду dv

Олинган бу натижглар исталган чекли сондаги аргументлгрнинг 
мураккаб  ̂функцияси учун умумлаштирилиши мумкин. Маса^ан, уч 
5-згарувчининг и =  F {х, у, г) функцияси учун:

+  (24)
dt дх dt ' ду dt дг dt 

бу ерда х  =  х  (/), у  — У (О* 2 =  7 (О-
X

2- мисол. г =  arc lg — функция

дг дг и — v 
ди dv и1 -г 

муносабатни ^аноатлантяришига ишонч хосил дилинг, бу ерда
х =  u +  v, у — и — V.

дг d2
Е ч и л и ш и .  — ва — ни топамиз: 

du dv
д г  dz dx дг ди [ * Y ,  /  (Х!У)Х , .
— =  — •— 4 - — •— =  arctg— ( « 4 * 0  4  arctg— (и — i)  =  — — Г Г Т 'Ч "  ди дх ди ду ди у , х  и \ у , у  и 1+ л • !уг

(*/«/)„ Му — Х/у1 у — х
+  ГГ1 4  хЧу* 1 4  хЧу1 1 4  х*у* х1 +  уг

дг дг дх дг ди I . х \ ‘ . . . /  . * У  . Му
— = — ------ Ь — •— =  arctg— 1 (и +  f) +  arctg— (и — с) =  — — —— X
ду дх dv ду dv \  у /х  v \ у, у оду

, — х/и1 У + ХX 1 4 ------■*—  . 1) =  —1— --
1 4- хЧу* v ' х* 4  У*

Э нди цуйидагига эгамиз:

дг д г _  у — х , _У±х_ 2и _ 2(и—у) 
ди dv хг 4  уг "* х2 4  У1 х14  У3 (и +  р),4(и—г)*

2 (и — у) и - v  ш
2 (u* +  и*) =  «г 4  v*

Ана шуни исСоглаш талаб килингаи эди.

2. Тула дифференциал формасининг инвариантлиги. Маълумки, бир 
5згарувчи y =  j (x)  функциясининг дифференциали формаси инвари- 
антдир. Бу деган суз, дифференциал унинг dys=f ' (x)dx  ифодасн х  
эркли Узгарувчи ёки бирор t узгарувчининг д: =  <р (/) функцияси бу- 
лишидан ^атъи назар т\трилигича цолади (VI боб, 3-§, 4 -пункт).

Бир неча •узгарувчининг и =  f (х, у, г, . . . ,  t) функцияси учун шун
га ухшаш даъво уринлидир: п та узгарувчи и «= f (х, у, г ........... /)
функциясининг



дх ду дг dt

тула дифференциали дг, у, . . .  t эркли узгарувчилар ёки бош^а узга- 
рувчиларнинг функциялари булншндан ^атъи назар уз формасинн 
сацлайди.

Бнз бу даъвони икки Узгарувчи г — f  (х, у) функцияси учун ис
ботлаш билан чекланамиз. Маълумки, х  ва у  эркли узгарувчилар 
булса, у холда тула дифференциал

dz =  ^ d x  +  — dy  
дх ду

куринишда булади. Диффзренциалнинг бу формаси х  ва у  янгн уз- 
гарувчиларнинг х  =  х(и,  и), у = у ( и , v) функциялари булган з̂ олда 
*ам сацланишини курсатамиз. Бу з̂ олда z янги и ва у узгарувчилар- 
нннг мураккаб функциясига айланади. Бу мураккаб функциянинг диф
ференциали

■ д г .  . дг . dz =  — du -\— dv 
ди dv

формула билан ифодаланади. Биро^ (23) ва (23') формулаларга кура:
дг _дг дх дг ду дг __ дг дх , дг ду
ди дх ди ду д и ’ ди дх dv ду ди

Демак,

Л г  =  ( * . * *  +  * . * » ) . &  +  *  +  * . * ) * ,  =  +  ^ . d- ? . d v +
\At ди ду ди) дх dv dy dvj дх ди дх до

ду ди ду dv дх ди да ] ду \д и  dv )+

^ d x  +  ^-dy , 
дх ду

чунки
— du +  — d v =  dx, ~ d u  -f- —' dv =  dy.  
ди dv ди dv

Демак, dz тула дифференциал dz =  ~ d x  +  — dy  ncfoia x  ва у  янги
Узгарувчиларнинг функциялари булган з̂ олда -\ам уз формасини узгар- 
тнрмайди.

3. Ошкормас функцияллр ва уларни дифференциаллаш. Ушбу

2 — 1 = 0 ^  (25)
тенглама берилган булсин. Унда х  нинг ,\ар бир з̂ ациций ^ийматига 
у  нинг ягона мусбат цнймаги мос келадикн, агар х  ва у  нинг бу ^ий- 
матларинн (25) тенгламага цуйиладиган булса. у  ДОлда у айниятга 
айланади. Масалан, х =  Э цийматга у = 0  ^иймат мос келади, чунки 
х ва у нинг бу цийматларини (25) тенгламага цуйсак, 2° — 0* —
— 1 = 0  айниятни з̂ осил циламиз. Шунга ухшаш, х =  1 цийматга у  =



1 киймат, х  =  2 кийматга у  =  log25 цинмат мос келади ва ^оказо. 
£ошкача айтганда, (25) тенглама ор^али функция берилган, унинг 
дянцланиш сохаси бутун сон у^и, цийматлар туплами эса барча ман- 
фиймас сонлар тупламидир. Бу функция ошкормас функция дейилади.

Умумии ^олда
F ( x , y ) =  0 (26)

тенглама берилган булсин, бу ерда F(x,  у) — икки узгарувчининг 
функцияси. Агар х  нинг бирор М (х £ М)  тупламга тегишли ^ар бир 
^ийматига у  нинг ягона ^иймати мос келиб, х  биланбиргаликда (26) 
тенгламани цаноатлантирса, у з̂ олда бу тенглама М  тупламда у  =  ф(*) 
ошкормас функцияни аницлайдн деб гапирилади.

Шундай 1̂ илиб, (26) тенглама билан аницланган у  =  у{х)  ошкор
мас функция учун бу функциянинг ани^ланиш сохаси М  даги барча 
х  лар учун турри булган

F[x,  ф(х)] =  0
айният уринлидир.

Ошкормас функциядан фари,ли уларо^, у  га ниебатан ечиладиган 
тенглама билан берилган y  =  f (x) функция ошкор функция деб ата
лади.

Ю^орида курилган мисолга кайтайлик. (25) тенгламани у  га нис- 
батаи ечиш мумкин:

У =  log2 (** +  1). (25')
Бу — ошкор функциядир. Шу билан бир вацтда у ю^орида илгари 
(25) тенглама билан берилган ошкормас функциянинг худди узидир. 
У (25) тенгламани айнан цаноатлантиради. ^а^ицатан у м , (25) муно- 
сабатда у  нинг урнига унинг (25') формуладаги ифодасини цуйсак, 
Ннцагини .\осил циламиз:

21о*,(**+0 — х* — 1 =  jc* — I — х* — I =  0 .

Баъзи лолларда хар бир х £ М  ^ийматга у  нинг бир неча ^иймати 
мос келади ва улар шу х  билан биргаликда (26) тенгламани цаноат- 
лантиради. У ^олда бу тенглама бир эмас, балки бир нечта ошкормас 
функцияни ани^лайди. Масалан, х2 -{- у2 — 1 =  0 тенглама иккита ош
кормас функцияни аншуяайди, уларнн х2 +  у2 — _1 = 0  тенгламани у  
га ниебатан ечиб, цуйидагича ошкор куринишда ёзиш мумкин:

у  =  У  1 — х \  у  =  — / 1  -  х1.
Бироц .\ар цандай ошкормас функцияни ошкор элементар функция 

куринишда нфодалаш мумкин деб Уйлаш мумкин эмас, масалан,
2У— 2у +  х* — 1 = 0

тенглама у  ошкормас функцияни аницлайди, чунки х  ва у  нинг бу 
тенгламани ^аноатлантирадиган кийматлари жуфтлари мавжуд (масалан,
* =  0, г/ =  0, х  =  \, у  =  1 ва хокаэо). Бирэ^ бу тенгламани у  функ
ция х  аргументнинг элементар фуикциялари оркали ифодаланадиган 
цилиб, у  га ниебатан ечиб булмайди.

29



дх ' ду v  1 дг ' 1 dt
тула дифференциали х, у, . . .  t эркли узгарувчнлар ёки бош^а узга- 
рувчиларнннг функциялари булншндан цатъи назар уз формасини 
сацлайди.

Биз бу даъвони икки Узгарувчи г = / ( х ,  у) функцияси учун ис- 
ботлаш билан чекланамиз. Маълумки, х  ва у  эркли Узгарувчнлар 
булса, у ^олда тула дифференциал

dz =  р  dx  -f- — dy  
дх ду

куринишда булади. Дифференциалнинг бу фэрмаси х  ва у  янги Уз- 
гарувчиларнинг д: — х(и.  о), у  =  у  (и, v) функциялари булган *олда 
э̂ ам сацланишнни курсатамиз. Бу .\олда г янги и ва и узгарувчилар- 
нннг мураккаб функциясига айланади. Бу мураккаб функциянинг диф
ференциали

. дг . . дг . dz =  — du +  — du
ди dv

формула билан ифодаланади. Бироц (23) ва (23') формулаларга кура:
дг _~  дг dz dx ,_дг ду̂
ди дх ди dy du’ dv дх dv ду dv

Демак,

\дх ди ду ди) дх dv dy dv) dx du dx dv

tL & d u  + 1' . +  °£dv) +  +  ?!da) =
dy du dy dv dx \du dv ] dy\du dv J+

=  T dx +  ¥ dy' dx dy
чунки

— du +  — dv =  dx, fa  du =  dy. 
du dv du dv

Демак, dz тула дифференциал dz =  ~ d x - d y  ncjoia x  ва у  янги
узгарувчиларнннг функциялари булган ^олда ,\ам уз формаснни \'згар- 
тирмайди.

3. Ошкормас функциялар ва уларни дифференциаллаш. Ушбу

2 v — x * ~  1 =  0 (25)
тенглама берилган булсин. Унда х  нинг \ар бир ^ациций цнйматига 
у  нинг ягона мусбат циймаги мос келадики, агар х  ва у  нинг бу ций- 
матларини (25) тенгламага ^уйиладигап булса. у  з̂ олда у айниятга 
айланади. Масалан, х  =  0 цийматга у  =  0 ^иймат мос келади. чунки 
х  ва у  нинг бу цийматларини (25) тенгламага цуйсак, 2° — О* —
— 1 = 0  айниятнн ^осил циламиз. Шунга ухшаш, х  =  1 ^ийматга у  =



^  1 циймат, х  =  2 ь̂ ийматга у  =  log25 ^иймат мос келади ва ^оказо. 
^ошкача айтганда, (25) тенглама орцали функция берилган, унинг 
айи1у 1аниш со.\аси бутун сон у^и, ^ийматлар туплами эса барча ман- 
фяймас сонлар тупламидир. Бу функция ошкормас функция дейилади.

У мумий э̂ олда
F ( x , y ) =  0 (26)

тенглама берилган булсин, бу ерда F(x,  у) — икки узгарувчининг 
функцияси. Агар х  нинг бирор М (х £ М) тупламга тегишли ^ар бир 
^ийматига у  нинг ягона цинмати мос келиб, х  билан биргаликда (26) 
тенгламани цаноатлантирса, у ^олда бу тенглама М  тупламда у  =  ф(х) 
ошкормас функцияни ани^лайди деб гапирилади.

Шундай цилиб, (26) тенглама билан аницланган у  =  Ф (дг) ошкор
мас функция учун бу функциянинг ани^ланиш со^аси М  даги барча 
х лар учун турри булган

F[x,  ф ( х ) ] =  О
айният уринлидир.

Ошкормас функциядан фарцли улароц, у  га нисбатан ечиладиган 
тенглама билан берилган y  =  f  (x) функция ошкор функция деб ата
лади.

Ю^орида курилган мисолга кайтайлик. (25) тенгламани у  га нис
батан ечиш мумкин:

«/ =  log, ( **+! ) •  (25')
Бу — ошкор функциядир. Шу билан бир вацтда у юцорида илгари
(25) тенглама билан берилган ошкормас функциянинг худди узидир. 
У (25) тенгламани айнан цаноатлантиради. ^а^ицатан зрм, (25) муно- 
сабатда у  нинг урнига унинг (25') формуладаги ифодасини ^уйсак, 
Куйидагини зрей л циламиз:

2l0g, (**+1) _  jfl _  i =  *l +  j _ * » _  1 = 0 .

Баъзи з^олларда хар бир х £ М  цийматга у  нинг бир неча циймати 
мос келади ва улар шу х  билан биргаликда (26) тенгламани цаноат- 
лантиради. У з̂ олда бу тенглама бир эмас, балки бир нечта ошкормас 
функцияни ани^лайди. Масалан, х 2 +  у г —  1 =  0 тенглама иккита ош
кормас функцияни аншутайди, уларнн х* +  уг — _1 = 0  тенгламани у  
га нисбатан ечиб, цуйидагнча ошкор куринишда ёзиш мумкин:

у  =  1 1 -  х \  у  =  -  V Г -  х*.
Бироц ^ар цандай ошкормас функцияни ошкор элементар функция 

куринишда ифодалаш мумкин деб Млаш мумкин эмас, масалан,
2у- 2 у  +  х * ~  1 =  0

тенглама у  ошкормас функцияни ани^лайди, чунки х  ва у  нинг бу 
тенгламани ^аноатлантирадиган кийматлари жуфтлари мавжуд (масалан,
* = 0 ,  у  ~  0, дс =  1, у =  1 ва хоказо). Бирэ^ бу тенгламани у  функ
ция х  аргументнинг элементар функциялари оркали ифодаланаднган 
^илиб, у  га нисбатан ечиб булмайди.
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F ( x , y ) = 0  куринишдаги ?;ар цандай тенглама хам ошкормас функ
цияни беравермайди. Масалан, хг у 2 +  1 =  О тенгламани х  ва у  нинг 
3{еч цандал хаь;иций кийматлари цансатлантирмайди ва демак, у хеч 
цандан ошксрмас функцияни аиикламайди.

F(x,y)  = 0  тенглама ягона у  ошкормас функцияни 'аниклаши учун 
F (х, у) функция как дал шертларни каноатлантириши керак? Бу савсл- 
га ушбу ошкормас функциянинг мавжудлик тсоремаси жавсб беради.

Агар F (х, у) функция ва унинг F'x (х, у), Fy (дг, у) хусусий хосила- 
лари Р0 (х0, у 0) нуцтанинг бирор атрофида аницланган ва узлуксиз, 
шу билан бирга F (а0, у0) — O e a F y (х0, у0) ф  0  булса, у  холда F (х, у) = 0  
тенг.гама Р0(х0\ у0) нуцтанинг бирор атрофида у  =  у ( х )  ягона ош
кормас функцияни аницлайди ва бу функция х 0 нуцтани i)з ичига 
олган бирор оралицда узлуксиз, дифференциаллануьчи, шу билин 
бирга* у  (х0)  =  у  о бдлади.

Бу теоремани исботсиз кабул киламиз.
Энди ошкормас функцияни дифференциаллаш масаласига утампз.

(26) тенгламанинг чаи цисми теоремадаги шартларни цаноатлантирсин. 
У холда бу тенглама у  — у  (х ) ошкормас функцияни аницлайди ва Су 
функция учун Р„ (х0\ у0) нуцтанинг атрсфида х  га ниебатан F (дг, у(х)) е 0  
аиният уринли булади.

Айнан нолга тенг функциянинг хосиласн хам нолга тенг булган-

ду

Бу формула орцали ошксрмас функциянинг, (бнтта узгарувчи ошкор- 
ыас функциясининг) ^ссиласи топилади.

Мисол. хг — 2х +  3«/3 - f  ху — 1 = 0  тенглама била» берилган у  ошкормас функ
циянинг хосиласини топинг ва унинг Р (2; — 1) нуцтадаги >; оси лас ими топинг.

Е ч и л и ш и .  F 1х, у) =  х- — 2х +  3у* +  ху  — 1 белгилаш киритамиз. У э о̂лда

^  =  2*т- 2 +  у, ^ = 6j  +  *. Дсмак, (27) формулага асосан

•Геометрик нуцтан иазардвн бу F (х, у) = 0  тенглама билан аницланган эгри 
чизиц (х0; у0) нуктанинг атрофида уалуксиз ва дицференццалланувчи у =  у (х) 
функциянинг графиги булиштш билдиради.

лиги учун тула хосила хам нолга тенг: — =  0. Бироц (22) мунссабат-

dx дх ду dx
dF , dF dy
--------L —  .
d x  dy dx

dF

(27)

dy dF/dx 2x — 2 +  У 
dx \  dF/ду 6y +  x

Хусусан, P (2; — 1) нуцТада 

dy 
dx

2 .2  — 2 — I I
6.(_ 1)+ 2 = 4‘
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6- §. СКАЛЯР МАЙДОН

I. Скаляр майдон ва унинг геомгтрик тасвирланиши. Фазонинг хар 
бир Р нуцтасига бирор и скаляр катталикнннг сон циймати мос ке- 
дадяган цисми (ёки бирор бутун фазонинг узи) скаляр майдон деб 
аталади.

i Масалан, ,\ар бир нуцтасига зичликнинг танин бир циймати мос 
келадиган жисмни скаляр майдон сифатида цараш мумкин. Берилган 
)кисмда температура тацсимоти майдони, электр потенциалининг тац- 
симот майдони ва хоказолар ^ам скаляр майдонларга дойр мисолдир. 
Барча холларда хам и скаляр катталик ваь̂ тга бомик булмасдан, 
балки Р  нуцтанннг фазодагн вазиятига бэрлиц деб фараз ^нламиз. 
Бош^ача айтганда и катталик Р нуцтанинг функцияси, яъни и =  F (Р) 
деб царалади. Бу функция майдон функцияси деб аталади. Агар 
фззода O x y z  координаталар системасн кнритилса, у *олда Р  нук,та 
бу системада тайин х, у, z координаталарга эга булади ва и скаляр 
катталик бу координаталарнинг функциясига айланади:

и =  F (Р) =  F (х , у, г).
Аксинча. уч узгарувчининг и =  F (х, у, г) функцияси бирор скаляр 

майдоннн беради.
Скаляр майдонлар купинча геометрик нуктан назардан сатк снрт- 

лари ёрдамида тасвирланади. Скаляр майдоннинг сат.\ сирти (ёки 
вквиг.отенциал сирти) деб, фазонинг и — F (х, у, г) майдон функция
си бир хил С цийматга эга буладиган барча нуцталари тупламига 
айтилади.

Сат\ сирти тенгламаси
F (дг, у , г )  =  С

к\рин;шшга эга. С га турли цийматлар берсак, сатк сиртлари оиласи- 
ни косил цнламиз.

Масалан, майдон и =  х2 +  у г -+• г2 функция билан берилган бул
син, у холда маркази координаталар бошида булган х2 ~  у2 +  z2 — С 
сфералар сатк сиртлари булади.

Агар скаляр майдон фазонинг бирор цисмида температуранинг 
та^симот майдонидан иборат булса, у холда бу майдоннинг сатх сирт
лари изометрик сиртлар деб аталадиган сиртлар, яъни >;ар бирида 
температура доимий булган сиртлар булади.

Фазодаги скаляр майдонлар билан бир цаторда ясен скаляр май
донлар хам царалади. Ясси скаляр майдон текисликнинг кар бир Р 
нуктасига г скаляр катталикнннг сон циймати мос келаднган цисми 
(ёки бутун текисликнинг узи) сифатида аникланади. Ясси скаляр майдон 
функцияси икки 5'згарувчига богли :̂ г =  f(x,  у).

Ясси скаляр майдонлар геометрик нуктаи назардан сатх чизицлари 
билан тасвирланади. Сатк чизиги текисликнинг ясси скаляр майдон 
функцияси бир хил кийматга эга буладиган барча нукталари туплами 
сифатида аникланади. Ясси скаляр майдоннинг сатк чизиклари

f  (*> у) =  С 
куринишда булади, бу ерда С — Узггрмас.
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Масалан, z =  х2 — у 2 функ
ция билан берилган ясен скаляр 
майдон учун сат^ чизи^лари х2— 
—у2=  С тенг томонлн гипербола- 
лар булади (11- раем). С =  0 бул
ганда: хг — у 2 = 0  ёки (х — у) х  
X (х +  у) =  0. Бу эса гипербола- 
ларнинг х  — у  =  0 ва х-\- у  =  0 
асимптоталари (координата бур- 
чакларининг биссектрисалари) 
хам каралаётган майдоннинг сат.̂  
чизиклари цаторига киришини 
билдирадн.

2. Йуналиш буйича косила.
11-раем Скаляр майдоннинг u = F ( x , y ,

z) дифференциалланувчи функ
цияси берилган булсин. Бу майдоннинг Р \х , у, г) ну^тасини ва Р 
нуцтадан

1 =  cosa*i - f  cosp-j +  c o sy k

бирлик вектор йуналишида чицувчи I нурни цараймиз, бу ерда а, р ва
V  — шу векторнинг координата Уцлари билан ташкил ^илган бурчак- 
лари.

(дг - f  Д х, у  +  Д у, 2 +  Д г) — бу нурнинг бошца бирор нуцтаси 
булсин. Скаляр майдон и функциясининг Р  ва Pt нукталардаги ций- 
матлари айирмасини бу функциянинг / йуналиш буйича орттирмаси 
деб атаймиз ва Д; и билан белгилаймиз. У холда Д, и =  F (х +  Д.г, 
у-\- А у, z-f- Дг) — F (х, у, г). Р  ва Р х нуцталар орасидаги масофани 
А I ор^али белгилаймиз: Д I =  Р Pv

lim —илимит и — F{x, у,г)  функциянинг Р нуцтадаги I йуна- 
д/—о М

лиш буйича уосиласи деб аталади.
и функциянинг / йуналиш буйича ^осиласи — символи билан

д1
белгиланади. Шундай цилиб,

(28)
'  dl ы-,0 М

Агар и функциянинг P( x , y , z ) ну^тадагн берилган / йуналиш буйича 
хосиласи мусбат булса, у з̂ олда бу йуналишда и функция усишини,
агаР 0 булса, у црлла и функция / йуналишда камайишини
айтиб утамиз.

Айтиш мумкинки, / йуналиш буйича косила и функциянинг бу 
йуналишда узгариш тезлигини беради.

Йуналиш буйича ^осиланн хисоблаш формуласинй келтириб чика- 
рамиз. Энг аввало Р  нуцта координаталарининг Дх, Ду  ва Дг орттирма- 
лари РХР — Д / кесма узунлиги *амда 1 векторнинг йуналтирувчи
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12- раем

косинуслари билан ушбу муноса- 
батлар орцали борланганлигини 
айтиб утамиз (12-раем):

A x =  A/cosa;  А у  =  Д /cosP;
Д г — Д / cos у. (29)

и функция шартга к\ра диф- 
ференциалланувчи булгани учун 
унинг Р(х\  у\ г) ну^тадаги Ди 
врттирмасини

Д и =  F'x (лг, у, г) Д х  +
+ F y {x, у, г) Ду  +

+  Fz  (х , у, г) Az +  a  (30) 
куринишда ифодалаш мумкин, 
шу билан бирга со ифода нолга
р =  • /  Д **+ Д */2+  Д г2га Караганда тезро^ интилади, яъни lim 1— =  О

р-*о. р
[(10) формулага ^аранг].

Агар функциянинг / вектор йуналиши буйича нур буЯлаб’орттир- 
масини цараладиган булса, у холда А и  =  А,и,  р =  Д/, At, А у  ;ва А г 
эса (29) формулалар билан ифэдаланзди. У .\олда (31) тенглик ушбу 
куринишнн олади:
д  Iй  “  Fх (*» У'г) д  1 cos а  +  Fу (х, у, г) A I cos р +  Fz (х, у, г) AI  cos у  +
Бу тенгликнинг иккала цисмини А / га булиб ва Д / —*-0 да [лимитга 
Утсак, ^уйидагини ^оеил циламиз:

Sf l  =  1Й , i f  =  У' *)cos & +  Fy (х ’ У' 2) cos Р'+

+  ^ 2  У- г) cos Yl +  Hm -£■.д/->о A i
Бирок F ’ (x, у, z), F' (х, у, z); F'z (x, у, г) ва йуналтирувчи косинуслар
ДI га богли^ эмас хамда lim “ =  lim ^  

д/-*о А/ р-»о р
: 0 булгани учун

~  = F 'X (х, у, г) cos a  +  Fy (дг, у, г) cos р +  F'z {х, у, г) cos у. (31)

(31) формуладан куриниб турибдики, агар 1 вектор i, j ёки к орт- 
лардан бири билан устма-уст тушеа, у ^олда и нинг I йуналиш буйи
ча ^осиласи бу функциянинг мос хусусий хосиласи билан бир хил 
булади. Масалан, 1 =  i булса, у ^олда cosa =  1, cosp = 0 ,  cosy =  0
ва, демак, — =  F' (дг, </, z). 

at
1 -мисол. и =  х2 — 2дгг-f-уг функциянинг Я, (1,2, — 1) нуцтадаги Р, нуцтадан 

р г (2,4, — 3) нуцта томон йуиалюп буйича ^осиласини топинг.
Е ч и л и ш и .  Pi Рг векторни ва унга Мос бирлик векторни топамиз :

РТР, =  ( 2 -  1) 1 +  ( 4 - 2 )  j +  ( - 3 + l ) k  =  l + 2 i - 2 k
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I -  p .p .
IP .P .I

1 +  2J — 2k = ± 1  + Л ] - А к .
3 3 3V 1* +  2» +  ( — 2)*

Шумхай килнб, 1 вектор ушбу йуиалтирувчи косинусларга эга: 
cos о  =  1/3; cos Р =  2/3; cos у  =  —2/3.

Энди и =  ха — 2хг -+- у* функциянинг хусусий хосклаларини тспамнз;

ди о « ди ■ 2х — 2г; — <
дудх =  *** _  2X2 +

7 - =  (х* — 2хг +  у1)' =  — 2х. 
дг

Уларшшг Р, (1; 2 , - 1 )  ну^тадаги цийматларини топамиз:
ди I

' ду I р,

(х* — 2хг - f  у'-)у =  2 у,

=  (2х — 2г)
дх | р, х = IГ----1

ди I I
,4;i : L  =  2y

V - 2

du
4: <?г

=  —  2 х  
Я. I x - I

• 2 .

Хусусий ^осилалар ва йуиалтирувчи косинусларнинг топилган цийматларини (31) 
формулага цуйиб, изланаётган ^осилани топамиз:

16ди 1 2 /  2 \- = 4 . т  +  4 . т  +  ( - 2 ) ( _ т ) !

Агар скаляр майдон ясси май 
дон булса, у холда майдон функ 
цияси ю^орида анткб утилганидек 
икки узгарувчига боглиц: г = f  (дг, у)
1 вектор бу холда Оху текис 
ликда ётади (яъни cosy = 0 )  ва 
демак, 1 = i c o s a - { - j  cosf5 ёки 1 =  
= lc o s a  - f  j sin a, чунки cos fJ =  sina 
(13-расмга ь,аранг). Йуналиш бу-

-------------- • -  йича . с̂сила учун (31) формула яс-
х си скаляр майдон булган ^олда уш

бу куринишнн олади:

д1  =  fx (х , у) cos а  +  f y (дг, у) sin a  (32)

2- мисол. г =  In (х -f- 2у) функциянинг у  =  х*/2 параболага тегишли Р , (1; 1/2) 
нуктасидаги бу параболага урннма йуналиши буйича хосиласини топиьг.

Е ч и л и ш и .  / (х, у) =  l n ( x - f  2у) функция! ннг хусусий хосилаларини топамиз:
1 2

13- раем

fx (*• У) = х +  2у (*. у) = х -t- 2 у
Улзрнинг Р , (1,1/2) нуь.тадаги цийнатларшщ топамиз:

“ * / ; < 1;,/2)=- г + Ь ? 2 = 1 -
1+ 2 - 2-

2 ’

(32) формулага кир?вчи cos а  »а s i n a  «инг к,ийматларини топиш учун Р, (1; 1/2) 
«уктадаги уринманинг бурча к коэффициентный топами»:

к tg a  =  у =  1.
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Шундай цилиб, tg а  — 1, бу ердан бурчак а  нинг иккита цийматини ^осил ^иламиз: 
otj =  45° ва а ,  =  225°; булар уринманинг иккита царама- царши йуналишларига 
мос келади. ccj =  45° булганда cos ecj =  cos 45е =  1 /2 /2 ; sin а  =  sin 45° =  У  2 /2 . 
Демак, (32) формулага асосан

fa  1 у г  , . у г  з у г
Ь/ ~  2 * 2 +  * ' 2 ~  4 * 

ди ЗТ /2-
о ,  =  225° булганда, км^оридаги ухиаш , —  = --------~— ни *осил циламив

д1 4
3. Градиент. Скаляр мо- денларнн урганишда и =  F (дг, у, г) функ

ция билан бир цаторда бу функция билан узвиа боглиц вектор — скаляр 
Mail дон градиенти хам цараладн.

и — F (х, у, г) дифференциалланувчи функциянинг Р (х, у, г) нуцта- 
даги градиенти деб,

Fx (x, у,  z ) \- \-  F'y (х, у, z) j +  Г(дг, у, z)k

векторга айтилади.
u — F(x,  у. г) функциянинг градиентини grad F (х, у, z), grad /(Я),  

grad  ̂ символларидан бири билан белгилаймиз. Демак, таърифга кура
grad F (х, у, г) =  F'x (дг, у, г) 1 +  F'y (дг, у, г) j +  Г  (дг, у, г) к (33) 

ёки кис^ача ёзилса,

gradu = — J -f  k. (33')
дх ду дг '  '

Шундай цилиб, ы =  F (дг, у, г) дифференциалланувчи функция билан 
бер илган скаляр майдоннинг ^ар бир Р  (дг, у, г) нуцтасига фа^ат бу 
функциянинг цийматигина мос келиб ^олмасдан, балки тула ани^лан- 
ган grad/7(Я) вектор з̂ ам мос келади.

1- мисол. и =  х1 4- 2 уг — г* — 5 функциянинг Ри ( 2; — I ; 1) ну и;: а да г и градиен-
тини топинг.

Е ч и л и ш и. F (х, у, г) =  х* +  2 у1 — г1 — 5 белгилаш кнритиб, Fx (х , у, г) =
— 2х; Fy (х , у, г) =  4у \ Ft (х , у, г) =  — 2г ни топамиэ. Суигра ;(33) формулага асо

сан ; grad и (Р0) =  Fх (2, — 1.1) i +  Fy (2. — I, I) j +  F'z (2, — 1,1) Ic =  4 I -  4 J — 2 k.

u =  F(x , y , z )  функциянинг берилган иуцтадаги градиенти ел шу 
нущтадаги йуналиш буйича— косила орасидаги богланиш мавжуд бу-
либ, у ушбу теорема оркали аницламал!

Теорема, grad и векторнинг 1 =  i cos а  +  j cos Э +  k cos v бирлик 
векторга проекцияси и функциянинг I йуналиш буйича \осиласига 
тенг:

np,kTrad« =  J .  Ш (34)
01

И с б о т  и. и — F(x.  y ,k)  бердаан булсиш. Векторлар алгебраси- 
Дан маълумкн, бярор i с кторнннг Дрлнк в?^то1 :а проекциясн бу вск- 
торларнинг скаляр купмтмэсигз тен: [II боб (74') Зирмулага ^аранг]. 
БирС|-
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grad u =  F'x (x, y,z)  I +  Ff  (x , y, z) j - f  Fz (x , y, z) k.
Шунииг учун

np; grad и =  grad u - l  = F x (x, y, z) cos a  +  Fy (x, y, z) cos P +

+  F't (x,y,z)  cosv =  ^-

[(31) формулага ^аранг], ана шуни исботлаш талаб цилинган эди. 
Йуналиш буйича косила ~  берилган и =  F(x,  у, г) скаляр майдон-

нинг шу йуналиш буйича узгариш тезлигини ифодалашини ^исобга 
олиб, бундай антиш мумкин: grad и нинг 1 векторга проекцияси и =  
«= F (х, у, г) майдоннинг 1 вектор йуналишида узгариш тезлигига 
тенг.

1 бирлик вектор ва grad и орасидаги бурчакни <р ор^али белгилай- 
миз. У .цолда пр, grad u =  | grad u|-cos<p. Шунинг учун (34) формула
га асосан:

— =  | grad и | cos ф.
dl

(35)

Агар 1 ва grad и векторларнинг йуналишлари бир хил булса (ф =  0),
у ^олда — йуналиш буйича хосила, равшанки, | grad и | га тенг энг 

dl * ________
катта цийматга эга булади.

Шундай цилиб, биз уш
бу хулосага келамиз: grad и 
вектор майдоннинг берил
ган нуцтадаги энг катти 
ycuiu йуналишини курса- 
тувчи ва модули б у  ycuui 
тезлигига тенг булган век- 
тордир.

Бундан келиб чицадяки, 
скаляр майдон и =  F(x,y,z)  
функциясининг grad и век- 
тори майдоннинг узи билан 
аникланади ва майдон функ- 
цияси царалаётган коорди- 
наталар системасига бог лиц 
булмайди.

Берилган Р0 (х0, у0, z0)

F(x,y,z)-C, • О

14- раем

ну^тада grad и  =  grad F (х, у . г) нинг ва шу нуцта орцали утувчи 
сат^ сиртннинг узаро цандай жойлашишинн аницлаймиз. Бу сирт 
тенгламаси ушбу куринишда булсин:

F (х, у , г) =  С0 ёки F (*, у, г) -  С0 =  0. (36)

(36) сиртда ётувчи ва Р0 нуцта ор^ЗДи утувчи L эгри чизицни 
цараймиз (14-раем). Бу эгри чизиц ушбу тенгламалар билан берил
ган булсин:
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x  =  x(t),  '
У =  1/(0.
Z - 2 ( / ) ,

б у  ерда *(/), // (/), г (/) лар / нинг дифференциалланувчи функцня- 
ларн, шу билан бирга х9 =  х( /0), у0=  y ( t 0), z0 =  z( t0) .L  эгри чизиц- 
нинг хар бир нуцтаси x (f), y(t)  ва z(t)  координаталарга эга булиб, 
улар сат.ч сиртинннг (36) тенгламасини цаноатлантирншн лозим, чун
ки L эгри чизиц бутунлан шу сиртда ётади. Шундай цилнб, ушбу ай- 
ният бажарилиши лозим:

F[x(t),  у  if), 2 ( / ) ] - С о = 0 .
Бу айниятнинг иккала цисмнни t буйича днфференциаллаймиз; у 

^олда (24) формуладан фойдаланиб ва (С0)' =  0 эканлигини .\исобга 
олиб, куйндагини ^осил циламиз:

“ ^ ( 0  +  J f / ( 0  +  f 7 * ' ( 0  = 0 .дх ду d t

Хусусан, / =  /0 булганда:
К  (*•- Уо• г о) х ’ (*о) +  F'y (Х0, У »  2о) у ’ (*о) +  К  (*о. Уо. *о) * '  (/„) =  0.

Бу тенгликнинг чап ^исми 
grad и (Р0) =  F'x (дг0, у0, г0) I +[Fy (х0, у0, z0) j +  F ’ (х0, у0, г0) к

билан L эгри чизиэда уринма буйича йуналган
г '  (to) =  *  (to)\ +  y ' ( to) \  +  z ' (/0)к

векторнинг скалнр купайтмасидир (VI боб, 5-§,  3- пунктга царанг). 
Шундай цилиб,

grad и (/>,). г' (/,)!=  0. (37)

grad и (Р0) ф  0 деб ф араз циламиз. У холда (37) тенгликдан 
gradu(P0) сектор L эгри чизиэда Р0 нуцтада уринма бунлаб йунал
ган г' (/0) векторга перпендикуляр эканлиги келиб чи^ади.

Бу эгри чизиц ихтиёрий танланганлнгн учун биз ушбу хулосага 
келамиз. Агар скаляр майдон и== F (х, у, г) дифференциалланувчи 
функция билан берилган булса, у  хрлда сатц чизигида ётувчи ва 
Р0 орцали дтувчи эгри чизицларга шу Р0 нуцтада Утказилган бар
ча уринмалар grad F  (Л>) вектор нолга тенг бдлмаган шартда шу 
векторга перпендикуляр булган битта текисликда ётади.

Икки узгарувчининг z =  /  (*, у) дифференциалланувчи функцияси 
билан берилган ясси скаляр майдонда градиент

grad f  (х, у) =  П (х, y ) i  +  fy (х, у) j (38)

формула билан ани^л 1нади. Унинг йуналиш буйича хссила билан 
боманиши ушбу тенглик билан аникланади:

пр, grad г =  — ёки ^  =  |grad г\ cos <р. 
dl dt
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Бу ерда ср — шу 1 бирлик вектор бчлан grad г орзсидэги бурчак . 
Агар майдон z =  f (x ,  у) диффгренц’галланувчи функция билан бгрил - 
ган булса, у .\олдэ grad f  (х0. у0) вектор сат^ чизирига Р0 (х„, у 0) ну^ - 
тага утказнлган уринмага перпэнднкуляр булишини курсатиш мумкин .

2-мисол. г =  х1 у  — 5 у3 функциянинг Р0 (2; 1) нуцтадаги энг катта уснш тез- 
лигшш ТОП1ШГ.

Е ч и л и ш и. Функцш.нинг энг катта усиш тезлиги Су функция граднентининг
модулига тенг. Топамнз:

grad г  =  (хг у  —  5 у*)'х i +  (**у  — 5 у*)'у J =  2 ху  I +  (х» — 15уг) J,

Р„ (2; 1) ну^гада grad г  =  4i — l l j  булади. Демак, функциянинг энг катта усиш 
тезлиги

|g ra d ? |P e =  y 4 » + l l *  =  У 137.
4. Сиртга утказнлган уринма 

текислик ва нормаль. Сирт
F(x, у, г) =  0 (39)

тенглама билан берилган булиб, 
унинг чап цисми бирор сохада 
дифференциалланувчи функция 
булсин. Бу u —F(x ,y , z )  функ
ция скаляр майдонни аншуюн- 
ди ва (39) сирт бу майдон учун 
сатх сиртларидан бири булади.* 
Снртнинг Р0 (л0. у0, z0) нуцтасида 
grad F (х, у, z) нолга тенг булма- 
син. У ^елда 3- пунктга асосан 
(39) сиртда ётувчн чизи^ларга 
Р0 нуцтада утказилган барча 
уринмалар grad/r (P0) га пер
пендикуляр булган битта текис- 
ликда ётади. Бу текислик F(x,  

у, х) =  0 сиртга Р0 (х0, у  о’ 2о) нуцтада уринма текислик деб аталади 
(15- раем).

Бу текислик тенгламасинн тузамиз. Изланаёгган текислик, рав- 
шанки, Р0{х0. у 0, г 0) нуцтадан утади, шунинг учун унинг тенгламасн

A ( x - x o) +  B ( y - y 9) +  C ( z - z o) ^ 0  (40)

куринишда булади [IV боб, (3) формулага царанг]. Щартга кура
grad F (Р0) =  Fx (х0, у 0, z0) i +  F'„ (*0 Уо го) i +  Fz (*о. Уо> го) к

вектор уринма текисликка перпендикуляр булгани учун унн бу те- 
киелнкнинг нормал векторн сифатида ^абул цилиш, яъни

^  ^  Fx (ха, y t , Гд), B — Fy (хй у  о- 2o)t С — (хв, у  о, г0)

деб олиш мумкин У >;олда (40) тенг лама ушбу куринишнн олади.
• (39) сирт и =  f  (х ,«/, г) маГ'Дон функцияси нолга Тенг булган бир >пл 1̂нй-

матла кабул цнладиган барча иуцталар тупламидан иборат.
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Fx (**• y0. zQ) (x -  x0) +  Fy (x0, ya, z0) (y -  y0) +
+  F'z (.r0, y0, г0) (г — z0) =  0. (41)

Бу (39) сиртга Р0 (х0, ув, г0) нуцтада уринма текислнк тенгламасидир.
(39) сирт узикинг бирор Р0(х0, у 0, г 0) нуцтасида уринма текислик- 

ка эга булсин. Р0 ну^та орцали бу уринма текисликка перпенди- 
кулйр булиб утувчи тутри чизи  ̂ (39) сиртга Р, (х0, у 0.г0) нуцтада 
нормаль деб аталади. gradf(P0) вектор, равшанки, нормал буйлаб 
йуналган ва шу сабабли унинг йуналтирувчи вектори сифатида оли- 
н’иши мумкин. Шундай к,илиб, нормалнинг каноник тенгламаларн уш
бу куринишда булади:

х — хр у — Уо г — г , ^

Fx (х0, у , , 7„) F 'y {x ,.y t . z 0) Ft  (х0, у,, гл)

1-м  и с о л .  Еир галлали х- +  2 у* — г5 —  5 =  0 гнперболоидга Рв (2 ; —  1; 1) 
ну^тада уринма текислик ва нормалнинг тенгламаларини тузинг.

Е ч и л и ш и .  F  (х , у , г) =  х1 +  2 у % — га — 5 функциянинг Р 0 (2, — 1, 1) ну^- 
тадаги градиеити 3 - пункт, 1-мисслда топилган эди. grad F (P e) =  4 i — 4j — 2k. 
Шунинг учун Серилгаи сиртга уринма текислик 1 енгламаси

4 (х — 2) — 4 (у +  1) — 2 (г  — I) =  0  ёки 2х — 2у — г —  5  =  0 
куринишда, нормал тенглгмаси эса

х  — 2 у + 1  г — 1 _ х  — 2 у  -f- 1 г  — I

4 —4 —2 вКИ 2 =  —2 =  - Г  
курннишида (зиладн.

Шундай цили0, grad F (Р0) нормалнинг йуналтирувчи вектори бу
лади. Шу сабабли нормалнинг п бирлик векторини gradF(/,0) вектор- 
ни унинг узунлигкга булиб топамиз:

п =  grad F (Р0) =
/grad А(Я0>|

F X (х0. Уо. ■?«) j +  Fy (х0. у0, г 0) J - f  Р г (хв,у0,г9) к

V [ £х (хо> Уо > ^о)j +   ̂Fy (•*<>• Уо> *•) ] * f  [ ^* (*<>■ Уо- ?o)J*
(43)

Энди сирт
г =/ (*.</ )  (44)

тсы л£ма билан берилган .\слни цараймиз. (44) тенгламани г — f  (х, у) =
-  0 куринишда ёзкб Fa z — f  (х, у) =  F (х, у, г) деб олиб, бу у.олнн 
юк,срида курилган холга келтириш мумкин. У хелда

F'x (х, у ,г)  =  -  / ;  (г, у), F'y {х,у, г) =  -  fy {х, у), Г  (*, у.г)  =  \
ва, дсмак,

grad F (х0, у0, г0) =  F'x (г0, у п ?0} 1 +  Fy (х0. у0, г„) j +  F't (х0, уй, z0) к =
~  - Ц х , у ) \  —  f't (x,y) J j f k j  (45)

Щуиинг учун Р„(х0\ у 0: :0) нуцтада уринма текислик тенгламвен ушбу 
куринишда ёзилади:

— fx (*0- У*) (х - х0) ~  [и (лг|. у0) (у у0) 4- 2 -  г0 =  О
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еки
z -  z0 — fs  (дго. Уо) (х -  х0) +  /' (х0, у0) (у  -  Уо), (46)

нормал тенгламаси эса ушбу куринишда булади:
Х —  Хп __ У — Уо — *0 (47)

“  /*(*о> Уо) /у (•*<>> Уо)

Бу ^олда нормалнинг п бирлик вектори

п __ -/х (*о - Уо)1 — М*о>УоИ +  к ^

I + f x  (Х0*Уо)+/у (^О'Уо)

формула буйича, унинг йуналтирувчи косинуслари эса

— !'х (хО’Уо)cos а ■
V * +  /ж2 (*0. Уо) +  / н2 (*о. Уи)Iх уо; г  / у 

0 ”“/у(*0»Уо)
C 0 S  Р  “  ~ 2— =  :  <4 9 >

1 1 + f x  (-Го. У о) +  f y  (**.Уо)
1

COSY:

" \ f  1 +  f x  (*#• Уо) +  f y  (ло> Уо)
формулалар буйича топилади.

2- мисол. г =  Xs -+• уЧ 2  эллиптик параболоидга Я0 ( I ; —2; 3) н уцтада уринма 
текислик тенгламасини топинг.

У1Е ч и л и ш и .  х3 +  —  =  / ( * , у) деб топамиз.

f'x (.x.y) =  2х; (х, у) =  у, 1

демак, / ' ( 1, —2) = 2 ; / ^ (1. — 2) =  — 2. [Энди (46) формуладан фойдаланиб, урин
ма текислик тенгламасини ёзамиз:

г — 3 =  2 (х — 1) — 2 (у +  2) ёки 2х — 2у — г — 3 =  0.

5. Икки узгарувчи функцияси тула дифференциалининг геометрик
маъноси. г =  f (x,  у) функция Р0 (х0, у0) нуцтада

dz =  / ' (дг0. Уо) д х +  f'u (х0, у о) А У
ёки

*  “  £  (*о. Уо) (х -  х0) +  fy (*0. Уо) (у -  Уо) (50) 
дифференциалга эга булсин. Уринма текислик тенгламаси

1  -  г 0 — /; (х0, Уо) (х -  *о) +  f'y (х0, у о) ( у -  у о) (51)

ни* царайлик. Бу тенгламанинг унг к,нсми dz дифференциал учун

» Уринма текислик вуцтаси аппликатаснми сирт ну^тасининг г  аппликатасидан 
фарк килиш учун уни Z  билан белгнладик.
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(50) ифоданинг унг цисми 
билан бир хил эканлигини 
куриб турибмиз.
> Демак, бу тенгликларни 
чап кисмлари х;ам тенг.Би- 
роц (50) тенгликнинг чап 
цисми z =  f { x , y ) функция
нинг Р0 (А-0, у0) нуц тада
ги дифференциалидир, (51) 
тенгламанинг чап цисмн эса 
уринм а текислик апплика- 
тасинннг тегишлн орттир- 
масини билдиради.

Биз икки узгарувчи 
функцияси дифференциали- 
нинг геометрик маъносини 
тушунтирувчи ушбу хуло- 
сага келамиз: икки узга- у  
рувчи функциясининг диф- л 
ференциали уринма текис
лик аппликатасининг орт- 
тирмасига тенг (16-раем).

7*§. икки У з га р у в ч и  ф у н к ц и я с и н и н г  э к с т р е м у м и

1. Экстремум мавжудлигининг зарурий ва етарли шартлари. Бир
неча узгарувчининг функцияси учун максимум ва минимум тушунча- 
ларн бир узгарувчининг функцияси тушунчаларнга ухшаш киритила- 
ди. Биз бу тушунчаларнн фа^ат икки узгарувчининг функциясига 
нисбатан курамиз.

Икки узгарувчининг z =  f ( x , y )  функцияси бирор G сохада берил
ган булсин. Ушбу таърифларни киритамиз.

G соха Р„ нуцтасининг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу  
атрофнинг Р0 дан фаркли барча нуцталари учун f (P0) >  f  (Р) 
тенгсизлик бажарилса, икки Узгарувчининг z *= /  (х, y )  =  f  (Р ) функ
цияси со.\анинг Р0 нуцтасида максим у  мга эга дейилади

G соха Р0 нуктасининг шундай атрофи мавжуд булсаки, бу 
атрофнинг Р0 дан фаркли барча нуцталари учун f ( P 0) <  f  (Р) 
тенгсизлик бажарилса, икки Узгарувчининг z =  f  (x, у) — f (Р) функ
цияси G соханинг Р„ нукгпасида минимумга эга дейилади. z =  f (P)  
функция максимум (ёки минимум) га эга буладиган Р0 нуцта макси
мум  (ёки минимум) нуцтаси дейилади.

Бир узгарувчи функцияси булган холдаги кабн, максимум (ёки 
минимум) нуктасини функция G сохада эга буладиган энг катта (ёки 
энг кичик) ^иймати билан аралаштириб юбормаслик керак.

Максимум ва минимум умумий ном билан экстремум деб ата
лади.

Теорема (э к ст р е м у м м а в ж у д л и г и н ин г з а р у р и й  шар-  
ти). Агар Р0 (х0.у0) нуцта z — f(x,  у) функциянинг экстремум нук,-

16- раем
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таси булса, у  холда бу функциянинг шу нуцтадаги хусусий %осила- 
лари мавжуд булган тацдирда

/' (*о. Уо) =  0, f'y (х0, Уо) =  О
булади.

И с б о т л .  z =  f ( x ,  у) функциянинг дг буйича Я0 (х0, у„) нуцтадаги 
хусусий хосиласи бир узгарувчи <р (дг) =  / (х , у0) функциясининг дг =  дг0 
ну^тасидаги з^осиласндир. Бирок бу нуктада ф (дг) функция экстремума 
эга эканлиги равшан. Демак, ф' (дг0) =  0 (VI бсб, 7- §, 2 - пунктга 
Каранг). ф' (*„) =  /;(х0, у0) булганлиги учун f ‘g (дг,. у0)= 0 . Яна f y{xс0.у0)=  
= 0  булишини хам шунга ухшаш курсатиш мумкин. Теорема исбот 
Килин д и.

Шундай цилиб, z =  f ( x , y )  функциянинг Р0 нуктада биринчи зрси- 
лаларининг (агар улар мавжуд булса) нолга айланиши, Р0 нуктада 
бу функциянинг экстремуми мавжуд булкшининг з а р у р и й  шарти-  
дир.

Бнрсц шуни айтиб \тамизки, функция хусусий ^осилаларидан 
камида бнттаси мавжуд булмаган нуцталарда з̂ ам экстрзмумга эга бу
лиши мумкин. Масалан, г =  у/-х* - f  у*~ функциянинг О (0;0) нуктада 
минимумга эга эканлиги раЕшан. бирок бу нуктада унинг хусусий хр- 
силалари мавжуд эмас.

г =  /  (дг, у) функциянинг fx (дг, у) ва f'y (дг, у) биринчи хусусий з̂ о-
силалари нолга анлгнадиган ёки мав.куд булмайдиган нукталар бу 
функциянинг критик ну^талари деб аталади.

Ю.^орида баён килннганларга асосан функциянинг экстремум нукта- 
ларини унинг критик нукталари оргсндан излаш лозим. Бирок экс
тремум нукталари булмайдиган критик нуцталзр з̂ ам мавжуд булади.

Масалан, z =  / (дг, у) =  дг у  функцияни карайлик. Бу функциянинг 
дг дг „ „

=  у, —  =  х  биринчи хусусий хосилалгри Р0 (0, 0) нуктада нол
га айланади, бинобарин, бу нукта критик нуцта булади. Бирок г = х у  
функция бу нуктада экстремумга эга Эмас.

^аци^атан кам, г(Я0) =  0, бирок Р 0 (0;0) нуктанинг исталган 
атрофида г функция кам мусбзт (I ва III чораклзрга тегишли ну^та- 
ларда), ха у манфий (II ва IV чоракларга тегишли нукталарда) киимат- 
ларга эга.

Бу мисол курсатадики, экстремум мавжудлигининг зарурий шарти 
етарлн аломати була олмайди.

Р0 (х0. Уо) критик нуцтгда э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и 
н и н г  е т а р л и  ш а р т и

А (Ро) =  Гх. (Р0)-Г„. (Я0) -  lfXy (Ро))*>0

шартдан иборат, шу билан бирга Я0 нукта (Я,) < 0  булган зрлда 
максимум нуктасн, /*, (Рв) >  0 булган холда эса минимум ну^тасидир. 
Ушбу

А (Р0) -= /;. (Я .)-Гу. (Я„) -  If ’Ху (Я0)]* <  0
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щарт P0 ну^тада э к с т р е м у м  н у ц л и г и н и н г  е т а р л н  шар-  
т  и д и р.

Д (Р0) =  0 булган .чолда Р0 ну^та экстремум нуцтаси булиши х;ам 
мумкин булмаслиги хам мумкин (шубхали х;ол). Бу холда цушимча 
текшнриш утказиш зарур булгди.

Бу ерда таърифлзнган экстремум мавжудлигининг ёки нуклигининг 
етарлн аломатларкни нсботсиз ^олдирамиз.

М и с о л .  /  ( х , у ) = х 3 + 3 х у -  —  3 0 х —  18 I/ функциянинг экстремумларини то
пинг-

Е ч и л и ш и. Бнрикча хусусий ^осилалярни топамиз: f x {х, у) — 3 х2 -(- 3 у1 —30, 
f  (х , у) =  6 х у — 18. Бу хосилаларни нолга тенглаб, элементар алмаштиришлар- 

дан сунг ушбу тенгламалар системасини \осил килаыиз:

Бу система тенгламаларини ^адма-хад цушиб ва анириб, ушбу системани .укил
цила.миз:

Бу тенгламалар системасини ечсак (у дастлабкига тенг кучли) ^УЛидаги туртта 
критик ну^тани ^осил циламиз:

Ушбу Д (P) =  f'x 1 (Р) /„• (Р) —  lf'xg (Я)|* =  36 (х2 — у1) ифодани тузамиз. К,уйи- 
дагиларни ашжлаймнз;

1) Д ( P i ) > 0 ,  f \ t { P l) > 0 ,  Р , — минимум нуцтасн;

Шундай ^илнб, берилган функция иккита экстремумга эга: Р, ну^тада f  (P t) =  
=  — 72 минимум; Р4 ну^тада /  (Р4) =  72 максимум.

2. Икки узгарувчи функциясининг экг катта ва экг кичик ^иймат-
лари. г =  1 (х, у) функиия чегараланган ёпи^ G сохада узлуксиз ва бу 
соханинг ичида дифференциалланувчи булсин. У холда функция бу со- 
*ада энг кичик ва энг катта цийматларгазга (2- §, 5-пунктга ^аранг) 
^амда уларга ё сс^анинг ичида ёки унинг чегарасида эришади. Агар 
z — f  (х, у) функция энг кичик ёки энг катта цийматини G соханинг 
ички нуцталарида кабул килса, у ,у>лда бу нуцтвлар функциянинг 
экстремум нуцталари булади.  ̂ Шундай ^илиб, функция энг кичик ёки 
энг катта ^ийматларга эга буладиган иу^тглар функциянинг ё экстре
мум нуцталари ёки G соханинг чегаравий ну^талари булади.

Биз икки узгарувчи функциясининг энг катта ва энг кичик ^иймат- 
ларини тспнш нинг ^уйИДвги коидасига эга бул ди к . z —  f  (дс, у) ф ун к 
циянинг чегараланган ёпиь̂  G сохада!и эн г катта ва зн г  кичик 
киГ.матларгни тспиш  учун функциянинг бу соханинг критик нуцталари- 
даги  t\Hi матлгриии м мдаукиш G соханинг ч е 1аргсидаги энг катта ва 
энг кичик цийматларини тспиш. озим. Бу барча ^ийу.атлар орасидаги

С)

ёки

Р ,(3 ;1 ) ,  Р3 (1; 3). Р3 (— 1; — 3) ва Я* (— 3; — 1).
Энди иккиьчи хусусий хосилаларки топамиз: f x, =  6 x , fxy =  G у, f y, =  6 х.

2) Д (Р2) < 0
3) Д ( Р , ) < 0
4) Д (Р4) > 0 ,  / ; . ( Р « ) <  0

Ра ну^тада экстремум йук;; 
Ps нуцтада экстремум йуц; 
Р4 — максимум нуцтасн.
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энг катта ва энг кичик кийматлар z =  f (x,  у) функциянинг берил
ган G сохадаги мос равншда энг катта ва энг кичик цииматлари бу- 
лади.

\ Иккн Узгарувчи функциясининг чегараланган ёпиц со^адаги энг 
катта ва энг кичик цийматларини топишда баъзи холларда соха чега- 
расинн хар бири узииннг тенгламаси билан бериладнган цисмларга 
ажратнш цулайдир.

М и с о л .  г  =  Xs — у* функциянинг хг - f  у3 <  4 доирадаги энг катта ва энг кичик 
Кинматларнни топинг.

Е ч и л и ш и .  Биринчи тартиблн хусусий ^осилаларни топамиз:
=  2 х, г'у =  — 2у.

Ушбу
2х =  0 ,\
—2у = 0/

тенгламалар системасиии ечиб, битта Р (0; 0) критик нуктани топамиз, унда функ 
циянннг ципмати н ал  га тенг.

Энди функциянинг чегарадаги, яъни, *3 +  у3 =  4 айланадзги энг катта ва энг 
кичик кинматларини топамиз. г = х 2 —у* функцияни бу айлана нуцталарнда битта х 
узгарувчининг функцияси сифатида ифодалаш мумкин: г  =  Xs — ( 4— л2), яъни г  =  
=  2х3— 4, шу билан бирга — 2 ^  д- ^  2. Шундай цилиб, икки Узгарувчи функция
сининг х1 -\-у2 =  4 айланадаги энг катта ва энг кичик кийматларини топишни бир 
узгарувчи г =  2 х 2 — 4 функциясининг [— 2,2] сегментдагн энг катта ва энг кичик 
Кинматларини топншга келтирдик. Бу функциянинг ]— 2 ,2[ интервалдаги критик 
нукталарини топамиз .цамда функциянннг бу ну^талардаги ва интервал охирларидаги 
Кийматларини топамиз (VI боб, 7- §, 4- пунктга ^аранг). г ' =  4х , 4дс =  0, бундан 
х  =  О критик нуктани оламнз; _ 0 =  — 4, сунгра г|№  _ 2 =  4, г \х _  2 =  4 ни то
памиз. Шундай килнб берилган функция 4 га тенг энг катта к«йматга ва — 4 га 
тенг энг кичик ^ийматга эга.

Шундай цилиб, г =  х2 — у2 функция х2 - f  у2 <  4 лоирадагч энг катта ^ийма- 
тинн х3 +  у2 =  4 айлананинг .Иi (— 2; 0) ва Л1, (2; 0) иу^таларида, энг кичик кнй- 
матнни эса уша айлананинг /VI, (0; 2) ва Мх ( 0 ; — 2) ну^таларида цабул килади.

Функциянинг х3 4- у2 =  4 айланадаги энг катта ва энг кичик ^ийматларини 
бошкача йул билан . а̂м топиш мумкинлигини цайд циламиз.

Айлана тенгламаснни параметрик куринишда ифодалаамиз:
х  =  2 cost, у =  2 sin t (0 <  t <  2 я ) .

У з^олда г =  Xs — у2 =  4 cos21 — 4 sin* t =  4 cos 2t. Бу функциянинг 0 ^  ^  2 я  cer- 
ментдаги энг катта ва энг кичик кнйматларини топамиз. Бунииг учун г =  4 cos 2t 
функцияни дифференциаллаб, г ' =  — 8sin2 1 ни ^осил рилами з . — 8 sin 2/ =  0 тенгла
мани тузиб, юцоридаги сегмент нчида стадиган учта /, =  я/2 , tt =  я , ta =  3-/, кри
тик ну^таларни топамиз. z =  4cos2/ функциянинг бу нуцталардаги \амта сегмент- 
нинг охирлари / =  0 ва / =  2 л даги кинматларини хнсобласак, ушбу узарэ фарц 
киладиган нккитагина циймат ,\осил булишини курамиз: г, =  — 4 (энг кичик ций- 
ыат) ва г, =  4 (энг катта ^иймат).

3. Энг кичик квадратлар усули. Тажриба нати/касида х  эркли уз
гарувчининг бир цатор цийматлари учун у  функциянинг ^ипматлари 
жадвали олинган булсин:

X Х\ Xt . • . хп

У Ух Уг Уз • • • Уп

M l (xl ; y1), M 2 {xi \ y t )...........М п (хп;уп) нукталар тахминан бир
тугрн чизицда жойлашган булсин. Бу эса х  ва у  ораспдаги богланиш
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у  *= а х +  b чнзицли богланишга я^инлигини оилднради. и ии о лиэцт- 
фициеитларни Y  =  ах b тугри чизиц белгилаган нуцталарнинг хаР 
бирша иложи борича я^ин ётадиган цплнб танлаймиз: Y , — у. айирма- 
ни х t ну^тадаги четланиш деб атаймнз, бу ерда Y { =  ax( +  b булиб, 
у. эса функциянинг xt нуцтадаги тажрибада олинган циймати. Энг 
кичик квадратлар усулинннг мо^ияти Y  =  ах +  b тутри чизи^ни 
У(— у,  четланишлар квадратларннинг иигиндисн энг кичик буладиган 
килиб танлашдан иборат. Шундай ^илиб, номаълум а ва Ь параметр-

П П
ларни ^  (Yt — у ()2 йигинди, яъни (axt +  b — У,)1 йигинди энг кичик 

i=i i-i  
цийматга эга булиши шартидан топилади. х г у 1 лар узгармас катта-
ликлар (тажриба маълумотлари) булгани учун ю^оридаги йигинди а 
ва b параметрларнинг функциясидир:

2  (ахг {-Ь— у у  =  Ф(а,  6)
1=1

а ва Ь параметрларнинг бу цийматларини топиш учун бир неча уз- 
гарувчи функциялари экстремумларининг зарурий шартларидан фой- 
даланилади: Ф  (а, Ь) нинг а ва & буйича хусусий .^осилаларини топамиз 
ва уларни нолга тенглаймиз:

2 £ ( « ,  +  6 - f t )  * , -< > . 

^ r  =  2 V i K + b _ ^ )  =  0.
(52)

Демак, энг яхш н я^инлашишни (юцоридаги маънода) бераднган а ва 
Ь параметр лар (52) тенгламалар системасидан аницланади; бу систе- 
мани ^уйидагича ёзиш  мумкин;

а й  x] +  b i x l =  i x l yr 
i - i  i - i

а 2  xi +  bn =  v  у
i- i  i-1

(53)

а ва & сонларни аниц лаш  учун иккита биринчи даражани тенг
лама системасини хосил цилдик. Бу систем а доимо ягона ечимга эга 
булишини хамда Ф (а, Ь) функция топилган а ва b сонларда мини- 
му мга эришишини исботлаш  мумкин.

а ва Ь нинг топилган циймапЦринн Y — а х +  Ь тенгламага цуйиб 
х  ва у  катталиклар орасидаги тажрибада олинган богланишни энг 
яхши акс эттнрадиган чизицли функцияни ^осил циламиз.

Агар тажриба маълум отлари шундай булсаки, графикнн ясаш да  
улар тахминан квадратик парабола б у й л а б  жойлашса, у  .\олда Tahj- 
рибий богланишни Y  = адс*4- Ьх 4-1 шаклида излаш мумкин. а, Ь ва с 
коэффициентларнинг ^ийматларини топиш учун
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2  (У, ~  y f  =  2  К  +  bx, -f  с -  у ?  =  Ф (а, b, с) 
i=i <-=1

ифодгнинг минимумнни тспиш лозим. Уч $згарувчи Ф (а,Ь,с) функ- 
циясннинг мнниууминн тспиш биринчи даражали учта тенглама сис
темасини ечишга келтириладн:

a  S  х\ +  Ь  2  х )  +  с  2  х ]  =  v  х ]  у г
I- 1 <-i <-i 1-1

a S  xj +  ft 2  x'i +  c S  -  2  Уг 
i - i  ;- i i - i

а 2  +  6 2  xi +  cn =  2  У,. 
i - i  (-1 i=i

(54)

бунда эса номаълум a, b, с параметрлар аникланади.

М и с о л .  х эркли узгарувчининг турли ^инматларида функциянинг тажрибада 
олинган кийматлари ушбу жадвалда келтирилган.

X о 1 • 1 1.5 1 2.1 3

У 2,9 6,3 7,9 10,0 13.2

Тегшшш нуцталарни ясаб улар тахминан б!ф туьрн чизикда ётишига ишонч доен л 
киламнз. Бу эса дг ва у орасидаги богланиш у =  ах-\-Ь  чизицли богланншга яции- 
лигини курсатади- Энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб, номаълум а ва b 
параметрларни топамиз. Ушбу жадвални тузамиз:

1 *1 У, 1 А 1 *1У1 1 Ч Д у

1 0 2 ,9 0,00 0,00 2,86 0,04
2 1.0 6 .3 1,00 6,30 6,28 0,02
3 1.5 7 .9 2,25 11,85 7,99 0.09
4 2,1 10.0 4,41 21,00 10,04 0,04
5 3.0 13,2 9,00 39,60 13,12 0,08
у 7.6 40,3 16,66 78,75

Жадвалда курсатилган диссблашлардан фойдаланиб, (53) куринишдагн тенгла
малар системасини тузамцз

16,66 а +  7.6 6 =  73,75,|
7 . 6 а +  56  = 4 0 .3 .

буни ечиб, а =  3,42, Ь =  2,86 ни топамиз. Шундай килиб.

у  = 3 ,4 2 * 4 -2 ,8 6 . (•)

Жадвалнинг одтинчи устунида у  нинг (*) формула буйича днсобланган к;инмат- 
лари курсатилган, еттинчн устунда эса тащмба маълумот.тармнинг у  нинг ( • )  фор
мула буйича дисоблапгац к,н4маг ларвдан четинишларинннг абсолют кийматлари 
жон олган.
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X б о б
КАРРАЛИ ВА ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР 

1 -§ . ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ

I. Икки каррали интегралга олиб келадиган масалалар. о — берил
ган Оху текисликдаги / ёпиц контур билан чегараланган сох,а булсин. 
а с о у , йуналтирувчиси / ва ясовчилари Ог уц^а параллел булган 
С цилиндрик сирт \амда тенгламасн z — f(x,  у) булган S сиртнинг 
б^лаги билан чегараланган жисмни цараймиз (17- раем). Бунда 
г =  f  (х, у )  функция о со.\ада аницланган, узлуксиз ва манфий 
эмас деб фараз циламиз. Бундай жисмни цилиндрик жисм деб атай- 
миз. Шу цилиндрик жиемнинг ^ажмиии ^исоблаш ^ацидаги масалани

к^райлик. Бунинг учун о сохани л та кичик А©!, Дст2, . . . ,  Аап юз-

ларга буламиз, бунда* Ао/ — a. Ĵ np бир Да, кичик юзларнинг усти-

да S сиртнинг Да. юзга проекцияланувчи бумаги билан чегаралан
ган кичик цилиндрик сирт («устунча») ясаймиз. Шу билан о асос- 
ли цилиндрик жисм асослари До, булган п та устунчага ажралади. 
Асоси До, булган устун х.ажмини Д1Л билан белгилаймиз. У ^олда
цилиндрик жиемнинг V э̂ ажми бу устунчалар \ажиларинннг. йигинди-

П
сига тенг: V =  VAV'r Энди До, асослн цилиндрни цараВмиз. Ци-
--------------  i=\1 :

* Бундан кейнн о ва Аог лар со.-;аларни з̂ ам, уларнинг юэларини ^ам бнлдиради.

17- раем

Щ,
18- раем

Л
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Цилиндрнинг бгландлиги сифатида S сиртнинг Д о, юзининг ихтиё- 
рий Р, (х{ у { )  нуцтасидагн г, аппликатасини оламиз (18-расм).Бу ци- 
линдрнинг э̂ ажми Да, асоснииг юзини г, =  /(* ,; у,) баландликка 
купайтмасига тенг булиб, унн Да, асосли устунча ДУ, ^ажмининг 
та^рибин ^иймати сифатида оламиз:

AV, (*,; у ,) Да .

Барча бундай хажмларнинг йигиндисини олсак, цилиндрик жисм V 
^ажмининг тацрибий цийматини ^осил циламиз:

V =  VAV, «  v  f  ( х -  у , )Да, .
/=1 (=1

п
V ^ажмнинг аник Киймат сифатида V  f ( x t\ у )  Да, йириндининг Да,

i=i
кичик юзчалар сони чексиз ортади, хар бир юзча эса нуцтага айла- 
нади деган шартдаги лимитини оламиз:

Я
V = l i m  V  f  (Xl; у{ )  Да,. ( 1 )

П-ЮО / — 1

Шундай цилиб, цилиндрик жиемнинг V ^ажмини ^исоблаш ^а^ида- 
ги масала бирор лимитни топишга келтирилди.

Энди бошка бир масалани курамиз. Оху текнелнкда жойлашган 
юпца моддий пластинка берилган булсин. Бу пластинканинг бирор 
Да юзини ва унда Р(х, у )  нуцтани танлаймиз, Да юзча Ат  массасн-
нинг бу юзчага нисбати, яъни —  нисбат Да юзчанинг уртача сиртий 
зичлиги деб аталади. Агар Да юзча Р (х; у)  нуцтага тортилади де
ган шартда ~  нисбатнинг у лимити мавжуд булса, у холда бу ли
мит Р  нуцтадаги сиртий зичлик деб аталади. Сиртий зичлик Р  нуцта- 
нинг вазиятига борлиц булади ва шу сабабли унинг координаталари- 
нинг бирор функцияси булади: 7 = 7  (х; у). 7 =  7 (х;у)  функцияни а 
со^ада узлуксиз деб фараз килиб, а пластинканинг т  массасини аншу 
лаймкз. Агар пластинка бир жинсли, яъни 7 зичлик унинг у р  бир

ну^тасида узгармас у =  у0 булганида 
эди, пластинканинг массасн т =  у0о 
га тенг булар эди. Зичлик умумий 
холда нуцтадан ну^тага утишда уз- 
гаргани учун бу формула а пластин
канинг массасини аницлаш учун яроц- 
енздир Шу сабабли цунидагича йул 
тутамиз.

о пластинканил та Дах, Да,,..., Аап
-  кичик юзчаларга буламиз, Бундай >;ар 
л бир кичик юзчада Р (х ,; yt)  нукта- 

•9-раем ни танлаймиз (19-расм). Агар Да,
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ю зчалар етарлн кичик булса у з̂ олда бундай юзчанинг ичида v 
аичлик кам узгаради ва Р1 нуцтадаги Y, =  Y (x t, у{) зичликдан кам 

фарк цилади. J^ap бир кичик юзчада зичликни Талибан узгармас ва 
танланган Р, ну^тадагн зичликка тенг деб фараз цнлиб, Да{ юзчанинг 
Ami массасини тацрибан ^исоблаймиз:

Дт, «  y, Да, =  V (х,, у,) Да, (< =  1,2,. . . ,п).

П

Бутун о пластинканинг т массаси т  =  У Д/л, га тенг булганлиги 

сабабл и  уни ^иссблаш учун ушбу таьфибий тенгликни ^осил циламиз:
П П

т =  V  Д т ; я  V  у (х,, yt) Да,. 
i - i  <-i

П

т массанинг ани  ̂ ^иймати сифатида V  у (х., у{)  А о(. йигиндининг
i= i

кичик юзчалар сони чексиз ортади, ,\ар бир юзча эса нуцтага тортилади 
деган шартдаги лимитини цабул циламиз:

П

m =  U m \'y(xl, y i) A o r  (2)

Шундай килиб, юпца пластинканинг массасини .^исоблаш ^акндаги 
м асала бирор йигиндининг лимитини топишга келтирилади.

Биз куриб чиц^ан бу масалалар аниц интегралнинг жуда му^им 
умумлашмасига, чунончи икки каррали ннтегралга олиб келади. Энди 
ш у интегрални урганишга киришамиз.

2 . Икки каррали интеграл. М авж удлик теоремаси. 1- пунктдаги маса
лалар  бизни тайин куринишдаги йигиндиларни текширишга олиб келди. 
Бу йигиндиларни тузиш (Оху текисликдагн) бирор а со.\а ва унда бернл- 
ган узлуксиз функция билан бомиц булди. Физика ва техниканинг 
купчилик масалалари ана ш ундай йигиндиларнинг лимитини топишга 
келтирилади. Шу сабабли бун дай  йигиндиларнинг лимитларинн умумии 
з̂ о л  да, у ёки бу конкрет физик масалага богламасдан урганиш мацсад- 
га мувофн.^дир.

Оху текисликнинг а со.\асида* г =  f  (Р) — f(x,  у) функция берил
ган булсин.

Ушбу ншларни бажарэмиз.
1. о со.\ани п та Д o lt До*, Д оп кичик юзчаларга шундай 

буламизки (19-раем), бу кичик юзчаларнинг юзларн иигиндисн бутун
П

со^анинг юзига тенг б'лсин: о = 2  Да,.
1 ‘

• Бундан кеинн даммл вацт а со^а чеклн юзга эга ва бир ёки бир неча чизиц 
билан чегараланган деб фараз ^иламиз ва буни алоцида айтиб утирмаймиз.
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2. Х,ар бир Дст( кичик юзчада ихтиёрий Р! ('дг,; у() нуктани танлай- 
миз. z =  f  (Р) =  f  (*, у )  функциянинг Р{ ну^тадаги цинматини Дет, га 
купайтирамиз:

(3) йигнндн икки узгарувчининг г =  /  (Р) =  {(х,у) функцияси учун ту- 
эилган интеграл йигинди деб аталади.

4. (3) интеграл йигиндининг кичик юзчалар сони п чексиз ортганда 
Еа бу юзчаларнинг нуцтага тортнлгандаги лимитини топамиз. Агар бу 
лимит мавжуд ва у о со\ани Д at кичик юзчаларга булнш усулига хам, 
уларнинг хар бирида Р{ (дг4; yt) нуцтанинг танланишига ^ам борлиц бул- 
маса, у >;олда бу лимит z =  f  (Р)  = f ( x ,  у )  функциядан a coJja буйича 
олинган икки каррали интеграл деб аталади ва бундай бглгиланади:

Бу ерда п-*-°о да Д о, кичик юзчаларнинг хар бири нуцтага тортн- 
лади деб тушунилади; о соха интегралтш со.\аси, /('дг, у)  функция 
интеграл остидаги функция, f  (х, у) da — интеграл остидаги ифода, 
d o  — юз элементи деб аталади.

Шундай цилиб, биз ушбу таърифга келдик. 
f  (х, у ) функциядан о со^а буйича олинган икки каррали инте

грал деб (3) интеграл йигиндининг Да, кичик юзчалар сони чексиз 
ортгандаги ва уларнинг \ар  бири нуцтага тор пилади деган март- 
даги лимитига айтилади. Шу билан бирга бу лимит о сохани булак- 
ларга булиш усулига ва Д ai кичик юзчаларнинг >;ар бирида Р t ну;̂ - 
таларнинг танланишига боглиц эм ас деб фараз килинади.

Энди ^ажм ва масса ^щидаги масалаларга л.алтсак, цуЯядагиларни 
курамиз: цилиндрик ясисмнинг хажми сон ж иут дан z — f (x,  у )  >  О 
аппликатадан о  соца буйича олинган икки каррали интегралга тенг:

f  (Р,) Д<*, - /  (*г  Уд д  ° г
3. Барча шундай купайтмалар йигиндисини тузамиз:

П п

V  f ( Pf) A o l =  ' ? f ( x l. y i) Д а,. (3)

Я f  (Р ) da ёки Я /  (*. У) da-
а а

Шундай цилиб,
П

Я  f  (*• у ) d a  =  lim  2  f  (*р  y t) A a i (4)

ёки бошцача ёзилса,
П

ff f ( P ) d a  =  lim v / ( P {) Дсг.. 
_ ftа п->00 ,=  | (4')
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Икки каррали интегралнинг г е о м е т р и к  м а ъ н о с и  ана шундан 
Яборат.

Зичлиги у — у (х, у ) булган а ясси пластинканинг массаси зич- 
ликдан олинган икки каррали интегралга тенг:

т =  lim 2  y ( x l, y i) A a l =  j j  у ( х , у )  d o .
r.-too i=\ 0

Изо^.  Агар интеграл остидаги функция f ( х, у ) з з  1 булса, у э̂ ол- 
да икки каррали интегралнинг циймати сон жи.^атдан ннтеграллаш 
сохасининг юзига тенг: ff d a — а.

О
даци^атан .\ам, бу здода исталган интеграл йигинди

f ( x e v j  Дст/ =  2 1 д  ° , =  а
iZ\ <-|

куринишга эга ва у сон жихатдан о со.^анинг юзнга тенг. Интеграл 
йигиндининг лимити >̂ ам о га тенг булгани учун

\ f do =  lim V  Д о. =  lim о  =  о.
V  ' п- ~

/  (х, y)~z» 0 учун икки каррали интег
рал, яъни интеграл йигиндининг лимити У 
цилиндрик жиемнинг х;ажмини анкцла- 
гани учун бу лимитнинг мавжудлиги 
Кшшандек туюлади. Бироц бу фикр 

а̂тъи(! эмас. Туликроц курсларда бу 
даъЕо цатъин нсботланади Еа иккн кар
рали интегралнинг м авж удлик теоремаси 
номи билан аталади^

о юзга зга булган, чегараланган ёпиух 
со^ада узлуксиз .\ар $андай г =  f  (х, у) 
функция учун икки каррали интеграл о 
мавжуд. V4'

Бундан буён биз ннтеграллаш сохаси- 20' Р811*
да узлуксиз функцияларнигина цараймиз.

Мазжудлик теоремасидан, о со.\ани, масалан, координата уцларига 
параллел тугрн чизик,лар ёрдамида томонлари Ах{ ва Д yi булган Дст( 
кичик т^ри туртбурчакларга б^лиш мумкинлиги келиб чицади (20- 
расм). Бунда До, =  Ах, Ау.. Энди ^ар бир кичик турри туртбурчакда 
Р, (х^У;) ну^тани танлаб, иккн каррали интегралнинг таърифига 
асосан бундай ёзишимиз мумкин.

i ff  (X, у) d o  =  lim 2  f  (xr yt) Ax Ay

Икки каррали интегрални V  f  (*, yt) Axr Agi куринишдаги Пиганди- 
___  i-1
нинг лимити сифатида тспиш мумкинлнгини таъкидлаш мацеадида
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JI t  (*• У) da белгилаш урнига ff /  (x, у) dx dy  белгилаш хам ишлати- 
а  а
лади. Шундай цилиб,

f ) f  (х, у) dx dy  =  lim Y  /  (*,. у )  b x f iy , .
‘о  " - * » / = !

dx dy  ифода декарт координаталарида юз элементи деб аталади 
.\амда dx  ва dy  томонлари координата уцларига параллел тугри турт 
бурчакнинг юзига тенг.

Шуни айтиб утамизки, интеграл йигиндинн тузишда а соханинг чегара- 
сига ёпишган Д а, юзчалар тугри туртбурчак шаклида булмайди. Би- 
роц бундай юзчаларни юзлари Ддг,Дy t булган тугри туртбурчаклар 
билан алмаштирнш натижасида йул цуйиладиган хатолик лимитда нол
га айланишини исботлаш мумкин.

3. Икки каррали интегралнинг хоссалари. Икки каррали интеграл- 
нинг

SS f  to У) da =  limi] f (*p ft) A° l
о  Л —* a o £ = l

таърифи тузилиши буйича аниц интегралнинг таърифига (VIII бэб,
2- §. 1- пунктга царанг) мутла^о ухшашлнгини пайцаш осон. Шу муноса- 
бат билан икки каррали интеграл аниц интеграл эга булган барча хос- 
саларга эга. Бунинг устига, икки каррали интеграл учун бу хоссалар- 
нинг исботи аннц интеграл учун мос хоссаларнннг исботига мутлацо 
ухшашдир. Шу сабабли икки каррали интегралнинг хоссаларини ис- 
ботсиз келтирамиз:*
1°. Узгармас купайтувчини икки каррали интеграл белгисидан таш- 
кррига чицариш мумкин, яъни k — бирор сон булса, у  \олда:

) ) kf (x . y)  da = k  JJ f  (дг, у) do}  
a a

2°. Бир неча функция йитндисидан олинган икки каррали интеграл 
цЦишлувчилардан ош нган икки каррали интеграллар йигиндисига 
тенг**

Я  [/ (* ’ y) +  <p(x, y) ]da =  j j  f  (jc, y ) d a  +  Ф (x ,y) d a .
O 0  0

3.° Агар а интеграллаш со хасида f  (х, у ) ^ 0  тенгсизлик уринли 
бдлса, у  %олда fj' f  (х, у) d o > 0  бЦлади. ,

О

Агар интеграллаш со.\асида f  (х, у)^>0 узлуксиз функция ва сова
нию  калшда бит та нуцпшсида f ( х , у ) > 0  булса, у  %олда

f ( x , y ) d o > 0 .
О

•  Аввал аннц интеграл учун тегишли хоссаларни х> тирада тиклаб олиб, бу 
Хоссаларни исботлашнн Уцувчига тавсия ^иламнз.

** Л ниц интегралдаги каби, 1“ ва 2* хоссалар биргаликда ч и з и ц л и л и к  
х о с с а с и  деб аталади.

52



4.° Агар интеграллаш co\acuda }(х, у) ва <p (x,y t  ц>упкцинли^
I  у) >  ф (дг, у) тенгсизликни цаноатлантирса, у  \олда

J! J /  (х, у) d a >  j  j  ф (х, у) da . 
а о

5. ° А д д и т и в л и к х о с с а с и .  Агар интеграллаш со.\аси бир неча 
ov <т2, •••, а ь булакларга б$линган булса, у  \олда

\ \ f ( x , y )  d a  =  f f  f  (x. у) d a +  f  f  f ( x  y ) d a  - j - . . . +  JJ f (x, y )da .
V  ’ « ' M  ° *
Дгар икки каррали интегрални цилиндрик сиртнинг ^ажми сифатида 
цараладиган булса, бу хосса геометрик нуцтаи назапдан равшандир. 
у  ушбу содда фактни ифодалайди: агар цилиндрик сиртнинг асоси бир 
неча Oi ........... .. ак булакларга булинган булса, у ^олда бутун цилинд
рик жиемнинг .\ажми уни ташкил этадиган a v at, a k асосли ци
линдрик жисмларнинг ^ажмлари йириндисига тенг,

Урта киймат ^ацидаги теорема, f  (дг, у) функция епщ  чегараланган 
о со\ада узлуксиз булсин. У  цолда а со.\ада шундай Р0 (*„; у0) нуцта 
топиладчки, бунда

^ f ( x , y ) d a = f ( x 0, y 0) a  (5)
о

булади.
Агар о сохада f (х,у) >  0 булса, у зуэлда бу теорема бунда;! гео

метрик мазмунга эга.
Цилиндрик жиемнинг х>ажми асоси шу цилиндрик жиемнинг асо

си а дан иборат ва баландлиги функциянинг а сохранит бирор 
Р0 (х0; у0) нщтасидаги цийматига тенг булган цилиндрнинг %аж- 
мига тенг. Функциянинг (5) тенгликдан аницланадиган f ( x 0, у0) ций- 
мати f (х, у) функциянннг о сохадагн урта циймати деб аталади.

4. Икки каррали интегрални декарт координаталаоида х,исоблаш.
Икки каррали интегрални интеграл йириндинннг лимити сифатида 

зргсоблаш аниц интеграл булган ^олдаги кабн катта цийинчнликлар 
билан 6ofVHH{. Ана шундан цутилиш мацеадида, нкки каррали интег
рални хисоблашни иккита аниц интегрални кетма-кет хисоблашга кел- 
тирнлади. Бу цандай бажарилишини курсатамнз. Соддалик учун инте
граллаш сохасида интеграл остидаги функция /  (дг, у) > 0 булган х;ол 
билан чеклаиамиз. Бу фаразнмиз икки каррали интегрални цилиндрик 
жиемнинг ^ажми сифатида царашимизга имкон берадн.

Шундай цилнб, / (х, у) узлуксиз функциядан олинган Г f f (дг, y)da

икки каррали интегрални ^нсоблаш талаб килинмоцда.
Аввал бундай фараз циламиз: о интеграллаш сохаси иккита 

!/ =  <Pi(x) ва у  =  ф, (*) эгри чизиц хаыда иккита х  =  а ва х  =  b туррн 
чизицлар билан чегараланган, шу билан бирга х  нинг а ва Ь орасида 
ётувчи барча цийматлари учун ф, (дг) > ф , (х) тенгсизлик уринли булсин 
(21- раем).

Ох укдагн (.v; 0) нуцта орцали Оу уэда параллел туррн чнзиц утка- 
замиз. Бу турри чизиь; сохани чегаралаб турган эгри чизи.^лар билан 
t-i ва Сг нуцталарда учрашади. Cj нуцтанн кириш нуцтаси, Са нуц-

53



7,

f.

21- раем 22- раем

тани эса чициш нуцгпаси деб атаймиз. Уларнинг ординаталарини мос 
ргвишда г/кирва у ^  билан белгилаймиз. Кириш нуцтасининг ордина- 
тасн укнр =  q>! (.v) ва чикиш нуцтасининг ордннатаси у чик =  <р2 (дг) бу
лади. Маълумки, j f  /  {х, у) d a  икки каррали интеграл сон жихатдан

2 — f ( x i У) сиртнинг а юзчага прсекцияланадиган булаги билан чегара
ланган цилиндрик сиртнинг V хажмига тенг (17-расмга царанг):

Энди цилиндрик жиемнинг V хажыини бошцача йул билан, чунончи, 
кундаланг кесимлар усули ёрдамида хиссблгймиз (VIII бсб, 3- §, 3-пункт- 
га царанг).

Биз биламизкн, агар жиемнинг Ох уцца перпендикуляр ва х  (а *5 
<; х  <  Ь) абсцнссали нукта орцали Утувчи текислик билан хесими S  (д:) 
юзга эга булса, у *олда жисынннг V хажми

формула билан ифедалаиади. Бу форму лани цилиндрик жиемнинг ,х,аж- 
мини .\исоблашга татбиц циламнз. (д;; 0; 0) нуцта орцали Ох укца пер
пендикуляр текислик утказсак, кесимда Cl Af t М г Сг эгри чизикли тра- 
пецияни ,\осил циламиз (22- раем). М х М 2 чизицмннг z = f  (х, у) аппли- 
катаси д: узгармас булганда фак,ат у  нинг функцияси булади, шу билан 
бирга, у  аргумент ^квр«=»ф11 (х) дан у чн̂  ф,(дс) гача чегараларда узгаради.
CxM l M l Ci трапециянннг S (х) юзи, равшанки, ушбу аниц интеграл- 
га тенг:

О

а

Ь

V =  J S ( x) dx (6)а

У*»к <F«(X)

У кир <Рх (х)
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■ т у н д а li килиб, (7) формула цилиндрик жисм кундаланг кссими юзини 
Гвяицлаидн.

(6) тенгликка S (х) нинг ифодасини ^уйиб,

I  v = dy)dx
a ViU)

ни зцосил ^иламиз.
Биро^. иккинчи томэндан цилиндрнк жисмнинг V ^ажми f f  f (x , y )do

С

икки каррали интегралга тенг булганлиги учун ^уйидагига эга була- 
миз:

ь Ф. <*;
j  f  f ( x , y )do  =  f  { f  /  (x,y) d y } d x

a a <r,U)

ёки
Ь ф .  ( X)

\ J  f (x,y) d a  =  J d  x  J f (x,y) d y. (8)
v, (*)

Бу эса изланаётган фэрмуладир.
(8) формуланинг маъносини тушунтиранлик. \ \ f ( x , y ) d o  икки

О

каррали интегрални ^исоблаш учун олдин х  ни У з г а р м а с  деб
ФИ*)

f f ( x , y ) d y  а н щ  интегрални (ёки, айтилишича, ички интегрални) 
ф'. (*)
з^соблаш лозим.

Интеграллашнннг ^уйи чегараси х  нинг тайинланган (фиксирлан- 
ган) ^ийматига мос кириш нуцтасининг г/ки? =ср, (г) ординатаси, ю ^о- 
ри чегараси эса чи^иш ну^тасининг у х^ =  <р̂  (х) ординатаси булади. 
Бу интегрални ^исоблаш натижасн эса фз^ат х  нинг функцияси бу
лади. Энди бу функцияни а дан Ь гача булган чггараларда интеграл- 
лаб, икки каррали интегралнинг фйматини ^осил циламиз.

1 - и з о ^ .  Агар о со.^а иккита jt =  \J>j(y), х =  ф ,(у) Эгри чизи^ ва 
иккита горизонтал у  =  с, у  =  d ( c < d )  тугри чизицлар билан чегара- 
ланган. шу билан бирга с ваi d  орасидзги барча у  лар учун rjj, (у) ^  
^ 4 ’t(y ) булса (23-расм), ушбу тенглик уринли булишини ю^оридаги 
каби исботлаш мумкин:

к 'ft ил
J j  f ( x > y ) d o -  U  ] f ( x , y ) d x } d y
о i  Ч>1 (У)

ёки
«  t , I V)

Г \ /  (х,у) d o  *  J  d y  J f  (X,y)dx. (9)
о * Ч|(»>
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23- раем 24- раем

Бу ерда ички интеграллашда у  узгармас деб хисобланади. Бу инте
грал лашнинг натижаси у  нинг функцияси булади ва кейин у ни с дан 
d  гача булган чегараларда интеграллаш лозим.

(8) ва (9) формулаларнинг унг томонларида турган {штегралларнн 
такрорий (ёки икки каррали) интеграллар деб аталади.

2 - и з о ц .  (8) ва (9) формулаларда ташци интегралнинг чегара- 
лари доимо узгарм ас  эканлигига эътибор бериш лозим.

3- и 3 0 Jf. (8) ва (9) формулалар о  со\а махсус куринишга эга 
деган шартда келтлриб чицарилди. Агар а  соханинг контури мурак- 
каброц булса, у холда цуйидагича йул тутилади (24-раем), а  со.\ани 
(8) ёки (9) формулани келтириб чицаршцда цуйилган шартлар цаноат- 
лантириладиган цилиб, чекли сондаги булакларга булинади. Су игра 
интегрални бундай сохаларнинг ,\ар бири буйича (8) ёки (9) формула 
асосида цисобланадн. Бутун соха буйича олингаи интеграл эса адди- 
тивлик хоссасига асосан бу булакларнинг э̂ ар бири буйича олинган 
интегралларнинг йигнндисига тенг булади. 24-расмда келтирилган хат 
учун цунидагига эга буламиз:

S S f ( x , y ) d a  =  \  5 f ( * . y ) d o +  j  j  f ( x , y ) d o +  J J f ( x , y ) d a .
a °t Oj €

4-U3o%.  Агар интеграллаш со\аси x  =  a, x  =  b ( a < b )  ва y  =  c' 
у  =  d ( c <  d)  тугри чизицлар билан чегараланган т^гри туртбурчак 
(25-расм) булса, (8) ва (9) фэрмулалар бу хат учун ушбу куринишда 
булади:

о а

\ f /  (X, У) d a  — j d x  J  f  (x,y) d y ,
a

d
e

b
j  f  f ( x , y ) d o = j j  d y  | f (  x, y) dx.
a с a

1-мисол. Агар f j(jt» - j -у») da  икки каррали интегралнинг о интеграллаш сода-
О

си у =  0, х =  2, у =  х/2 т^гри чизиклар билан чегараланган учбурчак (26-расм) 
булса, бу интегрални цисобланг.
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Е ч и л и ш и .  Бу икки каррали интегрални (8) формуладан фойдаланиб ^исоб- 
лайднган булсак, бу ерда укир= ф 1 (лс) *» О, 1/ЧИ1. =  <р2(х) =  х /2 булади (чунки кириш 
иуцталари Ох уцда, чициш нукталари эса у =  х/2 тугри чизи^да ётади); а =  О 
Ь =  2. Ш у сабабли, (8) интегрални цУлланиб,

2 х/г
j  J(** +  Уг) d a  =  I d х  i  (х* +  у*) dy

а 0 0

ни ^осил циламиз. Ички интегралда х ни узгармас деб ^исоблаб, бу интегрални 
топамиз:

(x,  +  y * ) d y  =  _ х,  ._£_+  W W  = J 3  ,
L 3 J  0 2 3 24

Демак,

Jt/2

(
о

f f ( x * + y » ) d o  =  f - ^ - x * d x - - l i ^  | 2= — •
V  i  24 24-4 |о 6

j  j  (ха +  у*) d a  икки каррали интегрални х;исоблаш учун (9) формулами фой- 
о

далансак *ам, барибир шу натижани ^осил циламиз. Бу *олда x KBp =  rpt (y) =  2у, 
хЧ111? =  ф ,  (у) =  2 (чунки кириш нукталари у  =  х/2, ёки х =  2 у  тугри чизик; да, 
чицнш нукталари эса х =  2 тугри чизицда), с =  0, d =  1 булишини (26-расм) эъти- 
Сорга олсак,

1 2
) d xС I" (х* +  Уг) d а  *= ^ d y [  (** +  У1) I 

о О 2|/

ни ^осил ^иламиэ. Сунгра 
2

I + • Ч ' * - [ - Т  +  »■ * ] „ -  ( т + 2»’ ) - ( т + v ) = т +

У ^олда
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y  = Z - l *

27- раем

Агар икни каррали интегралнинг геометрик маъно- 
скнн эътиборга о л сак, | \ (х* +  у*) d a  юцорилан 

' а
г  =  х* -+- у* айланма параболоиднннг Ох у текислик- 
да а учбурчакка проекцияланадиган булаги билан 
чегараланган цилиндрик жиемнинг V ^ажмиыи бе- 
радм.

2-м исол. | | xy*do  иккн каррали интеграл- 
а ’

нинг а интеграллаш сохасн х =  0 , у  =  х, у — 2 — 
— хг чизицлар билан чегараланган булса, бу интег
рални топинг (27-расм).

_ Е ч и л и ш и .  Бу икки каррали интегрални х,и- 
* соблаш учун (8) формулаии ^уллаймиз. Бу ерда 

Укир s  <Pi (*) =  ■». учиц =  Ф* (*) =  2 — •**, а =  О, 
6 = 1 .  Шунинг учун 

1 3 -х ‘
[ \  ху* d o  =  [ dx | ху* dy.
О O x

Ички интегралда х  ни узгармае деб ,\исоблаб, бу интегрални топамиз: 
2-х '  2 - х *

J ху* dy = ху» х ( 2 — х>)»

Демак,

о О
1 1 

=  (2  — **)* d (2 — х*)-----^ x*dx =

г 1 (2 -  х*)*
X* 11

[
+ "7Т  = - Т 7 - Т Г - +15 Jo 24 15

2*
24

67
120

Агар С С (хуг) d о  икки i .:р?али интегрални ^щеоблашд* (9) формуладан фой-

далакнладиган булса. у холда а и нтегрален  сохасини иккита о , . а 2 булакка булиш- 
га Tjrpii келади (27-ргсмга царанг), чунки чи^иш нуцталари жойлашган ОАВ 
чизи^ аРрим участкаларда турли тенгламалар билан бернлади. Аддитнмик хоссасига 
•сосан:

j  J  ху- d а \ ху* d j  +  | j* Ху  d а. п

Бу тенгликнинг унг томонида турган ннтеграллярнинг хар бирига (9) формулани 
цулланакнэ. Аввал бириачн интегрални хисоблпймиэ:

| V
J  \  ху* do** \ d y  \ ху- dx. 
о,' 0 6
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*|«р = V>1 (У) = 0. * ,„*  = tf>2 (У) = У. с = 0. d =  1.

Эидн у  нинг узгармаслигинк эътнборга олиб, ички интегрални дисоблаймиэ:

а

чунки

6
Демак,

f  x f d x -------Р -
i’ 2 J о

1
1

J J  dy
10

(•) тенгликиияг Уиг томонидагн интегралларнинг икхинчисини дач  шунга ухшаш 
топами з:

2 УТГу
ху- dx.

чунки
*  кнр =  ®> * ч * к  = V  2 — и. с =* 1, <f = 2 .  

Ички интегрални дисоблаймиз:

VУ  X ?  dx = * ^ - | У 2 _ У -  (2 У*_______

о
U* — ■

2

Демак,

Шундай дилиб, у зи л  кесил ушбуни доснл диламиз;
11 67

X I/1 «1 о
10 24 120

о

Сунгги мисолдаи куриниб турибдиад, (  | x y - d o  нккн каррали интегрални маз-

кур конкрет холда днеоблалда (8) формулой дулланиш дулайродднр. Икки каррали 
интегрални ^исоблашда буни назарда тутиш лозим ва (8) ёки (Ь) формулалардан 
дисоблаш ихчамрод бУлади г.шини англащ девам.

5. Икки каррали инт.тралларвд к^утб координаталарда дисоблаш. 
Аниц лнтегратни цисоилашни соД ю щ ти рн ш  усулларндан бири уз- 
гарувчини алмаштириш усулидир. Икки каррали ннт'-ралда янги \/з;а- 
рувчиларни ана ш ундаi киритиш к$пинча хисобШиларнинг тежамли 
булншига олиб келади. Биз бу ерда узгарузчиларнч алмашгиришнинг 
амалии татбицлар учун энг муцнм булган х у су си у о л и . чуновчи, дг ва 
у  декарт координаталар ин« г  ва ф *угб к^эрдинаталарига алмашти
риш билан чекланамиз
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d6  - r d r d p

Z =  f(x,  у) узлуксиз функциядан ст
co^a буйича олинган j  \ f ( х, у) da

' о’
икки каррали интегрални хисоблаш 
лозим булсин. Икки каррали интеграл 
интеграл йириндининг лимити экани- 
ни биламиз:

j  '  f (x,  у ) d a  =  lim V  / (х  у () Д а<.
•  Я

шу билан бирга бу лимит а  сохани 
булакларга булиш усулига ^ам, jqap бир Д а , кичик юзачада Р.  нук- 
танинг ь^андай танланишига .\ам боглиц эмас. а сохани цутби коорди- 
наталар боши билан устма-уст тушувчи, цутб уци эса Ох уцдан иборат 
булган цутб координаталар системасида цараймиз. а  интеграллаш со- 
х,асини цутбдан чицувчи нурлар ва умумий маркази цутбда булган 
айланалар ёрдамида Д а , кичик юзчаларга буламнз (28-раем), К,утб- 
дан чи^цан ва узаро Д ф, бурчак ташкил цнлган иккита нур хамда 
г, ва г , +  Дг, радиусли иккита айл^на билан чегараланган Д а , юзчани 
царайлик (29-а раем). Бу эгри чизицли туртбурчакнинг юзини иккита 
доиравий сектор юзларининг айирмасм сифатида топамиз:

A a i =  OMl Mi -  0 M 3M f =

~ y ( r i +  A г<)* Н — Л ф< =  г‘ Л г! Л Ф< + Т (Д ГР  Д %  =  +
A rt 
2

)Д г, Д ф,.

г\  орь^али г ( ва г, +  Д г орасидаги урта ради усни белгилаймиз, яъни 
Д г,

/■J =  / • ,+ -£ —• У ^олда Д а , =  Д /•, Д ф,. J^ap бир Д а , кичик юзча-
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да P t (*,'• У1) иуцтани танлаймиз. Бунда Pt нуцтани г\ радиусли айла- 
нада ётадиган цилиб танлаймиз. Р{ нуцтанинг цутб бурчагини ф, ор^а- 
ли белгилаймиз. Р { нуцтанинг у { декарт координаталари билан унинг 
г], Ф/ КУтб координаталари х( =  r\ cos <р, ва y l = r ' t sin<pl муносабат- 
лар ор^али богланганлигини ^исобга олсак, цуйидагини ^осил циламиз:

П

I j  f ( x , y ) d o  =  l i rn ^ ]  f (xr y l) A o ‘ =
a n— 1=1

n

=  lim ^  f(r]  co sy , r\s in  ф,) x  r\ A rt A <pr
n_̂ oo i=l

Шуни айтиш керакки, интеграл йиринднни тузаётганда а  соханинг 
чегарасига ёпишган A а , юзчалар кесилган ва улар г \  А г( А <рл дан ки
чик юзларга эга булишн мумкин. Бирок бундай юзчаларни биз кура- 
ётган шаклдаги юзчалар билан алмаштирганда йул цуйиладиган хато- 
ниш лимитга утилганда нолга айланишини исботлаш мумкин.

Сунгги тенгликнинг унг томонида f  (г cos q>, ГБШф) функция учун 
г  ва ф узгарувчилар буйича интеграл йириндининг лимити турибди. 
Шунинг учун

П
1  /  (г'( cos ф р  г ^ Ш ф , )  г ^ Д ^ Д ф ^  J  J  /  (/• cos ф , г sin ф ) г dr d  ф .
п- 1  а

Шундай цилиб, ушбу формула уринли:

\ ) f (Х>У) d  о  =  j  j  f (г cos ф, г  sin (f) г  d r  d ф. (10)
О О

d o  — г  d r  d ф ифода к,утб координаталарида юз элемента деб аталади.
У 29-6 расмда тасвирланган эгри чизи^ли туртбурчакнинг r d r d ф 

га цараганда юцори тартибли чексиз кичик мицдорлар аницлигида
А а  — г d r  йфН —^ ( d r y d y  юзини беради. (10) муносабат икки кар

рали интегрални цутб координаталарга алмаштириш формуласи 
деб аталади.

Шундай цилиб, икки каррали интегрални цутб координаталарга 
алмаштириш учун интеграл остидаги /  ('дг, у) функцияда х ва у  
дзгарувчиларни мос равишда лсовф, / -s inф билан, d o  юз элементини 
эса унинг цутб координата- 
лардаги d o  =  г  d r  d ф ифодаси 
билан алмаштириш лозим.

I I  f (rcosq), г sin (р) г dr d у
о

икки каррали интегрални tyi- 
соблашни ^ам такрории интег
рални ^исоблашга келтирила- 
ди, бироц бу ерда х ва у  уз
гарувчилар ролини энди г  ва 
Ф бажаради. Буни ^апдай ба- 
жаришни кУрсатамиз. о  со.\а 
Кутбдан а  ва р (ос< Р)бурчак-



r,U)
j  f ( r  COS ф, r>

лар остида чиц^ан иккита нур ва цутб координаталардаги тенгламала- 
ри /■ =  /•, (ф) ва г  =  гг (ф) ( /- ,< /• ,)  булган иккита эгри чизн^ билан 
чегараланган б\лсин. К,утбдан ф (а <  ф <  Р) бурчак остида нур утка- 
замиз. Бу нур г =  г 1 (ф) ва г =  л,(ф) эгри чизи^лар билан Ct ва С, 
нуцталарда учрашади (ЗЭ-расм). С , нуцтани кириш ну^таси, С, нуцта- 
ни эса чициш нуцтаси деб атаймиз. Икки каррали интегрални ^исоб- 
лаш формуласи мазкур интеграллаш со^аси учун ушбу куринишда бу
лади:

Р Гчиц 7
\ \ f(rcosq>,  г в шф)  r d r d y  =  \ d y  \ f ( rcos t ( ,  rsin<p)rdr .  (И)

а ' ■ « и р <*>

■sinф) r d r  ички интеграл (ф ни узгармас деб) кириш
ы ф )

нуцтасининг цутб радиуси [/-кнр =  г х (ф)] дан чи^нш нуцтасининг цутб 
радиуси [/■„, =  т% (ф)] гача булган чегараларда олипади. Бу ннтеграл- 
лаш натижаси умуман айтганда, ф узгарувчининг бирор функцияси 
булиб, кейин уни а  дан р гача (ф аргументнинг четки ^ниматлари) 
бУлган чегараларда интеграллаш лозим.

Агар о  интеграллаш со.\аси 3 1 -а, расмда тасвнрланган куриниш- 
га эга (^утб соланин г чегарасига тегишли) булса, у холда унинг учун 
кириш нуцтасининг ^утб радиуси 0 га тенг: г  = 0  ва демак,

Р г  (Ф)

j  [ f(rcosq>"rsin<p)rdrd<p:=  \dq> j  f  (гсовф, г sin ф) r d r .  ( 12 )
•  а  о

Ни.^оят, а  [со^а координаталар бошини уз нчига олган ва г = г ( ф )  
эгри чизн^ билан чегараланган 6>лса, (31-6 раем), у *олда, равшанкн,

2я  г( Ф )
f f f(rcos ф, /-sir, ф) rdrd ф =  ф г /(rcos ф, rsin  ф) rdr. (13) 
о о 'о
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Хусусан, агар ёпиц эгри чпзнц маркази координаталар бошида булган 
R радиусли айлана булса, у холда

2 Я  R
f Г /(rcos ф, Asin ф)rdrd ф =  ^  Ф ( /('"cos ф, rsin  ф) rdr. ( 14 )
а ‘в ‘О

1* мисол. я  V I  — х г — у* d a  икки каррали интегрални ^исобланг, б у ерда 
"а

а — маркази координаталар бошида еа радиуси 2 булган айлана.
Е ч и л и ш и .  (10) формулага кура:

Я " ^ 4— х2 — у* d a  =  fj V 4 — (r cos<p)* — (rsin <p)* rdrdtf  =  ff  "1/4 — r*rdrdip. 
a о a

Бу интегрални ?;исоблаш учун (14) мунссабатдан фойдаланамиз:
2я 2 _______

Я  V 4 — r* ' d r y  =* | d <р | V 4 — г1 'd r .
‘о 0 0

Ички интегрални дисоблаймиз.
2

Шунинг учун

Шундай ^илиб,

Г _____  (4 -г»)*/*р_ 8
,1 1 /4  Г1 rdr ят з  L 3 •
о J

2л
У 4 ~  V» rdrd Ф =  j  dtp =

Г f 1 /4  — х* — y*do = ^ - n .
'о  J

Шу интегралнинг узинн декарт координаталзрида ^исоблаш  купрац ^исоблаш лар 
билан бог лиц.

2- мвеол. R радиусли шзрдаи я овчиси бу шариинг маркази ор^али утувчи ва 
диаметри R  булгаи туррн доиравий цилиндр билан кесилган жиемнинг .\ажминн 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Координаталар бошинишарнинг маркази билан устма-уст тушириб, 
Or  Укни цилиндрнннг ксовчисн буйлаб Ох ^цни эса цилиндр асосининг диаметри буй- 
лаб йуналтирамнз. Жисм Оху ва Охг координата технеликларига нисбатан симметрия 
булганлнги учун жиемнинг I октантда жойлашган булагини топиш ва олинган нати- 
жаии туртга купайтириш етарлидир (32- расы). Демак,

1'  = 4 J f  zda,
'о

бу ерда г — сфера нуктасинннг аппликатаси, а эса Оху текисликдаги радиуси R/2  
ьа маркази (/?/2; 0) ну^тада булган ярим дойра (33- раем).

Радиуси R ва мзркази координаталар бошида булган сферанинг тенгламаси_дсН- 
4 - уг -+- г2 =  R* куринишида булггилипЦ у Чу н бирннчн октантда г =  У  R} — хг—у* 
ва, демак,

V' а 1 у 1 •' а.
а

Кутб коогдинаталарга утиГ, (!0 ) формулага гсосан куйндагвин *осил пиламиз:

V =  4 Я У к * ^ х * - ^ у Ч о  -  4Я rJrf  d-
*о ' о
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z

/• =  0, ram =  R  cos<p, о  =  0, в =  —  эканлигини (33- расмга царанг) эътнборг*КИТ)
олиб, ( 12) формулага асосан 1̂ уйидагини топамиз:

Я/2 Rcos<J>
V =  4 Г f y /? 1— г* /-drd Ф =  4 f d фС V  R1 — г* rdr.

О О
Сунгра

,* !(1  — sin» ф)
3

б^лганлиги учун
пр

4 | | ‘ (1 -5 т* ф )^ Ф  =  { / ? * ( у - | ) >

Шундай цилиб, изланаётган з̂ ажм куйидагага тенг:
4 / я  2 \

куббирл'
г '  6. Икки каррали интегралнинг татбицлари. VIII боб, 3- §. 8- пунктда 
масалаларни интеграл йигинднлар усулн билан ечнш асосида ётувчи 
умумий принцнплар царалган эди. Бу принцнплар масалаларни икки 
каррали интегрални ечишда татбнц цилишда хам уз кучини са^лайди. 
^ацнцатан хам, цилиндрик жиемнинг *ажмини ва юп^а пластинка
нинг массасини топиш билан боми^ булган масалаларни ечишда бир 
хил усулдан фойдаланилади. Бизни цйзицтираётган катталикнн (унн 
Q билан белгилаимиз) топиш интеграл йигиндннинг лимитини топишга 
олиб келди. Юцорида тахлил цилингаи масалаларда изланаётган Q 
катталик Оху текисликдаги бирор о  со^а ва бу со^анинг нуцталарида
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аниклаш зи f  (х,у) функция билан борланган эдн. Бундан ташкари, изла- 
иаётгап катталик иккита хоссага— аддитнвлик хоссасига ва кичиклик- 
даги чизицлилик хоссасига эга эдн.

1°. А д д и т н в л и к  х о с с а с и .  а  сохани До, ,  Д а , ..........Д а .  ки-
чнк юзчаларга буламиз. Бу кичик юзчаларнинг хар бирнга Q катта- 
ликнинг уз киймати мсс келади: AQV AQ2. ••• . AQn

Агар о сохани Д Oj, Д а , , . .  . ,  Д ап булакларга исталган булишда ^а.м

Q = A Q 1 +  A Q ,  +  . . . 4 - A Q n - J ] A Q 1 (15)

тенглик уринли булса, Q катталикни аддитив катталик деб атагмнз.
Масалан, бутун о соханинг т массгси Да, кичик юзчаларнинг Д т ,  

массалари йигиндисига тенг булган эди.
2°. К и ч и к л и к д а г и  ч н з н ^ л н л и к  х о с с а с и .  Р  ну^та а со.>;а- 

нинг ихтиёрий танланган ну^таеи на Д о юзча а соханинг Р  ну^тани 
уз ичига олган кичик булаги булсин. Д о юзчага мсс AQ  катталик 
Да нинг юзига та^рибан прспорционал деб хисобланмиз:

A Q & k A o .  (16)

И —  нисбат k сондаи кам фарцкглади. Буницуйидагимаънодатушу- 
А о

А Ониш лозим: l i m—  — k лимит Д а  юзга Р  нуцта ихтиёрий равишда тор- 
Д а

тилади деган шартда мавжуддир. .\ар бир Р  н>цтага k ксь^фициент- 
нинг маълум циймати мсс келади, яъни к коэффициент Р  нуцтанинг 
бнрор функцияси булади: k =  f(P).  Бу функция Q катталикнинг Р  нуц- 
тадапг зичлиги деб аталади.

(16) форму лани ушбу куринишда ёзнш мумкнк:

Д Q z z f ( P ) A o .  (17)

Агар нзланаётган Q катталик'1° ва 2° хосеаларга эга булса, у холда 
уни топиш икки каррали интегрални ^исоблашга келтнрилишини кур- 
еатамиз. ^а^и^атап хам,

1 ) а  со.\анн п та Д а, кичик юзчгларга булсак, Q катталикнинг 
аддитивлигнга асосан

Щ  Q = % A Q ‘ <18)

га эга буламиз:
2) AQ.  катталик ^ар бир Д а , кичик юзчада 2° хоссага асосан Д а, 

га тацрибан пропорцнонзл. яъни

А о, ..у (19)

3) шундай цилиб, Q учун ушбу «црибий ифсдага э!амиз
П П

Q =  S  AQt ^  3  / (Я,) А а,- (20)
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(20 ) тенгликнинг унг томонида турган ифода f (Я) функция учун интег
рал йириндидир.

(20) та^рибий тенгликнинг аниклиги А ст. юзчанннг улчамларн кич- 
райиши билан ортадн. Кичик юзчалар сонц п чекснз ортганда ва улар- 
нинг хар бири нуцтага тортилганда лимитга утиб, изланаётган Q кат- 
таликнинг аниц ^ийматини ^осил киламиз:

f  (Р)d a  ифода изланаётган катталнкнинг элементи деб аталади ва 
d Q  ор^али белгиланади: d Q = f ( P ) d a .

Шундай цилиб, Q катталик 1° ва 2° хоссаларга эга булса, у холда 
бу катталикни унинг элементндан олинган иккн каррали интеграл снфа- 
тида топиш мумкин: Q =  | ( dQ.

Икки каррали интегралга олиб келадиган яна бир цатор масалаларни 
цараймиз:

С т а т и к  мо  м е н т  л ар;  я с с и  ф и  г у р а н  и н г  о г н р л и к  м а р к а 
зи.  Оху  текисликда ётувчи ва т массага эга булган Р  (х\у) моддий 
нуцтанинг Ох уцца ниебатан Sx статик моменти деб, бу нуцта масса- 
сининг унинг ординатасига купайтмасига айтилади, яъни Sx =  ту.  Оу 
у^ца ниебатан Sy статик момент хам шунга ухшаш аницланади: 
Sy =  тх.

Агар бир неча моддий нуцтадан иборат система берилган булса. у 
холда системанинг координата уцларига ннсбатан статик моменти б у 
система ну^таларинннг мос статик моментлари йигнндиси сифатида 
аницланадн.

Энди Оху текисликда ст моддий юзча берилган булиб, унинг истал
ган нуцтадаги у сиртий зичлиги бу нуцта координаталарининг берилган 
функцияси булсин: у =  У (х, у).

Бу юзчанинг Sx ва S y статик моментларшш топиш учун ^уйидагича 
йул тутамиз. а  юзчани п та кичик ст, юзчага буламиз. \ а р  бир ст. ки- 
чнк юзчада ихтиёрий Р, (хг у ,) ну^танп танлаймиз. J^ap бир юзчада 
зичликни узгармас ва танланган Р( нуцтадаги зпчликка тенг деб хисоб- 
лаб, бу юзчанинг Д mL массаси учун ушбу такрибий ифоданн .\осил ци- 
ламиз:

J^ap бир Д ст, кичик юзчани Д т{ массали Я. (.V,: у,) нуцта билан алмаш- 
тирамиз. Бу нуцтанинг уцларга ниебатан статик моментлари Д а.  юз-

П

О

(21)

чанинг A S X ва Д &  статик моиентларининг тацрибий цийматларинн 
беради:

Д S' «  y t A mt fa  */, у (х,, у () А ст,, 

Д S ‘y «  * , A m ,да xt у (хр у.)  А о,.
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Б утун  о юзчанинг статик моментн А а{ кичик юзчалар статик момент- 
ларининг йигиндисига тенг булганлиги сабабли (аддитивлик хоссасига 
асосан) Sx ва Sy учун ушбу тацрибий тенгликларни хосил циламиз:

П П

S x »  2  y t V ^  Л  S y  ̂  2  Х> У ( ’ у , )  Л  °<- 
<=1 i* 1

Статик моментларнинг хар бирининг аниц циймати сифатида мос 
интеграл йигиндининг барча кичик юзчалар нолга интилгандаги лимити- 
ни цабул циламиз:

Пsx = lim У . \ у , у ( х у ) А а  =  \ \ y y ( x , y ) d a ,
Й  -V (22)
П

S  = l i m  V  * | Т ( ^ У , ) А в | *  f f * T (x , y )do .
—  V

1 И з о х .  ШУ масаланинг узннн бундай хам ечиш мумкин: о  юзчада 
чексиз кичик d o  юзчани шундай кичик цилиб танлаймизки, унинг эрлати 
шу d a  юзчага тегишли бирор Р (х;у)  нуцта билан характерлансин. d a  
элементар юзчанинг бутун d т массаси Р  (дг, у) нуцтада мужассамлаш- 
ган деб ^исоблаб, d a  юзчанинг Ох уеда нисбатан статик момента 
элементини хисоблаймиз: d S x — y d m .

Сунгра d m  =  у (дг,у) d a  булганлиги учун d S x =  уу (х ,  у ) d a .  Энди 
d S x дан с  юзча буйича икки каррали интеграл олиб, куйидагини топа
миз:*-

S ,  =  ^ d S g =  ^ y r ( x , y ) d a .
О О

Ш унга ухшаш, dSy =  х у (дг, у) d а  ва

S ,  =  5 S x v (x>y)d a -
О

__ Механикадан маълумки, ясси моддий система огирлик марказининг 
х ва у  координаталари

-  S -  S*х  =  - г -

тенгликлар билан аникланади, буерда w —систеуанинг массаси. Sx ва 
Sy системанинг статик моментлари. о ясси юзчанинг массаси f ( y ( x , y ) d a

a
га тенг ( 1 - §, 2 - пунктга каранг) булганлиги сабабли ясси пластинка 
огирлик марказининг координаталари учун (22) ва (23) формулаларга 
кура ушбу ифодаларни хосил киламиз:

х  у (Х,У) d a f f У У (xy)do
fl ““ 0 х =  - --------——  > у
J  f y ( x , y ) d o  J J t  (x . y)do
a о
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Хусусан, пластинка бир жинсли (у =* Y0) булса, у .^олда
$ $ x y e do у# f f x d o  Я  xd °

х =
f f i t  do Y«.fji“ a Sfda
'a a a

Шунга ухшаш.
j j  yda 
6____
Jf do

J f d o = o  булганлиги учун (l-§ . 2 - пункт, изо\га ^аранг)

H xda
У = (24)

I- мисол. y =  4 —  x1 парабола ва Ох уц билан чегараланган юзча огирлнк мар- 
казннинг коордннаталарини топинг (3 4 -раем).

Е ч и л и ш и .  Фигура Оу УКК3 нисбатан симметрии булганлиги учун ^нсобламас- 
дан туриб ^ам х  — 0 деб айта оламиз. Огирлнк марказинннг у  ордннатаеннн (24) 
формула буйича ^исоблаймнз- Бунинг учун Sx статнк моментнн топамнз:

2 4- ,•  j 2 ( 2
Sx => ^ \ u d o =  | dx | i/dy =  у  j  ( 4 — х г)-4х =  —  \ (16 — 8 * s +  дг‘) dx =  256 15.

a —2 0 —2 —2
о юзни топами з:

2 4-х« 2
o = * n ' d o = * f  dx j" dy=> |‘ (4— x'-)dx = 3 2 /3 . 

a —2 0 —2
Демак, (24) формулага асосан:

J jy r fo
-  о 256/15 0 ,_

У =  =  8 ' 5

Демак, огирлнк марказинннг коордннатллари: х  = 0 ,  у --- 8 3-

И н е р ц и я  м о м е н т  и. т массалн 
моддий итатанннг у КК3 нисбатан инерция 
момента деб, бу нуктанинг массасини 
ундан У ^ача булган масофанинг квадра
т н о  купантмасига айтилади. Моддий 
ну^талар снстемасннинг инерция момен- 
ти деб бу ну^таларнинг инерция момент- 
лари йигиндисига айтилади.

Эндч о ясси моддий юзча берилган 
булиб, унинг y зичлиги координаталар- 
иинг берилган функцияси булсин: у  — 
=Y (х,у) Бу юзчанинг Ох ва Оу у^ларга 
нисбатан инерция моментларини тспамнз. 

34- раем d a  кичнк юзчани ажрашб, унинг коор
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дината укларига ниебатан инерция моментлари* элементларини т о  
памнз:

<1!х =  у - dm — у-  у  (x,y)d о, d l y =  дс* dm — х2 у (х,у) da.

d l x ва d l v дан о юзча буннча икки каррали интеграл олиб, изланаёт
ган инерция моментларинк топамиз:

2- мисол. 1- мисолдаги бир жинсли юзчанинг зичлиги у =  1 деб .цисоблаб, унинг 
Оу укк,а ниебатан инерция моментини топинг.

Е ч и л и ш и .  (25) формулага кура:

С и р т н и н г  ю з  и. VIII бсбда айланиш енртииинг юзини хисоблаш 
^ацидаги масала ечилган эди. Энди умумиирок масалани: z = f ( x , y )  
тенглама билан берилган сирт булагининг юзини хисоблаш масала- 
сини ечамиз.

Аввал ушбу леммами исботлаймиз.
Лемма, о — юзи Q булган ясси фигуранинг бирор текисликка про- 

екциясининг юзи булсин. У  ,\олда

бу  ерда ф — проекция текислиги ва фигура текислиги орасидаги ут- 
кир бурчак (35- раем).

(26) формула учбурчаклар учуй тугрилиги бизга маълум. Исталган 
ясси купбурчакни бир неча учбурчакларга булиш мумкин булгани 
учун (26) формула ясси купбурчаклар учун ,\ам тугридир.

Энди бирор эгри чизиц билан чегараланган Q юзли ясси фигура 
берилган булсин. Бу фигуранинг юзини унга ички чизилган купбур
чаклар юзларининг лимитлари сифатида ^араш мумкинлиги сабабли

l x =  JJ У' V (х, y)d а, 1у =  J J  х- у (x,y)d а, (25)
а а

а  =  й со эф , (26)

35- раем 36- раем

* Инерция моменти аддитнв катталнк эклнлигн равшан.
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купбурчаклар учун турри булган (26) формула мазкур ясен фигура 
учун хам турри булади.

Энди г  = ф ( х ,у) тенглама билан берилган сиртнинг S юзини хисоб- 
лашга утамкз. Бунда ф (х,у) функциянннг узи хам, унинг биринчи тар- 
тибли хусусий хосилаларн хам Оху текисликнинг S  сирт проекцияла- 
наднган а  сохасида узлуксиз деб цисоблаймиз.

а  сохани п та кичик А а , юзчаларга буламиз. А 5 , оркали S  сирт
нинг А о, юзчага проекцияланадиган булагини белгилаимиз. Равшанки,*

5  =  1  A S . .  
i=i '

AS ,  юзни .\исоблаш учун цуйидагича йул тутамиз: хар бир А о, кичик 
юзчада Р, (хг  у,) нуцтани танлаймиз. Я, (.г,,г/,) нуцтага 5  сиртда апплика- 
таси г, =  ф (Я,) =  ф (х,, у,) булган М, нуцта мос келади. М, нуцтада 
берилган сиртга уринма текислик утказамиз ва бу текисликнинг А а.  
юзчага проекцияланадиган A О, булагнни цараймиз (36-раем). Уринма 
текислик бу булагининг ДО, юзини сиртнинг булаги А 5 , юзининг
та!фибий цийматн сифатида оламиз, яъни Д S, да А О, ( i =  1 ,2 ..........п)
деймиз. Шундан цилиб, S  бутун сирт АО, ясси пластинкалар билан 
«цопланади» ва уларнинг юзларн йигиндиси сирт ̂ юзининг тацрибий 
цийматини беради:

S »  2  A О . .
«=. 1 *

S  сиртнинг юзи сифатида, таърнфга кура А ст, кичик юзчалар сони 
чексизликка интилганда ва бунда хар бир Д а , юзча нуцтага тортил-

П
ганда V  A Q. й и р и н д и  интнладиган лимит цабул цилинади:

/-1
П

S — lim V  Д Q (27 )

АО, юзни топиш осон. Д а , юзча Д О , юзчанинг проекцияси бул
гани учун (26) формула га аеэган ^уйидагнга эгамиз:

Аа,  =  AQ,  cos т, ёки A Q , = ~

бу ерда у , — шу АО, ва Д а , юзчалар орасидагн уткир бурчак. Бу ю з
чалар орасидаги г, бурчак уларга Утказилган перпендикулярлар орасн- 
даги бурчакка, яъни сиртга М , ну^тада угказилган нормал билан Ох 
УК орасидаги бурчакка тенг. cosy,  учун ифэдани (IX боб, 6 - §, 4- пункт- 
га ка ранг) эътиборга олиб.

♦Сирт .\ам, юз хам S ва A s ,  оркали белгиланади.
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Д о , _______________________________
&S2‘ =  ^ ~  =  V 1 +  ф; 1 (*,. f t)  +  Ф„а (дг,. f t)  А о,.

Бу ифодани (27) тенгликка цуйнб, цуйидагини ^оснл цнламиз:
П П

S =  lim У  А й ,  =  lim У  / 1 -(- фх* (дг y t) +  ф„* (х,, у ,) А о
п— П-+оо~"! * * *i=i <~i

Бу тенгликнинг унг цисмида турган йигинди j 1 4-фх*(*. у ) +  <р '*(х,у) 
функция учун интеграл йириндидир. Хусусий ^осилалари узлуксиз бул
гани \чун бу функция узлуксиздир, шу сабабли интеграл йиринди- 
нинг лимити мавжуд ва икки каррали интегралга тенг:

ни ^осил киламиз. Демак,

lim V  / 1  +  Фх* (*,, f t )  +  Ф„а (*,, y t ) А а  =
Я

=  f  (  V 1 + ф ;2(ДГ.у)Н-ф/ (х , у ) d a .

Шундай килиб, z =  ф (дг, у)  сиртнинг Оху текисликнинг о юзчасига про- 
екцияланувчи булагининг S  юзи ушбу формула буйича ^исобланадн:

S  —  j  j  /  i  +  ф '»  (дг, у)  +  ф 'г (х , у )  d o .
‘о

Икки каррали интеграл белгнси остида сирт юзи элементи
d а

d S  =  1 1 +4>хг (х,у)  +  <?'2(х,у)  d a  = cos 7

(28)

(29)

турибди.

3- мисол. г  =  х5 +  у* айланиш параболои- 
динннг х1 4- уг =  4 цилиндр билан кеснб оли- 
иадиган булагининг юзини топинг (37- раем).

Е ч и л и ш и .  (28) формулани цуллаймиз. 
Бу ерда ф (х, у) =  х- +  у*; ф_ =  2х, <р' — 2у, у
*олда

У 1 + ф , 'а+ф^- =  V l  +  4 (•*’ +  у2).
Демак,

S  =  J J  У 1 +  4 (х! +  у-) da,  j
а

а — маркази координатэлар бошнда булган 2 /  
радиусли а ила на (37-расмга царанг). Интегрални д 
цутб координаталарида лмсоблаймнз: 37- раем



______________  ______  2л 2
5 =  (j V * +  4 (** +  у2) d a =  Ц V 1 +  4rJ rd rd < f  =  f d <p | V I  +  4,2 ' d r .  

о a 0 0
Ички интегрални топамиз:

2

Г Л / Т Т Ы '  d г =  1  (1 - f  4г2)3/2 I2 =  1  (17 V l 7 - 1). 
.1 12 Jo 12

Демак,
о

2л
5 =  Г-̂ г (17 1/17 — 1) d y  =  -5.(17 1 /1 7 — I) ж 

.1 12 6
— 1) ж  36,20 кв. бирл.

7. Пуассон интеграли. Э^тимоллар назариясида Пуассон* ннтегралн 
+°°

деб аталадиган / =  f e~x,/2d x  интеграл муцнм ацамиятга эга. Уни -VI-
6

соблаш учун К  =  fj’е~ь* + v W d а  хосмас икки каррали интегрални .\и-
' а

соблаймнз, бу ерда о  интеграллаш со^аси ч е к 
с и з  соца—координата текнслигининг I чорагидан 
иборат (38- раем). Бу интегралга декарт коор- 
динаталар систсмасида .^ам, цутб координаталар 
системасида цам такрорий интегралга утиш фор- 
мулаларинн кулланиб булишини исботлаш мум- 

х кин. Б у  интегрални (8) формуладан фойдаланиб, 
декарт координаталарида такрорин интеграл ор- 
цалн цнссблаймиз. Бу ерда38- раСм

1/кнр =  У я *  =  +  0 0 • а  =  Ь  =  + ° ° -

Шунинг учун

К  =  Jj e-t** +V)/2 d a  =  Jd  x J e -<*' + **>/2 i y.
a 0 0

Бироц

T e-<‘* +  »*)/2d y  =  " fV * * /2- e -v ’/2  =  g—x, /2  X°e-v'l2d y  =  е~*Ч* 1,
О о I  0

-foe
чунки j e-«4‘2d y  =  l  (интеграл интеграллаш узгарувчисининг белги- 

ланишига боглиц эмас). Шундай цчлиб,
А*/,

к =  f er-*V2 / dj c  =  /  П г  d x  =  / J . (30)
о о

Иккинчи томендан +  v’> - J o  ннтггралда цутб коэрдчнаталарига
о

утсак,

К = ГГ«Н*‘ by’)'? do=|fj<|> f e~r’ ‘ r d r  
К I  I f  о о

* С. Пуассон (1781 — 1840) — француз мечанигя, фц чги ва мятематнги.
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\ e ~ r'12 r d r =  lim \ e~r'l2r d r  =  lim (1 - f  е~ь’/3) =* 1 .
О Ь-»+оо 0 6-*+оо

Демак,
П/2

ни х°сил ^иламиз. Биро^ ,

Л - U - f  (31)
О

(30) ва (31) формулалардан / 4 = у  булиши келиб читали, яънн 

I  =  |  у .  Шундай цилиб, узил- кесил цуйидагига эгамиз:

+°° л / а
е d x — |  тг

(32)

2- §. УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛ

1 . Масса ха^и -аги масала. Оху г  фазода бирор V моддий жнем берил
ган булсин. Унинг бирор кисмини — Р  (дг, у , г) нуцтани уз ичига ол- 
ган A V  кичик жисмни цараймиз. Бу кичик жисм А т массасининг
унинг A V хажмнга ннсбати. яънн ~  нисбат А V жиемнинг уртача

зичлиги деб аталади. А гар^-p нисбатнинг AV кичик жисм Р(х,  у,  г)
нуцтага торти.:ади деган шартдагн у лимити мавжуд булса, у холда 
бу лимит Р  нуцтадаги зичлик деб аталади. У Р(х,  у, г) нуцтанннг 
вазиятнга бегл иц булади ва шу сабабли унинг координаталаринннг 
бирор функцияси булади: y =  V (дг. у, г). V .цажмли жиемнинг хар бир 
Р(х ,  у,  г) ну^тадаги зичлиги бу нуцта координаталаринннг берилган 
узлуксиз функцияси, яъни y =  y (* . у, г) деб хисоблаб, шу жиемнинг 
т массасини хисоблаймиз. Агар V бир жинсли, яъни y зичлик унинг 
.\ар бир нуцтасида бир хил ва y0 га тенг булганнда эди, у ^олда 
унинг т массаеи т = Y 0 ^  га тенг булар эди, бу ерда V — жиемнинг 
Хажми. У мумий холда зичлик нуцтадан нуцтага утганида узгаришн 
туфайли бу формула жиемнинг массасини аннцлаш учу’н яроценздир. 
Шу сабабли цуйидагича йул тутам!о

П
V жисмни п та AKj, AV,............  AVn булакларга V — V  AV(

буладиган цилиб буламиз. Хар бир кичик A V t жиемда Р,  (х., у г  г.) 
нуцтани танлаймиз. Агар А V, жисмни етарлича кичик цилиб олсак, у 
Холда бу жисм нчпда зичлик кам узгаради ва Я , нуцтадаги y, =  
*=Т (Pi) ‘̂ y ( x r  у. ,  2(.) зичликдан кам фарк чилади. AV(. кичик жисм- 
нинг хар бир иу^таендан зич.’икни узгармас ва Р.  иуцтадаги зичлик- 
ка тенг деб х.исоблаб, унинг A mt массасини тащ'нбий хисоблаймиз:

A mt «  y( A Vt =  v ( r  . Уг z j  A V, (/ =  1, 2............n).



Бутун жиемнинг т массаси V  Д ш .га  тенг булгани сабабли уни .\н-
<—1

соблаш учун ушбу тацрибнй тенгликни цосил цнламиз:
П п

т =  V  Д т ,  да уг  г,) Д V , .
i - l

т массанинг аниц цнймати сифатида бу йигиндининг А У, кичик жисм - 
ларнинг цар бири нуцтага тортилгандаги лнмитнни цабул цнламиз:

П
т =  lim у р 2<)Д  V, . -

Жиемнинг массаси цаццдаги масалани хал этиш тайин куринишдаги 
йигиндининг лимитини текширишга атиб келдн. Геометрия, физика ва 
бошца фанларнннг купчнлик масалалари шу куринишдаги йигиндилар- 
нинг лимитини топишга келтирилишн сабабли. бундай йириндилар ли- 
митининг хоссаларинн у мумий курннишда, у ёкн бу масалага богла- 
масдан урганиш табиий бир цат булиб, у бизнн уч каррали интеграл 
тушунчасига олиб келади.

Уч каррали интеграл ва унинг хоссалари. фазода цажми V’ га тенг 
булган жисм берилган булсин. Бу жиемнинг цар бир Р  нуцтасида 
u = f ( P ) =  f(x, у, г) функция аницланган булсин. Энди ушбу 
ншларни бажарамиз.

1. Жнсмни п та Д У Х, Д У 2, . . .  , ДУ Я кичик жисмларга* буламиз,

бунда У Д У ,=У . 
t = i

2. Д У, кичик жисмларнинг ’хар бирида нхтиёрий Р ( уг  
нуцтани танлаймиз. и =  /  (Р) функциянинг Р 1 нуцтадаги цнйматнни 
шу Р,  нуцта тегишли булган кичик жиемнинг Д У , цажмига купай- 
тирамиз:

/  (Р^ Д У, =  /  (*г  УР г,) Д У ,.
3. Барча бундай купайтмаларнинг йигиндисини тузамиз:

П

<-i i=i v54;
у интеграл йигинди деб аталади.

4. (34) интеграл йигиндининг Д у , кичик жисмлар сони п нинг 
чексиз ортгандаги ва уларнинг цар бири нуцтага тортилгандаги ли
митини цараймиз.

Агар бу лимит мавжуд ва у У ф ж м ни Д У (. кичик жнемларга бу- 
лиш усулига \ам, уларнинг цар бирида Р{ (х.. У(, г,) нуцталарнннг 
танланишига \ам бозднк булмаса, у |р л д а  бу лимитни и = / ( Р )  =

* Бундан буён V ва Д Vt жисмларни ^ам, уларнинг .цз кмларини ^ам билднраве- 
ради.
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__ f ( x, у,  г) функциядан V соха буйича олинган уч каррали интег
рал деб аталади ва бундай белгиланади:

ffj' f ( P ) d V  ёки f f J f  (дг, у, г) dV.  
v t

Шундай цилиб,

/ГГ f ( P ) d V =  J .fff(x,y, z)dV = Iim  v  / (xp Уг  д  v i (35)
V V n-*oo (■  1

1 - пунктга ^айтиб, бундай хулоса киламиз: V жисмнинг т массаси 
у =  у (х, у, г) зичликдан олинган уч каррали интегралга тенг, яъни

т =  f j j  V (х, у, z) dV.

Уч каррали интеграл нкки каррали интегрални интеграллаш со^аси 
уч улчовли жисм булган ^олга умумлашмасн эканини курнб турибмиз. 
Икки каррали интеграл булган ^олдаги каби ушбу уч каррали интег
ралнинг мавжудлик теоремаси уринли булиб, биз уни исботламасдан 
цабул киламиз.

Фазонинг V %ажмли чегараланган спиц сохасида узлуксиз булган 
хар кандай и =  f  (х, у , г) функция учун уч каррали интеграл мав
жуд.

Уч каррали интеграл ^ам икки каррали интеграл эга булган хос- 
саларга эга.

1 °. Узгармас купайтувчини уч каррали интеграл белгисидан 
ташка рига чицариш мумкин, яъни

Я !  Ь f (а-, у, z) d  V =  k J.ff f  (x, у, г) dV. 
v v

2°. Бир неча функциялар йигиндисидан олинган уч каррали ин
теграл кушилувчилардан олинган уч каррали интеграллар йигиндисига 
тенг. яъни
J f J 't f to  У< 2) +  ф (х, у, z ) ] d V  =  f f j  ф (дг, у, z) d V  f f f ф (■*■> У. z ) d V .

3°. Агар интеграллаш сохасида f (х, у , г) >  0 булса, у  холда 
J J f f f c  у, z ) d V > 0 .

4° Агар интеграллаш сохасида /  (х, у, г) >  ф (лг, у, г) булса, у 
*олда

f f f / ( * .  У> 2 ) d V ^  i f f ф(дг, у, z ) dV.
V V

5° А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар V интеграллаш со\аси k та 
Vlt Vr  . . .  , Vk булакка булинган булса, у  холда

Jff f (х, у, z ) d V  =  ГГ-' f  <*• У' г>d V +  f f  J  f i x ,  у, 2) d V +  . . . +

+  t f j  f (x, y, z )dV.

Урта кнймат ^акидаги теорема. Агар f ( x , y , z )  функция ёпик че
гараланган V соседа узлуксиз булса, У холда бу сохада ш у н д а й  
Ро (*о. Уо• z0) нуцта мавжудки,
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f {x,  у, z ) d V  =  / (л-о, Уо-

булади. бу  ерда V — соланине хрж.ш.
Бу пунктни якунлаб, цунндагини цаид этамнз: агар V со.^ада ин

теграл остидаги функция f(x, у,  г)  =  1 булса. у ^олда уч каррали интеграл 
сон жи^атдан со^анинг .^ажмига тенг, яънн Ш  d V -  V. Бу тенглик мазкур

П
холда исталган интеграл йирнндн v  1 . Д V,  =  V  куринишда ва сон

жи.\атдан жиемнинг ,\ажмига тенглигндан келиб чикади.
3. У“ каррали интегрални де-

карт координаталарида ^ксоблаш.
Уч каррали интегрални .\исоб- 
лаш учта аник интегрални кет- 
ма- кет .\исоблашга келтирилади.
V интеграллаш сохаси пастдан 
z =  g ( x , y )  сирт билан, юцори- 
дан эса г  =  А (х, у) сирт билан 
чегараланган жисм деб фараз 

г ~9(х-У) киламиз. Бу жисм Оху текислик- 
да у  =  фг (.?), у  =  ф2 (х) [ ф, (дг)< 
< Ф 2(а)] эгри чизицлар Еа х = а ,  
х — Ь (а <  Ь) турри чизи^лар 
билан чегараланган о юзчага 
проекциялансин (39- раем), а юз
чанинг Р(х;  у,  0 ) иуцтаси орца- 
ли О г  уада параллел турри чи- 
зик утказамиз. Бу турри чизи^ 
пасткн z =  g ( x , y ) сирт билан 
бирор М нуцтада ва устки z — 
=h(x,  у) сирт билан бирор N  нуц- 
тада учрашади. М  нуцтани кириш 
нуктаси, N  нуцтанн эса чициш 
нуцтаси деб атаймиз, уларнннг 

аппликаталарини эса мос равишда г  ва гчнк билан белгнланмнз.
Бунда, агар f (х, у,  г) царалаётган V сэ.\ада узлуксиз функция 

булса, у .\олда f  (х, у, z ) d V  уч карра ш интегралнинг циймати

39- раем

$ t e r  ’Н  л  - (7чи*“  *<*•*> |
J.U /(* . у,  z ) d V  =  I : J  f  (х, у, z ) d z \ d o

0 К кир « К * .  У) \ (->6)

формула буйича •\исобланмнмни исбэтлаш мучхи i. (36) ф>рмуланинг 
маъноси ^уйидагича:
.ф  f(x,  у,  z ) d V  уч каррали интегрални ^исоблаш учун авзал х  ва у

h U . у)
узгармас деб )' /  (дг, у, z) dz аниц Ьтегрални .^нсэблаш лэзим. Бу ин-

£ (*• V)
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тегралнинг ^уйи чегараси М  кириш нуцтасининг аппликатаси г  =  
=  Ё (*» У)< юцори чегараси эса N  чициш нуцтасининг г =  h (х , у ) 

аппликатаси булади. Бу интегрални ^иссблаш натижаси икки х ва у  
узгарувчининг функциясидир. Сунгра бу функцияни V соханинг Оху 
текисликка прсекцнясндан иборат булган о  юзча буйича интеграллаб, 
уч каррали интегралнинг кийматини э^осил циламиз.
h (x .  у)

| f ( x , y , z ) d z  функциядан о юзча буйича олинган икки каррали
*<*. У)
интегрални декарт коордннаталарида ^кссблаб((8 ) формулага каранг), 
цуйндагини ,\сснл циламиз:

Л и .  у) \ Ь <Г, (х) (Л U. у) .
Я J f(x,  у, z ) d z ]  d o  =  $ d x  .1 J f(x,  y,  z ) d * \ d y .
о |< <*.*) ) ° Vit*)(£(x. У)

Шундай ^илиб,
b ф, (x) f A <*. У) )

Ш(лг, у,  x ) d V - f d x  f J f(x,  y,  z ) d z \ d y .
V a <p, (x) [ ((*. У) I (37)

(36) ва (37) формулаларни одатда цавсларни ташлаб юбориб бундай 
ёзилади:

Я! f (х, у,  z ) d V  = J.l d a  J’ f(x,  у , z ) d z
V о t (x .  у) (38)

еки

(39)
b « ,( ')  к  (ж. у)

J.O f { x , y , z ) d V = > $ d x  \ d y  I\ f  (x, y,  z ) dz .
V a If ,(x ) e (x. y)

Агар V мураккабро^ coxa булса, у 
холда уни курсатилган куринишдаги 
чекли сондаги Vv V2, . , ,  , Vк соха- 
ларга булинади ва бу сохаларнинг 
^ар бирига (39) формулани цуллани- 
лади. Бутун соха буйича интеграл эса 
аддитивлик хоссасига асосан V{ соха
ларнинг ^ар бири буйича олинган нн- 
теграллар йитндисига тенг.

Мисол. Агар V интеграллаш соха- 
си х — 0, у  =  0, z — 0, х 4- у  4-z =  1 
текисликлар билан чегараланган пира
мида булса, f f j  z d V  уч каррали ин- 

v
тегрални хисобланг (40- раем).

Е ч и л и ш и .  Пирамида проекцняланадиган о юзча Оху текнеликда 
х  =  0 , у  =  0 , х  +  у  =  1 тукри чизи^лар билан чегараланган учбурчак-
днр. г кир = чиц 1 — х — у  булгани учун (38) формулага асосан

ff \ z d V
' V

I — х — У
I d o  \ z d z
о I О

| 1—дг | __ х — у
jd .v  f d y  | z d z .
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Бу ердаги интегралларнн кетма- кет .^нсоблаб, ^уйидагиларни ^осил 
циламиз:

1 f г = 1 1; — = ( » - * - » > ■ . , v - - * - .v ) id y =
0 'o

( l _ x _ j , ) 3 | | _ ,  (1_X )S  р ( 1 _ * ) *  (» -* )*  I1 1
~ б  о -  6 ’ J  6 a x -  24 L 24*

0
Шундай ^нлиб,

z d V  =  b

4. Уч каррали интегрални цилиндрик координаталарда ^исоблаш.
Д екарт координаталари билан бир цатор да купинча цнлиндрик 
координаталар хам цулланилади. Оху координаталар снстемаснда М  
нуцтанинг Оху текисликка проекцияси N  булсин. М  нуцтанинг фазо- 
дагн вазиятнни Оху текнсликдаги N  нуцтанинг г  ва ф ^утб коорди- 
наталарннн ^амда М  нуцтанинг г  аппликатасини бериш билан аник- 
лаш мумкин (41-раем).

Бу учта г, ф ва г  сон М  нуцтанинг цилиндрик координаталари 
деб аталади. Ну^танннг цилиндрик координаталари узининг х, у, г 
декарг координаталари билан ушбу муносабатлар оркали богланган:

х = , r  cos ф, у  =» r s in  ф, г  =  z , (40)

Декарт координаталар системасида (дг0, у а, г0) координатали Af0 
ну^та х =  х0, у  =  Уо- 2 =  г0 текнеликларнннг кееншиш ну^тасидан 
иборат булади. Цилиндрик координаталар системасида 'М0{х0. <р0, г0) 
нукта ^уйидагн учта сиртнинг кесишиш нуцтаси булади: г  =  г0, ф =  
=  Ф „. г = г 0 (42-раем). Биринчи г  —  г0 тенгламага. равшанки, фазода 
г„ радиусли ва ясовчилари Ог у^ца (цилиндр уци) параллел булган
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турри домравий цилиндр мос келиши равшан. г0 =  0 булганда цилиндр 
Ог УКК3 айланишини кайд кнламиз. ф — ф0 тенгламага Ог у к оркали 
утувчи ва Охг текислик билан ф0 бурчак ташкил циладнган ярим 
текислик мос келади. г  =  г0 тенгламага Оху текисликка параллел ва 
Ог укнн г0 аппликатали нуктада кесиб утувчи текислик мос келади. 
Шундай килиб, биз координата сиртлари деб аталадиган уч оила 
сиртлари г  *= const, ф =  const, г  — const га эга булдик.

г  =  / ( х, у) тенгламага фазода бирор сирт мос келади. Агар х, у  
ва г  нинг уриига уларнинг цилиндрик координаталар орцали ифода- 
ларини (40) формулалар буйича цуйилса, у холда сиртнинг цилиндрик 
координаталардагн тенгламаси г  =  f (г cos ф, г  sin ф) ни хосил киламиз.

Уч каррали интегрални хисоблаш декарт координаталаридан ци
линдрик координаталарга утилганда купинча жуда осонлашади.
f f f f  (*, у, г) dV  уч каррали интегрални Олч/z фазонинг V сохаси буйича
V

^исоблаш талаб этилаётган булсин.
Ушбу (38) формула урин л и эканлигини биз биламиз:

Ш f  (*, у . z) dV = J J J d o  Г f(x,  у , z ) d 2,
V a  g (X. и)

бу ерда з интеграллаш сохаси V жиемнинг Оху текисликдаги проек- 
цияси,*£(.*, у)  ва h (д:, у )— кнриш ва чициш нуцталарининг аппликата лари. 
я соха шундай булсинки, бу соха буйича икки каррали интегрални 
^утб координаталарида .хисоблаш осонроц булсин. У холда (38) фор- 
мулани бундай ёзиш мумкин:

h (г cos ф. г  sin ф)
jf |7 ( jr ,  у , z)dV  =  j j d з f /( /•c o s9 , r s i n ф, z)dz.

V a i  \r cos Ф, r;slr<r)

Бу тенгликнинг унг томонида турган нкки каррали интегрални хиссб- 
лаш учун икки каррали интегрални цутб координаталарида хисоблаш 
^оидасидан фойдаланиб,

Р Г((ф) А (г cos ф, г sin Ф)
J  ГГ /  (дг. у,  z ) d V = \ d  ф f rdr f f  (г cos<p, r sin tp,z) dz  (41)

V о  г, (Ф) £(r COS ф. г sin ф)
ни хосил ^иламиз, бу ерда гх (ф) =  гк1ф,
м<р)

Бу эса уч каррали интегрални цилинд
рик координаталарда хисоблаш формуласи- 
дир.

Мисол. Баландлиги Н ва асосининг радиус» R бул
ган турри доиравий цилиндрнинг исталган нуктасидаги
V зичлиги бу нуктадан цилиндр укнгача булган г ма- 
софага тенг, яънн у =  г булса, бу цилиндрнинг т мас
сасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Координаталар систеадсини 43- расм- 
да курсатилганидек танлаймиз.

V цилиндрнинг т млссаси у  знчликдан олинган 
уч каррали интегралга тенг:

V V
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—j - r - -  .....Е. Калллш ш^аси v — цилиндрдир. Бу интегрални цилиндрик координа-
таларда ^исоблаймиз. Цилинлрнинг Оху текисликка проекциясн радиуси R  ва мар. 
кази координаталар бошида булган доирадир: гкнр =  0 ; г Чцц= // .  (41) муносабатдан 
фойдаланиб, куйидагнни топамиз:

2 я  К Н 2я  R
т =  | j f  rdV  =   ̂ rdr \ zdz =  H | dq> | r sdr =  zJLEH1 . 

v 0 0 0 0 0
Шундай килиб, изланаётган масса т =  2 я /?3/ / /3 .

5. Уч каррали интегралнинг татби^лари. Уч каррали интегрални 
физика масалаларини ечишга ^улланилншинннг асоснда ётадиган 
принциплар 1 -§, 6 -пунктда баён цилинган икки каррали иктеграл- 
нинг цулланилнши асосида ётадиган прннципларга \хшашднр.

Масалан. массанинг фазода такснмотига дойр масалалар уч каррали 
интегралларга олиб келади. Бу масалалардан баъзиларини куриб чи- 
цамиз.

С т а т и  к м о м е н т  л ар ,  о р и р л и к  м а р  к а з н ,  т массали 
нуцтанннг Оху текисликка нисбатан Sxy статик моменти деб, нукта- 
нинг массасини [унинг апплнкатасига купайтмаси Sxj/ =  тг  аталиши 
м аы ум . Оуг  ва Охг текисликларга нисбатан мос равишда Sy , ва 5л. 
статик моментлар хам шунга ухшаш таърифланадн. Агар бир неча 
моддий нуцтадан ибэрат система берилган булса, у холда унинг ста
тик моменти бу системанинг ташкил этувчп моддий нуцт&тарнннг 
статик моментлари йипшдиси сифатнда ани^ланади.

Энди фазода V жисм берилган ва унинг исталгаи нуктадагн знчли- 
гн бу ну^та координаталарининг функцияси булсин: y =  Y(*. у. г). 
Бу жисмнинг S  статик моментннн х.нсоблаймиз.

V жисмни п та ДУ, (/ =» 1 , 2 ...... п) кичик жисмларга була
миз. ХаР бир Д 1Л кичик жисмда ихтиёрий P , ( x r  у г  г {) ну^тани тан- 
лаймиз. ДУ, кичик жисмнинг ^ар бир нуцтасидаги зичлик узгармас 
ва танланган Р i нуктадагн {зичтикка тенг деб \исоблаб, бу кичик 
жисмнинг Д т1 массаси учун

Д ш , « ? ( ^  yr  Zt) Д V (

та^рибий ифэдани .ухгнл киламиз. >^ар бир кичик ДИ, жисмни Дш,- 
массали P. (xt , у г  г.) нуцтага алмаштирамиз. Бу ну^танинг Оху  ко
ордината текислигига нисбатан статик моменти Д S‘xy статик момент - 
нинг та^рибий цийматинн беради:

Д Sxy »  z i А m i ^  7i V (*,• У г  Д Vс

Бутун жисмнинг статик моменти аддитнвлик хоссасига асосан 
жисмларнинг статик моментлари йигиндисига тенг. щ у  сабабли StU 
учун ушбу та^рибии тенгликни топамиз



.

\ V i кичик жисмлар нуцтага тортилади деган шартда лимитга у гиб, 
статик моментнинг аник ци;1матини топамиз:

Sx> = lim V  г , у ( х г  y rz ] ) A V l = j j j z-y(x,  у. z)dV.

Шунда i килиб,

Г у, Z) dV. (42)

щунга ухшаш, V жиемнинг Oyz па Oxz текисликларга нисбатан ста- 
тик моментларн учун цуйидаги муносабатларни хосил кнламиз:

Щ 5иг = Jjj*Y(-v, у, г) dV, SX1 = \ \  \ у у ( х ,  у. z)dV. (42')

У жисм огирлик марказининг дг, у, г  координаталари (23) тенгликларга 
ухшаш ушбу тенгликлар билан аникланади:

— Зуг — $хг — S
х --= ——, у  = —— , z =  (43)т т т

бу ерда т — берилган V жиемнинг массаси. Масса т — f f fv  ( x , y , z )d V
v

формула" буйича аннклангани учун (42), (42') ва (43) муносабатлардан 
ку. ндагнларни топамиз:

у, z ) d V  ^  JM»/Y(*,  У< * )dV  J.ff i y ( x . y , z ) d V
7=* _1______________ , и _____________  z =  -X -___________  (44)

f  jl  v  (х, у, z)dV '■ J j j  V (■*. У> i ) d V  111 Y (x, у, г) dV
V ' v V

Бир жинсли жисм учун y =  const ва (44) формулалар ушбу куриниш- 
ни олади:

t fJxdV _  f f j  ydV _

* = f f f dV~' 'dv ■ 2 =  h d v  :
v 'v  V

ёки —V булгани учун
v

f f f x i V  f f f  ydV Щ г Л У

m  <45>

l -мисол. 2г =  4 — хг — W амламнш параболой in f,a z =̂>0 техиелнк билли чега
раланган жиемнинг огирлик марказини топинг (44- раем).

Е ч и л и ш и .  Жиемнинг Oxi ва Оу: координата текислшщарига Ииебатан сам- 
метриклигига деосланиб, унчиг о.ирлик маЕази О- >КДа ^ад и  деган хулосага ке- 
ламиз, яъни х =  о, // =  0 . Энди огирлик маркаткиинг г аппликатаснии топиш керак, 
уни (45) (npny.ia O yiuA ани .лаПмиз:
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2 2 ~ 4 -х г- у г

_ J f M '
Z = ------ Г/------

Жиемнинг \ажмн V — f f j d V  ни ва статик
'V

моменти S  =  ГГ Г г*У ни аниклаймиз. Хн-
"V

соблашларнн цплиидрик координаталарла ба- 
жарамиз: гкир =  0 , г Ч1)к =  И  -  - 1/2)/2 =  
= ( 4  — г2)/2. Оху текисликдагн о юзча ра- 
диуси г =  2 ва маркази координаталар боши- 
да булган доираднр. Шу сабабли

44- раем
<4 -  г*)/2

3 я ’

г г , '  ГГ ,* Г С Г г2 1(4
J  ‘H J - r l .  л ’ "

V о  О О
2я  2

=  ”Г  И  1 d f  \ (4 —  r*)*rdr =
‘ о 0 0

(4 -  г*)/2
Г Г Г (* (* Г С (* 4_г®

j  * - J J — « • -
V о 0 о

2л 2

=  —   ̂ d <р  ̂ (4 — r*)rdr =  4 я .

Шундай кнлиб.
— 8л/3
г = --------

4л
Демак, ошрлик марказининг координаталари:

7 = 0 .  У~=0, Г — 2/3.
И н е р ц и я  м о м е н т и .  т массали моддий ну^танинг Ох y^i\a 

ниебатан 1Х инерция моменти бу нуцта массасини ундан Ох у^кача 
булган масофа квадратига купайтмаенга тенг.

Р{х,  у , 2) ну^тадан Ох уккача булган масофанинг квадрати у2 -
- га га тенг, шунинг учун

/ х =  (У2 -г 22) т.
Оу  ва Ог  уцларга ниебатан инерция моментлари 'хам шунга ухшаш 
аннкланади:

!у =  (*2 -  2* ) 1г =  (** -г У2) т.
V жисм берилган б$лнб. унинг нсталгап нуктасидаги зичлиги бу 

нуцта координаталаринннг функцияси булсин: V = т ( * .  У. 2). Бу жием
нинг координата у^ларига ниебатан инерция моментларннц топамиз.
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д  \ft кичик жисмни ажратиб, унннг Ох \ еда нисбатан А 1‘х инерция 
м0Ментини та^рибан топамиз:

Л +  zf) V (xr  y r  zt) A Vr

Инерция моментининг аддитнвлик хоссасидан фоидаланиб, V жисм- 
ниш инерция моментини тацрибнй хисоблаймнз:

к  2  ^ + Y (jr<’ У г  г , )  л  У г  
i=l

A Vt кичик жисмларнннг хар бирн нуцтага тортилади деган шартда 
лимитга утиб, инерция моментининг а ниц кинматини хосил циламиз:

/ = lim V  (^ + z\) у (xit у., г.) A V t =  Г Г Г (у* + гг) у (х, у, z) dV.
• —  1 J V

Шундай кнлиб,

=  +  2*)7(*. У. 2)dV.  (46)

19 ва Iг инерция моментлари учун шунга ухшаш ушбу формулаларнн 
^осил циламиз*

7r =  j l f  (**+  z*)Y У' г >dV' 7* =  10' (•** +  У2) т (*• z ) dV (46<)

2-мисол. х  — О, I/ =  0 , г  =  0, ’х  +  у +  г =  1 текисликлар билан чегараланган 
ва зичлиги у =  3 булган бир [жинсли V пирамиданинг Ог уеда нисбатан инерция 
моыевтиин топинг (40 -раем).

Е ч и л и ш и .  (46') формулаларнинг нккинчисига асосан:

I I — * \ — х — у
1г =  П Т (х 2 +  </! ) у ( х .  у, z ) d V = i ! d x  f  dy f  (*- +  i,=)3dz =

V О О О
1 1 r x

=  3 I dx | (x* +  yi) (1 _  x — y) dy. 
i> о

Сироп,,

l — x  I — *
f (** +  У1) ( 1 — X — y ) d y =  I ( X » ( | _ x) — Х-У +  уг (1 —  X) — y*\dy =
о 0

=  Г г » п _ r . „ _  j £ a L  . у* T - « _  ^ ( i — x)« , ( i - x ) «
L 2 ' 3 4 Jo 2 +  i i  •

Шунинг учуя



3 -§ . ЭГРИ ЧНЗИКЛИ ИНТЕГРАЛ

1. Вектор майдон. IX боб, 6-§  да скаляр майдон тушунчаси кирн- 
тилди ва унннг асосий хоссалари урганилди. Бнро^ купчилнк масала- 
ларда вектор майдонлар билан иш куришга тугри келади.

Вектор майдон деб, фазонннг ёки текисликнинг >̂ ар бнр М  нуц. 
тасига Ф вектор мос ^уйилган сохаснга айтилади.

Ф векторнинг координата уч^ларига Р, Q, R  проекцияларн М  нук- 
та коордннаталарининг функцнялари булади:

Р  =  Р  (дг, у, z), Q =  Q (х, у , z), R  =  R  (х, у, г).

Шундай кнлиб,

ф  = Ф ( М )  =  Р(х,  у,  г) i - f  Q (дг. у, г) J - f  R (х, у , г) к.

Хусусан, агар майдон текнеликда берилган булса, у ,\олда

Ф = Я(дг, i + Q(аг. у) j.
Вектор майдонга мисол сифатида тортншнш кучлари майдонини ^арай- 
лик. Агар координаталар бошнга т масса жойлаиггирил ган булса, у 
.холда бу масса тортншиш кучлари майдонинн хосил кнлади, чунки 
фазонинг хар бир М  ну^тасида унга жойлаштнрилган бпрлнк массага

х  т
Ньютон ^онуннга асосан, катталиги ~j~T  га тенг 03 координаталар

бошига йуналган куч таъсир этади. Бу ерда г =  ОМ, х  — тор- 
тишиш доимийсн.
Демак,*

F =  -  —  г°.
/г|*

бу ерда г° =  — — =  -г—- — бирлнк вектор (45- раем). М  ну^танннг 
| ОМ | , г |  

координаталари х, у. г  булсин. У зрлда

г =  ОМ =  х I +  у) - f  г  к, | ОМ | =  J г | — | х* +  у г - f  г2 , г с =

х i + у J Ч-гк
I х'‘ +  £ + *

Демак,

Бу ерда

Р  = ------  %тх j п ________ у-nuj г> х т г
U  +  У1 )л * ( К д ^ - Ы /1 -}-*J )3 ’ ( V x ' + t f + t 2)*'

• F куч г® вектор йуналншнга карам.; ^лрши й\ налишга ага бСлганлиги учун 
бу формулада «мннус» ишорасп турнбди.
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40- раем 46- раем

2. Иш хакидаги масала. Эгри чизицли интеграл, фнзиканинг купчи- 
лнк масалалари аниц интегралнинг жудамухнм умумлашмаенга—эгри 
чнзицли интегралга олиб келади.

Масалан, ушбу масалани карайлик. F — Р (х, у, г) i - f  Q (*. у, г)j +
-f- R (*. У, г) к кучлар майдонида жойлашган бирор L эгри чизнк; бун- 
лаб бирор масса (моддий нуцта) харакатланадн. Б у масса А нуцтадан 
В нуцтага кучганда майдон кучлари бажарган ишни аниклаш талаб 
этнладн.

физикадан маълумки, агар моддий нуцта F узгармас куч таъсирн- 
да I вектор билан нфодаланадиган тугри чизикли кучган булса, у 
холда бу кучнинг бажарган Е  иши F векториинг I га скаляр купайт- 
масига тенг (II боб, 5- §, 1- пунктга цараиг):

В  =  F • I. (47)

Умумий холда F куч катталигн буйича ^ам, йуналиши буйича хам 
узгаради, L эгри чнзиц буйлаб кучиш эса тугри чизицли эмас, шу 
сабабли (47) формулани бёвосита цулланиб булмайди. Шунинг учун 
бундай йул тутамиз. L эгри чнзицин А нуцтадан В нуцтага томон
йуналлшда Л 1? А2...........Лп_, булиш нуцталари ёрдамида п та «кн-
чнк» ёйга буламиз. L эгри чнзицнинг А бош нуцтасини А0 билан, В
охирги нуктасини Ап билан белгилаймиз (46-раем). Л ^(|= 0 ,1 ,2 ..........п)
ну^танинг’коордннаталаридг!. уг  г; булсин. К,ушни булнш нуцталаринн 
туFpn чизнц кесмалари билан туташтирнб, \L эгри чизнкка ички си
ни^ чнзик; чизамиз. >^ар бир Л4_ , А( ёйда . Л,- < С/ коордннаталн их. 
тиёрий M t нуцгани танлаймиз.

L эгри чнзик ни A0, AvA2 . • • <Ап синиц чизиц билан алмашти. 
Рзмнз, умуман айтганда, нуцтадан нуцтага утганида йуналиши буйича 
*»м, катталигн буйича хам, узгараднган F кучни синиц чизицнииг
•х.аР бир Л Л  бугинида узгармас ва берилган Л4_, А{ ёлиинг М . 
н УЦтасидаги берилган кучга тенг деб цнеобланмиз:
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F (M{) =  Я (Vf,) i +  Q (Mt)] +  R(Mt)k 

ёки батафсилрок; ёзсак,

f  (м. )  =  p a r  rj|, i ,) i + q  a r  t , ) j  +  r  (?,. rir  g k .

У холда кучнинг Л ,_, At ёй буйлаб бажарган иши F (Mt) куч- 
нннг Л4_, A.  6 VFHH буйлаб бажарган ишига тенг, бу иш эса (47) фор.

му лага асосан F^VT) кучнинг At_ xAt к^чиш векторига скаляр купант- 
масига. яъни F ( M i)At_ lAl га тенг.

Л ,_, А{ векторнинг координата уцларига проекциялари мос равиш
да А .у . =  х, -  А у , =  у , -  y t_ v А г, =  г, -  га тенг. F(M,.)x 
Х” .4 .4, скаляр купайтмани координаталар орцали ифодалаймиз:

F(Af,М ,_ , At =  P ( l r rjr  {^)Дх( +  Q ( l r  £,) A ft +  R  (5Г rj,, £,)Аг..

Бу ифодаларии синиц чизицнинг барча буринлари буйича жам- 
лаб L эгри чизиц буйлаб бажарилган £  ншнинг тацрибин ифодасини 
^осил киламиз:

£  »  2  F (М,) А ~^А ( =  £  [Р a r  Лг С,) A ^  +  Q (V  Лг С,) A f t  +

+  ж $р 4i С|)Д*,ь

£  ншнинг аниц кийыати сифатида бу инрнндининг A i_ l Al ёйлар- 
нинг узунликларн нолга интилгандаги лимитини оламиз:

£  =  lim  v  [/>(*., r\r Z,) A *, - f  Q (?,, Лр С,) Д у ,+ /? ( Е Г л,. С,) Дг41- (48)
ri -+ao i=\

Шундай килиб, ишни хисоблаш маълум куринишдаги йириидининг 
лимитини топишга олиб келади. Бу каби йигиндиларнинг лимнтлари- 
ни топиш ишни хисоблаш билан боглнц б у л маган бошца масалаларда 
хам учрайди. Бундай йигиндиларнинг лимитларнни умумий куриниш- 
да, у ёки бу физик масалага богламасдаи урганамиз.

Уч улчовли фазонннг бирор сохасида L узлуксиз эгри чизик (.45 
ёй) ва шу L эгри чизицнинг хар бир нуцтасида аннкланган

Ф =  Р  (дг, у, z)i +  Q (.v, у , г)] 4- R (х, у, г) к 
вектор-функция берилган булсин,

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. АВ  ёини А нуцтадан В нуцтага томон Аг, А ., . . Ап_ { нуК" 

талар билан п та Д ^ ,  АхАг . . Ап_ {Ап ёйга буламиз. Биз ёйнинг 
А бошини А0 билан. В охирини эса Ап билан белгиладик. At (i =  &
1, 2 , . . п) нуцтанинг координаталари xt . ft. г ( булсин.
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2 . ХаР бир .4._, А{ ей да с., >)., £, координаталн ихтиёрий .И, нуц- 
танн танлаймиз. А/, ну^тада олннган Ф  =  (Р (дг, у, z)i +  Q (х, у, z )j +  
• R(x,  у , z)k векторнинг Л ,_, <4, =  Ajc^ - f  A«/.j -f- Az k векторга ска

ляр купайтмасини топамиз:

Ф ( М, ) - V ,  Л|  =  Р Чг W  Д Х1 +  Q Чр У  Чг  У  Л г ‘-
3. Барча бундай купайтмаларнинг йигиадисини топамиз:

2  Ф  (М ,) • А (_ 1А ( =  2  [Я (?г  л,, С,) Ддг, +  Q (1Г V  С,) +  
i=i

+  /?(?,. Лг С,) А*.]. (49)
Бу интеграл йитнди деб аталади.

4. Агар (49) интеграл й№индини барча Л ,_, А. ёЛларнинг узунлик- 

лари нолга интилади деган шартда лимити мавжуд булиб, у А В ёйни 
А~^А, ёйларга бС'лиш усулига хам. уларнннг хар бирида .И. нуцта- 
нинг танланишига хам богли^ булмаса, у холда бу лимит Ф  =  Я (лг, 
у . *)i +  Q(x,  у,  г )j - f  R(x,  у , z)k вектор-функциядан L эгри чизш{ 
буйлаб (ёки АВ  ён буйлаб) А дан В га йуналишда олннган эгри чи- 
зицли интеграл деб аталади ва бундай белгиланади:

\ Р  (дг, у , z)dx 4- Q (х, у , z)dy +  R (дг, у, z)dz
А В

ёки*
\ Р  (х, у, z)dx +  Q (х , у, z)dy  +  R  (дг, у, z)dz.
L

Pdx-\- Q dy-{\R dz  интеграл остидаги нфэда Ф  =  Pi +  Qj +  R к век
тор билан L эгри чизи^даги узгарувчи ну^та г радиус-векторн диф
ференциала dr =  d x i d y ]  +  dzk  нинг скаляр купайтмасидан иборат 
булгани учун Ф  =  Р\ +  Qj +  Rk вектор-функциядан олннган эгри чи- 
зи^лн интегрални ушбу вектор формада ёзиш мумкин:

f®  • dr.
L

Шундай цилиб, таърифга кура
Р  (д:. у , z)dx +  Q(x,  у, z)dy +  R(x,  у , z)dz =

АВ

=  lim £ [ /> (? ,,  Т1Г y A x ,4 -Q (? r  г),, С,)Ду,+  * (? ,, %  ^ )А г].(5 0 )
П-ЮО i=l

Бу ерда п —► оо да Л ,_,.1 . ёйларнннг э^р бирн нуцтага тортилади деб 
тушунилади.

Сунгра

- , *®ектоМ>Ункциял.ш олин I I 9грн чилцли пнтег рал к$ линча координаталар бу- 
а эгри чиэццЛи интеграл деб аталади.
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V  [ P ( l r  Г)г  р д -v, -  Q(cr т,,. tt)&yt+R(tr Лг Р Ч 1  =
1 - 1  

п
=  v  Р а г  л 5 ) Д .V, +  V  Q (5Г л<, с,) А у .  +  v  R  (S.. ;,) Дг 

i = l  1= 1 /-=1

булгаки уцун бу текгликнкнг \н г  тсмони^а лурггн йтиндиларнинг 
лимиты мавжуд деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

lim v  [Р (5 (., п„ С,) Ах. +  Q (?,, л,, С,) Ay, +  R (£,, п,.. С(.) Дг.) =
п—*оо /=1

=  l im V P (£ ,.  Л,- С,) Д л г ,+ Н т  V Q (6/t r\r  £.) Ау( - f
П ~*оо / = 1 Л-*00 /=1

+ limv/?(5|t л.. ддг<.
П -.ои 1= 1  '  I

Теигликнинг унг томонида турган лимитларни мех: равншда Р(х,  у,  z)i,
Q(x.  у. г ) ’]. R(x.  у.  2)к вектор-функцнялардан АВ  ёй бСйлаб олин
ган эгри чизицли иитеграллар деб цараш мумкин. ШУ сабабли (51) 
тенгликни бундан канта ёзиш мумкин:

f Р (х, у, z)dx +  Q (X, у, z)dy  +  R  (дг, у, z)dz =
АВ

■= \ Р (х, у , z)dx  4- ( Q (х , у, z)dy  -f- f R (х, у, z)dz. ,
АВ АВ АВ  /

Эгри чизицли интегралнинг таърифидан куриниб турибдики, F куч- 
нинг L ёй буйлаб бажарган иши F кучдан бу ёй буйлаб олинган эг- 
рн чизикли интегралга тенг, яъни

£  =  [ Pdx  -f • Qdy -I- Rdz, 
л в

бу ерда Р, Q. R  — кучнннг координата уцларш а проекциялари.
Аниц интеграл учун булган |рлдаги каби эгри чизицли интеграл 

учун цам мавжудлик теэремаси Ф инли булиб, биз уни нсботсиз ка
бул цнламиз.

L эгри чизик, х  = x ( t ) ,  у  ~  y ( t ) ,  г = z ( t )  тенгламалар оркали 
параметрик кцринишда берилган булсин, бу  ерда x ( t ) ,  у  (t) , z ( l )  
а  <  t -< р да узлуксиз биринчи тартибли феилаларга эга 
булган функциялар булсин. У  \олда б у  эгри чизик; буйлаб узлук
сиз* булган xflp цандай Ф -= Р(х,  у. z)  i +  Q (х, у, , z)  j +  R (х, у, z)  к 
вектор-функция учун интеграл йигиндининг L эгри чизиц булин- 
ган ейлар сони чексиз ортганда ва уларнинг ,\ар бири нинг узун.шги 
нолга ин пилганда лимити мавжуд булади. Бу лимит L ёйни булиш 
усулига ва М, оралиц нуцталарнипг танланишига боглиц эмас.

3. Эгри чизицли интегрални ^исоблаш. Эгри чизицли интегрални 
хнеоблаш аниц 'интегрални эАоблашга келтирилишини курсатам нз.

* <> =  P ( j r .y ,* j l  +  Q(jc,y,»)J +  Р(дг,1/ ,г )к  вектор функциянинг Р, Q ва R 
проекциялари узлуксиз булса, бу функция узлуксиз деб аталади.
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rlAB) ёй x — x (t), у  =  y(t) ,  г  =  z (/) параметрнк тенгламалар билан бернл- 
ган, ШУ билан бирга x(t), y(t), z(t) фуикциялар узлуксиз са узлуксиз
биринчи тартибли ^осилаларга эга булсин. АВ  ёйнинг А бошланшч 
„у^тасига параметрнинг t = ац н й м ати , Вохнргн нуцтаснга эса * = р  
' яймати мос келсин хамда t параметр а  дан р гача узгарганида уз- 
гарувчи М (х, у, г) ну^та ёйни А дан В га томон чизсин.

С^нгра Р(х,  у, г) шу L ёй буйлаб берилган узлуксиз функция 
булсин. Р ( х , у , г )  функция х, у,  г  узгарувчиларнинг. х, у, г эса / нинг 
узлуксиз функцияси булгани учун P[x( t ) ,  y( t ) ,  z ( t ) \  мураккаб функ
ция* а  ^  t  <  Р сегментда i нинг узлуксиз функцияси булади. L эгри 
чиэик ва Р(х,у,?)  функция эгри чизикли интегратнинг мавжудлик 
теоремаси шартларинн цаноатлантирганлиги сабам и  ! Р(х, у, z)dx эгри

П
чизшуш интеграл мавжуд ва демак, v  р  ( |, ,  t]r  С{ ) А х { интеграл

i=i
й и р и и д и н и н г  лнмити ва у  L ёйни булакларга булиш усулига \ам , 
Л!.(?г Л/. £,) оралиц нуцталарнинг танланишига хам борлиц эмас. [ct.pl 
сегмеятни /„  U, . . . .  t „ _ , ну^талар билан п та булакка буламиз; бун
дам ташк;||)и /0 =  a,  tn =  р деб белгилаймиз. t параметрнинг бу ^нй-
матларига ёйнинг А = ^ А 0, А 1гА , ...........Л„_, А„ =  В нукталари мос
келади ва бу ну^талар ушбу координаталарга эгадир:

*о =  Ш  Уо =  y(t0), ?о =  г (*о)<
X! =  *(/,), y v =  y i t j ,  z x =  z(/j),

=  * ( < _ , ) .  Уп-\ =  У Zn - l  =  2 i fn - 1).
X „ = X  ( /„ ) ,  Уn —  У  (*„). z n = z  ( /„ ) .

Бунда ёйни булувчи A VA2 . . Ля_, ну^талар 'А ну^тадан В нуц - 
тага томон йуналишда кетма-кет жойлашган.

Л,_, ну угадан Л, нуцтага утишда х  абсцисса Axt = Xl — xt_ { =  
=  *(/,) — *(/,_,) орттирма олади. *(/,) — *(/,_,) айирмага чекли орт
тирма ха^идаги Лагранж теоремасини татбиц киламиз:

Дг, =  x(tt) — х =  Дс'(т()Д/4, бунда Д/, =  t. — ва <  т , <  .

Параметрнинг / =  т, цийматига Л,_,Л, ёйда ётувчи Е, =  x ( t i) j 1 =  у (т ), 
£/ =  г(т;) коэрдинатали М,  нуцта мос келади. L ёйни юцоридагича 
булакларга булиш учун ва ю;^орида тщланган M t ну^талар учун

V  р  а г  Лг  С,) д  V. -  V  P[x  (Т ,). у  ( т .) ,  2 (Т4) 1 дг '(т  ) ы  
Ы\ i- 1

интеграл] иириндини туза.миз ва [а Р] сегментнинг булиниш цадами 
'• нолга интилади деган шартда лимитга ута.миз. Бундп /1^ 1, ёйлар- 
нвнг узунликлари нолга ннтилишини исботлаш мумкш: ва эгри чи- 
зн^ли интегралнинг таърнфига асосан Цу 1нда: ига эга буламиз:

89



=  lim v  P [ x (т,), у  (T t) , z (т,) ] дс'(т,)Д t,.
X.-0 i = l

Охирги тенгликнинг \н г  томонида турган йигинди [a, PJ сегментда 
берилган битта t  \згарувчининг P[x( t ) , y ( t ) , z ( t ) ] x ' ( t )  узлуксиз функ- 
цияси учун интеграл йнгиндиднр. Унннг лимити ушбу аннц интеграл, 
га тенг:

lim V P  {дг (х,), 1/(т .),2(т.) ] лг'(т )̂ A t, =  \ Р [ х  (t),y(t),  z(t) ] x'(t)dt.
>•—0 /-*1 в

Шундай цилиб,

S Р  (х, у . 2) dx j \  Р  [* (/), у  (/), г (/) ] дг'(0 dt (52)
L а

Бу изланаётган формула булиб, у эгри чизшуш интегрални хнсоб- 
лашнн аниц интегрални хисоблашга олиб келиш имконини беради.* 
Шундай цилиб, | Р  (дг, у, z) dx  эгри чизикли интегрални хисоблаш

L
учун L эгри чизицни х = х (t), у  =  y(t), z — z ( t ) параметрик тенгла 
малар билан бериш ва Р  (х, у, z)dx интеграл остндаги ифодада х , у  на г 
узгарувчиларнн уларнинг t параметр орцали ифодалари билан, dx ни 
эса x — x(t) функциянинг дифференциалн билан (яъни dx  =  х' (t)dt  деб 
олнш) алмаштириш лозим. Хосил булган аниц интегралда цуни чега- 
ра сифатида параметрнинг ён бошнга мос цийматини, юцори чегара 
сифатида эса параметрнинг ёй охирига мос цийматини олиш керак. 

Шунга ухшаш ушбуларни топамиз:

f Q (х, у, z ) d y = f Q [  ( х (/), у  (0 .2  (/) 1 y '(t)d t, (52')
L  a

f R (x, y , z ) d z  =  \  R [x (t), у  (t), 2 {t) ] z'(t) dt. (52")
L a.

(52), (52') ва (52") ни цушиб, цунидагини хосил циламиз:

I Р  (дс, у. 2) dx - f  Q (дг, у, г) dy  +  R (х, у , z) dz =
L

=  U p  lx(t),  у  (t). Z (01 x'(t) +  Q [X (/), у  (t). Z (/) I y'(t) +  
a

+  Rl x( f ) , y ( f ) , z ( t ) ] z ' ( t ) }d t .  (53)

\ P(x, у,  z) dx  =  lim V  />(E.; i)r A .v,=
L i=l

•Биз L эгрн чизикдаги берилган йуналмшга / параметрнинг а  дан Р (бу ерД* 
а < Р )  гача Узгариши мос келади деб ^исобладнк. (52) формула a > 6  булган *олда
*ам тугрндир.
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Агар хусусан L ёй х  =  х  (<), у  =  у  (О- (« <  t <  Р) параметрик 
тенгламалар билан берилган ясси эгри чизиц, Р ( х , у )  ва Q (х, у)  эса 
I  эгри чизицда аницланган узлуксиз функциялар булса, у .\олда 
Ф =  Р (x, y) \  +  Q(x , y )  j вектор-фуикциядаи бу ясси эгри чизиц буйи
ча олинган эгри чнзицли интегрални хисоблаш учун ушбу формулани 
^оснл циламиз:

Р.
£ Р  (х, у) dy  +  Q (х, у) dy  =  I  {Р [х (/), у  ( /)]дс' (/) +

+  Q [-v (0 .'/(0 )V (0 } < a . (54)
Ясси эгри чизиц у  =  ф (.V) тенглама билан бернлган холда эгри 

чизицли интегрални хисоблаш формуласини (54) фэрмуладан хосил 
1̂ нлиш осон. Нуцта L эгри чизнц буйлаб А нуцтадан В нуцтага куч- 
ганида х  катталик а дан b гача узгарсин. Бу холда х  ни параметр 
сифатида олиб, L эгри чизицнинг ушбу параметрик тенгламаларини 
*осил циламиз: х  =  х, у  =  ц> (х), бунда х  параметр а дан b гача уз-
гаради. (54) формулани цулланиб, х' — ^  =  1 эканнни хисобга олсак,

ь
f Р (х, y)\dx +  Q (х, у) dy  =  J' [Р(х}ф (х)) - f  Q (х, ф (дс))ф' (дг)) dx. (55)
I  о

Хусусан
ь

\ Р  (дг, у) dx =  J Р  (дг, ф (дг)) dx. (56)
L а

Пировардида эгри чизицли интегралнинг деярли равшан ушбу нккита 
хоссасини келтирамиз.

1°. Эгри чизикли интегралнинг кийм inui L эгри чизикни босиб 
утиладиган йуна.гшига боглиц. Агар шу эгри чизикни А нуцтадан 
В нуцтага томон эмас, балки тескари йуна гишда. В дан А то;.юн 
Цтилса, интегралнинг uiuopacu царамя-цармисига алмашинади, яъни*

■' J -АВ ВА

Бу хссса эгри чнзик; буйлаб юриш йуналиши узгарганида интеграл 
йтиндига кирувчн А хг  А у г  А г, орттирчаларнинг ишоралари цара- 
ма- царшн ишораларга алмашиниши билан тушунтирилади.

2°. А д д и т и в л н к  х о с с а с и .  Агар L эгри чизиц бир неча Llt
L-г.........L, эгри чизицлардан иборат ва бу эгри чизицларнииг х[ар
бирида эгри чизикл'л интеграллар мавжуд б$лса, у  уолда 
бутун L эгри чизиц буй лаб \ам  интеграл маджуд ва у  бу б$лак- 
ларнинг \а р  бири буйлаб интеграллар йигиндисига тенг, яъни

1 =  1 +  1 +  • . .  +  '•I _________  L £| L, \  и

* Ёзув Цис^арок булишп учун баъзан интеграл остидаги ифодачи ёаиб утир- 
Маймиз.



=  lim у  (t,), z  (т^) ] х'(т^)А t .̂
X-.0 i«=l

Охирги тенгликнинг унг томонида турган йигинди [а, PJ сегментда 
берилган битта t  узгарувчининг P [ x ( t ) , y { t ) , z ( t ) ] x \ t )  узлуксиз функ
цияси учун интеграл йнпшдиднр. Унинг лимити ушбу аниц интеграл- 
га тенг:

lim v p [ j f  (Tj), ^(т,). z ( t .) Jх'(т,) Д t, =  \ Р [ х (Q, y(t). z(0 ] x'(t)dt. 
ь—о <=1 в

Шундай цнлнб,

J Р (х, у, 2) dx  =*( Р  [х (/), у  (/), г  (t ) ] x \ t )  dt (52)
L в

Б у  изланаётган формула булиб, у эгрн чнзицли интегрални .^исоб- 
лашни аниц интегрални .хисоблашга олиб келиш имконини беради.* 
Шундай цилиб, | Р (х, у , г) dx эгрн чизикли интегрални хисоблаш

L
учун L эгри чизицни д: =  дг(/), у  =  y(t), z = z ( t )  параметрик тенгла 
малар билан бериш ва Р  (х, у , z)dx интеграл остидаги ифодада х, у  ва г 
узгарувчиларнн уларнинг t параметр орцали ифодалари билан, ^хни 
эса x = x ( f )  функциянннг дифференциали билан (яънн dx  =  х' (/) dt  деб 
олиш) алмаштириш лозим. Х,осил булган аниц интегралда цуни чега- 
ра сифатида параметрнинг ёй бошнга мос цинматнни, юцори чегара 
сифатида эса параметрнинг ёй охирига мос цнйматини олиш керак. 

Шунга ухшаш ушбуларни топамиз:

f Q (х, у , г) dy  -  / q  [ (д: (/), у  ((), г  (/) ] y'(t) dt, (52')
L а

f R (x, у, г) d2 =  f  R [x (t), у  (/), г (/) ] z \ t )  dt. (52")
L a

(52), (52') ва (52") ни цушнб, цуйидагини хосил циламиз: 

f Р  (дг, у , z) dx - f  Q (дг, у, z) dy  +  R (x. у, z) dz =
L

-  J V* I* (0. у  (<)• z (01 x '(0 +  Q {x  (<). у  ('). 2 ( 0 1 y \ t )  +
a

+  Л 1 ^ (0 . |( 0 .2 (0 1 г '(П } Л . (53)

f P(x, у, z) dx  =  lim V  />(*.; цг  £,) Дл- ,=
L i=l

•Биз L эгрн чизикдаги берилган йуналншга I параметрнинг а  дан Р (бу ерд* 
ос<Р) гача узгарнши мос келади деб хнсобладик. (52) формула а > р  булган ?{ОЛД* 
jj3M тугридир.
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Агар хусусан L ёй х  =  х (t), у  =  у  (0- (“  <  t <  Р) параметрик 
теНгламалар билан берилган ясси эгрн чизиц, Р ( х , у )  ва Q( x , y )  эса 
/ эгри чнзнцда аницланган узлуксиз функциялар булса, у .\олда 
ф =  Р  (х, у) I +  Q (х, у) j вектор-функциядан бу ясси эгри чизиц буйи- 
ча олннган эгрн чизицли интегрални хисоблаш учун ушбу формуланн 
« с и л  циламиз:

3
.[ Р  (X, у) dy  +  Q (X. у) dy  =  J {Р [х (о, у  (01 (0  +

+  Q [ x ( 0 . y t f ) ] y ' ( 0 } d t .  (54)
Ясси эгри чизик; у  =  ц>(х) тенглама билан берилган хат да эгрн 

чизикли интегрални хисоблаш формуласинн (54) фэрмуладан хосил 
килиш осон. Нуцта L эгрн чизнц буйлаб А нуцтадан В нуцтага куч- 
ганида х  катталик а дан b гача узгарсин. Бу холда х  ни параметр 
сифатида олиб, L эгри чизицнинг ушбу параметрик тенгламаларини 
.\осил киламиз: х  =  х, у  =  у  (х), бунда х  параметр а дан Ь гача уз-
гаради. (54) формулани цулланиб, х ’ =  — =  1 эканини .^исобга олсак,

ь
f Р  (х, y)'dx +  Q (х, у) dy  =  J' [Р(л,ф (х)) - f  Q (х, ф (х))ф' (х) ] dx. (55)
I  а

Хусусан
ь

\ Р  (х, у) dx = }  Р  (х, ф (х)) dx. (56)
L о

Пировардида эгри чизшуш интегралнинг деярлн равшан ушбу иккита 
хоссасини келтирамнз.

1°. Эгри чизикли интегралнинг щ йм  imu L эгри. чизикни босиб 
упигладиган йЦнсишига богмщ. Агар шу эгри чизикни А ну^тадан 
В нуфпага томон эмас, балки тескари йуна.гшида. В дан А томон 
Цтилса, интегралнинг uiuopacu щръча-цармисига алмашинади, яъни*

J =- J.
А В  ВА

Бу хссса эгри чизнц буйлаб юриш йуналнши узгарганида интеграл 
йигиндига кнрувчн Л х,, А У г  ^ zi орттнрмаларнинг ншораларн цара- 
ма- царши ишораларга алмашиниши билан тушунтирилади.

2е. А д д и т и в л и к  х о с с а с и .  Агар L эгри чизиц бир неча Lt , 
L t , . . . ,  L, эгри чизицлардан иборат ва бу  эгри чизикларнииг ,\ар 
бирида эгри чизик.ш интеграллар мавжуд бдлса, у  \олд а  
бутун L эгри чизик, буйлаб $ам интеграл маджуд ва у  бу булак- 
ларнинг \а р  бири бдйлаб интеграллар йигандисига тенг, яъни

\ — j  +  ' + . . . +  * •
t j®  'L I* Lt Ls

* Езув Циск;арок булишн учун баъзан интеграл остидаги ифодачн ёаиб утир- 
Маймиз.
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Бунда барча эгри чизиклар бир йуналишда утилади деб фараз 
цилинадн.

1-мисол. J 2 xydx - f  у- dtj -f- г- Дг эгри чизшуш интегрални ^исобланг, бу ер- 
АВ

да АВ  ушбу х  =  cos t , y  =  s in /, г  =  2/ винт чнзицнинг . 4 ( 1 , 0 , 0 )  ну^тадан 
В (1, 0,  4 л ) нуцтагача булган Снр ура мн.

Е ч и л и ш и. АВ  ёй буйлаб / параметр 0 дан 2 я  гача узгаради. (53) формула- 
дан фойдалаииб ва х'  = — s i n / , / / '  =  cos/, г '  — 2 ни .уксбга олиб, ^уйндапнщ 
\оснл циламнз:

2л
f  2 ху  dx +  у3 dy +  Z * d i=  \ [2 cost sin / (— sin <) - f  sin2 / co s/ +  4<J -2] dt =  

a b  о

^ ( — sin2 / c o s /  +  8 /2) d /  =  |  — + Ц -

2 Я 2 я

64 ,
о о

2-мисол. f {х- +  У') dx +  2xydy эгри чизикли интегрални у -- х* куб парабо- 
Ав

ланинг /1 (1; 1) ну^тадан В (2 ; 8) ну^тагача булган ёйи буйлаб хисобланг. 
Е ч и л и ш и .  (55) формулага асосан:

2 2 
f  { x - + y - ) d x  +  2 x y d y =  | {(дг- +  (дг®)2] - f  2 x -x » .3 x 5} dx =  |* (x3 - f  7 x*)dx  =  

A B  i  i

Агар Ф P(x, y,  r) i+ Q (x , y, _z) j +Ж дг, y , z ) k вектор- функциянинг 
j<f>Jr эгри чизикли интеграли L ёииц контур буйлаб олинса, у Зфлда 
у  Ф вектор майдоннинг L ёпиц контур буйича циркулщияси деб ата
лади ва бундай белгиланади:

Фс1г ёки j  Р (х, у, z )dx  +  Q (х, у, z ) dy  +  R (х, у,  z) dzL ь
3- мисол. <t> =  x i + 2 i / j + * k  вектор майдоннинг х 2 +  у* =  1 [цнлнндрни г =  1 

текислик билан кесилишндан *осил булган L айлана буйлаб циркуляциясини ^исоб 
ланг.

Е ч и л и ш и .  L айлананинг параметрик тенгламаларини ёззмиз.
х  =  cos /, у =  sin /, г  =  1 (0 < / < 2 л ), 

х ' =  — sin/ ,  у'  =  cos t, г ' — 0 булгани учун (53) формулага асосан:
2 я  2 л

f  (xdx - f  2ydy - f  zdz) =  j  (cos/ (— sin/)  -f- 2 s i n / co s / - f  0 Jdt =  | ' s i n / C 3 s / d / =
L 0 I  0

sin2 / 
2

2 л
=  0 .

o
Шундай ^илиб, Ф =  xi 2 у I векторнинг L айлана буйлаб цнркуляциясн
нолга тенг.

4. Острэградский — Грин формуласи. Оху текнеликда координата 
уцларига параллел т^рри чизиклар билан иккитадаи ортиц булмаган 
нуцталарда кесишувчи эгри чизиц билан чегараланган а  сохани царай-
лик (47-раем). Слнгра Р ( х , у ) ва Q ( x , y )  узлариниш —  ва —  хусу-

ду дх
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сцй зрсилалари билан биргалнкда а  сохада узлуксиз функциялар бул
син. У \олда Остроградский -  Грин* формуласи деб аталувчи ушбу 
формула урннлн:

j T ( S  ~ % ) d °  <)dx , Q { x*y)dy.  (57)

Бу ерда икки каррали интеграл о 
со'^а буйича, эгри чизицли интеграл у  
эса а со^анн чегаралаб турган L ёпиц 
контур буйича олинади. Бунда L кон
тур мусбат йуналишда утилади, яъни 
у буйлаб ^аракатда о соха чап томон- 
да коладн (47- раем).

Бу формулани келтнриб чицариш
учун аввал  ̂ j - р  d a  икки каррали

* О ___
интегрални царайыиз. у  — ц> (л) ифода О 
А п В  ёйнинг тенгламаси, ^  =  ^(jc) эса 

Ат В ёйнинг тенгламаси булсин. У
.-^олда икки каррали интегрални \исоблаш формуласига асосан

* * (*) 
f f £ d o - ( i ,  Г * 4

ду J  ду

47- раем

ч U)
дРни э^осил киламиз. Р (х, у)  функция х  узгармас б\лганда —
ду

бошлаш-ич фуикциялардан бири булгани учун:

учун

ф<*>
Шу сабабли

‘ f,f% дР

(» ЯР lit (х)
—  d y  — P  (дг, у) =  Р (х, t|> (дг)) — Р  ( л-, ф (а-)). 
оу |ф  (X)

I J j  — d o  =  | [Р(А.г|)(л)) — Я(а-,ф(а))Млг =  | P  (дг, г|з (a)) dx  —
’ а а . *ао

— 1 Я (дг, <р (д-)) dx.
аЬ

^ Р (*. ф (дг)) dx  интеграл ЛпВ ёй буйлаб олинган ^ Р (дг. у ) dx  эгри
АпЬ

чизицли интегралга тенг, бу (56) форм у ладан келиб чицади:

Н Й В 1f Р  (х, «Г (*)) dx =4 f Р (х, у) dx.
а Anl;

* М. В. Острогрлдскпй (1801 — 1861) буюк рус ютематиги ва механиги, Д. Грин 
11793 — 1841) имглиз математнги ва физиги.
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f Р  (лг.ф (x) )dx  =  Г Р  (х, у) d X. 
ЪГв

Демак,

ш унга ухшаш,

/>(*, j  i 3 (х, у ) dx.
А т В  Ап В

А тВ  ёй буйлаб йуналншни карама-карши йуналишга узгартирсак 
эгри чизикли интегралнинг 1° хоссасига асосан:

р  \Х, у )  d x = J ^ P  (х,  у )  dx.
А т В  ВтА

Шу сабабли

J \^ydz =  ~  О  Р  (Х ’ У) J  Р  (х ' у ) ***)•
0 Вт А Ап В

ВтА ва АпВ ёмлар биргаликда а  со.\анинг мусбат йуналишда утиладн- 
ган Цчегарасини беради, шунинг учун аддитнвлик хоссасини эътибор- 
га олиб, цуйндагини хосил циламиз:

J P  (х, у )  dx  + J  Р  (х, у )  dx =  § Р  (х, у )  dx.
'ВтА ^АпВ L

Демак,

\ \ ^ d a  =  — ^ ) Р  (х, у )  dx.  (58)

Ушбу тенглик ^ам шунга ухшаш исботланади:

I I S 4® =<§ > Q ( x» y ) d y - (59)
о L

(59) тенглнкдан (58) тенглнкни айириб, [Остроградский—Грин форму 
ласини х.осил циламиз:

=  ф  Р  (х, у )  d x + Q  (х,  у )  dy.
О

Бу формула Ь контурни координата укларига параллел турри чизик
лар купи билан иккита нуктада кесиб у тади. дсган фаразда келтириб 
чи^арнлди, бнроц мазкур шарт бажарилмаган холда (масалан, 24-расм- 
да тасвирланган о  соха учун) хам тутрилигича цолади.

Остроградский — Грин формуласини ясси соханинг юзини эгри 
чизикли интеграл ёрдамида хисоблашга татбик этамиз. Р (х,  и) =  0

ва Q (х,  у ) ^ х  функцияларни царайл пк. ^  ^  — 1 булгани учун 
(57) формулага асосан ^уйидагини ^осил едлам«з:
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Бирок \ \ d a  интеграл сон жихатндан о соханинг юзига тенг.
I а
Шу сабабли

ст =  V xdy. (60)
1

Шунга ухшаш, Р  =  — у, Q== 0  деб олиб, соханинг юзини эгри 
чизикли интеграл ёрдамида хисоблаш учун яна ушбу формулани цосил 
цилиш мумкин:

а — — I tydx. (60')

Бу формулалар о ясси со.\анннг юзини эгри чизицли интеграл 
ёрдамида хисоблаш имконини беради.

Мисол. Параметрик тенгламалари
х  =  a cos t |  
y =  b s in t  J

булган эллипс билан чегараланган фигураиииг юзини топинг.
Е ч и л и ш и .  Агар эллипсни мусбат йуналишда айланиб чикнладигаи булса, у ^олда 
t  параметр 0 дан 2л  гача узгаради. (60) формуладан ва эгри чизикли интегрални 
фгсобллш формуласидаи фойдалаииб, цуйидагшш ^осил к,иламиз:

2я  2л
а =  t  xdu =  \ a cos t b cos tdt =• ao j cos2 tdt =  я  ab.

о о

5. Эгри чизицли интегралнинг интеграллаш йулига богликмаслиги.
Ф =  Р(х,  у)  i -|- Q (х, у)]  вектор майдон берилган булсин. Бундан 
кейин биз Р  ва Q функциялар Оху текисликнинг бирор С со^зсида 

дР dQ ^
узларинннг ^  ва —  хосилалари билан биргаликда узлуксиз булсин
деб фараз циламиз.

G сохада иккита ихтиёрий А ва В  нуцтани цараймнз. Бу нуцта- 
ларни G сохада ётувчи турли чизицлар билан туташтириш мумкин ва
улар буйлаб \ P d x  +  Q d y  эгри чизицли интегралнинг цийматлари, 

лв
умуман айтганда, турлича булади. Масалан, I (х  +  у) dx +  2 х у  dy

эгри чизицли интегрални хайда иккита Л (1; 1) ва В (2; 4) нуцтани ка- 
райлик. Бу интегрални, дастлаб Л ва В нукталарни туташтирувчн 
у  — Зх — 2 т\три чизицнинг кесмасн/, буйлаб, сунгра унн шу нуцта- 
ларни туташтирувчн у  = х г параболанинг /. ёйи буйлаб ,\исоблай- 
миз. Эгри чизикли интегрални хисоблаш коидасидан фойдаланиб, куйи- 
дагиларни топамиз-
a) /j кесма буйлаб:

2
f (x +  y ) d x  +  2 x y d y =  f [х +  ( 3 x - 2 )  +  2x(3x — 2).  3 ] dx =  
и i

с
=  f ( 18x ' - b x — 2 ) d x * * 2 8 ;  \

i
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б) параболанинг /2 ёйи буйлаб:

( (х у) dx - f  2xydy  =  \ [х - f  х2 +  2х • х2 • 2х\ dx  =
/. 1

2

=  f (4х* 4- хг +  x ) d x  =  2 8 —'
30

Шундай цнлнб, курнб турибмнзки, J ( х -r у) dx +  2xydy  эгри чизикли

интегралнинг ци матлари интеграллаш йулига, яънн А ва В нуцталлр- 
ни туташтирувчи чизицнннг куринишига боглиц,
Аксинча, Л ( 1 , 1) ва В (2, 4) нуцталарни туташтирувчи уша 1Х ьа /2 чи- 
знклар буйлаб олннган Н * * +  У') dx +  2 xydy  эгри чнзицли интеграл бир

хил цийматга эга эканлигиннва у 33 “ га тенглигинн текшнриш осон.и
Та.хлил цилинган бу мисоллар курсатаднки, берилган иккита нуц- 

тани туташтирувчи турли йуллар буйича .\исоблаган эгри чизикли 
интеграллар бир холларда узаро турлича, бошца холларда эса бир хил 
циймат цабул цилади.

Л ва В берилган G со.\;анннг ихтиёрин нккнта нуцтаси булсин. G 
сохада ётувчи хамда Л ва Б  нуцталарнн туташтирувчи турли эгри 
чизицларни цараймиз. Агар бу йулларнинг исталган бири орцали олнн
ган I Р {х, у) dx -г  Q (х, у) dy  эгрн чизицли ннтеграл бир хил циймат

цабул ^илса, у интеграллаш йулига боглицмас деб аталади.
в  Навбатдаги иккита теоремада \Pdx  +  Qdy эгри

L
чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглнц- 
маелнк шартлари келтириладн.

1 - теорема. Бирор G соха буйича олинган
1 Pdx - f  Qdy эгри чизикли интеграл интеграллаш 
к
йулига бог лик бфлмаслиги учун б у  сохада ётувчи 
исталглн спиц контур буйича олинган интеграл 

48- раем нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.
И с б о т и .  Е т а р л и л и г н .  G сс^ада ётувчи исталган ёпнц контур 

буйича олинган j Pdx - f  Qdy интеграл иол га тенг булсин. Бу интег-
'  L .

рал ннтегра.лаш  йулига боглнцмасДВГини исб_>тла;1миз. ^ацицатан \ам, 
Л ва В мазкур G сохага тегишли нккнта нуцта булсин. Бу нукталар-
ни G сохада ётувчи иккита турли, ихтиёрий тан.ланган А т В  ва А п В 
эгрн чизицлар билан туташ тирами (48-раем). ~  ' эканини исбот

киламиз. А т В  ва Ап В ёй тар А т В п А  ёпиц к >нтурнн хосил цилади. 
Эгри чизицлл нитеграл.:арнпиг хофаендан фоЭдаланшб.

§■ i
АтВпА В Ап А АтВ АпВ

2
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tiu \осил киламиз, чунки I —• — \ .  Бирок шартга к>ра ёпнц конт\р 
ни Л 1!пЛ ЛПЦ

буйлаб олинган интеграл с и ф а т и д Д ^ -  0. Демак, J lfl-  ^  0 ек» 

f С . Шундай цилиб, эгри чизицли интеграл интеграллаш йулига
M nti M B

боглиц эмас.
З а р у р и й  л и г и .  G сохада I P d x  +  Q d y  эгри чизикли интеграл

интеграллаш йулига бсглнцмас бvлен и. Бу сохада ётувчи исталгаи ёпик 
контур буйича олинган интеграл нолга тенглигинн курсатамнз. .\а^н- 
катан хам, G сохада ётувчи ихтиёрий ёпиь; контурнн карайлик са унла 
ихтиёрий иккита А ва В нуктанн олайлнк (48-расмга цараиг). У \олда

ф № f +  С =  |  J  «  о,
Ат ВпА А т В  ВпА А т В  АпЦ

чунки шартга кура J f . Демак, G сохада ётувчи исталгаи ёпик кон- 
И Г  мГв АпВ

тур буйича интеграл нолга тенг.
уш бу теорема эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц 

эмаслигининг амалда фойдаланиш учун едглай булган шартларини беради.
2 -теорема, f P d x  +  Qd y  эгри чиящ.ги интеграл Сир богламли*

G сохада интеграллаш йулига боглицмас булиши учун бу соханинг 
%ар бир нуктасида

|  5 - 2 *  (61>
шартнинг бажарилиши зарур еа кифо.чдир.

дР dQ
И с б о т и. Е т а р л и л и г и. G сохада ^ ~ ~ ^ х булсин. G сохада ётув

чи исталгаи L ёпик контур буйича олинган \ Р dx -\ -Qdy эгри чизны

ли интеграл нолга тенглигиии курсатамнз.
Z-коитур билан чегараланган о юзчани карайлик, G сс^а бир бор- 

ламли булгани учун о юзча бутуниси бу сохага тегишли. Остроградс-
кии — Грин формуласига асосан | P d x  +  Q d y  =  j*j (^ -  — “-  jda. Б и 

ро^ G сохада, хусусан о юзчада ^  =  0- Шунинг учун | j " ~
О

— ® Демак, \ P d x  Q dy = 0 . Шундай цилиб G сох.адагн
исталгаи L ёпик контур буйлаб слинган интеграл нолга тенг. Биринчи 
теоремага асосан бу эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига богли^ 
эмас деб хулоса чи^арамиз.

* Бир богламли со^а таърифини IX боб, 2 -§ , 3 -пунктдан царанг.
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З а р у р н й л н г и .  1 P d x  +  Q dy  эгри чизицли интеграл бирор G
*L

сохада интеграллаш йулига боглнкмас б\лсин. Bv соханинг барча нук
ая до ' таларида -----= —— б'.лишини курсатамиз.
с»*/ дх

Аксини фараз ки.ламнз. яъни мазкур соханинг бирор Р0(х0; у 0) иуц-

тас,,да H r ) » . *  ( i r j - . б?лсин- А и “ клик у ,у н  ( i f ] - . -  H r ) ? .  >

> •0  булсин. ва — хусусий хосилаларнинг узлуксизлигига асосан 
ду дх

_  s f — узлуксиз функция булади. Демак, Р0 иу^та 
дх ду

атрофида G сохага тегишли шундай донра чизиш мумкинки, унинг 
* ЭО ЭРбарча пуцталарида — ------—  айирма Р0 нуцтадаги каби мусбат булади.

а  доирага Остроградский — Грин фэрмуласини цуллаймиз:

бу ерда L — шу о  донранинг чегараси. о доиранииг барча нуцталари-
' Л  >  р

да — — ----- > 0  б\ лгаии учун икки каррали интегралнинг 3е хосса-
дх ду

сига асосан | | — d o > 9. Демак, ^ P d x  - f  Q d y > 0 .  Шундай
о L

цилиб. о  донранинг L чегараси буйича олинган икки каррали интег
рал нэлга тенг эмас. Б уэса интегралнинг интеграллаш йулига 6of- 
лицмаслигига знддир. Бу зиддиятлнк эса G соханинг барча нукталарида
дР д 0  - ------= —--  тенглнк уринли эканлигини исботландн.
ду дх

1-мисол. f (дс* 4- у"1) dx +  2 ху  dy эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига
L

6oF.iHn;Mac, чунки бу интеграл учун 2 теэргмгипг ипртлари б тар н л ад и . .\а^ицатан

*аи, бу ерда Р =* х - +  y ‘,Q =  2 ху, —  =  2у, IQ-=z  2 у ва ’демак, J . P. = - i* L .
ду дх ду дх

t  2-мисол. J (х 4- у) dx +  2 х у dy эгри чизицлп интегралли царайлнк. Bv интеграл 
L

интеграллаш йулига боглицлнгнни биз юцори;^ курган эдик (96-бетга царанг) 
Хозир исботланган теорема .^ам шуни тасднцллГпи.' \ак»катан  .\ач,

Р =  * +  У. Q =2xy,  - i f .  «= I, - ? 0 - = 2 у , - ^ - ф 1 9 - .
ду дх ду дх

3 - мисол. Ф = У j 4- — -  J яссивекгормайдоини ва I У ^*_4-
**+ #• *2 + У 3 J  xJ+ !/1

4- - Х —эгри чизикли интегрални караймиз. Бу ерда Р ~ --------9.— , Q =  . х _ .  Координа-
дс24-У1 **+у*
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i P  lQ
талар бошидан ташкари бутун Оху текисликда —  =  — шарт Сажарнлади. О (О, 0)

су ёх
„  „  А CP <Q

нтктада Р ва Q функцнялар хам, уларнинг — оа —  хусусий хосилалари хам аниц-
olf сХ

ланмлгпн.
Радиуси бир бирлик ва маркази координаталар бошнда булган L айланани ка- 

райлнк. Бу айлана буйлаб олнпгаи эгри чизикли интеграл нолга тенг эмаслигини 
исботлаймиз.

-\аь;нкатхан хам L айлананинг параметрик тенгламаларн дг =  cos t, у  =  sin t ( 0 ^  
<  2л) булгани учун эгри чизикли интегрални ^исоблаш цоидаснни цулланиб, 

цуйидагини з^осил киламиз:
2я  2я

£  — y d x  х dii С Г~~ s i n /  (— si n/ )  cos t -cos t ]  ['
j  х2 +  у* 'х2+ у *  J  [  cos5 /  - f  sin21 ' cos*/.-f-sin2 / j )  -Л - 
t o  0

IP  3Q
Шундай кнлиб, бу со^анинг .%ар бир нуцтасида —— =  —  шарт бажарилншига

су Эх
Д н п с д а н ,  L ёпнь; контур буйлаб олинган интеграл нолга тенг булиб чикди.

Келнб чикцан бу туюлма зиддиятлилик Оху текислик О (0 ,0 ) нуцтани чика- 
рнлганидан сунг бир богламли булмаслиги билан тушунтирнлади.

6 . Функцияни унинг тула дифференциалн буйича излаш. Ушбу 
Р (х, у) dx  +  Q (х, у) dy  диффгренциал ифода беричган, шу билан 
бирга Р  ва Q функцнялар бутун Охч текисликда ёки бнрэр бир 6of-
ламли G сохада узларннинг —  ва —  хусусий ^осилалари билан бир-

ёу ёх
галикда узлуксиз булсин. Энг аввало берилган Р dx Q d j  днффэргн- 
циал ифэда цандай шартларда бирор функциянинг тула диф (>эренциали 
бу лиши! in аниклаймиз.

Теорема. P d x  +  Q d y  дифференциал ифода бир богламли G со\а- 
да бирор U =  U ( x , y )  функциянинг тула дифференциали 6 у  лиши 
учун G сохада (61)  шарт:

гр _  j q _
ёу ёх

нинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
И с б о т  и. З а р у р и й л и г и .  Агар P d x  +  Q d y  тула ди{)фзргнци- 

ал булса, у халда шундай U (дг,у) функция мавжудкн, унинг учун
ё и  ги

dU =  +  -J j -dy  =  P d x  +  Q d y

ёи D ёи
булади. Демак, =  г ,  —  =  Q. Биринчи тенгликни у  буйича, ик- 

кинчи тенгликни эса х буиича диффергнциаллаб, г—— =  — - ,  — —- =
ёх ёу ёу ёу ёх

-  SQ и-----ИГ ни ^°сил циламиз. Иккинчи аралаш хосилэлар узлуксиз булгани
/  ёР $Q

учун 1 " ^ " 83 Т Г  нинг УзлУКС11зЛИГИга асосан) улар бир-бирига тенг, 
яъни
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д1и  д*и  п  r'P ?q------ = ------- . Демак, -------= ------.
дх ду дудх ду вх

Е т а р л н л и г и .  G сохада (61) муносабат бажарилсин. Шунда i U (дг, 
у) функция мавжудки, унинг учун dHJ — Р dx  -j- Q d y  ёки шунинг узи
— — =  Р  ва — Обулишиии курсатамнз. (61) шартдан (слдинги

дх ду
пункт, 2-теоремага ь;аранг). [ P d x  +  Q dy эгри чизицлн интеграл инте-

А В
гра.1лаш йулига богли^ булмасдан, балки .4 бэшлангич нуцта ва В 
охнргн нуцтага бэтлик булиши келиб чацади. Агар А  нуцта тайинлан- 
ган булса, у холда эгри чизикли ннтеграшинг циймати фаедт В нуцта- 
нииг вазнятига борли^ булади, яъни интеграл В ну^та координаталарн- 
нинг функциясидир. х0. Уо мазкур Л иу^танинг координаталари. .v ва

// эса В ну^танннг координаталари булсин. ' P d x  +  Q d y  ор^али
С*..у. >

Л0 (дг,. у0) ва В (дг, у) нуцталарни туташтнрувчи ихтиёрий эгри чизнц 
буйлаб олинган эгри чизикли интегрални белгилаймиз. Бу интеграл д: 
ва у  нинг функцияси булиб, уни U (дг, у) орцали белгилаймиз:

<*.»)
U ( x , y ) =  P d x  +  Q d y

(хл •Vo )
С соханинг хар бир нуктасида бу функциянинг тула дифференииали 
P d x ~ Q d y  га тенг эканлигнни курсатамнз. Бунинг учун G соханинг

С'! Гк dt? л л ” ^ цистатган нуктасида-----  == Р,  -----  = Q  .тенгликлар уринли булиши-
дх ду

ни курсатиш кифэядир. В(х. у)  — царалаётган G соханинг ихтиёрий 
тайннланган нуцтаси булсин. U (х, у) функциядан В нуктада .v буйи- 
ча олинган хусусий ^осилаии топамиз. у  ни узгармас цилнб caiyna6 , В 
нуцпадан дг-f А х координатали В, нуктага утамнз (4 9 -раем). U (х +  
+ Д .г ,1/)функцнянингВ1нуктадаги циймати А  ну к тан и В, нуцта билан 
туташтирувчи исталган йул буйлаб олинган эгри чизикли ннтеграл- 
иннг цинматига тенг, яъни

[U(x +  А х , у ) =  J  P d x  +  Qdy.
<x«'. V,i

U(x. y)  функциянинг В нуктадан £?t нуктага утилгандагн Ax U 
хусусий орттирмаси цуйидагнга тенг:

(*+4ж. 1/) и.Ц)
Axu  =  U ( х + A x , y ) -  U(x, y)  =  . )  —  j  .

<*.,?.) и..У;
Эгри чизикли интеграл интеграллш  йулига боглиц булмаганн учун 
бу тенгликдаги эгри чизикли интегралларни хисоблашда ихтиёрий 
йулларни танлаш мумкин. А ва В Су^таларнн туташтирувчи йул си- 
фатида G сохада ёгувчи ихтиёрий lt эгри чизнцпн, Л ва В, нуцталар- 
ии туташтирувчи йул сифатида эса /, эгри чизи^ ва В Bt кесмани 
царанмиз (49-расм). У х.олда
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A U
U+A*.*) (*.») * .

j  -  J  a  f  -  f  =  f  - f  f  -  f  =  ( P d c -f-  Qdy.
(*#'у,) ABB, АВ a b  в в , А в  b b ,

(62)

Б у тенглнкнннг унг томоннда тур- 
ган эгри чизицли интегрални аннц ин
теграл оркали ифодалаш осон. Бунннг 
учун BBi  кесманинг параметрик тенг- 
ламаларшш ёзамиз: х  =  /, у  =  у, бун
да t  параметр х  дан дг- f  А х  гача бул
ган чегарада узгаради, у  эса узгар
мас. dx — dt, dy  —0 булгани учун 
эгри чизицли интегрални цисоблаш 
цоидасига асосан цуйидагини .\осил 
циламнз:

ж-f Ах

ввх
Шундай цилиб, I

49- раем

\ Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy  =  J P ( t , y ) d t .

х + Ь х

AXU =  J P ( t , y ) d t ,

P  (*. у) ифода у  узгармас булганда бнтта t узгарувчининг функцияси 
булганлигннн эътиборга олиб, сунггн интегралга урта кинмат хацида- 
ги теоремани татбиц циламиз:

jr+Aje
AXU  =  J  P ( t , y ) d t  =  Р(х,  у) Ах

X

бу ерда х  катталик х  ва х  +  А х  орасида ётади. Ax U  ни Ал: га бу- 
лкб ва А х  —>■(.) да лимитга утиб, хусусий хосилани топамиз:

дх Ддг-*-0 \ х

А х—О да х  катталик * га интиладн. Р ( х , у ) функциянинг узлуксиз- 
лигига асосан куйидагига эгамиз:

J O — =  lim Р  (х, у) = Р  (х, у).

-- lim Р(х<У)-
Ах—*0

дх Х -+ Х
ди

Шундай килиб, В нуктада ——  =  Р  (.v у) га эгамиз. Шу нуктада
дх

dU
=  Q (х , у) эканлигн хам шунга Ухшаш исботланадн. В (лг, у ) их- 

тиёрнй нуцта булганлиги учун G соханинг исталган нуктаси учун
■f —  = Р ( х .  у), — Q (* ,у) га эгамиз ва, демак,d(J = P d x + Q d y .д х ду

<*.»>
Шундай килиб, < P d x - \ - Q d y  эгри чизицли интеграл т£ла диффе-

(х.'и,)



ренцнали P d x  +  Qdy га тенг булган функцнядир. Шу билан теорема 
исбот ланди.

Энди ушбу таърифнн кнритамиз. Тула дифференциалн P d x  +  Qdy  
дифференциал ифодага тенг булган U (х, у) функция бу нфоданинг 
бошлангич функцияси деб аталади.

и.ю
Демак, j P d x  +  Q dy  эгри чизицли интеграл P d x  +  Q d y  диффе- 

»•)
ренцнал ифода учун бошлангич функция булади. Эгрн чнзицли интег
рал интеграллаш йулига боглиц булмагани сабабли U (х, у) =  

< * . й

=  | P d x  +  Q dy  бошлангич функцияни топишда (дс0, у 0) ва (*, у)  нуц-

таларни туташ тирувчи  исталган чизицни олиш мумкин. (дг, у)  нуцта- 
нинг координаталарини интеграллаш узгарувчилар билан аралаштир- 
маслик |учун интеграллаш узгарувчиларини ? ва rj орцалн белгнлай- 
мнз. У холда U (дг, у) учун нфоданн бундай цайта ёзиш мумкин:

U (х > У) =  j  Р  ( |,  л) d I +  Q (£, rj) dii. (63)

Хисоблашларни соддалаштнриш учун 
интеграллаш нули сифатида АС  ва СВ 
томонлари координата укларнга мос 
равишда параллел булган АС В синиц 
чизикни олиш максадга мувофикдир 
(50-расм). У цолда \ =  f +  АС 

асв Ад св 
кесма тенгламасини бунда!! ёзиш мум-

*  кин: I =  /, т| =  1/0. бунда / параметр 
~ ^  дг0 дан х гача узгаради. АС  кес- 

^  ма буйича интеграллашда |‘ Q (Е, ti)d ii
50- раем Ас „интеграл нолга тенг, чунки бу кесма

буйлаб ц узгармас ва демак, dx\ =  0. Шунинг учун 

{P( l ,T)Yfi ]+ <£& Ч) Р.«-Уо)М-
AC х ,

СВ кесманинг тенгламалари бундай: l = x ,  n =  t, бунда /параметр 
у0 дан у  гача Узгаради. Бу кесма буйлаб с узгармас булганлиги 
учун dl  =  0 . Шунинг учун

( Р  (i,t)) d |  +  Q (I, iDrfri =  * Q(x, t) (ft.
ев  V .

Шундай цилнб.

U (X, у) =  ( j  P  (t,y9) d t[+ fr\ Q (x, t) dt. (64)
V#
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U(x, y)  бирор диффгренцнал ифэда учун бошланрич функция б у л 
са. U(x,y) +  C хам бошланрич функция булнши равшандир. Исталган 
бошланрич функция U  (х, у) - \ - С  курннишда ифэдаланишини нсботлаш 
иуыкин.

Мисол. (хг -j- у') dx -f- 2 ху dy дифференциал ифода учун бошлангич функциями
топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда Я (х, у) =  х* - 1-  у 1, Q (х, у) =  2 ху. С^нгра -  =  2у, 
_ ду
У®  _ =  2у,  демак, — =  J i 5 _  шарт бутун Оху текисликда бажарилади. У *ол- 

дх ду дх
(*.»)

да U (х, у) =  | ( I 2 +  +  2J rj d rj. Бошлангич (x„, {/„> нуцта сифатида коор-
U..jr«)

динаталар бошини оламиз. У .\олда (64) формулага асосан:

и '.*) р  *! х»
и  | (51 +  Ч1) 4 +  2 £п <1П =  \ 0* )А +   ̂ 2х/ dt =  - у  + ху*.

(0.0) ' о о
д'З

Шундай килиб, бошланрич функциялардан бири U =  +  ху-  дир. 
P d x  +  Q d y  нфода

U (х, у ) = У >р dx +  Qdy  (65)
(*».»•)

Ui.Vi)
бошланрич функцняга эга булсик. f P d x - \ - Q d y  эгри чизикли ин-

Ui.Vi)
тегрални цараймиз, бу ерда (jcx; у,) ва (дг2; г/2) интеграллаш йулинннг 
ыос равишда бошланрич ва охирги нуцталари. Равшанки,

и . ио (*»■»•) (*..».) (х..».) (*,.У,
=  J +  J  —  !' —  J' -

Ui.fi) U.V.) (*,.у,) U .y.)
Бироц

UiVi) . , ,  U..V.)
J =»*/(*!.& ). У = U ( X t .yt )

и ,,  у,) u iI. У»)
ва, демак,

U,j  "р  dx -г Q dy  =  U (хг, Уг) -  U (xv  У1). (66)
(Xi.yj

Шундай цилнб, агар Р  dx +  Qdy  дифференциал ифода бошланрич 
функцияга эга булса. у цолда (66) эгри чизицлн ннтеграл бошлан- 
FH4 функциянинг интеграллаш й^лининг бошланрич ва схирги нуц- 
таларидаги цийматлари айирмаенга тенг. (66) формула а ниц интеграл 
учун Ньютон — Лейбниц формуласига ухшашдир.'

7. Ей узунлиги буйича эгри чизицли интеграл. Олдинги пунктда 
биз вектор-функциядан олинган эгри чизицли интегрални (координата-
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лар буйича эгри чизикли интегрални) курнб чицднк. Бирок баъэи ма- 
салалар бошка турдагн эгри чизикли интегралга олиб келади.
Оху  текисликда узунлнги / булган А В эгри чизицни карайлик. Бу 
эгри чизнц буйлаб у  =  f (М)  =  f  (дг, у)  чизикли зичлик билан масса 
таксимланган булсин. Эгри чизикнинг т массасини аниклаймиз. Бу-
нинг учун АВ  эгри чизикнн Av Аг.........Ап ] булиниш нуцталари ёр-
дамида п та булакка буламиз ва бир хиллик булиши учун Л ва В 
нуцталарнн мех: равишда А0 ва Ап орцали белгилаймиз. Ami оркали

узунлнги Д /. булган Л ,_, Д, ёйнинг массасини белгилаймиз. Равшан*
п — - _

кн. ш =  v  Дш/. A t_ x А( ейнинг массасини тацрибан ^исоблаймиз. 
Д

M t (хг у.) шу ёйнинг ихтиёрий ну^таси булсин. А 1_ у А1 ёйнинг ^ар
бир нуктасидаги зичлик M t ну^тадагн зичлик билан бир хил дебхисоб- 
лаб массанинг тмфибий ь^ийматини эрсил киламиз: (уИ/ )А /( =
=  /  (xr y t) А /у. Буларни жамлаб, т массанинг такрибий цийматини 
досил циламиз:

т  «  v  f (М,) Д / , =  V  /  ( х м )  А 1Г  (67)

эгри чизнцнинг аник циймати сифатида (67) йигиндининг бар
ча Д I. —► 0 даги лимитини кабул киламиз. Шундай килнб,

m =  lim v  f (М{) Д /, =  lim V  (Х/, у.) А 1(. (68)
п-+оо i = l  П -ю о  *=1

Бу турдаги йигиндилар ва уларнинг лимитларига бошца масалалар 
Кам олиб келади. Келтирилган масаланинг конкрст маъносига эъти-
бор цилмасдан 'АВ ёй нук,таларида аницланган f (х, у)  узлуксиз 
функцияни цараймиз. Бу функция учун тузилган (67) куринишдагн 
йирииди интеграл йипшдн деб аталади. (67) интеграл йигиндининг
барча А /,-*-0  шартидаги лимити f (х, у) функциядан АВ ейнинг 
узунлиги буйича олинган эгри чиэицли интег-рал деб аталади ва 

f /  (М) dl ёки f f (х, у) dl символи билан белгиланади. шундай
АВ  АВ

Килиб,

\f(x,y) dl  =  lim V  f (Xу у,) Д /г
АВ п-+со

Шундай килиб, ёйнинг массасн зичлик дан бу ёйнинг узунлиги буйича 
олинган эгри чизикли интегралга тенг:

т =  Г f (х, у) dl. (69)
АВ
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{^уйидагига эътнбор бернш лозим: ённинг узунлигн буйича эгри чизик
ли интеграл, координаталар буйича эгрн чизицли интеграллардан 
фэрцли улароц, эгри чизикда йуналишнннг танланишига борлиц эмас.

Ейнинг узунлигн буйича эгри чизикли интегрални хисоблашни аниц 
интегрални .\нсоблашга келтириш мумкинлнгнни курсатиш мумкин.

Агар АВ  ёй у  =у (х)  (а <  д: <  Ь) тенглама билзн берилган б \ лса, у .холда 

f f  (х, у) dl  =  /  [дг, у  (х)] у Т + 7 *  dx.  (70)
АВ а

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл остидаги ифода чап томон- 
дагн интеграл остидаги ифодадан у  нн у  (х) га ва dl ёй днфферен- 
циалини унинг декарт координаталаридагн У 1 -f- i/ 2 ифодасига алмаш
тириш билан хосил булади.

Мисол. Агар у  =  In х  эгрн чизшртнг х =  I ва х  =  2 абсцисса.™ нуцталар 
орасидаги ёйи массасннинг зичлиги у =  ** булса, бу ённинг массасини топинг. 

Е ч и л и ш и .  (69) ва (70) муносабатлардан цунидагнларни топамиз:
2 2 ____________

т =  j x-dt =  \ х г У  1-г у ' - dx =  J x s 1 +  /_L  j dx =
АВ  *1 1 '  X 1

у  v t t f "  dx = 4 - d c + *2> = — ••' p 1 
*t *i

=  —  ( 5 У У — 2 У  T )  ж  2,784.

И 30.Y Купинча ёйиинг узунлигн буйича эгри чизицли интеграл
ни биринчи т ур эгри чизикли интеграл, вектор-функциядан олин
ган эгри чизшуШ интегрални эса иккинчи т ур эгри чизикли интег
рал деб аталади.

4- §. Векторлар анализинннг асосий тушунчалари

Олдннги параграфда вектор майдон тушунчаси кнрнтилган эди. 
Бу ерда уни урганишда давом этампн

I. Сиртнинг юзи буйича интеграл. Чегараланган ёпиц L эгрн чи- 
зик; билан чегараланган S сиртда f ( M)  =  t ( x , y , z )  функция берилган 
булсин.

Ушбу ишларни бажарамиз.
1. S  снртни п та A Si. A S a, . . . ,  A S„ булакка* була.мнз.
2. Хар бир A Sj  булакда хг  у р ^коордннатали Af, нуцтанн нхтн- 

ёрий танлаймиз ва f  (дг,у, г )  функцияни танланган /И, нуцтадагн ций- 
матининг AS. юзга куиайтмасини тузамиз:

Г ________ /(W |)  AS, = - /(x r ifr *f ) A S, (i =  1.2..................л).

* Бу ерда ва бундай суиг S  ва A S , сиртларнн хам, уларнинг юзларини .^ам
англатазеради.
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3. Барча бундам купайтмалар йигиндисини тузамнз:

21 /  (A f^ A S ,— v f ( x t. y rZi) A S r  (71)
i=. i <=i

у интеграл йигинди деб аталади.
4. Интеграл йириидининг A S, кичик юзчалар сони п чексиз орт- 

гандаги ва уларнинг кар бирн нуктага тортилгандаги лимитини 
Караймиз. Агар бу  лимит мавжуд ва у 5сиртни булакларга булиш усу- 
лига хамда AS. юзчаларнннг хар бирида Л1 , нуцталарнинг танлани- 
шига борлиц булмаса, у холда бу лимит и =  f  (х, y , z ) = f ( M )  функ
циядан S  сиртнинг юзн буйича олинган интеграл (ёки киска, S  сирт 
буйича олинган интеграл) деб аталади ва бундай белгиланади:

ff /  (М) dS  ёки ff /  (.V, у, г) dS.
's s

Шундай килиб,

Я  f (М ) dS =  lia v  f (М,) A S ,
6 П-+ОО |r=l

ёки

fj f (X, у , z) dS =  lim v  /  (xv y p  z,) A S ,. (72)
S n-*oo /ш1

Сирт буйича олинган интеграл икки каррали интеграл эга булган барча 
хоссаларгаэгалигиникурсатншмумкин. Жумладан, а д д и т н в л и к  х о с 
с а с и  уринли, агар S  сирт S , ва S , сиртларга булинган булса, у 
холда Я  =  Я + Я ;  агар f ( x , y , z )  узлуксиз функция булиб, f ( x , y , z ) >

S  S, S ,
> 0  булса, у холда Я  /  ( x , y , z ) d S > 0 .

s
S  юзлн сирт z =  q>(x, у) тенглама билан берилган булсин, бу ерда

ф(дс, у) — узининг биринчи тартибли 
хусусий косилалари билан биргаликда 
узлуксиз функция. У холда сирт бу
йича олинган интегралнинг ушбу мав- 
жудлик теоремаси уринли булиб, биз 
уни исботсиз кабул киламиз.

Х,ар цандай и = f ( x , y , z )  узлук
сиз функция учун сирт бдйича слин- 
ган интеграл мавжуд.

Сирт буйича олинган интегрални 
КИсоблашнн мавжудлик теоремасининг 
шартлари бажарилганда икки каррали 
интегрални кчеоблашга келтирнш мум- 
кинлигини курсатамнз. axf мазкур енрт- 
ниш Оху текисликка проекцняси, 
и *= f (х, у, г) эса S сиртнинг барча 
нукталарида аникланган узлуксиз 
функция булсин.
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аху соцани п та A a lt Д а 2.........  Д ап кичик юзчаларга буламиз.
а  соханинг бу булинишига S сиртнинг A S V Д 5 , .........A S n б$ли-
ниши мос келади (51- раем). Бунда A S , сиртнинг Д а , юзчага проек- 
цияланадиган булагн. A S , элементар юзчанинг юзини хисоблаймиз, 
бунинг учун (28) формуладан фойдаланамиз:

A S i =  f f  / 1  ~  Ч»; (дг, у) +  Ф (X, у ) d a .
до,-

Бу интегралга у рта цнймат хацидагн теоремани цуллаймиз (1- §, 3- 
пунктга царанг):

A S i =  f f  V/ l  +  v'x (*• У) +  Vu ( x .  У) d a  =
До,

=  v i +  ф ;  (xr y .) +  Ф;  (Уг y t) Д о„

бу ерда дг,, у . шу Д а. юзчанинг бирор Р, (х(, у.) нуцтаси координата- 
лари.

Энди .чар бир Д S,  элемс нтар юзчада дг,, г/, ва г,  =  ф (xr  y t) коор- 
динатали .И, нуктанн оламнз. 5  сиртнн шу булакларга булиш ва М,

П
аларнинг шу танланишига v o c V  f (х(, у г г,) AS,  интеграл йипш-

динн тузамиз. Д S.  учун юцорида олинган ифодани ва г, =  ф (a:,, у () 
эканлипши цисобга олиб, цуиидагига эга буламиз:

V  f (.V,. у.. г,) Д  S ,  =  V  f  (дг,, уг  ф  (дг,. y f) ) у  1 +  ф ;* ( д г , ,  у.)  +  ф " (дг,, у , ) Д о  
<-1 i=i

(73)
п-*- оо да Д а , юзчаларнинг хар бири нуцтага тортиладн деб хнеоб- 
лаб лимитга утамиз. (73) тенгликнинг унг томонида гурган йигинди
икки узгарувчининг

f(x, у. ф (*, у)) / 1  +  ф;(а-, у) +  <fy (х,у)

узлуксиз функцияси учун Оху  текисликнинг оху со.хаси буйича интег
рал пигиндидир. Шунинг учун унинг лимити аху соха буйича икки 
каррали интегралдир:

Иш V  f  ( х , ,  */,,ф(дг,, у , ) )  У 1 +  фж* (а-,, у , )  +  ф„’ (*,, у , )  Д а , =
П —* 0 0  4 =  1

=  Я  f ( x ,  У. ф (х. у)) 1 1 +  фх' (V. У) 4- Фу  (дг, у) da.
0 Х  у

(73) муносабатнинг чап томонида турган йигиндининг лимита 
f  (M) =  f  (дг, у. г) функциядан S сирт буйича олинган интегралга 
тенг. Демак,

Ш ( х ,  у .  г )  d S  =  ff f  (ДГ, у,  Ф (ДГ, у)) i ' 1 -г <РХ* ( * , у)  +  Фу* (* . у) da.



Бу эса сирт буйича олинган интегрални хисоблаш формуласидир. 
Шундай цилиб, S  сирт буйича олинган интегрални хисоблаш учун о 
со^а буйича олинган, унга тенг икки каррали интегрални (74) форму
ла буйича хисоблаш лозим.

1- и з о ^ .  (74) формуланинг унг томонида турган нкки каррали 
интегралда интеграл остидаги нфодани тегишли сирт брйича интеграл
нинг интеграл остидаги ифодасилан г ва dS  ни

*  =  ф (х,  у ), d S  =  \ r  1 4 - ф;* (.г, у )  -f- фу* (л-, y ) d o

формула буйича ал.маштириб хосил цилиш мумкин. 
da

Агар dS — — -  [(29) формулага каранг] ва

co sy  =  , к 1 =  >
1 +  Ф'х (*. У)  4 - Ч ' у У ( Х ' У )

экаилигн эътиборга олинса. кейингн формуланн эслаб цолиш осон. бу 
ерда у — нормал билан Ог уц орасида1 и бурчак (52- раем).

2- и з о -v Агар а  ва р — мазкур сиртга утказилган нормалнинг 
мос равишда Ох ва Оу  уцлар билан ташкнл кнлган уткнр бурчгкла- 
ри булса, у цолда (74) формулага ухшаш ушбу формулалар уринли- 
дир:

ff f (х, у, г) d S  =  t f f  (g (у . г) у , г) / 1 4 - g j  ( y . z ) + g ’:  (y, z)do\  (74')
S V

f f  f  (*. y< z) d S =  ff f  (x , Ы (x,z), z / 1 4- U)̂ * (x, z ) 4- ©/ (дг. z ’ ) JL a . ("4 ” )
's o„
Бу ерда x  =  g  (у. г), у  =  w (.v, г)-_Мазкур сиртнинг мое равипиа х ва 
у  га ниебатан ечнлган тенгламалари, ау1 ва ах! эса S  сиртнинг Oyz ва

do da
Oxz  текисликларига проекциялари. Бунда dS = ёки dS —
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I I
булиб, co sa  =  , ■-■==., cosp =  , r r r  (a  ва p уткнр бур-

• • *f Ну г  в г V 1 -f  »i>x -f- ш7’
чаклар).

Сирт буйлаб олинган интегралларнннг татбнцларп асоснда икки 
каррали интегралларнннг татбикларида! и уша прннциплар ётадн ( 1-§ , 
6- пунктга ^аранг).

Хусусан, агар у (.г, у , г) сиртий зичлик булса, у холда S  сиртнинг 
т массаси зичлнкдан сирт буйлаб олинган интегралга тенг:

т =  \\ у (х, у, г)  dS.  (75)
s

Мисо.1. г =  —— (xJ -j- у*) айланнш лараболоиднинг х* + 4  цнлинло билан

кесилган булагииннг хар бир нуцтасидагн зичлик бу нуктадаи Ог уццача булган 
масофашшг квадратига тенг булса, бу булакнинг т массасини тонинг (153- раем).

Е ч и л и ш и .  М ( х .у .г )  иуцтадан 0 г уккача булган масофа y x z yi  га тснг 
булгани учун зичлик у =  xJ -f- у 1 га тенг. (75) формулага асосан:

т  =  f J у  (*• У• г) dS =  f f  (х* +  Уг) dS-
s  S

Бу сиртий интегрални (74) формула буйича хисоблаймнз. Мазкур ^олда 

г  =  «р (х,у) =  - у  (x*-f У2). шунинг учун у ,  . " ~ у ' = У  1 -г  х1 +  у 2 .
* У

Шу сабабли
т =  f f  (х* +  У1) d S =  f f  (х* - f  у1) У  1 ** +  у- da.

S ажу
Бу ерга икки каррали интеграл радиуси R  =  2 ва маркази координаталар бошида 
булган оху дойра буйлаб олинадн. .\исоблашларнн кутб координаталарида бажарамиз:

т — f f  (х 5 +  У*) I Г + ^ Н П р  d a = . f f r *  У Т 4Г77 r d r d y =

'*У оя 2 _____ а“Ч
=  j  dy  ( У  1 гг г*d r .  

о о
Ички интегрални хисоблаш учун 1 +  г* = г*деб, узгарувчннп алмаш- 
тирамнз. У холда r d r  — z d z ,  бундай

]  / T + 7 v » d r  =  \ b z ( z * ~  \ ) z d z =  f5( ^ - 2*)d2 =  - l ( 2 5 | 5 r  j).
0 i - Ж  i
Демак,

2л

m =  I 4  <25 > 5  dV =  I T  (25 » 5 +  1) ж  47.6. 
о

2. Сую^лик о^ими ^ацидаги масала. Фазода суки^ликнинг харакатини 
карай миз. Фазонннг берилган И нуцтасм оркали окнб утувчн зарранинг
V тезлиги факат бу нуктага б о ти к  булиб, ва^тга боглп^ б\лмасин. 
Бу холда суюклик ок.ныи баркарор (ёки стационар) оци.м деб аталади. 
Суюцлик зарраеннинг V тезлиги факат М нуктанннг координаталарн- 
га богли^ булганлиги учун

v =  иж (х, у. z) i  - f  vy (х, у,  г) j  +  vz (л-, у , г) к,
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54- раем 55- раем

бу ерда оя (дг, у,  г), vy (х , у, г), vz (дг, у, г) —  тезлнкнинг коордн. 
ната уцларига проекциялари. S  сирт оркали оциб утувчи суюцлик 
окимини, яъни бу сирт оркали вакт бирлигнда окиб утувчи суюцлик 
микдорини суюцликнинг зичлиги Y =  1 деб олиб ^исоблаймиз.

Г Энг аввало v тезлик барча нуцталарда бир хил, сирт эса ясси 
юзчадан иборат булган хусусий холни цараймиз (54- раем). S  сиртда 
ётган суюклик зарралари вакт бир лиги ичида v вектор йуналишда 
унинг узунлигига тенг масофага кучадн ва S , юзчада жойлашади. 
Вацт бирлиги ичида S юзча орцали утган суюцлик мицдорн П сон 
жихатидан, равшанки, асоси S  ва ясовчиси v булган цилиндр хаж- 
мига тенг. Бу цилиндрнинг баландлигини h билан белгилаб, П  =  Sh 
ни хосил циламиз.

п мазкур 5  сиртга утказилган бнрлнк нормал вектор, ф эса п ва 
v орасидаги бурчак булсин. h =  /v| cos ф =  |v| |nf с с й ф = у - п  булга
ни учун

Энди умумий холни караймнз. Фазода суюцлик тезлнкларининг
V =  Vx (дг, у ,  г) \ +  vy (д:, у,  г) j - f  v,  (х, у ,  z) к вектор майдони 

ва L фазовий чизиц билан чегараланган S сирт берилган булсин (55- 
расм). Бу сиртнинг хар бир М  нуцтасида n =  ic o s a  +  jco sp  - f  kcoSY 
бирлик нормэл вектор аникланган булиб, унинг йуналтирувчи коси- 
нуслари сирт нуцталари координаталаринннг узлуксиз фуикциялари 
булсин деб фараз килайлик. Бу сирт орцали вацт бирлиги ичида 
окиб утган суюцлик мицдори П ни эдооблаймиз

Умумий .холда v тезлик нуцтадан иуцтага утшида катталигн 
буйича хам, иуналиши буйича хам узгариши, S сирт эса ясси эмас- 
лиги сабабли (76) формулаии беаосита цулланиш мумкин эмас. П 
суюклик микдорини бу ум ум ий  холда хам хисоблаш учун цуйндагича
йул тутамиз: S сиртни п та A St. A S2......... кичик булаккабуламнз
ва уларнинг хар бирида И, (д ., у г  г,) нуктани танлаймиз. S сиртга 
нуктада утказилган бирлик нормал векторни п оркали белгилаимнз, 
бу ерда п. =  i cos a , - f  j cos р ,-т -k cos у, (55- раем га каранг). ^ ар  бир

П=( у « п)  S. (76)
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д St кичик б у лак ичида суюцлик зарраларининг тезлиги узгармас ва 
узинннг /И, нуцтадаги

vt = v x (х,, у., zt) I +  vy (xit у., 2,.) j  - f  vt (xr y., z)  k 

цииматига тенг хамда ASi кичик сиртни ясси деб хнсоблаймиз. Бу 
фаразда A S , оркали оциб утувчи суюклик мик дер и А П4. ни (76) 
формула буйича такрибан хисоблаш мумкин:

Д П<«  (v,, п.) A S,, (/ =  1 , 2 , . . . ,  п).
Барча бундан ифодаларни жамлаб, S  сирт орцалн вацт бнрлиги ичида 
оциб утувчи суюклик мшуюри П нинг тацрибни цийматини тспамиз.

П =  v  Д П , «  v  (V/. n .) A S,.
;=i

л—► оо да хар бир Д S . булак нуцтага тортилади деган и:артда ли
митга утнб, суюклик мицдорининг аниц

П
П =  lim (v,, n,) ASl

П-+ 0 0  i =  I

цийматини топамиз. Еки скаляр купайтмани ушбу

v < ni =  vx (x r  Уг г/> cos “ i +  vy Уг 2i) cos P , +  v z (xr  y i • Zi) cos У, 
координата шаклида ифодалаб, куйидагини топамиз:

П
П =  lim V  [Vx(xr yt, zi) c o s a l + v  ( x ry„zl) c o s p i. ~ v t (xr  yr  z.)x

П ,оо  | =  1

X c o sy ,] A S ,.

n бирлик нормал векторнинг йуналтирувчи косинуслари хамда v век- 
торнииг vx, vy, v проекциялари S  сирт нукталари х, у, z коордииа. 
таларининг узлуксиз функциялариднр. Шу сабабли v • п =  
=  i^cos a - f  u cos Р 4- vz C0SV скаляр купантма S  сирт нуцтала-

П
рида аницланган узлуксиз функциядир. Демак, V  (V{-п.) AS.
йигиндининг лимити мавжуд ва v-n функциядан S  сирт буйлаб олин
ган интегралга тенг:

П
П =  П т 2S (v,-n ) A S , =  / J  (v -n )d S

n—¥oo i  =  1 S

ёки координаталар оркали ёзилса,
Л

П - l i m  v  [vx(x уг г,) cos a  , + v  (xr yr  * ,)c o s p , +  i>а{х у z , ) x
П -r+OO  / e  ]

X cos V J  Д S , =  f |' (vx cos a  +  vy cos p +  vf  cos y) ilS.
s
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Шундай цилиб. берилган S  сирт орцали вацт бирлиги ичида оциб 
утувчи суюцлик мицдори ёки, одатда айтилишича, бу сирт орцалн 
суюцлик сцими S  снрт буйича интегралдир:

П =  II (v • n) dS =  П (о, cos а  +  v „ cos 8 4- v cos y) dS (77)
s s "

3. Вектор майдон окими. Оцувчи суюцлик окимига ухшаш равиш- 
да 5  снрт оркали Ф — Р(х, у, г) i +  Q(х, у. z)i +  R (дг, у, г) к вектор 
оцимн тушунчасини киритамнз. Бунда бу сиртнинг хар бир нуцтасида 
п =  ic o s a  +  j  c c z P +  kcosY бирлик нормал вектор аницланган ва унинг 
йуналтирувчи косииуслари снрт нуцталари координаталаринннг 
узлуксиз функцияларн деб фараз киламиз.

S  снрт орцали Ф вектор оцими (ёки Ф вектор майдон оцими) 
деб сирт буйлаб олинган ушбу интегралга антилади:

П - Я  (Ф • n) dS =  f j  (Р cos a  - f  Q cos 0 +  R cos y) dS. (78)
S 6

Бу интегрални ,\исоблаш (74) ёки (74'), ёки (7 4 " )  формулалар 
буйича икки карралн интегрални хисоблашга келтирилади, бу ерда 
f(x , у, г) = Ф  - п.

Из о ц .  Х усусан, <t>=R(x,y, z )k  векторнннг г =  ф(дг, у) тенгла
ма бнлан берилган S снрт орцалн оцими П =  J ) R(x, у. z)-cosfdS  ни

s
царайлик. Сиртга бирлик нормал Ог ук билан уткир бурчак ташкнл
цилсин. cos у -—  1 —  б\ лгани сабабли S  снрт буйлаб олин- 

1 / 1  -г <р'* +  v'l
ган интегрални хисоблаш учун (74) формуладан фойдаланиб, цуйида- 
гинн хосил цнламиз:

Л  R(x, у, г) c o s y  dS =  f j  R ( x, у, z) — 1 —  dS =  f f  R (x, у 
s  ' s  I  V l  +  <PxJ +  <P J  axv

f  (*• У) )  — -  1 ^  , 1 ^ -ф '2 _ .ф  2 d a  =  я  R (X, у, (p (ЛГ, y)) da.
i ' 1 4 - ф '2 -j- m '2 • ~ х т у о
'  т  X У х у

Шундай цнлиб,

f f  R(x, у, z) c o s y =  f I R(X, у, ф (х, у ) )da , (79)
s охи

бу ерда о  rv — шу Оху текисликнинг S  снрт проекцияланадиган соха- 
си. Агар бирлик нормал Ог уц бнлан утмас бурчак ташкнл цилса 
(cosyС О ), у холда, равшанки,

j  f R (-v. У, z) cos y dS =  —  f j  R (дг, у, ф (дг, у)) d a  (80)
s 6Xy

Блрлнк нормал векторнинг иуналиши царама- карши нуналишга уз- 
гарганида унинг й> налтирувчи косинусларининг ишоралари узгариши 
туфайли сирг оркал* вектор оцимининг ишорасн узгаради [ (78) фор
мулага цараиг].
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1- м и с о л . Ф =  xy-i - f  —  J -г  х3гк вектор- функциянинг г =  х- у- айланнш

рараболоиднинг х3 -f- у* =  4 цилиндр билан кесилган булаги оркали П оцпмини то- 
пинг, бунда нормалнинг йуналишн сифатнда бу нормал вектор) Ог уц билан уткир 
бурчак ташкил киладигаи йуналншннн олинг (36- расмга ^аранг).

| Е ч и л и ш и .  (78) формулага асосан: П =  (]' (Ф  п) dS. Айланнш параболоиди-
s

га п бирлик нормал векторни топамиз. Агар сирт г — ф (х, у) тенглама билан бе
рилган булса, у .холда

— у'х (х, у) 1 — фу(дг. y )j- f к

У7

булишини биз биламнз (IX  боб, (48) формулага ^аранг).
—  2x1 —  2i/J -I- к

Мазкур зрлда ф (х, у) — х- +  у2, шу сабабли п =  ---------  1 • Демак,

Ф п  =
— 2х2у2 — у-г -|- х-г

У \  - г  4 *1 +4j/-

У \  -г  4х3 +  Ау-

Шундай килиб, П оким ушбу сирт буйича интеграл билан ифодаланадн:

е е — 2х-у1 — у-г +  * *  г 
П =  J  I -  J  " — dS.

S У 1 _  4х3 +  4 у1
Сирт буйича интегрални икки каррали интеграл оркали хисоблаш учун (74) фор-
муладан фойдаланнб ва г  =  ф (х , у) =  хг +  у'1, j  I ] I +  4x*-J- 4j/3
экзнлигинн эътиборга олиб, цуйпдагипи хоснл киламиз:

— 2х2у2 — у'1 (х* +  у2) -+• х1 (х3 4 - у1) __________________
П  =  я ----------------------------  ----------------  У \  +  4 Х - - Г  4 y - d a  =

6*y V 1 +  4х3 +  4у*
= Я  [ -  2х2у2 +  (х3 +  у3) (х 3 -  у2) ]d  о,

Лх у
бу ерда а ху — Оху текисликдаги радиуси R — 2 ва маркази координаталар бошида
булган дойра (3 7 -расмга каранг).

Икки каррали интегрални кутб коордиааталарда цисоблаймиз

2 я  2 sin3 2 ф
П =  f (— 2r‘ cos- ф -s in -  ф +  r ‘(cos3 ф— sin2̂ )] rdrdy=  f d Ф J

б - ' .  о  0
2

3 2 2 я  / 1 — c( /^drvrn— ( ( — ~
1 — cos 4 ф

1-c o s .

s in 2 ф я 1 6 л  ___

2  j o  = _  3
16.75.

2-мисол. Ф = у г \  векторнинг x3 - f  ‘J 2 =  1 цилиндрик 
сиртнинг 1 октантда ётувчи ва х =  0 . у =  0 , г = 0 .г=1 
текислик лар билан чегараланган 5  булаги буйлаб окп- 
Мини топннг, бунда цилиндрик сиртга нормаль Оу УК 
билан р уткир бурчак ташкил этадн, деб ^исобланг 
(56- раем).

Е ч и л и ш и .  Цилиндрик енртга бирлик нормал 
Вект >рни топамиз. Бунннг учун унинг тенгламасини /  

У' 1 ; = 0 куринишда ё-<иб оламиз. 1Хбобдап( у  
(43) формулада F(x, у, г) =  л: +  у 1 — 1 деб Ьлиб, цу- Л 
иидагинн топамиз;

8—2950

3 2
*  | $ т 4 ф

з [  4  1 16 +

■ч

! Г
• С

56- раем
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Бирок цилиндр сиртида х2 +  у2 =  1. шунинг учун п =  *i +  у] ■
Шундай килиб,

П =  Я  (Фп)  dS =  И  ftdS. 
S s

Бу интегрални (7 4 " )  формула ёрдамида з^исоблаимиз.

Бу ерда у =  ш (х, г) =  V 1 —  dS =  у  i ш ‘*da =

Шунинг учун

, ,  . ,  ,  .______  __ da = | |  z V l — х2 da,
П =  5 J y'-zdS =  f J ( V l - J - I ) *  г  J/-J— J5 6 „

S 6X.’хг

бу ерда a „ j  —  берилган S  сирт Охг текисликка проекцияланаднган О ABC квадрат. 
Икки каррали интегралда интеграллаш чегараларини такснмлаб, кУйидагини >;осил
Киламиз:

4. Остроградский-Гаусс формуласи. S  ёпиц сирт орцали оким S 
сирт билан чегараланган V соха буйича олинган бирор уч каррали 
интеграл ёрдамида хнсобланиши мумкинлигини курсатамиз.

Теорема. Агар Р(х, у, г), Q(x, у, г), R(x, у, г) функциялар V 
%ажмли чегараланган ёпиц сохада узларининг биринчи тартибли 
хусусий хосилалари билан биргаликда узлуксиз булса, у хрлда

[р  (*. У. г) cos a  4- Q (х, у, г) c o s  р +  R (х, у, г) со s v) dS =

формула уринли, бу ерда S tuy V соханинг чегараси, шу билан бир
га оцим бу сиртнинг ташки томони буйича олинади (яъни п бир- 
лик нормал вектор V цажмдан ташцарига й> налган).

П =  .f S г 1 / 1 — х2 d о  =  f dz f z 1 1 — xl dx. 
6хг о о

С£нгра

J V 1 — X1 dx =  —  [[arcsin x +  x ~ \ /1 — л2]
о * 0

1 I я=  —  arcsin 1 =  —

булгани учун у«ил-кесил КУйидагини ^осил киламиз:

n = ( z - 7 - d z  =  —  =  0,393.
о 4 8о

(81)



(81) тенг лик Остроградский — Гаусс 
ф о р м у  лас и деб аталади.

И  с  б  о т и . Аввал Охуг фазода St : г =
^ g(x, у), St 'Z — И(х, у) [бунда g(x, у) <
^/t(.v, у) ] снртлар хамда ясовчилари Ог 
укка параллел булган S ,  цилиндрик снрт 
бнлан чегараланган V сохани цараймиз (57- 
расм)- S ,  цилиндрик сиртнинг йуналтирув- 
чисн Оху текислнкдагн а  сохани чегаралаб 
турган L эгри чизицдир.

И Н Т — интегрални топамиз. Уч кар-
V  dz

рали интегрални цисоблаш формуласига 
асосан [ (38) формулага царанг):

Г  т м и . л^
57- раем

Сунгра
* U- УI

I —  dz =  R (дг, у, г) 
дг

М*. у)
=  R (x,y , h (x ,y ))— R (x ,y ,g (x ,y ))

Я (*. V)Я (*. У'
булгани учун

Ж d-^dV =  J j  R(x. у, h(x, y ) )d o  — j j  R(x,y, g (x ,y ))d a  (82)
\ 01 * q a

булади. R(x, 11, г )к  векторнинг S3 сиртнинг ташци томони' ( c o s y > 0 )  
орцалн оцимнни, яънн f f  R(x, у, z) cos у dS нн цараймиз. S2 сирт

S .
тенгламаси z = h ( x ,  у) куринишда. cos у >• О эканлигини .\игобга олиб 
(57-расмга царанг) ва (79) фэрмуладан фойдаланиб,

ff  R(x> У> г) cos у dS =  J J  R(x, у, h(x, у)) d a  (83) 
si о

НИ Зрсил циламнз. ff  R{x, у, г) cosydS оцнмнн S i  сиртнинг пастки
5 ,

томони (cos у <  9) буйича хисоблаб ва (80) формуладан фойдаланиб, 
ЧУйкдагини \осил цнламиз:

ГГ R (дг, у, z)cosydS =  ~ ^  R(X. у. g(x, y ) ) d a .  (84) 
U о

(82), (83) ва (84) муносабатларни эътиборга олсак,

= ( ( ! ? ( * , . * )  cosy  dS +  \\R (x,y,z) cos у dS (85)

Га эга буламиз. (85) тенгликнинг унг томонига S;, цилиндрик сиртнинг 
ташки томони буйича олинган 5)R(x,y,z) cos ydS интегрални цушеак.бу

г,
Тенглик узгармайдн. Цили ирик сиртнинг ихтиёрнй нуцтаси учун c o sy =  
^созЭО0 = 0  булгани сабабли бу интегра л нолга тенг. Шундай цилиб,
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шJ  J  dv =  ff R(x, у , z) cos у dS +  ff R (дг, //, z) cos v dS +

-b f j /? (лг, y,z) cosydS.
S,

Бу тенгликнннг унг томонида турган окнмлар йипшдисн V' хаж.мнц 
чегаралаб турган S  ёпиц сиртнинг ташки томони буйлаб оцимдир:

dR
— dV =  f| R (x, у, г) cosydS.

(86)

Ушбу формулалар хам шунга ухшаш келтириб чнкариладн:

’ дР  ( Т
^dV  =  J J  Р ( дг, у, z) co sa d S , (87)Щ

j j j  =  J J  Q (* . У. *)cosp<iS.
V- дУ - s

(88)

(86), (87) ва (88) формулаларни хадма-.\ад цушнб, Остроградскнй- 
Гаусс* фор.муласини хосил киламиз:

J J  1Р(х, у, z) cos a  +  Q (дт, У, г) cos р -{- R  (дт, у, z)cosy)dS  =

дР_ dQ dR\ 
дх “Ь ду “Ь dz ) dN •

Мисол. Ф  =  3x1 4- 2уj  — 4гк вектортшг х  -f- у +  г  =  1, х  — О, у — 0, г =  О 
теьпслнклар билан чегараланган S  пирамида сиртшшнг ташки томони оркалн оки- 
минн Остроградскнй — Гаусс формуласи ёрдамида .\нсоОланг

дР dQ OR
Е  ч н л н ш и . Бу ерда Р =  Зх, Q =  2у, R =  — 4г. Сунгра ------h ~  ~  =

дх ду дг
=  3 +  2 — 4 = 1  булгани учун, Остроградскнн — Гаусс формуласндан фойдаланиб,

Г! =  j  ( (3xcos а  -г  2i/cosР — 4icos у) dS  =  J f  J  I dV
S HaT V

ни хосил киламиз, бу ерда уч каррали интеграл V пирамида буйича оликади, 
J J J  dV интеграл V соха хажмига, яъни пирамнданинг ^ажмига тенг булгани учун: 

V
1 1-1 1

f С (3xcos a  — 2i/cos Р — 4;cos y)dS  =  1 '~z~ =  — .
S i  3 ^ 6

5. Остроградский — Гаусс (|юрмуласининг вектор ёзуви. Девиргенция. 
Ушбу

Ф =  Р (дг, у, z) i -f- Q (.с, у, z) j - f  R (*, у. г) к
вектор билан аницланган вектор Ьайдон берилган б\лснн. Остроград
ский — Гаусс формуласининг чап томонида турган fj (Я cos a  - f  Qcosp +

• Бу ерда биз J J  (P co s  а  -г С?со*р  -j- У?cos y)dS  =  J J  P c o s a d S  +  j  jQcos PdS-H

+  Я  R cosydS  тенгликдан фойдаладднк. Бу эгри чизикли интеграллар учун (5Г> 
6'

муиосаОатни келтириб чикаришга ухшаш йул билан хосил кил и пади.
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j l R cos \)dS сиртий интеграл Ф векторнинг V хажмни чегаралаб 
турган 5  ёпик сирт оркали П оцнмндир:

П =  ff  ( Я c o sa  +  Q co sp  R cosy)dS  =  ff ( Фп ) Л>.
s  ‘ s

Шуиннг учун Остроградскнй— Гаусс формуласининг чап томони коор
динаталар системаснга боглнц булмаган холда хам маънога эгалиги 
тушунарлидир.

Энди Остроградскнн — Гаусс формуласининг унг томоиинн карай-

миз. —  +  ^  + —  =  ф (дг, у, г) булсин. Бу функция координаталар 
дх ду дг

системасининг танланишига бог лиц эмаслнгини курсатамнз. Бунинг 
учун фазонинг бирор М (дг, у, г) нуктасини оламиз ва бу нуцта атрэ- 
фнда S ёпиц сирт чизамиз. S  сирт билан чегараланган V хажмга Ост
роградский— Гаусс формуласнни цу.гтанамнз:

f f  ( Ф  ■ n ) dS  =  j'j" f ф (дг, у, z)dV .
£ v

Урта циймат хакидаги теоремага асосан
JCf <р(дг, у , 2) dV =  <р (Л10) V

га эгамиз, бу ерда Af,(.v0; у0; г0) шу V хажмнинг ичидаги бирор нук* 
та. Демак,

j f j ( ® - n ) d S  =  9 (.M0) .V ,

бундан
.0 (Ф-п) dS

ф (и «) •» ~— z—

V ^ажм М нуцтага тортнлади, деган шартда лимитга утиб,

J J ( 0 n )dS 
lim ф (М 0) =  lim —-------------- •
V—0 V-»0

нн зфсил киламиз. Бунда М0-+М булгани учун, ^ — хусусий
ох оу дг

^Осилаларнинг М нуктада узлуксизлигнга асосан

lim  ф (Af0) =  ф (М ) =  Ф (дг, у , г) =  ~ - +  ~^ +  ~
V- . 0  дх ду дг

ни хосил киламиз. Демак .И (дг, у, г) нуктада цуйидагнга эгамиз:

i £  + 4S +  i £ - H » s
(J (Ф • n) d S

д х  ду д т v-.o V (89)

Бу тенгликнинг уш томони координаталар системаснга боглик бул
маган холда маънога эга булгани учун шу тенгликнинг чап томони
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д Р  , dQ  , i R
+  ай  +  х.ам координаталар системасининг танланишига борлиц

булмаган холда бир хил циймат цабул цилади.
Энди ушбу таърифни кирнтамнз;
Ф  =  Pi -i- Qj 4- Rk вектор майдоннинг М нуцтадаги дивергенцияси 

деб Ф  векторнннг М нуцтани ураб турган сирт орцали П оцимнинг 
бу сирт билан чегараланган V цажмга нисбатининг бу ^ажм нуцтага 
тортнлади деган шартидаги лимитига айтилади.

Ф вектор дивергенциясн d i v Ф  символн бнлан белгиланади, шун
дай цилиб,

[div Ф =  lim — .
* V-*Q V'

Дивергенция скаляр мицдордир; (88) тенгликдан

div Ф  =  —  4- ^  4- ( 8 9 ' )
д х  д у  ^  д г  v '

эканлиги келиб чицади.
Остроградский-Гаусс формуласини дивергенция тушунчасидан фэй- 

даланиб, вектор формада ёзиш мумкин;

J j  (Ф  • п) dS  «  J f j 'd iv Ф  dV. (90)

Бу тенглик спиц сирт орцали вектор оци.ни шу сирт билан чегара
ланган соха буйича дивергенциядан олинган уч каррали интегралга 
тенг булишини билдиради.

(90) формуланинг физик маъносини ойдинлаштирайлик. Вектор 
майдонни царакатланаётган суюцликнинг v тезликлар майдони сифати
да караймиз, бунда суюцликнинг зичлиги у =  1 деб ^исоблаймиз. 5  
ёпиц сирт билан чегараланган W со.\ани оламиз. Бу ^ол учун • (90) 
формула бундай ёзилади:

J f ( v  • n ) d S  =  f f J d i v v d W .  (90 ')
s  v

J ( ( vn) d S  оцим S  сирт орцали вакт бирлиги ичида оциб утувчи 
s

суюклик микдорини аницлашинн биз биламиз. Аницроц айтадиган бул- 
сак, J f ( v - n ) d S  оцим S  ёпиц сирт* оркали оциб чикувчи ва окиб 

s
кирувчн суюклик мицдорларининг алгебранк йипшдисини беради. Агар 
J j  (v • n ) d S > 3  булса, у холда W со.\адан оциб чнццан суюклик оциб

кирган суюцлнкдан ортик булади. Агар J'С (v • n ) d S < 0  булса, у
5

холда, аксинча, оциб кирган суюклик оциб чиццан суюцликдан куп- 
рок булади.

1. (v п) d S  о^им снртнинг [ташци томони буйлаб олинишини кузда тутиш

лозим. Шу сабабли S  сиртнинг берилган нуктасида v тезлик вектори таш^арига 
П у налган булса, у 3{олда v • п >  0 , агар v вектор ичкарига йуналган булса, у ^ол- 
да v ■ п <  0 .
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Энди бирор' М нуктада v тезлик дивергенцияси мусбат дейлик:
d i w > 0 .

Хусусий хосилалар узлуксиз булганлиги учун у маркази М нуц- 
тада булган 5  сфера билан чегараланган етарлича кичик W шарнинг 
ну^таларида хам мусбат булади. Бирок у холда f f f  d iv vdW  > 0,

'w »w
демак, (90') формулага асосан ff  (v n ) d S > 0 ,  яъни W сохадан унинг

‘s
5  чегараси орцали оцнб чиццан суюклик оциб кнрган суюклик дан 
ортиц. Шу сабабли М нуцтани манба деб аталади. Агар М нуцтада 
d iw  < 0  булса, у >рлда маркази шу нуцтада булган етарлича кичик 
сфера орцали окиб кирган суюклик ок;иб чик^ан суюклик дан ортиц- 
дир. Шунинг учун бу холда М нуцтани обрез деб аталади.

Нихоят, агар бирор S  сирт билан чегараланган W хажмнииг хар 
бир ну^тасида divv =  0 булса, у холда о^им нолга тенгбулиши (90') 
формуладан келиб чи^ади ва демак, бу сирт ор^али ^анча суюклик 
оь;иб чицса, шунча суюклик окиб кирадн.

Мисол. Сую^ликнинг тезликлар майдони v =  a ! + 6 j  +  c k  нинг дивергенция- 
сини ^исобланг, бу ерда a , ft ва с  узгарм аслар.

Е ч и л и ш и .  ( 8 9 ')  формулага асосан уйндагнни топамиз:

divv =  ^ f +  ^ + ^ f  = 0. 
дх  д у  д г

Шундай цилиб, бу майдонда манбалар >;ам, обрезлар ^ам йу^. Суюкликнинг барча 
зарралари бир хил тезли кка эга, суюклик ^аттиц жисм каби илгарнланма ^аракат 
цилади. Бундай суюкликнинг исталган ёпиц сирт орцали оцнмн нолга тенг.

6. Вектор чизи^лар. Вектор трубкалар (найлар). 0  =  P i - f Q j O -  
+  вектор майдон берилган булсин. ХаР бир нуцтасида майдон 
векторн уринма булган чизиц вектор чизик деб аталади.

Суюклик зарралари харакатланадиган траекториялар суюклик тез- 
ликлари майдонининг вектор чизикларн булиши равшан.

Электростатик майдонда майдоннинг куч чизиклари вектор чизик- 
лар булади. Шу сабабли хам вектор чизицлар купинча ток чизиклари 
(ёки куч чизиклари) деб аталади.

Берилган вектор майдонда L ёпиц эгри чизиц берилган булиб, 
унинг хар бир нуцтаси ор'^али вектор чизиц утсин- ^ чизик оркалн 
^тувчи барча вектор чизиклар туплами вектор най деб аталадиган 
сирт .\осил цилади.

Бу майдоннинг .\аР бир нуцтасида div Ф =  0 дейлик. Вектор най- 
нннг 5  кнс.ми ,\амда бу соханинг S , ва S« кеснмлари билан чегара
ланган V сохани карайлнк (58- раем).

Остроградскнй — Гаусс формуласига асосан:
f f j  divOdl/ =  ff (Ф • n ) d S  +  ff (Ф • n M S  -f- f f<® . n l dS .
' v S\ S S, s,

Бунда п бирлик нормал вектор барча холларда хам ташцарига йунал- 
ган. ё1уФ = 0  Сулгани учун ff| divOc/У = 0. Демак,

•v
if (Ф  n )d 5 + ff (® .n )r f5  +  n '(®  n )d5= 0 . 
s si s.
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Вектор найнинг S  сирти буйлаб олин
ган f f  (Ф • n ) d S  интеграл нолга тенг, чуц.

58- раем

г ки вектор найнинг характерли хусусиятц 
шундаки, унинг хар бнр нуктасида мос ф 
вектор бу сиртга шу нуктада утказилган 
уринма текисликда ётадн ва демак, скаляр 
купайтма Ф  • п = 0 .  Шундай килиб, найнинг 
S , ва S .  кесимларн буйлаб олинган интег. 
раллар коладн, бунда улар кесим сиртн- 
нннг V хажмга нисбатан таш^и томони 
буйича олннади:

ff  (Ф ■ п) dS  Ч- (j (Ф • п) d S =  0 ёки — ff (Ф • п) d S =  ff  (Ф . и) dS.
•St *S|

St кесим нукталарида п бирлик нормал вектор йуналишмнн карама- 
каршн йуналншга узгартириб,

ни хосил киламиз, бу ерда п, =  — п (58- расмга каранг).
Бу муносабат куйндагини англатадн: агар Ф  вектор майдоннинг 

барча нукталарида сНуФ = 0 булса, у хрлда вектор наннинг истал- 
ган кесими оркали вектор оцими бир хил цийматга эга булади. 
Масалан, вектор майдон сикилмайдиган суюкликнинг (яъни зичлиги 
узгармас суюкликнинг) v тезлнклар майдони хамда d i v v = 0  (яъни 
манбалар ва сбрезлар йук) булса, у .холда найнинг исталгаи кунда- 
ланг кесими оркали ок.нб утувчи суюклнклар микдори бир хил цгй- 
матга эга.

>̂ ар бир нуктасида div Ф  =  0  булган майдон соленоидал (ёки най 
ли) майдон деб аталди.

7. Стокс формуласи. Ротор. Циркуляция. Стокс* формуласи Остро- 
гродский — Грин формуласининг умумлашмаси булиб, у L ёпик кон
тур б\йлаб олинган эгри чизнкни ^исоблашнн бу контур билан чега
раланган S  сирт оркали утувчи о^имни хисоблаш га келтириш имко- 
нини берадн.

Теорема. Агар P(x ,y .z ) ,  Q(x,y.z), R(x.y ,z)  функциялар ва 
уларнинг биринчи тартибли хусусий хосилаллри L ёпик контур би
лан чегараланган S сиртда узлуксиз булса, у .\олда Стокс форму
ласи деб аталадиган ушбу формула уринли:

ff (Ф • nt) d S  =  f j (Ф • п)dS

* Д .  Стокс (1819 — 1903) пвглиз матечатигн ва ыехмигн.
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Агар бунда сиртнинг томони танланган (яъни бирлик нормал век- 
т о р н н и г  иуналиши танланган) булса, у холда L контурнн айланнб чн- 
киш иуналиши мусбат цилиб танланади, яънн у бундай танланадн: 
контур буйлаб S  сиртнинг танланган томони буйича юраётган куза- 
тувчи шундай харакатланадики, бунда сирт кузатувчидан чап томонда 
кЬлади (59- раем).
' Бу теореманинг исботннн келтирмаймиз.

ф  =  Р (дг, у. г) i +  Q (дг, у, z)i +  R (х, у, z) к вектор майдон берил 
ган булсин. Ушбу янги

( d R _ d Q \  д Р  d R \ . ( d Q _ d P \ .

1» Г  а Г .1 Н 5 7 _ Г Д , ' Г 1 5 7  ) , Г

векторни цараймиз. Бу вектор вектор майдоннинг ротори (ёкн ура- 
маси) деб аталади ва rot Ф  бнлан белгиланадн. Шундай цилиб,

Г0, Ф _ ( М _ «  , + ( £ £ _ £ * \ J +  / i 2 _ £ £ ) k .
' ду  д г  j  ' д г  д х J  \д х д и )

(92)

Бу ифодани эслаб колиш учун ушбу симвслик детерминанта царайлик! 

i j  k
д_ д_ д_ 

д х  д у  д г
Р Q R

Агар бу детерминантни формал равишда биринчи 
сатр элемеитлари буйича ёйилса ва бунда

уг символларнинг Р, Q, R функциялари купайтма-

ларини мос хусусий хосилалар билан алмаштиришга (масалан, Q

купайтмашь' хусусий хоенла билан алмаштнрилади) келишиб олин- 
са, у холда (92) формуланинг унг томони хосил булади. Шундай

(93)

rot Ф  координаталар системасига бс*лик булмасдан, балки дастлаб- 
ки вектор майдон билаи аникланишивд курсатиш мумкин. Ф вектор 
ыайдонга янги вектор майдон — унннг ^рамлари майдони мос келади.

1- мисол. Ог уц атрофида узгармас а> бурчак тезлик билан айланаётган абсолют 
Чаттик жиемнинг у тезликлар майдони берилган булсин. .Маълумки,* v =  — со и i 4- 
- f -c o x j. r 3 '

rot v ни топамиз. Бу з^олда Р  =  — ray. Q =  шх, R =  0, шунинг учун

КНЛИб,
i j  k

ro t®  = д д д
дх д у д г
Р Q R

*  11 боб, 5- §, 5 _ пункта, 3- мисолга каранг.



rot v =
JL jL A
д х  д у  д г

—  my (ox  0

i j к

/Э0 _ d(o><)\ 1 +  ; (?(— <■>.</) _ d 0  | i +  j diwx) _  д ( —ыу) j k =  2(l) k .
I d y  д г  )  ' [ д г  д х )  д х  д у  )

Шундай килиб, rot v =  2 о> к . Деыак, rot v векторнинг модули цаттик жием
нинг 6г  уь;и атрофида айланаётгандаги бурчак тезлнгининг нккиланганига тенг. Ана 
шундай «ротор», яъни «айланиш» деган ном келиб чнкади.

Стокс формуласига цантсак. унинг унг томонида rot<D векторнинг 
S  сирт орцали оцими турганини курамиз:

Я  [ ( t v - “ s ’ + ( * ' ~  1031Н ‘ ( £ ' ~  ^ ) ‘c o sv  ] ' * ’s ~

=  j \ (rot Ф • в) d S.

Унинг чап томонида эса Ф векторнинг циркуляцияси, яъни ^Фс/г
L

турибди (3-§, 3 - пунктга царанг). Шундай цилиб, Стокс формуласи- 
нинг ушбу вектор ёзувини ^осил цилдик:

: Ф 4 г  =  Я( г о1Ф • U)ds.  (94)
L "s

(94) муносабат цуйидагини англатадн: Ф векторнинг L ёпиц кон
тур буйлаб циркуляцияси Ф вектор роторининг L контур билан 
чегараланган S сирт орцали оцимига тенг.

2- мисол. Ф —- у2 i -t- г2 j  +  х2 к векторнинг учлари Л (1; 0 ; 0), В ( 0 :1 ;0 ) ,  С (0;0;1) 
булган учбурч акнинг ABC А чегараси буйлаб циркуляциясини Стокс форму ласи ёр
дамида топинг (40- раемга царанг).

Е ч и л и ш и .  (93) формулага кура топамиз:

» J к
д д д

rot Ф =
д х  д у  д г

Г Э ( * * ) _ - * ( г 2)' \д (z3) д  (</! Л

L д у д г 1 L д г д х  J 1 д х д у  J
Ц } Щ  к =  —  2г1 —2x1— 2У*

ABC учбурчак текислигининг тенгламаси х +  у г  =  1 куринишда булгани учун бир-

лик нормал вектор и =  L L L t J i /Демак, rot Ф ■ п = ■= (•* +  £ +  *).
V  3 ' У з

Ф  вектор циркуляцияси ни Стокс формуласидан фойдюаниб топамиз:

\ ф ^ г =  f> у2 dx +  ?2d,j +  х -dr =  f u r o t  Ф . п) dS =  
АВСА А ВС A '-S

~ ~ v m $ {* +x+y)dS'
i

бунда S —  берилган ABC учбурчакнинг ташки томони. Хосил булган бу сиртий 
интегрални (7 4 )  формула буйича хнеоблаймиз. S_cnpT тенгламаси г = Г — х — у 
бфлгаян учун У 1 - f  г ' 2 -+- г * =  У 1 - г  1 -f- 1 =  У ^ .  У  холда
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булган!

— y f  \ \ ( * + x + y ) d S  =  — r^=- j j £(1  — х  — у) +  *  +  </] V 3 d o =

6 о
=  —  2 ||do =  — 2 о  =  — 1;

о
чунки о юз (АОВ учбурчакнинг юзи) 1/2 га тенг. Шундай цилиб

ф y~dx — z-dy +  x-dz =  — 1 .
АВСА

8. Эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглицмаслиги
(фазода). 3 -§ , 5-пунктда f Р (х, y)dx +  Q (дт, у) dy эгри чизикли интег-

L
ралнинг Оху текисликда ётувчи L интеграллаш йулига бомицмаслиги 
Хадедаги масала царалган эди. Энди шунга ухшаш масалани

f Р (дг, у. z)dx +  Q (дг, у, z)dy +  R (x,y,z)dz
L

интеграл учун царапмиз.

Шундай цилиб, Ф =  Р (дг, у, z) i -+ Q (дг, у, z) j  - f  R (дг, у, z) k вектор 
майдон б ерилган булсин. Бундан кешш Р (дг, у, z), Q (дг, у , :) ва R (х, у. г) 
функциялар Охуг фазода ёки фазонинг бирор G сохасида узларининг 
биринчи тартибли ^осилалари билан биргаликда узлуксиз деб фараз 
нламиз.

А ва В шу G соханинг иккита ихтиёрий нуцтаси булсин. G сохада 
ётувчи хамда Л ва В  нуцталарни туташтирувчн турли эгри чизикларнн 
цараймиз. Агар f Pdx +  Qdy — Rdz эгри чизикли интеграл бу йуллар-

нинг исталгани буйича бир хил циймат цабул цилса, у холда интег
раллаш йулига боглицмас деб айтилади.

f Pdx +  Qdy +  Rdz эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йули- 
1

га боглиц булмаслик шартлари 3-§, 5 -пункт, 1 ва 2 - теоремаларга 
Ухшаш булган ушбу 1 ва 2-тсоремалар оркали берилади.

1 -теорема. | P d x Q d y  ~  Rdz эгри чизикли интеграл бирор G со-

%ада интеграллаш йулига боглиц бдлмаслиги учун бу сохада ётувчи 
исталган ёпщ контур буйича олинган интегралнинг нолга тенг бу- 
лиши зарур ва кифоядир.

Бу теореманинг исботи f Pdx - f  Qdy интеграл учун шу каби теоре-

манинг исботи билан айнан бир хилдир.
2- теоремани таърифлашдан ап дин фазода бир богламли соха тушун- 

часини киритамиз. G соха ётувчи исталган L ёпиц контур учун шу со'ха- 
Да ётадиган ва L контур чегараси буладиган сирт мавжуд булса, у ^ол- 
Да G бир бог лам.т со.\а деб аталади. Бу ^олда L контурга бутунлай 
С со^а тегишли булган сиртни «тортиш» мумкин деб айтилади. Alaca-
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60- раем 61- раем

лая, куб, шар, эллипсоид билан чегараланган жисм, бутун фазо бир 
богламли со.\алардир.

Бир богламли булмаган соха га бирор тугри чизицнинг, масалан, Ог 
уцнинг нукталари чицариб ташланган бутун фазо мисол булиши мум
кин. ^ацицатан ^ам, масалан, Ог уцца перпендикуляр текисликда ётув
чи ^амда маркази шу у еда булган L айланани царайлик (6 0 -раем). L 
айланага стортилган» ^ар цандай сирт Ог уцни кесиб утиши равшан, 
демак, у со^ага тегишли булмаган нуктани уз ичига олади. Торнинг 
(стешик кулчанннг») ичн ^ам бир богламли булмаган со.\адир (61- 
расм). Хацшугган \ам, торнинг ичнда ётувчи ва раемда пунктир чизиь; 
билан тасвирланган L айланага барча нукталари торнинг ичида ётади
ган сиртни «тортиш» мумкин эмас.

2 -теорема. Ф =  PI +  Qj +  tfk вектор функциядан олинган 
f Pdx +  Qdy -р Rdz эгри чизицли интеграл бир богламли G сохада
L
интеграллаш йулига бог лиц булмаслиги учун бу эо.\анинг хамма 
ерида rot Ф — 0 булиши зарур ва етарлидир.

Е т а р л и л н к н и  исботлаш билан чекланамиз. G сохада rot Ф =  0 
булсин. G сохада ётувчи исталган L ёпиц контур буйлаб олинган 
f Pdx +  Qdy -f- Rdz эгри чизицли интегралнинг нолга тенглигини курса- 
it.
тамиз. G сохада L контур билан чегараланган S  сиртни царайлик, G 
со^а бир богламли булганлилиги учун бундай сирт доили топилади. 
Стокс формуласига асосан;

( Pdx -г  Qdy +  Rdz — f f  (rot Ф •n) dS.
P  a  s

Бирок G сохада хусусан S сиртда jjsm, п ^ Ф ^ О  тенглик уринли. 
Шунинг учун f j  (rot Ф .n)dS = 0  ва демак,

Ф P d x Q d y  +  Rdz =  0.

Шундай к;илиб, G сохада гп исталган L ёпнц контур буйлаб олинган 
интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан эфи чизикли интеграл ин
теграллаш йулига боглицмас деган хулосага келамиз. Сунгра
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Уду д ’ J  \cte дх I  ' \дх ди /

^лганлиги учун 2 - теоремами цуйидагича таърифлаш мумкин: j* Pdx +
L

j .  Qdy +  Rdz эгри чизицли иптеграл бир богламли сохада интеграл- 
лaiu йулига бог лиц булмаслиги учун бу соханинг хар бир нуцтасида 
цуйидаги муносабатларнинг бажарилиши зарур ва е ’парлидир:

(95)dR
д[/

dQ
дг ’

дР
дг

dR 
д х '

dQ
дх

дР
ду'

Текислик булган хол учун эгри чизикли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглик булмаслик шарти [(61) формулага царанг] бевосита (95) 
формуладан келиб чицадн.

1-мисол. г (2ху +  г1) dx +  (х -+  г) dy +  (у +  2хг)йг  эгри чизикли интеграл
L

интеграллаш йулига Соглицмас, чуики унинг учун 2 - теоре.манннг шарти бажарилади.
,\акицатан' .%ам, бу ерда Ф  =  (2ху -+- г 5) i +  (jc* - г  г) j  +  (у +  2хг) к. Шунннг 

учун Р =  2ху -j- гг, Q -= +  г , R =  у +  2хг ва демак,

rot Ф  =

д(2х.!

1 J к
д_ д_ д_ 
дх ду дг

2xi1 -4- г 5 х1 +  г у +  2хг

д ( у + 2 х г )

г дх

(  д (у  +  2хг) д (х- -i- г)

•)! +  (

\ ду дг

д  (х* +  г) д { 2ху — г - )
дх дч

• +

2- мисол. I ydx -
L

1 yi — x j ~  гк ва

.(1  —  1)1 +  (2г — 2 * )J  +  (2jc — 2 х )к  =  0.

■ xdy +  гйг эгри чизикли интегрални карайлик. Бу ерда Ф=

rot Ф

1 j  к

L  L  JL
дх ду дг 
У — х г

дх дг j  дг дх' , дх ду

Демак, мазкур ^олда эгри чгЗчцли интеграл интеграллаш йулига боглицднр.

9. Тула дифференциал б'.йича бошлангич функцияни излаш (фа
зода). Бу масала 3- §, 6-пуиктда текислик булган ^ол учун царалган 
эдн. Энди бу масалани фазо булган ^ол учун кисцача куриб чицамиз.

Р (д:, у. z)dx +  Q (дг, //, z)dy-~-R (дг, у, z) dz диффзренциал ифода 
берилган булиб, шу билан бирга P,Q ва R функциялар бутун Охуг 
фазода ёки фазонинг бирор бир богламли G сохасида узларшшнг би- 
ринчн тартибли хусусий ^осилалари билан биргаликда узлуксиз булсин.

Теорема. Pdx -f- Qdy Rdz дифференциал ифода бир богламли G 
сохада бирор (J — U(х, у. г) функциянинг тула дифферснциали були
ши учун бу сохада ушбу (95) шартлар бажарилиши зарур ва 
етарлидир:



dR dQ д Р _dR dQ ^ d P
ду дг дг дх ' дх ду 

Бу теореманинг исботи 3-§,  6-пунктдаги теореманинг исботига ухшащ 
булгани учун уни келтнрмаймиз.  ̂ ^

Исботлаш жараёнида, текислик булган холдагн каби, | Pdx 4 .
V..' г, )

4 . Q dy+Rdz  эгри чизикли интеграл тула дифференциалн Pdx 4 . 
+  Qdy +  Rdz га тенг булган изланаётган U =  U (х, у, г) функция 
эканлнгини курсатиш мумкин. Энди ушбу таърифни киритамиз ( 102- 
бетдагн таъриф билан такцосланг). Тула дифференциалн Pdx +  Qdy 4 . 
4 - Rdz дифференциал нфодага тенг булган U (дг, у, г) функция бу 
ифода учун бошлангич функция деб аталади.

(х: V. *)
Демак, | Pdx 4- Qdx -(- Rdz эгрн чизнцли интеграл Pdx +

(х%\ У%\ ?ф)
+  Qdy+Rdz  дифференциал ифода учун бошлангич функцняднр. 
Эгри чизикли интеграл интеграллаш йулига боглшумаслнги сабабли

(х; у, г)
U(x,y,z) =  I Pdx +  Qdy +  Rdz бошланшч функцияни топишда

(х,\и* г,)
(х0, у0, z0) ва (дг, у, г) нуцталарнн туташтирувчи исталган чнзикни олиш 
мумкин. (дг, у, z) нуцтанинг коордннаталарини интеграллаш узгарувчи- 
лари бнлан аралаштириб юбормаслик учун бу узгарувчиларнн с, rj, £ 
билан белгилаймиз. У холда U (х, у, г) учун ифодани бундай цайта ёзиш 
мумкин:

U (х, у , z) =  fX: J  Р (s, tj, S) +  Q ( ;, rj, £) dn +  R ( I  ti, Q (96)
(X,-. V ,: * . )

Хнсоблашларни соддалаштириш максадида интеграллаш йули снфа- 
тида AC, CD, ва DB томонлари мос равншда координата уцларига 
иараллел ACDB синиц чизицни олиш мумкин:]

Мисол. 2xtfzdx J -  3x2y*zdy +  x-i/dz  [дифференциал ифода учун бошлангич функ
цияни топинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда Р =  2ху*г, Q =  3х-у-г, R =  х-у3. Энг аввало (95) шарт-
dR

нинг бажарилнш- бажарилмаслигини | текшнрамиз. Мазкур з^олда —  =  Зх-у-,

dQ ,  .  dR dQ dP dR dP dQ
V  =  3х'У’> яънп — =  —  • Сунгра —  =  — • =  —  дг dy dz dz dx dy dx
булншига j;a\i юкоридагига уишаш ишонч цосил кила
миз; яъни (95) шартлар бутун Оху г фазода бажари- 
лади.

Демак, (96) формулага асосан,

U ( x ,y , b L  1х,у }
(x.'vatj

Бошлангич иукта координаталар боши билан уст- 
ма- уст тушсин (дс0 =  Уо =  го =* 0). Интеграллаш йуля 
сифатида бушнлари мсс равишда координата viyiapura 
параллел бАВС сиюп{ чизюуш оламиз (62 - раем). У 
*олда

(х: и; г)
U (x ,y ,z )=  С =  f+ |  +  f.

(0; 0; 0) О'А АВ ВС
С)

62- рас*

ОА кесмада; л =  0, ц =  0, di) =  0, =  0 ;  шунинг учун

f2 5 ri»C d&  +  3 5 *n 4 < in  +  5* Л* ** 5 — f2i-03 -0ds=0. 
ол о

АВ кесмада: g =  х, £ =  0 , d\ =  0, d l  =  0 ; демак
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f  +  +  =  ]■ Зде2 п2 0 а п =  0.
а в  и

ВС кесмада; 1 =  х, т\ =  у, d| =  0 , dn =  0 ; Демак,

f26n4iS + 3e*n*C*n + S, n, *5-f*V<*:-*,ir*C |o“ *V*-
вс о

(•) муносабатга асосан U (дс, у, г) =  0 0 -f- хгу3г га эгамиз. Шундай цнлиб, 
бошлангич функциялардан бири U =  х‘у3г функщыдир. Берилган дифференциал 
ифода учун бу функциядан таш^арн х-у'г +  С куринишдаги барча функцнялар ^ам 
бошлаш ич функцнялар булади, бунда С — исталган сон.

Текисликдаги .\олга ухшаш, Pdx +  Qdy +  Rdz дифференциал ифо
да U (л:, у, г) бошлангич функцняга эга булса,jy ^олда ,

I  +  g dz =  у  ^  ^  _  у  ^  ^  Zl) . (97)

(*й ft)
10* Потенциал майдон. Ф =  Р (х, у, z) i +  Q (дг, y,z)\ +  R (дс, у, z) k 

вектор майдоннинг барча нуцталарида ro t®  =  0 булса, у уюрмасиз
майдон деб аталади. 

rot Ф =  0 шартдан
d R __dQ dP _ d R  dQ dP
dy дг ’ dz dx dx dy

келнб чицади.
Олдииги пунктда антилганларга асосан бундай хулосага келамиз: 

агар rot Ф =  0 булган соха бир богламли булса, у холда Pdx +  Qdy +  
+  Rdz дифференциал ифода U (х, у, z) бошлангич функцияга эга,
яъни P d x  +  Q dy +  Rdz =  dU. Иккинчи томондан dU = ~ d x  +

+  ^-dy +  — dz булганлнги учун P =  — , Q = ^ ,  R =  — . 
dy dz dx dy дг

gradL/ =  — -f  ^ k  (IX  боб. 6-§. 3-пунктга царанг) экан- 
dx dy dz

лигини хисобга олсак. grad U =  Pi 4- Qj + R k  га эгамиз. Будеган суз, 
уюрмасиз майдон бирор функциянинг граднентидир: ®= g r a d L / .

Градиенти Ф векторга тенг U (х, у, г) функция ф майдоннинг пот
енциал функцияси (ёки оддийгина цилчб потенциала) деб аталади. 
Потенциалга эга булган майдон потенциал майдон деб аталади.

Шундай цилнб, хар бир уюрмасиз бир богламли майдон потен
циалга эга, яъни потенциал майдондир. БУнга тескари даъво .\ам
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уринлидир: хар кандай потенциал майдон уюрмасиз майдондир. Бу 
rot grad U — У дан келиб чицади.

v  dU , dU . , dll | -  •• г- л  d ’J\ацикатан хам Ф  =  —  i -г----- j  -f— к булсин. Бу ерда Р — — ,
дх ду дг дх

Q — —, R Ф вгктор функция учун (95) муносабатларининг 
ду дг

бажарилишини курсатиш етарлнднр.
Масалан, бнринчи —  =  ^  муносабатнпнг бажарилишин i текшир;:б 

курамнз. К,уйндагнга эгамиз:

dR д (дГ 1  &U _ dQ д ( ^ )  д-U 
ду ду дгду дг дг дудг

Бирок булгани учун —  =  — б\ладн. Колган муносаСат-
дудг дгду ду дг

ларнннг бажарилиши хам шунга ухшаш текширилади.
Агар Ф — Pi -J- Qi +  Rk потенциал к у ч  майдони булса, у хслда 

бирлик масса A (дгх. yv г,) ну^тадаи В (дг*, у*. г2) нуцтага кучганда 
майдон кучларинннг бажарган ншн А нуцтадан В  нуь^тага борадиггн 
йулга боглнк эмас ва у пэтенцнал функциянинг В  ва Л нукталарда- 
ги цийматлари айнрмасига, ёки одатда антилишича, пэтеициаллар 
айирмасига тенг.

^акицатан хам, Е  иш

Е  =  ' Pdx +  Qdy -j- Rdz
АВ

эгри чизикли интеграл билан ифодаланишини биз биламнз. Майдон 
потенциал майдон булганлиги сабабли бу интеграл интеграллаш йулига

( * : V. о
бомиц эмас, шу билан бирга бунда U (х, у, г) =  (' Pdx +  Qdy+

<*•:*; *•)
+  Rdz. (97) формулага асссан куйидагинн хосил киламиз:

Е =  тV\‘ °  Pdx -j Qdy -г Rdz =  U (дг,, у2, zt) — U (дгх, у1г г,). (98) 
(«■: «г, *i)

Куч майдони текисликда булган хусусий холда, яъни Ф =  Pi - f  Qj 
булганда (98) формула ушбу куринишни оладн:

Е  =  'У *  Pdx -г Qdy =  U (дг2, уг) -  U (* i , Ух). (99)
<*•: V.)

1-мисол. Тортишиш кучларн майдони ни карайлнк (3 -§ , I -'пунктга каранг). 
Координаталар бошида m м асса лулсин. Дгар Л 1 (х ;у ;г )  нуктага бирлик массами 
жойлаштирсак, у хслда унга илг'ари айтилганндек,

— У-т (д.1 -  t/j -}- гк)
F ( V ^ + r + г * ) '

тортишиш к\чн таъсир цилади. Бу ерда
—х  тх _  — у. ту п —Хтг



Бу куч майдони потенциал майдон булишини текшириб куриш осон, чунки rot F  =  0 ,  
ёки худдн шунннг узи, бу майдон учун (95) шартлар бажарилади. Тортишиш куч- 
лари майдони координаталар бошидан ташцари бутун Ох у г фазода, яъни бир 
Сокламлн сохада аницланганлиги равшан.

Бу майдоннинг потенциалини топамиз. (96) муносабатдан фойдаланнб,

xm(£d£ +  ridTi4-{dS)

U . ;L . )  (Уб* +  Л» +  С*)‘
х т

ии топамиз. -  = = ? - 1 функция интеграл остидаги ифода учун бошлан!ич 

функция эканлигини текшириб куриш осон. Шу сабабли (97) формулага асосан:

4 — хш — х т  — х т  л
и (■*’ У' " ) = , ' v ' x i  +  V,  +  ^  “  V x »  +  f i  +  #  “ “  +  ^  'О О О

Одатда ихтиёрий С 5'згармасни нолга тенг деб оламиз. Бу ^олда U (* , у, г) потенциал 
функция чексизликда нолга тенг.

2-мисол. т массали моддий нун;тани ^арайлик, унга т% га те:1Г отирлик кучи 
таъсир цилади. Ну^та вертикал текисликда кучаётган булсин. Бу текнсликда Оху 
координаталар снстемасини киритамиз, бунда Оу ^цнн вертикал пастга (Ерга томон) 
вуиалтнрами з. Равшанки, F = m g j.  Бу ерда Р  =  О, Q =  mg, R =  0, rot f  =  О ва, 
дёмак. огирлнк кучларн майдони потенциал майдондир.

U (х, у) потенциал функцияни топамиз. dU =  Pdx - f  Qly +■ R d :=  O-dx -f- 
- f  mgdy +  O-dz =  mgdy булганлиги учун потенциал функциялардан бири U (х,у) —
— mgy функцияднр. Масса A (ж,; ух) ну угадан В  (х2; у2) нуцтага кучганда ба жари- 
ладиган ишни (99) формуладан топамиз:

£  =  и :(хг, д.) — U (х „  y j  =  Ш2у,— т2у1 =  т% (у, —  у , ) .

11. Гамильтон оператори. Биз векторлар анализннинг асэсии диф
ференциал тушунчаларини— градиент, дивергенция ва рогорни курю 
чицдик. Агар Гамильтон* оператори ёхи у  оператор («набла») деб 
аталади ган

v - f i  +  f  i +  T kdx dy di

символ киритилса, бу катталикларни цисцароц ёзиш мумкин.
Бу операторни шартли равишда вектор деб царапмиз. Унинг усти- 

да амаллар бажариш цоидаларнни киритамнз.
1 . ы (х, у, г) скаляр функция булсин. v  векторнинг и га купайтмаси 

деб ушбу векторни тушунишни шартлашиб олайлик:

v „ _ / ± , +  i j  +  i k ) «  « S l  +  J j  +  J k .
\dx dy dz )  dx dy dz

Бироц + J j + - k = g r a d u .
dx dy dz

Демак, v u *= grad u.
Шундай н;илиб, у  векторни скаляр функцияга формал кдпай- 

тирсак, шу функциянинг градиенти хосил булади.
| 2 . у  векторнииг ф P i - f Q i + ^ k  вектор-функцияга скаляр 
купайтмаси деб, ушбу кстталикни тушунишни келишиб олайлик:

' У .  Гамильтон (1 8 0 5 — 1865) инглиз математиги.
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? - H s l+Si+^ ) <p' + e, + *k)_£ +0 +*
Бироц

^  +  2S  +  « _ di v®;
дх ду 4  дг

демак,
у -Ф  =  d i v O.

Шундай цилиб, у  векторнинг вектор- функцияга скаляр купайтмасц 
бу вектор- функциянинг дивергенциясини беради.

3. Ни^оят, у  векторнинг Ф =  Р\ +  Qj +  Rk вектор- функцияга 
вектор купайтмасини царайлик:

I  1  k

у  X Ф ;
д д д 
дх ду дг
Р Q R

_ ( « _ £ ) !  + ( * £ - т  j  + ( *  _ i f )  k -  rot®.
U * дг I I *  дх )' \дх ду}

Шундай цилиб, у  векторнинг вектор-функцияга вектор купайт- 
маси бу вектор-функциянинг роторини беради:*

V X Ф =  rot Ф.
V вектор устидаги амаллар векторлар алгебраси цоидалари асоси- 

да бажарилишинн куриб турибмиз. Бунда шуни назарда тутнш керак-
ки, — , — ва — нинг скаляр функцияларга купайтмаларн бу функ- 

ёх ду дг
цияларнинг мос равишда х, у, ва г буйича хусусий хосилаларн билан 
алмаштирнлади.

<1

* rot Ф пинг символик детерминанти оркали ифодаси бялан бивилгари (7- пункт- 
да) танишган эдик.
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А 1 b U b

КАТОРЛАР

1 -§ . СОНЛИ КАТОРЛАР

I. Асосий таърифлор. Ушбу
« 1, и2, . . ит, . . . ( 1)

сонли кетма- кет лик st =  ых, s, =  ut + и2 +  . . sn — + ы 2 +  ип ва 
х;. к. тарзда тузилган бошца

sv S , , . . sH, . . . (2)

кетма- кетлик билан биргаликда караладиган булса, у сонли цато р  
деб аталади, бу ерда (I) кетма-кетликнинг хадлари цаторнинг %ад- 
лари, хусусан, и1 — биринчи ^ад, и, — иккинчи цад, ип — п- ^ад (ёки 
умумий .\ад), и„. 1 эса (п +  /)- ^ад деб аталади ва к.

(2) кетма-кетликнинг ^адлари ( 1) цатсрнинг хусусий йитндилари, 
хусусан s1— биринчи хусусий йигинди, s ,— иккинчи хусусий йигинди, 
$п — п хусусий йигинди деб аталади ва к.

Шундай цилиб, цатор бир узининг хусусий йириндилари кетма- 
кетлиги билан биргаликда цараладиган кетма-кетликдир. Шу муноса- 
бат билан цаторни одатда ушбу формада ёзилади:

Ui +  и2 +  . . .  +  ит - f * . . .

Бундан кейин биз цаторнинг фацат шундай ёзилиш формасидан 
фойдаланамиз.

Ушбу цаторни царайлик:

+  ^  +  ^  +  -  +  Г £ + Т )  +  ’ - ’ (4)
Бу цаторнинг S„ хусусий йириндилари кетма-кетлигини тузамиз. Бунинг 
учун энг аввало цаторнинг умумий ^адини цуйидагича ёзиш мум- 
кинлигига эътибор берайлик:

1 1 1  
п (л +  1) п п + 1  *

Шунинг учун

с  = _ ! _  = J _  «  _ _ L _ ___ L  _|__ !_____ !___ . _ L
1 1 - 2  2  * *  1 -2  1 2 - 3  1 2  2  3  ~  3  ;

с  » _ | » , 1  _  1_____ « 1 • _1_ 1 . 1
8 Ь 2  2 *3  3>4 1 2  +  2  3  +  3  4  4 * 

Шунга ухнаш Аул билан цуйндагинн ^ам тспамиз:

s - = — + Ч - + — + -  +  - Л - + -  1 -*•2 2 .3  3 -4  т (л — 1 ) л  ' л ( л + 1 )
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Я — 1 Я я Я +  1 я + 1
Булардан бу к,аторнинг хусусий йнгиндилари кетма-кетлигининг лими
та бирга тенглиги келиб чицади:

1 imS =  lim ( 1 ------- --- )  =  1 —  lim ------ l—  =  l.
п -ю о  п-юо П ~\- \ I П-*оо П 4 “ 1

Энди

2 +  6 + 18 +  . . .  +  2 • Зп - ‘ +  . . .  (5)
цаторни цараймиз. Унинг хусусий нириндилари кетма-кетлигинн топа
миз:

Sx =  2, S2 =  2 +  6 =  8, S3 =  2 +  6 +  18 =  26, . . .

. . . .  Sn =  2 +  6 -i- 18 +  . . .  +  2 • 3 n 
Бу хусусий йигиндиларни ^уйидагича ёзиш мумкин:

=  2 =  3 — 1, 5, =  8 =  3 * -  1, 5 ,  = 2 6  =  3* — 1 , . . . ,  Sn =  3" — 1*. 

Бундан

lim Sn =  lim (3 "  — 1) =  oo
П—+00 n-»oo

келиб чицади.

Ушбу

I — 1 +  1 — 1 +  —  +  ( —  I )"”1 +  • ..  (6)

^атор учун хусусий йириндилар кетма- кетлиги

S j - 1 .  5t = 0 ,  S a =  1 , S4 =  0, . . .

куринишда булади. Бу мисолда хусусий йириндилар кетма- кетлиги 
фч кандай лимитга интилмайди.

Шундай цилиб, баъзи цаторлар учун хусусий йириндилар кетма- 
кетлиги тайин лимитга интилади, бош^а каторлар учун эса бундай 
лимит мавжуд эмас. а Г  .»

Агар каторнинг хусусий йнгиндилари кетма-кетлиги Sn нинг п номер 
чексиз ортганда S  чекли лимите мавжуд, яъни

lim 5  = S  (7)
П-.00 п

булса, у щинлашувчи катор деб аталади.
Яцинлашувчи ^атор хусусий йнгиндилари кетма-кетлигининг S ли

мити цатсрнннг йигиндиси деб аталади.

•  Бу формулани математик индукция ёрдамида келтириб чицариш мумкин.



Агар 5  яцинлашувчи их +  ыг +  и3 -+- . . .  +  ип 4 - . . .  каторнинг йигин- 
диси булса, у бундай ёзнладн:

S =  их +  ut -f- и3 +  . . .  +  ип +  . . .

Агар катоРнинг хусусий ниринднлари кетма- кетлиги лимитга эга 
булмаса, уэоцлашувчи цатор деб аталади. Узоцлашувчи катор йирииди- 
гз эга эмас.

Ю^орчдагн мисолларга цайтадиган булсак, бундай х у л о с а га  кела- 
м'лз: (4) катор яцинлашади ва унинг йнриндиси 5  =  1; (5) ва  (6) катор- 
лар эса узоклашади ва улар йириндига эга эмас.

Катсрлар математик аналнзнинг жуда му.\им аппарати булиб, улар 
матема'гиканинг турли булимларида хам, унинг купгина татбикларида 
хам. турли хиссблашларда ва тадкицотларда кенг куллаиилади.

2. Геометрик прогрессия. Энг содда, бироц жуда куп учрайдиган 
цаторлардан бири геометрик прогрессиядир:

а +  aq-\- aq* 4- . . .  +  aqn~ ' + . . . ;  (8)

а прогрессиянииг биринчи кади, q купайтувчи эса прогрессиянинг 
махражи деб аталади.

Прогрессия биринчи п та кадининг йнриндиси (я- хусусий йиринди- 
си) q ф 1 булганда

с  а —ад"
■Л. l —q

формула буйича кнссбланади.

1) Агар | <71 <  1 булса, у *олда п-*-оо да —►О (V боб, 1-§, 
8-пуиктга царанг) ва

lim =  Hit
П-+оо П-*а

Шундай цилиб, | q\ <  1 булганда геометрии прогрессия яцинлашув- 

чи катор ва унинг йнриндиси S  =  JZTa б у л а д и .

2) Агар |<7| >  1 булса, у *олда п оо д а  qn -*■ оо (V боб, 1-§,  7- 
пунктга царанг) ва

lim Sn = l i m ~ Q -  = 0 0 .
n-.oo n -м» 1 —  q

Демак, бу х.олда кат0.3 узоклашади.

3) Агар q =  1 бул:а. у ^алда (8) каюр

а  -г а +  a - f  . . .  4 .  а +  •..  
куринишни олади. Унинг учун Sn — па ва а Ф 0  булганда

— °° . яъни катор узоклашади.
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4) Arap q —— 1 б?лса, у ^олда (8) цатор

а  — а +  а  — а +  . . .  

куринишни олади. Бу *олда п жуфт сон булганда Sn =  0  ва п тоц 
сон булганда S —а  булади. Демак афО булганда lim Sn мавжудrU+OO
эмас ва цатор узо^лашади.

Шундай цилиб, геометрик прогрессия |<?| <  1 да яцинлашувчи ца- 
тор, !<?| >  1 булганда эса узоцлашувчи цатордир.

3. Сонли цаторларнинг энг содда хоссалари. Энди сонли цаторлар- 
нинг бизга келгусида керак буладиган бир неча содда хоссаларнни 
куриб чицамиз.
I- теорема. Агар

“ i +  « a + “ s + - -  - + “ » + О)

цатор яцинлашувчи' ва унинг йигиндиси S булса, у уолда цатор 
a u 1+ a u 3+ a U i + . . . + a u ll+ . . .  ( 9 ' )

хам яцинлашади ва унинг йитндиси aS га тенг булади, б у 
ерда а —  берилган сон.

И с б о т и .  S„ берилган (9) цаторнинг л-хусусий йигиндиси, о„ эса 
(9') цаторнинг п- хусусий йигиндиси булсин, у э^олда

а„ =  aul +  aui +  aua + . . .  + а и п =  а ( « ! + « , + и3+  . .  ,+ и п) =  a Sn.
Бундан

lim ап — lim a S n = а  lim Sn =  a S.

Шундай цилиб, (9 ') к,атор яцинлашади ва aS  йигиндига эга булади.
2- теорема. Агар

ui "Ь ut +  ы, 4 * . . .  4-  ип 4- . . . ,  (10)

0i  +  ^ V M . +  * . . +  ( 11)

цаторлар яцинлашувчи .\амда мос равишда S ва S йитндиларга эга 
булса, у %олда берилган цаторларни цадма —  %ад цушишдан \осил 
булган

(«х +  i»i) +  (и, +  vt) +  (о, 4 -» ,)  +  . . .  4 - (и„ +  vn) +  . . .  (12)

цатор ,̂ ам яцинлашади ва S +  S йигиндига эга булади.
И с б о т и .  (10), ( 11 ) ва (12) цаторларнинг л-хусусий йигиндиларини

мос равишда S„, S„ ва о„ оркали белгилаймиз.
У  *олда

а я =  («х +  wx) +  (ut +  vt) +  (иэ - f  и3)4 -  • • • +  (“ л +  vn) =  S„ + 5 „ . 
Бунда лимнтга ^тиб. цуйидагинн э о̂сил циламиз:

П т а я =  Jim (5 Я +  Sn) =  Пт  <S„ -(- l imS„ =  S  +  S .
П-+ 0 0  n-+oo n-*oo П-+ 00

Шундай цилиб, (12) цатор яцинлашади. (12) цатор (10) ва (11) цатор- 
ларнинг йитндиси деб аталади.
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Э с л а т м а .  Ушбу

(и1 ®х) +  (w* - V » )  +  (U3 —  V3) +  . . .  + ( u „ — vn)  +  . . .  ( 1 3 J

цатор \ам яцинлашувчи ва унинг йигиндиси S  — S  гатенглигини юцо- 
оядагига ухшаш исбэтлаш мумкин. ( 1 3 )  катор ( 1 0 )  ва ( 1 1 )  каторлар- 
НШ!Г айирмаси деб аталади.

Ушбу иккита цаторнн царайлик:

«J - f  Ы* +  Ы, +  • • • + «*~Х +  иь +  ы* +1 +  • • • +  «л-Х +  ип +  • • • ( 1 4 )

ы/Н-1 +  • • • +  «п- 1  +  «л +  • • • (14 ')
3 - теорема. Агар берилган ( 1 4 )  цатор яцинлашувчи булса, у холда 

(14) цатордан унинг дастлабки чекли k сондаги хадини ташлаб 
юборишдан у;осил булган ( 1 4 ' )  цатор %ам яцинлашади. Аксинча, ( 1 4 ' )  
цатор якинлашувчи булса, у ,\олда берилган (\4) цатор хам яцин- 
лашади.

И с б о т и .  ( 1 4 )  ц а т о р н и н г  биринчи п та ^адини S„ оркали, ташлаб 
юборилган k та (k <  п) .^ад йигиндисини S *  оркали ва ( 1 4 ' )  цатор- 
нинг биринчи п — k та ^адини a n_ ft оркали белгилаймиз:

S n =  Ut +  и, - f  и ,  +  . . .  4 -  ы *  +  ы А + 1 4 - . . .  4 -ип,
Sk =  Ui 4- 4- ия 4 - . . .  4~ ик, 

ап—к  ̂̂  1 т* 4“ • • • Ч- ^л-
Демак,

S „ = S *  +  a „ _ * .  ( 1 5 )

шу билан бирга Sk — бирор сон булиб, п га боглиц эмас.

1 . ( 1 4 )  цатор якинлашувчи ва S  йигиндига эга,  яънн lim Sn —S
л-too

булсин, у ^олда ( 1 5 )  тенгликдан цуйндагилар келиб чицади: 

lim о„_* =  lim (Sn — S*) =  l imS„ — l i m Sk =  S — Sk.
П —♦ oo П—+00 п-юо П-ЮО

Шундай цилиб, ( 1 4 )  цаторнинг стл_ 4 хусусий йириндилари п-*-оо да ли- 
митга эга, яъни ( 1 4 ' )  цатор яцинлашади.

2. ( 1 4 )  цатор якинлашувчи ва о  йигиндига эга, яъни l i ma  = ст бул-
П-*оо п—к

сии, (15) дан цуйидагини хосил циламиз:

lim S„ =  И т (S ft 4- CTn_ A) =
П-оо n- o°
=  S* +  lim = 5 ^ 4- 0 ,

f t —POO

яъни (14) цатор яцинлашади.
3- теоремани цумидагича таърифлаш з̂ ам мумкин.

^аторнинг якр.нлашувча 'мгига унинг чекли сондаги дастлабки хад- 
ларини ташлаб юбориш таъсир этмайди.

4. Каюр якинлашувчи.жгининг зарурий аломати. К,атор яцинлашув- 
Чилигининг зарури,-, шартини келтирамиз.
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Теорема. Агар ut 4- u , +  u3 +  . . .  +  un +  . . цатор ягщнлашувчи бдл - 
ca, у %олда п номер чексиз ортганда унинг ип умумий %ади нолга 
интилади.

И с б о т и .  S  йириндига эга булган

« j  +  ut +  иг +  . . .  +  и +  . .  

яцинлашувчи катор берилган булсин. Унинг

S„  =  «1 + [ « 2  +  и » +  • • • +  « л - i  4 -  и„

ва
5 „ - i  =  и 1 и2 +  и3+  • • • 4- un- i  

хусусий йириидиларини цараймиз. Буларга кура u„ =  S„ — S„-i. 
Демак,

lim ип =  lim (S„ -  5„_x) =
П-юо П-+оо

=  l i mS„ — lim S ^ .
П-+00 П-+оо

Бирок l imS„ = S  ва l i m S n - ^ 5 ,  чунки n-*-oo да n — 1->-эо. Шунинг
П—+ЭО П—+оо

учун limu„ =  S  — S  =  0 . Шундай килиб,

limu„ =  0 . ,  (16)
Л-+00

Н а т и ж а  ( к а т о р  у з о ^ л а ш у в ч и л и г и н и н г  е т а р л и  а л о -  
м а ти). Агар цаторнинг умумий %ади п номер чексиз ортганида нол
га интилмаса у холда цатор узоцлашади.

Хакикатан хам, агар катор я^инлашувчи булганида эди, у холда 
унинг умумий ^ади ю^оридаги теоремага асосан нолга интилар эди, бу эса 
шартга зид. Масалан, ушбу

+ л 4  1 
п

+  • ••

цатор узоклашувчидир, чунки унинг ип =  — —г  умумий ^ади нол
п -+■ 1

интилмайди:

га

= lim 7 - 7 7  =  1-л -.оо 1 +  1/Л

Нты„ = 0  шарт цаторнинг яцинлашувчи булиши учун з а р у р и й

ш а р т  булиб, лекин у е т а р л и  ш а р т  эмас. Бу эса lim ип
п —*оо

буладиган узоклашупчи каторларнинг мавжудлигини билдиради. 
Буига

—— + _!— !— \- 
У Т  у  У~з~ + :h + (1 7 )

кагор мисол була олади. Бу ерда lim ип =  lim 1 =  0 . Бирок бу ка-
Иг п--юо п-+оо у ^

ррнинг узоклашувчи эканлигини курсатиш осон.
Бунинг учун бу каторнинг

У  1 + У~2 + У~з 4 -
У ~

1 1хусусий йириидисини караймиз. —-— -5* ——  — !— ~>—!—
у т  У Т  У зУ  1

булгани учун, равшанки,

- L- + - L-  у~п утг

У Т ’ = >

У  я
1

+  у ^ -

ёки S n > r a - —— , яъни S n > y " rt. Бу ердан l i mSn =  oo эканлиги
У  п п-*ао

бевосита келиб чикади ва демак, катор узоклашувчидир.
5. Мусбат ишорали каторлар якинлашувчилигининг етарлилик аломат-

лари. К,аторнинг йириндиси деб унинг хусусий йнгиндилари кетма-кет- 
лигининг лимити S  = l i m S  га айтилишини биз энди бнламиз. БирокП—+ОО я
купчилик ^олларда бу лимитни топиш катта кийинчиликлар 
билан борлиц булади. Бундай лолларда каторнинг йириндиси 
такрибий топилади, бунинг учун уни етарлича катта п номерли Sn 
хусусий йиринди билан алмаштирилади. Бирок бунинг учун мазкур 
Катор якиилашувчи эканлигига ишонч косил к,илиш лозим. К,атор- 
нинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булишини куп холларда е т а  р- 
л и л и к  а л о м а  т л а р и  деб аталувчн аломатлар ёрдамида аниклашга 
эришилади. Бу пунктда биз хадлари мусбат булган каторлар учун 
яршлашиш ва узоцлашишнинг етарли аломатлариии куриб чицамиз. 
Бундан ^аторлар мусбат \адли цаторлар деб аталади.

Аввало цуйидагича эътибор берайлик. Мусбат хадли цаторда унинг 
барча хадлари мусбат булгани учун унинг
Si =  uv S j =  ut+  u2, S;, =  Mi -J- Uj +И3, • • •, Sn =  Ui +  iu + ы я +  • • • +

+  «„
xycycHii йириндилари йиринди нэмери n ортиши билан усади. Шундай 
^илиб, каторнинг хусусий йириндилари усувчн сонли кетма-кетлик ко
сил килади:

St <  S2<  S3<  . . . < 5 „ <  • • •

Бу ерда икки кол булиши мумкин.
1 Хусусий йириндилар кетма-кетлиги чегараланмаган. Бу колда 

п m S„ =  °°  831 Демак. Катор узоклашувчидир.

2 . Хусусий йириндилар кетма-кетлиги чегараланган, яъии исталган 
П Ла̂ п<' С' х.олДа хусусий йириндилар кетма-кетлнгн чегаралан
ган (V бои, 1- § 1 8-пунктга каранг) ва демак, катор якинлашувчидир.
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Шундай цилиб, у ёкн бу мусбат ^адли цаторнинг яцинлашув. 
чилигинн исботлашда унинг хусусий йигиндилари кетма-кетлиги- 
нинг чегараланганлигинн исботлаш кифоядир.

Энди цаторлар яцннлашувчилиги ва узоцлашувчилигининг энг 
куп учрайдиган баъзи аломатларини келтирамиз.

Биринчи та ^ о сл а ш  аломати ( ц а т о р  я р н л а ш у в ч и л и .  
г н и  н н г  е т а р л и  а л о м а т и ) .  Ушбу иккита мусбат цадли ца- 
тор берилган булсин:

«1 +  ы* Ч- и, Ч- • • • - f  ип - f  • • •,  (ц )
t>i + и *  +  V, +  • • • +  о„ +  • • • (V)

Биринчи цаторнинг х а̂длари иккинчи цаторнинг мос %адларидан 
ортиц булмасин:

<  t»j, ы, <  и j, и9 <  v„ • • •, ия <  vn, • • • (18)

ва иккинчи цатор яки нлашувчи булсин. Бундай цолда биринчи ца- 
тор %ам яцинлашувчи булади ва унинг йигиндиси иккинчи цатор- 
нинг йигиндисидан ортиц булмайди.*

И с б о т  и . Sn ва о п орцали мос равишда биринчи ва иккинчи 
цаторларнинг п-хусусий йигиндиларни белгилаймиз:

Sn =  «1 Ч- иг +  ы, 4 -  • • • Ч-

°п =  +  yi +  va +  ' * • Ч* v„-
(18) тенгсизликлардан S„ <  ап экани келиб чицади. (У) цатор яцнн- 
лашувчи булгани учун lim = а  мавжуд. Бунда бу цаторнинг ,\ад-

П-+оо
лари мусбат булгани учун стп<  а  булиши равшан ва демак, 
S „ <  о булади. Шундай цилиб (U) цаторнинг хусусий йигиндилари 
чегараланган, демак (U) цатор яцннлашувчи, шу билан унинг йш-ин- 
диси (V) цаторнинг йигиндисидан ортиц эмаслнги SnC a  тенгсизлиги- 
дан келиб чицади.

Иккинчи та^сслаш  аломати (ц а то  р у з о ц л а ш у в ч и л и г и н и н г  
е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  Иккита мусбат хадли цатор берилган бул
син:

Ч~ иг Ч~ ыз “Ь • • • -f* ип -г  ■ ' ’ •

Ч" Ч~ ~Ь • • • Ч- vn
Биринчи цаторнинг \адлари иккинчи цаторнинг мос %адларидан 
кичик булмасин:

“ i >  vv иг >  г2, us >  v4, • • •, ип 5» vn, . . •, (19)

ва иккинчи цатор узоцлашувчи булсин. Бу %алда биринчи цатор 
%ам уэоцлашувчи булади.

* (U) каторнинг баъзи .цадлари нздга тенг булганда *ам теорема тугрнлигича 
цолади.
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L- И с б о т и .  Sn ва стп оркали яна мос равишда биринчи ва иккинчи 
(рторларнинг хусусий йигиндиларини белгилаймиз:

Sn — и1 +  и2 +  и3 +  - • • +  ы„,

ап “  Vl +  V* +  V* +  ' * • +  V
( 19) тенгсизликлардаи Sn >  оп булиши келиб чицади. (V) цатор узоц- 
лашувчи ва унинг хусусий йигиндилари усувчи булгани учун Пшстя =

п  —+оо

я: оо булади. Бу холда l i mS = о о  ва демак, (U) катор узоклашувчи-Пп-+оо
дир.

1\аторларни таццослаш аломатлари ердамида текширишда таедос- 
лаш учун яцинлашувчилиги ёки узоцлашувчилиги маълум булган ца- 
торларга эга булишимиз керак.

2-пунктда биз геометрик прогрессияни курдик ва у \я\<- 1 бул
ганда яцннлашувчи, \q\ >  1 булганда эса узоклашувчи цатор булиши
ни исботладик.

Ушбу

— „ 4 -  — „ +  4 -  +  • • • 4 -  --------- Ь  • • • ( 2 0 )lp Зр пР К '
цатор р >  1 булганда яцинлашувчи цатор ва 0 < р < ,  1 булганда узоц- 
лашувчи цатор булишини кешшрок, курсатамнз. р =  1 булганда гармо
ник цатор деб аталувчи

—  —  —}— • • • —f- —  • • • (21) 
1 Г  2 ^  3 п v 7

цатор эрсил булади. (20) цатор умумлашган гармоник цатор деб 
аталади.

Геометрик прогрессия, гармоник цатор ва умумлашган гармоник 
цаторлардан таццослаш аломатлари ёрдамида цаторларни текширишда 
жуда куп фондаланнлади.

1-мисол. Ушбу

—  + —  Н— Г7 + • • • + ------ ------; + • • *  (•)
2* 3* 4* (n-l-l)"^1

Цаторнннг яцинлаипвчнлнгнни текширинг.
Е ч и л и ш и .  Ердамчм

_ !_ +  i - +  —  Н---------1-----—  +  • - • (• •)
2» 2* 2* 2"+>

Цаторни цараймиз. (••) цатор махражи :d =  1/2 <  1 булган геометрик прогрессия 
Дир ва демак, у яцинлашув'ш цатордир. (*) цаторнннг хадлари (• •) цаторнинг мос 
^адларидан ортиц булмаганлнги учун бнринчи таццослаш .аломатига кура («) цатор 
*ам яцинлашувчи цатордир.

2-мисол. Ушбу каторнинг яцинлашувчилигини текширинг:

-- Н----- L— Ч— - —  +  • • * + —------г г  "+*••• (•)
Vln2 V ln3 Vln4 Vln(fi+1)

Е ч и л и ш и .  Ушбу ёрдамчи цаторни олайлик:

Г ~  +  — +  - J -  +  • • • + ----- !----- +  • • • . (*•)
V I  Уз  у  4 Уп+Т
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У узоклашувчидир (4-пунктга >узранг). (•) каторнинг .\ар бир з д и  (*•) цаторнинг мос 
^адидан катта:

\п п<п,УйГп<Уп , —
У  Inn v n

Шу сабабли иккинчи та^ослаш  аломатига кура (•) ^атор ^ам узоклашувчидир.

К,аторларни текширишда ёрдамчн цаторлар тузиш зарурати туфа !- 
ли таэдослаш аломатларини цулланишда купинча цийинчилик турила- 
ди. Бунда барча доллар учун яроцли булган умумит усуллар мавжуд 
эмас. Шу сабабли каторларни текширишда купинча бэшца етарлилик 
аломатлари, хусусан, ушбу аломат цулланилади.

Даламбер* аломати. Агар мусбат %адли
И1 т  т  Ц, +  • • • т  и„ +  • • • (22)

цаторда кейинги хаднинг олдинги %адга нисбатининг ход номери п 
чексиз ортганида лимити мавжуд, яъни

lim OlLt1 = р  (23)
п—  ип

б()лса, у \олда р <  1 булганда цатор якинлашувчи ва р >  1 бС/лган- 
да Kflmop узоклашувчи булади.

И с б о т и .  а) р <  1 булсин. Каторнинг яцинлашувчилигини курса-
тамиз. Х а^и1\атан .\ам, lim illL1 =  р булгани учун кетма-кетлик ли-

»-*• ип
митинннг таърифига асосан исталган е < 0  учун е га бэглиц шундай 
N натурал сонни танлаш мумкинки, номерлари п >  N булган барча
хадлар учун _ р  < е тенгсизлик бажарилади.

" л

Бундан f

— е <  иЛ±1 — р <  +  с ёки р — е <  < р  4 - е.
« л  “ г.

р +  е =» q деб олсак, <  Я ни -\осил циламнз. фаразга кура р
ип I

бирдан кичик, е эса нхтиёрий кичик сон булгани учун е ни q =  Р +
4- е <  1 буладиган к;илиб танлаш мумкин. Шундай цилиб, п >  N лар 
учун цуйидагига эгамиз:

UN “ЛГ+ I “ w+8
ЯЪН И

UjV+1 4 ' UN+ 2 <  UN+ > ^  ^  ЫАI У'' “ ЛГ+З ^  UN + 2 Ч <  UN ^  '

Ушбу иккита 1уГгорни царайлик:

•Ж . Даламбер (1717 — 1783)— француз математиги.
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UN UN+l “Ь UN+2 4- uw+3 +  • • •» (24)

“н +  UN Я +  «V Я* +  UN Я3 H--------- <2 5 >
/25) катор махражи |̂| <  1 булган геометрик прогрессия булгани 

■чун яцинлашувчидир. (24) каторнинг хадлари (25) каторнинг мэс хад- 
ларидан ортик булмагани учун (24) цатор з̂ ам биринчи таццослаш 
аломатига кура якинлашувчидир.

Бирок (24) кагор берилган (22) катордан чекли сондаги и, 4- и, 4-
4-н, 4- • • • 4- ыАГ_ , кадларни ташлаб юборнш натнжаснда косил булади, 
демак, 3- пункт 3-теоремага асосан (22) катор хам якинлашувчидир. 

Энди р > 1  булсин. Каторнинг узоклашувчилигини курсатамиз

^акикатан кам, бу колда lim ilii-1 = р > 1 .  Бундан п нинг п >
П— оо  U n

>  N буладиган етарли катта кийматлари учун ^ ! ± } > 1  ёки ип , , >

> и *  тенгсизлик бажариладн. Шундай килиб, каторнинг кадлари п но- 
мери ортиши билан усади. Шу сабабли Н тыя ф  0, яъни катор узэк-

П-ЬОО
лашувчилигининг етарлилик аломати бажарилмокда, демак, катор узок- 
лашувчиди р.

1 - н з о к -  Агар lim Z±1 =  оо булса кам, катор узоклашувчн бу-
п —ю о  и п

лади, чунки бу колда кам етарлича катта п лар учун иЛ±1 >  1 ва де-
ип

мак, Нт ып^=0.
п~м»

2-и з о х. Яна бир марта шуни таъкидлаб утамизки, агар каторнннг 
узоклашувчнлиги Даламбер аломати ёрдамида исботланган булса, у 
Колда каторнинг умумий хади нолга интилмайдн.

3 - и з о к -  Даламбер аломати р =  1 булганда катоР якинлашадимн 
ёки узоклашадими деган саволга жавоб бермайди. Мисол лар шуни 
курсатаднки, бу холда катор узоклашувчи хам, якинлашувчи хам бу- 
лиши мумкин.

К,аторларнинг якиилашувчилигини Даламбер аломати ёрдамида 
текширишга дойр мисоллар курамиз.

З-мисол . Ушбу каторнннг яцннлашувчилигпни текширинг:

_i_4-JL + -  ̂+ — + • • • + — ’ + • • •.
3 З3 з *  з 4 3«

Е ч и л и ш и .  Куйидагини топамиз:
2(п ! - ! ) - ! .  2п—1 1p =  lim « 2 + 1 - l i m

n~,x  ип n->°° I 3" + ' 3"

=  , im 2 п + 1 = _1_ |im = 2± 1 / ? = J _ >
n-oo Зп+1 (2n— I) 3  n—co 2n— I 3 " - * »  2— 1 In 3 

Шундай килиб p =  l / 3 <  l ва демак, берилган цат0Р якинлашувчи.
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2  - L  4  л -  8  -L . , 2"  ,—— - г ---- *г —  +  • • • + -----
1 16 81 л*

Е ч и л и ш и .  Куйидагини топамиз:

4- мисол. Ушбу каторнинг якинлашувчилнгини текширинг:

р =  lim
п-»оо

im =  lim Г Л И  : 1 = 
ип [  ( » + 1 )4 п* J

_  (jm 2fl+ 1 п*_  _  2 j jm — п *_  _  2  1 im ------- !------  =  2.
п ..» (П + 1 ) ‘ -2п п - » ( я + 1)« п - ®  (1 + 1 / л )4

р =  2 >  1 булгани учун берилган цатор уэоцлашувчидир.
Энди р =  1 булган цаторларга дойр иккита мисол курамиз ва улардан бири як- 

инлашувчи, иккинчиси эса узоклашувчн эканини курсатамнз.
5 - мисол. Ушбу каторнинг якинлашиши ёки узоклашишини текширинг:

V I  1 / 2  1 / 3  У Н
Е ч и л и ш и .  р н и  топамиз: 

р =  lim Un+ ' =  lim  ( ----- !--------- ;  _ i _ \  =
ип п -"я л+ 1  У  п )

=  lim  ~У п |

У Я + i
Даламбер аломати асоснда каторнинг якинлашиши ёки узоклашиши *акида хулоса 
чикара оламиз. Бироц бу уэоцлашувчи цатор эканлиги 4-пунктда курсатилган эди.

6- мисол. Ушбу каторнинг якинлашиши ёки уэоклашишшш текширинг:

1 1 » L 1 1 _1_-------- + ------------ г ---------- Н • • • + ---------  +  • • •
1-2 2-3  3-4  л ( л + 1 )

Е ч и л и ш и .  р ни топамиз:

р =  l i m ^ l t L  =  l i m [ ^ --—  1 ■ ] =  l im ” =  К
л-*оо ип П- . 0 0  i  (л +  1 )(Л-+-2) Л ( п + 1 )  J л-»оо (л +  1) (я +  2)

Берилган катор якинлашувчи эканлиги юцорида бевоснта унинг йигиндисини топиш 
билан курсатилган эди (1- пункт га к,аранг).

Каторнинг якинлашиши ёки узоклашиши ^а^ида хулоса чицариш 
учун Даламбер аломати ёрдам бермайдиган .\о лларда таццослаш ало
матлари билан бир цаторда купинча ^атор я^инлашишининг ушбу етар- 
лилик аломати цулланилади.

Кошининг интеграл аломати. Ушбу мусбат .\адли

Uj -{- U2 "Н и3 “Ь • • • 'Г  ищ • • • (26)

цаторнинг %адлари мусбат, узлуксиз, +  интервалда
камаювчи бирор f(x) функциянинг х — 1, 2, 3, . . . .  п, . . .  доги 
цийматлари булсин, яъни

и1 =  f  (1), иг =  f  (2), ut ~  f  (3), . .  ип == / (л ), . .  .
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а) f f (x)dx яцинлашеа, (26) цатор хам якинлашади; 
i

-|-оо
б) t f(x )dx  узоцлашса, (26) цатор \ам уэоцлашади.

‘I
И с б о т и .  Ю^оридан y =  f(x) функциянинг графиги билан чега

раланган, асоси х =  1 дан х — п гача булган эгри чизикли трапеция 
ни царайлик. Бу трапеция- ■
га асослари [1, 2J, [2, 3], /«,
[3, 4J, . . .сегментлар бул
ган туFpn туртбурчаклар- 
дан ташкил топган иккита 
погонавий фигурани ички 
ва ташцн чизамиз.

Ички чизнлган фигура 
т^рри туртбурчакларининг 
баландликлари функция
нинг /(2), д З ) ............f(n), Ш
цннматларидан, таш^и чи- 
зилган фигура тутри турт
бурчакларининг баландлик
лари функциянинг / ( 1),
/(2), /(3)............. / ( л - 1)
цийматларидан иборат бу
лади (63- раем). РасмданП
куриниб турибдики, С f  (х) dx интеграл билан ифодаланадиган эгри чи-

I
зицлн трапециянинг юзи ички ва ташцн чизнлган погонавий фнгура- 
лар юзларн орасида жойлашган.

Ички чизилган фигуранинг юзи

f  (2) • 1 + / (3 ) • 1 +  /(4) • 1 +  . .  . +  /(л) • 1 =  и, +  и3 +  «4 +  . .  .+ u „  

йиринди билан, таш^и чизилган фигуранинг юзи эса

/(! )• 1 + Д 2 )  • 1 - И ( 3 )  • 1 +  . . .  +  f ( n -  1) • 1 =  «1 +  ы, +  «3 +  . . . +  
+  “n_ i йиринди билан ифодаланади, шунинг учун ушбу тенгсизликлар 
бажарилади:

П
« 2  " Г  « 3  +  “ 4 +  • • • +  Un <  f f  ( * ) 4 Х  < « i 4  Ы2 +  Ы , +  . +  U . ,

1
ёки ^исцароц ^илиб ёзилса,

t — “! 
\

№ №

J 4 п-t  п

63- раем

Sa - u l < j f ( * ) d x < S n- u n 

Бундан КУЙидагиларни \осил киламиз:

5 „ < н 1 +  J  I (*)<**•, 1
( 2 7 )
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Sn> u n +  $f(x)dx.  (28)

Энди ушбу холларнн цараймнз.
00

а) f / (дг) div хосмас интеграл яцинлашсин (мавжуд булсин). Бу эса
IП

lim f f  (дг) dir =  I мавжудлигини билдиради. f (x )> 0  булганлигн сабабли
П—+оо j
П
$f(x)dx интеграл п ортиши билан ?сади еэ узининг лимитидан орт- 

майди:

(7 ( * ) c £ t< l im  f f(x)dx  =  1 .
*| Л -* 0 0 '|

(27) тенгсизликдан S n < U j - f l  булиши келиб чицади. Шундай ци- 
либ, бу холда хусусий йипшдилар кетма-кетлиги чегараланган ва де
мак, HmSn =  S  мавжуд, яъни катор яцинлашади.

П—+00
•н»

б) \f(x)dx хосмас интеграл узоцлашсин (мавжуд булмасин). Бу
1 П

Холда lim \f(x)dx =  -f- оо (28) тенгсизликдан Sn хусусий йигиндилар
Л -» 0 0 |

кетма-кетлиги чегаралзнмаганлигн келиб чицади, демак, цатор узоцла- 
шади.

Интеграл аломати цулланишига дойр мисоллар курамиз. Бу пункт- 
да (20) умумлашган

—  + —  + —  +  • . . +  —
\р 2Р 3 "  пР

бу ерда р~> 0, гармоник цаторнинг р > 1  да яцинлашиши ва р <  1 
да узоцлашиши исботсиз айтиб утнлган эди. Буни интеграл аломати 
ёрдамида исботлаймиз.

2
Бу ерда цаторнинг хадларн мусбат, монотон камаювчн f  (х) — —

-н .
функциянинг X = 1 , 2 , 3, . . , п, . . . даги цийматларига тенг. |

I
хосмсс интегрални царайлик. Бу интеграл р <  1 Да узоцлашувчили- 
гнни, р >  1 да эса яцинлашувчилигини биз бнламиз (VIII боб, 5-§.
1- пунктга царанг). Демак, (20) цатор р >  1 да якинлашувчи ва 
да узоклашувчиднр.

Узгарувчи пшорали цатсрлар. )^озпргача биз факат барча .\адлари 
мусбат булган каторларни ургандик*. Энди хам мусбат, хам манфин 
>;адларни уз ичига олган каторларни текшири'шга утамиз. Бундай ца- 
торлар узгарувчи ишорали цаторлар деб аталади.

• Барча хадларн Шанфий булган катор мусбат *адли ^аторларга ниебатан *еч 
^андай янгнлнк Серыапди, чуньн у мусбат .\адлв каторнинг барча ^адларшш ( — I) 
га к5пайтирнш билан .уэеил булади.
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Узгарувчи ишорали цаторга мисол сифатида ушбу цаторни кел- 
тирамиз:

Узгарувчи ишорали цатзрларни ургаьишни ишора алмашинувчи 
цаторлар деб аталадиган хусусий холдан, яъни .%ар бир мусбат хади- 
дан кейин манфин хад, .\ар бир манфий ^адидан кейни мусбат ^ад ке- 
ладигаи ^аторлардаи бошлаймиз.

Ишора алмашинувчи катор хадларининг абсолют кийматларшш их 
билан бглгилаб ва биринчи хад мусбат деб хисоб- 

лаб, бу ^аторни цуйидагича ёзамиз*:

Ишора алмашинувчи каторлар учун Лейбниц яцинлашишининг 
е т а р л и л и к  а л о м а т и  уринлидир.

Лейбниц аломати. Агар (30) ишора алмашинувчи каторда хад- 
ларнинг абсолют цийматлари камайса:

ва цаторнинг умумий %ади нолга интилса: l i m « n =  0, у \олда ца-

тор якинлашади, шу билан бирга унинг йитндиси мусбат ва к а
торнинг биринчи %адидан ортиц булмайди.

И с б о т и .  К,аторнинг жуфт сондаги ^адларининг хусусий йигинди* 
сини олайлик.

Катор хадларининг абсолют ь^ийматларн шартга кура камайгани учун 
^авсльрнинг ичидаги барча айирмалар мусбат ва демак, Sim йигинди 
мусбат ва т ортиши билан усади.

Энди S jm нинг хадларини бош^ачаспга группалаб ёзамиз:

Sim ~ Ul  I (иг —  и з) "Ь  (U4 — Ul)  +  • • • "Ь  tU2m- 2  U2 u - l )  "Ь  Ut /ц1»

Квадрат ^авс ичидаги йигинди хам мусбат. ШУ сабабли т нинг ис
талган киймати учун Sln < u v Шуида;: цнлиб, Sim жуфт хусусий йи- 
риндилар кетма-кетлиги т ортиши билан усади ва шу билан бир

•Биринчи ^ади манфий булган —  и, +  . — (— 1)п~ 1 цп +  ...и ш о 
ра алмашинувчи цаторни текширшинн унинг барча .хадларнин (— 1) га KjnaiiTiipnui 
билан (30) ^аторни текширпшга келтирилади.

10— 2950 145

(29)

(31)

\ |, S l m = Ul —  “ !  +  « ■ -  «4 +  . .  . +  « а п - ! "  ««ш-

^адларни жуфт-жуфт цилиб группалаймиз:

=  («1 -  “ «> +  (“J “  • • +  (Ы ^ ., -  игт).



вацтда чегараланган булади. Демак, S 2m мусбат лимитга эга: lirnSam =
Ш—*00

=  S. Бунда S lm <  « ! булгани учун 0 <  S  <  булиши равшан.
Энди тон; сондаги хадлар й и р и н д и сини цараймиз:

“̂ 2 т+1 =  ^гт +  « 2 т + Г

т-*- оо да

И т 5 гт+1 =  ,im  (S am +  и2т+\) “  П т  Sim +  H m « 2m+, =  S,
т-*оо т-*оо т-*оо т~*оо

чунки шартга кура Нт ып =  0 ва демак, l imu2m+1 = 0.
«-♦оо т-+оо

Шундай килиб, *ам жуфт сондаги, ^ам тоц сондаги хусусий йирин
дилар кетма-кетлиги умумий S  лимитга эга. Бу эса умуман l i mSn =

Л—>00

=  S  булишини курсатадн, яъни цатор яцинлашувчидир. Бунда S  к;а- 
торнинг йириндиси унинг биринчи хадидан орти^ булмаслиги исбот- 
дан куриниб турибди.

I -  мисол. Ушбу каторнинг яцинлашиш масаласиии текширинг:

— -  — +  ; А г -------- +  ( - i ) n- ' — 1-----------1 . 21 2 -3* ' 3 ■ 4» '  '  п ( п +  1)*

Е ч и л и ш и .  Бу цатор Лейбниц аломати шартларини ^аноатлантиради:

1 1 1  1
!) ™ >  о «  >  о л* >  • • • >1 . 2* 2 • 3* 3*4*  п (я +  1)*

2) limu„ =  I i m— = 0.
П->оо п -»оо п  (Л  -f-  1 )*

Демак, катор яцинлашувчндир.
Энди узгарувчи ишорали ^аторнн умумий э^олда текширишга ута- 

мнз. Ушбу
Ui +  ы* +  и* +  • • • +  ип +  . . . (32)

цаторда uv ut, и3, . . ., ип, . . . сонлар манфнй .\ам, мусбат ,\ам бу - 
лиши мумкин деб фараз цилайлик.

Бундай ^аторлар учун ушбу я^инлашиш аОомати уринли.
Теорема ( у з г а р у в ч и  и ш о р а л и  ^ а т о р  я ц и н л а ш и ш и -  

н и н г  е т а р л и л и к  а л о м а т и ) .  Агар
+  u2 +  +  • • • +  U „ -  • • • (33)

ргарувчи ишорали цат op %адларининг абсолют цийматларидан ту- 
зилган

К 1  +  Ы  +  Ы + . . . + К 1  +  - - -  (34)

цатор яцинлашувчи булса, у холда берилган узгарувчи ишорали ца- 
тор хам Щинлащувчч булади.

И с б о т и .  (33) ва (34) каторларнинг ^адларидан тузилган
“г +  1"И . U, 4 - 1 ц, | 1  , «'„ +  ( « « !  , /Ч1Й



ёрдамчи цаторни царайлик. Цуйидагиларга эгамиз:

ип +  I "л  I I “ л I + 1 и„ Iи „ >  О булганда ип =  \ ип | ва 

«„ <  0 булганда [ ип | =  — ип ва ■- =  " n +  * “n ) = 0.

Шундай цилиб, (35) каторнинг хадларн (34) яцинлашувчн цаторнинг 
^адларига ё тенг, ёки улардан кичик. Шунинг учун (35) цатор би
ринчи таедослаш аломатига кура яцинлашадн (5- пунктга ва 138- 
бетдаги сноскага царанг).

(34) яцинлашувчи цаторнинг барча хадларини 1/2 га купайтириб,

iif iJ  . L^aJ I , I “л I ,
2 +  2 +  • • • +  ~2~  +  ‘ ’ * (36)

яцинлашувчи цаторни хосил циламиз (3- пункт, 1- теоремага каранг). 
Энди (35) Еа (36) яцинлашувчи цаторларнинг айирмасидан иборат

/ « .  Н- I «11 \«*гП . /«« +  I « , I К 1 \ ,  , /  ип +  I “п I 1“л И ,
[ ~~~2 ~2 /  [ 2 “  2 -------2--------------- — ) + -
цаторни царайлик. Бу цатор 3- пункт, 2- теоремага асосан яцинла- 
шувчидир.

Бирок (33) к,атор бу цатордан унинг барча хадларини 2 га купай- 
тириш билан .\осил булади:

| “я 1+  I “я I _ K I  1 0
2 2  J 2 »•

Демак, 3- пункт, 1- теоремага асосан дастлабки (33) цатор хам 
яцинлашувчидир.

2- мисол. Узгарувчи ишэралк (29) каторнинг яцинлашнши масаласини текши - 
ринг:

1 _ ± _ ± + 1 + 1 _ ± _
12 2* 3* 4» ^  5» С1 '

Е ч и л и ш и .  Берилган катор хадларининг абсолют кнйматларидан тузилган

_1 _L . 1
1»+  2* 31 +  42 '

цаторни караймиэ. Бу катор Р — 2 >  1 курса г кич л и умумлашган гармоник катор 
булгани учун якинлашувчидир. Демак, исЗотланган а.юматга асосан берилган (29) 
Катор кам якинлашувчидир.

Узгарувчи ишорали каторнинг яцинлашиш аломати етарли шарт 
булиб, бирок зарурий шарт эмас. Бу деган суз, шундай яцинлашувчи 
Узгарувчи ишорали цаторлар мавжудки, улар хадларининг абсолют 
Кийматларндан тузилган цаторлар узЬлашади.

Хакицатан ^ам,

1- j + { - i + "- + (- l)" i  + -- <37) 
Каторни олсак, у Лейбнид аломатига кура яцннлашувчи. Шу билан
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бир вактда берилган (37) катор хадларининг абсолют цийматларидаи 
тузилган

1 +  1  +  Т  +  Т + - ' -  +  7 + - - '
цатор гармоник цатор булиб, демак, у узоклашувчи цаторднр.

Юцорида царалган (29) ва (37) цаторнинг иккаласи хам яцинла- 
шувчи булса-да, бироц уларнннг яцинлашиш характерн турлнчадир.

(29) цатор узининг хадларининг абсолют цинматларидан тузилган 
цатор билан бир вацтда яцинлашувчидир, шу билан бир вацтда (37) 
яцинлашувчн цаторнинг абсолют цийматларидаи тузилган цатор узоц- 
лашувчидир.

Шу мунссабат билан ушбу таърнфларни киритамиз.
«х +  «г +  и» +  • • • +  ип +  • • • узгарувчи ишорали цатор хадларининг 
абсолют цнйматларндан тузилган |«1| +  \иг\ - f  |ы,| +  . . . +  \ип\ +  . . . 
цатор яцинлашувчн булса, у ^олда узгарувчи ишорали цатор абсол
ют якинлашувчи цатор деб аталади.

Х,ар цандай абсолют яцинлашувчн катор узгарувчи ишорали цатор 
яцинлашишииинг етарлилик аломатига асосан яцинлашувчн цатор дир.

Агар «г +  «г +  ы* +  • • . т  «л +  • • . узгарувчи ишорали цаторнинг 
узи яцннлашувчи, бироц унинг хадларининг абсолют цийматларидаи 
тузилган |«j| +  \иг| +  ;ы3| +  . . .  +  |м„| Ч- . . .  цатор узоцлашувчи булса, 
бу узгарувчи ишорали цатор ноабсолют якинлашувчи* цатор деб ата
лади.

Юцорида курилган мисолларга цайтаднган булсак, бундай айти- 
шимиз мумкин: (29) цатор абсолют яцинлашувчн, (37) цатор эса но
абсолют кцинлашувчи цаторднр.

Узгарувчи ишорали цатор лар орасида абсолют якинлашувчи ца- 
торлар алоцида урин эгаллайди. Бу ана шундай цаторлар учун чекли 
йигиндиларнинг асосий хоссаларн уринли эканлиги билан тушунтнрила- 
ди. Урин алмаштирнш хоссаси айницса а^амиятли булиб, фацат абсол
ют яцннлашувчи цаторларгнна бу хоссага эгаднр.

Бнз исботснз келтирадиган бу хосса цуйидагича таърифланадн,
Абсолют якинлашувчи каторнинг \адларини исталганча урин 

алмаштиришдан унинг йипшдиси дзгармайди.
Аксинча, ноабсолют якинлашувчи цаторда хадларнннг уринларини 

алмаштириш мумкин эмас, чунки уларнинг уринларн алмаштнрил- 
ганда цаторнинг йигиндиси узгариши ва цатто узоцлашувчи цатор цо- 
сил булиши мумкин.

Хадларнннг уринларини алмаштириш деганда биз чексиз куп ^ад- 
ларнинг_уринларини алмаштиришни тушунамиз, чунки иккита, учта, 
туртта ёки исталган чекли сондаги хад^арньинг уринларн алмаш
тириш билан бнз цаторнинг йириндрсини узгартирмаймнз.

Мисол сифатида (37) ноабсолют яцинлашувчи

2 з  4 5 G 7 8  9

аталади
•Ноабсолют як!Ялашувч;| цаторни купинча шартли яцинлашувчи цатор деб 
яли.
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цаторни оламиз ва унинг йигинднсини S  билан белгилаймиз. Х аР бир 
мусбат хаддан кейин иккита манфий хадни жойлаштириб, цатор хад
ларининг уринларини узгартирамиз. Ушбу каторни косил киламиз:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 “  2 — 4 3 6 — 8 +  5 — 10 — 12 +  7 — • (37 )

(37) каторнинг хусусий йигиндиларини Sn оркали, (37') каторнинг ху
сусий йигиндиларини эса ап оркали белгилаймиз. У  з^олда

с  = 1 _ ± _ ±  с  _ 1  _ 1  • ± _ ± _ 1
2 ~  2* 61 2 ^  3 4 — 12’
J _ 1  J_ J_ _1_ 37 

5 в — I -  2 +  3 — 4 +  5 — 6 =  60’ ‘ ' ’
_1_ i .  _ J _  _  . J .  1 , J _  1  JL ]_

03 “  2 4 — 4 ’ ~  2 4 ~ 3  6 8 =  24’
1 J .  -L _  37_

°Г® =  24 5 10 12 120.............

Демак, <ts = = 0 ,5 S 2, o ? = 0, 5S* ,  oe = 0 , 5 5 e, . . . ва умуман, 
o3m =  0,5 S 2m булишини курсатиш мумкин. J i m S 2„ , = . S  булгани учунГП—+00

limoyn = 0 , 5  lim S 2m =  0 ,5 S . Шундай килиб, (37') каторнинг номер-
т-+ оо т-+со
лари учга каррали булган хусусий йигандилари кетма-кетлиги 0,5 
S  лимитга эга.

Сунгра куйидагиларни топамиз:

ва

llm  °3m+2 = 2 ^ , (  ° 3'"  +  2т ~  1 — 4 т  +  2 )  =  0 ,5  5 *т -*о о  I /

Щундан килиб. биз п чоксизлнкка исталган цонун буйича яцин- 
лашганда кам l ima„ мавжудлигини исботладик. Бу эса (37') катор

П-+ оо
якинлашувчи эканини билдиради. Щу билан бирга унинг йигиндиси 
бу кат0Р хадларининг уринларини алмаштириш [билан косил цилин- 
ган (37) цатор йигиндисннинг ярМига тенг.

7. Каторнинг ко-1ДнгИ ва Уни ба^олаш. Ушбу
«1 +  Ut +  н, +  • • • +  ип +  ня+1 +  ип+2 +  . . . (38)

яцинлашувчи каторни карайлик. Маълумкн, унинг S  йигиндиси Sn =  
=  иг +  ы2 +  ця +  . . . +  хусусий йишидилар кетма-кетлигининг 
п~*- оо даги лимитига тенг, яъни S  =  lim Sn. Щу сабабли етарлнча

n-tOO
катта п лар учун

(39)
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такрибий тенглик Гринли булиб, л ортиши билан унинг аниклиги ор- 
тади. (39) такрибий тенгликнинг аницлигини ба^олаш учун яцинла- 
шувчи каторнинг колдири тушунчасини кнритамиз.

(38) яцинлашувчи каторнинг S  й и р и н д и с и  билан унинг л- хусусий 
й и р и н д и с и  Sn орасидаги айирма бу цаторнинг л- цолдиги деб аталади. 

К,аторнинг ц о л д и р и  гп билан белгиланадн:

rn = S - S „ .  (40)

(40) тенгликдан куриниб турибдики, цаторнинг ^олдит бу цатор- 
дан унинг дастлабки л та .\адини ташлаб юборишдан хосил булган 
я^инлашувчи цаторнинг йиринднсидир.

Г п  =  Ы л + 1 +  ип +  2 +  • • • +  ы п + *  +  • • • ( 4 1 )

^аторнинг цолдиги таърифидан
lim г =  ОП

булиши тушунарлидир.
Х,акпкатан .\ам,

lim г =  l i m(S — S )  =  S  — l i mSn =  S  — S„ = 0 .rl '  t l '  Л Tl
П-*00 П-+ОО n—¥ OO

^аторнинг S  ЙИГИИДИСННИ унинг Sn хусусий йнгиндиси билан ал- 
маштирилганда хосил буладиган абсолют хатолик цатор к,о л д и р н н н н г  
модулига тенг булиши равшан:

\  =  I S - S j = \ r j .

Шундай ^нлиб, ^аторнннг йигиндисини е > 0  гача аншужкда топиш 
талаб цилинса, у .\олда каторнинг дастлабки я та \ади йигиндисини 
| гп | <  е тенгсизлик бажарнладиган цилиб олиш лозим. Бироц купчи- 
лик лолларда биз гп цолди^ни ани^ топишни билмаймиз. Шу сабабли 
цолди^нинг модули берилган е сондан орти^ булмайдиган л номернн 
цандай топншпи аницлаймиз.

1- теорема ( м у с б а т  х а д л н  ц а т о р  ц о л д и р и н и н г  б а х ; о с и  
^ а ц и д а ) .  Агар яцинлашувчи мусбат %адли

« ! +  ы, +  «» +  . . .  +  «„ +  • • • (42)
цаторнинг барча хадлари. боища я^инлашувчи мусбат \адли

«1 +  у* +  +  • • • +  t’„ +  • • • (43)

цаторнинг мос \сдларидан ортиц булмаса, у .\олда (42) цаторнинг 
п- цолдиги (43) юторнинг п- цолдигидан ортиЦ булмайди.

И с б о т и .  (42) ва (43) ^аторларнинг п- ^олднцларини гп ва г ’п 
орк,али белгилаймнз-

г„ = « л+1 +  ,/. ^ +  ■ • •: (44)
rn =  l’n+ i + l’. t-2+ -  • •• (45)
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Бу цолдицлариинг цар бири яцннлашувчи мусбат цадли цаторнинг йи- 
риндисндир.

Шартга кура ып+1 < f n+1; ип+2 <  vn+2, . . . булгани учун биринчи 
таццослаш аломатига кура биринчи цаторнинг йнганднси иккинчи ца
торнинг йигиндисидан ортиц эмас, яъни гп <  г'п.

Агар ушбу иккита яцинлашувчн

«1 +  U, +  и,  +  . . .  +  ил + . .  . ;  (U)

+  А, 4- V3 +  . . . vn + .  . . (V)

цатор берилган булиб, шу билан бирга (V) цаторнинг цадларн (U) ца
торнинг мос цадларидан катта булса, у холда (V) цатор (U) цаторга 
нисбатан мажорант цатор деб аталади.

Олдинги теоремага асосан мажорант цаторнинг цолдиги доимо 
асосий цаторнинг цолдигидан катта ски унга тенг булади.

Мажорант цатор сифатида одатда гп цолдигинн хисоблаш осон бул
ган цатор (масалан, геометрик прогрессия) олинади. У  цолда юцори
да цозиргина исботланган теоремага асосан берилган цаторнинг гп цол- 
дипшм осон бацолай оламиз.

1- мисол. Ушбу цаторнинг учинчл цолдигинн бацоланг:

1 1 . 1 . I
f  • • • +  . , . ..Ц  +  • • •

2 - 5  3  • 5* 4 • 5* (/»+ 1)5"

Е ч ил и ш и. Бу цаторнинг цар бир цади q =  1/5 махражли 

1 1 1  1 
Т  +  5̂  +  5^ +  - * -  +  &Г +  - "

геометрик прогрессиянннг мос цадидан кичик, демак, берилган цаторнинг г3 учин- 
чи цолднгн бу прогрессиянннг г3 учинчи цолдигидан кичик:

, _1_ _1_ _1_ _1_ _  1/5* =  _1_
г» < г3 =  54 +  5» +  5.  +  • • • +  5„ + --------j _ , /5 зоо •

Шундай цилиб, берилган цатор йтшдисишшг унинг биринчи учта цади йишн- 
Дисидан фарци 1/500 дан кичик.

2- теорема ( у з г а р у в ч и  и ш о р а  т и  ц а т о р  ц о л д и р и н и н г  
б а ц о с и  цац и д а ). АЗсогоп щщлтмувчи Цзглрувчи ишорали

ut +  «1 +  «а +  . . . т  «л г • • • (46)
цатор берилган булсин. У холда унинг п- цолдигининг абсолют 
циймати берилган цатор хадларининг абсолют цийматларидаи ту
зилган цаторнинг п- цолдигидан катта булмайди.

И с б о т и .  (46) узгарувчи ишорали катор абсолют яцинлашсии. 
Бу деган с^з

|н1| +  |ы,| + | ы , | + . . .  +  |и„| +  1 . . (47)

цатор цам яцинлашувчидир.



(46) ва (47) цаторларнинг п- цолдицларинн КаР аГ.миз:

Гп =  Un+ 1 +  ип + 2 +  и п +  3 +  • • • 

r 'n =  I u n+ i I +  I u n+ i\  +  I “ n + 3 l +  • • •

Исталган p  да цуйидагига эгамиз: i

I Un + l  +  Un+ 2 +  • • . +  « п+р I <  I “ л + 1 I +  | Un+2 I +  . • • +  | Un+p I-

Бу тенгсизликдан p-*- оо да лимитга утсак,

I™  K + i  “b un+a +  • • • +  Un+pI ̂  I un+\ I !Un+2 I 4* • • • +  1 un+p | ]

ни косил киламиз ёки | г | ^  г'п, ана шуни исботлаш талаб цилинган 
эди.

2 - мисол. Ушбу каторнинг rs учинчи ь;а1лнгнни ба.ухгсанг:

, sin 2 , sin 3  , , Sin „ _l
2 +  2* +  ~V +  * ’ ’ ' +  ~W~

Е ч и л и ш и .  Бу катор узгарувчи ишорали катордир, чунки масалан, 

sin 1 >  0 , sin 2 >  0 , sin 3 >  0 , sin 4 <  0 , sin 5  <  0 , sin 6 <  0 , . . .
Ушбу ^аторни караимке:

sin 21 I sin 31 I sin я I
+  • • •

sin 1 I sin 21 sin3 1 sin п |
2 +ы +- 5 - + - + Ь г 1

I sin л  I 1
j <  —  булгани учун бу каторнинг з^адлари

J _  , J _  J _  _ 1 _

2 2* 2*  ̂ 2" "" *

геометрии прогрессиянинг мсс дадларидан ортик эмас. Шу сабабли берилган катор 
абсолют якинлашувчндир.

Берилган каторнинг, унинг хадларининг абсолют кийматларидан тузилган ка
торнинг ва геометрик прогрессиянинг к°лдикларнни мос равишда г г' ва г' билан3» 3 3
белгиласак, | г , | <  г' <  г ’  га эгамиз. Шундай килиб, берилган катор учинчи к°лди-3 3
FiiHiuir бакосини топамиз:

. . 1 1 1 1 1/2* 1 
+  — +  ^ г +  •••+7 Г + -------- I —1/2 ™ 8

3-теорем а ( Л е й б н и ц  а л о м а т и ' б у й и ч а  я ц и н л а ш а д и  г а н  
н ш о р а  а л м а ш и н у в ч и  КаТ°Р К о л д и г и н и н г  б а ^ о с и  к а к и* 
д а ) . Агар ишора алмашинувчи катор Лейбниц аломати бдйича яцин- 
лашувчи булса, у холда ун и н г п- цолдигининг абсолют циймати таш
лаб юборилган хадлардан биринчисининг модумдан ортиц булмайди. 

И с б о т и .  Ушбу

« ! - и г +  и.4 -  ut + . . .  +  ( -  l ) " ' 1 ип +  . . .  
цатор Лейбниц аломатига кура яшилашувчи булсин. У з^олда катор
нинг
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Гп i  (Мп+1 «я+2 “Ь «л+з • • • ) 
п -  цолдишнинг узи цам ишора алмашинувчи цатор й н р и н д и с и  булади. 
Лейбниц аломатнга кура гп цолдицнинг абсолют циймати бу цатор 
биринчи цадинииг модулидаи ортиц булмаслиги лозим, яъни

I M  <«<■+!• (4 Г )
3 - мисол. Ушбу цаторнинг йигиндисини 0,01 гача аницлнкда цисобланг:

' п ' “ "з Г + " 5Г “  " , +  ( _  1)Я_1 +

Е ч и л и ш и .  Бу цатор Лейбниц аломати буйича яцинлашувчн, шу сабабли 

=  I S  —  Sn | =  \ гп | ^ и „ + j .

Каторнинг й н р и н д и си  0 , 0 1  гача аницликда ^исобланиши лозим булганлиги учун ушбу 
тенгсизли;; бажарилиши етарлидир: \'п \ <  un + i 0,01 ёки

1 <0,01.
(2л - 1 ) 1

Бу тенгсизлик я =  3 дан бошлаб бажарилади. Шундай цилиб,

S  »  S j  — *“  w  1 —  0,17  =  0 ,8 3 .
1! о  I

2- §. ФУНКЦИОНАЛ ц а т о р л а р

1. Функционал цаторнинг яцинлашиш соцаси. Энди хад лари сон- 
лар эмас, балки х аргументнинг бирор узгариш сохасида аницланган 
функциялар булган цаторларни урганишга киришамиз:

ых (х )4 -  и , (х) + . . .  + и „  (*) +  . . .  (48)
Бундай цаторлар функционал каторлар деб аталади.

Масалан,

s i n* 4 -  ^ - s i n 2 x 4 -  . . .  + ~ - s i n  пх

функционал цатордир.
Агар (48) цатор да х га ип (х) функцияларнинг аницланиш со^аси- 

дан бирор х0 цийматии бериладиган булса, у цолда

«1 (*о) (^e) 4 - . . .  4- ы„ (.v0) 4* . . .  (49)
сонли цаторни цосил циламиз. Бу цатор яцинлашувчн ёки узоцлашуачи 
булиши мумкин. Агар у яцинлашувчн булса, у ^олда х0 нуцта (48) 
функционал цаторнинг яцинлашищ нуц’паси деб аталади. Агар х =  
=  х0 да (49) цатор узоцлашувчи б^лса, у .\олда х0 нуцта функционал 
цаторнинг узоцлашши нуцтаси деб аталади. К,атор ип (х) функция
ларнинг аницланиш со^аларидан олинган баъзи нуцталар учун яцин- 
лашувчи, бошца ну ц т  л лар учун эса узоцлашувчи булиши мумкин.

Функционал цаторнинг барча яцинлашувчн нуцталарн туплами 
унинг яцинлащииш со^аси деб аталади.
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Функционал цаторнинг хусусий йириндиси, яъни унинг дастлабки 
п та хадининг й и р и н д и с и

S„ (х) =  « j (д:) +  иа (х )+  . . .  + и п (д:) (50)
х узгарувчининг функцияси булади.

Функционал цаторнинг яцинлашиш со.\аси таърифидан келиб чиь̂ а- 
дики, бу соханинг исталган х нуцтаси учун л оо да S„ (х) хусусий 
йигиндининг лимити мавжуд. Якинлашиш сохасига тегишли булмаган 
нуцталарда S„ (*) хусусий йигинди лимнтига эга эмас. Функционал î a- 
торнинг S  (х) й и р и н д и с и  бу каторнинг якинлашиш сохасида ани^лан- 
ган х узгарувчининг бирор функцияси булиши тушунарли. Бу х.олда 
бундай ёзилади:

(*) +  М * ) 4 -  . . .  + и „  (*) +  . . .  .
Агар функционал цатор яцннлашувчи ва 5(дг) йириндига эга бул

са, у ^олда S(x) — S n(x) айнрма сонли ^аторлардаги каби унинг л- крл- 
д и р и  деб аталади. Каторнинг ^ о л д и р и н и  гп(х) билан белгилаймиз: г„(х) — 
=  S(x) — S„(x). Равшанкн, lim гп (дг) =  0. К,олдик гп{х) (48) цатордан

Л-»а]
унинг бнринчи л та ^адини ташлаб юборишдан косил булган каторнинг 
йириндисндир:

г„(х) =  Ыя+1(х) +  ип+г(х) 4- . . .  4- ип+р ( х ) +  . . .  . (51)
Мисол. Ушбу функционал каторнинг якинлашиш со^асннн аникланг:

• 1 . ■ 1~Т +  "ГГ 4  • • • +  -TJ 4  • • • •X2 X* х1п

Е ч и л и ш и .  Бу каторнинг ^адлари q =  махражли геометрнк прогрессия

ташкил этади. Бизга маълумки, геометрик прогрессия | q | <  1 булгаида якинлашувчи

ва \q\ >  1 булгаида узоклашувчидир. Шу сабабли берилган катор х нинг —— <  1

ёки х1 >  1 буладиган кийматларида якинлашувчидир. Шундай килиб, катор / дг | >  1 
булган барча х нукталар учун якинлашувчидир. Берилган каторнинг якинлашиш со- 
Каси ушбу иккита чексиз интервалдан иборат:

—  оо <  х  <  —  I ва 1 <  х <  +  ос.

2. Мунтазам якинлашувчи функционал ^аторлар ва уларнинг 
хоссалари. (а, ь ] сегментда якинлашувчи (48)

ы, (х) +  « ,  (*) 4- . . .  4- и„ (х) 
функционал катор учун шундай якинлашувчи мусбат кадли

4" Ьг -г 4* 4- . . .  (52)
катор мавжуд булсаки, берилган (48) катор ^адларининг абсолют ций- 
матлари х нинг [а, Ь] сегментга тегишли исталган кнйматида (52) 
мусбат эрдли каторнинг мос ^адларидан ортик булмаса. яъни 
I ип (х) | Ь„ (п =  1, 2, . . .  ) булса, у \олда (48) катор [в, Ь] сегме
нтда мунтазам якинлашувчи катор деб аталади. Мунтазам яцинла- 
шувчи цаторларнннг хоссалари хасида г и баъзи теорема ларни исботсиэ 
келтирамнз.
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1- теорема, [а, Ь] сегментда мунтазам якинлашувчи xflp кандай 
цатор бу сегментнинг исталган нуцтасида абсолют яцинлашади.

Маълумки, чекли сондаги узлуксиз функцияларнинг йигиидиси уз
луксиз функциядир. Х,адлари узлуксиз функциялар булган мунтазам 
якинлашувчи функционал цаторнинг йигиндиси хам шу хоссага эга, 
яъни ушбу теорема уринли.

2- теорема, [а, Ь] сегментда мунтазам якинлашувчи
«1 (*) 4 - « ,  (х) +  . . .  +  ип ( * ) + . .  •

функционал цаторнинг барча хадлари узлуксиз бдлса, у холда унинг 
йигиндиси хам \а, Ь] сегментда узлуксиздир.

Чекли сондаги функцияларнинг йигиндисини цадлаб дифференци- 
аллаш ва интеграллаш мумкинлигини биз биламиз.

Агар

/  (*) =  Ф М  +  <*> (х) +  g  (дг)
булса, у холда

Г  С*) =  1ф (*> +  “> w  +  8  (* )] ' =  ф' (*) +  со' (дс) +  е '  (X), 1 

f  f  (х) dx =  j  [ф (х) +  (О ( x ) + g  (х)] dx =  j\p (х) dx +  (53)
х, i« xi '

4- J* CO (x) dx +  J-’ g (x) dx.
** *i

Бу хоссалар цушилувчилар сони чексиз булганда, яъни цаторлар 
учун цар доим хам бажарилавермас экан. Бироц бу хоссалар сегментда 
мунтазам яцннлашувчи функционал цаторлар учун сацланади.

3- теорема. Агар [а, Ь] сегментда мунтазам яцинлашувчи
(* )  +  ы, (х) +  . . .  + и п (х) +  . . .

функционал цаторнинг барча 'хадлари бу сегментда яцинлашувчи 
б^лса, у холда бу цаторни %адма- %ад интеграллаш мумкин.

Бу деган суз, агар xt ва хг лар [а, Ь\ сегментнинг исталган ик
кита нуцтаси булса, у цолда

j* («! (*) +  и2 (х)+  . . .  4- и„ ( * ) + . . . ]  dx =  j  « j (д) dx +
' S

+  J* u2 (x) dx + -------1- j'u „  ( x ) d x +  . . .  (54)
x. *i

4 - теорема. Ушбу
ых (x) 4 -  ы, (дс) 4- . . .  +  и„ (х) 4- . . .

функционал цатор [а, Ь\ сегментда яцинлашувчи ва унинг хадляри 
“» ( * )  («=■ 1, 2 , . . . )  узлуксиз хосилаларга эга бдлсин. Агар бу 
цаторни хадма- хад дифференциаллаш билан х°сил 'цилинган цатор 
[а, Ь\ сегментда мунтазам яцинлашувчи бдлса, у холда унинг йи
гиндиси берилган цаторнинг хосиласига тенг бдлади:
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[ы, (X) +  ы, (дс) +  . . .  +  и„ (дг) + . . . ] '  =
-  и[ (дс) +  и' (дс) 4- . . .  +и'п (х)+ . . .  (55)

5 -теорема, [a, b] сегментда мунтазсм яцинлашуечи
«1 (*) +  «* ( •* ) +■•• +  чп (*) +  . . .

цаторни Ц> (х) чегараланган функцияга KiJnaHmupuui билан хосил ци- 
линган

<р (дс)"Uj (д:) +  Ф (дг)-ы, (дг) Н- - •. +  ф (х)-ип (*) +  . . .  (56) 
цатор [а, Ь] сегментда мунтазам яцинлашувчи цагпор булади.

3-§. ДАРАЖАЛИ ЦАТОРЛАР

1. Даражали цатор ва унинг як,инлашиш сохаси. Функционал ка
торнинг му^им хусусий холи даражали ^аторлардир.

Даражали цаторлар деб

о0 +  (х — а) +  о, (дс — а)* +  . . .  +  ап (дс — а)п +  . . .  (57)
курннишдаги каторга айтилади, бу ерда а ва а0, a lt . . .  , а„, . . .  ко
эффициент лар — узгармас сонлар. Хусусан а =  О булганда даражали 
Катор

а0 +  at х +  аг дс* +  . . .  + а пхп+  . . .  (58)
куринишда булади.

Аввал (58) куринишдаги

а0 +  «1 *  + а» х* +  • ..  +  а„ дс" +  • • •
даражали каторларнинг ^оссаларини урганамиз. Дастлаб (58) даража
ли цаторнинг яцинлашиш сохаси цандап куринишда булишини аник- 
лаймиз. Бу катоР хадларининг абсолют цийматларидан тузилган мусбат 
Хадли

I °о I + 1 a i *  I +  . . .  +  \ апх"\+ . . .  (59)
каторни караим из иа унга Даламбер аломатини цуллаймиз. Бунннг 
учун ип+1 =  | an+l xn+l I олдинги зрднинг ип =  \апхп\ кейинги ,\адга 
нисбатининг п-*- оо даги лимитини топамиз:

lim ^2±L = H m ^ — =  |*l lim 1 ^ 1 .
n -» « o  U/1 П-»оо I O/t Xn  | П-*оо I O n I

lim I ^ '  I^ O  мавжуд деб фараз Нрайлик. Унн билан белгилан-
■ ->оо| Од I R
лик, яъни lim Г?2± !  I =  у  холда

П-.ОВ I ап I R
, .  Цд-Ь 1 I I 1
1»П1 —  -  дг/- —
п-*оо ип Г\

Агар lim l l L  <  i t яъни j * | <  R булса, у *олда Даламбер ало-
п-»ав Un R

матига асосан (59) ^атор якинлашувчи деган хулосага келамиз. Бирок 
бу холда узгарувчи ишорали (58) кат0Р ^ам узгарувчи ишорали ка-
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торлар яцинлашишининг умумий старлилик сломатига асосан яцннла- 
шувчи булади, равшанки, бунда абсолют яцинлашувчи булади. Агар
lim ——  > 1  булса, (59) цатор узо^лашувчи булади. Бу .\олда етар-
Л -*о о Un
лича катта п лар учун (59) цаторнинг хадлари усади (141-бетга 
цараш), шу сабабли ип =  \ апхп | умумий >;ад п-+- оо да нолга интил- 
майди. Демак, (58) цаторнинг умумий ,\ади, яъни а„хп хам налга ин- 
тилмайдн. Шу сабабли д: нинг jjc | > 7 ?  тенгснзлнкни цаноатлантиради- 
ган барча ^ийматлари учун (58) даражали цатор узо^лашувчи булади.

Ни.\оят, lim =  J i i  =  яъыи Ы  =  Я  булса, у холда бу ер-
П--+00 Un i?

да Даламбер аломатини цуллаииб булмайди ва (58) цатор хам, (59) 
,\ам конкрет доллар га борлиц равишда я^ннлашувчи ёки узо^лашувчи 
булиши мумкин.

Шундай цилиб, lim Д̂я+—- мавжуд ва нолга тенг эмас деб фараз 
п-*оо | ап |

цилнб, ушбу теоремани исбот к, ил дик.
Теорема. Ушбу

°о +  а^х +  а ,х 2+  . . .  +  апхп +  . . .
даражали цаторнинг якинлашиш со.\аси ] — R, R[ интервал булиб, 
бу интервалга конкрет \олларга боглиц равишда унинг — R ва R

64* расы

охирлари цдшилиши мумкин (6 4 -раем). )— R, R[ интервалнинг \ар, 
бир нуцтасида ца/пор абсолют яцинлашади*

]— R, R[ интервал даражали ^аторнинг якинлашиш интервали, 
бу интервал узунлигинннг ярми, яъни R сон эса якинлашиш радиуси 
деб аталади.

)\ар ^андаи даражали цатор л: =  О булгаида якинлашувчидир, чунки 
х =  0  да а0 +  0 +  Й +  *- - Н ~ 0 + . . .  сонлн цатор .\осил булади. Агар 
цаторнинг бош^а якинлашиш нуцталари мавжуд булмаса, у з^олда 
унинг якинлашиш радиуси R = 0  деб укоблаймиз. Агар даражали ца- 
тор сон уцининг барча нуцталарида яцинлашувчи булса, унинг яцин- 
лашиш радиуси R =  °° Деб хисоблаймиз.

1- мисол. Ушбу даражали цаторшшг якинлашиш со^асини топамиз:

х хп
у Г  +  y j  +  ’ ‘ , +  W  +  ‘ “  * (,)

Е ч и л и ш и .  Берилган кат0Р ^адларинииг абсолют кийматларидам туэилган

• Теорема lim 

ботлаш мумкин?'*”

ая+ 1
а„ мавжуд булмаган ^олДа Лам т уррилигичз к;олишнни ис-



А*\ . 1* 1* Ul "
y f +  y f + - . - + y ^ + - « -  (••>

|x  Iя lx ln+l
цаторни цараймиз. Бу ерда и„ =» -77 = ,  и„+, =  шунинг'учун

К я У л + 1

П-»оо ип П-»оо 1 У  п\ П-.ОИ у  Л + 1

Шундай цилиб, (••) цатор ва дгмак, (•) цатор цам | х | <  1 булганда, яъни 
]—  1, 1[ интервалда яцинлашувчи ва | х | >  1 булганда уэоцлашувчидир. К,аторнинг 
яцинлашиш радиуси R =  1. Энди яцинлашиш интервалининг охирларида, яъни х =  1 
ва х  =  — 1 нуцталарда цаторнинг яциилашиш масаласини текширамиз.

(*) каторга х =  1 ни цуйсак узоцлашувчи

1 1 , 1 1
у г  + У 2 + Уз  + ***+ У Г  + ' ”

умумлашган гармоник цаторни цссил циламиз (чунки р = — - < 1 ,  1-§, 5-пунктга 

царанг).
х =  —  1 нуцтада ишора алмашинувчи

I 1 1
+ У 2 ~  у з  + Уп

цаторни цосил циламиз. У  Лейбницнинг яцинлашиш аломатига асосан яцинлашувчн 
цатордир.

Шундай цилиб, (*) цаторнинг яцинлашиш соцаси J— 1, 1[ интервал булиб, унга 
унинг чап охири х =  —  1 нуцта цушилади: —  1 <  х <  1,

2- мисол. Ушбу цаторнинг яцинлашиш соцасини топинг:

» +  -  +  - + • •  . + ^ 2 +  . . .  С)
11 2 ! л!

Е ч и л и ш и .  Берилган цатор цадларининг абсолют цийматларидаи тузилган

i +  Ы  +  Й ! f  . . . + ] £ ! *  +  . . .  (••>
И 2 ! п!

цатор учун кейинги цаднинг олдинги цадга нисбатининг лимитини топамиз:

,t a s a _ l t a [ J £ «  Щ . . , , , , .  —!!— _ WM„ - L - W O - 0 .
л—.оо Цп п-.оо [ (л 1)1 л! J п-.ао (л -f- 1)! П-.00 Л — 1

цЯ-(-1
Шундай цилиб, х  нинг исталган циймати учун lim  ------ =  0 ]<  1. [Демак. Даламбер

П-.ОО Ufg
аломатига асосан (••), бинобарин (•) цатор цам бутун сон уцида яцинлашади. Бу 
ерда яцинлашиш радиуси R =  со .

И*—  яцинлашувчи цаторнинг умумий зрди булганлиги учун л-»-оо да нолга ии* 

тилншини айтиб утамнз.

2 . Даражали цаторнинг хоссалари. Ушбу (58)

а0 +  а хх  +  а 2х* +  . . . +  а п х" +  . . .

даражали цатор] — R ,R  [якиилашиш интервалш а эга булсин. Буцатор- 
дан хадма-^ад дифференциаллаш ва интеграллаш билан цосил цили- 
надигаи ушбу цаторларни царайлик:
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+ 2 а г х +  . . , +  л а я д Г 1 4- . . . ; (60)

п г  I ° 1** I I *1т*"+1 I //.,»
+  • • • +  7 ^ 7  +  •• • (61)

(60) ва (61) ^аторлар хадларининг абсолют кийматларидан тузил- 
ган цаторларга Даламбер аломатннн кулланнб, бунда lim 1 мав-

Я—*оо Q fi I

ЖУД деб фараз цилинса, (60) ва (61) каторлар .\ам берилган (58) катор 
эга булган уша якинлашиш ннтервалига эга булишига ишонч ^осил 
цилиш осон.

Шундай килиб, ушбу теоремага келдик.
1- теорема. Ушбу

ао “Ь ai х *+■ ° t х* “г  • • • ~Ь ап х" -f- . .  . 
даражали цатор ) — R,R\ якинлашиш интервалига эга булсан. У 
холда бу цатордан уни хадма- %ад дифференциаллаш ва интеграллаш 
билан хосил килинган цаторлар берилган цатор эга булган уша яцин- 
лашиш интервалига эга булади.

2- теорема. Ушбу (58)
а0 +  а^х -f- flj .Vs -f- . . . +  ап х" +  . .  .

даражали цатор ] —  R, R[ якинлашиш интервалига эга булсин, г эса 
R дан кичик ихтиёрий мусбат сон булсин. У холда берилган дара
жали к,атор [ — г,г] сегментда мунтазам яцинлашувчи t âmop булади.

И с б о т и .  Даражали цатор якинлашиш интервалинииг исталган 
нуцтасида абсолют я^ннлашишнни биз биламнз. Шунинг учун х — г 
нуктада мусбат ишорали

I °о I +  I a i Ir  +  I а* 17-1 +  • • • +  I а п I г " +  • • • (62)
Катор яцинлашади. х ш у ( — г,'г] сегментнинг исталган нуктаси булсин. 
| х| < >  булганлиги учун | ап х* | <  | ап \ гп. Шунинг учун берилган (58) 
Катор ^адларининг абсолют кийматларидан тузилган

K l  +  k ^ l  +  l 0» *1 1 +  • • • +  К *"1 +  • • •
Каторнинг кадлари х нинг [ — г, г] сегментга тегишли исталган кийма- 
тида мусбат ишорали (62) сонли каторнинг мос .^адларидан ортик бул
майди. Бу эса таърифга асосан берилган даражали цатор [ —  г,г) сег
ментда мунтазам якиплашувчилнгинибилдиради. Шундай килиб, теоре
ма исбот цилиндн.

3- теорема. (58)
c 0 +  a 1 x + a , x * - f . . . 4 - а пх*

даражали цаторнинг йитндиси ) — R, R[ якинлашиш интервалининг 
Хар бир нуцтасидя узлуксиз функция булади.

И с б о т и .  х0 якинлашиш интервалининг исталган нуцтаси булсин. 
У  колда шуНДай /•( |.vj <  г <  R) мусбат сон мавжудки, [ — г, г] сег
мент х0 нуктани уз ичига олади (65- раем). (58) даражали цатор 2-тео-



ремага кура [ — г, г] сегментда мунтазам якннлашувчиднр. Шу сабабли 
унинг йигиндиси 2-§  даги 2- теоремага асосан [ — г, г ]  сегментнннг ис
талган ну^тасида, хусусан х0 нуктасида узлуксиз функция булади.

4- теорема. (58)

а0 +  Ох х +  os .V* +  . . . +  а„ х" 4- . . .
даражали цаторни i/зининг яцинлашиш интервалининг исталган нуц- 
тасида хадма- %ад дифференциаллаш мумкин.

И с б о т и .  (58) даражали катор ] — R ,R [  якинлашиш интервалига 
эга булсин. Берилган каТ0Р хадларининг хосилаларидан тузилган

а 1 +  2 аг х +  . . .  +  па„хп~1 +  . . .
(60) каторни каранмиз. Унинг якинлашиш интервал и 1-теоремага асосан 
берилган каторнинг якинлашиш интервали билан устма-уст тушади. 
х якинлашиш интервалининг ихтиёрий нуктаси булсин. Якинлашиш 
интервалининг нчида ётувчи ва х0 нуктани уз ичига олувчи [ — г, г] 
сегментни карайлик ( | х01 <  г С  R) (65- расмга каранг). (60) катор 2- тео
ремага асосан мунтазам якннлашувчиднр. Демак, 2-§,  4 -теоремага асо
сан унинг йигиндиси берилган катор пигиндисининг хосиласига тенг, 
яънн

(а0 4- аг х . . . 4* а„ хп 4- • • •)' =  Qi 4* 2 аг х 4 * .  . . 4 ■ па„ д:"-1  4 - . . .
5 - теорема. Ушбу

°о +  fli *  +  а 2 * *  +  • • . +  а„хп +  . . . 
даражали цаторни ] — R, R[ яцинлашиш интервалида \адма- %ад ин
теграллаш мумкин, яъни Xi ва х2 якинлашиш интервалига тегишли 
нуцталар булса, у холда

Ц *1 *1
J (а0 +  а 1 х +  • • • + апХп+  . • . )dx  =  $a0d x  +  $a1x d x +  . . . +  
i t  *i

*•
4-  \l anxndx-t-  . . . .

И с б о т и .  Якинлашиш интервалида ётувчи хамда дг„ xt иукталарни 
уз ичига олган [ — г, г] сегментни каранмиз. [ — г, г\ сегментда даражали 
Катор мунтазам якинлашувчи булганлиги учун 2- §. 3- теоремага асосан 
унн хадма-хад интеграллаш мумкин.

3. дг —  а айирманкнг дар г. ж а лари буйича каторлар. Энди х — а айир- 
манинг даражалари буйича (57) куринишдаги

ао +  а^д: — а) 4- 02^  — о)* +  . . . + а п(х — а)п +  . . .
цаторларни караймиз. (58) куринишдаги каторлар (57) курннишдаги ка- 
торларнинг а = 0  булгандаги хусусий холидир. х — а =  t деб (57) катор
ни (58) куринишдаги

a , 4 - f l i < +  * !* *  +  . • . +  аяР +  . . . (63)
Каторга келтирамиз. (63) каТ0Р ] — R. RI якинлашиш интервалига эга 
булсин. Бу деган суз, у — R < t < R  да якинлашувчи ва |/|>/? да 
уадклашувчидир. Бирок бу холда (57) катор —R С  х —a< R ,  яъни
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а — R < x < a  +  R булганда якинлашувчи ва |дс — а | >  R булганда 
узоклашувчидир.

Шундай цилиб, (57) даражали цаторнинг яцинлашиш сохаси мар
казн а нуцтада ва узунлиги 2 R булган интервалдир. (57) цатор бу 
интервалиинг барча нуцталарида абсолют яцинлашувчи, бу интервалдан 
ташцарида эса узсцлаш>вчидир. x = a - { - R  ва х =  а — R нуцталарда 
(яъни яцинлашиш интерЕалининг охирларида) конкрет холларга боглиц 
равишда яцинлашиш ёки узоцлашиш руй бериши мумкин.

х нинг даражалари буйича цаторларнинг хоссалари х —  а нинг да- 
ражалари буйича цаторлар учун хам уринлидир.

(57) даражали цатор ] а — R, а +  # [ интервалда абсолют яцинла- 
шадн ва унинг йигиндиси бу интерЕалда узлуксиз функциядир. Дара
жали цаторни унинг яцинлашиш интервалининг ичида хадма- хад диф- 
ференциаллаш ва интеграллаш мумкин, шу билан бирга цосил булган 
цаторлар дастлабки (57) катор эга булган уша яцинлашиш интервалига 
эга булади.

(57) даражали цаторнинг яцинлашиш интерЕалини хамамалда Далам
бер аломати ёрдамида тсгшш мумкин:

Мисол. Ушбу даражали цаторнинг яцинлашиш сохасини топинг:

£ZLg. +  ( * - 2)" +  ■ • » +  ■-*— -2)Л +  ■ . • +  (•)
1-2 2-2» я -2 я

Е  ч и л и ш и. Еерилган цатор хадларининг абсолют циГматларидан тузилган

l i = ® l  +  ! £ = * £ + . . . +  l * = * E  +  . . .
1-2 2-2» я-2п

цаторни царайлик. Унга Даламбер аломатини цуллаймиз.

I *  — 2 |л |«— 2 ||, +  1 .
Un ~~ л-2я ’ U"+  1 ~ (л  +  1) 2"+| ’

11ю * ± !  _  llm I « - 2 Г + '. - У  _  l £ = 2 . lln  .  1 « - U .
n -.o o  Un  л —too j x  —  2 \ п(я - ( -  1) 2”+ l 2  n -*oo я 1 2

I*—21 Ijt__21
(* •) цатор Даламбер аломатига асосан — - —  <  1 булганда яцинлашади ва ■— =  >  1

\х—21
булганда узоцлашади. Демак, берилган (*) цатор дам — —  < 1  булганда яцинла- 

|х— 2|
шувчи ва — —  >  1 булганда узоклашувчидир. Шунинг учун (•) цатор маркази а  =  2

иуцтада булган 0  <  х <  4 интервалда яцинлашади.
Берилган цаторнинг дг =  0 ва дс =  4 нуцталарда, яъни яцинлашиш интервалининг 

охирларида яцинлашиш масаласини текширамиз. х =  4 булганда узоцлашувчи

1 , 1 , 1 
1 +  2 +  3 +  + 7  +  * * ' 

гармоник каторни цосил циламиз.
х =  0  булганда ноабсолют яцинлашувчи ишора алмашинувчи

I I  ( — I)4
- 1 +  ? - 7 + . 

цаторни досил киламиз.

11— 2950 jg j
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Шундай килиб, (*)  цатор 0 ^ д г < 4  шартни ^аноатлантирувчи барча х лар да 
Яцинлашади.

4. Функцияларии даражали каторларга ёйиш. Тейлор цатори.
f ( x )  функция якинлашиш интервали ]а — R,a-\-R[ булган

f  (*)  =*a0 +  a1(x — a) +  at (x — a)t +  . .  . +  а„(х — а)п +  . . . (64)

даражали каторнинг йигиндисидан иборат булсин.
Бу холда f(x)  функция а иуктанинг атрофида даражали каторга 

ёкн х — а нинг даражалари буйича ёнилади деб айтилади. Бу даражали
Каторнинг а0,а г..........а„ коэффициентларини топамиз.

Даражали кат0Рни якинлашиш интервалида хадма-хад диффереи- 
циаллаш мумкиилигини биз биламиз, бунда натижада якинлашиш интер
вали дастлабки каторнинг J а — R, а 4- R [ якинлашиш интервалидан 
иборат булган катор х°сил булади. (64) аиниятни кетма-кет дифферен- 
циаллаб, якинлашиш интервалидан олинган исталган х учун урннли 
булган ушбу айниятларни хосил киламиз:

/ (л) =  а0 +  аг (дс — а) +  а2 (х— а)* 4- а3 (дг — а)* +  а4 (дг — а)* +  . . .
. . . + а „ ( х  — а)п +  On+i (х — а)п+' 4 - . . . ,

f' (дг) =  Й! 4- 2а2 (х — а) +  3аа (дг— a )* 4- 4 а 4 (дг — a )я 4 - . . .  +  п а„ (дс —

— а)" -1 4- (п 4 - 1 )  on+ i(* — о)" 4 - ,
г  (ж) -  2 а , 4 - 2 . з  а ,  (дг —  в) 4 - 3  • 4 а4 (дс —  а)* 4 - . . .  +  п (п— 1) ап (дс -

— а)"-2 4- (п 4- 1) п а„+\ (дс —  а)"-1 - f . . . ,
Г ( х )  = 2 - З а в 4 - 2 . 3 . 4 а 4(дг — а) 4-• . .  +  п(п — 1)(п — 2)ап(х —

— а)п~3 4- (п 4-  1) п (п — 1) я„+1 (дг —  а)п~2 4 - . • •.

(п)
f  (дг) =  п (п — 1) (п — 2 ) . . .  3 - 2 а я 4 -  (л 4 -  1) п(п  —  1 ) . . .  Ъ-2ап+\ (дг —  

—  а) 4-  • • •

Бу айниятларда дс =  а десак, куйидагиларни косил киламиз:
(и)

f  (а) =  ов. Г  (о) =  fli. Г  ( а ) -  2аг, Г  (о) =  2 -3 о , . . . .  f  (а) =
=  п (п — 1) ( п ~  2 ) . . .  3 - 2  а„, • • •

Бу ер дан даражали каторнинг коэффициентларини косил киламиз..

.........

ёки

a - f ( a )  а -  >'(в) а а - У " >(а) 
i f ” ’ Чм 3 31 ..........
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Коэффициентларнннг топилган кийматларини (64) тенгликка куямиз: 

f(x)~=f  (а) +  (X- a )  +  f- ^ ( x  — a)2 +  L i p  (х — а)3+ . . .

(")
. , . +  М £ ) (х _ с ) « + . . . .

л!

Шундай килиб, агар f (х) функция х — а  нинг даражалари буйича 
даражали каторга ёйилса, у холда бу кат0Р ушбу куринишда булади:

(я)

f(a) +  Lг г  (л' ~ а) +  Ф  ( * -  fl)2+  +  ( * - « ) " +  • • • (65)1! П\
(65) цатор f(x) функция учун Тейлор* цатори деб аталади.

Хусусий холда, а =  0 булгаида (65) катор

f  (0) + ш * + т  * » + . . . + т * » + . . .  (66) 
1! tl!

куринишни олади. Бу катор f (х) функция учун Маклорен** цатори 
деб аталади.

Шундай килиб, агар функция х — а нинг даражалари буйича 
каторга ёйилса, у \олда бу катор унинг Тейлор цатори (ёки а =  0  булса, 
Маклорен катори) булади.

Куриниб турибдики, агар функция х — а нинг даражалари буйича 
Каторга ёйилса, у колда у х =  а нуктада барча тартибли хосилаларга 
эга булади ёки, одатда айтилишича, а нуктада чексиз дифференциал- 
ланувчп булади.

Энди тескарн масаланн караймиз. а нуктада чексиз дифференцнал- 
ланувчн f (х) функция берилган булсин. Унинг учун фор.мал равишда

^  (П)

f  (а) +  Ц г  -г ^  (X - « ) • + . ' . .  +  ш  (Х -  а у  +  . . .
1! -г! л!

Тейлор каторини тузамиз.
Ушбу масаланн КУЯМИЗ: /(*) Функция билан унинг учун тузилган 

мазкур Тейлор цаторшшнг йнгиндиси бир хил буладнми? Хар доим 
хам бундай булавермаслиги ушбу ыисоллардан куринади.

Куйидагича аникланган y = f ( х) фушшияни карайлик:
__ i_

п х) =  е **, агар х Ф 0 булса,
0, агар х =  0 булса.

Бу функция х = 0  нуктада барча тартибли хосилаларга эга, шу билан

бирга / ( 0 )= 0  (п =  1,2, • • •) эканлнгини курсатиш мумкин. Шу сабаб
ли бу функция учун Тейлор каТ0Ри ушбу куринишда ёзнлади:

Тейлор (1685 — 1731) — инглиз матем^тнги.
К . Маклорен (1698 — 1746)— шотланд математнгн.



И 2! n!

Унинг S (x )  йигиндиси нолга айнан тенг ва демак, берилган функция 
билан бир хил эмас.

Энди берилган функциянинг Тейлор цатори цандай шартларда бу 
функция билан бир хил булишини аннцлаймиз. Тейлор цаторининг ху- 
сисий йигиндисини ёзамиз.

S„(х) = f ( a ) + ^ ( x - a )  +  ^ ( x - a ) * + . . . +  Ш {х- а)" . (67)

Бу хусусий йигинди п- даражали Тейлор купуади деб аталади.
f  (дг) функция билан унинг п- даражали куп.\ади орасидаги айирмани 

цараймнз. Бу айирма Тейлор цаторининг цолдиц уади, деб аталади ва 
Rn(x) орцали белгиланади*.

R n ( x ) = f ( x ) - S n (x). (68)

Теорема, а нуцтада чексиз дифференциалланувчи f(x) функция 
унинг учун тузилган Тейлор цаторининг йигиндиси булиши учун Rn (х) 
цолдиц Jfад п->~оо да нолга интилиши зарур ва етарлидир.

И с б о т н .  З а р у р  л иг и. f(x) функция Тейлор цаторининг йигин
диси, яъни l i mSrt(x) —f (*) булсин. У  цолда (68) муносабатдан

П—¥00

lim R n (x) =  0 келиб чицади.
П-» оо

~ Е т а р л и л н г и .  lim Rn(x) =  0 булсин. У  цолда (68) муносабатдан
П - Ю О

Iim[/(x) — S„(*)] =  0, яъни lim Sn(x) —f(x) экани келиб чицади.
П —* 0 О П - ¥ 0 О

Бу f  (х) функция цаторнинг йигиндиси эканини билдиради.
Бу теорема функциянинг Тейлор цатор и га ёйилиш-ёйилмаслик ма- 

сасаласини текшириш учун унинг цолдиц хади Rn (х )  нинг п оо даги 
характерини текшириш кераклигини курсатади. Агар аргументнинг 
берилган х =  х0 циймати учун lim Rn (х0) =  0 булса, у холда Тейлор

п—»оо
цаторининг йигиндиси фукциянинг дг0 нуцтадаги кийматига, яъни f(x0) га 
тенг булади. Агар Rn(x0) нолга интилмаса, Тейлор цатор и ё узоцла- 
шади, ёки унинг х =  х0 даги циймати функциянинг берилган х0 нуц- 
тадаги циймати билан бир хил булмайди.

R J X )  цолдиц цаднинг куринишини топай л «к. (68) фэрмуладан 
цуйидагига эгамиз:

f ( x ) = S n(x) +  Rn(x).

•Тейлор цаторининг цолдиц \адини Тейлор цаторининг цолдиги билан чалкаш- 
тнрмаслик лозим. Тейлор цаторииннг цолдши бу унинг S (х) йигиндиси билан S„ (х) 
хусусий йишндисн орасидаги айирма, яъни S (x )— Sn (х) дир. Тейлор цаторининг 
Rn {x) цолдиц цади эса / (лс) функция билаи S„)x) орасидаги айирмадир. S  (*) =  
=  /(х) булган цолдагнна Тейлор цаторининг цолдиги Тейлор цаторининг цолдиц 
дадн билан бир хил булади.



gy муносабатга Sn (x) нинг ифодасини келтириб куямиз:

Щ  f ( x ) - f ( a )  +  I^ ( x - a ) + £ £ L ( x - a ) ' +  . . .  +

+  - ^ Г ~ ( х - а У  +  Яп(х). (69)

Rn(x) колдик кадни

V  ям -  ((„~+.T'Q (70>
куринишда излаймиз, бу ерда Q кали топнлиши керак булган катта- 
ликдир.

У к°лда (69) формулани КУйидагича цанта ёзнш мумкин: 

f ( x ) = f ( a )  +  £ f f - ( x - a )  +  ^ ( x - a ) '  +  . . .  +  -СЁ» ( * - а)»+

-{- (* ~ а)Г*+‘ Q (71)
( « + 1 ) 1  1 '

Танин jc оламиз, у колда Q бирор сон циймат олади. Q ни топиш 
учун куйндаги ёрдамчи функцняни тузамиз:

F(t) =  f ( x ) - f ( t ) - - ^ - [ ( x - i ) ~  Ш . ( х - ф -  . . .

...— L  (х -  о *  -  - i *-*»"*1 лп\ V ’ ( r t + 1)! V -
Равшанки. / =  *  деб, F ( x ) = 0  ни косил киламиз. (71) тенгликни 

эътиборга олиб, шунингдек F (а) =  0 эканнга . а̂м ииюнч >̂ осил ^ила- 
миз. х узгармас деб фараз килиб, F (х) нинг t буйича косиласини 
топамиз:

f ' (/) =  -  г  ( о + г  ( о - “i r  ( * - о +  -  о  -

-  { x - W + ^ - i x - 0* -  (ДР — 0 * + --- +

, " А р  , д  л " - 1 / * * + ? *  #■ п „ , (х —о "  ( я + 1 )  
ы I* _  П\. \Х — 1) -г (rt+1)| V

ёки ихчамлаштиришлардан сунг:
«Г/.+П (х — О"F «о -  -  Ч г- <* -  о-+ Ч г~  о-

Шундай килиб, F(/) функция [а, дг] сегментда дифференциалланув- 
чи ва бу сегментнинг охирларида нолга тенг к,ийматларнн кабУЛ Ки* 
ладн. Демак, у Ролль теоремаси (VI боб. 6-§ , 2-пунктга каранг) 
шартларини ^аноатлантирали. Щунинг учун а ва х орасида жойлашган 
Шундай t =  с киймат мавжудки, унинг уЧун F' (/) Косила нолга тенг 
б^лади: F ( с ) = 0 ,  яъни

r (c) , _ / ^ ! £ L (, - c, .  +  ^ l Q _ o .
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Бу тенгликдан Q =  f<n+l>(с) ни топамиз. Q нинг топнлган бу кийматини 
(70) тенгликка цуйиб, колдиц хад учун yui6y ифодани .хосил циламиз:

( 7 2 >

бу ерда с  нуцта а  ва х  орасида жойлашган.
Колди^ хаднинг (72) формула куринишцдаги ифодаси Лагранж 

формасидаги цолдиц \ад дейилади.
а  =  0  булган хусусий холДа Маклорен ^атори учун холдиц .хад. 

нинг ифодасини хосил циламиз:

ОТ)

бу ерда с  ну^та 0  еэ х орасида жойлашган.
Колдиц хаднинг юцорида келтирнлган куринишлари бир цатор хол- 

ларда унинг п-*-оо  даги хусусиятини текширишни осонлаштирадн.
(69) ифодани еэ колднц х аД учун (72) ифодани эътиборга олиб, 

yui6y формулага эга буламиз:

f ( x ) = f ( a )  +  L ^ l ( x - a ) +  ГАр-(х - а ) * +  . . .  +

. /* Ча) / „ „\п | f  * (с) пЛ',+1
+  л! ( ) ( п+1 ) !  ’ (74)

бу ерда с ну^та а ва х орасида жойлан;ган.
(74) формула Тейлор формуласи, унинг а —0 булган хусусий 

Холдаги куриниши Маклерен формуласи дейилади:

fix) =  /(0) +  - М .  х +  хг -'г . . .  -\-

/<">(0) /<"+*> (с) .« и  
-----------— (п + 1 ) 1  ’ (/5)

бу ерда с нуцта 0  ва х орасида жойлашган.
5. Баъзи элементар функцияларнн Тейлор па Маклорен цаторлари- 

га ёйиш. Баъзи элементар функцияларнн даражали ^аторларга ёйили- 
шига оид мисоллар курамиз.

f(x) — е г функцияни даражали цаторга сйиш. Бу функциянинг
хосилаларини топамиз: {'(х) — е\ ['"(х) =■ е* ............ ?п) (х) — е\ . . .  ■
Су игра дг =  0 деб цуйидагиларни топамиз:

Щ  = 1. /'(0) = 1. f(0) -  1........ Г (0 )  = 1, . ..
(66) форму ладан фойдаланиб, f(x) — е- функция учун .Маклорен 

Хаторш и ёзамиз:

i +  i + i ' + . <76)I! 2!  п!
1-§, 1 -пункт, 2-мнсолД! к^рсатилгаиидек, (76) ^атор бутун сон 

уцида яхинлашади ва lim = 0 .
п -»оо п!
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Бу цаторнинг йириидиси е г функцияга тенг эканини исботлаш учун 
ясталган х да Rn(x) цолдиц цад п -+ оо  да нолга интилишини курса
т а м н з . /<п+1)(с) булгани учун /?„(*) цуйидаги куринншга эга б ?- 
ладн'

Rn (*) =  ?n+l)(c)r " + ' ~  * ___ х*+\
(n - t - 1)! ( n + » l

бу ерда с нуцта 0 ва х орасида жойлашган [ (73)- формулага царанг]. 
е* функция монотон усувчн, шунинг учун ес < е 1* 1 , чунки с < | х | . 
Шунла : цилиб,

| /?„(*) | = 1  — ——  х  я + 1 1 <  | х  |я+1. (77)
I («-+-1)! | (я +  1)1 1 1 '

\пI IX Г IX |я+ 1lim - —— = 0  булгани учун 11— - хам п-*- оо да нолга интилади.
П_.<х> Я * ( rt +  1)1
Демак, (77) тенгсизликка асосан х  нинг исталган цийматлари учун 
R„(x)-+ 0  ва (76) цаторнинг йигиндиси е* функция билан бир хил 
булади.

Шундай цилиб, бутун сон уцида ушбу ёйилма уринлидир:

Ш >  е ' “ 1 + 7 Г + 7 Г  +  - "  +  £ + - - -  • <78>

/(х) =  s i nх функцияни даражали цаторга ёйиш. \оснлаларни 
топамиз: f'(x) =  cos х, f"(x) =  — sin х, f"  (х) — — cos х, f ,v (х) =

=  sin х, f  v (дг) =  cos x, f u  (дг) =  — sin дг, . . .  , /(п) (дг) =  sin (x - f  n “ )

(VI боб, 2-§,  1* пункт, 4-мисолга царанг). 
x =  0 да

/(0) = 0, п о )  =  1. Г(°) = 0, Г ( 0) -  -  1, Г ( 0) = 0,

/v (0) =  1 .............= ( -  I)"- 1 , /<2П,(0) = о ,  .

(66) фэрмуладан фойдаланиб, sin х функция учун ушбу Маклорен 
цаторинн цосил циламиз:

3! 5! 7! (2л— 1)!

Бу цаторнинг бутун сон уцида яцинлашувчн эканини текшириш осон. 
Унинг цолдиц хади

г « + » {с )  . sinfc-+-(«-+-1) -f-1
R„ (х) =  * я + » «  ---- !--------------- 1 1

(л -+- I)! (л +  1)1

ни текширамиз, бу ерда с нуцта 0 ва х орасида жойлашган.

| fm+1>(c) | =  | sin J с +  (п +  1) -у ]  | <  1 булгани учун \Rn (д)| <  ■

,хя+1



Энди lim -!---------= 0  (олдингн мисолга каранг) эканини эътиборга
л-.00 (л +  1)!

олиб, # „ ( * ) - >  О деган хулосага келамиз.
Шу сабабли бутун сон уцида sin jc функция учун куйидаги ёйилма

$ринлидир:
X* х» <— 1)п—1 X1" -1sln *  =  J f _ i L _ + (79)

/(х )=  cosх функциянинг дараокали цаторга ёйиш. c o s *  функция
нинг ёйилмасини s i n *  функцияни цаторга ёйиш да фойдаланнлган ус- 
улга ухшаш усул ёрдамида хосил ^илиш мумкин. Бирсх c o s *  функ
ция ёйилмасини s i n *  функция ёйилмасини хадма-хад дкфференциал- 
лаб хосил хилиш осондир*:

(2 л — 1)1( s in * ) ' - ( * ) '  -  ( - f f j '+  ( f r / ~ -------

Бинобарин,

, X* , X* , (—  1)д-»  х*п~ *  , /ол.
c o s *  =  1 ---------- ----------- . . . +  : ------ ----------------- h • • • • (80)

4 ! 2 ! (2л — 2)! ' '

Бу ёйилма бутун сон ухида -уринлндир.
Биномии л цатор. / ( * ) = ( Ц - * ) т  функцияни *  нинг даражалари 

буйича ёямиз, бу ерда т — нолдан фархли исталган хаХнХий сон. 
Берилган функцияни дифференциаллаймиз:

/ ' ( * ) =  т (1 +  * ) т - \ Г  (*) =  т (т — 1 ) (1 +  *)"1-*,
Г  (*) =  т ( т  -  1) ( т  — 2) (1 +  * )т _ 3 , . •.

. . .  , /(я)и) = т  (т — 1) ( т  — 2) . . .  ( т  — п - f  1) (1 +  * ) 'п-п............

*  =  О деб топамиз:

/(0) =  1 , /' (0) =  т, Г  (0) =  т (т — 1), /"' (0) =  т (т— 1) ( т - 2), . . .  
. . . .  /(п> (0) = т (т — 1) (т -  2) . . .  (т — п +  1).

Коэффициентларнинг топилган ^ийматларини (66) формулага к У' 
йиб ( 1 4 - * ) "  функциянннг .Маклорен хаторини хосил хиламиз:

{ + _т _ m ( m - J ) _ x i  m ( m - l )  0 " ^ ) ^
U 2! 3 !

, т (т — I) (т — 2) . . .  (т — п +  1) ,
• • • “Г ---------------------- ----------- ------------------------л  т *  . . .

л!

Бу хатор биномиал цатор дейилади. Унинг якинлашиш интер- 
валини топамиз. Даламбер аломатидан фойдаланиб топамиз:

• Хадма- W  Дифференцналлаш мумкннлиги даражали каторлар хоссаларида» 
келиб чицади.
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lim =  lim

| т(т  — 1) (т — 2) . . .  (т - - * + ! ) ( « - « )  *,.1
(я +  1)1

X X1 1

| т (т — 1) (т — 2) ■ (т — я + 1); |
1 п\ ~ 1

=  | jc | lim
л +  1

=  x

Курамизкн, |дс|<  1 да, яъни — \ < x <  1 интервалда цатор яцин- 
лашадн. Бу .\олда . а̂м Ra {х) цолдиц ^ад / дс | <  1 учун п оо да нолга 
интилишини курсатнш мумкин. Бироц бу нсбот анча мураккаб бул
гани учун биз уни бу ерда келтирманмиз.

Шундат цилнб, — 1 < л г < 1  интервалда цуни даги ёаилма уринли- 
дир:

( 1 + ^  =  1 +  - ? - * +  W(W- J > - X« + . . .  
к ' 1! 21 3!

т (т— 1) (т— 2) . . .  (т— я + 1) 
я!

дся -+ (81)

Агар фацат т натурал сонбулмаса, |*|>  1 да цатор узоклашади. 
Якинлашиш интервалининг чегараларида т нинг тайин* цийматларига 
бэрлиц равишда цатор яцинлашади ёки узоклашади. Агар т натурал 
сон булса, у ^олда п =  т +  1 дан бэшлаб барча коэффицнентлар нолга 
айланади ва Ньютон бнноминннг хусусий ^олидан иборат куп^адни 
^осил циламиз. т нинг турли цнйматларн учун биномиал цаторларга 
бир нечта мисол келтирамиз.

Бу ерда т =  —  
2 '

a) f (x)  =  V 1 +  дс =  (1 +  х)Чг

(81) формулага кура:

Т  2 2 \ 2 /  (1 + Х ) 2 = 1 + -------- ■

, - Н т - ) ( т - » Г

• + 21 +

31 п! +  •••

• Каторнннг яцинлашпш ннтерзали охирлари.п т нинг турли кийматларига мос
Ч°лда узинн тутишн цуйидагн жадвалдан куринади:

т <  — 1 узоклашади
х =  1 — 1 <  т < 0 ноабсолют яцинлашади

т>  0 абсолют якинлашади

*  =  —  1 m <  0 узоклашади
т >  0 абсолют якинлашади
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еки соддалаштиришлардан сунг:
т "j— —  _ _ 1 _  . _ х ____ 1-х* 1-Зх»

2  ^ г - И  2а-21 2»-31

( _ ! ) " - !  1 .3 .5  . . .  ( 2 « - 3 ) х «
• • • -1 ^  +  • • • (82)

Бу ёйилыа —  1 < х < 1  цол учуй уринли эканн равшан. 
Муфассалроц текширишлар у х =  — 1 ва х =  1 учун хам уринли эка
нини курсатади (169-бетдаги сноскага царанг).

j_

б )  =  у Т Т ?  =  ( 1  +  д ; )  * •  Б у  е р д а  т  =  —  ~ 7 '  ( 8 1 )

формулага кура | х | <  1 учун уринли булган цуйидагн ёйилманн цо- 
сил циламиз:

1 = 1 _  1-х , 1-Зх* 1- 3- 5  ,

V l + x  2-1!  ‘ 2 *-2 ! 23 .3 !
, ( - 1 ) »  1 - 3 . 5 . . .  (2п — I )

•* - 4 -----------------^ + - "  (83)
(83) ёйилма х =  1 учун хам уринли эканини курсатиш мумкин 

(169-бетдаги сисскага царанг).
в) f  (*) =  ( 1 +  •*)*• Бу ерда ш =  5 . (81) формулани цулланиб, сод

далаштиришлардан сунг цуйидаги ёйилманн х.ссил циламиз:

(1 +  х)ь =  1 +  5х +  Ю х2 +  10 Xя +  5 х* - f  х*.

у — In х функцияни дараусали цаторга ёйиш. In х функция * = 0  
да аницланмаган, шунинг учун уни х нинг даражалари буйича каторга, 
яъни Маклсрен цаторига ёйиш мумкин эмас.

у =  \пх функцияни х — 1 нинг даражалари буйича цаторга ёямиз. 
^осилаларии топамиз:

Г  ( х ) = — =  хГг, Г  (*) =  - !  • *-*, / " '(х) =  1 -2 *-> .X
.  /,v (дг) = — 1-2*3 д: 4............/^ ( * ) = ( -  I) ' - 1 (« -  1)1 Х“ л, . . . .

х =  1 да цуйидагига эгамиз: / (1) =  In 1 = 0, / ' ( 1) =  1. Г (  1) =  — *•

Г  ( 1) =  2 !, /,v ( 1) =  -  3 !.............Г>(\) =  ( -  1)я-» )(л  -  1) ! , . . .
(65) формула буйича 1п х нинг Тейлор цаторини топамиз:

*  — 1 _  (х — 1)г , 21 ( х ~  1)Д _  31 ( х — 1)« ,
11 2! 31 41 ■*■•••

л!
ёки соддалаштиришлардан сунг:

х  — 1 _  ( х - 1 ) »  ( * - ! ) »  __ ( х - 1 ) «  +  ( -  1)«—  ( х —. 1 )л +  .
1 2 3 4 ■ • • • т  п
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Даламбер алэматини татбиц цнлиб ва 'цаторни якинлашиш интер
в а л  охирларида текширнб, унннг х нинг 0  < * < 2  тенгснзликларни 
канозтлантирувчн барча цийматлари учун яцинлашишини курамиз. х 
нинг вуш лаш иш  со час и га тегишли барча цийматларн учун lirn/?„(x) =

У п~*°°
_=0 эканини курсатиш мумкин. ШУ сабабли 0 <  х <  2 учун куйидаги 
ейилма урин ли:

L _ « - l  ( * - ' ) »  | ^ ~ 1)а , ( - 1 ) Я - 1 ( х - 1 ) "
1 2 3 ' П

функцияни (65) ва (66) фэрмулалар буйича даражали цаторга ёйиш 
купинча оси лани топиш ва цолдиц хадни текширишга онд узоцдан- 
узэц ^исоблашлар билан боглицдир. Функциянн даражали цаторга 
ёйишдл бу цийинчиликлардан цутулишга имкон берадиган баъзи бир 
усулларни курсатамиз. Даражали цаторни унинг якинлашиш интерва- 
лида ^адма- хад диффгренциаллаш мумкинлигига асослаиган бундай ус- 
уллардан бири билан у =  cos х функциянн цаторга ёйишда танишган 
здик.

Г е о м е т р и к  п р о г р е с с и я  ^ а д л а р и  й и р и н д и с и  ф о р м у -  

л а с и д а н  ф о й д а л а н и ш .  / (*) = —!— функциянн цараймиз.
X -f- 1

К^рнш осонки, бу функция биринчи ,\ади бирга тенг ва махражи q — 
=  — х булган геомгтрик прогрессиянниг йигиндисидир. Шунинг учун:

- I -  =  \ - х  +  х * - х * +  . . .  +  ( -  1)л хп +  . . .  (84)
1 +  х

Бу ёйилма | х | <  1 учун уринлидир. f(x) функциянн /(*) =  (1 +  
+  .v)- 1  куринишида ёзиш мумкинлигини эслатиб утамиз, бинобарин,
(84) биноминал цатордир ва уни (81) формула буйича [т =  — 1 да ^о- 
сил цилиш мумкин эди.

У р н  и г а  ц у й и ш  у с у  л и. Бу усулнннг мо\ияти цуйида келти
рилган мисоллардан куринадн.

1 - мисол. е~ *г функцияни даражали каторга ёйинг,
—Xе

Е ч и л и ш и . — х1 =  t деймиз, у .\олда е =  е‘. (78) формуладан  ̂ фойдаланиб, 
бу функция ёйилмасини ёзамнз:

t , t* tn 
e‘ = l +  И +  2! +

Бу ёйилма t нинг барча цийматлэгш учуй уринлндир. Хусусан, f =  — х2 да х нинг 
барча кийчатларн учун уринли булган ушбу ёйилмага эгамиз:

, х• х* х1 (— 1)п д:*'*
е =  1— 7Г  +  2! _  3! +  - +  я! +••••

2 - мисол. — функцияни х нинг даражалари буйича ёйинг.
V 1 —  х2

р  1 1 — -
Е ч и л и ш и .  t =  —  х2 деймиз. У  *ол да =  (I -f <) *•

(83) формулани татбиц килиб, — 1 <  t <  1 интервал учун уринли бСлган ушбу 
еиилмани *осил киламиз:
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I____  ь<  1-3 <a 1-3-5<» (— I)" 1 - 3 - 5 . . . ( 2 я  - 1 ) < -
V l + ^ = 1  2-1! +  22-2! 2Э-3! +  •*• +  2Я п\

+  . . .
Бу ёгилмада t нииг урнига — хг ни цуйиб, х  нинг — 1 <  дс<  1 ннтсрвалдагн 

Сарча цийматлари учун уринли булган ушСу ёйилманн цосил циламиз:

1 1 - l  1 x 5  1 3  x4 1 3 ' 5 ** 1 -3-5 . . .  (2п — 1) jc2n
V l — x * ~  2-1! +  2*-2! 2*-3! 2я п! +  • •

3- мисол. — -—  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйинг.
1 ■+■ х1

Е ч и л и ш и .  t =  х2 деб, — - ■ =  ---------  ни досил циламиз. (84) формула бу.
1 т  ■* 1 "Т I

8ича топамиз:

-j-j-y =  1

Бу ёйилмада t нинг Урнига х г ни цуТ.нб, — 1 < * <  I [интервал учун уринли бул
га и

j“^ ~ T  ■= 1 — ■** +  дс4 — J t * . . .  

ёйилманн досил циламиз.

И н т е  г ра  л л аш у су  л и би л а н да  р а ж а  л и ц а т о р г а  ёйиш.  
Усулиииг мохняти цуйидагича. f (х) функциянинг хоснласи учун да
ражали цатор маълум булсин. У холда цаторни хадма-хад интеграл- 
лаб, f(x ) функциянинг каторга ёйилмасиин цосил циламиз.

4 - мисол. In ( 1 + х) функция!.и х  нинг даражалари буйича цаторга ёйинг.
х
С dt

Е ч и л и ш и. КУ^идаги айниятни цараймиз: In (1 - f  х) =  j - j -----—. Интеграл ос-
о

тидаги -  функцияни (84) формула буйича даражали цаторга ёямиз:

_L_ +
Бу цатор t нинг — 1 <  / <  1 интервалдаги барча цийматлари учун яцинлашади. Яцин
лашиш интервалида даражали цатсрны дадма-дад шпеграллаш мумкин булганида* 

х  | <  1 учун цуйидагига эгамиз: 
х х

l n ( l  +  x) =  =  \ ’ ( 1 - /  +  ! * - < » + . . . 4 - ( - 1 ) я /л +  . . .  ) Л -

I* f l  |л 13 |х  f  \х ( _ | ) я /я+»
: / | о - Т | о + Т | о - Т | о + - + - 7 Т 1 - 0+ *”

хг X3 X* ( _ 1)" jc "+ i
+ 4 — - Г + - - - + - 5— - Т 7 ~  +  *•••2 3 4 n + 1

Шундай цилиб, аггр -  К х < |  булса, у долда
х2 х3 (— 1)я-» х л Ш ( 1 + Х ) = Х _  —  4  у -------+ - ----- £-------  +  . . .
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Бу тенглнк х =  1 учун *ам тугрилигини курсатиш мумкин.
5- мисол. arete *  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйинг. 
Е я и л и ш и .  Куйидаги айниятни ^араймиз:

arctg х ■ f  —  J  l - H 4 '

Интеграл остидаги функцияни
1

форму ладан фойдаланиб, даражали каторга ёямиз (3 -мисолга каРанг)- Бу катор t 
нинг — 1 <  / <  1 тенгсизликларни каноатлантирувчи барча кийматлари учун якин- 
лашади. Демак.

х
/*

+
б ' 0 '0 0

/» I* f  \ х* Xs х7
+  Т ' |  - Т  + ” , = = Х “  3 5 “  7 + - ”  •о о

Бу ёйилма х  нинг — 1 <  х  <  1 интервалдаги барча кийматлари учун тутридир. 
Бирок, у интервалнинг охирларида .\ам уринли эканини курсатиш мумкин.

Шундай килиб, (— 1, 1J сегментга тегишли булган барча х  лар учун куйидаги 
тенглик уринлидир:

X* х» (— 1 ) " - ‘ х1Л- »  
arctg х  =  х  —  + т  • • • +  Т — j-------+  - . . .

4-§. КАТОРЛАРНИНГ ТДКРИБИИ *ИСОБЛАШЛАРГА ТАТБИЦИ

Сонли ва функционал каторлар тацрибий хисоблашларда кенг ^улла- 
нилади. Бу татбшугарнинг баъзи энг мухимларини келтирамиз.

1. Функцияларнинг ^ийматларини ^аторлар ёрдамида х,исоблаш. 
Функциянинг х = х 0 даги цийматини берилган даражадаги аникликда 
^нсоблаш талаб ^илннаётган булсин. Берилган функцияни ]а— R,
о +  /?[ интервалда

/ (дг) =  а0 +  O i(х -  а) Н------ \ - а п (х — а)п -\-----

даражали каторга ёйиш мумкин Еа х =  х0 нуцта мазкур интервалга 
тегишли булсин. У .\олда

/  (*о) =  а0 - f  а ,  (д-0—  а) +  аг (дг, _  ау  +  • • • ап (дг0 — а )п +  • • • •

Етарли сондаги дастлабки хадларни слиб, куйидаги такрибий тенг- 
ликка эга буламиз:
/ (дг0) «  Sn (дг0) =  flo +  Oj (д-0 -  о) +  аг (дг0 —  а)г +  . . . +  ап (дг0 — а)п.

Бу тенгликнинг ани^лиги п ортии:и билан оша боради. Бу такри- 
бил тенгликнинг абсолют хатолиги, яъни |/ (дг0) — Sn (дг0)| Катор K<vi- 
дип«нинг модулига тенг:
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бу ерда
r„ (A'o) =  an+1 (x0 — a)"+‘ +  an+2 (x0 — a)n~2 +  • • • .

f (x 0) функциянинг цийматинн e > 0  аницлик билан цисобламоцчи 
булсак, шундай п та дастлабки хадлар йнгиндисини олишимиз керакки,

| f (*о) — s n (хо) I =  К  (*о) I <  е
булсин.

К,атор цолдигини ба.\олаш усуллари билан 1- §, 7- пунктда танишган 
эдик.

1\атор цолдигини ба^олашиинг яна бир усулн — Тейлор (ёки Мак- 
лорен) цаторининг цолдиц цади ёрдамида ба^олаш усулнни келтира- 
миз.

Маълумки, агар функция даражали цаторга ёлилган булса, бу 
цатор Тейлор ёки Маклорен цатори булади (3-§, 4-пунктга царанг). 
Бу холда абсолют хатолик, яъни | /(*„) — Sn (х0) | айирма Тейлор 
(ёки Маклорен) цаторининг цолдиц хади модулигн тенг.
Шундай цилиб,

- г ~(л + 1)1 |.

бу ерда с сон а ва х 0 орасида жойлашган. ^ар  бир конкрет цолга 
цараб цатор цолдигини боцолашнинг у ёки бу усули цулланилади.

1- мисол. е сонини 0,001 гача аницлик билав дисоблаиг.
Е ч и л и ш и .  Маълумки, дар цаидай х  учун (78) ёйилма J-ринлидир:

е х =  1 +  x + - £ l  +  J L  + .  . . + _ £ L  + ____
21 3! л!

х =  1 да цунидагига эгамиз:

е = 1 +  1 + — + -L +  . . . + —  + -----
2! 3! я!

Дастлабки л +  1 та дадни олиб,

e« i + i + _ L + |L + . . . +_L
21 3! л!

тацрибий теигликни досил циламиз.
). Яцинлашиш хатолигиии Маклорен цаторининг цолдиц дадн ёрдамида бадолай- 
миз. /( "+ 1) (х) =  е* булгани учун Rn (х) =  _ £ f —  х"+* , бу ерда с сон 0 ва х

(л 4-1)1орасида етади. х = 1  да:

Я „ (1 )  =  . l" + i =  _ J L _  о < с <  1.
(л+ 1)! (л + 1 )! '

гс < е 1< 3  эканинн эътнборга олиб (V боб, 1-§, 8 - пунктга цтранг), / ? „ ( • ) <  

___ —  нн досил циламиз.
(л+1)!

I /  (*o) -  Sn (x0) I =  I rn(x0) I,
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3 3 1 Агар п ~  5 б$лса, у колда ---------= ------= ------> 0 ,0 0 1 , агар
(5 -М )! 6! 240

О 1
холда — — =  ---------< 0 ,0 0 1 .  Шу сабабли талаб дилинга» аник лик

Г  (6 + 1 )!  1680
учун п =  6 деб олиш етарлидир.

Шундай к;нлиб, 0,001 гача гнюршк билан цу*шдагига эгамиз:

е * 1 + 1 +_L + _L + _L+J-  + J-.
21 3! 4! 5! 6!

Биз йул куйган хатоликка яна кушнлувчиларни яхлитлашда килинадиган хатолик 
*ам кушилмаслнги учун кар бир кушилувчини битта кУШ11Мча хона *нлан чи- 
камиз:
е ~  1,0000 +  1,0000 +  0,5000 +  0,1667 +  0,0417 +  0,0083 +  0,0014 =  2,718!.
Демак, 0,001 гача аниклик билш : е  = 2 ,7 1 8 .

2- мисол. sin 18° ни 0,0001 1ача аниклик билан кисобланг.
Е ч и л и ш и .  sinx учун х  нинг барча кийматларида уринли булган (79) ёйилмага эгамиз:

-  ж* jc* х ( -1 ) -< - 1  *  2 " - i  j .Sin X  =  X  — -------  -f----------—  . . .  ----------------------  I • • • •
3! 5! (2п — 1)!

18’ ни радианларга $тказнб, х  — л / 10 ни .\осил киламиз. Демак,
, 0 з  .  я  л  л* ,  л* sin 1 в 3 =  sin —  = -----— ----------)----------------. . . ,

10 10 3! 10* 5! 10*
Бу катор ишораларн алмашш'увчидир, унинг ^адларн абсолют кнймати буйича 

намаяли ва умумий ^адн нолга гнтнлади. Шунинг учун каторнинг колдиги бнрннчи
ташлаб юСорилган \аддан катта Сулмайди (1-§, 7 - пунктга каранг).____2 ____> 0 ,0 0 0 1

3! 10*

ва —л * .< 0 ,0 0 0 1  булгани учуй 0,0001 гача аниклик билан 
5! 10*

sin  18° я*— ____ Л ! -
10 3 ! 10*

ни косил киламиз. Барча хисобпсшларии л ж  3,14159 деб битта кушнмча хона рака
ми олиб бажарамиз. л *  =  31,00624 булгани учун

tin  18о 31.14159 _  З К 0 0 6 Л _ ==0 3 , 416_  0 00517 =  0 30899.
*‘П 10 ю 6000

Шундай килиб, sin 18 J *  0,3090.
2. Интегралларн» такрибий ^исоблаш. Усул мо.\иятини мисоллар 

ёрдамида тушунтнрамиз.
1- мисол. е ~ X’dx  аник ш тегрални 0,001 гача аниклик билаи днсобланг.

о
Е ч и л и ш и . Бу интегрални хисоблаш учун Ньютон—Лейбниц формуласини 

татбнк кила олмаймиз, чунки е_д '  нинг Сошлап.пч функцияси маижуд булса-да, бирок 
элементар функциялар орцали ифодаланм«вди. Шунинг учун интеграл остидаги е~* 
функцияни даражали каторга Сямиз (3- §, 3 - пункт, 1-мисолга каранг):

е  I 1 ** -4- ** 4- е—хг = 1  — .----- г — — — ----- ---  • • • •
II 2! 3!

Бу катор бутун сон '  кнда якинлпшади. Демак, уни исталган сегмент да хусу
сан, (0,1/3] сегментда ^адма-^ад интеграллаш мумкин
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J e dx - 
о
v5 I */•

5-2!

' J 1o \

7-3!

х -  X4 X» 4 -  . . . j  dx =  x
I

—  X* j  л
1! 21 3! о 3.!!

Чш+ . . . -  1 1 -I- 1 1 . . .
о 3 3 ИЗ» 5-2!3» 7-313»

+

Изланаётган интеграл ншоралари алмашинувчи катор йнишднснга тенг. Сунгра

1
5-2! 3*

—i— <0.001. ----—
2430 3-1! З 3

=  —  > 0,001. 
81

булгани учун ншоралари алмашинувчи катор булганда хатолккнн хисоблаш кондаси- 
га асосан (I -  f ,  7- пункт гарант) 0,001 гача аницлик билан куйидагига эгамиз:

«/» 1
$ е d x »  —  
о о

1
3-3®

«  0,3333 — 0,0123 =  0,3210.

'/• -** ,
Шундай ^илиб, j  е dx ~  0,321.

о
е~х* функциянинг F (х) бошлангич функцияси элементар функция эмаслигини ка"Д 

Киламиз. У ни даражали катор йигиндиси куринишда хосил кнлил осой. Бунинг уч
ун е~х> учун олинган каторни 0 дан х  гача ораликда интеграллаймиз:

F (x )>
3-1 !

+ X»
5-2! 7-3!

-~х'  га тенг: F’ (дс) =  е~ х’.Бу функциянинг хосиласи е

2 - мисол. f 11 ■- dx интегрални 0,001 гача аниклик билан хисобланг.
0.5 х X* , jf*

Е ч и л и ш и .  sin х =  х ------ —  - г ------—  . . .  б^лгапн учун бу тенгликнинг
3! 5!

иккала кисминн хадма-хад х  га булиб, куйидаги ёйилмани хосил киламиз:
sin л: __ j __ * * ___
х 3! 5!

Бу тенгликнинг иккала кисмини интеграллаймнз:
1

+

0.5 
х» I 1

1 l 1

dx = 1 - — + dx =  x _  *s +
* ufi s 3! 51 0,5 3-31 0.5

5 -5 ! 0.5
! — » U / J — _ i _ V

2 ] 43-31 , 3 - 3  !2* /  V5-5! 5 -512»/

Хосил килинган бу каторни Лейбниц теоремаси (1 -§, 6 - пунктга каранг) шарт- 
ларини кан°атлантирувчи ушбу иккита якинлашувчи ншоралари алмашинувчи кат°Р-таР 
айирмаси сифатида к*раш' мумкин:

3-3!
ва

I
+

1
5-51

1

7-71
+

1
3-312* 5-5! 2* 7-7 !2»

*Ь

(*)

(**)
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Шунинг учун 
I
f£i!Lf dx =  Г1 ____ L  + - - - 1  — Г J _____ - L -  +

X [ 3-3! 5-5! 7-7! J [ 2  3-312»

}5-5!2s 7-7! 27

Бироц Лейбниц аломати буйича ишоралари алмашинувчи яцинлашувчи цаторда 
хатолнк ташлаб юборилган ^адлардан биринчисининг мод/лидзн катта була олмас-
лиги ва — !—  <0 ,0005  [ (•) цатор учун], ----- !— <0,0005  [** цатор учун],

7-7! 5-512*
болтани учун:

1 - J L . + J L 1 .  Г ___1*о.453о.
' х [  3-3! 5-5! J [  2 3-3 !2* J

0.5
I

Шундай цилиб, 0,001 гача аницлик билан | dx =  0,453 га эгамиз, чун-

о.5
ки тацрибий сонларни айиришда абсолют хатолар цушилади (IX боб, 4 - §. 3 - пунктга 
царанг).

5 -§ .  КОМПЛЕКС УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ 
*АЦИДА ТУШ УНЧА. КОМПЛЕКС С О * \Д * Г И  ДАРАЖ АЛИ КАТОРЛАР

1. Комплекс узгарувчининг функцияси цацида тушунча. VII бэбда 
комплекс сэн тушунчаси киритилган эди. Энди комплекс узгарувчи
нинг функцияси тушунчаснни киритамиз.

г  =  х  -f- yi комплекс сонлар туплами G ни ва до =  и -f- vi комплекс 
сонлар туплами Г ни цараймиз.

Комплекс узгарувчининг функцияси деб хаР бир z £ G  комплекс 
сонга бир ёки бир нечта до £Г цийматни мэс цуядиган цоидага айтилади. 
G туплам функциянинг  аницланиш. coyicu, z  эркли узгарувчи, до эрк- 
сиз (боглиц) узгарувчи ёки моглик цоидасининг узини хам функция 
дейилади. Геометрик нуцтаи назардаи функциянинг аницланиш соцаси 
комплекс техисли:< нуцталарининг бирэр тупламидан иборатднр.

Комплекс узгарувчининг функцияси зацицнл узгарувчининг функ
цияси каби белгиланади: w=f ( z) .

Келгусида фацат бир  ц и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р н и н г  яъни 
гбСнинг хар бир циаматига добГнинг  я г о н а  ц и й м а т и  мос  к е -  
л а д и г а н  ф у н к ц и я л а р н и  цараймиз.

Куйидаги куп\ад комплекс \"згарувчининг функциясига мисол 
була олади:

до =  а0 zn +  г п~ 1 +  . . .  +  ап г  4- аП)

бу ерда п натура л сон, а0, a lt . . .  яп—комплекс сонлар.
Бу функция г  нинг барча цийматлари учун, ёчи бэицача аптан- 

да, бутун комплекс теки;ликда аницланган.
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Иккита кугдаднинг нисбатидан иборат булган функция рационал 

функция дейилади. Масалан, да =  7 рационал функциядир.
2 2  ̂“j* 3 z 2

Комплекс узгарувчиниг функцияси учун лимит, узлуксизлик ва 
хосила тушунчаларн оддий функция ^олидагидек аникланади.

Дастлаб комплекс текислик нуцтасининг атрофи тушунчасинн кирн- 
тамиз: z0 нуцтанинг б атрофи деб маркази z0 нуцтда на радиуси б бул
ган донранинг ичига айтилади.

Агар ^ар цандай мусбат е сен олинганда хам, г0 нуцтанннг шун
дай б атрофн мавжуд булсаки, коуплекс текисликнинг бу атрефда 
ётувчи барча (z0 ну^та бунга кирмаслигн мумкин) г  нукталари учун 
If (г) — с\ <  е тенгсизлик бажарилса, с =  а +  ib комплекс ссн да =  /(г) 
функциянинг z —► z0 даги лимити дейилади.

Функция лимити цуйндагнча белгиланади:

Агар lim /  (г) =  /  (г0) тенглик уринли булса, да =  f (г) функция г0
нуктада узлуксиз дейилади.

Берилган нуктада узлуксиз булган бир нечта функциянинг йирин
диси ва купайтмаси хам бу нуцтада узлуксиз функция булишини кур- 
сатиш мумкин. Агар иккита узлуксиз функциянинг булинмаенда мах 
раж берилган нуктада нолга тенг булмаса, бу нисбат хам узлуксиз 
функция булади.

Комплекс узгарувчининг да =  /  (г) функциясининг .\осиласи хаци- 
ций узгарувчи функциясининг ^ссиласи каби аникланади, яъни функ
ция срттнрмасининг эркли узгарувчи орттирмасига нисбатининг эркли 
узгарувчи орттирмаси нолга ннтилгандаги лимити каби аникланади:

Мисол. » = /  (г) =  гп функциянинг ^г.силасини топинг.
Е ч и л и ш и .  Куйндагига эгамиз: f (г +  Дг) =  (г +  Дг)" Ныстон биноми фор- 

муласшш татбиц этиб топамиз:

/(г +  Дг)=(г +  Дг)/»=  гп +„  г"-» Дг+ J $ " Z L ib " - *  (Л г)2+  . . .  +  (Дг)".

Д и> =  /  (г +  Д г) — f (г) =  Г г« +  п гл-1  Дг + "  ( « — П_гя-« (Д г)а +  . . .  +  (Дг)«

l im/  (г) = с .

да' =  Г  (г) =  lim / ( *  +  Д » ) - / ( * ) .
Дг-»о Дг

Функция орттирмасини топамиз:

2!

— г" = п г " - » Д г +  ~~ Ч  гп- 2 ( Дг)8 +  • • +  (Дг)я.
2 !

Демак,

г"~г (^)* +  • • • +  (Дг")
Дг^*0 Д г  Дг-*0"
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=  lim  [ л г4-»  +  .n <n ~  1} г " -»  Аг +  . . .  +  (Дг)7 -  i  1 =  я г , - ‘.
Д г-о L 2! J

(ПундаЛ килиб,
(гя ) ' = г и я - К

Хакикий узгарувчининг функциялари учун келтириб чнкарилган 
йириндини, купайтмани вабулинмани дифференциаллаш коидалари ком
плекс узгарувчининг функциялари учун хам урннлн булишини курса
тиш мумкин.

2. Комплекс ^адли сонли каторлар. Хадлари zn =  х„ -f- iyn комплекс
сонлар булган Zj, г ................ ........ кетма- кетликни цараймиз. Мазкур
^ол учун кетма-кетликнинг лимити тушунчасини умумлаштирамиз.

Агар хар цандан мусбат е сон олинганда хам, шундай натурал N  
сон топилсаки, барча натурал N  сонлар учун \гп — с |< е  тенгсиз- 
лик бажарилса, с =  а -\-ib комплекс сон { гп) кетма- кетликнинг ли
миты дейилади.
гл— с =  (хп +  i у „) — (а + b i ) =  (х„ — а) +  / (у„ -  Ь) булгани учун

|» , - г с |= 1  ( x „ - a )  +  i (уп - Ь )  | =  у ( х п - а ) г +  ( У п - Ь )  * < е .

Бирок у  (дг„ -  а)2 +  (у„ -  b)* ифода (хп; у„) ва (а; Ь) ну^талар,

яъни г„ ва с нукталар орасидаги масофага тенг; демак, агар с сон 
{гп} кетма-кетликнинг лимити булса, у  холда п усишн бнлан гп нук- 
талар с нуцтага чексиз яцинлашади.

Хадлари комплекс сонлардан иборат

гх +  г* +  - • • + г л+ . . .  (85)
Катор берилган булсин, бу ерда zn =  хп +  iy„. Агар катор хусусий йи
гиндиси S n =  zx +  г2 4- . . .  Ч- гп нинг п -> оо да лимити мавжуд бул
са, (85) катор якинлашувчи, 5  =  lim Sn лимит эса унинг йигиндиси

Л —*ао

дейилади; агар бу хусусий йигинди лимитга эга булмаса, катор узоц- 
лашувчи дейилади.

Куйидаги теорема урннли булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.

Теорема. / (омплекс у^адли цатор берилган булсин:

*1 +  г* +  • • • +  2„ +  • • •
У холда берилган цатор хадларининг модулларидан тузилган

| Zj1 +1 z*l +  ♦ • • +  |z„| +  • • • 
ifа/пор якинлаш са, берилган катор хам якинлаш ади.

Агар комплекс эрдли катор берилган булиб, унинг хадлари мо
дулларидан тузилган каТ0Р якинлашувчи булса, берилган катор 
абсолют якинлашувчи дейилади. Комплекс кадли абсолют якинлашувчи 
Каторлар хадлари ха^иций сонлардан иборат абсолют якинлашувчи ка* 
торларга эга булган хоссаларга эгадир.

I 3. Комплекс сохада даражали каторлар.
Ушбу

ао +  Qiz +  агг~ -“ ••• +  апгп +  . . .
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даражали цатор берилган булсин, бу ерда z = x  +  iy  ва а0, а , ..........
коэффицнентлар комплекс ёки хацицнй сонлар. ^ациций сонлар соха
сида даражали цаторлар учун цилинганига ухшаш цупидагиларни 
аницлаш мумкин.

1. ХаР бир даражали цатор учун, умуман айтганда, шундай Я > о  
сон мавжудки, барча |г |< / ?  учун даражали цатор яцинлашади, | z | > #  
учун эса узоцлашади. Комплекс текисликнинг |г| <  R  шартни цаноат- 
лантирадиган г  — х  +  iy  нуцталарн радиуси R  ва ыаркази координа
талар бошида булган дойра ичнда ётади*. Бу дойра даражали цатор
нинг яцинлашиш доираси, унинг радиуси R  эса яцинлашиш радиуси 
дейилади. Яцинлашиш доирасининг ташцарисида, яъни |z |> #  буладиган 
нуцталарда даражали цатор узоцлашади. Яцинлашиш доирасининг 
чегарасида, яъни \z\ =  R  нуцталарда конкрет холларга цараб цатор 
яцинлашувчи ёки узоцлашувчи булиши муыкин.

Из о ц .  Агар даражали цатор фацат z =  0 нуцтада яцинлашса, 
унинг яцинлашиш радиуси нолга тенг деб хиссбланади: R — 0.

Агар даражали цатор г  нинг цамма цииматларида, яъни комплекс 
Узгарувчининг бутун текислигида яцинлашса, у цолда цаторнинг 
яцинлашишрадиусини чексизликка тенг деб цисобланади: R  =  оо.

2. Яцинлашиш доирасининг ичнда даражали цатор хадларн хаци- 
ций сонлар булган цаторлар эга булган барча хоссаларга эга булади, 
яъни яцинлашиш доирасининг ичнда даражалн цатор абсолют яцин- 
лашгди ва унинг йигиндиси S (z)  комплекс узгарувчининг узлуксиз 
функцияси булади, даражали цаторни яцинлашиш доираси ичида 
цадма-хад дифференциаллаш мумкин, бунда цосил цилинган цатор
нинг яцинлашиш радиуси дастлабки цаторнинг яцинлашиш радиуси- 
га тенг булади. Бу тасдицларни биз исботламаймиз.

Бирор яцинлашиш доирасида даражалн цаторнинг йигиндиси сифа- 
тида ифодаланнши мумкин булган комплекс узгарувчили функция 
бу яцинлашиш доирасида аналитик функция дейилади,

Яцинлашиш доирасини Даламбер аломати ёрдамида топиш мум
кин.

Мисол тарицасида

1 - r - ^ - - f - ^ r  +  . . .  +  - ^ -  + . .  • (86)

цаторнинг яцинлашиш сохасини топамиз.
Берилган цатор цадларининг модулларидан тузилган ушбу цатор

ни цараймиз:

i +  J £ L  +  J£ !L  +  . тII 21 г  • • • . я , (»/)

Бу мусбат ишорали цатордир: «„+1 =  ;
п  I ( n + I ) !

П -*  ос U n  П - + о о  | (/»+1)! т П - ф о о  Я
+ , = и - °

* Бу |г| нинг г нук,тадаи координаталар бошигача масофа сифаткдаги таърифи- 
дан келиб чицади (VII боб, 3- §, 1-пунктга царанг).
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Шундай цилиб, исталган г  учун lim - ^ - 1 =  0 <  1- Бинобарнн,
п —*оо U n

(87) цатор комплекс узгарувчининг бутун текислигида яь^инлашади; 
бироц у *олда 2- пунктдаги теоремага кура (86) цатор хам комплекс 
узгарувчининг бутун текислигида яцннлашади, шу билан бирга аб
солют яцинлашади.

Курсаткичли ва тригонсметрик функциялар тушунчаларнни ком
плекс сохадагн даражали цаторлар ёрдамида комплекс узгарувчи бул
ган ^ол учун умумлаштирамиз.

Бизга маълумки, х  нинг исталган хациций цийматиучун куйидаги 
(78) ёйилма уринлидир:

Y JC2 уЯ
ех =  1 -(- -р -f- . . .

II 2! п!

(78) каторда х хациций узгарувчини г  комплекс узгарувчи билан 
алмаштиришдан ^осил булган ушбу цаторни царайлик:

1 2 !  п! ^
Биз хозиргина бу цатор комплекс >згарувчинннг бутун текислиги- 

да яцинлашишнни ва бинсбарин, унинг Р.игиндиси аналитик функция 
булишини еэ у z нинг ^ециций кш.матларида (яъни г*= х  да) е* би

лан бир хил (е* нинг узи) булишини курсатдик. Бу каторнинг йнгин- 
дисини комплекс узгарувчи булган ^ол учун юцоридагидек ех оркали 
белгилаймиз. Демак, таърифга кура

+ Т 7 - + Ч г + - 4 - +  — +1! Т  21 3! —  “Г ' - *  №
Иккита исталган z x ва гг комплекс сснлар учун ег,+г‘ =  ег'-е г‘ 

тенглик уринли булишини курсатиш мумкин.
(88) цаторни хадма - хад дифференциаллаб, топамиз:

<e ' ) ' - T + - ^ + 4 f  +  - + i ! f , + - - 1 + T + i +

г"

Буни (88) тенглик билан такдселгб, (е’У =  ег ни ^ссил циламиз. Шун
дай цилиб, ег Функция комплекс сохада курсаткичли ф)нкииянинг 
acocHii хсссаларига эга булади. г нинг комплекс циСыатлари учун 
sin г Еа ccsz ни ^ам шунга ухшаш аниклаГмиз:

.  ** г» _ ( _  l)n_I  г2"-1



Бу каторлар г  нинг барча кийматлари учун абсолют яцинлашади. 
г — х, (х — хациций узгарувчи) да ю^орида аницланган функцнялар 
ха^иций узгарувчининг мос равишда sin *  ва cos* функциялари билан 
бир хил булади.

(89) ва (90) муносабатлардан бевосита sin (— г) =  — sin г, 
cos (— г) — cosг  экани куринади.

(89) ва (90) ^аторларни хадма-хад дифференциаллаб, (sin г)' =  cos г, 
(cos г)' =  — sinz эканини топамиз.
ег курсаткнчли функция бнлан sin z ва cos г тригонометрии функция- 
лар орасида содда бэгланиш мавжуд. z — i t  булсин, бу ерда t — 
комплекс сон. г — i t  ни (88) ^аторга цуямиз, у ^олда

еи _

Маълумкн, I* =  — 1, I3 — /*•»«= — (, i* =  р . р  =  (— 1) (— 1) == 1 ва 
ц. к.

Шунинг учун

« _ 1  : “ “V ,  <* in  I
е 1! 2! 31 ' 4! 5! 6! 71

(88) ^атор г  нинг исталган цийматида абсолют якинлашади, демак, 
^ушилувчиларнинг урнн алмашишидан цаторнинг йигиндиси узгармай- 
ди. Шунинг учун цуйидагига эгамиз:

к _  /1 Г- , /* f  /» г
е - О -  1Г +  1 Г _ 1Г +  - ' - ) +  ‘ (/ “  +  Ti------ Н- * *)-

Биро^ t нинг исталган кийматида
< 1 t* I t* <* • i , t* , t* Г .cost =  1 --------- ------------— +  . . . ,  s int  =  t --------- ^ --------- — +

21 4! 6! 31 51 7!

муносабатлар уринли. Демак,
elt — c o s f-f  i  sin /, (91)

бу ерда t — исталган комплекс сон.
(91) тенгликда / ни — t га алмаштириб, топамиз:

е~“ =  cos (— t) +  i sin (— /) =  cos t — i sin t.
Шундай 1\илиб, исталган t комплекс сон учун цуйидагнга эгамиз:

е“ =  cos t +  i  sin /, е~“ =  cos / — i sin t. (92)
(92) фэрмулалар Эйлер* формудалари дейилади. Бу фэрмулалар-

дан
• , е"  Sint =  ___

2К
• 4  *U — е “ 1 е1' — е 11 S in t  =  —------------ - , c o s t  ------------ --------

ни топиш осон.

•Л . Эйлер (1707 — 1783) буюк математик, механик ва физик. 
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з-н —
Мисол. е 2 НИ ТОПИНГ.

Е ч и л и ш и .  Курсаткнчли функцияхоссасига кура е 3+ * я/ , = е 3е< . Энди^е<п,‘1
д

ни ^исоблаш учун Эйлер форыуласини < =  “  Да кулланнб, куйидагига эга бу- 

лаыиз:
3 + /Я /2  е — е*е‘ Я/* = «5 ĉos - у  + i sin - y j = i <

Пнровардида, комплекс текисликда ег функция Т  =  2л i даврлн даврий функ
ция эканини кайд циламиз. )\ак,нк;атан хам,

е*+2я I = еа . / _ ei  (Qg. од i  sjn 2л) =е* .

6 -  §. ФУРЬЕ к а т о р л а р и

1. Даврий жараёнлар ва даврий функциялар. Табнат ва техника да 
соднр буладнган жуда куп жараёнлар маълум вацт оралишда такрср- 
ланиш хоссасига эгаднр. Бундай жараёнлар даврий жараёнлар дейила- 
ди. Двигателда шатун ва поршениинг харакатлари, электромагнит 
тебранншлар тарцалиши билан боглнц булган ходисалар ва купгина

• зрдисалар даврий жараёнларга мисол була олади. Даврий жараёнларни 
урганиш математикада даврий функциялар билан тавсифланади. Дав
рий функция таърифи I боб, 4- §, 8- пунктда келтирилган.

s inx ва cos х энг содда даврий функцияларга мисол булади. Бу 
функцияларнинг даври 2 л  га тенг:

sin (.v ±  2 л) =  sin х, cos (х ±  2 л) =  cos х.
sin to .v ва cos со х функциялар цам даврий функцнялардир, бирсц, 

уларнииг даври Т =  2л/со га тенг. Хакнкатан хам, масалан,
sinj  ̂со fx ±  - ~ j j  =  s‘n — 2л) =  sin сох.

Иккита даврий функциянинг йигиндиси масалан, a s i n o j X - f  
+ Ь  cosco2x куринишдаги функция умуман айтганда, энди даврий бул- 
майди. Бирок, агар сох: со2 нисбат рацнонал сон булса, у х.олда бу 
йигинди даврий функция булишини исбот кнлиш мумкин.

Энг содда даврий жараён — гару.сннк тебраниш sin сох ва cos сох дав
рий функциялар билан тавсифланади. Анча мураккаб даврий жараён- 
лар sin сох ва cos сох курннишидаги чекли ёки чекснз сондаги цуши- 
лувчилардан тузилган функциялар срцали тавсифланишини цуйнда кура- 
миз.

Келгуснда бизга зарур буладиггн бир нечта формулани келтнра- 
миз.

р  ва к бутун сонлар цандай б^лишидан цатъи назар, куйидаги 
тенглнклар уринлиднр:

« . | агар р ф к  булса, 0;
I c o sp x .c o s* x d x  =  |arap p = = k  б?лса я  (94)

? . . . . ( агар р Ф к булса, 0;
_ l  *mpx. * . nAxdx  =  [агар p _ k б>-,лса1 я . (95)
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я
f

—я
J sin p x -c o s k x  d x = 0 ,  (96)

- Я

|' c o s k x  d x  =  0, f sin fcx d x  =  0. (97)

Масалан, (94) тенгликни текшнрайлик. Бизга маълум булган
cos (p +  ft) Х +  COS (р  —  ft) хcos px • cos kx — ----- --—  12

формулэдан фэйдаланамиз. Дастлаб, p ф  k дейлик. У ,\олда

sin (р— ft) х7 . j 1 Г sin (р +  ft) х j f cos p x -  cos k x  d x  = —  -------- ---------- L
2 L P +  k

Л
=  0,

= л .
—Я

p  — ft
чунки sin (p -f- Л) я  =  0, sin (p — k) я  =  0.

Агар /7 б^лса, у ^олда cos p x -cos 6 *  = c o s 2p x  =* ■* ~!~c°s2px- 

ва

f cos* p x d x  =  _ L  f(l +cos2/wc) dx  =  J _  | * +  J _  s i n 2 p ^ 1 
- я  2 _ « 2 I  2p

(95), (96) ва (97) тенгликлар ^ам худди шундай текширилади.
2. Фурье цатори. К,уйидаги функцнэнал цаторни цараймиз:
+  at cos х - f  sin x  +  a2 cos 2 j: +  b2 sin 2x  +  . . ,  +  an cos nx - f

+ b n sin nx +  . . .  (98)
Бу цагэр тригонометрии цатор дейилади. а0, av  bt , аг,

. . . ,  а„, Ь„ , . . .  сонлар тригонометрик цаторнинг коэффициентлари 
дейилади. ^аторнннг озод ^адн келгусида .\осил буладиган формула-
лар бир хил куринишда булиши учун —• курии ишида ёзилган. (98)а_

2
цатор купинча цу.'шдаги куринишда ^ам ёзилади:

+  N .  (ап cosпх +  Ьп siппх). (99)
п  =  1

(9Э) тригономггрик цаторнннг \адтари умумий Т =  2л даврга эга 
булгани учун, цаторнннг йириндиси Ьам, агар у яцинлашса, 2я  давр
га эга булган даврий функция булади,

f (х) функция бу цаторнинг йириндиси булсин:
оо

f  (дг) =  4- V  (ап cos пх -f- bn sin пх). )
2 Jtmdп -  1

Бундай чолда f (х) функция трнгоиэметрик каторга ёйилади дейи
лади. Бу цагорни [ — л, л) сегментда (гурри) я^инлашувчи деб фараз 
цилнб, унинг коэф{>ициентларини цандай топишни курсатамиз.
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Сегментда TVFpn якинлашувчи цаторни бу сегментда хадма-^ад 
интеграллаш мумкин (2- §, 2- пунктга каранг). Шунинг учун:

Я Л ОО Я Л

\ f ( x ) d x =  ) ^ - d x  +  V j  J an I cos nx dx +  b„ | sin nx dx'j.
—я  —я  л — 1 —я

я я
Бирок j cos nx dx =  I sin nx dx = 0  [(97) га царанг], шунинг учун

- я  —я
цуйндагига эгамиз:

Л Л

j /  (*) dx =  dx =  х
— Я  — Я

Бу ердан

°0 = Т  j /<*>

Энди * натурал сон булсин. коэффиниентни топиш учун (99') 
Каторни coskx га хадма-кад купайтирамиз. ^осил килинган

{ (дс) cos kx — cos k x  - f  (a„ cos nx cos +  b„ sin nx cos kx)
Ra 1

Катор 2- §, 2- пунктдаги 5- теоремага кура [— я , л] сегментда тугрн 
маънода якннлашувчиднр. У ни хадма->;ад интеграллаймиз:

л  Я  ОО Я

I f(x)coskx dx =  у  I cos kx dx +  ^  ( a„ \ cos nx cos kx dx +
— я —я  Л — 1 —я

+  b* jsinnoc coskxdx).
— Я Л

(97) формулага кура \ coskx dx =  0,(94) ва (96) тенгликларга кура
—Я

йилшди белгиси остида п =  k б^лгандаги факат битта интеграл 
нолдан фарклидир:

Я

| cos'kx dx =  п.
—Я

Шунинг учун (100) тенглик
я
J / w  cos kxdx  -= акп

—Я
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куринишда ёзилади, бу ердан:
Я

Худди шунга ухшаш (99') тенгликнинг иккала цисмнни sin kx га 
купайтириб ва — л дан я  гача ораликда интеграллаб, (95), (96) ва 
(97) тенгликларга кура Ьк коэффициентлар учун цуйидаги ифодани 
Косил ^иламиз:

Шундай килиб, агар даври 2 л булган даврий f  (х) функция [—л, 
я] сегментда туррн якинлашувчи (99) тригонометрии каторнинг hhfhh- 
диси булса, бу каторнинг коэффициентларн кУйндаги формулалар 
буйича аникланади:

Бу формулалар буйича исталган натурал k учун каторнинг барча 
коэффициентларини .\иссблаш мумкин. К,аторнинг бу формулалар буйи
ча аникланган коэффициентларн Эйлер — Фурье коэффициентларн (ёки 
Фурье* коэффициент лари) дейилади.

Коэффициентларн (101) Эйлер— Фурье формулалари буйича аник- 
ланадиган ушбу

трнгонометрик катор f (х) функциянинг Фурье цатори дейилади.
Шундай килиб. агар даврий f (х) функция тугри якинлашувчи 

тригонометрик каторнинг йигиндиси булса, бу катор унинг Фурье ка
тор и булади.

3. Фурье каторининг якинллшищи. (101) формулани келтириб чи- 
карншда биз олдиндан /  (л:) функция тутри якинлашувчи (99) тригоно
метрик каторга ёйилади деб фараз килган эдик. Агар бундай фараз 
Килинмасдан f (дг) функция учун (101) формулаларнинг унг томонла- 
ридаги барча интеграллар мавжуд деб олинса, у .\олда бу формула
лар буйича а0, ак ва Ьк коэффициентларни .цисоблаш мумкин ва бе
рилган функциянинг Фурье каТ0РиДан иборат булган (99) тригономет
рик каторни тузиш мумкин.

Шундай йул билан тузилган  Фурье катори якинлашувчи буладими, 
агар у якинлашувчи булса, у ана шу каторнинг коэффициентларини

* Ж- Фурье (17С8 — 1830) — француз математиги.

bk =  —  i /  (х) sin kx dx.Я t/

Л/I

л л

л ( 101)

оо

П = I
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Хисоблаш учун фойдаланилган худди шу / (дг) функцняга яцинлашади 
деб анта олаыизми?

Дараж&чи цаторларни урганншда ана шундай саволга дуч келган 
эдик.

Фурье цаторининг берилган функцняга яцинлашиш хоссасига функ- 
цияларнинг анча кенг синфлари эга булиши маълум булдн. Фурье 
цатори яцинлашишинннг етарлилик шартларн ва бинобарин, функция
ларни Фурье цаторига ёйиш нмконняти Дирихле* теоремаси ёрдамида 
берилади. Бу теоремами келтирншдан авЕал иккита таъриф кирнта.миз.

Агар [/ (дг) функция аннкланган [а, Ь] сегментни чекли сондаги сег- 
ментчаларга булиш мумкин булсаки, уларнинг цар биринннг ичнда бу 
функция фацат усадиган ёки фацат камаядиган, ёки узгармас булса, 
/(дг) функция бу сегментда булакли - монотон дейилади.

Энди бу булим учун асоснй булган таърифни келтирамиз.
Агар /  (а ) функция:
1) [а, b] сегментда узлуксиз ёки унда чекли сондаги I тур** 

узилиш нукталарига эга булса,
2) [a, 6J сегментда булакли - монотон булса, у  ,\олда /  (*) функ

ция [а, Ь\ сегментда Дирихле шартларини цаноатлантиради дейи
лади.

Энди /  (дг) функциянинг Фурье цаторига ёйилишининг етарлилик 
шартларини берадиган Дирихле теоремасинн ифодалаимиз.

Дирихле теоремаси. Дасри  2л булган даврий f (дг) функция истал
ган сегментда Дирихле шартларини цаноатлантирсин. Бундай хол
да бу функцияга мос Фурье цатори сон %цининг барча нукталари- 
да яцинлашади. Бунда /  (л) функциянинг j\ар бир узлуксизлик нуц- 
тасида каторнинг S (х ) йигиндиси функциянинг шу нуцтадаги ций- 
матига тенг булади. Функциянинг \а р  бир узилиш нуцтаси дг0 да 
цатор йигиндиси функциянинг х —>-х0 даги чап ва ун г лимит ций- 
матларнинг у  рта арифметик цийматига тенг, яъни

S  (*с) [ “lim / (.v) 
х, - о

lim / (x)
-* x, + 0

( 102)

Бу теореманинг исботини келтирмаймиз.
Мисол. Ушбу — л < д г < л  интервалда { (х) =  х формула билан 

берилган 2л даврли /(дг) функцияни Фурье цаторига ёйинг (66- чизма).

66- раем

* П. Дирихле (1805 — 1839) — немис Ыатематиги.
*• I тур узилиш ну к т. ейнинг таърнфини V боб, 2- §, 1-пунктдан царанг.
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Е ч и л и ш и .  Бу функция Дирихле шартларини каноатлантиради, 
демак, уни Фурье ^аторига ёйиш мумкин. (101) фэрмулалардан фойда- 
ланнб, Эйлер — Фурье коэффициентларини топамиз:

Я  Я
1 С 1 X2 1 г 1 ~

а° =  ~  .1 x d x - - T  я ) ' Г 0:—л —я
Я  Я  я

I f  1 Г х sin fee ] 1 Г“ > " Т  -̂ - J - у  J s . n f a r < b J -
— Я  — я

= ------fcosfot  — cos(— &я)1 = 0 ;
я  k1 L J

—я

1
яй3

cos kx

xcos kx
!> = - i -  f  xsin  kx dx =  —— |~ —

* я  J  я  L
—  Я

l г i I=  —  — r. coskx — л cos k-\------sin kx
kn L k

2 ( - ! )*  *.

Я  Л

+  - i -  j" cos kx dx  |  =
—я

] ~ T
cos k -  —

k
2 ( - l ) *

Шундай цилиб,
a0 =  Qj =  =  • . .  =  an = . . .  — 0,

2 2 2 2 
bi =  —j— * 6, =  2~ * * =  ”з~ * ~  ~  ~4~ • ’ • • •

Демак, f  (x) функциянннг Фурье цатори куйидаги куринишда бу
лади:

Г s i nx sin 2х , sin Зх sin 4х

L 1 2 [ 3 4
(—D sin пх

f (х) функция Дирихле шартларини ^аноатлантиргани сабабли f (д:) 
нинг исталган узлуксизлик нуктасида цатор йигиндиси функция ций- 
матнга тенг. ±  (2п — 1) п ну^таларда функция 1 тур узилишларга эга 
ва цатор йигиндиси нолга тенг (чапвайнг лимит цийматларининг ярнмйи-

— я +  я
П1ндиси:----- -̂----=* 0). Бу бевосита (*) цатордан х  =* ±  (2« — 1) я  да

•  Х ^икатан, k  жуфт булганда cos кл =  1 ва k то^ булганда cos Ая ■= —  1; 
шунинг учун cos йя =  (— 1) *деб ёзиш мумкин.
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хам ^осил булади. 67- расмда функциянинг графиги ва (*) каторнинг 
битта. иккита ва учта хадга эга булган хусусий йнгиндилари тасвнр- 
ланган.Расмданйигиндн хадлари сони орта бориши билан катор хусусий 
йигиндиларининг графиклари /  (дг) функция графигнга яцинлаша бо- 
ришн куриниб турнбди.

я
(*) ёйнлмадан фойдалн натижа келтириб чицариш мумкин. д:= - у  

деб топамиз:
\  sin (я /2 ) sin я

L > 2 +
sin (Зл/2) sin (4л/2)

+

sin

+
f f )

еки

бу ердан
- т - ф — 5 - + Т — •].

1 1 я—I
! - 1 г + - 5 — 2п — 1

л
т

4. Жуфт ва ток функцияларнинг Фурье каторлари. Айрим холлар- 
да Фурье коэффициентларини хисоблаш учун фойдаланадиган (101) 
формулаларни соддалаштириш мумкин. Бу жуфт ва ток функциялар 
учун хосдир (1- боб, 4- §. 8- пунктга каранг).

Жуфт ва тоц функцияларнинг бир нечта содда хоссаларинн кел- 
тирамиз.

1°. Жуфт функциянинг жуфт функциям ёки ток функциянинг 
ток, функцияга купайтмаси жуфт функциядир.

Масалан, f (*) ва ф (х) жуфт функциялар булсин. а> (д:) = f ( x )  х  
Хф (х) функция ^ам жуфт эканини исбот и, и лай лик.
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/  (дг)ва ф (х) жуфт функциялар булгани учун /  (— .v) =  /  (х) ва 
<Р(— х) =  <р (дг), бу ердан

« ( - * ) “ / ( -  *)-ф ( - * )  =  / (-V) - ф (дг) =  (О (дг),
яънн (о (х) — жуфт функция. 1° тасдицнннг иккинчи цисмн хлм 
худди шундай исбот цилинади.

2°. Жуфт ф ункциянинг тоц функцияга купайтмаси тоц функ- 
циядир.

Бу хссса 1° хосса каби исбот цилннади.
3°. Агар /  (дг) ток, функция булса, у  холда

f /  (х) dx =  2 J  /  (дс) dx.
-a  0

(103)

Аниц интегралнинг аддитнвлик хоссасига кура цукидагича ёзиш 
мумкин:

f /  (дг) dx  =-- j' /  (дг) dx - f  J /  (at) dx.
—a —a 0

Биринчи интегралда узгарувчини алмаштирамиз. х  — — г  деймнз, 
у х.олда dx  =  — d z ; агар х =  0 булса, г  =  0; агар дг — — а булса, z =» 
=  а. Шунннг учун

J7 (х) dx =  — J  /  (— г) dz  =  f /  ( - г )  dz  =  J  f  (г) dz.
—a *e 0 0

a a a a

Демак, I /  (дг) dx = \ f  (z) dz +  \ f  (x)dx  =  2 J f  (x) dx, чунки аниц ннте-
—а 0 0 О

грал интеграллаш узгарувчнсинннг белгиланишнга Соглиц эмас.
4е. Агар f (х) тоц функция булса, у  холда

а
J J (x ) d x  =  Q. (Ю4)

Бу хоссанннг исботн 3° хосса исботига ухшаш.
Энди / (дг) жуфт функцияни Фурьэ цаторига ёйиш керак булсин. 

coskx  жуфт функция, sin kx эга тоц функция булганн учун /  (дг) cos kx 
жуфт функция, f ( x ) sin kx эса тоц функция булади (I3 ва 2Э хос
салар). 3° ва 4° хоссаларга кура:

я  я  t

a0 =  | f (х) dx =  | /  (дг) dx,
| 0 

Л Я

=  — \ f (x )c o s k x d x ^  — \f(x )co sk x d x ,  (105)
Я J  л ,1

—я  0
я

6* =='л ==0-
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ту н га  кура жуфт функцилнннг Фурье цатори цуйидагича булади:
оо

f(x )  = ^  +  V f l,,c o s r tx .
Л=»1

Агар то  к ф у н к ц и я н и  Фурье цаторига ёйиш талаб цилинган 
булса, у холда 1° ва 2° хоссаларга кура f (х) cos kx купаитма тоц 
функция, f(x) sin эса жуфт функция булади. Шунинг учун

■О,

(107)
bk — -i- j ' f  (дг) sin kx dx  =  — j* f (x) sin kx dx.

—Я 0
To^ функциянинг Фурье цаюри цунидаги куринишда булади:

оо

f(x)  =  sinrur. (108)
П = 1

Шундай цилиб, жуфт функция каррали ёйларнинг фацат коси- 
нуслари буйича, тоц функция эса каррали ёйларнинг факат синус- 
лари буйича кр.торга ейилади.

Мисол. Уш5у —л  <  дс <  л  интервалда f (х) =  |х | формула билан берилган 2 я  
д а в р л и  f  (х) фу.жцияни Фурьг цаторига ёйинг (68* раем).

Е ч и л и ш и .  / ( х )  Жуфт функция, шунинг учун каторнинг коэффициентларини 
(105) формула бСйича т о п г т з :

» 

Я .1
А_ 2 х2 1 хах  = -------=  я ;

л 2 I

a ^ f x e o s b ^ } ! ; - ^ !  7-j*sin kx dx\ ™ n*T cos kx I =



Шундай килиб,

во =  л, в, —  — . Oj =  0, ~ а4 =  0, о.------- — . . . .

Берилггн fx) функцияга >.ос Фурье ^атори цуйидагича булади:
я 4 Г cos х  . cos3x . cos5x , . cos(2 n — 1)х  .--------- --------- ------------f - ---------Г • • • "1---------------------г  • • • •
2 я |_ 1* 3* 5s (2 п — 1)« ^  J

Берилган функция Дирихле теоремасининг шартларини цаноатлан- 
тирадн, демак, цатор бутун сон уцида я^инлашади ва йигиндиси f(x) 
функциядан иборат булади.

5. Даври 2 / булган функцияларнн Фурье цаторига ёйиш. Купин- 
ча, даври 2 л дан фарцли булган функцияни тригонометрик ^аторга 
ёйишга тугри келади.

Бу ^ол осонгина юцорида урганилган долга келтнрилади. Дирихле 
шартларини ихтиёрий сегментда цаноатлантирувчи f(x)  функциянинг 
даври 2 I булсин:

f ( x ± 2 l ) = f ( x ) .

Ушбу z =  7 *  (Ю9)

муносабат ёрдамида янги г узгарувчи киритамиз.

Ушбу Ф ( * ) = ( { * )  ( » ° )

функцияни ^араьмиз. (1С9) тенгликдан х =  — г  келиб чи^ади, шунинг
Л

учун ф (z) =  f(x).  Энди ф(г) даври 2 л га тенг функция эканини к*р- 
сатамиз. ^ацицатан, 110 тенгликка кура:

Ф (2 +  2п) =  / [ ^ - ( г  + 2  л)] - / [ 1 *  +  2 / ] - / С *  +  21).

f(x)  функциянинг даври 21 булгани учун

f (х +  2 0  =  f(x)  — ф (г).

Демак, ф (г +  2 я) =ф( г ) .
Ф (г) учун Фурье цаторини тузамиз:

00
— +  c o sfo -f  6Asin*2), ( 1 1 1 )

бу ердаги а9, ак, Ь„ коэффнциентлар Эйлер — Фурье формулалари 
буйича топилади. ^унидагига эгамиз:

- я  - я
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i  =  -у x  алмаштириш бажарамнз. У холда dz =  у  dx, интеграллаш 

чегараларнин мос равишда узгартириб, топамиз:

—я —I

Худди шундай, цуйидагиларнн хам топамиз:
я я

а* =  -^ j* ф (г) cos £г d2 =  -j- J  f 2J cos kz d z  =
— I t  — Я

В  \ f ( x) c o s ~ x - j dx — у  j* f  (x) cos у  xdx,
—/ - /

Я  Я

b* = 'n \ Ф ^  sin k2dz  =  "я j   ̂( ~  г) sin k zd z  — 
—я —я

=  y  j / ( x )  sin у  xdx.

Шундай цилиб, даври 21  булган f ( x )  функциянинг Эйлер — Фурье 
коэффициен глари цуйидаги формулалар буйича хисобланади:

1
«0 = 7  \ f ( x) dx< ак =  J  [ /(X) cos у  xdx, 

- /  —/
1

ьк =  у  j / ( x ) s i n y x d x .
(П2)

(111) цаюрда 2 ни у x га алмаштириб, /(х) функция учун цатор
ни хосил цнламиз:

у  +  (fl* cos у  * +  ьк s in  у  дс). (113)
Ш ^

1- мисол. Ушбу — 1 <  д: ^  1 и нтервале f ( x ) =  x —  1 формула билам берилган
* 1=- 2 даврли функцияни Фурье цаторига ёйинг. [ (х) функциянинг графиги 69-расм- 
Да тасвирланган.

Е ч и ш .  Фурье коэффициентларини (112) формулалар буйича I =  1 деб топамиз:

1
а0 =  | (дс — 1) dx

(*— !)»
2

= - 2 ;

— 1
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69-ра см
l I I

ak =  f ( x — 1) cos ft л  xdx =  f x  cos ft я  x d x — 1 cos ft я  xdx 
- l  - i  -1

x sin ft я  x | 
ft л

I

J
sin ft л  x sin k x  x

1

- l

1
1

ft2 Л2
cos ft л  x I = 0 .

- l  - l

l l l 
l i ( x — 1) s in f tn x d x  =  | x s i n f t n x d x — Is i nf t f l xdx 

- l  —1 -1 
l l 1

x  cos ft я  x

-I

ft л

1 i
f  c o s k n x  co sftflx l I 1 1 ,

+  — 7------d x +  —- --------  = — —  С05*Я +  С03(— k n )  -f
J  f tя  ft л  | ft л  J J

2 (—1)*
- 1  - l

sin А л  x | . 1 Г , , , J  
--------------  +  —  I cos ft я  — cos (— ft я)

ft2 я» | i ftnL  J ft я

Шундай килиб,

во =  — 2, а* =  0, Ьц =  —2 (—1)*
ft л

Хусусан,
2 2 2 

6‘ =  1 я* 6* ------2 я ’ 3 л ’

„_1 sin пх
Берилган / ( х )  функция учун Фурье натори

2 s i n x  sin 2х sin3x , _ n
‘ _1  • —  о о — • • •  +  (я  [ 1 z  3 я  I

куринишда булади.

Жуфт ва то^ функцияларнинг Фурье коэффициентларн учун чи- 
^арилган (105) ва (107) формулалар 21 даврли функция учун цуйида- 
ги куринишга келади.

Жуфт функция учун'
I I .

а , =  — f (х)dx, а* =  — } f (х) cos ^  xdx, Ьк = 0 ,  ( I 14)
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ток функция учун:

ао — ал — 0, Ьк =  j  j  f (х) sin k- fx d x .  (115)
о

Бу колда (106) ва (108) Фурье щаторлари уО: равишда
ОО

L (x) =  ^ + y ^ a nc o s j X  (116)
Л = 1

(жуфт функция учун) ва
оо

f W  — ] £ &« s in T  х  (117)
г. ;

(ток функция учун) куринишда булади.
Пункт охирнда нодаврий функцияни Фурье цаторига ё'шш масала- 

сини цараб чицамиз. f (х) бутун сон укида берилган нодаврий функ
ция булсин. Тригонометрик каторнинг йириндиси даврий функция 
булгани учун, равшанки, берилган нодаврий функцияни Фурье катори- 
га ёйиб булмаиди.

Бу функцияни — / • < * < ; /  интервалда текширамиз ва йириндиси 
шу функцияга тенг булган Фурье каторини куришга харакат киламиз.

Бунинг учун даври 21 булган ва — / < * < /  интервалда киймати 
f(x) функциянннг кийматига тенг булган ёрдамчи f(x)  функцияни 
Караимиз (70-раем). Агар f(x)  функция учун Дирихле теоремаси

I

Шарт лар и бажарилса, унн тегишли Фурье катори ёрдамида тасвирлаш 
мумкин. — / < * < /  интервалдаги бу цатор функциянинг барча уз- 
луксизлик нукталарида f ( x ) — f (х) йириндига эга булади.

Баъзан факат 0 •< х <  / интервалда берилган функция билан иш 
куришга турри келади Бундай холда биз функцияни бирор конун 
бУйича — I <  х sg 0 интервалда давом эттирншимиз, сунгра уни бутун



соя укига 21 давр бнлан даврий давом эттиришимиз мумкин. Функ
цияни 0 <  х  <  / интервалдан — / <  дг <  О интервалга ихтиёрий давом 
эттириш мумкин.

Купинча функцияни жуфт ёки то^ тарзда давом эттириладн.
Агар функция жуфт, яъни f ( — x) =  f(x)  тарзда давом эттирилаётган 
булса, у .\олда Фурье цатори фацат косинуслар ва озоД ^аддан ибо
рат булади. Агар функция ток;, яъни / ( — дг) =  — /  (дг) тарзда давом 
эттирилаётган булса, у холда цатор фацат синуслардан иборат була
ди.

Шундай цилиб, агар функция 0 < д г < /  интервалда берилган бул
са, у холда уни — / <  х *5 0 интегралга, сунгра .\осил ^илинган функ
цияни бутун сон уцига даврий давом эттириб, чексиз куп Фурье 
цаторларини д о и л  цилишнмиз мумкин. Бнроц, бу барча ^аторлар 
)'J, /[ интервалда биргина: берилган /(дг) функцияни ифодаланди, 
]— /, 0[ интервалда эса хар цайси цаторнинг нигиндиси /  (дг) функция
нинг тегишли давом эттирилишидан иборат б>лади (71-раем).

2 - мисол. Ушбу 0 < x < l  интервалда берилган /(дс) =  1 функцияни сииуслар 
буйича каторга ёйинг.

Е ч и л и ш и .  Функцияни синуслар буйича каторга ёйиш учун дастлаб уни
— 1 <  дг ^  0 интервалда ток тарзга давом эттириш керак (72-рэсм), сунгра ^осил 
^илинган функцияни бутун сон укига даврий давом эттириш керак.

К,аторнинг коэффициентларн

формулалар буйича ^исобланади. Бу ерда / =  1 ва / (дг) =  1 деб олиш 
керак. У хат да

о



I 1
bk — 2 f  sin к л  xdx — — 2 1 =  — — [cos k л — cos OJ =

.! к я | к л
0 0 

Шундай цилиб,

flo = a* = 0; bi = —, 6, = 0, 6, = bi = 0, 65 = -i, . . .
л Зл  5 л

Берилган фуикциянинг Фурье цаторн цуйидаги куринишда бу
лади:

4 Г sin

л L 1
s i nx  , s i n 3 x  , sin 5 *  , , s i n ( 2 n — 1)х

~r ~ T ~  + ~ — + - - - +  ■ 2 n —T



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Дифференциал тенгламаларга олиб келадиган масалалар ва баъ
зи умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг купчилик 
масалаларини ечишда купинча изланаётган ва берилган узгарувчи ми^- 
дорлар орасидаги функционал богланишни бнрданига топ ни кипи и 
брлади, лекин эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг .\оси- 
лаларинн богловчи тенглама тузншга муваффзк булинади. Бунда;! 
тенглама дифференциал тенглама дейилади. Дифференциал тенглама- 
да эркли узгарувчи ва изланаётган функция ошкор колда цатнашмас- 
лиги >̂ ам мумкин, бирок унда изланаётган функциянинг битта ёки 
бир нечта косиласн булиши шарт.

Мас&тан,

у ’ +  2 у = 0 ,  у" +  у' cosx  =  \пх ,  ( ^ ) 2 +  ^ ^ +  У* =  0

дифференциал тенгламалардир.
Энг содда дифференциал тенгламаларга бошлангич функцияни то

пиш масаласини ечишда дуч келган эднк. >^а^и^атан, агар у  — F (х) 
функция f(x)  учун бошлангич функция булса, у колда бэштангич 
функциянинг таърифнга кура

/ - / ( * ) .  (1)
Изланаётган функциянинг косиласн катнашган (1) тенглама .энг 

содда дифференциал тенгламадир.
1-масала. Жисм 10 мин давомида 100° дан 60° гача сов иди. Атроф- 

дагн температура узгармас ва 10° га тенг. Жисм температураси неча 
минутдан сунг 20° бул.:шини аникланг.

Бир карашда бу масала жуда осон ечиладнгандек куринади: агар 
жисм 10 мин давомида 40э га (100° дан 60° гача) совиган булса, у 
Колда яна 40° га (60э дан 20° гача) жисм яна 10 минутда совийди. 
Шундай килиб, жисм 1С0Э дан 20° гача 20 минутда совийди.

Бирок бундай мулзхаза хатодир. Гап шундаки, физикадан маълум 
булншича, жиемнинг совиш тезлиги жисм кизднрилган температура 
билан атроф-мукит температура^ орасидаги айирмага пропорционал- 
дир.

Жиемнинг бирор t сакт моментидаги температураенни Т (/) билан 
белгилаймиз, у холда температуранинг вакт буйича узгариш тезлиги 
dT „— хосилага тенг булади. Сивиш тезлиги жисм кизднрилган темпера
тура билан атроф- м ,’кит температураси орасидаги айирмага пропор- 
ционал булгани учун

— =» k (Т -  Ю) (2)
dt '

X II БОБ.
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тенгламани хсснл циламиз. Бу ерда k — топилиши керак булган про- 
порцноналлик купайтувчисидир. (2) тенглама номаълум функцияси 
Т  (/) булган дифференциал тенгламадир. Бу функцияни цандай топиш 
(яъни хосил цилинган тенгламани цандай ечиш) тугрисида 3-пункт- 
да гапирилади.

2-масала. Af0(l;  2) нуцтадан утувчи ва цуйидаги хоссага эга бул
ган эгри чизнц тенгламасини топинг: координата уцлари,излаиаётган 
эгри чнзицнннг ихтиерий М (х; у) нуцтасига утказнлган уринма цам- 
да М  нуцта орцалн утувчи ва Оу уцца параллел тугри чизнц билан 
чегараланган ОАМВ трапеция (73-расм) юзи 3 кв. бнрликка тенг.

М  (дг; у) нуцта тенгламаси у  =  f ( х) булган изланаётган эгри чизиц-
нинг ихтиёрий нуцтаси булсин. ОАМВ трапециянинг юзи 5  =

~ ~ ( О А \ - В М )  • ОВ формула орцалн нфодаланадн. Дифференциал
тенглама тузиш учун О А,  ВМ ва О В кесмаларнн (х\у)  нуцтанинг 
координаталари ва у' хосила орцали ифодалаймиз.

Чизмадан: ВМ — у  ва ОВ =  АС —х, О А =  ВМ  — СМ — ВМ  —
— АС  • tg a  = у  — х у '. Бу ифодаларни трапеция юзинн нфодаловчн 
формулага келтириб цуйсак, натижада цуйндагига эга буламиз:

(3) дифференциал тенгламадир. Уни ечиш, яъни номаълум у  — f  (х) 
функцияни топиш 5-пунктда царалади.

3- масала. Массасн m булган моддий нуцта ернинг тортнш кучи 
таъсири остида пастга тушмокда. Агар бошлангич момент t (пайт) да 
нуцтанинг тезлиги v =  t’0 булса, нуцтанинг t вацт давомида утган 
йУлини аницлаш талзб цилинади.

Нуцта царакатланадиган вертикал тугри чизицнн Оу уц деб цабул 
циламиз. Координаталар боши учун уцнинг нуцта холатинннг бош
лангич моменти ( /*=0 да у  — 0) га мос келаднган нуцтасинн оламиз.
О у  уцнинр мусбат й^налиши учун Ерга томон йуналишини оламиз

еки
2 х у ~ х г у' — 6. (3)
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(74- раем). Нуцтанинг босиб утган у  нули t вацтнинг бирор функ- 
цияси булади. Ана шу функциянн топиш керак. Механнкадан маътум- 
ки. эркин тушаётган жиемнинг тезланишн узгармас булнб, g =5= 
=  9,81 м/с5 га тенг.

Иккинчи томондан тезланиш йулдан ва^т буйича олинган иккин- 
чн тартибли хоенлага, яъни у '  га тенг экани маълум. Бу ифэдаларни 
узаро тенглаб]

\ / ' = g  (4)

ифэданн хосил цнламиз.
Биз яна дифференциал тенглама хосил ^илдик. (2) ва (3) диффе

ренциал тенгламалардан фар^и унда иккинчи тартибли хосила цатна- 
шади. Биз бу тенгламанинг масала шартида берилган цуйидаги чек- 
лашларни ^аноатлантирадиган ечиминн топишимнз керак. Бошлангич 
пайтда утнлган йул у0 =  0 га ва бошланрич тезлик v0 га тенг. Тез- 
лик йулдан ва^т буйича олинган биринчи тартибли .\осила булгани 
учун бу шарт ^уйидагича ёзилади: у' | =  v0.

Масалаиннг ечилиши 2-§ нинг 2-пунктида келтирилади.
Келтирилган мисоллардаи куринадики, дифференциал тенгламада 

биринчи тартибли. иккинчи тартибли ёки янада юцори тартибли .^оси- 
лалар иштирок этиши мумкин. Куйидаги таърифни киритамиз.

Дифференциал тенгламанинг тартиби деб номаълум функциянинг 
бу тенгламага кирувчи косилаларинииг энг юцори тартибига айтилади.

Масалан. у' -\-3 x y  — у 1 = 0  ва у ' -f- y/"jj =  0 — биринчи тартиб
ли; ^ "+ 5 * 1 /'+ 6 у = 0 , у" +  у*s iru = * , у" +** =  у  — иккинчи тартибли;
u,v +  y"Inx*= 1 — туртинчи тартибли тенгламалардир ва к.

Ю^орида курнлган масалаларда (2) ва (3) биринчи тартибли, (4) 
эса иккинчи тартибли тенгламадир.

Энди биринчи тартибли дифференциал тенгламэларни урганишга 
киришамиз.

2. Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар. Биринчи тар
тибли дифференциал тенглама эркли узгарувчи, изланаётган функ
ция ва унинг биринчи тартибли п вл аси н и  узаро борланди. Шунинг 
учун уни умумий куринишда цуйидагича ёзиш мумкин:

F ( x , y , y ' ) =  0 . (5)

Бу ерда х — эркли узгарувчи, у — узгарувчи х нинг изланаётган 
функцияси, у' — унинг .хосиласи.

(5) тенгламада х ва у  ошкор хрлла иштирок этмаслиги мумкин, 
лекин у у' ни уз ичига олиши шарт.

(5) тенгламани, агар мумкин булса, у ' хосилага нисбатан ечиб,

У ^ Н Х ' У)

ни топамиз.
(6) тенглама хреилага нисбатан ечилган биринчи т а р т и б л и  тенг

лама дейилади.
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И з о до (6) тенгламани f  (дг, у) dx — d y  — 0 куринишда ёзиш мум
кин. Бундай куринишда бу тенглама куйидаги умумийрок куринишдаги

Р (х, у) dx  - f  Q (х, у) dy  =  0 (6')

тенгламанинг хусусий доли булиб дособланадн.
(6') тенгламани хам биринчи тартибли дифференциал генглама деб 

аташга келишамиз. Масалан, х2 dx +  у 2 d у  =*0 биринчи тартибли диф
ференциал тенгламадир.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб тенгла
мага келтириб куйилганда уни айниятга айлантирадиган хар цандай 
у  — <р (*) функцияга айтилади.

Масалан, у  =  s in х  функция у' +  г/ctgjc — 2 cos* =  0 тенгламанинг 
ечимидир; хакикатан дом,

(sin *)' - f  sin * ctg * — 2 cos * =  cos * - f  cos * — 2 cos * =  0.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топншда куп холларда инте

граллаш амалини бажарншга тутри келишини куй и да курамиз. Шу
нинг учуй дифференциал тенглама ечимини топиш процессы дифферен
циал тенгламани интеграллаш дейилади.

Дифференциал тенглама ечимининг графнги интеграл эгри 
чизик дейилади.

Энг авьало биринчи тартибли (6) дифференциал тенглама дондай 
геометрик маънога эга эканини аниклаймиз.

(6) тенгламада * ва у  Узгарувчиларнн текислнкдаги нуктанинг де- 
карт координаталари сифатида караймиз. у  =  <р (*) — (6) тенгламанинг 
ечими булсин. Бу нарса (6) тенгламада у  урнига <р (дг) функцияни, у' 
урнига ф '(*) досилани КУЙсак,

Ф'(* )  =  /(* .  Ф (*))• (7)
аЁниятни хссил килкаимизни билдиради. у  =  ц> (х) функция графи
к а ,  яъни интеграл эг{и чигикда ихтиёрин М  (дс; у) нуктани карай
миз иа бу н укала УРинма >тказамиз. ^ссиланинг гесметрнк маъноси- 

га кура

Ф' (*) =  tga, (8)

бу ерда а  — уринманинг Ох укка ofhuj бурчаги. (8), (7) ва (6) муно- 
сабатлардан tga = / ( * ,  ф (х))={(х, у)  ни хосил киламиз, бу ерда (дс; у) 
Караётган М  нуктанинг координаталари. Шундай килиб, интеграл эгри 
чизикка унинг хар бир нуктасида утказилган уринманинг бурчак ко- 
эффициенти (6) дифференциал тенглама унг томонининг бу нуктадаги 
Кийматига тенг. Ш\ндай килиб, (6) дифференциал тенглама интеграл 
эгри чнзнкнинг ^ар бир (*;//) нуктасида бу эгри чизикка утказилган 
уринманинг йФналишини ашщлайди.

У' = /( * ,* / )  дифференциал тенгламани карайлнк. ^ар бир М  (х;у)  
нуктага бурчак коэффициенты f {x , y )  га, яъни tga =  /  (*, у) га тенг 
кесмани мос куямиз.

Текисликнинг ^ар бир нуктасига Ox огнщ бурчагининг тан- 
генси у' ~ f ( x , y )  дифференциал тенглама Унг томонининг шу нукта
даги кийматига тенг буладиган килиб кесма куйилган кисми (ёки бу-
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тун текисликнинг узи) бу дифференциал тенгламаиинг йуналишлар 
майдони деб аталади.

Шундай цилиб, (6) дифференциал тенгламага унинг йуналишлар 
майдони мос келади.

(6) дифференциал тенгламаиинг геометрик маъноси ана шундан 
иборат. Юцорнда курсатилган кесмаларни етарлича куп сондагц нуц- 
талар учун утказиб, йуналишлар майдонннннг яццол тасвирнни цосит 
циламиз. Интеграл эгри чизиц нуцтасига утказнлган уринма шунуцта- 
да утказнлган кесма йуналишнга эга булгани учун (6) дифференциал 
тенгламани ечиш (интеграллаш) мгсаласини геометрик цуйидагича ифо- 
далаш мумкин: интеграл эгри чизиц шундай утказилсинки. унинг 
\а р  бир нуцтадлги уринмасининг йуналиши йуналишлар майдони- 
нинг шу нуцтадаги кесмаси йуналиши билан бир хил булсин.

Йуналишлар майдонини цуришни енгиллаштириш учун Оху текнс- 
лнкнинг кесмалар бир хил иуналишга эге буладнган барча нуцталари- 
ни топамиз.

Текисликнинг майдон кесмаларн бир хил иуналишга эга буладиган 
барча нуцталар туплами дифференциал тенгламаиинг изоклинаси де- 
йилади.

Изоклннанннг (бир хил огишлар эгри чнзигининг) тенгламасини то
пиш жуда осон. \ацицатан цам, изоклинанинг цар бир нуцтасида май- 
дон кесмаларининг ошш бурчаги тангенсн бир хил — tga =  k цийматга 
эга. Иккинчи томондан, tga — у' — f ( x , y )  булгани учун изоклннанннг 
цар бир нуцтасининг координаталари.

f ( x . y ) = k  (9)
тенгламани цаноатлантнради. (9) муносабат (6) дифференциал тенглама 
изоклннасининг тенгламасидир. (9) тенгламадагн k турли цилматлар 
цабул цнлишн мумкин деб фараз циладиган булсак, у цолда бу тенг
ламани изоклиналар оиласининг тенгламаси сифатида цараш мумкин.

Масалан, у'  =  х2 -f- у 2 дифференциал тенгламаиинг йуналишлар 
майдонини тузайлик.

Бу дифференциал тенглама нзоклиналарининг тенгламалари х2+  
+ y 2= k  куринншга эга булиб, бу ерда изоклиналар радиуси j / '£  ва 
маркази координаталар бошида булган концентрик айланалардан 
иборат булади. Айланаларнинг хар бирининг нуцталари орцалн Ох 
уц билан тангенси а  га тенг бир хил бурчаклар цхил циладиган кес
малар утказиш керак. Масалан, k ~ 1j 2 да изоклина х2 -f- у* =  1/2 ай- 
ланадан, k — 1 да х2 +  у 2 — 1 айланадан ибораг ва ц. к. k = 0  да 
х* +  У* — 0 ни хосил циламиз. Бу тенгламани ягона (0;0) нуцта 
цаноатлантнради. Бу ^олда изоклина фацат битта иуцтадан иборат 
булиб, унинг учун tga —0 булади. 75-расмда берилган дифференци
ал тенгламаиинг йуналишлар майдони тасвирлан ган. Интеграл эгри 
чизицнн ясаш учун текнсликда бирор (х0,;у0) нуцтани оламиз. Бу 
нуцта орцалн эгри чизицни шундай утказамнзкн, у цар бир нуцтасида 
майдон йуналишнга эга булсин (яъни унга цар бир нуцтада утказил- 
ган уринманинг йуналиши шу нуцтадаги майдон кесмасннинг йуна
лиши билан бир хил булсин). 75-расмда (0;0) ва (1; 1) ну^талардан 
утувчи интеграл эгри чизицлар тасвирланган.
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Куриб чщилган мисол маълум шартларда биринчи тартибли диф
ференциал тенгламалариинг кенг синфи учун уринли булган цатор 
хулосалар чнцаришга имкон беради.

1. (6) дифференциал тенгламага чексиз куп интеграл эгри чнзщ- 
лар, бинобарин, чексиз куп ечимлар мос келади.

2. Бу тупламдан тайин интеграл эгри чизи^ни ажратиб олиш 
учун бу эгри чизик утадиган (х0; «„) нуцтани бериш керак.

Бош^ача айтганда, у  =  Ф (х) ечим аргументнниг х  =  х0 циймати- 
да цабул ^иладнган у0 цнйматни бериш лозим. Изланаётган ечимнинг 
х =  х0 дгги берилган у 0 ^иймати бошлангич шарт дейилади. У 
одатда ^уйидагича ёзнлади:

=  Уо ёки у ( х 0) = у 0 ( Ю)

(6) дифференциал тенглама ечимга эга булишини таъмннлайдиган 
шартлар дифференциал тенгламалар иазарняси асосин теоремаеннинг 
мазмунини ташкил этади. Кошига мансуб бу теорема (6) дифференци
ал тенглама ечимнинг мавжудлик в̂а ягоиалик теоремаси депилади. 
Биз уни исботсиз келтирамиз. #

Агар у' = f  (х, у) тенгламанинг f  (*> У) Унг томони ва унинг 
f y (x , y )  хусусий цосиласи х ва у  дзгарувчиларнинг бирор узгариш со- 
хаси G да атщланган ва узлуксиз булса, бу соханинг (х0\у 0) ички 
нуцтаси цандай булмасин, берилган тенглама х =  х0 да берилган 
У — Уо кийматни цебул киладиган ягона У =  Ф (х) ечимга эга бу
лади.



Геометрик нуцтаи назардан бу, G соханинг .хар бир (лг0; у0) ички 
нуцтаси оркали ягона интеграл эгри чизик утишини билдиради.

у' =  f ( x , y ) тенгламаиинг у ( х 0) — у 0 бошлангич шартии каноатлан- 
тирадиган ечимлнн топиш масаласи Коиш масаласи дейилади.

Текисликнинг ечиминннг мавжудлик ва ягоналик теоремасининг 
шартлари бажарилмайдиган (дг;//) нукталари дифференциал тенглама- 
нинг махсус нуцталари дейилади. Бу нуцталарда ё f (х, у) функция 
ёки унинг fv (x,y)  хусусий хосиласи узилишнга эга булади. Бундай 
нуцталарнинг хар бири оркали ёкн бир нечта интеграл эгри чизик 
утиши мумкин, ёкн бнрорта хам эгри чизик утмайди.

Масалан, у' — у/ х  дифференциал тенгламани ^ Р ^ л и к . Бу ерда
унг томон /  (х, у) — У/х  ва унинг f  (х,у)  =  хусусий хосиласи

х
х фЪ  да узлуксиз. Демак, бутун Оху  текисликда (Оу дан таш- 
Кари) тенгламаиинг унг томони Коши теоремасининг шартларини 
Каноатлантнради. Оу укда ётувчи нукталар махсус нукталардир.

Бу тенгламаиинг ечими у  =  Сх  функция булишини текшириб ку- 
рнш осон. бу ерда С ихтиёрий узгармас. С узгармаснинг тайин циймат- 
ларида берилган тенгламаиинг турли ечимларн олинадн.

Масалан, агар С — 1 булса, у холда у  =  х, агар С =  10 булса, 
у .холда у  — 10 х ва х. к. Коши масаласини ечиш учун бошлангич 
шарт куямиз: у ( х 0) =  у0. Умумий ечимда х ва у  урнига уларнинг дг0 
ва у0 кийматларини куйиб, С узгармасни топнш учун у 0 — С х0 муно- 
сабатнн хосил циламиз, бу ер дан С — у 0/х0, о унга мос хусусий ечим: 
у  =  ху0/х0.

у  =  Сх умумий ечим геометрик жи.\атдан координаталар бошидан 
утувчи барча тугри чизиклар (Оу дан ташцари) тупламини беради. Оу 
укда ётмаган хар бир нукта оркали бу т\пламнинг ягоиа тугри чизиги 
(интеграл эгри чизик) утади. Координаталар бошн оркали чексиз куп 
интеграл эгри чизиклар утади. Ягоналикнинг бузилишига сабаб коор
динаталар бошн махсус нукта эканлигидадир. Яна шунн х341 Ка,|Д 
киламизки, Оу укда ётган ва координаталар бошн билан устма-уст 
тушмайдиган махсус нукталар оркали бирорта .\ам интеграт эгри чи- 
зик утмайди.

Энди унг томони /  ( jc,  у) бирор G сохада Коши теоремасининг шарт
ларини каноатлантнрадиган (6) днффэренциал тенгламаиинг умумий 
ва хусусий ечимлари таърифларини келтирамиз.

Агар х аргумент ва ихтиёрий Узгармас С га бог лиц булган у  =  
=  <р(х,С) функция цуйидаги иккита шартни цаноатланпирса. у  
(6) тенглама нинг G со.\адаги умумий ечими деб аталади:

1) ихтиерий С узгармаснинг бирор тупламга тегишли исталган 
цийматларида у  =  у ( х , С )  функция (6) тенгламаиинг ечими булади;

2) G со^а ичида ётувчи (х0; у0) нуцта хар цандай булганда хам 
узгармаснинг шундай ягона С = С 0 циймати мавжуд буладики. у  — 
=  q>(x, С0) ечим '/ |х=г> = у 0 бошлангич шартни цаноатлантнради.

С =  С0кийматпи у0’--=у(х0, С,) шар г дан топиш мумкин. (б)теигла- 
манинг унинг у  =  ц> (х,С ) умумий ечимпдан тайин С — С0 к11'*4131-33 
хосил буладиган хар кандай у  — <p(.v, С0) ечими хусусий ечим дейилади.



Э с л а т м а .  Агар дифференциал тенгламанинг умумий ечими у  га 
яисбатан ечилмаган \олда, яъни со (х, у, С) =  0 куринишда топилган 

I булса, у дифференциал тенгламанинг умумий интегра.ш дейилади.
Энди биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ечимларини 

|  топиш усулларнни ка раб чикишга утамиз. Умуман (6) тенгламанинг 
f унг томони f (х,у)  исталган куринишда булганда тенглама ечимлари

ни топишнинг тайин (ягона) усули мавжуд эмас. Шунинг учун биз 
бу тенгламани ечиш (интеграллаш) нинг айрим хусусий холлари- 

1 !нигнна цараймиз.
3. Узгарувчилари ажраладиган тенгламалар. Агар биринчи тартиб

ли дифференциал тенгламани
У' — f i ( x) ' f i (y)  (Ч )

i' куринишда ифодалаш мумкин булса, у узгарувчилари ажраладиган 
тенглама дейилади, (11) тенгламанинг унг томони хар бнри фа кат 

I  битта аргументнинг функциясидан иборат иккита купайтувчинииг ку- 
пайтмасидан иборат.

Масалан, у ’ =  — —  тенглама узгарувчилари ажраладиган тенг-

I  ламадир, чунки унда f. (х) =  х2 ва /„ (у) = -----------  деб олиш мумкин.
I/ +  sin I/

Худди шундай, ху’ -f- у  =  у 2 хам узгарувчилари ажраладиган тенгла-
I мадир, чунки унн (11) куринишда ёзиш мумкин:

у "  бу ерда ^ ^  =  ~ 7 ’ I* ^  — у* — У-
Аксинча, ху ’ + у = х 2 ни (11) куринишида ифодалаш мумкин эмас, 

бннобарнн, бу тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама эмас. 
Узгарувчилари ажраладиган тенгламани интеграллаш усули цунидагича.
(11)тенглатмани-^- =  / 1(д:)^ (у) куринишида ёзиб]{ оламиз. У холда

I  *  ‘

Агар (11) тенглама (12) куринишида нфодаланган булса, унда 
У з г а р у в ч и л а р  а ж р а т и л г а н дейилади.

(12) тенгламанинг ечими у  (*) ни топдик деб фараз ^иланлик. 
Агар бу у  (х) функцияни (12) тенгламага цуйилса, у айниятга айла- 
нади; уни хадма-\ад интеграллаб, топамиз:

еки

Ш  S i f u i i ’ = f , , < x ) d r ' r  C f  (1з>
бу ерда С =  С2 — С, — ихтиёрий узгармас. (13) ифода (12) тенглама
нинг у м у м и й  и н т е г р а л и д и р .

Э с л а т м а .  (11) тенгламанинг иккала цисмини f t (y) га булиб, 
М*/) =  0 буладиган ечнмларни котнпшмнз мумкин. .\а^ш\атан хам, 
У = У о Л а  ft ( У) — 0 булса, у .^олда равшанки, У=У0 функция — конс
танта (11) тенгламанинг ечими булади.
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1-м и с о л ху' +  у =  0 тенгламанн ечинг.
Е ч и л и ш и .  Тенгламанн у '  га нисбатан ечиб, у '  =  — -У — ёки — У—  =  — _У _

х dx х
ни у х  ил киламиз. Узгарувчиларнн ажратиб топамиз: . Интеграл-

У х
лаш билан топамиз:1п%;= — In W +  Сь  бу ерда С ,— ихтиёрин узгармас. З^осил 
Килинган ечимии соддалаштирнш учун купинча кулланиладнган усулдан фойдала- 
намиз. С, =  1пС2 (С , >  0) деймиз,* у у)лда lnjyl =  — ln|x | +  1пС2, бу ердан 
|у | =  Сг /  |дг| ёки у =  ±  С,/х.  Бу ерда ±  С2 =  С деб, узил-кеснл топамиз:

У =  С / х ,  (*)
бу ерда С — ихтиёрнй узгармас. Топилган (*) умумий ечим геометрик нуцтаи назар
дан тенг томонли гиперболалар оиласиин ташкил этади.

Топилган умумий ечнмдан =  1/2 бошлан>ич шартпи ка,юатлантирувчи ху- 
сусий ечимни ажратиш талаб килинган [булсин. (*) тенгликда х  ва у  ни бошлангич 
шартда берилганлар билан алмаштириб, 1/2 =  С /4  ни узсил киламиз, бу ердан 
С =  2 ни топамиз. Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим у =  2 /х  дан иборат 
булади.

2 - м и с о л .  Энди 1-пуиктдаги 1-мясалада у>сил килинган (2) тенгламанн еча- 
миз. Тенглама куйидаги куринишда эди:

* I _  =  k ( T  —  10). 
dt

Бу узгарувчиларн ажраладиган тенгламадир. Узгаруачиларнн ажратиб топамиз:

J L .  =  kdt.
Т — 10

Иитеграллаймиз:
In 1 7* — 10| =  f t / - f  I nCi  ( C , > 0 ) ,

| Г  — 10| =  С, e*', T —  1 0 =  ± C , e «  =  C c « .
Шундай килиб,

Г  =  С « « + 1 0 .  (•)

(*) формула (2) тенгламанинг умумий ечимини берадн.; Хусусий ечимни ажратиш 
учуй ушбу Г | / = о =  100 бошлангич шартдаи фойдаланамиз. Шундай килиб, Се* ° - f  
+  10 =  100, бу ер^ан С =  90. Бииобарин, хусусий ечим

(Г  =  9 3 е «  f  10

кури! ншга эга булади. Бу ечим да номаълум купайтувчн k бор. Энди иккинчи КУШ* 
имча шарт дан фойдаланамиз- / = 1 0  да жисм температурасн Т  =  60°. У узлда 60° =  
=  9 0 '. «ю* ю  бу ердан =  5 /9 . Шунаап килиб, (2) тенгламанинг изланаётган 
ечими куйидагича булади:

Т  =  90 (*>с*)'/ю +  Ю =  90 ( - 1 ) " 10 +  10.

Канча вактдан сунг жисм 20° гача совий ди, деган сасолга жавоб Сернш учун 

20 =  9 0 / - i .V '/10 +  10
' - " ( т 7

тенгламанн тузамиз, бу ердан \
9 )  9

* С2 узгармас 0 дан оо гача у згаргандз ,1п С2 катталик — оо дан +  оо гача 
узгаришинн кайД Килиб утамиз.
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Jlorar

t — ------ — __ж  37,4 мин.

«фмлаб, топамиз:

lg 9 — lg5
Эндн унча мураккаб булмаган алмаштиришлар ёрдамида узгарувчи

лари ажраладиган тенгламаларга келтириладиган баъзи тенгламаларни 
кВаймиз.

4. Бир жинсли тенгламалар. Агар биринчи тартибли дифференциал 
тенгламани унг томони фа цат узгарувчиларнинг у /х  нисбатининг функ- 
циясидан иборат

у ' = < р ( у ! х )  (14)
куринишда ифодалаш мумкин булса, унн бир жинсли тенглама дейн- 
лади.

Масалан, -&L =  (- М *  +  sin -У—  +  2 ва =  In -Л- +  3е*/* -  
dx \  х  )  х dx х

бир жинсли тенгламалардир.
, _  *3 1х- у тенгЛама хам gHp жинслиаир, чунки у н г  томоннинг

ху2

сурат ва махражини х3 га булиб, у ' — — —■* ни хосил киламиз.
(у/х)2

Хусусан, у'  =  f(x,  у) куринишда ёзилган тенгламада f (х, у) бир 
жинсли бир хил даражали* иккита куп.^аднинг ьисбатндан иборат 
б^лса, берилган тенглама бир жинсли булади.

Бир жинсли (14) тенгламада 5'згарувчилар, умуман аитганда, аж- 
ралмайдн. Бироц уни узгарувчилари ажраладиган тенглама куриннши- 
га келтириш осон.

Шу максадда янги г  функция киритамиз: г  — у / х  денмиз ёки
У = х г .  (15)

(15) тенгликни днффзренциаллаб, топамиз:

=-z+ jcJ L .  (16)
dx dx

(15) ва (16) нфодаларнн (14) тенгламага цуйиб, унн
I dz . .

z  +  x ~  =  Ф(2)

куринишга келтнрамиз. Бу тенгламада узгарувчилар ажраладн. Хаци- 
цатан хам,

x d z  — [<р (г) — z\dx, 

бу ерда ф (г) — г  ф  0 деб цуйидагига эга буламиз:
dx _  dz 
х  <Р (г) — г

* Хар бир фдидаги узглрувчилар даражаларшшмг Яшин дней п га тенг булган 
куп^адлар « даражали (п-улчовли) бир жинсли купцад дейилади. Масалан, х4 
+  *3У — 2х- у2 +  5 у*— тур1инчи даражали (турт улчовли) бир жинсли куп.цаддир.
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Интеграллаймиз:

l n W “ J V w = T  +  c ' (17>
(17) тенгликнинг унг томонидаги интегрални топнб ва дастлабки у  
узгарувчига цайтиб, (14) тенгламанинг умумий ечимини топамиз.

Мисол. 2 х у у '  =  хг +- у* тенгламанн ннтегралланг.

Е ч и л и ш и .  Тенгламанн — =  х  —  ёки куринишда
dx 2ху dx 2 (у/х)

ёзиб оламиз. у =  х г  алмаштиришни бажарамиз:

dz  , 1+г* - dz 1__г*— х +  г =  -  T J . . еки — х  =  1— _ .
dx 2 г dx 2г

Хрсил килинган тенгламада узгарувчнлар ажралади:
2г dz _  dx
1— х

Тенгламанн интеграллаймиз:
In С, — In \1 — г*| =  In | х \ ,

бу ердан

С, =  | х | . | 1 - г * | .  ёки х ( 1 - г * )  =  ± С , .

Б у е р д а ± С 1 =  С деймиз, у  з^олда jc ( 1 — г2) =  С. Энди у  функцияга кайтиб- 
Кунндагша эга буламиз:

■(-$) ёки X2 — у2 ---Сх ■

5. Чизикли тенгламалар. Агар биринчи тартибли дифференциал 
тенгламанн

%  =  P ( x ) y  +  Q(x)  (18)
dx

к>рннишда ёзиш мумкин булса, уни чизшуш тенглама дейилади, бу 
ерда Р(х)  ва Q (х) берилган функциялар. Шундай цилиб, изланаётган
у  функция ва унинг — хосиласи Чизикли тенгламага биринчи даража 

dx
билан кнради.

Агар, хусусий холда, Q ( x ) = 0  булса, (18) тенглама озод ,\адсиз 
чизикли тенглама дейилади, ёки чизикли бир жинсли тенглама 
дейилади.

Масалан, ^  = y c o s 2х +  х* ва ху' — х +  е х — чизикли тенглама
лар; уу'  -f- ху3 =  sin х  эса чизшйи тенглама эмас.

(18) тенглама цуйндашча ннтегралланадн. Шу тенгламага мос 
ушбу озод ^адсиз тенгламанн к у рам из:

dy
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Бу тенглама да узгарувчилар ажраладн ва унинг умумий ечими 
кар^ол топилади. (19) дан:

— =  Р  (х) dx; In I у  I =  In Ci -j- J P  (дг) dx.
У

Бу ердан потенцирлаш ёрдамида (19) тенгламаиинг умумий ечимини 
топамиз:

У =  ±  С ^ р(х)*  =  Се-Р(х)* . (20)
(18) тенгламаиинг умумий ечимини топиш учун ихтиёрий узгар

масни вариациялаш усулини цуллаймнз. Бу усул цуйидагидан иборат. 
Озод хадли (18) тенгламаиинг умумий ечимини (20) формула буйича 
излапмиз, бунинг учун унда ихтиёрий С узгармасни бирор дифферен
циалланувчи г (х ) функция билан алмаштирамиз:

у  = z ( x ) - e ! p<t>dx- (21)
(21) функция (18) тенгламаиинг ечими булиши учун у берилган тенг
ламани цаноатлантиришн керак.

^осилани топамиз:

у'  =  г' (х) е!р (x)dx + г (х)е$р(х>dx( \ P( x ) d x ) '  =
=  г ' (х) е$р lx)dx +  z  (х) Р  (х) е^р {х) dx ■

у  ва у' нинг ифодаларини (18) тенгламага цуйиб, z(x)  функцияни 
аницлаш учун цуйидаги муносабатни цосил циламиз: j

z ' (x)e$P(x>dx +  г  (х) Р  (х) е!р <х> dx =  P(x) - z  (х) е$р <х> dx +  Q (х).
Бу ердан

г' (дс) е$р lx)dx =  Q (дг), ёки г' (дг) =  Q (дг) е~ $р (х) dr-
Интеграллаб, цуйидагини топамиз:

г (дг) =  f  Q (х) е~ /р lx)dx dx +  С0.
г ( х ) нинг топилган ифодасинн (21) формулага цуйиб, (18) чнзиц- 

ли тенгламаиинг умумий ечимини хосил циламиз;
— (Р (*) dx f P(x)d*

У =  ( I Q (дг) e d x +  C 0) e . (2 2 )

du у
l -мисол. — =  —  +  x2 тенгламаиинг умумий ечимини топинг ва ундан 

dx х
j / | x = 1  =  I / 2 бошлашнч шартни каноатлаитирувчи хусусий ечимини ажратинг.

Е ч и л и ш и .  Бу тенгламани интеграллаш.'.! тайёр (22) формуладан фойдалан- 
маедан, барча зргсоблашларни янгидан бажарамиз. Дастлаб мос озод хадеиз
du у  „ г '  _ . du dx
~Г =  —  тенгламани к миз. Ьу тенгламада узгарувчилар ажралади: — =  —
dx х у х  
Интеграллаб топамиз:

In 1у1 =  1" Iх/  +  In ёки у =  ±  С,ж =  Сх.
Озод .\адсиз чизикли тенгламаиинг носил цилинган умумий ечимидаги С узгар

масни г(х ) функция билан алмаштирамиз: у ~  г (х ) х  нн >(осил циламиз. Днфферен- 
циаллаб, топамиз: у ' =  г '(х )  х г  (х)- Энди у  ва у ’ нинг ифодаларини берилган 
тенгламага куямщ :
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г'  (*)•* + г  (х) *= +  ** ёки г '  (х) =  х.
х

х2
Бу ердан г ( дс ) =  —  -4-С0 ва натижада берилган тенгламанинг умумий ечими 

куйидагича булади;
[х2 \  х*

!/ =  г (*)•*  =  ^— +  С ,1-х ёки y =  Y  +  Co*-

С о узгармаснинг хусусий ечим х  =  1 да у  =  1 /2  бошлангич шартни каноатлан 
тирадиган «.нйматини топамиз:

Демак, С0 =  0 ва хусусий ечим у  =  xs/ а куринишда булади.
2 - мисол. 1-пунктдаги 2- масалада уэсил килинган (3) тенгламанинг ечимини 

келтнрамиз. Тенглама куйидаги куринишда эди:
2 6

2ху — хгу '  =  6 ёки у'  =  — о — — .
X X*

Бу тенглама чизикли ва юкоридаги усул билан интегралланади. Дастлаб озод
2

^адсиз тенгламанн караймиз: у'  =  — у. Узгарувчиларни ажратиб ва интегрзллаб, 

унинг умумий ечимини топамиз:

—  =  — ; In |у| =  21п |дс | +  InC ,; у = ±  С,х* =  С ,*1.
у х

Энди С , узгармасни г (дг) функция билан алмаштирамиз ва берилган тенглама 
ечимини у =  г (х ) - х ‘ куринишда излзймиз. Натижада у ' = г ' ( х )  х г +  2х-г(х)  
тенгламага келамиз ва у уш да у'  ни бернлгаи тенгламага куямиз:

2 6 
г' (х)-х* +  2х г (х)  =  — г ( х ) - х 3 — — ,

х  Xх
6 2 

бу ердан г ' (х) =  — —  булади. ГЬ.тгграллаЗ, г =  —  +  С ни у х  ил киламиз.

Ниуэят, умумий ечим кУЙидагича булишини курамиз:
2

у =  гх2 — —  +  Сх* ёки ху  =  Сх3 +  2. 
х .

Изланаётган эгри чизик (1,2) нукта оркали утиши керак булгани учун бу 
нуктанинг координаталаршш умумий ечимга куйиб, 1-2 =  С- I s + 2  нн ^огнл 
Киламиз. Демак, С =  0 ва изланаётган ечим ху =  2 куринишда булади.

6. Ту лиц дифференциален тенглама.
Ушбу

Р(х,  y ) dx  +  Q(j-, y )dy  = 0  (23)
дифференциал тенгламанн цараймвз. Бу биринчи тартибли тенглама-
дир, чунки ундан келиб чнцади. Р  (дг. у) ва Q (*, у) функ-

dx Q (x .y )
цнялар 'Сзларининг — ва хусуснн ^осилалари билан бирор G со

ду Их
^ада узлуксиз булсин деб фараз цнланлик. Агар (23) нинг чап томэ- 
ни бирор U (х, у) функциянинг тулиц дифференциали, яъни
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dU (x, у) — P  {x, y ) d x  +  Q (at, y) dy  (24)
рулса, (23) тенглама тулиц дифференциалли тенглама дейилади ва у 
^уйндагича ёзилиши мумкин:

dU (х, у) =  0. (25)
Унинг умумий интеграли

U (х, у) — С (26)
куринишда булади.

Маълумки (X боб, 3- §, 6- пунктга царанг), Р  (х, у) dx +  Q ( x , y ) d y  
ифода бир богламли G сохада ту лиц дифференциал булиши учун, бу 
сохада

§ (27)ду дх
тенглик айнан бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар бу шарт бажарилса, у ^олда U (дг, у) функция цуйидагича 
аницланади:

U (х, у) =  ] Р  (/, у 0) dt +  ] Q  (дг, t) dt. (28)
х, Уо

(X бсбдаги (64) формулага царанг]. Демак, дифференциал тенглама
нинг умумий интеграли цуйидагича ёзилади:

j P ( t , y 0) d t i - l' \ Q(x, t ) d t  = С .  (29)
X, V,

Бу ерда (х0, у 0) нуцта G соханинг исталган тайин нуцтаси.
Мисол. Куйидаги тенгламани интегралланг:

dy  _  1 — 2 лгу
dx ~  3у- +  '

Е ч и л и ш и .  Тенгламани куйидаги куринишда сз «б оламиз:
Ж ,  (2 х у — l ) d x  +  (3y* +  x*)dy =  0.

Бу ерда Р(х, у) =  2ху — 1; Q fx, у) — Зу2 -f-л:5. (27) шартиинг бажарилишини 
текшнрамиз:

дР дО
—  =»2jt, р = 2 х .  
ду дх

Шундай килиб, берилган тенглама [т^лик дифференциале тенгламадир. Унинг 
умумий интегралини (29) (формула буйича топамиз. \исоблашларни соддалаштириш
ма^садида х0 — у0 =  о деймиз:

* v
\ (2t-0 — 1) dt +  1' (3/г +  *г) dt =  С.
о о

Интеграллаб, берилган те> гламаиинг умумий интогралини топамиз:]

[ - /  | Ч [ * 3 +  **/]* =  С 8КИ - х +  у 3 +  х * у = С .

7. Махсус ечимлар. Коши тсоремасига кура, агар у'  ~  f (х, у) тенг
ламанинг унг томони бирор С сохада узлуксиз ва унда узлуксиз булган



i 'y (x,y) цосилага эга булса, у цолда G соцанинг хар бир ички (*„,//,) 
нуцтаси орцали ягона интеграл эгри чизиц утади. Бироц Коши теоре
маси шартларн G со.\анинг чегарасида ётувчи нуцталар учунбажарил- 
маслиги мумкин. Коши теоремаси шартлари бажарнлмаётган бундай 
нуцталарни биз махсус нуцталар деб номлаган эдик (204- бетга ца
ранг). Агар М0 (х0, у 0) махсус нуцта булса, у цолда бу нуцта орцали 
бирорта хам интеграл эгри чнзиц утмаслиги мумкин ёки бир нечта 
интеграл эгри чизиц утиши мумкин. Юцорида (2-пунктга царанг) кур- 
сатганимиздек, у' —у/ х  дифференциал тенглама учун бутун Оу уци мах
сус нуцталардан иборатдир. Бунда координаталар боши орцали чексиз 
куп интеграл эгри чизицлар утади, координаталар бошндан фарцлн мах
сус нуцталар орцалн эса бирорта цам интеграл эгри чизиц утмайди.

Агар у  =  ф(х) чизиц фацат махсус нуцталардан иборат булиб, 
дифференциал тенгламаиинг интеграл эгри чизиги булса, у холда 
у  =  ф (х) функция махсус ечим дейилади.

Коши теорема?» шартлари бирор G сохада махсус ечим мавжуд 
булмаслиги учун етарлиднр. ШУ сабабли махсус ечим мавжуд були- 
ши учун Кэши теоремасининг шартлари бажарилмаслиги зарурдир. 
Демак. у' — f (х. у) дифференциал тенгламаиинг махсус ечимини 
топиш учун х̂ ар бир нуцтасида f (дг,//) ёки f y(x,y) узилишга эга була
диган чизицни топиш керак ва </ = ф(дг) функция тенгламаиинг ечими 
булиш-булмаслигини текшириб куриш керак. Агар у  =  ф (X) функция
дифференциал тенгламаиинг ечими булса, у махсус ечим булади.

з __
Масалан, у' — у  у2 тенгламани царанлик. Бу тенгламаиинг унг

з __
томони булмиш f (х, у )  =  У у г функция у  нинг барча цийматларнда

3 шшт̂т
узлуксиз, бироц fu(x, у )  = 2 / ( 3  У  у) цоснла у = 0 да, яъни бутун Ох 
уцда узилишга эга. Шундай цилиб, у  =  0 тугри чизицнинг ^ар бир 
нуцтаси махсус нуцта экан. Равшанки/ i / =  0 функция берилган тенг- 
ламанинг ечими булади. Бинобарин у  = 0  махсус ечимдир.

Энди бгрилган тенгламаиинг умумий ечимини топамиз. Узгарувчнлар-

ни ажратиб то памиз:— =  dx.  Интеграллаб, умумий ечимнн топамиз: 
у */*

3у хи =  ,v +  С ёки у  =
* 27

Топилган умумий ечимга voc интеграл эгри чизицлар оиласи ку
бик параболалардан иборат. у  =  0 махсус ечим {Ох уц) нинг хар бир 
нуцтаси орцалн берилган тенгламаиинг яна битта интеграл эгри 
чизиги (кубик парабола) утганлиги учун Ох укнинг цар бир нуцтаси
да ягоналик хсссаси бузилади (76-раем).

У муман олганда, махсус ечим умумий ечим таркибида булмасли- 
гини ва ундан С узгармаснинг хеч цандай конкрет цийматида хосил 
цилинмаслигини цайд цилиб утамиз.

Энди у' — У у г -\- 1 тенгламани цараймнз. Юцорндагн миголдагига ух-
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76- раем

щаш, барча махсус нуцталар 
Я м а м и  у —О тугри чизиц — Ох 
дан иборат. Бироц у —О функция 
берилган тенгламанинг ечими 
Б с л и ги н и  текширнб куриш 
осон.Шунинг учун берилган тенг
лама махсус ечнмларга эга эмас.

8. Биринчи тартибли диффе
ренциал тенгламаларни Эйлер 
усули билан такрибий ечиш.
2-пунктда биринчи тартибли диф- 
ферекциал тенгламанинг интег
рал эгри чизи^ларини изоклина- 
лар ёрдамида тацрибил ясаш 
усули баён этилган эди.

Хозпр тенгламанинг xycycn.i 
ечимини топншнииг Эйлер усули 
деб аталувчи яна битта такри- 
бнй усулинн куриб чицамиз.
Эйлер усулининг fo h c h  хусусий ечимнинг графиги булган интеграл 
чизицни сини^ чизик билан тацрибнй алмаштиришдан иборатдир.

Бизга (6) дифференциал тенглама
y ' = f ( x , y )

ва г/'ж=,2 =  у 0 бошлангич шарт берилган булсин.
[jr0, 6] сегментда (6) тенгламанинг (х0, у 0) нуцта ор^алн утади- 

ган if =  ( f (x )  интеграл эгри чизигини такрибий ясаш талаб этилади.
Бунинг учун | *0, b ] сегментни

х0 <  *i <  х2 < . . .  <  хы  <  Xi С . . . < х п =  Ь

булнниш нуцталари билан &х  =  ( Ь— х0) / п  узунликдзги п та тенг 
булакка буламиз (77-раем).

А х катталик сегментни булчи радами дейилзди. (6 ) теяглэмэдан 
фойдаланиб, интеграл эгри чнзицнинг (х0, у 0) бошлангич ну^тасидэ 
Уринманинг бурчак коэффнцнентин и ^исоЗлаймиз: у'0 — f ( x0, у 9)\ у ^ол- 
Да (*о- Уо) нуцтадаги уринманинг тенгламаси ушбу куриницда ёвн- 
лади:

У — Уо — f {х0, уо) (х  — хо) ё|<и у  =  Уо +  f (дг0, у0) (х — х0) .

[д'„, Xj] сегментда изланаётган г/ =  ф(дг) интеграл эгри чизи^нн бу 
уринма кесмаси билан алмаштириб (77-расмга каранг), У1 ечимнинг .^ 
ну^тадагн такрибий ечимини топамиз:

У\ — Уо +  f Уо) (х,— х0) 

ёки xt — х0 =  Ах булгани учун:

y i =Уо +  К хо- Уо) & х -
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еки

Xi ва t/i нинг цийматларини
(6) тенгламанинг унг томони- 
га цуйиб y[ =  f  (дсх, I/,) ни 
топамиз.
[* ! , дг,] сегментда у  =  ф  (*) 
интеграл эгри чизицни (дг,, t/,) 
нукта орцали утувчи ва бур
чак коэффициента k =  у ]  =

— f(x 1. У\) булган уринма кес- 
масн билан тацрибан алмаш- 
тирамнз.

У ~  Ух =  f (*i. I/i) (* -  *1) 
ёки y  =  y l +  f  (дсх. у х) (х -  д̂ )

77-раем Бу турри чизик, тенглама-
сида х =  дг, деб, изланаётган 

Ф  (д:) ечимнинг дг, нуцтадаги тацрибий цийматини топамиз:

У* =  Ух +  f  (*i. I/i) (*2 -  *i) 

х2 — jfi =  Д дг
булгани учун

02 =  1/1 +/(Д?1. 0х)-Дд ,̂
Бу жараённи давом эттирнб, у  —  ф (х ) ечимнинг кетма-кет дг3, дг4, . .  
X/ , . . . ,  х„ =  b нуцталардаги тацрибий цийматларини хосил циламиз. 
Бунда функциянинг xt нуцтадаги циймати функциянннг ва унинг хо- 
силасининг xt_ /  нуцтадаги цийматлари орцали

yi =  у,_, +  f (* i_ i. У1- 1) Ьх (i =  1, 2, 3 , . . .  ) (30)

формула буйича ,\исобланади. Шундай цилиб, излгнгётган ечимнинг
хх, дг,, дг,......... .... ........... Ь нуцталардаги тацрибий цийматларини хосил
киламиз ва интеграл эгрн чизицни синиц чизиц куринишида ясаймнз.

И з о * .  Биз Ь > х 0 булган э^олни курдик. Агар Ь < .х 0 булса, (30) 
формула уз кучида колади, бнроц бу э^олда бу лиш цадами Ах =  (Ь—
— х0)щ  манфий булади.

Эйлер усули биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ни тац- 
рибнй ннтеграллаш усулларн ичида энг соддасидир. Унинг камчилиги 
кам гницлигидадир. Албгтта й$’л цуйилган хатолик интеграл эгри чи
зицни синиц чизиц билан алмаштиришдан хосил булади ва у [л0, Ь\ 
сешентни булиш нуцталари сонига беглицдир- Бунда y t ординаталар- 
ни хиссблашдаги хатолик (Ддг)* га пропорциснал эканини курсатиш 
мумкин.

Мисол. у ' - у *  — х- дифференциал тенгламанинг ['ix~\ =  1 вошлан.ич шартни 
цаноатланпфувчи хусусий ечими у =  <р(х) нинг [1,2] сегмент даги тацрибий киймат
лари жадвалнни тузинг.

Сегментни булиш цадамини Д дг == 0,1 деб олинг.
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Е ч и л и ш и. Юцоридаги схемага асосан у =  <р (ж) ечим цийматларини (30) фор
мула буйича укоСлаймиз.Барча чнсоблашларни вергулдан кейинги туртинчн хонагача 
ашцликда Сажарамнз ва натижаларни умумий жадвалга ёзамиз.

1 X У1 2 :•
H*l, Vi) = Vi ~*1

2 2
11*1 , VI л  х “  (Vi—*0 Ал

(I) (2) (3) (4) j (5)

0 1.0 1 0 0
1 1.1 1 - 0 ,2 1 —0,021
2 1.2 0,979 —0,4816 —0,0482
3 1.3 0,9308 —0,8236 —0,0824
4 1,4 0,8484 — 1,2402 —0,1240
5 1.5 9,7244 — 1.7252 -0 ,1 7 2 5
6 1.6 0,5519 —2,2554 —0,2255
7 1.7 0,3264 —2,7835 —0,2781
8 1.8 0,0480 —3,2377 —0,3238
9 1.9 —0,2758 —3,5339 —0,3534
10 2 ,0 —0,6292

(3) устун у  =  ф (дг) функциянинг i „уцталардаги так^ибий цийматларидаи ибо
рат.

2-§ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Асосин тушунчалар. Иккинчи тартибли дифференциал тенгла
ма эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг биринчи хамда

I  иккинчи тартибли цосилаларнни боглайди. Хусусии цолларда тенглама- 
да дг, у  ва у' иштирок этмаслигн мумкин. Бироц иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламада албатта у'1 булиши шарт.

Иккинчи тартибли дифференциал тенглама умумий .холда

F (х, У. У , у") =  0 (31)

куринишда, агар иккинчи тартибли цосилага нисбатан ечиш мумкин 
булса,

y" =  f ( x . y , y ' )  (32)
куринишда ёзилади.

1-§ нинг 1-пунктида энг содда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келадиган масалани куриб чнццан эдик ( (4) фэрму- 
лага царанг].

Биринчи тартибли тенглама булган цолга ухшаш, иккинчи тартио- 
ли тенглама учун хам умумий ва хусусий ечи.млар мавжуд булиши 

» мумкин. Дастлаб иккинчи тартибли тенгламаиинг умуми! ечими цан
дай куринишга эга булишини ва xycycn.i ечим ундан цандай ажрагиб 
олннишини мисолда курамиз.

Энг содда иккинчи гартибли
У" =  2 (33)

> тенгламани оламиз. Уни ечиш учун y' — v (х) белгилаш кнритамиз. 
У цолда г / ' = у '  ва (33) тгнгла\п w'=»‘2 куринишга келади.



х, ва y x нинг цийматларини
(6) тенгламанинг унг томони- 
га цуйиб «/,' =  /  (*lt //,) ни
топамиз.

У. . нуцта орцали утувчи ва бур-

[дг,, дг2] сегментда у  =  <р (*) 
интеграл эгри чизицни (х,, у х)

чак коэффициенти k =  у] =
=  f(xi. Ух) булган уринма кес- 
маси билан тацрибан алмаш- 
тирамиз.

— I----- 1 1 I —|
С' j . X,

77- раем

У -  Ух =  f (*v Ух) (X -  дг,)
а„ .В  к ёки у  =  уу -4- f  (*lt y t) (х — д̂ )

Бу тугри чизиц тенглама-
сида д:=дг2 деб, излангётган 

у  =  ф (*) ечим нинг дг3 ну|;тадаги такрибий цинматини топамиз:

y» =  yi +  f  (* 1. £/i) (*2 -  * 1)

Бу жараённи давом эттириб, у  =  <р (х) ечимнинг кетма-кет дг3, хА, . .  
х , , . . . ,  д =  b ну^талардаги такрибий цийматларини хосил циламиз. 
Бунда функциянинг хi нуцтадаги циймати функциянинг ва унинг хо- 
силасининг xt_ j  нуктадаги цийматлари орцали

формула буйича хисобланади. Шундай цилиб, излгнгётган ечимнинг 
Х\. хг, xs, . . . ,  xt, . . .  , Ь нукталардаги тацрибий цийматларипи хосил 
киламиз ва интеграл эгри чизицни синиц чизиц куринишида ясаймиз.

Из о ц .  Биз Ь >  х0 булган эдони курдик. Агар Ь < х 0 булса, (30) 
формула уз кучида цолади, бироц бу >;олда булиш радами Ах =  (Ь—
— дг0)/п манфий булади.

Эйлер усули биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ни так
рибий интеграллаш у с у  л лари ичида энг соддаендир. Унинг камчилиги 
кам гни^лигидадир. Албгтта й^л ^йилган хатолик интеграл эгри чи- 
зи^ни синиц чизиц билан алмаштиришдан хосил булади ва у [л0, Ь] 
сегментни булиш нуцталари сонига беглицдир- Бунда y t ордииаталар- 
ни х.иссблацдаги хатолик <Адг)а га пропорциснал эканини курсатиш 
мумкин.

Мисол. у’ =  у* — х3 диф!сренцщл тенгламанинг =  1 вошлап, ич шартни
каноатлаитнрувчи Хусусий ечими у =  <р(х) нинг [1,2] сегмент даги такрибий ь,иймат- 
лари жадвалиин тузинг.

Сегментни булиш фдаминн Д х =  0,1 деб олииг.]

еки
дг2 — Xj =  Д х

булгани учун
У» =  Ух +  /(* !, ух)-Ах,

yi  =  +  f (*i_i . Уi- i ) Дх (I =  1, 2, 3 , . . .  ) (30)
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Е ч и л и ш и .  Юцоридаги схемага асосан t/ =  tp (х) ечим цийматларини (30) фор
мула буйича цисоблаймиз. Барча хисоблашларии вергулдан кейинги туртинчи хонагача 

I  Вмцликда бажаргмиз ва натижаларни умумий жадвалга ёзамиз.

1 X У1 г :•
f<*i, Vi) =  Vi ~ * l

2 2
1 <*l, VI л  * -  ClЦ-xi)  Дх

(1) <2* <3) И) (5)

0 1,0 1 0 0
1 1.1 1 - 0 ,2 1 —0,021
2 1,2 0.979 —0,4816 —0,0482
3 1,3 0.9308 —0,8236 —0,0824
4 1.4 0,8484 — 1,2402 —0.1240
5 1,5 9,7244 — 1,7252 -0 ,1 7 2 5
6 1,6 0,5519 —2,2554 -0 ,2 2 5 5
7 1.7 0,3264 —2,7835 -0 ,2 7 8 1
8 1.8 0,0480 —3,2377 —0,3238
9 1,9 —0,2758 —3,5339 —0,3534

, 1° 2 ,0 —0,6292

(3) устун у  =  ф (х) функциянинг { нуцталардаги тацрибий цийматларидан ибо
рат.

2-§ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Асосин тушунчалар. Иккинчи тартибли дифференциал тенгла
ма эркли узгарувчи, изланаётган функция ва унинг биринчи ,\амда

1 иккинчи тартибли ^осилаларини боглайди. Хусусий .\олларда тенглама
да х, у  ва у' иштирок этмаслиги мумкин. Бироц иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламада албатта у" булиши шарт.

Иккинчи тартибли дифференциал тенглама умумий ,\олда

F (х, У. у' ,  у") =  0 (31)

куринишда, агар иккинчи тартибли у>силага ниебатан ечиш мумкин 
булса,

y" =  f ( x , y , y ' )  (32)
куринишда ёзилади.

1-§ нинг 1-пунктида энг содда иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келадиган масалан куриб чиццан эдик ( (4) форму
лага царанг].

Биринчи тартибли тенглама булган ^олга ухшаш, иккинчи тартиб
ли тенглама учун хам умумий ва хусусин ечимлар мавжуд булиши 

» мумкин. Дастлаб иккинчи тартибли тенгламанинг умуми) ечими ^ан- 
Дай куринншга эга булишини ва хусусий ечим ундан ^андай а/крзгиб 
олинишинн мисолда к у рамиз.

Энг содда иккинчи тартибли
У" =  2 (33)

, тенгламани оламиз. Уни ечиш учун у' = v  ( v) белгилаш киритамиз. 
У .\олда у" =  v ’ ва (33) тенглама о' =* 2 куринншга келади.



Бу ердан v  — 2х +  Сг ёки у' =  
=  2x +  Cv  Яна бир марта ин- 
теграллаб топамиз: у  =  х2 +  
+  Сг х  +  С2.

Топилган ечим иккита ихтиё
рий узгармасга боглиц (умумий 
ечим). Геометрик жихатдан бу 
ечим параболалар (интеграл эгри 
чизицлар) оиласидан иборат,бун
да, равшанки, текисликнинг хар 
бир нуцтаси орцали бу нуцта
ларда турли уринмаларга эга бул- 

7  ган чексиз куп параболалар ута
ди (78- чизма). Бу эгри чизицлар 
тупламидан бирор интеграл эгри 
чизицни ажратиб олиш учун па- 
раболалар утадиган (а0; у 0) нуц-

78-раем танинг координаталаридан таш-
царн цушимча равишда уринма 

бурчак коэффициентининг, яъни у' хосиланинг бу нуцтадаги циймати 
ни >̂ ам бериш зарурдир.

Шундай цилиб, иккинчи тартибли тенгламаиинг умумий ечнмидан 
хусусий ечимни ажратиб олиш шартлари (бошлангич шартлар) цуйида- 
ги куринишда булади;

У I .г=.г0 =  У о' У I Х=.г0 =  Уо’ 

бу ерда дг0, t/0 ва г / '— берилган сонлар. Бу шартлардан биринчнси 
интеграл эгри чизиц утадиган нуцтани курсатади. Иккинчи шарт ин
теграл эгри чизицнииг берилган нуцтадаги ofhhjhhh билдиради.

Масалан, (33) тенглама учун цуйидаги бошлангич шартларни бе- 
райлик: у  | х-= i =  2, у ’ | x«=i =  1. у  =  хг -4- Сг х +  С2 умумий ечимдан 
у ’ =  2х -j- Сх ни топамиз. Бошлангич шартлардан фочдаланиб Сх ва 
С, ни топиш учун цуйидаги тенгламалар системасини хосил циламиз:

2 - 1  +  Сг +  Сш
1 =  2 +  Сг

Бу снстемадан С, =  — 1 ва С3 =  2 цийматларни топамиз. Шучинг 
учун излангётган хусусий ечим у  — хг — х +  2 булади.

Бу содда мнсолда слин!ан натижалар иккинчи тартибли тенгла- 
манннг умумий цоли учун хам уз кучида цолади. Иккинчи тартибли 
тенглама учун биринчи тартибли тенгламадагидек, мавжудлик ва
ягоналик теоремаси (Коши теоремаси) уринли булиб, биз уни нсбот- 
сиз келтнрамиз.

Теорема, у " =  f  (х , у,  у ’) тенгламаиинг унг томони f  {х, у, у ’) ва 
унинг Гу (х, у,  у') хамда fy. (х, у, у') хусусий хрсилалари х, у  ва у' 
узгарувчилар $эгарадиган бирор G сохада аницланган ва узлуксиз 
булсин. У холда бу соханинг ички нуцтаси (xot y ot y Q) цандай бул
масин, берилган тенглама ушбу,

216



У\жя.х,“ Уо< У !,-^  = У 0 (34)
лангич шартларни цаноатлантирувчи ягона ечимга эгз булади.
у" =  /  (х, у, у ') тенгламанинг берилган бэшлангич шартларни 

цаноатлантирувчи ечимларинн топиш, биринчи тартибли тенгламадаги- 
дек, Коши масаласи дейилади.

Унг томони х, у  ва у' узгарувчнларнинг бирор G узгарнш сохада 
Коши теоремаси шартларини каноатлантирадиган иккинчи тартибли 
y" — f ( x , y , y ' )  тенгламанинг умумий ва хусусий ечимларига таъриф 
берамиз.

х  аргумент ва иккита ихтиёрий С, ва С3 узгармасга бэгли^ у  =  
=  <р(х, С,, С2) функция цуйидаги иккита шартни цаноатлантирса, у 
^олда бу функция (32) тенгламанинг G со.\адаги умумий ечими дэни- 
ладн:

1) ихтиёрий Cj ва С2 узгармасларнинг исталган цинматларида 
у  =  ф (дг, Сх, С2) функция (32) тенгламанинг ечими булади;

2) (34) шартлар у  \ х=х, =  У0 ва у ' | х_ х§ =  у'0 *ар цандан булган да 
^ам узгармасларнинг шундай ягона С,„ ва С20 цийматлари мавжуд 
буладики, у  =  ф (х, С10 С20) функция (32) тенгламанинг ечими булади 
ва (34) бошлангич шартларни цаноатлантиради.

1-изо^.  С10, С20 узгармасларнинг цишатларн цуйидаги тенглама
лар системасидан топилади:

Уо — Ф (*о> C v  С* ) 1 
Уо =  Ф '  (- ^ о .  C i,  С ,)  ]

2 - и з о ^ .  (34) бошлангич шартларнинг берилишида, Узгарувчи х0, 
у 0 ва у  ларнинг цийматлари G со.^ага тегишли булиши зарур.

3- и з о ^ .  Агар иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими изланаётган функцияга нисбатан ечилмаганФ(д:,^,С1,С2) =  
=  0 куринишда ^осил килинган булса, у холда бу муносабат берил
ган дифференциал тенгламанинг умумий интегралы дейилади.

(32) тенгламанинг умумий у  =  ф ( д г ,  Сх, С2) ечимдан узгармасларнинг 
тайин Сх =  С,0, С2 =  С20 кийматларида з^осил буладиган >;ар цандай у  =  
*= ф (дг, С10, С20) ечими тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

2. Тартибини пасайтириш мумкин булган энг содда иккинчи тартибли 
тенгламалар. Мазкур пунктда узгарувчи ни алмаштириш оркали 
биринчи тартибли тенгламага келтириладиган иккинчи тартибли тенг- 
ламаларни караймиз. Тенгламанн бундай алмаштириш тартибни пасай
тириш дейилади. Тартибини пасайтириш мумкин булган энг содда 
иккинчи тартибли тенгламалар КУЙиддгилардир:

y " = f ( x ) ,  (35)
у" = f ( x , y ) ,  (36)
y " = f ( y , y ' ) .  (37)

Бу тенгламанинг тартибн цандай пасайтирилиши ва \ар цайси тенг
лама цандай интегралланишини кетма-кет цараб чифмиз.

у" =  f (дг) куринишдаги т е н г л а м а .  у '  = v ( x )  деб янги и (х) 
функция киритамиз. У ^олда у" = v ' (х) ва биз биринчи тартибли
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v' (дг) =  f (x) тенгламага эга буламиз. Уни ечиб цуйидагига эга була- 
миз:

v ( x )  = |  {  ( x ) d x  =  F (х)  +  Cj,

бу ерда F (х)  функция f  (х)  нинг бошлангич функцияларидан бирн. 
V (х) =  у'  булгани учун у'  — F (х) - f  С! булади.

Бу ердан, яна бир марта интеграллаб, (35) тенгламанинг умумий 
ечимини топамиз:

у  =  J F (х) dx +  С, х +  С,.
I мисол. у” =  sin (х) тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  у'  =  г(*) деб. v'  (х) =  sin х  тенгламани косил ^иламиз. Интеграл- 

лайуиз: v(x)  =  — cosx  -j- С,. Бу ерда v (дс) ни у '  билан алмаштириб яна бир марта 
интеграллаймиз, иатижада тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

У =  — sin х +  С ,х +  C i.

у" =  { (дг, у')  курннишдаги т е н г л а м а ,  Бу тенгламада изланаётган 
у  функция ошкор иштирск этмайди. Ю^оридагига ухшаш, янги и(х) =  
=  у'  функцияни киритиб ва у" — v' (дг) эканини казарда тутиб, v(x) 
функцияга ниебатан биринчи тартибли

V' ( х )  =  f  (дг, V)

тенгламани .\осил киламиз.
Бу тенгламанинг умумий ечими у=ф(дг ,  С,) тспилди деб фараз 

^илайлик. Бу ечимда v функцияни у'  билан алмаштириб, у'  =<р(д:,С1) 
ни з^осил циламнз. Шундай цилиб, (36) тенгламанинг умумий ечими 
куйидаги куринишда булади:

у  =  ]■ ф (дс, С,) dx  +- Сг.
2- мисол. (\ -\- х 1) у  " — 2 х у '  — 0 тенгламанинг |у  | х—, = 0 ,у '|* = 1=  I бошла:!- 

(ич шартларни каноатлантирадиган хусусий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  у' — v (х) деимиз, у колда у '  =  о' (дг). Бу ифодаларни берилган тенг
ламага куйиб. биринчи тартибли тенгламани косил киламиз:

(1 +**) v' — 2хо =  0.
Бу тенгламада узгарувчиларнн ажрзтачнз:

dv  2х dx
v ~  1+х» *

Интеграллаймиз:
In | t / =  In (1 х1) -f- lnC 0- 

v (х) ни топиш учун потенцнрляймиз:
=  ±  С0 (1 -f- х-) =  Ci (1 +  Х-). 

v =  y '  булгани учун у' =  C j ( l  + х 2). Яна бир марта интеграллаб, берилган 
тенгламанинг умумий ечимини косил киламиз:

у — СI |х +  +  C f

Бу умумий ечимдав хусусий ечимни ажратлчиз. Биринчи бошлангич шарт у1х- \  =  0

( J 1 \  4
1 +  ~ J  +  С,  ёки —р  Ci +  С , =  О’ии топамиз. Умумий
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ечимни дифференциаллаймиз: у ' — C i ( l  + * * )•  Иккинчи бошлангич шарт {/'|х==1 *= 1 
дан фойдаланиб, l j =  C i ( l  4 -1 ) ни з^осил киламиз, бу ердан С, =  1/2. Шундай ки
либ, C i ва С» узгармасларни топиш учун куйидаги тенгламалар системасини ^осил 
циламиз:

С г =  1/2,

—  +  С2 =  0.

Бу ердан С , =  1/2, С , =  — 2/3 . Демак, берилган тенгламаиинг хусусий ечими
х* х 2 
6 2 ~  3 

кУринншда булади.}

_  у" — f  (у, у ’) куринишдаги т е н г л а м а .  Бу тенгламада х эркли уз-

(гарувчи ошкор нштнрок этмайдн. Тенгламаиинг тартибини пасайтириш 
учун яна у  га боглиц янги v( y)  функция киригамиз, бунииг учун 
у' = v ( y )  деймиз. Бу тенгликни у  узгарувчи х нинг функцияси эка- 
нинн эътиборга олган цолда х буйича дифференциаллаймиз:

и" =, _  dvM  _  <Му) аУ
[dx dx dy dx

B = L  =  v (у) булгани учун

f (38)
dy

f ?y'  ва у " нинг ифодаларини берилган дифференциал тенгламага 
[ цуйиб, v(ij) функцияга нисбатан ушбу биринчн тартибли тенгламани 
| цосил циламиз:

I  $ ■ :— / л *

и (у) «  ф (у. С,) функция бу тенгламаиинг умумий ечими булсин. 
У холда и ( г / ) = —  эканини назарда тутиб, цуйидаги узгарувчилари

dx
I  ажраладиган тенгламани хосил циламиз:

К  £ - * < w c . ) .

; 1 ‘ Унн интеграллаб, берилган (37) тенгламаиинг умумий интеграли-
ни топамиз:

Г аУ . ^' v ^ r x+Ct-
3 - мисол. Ушбу I -}-у - =  2уу" тенгламаиинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  y' =  v(y)  Деб, янги номаълум v(y)  функцияни киритамиз, у  ^ол-

да (38) муносабатга кУра у ’ =  ~  v ни \оскл циламиз. у ’ ва у " нинг ифодалари

ни берилган тенгламага цуямиз*
dv



Биринчи тартибли бу тенгламада узгарувчилар ажралади:

2 vdv dy 
l + o *  У

Бу ердан, интеграллаб, топамиз: In (1 +  и1) =  In |у| +  1пС0. бу ердан 1 4- и2 =  ±
________  dy dy /----------,

± С „ у  =  С,у ва] v =  ± у  C ty —  1. v=~J~  булгани учун —  =  ± 1  С ,у — 1 ва
ах ах

демак,
.  dy 

d x - -----------------
± У  Cty — \

Интеграллаб, умумий интегрални >;оеил киламиз:

x  +  Ct =  ±  “  V C t y —  1 ёки (х  +  С ,)* =  -£-t  (С , у  — I).

Бу ердан умумий ечимни топамиз:

у ,  0 1 ( *  +  С « ) ,  +  4

4С,
4 - мисол. 1-§ нинг 1-пунктида каралган моддий нуктанинг эркин тушиши ^ацн- 

даги масалага цайтамиз. Бу масалага олиб келган тенглама куйидаги куринишда 
ёзилади: d

У" =  £•
J(4)  формулага каранг]. Бу (35) куринишдаги тенглама. Бу ерда аргумент вацтдир. 
Янги v (0  =  у'  функцияни киритиб, v ’ — g  тенгламани косил киламиз. Бу тенгла
мани интеграллаб. v ■— g t +  С, ни топамиз. Бошлангич з^олатда нуктанинг тезлиги 
г 0 га тенг булиши керак булгани учун ва нуктанинг тезлиги йулдан вак,т буйича 
олинган биринчи тартибли у ’ ^осилага тенг булгани сабабли] С, ни аницлаш учун 
i'o =  g - 0 +  Ci тенгламага эгамиз. Бу ердан

С i =  t) ва v =  gt - j -1>0.
Бу физикадан маълум булган моддий нуктанинг эркин тушиши тезлиги формула- 
сиднр.

dyБу ерда v ни —— билан алмаштириб ва яна бир марта интеграллаб, топамиз: 
at

~ ~  =  &  +  Ро, dy =  (gt - f  v0) dt, у  =  —  +  +  C f

Бошлангич моментда босиб утилган йул шартга кура нолга тенг булгани учуй

g-0
0 =  j  + i v O " f " C ,

га эгамиз, бу ердан С2 =  0. Демак, (4) тенгламанинг хусусий ечими куйидаги ку
ринишда булади:

I
у = - $ -  gl2 +  Vot-

Бу жиемнинг эркин тушишида Сосиб утилган Пул формуласидир.
5 - мисол. Куйидаги физик масалаии курамиз. с0 =  5м/с тезлик билан тугри чи

зикли з^аракат килаётган мотор л и кайикда мотор учирнлади. Уз харакатида ка>"|||К 
сув каршилигига дуч келади, царшилик кучи цайиц тезлиги квадратига пропоршю- 
нал булиб, пропорционаллик коэффициент k =  т /50 га тенг, бу ерда т — кай и к 
массаси. Кайик тезлиги цанча вацтдан суиг нкки марта камаяди ва кайик бу вацт 
давомида канча масофани утадн?

Е ч и л и ш и .  Бу масалани ечишда Ньютоннинг иккинчи кону ни дан фойдалана- 
миз. Моддий нуктага таъсир этувчи куч катталиги нуктанинг массасини унинг тез-
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ланмши катталигнга купайтмаспга тенг, куч йуналиши эса тезланн'л йуналиши 
билан бир хил.

ds
Тезлик йулдан вацт буйича олинган биринчи тартибли v =  —— ^оснлага. тез-

dt
<Ps

ланиш эса йулдан вацт буйича олинган иккинчи тартибли а =  —  .укилага тенг бол

тани учун цаницни моддий нуцта деб олиб, цайиц з^аракати тенгламасини ушбу 
куринишда ёзишимиз мумкин та =  F ёки

d*s т /_d£_\2 . . .
" d f - S  ( )

Бу ерда «минус» ншораси сув царшилиги цайиц з^аракатнга царшн йуналганлигини 
бнлдмрадн.

Тезлик v =  s' булгани учун, бошлангич шартлар s|/=>0 =  * I/—0 =  1'1/= о =  
=  vt  =  5м/с куринишида булади. s’ = v '  булгани учун s' ва s“ нинг нфодалари- 
ни (•) тенгламага цуйиб, цуйидаги биринчи тартибли тенгламани носил цилгмнз:

т dv и*
mv' — — ----  v2 ёки —— =  — ——.

50 dt 50

Узгарувчиларни ажратамиз ва интсграллаймиз:

dv 1 1 /
“  =  - "50 ’ у ~  50 “

50
s 'h—0 =  vl t = o ~ ^  бошлангич шартлардан фойдаланиб, С, =  1/5 ва v =  ^ нн

ds ds 50
топамиз. v — —  булгани учун —  = ---------  булади. Кейинги тенгламани интег-

dt dt t +  10 
раллаб, s = 5 0 1 n  ( / + 1 0 )  + С,  ни топамиз. s|,=0 =  0 эканини эътиборга олиб, то
памиз 0 =  50 In (0  +  10) +  Cj. Демак, С , =  — 50 In 10 ва

s =  50 In L ± J 2 '
10

Шундай цилиб, цайицнинг ^аракат цонуннни носил цилдик. Масала шартига 
к^ра цанча вацтдан сунг цайнц тезлнгн икки марта камайишнни аннцлаш керак.
Бунинг учун тезликнинг v =  ------ — формуласига v =  0,5о„ =  2,5 цийматнн цуя-

50миз. Капиц тезлиги икки марга камаядиган вацтни Т  орцали белгилаб, 2,5 =  — - —
Г + 1 0

ни носил циламиз. Бу ердан Т  =  10с.
Ана шу вацт давомида цайиц утган Масофани хисоблаш учун s нинг ифодасига 

Г =  10 с ни цуямиз:

S =  501 п —° ^  * 9 = 5 0  1П21» 50 • 0,69 *  34,5 м.

3. Юцори тартибли дифференциал тенгламалар цацида тушунча.
п- тартибли дифференциал тенглама умумий куринишда цуйидагичэ 
ёзиладн:

F(x, у, у\  У".......... .Г)  = 0
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ёки. тенгламанн у <п) га нисбатан ечиш мумкин булса,

yW = f ( x ,  У, у \  «Л • • . У *-" ) (39)
куринишда ёзилади.

Хусусий холда п- тартибли дифференциал тенгламада дг, у, у', у",
. . . у(п~ 1) ошкор холда иштирок этмаслигн мумкин, лекин у п) албат- 
та иштирок этиши керак.

п- тартибли тенгламанинг умумий ечими п та ихтиёрий узгармас- 
га боглиц булади, яъни

у  ■--= ф (х, Cv  С,............ С„)\ (40)
куринишдаги функция булади.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимдан Узгармасларнинг та- 
йин Сх =-- С10, Сг => С20.............Сп — Сп0 цийматларида хосил булади
ган ечими хусусий ечим дейилади.

Умумий ечимдан хусусий ечимни з^осил цилиш учун бЬшлангич шарт- 
лар берилади. п- тартибли тенглама булган ,\олда бошлангич шартлар 
цуйидагича булади:

yU*. “  У" у '\< -* .= у 'о> А * -* .  =- у ’о.......... -■= Уол ~'к (41)
(40) умумий ечимни (л — 1) марта днфференциаллаб ва (41) бошлангич
шартлардан фойдаланиб, Сх, С2............ Сп ^згармасларни [аницлаш
учун цуйндаги тенгламалар системасини .\осил циламиз:

Уо=  ф(*о> Сх, С„ . . . ,С„),
У о — Ф (*o> Clt С2, . . . , Сд),
Уо =  У " (хо< Cj, С2, . . . , С„),

Уоп~ 1) — ф <п-1) (*<>• C i, С2........... Сп).
п- тартибли (39) тенглама учун биринчи ва иккинчи тартибли тенг- 

ламаларга ухшаш ечимнинг мавжудлик ва ягоналик теоремаси урин- 
лидир.

п- тартибли тенглама учун Коши масаласи цуйидагича ифодалана- 
ди: (39) тенгламанинг (41) бошлангич шартларни цаноатлантирувчи 
ечимини топинг.

Мисол. Учинчи тартибли уГ ~  24jr*f- 6 тенгламанинг умумий (ечимини топинг 
ва ундаи </|х=0 — 0, </'|х=0 =  0, i / | r=0  =  1 бошлангич шартларни цаноатлантирув- 
чи хусусий ечимни ажратинг.

Е ч и л и ш и .  у"  =  (у"у  булгани учун (у”) ’ =  24л +  6. Иитеграллаб, у" =  
=  12х2 +  бх +  С, ни топамиз. у ' =  (У’У булгани учун (у'У =  12дг1-1- 6 х +  Ci бу- 
либ ва буни яна бир марта иитеграллаб у ' =4x* 3xt -{-C1x - C i ни ф си л  киламиз. 
Ни^оят, яна бир марта интеграллзшдаи сунг нуйидагига эга буламиз:

y =  xt +  x * 4 t f - + С** +  С>-
Б у ечим учта ихтиёрий узгармасга боглик- УВДЭН [берилган бошлангич шартларни 
Каноатлантираднган хусусий ечимни ажратамнз.

Яна бир марта умумий ечимни ва унинг биринчи ва иккинчи тартибли ^осила- 
ларини ёзиб чи^амиэ:
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У =  ** +  х* +  ■ С'* ■ +  С,х  +  Ct , у' =  Ах3 +  3*’ 4- С ,х  +  С „ у" =  12дс* +  6х 4- С ,.

Бу муносабатларга у ( ,_ 0 =  0 - о =  °* У"\х~о =  1 бошлангич шартларни цуйиб, 
кетма-кет С , =  0 , С , =  0 ва С, =  1 ларни топамиз. Шундай цилиб, берилган бош- 
лашич шартларга мос хусусий ечим цуйидагича булади:

у  =  х* +  х3 +  х1.

3-§ . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕИГЛАМАЛАР

Математика, механика, электротехника ва бошца техника фанлари- 
нннг купчилик масалалари дифференциал тенгламаларнинг чизнцли 
теигламалар деб аталувчи алохида куринишига олиб келади. Биринчи 
тартибли чизицли теигламалар 1-§ нинг 5-пунктида цараб чицилган 
эди.

Бу параграфда иккинчи тартибли чизикли теигламалар назарияси 
баён этилади.

1. Таърифлар ва умумий хсссалар. Ушбу
а0 (х)у" +  а1 (х)у' +  а2 {х) у  =  Ь (дс) (42)

куринишдаги дифференциал тенглама иккинчи тартибли чизицли диф
ференциал тенглама дейилади.

Бу ерда тенгламаиинг а0 (х), а1(х), аг (х) коэффициентлари ва 
Ь(х) озод хад берилган х аргументнинг функциялари. Агар Ь(дс) =  0 
булса, чизицли тенглама

а0 (х)у" +  а х (х)у' +  аг (д:)у «  О J (43)
куринишга келади ва бир жинсли чизикли дифференциал тенглама 
(ёки унг томонснз тенглама) деьилади. Агар Ь(х ) ^  0 булса, (42) 
тенглама бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенглама (ёки 
5'нг томонли тенглама) дейилади.

Масалан,
ху" +  Ъху' +  2у  = е х ва у" +  у' +  х*у =  О

чизикли тенгламалардир, шу билан бирга улардан биринчиси бир 
жинсли эмас, иккинчиси эса бир жинслидир.

Ушбу
У" +  5(г/')2 — = 0  ва Зуу" — х*у' -+ у  =  cos*

теигламалар (42) куринишга тегишли эмас ва чизицли теигламалар
эмас. Уларнинг биринчисида хосиланинг квадрати бор, иккинчисида
эса иккинчи тартибли хосилани К анаётган функцияга купайтирил- 
ган хад бор.

(42) тенгламани у " га нисбатан ечамиз:
„ =  Ь(х)~а1̂ Г аг (х)1 '

°о(х)
Бу тенглама у" = f ( x . y , y ' )  тенгламаиинг хусусий куриниши булгани 
сабабли унинг учун олдингн параграфда ифодаланган ечимнинг мав-
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жудлик ва ягоналик теоремаси уринлидир. Бирок. чизикли тенглама 
учун бу теорема еоддароц баён цилинишн мумкин. Хаки^атан хам, тенг- 
ламанннг а0(х), а г (х), а2 (х) коэффицнентлари ва Ь (х) озэд з̂ адн би- 
рор Jot.pi интервалда узлуксиз булсин. Шу бнлан бирга ^ (^ к о э ф ф и 
циент бу ннтервалнннг ^еч бир нуктасида нолга тенг булмасин деб 
фараз цилайлнк. У холда (44) тенгламанинг унг томони

ва унинг

i h w - ) -  w
П0 Iх/

г,(х.у>у’) - -  -^тт ю К(Х’У’У') =и аа (х) v а„ (х)

хусусий хосилалари у  ва у' узгарувчиларнинг исталган ^ийматларида 
ва х  нинг ]а, р[ интервалга тегишли кийматларида узлуксиз функция- 
лар булади. Айтилганлар асосида (42) чизикли дифференциал тенг
лама ечнмининг мавжудлиги ва ягсналигининг Коши теоремасини ба
ён киламиз.

Теорема. Агар (42) чизикли тенгламанинг а0 (дг), аг (х). а., (х) коэф- 
фициентлари ва Ь(х) унг томони J ех. р [ интервалда узлуксиз бул
са ва шу билан бирга а0 (дг) коэффициент бу интервалнинг .\еч бир 
нуктасида нолга тенг булмаса, у  холда у\х_ и =  у 0, У'\хах, =  У‘а (б у  
ерда х0 нуцта ] а , р [ интервалга тегишли)  бошлангич шартлар хар 
цандай булганда хам тенгламанинг берилган бошлангич шартлари
ни цаноатлантирувчи ягона ечими мавжуд булади.

2. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенглама
лар. Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар ечимларининг 
баъзи хоссаларини каРаб чн^амиз.

1-теорема. Агар у у =  Ух (х) ва уг =  у , ( х )  функциялар (43) чизицли 
бир жинсли тенгламанинг ечимлари бдлса, у  холда (/ =  С, у х (х) +
4- С, у 1 (х) функция* .\ам  С, ва С, узгармасларнинг* исталган ций- 
матларида бу тенгламанинг ечими булади.

И с б о т и .  у  =  Сх i/j (х) +  Сг уг (х) функцияни ва унинг ^осилала- 
рини (43) тенгламанинг чап ^исмига цуйиб, цуйндагини .^осил ^ила- 
миз:

а0 (*) [ y t (х) +  СгУг  (х) ] " +  о, (дг) [ С, у х (дг) ~  Сг уг (х) ] '  +
+  ог\х )  [ С, у х (х) +  С , у г (л) 1 =  а0 (х) [ С, у х” (х) +  С2 у {  (х) ] 4- 

flj (х) [ С, у х (х) Сг У2 W  ] 4- а«(х) f с  1 i/i (х) У г (х) ] =
“  Сх [ ао (*) У\ (* )Л  fli(*) У\ (*) +  <*г (х) У1 (х) ] 4- 

+  С* [ «о (*) У'г (дг) 4- ° 1  (*) У2 (х) 4- о, (дг) У2 (х) ] =  0,
у х (х) ва уг (х) функциялар (43) тенгламанинг ечимлари булгани учун 
квадрат цаЕСлардаги энг oxnpiH иккита ифода нолга тенг.

• Cx yi (x)  4 - С , • у,  (дс) ифода у,  (х) ва yt (x) функцияларнинг чизикли комби- 
нацияси дейилади.
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Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий ечими у  =  
=  ф (.V, С,, С,) иккита ихтиёрий узгармас Сх ва Сг га эга булгани 
учун цуйидаги саЕол юга1а келади: у  =  С, у г (х) +  С, уъ (х) ечим (43) 
тенгламанинг умумий ечими булмасмикан?

Хар доим >;ам шундай булаЕермаслигинн курсатамиз. Масалан, у " +  
+  4у —0 тенглама хар цандай бошлангич шарт ларда мавжудлик ва 
ягоналкк теоремасининг шартларини цаноатлантиради ( 1-пунктга ца- 
ранг). Бу тенглама У1 =  sin2д: ваг/, =  lOsin2.v хусусий ечимларга эга 
булишини текшириб куриш осон. Бироц уларнинг чизицли комбина- 
цияси у  — Cj sin 2 х  -7- Сг • 10 sin 2 х  берилган тенгламанинг ечими бул- 
са-да, лекин унинг умумий ечими булмайди. Ха^ицатан .\ам, г /^ о  =  1 , 
//'/*_о = 0  бошлангич цартларнн цансат^гнтируБчи у  — co s2.г функ
ц и я  у" +  А у =  0  тенгламанинг ечими булишига шс нч  хссил цилиш 
цийин эмас. Бироц, бу ечимни у  =  C1 sin2x«i- Ct « 10-sin2x чнзшуш 
комбинациядан хссил килиб булмайди, чунки бошлангич шартларнинг 
бирин^иси //'х-=о •= 1 Щ  У** С, sin 2 л: +  С2- 10-sin 2л: функция учун 
Сх ва С. нннг хеч канда»: кш матларида бажарилмайди: CjSinO +  С2Х 
X 10- sinO Ф 1.

Агар иккинчи тартибли бир жинсли чизикли дифференциал тенг
ламанинг нкк'ита хусусий ечими $г,(х) Еа у г (х) учун бирор ]а,р' [  ин- 
тервалшшг хеч цандан иуктасида

У Л * ) Уг (х)
W(x)  =

у[ М  ' У'2 (х)
УЛх) У'2 (х) -  у х (х)уг(х) (45)

детерминант нолга тенг булмаса, У1(х) ва у г (х) хусусий ечимлар ]а,  
р[ интервалда фундаментал ечимлар системасини ташкил этадн. W (х) 
детерминант Вронский детерминанты (ёки вронскиан) дейилади.

1-мисол. Биз юцорнда у" +  Ау =  0 тенглама у, =  sin 2 дг, у2 =  10 sin 2дт. y t  =  
=  cos 2х, хусусий ечимларга эга эканини курсатган эдик. Биринчи 
ва иккинчи ечимлар фундамента.! ечимлар снстемасини ташкил Э1маслигига ншонч 
досил нилиш осон. Биринчи ва учннчи ечимлар бутун сон у к» да фундаментал сис
тема ,\осил цилади. ^акицатан дам,

I sin 2х 10 sin 2дг |
ft~ (*) =  I =  2 0 s in 2 * co s2дг — 2 0 sin 2 x  со$2дс = 0,

12cos 2 х 20 cos 2x |
sir. 2дс cos -x

Г , ( х )  =  =  — 2sin* 2x — 2 cos* 2x =  — 2 Ф  0.
2cos 2x— is in  2x |

2- мисол. x~y' — 2 xy '  +  2 y = f i  тенглама y x = x  ва Уг =  х г хусусий ечимларга 
эгалигини куриш осон. Бу ечимлар |х  =  0 ни уз ичига олмаган дар цанлан интер
валда фундаментал система ташкил этадн. ^акикатан хам-

W( x) .
х-

■■ 2*2 — X1 ■■
1 2х

яъни Вронский детерминант * Ф  0 да нолга тенг эмас.

Ю. Вронский (1778 — 1853) —Поляк математиги. 
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И зо  . \ . Равшанки, цар цандай чизицли бир жинсли тенглама y l == 
=  0 ечимга эга. Бироц бу ечим бошца цеч цандай y t — y t (x) ечим 
билан бирга фундаментал система ташкил цилмайди, чунки бу цолда 
Вронский детермиианти айнан нолга тенг булади:

0 у, (х)
W(x)  =

0 у'г (х)
= 0 .

Бир жинсли чизицли тенглама умумий ечимининг куриниши хаци- 
да юцорида цунилган саволга цуйидаги теорема жавоб берадн.

2-теорема, ( у м у м и й  е ч и м с т р у к т у р а с и ц а ц и д а ) .  Агар 
(43) тенгламаиинг иккита'ух =  у^(х) ва у } =- у г (дг) хусусий ечими ]а,р[ 
интервалда фундаментал система ташкил этса, у  %олда бу тенг- 
ламанинг умумий ечими

У =  С, у х (дг) +  С, у г (дг) (46)

куринишда булади. Бунда ]а ,р[  интервалда а9(х), аг (х), аг (х)  
коэффициентлар узлуксиз ва аг х  ф 0  деб фараз цилинади.

И с б о т .  Дастлаб, исталган С1 ва С, да у  ~  Cl y l (x) +  Сг у г (х) 
функция 1-теоремага 'кура (43) тенгламаиинг ечими эканини айтиб 
утамиз. Шу сабабли бу ечим умумий ечим эканига ишонч цосил 
цилиш учун бу ечимдан берилган

9 U *  = У *  = У а  ( 4 7 )

(бу ерда дг0 нуцта ] [ интервал га тегишли, у 0 ва уо эса ихтиёрий) 
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ягона хусусий ечимни ажра- 
тиш мумкин эканлигинн курсатиш цолади. фараз цилайлик У =  Y (х)— 
(43) тенгламаиинг (47) бошлангич шартларни цаноатлантирувчи бирор 
ечими булсин. Бу ечимни (46) ечимдан Сх ва С, узгармасларнн керак- 
лича танлаш орцалн цосил цилиш мумкинлигини курсатамнз. ХаКиКа* 
тан цам, у  =  С1у 1 (дг) +  С2 уг (х) ва у ' =  С, у\ (х) +  Ct у \ (дг), булгани 
учун бошлангич шартларни буларга цуйиб, цуйидагига эга буламиз:

Уо =  С 1У1 (*•) +  Сг Уг (-̂ о).
Уо =  с гУ\(х%) +  Ct y t {x%).

Бу тенгликлар номаълумларн Ct ва С, булган чизицли алгебраик тенг- 
ламалар системасидан иборат. Бу системанинг

W (хв) =■ У1 (х0) Уг (*•>
У\ (*о) У2 (*о)

детермиианти W (х) Вронский детерминантининг х =  х0 даги цийма- 
тига тенг. Шартга кура у г (х) ва уг (х) хусусий ечнмлар |а ,  р [ интервал
да (х, нуцта бу интервалга тегишли) хусусий ечимларнинг фундамен
та! системасини ташкил этгани учун W (х,) Ф 0. Щу сабабли С\ ва- 
Сг номаълумлар учун цуйидаги ягона цийматларни * цосил циламиз:

• Крамер формулаларнга царанг ( I I  боб, 2-§, 1-пункт).
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Уо У г Ы I УЛ*о) Уо
Уо У'АХо) „  1 У !(хо) Уо
W( x0) ' Q o ~  W (x0)

Хосил килинган у =  C,0 г/х (*) -|- Ct0 г/, (д:) хусусий ечим ягоналик тео- 
ремасига кура Y (х) ечим билан бир хил булади. Шундай цилиб, агар 
I/,(дг) ва уг (х) хусусий ечимларнннг фундаментал системасини ташкил 
этса, у холда умумий ечим

У  = C l yl (x) +  Ct yi (x)
куринишда булиши курсатилди.

Исбот цилинган теоремадан умумий ечимни топиш учун унинг фун
даментал система х.осил киладиган иккита хусусий ечимини билиш 
етарли экани келиб чикади.

3 - мисол. х2у” — 2 ху' +  Чу = 0  тенгламанн ^араймиз. 2-мисодда курганимиздек, 
ух =  х  ва у3 =  х1 функциялар х =  0  нуктани у з ичига олмаган исталган интервал
да бу тенгламанинг фундаментал ечимлар системасини досил дилади. Шунинг учун
2 -теоремага кура берилган тенгламанинг умумий ечими у =  С, х  + С *  хг курииишда- 
булади.

Хусусий ечимни куйидаги бошлангич шартларда топамиз: 
у)хас1 =  0 , у'\^\ =  1- Маълумки, у' =  С , +  2Сг х, шу сабабли бунга бошлангич 
шартларни дУйиб Сг ва С г  узгармасларни аниклаш учун

0  =  С, +  С,,1
1 = С , + 2 С , /

системами досил киламиз. Б у  системани ечиб. С , =  —  1, С2 =  1 ни топамиз. Шун
дай цилиб, изланаётган хусусий ечим у  =  хг —  х булади.

Чизикли бир жинсли дифференциал тенглама хусусий ечимлари- 
нинг фундаментал системаси тушунчасн ечимларнинг чизицли боглнц- 
лиги ва эрклилиги тушунчалари билан узвий боглицдир.

Агар ,\еч булмаганда бнттасн О нолдан фаркли шундай ).х ва Я, 
сонлар мавжуд булсаки, бирор ] а,р [ интервалга тегишли барчи х  лар 
учун

M i  (*) +  M , ( * )  = 0  (48)
тенглик уринли булса, У1 = У х (х )  ва yt = y t (x) функциялар ]а ,р ] 
интервалда чизикли боглиц дейилади.|Агар бу тенглик ) а,р [ интервал
га тегишли барча х  лар учун фацат Я.х =  А, =  0 да бажарилса, ух (х) 
ва уг (х) функциялар шу интервалда чизикли эркли дейилади.

Равшанки, агар //,(*) ва ;/,(*) функциялар чизикли ботлиц булса, 
улар пропорционал булади. Хак.и^атан хам, масалан булсин.
У *олда (48) тенгликдан уг (х)<= — - Ь -  уг(х) = k y t (х) келиб чицади.

А.}
Аксинча, агар функциялар пропорционал булса, улар чизикли боглик,* 
булиши равшандир.

* Функцияларнинг чизиКли богликлиги ва чизикли эрклилиги тушунчалари век- 
торларнинг чизикли богликл»ги ва эрклилиги тушунчаларнга ухшашдир (II боб. 4-8.
1-пунктга каранг).

227



Агар (43) тенгламанинг иккита хусусий ечими yt (х) ва уг (х) чи- 
зплли безлик булса, яънн ух (х) — kyt (дс) булса, у ,\олда улар фунда- 
ментал система ташкил этмаелнгига ишонч хосил килиш осон, хаци- 
цатан хам, бу >рлда Вронский дгтерминанти айнан нолга тенг:

У1 Уг ЬУг У г
У\ Уг by* у2

(43) тенгламада ]а ,р [ интервалда (х), ах(х) ва а,(.г) коэффнцент- 
лар узлуксиз ва а0 (х) ф  О булсин. У халда куйидаги тескарн тасди^ 
уринли булишини курсатиш мумкин: агар (43) тенгламанинг иккита 
ух (л) ва у2 (х) ечими )а , Р( интервалда чизикли эркли булса, улар 
бу интервалда фундаментал система ташкил этади.

Масалан, ю^орида курилган 2-мисол да ух — х, уг =  х* ечнмлар 
снстемаси фундаменталднр, чунки .бу ечнмлар чизикли эркли:

х*ф k х.
3. Чизицли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли дифференциал

тенгламалар. Энди чизикли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли 
(42) дифференциал тенгламанинг асосий хоссаларини цараб чи^амиз:

а0 (х) \)" +  <*i (х)У +  а2(х) у =Ь (х).
Чап томони бир жинсли булмаган (42) тенгламанинг чап томони бп- 
лан бир хил булган чизицлн бир жинсли тенгламани келгуенда (42) 
га мос бир жинсли тенглама деб атаймиз.

Теорема. Аглр у(х) (41) тенгламшинг хусусий ечими, Y (х) эса 
унга мос бир жинсли (43) тен?ллмлнинг умумий ечими бдлса, 
у холда y = y (x )  +  Y(x) функция бир жинсли булмаган (42) диффе
ренциал тенгламанинг умумий ечими бдлади.

И с бот . у(х) (42) тенгламанинг ечими бу лгани учун

а0(х)~у" (дг) +  «1 (*)*/ '(*) +  аг (х)~у(х) =  Ь(х).
Худди шунга ухшаш, Y (х) мос бир жинсли тенгламанинг ечими бул
гани учун

а . (*) Y" (х) +  ах (^  К ' (х) +  а, (х) Y  (х) з .  0.
Бу .\олда цуйидагига эгамиз: 

а0 (*) (У (х) +  Y (х) У' +  ау (х) I у (х) +  У (х )}' +  аг (х) [у (х) +  Y (х )) =  
=  а0 (х) у" (х) +  а , (х) у' (х) +  а, (х) у (х) | - f  j аа ( г) Y" (х) +

+  (х) Y' (х) +  а* (х) Y (х)’] ^  Ь (х) +  0 =  Ь (х).

Бу ердан у =  у (х) +  Y  (х) функция, ха^ицатан ^ам, бир жинсли 
булмаган (42) тенгламанинг ечими булиши келиб чи^ади. Бу ечим 
умумий ечим эканкга ишонч \огнл цилиш учун уидан (47) бошлангич 
шартлар:

у\х ^х, Уо' У 1х—х, ~  Уо 
ни цаноатлантирадиган ягона хусусий ечим а кратиш мумкннлигини 
ку рсатиш цолди.
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//!(*) ва yt (x) мос бир жинсли тенгламаиинг хусусий ечимлао- 
нинг фундаментал системасини ташкил этувчи иккита хусусий ечи ш , 
булсин. У холда Y — С1у1 (х) +  С2 у, (х) ва ' МИ

У =  ~У (х) +  Y (дг) =  у (х) +  С, у у (*) -+ С2 yt (х). (49)
фараз килайлнк, у =  <р(д:) бир жинсли булмаган (42) тенгламаиинг 
(47) шартларни цаноатлантирувчи бирор ечими булсин. Унн (49) ечим 
дан С, ва С2 нн мос холда танлаб олиш билан хосил цилиш мум- 
кинлигинн курсатамнз.

\ацикатан хам,

у =  у (д) +  С1у1(х) +  С, уг (дг) ва у' =  у (дг) +  Ct у\ (х) -+ С2 у2 (х)
булгани учун буларга бошлангич шартларни цуйиб Сх ва С, ни аннц- 
лан! учун цуйидаги теигламалар системасинн хосил циламиз:

Уо =~У(х0) +  С, //, (х0) +  С. yt (дг0),|
Уо =  У' (х0) -+- С, ух (дг0) +  Ct у2 (дг0) j

ёки
Cl Ух (х0) +  Q  yt (х0) = У о - у  (дг0), )

СI У\ (■*•) +  С г У2 (хо) = ! / < , -  у' (х0). I

Бу системанинг детермиианти нолдан фарцлн булгани учун у 
ягона С10 ва С20 ечимга эга (2-теореманинг исботига царанг). ^осил 
цилинган у =  y(x) +  C10yl (x) +  CtByi (x) хусусий ечнм ягоналнк тео- 
ремасига мувофиц */ =  Ф (*) ечим билан бир хил булади. Шу билан 
теорема исбот цнлньди.

4. Ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усули. Олдингн пунктда 
чизикли бир жинсли булмаган тенгламаиинг умумий ечимини 
топиш учун мос бир жинсли тенгламаиинг умумий ечими ва бир 
жинсли булмаган тенгламаиинг хусусий ечимини билиш етарли экани 
курсатилган эди.

Агар мос бир жинсли тенгламаиинг умумий ечими маълум булса, 
бир жинсли булмаган тенгламаиинг хусусий ечими цандай топилнши- 
нн курсатамнз.

Ушбу чизицли бир жинсли булмаган (42) дифференциал тенглама 
а0 (х) у" +  Ох (дг) у' 4- а2 (х) у *=Ь (х)

нн царайлик. Y =  Cj i/i ( v) Ч- СГ2 1/2(л-) мос бир жинсли тенгламаиинг 
умумий ечими булсин, бу ерда 1/, (дг) ва у3(х) Фундаментал система 
ташкил э т у в ч и  хусусий ечнмлар. Умумии ечимда Cj ва С2 узгармас
ларни г1(х) ва г2(дг) функциялар билан алмаштирамиз. Бу фуьк- 
цияларни шундай танлаимизки,

у =  (*) ух (.v) 4- г, (д-) уг (х) (50)

бир жинсли булмаган (42) тенгламаиинг ечими булсин. (50) тенглик 
билан аницланган //функция (42)тенгламаиинг ечими булиши керак. ШУ* 
нннг учун у, у’ , у" ни (42) тенгламага цушанда аиният хосил були
ши керак.
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у ни х буйича дифференциаллаб, топамиз:
у' =  (х) Ух (х) +  г2 (д:) у2 (дг) +  гх (дс) у[ (дг) +  гг (дг) у'2 (дг). (51)

Биз иккита янги номаълум функция г х (дг) ва г2(х) нн киритдик. 
Уларнн аницлаш учун иккита тенглама тузиш керак.

Бу тенгламаиинг бнринчиси сифатида цунидаги тенгламани оламиз

г ; (*) Ух (х) +  г2(х) у2 (дг) =  0. (52)

У >̂ олда if учун (51) ифода цуйидаги содда куринишга келади:

у' =  2х (х) у\ (.к) +  г2 (дг) у'2 (дг). (53)

Бу ифодани яна бир марта днфференцналлаб цуйидагига эга буламиз!
у" =  г\ (х) У\ (*) 4- 2х (дг) у\ (х) +  г2 (дг)«/'(дс)+г2(дг) у\ (дг).

У' у’' У" нинг иФ °д а л а Рини (42) тенгламага цуямнз:
а9(х) [*\у\ +  2хУ\ 4 -г2у’2 +  г2у\] +  ах(дс) [ г ,у\ +  г2у2] +

+  а2 (дс) [Zj ух +  Уг гг 1 +  Ь(х) 
ёки цадларни группаласак:

[ а0 (*) У\ +  Ох (дг) у[ +  а2 (дг) yt ]Zx +  [о0 (х) у’2 +  at (дг) у2 +
+  о2 (дг) yt } г2 +  а0 (дг) [г\у\ +  г2 у2\ =  Ь(х). (54)

Ух  ва у2 функциялар [бир жинсли тенгламаларнинг ечнмларн бул
гани учун цуйидаги айннятлар урннлидир:

о0(х)у[ +  ах(х)у\ +  а2(х)у1 =  О, 
а0(х)у"2 +  0 {(х)у2 +  а2(х)у2 =  0.

Шунинг учун (54) тенглик цуйидаги куринишга келади:

ай(х)[г\ у[ - г г 2у'2] =-- Ь(х)

ёки

г[(х)у[(х) +  г2(х)у2(х) =  (55)

(55) тенглама zt(x) ва г,(дг) функциялар цаноатлантириши кер ак бул
ган иккинчи тенгламадир.

Шундай цилиб, (52) ва (55) тенгламаларнн бирлаштириб, г,(дг) ва 
г2(х) функцияларнинг цосилалари учун цуйидаги алгебраик теигламалар 
системасини цосил циламиз:

г\(х)ух{х) +  г2(х)у2(х) =  О, 

*;(*)//;(•'•) +  22(х)у2(х) =. (56)

(56) теигламалар систечасмдан г[(х)‘ ва г2(х) учун ягона ифодаларни 
топиш мумкин, чунки бу системаиинг детермиианти у,(дг) ва у2(х)
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хусусий ечнмларнннг фундамеитал системаеи учун Вронский детер
м и н а н т  булгани учун:

yi(x) У*(х) 
у[(х) У2(х) Ф 0.

г'{(х) ва г'2(х) ни аннцлагач, гнтеграллаш оркали z,(x) ва г2(дг) ни 
топамиз, сунгра (50) формула буйича хусусий ечимни тузамиз.

Мисол. у"-\- Ay — C0S2X тенгламанинг хусусий ?чимини топинг.

Е ч и л и ш и. 2-пункт даги 1-мисолда у" +  4у =  0  тенглама хусусий ечимлар- 
н и н г  фундаментал системаси сифатида у ,(х ) =  sin  2х  ва yt(x) =  cos 2х функцияларга 
эгалигкни топган эдик. Шунинг учун берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг 
ечими (50) формула асосида Хуйидагича ёзилади:

у — г,  ( x ) s in 2 x  +  ? , ( x ) c o s 2 x .  (* )

/|(х) ва *2 ( * )  ии топиш учун ёзилган (56) система мазкур ,\олда цуйидагича бу
лади:

г ((х) sin  2х +  * 2(x)cos 2х =  0 ,

2г\(х) cos 2х —  2 г ,(х )  s in  2х =  — !------
cos 2х

Бу састемаии ; t (x ) ва г2 га ниебатан ечамиз:

*l(*) =

0 c o s 2 x
1

—  2  sin  2х ,  1
co s2 x - COs2x-c n s 2 x  1

I sin 2х c o s 2 x 2 s in ‘ 2A— 2cosJ 2 x -  2
| 2 cos 2х —  2 s in 2 x

Худди шунга ухшаш, г2(х) =  — —  tg 2 x  ни топамиз. Интеграллаб. топамиз:

г Л х )=  —  х. г ,(х )  =  —  In I co s2x| .

Хусусий ечимни излаётганимиз учун иттиёрий > >гармасларни ёзмаймиз. Топил- 
ганларни (•) ифодага цуйнб, берилган бир Ж и н с л и  булиаган тенгламанинг у ~хусусий 
ечимини топамиз:

у = - ^ -x s in 2 x  +  - i - c o s 2 x I n |c o s 2 x |

Бир жинсли булмаган тенгламанинг у хусусий ечимини топиб ва мос бир 
жинсли тенглама хусусий ечимларининг фуидаментал снстемасини бнлган холда 
(4 9 ) формула асосида бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини ёзиши- 
миз мумкинлигини цанд циламиз:

У =  У +  V *= - ^ - s i n  2х - f  ^ ^ l n | c o s 2 x / - f  C ,< in  2х +  С , cos 2х.
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4-§. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Мазкур параграфда чизицли иккинчи тартибли тенглама- 
лариинг хусусий ^оли— тенгламанинг коэффициентларн узгармас, 
яъни сонлардан иборат булган ^ол царалади. Бундай тенглам&пар 
узгармас коэффициентли тенгламалар дейилади. Тенгламаларнинг бу 
тури айницса кенг цулланишга эга.

1. Чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли иккинчи тартибли 
Дифференциал тенгламалар, Ушбу

о0 У" +  ai/ i+  °2 У =  0 
тенгламанн цараймиз, бу ерда а0, av а. коэффициентлар узгармас, 
шу билан бирга а0 Ф  0. Тенгламанинг \амш \адларими а0 га бу'либ 
ва a ja 0 — р, a ja 0 q деб белгилаб, бгрилган тенгламанн цуйида- 
гича ёзамиз:

у'' +  ру' +  qy =  0. (57)
Маълумки, чизикли бир жинсли иккинчи тенгламанинг уму- 

мий ечимини топиш учун унинг хусуси! ечимларининг фундамен
тал системасини топиш етарли (3- §, 2-пунктдаги 2- теоремага ца- 
ранг). Ч изикли  бир жинсли узгармас коэффнцнентли дифференциал 
тенглама хусусий ечимларининг фундаментал сигтемаси цандай топи- 
лишини курсатамиз.

Бу тенгламанинг хусусий ечимини • г

У — екх (58)

куринишда излаймиз. Бу функцияни икки марта дифференциаллаб 
хамда у, у', у'' нинг нфодаларини (57) тенгламага цуйиб,

k*ekx - f  pkek 1 -f- qek r — 0

ни хрсил циламиз, екх ф 0  булгани учун екх га цисцартириб, цуйида- 
гн тенгламанн \оснл циламиз:

k* +  pk +  q — 0. (59

Бу тенгламадан k нинг екх функция (57) тенгламанинг ечими була- 
диган цииматларн аникланади.

k коэффициентни аниклаш учун хизмат киладиган (59) алгебраик 
тенглама берилган (57) дифференциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси дейилади.

Характеристик тенглама иккинчи даражали тенгламадир. бнноба- 
рин иккита илдизга эга. Бу илдизлар ё хацикий ва з̂ ар хил, ё ха^и^нй 
ва тенг, ёки кушма к ом плекс  б^лишн мумкин.

Бу холларнчнг хар бирида хусусий ечимларнинг фундаментал сис- 
темасн канДаи куринншга эга булишини куриб чицамиз.

1. Характеристик тенгламанинг илдизлари хщиций ва %ар 
хил: kx Ф кг. Бу холда (58) формула буйича иккита хусусий ечимни 
топамиз: yt — ек,х , у, =» с*’*. Бу иккита хусусий ечим чизикли эрк
ли, чунки y jy t =  ек,х/ ек,х -■ е<к>~к,)Х ф  const (берилишига кура) /г, Ф
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ф к %. Шунинг учун улар ечнмларнннг фундаментал системаснни 
ташкил этади (3- §, 2- пунктга царанг).

Демак, тенгламанинг умумий ечими (46) формулага кура куйи
даги куринишда булади:

Y =  C1ek'x +  CI ek’x-
'2. Характеристик тенгламаларнинг илдизлари тенг: кг — /?,. 

Бу холда иккала илдиз хацик,ий сон булади. (58) формула буйича 
фацат битта ух =  ек,х' хусусий ечимни ^оеил киламиз. Биринчи ечим 
бнлан бирга фундаментал система .уэснл цилувчн иккинчи 
у2(х) хусусий ечим уг -  хек'(х) куринишда булиши ни курсатамнз.

Дастлаб, у2(х) функция (57) тенгламанинг ечими б^лишини тек- 
ширамиз. ,\ацикатан хам,

Уо 4- ру'2 4- qy2 =  (xektX)" 4- р(хек>х)’ 4- q(xek'x) — 2k1ek‘x +
4- А*дге*‘х 4- р(ек,х 4- xklek't) 4- qxek'x= e kx(2kl 4- k̂ x - f  p - f  p x k q x )  •= 

=-- ek,x (*(*? 4- pkx 4- q) 4- (p 4- 2A,)].

Бирок. 6,(59) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун 
к] 4- рк{ 4- q — 0- Бундан ташкарн, Виет теоремаси буйича р —

— (6, 4- kt) — — 2/е,. Шунинг учун р 4- 2/гх =-- 0. Демак.
Уг +  РУг +  Ч =  яънн У2(х) =  хек'х функция ха^и^атан ^ам (57) 

тенгламанинг ечимиднр.
Топнлган г/, — ек'х ва ух =  хек>х хусусий ечнмлар ечнмларнннг 

фундаментал системаснни ташкнл этадн, чунки улар чизицли эркли- 
дир: ydyi — ек,х/хек»х — - j -  Ф cosnt.

Шундай цилиб, бу холда чизикли бир жинсли тенгламанинг уму
мий ечими куйидаги куринишда булади:

Y —■ С,е**х 4- Сгхек'х
ёки

Y =  е*** (Сх 4- Cjc). (61)

3. Характаристик тенгламанинг илдизлари комплекс сонлар. Маъ- 
лумкн, \аци^ий коэффнциентли квадрат тенгламанинг комплекс ил
дизлари цушма комплекс сонлардан* иборат, яънн kx — о  4- р/, k, — 
- - a  — pi куринншга эга. Бу холда (5 7 ) тенгламанинг хусусий еч'нм- 
лари (58) формулага кура цуйидагича ёзилади:

у, -  *<«+*>< -  еах . е1*\ у,  =  **•* =  ~  в«* . е~1*
Эйлер формулаларнни цуллаб (XI боб, 5- §, 3-п) у, ва уг нинг 

ифодаларини цуйндагича ёзиш мумкин:

0i =  ^ (c o s  р дг 4- / sin р дг); yt — еах (cos р х — i sin p.v).

• V H  боб, 3-§. З-пунктга каранг.
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Бу ечимлар комплекс ечнмларднр. Хакнцнй ечимларни доил цилши 
учун цуйидагн янгч функцияларни караймиз:

Ух “  - j (y i  +  у *> ~  *ах cos Р дг; ^  =  ~~ * е* * sin ^ А'

Булар у, ва «/г ечимларнинг чизикли комбпнациясидан иборат. бнно- 
барин, узлари ^ам (57) тенгламанинг ечимлари булади (3-§, 2-пункт,
1-теорема!а каранг):

I/, -  e ^ c o s p *  ва у3 — еахsin  ̂дс ечимлар чизикли эркли булгани 
учун улар ечимларнинг фундаментал системасини ташкил этадн.

Шундай цилиб, чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими характеристик тенгламанинг илдизларн комплекс сон- 
лар булган ^олда цуйидагн куринишда б\лади;

Y  -  Cj еах cos р х  -}- С2еах sin p*
ёки

Y =  еах (Сх cos р дг +  С, sin Рдг). (62)
Пировардида характеристик тенгламанинг илдизларн курннишига 

боглиц ^олда (57) тенгламанинг умумий ечимлари формулалари жадва- 
лини келтирамнз.

Дифференциал тенглама У" +  РУ' +  q =  0

Характеристик тенглама кг -f- рк -f- q =  0

Характеристик тенглама
нинг илдизларн к хФ к г *1 =  * J

=  а  +  & 
к2 =  о  —  pi

Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси

ек,х
е*,х

ек,х
хек‘х

COS Р х 
е sin р х

Умумий ечимнинг курини- 
ши Y =  С ,е*>* +

+  С 2е***

Y =
= е * ' х ( С , +
+  CfX)

у  == (C ,c o s P  х +  
+  С , sin р * )

1-мисол. у ' + 5 у '  - f -6 y  =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Берилган дифференциал тенгламанннг характеристик тенгла

маси к1 ■+■ 5к -)- 6  =  0  дан иборат. У нинг илдизларн к х =  —  2, к, — —  3 . Хусусий
ечимларнинг фундаментал с и с т е м а » : у , =  е~ 2х, уг =  е~3х. Тенгламанинг умумий 
ечими

у = с 1е- г* + с г« -3'
куринишдадир.

2-мисол. у"— 2у’ +  у =  0 тенгламанинг умумий ечимиш глопинг.
Е ч и л и ш и .  к1 —  2к 4 -  I =  0 характеристик тенглама k t =  кг =  1 тенг илдиз-

ларга эга. Хусусий ечимларнинг фундаментал системаси

Ух =  ех, Уг ~  хе г- 
Тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади:

К  =  г ' ( С 1 +  С 1* ) .
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3-мисол. у" +  Ay' Ц- 13(/ =  0  тенгламани умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  /г, +  Ak +  13 =  0  характеристик тенглама Л, =  —  2  +  3« ва

£ *г =  —  2  —  3 i илдизларга эга. Бу ерда <х = —  2 , р =  3 . Хусусий ечимларнинг 
фундаментал системаси:

yi =  е~2х cos Зх, j/, =  ё~2х sin Зх.

Тенгламаиинг умумий ечими:

У =  е~2х (C j cos Зх +  С , sin 3 * ) .

4 - мисол. у" +  1у =  0  тенгламаиинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Л2 +  2 =  0  характеристик тенглама кх =  \ 2/ ва кг =  —  \ 2 i  илдиз
ларга эга. Бу ерда а  =  0  ва р =  \ 2~. Хусусий ечимларнинг фундаментал систе
маси: y ! =  cosJ 2  х, у2 =  sin p  2 х. Тенгламаиинг умумий ечими цуйндагича булади:

У =  С , cos V ? х  +  C j s i n y T х.
2. Чизицли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли узгармас 

коэффициентли дифференциал теигламалар. Куйидаги

у" +  ру' +  qyf(x) (63)

тенгламани курамиз, бу ерда р ва q коэффициеитлар яиа сонлар, 
унг томон f(x) эса номаълум функция. Юцорида (3- §, 3 -пункт) кур- 
сатилганндек, (63) тенгламаиинг умумий ечими мос бир жинсли 
тенгламаиинг умумий ечими ва бир жинсли булмаган тенгламаиинг 
хусусий ечими йигиндисидан иборат.

Бир жинсли узгармас коэффициентли (57) тенгламаиинг ечимини 
топиш усулн олдинги пунктда батафсил караб чнцилган эди. Бир 
жинсли булмаган (63) тенгламаиинг хусусий ечимини топиш учун 
олдинги параграфнинг 4-пунктида баён килинган узгармасларни ва- 
риациялаш усулини цуллаш мумкин. Умуман айгганда, бу усул диф- 
ференциаллаиувчн цар цандай унг томон учун цулланилиши мумкин. 
Бирок унг томони махсус куринишга эга булган узгармас коэффн- 
циентли теигламалар учун хусусий ечимни топишнинг анча содда 
усули мавжуд. Бу усул хусусий ечим ишклини (куринишини) тан- 
лаш усули дейилади. Исботларни келтириб утирмасдан, дифферен
циал тенгламаиинг унг томони f(x) нинг куринишига цараб хусусий 
ечимни цандай шаклда излаш кераклигини курсатамнз.

1. Тенгламаиинг унг томони цуйидаги куринишда:
/(*) =» Р„(Х) =  а0 л» +  fljjc"-' +  . . . +  ап_ х х +  ап.

Бу цолда у хусусий ечимни цуйидаги куринишда излаш керак: ;

~У =• <?„(*) / .

Бу ерда Qn(x) купцад Рп{х) купхадиинг даражасн каби даражали 
купцад. бироц коэффициентлари номаълум, ''--характеристик тенг- 
ламанинг нолга тенг илдиалари сони.

I-м исол. !/' +  </' =  5дг +  3  тенгламаиинг умумий ечимини топинг.
Е  ч и л и ш и. Бу ерда к- +  к =  0  характеристика тенглама =  0  ва £ ,  =  —  1 ил

дизларга эга. Бир жип ели тенглаюниннг бу.тарга мос умумий ечими цуйидагича булади:

У  =  +  Cte~x =  С , +  С , е~х.



Тенгламаиинг унг томон» биринчи даражали куп.\ад ва характеристик тенг.та- 
манинг илдизларидан бнри нолга тенг булгани учун (г =  1) хусусий ечимни (64)  
формулага кура

у =  (,4х +  В) х =  -4х1 +  Вх

куринишда излаш керак. А ва В  коэффнииентларни '.у берилган тенгламаиинг ечи
ми буладиган цилиб танлаймиз. Бунинг учун у нинг ифодасини берилган тенгламага 
цуям из: »

(Лдг3 +  ВхУ  - г  (Ахг +  ВхУ =  5.< +  3 .

Бу ердан

2А +  2Ах +  Д =  5 х  +  3  

ёкн 2 Ах+(2А-\-В)—5х4 3.
\ оси л  цилинган тенглик айниятднр, шунннг учун х  нинг тенгликнинг хгр иккала 
цнемидаги бир хил даражалари олдидаги коэффнциентлари тенг булиши кергк. Шун
дай цилиб, цуйидаги теигламалар снстемасини л;осил циламиз:

2А =  5 , |
2А +  В =  3 . I

бу ерда А =  5/2, В = —  2 ни топамиз.

_  5
Шундай цилиб, берилган тенгламаиинг хусусий ечими у =  ~2 ~ х ' —  2л кури

нишда. умумий ечими эса

у ~  у -у У — -^ -* ' -~ 2 х  +  С , +  Сге~ х 
•

куринишда б$лади.
2- мисол. у" -+- 3 у1 +  2у =  х г тенгламаиинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенглама к- -(- 3k 4 -  2  =  0  ни тузамиз ва  унинг fe, =  

=  — l t k , — —  2 илдизларини топамиз. Шунинг учун мос бир жинсли тенглама 
у =  C i е ~ х +  Сг е~ гх умумий ечимга эга булади. Тенгламаиинг унг томони иккинчи 
даражали куп^ад1(жа= х 4+ О - х + О )  ва характеристик тенгламаиинг бирорта .\ам илдизн 
нолга тенг булмагани учун хусусий ечимни

7 =  (Ах1 - f  [Вх +  С )х ч =  Ах- +  Вх +  С
шаклда излаш керак.

у ’ =  2Ах + Д , ’у" =  2А
хосилаларнн топамиз. Уларин берилган дифференциал тенгламага ц^йиб, цуйидагига 
эга буламиз:

2А +  3(2 Ах +  В) +  2(Ах2 +  В х +  С) =  х1
ёкн

2Ах- -f- (6А -  2В)х +  (2А +  ЗВ +  2 С ) =  х*.
х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффицнентларни тенглаб, ушбу теигламалар 
системасини цосил циламиз:

2  А =  1.)
6Л +  2В =  ОЛ 

2 . 4 + З В + 2 С = 0 . )

Бу системани ечиб, А =  1/2, В =  — 3/2, С =  7/4 ни топамиз. Шундан цилиб, х у с у

- 1 . 3 7  -  1 3 7
гии ечим у =  — х * — - х Н — булиб, у =  у +  У =* —  х1 —  —  х н —  т

л- 2 4 2  2  4

+  С ,е~ гх умумий ечим булади.
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II.  Тенгламанинг унг томони f (л) =  еахРп (х) куринишда. Бу ер
да Рп(х) п- дграи глн купхад, даража курсаткичидаги а коэффициент 
эса хаки^ий сон.

Бу холда хусусий ечим г/ ни

У = О я (х)еахх" (65)

куринишда излаш керак. Бу ерда Qn(x) купхаднинг даражаси Рп(х) 
к0п.\ад даражаси билан бир хил, бирок; коэффициент лари номаъ
лум. г — эса характеристик тенгламанинг даража курсаткичдаги а 
коэффициент билан бир хил булган илдизлари сони.

И зо ^ . а = 0  да 1 холга эга буламиз. чунки /(х) =  е хРп (л) =
=  Л ,(*)-

3- мисол. у" —  2i/' — Зу =  (х +  2) е3-* (•) тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е  ч и л н ш и. Характеристик тенгламанн тузамиз ва унинг илднзларини топамиз: 

к- —  2к — 3 — 0 ; 6 ,  =  —  1, к2 =  3 . У нг томони йук тенгламанинг умумий ечими У =  
=  С 1 е~*  +  Сг е>х куринишга* эга. Характеристик тенгламанинг илдизларн орасида 
факат битта к.г =  а — 3  нлдиз мавжуд булгани учун г =  1 булнб, у  хусусий ечимни

у =  (Ах — В) е*г- х =  (Ах* +  Вх) езх
куринишда иэлаш керак.

у' sa у' ни топамиз:

у ’ =  ( 2Ах +  В) е3х +  3 (Ах2 +  Вх)е3х,

у" =  2 Ае3х +  6(2 Ах +  В)е3х +  9(Ах2 +  Вх)е3х.

у, у' pay"  нинг ифодаларини ( * )  тенгламага куниб в а е 3 х =^0 купайтувчига дискар- 
тирнб, ушбу анниятнн хосил цнламнз:

2А +  6(2A v - f  В) +  9(/U5 +  Вх) — 2 1(2А * 4- В) +  3 (Ах2 +  Вдт)] —

—  3(Ах>+ Вх) =  х +  2.
Ухшаш дадларнн ихчамлаймиз:

8 Ах +  (2  А +  4 В ) = х  +  2.
х нинг Сир хил даражалари олдидаги коэффициент лар ни тенглаб, цуйидаги тен г 

лам.)лар системасини .\оснл киламиз:

8Л =  Ц
2i4 +  4 В  =  2/

бу ердан А =  1/8 Еа 5 =  7/16 ни топамиз.
А ва В нинг топилган кнйматларинн у нинг нфодасига цуйиб, тенгламанинг ху- 

сусни ечимини топамиз:

-  /1 7 \3х
у = (т * '+ Т б хГ  ■

(♦) тенгламанинг умумий ечимн_Унг томони йук тенгламанинг умумий ечими Y 
ва (•) тенгламанинг хусусий .ечими у нннг Аигиидиси каби топилади, яъни

y =  y - r Y ^ = ^ { x - !r -~ ^ e X +  Clt  * + С ,*3*.

III.  Тенгламанинг унг томони / (jc )= M co s bx -j- N sin Ьх кури
нишда, бу ерда 11, Л' са Ь — берилган сснлар.
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Бу э̂ олда у хусусий ечимни к;уйидаги куринишда излаш керак:

у — (/4cos6x Ч- B sxnbx)-/, (66)

бу ерда А ва В — номаълум коэффициент лар, г — характеристик 
тенгламанинг bi га тенг илдизлари сони.

4 -  мисол. Ушбу

У" +  4 у' +  5  у =  2cos х —  s in x

тенгламанинг умумий ечимини топинг ва ундан у|г= 1 =  1, у' =  2  бошлангич 
шартларни цаноатлантирувчи хусусий ечимни ажратинг.

Е ч и л и ш и .  кг +  4 *  4 -  5  =  0  характеристик тенглама Л, =  —  2  + i ,  k 2 =
= — 2 —  /.илдизларга эга.'Ш унинг учун мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
(6 2 )  формулага асосан ^уйидагича ёзилади:

Y =  е~ г*  ( С ,cosx +  C j sinx).

Ы =  i характеристик тенгламанинг илдизи эмас. шунинг учун г =  0  ва хусусий ечимни

у =  A cosx  +  В  sin х

куринишда излаш керак. Дифференциаллаб, топамиз:

у ' =  — i4siiw  +  Bcosx, у =  —  A rosx —  B sin x .

у ' , у ’ в а у  нинг ифодалариии берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенг
лам ага ^уямиз:

—  i4cosx —  B sin x  -f- 4 ( —  ^4sinx 4 -  B cosx) +  5 (4 c o s x  4 -  B sinx) =  2cosx—  sin x .

Ухшаш хадларнн ихчамлаб, к;уйидагига эга буламиз:

(4 А +  4 В) cosx 4 -  (4 В —  АА) sinx =  2cosx —  sin x .

Бу тенглик айниятдир. Шунинг учун чап ва унг томонлардаги s in x  па co sx  нинг 
олдидаги коэффициентлар мос равишда тенг булиши керак. Бу 'коэффиииентларни 
тенглаб. Л ва В  ни аниклаш учун куйидаги тенгламалар системаснни з^осил киламиз*

4 А +  4 В  =  2, 1
4 В  —  4А =  —  1./

Бу системадан В =  1/8, А =  3/8 ни топамиз. Шундай килиб, тенгламанинг хусусий
-  3 I .ечими у =  —  c o s x 4 -  —  s i n x .  умумий ечими эса 

8  8

У =  у 4 -  Y =  cosx 4 -  ~  s in *  +  *  ~х ( C ico sx  4 -  С ,sinx j

булади.

Хусусий ечимни ажратиш учун берилган у |х=_0 =  I , у ’ /с=0 *■ 2  бошлангич шарт
ларни куллаб топамиз:

У’ =  —  sin-* 4 -  ~  cosx —  2е Сх cosx +  C .s in x  j - f  е C ,s in x  4 -  C .c o s x j’ 

---------------
• Бу тенгламалариинг биринчисини (4Д  4 -  4В ) c o s x 4 -  (4 В  —  4.4) sin х  =  2  c o sx  —

—  sinx дан х =  0  да, иккинчисини х = я / 2  да \осил килшп мумкин.
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у *олда

2 =  J - 2 C . + C , .

Бу ердан С , *= 5/8, С г =  25/ 8. Демак, изланаётган хусусий ечим

3
У =  — c°sx

дан иборат булади.
5- мисол. у" -4- Ау =  5  sin2x тенгламаиинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  кг 4 =  0  характеристик тенгламаиинг ечими к х =  2 i, kt =  —  2/ 

сонлардан иборат. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

куринишга эга. Берилган дифференциал тенгламаиинг J-иг томони / (x ) =  5sin2jr ка_ 
ралаётган типга мансубдир, чунки, уни 5sin2;c 0 -cos2jc курннишида тавсирлаш мум* 
кин. Бундай ташцари Ы =  2 i сон характеристик тенгламанинг илдизларидан бнрига 
тенг ва, бинобарин, г =  1 эканини кайд цилиб утамиэ. Шунинг учун бир жинсли 
булмаган тенгламанинг хусусий ечимини

шаклда излаймнз. Бу ечимни дифференциаллаб ва тенгламага цуйиб, кетма- кет цуйи- 
дагиларни \ o c ii .i  циламиз:

~у' =  ( —  2А sin2x +  2В cos2x) х - f  (i4 co s2 * +  В sin2x),

~у" =  ( — 4/1cos2x —  4B sin 2 x ) х  +  ( —  2Asin2x -f- 2 В  cos2x) +  ( —  2v4sin2r +
-f- 2B cos2x) =  ( —  4.4cos2x —  4B sin 2x) x  +  ( —  4/4sin2x -f- 4Bcos2.c),

(— 4i4cos2x — 4 B sin2Jt)x  4 -  ( —  4/lsin2x -)- 4B cos 2 * )  +  4(^4cos2x -f- B sin2jr)x  =  5sin 2x . 

Ухшаш хадларнн ихчамлагандан сунг цуйидагига эга буламиз:

куринишда ёзилади.

Пнровардида чизикли тенг лама ларнн ечишда купннчацулланибтури- 
ладшан бир теоре.манн келтнрамиз.

Теорема. Агар

тенгламанинг хусусий ечими Ц\ булиб, бу тенгламанинг чап томони 
билан бир хил чап томонга эга булган

V =  С1 co s2x  - f  С , sin 2x

i i =  (/4cos2x +  fls in 2 x ) x

A , '  4
ламанинг умумий ечими

5
y =  y + V  =  —  — xcos 2x +  Ci cos 2x  +  C2 sin 2x

У" +  РУ' + q y  =  fi M (67)

У +py' + [qy= f2(x) (68)
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тенг.га.ианинг ечими уг булса, у холда ух -f-«/* йигинди
У" + Р У ' +  ЧУ =  fi (х) +  ft (*) (69)

тенгламанинг хусусий ечими булади.
И сб о т и . (69) тенгламанинг чап томонига ух +  уг йиншдини }$- 

йиб, (67) ва (68) тенглнкларга асосан цуйидагига эга буламиз:

(Ух +  Уг)" +  Р(У1  +  Уг)' +  <?(Ух +  У г) =  (У* +  Р~у\ +  Ы  +

+  (У. +  Р~У. +  ЯУг) =  /i (ДГ) +  U (*)•

Шундай цилиб, ih +  Уг .\а^и^атан ,\ам (69) тенгламанинг ечими экан.

6 - мисол. у’  — 2у' +  У =  З г* +  х +  1 (•) тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  A1 — 2 A - f l = 0  характеристик тенглама k t — к2 — 1 илдизларга 

эга, шунинг учун мос бир жи.<сли тенгламанинг умумий ечими (61) формулага асо
сан куйидагича ёзилади: У =  ех (Сх +  С.х).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топиш учун куйидаги ик- 
кита ёрдамчи тенгламани цараймнз:

у' +  2у' +  у =  Ъех, (••)

у' + 2у'  +  у =  х +  1. (•••)
Бу тенгламаларнинг ^ар бири учун у , ва у 2 хусусий ечимларини топамиз. (• •) 

тенгламанинг хусусий ечимини у , =  А t x -хг куринишда излаймиз, чунки характерис
тик тенгламанинг курсаткичдаги а  =  1 коэффициент билан бир хил булган илдизлар 
сони _2 га тенг (г =  2 ) .

У! ни дифференциаллаб ва (••) тенгламага куйиб, куйидаги га эга буламиз:

y't =  Аех х2 +  2Ае* х, у =  Аех • х‘  +  4Л?*» х +  2 Л<г*;

(Aex xt +  4Аех ‘ Х-{-2Аех) — 2 ( Л .е * .х *  +  2Аег-х) +  Л г г.х> =  Зег .
Тенгликнинг иккала кисмини ех Ф  0  купайту вчнга ь;аскартнриб ва ухшаш .цадлар-

—  3
н и ихчамлаб. 2Л =  3 ,  Л =  3/2 ни з^осил килам т .  Демак, у , =  —  е *  -х 2,

_(•••) тенгламанинг хусусий ечимини у} =  Вх +  С куринишда излаймиз. ~/'2 =  В 
ва у2 =  0 булгани учун уларни (••*) тенгламага куйиб, куйидагига эга булам из:

О —  2В +  Вх +  С = х +  1.

Бу ердан В =  1 ва С =  3. Шундай килиб, у* =  х -f- 3. Юкоридаги теоремага асо
сан (•) тенгламанинг хусусий ечими куйидагича булади:

— — — 3 x 2  
У = У \  +  У1 — ~ ^ *  •х  - f x  +  3 .

Берилган тенгламанинг умумий ечими

у =  y + V  =  ^ e x •*2 + * + 3 + / ( С , * - С , )

куринишда булади.

3. Иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламаларнинг меха
ник ва электр тебранишларни УРганишга татби^и. Куйидаги масаланн 
караймяЙ. Пружина учига осилган т массалн моддий нуцта (юк) вер
тикал т^рри чизиц буйлаб харакатлаладн. Юкнинг харакат конунини 
аницлаш талаб ^илинади.
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Мувозанат холатда юк огирлиги пружиианинг 
эластиклнк кучи билан мувозанатлашади деб фа
раз киламиз. Координаталар бошини юкнинг му- 
возакат холати билан устма-уст туширамиз. Оу 
уцьи юк .харакат цилаётган тугри чизиц буйлаб 
вертикал пастга йуналтирамнз. Юкнинг вактнинг 
исталган t моментидаги вазияти юкнинг коорди
наталар бошндагн четланиши у билан аниклана- 
ди (79-раем). Юкнинг харакат конуннни топиш 
учун у  четла^иш (ошш) нинг t вацтга боглани- 
шнни аннклаш керак.

Юкка цуйидаги кучлар таъсир кнлади:
1) Юкни бошлангич вазиятга цаитаришга ха

ракат цилувчи тиклаш кучи F,. Бу куч Оу уц 
буйлаб йСналган ва унинг бу укка проекцияси 
юкнинг мувозанат ^олатидан четланишига про- 
порционал: Fly =  — ку. Бу ердаги к (к >  0) сон 
тиклаш коэффициентн дейилади. Куч проех- 
циясн Fly нинг нфодасидаги «минус» ишораси тиклаш кучи пружина 
деформацнясига царама- карши томонга йуналгаиинн курсатадн.

1) Юкли пружина жойлашган му^итнинг царшнлик кучи F4 юк ха- 
ракати тезлиги векторнга царама- карши йуналган. Тажрибанииг курса- 
тишича. F* кучиинг мицдори, юк тезлигннннг катталигн v га пропор- 
ционалдир. Шунинг учун F2 кучнинг Оу ук^а проекцияси Fty “  ^ к

d у
(бу ерда?. > 0 )  ёки Fty =  — к ~  ьуринншда ёзнлади.

Юкнинг огирлик кучини хнеобга олмаймиз, чунки у пружинанннг 
эластиклнк кучи билан мувозанатлашади, пружинанинг огирлигннн эса 
йуц деб хисоблаймнз.

Юк харакатинннг дифференциал тенгламаеннн тузиш учун Ньютон- 
нин" иккинчи цонунидан фойдаланамиз:

т а =  l F (70)

Бу ерда а — тезланиш вектори ва V F  — м одд и й  нуцтага таъсир этувчи
кучлар йириндиси.

Бизнинг холда моддий нуктага (юкка) Оу ук буйлаб йуналган F. 
ва F., иккита куч таъсир этадн. (70) тенгликнинг иккала томонидаги 
векторлзрнн Оу укка проекцнялаб ва тезланиш вектори а нинг Оу ук-

а*у
ка проекцияси ~ ~  га тенг эканини эътиборга олиб, изланаётган диффе
ренциал тенгламанн хосил цнламиз:

т
d-u
dt

dit
at

еки

гп
dtlj
dt-

dy
(71)
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(71) тенглама узгармас коэффициентли иккинчи тартибли тенгламадир 
ва у эркин тебранишлар тенгламаси дейилади.

Агар юкка бундан ташцари Оу уц буйича йуналган ташцн F(t) «цуз- 
гатувчи> куч таъсир этса ва унинг F(t) катталиги t вацтнинг 
берилган функцияси булса, у холда (71) тенглама цуйидаги куринишга 
келади

d2y dy
m-^t +  ^  +  k y = F (t)  (72)

ва мажбурий тебранишлар тенгламаси дейилади.
(72) тенгламанинг нккала цнсмини т га булиб ва 

~ * /="(/) 
m = 2 »’ 1 Г - Я 0

белгилашлар киритиб, мажбурий тебранишлар тенгламасининг цуйидаги 
узил- кесил шаклини хосил киламиз'

~  +  2 b ^ + r f y  =  f(t). (73)

(73) тенглама бир жинсли булмаган иккинчи тартибли чизицли тенг
ламадир. в

Бу тенгламанинг баъзи хусусий холларини караб чикамиз.
1. Мухит царшнлнги ва ташцн цузгатувчн куч булмасин, яъни 

6 = 0  ва /(0 =  0. Бу .\олда (73) тенглама
dly
- ~ + < * гУ = 0  (74)

куринишда булади. (74) юкнииг му.\ит царшнлнги булмаганда эркин 
тебранишлар тенгламасидир. fc2 -(- со2 =  0 характеристик тенглама kt =
— to 1, k2 =  — о) i илдизларга эга булиб, (74) тенгламанинг умумий ечими 
цуйндагича ёзилади:

Y =  CjCosojZ-f- Cjsinco/. (75)

С, ва С, узгармаслар урннга улар билан С, =  N sin <f>, С2 =  N cos ф 
муносабатлар орцали богланган янги ихтиёрий .V >  0 ва ф  узгармас- 
ларнн кнритамиз. N ва ц> лар Cj ва С2 орцали цуйидагича ифодаланадн:

n = i q  +  q  tg q> = c,/c2.
Cj ва C2 нинг ифодаларини (75) тенглнкка цуямиз:

Y =  Л/зтфсозш/ +  N cos ф sin ш/ =  Afsin(<o/ -f- ф).

Шундай цилиб, (74) тенгламанинг умумий ечимини цуйидашча ёзиш 
мумкин:

Y =  N s i n  (о i t  - f  ф ).

Бу формула юк содда даврий харакат цилаётганинн курсатади. Бу ха- 
ракат гармоник тебраниш дейилади Тебраниш даври Г  =  2 л / w га 
тенг (x l боб, 6-§, 1-пунктга царанг). а» катталик тебранншнинг хусу- 
сий частотаси дейилади. N катталик юкнинг мувозанат холатидаи энг
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катта четланишини билдиради ва тебраниш амплитудаси дейилади: 
Ф бошлангич фаза дейилади.

2. Энди мух,ит царшилиги мавжуд булсин (ЬФ 0), бирок хали хам 
ташци кузгатувчи куч мавжуд булмасин [/(/) =  0J Б у холда (73) тенг
лама

* 1  +  2Ь +  (о*у -  0 (76)
dt' d t

куринишда булади. Унинг А:1 +  2bk +  ш* =  0, характеристик тенгла
маси k{ i -■ — Ь ±  Ь2 — ш* илдизларга эга булади.

Амалий жн.\атдан кизикпш уйготадиган — кичик царшилик булган 
холни цараймиз, бунда b <  ш булади. Бу холда илдизлар комплекс 
булади: kl2 =  — b ± w i  бу ерда м =■ ^ со2 — Ь2. (76) тенгламанинг 
умумий ечими куйидагн куринишда булади:

Y =  е~ы (C^cos to t +  C2sin <о t) =  Ne~l< sin (<о / - f  ф ),

бунда С, =  Nsin ф, С2 =  /Vcos ф. Бу ердан юк Ne~bt амплитудаси 
/—► оо да нолга интиладиган тебранишлар бажараётгани куринади. 
Бунда!! тебранишлар сунувчи тебранишлар дейилади.

b >  о  булгаида характеристик тенглама илдизларн хацикий ва хар 
хил булишини цайд киламиз. У  холда (76) тенглама ечими куйидаги 
куринишда булади:

у  _  £  е (~Ь  +  I Ь ' -ш ' )  ‘ £  g ( - b -  I 'M  —

Бу хо*1Да юк тебранншсиз мувозанат холатнга якинлашади (/ -► оо
Y — 0). Бу холат Ь =  ш булгаида .\ам юз беради.

3. Энди мухит царшилиги йук (6 = 0 ) .  бирок юкка ташки даврий 
Кузгатувчи f (t) =  asin ц t куч таъсир этаднган холни караймнз. Бу 
холда (73) \аракат тенгламаси

d ~ U  т -—f- +  w2y = a sin [it  (77)ш-
куринишда булади. Маълумки, бу тенгламанинг умумий ечими бир 
жинсли булмагам (77) тенгламанинг хусусий ечими у билан мос бир 
жинсли (74) тенглама

+  “ V  *= 0

нинг умумий ечими Y  йигиндиснга тенг. (74) тенгламанинг умумий 
ечими илгарнрок топилган эди ва у цуйидаги

Y = N  sin(o)/ +  ф)
куринишга эга эди.

Энди (77) тенгламанинг хусусий ечимини топамиз.
Дастлаб ташки даврий к>згатувчи кучиинг ц частотасп деб тебра- 

нишларнинг хусусий частотаси ю дан фаркли деб фараз киламиз. Бу 
Холда [.и характеристик тенглама кг +  <о* =  0 нии£ илдизи булмаганн 
учун 2-пунктдаги коидага кура у хусусий ечимни у =  /IsinpZ+Bcosfi/
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шаклда излаш керак. у ни нкки марта дифференцналлаб, у,
нинг нфодаларинн (77) тенгламага цуйиб, А ва В коэффицнектлар
учун ифодаларни хосил киламиз: А =  ; Д— В =  0. Шундай килиб,

(77) тенгламанинг хусусий ечими

Т, — — -—  sin ц /У — 0^-ц2 1
куринишда, умумий ечим эса

у =  V + У  sin р / - f  #  sin (со / -j- ф) (78)

куринишда булади.
(78) муносгбатдан тгшкари ^узгатувчн кучнннг р частотаси пру

жина тебранишларинннг хусусий частотаси со га якнн булса, у холда 
ы2 — р* айирма нолга я^ин булиши ва тебраниш амплитудаси кескин 
ортиши келиб чи^ади.

Агар ташци цузгатувчн кучнннг р частотаси со хусусий частота 
билан бир,*ил булса, (78) формуладан фойдаланиб булмайдн. Бунда 
р г =  to i ушбу /г* 4-0*=^ 0 характеристик тенгламанинг илдизи б\л- 
гани учун 2- пунктдагн цоидага кура (77) тенгламанинг хусусий ечи- 
минн бу холда

у =  (<4sinp/ +  Bcosp/)/

шаклда излаш керак. у ва н"  <77) тснгламага КУ»иб ва р = с о  
эканини назарда тутиб, .4 ва В коэффициентларнинг цнйыатнни топамиз.

. 4 = 0 ,  В = —
2ш

Шунинг учун у хусусий ечим куйидаги куринншга эга:
•“ о/
У =  — —  cos со/,2(0

(77) тенгламанинг умумий ечими эса куйидагича ёзилади:

у =  Y  +  у =  N sin (w / -|- ф )-----— cos со /.
2w

Иккинчи хадда t купайтувчнйннг булиши тебраниш амплитудаси 
ва^т утиши билан чексиз усишнни билдирадп. cos со/ функция-

нннг графиги а =  2, со =  1 булган \ол учун 80- расмда тгсвнрланган. 
Бундай холда резонанс руи берди дейилади. Демак, тебранма хара- 
катда резонанс ^одисаси нбранишларнинг хусусий частотаси ташци 
куч частотаси билан бир хил булган \олда руй беради.

Занжирда ток кучи узгариши бнлан боглиц булган ^одисалар хам 
иккинчи тартибли чизикли тенгламаларга олиб келади.
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80- раем 81- раем

R омнк царшнлик, L узиндукция ва С сигимдан иборат электр 
заижириии цараймиз, унга вацт утиши билан маълум U =  U(i) цонун 
буйича узгарадиган электр юритувчи куч манбаи уланган (81-раем). 
Занжирдагн / =  /(*) ток кучинииг t вактга бомиц цолда узгаришннн 
текширамиз. Занжирнинг a b ,  be, cd участкалари (цисмлари) даги 
кучланиш пасайишларинн мос равншда Uab, Ubc, Ucd орцали белгилай- 
миз. ё п н ц  контурда кучланиш пасайишларининг алгебранк йигиндиси 
электр юритувчи кучга тенг булгани учун

физикадан маълумки,

U« = L i l r - - V« - - 7 \С
о

Шунинг учун

/?./(/) +  £ -2 Ш .-f _ L  [  I(t)dt =U (t).

Бу тенгликнинг иккала цнсмини i буйича дифференциаллаб, то
памиз:

R  *L  +  l  —  +  J -  =  U  ( 0
dt dt- С
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Шундай цилиб. занжнрдаги изланаётган / ток кучи узгармас коэф- 
фнциентлн иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламанинг ечи
ми булади.

Агар ташь̂ и электр юритувчи куч U донмий булса (хусусан. нол
га тенг булса), у холда U' — 0 ва биз унг томони йу  ̂ чизикли диф
ференциал тенгламага келамиз:

г  +  —  г  +  —  =  о.
L LC

5 -  § . ЮН.ОРИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Бу параграфда юкорн тартибли чизикли дифференциал тенглама
лар билан жуда ^ис^а танишнб чицамиз. Бунда бу тенгламалар ечнм- 
ларининг хоссаларн исботлари келтнрилмайди, чунки улар иккинчи 
тартибли тенгламаларнинг мос исботларнга ухшашдир.

1. Таърифлар ва умумий хоссалар. Ушбу

Оо(* )Ут +  a , W +  О*(дг)У{п~2) +  . . .  + a n( x ) y = f (дг) (79)

куринишдаги дифференциал тенглама п- тартибли чизикли дифферен
циал тенглама дейилади.

Бу ерда а0 (дг), a ,(.t), а.(х).............ап (дг) коэффицнентлар ва f(x)
озод хад х аргументнинг берилган функцияси.

Агар f (х) =  0 булса, чизицли тенглама

«о W  Ут +  я, (*) i/n~" +  о, (дс) У * '*  +  . . . +  ап(х) у =  0 (80)
куринншга эга булиб, чизикли бир жинсли (ёки унг томони йу^) 
тенглама дейилади. Агар f ( x ) ^ 0  булса, тенглама бир жинсли бдл- 
маган (ёки унг томони бор) тенглама дейилади.

п- тартибли чизикли дифференциал тенглама ечимининг мавжудлик 
ва ягоналик теоремасн иккинчи тартибли чизикли тенглама ечимининг 
мавжудлик ва ягоналик теоремаси каби ифодаланади.

1еорема. Агар (79) чизикли тенгламанинг а0(х), ах (дг), аг (х), . . . 
а„(х) коэффициент лари Еа f (х) $нг томони бирор ]а, р[ интер
валда узлуксиз, шу билан бирга а0(х) коэффициент бу интервал- 
нинг хеч бир нуктасида нолга тенг булмаса, у холда ушбу

У1*-„ =Уо' У’\х=х, ~  Уо< У"1=*. = % ..............^ “ ,,1*-х. =  Уо<Г,~1) («  <
< * о < Р )

бошлангич шарт лар цандай булмасин тенгламанинг берилган бош
лангич шартмрнц каноатлантирадиган ягона ечими мавжуд була
ди. Ух(х), yt (x). уэ(х)............. уп(х) лар бир жинсли чизикли (80)
тенгламанинг п та цандайдир хусусий ечимлари булсин. Ушбу



уМ Уг(х) уАх) • • Уп (X)
у\ (*) У2(х) Уэ(х) ■ Уп(*)
уК х) уЦх) У3 (*) • • Уп (*)

уГ " М  уГ " (*) '/з!"Г1) •. .  у{Г " ( х )

детерминант Вронский детерминанты дейилади.
Агар п -тартибли бнр жинсли чизикли дифференциал тенгламанинг 

W (x) Вронский детерминантн ]а, р[ интервал нинг хеч кандай нуц-
таснда нолга тенг булмаса, тенгламанинг уг (х)..............уп (дг)
хусусий ечимлари ечимларнинг фундаментал системасини хосил цн- 
ладн.

Иккинчи тартибли чизикли тенгламалар ухлидагидек, п- тартибли 
чизикли тенгламалар учун умумий ечимнинг тузилиши т>трисидагн 
цуйидаги теоремалар уринлиднр.

1 - теорема. Агар у =  уг (*), У =* уг (*), у =  у3 (*)..............у =
=  уп (дг) лар (80) п- тартибли бир жинсли чизикли тенгламанинг 
)п, р[ интервалда хусусий ечимларининг фундаментал системасини 
ташкил этувчи хусусий ечимлари булса, бу тенгламанинг умумий 
ечими

У =  Схух (х) +  Сгу2 (дг) +  С3у3 (дг) +  . . .  -г- СЛчп(х) (82) 

куринишда булади.

2 -теорема. Агар у (79) чизицли бир жинсли булмаган тенгла
манинг хусусий ечими булиб, Y эса мос_бир жинсли (80) тенглама
нинг умумий ечими бдлса, у ,\олда у — у -\-Y функция бир жинсли 
булмаган (79) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади.

И зоз$. Иккита функция учун киритнлган чизикли боглицлнк ва 
чизикли эрклилик тушунчаларнни п та функциялар булган ,\;ол учун 
умумлаштирамиз.

'Агар бнрор ]а. Р( ннтервалдагн барча .г лар учуч X,//, (*) -f  
+  Уг(х) +  • • • +  КУп(х) ="0 тенглик уринли буладиган, хаммаси 
бирданига нолга тенг булмаган X,, X,, . . . , Хп сонлар мавжуд бул
са, у .\олда у у =  iJi(x), Vi =  Ih (х).............уп =У„(х) функциялар ]а,
Р( интервалда чизикли бог лиц деАилади.

Агар бу тенглик )а, Р[ даги барча х лар учун факат Xj =  X, =  
. .  . = Х „ = Э  булгандагина бажарилса, бундай функциялар ]а, Р( 
интервалда чизикли эркли дейилади.

.Масалан, 1, дг, дг! , . . . хп функциялар системаси бутун сон уцида 
чизикли эрклидир (II боб, 7- §, 3- пунктга царанг).

Куйндаги тасдик уринлиднр (биз уни исботсиз келтнрамиз). (80) 
тенгламанинг п та хусусий ечимлар системаси берилган интервал
да фундаментал булиши учун мазкур интервалда бу ечимлар чи- 
зицли эркли булиши зарур ва етарлидир.
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2 . я -тар ти б л и  узгарм ас коэффициентли чизицли дифференциал тен г-
ламалар. Ушбу

а0ую +  ~  агу<п~2) +  . . .  +  ап_ху' +  a jf  =  f (дт) (83)

куринишдаги тенглама п-тартибли узгармас коэффициентли чизиц
ли дифференциал тенглама дейилади. Бу ерда а0, а ,, а , , ап_ и 
ап — коэффициентлар — бирор сонлар, шу билан бирга а0 Ф 0.

Ушбу бир жинсли \згармас коэффициентли чизицли дифференциал 
тенгламани цараймиз:

воУ(т +  а Л * '"  +  агУ(П~2> +  ■ • • • +  ап - У  +  апУ = 0 -  (84)

(84) тенгламанинг ечимини у =  екх куринишда излаймиз. Бу функция
ни берилган тенгламага цуйиб ва умумий купайтувчи екх Ф  0 га цис- 
цартирнб, цуйидаги алгебраик тенгламани ,\оснл циламиз:

a0kn ах kn 1+ a J /jl 2 - f  . . .  + e n_, k-\-an =  G, (85)

бу ердан к нинг у =  екх функция (84) тенгламанинг ечими буладиган 
цийматлари аницланади. (85) алгебраик тенглама (84) чизицли диффе
ренциал тенглама учун характеристик тенглама дейилади.

(85) тенглама п- даргжгли тенгламадир, шунннг учун у л та ил- 
днзга эга (VII боб. 3-§. 4 - пунктга царанг). Куйидагинн курсатиш 
мумкин:

1) характеристик тенгламанинг карралиги г булган <кг — кг =  
=  /?,= . . .  =  кг) исталган .\ациций илдизи kt га ушбу г та хусу
сий ечим мос келади:

У1 =  ei,x, У% =  х ек,х, у,  =  х*ек'х.............. у, =  х'~1 ек,х;
2) характеристик тенгламанинг \ар бирининг карралиги г бул

ган хар кандай комплекс кушма kt =  а +  р/, к. =  а — р/ илдизлар 
жуфтига ушбу 2г та хусусий ечим мос келади:

У1 = е ах cospх, у, =  хеа co sp *............. у, =  xr~x еахcosРх,
Уг+1 = е ах sin р х, у,+2 =  хеах sin р х ............. y2r =  a '-1 еа х sin р х.

(8 5 ) характеристик тенгламанинг барча .хацицнй ва комплекс нлдизла- 
рнга мос келувчи бундай ечимларнинг сони п га тенг. Бу ечимлар 
хусусий ечимларнинг фундаментал системасннн ташкил этншини кур- 
сатнш мумкин.

I-м и со л . I/' ~ у п — у111— у =  0  тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенгламани тузамиэ:

Бу тенгламаиинг чап томониии к\пэнтувчиларга ажратиб ечамиз:

м *  =«*2( *5 — +  1) =  А’- [*’ ( * — !) — ( * — 1)1 * = k ' - ( k  —  I) X
| X (**— 1 )= * 1 ( * _  1)* (/! +  )).

Демак, характеристик тенгламанинг илдизлари: 6 , =  =  0 ,  £ ,  =  / ; ,=  I , k& =  
= —  I .  Карралиги 2 булган * ,  =  * , = 0  илдизга иккита хусусий ечим мос келади:
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=  е ° *  =  1, i/2 =  же0*  =  х. Карралигн 2  га тен г булган ks =  Аг« =  I нлдизга у =  
=  е*  ва у, =  хёх хусусий ечнмлар мос келади, нн.цоят, кь =  —  1 оддий илднзга бнт- 
та yl = e ~ i  хусусий ечим мос келади Бу барча хусусий ечнмлар фундаментал сис
тема ташкил этади . Шунинг учун умумий ечим куйидагича булади:

У =  С , •+ Сгх  +  С * '  +  Ctxex +  Сьс - Х.
Энди ушбу бнр жинсли булмаган узгармас коэффициентли чизик

ли дифференциал тенгламани ^араймиз:

а0у'п> +  4- Щ * - *  +  . . . +  a j - f  (х). (86)

Бнзга маълумкн, бу тенгламанинг умумий ечими мос бир жинсли (Ю) 
тенгламанинг умумий ечими билан бир жинсли булмаган (86) тенгла
манинг хусусий ечими йигинднсига тенг.

Бир жинсли чизикли тенгламанинг умумий ечимини топиш хозир- 
гнна цараб чн^нлди.

(86) бнр жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини излашда 
унг томон махсус куринншга эга булган .\ол билан чекланамиз (4- §,
2- пунктга ^аранг).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими шаклини ту- 
знш цоидаси иккинчи тартибли тенгламанинг хусусий ечими шаклини 
тузншнннг 4-§ , 2-пунктда нфодаланган цоидасикинг худди узи бу
лади.

2- мисол. у" - f  у' =  cos2x тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и л и ш и .  Характеристик тенглама тузамиз: 6 3 - f - А =  0 . Унинг нлдизларичи 

топамиз: k x =  0 , к2 =  i, kt = , —  i. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

У  =  С , +  С 3 c o s x - f -C s sinx
куринишда б?ладн.

Бнр жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини

у =  /lcos2x +  В  sin2x 

шаклда излаш керак. у нн уч марта дафференциаллаймкз:

у' =  —  2А s in 2x  +  2 В  cus2x, у ' =  —  4.4 co s2x  —  4 В  sin 2x,

7 ”  =  &4 sin2x —  8  В  cos2x.

ут ва у' нинг ифодаларини берилган тенгламага цуямич ва ухшаш .\адларни их- 
чамлаймиз:

8/1 sin2x —  8 В  cos2x —  2i4 sin 2х +  2В  cos2x =  cos2x,
6/1 sin 2x  —  6fl cos2x =  cos2x.

Б у  тенгликнинг чап ва унг томонидаги sin 2x  ва icos2x лар олдидагн коэффици- 
ентларни тенглаб, 6/1 =  0 , — 6 В = 1  ни *осил киламиз. Бу ердан А =  0 , В  =  
=  — 1/6 ва натижада хусусий ечимпуйидагача булади:

У =  — ~ - s i n 2 x .

Берилган тенгламанинг умумий ечими:

у =  у +  Y =* —  sin2x +  С , C j cos х  - f  С , sinx.
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6-§ . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ КАТОРЛАР 
ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛЛАШ

1- § нинг 8- пунктида биринчи тартибли тенгламаларни ннтеграл- 
лаш методлардан изоклиналар методи ва Эйлер методи каралган эди. 
Бу параграфда дифференциал тенгламанинг такрибий ечимини каторлар 
ёрдамида топиш усули каралади. Бу усул исталган тартибли тенгла- 
мани такрибий ечиш учун яроклидир.

Дифференциал тенгламанинг ечими куп холларда бирор интервал
да якннлашадиган даражали катор куринншида берилишн мумкин. 
Бу каторнинг коэффициентларини Тейлор каторини куллашга асос- 
ланган усул ёрдамида топиш мумкин.

Ушбу иккинчи тартибли

y " = f ( x ,y ,y ' )  (87)
тенгламанинг у\х=и =  У о. У'\х=х, =  У0 бошл шгич шартларни каноат- 
лантирадиган хусусий ечимини топиш талаб килинган булсин.

Берилган тенгламанинг у = у (х )  ечимини даражали катор (Тейлор 
цатори) яуринишида нфодалаш мумкин деб фараз килайлик:

У (X) =  у (*,) +  у' (ДГ.) X- = f ±  +  f  (ДГ.) +

+  < Г(*.) ••• (88)

1\аторнннг коэффициентларини аниклаш учун куйидагича й у л  ту- 
тамиз. у (дг0) =  у0 ва у’ (дг0) =  у0 кийматлар бизга бошлангич шартлар- 
дан маълум. у”(х0) ни топиш учун (87) тенгламанинг унг томонида 
у ва у’ урнига уларнинг х — х0 даги кнйматларини куямиз:

У" (*о) — Уо ~ f  (хо- Уо> У о)- (89)
у"'(х9) ни топиш учун (87) тенгликнннг иккала томонини х буйи

ча дифференциаллаймиз ва у, у, у" нинг х — х0 даги кнйматларини 
Куям из. Кетмг-кет куйидагиларнн досил киламиз:

ljnrW  =  “Г  +  Т~ у' +  У" =  Ф <*• У- У'• Л .  (9°)дх ду оу
у1" (Xо) =Ф(дг0. у0. у о, Уо)- 

(90) тенгликни яна дифференииаллаб ва х0, у0, у0, у’0, у'й кийматлар-
ни куйиб. у™ (х0) кийматни топамиз ва j .̂k. ^осплаларнинг топилган 
кнйматларини (88) Тейлор наторига куямиз. Натижада (87) тенглама
нинг ечимини топамиз.

М исол. у” =  у cos х +  х  тенгламанинг у(0) =  1. 1/(0) =  0  бошлангич шартларни 
Каиоатлантирупчи хусусий ечиминннг Даражали каторга ёйилмасидаги биринчи учта 
да дин и топинг.

Е ч и л и ш и .  Тенглама ечимини Маклорен >чатори курмнишида излаймиз:

</"(0) .  . * Г ( 0 )  .  ,



х  =  0  да у =  1 эканини эътиборга олиб, берилган дифференциал тенгламадан то
памиз:

у "(0 )  =  1 • cos 0  +  0 = 1 .

у" ни топиш учун берилган тенгламанинг иккала цнсмини дифференциаллаймиз: 

«Г  =  у’ cos х — у sin  х  +  1;

*  *= 0  да куйидагини хосил циламиз:

у " ( 0 ) =  / (O )-c o s O  —  y (0 ) -s in  0  -J- 1 =  0 *1  —  1*0 -f- 1 =  1.

Х,осилаларнннг топилган цийматларини цаторга цуйиб, у(х) ечим учун каторнинг 
кусусий йигиндиси куринишидаги тацрибий ифодани цосил циламиз:

X* X*

И з о ^ .  Тенгламаларнинг тацрибич ечимини цаторлар ёрдамида то- 
пишда цандай шартларда ечимни даражали цатор куринишнда излаш 
мумкинлиги масаласини, шунингдек, топилган ечимнинг аницлнги ма- 
саласини царамаймиз.

7- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕИГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ Х.АЦИДА ТУШУНЧА

1. Умумий тушунчалар. Математика, физика ва техниканинг куп- 
гина масалаларида бир варакайига узаро бир нечта дифференциал тенг- 
ламалар билан борланган бир нечта функцияни топиш талаб цилинади. 
Бундай теигламалар туплами дифференциал теигламалар системаси 
дейилади. Хусусан, бундай системаларга фазода берилган кучлар таъ- 
снрида булган жисм харакати урганиладиган масалалар олиб келади.

Масалан, фазода бирор (L) эгри чизиц буйлаб F куч таъсирн ос
тида т массали моддий нуцта харакат цилаётган булсин. Нуцтанинг 
харакат цонунини, яъни нуцта координаталарининг вацтга боглицлик 
цонуннни аницлаш талаб цилинади. г =  г (/) харакатланаётган нуцта
нинг раднус-вектори булснн. Агар нуцтанинг узгарувчи коорднна- 
талари x(t), у (t), г (/) орцали белгиланса, у холда

r ( / ) - x ( t ) l  +  y(/) j  +  r ( 0 k

булади. ХаРакатланаётган нуцтанинг тезлиги ва тезланиши цуйидаги 
формулалар буйича хисобланади:

dr dx , , du , , dz ,v =  —  =  —  | a .  j  4--------k ,
dt dt dt dt

a =  — =  — | - l * £  i —  k 
dt* dt» dt* 1 dt* '

(VI боб, 5- §, 4- пунктга царанг).
F куч, умуман айтганда, вацтнинг, нуцта координаталарининг ва 

тезликнннг координата проекцияларининг функциясидир:

*, У. г, f ) l + F ,  (/, дг, у. +

.1  + F , ( t .  л . У.  - f j k
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Ньютоннинг иккинчи цонуннга асосан нуктанинг ^аракат цонуни 
тенгламаси ^уйидагнча ёзилади: т а  =  F. Бу тенгликнинг чап ва унг 
томонларнда турган векторларни координата уцларига проекцнялаб, 
.\аракатнинг учта дифференциал тенгламасини хосил киламиз:

т

т

т

^  -  F It х и г —  —  — )й,г * ' у' z' dt' dt' dt)'

d ^ = F  t г, — A  A )  
dt- y d t ’ d t ’ dt )'

X , y. z, 4 .  +y- iL )  
dt1 \ a dt' dt' dt )'

(91)

Бу дифференциал тенгламзлар изланаётган учта х  =  .v(/),. у =  y(t), 
z — z(t) функцияга ниебатан учта иккинчи тартибли* дифференциал 
тенгламалар системасидан иборатдир.

Келгусида факат изланаётган ух(х), у2(х), уя(х)...........у„(х) функ-
цияларга ниебатан махсус куринишдаги биринчи тартибли тенглама
лар сисэемасини урганши билан чекланамиз. Бу система куйидаги

—■ =  fi (*’ Ук Уг- Уз............. Уп).dx

V1- =  fi (X, Ук Уг, Уз.............У Г,),dx

~  =/л (* . Ук Уг. Уз- . Уп)

(92)

куринншга эга ва нормал шаклдаги система й ен  нормал система 
дейилади.

Нормал снстемада тенгламаларнинг унг томонлари изланаётган 
функцияларнинг хосилаларнни уз ичига олмандн.

(92) системанинг ечими деб бу системанинг хар бнр тенгламасини 
капоатлантирадиган ух(х), yt (х), у3 (х)............ уп(х) функциялар туп
лам и га айтилади.

Иккинчи, учинчи ва янада ю^орироц тартибли тенгламалар снсте- 
масини янги функцнялар киритиб, нормал системага келтирнш мум
кин. Л\асалан, (91) система нермал системага куйндагича келтнриладп;

и (О £ .  " ( O f i ,  H I ) - r r  dt dt dt

деб янги и (t), v (t), и) (t) функциялар кнритамиз. У >олда
d1 х dit d'-y __ dv d'-г _  dx'
dt1 ~dt ' dt* ~ ~ d t '  dt1 dt '

натн;. ада (91) тенгламалар системасн кунндагнча ёзилади:

* Дифференциал тенгламалар системасиниьг тартнби деб, бу системага кирувчи 
тенгламаларнинг энг юцори тартнбига айтилади.
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(93)

(93) нормал системадир. Масалан, учта х, у, г номаълум функцияли 
учта тгнглачздан ибэрат ушбу нормал системани царанмиз:

Дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси учун Кошннинг 
мавжудлик ва ягоналик теоремаси цуиидагича нфодаланади:

Теорема. (94) система тенгламаларининг унг томонлари, яъни 
ft(t, .V, у , г) ( i— 1, 2, 3) функциялар бирор G сохада барча узгарувчи-
лари буйича узлуксиз ва унда узлуксиз—  —  хусусий хосилаларгаdx * dy ’ dz
эга булсин. У  \олда G сохага тегишли /0, х0. у0, z0 кийматлар хар 
цандай булганда .\ам системанинг ушбу

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ягона х (t), y(t), z(t) ечими 
мавжуд булади.

(94) системани интеграллаш учун шундай усулни ь^уллаш мум- 
кинки, унинг ёрдамида учта изланаётган функцияга нисбатан учта 
тенгламага эга булган бернлгаи система битта номаълум функцияга 
нисбатан учинчи тартибли битта тенгламага келтирилади. Бу усул 
номаълумларнн йуцошиш усули дейилади

Унинг кулланишини мнсолда курсатамиз. Соддалнк учун иккита 
тенглама системаси билан чекланамиз. Ушбу тенгламалар системаси 
берилган булсин:

~  =  А (<• л:, у, г), at

— М *. х, у. г),at

=  U (*• X. у, г).at

(94)

Xito) - -  л0. У — У o' * (̂ о) (95)
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Системанинг биринчи тенгламасини t буйича дифференцналлаб.
d*x j  _dx dy_
dt*~ dt  ̂ dt

нн топамиз. Бу тенглнкка —  нинг системанинг иккинчи тенгламаси- J dt
• даги ифодасини цуямнз:

—  -  — 7 -$ - +  (— '2х — 5у). dt3 dt
Ницоят, у функцияни унинг системанинг биринчи тенгламасидаги

+ 7х (*) 

нфодаси билан алмаштирнб, бнтта номаълум функцияга нисбатан ик- 
кинч»* тартибли бир жинсли чнзицли тенгламага келамиз:

—  =  -  7 — _  2 х - Ь ( —  +  7х\ 
dt2 dt [dt J

ёки

—  +  1*> —  +  37* =  0. 
d/1 d/

Бу тенгламани ннтеграллаб, унинг умумий ечимини топамиз:

х =  e-e< (Сх cos t - f  Сг sin t). (•*)

(*•) ни дифференцналлаб, топамиз:

—  =  —6 с-6 ' (Cj cos  t +  С, sin t) +  e~*‘ (— Cx sin t +  C2 cos t). 
dt

x ва —  нинг ифодаларини (*) тенглнкка цуйиб ва ухшаш цад- 
dt

ларни ихчамлаб, цуйидагнга эга буламиз:

у =  — бе” 6' (Сх cos t +  Сг sin /) +  е” 6' (— Сх sin / +  С, cos /) -f- 
+  7е~« (Q  cos  t +  С, sin'/) == е"*' [(С* +  Сх) cos t +  (С, — С,) sin t).

Ушбу
x  =  (Ci cos / - f  C, sin t) ,

У =  e“ 6' [(С, +  C,) cos t +  (C. -  C J  sin *] (’ **)

функциялар берилган системанинг ечими булади.
Шундай цилиб, иккита дифференциал тенгламанинг нормал систе- 

маснни интеграллаб, унинг иккита ихтиёрий Сх ва Cs узгармасга бог- 
лиц ечимини хосил цнлдик. Умумий цолда п та тенгламадан иборат 
нормал система учун униш умумий ечими п та ихтиёрий узгармасга 
боглиц эканини курсатиш мумкин. .Масалан, учта тенгламадан ибо
рат ушбу
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—  =  ft  (Л * .  У. г), 

- -  =/* (t. * .  «/, г).

^ 7  =  fa  (*• *• У’ 2)

нормал система учун умумий ечим ихтиёрий учта С,, С,, С, узгар- 
масга боглн^ булади ва у цуйидагн куринишда ёзилади:

х — х (t, Ci, Ct, С3), у = у  (t, Cj, С«, С,), г — z (t, Clt Сг, С3).

Хусусий ечимни ажратиш учун

х (/„) =  * 0- У ('•) =  Уо. 2 (/0) =  20
бошланрич шартлар бернлалн ва С,, Ct, Cs узгармаслар ^уйидаги 
тенгламалар системасидан аникланади:

x(to, С(, Ct, Ct) — х0,
У(1»> Ct, Ct, С,) =  у0,
*  (̂ #> C l ,  Ct , Cj) =  2#.

Мисол сифатида ю^орида топилган (***) умумий ечим

х =  е~ы (С, cos t Cf sin /), 
у =  [(С, +  CO cos t +  (C, -  Ci) sin <]

дан x (0) = 0 ,  у (0) =  1 бошланрич шартларни цаноатлантирувчи ху- 
суснй ечимни ажратайлик.

Берилган бошланрич шартларда (***) ечимдан Сх ва С, 'узгармас - 
ларни топиш учун ^уйидаги системани ^осил киламиз:

0 =  Сх- 1 -г Сг-0, |
1 =  (Ct +  • I -f- (С, — Ci) *0. j

Бу ердан Ci = 0 ,  Сг =  1. Демак, изланаётган хусусий ечим ^уйидаги 
куринишда булади:

х =  е~61 sin t, у =  е~*‘ (cos t +  sin t).

2. Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламалар 
системалари. Тенгламаларнинг нормал системасини интеграллашнинг 
юцорида курилган усулидан ташцари яна битта усулни курсатамиз. 
Бу усул фа^ат узгармас коэффициентли чизикли тенгламаларнинг нор
мал системаси учун кулланнлади.

Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системаси берилган булсин. Соддалик учун учта номаълум 
функцияли учта тенглама системаси билан чекланамиз:
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— - = a u J f - f  а12у +  а1гг, dt

~~~ —  fl2j X 4" 0 22 У 4“ O j 3 Z,
dt

——  a3l x -J- a32 у +  азд z. 
at

(96)

Бу системанинг хусусий ечимичи
х =  а е к1. y =  $ ekt, z = y e kt (97)

куринишда излаймиз. Биз а, р, y коэффициентларни ва даража к5р- 
сатккчи k ни шундай аншугашимиз кераккн, (97) функциялар (96) сис
теманинг ечими булсин. Бу функцияларнн (96) теиглнкларга куйнб 
ва е*‘ Ф 0 купайтувчига ^нсцартириб, куйидагини хосил киламиз:

Барча хадларни бир томоига утказиб, а, р, v га ниебатан чизикли 
алгебранк тенгламалар системаснни хосил киламиз:

(98) бнр жинсли тенгламалар системасиднр. Маълумки (II боб, 7-§, 
7- пункт), бир жинсли система цолдан фаркли ечнмларга эга булиши 
учун системанинг детерминанта нолга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир. Шундай килиб, (98) система нолдан фаркли ечнмларга эга бу
лиши учун У

тенглик бажарилиши керак.
(99) тенглик k га ниебатан учинчи даражали тенгламаднр. у (96) 

системанинг характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик 
тенглама ^ар хил хакикий klt kt, k3 илднзларга эга булган х.ол билан 
чекланамиз. Бу илдизларнинг ,̂ ар бирн учун мос (98) тенгламалар сис- 
темасини ёзамнз ва a t, р,, Yil a*. р2, Y2: a s. Рз- коэффициентларни 
ани^лаймиз. Агар системанинг характеристик тенгламанинг kx илди- 
зига мос ечимини уи zx оркали, k2 га мос ечимини х2, уг, гг ор- 
кали, k3 га мос ечимини дг4. Уз• 2,  оркали белгнласак, (% ) дифферен
циал тенгламалар системасининг умумий ечими куйидагича ёзилишини 
курсатиш мумкин:

ka =  ап а +  а12$ + а 1чу, \ 
й р =  ап а +  о 2, р  4 -  а ,3 у, ' 
ky =  a3l a  -f- а32 р +  a ss у. 1

(au — k) a  4-‘ O12 P 4- a13 y =  0,
an a  4-- (ai2 -  k) P 4 : au y =  0,. .......
o3i a  +  +  (°зз — k) Y =  0. " 0 8 )

=  0 (99)

x (i) =  Cx xx 4-  C2 xt 4 -  C, x3, 
У ( 0  =  Vi 4 -  C 2 Уг 4 -  С ,  уг, 
z (/) =  Ct Zy 4 -  C2 r2 4 -  C, zj .
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ёкн
* ( 0 =  CiC*! eni +  Ct at ekV +  C3a3e*3‘ ,
У (0  -  С, pt e*» +  C2 p2 e *  +  C, ps e**,
2 (0  =  Cx т, e*1* +  Сг v2 e** +  С,  7, «** (100)

Мисол. Ушбу системанинг умумий ечимини топинг:

dx
-  —  2 , - 3 ,

Д  —  X dt
С)

Е ч и л и ш и .  Берилган ди4ференциал теигламалар системаснга мос (99) харак
теристик тенглама цуйидаги куринишда булади:

1 — 2 —  Л — 3 I 
| — 1 0 — Л | — 0

ёки А!  +  2к — 3 =  0 . Унинг илдизлари: k t =  — 3 , Аг =  1 
(•) системанинг хусусий ечнмларини

* i  =  «1 «*■'. J/i =  Pi «м ; х 2 =  a 2ek,t, yt =  р2 е**'

куринишда излаймиэ.
Л, =  —  3  да а  ва р ни аницлаш учун (98) теигламалар системаси куйидагича 

ёзилади:

[— 2 —  (—  3)1 c t j — 3 P i  =  0 ,  | Oi —  3  Pi =  0 . "i
— « i + i o  — ( — з)1 ?! =  о ( - в1 +  зр, =  о. f

Б у  система чексиз к5'п ечимга эга , чунки иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг 
натижасидир. Масалан, рг=  1 деб, c t i = 3  ни топамиз. Шундай цилиб, характеристик 
тенгламанинг кх =  —  3  илдизига х 1 =  Зе~31 ва yt =  е 31 хусусий ечимлар мос келади. 

Л =  1 да а  ва р ни аницлаш учун (98) теигламалар системаси куйидагича б$ла-
xi:

— За, — 3 Рг =  0, \
—  а 2 —  Р2 =  0 .  /

Б у системанинг ечимлари сифатида а 2 =  1 р2 =  —  1 ни олиш мумкин. У  з^олда: 
характеристик тенгламанинг k  =  1 илдизига х ,  =  е* ва у2 =  —  е * хусусий ечимлар 
мос келади.

Берилган (•) системанинг умумий ечими (100) формулага кура куйидагича булад и 

х  (Г) =  3  С , е~31 +  Сге‘ \ у (t) =  С, е~3‘ — С , «'•

Агар (99) характеристик тенгламанинг илдизлари орасида комплекс 
сонлар булса, у э̂ олда уларга мос хусусий ечимлар битта чизикли 
тенглама холидагнга ухшаш (4-§, I-пунктга каранг), Эйлер формула- 
лари буйича узгартириладн.
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Э\ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1 -§ .  АСОСИЙ ТУШ УНЧАЛАР

1. Тасодифий ми^дорлар. Частота. Эдтамэл. Эхтимоллар назарн- 
яси куп сондаги тасодифий .\одисалар (во^еалар) нинг конуннятлари- 
нн урганувчи математик фандир.

Маълум шартлар мажмуаси (туплами) бажарилганда содир булиши 
^ам, содир булмаслигн \ам мумкин булган \ар кандап воцеа тасоди
фий ходиса (ёкн оддий цилиб айтганда, ходиса) дейилади. Эхтимоллар 
назарйяси куп сонлилик характерига эга булган ана шундай додиса- 
лар билан иш куради. Бу бэрилган шартлар туплами чексиз куп 
марта амалга оширилишн мумкин деган суздир. Бу шартлар туплами- 
нинг \ар гал амалга оширилишн синов (ёки тажриба дейилади.)

Масалан, агар синов ??.чгани ташлашдан иборат булса, у >рлда 
унинг гербли томони тушиши .\одисадир; агар синоз берилган турдаги 
подшипникни тайёрлаш булса, у холда подшипникнннг стандартга 
мослиги ^одисадир; агар синов уйин сокцасинн, яъни ё^ларнга 1 дан 

« 6 гача ра^амлар (очколар) ёзилган кубикнн ташлашдан иборат булса, 
у зцолда бешлнк тушиши хрдисадир.

.\одисаларнн латнн алфавитининг бош харфларн билан белгилай- 
мнз: А . В , С - - '

п та синозда А ^однса т марта ру i берган булсин. т/п нисбат А 
Ходисанинг частотаси (нисбий частотаси) дейилади ва Р* (А) =
=  —  каби белгиланади.

п
Тажриба снновларни куп марта такрорлаганда тасодифий ходиса- 

нинг Р* (А) частотаси бар^арор эканини курсатади. Бунн мнсолда 
тушунтирамнз.

Тангани 4040 марта ташланганда гербли томон 2048 марта тушган 
булсин. Мазкур синовлар сериясида гербнинг тушиш (руй бериш) ча- 
стотасн Р* (А) =  т/п =  2048/4040 =  0.50G9 га тенг. Шу тангани 
12000 марта ташлангапда герб 6019 марта тушадн. Бинобарин, бу .хол- 
да частота Я* (А) =  6019/12000 =  0,5016. Ни.у>ят, тангани 24000 
марта ташланганда герб Р* С4)=0,5ЭЭ5 частота билан 12012 марта ту- 
шади. Шундай цилиб, курамизки, тангани куп марта ташланганда герб
нинг тушиш частотаси бар^арордир, яъни 0,5  сонидан кам фарц Ки' 
лади. Тажрибанинг курсатишича, частотанинг 0,5 сонидан бу четланиши 
синовлар сонининг ортиши билан камаяди. Бу мнсолда курнлган часто
танинг барцарорлик хоссаси куп сонлн тасодифий мн^дорлар учун уму- 
мнйдир, хусусан, мазкур додисанинг руй бериш частотаси яцинлашади- 
ган шундай сон мавжудки. синовлар сони кат га булгаида частота бу 
сондан кам фар  ̂ ^илади. Бу сон ,\одисанинг э^тимоли дейилади. У 
ходиса руй берншининг объгктив имконини ифэдалайди. \одисанинг
э.^тимоли каичалнк катта булса, унинг руй бериши шунчалик мумкин 
булади. А у>дисанинг э.\тимолини Р(А) орцалн белгилаймнз. Ю^орн-

X I I I  Б О Б
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да царалган мисол да гербнннг тушиш эхтимоли 0,5 га тенг экани- 
равшандир.

Агар ходиса мазкур снновда албатта руй берса, у муцаррар реди
са дейилади, акеннча, агар мазкур снновда х.одиса руй бериши мум
кин булмаса, у мумкин булмаган ходиса дейилади.

Масалан, фацат цора шарлар булган цутидан шар олинаётган бул
син. У холда кора шар чициши мукаррар ходиса, оц шар чициши- 
мумкин булмаган ходисадир.

Агар ходиса мукаррар булса, у хар бир синсвда руй берадн (т =  
=п). Шунинг учун муцаррар ходисанинг частот&сн хар дсим бирга 
тенг. Аксинча, агар ходиса мумкин булмаган ходиса булса, у хеч 
цайсн снновда руй бермайди (т = 0 ) .  Демак, мумкин булмаган ходи- 
санинг синовларнинг хар цандай сериясидаги частотаси нолга тенг. 
Шунинг учун муцаррар ходисанинг эхтимоли 6npia, мумкин булмаган 
Ходисанннг эхтимоли эса нолга тенг.

Агар А ходиса муцаррар ходиса хам, мумкин б>лмаган ходиса хам 
булмаса, у холда унинг частотаси т/п синсЕлар ссни катта булганда 
бирор р ( 0 < р < .  1) сондан — А ходисанинг эхтнмолидгн кем фарц 
цилади.

2. Ходисанинг кесишмаси ва бирлашуаси. Иккита А ва В хсдиса-
нннг кесишмаси (ёкн купантмаси) деб хам А, хам В ходисанинг бир- 
галнкда руй берншидан иборат булган цодисага айтилади. Бу ходиса- 
ни АВ ёкн ВА орцалн белгилаймиз.

Худди шунга ухшаш, бир нечта, масалан, А,В ва С ходисаларнннг 
кесишмаси деб А,В ва С ходисаларнннг биргаликда рун беришн- 
дан иборат булган D =  ABC ходнеага айтилади.

Иккита А ва В ходисанинг бирлсшмсси (ёки йигиндиси) деб А ёки 
В ходисаларнннг камида бнттаси руй берншидан иборат С ходнеага 
айтилади. Бу ходиса цуйидагича белгиланади: С =  А +  В.

Бир нечта ходисанинг бирлашмасн деб улардан камида биринннг 
руй берншидан иборат ходнеага айтилади. D =  A - f  В - f  С ёзув D хо
диса А,В ва С ходисаларнннг бирлашмасн эканини билдиради.

Агар А ходисанннг руй бериши В ходисанинг руй беришини инкор 
этса, Л ва В  ходисалар биргаликда руй бермайдиган ходисалар дейи
лади. Бу ердан агар А ва В биргаликда руй бермайдиган ходисалар 
булса, у холда АВ мумкин булмаган ходиса булиши келиб чицади.

Цуйидаги мисолни курайлнк. Бирор идишга жойланган газнинг 
бирон-бир танин молекуласн харакатини кузатамиз. Бу идиш (хажм) 
ичнда а  ва р хажмларнн ажратамиз (82-раем). А ходиса молекуланинг 
а  цажмга, В ходиса молекуланинг р хажмга тушишн булсин. А ва 
В ходисаларнннг кесишмаси молекуланинг а  ва 
р хажмларнинг умумий циемнга тушишидан 
иборат булади. Агар а  ва р \ажмлар умумий 
нуцтага эга булмаса. равшанки, А ва В бирга
ликда булмаган ходисалар булади. А ва В ходи- 
саларнинг бирлашмаси (йигиндиси) мо.екула- 
нннг ё фацат «  .хажмга, ё фацат р хажмига ёкн 
уларнинг умумий цисмига тушишидан иборат булади. 82- раем
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3. Э^тимоллар аксномалари. Л ва В  нккнта биргаликда булмаган 
ходиса булсин, шу билан бирга т А синовда ходиса т1 марта, В хо- 
диса эса т., марта руй берган булснн. У холда А ва В ходисаларнннг
частоталари мос равишда Р* {А) =  Р*(В) =  ^  га тенг. А ва В
Ходисалар биргаликда булмагани учун А +  fi .\одиса мазкур синов- 
лар сериясида т х +  т., ма рта рун берган. Демак,

Р* (А +  В) =  -/п‘+ ” ' =  =  Р* (Л) - f  Р* (В).
п п п

Шундай килиб, А +  5  ходнсаиинг частотаси Л ва fi ходисалар часто- 
таларининг йириндиснга тенг. Бирок катта п ларда Р* (А), Р* (В) ва 
Р*(А +  В) частоталар тггишли Р(А), Р(В)  ва Р(А +  В) эхтимол- 
лардан кам фарк цилади. Шунинг учун агар Л ва В  биргаликда бул
маган ходисалар булса, у холда Р (Л -г В) =  Р (Л) 4- Р (В) деб олиш 
табиийдир.»

Баён цилинган бу фикрлар э^тимолларнинг куйидаги хоссаларини 
баён этишга имкон беради. Биз уларнн аксиомалар сифатида кабул 
киламиз.

1 - а к с и о м а .  Х,ар бир А тасодифий хрдисага унинг эхтимоли 
деб аталувчи ва 0 Р  (.4) <  1 шартни каноатлантирувчи тайин 
Р (А) сон мос келади.

2 - а к с и о м а .  Му^аррар хрдисанинг эхтимоли бирга тенг.
> а к с и о м а .  ( э х т и м о л л а р  ни к у ш * 1Ш а к с и о м а с и ) .  Л

ва В биргаликда булмаган ходисалар булсин. У  ,\олда бу ходисалар- 
дан камида бирининг руй бериши эхтимоли уларнинг эхтимоллари 
йигиндисига тенг:

Р(А +  В) =  Р(А) +  Р(В).  (1)
3 -аксиома бнр нечта ходиса булган хол учун умумлаштирилади, чу- 
нончи, агар Л,, Л, , *** ,  Л„ ходисалар жуфт-жуфт булиб биргаликда 
булмаса (яъни бу ходисаларнинг исталган бири цолган хар кайси .уэди- 
са билан биргаликда булмаса) у холда

Р (Лх +  Л, +  • • • +  AU) - P ( A J  +  P ( A J  +  ••• +  Р(Ат) (2) 
б улади.

Л коднсага царама-^арши ходиса деб А _ходисанннг руй бермас- 
лигидан иборат А ходисага айтилади. Л ва Л ходисалар биргаликда 
б^лмаслигн равшандир.

Масалан, Л ходиса буюм станаартга мувофпк эканидан иборат бул
снн. у хочда карама- кзрши Л ходиса буюм стандартга жавоб бермас- 
лигидан иборат булади. Л х°ДНСа уйнн соккасини бнр марта ташлан- 
ганда жуфт сон тушиши булса, у холда Л ток сон тушиши булади.

1-теорема. Исталган А ходиса учун царама- карти A jfoduca- 
нинг эхтимоли куйидаги тенглик билан ифодаланади:

/>(Д) =  1 _ Р ( Л ) .  (3)

И с б о т и .  Ё Л ходисанннг, ёки Л ходнсаиинг руй беришидан 
иборат Л -4- Л ходиса, равшанки, мукаррар х.одисадир. Шунинг учун
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2-аксиомага кура Я (.4 4- А) =  1. Бу ердан, А ва А ходисалар бнрга- 
ликда б\ лмаганн учун, 3-аксномага кура: Р (А +  А) — Р (А) 4- Р (Л) 
Демак, Р(А) +  Р(А) =  1, бу ердан Р(А) =  1 — Я (Л).

2- теорема. Мумкин булмаган ходисанинг эхтимоли нолга тенг.
И с б о т и .  Агар мумкин булмаган ходиса муцаррар ходнсага кара- 

ма-карши эканини эътнборга олсак, исбот бевосита 2- аксиома ва 1- 
теоремадан келиб чнкадн.

4. Эдтимолнинг классик таърифи. Юкоридаайтилганидек, синовлар 
сони п катта булгаида А ходисанинг руй бериш частотаси Р* (Л) =
=  —  туррунликка (барцарорликка) эга ва А ходиса э\тп молинингп
такрибий цннматини беради, яъни

Р ( Л ) « Я *  (Л).

Бу хол ходиса э.\тимолнни синовлар нули билан такрибан топнш- 
га нмкон беради. ^одиса эхтимолинн топишнннг бу усули гмалда 
хар доим кулай эмас. Бир цатор холларда ходиса эхтимолини синов- 
гача ходнсаларнннг тенг э.хтимоллик (тенг нмконнятлилик) тушунча- 
сидан фондаланиб топишга эришнлади.

Агар ходнсаларнннг .дар бири бош к, а исталган бирига Караганда 
тезрок к у проц РУ̂ 1 беради деб хисоблашга хеч канДай объектив сабаб- 
лар булмаса, бу ходисалар тенг эхтимолли (еки тенг имконият- 
лилнк дейилади.

Масалан, тангани ташлашда гербнинг ёки рацамли томони нинг ту
шиши тенг эхтимолли х°дисаларднр.

Бошка мисол курамиз. Уйин сокдасн ташланаётган булсин. Соцца 
(кубик) симметрнк булгани учун 1 , 2 , 3 , 4 , 5  ёки 6 ракамларидан ис
талган бирининг тушиши бир хилда мумкиндир (тенг эхтимоллндир).

Агар синов натнжасида E l t •••, E N ходнсаларнннг камида бит- 
таси руй берса, бу ходисалар мазкур снновда ту ли к; группани таш
кил этадн.

Масалан, охнрги мнсолда тулии, группа олтнта ходисадан — 1,2,3,
4, 5 ва 6 ракамларининг тушишидан иборатдир._

,\ар кандай Л ходиса ва унга карама-царшн Л ходиса тулнц груп- 
панн ташкил этишн равшандир.

Агар В ходисанииг руй бернши Л ходисанинг руй беришнга олиб 
келса, В ходиса Л ходисага имкон яратувчи ходиса дейилади.

Масалан, агар Л уйнн соцкасини ташлашда жуфт сондаги очколар- 
нннг тушиши булса, 4 рацамининг тушиши А ходнсага нмкон яратув
чи ходисадан иборат булади.

£ 1( £.,•••, Е N ходисалар мазкур синсвда тенг эхтимолли ва 
жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган тулнц группа ташкил этсин. 
Уларни синовларнинг натиясалари деб ата'мнз. Л ходисага синовнннг 
А! та натнжаси имкон яратувчи булсин дейлик. У холда Л ходиса- 
нннг мазкур синовдаги эхтимоли деб М/N кисбатга айтилади. Шундай 
цилиб. таърнфга келамиз.
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А ходисанинг мазкур синоздаги Р(А) эхтимоли деб А Jfoducaaa 
имкон яратувчи синов натижалари сони М нинг синовнинг тенг 
эхтимоли, жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган ту лиц группа- 
сини ташкил этувчи, мумкин булган натижаларининг умумий 
сони N га нисбатига айтилади : Р (А) =  М (N).

Эцтимолнинг бу таърифн купинча к л а с с и к  т а ъ р и ф  деб атала
ди. Классик таъриф э.уимолнинг аксиомаларини цаноатлантиришинн 
курсатиш мумкин.
^ "Т ^ м и с о л . Завояга 1000 та подишпникдан иборат партия келтирилди. Б у  парти- 
яга тасодифан стандартга жавоб бермайдиган 30  та подшипник аралашиб цолган. 
Таваккалига олинган подшипник стандарт булиши эхтимоли Р  (А) ни аницланг.

Е ч и л и ш и .  Стандарт подшипниклар сони 1000 —  30  =  970 та. Хар бир под- 
шипникнинг олиниш эхтимоли бир хил деб цисоблаймнз. У  ^олда ходисаларнинг 
ту лиц группаси N =  1000 та тенг э^тимолли натижалардсн иборат булиб, A J(o диса

га улардан М  = 9 , 0  та натижа имкон яратади. Шунннг учун Р(А) =  Л L . =
N

970/1000 =  0 ,9 7 .
2-мисол. рутила 10 та шар бор: 3  та оц ва 7  та цора. Цутидан бирданига 

иккита шар олинади. Олинган иккала шар оц булиши эхтимоли цанча?
Е ч и л и ш и .  Синовнинг барча тенг эцтимоли натижалари сони 10 та шардан 

иккита шарни олиш усулларига, яъни 10 та элементдан олинган группалашлар сонига

тен г- N =  С ?0=  — — -------=  45 . Имкон яратувчи натижалар сони М =  С2 =
21(10—2)! 3 

3! = 3 .  Демак, изланаётган э.^тимол Я =  Л1/Л̂  =  3/45 =  1/15.
21 (3- 2) 1

3-мисол. Кутида 2 та яшил, 7 та цизил, 5  та сариц ва 10 та оц шар бор. 
Рангли шарнинг чициш эцтимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Мос равишда яшил, цизил ва сариц шарларнннг чициш э^тимоли- 
ни топамиз:
Р (яш и л) =  2/24; Р  (цизил) =  7/ 24 ; Р  (сариц) =  5/ 24. К,аралаётган ходисалар, 
равшанки, биргаликда эмас, шунинг учун цушиш аксиомасини цуллаб, рангли шар 
чициш эцтимолнни топамиз:

Р  (рангли) =  Р (яшил) +  Р  (цизил) +  Р  (сариц) =  —  +  —  +  +  —  =  —
' 24 24  24  12

5. Шартли э^тимол. Э^т.мплларни куплйтириш теоремаси.
Куп масалаларда А ва В ходисаларнннг эхтнмоллари маълум бул

ганда бу ходисалар купантмасиничг эхтимолини топишга тутри келади.
Кунидаги мнсолни курамиз. Иккита танга ташланган булсин. Ик

кита герб тушиш эхтимолини топамиз.
Биз тулиц группа ташкил этувчи 4 та тенг э^тимолли жуфт-жуф

ти билан биргаликда булмаган ушбу натижаларга эгамиз:

1-танга 2-та ига

1-натижа герб герб

2 -натижа гер б рацам

3-натижа рацам герб

4-натижа рацам рацам

Шундал цилиб, Р (герб, герб) =  1/4.
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Энди биринчи тангада герб тушгани маълум деб фараз цилайлик. 
щундан сунг герб иккала тангада тушиш эхтимоли цандай узгаради? 
Биринчи тангада герб тушгани учун энди тулиц группа иккита тенг 
эхтимолли биргаликда булмаган натижаларлан иборат булади:

I-танга 2-танга

1 - натижа герб герб

2-натижа герб рацам

Бунда натнжалардан фацат биттаси (герб, герб) ходнеага имкон 
яратади. Шунннг учун цилннган фаразларда Р (герб, герб) =  1/2. 
Энди А оркали иккита гербнинг тушншини, В орцали эса гербнинг 
биринчи тангада тушншини белгилаймиз. В ходиса руй берганлиги 
маълум булганда А ходиса эхтимоли узгаришини кураяпмиз.

А ходисанинг В ходиса руй берди деган плот остидаги янги эх
тимолини Рв (А) орцалн белгнлайми ' Шундай цилиб. Р {А) =  1/4,
РВ(А) =  1/2.

А ходисанинг В ходиса руй беради деган шарт остидаги эхтимоли 
А ходисанннг шартли эхтимоли дейилади.

Кунайтириш теоремаси. А еа В ходисалар купайтмасининг эхти
моли улардан бири э.\тимолининг иккинчисининг биринчи ходиса 
руй берди деб хиюбланган шартли э\тимолига купайтмасига 
тенг, яъни

Р ( А В ) = Р ( А ) . Р а (В). (4)

И с б о т и .  (4) муносабатнинг тутрилигини эхтимолнннг классик 
таърифига асосланиб исботлаймиз. Мазкур синовнинг мумкин булган 

£.,• • • ,Е\ натижалари тенг эхтимолли жуфт-жуфти билан бирга
ликда' булмаган ходисаларнннг тулиц группасини ташкил этсин ва 
улардан А ходнеага М та натижа имкон яратсин хамда ана шу М 
та натижадан L таен В ходнеага имкон яратсин. Равшанки, А ва В 
Ходисаларнннг купайтмасига синовнинг мумкин булган N та натижа- 
сидан L таен имкон яратади. Бундан цуйидагнга эгамиз:

Р(АВ) РА( В ) = - ~ .
N А М

Шунда:'! цилиб,

Р (Л В ) - ! ~ -  =  Р(А)-Ра (ВУ,

теорема исбот булди. Худди шунга пшаш, А на В нинг уринларини 
алмаштириб, топамиз:

Р (А В )= Р ( В ) Ъ ( А ) .  V (5)

(4) ва (5) формулалардан натижа сифатида цуйидагига эгамиз:
Р (А)Р а (В) =  Р(В)Рв (А). (6)



Купайтириш теоремасн исталган чеклн сондаги ходисалар учун 
осон умумлаштирнлади. .Масалан, учта Ах, Л,, А., ,\одиса* учун цуйн- 
дагига эга буламиз:

Р (Ау Аг Л,) =  Р [ (А, Аг) А3] =  Р (Л, Аг) • PAiAt (А,) =

=  Р(А1)Р А1(Аг)Рл,АЛА3)-
Умумий холда
Р (AlAt . . . A a) = P ( A 1) - P At(Aa)-PAiА, (А а) . . . Р А Аг An i (Ая)  (7) 

К̂ уйидаги таърифни киритамиз.
Агар иккита Л ва А ходисанинг бири руй берди деган фараз ик- 

кинчисинннг эхтимолинн узгартирмаса, яъни
Рв (А) =  Р(А)ва РЛ( Б ) = Р ( В )  (8)

булса, Л ва 5  эркли ходисалар дейилади.
(6) муносабатдан (8) даги иккита тенгликнннг бири нккинчиси- 

нинг натижаси экани келиб чи^ади.
Масалан, Л тангани бир марта ташлашда гербнинг тушиш ходнса- 

си, В эса карта дастасидан карта олганда fhuithh картанинг чициш 
хрдисаси булсин. Равшанкн, Л ва В ,\одисалар эркли ^одисалардир.

Л ва В .\одисалар эркли булган холда (4) фэрмула ушбу анча сод
да к^ринишга келади:

Р (АВ) =  Р (А) • Р (В), (9)
яъни, иккита эркли ходиса кфпайтмасининг эхтимоли бу ходиса
лар эхтимолларининг купайтмасига тенг.

Агар Av . . . ,Л4, . . . ,  А„ ходисалардан хар бирининг руй бериши эх* 
тимолн долган бир нечта ходисалар руй берганда уз цийматини узгар
тирмаса, бу х.одисалар биргаликда эркли дейилади.

Бу таърнфдан Л,, Л.......... ... Л„ ходисалар биргаликда эркли булган
Холда (7) формулага кура куйидагига эгамиз:

P (A l At . . .  Лп) =  Р (Лх) Р (Л,) . . .  Р(А„). (Ю)
1-м и сол. Тангани ун марта ташлаганда герблн томов 10 марта тушиш эдти- 

моли данча?
Е ч и л и ш и .  А1 додиса i- таш лаш да герб тушиши булсин. Изланаётган эдтимол 
барча А[ (i =  1 , 2 , 3 ,  . . .  10) додисалар купайтмасининг эдтнмолвдир.
А[ ходисалар эса биргаликда эркли булгани учун, (10) ({юрмулани ц^ллаб, дунида-
рига г̂ямич •

Р(А\Аг . . .  -4ю) *  Р  (Л ,)  • Р (/»,) . . . Р  (Л 10) .
Бирод исталган i учун Р (At ) =  1/2 шу сабабли 

P(At-At. ..Аы) =  (i/t) »  =  1/1024 »  0.001.
2 -  мисол. Ишчи бир- бирига бом и д булмаган дол да ишлайдиган учта станокни 

бош дара дн. Бир соат мобайнида 'чннинг станокка дараши керак булмаслик эдти- 
моли биринчи станок учун 0 , 9  га , иккинчи станок учун 0 ,8  г а , учинчи станок 
учун эса 0 ,7  га тен г.

1) Бир соат мобайнида учта станокдан деч дайсисига ншчининг эътибори керак 
б$лмаслик эдтимола р ни топинг;

• Ах At A3 додвсапинг иккита: С  =  Ах Аг додиса ва А3 додиса купайтмаси шак 
лида тасвирлаш мумкин.
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2) Бир соат мобайнида камида битта станокка ишчининг эътибори »арур булм ас- 
лик э.\тимолиин топинг.

Е ч и л и ш и .  1) Изланаётган р  э.\тнмолини (10) формула буйича топамиз: 

р =  0 ,9  0 ,8  0 ,7  =  0 ,5 0 4 .

2 )  Бир соат мобайнида станокка ишчннинг эътибор бериши зарур булиш э^тнмо- 
ли биринчи станок учун 1 — 0 , 9  =  0,1 га , иккинчи ва учинчи станоклар учун у мос 
равишда 1 — 0 , 8  =  0 ,2  ва 1 — 0 ,7  =  0 ,3  га тенг. У  .холда бир соат мобайнида у ча
ла станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиш эхтимоли (10) формулага асо
сан

0 , 1 - 0 , 2 , - 0 , 3  =  0 ,0 0 6 .

Енр соат ксбайкида учгла станокка ишчининг эътибор бериши зарур булиши- 
дан иборат А ходиса камида битта станокка ишчининг эьтибор бериши зарур булмас- 

лигидан иборат ходиса А га карама- каршидир. Шунинг учун (3 ) формулага кура 
топамиз:

Р (А )=  1 — Р (А ) =  1 — 0 ,0 0 6  =  0 ,9 9 4 .
3 - мисол. 3  та ок  ва 7 та цора шар булган цутидан иккита шар олннади. Олин

ган иккала шар оц булиш э.угимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Б у  масала 4- пунктда эхтимолнннг классик таърифидан фойдаланиб 
ечилган эди. ,\о:ир уни (5) формулами цуллаб ечамиз. Иккита шарни олиш уларни 
кетма-ьет олишга тенг кучлидир. Биринчи олишда о к; шар чицншини А орцали, 
иккинчи олишда оц шар чикишини В  орцали белгилаймиз. Иккита оц шар чихиши- 
дан иборат ходиса Л ва В  .ходисаларнннг купайтмасидан иборат булади. (5) фор
мулага кура цуйидагига эгамиз: Р (А В) =  Р  (Л) Ра (В). Бнроц, биринчи о х  шар 
чиць.андан сунг цутида 2  таси оц булган 9  та шар цолгани учун Р (Л) =  3/10, 
Ра (В) =  2/9. Демак Р (А В ) =  (3/10). (2/9) =  1/15

6. Ту лик; эхтгмол формулгси. Айтайлик, А ходиса тулиц группа таш
кнл утувчи жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган Нг, , Я п 
ходпсаларнинг фгкат биттгси билан биргаликда рун бериши мумкин 
булсин. У холда агар А ходиса рун берган булса, бу жуфт-жуфтн 
билан биргаликда булмаган НХ А, Нг А , Н „  А ходисаларнннг бирор- 
таси руй берганини бнлдиради. Демак,

А — HxA-\-Ht A-\-.. .-{- Нп А.
Зхтимоллгрни цушиш аксиомасини цуллаб, ушбуга эга буламиз: 

Р(А) = Р ( Н 1А + Н г А +  . . .  +  НпА) =  Р (Н 1А) +  Р(Н2А) +  . . .  +
+  Р(Н„А).

Бирок P(HlA ) = P ( H i)- Phi (Л) ( i =  1 , 2 , . . .  л) шунинг учун

Р(А) — Р (И,) Рн> (А) +  Р (Я ,) • Р^ (А) + . . .  +  Р (Я „). РНп (А). (11)
Бу формула тулик ?хтимол формуласи дейилади. Hv / / „ ...  Н„ 

ходисалар купинча «гипотезалар» дейилади
Мисол. Магазинга туртта лампа заводида тайёрланган бир турдаги электр лам- 

по1калари келтнрилдн: 1-заводдан 250 та, 2-заЕоддан 525 та, 3‘. заводдан 275 та
4- засоддан 950  та. Лампочка 1500 соатдан ортик ёниш эхтимодн 1 - завод учун 0  15 
га , 2- га вод учун 0 ,3 0  га, 3 - завод учун 0,20 г а ,  4- завод учун 0,10 г а  тенг. М ага
зин пештахталарига жойлаштиришда лампочкалар аралаштириб юборилди. Сотиб 
олинган льмпочка 1500 соатдан ортик ёниш Мртимоли цанча?

Е ч и л и ш и .  Л ходиса лампочка 1500 соатдан ортиц ёнишвдан иборат, Ни Ht , 
Н3 ва Н, лар зса лампочкалар мос равишда 1-, 2 -, 3-, ёки 4 - заводда тайёрлан- 
ганлшидан иСорат гипотезалар булсин. Х.амма лампочкалар 2000 дона булгани учун 
гипотезаларкинг эхтимоллари мос равишда куйидатга тенг:

Р (И ,)  =  250/2000 0 ,1 2 5 , Р (Hi) =  525/2000 =  0 ,2625 ;



Р  (//,) =  275/2000 =  0 .1 3 7 5 ; Р (Ht) =  950/2000 =  0 ,4 7 5 .

Сунгра масала шартидан цуйидагилар келиб чицади:

Р Н| (Л) =  0 ,1 5 ; РНг (/4) =  0 .3 0 ; Р н< (Л) =  0 ,2 0 ; P„t (A) = 0 , 1 0 .

Тулиц эхтимол формуласи (11) дан фойдаланиб, цуйпдагига эга буламиз:

Р  (/4) =  0 ,1 2 5 . 0 ,1 5  +  0 ,2 6 2 5 . 0 ,3 0  +  0 ,1 3 7 5 . 0 ,2 0  +  0 ,4 7 5 .  0 ,1  =  0 ,1 7 2 5 .

7. Бейес формуласи. Бирор синов утказилмоцда ва унинг утиш 
шартлари туррисида т ”лнц группа ташкил этувчи жуфт-жуфт булиб 
биргаликда булмаган п та HltH............Н„ гипотезаларни айтиш мум
кин булсин. Гипотезаларниrfr эхтимоли Р ( Н ^  га тенг. Синов натижа- 
сида А ходиса руй бериши хам, руй бермаслигн хам мумкин булсин, 
шу билан бирга агар синов Н . гипотеза бажарилганда утаётган булса, 
PHI(A) **P, (i =  1 , 2 , . . .  ,п) экани маълум булсин. Агар .4 цоди- 

са руй берганлигн маълум булиб цолса, гипотезаларнинг эхтимолла- 
ри цандай узгарадн, деган савол тугнладн. Бошцача суз билан антган- 
да, бнзни Рл (//,) эхтнмолларнинг цинматларн цизнктиради.

(4) ва (5) муносабатлар асоснда цуйидаги га эгамиз:
Р (Я,. А) =  РА (//,)-Р(А) =  Рт • И )• Я(Я.) (| =  1 , 2 , . . . ,  п) 

бу ердан
_  W ; » № ,

Р (у4)

Бироц тулиц эхтимол формуласнга кура:
Р (А) =  Р (Ht) РНх (4) +  Р (Нг) РНг(А) +  . . .  +  Р (//„) РНя (4 ) =

=  2 Р ( Н К)*РК.
«■/

Шунинг учун
Р  (Н. ) Р.

p a (Hi) = -H-------------(t =  1,2...........п). (12)
v P № ) P K

(12) формула Бейес* формуласи дейилади.
Мисол. Складга 1000 дона подшипник келтирнлди. Уларнинг 200 таси 1-завод- 

да, 460 таси 2-заводда, 340  таси 3-заводда тайёрлангам.
Подшипникнинг брак булиС» чнциши 1-завод учун 0 ,0 3  га, 2-завод учун 0 ,0 2  га 

ва 3-завод учун 0 ,01 га тенг. Таваккалига олинган подшипник брак булиб чицди.
Б у  брак подшипникнинг I -заводда тайёрламганлик э\тп»юли цанча?

Е ч и л и ш и .  Олинган подшипник брак булиб чициш ходисасн А булсин. H i, л » ,  
//, эса подшипник мос равишда 1-заводда, 2-заводда ёкн 3-заводда тайёрланган деган 
гипотезалар булсин. Бу  гипотезаларнинг эцтимоллари цуйидагичадир:

/>(//,) =  200/1000 =  0 .2 , Р  ( Ht )  =  460/1000 =  0 .4 6 . Р  ( Я , )  =  340/1000 =  0 .3 4 .

Масала шартидан цуйидагилар келиб янкадн:

Pi =* рН, М ) =  0 ,0 $ . р« =  р н , (Л) =» 0 .0 2 , р ,  =  PHt (А) =  0 .0 1 .

• Т . Бейес (1763 йилда вафот этган)—  ннглиз математигн.
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P j| ( t f i )  ьи яъни, брак подшипник 1-заводда таГёрлангаилигининг эхтимолинн ю п а- 
миз. Есйес формуласига кура куйидагига эгамиз:

рл (н i) = -----------P(H±h------------- =
P(«i)-Pi +  P(Ws)-Pa+ P (W j)^ ,

= __________________________ ° . 2 - 0 . Ю ___________________________________0  3 2 2

0 ,2 .0 ,0 3  +  0 ,4 6  0 ,0 2  +  0 ,3 4 .0 ,0 1  ~  '

Шундай к;илиб, подшипник 1-заводда тайёрланган деган гипотезанииг э.\тимоли 
у брак экани маълум булиб колганидан сунг чзгарди.

2- §. КЕТМ А -К ЕТ СИНОВЛАР. БЕРНУЛЛИ ФОРМУЛАСИ.

л-та эркли синов утказнлмокда деб фсраз цилайлик. Бу синовлар- 
нннг .̂ ар бирининг натнжасида бирор А додиса руй бериши ^ам мум
кин, рун бермаслигн хам мумкин. Х аР бир снновда А ходисанинг рун 
бериш эхтимоли Р (А) — р га тенг, бинсбарин, карама- карши ^оди- 
санинг (А нинг руй бермгслыи) зхтимоли Р (А) =  1—р =  q га 
тенг. А ходиса п та снновда т марта руй бериши эхтимоли Ра(т) 
ни акиклаймиз. Бунда А ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслигн 
ĵ ap хил навбатлашнб келиши мумкннлигини цайд килиб утамиз, Си- 
новларнинг мумкин булган натижаларини А ва А ^арфларининг ком- 
бинациялари куринишнда ёзишга келишамиз. Масалан.А А А А ёзуви 
4 та синовда ходиса 1 ва 4- холларда руй бериб, 2 ва 3- ^олларда руй 
бермаганини билдиради.

А харфн т марта ва А харфи п — т марта кирадиган ^ар кандай 
комбинацияни нмкон яратувчи деймиз. Имкон яратувчи комбинация- 
лар мицдори берилган п та сондан т тасини танлаб олиш мумкин 
булган усуллар сони k га тенг, шундай килиб, у \п элементдан т 
тадан тузилган группалашлар соннга тенг, яъни k — С™.

Имкон яратувчи ксмбинациялар эхтимолларини хисоблаймиз. 
Дастлаб, А додиса дастлабки т та синовда руй берадиган, демак, 
Колган п — т та синсвда руй бермайдиган холни курамиз. Бундай 
нмкон яратувчи комбинация куйидаги куринишда булади:

Ву =  А А  . . .  А А А . . - А
т п—т

Синовлар эркли булгани учун бу ксмбинацнянинг эхтимоли (э\ги- 
молларнн купайтириш теоремаснга кура:

Р {В Х)\=Р  (Л) Р (Л) . . .  Р(А) PjA) Р (Л) . . .  PQ4) =  pmqn-m
т марта я —т марта

Бошка исталган имкон яратувчи В( комбинацияда хам А додиса 
т марта, А додиса эса п — т марта руй бергани учун бундан ком-
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Р  (В, )  = Р  ( В , )  =  • . .  =  Р  ( В * )  =  р т- д я - т.

Барча имкон яратувчн комбинацнялар, равшанки, биргаликда эмас. 
Шунинг учун (э^тимолларин цушиш акснсмаларнга кура):

Р„  (т) =  Р  (Bt  4 -  B t +  . .  . +  В К) =  Я (В Х) +  Я (В ,) +  • • • + Я  ( B J  =  

=  6 p m qn~ m = С ? р тдп- т.
Дсмак,

Р я (т)  =  С ? р а  q— m. (13)

ёки
/"/л л !

"  “  т ' ( п - т ) !
булгани учун

<13')

(13) формула Бернулли* формуласи дейилади.
1 - мисол. Битта узишда нишонга теккизиш э.\ти\юли 0 ,6  га тенг. 8 та  уц 

узгандаб марта нишонга теккизиш эхтимоли цанча?
Е ч и л и ш и .  Бу ерда л =  8 , т — 5 , р  = 0 , 6 ,  q =  1 — 0 , 6  = 0 , 4  ( 1 3 ')  формула- 

дан фойдаланиб, топамиз:

Р- 151 -  51 (8 - 6 ) 1  <°ДМ М )— 0.»-
Купинча т нинг цандай кийматида э^тнмол энг катта кийматга 

эга булишини билнш керак булади, яъни мазкур синовлар сернясида 
А кодиса руй берншинниг энг э\гимолли сони т0 ни топиш талаб 
Килинади, т0 сони ушбу

np — q K m 0 < n p  +  p (14)
куш тенгсизликни каноатлантириши кераклнгини нсбот килнш мумкин. 
т0 ётгаи [пр — q, пр +  р\ сегмент (пр +  р) — (пр — q) =  р q =  1 
узунликка эгалигинн цаид киламиз. Шунинг учун унинг учларидан бнр 
бутун сон булмаса, бу учлар уртасида ягона бутун сон ётади ва т0 
бнр цийматли аиикланадп.

Иккала уч бутун сон булган колда иккита энг э\тимоллн киймат 
пр — р ва пр +  р мавжуддир.

2 - мисол. 1- мисолдаги нишонга тегишларнннг энг эктичолли сонини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бу ерда п =  8, Р = 0 , 6 ,  q = 0 , 4 ,  np — q — 8  0 , 6 — 0 ,4  =  4 ,4 . п р -f-

- f  р  =  8 - 0 ,6  +  0 ,6  =  5 ,4 . (14) формулага кура энг э^тимолли киймат та [4 ,4 ; 5 ,4 ] с е г 
ментда ётади, бинобарин, у 5  га тенг.

п нинг катта кийматларида Р„ (т) эктимолларнн (13) формула бу
йича топиш узундан- узок -Чисоблашлар билан боглнк. Бу холда ушбу

бинацияларнинг .\ар биринннг эхтимоли .\ам рт • qn т га тен г. Ш ун
дай цилиб,

•Я- Бернулли (1654 —  1705) —  Швейцария матемдтиги.
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1 „ -  **'p n (tn)*---- ___ g =  — —  Фо(*) (15)
У  2 л  У  пРЯ V  ЛР<7

форму ладан фойдаланиш цулай, бу ерда х =  -™—пр
У  n p q

I -*•/,
(р нолга ва бирга тенг эмас), cf0 (*) =  — — е

У  2 л

(15) формула Лапласнинг* локал теоремасини ифодалайди. п уси- 
ши билан бу формуланиьг аницлнги ортади.

ср0 (х) функция эцтнмоллар назарияснда жуда катта роль уйнайди, 
бнз буни кейннроц курамиз. Бу функциянинг аргументнинг турли 
цийматларнга мос кинматлари Илсвада ьелтирилган (335- бетдаги 1- 
жадвалга царанг).

3- мисол. Уйин соццасн 60 марта ташланди. Бунда 3  разами 20 марта тушиши 
э.угнмолиии аницланг.

Е  ч и л и ш и. Б у  ерда т =  2 0 , п =  8 0 , р =  1/6, q =  1 —  1/6, =  5/6;
Куйидагша эгамиз:

y~npq =  \^r  8 0 . — ; х _ 2 = 2 2 - 2 ® = « 1 Ш . 2 .
6  6  3  1 /  npq

(15) формулани цуллаймиз:

Р ,о (20) ^  ~ = 1 .0 ,0 5 4  =  0,0162.
1 0 ,3  у  2 л  10

1 _  {2)42
1 - жадвалдан: — — е =  ф0 (2) =  0,054. 

у  2л

3 - § .  ТАСОДИФНЙ МИЦДОРЛАР

Тасоднфий мицдор тушунчаси ээртнмоллар назарияси ва унинг тат- 
бицларнда асосий тушунчалардан бири цисоблачади. Масалан, унин 
соццаснни бир марта ташлашда тушган очколар сони, берилган вацт 
ичнда раднйнинг емирнлган атомлари сони, маълум вацт сралигида те
лефон станциясндагн чацирицлар сони, тугри созланган технологик 
жараёнда детали инг бирорта улчамининг нсмнналдан четланиши ва 
ц. к. лар тасодифнй мнцдорлардир (2- иловага царанг).

Шундай цилиб, синов натижасида у ёки бу сон олдиндан (номаъ
лум) цнйматни цабул цила оладиган узгарувчи мицдср тасодифий 
микдор дейилади.

Келгуснда бундаи тасоднфий мицдорларнннг икки тури — дискрет 
ва узлуксиз тасодифнй мицдорларни курамиз.

Дискрет тасодифнй мицдорлар. Кабул кнлиши мумкин булган ций- 
матлари чекли ёкн чекснз xv х3, xt, . . .x„ ,  . . ■ сонлн кетма-кетликнн 
ташкил этувчи тасоднфий мицдор* ни цараймиз.

• П. Л аплас (1749 —  1827) —  француз математиги ва астрономи.
•• Тасодифнй мицдорларни грек алфавитинннг кичик харфлари билан СелгклаЛ- 

мнз: S, л . S, • •.
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Р  ( 5 , ) = Р  ( В , )  =  . . .  =  /> ( B k) =  p m- q ' ~ m.

Барча имкон яратувчи комбинацнялар, равшанки, биргаликда эмас. 
Шунинг учун (э^тимолларнн кушиш аксисмапарига кура):

Р% (т) =  Р (В, 4- В * +  • •. + Дк) =  Р(В,) +  P ( B s) +  . . .  +  P  (Вк)  =
, т п — т т п — т

—  k  р  Cj —  Сп р  Q

Дсмак,

Р п (т) =  С ? р т qn~ m. (13)

ёки
рт  __ ______л!_____

" ~ т! (п — т)!
булгани учун

д а

( 1 3 )  формула Бернулли* формуласи дейилади.
1 - мисол. Битта узишда нишонга теккизнш эхтимоли 0 ,6  га тенг. 8 та 

узганда 5  марта нишонга теккизиш эхтимоли цанча?
Е ч и л и ш и .  Бу  ерда л =  8 , m =  5 , р  =  0 ,6 , < 7 = 1  — 0 , 6  « = 0 ,4  (1 3 ')  формула- 

дан фойдаланиб, топамиз:

Р‘ (S)-  tl(> —8)1
Купинча т нинг цандай цийматида э^тимол энг катта цийматга 

эга булишини билиш керак булади, яънн мазкур снноатар сернясида 
А додиса руй беришинниг энг эхтимолли сони т0 ни топиш талаб 
Килннади, т0 сони ушбу

пр — q < m 0 ^ n p  +  р (14)
Куш тенгсизлнкни каноатлантириши кераклигини исбот цилиш мумкин. 
т0 ётган [пр — q, пр +  р\ сегмент (пр +  р) — (пр — q) =  р +  q =  1 
узунликка эгалигини цайд киламиз. Шунинг учун унннг учларидан бир 
бутун сон булмаса, бу учлар уртасида ягона бутун сон ётади ва т0 
бир кийматли аникланади.

Иккала уч бутун сон булган холда иккита энг эхтимолли к.ий.мат 
пр — р ва пр +  р мавжуддир.

2* мисол. 1- мисолдаги нишонга тегишларнннг энг эхтимолли сонини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бу ерда п =  8. Р =  0 ,6 , < 7 = 0 ,4 , пр — q =  8  0 ,6  —  0 ,4  =  4 ,4 . пр-f- 

+  р  =  8 - 0 ,6  - f  0 ,6  =4 5 ,4 . (14) формулага кура энг эхтимолли киймат та [4 ,4 ; 5,41 с е г 
ментда ётади, бинобарин, у 5  га тенг.

п нинг катта кийматларнда РП (т) э.^тимолларни ( 1 3 )  формула бу
йича топиш узундан- узок ч.1‘соблашлар билан боглик- Бу холда ушбу

бинацияларнинг .\ар бириникг эхтимоли .\ам рт • qn т га тен г. Ш ун
дай килиб,

•Я- Бернулли (1654 —  1705) —  Швейцария математиги.
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I „ -  **/. I
p a (m) =*= ___ g =  — -  <r« (*) (15)

1 /2  л V  «л? V  nPq

формуладан фойдаланиш цулаи, бу ерда х т —  пр

У  npq
, - х Ч .

(р нолга ва бирга тенг эмас), <р0 (.г) =  —— е
У  2л

(15) формула Лапласнинг* локал теоремасини ифодалайди. п уси- 
ши билан бу формуланинг аниклиги ортади.

То (*) функция э^тимоллар назарияснда жуда катта роль уйнайди, 
биз буни кейинрок курамнз. Бу функциянинг аргументнинг турли 
Кийматларига мос кийматлари Йлсвэда келтирилган (335- бетдаги 1- 
жадвалга царанг).

3- мисол. Уйин соккасн 80 марта ташландн. Бунда 3  раками 20 марта тушиши
э.\тнмо.тини иинк.танг,

Е  ч и л и ш и. Б у  ерда m =  2 0 , п =  8 0 , р =  1/6, 9 = 1  —  1/6, =  5/6;
1\уйидагша эгамиз:

1 5  10 т — пр 20—  8 0 - (1/6) „V m -У  во.- - - ------

(15) формулани куллан.мнз:

Р, о (20) *  ^ .0.054 =  0,0162.
10/3 у  2 л  10

1 _  {2)42
1 - жадвалдан: -̂=е =  ср0 (2) =  0,054.

3 - § .  ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР

Тасодифий мнцдор тушунчаси э^тимоллар назариясн ва унинг тат- 
бнцларида асоснй тушунчалардан бирн кисобламади. Масалан, уйнн 
соккасини бир марта ташлашда тушган очколар сони, берилган вакт 
ичида радийнинг емирилгаи атомларк сони, маълум вакт оралигида те
лефон станциясида! и чацириклар сони, тугри созланган технологик 
жараёнда детали лиг бирорта улчамининг номинал дан четланиши ва 
К- к. лар тасодифий микдорлардир (2- иловата каранг).

Шундай килиб, сипов натижасида у ёки бу сон олдиндан (номаъ- 
лум) кнйматни кабул кила оладиган узгарувчи микдср тасодифий 
микдор дейилади.

Келгусида бундай тасодифий микдорларнинг нкки тури — дискрет 
ва узлуксиз тасодифий мнкдорларнн курамнз.

Дискрет тасодифий ми^дорлар. Ь а̂бул кнлишн мумкин булган кий
матлари чекли ёки чексиз дг,, х2, v„ . .  ..vn, . . . сонли кетма- кетликни 
ташкнл этувчи тасодифий микдор* нн ^арачмиз.

* П. Лаплас (1 7 4 9 — 1 8 2 7 )— француз матемлгкги ва астрономи.
•• Тасодифий мицдорларш грек алфавитинкнг кичик ларфлари Силаи белгилай

миз: С. 1). s .  • > •
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Циймати хар бир х  =  JCj(/ =  1,2, . .  .) нуктада | мицдор х  =  х,
цийматни цабул цилиш эхтимолига тенг булган р(х) функция бернл- 
ган булсин:

P(*t) = р £  =  х,). (16)
Бундай тасоднфий мицдор дискрет (узлукли) тасодифий мицдор 

дейилади. р (х) функция тасодифий мицдор э^тимолларининг тацси- 
мот кону ни ёки цисцача, тацсимот цонуни дейилади. Бу функция 
jtt дг,,*. кетма-кетликнинг нуцталарнда аницланган. Синовлар-
нинг хар бирида £ тасодифнй мицдор цар доим унинг узгарнш соца- 
сндаги бирорта цийматинн цабул цнлганн учун

P W  +  P W  +  • • • +  Р (х„)  +  • • ■ =  1.

I* мисол. 6  тасодифий мицдор уйнн соццасини бир марта ташлашда тушгаи очко- 
лар сони, £ нинг мумкин булган цийматлари 1 , 2 ,  3 , 4 , 5  ва 6  сонлари. Бунда | нинг 
бу цийматлардаи бирини цабул цилиш эхтимоли бир хил булиб, 1/6 га тенг.

Шундай цилиб, буерда э\тимолларминг тацсимот цонуни х  нинг [1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ]  
тупламдаги цийматларининг исталган бирининг р(х)  =  1/6 функциясидир.

2 - мисол. г) тасодифий мицдор А цодисанинг битта снновда рун бернш- 
лар сони, шу билан бирга Р (А) =  р  булсин. Тасодифий мицдорнинг мумкин булган 
цийматлари иккита сон 0  ва 1 дан иборат: * 1 = 0 ,  агар .4 ходиса руй бермаса, ц =  1, 
агар А ходиса рун берса. Шундай цилиб,

Р(0) =  Р (П  =>0) =  Я  (Л ) =  1 -  р =  q. Р (1 ) =  Р ( ч  =  1) =  Р(А) =  р.
п та эркли синов утказилаётган булсин ва бу снновларнинг хар 

бирида А ходиса руй бериши ва руй бермаслигн мумкин деб фараз 
цилайлик. А ходисанинг хар бир снновда руй бериш э.чтимоли р га 
тенг булсик. А ходисанинг п та эркли снновда руй беришлар сони- 
дан иборат тасоднфий мицдор I нн цараймиз. с нинг узгариш сохаси
0 дан п гача булган (0 хам киради) барча бутун сонлардан иборат. 
Эцтимолларнинг тацсимот цонуни р(т)  (13') Бернулли формуласи би- 
лан аницланади:

p ( m ) = P ( l  =  m ) =  Рп (т) =  ^ -_ w),р” ял~т.

Э^тимолларнннг Бернулли формуласи буйича тацсимот цонунини 
купинча Р„(т) ифэда (р +  д)т биномнинг ёйилмасндаги т- зрд бул
гани учун, биномиал тацсимот деб аталади.

;  тасодифи,! мицдор исталган бутун манфий булмаган цинмат ца
бул цилиши мумкин булсин, шу билан бирга

p(k) =  P(  g =  * )== =  1,2........... (17)

бу ерда >. — бирор мусбат '.згармас сон. Бундай холда тасодифнй 
мицдор Пуассон цонуни буйича тацсимингзн дейилади. k — 0 да
01 =  1 деб олиш кераклигини цайд цилиб утамиз.

Бизга маълумки, эркли синовлар сони п нинг катта цийматларнда 
А ходисанинг т марта руй бериш эхтимоли Р„(т) ни Бернулли фор
муласи буйича эмас, балки Лаплас формуласи буйича хисоблаш цу- 
лайдир ((15) формулага царанг). Бироц Лаплас формуласи А ходнса- 
нинг битта снновда руй бернш эхтимоли р кичик булганда катта ха-

270



то беради. Бундай холда Р„(т) эхтимолни хисоблаш учун Я=пр деб 
олиб Пуассон формуласндан фойдаланиш кулайднр.

Пуассон формуласини Бернулли формуласинииг синовлар сони п 
ни чексиз орттирнб ва р — Я/л э.\тимолнннг нолга интилгандаги ли
мит холи каби хосил ^илиш мумкин.

3 - мисол. Заводга 1000 дсна деталдан иборат партия келтирилди. Деталнинг 
ярокеиз булиш эхтимслн 0,001 га тенг. Келтирилган деталлар орасида 5  дона де
таль ярок,сиз бу-лнб чикиш эхтимоли ^анча?

Е ч и л и ш и .  Бу  ерда Х = п р =  1000-0 ,001  =  1. (17) формулага кура топамиз:

) (5)
I5 - * - 1

5) *  0 ,0 0 3 .

Пуассон такснмоти конуни бошка мгсалаларда х2*1 тез-тез учраб 
туради. Масалан, агар телефонистка бир соат давомида п та чакириц 
Кабул цилса, у .холда унинг бир минут даЕомида N та чакирик ка" 
бул килиш эхтимоли Р (к) Пуассон формуласи билан ифодаланади: 
гар >. =  Л'/60 деб олсак:

Агар 5 тгсодифий микдорнинг кабул цилиши мумкин булган кнй-
матлари чеклн дг,, х , .......... х„ кетма-кетликни ташкил этса, у холда
тасодифий мицдор э х т имолларининг таксимот конуни куйидаги жад-

П
вал куринишда берилади, бу ерда ps =  />(£=дг,) ва V p » =  1;

1—1

j  нинг ^инматлари * i *п

р(X:) э^тнмоллар Pi Pi Рп

Бу жадвални с тасодифий микдорнинг таксимот ттори дейнла-
ди.

р(х) функцияни график куринишда тасвирлаш мумкин. Бунинг 
учун текисликда тугри бурчакли координаталар системасини оламиз. 
Горизонтал укка ? тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматла- 
рини куямнз, вертикал укка эса Р (х 1) =  Р ( 1 = х ,) функциянинг кий- 
матларини куямиз. р(х) функция графиги 83-ргсмда тасвирланган.

ЦЩ 1
I 1 . Я [______ _

O.i

0.2

с ,

К %
м,

1 р, ", у
Т

83- раем 84-расм

271



Агар бу графикнинг ну^таларини туррн чизиц кесмалари билан 
туташтирсак, тхщсимот купбурчаги деб аталаднган фигурани косил 
Киламиз.

4- мисол. А уйин сокцасини ташлаганда бнр очко тушиши булсин; Р{А) =  1/6. 
Уйнн сокцасини ун марта ташлаганда А -ходнсаиинг руй бернш сонидаы иборат | 
тасодифий мицдорни цараймиз. р(х)  функциянннг кийматлари (тацсимот цоиуни) 
Куйидаги жадвалда берилган.

5 нинг 
Кийматлари 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p (x i)  э.цтимол- 
лар

0 ,1 6 2 0 ,3 2 3 0,291 0 ,1 5 5 0 ,0 5 4 0 ,0 1 3 0 ,0 0 2 0 0 0  : 0

p (x f)  э.^тимоллар Бернулли формуласи буйича п =  10 да .цисобланган, х > 7  
учун улар деярли (амалда) нолга тенг. р (х) функциянинг графиги 84- расмда 
тасвирланган.

2. Тасодифий ми^дор э^тимолларининг таксимот функцияси ва 
унинг хоссалари. Бутун сон укида куйндагкча аникланган F(x)  функ- 
цияни ^араймиз: ^ар бир дс учун F(x)  нинг кийматн | дискрет тасо- 
дифий микдорнинг х дан кичик кнймат кабул к.илнш эктимолига тенг, 
яъни

Бу функция э^тимоллар тацсимоти функцияси ёки кискача, тацси- 
мот функция дейилади.

(•мисол. 1-пунктдаги 1-м и со .ц а келтнрнлгаи ;  тасодифий мнкдорнннг такси 
мот функциясини топинг.

Е ч и л и ш и .  Равшанки, агар х  <  1 булса, у ,у>лда Р ( х )  =  0 ,  чунки j  бир дан 
кичик ккйматларни Кабул килмайди. Агар 1 <  дг <  2  булса, у ^олда F (x ) =  
=  Р ( | < х )  =  Р ( £  =  1) =  1/6; агар 2  <  дс < 3  булса, у ,\олда F (x) =  P ( l < x )  =  
=  P ( f < 3 ) .  Бирок s  <  3  з^одиса мазкур *олда иккита биргаликда булмаган s  =  1 
ва | =  2  ходисаларнннг йигинднсндаи иборат. Д ем ак ,

Р ( | < 3 )  =  Р ( 5  =  1) +  Р ( 5  =  2) =  ^ -  +  у  =  - j

Шуидай килиб, 2 <  х <  3  учун Р (х )  = 1 / 3  га эгамиз. Функциянинг 3  <  х <  4 ,
4 <  х  <  5  ва 5  <  х  <  6  оралицдаги кийматлари \ам шунга ухшаш .-укобланади. 
Ни.уэят, агар х > 6  булса, F  (х) -= I , чунки бу з^олда | нинг исталган мум
кин булган кийматлари ( 1, 2 , 3 . 4, 5, 6) х  дан кнчнк, F(x) функция графиги 85- расмда 
тасвирланган.

F (* )  = Р ( 1 < х ) (18)

г-
2/6 
А /6  - 
3/6  \

1/6  - *  6

X J , 1

86-расм85- раем
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2 - мисол. I- пунктдаги 2- мнсолда келтирилган Т) тасодифий микдорнинг такси - 
мот функииясини топинг.

Е ч и л и ш и .  Равшанки,

| 0 ,  агар х  <  0  булса,
F  (х )  =  111 —  р =  q , агар 0  <  х  <  1 бу лса ,

1, агар х  >  1 булса,

F  (х ) нинг графиги 86- расмда тасвирланган.

Тацсимот функцияси F ( х) ни билган холда Н тасодифий микдор 
х' <  ;  <  к" тенгсизликларни цаноатлантириши эхтимолинн топиш осон.

Тасодифий мицдор х" дан кичик ^ийматни кабул хнлишидан ибо
рат ходисанн цараймнз. Бу ходиса нккнта биргаликда булмаган ходи
салар йншнднсига ажралади: 1) Е тасодифий микдор х' дан кичик ций- 
матлар кабул циладн, яъни £ <  * ' ,  2) тасодифий микдор дг' <  ? <  х" 
тенгсизликларни каноатлантирувчн цийматлар кабул килади. К,ушиш 
аксномаспдан фоидаланиб, топамиз:

р  (g <  л  «  р  а <  х>) +  р  (х' <  г <  х").
Бу ердан

Р (* ' <  I  < х " )  =  Р ( К  хГ) -  Р(Ъ < .* ') .

Бирок F (х) тацснмот функциясининг таърифнга кура [(18) формулага 
Каранг] куйидагнга эгамиз:

Р (g < х”) -  F  (дг"), Р (■ < х') =  F (.г'),
демак,

/ > (* '<  К Л  = F ( x T ) - F ( x ’). (19)

Шундай килиб, дискрет тасодифий микдорнинг х ' и н 
тервалы тушиш. эхтимоли тацсимот функциясининг бу интервал- 
даги орттирмасига тенг.

Такснмот функциясининг асосий хоссаларини курамиз.
Г . Тацсимот функцияси камаймайдиган функциядир.
Ха .икатан хам, х' <  х" булсин. Исталган ходисанинг эхтимоли 

манфий булмагани учун Р (х' <  £ <  дг") >  0. Шунинг учун (19) фор- 
муладан F(x')  — F ( x )  экани келиб чикади, яъни

F (x ”) > F ( x ' ) .
2°. Тацсимот функциясининг щийматлари 0 <  F (х) <  1 тенгсиз- 

ликларни цаноатлантиради.
Бу хосса F(x)  ни эхтнмол сифктида таърифланганидан келиб чн- 

Кадн [(18) формулага каранг]. Равшанкн, F (— оо) =  0 ва F ( +  о о )  =  1*.
Зэ. 1 дискрет тасодифий микдорнинг мумкин булган х, циймат- 

лардан бирини кабил килиш эхтимоли тацсимот функциясининг х, 
нуцтадаги сакраитга тенг (V боб, 2- §• 1-пунктга каранг).

* Б у  ерда ва келгуснда F  (—  ос) =  lim  F(x), F { +  3o) =  l im F ( x )  белгнлашлар
X  —♦ — ОО

киритилган.
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Хацикатап хам, .v, — дискрет тасодифий мицдор цабул циладиган 
циймат ва Л л > 0  булсин. (19) формулада х' = x it х" =  .г, +  Дх деб 
цуйидагини хосил циламиз:

Р ( х ^ К  .V, +  A.v) =  F  (х, +  Ах) -  F (х,). (20)

Ддг-^О да лимитга утсак, тасодифнй мнцдорнинг х, <  Е <  д-, +  Ах 
интервалга тушиш эхтимоли урнига I  мицдорни берилган х, цийматни 
цабул цилнши эхтимоли и и хосил циламиз:

lim Р (xt <  £ <  х, +  Ах) =  />(! =  xt) =  р (дг,).
Дх-»0

Иккинчи томондан lim F (xt +  A.v) =  F (х-, +  0) ни, яъни F (х) функ-
AX-.0

циянинг унг томондан лимитини цоснл циламиз, чунки Д *> 0 . Демак, 
(20) формула лимнтда цуйидаги куринишда булади:

Р (*/) =  F (х, +  0) — F (х,) =  F (xt +  0) -  F  (х, -  0), (21)

яъни p(xt) нинг циймати функциянинг .v, нуцтадаги сакрашига тенг*. 
Бу хосса 85 ва 86- расмларда яццол кузга ташланади.

3. Узлуксиз тасодифий мицдорлар. Мумкин булган цийматлари хеч 
цандай интервалии бутунлай тулднрмайдиган чекли ёки чексиз сон
лар кетма- кетлиги ташкил этадиган дискрет тасодифий мицдорлардан 
ташцари мумкин булган цийматлари бирор интервални ташкил этади
ган тасоднфий мицдорлар цам тез- тез учрайди. Бундай тасодифнй миц- 
дорга т^ри технологик жараён амалга ошнрилганда деталнинг баъзи 
улчамларининг номиналдан четланиши мисол булади. Бундай тасоднфий 
мицдорлар р(х) эцтнмолларнинг тацсимот цонуни ёрдамида берилиши 
мумкин эмас. Бироц уларни эхтимоллар тацсимоти функцияси Fix) ёрда
мида бериш мумкин. Бу функция худди дискрет тасодифнй мицдор 
холидагидек аницланадн:

F(x) =  P ( K  х). (18)
Шундай цилиб, бу ерда хам F (х) функция бутун сон уцида аниц- 

ланган ва унинг цар бир х нуцтадаги циймати тасодифий мицдорнинг 
х  дан кичик циймат цабул цилиш эхтнмолнга тенг.

(19) формула цамда 1° ва 2° хоссалар исталган тасоднфий мнцдор- 
нинг тацсимот функцияси учун уринлидир. Бу факт дискрет мицдор 
булган холдаги каби исбот цилинади.

Агар эхтнмолларнннг тацсимот функцияси (18) формула буйича бе
рилган I тасодифнй мицдор учун манфнй булмаган бутун сон уцида 
булакли- узлуксиз** ва х нинг хар цандай цийматнда

F(x) =»f«r(0dr (22)

• F(Xj) =  F(Xj —  0 )  эканини, яъни F (х) функция дг, нуцтада чапдан узлуксиз 
эканини к^рсатиш мумкин.

••Агар функция исталган сегментда ё узлуксиз, ё I турдаги узилиш нуцта- 
ларига эга булса, у бутун сон уцида булакли-узлуксиз дейилади.
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тенгликни каноатлантнрадцган ф(х) функция мавжуд булса, | тасо- 
днфий микдор узлуксиз дейилади. ф ( х )  функция э^тимоллар такси- 
мотининг зичлиги, ёки кнсцача, таксимот зичлиги дейилади. Агар 
д\ < хг булса, (20) ва (22) формулалар ассснда куйндагига эгамиз:

P ( x 1< l < x t) =  F  (хг) -  F  (xt) =  /ф (0 dt -
—оо

Интегралнинг юз снфатидаги геометрик 
маъносига асосланнб, <  £ ■< х2 тенгсиз- 
ликларнинг бажарнлиш эхтимоли асоси [xlt 
х,] булган ва юкоридан у — ф (х) эгри чи- 
зик билан чегараланган эгри чизикли тра- 
пециянинг юзига тенг дейиш мумкин 
(87-раем).

F ( - f - o o )  =  P ( 5 < - f o o )  =  1 ва ( 2 2 )
ов-{-

формулага кура F  ( +  оо) =  \ y(t)dt булга-

■ | Ф ( 0 Л = ? Ф ( 0 Л .  (23)
-о» *1

У,

0 *, *

87- раем

ни учун

Т ф  (0 dt 1. (24)

(22) формуладан фойдаланиб ва таксимот зичлиги ф(х) ни узлуксиз 
деб F' (дг) ни интегралнинг узгарувчи юцори чегара буйича хоснласи 
сифатида топамиз:*

F'  (дс) =  £  f J' ф (0  dt j  =  ф (х). (25)

Узлуксиз тасодифий мицдор учун F (х) таксимот функцияси ф (х) 
функция узлуксиз булган исталган дс нуцтада узлуксиз эканлнгнни 
Кайд киламиз. Бу F  (дг) функция ана шу нукталарда дифференцнал- 
лан>вчилигидан келиб чикади (VI боб, 1-§, 5 - пунктга каранг).

(23) формула асосида х, =  х, дг, =  х +  Дх деб, куйидагига эга 
буламиз: Р{х  <  ? <  дг +  Ах) =  F  (х +  Дх) — F  (х) =  AF  (х). F (х) функ
ция узлуксиз булгани учун lim AF(x) = 0 .  Демак,

Дх—о
lim Я ( х <  « < х - f  Дх) =  Р ( 1 - х )  = 0 .
Дж-*0

Шундай цилиб, узлуксиз тасодифий .шщдорнинг ихтиёрий аник 
х цийматни цабул килиш эхтимоли нолга тенг.

•Интегрални узгарувчи юцори чегара буйича лифференциаллашнннг цуни чегара 
чекли булган цол учун ч и царил га н цоида (V lI I  боб, 2 - § ,  3 - пунктга каранг) цуйи 
чегара чексиз булган интеграллар учун ,\ам уринли булади. ^ацнцатан ^ам

— | J «р (/) d/ I 3  ^ 3 ф ( * ) А +  I ф ( 0 * )  = 0  +  <р(ж) = т ( д г ) ,

а
чунки J ф (t)dt интеграл узгармас катталикдир
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Бу ердан .г, ^  g <  дг., дг, <  с sS дг2, .Vj s£ I <  хг, дг, <  I <  дг2 тенг- 
сизликларнинг хар бнрининг бажарилишндан иборат хрдисалар бир 
хил эхтимолга эгалиги келиб чицади, яъни

^ ( * 1  <  £ < * , )  =  />(.v1< 5 <  Хг)  =  Я(ДГ,< I <  ДГ2) =  Я (дг, <  с <  дг,). 

Хакикатаь хам, масалан,

Р (дг, <  I <  хг) =  Р (5 =  хх) +  Р (дг, <  е <  дг„) =  Я (дг, <  I <  дг2),

чункн Я (£ =  д;,) = 0 -
И зо  Маълумки, агар ходиса мумкин булмайдигаи ходиса булса, 

унинг руй бериш эхтимоли нолга тенг булади. Эхтимолнинг классик 
таърифида синов натижалари чекли булганда тескари тасдик хам урин- 
ли булади: агар ходисанннг эхтимоли нолга тенг булса, у холда у 
мумкин булмаган ходиса булади, чунки бу холда унга синов натижа- 
ларининг .\еч бири имкон я раздай ди. Тасодифий мицдор узлуксиз бул
ган холда унинг мумкин булган цийматлари сони чексиздир. Бу миц- 
дор бирор тайин дг, цийматни цабул цилиш эхтимоли, юцорида курдик- 
ки, нолга тенг. Бироц бундан бу ходиса мумкин булмаган ходиса экани 
келиб чицмайди, чунки синов натижасида тасоднфий мицдор, хусусан, 
дс, цийматни цабул цилнши мумкин. Шунннг учун узлуксиз тасодифий 
мицдор булган холда тасоднфий мицдорнннг бирор тайин циймат кабул 
цилиши тугрнсида эмас, балки унинг интервалга тушишн тутриснда 
гапириш маънога эгадир.

Масалан, валик тайёрлашда бизни унинг днаметри номиналга тенг 
булиш эхтимоли цнзицтирмайди. Биз учун валик диаметри йул цуйн- 
ладиган чегарадан чнциб кетмаслиги мухнмднр.

Мисол. У злуксиз тасоднфий мицдорнинг тацсимот зичлиги куйидагича Серил гаи:

<р(х) функциянинг графиги 88- расмда келтирилган. £ тасодифий мицдорнинг
—  2 ^ 6  < 3  теигсизликларми цаноатлантирувчи циймат цабул цалиши ацтнмолиии 
топинг. Б у  тасодифий мицдорнннг тацсимот функцияснни топинг.

0, агар х <  0 булса,

, ч 3
—  (4х —  * * ) ,  агар 0 ^  х  ^  4 булса,

0, агар х > 4  б у л са .

У | У

х

88- раем 89-расы
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Е ч и л и ш и .  (23) формуладан фойдаланиб, кунидагша эга буламиз: 
з  0 3 0

Р  (—  2  <  I  <  0 ) =  <р (х) dx =  | ф (х) dx - f  | «р (х ) dx =  ( О-dx +- 
- 2  - 2  0 - 2  

3
Г 3  27

Л - I —  (4л  —  x2)dx  — — .
32  32

(22) формулага кура берилган тасодифий микдор учун F (х) так,симот функииясини 
топамиз.

х *
Агар —  оо <  х  <  0  65'лса, у *олда F ( x ) =  I (p(t)dJ =  I 0 -dt =  0 .

—оо О
Агар 0  <  х  <  4  булса, у *о л да

X 0 x 0
F ( x ) =  J ' < р ( О Л -  J'  <f(t)d<+ \q>(t)d/ =  f  0  dt +

—ОО —оо о —оо

I* з ... 6** — X*
+  J  —  (4 / —  /*) Л  =

32
о

Агар х  >  4  булса, у ^олда
X 0 4 x 0

f ( x ) =  J' ф (/) dt =  J  Ф ( / ) Л + | ' ф ( О Л + i Ф ( / ) Л =  J  0 - А  +

4

+  j  | г ( 4 , - , , ) Л +  ) °  *  =  1-

Шундай килиб,

5 ( х ) .

О, агар х  ^  0  булса,
6 х1 — х*

агар 0  <  х  <  4 булса.
32

1, агар х  >  4 булса,

F  (х) функциянинг графиги 8 9 - расмда тасвирлаиган.

Навбатдаги иккн пункт узлуксиз тасодифий микдорларнннг амал- 
да тез-тез учраб тураднган та^симотлари— текнс ва нормал таксимот- 
ларга баришлангаи.

4. Текис та^симот. Ох укдаги[ а,Ь] сегмент бирор асбобнннг шкала- 
си булсин. Бу асбоб курсаткнчи [а, Ь) сегментнинг бирор нуцтаснда 
албатта тухтаиди .хамда курсаткичминг шкалаиииг бирор кесмасига 
тушиш эхтимоли бу кесма узунлигига пропорционал ва кесмаиинг 
шкаладаги урнига борлнц эмас деб фараз киламиз. Асбоб курсаткн- 
чининг белгиси, [а, Ь] сегмеьтдан исталган кнйматларини кабул кнли- 
шн мумкин булган 5 тасодифий мицдордир. Шунинг учун Я ( а < с <
<  6) =  1. Сунгра, агар х, ва дг, (xt < хг) шкаладаги иккита исталган 
белги булса, у холда шартга кура кунидагига эгамиз:

/ > (*,<  £ < д :t) ^ k ( x t — xJ,  
бу ерда к — пропорционаллик коэффициент»! б^либ, х х ва xt га бог-
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л к  : v a c  Д'2 —  дг, s e a  [а , ,  дг2] сегментнинг узунлигн. дг, — а ва 
дгг =  b ла Р (о <  £ <  b) — 1 га эга булганнмнз учун k (b — а) =  1, бу 
ердан к =  1 /Ь— а. Шундай килиб,

Р (дг, ^  ^  * ,) *! — *1 
Ь — а

(26)

Эндн £ тасодифий микдер зхтгмелларннинг таксиыот функцияси 
F(x)  н и  т с п и ш  осон. Агар х «£ а булса, у холда F (x) =  />(£< х) =  
=  0, чунки £ мнцдор а дан кичик цийматларни кабул цилмайди. Энди 
а С х ^ Ь  булсин. Э.\тимслларни кушиш аксисмасига кура Р ( 1 <
<  дг) =  Р (£ <  а) +  Р (<* <  ё <  *)• (26) формулада дг, =  а, дг, =  дс деб 
олиб. куйидагнга эга буламиз:

х  —  а

Сунгра Р ( Е < а ) =  0 булгани учун а < д г * ? 6  да цуйидагига эгамиз:

F(x)  =  P ( l < x )  = х — а
Ь —  а

Нихоят, агар х > Ь  булса, F (x ) =  l булади, чунки £ нинг ций- 
мэтлари \а,Ь\ сегментда ётади е э  демак, Ь дан катта булмайди. Шун
дай килиб, кут'идаги та^симот функциясига эга буламиз:

F(x)  =

0,
х — а 
Ъ —  а

1,

агар дг <  а булса, 

агар а <  дг <  Ь булса, 

агар х > Ь  булса,

F (дс) функциянннг графиги 9 0 -расмда келтирилган. Э.угимолларнинг 
тацеимот зичлигини (25) формула буйича топамиз. Агар дгСа  ёки 
д г > 6  булса, у холда <р(дт) =  F' (дг) =  0 булади. Агар а < х < Ь  бул-

( X —— q\* 1------1 ----------  булади. Шундай килиб,
о — а] b — а

Ф (дг) =

О,
1

Ь — а
О,

агар д г < а  булса, 

агар а <  дг <  Ь булса, 

агар дг > 6  булса,

(27)

ф (дг) функциянинг графиги 9 1 -расмда тасвирланга ч. а ва Ь нуцталар- 
да ф(дг) узнлишга эга эканини цайд киламиз.

У i
1 .

6 а

о\

90- раем 91- раем
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Тацсимот зичлиги (27) формула билан берилган мицдор текнс тац- 
симланган тасодифий мицдор дейилади.

5. Нормал тацсимот. Агар \ тасодифий мицдорнинг тацсимот зич- 
лнги

<р (дг) =  е 4 "- * ’'* °’ (28)
V 2 л а

куринишда булса (бу ерда а исталган хакиций сон, о < 0 ) ,  у цолда 
| мицдор нормал тацсимланган ёки Гаусс тацсимоти цонунига буй- 
сунади дейилади. а ва о параметрнинг маъноси кейинроц аннкланади. 
(4-§, 2 - пуиктга царанг). ф ( дс)  тацсимот зичлиги ва F (х) тацсимот 
функцияси орасидаги богланишга кура [(22) ф^мулага царанг) цуйн- 
дагига эга буламиз:

/г  (д.) =  — !—  X\ e ' u - a)',2 o ' d t .
У Т л а  J

— ОО

Ф (х) функция графиги х  =  а тугри 
чизицца нисбатан симметрикднр.
Содда текширишлар ф(дг) функция 
максимумга д: =  а да эришишини, 
унинг графиги эса хг =  a -f- о ва 
хг = а  — о да бу килиш нуцталарн- 
га эга эканини курсатади. * - > - ±  оо 
да функция графиги Ох уцца асим- 
птогик яцинлашади. а ортиши би
лан таксимот зичлигинииг эгри чи
зиги анча ясснроц була боради. Ак- — '----- /—  < 0
спича, камайиши билан тацсимот J 2 1 
зичлиги графиги симметрия уцига 
сициладн. а =  0 да симметрия уци 92- раем
Оу уцдан иборат булади. 92- расм-
да функциянинг иккита графиги тасвирланган. I график а = 0 ,  а =  1 
цийматларга, II эса а = 0 ,  о =  1/2 цийматларга мос келади.

ф(дг) функция (24) шартни цаноатлантнрншинн, яъни исталган 
а ва о ларда

+ 0 0

J  V  2 л  а
— ОО

муносабат бажарилишинн курсатамнз.
-\ацицатаи хам. бу интегралда (х — а)/а = /  деб узгарувчнни ал

маштирамиз. У цолда х =  а +  a t, fa  =  о dt;



Интеграл остидаги функция жуфт булгани учун куйидагига эга
миз:

Y * ~ ' ^  =  2 j V ,Vid/.
—ао О

Демак,
+ -  + -  - -

(• 1 -Чх-а)*/(2 О*) 2 С 2 л\ ---------е dx =  ——  е dt.
J У 2 я  a V 2 n  Jо

Бироц J е“ ',/аЛ  =  1 л/2 (X боб, 1-§, 7 - пунктга ^аранг). Натижа

да куйидагини хосил киламиз:
 ̂ о. ̂  =  j (29)

У  2л о J
Я <  I <  .V,) э.\тимолни топамиз. (23) формулага кура

Я (*i <  I <  *») =  \ ф (х) dx =  —1—  | е-(х-а) /2a’ dJf.
J У2яа J*i *i

Бу интегралда яна (х — a ) / a = t  деб ^згарувчини алмаштирамиз. У 
Холда

(х,-в)/в

Я(дг1< ^ < д г1) = - ^ г  1“ (30)
У 2я JUi—л)/о

Маълумки, —-—  \ dt интеграл элементар функцияларда ин-
V  2 л J

тегралланмандл (VII боб, 6-§,  2 - пунктга каранг). Шунинг учун (30) 
аник интегрални хисоблаш учун

X
Ф (*)3 = гт ~ \ e ~ t,,2\di (31)

У 2 я . )
функция киритилади га у эхтимоллар интеграли дейилади. Бу функ
ция учун унинг (аргументнинг турли кийматлари учун) кийматлари 
жадЕаллари тузилган (И лоЕадагн II жэдЕалга каРанг)- (31) формула- 
дан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

(х,-о)/0 2 о
P ( x t < l <  дг,) = — L -  \‘ е~*' dt = — L r  Г е~па dt +

У  2 : 1  < * ,1 - j)/ o  V  2  л  U ,-X e>/ a

U .-o ) /e  U .-« )/o  (Х| —а)Г о

+  J _  f  Г " * * _____! _  f  e - ' V d t --------Ь  f  d t -
'  /* ' Л 1/2 я J



Р ( д : , < £ < л г , ) _ ф ( * = г ) _ ф ( £ 1 ^ ) .  (32)

Ф (*) функция (эцтимоллар интеграли) цуйидаги хоссаларга эгалигини 
курсатиш осон.

1°. Ф (0) = 0 .
+00

J г> _ft f2
I 2 ° . ——  I г dt =  — ; \х\ <  4 да |Ф (де)| катталик амалда 1/2

V 2  я  J  2

га тенг (II жадвалга царанг).
3°. Ф (—дг) =  —Ф(дс), яъни эхтимоллар ин

теграли тоц функцияднр.
Ф (дг) функция графиги 93- расмда тасвир- 

ланган.
Шундай цилиб, агар I тасодифий мицдор а; 

ва о параметрлар билан нормал тацсимланган! 
булса, у .\олда тасодифнй мицдорнинг * ,• < £ < •
<  х2 тенгсизлнкларни цаноатлантирнш э>;тимо-
ли (32) муносабат билан аницланади. f - ---------------

е > 0  булсин. Нормал тацсимланган £ тасо- ~l i
дифий мицдорнинг а параметрдан абсолют 
циймати буйича е дан кичик мицдорда четла- 93- раем
ниш эцтимолиии, яъни Р (\1 — а| <  е) ни топа
миз.

|£ — а\ <С е тенгензлнк а — е •< I < а  +  с тенгсизлнкларга тенг куч- 
ли булгани учун (32) да .г, =  а — е, дг, =  а +  е деб цуйндагини хосил 
циламиз:

Я ( ! б - а | < г )  =  Я ( а - е < £ < а +  е )= Ф | 'в- ± ^ ^ -

_ . ( « = ! = « )  _ . ( Л ) _ Ф ( _ ± ) .

Эхтимоллар интеграли тоц функция булгани учун Ф (— е/а) =  
=  — Ф(е/о) га эгамиз. Демак,

Я  (II —  о| < е )  = 2 Ф ( е / о ) .  (3 3 )

1 - мисол. | тасодифий микдор билан азртимолларнинг а — 0 , а  =  2  параметрли 
нормал таксимот цонунига буйсунсин. ^уйидагиларни аницданг:

1) Р (— 2 <  5 <  3) ;  2) Р (I I I< 0 , 1 ) .
Е ч и л и ш и .  I)  (32) формулага к\ра цуйндагига эгамиз:

P ( - 2 < 5 < 3 ) = ® ( ^ ) - ® j p y ^ ) = ® ( 1 . 5 ) - ® ( - l ) -  

=  Ф ( 1 , 5 ) + Ф ( 1).

И жадвалдан топамиз: О  0 . 5 )  =  0 ,4 3 3 1 9 ,  ф  ( I )  =  0 ,3 4 1 3 4 .
Демак,

Р ( — 2 <  & <  3) = « 0 ,4 3 3 1 9  +  0 ,3 4 1 3 4  = 0 , 7 7 4 5 3 .

Ш ундай цилиб,



2) а =  О булгани учун |£| =  | £ _  и|. (33) формулага кура:
Р (161 <  0 .1 )  =  2 ф (0 ,1 / 2 )  =  2 ф  (0 .0 5 ) =  2 0 ,0 1 9 9 4  =  0 ,03988.
2 - мисол. Нормал тацсимот цонунига буйсунадигаи тасодифий мицдор Р (|£—

—  а. <  г) =  0 ,99730  булиши учун кандай оралицларда узгариши керак?
Е ч и л н ш и. (33) формулага кура цуйндагига эгамиз:

Я (16 — о| <  в) =  2 ф  (е/о) =  0 ,99730.

Демак, ф (е/а) = 0 ,4 9 8 6 5 . II жадвалдаи Ф (е/о) нинг Су цийматига е «  =  3 мос кели- 
шини курамиз, бу ердан е =  3 а .

Охирги мисолдан агар тасодифий микдор нормал тацснмот конуни- 
га буйсунса, у холда тасодифий микдор 0 ,9973  э^тимол бнлан ]а—За, 
а  +  Зо[ интервалда л-онлгшган д<.б aiiTHUj мумкин. Берилган эхтнмол 
бирга яцнн булгани учун нормал та^снмланган тасодифий мицдорнннг 
цииматлари амалда )а — З о ; а 4- Зо( интервалдан ташцарига чнкмай- 
ди д*.б кисоблаш мумкин. Бу факт уч сигма цоидаси дейилади.

6 . Икки улчовли тасодифий микдорлар. Купинча бнр эмас, балки 
бир нечта хусусан, иккита тасодифий мицдор бнлан тавсифланадиган 
ходисалар караладиган масалаларни ечншга т\гри келади. Масалан, 
агар станок автомат цилиндрик валикларни штамплаб чи^араётган бул
са, у холда валик диамэтри Е, ва унинг баландлиги Е, нккнта тасоди- 
фин микдордан нборат (с,, Е2) снстеманн ташкнл этадн.

Икки улчовли тасодифий мицдор деб иккита тасодифий мнцдор- 
дан тузилган шундай (Е,, с,) системага антиладики, унинг учун ■< 
< r ,  Е. <  у тенгсизлнкларнинг (бу ерда х ва у ихтиёрий хакикий сон
лар) биргаликда бажарилиш эхтимоли /5[(fi< -v ), (E,<i/)| аниклан-

Исталган х а а  у учун аникланган
F  (х, у) = / >[(|1 <Дг), (?,<«/)] (34)

функция иккита тасодифий ми к лор снсте- 
маси ( I I  Ej) нинг таксимот функцияси де
йилади.

ва Е2 ни текисликдагн нуктанинг де- 
карт координаталари деб караймиз. М (Ех, Е) 
нукта 0 t lt Es текисликда у ёки бу вазият- 
нн эгаллаши мумкин. У .^олда таксимот 
функцияси М (Ер Е2) тасодифий нуктанинг 
94- расмда тасвирланган о сохага тушиш эх- 
тимолидан иборат булади.

Агар £, ва Е2 дискрет микдорлар булса, иккн улчовли (?„ Е2) та
содифий микдор дискрет дейилади. Et ва Е2 нинг мумкин булган кий
матлари, масалан, дг,, хп ва yv ................. ....  чекли кетма-
кетликларни ташкил этсин. Иккн улчовли (£lt Е.) тасодифий микдор* 
нинг мумкин булган кийматлари (дс,, yt) куринншга эга, бу ерда i =  
=  1 , 2 , . . . , п; j  =  1 , 2 , • • • . s. ри оркали (Е,, Е,) = ( Х„ Х/) були

ши эхтимолини белгилаймиз:
Pi] =  Р  [ (?i =  х (), (?* =  «//)!•

F(x,y) таксимот функцияси куйидаги куринншга эга:

F(x, у) =  1>^Ри.
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бу ерда куш йигинди дг,<дг ва y j < y  буладиган i ва / лар учун 
аницлангаи.

Икки улчовли (£,, £,) тасодифий мицдорни бир улчовли тасоднфи.1 
мицдор каби жадвал куринишида .\ам бериш мумкин. Жадвалнинг бир
инчи сатри тасодифий мицдорнинг мумкин булган цийматларидаи. 
биринчи устунн эса Е, нинг мумкнн булган цийматларидаи иборат. 
Кол га н катакларда тегишли эхтимол лар келтирилган булиб, уларнинг 
йигиндиси цар доим бирга тенг. Мисол тарицасида цуйидаги жадвал 
орцалн берилган икки улчоччн тасодифий мицдорни цараймиз:

—
— 1 0 1

0,1 р „  = 0 ,0 5 р 12 =  0 ,2 0 Р и  =  0 ,3 0
0 .2 Ри =  0 ,1 0 Ргг = 0 ,2 0 Ргз =  0 ,1 5

Барча э.\тнмоллар йигиндиси:
3 2

— Pij =  Рп 4- Pit "г Pis +  Ри +  Ргг +  Pa =  0 ,0 5  4- 0, 23 +
/=i

+  0 ,3 0  4 -0 , 10 +  0 , 2 0  +  0,  15 =  1.00.
Агар барча i , j  жуфтлар учун ушбу =  =  дг4), =  r/0)J =  

=  Р (1х =  х,) (1г — Уо) муносабат бажарилса, sx ва с, тасодифи! миц
дорлар эркли мицдорлар дейилади.

1 - мисол. Иккита уйин соццаси бир мартадан ташланади. оркали биринчи соц- 
цада тушган очколар сочини, g2 оркали эса иккинчи соццада тушган очколар сони- 
ни белгилаймиз, у цолда(£,, |2) икки ?лчовли дискрет мицдор булади. ва £ 2 “ ин,- 
дорлар эркли эканини курсатамнз. Б у  мнцдорларнинг хар бирн бир-бирига боглиц 
булмаган ^олда 6  та турли цийматни цабул цилиши мумкин булгани учун, икки 
Улчовли ( J i ,  |2) тасодифий мицдорнинг турли цийматлари сони 3 6  га тенг булади. 
Бу  цийматларнинг барчаси, равшанки, тенг эхтимолли Ш у н н н г  учун Я [ ( £ ,  =  х ( ) , 
(S i =  #7)1 *= 1/36. Иккинчи томондан, Р (£ , =  х,) =  1/6 ва Р  (| , =  yj) =  1/6. 
Шундай цилиб,

P|(|l = - t i ) . S l =  !//)l =  P ( s .  - х ) - Р ( 6 , - » у )  =  1/36.
Агар икки узгарувчининг шундай узлуксиз манфий булмаган ф (х, у) 

фуькцияси мавжуд булиб, М (gt> g,) нуцта О £, текисликнинг бирор 
а  сохасида ётиш эхтимоли ф (дг, у) функциядан а  соха буйича олин
ган икки каррали интегралга тенг, яъни

р. (м  ( li; У  € О) =  Я  Ф  (дг, у) dx dy (35)О
булса, у цолда икки улчовли (g„ £,) мицдор узлуксиз дейилади. ф (дг, у) 
функция иккита h  ва мицдор системасининг эхтимоллар тсщси- 
моти зичлиги дейилади. Бу ердан, хусусий холда, агар а соца 94- 
расмда тасвирлангам куринишга зга булса, у холда тасоднфий мицдор
лар системасининг тацсимот функцичсини куйидагича ёзиш мумкин- 
лиги келиб чицади:

Р(х, у) =  P l(h < x )-( lt'< y \  =  .0 ф(*. y)dxdy =О
х К

=  J  dx \ ф (х, у) dy. (36)
— во — ав
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Агар ?! ва сг тасодифий мицдорлар эхтимолларининг фх (дг) ва ср, (у) 
таксимот зичликлари учун tf (дт, у) — ф, (дг)-фг (у) булса, у холда ва 
?2 эркли тасодифий микдорлар дейилади. Бу холда

F (дт, у) — Р [(?! <  л'), (=2 <  У)] =  j  dx \ Ф, (дт) ф г (у) dy =
— ОО — оо

=  Й 1 (*) dx • .1 ф, (у) dy =  Fy (.v) • F. (у),
- оо —«

бу ерда F t (x) ва Ft (у) мос равишда Е, ва с. мицдорларнинг таксимот 
функциялари [(22) формулага каранг).

Икки улчовли (h , ?2) тасодифий микдорнинг F(x, у) таксимот функ- 
циясини билган .^апда, с, ва Е2 тасодифий микдорларнинг ,\ар биринннг 
таксимот функииясини хам, таксимот зичлигнни хам топиш мумкин.

Хацикатан хам, Fг (дс) функция с, тасодифий микдорнинг такси- 
мот функцияси булсин. У .^олда F x (дг) =  Р (£ <  дт).

Бу .\олда Ег хаР кандай цийматин кабул цнлишн мумкин булгани 
учун, равшанки,

Р (^  <  *) =  Р [(fi <  л). (— оо <  S* <  +  оо)1.
Демак. (36) формулага кура куйидагига эгамиз:

F, (х) =  Р (11 = х ) = Р  [(? ,< д г). ( -  о о < Е г < +  оо)] =

=  J  dx J  ф (дг, у) dy.
— оо —оо

Охиргн тенгликни .v б;"йнча дифференциаллаб, интегрални узгарувчи 
юцорн чегара буйича интеграллаш* хоиДаС11Га мувофиц,

Фг (*) =  F[ ( х )  =  | ф (д:, у) dy (37)
—  90

ни xocii.f киламиз. Шунга ухшаш куйндагини топамиз:

Ft (У) = Р  (г* <  У) =  \ dy ] Ф (х,у) dx.

демак.

Ф1 («/) =  * Г Ф (х,у) dx. (38)
*1

б

0 1

Шундай килиб, икки улчовли тасодифий мик
дор ни ташкил этувчиларидан бирининг таксимот 
зичлигнни топиш учун система таксимотинннг 
зичлиги ф (дг, у) ни иккинчи тасодифий микдорга 
мос узгарувчи буйича — оо дан -f- оо гача ора- 
лнкда интеграллаш керак.

2- мисол. Иккм у л ч о в л и  (g ,. i t )  тасодифий мнцдор 
95- роем I ’

ф(л’’ у) =  х-) (ГТ ? У тапсиМ0Т зичлип,га эга-

* 275-бетдаги сноскага каранг.
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Куйндагнларнн топинг: I) М § ,)  тасодифий нуктанинг 95- расмда тасвирланган 
квадратгз тушиш эхтимоли р ни, 2) таксимот функцияси F (дг, у) ни; 3) ^ар цайси 
(Si ва Is ) мицдорнинг таксимот зичлнгнни.

Е ч и л и ш и .  1) М (6 ,; £ ,)  тасодифий нуктанинг 95- расмда тасвирланган о 
квадратга тушиш эхтимоли р (35) формулага кура К5йндагига тенг:

гг  . . . . .  d a  I dy  I dx
Р =  | , Ф ( * .  У) d J  =  ГI ------------------------------ ----  —  I ----------------  . I ---------------- ----

V У  '6 * Ч 1 - г * ! ) U + { f 3) я* Ь 1 +  У* о 1 +  •**

arctg у ^ -arctg j =  ~   ̂ arc tg 1 —  arctg 0 ^ ( arc tg 1 — arctg 0  j  =

1 л  л  1 
~  л 1 4 4  ~  1 6 '

2) (35) муносабатдан фойдаланиб, F (х, у) таксимот функциясини топамиз.

F (х, у) =  Р K i i  <  дс), (5 , <  у)\ =  | dx \ ф (х , у) dy =

*  У. dy  1 л dx  V dy
=  I dx I -----------------------------  =  —  t ---------------  .  I --------------- =

_ i  - i  Я ' ( 1 + Х * ) ( 1 + У * )  л *  ! + * «  l + y «

1
=  —  [arctg x — arctg ( — oo)J [arctg у —  arctg (— oo)J =Я*

=  ^ (  a r c t g * - f - . i l )  (  arctg у + - l ) .

3) тасодифий мнкдорнинг таксимот зичлнгнни (37) формула буйича топамиз:
-Н» +«» dy 1

Ф1 (* )  =  I Ф ( * .  У) d y =  |
я *  (1  -К  ж «) (1  - ь  у * )  я ( 1 + ж * )

Шунга ухшаш, (38) формуладан фойдаланиб, фг (у) = -------!— — ни топамиз.
я (1*Нг)

5, ва j ,  тасодифий микдорлар эркли эканига ишонч ^осил цилиш осой, чунки 
Ф (х, у) =  ф, (х)-«р, ( у )•

Таърнфга кура, агар ^  ва с, микдорлар снстемасининг зичлиги
I Г(< — а,)»  (дс-д,) <у—a ,)  ( v - e , ) *  1

. . _________ 1 ^  +  г®: J ,
It у)  2 я о, о, у  1 _я* е

(9- §. 2- пунктга каранг) куринншга эга булса, у ,\олда икки ул- 
човли (5j,  It) тасодифий мнцдор нормал тацсимланган буладн, бу ерда
а , > 0 , а , >  О, R — бнрорта узгармас. ^  ми^дорлариинг >̂ ар 
бнрц нормал та^симланганлнгннн (37) ва (38) формулалардаг фойда- 
ланнб курсатиш мумкин:

I — (дс -  а ,  >«/2 o f  1 — (If -  «,)»/2 о*

’ ■W = Y T ' '  ■

Бу фактнинг исботща тухтаб утирмаймиз. Хусусан, агар ва £, эркли 
булса, у холда ф ( х , у) =<и  (*)•?* (*/) булади.

285



Бу ердан R =  0 эканлиги ва бинобарин,
Г (*—а,

“ I
ф (*. у) =

1

2 я  о ,  а 2

)• 1у -о ,1*
+

-«.)■ I
2 о | J

эканлиги келиб чн^ади.
Ушбу тескари тасдиц хам уринли эканнга ишонч хосил цилнш 

осон: агар R =  Э булса, у .\олда ?, ва Eg эркли тасодифий ми^дорлар- 
дир.

4 - § .  ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАРНИНГ СОНЛИ ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ

Э.\тимоллар назариясида ва унинг купчилик татбицларида тасодн- 
фий мицдорларнинг турли сонли характеристикалари катта ахамнятга 
эга. Уларнинг асоснйлари математик кутилма (^утилит) ва дисперсия-, 
дир.

1. Тасодифий микдорнинг математик ^утилмаси ва унинг хоссалари. 
Дастлаб цуиидаги мисслни курамиз.Заводга N та подшипникдан ибо
рат партия келтирилган булсин. Бунда куйидагилар маълум булсин:

тх— ташци диаметри хх булган подшипниклар сони;
/П,—  II —  II — X,— II —  II — I

т_
Бу ерда тх 4 - тг +  . . . Jr mH =  N Подшипник ташцн днаметрн- 
нинг урта арифметик циймати xf ни топамиз. Равшанкн,

xtpi —
ff»i +  m i х г 4- • •. +  т „ х„  _  т . т .

N 

+  ■
N N

N
Таваккалига олинган подшипникнинг ташки диаметрини хх, хг, . . . .  

хп цииматларни мос равишда рх =  m jN , ръ — m2/N, . . . ,  рп =  mn/A’ 
эхтимоллар билан ь̂ абул кнлувчи (чунки ташки диаметри х( булган 
подшипникнинг чициш эхтимоли р. =  mjN) | тасодофин микдор деб 
цараш мумкин. Шундай килиб, подшипник таищи диаметринннг урта 
арифметик цннмати: П

ХЯ,Т =  *1 Pi +  Хг Pt тЬг . . +  Хп Рп =  3 XlPi
|=* 1

муносабат ёрдамида аннцлаш мумкин.
с дискрет тасодифий микдор узининг ушбу таксимот цонуни Р (I =  
=  xt) = р ,  билан берилган булсин:

£ нинг кийматлари *г . . . . ' я

Р (1 — х1 ) эхтимоллар Pi Pi . . . ГРп
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I  дискрет тасоднфий мицдорнинг математик кутнлмаси М (?) деб,
тасодифнй мицдорнинг барча мумкин булган цнйматларини уларнинг 
мос эхтимолларига купайтмалари йигиндисига айтилади, яъни*

М (S) =  У  X, р.. (39)
i= I

Юцорида тахлил цилинган мнсолга цантсак, курамизки, подшип
ник нинг уртача диаметри £ тасодифнй мицдорнинг подшипник диа- 
метрининг математик кутилмасига тенг.

Тацсимот зичлиги tp (х) булган узлуксиз £ тасодифий мицдорнинг 
математик кутилмаси М (I) деб,

4" 09
М («) =  J  *  <Г (х) dx (40)

—  ОО

тенглик билан аннцланадиган сонга айтилади. Бунда (40) тенглик
нинг унг томонида турган хосмас интеграл мавжуд деб фараз цили
нади

Математик кутилманннг хоссаларнни к у рамиз. Бунда биринчи икки
та хоссанинг исботи билан чекланамиэ ва уни дискрет тасоднфий миц
дорлар учун келтирамиз.

1°. С узгармаснинг математик кутилмаси шу узгармаснинг ij3u- 
га тенг.

Ис б о т и.  С узгармасни бирга тенг эхтимол билан факат битта С 
цийматни цабул цилувчи с тасодифий мицдор деб караш мумкин.
Шунинг учун

М (?) =  С . 1 =  С-

2°. Узгармас купайтувчини математик кутилма белгиси таш- 
царисига чицариш мумкин, яъни

М ( k l ) = k M  (*).
Ис б о т и .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

М (k |) =  у  kx , pt =  * Y  х. pt =  k М (|).
/=i iL\

Цуйидаги иккита хоссани игботсиз келтирамиз.
3°. Бир нечта тасодифий мицдорлар йигиндисининг математик 

кутилмаси бу мицдорлар математик кутилмаларининг йигиндиси
га тенг:

м  (S4 +  « , +  ••• +  У  =  М  « о  4- М  ( У  + . . . + М  (?„). (41)

• Агар дискрет тасоднфий мицдорнинг мумкин булган цийматлари туплами
х , , . . .  xni. ... чексиз кетма-кетликни ташкил этса, у *олда бу тасоднфий мицдорнинг

ОО

математик кутилмаси V  х( р { цаторнинг йигиндиси сифатида ааицланади, бунда 

бу цаторнинг абсолют яцинлашиши талаб цилинади.

287



4°. Иккита эркли тасодифий микдор купайтмасининг матема
тик кутилмаси бу микдорлар математик кутилмаларининг купайт- 
масига тенг*:

М (£-т)) =  М ( £ ) - М (л). (42)
2 . Дисперсия ва унинг хоссалари. Уртача квадратик четланиш.

Купчилнк амалий жнхатдан мухим булган холларда тасодифий микдор- 
нинг унинг математик кутилмасидан четланнши £ — М I  ни ба^олаш 
керак булиб цолади.

Дастлаб битта мисол курамиз. Иккита | ва т) микдор куйидаги 
таксимот каторлари билан берилган булсин:

£ НИНГ |(ИМ-
матлар - 0 , 2 - 0 , 1 0, 1 0 , 2

р (х) Э^ти- 
моллар 0 ,2 5 0 ,2 5 0 ,2 5 0 ,2 5

Т) нинг ций- 
матлари 50 —  40 40 50

р (х) э*ти- ! о щ  
моллари | ’ 0 ,2 5 0 ,2 5 0 ,2 5

Бу тасодифий мнкдорларнннг математик кутнлмалари бир хил ва 
нолга тенг эканнга ишонч хосил килиш осой:
М (£) =  ( - 0 ,2 5 )  • 0,25 -г ( -  0,1) • 0,25 +  0,1 • 0,25 +  0 ,2  • 0,25 =  0, 

М (ri) =  ( -  50) • 0,25 +  ( -  40) • 0,25 +  40 • 0,25 +  50 • 0,25 =  0. 
Бирок бу микдорлар кийматлари нинг уларнинг математик кутилмаси- 
га ниебатан таркоклиги бнр хил эмас. Биринчи холда £ тасодифий мик
дор кабул киладиган кнйматлар унинг математик кутилмасига якин, 
иккинчи ко-ТДа эса узок.. Тасодифий микдор кийматларининг унинг 
математик кутилмаси атрофида таркоклигини (сочилишини) бахолаш 
учун янги сонли характеристика — дисперсия тушунчаси киритнладн.

| тасодифий микдорнинг дисперсияси D (£) деб тасодифий мнк- 
дорнинг унинг математик кутилмасидан четланиши квадратининг мате
матик кутилмасига айтилади**:

D (l) =  M Г5 — Af (|)1*. (43)

• Иккита | ва г) тасодифий м и к д о р н и н г  й и р и н д и с и  (купайтмаси) деганда мум
кин булган кийматлари | микдорнинг мумкин булган хар бир кийматининг ва т) мик,- 
дорнинг мумкин булган *ар бир цийматя билан йигиндисига (кУпайтмасига i тенг 
булган £ =  6 +  Л (М =  5 - т )  тасодифий мицдор тушунилади.

•• Бу ерда четланиш квадратинн эмас, балки тасодифий микдорнинг унинг мате
матик кутилмасидан четланиши £ — М (6) нинг узини цараш т абиийрок, булиб ту га
да ди. Бирок бу четланншнинг математик кутилмаси нал га тенг, чунки М [6 —
—  М (£ )]= Л 1  (6) — М (Л1 (£ )]= Л 1  (D —M (6) =  0. Бу ерда М (£ ) нинг узгар- 
маслигидан фойдаландик, Узгармаснинг математик кутилмаси эса шу уэгармасдир. 
.Математик кутилманинг тарцоцлик улчови учун тасодифий мицдорнинг унинг ма
тематик кутилмасидан четланиши модулини математик кутилмаси М [|£ — М (|)|J 
ни цараш мумкин эди. Бироц абсолют .Микдорлар билан бомиц амаллар одатда ун- 
дан- уэо^ ^исоблашларни талаб этади.
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xv xt, . . .  ,xn цийматларни мос равишда plt p .----- - pn эхтнмоллар
билан цабул цилувчн 5 дискрет тасодифнй мицдор берилган булсин. 
Равшанки, [? — М (£)]* тасодифнй мицдор [д  ̂— М (?)]*, [хг — М (?)]*,
. . . ,  [хп — М (1)\п цийматларни шу pv р ,..........рп э.угимоллар билан
цабул цилади. Демак, дискрет тасоднфий мицдорнинг математик ку
тилмаси таърнфига кура цуйндагига эгамиз:

D (1) =  Л1[? -  М (£)]2 =  V  [х, -  М (6)1* • рг  (44)
<=i

Агар I тацсимот зичлиги ф (дг) булган узлуксиз тасоднфий мнц- 
дор булса, у цолда таърнфга кура

D (?) =  f [дс — М (?)]* ф (дг) dx. (45)

Дисперсия таърифинн ва математик кутилма хоссаларини эътибор
га олиб, цуйидагига эга буламиз:

D (?) =  М Ц -  М (5)1* =  М { £ * - 2  г • М (?) +  [М (?)1*} =
=  М  (?*) -  2 М  [? • М  (?)] +  М [ М  (?)]*.

М (1 ) ва [М (?)]2 — узгармас мицдорлар булгани учун математик ку
тилма хоссаларидан фойдаланиб, топамиз: М [? • М (?)] =  .И (?) . Mil) 
ва М [М (?)1* = [ М  (?)]*.
Демак,

D (s) =  М  (?*) -  2 М  (?) • М  (?) +  [М (?)]*, 
бу ердан, узил-кесил ушбуни топамиз:

D (l)= M  ( ? * ) - [Л 1  (?)]2. (46)

Энди днсперсиянннг хоссаларини цараб чнцамиз.
1°. Узгармаснинг дисперсияси нолга тенг.
Ис б о т и .  ? = С  булсин. (46) формулага кура

D (С) = М  (С*) — [М (С)]2 =  С2 — С* =  О,
чунки узгармаснинг математик кутилмаси шу узгарувчининг узи га 
тенг:

М (С) =  С, М (С2) =  С*.
2°. Узгармас купайтувчини дисперсич белгиси таш^арисига уни 

квадратга кЦтариб чицариш мумкин:
D (k l) =  k* D (?). (47)

Ис б о т и .  (46) муносабат асосида цунидагини ёзнш мумкин:
D (k l)  =  M [(*?)]*-1 |.И (А?)]*.

Бу ерда
М [ ( В Д  =  И (k*V-) М (?*)

ва
[М (к 5)1* = [kM  (?)]* =  кг [М (?)]*
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D ( k l ) =  k' {М (g*)- [ М (£)]«} =  k* D (е).

3°. Агар £ ва т) эркли тасодифий мицдорлар булса, у х[олда бу 
мицдорлар йигиндисининг дисперсияси уларнинг дисперсиялари йигин- 
дисига тенг:

Я (6 +  Л ) - Я « )  +  Я (Л ). (48)

И с б о т и .  (46) формулага кура:

D (| 4- л) =  М I(g +  л)г1 -  [А* (6 +  л)]*-
Биро^

М 1 ( 6 + (&* +  2 £ л  +  Л*) = М  (Р)  +  2 А! ( £ . л )  +  А* (л*)-
| ва т] эркли тасодифий микдорлар булгани учун:

М (6 • л) -  М (I) • М (л).
Д емак,

М  1(1+ л)1] = М а*) + 2М Ф  • М (л) + М (л1).
Маълумки,

м  (£ +  л) = м  Ш +  М (л);

шунинг учун
[М а + л)]* = [М (6) + М (л)]* = lAf (6)]* + 2 М (I) • М (л) + [М (л)1*

Шундай ^илиб,
0 ( 6 + Л ) * = М  (6*) +  2 Л !(6 ) .Л !  (л) +  М  (л*) —  [уИ  (S)]* • 2А1 (£) х  

X  М  (л) —  [ A f  (Л)1)2 = { М  т - [ М  (6)]*} +  { М  ( л * ) - [ М  (Л )]*}. 
Бироь; «

М (6*) -  [М (?) ]* -  D (|), М (л2) -  [М (л)2] =  D л.
Демак,

Z>(5 +- Л) -= о (Е ) -ЬГ>(л).

Изоэ^.  3° хосса чекли сондаги жуфт- жуфти билан эркли тасоди- 
фии микдорлар учун ^ам уринлиднр:

0 (\ г  +  1г +  . . .  +  6 . ) - 0 ( 6 , ) +  0(6,) +  . . .  + 0 ( 1 Л). щ
6 тасодифий микдорнинг уртача квадратик чстланиши о  (|)] деб, 
унинг дисперсиясидан олинган квадрат илдизга айтилади:

о[(1) =  у Ш  (49)

о (?) уртача квадрат четланиш ? тасодифий микдорнинг Улчови каби 
^лчовга эга.

1- мисол. 5 тасодифий Вдцдср уйин соккасиии Сир марта ташлаганда тушади- 
ган очколар сони булсин (3 -§ , l -п. ,  1-мисолга каранг). М (6) ва D (?) ни топинг.

Е ч и л и ш и .  (39), (44) ва (49) формулалардан фойдаланиб,мос равишда куйидаги- 
аарнв топамиз:

булгани учун
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o ( 6) =  V n ( ! r  =  y 2,92 »  1,71.
2 - мисол. т) тасодифий микаор А кодпсанинг битта синовда руй беришлар сони, 

шу билан бирга Р (А) =  р (3 -§ , 1 - пункт, 2 - мисолга каранг). М (т)) ва D (г[) ни то
пинг.

Е ч и л и ш и .  tj микдор 0 ва 1 кинматини мос равишда q =  1 —  р ва р э^ти- 
моллар билан кабул килади. Шунинг учун (39) ва (44) форыулаларга кУра топа- 
миэ:

М (т)) =  0 (1  — р) -)- 1-р =  р, D (т|) =  (0 —  р)*-(1 —  р) +  (1 —  Р)*-Р =  р (1 —  ]
—  р )=р-<7.

3- мисол. т тасодифий микдор А кодисанинг л та эркли синовда р$й бериши 
сони, шу билан бирга А ^одисанинг хар бир синовда руй бериш эхтимоли р га 
тенг. М (т), D (т) ва о  (т) ни топинг.

Е ч и л и ш и .  берилган А кодиса ( синовда руй бериш-бермаслигига караб, 
1 ёки 0 к.ийматларни кабул килувчн тасодифий микдор булсин. У  колда m =  £, +  
+  62 +  . • • +  6 П • Равшанки, 1 1 микдорлар жуфт- жуфт'и билан эркли. 2- мисол 
натижасидан кар кандай < УЧУН М (g t ) =  р, D (| / ) =  pq экаки келиб чикали. 
Математик кутилма ва дисперсиянинг 3° хоссасига кУра

М  ( т )  =  М  (5, +  ?а . .  . + 1 я  ) =  М  (5 ,)  +  М  (S,) +  . . .  +  М (5 я ) -  яр,

D(m)=D  (Е .+ 6 , +  . . .  + 1 .  ) =  D (5 ,) +  D ( lt) +  . . .  +  D (&„) =  npq;
О ( т )  =  ~V npq .

4- мисол. I  Пуассон конуни буйича таксимланган тасодифий микдор булсин:

/ке~Х
p(k) — Р (5 =  * )  =  ^ -------  ( *  =  0 ,1 ...........п . . . )  [(17) формулага каранг]. МXI) ни

ТОПИНГ.

Е ч и л и ш и .  (39) муносабатдан фойдаланиб, топамиз:

М (5) =

ОО

2
К  — I

к\ 7 л (к—П\
дс — 0 к — 1

чунки:

V°° X * - 1  . X X . *  X* ,
т_ ^ ( Г ^ Г 1 + 1 Г + 5 " + ' - - + 1 Г + - ' - - в

(XI боб, 3- §, 5- пунктга каранг).
5 -  мисол. J  тасодифий микдор текис тацсимланган булиб, куйидаги

10, агар х < в  булса;

- J — , агар a <. х <  Ь булса;

о  —  сх
0 , агар х >  Ь булса,

зичлик функаиясига эга булсин. [(2 7 )  формулага каранг). М (£), D (l)  ва а ($ )  ни 
топинг.



Е ч и л и ш и .  (40), (45) ва (49) формулалар буйича топамиз:
-f- оо Ь

С С 1 а + ь

-  оо а
м&)

-f- оо 2
— а)*
12

V T -
6 — а 

6

Айтайлик, ? мицдор а ва а  параметрлар билан нормал тацсимланган 
тасодифнй мицдор булсин (3- §, 5-пунктга царанг). М (?) ва D( ? )  ни 
топамиз.

1 — (х — а)*/2 о*
Ф (дг) == —---------е булгани учун (40) формулага кура

У Т л а

М (?) =  — Х—  f x e - u - « ) V 20* dx 
У 2 л а  J

— оо

ни топамиз.
Интегралда (х — а)/а==г деб узгарувчини алмаштирамиз, у цолда 

х =  а  +  а  z, dx =  adz. Демак,

М (?) =  ——  \ хв~1х ~ a),/2o, dx =  - 4 г -  f (а +  а г) 0 ' ^  =
У 2л а J  У 2 л а  J

— оо — оо

V  _ £ 1  V  -**/ 2
« = — ^—  \ е 2 dz-j----------I е zdz.

У 2л У 2 л _JC

+  оо — г»/2

у ^

1 -Г”  — *-/*
Бизга маълумки, — —  Г е dz — 1 ((29) формулага царанг). Сунгра

2 я )

ге **/’ функция тоц булгани учун тоц функцияларнинг хоссасига 
кура (XI боб, 6-§, 4-пунктга царанг)
+ оо -Z4,

\ е zdz =  0. Демак, М (?) =  а.
— оо

Дисперсияни (45) формула буйича топамиз:

D ( ? ) -  I * j - A f ( 6 ) 1 4  (*)<**=“
— 00

+ <1 Г  м — (JC — а)*/2 О*
i (х — а)*е dx =  о*.

2яа JУ 2 л а
— оо

(интегрални хисоблашни келтирмаймиз) 
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Демак, D (?) =  ог, о (?) =  у ''D (?) =  о.
Шундай килиб а ва 6 параметрлар нормал тацсимланган тасодн- 

фни микдор учун содда э^тимолий маънога эга: а — математик ку- 
тилма, а  — Уртача квадратик четланиш.

3. Тасодифий микдорларнинг чизикли функциялари. ? нормал тац- 
симланган тасодифий мицдор, М (?) =  а ва о  (?) =  о таксимот па- 
раметрлари булсин. У \олда, агар А ва В узгармас сонлар булса, 
? билан чизикли бог лиц булган г\— А-\- В\ тасодифий мицдор хам 
нормал тацсимланган, uiy билан бирга

уИ(т)) = А  +  Ва, D (л) =  В2 о2
булади.*

Шу тасдикни исботлаймиз. Соддалик учун В >  0 булсин. ух <  
<'*\<-Уг тенгсизликларнинг э\ти.молини бахолаймиз. Бу тенгснзлик- 
лар «/,< А +  В ? < у .  тенгсизликларга тенг кучлн, яъни (ух—А) В <  
< % < (У г — А)/В. Шунинг учун

Р (Ух <  Л < У,) =  

нормал таксимланган булгани учун
<у‘— А)/В

<  I <  2* ^ )  =  — !—  Г u -  W  dx.
\ в  В )  у 2я о . J  ..._

(у . -  А)/В

Бу интегралда х =  (у — А)/В деб, узгарувчини алмаштнрамиз, у
э̂ олда dx =  —  , натижада куйндагига эга буламиз:

В
(Уш — А)1В у9

_ J _ _  С d x = _ J _  S - b - A - a M * * .
у 2л а ■’ У г л а  В J

(l/i — А)! В  у ,

Шундай килиб,

P ( y , < n < v J - Т ~  ? « -  “ - 1Л+<“ ,п " *■ " dy.
У  2 я  В a  J

Vi
Бу тенглик rj тасодифий микдор нормал таксимотга эгалигини, шу 
билан бирга yVf (г]) —А +  Ва ва D(tj) =  о2В 2 булишини билдирадн. 

Анча умумийрок тасдик >*ам уринлиднр. Xlf Х2, . . . ,  Яп узгармас-
лар, ?,, ?2............ ?„ нормал таксимлангаи жуфт-жуфти билан эркли
булган тасодифий микД°РлаР> ШУ билан бирга М (?̂ ) = a t ва D(l.) =  
=  о 2 булсин. У холда Л = > -i?i +  Я, ? 2 +  . . .  +  Я„?п тасодифий мик
дор ^ам нормал таксимотга эга ва

А1 (л) =  ai + '/-2а* +  • • • +  К ап-
D  ( ? )  =  Я.1 О 1 -|- ). 2 0 2  +  . .  • +  А, П о *

булади.

* Бу тасдикни математик кутилма ва дисперсияшшг хоссасидан ^ам ^осил ки-
лиш мумкин. Масалан, А1 (т|) =  М (Л -f- В £) =  М (A) - f  ВМ (£) =  А +  Ва.
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_ Хусусан, агар кар Кандан учун М (|,) =  a, D (£,) =  о* булса, 
£ =  (ix +  U +  . . .  +  ?„)/я тасодифий микдор нормал таксимланган 
шу билан бирга М(|У =  а, D ( а*/л, а  ( g l -  / £ ( Г )  =  6/У *  булади.’

5-§. КАТТА СОНЛАР КОНУМИ

1. Чебншев леммалари. Мазкур пунхтда Чэбишгвга* мансуб булган  
Куйидаги иккита леммани исбот киламиз.

1 -лемма, т] фсщат манфий бдлмаган циймяпларни цабул цилувчи 
тасодифий микдор бдлсин, у %олда Р (г\ >  1 ) <  .'И (л).

И с б о т и .  Соддалик учун бу тасдикни х , > 0  шартда хг, хг, . . .  
х п кийматлаонн кабул килувчи т) дигкрзт тасодифий микдор учун ис. 
бот киламиз. Э.угимолларни кушиш аксномасига кура

* i  > i

бу ерда нирннди бнрдан катта ва бирга тенг барча х{ кийматлар учун 
тааллуклидир. Бирок xt>  1 учун, равшанки, Я (л «  х ,)<  х ,Р (rj =»xt). 
Шунинг учун

^(Л >  1) = 2  х , / ^ * * , )  (50)
xi >i *i >i

53) тенгсизли<нинг унг томонига v  xi P(r\ =*х() йириндини КУШЭ*

миз, бу ерда xt <. 1. Бу йигинди манфи i эмас, чунки шартга к£ра 
х ,  > 0 ,  «э.уимоллар эса Р ( л = х 1) > 0 .  Шунинг учун

2  х| Я ( л - х |) < 2 !  р  (Л =  хг) +  v  х  .Р (л =  х ,) =
*1 > • XI > 1 *1 < 1

=  % х, р  (Г )= х{). (51)
i — 1

Охирги йигинди л кабул к»ладиган барча х, кийматлар учундир. Би
рок бу йигинди таърифига кура математик кутилмага тенг:

2  xt Я (л = х {) =  М (л).
1

(50) ва (51) муносабатларнн гаккослаб, кУ‘”|ИДагнга эга буламиз:

Я ( Л > 1 ) < 2  ̂ х ip  (Л =  xt) =  М (’!)•
i -  I

Лемма исбот булди.
2 - лемма, с тасодифий мицдор, е эса мусбат сон бдлсин. У хрл- 

da I тасодифий мщдорнинг унинг математик кутилмасидан чет-

• П. Л. Чебншев (1821 —  1894) буюк рус математиги.
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ланииш модулининг е дан кичик булишининг эхтимоли 1 — -
в*

айирмадан, катта ёки унга тенг булади, яъни

^ I | 5 - A f ( ? ) | < e ] >  1 - ^ > -  (52)

(52) тенгсизлик Чебишев тенгсизлиги дейилади.
И с б о т и .  Дастлаб |?— М (?) >  в тенгсизликни к^рамиз. Бу

15 — м  (S) 1* . .
42— —-------  >  1 тенгсизликка тенг кучли булгани учун

ЯЦ? —Л1(?)| >е] = Я —Л1 (6)]» 1
I е’ )

Т1 =  --— ' тасодифий мицдор манфий эмас, демак, Чэбишевнинге3
1-леммаси шартларини цаноатлантнради. Бинобарин,

р ( п >  1) _ >  | j ^ м =

=  ±  Л ) | Е - М ( У 1 >
е1 е 1

чунки М [ ? — /И (? ))*= £ > (? ). Шунинг учун

Я [ | ? — М (?) |* > е] =  Я j ILzjMlil > 1 j <  £Ф . (53)

1? — Л1 (?) | <  е тенгсизлик билан ифодаланувчи цоднса | ? — М (?) >  е 
тенгсизлик билан ифодаланувчи цодисага царама- царши булгани учун 
Р[1 — Af(?)| < е ]  =  1 — Р[ (| — Af (?) | >  е]. Энди (53) муносабатни 
эътиборга олиб. узил-кесил цуйидагига эга буламиз:

Я[|?-М(?)|<е]> 1 - ^ .
е*

2. Чебишевнинг катта сонлар цонуни. Цуйидаги тасдиц ^ринли- 
дир. ?!, ?2............. ?п, ■ ■ • Жуфт-жуфпш билан эрк.ги бдлган тасо
дифий мицдорлар кетма-кетлиги булиб, уларнинг дисперсиялари 
текис чегараланган булсин, яъни исталган i учун D(?,) <  С булсин 
У %олда г >  О \ар цандай булганда %ам ушбу муносабат уринли- 
дир:

iim P ; i k + t ^ - - d J . - a b > * i ! s i! + - - ± a M i < « | _ , .  (54)
л - о о  I I Л п I J

И с б о т  и. (?! +  ?„)/л мицдорни, яъни п та тасодифнй
мицдорнинг уртача арифметигини ?„ орцали белгилаймиз. ?п тасоди
фнй мицдорнинг математик кутилмаси
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Щ  у  =. М р » + Ь ад -  +  Ь» j  =  J - A f d ,  +  Ь  +  ... у  в

Al(£,)4-Af(|,)+-4-/М(£я)
п

га ва дисперсияси

0 ( f )  „  D , i , + S ,  +  - - ^ )  _  +  0 (1 , ) +  ...  +  0 ( У ,

га тенг (биз бу ерда математик кутилма ва днсперсиянннг хоссала- 
ридан фойдаланднк). Энди — (?х +  | 2 +  . . . +  ?п)/ п тасодифий 
мнцдсрга Чебишевнинг иккинчи леммасини цулланиб, топамиз:

/ "(I  Гя — Л1(1)| < е )  >  1 _ £ 0 « ) ,

яъни
\ | £, +  £ , +  -  +  M (E i) +  A M £.)-<-- +  M(S,)

Р(6,) +  Р(6«) +  -  +  Р(Ь,) ^  ! _ С _
п2е* е2п ’

чунки ^ар цандан i да D(^) <  С ва демак, £(? ,) +  D(t2) +  . . . +  
+  <  пС. Хар кандай ходисанинг эхтимоли бирдан катта була 
олмаслигини эътиборга олсак, куйндагнга эга буламиз:

J Е, +  fa +  ... +  Ь. АЦ(Е.)1+ At(fa) +  -  +  м  (£„) | с  с j|^

>  1 — — • е 2п

п -+-00  да лимитга утамиз (V боб, 1- §. 6-пункт, 6-теоремага царанг)!
П т Г | |» Е .Ч - Ь  +  - - - Ь .  А «(1 » )'+ Д « (6 ,) +  - .  +  лП Ь .) < е 1 = 1 .
П—>оо [  I п fl J

Чебишевнинг катта сонлар цонунннннг маъноси куйндагндан 
иборат. Ало^ида олинган тасодифий микдор узининг математик ку- 
тилмасидан анча узоцда булган вийматларни кабул ^илиши мумкин 
булган бир пайтда катта сондаги тасодифий мицдорларнш.г уртача 
арифметиги бирга я^ин эхтимол билан бу тзсодифий мицдорлар мате
матик кутилмаларининг уртача арифметигига Я1\нн цийматларни кабул 
^илади.

Ч е б и ш е в н и н г  к а т т а  с о н л а р   ̂о н у н и нинг  х у с у с и й  .^о-
л и. £lf 1г............. жуфт-жуфти билан эркли булган тасоди-
фий мн^дорлар булиб, уларнинг дпсперсиялари текис чегараланган 
(Dili) <  С) ва бир хил математик кутилма M(lt) — а га эга бул
син. У %олда е > . о хар ^андай булгаида хам ушбу муносабат уринли 
булади:

lim  / > (| £. +  Ь ± - -  +  Е<1—  а |< е  j =: 1.
П -ю о  II Л I J
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Бу
M(Ei) +  A*(E«) +  -  +  M (b.)_  g

п

булгани учун бевосита (54) формуладан келнб чицэди.
Изо.\. Агар ^ р  кандан кичик £ > 0  берилганда к£м |е„ — Л | < е  

тенгснзлнкнинг эхтимоли п ортган сари чексиз равишда бирга яцнн- 
лаша борса, ел — тасодифий микдор А сонга эхтимол буйича яцин- 
лашади дейилади. Эхтимол буйича якинлашиш lim д„ - -  А эканинн

П-*оо
билдирмайди. ХаКиКатан хам, кейичги холда |g„ — Л | <  е тенгсизлик 
п нинг етарлича катта барча кийматлари учун бажариладн. Эхтимол 
буйича якинлашишда эса бу тенгсизлик п нинг айрим етарлича кат
та кийматлари учун бажарилмаслиги мумкин. Бирок |б — Л | < е  
тенгснзлнкнинг п нинг катта кийматлари учун бажарилмаслиги жу- 
да кам буладиган (кичик э^тимолли) ходисадир. Буни эътиборга олиб, 
Чебншевнинг катта сонлар конунининг хусусий холини куйидагнча 
таърифлаш мумкин.

Жуфт-жуфти билан эркли булган текис чегараланган диспер- 
сияларга ва бир хил математик кутилма M(lt) — а га эга булган

?2 • • • • 1п тасодифий мицдорларнинг уртача арифметиги 
+  +  ••• +  1п)1п Чтимол буйича а га яцинлашади.

Чебншевнинг катта сонлар конунининг хусусий коли маъносини ту- 
шунтирамиз. Бирор физик катталикнинг хакикий киймати а ни (маса
лан, бирор деталнинг $лчамини) топиш талаб килннгаи булсин. 
Бунин г учун бир-бирига боглик булмаган бир катор улчашлар утка- 
замиз. \ар бнр улчашда бирор хатоликка йул куйилади (бу какда 
муфассалрок 6- §, 1-пунктга каранг). Шунниг учун улчашнинг кар бнр 
мумкин булган натнжаси £, тасодифий мнкдордир (i индекс улчаш 
номери). Хар кайси улчашда систематик хато йук деб фараз кила
миз, яъни улчанаётган микдорнинг хакикий киймат а дан у ёки бу 
томонга четланиши (огишн) тенг э\гимоллидир. Бундай колда барча 
h  тасодифий микдорларнннг математик кутилмалари бнр хил ва ул
чанаётган а микдорга тенг булади, яъни Al(?j) =  а.

Никоят, улчашлар бирор кафолатли аниклик билан бажарилаяпти 
деб фараз киламиз. Бу барча улчашлар учун D(|,) <  С деган суздир. 
Шундай килиб, бу колда Чебншевнинг катта сонлар конунн шарт лари 
бажарилмокда, шунинг учун агар j/лчашлар сони етарлича катта бул
са, е >  0 кар кандай булганда хам улчашлар натижаларннинг уртача 
арифметик киймати фарки г дан кичик булншнни амалда мукаррар- 
лнк билан тасдиклаш мумкнн.

3. Бернуллининг катта сонлар конуни. Эркли синовлар кетма-кет- 
лиги утказилаётган булсин. Бу синовларнинг хар бирининг натижа- 
сида А кодиса руй бериши кам мумкин, руй бермаслигн кам мум
кин булиб, бунда б у Кодисанинг хар бир синовда р^й бериш экти- 
моли бнр хил ва р га тенг булсин. Агар .4 кодиса п та синов 
натижасида щ марта руй берган булса, у Колда, маълумкн, т/п нис- 
бат А кодисанинг руй бериш, содир булиш частотаси дейилади. Час
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тота тасодифнй мицдордир. шу билан бирга частота т/п цийматни 
цабул цилиш эцтимоли (13) Бернулли формуласи Рп(т) =  С™ p mqn~m 
буйича нфодаланадн.

Катта сонлар цонуни Бзрнулли фэрмасида цуйндагцча ифодала- 
нади: синовлар сони етарлича катта булганда А ходисанинг руй 
бериш частотаси унинг э.\тимолидан исталганча кам фарц цила- 
ди деб, бирга щин эхтимол билан тасдицлаш мумкин, яъни е >  О 
мусбат сон хар цандай булганда хам

<55) 
булади.

Бошцача айтганда, синовлар сони п ни чексиз орттирилганда, А 
Ходисанинг т/п частотаси Р(А) га эхтимол буйича яцинлашади.

Ис б о т .  I  =  - — тасодифий мицдорнн цараймиз. М(т) =  п рваП
D[m) =  npq булгани учун (4-§, 2 - пункт, 3- мисолга царанг):

М(Е) ~ М ( — ) »  J-M (m) -  —  =-- р,
\ п ) п п

D(Z) -  £>(— ') =■■ — D(m) -  ^
V я ) п2 я1 л

1 тасодифий мищорга Чебишевнинг иккинчи леммасини цуллаймиз:

» (т )• \ > P \ \ ! L - р| <  e l  S L
L I я I J e1 ne2

n-*-oo да лимитга утиб, цуйндагига эга буламиз:

l i mP[  I——  р  < с ]  =  1 .
П-*ао L I П J

Биз синовлар сони катта булганда А ходисанинг Р*(А) -■ часто-
тасн барцарорлнк хоссасига эга булади деб айтган эдик ( 1-§, 1-пункт- 
га царанг). Бу цолнн Бзрнуллининг катта сонлар цонуни тушунти- 
риб беради.

6 -§ .  ЛЯПУНОВ ВА ЛАПЛАС ТЕОРЕМДЛАРИ

1 . Ляпунов теоремаси. Купиича катта сондаги эркли тасоднфий 
мицдорларнннг йигиндисидан иборат тасодифнй мицдорлар билан иш 
куришга тугри келади. Маълум булишича, баъзи умумий шартларда 
цушилувчиларнинг ^ар бири з\тимоллар тацснмотининг ьормал цону- 
нига буйсунмаса-да, лекин бу йигинди нормал тацсимотга яцнн бул
ган тацсимотга эга булар экан. Бу шартлар Ляпунов* томонидан 
топилган ва унинг номи билан аталувчи теореманннг мазмунинн 
ташкил этади.

• А. М. Ляпунов (1857 — 1918)— Суюк рус математиги.
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Биз фацат Ляпунов теоремасндаи келиб чицадиган натижани ис- 
ботснз келтнрамнз.
?х, l i ............ 1п, . . .  математик кутилмалари M(h) — at ва диспер-
сиялари D(lt) =  а] булган жуфт-жуфти билан эркли тасодифий 
микдорлар кетма-кетлпги бдлсин, шу билан бирга бу микдорлар 
цуйидаги иккита хоссага эга бдлсин:

1) Шундай L сон мавжудки, исталган i учун | h — M (\ )| < L  
тенгсизлик Цринлидир, яъни тасодифий мщдорларнинг барча ций- 
матлари математик кутилма-гарига ниебатан текис чегаралан
ган;

П
2 ) п-+ оо да У д ;  чексиз ijcadu.

/—1
У щгда етарлича катта п да £ =  +  | 2 4 -  . . . +  йигинди 

нормал та^симотга щин тщеимотга эга булади.
о ва о2 лар 5 =  ?i -f- +  . . .  +  тасодифий ми^дорнинг мате

матик кутилмаси ва дисперсияси булсин. У холда]

а  =  М(£) =  М(£1 +  2* +  • • . +  1„) =
П

=  M(lt) +  МП.) +  . . . +  МЦЯ) =  V  at,
/«i

о* =  Di I) =  Dili +  1 ,+  . . .  +  U  =  D ^ ) +  DiU) +
П

+  • • • + D ( ? (I) =  V  o*.
i- i

Ляпунов теоремаси натижасига кура g тасодифий микдор п нинг 
катта кийматлари учун нормал тацеимотга я^нн та^симотга эга бул- 
гани учун (32) формулага кура цуйндаги муносабат уриилидир:

Ж *1< Ь  +  Ь + ••• +  ^< *>>~ф Г 1т 1) - ф (2т £). (56) 

бу ерда ф(дг) — э^тимоллар интеграли.

2. Хатолариинг асэсий цэнуни. Биз бирор улчаш утказаётган б£л- 
сак, унинг натижэенга улчаш хатотикларини келтириб чи^арувчн 
бир ь̂ атор факторлар таъсир килади. Улчаш хатэликларини асосан 
учта группага ажратиш мумкин: 1) цупол хатолар; 2 ) систематик 
хатолар; 3) тасодифий хатолар.^

Цупол хатолар асбобнинг курсатишинн диэдат билан у^имаслик- 
даи, курсатишларни нотурри ёзилдан. асбэбдаи нотуррн фэйд&ламиш- 
дан пандо булади. Бу хатолардан улчаш ^оидаларига риоя ^илнн ган
да ^утулиш мумки’1.

Систематик хато iap одатда улчащ нати-каларини маыум бир то- 
монга бузиб курсатувчи. Улар, масалан, асбэ5ларнинг номукаммал- 
лигидан, кузатувчннинг шахен! сифатларндаи келиб чи^ади ва тегиш
ли тузатмалар ёрдамида бартараф цилиниши мумкин.
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Тасодифий хатолар аниц хисоб-китсб цилиб булмайдиган ва хар бир 
алохида холда турлича таъсир курсатадиган куп сондаги ало^ида- 
ало^ида сабаблар туфайли юэага келади. Бу хатолар сезилмайдиган 
механик сабаблардан, улчсв асбсблгри параметрларининг узгарнши- 
дан, метеорологик шароитлардан ъа х. к. лардан пайдо булади. Бу 
сабабларнинг хар бири ало>>нда олганда улчгш чсгида жуда кичик 
i>, хато пайдо цилади. Бу кичик хатолар йигилнб, v =  Т  V{ йигинди 
хатони вужудга келтирадики, энди бу хатони эътиборга олмасдан 
булмайди. Ана шу йигинди хато v тасодифий микдор бу.тнб, жуда 
катта сондаги унча му?\им булмаган, бир-бирига бсгли^ булмаган та- 
содифни мицдорларнинг йириндисидан иборат еэ Ляпунов теоремаси 
натижасига кура нормал таксимотга эга. Улчашни цупол ва система
тик хатолардан ^олн деб фараз г̂ илиб, улчашнинг мумкин булган 
натнжаси математик кутилмаси улчанаётган микдорнинг хаци^ий ций- 
мати а га тенг, яъни М(£) =  а б\лган £ тасодифий микдор деб .\исоб- 
лаш мумкин (297-бетга ^аранг). и =  £ _ а  йигинди хато нормал та^- 
симот конунига буйсунади, шунинг учун $лчашнинг мумкин булган 
натнжаси £ =  о +  v хам таксимотнинг нсрмал г^онунига буйсунади 
(4-§, 3- пунктга каранг). Хотоларнинг асссий кон уни ана шундан 
нборат.

3. Лапласнинг интеграл теоремаси. К,уйидаги тасди^ уринлиднр.
Теорема. Х,ар Сирининг натижасида А ходисанинг руй бериш 

эхтимоли бир хил ва р(р Ф  1, р Ф  0) га тенг булган п та эркли 
синов утказиластган булсин. А ходисанинг п та синовда руй бе- 
ришлар сони т булсин. У ^олда етарлича катта п лар учун т 
тасодифий мицдор

а =  М(т) — пр, о =  | D(m) =  | npq
параметрлар билан нормал тсксимстга яцин таксимотга эга бу
лади.

И с бот.  А ^одисгнинг /' сиксрда руй бергшлар сони булсин. У 
^олда at — Ml?,) =  р, о2. =  £ (? ,) =  pq (4- §, 2-пункт, 2-мисолга ца- 
ранг). фа^ат иккита 0 иа 1 кикматни цабул килиши мумкин булга
ни сгСгбли кстглггн i учун: | ^ _  а,| =  |Ё( — р\ <  |£,| +  \р\ sg

П
< 1 + 1 = 2 .  Бунд£н шикари, п-+ оо д а ^ о 2 =  npq микдор чек-

»— 1
сизликка интилади. Шундай чнлиб, ?2..............  1п, тассдифий
микдсрлар кетма-кетлиги Ляпунов теоремаси натижасининг шартлари- 
ни цансатлантиради. Шунинг учун бу микдорларнинг йириндиси 
т =  ?, +  ?2Г,+  . . .  +  Еп етар."ича катта п лар учун нсрмал та1\снмот- 
га якии таксимотга эга булади. Шуни исбстл£ш тглгб килинган эди. 
т тасодифий мг:кдср, яъни А ходисанинг п та сннседа руй беришлар 
сени х 1 < т < х г тенгсизликларни ^аноатлантириш эхтимолинн >;и- 
соблаймиз, бу ерда дгх га дг2 берилган сонлар. а =М (т ) = пр, а  =

300



=  a(m) =  \ npq булгани учун (4-§, 2 -пункт, 2-мисолга царанг). 
(32) формулага кура цунидагини хосил циламиз:

Я ( , , < „ < , , > »  Ф ( ^ Е ) - Ф ( ^ ) .  (67,

бу ерда Ф(х) эцтимоллар интеграли.
Мисол. Ишлаб чикилган технологии режнмда завод уртача 70%  биринчи сорт 

ма.^сулот чицарадн. 1000 та буюмнинг биринчи сэрглилари сони 652 ва 760 ораси
да булиш э^тимолини аницлаиг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда р =  0 , 7 ;  q =  1 — р =  0 ,3 ;  п =  10ЭЭ; пр =  0 ,7 -1 0 3 0  =
=  700, npq =  1 0 0 0 -0 ,7 .0 ,3  =  210, У  npq =  У 2 Ш  »  1 4 ,4 9 .

(57) формуладаи ва э\гимоллар иитегралининг II жадвалдаги (иловага царанг) 
цийматидан фойдаланиб, топамиз:

Я (652 <  / л <  760) да ф  — Ф ( =  Ф (^,14) — Ф ( — 3 ,3 1 )  =

=  ф (4,14) +  ф (3 ,31 ) = . 0.4ЭЭЭ7 - f  0 ,4 9 3 1 3  = . Э.9ЭЭ 15.

7-;§. Э\ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ УЛЧАШЛАР НАТИЖАЛАРИ НИ ИШЛАБ
ЧИЦИШГА ТАТБИЦИ

Номаълум физик доими1  а ни аницлаш учун п та эркли (бир-би- 
рига боглиц булмаган) улчашлар утказилаётган булсин, бунда цу пол 
ва систематик хзтоларга й^л цуйнлмаган деб цисобланади (6- §, 2 - 
пунктга царанг). п та ^лчаидан \аР бирининг мумкин булган натнжаси 
тасоднфи* мицдордир, уни s<(*— улчаш номери) орцали белгилаймиз. 
) а̂р бир улчаш бэшца улчашлар нати/каларига боглиц булмагани учун 
биз л та Sj, . . . , £„ эркли тасодифий мицдорларга эга буламиз. 
jtp х2, . . .  ,хп орцали а  мицдорнн n-та улчашдаги цосил килинган нати- 

жаларини бзлгилаймиз. Шундай цилиб, х, тасодифий мицдор Ег нинг 
мумкин булган цийматларидаи бири.

Чгбишевнинг катта сонлар цонуни (5- §, 2- пунктга царанг) асо- 
сидз цуйидаги тасдицнн келтиришимиз мумкин: улчашлар сони п 
етарли даражада катта булганда улчаш натнжаларинннг уртача ариф- 
метиги физик доимий (узгармас)нинг цациций цийматидан жуда кам 
фарц цилишини амалда ишонч (муцаррарлик) билан тасдицлашимиз 
мумкин, яъни ушбу

п
тацрибий тенгликнинг бажарилиши эцтимоли 1 га исталганча яцнн 
булади.

Бу тацрибий тенгликнинг аницлигини бахолаймиз. Бунинг учун 
дастлаб, хаголарнинг асосий цонунига кура (6- §, 2 - пунктга царанг) 
улчашнинг хар бир мумкин булган натижаси ^ тасодифий мицдор 
эканини ва эхтимолтар тацсимотичинг нормал цонунига (улчанаётган 
мицдорнинг хацицнй циймати а га тенг булган бир хил математик ку-
тилма М (I,) = а ;  i — 1, 2 ...........п билан) буйсунишини цайд цила-
мнз. Сунгра, барча улчашлар бир хил аницлик даражасида олиб бо- 
рнлаяпти деб фараз циламиз (бир хил аницликдагн улчашлар). шу*
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нинг учун барча тасодифий мицдорларнинг дисперсиялари бир хил 
булиши керак, яънн D (?4) =  os.

Дастлаб а  нинг циймати маълум деб, а нинг номаълум кийматини 
ба^олаш холини ^араб чикамиз. i- улчашнинг мумкин булган нати- 
жасн математик кутилмаси М (?.) =  а ва дисперсияси D (?4) =  о! бул
ган эхтнмоллар тацсимотинннг нормал цонуннга буьсунувчн тасо- 
дифий микдор булгани учун £ =  (?х +  +  • • • +  £„Vn тасодифий миц-

дор хам уша М (£) = а  математик кутилыа еэ о  (?) =  1 D(l) =о/у/”л 
уртача квадратик огиш (4- §, 3- пунктга каранг) билан нормал тац- 
симотга эга. Шунинг учун уртача арифметик I учун эхтимоллар тац- 
симотининг зичлиги куйидаги куринншга эга:

,  . 1 — <дг—в)*/2о*<£) Т / 7 Г  — (* — аут/Ю*а-г (х) ------------ — е =  — —— е
У 2 я а (5 )  У2ла

бу ер да таксимот параметрларн в ва о (|) =  о/У"п га тенг.
Демак, п та ^лчашда цийматларнинг шундай Е2, . . ., 1п туп

ламини олишимиз Еа исталган е > 0  да ]£ — е, Н -f- 1  [ интервала ни 
;уз ичига слиш эхтимоли (33) формулага кура куйидаги муносабат бн
лан аьикланадн:

Р ( I — е <  а < 1  +  е) =  Р ( |Т— а | <  е) =  2 Ф (г/с (|)) =  2Ф(е г п/а)
(58)

] Т — е. !  +  *[ интервал с — е Еа I •+- с тассдкфий чеггралгрга эга. 
(58) муносабат исталган п >  1 цнкмат учун уринли. 2 Ф ( г ]  гГ/а) э.у 
тимол h ,  £2, . . . .  £„ тасодифий микдорлар цабул циладнган конкрет 
^ийматларга боглиц эмас еэ улчашлар сони п усганда Ф (х) функция
нинг хоссасига мувофиц усади (3- §, 4- пункт). (58) муносабат ул
чаш натижасида \осил килинган jcj, х............ ....  кийматлар цандай бу-
лишидан цатьн назар цуйидаги формула урннлн булишини курсатади:

Р(х — е < а < Г х +  е) = 2 Ф ( е ]  п/а) ,  (59)

бу ерда х =  (хх +  хг +  . . ■ +  х„) / п. Бу ердаги х миедор уртача 
танланма дейилади. (59) формуладан куп холларда фойдаланиш мум
кин эмас, чунки одатда а нинг цийматн номаълум булади. Шунинг 
учун а ва о микдорнинг нккаласи номаълум булган ^олнн караймиз. 

Айтайлик, s* микдор ушбу муносабат оркали ани^ланган булснн.

Д а , - ! ) 1
s2 = ‘-=!-------‘ (60)

п —  1

бу ерда | =  (£i +  ?2 +  . . .  -Ь £„)/«.
2 а*

s* микдор о2 га тенг математик кутилма ва га тенг днспер-
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сияга эга экакшш курсатиш мумкин, яъни М (s*) =  о*, Z) (s*) =  ẐTT
(исботни хиссблашлар узун булганн учун келтирмаймнз). Бу s* мщ- 
дорга ЧебишеЕнинг иккинчи леммасини цуллаймиз (5- §, 1- пунктга 
царанг):

D(s')
Я  [ | s*  —  A !  (s*)  | <  в  ] >  1 —  ,

бу ерда е >  0. Бу ерда М (ss) ва D (s5) нинг цийматларнни цуйнб, 
ушбунн хосил ^нламиз:

1 > P [ | s * _ o * l < e l >  1 - ^ 7 Гг (61>

(61) муносабат, агар п — оо булса, /’ [ Is * — о * | < е ] -» - 1  булишини, 
яъни s2 эхтимол буйича о5 га интилишини курсатади.

_ _  2 (*/— *)*
Энди s2 =  — ------------  мицдорнн караимиз. s2 микдор s* нинг мум-П — 1

кин булган цийматларндан бири булгани учун етарлича катта п лар
да цуйидагн такрибий тенгликнинг уринли эканини амалда ншончли- 
лик билан тасди^лаш мумкин:

s2 =  — ------------«  о* ёки о ~  Г  t l _________=  s , (62)'
« — 1 Г л - 1

бу ерда х =  (.vx +  xt +  . . . +  хп) /л. Бу ердаги s* микдор танлама 
дисперсия дейилади.

Амалда ^лчангётган микдорнинг а адиций киймати ]х— е, д :+ е (  
интервалда ётиш э^тимслини ба^олаш учун (59) формуладан фонда- 
ланилади, бунда о урнига унинг (62) формула буйича тспилган s 
тацрибий киймати цуйилади.

Шундай ^илиб, п нинг етарлича катта кийматлари учун цуйидаги- 
га эгамиз:

/, ( х - Е < к Г + е )  =  2 ф 1 е 1 ' л / « ) > (63>
бу ерда

2 G*

— *1 — *1 -г • • • +  *П — 1 /  t l ,  ‘ х (64)

] х — с, х -f- е[ интервал ишончлилик интервалы, о  =  2 Ф (с 1 п /s ) 
эхтимол эса ишонч* дейилади.

Мисол. П^лат таркиСндаги хрсмнинг лроцентини ани^лаш учун 34 та ?лчаш 
$тказилди, уларнинг натнжалари цуйидаги ж ад Е зл да келтирилган.

•(63) формула буйича хисоблаш п >  30 да аницлиги буйича цоникарлн булган 
иатижалар беради.



№ Ж1 X , -  X | (X j —  X)* 1 » *1 х , - х  1 <xt —  х)>

1 4,505 0 - 1 0 —» 0 - 1 0 - * 19 4 ,507 2 - 1 0 - * 4 - 1 0 - »
2 4 ,524 0 , 0 1 9 = 1 9 - 1 0 —» 3 6 1 - 1 0 - » 20 4,502 —  3 -1 0 —» 9 - 1 0 - »
3 4 ,492 — 13-10—» 1 6 9 -1 0 -» 21 4,497 —  8 - 1 0 - * 6 4 - 1 0 - »
4 4 ,5 0 0 —  5 - 1 0 - * 2 5 - 1 0 - » 22 4 ,485 — 2 0 - 1 0 - * 4 0 0 - 1 0 - »
5 4,493 — 12-10- * 1 4 4 -1 0 -» 23 4,511 6 - ю - * 3 6 - 1 0 - »
6 4,515 1 0 - 1 0 - * 1 0 0 - 1 0 - ° 24 4,519 1 4 - 1 0 - * 196-10-»
7 4 ,504 —  1 • 10—» 1 -10—» 25 4,513 8 - 1 0 - * 6 4 - 1 0 - »
8 4,508 3 - 1 0 - * 9 - 10—• 26 4,517 1 2 - 1 0 - * 144-10-»

9 4,517 1 2 - 1 0 - * 1 4 4 - 1 0 - " 27 4,508 3 -1 0 —» 9 - 1 0 - »
10 4 ,513 8 - 1 0 - * 6 4 - 1 0 - » 28 4,504 —  1 -10—* 1 - 10—»

11 4 ,519 1 4 -1 0 -* 1 9 6 -1 0 -» 29 4 ,515 1 0 - 1 0 - * 1 0 0 -1 0 -»
12 4,511 6 - 1 0 - * 3 6 - 1 0 - » 30 4 ,4 9 3 — 1 2 - 1 0 - * 1 44-10-»

13 4 ,485 - 2 0 - 1 0 - * 4 0 0 - 1 0 - » 31 4 ,500 —  5 - 1 0 - * 2 5 - 1 0 - »
14 4 ,497 —  8 - 1 0 - * 6 4 - 1 0 - » 32 4,492 — 1 3 -1 0 -» 1 6 9 -1 0 -»
15 4,502 —  3 - 1 0 - * 9 - 1 0 - » 33 4,424 1 9 -1 0 - * 3 6 1 -1 0 -»

16 4,507 2 - 1 0 - * 4 - 1 0 - » 34 4 ,505 0 -1 0 - » 0 - 1 0 - »

17 4,501 —  4 - 10~» 1 6 -1 0 -»
18 4,501 —  4 - 1 0 - * 1 6 -1 0 -» V 1153,186 6 9 6 8 -1 0 -»

^1шончлилик интервалини ос =  0,9973 ишонч билан топннг.
Е ч и л и ш и :  Бу ерда я  = 3 4 .  Жадзалда берилганлардаи фэйдалаииб, топамиз:

153.286
34

_  ,  Г  6 9 6 8 -1 0 -»
: 4,5055; s =  1 /  ----------- —  « 0 ,0 1 4 5

г  34 —  1

0,0145 „
■------=  0 ,0025

Уп  V34"
а  =  0,9973 ишонч буйича (63) формуладаи топамиз:

2 Ф (е У п 17)=1 2 ф  (е/0,0025) =  0,9973.

Демак, ф (е/0,0025) =  0,49865. .Иловадаги I I  жадвалдан е/0,0025 • 
бу ердан е = 0 ,0 0 2 5 -3  =  0,0075.

Мазкур \олда ишончлилик интервал и цуйидагичадир:

]7— е, Г -f -el =  J4.5055 — 0,0075 ; 4,5055 +  0,075[ =  J 4,498; 4 ,5 1 3 [.
Шундай цилиб, хромнинг пулатдаги процент таркиби’ а  =  0,9973 ишонч билан 

]4,498; 4, 5131 интервалда ётадн.

8 - § .  Эз т̂имоллар назариясининг статистихага татбици
Математик статистика мзтгматиканинг куп сондаги тасодифии цо- 

дисалар устида кузатишлар олиб бориш натижасида цосил цилинган 
тажриба натижалариии ишлаб чициш ва анализ ЦНЦиш усуллари ур- 
ганиладиган цисмидир. Шундай цилиб, улчаш натижалариии ишлаб 
чициш (7-§ га царанг) математик статистиканннг масалаларидан бири 
хисобланади. Мазкур параграфда математик статистиканннг яна ик
кита масаласинн куриб чицамиз.
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1. Номаълум тацсимот функциясини аницлаш. кийматлари куза- 
тишлардаи олннган узлуксиз £ тасодифий микдор билан нш кураёт- 
ган булайлик. I  нинг кузатилаётган цийматлар диапазонинн бир хил ДХ 
узунликдаги ]Х0, X J ,  ]Xlt Х 2[............ 1ХЙ_ 1( Х*[ интервалларга бу
ламиз. mt шу | нинг I-интервалга тушган кузатилаётган кийматлари 
сони булсин. т, ни кузатншларнннг умумий сони п та булиб, i- нн- 
тервалга мос келувчн р'{ частотани хосил киламиз: р\ — m jn, шу би-

лан бирга ^ р \ = ^ ?  т,/п =  1 . куйидаги жадвални тулдирамнз:
<-i "Ц1

И нтервал
иомери Интервал т, •

1 ]х0, -Y,[ т , Р\

2 1 * , .  Х г [ т2 р 'з
• • • т
• • * •
k )Хк-и  Хк[ тк

Р\

Бу жадвал статистик фтор дейилади. Е тасодифий микдор тацси- 
мотннннг эмпирик (ёки статистик) функцияси деб, I мицдор сипов 
натижаснда х дан кичнк цийматни цабул цилишидан 'иборат цодиса 
частотаснга айтилади:

F * (x )= P * (t< x ) .
Амалда статистик таксимот функцияси F* (х) нингХ0, ,Y,..........Xk

нуцталардаги цийматларини топиш етарлидир (улар эса статистик ца- 
тор ннтервалларннннг чегараларидир:)

Г ( Х 0) = Р * ( 1 < Х 0) - 0 ,
F*(X 1) =  P * ( l < X l) =  ^ = p ] t

^ ( Х , ) = Р * а < Х , ) = ^ ± ^  -р \  +  р2, (65)

r(Xk)=P*(\<Xk)=?±±Zi±br-ZL* - p I + ^  +  . . . +  p; « i .

x < X 0 да F*(x) —0 ва x > X k да Г*(х) =  1 эканини цайд цилнш
керак. Mt \Х„ F* (X,)] нуцталарни ясаб ва уларни силлнц эгри чизик 
билан туташтириб, таксимотнинг эмпирик функциясининг тацрибий 
графигнни хосил циламиз (96-чнзма). Бернуллининг катта сонлар 
цонунндан фойдаланиб, снновлар сони п етарлича катта булганда 
бирга яцин эхтимол билан таксимотнинг / (̂дг) эмпирик функцияси 
| мицдорнинг бизга номаълум булган тацсимот функцияси F(x) 
дан жуда цам кам фарц цилишини исбот цилиш мумкин.
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КУпинчс Нацсимотнинг эмпирик функциясини ясаш урнига ^уйи-
дагича йул тутилади. Абсциссалар уцида ]Х0, Х х[. ]Х ,. Х ,[ ............
)Xk_ v Х А[ интерваллзр цуйиб чи^илади. )^ар цайси интервалда юзи 
берилган интервалга мос булган р* частотага тенг булган тугри турт- 
бурчак ясалади. Бу тугри туртбурчакнннг баландлиги /i, =  р]!А X 
га тенг, бу ерда А Х  — -\ар бир ннтервалнинг узунлиги. Равшанки, 
барча ясалган тугри туртбурчакларнинг юзлари йнгинднеи бирга тенг.

]X ;_ lf ХД интервалда узгармас ва Л, га тенг булган у =  <р* (*) фу
нкция ни цараймиз. Бу функциянинг графиги гистограмма дейилади. 
У погонавий чизицдан иборат (97- чизма). Бернуллининг катта сонлар 
цонунидан фойдаланиб, кичик Д Х  ва катта п ларда (амалда му^ар- 
рарлик билан) Ф*(*) функция узлуксиз g тасодифий микдорнинг та^- 

jc h m o t  зичлиги ф(дс) дан жуда кам фарц цилишини курсатиш мумкин.

Мисол. Хвостовикнинг 270 та вали диаметри улчанган. Диаметрнинг киймат
лари (см ларда) 66 —  90 см орал ик да (диапазонда) ётади. Бу оралик,ни узунлиги 
2 см (Д X  =  2 см) булган интервалларга булиб, статистик цаторни ^осил киламиз 
(жадвалга каранг).

96- раем 97- раем

И ш ерваллар
номерлари

И нтерваллар « 1
т1

' " ' “ Г ‘ Д х

0 ) (2) (3) <4> (5)

1 )66,68| 4 0 .0 1 5 0 ,0 0 8
2 )68,70[ 12 0 .045 0 ,0 2 2
3 170.72J 2 4 0 ,0 9 0 0 ,0 4 5
4 1 7 2 .7 4 1 41 0 ,152 0 ,0 7 6
5 1 7 4 ,7 6 [ 5 0 0 ,185 0 ,0 9 2
6 1 7 6 ,7 8 1 5 3 0 ,1 9 6 0 ,0 9 8
7 1 7 8 .8 0 [ 3 9 0.144 0 ,072
8 ] 8 0 ,8 2 [ ? 6 0 ,0 9 6 0 ,0 4 8
9 1 8 2 ,8 4 [ 13 0 ,0 4 8 0 ,024

10 1 8 4 ,8 6 [ 5 0 ,0 1 9 0 ,0 0 9
И 1 8 6 ,8 8 1 2 0 ,007 0 ,0 0 4
12 188.901 1 0 ,003 0 ,0 0 2

2 1 2 7 0 1.000
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• 0.1- 

0.08 

0,06 

Щ  
0.02

xd
5S 70 П 76 32 <36 90 

98- раем

Тацсимот гистограммасини ва эмпирик функциясини 'ягаймиз. ^исобланган р] 
частоталар (4) устуида, гистограмма тугри туртбурчакларининг баландликлари hi 
ларнннг цийматлари (5) устуида келтирилган. Гистограмма 98-расмда тасвирланган.

Тацсимот эмпирик функциясининг цийматлари интервалларнинг чегаравии иуц- 
таларида (65) формула билан ^исобланган ва цуйидаги жадвалда келтирилган.

X 66 68 70 72 74 76 78

г  (* ) 0 0 ,015 0,060 0,150 | 0,302 0.487 0,683

дав о ми

X 80 82 84 86 88 90

F*(x) 0,827 0,923 0,971 0,990 0,997 1,000

Масалан,

F* (72) =  Ш' +  т'- +  mj =  Pi +  Рг +  Рз =  0,015 +  0,045 +  0,090 =  0,150. п
F* (х) функция графиги 99-расмда тасвирланган.

2 . Тацсимотнинг номаълум параметрларини аницлаш. Гистограмма 
ёрдамида £ тасодифий мицдор тацсимоти зичлигининг графигини тац- 
рибан ясашимиз мумкин. Бу графикнинг куриниши купинча тасоди
фий мицдор эцтимоллэрининг тацсимот зичлиги q>(x) хацида суз юри- 
тишга (хулоса чицаришга) имкон беради. Бу тацсимот зичлиги ифода- 
сига одатда баъзи параметрлар кирадики. уларни тажриба натижала- 
ридан аницлаш талаб цилинади.

Тацсимот зичлиги ф (х) иккита параметрга боглиц булган хусусий 
цолга тухталамиз.

Шундай цилиб, Xi, х ...............  —  узлуксиз £ тасодифий мицдорнинг
кузатилаётган цийматлари булсин ва унинг э.^тимоллар тацсимоти 
зичлиги иккита номаълум Л ва В  параметрга боглиц, яъни ф(х,
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А, В) куринишга эга булсин. Номаълум А ва В параметрларни то
пиш усулларидаи бири ^уйидагидаи иборат: уларни назарий тацсимот- 
нинг математик кутилмаси ва дисперсияси таиланма уртача циймат 
х  ва sa дисперсия билан бир хил, яънн

/И (|)=7, D (g )= s *  (66)
буладиган ^илиб танланади, бу ерда

X ------------------------------------  , S
п — I

Хосил килинган иккита (66) тенгламадан номаълум Л ва В параметр- 
лар топилади. Масалан, агар g тасодифий микдор э^тимоллар та^си- 
мотининг нормал цонунига буйсунса, у  холда унинг э.\тнмоллар тац-

. . 1 — U — а)*/2о*
.симотн зичлнги ф (дг) =  ——  е иккита а ва а  параметрга

"1/2л а
бог.иц булади. Бизга маълумки, бу параметрлар 5 тасодифий ми^дор- 
нинг мос равишда математик кутилмаси ва уртача квадратик ofhuih- 
дан иборатдир, шунинг учун (66) тенглик цуйидагича ёзнлади:

а =  х , о* =  s*. (68)

Демак, э.\тимоллар та^симоти зичлиги ^уйидаги куринишга эга,

ф ( * ) * - 1 г . * - й - № .V2ns

1- изоз^.  Бундай масалани 7-§  да ечган эдик. У л чаш натижасн 
6 тасодифий мицдор булнб, у а ва о  параметрлар билан нормал тац- 
симот ^онуннга буйсунади. а нинг тацрибий цнйматн учун х миц- 
дорни, о  нинг такрибий циимати учун s мицдорни танлаб олдик.

2- н зо з^ .  Синовлар сони катта булганда х ва s* мицдорларни 
(67) формулалар буйича топиш катта ^исоблашлар билан 6of.ih^. Шу
нинг учун цуйидагича йул тутиладн: £ микдорнинг статистик ^атор-
нннг i - интервали ]Х ,_,, Х,[ га тушган хар бир кузатиладиган циймати-
ни бу интервалнинг уртаси с, га тацрибан тенг, яънн с, =  (X, _ ,  -+- 
+  Х, ) /2  деб эуисобланади. Биринчи )Х0, Х ,( интервалнн цараймиз. 
Бу интервалга | тасодифий миодорнинг тх та кузатилган циймати 
тушган, уларнинг .̂ ар бирини сх сон билан алмаштирамнз. Бинобарнн, 
бу цийматларнинг й и р и н д и с и  тацрибан тхсх га тенг. Худди шунга 
ухшаш, | микдорнинг иккинчи интервалга тушган кийматлари й и р и н 

д и с и  тацрнбан т ^с2 га тенг ва ^оказо. Шунинг учун

Л

I У, С1
—  *, +  *г +  --- +  хяX = ---------------------- « ---------------
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Куйидаги тацрибий теигликии хам худди шундай хосил циламиз: 

“I  i - J _________  i - l  __________S* =
Я —  1 ~  r t — 1

Шунда'1 цилиб,
к к
V m , c ,  V  mt (с4 _  дс)*

х «  — ------------ . s * »  ----------------- (69)
" п — 1

бу ерда n = m 1 +  m. - f  . . .  + т к, k — статистик цатор интервалла- 
рииинг сони.

3- из о ц . Амалда цисоблашларни янада соддалаштириш учун цу- 
йидагн усулдан фойдаланилади. д:0 — ихтиёрий сон булсин. и,  =  с, —
— х0 деб белгилаймиз ва цуйидаги муносабатлар билан аницланувчи 
vt ва v2 мицдорларни цараймиз:

* *
и,

я я — 1

Кун идагини исботлаймиз:

(70)

(71)
я — 1

^ацицатан хам,
к

* 2 m<c i __
V  m, =  л ва <-=-!-----------да х

'  я
булгани учун [ (69) формулага царанг]:

к к к
^  т1 и, £  т1 К  — *•> ^  т / с / * # 2  т /

/ - 1 I = 1 <"1 _  / - 1Vj = --------------- --------------------- ——  =  ---------------- ----------------- г»

Шундай цилиб, Vl « *  — бу ердан дсдаУх +  лг,,. (71) муносабатлар- 
нинг нккинчиси цам шундай исбот цилинади.

Мисол. Хвостовик вали диаметри цийматларинниг статистик тацсимоти учун 
ясалган гистограмма (98- расмга царанг) биэ нормал тацсимот цонуни билан иш к ? - 
раётибмиз деб фараз цнлишнмнзга имкон яратади. 306- бетдаги жадвллда келтирил- 
ган кийматлардан фойдаланнб, Су тацсимотнинг параметрлари о ва о ни аницлаш 
талаб этилади.

Е ч и л и ш и .  хщ =  75 деб олиб*, v , ва v2 ларни \исоблаймиз. Х,исоблашларни 
цуйидаги жадвал куриитпида жой.пштирамиз.

•Одатдагидек, ^исоблашларни соддалаштириш мацсадида х0 учун кузатилаёт-
ган цийматлар ^згариш диапазонининг уртасига яцин сонни танладик.
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И нтерваллар- 
нннг номер- 

лари

с ,  интервал- 
нинг уртаси т 1 щ =  ci — 7S т , и , *

“/
/П| ц* 

1

1 67 4 — 8 — 32 64 256
2 69 12 — 6 — 72 36 432
3 71 24 — 4 — 96 16 384
4 73 41 — 2 — 82 4 164
5 75 50 0 0 0 0
6 77 53 2 106 4 212
7 79 39 4 156 16 624
8 81 26 6 156 36 936
9 83 13 8 104 64 832

10 85 5 10 50 100 500
11 87 2 12 24 144 288
12 89 1 14 14 196 196

S 270 328 4824

(7 0 ) формул ал ар буйича топамиз:
328 4824 

: 270— 1
=17.93.

Энди (71) формуладан фойдаланиб топамиз: x s s v j - f  дг„ =  1 ,2 1 ,4 -7 5 =  76,21;

а  ва о  параметрларии (68) шартлар бажариладиган к,нлиб танлаймиз: с  = ’х.

Демак, а = 7 6 ,2 1 ;  а  = У  16,47 =  4 ,0 6 . Шундай к,илиб, э^тимоллар та^снмотининг 
аичлиги: . . 1

Ф (JC) - — (х—76,21 )*/(2 • 16.47).
Т / 2 я .4 ,0 6

Куйидаги жадвалда <р (дс) функциянинг статик цатор интервалининг у рта нуц" 

таларндаги цийматларини ^исоблаш келтнрилган. <р„ (/) =  =  е~‘‘/2 функциянинг 

кийматлари иловадаги 1- жадвалдан олинган.

X *  — 76,21
X — 76.21 

4.06 < м о
ф. <0 ••СО -  Л/

67 — 9,21 — 2 ,2 7 0,0303 0 ,0 0 6 0 ,0 0 8
69 - 7 ,2 1 — 1,78 0,0818 0 ,0 2 0 0 ,0 2 2
71 - 5 ,2 1 — 1,29 0,1736 0 ,043 0 ,0 4 5
73 —3,21 - 0 , 7 9 0 ,2920 0 ,0 7 2 0 ,0 7 6
75 - 1 , 2 1 - 0 , 3 0 0 ,3697 0,091 0 ,0 9 2
77 0 , 79 0 ,2 0 0,3825 0 ,0 9 5 0 ,0 9 8
79 2 , 7 9 0 ,6 9 0,3144 0 ,0 7 5 0 ,0 7 2
81 4 , 79 1,18 0 ,1 9 8 9 0 ,0 4 9 0 ,0 4 8
83 6 ,7 9 1,62 0 ,0973 0 ,024 0 .0 2 4
85 8 ,7 9 2 , 17 0 ,0379 0 ,0 0 9 0 .0 0 9
87 10,79 2 .6 6 0, 0116 0 ,0 0 3 0 ,0 0 4
89 12,79 3 , 16 0 ,0 0 2 0 0,001 0 ,0 0 2
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жадвалнинг охирги устунида ф* (х) функциянинг 306- бетдаги жадвалнинг (5) 
устунидан олинган цийматлари келтирилган. Таццослашлар (р (дг) функция ф* (х ) га 
яцинлигини курсатади.

9- §. КОРРЕЛЯЦИЯЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1. Кириш. Математик анализда биз иккита узгарувчан мицдор 
орасидаги функционал бэрланиш билан иш курган эдик, бунда бу уз- 
гарувчилардан бирининг цар бир цийматига бошцасининг ягона ций
мати мос келар эди.

Бироц купинча функционал бэрланишдан кура мураккаброц бор- 
ланишлар билан ишлашга турри келади. Бундай боРланиш мицдор лар- 
дан бирн фацат бошцасига эмас, балки бошца бир цатор узгарувчи 
факторларга бомиц булганда цоснл буладики, бу факторлар орасида 
Хар иккала мицдор учун умуми'1 булганлари хам булиши мумкин.

Масалан, царагайнинг баландлиги ортиши (усиши) билан унинг 
танасн диаметри ортиб боради. Бироц агар бу богланишни тацрибан 
олинган натижалар буиича текширадиган булсак, баъзи баланд буй- 
ли царарайлар танасининг диаметри паст буйли царарайлар тан ас и- 
нинг диаметридан кичик булиб чицишини куришимиз мумкин. Бу ца- 
рарай танасининг диаметри фацат унинг баландлигига боглиц булмай, 
бошца факторларга (масалан, тупроц хоссаларига, намлик мицдорига 
ва бошцаларга) хам борлиц булиши билан тушунтирилади.

Бу цол царагай танаси диаметрининг унинг баландлигига боглиц 
цолда келтирилган цийматлари жадвалидан куринади. Бу жадвалнинг 
Хар цайси катагида тегишли тана диаметрига ва баландликка эга бул-

- ^ ^ ^ Б « л « и д л и к  (м) 

Диаметр (см)

2 2 .5 - 2 3 ,5
23

23,5-24,5
24

24.5-25,5
25

2 5 ,5 -2 6 ,5
26

2 6 ,5 -2 7 .5
27

27,5 -  28.5 
28

п
т1

20— 24
22

2
2

24— 28
26 2 1 2 5

28—32
30 2 2 1 5

32—36
34 2 1 3

36— 40
38 1 1 2 4

40— 44
2 2 3 5

44—48
46 2 2

т, 2 4 6 6 5 3 26
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ган ^арагайлар сони келтирилган*. Масалан, баландлигн 24 м ва та- 
насининг диаметри 26 см булган ^арагайлар сони иккига тенг.

Куйида царагай танаси диаметрининг унинг баландлнгнга боглнц 
^олдагн уртача кийматлари келтирилган.

Баландлик 23 24 23 26 27 | 2Я

Уртача диаметр 22 28 32 | 34,7 39,6 42

K,apaFaii баландлиги ортиши билан унинг танасининг диаметри ур
тача ортнб боришини курамиз. Бироц берилган балаидликдаги цара- 
гайларнинг диаметрлари етарлича катта тарцо^ликка эга. Масалан, 
5ртача 26 метрлик царакайлар 25 метрлик царагайларга Караганда 
iiyFOHpo  ̂ булса-да, айрим царагайлар учун бу муносабат бузилади.

Курилган мисолда биз ушбу иккита тасодифий мицдорга эгамиз: 
£ — ^арагайнинг баландлиги ва г | -  царагай танасининг диаметри. £ 
микдорнинг ^ар бир х цийматига tj нинг турли э^тимоллар билан 
цабул цилиши мумкин булган цийматлар туплами мос келади. Бун
дай .\олда £ ва л орасида корреляцион богланиш мавжуд дейилади.

Бу мисол бизни цуйидаги таърифга олиб келади.
Иккита тасодифий мицдор £ ва л дан бирининг ,\ар бир киймати- 

га бошцасннннг тайин э.угимоллар та^симоти мос келса, бу мицдор- 
'лар корреляцион богланишда дейилади.

Тасодифий ми^дорлар орасидаги корреляцион богланишнн харак- 
терлаш учун корреляция коэффициенти тушунчаси киритилади.

2. Корреляция коэффициенти. Бизга маълумки, агар £ ва tj эркли 
тасодифий ми^дорлар булса, математик кутилма таърифига кура цу- 
йидаги тенглик уринлиднр (4- §, 1- пункт):

A f(6 « t l ) = A l ( 6) .A l( t i ) .  (72)
Агар £ ва т] эркли тасодифий мицдорлар булмаса, у ,\олда умуман 
айтганда (£ • т|) =?<£= Af (£) - Af (rj) булади.

Иккита тасодифий микдор £ ва т] нинг богланнш улчовн учун ку- 
йидагн муносабат билан аннкланувчи улчамснз /?(£, tj) микдорни ца- 
бул ^илишга келишилган:

. Л » Д - М ( Е ) . М ( я )

^  о (6) - о( ч)  (/ )
Бу мицдор корреляция коэффициенти дейилади.
Корреляция коэффициентннннг баъзи хоссаларини цараб чнцамиз.
Агар £ ва л эркли тасодифий мицдорлар булса, у холда кор

реляция коэффициенти нолга тенг булади.
Бу хосса бевосита (72) ва (73) муносабатлардан келиб чицади. Тес- 

карн тасднк, умуман олганда т\'трц эмаслигини, яъни агар R (£, ц) =  
=  0 булса, хал и бу ердан £ ва т] нинг эркли экани келиб чи^масли- 
гнни кайд киламиз.

*>^исоблашларда берилган интерлалга тушган барча ^арагайлар танасинннг диа- 
метринн ва баландлнкларшш тегишли интервалларнннг j -ртасига тенг деб оламнэ.
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Шуни цам исботсиз цайд циламизки, | R (?, t|)| <  1. Агар бунда 
| R (I, г]) | =  1 булса, у цолда £ ва г| тасодифнй мицдорлар орасида 
функционал, чунончи чизицли борланиш мавжуд булади.

Из оц.  Юцорида курдикки (2- §, 6- пункт), агар h  ва Е, система 
мицдорларннинг тацсимот зичлиги <р (х, у) ушбу

_1__  f  ( t  —а,)’ (х —Oi) (V i-a ,)  M i l

„  (х  ч ------------- 1 --------- е l-л* L 2о2 О,, о,  +  2о\ J
ф ^ *  У> 2 л а ,и 2 1 /  1— R 2

куринишга эга булса, (glt ?г) икки улчовли тасоднфий мицдор нор
мал тацснмланади.

R узгармас |х ва ?, мицдорларнинг корреляция коэффнциентига 
тенг эканини, яъни R (£х, £а) =  R эканини курсатиш мумкин. h  ва

мицдорлар системаси нормал тацсимланган ва корреляция коэффи
циент R ( lx, £ ,)= / ?  = 0  булган холда ва Е, мицдорлар эркли бу
лишини (3- §, б- пунктга царанг) цам цайд цилиб утиш керак.

3. Регрессия функциялари ва чизицлари. g ва г] корреляцион бор- 
ланишда булган узлуксиз тасодифий мицдорлар булсин. Бу I тасоди- 
фий мицдорнинг цар бир х цийматига ц мицдорнинг тула аницланган 
эхтимоллар тацсимоти мос келишини билдиради. г] мицдорнинг £ =  х 
шарти остида тацснмотининг зичлиги срх (у) тасоднфий мицдор г| тац- 
симотининг шартли зичлиги дейилади.

Мазкур хол учун т] мицдорнинг £ =  х  шарти остидаги шартли ма
тематик кутилмаси Л1х (г)) ни хнсоблаймиз. Узлуксиз тасодифнй миц
дор математик кутилмасининг таърифига кура [ (40) формулага царанг]:

м я (Л) =  fy< fx(y)dy.
— оо

I тасодифий мицдорнинг хаР бир мумкин булган х цийматига шарт
ли математик кутилма Мх (т\) нинг тайин циймати мос келади. Щун- 
дай цилиб, х  узгарувчининг Mx(r\)=f(x) функциясинн хосил циламиз. 
Бу у =  f (х) функция л мицдорнинг £ га регрессия функцияси, унинг 
графиги эса г| нинг £ га регрессия чизиги дейилади.

Худди шунга ухшаш, £ мицдорнинг г\ =  у  шарти остидаги шартли 
математик кутилмаси

Му ©  = i x 4y W  dx= В (У)
—-оо

Хам аницланади, бу ерда ф  ̂(д г) тасодифий мицдор £ нинг ц =  у  шар
ти остида эхтимол.шгининг шартли зичлиги. х  =  g (у) функция £ миц
дорнинг г) га регрессия функцияси, унинг графнги эса £ нинг rj га 
регрессия чизиги дейилади.

Шуни цайд цилиш лознмки, у =  f(x) ва х =  g(y) функциялар бир- 
бирнга нисбатан тескари функциялар эмас.

Агар Мх (r|) =  f (х) ва My ( l ) = g ( y )  функциялар чизицли булса, 
регрессия чизицлари турри чизицлар булади. Бундай холда £ ва ц та
содифнй мицдорлар чизицли корреляцион богланиш \билан богланган
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дейилади. л нинг ? га регрессия тутри чизнги тенгламаси цуйидагнча 
куринишда булишини курсатиш мумкин:

у - М  (Т|) -  R (I, л) (?)  ],  (74)

бу ерда у — Мх(г\) тасодифий мицдор л нинг I =  х шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. ? нинг л га регрессия тутри чизиги 
тенгламаси цам шунга ухшаш ёзилади:

(? )- / ? (? , л) ly — М (л)), (75)

бу ерда х^=Му (?) тасодифий мицдор ? нинг л =  У шарти остидаги 
шартли математик кутилмаси. Ушбу

R (5. л) ̂  =  Р (л/6). R а. л) ̂  «  Р (76)

мицдорлар мос равишда т] нинг ? га ва ? нинг л га регрессия коэф- 
фициентлари дейилади.

(76) формуладан цуйидагига эгамиз:
Р(Л/5)'Р(5/Л) =  Я*(5. Л)- (77)

Бу тенглик цар иккала регрессия коэффициенти бир хил ишорага эга 
•эканини курсатади. Агар улар мусбат (манфий) булса, у цолда ар
гумент усиши билан мос шартли математик кутилма ортади (камая- 
д и ).

Агар R (?, л) =  0 булса, у цолда (74) ва (75) тенгламалардан 
куринишича, у — Мх (л) — М (л) ва х «= Му (?) =  М (?) булади, яъни 
бу ^олда шартли математик кутилмалар узгармас хамда ? ва л тасо
дифий мицдорларнинг мос математик кутилмаларига тенг булади,

Из о ц.  Агар иккита тасодифий мицдор системаси нормал тацси- 
мотга эга булса, бу мицдорлар чизицли корреляцион богланишда 6J- 
лишини курсатиш мумкин.

4. Тажриба натижаларига кура чизикли корреляция анализи. Ма
тематик статистиканинг масалаларндан бири тасодифий мицдорлар 
орасидаги корреляцион бсгланишни текширишдан иборат. п та тажри
ба утказилган булсин ва уларнинг натижаснда (?, л) системанинг цуйи- 
даги цийматларини цосил цилган б?лайлик:

C*ii yi)t (-*i> У1)• • • • 1 (Х{, J/|), . . ., (xrr yn).
M (?), M (л), D(?) ва D (тю нинг тацрибий цийматлари учун улар

нинг танланма цийматлари ~х, у, s?, sj олинади ( ( 66) ва (67) форму
лага царанг):

П п
V  v  У,

M ( ? ) « *  =  -b i— , М (г|) ж  у =  — ; (78)
п п

D (?) «  Si =  — -------------D (r ] )«  ^  ;----- (79>n — 1 n — I
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Корреляциянинг танланма коэффициенти деб ушбу

V (x ,-x )  (у, - у )
Я =  — ------

Л

(80)
(* — 1) s, Sj

муносабат билан ани^лэнувчи R сонга айтилади.
Бу R коэффициент корреляция коэффициенти R (;, л) га э.^тнмол 

буйича я^инлашишини курсатиш мумкин.
(76) муносабатларда о(£), о(ц) ва R (?, т]) ни уларнинг танлама 

кийматлари Sj, s, ва R билан алмаштириб ((79),(8J) фэрмулаларга ^а- 
ранг), регрессия коэффициентларн нинг такрибий ^игматларини ^осил 
^и лам из:

(74) ва (75) тенгламаларга регрессия коэффициентларининг та^- 
рибий кнйматларини ^уйиб \амда (78) ва (81) муносабатлардан фойда
ланиб, регрессияларнинг эмпирик тугри чизшугари тенгламаларини 
^осил циламиз:

Л нинг £ га:

£ нинг т) га:

(83)

Тажрибалар сони катта булганда х, у, s, s, ва корреляция коэф- 
фицненти R нинг ^ийматларини ^исоблашни сэддалаштириш учун 
цуйидагича йул тута-низ (9-§, 2 -пункт, 2 ва 3-изэ^ларга каранг).

£ ва л тасодифий ми^дорларнинг кузатнлаётган кийматлари узга- 
риш диапззэнларинн мог равишда

интервалларга ажратамиз. 6 (л) нинг <-(/-) интервалга тушган ^ар 
бир кузатнлаётган кийматини бу ннтсрвалнинг уртаси с .Ц ) га та^- 
рибан тенг деб ^исоблаймиз. m'l (mj) энди £ (tj) нинг ю^оридагн /- 
(/-) интервалга тушган кийматлари сони х0 ва у0 эса нхтнёрнй сон
лар булиб, улар 1  ва л нинг кийматлари узгарадиган диапазонларнинг 
урталарига яь;ин булсин. и. = с 1 — х0 ва Vj =  d j — у0 деб фараз ки-

p ( r i/ £ )» t f i * ;  p (£/tj) = / ? = . (81)

y — y =  R- j^ (x  — x)) (82)

ва
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либ ва (70), (71) формулалардан фойдаланиб, цуйидагнларни хосил 
циламиз:

Корреляциянинг танлама коэффициеити R ни (80) формула буйича

хисоблаш учун дастлаб V  (х, — х) (yt — у) ифодани янги и{ =  ct — х0
(=1

ва V) =  dj— y0 узгарувчиларда ёзамиз. т1} орцали (Е, г]) жуфтларнинг 
кузатилаётган цийматлари ичидан £ цийматлари /-интервал ]Х ._ ,, X t[ 
та, п нинг цийматлари эса /-интервал ]К/_,, УД га тушганларинннг 
сонини белгилаймиз. £ ва т] нинг хар бир шундай цийматларнни 

Xjl ва У,[ интерваллариинг мое урталари с, ва dj
билан алмаштирамиз. У .холда

бу ерда тенгликнинг унг томонидагн йигинди барча мумкин булган 
(i, j) сонлар жуфтларн буйича олинган, шу билан бирга i бунда 1 
дан k гача, / эса 1 дан s гача цийматларни цабул цнлади. Шакл 
алмаштнришлардан сунг цуйидагига эга буламиз:

Шундай цилиб, корреляциянинг танлама коэффициеити учун охир- 
ги цисоб формуласи цуйидаги куринишда булади.

Мисол. К,араий танасининг диаметри (т)) билан унинг Галаядлиги <5) орасидаги 
богланишни аницлаш учун 26 та карами текшнрилди. К.'фагай балаидлнгинннг 
кузатнлган цийматлари 2 2 ,5  м дан 2 8 ,5  м гача оралицда, танасининг диаметри эса 
20 см дан 48 см гача оралицда Узгпради. Kapaiafl Саландлиги Уагградиган диапазон- 
и н  1 м узунликдаги интервалларга, танасининг диаметри узгара;.иган интервални

X я» V| +  Х0, 

+  Уо<
(84)

бу ерда
к

V
Л

к

П — 1Я  —  1

п

1=к
/-=s

2  (*| — х) (yt — у) «  S  /Пу (с, — X) (dj — у),

2  (xt — х) (У! — у) ЯК 2  Шциц —  П\\ V I .

R ---------------------- —
(Я — 1) «1 S2

(85)
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циламнз. Бу жадвал корреляцион жадвал дейилади. Унинг ^ар бир катагида 
цараганлар сони берилган булиб, уларнинг танасининг диаметри ва баландлиги 
курсатилган чегарада (оралицларда) булади, т (у сонлар. Статистик характеристика- 
лари и ^исоблашда берилган интервалга тушган барча цара(айлар баландликларини 
бу интервал Уртаси с, га, танасининг диаметрини эса мос интервалнинг уртаси 
dl га тенг деб оламиз. Танланма \рта цийматларни, дисперсияларни ва корреляция 
коэффициентини ^исоблашни (84) ва (85) формулалар буйича бажарамиз, 
х, у, s, ва s2 ни х0 =  25, 
иккита кушимча жадвал тузамиз.

у0 =  34, яъни Ы( =  О —  25, vj =  dj —  34 деб

И нтервал
номерн

Баллндлик 
интервал!) 
Уртаси. С{ " , т 1

а
" , т \ " , j т ,  " ,

1 23 2 2 4 —  4 8
2 24 —  1 4 1 — 4 4
3 25 0 6 0 0 0
4 26 1 6 1 6 6
5 27 2 5 4 10 20
6 28 3 3 9 9 27

V
1

| 26 17
65

И нтервал
номери

Диаметр 
интервал» 
^ртаси dj •/

т
т1 >;| т ,  Р/

" г
mi °/

1 22 —  12 2 144 —  24 288
2 26 — 8 5 64 —  40 320
3 30 — 4 5 16 —  20 80
4 34 0 3 0 0 0
5 38 4 4 16 16 64
6 42 8 5 64 40 320
7 46 12 2 144 24 288

V
« j 1 26 |

“ 4 1 1360

Биринчи жадвалдан караган баландлиги I  учун куйидагини топамиз:
6 ,

17

п
S - W 5 ; v , -  я _

V  '  *2  т, и,
I 1 1 65

25

ж =  vj - f * 0 = 0 , 6 5 + 2 5  =  25,65;

_ s l -  v2 -  =  '2,6°  ” *  2 ,16 : "** =  " Ю Т *  1,47. 

Иккинчи жадвалдан о д ж ай  танасининг диаметри т) учун топамиз:



____ ,  V , -Л  ___ _____
7 1  =  v , —  =  54,40 — 0 .02 ~  54,38; s , =  У 5 4 \38 »  7 .38 . 

п —  1
3 mijUiVj ни хисоблаш учун янги жадвални тузамиз. Унинг ^ар бир катагининг 
1.1
ю^орисидаги унг бурчакда бир хил и/, vj кнйматга_ эга булган ^арагайлар сони 
пхп курсатилган, пастда чап бурчакда эса mijUiVj купайтма келтирилган. Охирги 
устун ^згармас / да барча « у  U; иу ларнинг йигиндисидан иборат. Жадвалдан

У ж  v'l +  у0 =  — 0,15 +  34 =  33,85;
"2

к ринишича, ^ m ijU iV j =  204.

—2 —  1 0 1 2 3 2

—12 48 48

—  8 16 l i . о UL 16 l i . 0

—  4 8 11| 0 l i . - 8  L I 0

0 о l i 0 l-L 0

4 0 4 1 1 1G l i . 20

8 16 l i . 72 lA 88

12
r

~ 4*. OO F 48

204

(85) формуладан фойдаланиб, корреляциянинг танланма коэффициентини топамиз:

f ,  m ijU iV j —  n v j v ,  204  —  2 6 - 0 , 6 5 . ( — 0 , 1 5 )  206,54
R = --------------- _z: —  =  — —------------------------------------  » ----------«  0 ,7 6 .

( n — l ) s ,  s ,  2 5 - 1 ,4 7 .7 ,3 8  2 71 ,22

(81)  формулалар буйича регрессия коэффициентларининг цийматларини топамиз:

Р (П/6) =  « ( 6/ Л ) ^ «  ^ = = 0 . 7 6 ^  « 3 . 8 1 ;  
о  (5) »5, 1,47

Р ( 6 / П ) - * ( Ь Ч ) ^ - Г | - 0 . 7 б Ь |  = 0 . . 5 .

(82)  ва (83) формулалар буйича регрессия тугри чизн^ларннинг эмпирик тенглама- 
ларини топамиз. т) нинг £ га регрессия тугри чизн: и тенгламаси цуйидаги куриниш
га эга:

у — 33 ,85  =  3,81 ( х - 25,65) ёки у  =  3 ,8 1 х  — 63,88.

Бу тенглама карарай танаси диамегринннг уртача ^иймати билан унинг узунлиги 
орасидаги богланишни беради.

6 нинг tj га регрессия тугри чиздаи цуйидаги куринишга эга:

х  —  25,65 =  0 , 1 5 ( 0  —  33.85) ёки х  =  0 . 1 5 у + 21,57.

Кейинги тенглама дарахт танаси узунлигининг уртача ^иймати билан унинг 
диаметри орасидаги богланишни беради.
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XIV Б О Б

ОПЕРАЦИОН \ИСОБ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Операцион хисоб амалий математик анализ методларндан бири ци- 
собланади. Унинг ёрдамида куп цолларда механика, электроника, 
автоматика цамда фан ва техниканинг бошца сохаларида учрайдиган 
масалаларнн ечиш соддалашадн. Операцион хисоб автоматик система- 
ларни расчёт цилиш ва лойицалашга дойр бир цатор инженерлик метод- 
ларининг назарий асосини ташкат этади.

Мазкур бобда операцион хисобнннг баъзи тушунчаларини ва унинг 
чизицли дифференциал тенгламаларнн ечишга татбицнни цараб чица- 
миз.

1-§ . ОРИГИНАЛ ВА ТАСВИРЛАР

1. Асосий таърифлар. Бутун сон уцида аницланган ва цуйидаги 
хоссаларга эга булган f (t) функцияни цараймиз:

1°. f(t) функция Ot уцнинг исталган чекли интервалида ё узлук
сиз ёки чекли сондаги I тур узилиш нуцталарига эга;

2°. < < 0  да Ш вшО;
3°. Шундай М > 0  ва s0 >  0 сонлар мавжудки, барча t лар учун: 

|/ (01 <  .
2°шарт физика ва техниканинг куп масалаларнда t аргумент вацт 

сифатида царалиш муносабати билан киритилади. Шунинг учун f(t) 
функция вацтнинг бирор бошлангич пайтигача (уни цар доим нолга 
тенг деб олиш мумкин) узини цандай тутишн ахамиятга эга эмас.

3°шарт t-*- оо да* f(t) функциянинг усиш характерини чеклайди 
ва бу билан келгусида учрайдиган баъзи хосмас интегралларнннг 
мавжудлигиии таъминлайди. У [ (/) функция /-*-оо да курсаткичли 
функциядан секинроц (тез эмас) усишини билднради. Хусусан, 3° 
шартнн, масалан, исталган чегараланган функция цаксатлантиради 
(бундай холда s0 = 0  экани равшан), шунингдек, уни tk ( k >  0) дара
жали функция хам цаноатлантнради. s0 сони усиш курсаткичи 
дейилади.

оо

^ар бнр f ( t )  функцияга F  (р) =  I f  (t)e~ p‘dt  (1) деб фараз цилиб*,

• Келгусида, цискалик учун +  оо $рнига оо ни ёзамиз.

•* (1) тенгликнинг унг томонидаги ивтеграл куйидагича хисобланади:

Т / (0 e~ptdt =  7/(0 е_(* + № =  " f (0 Г *  e~ iX'dt - 7 /( 0  е- "  (cos т< -
0 о о о

оо оо
— * sin it )d t  =  | /(/) e ~ s<cosT tdt —i  | / (0  e ^ 's in  xtdt 

0 0 
(буида 182- бетдаги Эйлер формуласндан фойдаландик).
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( R e p = s > s o> 0  булгани учун леммага кура l ime рЬ=  0). ШуИдайЬ~*оо
Килиб,

1Л L  1Оо (0  -  у  (2)

2. Курсаткичли функциянинг тасвири. Ушбу функциянннг тасви- 
рини топамиз:

. (  агар / < 0  б>*лса, 0 ;
' ~ \  агар t >  0 булса, е0*,

бу ерда о  — комплекс сон. ( 1) формулага кура цуйидагнга эгамиз:

f  (/) ^  f f  (/) =  J  e *  =  f e~lp- a)‘dt =

Iim ;• ^ = _ l im +
6— 0 — ( p — a )  fc -a o  L — ( p  — a )  p  — a

1
p — a

бу ерда Re(p — a ) > 0  ёки R e p > R e a  деб фараз ^иламиз, чунки бу 
шарт да леммага асосан: lime-,p-a>& =  0. Шундай цнлнб, берилган

Ь—юо
функция учун цуйидагнга эгамиз:

f ( 0 — — , R e p > R e a .  (3 ')
р — a

Келгусида оригиналнинг t >  0 да эга булган ифодасинигина ^олдириб, 
соддароц ифодасидан (ёзнлишидан) фойдаланамиз.

Хусусан, (3') формулани цисцача цуйидагнча ёзамиз:

------L_, Rep >  Re a . (3)
р  — a

Худди шунга ухшаш

e- a t L ^ _ J _  ReP >  Re (— a). (4)
p +  a

3. sinco/ ва coso)/ функцияларнинг тасвирлари. XI бобдагн (93) 
формуладан фойдаланиб sin со / ва cos со/ (бу ерда со ^аци^ий сон) функ- 
цияларни цуйидагича ёзамиз:

sm a )(= s-^ (e  — е ), cos со / =  у  (е +  е ).

(3) ва (4) формулалар ва тасвирнинг чизии,лилик хоссасига асосан, то
памиз:
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sin(D^ ^ r ^ - ’ Re /? >  0 , (5)

cosco/ 1  R e p > 0 .  (6 )

4. s/zoW ва c/iwf гипербэлик функцияларнинг тасвирлари. Бу функ
цияларнинг тасвирларини худди юцоридагидек топамиз:

=  ' _ ! -------------I—  ̂в  — 2 — . , R e p > |© |,
2 '  ' 2  \ р  — ш р +  ш/ р* — ш» 1 1

с А о ) / = 4 - ( е “ '  +  в ~ а,<) • R eр > |о>f.
2 ' '  2 р — го +  о>/ р* —ш*

Шундай цилиб,

R ep > t» I. (7)

R e / » | « | . (8,

5. Даражали функция <* нинг тасвири. (1) формулага к^ра цуйида
ги га эгамиз:

о
я марта булаклаб интеграллаб ва R e p > 0  булганда 

k —pt
lim t e =  0 (k =  0, 1 , 2 , . . . , л) эканини эътиборга олиб, топамиз:
t-sb ОО

Г t ne ~ P,dt =  - ! ± - .  R e  р  >  0 . 
i! Р"+ ‘

Шундай цилиб,

<•— ^ 7 *  R e р >  0 . (9 )

1- мисол. /(<) =  5 sin 4 / +  3 cos 2/ функциянинг тасвирини топинг.
Е ч и л и ш и .  Тасвирнинг чизи^лилик Ерссаси ва (5) \амда'(6) формулалар асоси-

ла топамиз:

/(О — - 5 — 1_  +  3 __£— =  20---- 1----3g_
Р1 +  4* р* +  2» р * + 1 б ^ р * + 4 -

2р +  1
2- мисол. Тасвири F [p )=  4§рннишга эга булган оригивални топивг. 

Е ч и л и ш и .

р(р)_ ! Е ± 1 „ А £ _ _  +  ± _ L _
р2 +  4 Р* +  2» 2 р > + 2 »  

булгани учун (5) ва (6) формулаларга *амда чнзицлыик хоссасига асосаа топамиз:

/ (0  =  2 cos 2 / +  sin 2 f .
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№

1
h

0

3- мисол. /(/) =  <> — 5 р  -f. 2t +  6 функциянинг тасвирнни топинг.
Е ч и л и ш и .  (2) ва (9) формулаларга" *амдэ чнзнцлилик хоссаснга асосан цуйи- 

дагини ^оснл киламиз:

и л  L 3! . 2 1  . _ 1! . „ 1 6 10 . 2 . 6 
„3+1 ~ 5 „2 + 1 + - р1+| + 6  р ~ pi р э + р а + р -

6. Днракнинг импульс функцияси ва унинг тасвири. К,уйидагича 
аникланган бл (/) функцияни цараймиз:

агар < < 0  булса, 0 ;
(0  =  агар 0 <  t <  h булса, 1/Л; 

агар t >  h булса, 0.

6„ (<) нинг графиги 102- расмда тасвирланган. 
Физика нуктаи назаридан бу функцияни t вацт 
давомнда таъсир этувчи 1 /Н куч катталигн си- 
фатнда талкин этиш мумкин. Бу кучнинг им- 
пульси исталган h да бирга тенг.

Дирак?нинг 6(0 импульс функциясини бА(0 
функциянинг Л-* -0 даги лимити каби аник,- 
лаймиз:

6 (0  -  lim 6* (0 .
00

Бу функцияни / =  0 да чексиз катта, t нинг барча ^апган кийматла
ри да нолга тенг булган куч сифатида талкин этиш мумкин. Бу кучнинг 
импульсини хам бирга тенг деб оламиз.

6 (/) импульс функциянинг тасвирини 6Л (t) функция тасвирннинг 
h -*■ 0 даги лимнти сифатида аннклаймиз:

( 1) формула буйича бл (t) функция тасвирини топамиз:

102- раем

в* (0

чунки t > h  да 6Л(0

,(0 * * d t 1 - # I 1
----------е = - ( !  —

ph 1о Р>1

-р н
в ).

0. Шунинг учун 

6 (0 _ ^ М т 1 ( 1 _ в-д»)
h- ¥ во prl

чунки Лопиталь коидаенни татбнк килиб

1 .

lim
/1—0

=  lim e~hp =  1 
ft-. ор п h-*0 р  

ни топамиз.
Шундай килиб, Дврвкнинг импульс функцияси тасвири бирга тенг:

6 ( J L i  (Ю)
F(p) =  1 функцияни шартли маънода таевнр деб \нсоблаш керакли- 
гнни кайд киламиз, чунки F (р) функция р-*-оо  да нолга интилмайди

• П . Дирак (1902 й. да тугилган) —  ниглиэ физиги.
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(1-§,  1-теоремага царанг). Бироц, бу тасвирнинг ва 6 (/) импульс функ
циянинг киритилиши оннй нмпульс характерига эга булган мицдорлар 
цараладиган масалаларни ечишда фойдали булади.

3- §. ОПЕРАЦИОН ХИСОБНИНГ БАЪЗИ ТЕОРЕМАЛАРИ

1. Ухшашлик теоремаси. { ( / ) F (р) бдлсин. У %олда f  (at)
бу еРда а > 0  бдлади.

И с б о т и .  Тасвирнинг таърифнга кура цуйидагига эгамиз:

f ( a f ) - !:~ J f ( a t ) e - p‘ dt'
о

Бу интегралда a t = z  деб, узгарувчнни алмаштирамнз. У холда 
d z =  a d t .  Демак,

^ f ( a t ) e - ptd t = \ f ( z ) e - * ' a ^ = ± F ( j - y

Шундай цилиб,

1">
( 1 1 ) муносабат оригиналнинг эркли ^згарувчисини м у с б а т  сонга k J- 
пайтирилса, унинг тасвири ва тасвирнинг эркли узгарувчисн бу сонга 
булинишини курсатади. Ухшашлик теоремаси ана шундан иборат.

2. Силжитиш теоремаси. Агар f  (t) — -  F (р) бдлса, е~а ‘ / (/) —
F (р +  а ) бдлади. Бунда а  — ^ациций сон ва Re (р +  а ) >  s0 деб 

фараз цилинади.
И с б о т и .  e~a t f(t) функциянинг тасвнрини топамиз:

e- a t f  {i) (/) е-р‘ d t  =  °°\f(t) e~iP +a)td t  =  F(p  +  a).

Шундай цилнб, агар f(t)-^— F(p) б£лса, e~ at f  ( t ) - ^ F ( p a ) .
Бу теорема ва (5) ^амда (6) теорема асосида топамиз:

e~ a , s \ n a t - ^ --------^ г —  е~ а 1 cos о) t —  р а  . (12>
(Р+  <*)* + to*, (p -f О)* +  а>» '

1- мисол. е ~ 31 (sin/ +  3 c o s t) функциянинг тасвнрини топинг.
Е ч и л и ш и .  Чизицлилик хоссасидаи ва (12)  формулалардан фойдаланиб, топамиз:

о ,  L I Р +  2  З р 4 - 7
*  * ( s i n< +  3 c o s 0  ‘ ( р + 2 ) 1  +  1 + 3 ( р +  2)1 +  1 -  р 1 + 4 р  +  6 .

2 р +  1
2- мисол. Уш бу------------------г  тасвирнга к ура оригинални топинг.

р * +  2  р  4 -  2
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2 p +  I 2 ( p + l ) — l 2(P +  1)

p* +  2p +  2 x ( P + l ) * + l *  ( p + l ) * + l *  (p +  1)4-1*
■2e ‘ cost—e * sin / e *(2 cost — sin/).

e a t1 функциянинг тасвиринн топамиз. (9) формулага кура / (/) 
■t"— *F iP) =  ~~гт . Силжитиш теоремасини цулланиб, топамиз:

D '
е~ а 1 tn —

п !
(р +  о )"  +

Бу форму лада — а  ни а  га алмаштирамиз:
п !еа1Г ±

( р + а ) я+х ' ^
3. Кечикиш теоремаси. / (/) оригинал булсин. куйидагича аницлан- 

ган ф (/) функцияни цараймиз:
ф /а _  { агаР * < т булса, 0 ;
44  '  \агар t >  х булса. /(/ — т ), 

бу ерда т мусбат сон.

Ш)

1  1

0 1: t о j  *

103- раем 104- раем

у =>ф(/) функция графиги оригинал графиги у = f ( t )  ни Ot уц буй
лаб т катталикка суриш орцали цосил цилинади (193-раем).

Демак, агар f(t) функция бирор жараённи тавенфлаётган б</лса, у 
Х°лда ф (/) функция уша жараённи г га кечикиш бнлач тавсифлайди.

Оригнналнинг аргументи т га кечикканда, бу орнгнналнинг тасви- 
риии топамиз. Ц]у мацеадда цуйидаги теореманн исбот циламиз.

Теорема. т > 0  ва f ( t ) —^F{p) бдлсин. У %олда f ( t ) — т ) — ^
± ~ e ~ pXF(p) булади.

Ис б о т и .  Тавсирнинг таърнфига кура цуйидагига эгамиз:

f  (t - x ) i u * "  f (t) _ T ) e~ ptdt  =  ~ * ■

чунки / <  т  яъни t —  т •< 0  учун f (t —  t ) = 0 .  Кейингн интегралда t —
—  x = s z  деб узгарувчиниалмаштирамиз.У цолда t = т  4 - z , d t  = d z  ва
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f ( t - i ) ± ~ e- p x F(p).
1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвирини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бирлик б0 ( 0  функция ёрдамида бу функциями ягона аналитик ифо

да ор^али ёзамиэ:

Ф(0 =  6. ( 0 - « о ( ' - 3 ) .
L

6» ( 0 — •* 1 //? булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

бо (|) _  б, (, _  з) 1  е -3" 1  =  i -  ( 1 _  . - * )  .
Р Р Р \ Г

2- мисол. (/ —  2)* оригиналнинг тасвирини топинг.
L 31

Е ч и л и ш и .  Бу ерда / (/) =  /*, т =  2 экани маълум. t* — ■» —  булгани учуй
Р*

кечикиш теоремасига кура куйидагига эгамиз:

L 6  er-v

Ш ундай килиб,

(/ -  2)»-
Р* •

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу f  (/) оригиналнинг 
тасвири булсин. /' (/) ^осиланинг тасвирини топиш талаб ки ли над и.

Теорема. Агар f ( t ) - - * F (p )  ва f  (t) оригинал бдлса, у хрлда

Г  ( 0  — ~ Р  F { p )  —  f  ( 0 ) .  ( 1 5 )

И с б о т и .  Тасвирини аникловчи формулага кура куйидагига эгамиз:

/' (0  —  J f ’ ( t ) e - ptdt  . 
о

Хосил килинган интегрални булаклаб интеграллаймиз: u =  e~ pt,dv=a 
*=f'(t)dt  деймиз, бу ердан du  =  — р е ~ ”‘ dt,v =*f(t).  У ^олда:



2 p + l 2 (P +  1 ) -  1 2 (p +  1) I
p* +  2 p  +  2 ~ ( p + l ) * + 1» (P + I ) » + 1 *  (p +  i)*+ ii 

**— 2 e  * со s t ■ e  * s i n f : ■e 4 (2 cos t —  sin t).

tn функциянинг тасвнрини топамиз. (9) формулага кура / (f) =*
g= tn — F  (p) =  . Силжнтиш теоремасини цулланиб, топамиз:

Р
д-  a  t t n L п I

(Р +  « ) "  +
Бу форму лада — а  ни а  га алмаштирамиз:

. (14)
( р + а )в + 1

3. Кечикиш теоремаси. /(/) оригинал булсин. К,уйидагича аницлан- 
ган ф(/) функцияни цараймиз:

« / л  _  ( агаР * < т бУлса> 0;
ф и  [агар / >  т булса. f( t  — x), 

бу ерда т мусбат сон.

£

1

ш)

0 : . *

103- раем 104- раем

у =»ф(0 функцня графиги оригинал графиги у =  f (t) ни О* буй
лаб т катталикка суриш оркали хосил цилинади (103- раем).

Демак, агар f(t) функция бирор жараённи тавенфлаётган булса, у 
^олда ф (t) функция уша жараённи т га кечикиш билан тавсифлайди.

Оригиналнинг аргумент т га кечикканда, бу оригнналнинг тасви- 
ричи топамиз. Ц]у мацеадда куйидаги теоремани исбот киламиз.

Теорема. т > 0  ва f ( t ) —^F(p) бдлсин. У хрлда f(t) — x) —
± ~ e ~ pxF(p) бдлади.

Ис б о т и .  Тавсирнинг таъряфига кура куйидагига эгамиз:

f ( t - x ) ^ f ( t ) - x ) e - ptd t = e\ f ( t - - c ) e - p , dt,

чунки / <  Т яъни / —  т  <  0  учун f  (t —  т ) =  0 . Кейинги интегралда t —
—  ц =аz деб ^згарувчиниалмаштирамиз.У холда t =  x +  z , d t — d z  ва
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j f ( ( - i ) e ~ ptdt  =  \f(z)e~pl% + ’)dz  =  j' f  (z) e ' *  e~p ' d z =  
t o o

=  j / ( z ) e ~ p* d z  =  e ~ p x F (p ) .

Шундай цилиб,

f ( t - T ) ± ~ e ~ p x F(p).
1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвиринн топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бирлик 6о (0 функция ёрдамида бу функцияни агона аналитик вфо-

да оркали ёзамиз:

Ф (0  =  б . ( / ) - « о ( < - 3 ) .
L

в» ( 0 — ** 1 /р булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

е 0 (0  _  бв (/ _  3) — ~  е - 3" 1  =  ±  (1  _  , - * )  .
Р Р Р \ J

2- мисол. (t —  2 )s оригиналнинг тасвиринн топинг.
L 3!

Е ч и л и ш и .  Бу ерда /(/) =  *», т  =  2 экани маълум. г’ — булгани учуа
Р4

кечикиш теоремасига кура цуйидагига эгамиз:
L 6  e - V  

« - 2)*— * —

4- §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. Оригиналларни дифференциаллаш. F (р) ушбу f  (/) оригиналнинг 
тасвнри булсин. / '(t) цосиланинг тасвиринн топиш талаб цилинади.

Теорема. Лгар f ( t ) - - * F ( p )  ва f' (t) оригинал бдлса, у цолда

f ’ ( t ) -L^pF ( p ) - f (  0). (15)
И с б о т и .  Тасвиринн аницловчи формулага кура цуйидагига эгамиз:

/ '(0 —  ° j f ( t ) e ~ ptdt  .

Хосил цилинган интегрални булаклаб интеграллаймиз: и = е  pt,dv-  
c=f'(t)dt  деймиз, бу ердан du  =  — р ё ~ р'dt,v — f  (t). У цолда:

“' f ' ( ( ) e - p‘ d t =  nm ^ f ' ( t ) e - p‘ d t  =  Пт|f  (t)e~pt\ +
I

+  P |/(0 e~ p‘d t j  = h m  [/ ( 6) e -» b -  /(0) +  p j  f  (/) e~-«dt J 

= p * j7 (/ )e -p' d * - f ( 0).
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t
e tn функциянинг тасвирини топамиз. (9) формулага кура / (/) 
" 1 F (р) =  г . Силжитиш теоремасини цулланиб, топамиз:

е~а1Г ± - п !

(p-t- а ) "  +
Бу форму лада — о ни а  га алмаштирамиз:

п Iea t tn-L
(Р +  a f + 1 ’

3. Кечикиш теоремаси. /(/) оригинал булсин. ^уйидагича ани^лан- 
ган ф (/) функцияни цараймиз:

=  farap t <  х булса. 0 ;
[агар t > т булса. —

бу ерда х мусбат сон.

ш)
t

1

Г о *

103- раем 104- раем

у =*ф(0 функция графиги оригинал графигн у = f  (t) ни Ot буй- 
лаб т катталикка суриш орь̂ али ,\оснл ^илинади (193-раем).

Демак, агар f(t) функция бирор жараённи тавенфлаётган б^лса, у 
з̂ олда ф (/) функция уша жараёини т га кечикиш билач тавсифлайди.

Оригиналнинг аргументи т га кечикканда, бу оригиналнинг тасви
рини топамиз. шу ма^садда куйидаги теоремани исбот киламиз.

Теорема. т > 0  ва f ( t ) - -> F {p )  бдлсин. У холда f(f) — т ) — -*
J ^ e ~ pxF(p) бдлади.

Ис б о т и .  Тавсирнинг таърнфига кура куйидагига эгамиз:

чунки / <  х яъни t —  т <  0  учун f (/ —  т ) = 0 .  Кейинги интегралда t —
—  и =  z деб узгарувчини алмаштирамиз. У  ^олда t = х  z , d t  = d z  ва
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j  f ( t  —  t ) e ~ p l d t  =  J  /  (z) е~ Мх +  г>d z  =  П ( г ) ' - 1" e~ pXd z  -  
% о о

=  e - p t l j f ( z ) e - p t d z = e - pxF(p).

Шундай цилиб,

f ( t - T ) J ^ e- P ' F ( p ) .
1- мисол. Графиги 104-расмда келтирилган функциянинг тасвнрини топинг. 
Е ч и л и ш и .  Бирлик б0 (/) функция ёрдамида бу функцияни агона аналитик ифо

да орцали ёзамиз:

ф(0 =  М О - * о ( / - 3 ) .
L

б» ( 0 — ** 1/р булгани учун, кечикиш теоремасига кура:

6о ( 0  -  6о ( ' ~  3) 7  «_ЗР ~  =  —  (1  -  е - 3" )  .
Р P Р \ /

2- мисол. (t —  2)* оригиналнинг тасвнрини топинг.
L 31

Е ч и л и ш и .  Бу ерда / (/) =  f*. т  =  2 экани маълум. — ■» —  булгани учу*
Р4

кечикиш теоремасига кура цуйидагига эгамиз:

L 6е-*Р
(1-2) s-

Р* '

4 -  §. ОРИГИНАЛЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ ВА ИНТЕГРАЛЛАШ

1. О ригиналларни диф ф еренциаллаш . F (р) ушбу f  (t) оригиналнинг 
тасвири булсин. f  (t) х осн лан и н г тасвирини топиш т ал аб  цилинади.

Теорема. Агар / (/) —— F (р) ва f  (t) оригинал бдлса, у \олда

f ' ( t ) - L - p F ( p ) - f ( 0 ) .  (15)
И с б о т и .  Тасвирини аницловчи формулага кура цуйидагига эгамиз:

f' (0  ~ ~ * J  f  (0 e~pt dt  .
о

Хосил цилинган интегрални булаклаб ннтеграллаймиз: и = e ~ pt,dv=a 
е=/' (t)dt деймиз, бу ердан du =  — р е~р dt ,v  =з / (/). у  ^олда:

J  г  (t) Г  *  d,t =• Urn j  Г  (t) e~p,d t  =  Hm [/ (t) e ~p' |* +

+  P J  f  (0 Ptd t j  =*Jlim [ / (b) e~pb- f  (0) +  p ({) e~ pld t ]  =

.~pf.= p  \f (t)e~p,d t ~ f ( 0 ) .
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Чунки* lim f (b) e Pb =  0. Бироц f f  (t) e dt  =  F (p).
b-*ao •

Демак,

f  ( f ) ± - P F ( p ) - f (  0).

Хусусан, агар /(0) =  0 булса, у цолда

f ’ (t)-L~pF(p). (1 6 )

(15) фэрмулани иккинчи цосила f" (t) га ц^лланиб, цуйидагига эга бу 
ламиз:

f 1 (р) бу ерда f ’ (/) нинг тасвири. Бироц (15) фэрмулага кура Ft (р) =  
=  p F ( p ) — f( 0), шунинг учун

г  (/) - •  Р  [ F  (р) — f  (0) ] — f ‘' (0) -  р* f  (р) -  р f  (0) -  Г' (0). (17)

Г  (0 - ^ р  [р* F (р) -  р f  (0) -  /' (0)1 -  Г  (0) =  р* F  (р) -  р у  (0) -

(15) формулани п — 1 марта татбиц цилиб, цуйидагига эга буламиз**

/м (/) - U  р* f  (р) - р " - 1 f  (0) - р п" 2/' (0) - . . .  -  р Л " 2' (0) -

| / (6) е **  | <  Л1 е 5,4 < 1Й =  М *•>*. Бирок тасвирнинг мавжуд лик теоремасига
к$ра F  (р) тасвир Rep =  s >  s0 учун, яъни s —  s0 >  0  учун мавжуд. Шунинг учун 
Ь-+ оо да Л1 е- — ^  0 . Демак, lim / (6) e ~ pb =  0 .Ь—ЮО

(1 7 )—  (19) формулаларни келтириб чицарилда f  (/). / *  ( 0 .  . •• > /<п) (0  *оскла
ла р оригинал деб фараз цилинади.

r ( 0 - ^ p f i ( p ) - / '  (0).

'Худди шунга ухшаш

- Р  П О )-П О ) . (18)

— f * “ , , (0).

Хусусан, агар f (0) =  f ' (0) =  . . .  =  /(л_1) (0) =  0 булса, у цолда

(19)

Энди Я Н  I  т)>|=
=  га эгамиз. Оригиналнинг 3° хоссасига кура: | / (6) | <  Л1 е**6, демак.

328



f ' ( f ) -+pF(p) ,

f " ( t ) t p ' F ( p ) ,

f n) (t) ~*'Pn F (p).

(2 0 )

Мавжудлик теоремасида курсатилишича ( 1- § г а  каранг), р —» о о  да 
(Rep =  s —► оо шартда) ^ар ка н дай оригиналнинг тасвири нолга интила-

ДИ- Шунинг учун агар /* (/) —► Fx (р) булса, у *олда р-+  оо да 
F i ( p ) - 0 .  Бирок (15) формулага кура Fx (р) =  pF(p)  — /(0). Демак, 
р -*■ оо да куйидагига эгамиз:

Ига Fx (р) =  lim [р F(p) — f  (0)] =  0.
р —ю о  р —+оо

Шундай килиб,
f  (0) =  lim р F (р). (21)

р -+о о

Бу формула f  (t) оригиналнинг бошлангич кийматини оригинални ^исоб- 
лаб утирмасдан унинг F (р) тасвири буйича топишга имкон беради.

р
Мисол. F (р) =  —----- - тасвир берилган. Оригиналнинг бошлангич киймати { (0 )

Р1 г I
ни топинг.

Е ч и л и ш и .  (21) формуладаи фойдаланиб, топамиз:

/ (0) =  lim  р F (р) =  lim -  Р =  1.р-*оо р—ЮО Р -f- I

(6) формулага кура — | тасвирга cost  оригинал мос келишини (у < =  О да_Р 
Рг +  1

бирга тенг) ^айд киламиз.

(20) формула, агар /(0 ) =  /'(0) =  . . . = / <п_1,(0) = 0  булса, ориги
нални ^ар гал дифференциаллашга тасвирии р га купайтириш мос 
келишини курсатади.

2. Оригиналларни интеграллаш. F (p)f{t) оригиналнинг тасвири бул
син. Оригиналдан олинган интегралнинг тасвирини топиш талаб кили- 
нади.

L
Теорема. Агар f (t) -+ F  (р) бдлса, у %олда

' F (р)\ f ( x ) d x X
Р

И с б о т и .  g ( t ) = }  f (x)dx  функция оригинал эканини курсатиш
"о

мумкин. Унинг тасвири Ф(р) булсин:

г(/ )Д -Ф (р). (22)
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6  \~/ J I \"/---- -  ----------  у -J — y-~, ,  - r — . ------

га к?ра хуйидагига эгамиз:

g' (i)-*pO (p).
Бироц

t
d $ f(x )d x  L

g'(f) =  ^ ------ =  fit ) -* 'F  (p).

Демак, F(p) =*рФ(р). Бу ердан ф (р) =  ^ ^ - ,  яъни
Р

(22) муносабат оригинал ни интеграллаш операцияси тасвир усти- 
да алгебраик амал бажаришга, чунончи, уни р га булишга мос кели- 
шини билдиради.

5 -§ . ОРИГИНАЛЛАР ВА УЛАРНИНГ ТАСВИРЛАРИ ЖАДВАЛИ

Баъзи оригиналлар ва уларнинг тасвирлари жадвалини келтирамиз.

Nt Оригинал f (/)
Тасвир

F(P) — J f  (0 dt
Э

Июц

1

(1

III

IV

V

VI

VII

VIII

М О

sin ш/ 

cos ш t 

sh (о 1 

chon 

e~at sin ш I

P
I

p — a 
1

P +  a 
(0

P*-f соа 
P

P* +  Cl)1 
Ш

p* — Ш»
P

Р» —0)1 
(1)

(p-f a)1 4-w1



м Оригинал 1 (0

IX а< COS Ш/

X tn

XI e- a l tn

XII ea t (n

X III t sin a t

XIV /COS CO <

XV / ( o 0

XVI
X V II /'(<) 

Г  ( 0
X V III U (* )d x

XIX
XX

5 ( 0
/ . ( * - » )

Тасвир

F ( p ) - J f ( t ) - P t d i Изо*

Р +  а

(Р  +  « ) *  +  
я!

л!

(р  +  а ) п+1 
л!

( р - а )п+1
2 pto 

-«!>>)»
—  fit3

(р».

(Р2 -Н о)»)1

— F (p /a )  
а
F(p  +  а) 

p F ( p ) - f (  0) 
р1 ^  ( р ) - р / ( о ) - / '  (0) 

Л р ). 
р
1

^ ^ ( р)

формула исботсиз кел
тирилган
формула исботсиз кел
тирилган

ухшашлик теоремаси

силжитиш теоремаси 
оригинални днфференци- 
аллаш

оригинални интеграллаш

Дирак функцияси 

кечикиш теоремаси

Келтирилган жадвалдан фойд&паниб, унда келтирилган тасвир 
(оригинал) буйича унинг орнгиналинн (тасвиринн) топиш мумкин.

Шуни цайд цилиш керакки, агар тасвир mtjrpu рационал каср 
б^лса, у холда мос оригинални monuui учун тасвирни энг содда каср- 
лар йигиндисига ёйиш (ажратиш) ва чизицлилик хоссасини цулла- 
ниш керак.

+  2 р +  2
Мисол. F (р) =  ;------- rrrz— —  тасвир берилган. Оригинални топинг.

(Р — *г  (Р +

Е ч и л и ш и .  Берилган т?гри касрнн энг содда касрларга ажратиб, топамиз
(V II боб, 3- §, 8- пунктдаги 2-мисолга царанг)

р> +  2 р  +  2  4 2  1
F(P) =  Г  71 , ^  -  7 7 7  т . '  +(р —  2)* (р +  3) 5(р  — 2) ( Р - 2 ) *  

Жадвалдаги II X I I  ва III формулаларга к^ра топамиз:
5 ( р + 3 )

1 i t I L i ,  I L .
, ------------ -«—  te , ---------- * —  e

( p - 2 ) *  * p +  3
it . _ . i t  • 3/

Демак, чизицлилик хоссасига к^ра:
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в -§ . УЗГАРМАС КОЭФФИЦЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЬРЬПЦИлл i c m  « я ,n n *w i l n
ИНТЕГРАЛЛАШ

XII бобнинг 4- ва 5- § ларнда узгармас коэффициентли чизикли 
дифференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартларни каноат- 
лантирувчи хусусий ечимини топиш методи баён килинган эди.

Бу масаланинг Лаплас операторини кУлланишга асосланган анча 
содда ечиш методинн курсатамиз.

Соддалик учун иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенглама 
билан чекланамиз. Шундай килиб, узгармас коэффициентли чизикли 
иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин:

у" ( 0 +  « ^ ' ( 0  +  0* W 0 =  М .  (23)
бу ерда а , ва а ,— ^акикий сонлар. Бу тенгламанинг у (0) =  у0, у’ (0) =  
=  у0, бу ерда у0 ва y'Q берилган сонлар, бошлангич шартларни каноат- 
лантнрувчн у (О хусусий ечимини топиш талаб килинади.

Изланаётган y (t) ечим, унинг у' (/), у" (/) .\осилалари, дифферен
циал тенгламанинг унг томони f(t) оригиналлар булсин деб фараз килай-
лик. y(t) - -*Y(p),  f ( t ) - - * F (p )  деб белгилаб ва (15), (17) формула
лар, шунингдек, бошлангич шартлардан фойдаланиб, у' (0 ва y'(t) 
тасвирларни топамиз:

у' (0  PY (р) -  у0, у" (0  P'Y (р) -  ру0 -  у’0. 
Чизиклилик хоссасига кура (23) тенгламада тасвирларга утамиз:

у '  (/) +  Qi у' (0 +  а* У (0 - -  Р1Y (Р) — РУо — Уо +  OiipY (р) — Уо) +
+  at Y ( p ) = F ( p )

ёки
(Р* +  ai Р +  а*) Y (P) — F (Р) +  РУо +  Уо +  у0. (24)

<24) тенглама ёрдамчи тенглама ёки (23) дифференциал тенгламага 
мос тасвирлардаги тенглама дейилади. Шундай килиб, у (/) оригинал 
учун (23) дифференциал тенглама урнига унинг Y (р) тасвири учун
(24) чизикли алгебраик тенглама ^осил килдик. (24) тенгламадан то
памиз:

=  F (р) +  р (у0) +  у'0 +  а, Уо 

Г  +  о ^ + а ,
(25) формула (24) тенгламанинг оператор ечими деб аталувчи ечими- 
ни беради. Оригинал у (*) учун (25) формула билан аникланадиган 
Y (р) функция тасвир булади. Ана шу у (0 (23) дифференциал тенг- 
ламанннг изланаётган ечими булади.

I- мисол. у" — 3 у' +  2 у =  2 е3' дифференциал тенгламанинг у (0) —• 1, у' (0 ) =  
г= 3 бошлангич шартдарнн каноатлантнрадиган ечимини топинг.

Е ч и л и ш и .  Жадвалдаги (II) формула буйича тенгламанинг унг томонининг

тасвирини топамиз: 2 е3‘ —— . (25) формуладаи фойдаланиб ва а , =  — 3, а2 =
Р — 3

=  2, Уо =  1, Уо =  3 эканини эътнборга олиб, ечимнинг тасвирини ф>сил киламиз:
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-  -  +  Р-1 +  3 +  (—3)-1 ,
Y{p) = p̂ z l-------------------------- = — t +Р ~ 3p--------=

P1 —  3 p - f  2 (P —  3) (pJ — 3p +  2) p — 3
Энди жадвалдаги II формулага кура орнгиналнн топамиз, у берилган тенгламавинг 
изланаётган ечими булади: у (f) =  е3' .

2- мисол. у ’ +  4i/ =  sin / дифференциал тенгламанинг у (0) =  1, у' (0) =  1 бош
лангич шартларни цаноатлантирадиган ечимини топинг.

Е ч и л и ш и .  Жадвалдаги (IV ) формула буйича тенгламанинг унг томонининг 

тасвнрини топамиз: tin  t —*• (25) формула буйича ечимнинг тасвирини

топамиз, бунда у„ =  1, у'0 =  1, в ,  = 0 ,  а ,  =  4 эканини эътиборга оламиз:

у  -  р1 +  1 +  Р ~  ‘ =  1 + ( р +  | )(р1+  П Р* +  Р* +  Р +  2 
'  Р* +  4 (Р* +  4 ) ( р » + 1 )  =  (р. +  4 ) ( р » + 1 )

Хосил кнлинган ифодани узгартирамиз. У (р) ни энг содда касрларга ажратамиз,
натнжада

р +  2/3 1 р 2 1

5 (Р)~  р* +  4 + 3 ( р > + 1 )  вКИ Y(P) =  Рг +  4 +  3(р» +  4) +  3(р» +  1 ) '

1 1 L I , р L „ I 2 L I

с *нгра> 1  cos2t' 1 7 + ~ ^ 3 sin2t б*лгави
учун: у (/) =  -^ sin / +  cos 2/ +  sin 2t.

О  О

7- §. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Узгармас коэффнциентли чизицли диффзренциал тенгламалар систе- 
маларини операцион .̂ исоб методи билан ечиш усули битта тенглама 
булган цолдагн кабидир.

Масалан, иккита номаълум x(t) ва у (/) функцияларга ниебатан 
биринчи тартибли узгармас коэффициент.™ иккита чизикли тенглама 
системаснни к^райлик:

- £ -+ a 11* ( 0  +  ail </(0 - М О .at

at

(26)

Бу системанинг .<(0) =  x0, y(0) =  (/0 бошлангич шартларни цано- 
атлантирувчи хусусий ечимини топиш талаб цилннадн.

Изланаётган x(t) ва y(t) функциялар, уларнинг цоенлалари ва унг 
томонларн f1(t) ва /,(/) лар оригинал деб фараз циламиз. Ушбу

x (t)-+X(p), y ( t ) - ty (p ) ,  fi(t)-+-Fl (p), 

f tW^-FAP).
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белгилашлар цилиб ва (13) формулани цулланиб, х' (t) ва у' (t) тас- 
вирларни топамиз:

L L
х' (t )-+pX(p) — xо, у’ ( t ) - + p Y ( p ) - y 9.

Чизицлнлик хоссасига кура (26) дифференциал теигламалар систе- 
масидан тасвирлар учун алгебраик теигламалар системаснга утамиз:

рХ (р)  — х0 +  ап Х (р) +  a lt Y (р) =  /\ (р ). J
pY(p) — y0 +  au X(p) +  au Y ( p ) = F t (p). J (

(27) система ёрдамчи система дейилади. Уни ечиб X (р) ва Y (р) 
тасвнрларни топамиз, бнз излаётган номаълум x(t) ва у (/) функциялар 
эса буларнинг оригиналларидан иборат булади.

Мисол. Ушбу
dx—  — x — y =  t, 
dl

- IL . +  4x +  3y =  2l 
dl

системанинг x (0) =  xt =  0 , у (0) =  g„ =  0 бошлангич шартларни цаноатлантирувчи 
хусусий ечимини топинг.

L L
Е ч и л и ш и .  <->-1 /р2 ва 2<-*- 2/р2 (жадвалдаги X формулага царанг) булгани 

учун ёрдамчи система куйидагича булади:

р Х ( р ) - Х ( р ) - К ( р ) = 1 / р » ,  
pY (v) +  *X (p) +  3Y (p) =  2lp\

ёкн
. }

Х ( р ) ( р - 1 ) - У ( р ) =  1/р«, 
4 Х ( р )  +  У (р )(р  +  3) =  2/р»'•}

Бу системани ечиб, X  (р) = —р —  ̂ , Y ( p ) = _ r i £ — ^ —  ни топамиз. X (р)
PJ (P +  О* р Ч р + 0 1

ва Y (р) ни энг содда касрлар йшиндисига ажратиб ва жадвалдаги (III), (X) ва 
(X I) формулалардан фойдаланиб топамиз;

X (р) =  - ° + 5 =  — J L  +  —  +  ——  Н-----1—  t-  _  9 +  5/ +  9 е~‘ +
Р * ( Р + 1)* 2 р3 Р + 1  (р + 1 )*

+  М е - *  =  х({),

У ( р ) =  2 < Р ~ 3 )  _____ _ L _ i l 4 - 6 / - 1 4 . ~ ' - 8 / e ' -
Р* (р + 1 )* р р1 р + !  (p - f l ) *

=  У (!)■
Шундай цилиб, система цуйидаги хусусий ечимга эга булади:

х  =  — 9 4- 51 +  9е-< +  41 e t >
У=* 1 4 - 6 / — 14 е-1.

Иккита ёки ундан к$п номаълум фуикцияли юкори тартибли чизицли системалар 
операцион *исоб методи ёрдамида худди юцоридагидек ечиладв.
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I • ж а  д в а  л

Фо С*) =  ■ >—  * '  функциянинг кийматлари
У  2 я

X ФС*) X ФС*) X ФС*) X ФС»)

0 ,0 0 0 ,3 9 8 9 1 ,00 0 ,2420 2 ,0 0 0 ,0540 3 ,0 0 0 ,00440 ,0 5 0 ,3984 1, 05 0 ,2 2 9 9 2 ,0 5 0 ,0488 3 ,0 5 0 ,00380 , 1 0 0 ,3970 1.10 0, 2179 2, 10 0 ,0440 3 , 10 0 ,0 0 3 30 , 1 5 0 ,3 9 4 5 1. 15 0 ,2059 2 , 15 0 ,0 3 9 6 3, 15 0 ,0 0 2 80 ,2 0 0 ,3910 1,20 0 ,1942 2 ,2 0 0 ,0 3 5 5 3 ,2 0 0 ,00240 ,2 5 0 ,3867 1, 25 0 ,1826 2 , 25 0 ,0317 3 ,2 5 0 ,00200 ,3 0 0 ,3814 1,30 0, 1714 2 ,3 0 0 ,0283 3 ,3 0 0 ,00170 ,3 5 0 ,3752 1, 35 0 ,1 6 0 4 2 ,3 5 0 ,0252 3 ,3 5 0 ,0 0 1 50 , 40 0 ,3 6 8 3 1,40 0, 1497 2 ,4 0 0 ,0224 3 ,4 0 0 ,0 0 1 20 , 45 0 ,3605 1,45 0, 1394 2 , 45 0 ,0198 3 , 45 0 ,00100 ,5 0 0,3521 1,50 0, 1295 2 ,5 0 0, 0175 3 ,5 0 0 ,00090 ,5 5 0 ,3 4 2 9 1,55 0 ,1 2 0 0 2 ,5 5 0 ,0154 3 ,5 5 0 ,00070 ,6 0 0 ,3332 1,60 0, 1109 2 ,6 0 0 ,0 1 3 6 3 ,6 0 0 ,00060 ,6 5 0 ,3230 1,65 0, 1023 2 ,6 5 0 , 0119 3 ,6 5 0 ,0 0 0 50 , 70 0 ,3123 1,70 0 ,0940 2 ,7 0 0 , 0104 3 ,7 0 0 ,00040 , 75 0,3011 1,75 0 ,0863 2 ,7 5 0,0091 3 , 75 0 ,00030 ,8 0 0 ,2897 1,80 0 ,0790 2 ,80 0 ,0079 3 .8 0 0 ,0 0 0 20 ,8 5 0 ,2780 1,85 0,0721 2 ,85 0 ,0069 3 .8 5 0 ,00020 ,9 0 0,2661 1,90 0,0656 2 ,9 0 0 ,0060 3 ,9 0 0 ,00020 ,9 5 0,2541 1, 95 0 ,0596 2 ,9 5 0,0051 3 ,9 5 0 ,0 0 0 2
4 ,00 0,0001

II ж а д в а л
X

(Tl lr\ —  I С е dz
У  2я J

О

X ФС*) X фи>

0 ,0 0 0,00000 0 .8 5 0,30234
0 ,0 5 0,01994 0 .9 0 0 ,31594
0 , 1 0 0,03983 0 ,9 5 0 ,32894
0 . 15 0,05962 1.00 0.34134
0 ,2 0 0 ,07926 1,05 0,35314
0 ,2 5 0,09871 1,10 0,36433
0 ,3 0 0,11791 1,15 0,37493
0 ,3 5 0,13683 1.20 0,38493
0 ,4 0 0,15542 1,25 0,39435
0 ,4 5 0,17364 1,30 0,40320
0 ,5 0 0, 19146 1.35 0, 41149
0 ,5 5 0.20884 1,40 0,41924
0 ,6 0 0,22575 1,45 0,42647
0 .6 5 0,24215 1.50 0 ,43319
0 ,7 0 0,25804 1,55 0,43943
0 .7 5 0,27337 1.60 0,44520
0 ,8 0 0,28814 1.65 0,45053

функциянинг кийматлари

Ф<»)

1,70
1 , 7 5
1 , 8 0
1. 8 5
1.9 0
1.9 5 
2,00 
2 . 0 5
2 .10  
2, 1 5 
2,20 
2 ,25 
2 ,3 0  
2,35 

2 , 40 
2 , 45  
2 , 50

0,45543
0 ,45994
0 ,46407
0,46784
0, 47128
0,47441
0,47725
0 ,47982
0,48214
0,48422
0.48610
0,48778
0 ,48928
0.49061
0,49180
0,49286
0,49379

0,49461 
0 ,49534  
О ,49598 
О ,49653 
0 ,4 9 7 0 2  
0 ,49744  
0, 49781 
0 , 49813  
0, 49841 
0 ,4 9 8 6 5  
0 ,49931  
0 ,49966 

0,499841 
0 ,499928  
0 ,499968 
0 ,499997 
0,500000
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