


Т а к Р и 3 4 11 л а Р: Тошкент цишлоц хужалнгнни ирригациялаш ва меха- 
ннзациялаш му.\андислари институти «Олий математика» кафедраси; Тошкент 
кимё-технология институтининг «Олий математика* кафедраси.

Т а ^ р и р  .^айъати: физика-математика фаилари номзодлари, доцентлар 
М. Жураев (масъул), Е. М. ^усанбоев (масъул), А. А. \ам дам ов, А. Омонов 
(14- боб учун масъул).

Дарслик олий техника институтларн талабалари учун мулжалланган Бу 
ерда келтирилган маълумотлар олий уцув юртларннинг му^андис-техник ва 
^ишлок х$жалик мутахассисликлари учун математик фанларнинг амалдаги 
дастурига тула мос келади.

Китоб «Олий математика* дарелнгннинг нккннчн жилдн булнб, у *ам би* 
ринчи жилд каби Kjn мн^дорда мисоллар билан таъминланган.



Кптобхон эътиборига .\авола ь^илинаётган мазкур «Олий 
математика» дарслигининг иккинчи жилдига ^аторлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали интеграллар, эгри чизи^ли ва сирт 
интеграллари, векторлар анализи, математик физика тенглама- 
лари, э.\тимоллик назарияси ва математик статистика, а соси и 
соили усуллар киритилган.

М уставил ечиш учун тавсия этилган машцларнииг тартиб 
рацамлари 9— 12- бобларда Г. Н. Берманнинг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоби- 
дан, 14-бобда эса «Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностей и математическая статистика» (под ред. 
А. В. Ефимова), М ., 1990 китобидан курсатилган.

Дарсликнинг иккинчи жнлдини ёзишда ,\ам олий уь^ув юрт- 
ларининг му.\андис-техннк ва 1\нш ло1\  хужалик мутахассислнк- 
лари учун математик фанларнинг амалдаги «Дастур» ида тав- 
сия килннган асосин ва ^ушимча адабиётлардан .\амда узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва у^ув 1\улланмаларидан кенг 
фойдаланилди.

М азкур дарсликни «Олий математика мисол ва масалалар- 
да» учинчи жилди ва олий математика фанининг кенгайтирил- 
ган маълум кисмлари (чизицли алгебра элементлари, .\акикий 
узгарувчининг вектор ва комплекс функциялари, дифференциал 
тенгламалар назарияси элементлари, Фурье каторлари, пара- 
метрга богли»^ булган интеграллар, Фурье алмаштиришлари, 
майдон назарияси, комплекс узгарувчилн функция назарияси, 
операцион >;исоб, математик физика тенгламалари, асосий ^н- 
соблаш усуллари, эхтимоллик назарияси, математик статистика  
элементлари, дискрет математика асослари, оптималлаштириш 
уеулдарн, операциялар та.уш ли) ни уз ичига олган «Олин м ате
матика дан Maxcvc маъпузалап» хачтя «Мууянди<\»?як ' 
Я р  Рдтсм ахш  мидс.иаш  на Э-\М да ^исоблаш усуллари» 
•^нсмларидан иборат туртинчи ва бешннчи жнлдларн билаи тул- 
дирнш кузда тутилган.

Муаллиф дарсликнинг ушбу жилднни тузишда ва унга ки-



ритилган айрим цисмларини ёзишда берган масла^атлари ва 
ёрдамлари учун Тошкент меъморчилик-^урилиш институте 
«Олин ва амалий математика» кафедраси у^итувчиларига, 
ало^нда доцент Э. Л . Анрапетовага, холисона та^рнз, танцид, 
уни ёзишда йул цУйилган камчиликларни курсатганлари учун 
Ургенч д авлат университет профессори, физика-математика 
фанлари доктори Ш. Норимовга, Тошкент ^ишлоц хужалигини 
ирригациялаш ва механнзацнялаш му.\андисларн и нети ту тн 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фан- 
зибоевга, Тошкент кимё-технология инстнтути «Олий матема
тика» кафедраси у^итувчнларнга ва унинг мудири, доцент
Н. С. Ра.\имовага, та.\рнр ^анъатининг аъзоларн доцентлар 
А. Омонов, М. Ж ураев, Е. М. ,\усанбоев, А. А. ^ам дам овларга 
уз миннатдорчилигини билдиради.

Айницса, дарсликнинг «Э^тимоллик назарияси ва математик 
статистика» бобини ёзишда доцентлар Е. М. ^усанбоев ва 
А. Омоновларнннг беминнат ёрдамларини муаллиф эътироф 
этишни узининг бурчи деб биладн.

Дарслик сифатн ва мазмунинн янада такомиллаштиришга 
^аратнлган тан^идин фнкр ва муло.\азалар билднрган уртоцлар- 
га муаллиф олднндан уз ташаккуринн билдиради.



9- б о б

КАТОРЛАР. ФУРЬЕ АЛМ АШ ТИРИШ ЛАРИ

1-§. Сонли каторлар. Каторнинг икинлашиши ва йигиндиси

Чексиз ^аторлар математик анализнинг му^им цисмлари- 
дан биридир. Улардан функциялар цийматларини такрибий 
^исоблашлар, интеграллар цийматларини .\исоблашлар билан 
борл иц булган .\ар хил амалнй масалаларни ечишда кенг фой- 
даланилади.

Чексиз цаторлар билан богли^ асосий тушунчаларни ца- 
рашга киришамиз.

Элементлари соилар (.\а^икий ёки комплекс) ёки функция
лар булган

“ it “ » “з.......... •
чексиз кетма-кетликни ^арайми?

1- т а ъ р и ф . Ушбу ^р!шнг п \
и1 +  и2 +  и3 +  . .  . + ы я +  • . .  (1. 1)

ифода чексиз ^атор ёки тугридан-тугри цатор дейилади. ( 1. 1) 
цаторни белгилаш учун бундай ёзувдан фойдаланилади:

Л—1
ы,, ы2, ы3, . . ип, . . . кетма-кетликнинг элементлари каторнинг 

цадлари дейилади.
Агар ^аторнинг хадлари сонлардан (функцнялардан) ибо* 

рат булса, цатор сонли цатор (функционал цатор) дейилади; i^a- 
торнииг п- .\адннн унинг у  мумий %ади дейилади.

1 -м и сол . Ушбу — - f  — -Ь -1- -Ь . — - К  . .  цатор сонли ^а- 
1 2  3 п

тордир, унипг умумин хпди — га теиг; бу клторни кисклчл бундай
П

оо
ёзиш мумкин: —.
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2 -м и с о л . Ушбу +  + . . .» ч а -
1*2 2*3 3*4 п (л-}-1)

тор функционал каторднр, унинг умумий \ади ип *= -чп'7* га тенг,
п (л 4-1)

S in / f J T6v ^аторни »\ис!\а бундай ёзиш мумкин: V 1
ЖшЛ п (п I)п—\

Хозирча сонли цаторларни цараш билан чекланамиз, функционал 
цаторларни эса 13- § дан бошлаб цараймиз.

\ а р  бир ь^атор учун цуйиладнган асосий савол бу унинг 
я^инлашиши масаласидир.

2 - т а ъ р и ф .  ( 1.1) катор дастлабки п та ,\адининг йнгнн- 
диси

S „ =  «I +  «2 +  «3 +  • • • +  "а
шу цаторнинг п- хусусий йигиндиси дейилади. Шу хусусий 
йигиндиларни караймиз:

5 г х=ы„
S , =  ы, 4- и..

S n =  U\ +  U2 +  ■ ■ ■ +  «„•

Равшанки, хусусий йш иидилар S u S i% . . ., S n, . . . чексиз сонли 
кетма- кетликни хосил цилади.

3 -т а ъ р и ф . Агар ( 1.1) ^аторнинг хусусий йириндиларидан иборат 
кетма-кетлик S lf S 2, . . . , Sa, ”,,т лимитга эга булса, бу цатор 
якинлсииувчи цатор дейилади. Бу лимитнинг ^иймати 5  =  lim S n

П-¥ СС
(1.1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу халда бундай ёзилади:

S =  ы, +  и., +  и3 +  . . . +  ип +  . . . =  V  ип.
Л= I

4 - т а  ъ р и  ф. Агар (1.1) цаторнинг хусусий йигиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу цатор узоцлаш ув- 
ни ь^атор дейилади.

Сонли ^аторлар назариясининг мазмунн цаторнинг я^ин- 
лашувчи ёки узо^лашувчи эканлнгини аниклаш ва я^ннлашув- 
чи ь^аторлар йигиндисини ^исоблашдан иборат.

Энг содда мисол сифатида геометрнк прогрессияни ^арай- 
миз.

2 -§ . Геомет.рик прогрессия

Чексиз геометрик прогрессия
а +  aq +  aq2 +  . . . +  aqF ~l +  . . . 

энг содда, энг куп учрайднган ^аторлардан биридир. Бунда а —



прогрессия ни иг бнринчи з^ади, q эса прогрессиянинг махражи 
дейилади.

Прогрессия дастлабкн п та хадининг йигиндиси 5 П цуйида- 
гнга теиг:

о _  а —ад"
1- ?  *

бунда q -ф 1. q нинг мумкин булган ^ийматларини цйраймнз:
1) Агар |v l <  1 булса, у холда lim qn — 0  ва шунинг учун

л-**
о  .. а — aqn а lim S M=  lim --------- ---  ------ .

П—*50 1— Я 1 ~  Я
Шунлай цилиб, | q | <  1 да чексиз геометрик прогрессия йигиндиси

1 —q

булга» я^инлашувчи катор .ухгил килади.
2) Агар |<7 | >  1 булса, у холда lim qn =■* оо ва шунинг учун

л—*00

lim S n — lim —— —  =  оо.
Л ~ *  ос п ~*ас  ̂ Я

Шуидай цилиб, \q\->  1 Да чексиз геометрик прогрессия узоклашувчи 
катор .^осил килади.

3) Агар q — I булса, у холда
а +  а +  а + . .  . +  а +  . . .

^атор хосил булади, бу цаторнинг п -х усусий йигиндиси S n — п а бу-
лади.

Равшанкн,
lim S n =  lim а п — оо,
Л—»оо Л—* X

яъни ^атор узоцлашади.
4) Агар </ =  — 1 булса, у .\олда

а — а +  а — . . .

Катор ^осил буладн. Ж уфт п померли *ар цандай хусусий йи- 
гинди 5 „ нолга тенг, то^ п номерли хусусий йигинди S n эса 
а га тенг. Шундай цилиб, бу .\олда хусусий йигиндилар кетма- 
кетлиги тебранувчи булиб, \еч  ^аидан лимитга иитилмайди, шу 
сабабли

а — а +  а — . . .
Чатор узоклашувчи

Шундай килиб, чексиз геометрнк прогрессия I q | <  1 да якинла- 
шувчи на |</| >  1 Да узоклашувчи катор экан.



Виз цаторнинг нцинлашувчи ёки узоцлашувчи эканпни я^ин- 
лашишнинг таърифидан ва л-хусусий йнгиндининг маълум 
формуласидаи фойдаланиб аницладик. Аммо .\ар доим .\ам S,, 
учун ва демак, S,, нннг лимити учун \ам  ихчам формула топиб 
булавермайди. Шу сабаблн ^атор я^инлашншннн яцинлашиш- 
нннг баъзи белгилари (аломатлари) дан фойдаланиб ани^лаш 
му.\имдир.

3-§ . К аю р якинлашишининг зарурий шарти

Катор якинлашишииинг зарурий шартини цараймиз, яъни 
шундай шартни ани^лаймнзки, бу шарт баж арилмаганда ^атор 
узоклашади.

Т е о р е м а .  Агар цатор яцинлаш увчи булса , у  %олда ца- 
торнинг умумий \а д и  п чексиз усганда нолга интилади.

И с б о т и. Ушбу

^атор яциилашувчи, яъни lim S n -= S  лимит мавжуд булсин, бунда
о „ х
о — каторнинг йигиндиси (чеклн сон). Аммо бу халда

I'm 5 П_, =  S,
Л-* эо

чунки п — оо да (п — 1)-*-оо.
Каторнинг умумий хади ип ни хусусий йигиндилар S n ва 5 П_, 

билан ифодалаймкз. Равшанки,
и =  S n — S„Л П  Л —-I

1\атор умумий ,\адининг лимитини хисоблаймиз:
lim ип — lim (S„ — S„_,) =  lim S n —  lim S„_, =  0.
л—>00 tl —* 30 ft'* 00 tl—+o0

Шундай цилиб, агар ь^атор я^инлашувчи булса, у .\алда lim ^ „ = 0 .
Л -+ 9 0

Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
Н а т и ж а . Агар цаторнинг умумий .\ади п -^ о о  да naira  интил- 

маса, у  халда цатор узоклашади.
Масалан,

1 + 1 + 1 + _  +
3 5 7 2 п + \

Fvarop уэоцлашувчи, чунки

lim и =  lim —— - =  — +  0 .
л—* п п-*х 2fi -f- 1 2

iim  и  0  тенглик $ ргшли буладиган ;\ар *уждан ь^тор \ам я^ин-
П-+70

лашувчи булавермайди. Бу шартнинг бажарилишн катор якинлашув- 
чи булиши учун зарурий, аммо етарли шарт эмас, яъни ь^атор уму- 
мин хадининг нолга интилиши билан цаторнинг якинлашувчи эканлиги



келиб чикаверманди, катор узоклашувчи булиши хай мумкин. Маса- 
лан гармоник цатор деб аталувчи

l + . + i + . . . . + A + . . .

^атср учун lim ип =  lim — = 0  булишига царамай у якннлашувчи
П—*оо ^

эмзелигиии исботлаймиз. Гармоник цаторнинг дастлабки бир неча са
дани к\йидагидек гурухлаб ёзамиз:

• + т + ( 7 + т Н т Ч + 7 + т ) +

+ ( - 5 + T 5 ^ T r + T i + T i + -iT +  - i ? + - i ? ) + - - -
Х,ар (уайсн цавс ичидаги кушилувчиларни уларнинг кичигн билан ал- 
маштирамнз. Натижада

1 + i + ( T + 7 ) + ( i + i + 7 + i ) +

— а - —  +  —  +  —  +  ^ - - г  — +  - М  +  • • •V 16 ' 16 16 16 16 16 16 16/
га эга буламиз.

Х,ар цайси кавс ичидаги кушилувчилар йигиндиси кичик- 
лашди ва 1/2 га тенг булди. Охирги катор чексиз куп кавслар- 
га эга булганлигн сабабли уларнинг йигиндиси чексизликка 
интиладн. Демак, гармоник каторнинг йигиндиси албатта чек- 
сизликка интиладн. Шундай кнли®' биз гармоник каТ0Рнинг 
узоклашувчи эканлигини исботладик.

4-§. Каторлар устида содда ам аллар бажариш : сонга 
купайгириш, куш ит ва айириш

1\аторлар  устида амаллар бажаришнинг баъзи коидалари 
бнлан танншамнз.

1 -т е о р е м а  (каторни сонга купайтириш какида). Агар
ы, +  ы2+  . . .  + и п +  . . . . (4.1)

цатор яцинлаш увчи булиб, унинг йигиндиси S  га тенг булса, 
у цолда

Хм, +  Я,ы2 +  . .  . +  А.ы„ +  . . .  ’ (4.2)

ijarop ĵ um щ инлаш уани булади ва унинг йигиндиси }. S га тенг 
брлади, бунда к — тайин сон.

И с б о т и . (4.1) ва (4.2) каторларнинг л-хусусий йигиндиларини
ькх: ранншда S n ua ап билаи белгилаймнз. У -\олда куГшдагига эга 
буламиз:

а„ — ui +  мз +  • • • +  ^ ип — ^  (Ui +  иг +  • • • ■+■ ип) =  ^  
бундан:



lim o„ =  Пш(Я 5п) =  X lim Sn = Я -5 .
Л -* o o  I t  *цу П—*оо

Шундан цилиб, (4.2) (\атор якинлашувчи, унинг йигиндиси А, 5  га 
тенг. Теорема исботланди.

2- т е о р е м а  (ь*аторларни (\ушиш хацида). А’ар

«I +  и ,  +  • • • +  и п +  • • •• (4 -3 )

У| +  v, +  . . . +  vn +  . . .  (4 .4)
/vатор.хар якинлашувчи ва у.шрнинг йш инди три мос равишда s 
ва S  га тенг булса, у  цолда

(u i +  t»i) +  (и* +  а2) +  . .  . +  (ип +  vn) +  . . .  (4 .5 )
цагпор хам яцин.тиувчи ва унинг йигиндиси s +  S га тенг була- 
ди.

И с б о т  и. (4.3), (4.4) ва (4 5) цаторларшыг п-хусусий йигинди- 
ларини мос равишда sn, S n ва ап деб белгилаймиз. У ,\олда

°п =  (“ i +  ui) +  («2 +  о2) +  . . . +  (ип +  vn) =  sn +  Sn.
Бундан:

lim оп= Н т  (s„ +  S„) == lim sn +  lim Sn^=s +  S.
П - +  30 f t - *  00 n — *ao П —+ЭС

Шундай цилиб, (4.5) катор якинлашувчи ва унинг йигиндиси s +  5  
га тенг.

3 -т е о р е м а  (каторларни айирнш ,\ацида). Агар

и\ + ы2 +  “з +  • • ■ +  ип +  • • (4.6)
г, +  v2 +  »з +  . . . +  vn +  . . . (4.7)

цатор.юр якинлашувчи ва у.шрнинг йигиндиси мос равшида sea S  
га тенг булса, у  .уолда

(u t — и,) +  (ы2 — у2) +  . . . +  (ыл — у(1) +  . . . (4 .8)

ф т ор ,\ам якинлашувчи ва унинг йигиндиси s — S  га тенг була- 
ди.

И с б о т и . (4.7) цаторнинг ,^ар бир \адинн — 1 га купайтнрамиз 
( 1-теоремага кура бу ^атор якинлашувчи ва унинг йишндиси — 5  га 
тенг булади). Уни (4.6) ^атор хадлари билан цушамиз ва (4 .8) каторга 
эга буламиз:

(U, — У,) +  (U. —  Uj) +  • • • +  («„ — Р*) +  ■ ■ :

бу цатор 2- теорема га кура якинлашувчи ва унинг йигинлиси ■ — .9
га тенг. Теорема исботланди.

Юцоридаги теоремаларлан куАцдаги катижа келнб ч:п«ди.
Агар,

U\ +  U2 +  * • • + * * „ + - • • »

+  v2 +  . . . +  vn +  . . .
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^аторлар я^инлашувчн ва уларнинг йириндилари мос разишда s ва 5  
га текг булса, у холда

(%.«! + ц о ,) +  (%>«! +  И и*)+  • • • +  ( * “„ + И и„) +  • • •
1̂ атор .\ам яцинлашувчи ва унинг йигиндиси A ,s - f |iS  га теаг, бун
да Ji, ц — тайин сонлар.

Шундай цилиб, я^инлашувчи цаторларнн хадлаб ц?шиш, 
айирнш ва узгармас сонга купайтнриш мумкнн экан.

Яна бнтта му^им теореманн исботлаймиз.
4- т е о р е м а .  Агар цатор яцинлаш увчи булса, у  %олда бе- 

рилган каторга чекли сондаги х^адларни цушиш ёки унда чек- 
ли сондаги цадларни ташлаб юборишдан %осил булган цатор 
%ам яцинлаш увчи булади.

И с б о т и . Ушбу
и, +  и2 +  . . .  +  и„ +  • • • (4 6)

катор яь;инлашувчн, унинг йипшднси 5  га тенг булсин. (4.6) катор 
дастлабкн п та хадннинг йнгнндисини S n билан белгилаймиз, k (к< п) 
та ташлаб юборилган хадлар йигиндисини S k билан, цолган п — к та 
\адлар йигиндисини ап к  билан белгилаймиз. Демак, Sn — Sk +  an_k, 
бунд;: 5* — п га богли^ булмаган чекли сон, шу сабабли:

lim S n =  lim (S k -f- on_ k) — lim S k +  lim on_ k.
n  —*  X  n —* 00 Л  — 30 f l —» «

Бундан:
lim 5„ = 5*+lim an_k.
Я-*ае ti-*jo

Шундай ^илиб, агар lim S rl мавжуд булса (яъни бернлган 1\атор
П - *  00

яцинлашувчи булса), у холда lim ап_ к \ам мавжуд булади (яъни хар
П-+ ос

|\анча чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил ^илинган 
цатор хам я^инлашади). Чекли сондаги хадларни ^ушишдан хосил 
булган ь^аторнинг я^инлашувчи булиши ю^оридагидек курсатилади. 
Теорема исботланди.

5-§. Мусбат хадли каторлар

>^амма .\адлари бнр хил ишорали булган цаторлар узгармас 
ишоралн ^аторлар дейилади. Аниклик учун биз мусбат хадли 
^аторларии цараймнз.

Шую: циламизки, мусбат ишоралн каторда барчл п >  ! лар 
учун тенгсизлик уринли, яъ|ги хусусий Гшгиндилар усувчи

I- кетлик -\осил ццлади. Бундай ,\олда п -+ о с  да иккита имконн- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар Sn~^ +  oo ва бу ^олда 
Катор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегграланган 
ва бу .\олда лимит мавжуд булади, демак 1\атор я^инлашувчи. 

Шундай цнлиб, мусбат ишорали каторларнинг яьушлашишини ис-
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t
Ig —

lim —  ~  lim — — =  1 >  0 ,
П -*ao Vn n-*x> I 

П
1 1чунки n  —► оо да tg — cc — .
n n

Шундай цилиб, берилтан катор узоклашувчи, чунки гармо
ник ^атор узоклашувчи.

4-м и с о л. Ушбу

цаторни

. 1 . . 1 , , . 1sin — +  s m ------f - . . . - f  sin —
2 22 2n

— +  —  +  +  —2 2* 2n

катор билан так^ослаймиз, охирги катор якннлашувчи, чункн 
унинг .\адлари махражн <? =  1/2 булган геометрик прогрессия 
ташкил килади.

—  нисбатни тузамиз ва унинг лимитини топамиз: п сх> да
v n

sin ^  ж ^  булган» учун: lim —  =  lim — ~t„ -  — 1 >  0. Шундай цч-
-  2 гг~* ас У/| /I —*-0о 2 п

либ, берилган катор я^инлашувчи.

У з - у з и н  и т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сонли цатор деб нимага айтилади? 1\аторнинг умумий \адн  нима?
2. 1\аторнннг якннлашувчи ва узоклашувчи булиши таърифларини айтинг. 

Каторнннг йигиндиси деб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия ,\адларидан тузилган цаторнинг я^инлашувчан- 

лигини текширинг.
4. Катор якннлашувчи булишининг зарурий шарти нимадан иборат? Бу 

шарт етарли шарт булмаслигини курсатувчи мисол келтиринг.
5. Катор узоклашувчи булишининг энг содда етарли шартнни курсатинг.
6. Якннлашувчи цаторларни ц$'шиш ^а^идаги теореманн исботланг.
7. Якннлашувчи ^атор ^адларини Узгармас сонга купайтириш ^а^идаги 

теорема ни исботланг.
8. Каторга чекли сондаги .^адларнн цушнш ёки унда чекли сондаги ?̂ ад- 

ларни ташлаб юборншдан цаторнинг я^инлашиши узгармаслиги ^а^идаги 
теореманн исботланг.

9. Мусбат *адли иккита каторни таццослаш ^ацидагн теореманн ифсда- 
ланг ва уни исботланг.

10. 2727—2759- масалаларии ечннг.

7-§. Л аламбер ва Коши аломатляри

М усбат .\адлн ^аторларнинг я^инлашиш ва узоь^лашиш ало- 
матларини урганишни давом эттнрамиз.

1. Д аламбер аломати
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Т е о р е м а .  Агар

«! +  «* +  «* +  . . . + « » + • • •  
мусбат каторда (п +  1)-д[аднинг п-хадга нисбати л-*- оо да чекли 
I лимитга эга булса, яъни

lim ^  =  / (7.2)
П-*оо 11 п

булса, у .\олда: а) / <  1 да цатор щинлашади, б) / >  1 да катор 
уэоклашади.

Й с б о т  и. Лимнтнинг таърифидап ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
е >  0 сон учун п нинг бирор N  номсрдан бошлаб барча цинматларн 
учун, бошкача антганда п ^  N  учун

<  е ёки — е <  ——  — / <  е (7.3)
"л

+  “ • +  • • •  +  «А/ +  ЫЛГ+1 +  * • -
(7.1) 0

]• шакл.

Л-

тенгсизлик уринли булиши келиб чикади.
/ <  I ва / >  1 булгандаги иккала \олни ^араймиз.

а) / <  I булсин, у холда (7.3) тенгсизликдан -2—!- — / <  е ёки
"л

<  / +  с экани келиб чикади. Тенгсизлик барча л >  N лар учун
ип

бажарилади. / +  с =  q деб белгилаймиз. е ни шундан кичик ^илиб 
танлаймизки, q нинг кнймати / <  I да I дан кичик булснн, яъни 
0 < ^ <  1 тенгсизлик бажарилсин (1-шакл), демак,

<  q. (7.4) *’3
“л

(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли булган

ип + \< Я - * п

тенгсизлик бнлан алмаштирамиз. Охирги тенгсизликни п нинг 
N дан бошлаб турлн цийматларн учун, яъни n ^ N  лар учун 
ёзиб, цунндагнларга эга буламиз: -8 .

“ jV-f 1 <  4UN>

UN+2 QUN+l <  4*UN’ (7‘5)
UN+3< q u N+i< q tuN,

Иккига ^аторни ^араймиз. un. f L]
'



(7.6) цаторнинг ^адлари q < \
M V fи„ мусбат матдоажли геометрик прог-
рессия таш кил цилади. Демак, 

£ ‘ (7.6) цатор я^инлашади.
(7.5) тенгсизликлардак (7.1) ца-

2- шакл. торнинг хадлари их , х дан бошлаб
(7.6) 1\аторнинг мос хадларидан кнчик. 

6-§  даги 1-теоремага асосан ва 4-§ даги 4-теоремага асосан берил- 
ган ь^атор (7.1) я^инлашувчи.

б) /> 1  булсин. У ,\олда (7.3) тенгсизлнклардан бнрор но
мер N  дан бошлаб

ип+1 ,  -  “ л+1 #----------/ >  — е еки ------->  / — е
“п ип

эканлиги келиб чицади. /— z = q деб белгилаимнз, г ни шундай 
кичик ^нлиб танлаймизкн, натнжада /> 1  да q нинг катталиги 
1 дан катта булиб ^олаверсин, яъни I—е =  <7>  1 (2 - шакл) ва, 
демак,

^ ± > q , n > N . (7.7)
«Я

(7.7) тенгсизликни унга тенг кучли

n > N
тенгснзлик бнлан алмаштирамнз. Бу цаторнннг .^адларп (iV+1) 
номердан бошлаб усишини бнлдиради, шу сабабли ^аторнинг 
умумий .\ади нолга интилмайдн. К*атор яцинлашншннннг зару- 
рин шарти бажарилманди, шу сабабли (7.1) ^атор узоцлашадн.

1 -э с л а т м а . Агар lim ——  =  00 булса, у холда цатор уэоь>ла-
п~*оо и п
U , I

шадн, чунки бу холда —— > 1  ва ып+1 >  ип, яъни lim ип Ф 0 (ззру*
Un П-+ао

рин шарт бажарилманди).
U  ! I

2- э с л а т м а .  Агар lim —:—  мавжуд ва бнрга тенг булса ёки
Л —*30 U f |

мавжуд булмаса, у .\олда Даламбер аломати ^аторнинг яцинлашувчи 
ёки узоклашувчи эканини аницлаш имконини бермайди. Бу масалани 
хал килиш учун бощца аломатдан фойдаланиш керак.

1-м  и со  л. 1\уйидаги цаторни яцинлашуичан-шми» Tc*uiKp;n;r:
о Of /а 2"

W P —

2 п 2/,_г1
Е ч и ш . Бундан .



демак, ь*атор узснуишувчи.
2- ми со  л. ^уйидаги цаторни якинлашувчанликка текширинг:

_ L  +  _ J _  +  _ 5_ +  + 2n - J a .
/ 2  (, 2 f  U "  (r 2)"

п 2л — I 2n 4- 1
Е ч и ш . Бунда . «я+, =  ^ - г р г .

мл+1 (2л + 1) ( ,Т )*  1 2n+l  I
lim  —— =  lim _ г п --------- =  —— lim — — =  —  < 1,

«Я п-*и (,/'2 ) (2л—1) , 2 П-® 2л—1 ,  '2

демак, катор якинлашувчи.
3-м и с о л . Куйидаги каторни якинлашувчанликка текширинг:

1 + 1 “  +  зr z  +  . • • +  j —  +  • • •
Г 2 , 3  ,  п

Е ч и ш . Бунда ип =  ~ , ил+| =-- j  1
I  n  »  Я +  1

3 -  з
lim =  lim — =  lim l /  — =  1 (/ =  1).
Л-»ао Uf l  Я  ♦ »  1 3o r  Й - f  I

Цаторнннг яцинлашнши хакида Д аламбер аломати асосн- 
да хулоса чикариш мумкин эмас. Таццослаш аломатини цул- 
лапмиз. Узоцлашувчн

I  1 +  ^  +  1  +  . +  1  +2 3 п
гармоник ^аторнинг ^адлари, иккинчи ^адидан бошлаб, берил- 
ган ^аторнннг мос ^адларидан кнчик, демак, 6 -§  нинг 1-теоре- 
маснга бнноан берилган цатор узоцлашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  Агар мусбат %адли
ui +  w2 +  м3 +  . . .  +  ип +  . . .  (7.8)

цатпор учун X ип мщдор п-+  оо да чекли лимитга эга булса, яъни
п

lirn X U =z I (7.9)
л-**

%олОа
I «■'- * па кшнйй

б) /  >  1 eta h{amol

И с б о т  и. Лимнтнинг таърифидан ва (7.9) муносабатдан би- 
рор N  номердан бошлаб п нинг барча ^инматлари учун, яъни 

дан бошлаб

2—2640
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(7.6) ^аторнинг \ад лари  q < \  
Ип". мусбат маэфажли геометрик прог- 

___--------------- рессия таш кил цнлади. Демак,
? £ (7.6) цатор я^инлашади.

(7.5) тенгсизликлардан (7.1) ца- 
2. шакл торнинг хадлари и v+, дан бошлаб

(7 .6) цаторнинг мос хадларидаи кичик.
6-§  даги 1-теорема га асосаи ва 4-§ даги 4-теоремага асосаи берил- 
ган цатор (7.1) яцинлашувчи.

б) /> 1  булсин. У .^олда (7.3) тенгсизликлардан бнрор но
мер N  дан бошлаб

— I >  — с ёки п >  / — е 
ип “п

эканлиги келиб чикади. /—е=</ деб белгнланмнз, е ни шундан
кичик цнлиб танлаймизки, натижада /> 1  да q нинг катталиги
1 дан катта булиб ^олаверсин, яъни I— е =  < />  1 ( 2 - шакл) ва,
демак,

uJ l± L > q , n > N .  (7.7)
Uп

(7 .7) тенгсизликни унга тенг кучли

ип+1 > ? • “ „. n > N

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Бу 1\аторнннг ^адлари (Л 1) 
номердан бошлаб усишини билдиради, шу сабабли ь^аторнинг 
умумий .\ади нолга интилмандн. К*атор я^инлашишининг зару- 
рий шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) Кат0Р узоцлашади.

1- э с л а т м а .  Агар lim —  =  оо булса, у холда цатор уэоцла-
П-*аО /̂1

шади, чунки бу холда —1—  > 1  ва и >  ип, яъни lim ип Ф О (ззру-*' * п * П—+аоП
рий шарт бажарилмайди).

2- э с л а т м а .  Агар lim — мавжуд ва бирга тенг булса ёки

мавжуд булмаса, у .\олда Даламбер аломати ^аторнинг я^инлаш>вчи 
ёки уэоклашувчи эканини ани^лаш имкоиини бермаиди. Бу масалани 
хал килиш учун бош^а аломатдан фойдаланиш керак.

1-м и с о л . Кунидаги ь^аторни яцицлашуцчашшльа ГсКшаум
О Of ЧЛ .

4 + - ^  +  ^ + - - - + -  +  -
_2_ . li*

♦
i -

2п 2n ~r l
Е ч и ш. Бундан ип =  - ,  ия+1 =

/ п \*



«ДОК, ^атор узоклашувчи.
2- ми со  л. 1̂ уйидаги цаторни якинлашувчанликка текширинг:

в _J__ l_ 3 л . 5 _ в; л- 2rz T J  л. в в в
* Т  ( , 2 )* (» 2 )* ‘ ( / 2 )" '

*| г, г  2п — 1 2л +  1Е ч и ш . Бунда ы„ =  — . ип+1 =  - ^ - г р г .

“я+1 (2п + 1) ( / 2 )« 1 2n + l 1 _  , 
lim —1—  =  lim ------------------- =  —  lim — -  =  — - <  1.
n-о» U„ п -п  ( / 2 ) <2я—1) , 2 2я—1 ,  2

демак, катор якинлашувчи.
3 -м и с о л . Куниддгн каторни якинлашувчанликка текширинг:

* +  t L  +  з7~ : + - - - + з " ^  +  ' -  -
,  2 , 3  ,  п

Е ч и ш . Бунда ип = : ~ ,  ил+1 =  з - = г .
Г "  * п +  •

lim “я+1 =- lim — lim  l /  — =  1 (/ =  1).
Л-»ао Л-*до П—*эо J П Т  *

Ь^аторнннг яциилашиши ^ацнда Д аламбер аломати асосн- 
да хулоса чицариш мумкин эмас. Таццослаш аломатини ^ул-
лаймиз. Узоклашувчи

1 +  1  +  ±  +  .
2 3 л

гармоник цаторнинг ^адлари, иккинчи ^адидан бошлаб, берил- 
ган цаторнинг мос ^адларидан кнчик, демак, 6 - § нинг 1-теоре- 
масига биноан берилган цатор узоклашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  Агар мусбат %адли
ui ~г 4- w3 +  . . .  +  ип +  . . .  (7.8)

цатор учун \  ип мщдор п - ^  оо да чекли лимитга эга булса, яъни

\\т  =  I (7.9)
п-

Оулса, у холОа
'г—— yti—i g * * ftit fvutiiv»/' ,*H^wn.nJ

6) I >  1 Oa Kfitnop yjutytuiuuvi*.l  ^  X 1Л * ( J U I I t v ^ r  J  V̂ — . j--------------

И с б о т и .  Лимитнинг таърифидан ва (7.9) муносабатдан би- 
Pop N  номсрдан бошлаб п нинг барча ^ийматлари учун, яъни 
—  -  -------- * ^n ^ N  дан бошлаб
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W2 =  /  (2), U3 =  /  (3)......... u„ =  f  («)
^ийматларн ички чизилган туртбурчакларга,

Wi =  / ( 1), " * = . / ( 2)..........«л_ | = / ( п — 0
цийматлари эса таш^и чизилган туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
мат цилади.

Куйидаги белгилашларни киритамиз: S n — каторнинг п- хусусий 
йигиндиси, S fl — эгри чизи^ли трапецияникг юзи, S H ч, S J 4 — мех: ра- 
вишда ички па ташци чизилган зинаноясимон шаклларнинг юзлари.

_ п
S n =  и { +  и2 +  • • • +  un% S n =  \ /  (л) dx экани равшан. Шаклдан

*1

5 , ,ч < 5 „ < 5 тч ' (8.2)

эканлиги келиб чицади, буьда

5„.ч  =  Ы2 +  Ui  + ■ • •  +  “ « =  S n —  Ul*

5 t . ,  =  « 1 + “ 2 +  •  • • + « „ - !  = S n - U n .

Шундай ^илиб, (8.2) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:

еки
S n — и, <  S n <  S n — ипп \ п п п

s n —  u I <  I' f  W  d x < S a —  un. 
1

Бундан иккнта тенгсизликка эга буламиз:

$ „ < « .  +  " f ( x ) d x ,  (8.3)
I

S n >  Un +  I f  W  dx- (8 4)
1

n
f (x) функция мусбат, шу сабабли п нинг ортиип билан (’ /  (х) dx

I
шгтеграл ^ам катталашиб боради. Икки ,\сл булиши мумкин:

00

1) f  (х) dx  хосмас интеграл яцинлашувчи, яъни
i

I  f  (*) dx  -  lim f /  (.v) dx  -  /
Я —* a 0  *»

П
интеграл чекли соига теиг булсда. У  ^оддз г /  (,v) d x < !  ва (8.3)

I
тенгсизликдан .\ар ь^андай я да <  ut +  I  эканлиги келиб чи^ади. 
Шундай к^илиб, бу долда S n хусусий йигиндилар кетма-кетлиги че- 
гараланган ва, демак, (8 .1) ^атор яциилаишди.



2) 7  /  (v) dx  хосмас иктеграл узоклашувчи булсин, яъни 
в/У I

f  /  (дг) dx  =  lim f f  ( x ) d x =  +  oo
| л-*ао |

булсин. (8.4) тенгсизликдан S n хусусий йигиндилар кетма- кетлигн че- 
гараланмаганлиги келиб чикади ва, демак, (8 .1) ^атор узо^лашади. 

Ми со  л. Умумлашган гармоник катор деб аталувчи

, +  J _ + _L +  . . .  +  _L +  . . .
2Р Зр пр

1̂ аторнн1гг узоклашувчи ёки якинлашувчи эканини анжушнг.
Е ч и ш . f ( x ) функцияниаг —  дан иборатлиги равшан, бунда р —

хр
танинланган coir. Ушбу

® Иг Р“М |°° 1 1п 1
К  —  =  -- ------  =  —  lim х 1~ р ! =  —  lim (п '~р —  1), р  *  1
J Хр — р +  1 || 1 — Р П-*эо *1 1— Р п~*х>

хосмас иктегрални ^исоблаймиз. Агар р  >  1 булса, у холда lim п 1~р=
п~* оо

00
=  0 ва I —  = ---------- якинлашувчи; агар р  <  1 булса, у холда

J  хр р — 1
I

lim п}~р =  оо ва I —  dx  — узоклашувчи; агар р — 1 б\лса, у хол- 
П-. «  J  JCP

I

да J —  =  In.x j = 0 0  — узоклашувчи. Шу сабабли умумлашган гар- 
1

моник катор р  >  1 да якинлашувчи ва р  <  1 да узоклашувчи.

9-§. Катор колдигини интеграл алэмат ёрдамида бахолаш 

Якинлашувчи
и, +  и2+  —  +  иа +  . . .  (9.1)

Катор ли караймиз.
Т а ъ р и ф . Каторпинг йигиндиси S билан унинг п- хусусий йикин- 

ДИси S n орасидагн айирма цатпрнинг п-цолдши дейилади ва R , би
лли белгилашди:

R  =  S - S „ .ft i»
^аторнинг цолднги ^ам цатор булнб, у берилган (9 .i) i\a- 

тордан дастлабки п та .\адни таш лаш  натнжасида ^осил бу- 
лади:
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Бу ^атор 4- § даги 4- теоремага кура якинлашувчи, шу теоремаг i 
к\ ра аксинчасинн ,\ам тасдицлаш мумкин: агар ^аторнинг кол 
диги якинлашувчи булса, у ^олда цатор якинлашувчи булади 

Катор цолдигининг таърифнга кура
lim Rn =  О
П—ж

булнши равшан.
\а^ и ц а та н  .\ам,

lim Rn — lim ( 5 — S n) =  S  —  lim S n =  S — S  =  0.
n - .K n „ _ x  n

Шу сабабли етарлича катта п лар учун
5 %  SП

такрноий тенгликка эга буламиз, п катталашгани сари бу тенглик- 
нииг аниклж и орта боради. 1\атор йигиндиси S ни унинг хусусий йи- 
гиндиси S n билан алманяирилгандаги абсолют ха то, равшанки, ^атор 
Колдигининг модулига тенг:

Шундай к^илиб, агар 1\атор йигиндисини е >  О гача аницликда то- 
пиш талаб ^илинса, у .\олда шундай п сондаги дастлабки \адлар йи- 
риндисини олиш керакки, | / ? „ |< е  тенгсизлик бажарилсин. Шунга ца- 
рамай кун ^олларда биз р п катдиь^ни ани1\  топа олмаймиз. Шу са- 
бабли 1\олдикнинг модули берилган г сондан кат га булмайдиган цол- 
дикнинг п номерини цандай топиш кераклигини аницлашимиз керак.

i \>сбат ишорали цатор цолдигини интеграл аломат ердами- 
да ба^олаш .\ацидаги ушбу теорема айтнлган саволга жавоб 
беради.

Т е о р е м а .  Агар мусбат \а д ли

и \ +  и2 +  . . .  +  ип +  . . .

*

и.

1
у  л  j

° \ * 2  п п  + 1 п  + гп- 1  п + гп X

4- шакл.
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натор интеграл аломатнинг талабларига жавоб берса, у  холда 
унинг колдиги Rn куйидаги тенгсизликларни г^аноатлантиради:

,Т /  (t) dx <  Rn <  \ 1 (-v) dx.
п+1 п

И с б оти -. 8- § даги (интеграл аломатдаги) шаклни канта чи- 
замиз (4 -ш акл ). Бирор п номернн тайинлаймиз. Ю ^оридан 
y = f ( x )  функция графнги билан чегараланган, асосн х  = п 
дан х  = п + т  гача булган эгрн чизицли транецияни караймиз.
8- § дагнга ухшаш

n-f-m
5 н . ч < (  f ( x ) d x < - . S T4 

tl
п+т

ёки ип+1 +  . . .  ип+т <  ■[ f ( x ) d x < u n +  . . .  +  ип+Я1_ , тенгсизликлар-
П

ни тузиш мумкин. Равшанки, охирги темгсизликни S n, S n+m, S n 
хусусий йигиндилар оркали ифодалаш мумкин:

~  $п <  \ /  М  dx  <  5 П+(П_, — S„_|.
п

Бундан куйидаги нккита тенгснзликка эга буламиз:
п-\-т п-гт

\ f  (X) dx <  5 я+т_, -  S„_, ва j  /  (.v) dx  >  S n+m —S„. (9.2)
^ П n
Яцинлашувчи каторлар учун m -* o o  да (9.2) тенгсизликларда ли- 

митга утамиз.
n-fm *

lim \ /  (лг) dx = [  [ (x) dx яцинлашувчи,
П

l»m =  S, lim S ^ m =  5 ,
m-fec

(бунда 5  — цатор йигиндиси) эканини ^нсобга олиб (9.2) ни бундай 
ёзиш мумкин:

"  f  (х) d x <  S  — S,,_„
П

I f  (х) dx >  S  S„



( 9 .3) нинг бнринчи тенгсизлигида п ни п +  I билан алмаштириб, 
ушбу

Г /  (.v) dx < R n ва Г /  (a ) dx >  /?„
П+1 Я

тенгсиз/ икларга эга буламиз. Бу тенгсизликларии w u i тенгсизлик 
шаклида бирлаштириб.

л+1
f  (х) dx <  Rn <  f  f  (x) dx

ифодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
М и с о л . Ушбу

S = l + i  +  . . .  +  - V + . . .2* л*
^атор нигиндиснни 0,1 гача (яъни е =  0 , 1) ани^ликда топннг.

Е ч н ш .  Якинлашувчи (умумлашган гармоник, р =  3 > 1 )  
цаторга эгамиз. К,аторнннг ^адларн монотон камаювчи

/ « - 7
функцнянннг мос цийматларидан иборат. Шу сабабли ^атор- 
нинг п- колднги

/? =  +  — L .  4* • • •
(n-flp (П-Г 2)3

учун ушбу бахога эгамиз:

Я* <  1 —  =" J  X3

I ^  I
R„ <  е еки —  <  —

п 2п* Ю

тенгсизликни ечиб, 2л* >  10 ёки п >  | 5 ж  2,24 теигсизлнкка эга бу
ламиз. п =  3 деб цабул цнламиз. Шуидай ^илиб,

Бу кинматни яхлитлаб 1\атор нигиндисикинг таедибий кийматини то- 
памиз: S  ж 1,2.

S 3*у 3 И И И т с к ш и у п ш  JT Ч jr « С а о О Л Л Й р

!. Даламбер аломати нимадан иборат? Уни исботлаиг. Мисоллар келти-
рииг.

2. Коши аломати нималаи m u p a t?  Уни нсботланг. Мисоллар кслтиринг. 
j .  Интеграл аломат нимадан ituopat ? Уни нсботланг.
4. Ушбу

оо

V - L
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цаторнинг р >  1 да я(\инлашувчи ва р < \  да узоклашувчи эканини аннкланг. 
щ  5. Мусбат \адли цаторнинг ^олдиги интеграл аломат билан ^андай 6а- 
з^оланадн?
^  6. 2754-2770- масалаларни ечннг.

10-§. Ишоралари навбатлашувчи каторлар

^адларининг ишоралари \а р  хил булган цаторларнн урга- 
нишга утамиз. Эиг аввал иш оралари навбатлашувчи цаторлар 
деб аталувчи 1\аторларга тухталамнз. Бундай цаторларда ^ар бир 
мусбат ^аддан кенин манфий .\ад ва ,\ар бир манфий ^аддан 
кейнн мусбат .\ад келади. Ишоралари навбатлашувчи цаторни 
бундай ёзиш мумкин:

и1— и, +  и3 —  . . .  +  (—  1)"+1 ип +  . . .= =  V  (— 1)«+* ип,
п= I

бунда и1э и2.......... ип% . . . — мусбат сонлар.
1. Ишоралари навбатлашувчи ^аторлар я^инлашишининг 

етарли шартини уз ичига олган ^уйидаги теоремани исботлай- 
миз.

1- т е о р е м а  ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар ишорала
ри навбатлашувчи

ы ,- и г +  . +  ( - 1)л+ ' ип + . . .  ( 10. 1)

цаторда катор %адларининг абсолют кийматлари камаювчи, яъни
ы, >  и. >  и3 >  . .  . >  ип >  . . . (Ю.2 )

булса, шу билан бирса ип умумий \ад  нолга интилса:

lim ип — 0, (10.3)
п —• ос

У \олда (10.1) цатор я^ин.гашувчи булади, шу билан бирга унинг 
йигиндиси биринчи хадидан капипа булмайди ва мусбат булади:
0 <  S  <  uv

И с б о т  и. Олдии жуфт индексли S.2m хусусий йигиндилар кетма- 
кетлигини караймиз, уларни ушбу курицишда ёзамиз:

S+m =  (и1 и2) 4 “ (и3 иА) +  . . . 4" {Цчт—I ^2т ) ’
Демак, S tm > 0  ва S 2M хусусий йигиндилар кетма-кетлиги усувчи.
( 10.2) шарт дан хар бир ^авс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб

Эяди 5 , .  хусусий йигиндини бундай кучирии сза^кз:

Я  (it) — Uj) — . . .  (и2п;—1 Ulm— l) U2m‘
(Ю.1) шарт дан .\ap бир ^авс ичидаги ифодаааш мусбат экани келнб 
чи^ади. Шу сабабли бу 1\авсларни и% дан айириш натижасида Оиз и{ 
Дан кичик сонга эга буламиз, яъни

Sim <  uv



ишорали ^аторнинг абсолют ва шартли якинлашувн каби му. 
^им тушунчаларни кнритамиз.

1- т а ъ р н ф .  Узгарувчаи ишорали

ор хадларп абсолют кийматларнлан туз?*

катор якинлашувчи булса, ( 11. 1) абсолют якинлаш увчи цатор 
дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар узгарувчаи ишорали (11.1) цатор я^инла- 
шувчн булиб, бу цаторнинг ^адлари абсолют цийматларидан 
тузилган ( 11.2 ) цатор узоклашувчи булса, у ^олда берилган 
узгарувчаи ишорали ( 11. 1) ^атор шартли ёки ноабсолют яцин- 
лаш увчи ь^атор дейилади.

1- м и  с о л .  Ишоралари навбатлашувчи

+  ( - 1)л+ | -  +  п
катор шартли якинлашувчи цаторднр, чунки у якинлашувчи 
(Лейбниц аломати буйнча), унинг хадлари абсолют цнйматла- 
ридан тузилган

\ + ± +  + 1  +
2 п

катор эса узо^лашувчндир (гармоник цатор).
2 - м и с о л. Ишоралари навбатлашувчи

1 ------------------ +  J --------------

2* 3* +

цатор абсолют якинлашувчи ^атордир, чунки у яцинлашувчн- 
дир (буни Лейбниц аломати буйнча текшириш осон), унинг 
хадлари абсолют кийматларндан тузилган

1 +  —  +  — +
2* 3* л*

цатор хам якинлашувчи (курсаткичн р = 2> 1  булгаи умумлаш
ган гармоник цатор).

2. Абсолют якинлашувчи каторнинг якинлашиши хакида 
теорема. Узгарувчаи ишорали ка гор я^инлашувчанлигининг 
му.\им етарли шартини келтнрамиз.

Т е о р е м а .  Агар узгарувчаи ишорали

+■ . .  . +  ип +  . . .  ( 4  1)
цатор :\адлари абсолют цийматларидан тузилган 

\u i\ +  +  . . .  +  \ия\ -г . . . (П .2)
9\атор яцинлашса, у  цолда берилган узгарувчаи ишорали  ( 11.2 ) 
цатор j\ам яцинлашади.
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6. Абсолют якинлашувуи цаторларнинг хосслсини ифодаланг.
7. Абсолют яцинлашувчи цаторнннг яцинлашнши ^ациддги теоремани исбот-

ланг. .8. Комплекс соилар кетма- кетлнгииинг лимити таърифнни ьа комплекс >ад*
окммллшч’вчи катор таърифнни беринг.

,и. — -Ow.

13- §. Функционал каторлар. >цинлашиш сохаси

Хадлари функциялардан иборат булган цаторларни караш-
га утамиз:

«1 (х) +  и2(х) +  . . .  +  Ы„(х) +  . . .  (13.1)

Бундам цаторлар функционал цаторлар дейилади. щ( х ) ,  и2(х) ,
функцияларнинг ^аммаси бнрор чекли ёки чексиз интервал- 

да аншуланган ва узлукснз.
Функционал цаторнннг ^адн, хусусаи, узгармас булиши ^ам 

мумкин. Бундай .уэлда функционал 1\атор сонли ^аторга аила- 
надн. Шундай цнлнб, сонли цатор функционал цаторнннг хусу
сий .\олн экан.

(13.1) ифодада х узгарувчига баъзи х0, х ь • •• цнйматларни 
бериб, у ёки бу сонли цаторга эга буламнз:

Uj (х0) +  и2(х0) т  . . .  + u „ W +  • • • '  л  о 0ч
и , (x j  +  « , ( x j +  . . . +  Un (х,) +  . . .

на .y  к.
х  узгарувчинннг оладнган кийматнга цараб (13.2) ^атор 

якннлашувчи ёки узоцлашувчи булади.
х  узгарувчинннг (13.2) сонли катор я^инлашувчн буладнган 

кнйматн (13.1) функционал каторнинг яцинлаш иш  нуцтаси де- 
йнладн. х  узгарувчинннг (13.2) сонли цатор узо^лашувчи бу
ладнган циймати (13.1) функционал цаторнинг узоцлаш иш  нук,- 
тиси дейилади.

Т а ъ р и ф .  х  узгарувчинннг (13.2) цатор яцннлашувчи бу
ладнган ,\амма цийматлари тупламн (13.1) функционал цатор- 
нинг яцинлаш иш  сохаси дейилади.

Агар х  узгарувчинннг х0 циймати (13.1) функционал катор
нинг я^инлашиш со.\аснга тегишли булса, у .\олда бу цатор- 
нииг х = х 0 ну^тадагн йнгиндиси ^а^ида гапнрнш мумкин:

(*о) =  ui (*•) “Н иг (vo) “Ь • • • (ло) +  • • •
Шундай цнлиб, функционал цатор йиринднсининг цнймати х  

узгарувчинннг цийматнга 6of.ih^. Шу сабабли функционал ка
торнинг йнгиндиси унинг и^инлашнш со^аснда х  нннг бирор 
функцняси булади ва S (х )  билан белгиланади.

1- м и с о л. Ушбу

1 +  х +  х* +  . . . +  хп +  • • •
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функционал цаторнинг хадлари махражи q =  x  га тенг булган гео
метрик прогрессия ташкил килади. Демак, унинг якинлашиши учун 
|л: [ < 1  булиши керак ва (— 1, 1) интервалда цаторнинг йигиндиси
-—— га тенг. Шундай ^илиб, (— 1, I) интервалда берилган цатор

5 ( х ) =  1

I — X

функцияни аникланди, бу эса цаторнинг йигиидисндир, яънн

:----- =  1 +  х  -f- л-* -Ь • • • +  хп +  . . . .
1 — X

2 -м и с о л . Ушбу

— + -  + . . . + — ! _  +  .
2 -f-sinx 3 + s in x  n + l + s i n *

функционал катор х  нинг хар ь^андай цийматида узоклашувчи. 
Хацнкатан, барча д: лар учун — 1 < s i n 1, шунингдек, цатор- 
нинг ^адлари барча х  лар учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
^адли каторларнннг таедослаш  аломатинн «фллаймиз, берил- 
ган ^аторни

|  +  Т + 7  +  Т + - - - + 7 + " -
гармоник ^атор билан таедослаймиз. Берилган цаторнинг ^ад- 
лари гармоннк цаторнинг мос ^адларидан (учннчи ^адидан 
бошлаб) кичик эмас, гармоник 1\атор эса, маълумки, узоцла- 
шувчи. Д емак, берилган цатор х  нинг ^ар цандай цнйматида 
узоклашувчи, шуни исботлаш талаб цилинган эдн.

(13.1) цаторнинг дастлабки п та ^ади йип!ндисини S n (x) 
билан белгилаймиз. Агар бу цатор х  нинг бирор цийматида 
яцинлашса, у ^олда

=  5 п(*) +  гпМ  
булади, бунда S ( x ) — каторнинг йигиндиси,

Гп(х) =  Un+l(X) +  ип+2 (*) +  * • •

гп (х) миадор (13.1) каторнинг цэлдиги дейилади. х  нинг барча 
^ийматлари учун каторнинг якиилашнш сохасида

lim S n(x) =  S(x)
И  “ * 3 0

ь:у:;осабат уршли, шу сабабли inn (S (jc) — S n(*)) =  0 ёки lim г (х) =
п-*оо п-+оо П

О, яъни якинлашувчи цаторнинг ^олдири п —+~оо да нолга интила-
ДИ.
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13-§ да биз яцинлашиш сохасида lim гп (х) =  0 эканини аншута-
п—юо

дик. Бу ихтиёрий кичик е >  0 сон учун г ва х  га борлиц шундай 
N  (с, дс) сон топилиб, барча п >  N  (е, дг) ларда \гп (дс)| <  е тенгсизлик 
бажарнлишини бнлдирадн.

Функционал цаторларнинг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун юцоридаги тенгсизлик каторнииг якинлашиш сохасига тегишлн 
барча х  лар учун л >  N  булишн биланок, бажарилади, бу холда N  
факат е нинг узига боглик, яъни N  =  N  (е). Бу каторлар текис якин- 
лашувчн цаторлар деб аталади.

Т а ъ р н ф .  Агар ихтиёрий исталганча кичик е > 0  сон учун 
фацат е га боглиц, шундай N  (с) сон топилиб, барча да
курсатилган со.\ага тегишлн х л а р  учун

Ы * ) | < е
тенгсизлик бажарилса,

«1 (*) +  «2 W  +  • • • +  (*) +  • • •
функционал цатор курсатилган со.\ада текис яцинлаш увчи ца- 
тор дейиладн.

К^атор текис я^инлашншннинг амалда цулай булган. етарли- 
лик аломатини исботлаймпз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар

ы ,М  +  М * ) +  • • • +  «„(*) +  • • • (14.1)
функционал цаторнинг хадлари бирор |а , Ь\ со.\ада абсолют 
циймати буйича бирор яцинлаш увчи мусбат ишорали

с, +  с2 + . . . . . .  (14.2)
цаторнинг мос ,\адларидан катта булмаса, яъни

|и „ (х ) | < с л (14.3)
булса (бунда п =  1, 2 -у холда берилган ф ункционал цатор 
курсатилган [а, Ь\ со ход а текис якинлашади.

И с б о т и . (14.2) катор йигиндисини о билан белгилаймиз:
о =  с, +  сг +  . . . +  сп +  . . . ,

у холда о =  ап +  гп, бунда ап — л- хусусий йнгинди, эса бу 
каторнинг л- колдиги, яъни

• • •  <144> 
(14.2) ь^тор яцинлашувчи булгани учун lim а  =  о ва, дешк,

* п-*хlim е_ =  0 .
Л-*оо

(14.1) функционал »\атор йигиндисини
5  (.v) =  Sn (х) +  гп (л) 

куринншда ёзлмнз, бунда

14- §. Тскис якинлашиш. Вейерштрасс аломати



S„  M  — u i (x ) +  • • • +  Un (лг). 

rn(x )=*un+i ( x ) + u n+i{x )+  . . .
(14.3) шартдан

|«„+ 1 W l < c „ + i, K + 2 W I <  Cn+2' • * •

экани келиб чицади ва шу сабаблн (14.4) дан царалаётган 
со.\анннг барча х  лари учун

М * ) 1< е п
тенгсизлнк бажариладн. Бу эса (14.1) ^атор [а, Ь\ да текис 
я^инлашншннн курсатадн. Шунн исботлаш талаб ^илинган 
эди.

1-м и с о  л. Ушбу
sin 1* х  . sin 2* х . , sin пгх

функционал цатор х  нинг барча ^а^и^ий ^ийматлари учун те- 
кнс я^ннлашадн, чунки барча х  ва п  ларда

|sinn*xj _ |_
I я* I fl*

ушбу

— +  — +  . . .  + — +  . . .I* 2* я*
цатор эса, маълумки, яцинлашувчи, чунки бу курсаткнчн 
р =  2 > 1  булган умумлашган гармоник цаторднр.

Текнс яцинлашувчи функционал цаторлар учун функция- 
лар чекли йнгиндиси хоссаларини татби^ цилиш мумкин.

1- т е о р е м а. Агар

«»(*) +  “ г (*) +  • • • +  “ „ (* )  +  . . .

ф ункционал цаторнинг \а р  бир %ади [а, Ь\ кесмада узлуксиз  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь\ да текис яцинлаш увчи б ул
са, у  %олда цаторнинг йигиндиси S ( x )  \ам  шу кесмада у злу к 
сиз булади .

2 - т е о р е м а  (цаторларни ^адлаб ннтеграллаш хасида). 
Агар

u v{x) +  иг (х) +  . . .  +  «„ (х) +  . • • 
ф ункционал каторнинг .\ар бир \а д и  [а, Ь] кесмада узлуксиз  
булиб, бу функционал катор [a. ft] до текис г.ъихлыиио'-ш бйл-
в'.вл 91 V O  Л П гч

Ь
| и, (х) dx +  | и2 (д) dx  +  . . , Г и (у) Лу

ь
цшпор щам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси j  S  (к)dx га 

тенг булади.
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Юцорндаги теоремаларнннг нсботннн келтнрмаймнз.
2- м и с о л. Ушбу

+  + ( _ i ) V " +  • ••

функционал катор |х| <  1 да текис якиилашувчи ва унинг йнгиндиои 
(царалаётпш катор хадлари геометрик прогрессия ташкил килади)
S(x)  =  —-—  эканини курит осон. Берилган цаторни 0 дан бнрор

1 4* х®
х  <  1 гача хадлаб интеграллаймиз, ьатижада

X* Ж» „ *2л+1

х Т  +  1  • • •  2 п +  1 +  * • '

каторга эга буламиз, бу катор |дг| <  1 да текис якинлашади ва унинг 
йигиндиси цуиидагига тенг:

X
=  arc tg дс.

о о
Шундай килнб, |дс| <  1 да текис якиилашувчи

X* X» ^Л+1
arctgx =  х  3- -т-~5  • • •  +  ( 1) 2 п +  1 •

каторга эга булдик.
3 - т е о р е м а  (каторларнн хадлаб дифференциаллаш хасида). Агар

«1(*) +  «г М  +  • • • +  ип (х) +  . .  .
ф ункционал цатор бирор [а, Ь] сохада якиилаш увчи ва S ( x ) 
йигиндига эга булса, шу билан бирга унинг %адлари шу сохада 
узлуксиз ,\осилаларга эга булса хамда

и\ (х) +  и2 (х) +  , . . +  и'п (х) +  . . .

цатир [а, Ь) да текис якиилашувчи булиб, а(х) йигиндига эга бул
са, у  ,\илда берилган цатор текис якиилашувчи булади ва S ' (х) =  
=  о (х) булади.

Бу теореманинг исботини ^ам келтнрмаймнз:
3-м  н с о  л. Шу параграфдаги 2 - мнсолни караймиз:

X* „2л+1
arc tg х  =  х -----3- - f  . . .  +  (— I)4 2 n +  l +  • • •

x  arc t ex  =  +  . . . + ( _  i)“ . , ,  (14.5)

экани келнб чнкади. Бунда унг томонда бирор цатор турибди. 
Шу каторни хадлаб дифференциаллаб, цуйидагини топамиз:

о т  "A_x* , 6 д =’  , ,  . у  ( 2 я  +  2 ) х 2л+ |
* *  з +  5 • • • + (  1) 2 ТГ+Т + • • •



Бу цаторга Д аламбер аломатини ^уллаймиз:

-  lim  .  _  .lim
п—юо !

К + !
=  l im

2 П +  2 2/14-1
2 п  +  1

1 "л П—*оо 2 п J2/I—1
2п — 1 А

l i m  — Y  ' — -  x '  =  a*.
n--*x  (2  n  -f- 1) 2 /i

Шундай ^илиб, цатор абсолют якинлашувчи ва барча |х|< 1  
лар учун эса текис якинлашувчи булади.

Д емак, ^осилаларнинг ёзилган ^атори (14.5) ^атор йигин- 
дисидан олинган ^осилага яцинлашади:

... + ( - i ) ^ 2 n0t 2) f +l +arc tg x  + =  2 хl +  х2 3
Бу яцинлашиш барча |д| <  1 да текисднр

2 п +  1

Г з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай ^атор функционал ^атор дейилади?
2. Функционал цаторнннг я^инлашиш со^аси деб нимага айтилади?
3. 1ушдай функционал цатор текис якинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал ^аторнннг текис я^инлашишннинг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис якинлашувчи цаторларнинг хоссаларини санаб чицинг. Мисол"»" 

келтиринг.
6. 2802-2820- масалаларнн ечннг.

15- §. Даражали каторлар

Т а ъ р и ф . Даражали цатор деб 

°о +  а\ С*— •**) +  о , ( х — дгд)2 +  . . .  +<*„(* — x j n +  . . .  (15.1)
куринишдаги функционал каторга айтилади, бунда а0, a L........... ап, . . .
узгармас сонлар даражали цапнрнинг коэффициентамри дейилади.

Хусусий ^олда, агар дг0 =  0 б^лса, у ^олда бнз ^адларн х  
нинг дараж алари  буйнча жойлашган

а0 +  “ix +  агхг +  . . .  +  апхп +  • . .  (15.2)
дараж али ^аторга эга буламиз.

Бнз бундай кейин (15.2) куринишдаги дараж али  цаторлар- 
ни урганамиз, чунки бундай 1\атор х ' = х—х0 алмаштириш билан
(15.1) куринишдаги ^аторга келтирилади.

!\\лай.ш& учун ап\  дадни, унинг (п -г  1)- уринда туришига ца-
» ^тор:::::^ Яг ладгг дс«и.к1ди. 1\аторнинг озод -\ади а0 ЦаТОр- 

нинг нолинчи хади лейетля**
содаси ДОИМ ОИрОр ИИ-

тервалдан иборат, бу интервал, хусусий ^олда нуцтага айла- 
ниб ^олиши мумкин. Бунга ишонч >*оснл килиш учун д ар аж а
ли ь^аторлар иазарияси учун му^им булган ^уйидаги теорема- 
ни нсботлаймиз.
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1. А б е л ь  т е о р е м  а с  и. Агар

я0 +  а,  х  +  ajc2 +  . . .  +  апхп + (15.2)

даражали цатор х0 ф О  нуцтада якинлашса, у  %олда бу цапыр х 
нинг И  <  '•'о! гпенгсизликни цаноатлантирадиган барча киймапыа- 
рида абсолют якинлашади, яъни (— |дв|, |дг0') интервалда яцинла- 
шувчидир.

И с б о т и. Теореманинг шартнга кура

а0 - f  a,.ve +  агх1 +  . . .  +а„хо +  . . .
сонли цатор якинлашувчи, шу сабаблн унинг умумий ^ади нол
га интилади:

lim апх п0 =  О,
п—too

шунга кура бу цаторнинг ^амма *ад» чегараланган, яъни шун
дай /VI> 0  узгармас мавжудки, барча п ларда

К л 1< - и
тенгсизлик уринли булади.

(15.2) цаторни цунидагнча куринишда ёзамиз:

+
+ aA i ) n + -  ( , 5 4 )

Шундан кейин бу катор хадларининг абсолют кийматларидан
х Р  , . . f i i s ; n

М  +  1**1  * — +  W o
1*о I I • + М П| 7 0| +  • • •  ( , 5 ’5)

каторни тузамиз ва шунингдек, хадлари махражи q — |  ̂ | ва бирин-

чи >̂ адн М  га тенг булган геометрнк прогрессиянинг хадларидан 
иборат ^аторни караймиз:

+ м \ т ! +  ••• (15,6)м + м —\ +  м - I  +

Агар <7 =  | - ^ j <  1 ёки |дг| <  \х9\ булса, у холда (15.6) катор якннла-

шади. Шу сабабли абсолют кийматлардан иборат (15.5) катор хам 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15.3) тенгсизликлар туфаили
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадларидан кичик. У холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи хам абсолют якинлашади.

тдяГ» кялпй, ягар *ер!?лган у ?т о п  г в . г . ^ О  ля якинлашувчи- - - i f? - - ------ ---------- -
булса,’ бу катор |.v| <  (.v„| учун абсолют якинлашувчи булади. Шунн
исботлаш талаб килипгам эди.f* v  - /1 г оч **.» Т.'.'УТТУ у —— г 1ЯИ1УДЩ?

• •  • •  •  • •# •% « « . < м м к  i  i  v  »...........i * — *’ »  -  •  •

оулса, у холда Су каюр х  нинг |Л| ;> |До1 тешсмлткгш 
тирувчи хар кандай кийматида узоклашувчи булади.

И с б о т и . Катор бирор \хх\ >  |х0! да якинлашувчи деб фараз к4и- 
лайлик, у холда Абель теоремасига биноан у |л| <  \хх\ тенгсизликни
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цаноатлантирувчи х  ларда, хусусан х =  хл да, абсолют яцинлашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз иотугри, бу эса натнжанинг 
тасддаи туррилигини билдиради.

1 -э с л а т м а . Комплекс узгарувчининг

а0 -f- a,z +  я.,г2 +  . . .  •\-ап гп ■+■ . . .  (15.7)

даражали ^атори учун Абель теоремасн туррилигича цолади, бунда 
аь, a lt . . .  , ап, . . .  комплекс сонлар — цаторнинг коэффициент.тарн. 
Абель теоремасига кура (15.7) цаторнннг бирор г„ нуцтадэ яцинла- 
шузчанлигидан унинг

\г\ <  |*.1
тенгснзликларни цаноатла1Гтирувчн барча г ларда абсолют яцинлашк- 
шк келнб чикади.

5- шакл.

2 . Хакикнй хадли цаторлар учун якинлашиш доираси, интерва-
ли ва радиуси. Даражали каторнннг яцннлашиш сохасини аницлашга 
кнришамиз. Абель теоремасн даражали цаториинг якинлашиш ва узоц- 
лашнш нукталарннинг жонлашишлари хасида мулохаза юритиш имко- 
нкни берадк. ^ацицатан, агар х9 якинлашиш нуцтаси булса, у холда 
(— f.vj, |х0|) интервалнинг хаммаси абсолют яцинлашиш нуцталари 
билан тулдирилган. Агар x Y ну^та узоклашиш нуктаси булса, у хол
да |х,| дан унгдаги чексиз ярим туррн чизицнинг ва— |x j дан чапдаги 
чексиз ярим TVFpn чизикнииг хаммаси узоклашиш 'нуцтасидан иборат 
булади (5- шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва |xj <  R  
да абсолют якинлашиш, |х| >  R  да эса уэоцлашиш нуцталарига эга 
булишимиз келиб чицади. Шундай цилиб, даражали каторнннг якин
лашиш сохаси маркази координаталар бошида булган нитервалдан 
иборат.

2 - т а ъ р н ф .  а 0 +  в | х + а 2х ‘+  . .  . +  ап х" - f  . . . даражали ца- 
торнинг якинлаш иш  соцаси деб шундай (—R, R) интервалга 
айтиладики, бу ннтервалнинг ичидаги э^ар цандай х  нуцтада 
цатор яцинлаш ади  ва шу билан бирга абсолют яцмнлашади, 
уидан татпцарнда стувчн jc нуцталарда цатор узоцлашади. R  
сонн дараж али каторнннг якинлашиш радиуси дейилади (6 - 
ш акл).

Интсрвалнинг четки иук¥аларпда, ««ка x = R ва х = — К нук- 
таларда берилган цаторнинг якинлашиши ёки узоцлашнши 
масаласи цатор учун ало^ида ?;ал килннади.

Баъзн цаторлар учун якинлашиш интервали нуцтага айла-



Котор абсолют
якинпашада

6* шакл.

ниб колади, у ,\олда /? =  О булади; баъзилари учун эса бутун 
Ох уцнни цамраб олади, яъни /? =  оо булади.

Д араж али  катор якинлашнш радиусиии аницлаш учун фор
мула чицарамиз. Яна

а0 +  a i* +  а,х2 +  . . .  +  апхп +  . . .  (15.2)

цаторни цараймнз. Унинг ^адларининг абсолют цийматларидан 
»^атор тузамнз:

Ы  +  М  +  \а2х*\ +  . . .  +  \апхп\ +  . . .  (15.8)

мусбат хадлн ^аторга эга буламиз. (15.8) каторнинг я^инла- 
шишнни аницлаш учун Д аламбер аломатини цуллаймнз.

,хя+|lim ип+1 =  lim
П-*оо “п п -*оо

“rt-fl * =  lim
п -+оо —  • И  -  / ■ W

лимит мавжуд булсин. У холда Даламбер аломатига кура 
(15.8) катор, агар / | а | <  1, яъни |дг| <  у  булса, якинлашувчи, агар

/ • Ы >  1, яъш( |лг| >  у  булса, узоклашувчи булади.

Демак, (15.2) катор | а |  <  у  да абсолют якинлашади ва |лс( >  - у  

да узоклашадн.
Юкоридагилардан ( — у , у )  интервал (15.2) каторнинг якинла- 

шиш интервали экани келиб чикади, яъни

Я =  — =  lim
/ П-¥ ОО °п+1

(15.9)

Якинлашнш интервалини аннклаш учун шунингдек Коши
аломатндан .\ам фойдаланнш мумкин, у долда

lim 'I !а_ i
(15.10)

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) формулалардан като/ 
лари тула, яъни к.атор коэффициснтларн нолга айлаими 
^олларда якинлашнш раднусларини топнш учун фой^



Каноатлантирувчи х  ларда, хусусан х =  х„ да, абсолют якиилашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз иотугри, бу эса натнжанинг 
тасдиш тутрилнгинн билдиради.

1 -эс л а тм а . Комплекс узгарувчннинг

а0 +  а,г + я 222 +  . . .  + а пг'  +  . . .  (15.7)
даражали цаторн учун Абель теоремасн туррилигича колади, бунда 
а#, ах, . . .  , ап, . . .  комплекс сонлар — каторнннг коэффициент.тарн. 
Абель теоремаснга кура (15.7) каторнннг бирор z0 нуктада яцинла- 
шувчанлигидан унинг

121 <  1*о1
тенгсизликларни цаноатла!Ггирувчи барча г ларда абсолют яцинлаши- 
шн келнб чикади.

5- шакл.

2 . ^ациций ^адли цаторлар учун якинлашиш доираси, интерва- 
лн ва радиуси. Даражали каторнннг якинлашиш сохасини аниклашга 
ккришамиз. Абель теоремасн даражали каторнннг якинлашиш ва узоц- 
лашнш нукталарининг жойлашишлари >;ацнда мулохаза юритиш имко- 
нинп берадк. ,\ацик;атан, агар х0 якинлашиш нуктаси булса, у холда 
(— |*J, |х0|) интерЕалнинг *аммасн абсолют якинлашиш нукталари 
бнлан тулднрилган. Агар х, нукта узоцлашнш нуктаси булса, у хол
да |x j дан унгдаги чексиз ярим т>три чизикнииг ва— |хх| дан чапдагн 
чексиз ярим тутрн чизикнииг хаммаси узоцлашиш'нуцтасидан иборат 
булади (5- шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва |xj <  R 
да абсолют якинлашиш, |х| >  R  да эса узоцлашиш нукталарига эга 
булишимиз келнб чицадн. Шундай цилиб, даражали каторнннг якин- 
лсиииш сохаси маркази координаталар бошида булган интервалдан 
иборат.

2- т а ъ р и ф .  а0+ а 1х + а 2х2+ . .  . + апХп +  . . .  даражали *а- 
торнинг якинлашиш сохаси деб шундай (—R, R) интервалга 
антиладикн, бу интервалнинг нчидагн >̂ ар цандай х нуктада 
цатор яцинлашади  ва шу билан бирга абсолют яцинлашади, 
ундак ташкарнда стувчи х  нукталарда катоР узоклашадн. R 
сони даражали каторнннг якннлашнш радиуси дейилади (6- 
шакл).

Интервалнинг четки нукталарцда, лъки x = R  ва х = —Ц нук
таларда берилган ка™рнинг якинлашншн ёки узоклашншн 
масаласн кзтор учун ало^нда ^ал кнлинадн.

Баъзн кат°рлар учун якинлашиш ннтервали нуктага айла-
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Котор абсолют
якинлашади

6- шакл.

ниб колади, у ,\олда /? =  О булади; баъзилари учун эса бутун 
Охуцинн цамраб олади, яъни R — oo булади.

Даражали катор яцинлашиш радиусини аницлаш учун фор
мула чнцарамиз. Яна

o0 +  fliX +  < V * + . . . + с пх " + . . .  (15.2)
^аторни цараймиз. Унинг .^адларининг абсолют ^инматларидаи 
^атор тузамиз:

|Оо| +  |а,х| +  \а,х*\ +  . . .  +  \а/ 1  +  . . .  (15.8)
мусбат хадли ^аторга эга буламиз. (15.8) каторнинг яцинла- 
шншинн аницлаш учун Даламбер аломатини цуллаймиз.

lim ип+1
=  lim

п-*оо
* « + l* " + ‘ | _ ц т ва + | |

“ а ап хп \ п — 1
\Х\ =  1 - \Х\

лимит мавжуд булсин. У холда Даламбер аломатига кура 
(15.8) катор, агар I ■ |а| <  1, яъни |х| <  у  булса, якинлашувчи, агар

/ • | х |> 1, яъни |х |> у  булса, узоцлашувчн булади.

Демак, (15.2) катор |л'| <  ~  да абсолют якинлашади ва |jcJ >  -у 
Да узоклашади.

Ю^оридагилардан ! ~  у ,  j  j интервал (15.2) каторнинг я^инла- 
шиш интервали экани келиб чицади, яъни

R  =  — =  lim
/ П—*оо ап+1

(15.9)

Якинлашиш ннтервалнни anniyiaui учун шунннгдек Коши
аломзтндан .\ам фондаланнш мумкин, у ^олда

R  =
lim | / !а„ I

(15 10)

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) формулалардан цато^ 
лари тула, яъни катор коэффнцнснтлари нолга айлаим;\ 
^олларда якинлашиш радиусларнии топиш учун фой.|

Катор
зоцлашади



мумкин. Агар катор фацат жуфт даражаларни ёки фа^ат ток 
даражаларнн уз ичига олса ёки даражалари карралн бул
са ва к., у ^олда якинлашнш интервалини топиш учун бе'во- 
сита Даламбер ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулаларни чикарншда килннганидек фойдаланнш керак.

3- э с л а т м а. Ушбу

ао +  а 1 (х — *о) +  а2( х — х0у- +  . . .  + а п( х — х0)п +  . .  .
куринишдаги даражали каторлар учун ю^орнда айтнлганлар- 
нинг каммаси уз кучида к о л а ДИ, бунда фарк шундан нборат- 
кн, эндн якинлашнш маркази х = 0  нуктада эмас, балки х = х 0 
нуктада ётадн. Демак, якинлашнш ннтервали (x0— R, x0+R)  
интервалдан иборат булади, бунда R (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулалар бунича ани^ланади, шу билан бирга 2- эслатма бу 
Каторлар учун уз кучида колади.

4 - э с л а т м а .  Юкорида айтилганларнинг хаммаси комплекс 
узгарувчили

а0 +  а<г +  a J 1 +  . . .  +  апгп +  . . (15.11)
даражали к.атор учун .\ам уз кучини сакланди. Бу кат°рнинг 
аникланнш со.^асн z  комплекс узгарувчи текислигидаги марка
зи координаталар бошнда булган доирадан иборат. Бу донра 
якинлашнш доираси дейилади. Якинлашнш доираси ичида ёт- 
ган нукталарда (15.11) кат0Р абсолют як,ннлашадн. Якинла
шнш донрасининг радиуси даражали цаторнинг якинлашнш ра- 
диуси дейилади. Демак, якинлашнш’ со;хаси радиуси R бул
ган доирадан иборат булади: \z\ < R , бунда (15.11) катор аб
солют якинлашади (7 -шакл).

1-м и с о л . Даражали каторнинг якинлашнш интервалини 
топинг:

в- шакл.
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Е чиш . Бунда

лп+\ = ( - 1)’
а+2 2'л*(*1

Шу сабабли

R  =  lim а -  1 
»-*• |°п+1

2" (п +  1) 
n-2n+l

л I =  lim lim

л +  1 

п +  1
2 /1-* э

Демак, I — у , у )  интервал якинлашиш интервали булади.

х =  j-  да 1 — — +  — — . . .  каторга эга буламиз, бу катор Лейб-
2 2 > ,

1
ниц аломати буйича якиилашувчи. д: =  — -  да 1 ___L

2 3
цаторга эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи. 

2 -ми со  л. Каторнннг якинлашиш ннтервалшш аникланг:

( * - 1)5х — \ . (х  — 1)*
1-2 2-25 3-2»

+
п-2я

4- .

Ечиш . Бунда ап =  — , an+i =  (д +  t)у + Г  > ШУ сабаб-™

R — lim 1 °п | =  lim 1 ——  =  2 lim
n-*a'|°n + ll п_'® п-2" «-♦»

=  2 .

Якинлашиш кнтервалннинг марказн jc =  1 нуктада, шу сабабли 
(— 1, 3) интервал каторнннг якинлашиш интервали булади. л: =  — 1
да — 1 - f  ----- — +  • - - Каторга эга буламиз, бу катоР Лейбниц2 3
аломати га кура якиилашувчи, х =  3 да 1 Н------ (------ Ь . . .  каторга

2 3
эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи. 

3 -м и со л . Каторнннг якинлашиш доираснни топинг:

1 +  Z +  21 +  . . .  + 2 " +  . . .

Е чиш . Бунда ап =  1, an+l =  1, R =  lim
°"+i

=  1. Демак, ра-

R =  1. маркази координаталар бомтида булган дойра якинла- 
шиш доираси Оу.иди, иыш \Ц <  i дойра жуинлашиш диирасн оуладн.

У дотрада кзтор ябСО.ТКУГ ЯКИНЛЯГНаД!? (й- !”ЗТ'Т) 
4 -м и с о л . Каторнннг якинлашиш докрасили топннг:

1
г — I

1 ! 2 !

Е чиш . Бунда ап =  — , а ,, = -------- , шу сабабли3 п п! ’ «+1 (n-f 1)! 3
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f(x) функция™ тенг. Шуни к\рсатамиз. Хакнкатан хам, f ( x ) ~  
=  Рп(х) +  Rn(x), бунда

р ,  М  -  /  О» +  ■£=-* /'(< ■ )+ •■ • +  П а ) .

Аммо шартга кура, lim Rn(x) =  0, у холда /(л:) =  lim РЛх). Бир^к
П-* ОО Л-»х>

Rn(x) (17.3) каторнинг п- хусусий йигиндиси, унинг лимита (17.3) 
нинг йириндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.* ' 

Шундай килиб, lim Rn(x) =  0 булгандагина Тейлор катори берил-
ган функция ни ифодалайди.

I. Даражали ^атор ёйилмасииинг ягоналиги ^акидаги тео
рема. .\ар  цандай функция хам Тейлор цаторига ёйила бермай- 
ди. Аммо функцияни бирор даражали цаторга ёйнш мумкин 
б>\лса, бу ёйилма Тейлор цатори буйича ёйилма булади.

1- т е о р е м а . Агар

/(дг) =  а0 +  а1(х — а ) +  . .  . +а„(дс— а)п +  . . .  (17.4)
булса, унгда турган. цатор х£[а — R, a +  R] лар учун /(*) функ- 
цияга якинлашади, uiy сабабли бу катор Тейлор цатори булади, 
яъни

а - И М .
Л п!

бунда п =  0 , 1, 2 , . . . .
И с б о т и. (17.4) тенгликка даражали каторларни п марта 

^адлаб дифференциаллаш хоссасннн цуллаймиз. Натижада цу- 
йидагиларга эга буламиз:

f ' (х) =  а1 +  2аг ( х — а ) +  . . .  +  n a jx  — а)п~' +  . . .

/" (* )=  l - 2a t +  3 - 2 a 3( x - a )  +  . . .  + п ( п  - \ ) а п( х - а ) п- 2+  . . .

Г ( х )  = п\ап+  . .  .
Агар бу тенгликларда х = а деб олинса, у ^олда биринчиси- 

дан бошца ^амма цушнлувчилар нолга айланади ва биз

Г  (а) =  1! а „  /"(«) =  2! а .............Г  (а) =  л! а„, . . .

тенгликларга эга буламиз, бундан п =  0, 1 , 2 , . . .  булганда

Р Ч а ) (17.5)

тенгликка эга буламиз.
Бу теоремадан / ( х) функциянинг битта соханинг узида иккита

f(x) = a9 +  al (x — a )+  . . . +  ап(х — а)п + . . .



f(x) =  b0 +  bl ( x - a ) +  . . .  +  b j x - a ) n +  . . .

f каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка- 
торинннг узи булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъни

ао ~  Ь0, a i =  ^i< • • • * ап =  Ьп, . . .

экани келиб чицади.
2. Функциянинг Тейлор цаторига ёйилишининг етарлилик 

шартлари. Функциянинг Тейлор ^аторига ёйилишининг цуйида- 
ги аломати амалий ^улланишлар учун ь^улайдир.

2- т е о р е м а .  Агар \ (х)  функция х  = а нуцтанинг бирор ат- 
рофида абсолют циймати буйича айнан бир соннинг узи билан 
чегараланган исталганча юцори тартибли цосилаларга эга бул
са, у  холда бу функция курсатилган х = а нуцта атрофида Тейлор 
цаторига ёйилиши мумкин.

И с б о т  и. Биз х — а атрофнинг хамма нукталари учун л-*-оо да 
колдик хаднинг нолга интилишиии исботлашимиз керак. Теорема- 

нинг шартига кура шундай мусбат узгармас сон М  >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х  лар учун

| / (л+ ,,(*)| <  М

тенгсизлик бажарилади. У >;олда (17.2) шарт буйича f(x)  функция- 
нинг Тейлор ёйилмасидаги Rn (х) цолдиги учун ушбуга эга буламиз:

Я„М  =  | ( , - 0Г | ^ | < Л < ' £ ^ .  (17.6) 

Бундан, х — а атрофнинг барча нукталари учун lim |/?я(х)| =  О,
П-*ЭО

lr _Ijr_________________ al""*'*чунки М  lim 1------- -— =  0, ( l im ------- -—  =  0 якинлашувчи цаторнинг
«-♦-с (я -f- 1)! n-»v (я +  1)!

умумий хади сифатида, 15- § даги 4-мисолга каранг). Теорема исбот- 
ланди.

18- §. ех, s inх,  cosx,  In (1-far), (1+ х )а функцияларни хиинг дара
жалари буйича ёйиш. Купинча функцияларнинг х  нинг даражалари 
буйича ёйил.маларидан фойдаланилади. Бу холда (17.3) формулада 
а =  0 деб олиб, ушбу цаторга эга булинади:

f(x) =  f(0) +  T J ' ( 0 ) +  . . .  +  £ Г ( 0) +  . . .  (18.1)

Бу катор Тейлор каторинннг хусусий холидир, у Маклорен катори 
деб аталади.

Элементар функиияларни Маклорен каторига ёйишни куришга ута- 
ыиз.

1. ех функциянинг х  нинг даражалари буйича ёйилмаси. f  (х) =
— ех функциями (18. П Маклорен цаторига ёямнз. / '  ( а )  =  f" (х) =  
=  . . . = ■  f{n)(x) — ех булгани учун х =  0 нуцтада



/ ( 0) =  / ' (0) =  . . .  =  f n) (0) =  e° =  1
тенгликларга эгамиз. (— N, N] ораликни цараймнз, бунда .V — их- 
тиёрнй тайинланган сон. х  нинг бу интервалдаги барча цинматлари 
учун

/<п)(х) =  ех <  е” =  И >  0.

Демак, бу оралиь^да хосилаларнинг [хаммаси бнтта М  =  ew соннинг 
узн билан чегараланган Ра нсботланган теоремага кура

lim Rn(x) =  0 .
П-*эо

Аммо фаразга кура N  исталган сон, демак, /(*)=* ех функция х 
нинг ^амма кийматларида, яъни Ох уцининг хамма ерида Маклорен 
каторига ёйилади.

Шундай цилиб,

ех ~  1 +  х +  . . . +  . . . , х £ ( — оо, оо). (18.2)

2 . sinx функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. f(x) — siruc 
функнияни (18.1) Маклорен каторига ёямиз.

? ) •  '

Г М  =  — sinх =  sin [ж +  2 • |  j ,

f'"(x) =  —cos* =  sin (x +  3 - - J j ,

f n) (*) “  sin ( x +  n ‘ Y  ) 

булгани учун x  =  0 нуктада куйидагнларга эга буламиз:
/  (0) =  0 , Г (0) =  I. П 0) =  0 , / '" (0) =  — 1, Г '  (0) =  0

ва х. к.
Хоснлаларнинг кийматларн такрорланади ва

0 , 1, 0 , - 1, 0 , 1, 0 , - 1, . . .
такрорланувчи кетма-кетликни хосил килади. sinx функциянинг ис
талган хосиласн хамма х  лар учун абсолют циймати буйича 1 дан 
катга булмайди, яъни

\ f a)(дс)| =  |sin (х  +  п • -J )| <  1 ва lim /?„(.*) =* 0.
\  2. / |  л-♦■о

Дсмак, /(*) — sinx функцПл соилар тугрл зпзагашшг .рима :гу:;- 
таларида Маклорен каторига ёйилади:

д-3 мЛ_1 „2н—1
s inх  =  х — 3j-+  . . . + ( —1) ' (2fl_ - 1)-!-f  • • • , х £ ( — оо, оо). (18.3) 
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siri.v тоц функция, каторда х  нинг ток, даражалари к,атнашади. ^
3. cosх  функцияни X нинг даражалари буйича ёйиш. Бу еиил- 

мани sin х  функцияни каторга ёйишда кулланнлган усулнинг узи би
лан хосил килиш мумкин. Аммо sin х  функциянинг (18.3) ейилмаси 
хадма-хад дифференциаллаиса,- cos л- функция ёйилмасиии осонрок 
олиш мумкин (даражалн каторлар! шнг хоссаларига асосап):

|  (sin.г)' — х’ — ( ]  +  . . .  +  (— !)"+‘ I(2л_  1)! ) +  • • •

Демак,

• COSX= 1 —  ^ 7 +  • • • + ( — •)' (2 п — 2)! +  • • • • х €(°°> °°)-

cos .V жуфт функция, цаторда х  нинг жуфт даражалари ^атнашадн.
4. In (1 +  а) функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. f(x)  — 

=  In (1 +  х) функцияни Маклорен каторига ёйиш учун чексиз камаюв-
t чи

— —  = 1  —  X +  Л2 —  . . . +  (—  1) Х +  • • . . * € (  I» I)
\ + х

геометрнк прогрессиянинг йнгиндиси формуласидан фойдаланамнз. 
Даражалн каторларни яцинлашиш ннтерналида интеграллаш хоссасн- 
дан фойдаланамнз:

I  \ j f , = i d x ~ l x d x + i x‘dxо О О О

Бундай
X* , X* „+ | Xя ,

Щ 1п (1 + д с ) » х - 1 - + т ----- . . . + ( - 1) 7Г Т 1 +

+  . . .  , х £ ( —  I, 1).

5, (1 + х ) “ функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /(*) =  
=  (1 + * ) “ функцияни Маклорен цаторига ёямиз, бунда а  — ихтиёрии 
ха^нций сон. Бу ерда Rn (х) колдиц -\адни бахолаш бирмунча мурак* 
каблик щилади, шу сабаблн берилган функцияни ёйишда бошкачарок; 
йул тутамиз. f(x)  ни дифференциаллаймиз. Куйидагиларга эга була
миз:

/ ' ( * )  =  « О +

Г (х )  =  а ( а - ! ) ( 1 -!-.г)в_2, 

f<n)(x) =  a ( a  — 1) . . . (а — л + 1) ( 1 +дс)а "•

- . . .  + ( - ! ) "  jjxndx+  . . .  
о



* =  О да

/ ( 0) =  1, Г  (0) -  а , П О ) =  а  (а — 1).......... f  *(0) =
=  а  (а  — 1) . . .  (а — п +  1) 

ларга эга буламиз. ^осилаларнинг топилгаи кийматларини (18.1) фор-
мулага цуямиз, натижада (I - f  х)а функциянинг Маклорен ца торн га 
эга буламиз:

' + V + ^ r l * + -  +
. » ( « -  I) • • ■ ( * - п +  I) п _^

л! Х "*"••• (18.4)

Бу катор биномиал катор дейилади. Шу каторнинг яцинлашиш ин
тервалини топамиз:

R =  lim
Я-*»

с"
=  !im

а  (а  — 1 ) . . .  ( а  — л +  1 ) ( л +  I)!

ап+ 1 Л-»* л! а  (а -  1 ) . . .  (а  — „ +  |) (<* _  „)

=  lim |1± J
П«4ЭО |0 С —  П

Куриб турибмнзки, биномиал катор (— 1, 1) интервалда абсолют 
якинлашар экан.

К,олдик ^адни бахолашга киришамиз, бунда 0  <  х  <  1 к°л билан
чекланамиз. Бу интервалда (1 + x f  " ' =  -------I -u - i )  <  1 (барча
п >  а  — 1 лар учун) ва шу сабабли

i r +I>to l =  1« (*  ~  1) • • • ( « - " ) ( !  + -t) , ~n" 1| <  | а ( « -
— 1) . . . (а-=72)|.

Бу ерда функцияни Тейлор каторига ёйишнинг етарли шар- 
ти хакидаги теоремадан (17-§, 2 -теорема) фойдалана олмай- 
миз, чунки к°сила УЧУН топилган чегара п га боглнк- Шу са- 
бабли (17.6) тенгсизликни куллаймиз:

W .H K  ‘ +‘

Тенгснзликнинг унг кисми |х| <  1 да якинлашувчи (18.4) даражали 
катор (п +  1)-.\адининг абсолют кийматидан иборатдир, айтилган ка
торнинг якинлашишини .\ознргина юкорнда исботладик. Демак,

lira Яп( # = 0 . 2
П—► эо Г Л Я

Шундай килиб, (18.4) биномиал катор (— 1, 1) да (1 +  д:)а функ
цияни ифодалайди:

( 1 + х ) ° 1 +  J L  х  +  . . .  +  « ( « - » >  • • • ( « - « +  у  +  _
1! л!
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ж - 1, 1)-
а  нинг турли цийматларн учун биномиал цаторларнинг бир 

нечта хусусий куринишларини \осил циламиз:
а) Агар а  =  — булса, у холда биномиал катор бундай ёзилади:

V T + S  = .  +  *  +  . . .  +  < - 1Г  +

+  . . .  , *€ [— 1; 11.

б) Агар ос =  — — булса, у .\олда биномиал цатор бундай ёзила

ди:
1 . 1 . 1 - 3 ,  / 1 4  ЬЗ- . . . • (2п — 1) .  .- 1----- х  Ч------ хг —  . . . -г (— I ) --------------- 2--------хп +о 1 о j  '  ' ч.±. . ■>„V I  ■ х ‘ 2 "  1 2 -4 "  ‘ '  -/ 2• 4• . . .  -2/»

-г  . . .  , * £ (— 1; 1).

У з-J з и н и т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. f{x)  функциянннг Тейлор катори деб нимага айтилади? Тейлор катори- 
нинг колднк ,\адн деб нимага айтилади?

2. Функциянннг даражали каторга ёйилмасининг ягоналнги хацидагн те
ореманн исботланг.

3. Функциянннг Тейлор каторига ёйилмасининг етарлилнк шарти хацида- 
ги теореманн исботланг.

4. е х фуикциянн даражали каторга ёйинг ва колДик .\ад ёрдамида досил 
булган каторнннг берилган фуикцияга яцинлашишини исботланг.

5. cos х функцияни даражали каторга ёйинг ва .\осил булган каторнннг 
берилган функцияга якинлашишини колднк .\ад ёрдамида исботланг.

6. sin х функцияни даражали каторга ёйинг ва ,\осил булган каторнннг 
берилган функцияга якинлашишини цолдиц хад ёрдамида исботланг.

7. In (1 Ч-х) функцияни даражали ^аторларни ннтеграллаш .\акндагн 
теоремадан фойдаланиб каторга ёйинг.

8. (1 + х /1 функцияни даражали каторга ёйинг ва косил булган каторнннг 
якинлашиш интервалинн топинг.

9. 2841-2868- масалаларни ечинг.

19- §. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали 
цаторларии татбик килиш

Функцияларни даражали цаторларга ёниш ёрдамида ^ар 
хил дифференциал тенгламаларни тацрибан ннтеграллаш мум
кин. Мураккаб назарин тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимнн топншиинг иккита усулини цараймиз.

Биринчи усул. Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
зницловчи бошлангич шартлар берилган булсин. Тенгламанинг 
ечимннн бошлангич шартлар берилган .v0 нуща афоф ида 
(х—х0)нинг даражалари буйнча жойлашган цаторга ёйнш мум
кин:

у  =  я0 +  а 1(х — дг0) +  аг ( х — *о)2 +  . . .  +  я„( x - x j ' - r . . .  
^озирча номаълум коэффициентли бу цаторни тенгламанинг



тартиби ^андан булса, шунча марта дифференцкаллаймиз. 
Шундан кейик тенгламада номаълум функция ва унинг ^ОС1<- 
лалари 5ф»ига тегишли цаторларни куйиб, айниитга эга була- 
мнз, ундан цаторнннг номаълум коэффициентларнни аник- 
лаймиз. Бунда каторнинг дастлабкн коэффицнентлари (улар- 
нинг сони тенглама тартибнга тенг) бошлангич шартлардан 
аникланади. Айникса чизнклн тенгламаларнн бундай усул бн- 
лан ечиш кулай.

1-м и со  л. Иккинчи тартнбли чизикли у ” =  ху  дифференциал 
тенгламани у  | х=0 =  *• У'I  =  ® бошлангич шартларда ечинг.

Ечиш . д0 =  0  булгани учун ечимни х  нинг даражалари буйича 
тузилган катор куринишида излаймиз:

у  =  а0 +  о, X +  а2 х* +  . . .  +  ап хп +  . . . (19.1)
Бу каторни икки марта дифференциаллаймиз:

у'  =  а, +  2a.rx +  . . . +  л а ,* " -1 +  . . . (19.2)
у " = \ - 2 а , +  . . .  + п ( п  —  1)ап хп- 2+  . . .  (19.3)

Бошлангич шартлардан фойдаланиб, дг =  0 кийматии (19.1) ва
(19.2) кат0Рл аРга КУ“иб, дастлабкн коэффициентларни топа- 
миз:

ао — 1. a i =  0.
Шундан кейин берилган теигламадаги у  ва у "  лар урнига 

уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйнлмаларинн куйиб

I -2а2+  2-3a3x - f  . . . + п ( п  — I)**,,*"-2  +  . . ,  =

вус +  . . . +  ОпХя+1 +  • • •

айниятга эга буламиз. х  нннг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

1 -2аг =  0 ,
2-За3 =  о0,
3 * — fl,

( п - \ ) п а п =  ап_3.

Бундан а0=  1, ах =  0 эканннн хисобга олиб, куйидагиларни куриш 
осон:

• •  = а 3п_ ,  =  0,

■ • ■ — ° 3fl+l =  Of

‘ ’ 0зп ~~ (Зл -1 ) 3п '03П- 3'

Бошкача айтганда (19.1) катор да
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1 м  1-4-7- . . . . ( З л - 2 )
flg== 1. =  a» ^ ~ £ ........... a3 n ' (з„)!

бу каторнннг колган коэффициент.™ ри эса нолга айланади.
Шундай килиб, бнз тенгламанинг цатор курннншидаги ечи- 

мнга эга буламиз:
, , 1 ,  , 1-4 ,  , , I-4-7- . . . - ( З я - 2 )  з„ ,

9 = 1 + зТЛ + ¥ л: -г . . . т  т  *  +  ••■

Bv цатор х нинг хар кандай цийматнда якиилашувчи эканини 
Даламбер аломати ёрдамида курсатиш мумкин. Шунн ка ид кн- 
ламизки, тенгламанинг тартнби уни катор ёрдамида ечиш усу- 
лига \еч бир таъсир этмайдн.

Иккинчи усул. Агар тенглама чизицли булмаса, у холда у 
5’рнига унинг цаторга ёйнлмасн

у =  о0 +  а 1( х - х 0) - г  . . .  + а п( х - х 0)п +  . . .  (19.1)
ни куйиш ноМаълум коэффициентларнн_ аницлаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олиб келадн. Бундай цолларда цуйидагича 
иш курнш фойдали. Тенгламада у  ни х  нинг функцияси деб ца- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
Фзида ва унинг .^осилаларида х = х 0 (х0 учун бошланшч шарт
лар берилган^деб  олиб ва бошлангич шартларни ннооатга 
олган .\олда (19.1) катор коэффицнентлари кетма-кет топилади.

2-м и с о л . у "  = х* +  уг тенглама ечимининг даражали цаторга 
ёйилмасининг бир неча хадини у  1̂ 1= 1. У =  0 бошлангич
шаргларда топинг.

Е чиш . Ечнмни
у  =  а0 +  а ,(х  — 1) +  . .  • + а п(х —  1) " +  . .  .

цатор куринишнда излаймиз. Маълумки, бу каторнннг коэф- 
фицнентларн Тейлор коэффнцнентлариднр, улар у функцня- 
нинг х ~  1 нуцтадаги хосилаларн орцали цунидагн формулалар 
билан ифодаланади:

а9 =  1/(1), Oi =  У' (О, =  ........... ач ® iL^ -)» • • • (19

Бунла ушбу белгилашлар киритилган: у(1) =  у | _ | .  У' (0  =  i f  l*-i* 
rfn) (1)= i fn) | |, . . . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 

ференниалляймиз ва хосилаларнинг х  =-1 нуцтадягн кнйматларини 
хисоблаймиз. Шундай килиб:

у " = х* +  у \  у ( \ )  = 1,
( /" '=  2х +  2 у у ' , !/'(!) =  0 .

*/''(!) =  2,
j/iv =  2 +  2у'г +  2уу' , у ’" ( \ )  =  2,

y iv0 ) =  6,’
yv — Ъу'у" +  2 у у ,  uV(1) 4
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ва к.
Хосилаларнинг топнлган кийматларини катор коэффициент- 

ларининг (19.4) формулаларига ку’ямнз. К,уйидаги цийматлар 
^осил булади:

, „ л 2 . 2 1 6 1 с0 =  1, а, =  0, а , =  — == 1, а , =  — =  —, а.  =  — =  —,
2! 3! 3 * 4! 4

_  4 _  1 
~  5! _  30’

Шундай цилиб, тенгламанннг

у =  \ + ( Х -  1)*+ 1 ( * _ 1 ) »  +  4  ( Х ~ \ у  +  ± ( х -  1)*+ . . .
о 4 30

Катор куринишидаги ечимига эга буламиз. Ечишнинг бу усулини 
.чар кандай тартиблн тенгламага куллай оламиз.

20- §.  Та к р и б и й  л ;и соб лаш лар

Такрибий .\нсоблашларда ^ам даражали каторлардан фой- 
даланнлади. f (x)  функция кийматини х = х0 да берилган аник- 
ликда >;нсоблаш талаб киЛ1| нсин, дейлик. Функцияни (а—R, 
a + R ) интервалда Тейлор каторига ёйиш мумкин ва х = х 0 иук- 
та берилган ннтервалга тегишли деб фараз киламнз. У ^олда 
f ( x ) функциянинг бу нуктадагн аник ки,1Матн Тейлор катори 
буйнча, такрибий циймати эса шу каторнинг хусусий йигинди
си буйнча кисобланиши мумкин, бошкача айтганда:

f (x0) х  Sn (дг„).

п нинг катталашишн билан бу тенгликнннг аниклигн орта 
боради. Бу такрибий тенгликнннг абсолют хатосн катор цолди- 
гининг

\ f (x0) - S n {x0)\ =  \rn (x0)\
модулига тенг.

Агар f ( x0) функция кнйматини е > 0  аникликкача кнсоблаш 
талаб килинса, у ^олда бнз шундай дастлабки ^адлар йипж- 
дисини олишимиз керакки,

1/(*о) —  5 п (х0) |  =  | г л (д Г о ) |< е  

тенгсизлик уринли булсин.
1^атор к°лдиги мусбат ишорали каторларга тааллукли

(19.2) интеграл аломат буйнча ёки ишоралари навбатлашувчи 
К аторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати буйнча бахола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор каторининг к°лдик .\ади билан ба- 
Каташ мумкин. Бу чолда абсолют хато, яъни | /  (х0) — S n (х^ | Тей
лор каторининг колднк \ади модулига тенг:



I  I /  (*„) - S M  1 =  1 *n W I  =  I ^ i y r  (*o -  «)0+I I.

бунда I  циймат а билан x орасида ётади.
Колдикии ба^олаш усулн аниц ^олга цараб ^улланади.
1-м  и с о л .  е сонини 0,001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш .  Маълумки, е'нинг х  даражалари буйича цаторга 

ёйилмаси куйидагича куринишга эга:

е»= \ + х  +  £ +  . . .  + - ^  +  . . . .  

бу хар кандай х учун уринли. х =  1 да

« = 1  +  1 +  ^  +  . . .  +  ^  +  • • •

булади.
Дастлабкн (п +  1) та хаднн олсак,

* « 2  +  1 + . . .  + л7

* такрибий тенгликка эга буламиз/Яцинлашиш хатосини Маклорен на
тори кол дик; хади ёрдамида бахолаймиз /(л+ ){х) — е булгани учун 
^атдик хад ^ t

=  ,7Й>1'" +' t
га тенг булади, бунда 0 <  6 <  х. х  =  1 да /?„ (1) =  нда

е* <  е <  3 эканини хисобга олиб,

" Ч

тенгсизликка эга буламиз. Талаб килинаётган аникликка эришмо^ 
учун п =  6 деб олиш етарли эканини текшириш осон, яъни Кл (.IJ <
< 0 ,001.

Шундай килиб, 0,001 аницликдаги

I  е* 2+к + Ь. +
такрибий тенгликка эга булам из/Биз йул куйган хатога куши- 
лувчиларнн яхлнтлашда яна хато кушилмаслнги учун хар цаи- 
сн ^уншлувчини биттадан э.^тиёт ра^ам билан езамиз.

е «  1 0000 +  1,0000 +  0,5000 +  0 ,1G67 +  0,0417 -г 0,0083 +
+  0,0014 =  2,7181.

Демак, е 0,001 гача аникликда 2,718 га тенг, яъни е х  2,718.
2-м и со л . sin 18'- ни 0,0001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш.  sin .V учун х  нинг хар кандай кнйматида тугри булган 

х  нинг даражалари буйича ушбу ёйилмага эгамиз:
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In—I
+ .

sin X — — — — -f  . . 4- ( _ n n r I
II 3! (2«—1>!

18’ ни рздчанларда ифодалаймиз: .v =  Демак,

sin I8 3 =  s in — =  —------—— f-
10 10 103-3! ‘ '

.\адлари абсолют киймати бунича камаювчи ва умумин .чади нолга 
интилувчи ишоралари навбатлашувчи ^аторга эга 'булдик. Шу сабаб- 
ли, каторнинг колдиги (10.4) нинг ташлаб юборилган бирннчн хадч-
дан катга булмайдн. >  0 ,0001, <  0,0001 булгани са-Ю'-З!
бабли 0,0001 гача аницликда

sin 18' «  — -------—
10 ю».3!

такрибий кчйматга эга буламиз. ^исоблащларнинг хаммаснни бнгга 
ортиц рацам . ,Лан бажарамиз:

л ж  3,14159; л 3 =  31,00620,
3,14159 31.00620sin 18"

Ю 6000 •0,31416— 0,00517 «0 ,30899 .

Шундай килиб, 0,0001 гача аницлнкда sin 18°«0,3090.
Баъзан даражали цаторлар ёрдамида аник интеграларни 

хисоблаш мумкин, бу ннтеграллар ю^ори чегаранинг ф \нк- 
цнясн сифатида охнр-оцнбатда элементар функциялар билан 
ифодаланмайдн. Бир нечта мисол цараймиз.

а
3-м и сол . Ушбу | е~х' dx ингегрални хисобланг.

Ечиш . е~х' нинг бэилзитч функцияси элементар функция эмас. 
Бу интегралнн хисоблаш учун интеграл огтидаги е~*‘ функиняни 
Каторга ёямиз, е* нинг (18.2) ёйилмасида х ни (— х-) билан алмаш- 
тирамиз:

_* а
я!

е - * ' = \ - х±  +  х±  
I! ‘ 2!

Бу тенгликнннг нкклла кис.мнни 0 дан а гача чегарада ннтеграллаб 
Куиидагинн топамнз:

z - * ' d x = { ± ------------

U-3 2!-5
- . . .  + ( _ 1  г

а

\ Iе о а3 а*
, I  ~  Т  ~ ~ 3  2 ^ 5 “  "  ' + ^—  ^

J2n + l

п! (2п I)

„2л ̂ -1

+

!(2а-^1)

Бу тенглик ёрдамида \ар цандай а да берилган ннтегрални исталган 
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1/3
даражада аникликда ,\исоблаш мумкин. Масалан, \ е~х' dx интеграл-

О
нч 0,001 гача аникликда хисоблаш керак. Изланаётган интегрнл 
ишораларн навбатлашувчи катор нигиндисига тенг:

Г г - Л - J . _____.1 3 1!3-3* 2!5 • 3*
О

__?_<г О 001. — '-г > 0,001 булгани учун ншораларк навбат-
2!5.3‘ 3 - 1!3

ташувчи ^атида хатоликни бахолаш коидаси асосида 0,001 гача 
аникликда куйидагига эга буламиз:

1/3 . .
С dx «  - ------- ; «  0,3333 -0 ,0 1 2 3  -  0,3210.

3 з-з5

Шундай кнлиб, т

и
4 - м и с о л . \ s-^-?-dx  ни хисобланг.

Ечиш . Интеграл остидаги ——  функцияии каторга ёями,».

вШд: =  4 — J r +  •• •  + ( — 1)”+11! 31
текгликдаи барча х  ларда якинлашувчи

sin х 
х

(2 л—1)!

х2" - 2

+  •

- 1 _ £ +  . . .  + ( - 1)п+,(т - т : . +  • • •3! ' ' '  (2и—1)1
каторга эга буламиз. ^адлаб интеграллаб, Цуйидагига эга буламиз:

а

I

sin х  

х
dx =  a - £ - +  . . .  + ( - D ',+1

2 я - 1

3!3 (2л—1)! (2л—1)
+

Катор йигиндиси хар кандай а да исталган аникликда осон 
.исобланади.

Г з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражалн каторлар ёрдамида интеграл- 
лаш %’сули нимадан иборат? Мисоллар келтиринг. ,

2. Функциялар цийматларини цаторлар ердамида тацрибий хисоблаш >су
лини баён килинг. Мисол келтиринг. .

3. Интеграллар кнйматларини каторлар ердамида такрибий цисоблаш
усулнни баён цилинг. Мисол келтиринг.
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4. Каторлар ёрдамида функцияларнн ннтеграллаш усулини баён цилинг. 
Мисол келтиринг.

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечинг.

21-§. Фурье цатори. Фурье коэффициснтлари
Энди амалий фанларнинг ва математиканинг турлн масала- 

ларн келтнриладнган цаторлар синфини ташкил этувчн Фурье 
цаторларини урганишга киришамиз.

Ушбу
j  +  (a, cos х  +  b, sin х) +  . . . +  (а„ cos nx - f  bn sin пх) +  . . .  =  

=  cos nx +  bn sin пх) (21.1)
П  *=1

курннишдаги катор тригонометрии катор деб аталади, бунда а0, аи
Ь.............ап, Ь,............— узгармас сонлар, булар каторнннг коэффи-
циенпиири дейилади.

Тригонометрик цаторлар нккннчн му^им функционал ца- 
торлар синфини ташкил цилади (даражали цаторлар синфи би- 
ринчи синф хнсобланади).

(21.1) катор х  га каррали аргументларнинг синуслар ва ко- 
синусларннн уз ичига олганлиги учун улар 2л га тенг умумий 
да врга эга булади. Агар бу цатор яцннлашувчи цатор деб фа- 
раз килинса, у ,\олда унинг йигиндиси .^ам даври 2л га тенг 
булган даврий функция булади.

Ушбу масалани куямиз: даври 2л га тенг булган берилган 
f (х) функция учун шу функцияга якиилашувчи тригонометрии 
цатор тузинг.

Олдиндан бир неча ёрдамчи формулаларни аницлаб оламиз. 
Хар к.андай п ф 0 да цуйидагиларга эгамиз:

Л

cos nxdx =
— Л 

Я

sin nxdx —-

sin nx

cos nx

=  0.

=  0 ,

(21-2)

| cos2 nxdx =  — J (1 +  cos 2 nx) dx =  л,
—Л —Я

Л я

| sin2 nxdx =  l ^  ( 1 — cos 2nx)dx  =  л.
—я — Я

Тригонометрнянинг маълум ушбу

cos a  cos Р =  (cos (а +  P) +  cos (а—P)),

(21.3)
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sin a  c w  P =  ~  (sin (« +  P) +  sin (a  — P))

формулаларига биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
ларга биноан, ихтнёрнй мусбат п ва т лар учун куйидагилар 
уринли булади:

sin  a sin  P =  -7  (cos (a — P) — cos (a - f  P)),

Я ( О, агар т ф п  булса,
( cos пх cos тх dx =  |  л> агар п =  т булса,

( 0 , агар т Ф п булса, 
\ sin n x  sin тх dx =  [  л ( агар т ^ п  булса,

—Я
Я

(21.4)

Я
f sin nx cos mx dx =  0 .

—Я
{у йилган масалага цайтамиз.
Даври 2я га тенг булган f (дс) даврнй функция ^зига (— л, 

я )  интервалда якинлашувчи трнгонометрик катор билан тасвир- 
ланадиган булсин, дейлнк, яъни шу трнгонометрик катор ни- 
гиндисидан иборат булсин, дейлик:

/  (х) =  - f  V  (ап cos nx +  Ьп sin пх). (21.5)
П =  \

Бу катор — л, л] лар учун якинлашувчи ва уни \адлаб инте- 
граллаш мумкин деб фараз цилайлик. Бундан а0 коэффициентни ,\и- 
соблаш учун фойдчланамиз. (21.5) тенгликнннг иккала цисминн — л 
дан я  гача интеграллаймнз:

Я Я * д  я я

i f  [х) dx =  -  \ а0 dx +  V  (an \ cos nx d v  +  bn I sin nxdx).
J  2 J  J J—я —я n=l —я —я
(21.2) формулаларга биноан йнгиндч бглгиси огтидагк интеграл- 

ларнннг хаммаси нолга тенг. Демак,
Я
f f (x)dx  =  ла0,

бундан
Я

«о =  ~  j* f(x)dx.
—Я

(216)

k Ф 0 нинг бирор аник кнйматида ак коэфф щиентни топиш учун
(21.5) тенгликнннг иккала кисмини cos kx га купайтирамнз ва х;осил 
булган ифодани — л дан л  гача .\адлаб интеграллаймнз:
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31  И  ОС /  • •

| } (х) cos kx dx =  -7 f  cos kx dx +  (an | cos nx cos kx dx -f-
—л —я n=l — я

Я

4- Ъп | sin nx cos kx dx).
—Я

(21.2) ва (21.4) формулаларни эътиборга олсак, унг томоидаги ак 
коэффициентли интегралдан бошка хамма ннтегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиэ.

Демак’

бундам

[ f(x).cos kx dx =  ак | cos* kx dx  =  акя,

ak— —  ̂ /(.v) cos A.v dx. (21.7)

bk коэффициентли топиш учун (21.5) тенгликнинг иккала кнсми- 
нн sin kx га купайтирамиз ва хосил булган тенгликни — я  дан л 
гача интеграллаймиз:

Я Я

\ f (х) sin kx dx — ^  j* sin kx dx +
—'я  —Я

«с Я Я

+  V  (ап | cos nx sin kx dx +  bn | sin nx sin kx dx).
—я —я

(21.2) ва (21.4) формулаларни хисобга олсак, унг томондаги Ьк 
коэффициентли интегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиэ.

Шундай килиб,
Я Я

j f(x) sin kx dx — bk i sin2 kx dx =  bk л,

бундан
J Г»

bk= — j /  (x) sin kx dx. (21-8)

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича аншутанган ко- 
эффициентлар f (x)  функциянннг Фурье коэффициент лари дейн- 
лади. Шундай коэффициентли (21.1) трнгонометрнк цатор эса 
f (x)  функциянннг Фурье цатори дейилади.

^осил цилинган тригонометрик цатор берилган f (x)  функ-



нияга я^инлашнши масаласн кали аникланмагани учун бнз 
С\' Фурье цаторн /(х) функция ёрдамида вужудга келтнрилган 

ё', оламиз, холос. f (х) функция билан у косил цнлган Фурье 
каторн орасидаги борланиш бундай белгиланади:

Ос
f  (х) ~  — +  т .  {ak cos kx +  Ьк sin kx),

2 jim i
к= I

бунда a0, ak, bk лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича хи-
облаиади.

Бундай ёзув / (х ) функцняга унг томонда ёзилган Фурье ца- 
тори мос келншинигина бнлдирадн. Бнз цаторнннг якинлаши- 
шини ва унинг йнгннднсн \ (х)  га тенглигини исботлаганимиз- 
дан кейингнна ~  белгини =  белгн билан алмаштириш мум
кин.

Бу масалани ^ал цилишдан олдин «уртача якинлашиш* ту- 
шунчаси билан танишамиз.

22-§. Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссаси

Агар бирор функция чексиз цатор шаклида тасвирланса, у 
колда цаторни п- кадида узиш натижасида коснл булган чек
ли йигинди ёйилаётган функциянинг такрибий ифодаси дейн- 
лади. п нннг етарлича катта цийматини танлаш йули билан 
уни исталганча аникликда косил килиш мумкин.

Даври 2 л га теаг f(x) даврий функцияни
П

k =  \

п- тартибли тригонометрик купхад билан такрибий тасвирлаш- 
да хато улчови учун

Я

f>n =  2~  f  ( f { x ) - T n (x))*dx (22.1)
—Я

тенглик билан аникланувчи, у рта квадратик четлашиш деб аталувчн 
олинадн. f(x) функциянинг Тп (х) тригонометрик купхад билан 

бундай якинлашиши уртача (ёки урта маънода) якинлашиш дейилади, 
бунда хато улчови учун Ь2п ургачэ квадратик четлашиш олинадн. Баъзи 
Т п (л) тригонометрик купхадлар учун жуда катта булади ва 
бу холда Тп(х) купхад /(х) функцияни такрибий тасвирлашга яра- 
майдн, баъзи Т п (х) лар учун у жуда кнчик булади. Энди 6  ̂
хато энг кичик буладиган Т п (х) тригонометрик купхадни излаш ма- 
саласи куйи-тади, яъни шу купхадиинг а„, а ,, Р,. . . . .  а п, Р„
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коэффиниентларини топиш талаб килинади. Масала 2 л +  1 та а0, а,, 
Р,, . . . , ап, узгарувчнга боглик булган 6  ̂ функция минимуми 

ни топишга келтирилади. м..
Бу экстремал масаланинг ечилтн напъг_J  куйидаги теорема,

иборат булади.
Т е о р е м а , п-тартиб.ш тригонометрии купхадлар ичида 

(—л, л) интервалда / ( х) узлуксиз функцияга энг яхши уртача 
я/^иншииш берадигани

П
S n(x) = ~  (ak cos kx +  bk sin kx) (22.2)

Я
тригонометрии купхаддир, бунда а0, ak, bk — Фурье коэффициент- 
лари.

Раршаики, бу купхад Фурье каторининг л- хусусий йигиндисидир. 
Айни шу S n(x) купхад /(дг) функциядан энг кичик уртача квадратик 
четлашишга эга булади; бу четлашишнннг катталиги куйидаги га тенг 
эканини исботлаш мумкин;

я  о _ п _

( 2 2 - 3 )—Я
п катталашгани сари 6* нинг микдори камая боради, чунки унинг
(22.3) ифодасида янги манфий кушилунчилар цушила боради. Шу 
сабами п катталашгани сари (22.2) S n купхад царалаётган f(x) 
функцияга шунча «уртача» яцин боради (бу (22.1) дан келиб чикади).

(22.3) тенглнкдан мухим натижа келиб чикади. 6* >  О булгани 
учун хар каидай л да: 44

2 п г 1 Я

У  +  V ( ^ +  Ч> <  j  j >  (X) dx. (22.4)
* « !  - Я  f . 4

Бу тенгсизликнинг унг кис ми п га бог лиц эмас, демак, каторнинг 2

4 + 2 м + ч )

хусусий йигиндилари п-+оо да чегараланганлигича цолади. Бу 
цатор мусбат ишорали булгани учун у яцинлашувчи булади. 
Шундай кнлиб, узлуксиз функция Фурье цатори коэффициент- 
лари квадратлари хар доим якинлашувчи цатор хоснл килади. 
Хусусан, бундан п~*оо да узлуксиз функция учун доим цуйи- 
дагига эгамиз:

lim а„ — 0 , lim ft =  Оп 1 и
П -r*  ОО П - +  ОО

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:



2 ОО Я
Y  + V ( ^  +  hi) < ~ ^ г (X)dx. (22.5)

*=! —я
Бу муносабат Бессель тенгсизлиги дейилади.

23-§. Фурье тригонометрик каторларининг уртача 
якинлашиши ва нуктада якинлашиши хакида теорема

Энди f (x)  функциянннг Фурье цатори якиилашувчи булишн 
ва бу цаторнинг йигиндиси айнан шу функцияга тенг булишн 
учун / (х) функция цандай хоссаларга эга булиши керак экан- 
лиги ^ацидаги масалани караймиз.

Бу хоссалар келтирилган теореманннг ифодасини баён ци- 
лишдан олдин баъзн таърифларнн кнрнтамиз.

1- т а ъ р н ф .  Агар х0 нуктада f ( x ) функциянинг чап ва унг 
лимитларн мавжуд булса-ю, (чекли сонлар) аммо узаро тенг 
булмаса, яъни

/ (*о — °) *  f  (хо +  0). бунда /  (а-, — 0) =  lim / (лг),
Х - * Х Щ
х < х 9

f (xо +  0) =  lim /(а)
х->х,
* > х .

булса, у ^олда а0 иуцта f (x)  функция учун биринчи тур узилиш  
нуктаси дейилади ( 11- шакл).

2 - т а ъ р и ф .  Ягар / ( х) функция \а, b ] кесмада фацат чекли 
соида биринчи тур узилиш нуцталарига эга булса, у х.олда f (x)  
функция шу кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.

12-ш аклда тасвирланган функция графиги иккита биринчи 
тур узилиш нуцтасига эга.

3 - т а ъ р н ф .  Агар f (x)  функция [а, Ь] кесмада биринчи ^о- 
силасн билан биргаликда узлуксиз булса, у ^олда бу функция 
шу кесмада с и ллщ  функция дейилади.

Геометрнк нуцтан назардан бу уринманинг эгрн чнзиц буй- 
лаб силжишида уринманинг йуналиши сакрашларсиз узлуксиз
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13- шакл.

узгарншини билдирадн. Силлод функция графнгн бурчак ну^- 
талари булмаган текис эгри чнзи^дан иборат (13-шакл).

4 - т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интервални чекли сондаги кисм- 
интервалларга булиш мумкин булиб, бу ^исм интервалларнинг 
хар бирида функция силлиц функция булса, у .у>лда бу функ
ция шу интервалда булакли силлиц функция дейилади.

Булакли силлиц функциянинг графиги чекли сондаги силлиц 
ёйлардан иборат ва у чекли сондаги биринчи тур узилиш ну^- 
таларига эга булиши мумкин (14-шакл).

Функцияни Фурье цаторига ёйишнннг мумкинлиги .хакнда- 
ги теоремами нфодалаймиз.

У р т а ч а  я к и н л а ш и ш  ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  (—л ,л ) 
интервалда булакли узлуксиз f ( x )  функциянинг Фурье на
тори уни вужудга келтирган f ( x )  функцияга уртача яцинлаша- 
ди, яъни Фурье цаторининг

5 „ W =  ~  ^  005 kx +  bk sin kx)

хусусий йигиндилари п-*-оо да f (x)  функцияга уртача квадра
тик четлашиш маъносида интилади, бунда

2 с» л

Y  +  +  К ) =  ~  j  / 2 ( * )  dx
—я
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формула рринли, бу формула Л я
пунов— Парсеваль тенглиси дейи
лади (бу ерда о0, ак, b — f(x) функ
циянннг Фурье коэффициентлари).

Н у ц т а д а  я р н л а ш и ш  
^ а ц и д а  т е о р е м а .  (—л, л ) 
интервалда булакли силлгщ f (x )  
функциянинг Фурье цатори шу 
интервалнинг .\ар бир ну^тасида 
якиилашувчи. Шу билан бирга, 
f ( x )  функция учун Фурье цато- 
рининг йигиндиси S ( x )  булса, у 15-шакл.
холда бу функция узлуксиз бу-
ладигин нукталарнинг хаммасида S ( x )  =f (x ) ,  I тур узилишга  
эга  булган нуцталарнинг хаммасида эса

S(x)  = ~ ( f ( x - 0 )  +  f ( x  +  0)).

Бундан ташкари

S  (л) =  S ( -  л) =  ±  ( /(л  - 0 )  +  / ( -  л +  0)).

Бу теорема Д ирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 
шарти — функция булакли узлуксиз булиши кераклиги ушбу 
нккита шартга тенг кучли: функция чегаралаиган ва булакли 
монотон булиши керак.

Охирги ш арт функция царалаётган интервални чекли сон
даги интервалларга булиш ва бу интервалларнинг з^ар бирн- 
да функция монотон булиши кераклнгини билдиради.

Ш ундай цилиб, агар f (x)  функция (—л, л ) интервалда бу
лакли монотон булса, у .^олда бу функция учун нуцтада якин
лашиш теоремаси уринли. Бу ш артлар Дирихле шартлари де- 
йилади.

М асалан, у = х  функция (—я , л) интервалда Дирихле шарт- 
ларини цаноатлантиради, чунки у чегаралаиган ва монотон 
(усувчи) (1 5 -ш акл).

24-§ . Ортонормаллаиган система, системаиинг тулалиг и 
тушунчалари, тула система буйича ёйиш

ь
1- та  ъ р и ф. Агар ( фп (.v) <pm (х) dx =  0 (бунда п Ф гп) булса,

а
функцияларнинг ф0 (х), <р, (х), . . .  , <р„ (х ) , . . .  чексиз системаси [а, Ь] 
кесмада ортогонал система дейилади.

Биз тригонометрнк функцияларнинг
1, cos х, sin х, . . . , cos nx, sin nx, . . .

системаси билан нш курган эдик, бу система I— л, л] кесмада ортс- 
гонал эди, чунки
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я
агар т Ф п булса.  ̂ sin пх sin тх dx =  О,

—  Я

Л
агар т Ф п булса, \ cos пх cos тх dx — О,

—Л
Я

.\ар цандай и  ва л  учун lj sin лх cos /шг dx =  0.
—*Я

Бу (21.4) дан келиб чицади. Бошка трнгонометрик функцняларнинг 
^ам ортогоналлигинн исботлаш мумкин:

I, cos х, cos 2х, . . . .  cos лх, . . .  10, л] кесмада, 
sin х, sin 2х, . . . , sin пх, . . .  (0, л) кесмада.

, пх . лх япх . я пх , , „1, cos — , sin . . . , cos ——, sin у —, . . .  [— /. /] кесмада.

2 * т аъ р и ф . Агар

С <t-n(x )d x=  1
а

булса, функцняларнинг
Ф0М . Ф |М ............ Ф„М.

чексиз системасн (а, Ь\ кесмада нормсиланган система дейилади. 
Функцняларнинг \ар  кандай ортогонал системасини нормаллаш мум
кин. Бунинг маъносн цунидагидек: .\ар доим ц0, ц,, . . . , . . . 
узгармас сон.ларни

ИоМ*)» И1Ф1(*). • • • .  и„ф„М. • • •
функциялар снстемасн аввалгндек ортогонал, шу билан бирга,
эндн нормалланган буладиган цилиб танлаш  мумкин. 

ь
Хакицатан, агар [ ф‘ (х) dx =  Я* (бунда Ф 0) булса, у холда

а
и =  — . Шундан кейин 

П 1
Ь Ь

( (*) dx  =  jjy j  ч>2(х) d x= -+ r).2n =  1
а а

тенгликка эга буламиз. миедорки ф„ (х) функциянинг нормаси деб 
атанмиэ ва | <рп li куринишда белгилаймиз. Шундай кнлиб,

п
II Фл Я =  j  f  ф„(дг) dx



Агар система нормалланган булса, у холда равшанки, || ф Ц =  1 
булади.

3- т а ъ р и ф. Агар функцияларнинг
%(х). ф, (х)............ф„(х), . . .

чексиз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача антган- 
да, агар

г / ч J /о , агар т ф п  булса,
\ ФлМФ/и (x ) dx — агар п =  т булса

а
булса, у холда система [а, Ь) кесмада ортонормалланган система
дейилади. Масалан, функцияларнинг I, cosx, s inx ............cosпх,
sin пх, . . .  системаси I— я , я] кесмада ортогонал, аммо нормалланган 
эмас, чунки

п я
\ cos* пх dx =  я , f sin2 пх dx =  я ,

—Я —Я
бу хар кандай п ф  О да (21.3) дан келиб чикади. Бу системами нор- 
маллаш учун ундаги функцияларнинг хар биринн | л  га булиш ке- 
рак. Функциялар системасининг I— л, я ]  кесмада ортонормалланган

I I  1 .—= , — cos х, —= s m  х, 
У л  У л  |  я

1 1—=  COS ПХ, -r=. sin пх, 
У Я V  я

снстемасига эга буламиз.
Ихтиёрий \а, Ь] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 

бирор
Ф0 ( Д  ‘P iW .............Ф* ( * ) . • • ■  (24 1)

ортогонал системаси берилган булсин дейлик. Мацсадимиз [а, Ь] кес
мада аницланган /(х ) функцияни (24.1) система функциялари буйича

/  (V) =  С0<р0 (х) +  с,ф, (х) +  . . .  +  с„фп (х) +  . . .  (24.2)

курииишдаги каторларга ёйишдан иборат. Бу ёйилманинг коэффи- 
циентларини аниклаш учун биз хусусий ^олда (21-§ да) килгани- 
миздек ёйилманинг иккала кисмини фк (х) га купайтнриб, уни хадлаб
интеграллаймиз:

f /  (х) Ф* (х) dx =  V  сп \ ф„ (х) ф* (х) dx.
а п= 0  а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 
ларнииг биттасидан бошка хаммаси нолга тенг булади ва

ь
| /М ф *  (*) dx (24.3)

1

| ф*(дг) dx а 
и

экани осонгина топилади.
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Коэффициентларн (24.3) формулалар буйича тузилган
(24.2) цатор берилган f (x)  функциянннг умумлашган Фурье 
цатори, коэффициентлариинг узн эса функцияларнинг

Ф0 (*)• Ч>| М ............ W* • • •
системасига иисбатан умумлашган Фурье коэффициентлари дейила
ди.

(21.6), (21.7) ва (21.8) фэрмулалар (24.3) формулаларнинг хусу-
син >оллари .^исобланади. Ортонормалланган система \олида (24.3)

ь
формулалар айницса содда булади: f ф*: (.v) dx — 1 булганда, ck =

а
b

=  \ f(x)q>k(x) dx булади.

*21-§ даги мулоцазаларни такрорлаб, умумлашган Фурье 
цаторн учун уртача квадратик четлашиш цуйидаги куринишга 
эга эканини курсатиш мумкин:

62 =  Г р  (х) dx - V c * | |  Ф, II «. (24.4)
а  Ь = 0

Бу ифода, п катталашгани сари 6^ микдор мусбатлигича цолиб, 
фа цат камайиши мумкин эканини, яъни п нинг ортишн билан Фурье 
цаторининг хусусий йигиндилари / ( а )  функциянннг аницроц тацрн- 
бий тасвирини беришини курсатади Ьгп > 0  булгани учуй (24.4) дан

V  c2k \\ % \ \2 <  \Г-(х) dx
к=Л а

п

экани келиб чицади. Бунда V  с* || ф* И * нигнндк п-+  оо да чекли 

лимитга эга, чунки у унгдан п га боглиц булмаган \ /* (л) dx мнц-
а

дор билан чегаралаиган. Шунинг учун

V  «*. П Ф, II * 
к=0

цатор якиилашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз.

V  с* О ф* II * <  \  Г  (х) dx.
*=0 а

Биз бу тенгсизлнкнинг хусусий холи булган (22.5) тенгснзликни
хосил килган эдик. й

4- т а ъ  р и ф. Агап квадрати билан интегралланувчи и х т и е р и й

f (x)  функция учун Бессель тенгснзлнги Урнига



f f2 (x) d x =  v  cl II Ф* II *
a k=0

(24.5)

тенглик уринли булса, {a, b] кесмада ортогонал булган

ФоМ. ф|(*),............Ф„М, • • •  (24.6)

функциялар системаси тула система дейилади. Бунда ск— f (х) 
функциянинг Фурье коэффициентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик (24.6) системанинг тулалик шарти деб ата- 
лади. Бу шартни унга тенг кучли булган

тенглик билан алмаштирамиз. Агар (24.4) формула хисобга олинса, 
охиргн тенгликни lim 6  ̂=  0 куринишда ёзиш мумкин.

П—*оо
Шундай цилиб, (24.6) функциялар системаси \а, Ь] да туда 

булса, у ,у>лда Фурье цатори f (x)  га уртача яцинлашади де- 
йнлади. '

Шунн цайд килиш кераккп, (24.6) функциялар снстемасн 
тула булишига карамай, Фурье цаторининг узинн вужудга кел- 
тирган функцияга одднй нуцтавий яцинлашнши .^ар доим урнн- 
ли булавермайди. Шунга карамай, тула системалар учун ур- 
тача якинлашнш .\ар доим уринли. Бизнинг таъкидимнз уртача 
яцннлашиш тушунчасининг ишончли эканини яна бир марта 
курсатади.

У з -J з  и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Кандай цатор трнгонометрик цатор дейилади?
2. Даври 2л га тенг давриЛ функциянинг Фурье коэффициентлари учун 

формула чицаринг.
3. Уртача якинлашнш нима? Уртача квадратик четлашиш нима?
4. Трнгонометрик куп^адлардан цайсиниси функцияга энг яхши я^инла- 

шишии беради?
5. Трнгонометрик цаторларнинг якинлашишн (уртача ва нуцтада яцинла- 

шиш) да^идаги теоремами нфодалаиг.
6 Функцняларнинг цандай системаси ортогонал система дейилади? Функ- 

Цияларнннг кандай системаси нормалланган, цаидай системаси ортонормал- 
лаиган система дейилади?

7 Функцнянн ортогонал система буйнча каторга ёйнш масаласн нимадан 
иборат? Ейилма коэффициентлари ^андай изланади?

8 Функцняларнинг кандай системаси тула система дейилади? Функцнянн 
тула система буйнча каторга ёйишнинг хусусияти нимадан иборат?

9. Снстемаларнинг ортогоналлигинн исботланг:
1, cos х, cos 2х, . . . .  со$ пх, . . . нинг |0 , л) кесмада,
sin х, sin 2х, . . .  , sin пх, . . . нинг |0 , я ! кесмада.

Шу системаларни ортонормалланг.
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25-§ . (—л, л) интервалда берилган жуфт ва тоц функцияларни 
Фурье тригонометрик цаторларига ёйиш

1. Ж уфт ва тон функциялар. f(x) функция сонлар уцишшг 
хамма ерида ёки коордннаталар бошига нисбатан симметрии 
булган бирор интервалда аницланган булсин. То^ ва жуфт 
функциялар таърифларнни эслатиб утамнз.

Агар царалаётган >;амма х  лар учун f ( —x ) = f ( x )  тенглик 
уринли булса, у холда f (x)  функция жуфт функция дейилади.

Ж уф т функциянинг графиги ординаталар у^нга нисбатан 
симметрии (1 6 -ш акл).

У\

1 6 -шакл. 1 7 -шакл.

Агар царалаетган цийматларнннг ^аммасида f ( — x ) - — f(x)  
тенглик уринли булса, f ( х) функция тоц функция дейилади. 

Тоц функциянинг графиги координаталар бошига нисбатан
симметрик (1 7 -ш акл).

Иккита ж уф т функциянинг ёки иккита ток функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва ток функцияларнинг купайт-
масн ток функция.

Агар f (x ) функция [—а, а] кесмада интегралланувчи булса,
у <\олда

f f{x) dx=  f f(x) dx+  f  f(x) dx. (25.1)
—о  —<z 0

Аммо х  ни — x  билан алмаш тириш да унг цисмдаги бирннчи 
интеграл бундай ёзилади:

о а  о

Бунинг кийматинк (25.1) га куйсак,

X f ( x ) d x =  [lf{x) +  f ( - x ) \ d x ,  
- а  а

Tft

бундан



}{x)dx— 0 — ток функциялар учун,

а
f{x)dx — 2 j f{x)dx — жуфт функциялар учун.

Бу натижадан Фурье коэффициентларини хисоблашда фой- 
даланам нз.

2. Жуфт ва ток функциялар учун Фурье катори. f(x) функ
ция даври 2л, [— я ,  я] кесмада Дирихле шартларини каноат- 
лантирадиган ж уф т функция булснн. Унинг Фурье к атори ко- 
эффициентлари учун кУ»иДаГ|| формулаларни топамиз:

Ш ундай килиб, ж уф т функциянинг Фурье каторида синусли 
хадлар катнаш майди, жуфт функциянинг Фурье катори ф акат 
косинусларнн уз ичига олади ва бундай куринишда булади:

Энди f(x) даври 2л, [ — л, л1 кесмада Дирихле шартларини ка- 
ноатлантирадиган ток. функция булсин. Унинг Фурье катори коэф- 
фициентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:

Я Л

л я

ак =  —  С f(x) cos kx dx — —
о

Я

/ м - t + 2 ак cos kx, (25.2)

бунда
Л

О
я

О

я

at  =  —  \ f(x) dx =  О,
Я ,)

—я
л
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я  я

bk= —  f(x) sinbr dx =  —  | f(x) sin kx dx.
— Я * o

Ш ундай цилиб, тоц функциянннг Фурье каторида озод ^ад  ва 
косинусли хадлар цатнашмайди. Тоц функциянннг Фурье ца- 
торн ф акат сннуслн цадларни уз ичига олади ва бундаи кури- 
нишда булади:

f(x) =  V ^ s in f c c , (25.3)
\

бунда
Я

Ьк=  —  | f(x)b\nkxdx.

Чицарилган формулалар, аслнда цар цандай даврий функ
ция цам жуфт ёки тоц функция булавермаслиги равшан бул- 
са-да, жуфт ва тоц функцияларнинг Фурье коэффнцнентлари- 
ни хисоблашнн соддалаштирнш имконнни беради.

1- м и с о л. Д аври 2л булган
л

f(x)=
— -J-, * € ( —Л, 0),

* 6 (0 , л)

функциями Фурье цаторига ёйинг
х =  л п (бунда n£Z)  нуцталарда f(x) — 0 булади, леб фараз ци- 

ламиз (18-шакл).
Функция тоц, Дирихле шартдарини цаноатлантнрздн, шунга курз

(25.3) тенглик асосида цуйидагига эга буламиз:
Я Я

Ьь =  —  Г —  sin kx dx =  —  Г sin kxdx  =
* л J  4 2 J

cos kx 
2k

2k 2k
cos 0—cos n k ___ ^ агар k тон; булса,

Демак,

У

У *f(X)
■ ■ 1

1
rtf ' О JTI г г  x

\
18- шакл.

0, агар k жуфт булса.

г>х= 1, 0, &, =  —

ь« — о, . . .
Изланаётган ёйилма

f(x) =  sin х +  sin Здс •+• . • ■
О

-i----- —  sin (2л — 1)х+ . .
2 n - l

+



дан иборат. Бундан х — да

Л _ j ___ _________ _ 1
4 з  "

i

у ’Гм

K / L?тг 7П г

2л — 1

2 -м и с о л . Даврн 2л га тенг
19- шакл.

I/ \ агар * € (  — л, 0) булса,
/IV  — 1*1 [ д:, агар х £ [0 , л) булса

функцияни Фурье цаторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, f(x) функция жуфт, Дирихле шартларинн цаноатлан- 

тиради, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан
П

а0 =  —  Г xdx=  —
я  .1 л

оЛ  2
ак =  \ х cos kx dx =  —  I

i l
2

=  л,

x  sin kx cos kx  \ |*
k*

=  —  -r (c o s  л k cos 0) -= —-  -^-(( — 1)* — 1)
Л Ar2 Я k*

=  ( “  arap * ток- бУлса-
I 0, агар k жуфт булса.

4 1Демак, at — ------- , a2 =  0, a ,  =  — , a* =  0, . . .
я  9л

Изланаётган ёйилма цуйидагидан иборат:

/(* )=  --------- — | cos х  -f- — cos Зх +  . . .  -r
, w  2 я \  з*

H--------!----- cos(2л — 1)л:+ . . .  V
(2n— 1)* )

Бундан, хусусий ^олда х = 0  булганда куйидаги тенглик келиб чикади:

бундан

0 =  — -  — (1 +  — +  . . .  +  
2 л \  3*

—  =  , +  —  +  . . . 
8 3*

1
(2л— 1)*

1

)•
(2я — 1)*

Бу цатор йириндисини билган холда

S =  1 +  —  +  —  +
2» 3* . + ~ t +  . . .  

л*

ни топиш осон. Хацицатан,

s“(, + ir+ "-) + (^+^+
73



Бундан S яъни

26- 8 [—/, /1 кесмада берилган фуикцияларнн Фурье 
S каторига ёйиш

Энди ихтиёрий 21 даврли, Дирихле шартларини щаноатлантирувчи 
f(x) даврий функцияни караймиз. х  =  -^Гурнига куйиш бизни 2л

даврли f функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье ь,ато-

К,аторда ва Фурье коэффициентлари формулаларила янги / узгарувчидан 
эски х узгарувчига кайтиб ва / =  y . t ,  dt  =  ~ d x  эканини .^исобга

рига ёямиз:

/ [ — / ) —"J +  VJ(fl*cosW + bkb\nkt),

Я

Я

я

олиб, цуйидагига эга буламиз:



Коэффициентлари (26.2) формулалар билан аникланадиган
(26.1) цатор ихтиёрий 21 даврли f (x)  функция учун Фурье к а 
тори дейилади.

21 даврли жуфт функция учун камма ^* =  0 булади, демак, 
Фурье катори факат косинусларни уз ичига олади:

9 0

.  -  W = f  +  V * * c o s ^ .  (26.3)
* - i

бунда t t

а0 =  - j  f  f(x) dx, ok =  - j -  (  f(x) cos ̂  dx.
о 0

21 даврли ток функция учун эса хамма а4 =  0 ва а ,  =  0 була
ди, демак, Фурье катори факат синусларни уз ичига олади:

/ ( х ) = У ^ п ^ .  (26.4)

бунда

Ьк ~  у -  f  /  (*) sin ^ j-d x .
о

KJ-пинча (О,/J кесмада берилган f (x)  функцияни синуслар 
буйича ёки косинуслар буйича каторга ёйиш масаласи талаб  
этилади.

f (x)  функцияни косинуслар бу’йича каторга ёйиш учун функ
ция жуфтлигича 10, Л кесмадан [— I, 0) кесмага давом этти- 
рилади (2 0 -ш акл). У колда «давом эттирилган* жуфт функ
ция учун Фурье ка тори ф акат косинусларни уз ичига олади. 
Агар f ( x ) функцияни каторга синуслар буйича ёйишни истасак, 
у к°лда функцияни токлигича |0, /] кесмадан |— I, 0J кесмага 
давом эттирамиз, бунда / ( 0 ) = 0  деб олишимиз керак (21- 
ш акл).

«Давом эттирилган» ток функция учун Фурье к ат0Ри Фа ' 
Кат синусларни уз ичига олади. Аслнда кесмадан кесмага
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20- шакл. 21- шакл.

давом эттиришни ам алга оширмаса ^ам булади, чунки Фурье 
коэффициеитларини хисоблаш формулаларида ж уф т ёки тоц 
функция цолида f (x)  функциянннг (0, /J кесмадаги цинматлари 
цатнашади.

1-м и с о л .  f ( x ) —x2 функцияни [0 ,/] кесмада синуслар 6J- 
нича цаторга ёйинг.

f ( х) функцияни [—/, 0J кесмага тоц давом эттириш ва ун- 
дан кейинги даврий давом эттириш графиги 22- ш аклда кур
сатилган.

Функция тоц ва у Дирихле шартларини цаноатлантиради. 
Шу сабабли цуйидагига эгамнз:

i
2 г  ~ . я  kx , 2 /  I 2 якх 11 Ibh —  I .(* sin —  dx  =  — -------дг cos —  +

* / J l l l  л A / Iоо
. 2/« . 7\kx M . 21* nkx  11 \  2 1 1* . .H------ x sin —  -\------- cos —  =  — -------- cos л /г+

(лА)2 I 10 (як)3 I | o /  I \  як

+  —  (cos.-i* — l ) )  =  —  I ( — 1)*t1 —  +  —  ( (— l)*— 1)1 (л*)3 '  ' )  I V  як (як)* )
Изланаётган ёйилма цуйидаги куринншга эга:

<6



2- м и с о л . /(а) -  sin х функцияни j 0, у |  кесмада косинуслар 
буйича каторга ёйинг.

Жуфт давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 
буйича графикии ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Ди
рихле шартларини цаноатлантиради. Бунда /  =  Шу сабабли, (26.3) 
га биноан куйидагига эгамиз:

23- шакл.

2 г  4 | я/2 4а„ — 2 ‘— I sinxdx =  — ( — cosх )I = — ; 
n j  я  | e я

я /2 я/г

fl*=  —  Г sinxcos2fexdx= —  i —  (sin (2 Л -f- 1)х —* я  ,1 я  .) 2
о о

—  sin(2* —  \ )х)d x — -у  ■— ( —  ̂ -jCos(2A: +  1)х +

Ч----- -— cos(2£— 1 )х ) |Я/* =  —  ( — ------------ ! _ \  =  _  J ---------!— .
2 * - 1  /10 л  \ 2 * + l  2 * - 1 /  я  4Л* — I

Демак,

f(x)=  -------- - - (—  cos 2х+  — cos 4х - f  —  cos 6х +  . . .  V, w  я  я  \  3 15 35 )
х  — 0 да куйидагига эгамиз:

О =  — ___ 1  V  4
я я ^ 4 * * — 1 " 

* -1Бундан



У з - ? з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг бирор координаталар бошига нисбатан симметрии ин- 
тервалдаги жуфтлик ёки тоцлик хоссасн инмадан иборат?

2  [—я, я) кесмада жуфт функциянинг Фурье коэффициентлари учун фор 
мулалар чикаринг.

3. [— я , я) кесмада тоц функциянинг Фурье коэффициентлари учун фор- 
мулалар чикаринг.

^  4. 4372, 4376, 4378- масалаларни ечинг.

27-§ . Фурье интеграли

!(х) функция х £ ( — о о , о о ) да faHHK.iaHran ва шу интервалда аб
солют интегралланувчи булсин, яъни

ее

\ \ f {x ) \ dx=Q  (27.1)

х ос мае интеграл мавжуд булсин. К,аралаётган функция шундай бул 
синки, у ихтиёрий ( —  1,1) оралицда Фурье цаторига ёйилсин:

*—1
бунда

л * ) -  - у + 2 1  ( e *cos т 5 + Ьл sin ^  )• (27-2) 
*-i

а * « у -  J / ( 0 c o s 2 t 4  * * = у  J / (0 sin*Ldt (27.3) 
- i  ' - i  

(агар ak нинг формуласида k =  О деб олинса, a0 коэффициент хосил 
булади). Коэффиниентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) ь*аторга 
Куйиб, куйидагини топамиз:

/ ( * ) «  ~  j  Ш) dt +  у  2 1 1( J  /(Ocos у  d/ j cos у  +
—I *—1 —]

+  ± V (  j /(0si„ ! S <B) s in f c f = J r J , , 0 i a +

*-1 —I —4
•  i

1 Г г /л / *я/ *ЛХ , . *Л/ . * я х \..+  У  V  ( ДО ( COS у  COSy +  Sin у  Sin у  jd t
k=\ - I

еки

/ ( » ) - —  j K O c o s ^ - ^ d / .  (27.4)
a.«i —I

Энди / ни чексиз катталаш тирамиз ва бунда (27.4) форму
ла нимага утишнни тайннланган х д а  ^араймиз. Шу ма^садда 
бундай цилиб оламиз:
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•с

а (а) =  -j- \ f (/) cosa  t dt.

бунда

(28.2)

Эйлернннг трнгонометрик функцияларни курсаткичли функ
ция бнлан богловчн маш.^ур формуласидан фойдаланамнз:

е1 9 — cos«p -f  i sin i* =  — 1.
Бу айниятдан осонлнк билан

cos ф = ------- ---------  sin ( f =  --------- -------
2 2l

тенгликларни \оснл килиш мумкин. Шу сабабли [б\нДай ёзиш мум
кин:

г—‘ « *
cos а  х =  ------------------- .

sin а х  =  ■
2i

Буларни (28.1) формулага куйиш куйидагини беради
J  а  дг . _ — /  а  дг.  * Г* /  а  * 4 - вдг J « j r  — 1 в х ч

/ (х) =  J (а  ( я ) -------- ------------ М ( а ) -------- - --------, d a  =
О

со

=  1  j  (а (о) - ib (а)) elax +  (а (о) +  ib (а)) е " '“ ')  da.  (28.3)

Бундай белгилаймиз:
с (а) =  я  (а (а) — ib (а)).

(28.2) формулалар буйича а (а), b (а) лар учун

с (а) =  j  / ( / )  ( c o s a t—  j sin а  0  dt=* "  f ( t ) e ~ l a , dt (28.4)
—50 —во

ни топамиз. Шундан кейин с (о) цушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) =  я  (а (а) +  ib (а)) =  Г f (/) e‘ at dt.
— СО

Агар с (а) =  с (— а) деб белгиланса, у \олда (28.4) формула барча 
а  ларда, яъни мусбат а  ларда хам, манфий а  ларда ^ам с (а) ни 
аницлайди. с (о) функцияни (28.3) Фурье ннтегралига цуйиб, цуйида- 
гини топамиз:

6—2640 gt



/ « = *  ~ \  (с (а) е1а* +  с ( а )  d *  =  ± f c(a)  j a .
d n  - f

2 « j  ^ « a » — j* c ( a ) ^ - d s t+
о

d a  -f-

+ 2- J  C t o ' 1"  d x - _ L  j

Шундай цилиб,

c{a)e1** d a

)

бунда
И х ) ~ Г п §  с Ы ‘Ыя da, (285)

C W “ J КО e~t , ‘ dl.

Охирида Фурье интеграл» б у вд й  курш кш т, с т д „ :

^ ~ 2 n J  ( j  4 ' "  i V ) d t ) d a .  (28.5)
““ 3D 00

5яг ч ~ « ч »  • « ,  „ « л *

29-§. Фурье каторининг комплекс шакли

S * 2 L ? 5 T  TacB**P'lau; ЧМ Фурье и». 
Фурье каторига эга булай тк- ширилади. /  (дг> функциянингцагорига эга булайлик:

f  W  =  j  +  Ч ]  К  COS Лх +  bk sinkx),
*-!

(29.1)



Эйлернинг

cos kx = ----- т- ------, Sinfo = ------- —------
2 2i

Audm w *. ^«aiitTunuiun^nuu ЛЯЖЯШМЦЧ i *V x tm iiu  * >4 “■ fi---— ------- -—----- ----- г---- ---------- * /цл/ j / m j wj*m. «* ..... .«f***
ни бундай ёзгмнз:

/ W  =  t2- ^ к — — — j =

=  ^ + ; V  (*>'*'(a*- ib j  +  e - ‘”  (ak +  ibk)). (29.3)
2 2 jmai

b»l
ск =  ak — ibk белгилашни [киритамиз. У доллз (29.2) формулалар га
кура

я "
с4 =  -  | /  (х) (cos fex — J sin *x) dx =  ^  j  /  (x) dx. (29.4)

-  я  - я

Агар (29.4) формулада А: ни — к билан алмаштирилса, ундан

ск =  ак +  ibk
комплекс сон келиб чикади. Шу сабабли ̂ бундай белгилаш мумкин:

П
с , /  (X)е>к:  dx. 1(29.5)

— П
Я

а0=  -  j* f  (х) dx булгани учун уни к =  0 да ак нинг (29.2) форму-

ласидан топиш мумкин. Шу сабабли а0 =  со ёзиш мумкин. Ки- 
ритилган алмаштиришларни цисобга олиб (29.3) цаторни ушбу

* *-! *-=1 '
ёки цисцароц

go

Я

куринишда ёзиш мумкин, бунда ск =  — j* /  (х) е lkx dx. Шунинг узи

Фурье цаторининг комплекс ш 
Топилган натижани компле 

таццпслаймиэ. Унда ск сонлар

Фурье каторининг комплекс шаклидир.
Топилган натижани комплекс шаклдаги Фурье интеграли билан
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функция билан алмашинэди, 6v функция а  билан биргаликда узга-
рздк,

йиринди эса куйидаги,

с ( а ) е , а ‘  d a
~  о»

интеграл билан алмашннади.
Комплекс шаклдаги интеграл

/ w - j  « ' • * < ( »
* ~  ЭО —  С*

ёки цис^а

M * ) = J  с (a) в'3' da ,
— ао

I с* _  о /
бунда с (а) =  —  МО * d/, каби ёзилади. а  тулцин со« дейи-

2 я J
-- JO

лади, у  — оо дан ■+• оо гача .\амма ^ийматларни цабул килади. 
с (а) функция спектрал зичлик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

/ ( / )  функция берилган булсин. ^
оо

F ( a ) =  —  f / (0<T'e ' d /  (30.1)
““ Ов

функция f ( l )  функциянинг Ф урье алмаштириши дейилади. Агар 
/ (х )  функция учун комплекс шаклда олинган Фурьенинг интег
рал формуласи Уринли булса, у .у>лда (28 .6 )га бнноан:

во
М * ) - “ =  f  F ( a ) e i aK d a . (30.2) 

/ 2 n  J
—ao

Бу функция F( a )  функция учун Ф урьенинг тескари алмашти
риши  булади. F (a )  функцияни (30.2) интеграл тенгламанинг 
ечими сифатида караш мумкин (f(x)  функция берилган, F (а) 
функция нзланади).



1. Фурьенинг синус ва косинус-алмаштиришлари.
____ оо

Ф (а ) := — \ f  (0 Sin а  / dt (30.3)

фупкцпяпп /  (0 функция учун Фурьенинг синус- ымаштиришлари 
денишга келишиб оламиз. (27.10) формула дли

(30.4)

о
яъни 1(х) функция $3 навбатнда Ф (а ) функция учун синус- 
алмаштириш булади. Бошцача айтганда f ва Ф функциялар 
узаро синус-алмаштиришлардир.

Шунга ^хшаш,

F(a) =  1 /  1  [ /  (0 cos a t  dt (30.5)- / F I
о

функцияни / ( / )  функция учун Фурьенинг косинус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f (x)  функция учун Фурьенинг интеграл 
формуласи уринли булса, у ^олда (27.9) формуладан:

(30.6)

яъни f (x)  функция уз навбатида F ( a ) учун косинус-алмашти- 
риш  булади. Бош цача айтганда /  ва F функциялар узаро коси
ну с-алмаштиршиларОир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг- 
ламанинг ечимн сифатида цараш мумкин ( / (* )— берилган, 
Ф(ос)— изланади), (30.5) функцияни эса (30,6) интеграл тенгла- 
манинг ечими деб цараш мумкин ( / ( * )— берилган, F (а)  — 
изланади).

2. Фурье алмаш тириш ларининг хоссалари. Фурье алмашти- 
ришларининг бир нечта хоссасини таъкидлаб утамиз.

а) Агар f ( x ) функция (— оо.оо) оралнцда абсолют инте- 
гралланувчи булса, у .цолда F (х) функция барча х  лар учун 
узлуксиз ва |х|-*-оо да нолга интилади.

б) Агар ( л е \ )  функция (—оо, оо) оралицда абсо
лют ннтегралланувчи булса, у ^олда F (х) нинг л марта .%осн- 
ласи мавжуд, шу билан бнрга

4 . -
F<k) (х) =  I /  (/) t*c~“*dt, k =  1, п 

» 2 я J  
“ 00

ва бу хосилаларнинг хаммаси | | ► сю да нолга интилади.
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в) Агар f  (х) функция (— оо, оо) оралицда абсолют интегралла-

нувчи булиб, | X | —  ОО да [ f  ( t )  d t - + О булса, у х,олда
о

TW.f (f/»*•).«-"*« ,
—»аО О

г) Агар f (x)  функция узлуксиз ва |х |-> о о  да нолга ин- 
тилса, / '( х )  эса (— оо.оо) оралнкда абсолют интегралланувчи 
булса, у ^олда

зв

4 =  \ f ’ dt  =  - F (х).
2 я J  *

Охирги икки формуладан цунидаги хулосани чнцариш мум
кин:

f (x)  функцияни дифференциаллашга унинг алмаштирил-
ган F(x)  функцнясининг— ^  га к^пайтирнлгани жавоб беради,
интеграллаш га эса унинг шу мицдорга б^лингани жавоб бе
ради.

Мисол сифатида Фурье алмаш тириш ларини баъзи интеграл- 
ларни ^исоблашга ^уллаймнз.

1-м и с о л . f { x ) ^ e ~ * *  (а >  0, х >  0) функция берилган булсин. 
Бу функция барча х >  0 лар учун интегралланувчи ва *амма жойда 
х;осилага эга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришларини топамиз:

F(t)

Ф (0

о

= 1 — \ е~оа sin tudu  =* 1 f — — *■—  ■ 
у  я J  У я с» 4- <*

У х;олда (30.6) ва (30.4) формулалар ^уйидагиларни беради:

я J а‘ +  Я
о

е- аж̂ 2 Г  Ш и  д  о. 
я.) а* +  /*
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2- м и с о л.
(1 , 0 < х < в  учун,

f  ( * ) - учун,

VMVK

булсин. Фурьенинг косинус-алманггириши цуйидаги к^рияитага 
зканн равнин:

а

' « - / i fо
бундан (30.6) га бнноан

cos tu du I  Г  2_ s in g  I
V  n t

| 1, 0 < x < a  учун,

/(*)=» Г
sin a /c o s  x/ 

I
dt = —, jc =  a 

2

0, x >  a

учун,

учун.

Хусусан, x = o  да

- — - Г  S l i f !
!  1

1 ^ 
a =  -  деб олинса, у *олда - j  =  J  dt.

У з - ? з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Фурье интеграли деб  нимага айтилади?
2 Функцияни Фурье интеграли билан тасвирлаш шартини курсатинг.
3. Ж уфт ва тоц функциялар учун Фурье интеграли цандай ёзилади?
4. Фурье интегралининг комплекс шаклини ёзинг.
5. Комплекс шаклдаги Фурье ^аторини ёзинг.
6. Фурье алмаштиришларининг таърифини беринг.
7. Фурьенинг синус- ва косинус-алмаштиришлари нима?
8. Фурье алмаштиришларининг хоссаларини айтииг.

а

эга



К А Р Р А Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. Икки улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Бир 5'згарувчининг функциясн дифференциал хисобн тушун- 
чалари ва усуллари 7 - бобда исталган сондаги узгарувчннинг 
функцияси учун жорий цнлинган эди. Интеграл ^исобнинг асо- 
сий гояларини .\ам куп узгарувчили функцияларга кучириш 
мумкин, бу фнкр энг аввал интегралнинг аниц турдаги йигин- 
дннинг лимити эканлигн .\ацидаги FOHra тегишлиднр.

Оху  текисликда L чизиц билан (ёки бир неча чизиц билан) 
чегараланган ёпиц D со.\ани цараймиз. Шу со^ада узлуксиз

функция берилган булсин. Куйидаги ам алларнн баж арамиз:
1) D со^анн .\ар цандай чизицлар билан (хусусий ^олда бу 

чизнцлар Ох  ва Оу  координата \?цларига параллел тугри чи- 
зицлар б$глиши мумкин) п ихтиёрий цисмга буламиз:

бу цисмларнн элементар юзчалар деб атаймнз ва шу символ- 
ларнинг узи билан тегишли юзчаларнинг юзларини белгилай- 
мнз.

2) Бу Д S, юзчаларнинг ,\ар бирида биттадан Р{ (xt, у,) нуцта ола- 
миз, бу нуцта юзчзга тегишли булиши шзрт. п та нуцтага эга була
миз (24-шакл):

г — f  (Р) ёки г =  f ( x , y )

п 3) Танлаб олинган нуцталарда
2 — f(P) =  f (х , у) функция ций- 
матларини хисоблаб, ушбуга эга бу-

f (Pl)  =  f (xu Уд, НР*) =
=  /(**. У г)..........

О

24- ш акл

f(Pi) =  f ( X it «/,).......... f ( Pn) =

=  /(*„• у„)•



4) Ушбу куринншдаги купайтмани тузамиз: f (Pi) \ S i «= / ( дг,-, у,) A S,-.
п п

5) Бу купайтмаларни йирамиз: V  f (Р,) A S, =  V  /(х,-, у,) • A S,.

Бу йириндинн z = f ( P) =f ( x ,  у) функция учун D со^ада интеграл 
йигинди деб атаймиз. Бу интеграл йиринди бир хил п да D со- 
,\ани AS,- ларга булиш усулига ва ^ар  бир 1\исм нчида Р, нуц-
тани танлаш га боглиц.

Ш ундай ^илиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кет- 
ма-кетлигига эга буламиз. п-+ оо да AS,- ю зчалар диаметрла- 
рининг энг каттаси нолга интилади деб ф араз циламиз (юзча- 
нинг чегарасидаги нуцталар орасидаги масофалардан энг кат- 
таси шу юзчанинг диаметри деб аталади). Куйидаги тасди^ 
уринли.

Т е о р е м а .  Агар чегараланган ёпиц D со^ада z —f (P)  = 
= f(x, у) функция узлуксиз булса, у  холда бу со.\ани цисмларга 
булиш сонини AS,- юзчалар диаметрларининг энг каттаси нолга 
интиладиган /уилиб катталаштирилганда (п-*-оо)

V /(/> .) A S ,-=  V / ( X. у,) A S ,
l- i  (=I

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимиты мавжуд булади. 
Бу теореманн нсботсиз цабул киламиз.
Бу лимит D совами A S,- цисмларга булиш усулига хам, \ар к,ай- 

си цисм ичида Pi нуцтани танлаш усулига ,\ам борлиц булмайди, 
г =  /  (Р) =  /  (х, у) функциядан D со.\а буйича олннган нккн улчовли 
интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

f J / (P ) r fS  ёки f f / ( x ,  y ) d S .
D О

Шундай цилиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз:

Яf ( P ) d S =  lim
maxdiam Д Sj

V f ( P , ) A S (-
f-1

еки

Я
lim

maxdiam Д S(

f  {x, y) dS  =

^ f ( . x it y,)AS,-.
l =I

Бунда D иитеграллаш со.\аси, 
f (P) — f  (x , у) интеграл остидаги 
функция, f  (P) dS =  f (x, y) dS  ин
теграл остидаги ифода, x, у  инте- 
граллаш узгарувчилари, dS  юз эле
м ен т  дейилади.

' ■ h

25- шакл.

89



\
I

i

Икни улчовли интеграл D собаки кнсмларга булиш усулига 6of- 
лнц булмаганлиги учун уни координаталар уцларига параллел тутрн 
чизнклар билан томонлари Ах,, Л t/t га тенг булган тутри туртбур- 
чакларга булиш мумкин (25- шакл), бунда

A S, =  Ах, А у{.

Икки улчовли интегралнинг таърифига биноан:

/  (х, у) dS  =  lim V  /  (xf, у.) Ах, А у(.
- _ m*xdi»m Д S i -*0 Т*.
D |“ 1

Шунинг учун икки улчовли интегрални

j  \ /  (X, у) dx dy
D

каби белгилаш мумкин.
Шундай килиб,

Иf  (х, у) dxdy =  lim  У  f  (х„ у,) А х, А у,.
mjxdiani AS; -*0 ,

D * »*1

axdy  ифода юзнинг декарт координаталаридаги элементи дейи- 
ладн.

Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносини аниклаш 
учун цуйидаги тушунчани киритамиз.

Т а ъ р и ф .  D co.’sa, тенгламаси z =  /(x, у ) дан иборат осирт, 
йуналтирувчиси г  .\амда ясовчилари Ог параллел булган 
цилиндрик сирт билан чегаралаиган жнем цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D сохада /(х , у ) > 0 булса, у холда >;ар бир 
/ ( P |) A S i =  /(x<) у,-) A S,

кушилувчини асоси A S ,-дан, баландлиги эса f(P t)  =  /(xf, у{) дан 
иборат кичкина цилиндрик жиемнинг ,\ажми сифатида геометрик тас* 
вирлаш мумкин (26-шакл). Бу холда

V /(/> ,-)  AS,- =  V  /(х,., У,) AS,- 
f~i /-1

интеграл йнринди курсатилган цилиндрик жисмларнннг .^ажм- 
ларн ннгиндиендан, бошкача антганда, бирор зннапоясимон ци
линдрик жнемнннг ^аж мидан иборат булади. f ( P ) = f ( x ,  у)  функ- 
циядан D соха буйича олинган 4жки улчовли интеграл цуйидан 
D со.\а билан, юцорндан эса z = f ( P ) = f ( x ,  у)  сирт билан чега- 
раланган цилиндрик жиемнинг V хаж мига тенг булади:

И
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6 \ нда D  со^а z  =  f ( P )  =  f (x,  у) 
сиртнинг Oxi/ текисликдаги проек- 
ииясндир. Икки улчовли интеграл- 
никг геометрик маъноси шундан
„борат.

Агар D со^ада интеграл ости- 
д а г и  функция j ( F ) = f ( x ,  у )  =1 
булса, у *олда икки улчовли 
интегралнинг циймати сон жи^ат- 
д а н  интеграллаш со^аси D нинг 
S  юзига тенг булади:

5  =  С \ dS  ёки 5  =  j" f dx dy.
kd о

(11)
Агар интеграл остидаги функ- 26-шакл.

цн я f (P)  = f ( x ,  у)  со^ада масса
таксимланишинннг зичлнги булса, у ^олда икки улчовли ин. 
теграл D пластинкага жонлашган модда массаси т ни бе-
ради:

f f  f ( x , y ) d S .  (1.2)
‘d  d

Икки улчовли интегралнинг механик маъноси шундан ибо
рат.

Икки улчовли интеграл аник интегралнинг камма косса- 
ларига эга, икки улчовли интеграл аниц интегралнинг бевосита 
умумлашмасидир. Икки улчовли ннтеграллар хоссаларининг 
исботи аниц интегралнинг мос хоссаларнни исботлагандек ба- 
жарилади. Шу сабабли икки улчовли интегралнинг хоссалари- 
ни, баъзи .^олларда геометрнк ннтерпритациялаш билан чекла- 
ннб, исботсиз келтирамиз.

1 - х о с с а .  Узгармас купайтувчнни икки улчовли интеграл 
белгисидан таш царига чицариш мумкин, яъни агар k — узгар 
мас сон булса, у долда:

f f k f ( x , y ) d S  =  k f f f  (х, у) dS.
D 'D

2 -х  о с  с а. Бир неча функциянинг алгебраик нигиндисидан 
олинган икки улчовли интеграл цУшилувчнлардан олинган ик- 
кн улчовли интегралларнинг алгебраик нигинднсига тенг (ик- 
кита кушилувчн булган \ ол  билан чекланам из):

\ j  (f (х, у) ±  ф (дг, у)) dS  =  f С f  (х, у) dS ±  f \ ф ( х , у) dS.
'о Ъ о

3- х о с с а. Агар D интеграллаш  со^аси бир нечта цисмга 
булинса, у ,\олда бутун со^а буйнча олинган икки улчовли ин
теграл ка Р кайси »\HCM̂ aH олинган икки улчовли интеграллар

• I



У нигиндисига тенг (иккита ĵ hcm 
булган .\ол билан чекланамиз;
27- ш а к л ):

J j  /  (ДГ, у) dS  =  j  f /(X , у) dS +
D

О * 4 -х о с с а .  Агар интеграллаш 
сохасида интеграл остидаги функ
ция уз ишорасини узгартирмаса, у27- шакл.
холда икки улчовли интеграл шу 

ишорани саклайди, бошкача антганда, агар D со.^ада f  (х, у) > 0  булса, 
у холда ( f /  (х, у) dS >  0; агар D со.^ада /  (х, у) ^  0 булса, у х,ол-

5- х о с с а. Агар интеграллаш  сохасида иккита функция би- 
рор тенгсизликнн цаиоатлантирса, у ^олда бу функциялардан 
олинган икки улчовли интеграллар .\ам шу тенгсизликнн цано- 
атлантнради, бошкача айтганда, агар D со^ада f ( x , y ) ^ <f ( x , y )  
булса, у .\олда

У р т а  ц и й м а т  ^ а к и д а  т е о р е м а .  Агар f (x,  у ) функ
ции ёпиц чегараланган D ссцада узлуксиз булса, у ,\олда бу со- 
\ада шундай Ро(хо>Уо) нуцта мавжудки, D со.\а буйича олинган 
икки улчовли интеграл интеграл остидаги функциянинг шу нуц~ 
тадаги цийматини D интеграллаш со^асининг юзи S  га купай- 
тирилганига тенг:

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси цуйндагидан 
иборат: агар D со^ада f ( x , y ) ^ 0 булса, у ^олда цилиндрик 
жисмиинг .^ажми шундай цилиндрнинг хаж мпга тенгки, бу ци- 
лнндрнинг асоси цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлнги 
эса интеграл остидаги f ( x , y ) функциянинг D со.\анинг бирор 
Р0 (хв, уй) нук,тасидаги /  (х0, y j  кийматига тенг. Функциянинг

циймати /  (х, у) функциянинг D сохадаги урта киймати дейилади 
(28 -шакл).

да

и
Я  Й *  y ) d S < 0 .

D D

j \  f (x,  У) dS  =  f  (х0, y j  S.
D

fix*, l/o) =  —-------
f  Г f  (x, y) dS
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И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г н  ^ а ^  и д а т е о -  
D с м а. Агар f(x, у) функция ёпиц D со^ада узлуксиз \амда Л1 
|,с т — унинг шу со\адаги энг катта ва энг киник циймитлари 
бйлса. у \олда  икки улчовли интеграл энг кичик цийматнинг D 
интеграллаш сохаси S  юзига купайтмаси билан энг катта ций- 

атнинг шу юзга купайтмаси орасида ётади (яъни функция 
<1егараланган булса, икки улчовли интеграл ^ам чегараланган- 
дир):

m -S  <£ i f  f (х, у) dS  <  M S .
D

Бу теореманинг геомстрнк интерпритацияси бундай: агар 
D со.\ада f (x,  у ) ^ 0  булса, у ^олда цилиндрик жисмнннг >*аж- 
ми асослари шу цилиндрик жисмнннг асоси D га, баландлнк- 
лари эса мос равишда D сохада энг кичик m ва энг катта М 
цийматларга тенг булган цнлиндрлар кажмн орасида ётади 
(29- ш акл).

М и с о л .  куйидаги икки улчовли интегрални ба.\оланг:

Я  ) ГТ - х * - у *  dS,
*D

бунда интеграллаш со.^асн D маркази координаталар бошида булиб. 
радиуси г — 1 га тенг доирадан иборат. Шуиингдек, интеграл ости- 
даги г =  V 1— х1—уг функциянинг D со.\адаги урта цийматини то-
пинг.

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция маркази координаталар 
Соишда, радиуси г =  1 булган юцори ярим сфера ш аклнда гео- 
метрик тасвнрланади. Равш анки, бу сохада VI = 1  ва т  =  0 га  
эгамиз. И нтеграллаш  сохаси D дойра булиб, бу доиранннг юзи 
■^=лг2= л 1 2 =  л  (кв. бирлнк). Б а \о л аш  .хацидаги теореманн 
Цуллаб, кунидагини топамиз:
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Бу лимит со соха ни Дсо(- цисмларга булиш. усулига хам, х̂ ар бир 
}\исм ичидан Р( нуктани танлсиига %ам боглик эмас.

Бу лимит и =  /  (Р) =  /  (г, у, г) функциядан со соха буйича олил
t-ян уч {’лчовли ’’’ггсгрпл дейилади па б\’ндзй бмгиланали:

j  \ \  /  (Я) da  =  J  f j  f  (x, у, г) d a .
U) 0)

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбуларга 
эгамиз:

П

[ \ \  } (Р) а (о — lim V  /  (/>.) Д о-
J  « J  ш а х  d i A m  Д со ; - * 0  f *ш * 1=1

еки
л

С (“ /  (дг, у, г) dco =  lim V  /  (*„ у,, г,) А со,..
' -I ш»х di»m 4 <1>;-*0‘ 1—1

Бунда со — ннтеграллаш сохаси, /  (Р) =  /  (.г, у, г) — интеграл остида- 
гй функция, f  (Р) d u  = f  (х, у, г) dco— интеграл остидаги ифода, d a  I 
эса хажм элементи деб аталади.

Уч улчовли интеграл to сохани кисмларга булиш усулига богли^ j 
булмагани учун уни икки улчовли интегралга ухшаш бундай белги- 
лаш хам мумкин:

j  \ f /  (*. У. г) dx dy dz.

бунда dx dy dz ифода декарт координаталаридаги хажм элементи 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция со сохада /  (Р) =  /  (х, у, г) — 1 
булса, у холда уч улчовли интегралнинг киймати to соханинг V хаж* 
мига тенг булади:

(2.1)V =  j  j  j  d а  ёки V =  dxdydz.

Агар интеграл остидаги f  (P) =f (x,  у, z) функция со сохада 
масса та^симланишннинг зичлиги булса, у ^олда уч улчовли 
интеграл V хаж мдаги модда массасини беради:

т =  f [ f /  (P)doy =  \ \ \ f(x,  y, z) d со. (2 2 )

Уч улчовлн интегралнинг механик маъноеи шундан иборат. 
Олдинги параграф да икки улчовлн интеграл учун айтнб утил- 
ган хоссалар уч улчовли интеграл учун тулалигича кучнрилади.

1-х о с  с а. Узгармас к^пайтувчини уч улчовли интеграл бел- 
гисндан таш царнга чицариш мумкин, яъни k узгармас сон 
булса, у ^олда:
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f f j  k f  (x, у, z) d (0 =  k j j  j  /  (x, y, z) da.
0) <*>

2 - x o c c a .  Бир неча цушилувчининг алгебраик йипшдисидан 
.. п!!игян \’ч улчояли интеграл куш илувчилардан олинган уч ул
човли интеграллар алгебраик йнпшдиснга тенг (иккита цу- 
шнлувчи булган з^ол билан чекланам из):

f f j  (/ (*. у, г) ±  ф (х, у, z ) ) dw =
К (О

±  Щ  Ф (х, у, г) da .
О)

3- х о с с а. Агар интеграллаш  со^аси о  бир неча ^исмга бу- 
лннса, у ^олда бутуи со\а  буйича олинган уч улчовли интеграл 
э^ар ^айси ^исм буйича олинган уч улчовли интегралларнинг 
йигиндисига тенг булади (иккита ^исм булган з^ол билан чек
ланамиз):

4 - х о с с а .  Агар интеграллаш сс^асида интеграл остидаги функция 
уз ишорасини узгартирмаса, у .\олда уч улчовли интеграл худди шу 
ишорани сак,лайди, чунончи: агар о) со.^ада /  (х, у, г)** 0 булса, у 
хрлда J J J  /  (х, у, z) du>> 0, агар о  со^ада /  (х, у, г ) < 0 булса, у

*олда J J J  /  (х, у, г) d o  <  0.
СО

5-х о с е  а. Агар интеграллаш сохасида иккита функция бирор тенг- 
сизликни цаноатлантирса, у  ^олда бу функциялардан олинган уч ул- 
чоьти интеграл ^ам шу тенгсизликнн ^аноатлантиради, 'бошкача айт- 
ганда, агар ш со.^ада f  (х, у, г) >  ф (*, у, г) булса, у зрлда

[ f f /  (х, У, г) dto >  j  ( j  ф (х, у, z) du>.
U) СО

У р т а  ц и й м а т  ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  Агар f (х, у,г) 
Функция ёпиц чегараланган со со^ада узлуксиз булса, у  %олда 
бу co^ada шундай Р0(х 0, у0, z j  нуцта мавжуд буладики, ш сох,а 
буйича олинган уч улчовли интеграл интеграл остидаги функ
циянинг шу ну^тадаги урта цийматини интеграллаш со^аси и 
нинг V цажмига купайтирилганига тенг:

JJJ /  (*. у> z) d (0 =  f  (х0, у0, z J V .
СО

Функциянинг

/  (*„. Уо, г0> =  7 1 ! |  /  (х, У, г) d(0
О)

Киймати /  (х, у, z) функцияннннг <о сохадаги ijpma циймагпи дейилади. 
И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ^ а ц и д  а т е о -

J f  \ f  (х, у, г) d w ±
* U>
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р е м а .  Агар f  (х, у, г )  функция ёпиц чегараланган со со\ада  
узлуксиз %амда М ва т лар функциянинг uiy со^адаги энг кат- 
та ва энг кичик %иймати булса, у  %олда уч улчовли интеграл 
функциянинг энг кичик цийматининг интеграллаш со^асининг
V \ажмига купайтмаси билан энг катта ifиймати М нинг уша 
%ажмга купайтмаси орасида ётади (яънн функция чегаралан
ган булса, уч улчоьли интеграл .^ам чегаралангандир):

m -V  <. j j j  f  (x, у, г) da <  M  V.

У з-у з в u и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л з р

1. Берилган функциядан берилган со^а буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб  нимага айтилади? Унинг геометркк ва механик маъноларини ту- 
шунтиринг.

2. Икки улчовли интегралнинг мавжудлиги ^а^идаги теорема ннмадан 
иборат?

3. Ясси шакл юзини икки улчовли интеграл ёрдамида ^исоблаш ф орму, 
ласини асосланг.

4. Икки улчовли интегралнинг хоссаларини айтиб беринг.
5. Икки улчовли интеграл учун Урта цнймат ^ацндагн теоремани ва инте- 

гралнннг чегараланганлиги .\акидаги теоремаларни ифодаланг, уларнинг 
геометрик маъносини курсатинг.

6. Берилган функциядан берилган со^а буйича олинган уч улчовли инте
грал деб нимага айтилади? Унинг геометрик маъносини курсатинг.

7. Уч улчовли интегралнинг мавжудлиги ^ацидаги теорема нимадан ибо
рат?

8. Жисм .\ажминн уч Улчовли интеграл билан ^исоблаш формуласини асос
ланг.

9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун Урта ^иймат ^ацидаги ва интегралнинг 

чегараланганлиги ^ацидаги теоремаларни ифодаланг.
11. 3466— 3476, 3 5 1 3 -3 5 1 6 -  масалаларни ечинг.

3 -§ . Икки улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан хисоблаш

Икки улчовли ва уч улчовли интегралларнинг интеграл 
йигинднларнннг лимитлари сифатида берилган таърифлари 
^исоблаш усулларини ^ам курсатади. Аммо бу ж араён  ни^оят- 
да узундан-узоц ва купгина цчйинчиликлар билан боглшу И к
ки улчовли ва уч улчовли интегралларни ^исоблаш масаласи 
ам алда мос равишда иккита ва учта аниц интегрални кетма- 
кет ^исоблашга келтирилади.

1. Икки улчовли интегрални ^исоблаш. Олдин икки улчовли 
интегрални ^нсоблаш  масаласини цараймиз:

J  f f i x ,  у) ах dy.

D со.\ани куйидагича деб ф араз цнламиз: у у = у \,(х ), у = 
=  Уъ(х) функцняларнинг графикларн ^амда х — а ва х= Ь  тугри 
чизицлар билан чегараланган (3 1 -ш акл). D со.\анннг нсталган
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ички нуктаси оркалн Оу у^ига параллел тутри чизицлар утка- 
замиз. Бу туррн чизик D соханинг L чегарасинн иккнта Р ва Q 
нуцтада кесиб утадн. СРВ чегарани кириш, AQB  чегарани эса 
чициш чегараси деймиз.

Т а ъ р и ф  Агар D соха ушбу иккн шартни каноатлантнрса,
яъни

а) унинг ички нуктасидан утувчи Оу укка параллел хар 
кандан тутрн чизик L контурии икки нуктада кесиб утса;

б) кириш ва чикиш контурларннииг кар бнрн алокида тенг
лам а билан берилса, бу сока Оу уки йуналиши буйича мунта
зам со.\а дейилади.

Оу уки йуналиши буйича мунтазам булган сока тенгламалар 
системаси билан куйидагича берилишн мумкин:

31- шакл. 32- шакл.

I a х <  Ъ,
I У1 (*) <  У <  У г (*).

бунда
Ух (х) <  У: (х).

Ох уки йуналиши буйича мунтазам булган сокани кам 
шунга ухшаш аниклаш  мумкин. Бундай сока (32- ш акл)

|  с <  у  d,
\ х, (у) <  х <  х, (у)

тенгсизликлар системаси билан берилиши мумкин, бунда
х Л У ) ^ х 2(у).

Агар таърифдаги ш артлардан а калл и биттаси бузилса, у 
^олда сока у ёки бу йуналишда номунтазам со^а дейилади. 
Бундай колда сокани Оу ёки Ох $кига параллел тутри чнзик- 
лар билан ка Р бири у ёки бу йуналишга нисбатан мунтазам 
буладиган кисмларга аж ратиш  мумкин,,

33- ш аклда Оу уки йуналиши буйича номунтазам сока ми- 
соли келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 
сока чегарасинн т^ртта нуктада кесадиган Оу ^кига параллел 
тугри чизик мавжуд. Бу сокани Оу ^кига параллел тугри чи- 
31|К билан учта Dь D2, D3 мунтазам сокага булиш мумкин.



34- ш аклда Оу уцига нисбатан номунтазам со^а мисоли бе
рилган, чунки бунда иккинчи шарт бузилган: чик,иш чегараси 
иккита тенглама билан берилган. Оу Уцига параллел турри 
чизик; билан со^ани иккита D\ ва Z>2 мунтазам со^ага булиш 
мумкин. Соха бир йуналишда мунтазам, иккинчи йуналишда 
номунтазам булиши мумкин. )\ар  икки йуналишда мунтазам 
булган со^а турридаи-турри мунтазам со^а дейилади.

33- шакл. 34- шакл.

Энди икки улчовли
f J  /  (*, у) dxdy
Ь

интегралга цайтамиз. D интеграллаш  со^аси Оу уци йуналиши- 
да мунтазам деб ф араз циламиз. Бундан таш цари интеграл ости- 
даги 'ф ункция f (x,  у )> О  деб ф араз циламиз. Бу икки улчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмнинг ^аж ми сифатидаги геомет
рик мазмунидан фойдаланнш имконини беради, яъни

v =  Я  f ^  dxdy
тенгликдан фойдаланнш имконини беради.

Энди цилиндрик жисмнинг V ^ажмини кундаланг кесим- 
лар усулидан (6 - боб, 21 -§ ) фойдаланиб кис°блайм из (35- 
ш акл).

1\аралаётган цилиндрик жисмни Ох  уцига перпендикуляр 
булган ихтиёрий je =  const ( a s ^ j t< b )  текислик билан кесамиз. 
Кесимда MNQP  эгри чизицли трапецияга эга буламиз, унинг 
S(x)  юзи х  узгарувчннинг функцнясидир. Ж исмнинг .\ажми, 
маълумки,

ь
V =  j  5  (х) dx

а

формула билан ифодаланади. Шу формулани биз цилиндрик 
жнем ,\ажминн ^исоблашга цуллаймиз. Бунинг учун MNQP  эгри 
чизикли трапециянинг юзи булмиш S (* )  функция куринишинн 
аницлаш цолади. М аълумки, бу юзин аннц интеграл ёрдамида ,
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Z‘ fiA.V)

g  Ь*Уг (Х)

хнсоблаш мумкин, бу интеграл
нинг интеграл ости функцияси 
z = f(x,  У) СИРТ билан jc= const 
хекисликнинг кесишишидан з̂ о- 
сил булган MN  чизиц тенглама- 
сидан иборат булади, шу билан 
бирга у  узгарувчи узинннг Р 
нуцтадаги //,(*) ва Q нуцтадаги 
у'2 (х) цийматлари орасида Jtera- 
ради:

V, (*)
5 ( x ) = f  f ( x , y ) d y ,

Vi (X)
бу ерда f(x, у)  бир ^згарувчи- 
нинг функциясидир, чунки х — const.

^осил килинган формула цилиндрик жисм кундаланг кеси- 
минннг S ( jc) юзини ифодалайди. Энди жиемнинг з^ажмини то- 
пиш мумкин:

Ь у, (х)

V =  I  ( I   ̂ у) dy ) dx-
а У'.(х)

Аммо иккинчи томоидан цилиндрик жиемнинг з^ажми икки ул
човли интегралга тенг: V =  f \ f  (х, у) dxdy. Шу сабабли

V
г г  ь **(х)j J f (*. у) dx dy  =  j' (j  f  (x, y) dy) dx

35- шакл.

еки

j  \ f (x, У) dx dy  =  (' dx j  f  (x, y) dy. (3.1)
Vi (*>

Ана шунинг узи икки улчовли иитегрални ,\исоблаш учун 
изланаётган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали 
интеграл дейилади, шу билан бирга

У, (х)
i /  (х, У) dy

Vi (х)
ички интеграл деб аталади, бунда х  узгармас зцисоблана- 
Ди, ннтеграллаш у  буйича олиб борилади, ннтеграллаш чегара- 
лари эса умумий з^олда х  нинг функцияларн булади (узгармас 

>лиш лари з^ам мумкин). Ички ннтегрални з^исоблаш натижаси
- м>мин з^олда х  нннг функцияси булади. Бу натижа ташци ин- 
сграл учун интеграл ости функцияси булади, ташци интеграл х 

■ аРувчн буйича а дан Ь гача чегараларда .\нсобланади.
(3.1) формула D сохада на ф ацат f (x,  у ) > 0 булгандагнна,
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балки f ( x , y ) < 0 булганда з^ам ёки f(x,  у) D созвала уз ншора- 
сини узгартирганда з^ам тугрилигича цолади.

1 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш  со.^аси Ох Уци йунали- 
ши буйича мунтазам булса, яъни уни

I с s ;  у  ^  а,
1 д  ̂ (у) <  х <  хг (у)

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин булса, у з^олда 
икки улчовли ннтегрални з^исоблаш учун цуйидаги формулага 
эга буламиз:

. ,  * *» (V)
\ j  f  (*. У) dx dy =  j  dy  j  /  (x, y) dx. (3.2)
'D e it, (If)

Бунда ички интеграллаш да у  узгарувчи узгарм ас деб з^исобла- 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси умумий з^олда у  узгарув- 
чининг функцияси булади, шундан кейин уни с дан d гача че- 
гарада у  буйича интеграллаш  керак.

2 - э с л а т м а .  Ташки интегралнииг интегралланиш чегара- 
лари доим узгармас булади.

3 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш  соз^аси номунтазам бул
са, уни бир неча мунтазам со.\аларга булнш, бу соз^аларнинг 
з^ар бирида икки улчовли интегрални з^исоблаш ва шундан ке
йин натнжаларнн ж амлаш  керак. М азкур бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кура D соз^а буйича олинган интеграл шу йигиндига 
тенг булади.

4- э с л а т м а. Агар интеграллаш соз^аси D
а К  х Ь, 
с <  г/ <  d

турри туртбурчакдан иборат булса, у з^олда (3.1) ва (3.2) фор- 
мулалар ^уйидагн куринишларни олади:

j  f /  (*, У) dxdy =  j' dx J  f (x, y) dy, (3.3)
D a с

j j  /  (x, У) dxdy =  j  dy j  f (x, y) dx. (3.4)
D с a

1 - м и с о л .  Агар p зичлик пластинканинг нсталган ну^та- j 
сида p — x + y  формула билан берилган булса,

j 1 <  х <  2,
1 1 < у < 3

тенгсизликлар системаси билан берилган пластинканинг т 
массасини з^исобланг.

Е ч и ш .  Икки улчовли интегралнннг механик маъносидан 
келиб чицилса, бу масала р дан олннган икки улчовли инте- 
гралга тенг ((1.2) формула):
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'П =  Г J  (х +  у) dx dy,
D

бунда D  — томсн.тари

а  — I, л =  2 ,  у — i, у  =  6 
булган TyFpii туртбурчак бнлан че
гараланган со^а.

D интеграллаш  со^асини тас- 
вирлаймиз, у Ох  уцн йуналишн 
буйича .^ам, Оу уцн йуналиши 
буйнча ,\ам мунтазам. Интеграл- 
ни хисоблаш учун (3.3) форму- 
ланн цуллаймиз (3 6 -ш акл): 36- шакл.

ГГ .
т =  \  \ (х +  у) dx dy =  Г dx Г (* - f  у) dy. 

xd j'
Олдин ичкн интегрални *исоблаймнз, унда * узгармас деб хи-
собланадн: л

3 ?
\ (х +  у) d y =  Г (Х +  у) d (дс +  у) =  1  (х +  у )* |3 =

I I 2  |

Демак,

=  ~  (x +  W - j ( x +  \ ) * = 2 ( х  +  2).

2

т =  j  2  (х +  2 ) dx =  (jc +  2 f  Г =  4* — З2 =  7

Сиз (3.4) формуладан фойдаланганимизда хам шундай нати- 
жага эришган б^лардик:

3 2
m — j d y  [ (х +  у) dx =  7.

v J „ uM 1,C 0J|. Куйидаги сиртлар бнлан чегараланган жисм 
'.ажмини топинг:

г = хг +  уг, г =  0, у = х \  х--= у*.

г Л 1 ' ! Г  . Берилган * исм Цилиндрик жисм: у юкоридан 
тр -пгТ a,u] aHMa параболоид, цуйидан г  =  0 координаталар 
б\ 1гян !/— »^еН т° М0НлаРдан  ясовчилари Ог уцига параллел 
 ̂пинг хажми Г у ш б Г ^  цилш ,дРл а Р б«л а » чегараланган.

У  —  J  Г /  (JC, У) dx dy
‘o'

Формула буйича к ис°бланади.
г = = ^ ? СТ ” ю^ ° Р ^ ан чегараловчи сиртнинг тенгламаси 

у  интеграл ости функцияси булади. D интеграллаш со-



37- шакл.

1,
хг<  y < / x

хаси эса z =  0 текисликдаги 
у = х 2 ва х = у 2 параболалар би
лан чегаралаиган шаклдан ибо
рат булади. Цилиндрик жисмни 
юцоридан чегараловчи г  = х2+ у* 
параболоиднинг цисми худди шу 
со^ага проекцияланади (37- 
ш акл).

D со\а  мунтазам, уни цуйи- 
даги тенгсизликлар системаси би
лан бериш мумкин:

<  1,
-  еки { .  ̂ _ г-; х <  у  у .

Шундай цилиб,

интегрални ^исоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга- 
нини цуллаш мумкин. (3.1) формулани цуллаймиз:

1 V 7
V =  \ dx \ (хг +  Уг) dy.

о ж»

Олднн ички интегрални ^исоблаймиз, унда х  узгармас деб >̂ и- 
собланади:

j  (** +  Уг) dy =  [xfy + ^  у3) j* * =  x W'+  j  х П —  х* — j  х*. 

Демак, V =  j  (x5/2-f- - j  x 3'2— x* — - j  xe j dx =  |

( 1 х^ + 1 _ хьп_ _ L
\  7  15 5 21 /

2_ , _2____ I_____1_ = _6_
о 7 15 5 21 3 5 '

Шундай цили5, бэралган жисмншг \ажми: V =  —  (куб бнрлик).
35

(3.4) формуладан фэлдаланилса ^ам шу натижага эришиш мум
кин:

1 Vy 
У =  (x* +  y'-)dx =  -2

3- мисол .  Ушбу
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икки улчовли интегрални икки каррали интегралга келтиринг, 
бунда D — у = 0, у = х \  х + у  = 2 чизицлар билан чегараланган
со*а.

Е ч и ш .  D интеграллаш  со^аскни тасвирлаймиз (3 8 -ш акл). 
Бу Ох уки йуналишидаги мунтазам со^а, уни

|  0 <  1,
Ь  У <  х <  2 — у

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин, шу сабабли
(3.2) формулага биноан:

Агар интеграллаш тартиби узгартирилса, у ^олда натижа- 
ни бир интеграл куринишида ёзиб булманди, чунки D со^а Оу 

нуналнши буйича номунтазам со^а (ОВА чн^иш чегараси 
^ар хил цисмда з^ар хил тенгламага эга). D со.^анн иккита D\ ва 
D2 мунтазам со^аларга буламиз (3 9 -ш акл):

1 =  [ [ /  (х, у) dx dy =  j  j  f (x, y) dx dy +  j  j  f  {x, y) dx dy =

у
У

38- шакл. 39- шакл.

1 2—у
1 =  j  dy \ f  (х. У) dx.

о V7

Натижада цуйидагига эга буламиз:

D
х‘ 2 2—х

j  dx \ /  (х, у) dy +  f dx \ f  (дг, у) dy.

Бу мисол интеграллаш  тартибини тутри танлаш  цанчалик му- 
^им эканини курсатади.

2. Уч улчовли интегрални ^исоблаш. Уч улчовли

j  j  j  /  (х, у, г) dx dy dz
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интегрални з^исоблаш учта аниц 
интегрални кетма-кет ннтеграл- 
лгш га келтирилади. <о интеграл-
лаш со^аси пастдан г =  г , ( х, у ) \  
сирт билан, ю^оридан эса z =
= z2(х, у)  снрт билан чегаралан
ган деб ф араз циламиз. Бу жисм 
Оху  текисликдаги D соната про- 
скииялансин. D со.^а у = у \ ( х )  ва 
у = у 2(х) чизицлар билан (бунда ] 
У\ ( х ) ^ Уг ( х )  ва х = а, х=Ь  
(а>Ь)  тугрн чизицлар билан 
чегараланган булсин. to жисмнинг ис- 
талган ички нуцтаси оркали Ог  
уь^ига параллел тугри чизиц ут- 

казамиз (4 0 -ш акл). У <•> жисм чегарасини иккита Р ва Q нуц- 
тада кесиб утади. Уч улчовли интегралнинг циАмати

а V, (х) *, (X. У)

Г Г Г f  (х, у, г) dx d y d z  =  f dx j‘ dy f f(x, у, z) dz
• i  J  b Vi (x) i i  (X. V)

формула буйича .\исобланишини исботлаш мумкин. "j
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

интегрални ^исоблаш учун олдин икки интегрални, х  ва у 
ни узгармас деб олиб, г  узгарувчн буйича интеграллаш  керак. 
Яисоблаш натижаси х  ва у га боглик; булган функциядир. Бу 
функция урта интеграл учун у  буйича интеграл ости функция- 
си булади, бунда х  узга|рмас деб ^исобланади. Ни.\оят, иккин- 
чи интеграллаш натижаси ф а^ат х  га боглиц функция булади. 
Уни Ъ дан а гача чегарада интеграллаб, уч улчовли интеграл- 
нинг ^инматини топамиз.

4- м и с о л. Ушбу

/  =  [ \ \  {х + у  +  г) dx dy dz
О)

уч улчовли интегрални хисобланг, бунда ы — координата те- 
кисликлари ва x + y + z =  \ текислик билан чегараланган жисм.

Е ч и ш .  о  интеграллаш  со.\асини ва унинг Оху текисликда
ги D проекцияснни ясанмиз (4 1 -ш акл). w со \ад а  ушбу тенг- 
снзликларга эга буламиз:

О <  х  «5 1,
0 < . у  <  1 —

.0  С  г <. 1 — х —  у.

Шундай ^илиб, уч улчовли интеграл уч каррали иитегралга

г*2г(*.ч)

!/= Уг(К)

40- шакл.



I I —*  I- x - y
I =  ( dx j" dy | {x +  у  +  г) dz 

о о о
формула орцали келтирилади. Ички интегрални .^исоблаимиз, унда г 
ннтеграллаш узгарувчиси, х  ва у  узгармас деб хисобланади:

j* (х +  у  +  г) d z = j  ( х + у  +  г)*
1 - х - у  

О

=  \ ( х  +  у + \ - х - у У - ±  (* +  </)’ =  7  (1 - ( х  +  у П

Энди урта интегрални ^исоблаймиз, бунда у  ннтеграллаш узгарув- 
чнси, х  эса узгармас деб ^исобланади:

у  j  (1 — (х +  y f )  dy — ^  [у — j  {х +  yf^j -

=  2 ( 1 _ д Г- 1 ^ + , _ д : ) . ) _ 1 ( - i ^ )  =

Ни^оят, ташци интегрални ^исоблаймиз:

I

,  =  j i  ( i ^ — : + т ) л , = 7  ( - ё х' - т х‘ +
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1. Кандай соха мунтазам со^а дейилади?
2. Икки улчовли интегрални мунтазам со^а буйича икки каррали интеграл 

ёрдамида \исоблаш  формуласини чи^аринг.
3. Номунтазам со.\з булганда икки улчовли интеграл ^андай хисоблана-

ди?
4. Уч улчовли интеграл уч каррали интеграл ёрдамида ^андай ^исоблана-

ди?
5  3 4 8 5 —3 4 9 7 , 3506—3512, 3 5 1 7 -3 5 2 4 - масалаларнн ечннг.

0

4 -§ . Икки улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Биз аниц интегралларни хисоблашда узгарувчиларни ал
маштириш усули му\им эканини биламиз. Шу усул ёрдамида 
интеграл остндаги нфодани бошца осой интегралланадиган 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки улчовли интеграллар 
учун шундай усулни цараймиз.

z  = f(x,  у)  функция бирор ёпиц чегараланган D сох.ада уз
луксиз булсин. Бундай функция учун икки Улчовли

f f f ( x , y ) d x d y  (4.1)
*D

интеграл мавжуд.
Интегралда

х  =  х (и, v), у  =  у  (и, v) (4.2)
формулалар ёрдамида янги и, v узгарувчиларга утамиз, (4.2) 
формулалардан и, v узгарувчиларни ягона усул билан топиш 
мумкин булсин:

и =  и (х, у), v =  I* (х, у). (4.3)

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

(4.3) формулалар ёрдамида D со^анинг ^ар бир Р( Х>У) 
нуцтасига (Оху  координаталар текислигинннг) я н г и _ 0 1 « р  
тугри бурчакли координаталар £истемасндан бирор P( u , v )  
нуцта мос келтирилади. ^ам м а  Р(и,  у) нуцталарнинг туплами 
D ёпиц чегараланган со^анн ^осил килади (4 2 -ш акл). (4.2) 
формулалар коордииаталарни алмаштириш формулалари, (4.3) 
ф ормулалар эса тескари алмаштириш формулалари дейилади.
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Агар (4.2) функциялар D со^ада узлуксиз биринчи тартибли 
хусусий .^осилаларга эга булса ва агар шу со^ада детерминант

дх дх
ди dv 
ду ду 
ди dv

Ф  о (4.4)

булса, у \о л д а  (4.1) интеграл учун узгарувчиларни алмаштириш 
формуласи уринли:

\ j  /  (х. у) dxdy =  j  f /  (х (и, и), у  (и, v)) l/| dudv. (4.5)
Ъ

/  детерминант х = х (и , v) ва у =у ( и ,  v)  функцняларнинг и ва
V узгарувчилар буйича функционал детерминанты дейилади. 
У шунингдек немис математигн Якоби номи бнлан якобиан деб 
^ам аталади.

1-м и с о  л. Ушбу

|  j  (2х—у) dx dy

интегрални .\исобланг, бунда D ушбу
х +  У =  \, х + у  =  2, 2х — у =  1, 2х — у =  3

тугри чизнцлар билан чегараланган со^а.
Е ч и ш. Интеграллаш  со^аснни цараймиз, у Ох уц йунали- 

ши буйнча ^ам, Оу уц йуналиши буйича .\ам номунтазам со^а. 
Шу сабабли интегрални ^исоблаш узундан узоц булади, чунки 
Z) со^ани мунтазам цисмларга булиш (улар учта булади), 
сунгра эса шунга мос учта интегрални ^исоблаш керак булади. 
Агар соддагииа

х +  у  — и, 
2х — у  =  v (4.6)
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алм аш тириш лар баж ар и л са , интегрални *исоблаш  анча осон- 
л аш ади . Б ундай алм аш тириш  асоси да  х + у =  1 ва х + у - ~  т>т- 
ри чизиклар коордннаталарнинг янги 0 \u v  си стем аси да ы— 1 ва 
и=2  т^рои чизицларга $тади , 2х— у =  1 ва 2х i/ =  3 т \тр и  чи-
зи ц дар  эса  » = »  ва t - = o  чази ц лар га >тадн. _ "ярялл*-
лограм м  D тутри туртбурчак  билан алм аш ади , бу эса  содда 
ннтеграллаш  сохаси  бул ади  ( 4 3 - ш ак л ).

Энди 1 якобианни ^исоблаш  цолади. Бунинг учун х  ва у  
Узгарувчиларни (4.5) формула буйича ифодалаимиз:

х — 5 (« +  »).

у = -  (2u — v).
* 3

u ва ц узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топамиз:
дх _1_ _дх_ _  J_ 
с!ц 3 ’ до 3
ду _  ду_ _____ L
ди 3 ’ dv 3

уларнинг цинматларини эса (4.4) формулага цуямиз:

I =
1 2 1
9 9 3

(4.5) формула буйича'узил-кесил цуйидагига эга буламиз:
2 3.

j’j’ (2 x - y )  d x d y  =  f f  w—  d u dv  =  ^  j  du \ vdv =

1du =  — 
i 6

2

I
1 ^ у т б  к о о р д и и а т а л а р и .  x  ва у  декарт координаталари

х =  rcos<p, 
у =  rsincp

ф орм улалар  ёр дам и да  кутб координаталари  г ва ф билан ал- 
м аш ннадиган хусусий *олни царайм из, бу ам алий татбицлар
учун мухимдир.

г  ва ф узгарувчилар  буйича хусусий ^осилаларни топам из.
дх ____  дх



44- шакл.
бундан

|созф  — rsin ф 
| sin ф rcos ф 

(4.5) формула ^уйидагн куринишни олади:

/  (х, у) dxdy =  j \  f  (''cosф, r s in ф) rdrd<p. (4.7)
ZT

rdrdy ифода цутб координаталаридаги юз элементы дейилади. 
(4.7) формула купинча D соз^а маркази координаталар бошн-
да булган

х2 +  у2 <  а2
допродан_иборат булганда кулланилади (4 4 -ш аклда чапда). 
Бу з^олда D соз^а ^уйидаги

О <  г <  а,
О < ф  <  2 л

тенгсизликлар билан ани^ланади. (4.7) икки улчовли интеграл
ни .^нсоблаш г ва ф узгарувчилар буйича икки улчовли инте- 
грални хнсоблашга келтирилади (4 4 -ш аклда унгда).

К,утб координаталар системасида цутбнинг жойлашишига 
богли^ з^олда интеграллаш чегараларини жойлаштирнш цои- 
дасинн курсатамиз.

а) О цутб ф =  а  ва ф =  р нурлар орасида жойлашган D со- 
^ада ётмасин, бунда ф =  const координата чизицлари чегарани 
иккита нуцтада кесиб ^тсин (4 5 -ш акл).

f

=  rcos* ф 4- rsin* ф =  г.

= Г(<р)

45- шакл. 46- шакл.
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ARB  ва AQB  эгри чизицлар- 
нинг цутб тенгламалари мос ра
вишда г — г 1 (ф )ва г =  г2(ф) бул-

Ror*Tf ЛГ*»”  Ь и т р г п я  т  п я т  rn.-rQ
си учун икки улчовли интеграл- 
ни хисоблаш формуласи куйида-
ги курннишни олади:

Ъ
CJ /  (г cos ф, г sin ф) rdrd ф =

47- шакл. =  J dq> j' /  (г cos ф, г sin ф) г dr. (4.8)
а  г, (<р)

б) О цутб D интеграллаш  со.^аси ичида ётсин ва ф =  const 
координата чизицлари чегарани битта нуктада кссиб утсин. 
Чегаранинг кутб тенгламаси г = г ( ц )  булсин (4 6 -ш акл). Бе- 
рнлган интеграллаш со^аси учун икки улчовли интегрални ^и- 
соблаш формуласи куйидаги курннишни олади:

2л г (<р)
If f ( r совф, г sin ф) rdrdy — \ dq> \ /  (г cos ф, г sin ф) г dr. (4.9)

в) О кутб D интеграллаш  со^асининг чегарасига тегишли 
булсин, бунда D со^а ф =  а  ва ф =  р нурлар орасида ётсин 
(47 -ш акл). Чегаранинг кутб тенгламаси г =  г(ф) булсин. Бе
рилган интеграллаш со^аси учун икки улчовли интегрални .хи
соблаш формуласи куйидаги куринишни олади:

Чицарнлган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, таш^и интегралнн хисоблаш узгарувчиси эса ф.

2- м и с о л. Устки ярим сфера г =  \  4 — х г— уг, г =  0 текислик 
ва д:* +  У2 — 2 у  — 0 доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 
хажмини хисобланг.

Е ч и ш. Х,ажмини хисоблаш керак булган жисмни ва бу жисм 
проекцияланадиган интеграллаш со^асини тасвнрлаймиз (48-шакл).

Z '

48- шакл.



11зланаётган хажм: V =  2 f f V 4 — х2 — у2 dx dy. Бу интегрални,
b <

v да г cos (р билан, у  ни г sin ф билан, dxdy ни rdrd ф билан алмаш- 
тирнб, (4.7) формула буйича кутб координаталарида ёзамиз:

V - 2 M  V 4 — г* гйгй$.

Интеграллаш сс^аси чегарасининг х2 +  у2 — 2 у  =  0 тенгламаси
кутб координаталар системасида г =  2 sin ф курипишьи олади. 1\утб

=  0 ва ф =  у  нурлари орасида жойлашган интеграллаш со^аси-

нинг чегарасида жойлашганини пай^аган холда иитегралга (4.10) 
формулани ^уллаб ^исоблаймиз:

Я/2 2 sin ф я /2  2 sin q> J_

У =  2 I d ф Г Y J H } * r d r  =  —  2 * j  ^Ф f  (4 — г2) ~d(4 —
0 0 0 0

я
2Г» О 2 I ̂  s*n Ф О (* ^ л ^

— г2) =  —  - ( 4  — г2) dq> =  — — \ [(4 — 4 sin2ф) — 4 ]d<p=
J 3 10 3 J 
о о

я /2 y  y  *
=  —  "з" j  4 1(1—  яп*ф) —  l]d<p =  —  —  -8 j (с05*ф — 1)<*ф =

о 0
я/2 я/2 я/2

= — | | cos* ф cos ф d ф — j d фj = -----з" [ | (1— sin* ф) d (sin ф)—
о 0 0

_ ф|Г] “ —F [sin 41 -  i sin’ф- ф]1 —тО -т-т)-
_ J6 / _2 _  лЛ _  J6 /_ я ___2 \ 

3________________________ \ 3 2 j 3 \  2 3 ) '

Шундай цилиб, изланаётган хажм: V =  - у  [ — —) (куб. бирлик).

3 -м и с о л . Ушбу

(х* +  у2)3 =  х* +  у*
чизиц билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Е ч и ш . Чизик, тенгламасида х  
ни rc o s ф билан, у  ни г э ш ф  билан 
алмаштириб, цутб координаталарида 
ёзамиз:

г =  у  1/^3 +  cos 4 ф .
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Шу чизик билан чегаралаиган сохани тасвирлаймиз (49-шакл). Бу 
соханииг симмегрнклиги хамда (1.1) формулага биноаи изланаётган
юз бундай ифодаланади:

5  =  8 f J dx dy.

}\утб координаталлрида dxdy =  rdrdy, шу сабабли:
1  _______я/4 7-K3 +  COJ4*

S  — 8 Cj rdrd ф =  8 | d ф J' rdr =
D о о

I _______  —
7  rt I 2 »'3 + COS 4 Ф *

=  8 j  y |  d 4  = 4  f  1 ( 3  +  со54ф)</ф =
o' 0 0

П
T  i

=  j  (3 +  cos4ф)d ф =  ^3Ф +  sin4ф 4 = ~ я .

Шундай килиб, изланаётган юз 5  =  —  (кв. бирлик).
4

5-§. Уч улчэзли интегралда узгарувчиларни алмаигирил

Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаш тириш  .\ам 
икки улчовлн интегралдагидек ам алга оширилади. f ( x , y , z )  
функция фазонинг бирор чегаралаиган ёпиц ы со^асида узлук
сиз булсин. Бундай функция учун уч улчовли

f И  /(х , у, г) dx dy dz  (5.1)
fa)

интеграл мавжуд. Ушбу
x =  x(u, v, w), у  =  у(и,  v, ш), г =  z(u, v, ш) (5.2)

формулалар ёрдамида интегралда янги й, v, w узгарувчилар- 
га утамиз. (5.2) ф ормулалардан и, v, w ларни ягона усул би
лан  аницлаш мумкин булсин:

и — и (х, у, z), v =  р(х, у, г), w =  w(x,  у  z). (5.3)
(5.3) формулалар ёрдамида w со.\анинг ?^ар бир Р (х,у,г)  

нуцтасига координаталарнинг O tu vw  системасидан бирор 
P ( u , v , w )  нуцта мос цуйилади. Хамма P ( u , v , w )  нуцталарнннг 
тупламн фазонинг чегаралаиган ёпнц о  со^асини таш кил ци- 
ладн. (5.2) формулалар координаталарни алмаштириш форму- 
лалари, (5.3) формулалар эса тескари алмаштириш форму- 
лалари  дейилади. Шу ф аразларда исботлаш мумкинки, агар
(5.2) функцнялар ш сохада биринчи тартибли узлуксиз хусу- 
сий ^осилаларга эга булса ва бу сохада детерминант
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=  Jf(■/(*(“. V, !/(“. У. “О, г(и, W, w)) \l\dudvdw.  (5.5)

I детерм инант x = x ( u . v . w ) ,  y  — y ( u , v , w ) ,  z = z ( u , v , w )  
ф ункцняларнинг и, v, w узгарувчилар буйича функционал де
терминанты ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик координаталар. Оху г  координаталар систе- 
м асида М нуцтани цараймиз. Р нуцта М нинг Оху текисликда- 
ги проекиияси булсин. М нуцтанинг фазодаги ^олатинн Р нуц- 
танинг цутб кобрдинаталаринн Оху текисликда бериш ва А1 
нуцтанинг 2 аппликатаснни бериш билан аницлаш мумкин. Бу 
г, ф ва г  сонлар (учта сон) М ну^танинг цилиндрик координа- 
талары дейилади. 50- ш аклдан нуцтанннг цилиндрик коорднна- 
таларн унинг декарт координаталари билан куйидаги муно- 
сабатл ар  билан боглангани куринадн:

бунда г > 0 ,  0 < « р < 2 л ,  — о о < г < о о .  г, <р, г буйича хусусий 
хосилаларни топамиз:

(5.6)

z
бундан:

costp — г sin<p 0
sin ф г е о э ф  0  — г.

0 0 1
М

(5.5) формула цуйидаги курннишни
олади:

f  f \ f(x, у, z) dx dy dz =  (5.7)

50- шакл.



1-м и с о л . Уч улчовли 

H I  (** +  Уг) dx dy dz
СО

интегрални .\исобланг, бунда to 
со.\а г =  хг 4- уг параболоид ва 
г — 1 текислик би-тан чегараланган.

Е ч и ш.  ш интеграллаш со- 
хаси ва унинг Оху текисликдаги 
D проекциясини ясаймиз (51- 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди- 
наталарга утамиз: интеграл ости
даги f(x,  у, г) =  х2 +  уг функция 
/  (г cos ф, г sin ф, г )= г 2 куринишнн 
олади, (о со\а чегарасининг г=х*+  
+ у г ва 2=1 тенгламалари бундай 
ёзилади: г =  г2 ва г =  i , D со/,а 
чегарасининг хг +  уг — 1 тенгла
маси г =  1 булади. Шундай ки- 
либ, уч улчовли интегрални ци
линдрик координаталарда ёзиш 
ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

j j j  (x* +  y*)dxdy dz =
О)

л л <% * л * i 2л 1 11
=  j J J  r*rd rd (fd z=  f  ^ ф  f  dr \r*dz= \ d<? f ( r 3 z ) l  dr =

ш 0 0 r* 0 0 ' '

-  f  rf Ф j' Г» (1 -  r=) dr _  f  )| rf <p =
0 0 0 

in  2я

J \  4 6 ) T  12 ,1 12 6
o 0

2. Сферик координаталар. Oxyz координаталар системасида
Af ну^тани цараймнз. Af нуцтаиинг фазодагн .^олатн унинг коор
динаталар бошигача булган масофаси (Af ну^та радиус-век- 
торн узунлигн), радиус-вектор билан Oz орасидаги 0 бур- 
чак хам да ну^та радиус-векторининг Оху уц^а проекцияси би
лан Ох орасидаги ср бурчак ор^алн ани^ланади. Бу учта г, ф, 0 
сон AI нуцтанинг сферик координаталари дейилади. 52- ш акл- 
дан Af нуктанинг сферик координаталари унинг х, у, г  декарт 
координаталари билан цуйидагн муносабатлар орцали боглан- 
ганлиги куриниб турибди:

х  =  г sin Особф,

2 я
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у  =  г sin 0 sin ф, 
г — г cos О,

бунда г > 0 ,  0 <  Ф <  2 л, 0 <; 0 < л .
Алмаштириш якобиани

I =  г2 sin 0
эканини хисоблаш мумкин, шу са
бабли (5.5) формула куйидаги кури- 
нишни опади:

Ш  f ( x ’ у ' г) dxdydz  =  53- шакл.
<!)

r= HJ / (гsin 0cosq\ rsinO sinf, г cosQ)г2s'mQdrdydf ) . (6 -8)

2 - м и  с о л .  Радиуси R га тенг шар ^ажмини >>исобланг.
Е ч и ш .  (2.1) формулага биноан ва изланаётган >;ажми V 

га тенг жиемнинг симметриклиги туфайли ^аж м цуйндаги фор
мула буйича ^исобланади:

г2 sin 0 dr d ф d 0,
• ® й 

бунда V — шар хажмининг саккиздан бир цисми (53- шакл):
О <  г <  R,

° <  Ф <  ^  .

О < 0 < -  .

Демак,
Я
2

_я
2

V =  8 [ d ф j  d 0 f г2 sin 0 dr =
О О О

л_ _я
*/2 */2 В „ 2

=  8 j  4ф   ̂ s in 0 - -^ - | dQ =  — \ d ф  ̂ sin 0 0 =

_8
з

о о
Я/2

О о
Я/2

R3 | cos 0 j d ф =  — R3 f  (cos — cos 0 j rf ф =

я
2 4

. M

Шундай цилиб, радиуси R га тенг шар хажми
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w
4

V =  — л R3 (куб бирлнк)«3
дан иборат.

У з-У з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л - а о

I. уЛЧОБЛП ННТСГраЛДа уЗГаруБЧИ <\£НДам алмаш! ирилади? Ал.Ч<
тириш якобиани нима?

2. Икки Улчовли интеграл цутб координаталарида кандай нфодалана.

3. К,утб координаталарида икки Улчовли интеграл икки каррали интеграл 
ёрдамида кандай ^исобланади?

4. Уч Улчовли интегралда Узгарувчилар кандай алмаштирилади? Алмаш- 
тнриш якобиани нима?

5. Уч улчовлн интеграл цилиндрик координаталарга кандай алмаштирила
ди? Декарт координаталарнни цилиндрик координаталарга алмаштириш яко
биани нимага тенг?

6. Уч Улчовли интеграл сферик координаталарга кандай алмаштирилади? 
Декарт координаталари сферик координаталарга кандай алмаштирилади? 
Декарт коордниаталарини сферик координаталарга алмаштириш якобиани 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3547—3558- масалаларни ечинг.

мага тенг?



t t - б п б

ЭГРИ Ч И З И К Л И  И Н ТЕГРА Л Л А Р ЬА СИРТ 
И Н ТЕГРА Л Л А РИ

1-§. Эгри чизи^ли интегралларга олиб келадиган масалалар

И нтеграллаш  со^аси бирор эгри чнзиц кесмасн булган ^ол 
учун аниц интеграл тушунчасинн умумлаштирамнз. Бу турдаги 
интеграллар эгри чизицли интеграллар дейилади. Улар мате- 
матиканинг турли булимларида 1$ллан илади . Эгри чизицли 
ннтегралларнинг икки тури фарц цилинади: биринчи турдаги 
ва иккинчи турдаги эгри чини^ли интеграллар. Бу тушунчалар- 
га келтирувчи масалаларни ^араб  чи^амиз.

1. Эгри чизи^нинг массасини ^исоблаш ^а^идаги масала. Фараз 
килайлик, бирор АВ  ясси эгри чизивда масса узлуксиз тацсимланган 
булсин. Агар эгри чизи^нинг хар бир М  ну^тасидаги р зичлиги маъ- 
лум булса, яъни р =  р (/VI) булса (бунда р =  р (М) — М. нуктанинг 
берилган узлуксиз функцияси), АВ  эгри чизи^нинг т массасини топа- 
миз. Бунинг учун АВ  эгри чизицни Л „ Л „ . . .  , /!/_[, Л,-, . . . .  Ля_, 
нукталар билан л та ёйга (цисмга) ажратамнз (54- шакл). АВ  эгри 
чизи^ни булиш натижасида хосил булган ей узунлигининг энг кат- 
тасини d билан белгилаймиз ва булиниш диаметри деб атаимиз.^ Агар 
диаметр 0 булса, у >рлда ёй’ларга булиш сони п-+ оо  булади.
а '^~А1 ёйларнинг х;ар бприда ихтиёрий равишда биттадан М ( (х{, 
нуцта танлаб оламиз ва унда эгри чизицнинг зичлигини хисоблаймиз:

Аггр эгри чизикнинг хгр бир к.исмидаги ха\:ма нукталарда зичлиги 
узгармас ва унинг /И,- ну^тадаги цийматига тенг булади деб фараз
килинса, у холда хар бир ёйнинг 
т ; массаси та^рибан куйидагига у

р(. =  р(.М.) =  р(дг(-, у ^

бунда Д /,• катталнк Ai_ xAi ёйнинг 
узунлиги. Х,амма ёйларнинг масса- 
ларини цушнб, А В  эгри чизиц т 
массасининг такрибий кийматини 
хосил циламиз:

тенг булади:

54- шакл.
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п п

т «  V  р (М.) Д /. =  2  Р (х1< Уд Л h- ( 1 .1)

Эгпи чи?и* канчз.’пп; кячикроц булакларга ажратилса, бу тенглик 
шунчалик аниц булади. Моддий эгри чизик,нинг массаси булиниш 
диаметри d нолга интилганда (1.1) тенглик унт цисмининг лимнтига 
тенг булади, яъни

Шундай цилиб, эгри чизи^нинг массасини .^исоблаш масаласи (1.2) 
лимит ни .^исоблаш масаласига олиб келинди.

2. Кучнинг эгри чизи^ буйлаб бажарган иши ^а^идаги масала.
Фараз цилайлик, М  моддий ну^та АВ  ясси эгри чизи^ буйлаб .^аракат- 
лангаида координата у^ларида узининг Р  вз Q проекциялари билан
берилган F =  F (х, у) куч таъсирида, яъни ________  \

куч таъсирида А  .ухлатдан В  холатга утган булсин. F  кучнинг АВ  
кучиришда бажарган W ишини топамиз. АВ  эгри чизицни А, А и
Аг........... At_ x, Ai% . . .  , Л„_,, В  нукталар билан яна п та цисмга
(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини d билан белгилаймиз 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. >^ар ^айси цисмда (ёйда) их-
тиёрий Af,- (*,-, у{) нуктани танлаймиз ва унда Fi =  (Я,-, Q,} кучнинг 
^ийматини топамиз, бунда '

Куч ёйнинг нукталарида узгармас сацлзнади вз унинг таъсирида 
нуцта ёй буйича эмас, балки бу ёйнинг взтарн Д S, =  Д, =  {А*;, 
Д у,} буйлаб кучади деб фараз ^иламиз. X, ip бир ёйдаги ишнинг тац-

рибий циймати куч вектори Fi ва кучищ вектор ! Д S i нинг скаляр 
купайтмасига тенг (55-шакл):

)\осил цилинган цисм ишларни жамлаб АВ эгри чизик буйлаб F куч 
бажарган тули^ ишнинг такфибий к,ийматини з^осил циламиз:

F = F  (х, у) =  Р(х, y ) l+ Q ( x ,  у) 7 (13)

#
Fi =  Fi(xi. Уд< Pi -  P(*i. yt), Qi =  Q(*i, yd-

w i =  Fr A 5,- =  P (х^, y() Д X; +Q (Xj, //,) Д yr

П
W «  v  [P(xi, y l) A x i + Q  (a-,-, i/x) Д//,]. (1.4)
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55- шакл.

Моддий нуцтани АВ эгри чизиц буйлаб кучиришда F куч бажарган 
иш учун d булиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йигиндининг 
лимитини кабул циламиз, яъни

W =  lim У  [P(xit у{) Дх,- +  Q (х,-, г/,-) Дy t\. 
d- ° f c i

(1.5)

Бу ерда ^ам кучнинг бажарган ишини ^исоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келди.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг унг цисмлари 
АВ  эгри чизиц буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли 
интеграллар эканини курамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизицли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда хар бир нуцтаси- 
да f(x, у) функция берилган бирор АВ си л ли к, эгри чизицни цараб чик;а- 
миз. Бу эгри чизицни А, А{, А2, . . .  , At_ x, Л ,-,. . . ,  Ап_ ,, В нуцталар 
билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 
M[(xt, ~у() нуцта танлаб оламиз. Бу нуцгаларда берилган/(х, у) 
функциянннг цийматларнни >;исоблаймиз ва цуйидаги йикиндини ту
замиз:

\ ; / ( м , ) д / , . =  (2 D
f=i __ „ /= i

бунда Д/,- катталнк Л,-_,Л,- ёйнинг узунлиги (56-шакл). (2.1) куриниш- 
даги йи.-индилар f(x, у) функция учун АВ ясси эгри чизиц буйлаб 
олннган биринчи тур интеграл йигиндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Булиниш цисмларининг энг катта Д// узунлиги 
(уни d диаметр деб атаймиз) нолга интилган ш артда (2.1) 
интеграл йириндининг лимити биринчи тур эгри чизицли интег
рал дейилади (ёкн ёй узунлиги буйича эгри чизицли интеграл 
дейилади) ва

f /(* . У) dl
А В

121





каби белгиланади. Шундай цилиб,

f f(x,  у) d l «  lim У /(•*,. у{) А/-, (2.2)
Лв а-°  13

бу ерла АВ эгри чиэдни контур скн интеграллаш нули деб атай- 
миз. Агар f(x, у) функция АВ контурнинг хамма ну^таларида узлук- 
сиз бу'лса, бу лимит мавжуд булади. Биринчи тур згри чизицли ин
теграл АВ интеграллаш йулининг йуналишига боглик, булмайди, чун- 
ки Д/,- ёйнинг узунлиги Ai—X ёки Л,- нуцталардан ^айсн бири ёйнинг 
боши учун ва ^айси бнри охири учун к,абул цилинганнга богли^ 
булмайди, яъни

f  f(x, y )dl  =  f f(x, у) dl.
ЛВ &A

(2.2) ва (1.2) формулаларни таккослаб, зшглиги р (х, у) бул- 
ган модднй АВ  эгри чнзи^нинг т массаси р (х, у) зичликдан 
АВ  эгри чизи^ буйича олиигаи биринчи тур эгри чизныли ин- 
тегралга теиг, яъни

т -  \ p ( x , y ) d l  (2.3)
лв

булишини курамиз.
Агар АВ  контурнинг ^амма нуцталарида интеграл остидаги 

j (x,y)w*l  булса, у холда биринчи тур (2.2) эгри чизицли интег- 
ралнинг ^иймати сон жи^атдан АВ  эгри чнзицнинг L узун- 
лигига тенг булади, яъни

L  =  f dl. (2.4)
лв

Агар АВ  эгри чизи^нинг ^ар бир ну^тасида интеграл ости
даги функция f ( x , y ) ^ 0  булса, у ^олда (2.2) эгри чизицли ин
теграл сон жи.\атидан ясовчилари Ог уцига параллел булган 
цилиндрик снрт булагинннг S юзига тенг булади. Бу сиртнинг 
куналтнрувчисн АВ  контур булади, у юцоридан z = f ( x , y )  сирт 
бнлан, пастдан г =  0 текнслик билан чегараланган (57-ш акл). 
Шундай цилиб,

S — f 1(х, у) dl. (2.5)
лв

Ясси АВ  эгри чнзиц бунича олинган эгри чизмцли ннтегралнинг 
геометрик маъносн ана шундай нборат.

Эгри чизицли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 
Утамнз холос, чунки уларнинг исботн аниц интегралнинг мое 
хоссаларн исботига ухшашдир.

1 - х о с с а .  Узгармас купайтувчини эгри чизицли интеграл 
ишорасидан ташцарисига чн^ариш мумкнн, яъни агар k узгар- 
мас сон булса,



57- шакл. 58- шакл.

\  k f {x ,  у) dl = k [ f (x , y )dl .
А в  А В

2 - х о с с а .  Бир неча функциянннг алгебраик йнгиндисидан 
олинган эгри чизшуш интеграл цушилувчилардан олннган (нк- 
кнта цушилувчи билан чекланамиз) эгри чизицли интеграллар- 
нинг алгебраик йигиндисига тенг:

С [/(х, у) ±  Ч>(х, у)] dl— \ / ( х, у) dl ±  \ ф(х, y)dl.
АВ АВ А В

3 - х о с с а .  Агар ннтеграллаш йули АВ  бир неча цнсмга бу- 
линса, у >;олда бутун йул буйича олинган эгри чизицли инте
грал .\ар бир цисм буйича (икки цисм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизицли интеграллар йигиндисига тенг булади 
(58- шакл).

f /(х . y ) d l -  j / ( x ,  y ) d l + [ f ( x ,  y)dl.
А В  AC С В

Пировардида шуни цайд циламизки, агар АВ  фазовий эгри 
чизиц ва унда f ( x , y . z )  функция аницланган б^лса, у ^олда 
ясси эгри чизицца ухшаш ^олда бу фазовий эгри чизиц буйлаб 
биринчи тур эгри чизицли интегрални аницлаш мумкин, у 
цуйидагича белгиланади:

[ f i x ,  у, z) dl. (2.6)
АВ

2. Биринчи тур эгри чизицли интегрални ^исоблаш. 1 f (x,y)dl
л  в

эгри чизик ли интегрални ^исоблаш аниц интегрални хисоблашга кел- 
тирилади. Фараз цилайлнк, ясси силлиц АВ эгри чиаицнинг параметрик 
тенгламаси

/  X == X (/),
[У = У(0

куринишда булсин, шу билан бирга х], у\ узлуксиз ,\осилалар мав
ж уд булсин. Фараз цилайлик, t параметр а  дан Р гача узгарадиган 
булсин, шу билан бирга а  <  р. У ^олда ёйнинг дифференциали

dl =  V ^ t2~+y]i dt.



ва эгрн чизи^ли интеграл аниц интеграл сркали

j  /(х, у) dl = j  /(*(/), y(t)) Vx't2 +  y't2 dt (2 .7)
A В  a

формула буйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ силлиц эгри чи- 
ЗЩ у  = у (дг) ошкор тенглама билан берилган булса (бунда а < х ^  
< Ь),

ь _____
\ f  (*. У) dl = [ / (*, У (-О) К1 +  у'2 dx (2 .8)

ЛВ а
булади.

(2.6) фазовин эгри чизиц буйича олинган биринчи тур эгри 
чизицли интегрални .^исоблаш техникаси ясси эгри чизиц буни- 
ча олинган интегрални ^исоблаш техникасидан фарк килмай- 
ди, хусусан:

f /.(*. У, г )d l = \ f  (х(0, у (0. г (/)) Vд:,'2 +  у ,2 +  г',2 dt, (2.9) 
Лв а

бу ерда х = х(/), у = у((), z =  z(t) тенгламалар Л5 эгри чизицнинг 
параметрик тенгламаларн, шу билан бирга t параметр а  дан В гача 
Узгаради (а < Р).

1-мисол. Ушбу

f (x +  y +  z)dl 
Ав

интегрални хисобланг, бунда АВ — цуйидаги параметр ик тенгламалар 
билан берилган винт чизиц урамининг ёйи:

х — cos t, у  =  sin t, z = t, бунда 0 С / < - .
2

Ечиш. (2.9) формулага кура цуйидагиларни топамиз: 

г п/3\ (х + у  +  г) d l=   ̂ (cos / +  sin t+t) V (— sin i)2 +  (cos /)»+1» dt=  
Ав о 

= V2  ( s in j  — cos^- +  ~ j — 1̂ 2"(sin 0 — cos 0 +  0) =  

- K 2 ( |+ I + ^ )  = K 2 ( 2 + | ') .

2-мисол. Интегрални хисобланг: 

t dI'
бунда АВ I < x < 2 булганда, г/=1п х текис эгрн чизицнинг ёйи. 

Ечиш. (2.8) формуладан фойдаланиб, хосил циламиз:



2  _ 2 2

j V  d/ = j  ** ]/  1 +  ( 7 ] * ^ =  I + 1  dj: = 7  j  l A* 4 l  <*(**+

+  1) -  i  • I  (1 +  x*)3/* || =  j ( 5 3/2- 2 3/2) =  1  ( K 5 * - m

3- §. Иккинчи тур эгри чизяцли интеграл
1 . Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз цилайлик, Оху те- 

кнслнкда йуналтнрилган АВ силлиц эгри чизиц берилган бул
син, унда унинг А боши ва В охири ^амда шу эгри чизицдаги 
Р(х, у) функция курсатилган булсин. Бу эгри чизицни

А, ^ 2* • • • # Л/_j* Л ,̂ • • • » Ап_j, В
нуцталар билан А дан В га цараб йуналншда ихтиёрий узунликдаги 
п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). Х|ар бир ёйда /Vf(- (х:, //,- ) 
нуцтани таи.таб оламиз. Р(х, у) функциянннг шу нуцталардаги ций- 
матларини хисоблаймиз. >̂ ар бир ёй учун

Р (х{, у() Дх,-

купантмани хисоблаймиз, бунда Ах,- — Л,-_, Л,- ёйнинг Ох уцдагн про- 
екцияси. Ёйнинг Ох уцдаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
укидаги проекцияси тушунилади, яъни

Ах,- = Х{

бунда х,- ва х,-_,— Л,-_, At ватарнииг Л,- охири ва Л,-_, бошининг 
абсцнссалари. Х,осил цилингаи купайтмаларни цушамиз:

* П
V P (x „  yt)Axt. (3.1)
i= i

(3.1) куринишдаги йигинди Р(х,у) функция учун АВ эгри чи- 
зиц буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йигиндининг 
биринчи тур (2. 1 ) интеграл йигиндидаи фарци шундан иборат- 
ки , у  ерда функциянннг циимати булиниш цисмининг узунли- 
ги га  купайтирилади, бу ерда эса 
б у  цисмнинг Ох уцдагн проек- 
ц и яси га  купайтирилади.

Т а ъ р и ф. Энг катта були- 
ннш цисминниг узунлиги нолга 
интилганда (3.1) интеграл йигнн- 
дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизицли интеграл (ёки х коорди
ната буйича эгри чизицли интег
рал) дейилади ва бундай белги- 
ланади:
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Бу ерда АВ контур ёки интеграллаш й^ли дейилади ва А н\^- 
та шу контурнинг бошлангнч, В эса охирги нуцтаси дейилади.

(3.1) интеграл Гш р и н д и н и н г  т у з и л и ш и п я н  и к к и н ч и  т у г »  
чизиь;лн интеграл уз цийматини АВ интеграллаш нули узгай* 
ганда 1\арама-^аршиснга алмаштиришн келиб чн^ади, яъни

^ацицатаи хам, агар эгри чизицнинг йуналиши узгартирилса, у хол- 
да (3.1) йигиндидаги Ах,- проекцияларнннг ишоралари хам узгаради. 
Демак, нигиндннииг узи ва yn:iiir (3.2) лимита ишорасини узгарти- 
ради.

у координата буйича иккинчи тур эгри чизнцли интеграл 
хам шунга ухшаш ани^ланади, у бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизицли интегралларнинг йигиндиси ик
кинчи тур умумий эгри чизицли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизи^ли интеграл) дейилади ва бундай белгнла- 
нади:

Агар Р(х,у) ва Q(x, у )— F кучнииг координаталар £цидаги 
проекцияси б^лса, у ^олда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизи^ли интеграл шу кучнииг АВ йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чи^ади. Иккинчи тур эгри чизи^ли интеграл
нинг механик маъноси шундай иборат.

Иккинчи тур эгри чизи^ли интеграл биринчи тур эгри чн- 
зицли интегралнинг > а̂мма хоссаларига эга булади, бундай цу- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

(3.3)

(3.4)
АВ

J  Р(х, у) dx +  Q (х, у)Лу. (3.5)АВ

интеграл (3.3) нииг ишора- 
си Узгаради.

А
60- шакл.

Агар контурнинг охирги 
В нуцтаси бошлангнч А 
нуцтаси билан устма-уст 
тушса, АВ эгри чизиц ёпиц 
булади (60-шакл). Бу ^ол- 
да (3.5) интегралда А В 
ёпнц контур ^ар доим мус- 
бат йуналишда айланнб 
утиладн, бунда шу контур 
ичида ётувчи со^а айланиб
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утувчи ну^тага нисбатан чап томонда ^олади дсб ^нсоблай- 
мкз. Контурнн айланиб утишнинг ^арама-царшн йуналишинн 
манфий йуналши деб атаймиз.

Эгри чизицли интегрални L ёпи^ контур буйича белгилаш
учун

г  У) «м. -г Q {*, dy i  f j t

белгндан фойдаланилади.
Пировардида, агар А В — фазовий эгри чизи^ ва унда 

Р(х, у, г), Q(x, у. z), R (х, у, г) функциялар анн^ланган б^лса, 
ясси  эгри чизиц ^олига ухшаш бу фазовий эгри чизи^ буйича 
оли н ган  иккинчи тур эгри чизи^ли интегрални ани^лаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланади:

( Р (х, у , г) dx +  Q (х, у, г) dy +  R (х, у, г) dz. (3 7)
А В

2. Иккинчи тур эгри чизи^ли интегрални ^исоблаш. Иккилчи 
тур эгри чизицли интегрални \исоблаш хам анин; интегрални хисоб- 
лашга келтирилади.

Фараз цилайльк, АВ силлиц ясси эгри чизик;
(х  =  х(0,
{ У  =  У (0

параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда t параметр- 
нинг а  дан (J гача узгаришига эгри чизиц буйлаб бошлангнч А нуц- 
тадан охирги В нуцтага цараб харакат мос келади. Бу ер да а миц- 
дор р дан кичик булнши шарт эмас. У \олда f Р(х, y)dx эгрч чизи -̂

А Ъ

ли интеграл

f Р (х, у) dx =  \p  WO, IJ (t))x'(0 dl (3.8)
А В  а

формула буйича аниц интеграл билан ифодаланади. \Q(x,y)dy ин-
лв

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил циламиз. 
Шундай цилиб, иккинчи туф умумнй эгри чизицли Интеграл ^уйида- 
ги формулага кура ани^ интеграл билан ифодаланади:

I' Р(х, у) dx+Q (х, у) dy= \ [Р (.</), y(t))x'(t) +
АВ а

(3.9)+  Q(x(0. y{t))y'{t)\dt.
Агар ясси эгри чизиц ушбу

у =  у(х), а ^ х ^ Ь  
ошкор тенглама билан берилган булса, у ^олда (3.9) тенглик

[ Р (х, у) dx+Q (х, у) dy= \ [Р (х, у (х)) +  Q (х, у (х)) у\х)\ dx (3.10)
А В
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куринишни олади, бу ерда а ва b катталиклар АВ ёнининг А ва Q 
учларининг абсцнссалари. Иккинчи тур эгри чизщли интеградД
(3.7) эгри чизиц буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизик буйича 
интегрални ^исоблаш техиикасидан фарц цилмайди:

f Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy+ R (х, у, z) dz =  \ [P(x(t), y(t), z(t))x’(t)-f 

+  Q(* (0. У (0. 2 (0) у' (0 + P (x  (0, у  (0? г (/)) г' (О) dt, (3.11)

бу ерда х — х (/), у — у (I), г=г(/) — АВ эгри чизикнииг параметрик 
тенгламалари, t параметр а  дгн Р гача у зга ради, бу эса эгри чизик 
буйича А нуцтадан В нуцтагача йуналишга мос келади.

1-мисол. Интегрални .^исобланг:

[ (х +  у) dx +  (х — z)dy +  (у +  г) dz, |
лв

бу ерда АВ — тутри чизикнииг А { — 1; 2; 0) нуцтадан В(3; 1; 2) 
нуцтагача ораликдаги кесмаси.

Ечиш. Аввал икки А ва В нуцта срцали утувчи т$трн чизШС 
тенгламасшш тузамиз:

*  +  1 _  у  —  2 _  _ г_
4 —1 2

Бу эгри чизицнинг параметрик тенгламаси куйидаги курннишга эга 
булишн равшан:

x =  4 t— 1, у =  —t +  2, 2 =  2/.

Бунда А нуцта параметрнинг / = 0 цнйматига мос келади, В нуцта 
эса параметрнинг / = 1 цийматига мос келади. Шундан сунг х' (/) = 
= 4, y'(f) = — 1, г'(/) = 2 ларга эга буламиз. (3.1) формула дан фой- 
даланиб, цуйидагини топамиз:

f(x +  y)dx +  (x — z)dy +  (y +  z)dz=  Г [(4/—1 —t +  2)4 +
Л В  (j

I
+  (4/ — 1 — 2/Х — 1) +  ( —t +  2 +  2t) 2 ]d t=  f[(3/ +  1 ) 4 -

l
= 6+ 9 -  15.

о

01
— (2 / -  1) +  (/ +  2) 2] dt =  j  (12/ +  9) dt = (6/2 +  9/) 

2-мисол. Интегрални ^исобланг:

f xy% dx +  x*y dy,
ЛВ

бунда AB— y =  x1 параболатнг Л(1; 1) нуцтасидан В (2, 4) нуцта- 
сигача булган ёйидир.

Ечиш. х ни параметр учун цабул цилиб, (3.10) формулага кура 
цуйидагини ^осил циламиз:



2 2 

\ x if dx +  xhj dy = \(xx* +  x'- x*2x)dx = 3 ( xidx = 
i iAB

3- s i h c o л. Ёпик контур буйича олинган кунидаги эгрн чизикли
интегрални .хисобланг:

f  (х2 + у2) dy,

бунда L — учлари /1(0:0), 5(2 ; 0), С (2; 4), D(0; 4) нуцталарда жой- 
лашган (нукталар айланиб утиш тартибита жойлаштирилган) туртбур- 
чакнинг контури.

Ечиш. L контурни айланиб утиш йуналиши 1шклда курсатилган
(61- шакл).

Интеграллаш контури L ни турт кием га булиб, куйидагини хо
сил киламиз:

f (хг +  у1) dy =  f  (X s + у2) dy +  f (хг 4- y-)dy +  f  (X2 +  y2)dy 
Лв вс CD

+  \ (x* +  y2)dy.
LA

Хосил булган ифоданинг унг томонидаги .хар бир интегрални хисоб- 
лаб чи^амиз: j (дг +  У2) dy = 0, чунки АВ контурда у= 0  ва dy= 0.

А В
ВС контурнинг тенгламаси х =  2 булади, у параметр 0 дан 4 гача 
узгаради, шунинг учун куйидагини хосил киламиз:

■ 4 1
I (х* + У2) d y=  | (4 +  y2)dy = (4у +  - j  у*)

вс о
I (.Vs + y2)dy = 0, чунки CD контурда у — 4 ва dy = 0. DA контур-
co
нинг тенгламаси х = 0 булади, у параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шунинг учун куйидагини .укнл циламиз:

о
) V  + y ' ) d y  =  j ‘ (0  +  i f  Yly =  ±  у* |4 =  —

UA 4

Шундай цилиб, натижада куйидагини хосил киламиз:

f ( j* = £ .=  16. i  ■> j

Пнровардида, бнринчн ва иккинчи тур эгрн чизикли инте
граллар орасидаги богланишни курамиз.

АВ эгри чизиц^а М (х, у ) нуцтада ^тказилган йуналтирил- 
ган уринманинг координата учлари билан ,%осил цилган бур-
9-2640
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61- шакл.

X X+jbX
62- шакл.

чакларни а  ва Э ор^алн белгилаймиз (уринманинг мусбат 
йуналиши учун нуцтанинг А дан В га цараб эгри чизиц бун-
лаб харакат нуналншннн кабул цнламнз) (62 -шакл).

Шаклдан
ах — cos a dl, dy = cos Р dl

муносабатнн хосил киламш. Иккинчи тур эгри чизик л и интеграллар- ' 
да dx ва dy ни олинган ыуносабатлар билан алмаштириб, уларни л 
биринчи тур эгри чизнкли интегралларга [алмаштирамиз:

 ̂ Р(х, y)dx— \ Р{х, i/)cos a  dl, i Q(x, ;/)dy = f Q(x, y) ccs p dl,
А В А В ЛИ A IS

f P(x, y)dx + Q (x, y)dy -  f (P(x, y)cos а  + Q(x, y)cos p)dl. (3.12)
АВ AB

Шундай килиб, бнз биринчи ва и к к и н ч и  тур эгри чизнкли 
интеграллар орасидагн богланишнн ифодаловчи формулаларни 
.\осил цилднк.

АВ фазовий эгри чизи^ булган >̂ол учун ^ам шунга ухшаш 
формула уринли булади:

i Р (х, у, z)dx + Q (.г, у, г) dy +  R (х, у, z)dz = \ [Р (х, у, г) cos а  +
АВ ' ЛИ

+ 0(Х, у, z) cos р -Ь R(x, у, z) cos y\dl, (3.13)
бу ерда а, р, у — АВ эгри чизи^а утказилган йуналтирилган урин
манинг координата укларн билан ташкил этган бурчаклари.

У з-у з и н  и т с к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Эгри чизн^нинг масс ас и цандай аннкланади?
2. Нуцтанинг куч таъснрида эгри чизиц буйлаб .\аракатлаиишнда бажа- 

риладиган нш цандан аннкланади?
3. Берилгаи чизиц буйича биринчи тур эгри чизицли интеграл деб пнмага 

айтилади?
4. Биринчи тур эгри чизицли интегралнинг хоссаларини санаб утинг.
5. Интеграллаш контури йуналншн биринчи тур  эгри чнзицли интеграл* 

нинг катталнгига таъспр циладнми, тушунтнринг.
6. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрнк куринишда берилган

булса, биринчи тур эгри чнзицлн интеграл ^андай .\нсобланадн? Формулани 
келтиринг.
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7. Агар ннтеграллаш контури тенгламаси у= у  (.г) ёкн х = х (у) куринишда 
спикер берилган булса, биринчи тур эгри чизицли интеграл цандай уюоОла- 
нади? Мисоллар келтнрннг.

8 Эгри чязиц буйлаб олинган нккннчн тур эгри чнзнцли интеграл деб 
нимага айтилади?

9 Ннтеграллаш контурц йуналиши иккинчи тур эгри 4ii3sis*isi ннтеграл: 
нинг катталнгига цандай таъснр курсатадн?

10. Ннтеграллаш контури ёпнц булган .\олда айланиб утишнинг мусбат 
п\налиши кандай белгиланадн?

11. Агар ннтеграллаш контури тенгламасн параметрик куринишда берил- 
ган булса, нккннчн тур эгри чизнцлн интеграл цандай .\нсобланадн? Форму- 
j  1СИНИ келтнрннг.

12. Агар ннтеграллаш контури тенгламаси у= у  (х) ёки х=х (у) куринишда 
ошкор берилган булса, нккннчн тур эгри чнзи^ли интеграл цандай ^исоблана- 
ди? Мисоллар келтнрннг.

13. Биринчи ва иккинчи тур эгри чнзицли ннтеграллар узаро цандай 6 o f -
ланган?

14. 3770 —3799, 3806—3821, 3869-3875- масалаларнн ечннг.

Бу параграфда ёгжц контур буйича олинган нккннчн тур эг- 
;ч1 чизицли интеграл \амда шу контур билан чегаралаиган со.^а 
буйича олннган икки улчовли интеграл орасидагн богланишнн 
курамнз.

Т е о р е м а .  Агар Р(х,у) ва Q(x,y) функциялар D сохада 
■ларининг биринчи тартибли хусусий %ocu.ia.iapu билан уз

луксиз булса, у \олда

формула уринли булади, бу ерда L — D соланине чегараси (L) 
буйича ннтеграллаш мусбат йуналишда амалга оширнладн).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б от и. Фараз кнлайлнк, L контур билан чегаралаиган 
D со\а мунтазам булсин (10-боб, 3 -§ ). Бу соха цуйндан AM В 
>грн чизиц билан (унинг тенгламаси у=у\ (.*)) юцорндан AN В 
эгри чизиц билан чегаралаиган (унинг тенгламаси у = у 2(х)) 
булсин, шу билан бирга У\(х)^у2(х) ва a< .v< 6  (63-шакл). 
Бундай D сокани цуйидаги тенгензликлар системаси курнни- 
шнда нфодалаш мумкин:

Иккала АМВ ва AN В эгри чнзнклар биргаликда A MBS А ёпиц 
контурни ташкил этади.

Аввзл dxdy икки улчовлн интегрални цараб чикамиз ва

уни эгри чизикли интегралга алмаштарамиз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл куринишида ифодалаймиз:

4-§. Грин формуласи

\ Р (■*. У) dx + Q (х, у) dy — \ j* dx dy

/)



1

~ « 7 7 ) »  I
V -  v  /Ml \  J  Y  Y  f u \

/4

b I//X)

JIf
V,{x)

64- шакл. 

v,(x) b
dx =  \ lP(x, y£x)) —

WiU)

—P[x, «/j(x))]</x =  j P{x, yt (x)) dx — | P(x, y t(x))dx. (4.2)
a ? a

(4.2) нинг унг цисмида турган интегралларнинг хар бири иккиичи 
тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгрн чизик буйича 
о; инган:

ь
| (Я(л, y2(x))dx =  f P(x,y )d x = — \ Р(х, y)dx.

AN В ВХА

\Р(Х, */,(x))dx= \ Р(х, у) dx
AM В

Шундай (\и.гиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:

^ j - d x d y =  — H  Р (х, у) dx+  j Р (х, у) dx J = — f  Pt(x, y)dx,
i S  ' ЙЛ'Д AMB BN AM В

J  ̂ (~-dxdy =  — (j P(x, y)dx.
яъни

(4.3)

Ушбу
• L

- $ ) « ( * .  »)<!» <4.4,
D  L

формула >̂ ам худди шунга ухшаш исботланади. Бу ерда L кон
тур билан чегараланган D со\а (64-шакл) цуйидаги тенгсиз
ликлар системалари билан ифодаланади:

[ с < у < d,
U i  (< / )<  х <  х 5 (у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тенглнкни .\адма-хад айириб, изланаёт- 
ган (4.1) формуланн ,\осил циламиз.

Грин формуласини нсботлашда биз D со^ани мунтазам деб 
фараз цилган эдик. Бу формула чекли сондагн мунтазам со^а-
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ларга ажратиш мумкин булган *ар цандай ёпиц D со.\а учун 
хам уринли булиб цолади.

Ми со л . Грин формуласи ёрдамида цуйидаги эгри чизицли 
интегрални ^исобланг:

j  ( x - y ) d x  | (х ! у)ay,

бунда L — je* +  у1 = R- аила надир.
Ечи ш. Р(х, у) = х —у, Q(x, у) = х + у  функциялар ва уларнинг

'HL = — 1 , — = 1 хусусий хосилалари буту текисликда узлуксиз,
,):/ дх
демак, хг +  у2 < R- ёпиц доирада хам узлуксиздир. Бинобарин, ис- 
Гютлангаи теоремага кур:» Грнн формуласи берилган интегралда кул- 
ланилиши мумкин. Шунинг учун цуйидагига эга буламиз:

= 2 j \ dxdy = 2-5  = 2л/?2,
I)

чуики \ \ dxdy — S, бунда 5  — интеграллаш сохасининг юзи. Бнзнинг
п

холла бу доиранинг юзидир: 5  = л/?-.
Олинган натижани берилган интегрални бевосита ^исоблаш 

билан текширнш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш контуринн) параметрнк курннншда ёзамнз:

x — Rcost, у — R sin /,
бунда 0 < / <  2 я.

(3.9) формула буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймиз:
2Л

|’(дс — y)dx +  (x +  y)d y=  \ \(R cos t — R sin 0  ( — Rs'int) +
1  о

2Я
+ (Rcost +  R s'm t) R cos, t]dt = R*\ (—cos t sin t + sin2/ -j-

o
2Л

-f cos2 / +  sin t cos t)dt = R?\ dt =  2 л Ri .
о

5- §. Биринчи тур сирт иитеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт интеграли деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олдин о сиртнинг юзини >;исоблаш ха^идаги маса- 
лани .\ал циламиз.

Фараз цилайлик, а сирт г = г(х, у) тенглама билан берилган 
булсин, унинг Оху текисликдаги проекнияси аху соха булади. Бу со- 
•\ада г = г(х, у) функция узлуксиз ва г'х(х, у), гу(х, у) узлуксиз ху-
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65- шакл. 66- шакл.

сусий х;осилаларга эга булсин. Сиртминг юзини ани^лаш учун оху 
сохани ихтиёрий AS(-, i — 1, п юзли п та цисмга буламиз.

Сиртнннг Оху текисликдаги проекцияси А S,- бу лган ^исмжм Лет,- 
билан белгилаймиз (65- шакл). Шундан цнлиб, а снрт хам п та бу- 
лакка булинган булади. Хар бир AS, цисмда биттадан ихтиёрий 
(*/, у,-) нуцта танлаб оламиз, ст сиртда унга /ИДх,. г,-) нукта мое 
келади, бунда г,- = г(х,, yf). .И,- нуцта оркали снртга уринма текис- 
лик утказамиз (7- бобдагн (9.4) формула) (66- шакл):

бунда х, у, г — текислик исталган нуктасинннг координаталари,
xi • У{ • 2i — z (xi > Hi ) — уриниш нуктасинннг координаталари,
11 i — i2x(xr  //,). zy(xi, У(), — 1} текисликка перпендикуляр вектор (шу 
текисликнинг нормал векторн). Агар нормал л,- вектор билан Ог уц 
орасидаги бурчакни у,- билан белгиласак, у холда маълум формула га 
кура

ни хосил ^иламиз (cos у,- > 0, чунки у,- — уткнр бурчак).
Mf нуктадаги уринма текисликнинг AS, га проекцияланадиган 

цисмининг юзини А|>, билан белгилаймиз, у холда

Хосил килинган юзларни к>шиб, уринма текисликларнииг хамма 
булаклари ташкил цилган сиртпинг юзини хосил киламиз:

<(хп Уд (х -  хд  +  ф г  Уд (У — Уд ~ ( г — */) -  О,

cosŷ  =
П

AS,- = А,о,- • cos у,-.
бундан

134



Бу йигиидини о сиртнинг котга тацрибаи тенг деб \исоблаш мум- 
а сирт юзининг аник киймати учун ясалган сиртнинг AS, 

:озчаларнинг энг катга d диаметр» нолга интилган шартддги (5-1) 
юзннинг лимити олинади. Агар бу юзнинг катталигини 5 билан бел- 
гнласак,

S — lim V| I + j гх\ х{. yt) ]«+ [* ;(*„  у,-) |s • AS,
4 -o 

ra эга буламиз. Лимит белгиси ости да турган йигинди
V I -rU,(x, (y)|-+Uv(-v, у)\-

S = | \ V 1 +  (г'(дг, у))* +  (гу{х, у))г dx dy. (5.2)
'°ху *

Шундай цилиб, (5.2) муносабат г — г(х, у) тенглама билан берилган 
сиртнинг юзи хисобланаднган формулами ифодалайдн. Бу ерда аху —
бу сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси.

1-м и сол. 3jc 4- 2у -г 6г = 12 текисликнинг биринчи октантда 
/койлашган кисмининг юзини хисобланг.

Ечиш. Куйидагига эгамиз (67-шакл):

г = — (12 — 3.V — 2у),
6

___ з_ _ _!_ =  _  _2_ =
** '  6 2 ’ " 6 3 '

о v соха Ох, Оу координата \ кларн чамда // = — (12 — Зх) тугри
чизиц билан чегаралаиган учбурчакдан иборат (68- шакл). Изланаёт
ган S юзни (5.2) формула буйича хисоблаймиз:

1 8 , , I’ l’ i ¥ .  ,



- т | Н -  7

■ т / ( 6 - т * У * -  - И 6' - т ) С  -  т ' 2 4 - 12>-  и -о
2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса- 

лари. Фараз щилайлик, силлиц а сиртда f(x, у, z) функция берилган 
булсин (агар текисликнинг хар бир ну^тасида вазиятн нуцтадан нуц- 
тага утганда узлуксиз узгарадиган уринма текислик мавжуд булса, 
сирт силлии; дейилади). Бу сиртни юзлари До, га тенг булган п та 
ихтнёрий ^исмга буламиз. Хар бир цисм сиртда ихтиёрий M fa , yh г,) 
нуцтани танлаб атамиз ва нигиндини тузамиз:

П
V/(x,., у{, 2,.)До.. (5.3)

(5.3) куринишдаги йнгинди о сиртда f(x ,y ,z )  функция учун 
биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейилади.

Т а ъ р и ф. До,- юзчаларнинг энг катта d диаметрининг узун- 
лиги нолга интилгандаги (5.3) интеграл йигиндининг лимити 
f(x, у, г) функциянинг о сирт буйича олннган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланади:

f \f(x, у, z)da,
V

бунда а — интеграллаш со^аси.
Агар о сиртда f(x, у, z )=  I булса, у халда

f da =  5
о

булади, бунда S — о сиртнинг юзи, яъни биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини ^исоблаш мумкин.

Бундан ташцари, улар ёрдамида сиртнинг m массасинн 
аницлаш мумкин. Агар масса та^симланишинннг сирт буйича 
р = р(х, у. г) зичлиги маълум булса, у .\олда

m =  jjp (x ,y ,z)da. (54)

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 
тнрамиз.

1 -х о с с а . Доимий купайтувчини сирт интеграли ишораси- 
нинг ташцариенга чи^ариш мумкин, яъни

J J  * f(x, У, г) da = k \ \ f(x, у, z)da,
V ’ а
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бунда k —^згармас .сон.
‘2-..\осса. Бир нечта функция* 

пинг алгебраик йигиидисидаи олии- 
га н  снрт ннтеграли цушилувчнлар- 
(ан  (икки ^ушилувчн билан чекла- 
памиз) снрт буйича олинган 
интсгралларнннг алгебраик йнгин- 
дкснга тенг:

, \ С l/(-v. У, г) ±  ч(х, у, z)J da = j  j  /(х, у, z)da ±  f \ ф ,  у, z)da.
'а* V  V
З -х о с с а . Агар о интеграллаш со^аси бир неча ^исмга бу- 

линса, у ^олда бутун сирт буйича олинган сирт интеграли ?̂ ар 
бир кием буйича олинган (иккита цисм билан чекланамиз) сирт 
ннтеграллари йигиндисига тенг булади (69-шакл):

f \ /(дг, у. z)do = f /(дг, у , z)do +  f f f(x, у, z)da.
o' 'o', oj

3. Биринчи тур сирт интегралини х,исоблаш. Биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га с ширнлади. о сирт г = г(х, у) тенглама билан берилган булсин, 
бунда фг, у) финкциянинг узи ва унинг z'x(x, у), z‘u(x, у) хусусий ,у> 
силалари аху ёпи(\ сохада узлуксиз булиб, бу со.\а о сиртнинг Оху 
текисликдаги проекциясидир. /(*, у, г) функция о сиртнинг хар бир 
нуктасида узлуксиз булсин. Бу сиртни До,-, i = 1, л юзли п та цисм- 
г а  буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
лолда а соханинг AS,-, j = 1, п юзли п та булакка булинишини .цо- 
сил ^иламиз. (5.2) формулага кура сиртнинг .\ар бир булагининг До,- 
юзн куйидагига тенг:

Aaf= f j  У  Г Т  [z jx ,уИ* +  12v(x, у)}* dxdy.
До,'

Бу каррали интегралга урта киймат хак,идаги теоремани ^улланнб, 
ушбуни .̂ осил циламиз:

А®;—V  1+(гд(х,, yt))* +  [z'yiXi, у,)]* -AS,-, (5 .5)

бучда AS,- — До, сирт цисмининг Оху текисликдаги проекцнясининг 
юзн, yi — AS,- сохадаги бирорта нуцта. До,- цисм сиртдаги дг,-, у 
г, = г(дг,-, у,-) координатали нуцтани Af,. билан белгилаймиз, бунда 
(*,-, yt) (5.5) формуладаги нуьута. о сиртда /(х, у, г) функция учун 
интеграл йигиндини тузамиз:

П
V/(*„ yh г,) До,- =

69- шакл.
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Бу 1енгликншг унг цисмнда аху сохада узлуксиз булган

Цх, у, z(x, у)), I ь |гд(*, у)]- -г Щх, //))*

функциядан олинган каррали интеграл учун интеграл йигнндч жол- 
лашган. Шунинг учун (5.6) тенглама унг цисминянг лимити бирнч* 
тур сирт ннтегралига тенг:

Бинобарин (5.6) тенглнкда До,- днаметрлардан эпг каттастмнг 
нотга ннтилгандаги лимитига утиб, куйидапши ,\осил кнламнз:

=  j  j  /  (х, у, г ( V, у)) | 1 +  | z'Jx, у)]2 +  \ги(х, у) |- dxdy

Бу формула о сирт буйича сирт интегралининг о сиртнинг Оху текис- 
ликка аху проекцияси буйича олинган каррали интеграл оркали афо- 
дасини берзди.

о сирт буйича олинган интегрални шу сиртнинг О /г ёки Охг ге- 
кисликларга ауг ёки ахг проекциялар» буйича олинган каррали интег- 
раллар оркали ифодаловчи формулалар хам худди шунга vxiuani \о- 
сил килинади.

2-ми сол. Биринчи тур сирт интегрални и хигобланг:

бунда о сирт х 4- У ~г z = 1 текисликнннг биринчи окгантда жолллш- 
ган цисми.

Ечиш. о сирт

\ \f(x, у, г) da.

у, z)da =>
О

а

Z =  1 —  X — у

I

70- шакл. 71- шакл.



1еиглама бнлан берилган (70-шакл). Бундан — I, z'v — — 1 га 
Э1-д буламиз. Ох, О у координата у^лари ва у ■- 1 — х тугрн чизик. 
Г,план чегараланган учбурчак ауу интеграллаш со\аси булади (71-шакл). 
1 [з тзнаётган интегрални (5.7) формула буйича хисоблаймиз:

f  f  =  \ \ ± ± E E JH E H dxdu -  V i  Г \ dX(1y =
. J  (V - г ~ 1 > а  . ) . )  ( * + 1 — х - у + 1 ) *  СхаУ . ) . )  ( 2 — у )*
° °ху °хи

= J '3 Г dx Г = 1 зГ а-i— I 1 3 Г( —
.1 )  (2—1,)= ) 2~У\п J  \ 2 —о

I
1 +  х

1 'з(|п2— f ) -  —
(ln 4— I)

3-мисол. Аггр
гг= х -+ у -  (0 < г < 1) 

конуссимои сиртнинг зичлнги р сиртнинг .хар бир нуцтасида бу нук* 
танянг конус уцигача массфасига нропорционал булса, шу конусси- 
мсн сиртнинг массасини топинг (72- никл).

Е ч и ш. Конусшшг исталган M(xit //() нуктасидаи унинг у^игача
масофа _____

d — Vх* +  Уг 
формула буйича хисобланадн, шуиннг учун р зичлик

р -  fe) л* +  у*
куршшшда ёзнлади, бунда k — пропорнионаллик коэффициент, дои-
мнй сон.

Шумдай цнлиб, юцоридаги конуссимои сиртнинг т  массаси (5.4) 
формула буйича хисобланадн:

т  = f J р(-г, у, z)do = [ \ к У дг* + //- da.
о V

ст конуссимои сирт _____
2  =  V  -V2 +  у 1

тенглама билан бернлганн учун
X . у ‘2 = • - = = ,  2 = 51 —* | г* -у* v I ** Уг 

га эга буламиз.
Пзланаётган интеграл (5.7) формула буйича хисобланадн:

-  j  J V  + Г  da =  \ \ к] х- +  г  | 1 +  +  jg p d x d y  =
р ху

хгл у г зА-у- 

= * С f | F T 7 '  • К 2 dxdy=к\ 2 \ 1 м 7?  dxdy.
иху
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бу ерда аху — радиуси I га тенг булган дойра (73- шакл).
аху соча буйича хосил килинган каррали интегралда х ни г coscp 

га, у  ни г sin ф га, dxdy ни rdrdy га алмаштириб, цутб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай цилнб, цуйидагнни ^осил циламиз:
т  =  к У  2 \ | У х* +  У2 dxdy =  k\ f 2 j  j  У r1 cos*cp -f r *sins<p rd rd y  — 1

Уэ - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Грин теоремасннн ифодаланг ва исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамида сиртнинг юзини .yicoo.iaiu формуласини 

келтнриб чицаринг.
3. Биринчи тур сирт интегралинииг таърифини айтинг.
4. Биринчи тур сирт интегралинииг хоссаларини санаб утинг.
5. Бнрннчн тур сирт интеграли цандай .\исобланадн?
6. 3626—3639, 3822—3825, 3876-3886- масалаларни ечннг.

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли

1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар. Аввал сирт
нинг томонн тушунчаеини кнритамиз. о силлиц сиртда ихтиёрнй
М нуцтани оламиз ва ундан сиртга нормал килиб п векторнн 
утказамиз. М нуцтадан утувчн ва сиртнинг чегаралари билан 
умумнй нуцтага эга булмаган бирор ёпиц контурни караб чица-
миз. Агар М нуцтани шу контур буйича п вектор билан бирга 
бу вектор о сиртга доим нормал буладиган цилпб (74- шакл) 
узлуксиз кучирилса, у ^олда М нуцта бошлангич вазнятига 
нормалнинг уша йуналиши билан ёки унга царама-царшн йуна
лиши билан цайтиб келади.
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Биринчи холда сирт икки то- 
„онлама снрт, иккинчи холда бир 
томонлама снрт дейилади. Текис- 
ш к , сфера, эллипсоид, ва умумаи,
I i'z(x, у) тенглама билан ифодалан- 
га,, (бунда г(х, у), гх(х, у), гу{х, у) — 
q , „ текисликнинг бирор D сохаси- 
даги узлуксиз функциялар) истал
ган текислик икки томонлама сирт- 
га мисол булади.

Мёбиус япрот бир томонла
ма снртга энг содда мисол бу
л ади . Б у  сиртни *осил цилиш учун ABCD тугри туртбурчакда 
А В ва CD томонларнн А ва В нуцталар мос равишда, С ва D 
н уц тал ар  билан устма-уст тушадиган цилиб елимланади (75- 
шакл). Мёбиус япрошнинг нормал вектори унинг урта чнзиги 
б уй л аб  айланиб чицишда йуналишинн царама-царшисига уз- 
гартиради.

Бундай кейин биз фацат икки томонлама сиртларнигина ца- 
раймиз. Сиртнинг маълум томонини таилаш сиртни ориентация 
цилиш дейилади. Агар сирт ориентациясн танланган булса, у 
Зол да снрт ориентацияланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентациясн тушунчаси сиртнинг томони 
тушунчаси билан боглиц. Агар о — L контур билан чегаралан
ган ориентацияланган, узини кеснб утадиган нукталари бул- 
маган снрт булса (76-шакл), у ^олда бу контурни айланиб чн- 
Ниш йуналишинн мусбат деб ^исоблаймиз, агар бу контур бу
йича харакатланишда о сирт айланаётган нуцтага нисбатан 
чап томоида цолса, юриш йуналишинн мусбат деб ^исоблаймиз
(бунда п нормалнинг о.хиридан контурни айланиб утиш соат 
милига царшн кузатиладн). Контурни айланиб утишнинг 
Карама-царшн йуналиши манфий йуналнш дейилади.

2. Асоснй таърифлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт и I- 
тегралининг таърифига утамиз. Фараз цилайлик а —силлиц чегара- 
ланган ориентацияланган сирт булсин. Агар нормаллар Oz уци би
лан уткир бурчаклар ташкил этса, у .\олда сиртнинг усткн томоии 
танланган деймиз, агар утмас бурчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-

75- шакл. 76- шакл.
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кн томонч танланган деймиз. g_ 
сиртда R{x, //, г) чекланган функщ-^ 
ни караймиз (77- шакл). Бу снртни 
нхтисрнй п та Лег,- кисмларга а * г^  
тамнз га Ап,- сиртнинг Оху текне- 
ликдагн проекмнясинннг юзчаЗ 
(A<Jj)xu билан белгилаймиз. Хар зд
А о, кием сиртда ихтиёрий 
У/, г,) нуктани белгилаймиз, бу нуц* 
таларда R(x, у, г) функциясининг k iM 
матини хисоблаймиз за ' куйидаги 
йигинднни тузамиз:

2»R (*,-• у г  *)) (Д®/)*#. <61
щ

бунда агар а енртнннг устки томони танланган булса, (Ao/jiv 1 
ифода мусбат ишора бнлан олинади, агар сиртнинг остки томм 
ни танланган булса, у \олда бу ифода манфий ишора билан  ̂
олинади. (6.1) курпнишдаги h i i f h i u i i  о  сиртда R (х, у. г) 
функция учун иккинчи тур сирт интеграли йигиндиси дейпла- 
ди. Иккинчи тур (6. 1 ) интеграл йиншдининг биринчи тур (5.3)' 
интеграл йигиндндан фарци шундакн, у ерда функциянннг 
кийматн цнемий сиртнинг юзига купайтирнлеа, бу ерда ^са 
функциянннг цийматн цисмий сирт юзининг Оху текисликдагш 
ироекциясига (мусбат скн манфнй ишора бнлан) купайтири- 
ладн.

Т а ъ р и ф . (6.1) интеграл йигиндинннг До, юзлар энг к':ттаР 
d диаметрннннг узунлиги нолга интнлгандаги лимити о сирт- 
нннг танланган томони буйича х ва у координаталар буйича 
R (х. у. г) функциядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дейилади хамда бундай белгнланади:

j j  R(x,y,z)dxdy. • (6 2 );
V

Р (х, у, z) функциядан у ва г координаталар буйича оллн-Ч 
ган ва Q (х, у, г) функциядан ж ва г координаталар буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли шунга ухшаш аннкла- 1 
нади:

3 \ Р (х, у, z)dy dz, \ \ Q (г, у, г) dx dz. (6.3) 1
о V

Бу ннтегрллларнинг

j \ Р(х, у, г) dy dz -f \ j  Q(x, у, г) dz dx 4- \ \ R(x, y, z) dx dy
a  o* o'

йигиндиси координаталар буйича иккинчи тур у му ми т сирт интеграли I 
дейилади ва бундай белгнланади:

77- шакл.



f \ p  (w !'■ z)dydz+Q (x, y, z)dzdx +
4- R(x,tl,z)dxdy. (6.4)

.r ,f „ i i4H тур сирт интеграли 
бы'пнчи тур сирт интеграли
э , Г ул ган  хоссаларга эга, би
рс к биринчи тур сирт интег- 
р а .н м а н  фарцли равншда 
с\  г . 'т а п н г  томони узгаргандл 

, ориентация узгарганда)
У i i iopaciiHH узгартнрадн.
' 3. Иккинчи тур сирт интег- 
ралларини ^исоблаш. Иккинчи тур 
сирт иитеграллари каррали интег
рал • ;>га келтирилиб хисобланадн. Фа раз киланлик ориентация цн- 
линггн (устки томонинн т а т аб  оламиз) о силлн^ сирт z г(х,у) 
теиг . ма билан ифодалапган бу.сии, бу ерда г(х,у) функция ахи 
ёп I . со\ада аникланган булсин, о,у со.ха о сиртнинг Оху текислик- 
даг I роекцняси, R(x, у, г) эса ц;у сиртнинг хар бир иуцтасидагн уз
луксиз функция (78- шакл).

г  енртни илтиёрий п та До- ^иемга ажратамаз ва бу булла шпч
О. икисликка проекцияланмиз. аху соха мог холда AS;, i 1, п 
к з и /: та киемга булинади. 1 \уйидаг. 1  интеграл пипмдш ! ту:и\ы ;.

П
у ,  7/)ASf,

f I

Гу . AS, нфода — Аа{ нииг Оху текиелнкдаги проекцчяс 1 1  i.rr k>j . 
Zj z(xi, у{) булгани учун

ч _ _ n
Уг. Zj)\S( =  v  R(r.t ij'.' z(Xi, у,)) Д Si (6.5)

«=1 ,-=i
Гуладн.

(6.5) тенгликнинг \нг цнемида оху сохада уз/уке п бу.таи 
R (у. У. //)) функция каррали интеграли: шнг интеграл ймгиндисн 
жейлашган. (6.5) да d —►О. да лимита \тиб

\ \ R(x, у, z)d.\ dy =  \ j  R(x, у, z(x,y))d\ dy (6 .6)
О О Ху

формуланн .\оснл циламнз, бу формула х ва у координаталар 
буйича иккинчи тур енрт интегралини каррали интеграл орца- 
лн ифодалайдн. Агар сиртнинг пастки циемн танланса, (6.6) 
нинг унг томонидагн интеграл олдида манфнй шпора пайдобу-
лади.

М3
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^уйидаги формулаларнннг туррилиги .\ам худди шундай нс- 
ботланади:

\ \ Р(х. и. г)d u d z- \ \ Р(х(г/,г). у, 2) dt/dz,
О О y z

f J Q(X, y, z) dx dz -= \ \ Q(x, у (x, z), z)dx dz,
V  а хг

бу ерда о сирт мос равишда х = х (у, г) ёкн у = у( х, z) тенглама би
лан ифодаланган; ау ва ахг— а сиртнинг Oyz ра Охг текисликлар-
даги проекциялари.

1-мисол. Интегрални хисобланг:

j ]  (y' +  z^dxdy.

бунда о нфодаларда z —У  1—х2 цилиндрнинг у — 0 ва у = 1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томони (79- шакл).

Ечиш. Берилган о сиртнинг Оху текисликдаги аху проекцияси

80- шакл.

—  1 <  .V <  1 ,

0 < «/< 1
тенгсизликлар билан аникланувчи турри туртбурчак булади (80- шакл).
(6.6) формула буйича куйидагиларни топамиз:

f \(У2+ z1)dxdy— \ \[у2 + l V l —xi)*]'dxdy =
' 0  *ху

I I

И G/2 +  1 — x2) d x d y = ( d x \ ( y 2+  1 — X2) d y =
"°ху - I  о

j  (т -л)'* “ (тх-т ) L ’“ 2'
2- м и с о л. Интегрални хисобланг:

\ \ хау dz +  ydz dx +  zdx dy,



81- шакл.

Л ,нда а сирт x+ z  1 = 0  текис- 
■нкнинг </ = 0, у = 4 текисликлар 
г пан кесиб олинган ва бнрин- 
,, октантда ётган цисмининг

vctkii томони (81 шакл) 
у Ечиш. Таърифга кура

f \ xdy dz +  ydzdx +  г dx dy=
* a

= ^ x d y d z  +
a * f* + *

+  \ \ydz dx+ \ J zdx dy.
* o '  ’o'"

у Нг томондаги интегралларнинг хар бирини хисоблаймиз (82, 83-
шакллар):

4 I

С\xdydz= [ f(l — z)dydz-= \dy \ (1 — z)dz— 2 .
'a V)JZ 0 0

82- шакл. 83- шакл.

\ \ ydz dx = 0,
О

чунки а сирт Оу уцига параллелдир;
1 1 - х

( \ z dxdy = [ \( 1  — x]dxdy=§dy J  (1 —x)dx = 2 .

Шундай цилиб, цуйидаги хосил
булади:

\ \ xdy dz +  ydx dz +  zdx dy =
О

= 2 + 0 +  2 = 4. 
Пироиардида биринчи ва иккинчи 

ТУР сирт интеграллари орасида бог- 
ланиш урнатамиз.

84- ииклдан До cos v купайтма 
До юзнииг Оху текисликдаги проек
цияси экани, яъни

\охи —  До cos 7 84- шакл.
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коли» чи1у]дм. Шуша ухшаш:

бу ерда Даху, Д ахг, Дауг нфодалар До юзчаиинг теги шли
нага тркипигниги грос:;ц::л.~р». С тиши {о.ч) фор мулалар |
а иккинчи тур сирт интегралини биринчи тур сирт nmei 

шаклида ёзиш мумкин:

1 | Р (д, у, г) dy dz 4- Q(x, у, г) dzdx-v R (х, у, г) dx dy= > ■

- j  j  (P(x, У, z) co> «  -  Q(.v, y, z) co> p -  R ( v, //, :) cos y) da. (6.4

1У з-у з  h ii и т e к ш к p и ш у ч у н  с а в о л л а р  Щ

1. (\aiujH сирт икки томонли сирт дейилади? (уждайларн Г.ир томоаЯ  
сиртлар дейилади? Мисоллар келтиринг. ||

2. Сиртнинг ориснтациясн цандай аниклпнадн? Н
3. Иккинчи тур снрт ннтегралинннг таърифнни айтинг.
4. Иккинчи тур снрт интегрзли цандай цнсобланади?
5. Биринчи на иккинчи тур снрт ннтеграллари узаро цандай ОогланганТЯ
6. 3887-3893- масалаларни ечннг.

Дахг — До cos Р, До(1 -  До cos а ,



12- б о б

ВЕКТОР АНАЛИЗИ

1 -§ . Скаляр майдон

Фнзпкада, механикадаги купгнна масалаларда скаляр ва 
вектор катталнклар бнлан нш курншга тугрн келади.

Скаляр катталик узннннг сон цнйматн бнлан тула ифода- 
ланадн (масалан, хажм, масса, знчлнк, .^арорат ва хоказо-
лар).

Г а ъ ри ф. Фазонинг бирор кнсми (ёки бутун фазонинг) 
хар бнр М нуцтаснда бирор и скаляр мицдорнинг сон цийматн 
аницланган булса, бу мнцдорнннг скаляр майдони берилган 
дейилади. Масалан, .харорат майдони, бнр жннслимас му.^итда 
знчлик майдонн, куч майдон нотенциали.

Агар и катталик / вацтга боглиц булмаса, бу катталик ста
ционар (ёки баркирор) кагталик дейилади. Акс холда майдон 
ностационар (ёки бар^арор булмаган) майдон дейилади. Бпз 
фа кат стационар майдонларнн цараб чицамнз. Шундай цнлнб, 
и скаляр катталик / вацтга боглнц булмасдан, балки факат Л/ 
нук'анннг фазодаги урннга боглиц булади, яъни и катталик М 
нуктанинг функцияси сифатида цараладн ва н = ы(М) кури- 
шинда белгнланади. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймиз.

Агар фазода Охуг координаталар снстемасини кнрнтсак,
У холда \ар бир М нукта маълум х, у, г коордннаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнииг функцияси
булади:

и = и(г, у, г).
Шундай килиб, бнз уч узгарувчилн функциянннг физик тал- 

i.iimira кслдик.
Текнслнкнинг цисмида (ёки бутун текнсликда) аницланади- 

1 чн скаляр майдоннн .\ам цараб чикиш мумкин, унннг хар 
бнр М нуцтасига и скаляр катталикнинг сон цнймати мос кс- 
ладн, яъни и = и(М).

Агар текисликнииг Оху координаталар системаси кнрнтил- 
са, у ^олда >̂ ар бир М нуцта маълум .v, у коордннаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнииг функция- 
си булади:
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Скаляр майдонларнинг хоссаларини сат^ снртлари ёки сат*- 
чизицлари ёрдамида урганнш мумкин, улар шу майдонларнЯЯ 
гсометрик тасвири хнсобланад!?.

1. Сат* снртлари.
Т аъ р и ф . Скаляр майдоннииг гатх сирти деб <1>а:юнииД 

шундай нукталари тупламига айтиладики, унда майдон функ- 1  
цияси и = и ( .V , у, г) узгармас ^ийматга эга булади.

Бу сиртлар
и(х, у, г) —С

тенглама билан аницланиши равшан, бунда С — узгармас сон.| 
С га турли ^ийматлар бсриб, сат^ сиртлари оиласини ^осил 1 

^иламиз. Бу снртларда скаляр функция узгармас булиб i^o-« 
лади.

Агар, масалан, майдон
и =  х* +  у* +  г2

функция билан ифодаланган булса, у .\олда марказн коордн- 1  
наталар бошида булган

хг +  уг +  г- — С (С > 0)
сфера сатд сирти вазифаснни бажаради.

2. Сат^ чизи^лари. Яссн скаляр майдон геометрнк жи^атдан , 
сат.\ чизтутари ёрдамида тасвнрланади.

Т а ъ р и ф . Ясси скаляр майдоннинг сат% чизиги деб текис- 1 
ликнинг шундай нукталари тупламига айтиладики, унда 1 
и = и (дг, у) майдон функцияси узгармас цийматга эга бу- ! 
лади.

Бу ЧИЗШуКф
и (х, у) = С

тенглама билан аницланади, бунда С — узгармас сон.
С га турли цийматлар бернб, сат^ чизнцларн оиласини .\о- 

снл киламиз. Бу чизнцларда скаляр функция доимий булиб 
цолади. Шаклда сат\ чизицларинннг бнр-биридан тенг оралиц- 
лардан кейнн келадиган и нинг маълум цийматларнга мосла* 
ринн чнзиш цабул цилинган, масалан, ы = 10, и=15, « = 20,

и = 25, и — 30, и = 35 (85-шакл). 
Сат^ чизицлари бир-бирига цанча- 
лик я^ин цилнб чизилган булса, и 
шунчалик тез усиб боради.

Агар, масалан, скаляр майдон- 
лар и = ху ёки и = х2 + у2 функция
лар билан берилган булса, улар 
учун сатз чизицлари вазифаснни 
мос равишда гиперболалар ва кон- 
центрик айланалар оиласи бажара
ди (86, 87-шакллар).

и — и(х, у).



86- шакл. 87- шакл.

2-§. Берилган йуналиш буйича ^осила

Скаляр майдоннинг му\им тушунчасн берилган йуналиш 
буйича ^осиладир. Фараз цилайлик, скаляр майдоннинг диф- 
ференциалланувчи функцияси и = и (х, у, г ) берилган булсин. 

Бу майдондагн бнрор Л1 (х, у, г) нуцтани ва шу ну^тадан
чи^увчн бирор / нурнн караймнз. Бу нурнинг Ох, Оу, Ог уцла- 
ри билан ташкил ^илган бурчакларини а, р, у орцалн белгн-
лаймиз (88- шакл). Агар /0 бирлик вектор бу нур. буйича йу- 
налган булса, у .\олда ^уйидагига эга буламиз:

Фараз цилайлик, бирор Vf, (х -f Ах, у +  Ау, г -f  Дг) нуцта шу 
нурда ётган булсин. М на /И, ну^талар орасидаги масофани АI би-

— —  —*

лай белгнлаймиз: Д/=|М.И,|. Скаляр майдон функцияси цийматлари
айирмасини шу функциянинг /0 йуналишда шу нуцталардаги орттир- 
маси деб айтамиз ва Л, и бнлан белгилаймиз. У холда

/0 = j cos а +  j  cos р + k cos у.

А, и — и(Мj) — и(М) I
ёки

Таъриф. и = и(х,у,г) функ-
иияларнинг / йуналиш буйича 
•И (х, у, г,) ну^тадаги ,\ош.шси
деб У

д/ -.о Л1 88- шакл.



» - дилкштга айтилади, бу лимит — тарзида белгнланади. Щ\ к д а ^ ^
dl .т

либ,
ди !Ш1 

л/ -о
Л,и

ЛгарЛ! нукта тайинмнган булса, у холда \<снланииг к аттаД
факат / нурнинг йупалишигагина боглик булади.

/ йуналиш буйича хоснла хусусий х.осилаларга \хшаш и фУиЗ  
циянинг мазкур йуналишдагн узгариш тезлипн.и характерлайди. X J
силанинг / йуналиш буйича абсолют мицдсри I — тезликнпнг кат4I dl j l
талигини аниклаиди, хосиланинг ишораси эса и функция узгариши- 
нинг характерипи аинцлайдч: агар > 0 булса, у .упда функц^

бу йуналишда усади, агар — < О булса, камаяди.

Берилган йуналиш буйича хосилани хисоблаш цуйидаги н-оремг! 
ердамида амалга оширилади. i

Т еорем а. Агар и (дг,;/,г) функция диффс/юнциалланувчи бцлл
са. у холда унинг ихтиерий / йуналиш буйича \осиласи мавжуМ 
ш ыуйидагига тенг:

ди си ди о , ди_  =  _ cosot +  _  COSP + -COSV.

бунда со 'a , cosf), co sy— / вектпрнинг йОна.гтирчпчи кснинуст 
лари.

И сботи . и функция теореманипг шаргига кч p.t диф (к-ренциал! 
ланувчи булса, у .холда унинг /И (г, у, г) нуктадагн Дц орттирмасини

а  ди . ди . , ди .А и —— Ах Н-----Ау -}------Дг 4- к
дх ду дг (2 !)

куринишда сзчш мумкин, бунда к катталик р -  | (Дх)4 , (\у)-+ (Д г«
га ннсбатан юкори таргнбли чексиз кичик мицдор, яъни lim — = О
(7- боб, 4- § га каранг).

Агар функцгя орттирмаси / пемор нуналишидаги пур бчй.таб 
каралса, у .холда

Дм — А, и, р — Д /,
Ах Д/cosa, Дг/=Д/со*р, Дг Д/ cosy 

булишн равшан. Ь .ухчда (2 . 1) тенглик бундай куринишни олади:

А,и AI cos г* + —  Д/ cos р + — Д/ cosv+e.дх ду дг
Тснгликнчнг иккала цисмини Д/ га буламчз па Д/ — О да лимнтга 
утамиз. Натнжада



ди ди ди Q ди , ,— — cosct Н----- cosp -7----- СО' у, (2 I)
dl дх dl/ дг

lim r lim — — О, 
л;_о. Л/ <>—о р

ди ди Л-  хусусий .укилалар ва йуналырувчм косннуслар \/ r.i
~дх' (Ь, ' . д г  .gor.niK булмайди. ^

Шундай килиб, теорема исботлацдн. (2.2) формуладч, агар / йуна- 
шш! координаталар уцицииг йуналишларпдан бирч бчлан бир хил 
bv.rcn. v холда бу йун&тиш буйича .%осила тегшили хусусий хосила-
га .тенг, масалан, агар I -  i булса, у холда а  0. |i у - j-  була
дн, шуиииг учун cos a  — 1, cos(J = cosy 0 вл бииобарин,

ди ди 
dl дх

(2 2) формуладан курииадики, / йупалншга царзма-карип Г
йунашш буйича .\осила I йуналиш буйича тескарч ишорз бнлан 
олинган хоснласига тенг.

Хаки^атан бунда, а , р, у бурчаклар л га узгарншн ксрак, 
натижада цуйндагннн хосил циламиз:

ди ди / , \ I дл , а ди . .— -= —  cos (л + а) -ь — cos (л + PH-----cos (л 4- у) =
01 дх ду Ог

ди Ои и д у  ди-------cos гх — -  -  со> р ------— cos у -------
дх ду дг 01

Бу йуналиш карама-каршпснга узгарганда и функцнянннг 
Узгариш тезлигининг абсолют мицдорн узгармайдн, унинг фа- 
кат йуналиши узгаради холос.

Агар, масалан, / йуналншда функция усса, у холда карама-кар-
ши /' йуналиш да у камаяди, ва аксинча.

Агар майдон текис булса, у холда / нурнинг йуиатишч унинг
абсциссалар уцмга огиш бурчаги а. билан тула аникланали / йуна- 
•чиш буйича \осила учун формулани текис майдон холнда (2 .2) ф-̂ р- 
"уладан олиш мумкин, бунда

а л яВ -------- а, у — —| 2 2

Деб олинади. У ,\олда
ди ди Ои .------— cos а  -f — яп 1 .
01 дх ду

•Ми сол. и -- хуг функцчянинг .Vf(—1, 2, 4) нуцтадт, шу нукта- 
лам —3, 4, 5) ну^тага то.моп йуналчшдаги \оси 'асипч топ шг.
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Ечиш.  М Af, векторни топамиз'

Af.Vf, = ( _  3 +  1) I +  (4 — 2) / +  (5—\)k= — 2» -4- 2/ Р Р  
оа yin а мос бирлик векторни ^ам топамиз:

Г  _  ММ, *0 ------- —2i + 2; + fc 
/ (. 2)*+2*+l*

2 2 -Г. I -
=  _ T , +  T ' + T *

Шундан зилиб, /0 вектор ^унидаги йуналтирувчи косинусларга эга.
2 2 Icos а  ----------, cos р = — , cos v = — •
3 3 3

Энди хуг функциянинг хусусий зосилаларини топамиз: 
ди ди . ди—  = уг, — — хг, —  —худх ду дг *

па уларни М (—I, 2, 4) куцтада хисоблаймиз:
ди 
дх

Хусусий зоснлаларнинг ва йуналтирувчи косинусларнинг 
топнлган кнйматларини (2.2) формулага зуямнз:

~  = 8 ( — — ) — 4- —-----2 —  = — (—8 — 4— 1) = — — .
dl V 3 / 3 3 3 3

«—» ншора берилган йуналишда u = xyz функция камайиши- 
ни курсатади.

= 8' - r i ------" • т 1 “ - 2 -м д у  |Л1 дг | л(

3-§ . Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант ани^лаш

Т а ъ р и ф : и — и(х, у, г) дифференциалланувчи функция 
билан берилган скаляр майдоннинг М(х, у, г) нуцтадаги гради
енты деб, gradu билан белгиланувчи векторга айтилиб, унинг 
проекциялари вазифаснни шу функциянинг хусусий зоснлалари 
цийматлари бажаради, яъни

_. ди , ди Т  , ди 7*grad и = — I + —  I +  — к.дх ду дг (3.1)

Градиентнинг проекциялари М (х. у, г) нуцтанн танлашга 6 o f - 
лиц булади ва шу нузтанинг координаталари узгариши билан 
узгаради. Бинобарнн, и (х, у, г) функция билан берилган ска
ляр майдоннинг зар бир нуцтаснга маълум бир вектор — шу 
функциянинг градиенти мос зуйилади

Градиентнинг теърифидан фойдаланиб, I йуналиш буйича \осила- 
ни ифодаловчн (2.2) фор.мулани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

— = grad и • L, dl в 0
(3.2)
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(Ч и 'i<‘ /0 = cos а  • I +  c°s Р ■ / cos у - k —• / йуцалишдаги бирлик век- 
п l i -мак, берилган / йуналиш буйича .\осила функция градиентиТОу-  ̂ —►

ли.»" mv и йуцалишнинг /0 бнрлик вектори купайтмаснга тенг. Ска-I 1яр купайтма таърифидан фонда.шЦцб, (3.2) формулами.

= Igradul- 1 /01 cos фо1
куринишда ифодалаш мумкин, бунда — бирлик вектор /0 билан гра
диент орасидаги бурчак (89-шакл). |/0| = 1 булгани учун

^  =»|grad и )cosср (3.3)

булади. Бундан йуналиш буйича .ухгила cos<f = 1 булганда, яъни 
Ф - 0 да энг катта цийматга эришади. Шу билан бирга бу энг кат
та кий мат | grad и | га тенг, яъни бу холда

ш а х ( ^ )  -  I g m U l-  / | £ ) ’ + ( |  |, + ( ^ ) - .  (3.4)

Шундай цилиб, | grad и | катталик — .\осиланннг М ну^тадагиdl
мумкин булган энг катта циймати булади, grad и нинг йуналиши эса 
М нуктадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мос тушади- 
ки. у буйлаб функция хаммасидан кура тезроц узгаради, яъни гра- 
днентнинг йуналиши функциянинг энг тез ортишидагн йуналишндир. 
Бу юкорида келтирилган градиентнинг координаталар системасидан 
фойдаланилган таърифи урнига энди бошца, координаталар система- 
синн танлашга бсглиц булмаган инвариант таърифни беришга имкон 
беради.

Т а ъ р и ф .  и (х, у, г) скаляр майдоннинг градиенти деб, бу 
майдон узгаришининг энг катта тезлигини нфодаловчи векторга
айтнлади.

Агар cos (р= — 1 (ij — л) булса, у >̂ олда йуналиш буйича ко
сила ! grad «| га тенг энг кнчнк ^нймат булади. Бу йуналишда 
(карама-^арши йуналишда) и функция ,\аммасидан тезроц ка-
маядн.

Агар c o s = О I (f — ± — ) булса, йуналиш буйича .\осила нол-
V 2 /

89 -шакл. 9 0 -шакл.



га тенг. Энди ска nip млйдошннг градиента йуналиши билан 
сиртлари орюндаги бос. ин шин урганамнз. *

и = и(х, у, г) функциянипг майдоннинг .хар бир нуцтасидаЛ 
градцентпнннг йуналиши шу нуктадан утунчи скялчр
......... > !1 '.. кн сл н гн га  jT K jjt i .u  ан норм а.ш и ш  h. n. i  мини билац
мсс тушншинн исботлаймнз. Бунинг учун нхтнсрий Af„(.r0, у^ 
ну^таин танлаб оламнз (90- шакл). Бу нуцтадаи утувчп сат* 
сиртц тснгламасн 1|

и (дг, у, г) = ип
курчнишдз ёз пади, бунда ип = и(х„, у0, г„).

Ив (дг0, //„, гц) нуктадчн шу гекис 1 п<ка утказилган нормалнииг теиг» 
ламасини тузамиз:

Х -Х щ  _  Л ^ _ У о _  _  *  —  *щ I
д а  I ATT г  д и  | Щ

~х ;.W0 T j ! Мщ V  jAf,
Бундай,

ди | Ои I Ои | .«■» I
Лг|.1/0’ д у  Мц 0г  ,.И0

проекцияларга эга булган нормалнииг йуналтирувчи вектс.ри и(х,у,г) 
фунмшянинг А1„(дг0, //„, г0) иуцтадаги грндиенти булади.

Шундай килиб, хар бир пуктадаги градиент берилган ку^тадая 
утувчп сатх сиртига утказилган урннма текисликка пернендику^И 
булади, яъни унннг текисликка прсекнияси нолга тенг. Демак, бе- 
рилгаи нуцтадан утувчн сатх сиртига уринма булган исгагаи йунЛ 
лиш буйича ,\осила нолга тенг. Якдоллик учуй атинган натижааи 
геометрик жихатдан тасвирлаймиз (91-шакл). Бунинг учун ,И(|(.гс, 
//о. ■?«) иуктада grad и векторни ва бу вектор диаметр буладиган с(|Н 
рани ясаймнз, \10 нуцта — а (х, у, г) — и0 сатх сирти билан уриииш 
нуктаси. Куйидагнлар равшан:

Ф< Y  булганда | grad и !cos «р = | М 9М1 1;

л ди „— булганда — = 0,
01 I

чункн бу халда / йуналиш сат.\ сир- 
тнга утказчлган уринманннг йунали- 
ши билан мос тушадн:

~  = I 6rad и I. бунда ф = 0,01

чункн бу холда / йуналиш нормал- 
нинг ёки сатх сиртига утказил^Н 
grad и ичиг йуналишига мое келади. 1 

Функция гряднентннчнг баъзи хсс-
саларшш курсатамиз:

2

/

91- шакл.



[I gradСи С grad и, бунда С — узгармас катталик.
2) grad (и, J - н2) grad u, + grad и,,
St trrad м, и., и, grad и2 4- м.. grad и,;
И grad /(и) =  /'(“) grad и
[iv чоссалар функциянннг .\оснласнни топнш цоидалари би- 

l2,i мос тушншн равшан.
\\ л с о л . и | х- + //-' + г- функциянннг Л! (дг. у, г) нуьладаги

гмдиснтнни ,\нс°бланг.
II чн ш. Аввал хусусий хоснлаларпн хчсоблаймиз:

ди ______?£______  _  х ______ х
дх 2| д= </г | а* I/* г- и

2| х* - у 1 ‘-г*  | х- //* ; :• и
(3. 1 ) формулага мувофиц ихтиёрий М (х, у, г) нуцтадагн 

граднснтнннг пфодасн цуйидагича булади:

grad и - I 4- — / + — к.
и и и

Ск ляр майдоннинг сат.\ спртларн концснтрик сфералардан
ибсрат булганн учун gradu унинг раднусн буйлаб йуналган 
бу.;адн, шу бнлан бирга

grad и\ = |/ 1 .  i l
s  У и1 и* и2

I *' !Г I.
и и

яъни и функция усишннинг энг катта тезлиги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони
Купгнна масалаларнн ечишда скаляр катталиклардан таш- 

к. ри вектор катталнкларга .\ам мурожаат цилишга тугрн ке- 
■чадн. Агар скаляр катталик узининг сон цийматн билан тула 
' фодаланса, вектор катталик учун бу етарли булмайдн. Уни 
ифодалаш учун яна бу катталикнинг йуналншнни >̂ ам (маса-
• f н, тезлик, куч) билиш зарур. Скаляр майдон тушунчаснга ух- 
>-..':ш вектор майдон тушунчасн .\ам кнрнтиладн.

Т а ър н ф. Х,ар бир At иуцтаснга бирор а вектор мос цуйил-
1 I фазанннг бирор цмсми (ёки бутун фазо) вектор майдон де-
йнлади.

Куч майдони (опфлнк кучи майдони), электр майдони, 
электромагнит майдон, оцаётган сукжлнкнинг тезлнклари май-
дони вектор майдонга мнеол була олади. Виз а вектор фацат М 
иуктанннг впзиятига боглиц буладиган ва вацтга боглик бул-
'иапднган а = а(М) стационар мандонларнн цараб чнцамиз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системаси кнрнтилса 'Ш 
з^олда з\ар бир Af нуцта маълум х, у, г координаталарга щ
булади ва а вектор бу координаталарнинг фуикцияси 6£ jjjB
яъни а = а(х, у. г), о векторнннг координаталар у^ндаги проек. 
цияларини Р, Q, R билан белгилаймиз. Улар ^ам координата' 
ларнинг функциялари хнсобланади, яъни

Р = Р(х, у, г), Q = Q(x, у, г), R = R(x, у, г).
Шундан килиб, бундай ёзиш мумкин:

а = а (Af) = а(х, у, г) — Pi +  Q j +  Rk.
Агар Р, Q. R — узгармас катталиклар булса, у ,\олда а век

тор узгармас булади, бундай вектор майдон бир жинсли де- 
йилади, масалан, ошрлик кучи майдони бир жинслндир.

Агар майдон текнслнкда берилган булса, яъни унинг про- 
екцияларидан бири нолга тенг булиб, цолган проекциялари эса 
тегншлн коордннатага боглнц булмаса, у з^олда текис (ясси) 
майдонни з^оснл цнламиз, масалан,

а(х, у) = Р (х, у) I +  Q (х, у )/.
В е к т о р  ч н з и ^ л а р .  В е к т о р  на  й ч а л  ар и.
Т а ъ р и ф .  а(М) вектор майдоннинг вектор чизиги деб 

шундай чизи^ца айтиладики, унинг з̂ ар бир нуцтасида уринма-
нинг йуналиши шу нуцтага мос келган а (Л1) векторнинг йуна- 
лншн билан бир хил булади.

Аннц майдонларда вектор чнзицлар маълум физик маънога
эга булади. Агар а(М) оь^аётган суюкликнинг тезликлари май
дони булса, у з^олда вектор чнзи^лар суюкликнинг окиш чизиц- 
ларн булади, яъни суюкликнинг заррачалари з^аракатланаётган 
чизицлар булади.

Агар a(Af) электр майдон булса, у з^олда вектор чизнцлар 
бу майдоннинг куч чизицлари булади (92- шакл).

о снрт булагинннг нукталари орцали утувчи .\амма вектор 
чнзнцлар т?плами вектор найчалари дейилади.

Вектор чизицлар тенгламасини келтнрнб чи^арамнз.
Фараз ^илайлик, вектор майдон

*♦ “♦ —♦ -* 
а =* а(М) = P i  +  Qj + Rk

функция билан ани^ланган бул* 
снн, бунда P. Q, R лар х, у, 2 
координаталарнинг функцияла
ри. Агар вектор чизиц ушбу

д: = x{t), у = y(t), г = г(1)
параметрик тенгламага эга бул
са, у ,\олда бу чизи^а утка-92- шакл.

156



га„ уринманинг йуналтнрувчи векторн проекцияларн x'(t), 
z' (t) .\осилаларга ёки dx, dy, dz дифференциалларга

Jponopu»0нал булади.
a (M) вскторнннг ва вектор чизик.Ка уринма кнлиб нунал- 

■рилган векторнинг колленеарлик шартини ёзнб, куйндагини

5°СИЛ КИЛ8МИЗ: dx dy_ dz
Р Q _ / ? '

( 4 . 1 ) тенгламалар системаси а(М) майдоннинг вектор чи- 
,нклари оиласн дифференциал тенгламалари системасини ифо-
даланди.

Шундай цилиб, а(М) майдоннинг вектор чизикларини то- 
пиш хащидаги масала (4.1) системадаги интеграл эгри чизик* 
ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а (Л1) майдонннг вектор чизицлари диф
ференциал тенгламалари дейилади.

Ми с о л .  Майдоннинг вектор чизикларини топинг:
—*

а(.И) =  ли' +  yj + zk.
Ечиш.  Вектор чизикларнинг дифференциал тенгламалари 

бундай куринншга эга:
dx d y  dz 
х у  г

ёки
dx _  dy_
X у ’

dx_ _  dz_ 
х г

Бу системани интеграллаб, хосил киламиз:
In \у \ — In 1 х 1 4- In С,,
In 1 г | = In | х | +  In C.2,

бундан:
у = C,x, z =  CfX,

бунда С,, Ct — ихтиёрий доимийдир.
Координаталар бошидан чнкаётган нурлар вектор чизик* 

ларн булишн равшан. Бу чизикларнинг кононик тенгламалари 
бундай куринншга эга:

_  _у_____£_
Ci С,

У з-£ з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Скаляр майдон деб нимага айтилади?
2. Сат^ сирти, сатц чнзнгн деб нимага айтилади?
3. Пуналиш буйича косила учун формулани келтириб чи^аринг.
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4. Скаляр майдон градиентннннг таърнфннн координата шаклнда mho 
лонг. '

5. Пуналнш буйича \оснла градиент оркалн цандай ифодаланади?
6. Градиентнинг инвариант таърнфннн айтннг.
7. Гралиентиинг тпггяпяпим?» СЗИЗб уТ!!!!Г.
8. Вектор майдон деб ннмага айтнлади?
9. Вектор чнзнц деб ннмага айтнлади? Вектор найча деб ннмага айтп

дн?
10. Вектор чизнцларнинг дифференциал тенгламаларннн келтнриб чика 

ринг.
11. 3439—3444, 3451—3459, 4401—4404- масалаларни ечннг.

5- §. Сирт оркали утадиган вектор майдон 
окими. Унииг тезликлар майдонидаги физик маъноси

Фараз цилайлик, Охуг фазонннг V со.\асида

я(Л1) = Р (дг, у, г) i -f Q(x, у , г) j + R (дг, у, г) k
вектор майдон берилган булсин, бунда Р(х, у, г), Q(x, у, г) 
R(x, у, z )— шу со.\ада узлуксиз булган функцнялар.

Бу сохада ориентирланган о снртнн оламиз, унииг .\ар бнр 
нуктасида нормалнииг мусбат йуналиши '

п„ = соз а ■ I -f cos р j  cos у ■ k
бирлик вектор оркали апикланснн, бунда а , р, у — нормал
Понннг координаталар у^лари билан ташкил цнлган бурчак 
лари.

Т а ъ р и ф. а(М) векторнинг о сирт оркали утувчн П оци 
ми деб цуйндаги иккинчи тур сирт интегралига айтнлади: Ы

П = j  f Р(х, у, г) dy dz -f Q(x, у, г) dz dx +  R(x, у, z) dx dy. (5. J)
* О

И-бобдаги (6.7) муносабатн'1 хисобга олиб, (5.1) форму лани
П — П| Р(*. У. *) cos a -f Q (х, у, г) cos р + R(x, у, z) cos у \do

V
курннишда ёки якада соддлро^

П — \ fa • n^da (5.2)
а

~̂  ^
куринишда сзчш мумкин, чункн Р cos о. + Q cos р ~f R cos у =а ■ п0.
Бу ерда da нфэда о сирт юзин шг элементи. (5.2) формула ~а век- 
торнинг П о^имини вектор ёзувнда ифодалайди.

Вектор майдон оциминннг физик маъноснни аницлайм из.

Фараз кнлайлнк, а(М) вектор окаётган суюцликнинг тезлнк- 
лари майдонини а сирт орцали аницласин. Бу тезлик вектори 
.^ар бир М нуцтада суюклик заррачаси интилаётган йуналиш, 
вектор чизицлари эса сукжликнинг оким чизикларн булади 
(93-шакл). о сирт оркалн вакт бирлиги ичида окиб утадиган
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93- шакл. 94- шакл.

1/\юцлик микдоринн хнсоблаймиз. Бунинг учун сиртда М ну^- 
гани ва сиртнинг da элементини цайд цнламиз.

Вацт бирлигнда бу элемент орцалн оциб утган суюцлик
миКДорн асосн da ва ясовчисн а булган цилнндрнннг хажми 
билан аницланадн. Бу цнлиндриинг баландлнги унинг ясов-
чиенни по нормал бирлик векторига ироекниялаш нули билан 
/ сил цнлннади. Шунинг учун цилнндрнннг .\ажмн

атталнкка тенг булади. Вацт бирлигн нчнда бутун а снрт бу- 
енча оцнб утган суюцлнкнннг тулиц ,\ажми ёки суюклик миц- 

ри а буйича интеграллаш натижасида Хосил булади:

Бу натижани (5.2) формула билан таццоелаб, бундай хулоса
■ ►

чицарамиз: а снрт орцали утаётган а тезлнк вектори П окнмн 
т у  сирт орцали ва^т бирлигн нчнда сирт ориентацияланган 
йуналишда оциб утган суюклик мнцдорндир. Векторлар оцнмн- 
нннг физик маъносн ана шундан иборат. а снрт фазонннг бн- 
рор со\аснни чегараловчи ёпиц снрт булган уэл айницеа катта
кизи^нш уйготади. Бу х.олда Ло нормал векторнни доим фазо- 
нннг ташци цнемнга йуналтирншга шартлашнб оламнз (94- 
шакл). Нормал томонига караб .харакат сиртнинг тегишли 
жойнда суюклик со со.\адан оцнб чицншини англатадн, нормал- 
нинг царама-царши томонига караб .\аракат эса суюцлнк сирт- 
нинг тегишли жойида шу со.\ага о^иб кириишни англатадн. о 
ёпиц сирт буйича олинган интегралнннг узи эса

куринишда бел гил а на ди ва о> сиртдан оциб чнцаётган суюцлик 
билан унга о^нб кнраётган суюклик орасидаги фарцни беради.

a n0 da

О
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96- шакл.

дг = 0, у =  О, 2 = 0, х +  у +  г = 1 
1с 1чнслпклар била:: чегараланга" 
пирамиданинг таш^н томони 
(9б-шакл).

Е ч и ш. Остроградский фор- 
муласидан фойдаланиб, цуйида- 
гнни косил кнламнз:

xdy dz +  у dz dx 4- г dx dy =

бунда о куйидаги

=  |’ lj | (1 4- 1 4- \)dxdydz=
Oi

I 1 —X

о

I ”

= 3U  \ dxdydz =  3 \ dx \ dy \ dz =  3 jdx j  z
J i j  6 0 0 0 0 

1 ^
= 3 idx f\ l - x - y ) d y  = 3 $ ( y - x y — r

< к о

l-x-y
dy =

dx =

_  3 j ( , _ , _ x ( i_ ^ _ o ^ a r ) < f * - 3 j ( d  - д г с - ' - ^ Ц  -

3 j ( l - 0 * — ± e ? ! t  — Г - 4 - Т -« n

7- § . Вектор майдон дивергенцияси

Oxyz фазонинг о» со^асида
. —*

а(М) = Р(х, у, z)i +  Q(х, у, z)j +  R {х, у. г) k
вектор майдон берилган булсин, унда Р(х, у , г), Q(x, у, z), R{х, у, г) 
фуккциялар дифференцналланувчи функциялар.

Т а ъ р и ф. ~а (Af) вектор майдоннинг дивергенцияси {узо^лашув- 
чиси) деб М 1г\’ктанинг скаляр майдонига айтилади, у d iva(M ) ку
ринишда ёзилади ва

. .  дР , dQ dR / 7  1 )d iva(M )=  — +  - + —  t ' -Ч

формула билан аникланадн, бунда хусусий *осилалар Af нукта-

А3 Днвергенциядан фойдаланиб, Остроградскийнинг (6.1) фор- 
муласини вектор шаклида кайта ёзиш мумкин.

(7.2)^ f l f T 0rfo= j f  f div a{M)dw.



Уин бундай нфодалаш мумкин: ёпиц сирт орцали Утувчи (бу
снрт ташки п нормали йуналишида ориентирлаиган) ~а вектор 
майдон.окими шу сирт билан чегараланган ^ажм буйича май-

* * С* MUlii U 1 Cl
Дивергениияии хпсоблашда куйидаги хоссалардан фойда- 

ланиладн:

1) div(o(M) +  6 (Af)) =diva(.Vf) +divb(A1);
—*

2) divC-a(iVf) = C diva (Af), бунда С —узгармас сон;

3) div и(М )-а(.И) = u(AI)div a(.Vf) +  a (  VI)gradi/(Af),

бунда и (Af) — скаляр майдонни аницлопчи функция.
1 . Дивергенциянинг инвариант таърифи. Дивергенцияни

(7.1) формула ёрдамида аннцлаш координата уцларини тан- 
лаш билан богли^. Остроградскнйнинг (7.2) формуласндан 
фойдаланиб, дивергенциянинг координаталар уцларини танлаш 
билан боглш^ булмаган бошь̂ а таърифини бериш мумкин.

Бу формуланинг унг цисмнда уч каррали интеграл турибдн. 
Урта циймат .^ацидаги маълум теоремага кура (10-боб, 2-§) бу 
интеграл V р ж м  билан интеграл ости функциясннинг со соха- 
нинг бирор Af, ну^тасидаги ^иймати купайтмаснга тенг. Шу- 
нинг учун (7.2) Остроградский формуласини цуйидагнча ёзиш 
мумкин:

| 1 anda = V div а (AfJ

еки
div а (Л/,) = - 7  ( J а п da.

Агар со со.\а Л1 нуцтага тортилса ёки V-»-0 булса, у холда Л1, 
нуцта М га интнлади. Натижада лимнтга ^тиб, цуйидагинн \о- 
енл ^иламнз:

lim div а (Aft) = lim - 7 (f)£' а п da 
Mt-+M V—>0 • t/ «7

еки

d iv a  (.VI) = l i m
f| a n da
£ ------------- =  l i m - ? -

V v-*o V (7.3)

Энди дивергенциянинг координата уцларини танлаш билан 
боглнц булмаган инвариант таърифини бериш мумкин.

Т а ъ р и ф .  М нуцтада вектор майдоннинг дивергенцияси 
деб, AI нуцтани ураб олган ёпиц сирт ор^алн Утувчи майдон 
оцимининг шу сирт билан чегараланган цнемнинг V ^ажмига 
нисбатннинг бу .\ажм нуктага тортнлгандаги, яъни V-+0 дагн 
лимитнга айтнладн.

163



2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) дивергенция ту-
шунчаснга физик талцин берамнз.

Фараз цилайлик, о» сохада оцаётган суюцлнкнинг тезликла-
рн майдони а (М) берилган булсин. 5- § да а (М) вскторнинг 
а ёпиц сирт оркалн ташци нормал йуналншндагн П оцнмн шу 
сирт билан чегараланган вацт бирлнги ичида оцнб кнрган ва 
оциб чиццан суюклик мшудорларн орасндаги айирмани нфода- 
лашн аницланган эди.

Ушбу
\ \ a n da

л  _  v _____
V -  V

ннсбат ,\ажм бнрлигига булинган суюклик мицдорнни ани^- 
лайдн, яъни манбанннг (/7>0 булганда) ёкн цурдум (/7<О 
булганда) уртача ^ажмнй цувватннн ифодалайдн. Бу нисбат- 
нинг лимити

^ 't a n d o

V^0~^T---- --- div “ <Af)
(7.3) дивергенция б^либ, у берилган нуцтадагн суюклик сар- 
фннинг ^ажм бирлигига ннсбатини ифодалайдн.

Агар div а (М) > 0 булса. суюк,лнк сарфл мусбат, яъни 
М ну^тани- урэб олган чексиз кичик сирторцали таш^и нормал йуна- 
лншнда суюцлик оциб кирганидан купроц оциб чициб кегади. Бунда 
М нуцта манба булади.

Агар div а (.И) < 0 булса, у .\олда [М нуцта ^урдук булади.
div а (Л1) катталик манбанинг ёкн цурдумнинг цувванши ифодалайдн.

Агар div а(М ) = 0 б^лса, у  халда М нуцтада на манба ва на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклида ёзнлган Оетроградскин теоре- 
маси оцаётган суюцликнинг тезликларн майдонида ёпик сирт орцалн 
ок,увчи суюцликнинг оцими хамма манбалар ва цурдумлар ^уваат- 
ларининг йигиндисига тенг булишини, яъни ^аралаётган со.\ада вацт 
биранги ичида пайдо буладиган суюцлик ми^дорига тенг булишини 
ифодалайдн.

Уз - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

I. Сирт оркалн утувчн вектор о^ими деб нимага айтнлади?
2 Суюцликнннг тезликларн майдонида вектор о^имининг физик маъноси

■додай?
3 Остроградскнй теоремасини ифодаланг ва исботланг.
4 Вектор майдон дивергенднясига координата шаклида таъриф беринг.
5 Дивергенциянинг хоссаларнни санаб утинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси цандай?
7. Днвергенцияга инвариант таърнф беринг.
8. Остроградский теоремасннн вектор шаклида ифодаланг ва унинг фи

зик маъносини курсатинг.
9. 3896—2900, 4405—4408- масалаларни ечинг.
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Куйидаги формулалар шунга ухшаш ^осил цилннадн:

\)Q(x, у, z)dy = f f f ~  cosy — ~ -c o sa )d a , ( 10.4)
L a

J, R(x, y, z)dz = Jj* ( "^"cosa — cos pj d a. (10.5)
L  K a

(Ю.З), (10.4), (10.5) формулаларни цушнб, Стокс формуласига 
келамкз:

\ Р(х, У, z)dx +  Q{x, у, z)dy +  R (х, у , z)dz =  —

■ t 'S - ) cosc‘ + ( i f — ^ ) с“ Р + ( ' ё — v ) co$T] ‘<” l l0 6 ,
Уни куйидаги куринишда цайта ёзиш мумкин:

j )  Р(х, У, г) dx +  Q (х, у , z)dy +  R (х, у, z) dz -  J j * ( i£  _

Хусусан, агар о со.\а L контур билан чегаралаиган Оху те- 
кислмкнннг сохаси булса, у ^олда dzdx ва dydz буйича интег- 
раллар нолга айланади ва Стокс формуласи (11-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига утади.

Стокс формуласи эгри чизнцлн интегралларни ёпик контур 
буйича сирт интеграллари ёрдамида хисоблашга имкон беради. 

М и с о л. Ушбу

а = xyi ~г yz j + xzk

вектор майдоннинг 2х—Ъу+Az—12 = 0 текисликнинг координа
та текислнклари бнлан кесншиш чизиги буйича Ц циркуляция- 
сини ^нсобланг.

Ечиш.  о текисликнинг кл^ори томонини шунингдек, шу 
томонга мос келган АВСА берк контурнн айланиб чицнш йуна- 
лишини караб чикамнз (100-шакл). Ушбуга эга буламиз:

Р — ху, Q = yz, R = xz,
хусусий >;осилаларни топамиз:

Р у  = х '  К  =  0 .  Q m =  ° .  Q i  -  У ,  К  =  Ry =  0 .

Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига цуямиз:
Ц =  \ xydx +  yzdy + xzdz = — \ [ydydz - f  zdxdz +  xdxdy.

1  a

а  сирт буйича олинган интегрални бу сиртнинг координата те-
I M



X  А
100- шакл. 101- шакл.

кисликларидаги проекциялари булган каррали интеграллар би 
лан ифодалаймиз:

\*jydydz =  j j ydydz =  j dz j ydy =  ( ^  j dz =
ДЙСО

3

0 4z—12

— -  |г~ 3|‘ I3 - ------ - 2 7 -  — 8 (101* шакл).
9 3 о 27 v

6—*

j ^zdxdz  = — zdxdz = — \dx j zdz = — |
A A BO 0 0

6 G -x

2 dx =
о

1 j (6-x )«  dx _  1 (6 -* )»  |6
2 J  40 10

6 0

6»
8 • 3 

6 о

= —9 (102- шакл).

j j x  dxdy = \ \ x d x d y =  \dx \xdy=  j'xy j2x_ l2 dx =
Ь А СО 0 2jc —12

3



о

—J* ( 2 \  12> d x  =  —  1  I (2  л"
з 3 О

о

f  (2 -V2 -  12 х) dx = — i  (|  Xs -  6 x2j

_  _L (4 .36 — 36 • 6) = -  • 36 • 2 = 24 (103- шакл).
и u

Шундай килиб,
Ц = — (— 8 — 9 +  24) =  — 7.

11-§. Вектор майдон уюрмаси

Фараз цилайлнк, Oxyz фазонинг со со^асида цуйидагн век
тор майдон берилган булсин:

~а{М) = Р(х, у, z) i +Q (x, у , z)j +  R(x, у, zjk.

Таъриф. а (М) вектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротори) деб 
М нуктаиинг [rot а (М) билан белгиланадиган ва

■-f ) T +(% --£  )7+( f  ■- f ) То.
формула билан аннцланаднган вектор майдонига айтилади, 
бунда хусусий хоснлаларни М (х, у, г) ну^тада топамиз.

Ми с ол .  Ушбу

а (М) = z~ i - f  х2 j  +  у2 k
вектор майдоннинг уюрмасини топинг.

Е ч и ш. Р — г2, Q — х2, R = у2 га эгамиз. Хусусий хосилаларни
топамиз:

_  j>Q_ _  9 „  Э Р _ _ М _ _  о ,  dQ <>Р _ 0 
ду дг дг дх ’ дх ду

Демак,
ro ta = 2 y t  + 2  г/ +  2xk.

Уюрма тушунчасидан фойдаланиб, (10.7) Стокс формуласини 
вектор шаклида кайта ёзиш мумкин:

| a d r = \ \ п rot a da ( 112)

ва бундай ифодалаш мумкин: а векторнинг а сиртни чегараловчи L 
контурни айланиб чицпннинг мусбат йуналиши буйича цирку тянияси
rot а векторнинг шу сирт орцали утадиган о^имнга тенг.

Уюрманинг таърифидан фойдаланиб, цуйидаги хоссаларнинг тугри 
эканига ишонч хосил к,илиш мумкин:

1) rot (а +  b) =  rota -f rot b ;
2) rot (С a ) = С rot a , бунда С — узгармас скаляр.
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3) rot (u a )= uro ta-f (grad u)xa, бунда 
и — it (/Vf) скаляр майдонни аникловчи 
функция.

1 . Уюрманинг инвариант таърифи.
Уюрманинг юцорида берилган таъ- 
рифн координаталар системасини тан- 
лашга боглик Энди уюрмалн майдон- 
ia инвариант таъриф берамнз:

Фараз ^иланлик, п — ихтиёрий белги- 
.танган бирлик вектор па D эса М ну^- 
тани уз ичига олган L чегарали ясси
шакл булиб, у  п векторга перпендикуляр 

булсин. (112) Стокс формуласини

L

104- шакл.

'{• a d r  =  \ \ roinada

куринишда ёзамиз, чунки п ■ rota = rotna (104-шакл).
У рта циймат ха^идаги теоремага мувофнк;:

J  ad г = S rotnа (Af,),

6у,шн го.Га(-И,) = 4 ф а « Т ,  бу ерда S юз - D  cox„„„„r кш.
L

М1 — бу сохадаги бирор нунта.
Охирги тенгликда D сохани .И ну^тага тортиб (ёки S->-0 да), 

лимитга утамиз, бунда М1 нуцта М нуцтага интиладн:

lim rot„ а (М.) = lim — 4) a d r  
Mf+м s-*o 5

ёки

rot, a (.Vf) = lim — [) a d r  = lim — .
s-»o S j  s_o 5

L

Т а ъ р и ф .  Вектор майдон уюрмаси деб, шундай векторга 
айтиладики, унинг бирор йуналишга булган проекцияси шу 
йуналншга перпендикуляр булган D ясси юзнннг L контур 6J- 
йнча вектор майдон циркуляциясинннг 5  юзнннг катталнгига 
ннсбатнга тенг, бунда юзнинг улчамлари нолга интилади 
(S-*-0), юзнинг узн эса иуцтага тортиладн.

2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси тушун* 
часининг физик тал^инини берамиз. 1\аттиц жиемнинг цузг&тмас нук* 
та атрофидаги .^аракатини цараб чикамиз. Кннематикада тезликлар 
майдони v исталган моментда



v = о) X г 

формула билан аницланадн, бунда а> 
'■ ►

оний бурчак тезлнк, г — жисмнинг их- 
гиёрий М нуктасинннг радиус-вектори 
(105-шакл).

Агар

г =  x i  + y j  +z~k,

a) = (ox i - f  оo j  - f  (ozJ
экаюГмаълум булса, у холда куйида- 
гнга эга буламиз:

i j  k
v = О) О) Cl) х у г = (о у  — шгу) i +  (шгл: — axz )J  +  (ыху — ь у ) 7.

х у г

Энди rot у векторнгаг проекцияларнни топамиз. 

прх (rot w) = (ыху  — с у )  — -L  (Ыгх — (о^) = <ах +  (ож = 2 сох, 

np„(rott>) = j - (шиг — шгу) — JL (шхг/ — о у )  = +  шд *  2<ау,

прг (rot v ) =  ~  (о у  — и>хг) — ~  ( « у  — u>jy) = и, + шг = 2 оу 

Шундай килиб,

rotw = 2 (ox i -г 2 ш„/' +  2 со2А = 2 0)
эканини уэсил цилдик.

Демак, и тезлик майдони уюрмаси ^аттиц жисм айланишининг 
оний бурчак тезлиги векторига коллинеар вектордир:

rot v = 2 ш.
Г з - ? з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Кандай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Соленоидли майдоннинг хоссасини ифодаланг.
3. Чизицли интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцияси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремасини ифодаланг ва исботланг.
6 Вектор майдон уюрмасини координата шаклида таърифланг.
7. Вектор майдон уюрмасининг таърифини айтинг.
8 . Стокс теоремасини вектор шаклида ифодаланг.
9 Вектор майдон уюрмасининг физик маъноси цандай?
10. 3894—3895, 4450—4465- масалаларни ечинг.
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12* §. Чизицли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглиц булмаслиги шартлари

фзпяч кй'чяйлик, к\'йи^г Я РКТО Т) М Я Й Д О Н  6 < ? !М ? Л Г 5 ! !

а — Р(х, у, z)i - г Q(х, у, z)j +R{x, у , z)k .
Бундан кейин Р, Q, R функциялар узларннинг биринчи тартнб- 
лн хусусий хосилалари билан бирга ёкн Oxyz фазонннг .^ам- 
масида, ёки фазонннг бирор со со.^асида. узлуксиз булади деб 
фараз циламиз.

Фараз цилайлик Л ва В ну^талар со соханннг нккита их- 
тиёрий нуцтаси булсин. со сохада ётувчн ва Л ^амда В нуцта- 
ларни туташтирувчи турли эгри чнзн^ларни караб чикамИз 
(106-шакл). Агар

1 Р(х, у, z)dx +  Q(.v, у, z)dy +  R(x, у, z)dz
L

чизицли интеграл бу йулларнинг ихтиёрийси буйича айнн бир 
хил кнйматлар цабул цилса, у интеграллаш йулига борлиц бул
майди дейилади.

Чизицлн интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмас- 
лик шартларн ^уйидагн теоремалар билан берилади.

1 - т е  о р е м а. Ушбу

106- шакл. 107- шакл.

I Р(х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz
L

чизицли интеграл бирор со сохада интеграллаш йулига бог лиц 
булмаслиги учун бу сохада ётган истаган ёпиц контур бдйича 
олинган интеграл нолга тенг булшии зарур ва етарлидир.

И с б о т и. Е т а р л и л н г и. Фараз цилайлик, со сохада ётув- 
чи истаган L ёпиц контур учуп

| Р(х, у, г) dx +  Q (дг, у, z)dy+ R (x, у, z)dz = 0
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булсин. Чизикли интегралнинг ннтеграллаш йулига боглиц 
/маелнгини курсатамиз.

Ха^ицатан, А ва В нуцталар ы со^ага тегишлн булган нуц- 
тал  ар uy^ltnn, и у  Ну^ТаЛариН ш w^umu •i:...!:'! Д Tj j.-.:;:
Л т 5  ва АпВ эгри чнзицлар билан туташтпрамиз (107- шакл). 
Куйндагича булншинн курсатамиз:

\ Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy+ R (x, у , z) dz = J  Р(х, у, z)dx +
Ат В  Л ~В

"т Q (х, у, Z)dy +  R(x, у, z)dz.
ЛпВ ва АтВ  ёйлар АтВпА ёпиц котурнн \оснл цилади. Эгри чи- 
зшуги интегралларнинг хоссаларини хисобга олиб, ушбуни хосил ци- 
ламиз:

f  Р(х, у, z)dx+'Q(x, у, z) dy +  R (х, у, z) dz = \ Р(х, y,z)dx +
Л'пВпА АтВ

-rQ{x, У, z)dy +  R(x, у, z)dz +  \ Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +
ВпА

+  R(x, у, z)dz = j  Р(х, у , z)dx +  Q(х, у, z)dy +R{x, у, z)dz —
А т  В

— f Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R (х, у, z)dz,
АпВ

чунки

( Р(х, у, г) dx +  Q (х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz =
! ВпА

= — \ Р(х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz.
А пВ

Биро^

Р(х, у, z)dx +Q  (х, у, z) dy +  R (х, у, z)dz =  0
А т В пА

интеграл ёпи^ контур буйича олинган интегралдир. Демак,

\ Р(х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +R(x, у, z)dz— \ Р(х, у, z)dx +
/\mB А п В

+  Q(*. у, z)dy +  R (х, у, z)dz — 0.
Бундан

f Р(х, у , z) dx +  Q (х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz = 
л%в

=  \ Р(х, у, z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у , z)dz
АпВ

эканини .\осил ^иламиз.



Шундан цилиб, чнзицли ннтег- 
рал интеграллаш йулнга 6of:ih»  ̂
булмаслигини исботладик.

3 а р у р л и г и. Фарло ^нллпмня 
(о сохада

j  Р (х, у, г) dx +  Q (дг, у, г) dt) +

-t R(x, у, z)dz
чизшути интеграл интеграллаш йу- 

108- шакл. лига боглиц булмасин.
Шу со.\ада ётувчи истаган ёпнц ; 

контур буйича олинган интеграл нолга тенг булишинн курса- j 
тамиз.

,\акнцатан ш сохада ётувчи ихтиёрий ёпиц контурни цараб 
чицамиз ва унда иккита ихтиёрий А ва В нуцтанн оламиз (108- 
шакл). У цолда

$ Р (х , У, z)dx +  Q(x, у, z)dy-rR (x, у , z)dz =  I Р(х, у, z)dx+
Ат ВпА ■  ̂ А ~ В

+  Q (*. У, z)dy +  R (х, у, г) dz+  \ Р (х, у, z) dx +
ВпА

+  Q(X, У, z)dy +  R(x, у, z)dz =  J  Р{х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +
Ат В

+  R(x, у, z)dz — J  Р(х, у, z)dx +  Q{x, у, z)dy +
А п В

+  R(x, у, z)dz = 0,
чунки шартга кура

f Р(х, у, z)dx +  Q(х, у, z)dy +  R{x, у, z)dz =
Ат В

= \Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, Z)dy +  R(x, у, z)dz.
А п В

Шундай цилиб, истаган ёпнц контур буйича олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботланди.

Куйидаги теорема амалда цулланнш учун цулай булган 
шартларни беради, бу шартлар бажарилганда чнзицли интег
рал интеграллаш й^лига боглиц булмайди.

Теоремани ифодалашдан олднн фазода бир богламли со. а̂ 
тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф  Агар со сохада ётувчи ихтиёрий L ёпиц контур 
учун шу сохада ётувчи а сирт мавжуд булиб, унинг учун L 
контур чегара б^лса, фазонинг со со^аси бир богламли со%а 
дейилади. Бу цолда L контурга со со^ага тула тегишли булган
о сиртнн тортиш мумкин дейилади. Масалан, куб, шар, бутун 
фазо бир богламли со.^а булади. Торнинг («тешкулча») ичи 
бир богламли булмаган со.^а цисобланди.



2-т ео р ем а : а — Р(х, у, г) i - f  Q(x, у, г) j  +  R(x, у, г) к век-
тор- функциянинг

Г о л и ■»'/fn — f? (г I/ rt/f?-v »•» гг* •/ • л » «/ *J * \л» */*

чизицли интеграли йир богламли ш сохада интеграллаш йулига 
боглиц булмаслиги учун бу соханинг .\амма жойида

rot а = 0 ( 12.2)
булиши зарур ва етарлидир.

Етарлилнгини исботлаш билан чегараланамиз.
И с б о т и. Е т а р л и л и г и.
Фараз цилайлик, ш сохада rot а = 0  булсин. 
со сохада ётувчи исталган L ёпиц контур буйича олинган 

ушбу чизи^ли интеграл нолга тенг булсин:

I Р{х, У, z)dx +  Q(x, у, z)dy-rR (x, у, г) dz = 0.

о сохада L контур билан чегаралаиган о сиртни цараймиз 
(соханинг бир богламлнлнгн сабабли бундай со^а доим топи- 
ладй). Стокс формуласига кура

j a  d г — j  \ п rot a d а

о сохада, жумладан, о сиртда rota = 0 тенглик уринли була
ди. Шунинг учун

f f п rot a d о — 0,

демак,

t a dr = 0

еки

Ф Р (*, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, г)dz = 0.

Шундай цилиб, ю сохада исталган L ёпнц контур буйича олин
ган чизн^ли интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан чизикли 
интеграл интеграллаш йулига 6of.ihk эмаслнгини хулоса ци- 
ламиз,

"*4£-£)T+(£-f)7+(£-f)T
булгани учун 2-теореманн куйидагича ифодалаш мумкин: ушбу 

\ Р (х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R (х, у, z)dz
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низщли интеграл бир богламли со.\ада ннтеграллаш йулига 
боглиц булмаслиги учун шу соуанинг .\ар бир нуцтасида 

№ _ d Q  r>P _  dR dQ =  дР 
ду дг дг д г  * дх ду

монпсабаж. Сажирилшии зарур ва етарлидир.
1-м И СОЛ. Ушбу

\ (2 х у -Г z')dx +  (хг +  z)dy +  (y +  2 хг) dz
L

чизи^ли интеграл ннтеграллаш йулига богли^ булиш-булмас- 
лигини текширииг.

Ечиш.  2 -теореманннг (12.2) ёкн (12.3) шартларнни тек- 
ширамиз. Бундан ^уйидагига эга буламиз:

Р = 2ху +  z-, Q —х2 +  z, R = y +  2xz.
Бундан

f - 2 x .  ~  — 2х, ~  = 22,ду дх дх
JtL  - 9 ,  Л -  1 dR -  1

дг ’ дг ' ду  ' •
Бинобарин 

бундан

=  =  , дР -  - 9 -  &Q _  дР п у  , 
дг * дг дх ' дх ду

ro ta = 0.
Шунинг учун берилган чизицли интеграл ннтеграллаш йулига 
боглнц булмайди.

2-м и с о л. Ушбу

\ ydx — xdy +  zdz

чизнцлн интеграл ннтеграллаш йулига богли^ булиши ёки бул- 
маслигини текширинг.

Ечиш.  ( 12.2 ) ёки (12.3) шартларнн текширамнз. Р = у, 
Q— —х, R = z га эгамиз. Бундан:

= I — \
ду ’ дх ’ дх

« L - о .  Л - 0. ^ -  = 0.дг дг ду
Бинобарин,

dR _  Л? _ п  д?  dR л  дР dQ
Я л -- « а -----= -- • _а ^  Т ’о</ да дг дх ду дх

бундан ушбуга эга буламиз:
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\ дх ду 1
Шунинг учун берилган чнзнцли интеграл интеграллаш йулига

 ̂ пQUrwir<<\

13-§. Потенциал майдон. Потенциаллик шартлари

Таъриф.  Агар

~а (М) — Р(х, у, г) i +  Q (х, у, г) j + R (x , у, z)k

векто р  майдоннинг уюрмасн ю соханннг хамма нуцталарида 
нолга тенг булса, бу майдон шу со.\ада потенциал (ёки гради- 
диентли, ёки уюрмасиз) майдон дейилади.

Потенциал майдоннинг таърнфнга кура майдоннинг хар бир 
нуцтаси учун

. “*■ dR dQ ~Т , / дР OR , 
го*л - ( в

+  = о (13.1)
\ дх ду I

булади, яъни куйндаги айниятлар уринли булади: 
dR __ dQ дР_ _  dR_ dQ _  иР 
ду дг  ’ дг дх дх ду

(13.2)

Шунинг учун (13.2) айниятларнинг бажарилиши вектор 
майдоннинг потенциаллиги шарти булади.

Шу айниятлар (12.1) чизицли интегралнинг L ёпиц контур 
буйича нолга айланиши учун зарур ва етарлиднр, шунингдек, 
унинг интеграллаш йулига боглиц булмаслигининг зарурий ва 
етарли шартидир.

Т а ъ р и ф .  Градиенти а (х, у, г) скаляр майдонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, г) скаляр функция шу вектор майдоннинг 
потенциал функцияси (ёкн потенциала) дейилади.

Шундай килиб, потенциал майдон
, ди ~Т . ди ~Т . ди ~Т ~Т grai u - - , + - i + - k - a

муносабат билан ифодаланади, бунда

~а =  Р(х, у, z)7 +  Q(x, у, z)T +  #(*, У, г) k

булиб, шу билан бирга rot а = 0  ёки rot grad и = 0.
Мисол.  Ушбу

а = (.vs — 2 уг) ■ i +  (уг — 2 хг) • / +  (г2 — 2 ху) k 
майдон потенциал майдон булиши ёки булмаслигини текширинг.



Е ч и ш. Р — л* —2 уг, Q = у1 — 2 хг, R = г2 — 2 ху булгани учуц 
бу ердан хусусий хосилаларни топамиз:

—  =  — 2гду
дР о— 2 у,дг

— • = —2у.Ох дх

—  «= — 2х, дг
dR о—  = — 2 .V. 
ду

22,
Р\уйидагилар равшан,

= _  2х, — = = — Чу = —  = 
ду дг дг дх ’ дх ду

яъни (13.2) шарт бажарилади, шунинг учун берилган майдон потен
циал майдондир.

14-§. Потенциал майдон ^олида чизикли 
интегрални ^исоблаш

Лгар to фазовий со.^а бир богламли булса, у .\олда потен
циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш йулига 6 o f -  
лик булмасдан, балки шу йулнинг бошлангнч А хам да охирги 
В нукталарининг координаталарнга боглик булади ва и (х, 
у. г) функциянинг шу ну^талардаги орттирмасига тенг булади, 
яъни

f Р(Х, у, г) dx -f Q (х, у, z)dy +  R(x, у, z)dz =
А В

= и(хв, ув, гв) — и(хА, уА, гл), (14.1)
бу ерда АВ йул — А(ха , уА, гА) ну^тадан В(хв, ув, гв) пуи.тагача 
ихтиёрий интеграллаш йули. Одатда бундай йул тарзида ACDB си- 
ник чизик олинади, унинг AC, CD ва DB б>тинлари координаталар 
уцига параллел (109- шакл). Бу >̂ олда потенциал ни хисоблаш форму
ласи куйидаги куринишга эга булади: 

в
и(х, у, z) = i Р(х, у, z)dx +  Q(x, у, z)dy + R (x, у, z)dz =

А
W

= \р(х, у0, Zq) dx+$Q(X, у, z0)dy+
*• и.г

- f  \ R(x, у, z) dz, (14.2) 
г,

бунда
А (а0, у0, г0), С(х, у0, г0), 

D(х, у, г„), В (к, у, г),

АС = (х —  л-0) ( , CD =  (у — у0) /,

DB =  (г — г0)
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Агар потенциал майдон куч майдони булса, у ^олда бундай 
мамдонда нуцтани кучиришда бажарнлган нш майдоннинг бир 
/j нуктасидан иккнмчи В ну^таснга кучирнш йулига борлиц 
Пул м а иди ва (14.1) формула буйича ^исоблаиншн мумкин.

Потенциал вектор майдонда бир борламли сохада ётган хар 
кандай L ёинц эгри чизиц буйича циркуляция нолга тенг. Куч 
майдони учун бу майдон кучларннинг хар цандай L ёпик эгри 
чизнц буйича бажарган нши нолга тенг булади.

М и с о л. Ушбу

~а =  {х2 — 2 уг) i + (у 2 — 2 xz) / +  (г® — 2 ху) к

майдоннинг потенциалнни топннг.
Е чи ш. Бу векторнинг майдони потенциал эканини курсат- 

ган эдик (13-§ даги мисолда).
и (х, у, г) потенцнални (14.2) формула буйича топамиз:

X I/ г
и(х, у, г) = j  (х2 — 2 у ^ ) dx +  \ {у2 — 2 xzjdy +  \ (г2 — 2 ху)dz = 

х, i .  г*

= ({**- 2 w )£  + (j  !/• -  2 хад )£ + ( j «* -  2 V ) -
= X* +  ^  У3 +  -^ г3 ) — 2 y ez9x — 2xz0y — 2xyz — ̂  х* +

+  2 у0г0х0 — i  y30 +  2 xz^o — +  2 xyz0 = (x3 +  y3 +

+  z3) — 2 xyz  ̂— [ j  (xj +  y l~ z ])  — 2 x0y„z0j .

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л a p

1 . Чизныли интегралнинг ннтеграллаш йулига боглиц Сулмаслнгн ниманн 
билдиради?

2. Чизицлн интегралнинг ннтеграллаш йулига боми^ булмаслигн унинг 
исталган контур буйича нолга тенглигига эквивалент эканини к?рсатннг.

3. Чизицлн интегралнинг ннтеграллаш йулига боглиц б$лмаслигшшнг за- 
рурнй ва етарли шарти ^ацидагн теореманн нфодалаиг ва исботланг.

4. 1\андай майдон потенциал майдон дейилади?
5. Майдон потенциаллигининг шартлари цандай?
6. Потенциал деб нимага айтилади? У цандай .уасоблаиадн?
7. -1430—4437- масалаларни ечннг.

15-§. Гамильтон оператори 
(Набла оператори)

Вектор анализнинг grad, div, rot дифференциал амалларими сим
волик у  вектор ёрдамида (Набла-вектор — Гамильтон оператори) 
яфодалаш кулайдир:

0 д -?■ , 0 —



Бу векторнн у ёкн бу (скаляр ёки вгктор) катта лик ка цулланиш- 
ни бундай тушунмоц керак: вектор алгебра придала рига кура бу век- 
торни берилгаи катталикка купайтириш амалини бажариш лози.м,
сунгра — , , — символлариннг 6v катталикка к?пайтипитт$?дх дч дг
Тч шили хиашна топиш сифитида цараш керак.

Бу вектор билан амаллар бажариш цоидаларини цараб чипами з:
1. у  набла векториинг и(М) скаляр функцияга купайтмаси шу 

функциянинг градиентини беради:

/ д ~Т , д ~Т , д 7"\ ди ~Г .

+  — /' +  — А = grad и.ду дг
Шундай цнлиб, V “ = grad и.

2 . V набла- векториинг

~а (.Vf) = Р(х, у, z)~i-rQ(x, у, z ) J  -г R(x, у, г) Г

вектор функция билан скаляр купайтмаси шу функциянинг диверген- 
циясини беради:

v  . 1  _  (Л . Т +  ±  7 +  ±  *  ) .  (/>(,. у, г )7 +

+  Q(*. У. z )J+ R (x , у, z)k) =  
дР , dQ . dR .. —= — + - s  + — = diva.дх ду дг 

—̂ ►
Шундай цилиб, v  • а = div а .

3. у  набла- зекториинг

а(М) = Р(х, у, z) i+ Q ( х, у, г) / + R (x, у, z)k
вектор функцияга вектор купайтмаси шу функциянинг уюрмасини 
беради:

V X а =
i  j  k
д_ ±  д_

дх ду дг
Р  Q R

_  [dR __ dQ\
I ду дг ) i  +

+  ( — — — |7 + ( ~  — — *=то(а.[ д г  дх )  1 \дх д у )

Шундай цилиб, v  X а = rot а.

Градиент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари биринчи 
тартибли дифференциал вектор амаллардир.
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16-§. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалларии курамиз. Шуни
айтиб утиш керакки, gradu, rota амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтирадн, di va амали эса скаляр майдонни вужудга келти- 
ради. Курсатилган амалларнинг цуйидаги комбинациялари булиши
мумкин: divgradu, graddiva, rot rot a, div rot a, булар иккинчи тар- 
тибли амаллар дейилади. Улардан энг мухимларини караб чикамиз.

1. div rot а — 0.
,\аки катан хам, агар вектор майдон

а = Р(х, у, г) i +  Q (х, y,z)~f+R (х, у, г) ~к 
б\'лса, у холда иккинчи тартибли аралаш хосилаларнинг тенглиги учун

’ d i v r o t r - ^ -
дх ду д г) ду \ дг дх) дг \ дх д у )

= °2R — diQ J- д'Р _  - д—  _  _  № _  Q
дх ду дх дг ду дг ду дх ‘ дх дг дг ду 

булади. Шу натижанинг узнни набла-оператор

div rot a = у -  ( у х  a)
ёрдамида .̂ ам олиш мумкин, чункн бу ерда учта векторнинг аралаш
купайтмасини хосил циламиз: у . V ва а, буларнинг иккитасн бир хил. 
Бундай купайтма натга тенг булиши равшан.

2. rot grad и = 0.
^акикатан,

, ди Т  . ди Т  . ди Т  grad U — —— 1 +  —  ] +  —  k
дх ду дг

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмаларнинг тенглиги
туфайл!:

ч - - ? [ £  ( ± ) - £  ( i ) ] + 7 [ A  ( | ) -
д , ди ,] Г д (  ди \ д / ди ]  _
дх дг ) J  ~Г [  дх ( ду j  ду дх j j
= Т/ J ! f L ___* И Л + 7  ( J * L __ +

\ ду дг дг д у ’ ' ' дг дх дх дг)
+  X / J 5 L _ _ * « v  ъ

\ дхду дудх)

Шу натижанинг узнни у  набта-оператор ёрдамида хам хосил цилиш 
мумкин:

rotgradu =  y x y u  = ( y x y )  и =  0,
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чунки бир хил векторларнинг вектор купайтмаси нол вгкторга тенг.
3. divgrad и = —  -f  —  +  — . *

дх* дуг дг*
Хакикатан хам,

■  =  т  - i  - г  —  / +  —  к

екн

Бунда

divgrad« = — / — ) +  — ( — \ - f  —  ( — \ =
дх [д х  ) ду \ ду ) дг \ дг ) 

дги . дги , дги
+  <16»

булади.
(16.1) тенгликнинг унг томони символик тарзда бундан белгта- 

нади:
Аи = ^ - + ^ -  +

дх* ду» дг*

Ды = | _ * + J L  + J M
I дх'- ду * дг» )

Д = 1 ^ + Т Т  +  Т ^  06-2)дх* ду* дг*

символ Лаплас оператори дейилади. Бу операторни у  векторнинг 
скаляр квадрата тарзмда караш табиийдир.

Хакикатан а̂м

™=№4iH£J=*-
Шунинг учун (16.2) тенглик у  оператор ёрдамида 

divgradu = v  (V “) = V* “ 
куршгишда ёзилади. Шу|ш айтиб уташ керакки,

Л и =  О
тенглама Лаплас тенгламаси дейилади. Аи =  0 шартни бажарув- 
чн и(х, у, г) скаляр майдон Лаплас майдони ёки гармоник 
майдон дейилади.

17-§. Лаплас оператори, унинг цилиндрик 
ва сферик координаталарда ифодаланиши

Аввалгн нараграфда биз Лаплас операторннинг декарт 
коордннаталарндаги ифодасини ^осил цнлган эднк: 

л а* , д* д*



Бу операторнинг цилиндрик координаталардаги ифодасннн то
па миз: ,

X — Т COS ф, г/ =  Г Sin Ф, 2 = 2 .
Б у н и н г  учун и = и(х, у, г) мураккаб функниядан (бунда

------------- ч  и *» ГЧ Г , Г  м  u  ; I Г к  Т U  И Г  Я  ТТ

бирипчи 1 IIU O U  WJ «Г.

— = — cos ф ~  ЭШФ, •»/

— = — — г sin Ф +  —  г cos ф,
■ дф дх ду

*0. = cos5 ф +  sin2 ф +  2 cos ф sin ф, 
дг* дх2 ду- дхду

(17.2)

(173)

f- sin2 Ф 4" ———■ г2 cos* ф — —— г cos ф---- — гвшф —
д  ф2 дх* ду* дх ду

д*и
—  2

dx ду
г2 sin ф cos ф. (17.4)

(17.3) ни г~ га купайтириб ва (17.4) билан цушиб, 

г.  Ш  +  * L _  ( S L  +  *L ) г* - г  (■* cos* +  i  s in » )
dr* дф1 \dx* dy*/ V дх ду I

ифодани хосил цкламиз, у эса (17.1) ни цулланилгандан 'сунг к,уйи- 
дзги куринишни олади:

д*и
дг*

Л . , ди =  .  (д*и  , д*и \ 
1 дф* дг \ дх5 ду1 J

еки
д*и д*и _ д*ц __J_ д*и __1_ _ ди

Бундан,
дх* ду* дг* дф* дг

_  д=«_ I д*ц _  д*и . 1 ди , 1 д'-и д*а
U дх* ду* дг* дг* г дг г* дф* дг*

келиб чикиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
наталарда ёзиш мумкин:

д =  Л +  1 . - 1 + - L  —  +  Т --  ( 17-5>
<Эг* г дг г2 д  ф* дг*

Худди шунга ухшаш Лаплас оператори учун ифодани сферик 
координат а ларда келтириб чицариш мумкин:

x = r s in 0 совф, 
у = rs in 0 sinф» 

z — г cos 0.
и = и(X, у, г) мураккаб функциядан эркли узгарувчилар бу-] 

йича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий цосилаларни то
памиз:

— = — sin 0 cos ф +  — sin 0 sin ф +  ~  cos 9 = дг дх ду дг
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—  — д и  . _ л ,.
^  rsin ® 51ПФ +  —- /'sin 0cos9 =

=  г  sin 0 {-

•■и cia
- А ------- Г *  /■ COS 0  CO S ф  - Iv  U MX 1

«И ■ , (JU '—■ БШф------ cos«piЯ В ш В н а р я Ш р
ди .

г ccs 0 sin ф tty r
ди

д и
—- г sin «

д-и
дг*

= ГСК0( т , т * + Т у ™ < ! ) - % Г« п в ,

+  2 sin* 0 sin <р cos т  . +  2 sin „ с05 „  ̂  ?
Лсдг

- f  2 s i n 0 c o s 0 s i n ®

Л , -  дудг

(17.6)1

(Мл

(17.8)

(17.9)

* ■ ,  +  £ . o s 4 ) -  

(й* cos<f‘ ~  ^  s 'n ^ ) "^2/,*sinI fts in 4 > o o sv -^ - (1710)
л 'А.  ' ,  дХду

д& ^ Ш 0 ( — С05ф +  _^ Sinф) +  0  r2sin20 —
ЙИ ,  ■*

- *  ^cos9 +  , W 0 ( ^ c o s 4 + ^ s i n 4 )  +

+  2 '-’ c « ’ e s in 9 cosT^ - _ 2 , . s i „ e CosOc0s » - ? ! L _
wdx

— 2 /-2cos0 sin0 s h ^ -^ ! i . .  П7 . . .
(17.10) ни г2 sin2 0 га, (17 11) Нц г 2 г/ гй
■тан И5шнб, кушцап, и ^ д а т " « и л  к Л ™ 5  “  И т 'Ю т  (17'9>.би'

£  +  j _  л  • л
* •  „  Йв, ~ ^ + ^  +  — -

» Г • «  / ди  ,  ^  * *
~ 7  Н  +  %  * , ) ■ + « , *  _

_ 1 / дм л„ 7 -*
™ n0 U  С°5ф +  - Г  sin(P)- 

Бу нфола (17.6^(17.8) лар птЛщ № г а н д а н  c?Hr

, 2 + - —:— ¥ а  +  ± . . * ± _  д°-и , 
* •  r*sin*e д<1* ^  Г2 дО *~ & Г +

+
ду% ' дг* 

куринишни олади. Бунда»
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о-щинг учларн цузгалмас булсин. У холда t кандай булганда 
^дм ушбу тенгликлар бажарилиши керак:

« ( 0, 0 - 0. « а .  О - о .  (2.5)
c v тенгликлар масаланинг чегаравнн шартларидир. Бошлаи- 
г .;4 момент (f = 0) да тор маълум шаклга эга булиб, унинг *ар  
бир нуктаси тезлнги аникланган булсин, яъни 

и (х. 0) и I = / (*).
МО

« ',(* . 0 ) - £ |  *= F (х). (2 .6)
*  1/=о

Бу шартлар тенгламанинг бош лантч шартларидир.

3- §. Торнинг тебраниш тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш

/
Биз юцорнда торнинг учларн цузгалмас Деб фараз к илган 

эдик, яъни торнинг узунлиги чекланган эди. Энди торнинг 
узунлиги ж уда катта булсин. Унинг уртасндан бирор тезлнк 
берсак, унг ва чаи томонга тулцинлар нуналади. Натижада 
торнинг учларнга тугри тулцинлар борнб, сунг тескари тул- 
кинлар кайтади. Биз аксланган тескари тулкннларни ^исобга 
олмаймиз, яъни чексиз булган торнинг тебраниш масаласини 
к\"рамнз. Бир жннсли (2.4) тенгламани (2.6) бошлангич шарт- 
л’арда ечамиз. Бу ерда f (x )  ва F(x)  функцнялар бутун сонлар 
укида берилган. и(х, t )  функция учун чегаравий шартлар бул- 
майди. М асалада факат бошлангич шартлар берилса, бундай 
масала Коши масаласи дейилади. Уни Даламбер усули билан 
ечамиз. Тенгламанинг умумий ечимини иккита ихтиёрий функ- 
циялар йигиндиси сифатида цнднрамиз:

и (х, /) =  Ф (х — at) +  ♦ (* +  at)- (3-1)
Бу <р ва ф функцияларнинг иккинчи тартибли ^осилалари 

мавжуд булсин. У ва^тда, кетма-кет ^осилалар олсак,
и'х =  ф' (х — at) +  ф' (х +  at), и'хх = ф" (х — at) +ф" (х +  at),

и\ =  — а  ф' (х — at) -г a ф' (х +  at),
ult =  аг ф" (х — at) +  a- ф" (х +  at)

лар ^осил булиб, натнжа (2.4) тенгламани каноатлантнради. 
Демак, (3.1) функция умумий ечнм булади. (2.6) бошлангич 
шартлардан фойдаланиб, ф ва ф номаълум функцияларнн то
памиз:

/ = 0 да
( Ф W  +  i  (х) =  / (х),
1 — аф' (х) +  аф ' (х) = F (х)
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снстемага келамнз. Иккинчи тенгламани 0 дан х гача б^'лгм 
оралицда интегралласак,

— о 1ф (*) — «р (О)) +  а  [ф (дг) — ^ (О)] = f  F (x)dx

StU X

куринишдаги нфодага келамиз. Бу ерда С= —ф (0 )+ tf(0 )— 
узгармас сон. (3.2) ва (3.3) тенгламалардан ф (х), -ф(дс) номаъ. 
лум функцияларни аницлаймиз:

(3.4)

Бу формулаларда аргумент х ни х — at вз х +  at ларга алмаштириб,
(3.1) формулага цуйсак, и (х, t) функция топилади:

1 и

of X

и (х, 0  = j  f  (х —at) —

х—at
— -L j  F (x) d x +  J  f  (x + a t ) +

n0
x + a t

и

0

и

О 'х

111 - шакл.
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+ F(x)dx=
0

x + a t

+  ̂ j  F(x )dx .  (3.5)
x—a l

Бу (3.5) формулага тор тебраниш 
тенгламаси учун Коши масаласининг 
Даламбер усули билан ечилиши 
дейилади.

Олинган (3.5) ечнмпинг физик 
маъносими англаш учун и (.v, 1) 
ечимга кирган ф (х — at) ва <( (х +  
at) функцияларни алохида- ало^ида 
текширамиз. ф (x—rat) функцияни 
олиб, / га t — t =/,, / =s /г ва 
.ужазо усувчи цийматларии бериб, 
унинг графигини ясаймнз ( 1 1 1 -шакл).



Щаклдан куринадики, иккинчи график биринчисига нисбатан atx 
микд°Рга, учинчиси at2 ва ^оказо микдорга унг томонга сурилган. 
Дгар бу графи кларнинг проекцияларини навбат билан экра>га тушир- 
сак, гуё уларнинг юцсридаги Сиринчиси унг томонга «чопиб» утаёт-

___ . .  Л Л л а ч и  Т п п н и н г  r t v u ТЯЙ u p t п а ш л ш *  m i l  « к и и  ч о Л  ч т я ч ч ч м  Т о ч т - .

ламадаги а =  1/  ко з^фишгсш зса тг.длцинларкикг тарцалиш
,пездига дейилади. Энди $(х+а1)  функция™ кураГтлик. / га /„</,</„ 
кийматларни берегк, 1 1 1 -шаклдагн графикларда биринчиси пастдагиси 
булиб, тулцин унгдан чапга а тезлик билан тарцалади. Энди Далам
бер формуласи (3.5) ёрдамида олинган ечимни текширамиз. Икки ^ол- 
ни курамиз. Биринчисида тор нуцталарининг бошлангич тезлиги нолга 
тенг булиб, тор бошлангич чет лат иш \исобига тебрансин, яъни F (х)= 
= 0 деб олсак, (3.5) формуладан цуйидаги ечимни э̂ осил циламиз:

и (дг, t) = f j x  — af) + f  (x + at) (3.6)

II
S i ! !

Бу ерда f  (x) берилган функииядир. Фсрмуладан куринадики, ечим 
и (х, 0 иккпа тулкин йигиндисидан иборат: биринчи-^ f (x  — at) тул-

1̂ ин а тезлик билан унг томенга, иккинчи f  (х + at) тулцин шу
тезлик билан чап теменга тарцаладиган тул^инлардир.

f  (х — at) тугри тулцин, у  / (х - f  at) эса тескари тулцин деб
аталади. Бошлангич / = 0 моментда иккала тулкин профили устма- 
уст тушади. Фараз циламиз, бошлангич моментда f  (х) функция (— /, 
/) интервалда нолга тенг булмасин ^амда жуфт функция булсин.
112-шаклдаги чап устунда f  ( x+ a t )  тул^иннинг чап томонгатар-

калиши, унг устунда эса вацтнинг турли моментларида - j  / (х — at)
ту.-щиннинг унг томонга тарцалиши, уртадаги устунда эса тулкин- 
лар йигиндиси, яъни тор ну^талари умумий четланиши курсатилган.
t <  — моментда иккала тул^инлар бир-бири билан устма-уст туша-

Ди; t — — момент дан бошлаб бу тулцинлар устма-уст тушмайди ва а
турли томонга к>араб узо^лашади.

Энди иккинчи ^олнн курамиз. Торнинг бошлангич четлани- 
шн нол булсин ва бошлангич моментда тор нуцталари бош
лангич тезлик олиши натнжаенда тебрансин. Бу ^олда тор буй
лаб импульс тул^инлар т'арцалади. (3.5) формулага / (х)= 0ни  
^уйиб, и(х, t )  функция учун цуйидаги ифодани оламиз:

x + at

и (*, 0  =  - ^  j  F (х) <& = Ф (x +  a t )— Ф (х — а(), (3.7)
X — CLt
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бу ерда X

ф (х )= _ 1  Г F (x )dx .  (3.8)
2а .) о

Бу формуладзн куринадикн, ечим и (х, f) кцоридаги каби, турри 
=  — Ф (дс — at) вз тескари и.г =  Ф \х +  at) тулцинлардан иборат 
экан. Бошланрич t =  0 моментда и, = — Ф (х), иг = Ф (х) булиб, 
и (.г, 0) = 0 булади. Агар F (х) (— /, Г) интервалда аницланган бу
либ, F (х) = v0 бошланрич узгармас тезликка эга булса, у  вацтда

X
Ф (д) =  ( v0 dx = —  х булиб, бу ерда — I < .* <  / булади.

2 a J  2 а
о I

х >  / кийматларда Ф (х) =  -  -  Г у0 dx =  —  =  — ва х <  — / циймат-
2 а J  2 а 2

о
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—I

лардд Ф » - = f
Vn dx = Ф(х)

__2!sJ --------- булади Bv ерда
2a  2

h =  — булиб, Ф (x) узлуксиз
a

ва ток функциядир (113-шакл).

2 I

113- шакл.

U1

-1 о 

и

V

ч
’ 1 о

и

-1 0

и

к------

-1 О л

/  i u\ I X

114- шакл.

Энди и (x, t) ечнмнинг t нинг турлн цийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114-шаклда чап устунда тескарн тулцин ы2 =  Ф (х -f  at) нинг 
турли моментдаги ^олати, унг устунда тутри тулцин ых= — Ф (х—at) 
нинг графиги, урта устунда эса тор нуцталари умумий четланиш 
графиги ке.тгирилган. Биринчи э^олдан фарцли уларо^, t =  0 да 
и (х, 0) = 0 булиб, t катталашиши билан ну^та ю^орига кутариладн,
чунки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. t -  —
булганда



дии>« йу^идн. i  > — пулганца \зм и (И, 1) ft булади, чунки (—. 5  5а * 2 1
/) да» тапледжда F (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш функцией j 
яги и (0,/) шаклда узгармас булиб цолади. Мисол учун *1 = -£ ||

булсин. У .^олда t нинг —  дан кичик ^ийматларида тескари ва тур. 1
2 а ' I

ри тул^инларнинг биргаликда таъсири натижасида ну^та кутарилиб| 
боради. / >  ■— моментда тескари тулкин четлашиши бу нуктада до-

имий j  га тенг булиб, ну^та турри тулцин таъсирида юк,орига кута- j

,  3* Iрилишни давом этади. / >  —  моментда иккала тулциннинг четланиши 1

га тенг булади ва и | t ) функциянннг циймати h га тенг була

ди. Шундай цилиб, и (дс, /) функциянинг графиги t нинг турли и;нй- 
матларида цуйидагича булар экан: / =  0 да и = 0 — тугри чизиц; j^  Ш I
О < t < — да чизиц профили трапеция шаклида булиб, унинг ю^ори 

а
асоси кутарилиб, катталнги камаяди; t = — да профил учбурчак ваа
/>  — да профили кенгаядиган трапеция куринишда булади (114- а

шакл). Шундай килиб, торга берилган (— /, I) интерыалдаги бошлан- 
FH4 тезланиш натижасида тор тебраниб, h баландликка кутарилади 
ва иа^т утиши билан шу баландликда цолади (снлжишининг к,олдиги). 
Oxt текислигини олиб, х —al = ±1  ва х -+■ at  = ± I — характерис
тик тугри чизшутарни юцори ярим текисликда чизамиз (115-шакл). 
Ф (дг) функциянинг ифодасидан фойдаланиб, тескари тулкин 0) (х+а/)
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нинг И, f v 83 VI зоналардаги четланиши ~  узгармасга тенглиги ке
либ чин,ади. I ll, V ва VI зсналарда т>три тулцин — Ф (х  — at) нинг 

« м — га тенг. Шунинг учун VI зона силжиш к^олдиги-

дзн иборат булиб, Су зонага мсс келган функцинынз и (д% Г) =  
= Ф (х +  at) — Ф (х — at) = h  булади. IV зона да тугри тулцин чет
ланиши ---- — га тенг; шунаца четланнш V зонада теокари тулкинда
мавжуд Шунинг учун IV ва V зсналар тср нукталари учун сскин 
эоналар булади. Нуцта текисликнинг IV зонасидан VI зонасига утганда
тугри тулциннинг четланиши — ~  дан у  гача узгаради

Шу муло.\азалардан фойдаланиб, х0 > I булганда и (х0, t) функ- 
циянинг куйидаги ифодасинн ёзамиз:

О, 0 <  / <

, .v I ft /| *o — at\ Xo — l ^ , ^ x t  + l
“ (»«.<)=| j  ^ — r ) ' — < l < ~ v ~

дг, —/t >

, d*u дги I ,  du I n1- м и сол .  = ------ тенгламани u =  x2, — = 0  булган
d t* , d x * % U-o d t  |/=o ,

бошлангич шартла{Уда ечингз Hu Of
Ечиш. Бу ерда а =  1, f  (х) = х*, F (х) = 0 эканини ва (3.5) фор-

мулани ^исобга олиб ёзамиз:
Ц ( х ,  0 = L (* - o + _M i± o ,

аммо f(x ) = x* булганлиги учун /(х — 0 =  (х — 0*. f  (х +  /) = (х+/)*

булиб, и (х, /) = ^  - f  /* булади.

У п  д*и . Фи I п ди Is  2 -ми с о л .----  =  4 —  тенгламани и = 0 , —  = х  шарт*
\  dl* дх* |/=о dt i=o
ларда ечинг.

Ечиш. Бу ерда а =  2, / (х) = 0, F (х) == х эканини ^исобга олиб,
(3.5) формулани ёзамиз:

x + 2 t

и (х, 0 = — Г zdz =  — г 11*+2< =  — [(х +  20* — (х — 2/)*) = xt. v
4 ,i 8 U_it 8

x - 2 t

4- §. Торнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни 
ажратиш усули (Фурье усули) билан ечиш

Биз икки томонндан ма.\камлаигаи торнинг эркин тебра
ниш тенгламаси

diu ,  д*а ,л |\ --------  а2 -----  (4.1)
dt* dx*
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mLва четки шартлар

нинг бошлангич шартлар
ди

1=0 ~  = F (x )  dl /=о (4.2)

( 1.5)1

« U o * 0- u U f  = °
берилгандаги хусусий ечимиии топамиз. Бунинг учун Фурь 
усулидан фойдаланамнз. (4.1) теигламанинг (айнан нолга те|. 
булмаган) хусусий ечимини иккита Х(х) ва T(t )  функци* 
купайтмаси шаклида цидирамнз:

и{х, t) = X(x)  T  (0. (4.41
Бу цийматлардан ^осилалар олиб, (4.1) тенгламага куйиб, ушл 
буни ^осил киламиз: ]

X (х) Г  (0 =  а5 X" (х) Т (О
ва бу тенглнкнинг ^адларини а-XT га булиб,

Т" (f) =
а* Т (О X (дг)

тенгликни хосил циламиз. Бу тенглик узгармас сонга тенг б^л-ш 
гандагина уринли булади. Уни— к билан белгилаймиз. Ш ун-* 
дай цилиб, 1

т" _  х  _  В
а* Г  А

Бу тенгликлардан иккита тенглама ^осил булади:
Х" +  ЛХ = 0, (4.6)1

Т " + а г к Т  = 0. (4.7)1
Бу тенгламаларнииг умумий ечимларнни топамиз. Характерис-1 
тик теигламанинг илдизларн комплекс булганлиги учун

X (х) = A cos у к х +  В sin х, (4 .8) I

Т (0 *  С  cos а  г Т /  +  D sin а  / к  t  (4.9) 1
ечимларга эга буламиз. Бунда А, В, С, D — ихтиёрий узгармас I
сонлар. Х(х)  ва T(t)  лар учун топилган ифодаларни (4.4) 1 
тенгликка цуямнз:

и (х, /) = (.4 cos \ к х +  В sin у к х) (С cos а у к t +
+  D sina » к /). \ (4.10)

Энди А В1 В узгармас сонларнн (4.3) шартлардан ̂ фойдаланиб топа
миз. (4.8) га х =» 0 вд х = / кинматларнн куйсак,

О = .4 • 1 +  В • 0, 0 = А cos у к  I 4- В sin у к I 
тенгламааар .у>:ил булиэ, б:финчи:ид1я \А = 0, иккинчисидан 
В  sin » к I = 0 эканлиги келиб чи^ади. В ф  0, чункн акс ^олда Х — 0 
булиб, и з О  булиб цолади. Бу шартга злд. Шунинг учун
198



sin > к l — О

булиши керак, бунддн > Г  =  - у -  (я = 1 , 2 , 3, . . .) хос цийматларни

10Памич. Уларга мос келядпган хос функиия.тар

Х = В  s i n - ^ x  (4.11)

тенглик билан ифодаланади. Топилган > к нинг ифодасини (4 9) га
куйсак, У

Т (/) = C c o s ^ f  + D sin / ( я - 1 , 2 , . . . )  (4.12)

кдринншни олади. п ьинг хар бир циймати учун топилган ифодаларни 
(4 4) га цуйиб, чегаравий шартларни каноатлантирувчи ип (х, t) ечим-
ларни хос ил циламиз:

и.  <*. О -  (с. COS £12. / +  D. sin i f  /)• sin ~j~*'

Тенглама чизюуш ва бир жинсли булгани учун ечимларнинг йигинди
си з̂ ам ечим булади ва шунинг учун

„ (х, I) = S £  (С„cos - г р  l + D , s i n ^ i  <)sin " f  х (4.13)
п=\

катор бнлан ёзилган функция хам (4.1) тенгламанинг ечими булади. 
Сп ва Dn узгармас сонларни аницлаш учун бсшлангич (4 2) шгртдан 
фойдаланамиз. t — О булганда

f  (х) =  V  С„ sin х (4 14*
[П= 1

булиб, / (х) функциянинг (0, 0  интервалда Фурье катер ига ёйилмаси 
мавжуд деб фараз цилсак,

cn=-[ j / W sin - у -xdx (415)
0

га тенг булади. (4.13) тенгликдан t буйича ^есила олиб, / = 0 да
ОО

„  . . г , ап л . п я
СО =  2 ^  п ~ т sin т  *

тенгликнн хосат цнламнз. Бу [цатернинг Фурье коэффициентларини
аницлаймиз:

i
р, QT1 Я 2 i г  / \ . ЛЯ jД , ------= — F (х) sin —  xdx

п i / J IО 1
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ёки
i

D =  —̂— Г F (x) sin —  xdx. 
n an я  J  '  l

о
Шундай цилиб, биз Cn ва Dn коэф^здигнгларни анн^ладчк, демак ч е-1  
гаравнй ва бошлангич шартларни цаноатлангирувчи (4.1) тенглама- J  
нннг ечичи булган и (дг, /) функцияни ани^ладчк. Фурьэ усулн мате-1 
матнк фиэаканинг куп масалаларит ечишда жуда цул келади.

Изо.\. Агар юцорида — Я. урнчга -f  У. =  kr и})эдани олсак, тенг-1 
ламанинг умумий ечкчи (4.8):

Х = Ае'х + В е - кх 
булиб, чегаравий (4.2) шартларни цаноатлантнрмайди.

Хос функцияни ик (дс, t) =  |Cn cos ^  t + D n sin sin j

куринишда .цосил цилган эдик. Уни шаклан узгартирсак,

«* (*. О =  s i n - s i n  * +  ф„) (4.17) |

куринишга келади. Бу ерда Fk =  у 'С[+~Щ ва tg ф* = . (4.17) :
Dk

фэрмуладан курин1ди:<и, тэршнг барча ну^галарс б :п xhi w * = — *1
I \

частота ва ф* фаза билан гар\оаи< тгбранар эх за. Табрачш ампли-Щ 

тудаси Fk sin га тенг булиа, у дг га бэрлч:  ̂ э.сан. k =  1 бул-j  
ганда (4.17) фэрмуладан биринчи гармоника учун

«1 (*. О =  F\ sin sin {~j- t - f  <р, j

формулани ^огил цчламиз. д: = О bi дс = / булганда цузгалмас нуц- } 
талар торнинг четлари булиб, х = - j  да торнинг четланиши энг катта ! 
булиб, Fl га тенг булади (116-шакл). k = 2 булганда 

иг (дс, /) =  F , sin sin t +  ф ,)

булиб, цузгалмас нуцта учта булади: J  
х = 0, х = х — I. Амплитуда энг |

катта цийматига иккита дс= —вадс— 1
3/ \ А= — нуцтада эришади (117- шакл). -I 
4

Умуман sin —™ =  0 тенгламанинг J
илдизларч цанча булса, (0, /) кесма- 1  

116-шакл. да шунча цузгалмас ну^та.лар булади 1
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117- шакл. 118- шакл.

(улар тугун ну^талар дейилади). Тугун нуцталар орасида шундай 
битта нуцта мавжуд буладики, бу ну^таоа четланиш максимумга 
эришади; бундай нуцталар «тутамлик» ну^талари дейилади. Торлинг 
энг кичик уз частотаси

га тенг булади, бунда Т — тор таранглигн, р — зичлиги.
(4.18) формуладан куринадики, таранглик Т ^анча катта 

булиб, тор ^анча енгнл (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча 
ю^ори булар экан. Долган ю* частоталарга мос келган овоз- 
лар обертон ёки гармоникалар дейилади.

1-мисол. Четлари х = 0 ва х = I мэ^камланган тор берилган 
булиб, тор ну^таларининг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлангич 
четланиши учи (с, h) ну^тада булган учбурчак шаклида булса (118- 
шакл), торнинг тебрлнишини топинг (Тв — таранглик, р — зичлик вэ

Е ч и ш. f  (х) = и |/=0 функцчяаинг аналигик ифэдаси берилган
(118- шакл):

сан ечимда барча Dk коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффициенг- 
ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз:

Масаланинг шарти буйича F (дс) =  — j = 0 , демак (4.16) га асо-



2 hi* к ncС* =  — —------ sin _
* к* я* с  (/ —• с) I 

эканини анищладик. Ск нинг нфодасини (4.13) форму лага цуямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

Шундай цилиб,

и (х, t) = v  ±  sin Sin ± * *  CCS AiL£i 
л* с (1 — с) к* I I I

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с  — ~ булса, ■—  =
k I

= —  булиб, k нинг барча жуфт цийматларида — нукта цузгалмас-
нуцта булади. Шунинг учун ечимда тоц гармоникалар булади, яъни

n —0

2 -м и со л . Юцоридаги 1-мисол шартида торнинг боштангич шак- 
ли парабола булиб, у тор уртаси га нисбатан снмметрик ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аннцланг. 
Ечиш. Параболанинг тенгламаси

{(х )= х ( 1 -  X)

булиб, (4.13) формуладиги 
коэффициентлардан Dk = 0 , Ск 
эса цуйидагн формула ёрда- 
мнда .\нсобланадн:

I
г* 8̂ j .* . . к л х  .Ck = — J  х ( l - х )  sin —  dx.

о
Бу интегрални икки марта бу- 
лаклаб интеграллаймиз ва 
ушбу натижага келамиз:



I6>1 
Л» я*

(1 — cosk п).

Буидан куринадн.<н к жуфт булса, Ск =  0. к =  2г. +  1 тоц булса,

32" —; (л — 0, 1 , 2. . . . ) .
!Т3(2/1 +  I)1 л»

эся к\'Й!тДа« куринчшга эта булади- 

, д 32Л * . (2л +  1) я  х
“ (*• 0  = —г  ▼i ------------------

Я »  л ш к  ( 2 / 1 + 1)3
я = 0

sin CCS (2п + 1) леи 
I

5-§ . Торнннг мажбурий тебраниши

Юкорнда курилган Фурье усули торнннг мажбурий тебра- 
ниш тёнгламаси (2.3) ни ? а̂м ечнш учун ^улай эканлигини ку- 
рамиз. Торнннг ташки куч таъсирида мажбурий тебраниши ма- 
с а л а с и  бир жинсли булмаган тебранма ,\аракат тенгламасига 
олиб келган эди (2- § ) :

=  аг ^ .  +  С (*,/). (5.1)дР дх'1

Ъ\ ерда G (х, () = — g  (х, t) белгилаш киритдик.
Р ,

Бошлангич ва чегаравий шартларнн торнинг эркин тебра- 
нишндаги кабн цабул циламиз:

“ I = / W- т г 1i =q от ,ь=о
ва

“ !*„o = “ U / = 0- 
Чизикли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли оддий диффе
ренциал тенгламаларни ечншга ухшаш, (5.1) теигламанинг ечи- 
мини иккита функциянннг йишндиси куринншда циднрамиз:

и (х, t) = v  (х, f) +  w (х, t). (5.2)
Бу ердаги v  (х, /) функциянн шундай танлаб оламизки, у бир жинс

= F (х)ли д*и
dt*

тенгламанн бошлангич v  \ = f  (х), —■ 
дх* !/=о dt 1=0

ва чегаравий uix=i0 — = 0 шартларда цаноатлантнреин. w (х, /) 
функция эса бир жинсли эмас.

~  = а - ^ + С { * , 1 )  (5.3)
dt* дх*

тенгламанн вл ^уйидаги бошлангич .^амда чегаравий

w i “ 17 I = °* w !*-о = w \*~i/=о dt |/=о
— О
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ХЧР бир интегрални булаклаб интегрзллаймиз ва ушбу нзтнжага к», 
ламиз:

С
[' • к пх  , 1х к я х  ;« , /* . к я х  'с\ X S in ----- dx —---------COS -------- ; -i------- Sin -------  i —

J  I к  Я  i  о **Л *  I  |0

Ic к я  с 
к п  l ' к *  л*

l* к я  с Sin ------,

С /, . . Л я х .  I (I — с) к я  с , I* . к я  с(1 — х) sin ------dx = — ------ - co s------------------sin — -.
J  l к я  / ft* я* I
с

Шундай килиб,
n  2hl* . к я с  Cb — ---------------s in -------* к* я* с (I — c) I

эканини аницладик Ск нинг нфодасини (4.13) форму лага цуямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

и (х, /) = 2 hi*
Я* С (I  — с )  k*к= I

1 . к я с  . к я х  к я  at ► — sin ----- Sin ------  CCS -------
I I I

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с  =  булса, —
k I=  ~  булиб, k нинг барча жуфт ^ийматларида — нуцта цузгалмас

нун;та булади. Шунинг учун ечимда тоц гармон и катар булади, яъни

/ л  8Л V 1 (— 1>" ( 2 л + 1 ) я х  „  (2 я+1)яо/и (х, () =  —  > , - — — sin ----------------cos-----------— .
я* ^ ( 2 я + 1 ) *  I I

п —0

2 -м и со л . Ю^оридаги 1 - мисол шар гида торнинг бошлангич шак- 
ли па работа булиб, у  тор уртаси ~  га нисбатан симметрик ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аницланг. 
Ечиш. Параболанинг тенгламаси

f  (*) = j -  х {1—х)
булиб, (4.13) формуладчги 
коэффициентлардан D* = 0, С* 
эса ^уйидаги формула ёрда
мида .\исобланадн:

/
г > 8ft ч . к я х  .

к = ~р J  *  dx-
о

Бу интегрални нккн марта бу
лаклаб ннтеграллаймиз ва 
ушбу натижага келамнз:
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с. =  -!S5- (1 -  cos* л).
k А» я» ' '

RviuaH куринади.чи к жуфт булса, Ck = 0. k = 2r. +  \ ток булса,

(n =  0, 1, 2, . .  .).

Ечим эса цуйидагн кур.шишга эга буладт

, л 32/1 V I  1 . (2л +  1) я  хи (*, 0 = —  V  --------------я» (2л+1)*
л = 0

sin CCS
(2л +  I) я  а/ 

I

5- §. Торнинг мажбурий тебраниши

Юцорида курилган Фурье усули торнинг мажбурий тебра- 
ннш тенгламаси (2.3) ни ? а̂м ечиш учун цулай эканлигини ку- 
рамиз. Торнинг ташци куч таъсирида мажбурий тебраниши ма- 
саласи бир жинсли булмаган тебранма .^аракат тенгламасига
олиб келган эди (2- § ) :

(5.1)д*и „ д*и , г  ,-------- а - -------Н G (дс, t).
dt* дх*

Bv ерда G (х, t) = — g  (х, /) белгилаш киритдик.
Р

Бошлангич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нишидаги каби цабул циламиз:

ва

и | = / « ,  £-| - F ( x )
/= 0  ОТ 7 = 0

Чизицли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли оддий диффе
ренциал тенгламаларни ечишга ухшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
мини иккита функциянинг йнгиндиси куринишда цидирамиз:

и (дс, /) =  v  (г, 0  +  w  (х, t). (5.2)
Бу ердаги v  (х, /) функциянч шундай танлаб атамнзки, у бир жинс 

д*и „ 0го " ли -—- = а2 —  тенгламани бошлангич v
dt* дх* - / М .  £От /-=0

=  F (X).— — . j  
ва чегаравий vii=0 =  v \x=i — 0 шартларда цаноатлантирсин. ш ( х ,/)
функция эса бир жинсли эмас.

(5.3)d*-j> „ 'д1»  ■ / л —  = a 2 -------Ь G (x, t)
dt* dx*

тенгламани ва цуйидаги бошлангич .^амда чегаравий
daW

/=0 dt о 0. и» [,-о = ю te l

203



шартларни цанозтлантирсин. v (х. t) торнннг эркин тебранишини «({юдд. 
лаганн учун унинг тенгламаснни ю^оридагн бошлангнч ва чегаравий 
шартларида ечшшн баён этдик (4- § га царанг). Виз бнр жинсли булма
ган тенгламадан w(x, t) функнияни аник,лашни курсатамиз. w  (дг, /) функ
циями бир жинсли масала ечимидагн хос sin функциялар буйи
ча цагор куринишда излаймиз.

со

w (х, /) = V  у к (0 sin к- ~ ,  (5 .4)
А= I

бу ерда у к (t) ^озчрча номаълум t га боглиц функция, да (дг, /) функ
ция чегаравий шартларни ^аноатлантиради. Ха^икатан, дг = 0 да 
да (О, 0 = 0. х = / да ^ам да (/, /) =  0. Барч а (5.4) даги хос функ- 
циялар нолга тенг булади.

Агар (5.4) цаторда у к (0) =  0 ва у'к (0) =  0 булсин деб талаб ди
линге, w  (х, /) функция учун бошлангич шартлар хам бажарилади.

(5.4) цатордан х ва t лар буйича икки марта хусусий хосилалар 
олиб, (5.3) тенгламага цуямиз. Нэтижада

V  (О +  Y* <0] sin = G(x, t). <5.5) 
*=i

Энди G (х, /) функцияни (О, I) интервалда х аргумент/ж синуслар 
буйича Фурье цаторига ёямиз:

G (x,/) =  $ V ( 0  s in ^ -* , (5.6)

бу ерда
i

е„ <0 =  7  f c ( x .  Osin k- ^ d x  (5.7)
о

(интегралда / узгармас).
Агар G (х, t) = G (х) булса, g k (/) функция узгармас булади. Агар 

G (х, t) = G (0 булса,

g ,  (О - Ш  I  sin * 2 i  * _  j  £  0  » .  * - ( 5 , 8 )

о [ 0, к — жуфт булса.
(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функциялари олдндаги коэффи- 
циентларини тенглаштирамиз ва номаълум у*(0  функциялар 
учун ушбу тенгламаларга эга буламиз:

Ук (0 +  Y* (0 =  g k (0- (5 9)

Бу тенгламанн 
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Y*(0) =  0, y;  (0) = 0 (5.10)
бошлангич шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг
ламанинг умумий ечами

. к я at , п k n a t
А ь COS----------- f- Вь Sin --------

* / * I
куринишда булади. Бир жинсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу- 
сий ечимини g k (/) функцияга цараб, танлаб олиш усули, яъни аник,- 
мас коэффициентлар усули ёки узгармасни вариациялаш усули ёрда
мида аник,лаш мумкин. Натижада, бошлангич шартлардан фойдаланиб, 
ушбу ечимга зга буламиз:

V* (0 =  j ~  j g„ (*) sin КЛ- -  Л т. (5.11)
о

Топилган у* (0 ларнн (5.4) га цуйиб, цндирилаётган w(x, t) функция
ни аншуиймиз.

1-м и со  л. Огирлик кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 
ранишини топинг.

Е ч и ш . Бу з^олда G(x, t ) = — g  булиб, масала соддалаша- 
ди. (5.8) формулага кура

g k =  — Ц- Г sin к-^~  dx = - ^ - (  1 — cos* л),I * к Т1о
бундан

— л — •*<?
В2п -  - #2/1+1 (2/1+ 1) л'

(5 9) тенглама иккига ажралади:
_ Жуфт нндекслар учун

. (2л)2 я* a* n I п * 1  пУ* + -------- --------- Y2Я = о, у 2п |м  = 0 ва у2п Uo =  °-

Ток, индекслар учун
. (2п + 1)* л» a* 4g (5 2
2,1+1 /* 2,1+1 (2n +  1) я

Юцоридаги тенгламадаги у2п (/) функциянинг берилган бошлангич 
шар'.лардаги ечими айнан нол булади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

4 gi* :
(2n-f 1)* я» а*

га, умумий ечими эса

л м  cos sin --------- t j n _
n+1 1 г"+| 1 (2n+l)*n»o*



га тенг булади. (5 10) бошлангич шартлардан фойдаланиб, А щ  
В.,.1+, ларни топамиз: ‘,,,+| ™

4g/i
^  (2п-г я 3 а*’

Нат1 жала у.^ . . (/) ушбу курннишки олади:

Yj „+ i ( 0  =  -
4#/* Г. „„„ (2n-t-l) л ai | _ *

(2л-{-1̂  я3а* I ° / ]• (513)
Топилган (5 13) ифодани (5.4) формула га цуйсак, масалапинг жаво- 
бига эга буламиз:

w (*, t) =  -  l£!L S ?  — i —  1 1 - c o s  0^ ± il£ £ L ] sin 
я ’ а* ^  (2*+l)> [ / I П«—n J

(2ri-f-1) n x l
I

Ечимдагн аиирув ишорасн тебраннш бошланишида тор нуктала- 
пастга четланишини курсатадн. ' ‘

I . i х = -  ва / = -  да* а

Sin « 1 ±Л!Д 1 ; _  (_  |Г , cos A t ' ) " -  J .  _  _ ,
1 2  l a

эканлигини .^исобга олсак,

= —  V  ± 1 ^ -  = ML.J}L = J !L
I \  2  a ]  I я *  a* ( 2 n + I ) >  л » а *  32 4а»п=0

*осил булади. Торнинг уртасида t = -  моментда энг катта четланиш
а

юз берар экан. Кейинги энг катта четланиш тор уртасида / = —
моментда юз беради ва хоказэ.

2 -ми сол. Зичлик функцияси g  (х, /) =  Л psin to/. *  га боглик 
булмаган (р — торнинг чизнцли зичлигн) текис тацснмланган куч тор
га таъсир этади. Бошлангнч силжишсиз ва тезликсиз б\*лган торнинг 
мажбурий тебранишини топинг. ' Т В

Е ч I* ш. G (х, I) =  ̂ — A sin о» / булиб, у  х  га боглиц бул-

маганлиги учун (5.8) формуллдан фойдаланамнз. У цолда

Sin (0 0, (()- 4 .4
sin со/.

(2п +  1) я

Юцорндаги биринчи мисол каби бу ерда . а̂м у „ (/) =  0 булиб, 
Vzn+i (0 303 (511) ([юрмулага кура цуйидагнга тенг:

sin сот sin -2п + Ла У.— ^ Т-
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(2п 4- 1) я а „ .- — ---------— ®о„+| деб белгилаш киритамиз ва ннтеграллаш амалини
бажлрамиз. У ва^гда

Тан-I п* а ы*п+1 ш2

ифодага эга буламиз Бу ерда барча п лар учун (о2л+| Ф ш (резонанс 
^олати цатнашмайди) деб фараз цнламнз. у2п+1 (0 нинг топилган ифо* 
дасини умумий формула (5.4) га цуйиб, масала ечими га келамиз:

... .4 ^  V  1 w2«+l sin<o/-(1)Sino2n+| / knx
“,<дг- ----------------------------------- s m T

п = 0  г

Йигиндининг бирор k цийматида частоталар со;А+, = м  га тенг бу
либ цолса, уша хадни

21А <->а+|< c°s <Д̂<;+|/ — sin to2*+l 1 
я  *а (2k +  1)* о)й + ,

= (51Л “ ->*+! 1 ~  “ -’*+. 1 CCS “ 2*+. О
хад билан алмаштириш керак. Мустацил текширнб куришнн 
укувчига .\авола циламиз.

6- §. ^аршилик курсатувчи мухитда торнинг 
тебраниши

Шу вацтгача торнинг тебранишида атроф-му^итнинг царшн- 
лигини .\исобга олмасдан келган эдик. Н атижада с^нмайдигаи 
тебранншлар .\осил булган эди. Энди торнинг царшилик кур- 
сатувчи му^итдагн тебранншнни курайлнк. ^аршилик кучи .\а- 
ракат тезлигига пропорционал деб цабул цилаииз. У ва^тда 
торнинг ММ' чексиз кичик б^лагига (2 -§ , 110-шаклга царанг) 
таъсир этувчи царшилик кучи цуйидагн куринишда булади:

Fw ™  = a Y dx' (61)
бу ерда ос — пропорционаллик коэффициенти. Бу ерда э а̂м (2.3) 
тенгламани келтириб чи^аришдаги мулохазаларни такрорлаб, 
фацат ^аршнлик кучини .^аракат йуналншнга тескари йунал- 
ганлигинн ^исобга олиб, ушбу тенгламага келамиз:

д*и ,  д*и п ди . 1 , ,ч

т ~ а м - 2т 7 Г +  Т 1ЛхЛ (62)
ЕУ ерда 2т — ~  (долган белгилашлар (2.3) тенгламадагининг узи-

Дчр). Эркин тебранишлар билан чегаралансак, у холда (6.2) тенгла
манинг куриниши цуйидагё ча булади:



— +  2m —  =  а* — . 
dt* о/ Эх2

Бошлангич ва четки шартлар аввалги куринишда цолади, яъни
An I

I *=0 01 | /=оI \4, ' - t  i = / ,W . «I = «|  = 0.
х= 0

(6 .3)

(6.3) теигламанинг ечимини (6.4) шартларда Фурье усули би- 
лаи цидирамиз. Теигламанинг ечимини и(х, /)=Х(х)  T(t )  ку. 
ринишда ёзиб, 4- § даги каби амалларнн бажариб, ушбу тенг. 
ликка келамиз:

+ 2 тТ'J _  / Т" +  2тТ' \ _ 
о* I Т ) X ' (6.5)

Бу ердаги Х(х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгаришсиз цолгаилиги учун (6.5) тенглик уринли булиши
мумкин, агар икки томони — Х2к га тенг булса, демак кк =  у  (k ■■
= 1, 2, А  .)  хос сонларга мсс келган Хк(х) хос функциялар (4. 11) 
га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)]

Хк(х)=  sin k- j - (6 .6)

0

формула билан аник,ланади. Tk(t) функцияни аншушш учун ушбу 
тенгламанн ^осил ^иламиз:

_> 1кпа\* гг, п _
г . + * * , + [ — )  Т, = 0. (в.7>

Унинг характеристик тенгламаси

r \ +  2 m r  +  ( ^ J  =

нинг илдизлари г хя = —m ±  булади. Иш^аланиш

коэффициента етарлича кичик булганлиги учун ^ m C ~ J  дискрими- 
нат манфий булади.

( у  j2 — m2 =  q\ деб белгиласак, г, 2 =  — m ±  iqk булади. У вацт- 

да (6.7) теигламанинг умумий ечими цуйидагига тенг:

Tk(t) = e~mt (ак cos q j  +  bk sin qkt).
Топилган XA(x) ва Tk(t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

ик(х, t) = e~mt (акcos qkt bk sin qkt) sin у .

Бундай куринадики, ^ap бир тул^ин e~mt га купайтирилганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йигиндиси
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■-ут»ч то а..  6*. коэффициентларни берилган (6.4) шартлардан
^йдаланиб ашцлаймиз. t — U Оулганда

«I = V V s in  ̂ = f(x )
1 S f  1

б)Миб, бу ердан

ak = Y  | /М sin
о

Энди — хосилани хисоблаб, / урнига иол цуямиз: 
dt

оо

-~у-| =  У ] (  — так +  Ьк qk) sin ^  =  F(x)
,“ ° *=i

булиб, бундай
/

—так +  bkqk = -~  | F (х) sin ~ d x
о

булади га
. /

, 2 с г ,  \ . клх , . тbk = —,\ ^Wstn —  dx + — а*.
’ * 4  1 *

М исол . 4-§  даги 1-мисолни мухит царшилигини хисобга олиб
ечинг. Мисолни ечганда ишкаланиш коэффициенти т  = — <  —  бул-

Р I
сип.

Ечиш. Бошланшч тезлик F(x) =  0 булганлиги учун Ьк=  —  ак
, —--------- q*

булади. Бу ерда q^= |/ ( -р  j т2 . Энди afc ни ^исоблаймиз:

I  с
2 \ 2 Г А (* А лд :. .=  —  J f(x)s\n — dx = — I—  х sin - у  dx +

о о

+ T ^ -c i( , - - ' >sinT 5d*]-
е

Булаклаб шпеграллаймиз. Натижада
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2/!/» ■sin кяс
к*Я*( (.' — с) I 

Масаланинг ечими к,уйидаги~куринншга эга булади:

и(х. О 2 hi*
я*с{!-с)

ао
—m/V^ 1 • k!K • кях ( т

2 *  3in Т  “Г  W + 7 s“i ч

7 -§ . Металл стерженда исси^лик тар^алиш тенгламаси

Узунлиги / га тенг б:ф жинсли металл стерженни к,араД. 
миз (120-шакл). Металл стерженнинг ён сиртн таш^и му.\итга исоц- 
лик утказмайди ^амда кундаланг кесимннннг барча ну^таларида ис- 
сицлйк бир хил деб фараз ^иаамиз. Аб:цчсса у^ини металл стержеЛ 
у^и буйлаб йуналтирамиз. У холда и исси^лик х коэрд пага ва /
вацтнинг функцияси булади. хусусий ^огила эса Ох буйлаб

йуналган иссшушкнинг узгарлш тезаигина билдиради. Абсцяссалара 
х , ва х , (х, — Xj =  Ax) булган кесимлар орасидаги кичик булагина 
курамиз. хх кесимдан At ва^тда угадигач мссчк,1ик ми^дэри:

дх |
х2~абсциссали кесим’ учун уша мл^дор г.чнг уз i

диA Q2 = - k
дх

S At (7.2)

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булиб, унда k— 
иссицлик утказувчанлик коэффициенти, S  — царалаётган металл стер- 
жен кундаланг кесими юзи.

At вацтда метаал стерженнинг Ах булагига о^иб кирган исси^аик 
мицдори AQt — AQ, га тенг булади, яъни

AQX — AQ2 == I t -
дх

S A t \ -
дх х=х

SAt

дибу ерда - -дх
ди

k — А х S At
дх* (7.3)

айирмзга нчсбатан Лагранж теорема-
I дх j jr—*i

сини цулладик). Шу At вацт ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нинг иссн^лиги А и га кутлрилади. Иссицллк о^имн щуйидагига тенг:

A Qx — A Qt = с  рА х SA и 
ёки
AQi AQa я cpAxS — At. dt

(7.4)

л, л2

120- шакл.

I Бунда с  —металл стержен ясалган 
модданинг исси^лик сигими, р— 
металл стержен ясалган модда-
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нинг
зичлиги (рЛ xS = рД V — металл стержен элементииинг~ мас-

^ 7.3) ва (7.4) формулаларни тенглаштирнб, ушбуни хосил циламиз:

ёки

k — SxSAt = cpAxS — At
ах* 31

ди ,  д*и — йг —
dt дх*

(7.5)

5 у ерда а*= — деб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли
металл стерженда иссицлнкнинг таркалиш тенгламаси дейилади. Бу 
тенгламанинг ечими тула аник, булиши учун и(х, t) функция масала- 
[Д1нг физик шартларига мос четки шартларни цаноатлантириши керак. 
Четки шартлар турлича булиши мумкин. Масалан, 0 <  / < Т учун 
бошлангич шарт:

и(х, 0) =  и|,_„ =  /(*). (7.6)
/(.v)— берилган функция. Четки шартлар дс = 0 ва х = / бул

ганда металл стержен учларида доимий ?\арорат сацланса:

и (0, 0 в  “ Iх-о =  ыо* “ Ix~l =  Ul (7.7)

булади. «о ва и, лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч- 
ларнда муцит билан царорат алмашиб турса, четки шартлар 
цуйидагича булади:

*^ и -М “Ц _Пв)'
-*1Н„,=Ч "!„гг4 (7.8)

бу ерда u0( t) ,  u , ( t ) — ташцн му.\итнинг берилган цароратларн, 
Л0 ва h I— таш^и нссицлнк алмашиннш коэффициентлари. Ло— 
металл стерженнинг чап охиридагн, h , — унг охиридаги коэффн-
циентлар.

Агар металл стерженнннг баъзи булакларида исси^лнк цосил 
булса ёки нссицлик ютилса, у .\олда металл стержен ичида 
несицлик манбан мавж уд булади. Иссицлик цосил булиши (ёки 
ютнлиши)ни иссицлик манбаининг зичлиги F(x, t )  орцали ифо- 
Далаш мумкин, яъни кичик \х булагидан кичик At вацт орали- 
гида цуйндагн микдорда иссицлик ажралиб чикади:

F(x, t)AxAt. (7.9)
(Агар F ( x , t ) < 0 булса, иссицлик ютнладн). М асалан, металл 
стержендан доимий электр токи утказнлганда ундан иссиклик 
ажралади ва бу цолда F (х, t) = const = /2tf. Бунда /— ток, R — 
металл стержен узунлик бирлигидаги царшилик.

Шундай кнлнб, иссиклик тарцалнш тенгламаснни келтириб
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чи^аришда (7.9) ифодани ^ам ^исобга олсак, курилаётган

k — Ах SAt +  F(x, t)AxAt =  фЛ x S — At. dx* dt
Тенгликнинг иккала цисмннн SAxAt га булсак,

du , d*u , 1 л
с1Ч Г  =  Лы +  - s ^ O

^осил булади. Энли бу тенгликни ср  га булиб, F(x, t) = g  (х, f) 
деб белгиласак, бир жинсли булмаган

коэффициента.

8- §. Чегараланмаган металл стерженда иссиь,лик 
таркалиши

Ингичка, ён сирти иссицдан изоляцияланган, етарли дара- 
ж ада узун, иссицлик утказувчи металл стержен тенгламаси, 
иссицлик манбаларисиз булганда, ушбу куринишга эга бу. 
лади:

Бу тенгламада фацат бошлангич шарт берилади:

f (x)  функция бутун сонлар уцида (—о о < д с < о о )  ани^лан- 
гандир. и(х. t )  функция учун четки шарт ^уйилмайди. (8. 1) 
тенгламанн (8.2) шартда ечиш масаласи Коши  масаласи  де
йилади ёки б ошлан гич  шарти бе рилган  масала  дейилади.

(8.1) тенгламанн соддалаштирамиз. Бунинг учун t урнига 
янги узгарувчинн киритамиз:

“ li-o  =  /(*)• (8.2)

(8.3)

ди _  du_ dx_ __ ди 
dt dr dt

булади ва (8. 1) тенглама ушбу куринишни олади:
ди _ дги
d i  dx*

(8 .4)
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ev тенглама металл стерженнинг физик хоссасига боглиц эмас. 
* 0  булганда т = 0 булганлиги учун бошлангич шарт

« U -o =  Л*) (8 5)
б^лаДИ- Бу тенгламани ечиш учун Фурьенинг узгарувчиларнн 
а|кратиш усули ва хусусий счимлар суиерпозиднясидан фойда- 
„аНа м и з . Бу усул икки цисмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама
нинг ечимини Х(х)Т(т)  куринишда цидирамиз. Бу купайтма- 
дан хосилалар олиб, (8.4) тенгламага цуйсак,

П т ) =  Х ”(х)
Г (т ) Х(х)

тен гл и к  *осил булади. Тенглнкнинг унг цнсми т га, 
ми х га борлиц булмагани учун бу тенглик узгармас 
б у л г а н д а  уринли булади. У з^олда ( 8 .6 ) тенглама 
и кки та  тенгламага ажралади:

П т) _  „ Х ”(х)

(8 .6)

=  с, = с.

чап цнс- 
с  га тенг 
^уйидаги

(8.7)Т(т) ’ А(х)

Булардан биринчисининг умумий ечими:
Г(т) = Сес\

Металл стерженнинг бнрорта кесимида и(х, t) = Х(х) ■ Г (т) 
исси^лик чексизга интилиши (т -* о о  да) мумкин эмас. Шунинг 
учун с = —X2 деб оламиз:

7(т) = С<ГХ‘\
Иккинчи Х"(х) +  №Х(х) =  0 тенгламанинг умумий ечими

Х(х) =  A cos Я.х +  В sin Яде.
Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими к;уйидагига тенг:

и = (acosXjc +  р sin \х)е~*’*х. (8.8)
Бу ерда а  = АС ва р = ВС, X лар ихтиёрий узгармас сонлар. 
(8.8) формула X нинг аввалдан берилган з а̂р бир цийматида
(8.4) тенгламанинг ечими булади. Демак, к нинг з̂ ар бир ций- 
матида турли а  ва р ларни анн^лаш мумкин, яъни а  ва р лар 

нннг ихтиёрий функциялари <х = а (л ) ,  р = р(л) булади. У \ол- 
Да хусусий ечимлар оиласи ушбу куринишни олади:

Uk(x, т) = [a(X) cos kx +  Р(Х) Sin Х(х)] е~х'х ( g 9)

Бу ерда X параметр — оо дан -f  оо гача цийматларни олади. Шу ер
да Фурье усулининг биринчи кисми ни^оясига етади. Фурье усули- 
нинг иккинчи цисми—хусусий ечимлар ик(х, т) суперпозицияси куйи- 
дагидан иборат.

Берилган (8 4) тенглама чизикли ва бир жинсли. Унинг чексиз 
к\п хусусий ечимлари мавжуд ва бу ечимлар узлуксиз узгарувчи Я. 
параметрга бсрлкц эканини кцсрида курсатдик.



ых(х, т) — хусусий ечимларнинг интеграли ,\ам (8.4) т е н гл ^ ^ |  
ечими булади.

и(х, T ) - = J  UK(X, т) d k  = f [a(X)cos кх +  Р(Х) sin к х] е~х>х dk .  (8  j(j

Бошлангич (8 5) шартдан фойдаланиб, номаълум а  (к )  ва ВШ 
ани^лаймиз: ’ ,ИЧ 1

“  | т=о “  S  003 кх  +  ДО) sin X x]dX =  /(jc). (8

Бу ерда берилган f(x) функцияна бутун Ох у^ чда абсолют интегрД 

ланувчи ва j  | f(x) | dx я^чнлашувча дг5 цараш мумкин. (/(х) фун«§
—оо

ция иссицликнинг бошлангич та^симотн.) Иккинчи талаб хам урия! 
ли, чунки стерженнинг иссик;лик энергияси чекли, хосмас интегЗ  
яцинлашувчи. i  халда, f(x) функциянчнг Фурье интеграли:

00 °0 ДО --

i  J  d } '  j  f  { l ) C 0SM S - * ) d S  =  (’ { ( j ' / Oc o s X y  1
® “  — 00 —'oo

+  ( ~ /  (r)sin a* d\ j  sin X* jdX.

Бу i енгликни (8.11) билан таццослаб, ушбуни ,\оснл цчламиз:

«(*) = А  \ K D co sk ld i ,  *• %}
— оо 

оо

= | /(l)sin k z d l
(8.12)

fix) — чзгараланган булганлиги учун <х{к) вл Й(Х) лар хам ч»гэ- 
раланган: к ' ш

\ т < ~ -  ] \ m \ d i  iP (X ) i< - '-  \ \ f a ) \ d i  
- «  ■ - »

(8.12) дан топилган а  (к) ва 0(Х) ларни (8.10) ечимга куй- 
сак,(о .4)тенглама ва (8.5) бошлангнч шартни каноатлантирув- 
чи функцнянн .улснл цнламиз:

1 ^  **
и(х; т) = ~  1 dk \ /(|) (cos Хх cos к I +  sin кх sin к*] =

' 00
00 оо
J dk \ f  (1) cos к (x -  I) d*. (8 13)

—00 — 00 
00

2.1
—oo
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• б и л ан  чегараланмаган металл стерженда иссицликнпнг тар- 
^ '„ш 'м асал аси  ечилади.

ЧнДИ (8.13) интегралларда интеграллаш тартибини узгартирамиз:

и(х, т) =  ^ -  \ f  (?) j ) е~ ^  ccs X ( x - l ) d  Xj  d l  (G. I4)
—ОС —X

Капа кавс ичидаги интегрални хиссблаймиз: Х= алмаштириш Оа- 

^арамиз ва = ® белгилаш киритамиз, натижада

® I , 1
\ е~у'х cos Х(х — 1Щ = 4 *  | е  9 cos осо do =  -р=. /(со)

—ОО 1 -'*> •

*осил булади. Бу ерда
00

/ (ш) := I е~°‘ cos оо) d а— 0D
булиб, /(0) — Ге_°* da  = } л — Пуасссн интегралидир. /(со) функ-

— 00
циядан хосила олиб, интегрални булаклаб ннтегралласак, цуйидаги
дифференциал тенгламага келамиз: /'(©)=-----—/(ю). Тенгламанинг

<■>»
умумий ечимн /(со) = Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0)= ] л —С уэ* 

гармасни топиб, урнига цуйсак, /(со) = ) ле булади. Пнтегра.1 эса
__ (ж-t)»

I е~у,х ccs Цх — W k  =  -tzA ® ) =  | Т  е
J ) X—00

га тенг булади. Еу цикматни (8.14) фермулгга куямчз:
ос J Z Z S2!

«(x,T) =  - J L _  f f ( 0 e  41 d l. (8.15)
*Vm J c

Знди т =  а*/ эканини ^исобга олсак,
00

— Ц -  |/(£у “ " л  (8.16)
2а) л/ _0Е

булиб, берилган = а 2 тенгламанинг и | (_0 =  Дх) бешлангнч 

шартни к.ансатлантирувчи ечими булади.
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Агар | х — х0 1 <  е цийчатда /е(х) ■■= и0 узгармас, | х — Xq | ^  е 
О га тенг булса, яъии бошлангич иссик,лик та^симоти исси̂ лнк 
пульсидаи иборат булса, у \олда цуйидаги интеграл хоснл булади * 
унга урта циймат ^ак;идаги теореманн куллаб, ушбугя эга бГ-чи .. .*

<*—!>» ЯЯШ
и{ х

• " “ W  I

х,+ с и —1)г 
4аЧ

d l  =
2 еи„ 4аЧ

х . - t
2 aVnl

-  Jo_
(дг-D*

1 4o«l
т=~е

Spc 2 aY  я/

Бу ерда I  х0 — е < £ < х 0 + е  ингервалдаги ихтиёрчй ну^та
'  J H

=  —  га тенг). Агар юборилган исси^тик ми^дори 0„ =  5рс булса,
Spc /

(2е«,

и(х, t) = 2аУл/г=—е
(ДГ-Ъ*

4аЧ
(8.17)

е->-0 да £ ~► хв вз (8.17) ечим ну^татч исси^лчк импульсига ута- 
ди, яъни параметр £ =  хв ^ийматдаги фундзменгал ечимга айлана

(ж—х.)*
/ л 1 4eVidx, ft s » -----т=—е
v ’ '  2aVnt

Бу функциянинг графигини t нинг берилган турли мусбат ций- 
матларида чизсак, Гаусс эгри чизи^ларнни ^осил циламиз 
(u(x,t) функция ва унинг графиги э.угимоллар назариясида 
му^им рол уйнайди).

1 - м и с о л .  Иссицликнинг бошлангич тацсимоти: 
н ч =  (  ы0. агар Xj <  х <  х , булса,
' '  '  \ 0, агар х< х* ёки х >  х , булса

(121-шакл).
(8.16) формуладан фойдаланиб, мэсаланинг ечимини ёзамиз:

U-D*
и(хJ ) = - - ^ r - \ e  ia,t d l  

2аУ  n t  “
(8.18)

,

I
1 L

121- шакл.

Бу функцияни ^уйидаги эхтимоллар - 
интеграли оркали ифэдалаймиз (14- | 
бобга i^.)1

г

e~*'dn. (8 .19)'
б

^а^ицатан, (8.18) ечимда - х ~ 5
2а\ t

____t o V r i t  эканини v c o s ra  олиб. уш5у-

*  эга буламиз:
1^1 
2aY i

x —x i
Оя v'T

X—Xt
2 nVT

. «о Ce~li’ du,_~T=’ \
u(, o — 1‘  *  •

r—*•
2a Vf

non маВЖУД. Унинг
ф(г) функция учун махсус жад

б° № д а "4 ,аксймот“ ' •

д*) =
ва U l<  — i

123- шакл.

.  - „ч V  холда (8.16) формуладан. 
булсин (123-шакл). У ,

о <*=«
(х -а1

*  « ^ K ' + t K ' ^ w K 1 - т У ' ^
-I  О

- ~ j l  = u, =  —^aV^/du алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим

2a\r tкуйидаги куринншга келади:
х+1
laVt

X
iaV T

e ~ * ' d v

X
2a\t

x - L  
2aV T
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д-М
2 аУ'Г

—2 —* V *  1 И* **’ +  2 -^ -У 7  I и* й,^ м ]= .I * ч7
*  ЛГ—/

2аУГ 2л VI

“ f{(l+f)[®(sw)-®(^-)]+
(«+/)»

т)[*Ш-*(Ш-)]}+“- т ■ 
} = - > { ( '+ т ) ф Ш -

JT* X-1
4с*1 , 4аЧ—е + е

- 2 т ф Ш - 1 ' - т ) ф Ш ) } +

+  „ ^ j  т { , ' «

9 -§ . Фазода иссиклнкнинг таркалиши

Уч улчовли фазода нотекис циздирилган жисм берилган бул
син. Унинг з̂ ар бир нуктасндаги иссицлнк t пайтда и(х, у, z, t) 
функция орцали аннкланади. Иссицлик майдони — скаляр май
дон булиб, биз анализда унинг стационар майдон булган роли
ки курган эдик, яъни нссицлик вацтга боглиц эмас эди. Бу ерда 
скаляр майдон ностационар булган ^олни, яъни t га боглик 
булган .\олни курамиз. Агар t  нннг танин ^ийматида и(х, у , z, t) 
исси^лик бир хил кнйматларни цабул цилса, изотермик’ сирт 
(юксаклик сирти) ^осил булади. Бу сирт вацт ^згариши би
лан узгаради. Иссицлик и нинг энг катта узгариш тезлиги 
и функция градиентн нуналишида булади: > ‘I

, ди ~Т . ди -*■ , ди -?grad и = — i +  — ]~r — k.
дх ду дг

Изотермик сиртнинг ^ар бир ну^тасида градиент шу сиртга 
утказилган ва иссицлнкнинг ортнб бориши томонига цараб 
иуналган нормал билан устма-уст тушади ва унинг модули 
Ьууйидагига тенг булади:

| grad и | =
дп

Изотермик сиртнинг кичик б^лаги Дст дан Д/ вакт нчида 
утадиган иссицлик оциыи

Д<? = ~ k — AoAt
дп (9 .1)
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*ормула бнлан аницланадн: бунда £ = const— Цараластган му- 
,,тнинг исси^лнк утказувчанлик коэффнцненти (жпсмнн бир 

^„нсли ва нзотроп деб ^исоблаймиз). Майдон назариясндан 
м а ъ л у м к и ,  нормал вектор йуналиши буйича олинган .\осила 
. rydи нинг шу нормалга тушнрилган проекциясига тенг, яъни

ои .—  =  grad и ■дп
дип — нормал буйича йуналган бирлик вектор. — нинг нфодасини

(9.1) фэрмулага цуйиб, ушбуни ^осил циламиз:

AQ =  — Л л grad ы So At. (9.2)

Бу формулада — A grad и — А деб олсак, Ап =  прп .4 = — k п grad и 
булиб, нсси^лик оцими AQ =  AnAoAt булади. Жисм S  сирт билан 
чегараланган булса, ундан чи^аётган иссиц.тик о^ими А/ вацтда 
цунидагига тенг булади:

Q = At-$ j>Ando,  (93)
S

бунда Ап А векторнинг ташки нормалга проекцияси (124-шакл).
(9.3) формуладаги сирт интегралига Остроградский — Гаусс

теоремасини цуллаймиз:

4' | Aud а = f И div Л dV.
/  ' v

Бу ерда V S сирт билан чегараланган жисмнинг ,\ажми ва div А =  
. . .  . , /д*и д*и 11*и\ , »  .  д* , д* , д *= —k d ‘v g r a d u = —k l -----h -  -i-----=* — kAu. A = —  —

\<?*s ду2 dz* I dx* дуa дг*
—Лаплас оператори дейилади.

V ^ажмга кнрувчи Qi нссицлик мицдори бу хажмдагн модда
\ароратини кутаришга кетади ((9.3) формуладаги Q нинг ншо-
расига тескари булади) ва ушбуга тенг булади:

Qt =

Фараз ^илайлик, жисмда иссицлик 
манбалари мавжуд булсин. Уларникг 
зичлиги F (х, у, z, t )  булсин. У ^олда 
(/, t+At)  оралицда жисмнинг царала- 
ётган цисмндан Q2 ми^дорда иссицлнк 
ажралади ва бу иссицлик (юь^ори тар
тибли чексиз кичик микдор аницлига- 
да)

=  ] \ H x , y , z , t ) d v  ( 9 5 )

(94)

124- шакл.



формула ёрдамида аннкланади. У уэлда ДУ ^ажмдагн иссицлик 
ми^дори Q\ + Q2 йигиндига тенг булади. Бу исси^лик ми^дори- 1  
ни бошцача пул билан, S  сирт билан чегараланган жисм ну^.Л  
тасндаги иссицликнинг узгарншини ^исобга олган .цолда ^исоб-в 
лаймиз. (дг, у, г )  ну^тада At ва^т оралигида иссиклик куГм*чя™ 
ги vw jjnnprn

и (х, y , z , t  +  At) — и(х, у ,  г, 0  = ^ -Д  /.
at

А V элементар хажмни караймиз. At вацтда нуцтанинг харораиг'Я
— At га кутарилган булса, AV элемент хароратини шу даражага ку- 
dt

таришга сарф булган иссицлнк микдсри куйидагига тенг булиши г 
равшан:

c p A V ^ A t ,at
бунда с  — модданинг солиштирма иссицлик сигими, р — зичли-  ̂
ги. V .^ажмда ^арорат кутарилишига сарф булган исснцликнинг 
умумий мицдори бундай булади:

Qa = A t t W c p ^ d V  = Ql +  Qt . (9.6)
v

Демак,

Бундан

булиб,

j j j c p f  ^ - | Д * Д « ^ + Ц ] 7 ( д г ,  » .  г, f)dV. ' 

J f J ( « P * - * 4 — ^ - e  (9.7)

с р —— — k А и  — F =  0 (9 .8)dt
тенгламани ^осил циламиз. Икки томонини ср га булиб юборамиз, 
у уи да

— = а г Аи +  — F (9.9)
dt ср

чнзнцли бир жинсли булмаган иссиклик тар^алиш тенгламасига 
келамнз. Агар жисмда иссицлик манбалари мавж уд булмаса, 
F = 0 булиб, тенглама бир жинсли тенгламага айланади:

^  = в2 Д и = о » ( - ^  +  &L +  (9.10)
dt \ dx * dy * &•/ 4

Бу ерда а =  — ^арорат утказувчанлик коэффициенти. Бу 
тенг.г1аманинг бошлангич шарти
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ы(х, у , г, 0) -  ы |<=0 =  / (лг, у, г),
чегаравий шарти

— k т : L =  М «| г— « 1-

(9.11)

(9.12)

куринишда булиши мумкин. Бу ерда Г — сиртнинг чегараси, 
h — иссицлик алмашиниш коэффициента, и — ташци му^ит ^а-
рорати.

Агар жисм иссицликдан изоляцияланган булса, /г = 0 булиб, 
чегаравий шарт

—  = 0 . (9 13)
дп г

Агар исси^лик алмашиниш коэффициенти ж уда катта булса 
(Л-*-ообулса), (9.12) формуладан

и\Г = й  (9.14)
келиб чицади, яъни жисм чегарасидаги исси^лик таш^и му.^ит 
^ароратига тенг булади.

(9.10) тенгламадан ^арорат г  га боглиц булмаса, текислик- 
да иссицлик тар^алиш тенгламаси:

= а 2 ( * а  л. 3*и \ 
dt \ дх1 ду4 ,ду*)

^осил булади. Агар и функция г  га ^ам, у  га ^ам боглиц бул
маса, металл стерженда иссицлик тарцалнш тенгламаси >̂ осил 
булади:

ди
~di

=  а2 д*и

10-§. Лаплас тенгламасига келт филадиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда
Ды = 0 (Ю.1)

Лаплас тенгламасига келтириладиган баъзи масалалар ^арала- 
ди. Теигламанинг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
ридаги куриниши цуйидагича:

(Ю 2) 

( 10.2 ')

. д*« . д*и . дги л

4 “ "  W  + V  +  ^ “ 0’

г дг  \ д г )  г2 д  ф* дг*

ь и „ ± ± ( г> * ) + - ! _ .  4 U e 4 ) +
л* дг  \ д г )  г* sin 0 д  0 \ д в  /

1 д*и
г* sin3 0 д фг

=  0 . (10.2")
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Лаплас тенгламасини ^аноатлантнрувчи и функциялар гармо
ник функциялар  деб аталади.

I. Б и р  ж и н с л и  ж и с м д а  и с с и ц л и к н и н г с т а ц и ; 
н а р  т а к с н м о т и  м а с а л а с и .  о сирт билан чегаралаиган
^  ■» •»»* f  п *»•» г -г г г  - т - т т  г* ч t nroti v  tirm и ?» и г  u iip  «liitWiU u «  .........................
нуцталарида исси^лик манбалари булмаса, /-=U булиб, (9.1UJ 
тенглама

ди -  / <?*« , д*и . д ги \—  — а2 1---- -----------Н ---dt \ дх* ду* д г* }
ни ^осил ^илган эдик. Агар жараён стационар (урнашган) булса, яъни 
^арорат вацтга боглик, булмасдан, балки жисм нуцталаринннг коор-
динаталарига боглиц булса, у холда — = 0 булади ва и хароратat
Лаплас тенгламаси

(Ю.З)
д*и . д*и . д*и „------ --------- 1-------— (J
дх* ду* дг*
Бу (10.3) тенгламанинг четки масаласидани цаноатлантиради 

о сиртдаги ^арорат берилиши керак:
и\ = f(M ) .

|0
Шундай цилиб, V з^ажм ичида (10.3) тенгламани цаноатлан- 
тирувчи ва о сиртнинг ^ар бир М нуцтасида берилган

и  j = /(М ) (10.4)-
к

^инматни к,абул цилувчи и (х, у ,  г) функцияни топиш керак. Бу маса- 
ла Дирихле масаласи ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма- 
сала деб аталади.

Агар сиртнинг хар бир ну^тасида ^арорат эмас, балки иссшушк окнми
берилган булиб, у —  (нормал вектор йуналишдаги косила) га про-

дп
порцион! булса, сиртда (10.4) четки шарт 
эга буламиз:

ди
дп = g<M).

урнига цуйидаги шартга 

(10.5)

(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни цаноатлантнрувчи 
ечнминн топиш масаласи Нейман масаласи ёки  иккинчи четки 
масала  деб аталади.

Агар иссшушк тарцалиши z га богли^ булмаса, масала те- 
кислнкдаги Лаплас тенгламаснга келади. Четки шартлар текис- 
ликдаги контурда бажарилади.

II. С у  ю ц л и к ё к и  г а з н и н г  п о т е н ц и а л  о ц и м н . 
У з л у к с и з л и к т е н г л а м а с и .  о сирт билан чегаралаиган 
Й ,\ажм ичида сую^лик о^адиган булсин. р — суюцлик зичлиги 
булсин. Суюклик тезлигинн

v =  vx i +  v j  + v z k (10.6)
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билан белгилаймиз, бунда vx, у у, vt — вектор v  нинг координата ук;- 
ларидаги компоненталари. Q ^ажмдан s сирт билан чегараланган ки
чик w ,\ажм ажратамиз. У холда At вацт ичидаги s сиртнинг хар
бир Д s элементи ор^али AQ — p v n A s  At мн^дорда суюцлик оциб
утади. Сунфшшошг уцузвЗ Q ю ч ур р*  куйияаги интеграл билан 
ифодаланади:

Q =  Д t j  J р v d  s. (10.7)
S

Бунда d~s = l i d s  булиб, n — таш^и нормал буйича й\ налган бирлик 
вёктордир. Иккинчи томондан t п ат  да о> ,\ажмдаги суюцлик микдо- 
ри бундай булади:

H S p d<°-

At вацт ичида суюцлик ми^дори, зичликнинг узгаришнга бино- 
ан, |\уйидаги мицдорга узгаради:

Q = Д р d to «  Д / d  со. (10 8)
О) <|)

о ^ажмда манбалар йуц деб фараз цилсак, (10.7) ва (10.8) 
ифодаларни тенглаш мумкин. Дt га цисцартириб, ушбуга эга 
буламиз:

( , 0 ' 9 )
5 0)

Тенгликнинг чап цисмидаги сирт интегралини Остроградский 
формуласига кура алмаштирсак, (10.9) тенглик бундай кури- 
нишни олади:

j  d iv (р и) d со = " d i »
О)

ёки

(I)
— d iv (p y) = 0  ( 10.10)dt

булиб, div(pu) ни очиб ёзсак,
а р  д  (р vx ) д{ру„)  д  (р Уг ) =  п ( 1 0 .1 0 )  
dt dx dy дг

сн^иладиган сукмушк оциминннг узлуксизлик тенгламаси ^осил була
ди. v  ни цуйидагича к,абул циламиз:
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v  = ------ grad p,
P

бунда p  — босим, k — утказувчанлик коэффициенту «  X ~
dt

A, =  c o n s t .  БУНИ П О . 101 V A nV K ruV IH K  т р н г .п я м я г и г я  w u f lo o v

. - X - 2 ?  = ^ ( j f c i n + A  ) + _ ! ( *  .2£\
Л  dx \ dx J ду  \ l  дг )

im Yrvni.7 килачиэ. Arap k узгармлс ccn CJ.ica, те

л

U i i  « t U M U

*L = - ± A p  
dt X H

куринишни олади. Бу исопутк утказувчанлик тенгламасига ухшай-
ди. ( 10. 10) тенгламада суюцлик си^илмаса, р = const ва —  =

d t
либ, тенглама

—►
div и = 0

куринишни олади. Агар ^аракат потенциал булса,

v  = grad ф
булиб, ( 10. 10) тенглама ушбу куринишни олади:

div gгadф = 0
еки

д*<р ■ д*<р . д ‘<р _  Q
дх* д у * д г* ’ ( 10.12)

яъни у тезликнинг ф потенциал функцияси Лаплас тенгламасиии 
цаноатлантирар экан.

Купинча v  театикни и = — k, grad р  деб цабул цилиш мумкин, 
бунда р  босим, fc, — узгармас сон. У ^олда р  босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси з̂ осил булади: “

d*p JPp  «р __ 0
дх* v  ■ * .  -  <|о |з>

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки шартлар ^уйида- 
гича берилиши мумкин:

1 . а  сиртда изланаётган р  функциянинг ^ийматлари— бо- 
симлар берилади:

р\ = f m
la

Бу Дирихле масаласи.
2. а  сиртда ~ —  нормал буйича ^осила ^ийматлари берила-дп

ди — оцим сирт оркали берилади:'
др
т Л - * т
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Dy Нейман масаласи.
3. о сиртнинг Гжр циемида р — босичлар, яла бир цисмида коси

ла —  берилади. Бу Дирихле — Нейман масаласи.ПП
Ш ‘ . т а ц и о и а р  п л е к т р  t o k h h m h i  н о г е н ц и а л и .  Бирор V 

хлжмни тулдирувчи бнр жинсли мухитдан хар бир иуцтасндаги зич-
Л'ЛГП / (X, t/f Z) ПСКТОр бУЛГаН М^К М) Токн vtthu ТОК 31 L.~IШ ii
га богли к эм ас  ва I хаж .м да то к  манбалари й уц  деб  ф араз килам из 

У  вак т д а  I векторнииг окими нолга тен г б ул ади :

$ f 7ds = о.
‘ s

Остроградский формуласини цуллаб,

Ф I I dS =  1 U  div / dV — 0 дан d iv 7 = 0  (10 14)
‘ s I'

деган хулосага келамиз. Агар мухитнинг утказувчанлигини л деб,
электр к учини £  деб белгиласак, ток зичлиги умумлашган Ом цо- 
нунига кура:

7 =  л £  (10.15)

булади. Жараёи стационар булгани учун вектортар майдони £  уюр-
масиздир, яъни rot £  =  0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
дондир. Шундай скаляр функция мавжудки, ушбу тенглик уринли
булади:

£  =  g rad  ф.

(10.15) га (10.16) ифодани цуямиз:
(10.16)

(10.17)/ =  A. grad ф.
(10.17) ни (10.14) га ^уйиб,

Я div (grad ф) = 0
ёки

дх* ^  дуг ^  * *  ( Ш 1 8 )
. 1аплас тенгламасиии хосил кила.миз. Уни берилган четки шартларда
ечиб, ф скаляр функцияни, сунгра (10.16) дан £  ни, (10.15) д ан 7  ни 
топамиз.

11-§. Дирихле масаласнки халка учун ечиш

: х2+ у 2 =  /?-J ва k , : х* +  У2 =  /?г’ айланалар бнлан чегарлтанган 
D сохада (^алкада) Лаплас тенгламасининг ушбу

(П .1)и , Г и"
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“ U =U* ( 1 1 .2)
чегаравий шартлари берилгандаги ечимини топамиз, бунда и х 
ва и2 — узгармас сонлар.

H n n i o f »  * i ? i  ч и п  v r > n ^ ' l i i U * » T q  ч ч п м ч  f  *?Г*» ТУ

(10. 2 ') тенгламаендан z ва <*• л ар га  6o f.ih i; булмаган  тенгла- ^ 
мани ёзамиз:

д'-и _  I ди _  q
д г г г  д г

Бу тенгламанн интеграллаб, ушбуни топамиз:
и = с,In г - f  с.. (П.З)

( 1 1 . 1) ва ( 1 1 .2) чегаравий шартларда с, ва с, лзрни топамиз:
Гы, =  In /?, Ч- 
|ы, = с, In Rt 4- с,.

Система дан с 1 = «* — «1 • с ,  =
1п

Rl

II, 111 R3 — Ц; In /?t

г - ^
,П *

ларнинг книматини

(11.3) га цуйиб, масаланинг ечиминн .\осил циламиз:

и =
Ujl n ^ - - 0l ln—  

1П*

(П .4 )

12- §. Дирихле масаласини дойра учун ечиш

x2 + y 2 = R2 дойра берилган булнб, унинг айланасида бирор 
f (q:)  функция берилган булсин (ф— цутб бурчаги).

Лаплас тенгламасини цутб коордннаталарнда ((10.2 ') да 
z = 0 деб) ёзамиз:

( 12. 1) 

( 12.2)

д ги 1 j ___1_ д*и _  q
д г * ' г  д г  г* д  ф5

Функциянинг дойра айланасидаги киймати берилган:
и I = / (ф).

I r=.R
Ечимни

ы =  ф (ф ) ./ ? ( г )  (1 2  3 )

деб фараз цилнб, Фурье усулидан фойдаланамиз. ^оенлалар 
олиб, ( 12. 1 ) тенгламага цуямиз:

г г Ф (ф )  R" (г) +  г  Ф (ф) R' (г) +  Ф" (ф) R (г) = 0.
Узгарувчиларни ажратамиз:

Ф" (ф) 
Ф(ф)

r*R  (r)-i-rR ' (г) 
R{r)

= — k\ ( 12.4)
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Бунда» иккита тенглама хосил булади:
Ф"(Ф) + Л г Ф(ф) = 0, (12.5)

P P *  'fr\ - f  Г Р' (Л «  D /Л _  Л *
Биринчи (12.5) тенгламанинг умумий ечимн:

Ф(ф) =  .4cos*<p-f Bsinft<p, ( 12.7)

иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимини R (г) =  г т куринишда излаймиз.
Бу ерда т ни топиш керак. г '1 ни (12.6) тенгламага куйиб, ушбуни 
хосил киламиз:

т2т (т — 1 ) г т~2 +  rm r m~x — k*rm =  О
ёки

т2 — k2 = 0.

Буидан т = ± * экани курннади. Хусусий ечимлар г* ва г~к бу
либ, умумий ечим:

R = Crk +Dr~k (12.8)
булади. (12.7) ва (12.8) ларнн (12.3) ({юрмулага куйсак, ушбу ^осил 
булади:

ик =  (Ак cos к «р +  Вк sin к ф )  (С /  +  D/~*). (12.9)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г  =  0 булганда 
(12.9) <|юрмуладг 1>*=0 булиши керак. Агар к = 0 булса, (12.5), (12.6) 
тенгламалардан:

Ф"(Ф) = 0, rR ! '{r )+R'  (г) = 0.
Буларни интеграллаймиз ва и0 =  (Л0 +  А0ф)(С, +  D0lnr) ни хосил 
киламиз, (12.9) билан k = 0 да солиштириб, В0 =  0, D0 = 0 эканини
топамиз. У вацтда и9 = булади. Бу ерда =  Л0С0 деб белги-

» 2
ладик. к =  1 , , 2, . . .  , п,  . .  . мусбат кнйматлар билан чегараланамиз. 

Ечимлар йнгиндиси яна уз навбатида ечим булгани учун
по

и(г, ф) =  у  +  (а„ cos пф - f btisin п ф)Л  ( 12. 10)

Бу ерда ап =  Сп -Ап, Ьп = Сп Вп деб белгилаш кнритдик. Энди их
тиёрий dn ва Ъп узгармас ларнн четки (12.2) шартдан топамиз: r  = R 
да ( 12. 10) дан

оо
/ (ф) = ~  +  V *  (ап cos n<p+bn smn<f) R”. (12.11)

n«l
Бу тенгликдан
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nRn J  ' ""  я  Л" .
—я —я

коэффициентларнн аннклаб, ( 12. 10) га Цуямиз. Тригоиометрик алмаш-
п*ргЛйпп ЯВЩДО» ушбуни лисил цкламнз:

я

и(г ,  ф) = ~  I +  — V *  I f  (/) cos п (/ ф) d/ j —— \ ‘ ~
1 я я  \R ]—я п=I —я

=  ±  j '  / (0 [ I +  2 V  I -1- ]" в *  л«  -  Ф)] л -  j -  j  J (0 [ 1 +
—Я <1=1 —я

+* S  ± /но!. +
—л

+ V  ( V ^ _ ' ) n + у  I JL . е~‘ v~")n 1 dt =
П ~  I И — !

-L  e« <<-«>
R

_ <r- <r>

1------
R

I _  — p-« ('-<r> 
R

di =

“ i f  / »
■ - ( K

-  A  f  fW ) ------------ —— - ------------- dl.2 я  ,1 /?* — 2 Rr cos (/ — ф) +  r*

dt =

(12.13)

Бу (12.13) формула Пуасс он  интеграли дейилади. Дирнхле- 
нинг донра учун цуйнлган масаласининг и (г, ф) ечимн Пуассон 
интегралига келдн. Бу формула (12.1) тенгламанн цаноатлан- 
тиради д^амда г-*-/? да «(г,ф)->-/(ф), яъни ечим булади.

У з - у з н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккинчи тартибли бир жинсли хусусий хоснлали тенгламаларнинг тур- 
ларини айтииг.

2. Бошлангич ва четки шартлар ннма?
3. Даламбер усулини баён цнлинг.
4. Фурье усулини тушунтирнб беринг.
5. Тенглама учун Коши масаласннн тушунтирнб беринг.
6. Дирихле масаласннн ифодаланг.
7. Нейман масаласи ^андай ^унилади?
8. Тенгламанн Фурье усулн бнлан ечншда ечим кап дай куринишда бу

лади?
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14- б о б

Э\ТИМОЛЛИК НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК 
СТАТИСТИКА

1-§. Ходисалар алгебраси

Э.\тимоллик назарпясн асосида матсматиканннг бошка бу- 
лимларндаги каби бирор бошлангич тушунчалар ва таърифлар 
ётадн. Унда ишлатиладнган асосмй тушунчалардан бнри лоди- 
саднр.

Э)\тимоллик назарнясида .\одиса деб сипов (тажриба) нати
жасида, яъни маълум шартлар мажмуи амалга ошиши нати
жасида руй берншн мумкин булган .\ар ^андай фактни айти
лади. \одисаларни одатда А, В, С ва к. харфлари билан 
белгнланади.

Х,одисаларга мисоллар:
1. Тупдан бнр марта уц отншда нншонга теккизиш (тажрн- 

ба — уц отиш, ,\одиса — уцнинг нншонга тегиши).
2. Тангани уч марта ташлашда икки марта герб тушиши 

(тажриба — тангани уч марта ташлаш, .\одиса— икки марта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталнкни улчашда берилган чегараларда 
улчаш хатолнгннннг пандо булишн (тажриба — физик катта- 
ликнн улчаш, .\одиса— берилган чегараларда хатоликнинг юз 
бериши).

Берилган тажрнбада руй беришн мумкин булган барча .\оди- 
галар туплами ходисалар майдони S дейилади. 5  га яна бу 
тажрнбада му^аррар руй берадиган U .\однса ва бу тажрнбада 
руй бериши мумкин булмаган V ходнса .\ам киритилади. М аса
лан, битта уйин соц^асннн ташлашда U камида бир очко 
чи^иши, V етти очко чи^нши.

Агар А ходиса руй берганида В  ,\одиса мукаррар руй берса, 
А \одиса В ходиса ни эргаштиради ёки А дан В келнб чикади 
деб айтилади, бу факт бундай белгнланади:

А<=В. (1.1)

Тажриба 36 цартали дастадан битта цартани' тортишдан 
иборат булсин. А ,\одиса «гнштин» ^арта, В .\однса эса ^изил- 
белгили цартанинг чикншндан иборат булсин. У ^олда рав- 
шанки, А аВ .
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Агар Л с В  ва бнр вактда В с Л  булса, у  *олда Л ва В *оди- 
салар эквивалент ёкн тенг кучли деб аталадн. Бу факт бундай 
белгнланади:

Л = В. (1.2)

А .уздисанинг pyii бермаслнгидан иборат ходнса унга тес- 
кари .уздиса деб аталади ва А билан белгнланади. А билан А 
^одисалар ^арама-^арши %оди с алар  дейилади.

1\арама-карши з^одисаларга мисоллар: уц узишда иишонга 
теккизиш ва хато кетказиш, асбобнинг бирор ва^т интервалн 
нчнда ишдан чи^иши ва  шу ва!\Т интервалида <5узнлмасдан 
ишлаши.

^одисалар майдонида цушиш ва айириш амалларн ани^ла- 
нади. Иккита Л ва В зрдисадан камида биттасининг руй бери- 
шндан иборат зуодиса уларнинг йигинди си  деб аталади ва 
Л + В билан белгнланади.

Л ва В зрдисаларнинг биргалнкда руй берншидан иборат 
зрдиса уларнинг купайтмаси деб аталади ва АВ билан белги- 
ланади.

1 - м и с о л .  Тажриба дастадан битта ^артани тортиш *оди- 
сасидан иборат. Л ^одиса «дам а» цартасннинг,^ В .\одиса эса 
«чилдин» цартасининг чицншидан иборат булсин. у  \олда 
С = Л + В з^одиса чиццан царта «дам а» ёкн «чилдин» булишини, 
Е = АВ эса чи^цан к аРта «чилдин дам а» булишини билдирадн.

2 - м и с о л  (Вьенн днаграммаси). Тажриба квадрат (125- 
шакл) ичнда таваккалига нуцта танлашдан иборат. Л орцали 
«танланган нуцта чапдаги айлана ичнда ётибдн» .уздисасинн, 
В оркали эса «танланган нуцта унгдаги айлана ичида ётибдн»,
^однсасини белгилаймиз. У .узлда Л, Л, В, В, Л -г В ва АВ з^оди-



салар танланган ну^танннг тегишлн шакллардагн штрихлан- 
ган сохаларга тушишини билдиради.

^однсаларни ^ушиш ва купантириш амалларн цунндаги 
хоссаларга эга:

\)А + В Й +  Л : Л А = Д Л .
2) (Л -|- В) -Ь С =  А +  (В +  С); (АВ)С = А (ВС).
3) А(В + С) =  АВ +  АС-.
4) А +  К =  Л; A U — А.
5) Л 4- А =  £/; АЛ = V.
6) А В  = АВ\ АВ = А + В .

Шундай цнлиб, ходисалар алгебрасида цушнш ва айириш- 
нииг одатдаги барча хоссалари бажарилади, шу билан бирга 
нол ролинн V мумкин булмаган .уздиса, бир ролини эса U 
муцаррар з^одиса бажаради.

1-т а ъ р и ф .  S  ходисалар майдонидаги А ва В ходисалар 
учун АВ= V, яъни уларнинг бир вацтда руй бериши мумкин 
булмаса, улар бир галикдама с  ,\одисалар  деб аталади.

М и с о л .  Тажриба унии соцкасини ташлашдан иборат. А Мо
диса 4 очко чи^нши, В  .\одиса эса 3 га каррали очколар чици- 
ши булсин. Бу ^одисаларнинг бнргаликдамаслиги равшан.

2- таъри ф . Агар Al +  At +  . . . +  Ап — U, яъни бу лажрибада 
Аи  Л2, . . .  , Ап, .у>дисалардан хеч булмаганда биттаси руй берса, бу 
.уздисалар ходисаларнинг тула гурухини хосил килади дейилади.

Хар иккитаси биргаликдамас ходисалар тула гурухини, яъни 
Л, -+ А2 - f  . . .  +  Л„ =  U, Л,Л, = V(i Ф j) тенгликлар билан аниц- 
ланадиган ходисалар гурухини энг куп текширишга тутрн келади.

2- §. Э.^тимолликнинг классик таърифи

Э.угимоллик назариясида ходисалар гуру.^идагн хар бир 
Л ^одисага танин Р(А)  сон — бу ,\одиса руй бериш имко- 
нннинг объектив даражасини акс эттирадиган Л з^одиса э.хти- 
моллнги мос цуйилади. Э.угимолликлар S  дан биргаликдамас 
ва тенг имкониятли Ль Л2, . . Л„ з^одисалар тула гурухини 
ажратиш мумкин булган ва классик схема деб аталадиган 
холда энг одднй аншупанадн. Тенг имконнятлилик шуни бил- 
дирадики, Л1, Л2, . . . ,  Ап .\одисаларнинг з̂ еч бири рун беришда 
цолганларидан з̂ еч бнр объектив устунликка эга эмас (масалан, 
уйин соодасининг симмстрик ва бир жинслигидан 1, 2, 3, 4, 5, 6 
очколардан исталганининг чицнши тенг имко.ниятлилиги келиб 
читали). Айтилган Л„ Л2, . . .  , Ап ходисалар тажрибанинг элементар 
натижаларн (ёкн имкониятлари, х.оллари) деб аталади.

Эх ти мо л ли к ни нг к л а с с и к  т а ърифи.  Л ^одиса Л^ Л2,



. . .  , Лп лардан бирор т таен амзлга ошганнда руй беренн. У хол- 
да

Р(А) = — (2 1)

сон А х.однеанинг эд гимоллиги  деб аталади. Боип^ача айтганда, 
А х.одисаиинг эхтимоллнги тажрнбанинг цулайлик берувчн нати- 
жалари сон и н и унинг барча натнжалари сонига ннсбатига тенг. 

Бу ердан, хусусан, исталган А >;однса учун

Бу хоссаларнннг исботнни у^увчнга машк; сифатида тавсия 
килам н

1 - м и с о л .  Иккита унии соцкаси ташланади. Чш ^ан очко- 
лар сонинииг 7 га тенг булиш эхтимоллнги цанча?

Е ч и ш. Уйин соццаси олтита турли усул билан тушишн мум
кин. Уларнинг ^ар бири иккинчи соцца тушишидаги олтита 
усул билан комбинацияланади. Шундан цилиб, жами элементар 
натижалар сони 6-6 = 36 га тенг. А ^одисага (очколар сони 7 га 
тенг) цулайлик тугдирувчи элементар натижалар сониии санай- 
миз. Агар биринчи ва иккинчи со^цаларда мос равишда 1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чицеа, очколар 
йнгиндиси 7 га тенг булади, яъни А ^одисага ^улайлик тугди
рувчи жами 6 та натижа бор. Демак, изланаётган э^тимоллик 
цуйндагнга тенг: Р(А)  = 6/36= 1/6.

2 - м и с о л .  Танланма .\ацида масала. N та буюмдан иборат 
партияда М  та стандарт буюм бор. Партиядан таваккалига. п 
та буюм олинадн. Бу п та буюм ичнда роса т  та стандарт 
буюм борлигининг эхтимоллигнни тонннг.

Е ч и ш.  Тажрнбанинг мумкин булган элементар натнжалари 
жами N та буюмдан п тасинн олиш мумкин булган усуллар 
сонига. яъни N та элементдан п тадан гурухлашлар сопи С", га 
тенг. Таваккалига олинган п та буюм нчнда т  та стандарт буюм чи- 
Киш ходисасг.ни А оркали белгилаймиз. Стандарт буюмлар М та бул- 
ганлнги учун т та стандарт буюмни олиш усулларн сони С"и га 
тенг. 1\олган п — m та буюм эса нестандарт булиши лозим: п  — т 
та костандарт буюмни N — М та ностандарт буюмлар нчидан эса 
C"~”M усул билан олиш мумкин. Демак, А .ходисага цулайлик TyF- 

дирувчк натижалар сони Сд, • га тенг. Шунинг учун ипанаёт-
ган эхтимоллик куйидагига тенг:

0^ / >(Л )<  1 

булиши келиб чикади ва, бундан таш^ари, 

P ( t/ ) « 1 ;  P(V)=0.

(2.2)

(2.3)

If • (2 4)
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3 -§ . Геометрик эхтимоллик

Эхтимолликнинг классик таърифида элементар натижалар 
cuii*i .«-iv.iii лей  фараз килннади. Амалнётда эса кунинча мумкин 
булган натижалари сони чексиз булган тажрнбалар учрайди. 
Бунда» холларда классик таърифнн ^улланиб булмайди. Биро^ 
бундай ,\олларда баъзан эхтимолликин .\нсоблашнннг бошцача 
усулидан фойдаланиш мумкин булиб, бунда ^ам аввалгидек 
баъзи .\одисаларнннг тенг имкониятлилик тушунчаси асосий 
ах.амиятга эга булиб 1\олаверади.

Эхтимолликнинг геометрик таърифи деб аталадиган усулдан 
тасодифий нуктанннг бирор соханинг исталган цисмига тушиш 
эхтимоллиги бу соханинг улчовига (узунлнгига, юзига, хаж- 
мига) нропорционал булиб, унинг шакл и ва жойлашишига 6 o f - 
лнц булмаган ^олда фойдаланиш мумкин.

Аннцлнк мацеаднда иккн улчовлн ,\ол билан чекланамиз. 
Теки.микда юзи S/,ra тенг бирор D со.^а берилган булиб. унда 
юзи S j  га тенг d  со.^а жойлашган булсин (126- ш акл). D со^ага 
таваккалига нуцта ташланади. Бунда бу нуцтанинг D соханинг 
исталган цнемнга тушиш эхтимоллиги бу со.\анннг юзига тугри 
пропорционал ва унинг шакли, жоплашишига эса боглиц эмас 
деб фараз цилинади. Бундай ^олда бу нуктанннг Sa сохага 
тушиш эхтимоллиги

формула бнлан аницланади.
1 - м и с о л .  Квадратга ички дойра чизнлган. Квадратга 

таваккалига ташланган нуктанннг дойра ичига тушиш эх.тимол- 
лиги цанча?

Ечигн.  г оркали донра радиуси узунлигини белпиаймиз. У хол
да унинг юзи 5 Д =  л г  га, квздрзтнинг юзи эса 5 кв = 4 г2 га тенг. 
Изланэётган эхтимоллик эса Р  =  л/4 га тенг.

(3.1)

у

L

126- шакл. 127- шакл.
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2- ми с о л. Учрашув ^ацидаги масала. А ва В кншилар 
бирор жойда соат 12 билан соат 13 орасида учрашувга кели- 
шишди. Учрашув жойига келган киши шеригнни 15 минут даво- 
мида кутади, кейин эса кетиб цолади. Агар курсатилган соат
давомнда улардан .\ар бирининг келиш пайтларн тасодифий 
ва боглнкмас булса^ яъни бирининг келиш пайтн иккннчиси- 
нннг келиш пайтнга таъсир этмаса, бу кишиларнннг учрашиш 
эдтимоллигини топинг.

Е ч и ш. А кишинннг келиш вактини х орцалн, В кишининг 
келиш вацтини эса у  оркали белгилаймиз. Учрашув булишн 
учун

\у — хI <  15

булиши зарур ва кифоядир. х ва у  ни текисликда декарт коор- 
дйнаталари сифатида ифодалаймиз (127 -ш акл), масштаб бир- 
лиги сифатида 1 минутнн танлаймиз. Барча мумкин булган 
натнжалар томони 60 га тенг квадратнинг нуцталари билан 
тасвнрланди, учрашувга цулайлик тугдирувчн на'тижалар эса 
штрихланган сохада жойлашади. Изланаётган э.^тимоллик эса 
штрихланган со.\а юзининг бутун квадрат юзига нисбатига 
тенг, яъни

60» — 2-0 ,5 -45» =  о  4375 
60*

4- §. ^одисанинг нисбий частотаси

п та бир хил тажрибалар кетма-кет утказилган булиб, улар
нинг .\ар бирнда А .\однса руй берган ёки руй бермаган булсин.

Т а ъ р и ф .  А ходисаиииг берилган тажрибалар кетма-кетли- 
гидаги ни с б ий  частотаси деб А .уэдиса рун берган тажрибалар 
сонининг утказилган барча тажрибалар сонига нисбати аити- 
лади.

А уэдисанннг нисбий частотасинн Р* (А) оркали белгнласак,

=  (4.1)
п

буладн, бу ерда m  — шу А .\однсанинг п  та тажрнбада руй бе- 
риш сони, п — жами тажрибалар сони.

М и с о/1. Буюмлар сифатннн назорат цилиш учун партиядан 
таваккалига 100 та буюм олинди, улар ичида 4 та буюм яроц- 
сиз чШуДН. Ярокспзлттк цисбнй частптясини топинг.

Е ч н ш. А орцали яроцсиз буюм чш\ишидан иборат .\оди- 
сани белгиласак, цуйндагига эга буламиз: т  = 4, н=100 ва 
Р* £*} = 0.04.

Ннсбип частотанннг баъзи хиссалариыи исбикпз кел»гТ~пб 
Утамиз:

1) Исталган ^одисанинг нисбий частотаси бирдан ортиц 
булмаган манфиймас сон, шу билан бирга P* (U )~  1, Р * (\ )  = 0.



2) Р*(А + В) =Р*(А)  + Р * (£ ), бу ерда А ва В — биргалик- 
дамас ходисалар.

Ходнсанинг тажрнбадан олдин аникланадиган э^тимоллиги- 
дан фарцли улароц ходнсанинг нисбий частотаси тажрнбадан 
кейин топилади.

5 - § .  Э х т и м о л .т и к н и н г  с т а т и с т и к  т аъ р и ф и

Айтайлик, бирор тажриба чекланншсиз такрорлаиадн ва 
^ар бир тажрнбадан сунг ^аралаётган ходнсанинг нисбий часто
таси барча утказнлган тажрибалар серияси буйича ^исобла- 
нади. Бунда ушбу парса пайкаладн: бошпда, утказнлган тажри
балар булганида, ^ар бир тажрнбанинг тасодифий натижаси 
уэднса нисбий частотасини сезиларли узгартирадн. Бнроц таж 
рибалар сонн ортиб борнши билан ^ар бир янги тажриба нати- 
жасининг таъснри кам ая боради. М асалан, мингинчи тажриба- 
нинг натижаси нисбий частотани 0,001 дан камга узгартирадн. 
Ходнсанинг ннсбий частотаси К ё  тасодифий булмай цоладн ва 
бирор сон атрофида тургунлашадн. Ана шу сонни каралаётган 
Ходнсанинг статистик эхтимоллнги деб аталади.

М асалан, агар бнз бир ёкн бир неча оила ва хатто бирор 
цишло^ ахолисинн урганиш билан чекланадиган булсак, янги 
тугилган чацалоцларнинг жинсн буйича тацснмотн ха Р цандай 
булиши мумкин. А^олиси куп булган катта худудни ургани- 
ладнган булса, нш бутунлай бошцача булади. Бунда 1̂ из ва 
^гил болалар тугилиши нисбий частотасининг тургунлиги т^лиц 
намоён булади, шу билан бнрга у турли худудлар учун бир хил 
булиб чи^ади,

Швед статистикаси маълумотлари буйича 1935 йилда циз 
болалар тугилиши нисбий частотаси ойлар буйича ушбу жад-

валда курсатилганндек тацсим.танган.
Бу ннсбий частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради. Юцорнда 
баён цилинганнга асосан 0,482 соиини 
циз болалар тугилиши статистик э.угн- 
моллиги деб хисоблаш мумкин.

6- §. Амалда мумкинмас ^одисалар
Амалда мумкинмас .\однса деб, 

эхтимоллнги нолга аниц тенг булма
ган, бироц унга ж у д а  яцнн булган 
Ходисага айтилади.

Амалда мумкинмас ход не ал яр 
тнмоллнк назариясида катта ахамн- 
ятга эга, бу фаннинг барча амалнй тат- 
бнкларн ана шуларга асосланади.бун
да амалий ишонч принципн д и ан  
^ондага амал цилнннб, уни бундай 
таърифлаш мумкин:

Ой

Т у кил га н 
киз бола
лар ннс
бий час

тотаси'

Январ 0,486
Феарал 0,489
Март 0,490
Апрел 0,471
Май 0,482
! 1юн 0,478
Июл

- А лг.ст
0,462
ft 4x4

Сентябр
Vi J to-t
0 .485

Октябр 0,491
Ноябп 0 ,482

O,47o

Йил буйича 0,4826
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Агар А .\одисанинг берилган тажрнбада эхтимоллнгп ж уда 
кичик булса, у .\олда бу тажрнбани бнр марта утказилгани- 
да А ходнса рун бермайди деб амалий ишонч хосил килиш 
мумкин.

Бишь^ача антганда, агар А .\идисанинг ^.\гимо.ыи1н игрнл- 
ган тажрнбада ж уда кичик булса, бу тажрнбани уткаэишга 
киришаётганда гуё бу ^одиса умуман мумкинмас деб, яъни 
унинг pyii берншига куз тутмасдан иш олиб боравериш ке- 
рак.

Амалии ишонч принципи математика воситаларн бнлан 
исботланнши мумкин эмас; у ннсоннятнннг бутун амалий тажрн- 
баси билан тасдшутанади.

Ходисанн амалда мумкинмас деб .хнсоблаш мумкин булиши 
учун унинг э.угимоллигн канчалик кичнк булиши керак деган 
масалани хаР бир алохида холда тадцн^отчининг узи амалий 
муло,\азалардан келиб чикиб хал ^илади.

М асалан, отишда портлатгичнинг ишламап цолиш э.угимол- 
лиги 0,01 булса, биз портлатгичнинг ишламай цолишини амалда 
мумкинмас ходиса деб хисоблашимиз мумкин. Бирок сакрашда 
парашютнинг очилмай цолиш эхтнмоллиги ^ам 0,01 га тенг Оул- 
са, биз уни амалда мумкинмас х°Д,1Са Де® карамаслигнмиз 
лозим ва парашютни катта ншончли цилишга харакат килиши- 
миз зарур.

У з - у Э н н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К.анлай ходнсалар тасоднфнй, мукаррар ва мумкинмас ^одисаллр деб 
аталадн? Бундай ходисаларга мнеоллар келтирннг.

2. ^одисалар тула гурухн таърнфннн айтиб беринг ва мисоллпр кел
тирннг.

3. .\одисаларнннг бнргалнкдамаслик таърнфннн айтннг ва мнеоллар кел
тирннг.

4. Кандай ходнсалар эквивалент ходнсалар деб аталадн?
5. Ходнсаларнмнг йнгинднеи ва купантмаси деб ннмага айтнлади? Мнеол

лар келтирннг.
6. Вьенн диаграммасинн нфодалайднган мисолни баён кнлинг.
7. ^одисаларнн кушиш ва купайтирнш амалларннинг асосий хоссаларини 

курсатинг.
8. Эхтимолликнинг классик таърнфннн айтиб беринг. Унинг асосий хосса

ларини ифодаланг.
9. Таиланма хакндагн масаланинг куйнлшииии таърнфланг ва бу мэсала- 

нинг ечимини бераднган формулани ёзннг.
10. Геометрик эхтимоллик таърнфннн айтиб беринг.
11. Учрашув хакидагн масалани баси цилинг ва унннг ечилиш усулини 

курсатинг.
12. Ходисанинг нисбий частотасн деб ннмага айтнлади? Мисол келтирннг.
13. Нисбий частотанинг хоссаларини курсатинг.
14. Статистик эхтимоллик тушунчасн кандай кирнтиладн?
15. Ходнсаларнннг амалда мумкннмаелнк принципи нимадан нборат? Ми- 

сол келтирннг.
16. Амалий ишонч принципи нимадан нборат? Мисол келтирннг.
17. 14.35—14.41, 14.66—14.159-масалаларни ечинг.
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7-§ . Биргаликдамас ходисалар учун э^тимолликни кушиш
теоремаси

1-т с и р е  м а. Иккита бирг аликоамас  А ва В \оди са  й ш ин -  
ди синин г  эфим олли ги  б у  хо дисалар эцтимолликлари йи гинди 
сига  тенг, я ъни

Р(А +  В) — Р(А) +  Р(В). (7. 1)
Бу теореманн синовлар схемаси учун исботлаймиз. Тажрн- 

5а;ь- !г мумкин булган натижалари п та синовда келтирнлсин, 
биз уларнн яц^ол булишн учун п та н\ч\та куринишда тасвир- 
л а им из:

Бу п та .\олдан ш таен А .\одисага, k таен В ходпеага кулан- 
лик тугдиренн. У холда

Р(Л) = — , />(£) = - .
п п

А вз В ходисалар бнргаликдамаслиги сабабли, бнр ва^тда А 
ходисага хам, В ходисага хам цулайлик тугдирувчи доллар 
нуц. Д емак, А + В ходисага гп + к та \ол цулайлнк тугднради ва

Р(А +  В ) = = — i  =  +  ±  Р(А) +  Р(В),
п п п

а на i :\ h ii нсботлаш талаб этнлган эди.
1- м н с о л .  Агар цабул цилиш шартларнга кура 50 та буюм- 

дан купи бнлан бнтта буюм яро^сиз булганда цабул ^илиш 
мумкин булса, ичида 5 та яро^сизн булган 100 та буюмдан 
таваккалнга ярми олиб тскширилганда бу партнянинг .хаммаси 
^абул кнлнниш э>;тнмоллигннн топинг.

Е ч и ш.  А оркали 50 та буюмнн тскширилганда бнтта \ам 
ярокенз буюм чнцмаганлигн ходисасини, В оркали э с а  фацат 
битта яроцсиз буюм чиь^анлнгн ^однсаснни белгилаймиз.

К*абул шартларнга кура, агар А + В ^одиса юз бсрса, буюм- 
лар партияси цабул цнлинади. А ва В ^одисаларнинг бирга- 
ликдамаслигннн х.амда (2.4) формулани ,\нсобга олсак, цуйида- 
гини хоенл циламнз:

Р  = Р(А +  В) = Р(А) +  Р ( В ) = = %  +  0,181.
Чоо Чоо

Шундай цнлнб, цабул шартлари буйича бу буюмлар пар
тияси 0,181 эхтимоллик билан кабул цнлиниши мумкин.

1\ушиш теоремаси ихтиёрий сондаги биргаликдамас .\однса- 
лар булган .у>лга хам умумлаштирилиши мумкин.



2 - т е о р е м а .  Агар Аи Лг ............Ап .цодисаларнинг *ар иккита-
си  биргаликдамас булса, у  .\олда уш б у  формула уринли:

п(А а .  4. л- . .  4- Л_> =  Р(А,) +  Р(А,) +  ■ • • +  P(AJ.  (7.2)

И с б о т и .  Учта биргаликдамас Аи А2, Л3 ходисани i\apdA- 
лик. 1- теоремага кура

Р(А,  -г Л, -г  А3) - Р ( ( Л ,  -I A j  I AJ -  P(A,  +  ^  +
,+  Р(Л3) =  Р (Л 1) +  Р(Л ,) +  Р(Л,).

Умумий з^олда теорема математик индукция усули билан
исботланиши мумкин.

1- н а т и ж а .  Агар Л„ Аг ............... 4„ ходисалар хар иккитаси бир
галикдамас ходисалар тула гурухини хосил килса, у холда УлаР 
эхтимолликлари йишндиси 1 га тенг:

Р  (Л,) +  Р  (Л2) +  . • • +  Р  (Л„) =  1. (7.3)
Ис бот и.  Бир томондан, Л„ Л .............Ап ходис&тар гурухи

тула булганлиги учун
Р(Л , +  Л2 +  • +Л„ )  = Я (6 0 =  1.

Иккинчи томондан, Ах, Л2, . . .  , Ап ходисаларнинг хаР иккитаси 
биргаликдамаслиги сабабли

P(A, +  At +  . . . + А п) = Р(А1) + Р ( А г) +  . . .  + Р (А п).

Бу иккита формулани тавдослаб,
P(Al) +  P ( A J +  ••• + Я (Л „ )=  1

ни хосил циламиз, шуни исботлаш талаб цилинган эдн.
2- и а т и ж а, К,арама-царши ходисалар эхтимолликлари 

йигиндиси 1 га тенг : _
Р (Л )+ Р (Л ) =  1. _  <7 4 >

Бу натижа 1-натижанинг хусусий х0*™. дархаки^ат, Л ва Л ходи- 
салар тула гурух. Хосил цилади ва биргаликдамас.

Эхтимоллйк назариясининг амалнй татби^ларида 2 - натижа
мухим ахамиятга эга. , ........

Амалиётда купинча Л ходнсанинг эхтимоллигини хисоблаш-
дан кура ~А ходнсанинг эхтимоллигини хисоблаш осонроц була-
ди. Бу холларда Р(Л)  ни хисобланадн ва

Р( Л)  = 1 -Р (Л )  (7 5 )

1111 2°м  и сДо л . 7 та ощ ва 3 та цора шар солинган идишдан та
ваккалига 5 та шар олинади. Олинган шарлар ичида хеч бул- 
маганда битта кора шар булиш эхтимоллигини ">пинг.

Е ч и ш.  Л орцали олинган 5 та шар ичнда хеч булмаганда
биттасн кора шар булиши ходнсасини белгилаймиз. У х°'1Да А 
Ходиса олинган шарлар ичнда битта хам К°Ра шаР иуцлигиии



билднради. Р(А ) ии топамиз. Мавжуд шарлар ичидан 5 та шарни 
С510 та усул бнлан отит мумкин. 7 та- оц шардан 5 та шарни Cs. та 
усул бнлан олиш мумкин. Шу сабабли

,  _  d  
r t f t  f  “ Т  —  V.W 4M  

c )o
бундай P(A) = \ — P(A) =  0,917.

8- §. Биргаликда ходнсалар учун эхтимолликларни ^ушиш
теоремаси

Бнргалнкдамас .\одисалар учун эхтимолликларни цушиш 
теоремасидан фойдаланиб, биргаликда ходнсалар учун эхтимол
ликларни цушнш теоремасинн исботлаймиз.

Т е о р е м  а. Иккита бир галикда ги  ц о ди с а д а н  j\с ч  булмаган-  
д а  бирининг  руй  б е р иш  эцтимоллиги б у  у о д и с а л а р  эцтимоллик- 
лари йи гин ди си дан  уларнин г  бирг аликда  р у й  б е р и ш  эцтимол- 
лигини айирилганига  тенг:

Р(А +  В) = Р(А) +  Р ( В ) - Р  (АВ). (8.1)
И с б о т  и. А, В ва А + В ходнсаларни цуйидагича биргалнк- 

дамас ходнсалар йигнндисн куринишида ифодаланмнз:
А = А(В +  В )  = АВ+АВ, В — В (А +  X) = AB +  А В, 

А +  В = АВ +  А В +  АВ.
Бнргалнкдамас ходнсалар учун эхтимолликларни цушнш тео- 
ремасига кура

Р(А) = Р(АВ) +  Р(АВ),  
Р(В)  = Р(АВ) +  Р(АВ),  

Р(А +  В) = Р(АВ) +  Р(АВ) +  Р(АВ).
Бу учта тенгликдан (8.1) формулани осой хосил циламиз:

Р(А +  В) = Р(АВ) +  Р(АВ) +  Р(АВ) = Р(АВ) +  Р(АВ)]+ 
+  Р (АВ) +  Р (АВ) — Р (АВ) — Р (А) +  Р (В) — Р (АВ).

Теорема исбот килиндн.
(8. 1) формула содда геометрик тал- 

цинга эга (128-шакл).
Учта бнргалнкдамас х°Диса h h f h h -  

днсининг эхтимоллиги ушбу форму
ла буйича хисобланадн;

Р(А +  В +  С) = Р(А) +  Р (В)  +  
+ Р(С) — Р(АВ) — Р(АС) — Р(ВС) +

+  Р(АВС). 128- шакл.



9 -§ . Эхтимолликларни купайтириш теоремаси

Э\тимолли кл а р н и купайтириш теоремасини баён этншдан 
аввал боглицмас ва боглнц ,\однсалар .\акидаги ушбу мудим
TV liiVНЧёШИ

1-т а ъ р и ф .  Агар А у>дисанинг эхтимоллиги В .\однсааиаг 
руй берган ёки руй бсрмаганлнгига боглик, булмаса, А ходиса  
«  гпАцгл?/; ппгликшн  /|«>ЙИЛаЛИ.

2- т а ъ р и ф. Агар А ходисанннг эхтимоллиги В у>днсанинг 
руй берган ёки бермаганлнгнга боглиц равншда узгарса, А хо
д и с а  В ходис а га  бо глиц  дейилади.

1 - м и с о л .  Омборда 500 дона лампа булиб, улардан 100 
таен бир заводда ва 400 таси бошка заводда тайёрланган. 
Биринчи заводда тайёрланган ламиаларнинг 80 фоизи маълум 
стандартни каноатлантирсин, иккинчи завод ма.угулоти учун бу 
60 фонз булсин. А у>дисанннг — омбордан тасоднфий олинган 
битта лампанииг стандарт шартлариии цаноатлантириш эуги- 
моллнгини топинг.

Стандарт лампалар жами сони биринчи заводда тайёрлан
ган 80 та лампадан ва иккинчи заводда тайёрланган 400-0,60 = 
= 240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, демак, Р( Л)  = 
= 3 2 0 :5 0 0  = 0,64.

^исоблашда олинган лампа цайси завод ма^сулоти экан- 
лиг-и .\ацидагн ^еч цандан тахмин кнлннмади. Агар бу хилдаги 
тахмнн цилинса, у у ы д а  бизни цнзицтираётган эхтнмоллик 
узгаради. М асалан, олинган лампа биринчи заводда тайёрлан
ган (В ходиса) деб фараз ^илайлнк. Бу у>лда унинг стандарт 
булиш эхтимоллиги энди 0,64 эмас, балки 0,80 булади. Бундан 
А ходиса В ходисага боглнц деб хулоса чнкарамиз.

3- т а ъ р и ф. А уздисанинг В уадиса руй бердн деган шэрт- 
да .хнеобланган эхтимоллиги А ходи санин г  В ходис а  руй б е рш и  
шартидаги шарт ли эхтимоллиги деб аталади ва Р(А/В) бнлан 
белгнланади.

Олдинги мнеолда Р (Л )= 0 ,64 , Р(А/В)= 0,80.
А у>дисанннг В ходисага богликмаслик шартини ушбу

Р(А/В) = Р(А)  (9.1)

формула оркали, богликлик шартини эса

Р(А/В)ФР(А)  (9.2)

формула оркали ёзиш мумкин.
К у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и. А ва В ходисалар купайт- 

масининг  эхтимоллиги б у  х одис алардан  бирининг  эхтимолли- 
гини иккинчи ходис аннн г  биринчи  х°^иса  РУ11 б е р д и  д е г а н  
шартда шартли эхтимоллигига купайтмасига тенг:

Р(АВ)=Р(А)Р(В/А).  (9.3)
И с б о т  и. Теореманн классик схема учун исбот ^иламиз.
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Биз уларнн кургазмали булиши учун нукталар куринншида 
тасвнрлаймиз.

J

А дидиса! а т  та хол, В .\од»сага эса к та хол цулайлик 
тутдирсми. Бу А ва В ,\однсалар бмргаликда деб фараз килай- 
лнк, демак, умуман айтганда, А ходнсага хам, В ход и сага хам 
цулайлик тугдираднган хрллар бор. Бундай холлар сопи / та 
булсин. У холда

Р(АВ) = — , />(/!) = - .
п п

Р(В/А) ни, яъни В ходнсанинг А ходиса руй берди деган 
шартдагн шартли эхтимоллигини хисоблаймиз.

Агар А ходиса руй берган булса, у холда илгаригн мумкин 
булган п та .\олдан А ходнсага кулайлик тугдираднган факат 
т  та .\ол колади. Улардан / та хол В ходнсага кулайлик т\т- 

диради. Демак,

Р (В/А) =  -  .
т

Энди теореманинг нсботинп якунлаймиз:

Р{АВ) =  Р(А)Р(В А).п п т
Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

И з о X- АВ = ВА эканини хисобга олсак, (9.3) формулани 
бундай куринишда ёзиш хам мумкин:

Р(АВ) = Р(В)Р(А/В). (9.4)
Купайтириш теорсмасидан келиб чицадиган натижаларни 

келтирамиз.
1 - н а т и ж а .  Агар А ходиса В ходнсага боглнц булмаса, 

у холда В ходиса хам А ходнсага богли^ булмайди.
И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни та^цослаб,

Р(А)Р(В/А) = Р{В)Р(Л В)
ни хосил циламнз.

Р(А/В) =Р(А)  эканини хисобга олсак, бу ердан
Р(А)Р(В,  А) = Я (в ) Р(А)

нн хосил ^иламиз. Бу тенгликдан Р(А) ф  0 деб фараз килнб,
Р(В/А) = Р (В )

ни хосил киламиз, бу эса В  ходиса А ходнсага боглиц эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натижадан ходисаларнинг биргаликда ва бнргалнкдамас-
лиги узаро эквивалент эканлнгн келиб чицадн. Шу муносабат 
билан бундай таърифнн киритамиз.

4- т а ъ р и ф. Агар иккита ходисадан бипннинг »v* 
иккинчнгии»»нг *лп r ; i;: ' ргаЗ ги рм аса , бу 

[ ГПДИС2ml мр uui лшумш. део аталадн.
2 - н а т и ж а .  Иккита богли^мас ходиса купайтмасининг рун 

бериш эхтимоллнги бу ^одисалар эхтимоллкшаринииг купаит- 
УЗСДга тенг.

Р (А В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)
И с б о т  и. Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = Р (А )Р (В ) ,  шуни нсбот- 

лаш талаб цилинган эди.
Агар А ва В ходнсалар боглицмас булса, у  холда эхтимол- 

ликларни цушиш умумий цондаси (8- §  даги (8.1) формула) А 
ва В ходисаларнинг йигнндисн эхтнмоллнгнни бевосита А ва В 
Ходисаларнинг э.\тнмолликлари оркалн топнш нмконини 
беради:

Р(А + В)  = Р(А) + Р ( В ) - Р ( А ) Р ( В ) .  ( 9 .6 )^
2 - м и с о л .  Иккита мерган бир-^нрига боглицмас равишда 

битта нншонга царата ук узишмоцда. Нишонга теккнзнш э.уги- 
моллигн биринчи мерган учун P('/4i)=0,9, иккинчи мерган 
учун Р (Л 2) = 0,8. Агар нишоннинг яксон цнлннишн учун битта 
укнннг тегишн кнфоя цнлса, нишоннинг яксон килиниш эхти- 
моллигинн топинг.

Е ч и ш. А\ ва А2 ходнсалар (нншоннн биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) боглицмас, шунннг учун изланаётган эхтимол- 
ликни х.исоблашда (9.6) формуланн цуллаймиз:

P(A i +A2) = 0,9+ 0,8—0,9 • 0,8 = 0,98.
Эхтимолликларни купайтириш теоремасн исталган сондаги 

эхтимоллнклар учун умумлаштирилишн мумкин, чунончи ушбу 
теорема уринли.

1 - т е о р е м а. ^уйидаги формула Уринли

Р  (А Л  • • • Ап) =  P(AJ P(AJ/A1)P(At/Al -Ai . . .

. . .  Р(Ап/А,Аг . . .  Ап_,). (9.7)

Теореманинг нсботи математик индукция усули билан бажа- 
рилади.

3 - м и с о л .  100 та деталдан нборат гурух танланма назорат 
Килинмоцда. Бутун гурухнииг яроцсизлик шартн текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда бнттасининг яроцсиз б^лиши- 
дир. Агар гурухда 5% яроцсиз детал бор булса, бу гурухнннг 
кабул цилннмаслик эхтимоллнги канча?

Е ч и ш. Деталлар гурухн кабул цнлинишидан нборат цара- 
ма-царши А х°Дисани,,г эхтнмоллнгнни топамиз. Бу х°Диса 
бешга хоДисанинг купайтмаси булади: А =А\А2АЪАКАЪ, бу
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ерда An (k =  1, 2, 3, 4, 5) текширнлган k- детал сифатли экан- 
лигини билдиради.

Cyiirpa j-'i.M» — S3 snrw m , чунки барча дегаллар
1UU та, яроклиларн эса 95 та. Л) ходпса руй берганндан сунг
99 та детал цолади, улар ирасида 94 таен ярокли, шунинг 
V4VH ЖЛ» Л,) = 94 99 TFmrra vxuBia, зд&дагнллрнн топамиз:
Р (Ла/ЛА) = 93 98. Р (AJA,Л2Л,) =  92.97 pa Р (Л5 4 ,А.,Л3А<)

. . .  п с  ,п-т\ л п / II 95 94 93 92 91 л  77
-  9 |'96 19 7» Ф °Р »У *»н  Р(Л) ~  —  • -  • -  ■ -  • -  = 0,77.

Изланаётган э.угимоллик: р  = Р (А ) =  1— Р(А) — 0,23. Энди ушбу 
таърнфнн кирнтампз:

/5- т а ъ р и ф .  Бир неча ходисалардан нсталган бири холган- 
ларининг исталган тунламннинг купайтмасига боглиц булмаса, 
бу ^однсалар бир галикда  бо глицмас  деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теореманн хосил 
Киламиз:
0*  2- т е о р е м  а. Агар А ь  Л2.......... А„ ходисалар бир галикда
бо глицмас  булса ,  у  холда б у  ходис алар купайтмасининг  эхти
моллиги улар  эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Р(АхАг . . .  Л„) -  Р{А1)Р(Аг) . . .  Р  (Лл). (9.8)

Хусусий холда, Л^ Аг, . . .  , Ап ходнеатар бнр хил р  эхтимоллик- 
ка эга булганда (9.8) формула цуйндагинн беради:

Р(АхАг . . .  А} =  рп. (9.9£_

10- §. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу эхтимолликни биз аслида (8.2) формула орцали хисобла- 
шимнз мумкин. Бироц х°ДисалаР сони хал и унча катта булма- 
гандаёк, бу формуладан фойдаланиш катта х.нсоблаш ишлари 
билан боглиц. Шу сабабли бу эхтимолликни хисоблаш учун 
бош^а формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда  бо глицмас  б ул ган  А\, Аъ  . . . ,  Л„ 
Ходисаларнинг хеч булмаганда  биттасининг р у й  б е р и ш и дан  и б о 
рат А ходи санин г  эхтимоллиги

Р(А) = Р(А1 +  А2+  . . .  +  Лп) =  1 - q xqt . . qn (ЮЛ)

га тенг, б ун да  qt — Р  (Л,)
И с б о т и. Л = Л !+ Л 2+ . • •+ Л„ булганлиги учун Л = Л, Л2. . .  Л„.

(7.5) ва (9.8) формулалардан фойдаланиб, цуйидагннн хосил киламиз: 
Р  (.4) = 1 -  Р(А) =  1 -  Р(А, Аг . . . Ап) =  I -  Р  (Л,) Р (.47). . . Я(Л„)-
=  1 — qxq2 . . .  qn. Шунн исботлаш талаб килинган эди.

Хусусан, Ах, А2, . . .  , Ап ходисалар р  га тенг бир хил эхтнмол-



Бу натнжадан ходисаларнинг бнргаликда ва биргаликдамас-
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб чицади. Шу муносабат 
билан бундай таърифни кнритамиз.

4- т а ъ р и ф. Агар иккита ходисадан биринииг руй бериши 
иккннчнсининг рун бериш эхтимоллигини Счгяптипмага бу 

Zai-iiHiMUL деб аталади.
2- н а т и ж а. Иккита боглицмас ходиса купайтмасининг руй 

бериш э^Тиноллиги бу .\одисалар э.\тимолликларннинг купайт- 
касига тенг:

Р (Л В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)
И с б о т и .  Р(АВ)  = Р(А)Р(В/А)  = Р (А )Р (В ) ,  шуни нсбот- 

лаш талаб цилннган эди.
Агар А ва В ходисалар боглицмас булса, у холда э\гимол- 

ликларни кушиш умумий цондаси (8- §  даги (8. 1 ) формула)/! 
ва В ходнсаларнннг йигиндиси эхтимоллигини бевосита А ва В 
Ходисаларнинг эхтимолликлари орцали топнш имконини 
беради:

Р(А + В)  = Р ( А ) + Р ( В ) - Р ( А ) Р ( В ) .  (9.6) ^
2 - м и с о л .  Иккита мерган бир-бнрнга боглицмас равишда 

битта нишонга царата ук  узишмоцда. Нишонга теккнзиш эхти- 
моллнгн биринчи мерган учун Р(А\) =0,9, иккинчи мерган 
учун Р (Л 2) = 0,8. Агар нишоннинг яксон цилиниши учун битта 
уцнинг тегиши кифоя цилса, нишоннинг яксон килиннш эхти
моллигини топинг.

Е ч и ш.  А\ ва А2 ходисалар (нишонни биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) боглицмас, шунинг учун изланаётган эхтимол- 
лнкнн хисоблашда (9.6) формулани цуллаймиз:

P(A i +A2) = 0 ,9+ 0 ,8—0,9-0,8 = 0,98.
Эхтнмолликларни купайтириш теоремасн исталган сондаги 

эхтимоллнклар учун умумлаштирилишн мумкин, чунончи ушбу 
теорема Уринли.

1 - т е о р е м а. Кунндаги формула Уринли

Р(А,Аг . . .  Ап) «  />040 P ( A M P ( A J A X-At . . .

. . .  P(AjA,At . . .  An_t). (9.7)

Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа- 
рнлади.

3 - м и с о л .  100 та деталдан иборат гурух танланма назорат 
цилннмоцда. Бутун гурухнинг яроцсизлик шартн текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда бнттасининг яроцсиз булиши- 
дир. Агар гурухда 5% яроцсиз детал бор булса, бу гурухнинг 
кабул цилннмаслик эхтимоллнги цанча?

Е чи ш. Деталлар гурухн цабул цилинишидан иборат цара- 
ма-карши А ходнсанинг эхтимоллигини топамиз. Бу х°Диса 
бешга хоДисанинг купайтмаси булади: А=АхА2АъАкАъ, бу

242



ерда Л»(Л = 1, 2, 3, 4, 5) текширилган к- детал сифатли экан- 
лигини билдирадн.

Сунгра Р(А ,) =95/100 га эгамиз, чунки барча деталлар
100 та. яротг.-ттлятт чгя 95 т2> я. р:7Л £ерг«й**«и « fu r
99 га летал цолади, улар орасила 94 таен яроцлн, шунинг 
ччун Р(Аг1АЛт= 94 99. Шунга у.хшэш, цуйидагиларни топамиз: 
Я(/»э/ЛА) = 93/98. Р(/и/Л,ЛИ,) = 9207 яа /ЧЛ5<ЛдЛгЛ,Л4) -
= 91/96. (9.7) формула дан Р(Л) = —  • — • — • — • — = 0,77.

100 99 98 97 96
Изланаетган э.\тимоллик: р  = Р(А ) = 1 — Р(А) = 0,23. Энди ушбу 
таърифнн кирнтамиз:

/ 5 - т а ъ р и ф .  Бир неча ходисалардан исталган бири цолган- 
ларннинг исталган тунламннинг купайтмаснга боглиц б^лмаса, 
бу ходисалар биргаликда боглицмас  деб аталади.

Бу таърнфга асосан (9.7) формуладан ушбу теореманн хосил 
киламиз:
^  2 - т е о р е м  а. Агар Аи Л2, . . . ,  Ап ходисалар биргаликда  
боглицмас булса, у  холда б у  ходисалар купайтмасининг эхти- 
моллиги улар эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Р(АхАг . .  . Л„) = Р{А1)Р(Аг) . . .  Р(Ап). (9.8)

Хусусий холда, Аи Аг, . . .  , Ап ходисалар бнр хил р  эхтнмоллик- 
ка эга булганда (9.8) формула куйидагини беради:

P(AlAt . . . A )  = pn. (9.9)

Ю- §. Хеч булмаганда битта ходнсанинг руй бериш эхтимоллнги

Бу эцтимолликнн биз аслида (8.2) формула орцали хисобла- 
шимиз мумкин. Бнроц ходисалар сони х.алн унча катта булма- 
гандаёц, бу формуладан фойдаланиш катта хисоблаш ишлари 
билан боглиц. Шу сабабли бу э.угимолликнн хисоблаш учун 
бошца формуладан фондаланнлади.

Т е о р е м а .  Биргаликда боглицмас булган А], Аъ А„ 
Ходисаларнинг хеч булмаганда биттасининг руй  беришидан иб о 
рат А ходисанинг  эхтимоллиги

Р(А) = Р{А̂  +  Л„ +  . . .  +  Ап) = 1 — qxq2 . . qn (Ю.1) 

га тенг, бунда q( = Р (Arf
Исботи.  A=Al +At+.  - •+ Ап булганлиги учун .4 = At Аг . . .  Л,.

(7.5) ва (9.8) формулаларда11_фоидаланиб, цуйидагини \осил циламиз: 
Р (.4) = 1 -  Р{А) = 1 -  Р(А, Л2 . . .  Л„) = 1 -  Р (Л,) Р (.47). . . P(A«h
— 1 —Qi <?2 • • • Qn- Шунн исботлаш тапаб цилинган эди.

Хусусан, Ах, Ая............ Ап ходисалар р  га тенг бир хил эхтнмол-



Бу натижадан ходисаларнинг биргаликда ва биргаликдамас- 
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб чицади. Шу муносабат 
бнлан бундай таърифнн киритамиз.

4- т а ъ р и ф. Агар иккита ходнсадан бирининг руй бсриши 
иккинчисининг руй бериш эхтимоллнгини $згартнрмаса, бу 
ходнсалар боглицмас  деб аталадн.

2- и а т и ж а. Иккита боглицмас ходиса купайтмасининг руй 
бериш эхтимоллнги бу ходнсалар эхтимоллнкларннинг купайт- 
масига тенг:

Р(Л В)=Р(А)Р (В) .  (9.5)
И с б о т и .  Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = Р(А)Р(В) ,  шуни нсбот- 

лаш талаб цилинган эди.
Агар А ва В ходнсалар боглицмас булса, у .\олда эхтимол- 

ликларнн цушиш умумий цоидаси (8-§  дагн (8.1) формула) Л 
ва В ходисаларнинг йигнндисн эхтнмоллнгнни бевоснта Л ва В 
Ходисаларнинг эхтимоллнклари оркалн топнш имконини 
беради:

Р(А + В) = Р (А )+ Р (В ) - Р ( А )Р ( В ) .  (9 .6)^ , '
2 - м и с о л .  Иккита мерган бир-бнрнга боглицмас равишда 

битта иишоига царата ух узишмоцда. Нишонга теккнзиш эхтн- 
моллигн биринчи мерган учун P(Vli)=0,9, иккинчи мерган 
учун Р(Л2)=0,8. Агар нишоннинг яксон хил1,ниши учун битта 
ухнинг тегиши кифоя цилса, нишоннинг яксон килиннш эхти- 
моллигинн топинг.

Е ч и ш. Л, ва Л2 х°ДисалаР (нншонни биринчи ва иккинчи 
мерган уришн) боглихмас, шунннг учун изланаётган эхтимол- 
ликни хисоблашда (9.6) формулани хуллаймиз:

Р (Л ,+Л 2) =0,9 + 0,8—0,9 • 0,8 = 0,98.
Эхтимолликларни куиайтириш теоремаси исталган сондаги 

эхтимолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чуиончи ушбу 
теорема уринли.

1- т с о р е м а. ^уйндаги формула уринли

Я (Л Л  . . .  Ап) = Р Щ  Р(А2/А^Р(А91А1 Аг . . .
. . .  Я(Л„/Л А  . . .  Л„_,). (9.7)

Теореманииг исботи математик индукция усули билан бажа- 
рнлади.

3-м и с ол .  100 та деталдан иборат гурух танланма назорат 
хнлинмохда. Бутун гурухнииг ярохсизлик шартн текширнлаётган 
бешта деталдан х^ч 65'лмаганда биттасининг яроцсиз булиши- 
дир. Агар гурухда 5% ярохсиз детал бор булса, бу гурухнииг 
кабул хилинмаслик эх.тимоллиги хачча?

Е ч и ш. Деталлар гурухи цабул хилинншиДан иборат хаРа_ 
ма-карши Л х°Дисанинг эхтимоллигини топамиз. Бу х°Диса 
бешта ходисанинг купайтмаси булади: Л =Л 1Л2Л3Л4Л5, бу
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ерда An (k = 1, 2, 3, 4, 5) текширнлган k- детал сифатлн экан- 
лигини билдиради.

Сунгра Р(А\) =95/100 га эгамиз, чунки барча деталлар
100 та, яроцлилари эса 95 та, ,4i .\од>;са руй берганидан сунг 
99 та детал ^олади, улар орасила 94 таен яроклн, шунинг 
\чун Р(А2/А,) = 94 99. Шунга ухшаш, цуйндагнларни топамиз:

Изланаётган эчтимоллнк: р —Р(А)=  1—Р(А) — 0,23. Энди ушбу 
таърифнн киритамнз:

/5- т а ъ р и ф .  Бир неча ходисалардан исталган бирн цолган- 
ларининг исталган тунламининг купайтмасига боглиц булмаса, 
бу ходисалар биргаликда боглицмас  деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теореманн хосил 
киламнз:
^ 2 - т е о р е м а .  Агар Аи А2..........А„ ходисалар биргаликда
боглицмас булса, у  холда б у  ходисалар купайтмасининг эхти
моллиги улар эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Хусусий холда, Аь  Аг, . . .  , Ап ходнеатар бнр хил р  эхтимоллик- 
ка эга булганда (9.8) формула цуйидагини беради:

10- §. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу эхтимолликни биз аслида (8.2) формула орцали хнеобла- 
шимиз мумкин. Бироц х°ДисалаР сонн Хали унча катта булма- 
гандаёц, бу формуладан фойдаланиш катта хисоблаш ишлари 
билан боглиц. l i ly  сабабли бу эхтимолликни хисоблаш учун 
бош^а формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда боглицмас булган At, Аъ Ап 
ходисаларнинг  хеч брлмаганда биттасининг руй  б еришидан ибо 
рат А ходисанинг  эхтимоллиги

Р(А) = Р(А1 +  А,+  . . .  +  Ап) = . . qn (Ю.1)

га тенг, бунда q( = Р (At)
И с бот и. А =Ах+А2+. Ап булганлиги учун А=А1 Аг . .. Ап.

(7.5) ва (9.8) формулалардан_фойдалан:»б, ^уйидагшш хосил циламиз'-
Р{А) = 1 - Р (А )  -  1 -  Ж.4, At . . . Ап) = 1 - P i A J P i A J . . . Р(Ап)

P(AlAt . . . A n) = P(Al)P(A2) . . .P (A „ ) . (98)

Р(А1Аг . . . А п) = рп. (9.9)

= 1 —qxq2 . . . qn. Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Хусусан, Ах, Аг, . . . , Ап ходисатар р  га тенг бир хил эхтичол-



ЛТККЧ vra булса, у х/лди у.мрдач хеч булмианда бчттасннлнг руй 
бериш эхтимоллнги

Я (.4) 1 - V  (<? !-/>) ( 10.2)
га т е ш ^

! м и с о л .  Учта тупдан отишда нишоига текнзнш э^тимол- 
лиги мос равишда Pi = 0,4, /̂  = 0.6, = 0,7, нишил яксон цили- 
нншн учун бит га уцнинг тегг.ши кифоя цилса, учала тупдан 
бир мула отишда нишоннинг яксон цнлиниш э.угимоллнгинн 
тонн иг.

Е ч и ш. Л|, Л2 ва Л3 ходнсалар нншонни мос равишда би
ринчи, иккинчи ва учинчи туплардан урншни билдирснн. Бу 
^одисалар биргаликда боглицмаслнги равшан (? а̂р бир тупдан 
пишонга теккизиш э.\тимоллиги бошца туплардан отиш натижа- 
лзрига боглицмас). Сунгра qx = 1— р, = 0,6, ^2=1—р2 = 0,4, 
<7з =  1 — Р з =  0 ,3 .  Изланаётган э.\тимолликни (10.1) формуладан 
топамиз:

Р (.4) = ! —</, q, q.t = 1 — 0,6 • 0,4 • 0.3 0,928.
2 - м и с о л .  Системада му.\им курнлма булиб, у п та эле- 

мен'тдан нборат ва уларнинг хар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллнги (ишончлилиги) р га тенг. Агар бу элементлардаи 
>̂еч булмаганда биттаси ншласа, цурилма ншлайди. Бу цурил- 
манинг ишончлилиги берилган Р дан ортнц булиши учун у неч- 
та элементга эга булиши керак?

Е ч и ш. Бу цурилманинг фацат барча элементлари ишдан 
чицканидагнна унинг бузнлнши руй берадн. Элементларнннг 
ишдан чицншннн боглнцмас ^одисалар деб, п та элементнипг 
.\аммасини ишдан чициш эушмоллигинн топамиз: у (1 —р)п га тенг. 
Шунипг учун курилмаиинг бузилмасдан ишлаш эчтимоллиги
1 —(1 — р)" га тенг. Энди масала 1—(1 —р)п > Р тенгсизликни цаноат* 
.таитирадиган п соннн топишдап иборат, бу тенгсизлик

n > i£ i1 = 3  
i g( i  — р)

га тенг кучли. Масалан, элементнипг ишончлилиги р = 0,8 га, сис
тема цурнлмасинннг талаб цилинаётган ишончлилиги эса 
Р=0,99 га тенг булса, у у)лда

IgO.Ot - 2  0 п > ---------- = ----------- , яъни л>3.
Ig 0,2 — 0,699

Шундай цилиб, бу шартларда система учта элементга эга 
булиши кифоя.

У з-у з н н и т е к in и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Бнргалнкдамас ходнсалар учун э\тимоллнкларнн цушнш теоремасннн 
таърнфлаб беринг.

2. Бнргалнкдамас -ходнсалар учун эхтимолликларни цушиш теоремасининг 
асосий натижаларинн айтиб беринг.



3. Биргаликда .цоднсалар учун э\тимолликларни кушит теоремасини таг- 
рифлаб берннг.

4. Ходнсанинг шарт л и эхтимоллнги деб нимага айтилади?
5. Иккита ^одисанннг боглнцмаслигн таърифини айтиб берннг. К.андай 

ходисалар биргаликда боглн^мас деб аталади?
Ь. Э.\Т11М0.1ЛИКЛарНИ ку11«|Й1Н|«ЙШ t r t jp r  де.п‘ iiiiii ЗпТиб бсрНмГ.
7. Купайтирши теоремасянннг иатижасинн антинг ва мисол келтиринг
8. Хеч булмзгапдз бэттз ходнсанинг руй бериш ч^тимоллигиии г.мсоЛл^м 

хакпляги теоремами рйтиб беринг Мисол келтиринг.
9. 14 1С0— !4 224- ыаезл&ларии ечнпг.

^  П - §. Тула э^тимоллич формуласи

Бмрор А ходиса биргаликдамас .ходисаларнинг тула гуру.\и.чч
Хосил к ила ди гаи /У,. /У.,.............//„ ходисаларнинг (улар гип угезалар
деб аталади) бирн билан руй бериши мумкин булсин. Бу гипоте.за-
лариинг эхтимолликлари маълум, яънм Ж/У,). Р (/У;).......... Р (Нп) бе-
рнлган. Бу гипотезаларнинг .хар бири амалга ошганида А ходнсанинг 
рун бериш шартли эхтимолликлари хам маълум, яъни Р(Л/УУ,), 
Р(А,'Нг) , . . . ,  Р(А;Нп) эхтимолликлар берилган. Л ходнсанинг э .тн- 
моллигини хисоблаш талаб цитшади.

Бу холда ушбу формула уртнли булишинч и.-ботлаймиз:

Р(А) = P(Hl)P(AiHl) + P(Hi)P(A/Hi)+  . . .  -\-Р(Нп)Р(А/Нп). (П .1)
Исботи. //,, Н.г............. И п гипотеза лар тула гурух булганти-

ги учун А = AU = Л(/У, Нг -\- . . . -4- /У;1) = AHt -j- АН.г
+ АНп. /У,. Н.г, . . .  , Ип гипотезэлар биргаликдамас, шунинг учу !
АН,, АН,............ АН п ходисалар .\«м биргал чкдам не. Буларга кунпш
теорсмаси, кейнн купайтирпи теорг.масин i куллаб, куйидагин i хосил 
кчламиз:

Р(А) = Я (ЛЯ,) + Р(АН.г) + . . . + Р(АНп) -  
= Р(Н,)Р(А1Н1)+  . . . + Р(Нп)Р(А Нп),

ана шунн исботлаш талаб цилинган эди. Л
М и с о л .  Имтихон билетлари ичнда талаба бнлмайдиганлари 

Хам бор. К,айси холда талаба учун у бнладиган билетни олиши 
эхтимоллнги катта булади: у билетни биринчи булиб олгандами 
ёки иккинчи булиб олгандами?

Ечиш.  п — барча билстлар сони ва k — талаба биладиган 
билетлар сони булсин. Л орцали талаба узи биладиган билетни 
олиш х°Дисасини белгилаймиз. Агар талаба билетни биринчи 
булиб оладиган булса, у холда бизни цнзицтнраётган эхтимол- 
лик Р(А)=к/п га тенг.

Агар «бизнинг» талабамнз билетни иккинчи булиб оладиган 
булса, биз бу ерда табиий ушбу иккита гинотезани цуямиз:

/У, — биринчи талаба «бизнинг» талаба биладиган билетни 
олди.
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//2 — биринчи талаба «бизнинг» талаба билмайдиган билет- 
ни олдн.

Бу гипотезаларнинг эхтимолликларини топамиз:

А ходисанинг //х ва Н, шпотезалардагн шартли э\тимолликлари

га тенг. (11.1) формулага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Шундай килиб, бизни цизицтираётган эхтимоллнк иккала 
Холда х.ам бнр хил экан.

12- §. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

Ма с а л а н и н г  к у  й и л и ш и. Биргаликдамас Я,, Н.,...........Нп ги-
потезалар тула гуру.\и берилган. Бу гипотезаларнинг хаР бирининг
э.\тимоллиги Р{НХ), Р(Н,)............ Я(ЯЛ) маълум. Тажриба уткази-
ладн вз унинт натижасида А ходиса руй беради, бу ходисанинг хар 
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни Р(А!Н,), Р(А1Нг), . . . , 
Р (А'Нп) маълум. А х°диса руй бериши муносабати билан ги
потезаларнинг эхтимолликларини кайта бахолаш, бошцача айтганда,
P(HJA), P(HJA) .............P(HJA)  шартли эхтимолликларнн топиш
талаб к.илинади.

Бу цуйнлган масалага ушбу гипотезалар теоремасн жавоб 
беради.

Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с н .  Масала шартларидаги с и - 
новдан  кейинги гипотезалар э^тимолликлари у ш б у  формулалар 
буйича цисобланади:

D Г Ч \  ®*Ё D f U \* » \ '*/
п — k

п

Р(А1Н^ = Р(А/Нг) = - А -п — 1 п — 1

р  (А) ~ — • -__ - -__-  • —
п п — I п п — 1 п

(t- = 1,2........... п). ( 12. 1)
V P (t f ft)P(A7/*)



Р (А )  ни (11 1) тула эхтимоллик формуласи ёрдамида нфодалаб,
исботлапаётган формулами хосил килам из:

Xус усач , тажриба утказилишидан олдии барча гипотезалар тенг 
эхтимоллик, яъни Р'(НХ) = Р(Нг) = . . .  = Р(НГ1) булса, у холда 
(12 1) формула ушбу куринишни олади:

М и с о л .  Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 
бирига Pi = 0,4 ва р2 = 0,6 эхтимоллик билан тегишли булсин. 
Лампанииг t соат давомида ишлаш вактн бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга урнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ишлаган булса, унинг биринчи партияга 
тегишли б^лиш эхтнмоллигинн топинг.

Е ч и ш. Иккита гипотезани цараймиз:
Я, — лампа биринчи партияга тегишли;
Нг — лампа иккинчи партияга тегишли.
Тажриба дан олдин бу гипотезаларнинг э>лимол лик лари:

Тажриба натижаснда А ходиса руй берган — лампа t соат 
бузилмасдан ишлаган. А ходисанинг Я, ва Н2 гипотезалардаги 
шартли эхтимоллнклари цуйидагига тенг:

( 12.1) формуладан Н\ гнпотезанинг тажрибадан кейинги 
эхтнмоллигини топамиз:

Т а ъ р и ф .  Такрорланаднган снновлардан хаР бирининг у 
ёки бу натижасинннг эхтимоллнги бошца снновларда цандан 
натижалар булганлигнга боглнц булмаса, улар боглицмас си- 
нов.гар кетма-кетлигини %осил цилади дейилади.

М и с о л .  Уйин соцкаснни ташлашдан иборат тажриба 5'тка- 
зилмокда. ^ар бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чикиш 
эхтимоллнги бошка ташлашларда кандай очко чикцанлигнга 
боглнкыаслиги равшан, бннобарин биз бу ерда боглнкмас синов- 
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди куйидагича цуйилган масалани царайлик: бир хил Ша-

O' =  1,2..............л).

V P U  //д)

РЦУ,) = 0,4; Р(Н2) = 0.6.

Ж.4/Я-,) = 0,9; Р(А1Нг) *» 0,7.

Я ( « , М ) - 0.4 0,9 = 0,462.
0,4 0.9 +  0,6 0,7

13-§. Богликмас сииовлар кетма-кетлиги. 
Бернулли формуласи
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Н2— биринчи талаба «бизнинг» талаба билманднган билет - 
ни олди.

Бу гипотезаларнинг э.хтимолликларини топамиз:

DГ» \ ■■  0(Н \ 1----*
г. п

А ходисанинг Нх ва Нг гипотезалардаги шартли э\тимолликлари 

Р(А!Н^ = Р(А/Нг) = *
п —  1 я  — 1

га тенг. (11.1) формулага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Р (А) =  А  ■ ^  • - i .  =
Л Л —  I ft п — 1 п

Шундай килиб, бизни цизи^тираётган эхтимоллик иккала 
Холда х ам  бнр хил экан .

12-§. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

М а с а л а н  инг  к У й и л и ш и. Биргаликдамас //,, Нг........... Нп гн-
потезалар тула гурухи берилган. Бу гипотезаларнинг хаР бирининг
эхтимоллиги Р{НХ), Р(Н>).............Я (ЯJ  маълум. Тажриба утказн-
ладн ва унинт натижасида А ходиса руй беради, бу .ходисанинг хаР 
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни Р (A/HJ, Р(А/Н.г), . . . .  
Р(А/Нп) маълум. А ходиса руй бериши муносабати билан ги
потезаларнинг эхтимэлликларини кайта бахолаш, бошкача айтганда, 
P(HJA), P(HjA),  . . . , Р(Нп/А) шартли э.уимоллнкларни топиш 
талаб к.илинади.

Бу ^уйнлган масалага ушбу гипотезалар теоремасн жавоб 
беради.

Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с и .  Масала шартларидаги с и - 
новдан  к ейинги  гипотезалар эцтимолликлари у ш б у  формулалар  
буйича  %исобланади:

Р Щ ' Л ) -  Г ' ' ™ " 0  0 - 1 . 2 ............л). (,2.1)
^ Р (Н к)Р(А.'Нл)
*-!

Исботн.  Купайтириш теоргмасидан:
P(AHt) = P{A)P(Hi/A) ва Р{АН{) =  Р{Н()Р(А/Н,).

Бу формулаларни та^кослаб,
P(A)P(Hi ,A) = P(Hi)P(A!Hi) 

ни хосил киламиз, бундан
P(Hi )P(A/Hi )



P(HJA) = Р{И‘ ' Р(А;И1± (« =  1,2............п ).

Р ( А )  ни (11 1) ту л а  эхтимоллик формуласи ёрдамида ифодалаб,
„сбогланаётган  форм у  луни хосил к и лам из:

Ч  » у $  Л: М . I

Hi
Хусусан, тажриба чтказилишидан олдин барча гипотезалар тенг 

эхтимоллик, яъни Р{Нх) = Р(Нг) = . . .  = Р (Н п) булса, у холда 
(12 1) формула ушбу куринишни олади:

P jH j  A) -= . PJ A 1'± 2___

*■= I
М и с о л .  Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 

бирига Pi = 0,4 ва р2 = 0,6 эхтимоллик бнлан тегишли булсин. 
Лампанинг t соат давомида ишлаш вакти бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга Урнатилган лампа 
t соат бузилмасдан ишлаган булса, унинг биринчи партияга 
тегишли б^лиш э^тнмоллигини топинг.

Е ч и ш. Иккита гипотезани цараймиз:
Я , — лампа биринчи партияга тегишли;
Н2 —■" лампа иккинчи партияга 1егншли.
Тажрибадан олдин бу пиютезаларнинг э>лимолликлари:

/>(Я,) = 0,4; Р(Нг) = 0.6.
Тажриба натижаснда А ^одиса руй берган — лампа / соат 

бузилмасдан ишлаган. А ходисанинг Я) ва Я 2 гипотезалардаги 
шартли эхтимоллнклари цуйидагига тенг:

Р(А!Н'Л) — 0,9; Р(А1Нг) — 0,7.
(12.1) формуладан Н\ гнпотезанинг тажрнбадан кейннги 

эхтнмоллигинн топамиз:

Р(Н./А) =  ------ -------------- = 0,462.
1 ’ 0,4 0 ,9 -г  0,6-0.7

13- §- Богликмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Т а ъ р и ф .  Такрорланадиган синовлардан хар бнринннг у 
ёкн бу натижасинннг эхтимоллнги бошца снновларда цандаи 
натижалар булганлигига боглиц булмаса, улар бо гликмас  с и 
новлар кетма-кетлигини %осил цилаОи дейилади.

М и с о л .  Уйин соцкаснни ташлашдан нборат тажриба утка- 
зилмоцда. }^ар бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чнкиш 
э^тимоллиги бошца ташлашларда кандай очко чикцанлигига 
боглнцмаслигн равшан, бинобарин биз бу ерда богликмас синов
лар кетма-кетлигига эгамнз.

Эндн цуйидагича цуйилган масалани царайлик: бир хил ша-



га тенг, б у  ерда
Р (m, т <, т2) да Ф {х.,) — Ф (Xj) (14 2)

XГ*
пря , при

Т\\-. n v v a s a  т с л п д и а т щ  и г Л п т л т  1Гя1Н*Л v t n a u n i I
1- нз их .  Снновлар сони цанчалик к а п а  булса, (14.1) ва £ 

(14.2) формулалар шунчалик яхшироц яцинлашишлар беради.
2- и з  о .у  cp(.v) ва Ф(л)  функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар фацат аргументнинг мусбат цнйматлари учун тузил- 
ган, чунки <f (.rj жуфт, Ф(х )  эса тоц функцияднр.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ол- 
динги параграф 3- мисолидаги эцтимолликни цисобланг.

Ечиш.  Масаланинг биринчи цисми учун: />*=0,005, <7 = 0,995, 
п = 10000, т =  40 га эгамиз. Шу сабабли

Vnpq=  )  10ОГО-0,005 0,995.= 7,05; х =  

4 0 - 1 0  000-0,005

т — пр
\ "РЧ

7,05
-  1.42;

<р(—1,42) = <р (1,42) =  0,1456.
Шундан килиб,

locoo',(40) 0,1456
7.05

= 0,0206.

Масаланинг иккинчи кисми учун р  =  0,005, q =  0,995, п =  10 000, 
mv = 0, т2 = 70 га эгамиз. Шункнг учун

. , г—  т ,  — пр 0 — 10 000 0,00 5 У npq = 7,05; х, -  -А = = -  = -------=

=  -  7,09; х2 =  =  2,84.
7,05

Шундай килиб,
Р  (0 < т <  70) = Р10 ш  (0; 70) = Ф (2,84) -  Ф ( -  7,09) =

= Ф(2,84) +  Ф (7,09) = 0,4977 +  0,5 = 0,9977.

15- §. Полиномиал схема

Полнномнал схема биномиал схеманннг (Бернулли схемасининг) 
умумлашмасидир. Агар Вернули схемасида 2 та ходиса; Л ва Л карал- 
ган булса, полиномиал схемада п та ходиса караладн.

М а с а л а н и н г  цу йилиши.  Тажриба шундан иборатки, узгар
мас шарснтларда п та богликмас синов утказилади ва уларнинг -VP 
бирида тула гурух хосил киладиган к та Л„ Аг, . .  . , Ак ^одиса- 
нинг факат биттасн рун бериши мумкин, бунда бу .ходисаларнинг

250



эхткмолликлари м аъ л ум . р, Р (Д ^ ), р« Р ( . 1 2), . . .  , ря Р (/ 1(1) .
А. ходиса роса т1 марта, .4. ходиса роса т , марта............Ак ходи-
са1 роса тк марта руй бериш эч.имоллиги Рп( т „  т , ............ тк) ни
-«гт«чг. rtvma т, +  т.: +  . . .  *г тк — п.

L Ч ЛШ> ‘ ‘1 I '****— **- *_* -*-*•*• * ' * * 7"  X ■? _
— ,,ло nvft бгаишини ик.|Дйрс.як. Бташ ц;1з:щт:фаетга!! В ходче?. 

•-rV '/cvTian билан руй беришк мумкин. В ходисанинг руи иериш
aiOHaH'i.TapiuaH оири, ма<*ииш,

А\А\ . ..  АрАр +| . . .  . . .  Иу*+'п*+<
В ходиса руй беришининг барча вариантларини бу комбинацнядаи 

куйи индексларнинг барча мумкин булган урин алмаапиришларини 
Сижариб хосил щилиш мумкин. Бундай комбинацнялар сони

п'--------  га тенг, улардан хар бирининг эхтимоллнги эса ку-
. . . m*! '

пайтириш теоремасига кура р^' р"‘* . . .  р™к га тенг. Шунинг учун 
бнргалнкдамас ходисаларнинг эхтимолликларнни цушиш теоремасига
кура

Р , К . щ .............т . ) -  "■ т ; Р ? Р 7 -  ■ ■ ■ • « » • • »

Хусусий холда А: = 2 булганда (13.1) формулами хосил циламиз. 

У з - у з и  ни текшириш у ч у н  с а в о л л а р
1 . Тула э\тимолликни хнеоблашда масаланннг цуйилишини баён цилинг.
2 . Тула э.унмолликии ^исоблаш учун формулани ёзннг. Мисол келтнринг.
3. Гипотезалар теоремаси масаласининг цуйилишини баён цнлинг.
4. Гипотезалар э\тнмоллигннн ^исоблаш УЧУН формулани ёзииг. Мисол

келтирннг.
5. Гипотезалар теоремасининг натижасини айтиб беринг.
6. Бернулли формулаенни ёзннг. Бернулли формуласи ^андай масалалар- 

нн ечишда цулланилади?
7. Муавр — Лапласнинг локал теоремасини таърифланг. Бу теореманннг 

вазифаси нимадан иборат?
8. М уавр — Лапласнинг интеграл теоремасини таърифланг. i  нинг вазнфа-

си нимадан нборат? .  л
9. Полиномиал схемадаги масаланинг куйилишини баен цилинг ва талаб 

Килинаднган эхтимолликни ^нсоблаш учун формулани ёзннг.
10 14.225—14 256, 14.312—14.316, 14.346—14.351, 14.556— 14.570- масала-

ларни ечинг.

16-§. Тасодифий мицдорнинг таърифи

Тасодифий мицдор тушу'нчаси эхтимоллик назарнясининг 
марказий тушунчаларидан бнрнднр.

Т а ъ р н ф. Тажриба натижасида олдиндан маълум мумкин 
булган цийматлардан бнрннн цабул циладнган мицдор тасоди
фий мицдор  деб аталади. 1

Тасодифий мнцдорлар одатда лотин алфавнтининг бош 
\арфлари A', Y, . . . билан,  уларнннг мумкин булган цийматлари 
эса тегишли кичик харфларн х, у,  . . .  билан белгиланади.
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Лмалнстда дуч кслинадигап тасодифий мнкдорлардан \шб 
икки хнлнни ажратиш мумкин: дискрет тасодифий микдо’рлар 
ва узлуксиз тасодифий микдорлар.

Дискрет тасодифий мицдор деб мумкин булган цийматлари___ а_ ______ __  ̂ ..ТТЛ».* ПТ* ОТ'ТГ ЛПТ» т»*

т rvsv

““Д"-
' ! ИГ*КПСТ Tnrniu& iiti't  м п г т о п т я п г а  ь*р

I V т я г п д и ф и й  MHWinn ---j (W) TJ б \ ’К?МД2Н и б о я я
нук,сонли оуюнлзр сони. 1зу >.::::;дср::::::г ыукх;:;: 
лари бундай булади:

дг, = 0, дг, = 1, .гя = 2............ .v,ni =  100.
2 Y тасодифий микдор танганн турт марта ташлаганлаги 

гербли томони тушиш нисбий частоталарн. Унннг мумкин бул
ган кийматлари бундай:

l/i =  0. у ,  =  0,25, у 3 =  0,50. у ,  = 0,75, у :, = 1.
3. Z тасодифий микдор нишонга биринчи марта теккизиш- 

гача булган УК узишлар сони. Бу ерда мумкин булган циймат- 
лар чексиз сонли кетма-кетлик хосил килади: 2| = 1, г2 = 2, 
2з = 3...........

Узлуксиз тасодифий мицдор деб, мумкин булган цийматлари 
сон уцининг бирор (чекли ёки чексиз) оралигини бутунлай 
тулднраднган мицдорга айтилади.

Келгуснда биз бу таърифии бироз аницлаштирамиз.
Узлуксиз тасодифий мицдорларга мисоллар.
1. X тасодифий мицдор— бирор физик катталикни улчаш 

натижаси.
2. Т тасодифий микдор — асбобнннг бузилмасдан ишлаш 

вацти.
3. Y тасодифий микдор — нишоннинг марказидан уц теккаи 

жойгача масофа.

17-§. Дискрет тасодифий микдор эхтимолликларининг 
таксимот конуни

Дискрет тасодифий микдорни тавсифлаш учун энг аввало 
унинг барча мумкин булган кийматларини курсатнш лозим. 
Бироц X дискрет тасодифий мицдор учун унннг фацат мумкин 
булган цийматлари Х\, х2, . . .  ннгина эмас, балки X=xif Х = х2, 
. . .  ходисаларнинг э.хтимолликларннн хам, яъни

Pi = Р(Х  = х() U =  1,2........... //) (|7.|)
ни курсатнш лозим.

1-т а ъ р и ф .  Тасодифий мицдорнинг кийматлари билан 
уларнинг эхтимолликлари орасидаги богланншни тасодифий 
мицдорнин г  тацсимот конуни  деб аталади.

Тасодифий микдор тацсимот конунини ифодалаш усуллари 
ва и]акллари турлнча булиши мумкинлигинн айтиб ^тамиз.



А' дискрет тасодифий 
мкцдор такси мот ^онуни бе- 
, илшиннннг энг £одда шак-

____ __ Л Л  т I I A  A i r  i n n / .■■'П1РЧ1 ЛСлиб. 6v мнк-

пгя мос эхтнмолликлар ч \ j ; j
у

МИ ’билан юритилади Жадвалнииг юкрри сатрида X мнкдориинг бар
ча мумкин булган киймапларнёзялганлиги ва А' = *,.(1 = 1,2.......л,. . .)
ходисаларнинг хар икм таен биргаликдамаслиги сабабли р 1+ р , +
+  • • • +  Рп =  *•

Абсциссалар уцида тасодифий мицдорнннг мумкин булган 
кииматлари, ординаталар укида эса уларга мос э.\тнмоллнклар- 
|‘и к\йиладн. (-V,, Pi), (х2, Рг). . . .  нукталарни кесмалар бнлан 
туташтнрнлади. Бунда хосил булган шакл та^енмот купбурчагн 
деб аталади (129-шакл).

Дискрет тасодифий мицдор ва унинг тацеимот цонунига дойр 
бир неча мнеол курамиз.

1-м н со  л. Битта тажриба утказилади, унда А ходисанннг 
руй бериш эхтимоллиги р  га тенг, яъни Р(А )=р .  Бу А ходиса
нинг руй бериш сонидан иборат X тасодифии микдор царалади. 
Унинг таксимот цаторинн тузинг.

Еч и ш.  X мицдор фа^ат иккита цинмат кабул килади: 0 ва 
1. А ходиса р  эхтимоллик билан руй берганлигн учун X тасоди
фий микдор 1 га тенг цийматнн уша эхтимоллик билан кабул
Килади. А ходиса ва у билан бирга (X = 0) ходиса <7— 1 Р эчти„‘ 
матликка эга. Шунинг учун X мицдорнинг таксимот конунк бундан
булади: *

2- м и с о л. Идишда 10 та шар бор, улардан 3 таен ок. Идиш- 
дан таваккалига 3 та шар олинади. X тасодифий микдор 
олинган ок шарлар сони. Унинг таксимот цонунини ёзинг.

Ечиш X тасодифий микдорнинг мумкин булган цийматлари 
куйидагича: х, =  0, дг, =  I, *» =  2, х4 =  3. (2.4) фермулага асосан 
А = 0, Х = 1, X = 2 ва X =  3 ходисаларнинг эхтимолликларинй 
топамиз:



т  35 , 63 ,Те к шир иш:  —  - f ----- h
r  120 120

+  —  = 1. 
120 г  120

2- т а ъ р и ф. X тасодифий микдорнинг энг катта эхтимоллик 
киймати унинг мода си  деб аталади.

Биз курган 2- мисолдагн тасодифий микдорнинг модаси 1 га 
тенг.

18- §. Дискрет тасодифий микдорлар устида амаллар

1. Т а с о д и ф и й  м и ц д о р и н и г  ф у н к ц и я с и .  X 
мот конуни маълум булган тасодифий микдор булсин:

такси-

- I -I Pi Pt Рп
у  =» /(х) эса бу микдорнинг барча мумкин булган цийматлари 

ётадиган со.\ада аннкланган монотон функция булсин. У холда У = 
=  f(X) янги дискрет микдор булади, унинг мумкин булган циймат* 
лари /(дг,), / (хг), . . .  булиб, | шу б*.тан бирга Y тасодифий мицдор- 
нинг / (дг() кийматни кабул киладиган эхтимоллиги X тасодифий мик
дорнинг X, j кийматни кабул киладиган эхтимоллигига тенг. Шундай 
Килиб, У — f  (X) тасодифий микдорнинг таксимот конуни бундай бу
лади:

у=/(;
Агар X тасодифий

\f(xMxt) f a n )
1 Pi Pi Рп

( 18.1)

микдорнинг таксимот конУни1- мисол.

булса, У = 4Х тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 
Ечиш.  (18.1) формулага асосан кунидагига эгамиз:

=  {■
— 1 0 1 3 5
0,1 0,2 0,3 0,15 0,25

—4 0 4 1 12 20
0,1 0,2 0,3 I 0,15 0,25

Агар f (x)  номонотон функция булса, у холда у  X нинг турли 
Кийматларида бир хил кийматлар кабул килиши мумкин. Бу 
Холда олдин (18.1) куринишидаги ёрдамчи жадвал тузиб олн-
нади, кейин эса К тасодифий мнк.дорнинг бнр хил кийматларн



устунлари бирлашттприладн, бунда мос эцтимолликлар цуши- 

лаДИ2- м и с о л .  Агар X тасодифий мицдорнинг тацснмот цо-

[ U.Z 1-0,1 I 1 и.смц
булса, ‘ —л* тасоднфии мшуацу»*»"* . . .

' Ечиш.  Y=X2 учун ёрдамчи жадвал бундай булади:

У =
i  О,'

9 4 | 1 9
3,2 0,1 0,4 0,3

-. Демак, Y = X* =  -
1 4 9

0,4 0,1 0,5
11. II к к и т а т а с о д и ф и й  м и ц д о р н и н г  й и г и н д и с и

в а к у п а й т м а с  и. Ушбу иккита тасодифий микдор берилган
булсин:

* i I I . ' ' '  1 хп да у  = f j / L Уг Уя

P i Рг • • • !  р п 1 Qi Яг ЯпX =

1- т аъриф.  X ва Y тасодифий мицдорлариинг йигиндиси  деб, 
г = д-. +  у ( куринишдаги кийматларни рц  = Р(Х =  дг,-, Y =  г/() эх- 

тимоллик билан кабул киладиган Z тасодифий микдорга айтилади. 
Бунда Рц = Р  (X = х„ К =  у )  ш|юда X микдор дс, цийматни, Y

микдор эса 'у, кийматии кабул цилиш эхтимоллигини, ёки бошцача 
айтганда, X =  х,- ва Y =  у ,  ходисаларнинг биргаликда руй бериш
эхтимоллигини ифодалайди.

Шундай цнлиб, агар барча мумкин булган цииматлар тур- 
лнча булса, у холда Z=X+Y  тасодифий мицдор ушбу куриниш
даги тацснмотга эга булади:

Z = X +  Y *1 +  Ух *■ +  Уг *г +  У\ *1 +  у я хг +  У г

р.. Рп Рп Р\з 1 Ргг
Агар бир хил цийматли йигиндилар бор булса, у цолда^ (18.2) 

куринишдаги ёрдамчи жадвал тузиб олинадн ва бир цийматли 
устунлар мос эцтимолликларнн цушиш билан бирлаштирилади.

Тасодифий мицдорларнинг купайтмаси цушишга ухшаш 
аникланади, бнроц бунда (18.2) жадвалнинг юкори сатрида 
йигиндилар чрнида мос куиайтмалар турадн.

2 - т а ъ р и ф.  Агар X ва Y тасодифий мицдорлпр учун исталган 
X = л-, ва У = у,  ходисалар жуфти богликмас булса, у цолда X ва
V богликмас тасодифий мицдорлар деб агалади.

Узлуксиз X ва У тасодифий мицдорларнннг боглицмаслнги 
исталган Х<а  ва Y<b цодисалар жуфтннннг богликмаслигнни 
билдирадн.

Агар дискрет тасодифий мицдорлар боглицмас булса, у цол- 
да эхтимолликларни купайтириш теоремасига асосан p it =  Pj Я/» бУ
ерда р( =  Р{Х =  *,), q, = P{Y = у,)-



3 - м и с о л .  U = X+Y-Ba V = XY тасодифий мнцдорларнинг 
такснмот цонунларпни тузинг, бунда X ва Y боглицмас тасо- 
дифий мнедорлар булиб, улариииг тацсимот цоиуилари хуйи- 
дагича:

X
{ 0.4 i 0,6

У 2 I 3
[ с.,5 i о,з ! 0.2

i: ,,.. ... !>.... ...................... .
* - ■» «  Ш . I ч и н и л и  VHVII N и 11IV «РДгШЧН ЖЛДВЯЛИИ Т уэаМ Ш !

и  = \ - 1-1-1 - 1+2 — 1+31 1 +  1 1+2 1 +  3
0,4 0,5 0,4 0,3 0,4 0,2 1 0,6 0.5 0,6 0,3 0,6 0,2

Бир хил цнйматли йигиидилар турган устунларии бирлашти- 
риб, ва бунда мос эхтимолликларни цушиб, ушбу такси мот 
коиунннн хосил циламнз:

U = X + Н = | 0 I 1 2 3
0,20 0,12 0,38 0,18

Т о к in и р и ш: 0,20 +  0,12 0,38 4-0,18 +  0,12 = 1. 
Купайтма учун куй ида гига эгамиз:

V = -11 - 1 2 - 1 3 М 1-2 1-3
0,4 0,5 0,4 0,3 0.4 0,2 0,6 0,5 0,6 -0,3 0,6 0,2

Бир хил цинматли куиайтмалар турган устунларии бнрлаш- 
тирнб ва бунда мос эхтимолликларни хушиб, хуйидагини хо- 
снл киламиз:

—3 _2 -1 о 3
0,08 0,12 0,20 0,30 0,18 0,12

Т е к ш и р и ш: 0,С8 +  0,12 +  0,20 +  0,30 +  0,18 +  0,12 =  1.

19-§. Таксимот функцияси
Тасодифий михдорнинг тацсимот хонуни хар доим хам (18.2) 

жадвал билан берилавермаслигн мумкин. Масалан, узлуксиз 
тасодифий мицдор учун унинг барча мумкин булган хи|"|Мат- 
ларини санаб чихиш мумкин эмас.

1- т а ъ р и ф .  ^ар бир х е ] — оо, + о о [  учун X тасодифий 
михдорнинг х дан кичик цандайдир хнймат хабу л хилиш э.хтн- 
моллигини берадиган

F(x)=P(X<x)  (19.1)
функция X тасодифий михдорнинг тацсимот функцияси  ёки ин
теграл таксимот функция си  деб аталади.

Агар X тасодифий михдорни Ох ухда тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайдиган тасодифий нухта деб харалса, 
у х°лда F(x)  тацсимот функцияси х нинг \ар бир аних кий- 
мати учун тажриба натижасида X тасодифий нухтанинг ,v нух* 
тадан чаига тушиш эхтнмоллигинн бнлдиради (130-шакл).
256



Таърифдан яна таксимот
функцияси узлуксиз тасодифий /------------ Л '
мй^дорлар учун .хам, дискрет Q х х
тасодифий микдорлар учун .хам
мавжудлнл! келнб чикади. щ-шакл

Энди узлуксиз тасодифий 
микдорнинг аник таърифнни
и с р З м п З .

2- т а ъ р и ф .  Агар А' тасодифий микдорнинг таксимот функ
цияси хамма ерда узлуксиз, бу функциянинг хосиласи эса истал
ган чекли ораликдаги чекли сондаги нукталарни истисио эт- 
ганда, барча нукталарда узлуксиз булса, .V у з л у к с и з  тасодифий 
микдор  деб аталади.

Та^сииот функциясинннг умумий хоссаларини курнб чика- 
миз.

1 - х о с с а .  F(x)  таксимот функцияси манфиймас функция 
булиб, унинг кнйматлари нол ва бир ораснда жойлашган:

0 < F ( x ) < l .  (19.2)
Бу исталган х киймат учун £ (* ) функция бирор эхтимол- 

ликни аннклашидан келиб чикади.
2-х о с е  а. А тасодифий микдорнинг [а, р[ ораликка тушнш 

эхтимоллиги таксимот функциясинннг бу ораликдаги орттирма- 
сига тенг, яъни

Я ( а < Х < р )  = Р (р )-/=■(«). (19.3)

Исботлаш учун ушбу учта ходисани караймиз: Тажриба на
тиж асида X тасодифий микдор р дан кичик кийматни .кабул 
Килишидаи иборат, яъни Х<р булган А ходиса, Х <а  дан ибо
рат булган В ^одиса, а ^ Х < р  булган С ходиса.

В ва С ходисалар биргаликдамас ва А = В -f- С эканлигн равшан 
1\ушиш теоремасига кура Р(А) = Р(В) -f  Р(С) ёки Р(Х < Р) = 
= Р(Х < а )  + Я (а <  Х< Р). Бундан кУ'ждагини хосил кнламиэ: 
Р(*  < X < Р) = Р(Х < Р) -  Р(Х <  о) =  /=ЧР)- F ( a ) .  ‘

1- н а т и ж а .  Таксимот функиияси камаймайдиган функция, яън:1 
-v2 > д-, булса, у халда F(xi )^ F (x l). ^акикатап, (19.3) формуладан 
F (х.,) — F (Xl) — P(xt < Х2 < х2) эканлиги келиб чикади, бундан эса 
F(.v2) —  F (л-,) > 0 ёки F(x2) >  F(xv).

2- и а т и ж а. Узлуксиз тасодифий микдорнинг тайин к 11,1- 
матии кабул килиш эхтимоллиги нолга тенг.

Исботи.  Р(Х = а ) =  П т Я ( а < Х  < Р) = 1 iт (Z7(Р) — F(v)) = О, 
li- а

чунки F(x) функция а  нуктада узлуксиз.
Бу натижадан куйндаги келиб чикади:

P (a  < X < р) =  P(rt< X < р) = P (a  <  X <  Р) = Р (а  < Х<Р) =
= f ( P ) - f ( a ) .  (19.4)

Масалан, Р (а  < X < р) = Р{* < X < Р) +  Р  (X = р) = F(f>) — F(a).
1 7 -  2640 257



3-х  ос с а. Тацснмот функцияси —оо да 0 га тенг, -foo да 
эса I га тенг, яъни

/•'(—оо) = 0; F(+  оо) = I. (19.5)
.\чкицатаи, х н\'1\та чапга гимон чсксаз силжнганнда а  гасодн»- 

фий нуктанинг х дан чапрок,ка тушиши мумкинмас ходиса га айлана- 
ди, шунинг учун F (— о о )  = lim h (х) = 0.

X •  — во

Шунга ухшаш, х нукта унгга томон чексиз силжиганида X тасо
дифий' нуктанинг х дан' чапрок,ка тушиши муцаррар \однсага анла- 
нади. Шунинг учун F( +  оо) = lim F (х) = 1.

1- мисол .  X тасодифий микдор ушбу тацсимот функциясига
эга:

(̂ЛГ) =

0, агар х < 0 булса,

—, агар О х < 2 булса,
16

х ----- —, агар 2< х <  -7- булса,
4  4

1, агар х >  —  булса.
4

а) Унинг графигнни ясанг; б) X тасодифий михдорнинг 
[ 1,6; 3| орали^а  тушиш эхтнмоллигинн ^исобланг. я

Ечиш. F(x)  функцнянннг графигнни ясаймиз (131-шакл). 
Изланаётган э^тимоллнкнн (19.4) формула буйича \исоб- 

лаймиз:
/>(1,6 < Х*£ 3) = F ( 3 ) - F ( l , 6 )  -  1 —(1.6)* 16 = 0,84.

2- мисол.  X дискрет тасодифий микдор

\ 0 .210,5 |0,3
жадвал билан берилган. Унинг тацсимот функциясини топинг ва 
графигнни ясанг.

Ечиш.  Равшанки, V x £ ]  — 00; —1| учун F(x) = 0, чунки бу 
Холда X < х ходиса мумкин булмаган ходиса булади. I <  х <  о 
булсин. У ^олда Y  х €1 —t;3J учун F(x) = Р(Х < х) =  Р(Х  == — I) —

= 0,2; 3 < х <  5 булсин,
v холда Y *€13; 5| учун 
'F(x) -  Р(Х<х) =Р(Х = 
= - 1 ) + Я ( Х = 3 )  =  
=  0.2 +  0,5 =  0.7; х >5 
булсин. У хат да F(x) = 
=  Р (Х<х) = 1 булади. 
чункн V х > 5 учун 
X < х ходиса мукаррар 
,\одиса булади.



Г(к)

F(X) =
132- шакл.

Э|ди биз F(x) таксимот 
функциясининг аналитик ифо- 
даснни ёзишимиз ва унинг 
гляфигини ясашимнз мумкин
(Ы - шакл).

О, х —I да, г
0,2, —! <д г <3 д а ,  ~
0.7, 3 <  х < 5 да,
1, х > 5 да.

Курамизки, график погонавий чизнцдан иборат. х узгарувчн X 
узлукли мицдорнинг мумкин булган цийматларидан бнри ор- 
цалн утишнда F (х) функция сакраб узгаради, бунда сакраш 
катталнги бу цинматнинг э.угнмоллигига тенг.

20- §. Эхтимолликнинг тацсимот зичлиги

X узлуксиз тасодифий мицдор булсин.
Т а ъ р и ф .  X тасодифий мицдор эцтимоллик тацсимотининг 

дифференциал функцияси  деб,
f(x) = F'(x) (20.1)

формула билан аницланадиган f(x) функпияга айтилади.
(20.1) формуладан

/<х) = lim
Дх дх—о Д хД*-»0

келиб чнцади. Р ( х <  X < х - f  Ддг) сурат X тасодифий микдор |.т, jt-f 
-г A .vl ораликда ётган кийматии кабул цилиш эхтимоллнги «масса- 
сини» билдиради.

Демак, р 1Х!^ х < * — Д*>_ эхтимолликнннг [х, х +  Адг) оралицда-
д х

ги уртача зичлигини Г / ч 1- + Д*) v, /(дг) = lim ------- ------ !-----------  эса л  тасоди-
SX -*0 Л х

фий мицдорнинг х нуцтадаги эхтимоллнги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат билан тацснмот дифференциал функциясини тацснмот зич- 
лиги, унинг графигини эса тацсимот эгрн чизиги дейилади.

Тацсимот зичлигинннг асосий хоссаларини келтирамиз.
1-х ос  с а. Тацсимот зичлиги манфиймас, яъни

fix) > 0. (20.2)
Бу хосса f (x)  камаймайдиган F(x) таксимот функциясининг 
^осиласи эканлигидан келиб чицади.

2 - х о с с а .  F (х) тацсимот функцияси маълум булган f (x)  
тацсимот зичлигидан

F(x)=  f f ( t )d t (20 3)

формула буйича топилнши мумкин.
на



З^акикатан хам, Нъютон—Лейбниц формуласига асосан: 

f  f ( t ) d t  =F(t )  | 'ж=  F(x) -  F ( -  оо) = F(x).
“ ОС

3 - х о с с а .  Ушбу формула урннли:

P ( a ^ , Y < P )  = |' f(x)dx.
а

И с б о т и.

(20.4)

Р (а  <  дс <Р) = f(P )  — ^(а) =  j ‘ f(x)dx — ( f (x)dx=  j  j (x)dx.
00 “ 06 ®

Исботланган бу хосса, геометрик ну^таи назардан. X тасодифий 
мицдорнинг [a, pj кесмага тушиш эхтимоллиги сон жихатдан Ох у^, 
таксимот эгри чиз№и ва х =  а,  х = р тугри чнзнклар билаи чегара- 
ланган эгри чизныли трапеция юзига тенглигини билдиради (133-шакл).

4 - хосса .  Ушбу формула уринли:
+ос

j  / ( j c ) d x - l .  (20.5)
“ 00

И с бот и. Ньютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан
+ 0 0

\ f (x)dx = F(x)
И" 00

= F (+  оо) — F ( — о о ) =  1,

ака шунн исботлаш талаб килннган эди.
И з о у  Агар А' тасодифий мн^дорнннг мумкин булган ций- 

матларн \а, b | оралик булса, у .\олда (20.5) формула ушбу 
куринншни олади:

ь
\f{x)dx= 1. (20.6)

а

Бу формула геометрнк нуцтаи назардан Ох у^, тацеимот 
эгри чизиги ва х = а, х = Ь тутри чизи^лар билан чегаралаиган 
эгри чизи^ли трапецпянннг юзн 1 га тенглигинн билдиради.

М и с о л: X тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги
f  (х) — ——

** + I
булсин. а) А коэффициентии то
пинг; б) X тосадифнй м и к д о р  
]0 ; 5 [ ннтервалдан киймат ^абул 
цилнш э^тимоллигини топинг. 

Ечиш.  А коэффициентли (20.5) 
+ 0 0

С =  1.шартдан топамиз: I *» + i -



Бу ердан A arc tg.v j**  = л .4 = 1 => А = 1/я. 

б) (20.4) формулага асосан:

Р(0 с  X <  5) =  \ — — = — arc tg.v Г =  — arctg 5 w  0.437.
-i jo Я

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий мнцдор таърифини беринг. Мисоллар келтиринг.
2. Узлуксиз тасодифий мицдор таърифини айтиб беринг. Л1исоллар келти

ринг.
3. Эхтимоллик такснмот цоиуни деб нимага айтнлади? Мисоллар келти

ринг.
4. Такснмот купбурчагн ннма?
5. Дискрет тасодифий микдорнинг функцияси ннма ва унинг такснмот цо- 

нуни цаидай ани^ланади? Мисоллар келтирннг.
6 Дискрет тасодифий мицдорлар учун цушнш ва айирнш амаллари к ан* 

дай таърифланади? Мисоллар келтиринг.
7. Тасодифий микдорларнинг богликмаслнк таърифини айтиб беринг.
8. Эхтимоллик тацсимоти функцияси таърифини айтиб беринг.
9. Такснмот функциясинннг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Дискрет тасодифий микдор такснмот функцияси графигииинг хусусия- 

ти ннмада?
11. Эхтимоллик таксимоти зичлигн деб нимага айтнлади? Таксимот змч- 

яигининг механик маъноси ва хоссаларини айтиб беринг.

21-§. Тасодифий микдорнинг сонли характеристикалари 
хакида тушунча ва уларнинг вазифаси

X тасодифий михдорнинг тацсимот цонунини билиш э^тнмол- 
лик нуцтан иазаридан X мицдор хацида тулик маълумот бе- 
ради. Амалиётда эса купннча буидан анча кам нарсани билиш 
кифоя цилади, чунончи тацснмотнн тавсифлайдиган баъзи сон- 
ларнигина билиш кифоядир, булар тасодифий михдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталадн ва уларнинг вазифаси тасоди- 
фий микдорнинг энг му.хнм хусуснятларининг киска шаклда 
ифодалашидир.

22- §. Математик кутилиш

I. М а т е м а т и к  к у т и  л и ш н и  иг  т а ъ р н ф н  в а бе л-  
г и л а н н ш и .

Ушбу дискрет тасодифий мицдор берилган булсин:
х, \х,
Pi\ Рг •••1 Рп

1- т а ъ р иф.  X дискрет тасодифий микдорнинг математик ку- 
тилшии (.VI (А) ёки тх билан белгиланади) деб, X микдорнинг мум- 
кин булган кийматларшш мос эхти.молликларга купайтмалари йигин* 
дисига тенг сонга айтиладн, яъни
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.Vf (X) = A-,/7, +  Хгр . +  .
п

=  v (22. 1)+  XnPm = 2 i XkPk-
* = l  __________

X тасолифин микдорнннг мумкин бглган кннмятлапи
•:гкгя : яъяв X *ИН? ~~г.

Г 1 ~ '
х = j-ч-*-:— 1— |—

‘ Pl I Pi Г • • i Рп I 
тацснмотга эга булган холда унинг математик кутилнши

М ( Х ) = х 1р1 + х .р г +  ■■■ +  хпрп + . . .  =  ' ^ х крк (22.2)
*-1

формула билан аницланади. Бунда (22.2) цатор абсолют 
я^инлашади деб фараз цилинади. Акс .\олда бу тасодифий миц- 
дор математик кутилишга эга булмайдн.

Математик кутилиш тасодифий мицдор билан бир хил ул- 
човга эга булишини айтиб утамиз.

1 -м и с о л .  Ушбу тасодифий мицдорнинг математик кутили- 
шини топннг:

(0,3 /0,2 '0,5
Е ч и ш. (22.1) формулага асосан AJ (X) = — 2 • 0.3 4- 4 ■ 0,2 4-

4- 6 0,5 = 3.2.
2- м и с о л .  X — нишонга биринчи марта теккунга кадар 

отнладиган уклар сони, бундан хар бир уц узишда нишонга тек- 
кизиш эхтимоллнги узгармас ва р  га тенг. М(Х)нн топинг.

Е ч и ш. X тасодифий мицдорнинг тацсимот цонунини ёзамиз:
1 2 I З- - - I *
р РЯ pq- •• 1 pqn * . . .

(22.2) <{юр мула га кура 

М (X) =  1 - ^ 4  2pq 4- 3 pq2 4- . . .  4* npqn _l +  . . . =/>(  I -f 2q 4-
+  4- .  . . -j- nq'~l +  . . . )  = p(q  +  q* +  . . . +  qn +  . . , ) '  =

-  p I _S_ V = p . Lz£±J„ p. _L 1  _L.
i — я . (i — <?)’ P* p

2- т а ъ p и ф. Мумкин булган цийматлари (а, Ь) интервалга
тегишли булган А' узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик 
кутилиши деб

ь
М (X) = <( xf (x)dx (22.3)

а

аниц интегралга айтилади, бунда /(дс)— тацснмот зичлиги. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклидир.

262



Агар X микдорнинг мумкин булган кийматларн бутун Ох 
укни копласа, у .\олда унинг математик кутнлнши ушбу фор
мула бнлан ифодаланади:

Оо
•VT ? х \ i  v  i  i  v\ # T  i 7 7  5  !* - 4* -/ | " » V / ...... '

. * oo
Бунда \осмас интеграл абсолют якинлашадн деб фзраэ 

Килинади. Aiu. лолда X микдор матслатяк кутнлншгз згз (зул- 
майди.

3-м и со  л. X тасодифий микдор [0, 1] кесмада f (x)  = 3x2 
зичлнк бнлан берилган, бу кесмадан ташкарида /(.t) = 0. 
М(Х)нн топинг.

Е ч и ш. (22.3) формулага асосан
I IIМ (X)— \ х • 3x2dx = 0,75 х4 | = 0,75.

J  оо
11. М а т е м а т и к  к у т и л н ш н и н г  э ц т и м о л л н к  м а ъ -  

н о с и .  X тасодифий микдор устида п та синов утказилган бул
син. Синов натижалари ушбу жадвалга келтирилган:

*1 1 ** I— 1—п,  1 п„ 1- - - К
X =

Юкори сатрда X микдорнинг кузатилгаи кийматларн, паст- 
кн сатрда эса мос кийматларнииг частоталари курсатилган, 
яъни масалан, п, сон п, та синовда X микдор Х| га тенг киймат 
Кабул к«лганлигини билдиради ва у к .

X оркали кузатилгаи барча кийматларнинг урта арифмети- 
гини белгилайлик, у холда

—  X, -П| - f  Хг - п г 4- . ■ ■ —  Хь-Пь
п

ёки X = л-, —  +  хг — + . . . +  хк —  = xtp] +  х2 р] +  . . . +  хкр'к> 
п  п  п

бу ерда р\, р\, . . . .  p j—мос рэвитда х,, хг........... хк кийматларнинг
нисбий частоталари. Синовлар сони етарлича катта булганда 
р ' & р 1............ р'к «  р к булади. (Бу 33-§ да нсботланади.) Шунинг
учун

М(Х), (22.5)
яъни X тасодифий микдорнинг математик кутилиши унинг куза- 
тнладиган цннматларн урта арифметигига такрнбан тенг.

111. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  х о с с а л а р и
1- х о с с а .  Узгармас микдорнинг математик кутилиши шу 

узгармаснинг узига тенг, яъни
М (С) — С. (22.6)



И с б о т и .  С узгармас мицдорни ягоиа С цийматни I га тенг 
эхтимоллик билан цабул циладиган тасодифий мицдор деб ца* 
раш мумкин. Шу сабабли М (С) = С - 1 = С.

2- х о с  с а. Чеклн сондаги тасодифий мнцдорлар йнгиндиси-
нннг математик кутнлншн улар математик кутнлншларинннг 
йипждисига тенг, яъни

MIX, +  X. -Г . . . +  X.)  -  М (X.) +  М (X,) +  . . . +  М(Х_). (22.7)

(22.8)

(22.9)
М(Ь) =M(a)M(X)-L

3-х  о с  с а. Чеклн сондаги боглицмас тасодифий мицдорлар 
купайтмасининг математик кутилиши улар математик кутилиш- 
ларининг купайтмасига тенг, яъни

Af(X,Xs . . .  X„) = AI(X1)Af(Xs) . .

2- ва 3- хоссаларни исбогскз кабул циламиз.
4- х о с с а. М(аХ +  b) = аМ (X) +  Ь.
IIс бот и. Хахицатан, М (аХ +  Ь) — М (аХ)

+ Ь =oM (X)+ft.
(22.9) формуладан, хусусан, куйидагшт хосил киламиз:

М(Х —С) = М (X) — С (22.10)
ва

М (Х -А 1 (Х ))  = 0. (22.11)
Х = Х—М(Х) тасодифий мнкдор X тасодифий мицдорни узининг 
математик кутилишндан четланишн (огиши) деб аталадн.

Шундай цилиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайдн: 
тасодифий мнцдорнинг узининг математик кутилишндан четла- 
нишииинг математик кутилиши нолга тенг.

23- §. Тасодифий микдорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

1. Т а ъ р и ф л а р  в а  б е л г и л а ш л а р .
Купчнлик холларда тасодифий микдорнинг узини билиш 

уни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя цилмайди.
Мисол келтирамиз. X ва У тасодифий мицдорлар ушбу тац- 

симот конунлари билан берилган булсин:

X = - 0,1 —0,01 0 о о о у  1 - 201— 101 0 10 20
0,1 0,2 0,4 0,2 | 0,1 ’ 1 0,3 1 0,1 10,2 0,1 0,3

М(Х) = 0 ва M(Y) = 0 эканлигнни хисоблаш осон. Бнроцулар 
та^симотларинииг мохияти турлича: X мицдорнннг мумкин 
булган цнйматлари унинг математик кутилишндан хам ФаРК 
кнлади. шу билан бир вацтда Y микдорнинг кийматларн унинг 
математик кутилишндан жуда фарх цилади. Жумладан икки 
жойда бир йил давомнда ёххан ёгиннннг уртача мицдори бир 
хил булганлнгндан бу жойлардаги ицлим бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш ха Ки юцори ва кам иш 
хаки олалиган ишчиларнинг сони хакида фнкр юритиш имко-
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ннни бермайди. Бошкача айтганда, математик кутилишни билиш 
ундан кандай четланишлар булиши мумкинлиги .\ацнда цукм 
юритншга ^ам нмкон бермайди.

X тасодифий микдор кийматларинннг М(Х) математик кути- 
лкш атрофида сочнлишии лг( -  /и (Л) аиирмзлзр тзвсифлаиди. 
Бирок уларнинг уртача киймати (22.11) формулага асосан нол
га тенг. Шу сабабли бу четланишларнинг квадратлари карала- 
ди. Уларнинг уртача циймати тасодифий мнцдор цийматларини 
узининг математик кутилиши атрофида сочнлиш даражаснни 
тавсифлаши равшан.

1- т а ъ р и ф .  X тасодифий мицдорнинг  д и с п е р с и я с и  (D (X) 
ёки DX орцали белгнланади) деб, унинг математик кутилиши- 
дан четланиши квадратинннг математик кутилишига айтилади, 
яъни

D ( X ) - М ( Х - М ( Х ) ) 2. (23.1)
Дискрет тасодифий мицдор учун (23.1) формула ушбу кури

нишни олади:

D (X) =  V  (Х( — mxf  ■ p i t  (23.2) 
i - i

D (X) = V (x .  — mg f  р{. (23.3) 
i = 1

Узлуксиз тасодифий мнцдор учун (23.1) формула ушбу ку- 
рннишни олади:

D (X) = \ (х - m xf f (х)dx. (23.4)
а

Дисперсиянинг улчови тасодифий мицдор квадратинннг ул
чови билан бир хил булиши равшан.

2- т а ъ р и ф. X тасодифий мицдорнинг уртача квадратик чет- 
ланшии (а(Х) ёки ох билан белгнланади) деб дисперсиядан олинган 
квадрат клдизнинг арифметик цийматига айтилади, яъни

o ( X )  =  VD(X) -  (235)
1-м  и со  л. Шу параграфнинг бошида царалган X ва Y та- 

соднфий мицдорларнннг дисперсиялари ва уртача квадратик 
четланншларини топинг.

Е ч и ш .  (23.2) формулага асосан,
D(X) = (—0,1 — О)2-0,1 +  ( —0,01 — 0)2-0,2 +  (0—О)2 - 0,4 +

+  (0,01 — О)2 0.2 +  (0,1 -О )2 0.1 = 0,00204;
О (К) = (—20 —О)2 0,3 + ( —10 —О)2 0,1 +  (0—О)2 -0,2 +

+  (10—О)2 0,1 +  ( 2 0 - 0 )2 0,3 = 260.
(23.5) формулага асосан:
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а(Х) -  1 0,00201 = 0,04517, о(К) =* V 260 «16 ,12 .
Шундай килиб, математик кутилишлар бир хил булгани холда 
.Y микдорнинг дисперсняси аича кичик, Y микдорнинг диспер- 
сияси эса аича катта. Бу юцорида уларнинг тацеимотида курии- 
ган фарцнинг натижасиднр. Умумий холда, агар X тасодифий 
микдорнинг дисперсняси кичик булса, у холда (23.2) йигинди- 
нинг барча .\адлари манфнймас булгани учун уларнинг хаммасн 
,\ам кичик. Шу сабабли математик кутилишдан жуда фарк 
киладиган кийматлар мавжуд булса-да, улар кичик эхтнмол- 
ликдир. Лгар дисперсия анча катта булса, бу нарса тасодифий 
микдорнинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта ь.\тимоллик кийматлари мавжудлигини курсатадн.

2 - м и с о л .  Агар А ходисанннг руй бериш эхтимоллиги р  га 
тенг булса, у хо^да А ходисанннг бнтта синовда руй бериш 
сонининг математик кутилиши, дисперсняси ва уртача квадра
тик четланншинн топинг.

Е ч и ш. X тасодифий микдор А ходисанинг бу синовда руй 
бериш сони булсин. У холда унинг таксимот каторн ушбу кури
нишда булади:

Ч - i - -  1• р  I я
Шунинг учун

М(Х) =  1 р +  О-q — р,
D(X)  = (1— р)г р  +  (0—p f  q = q ' p +  p”-q ^  qpiq +  p) = РЯ, 

a(x)^=V РЯ
Тасодифий микдорнинг дисперсняси унинг квадрати улчо- 

вига, уртача квадратик четланиши эса тасодифий микдорнинг 
улчовига эга булншнни айтнб утамиз.

24- §. Дисперсиями хисоблаш учун формула

Дисперсиянн хисоблаш учун купинча yui6y формуладан фой- 
даланиш кулай булади:

D(X) = Af (X*) — М*(Х), (24 1)
яъни дисперсия тасодифий микдор квадрати математик кутн- 
лишн билан унинг математик кутилиши квадрати ораендаги 
айирмага тенг.

И с бот и. D( X)  = M (X — М (Х)? = М (Xs — 2Х-Д1 ( X) +
+  Мг (X)) =  М (Xs) -  М (2Х • .W (X)) +  М ( Vf* (X)) -  М (Xs) -
-  2 ДГ- (X) +  Мг (X) --= М (X*) — М* (X).

Исботда биз математик кутилишнинг хоссаларндан хамда 
М(Х)  ва М2(Х) нинг узгармас сонлар эканлнгндан фойдалан-
ДИК‘ /ОХ 14М и с о л .  X тасодифии микдорнинг дисперсияснни (J4. J)  
формула буйича х.исобланг:



— 2 _4_ 6
0,3 0,2 0,5

Ечиш Л1 (Х) = — 2-0 ,34- 4 0,2 +  6 0,5 = 3.2. 
Л1 (Л-) = 4 0 ,3 +  16 0,2 +  36 0,5 = 22.4,
D (X) = М (X*) — М* (X) =  22,4 -  10.24 = 12,16.

Д и с п е р с и я н н н г  х о с с а л а р и.
1-х ос  с а. Узгармас микдорнинг дисперсияси нолга тенг, 

яъни
D(C) =0. <24.2)

И с б о т и .  С узгармас мнцдорни 22-§ даги каби С га тенг 
ягона цийматни 1 га тенг эхтимоллик билан цабул циладиган 
тасодифий мицдор деб караймиз. Унинг математик кутилиши 
узига, яъни С га тенг. Шу сабабли D(C) = ( C — С )2- 1= 0.

2- х о с  с а. Узгармас купайтувчини квадратга кутариб дис
персия белгисидан ташцарига чицариш мумкин, яъни ушбу фор
мула уринли:

D ( t  Х) = к1 D (X). (24.3)
И сботи : D (к Х) = М (кХ — М (к X))1 = М (кХ — кМ (X))2 = 

=  М  ( к  (X —  il l  (X)))2 =  М  (к -  (X —  М  (X ))2) =  К*М (X —  М  (X ))2 =
= k*D (X).

3-х ос  с а. Чекли сондаги боглицмас тасодифий мицдорлар 
йигиндисинииг дисперсияси улар дисперсияларининг йигинди- 
сига тенг:

D (X, +  X., +  . . . +  Х„) = D (X.) +  D (X.,) +  . . . +  D (Х„). (24.4)
И с б о т н и иккита боглицмас X ва К тасодифий мицдорлар 

учун утказамиз. (24.1) формулага асосан ва математик кути- 
лишнинг хоссаларидан фойдаланиб, цуйидагинн хосил циламиз:

D (X +  Y) = М (X + Y f  — М* (X +  Y) = М  (X2 +  2ХК +  К4) —
— (М (X) +  М (Y)f  =М (Х*)+ 2.И (X) М (Y) +  М (Y-) — М'- (X) —

-  Л12 (>') - 2  М (X) Л1 (Y) = (.11 (Xs) -  Л1* (X)) +
+ (.11 (К2) -  Л12 (К)) = D (X) +  D (Y),

ана шуии исйотлаш талаб цилингаи эди.
4 - х о с  с а. Боглицмас тасодифий мицдорлар айирмасининг 

дисперсияси улар дисперсияларининг йигиндисига тенг, яъни
D (X -  Y) = D (X) +  D (К). (24.5)

И с бот и. D (X — Y) = D (X +  (— 1) Y) = D (X) +  D ((— 1) У)= 
= D (X) + ( — I)2D(K) = D( X) +D( K) .

25-5. Бошлангич ва марказий момснтлар

1- таърнф.  X тасодифий микдорнинг  s- тартибли боилангич 
момента деб,  Xs микдорнинг математик кут ил ш и ига айтилади, яъни

а ,  — .11 (Xs). (25.1)

9R7



Дискрет тасодифий микдор учун бу формула
П

<-1
куринишда, узлуксиз тасодифий микдор учун эса

a s -  f xf j  ( л )  dx

(25.2)

(25.3)

куринишда булади.
Хусусан, а ,  = М (X), а 2 = М (X2) ва, дсмак, (24.1) формулани 

бундай сзиш мумкин:
D(X) = ch - a f .  (25.4)

Марказий момент таърифини беришдан олдин янги «марказлангаи 
тасоди|>нй мицдор» тушунчасинк киритамиз.

тх математик кутилишли X тасодифий микдор берилган булсин.
О

X тасодифий микдорга мос марказламган X тасодифий микдор деб, 
X мнкдорнинг узининг математик кутилишидан четланишнга айтилади, 
яъни

X — X — т . (25.5)

М (X) = 0 эканини таъкидлаб утамиз ((22.11) формулага царанг).
2- таъриф.  X тасодифий микдорнинг s -тартибли марказий

О
моменти деб, марказлангаи X тасодифий мицдорнинг s-тартибли 
бошлангич моменти га айтилади, яъни

Ps =  М (ХУ = /И (X — тху .  
Дискрет тасодифий микдор учун бу формула

Р* = (*1 ~  т хУ Pi
I-1

куринишни, узлуксиз тасодифий микдор учун эса 

Ps = f (x — mxY f ( x ) d x

(25.G)

(25.7)

(25.8)

куринишни олади. Хусусан {5, = 0, р. -  D (X).
Рз марказий момент амалиётда асимметрияии тавсифлаш 

учун, эса тацсимотнинг «циялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошлангич ва марказий моментларни богловчн ушбу муно- 
сабатларни кслтириб чикариш цнйин эмас:

Р2 =  «2 —«?,
Рз =  ®з —  З о ^ а , + 2 П | ( (25.9)



узилиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. Курсатилган ва^т ичида роса 
4 та ип узилиш э\тимоллигини топинг.

Е ч к ш. Бу масалани счишда (27.2) формулаии к 'ллаш  мум
кин: чунки л - 8 0 0  сони ни катта. /7 = 0.005 эхтимолликни *га 
кичик деб хисоблаш мумкин. Бу формуладан фойдаланиб топа
миз, X = пр = 800 X 0,005 = 4;

4*
Р9М ( 4 ) «  — <?-' = ^  .0,0183 -  0,1952.

Аниц формула буйича хисоблаш 0,1959 ни беради, демак, Пуас
сон формулаеннн кулланншдаги хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйича хисоблаш бнлан эса 0,2000 ни хосил 
Килам из, демак хатолик 0,0051 буладн, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланнлганндан кура 6 марта ортик буладн.

II А с о с и й с о н л и х а р а к т е р  и с т  и к а л а р  и.

Af (X) = Х *  Р (Х  = к) = V  к — = Хе~' S '—i ь<
Л»~»

It!*=i it—l 
= Xe~V = X,

м  (Xs) = V 1 ** •/> (X = к) = V  А*- — е '*■
—d  - U  к\к^0

,*=| т т

... X e - ' t X '  ( к - = Х е -Ч  V  i ^ l + /  i
<*-•>! j m d ( k - U ' . j  ^  <к - 2 ) \  )

=  Хе~х (Хе1 + е >) =  Х- +  Х.

0 ( Х ) ~ М ( Х * ) - М *  (Х) =  (Х* +  Х )-Х *  =  Х, о ( Х ) = .  X.
Шундай килиб, М (X) = Х, D ( X )  = X, а  (X) --= » X.

Пуассон такенмотида тасодифий микдорнинг дисперсняси 
унинг математик кутилишига тенг.

У з-£ з н н и т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

ф Дискрет тасодифий микдор математик кутилншинннг таърифнни берннг 
Мисоя келтнрннг.

2 Узлуксиз тасодифий микдор математик кутилишниииг таърифнни бе
ринг Мисол келтнрннг.

3 А^атематик кутилншиинг эхтимоллик маъносини айтнб беринг.
4 Математик кутилншиинг асосий хоссаларннн айтнб беринг.
5 Тасодифий микдорнинг дисперсняси деб нимага айтилади? Унинг вази- 

фаси нхмадан нборат?
6 Лнсперснянннг асосий хоссаларннн айтнб берннг.
7 Уртача квадратик четланнш деб нимага айтилади?
8 Дисперсияни хисоблаш формулаеннн ёзинг.



9. Биномиал тацсимот цонуннни ёзннг ва унинг асосий сонли хараьтернс- 
тнкаларннн хисобланг.

10. 1\андай э.угимолликлар тацсимоти Пуассон та^симоти деб аталадн ва 
унинг асосий сонли характеристикалари нимадан иборат?

11. 14.258— 14.268, 14.317—14.326, 14.352—14.355-масалаларни ечинг

28- §. Тскис та^симот

I Таъриф.  Текис таксимланган X у зл ук с и з  тасодифий мик- 
дор  деб зичлиги бирор [а, Ь) кесмада узгармас ва \/(Ь — а)  га 
тенг, бу кесмадан ташкарида эса нолга тенг, яъни

0, агар х < а булса,
1/ М = -, агар а ^ х < Ь  булса,

Ь — а
0, агар х > Ь  булса (134-шакл). 

булган тасодифий микдорга айтнлади.
“f  00

I / (х) dx = 1 эканлигини текшириш осон. Хакикатап,

I / (дг) dx =  I ------dx —-------- х I -- -------- (b — а) — 1.
J  J b - a  b - a  \a b - a
—  ®  «

Текис та^симот учун F (.t) таксимот функциясини топамиз. АгарX X
а ^ х < Ь  булса, у холда F (х) = 1  f  (t) dt — I ~ — dt =

J  J  b — a

b —a b — a

либ,
Равшанки, x < а  да F (jc) == 0, x > b да F {x) =  1. Шундай ци-

134- шакл.

F(x) =

135- шакл.

О, агар х < а булса,

, агар а < х <  b булса,
Ь — а

1, агар х > b булса (135-шакл).
II. Асосий сонли характердстикалари:



М (X) =  \ X / (л) dx = \ х dx 1
2{Ь— а)

М (Xs) -  j  х* / «  Л  = j  ■«*—  Л  = *  |„"

* _о -г Ь
о 2~’

1 a jb аГ+ аЬ -  Ь* = ---------.v I = ------- --------

D(X) = M (X2) -  И2 (Х) = а* -L аЛ +  Ьг а - ~  Ь \* (а — Мг

о(Х) =

3
Ь — а
2 /3

- т  = 12

III. Пировардида айтнб утамизки, бнз текнс таксимот билан 
улчаш амалиётида Улчаш натижасини шкаланинг энг яцин бу- 
тун булинмасига яхлнтлашда дуч келамиз. Яхлитлашдагн хато- 
лик текис тащсимланган тасодифий микдор булиб, унннг мумкин 
булган цийматлари шкала булинмасининг —0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Текис таксимот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
з̂ ам хосдир. Амалиётнинг купгнна масалаларида тасодифий 
амплитудали ва фазали гармоник тебранишларнн урганншга 
тугри келади. Бундай ^олларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида текис тацсимланган тасодифий микдор булади.

29- §. Курсаткичли таксимот

I. Т а ъ р и ф. Тацсимот зичлиги
f \ле~}' х, агар х >  0 булса,

I 0, агар х < 0 булса
куринишда булган X тасодифий микдор курсаткичли таксимотга 
эга дейилади” бу ерда л — бирор тайин мусбат сон (136-шакл).

“Н 90
\ f  (.v) dx = I шартнинг бажарилишини текширамиз. ,\акикатан,
— 00

X е -  хх dx = -  ] “ <ГХ'  d  ( - Х х )  =  -  е “ *■' |+« = 0 +  1 = 1
о о

курсаткич.ги таксимотнинг интеграл функцияси кунидаги куринишда 
экаилигинн текшириш осон:

/ X
к е ~ ' 1 dt — 1 — е ~'~*, агар х > 0 булса,

F ( x ) = U
1 0, агар х <  0 булса (137-шакл).

II. Асосий сонли хара к терастикалари: а) математик кутилишни то
памиз:



138- шакл. 139- шакл.

ва унинг асосий хоссаларини аниклаймиз (138-шакл).
1. Бу функция бутун сон уцида аницланган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функция жуфт ва, демак, Оу уцига ннсбатан симметрик.
3. О дан -f- с» гача камаювчи, — оо дан 0 гача усувчн.
4. х-~ ± оо да графиги Ох у^ка асимптотик якинлашади.
5. jc = 0 нуктада функция l/о | 2л га тенг булган ягона мак- 

симумга эга. а нинг ортншн билан максимумнинг киймати кама- 
яди, бу функция графигн ва абсниссалар уки бнлан чегаралан- 
ган юза 1 га тенг булганлиги учун о ортншн билан зичлик эгри 
чилиги яссиланнб боради, у аста-секнн Ох укка якинлашадн, о 
камайиши билан эса зичлик эгри чизиги Ох укнинг кичик кис- 
мида узининг максимумн атрофида юкорига чузилади, кейинэса 
унга (Ох укка) тез тортилади.

6. Функция гр;к)>иги дг = о в а  х — — о да бурилиш нукталарига 
эга эканлигини иккинчи хос ила ёрдамида аниклаш осон.

а ф О  булганда / (х) — — l~z=r е~{х~а)' 2 зичлик графигн юко-
о > 2 я

рида ясалган графнкдан, агар а > 0 булса, а кадар унгга, агар а < О 
булса, |а| каДаР чапга суриш билап хосил килинади.

а =  0 ва а  = 1 параметрли нормал таксимот нормалаиган нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлигн

/(.V) = _ J _  е~х‘!2 (30.2)
> 2 я

га тенг. Бу функциянинг кийматлари жадвали тузилган.
II. f (x)  таксимот зичлнги ва F(x)  таксимот функцияси ора- 

сидаги богланишдан куйидагига эгамиз:
X

F (Л) =  _ J L _  I е~(t ~а)''2 d t . (30.3)
о / 2 л J

—ас

Нормалаиган нормал таксимот учун F (.v) ф\икция ушбу куринншга



Функция Лаплас функцияси^ деб аталадн.
Куйидаги хоссаларнн курсатнш осон (1 3 9 -ш а к л ) .
1 Г 6v функция бутун сон уцида аникланган ва узлуксиз,
2) бу функция ток. демак, унинг графиги координаталар

бошига нисбатан снмметрик;
3) функция бутун сон уцида усувчи;
4) lim Ф (х) = 0,5; lim Ф (х) =  — 0,5.

*-»+« * ■*-«
ф (.v) функция кийматлари жадвали тузилган.
111. Асосий сонли харакгеристикалари.

VI ( X ) - ('~x f(x)dx  = - ± r V  х е - ' - ‘ " 2ог dx =
J  о , 2 я J

= |(х — а)/о = /, х = о ( + а ,  d x ^ a d t \  =

____ !—  - o f  io t  +  a) е~,г‘2 Л  -  - 4 =  Т  dt +
О )  2л J  » 2  л  1 .

, \ е - ,г'2 dt = — (о О +  й » 2 л) = а. 
, 2HJ I 2л

— оо
Шундай килиб,

М  (X) =  a. W .b )

Су игра

„ (Х )_ _ ! _  [ *  Л е- o ’ . (30.6)
О | 2 л  .

—  X)

Биз бу ерда D(X)ни .\нсоблашни келтирмасдан, уни муста- 
кил машц снфатида цолдирдик.

о ( Х) = ^Д Х )булганлиги  учун а (Х )= а ,  яъни X нормал тасо- 
днфнй микдорнинг уртача квадратик четланнши а нараметрга
тенг.



Уз и- кеснл куйидагига эгамиз:

/> ( а < Х < Р )  =  Ф( -5— —ф ( 1 —5-\, (30.7)

бу ерда Ф (х ) — (30.4) формула билан аннцлаиадигам Лаплас 
функцияси.

V. Берилган чстланншнинг э.\тимоллигинн \исоблсш талаб 
кнлннсин, яъни нормал тацснмланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилмасидан четланиши абсолют цийматн буйича 
бирор мусбат сондан кичнклнги эхтимоллигини хисоблаш лозим 
булсин.

(30.7) формуладан фойдаланамнз.
Р (| X — а | < 6) - Я (а -  6 < X < а ■+ 6) = Ф ( —  ■■■■— ) —

+  Ф 1 -1  = 2Ф  ( М .
' О ' а  '

Шундай ^клиб,

Р  (| Х — а | < 6) - 2 Ф  (-М. (30 8)

t  п/ деб ашмнз. У холда (30.8) <|юрмуладан 
Р (|Х — а\ < a t )  -  2Ф  (/) 

и ч хосил киламиз. Хусусан ( 3 булганда

Р ( | X — а ! < 3 о) -  2 Ф (3) -  2 0.49865 0,9973 (30.9)
о т о



га эгамиз, яъни нормал та^симланган тасодифий микдор чет- 
,а нишннннг абсолют цийматн буйича учланган уртача квадра

тик чстланишдан кичик булиш эхтимоллиги 0,9973 га тенг. Де- 
мяк. четляииш абсолют кийматининг учланган уртача квадратик
четланишдан ортиц оулнш .э.\гими.глши 0,0v<i7 • •• m u .  » у 
•одисаларни кичик эхтимоллик ходисаларнинг мумкннмаслик 
приннипнга асосан амалда мумкин булмаган х°Д1,сал ар  деб 
хисоблаш мункнн. Бош^ама айтганда, агар тасодифий микдор 
нормал тацсимланган булса, у .\олда битта синов натижасида 
унинг четланншининг абсолют ципмати уртача квадратик чет- 
ланишнннг уч баробаридан ортиц булмайди деб ишониш мум
кин. Бу тасдиь* «уч сигма» цоидасн деб аталади.

3̂  з-^ з it II к т е к ui и р и ui у ч у н  с а в о л л а р

1. Текис та^симланган тасодифий мицдор таърифини айтнб берннг.
2. Текис та 1\симланган тасодифий микдорнинг асосий сонли характерис- 

тикаларн цийматларнни курсатинг.
3. Текнс та(\симланган тасодифий мицдорларга амалий мнсоллар келти- 

рннг.
4. К,андай таксимот нормал таксимот деб аталади?
5. К$рсаткнчли та^снмотнннг зичлик ва таксимот функцияларннннг гра- 

фикларннн ясанг.
6 Курсаткичлн та^симотнинг асосий сонлн характеристнкаларн кннмат- 

ларинн курсатинг.
7. 14.282—14.307, 14 361 —14.377- масалаларнн ечннг
8. Ишончлилнк функцияси таърнфинн айтнб берннг. Курсаткичлн тацси- 

мотнинг ишончлнлик функцнясинн ёзинг.
9. !\андай та^снмот нормал тацсимот деб аталади?
10. Нормал тацсимот знчлнгининг графигини ясанг ва бу зичликнинг асо- 

сий хоссаларннн курсатиб беринг.
11 Нормал такснмланган тасодифий мнцдор асосий сонлн характернсти- 

каларинннг кнйматларшш курсатиб берннг.
12. Нормал тацснмланган тасодифий микдорнинг берилган ннтервалга ту- 

шиш эугнмоллнгини ^исоблаш учун формулаии курсатинг.
13. Берилган четланиш э.хтимоллнгини хисоблаш учун формуланн ёзннг.
14. сУч сигм а» ^оидасннинг мо.у!ЯТН ннмадан иборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги

Оммавий тасодифий ходисаларнинг тургунлнк хоссасн инсо- 
ниятга жуда цадимдан маълум. У цайси со.\ада намоён булма- 
син, мазмуни цуйидагнча: хар бнр айрнм ходисанинг аник 
хусусиятлари бундай ходнсалар мажмуинннг уртача натижасига 
деярли таъсир этмайди; уртача натижадан ха Р бнр айрнм х °‘ 
дисада буладиган тасодифий четланншлар узаро нуцотиладн, 
силликланади. Айни шу уртача натижалар тургунлиги кенг маъ- 
нода тушуниладиган ушбу «катта сонлар цонунн»нинг мазму- 
нини ташкил килади: катта сондаги тасодифий хоДиса;,аРДа 
уларнннг уртача натижасн тасодифнйлигинн йу^отади ва уни 
катта муцаррарлнк билан башорат цнлиш мумкин.

Эхтимоллик назариясида «катта сонлар конуни* деиилганда 
тор маънода бнр катор математик теоремалар тушуниладн ва
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/77.

140- шакл.

уларнинг хар бнрида катта сон
даги тажрибалар уртача харак- 
тернстнкаларннннг у ёки бу 
шартларда бирор маълум узгар- 
мае ми^дорларга я^инлаш: 
фактн белгиланади.

Катта сонлар ^оиуни э.угимс 
лик начариягининг амалиё 

татГ>ицлари учун назарий асос булади.
Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  Чекли д и сп е р с и я г а  э г а  б ул 

ган исталган X тасодифий мицдор уч ун  %ар бир  е > 0  да

(31.1)
тенгеиллик уринли бу.гади.

Исботи. А' тасоди(|>ий ми^дор узлуксиз, f  (х) унинг такоимот 
зичлиги булсин. Сонлар укнда А В = \тх—г, тх ■+■ е| оралик ажрата- 
миз (140-шакл). У холда

+• +»
D(А)= \ (д- — тх)г f  (х) dx \ | х — тх |* / (л) dx >

\ (дг —  mxf  / (дг) dx,
I х—т х | г

Су ерда интеграл сстидаги \х— тх|>в ёзув интеграгташ АВ кес- 
манинг ташки кне.ми буйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос- 
тидаги (х — тх) ни е га алмаштириб, куйидагини хосил ^иламиз:

D ( X ) >  \ е* / (л) dx =  е2 \ f  (дг) dx =  е2 Р(  \ X  — т х |> е ) ,
| х - т х I *  I х-^тх | г

бу ердан эса узлуксиз тасодифий мн^дор учун Чебишев тенг
сизлиги келиб чи^ади.

Дискрет тасодифий мицдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
Мисол.  .Математик кутилиши тх ва дисперсияси о2 булган X 

тасодифий микдор берилган булсин. X ми^дор узининг математик кути- 
лишидан камида 3 ох га четланиш эхтнмоллнгнни юцоридан бахоланг. 

Ечиш.  Чебишев тенгензлигида е = 3 ох деб оламиз:

Р (i А т.

Бу мисолдан курнниб турибдики, Чебишев тенгсизлиги анча 
Купол ба^о берганлигн учун унинг амалиёт учун ахамияти 
чекланган (нормал такснмот учун биз ю^орила аииклагаи 
эхтимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни жуда кичик).

Чебишев тенгсизлиги бошцача шаклда — царама-харши 
Х однсага нисбатан хам  ёзилиши мумкин: тасодифий микдорнинг 
математик кутилишидан четланишининг е >0 дан кичик булиши 
эхтимоллнги
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32- §. Бокли^мас тасодифий микдорлар учун катта сонлар 
конуни. Чебишев тсоремаси

Чебншсв теоремасини куриб чикишдан олдин ушбу таъриф-
нв б^пЯМИЗ-Т а ъ р и ф .  Агар исталган р>0 (хатто нсталганча кичик) учун

lim Р(\Х п - а | < е )=  1 (32.1)
f t

тенглик уринли булса, X,, Х2, . . . Х„. . . . тасодифий мнцдорлар 
кетма- кетлиги а узгармас мицдорга щтимоллик буйича якинлашади 
(ениладн, яъни 6> 0  сонни цанчалик кичик килиб олинчасин, шун

дай N (е, 6) сон топиладики, кетма-кетликнинг барча п .> N номерли
\адлари учун

Р (|Х„ — a l < e ) >  1 — 6 (32.2)

тенгскзлик бажарилади.
Ч е б и ше в н и н г  у м у м л а ш г а н  т е о р е ма с и .  Агар Х„ А,,

. . Д',.........кетма-кёпишк .\ар иккитаси боглицмас булган тасо
дифий микдорлардан иборат булиб , уларнинг дисперсия хари текис 
чегараланган, яъни шундай С сон мавжудки, D (X,) < С, D (X.) <
< С..........D (Х„) ^  С, . . ., булса, у  холда тасодифий микдорлар

у  =  *1Г Х*+ • - Г * 1 , п = 1, 2___  (32.3)
" п

кетма-кетлиги М (Л|)~ М (Л*> • - -ШАЯ) сонга эхтиМоллик
П

буйича якинлашади, яъни
+ А, + . ■ • +х„ М (Х ,Н М (Х,)+ ■ ■ .4- Л1 (.Уя) I „

l im
П — й

< е) =  I . (32.4)
Бошкача айтганда, теорема бундай даъво цилади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги боглицмас 
тасодифий мицдорлар учун бу тасодифий мицдорлар урта ариф- 
метигининг улар математик кутилишлари урта арнфметигндан 
четланншинннг абсолют кинмати истаганча кичик булишини 
амалда му^аррар ^одиса деб ^исоблаш мумкин.

И с б о т и .  Боглицмас тасодифий мицдорлар йигнндиеннинг 
математик кутнлиши ва дисперснясини топиш цоидалари буйи
ча куйидагнларни ^осил циламнз:

^ j — -V» -г • • • -г . __ -  . . . J - У?(-\п>м



Чебишев тенгсизлигини Yn тасодифий миодорга татГшк килиб.

г* гг 1- i i  .••• • »  i

.... tu u u  >vi.k>Miu. оу ерда э.уимиллик J дан катта була ол

lim Я
я—»

1A 1 - г  А ,  г  . . . Хщ
1

■VI (А,( И (Л,) •И (Х„)

Е)= 1
булади. Теорема исбсл цилиндн.

Чебишев умумлашган теоремасининг таърифнда бнз тасо- 
дифнй микдорлар, умуман айтганда турли математик кутилишга 
эга деб тахмин ^илдик. Дмалда эса купинча, барча тасодифий 
мицдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан- 
ган диспсрсияларга эга буладн. Агар бу мицдорлардан хар 
бирининг математик кутилншннн а бнлан белгиласак, у холда 
уларнинг математик кутилишларннинг урта арифметиги \ам, 
равшанки а га тенг булади. Энди биз хусусий Чебишев тсоре- 
магнии таърифлашнмнз мумкин.

Ч е б и ше в  т е о р е м а с и  Л,, X.,.........  Х„, . . .  .уар иккитаси
Согликмас булган тасодифий микдорлар кетма-кепииги булиб , бир- 
галиыда чегара.шнган дисперсинларга ( исшаган i учун D (X.) -s: С) 
еа бир  хил М (X,) = а математик кутилшиларга эга бцлеин. У 
,\олда г  > 0 цандай булмасин

lim Р А. А, —  а < е Н (32.5)

тенглик уринли.
Бу теорема махсус нсботни талаб цилмаелнги равшан.
(32.5) формуланннг мо.\няти цуйидагича: теорема шартлари 

бажарилганда етарлнча катта сондаги боглицмас тасодифий 
мицдорларнинг урта арифметиги тасодифий мицдор характерини 
йуцотади ва «деярли» нотасоднфий мицдор булиб цолади, чунки 
у а га истаганча яцин цийматларни муцаррарлнкка яцин эхти
моллик билан цабул ^илади.

Пнровардида бу хусусий Чебишев теоремасининг амалиёт 
учун фав^улодда мухнмлигиин таъкидлаб утамиз: у улчашлар 
назарняснда доимо ишлатиладиган урта арифметик циймат 
коидасига асос булади. Бунинг маъносини тушунтнрайлик. Би
рор физик катталикнннг ха^н^ий ^иймати а ни (масалан, би
рор деталнннг улчамнни) топиш талаб цилннаётган булсин. 
Бунннг учун бнр цатор бпр-бирпга богли^мас улчашлар утка- 
замиз. Хар цандан улчаш бнрор хатолик бнлан буладн. Шунииг 
учун хаР бир мумкин булган циймат X,- (г — улчаш номери)



одифии микдордир. ^ар бир улчашда систематик хатолнк- 
Т n if v к деб фараз циламиз, яъни а хаки кии ципматдан у ёки

тпмонга чстланишлар тен г э у и м о л л и к д н р . Bv хол да  б ар ч а
7 .......^ И К JC ?  Л 2{?Н ?! ! * ’ МЯТв'МЯТИП KV7H..*tHtttt1 t :Й!> Ati.l ПГ.

ггиг. яъни /И ( А, )— я. 11ИХОЯТ, улчашлар ии|><>|> 
пик Лилан утказилади, деб фараз циламиз. by барча улчаш-

,|2 р V4V н О {Л  A i.‘iauAii^. i-t-Lj *v- » ' j ■ j  ;
теор маси шартларн бажариладн, шу сабабли агар улчашлар 
cot: I етарлича катта булса, у холда амалда муцаррарлик бнлан 
бундай тасдицлаш мумкин: улчаш натижаларининг урта ариф
метик циймати а хацнций цнйматдан истаганча кам фарк;
цилади.

33-§. Я. Бернулли теоремаси

Я Бернулли теоремаси катта сонлар цонунининг жуда мухим 
ва тарихан биринчи шаклидир. У ходисанинг нисбий частотаси 
билан унинг э.\тимоллнги орасндаги богланишни аницлайдн.

Б е р н у л л и  т е о р е м а с и .  Бир хил широитлардаги  бог- 
мщмас  синовлар сони ч ек си з  ортганиОа царалаётган А ходи 
санинг  р* ни сбий  частотаси унинг  .\ар бир  айрим синов<)аги 
эфимоллиги  р га эхтимоллик буйича яцинлашади,  я ъни

lim Р (|р* — р\ < е )  = I, (33.1)
и—*

б у  e f d a  р* =  ------ шу А ходисанинг биринчи п та синовдаги нис-
п

бий частотаси.
Бошкача айтганда, етарлича катта п ларда кузатилган р* 

Киймат р эхтимолликнинг такрнбнй кийматини юцори даражада 
аншулнк билан беради, деб амалда ишониш мумкин.

И с б о т и .  Ушбу тасодифий мицдорларни киритамнз:
X, — к аРалаётган А ходисанинг 1-синовда руй бериш сони; 
А'2 — каралаётган А ходисанинг 2- синовда руй бериш сонн 

ва \. к. Бу тасодифий мнцдорларнинг хаммаси бир хил таксн
мот конунига эга булиб, у ушбу катор куринишда булади:

I 0Н 7
бу ерда q =1 —р.

Уларнинг \ар бирининг математик кутилиши р  га тенг, дчспер- 
сияси эса I p q  га тенг (23- §, 2- мисол га к ) .  Су игра

pq --- р  (I — р) =  — (р* — р) = 0,25 — ( р — 0,5)* < 0,25,
яъни дисперсиялари чегараланган. Шу сабабли Чебишев теоремасига
кура

lim /> 11 Л| ' - / » | < е ) д  I-П—я
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ланган тасодифий микдорлар. У холда

т х -  М(Хк) = i± 2  = 2, D (X J = = 1 .X * 2 \ */ 12 3

А\арказ1'й лимит теореманинг шартлари бажарилмокда. Шу- 
284

Р* ~ —— —— — — — эканини хисобга олсак, lim Я  I Р*~~р\
п п-хю

<  е) =  1.
Теорема исбот кнлинди. '

! !  у а с с о н г с о р е м а с н. Bui лицмас синовлар йтказилдя^ а ^  
с ан  б ул син  ни А цо ди санин г  i- с ин ов да  руй  б е р иш  э\ти.миллиШл 
Pj га  тенг бул син.  У холда еиновлар сони  чексиз 
А хоиисанинг  ниейий чистотаси р и р 2..........р„ э.\тимолликлар.
нинг  урта арифметигига эцтимоллик буйича  яцинлашади,  яъни
у ш б у  тенглик уринли:

lim р  /L» — _Р Н -Р »+ -•• -ЬР» | < е) =  1.
П-tgo \| П j /

Бернулли теоремасн Чсбишсв хусусий теорсмасидан ^андай  
келтириб чикарнлган булса, Пуассон теоремасн Чебишев ум ум - 
лашган теорсмасидан шундай келтириб чицариладн.

М а р к а з и й  л и м и т  т е о р е м а .  Марказий лимит теэре- 
малар тасодифий микдорлар йигнндилари кетма-кетликлари- 
иинг цачон нормал та^енмотга буйсунишнни аннцлаб берувчи 
теоремалардир. Улар бир-бирларндан йнгиндини ^оснл ^илади- 
ган тасодифий микдорлар таксимот цонунларнга цуйиладигаи 
шартлар билан фар^ цилади.

Бу ерда биз марказий лимит теореманинг энг содда шаклини 
таърнфлаймиз, у ^ушилувчилар бир хил тацеимлангаи ,\ол учун 
хосдир.

Те оре ма .  Агар X,, Х„ . . х „ — богликмас тасодифий .шщ- 
дор.гар булиб, математик кутилиши т ва дисперсияси a2 булган 
б и р  хил таксимот цонунига эга булса, у  холда п чексиз ортганидаП

V* А —пт,

------—-----  нинг тацеимот конуни математик кути.*иши 0 ваУ п (J
дисперсияси I булган нормал таксимотга якинлашади.

М уавр— Лапласнинг локал теоремасн бу 1еореманниг хусу
сий .^олн эканини айтиб утамиз.

М и с о л .  ХаР бири [0,4J кесмада текис та^симланган 75 та 
богликмас тасодифий мицдорлар 1\ушилмоцда. Бу тасодифий 
микдорлар йигиндисининг зичлиги учун такрибий ифодани ёзинг 
ва пигинди 120 дан 160 гача оралшуда булиш эхтимоллигини 
топ и иг.

75

Ечиш.  X = 2  Xk, бунда Хк лар [0,4] оралицда текис тацеим-



V4 VH тасодифий мицдор таксимот зичлиги /(аг) тацрнбан 
нормал таксимот зичлигига тенг буладн, яъни

{х—т х )*(х —т х  )

2 а-
f  М  = — —  е 

а ж i  -  -1
бу ерда . 75 75

М I v  X. j =  V  М (А,) 75-2 = 150,
'/-I ' /*|

= 75 -  = 100
3

вз. демак,

f i x )
I

— (х—150)1
200

10 I 2 л

Энди изланаётган эхтимолликни хисоблаймиз:

= Ф (I) + Ф (3) = 0,34134- 0,49865 «  0,84.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Катта сонлар ^онунннннг мохнятн ннмадан иборат?
2. Чебишев тенгсизлигини ёзннг.
3. Эхтимоллик буйича яцннлашнш таърифнни айтнб беринг.
4. Чебишев умумлашган теоремаснни айтиб беринг. Уни исботланг.
5. Чебишев хусусий теоремасинн айтиб беринг ва унинг амалиёт учун фав- 

Кулояда мухимлн’ги ннмадан иборатлнгини курсатиб беринг.
6 Бернулли теоремасинн айтиб беринг. Уни исботланг.
7. Пуассон теоремасинн айтиб беринг.
8 Марказий лимит теореманннг мазмунн ннмадан иборат? Унинг энг сод- 

да шаклини айтиб беринг.
9. 14 542—14.572-масалаларни ечинг.

34-§. Тасодифий аргументнинг функцияси

I. Э.хтнмоллнклар назариясннинг бнр цатор амалий масала- 
л ар и д а  X тасодифий микдор билан богланган

У=ч(Х)
тасодиф ий мшудорни урганишга т\три келади, бу ерда у  = ч(х)  
берилган функция. Масалан, автоматик системанннг чицншидаги 
сигнал бу система бирор параметрн тасодифий цинматининг 
функцияси, квадратнинг юзн Y =Х2 (бунда X — квадрат томо- 
нинн улчаш натижаси)— тасодифий функция.

II. X — дискрет тасодифий микдор булсин:
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/>| P i

У ,\олда Y = iq(X) тасодифий микдорнинг математик кутили^Ь 
ва дисперсняси ушбу формулалар билан аннкланади: !

ту -- И (У) -  V  q; Ц ) р (,
/ I

U(Y) -  М(У — ту)- V  (ц, (х.) -  т f̂  р .

[гЧ ш

<34.2)

X узлуксиз тасодифий микдор булган холда эса Y = ц(Х) 
тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсняси уш- 
бу формулалар билан аницланади:

т. = .И (К) = [ ц (х) f  (х) dx.

D(Y) = j  (<fj (x) — myf  / (x) dx.

(34.3)

(34.4)

III. Амалиётнннг купгнна масалаларида, айницса, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясинннг математик 
кутилиши ва дисперсиясинн топишшшг $зи купинча етарли 
булмайди, унинг тацеимот ^онуннни ^ам топиш зарур булади. 
X аргумент дискрет тасодифий микдор булган ^олни 22- § да 
куриб утган эдик.

Бу ерда бундай масала цуйилади: таксимот зичлиги маълум 
ва /(дг)га тенг булган X тасодифий микдор берилган; бош ка V’ 
тасодифий микдор у билан К = ф(Х) функционал богланиш 
оркали богланган, бу ерда ф(Х)— шу А" микдорнинг барча мум
кин булган ^ийматлари жойлашган бирор )а, <?[ ораликда уз

луксиз функция (а = —оо, Ь=+  оо 
булишн истисно килинмайди). Y 
тасодифий микдорнинг g ( y )  так
симот зичлигини топиш талаб 
килинади.

Бу масалани хал этишда ик
ки холнн цараймиз:

I) М о н о т о н  ф у н к ц и я  
б у л г а н  ,\ол. Аввал q>(x) 
функция юцорнда курсатилган 
оралицда монотон усувчи ва унга 
тескари x = \f(y)  функция тегиш- 
ли оралнкда монотон усувчи, 
узлуксиз ва дифференциалланув- 
чи функция булсин. Оу $КД2 
(у,  у  + Лу) интервални оламиз ва 

Hl-шакл. уни х = $ ( у )  функция ёрдамида



"к к а  а к с л а н т и р а м и з :  (х, дс + Адс) интсрвални хосил ^иламиз
% { 'ш акл ) .

у' < ц -I- А у)  ьа (дг < X < х +  А дг) ходисалар эквивалент,
' ' П ^  V' < и -Г А и) = Р  (л: < X < х -Г А х) вз, демак,ЯМ-J’ ■ w

р  (ц <" Y <  ч ■  ̂ - Р i x <  X <. х  Д а )lim — 1----— ---- —  — l i m ------------------
A U -.0 Д ч д*-»о Д у

Д у  .С

lim i f {х< Х<х ■ —  ”  W  W  / W  * '  (У)
Л х -.0 , Д *  Д у /
л V —о

Агар / (х) функция монотон камаювчи булса. у холда юкорндаги му-
ло\а A  tap каби

g  (y)«=f (i/)l
ни \осил киламиз. Иккала холни бирлаштирамиз:

g  (У) = f  (И- Ш  I (V) I- (34.5)

I -мисол.  X тасодифий миздор j — -|| интервалда текис так-
сямланган. У' = sin X тасодифий микдорнинг g  (у) га^симш зичлигн-
ни топинг.

L ч и ш. X тасодифий микдориннг / (.г) зичлигини топамнз. X мик- 
ZC,р | _  iL; J интервалда лекис тацснмланган, шунинг учун бу ин

тервал да

 ̂^  л/2 — (—л/2) я* 

бу шпервалдан ташцарида эса /(х) = 0. £/ — sinjc j  — —, — интер
валда усувчн ва, демак, изланаётган зичлнкни топиш учун (34.5) 4ЮР" 
мулани кулланиш мумкин. (у) = arcsinу  булганлиги учун ( у )—

1 I I — i f .  Сунгра f  (дг) =  1/л булгани сабаблн / ($  (у))-= 1/л.
(34.5) формулага асосач у  £ 1 — 1, И интервалда

g  ( у )=  1/л I 1 —у-,  
бу имтервдлдан таш^арнда g  (у) = 0.

• •
Гекшириш: Г g  {у) d y  = — 1 -  — ( —~—  =

J ,  л «1,. I-У* я ь 1
2

= — arcsin у I' 2 я
| о ^ я Т = ■

2) Но мо н о т о н  ф у н к ц и я  б у л г а н  х 0 *1- Зичлиги f (х) булган 
узлуксиз X тасодифий микдор ва у  — Ч (х) функция X мик,дорнинг 
барча мумкин булган кинматлари жойлашган ]а, b[ оралн^да днффе- 
ренцналлан\вчи ва булакли- узлуксиз булсин.

И. *il. )’v,, .t,[..........1-^_,,Ь[шу <р (дг) функциянинг монотонлик ора-



ликларн ва ф, (у) фупкипя <р (дг) функцияга ]а, дг,[ ораликда 
функция, (|-2 (у) функция ф (.V) функцияга )дг„ д„[ ораликда т е а Я  
функция булсин ва рокада. У холда У =  q> (X) тасодифий Ми' *  
нинг зичлиги

Я (У) -  / (Ч  j О/)) | <j j <У) i Ч- /' ( t 2 ( у ) )  j *:> (м) j - f  . . . - f  

+ /(*„ (У)) 1*п  Ш

формула оуйича хисобланншн мумкин. Бу даънони биз исботснз ка
бул кнламнз. я Н

2- мисол.  X тасоди(})нй мицдор тх ва ох параметр.™ нормал та^- 
симланган. Y = X- тасодифий микдорнинг зичлигини топинг.

Е ч и ш .  Бу халда <р (дг) =  дс*. a  =  —  оо, ft =  Ч- оо. у  =  (р (* )= * !  
функция )— оо; + о о [  ораликда монотон эмас. Бироц х£ ]— оо, 0| 
ораликда камаяди ва (у) == — 1// тескарн функцияга эга, J0, +  оо[
ораликда эса усади ва i|'2 (у) = у  тескари функцияга эга. X гасо- 
дифий микдорнинг зичлиги

1 ( х ) = ~ е  2 Я
I 2я

куринишда эканлигини хнсобга олиб ва (34.6) формулани татбик этиб, 
Куйидагннн лосил килам из:

-  ( -  > юг
/ \ 1 2 8  (У) = —=г е

\ 2 л
—  1

+

-  О »)»
I 2 е

2 1 у I 2 л 

~ Т  е  '  ( у >  0).
V 2 л //

35-§. Нормал таксимланган аргумент чизикли 
функциясининг хусусиятлари

X тасодифий микдор
(дс —т х  )« 

х/ (*) —-------—  е
о , | 2 л

зичлик бнлан нормал таксимланган булсин, Y тасодифий мик
дор эса у билан Y=aX + b чизикли функционал богланиш билан 
богланган булсин. Y тасодифий микдорнинг такснмот конунини 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масаланинг умумий ечимида 
Кабул ки>1инган функциялар, унгдаги устунда эса каРа*13ётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштнрилган.
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g  (у) ифодани алмаштирамиз:
\у—(ат х + Ь )]*

1 20,°*
g (у) = — ------7=  е|al охУ 2л

Бу эса
ту = атх - f  b
о у =\а\ах (35.1)

параметрли нормал цонуннинг ^зидир.
Шундай килиб, нормал конунга буйсунадиган тасодифий 

аргументнннг чизицли функцияси хам (35.1) формулалар билан 
аникланадиган нормал конунга б^йсунади.

36- §. Борликмас тасодифий микдорлар йигиндисининг
таксимотн

Илгари биз шу бобнинг 14- § ида нккита дискрет X ва Y та-
содифий мицдорнинг

Z = X +  Y
йигиндисини урганнб, унинг таксимот коиунини топган эдик. 
Агар X ва Y узлуксиз ва богликмас тасодифий микдорлар бу
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равишда f\(x) ва 
f i ( y )  га тенг б^лса, у  холда Z - X + Y  тасодифий микдорнинг 
g ( z )  зичлик функцияси
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формулаларнинг исталган биридан топилиши мумкин. Ага
А в а  i' тасодифий мш-^дорларнннг м ум ки н  и ул га . :  1.;м;мах5) 
манфиймас булса, у холда а ( г ) н и  ушбу формулалар иркала ~ 
Тоанлади:

g  (г) =  f f i  (х) i t (г  —x) dx ёки g (г) = j' /, ( г —у)  /, {у) dy. 
о о

Боглнцмас тасодифий микдорлар йигнндисининг таксимот зич- 
лигини т а ^ и м о т  конунларн композиция си  деб аталади.

Э.уимолликлар таксимот конунлари композицияси яна факат 
параметрларн билан фаркланадиган уша конуннинг узи булса, 
бундай таксимот конуни тургун таксимот деб аталади. Нормал 
Конун тургунлнк хоссасига эга эканлигнни курсатиш кийин эмас: 
нормал конунлар композицияси яна нормал таксимотга эга б^- 
лади (бу компознциянинг математик кутилиши ва дисперсняси 
Кушилувчиларнинг мос равншда математик кутилишлари ва 
дисперсиялар йигиндиларига тенг). Масалан, А ва У' боглик- 
мас тасодифий микдорлар булиб, нормал таксимланган хамД* 
математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равншда а| = 2, 
а 2 = 3, D,= l, D2 -  1,5 булса, у  холда бу микдорларнинг компо- 
знцияси (яъни Z = X+Y иигнндининг таксимот зичлиги) хам 
нормал таксимланган, бунда компознциянинг математик кути- 
лиши ва дисперсняси мос равншда а = 2 + 3 = 5, /) = 1 + 1,5 = 2,5 
булади.

М и со  л: X ва У боглнкмас тасодифий микдорлар курсат- 
кичлн таксимот конунларига эга:

О, — оо < у  < О,

О <  у<  4 -  оо.

Бу конУнлаР,,инг композициясини, яъни Z=X+Y  тасодиф ий 
микдорнинг таксимот конунини ёзинг.

Ечиш.  X ва Y тасодифий микдорларнинг мумкин булган ции-
2

матлари манфиймас. Шу сабабли g{2) — f  f\(х) f  < {2 — х) dx =

f 1(*) = О <  x<  +  00: ft (У) =

- J f

X
'З

4
dx

12 J

*/12 dx = r ‘'U  1 - е- " |г).

Шундай килиб,
О, —  оо <  г <  О,



1 Тасодиф ий аргументнинг функциясига донр мисоллар келтиринг.
> Тасодиф ий аргумент функциясининг м атем атик кутилиши ва дисперсия-

к а идай аницланади? 
сн v 1"-*,. Тч<*п1нЖий аргумент монотон функциясининг такснмот зичлиги

.,з-.й ю п н л яд и г1
5 ,|1та тасодифий аргумент номоноюы функциношиш УйъГйisn-

НИ е3;"н,Г!орМял таксимланган аргумент чизикли функциясининг такснмот к°*
иуНН6̂ Иькита богликмас тасодифий мнкдор йигиндисининг таксимот знчли-

ГИНИ7е3таксимоТ конунининг тургунлик таърифини айтиб беринг.
8' 14.498—14.511, 14.528—14 536- масалаларни ечинг.

Уз-узи и и т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

37- §. Тасодифий ми^дорлар системаси хасида тушунча.
Икки улчовли дискрет тасодифий ми^дор эхтимоллигининг 

таксимот конуни

Шу вацтга цадар биз хар бири битта сон билан анихланади-
ган  тасодиф ий мицдорларни ургандик. Бундай мицдорлар бир 
улчовли деб аталадн: нуцсонли буюмлар сони, тешик диаметри, 
снаряднннг учиш узо^лиги ва бошь^алар.

Бир улчовли тасодифий ми^дорлардан ташцари, мумкин 
булган хийматлари иккита, учта, . . . ,  п та сонлар билан аникла- 
наднган тасодифий мицдорлар хам ургаинлади. Бундай мицдор- 
лар мос равишда икки, уч, . . . ,  п  улчовли тасодифий мнкдорлар 
деб аталади.

Икки улчовли тасодифий мицдор (X, Y) оркалн белгнла- 
иади. .V ва Y ми^дорларнинг хар бири ташкил этувчилар (ком- 
понеитлар) деб аталади. Бу иккала тасодифий ми^дор бир вакт- 
да каралганнда иккита тасодифий мицдор системасини хосил 
килади. Шунг'а ухшаш, уч улчовли (л, Y, Z) тасодифий 
михдор учта X, V, Z тасодифий ми^дор системасини аниц- 
лайди.

1- м и с о л .  Станокда пулат цуймалар штампаланади. Агар 
иазорат цилинадиган улчамлар унинг буйн X ва эни Y булса, у 
Холда икки улчовли (X, Y) тасодифий мн^дорга, агар бунга 
Х5'шимча Z баландлиги хам назорат цилинса, у х°ДДа У4 5'дчов- 
.111 (A', Y, Z)  тасодифий мн^дорга эга буламиз.

Икки улчовли (A, Y) тасодифий мицдорни геометрик нух* 
таи назардан текисликдагн М(Х, Y) тасодифий нухта сифатида, 
яъни координаталари тасодифий нухта сифатида талции этнш 
мумкин.

Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг тацснмот кону- 
ни деб, бу микдорнинг барча мумкин булган цнйматлари вл
уларнинг эхтимоллари pif =  Р(Х  — дг,-. У — у ) ,  * =* 1» 2, =

1, 2, . . . .  m руйхатига айтнлади. Таксимот кону ни одатда жадвал
шаклида берилади.
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(X = дг,-, У = yj) i = I, 2............л; / ' = 1 , 2 ..............m ходисалар
Хар иккитаси биргаликда булмаган х°дисалар!гинг тула гурухини хо
сил цклгани учун

I
Икки ^лчовли дискрет тасодифий мицдорнинг таксимот 

Кону ни ни билган холда уни ташкил этувчиларининг хаР бири- 
нинг таксимот цонунини топиш мумкин. Хацицатан,

( Х = х {, У = У1), ( Х = х {, У = у г)........... ( Х = х {, Y = y J
Ходисалар биргаликда булмаганлиги учун к,ушиш теоремасига кура

р(хО = Р(Х  =  Ху) =  Р(Х  =  Хр У = у ,) +
+  Р ( Х = х г; У = у г) +  . . .  + Р ( Х  =  х<, Y = y J .

р  (дг2), р  (дг,), . . . , р(хп) э.\тимолликларни хам шунга ухшаш хисоб- 
лаймиз.

У ташкил этувчинннг таксимот цонуни хам шунга ухшаш 
топилади.

М и с о л .  Ушбу жадвал билан берилган икки улчовли (X, Y) 
тасодифий микдорнинг X ташкил этувчисининг таксимот к0НУ* 
нини топинг:

• S .  X
1 4 7 8

0 0,10 0,05 0,10 0,15

—1 0,07 0,12 0,10 0,06

4 0,05 0 ,03 0 ,07 0,10

Юкорида айтилганларга асосан X тасодифий микдорнинг так* 
симот цонунн бундай булади:

1 4 7 8

pi 0,22 0,20 0,27 0,31

Текшириш: 0,22 +  0,20 +  0,27 +  0,31 =  1.
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чс к Иккита тасодифий микдор системасининг таксимот
3 9‘ функцияси

Т  я ъ  р и ф. Икки улчовли (X, Y) тасодифий мицдорнинг тац-
......функцияси  деб, у *ар бнр (д. у )  сонлар ж^фгн учуй X
огпиифий мимор X дан кичик ^ийматни ва бунда V тасодифии 

микД°Р у  дан кичик ^ийматни цабул цнлпш з^тамоллилхга
айтилади, яъни

F(x, y) = P ( X < x , Y < y )  (38.1)
Г еом етрик нуцтаи назардан, F (х, у) функция хар бир (х. у )  

нукта уч\’н (X, Y) тасодифий мицдорнинг учи шу (х, у) нуцтада 
бОч'ган пастки чап квадрантга тушншини билдиради (142- шакл). 

F (.V, у )  таксимот функцнясининг асосий хоссаларини келти-
рамнз.

1- х о с с а .  0 ^ F (x ,  у , ) < 1.
Бу хосса F(x, у) функция хар бнр (х, у) нуцта учун бирор 

эхтим олликни  ифодалаши, эхтимоллик эса 0 ва 1 орасида б$-ли- 
шндан келнб чикади.

2- х о с с а .  F(x, у) функция аргументларнинг хар бири буии-
ча камаймайдиган функция, яъни

F ( x 2, у) > F(xv у), агар дг2 > хх булса,
F(x, У2) > F (х, У\)> агар у 2 > у у булса.

Бу хосса геометрик ну^таи назардан жуда аён. ^акицатан, х 
ортиши бнлан (квадрант чегарасннннг унгга сурнлиши билан) 
ёки у  нинг ортншн билан (квадрант чегарасннннг юкорига сури- 
лиши билан) (A’, Y) тасодифий нуцтанинг бундай квадрантга 
тушиш э.\тимоллиги, яъни Р (Х< х;  Y<y) = F(x,y) эхтимоллик 
камаймайди.

3- х ос с а. Ушбу тенгликлар уринли:
F (— 00, у) =  О, F(x, — 00) =  О, F (— 00, — 00) =  0.

Хак,н^атан хам, F(— 00, у) = Р(Х < — 00, Y < у) = 0, чунки 
(X < — оо) мумкин булмаган ходиса булганлиги сабабли (А < — оо, 
У < у) ходиса хам мумкин булмаган х°Диса-

К,олган икки тенглик хам шунга ухшаш исботланади.
4 - х о с с а .  Ушбу тенглик уринли:

F ( -Ь оо; +  00) =  1.

Ха^икатан, (X < +  оо, У < +  оо) му- j у
и,аррар ходиса, шунинг учун

F(+ 00; +  00) = Р(Х <  +  оо;
У <  -f- 00) = 1.

5-х о с с а .  Ушбу тенгликлар уринли:
F(х, + 00) =  Ft (х), F (+  оо; у) =  F.(y),

бу ерда Ft(x) икки улчовли тасодифий 142-шакл.
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in ,d> (6 , d )

.6’» . a

T

мнцдор x  ташкил этувчнсининг та* 1 
симот функцияси, F2( y )  эса У т а ш к и !*  
•»тувчн с и н и н г таксимот <!■■• ш.иняси Ж  

Хахи^атан хам, Y <  +  оо м\те>п*Я
ходиса. Шунинг учун ' =

F ( х, + 0 0 ) =  / > ( * < * ;  К <  - г  оо) =  
=  P ( X < x )  =  F1(x). ' *

143- шакл.

Юь^оридаги тенгликларнинг иккнн- 
члси хам шунга ухшаш нсботланади

6- х о с с а .  (X, Y) тасодифий мик! 
дорнинг х=а, х=Ь, у = с ,  y = d  T yFpH 
чизицлар билан чегараланган t vfd h  

туртбурчакка (143- шакл) тушиш эхтимоллнги

Р(а < X <Ь; с  < Y  < d) = F(b, d) —F (a, d) —
— F(b, c) +  F(a, c) (38.2)

ла орцали хисобланиши мумкин. 1

39-§. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг
таксимот зичлиги

Таксимот функцияси F(x, у )  булган (А’, У) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий мицдорни царайлик.

Т а ъ р и ф. Ушбу

А
тенглик билан аншутанадиган / (х, у)  функция икки улчовли узлук
сиз (A, Y) тасодифий микдор биргаликдаги тацсимотининг зичлиги 
ёки (А', У) система тацсимотининг зич.гик функцияси  деб аталади.

Бу нда F(x, у)  функция иккинчи тартибли аралаш F* (х, у) ^оси- 
лага эга вз бу .\осила бутун Оху текнсликда, чекли сондаги эгри 
чизикларни нстисио этганда, узлуксиз деб фараз ^илинади.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб,
I (д. у} _  ] im F(x — А х, к — Л у) — F <х, I, -f- А у) — F (х +  А дг. у) 4- F (х, у» -

Дх-»0 Д х Дио
эканини исботлаш цийин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

/(*,«/) =  lim ? . ( * < <у +Ау )  < 
дх-»о Ддг-Д и
Аи-*0

Шундай килиб, /(дг, у )  функция *ар бир (дг, у )  нуцтада сон 
жи.\атидан (X, Y) тасодифий ну^танинг элементар тутри турт
бурчакка тушиш э^тимоллигининг унинг юзига нисбатини бу

(39.1)



I II II I

i t

йгпи туртбурчак (X, у )  нуцтага 
^ортилгандаги лнмитига тенг (144- *

ша??о 'п  (Ьопмуладан цуйидагини xo- ****
сйЛ киламиз: (А, У) тасодифий нукта- v  
«пнг учп (-г, У) ну^тада ва томонла- 

\у булган элементар тугри
--- ..t.TtlT *Т —т у р т б у р м а к к а  л у и л ч т  - л ....-....... 4/

б у н д а й  ёзилнши мумкин:
p f t c X < X - f  А г ,  У < У < « /  +  Д < /)=  144- шакл.

=  (/(*. »/) +  е)Длс-Ду, (39.2)
6v ерда Аде-►О ва Д</->-0 да е->0.

Шунинг учун (X, У) нуцтанинг Ох</ текисликдаги бирор D сохага 
тчшиш эхтимоллнги ушбу тенглик билан ифодаланади:

Р  ((X, Y)£D)=  ff / (х, у)  dx dy .  (39.3)
D

(38 2) формуладан фойдаланиб ва F(x, у )  функция *ар бир
(х, у )  нуктада (X, У) тасодифий нуцтанинг учи {х, у )  нуцтада 
булган пастки чап квадрантга тушиш э^тимоллигини берншинн 
хисобга олиб, F(x, у )  таксимот функциясинн (/(х, у )  таксимот 
зичлиги орцали бундай ифодалашимиз мумкин:

F(x, у)±= f f f ( u ,  v) du dv. (39.4)
—  <50 —  ЭО

Энди иккита тасодифий мицдор системаси таксимот зичли- 
гннинг асосий хоссаларини келтирамиз.

1-х ос  с а. Тацсимот зичлиги манфиймас функция, яъни
f (x,  у ) > 0 .

Бу (39.2) формуладан айнан куриннб турибдн, чунки A.v>0, 
\ у > 0, р-кО, тенгликнинг чап томонн эса манфиймас.

2-х о с е  а. Тацсимот зичлигидан олинган икки каррали ин
теграл бнрга тенг:

j  f /(*, y ) d x d y =  1.
— X —оо

Хацикатан, (39.4) формулага асосан, куйидагига эгамиз: 

f \ f(x, y ) d x d y  =  F (+  оо; - f  оо) = 1.
— х) — ?е

М исол. х2 +  у 2 < 4  доирада таксимот зичлиги f(x, у)  = С (2 — 
~ У х г + у-  ) формула билан берилган; доирадан ташк,арида f(x, у) = 
= 0. а) С узгармасни топинг; б) (X, У) тасодифий нуцтанинг марка- 
зи координаталар бошида булган - радиуси бирга тенг дойра ичига 
тушиш э.\тимоллигини топинг.

Ечиш.  г) Тацсимот зичлигининг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:



J I е  (2 — Ух* +  у г ) dx d y  = 1.

Бундан

ГГ (2 — x ' x * + t P ) d x d t t

Кутб коордянаталарга утиб, ^уйидагнн;! ^осил ^чламиз: 

^  1
2 я  2 

j d<p | (2  —  p ) p d p
о о

_3_ 
8 л

Шундай к;илиб,

f(x, у ) =  8л 
О,

(2 — У хг + у* ), х* +  у* <  4,

• б) Тасодифий ну^таньнг айтнлган доирага (D соха) тушиш эхти
моллиги ни (38.3) формула буйича топамиз:

P((X,Y)£D)=j? -  j j  (2 — Vx* +  y 2 )dxdy .  < 3
**+*•<!

Кутб координататарга утиб, изланаётган эхтимолликни топамиз:
2Я 1

Jd<F Jt2—о о
(X, У) снстеманинг таксимот зичлигини билган холда ташкил этув- 

чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:
+°° +00 

Ш  =  j  f(x, y )d y ,  f t ( y ) =  f f ix, y)dx,
— 30

бу ерда (x) тасодифий X микдорнинг таксимот зичлигя, /, (у) эса 
тасодифий Y микдорнинг та^симог зичлнги.

К,уйидагига эгамиз:

Fi(x) — F(x, -+• оо) = j" | f (u,  v )d ud v ,

бундан
+ ®

f i  М  = P'i (х) =  J f  (х, v) do.

Иккинчи тенглик хам шунга ухшаш топилади. 
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У з - у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Тасодиф ий микдорлар системаси таърифини айтиб беринг. .Мисоллар
.„ТИПННГ.' '• Икки Слчовли дискрет таеоднфий мчцдорнинг тзцсняот цонунинн Я1пГ 

~пЛ зт - » ‘!1!л арн яяг тякгимот конунлари кандай  езиладиг 
Л Йк'кп Улчовли тасодифий микдорнинг таксимот функцияси таьрнфнни 

«йтниг. У геометрик нуктан назардан нимани англатади .'
■ I а я мот функциясининг «соснЯ хоссллдрнпа '.if. *с~ лттт. У.ллрпп не

б°т;1' ИГ[{кки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимот зичлнгн кан
дай т а ъ р и ф л а н а д н ?

6 Икки \?лчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг берилган со.\ага тушиш 
эхти м о лли ги н и  з^исоблаш формуласинн ёзинг.

7. Такснмот функцияси зичлик функцияси оркалн кандай ифодаланади? 
в' Икки ^лчовлн тасодифий мнкдор такснмот знчлигининг асосий хосса- 

ларнин айтиб беринг.
9. Икки Улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкнл этувчиларидан ;qap 

бирининг зичлик таксимоти кандай аникланади?
10. 14 378—14.382, 14.389—14 399, 14.404—14.413-масалаларни ечинг.

40-§. Икки улчовли тасодифий микдор ташкил этувчиларининг 
шартли та^симотлари

а) (X, У') та^симот цонуни маълум булган икки улчовли дискрет
тасодифий мнцдор булсин:

X
Y *. хп

У1 Г п Рг 1 Рп\

Уг Pi г Рг  г Рп2

Ут Р\т Р'2т Рпт

Айтайлик, синов натижасида X тасодифий микдор дс,- ^ийматни 
^абул ^илган булсин; бунда У тасодифий мицдор узининг мумкин
булган y lt у г ............у т кийматларидан исталган бирини бирор э.хти-
моллик билан кабул ки.тиши мумкин. Бу эхтимоллик, умуман айт- 
ганда, р ( у )  = Р(У = у )  (бунда / = 1, 2, . . . , т) э.ушмолликдан 
фарк килади.

Купайтириш теоремасига кура:
р(х0 у )  = Р(Х = дг,-; У -  у ,) = Р(Х = дс,) Р (К = у,  | X = *,) =

=  P (*,) P (У, I *,).
бунда р  (дс,, y  't)  — шу X =  дс,- ва У = y i ходисаларнинг биргаликда 
руй бериш эхтимоллнги, р  ( у )дс,) эса У = y f ^одкеанинг X = х, хр- 
диса кузатилгандаги шартли эхтимоллнги. Бу формуладан цуйидаги-
ни хосил киламиз:
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Ушбу

p{*i . У/) 
P (*i )J

Vm
P(Y\X = xt ) Р<У Р(Ут\*1 )

Жадвал Y ташкил этувчининг X — дг,- даги шартли та^симоти 
деб аталади.

Шартли э^тимолликлар йигиндиси бирга тенглигини айтиб утамиз:
/ 1 ч .  / . ч , I / 1 4  Уд , p(xi ' .p(Hi\xt)  +  p iy jx i)  +  . . .  +  р(Ут 1х,) =  . . + -----------  Ш

Р ( * ; )  

Р (*/ • Ут) Р (*[ )

р ( * i )

p ( * i )  p ( * i )
Шунга ухшаш, X миадорнинг тайинланган Y =  y t ( j=\,  2, . . . ,  т) 

цийматдаги шартли таксимот ^онунларини карашимиз мумкин:
. . .  Р (■*/ • У/)

p(xW - ^ r r -  1
1-м и со л. Икки улчовли (X, Y) тасодифий микдор берилган:

X ташкил этувчининг У ташкил этувчи Y =  4 киймат кабул килди 
деган шартдаги шартли таксимот конунини топинг.

Ечиш.  p ( y j  = p{xlt Уз) +  р(хг , у 3) +  р(х3, у 3) +  р(х4, //3) =
=  0,05 +  0,03 +  0,07 +  0,10 = 0,25.

- S = 0'28'

P ( ^ W  = £ ^ ^ = ^  =  °.40.p{y3) 0 , 2 э

Те к  шириш:  0,20 +  0,12 +  0,28 +0,40 = 1.
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Жавоби.

P(Y,K_ 4) j 0.20 i 0,12  j 0 ,28  0 ,40

6) (*'. Y) икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор булсин. Ушбу
Р ( х < Х < х +  b x \ u < Y < y +  ^y )

/ (ДС/У) =  lim  ----------------------- — -------------------------
ДГ-.0 х\у—0

формула билан аницланадиган f(x\y) функцияни X  ташкил этувчи- 
нинг ’берилган Y = у  цийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 
с - ратида X тасодифий микдорнинг Y микдор ] У, у  +  А у [  оралицдан 
Киймат кабул цилди деган шартда ]х, х +  Д х [ ораликда киймат ка
бул цилиш эхтимоллиги турибди.

Купайтириш теоремасига асосан:
, ш  _  Ito, у и < х < « + а ч » < г < у + Д > >  _

Дх-*0 А  *А1/-+0
l im  Р ( х <Х < х +  Д<; у < У < у + А у )  _

д * -о  Д x - P ( y < Y < у-\г Д у)
Ду-»0

.. Р (х <  X  <  х -г Л а. у <  У <  у — А у) ________ 1_________ _  Их, у)
л*-»о Д х Д у  Р (у < Y  <  у  -г  Ду) It (У)
Ду->0 д  ̂

Шундай килиб

/ Ш (40. 1)  
l t (y)

Шунга ухшаш,

f(!/M = 7 7 7  W .2)I lW
ни хосил киламнз. Бу икки формуладан

/(•*. у) =  /*(«/)/СФ).
/(*. (40-3) 

ууносабатларнн х.осил киламнз.
Шартли зичлик шартсиз таксимот зичлнгининг барча хос- 

саларига эга, хусусан,
4-00

f(x[y)> о, С /(x|</)dx = 1;
— оо

f{y\x)>0, f /(y|x)dy =  1.
—00

Бу хоссаларнинг тугрилигинн текшириб к^ришни укувчига тав-
сия киламиз.
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Р ( х  = 41У = 1) =  Р-( —  41 У ° -|) ------------ -------------
'  P( Y=  I) 0 ,0 3 +  0 ,0 7 + 0 ,1 0

Р(Х = 5j Y =  1) =  .Р(* д ?;- У д  '>. = -------- 0 J2 ---------
’  И [У** I) 0 ,0 3 -* -0 ,0 7 + 0 ,1 0

Олинган натижаларни ушбу жадпалга ёзамиз;

0.1

= 0,35,

*
P ( X = Xi)

2
0 ,23

* I *
0 ,17 0 ,60

Я (Х  =  х ,| У '= 1 ) 0 ,15 0 ,35 0 ,50

Жадвалдан куриниб турибдики, Р(Х = xj) Ф Р(Х  =  xt | Y =  1).

Бу эса X ва У тасодифий мицдорлар б о г л щ  деб хулоса чи^а- 
риш учун етарлидир.

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти

Т а ъ р и ф .  X ва Y тасодифий мицдорларнинг корреляция 
моменти (ёки ко вариация си )  деб, цуйидаги сонга айтилади;

Кху — М((Х — тх) (У — mjf).  (42.1)
Дискрет X ва У тасодифий микдорлар учун бу формула уш

бу куринишни олади:

Кхи = Z  lxi — тл) %  — ту) Рц-
{•!

А ва У узлуксиз тасодифий микдорлар учун формула бундай
+ 00 +00

булади: Кху= j  j  (x — mx) ( y  — m } f (x ,  у ) dxdy .

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссалари 
асосида бундай алмаштнрилиши мумкин:

М ((X — тх) (У — ту)) = М (X-Y — mx Y — ту Х +  тх-ту) =
=  М (XY) -  М (mxY) -  М {туХ) +  М (тх ■ ту) = М {X • У) — 

— тхМ (Y )~ m y M{X) + m j n y = М (XY) -  М ±Х) М (У) -  

— И (У) • М {X) +  М (X) ■ М (У) = .И (ХУ) -  М (X) М (У).
Шундай цилиб,

Кху = М (XY) -  М (X) • .И (У). (42.2)
К нинг маъноси ва вазифаснни ойдинлаштнрамиз. Кху кор

реляция моменти X ва У тасодифий микдорлар орасидаги богла- 
нишни,тавсифлашини курсатамиз. Шу ма^садда ушбу теоремани 
яобстлаймиз.

302



Т е о р е м а .  Б огликмас тасодифий мицдорлар учун корреля-
,ич момента нолга тенг.

И с б о т и .  Богликмас тасодифий микдорлар учун M (X Y ) — 
_ \U X).M (Y) эканлигини хисобга оладиган булсак, теорема- 
' исботи (42.2) формуладан дархол келиб чикали. 

н!% -  мнкдор А' ва >' ми^дорларни ифодалайдн! ан улчов 
йирликларига боглик, шу сабабли унинг Узи богланиш курсат- 
®чи б*ла олмайди. Шу мунпсабат билан корреляция моментн- 
НИНГ бу микдорлар уртача квадратик четланишлари кунайтма- 
сига нисбатидан нборат булган улчамсиз микдордан фойдала- 
нилади:

Бу нисбат корреляция коэффициенти деб аталади.
Корреляция коэффнцненти абсолют киймати буйича бирдан 

ортик б^лмаслигини, яъни
-  1 <  гщ <  1 (42.4)

ни исботсиз келтирамиз.
Корреляция коэффициенти таърифидан ва олдинги теоре- 

мадан ушбу теорема келиб чикади.
Т е о р е м а .  А гар X ва Y тасодифий м икдорлар боглицмас  

бдлса, у  \олда уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг.
Бирок бунга тескари хулоса килиш мумкин эмаслигини айтиб 

утамиз: микдорлар хатто функционал богланган б^лса кам» 
лекин уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг булиши 
мумкин. Масалан, X  микдор таксимоти ординаталар Укига нис
батан  симметрик жойлашган булсин, демак, М (Х ) =  0. С^нгра
Y = А- булсин. У колда А' нинг симметриклигига асосан,

Af (КХ) -  М  (Xs) =  0 =  М  (Х) М (К)
ва, демак, Y  мнкдор X нинг функцияси булишига карамасдан, 
Кху = 0 хамда гху = 0.

Т а ъ р и ф .  Корреляция моменти (ва, демак, корреляция 
коэффициенти ^ам) нолга тенг тасодифий микдорлар корреля- 
цияланмаган м ицдорлар  деб аталадн.

С^нггн теоремадан куринадики, тасодифий микдорларнинг 
богликмаслигидан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чикади, ундан кейин келтирилган мисолдан эса тескари тасдик- 
нинг, ум ум ан  айтганда, т$три эмаслиги келиб чикади.

Пировардида яна бир теоремани келтирамиз, у  тасодифий 
микдорлар орасидаги богланишни тавсифлашда корреляция 
коэффицнентининг ахамнятнни яна кам батафсил ойдинлаш- 
тнриб беради.

Теорема. Агар Y  тасодифий мщ дор X  тасодифий микдорнинг 
чизицли функцияси, яъни Y  = а Х  +  b билса, у  ,\олда агар а  >  0 
Ъулса, rxy =  1, агарда а <  0 бдлса, у  %олда гху =  — 1 бдлади.



И с б о т и. К унидагига эгамнз: К жу =  М  ((А' - т х) ( У  — т ))
=  М  ((X  -  т х) (а Х  +  b — а т х — Ь)) =  а.М  ((А  -  т хУ) =  aD {X);

Д(У) =  D (аХ -+ Ь) =  аг D (X ) =  а2 о;; о , =  |а[ • о,.

Б у натижаларни (42.3) формулага цуйиб, цуйидагшш оламиз:

а-о* _  17 _ | !, а> 0  да.
"  '  °Ж о,, ~  ~Ыо*х ~  'а\ ~  \ —  а  <  0  да.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли дискрет тасодифий микдор ташкил этувчиларининг шарт.
ли тацснмотлари цандай топилади? Мисол келтирииг.

2. Икки Улчовли узлуксиз тасодифий микдор таш кил этувчиларининг 
шартли таксимотлари к а н дай топилади?

3. Кандай тасодифий микдорлар боглиц, ^андай тасодифий микдорлар 
боглицмас деб аталади ?

4. Узлуксиз тасодифий микдорлар боглицмаслигининг зарурий ва етарлн- 
лик шартини ва  ундан келиб чицадиган натижани айтиб беринг.

5. Корреляция моменти таърифини айтиб беринг. Корреляция коэффици
ента деб нимага айтилади?

6. Боглнцмас тасодифий микдорлар учун корреляция коэффициенти ни
м ага тенг?

7. Корреляция коэффициенти цайси чегараларда узгариши мумкинлипиш 
курсатинг. Чизицли боглиц тасодифий микдорлар учун корреляция коэффи
циенти нимага тенг?

8. К андай тасодифий мицдорлар корреляцияланмаган деб атал ади ? Та- 
соднфий микдорларнинг корреляцияланмаганлиги билан боглицмаслиги ораси- 
да  ^андай богланиш борлигини кУрсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422-масалаларни ечинг.

43- §. Марков занжирлари. Утиш эхтимолликлари

26- § да борлицмас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Бернул
ли схемасп ва полиномиал схема царалган эди.

Энди борлиц снновлар кетма-кетликлари билан танишамиз. 
Ех, Ег, ндишлар туплами берилган ва хар б!ф ндиш*

га £ „  £ ,.........£ * , . . .  белгили 1иарлар солинган булсин. /-идиш-
дан Еь белгили шарни олнш эхтимоллиги pjk булсин.

Биринчи синовда б1пта идиш танланади. £,• идишни танланиш эх* 
тимоллиги pi га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 
олинади, агар бу шар Ef белгили булса, у холда кейинги ш?р Е/ 
идишдан олинади ва хоказо.

Равшанкн, (Ek Ekt . . . EkJ  идишлар кетма-кетлигининг пайдо
булиш эхтимоллиги

р № к , Е к, ■ ■ • Ек )  \ = Рк, Рк.к, Pktk, • • • Ркп_\ кп- (431)
Бу нднш моделини умумлаштирамиз. Синовнинг мумкин булган на- 
тижалари туплами £ „ £ , , . . . ,  Ек, . . .  ни а̂ранлик. Синов бошида
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г  £ м . . . натижаларнинг э^тимолликлари мех: равишда р1г
Р.. С-*' ’ * *
:  . . .  л .  • •• 6улсин-

т  а ъ  р И ф. Бир жинсли М арков занжири деб, *ар бир нав-
паги енновнинг натижаси фацат ундан олдинги синовнннг 

зти ж зеи га ги н а  боглиц булган синовлар кетма-кетлигпга айтп-

"3 1  Ш у и  дай килиб, .\ар Сир синовлар жуфти (£,, £*) га pik шартли 
эхтимоллик мос келади, яъни бирор синовда Ек натижанинг олдин- 
ги синовда £,• натижа рун берди деган шартда рун берншининг шарт
ли эхтимоллнги pik га тенг.

У холда иккита, уч та , тур тта  ва хоказо  синовлар мос нати- 
ж а л а р  кстм а-кетликларининг эхтимолликлари уш бу ф ормулалар 
билан берилади:

Р  {(£,-, £*)} =  PiPlk,

/>{(£,., Е ,, Ek)} =  pip i lpjk, (43.2)

P  {(£/• Ej, E k, £r)} =  Pi Pi) Pjk Pkr 

P  {(£/,. E it, E lt, . .  . , £ ,n)} =  pi% P i j t • • • Pin_ Lin •

1- м и с о л .  Тасодифий кучишлар. Тугри чизицда иккала то- 
монга чексиз давом этадиган бутун нуцталар кетма-кетли- 
ги ...—2, 1, 0, 1, 2 ,.. . да  кучишни ь^арайлик. Бир цадамда зарра 
ф ацат цуш ни бутун нуцтага кучиши мумкин б^ленн. Бундай 
тасодиф ий кучиш Марков занжири булади, шу билан бирга 
бунда k ^ i  +  1 булса, pik =  0.

Агар £ „  £ , ............ Ек, . . . натижалар туплами тула гурух; хосил
цилса, у  холда биринчи синовда Ек нинг руй бериш эхтимоллнги 
уш бу шартни цаноатлантиради:

V  р" _  i ( Р к >  о барча k лар учун. (43.3)
к

А гар бирор синовда £,• натижа руй берган булса, у  холда кенин- 
ги енновда £ j,  £ „  . . .  натижаларнинг исталган бири руй бернши 
мумкин, демак, Р ц +  Pi2 +  Pik +  • • • =  Pik >  исталган
i да.

Мумкин булган Ек натижалар одатда системанинг мумкин булган 
холатлари деб аталади. Агар л-синов натижасида Ек руй берган бул
са, у  холда п- кадам Ек холатга келтирди деб айтнлади, pik эхтимол- 
лик £,• дан Ек га утиш эхтимоллнги дейилади.

И стал г? н натижалар кетма- кетлигннинг эхтимоллигини (43.2) фор
мула буйича хисоблаш учун э.\тимолликларнннг бошлангич тацеимоти 
Pi ларни ва £. холатдан Ек ,\олатга утиш эхтимолликлари pjk ларни 
билиш лозим.
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Pjk э.\тимоллнклар утиш эхтнмолликлари деб аталади па y u f l  
утиш эхтнмолликлари маприцаснни хосил ^илади: ^

/ Р п  Р\г • • • Р\к • • ■' 
р  _  I Р п  Рп. • • • Pzk

КРц Г,2 • • • Рц ■ ■ ■

Утиш эхтнмолликлари матрицаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицанинг элементлари манфиймас ха мда Ха Р бир сагрдаги 
элементлар йигиндиси (43.3) шартга асосан 1 га тенг.

Элементлари бу шартларни ^аноатлантирадиган матрица 
стохастик матрица деб аталади. Истаган стохастик матрица 
Утиш матрицаси булиб хнзмат цилиши мумкин.

2 - м и с о л .  Система иккита холат: £[ ва £ 2 дан фацат бит- 
тасини олиши мумкин булсин. £ , ^олатдан £ 2 холатга утиш 
эхтимоллиги р га  тенг, £ 2 холатдан эса £ , холатга утиш эхти
моллиги q  га тенг, у  холда утиш эхтнмолликлари матрицаси

куринишда булади, чунки хар бнр сатрдаги элементлар йигин
диси 1 га тенг булиши керак.

М азкур  схема ушбу тасодифий кучншлар модели оркали 
ам алга  оширидиши му.мкин.

Зарра бирор тугри чизиц буйлаб узгармас тезлик билан ха* 
ракатланади, бироц ха Ра1<ат йуналиши тусатдан узгарншн м ум 
кин, шу билан бирга агар зарра унгга томон х а Ра катл ан аётган  
булса, у  холда Ха Ра ка т  йуналишинннг узгариш эхтимоллиги 
ва^тнинг ха Р бир моментида узгарм ас ва р  га тенг. Агар зарра 
чапга томон х а Ра катл ан аётган  б ул са , у холда х а Ра кат  йунали- 
шининг узгариш эхтимоллиги ва^тнинг ха Р бир моментида q га 
тенг. Шунга мувофиц, х а Ра « а т  йуналишинннг сакланиш эхти- 
молликларн унг томон х аракатда I—р га, чапга томон ха Ра кат- 
да  эса  1— q га тенг.

3 -м и с о л .  Ютилишли тасодифий кучнш. £ 0, £ ,,  . . .  , EN, . . .  
системанинг барча мумкин булган холатлари булсин. £ 0 ва Еы х°* 
латлардан ташцари исталган £, х°латдан ё £ 1+| холатга р эхтимол
лик билан, ёки £,•_, холатга 1 — р — q эхтимоллик билзн утиш 
мумкин.

Агар k Ф  i  ± 1 булса, система £,• х°латдан Ек холатга ута ол- 
майди.

Агар система £ 0 ёки EN холатга тушган булса, у  доимо узгар- 
май ^олади.

Бу холда утиш эхтнмолликлари матрицаси цуйндагича булади»
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Б ун дай  схема зарранниг [О, N] кесманинг нукталари буйича 
•учиш модели орцали ам алга  оширнлади, бунда зарра исталган 
ички п уц тадан  битта цадамда фа^ат кушни иу^таларга кучиши 
vvмкнн, кесманинг охирларида эса зарранинг ютилиши юз бе- 
ради Агар зарранинг харакати берилган k £ [О, N) нуцтада 
бош ланса, у холда бошлангич эхтимоллик таксимоти ушбу кури
нишда булади: .

Р к =  1; Pi =  0 . * *  k - 

Агар бошлангич халат тасодифий танланса, у  хатда бошлангич
эхтимоллик тацсимоти рк =  формула билан берилади.

iV -j" 1

4 4 -§ .  Лимит эхтимолликлар хакидаж теорема.
Стационар х°латлар

рц эхтимолликлар снстеманинг битта кадамда £,■ холатдан E j хо- 
латга утиш эхтимоллигини белгилайди. Системаиинг £,• x°*iaTi aH 
Е. холатга роса п та хадамда утиш эхтимоллигини ptff ор^али бел
гилаймиз. У холда ft") эхтимоллик системанинг бошлангич , холати 
Ei булган шартида л-хадамда Еf холатга тушчшининг шартли эх- 
тимолидир.

Эхтимолликларни цушиш теоргмасига асосан p\V эхтимоллик Е с 
дан Ej га олиб борадиган барча п та цадамли йуллар эхтимоллик- 
ларн йигиндисига тенг. Чунончи

1*1} =  Pin

P̂ ii =  Pi\ P\i +  Pi2 P y +  ■■■ +  Pih P k i+  • • • +  Pin Pnl =
N

=  1  PikPkr 
*=1

-Математик индукция усули буйича уш"5у умумий фзрмулани исбот 
килиш мумкин:

(44. D
!*-i

Ана шу математик индукция усулидан яна бир марта фойдаланиб,



—  f'ik Г к/ 
*= I

эканлигинн исботлаш мумкин. Бу тенгликни бундай талкин 
мумкин: агар система биринчи п та ^адамдан сунг оралиц Ё хо̂ та1*1 
га эришган булса, у  >̂ олда Еь холатдан кейинги Е{ .^олатга 
эхтимоллиги Ек .^олатга ^андай эришилганлигига богли^ эмас 

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:

(44.2)

Р(п) =
\  W  ■ ■ ■ № , )  ( 4 4  3 )

(44.1), (44.2) ва (44.3) генгликларни матрица шаклида ёзиб. куйила- 
гини оламиз: v  щ т

т = р ,
Р(2) =  Р Р  =  Р>

Шундай килиб,

Р ( п + \ )  =  р . р п = р + \

Р(п +  т )  =  Р т Р п =  p n+m,

Р(п) =  Р". (44.4)

1 - т е о р е м а .  Агар бирор п0 дан бошлаб Р п’ матрицанш и
барча Рц элементлари м усб ат  булса, у  %oida ушбу лимитлар  
мавж уд:

lim pfff =  и,.
п^с 1‘  1 (44.5)

(44.5) сонлар ли м и т э.щимолликлар деб аталади.
2- т е  о р ем  а. ик ли м и т э.\тимолликлар уш бу тенглам алар  

■системасини каноатлантиради;
о N

к=\
N

uk =  ^ i P ik, к = Т Д  (44.6)
i=i

Э с л а т м а .  (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш-

U  =  U P, бу ерда U  =  (ы„ иг, . . .  , и„), (44.7)

Т а ъ р и ф . их, и2, . . .  , uN э^тимолликлар тацсимоти стационар
так си м о т  деб аталади.



5- м и со л .  р{, ■ ■ ■ I PN бошлангич эхтимоллик та^симоти булсин, 
. „ — нолинчи сиьовда £.• натижанинг эхтимоллигн. У холдаr l  т

системанинг л-к^адамда Ек ^олатга утишннинг шартсиз эхтимоллнги
Tj - a  эхтимоллик фсрмуласига кура

№ =  ^PtP'fk  
f - i

(44.8)

га тенг.
^<араён тайинланган с ,  >;олатдан бсшланади деб хисоблаимиз, 

у холда P i=  I; Рк =  0, k ф I. У х,олда (44.8) формулага асосан 
р(п) _  j/n) п ортиши билан бошлангич таксимотнинг таъсири сусайиб 
боришини сезиш мумкин. Ха^ицатан >;ам, 1-теоремадан ушбу лимит- 
ларнинг мавжудлиги келиб чикади:

lim р*р •■= lim р'[$ =  ик.
П—¥ ос Л-* 00

Бирор шартларда бошлангич тацсимотдан цатъи назар Ек ^олатнинг 
эхтимоллиги ик га интилади.

Иккинчи томондан, агар бошлангич таксимот стационар, яъни 
рк = ик, k =  1, N булса, у  холда (44.8) дан

^  =  ик ьа /*»> = ик

булиши келиб чикади.
Стационар жараённинг физик маъносини англаб олиш учун бир 

хил турдаги тасодифий кучадиган N та ззррачани тасаввур этайлик. 
п-кадамда [Ек хрлатда буладиган заррачалар уртача сони N p^  га 
тенг. Лимит тесремага кура л-*- оо да

N/ф \ \ .

Агар вацтни дискрет ва 0,1,2, . . .  , п, . . .  кийматларни 1\абул 
^илади деб ^исобласак, у ^олда узоц вацт утиши бнлан зарра- 
лар туплами мувозанат ^олатга келади, яъни х.ар бир ало.хида 
зарра доимо кучиб турса-да ва бу якка тартибдаги жараён учун 
лимит теорема ^еч цандай натижа бермаса-да, лекин .\ар бир 
дискрет BaiyT моменти t да  Е к ^олатларнинг хар бирида бул
ган зарралар сони ам алда  узгармас булади ва тацрибан Nuk 
га тенг.

6- м и с о л. Ютилишли тасодифий кучишни ^араймиз. Утиш 
эхтимоллари матрицаси ушбу куринишда булади ( 3 - мисол):

1 О О О . . .  ООО'  
q 0 р 0 . . .  О О 0 \ 

р = \ йч  Ор  . . .  ООО (44 9)

О О О 0 . . .  q 0 р I 
\0 0 0 0 . . .  О 0 1/
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Лимит теореманинг кулланилиш шарти />'?.•» >  0 пи текшкрнш Жу1  
Кииин. Бирок бу царалаётган мисолда стационар э.\тиматликлапиЭ 
топиш учун (44.6) теигламаларик ощкор куринишда ёзиш мумкии*
(44.7) формулага асосан U =  U  P, бу ерда Р —  (44.9) матри"
^шоу тенгламалар систсмасини хосил киламиз: 1

ui  =  “ i +

=  ри% +  quA,

“ аг= Р “ аг-1  +  “ аг
ат

V  ut- =  1 булган лиги учун бу система U — (ы,, 0, 0, . .  . ,  Ujv) ечим- 
*-1
га эга: ы, ва иы лар их 4- их =  1 шартдан тапланадн. Шундай ки
либ, ютилишли тасодифий кучиш албатта стационар ^ататга эга бу
лади.

Уз-узини текшириш учун саволлар

! .  Бир жинсли М арков заижири таърифини айтиб беринг.
2. Утиш эхтимолликлари матрицаси нимага тенг?

■ 3. Бир жинсли М арков занжирига мисол келтиринг.
4. Стохастик матрица кандай аницланадк?
5. Ei холатдан п  та  кадам да  Ef х °л атга  утиш шартли эхтимоллигини 

хисоблаш учун формулани келтиринг.
6. Лимит э-угимолликларнинг м авж удлиги  хакидаги  теоремани айтиб бе

рннг
7. К андай таксимот стационар таксимот деб аталади?
8. Лимит эхтнмолликларни хисоблаш хакидаги  теоремани айтиб беринг.
9. Бир жинсли М арков занжнрннинг бир холатдан иккинчи холатга бир 

кад ам д а  утиш эхтимолликлари матрицаси

_ /0 ,2  0 ,3  0 ,5 \
Р =  0 .3  0 ,2  0 ,5  

'0 ,5  0 ,3  0 , 2 '

булса, уни бир холатдан 2- холатга 4 кад ам д а  Стиш эхтимолликлари матрица- 
сини топинг.

45-§ . Бош туплам. Танланма ва уни косил килиш усуллари

М атематик статистика — статистик маълумотларни туплаш, 
гурухларга ажратиш (агар улар ж уд а  куп булса) ,  уларни 
та^лил килиш усулларини ишлаб чикнш ва шулар асосида ху- 
лосалар чикаришдан иборатдир. У ёки бу ходисаларнн (ж а . 
раёнларни) математик статистика усуллари билан урганиш 
фан ва техника илгари сурадиган ж уд а  куп масалаларнн хал 
этишда му.\нм омил булиб хизмат кнлади.



Бирор аломатига кура текшириш лозим булган бир жинсли 
й  к т л а р н н н г  Катта бир гурухини ^араймиз. М асалан, маъ-

0 !м т\ рдаги ма^сулот стандартлнкка текшириляпти. Равшанки, 
‘.!'.*пг>ат учун шу турдаги ма^сулотнинг ^аммасннн ёппасига
т е к ш и р и ш  куп лолларда максадга  мувофнц эмас, чунки тек 
шириш натижасида ма^сулот исроф булиши ёки яро^сизлани- 
11И! мумкин. Бош^а бир мисол сифатида а^олининг сони, ул ар 

нинг ёши буйича тацсимланиши, миллий таркиби тугрисида 
маълумотларни талаб цилувчи ижтимоий-ицтисоднй тадбир- 
парнй режалаштиришни олиш мумкин. Бу маълумотларни iIhfhuj 
V4MI .\ар Ю йнлда а.\оли руйхатга олинади, яъни ялпи текши
риш утказилади, долган вацтларда эса зарур маълумотни 
йигиш учун танланма суровлар утказилади. Текшнришнинг 
бундай усули танланм а ус у л  дейилади.

Тскширилаётган аломат буйича урганиладиган барча объ- 
ектлар туплами бош туп лам  дейилади. Бош тупламдаги объ- 
ектлар сони унинг цажми  дейилади. Бош тупламнинг ^ажми 
чекли ёки чексиз булиши мумкин.

Танланма туп лам  ёки танланм а  деб текшириш учун олин
ган объектлар тупламига айтилади. Танланмадаги объектлар 
сонн унинг цажми  дейилади.

Агар танланма туплам бош тупламнинг деярли барча хусу- 
сиятларини узнда сацласа, у  э^олда бундай танланма репрезен- 
татив (ваколатли ) танланм а  дейилади.

Катта сонлар цонунндан танланма репрезентатив булиши 
учун у тасодифий булишлиги келнб чицади. Агар танланма 
репрезентатив булмаса, у ^олда танланма устида чикарнлган 
хулосани бош тупламга татбиц цилиш нотугри хулосага олиб 
келишн мумкин.

Танланмалар тузилишига кура иккига булннади: такрорий 
ва нотакрорий танланмалар. Агар танланган объект кузатнш ут- 
казилгандан сунг бош тупламга кайтарнлса, танланма так
рорий танланм а  дейилади. Бунда хар бир танланган объект 
кейинги танлашда такрор иштирок этишн мумкин.

Агар кузатнш учун танланган объект бош тупламга ^ай- 
тарилмаса, танланма нотакрорий танланм а  дейилади.

Танлаш усулларига кура танланма тасодифий, механик, ти
пик ва серияли танланмаларга булинади.

Бош тупламдан объектлар таваккалига бнтталаб олннадн- 
ган танланма тасодифий танланм а  дейилади. Тасодифий тан- 
ланмани цуйидагича ^осил цилиш мумкин: агар бош туплам 
зажми чекли булса, унга кирувчи объектлар номерлаб чици- 
ладн. Сунгра номерлар ёзилган карточкалар яхшнлаб аралаш- 
тириладн, кейнн таваккалига бнтталаб, п га карточка олинади. 
Бош тупламнинг танланган номерли ,\адлари тасодифий тан- 
ланманн ташкил этади.

Номерланган п та карточкани танлаш учун, шунингдек, та- 
содифий сонлар жадвалидаги кетма-кет келадиган п та сондан 
хам фондаланиш мумкин.
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Бош тупламдаги объектлар механик равишда бир 
гуру^га булиниб, сунгра *ар бир гуру^дан биттадан объеИ ■ 
олиш оркали хосил килинган танланма механик танланм а ' 
йилади. ®

Механик танланма кунинча репрезентатив 65'Лмайди. м а 
салан, технологик жараённннг узига хослиги туфайли 
унннчи деталь энг сифатсиз булса. у холла боит т у п л а м - ж Н  
олинган 10% ли механик танланма мазкур нартиядагн ярЯЯВ 
сиз деталларнинг аниц пропорциясини нот>три акс этти 
ради.

Бош тупламдаги объектлар намунавий узаро кесишмайдиган 
«сернялар»га ажратнлган булиб, хар бир’ сернядан тасодифий 
танланма олинган булса, бундай танланма намунавий танланма 
дейилади.

Масалан, пахта тозалаш заводига 100 та бригададан пахта 
келтврилади. Агар келтнрнлган пахтанннг сифатини текшнпиш - 
учун хар бир бригаданинг махсулотидан таваккалига 5% дан 
олинса, бнз намунавий танланмага эга буламиз.

Бош тупламдаги объектлар узаро кесишмайдиган «серия- 
л ар »га  ажратилган булиб, танланма бир нечта сериялар- 
дан иборат булса, ундай танланма серияли танланм а  дейи
лади.

Масалан, ю^орида келтирилган мисолда 5% бригада тан- ' 
лаб олиниб, уларнинг ялпи ма^сулоти текширилса, бунда се- j 
рияли танланмага эга буламиз.

46- §. Математик статистиканииг асосий масалалари

Айтайлик, бош тупламнинг А' белгисини урганиш талаб ^и- 
линаётган булсин. Бу X белги тасодифий микдор сифатида 
тал^ин ^илинади. Агар ми^дорий белги урганилаётган булса,
А тасодифий ми^дорнннг цнймати белги ^иймати билан бир 
хил булади, агар енфат белгиси урганилаётган булса, X тасо
дифий миьудорнинг циймати 0 ва 1 кийматларни цабул цилиши 
мумкин, масалан:

v  _  / I, агар «сифатли» булса,
~  10, агар «сифатсиз» булса,

Фараз ^илайлик, X  белгилн бош тупламнинг таксимот функция-
си F(x) булсин. У .ухтда п улчовли (X,, Х2............. Х п) тасодифий
вектор п хажмли танланма булиб, унда Х (- тасодифий микдорлар 
(купинча) узаро боглицмас ва бир хил F(x) та^симотга эгадир. Тан- 
ланманинг тажрибада кузатилган ^нйматини (дс,, х2, , хп) билан 
белгилаймиз.

Энди математик статистиканииг асосий масалалари билан танн- 
шиб чикамиз.

1. (дг,, х2, . . . , хп) танланманинг кузатилган к,ийматидан ({юй-



тшиб, X  белгили бош тупламнинг номаълум тацсимот функция
м и  бахолаш.

\\атематпк статистиканинг ушбу масалани ечнш билан шу- 
^.^танувчи б?лими нопараметрик бахолаш  назарияси  деб ата-

ЛаД'1 Ф араз цилайлик, X белгили бош тупламнинг таксимот 
A vккцяяси  k та номаълум параметрга боглиц булган аниц ку-
ринишдаги функция булсин. (x it x t .......... хп) танланмашшг ку-
затилган ^ийматидан фойдаланиб, k т а  ноъмалум параметрлар- 
ни бахолаш  математик статистиканинг навбатдагн масаласидир.

.М атематик статистикада бу масалани ечиш билан шугулла- 
нувчи булим параметрик бахолаш  назарияси  дейилади.

3. Фараз цилайлик, баъзи муло^азаларга асосланиб X бел
гили бош тупламнинг таксимот функциясини F (х) деб хисоб- 
лаш мумкин булсин, шу F (х) функция ^аци^атан х.ам X бел
гили бош тупламнинг тацсимот функциясими ёки йукми деган 
савол статистик гипотеза ^исобланади.

У ёкн бу гипотезани текшириш учун танланманннг куза-
тилган (Jfi, х2............ х п ) кийматидан фойдаланилади. Агар олин-
ган маълумотлар ^а^ицатан э^ам назарий жи^атдан кутнлган 
маълумотлар билан мос келса, у ва^тда уша гипотезани цабул 
цилиш учун асос булади, акс ^олда гипотезани цабул цилишга 
асос булмайди.

Математик статистиканинг бу масалани ечиш билан шу- 
гулланувчн булими статистик гипотезалар назарияси  дейилади.

47-§. Вариацион цатор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз цилайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот функцияси 
F(x) булиб, (дс,, х2, . . .  , x j  тупламдан олинган танланманннг куза- 
тилган циймати булсин. Кузатилган х, к,ийматлар варианталар дейи
лади. $сиб боркш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

вариацион цатор дейилади.
Агар танланмада дс, варианта л , марта, дс2 варианта л2 марта,

. , хк варианта пк марта (бу ерда л, +  п2 -j- . .  . +  пк =  п) куза

тилган булса, у  холда л,, п2........... пк сонлар ч астоталар , U ?=  -^-(t =

=  1, 2, . . .  , к) сонлар нисбий ч а с т о т а м р  дейилади.
Танланманннг статистик ёки эмпирик тацсимоти деб вари

анталар, уларга  мос частоталар ёки нисбий частоталар руйха- 
тига айтнлади:



1-м и сол . Танланма частоталарининг эмпирик тацсимоти берилган-
—  1 О

Нисбий частоталар эмпирик тацсимотини топинг.
Ечиш . п =  пх +  л2 +  п3 +  п4 =  5 +  3 -j- 7 - f  5 =  20.

" .- £ - 0 .2 5 ;  Г , - А , о , 1 5 ;  W , - ± - 0,35; Г .= А « о ,25.

*1
от

1 2

Wi 0,25 0,15 0,35 0,25
Шу билан бирга

0,25 +  0,15 +  0,35 +  0 ,2 5 =  1.
Т аъ р и ф . Варианталарнинг л: сондан кичик булган кийматлага 

нисбий частотаси ;

Гп(х) =  1 *
п

эмпирик так си м от функцияси дейилади, бу ерда п — танланманинг 
\ажми, пх — х  дан кичик булган варианталар сони.

2 - м н е  о л. Куйидаги эмпирик таксимот берилган:

xi - 1  0 1 2

Wt 0,25 0,15 0,35 0,25

Эмпирик тацсимот функниясини тузинг ва унинг графигнни чизинг. 
Ечиш :

0, агар — 1 булса,
0,25, агар — 1 <  х  <  0. булса,
0,25 +  0 ,15=0,4 , агар 0 < C x <  1 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 =  0,75, агар 1 <  х  <  2 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 =  1, агар х  >  2 булса. 

Топилган цийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик таксимот функцияси X  белгили бош тупламнинг номаъ- 

лум Fix) таксимот функциясинннг тацрибий ь^иймати сифатида кара- 
лиши мумкин.

Ха^йкатан >;ам, Бернулли теоремасига кура 
l i m ( P ( l F ; ( x ) - F ( x ) | < e ) = lо

экани келиб чикади.
Эмпирик тацсимот функцияси, таксимот функциясинннг барча 

хсссаларнга эга:
1 . O ^ F - ( x ) ^  I.
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145- шакл.

2. ‘ (х) монотон камаймайдиган функция.
3. Агар хх энг кичик варианта ва хк энг катта варианта булса,

у  холда

' * • « “  I t
булади.

О, агар х  <  х х булса, 
агар х >  Хк булса

48- §. Полигон ва гистограмма

Ч астоталар полигоны, деб кесмаларн (х", п,), (х*, п г), . . .  , 
(л*. nk) нуцталарни туташшруечи сйшц чизи^ца айтилади. Частота
лар полигонини ясаш учун абсциссалар уцига дс) лар;ш, орди- 
наталар у^ига эса уларга мос п( чаггогаларнн цуямиз. Сунгра (х*. 
П() ну^таларни кетма-кет туташгириЗ, час го га л ар пэлигонини хосил
киламиз. ,

Нисбий частотга.гар полигони деб кесмаларн (х*, W\), (х2, W 2),
■ , (x ’k, И^) нукталарии туташтирувчк синод чизиц^а айтилади. 

Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар уцига х ( лар- 
Hif, ордчнаталар уцига эса мос равишда W7, нчсбий частоталарнимуя- 
миз. Сунгра (х*, U7- ) нуцталарни кетма-кет туташтириб, нисбий час
тоталар полигонини хосил циламиз.

1-м и с о л .  Ушбу эмпирик тацсимотнинг нисбий частоталар по- 
тигонини ясанг:

•
xi —2 0 I 3

w ( 0 .1 0 ,3 0 .2 0 .4

ь  -1 и ш ,

(146- шакл).>- шакл;.
Кузатншлар сони кагта булганда ёки X узлуксиз белги булган-



146- шакл.

да гистограмма ясаш мацсадга мувофщдир. Бунинг учун X  белги- 
нинг кузатиладиган кнйматлари тушадиган оралик, бир хил h узун- 
ликдаги Д(- интервалларга булинади ва хар бир интервал учун л*— 
At интервал га тушган варианталар сени топилади.

Ч астоталар  гистограммаси деб ясослари h узунликдаги интер-
валлярдан, бгпандликлари эса - У  , i  =  дан иберат булган гур-

ри туртбурчаклардан тузилган погонаенмон шаклга айтилади.
\ Нисбий частоталар  гистограммаси деб ассслари h узунликдаги

интерваллардзн, бал?ндликлари эсд —  =  — , i =  1, k дан иборат
A nh

булган тутри туртбурчаклардан тузилгян псгснасимон шаклга ай- 
тилади.

2 - м и с о л .  Ушбу танланманннг частоталар ва нисбий частоталар 
гистограммясини ясанг:

А»
1
( - 2 0 ;  - 1 5 ) ( - 1 5 ;  -1 0 ) ( -1 0 ,  - 5 ) ( - 5 ;  0) (0: 5) (S; 10) (10; 15)

Я/ 2 8 _ 17 24 26 13 10

W, 0,02 7,08 0,17 0,24 0,26 0,13 0,1

Е ч и ш . h = 5

( - 2 0 ;  - 1 5 )  j(—15: - 1 0 ) (—10:—5) ( - 5 ;  0) (0: 5) <5; 10) (10: 15)

Jh.
h

0,4 1.6 3,4 4,8 5,2 2.6 2

Vi
h 0,004 0,016 0,034 0,048 0,052 0,026 0,020

Берилган танланмалар асоснда частоталарнннг (147-шакл) ва нис
бий частоталарнинг (148-шакл) гистограмма*нни хосил кнламиз.
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147- шакл.

148- шакл.
\ '

'  Таърнфга кура нисбий частотэлар гистограммасннинг юзи

. у у 1 - У \ ^ - ± У п 1 - + п -
jm d  h  jm d  1 я  n  n/= 1 i - l i=l 7=1

эканини курамиз.
Равшанки, агар нисбий частоталар гистограммасннинг учла- 

рнни силлиц чнзиц бнлан туташтириб чн^сак, бу чизнц та^ри- 
бан X белгннинг тацсимот функциясига мос келувчи тацсимот 
зичлигининг графигини акс эттиришини курамиз.

Агар танланма ^ажмини орттнрнб, ннтерваллар узунлиги 
h ни нолга интилтирсак, таксимот зичлигйнинг графигига борган 
сари я^инлашамнз.
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1. Бош т^плам ннма?
2. Танланмага таъриф беринг.
3. Танланманинг кандай  турларнни биласиа?
4. Варнацион каторга мисол келтиринг.
5. Эмпирик таксимот функцнясига таъриф берннг.
5. Эх.".;!рик таасинот фуньцимсинмнг графиги кандай  курннншга эга?
7. Полигон ва гистограмма кандай ясалади?
S. 25.1— 15.21-масалаларни ечннг.

49- §. Таксимот функцияси параметрларининг ну^гавий
ба^олари

Фараз килайлик, X белгили бош тупламнинг таксимот функция
си F(x, 0) булиб, 0 — номаълум параметр булсин. Х „ X , ...........X
шу бош тупламдан олннган танланма булиб, .................хп тан-
ланманинг кузатилган киймати булсин.

Т аъ р и ф . Танланманинг ихтиёрий L (X U Х г, , Х п) функция
си с та ти сти к а  дейилади.

Куйида куп учрайдиган статистикаларга мисоллар келтирамиз.

1 -м и с о л .  X =  у i Х( — танланманинг урта киймати.
1-1П

2- м и с о л .  S i = —  (Х[—X)2—тенгламанинг дисперсияси.
п jtm i

Нуктавий бахолашда номаълум 0 параметр учун шундай 
L ( X Х г, . . .  , Х п) статистика ь^ндирнладики, L (xlt хг, , хп) 
ни 0 параметр учун i акрибий циймат деб олинадн. Бу холда 
^  (^ i .  X ,, . . . , Х п) статистика 0 параметрнинг ба.\оси дейилади.

П
3- м и с о л. X  =  ~  X- — танланманинг урта цнймати X  бел

гили бош туплам математик кутилиши а  =  М  (X) нинг бахоси сифа- 
тида каралиши мумкин. Бу холда а  нннг такрибий киймати сифатида

X =  —  олинади.п Jh d
1—1

50- §. Бахоларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тугрисида
тушунчалар

L(X„ X ., . . . ,  Х п) статистика номаълум 0 параметрнинг бахоси бул
син. Бундан маълумки, номаълум параметр учун купгина бахолар 
мавжуд экан. Бу бахолар дан цанеи бирн 0 параметрга яцнцроц эканини 
билиш учун бахоларнинг айрим талабларни каноатлантнриши тек- 
ширилиши лозим.

1 -таъ р и ф . Агар M L (X,, . . . , Хл) =  0 шарг бажарнлса» 
И Х г, . . Х п) бахо 0 параметр учун силжимаган 0а.\о дейилади.



Си тжимаган ба.\о систематик хатолардан ^оли булишга ка^юлат
бсради.

fl
, т е о р е м а .  Х  =  — V x ,  бахо X белгили бош туплам матема-

fl

- тнтиитиинг силжимаган бахосидир.
ТШ'И с б о т и .  М ( Х ) = а  булсин. Х „  X ,............ Х„ .шр узаро боглш;-
„лс ва бир хил та^симланганлиги учуй М  (X J  =  М  (X J  =  . . .  =  
= М (Х„) =  а  булади. _

М а т е м а т и к  кутилишиинг хоссаларидаи фоидаланио, цуии-
д а г и г а  эга буламиз:

т  -  « ( т  ^ ) - т  •v,S v ' - t S a ,(X ‘>- ' v ' m " 0'
f . l  i - l  /“ I

п

демак, М(Х) =  о, яъни X =  —  V  X,- ба^о а =  М(Х) учун силжи-

маган ба.\о булади. _
Силжимаган баз^о ба^оланаетган параметр учун ^ар доим 

хам яхши яцинлашншлар беравермайди. Шунинг учун батога, 
шунингдек, асослилик ва самаралнлик талабларн хам ^уии-
лади.

2- т а ъ р и ф  Агар L (X „  X , ............Х„) 0 параметр учун ба.^о
булса ва ^ар кандай к >  0 учуй

lim Р{\Ц Хх, . . .  , Х„) — 0 К е )  =  1 (50.1)
дв

тенглик бажарилса, L (X „ X 2 , . . ,  Хп) ба^о 0 параметр учун асосли 
бахо дейилади.

2 - т е о р е м а .  L(X\.............Х„) ба\о 0 параметрнинг асосли ба-
хоси бйлиши учун

М  (L  (X j................Х„)) = 0, (50.2)

lim D(MX!......... *„)) = 0 (50 3)
П--*оо

булиши епшрлидир
Теореманинг исботи Чебишев теоремасидан келиб чикади.

П
3 - т е о р е м а .  Х = —  V . X ,  ба^о а  =  М (Х) учун асосли ба\о

пп __
i-1

булади. _
И с б о т и .  Юкорида 1- теоремада М ( Х ) = а  булишини курсатган 

эдик. Шундай килиб, (50.2) шарт бажарилади. Сунгра, дисперсиянинг 
хоссаларидаи фойдаланиб,



ЛИ лрСЯЛ ^НЛйМИЗ.

Бу ердан Iim£>(X) =  lim = 0
Л—► оо п~* эо П

я
экани келиб чикади, яъни ~Х =  - i V x , -  ба^о а =  М (Х ) учун асос-

>1
ли ба.-^одир.

3- т а ъ р и ф . Агар
lim M (L (X t ............ X n)) =  Q

Л—> 00

уринли булса, L (X lt . . . ,  Х п) ба^о 0 параметрнинг асимптотик сил- 
жимаган ба^оси дейилади.

Л

4 - т е о р е м а .  S 2 =  (А,-— X )2 ба.\о X  белгили бош mtjn-

ламнинг дисперсияси учун асим птотик  силжимаган бауосидир.
И с б о т и .  Х и Х г , . .  . ,  Х п тасодифий миедорлар узаро эркли 

ва бир хил таксимланган, яъни

М (*,.) =  я, D (*,.) =  о1, / = Х ^  

булгани учун *амда математик кутилиш ва дисперсиянинг хоссалари-

Л

M (S -) =  M (x i - * ) j  =  о* -  =  О* • - 2 3 L  (50.4)

эканини, яъни S 2 о2 дисперсия учун асимптотик силжимаган ба.^о 

Игл М  (S 2) =  lim —  о* =  о2
Л—►оо Л-*оо Л

б^лишинн курамиз.
4 - т аъ р и ф . 0 параметрнинг иккита силжимаган ............ )

ва £ ,(Х , ............Х п) ба.\олари берилган булиб,

D ( M * , ............ X n) ) < D ( L t (Xl ..............А'„))
тенгсизлик бажарилса, Ll (Xl ..............Х п) ба*о Lt {Xv  . .  Х п) бато
га нисбатан самаралирок; бацо дейилади.

Берилган п ^ажмли танланмада энг кичик днсперсияга эга 
булган ба^о сам арали  ба%о дейилади.



51-§ . Танланманннг тузатилган дисперсияси
П

Олдинги параграфнинг 4- теоремасида S* =  (X А ) *  бахо
! =1

туплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган бахо экани
«Сосатилган эди.

У ерда

М (S*) =  —  а 2 
fl

ф ормула исботланган эди.
Бош туплам дисперсияси учун силжимаган ба^они *осил 

^илиш да тузатилган танланма дисперсиядан фойдаланилади:
П

S a =  — Ц  У ( Х , —  Г )* .  (51.1)
п— 1 jmd

Х,ак^атан хам

/*|

=  м  ( - J L - S * ) =  _ !L_ .M (S*) =  - 2 -  • —  -а* =  о*
\ п — 1 ) п — 1 п—1 п

булади. Шунинг учун S 2 бахо о2 параметр учун силжимаган ба^о 
булади. Худди S* ба.^о каби S 2 ба^онинг хам а2 учун асосли ба^о 
эканнни курсатиш мумкин.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ну^тавий бацога таъриф беринг.
2. К,андай ба*о силжимаган ба^о дейилади.
3. Силжимаган батога мисол келтиринг.
4. Асосли батога таъриф беринг.
5. Асимптотик силжимаган батога таъриф беринг.
6. Асосли батога мисол келтиринг.
7. Танланманннг тузатилган  дисперсияси ^андай аникланади?
8. 15.24— 15.54- масалаларни ечинг.

52- §. Математик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар *акида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси. Нуцтавий ба.\о тегишли 
параметрнинг танланма маълумотларига к^ра сонли ^иймати- 
ни беради, лекин у мазкур ба.\онинг ани^лиги ва ишончлилиги 
тугрисида фикр юритишга имкон бермайди. Шунинг учун 6a>jo- 
нинг ишончлилиги тушунчасини киритиш маънога эгадир.

(Xlt Х 3, . .  . , Х п) X  белгили бош тутамнинг танланмаси булиб,
унинг та^симотн бирорта 0 параметрга богли^ булсин.
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Z(XltX„ . . x n) 0 параметр учун бахо булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар исталган а > 0  учун шундай 6 >  0 топищ муц. 

кин булсакн, унннг учун
P(|Z(Xlf X ,............Хп) 0 1 <  6) =  1 а  (52.1)

б\-лса. у  холда ] Z — б. Z 4- 6[ тасодифий интервал 0 параметрнинг
] '_а  шиончлилик даражали ишончли интервали д е й и л а д и ------

j z  —  б, 1  -г £>[ ишончли интервал, шун чнгдек, ишончли 
хам аталади. 6 сон ба^онинг аницлиги дейилади. ^

] 2._6, Z +  6 [ ишончли интервал 0 параметрни , 1 — а  эхтимол
билан ^оплайди деб айтилади.

Берилган а  учун б цанчалик кичик б^лса. Z оа^о шунчалик 
аниедо^ буладн, а  ^анчалик кичик б^лса, бу ба.\онинг ишонч-
лилиги шунчалик катта булади.

2. Математик кутилиш а учун ишончли интервал. А белги-
си нормал таксимланган бош т^пламни цараимиз, б\ тацси- 
мотнинг <т2 дисперсняси маълум булсин.

Бу та^симотнинг математик кутилиши а учун ишончли ин-
тервални топамиз. п

X  белги нормал таксимланган булгани учун X =  —  \^Х,- \ам
/ = |

нормал таксимланган, шу билан бирга, X учун параметрлар цуйида- 
гича:

М(Х) =  a, Д Х ) =  — .
Л

Нормал таксимланган тасодифий микдорнинг бе|)илган интер-; 
валга 'туш иш  э.угимоли цуйидаги формула билан ифодаланади;

Р(\Х — а 1< б )  =  2Ф(б'о).

Бу формулани X тасодифий микдор учун цуллаб, топамиз:

Р(\Х — а\<Ь)  =  2 ф ( Ь j  ~^=). (52-2)

t =  деймиз, у  -холда 6=  булиб/ (52.2) формула

Р(\Х— а \ < - ^ )  =  2 Ф (0
I п

ёки
p ( x - “L < a < X +  Л = .) =  2Ф(() (52.3)

\ | п г  п ]

куринншга келади.
Шундай цилиб, ишончли интервал

1 х _ 4 =, х  +  - ^ [  (52-4)



дан иборат булади. Бу ердан j X  — ~L, X  +   ̂тасодифий ин

тервал а параметрни 1— а  =  2Ф (0 эх,тнмол билан 4=г- аникликда

к0тзш и келиб чикади.
\оснл ^илинган формулалар танланма хажми ортиши би- 

1аН бахолаш аницлиги ошишини курсатади. Бунда агар 1—а  
кшончлйлик орттирилса, натнжада t параметр ортади ва де
мак, бахолаш аннцлиги камаяди .

М и с о л .  Нормал тацеимланган бош тупламдан олинган тан
ланма берилган, бунда о=  1.

i xi i xi ( xi i xt

1 — 1,90 9 0,40 17 0,98 25 —0,32
2 1,37 10 0,69 18 — 1,38 26 —0,42
3 -0 ,8 9 11 -0 ,9 0 19 1,48 27 0,77
4 -0 ,1 3 12 0,15 20 -0 ,6 5 28 0,08
5 0,15 13 0,90 21 1,10 29 0,17
6 -0 ,7 9 14 0,82 22 0,30 30 0,87
7 —0,96 15 1,53 23 -0 ,1 3
8 1,55 16 -0 ,3 4 24 — 1,90

Математик кутилиш учун а= 0 ,0 4  ишончлилик дараж алн  
ишончли интервални топинг.

Ечиш.  X =  0,087 ни топамиз. 1 — а  =  2 Ф (/) тенгликдан Ф(0 =  
= 0,48 ни х°сил киламиз. Жадвал буйича: t =  2,06. Шунингдек, 
п =  30, а =  1, у  холда

б =  -*Д= =  == 0,376.
>' п i  30

Шундай цилиб, ишончли интервал ] —0,289; 0,463 [ дан ибо-* 
рат. Б у — параметрнинг х а ХиХи^ Хи|,мати 0,96 эхтимол билан 
Хосил цилинган интервалда ётишини билдиради.

Агар бош туплам нормал тахеимотга эга булмаса (52.3) 
формула тугри булмай колади, бироц п-*~оо да марказий лимит

П

теоремага кура X  =  — X,- тасодифий микдор таксимоти X- нинг

дисперсияларн чегараланган ва о2 га тенг булса, нормал тацеимотга 
интилади. Бу — п катта булганда (52.4) ишончли интервал а матема
тик кутилиш учун ишончли интервалнннг якинлашиши булиб хиз- 
мат хилиши мумкннлигини билдиради.

Агар о2 номаълум б^лса, п катта булганда (52.3) формула- 
ларда о2 ни унинг бахоси S 2 билан алмаштнриш мумкин ва 
ишончли интервалнннг яхинлашиши сифатида

X —
У п

-а* Г 
v i r  L
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интервални к^раш мумкин, бу ерда /п_, а  Стъюдент тацсимотининг 
жадвалидан олинади.

СО С 14 '11ЧПН1* тоьги UATUIJ TQU П а III 
%J%J '  й I  U k iM p iiit t  u i^ w u n tw  « *ЙП»1 д  ш

Тацсимот цонуни номаълум булган X белгили бош туплам
нинг етарлича катта п ^ажмлн танланмасн берилган булснн.

Биз X белги билан бир хил таксимланган узаро богликмас 
компонентларга эга булган тасодифий вектор сифатида царала- 
ётган (Xlf X t, . . . , Х я) танланма назарнй тацснмотнинг матема
тик кутилиши ва дисперсияси учун ба^олар олишга имкон бе- 
ришини курсатган эдик. Умумий муло^азалардан фойдаланиб, 
назарий та^симотнинг куриннши тугрисида фнкр пайдо цили- 
шимиз керак.

Марказий лимит теорема X белгининг нормал тацснмотга 
буйсуниши учун зарур буладиган шартларни таърифлашга нм- 
кон яратади, у холда бу ^онунни топиш масаласи иккита а  ва 
а  параметрни аницлаш билан ечиладн. Бу параметрлар учун 
танланманннг урта цийматини ва танланманннг тузатилган дис- 
персиясини ^абул хилиш мумкин.

Агар X белги фацат мусбат бутун сон цийматларнн цабул 
цилса, танланманннг урта ^иймати ва танланманннг тузатил
ган дисперсияси бир-биридан унча фарх ^илмаса, X тасоди
фий мицдор Пуассон цонуни буйича таксимланган деб фараз 
цилиш мумкин, у бнтта к параметр би.тан аницланади. Бу 
Холда Я учун танланманннг урта циймати X ни олиш керак.

Белги узлуксиз булган х°лда гистограммани ясаш керак. 
Маълумки, у таксимот зичлиги эгри чизиги тутрисида тушун- 
ча беради. Баъзан гистограмма назарий таксимот маълум бул
ган цонунларнинг бирортаси билан бир хил булади деб фараз 
Хилишга имкон беради.

54- §. Эмпирик таксимотларни текислаш

X  белгисининг та^симоти номаълум булган бирор бош туп- 
ламдан п хажмли танланма ажратамиз. X тасодифий мицдор 
бирор F (x )  ^онун буйича таксимланган дейишга асос бор деб 
фараз циламиз. ___

т (- назарий ч а с то та  деб X  = x it i =  1, k ходисанинг

Pt =  Р (Х  =*Х[)

эхтимоллик билан п та эркли синовларда руй бериш сонннинг 
математик кутилишнга айтилади.

Эркли синовлар (тажрнбалар) схемасига кура тасодифий 
Х = х .  ходисанинг п та эркли синовларда руй бериш сони би- 
номиал ^онун буйича таксимланган, унинг математик кутили
ши эса хуйидагига тенг:



mi =  M (X ) =  nPi. 

щ ........... mk частоталар наэарий ёки текисловчи частоталар

прЛИЛаДИ. _ „ Г ,га
^ белги узлуксиз оулган ^олда ислгипип» j — •

рНш цитервали узаро кесишмайдиган

la l> P lL  f al '  PsJ i • • • * l*t» P/1* • • • • Pd
интервалларга булннадн. Мос *олда

p. =  Р (а,- <  X <  Р,)

деб белгилаймиз. Танланма олдингндагидек чекли ва л *ажм- 
га эга булгани учун назарий частоталарни

т { =  прс =  n(F  (Р,) — F (а,))

каби хнсоблаймиз.
1- м и с о л .  Бош тупламнинг X белгиси нормал тацсимлан- 

ган деб фараз ^илишга асос булсин. Текисловчи т,- частота
ларни топиш талаб ^нлинади.

Е ч и ш .  Таърифга кура
т . =  npt = P ( i i < X <  р,).

Нормал таксимот учун тасодифий ми^дорнинг берилган ин- 
тервалга тушиш э^тимоли

Р(а,- <  X  <  Р.) = Ф  ( - ~ ^ )  -  Ф ( - ^ Р - )

формула билан хисобланади^_ а ва о микдорлар номаълум булгани 
\ чун уларни мос равишда X ва 5  бахолар билан алмаштнрамиз- 
Натижада узил-кесил цуйидагига эга буламиз:

м , ' ~« ( ф ( ) ) '

Назарий частота т ,-  ларни топиш учун нормал та^симот- 
нинг зичлиги формуласидан фойдаланиш мумкин.

(х -  а)1 
, —  20*

М -  е
У холда

Р ( а,- <  X <  р() =  hf(Xi), 

бу ерда дс.- — »- интерЕалнннг урта ну^таси. У  холда
(X I —  а )*



бу ерда а  ва сг ларни мос равншда уларнинг танланма бауэлари 
X  ва 5 J билан алмаштнриб, цуйидагига эга буламиз:

nhi
т.- — ------ «ш ьь6

бу ерда

«« =
®i+P(—2 X

2 S

2- м и с о л .  Мингта хотии-цизнинг буйига кура тацсимоти бе
рилган:

БУйи (см) Хотин цизлар соии БУ*и (см) Хотин цизлар сони

1 3 4 -1 3 7 1 1 5 5 -1 5 8 186
137— 140 4 158 -161 121
1 4 0 -1 4 3 16 161 -164 53
1 4 3 -1 4 6 53 16 4 -1 6 7 17
1 4 6 -1 4 9 121 167— 170 5
1 4 9 -1 5 2 193 170 -173 1
1 5 2 -1 5 5 229 Жами 1000

Тацсимотнинг назарий цонунини танлаиг, унинг параметр- 
ларини топинг ва частоталарнинг назарий цаторини ^исобланг.

Е ч и ш .  Тацсимотнинг гистограммасини ясаймиз (149- 
ш акл) . _ I

Белгининг ^иймати учун ннтервалларнинг урталарини олиб, 
танланманинг уртача цийматини хисоблаймиз:

Х  =  153,5; S* =  28,1; S  =  5,3.

Берилган белги нормал ^онун буйича таксимланган деб на
зарий частоталарни хисоблаймиз:
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186 3 0 ,5 7 0 ,3410 193
121 6 1,13 0 ,2107 119
53 9 1.7 0 .0940 53
17 12 2 .2 6 0.0310 17
5 15 2 ,8 3 0.0073 4
1 18 3 ,4 0,0012 1

0\ JJ5.5 !36.5 141.5 Hi. 5 

150- шакл.

771.5 X

Эмпирик частоталар полигонини ва назарий нормал эгри 
чизицни ясаймиз (150 -ш акл).

К.аралган мисолда эмпирик ва назарий частоталарнинг бир 
хил эмаслигини курамиз.

Бу бир хил булмасликларнинг ^айсн биринн му^им, цайси- 
ларинн му^им эмас деб ^исоблаш керак?

Бунда мос келмаслнк кузатиш натижаларининг тасодифий- 
лиги ёки назарий та^симотнинг танланиши билан тушунтири- 
ладими? Назарий такснмот ^онуни тугри танланганлигнни ^ан- 
дай текшириш мумкин?

Бу саволларга ^уйида жавоб беришга ^аракат киламиз.

55- §. Математик статистикада фойдаланиладиган 
та^симотлар

1. Озодлик даражалари k булган х2 таксимот.
Та ъ р и ф.  Агар k та узаро бсгли^мас нормаланган Л тасодифий 

микдорлар нормал таксимот га эга булса, у  >рлда уларнинг квадрат-
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лари йигиндиси х2 =  V  X] нинг так,симотн оэодлик даражагари k
Т̂ \

булган х2 гпацсимот дейилади. х2 тацсимотнинг зичлиги:

бу ерда Г (jc) =  \ t* 1 е 1 dt — гамма- функция.

ft-»- оо да х* таксимот математик кутилиши ft ва дисперсняси 2ft

кутилиши у 2k— 1 ва дисперсняси 1 булган асимптотик нормалдир. 
X2 та^симотнинг озодлик даражалари k <  30 булса, унинг к,иймат
лари жадвалдан топилади, агар озодлик даражалари k >  30 булса, 
уни нормал ^онун билан етарлича ани^ликда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент та^симоти. X  — нормаланган нормал та^сим- 
лангаи тасодифий микдор, У эса озодлик дараж алари  k булган 
X2 тацсимотга эга тасодифий мицдор. Агар X ва Y боглицмас 
булса, у холда

тасодифий мицдор /- таксимот ( ёки k озодлик дараж али  Стъю
дент тацсимоти) га эга дейилади. t таксимот ft-»-oo да  асимпто
тик нормалдир. t- тацсимотнинг зичлиги:

3. Фишер та^симоти. Агар X ва У — богли^мас тасодифий 
мицдорлар булиб, улар ft, ва ft2 озодлик дараж али  х2 цонун бу
йича таксимланган булса, у  холда

тасодифий микдор F та^симотга (ёки k\ ва k2 озодлик д а р а ж а 
ли Фишер та^симотига) эга дейилади. F та^симотнинг зичлиги:

p h W  - 2 2е х  , х >  0 да,
2*/2 Г (к/2)

булган асимптотик нормалдир. У =  — тасодифий микдорнинг та^-
2симоти k -*■ оо да математик кути.тиши ва дисперсняси — булган асим-
k

птотик нормалдир. У  =  У 2 х2 нинг та^симоти ft-*-ос да математик

Т = Л

*±!
2

Х/к1
Yik]



р », k. w  =

бу ерда X >  0 да С, =

О, х <  О,
х(*,-2)/2

1* ^ +  *,)<*>+ *«>/2
-, х >  О,

Г (*!/*) Г (*!*)
2 =  log V F  таксимот (£„ А:*) озодлик даражаин г- таксимот дейн- 

лади.

56-§ . Дисперсия учун ишончли интервал

Айтайлик, (Х и Х 2............Х „) X белгили бош тупламдан олин
ган танланма булиб, номаълум о2 дисперсияли нормал та^си- 
мотга эга булсин.

Ушбу
nS*—

0а
тасодифий микдор (л— 1) озодлик даражалн *2 тацсимотга эга 
эканини, шу билан бнрга бу тацсимот X тасодифий мицдорнинг 
математик кутилишига боглиц булмаслигини исботлаш мумкин.

Энди х2 тацсимотнинг жадваллари буйича берилган а  ва 
озодлик дараж алари  сони п— 1 буйича шундай х' ва х  ларни 
топамизки:

(56.1)

(56.2)
У холда

Сунгра цуйидагига эга буламиз:

< * « * ) -

(56.3)

5 | JL t s  | ишончли нитервалга

эга булиши келиб чицади, бу ерда х ва х ' лар (56.1) теигликлардан 
ани^ланадн.

(56.3) дан а  параметр

У з-у  з и н и т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Назарий тацснмот цаидай танланади?
3. Назарий частоталар ^андай ^исобламади?
4. М атематик кутилиш учун ишончли ннтервални курсатинг.
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5 Дисперсия учун ишончли интервални курсатинг.
6. Назарий нормал эгри чизик Цандай ясалади ?
7. 15.151—15 205- масалаларни ечинг.

57 §. Гипотезаларни статистик текшириш

Купинча X белгили бош тупламнинг номаълум такснмот цо- 
нунин» билиш керак булади. Агар таксимот конуни бирор 
йин F (x ) куринишга эга деб тахмин цилншга асос булса, 
холда ^уйидаги гипотеза илгари сурилади: X белгили бош туп- 
лам аниц F (x )  куринишли таксимот цонунига эга.

Агар таксимот ^онунининг куриннши маълум, аммо унда 
номаълум параметр булса, номаълум 0 параметр танин 0О 
цийматга тенг деган гипотезани цуйнш мумкин. Шундай цилиб, 
бу гипотезада ran тацсимотнинг номаълум параметри ха кида 
боради.

Статистик гипотеза деб номаълум таь^симотнинг куриннши 
Ха^идаги ёки маълум та^снмотнинг номаълум параметрлари 
Хацидаги гипотезага айтнлади. Нолинчи (асосий) гипотеза деб 
илгари сурилган Н0 гипотезага, конкурент (зи д) гипотеза деб 
эса нолинчи гипотезага зид булган Я , гипотезага айтнлади.

Асосий гипотеза тутрн ёкн нотутри булиши мумкин.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гипотезани кабул 

цилнш ёки цабул цилмаслик хаь^идагн ^оидага айтнлади.
Бу цоида х у й и д а г и д а н  иборат. Бунинг учун ^андандир

Z (X ............Х п )статистика олиниб, унинг (аннц ёки такрибий)
тацсимоти асосий гипотеза уринли булганда топилади. Сунгра 
статистиканинг ^ийматлар со^аси иккнга ажратилади. Агар 
статистиканинг кузатилган Z (x ,, . . . .  х п ) »\иймати бу со^алар- 
нинг бнринчисига тушса. И0 гипотеза ^абул 1\илинади, агар нк- 
кинчисига тушса Н0 гипотеза цабул цнлинмайди. Биринчи 
соха гипотезанинг цабул цилиниш со^аси, иккинчиси эса критик 
со%а дейилади.

Z (X U . . . ,  Х п ) статистиканинг цабул цилиши мумкин булган 
барча цийматлари бирор интервалга тегишли булади. Шу са
бабли критик со>;а ва гипотезанинг к;абул килиниш со^асн ^ам 
интерваллар булади. Уларни ну^талар ажратиб туради. Бу 
нуцталар критик нуцталар  дейилади ва Z kp билан белгила
нади.

Критик со^алар ь^уйндагича булиши мумкин:
а) унг томонлама критик co.^a:

7. >  ZKp:
б) чап томонлама критик соча:

7 <  7** ^кр»
в) икки томонлама критик соха:

ззо



2 (X,, Х2..........Х„) статистиканннг критик сохага тушиш э^тимоли
а  унинг аницлилик дараж аси  дейилади.

' Гипотезани статистик текшириш натижасида икки хил ха-
тога йул к$’йиш мумкин.

Биринчи тур хато шуки. бунда тугри гипотеза рад этилади.
Иккинчи хато шуки, бунда нотутри гипотеза кабул кили-

нади.
Критерийнинг цуввати деб конкурент гипотеза уринли бу

лиш шартида Z критерийнинг критик сохага тушиш э.угимоли- 
га айтилади. Критерийнинг цуввати ^анча катта булса, иккнн- 
чи тур хатога йул ^уйиш э^тимоли шунча кичик булади.

58-§. Пирсоннинг мувофик,лик критерийси ва унинг 
^улланилиши

(X,, Х2, . . .  , х „ ) танланма берилган булиб, унинг асосида 
бош тупламнинг F (х) таксимот функцнясини аницлаш керак
булсин.

Мувофицлнк критерийси деб тацеимот функциясинннг ум у
мий куриниши ха ^иДагн Но гипотезани цабул цилиш ёки рад 
этншга имкон берадиган критерийга айтилади.

Мувофицлик критерийларидан бири — Пирсон критерийсини 
цуриш учун X белги ^нйматларининг $згариш со^асини Д|, Д2> 

. . . , Дл интервалларга буламиз.
pt-— тасодифий микдор X нинг Д, интервалга тушншининг наза

рий э^тимоли булсин: р,- =  Р  (X £ А,). Бу эхтимел Нв гипотезадан 
келиб чи^к,ан ,\олда .^исобланади, яъни X тасодифий микдор F (х) 
тацеимот функциясига эга деб фараз кили на ди.

л, — хажми л булган (X,, Х2, . . ., Х„) танланмада X белгннинг
Д,- интервалга тушган кийматлариникг сони булсин. Бунда

Р\ +  Р2 +  • • • +  Рк =  >.

П\ 4* + . . . + пк = я.
Мазкур >;олда л(- .\одисанинг, агар унинг эхтимоли р,- га тенг 

булса, я  та синовдагн частотасини билдиради. л,- математик кутилиши 
лр(- ва дисперсняси лр,- </,- =  лр(- (1 — р,) булган биномиал крнун буйи
ча таксимланган.

Агар танланманинг ,\ажми етарлнча катта (л > 30 ) булса, 
та^симотни тацрнбан нормал тацеимот деб олиш мумкин.

Ушбу

тасодифий мицдорларнн цараймиз.
Бу тасодифий микдорлар асимптотик нормал таксимланган 

ва ^заро ^уйидагн муносабат билан богланган:
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тацсимот буйича тацсимлангандир.
n —*■ оо да х2 таксимот асимптотик нсрмалдир.
Энди Пирсоннинг мувофицлнк критерийсини цуйидагича

таърифлаш мумкин.
Бэрнлган а  аниклилик дарзжаси ва f  таксимот учун жадваллар-

дан ха нннг
Р (Х г > х а) = а

буладиган критик цийматларн топнлади. Танланма маълумот- 
ларнга кура х2 критерийнинг кузатилган ^иймати ^исоблана- 
ди, агар у циймат ^абул ^илиш со^асига тушса, яъни х~<*<* 
булса, Н0 гипотеза ^абул цилинади ва бош туплам F (х) тац- 
симот функциясига эга деб ^исобланади, агар Х‘ >*® булса, у 
холда Н0 гипотеза рад этилади.

Агар п > 30  булса, ха критик циймат нормал та^симотдан
фойдаланиб топилади.

Э с л а т м а .  Агар__назарий частоталарни ^исоблашда а ва
о2 уриига уларнинг А ва S 2 ба^оларидан фсйдаланиладиган б\л*
са, у *олда

„ =  V  ПР1>'
jm d  пр,
/ = 1

статистика тацрибан (к—3) озодлик даражали х2 таксимот 
буйича та^симланади.

59-§. Колмогоров критерийси

X белгилн бош туплам Еа хажм и п га тенг булг?н (Х1( X , , .  . 
Х п) танланма берилган булсин.

F* эмпирик таксимот функцияси булсин.
Н0 гипотеза бош туплам F (х) таксимот функциясига эга 

деган гипотезадан иборат.
К,уйндаги статистикани царайлнк:

Dn =  шах | F (x) — F'n (дс) |-
X

А. Н. Колмогоров исталган узлуксиз F (х) функция учун 

lim Р (Dn < - j = )  =  K (k )
П~*оо \ I /1 /

Я.Ч2



W n n % in ri* y i)H  к о и it-пииги kv h h  т а ш к  кили над и:
A  УНУИ Л^£»д1>а^1*1иидли и е р н Л Га а  0l> u iiit iy iii.u ii\  ~ »w w- * ........ ......... *.........  ] ....... 9f !' #ж_--.г f4**-----

танланма маълумотларига кура Dn нинг ^иЛмати топилади.
КАгар Dn <  булса, Н0 гипотеза кабул цилинэди.

» я

Агар Dn >  - 4 г  булса, F (х) — бош тупламнинг тацсимол функ-
V «

цияси деган гипотеза рад этиладн.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Критерий туш уичасига таъриф беринг.
2. Гипотезаларни текшириш нимадан иборат?
3. Гипотезаларни статистик текширишда цандай хатоларга й?л к^йиш 

мумкин?
4. Пирсоннинг мувофицлнк критерийси нимадан иборат?
5. Колмогоров критерийси ^андан таърифланади?
6. 15.296—15.311-масалаларни ечинг.

60- §. Функционал ва статистик богланишлар

3 4 -  § да тасодифий микдорлар орасидаги функционал 6 o f - 
ланиш царалган эди.

Амалда тасодифий микдорлар орасидаги ^атъий функцио
нал богланиш ж уда  камдан-кам .^олларда кузатилади, чунки 
тасодифий микдорларнинг цийматлари купгина тасодифий 
омилларга богли^дир.

А ва У тасодифий ми^дорларга таъсир этадиган тасодифий 
омиллар ичида умумий омнллар булган доллар тез-тез учраб 
туради.

А — тасодифий омиллар: z,, г2..........zk, их, . . ., ип ларнинг функ
цияси, У  эса г , , z2.......... zk, v ...................  тасодифий омилларнинг функ
цияси булсин, яъни

X  — / (Z|, z2, . .  zk, Uj, . . un)

У — S (*|, 22...........z„, t'|..............vm).
Бундай ^олда А ва У тасодифий микдорлар статистик (ё  
стохастик) богланган  дейилади.

Статистик богланншда тасодифий мицдорлардан биринирг 
узгариши бош^а тасодифий микдор таксимот ь^онунининг у'зга- 
ришига олиб келади. Тасодифий микдорлар орасидаги с т а ти с т  ik 
богланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида уР а-

тенглик уринли булишини исбот цилди, бу ерда

\ 333



ниладн. Корреляция назарнясининг иккита асосий масаласи 
бор.

1. Корреляцион богланиш шаклини аншупаш.^

лаш.

лтгп^ттит^п?
1 utuMUY****

V Т *2 "ТТТ?®*?!
.ит.г vrrfivгчтт^птт

«Шу * гт  1<«Лж4ят1йпигя
равишда урганиш ало^ида цизи^нш уйготади.

61-§ . Регрессия чизи^лари

Икки улчовли (A', Y) тасодифий мицдорни цараймиз. Бир 
тасодифий микдорнинг бошь^а тасодифий микдорнинг узгари- 
шига таъсирини текшириш учун А тасодифий мицдор тацсимо- 
тининг шартли цонуниятлари Y тасодифий мицдорнинг тайин- 
ланган 1\ийматларида ва аксинча, ^аралади.

(X, У) дискрет тасодифий мнкдор ушбу таксимот жадвали орк,а-
ли берилган булсин:

Ч  X

Х\ *1 • • хп v  Р <«г  V

У

У1

Уг

Р  (*1 , Уi) Р  (**• yi) •

Р (х1, Уг) Р (**• У») • •

■ Р ( * „ ’ Уг) 

• Р (*Л. </«)
Г (</i) 
Р Ы

Ут 0 (хх. у т ) Р (ДС*, Ут) • . • Р  (Хп, Ут) Р (Ут)

У  Р  (*/ . У к) 
к=1

Р ( * i )  Р  ( * l )  • • • Р (Хп)

Ягона X  =х,- цнйматга мос р  (*/ilx,), . . . , /> (ут  Iх{) шартли э\ги* 
моллар У нинг X  =  дг, даги ш артли тац си м ети  дейилади.

т

^  Р (*;. Уд =  Р (*i)•

(61.1)

(61.2)

Шартли тацснмотнинг энг мухим характеристикалари тайинланган 
х . i =  1, п да шартли математик кутилиш М  (У| xt) ва шартли дис- 
персия о2 (У|*,) дир.



У холда

М  (К!*,) =  v  Ук Р (УкU (), i  =  1, п.

v* I-*»; — -r* W* — <'* V ;л1»  .-v-
a2 (Y\X;) ни яна К нинг Л га крлдик, дисперсияси део \ам атала

ди. х,- узгариши билан Д1 (Y jx() >«ам узгаради, яъни у  де  =  т  \г\х) 
функцияни цараш мумкин, бу ерда X аргумент дс,...........хп циймат-
ларни цабул цилиши мумкин

Бу функция Y  нинг X буйича регрессия функцияси дейилади.
(61.1) ва (61.2) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

У М  =
^  Уk Р (*• Ук)

I_______

^  Р <*■ V  *=i

(61.3)

X нинг Y  га регрессияси хам худди шундай атнуинади:
П

v  х . p (дг; , у)

х (у )  =  .VI ( В Д  =
р <*,• у)

t - i

(61.4)

Узлуксиз тацсимотлар булган холда (40.1) ва (40.2) формулалар
дан фойдаланиб, куйидагини лосил циламиз:

у (х) =  М (К| х) =  \ ур (i/I х) dy =

у р (*, у) dyО
°9
J Р (X, у) dy

ас
f хр (дг, у) dx

х{у) =  М{Х\у)

Р  (*. У) dx

(61.5)

(61.6)

62-§. Регрессиянинг асосий хоссаси

Т е о р е м а .  Агар (X , Y) — тасодифий вектор булиб, M Y 1 <  эо 
булса, у  холда Д =  Af ((Y — и (х))2| X) ш артли ур тача квадратик  
четланши хакиций узлуксиз и (дс) функциялар синфидаги энг ки-

335



чик кийматини и (х) =  у  (х) булганда ^абул цилади ва бу энг ки
чик циймат о 2 (У | а) га тенг.

Исбот ушбу айниятдан келнб чикади:

М  {(У -  и  (х)?\ X] =  М  К(У -  р х ) )  +

+  Су (V) -  И m /Х] =  м  ( « у  - ~ j  W  +

+  2 {У—~У (а)) (7  (а) -  и (а)) +  (у  (А) -  и  (а))*)!*] =

=  о 2 (У [а )  +  .VI [ ( 7  ( а )  и ( а ) ) ! |Х).

Шундай цилиб, Д минимумга и ( а )  = у  ( а )  да эришади ва у
о2 (У|а) га тенг.

Дгар у  (х) ва а  («/) регрессия функциялари чизи^лн булса, у  холда 
X  ва У тасодифий микдорлар чизщли корреляцияланган дейилади.

X ва Y тасодифий микдорлар чизицли _ксрреляцияланган- 
ми-йукмн деган масала ва яна умуминро^ у (х )  ёки х (у )  рег
рессия функциясинннг к,айси функциялар синфига тегишлилн- 
ги камдан-кам ^олларда ани^ курсатилнши мумкин.

Хусусан, цуйидаги теореманн исбот цилиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар (X, У) — зичлик функцияси

f (х, у) =
-------- Q (ЛГ. У)

2

2 Л О! О, \  1—Рг

дан иборат икки улчовли норма.1 тацсим отга эга тасодифий микдор 
булса, у  холда ~у (а )  регрессия функцияси чизикли функция бд- 
лади:

У (а )  =  о 4 +  Р —  ( а —  а ,) .

Бу ерда 

Q ( а .  у )  = 1- Р *
(х — а ,)8 _|_ (У —  Ог)г ■2 р

(х — Qj) (у — аг)

а „  о2- Х  ва У тасодифий микдорларнинг математик кутилишлари,
о,, о, — уртача квадратик огишлар, р — корреляция коэффициенти.

Назарий текшириш мумкин булмаган холларда танланма усуллар- 
дан ва регрессиянннг эмпирик чизипшн ясашдан фойдаланиш керак.

63-§ . Чизицли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

буйича топиш

А’ ва У белгили иккн улчовли бош туплам дан п \ажмли танлан
ма оламиз.

(а,-, yk) жуфтларнинг кузатилгаи цийматларини тегишлн частота
лари бнлан ушбу корреляцнон жадвалга жойлаштирамиз:
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X
У, V, . . . Ут 2

/
h  <*)

X, "U я 11 . . . n lm nx, 7  (*i)

Хг "tl . . . n 2m У Ui>

XI "П П t2 . . . n lm n*l 7  (xi)

Ъпц . . . ПУт

~х dij) T  (yi) x Ы .  .  . T  b m )

Жадвалдаги маълумотлар буйича Оху текисликда (*,-, у к) коор- 
динатали ну^таларни белгилаб тяр^оцлнк днаграммасинн тузиш мум
кин (151-шакл).

Бу диаграммани ХаР бир нуцтасида n ik масса жойлашган (дс,-, yk) 
нук,талар туплами деб талкин этиш мумкин.

У  холда

ни X  — xi вертикал турри чизик^ла жойлашган ва ук ординатага эга 
булган nih массаларнинг маркэзи сифатида талкин этиш мумкин. Бар
ча (ж,-, ~у (*,)) нуцталарни туташтириб, Y  нинг X  га регрессиясининг
эмпирик чизигини хосил хиламиз.

X  нинг У га регресснясининг эмпирик чизиги хам худди шундай 
ясалади, бунда унинг хар бир нуцтаси у  =  у к горизонтал т>три чи- 
зик/прда ётиб, х,- абсциссага эга булади.

Шу тарзда регрессия чизнри- 
нинг умумий куриннши хахиДа 
тасаввур хосил ^нлнб, регрессия- 
нннг эмпирик функциясн тенгла- 
масини энг кичик квадратлар 
усули бнлан топиш мумкин.

Масалан, хуйидаги тархоцлик 
днаграммаларини курайлнк (152- 
шакл).

Бу ерда а) х°лда, равшан- 
ки, регрессия чизиги парабола,
б) х°лДа турри чизих, в) х°лДа 
эса корреляция афтидан м авж уд  
эмас деб фараз цилиш мумкин.

ifj.VU,))

151- шакл.
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152- шакл.

У нинг X га регрессия функцияси чизицли функция, яъни

J  ( х )  =  а х +  Ь

деб фараз килишга асос булсин.
а ва Ь коэффициентларни энг кичик квадратлар усули оу-

йича топамиз. _  __  __
Ордината буйича (*,, У,), i =  k = U  коордшшали нуцталар- 

нинг турри чизикдаги мос нуцталардан четланиш квадратларннинг ии- 
риндисннн ^араймиз:

Л (а, Ь) =  V  (ах, +  Ь — у()г пХ[. (63 2)
М

А (а Ь) ни икки узгарувчинннг функцияси сифатида цараб, 
а  ва b ' учун шундай цийматлар топамизки, Д (а, Ь) нинг ^иима-
ти энг кичик булсин. . .

Бир неча узгарувчили функция учун экстремум м авж уд  бу- 
лишининг зарурий шартлари унинг барча узгарувчилар буйича 
хусусий ^осилаларининг нолга тенг булишидан иборатдир. b y  
шартни Л га цуллаймиз:

(63.3)
т

—  =  V  2 (ах, + b - y i ) x t п ,
да

i- i
т

—  =  V 1 2 (axi +  b — «/,) пх,  
дЬ 1

(63.4)

)^ар иккала тенгламани 2п га булиб ва а хамда b га 
эга хадларни гуру^лаб, цуйидагига эга буламиз:



Бизга маълумки,

V  П.. V  X; Пх.
f - i  ' , £| 4  -  -------------- I, ------------- ---  X,

m г г

Т
М л

*

V

II ( б . ?  е,\
пII »»

1
m m X  Ук nib

i \ l  -  I V  -  йЛ  X,- U: П . .  =  —  >~  2 u xi уI \  =  7  л 1 л __
/=1 Х=1

X. л * <

п '  л 1.1 *-=

(63.8)

У >;олда (63.5) тенгламалар ушбу куринншга келади:

ах_+ b =  у , _
1 ах2 +  Ьх =  ху.

Х,оснл булган системани ечнб, ^уйидагини хосил цнламиз:

У -~ У  — Рух (х — 7), (63.9)

бу ерда ру1х =  - ^ 7 - ^ — Y  нинг X  га регрессия коэффициенти, ах—
а х

танланма уртача квадратик четланиши.
(63.9) тенглама Y нинг X га регрессияси тугри чизигининг 

танланм а тенгламаси  дейилади.
X нинг Y га регрессияси tvfph чизигининг танланма тенг- 

ламасини худди шунга 5'хшаш ^уйидаги куринишда ^осил ци- 
лиш мумкин:

х — х =  р х/у{у —  у), (63.10)

бу ерда px,v — ху~ х у , оу — танланма уртача квадратик четланнши.
аи ___

Курамизкн, танланма регрессия тугри чнзицлари (х, у)  ко- 
ордннатали нуцтадан, яъни массалар марказидан ^тади ва рег
рессия коэффнциентлари бир хил ишорага эга, бинобарнн, тан 
ланма регрессия тугри чизи^ларинннг бурчак коэффициент- 
лари бир хнлдир.

Илгари, корреляция коэффициентига таъриф берилган эди, 
шундан фойдаланиб танланма корреляция коэффициенти ту- 
шунчасини киритамиз:

ху — х у



Танланма корреляция коэффициенти гт корреляция коэффициэнти
,  _ М  {ХУ) — М (X) М (Y) 
ху ~ ' -----------

«гаиг Я ат пггх Лй , ,~ Г .— Т-'ТТ

г е й  =  Г. - * (63 1!>

р . =  г ' xiy т —
°У

(63.12)

ларни топамиз.
У холда танланма регрессия турри чизихларининг (63.11) ва 

(63.12) тенгламаларини цуйидаги симметрик шаклда ёзиш 
мумкин:

У — У .  х ~  х— * т

ва

х — х у — ц
~=—  =  'т  —Г 1 - 

ах оу

(63.13)

(63.14)

М и с о л .  TyFpn туртбурчак плиткаларнинг узунликлари 
х (с м ) ва массалари «/(кг) буйича та^симоти хуйидаги ж адвал -  
да  берилган:

б в 10 12 14 пх

30 2 17 9 3 31
35 — 10 17 9 _ 36
40 — 3 24 16 13 56
45 — — 6 24 12 42
50 2 11 22 35

лу 2 30 58 63 47 200

Регрессия тугри чизицларининг танланма тенгламаларини 
туз инг.

Е ч и ш .  Агар формулаларда ^згарувчиларни хуйндагича 
алмаштирсак, барча коэффициентларнинг хисобланиши анча 
соддалашади:

xi — С j - У‘ ~  с *
*1 * л, ‘

Ci ва С2 — мос равишда х ва у  Узгарувчиларнинг вариацион 
^аторнинг тахминан уртасида жойлашган ^ийматлари;



Л, ва Л2 — мос равишда х ва у  узгарувчиларнинг цушни ций- 
матлари орасидаги масофа.

С)=40, Л| = 5; С2= 10, Л2 = 2 деб оламиз, натижада цуйидаги 
ж адвалга  эга буламиз:

J  - 2  j -1  j « j t

! .  I ! ,

Жадвал ёрдамида ^уРидагиларни хисоблаймиз:
— _  =  -  2-31 -  1-36-1- 0 -5 6 - f  1 -4 2 + 2 -3

п 200
— _  2 > я -> _  - 2 - 2 — 1 - 3 0 + 0 - 5 8 +  1 -6 3 +  2 -4 7

200
=  0,62;

a„ =  V  « * - ( « ) *  =  1,3,

о р =  V i * - ( v r =  1,67.
^  n uv uv йигиндини хиссблаш учун ушбу хисоблаш жадвалнни ту- 

замиз:

—2 — 1 0 1 2 V’= £ wju«, u-V

—2
Izi

2
=5|

|-17
17

-зч!

IJL

=1Г1 *

L i

=ё| 3
— — 18 36

— 1 —
с

__  10“
—ю|

1L
17

-1 ? !

1 1

ГГ| 9
— - 1 1

0 —
Ь 3

3
о 1

L i
24

о 1

! 1 6
- 1  16 о 1

126 
1 3 "  

о 1
39 0

1 — —
LL

6
6 i

l ? i
- 1  24 24 1

124
12

121
48 48

2 — — 2 ' -
4 /

III
- 1  М22 1

И- i
22 

44 1
55 НО

и  =  2  Unu i . - 4 —44 - 2 5 31 56 195

v - U 8 44 0 31 112 195
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Корреляцион жадвал хар бир катагииинг юцоридаги унг бурчаги- 
ra vnuv купайтманн ёзамиз. Катакнинг цуйи чап бурчагига unav ку- 
пайтманн ёзамиз.

Барча катакларнннг юцоридагн унг бурчагида ва цуйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларнн ^ушиб, V = v  vn„„ ва U  =  V
• Л1Л И-t hrt.WUU* flH W S  *' * *4 j  •№ it  i  |>|U* tu p ili i

лаО, натижаларни к,ушимча сатр ва устунга ёзамиз. бунда V ( / « = v (/0 
кунайгма назорат учун х из мат килади. У холдя 

^ n „ v uv =  V  Vu =  V{/v.

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентини хи
соблаймиз:

_ S  ли;лр— п и  у _  195 — 200-0,07-0,062 _  ~ „
Гт~  п З и о р ~  200.1.3.1.67 _ ’

Энди регрессия тутри чизицларининг тенгламаларнни тузамиз:

~У— 'У =  Гт z r  (х  —  х), 
о х

ху —~х =  г г  У -  (У —  У)-

°L
х ва у  лар учун х =  uht +  С„ у  =  v h , +  С, формулаларни осон- 

гина хосил ^илиш мумкин. Шунинг учун

7 = 0 ,0 7 - 5  +  40 = 40,35, 

7 = 0 , 6 2 - 2 +  10 =  11,24, 

= hla u = 6,5,

"®F =  , l * ° v  =  3 ’ 3 4 '

У ^олда Y  нинг X га танланма регрессия тугри чизнги тенгламаси 

~уж-  11,24 = 0,43 ± т ~  ( х - 4 0 , 3 5 )
0,5

ёки

~ух =  0,22* +  2,32

куринишда, X нинг Y га танланма регрессия тугри чизиги тенглама
си эса

7 , =  0,84// +  30,94
куринишда буладн.

У з - у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай богланишлар функционал богланишлар деЛилади?
2. К,аидай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия т$три чизиги цандай топилади?
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4. регресснянинг асосий хоссаларини таърифланг.
5. Энг кичик квадратлар  усулини баён дилинг.
6 Танланма регрессия т\три чизиги коэффнциентлари кандай аниклана-

ди?
7. 15.322— 15.349- масалаларни ечинг.

64-§. Танланма корреляция коэффициентининг богланиш 
зичлигига таъсири

Танланма корреляция коэффициенти хуйидаги тенглик би
лан анихлаиадн:

Z ni.lx‘ У 1 ~ п х У

бу ерда (х,-, yf) — белгиларнннг кузатилган кийматлари, п,-( — (дг,- г/; ) 
жуфтнинг частотаси, л — танланма хажми, ах, ау — танланма уртача
квадратик четланишлари, х, у  — танланманннг урта циймати.

(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни эътиборга олиб, 
ушбуни хосил ь^иламиз:

гт =  ± Vpyjg PXly (64.2)

Т е о р е м а ,  г = ± 1  шартнинг бажарилиш и уртача квадр а
тик регрессия тугри чизицлари устм а-уст тушиши учун зарур  
ва етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тенгламаларни харашдан келиб 
чицади.

Бу тенгликдан гт коэффициент ±1 га ханчалик яхин б^лса, 
X  ва Y 5'ртасида чизикли богланиш мавжудлигидан далолат 
беради.

Агар гт = О булса. X ва Y орасидаги чизикли богланиш йух* 
лиги хахиДа фараз цилишта асос булади.

Юхорида агар Л ва У лар боглихмас булса, у холда г = 0, 
агар r = ± I булса, А ва У чизихли боглих булиши нсбот ки- 
линган эди.

Танланма корреляция коэффициенти гт корреляция коэффи
циенти г нинг асосли бахоси булса-да, корреляция коэффицн- 
ентининг нолдан фархлн булиши бош туплам корреляция ко
эффициентининг нолдан фархлн булишини билдирмайди. Бун
дай холда танланма корреляция коэффициентннинг хийматли- 
лиги ха ХиДати гипотезани текшириб куриш керак.

Агар корреляция коэффициентининг нолга тенглиги х ах иДа- 
ги гипотеза рад этилса, у холда X  ва У микдорлар корреля- 
цияланган ва танланма корреляция коэффициенти А ва У 
орасидаги богланиш улчови булиб хнзмат хилади.

Бирга яхин булган |г, | X ва У лар зич богланишнни бнл- 
дирса, 0 га яхин булган |rT | X ва Y лар ё ж уд а  буш богла- 
нишини, ё бундай богланишнинг йухлнгини билдиради.

343



65- §. Нормал та^си м ланган  тасодифий миедорларнинг
корреляцияси

Айтайлик, икки улчовли (X, Y) бош туплам нормал тацсимлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п ^ажмли танланма оламиз и5» танланма 
корреляция коэффнцнен ги г, ни хисоблаймиз Бу .^олда гт коэффици
ентам (rxy, аг) параметрли (бу ерда г  — наэзриЗ корреляция козф-

фициенти, о г =  1 T/fK. ) нормал та^симланган деб хисоблаш мумкин.
V п I

Назарий корреляция коэффнциенти гху учун ишончлилик даража- 
си <7% булган ишончли интервал ^уйидаги куринишга эга:

I -  г2 I -  г2
Гг — t ,  — <  Г < r T+ t q — - I ,

Уп v Vn
бу ерда tq нормал таксимот жадвалидан топчлади

гт нолдан фар^ли булиб чи^син. гг нинг к,ийматлилиги хакидаги 
гипотезани текширамиз.

Нолинчн гипотеза ^уйидагнча булсин:

Н о : Гху =  О

У холда конкурент гипотеза Н, : г ^  ф  0 булади. Агар нолннчи ги
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза к,абул цилннган булса, 
бу танланма корреляция коэффициент и ^ийматлнлигинн X  ва Y ора
сидаги чизицли борланиш зичлигини нфодалаши мумкинлигини бил
диради.

Агар нолинчи гипотеза цабул цилинса, у холда X ва К чизи^ли 
богланиш билан богланмаган.

Агар Н0 : г =  О гипотеза уринли булса,

^  _  Г,у П 2

тасодифий микдор озодлик даражасн п — 2 булган Стъюдент та^- 
симоги билан та^симлангандир.

Берилган а  аницлик даражаси вз озодлик даражалари сони k = 
=  п — 2 буйича Стъюдент та^симоги критак нукталари жадвзли 
ёрдамида икки томонли критик со\а учун ta ( a , k) кригик нуцта то
пила ди.

Агар | Г  | < /в булса, нотинчи гнпотезан:! рад этишга а л :  йу^. 
Агар |Т| >  ta булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
М и с о л .  63-§  даги мисолда топилган танланма гт корреляция 

коэффицигнтининг я  =  0,05 ани^лик даражасида ^ийхатлилигики тек
ширинг

Ечиш.  63 -§  даги мисолда топилган гт корреляция коэффици
ента 0,43 га тенг.

Критерийнинг танланма ^ийматини топамиз:



Берилган a  =  0,05 анкцлик даражаси ва ft =  198 буйича =
•= 1,96 критик ну^тани топамиз. Т > / а булгани учун нолинчи гипо
теза рад этила ди.

Демак, бош тупламнинг корреляция коэффициенти гху Ф 0 экан.

66- § .  Чизикли булмаган корреляция
Тасодифий микдорлар орасида чизикли булмаган корреля- 

цион богланишлар ^ам м авж уд  булиши мумкин.
Иккита тасодифий мицдор орасида чизикли булмаган кор- 

реляцион богланиш м авж уд  булганда чизикли булмаган рег
рессия тенгламаси регрессия тугри чизицлари тенгламасини 
нзлагандек изланади.

Икки улчовли (X. Y) бош тупламдан п ^ажмли танланма 
олинган булсин. )^ар бир х{ учун шартли уртача у( ларни . и̂- 
соблаймиз (153 -шакл).

(дг,-, у() нуцталар тахминан параболада жойлашган деб фараз к,и- 
ламиз. Y нинг X  га параболик уртача квадратик тенгламасини

у  (дг) =  ах- +  Ьх + с
куринишда излаймнз.

а, Ь, с коэффициентларни топиш учун энг кичик квадратлар 
усулидан фойдаланамиз.

Д (а, Ь, с) =  ^  (оде? +  bxt +  с — у {?п х( (66.1)
1

. д\ д\ д\ булсин. Д нинг экстремумини топиш учун —  —  ва —  ларни нол-
да ’ дЬ дс

га тенглаймиз. Гурузуюшлардан сунг цуйидагиларни хосил циламиз:

° 2 Х‘ пх + ь 2  х* с 2 Л* = 2 ^  П*-’
I 1 i 1 l 1 i 1

a 2 xi n* + b 2 x? nx . + c 2  xi nx. =  ^  * l7 i nx ,  
i 1 i i t 1

+  b + c  2 ^ \ = 2  x2i~yin* -
i * t * <• «• *

Т  _  riVn — 2 _  0 .4 3 ^ 1 9 8  _

)^осил ^илинган бу системани 
ечиб, Д (а, Ь, с) четланишлар 
квадратларннинг йигиндисига энг 
кичик циймат берадиган а, Ь, с 
коэффициентларни топамиз.

X  ва Y орасидаги богланиш ма
салан, у — —  ёки у  =  ах* + bx2 -f

*
v„

153- шакл.
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•+ сх +  d функциялар оркали ифодаланади дейишга асос булган хол- 
ларда >̂ ам худди шундай йул тутилади.

67- §. Корреляцией богланиш тутрисида тушунча
Чизи^ли корреляцион богланишнинг зичлигини ба*ол„«, 

учун корреляция коэффициента г г„ дап фойдаланилади.
Чизикли б у м а г а м  бсгланиш зичлигини бедолаш учун vuiJ 

янги характепистикаларнн кнрнтамнз:
^их  У ШШг X  га корреляцион муносабати ва ц — А нинг У 

га корреляцион муносабати.
Бу курсаткичлар регрессияиинг у(х) ва 7  (у) эгри чизиклари ат- 

рофида так,симланишнинг зичлигини ифодалаиди.
Таърифга к\ра

м ч - ■ * * * - , ( 6 7 1 )

i l i l W j  ' 1 '*'»1 , (67 2)
а х

Куйидаги айниятни исбот цилиш мумкин:

° 1  =  а 1 х  +  М  ( у  (дг) —  М ( у ) ) * ,

бу ерда о£— У  нинг дисперсняси, а] х =  М  (У -  у(Х))* шартли]дис-
персияларнинг уртачасн. У холда (67.1) ва (67.2) ифодалар Гк\ йида- 
ги куринншга келади:

о
T) r x = 1- ^ f .  (67.3)

°v

%у =  1 -  (67.4)
а;

(67.3) ва (67 4) тенгликлардан корреляцион муносабат куйидаги 
тенгсизликларнн ь^аноатлантириши келиб чикади:

° <  1-
° 1 ’х =  0 булганда ва фа^ат шундагина т)’ж =  1 булади, яъни бу- 

т\н таксимот ) нннг X  га регрессия эгри чизнгида тупланган, ва 
шундай килиб. А' ва >’ орасида функционал богланиш мавжуд.

Сунгра, с-у/х =. о2у булганда, яъни М (У —~у (д))2 =  М (У—М(У)У, 
яъни у(х)  =  М (У) =  const булганда ва фак;ат шундагина т)2д = О, 
яъни ) нинг А га регрессия чизиги гацсимот марказндан утувчи 
горизонтал тугри чизи^дан иборатдир. Бу ,\олда А ва К ксрреляция- 
ланмаган дейилади.

г\ху корреляцией муносабатнинг хоссалари хам худди шундай 
текширилади.



^ вз t]vx курсаткичлар узаро содда муносабат билан борланма-

ГЗН Агар Лги =  ’V  =  * булса, у  халда Y нинг X  га богланишини 
Мюдаловчи функция тескариланувчи, ва демак, моншондир. Доимо 

! г  ! <  Я эканини исботлаш мумкин. Агар >)_. —*■0 булса, у халда
' XT - * W  V^2 _♦. 0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, i нинг А
билан борланиши зичлашиб бориб, \ х =  I да функционал богланиш-
га утади.

Корреляцнон муносабатнииг корреляция коэффициентига 
нисбатан афзаллиги шундан нборатки, корреляцнон муносабат 
^ар к;андай, шу жумладан , чизи^ли борланишнинг зичлигини
ба.\олайди.

Гз - 5 ’ з н н н  т е к ш н р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланма корреляция коэффициента иимаии ифодалайли?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3 Нормал таксимланган тасодифий микдор корреляциям  ^ацидаги теоре- 

манн баён дилинг.
4. Чизнцли булмаган  корреляция тушунчасини таърифланг.
5. Корреляцнон муносабат кандай  аницланади?
6. Корреляцнон муносабат иимаии ифодалайди?
7. 15.267-15.273- масалаларии ечинг.

68- § .  Регрессия параметрларини танланма буйича ани^лаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и н и н г  к у й н л и ш и .  V тасодифий мик*
дор k та х„ хг.............дг* узгарувчиларга борлик булсин. xlt x t , . . .,хк
узгарувчилар, умумац айтганда, тасодифий микдорлар булмай, ку- 
затншларнинг >*ар бир сериясида олднндан режалаштнрилган аник 
Кийматларни кабул килишларн мумкин.

Y тасодифий микдор хг..............хк ларга безлик булмаган а
дисперсия билан нормал таксимланган деб фараз килинади.

Y  тасодифий микдорнинг малемалик кулилиши xlt xt , . . . , хк 
узгарувчиларга чизик-лн боглик, яъни

/И (У) =  у =  а  +  Pi * i +  • • • +  Р* хк (68.1)

деб фараз килинади. _
Бундай холда узгарувчилар Y ни факат уртача аниклаиди деб

айлилади.
1 - м и с о л .  Техникада купинча

У ' = а  +  р 1/ +  р,/2 +  . • • +  Р /  +  * (0
куринишдаги тасодифий микдорлар учрайдн, бу ерда t вакт, г (/) 
эса математик кутилишн а  =  0 ва уртача квадратик четланиши^ о 
булган нормал гакенмотга эга тасодифий функция У халда дг,=/' ,
1 =  Т Т Т  деб (63.1) турдагн тасодифий микдорни ^осил киламиз.
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2 - м ис о л .  Купгина физик масалалар ушбу куринншдаги тасоди
фий ми^дорларни урганишга олиб келадн:

У — а +  Р, cos(k,t 4-фЛ -И®. -L В ccKfb t -4- Ж) л. 7/л

бу ерда 1 ва г (/) лар I- мисолнинг шяртларшш каноятлячтнгчд-п 
*/» Ф/ — маълум сонлар.

xi =  cos {ki / +  ф,) деб, (68.1) турдаги тасодифий миадорнн ^о-
сил киламиз. Регрессия масаласи п та (у{, х и , хи ...........x j ,  i =  iTTJ
богликмас синоапар сериялари ёрдамида (68.1) муносабатга кирувчн 
номаълум а ,  р„ . . . , параметрларни бахолаш да и иборатдир.

Агар параметрларни бахолаш масаласи :цал этилса, х и х2> 
. . .  , х к номаълумлар узгариши билан У тасодифий мицдор-
нинг тавсифини бирор ишоичлилик билан олдиндан айтиб бе
риш им кон и пайдо булади.

Масалан, /И (К) математик кутилиш учун ишончли интервал- 
ни курсатнш мумкин булади.

Д астлаб  битта омилга боглиц булган ^олни царанмиз.
) тасодифий ми^дор х  аргументга «уртача» чизикли бор- 

ли^ булсин, яъни

Af(K|.t) = a  + p*. (68.2)

х  — дг,, хг, . . . , хп деб п та эркли кузагишлар утказамиз, на- 
тижада кузатилган п та у „  у г, . . . .  у п кийматларнн хосил циламиз.

Чизи^лиликдан огншлар 6Ь Ьг........... 6п хатоликлар билан берилади
деб хисоблаб,

yt =  М (К'дг,- ) =  а + $ х ( +  б,- (68.3)
каби ёза о лам из

Улчаш хатоликлари б,- =  y i — а  — р.г,- ушбу шартларга буйсунади 
деб, фараз циламиз:

1) М  б,- = 0, | =  П
2) D б ,=  М  б? =  о2, i  =  1, п (X  га боглик; эмас),
3) 6,- тасодифий микдорлар узаро богликмас ва нормал та^сим- 

ланган.
 ̂ холда б,, 6|, . . . , 6Л тасодифий микдорлар системасининг 

таксимот зичлиги ^уйидаги куринишда булади:

__
2о* 2о* 20*

<■ . е е j ______ I \п
У 2л а Ул2л о ............. | 2п а ~~ \ >А2л о )  6

П
2 о»

п

i=i

Демак, кузатилган у( мнцдорларнинг таксимот зичлиги цуйндагига 
тенг:



Р (* „  X,..............х.. а .  Р. о1) =  (^ L = )Ka  " е

А  *<
2 О*

V  Я г; >«м  '•i ~ *• "» » 
/-1

- ш
о пе (68.4)

а ,  Р. о2 параметрларни ба^олаш учун .чацицатга энг катта 
чхшашлнк усулидан фойдаланамнз.
'  Усул номаълум параметрларни ба^олаш учун бу параметр- 
ларнннг ^ацнь^атга ухшашлик функциясининг (68.4) максимум- 
га эрнштирадиган ^ийматларидан фойдаланишдан иборатдир.

Яъни о2 берилганда а  ва Р лар учун ба\они топншда

- ^ - = 0,
да

др
ар

(68.5)
= 0

системани ечиш керак.
Курсаткичли функция нолга айланмаганлиги учун цуйида- 

ги тенгламалар системасинн ^осил ^иламиз:

- 2  2 < у , - а - р х , ) = 0, 
i=i

— 2 ^ ( у { —  а  —  = 0. 
/=1

Бу системанинг шаклини узгартирамнз:

V  у.—а  ■ п—Р  V  Х[ =  0 ,

i- 1 
л

1-1

п  п

V  * , * , - »  V X/_ p V  *?-<>■
( S  до до

(68.6)

(68.7)

п
(68.7) системани е ч и ш д а ^  * .  =  0  деб, яъни х нннг цийматлари

системаси марказлашган деб фараз циламиз.
У ^олда (68.7) тенгламалар цуйидаги куринишга келади:
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f л
у
1=1
п

У{ — па,

i=i 1=1 
Бу ердан а  ва р параметрларнинг бахоларини топамиз:

М М  — — — -

.  Д » ,  _  »<
п

v  X? _  л| 
1=1

(68 .8)

A r a p V -* ,=  0 шарт бажарилмаган булса, у  ^олда а  ва р ба>р-
(<=1

лар учун анча мураккаб ифодаларни ^осил циламиз:
П П

V  У / - Р 2 ^  ~ 1=1 i=i 
а = --------- : --------- Р =

У  (дг,- — х)у( 
1=1_________

2  ( X i - x f  
|'=|

(68.9)

Сунгра топилган а  ва р цийматларда о2 нинг бахоси S 2 ни топиш 
учун (68.4) ни о* буйича дифференциаллаб, куйидагини эрсил киламиз:

еки

n S 2 == V  (у. — а  — р д-,)2

п

& = ± X ' ( y i - a - P x tY, (68.10)
i= i

бу ерда а  ва р лар (68.8) ёки (68.9) формулалар буйича аншуюнади.
Энди а ,  р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) бахоларннинг 

ани^лиги ва ишончлилигини бахолаймиз.П
Яна 2 * , -  =  0 булсин, у  ^олда

i=l

У'1 ~  ^  ( ®  +  Р * / +  6/) =  П “  +  ^  fii 
/-I Я  Я

екн

а  = 1=1

" ■ я 1
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Худди шундай топамиз:

Р ~ Р =

П
V  А. г* ^  Ч i 
i - l

V *i 
,'=l

(6 8 .1 2 )

(68.11) ca (68. 12) тенгликларнинг унг томонлари бир хил црнун 
буйича нормал таксимланган тасодифий микдорларнинг чизицли ф\ нк-

цияларидан иборат, ва демак, а — а  ва Р~ Р огишлар нормал ~щ-
снмланган.

69- §. Регресснянинг умумий масаласи

У тасодифий микдор k та х х, хг, . . . , хк параметрга «уртача» 
боглик; булсин, яънн

М (К )  =  о  +  р1х1 + . . . + Р*х * .  (6 9 .1 )

а< pit р2............. р. параметрлар учун бахоларни топамиз. хи
х , . . .  хк аргументлар 1̂ ийматларинннг п та системасини оламиз:

х<‘>, 4 » .............
X*,2», 4 2), . . . .  хр .

* г .  4 П>- .............< ’•
Х,ар бир Af», 4 ‘>............. xjf> система учун V =  yt тасодифий ми^-

дорнинг ^ийматини улчаймиз.
Х,исоблашларни соддалаштнриш учун (6 9 .1 )  муносабатни

t/=  а  +  Р Д х — х ,) +  . . . + М Х* —  хк) (6 9 .2 )
П

куринишда ёзамиз, бу ерда х( =  —  *»' нннг п та тажРи^а*
/=1

даги урта арифметик циймати.
Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, а  ва р пара- 

метрларнинг ба^оларини .\осил циламиз:
П

‘ . V
« - т  Z i y ‘ " y -

i - I
К,уйидагича белгилаймиз:



I =  —  V  — Xr) (xtn —  xs) (1 <  r  <  s <  k)
r* n

шу билан бирга

Эндн

L =

п
V
1-1

<4'~ 1 *1 м

1̂1 />> •• • 11к
/«1 /„ . • lik

•■ ■ и
булсин. Z.' — L дан s- устунни /01, /02............. ^адлар билан [(бу

П
ерда L0l =  —  (у,- — уХ*1<} — •*<) алмаштиришдан хосил булган

i=  I
детерминант булсин. У холда р параметр учун

^ / #
Р =  —

L
бахони ^осил ^иламиз.

У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Регрессия масаласннн таърифланг.
2. Чизикли регрессия цандай аникланади?
3. Тажриба маълумотлари буйича чизикли регрессия параметрларини то

пиш усулини курсатинг.
4. Умумий регрессия масаласннн таърифланг.
5. 15.350— 15.384-масалаларни ечинг.

70- §. Тажрнбани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли 
тажрибанинг режа матрицаси

Амалиётнинг купгина масалаларида царалаётган аломат 
(белги) га у ёки бу омил (фактор) нинг таъсири цанчалик му- 
^им экаилиги масаласи катта а.^амиятга эгаднр.

Бир нечта бир хил турдаги станок ва бир неча турдаги хом 
ашё бор деб фараз цилайлик. Турли станокларнинг ва турли 
партнялардаги хом ашё сифатининг ишлов бериладиган детал- 
ларнинг сифатнга таъсири сезиларлимн ёки й ^ м и  эканини 
аннцлаш талаб цилинади.

Бу з^олда иккита омил — станокларнинг таъсири ва хом 
ашённнг таъсири текшнриладн, шу билан бирга омилларнннг 
э а̂р бири бир нечта дараж алар га  эга (яъни бир нечта станок 
ва хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларнннг текширнлаётган белгига таъсирини текшириш 
ва бахолаш учун п та кузатиш ^тказилади, уларнинг натижа- 
лари кузатиш матрицасига ёзилади.

т  д ар аж ага  эга булган битта омил булган ^олда п та ку- 
затишлар натнжаларини ^уйидаги ж адвал га  жойлаштирнш 
мумкин:
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f  о *  ИЛяя рдЖ»'1̂ 11

Fi 
F,

,<■> ,f> :  
4 ‘> 4 2>.

.  .т »

. Л->

J|) _(2) Лп) 
л т  т  • * * Лт

Энди иккита Л ва В омил булган хапни цараймиз.
и

А
в , в , в ъ

A l
*У!>

г<1) J 2 )

J n )
12

_<1> J 2 )
■*lt» * ! » » • • • •
М* \ v

А 3
4 V .  * 8 » .................

Jr2 !>

4 * ...........
. .  .

И 1» г<2)
2Vf 2V* • • • »

J  п)
X2V

• • • .  .  .
•

Аг
,(1 )
* г  1 • Дг1 • • • " • 

ДЙ»

-Й». 4 ’.
_(П) . . . , дгг2

. .  .
JC*1» J 2 )

х,п> • • • • лп>

-\ар бир (/, /) ячейкага п та кузатишлар натижаларини 
жойлаштнрамиз. Агар ячейкалардагн кузатишлар сонн узаро 
тенг булса, бундай комплекс ортогоналдир.

Учта А, В, D омил булган .\олда цуйидаги кузатишлар мат- 
рицасини тузиш мумкин:

А A2 . . .

В f l . f l , . . . В . . . A. . . . A ,

Di * ii i * lp l * i l l . . . *21'1 * r l l . . . * r t 'l

D Dt *ii* *11-2 * m . . . X2V2 *H2 . . . xrV2

j • • \ • • ‘ |

Dt * u f x\vt *2 It . . . *21•/ *H<
. . . xrl't

Хар бир (/, /, к) ячейкага xijk микдории кузатиш натижаларини 
ёзамиз.
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71-§ . Математик моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
цийматлилигини бахолаш

Бир вацтда таъснр килувчн турлича омнлларга богли^ бФд! 
ran кузатишлар натижаларнни та.ушл цнлнш, энг му^им омид^ 
ларнн танлаш ва уларнинг таъсирини бяуоп»»»м»™..-

•»** ГТ«“ Г .« -Г Л .............. '  , , ,  , .  п  ■ ■ ; ^ . .

Дшмсрсион та^лилнинг гояси тасодифий миклопитпц 
мий тнгпорсплс::;;;; у ели бу омилнннг, ёки уляпнииг
та^ и п и и »  тзсвяг.-..«им . .^ д н ^ п н  !\ушнлувчиларга
ажратншдан нборатдир.

Масалан, X — текширилаётган тасодифий мицдор, Л ва В — 
унга таъснр этадиган омиллар, дг— Xмнцдорнннг уртача |̂ ий- 
мати булсин. X нинг четланишнни цуйидагича таевнрлаш мум
кин булсин: _

X  —  х  +  а - Ь Р  +  Y.
бу ерда

а — А омил келтириб чикчрган четланиш,
Р — В омил келтириб чнцарган четланиш, 
у — бошца сабаблар келтириб чи^арган тасодифий четланиш.
а ,  Р, у  лар богли^мас тасодифий микдорлар деб фараз цнламиз. 
X , а , p. v ларнинг дисперсняларннн мос 

оркали белгилаймиз. У халда
+  ^  +  

билан таь^цоелаб, А

(71.1)

равишда о;, о-,

Ор ларни о-
(71.2)

ва В омилларнинг таъснр
даражаенни хисобга олинмаган омнлларга нисбатан ани^ляш мумкин. 
° а ,  ор ларнн бнр-бнри билан та^цоелаб, Л ва В омилларнинг X  га 
таъсирини таэдослаш мумкин.

Тацсимот нормал деб фараз килинганда дисперсион тахлил тан- 
ланмалар асосида о^, og, сг ларнинг цийматини ани^лашга, шунинг- 
дек, теги1или критерийлардан фойдаланиб, уларнинг текширилаётган 
ми^дорга таъсирининг мухимлигини ба.\олашга имкон беради.

Л ва В омнлларга бог лик X  тасодифий микдор учун кузатишлар 
матрицаси м авж уд  булсин. Соддалик учун .\ар бир ячейкада 
фацат битта кузатиш булган ^олни караймиз:

X я. Вг • * * В , . . .  В , x i *

•̂ 1 хп *и ' ХЧ • • • 0f|t, 7 , .
а 2 хп хгг ■ Ъ • . . xw J t 2.

Аг хп х(2 ■ ■ ха • • . xiu X »•

i хг\ х2г • . хг, . • • xrv X f*

“ •/ х  • ! -Г .о  • • X . J • • • x , v X
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К>' чатиiii-1ар матрицаснда г сатр А омилнинг г даражасига , 
уступ *са В омилнинг v дараж асига мос келади. (/, /) ячей- 

каг;) 1 ва В омнлларни мос .\олда i- ва д араж аларда  
бнр ва^тда текшнрншда хосил килннган кузатишлар ёзи-

-\-и J c , J n йуннча урга кнммат ва умумии vp-
хисоблаймиз. Эн 7!? ^птя .л г а л — ^ - -■ ^

теягяиги ва уртя кимиятлзрнинг устгпязп  бШ ч'ь ............. ' •  —

| V  г . . -  1 V 1

кндаги 1 ииитезанн текширамиз.
Айтаплик,

v

— J _  
r v

v v
1=1

Хц. (71.3)

N халда Хц нинг .v дан четланнш квадратларининг йигиндисини то
памиз, яъни

Г У

= 2  2  {х°  ~~х)2 =  2  2  (* « 7 - - * • > +  * +
/=| /= 1 /2Т‘у?Г

Г
+  X — X +  X.. — хТ2 = ^ V  (*,. — .?)* +

S* Г I*

+ г 2  < * - / - * + 2  2 (^  ~ х1*~ ~ х ч + х ? =
/-■ 1 = 1 /=1

=  Q. +  Q* +  Q, (71.4)
.  Кушилувчи сатрлар буйича урта ^инматлар бнлан умумий 
урта цийматлар орасидаги айирмаларнннг квадратлари' h iifh h -

характерлайдиУ б У Л И б ' *  беЛГ" нинг А  омил б>,,ича Узгарншини
_.,„Худдн шУ|1Га ухшаш, Q2 кушилувчн X белгннинг В омил 
оуинча днсперснясини характерлайди. <?3 цушнлувчи квадрат- 
ларнннг колдиь{ йигиндиси дейилади ва хнсобга олннмаган 
омнлларнинг таъсирнни тавсифлайдн.

Дисперсия учун цуйидаги ба.\оларга эгамнз:

r j  — J
»“  I /-I r v  — 1

5 ;
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s2 — 
2

Qi
V —  1 5 , = Q.i

( Г -  ! K « -  1)

Маълумки, агар X  тасодифий мнкдор нормал таксимланган 
б^лса, у .\олда танланма дисперсияларнинг нисбати F
м о тгя  чгя

(71 5)

Шундай ^илнб, танланма маълумотлари буйича х и с о б я в

-----вз
s 2р  _ f l

■ °  Л

^амда танланган q аниклик даражасида (Fл  < Fr_ Uv_ |И1,_ 1м ва 
F в  <  Fv , 4Г 1хс |( да) уртача ^ийматларнннг тенглиги ту« рисндагш 
нолинчи гипотеза рад этилмаслигини курамиз, яъни А ва В омиллар* 
нинг текширилаётган белгига таъсири катта эмас.

Иккита омиллн дисперсион та.\лилнинг умумий схемаси цу- 
йидагн ж адвал  куринишнда бери лиши мумкин:

Дисперсия нинг 
комгюнентаси

Кпадратлар
йигнндисн

[Оэодлик даражаси 
сини Диспгрсиянинг ба.\оси

Сатрлар буйича
<?i =  i ’.X  (*  ~

/-.I
— *)*

г — 1
s 2 Q‘
S l ~  r - l

Устунлар буйича Qt (* •/ — 
_  / - 1

V— 1
-°2  — i * V — 1

Коллик Ь - ф ъ -
— Xi.—Xj+X)*

( Г -  t ) ( v - l ) r 2 Qj
3 ( r - l K l ’ - l )

Т У-1ИК Q =  0 t  +  Qi!+ Qt r v  —  1 Q 1r v  — I

Ю^орида олинган натижалар X  белгинннг нормал та^си- 
мотга эга булишини талаб цилишиип эсда тутиш лозим.

У з-у  з п il н т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Тажрнбани ортогонал режалаштириш цандай ам алга  оширилади?
2. И ккита ва  учта омилли кузатиш лар матрнцасини тузинг.
3. Дисперсион та.упил масаласннн баён дилинг.
4. Умумий дисперсняиинг таш кил этувчилари кандай  хисобланадн?
5. J^ap бир омилнинг X белгига таъсири цаняай ба.уэланадн?
6. 15.284— 15.291- масалаларнн ечинг.



АСОСИЙ СОНЛИ УСУЛЛАР

15- б о б

! - § .  Микдорларнинг такрибий кийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. .Микдорларнинг 
сонли ^ийматларинп аницлашда купинча уларнинг такрибий 
^нйматларигина топиладн. Бунда агар х  сон берилган мнцдор- 
нинг .\аки^ин киймати а га я(\ин булса, х  сон шу а микдорнинг 
такрибий киймати ёки якинлашншн деб аталади ва бундай 
ёзилади:  а  ж . г .

М асалан, я « 3 , 14159; 2,71828; — «0 ,3 3 3 3 .  Кнскалик
3

учун мнкдорнинг такрибий ^иймати такрибий сон, унннг хаки- 
Кий киймати эса аник сои деб аталади.

Такрибий сонлар одатда чекли унли касрлар куринишида 
тасвнрланади.

Амалий масалаларни хал этишда пайдо буладиган хатолик- 
ларнинг ва, демак, такрибий сонларнинг ушбу асосий манба- 
ларини айтиб утамиз.

1. Моделнинг хатолнги — моделлаштирнлаётгаи кодисага 
таъснр этаётган барча омил (фактор)ларнинг етарлича тула 
^исобга олинмаслиги. Бу омилларнинг хаммаснни ам алда хн- 
собга олишнинг иложи йук ва ма^садга мувофик хам эмас. 
Масалан, физик ходиса булган холда бнз баъзан ншкаланиш, 
му.\ит царшилигинн, хароратни ва шунга ухшашларнн эътн- 
борга олманмиз, шу сабабли хам модель такрибий хатолик
лар билан булади.

2. Бошлангич маълумотлардаги хатоликлар — масала шар- 
тига кирувчи микдорлар (параметрлар)нинг ^ийматларинн ул- 
чан! натижасида хосил булади ва, демак, такрибий характер- 
да булади.

3. Услубнй хатоликлар. Бу кабул цилинган улчаш услуби 
натижаси булиб, унда одатда такрибий формулалардан 
фойдаланилади.

4. Амал хатоликлари — булар фойдаланиладнган ^исоблаш 
воситалари билан боглик, хусусан, Э\М лар чекли унли каср
лар устида, демак, такрибий сонлар устида амаллар  бажара- 
ди (маълумотлар ва оралиц амаллар натнжалари яхлитлана-
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ди, бунинг натижасида у  ёки бу дар аж ад а  хатоликлар тунла- 
нади) .

Тайин бир масаланн ечншда у ёки бу хатоликлар баъзан 
булмаслнги ёки уларнинг таъсири хаддан знёд кичик булцц
мумкин. Бирок хатолнкларнн тула та.члнл л н ш  учун уларнинг 
барча турларини тула кнсобга олнш лознм.

2. Абсолют ва нисбий хатоликлар. Такрибий сонларннк. 
згосий характ€рнстнки.ыри абсолют ва нисбий хатилнкларднр. 
Бирор микдорнинг такрибий киймати д-, аник киймати эса а 
булсин.

1 -т а ъ р и ф. а —х  аннрма х  такрибий соннинг якинлашиш  
хат о лиг и ёки хатолиги  деб аталади.

Агар х < а  булса, д* сон а соннинг ками билан олинган так- 
рибнй к»ймати деб аталади ва бу холда хатолик а —х >  0 бу
лади.

Агар х > а  булса, х  сон а соннинг ортнгн бнлан олинган так 
рнбин киймати деб аталади ва бу холда хатолик а —х < 0 бу
ладн.

1 - м и с о л .  Y 2 сони учун 1,41 ками билан олинган, 1,42 х а  
ортнгн  ̂ билли олинган i акрибий ки,”,матлар буладн, чунки 1,41 < 
<  1 2 <  1,42.

Агар х < а  булса, х  сон а  соннинг ками билан олинган так 
рнбин кийматн булади, чунки л >3,14.

3- м н с о л .  2,72 сони е сонинннг о р т и т  билан олинган т ак 
рнбин киймати булди, чунки е<2,72.

2- т а ъ р и ф. а т х  икинлашишнинг абсолют хатолигн Д деб, 
хатолнкнинг абсолют кийматига айтилади, яъни

Д= \а—х\.
Бундан а —д = Д ёки а — х =  —Д эканлигн келнб чикади, яъни 

а =  х - г Д ёки а =  х—Д. Бундай ,\олларда куйидагича ёзнлади:
a= Jt± A .

а нинг такрибий к»ймати купинча номаълум булганлиги са- 
баблн якинлашиш хатолигини ба.\олаш учун чегаравий абсо
лют хатолик тушунчаси кнритилади.

3 - т а ъ р н ф .  а х х  якинлашишнинг чегаравнй абсолют хатолигн 
деб, шундай мусбат Да соннн атнладнкн, Д абсолют хатолик ундан 
катта була олмайди, яъни

Д =  |дг — а| < До.

«Чегаравий» сузи купинча тушнрнб колднрилади. Бу тенгликдан 
х - Д а < а < х  +  Да

булиши келиб чикади, демак, х  — Да — ками билан якинлашиш, 
х +  Да — ортнгн бнлан якинлашиш.

Агар чегаравий абсолют хатолик Дв берилган булса, у холда х
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пи а нннг \  гача аннкликдагн такрибий цийматн деб аталади ва 
бундай ёзилади: а =  х ±  Аа.

Такрибий сонларнн уларнинг куринпшп абсолют хатолнкни 
купсатнб турадиган цилиб ёзиш цабул килинган.

Унли каср куринишида ёзилган х такрибий соннипг раками 
я ж  ж яцинлашишнннг Л абсолют хатолиги бу рацам турган 
хона бирлигидан ортш\ булмаса, бу рацаы ишончли рацам де*> 
аталади. Акс -\олда уни шубхали рз*зм  деймлали.

Барча математик ж адвалларда , физика ва техникада сон
ларнн фа^ат ишончли ракамлари билан ёзишдан фойдалани- 
ладн (агар хатолик курсатилмаган булса, шундай келишнл- 
ган ) .  Бу .^олда такрибий соннинг ёзувндан якинлашиш хато- 
лигини аннцлаш мумкин. Масалан. 3,1416 соннинг ёзуви унннг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан ортицмаслигини курсатади. 370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан ортиц эмас. Агарда 
бу сон 0,01 дан кичик абсолют хатоликка эга булса, уни энди 
бундай ёзиш лозим: 370,00. Шундай цилиб, 370; 370,0; 370.00 
так;рибий сонлар турли аницлик даражасига эга ; уларнинг че
гаравий абсолют хатоликлари 1; 0, 1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охнрнда нолларга эга булиб, улар ишончли 
ракамлар булмаса, бу нолларни Ю4 купайтувчи билан алмаш- 
тирилади, бунда п — шундай ноллар сони. Масалан, Ердан 
К,\ёшгача булган масофа 1495-105 км такрибий сони билан 
ифодаланади, бу ерда биринчи туртта ракам ишончли, цолган 
барча ноллар эса шуб^али (чегаравий абсолют хатолик 
100 000 км).

Одатда ишончли ракамли такрибий сонларни стандарт 
шаклда бундам ёзилади:

х — а0,а1аг . . . ак - 10", бу ерда п £Z, 1 <  а0 <  10,

бу ерда п — соннинг тартиби деб аталади.
Масалан, Да =  100 булган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4 .00 -104.
Такрибий соннинг хатолигини у  нечта ишончли ь^ийматдор 

рацамга эгалигини курсатиш й^лн билан ба^олаш мумкин.
4 - т а ъ р и ф .  Соннинг унлик ёзувидагн нолдан фарцли би- 

ринчн ра^амдан чапда турган барча ишончли рацамлар ций- 
матдор ракамлар деб аталади.

Масалан, ишончли ракамлар билан ёзилган 0,002080 сони 
туртта цийматдор рацам; 2, 0, 8, 0 га эга; 1 дюйм = 2,5400 см 
сони бешта цнйматдор рацамга эга; 370,0 сони туртта киймат- 
дор ракамга эга, 3 ,7 -102 сони иккита цнйматдор ра^амга эга.

Агар такрибий сон куп мицдорда ^ийматдор ра^амларга 
эга булса, уларни яхлитлаш лозим.

Сонни яхлитлаш — уни кам микдордагн ^ийматдор рацам- 
лар билан ёзиладиган сонга алмаштириш демакдир.

Такрибий сонни яхлитлашда ушбу яхлитлаш цоидасига
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риоя цилган >;олда орти^ча ёкн шуб^али рацамлар ташлаб 
юборилади:

— агар ташлаб юбориладиган ра^амлардан бирннчнси 4 
дан кичик булса, у .\олда охирги цолднрнладиган ра^ам узгар-
ТПППЛдаДп Ли - _^ Я

— агар  таш лаб  юборилади» ан рац ам лардаи  бирннчнси 5
Тс«г ёкн ундин катта  булса , у  .\олда цолднрнладнган охир» 
р акам  I г а  орттпрпладн.

— агар фаь^ат 5 разами ёки 5 билан ноллар ташлаб юбо- 
рнладиган булса, у ^олда ^олдириладиган охирги ра^ам жуфт 
булса, узгартирнлмайдн, агар у тоц булса, 1 га орттнрилади.

4 -м и со л .  Агар Аа =  0,001 булса, х — 10,5478 ни 4 та шпоич- 
ли ракамгача яхлитланг.

Е чиш . х =  10,548.
5 -м и с о л .  Агар Да =  0,01 булса, л =  3,875 ни 3 та ишончли ра

камгача яхлитланг.
Е ч и ш. х=3,88 .
Абсолют хатолик хисоблаш аниклигинн тавсифлай олмайдн. 

^исоблаш натижалари аншужгннннг .чацн^нй курсаткнчн унинг 
нисбий хатолнгндир.

5 - т а ъ р и ф .  Берилган мицдор х тацрибий цнй.матининг б 
нисбнй хатолиги деб, бу сон абсолют хатолигннинг .г та^рибнй 
^нймат модулига нисбатини айтилади, яъни

б =  —  .

1*1
.V та^рибий киймат а дан кам фарц килганлнги учун ама- 

лиётда бундай хам олинади:

6 =  —  .

М
Нисбий хатолик берилган яцинлашпшнинг енфат курсатки- 

чи булиб, унн купинча фоизларда ифодаланади.
6- таъ р и ф . а л ;х  якинлашишнинг чегаравий нисбий хатолиги 

деб, 6 нисбий хатолик катта була олмайдиган Ьи мусбат сонни ай
тилади, яъни

6  =  ~ \7\ * *  б у  е р д а  А  <

Шундай цилиб, чегаравий нисбий хатолик учун
Д а  =  1*1А

ни олиш мумкин. Демак, а аниц сонни бундай ёзиш мумкин:
а =  х ±  |а-| бй.

6- м и с о л .  Ушбу тенгликлардан ь̂ айси бирининг аниклигн катта:

д: =  1 46 6,78 ми ёки у  — —  ~  0,54 ми?
* 13
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Ечиш.
х =  1 46 учун Afl = 0 ,01; 6 = ° ^ -  =  0 ,0015(= 0.15 %),

V4VH Л = 0 .01 . Ь =  • =  0 .019 (=  1.9 %).

0 15 % <  1.9%. Биринчи тенгликнинг аншутиги ю^ири.
3. Такрибий сонлар устида амаллар . Такрибий сонлар уе- 

т и д а  с »ал л ар  ;;ат::;:сас:: п:г5  тг*д*бнй сон б&ляли Н я т и ж я -  
нинг хатолиги дастлабкн маълумотларнинг хатоликлари орка
ли ушбу коидалар ёрдамида топилиши мумкин.

1. Алгебраик йнгиндинннг чегаравий абсолют хатолиги ку- 
шилувчнларнинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиндисига 
тенг.

2. Алгебраик йнгиндинннг нисбий хатолиги кУшилувчилар- 
нинг нисбий хатоликларидан энг каттасига тенг (киймати бир- 
бирига якин булган сонлар айнрмаси бундан мустасно).

3. Купайтма ва булинманннг нисбий хатолиги купайтув- 
чнларнинг ёки мос равншда булинувчн ва булинманннг нис
бий хатоликлари йигиндисига тенг.

4. Такрибий сон п- даражасининг нисбий хатолиги асоснннг 
нисбий хатолнгини такрибий соннинг д араж а  курсаткичига к у 
пайтмасига тенг.

Масалан, такрибий сонлар купайтмаси: дс = 25,3-4,12 = 
= 104,236; купайтувчнларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равншда 0,1 ва 0,01 га тенг. Купайтувчнларнинг барча 
ра^амлари ишончли деб олсак, чегаравий нисбий хатолик бун
дай булади:

6 =  —  +  = 0,0039 +  0,0021 =  0,0063.
а 25 ,3  -

0,01
4 ,12

У ^олда купайтманинг чегаравий абсолют хатолиги куйидагича: 
д а =  бс |х| = 0,0063-104,236 =  0,657 <- 1.

Демак , жавобда факат учта ишончли ракамни к°лдирнш лоэим: 
25.3-4,12=104.

Амалиётда такрибий сонлар устида оммавий хисоблаш нш- 
ларида ушбу соддарок к°идалардан фойдаланилади; улар иш 
,\ажмини камайтнриб, етарлнча аникликка эришиш нмконини
беради.

1. Унли касрларнн КУШИШ ва зйиришда унлик белгилари 
энг кам булган сонда нечта унлик белги булса, натижада шун- 
ча унлик 'белги к°-1ДиРилаДи (соннинг унлик белгилари деб, 
вергулдан унгда турган барча ракамларнн айтилади).

2. Бутун сонларни КУШИШ ва айнришда уларнн стандарт 
шаклда ёзиладн ва $ннинг энг юкори даражасини кавсдан 
ташкарига чикариб, юкоридаги к0ид адаи фойдаланилади.

3. Такрибий сонларни купайтириш ва булишда энг к-нчик 
сонда нечта кнйматдор ракам булса, натижада шунча кинмат- 
дор ракам колднрилади.
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4. Квадратга ва кубга кутаришда д араж а  асосида нечта 
кийматдор рацам булса, натижада .\ам шунча кийматдор ра- 
цам цолдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чицаришда илдиз остидаги ифо-

У.»к.и>.ци.н KV..1 .^ л а р л з  
i*TTTrs??TT?s?? *??— “ Г'Т'Т’ ’ ’:’  •»**»»•* кг>.?’>нг‘ил*>лн m kvh hh  н я т н ж я к *  I 
иу иллнтланадк.

7. Агар маълумотлар турлн сондаги унлнк белгиларга эга 
булса (цушиш ва айнришда) ёкн турли сондаги цннматдор 
ракамларга эга булса (цолган ам алларда ) ,  уларнн энг кичик 
аницликдаги сонгача битта цушнмча рацам билан яхлитланади, 
бу рацам якуннй натижада яхлитланади.

У з-J  з и и и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Хатоликларнииг кандай манбалари бор?
2. Такрибий сон деб нимага айтилади?
3. Якинлашиш хатолиги деб нимага айтилади?
4. Яцинлашишнинг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Яцинлашишнинг чегаравий абсолют хатолнги деб нимага айтилади?
6. Якинлашншлар снфатинн уларнинг абсолют хатолнкларн буйича так,- 

Кослаш мумкинми?
7. Ннсбий хатолик деб нимага айтилади?
8. Чегаравий ннсбий хатолик деб нимага айтилади?
9. Ушбу улчаш натижаларидан цайсинисн. аникрок? 0,0025 м ми ёки

0,372 м ми?
10. Кайсн якинлашиш аникрок: 2.56±0.01 ми ёкн 376±1 ми?
11. Такрибий соннинг кандай разами ишончли ракам деб аталади? Шуб- 

^али ракам деб-чи?
12. Соннинг кийматдор разами деб нимага айтилади?
13. Соннинг $нлик разами деб нимага айтилади?
14. Тацрибий сонлар качон ва кандай яхлитланади?
15. Куйидагн такрибий сонларнинг ёзувида неча унлнк белги бор: а= 0,37; 

Ь=0,04551; с= 0 ,003072; d = 0,056890? Уларнинг *ар бирида нечта кийматдор 
рацам бор?

16. Унлнк белгилари сони: а) кийматдор ракамлари соиидан ортиц; 
б) кийматдор ракамлари соиидан кичик; в) кийматдор ракамлари сонига тенг 
булган такрибий сонларга мнсоллар келтиринг.

17. Битта кийматдор ракамга, иккита кийматдор ракамга, учта киймат- 
дор ракамга эга булган сонларнинг чегаравий нисбий хатолнкларн канча б$- 
лади?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сонларини: а) иккита кийматдор ряк мгача;
б) иккита £нлик белгнгача яхлитланг.

19 Куйидаги сонларнинг чегаравий нисбий хатоликларнни топинг: а) 2;
0.2; 0.02; б) 17; 1.7; 0,17; в) 3.71; 37,1; 371.

2 -§ .  Тенгламаларии такрибий ечиш
1. Умумий маълумотлар. Ушбу

/(*) =  0 (2.1)
тенгламани ечиш .v аргумснтнннг (2. 1) тенгламага цуйил* 
ганда уни тутрн тенгликка айлантирадиган барча цнйматлари- 
ни топиш демакдир. х аргументнннг бу кийматларн (2. 1) тенг- 
ламанчиг илдизларн ёкн /(х) функциянинг илдизлари (нолла-



пи) деб аталади. Бундай тенгламаларнн ечишнинг ушбу уч 
vcv-тн мавж уд : аналитик усул, график усул ва сонли усул.
' ' Аналитик усул дейилганда шундай формуланинг мавжуд- 
1НГ|[ тушуниладики, нзланаётган илдизлар унинг ёрдамида

1 * •• — г
'  м  ИИШПГ к --*  °  - ----  КНЯД1ЫТ Т^НГ .Ы М Я  Н -Ы н .-ы л и й Н н Н Г

. . .  /Ка п »*!/ и о л и  I Л и о п и т и а г  '/ГУЛНННГ ?ООСМ^  У Г Т уЯ Я Я Ш

т у н и к и ,  млд::зл&р Оу ку р сат 8 !д ган  ф ормула оркалн исталган  
аникликда .\исобланиши мумкин. Бнро1\ муханднслнк амалиё- 
тида  учрайдиган хамма тенгламалар хам аналитик усулда ечн- 
л а в е р м а й д и .  Баъзан (2.1) тенгламанн ёки яна хам \мумийрок

Ы * ) = Ы * )  (2.2)
тен гла ма нн  ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
тек и с лн к д а  y= /i( .v ) ва ti = f2(x ) функцияларнинг графиклари 
я с а л а д и ,  у .\олда бу графиклар кесишиш ну^таларинннг абс- 
циссалар и ана шу (2.2 ) теигламанинг илдизлари булади ( ( 2. 1) 
т е н г л а м а  учун y = f2(x) функциянинг графиги у = 0 абсциссалар 
уци булади).

Бу усулнинг ижобнй томони унинг уииверсаллиги, исталган 
турдаги тенгламаларга цуллаб булишлиги ва к)?ргазмалигидан 
иборат булиб, салбий томони эса анча серме^нат иш ва одат- 
да ж уда кам аникликда булишндир.

Тенгламаларнн сонли ечиш усуллари иккита ж уда  му.\им 
ижобий хоссага эга: улар график усул каби универсал ва аниц 
(яъни илдизларни исталганча юцори аницлик билан хосил ь̂ и- 
лиш мумкин).

(2.1) тенгламанн сонли ечиш асосий усулларининг >̂ ар бири 
ушбу иккита бос^нчга булннади:

а) илдизларни яккалаш , яъни f(x ) нинг ани^ланиш соха- 
сига кираднган .\амда бнтта ва фацат битта илдизни уз ичига 
оладиган [а ,р )  кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнинг 
яккаланнш оралигн деб аталадн;

б) илдизларни аницлаштнриш, яъни илдизни исталганча 
ю^ори аннцлик билан .\осил цилиш учун яккаланнш оралигини 
торайтирнш.

Турли сонли усуллар бир-бнридан иккинчи босцичда фарц 
^илади, биринчи бос^нч — илдизларни яккалаш  эса барча 
усуллар учун умумийдир.

2. Илдизларни яккалаш . Узлуксиз функцияларнинг хосса- 
ларидан келиб чицадики, бундай функциянинг [а.р| кесмада 
нлдизи м авж уд  булиши шарти

f ( a )/ ( p )< 0

дан, яъни функция ншорасининг бу кесмада узгарншндан
иборат: 154-шаклда (а , р] кесма, 155- шаклда [а ,  оы 1 ва
[Pi .pj кесмалар.
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156- шакл. 157- шакл.

Бирок бу шарт зарурий шарт эмас. Масалан, 156- шаклда 
шарт бажарилмайди, бирок функция [а, р] кесмада илдизларга 
эга ва .\атто [a , a i l  кесмада иккита илдизга эга. Бундан таш- 
Кари, бу шартнинг бажарнлиши нлдизнинг ягоналнгига кафо- 
лат бермайдн (1 5 7 -шаклдаги |а, р] кесма).

[а, р) кесма узлуксиз f(x )  функция илдизининг яккалаш  
оралнги булиши учун юкорида келтирилган / ( « ) -/ (Р )< 0  шарт
дан ташкари бу функциянинг [а ,  р| кесмада монотон булиш 
талаби бажарилиши, яъни днфференциалланувчи f (х) функ
ция учун унинг косиласи [а , р) кесмада ишорасини саклашн ло- 
знм: 154-шаклда [а, р] кесма, 155-шаклда |a ,  о.\\ ва |Pi, р] 
кесмалар.

Бирок шуни айтнб утамизкн, бу талаблар кар доим .\ам Оа- 
жарилавермайди: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шундай илдизлар мавжудкн (156 -шаклдаги каон илдиз
л ар ) ,  улар учун юкорида'келтирилган иккала талаб .\ам б аж а 
рилмайди. Мукандислнк амалиётида жуфт каррали илдизлар
ж уд а  кам учрайди. .

Шундай к нлнб, икки марта днфференциалланувчи Цх) 
функциянинг илднзларинн ажратиш учун КУ^идагн ншларни
бажариш лозим:

а) [а, р| кесмани топиш (масалан, график усул бнлан екн
Куйнда келтириладнган синов усули билан);

б) 1'(х) коснланн ва унинг илдизларини (косиланинг ишо
ра узгармаслик оралнкларнни) топиш. Агар 1®-Pl кесма -\о- 
силанинг ишора узгармаслик оралигида бутунлаи жойлашган



булса, у  ^олда ( а ,р ]  илдизнинг яккаланиш  оралнги булади . 
Лкс ^олда оралицни торайтириш лозим.

Энди такрибий илдизнинг хатолиги ба^осини берамиз. 
[а , р| кесма /(дг)= 0 тен глам а илдизининг яккаланиш  оралиш

< А я л н н *  -  т л и г  l o t i n u i n i r  n u u i r  и т т и п »  v  п п п  т щ / п и ^ и п

ИЛДИЛИ. шу UH.iait OHpfd / (а )  ва  i" {л) у з  НШОраСННК
[<x,pl кесм ада  сацласин х ам д а  \f, (x )\ '^mi булсин ( т | учун 
Г'(г) нннг даги  %нг кичик кийматини олямич) Бу
ш артларда уш бу 6а.\о уринли:

l x - s < 4 2 a .' ' ГГц

Бу тенгсизликнинг тугрилигини исботлаш учун Лагранжнинг (а, |] 
ёки Ц, а ] кесмадагн чекли орттирмалар формуласи

f ( x )  — f( l)  =  r ( c ) ( x  — l), бунда х < с < 1  
ни татбиц циламиз. Суигра

I/(х) — / (?)| «  |/(х)| > т , | 7 — И,
бундан

|7 _ || < \f±xj\_ f (2.з)
т х

бу ерда т , шу f  (х) хосиланинг |а, Р| даги энг кичик цийматн.
(2.3) формула якинлашиш аницлигининг бахосини беради
1 -м и с о л . х3 — З а  — 6 =  0 тенглама илднзнни ажратннг.
Е ч и ш .  у  =  х3 — З а  — 6 =  /(х) функцияни ^араимиз. Осонгина

куриш мумкинки, / (0) — — 6 <  0, f (3) =  12 >  0, яъни f ( 0 ) - f ( 3 ) < 0  
булганлиги учун [0; 3) кесмада илдиз бор. Х,осплани топамиз: у ’ =  
=  З а- — 3. унинг илдизлари хх =  1 ва хг - - — 1. Куриш осэнки, 
х£ (— I, I) да у ’ < 0  ва а €  {(— оо, — 1) (J (1. +  «>)} да у ' >  0. 
Топилган [0, 3] кесма бу сохаларнинг хеч бирнга бутунлай кирмай- 
ди. Уни торайтирамиз: а  — 1 деб оламнз, у  чолда /(I)  =  — 8 < 0  ва 
/(3) 12 > 0 .  (I , 3) кесма изланаётган илдизнинг яккаланиш орали- 
fh, бу ерда f  (а) >  0 ва / ( l ) f ( 3 ) < 0 .

2 - м и с о л .  a  l g а  =  1 тенглама илдизининг яккаланиш оралишни 
топинг.

Е ч и ш .  Бу тенгламани унга тенг кучли

тенгламага алмаштирамиз .\амда j/ =  ]gA ва у — — функцияларнинг

графикларини ясаймиз (158-шакл).
Изланаётган илдизнинг яккаланиш оралиги (2 ,3 ) .  
Тенгламани тацрибнй ечишнинг иккинчи боскичнга — нл- 

дизни анн^лаштириш, яккаланиш оралигнни торайтнришга 
утамиз. Синов усули, ватарлар, уринмалар ва нтерациялар 
усулларини курнб чи^амиз.



У ■

и  /

158- шакл.

3. Ярми 1ан булиш (ёки синов) усули. Ушбу

/ ( * ) -  о
ген г лама берилган булиб, |ос, Р)— нлдизнинг яккаланиш срзлиги, 
яъни /(at)-/(Р)< 0 ва /'(дг) :\осила |а, Р) да ишорзсини сайтами. 
Равшанки, изланаёт ган | илдиз

a  <  £ <  Р

тенгсизликнн каноатлантиради. Илдизнинг биринчи якинлашиши снфа- 
тида —— - сомни, яъни [a, PJ кесманинг уртасинч шиш мумкин.

I  -

• «  +  Р1

излашётган илдиз буладч.

р1 ора-Агар / ( ^ у —) *  0 булса, у  *олда |a, ёки
ли^ларнинг кайси бирининг охирларида функция карама-^арши ишо- 
раларга эга булса, шунисини оламиз. Янги торайтирилган оралицни 
(уни [ a „  Р,) билан белгилаймиз) яна тенг иккига буламиз, яъни унинг 
уртасини топамиз ва жараённи шу тартибда даьом эттирамиз. Баъзан 
кесманинг уртасинч эмас, балки илдизнинг яккаланиш оралигининг 
бирор ихтиёрий нуктасиии атиш »^улай булади (уни танлашда f{x) 
функциянинг хусусиятлари хисобга олинади). Аниклик бахоси учун 
формула аввалгининг узи булади:

I/ й )1
т ,

кичик циймати, .v эса илдиз-бу ерда т ,  — шу f'(x) нннг 
нннг такрибий цийматн.

энг

4. Ватарлар усули (чизикли 
интерполяциялаш усули)./(дс) =0 
тенгламанинг илдизнни ярмидан 
булиш усули билан аннцлашти- 
риш усулининг fohch одднй бул
са ,\ам, лекнн у мухнм камчи- 
ликка эга: етарлича юцори да- 
раж ада  аникликка эрншиш учун 
анча катта  сондаги ^адам талаб 
этилади ва демак, ^исоблаш иши 
хажми >̂ ам катта булади. Ва-



тарлар усулн эса одатда анча кам сондаги цадамларни талаб 
этади.

Геометрик нуктаи назардан бу усул у ~  f  (а ) функциянинг | ил- 
дизининг |а, Р| яккаланнш оралнгидаги графигнни АВ  тугри чизик

A (a. fM )  ми В{{у. ffft)) муп»и/тй|» oynn.irt у'1мДН1иЯ *угрн чизик теш - 
/idMdv.ll v.11 jiu i >|ди сэаши.

/ <Р) — /(*) Р —а
5 илдизнинг биринчи якинлашишн сифатида а !  ни — АВ нинг Ох у к 
билан кеси!ниш нуктаси абсциссасинн оламиз. Бу ( a t; 0) нуктанниг 
координаталарини тугри чизиц тенгламасига цуямиз:

о - f ( l )
/<Р) —  / ( « )  Р — <* ’

бундай
/ (а Н р  — 1 )а , — а ------------------ .
/ (Р) — / ( а )

а  -  а 0, Л а 0 - a t — <х0 деб белгилаб, бу тенгсизликнн бундай 
^айта ёзиб оламиз:

д  r i  __ __ / ( а , )  <Р — а » )

° ' /<Р) — / « * . )  ‘

Натижада биринчи якинлашиш учун
а, =- а 0+  Да0

формулани хосил циламиз. (а ,, Р| орзликца яна шу ватарлар усули
ни ^улланиб, биз илдизнинг ушбу иккинчи якинлашншини хосил
циламиз:

Ct.i — CL I J Za СС ■ у Л ОС» — ■ .
' ‘ ‘ /(P>-/(a,)

Ватарлар усулини кетма-кет п марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма- кетлигини хосил циламиз:

ос0, otj, GCo, . • • , a k> . . . »  a n,

бу ерда
/(«fc_i)(P —«*_i>

i - A a i  и Дай - = -----------------------------
* *_ l /(P) — /(«*_,>

Илдизнинг тацрибий кийматларнни берилган е ани^ликда хисобланпш 
иккита кушни якинлашиш орасидаги айирма модули буйича е дан 
ортнь; булмаган захоти, яъни \ап — а ч_,| <г е булган захоти тухтатиш
мумкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). /(х) =  0 тенгламанн урин- 
малар усулн бнлан ечиш учун | илдизнинг яккаланнш оралиги joe, Р] 
да /(д) функция ушбу шартларни цаноатлантиришини татяб ^иламиз;



/(«)•/(Р) < 0; /' (х) ва П * )1 и п Ж  
ишоралари узгармасдан колодИ 
Сунггн шарт илдизнинг яккалаЯ  
ниш оралирида функция графиЩН

гини билдиради (1
u u ih iy iH K  tiyh a ^m iu h h iim
МЙГЛ!!Г!11

Уринмалар усули геометрнк 
нуцтаи назардан f(x) функция 5 
илдизининг яккаланиш оралнги 
(сс, PI да унинг графигини бу 
графики» р абсциссали нуктадан 

утказилган уринма билан алмаштиришни билдиради (160- шаклда бу 
В пункта).

Графикка В(р, f (Р)) нуктада утказилган уринма тенгламаснни В 
нуцтадан утаднган ва к -= /' (р) бурчак коэффициентли тутрн чизик, 
тенгламаси куринишида ёзамиз:

у — ;(р)= / '(Р )(дс— р).
S илдизнинг биринчи якинлашиши сифатида р, ни— уринманинг 

Ох билан кесишиш ну^тдсн абсциссасини оламиз. Бу (Р,, 0) ну^- 
танннг координаталарини уринма тенгламасига куямнз:

0 — /(Р) =  /' (Р) (Р, — Р).

Бу ердан
и - f t
^  /' <Р)

га эга буламиз. Р =  Р0 деб белгнлаб, сунп и тенглнкни бундай кан
та ёзамиз:

/ <Р)
АРо =

/' (р)
Иатижада биринчи якинлашиш учун

р1 =  р0 +  д р 0
форму лани *осил цнламиз. [сс, Р,1 оралшуда яна шу уринмалар усули- 
нн татбнк циламнз ва ушбу иккинчи якинлашишни хосил киламнз:

Р2 =  Pt +  Д р„ бу ерда Д р, /<Р.> 
/' (Pi)

Уринмалар усулини кетма-кет п марта татбик килиб, ушбу якнн- 
лашншлар кетма- кетлигини хосил келамиз:

Ре Pi» Р*> • • • » P*i • • • • Рп»

бу ерда
/ <Р*_|>

Р*. = Р*_1 +  д  Р*_1, бунда Д P*_i — — у  (p ^ i) •

368



f'u)>0
f ‘ (X)<0

у /

У ! A f(fi)<0
f"(X)>0 f  (<*■)> 0

/
79, ;.e _

161- шакл.

i о i i , /  ,  d .t  
"я! ‘Уг

I * S

162- шакл.

f'U)<0
f ‘(A)<0 
f(fi)*0 

J ' f M  fU)>0

f ‘M<o 
f"lx)>0 
f  (fi)>0 
f(d.)<0

163- шакл. 164- шакл.

Илдизнинг тацрибнй кнйматини берилган е аникликда хисоблаш- 
1ш иккита кушни якинлашиш орасидаги айирманинг абсолют киймати 
к дан кичик булган захоти, яъни |Р„ — Р„_,1. <  е булглндп тухтатиш
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. Дх) =  0 тенгламанинг 
изланаётган I илдизи |а. Р| яккаланиш оралигида ётган булсин ва 
юкорида келтирилган илдизнинг яккаланиш шартлари бажэрилснн, 
яъни / (а) •/(Р) <  0; f  (х) ва f"(x) нинг ишораларн бу оралицда узгар- 
майди у =  }(х) функция биринчи ва иккинчи хоснлаларн ишоралари- 
нннг барча мумкин булган комбинацияларини курнб чи^амиз (161 —
— 164-шакллар). 161 — 164- шаклларда бундай буен Р оркали якка- 
ланнш оралипшинг f(x) ва f'(x )  бир хил ишорага эга б\ладиган 
охнрини белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини куллаймиз. Бу 
холда у — f (х) эгри чизикка В(Р, f ( р)) нукта даги уринма Ох укни 
Р нукта билан | илдиз орасида кесиб утади, АВ Baiap эса эгри чн- 
зик.ни а  нукта билан I илдиз орасида кесиб утади. Ватар ва уринма- 
нинг Ох ук  билан кесншиш нукталари а  ва р ларга кар;)ганда ях- 
широк якинлашишни беради. Иккала усулнннг аралаш ишлатилиши 
илднзга якинлашишни тезрок беради. а п ва Рп якинлашишлар \чун 
хисоблаш формулалари ушбу куринишда булади:

аП- '  -/ («„_ » )  П_1

2 4 -26 40 369



Р„ — Рл-1
/0— 1 >

П  Рп-,)
Жараён нихоясигч етганндан с\нг | илдизнинг киймати сифатида ях-

1 Гп’- ■
ГмКССЛ Спфа1ИДа i - .viHcO. |да л  " — j  л —  и  — и

килннган илдизни аншуташтирамиз, яъни (I, 3] яккаланнш оралдаини 
торантирамиз. Шундай килиб, /(х) — х*— З х  — 6, / ( I) = — 8 <  О, 
/(3) 12 > 0 ва |1, 3| яккаланнш оралнгнда /' (дг) =  3(лс*— 1) >  О, 
яна шу оралицда f " (х) =  6 дг >  0. р сифатида р = 3 ни оламиз, чун
кн f  (3) >  0 ва f" (х) >  0 булганлиги учун бу ораликда уринмалар 
усулини цулланиш мумкин. ,\исоблашларни ю^орнда келтнрилган 
формулалар буйича бажарамиз. Натижаларни жадвилга ёзамиз. Ил- 
диз 0,001 гача аншушкда топиладн.

шиш 
I 

1 
гм-ии̂

к 
1

X

fix) ^  X 

ж»

* — Зх

—3 х

-  6 

/<*> — / <«)
— 7 Э Д  '• '*  

- - / f t  i -

= 3<x< 

*•—1

-  К 

f ' <*)
а -f Да 
рт ди

ctft \ 1 I —3 - Я 2 0 А 1 8
Ро 3 27 —9 12 20 —0 .5 9 8 24 2 .5

VPi
1.8
2 .5

5.8320
15.6250

—5.4
—7 .5

—5.5680 
2.1250

0.7
7.6930

-f-0,5066 
—0.1349 6.25 5 ,25 15,75

2,3066
2.3651

а* '2,3036 
j2.3651

12.2720 
13,22«»7

-6.91<>8[—0.6178 
-7.0953| 0.1314

0.0585
0.7822

0,0484
—0,0098 5,5937 1.5937 13.7811

2,35.50
2,3554

а ,  Ь , .'5550 
р;, (2.3555

0.0005

Изланаётган илдиз
2,3550 < I <  2,3555

интервалда ётади. Хисоблаш |Р3 — а 3| = 0,0005 <  0,001 булганлиги 
сабабли тухтатилган. Илдиз 0,001 гача аникликда ^уйидагига тенг:

t д. =  2,3552 «  2,355.
2

7. Итерация усули. Тенгламаларнн сонли ечншнннг энг 
му^им усулларндан бири итерация усули ёки кетма-кет яцин- 
лашишлар усулндан нборат. Усулнинг мо.\ияти цуйндагича.

1. ^  и с о б л а ш ф о р м у л а с и .  Ушбу тенглама берилган 
булсин:

f( x )=  0,
бу ерда 1(х ) — узлуксиз функция. Бу теигламанинг хацнций 
нлдизнни топиш керак. (2.4) тенгламанн унга тенг кучли
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тенглама билан алмаштирамиз. Бнрор-бнр усул билан нлднз- 
нинг х0 такрнбнй цийматини танлаймиз, уни (2.5) тенгламанинг
\ НI ГОМОНИ ГА к С й с я к  Г ш п п п

;  . г  .  —  .

LUMMU AULH.I килами.*. я^унгра yz.o) тенгламанинг  унг  томоиига

х2 = ч (х,)
сонни хосил киламнз. Бу жараённи давом эттириб,

=  Ч (v0). хг =(р (х,)............ хп =  ч (*„_,)

сонли кетма- кетликии хосил киламнз. Агар бу

К  =  (*„_,)} <2-6)
кетма- кетлик якиилашувчи, яъни 1 im хп мавжуд булса, у чодда (2.6)

П—*ог)

теигликда лимитга утиб (бунда <f(.r) функция узлуксиз деб фараз
КИЛИ*)),

lim хп =  ч (iim *„_,) ёки ? ^ (:)
П-» оо П-*оо

ни юнамиз. Шундай килиб, £ (2.5) генгламаимиг илднзи охла
ди. У (2.6) формула буйича исталган аницликда топилиши 
мумкин.

2. Г е о м е т р и к т а л ц и и и. Итерация усулини геометрик 
нуцтаи назардан бундай тушунтириш мумкин. Оху текнслнкда 
у = х ва y — (f(x ) функцияларнинг графикларини ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг хар бнр £ нлдизи y = f(x )  эгри• чизицнинг у — х 
тугри чизиц билан кесишиш нуктаси И нинг абсциссаси була
ди. Бирор Л0(х0, Уо) нуцтани танлаб, А() В, А, В2 А2 синиц чи- 
зикни («зинанн») ясаймиз: унинг б утн л ар н  Ох ук^а ва Оу 
уц^а параллел, А 0, А ,, А 2 . . . ,  учларн */ = <f(.v) тугри чизик да, 
В и В2, . . .  учлари эса у = х тугри чизикда ётади. Л, ваВь А 2 ва

дс = ф(дс) (2.5)

165- шакл. 166- шакл.



167- шакл. 168- шакл.

В о, . . .  нуцталарнинг умумий абсциссалари эса | илдизнинг мос 
равишда кетма-кет х и х2, . . .  яциилашишлари булади.

165-шаклда эгрн чизнц ботиц, яъни 1ф' ( * ) 1<1 ва итерация 
жараёни якинлашади.

Синиц чизицнинг бошцача куриниши—«спирал» чизиц .\ам 
булиши мумкин (166-шакл.)

Чизмадан куриш осонки, <у'(л: )> 0  булганда (1 6 5 -шакл) 
ечим «зина» куринишида, <р'(дс) < 0  булганда эса (1 6 6 -шакл) 
ечим «спирал» шаклида цосил булади.

Агар |ф'(дг) | >  1 булган ^олни (тик эгри чизиц) царасак, 
итерация жараёни узоцлашиши мумкин, бу 167— 168- шакл- 
лардан куриниб турибди.

3. И т е р а ц и я  ж а р а ё н и н и н г  я ц и и л а ш у в ч а и л и- 
г и. Итерация усулининг амалда цулланнлиши учун итерация 
жараёни яцинлашишининг етарлилик шартларини келтирамиз.

Т е о р е м а .  ip(.v) функция |а, /;] кесмада аницланган ва диффе- 
ренциалланувчи, шу билан бирса унинг барча цийматлари [а, Ь] 
га тегишли булсин. У  .\олда шундай q mtjFpu каср мавжудки, 
х £ (а, Ь\ да

q ' (дг)< q <  1 (2.7)
бужа, у  \олда-.

а) хп — п =  1, 2, . . .  итерация жараёни х0 £[а, Ь\ бош
лангич циймат кандай булишидан катъий назар якинлашади.

б) ;  =  l im jrn киймат х — ц (х) тенгламанинг [а, Ь\ кесмадаги
П-+  х

ягона илдизи булади.
1- э с л а т м а .  q сон снфатнда ^осила модулннинг, яыш <f'(х) нинг 

А' £ [а, Ь\ даги энг кичик цийматини ёки цуни чегарасини олиш мум
кин.

2- э с  л а т м а. Агар <р(дг) функция барча л<=(— оо, +  оо) учун 
аницланган ва дифференцналланувчн ва бунда барча д; лар 
учун (2.7) тенгсизлнк бажарилса, теорема тугрилигнча цо- 
лади.

3- э с л а т м а. Теорема шартлаоида итерация усули А'0 бош-



ланпш циймат (а, Ь) дан ?^ар цандай танланганида *ам якин- 
лашади, яъни \исоблашларда йул ^уйилган (а, Ь| дан четга 
чнкмайднган айрим хатолик якуний натижага таъснр этмайди, 
чункн хато цнйматни янги х0 бошлангич киймат деб караш
. U J  . t i n i i i t t  i l l  »  V  •* V» » « » - * * • •  • • '  j  j  j  * * j  -  j  .  i
T .**. - - -  . .  , .................... : T • .-»T- T T T  T T T P r * * J ? T f f V  t r *  rUVnUdH VJ-VJnntl I у Г ршшш »vj.tu ..............“ * - * * ^ .....................  f  4 i4Tj

4. Я к и н л а ш и ш  а н и к  л и г и п и н г й л х о с н .  ^шоу 
тенгсизлнк тугрнлигинн исботлаш мумкин:

<2-8>

бу ерда с — (2.4) ёки (2.5) теигламанинг илднзи, хп_ х, хп эса иккита 
якинлашиш, q эса |<р'(х)| нинг [а, Ь| дагн энг кичик киймати.

Бу тенгсизликдан я^инлашншни бахолаш учун фойдалана- 
миз.

Агар илдизни е аницликда ^исоблаш талаб этилса, у ,у>лда 
равшанки,

|£ _хп|< е ёкн y i —-|хя — хп_ ,| < ? ,

бундан

<2 9 >

ни .\осил киламиз. Демак, итерация жараёнини иккита кетма-кет якин
лашиш хг1 | ва хп учун (2.9) тенгсизлик бажарилганига кадар давом

эттнриш лозим. Хусусан, q =  — булса, у ,\олда \хп х„_|1<е.

М и сол . х3 +  *  =  1000 теигламанинг энг катта мусбат илдизини
0,0001 гача аницликда топинг.

Ечнш.  Анвал нзланаётган с илдиз ётадиган оралнкнн то- 
памиз. / (х) =  х* +  х — 1000 деб белгилаймиз ва бу функциянинг кий- 
матини иккита ну^тада хисоблаймиз: /(9) =  — 262 < 0 ьа /(10) = 
=  10 > 0 .  Равшанки, илдиз Е € (9, 10) (Бу интервалнинг узини Оху 
текисликда у  =  х3 ва у =1000 —  х функцияларнинг графзкларини 
ясаб хам топиш мумкин эди). Берилган тенгламанн ушбу куринишда 
унга тенг кучли тенгламага алмашгирамиз:

/ ч - 1000 1 , чх = 1000 — jc3 = <p(jf), еки х  =  — — - = < ( ( * ) .

ёки
х =  у 1000 — .v =  ф(х).

Биринчи нфодаланиш но^улай, чункн бу холда i<| (х )| = 3х *>  1 
булиб, бундан бчрча х£(9, 10) учун ф ' (дг) =  — Зх* булади. бу эса 
итерация жлраённ уэоклашишини бнлднради.

Охирги ифодалаш ^улайдир:
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ч\нки бу холда «| (дг) —-------■, — . бу ердан (9, 10)
3 , ( 1 0 0 0 ^ ) *  ' '  ;

ВЯДТЯ КУИИ ЛЯГНИ! ЗГЯМТТТ

Х \ 1000 — X <f(x).

!<f'Wi —— -------- < ■ v I—
а ,  (1000 X)* 3 ,  990» -500

1еорсма шартларн бажарилди. шу сабабли итерация 
раёни якиилашувчи. Кетма-кст якиилашишларни

xn+l= i  1 0 0 0 - д г , ,

формула б\йича битта цушимча цийматдор рацамни сацлаб хисоблаймиз.з —-
уп — 1000 — хп, A',I f| = » уп деб белгилаб, натижаларии жадвалга
ёзамиз:

п хп Vn I

0 10 9901 9.95655 990.033452
3 9.9666fi

9.96667 990,03334

I I
<7 =  — < — булганлиги учун \хп — .vn_,| < е  да е =  0,0001 гача 
аницликда тенгламанинг ? илдизини

? = А-3 =  0.96667 ж  0,9667
деб олиш мумкин.

Э с л а т м а .  Ушбу [(х) — 0  тенгламани (2.5) куринишдаги
лг = q: (дг) (2.10)

тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва унг цисм- 
ларнни .\озирча ном а ъл ум /. сонга купайтириш ва хосил бул
ган тенгликнинг чап ва унг цнсмларнга х  ни цушиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

x ;= x  +  kf(x) (2.11)
шаклда ёзиш кифоя. Энди ff (дг) — x +  k f  (л) деб олиб, (2.10) дан 
х — (а*) га эга буламиз. к параметрни (2. 11) функция нтергция 
жараёнинннг якинлашиши учун етарли булган (2.8) шартни цаноат- 
лантирадигаи килиб, топиш мумкин:

|Ф'(А)| =  |1 + Х / ' ( а ) 1 <  1. (2 .12 )

Агар 1 -f k f(x 0) деб олинадиган булса, дг, якинлашиш атрофида 
( 2 . 1 2 )  тенгсизлик уз- узидаи бажарплади, бу ердин / '  ( а 0 )  ¥= 0  булган- 
дз /. =  — — .

/ (*о)
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1 Тенгламани ечиш нимани билдиради?
2 Тенгламанинг илдизи деб нимага айтилади?
3 Сизга тенгламаларии ечишнннг цандай асосий усуллари маълум?
; J>v уггллэрничг бнпининг яфчаллик ва камчнлик тпмонляпи нима-

лардан иборат?
5. Илдизнинг яккаланиш оралн л  ннма ва уни канлай топилади'
Ь. Синив усули Кп«2Д2'|! ИбСрСТ?
7 Ватзрлар усули нимадан иборат?
8. Ватарлар усулннннг синив усу.ШДШ оф^о.ынги шшадаи ииор;;2?
9 Уринмалар усули нимадан иборат?
10 Функциянинг нлдизинн топишда уринмалар усулинн цуллаш мумкин 

булиши учун бу функция унинг илдизини яккаланиш оралигнда кандай шарт- 
1чрни каноатлантнриши лозим?

11. Аралаш усулнинг ватар усули ва уринмалар усулидан афзаллиги ни
мадан иборат?

12. Куйндаги тенгламалар ечиминн е = 0,01 гача аникликда сннов усули 
билан ечинг:

a) sin х — дс +  1 ~ 0; б) In х +  х — 2 =  0; в> In х = sin х.
13. Ушбу тенгламаларнинг .^ацнцнй илдизини 0,01 гача аникликда аралаш 

усул билан топинг:
а) 2х — In х — 4 = 0 ;  б) х In х — 14 =  0; в) 4дс — cos* =  0,

бунда аввал бу нлдизларнинг яккаланиш ораликларннн сннов усули билан 
ёки график усулда ажратинг.

14 Итерация усули нимадан иборат?
15. Итерация жараёнининг я^инлашиши учун етарлнлнк шартлари .\а^н- 

даги теоремани айтиб беринг.
16. Итерация усулнда эрншиладиган аннкликнн ба.умаш  учун формуланн 

ёзинг.
17. Ечнлаётган тенгламани итерация жараенн албатта якнилашаднган 

килиб кандай алмаштириш мумкин?
18. Нолинчи якинлашншнн график усул билан топиб, ушбу тенгламалар

нинг хацикий илднзларини е = 0,01 гача аницлнкла топинг:
a) — 2 х +  1 =  0; б) дс In х  — 15 =  0;
в) 3 дс — 5 cos дс =  0; г( f* +  х  =  0.

У з-J э и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

3-§ .  Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар. Чизицли тенгламалар снстема- 
ларнни ечиш усулларини асосан икки гурухга ажратиш мум
кин:

1) аниц усуллар — бу усулларга олий математика курсндан 
маълум булган Крамер цоидаси, Гаусс усули, тескарн матри- 
цалар усули киради. Бу усуллар системаларни ечиш учун сис
тема коэффнцнентларига боглиц булган формулаларни хосил 
цилиш имконинн беради;

2) итерацион у с у л л ар — улар цаторига итерация усули, 
Зейдель усули ва ?\оказолар киради. Бу усуллар системанннг 
берилган аницликдаги ечимини топиш имконинн беради.

2. Жордано — Гаусс усули. Чизицли тенгламалар система
ларини детермннантлар ёрдамида сонли ечиш (Крамер коида-
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си) икки на учта тенглама системаларини ечишда цулайдип v< 
Катта сондаги тенгламалар системаларини учишда чса Гаусс* 
усулидаи фойдаланиш анча цулайдир. Маълумки, бу усул но- 
маълумларни кетма-кет йуцотишдан иборатдир.

Жорлано— Гаусснннг модифнкацияланган усули билан
чаш амил. Мулохазаларнинг умумийлнгига зарар етказмаган ■ 
холда факат турт номаълумли туртта тенглама системас 
цараш билан чекланамиз:

|Х| *4“ ^ 1 2 * ^ 2  Т  ^ 1 3 X5  ^ 1 4 X4  ~  d 
а„дг, +  atixs +  at3x3 +  a.,4x4 =  d„.
a 3ix i y 2 T  а зз-'’з  a 34X4 —  ^ 3*

a 4 i-v, +  a itxt +  a43x3 +  au x 4 =  d4,

бу ерда д-,, дгг, дг,, xt — номаълум сонлар, aik (1= 1,4 ва к 
система коэффицнентлари, dt, с3. d4 — озод хадлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанинг ечими деб номаълумларнинг 
шундай ь^ийматларн тнзмасига айтиладики, уларни система 
тенгламаларига цуйганда тугрн тенгликлар .\осил булади.

(3.1) системанинг ечимиии юпиш учун цуйидагича иш тутамиз. 
Бирор aik Ф 0 коэффициентни, масалан, а и Ф Они танлаймиз. Унн 
х.ал килувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини а , ,  га булиб, кейин хосил булган тенгламани кетма-кет 
Я/i (i —2,4) ларга купайтириб ва (3.1) системанинг мос I- тенгл.'.маси- 
ни айириб, биз биринчи тенгламадан ташцарн, барча тингламалардан 
дг, номаълумни йуцотамиз. Натижада (3.1) снстемага тенг кучли кчйи- 
даги системага эга буламиз:

- Oj2-'2 Ч" a \\xt — d t,
^ 2 2 ^ 2  =  d,,,
a s j X2 Ч-  a XiX3 «34*4  =  d y  
а4>2 +  <̂ 3X3 +  аи х4 =  d\.

(3.2)

(3.2) системанинг a'[k(i =  1,4) коэффнцетларини хосил килиш 
коидасини кейинрок курсатамиз.

Агар а',2 Ф О булса, у холда жараён такрорланади, натижада биз
(4.2) системанинг биринчи тенгламасидан ташкари барча тенгламала- 
ридан х„ номаълумни йуцотсмиз (Жордано усулининг Гаусснннг .маъ
лум усулидан фаркн хам шундай иборат) ва (3.2) системага тенг 
кучли куйндаги системага эга буламиз:

а '\\х\ +  а !з*з +  ан xt =  d\,
Qj., Jfj *f- X3 T  u.t4 x4 — d^

° 3 3  хз a u Xi ~  dy  
а *ЛХЛ f l44*4  =  d 4

(3.3)

(3.3) системанинг янгн коэффициентларини ва озод ^адла-
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Р „ 1 Ш  хо си л  цилиш цоидасини параграфнннг охирида баен цн ла-
м«з.>Карасннн (а^  Ф 0 булса) шунга ухшаш давом этгириб, учннчи 
ттнгламасидан ташкари барча тенгламаларндан дг, номаълум йуцотил-
га1! Тенг lavia. iap систсМасПИП .\осил ю п ям т :

«и дг, 4- а и л*4 =  </,.
а"п*2+ (h\xx = dl,

a 'axs +  an x* { )
<4*4 =  < '

Ва. нн^оят, (3.4) системанннг туртинчн тенгламасидан таш- 
царн барча тенгламаларндан номаълумни йуцотиб цуйидаги
системага эга буламиз:

a~X l= d ; ,
_т  _ if*
22*̂ 2 2 *

а зз *3 =  4» »
а \*Х\ = **4 ‘

Бу системадан дс(. х2. дг3, дг4 номаълумларнннг цннматларн топи- 
ладн. Тенгламалар системасннн ечишнннг номаълумларни кет- 
ма-кет йуцотншга асосланган басн этилган мазкур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усулни тенгламалар снстемасига эмас, балки шу снсте- 
манинг элементар алмаштнришлар ёрдамида диагонал курн- 
нишга келувчи кенгантирилган матрнцасига цулланнш цулай- 
poiviitp.

Шундай цилиб. системанннг кенгантирилган матрицаси цу- 
йидаги куринишга эга булсин:

А =

о„ о.з о .4 dt
а „ о-а 0*4 d
о3* о3з 034 d3
а,г «43 044 d i

'м
*21

*41
<\ал цнлусчи элемент сифатида бош днагоналда турган элемент ели- 
нади (аи\ | =  1,4 ). Х,ал цилувчи элементда кесншувчи сатр ва устун 
мос равишда \ал килувчи сатр  ва .уал килувчи устун  деб аталади.

Кенгайтнрилган А матрицадан эквивалент матрицага утиш 
(яъни (3.1) системадан (3.2) системага утиш) учун

1) хал цилувчи элементнн танлаш (масалан, ац=^0) ;
2) эквивалент матрицада .\ал цнлувчи сатрни ^згаришснз 

цолдирнш;
3 ) эквивалент матрицада .\ал килувчи устунни (^ал ци- 

лувчп элементдан ташцари) ноллар билан алмаштириш;
4) эквивалент матрнцанинг цолган элементларини эса «т\т- 

ри туртбурчак» коидаси деб аталувчи коида буйича цайта са-
наш керак.

377



Бу К°ида куйидагидан иборат: учнда хал цилувчн элемен! 
жойлашган тугри туртбурчак тузамиз. Х,ал килувчн элементно 
а  билан, дастлабки матрицанинг алмаштирнлаётган элементи. 
ни и билан, .\ал килувчн сатр ва .^ал цнлувчн устунда же 
лашган племен тларни Ь ва с билан бслгнлаймнз. Янги и' 
ментни a ,rz ,b ,c  элементлар буйича топиш схемаси кушпаги 
ча булади:

а-ъ—Ьс

матрицада хал килувчн элемент сифатида а и =  2 ни оламиз. У холда 
а „  элемент а22 элементга цуйидаги формула буйича*алмаштирилади:

2 - 5 - 4 - 3  - 2  
22 =  ------ -̂------  =  “ Г "  =  — I.

а32 элемент а.,„ = 2 • 1 — 3 -3
32 — элементга алмаипирилади:

/*=

Агар хал килувчн элемент сифатнда алз =  — 1 олинса, у  холда
о22 элемент а22 = 5-(— I) — 3 ■ 1

— 1
> • I о------- =  о элементга алмаштириладн:



• ,и  с 0 .1. Чизикли тенгламалар системасини Жордано —
Г а у с с  усули бнлан ечинг:

Xi +  vt —  3 .V, -f- 2 дг4 =  6. 
дг, 2 х., =  -  в,

хг ДГ3 — 3 х4 ==-- 16.
2 x v — Злг*4- 2 дг3 —6 .

L ч и ш. Кенгэнтирилган Л матрицани тузамнз, ва юцорндя 
баён этилган цондалардан фойдаланиб, сатрлар устида эле- 
чо'пар алмаштиришларни амалга  оширамиз:

и  Хат цилувчи элемент сифатида a i i  = 1 0 ни оламиз. д ал  
кил\вчи сатрни кайта ёзамиз, янги матрицанинг *ал килувчн 
v тунига эса (>̂ ал килувчи элементдан ташкари) нолларни куя- 
мнз Колган коэффициентларни «тугри туртбурчак» цоидаси 
буйича алмаштирамнз:

А  =

1 - 3  21 6 , 
— 2 О — I | — 6 

1 I 3 ;  16
— 3 2 ОI 6,

1 1 —3 2 6
3 —3 — 12
1 3 16
8 —4 — 6

2) Иккинчи сатрни (— 3) га буламиз. \эл КИ-ЧУ"ЧИ элемент си
фатида аг1 =  1 Ф 0 ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

А =

1 J L - 3  2 6 
О | j T j - l  1 4 
0 1 1 3  16 
0 —5 8 —4 — 6 ,

1 0  0 3 14 
0 1 0  2 10 
0 0 1 J _ I  6
О̂ О О г г

Натнжада системанннг куйидаги ечимига эга буламиз: 
x t =  8, х,  =  6, д-3 =  4, х4 =  2.



Жордано — Гаусс усулини юцори тартибли детермина|в 
ларни .^исоблашга цулланиш мумкин. !

2 - м и с о л .  Жордано — Гаусс усули ва шунингдек детер^Я 
нантлар хоссасилян фпйлаланиб летерминянтни хн

1 3  2 4
- 1  3  2  1

4  — 2 3  5
0  1 - 1  3 .

Ечиш.  ]\ал килувчи элемент сифатида а , ,  =  1 ни оламнз.

I Z I 3 2  4 1 3 2 4

Д  —
— 1 3 2  1 0 6 4 5

4 — 2 3  5 0 —  14 — 5 —  11
0 1 - 1  3 0 1 —  1 3

(иккинчи ва туртинчн сатр элементларпнннг уринларини ал- 
маштирамиз ва (— 1) купайтувчинн учннчи сатрдан ташкарига 
чикарамиз).

1 3 2 4 1 0 5 —  5
0 ш —  1 3 0 1 - 1 3
0 14 5 11 0 0 |Т9| - 3 1
0 6 4 5 0 0 10 —  13

1 0 0
00

1 0 0 0
19

0  1 0
26

0  1 0 0
= 19 —

0  0 19 - -3 1 0  0 19 0

0  0 0 i f  1 0  0 0 63

и » ! 19

Ж ордано— Гаусс усулини, шунингдек, яна .4 хоемас 
квадрат матрнцага тескарн матрицани топишга цуллаш мум- 
кин. Бунда цунидаги ишлар бажарилади: А матрнцага лудди 
шундан тартиблн Е бирлик матрицани бириктириш билан туг
ри бурчакли матрицани тузамиз:

(А\Е].
Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш билан ту- 
зилган матрицани (£|В) куринишга келтнрамнз. Агар А — 
хосмас^ матрица булса (яъни унинг детермннантн нолга 
тенг булм аса) ,  буни амалга ошириш мумкин. У холда В А 1 
булади.



г. 1 Берилган матрицага тескари матрнцани топинг:
3 -  м  н  с  и  •  г

( 1 2 Л = 3  1 о .

\4 5 —2/

........, |Д| _  ] эканини текшириш осон. Ёрдамчн матрицами

J —

/ | Ш 2 — 1 1 0 0 \ / !
(Д!£) =  I з  i о о 1 о J ~  I о —

'  4 5 - 2  0 0 1 '  \0 —

2
-5
-3

1 О О 
—3 1 О 
—4 О 1

/1 2 — 1 1 0

0
|—Г  1 3 3 1

ш 5 5 5

\ о 1
2
3

4
3

0

\_
5
3_
5
j _
15

5
£
5

1_1_
15

-  О,4 о

0 о

------  о
5  5

1 - т »
- 1 1 —3 5

/1 0 0 2 1 \
J o 1 0 —6  -- 2  3

I о 0 1 — 11 —3 5 /

Демак, ушбу

матрица берилган

.-I
- 1 - 6  - :  

V - l l  -

1 — 1
2 3
3 5

/1 2 - 1  
=  13 1 о 

\4 5 - 2

матрицага тескари матрица экан. „ 0„„ я
3. Ч и зи ги  тенгламалар системасини ечишнинг " TeP a«"*

усули. Помаълумлар сони катта булганда Гаусс Ус>л,*н“" 
аник ечимлар берувчи чизнцли система схемаси ж уда  мурак- 
каб булиб цолади. Бундай холларда система нлдизларини то
пиш учун баъзан такрибий сонли усуллардан фоидаланнш цу- 
лайдир. Шундай усуллардан бирн итерация усулиОир.

Айтайлик, цуйндагн тенгламалар системаси берилган булсин.
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a „ . v ,  +  a , 2.v2 - f  a l3x 3 - f  . . • а ы Х „ = Ь „
а 21Х1 "Ь a 22x t  +  а г з х з  +  • • ■ +  a 2 n Xn = K

a  ,X. - * - ( !  Г.. - i - n  .Y - i -U.i A Ji- — .. . . .
(3.5)

Куйида ги матриналарни киритамиз-

Г а "
a i2 • . . a ,  \

\
A =  * ;

f l22 •
X =

\ a „\ a „ 2 ■ • • “ „ )

У холда (3.5) система матрица шаклида куйидаги куринишни олади:
Ах =  Ь.

Диагонал коэффициентлар нолдан фаркли (яъни а ,„  а,г, 
апп ^  0) деб фараз килиб, (5.1) системанинг биринчи тенгламасини 
дг, га нисбатан, иккинчи тенгламасини хг га нисбатан, учинчисини х 
га нисбатан ечамиз. Натижада (3.5) системага тенг кучли куйидаги 
системага эга буламиз:

= Pi +  0 -т- «i»-v2 ~  a I3.v3 - f  . . . - f  otla xn, 
xt =  Рг -r  a 21.v, - f  0 - r  o.i3x3 - f  . . . — a ,n xn.

......................................................................................... (3.6)
xn ~  P„ ‘ a n\xi  +  a n2xt  ~r • . .  +  a n-n_ i ■*„_] +  0 .

Ушбу

a  =  L _ r

*Я1 • 0  J  '  P„

матрицаларни киритиш билан (3.6) тенгламалар системасини 
матрица шаклида цунидагича ёзиш мумкин:

х = Р +<*•*. (3.7)
(3.7) системани кетма-кет якинлашишлар усули билан еча

миз. Нолинчи якинлашиш сифатида, масалан, озод ^адлар ус- 
тунинн цабул киламиз.

* ,0, =  Р-

х*0’ ни (3.7) нинг унг томонига куГжб, jc*1* биринчи якинла- 
шишга эга буламиз:

jc(I) =  р - f  а х (0)-

Кении *<'> ни (3.7) нинг унг томонига цуйнб, jc<2> иккинчи якнн- 
лашншга эга буламиз:

*<2) =  р +  «/> •
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Жамённи такрорлаб
* '  дс*” '* =  Р + o j f <n) (3.8)
. -г»««\ма буйича .^осил цилинувчн цуйидаги нцннлашишлар

‘ ---- ..- j  _гл Ci?
кетма-Kfi.........-  -'* (0) (I* гл <«> дг , г  \ X .............АЛ

5v котма-кетликнинг л и м и т ,  агар у м авж уд  бу ЛС2, (3.5) 
системанннг изланастган ечимн булади. п нимаълумли п та 
т е н гл а м а  системаси учун жараённинг якинлашувчи булишининг 
етарлилик шартини исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу
П п

< 1 0  =  1, п) ёки V | a . ,  < i  (у =  1, п) 
i = i t - i

шартларОан камида биттаси бажарилса, у %олда (3.8) итера
ция жараёни бу системанинг бошлангич яцинлашишни тан- 
лашга боглиц булмаган ягона ечимига яцинлашади.

Ь\ шартлардан келиб чиццан .\олда ушбу натижаии ^осил 
цилиш мумкин.

Н а т и ж а .  Агар куйидагн тенгсизликлар бажарилса, (3.5) 
тенгламалар системаси учун итерация усули якинлашувчи бу
лади:

(|в п1 >  ikh/ i*
/ = |

Ы  >  2  К !*
/=|

,1 >  i К/!. 
/* = |

яъни (3.5) системанинг цар бир тенгламасн учун диагонал ко- 
эффициентлар модули, озод хадларни >;исобга олмагаида, тенг- 
ламаиинг бошца барча коэффициентлари модулларн йигиндн-
сидан катта.

М и с о л .  Уч номаълумли учта тенглама системасинииг ечи-
миии топинг:

14 а, +[0,24 а, — 0,08 а, = 8,
.0,09 а ,  +  3 дг* — 0,15 а ,  =  9, (3.9)
Ю,04 а ,  —  0,08 а .  +  4 а ,  =  20.

Е ч и ш .  Жараён якинлашувчи булишининг сунгги шарти
бажарилади:

|а„| = 4 > |0,24| +  |— 0,08/ = 0,32,
\ап \ =  3 >  10,09| +  1-0151 -  0,24,
|а „|—  4 > |0,04| +  |-  0,081 = 0,12.
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Шунинг учун итерация жараёни яцинлашувчи булади. (3.5) 
системани уига тенг кучли цуйидаги система билан алмашти- 
рамнз:

(х, — 2 — 0.06 .V» 4- 0.02 л*.
!* ;  =  3 - 0 ,03х\ 4 - 0 +  0 ,05хя, (3 .10)
1л-„ — 5 — 0,01 л', - t  0,02 -г  0.

Системанинг матрица шаклидаги ёзуви ^ й н дагн ча :

ёки х =  Р +  а х ,  бу ерда

0 — 0,06 0,02 \ (Xi
— 0,03 0 0,05 х,
— 0,01 0,02 0 )  \х,

// 0 — 0,06 0
■» =  ('-- 0 , 0 3 0 0

01 0,02 0 /
Нолинчи якинлашиш сифатида куйидагини оЛамиз:

/ »  =  р = ( з ) ёки х‘0) =  2, х™ -  3, х<0) =  5.

/л<1»
х(0) ни (3. 10) системанинг унг томонига куйиб, х(1> =  I д И  би-

v 4 » ;
ринчн якинлашишга эга буламиз:

х\1) =  2 — 0,06-3-1- 0,02 • 5 =  1,92,

4
х'!' = 0  — 1

к\1) =  2 — 0,06 • 3 +  0,02 - 5 =  1,92, , ^
Xj* =  3 — 0,03-2 +  0,05-5 = 3,19, ёки / ’ - m g )  
xj* =  5 — 0,01 2 +  0,02-3 =  5,04 5-0 4 '

х(1> ни (3 .10) системанинг унг томонига куйиб, иккинчи якинла- 
шншга эга буламиз:

х ® =  1,9094, /1,9094 4
jc*,2) =  3,1944, ёки х =  I 3,1944 ) 
х ?  =  5,0446 S’0446'' •

х,3) ни шуига ухшаш топамиз:

x f '  =1,90923, /1,90923 \
x f  =  3,19495, ёки х'3) =  3,19495 
х(33) =  5,04485 5,04485 / •

Натижаларни цуйидаги жадьалга ёзамиз:



Якинлашишж.р *г *г

0 | 2 | 3 | 5

2 | 1.90Э4 I 3.1944 I =; 044*3

. | 1,90923 | 3,19495 j 5.044в->

Шундай килиб, илдизларпинг такрибий кийматлари куйидагилар экан: 
.V, -  1,90923; ,v2 = 3,19495; дг, =  5,04485.

У з - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тенгламалар снстемасининг ечн.ми деб ннмага айтнлади?
2. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг Жордано — Гаусс усулини 

баён этннг.
3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация усулини баён 

этннг.
4. Чизикли система итерация жараёнининг якинлашиш шарти нимадан 

иборат?
5. Куйидаги системани Жордано — Гаусс усули билан ечинг:

а) +  хг — 2 х , =  6,
2 4- 3 xt — 7 дс3 — 16, 
5 х , f- 2 х 2 4- x j -  16;

б) 14 Xj -  4 x2 -  5 x , - f  5 x 4 — 0, 
2 x , -f- 3 x3— x4 =  10,

X , +  x , — 5 X j = — 10, 
3x2+ 2 x ,  = 1.6. К,уйидаги дитерчинантни .^исобланг 

а) 3 — 2 — 5 1 б) 1 1 — 6 — 4
2 — 3 1 5 3 — 1 — 6 — 4
1 2 0 — 4 2 3 9 2
1 — 1 — 4 9 3 2 3 8

7. К,\йил;!ги матрицага тескари А 1 матрицами топинг:
I 3 — 1 0\ /3 2 2\

а) А  ̂ — 2 I I ;  б) А =  1 3 1
V 2 -  1 4/ \5  3 4.1 .

8. Куйидаги сисимани итерация усули билан ечинг:

4 х , — 0 ,2  ха — 0 ,2  дг, =  4.
0 ,2  Xj — 4 x2- f  0 ,4  дг4 — — в,
— 0 ,2  x j - f  5 х 3— 0.1 х4 =  5,
0 ,4  хг — 0 ,1  х3 — 5 х4 =  15.

4- §. Интерполяциялаш

1. Масалаиинг куйилиши, Энг содда интерполяциялаш ма
саласи куиндагича ифодаланади:

[а, Ь] кесмада п - f  1 та нуктг. берилган:
Ад, А|, Д2, . . , , Xj, . . . v Xni

бу нукталар интерполяция тугунлари деб аталади. Бирор / ( а )  
функциянинг бу нукталардаги к иймати куйидагилар булади:

25—2640 3g5



/ (*о) — Уо' f(xi) ~  У\> f (**) 7_ • • • • f (*f) У,> - ■ ■ • f (Х„) Уп-
Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугунларида

•ункция цабул цнлган ь^ийматларнк, яъни

Уо< F ( x j  — i/j, / (дг*) y lt . . . . F (x-) y {, ( x j  yn

цийматларнн цабул килувчи F (x) функнняни (интсрполяцияла- 
нувчн функцияни) ясаш талаб этнлади. Геометрнк нуцтаи 
назардан бу берилган нуцталарнинг цуйидаги тизмасн орцали 
утувчи бирор маълум турдаги y  — F (x) эгрн чизицни топишни 
англатадн (169 -ш акл):

•̂ 0 (-*0' </о). W t (Х[, у j), М.2 (х.г, 1/2)> • • • • У̂ < • • • • М„ (хп, //„)•

Масаланинг бундай умумий цуйилншн чексиз куп ечнмга эга 
булиши (айтиб Этилган нуцталар орцали чексиз куп эгрн чи- 
знк ^тказиш мумкин, 169- шакл) ёки умуман ечимга эга бул- 
маслиги мумкин.

Бирок, агар ихтиёрий F (х) функция урннга цуйидаги шартларни 
к,аноатлантирувчи л-даражалн Рп(х) куп\ад изланса, бу масала бир
цийматли булиб цолади:

Р М = У »  Ря(хд= У 1, Р Л хд = У г ..........Р М = У 1 ...........Р М ^ У п -

Хосил цилинган интерполяция формуласи одатда берилган f  W  
функциянинг х аргументнинг интерполяция тугунларидан фаркли 
Кийматларидаги цийматларини такрибий ^исоблаш учун цулланилади. 
Бундай амал /(*) функцияни ннтерноляция.таш (х£1дг0, *„1 булганда/
ва экстрополяцнялаш (х£ [ v0. .гл] булгандч) деб аталади.

2. Чекли айирмалар. Интерполяция формулаларинн тузи



хацидаги масалани му.\окама килишга утишдан олдин чекли 
айирмалар тушунчаси билан танишиб чи^амиз.

Айтайлик, y = f ( x ) — берилган функция, аргументНинг Ах 
орттирмаси— тайинланган мицдор булсин.

1 - т а ъ р и ф. Ушбу
А у  f(x  -i- A * )— /<*)

айирма у —[(х) функцнлшшг биринчи чекли айирмаси (еки 
биринчи тартив ли чекли айирма) деб аталади.

10t\Upu тартиили чекли ийирмилир лам luynia ухшаш 1аь- 
рифланади:

А" у  — А (А" 1 у), бу ерда п =  2, 3, . . .
1-м и с о л .  Иккинчи тартибли чекли айирмани хисобланг:

Е ч и ш. Таърнфга кура цуйндагнга эга буламиз:

АгУ — А (А у) -  A ( f( x + A x )  — f(x)) — lf(x  +  Ах +  Ax) —
— f(x  + A x ) ]  — [/(х + Ax) — /(х)) f(x +  2 А x) —

- 2  f(x  +  A x )+ f(x ) .
Шундай цилиб, иккинчи тартибли чекли айирма учун цуйи- 

даги формулага эга буламиз:
Аа у =  /(х +  2 А х ) - 2 / ( х  +  Ах) +  /(х).

Учннчи тартибли чекли айирмани .^ам шунга ухшаш .узеил 
цилиш мумкин:

Ая у  =  f (x  +  3A x ) — 3 f ( x  +  2A x) ~ 3 f (x  +  А х )— /(х) 
ва хоказо.

2 -ми со л . Р  (х) =  Xя функция учун чекли айирмалпрнн тузинг, 
бунда А х =  1 деб хисобланг.

Ечиш.  Р (х ) =  х3 га эгамиз, бундан
А Р(х) — Р(х  +  Ах) — Р(х) =  (х +  Ах )3 — х* =  (х +  I)3 —

— .Vs Зх= + 3 x 4 -  1.
А* Р (х) =  [3 (х +  А х )2 +  3 (х +  А х) +  1J —

- 13х2 +  3 х  +  11 = 13(х +  I)2 +  3(х + 1) +  I] -  [Зх2 - f  
•4* 3 х 1 ] = 6 х -)- 6,

А3 Р (х) =  [6 (х +  А х) +  6J — [6 х’ +  6| = |6 ( х +  1) +  6J —
— [6 х  +  6] = 6 .

А" Я(х) =  0 (барча п >  4 учун).
Учинчи даражали купхаднинг учинчи тартибли чекли айирмаси 
хар доим х га богли^ булмаслигини таъкидлаб утамнз. Учин- 
чи даражали куп.\адлар учун тартиби учдан юцорн булган 
парча чекли айирмалар эса нолга тенг. Ва умуман цуйидаги 
тасдиц уринли:

Т е о р е м а .  Агар Рп(х) п-даражали купхад булса, у  %олда унинг 
п~ чекли айирмаси узгармас ва у цуйидагига тен г:



AnPn(x) =  a„ nl (Ах)\

тартиби п дан катта барча чекли айирмалари эса нолга тенг 
?6v ерда Ад- узгармас, а0 — куп^аднинг бош коэффициенти,
г. — куцдадннкг дзра.'г.а .

2- т а ъ р и ф. A орнирма символики y = f( x )  функциями унккг 
куйидаги чекли айнрма функциясига мос ^уювчи оператор си
фатида м р а ш  iny-ГнП";

A y  =  f(x  +  Ax) — f(x),
бу ерда Ад — узгармас.

Бу А операторнинг асосий хоссаларини текшириш оссн:
I j А (ы +  и) — А и +  А и,
2) А (Си) — С А и, С — const.
3) Ат (Апу) =  Ат +пу,

бу ерда у, и, v — функциялар, т ,  п — номанфий сонлар, бунда 
д« у  =  у  деб фараз килипади.

3. Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ёту'вчи

Х"о» ^1» • • • t .
(бу ерда д, — х0 =  д , — xt =  . . .  =  h — const, h ни ка дам деб атай-
киз) ну^талар учун ушбу

Уо< Ui< Уг> • • ■ > Vi' • • • Уп' • * w 

жадвал ^ийматлар билан берилган у =  f(x) функцинни ь^араймиз, 
бунда

/(*•) = У о,
К хг) =  f(x0 +  h) =  y lt 

f ( x t) =  f(x , +  2 h ) = y v

f(x i) =  l(x 0 +  ih) =  yl.

Чеклн айирмалар ^уйидаги муносабатлар билан ани^ланадн:
Л У, =  Ух — У». А* у0 =  А (А у0) =  А (»/, — у0) =  А у , — А у0.

А3 Уо~ А (А* у0) =  А (А у , — А у0) =  А* у, — А2 у0.
А у 1 =  у2 — уй Л2«Л =  A (A y t) =  A (yt — у,) =  A y s — A y t;

А3 у, =  А (А- у , ) =  А (A yt — А </,) =  А! у, — А* у ,,
А У\ Уз у ft А~ yt = A yt  A yt. A3 yt  =  А* уг — А* у г,

А У̂  =  yi+i — У 0 Аг уi ~  A yi+l — А у-. А3 у( =  А2 у4>1 — А* (/,•

ва хоказо А" у { =  А”" ’1 у|+| — А4-1 у,.
Турли тартибли чекли айирмаларни икки хил куринишдаги 

ж адваллар  шаклида жойлаштириш цулай: айирмалари го- 
ризонтал ж адваллар  (1 ва 2- ж адваллар ) ва айиришларн диа- 
гонал ж адваллар  ( 3 - ж ад в ал ) .



Ал Чп j А Чп ! А1 "о На A4 у -

* Ух А 1/, I * у , 1 А* г ,

* Иг \ '  !/1 j * : У а

Уз л  1/1 | Д*Уэ A’ j*  | л* л
У* *У* ! л* уА Д А *у4

Жадвални тулднриш п- чекли айирмалар узгармаслар бу
либ цолгунча ёки улар бир-биридан абсолют кинматлари б^- 
йича г дан хам кичик сонга фарц цилгуннча давом эттирилади, 
бу ерда е — берилган аницлик.

3- м и с о л .  Ушбу
у  = 2 дг* — 2 х 2 +  3 х — 1

функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошлангич х0 =  0 кий мат 
буйича ва цадамни h = 1 деб цабул килиб тузинг.

Ечиш.  лг0 — 0, дг, =  I, дг, =  2 деб фараз килиб. функциянинг 
мос кийматларнни топамиз; ;/в — !, $г, =  2, уг =  13. Берилган функ
ция учинчи даражали купхад булгани учун учинчи чекли айирма уз
гармас ва А3 у  ~ 2 3! ft* = 12 га тенг, юкори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирмалар жадвалини тузамнз:

2- ж  а д в а л

* Л у д >у Д*1/

0 —  1 2 — (—1)=3 11 — 3 =  8 12 0
1 2 13 — 2 — II 20 | 12 0
2 13 31 j 32 12

3 44 ^ 63 44
4 107 107
5 214

Жадвални бундан буён тулдиришни энди цушиш ёрдамида 
амалга ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал шаклда .^ам ёзиш мумкин:
3- ж  а д в а л

X ! _  v Л у Д ' у Д» у Д‘ у

0
1
2
3
4
5

— 1
2

13
44

107
214

3
I I
31
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0

поп



4. Умумлаш ган даража. Келгуснда бизга умумлашган да
ража тушунчаси зарур булади. Шу тушунча билан танишамиз. 
х ва /i берилган булсин.

Л- т а ъ р и ф. х ш ш ш ш г ум>ми<1Ш1<1а ч- д араж ас :;  дсо о;: 
ринчиси X га тенг булиб. хар бир ксйннгнси узидан олдннгисидан 
. кадар кичик булган п та купайтувчининг купайтмасига ай- 
нлади:

х*я , - х ( х  — h)(x — 2h) . . . (x — (n — \)h),

бу ерда л1"1 умумлашган п- д а р а ж а  х101 -  1 деб фараз к,илинади.
И - 0 булганда умумлашган даража одатдаги даражага ,мос ке-

лади: х1"* =  л".
Д х =  h деб фараз цилиб, умумлашган даражалар учун чекли 

айирмаларни хисоблаймиз.
Биринчи айирма учун цуйидагига эгамиз: у =  дг

A y - A J n]= (x+ h)ln] — )tn]= (x + h )x (x -h ) (x -2 h )  . . .  ( х - ( п - 2 ) h ) -
— x (x — h)(x — 2h) . . . (x — (n — 2)h)(x — (n — \)h)--=

=  х (х — ft) (х — 2 Л) . . . ( x  — (n — 2)h)(x +  h — x +  (n — I) ft) -

nh.

ЯЪНИ a / 1 — n / l !|-
Иккинчи айирмани хисоблаб, цуйидагига эга буламиз.

Дал1"1 - A (nh J n~']) =  nh А Х1"- '1 =
n h ( n — I) Ах1"- 21 =  n (л -  I) W ' 1" 21-

яъни
Д* х1"1 =  п (л — 1) hrJ"~2]- 

Амалларни такроран бажариб, цуйидаги натижани оламиз:

Дкх1л, =  ^ п ( л - ] )  . .  . ( n - k  +
Хусусан k - п  булганда Д"х1'‘| = п\ ft"; k >  п булганда Д х1 1 = 

= 0 булади.
5. Иьютоннинг биринчи интерполяции формуласи. Айтайлик, 

и =  / (х) функциянинг эрклн узгарувчннинг тенг узокликда ётувчи
х„ х„ хг..........х„ (бунда х, = х0 +  h +  2h...........■ х„ =  x0+nh
вг h — иитерполяциялаш радами) цнйматлари учун ушбу

Уо’ У\' Уу  • • •• Уп 

кнйматларн берилган булсин. х,- нуцталардч

У1 =  Рп (xt) (» =  0Гп) ( 4 .0

кинматлар цабул цилувчи даражаси п дан катта булмаган Рп (х) 
купхадни танлаш талаб этнлади



Лт  Рп (v0) -  Л"* //0 ( т  =  О я).

Купхадни куйндагн куринишда нзлаймиз:
" «  VW и<* • г  U, и , — Л*) - f  и* VJ6 —  Aei (а  —  Л,) - г

(4.1) шарт куйидагига эквивалент:

(4.2)

~г * • • т  — ^ —
— *i) i r  — r£  . .  . i r — .r„_,y 

Умумлашган даражадан фойдаланиб (4.2) ифодани бундай ёзамиз 

рп (*) = ао +  о1 (х — х0)[' 1 +  а2 (.* — -Vol1"1 +  а3 (х — x0)li] +

+  . . . +  ап (х — х„)1«] (4.3)
Масала Рп (х) купхаднинг о0, а,, а2, . . ., а ,  коэффициентларнни то- 
пишдаи нборат.

(4.3) тенглнкда х — х0 деб фараз ь^илиб, куйидагига эга буламиз: 
Р„ (хп) ~= У0 = а0, бундан а 0 -  у0.

а, коэффициентни топиш учун Рп (.г) купхаднинг биринчи чекли: 
айирмасини тузамиз:

Л Рп (а) =  <i,/t -f  u-2 ■ 2/i (дс -  л/ 1 +  3 a ji (х -  а0) г>1 +

-f  . . . +  an nh (x — x j n~'\

Бу ерда х — х„ деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

А Рп (х0) =  Д у 0 = a,h, бундан а , = - ^ - .
h

a2 коэ(|)фнциентни топиш учун иккинчи чекли айнрманн тузамиз: 

Д2 Рп (х) =  а 2 ■ 2! Л2 +  а 3 • 3! ■ /х2 (Л- _  а „)1 11 +  а 4 • 4 • 3 • Л2 (х -  x j 21 +

4 - .  . .  + а п п (п — 1) h2 (x — xtf n~21. 

х — xt деб фараз килиб, ушбу га эга буламиз:

А2 Р„ (-v0) -  У'У0 -= а 2 2! ft2, бундан а ,  =
2. h

Жараеннн кетма- кет такрорлан бориб, биз
Л* (/о / •П. --- i l  li ■
I! Лг (t =  0,и)

эканини топамиз, бу ерда 0! =  I ва Д° ;/0 =  уп деймиз.
а0, а , ,  а2, . . ., а„ коэффициентларининг топилган цнйматларнни

(4.3) ифодага куйиб, Ньютоннинг интерполяция купхадинн хосил ки-
ламиз:

Рп М  Уо +  j f ^ ^ -  Xо)',14 _ц л* Уо 
2! А» (*-ДГ,1,2 ,+  . . . +
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+  ( x - x f "  
n! hn '  ° •

(44)

(4.4) купхад цуйилган масаланинг талабларини бутунлай каноаг- 
Нккггоннинг (4 4) интерполяция формуласини амалда цул-

лаш учуй у  янги q =  ----- — узгарувчини киритиш билан шаклан ал-
h

маштирилган куринишда ёзилади. У холда
(х — xt № х — х0 х — х„ - h х — х0 — 2/i \ — — 0 1 > л __

~~ ‘ h * "  ЛЛ' h h
=  q (q — 1) (q — 2 ) . . .  (q — / +  1), бу ерда i — 0,n.

Бу ифодани (4.4) га цуйиб, куйндагига эга буламиз.
g ( « - i > < « - 2> , д , у +  +

2 ! 3 !

+  „ jq -  1) (д — 2) . . .< q -n  I) д .  ̂  (4 5)

( * )  =  У о  +  <7 ^ 0  +  4

бу ерда 7 = X— *о ,v0 нуцтадан чициб х нуцтага етгунча зарур бул

ган цадамлар сонини ифодалайди. (4.5) формула Ньютониинг якуний 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни бош
лангич д0 цийматнинг атрофида иитерполяциялашда фойдаланиш цу- 
лай, бу ерда q — абсолют цкймати буйича кичик сон.

п — 1 булганда чнзикли интерполяциялаш формуласига эга була
миз.

Л  (*) =  Уо +  q А у«-
п — 2 булганда параболик ёкн квадратик интерполяциялаш фор- 

муласига эга буламиз:
Pi (х) =  y0 +  q A y 0 +  ■ А* Уо

4 -м и с о л .  Жадвал да берилган у — f (х) функция учун Ньютон 
формуласини ёзинг:

к‘ 0 1 2 3 4 5

у1 5.2 8 10.4 12.4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

* v Лу Д* у Д> у

0 5 .2 2 .8 —0 .4 0
1 8 2 ,4 - 0 . 4 0
2 10.4 2 - 0 , 4 0
3 12,4 1.6 - 0 . 4
4 14,0 1.2
5 15.2

-



Ж^двалдан фойдаланиб, Ньютоннннг (4.5) формулаеннн тузамиз: 

Рп (дг) =  5,2 +  q-2,8 +  4 ^  0 ( - 0 .4),

дг_ОРЛЧ9 л — ■ -■ - — У trvftffnnnrrwi П'ГП
Г '1. i

P„ (■*) =S 5.2 - f  2,8*  — —  '■ 0,4.

Изланаётган функциянннг якуний куринишн цуйндагича:
Рг (дг) =  5,2 +  Зх — 0,2xs.

Э с л а т м а .  у  — f  (дг) функциянинг х нуктадаги цийматнни тацрн- 
бгн хисоблаш учун у  «  Рп (х) деб фараз цилинади, бу ерда х нуцта 
д0 га яцин нуцта.

6. Ньютоннннг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютоннннг 
биринчи интерполяция формуласи функцияни бошлчнгич дг0 нуцтага 
якнн нукталарда иитерполяциялаш учун цулай, лекин охирги хп пунк
та га яцип нукталарда эса ноцулайднр. Бундай холларда, одатда, Нью- 
юннннг иккинчи интерполяция формуласи цулланилади.

Функциянинг аргументнинг тенг маса(иларда ётувчи

д0, дг, =  дг0 +  Л, дг, =  дг0 +  2h, . . ., хп =  д0 - f  nh

(бу ерда h — иитерполяциялаш рядами) ций матлари учун цуйидаги 
цнйматларн системасига эга булайлик:

Уо =  / W ,  У\~ f  (*,)...........уп =  / (*,,).
Ингерполя!Шяланувчи куп\адни цуйидагн куринишда ёзамиз:

рп W  -  а о +  а\ (* — -О +  а, (дг — хп) (х — +  . . . +
+  ап (х — хп) (дг — *„_,) . . . (дс — дг,). (4.6)

Олдннгн банддагнга ухшаш амалларнн такрорлаб, а0, а , .......... ап
коэффиииентларнн топамиз. (4.6) купхаднннг топнлгг.н коэффициент- 
лар билан якуний ёзилнши цуйидаги куринншга эга:

p " w  = у-  +  * и Т  +

+  (jr -  ■х- ^ '  +  ' • • +  S ?  <x-* '>""• ,4 '7)

Янги q =  узгарувчини киритамиз ва (4 4) форм у лани цай-
та ёзамиз:

Рп ( * )= У п +  ~ Г 1 +  </(?+1)(<7 +

+  2) +  . .  . + - ^ 2 - < / ( ? + ! )  (<f +  2) +  . . . + ( q + n - l ) .  (4.8)
ni
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(4 .8) формула Ньютоннннг иккинчи интерполяция, купха^иднр.
5- мис ол .  у  =  l g х функциянинг кийматларн жадвал^ берил

ган:

1000 | 1010 i 1020 i 1030 j i040 ! Ю50

3,00000 3.00432 | 3.00860 I 3,01283 | 3,01703 , j u 2 i *9

lg 1044 ни топинг.
Ечиш.  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

х * Д у Д* у V * Д‘ * д*»

1000 3.00000 0,00432 -0 ,0 00 0 4 -0 ,000 01 0,00003 —0,00036
1010 3.00432 0,00428 —0,00005 4-0.00002 —0,00003
1020 3.00860 0.00423 —0,00003 —0.00001
10.30 3.01283 0,00420 —0,00004
1040 3,01703 0,00416
1050 3.02119

п — =  104> ~1059. ^  — 0.6,
4 и ю

у  ж  3.02119 -г 2^ 21!® ( _  о.б) — 2 ^ 1  ( - 0.6) ( - 0.6 -  1) -

-  0,00001 ■ (- ° |6) ( ~0 6 '* (~ 0 6 ■■■ -  • • • *  3,01870.

7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Нмотоишои интерпо
ляция формулалари фацат тенг масофаларда ётувчи интерппяциялаш 
тугунлари холи учун яроцли. Ихтиёрий равишда берилган итерпо- 
ляциялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция форууласи деб 
аталувчн анчагнна умумнйроц булг<.н формуладан фойдаласиладИ- 

Айтайлик, аргументнинг п -г  1 та турли

•*0' *1 • *2' * • Хп
цнйматларн ва / (.v) функция учун маълум булган унга %  

f  ( t0) =  Уо< f (Xi) =  Уi. f  (**) =  Уг.........../ К )  3 К
кийматлар берилган булсин. Даражаси п дан юкори булм^ан на бе- 
рнлган х,- тугун нуцталарда / (ж) функция цабул кил гаи ДОматларга 
эга булган, яъни

Ln (.«,) =  yt (i =  0,п)
булган Ln (х) куп\адни ясаш талаб этнлади.

Лагранжнинг изланаётган Ln (дс) купхадинн ке.пириб ^кармасдап 
кабул цилаыиз:
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— (X—лг,> (дг—ДГ,) . . ■ (X ДС,-̂ ) . . ■ (х—хя)

Ln (дг) =  (Лtj Хо1 (Х1—■*■«) (xr~ St) ■ • ■ (Xl—ДС(_11 {Xi—*,-+|) • • ■(*( хя)

1 " (4.9)

\гш иптерпо-1’111" ’1 гУгУНлари тен! масофаларда ётса, > \о,|да
я _nitr-i-mnrr 1Л О) интерполяция формуласи Пьютониинг интерполя-

устма- уст ту щади.
X ус у сан, (4.9)

х — х. . . * — *0 .п =  1 булганда Lx (х) -  у 0 х~—^  +  у ,
х0 —дг, дс, — х0

I ( Л _  (дс — *i> ( V -- д.) <х-- Х0) ( Г X.J,) .
п 2 булганда г Л ' 0 (хв —х,)<х,, —х,) ■' (х ,— х0) (х, — ДГ.)

(х — х„) (X — х,1
“Г" У 2 ------------------------—------

(дс, — х „ )  (х, — X,)

коэффицментдаринн х,исоблаш. (4.4) формулани сод- 
далаштн^миз. Бундай белгилаи. киритамиз:

Я„,| (*) =  (* — хо) (* — ДС.) • • • (X— х„). (4.10)

Хосилани топамиз:
/7 ■ i (х) в  (д- — х,) . . .  (х — х„) +  (х — х0) (х — х,) . . (х — х„) +

+  (х — х0) (х — х,) (х — х,) . . . (х — х„) +  . . .

- j - ( д __д’с) (.V *l) • • • (х *i_|) (^ ДС/+|) • • ■ (-̂  *д) "Ь

4 -  .  .  .  + ( д с  —  дс0 )  (д с  —  х , )  . .  . ( д с  —  х „ _ , ) .

с ________ .. i 0, п деб хнсоблаб, куйидагига эга буламиз:by f-рда х — -V ■
/7 ' ,  ( х , )  =  (* ,•  —  *о) К  — J C . )  • • • ( * / — * , _ i )  ( * , —

— ДС|+1) • • • (дс, — дс„). (411)

(4-10) ва (4.11) ифодаларни (4.9) формулага пуямиз:

L (л) =  V  ■г ^ « . </,. (4.12)

(■ о

(4 12) ,}х>рмуладаги у, лар олдидагя ко->ффиииентлар Лагранж 
коэффиниентлари Д<* аталади ва Нуйидагича белгиланади:

^„+1 <*>
Я п + |  (дс, ) (дс— ДС,')

Бунда Лагранжнинг (4.12) формуласи цуйидаги куринишга эга бу
лади:
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I =0
Л а гр а н ж  ф ор м ул аси ни  к ч л л а ш  vm vh  дг,- —  х„ айи рм алар  ж ад ва л и н и  

I \ замиз:

• i I п I П ft I „Ш I

0 1? к x«-xY xo Xf Xa— X3 x„—xt X„-X„ Da Ув y J D »
1 X—Xi Xl—Xt Xl—X3 Xl —Xt Xt- X „ Ux Ух Ух/Dx
2 хг—х0 Xi—Xi X—Xt xt—x3 Хг-^Ч Jfj—x„ и г Уг УгОг
3 х3—х„ Х3 —Х1 х3—хг JC—JC3 x3 x l x3~ x „ o 3 Уз Уз'Рг

i Xi—X 0 X — Xl X,—Xt Xl—X3 X—X1 Xj—X„ *>i yi y ,ID t

п хп- х а Xn-*l Xfi Xt xe—x3Xn—Xi x—x„ On D„ y j p n

Жадвалда Dn, D„ Пг........... Dn — мос сатрлар купайтмаси:

Di =  (*i ~ Х() (Xi ~ Xt) (Xi — X2) . . . ( X  — X,) . . . (X; — x„) .
П | (.v) — остига чизилган диагонал купантувчилар купайтмаси: 

Пп+Х (х) =  (х — х0) (х — х,) . . . (х — х{) . . . (x — x j .

Демак,

/,"> (х) -

ва коэффициентлар топилдн. 
Демак,

п»+1 (дс) -• 7T"Z, / = 0, л

n у •
6v ерда =  S 4+| — жадвалнниг охирги уступи йигиндисн. Шун-

1—0
дай килиб,

Ln (х) — Я я+| (х) 5 п+).

6- ми со л .  { (х) функциянинг ки."|маглари жадвали бгрилган:

x 81 85 87 88 89 90

У 0.012346 0,011765 0,011494 0,011364 0,011236 0 .0 11 111

I (84) ни топинг.



Ечиш. Жадвал тузамиз.

i ч xi ~x<>\xi —л1 д7 *i —x\*i — *—Хъ *>i Vi Vi / Di
1 - 1 ,  1 — ! О ! Л ! тгпсс! л л  •>.» л п о ?  t  h

i 85 | 4 — 1 - 2 —3 —4 - 5 - 4 8 0 0,11 /bo —24 ,ij 10416 .10 -° mm
2 8/ 0 2 -  .i —  1 - 2 —3 2 1 0 U. 114У4 mm
*3

4
5

CO
89
90

■ -'■i ■ 

8 
9

tr

4
5

2
3

•« ■ 
1 

2

—5
1

— 1

- - 6
320 

—  1620

w,w* t 

0,0112:16 

0,011111

» • AW

3 5 ,1 1 2 5 .1 0 - »  
- 6 , 8 5 8 6 4 2 - 1 0 - »

f f ,  3 ■ (— 1) • (—3) • (—4) • (—5) • (—6) =  — 1080
Г

— 11

i  =
0
, 0 3 6 6 7 8 - 1 0  - •

f (84) » Я 6-5 в = — 1080 (— 11,(Ш 676)-1(Г»*0,011920.

9. Интерполяция (}юрмулалари хатоликларини бахолаш. Биз д0,
х„ х , .......... х„ нукталарда берилган //„, у,, уг, -------уп циймэтларии
цабул килувчи (бунда у0 =  f (х„), у, - f (.г,).......... уп =►/ (*„)) f (х)
функция учун Лагранжнинг Ln (дг) интерполяция купхадини туз- 
дик. Тузилган купхад долган нуцталарда / (а) функцияга цанчалик 
якннлашади, яъни Rn (x) — f(x) — Ln (x) цолдиц \ад канчалик катта? 
Бу саголга цуйидаги теорема жавоб беради.

Т е о р е м а .  Агар у  — / (х) функция узининг (п +  \у тар ти б- 
гача ((п +  !)- тартиблиси хам) барча хоси.шлари би.ган бирга 
узлуксиз булса. у холда Лагранжнинг /\олдиц ходи куйидаги Ktjpu- 
нитга эга булади:

/<п+|> (5) „  
У/"+‘

(-V), (413)

бу ерда с — ва хп нуцталар орасида жойлашган нуцта,

Л „+, (х) =  (х — х0) (х А',) . . . (дг— х„У

Агар [л 0, а'п] кесмада .Vf =  max | f n~'’ (х)| деб белгиласак, у  х о л 
да Лагранжнинг интерполяция формуласининг абсолют хатолиги учун 
кунида! и бахога эга буламиз:

МПл+1 (*)
(я 1)!

Агар а 0, а 'ц  . . . .  хп иитерполяциялаш тугунлари тенг масо- 
фаларда жойлашган ва бунда х,+1— х( h булса, у холда (4.13)

формул?да х ~ х° =  q деб фараз цнлиб, Ньютоннннг биринчи форму

ласининг цолди^ хадига эга буламиз:
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R . w  „ *■+' » » - - «  <0 . 

бу ерда X0 < 1 <  xn.
. . . Jt x„Шунга ухшаш, (4. фмрмулада </-------—  део ч<лр<и

Ньютоннинг икки:нчн фирмуласшшнг >^дша |га буламиз:

* W ” L , . и ,
Исботлаш мумкинки, агар интерполяцнялашда интерполя- 

циялаш тугунлари х нинг зарур циймати атрофнда етарлича 
зич танланса, у  ^олда интерполяция формулаларидан олннган 
цийматлар, ж адвал  маълумотлар неча хонага эга булса, шун- 
ча ани^ хона бирлигига эга булади.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяциялаш масаласи нимадан иборат?
2. 1-, 2-, п- тартибли чекли айирма деб нимага айтилади?

-3 . Чекли айирмалар жадвали цандай тузилади?
4. Умумлашган дараж а деб нимага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи ^ачон цулланилади?
6. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласининг хулосасини келти

ринг.
7. Куйидаги жадвал к^ринишида берилган функция учун Ньютоннинг

иккала интерполяция куп.\адннн ва Лагранж куп.хадйни тузннг. Кугцадлар- 
ни таццосланг: ,

х| 0 1 2

у | 1 1 3

в)

0 1 3  4

0 2 0 1

X 0 12  3

У 1 - 2 0 3
8. 7- саволдаги б) ж адвал учун Ньютоннинг интерполяция к$п*адини ту 

зи т  мумкинмн?

5-§ . Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг та^рибий усуллари

1. Л\асаланинг ^уйи.тиши. Биринчи тартибли ушбу диффе
ренциал тенгламанн цараймиз:

y ' = f ( x , y ) .  (51)
Бу теигламанинг ечими деб, уни тугри тенгликка айланти- 

рувчн исталган у -у(х) функцияга айтилишини эслатиб $та- 
миз. Бу ечнмни топиш жараёнини дифференциал тенгламанн 
интеграллаш деб атаган эднк. Ечимнинг графиги интеграл эг- 
рн чизиц булади.

Техникага оид купгина масалалар бошлангич шартлар деб 
аталувчи берилган ушбу

У\х Х| =  У0 ёк» </(*о) -  Уо (5.2)
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шартларни каноатлантирувчн ечимлариН тоП11Ш Керак булган
да (5.1) тенглама учун Кошн м асалас"1*», сч1|ШГа келтириладн. 
Геомстрнк нуцтаи назардан бу берилг0н (Л|1 ,/0) нуцтадан утув- 
чи у = fp(x) интеграл эгрн чизикнн топН^'"hCpaKлигини англа
тадн. Лекнн ихтиёрий дифференциал >ен,ламанинг бундай 
счиаинн топишнинг умумий усули мз^^Нуд ?;яас. Одатда бун
дай ечишни факат тенгламанинг баъЗи *Ус\гиЛ холларн учун
• масалан, бнзга маълум булган чизикЛ1‘ , бир жинсли, Д е р н у л *  
ли ва баъзи бошка тенгламалар учун) >0П|,Ш мумкин булади. 
Шунинг учун му^андислик амалиётидз % ши масаласнни ечиш- 
иинг такрибий усулларнга мурожаат ^тНладц.

Улардан асоснйларини икки гуру.\г** раТМШ мумкин.
1) аналитик якинлашиш усуллари бунда ечим такрибий 

формула куринишида косил булади ( м*Салан. каторлар ёрда
мида);

2) сонли якинлашиш усуллари — 6Уцда хусусий ечимлар- 
нинг такрибий кийматларн жадвали тУ3Цдадц (масалан, Эйлер 
усули, Рунге — Кутта усули).

Энди бу усулларни батафсил баён э'гиЦ)га утамиз.
2. Дифференциал тенгламаларии K̂ 0n.iap ёрдамида ин

теграллаш. Айтайлик, ушбу
'/ =  !(*< У) (5 3 )

дифференциал тенгламанинг куйидаги

У\х=х. = У о « «  У(хо) ~  ул 15.4)
бошлангич шартларни каноатлантиру0 ч,| ечимини топиш талаб 
этилаётган булсин.

и //(л) ечим м авж уд  ва х—х0 даражаларн буйича 
жойлашган Тейлор катори куринишида И(кодаланган деб фараз
к.илайлик:

у  у (х)  у  (х0) +  (х —  Х0) +  & ! '  (X —  л-0)- +
2!

+ ' ^ ( л - - л - о ) 3 +  (5.5)

Каторнинг коэффициентларини топиш УНун ^  ндай нш i утамиз. 
у (х 0) нннг киймати бнзга (5.4) шг*Р^ан маълум. у'(х0) ни 

топиш учун (5.3) тенгламанинг унг т 0 Ч нида х ва у нинг ур- 
нига уларнинг х = х 0 булгандаги’ кий>1а>.1арини куяыиз. Нати
ж ада  куйидагига эга буламиз : .у '( х 0) ^/(д-,//„)■

у"(хо) ни топиш учун дастлаб у * н’Инг функцияси деб 
к.араб, (5.3) тенгламанинг иккала т о м ^ 1\ и х узгарувчи буйича 
дифференциаллаймиз:

!/" - ~  +  ~  ' * ’• ( 3 ' 6) дх ду
кейин эса косил булган (5.6) ифодаг 3̂ .V ва у' нннг .v = .v0 бул
гандаги кийматларини куямиз. Шу б * * ^  у"(хо) топилади.

(5.6) тенгликни х буйича яна бир ‘Чрта дифференциаллаб
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ва *осил булган нфодага у, у ’, у" ларнкнг х = х0 б ул ган д а ги  
Кийматларини ^уйиб, у'"(х0) ни топамнз ва .ужазо. ^осилалап- 
нинг ^осил килинган ^инматларини Тейлорнинг (5.5 ) ^аторага 
Куямиз;  У х нинг бу цатор яцинлашувчи булган цийматлаон

оу  усул исталган тартибли тенгламанн такрибан ечиш учун
Я П П К  Т !Г Т Т Т П  ^ -------
*1-------- » --------

У'=хУ2+\ (5.7)
теигламанинг

У ( 1 ) = 0  (5.8)
бошлангич шартни ь^аноатлантирувчи ечимини топинг.

Ii ч и ш. Бу теигламанинг ечимини Тейлор цаторн курини- 
шида нзлаймиз:

У =  М 1) +  - ^ ( д с - - 1) +  - ^ ( х - 1)* +  j
+  !±̂ Г 1 (Х— ') * +  • • • (5 9)

1/(1) коэффициент (5.8) бош лантч шарт билан берилган, ик
кинчи у ' (  1) коэффнциентин топиш учун берилган (5.7) тенг- 
ламанинг унг ва чап томонларига .*=1 ва i/(l)= 0  цийматлар- 
нн цуямиз. Натижада у ' (  1) = 1 га эга буламиз. 1\олган коэф- 
фицнентларии топиш учун олдин (5.7) 'тенгламанн х буйича 
бир неча марта днфференциаллаймнз:

У" = У2 + 2хуу’,
У "  = 2 уу' +  2уу' +  2ху'* +  2хуу" =  4 уу ' +  2ху'* +  2хуу", 

у 1v =  4 у'г +  4 уу" +  2у'* +  4 y ' lfx  +  2 у у" +  2ху'у" +  2 ху у'" =
=  6 у'2 +  6 у у" +  6 ху у" +  2хуу'" иа к.

Энди бу тенглнкларга у , у', у", у'"  ларнннг х =  1 булгаидаги 
кийматларини кетма-кет цуйиб, куйидагиларга эга буламиз:

i/"(l) =  0, у '" (  1) =  2, £/14 ( 1) =  6 ва .ужазо.
Коэффициентларнннг топилган ^ийматларини (5.9) каторга к у я  

миэ:

.. . ( * - ! ) *  , <* - D4 ,
У =  (х— 1) +  — ^—  Н— -—  ■+■------

2 - м и с о л .  Ушбу
у" =  2ху' +  4 у

теигламанинг
у (0) =  0, у' (0) =  1 

бош лантч  шартларни ^аноатлантирувчи ечимини топинг.

я-



Е ч и ш .  Тенгламанинг ечимини Маклорен кагори кури!;ии;и- 
да излаймиз (чунки дг0 = 0) :

ут (0)-х* +  . . . .

Каторнннг дастлабкн иккита коэффициенти бошлангич шарт- 
ларда берилган: </(0) = 0, //'(0) = 1. Учинчи и" (0 ) коэффициент-
ип ucpiuu uii »Ct Гнама od иишлыпгш шарыардсш шпампэ.
у ' ' (0) = 0. Колга|1 коэффнциентларнн, берилган тенгламани ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш бнлан топамиз:

"  -  2у' +  2ху" +  4у' =  6у' +  2ху", 

=  Gy" +  2ху" ' +  2 у" 8//" +  2ху'".

у х -  8у'"  +  2у

y vl= ю «/1V-
2 ху IV = 10//"' -г  2 .vу IV

VII 1 , V , „  VIу =■ 14 у +  2 ху ва .ужазо.
^осилалар учун топилган нфодаларга у, у', у", у'", . . . ларнинг 

х — 0 булгандагн цийматларини куямиз. Натижада куйндагнларга 
эга буламиз

у " ’(0) =  6; у п'(0) =  0; / ( 0) 60; y v,(0) =  0; </v,,(0)= 60-14 ва х, к.
Топилган коэффициентларии Маклорен каторига куйиб, ечим га 

эга буламиз:
Xs Xs X7 .-п+1

У =  х +  ~Т + ^ Т + 1 7 - r  . . .  +  - J T -  +  - ■ •

3. Эйлер усули. Бу усулнинг мохияти цуйидагидан иборат. Бэ- 
рилган [д0, x j  кесмада биринчи тартибли

У ' ^ ! ( х , у )  (5.10)
дифференциал тенгламанинг

У(-Ч)=Уо (5.11)
шартни цаноатлантнрувчи ечимнни топиш талаб этнлаётган 
булсин. Геометрнк нуцтаи назардан бу (5.10) дифференци
ал тенглама учун М (х0, у 0) нуцтадан утувчи у = у ( х )  интеграл 
эгрн чизицни ясаш кераклигини англатадн. [х0, *„] кесмани п 
та тенг кисмга буламиз (1 7 0 -шакл), .v0< A j<л'г< . . .  <хп були- 
ниш нуцталари булсин. Бу нуцталар оркали Оу уцига парал
лел тугри чизицлар утказамиз. Маълумки, (5.10) тенглама 
Оху текислнкда йуналишлар майдони ни аннцлайди, яыш  
(5.10) тенгламанинг з а̂р цайси интеграл эгри чизиги унинг 
исталган нуцтасида бурчак коэффициенти k булган урннмага 
эга. k нинг цнймати Цх, у)  функциянинг шу нуцтадаги кнй- 
матига тенг, яъни

k-=f(x,y) .
26—2640 401
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170- шакл.

Шунинг учун изланаётган хусусий ечнмга мос келувчи ин
теграл эгри чизн^ни та^рибан ясаш учун бошлангич М (х0,у0) 
нукта оркалн k = f(x 0, у0) бурчак коэффнцнентли тугри чнзи^ 
утказамнз ва уни х = х\ т\три чнзнц бнлан кесишгунча давом 
эттирамиз. У ^олда у t ординатаенни ^уйидаги муносабатдан 
топиш мумкин булган М i (х ь у , )  нуктага эга буламиз:

yi — y0 - - f  (*о. Уо) (*i — V  (5-12)
Кейин Л ! , (Х\, у,) ну^та орцали k = f ( x l, y l) бурчак коэф- 

фициентли тутри чизи^ утказамиз ва уни х = х2 тугри чизщ 
бнлан кесишгунча давом эттирамиз. Бундан t/2 ординатаенни 
цуйидаги муносабатдан топиш мумкин булган М2{х2, у2) н\ц- 
тага эга буламиз:

l/2 — f/i = /(*i. — *i)- (5.13)
Шунга ухшаш, М2 (х2, у2) нуцтанинг координаталарини бил- 

ган з^олда М3(х3,у3) нуцтанннг координаталарини топамиз ва 
.\оказо. Шундай цилиб, .г узгарувчининг ^ар бир кичик ора- 
лш\даги узгариши тутри чнзи1\ ( уринма)  кесмаси бнлан ал- 
маштирнлади. Натижада интеграл эгри чизиции тацрибан ал- 
маштнрувчи ва Эйлер сини^ чизиги деб аталувчи сини^ чнзшу 
ца эга буламиз.

Эйлер сини^ чнзнгидаги исталган М,4х(, у ,) иу^танинг (/,• орди- 
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатлар1а ухшаш ушбу

Vi — У,_| -  f (*/_|. yi-M xi — xi-\) (5 14>
муносабатдан топиш мумкин. [.v0, xn] кесма тенг кисмларга ажратил- 
ганлиги учун х, — х0 =  хг — xt =  . . . =  (х,- — =  Л, бу ерда 
h — бирор доимий сон. У \олда VI (х-, у() нуцтанинг х( абсциссаси- 
ни ^уйидаги

xi = x 0 + i h  (5.15)

формула буйича, изланаётган хусусий ечимнннг унга мос тац- 
рибий ^ийматини



формула буйича .хисоблаш мумкин.
Натнжаларни ж адвалга  ёзамиз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 

лардаги h доимий жадвЯл радами деб аталади.
3 -м  и с о л .  Эйлер усулидан фойдаланиб. ушбу

у ' -  0,5.V// (5.17)
тенгламанинг |0, 1| кссмада h 0.1 кадам билан

У (  0) -  1
бошлангич шартни каноатлантирувчн хусусий ечимларининг 
такрибий ь^ийматлари жадвалини тузинг.

Е ч и ш .  (5.15) ва (5.16) формула буйича *1 = 0,1 ва у\ = 1 
кнйматларни, кейин х2 ва у2 кийматларни ва хоказо .хисоблай- 
мнз. Хисоблашлар натижаларини цуйидагн ж адвалга  ёзамиз:

Ui ~ У{ _,)й (5. !6)

< *1 М /<*,-• Vi) /(*<• V )h

0 0 1 0 . 0
1 0 , 1 1 0 , 0 5 0 , 0 0 5
2 0 , 2 1 ,0 0 5 0 , 1 0 0 5 0 . 0 1 0 0
3 0 , 3 1 ,0 1 5 0 0 . 1 5 2 2 0 , 0 1 5 2
4 0 , 4 1 ,0 3 0 3 0 .2 0 0 1 0 .0 2 0 6
5 0 , 5 1 .0 5 0 9 0 ,2 6 2 7 0 .0 2 0 3
6 0 . 6 1 .0 7 7 2 0 , 3 2 3 2 0 . 0 3 2 3
7 0 , 7 1 ,1 0 9 5 0 . 3 8 8 3 0 .0 3 8 8
8 0 , 8 1 ,1 4 8 3 0 . 4 5 9 3 0 , 0 4 5 9
9 0 , 9 1 .1 9 42 0 ,5 3 7 4 0 , 0 5 3 7

10 1 .0 1 .2 4 7 9

Шундай килиб, i/(l) — 1,2479. Таккоелаш учун аниц ечимнн 
хам топиш кийин эмас ((5 17) тенглама — чнзмкли тенглама): у -X* )
=е* . Бу ердан у{ !)=<? ' 1,2840.

4. Рунге — Кутта усули. Эйлер усули хисоблаш учун ж уда  
осон, лекин камчнликка эга: .v нннг сезиларли узгаришларида 
у нннг такрибий кийматлари аник цннматдан катта фар^ кили- 
ши мумкин, чунки хатолик .^ар бир цадамда ортиб боради (170- 
шаклга к .) .  Эйлер усулида цуйидагидан иборат тенглаштирнш- 
ни куллаб, анча яхши натнжаларни олиш мумкин. (5.16) фор- 
мулада .\исобланган ^  кийматии у  ’• оркалн белгилаймиз ва 
бу цийматии цуйидаги формула буйича ани^лаймиз:

У ?  У; - , +  у  1/(дг1_ 1, '/,_,) +  /(л,-, у ? 1Щ.  (5.18)

Топилган кийматнн яна (5.18) муносабат га ухшаш куйндагн формула 
буйича аиицлаш мумкин.
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ва хоказо. Бу жараённи берилган аннцлик чегаралгрида иккита кет-

миз. Кейт! шу
4- м и с о л. Рунге — К у н а  усулидам фийди.кнни, о -  ттушш
л»?***?»* У и л а К п п т п п ^ п ш »  0 0001 г ' н т а  q u M i / n i f K  п м т я и  п я т о .

ринг.
Е ч и ш. 3- мисолдаги жадвалдан  фойдаланамиз. Куйидагн- 

ларга эга буламиз:

Уо = I. /(*,. //о) = 0 .
</," =  1, /(дгж, у ,1’) =  0,5 О, I • 1 =* 0,05.

(5.18) формула буйича цуйндагини топамиз:

У\2) = У о + j  U (-'о. У о) +  /(«,. '/',',)1'п =

=  1 + 0 ,5 (0  +  0,05) 0,1 =  1,0025.
Куйидагннн хисоблаймиз: / (дг,, У,-’) = 0,5 • 0,1 1,0025 =  0,0501. 

У  холда (5 19) ((юрмула буйича ушбуга эга буламиз:
У,*» -  I/o +  0 ,5 1/(.г0, у0) +  /(дг„ *»»)!* =

-- 1 + 0 ,5 (0  +  0,0501) 0,1 =  1,0025.
Шундай цнлнб, 0,001 гача аншушкда

t/-> =  у,3> =  1,0025.

Хисоблашларни давом эттир*.миз ва натижаларнн цуйндагн жадвалга 
с.-амиз:

*,• >Н . у »

0 0 Уп = 1 0 0 1

1 0,1 у\2' =  У|3) =  У\ — 1,0025 0,0501 0,0050 1,0025

2 0 .2 1,0100 0,1010 0,0101 1,0100

3 0 .3 1,0227 0,1534 0,0153 1,0227

4 0 ,4 1,0108 0,2601 0,0266 1,0645

5 0 .5 1,0646 0,3283 0,0328 1.0942
6 0,6 1,0943 0,3283 0,0328 1,0942
7 0,7 </7-> =  V, = , 1305 0,3957 0,0396 1,1303
8
9

0,8
0,9

г ? - * ? » - * —
i/S,-• =  -  у , =

1,1738 
1,2248

0.4695
0,5512

0,0470
0,0551

1,1735 
1,2244

10 1.0 .«Vo =  ^io)=  У,° = 1,2845 1,2840



Берилган у  — 0 ,5ху теигламанинг ацик цнпматини топиш мум* 
кип (узгарувчн.тарн ажралган тенг.тама). У у  =  е* ' куринишга эга Су 
функциянинг кийматлари TVIKIMH ЖЯ ТВЯ 1НН11Г oyilnril

ли ва Руше Кутта усули) таккппял, Pytir? — Кутта 5 :ул ! !  2 2 3 2  
усулнга Караганда я х широк нятнжа олншга нмкон беради. дегаи xv
^•uuu.1 (че.шмп .̂

У з у э и н и  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Дифференциал теигламанинг ечимн деб ннмага айтнлади?
2. Биринчи тзртибли дифференциал тенгламалар учун Коши масаласи 

нимадан иборат?
3. Эйлер усулини баён этинг.
4. Р унге— Кутта усулини баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге — Кутта усулларидан фойдаланиб, куйидагн тенгламз- 

нинг [0, i j  кесмадаги 0,1 цадам билан хусусий ечнмларинннг такрибий кий 
матлари жадвалини тузинг:

а) у' =  ж» — 0,3 у* - f  I, у(0) =  0 
(0,01 гача аиицлик билан);

б) у ' — — 2 ху*. у (0) =  I 
(0,001 гача аниклик билан).
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бу ерда .v0 <  I <  x

iiiMUiohUHia мккшкча форм) ласид j= i  тэ о я

H „W  ft j  £  EJ 
- ‘ S B  

*
- o 3a j i ' - o

Исботлаш мумки§ §  ^  *
циялаш тугунлари  = § - §  
зпч танланса, y= s  
цинматлар, ж^ J  
ча аниц хо'с ^ '<

я  ? ’ о •-*р  Ж j ;  О 

8 * * £ £ g ? £ f f

&Э нCJ' л  
-о sta О» & 5• S:

‘“ x P d n S s 4 1 ^ ж 
г г х ^ ь О н р - оT-“*- CW T 2 23 Ь Qj ^ ta H ^
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