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Предисловие к третьему изданию

П ер в ы е  д в е  главы книги сильно переработан ы  и значи тел ьн о  р а с ш и ­
рены. Д о б а в л е н ы  р а зд ел ы  об  элем ентарны х м е т о д а х  интегрирования  
(о  линейны х о д н о р о д н ы х  и неоднородны х у рав н ен ия х  первого порядка,  
о б  од н ор од н ы х и к в а зи о д н о р о д н ы х  у р а в н ен и я х ) ,  о линейны х и квазил и­
нейных урав н ен ия х  с частными производны ми первого  порядка,  об  у р а в ­
нениях,  н еразреш енн ы х относител ьно производны х, и о  т ео р ем а х  Ш турм а  
о  н у л я х  линейных урав н ен ий  второго порядка.  Таким о б р а з о м ,  в новое  
и з д а н и е  книги включены все вопросы д ей ст в у ю щ е й  програм мы  по теории  
обы кновенны х д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  уравнений.

И з л а г а я  специал ьны е приемы интегрирования, автор стар ал ся  
в сю д у  выявлять геом етр ич ескую  сущ ность  р а з б и р а е м ы х  методов и п ок а­
зы вать ,  как эти м етоды  р а б о т а ю т  в п р и л о ж ен и я х ,  о со б ен н о  в механике.  
Так, д л я  реш ения линейного  н ео днор одного  у р а в н ен и я  вводится 5 -ф у н к ­
ция и вычисляется з а п а з д ы в а ю щ а я  ф ункция Грина, кв азиоднор одны е  
урав н ен и я  приводят к теории п о доби я  и за к о н у  всем ирного  тяготения,  
а  тео р ем а  о д и ф ф ер ен ц и р у е м о ст н  реш ения по  начальны м условиям  —  к 
и с с л ед о в а н и ю  относител ьного  д в и ж е н и я  косм ических тел на близких  
о р б и т а х .

А втор  позволил с е б е  включить в э т о  пред и сл о в и е  несколько  
исторических отступл ений. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  урав н ен ия  и з о б р е ­
тены Нью тоном ( 1 6 4 2 — 1 7 2 7 ) .  Ньютон считал это свое  изо б ретен и е  
настолько важны м, что за ш и ф р о в а л  его  в виде  анаграм м ы , смысл  
которой в соврем енны х т ер м ин ах  м о ж н о  вольно передать так:  
«зак оны  природы в ы р а ж а ю т ся  д и ф ф ер ен ци ал ьн ы м и уравнениям и».

Основным аналитическим  д о ст и ж е н и ем  Н ью то н а  бы л о  р а з л о ж ен и е  
в с ев о зм о ж н ы х  ф ункций в степенны е ряды (см ы сл второй, длинной а н а ­
граммы  Ньютона в том, что дл я  решения л ю б о г о  урав н ен ия  н у ж н о  
подстав ить  в у р ав н ен ие  ря д  и приравнять члены один аковой  с т еп ен и ) .  
О с о б е н н о е  значение и м ел а  з д е с ь  открытая им ф о р м у л а  б ин ом а Н ью тона  
(р а з у м ее т ся ,  не тольк о с целыми п о к азател я м и,  д л я  которых ф о р м у л у  

зн а л ,  например, В нета  ( 1 5 4 0 — 1 6 0 3 ) ,  но и, что о с о б е н н о  в а ж н о ,  с  дробны ми  
и отрицательными п о к а за т е л я м и ) .  Ньютон р а з л о ж и л  в «ряды Т ейл ор а»  
все основны е эл ем ен тар ны е  ф ункции (рац ион альн ы е, радикалы , т р и г о ­
ном етрические, эк спон ен ту  и л о г а р и ф м ) .  Э то ,  вместе  с  составл енной  им 
т а б л и ц ей  п ерв ообр азн ы х (к о т о р а я  переш ла в почти неизм ен ном  виде  в 
Современные учебники а н а л и з а ) ,  позволяло ем у ,  по е г о  словам , с р а в ­
нивать пл ощ ади л ю б ы х  ф игур  « з а  половину четверти ч а са » .
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Н ьютон указы вал , что коэф ф ициенты  его  ря дов  пропорциональны  
последовательн ы м  производны м  функции, но не оста н а в л и в а л ся  на этом  
п о д р обно ,  так как он с п р а в ед л и в о  считал, что все вычисления в а нал изе  
у д о б н е е  пр о и зв о ди ть  не при пом ощ и кратных д и ф ф ер ен ц и р о в а н и й ,  
а путем вычисления первых членов ря да .  Д л я  Н ью тон а  связь м е ж д у  к о э ф ­
ф ициентам и ря да  и пр оизводны м и была скорее  средств ом  вычисления  
пр оизводны х, чем с редств ом  составления ря да .

Одним и з  в а ж н е й ш и х  д о ст и ж е н и й .  Н ью тона является его теория  
солнечной систем ы , и з л о ж е н н а я  в « М атем атич ески х  н а ч а л а х  н а т у р а л ь ­
ной ф и л ософ и и »  (« P r in c ip ia » )  б е з  пом ощи м атем ати ческ ого  а н а л и за .  
О бычно пол агаю т , что Н ы отон открыл при пом ощ и своего  а н а л и за  
за к о н  в сем ирного  тяготения. В действительности  Ньютону (1680)  при­
н а д л е ж и т  л и ш ь д о к а за т е л ь с т в о  эллиптичности орбит в поле пр итяж ения  
по за к о н у  о б р а т н ы х  квадр атов :  сам  этот зак он был у к а з а н  Нью тону  
Гуком (1 6 3 5 — 1703) (см. § 8 )  и, п'о-видимому, угады вался  е щ е  несколь­
кими учеными.

С « P r in c ip ia »  Н ью тона начин ается  сов рем ен ная  физика. З а в е р ш ен и е  
ф ор м и р о в а н и я  а н а л и за  как сам остоятел ьной  научной дисциплины  св я зано  
с именем Л е й б н и ц а  ( 1 6 4 6 — 1 7 1 6 ) .  Огромной за с л у г о й  Л е й б н и ц а  является  
т а к ж е  ш ирок ая  пр о п а га н д а  а н ал иза  (первая п у б л и к а ц и я — статья  

684 г.) и д о в ед е н и е  его алгоритм ов  *) до  полного а в том атизм а:  он изобрел  
таким о б р а з о м  сп о со б  научить пол ьзоваться  а н а л и зо м  (и пр еп одавать  
его )  лю дей ,  вовсе  его не п о н и м а ю щ и х ,— тенденция , с которой приходится  
бороться е щ е  и сегодня.

И з  огр о м н о го  числа р а б о т  X V III века по диф ф ер ен ц и ал ьн ы м  
уравн ен иям  вы деляю тся работы  Э й л ер а  (1 7 0 7 — 1783) и Л а г р а н ж а  

1 7 3 6 —̂ 18 1 3 ) .  В этих р а б о т а х  была п р е ж д е  всего ра зв и т а  теория  
м ал ы х кол ебан ий , а сл ед о в а т ел ьн о  —  теория линейны х систем д и ф ф е р е н ­
циальных уравнений; попутно возникли основны е понятия линейной  
ал гебры  (собств ен ны е числа п векторы в /z-мерном с л у ч а е ) .  Х ар а к т ер и ст и ­
ческое у р а в н ен и е  линейного опера т о р а  долго  назы вали секулярным, так  
как им енно и з  такого ура в н ен и я  о п р едел я ю тся  секулярны е (вековые,  
т е. м едленны е по сравнени ю  с годовым д в и ж е н и ем )  в о зм у щ ен и я  п л анет­
ных орби т  с о гл а сн о  теории малы х колебаний Л а г р а н ж а .  В с л е д  з а  Н ью то ­
ном Л а п л а с  и Л а г р а н ж ,  а п о з ж е  Г аусс  (1 7 7 7 — 1855) р а зв и в аю т т а к ж е  
методы теории возм ущ ений.

К о гд а  бы ла д о к а за н а  н ер а зр еш и м о сть  а л гебраи ческ их  урав н ен ий  
в р а д и к а л а х ,  Л нув и л л ь ( 1 8 0 9 — 1882) построил анал огичную  теорию  
д л я  д и ф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравнений, установив  н е в о зм о ж н о ст ь  реш ения  
ря да  уравнений (в том числе таких классических,  как линейны е уравнения  
второго  п о р я д к а )  в элем ен тарны х функциях и квадр атур ах .  П о з ж е  С. Л и  
( 1 8 4 2 — 1 8 9 9 ) ,  а нал изи руя  вопрос о б  интегрировании уравнений в к в а д р а ­
т у р а х ,  приш ел к н е о бходим ости  п од р обн о  иссл ед о в а т ь  группы д и ф ф е о ­

*) Между прочим, Лейбницу принадлежат понятия матрицы, обозначение д,/, а также 
. начала теории определителей и теории систем линейных уравнений, одна из первых 

вычислительных машин.
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м о р ф и зм о в  (пол учи в ш и е впоследствии имя групп Л и )  — так из  теории  
д и ф ф ер ен ц и а л ь н ы х  уравнений возникла о д н а  из наиболее  плодотворны х  
о б л а с т е й  со в рем ен н о й  математики, д а л ь н ей ш е е  развитие которой было  
тесн о  с в я за н о  совсем  с други м и вопросам и (алгебры  Л и  ещ е  
р ан ьш е ра ссм а тр и в а л и  П у а сс о н  (1781 —  1840) и, о со б ен н о ,  Якоби  
( 1 8 0 4 — 1 8 5 1 ) ) .

Н овый эт а п  развития теор ии  диф ф ер ен ци ал ьн ы х урав н ен ий  
начинается  с работ  П у а н к а ре  ( 1 8 5 4 — 1 9 1 2 ) ,  созд а н н а я  им «качествен ная  
теория диф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравн ен ий »  вместе с теорией функций ком п­
лексны х перем енны х привела к осн о в а н и ю  современной топологии.  
К а ч еств ен н а я  теория  диф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравнений, или, как теп ер ь  ее 
ч а щ е  назы ваю т, теория  динамических систем , является сейчас н а и бол ее  
активно р а зв и в а ю щ е й с я  и им ею щ ей на и б о л ее  важ ны е п р и л о ж ен и я  в 
ест ест в о зн а н и и  областью  теории д и ф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравнений. Н ачиная  
с кл ассических р а б о т  А. М. Л я п у н о в а  ( 1 8 5 7 — 1918) по теории у стой чи­
вости д в и ж е н и я  в развитии этой обл а сти  больш ое участие приним аю т  
русские  м атем атики (упом яну р а боты  А. А. А н дронова  (1901 — 1952) по  
теории биф уркаци й , А. А А н д ро н о в а  и Л .  С. П онтрягина по структурной  
устой чи вости ,  Н. М . Крылова ( 1 8 7 9 — 1955) и Н. Н. Б о гол ю бов а  по 
теории усредн ен ия , А . Н. К ол м огор ов а  по теории возм ущ ений условно-  
пери одически х  д в иж ени й .  Р а з б о р  соврем ен ны х дости ж ен и й ,  конечно,  
вы ходит  з а  рамки н астоя щ ей  книги (с некоторыми из них м о ж н о  п о з н а ­
комиться, например, по книгам автора «Д оп олни тельн ы е главы  теории  
обы кновенны х диф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравнений»,  М.,  1978; « М а т е м а т и ч ес ­
кие методы  классической м еханики»,  М.,  1974; «Теория к а тастр оф »,  
М ., 1 9 8 1 ) .

А втор  б л а г о д а р ен  с-сем читателям п р ед ы д у щ и х  изданий, с о о б щ и в ш и м  
свои зам еч ан и я ,  которые автор п о с т а р а л с я  учесть при переработк е  
книги, а т а к ж е  Д .  В. Амосову, многочисленны е зам ечания которого  
с п о с о б ст в о в а л и  улучш ению  н а с т о я щ е г о  и зд а н и я .  '

В.  / / .  А р н о л ь д



Предисловие к первому изданию

При от б о р е  м атер и а л а  д л я  этой книги авгир стрем ился  ограничиться  
строго  необходим ы м  миним ум ом . Ц ен тр а л ьн о е  м есто  в ку р се  зан им аю т  
д в а  круга вопросов: т ео р ем а  о  выпрямлении векторного поля (экв и в а­
лентная обычным т е о р е м а м  сущ еств ов ани я ,  единственности и д и ф ф ер ен -  
цируемости реш ен ий)  и теор ия  о д н оп арам етрич еск их  групп линейны х  
прео б р а зо в а н и й  (т. е. т ео р и я  линейных автономных с и с т е м ) .  Автор п о зв о ­
лил с е б е  не касаться  р я д а  бо л ее  специальны х вопросов,  обы чно вклю ­
чаемых в курсы обы кновенны х диф ф ер ен ц и а л ьн ы х  урав н ен ий  (э л е м ен ­
тарные приемы интегрирования; уравнения, не р а зреш енн ы е относител ьно  
производной; особы е реш ения; теория Ш тур м а —  Л иуви л л я;  уравнения  
с частными производны м и первого п о р я д к а ) .  Ч асть  из эт и х  вопросов  
у д о б н е е  р а з о б р а т ь  на у п р а ж н ен и я х ;  п о сл едние  ж е  дв е  темы естествен нее  
относить к курсам  ура в н ен и й  с  частными производны м и или в ари ац и он ­
ного исчисления.

Б о л е е .п о д р о б н о ,  чем э т о  обы чно принято, ра зб и р а ю т ся  пр ил ож ени я  
обыкновенны х д и ф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравнений к механике. У равнение  м аят­
ника появляется на од н о й  нз первых страниц; в да л ьн ей ш ем  эф ф е к т и в ­
ность вводимы х понятий и м етодов  каж ды й р а з  проверяется на этом  при­
мере. Так, в п а р а г р а ф е  о  первы х интегралах поя вляется  закон сохранени я  
энергии, из теорем ы  о д и ф ф ер ен ц и р о в а н и и  по пар а м етр у  извлекается  
« м етод  м алого  п а р а м етр а » ,  а теория линейны х уравнений с п ери одич е­
скими к о эф ф иц иентам и естествен но  приводит к и ссл ед о в а н и ю  качелей  
(«парам етрический р е з о н а н с » ) .

И з л о ж е н и е  многих вопр осов  в курсе сильно отличается  от 
традиц ион ного .  Автор стрем ился  в сю ду  выявить геометрическую ,  
качественную  сторону и зучаем ы х явлений. В соответствии с этим в книге  
много чер теж ей  и нет ни од н о й  сколько-нибудь с л о ж н о й  ф ормулы . З а т о  
появляется целый ря д  ф у ндам ентал ьн ы х понятий, которые при т р а д и ц и о н ­
ном, координатном  и зл о ж ен и и  остаю тся  в тени (ф а з о в о е  пр остранство  
и ф азов ы е потоки, гладк ие  м н огообрази я  и р а ссл оен ия ,  векторные поля  
и о д н оп арам етрич еск нс  группы д и ф ф е о м о р ф и з м о в ) .  К урс  значительно  
сократился бы, если бы м о ж н о  было п р едп ол агать  эти понятия и зв ес т ­
ными. К с о ж а л е н и ю ,  в н а с т о я щ е е  время ук а за н н ы е  вопросы не вклю ­
чаются ни в курсы а н а л и за ,  ни в курсы геометрии. П о эт о м у  автору  
приш лось и зл агать  их д о ст а т о ч н о  подр обно ,  не п р ед п о л а га я  у  читателя
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никаких п р едв ар ител ьны х знаний, вы ходящ их за  рамки с та н д а р т н ы х  
эл ем ен та р н ы х  курсов  а н а л и з а  и линейной алгебры .

О сн ов у  н а ст о я щ ей  книги составил годовой курс лекций, которые а в т о р  
читал сту д е н т а м -м а т ем а т и к а м  второго курса М оск овск ого  у н и в ер си тета  
в 1968— 1970 гг.

П р и . подготов к е  лекций к печати б ол ьш ую  п о м о щ ь о к а з а л  
Р .  И .  Б огдан ов .  Автор  б л а г о д а р ен  ему и всем с л у ш а т ел я м  и к ол л егам ,  
с о о б щ и в ш и м  свои за м е ч а н и я  о  ротапринтном тексте лекций (М ГУ, 1 9 6 9 ) .  
Автор б л а г о д а р ен  р ец ен зен та м  Д .  В. А носову и С. Г. К рейну за  в н и м а т ел ь ­
ное рецен зи р о в а н и е  рукописи.

В. А р н о л ь д

1971 г.



Некоторые постоянно употребляемые обозначения

R — множество (группа, поле) вещественных чисел.
С — множество (группа, поле) комплексных чисел.
Z — множество (группа, кольцо) целых чисел.
х^Хсz У — элемент а- подмножества X множества У.
Xf] У* XU У — пересечение и объединение множеств X и У.
/: X У — отображение / множества X во множество У.
хи- у — отображение переводит точку х в точку у.
f0g — произведение отображений (применяется сначала g).
3; V — существует; для всякого.
* — не обязательная (более трудная) задача или теорема.
R" — линейное пространство размерности п над полем R.
Во множестве R" могут рассматриваться и другие структуры (например, аффинная, 

евклидова или структура прямого произведения п прямых). Обычно это будет специально 
оговариваться («аффинное пространство R"», «евклидово пространство R'1», «координатное 
пространство R"» и т. п.)-

Векторами мы называем элементы линейного пространства. Векторы обычно обозна­
чаются буквами полужирного шрифта (v, |  и т. п.). Векторы координатного пространства
R* отождествляются с наборами п чисел. Мы будем писать, например, v=(vi......  vrt) =
=  vхеi +•.. .-Ьиле„; набор п векторов е,- называется координатным базисом в Rn.

Нам часто будут встречаться функции вещественного переменного /, называемого 
временем. Производная по / называется скоростью и обозначается чаще всего точкой 
наверху: x —dxj dt .



§ 1. Фазовые пространства

Т еория обы кновенны х д и ф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравн ен ии —  о д н о  из о с н о в ­
ных оруди й  м а тем ати ческ ого  е стеств ознан ия .  Э та  теория позволяет  
изу ч а т ь  в сев о зм о ж н ы е эволю ционны е процессы , о б л а д а ю щ и е  свойствам и  
детерминированности, конечномерности и дифференцируемости. П р е ж д е  
чем дать  точные м атем ати ческ ие  опр едел ения , р а ссм о тр и м  несколько  
примеров.

1. При меры эвол ю ц и о н н ы х  процессов .  П р о ц е с с  назы вается  детер­
минированным, если весь его  б у д у щ и й  х о д  и все е г о  п р о ш л о е  о д н о зн а ч н о  
о п р ед е л я ю тс я  состояни ем  в н а с т о я щ е е  время. М н о ж е с т в о  в с ев о зм о ж н ы х  
с о стоя ни й  пр оцесса  н а зы в а ет ся  фазовым пространством.

Так, например, кл ассич еская  механика р а сс м а тр и в а е т  д в и ж е н и е  
си стем ,  б у д у щ е е  и п р ош л ое  которых одно зн а ч н о  о п р ед е л я ю тс я  началь  
ными пол ож ениям и и начальны ми скоростями всех точек  системы. Ф а зо в о е  
пр остранство м ехани ческ ой  системы —  это м н о ж е с т в о ,  элем ен том  
которого  является на б о р  пол о ж ен и й  и скоростей  в сех  точек д а н н о й  
систем ы .

Д в и ж е н и е  ч аст и ц  в квантовой механике не о п и сы в а ет ся  д етерм ш ш  
рованны м  процессом . Р а сп р о с т р а н е н и е  тепла —  п о л удетер м ин нр ов анны й  
пр оцесс:  б у д у щ ее  о п р е д е л я е т с я  н астоя щ и м , а п р о ш л о е  —  нет.

П р о ц есс  н а зы в ается  конечномерным , есл и  его ф а з о в о е  простр анство  
конечном ерно, т. е. если число пар ам етр ов ,  н уж н ы х дл я  описания его  
состоя ни я ,  конечно. Так, наприм ер , нь ю тоновская  м ех а н и к а  систем из  
конечного числа м а тер иал ь ны х точек или тверды х тел относится  к э т о м у  
к л а ссу .  Р а зм ер н о ст ь  ф а з о в о г о  п р остр анств а  системы из п м атериальны х  
то чек  равна 6л, а систем ы  из п тверды х тел —  12п .  Д в и ж е н и я  ж и д к о ст и ,  
изу ч а ем ы е  в ги др о д и н а м и к е ,  процессы  к ол ебан ий  струны  и м ем браны ,  
распр о ст р а н ен и е  волн в оптике и акустике —  примеры процессов ,  которы е  
н ел ьзя  описать с п ом ощ ь ю  конечном ерного ф а зо в о г о  п р остр анств а .

П р о ц есс  н а зы в ается  дифференцируемым, если его  ф а з о в о е  пр ост р а н ­
ств о  имеет структуру д и ф ф е р е н ц и р у е м о г о  м н о г о о б р а зи я ,  а изм ен ен ие  
со ст о я н и я  со в рем енем  опи сы вается  д и ф ф ер ен ц и р у е м ы м и  ф ункциями

Так, например, координ аты  и скорости точек м ехани ческ ой  систем ы  
м еняю тся  со в рем енем  д и ф ф ер ен ц и р у е м ы м  о б р а з о м .

Г л а в а  1

Основные понятия
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Д в и ж е н и я ,  изучаем ы е в теории у д а р а ,  свойством д и ф ф ер ен ц и р у е м о ст и  
не о б л а д а ю т .

Таким о б р а з о м ,  д в и ж е н и е  системы в классической м еханике  м о ж е т  
быть о п и сан о  при пом ощ и обы кновенны х диф ф ер ен ц и а л ьн ы х  уравн ен ий ,  
т о г д а  как квантовая м еханика,  теория теп л опр оводности ,  ги др один ам ик а ,  
т еор ия  упругости ,  оптика, акустика и теория у д а р а  т р е б у ю т  иных средств.

Е щ е  д в а  прим ера дет ерм и н и ро в а н н ы х  конечном ерны х и д и ф ф е р е н ц и ­
руем ы х процессов:  процесс  р а ди оактив н ого  р а сп а д а  и процесс  р а з м н о ж е ­
ния бактерий при д о ст а т о ч н о м  количестве питательного  в е щ е ст в а .  
В о б о и х  с л учая х  ф а зо в о е  пр ост р а н ств о  одномерно: состоя ни е  пр оц есса  

о п р ед е л я е т с я  количеством в ещ еств а  или количеством бактерий. В о б о и х  
сл у ч а я х  пр оцесс  описы вается обыкновенны м д и ф ф ер ен ц и а л ьн ы м  у р а в ­
нением.

З а м е т и м ,  что вид д и ф ф ер ен ц и а л ь н о г о  уравнения пр оц есса ,  а т а к ж е  
сам ы й ф акт д ет ерм и ни ров анн ости ,  конечном ерности и д и ф ф ер ен ц и р у е -  
мости того  или иного п р о ц есса  м о ж н о  установить лиш ь экспери м ен тально ,  
сл ед о в а т ел ь н о  —  только с некоторой степенью точности.  В да л ьн ей ш ем  
мы не б у д ем  всякий раз  подчеркивать это  обстоятельство  и будем  говорить  
о реальны х пр о ц есса х  так, как если бы они точно с о в п а д а л и  с  наш им и  
и д еал изир ов анны м и м атем атическим и м оделями.

2. Ф азов ы е потоки. Т очная ф орм ул ировка и зл о ж ен н ы х  вы ш е о б щ и х  
принципов требует  довольно а б стр актны х понятий: ф а з о в о г о  пространства  
и ф а з о в о г о  потока.  Ч тобы о св оиться  с  этими понятиями, рассм отр им

пример, где  у ж е  о д н о  введени е  ф а зо в о г о  п р о ­
с т р а н ств а  позволяет  реш ить т р у д н у ю  з а д а ч у .

З а д а ч а  1 (Н . Н . К о н с та н т и н о в ) .  И з  г о ­
ро д а  А  в город  В  (рис. 1) в еду т  две  не п е р е ­
с ек а ю щ и е ся  дороги .  И зв естно ,  что д в е  м а ш и ­
ны, в ы е зж а ю щ и е  по разны м д о р о г а м  из А  в 
В  и св я за н н ы е  веревкой некоторой длины ,  
меньшем 21, смогли проехать из А  в В ,  не п о ­
рвав веревки. М огут ли р азм ин уть ся ,  не к о с ­
нувш ись, д в а  круглых воза р а д и у са  I, центры  
которых д в и ж у т ся  но этим д о р о г а м  н ав стречу  
д р у г  д р у гу ?

Р е ш е н и е .  Р а ссм о т р и м  квадрат  (рис. 2)

М ~{Х[, Хг' 0 х , 1 }.

П о л о ж е н и е  д в у х  эк и п а ж ей  (один на п е р ­
вой д о р о г е ,  другой  —  на второй) м о ж н о  х а ­

р а к тер и зо в а ть  точкой квадрата  М :  дост а т о ч н о  о б о зн а ч и ть  через х,- д о л ю  
р а ссто я н и я  от Л д о  В по ¿-й д о р о г е ,  заклю ченную  м е ж д у  А  и н а х о д я ­
щ имся на этой д о р о г е  эк и п а ж ем .

В с е в о зм о ж н ы м  пол ож ени я м  э к и п а ж ей  соответствую т в с ев о зм о ж н ы е  
точки к в а д р а та  М .  Этот кв а д р а т  назы вается  ф а з о в ы м  пространством,  
а его  точки —  ф а з о в ы м и  точками.  Таким о б р а з о м ,  к а ж д а я  ф а зо в а я

I

Ьи-и:.

Рнс 2. Ф;зэопое пространство »¡ары экипажей.
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т о ч к а  с о о т в е т с т в у е т  о п р е д е л е н н о м у  п о л о ж е н и ю  п а р ы э к и п а ж е й ,  а  в с я к о е  
д в и ж е н и е  э к и п а ж е й  и з о б р а ж а е т с я  д в и ж е н и е м  ф а з о в о й  т о ч к и  в ф а з о в о м  
п р о с т р а н с т в е .

Н а п р и м е р ,  н а ч а л ь н о е  п о л о ж е н и е  м а ш и н  (в  го р о д е  А )  с о о т в е т с т в у е т  
л е в о м у  н и ж н е м у  у г л у  к в а д р а т а  (л'1= Х 2 =  0), а  д в и ж е н и е  м а ш и н  из  Л а В  
и з о б р а ж а е т с я  к р и в о й ,  в е д у щ е й  в п р о т и в о п о л о ж н ы й  угол.

Т о чно  т а к  ж е  н а ч а л ь н о е  п о л о ж е н и е  во зо в  с о о т в е т с т в у е т  п р а в о м у  
н и ж н е м у  у г л у  к в а д р а т а  ( л - | = 0, л'2 =  1 ) ,  а д в и ж е н и е  в о зо в  и з о б р а ж а е т с я  
к р и в о й ,  в е д у щ е й  в п р о т и в о п о л о ж н ы й  у г о л  к в а д р а т а .

Н о  в с я к и е  д в е  к р и в ы е  в к в а д р а т е ,  с о е д и н я ю щ и е  р а з н ы е  п а р ы  п р о т и в о ­
п о л о ж н ы х  в е р ш и н ,  п е р е с е к а ю т с я .  П о э т о м у ,  к а к  б ы  ни д в и г а л и с ь  в о зы ,  
н а с т у п и т  м о м е н т ,  к о гд а  п а р а  в о зо в  з а й м е т  п о л о ж е н и е ,  в к о т о р о м  б ы л а  
в  н е к о т о р ы й  м о м е н т  в р ем е н и  п а р а  м а ш и н .  В эт о т  м ом ент  р а с с т о я н и е  
м еж ду  ц е н т р а м и  в о з о в  б у д ет  меньш е 21. И т а к ,  р а з м и н у т ь с я  не у д а е т с я .

В р а с с м о т р е н н о м  п р и м е р е  не у ч а с т в о в а л и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в ­
н ени я ,  но х о д  р а с с у ж д е н и й  б л и з о к  к  т о м у ,  чем  м ы  б у д ем  з а н и м а т ь с я  
д а л ь ш е :  о п и с а н и е  состояний  п р о ц ес са  к а к  т о ч е к  п о д х о д я щ е г о  ф а з о в о г о  
п р о с т р а н с т в а  ч а с т о  о к а з ы в а е т с я  ч р е з в ы ч а й н о  п о л е зн ы м .

Н а п р и м е р ,  с о с т о я н и е  п р о ц е с с а  д в и ж е н и я  с и ст е м ы  п  м а т е р и а л ь н ы х  
т о ч е к  в к л а с с и ч е с к о й  м е х а н и к е  о п и с ы в а е т с я  з н а ч е н и я м и  к о о р д и н а т  и 
с к о р о с т е й  в сех  м а т е р и а л ь н ы х  то ч е к .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  
т а к о й  с и ст е м ы  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  6л (п о  т р и  к о о р д и н а т ы  и три  к о м п о н е н т ы  
с к о р о с т и  на к а ж д у ю  м а т е р и а л ь н у ю  т о ч к у ) .  Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  с и с т е м ы  
т р е х  т о ч е к  ( С о л н ц е ,  Ю п и т е р ,  С а т у р н )  18 -м ерн о .  Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  
с и с т е м ы  п т в е р д ы х  тел  и м еет  р а з м е р н о с т ь  12л (п о ч е м у ? ) .

Д в и ж е н и е  в с е й  с и с т е м ы  о п и с ы в а е т с я  д в и ж е н и е м  то чки  по к р и в о й  в 
ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .  С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ф а з о в о й  точки  по это й  к р и в о й  
о п р е д е л я е т с я  с а м о й  то ч к о й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  в к а ж д о й  т о ч к е  ф а з о в о г о  
п р о с т р а н с т в а  з а д а н  в е к т о р  —  он н а з ы в а е т с я  в е к т о р о м  ф а з о в о й  с к о р о с т и .  
В с е  в ек т о р ы  ф а з о в о й  ск о р о с т и  о б р а з у ю т  в е к т о р н о е  поле  ф а з о в о й  с к о р о с т и  
в ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .  Это в е к т о р н о е  п о л е  о п р е д е л я е т  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ное  у р а в н е н и е  п р о ц е с с а  ( з а в и с и м о с т ь  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ф а з о в о й  то ч к и  
о т  ее  п о л о ж е н и я ) .

О с н о в н а я  з а д а ч а  т е о р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с о с т о и т  в 
о п р е д е л е н и и  ил и  и с с л е д о в а н и и  д в и ж е н и я  с и ст е м ы  по в е к т о р н о м у  п о л ю  
ф а з о в о й  с к о р о с т и .  С ю д а  о т н о с я т с я ,  н а п р и м е р ,  в о п р о сы  о в и д е  ф а з о в ы х  
к р и в ы х  ( т р а е к т о р и й  д в и ж е н и я  ф а з о в о й  т о ч к и ) :  у х о д я т  ли ,  с к а ж е м ,  ф а з о ­
вы е  к р и в ы е  д а н н о г о  в е к т о р н о г о  поля  в  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  н а  б е с к о ­
н е ч н о ст ь  или о с т а ю т с я  в  о г р а н и ч е н н о й  о б л а с т и ?

В о б щ е м  в и д е  э т а  з а д а ч а  не п о д д а е т с я  с р е д с т в а м  с о в р е м е н н о й  м а т е ­
м а т и к и  и, п о -в и д и м о м у ,  в н е к о то р о м  с м ы с л е  н е р а з р е ш и м а  (в  ч а с т н о с т и  
э т о  о т н о с и т с я  к  у п о м и н а в ш е й с я  п р о б л е м е  т р е х  т е л ) .  В  п р о с т е й ш и х  
ч а с т н ы х  с л у ч а я х ,  с  к о т о р ы х  мы и н а ч н е м ,  з а д а ч а  р е ш а е т с я  я в н о  при 
п о м о щ и  о п е р а ц и и  и н т е г р и р о в а н и я .  В ы ч и с л и т е л ь н ы е  м а ш и н ы  п о з в о л я ю т  
п р и б л и ж е н н о  н а х о д и т ь  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  на  к о н е ч ­
ном  о т р е з к е  в р ем е н и , '  н о  не д а ю т  о т в е т а  на  к а ч е с т в е н н ы е  в о п р о с ы  о  
п о в е д е н и и  ф а з о в ы х  к р и в ы х  в целом .  В  д а л ь н е й ш е м ,  н а р я д у  с м е т о д а м и
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я в н о го  р е ш е н и я  с п е ц и а л ь н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  мы п р и в е д е м  
т а к ж е  н е к о т о р ы е  м ет о д ы  к а ч е с т в е н н о г о  и с с л е д о в а н и я .

П о н я т и е  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  с в о д и т  и зу ч е н и е  э в о л ю ц и о н н ы х  
пр о ц ес со в  к г е о м е т р и ч е с к и м  з а д а ч а м  о  к р и в ы х ,  о п р е д е л я е м ы х  в е к т о р н ы м и  
п олям и .  М ы  н а ч н е м  и с с л е д о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  со 
с л е д у ю щ е й  г е о м е т р и ч е с к о й  з а д а ч и .

3. И н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  по л я  н а п р а в л е н и й .  П р е д п о л о ж и м ,  что в 
к а ж д о й  т о ч к е  н е к о т о р о й  о б л а с т и  на  п л о с к о с т и  в ы б р а н а  п р о х о д я щ а я  
чер е з  эту  т о ч к у  п р я м а я .  В  т а к о м  с л у ч а е  г о в о р я т ,  что  в о б л а с т и  з а д а н о  
поле  н а п р а в л е н и й  (р и с .  3 ) .

З а м е ч а н и е  1. Д в е  г л а д к и е  к р и в ы е ,  п р о х о д я щ и е  ч е р е з  о д н у  то чку ,  
з а д а ю т  в ней о д и н а к о в о е  н а п р а в л е н и е ,  если они к а с а ю т с я .  Т а к и м  о б р а з о м ,

п р я м ы е  в о п р е д е л е н и и  п о л я  н а п р а в л е н и й  
м о ж н о  з а м е н и т ь  п р о и з в о л ь н ы м и  г л а д к и м и  
к р и в ы м и :  в а ж н а  л и ш ь  к а с а т е л ь н а я  к к р иво й  
в то ч к е .  Н а  рис .  3 и з о б р а ж е н а  л и ш ь  м а ­
л е н ь к а я  ч а с т ь  п р я м о й  о к о л о  к а ж д о й  т о чк и .

З а м е ч а н и е  2. З д е с ь  и в д а л ь н е й ­
ш ем  все в с т р е ч а ю щ и е с я  о б ъ е к т ы  ( ф у н к ц и и ,  
о т о б р а ж е н и я , . . . )  п р е д п о л а г а ю т с я  г л а д к и м и ,  
т .  е. н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м и  н у ж ­
ное  ч и с л о  р а з ,  е сли  не о г о в о р е н о  п р о т и в ­

ное. П о л е  н а п р а в л е н и й  н а з ы в а е т с я  н е п р е р ы в н ы м  ( г л а д к и м ) ,  е с л и  п р я ­
мые п о л я  н е п р е р ы в н о  ( г л а д к о )  з а в и с я т  от  то ч к и  п р и л о ж е н и я .

З а м е ч а н и е  3. А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  о п р е д е л я е т с я  п о л е  н а п р а в ­
л ен и й  ( п р я м ы х )  в н - м е р н о м  п р о с т р а н с т в е  ( а  т а к ж е  на  л ю б о м  г л а д к о м  
м н о г о о б р а з и и ) .

О п р е д е л е н и е .  Л и н и я ,  к о т о р а я  в к а ж д о й  с во е й  т о чк е  к а с а е т с я  
и м е ю щ е г о с я  в это й  т о ч к е  н а п р а в л е н и я  п о л я ,  н а з ы в а е т с я  интегральной  
к р и во й  п о л я  н а п р а в л е н и й .

Н а з в а н и е  « и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е»  о б ъ я с н я е т с я  тем ,  что  в н е к о т о р ы х  
с л у ч а я х  эти к р и в ы е  м о ж н о  найти  при  п о м о щ и  о п е р а ц и и  и н т е г р и р о в а н и я .

П р и м е р .  П р е д п о л о ж и м ,  что  н е п р е р ы в н о е  п о л е  н а п р а в л е н и й  на 
пл о ск о сти  п е р е х о д и т  в с е б я  при  в сех  с д в и г а х  в д о л ь  н е к о то р о й  п р я м о й  

и не с о д е р ж и т  п а р а л л е л ь н ы х  ей  н а п р а в л е н и й  
(р и с .  4 ) .

Т е о р е м а .  З а д а ч а  отыскания инт егральны х  
к р и в ы х  такого п о л я  есть в точности з а д а ч а  инте­
г р и р о в а н и я  да н н о й  н е п р е р ы в н о й  ф унк ц ии .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ы б е р е м  с и с т е м у  к о ­
о р д и н а т ,  в к о то р о й  д а н н а я  п р я м а я  ■— в е р т и к а л ь ­
н а я  ось  о р д и н а т ,  а  ось  а б с ц и с с  г о р и з о н т а л ь н а .  
И н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  п о л я  б е з  в е р т и к а л ь н ы х  
н а п р а в л е н и й  я в л я е т с я  г р а ф и к о м  ф у н к ц и и .  П р о и з ­

в о д н а я  эт о й  ф у н к ц и и  р а в н а  т а н г е н с у  у г л а  н а к л о н а  г р а ф и к а  к оси 
а б с ц и с с .  Г р а ф и к  —  и н т е г р а л ь н а я  крив-ая т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о гд а  
эт о т  т а н г е н с  р а в е н  т а н г е н с у  у г л а  н а к л о н а  п р я м о й  д а н н о г о  п о л я  к оси

Рис. 4. Поле, инвариантное 
относительно вертикальных

Рис. 3. Поле направлении и его ин­
тегральна;! кривая.
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а б с ц и с с .  Н о  эт о т  п о с л ед н и й  т а н г е н с  —  и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  а б с ц и с с ы  
( п о с к о л ь к у  поле  п е р е х о д и т  в с е б я  при с д в и г а х  в д о л ь  оси  о р д и н а т ) .  
С л е д о в а т е л ь н о ,  ф у н к ц и я ,  г р а ф и к о м  к о то р о й  я в л я е т с я  и н т е г р а л ь н а я  
к р и в а я ,  и м е е т  п р о и з в о д н о й  и з в е с т н у ю  ф у н к ц и ю  и, з н а ч и т ,  я в л я е т с я  ее 
п е р в о о б р а з н о й ,  чт о  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .

О б о з н а ч и м  а б с ц и с с у  б у к в о й  I, о р д и н а т у  —  б у к в о й  х,  т а н г е н с  у г л а  
н а к л о н а  п р я м о й  п о л я  — и з в е с т н а я  ф у н к ц и я  V (/), и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  — 
г р а ф и к  н е и зв е с т н о й  ф у н к ц и и  ср. К р и в а я  х  =  гр(/) и н т е г р а л ь н а я ,  е сл и  и

т о л ь к о  если  ~ц =  и (0- П о  т е о р е м е  Б а р р о у * )  <р=^ и с Н - \ -С .

В  о б щ е м  с л у ч а е  з а д а ч а  о т ы с к а н и я  и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х  не с в о д и т с я  
к о п е р а ц и и  и н т е г р и р о в а н и я :  д а ж е  д л я  о ч е н ь  п р о с то  з а д а в а е м ы х  п о л ей  
н а п р а в л е н и й  на п л о с к о ст и  у р а в н е н и я  и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х  н е л ь з я  п р е д  
с т а в и т ь  к о н е чн ы м и  к о м б и н а ц и я м и  э л е м е н т а р н ы х  ф у н к ц и й  и и н тегралов  **)

4 .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  и его  р е ш е н и я .  Г е о м е т р и ч е с к а я  
з а д а ч а  о т ы с к а н и я  и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х  а н а л и т и ч е с к и  з а п и с ы в а е т с я  к а к  
з а д а ч а  о т ы с к а н и я  р е ш е н и й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  П р е д п о л о ж и м ,  
чт о  поле  н а  п л о с к о ст и  ((, х )  не  с о д е р ж и т  в е р т и к а л ь н ы х  н а п р а в л е н и и  
(н е  п а р а л л е л ь н о  осп о р д и н а т ,  х  (рис .  5 ) ) .  Т о гд а  т а н г е н с  V (/, х)  у г л а  
н а к л о н а  п р и л о ж е н н о й  в т о ч к е  (¿, х)  п р я м о й  по л я  к оси  а б с ц и с с  ко н е ч е н  
и и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  я в л я ю т с я  г р а ф и к а м и  ф у н к ­
ци й  д: =  ср (/).

М ы  б у д ем  п р е д п о л а г а т ь ,  чт о  о б л а с т ь ю  о п р е ­
д е л е н и я  ф у н к ц и и  (р я в л я е т с я  и н т е р в а л  I оси Л 
О ч е в и д н а

Т е о р е м а .  Д л я  того чтобы г р а ф и к  ф у н к ц и и  ср 
б ы л  инт егральной к р и во й ,  н е о б х о д и м о  и доста­
точно, чтобы при  вс ех  I и з  I в ы п о л н я л о с ь  соотно­
ш ение .

~  =  ср(0). (1)

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  ср н а з ы в а е т с я  р е ш ен и ем  д н ф ф е р е н ц и а л ь  
н о г о  у р а в н е н и я

х  =  V (/ , х),  -2

е с л и  о н а  у д о в л е т в о р я е т  с о о т н о ш е н и ю  ( 1 ) (т .  е. е с л и  «п ри  п о д с т а н о в к е  
ее  в  у р а в н е н и е  в м е с т о  х  у р а в н е н и е  о б р а щ а е т с я  в т о ж д е с т в о » ) .

О п р е д е л е н и е .  Р е ш е н и е  ср удовлет воряет  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  
(¿о, х 0) ,  е сл и  ф (г 'о )=хо .

Т а к и м  о б р а з о м ,  р е ш е н и е  —  это  з а д а н н а я  на  и н т е р в а л е  ф у н к ц и я ,  
г р а ф и к  к о то р о й  —  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я ;  р е ш е н и е  у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь ­

* ) И. Барроу, 1630— 1677, учитель Ньютона, посвятивший киигу взаимной обратное™ 
задач о касательных и о площадях.

**) Пример: таково поле, в котором тангенс угла наклона прямой, приложенной в 
точке (I, дг), с осью х равен х'2 — ! (Лиувилль).

Pire. 5. График решения ди£ 
форсиunальмого уразиоиия.
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ному условию  (/о, А'о), если  интегральная  кривая пр оходит  ч ер ез  д а н н у ю  
точку (рис. 5 ) .

П р и м е р .  Р е ш е н и е  пр о ст ей ш его  уравн ен ия х  =  и(^) с  начальным  
условием  (/о, Хо) д а ет ся  ф о р м у л о й  Б а р р о у .

I
ф ( / ) = Х о  +  5 и(х)йт.

*0
В сякое  д и ф ф ер ен ц и а л ь н о е  уравн ен ие  (2 )  о п р ед е л я е т  поле направлений  

на пл о ск о сти : ' п р и л о ж е н н а я  в точке ( / ,  х) прям ая имеет т а н г ен с  угл а  
наклона и (/, х ) . Это  поле короче назы вается  п олем  н а п р а в л е н и й  V или 
п о л ем  н а п р а в л е н и й  у р а в н е н и я  ( 2 ) .

5. Эволюционное уравнение с одномерным фазовым пространством. 
Р а ссм о т р и м  уравн ен ие

х =  V (х\ х е  И.

Э то  уравн ен ие  опи сы вает  эволю ционны й пр оцесс  с одном ерны м  ф азовы м  
пространством . П р а в а я  часть з а д а е т  векторное п о л е  ф а з о в о й  скорости:  
в точке х п р ил ож ен  вектор V (х) (рис. .6, с л е в а ) .  Т акое  у рав н ен ие ,  правая  

часть которого  не зави си т  от I, назы вается  авт оном­
ным.  С к орость  эволю ции автоном ной системы , т. е.  

\  |  у  X  X  системы, не в за и м о д ей ст в у ю щ ей  с другим и, опре-
- - - дел я ется  одни м  л иш ь состоянием  этой системы : отоа <м

Л Х Х Ч | > Ч 1  времени зак оны  природы не зав и ся т .
„ „ п „  Точки, где  v  о б р а щ а е т с я  в 0, назы ваю тся  по-Ркс. 6. Векторное поле и по- * “
л е  н а п р а в л е н и й  д л я  у р а и н е -ЛОЖениЯМЧ равновесия (таКЖС Стационарными ТОЧ-
НИЯ Х =  V (х). - > Г»кам и  или о с о б ы м и  точками)  векторного поля, е с л и  
а  —  п о л о ж ен и е  равн овесия ,  т о  ф ( /)  =  а —  реш ение урав н ен ия  (п р о ­
цесс ,  начавш ись в состоянии а,  всегда  в нем о с т а е т с я ) .  На рис.  6  видно  
о д н о  п о л о ж ен и е  равн овесия ,  а.  В идно,  что эт о  -п о л о ж е н и е  р авн овесия  
неустойчиво: при малом отклонении начального условия от ра в н о в есн о г о  
ф а з о в а я  точка с  течением в рем ени у д а л я е тс я  от п ол ож ени я  р ав н ов есия .

Н а  рис. 6  и з о б р а ж е н о  т а к ж е  поле направлений р а с с м а тр и в а ем о го  
урав н ен ия .  П оскольку и не за в и си т  от /, поле переходит  в себ я  при сдви гах  
вдоль  оси t.

С о г л а сн о  тео р ем е  п. 3, за д а ч а  построения интегральны х кривых  
этого  поля р еш а ет ся  одним  интегрированием  (в об л а сти ,  г д е  поле не 
па р а л л ел ьн о  о си  t, т.  е. где  нет  равновесий, и ( х ) Ф 0 ) . П р е д п о л о ж и м ,  
что ф ункция v непрерывна и нигде  не о б р а щ а е т с я  в 0. Вы пиш ем явную  
ф о р м у л у ,  о п р ед е л я ю щ у ю  интегральны е кривые.

Т ангенс угла наклона на ш его  поля к оси х  равен 1 / с  (х). С л едовательно,  
поле направлений уравнения d x / d t  =  v(x ) совпадает с.полем направлений 
уравнения d t/dx— l/v (x ). З н а ч и т ,  с о в п а д а ю т  и интегральны е кривые  
этих  уравн ен ии . Н о  интегральная кривая второго д а ет ся  ф о рм ул ой  
Б а р р о у ;  в да н н о м  с л у ч а е  он а  имеет вид

, , ( «
7Щ -  <3>
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Т а к и м  о б р а з о м  д о к а з а н а
Т е о р е м а .  Р е ш е н и е  х  =  ф (/) у р а в н е н и я  х  =  и (х )  с  н е п р е р ы в н о й  и н е  

о б р а щ а ю щ е й с я  в  0 п р а в о й  частью, у д о в л е т в о р я ю щ е е  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  
(/о, ха), дается ф о р м у л о й  ( 3 ) .  Обратно, ф у н к ц и я  х  =  ф ( / ) ,  о п р е д е л я е м а я  
ф о р м у л о й  ( 3 ) ,  являет ся  р еш ен и ем  и удовлетворяет  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю .

З а м е ч а н и е .  « М н е м о н и ч е с к и й »  с п о с о б  з а п о м и н а н и я  ф о р м у л ы  (3)  
с о с т о и т  в с л е д у ю щ е м .  З а п и ш е м  и с х о д н о е  у р а в н е н и е  в  виде  йх/с11 =  и (х). 
Х о т я  в к у р с а х  а н а л и з а  при  в в е д е н и и  п р о и зв о д н о й  у ч а т ,  что  ¿ х / Л  не д р о б ь ,  
а  е д и н ы й  с и м в о л ,  б у д е м  о б р а щ а т ь с я  с эт и м  с и м в о л о м  к а к  с д р о б ь ю  и 
п е р е п и ш е м  у р а в н е н и е ,  с о б р а в  все х  с л е в а ,  а  в се  I с п р а в а ,  в в и д е  
(1х/и  (х) — й1. И н т е г р и р у я  л е в у ю  и п р а в у ю  ч а с ти ,  п о л у ч а е м  с о о т н о ш е н и е

/ =   ̂ с1х/и(х),  т .  е. ( 3 ) .

В действительности этот способ, конечно, больше, чем мнемоническое правило. Лейбниц
пс стал бы вводить сложное обозначение — , если бы не имел в виду самой настоящей(И
дроби: Лх деленное на с!1. Дело в том, что йх и <Н — вовсе не таинственные «бесконечно- 
малые» величины, а вполне конечные числа, точнее — функции вектора.

Рассмотрим (рис. 7) приложенный в какой-либо точке вектор А скорости движения 
на плоскости, на которой фиксированы координаты (/, дг). Скорость изменения коорди­
наты / при этом движении является функцией этого вектора. Она линейна. Эта линейная 
функция вектора и обозначается сН. Например, значение этой функции па векторе А с 
компонентами (10, 20) есть с!1 (Л) =  10. Точно так же определяется ¿х (Л)=20 — скорость 
изменения координаты х при движении с вектором скорости Л, так что Л имеет компоненты 
( Н  (Л), с1хг (Л). Очевидно

Пр е д л о ж е н и е  1. Для любого вектора А, касающегося графика гладкой функции
* =  <р (/), отношение dx (А)/сН (Л) равно производной ¿х!<И функции <р в соответствующей 
точке.

Рис. 7. Числитель н зна* Рис. 8. Определение ннтегра-
менатель дроби йх/<И. ла I-формы.

Таким образом, уравнение йх{и (*)= ¿1 есть соотношение между линейными функциями 
от вектора, касающегося интегральной кривой.

Функции приложенного вектора, линейные при фиксированной точке приложения, 
называются дифференциальными 1 -формами.

Всякая дифференциальная 1-форма на плоскости (/, л') может быть записана в 
виде ы — а сИ-\-Ь dx, где а и Ь — функции на плоскости.

Дифференциальные формы можно интегрировать вдоль ориентированных отрезков 
к̂ривых. Выберем на отрезке Г кривой на плоскости ориентирующий параметр и, т. е. 
представим Г в виде образа гладкого отображения 7 : I Н2 (рис. 8 ) отрезка оси и в плос­
кость. Интеграл формы со вдоль Г определяется как число

5 ш== 5 ш (У')Ми, где 7  Г /
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Иными словами, интеграл — это предел интегральных сумм £со(Л,), где Л,-= т'(и,-) Д г. 
здесь — точки деления отрезка / на отрезки длин Д ¿ =  «¿+1 — щ. Вектор Л,- касается Г и 
лишь малыми высшего порядка относительно Д, отличается от вектора хорды, соединяющей 
последовательные точки деления на Г (рис. 8 ). '

Из теоремы о замене переменной в определенном интеграле *) вытекает
Пр е д л о ж е н и е  2. Интеграл 1 -формы по ориентированному отрезку кривой не 

зависит от выбора параметра, согласованного с ориентацией (при изменении ориентации 
интеграл меняет знак).

Очевидно
П р е д л о ж е н и е  3. Интеграл 1-формы f{x)dx по отрезку кривой, на котором х 

можно принять за параметр, совпадает с обычным определенным интегралом функции /.
Вернемся к доказательству формулы (3).
Значения дифференциальных форм dx¡v (*) и dt на векторах, касающихся интегральной 

кривой, совпадают. Значит, их интегралы вдоль отрезка кривой равны. Согласно предло­
жению 3, интеграл первой формы равен правой, а второй — левой части формулы (3).

6. П ри  м ер :  у р а в н е н и е  н о р м а л ь н о г о  р а з м н о ж е н и я .  П р е д п о л о ж и м ,  что 
в е л и ч и н а  б и о л о г и ч е с к о й  п о п у л я ц и и  ( н а п р и м е р ,  к о л и ч е с т в о  б а к т е р и й  в 
ч а ш к е  П е т р и  или  р ы б  в п р у д у )  р а в н а  х  и ч то  с к о р о с т ь  п р и р о с т а  п р о п о р ­

ц и о н а л ь н а  н а л и ч н о м у  к о л и ч е с т в у  о со бей .  (Э т о  п р е д ­
п о л о ж е н и е  п р и б л и ж е н н о  в ы п о л н я е т с я ,  п о к а  п и щ и  д о ­
с т а т о ч н о  м н о го .)

Н а ш е  п р е д п о л о ж е н и е  в ы р а ж а е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ным у р а в н е н и е м  н о р м а л ь н о го  р а з м н о ж е н и я

х  =  кх,  к >  0.

/  /  /  /  
^  Ж  ^  Ж
—О— —О" Ь

Рис. 9. Уравнение 
размножения х =  кх.

П о  с м ы с л у  з а д а ч и  х  >  0, т а к  что  п о л е  н а п р а в л е н и й  з а д а н о . в  п о л у п л о с ­
ко сти ;  о н о  и з о б р а ж е н о  на р и с .  9. И з  в и д а  п о л я  н а п р а в л е н и й  ясно ,  что  х 
р а с т е т  с р о с т о м  /, но  н е я сн о ,  б у д у т  л и  б е с к о н е ч н ы е  зн а ч е н и я  х  д о с т и гн у т ы  
з а  к о н е ч н о е  в р е м я  ( в е р т и к а л ь н а я  а с и м п т о т а  у  и н т е г р а л ь н о й  к р и в о й )  
ил и  ж е  р е ш е н и е  о с т а е т с я  к о н е ч н ы м  при  всех  О  Н а р я д у  с б у д у щ и м  н ея сн о  
т а к ж е  и п р о ш л о е :  б у д е т  ли  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  с т р е м и т ь с я  к оси х  =  0 
пр и  с т р е м л е н и и  £ к к о н е ч н о м у  о т р и ц а т е л ь н о м у  п р е д е л у  или к б е с к о н е ч ­
н ом у?

К  с ч а с т ь ю ,  у р а в н е н и е  р а з м н о ж е н и я  р е ш а е т с я  я в н о  по п р е д ы д у щ е й  
т е о р е м е :  с о г л а с н о  ф о р м у л е  ( 3 ) ,

¿ ( ¿ - ' о ) = 1п (* /* о ) ,  х = е к[1~ и)хъ.

*0
С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  н о р м а л ь н о г о  р а з м н о ж е н и я  э к с п о н е н ­
ц и а л ь н о  р а с т у т  при / - * - +  о° и э к с п о н е н ц и а л ь н о  у б ы в а ю т  п р и  /  —> — оо;  
н и  б е с к о н е ч н ы е ,  ни н у л е в ы е  з н а ч е н и я  х  п ри  ко н еч н ы х  / н е  достигаются.  
Д л я  у д в о е н и я  к о л и ч е с т в а  н а с е л е н и я  с о г л а с н о  у р а в н е н и ю  н о р м а л ь н о г о  
р а з м н о ж е н и я  т р е б у е т с я ,  т а к и м  о б р а з о м ,  в с е г д а  о д н о  и то  ж е  в р е м я ,  
н е з а в и с и м о  о т  е го  к о л и ч е с т в а  ( п е р и о д  у д в о е н и я  н а с е л е н и я  З е м л и  с ей ч ас

*) Эта теорема открыта Барроу именно при решении простейших дифференциальных 
уравнений, теперь называемых уравнениями с разделяющимися переменными.
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п о р я д к а  40 л е т ) . Н а у к а  до  с е р е д и н ы  XX в ек а  т а к ж е  р о с л а  э к с п о н е н ­
ц и а л ь н о  (р и с .  10.

Т о  ж е  с а м о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  с о т р и ц а т е л ь н ы м  к  о п и с ы ­
в а е т  р а д и о а к т и в н ы й  р а с п а д .  Д л я  у м е н ь ш е н и я  к о л и ч е с т в а  р а д и о а к т и в н о г о  
в е щ е с т в а  в д в о е  т р е б у е т с я  в р е м я  7' =  й _ |  1п 2, н е з а в и с и м о  о т  н а ч а л ь н о г о  
к о л и ч е с т в а  в е щ е с т в а .  Э то  в р е м я  н а з ы в а е т с я  п ер и о д о м  п о л у р а с п а д а .  
П е р и о д  п о л у р а с п а д а  ш и р о к о  и з в е с т н о г о  
и з о т о п а  р а д и я - 2 2 6  —  1620 л е т ,  а  н а и б о л е е  
р а с п р о с т р а н е н н о г о  и з о т о п а  у р а н а - 2 3 8  —
4,5  • 10 11 лет .

Т о  ж е  у р а в н е н и е  в с т р е ч а е т с я  и в б о л ь ш о м  
ч и с л е  д р у г и х  з а д а ч  (в  д а л ь н е й ш е м  мы у в и ­
д и м ,  что  это не с л у ч а й н о с т ь ,  а  п р о я в л е н и е  
з а к о н а  п р и р о д ы ,  по  к о то р о м у  « в с я к а я »  
ф у н к ц и я  л о к а л ь н о  п р и б л и ж е н н о  л и н е й н а ) .

З а д а ч а  I. На какой высоте плотность воз­
духа вдвое меньше, чем на поверхности Земли? Темпе­
ратуру считать постоянной, кубометр воздуха на по­
верхности Земли весит 1250 г.

Ответ. 8 !п 2 км »5,6  км — высота Эльбруса.
7. П р  им ер :  у р а в н е н и е  в з р ы в а .  П р е д п о ­

л о ж и м  т еп е р ь ,  что  с к о р о с т ь  п р и р о с т а  п р о ­
п о р ц и о н а л ь н а  не к о л и ч е с т в у  о со бей ,  а к о л и ­
ч е с т в у  пар :

'х =  к х \  (4 )

В эт о м  с л у ч а е  при  б о л ь ш и х  х  п р и р о с т  и д ет  г о р а з д о  б ы с т р е е  н о р м а л ь н о г о ,  
а  пр и  м а л ы х  —  г о р а з д о  м е д л е н н е е  ( э т а  с и т у а ц и я  в с т р е ч а е т с я  с к о р е е  в 
ф изико -х и -м ич еских  з а д а ч а х ,  где с к о р о с т ь  р е а к ц и и  
п р о п о р ц и о н а л ь н а  к о н ц е н т р а ц и я м  о б о и х  р е а г е н т о в ;  
в п р о ч е м ,  в н а с т о я щ е е  в р е м я  к и т а м  н е к о т о р ы х  в и ­
д о в  т а к  т р у д н о  н а й т и  с е б е  п а р у ,  что  р а з м н о ж е н и е  
к и т о в  п о д ч и н я е т с я  у р а в н е н и ю  ( 4 ) ,  п р и ч е м  х  м а л о ) .

П о л е  н а п р а в л е н и й  н а  вид  м а л о  о т л и ч а е т с я  от  
т а к о в о г о  д л я  с л у ч а я  о б ы ч н о го  р а з м н о ж е н и я  (рис .  9 ) ,  
но в ы ч и с л е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  что  и н т е г р а л ь н ы е  кри- р„с. п. уравнение взры- 
в ы е  в е д у т  с е б я  с о в е р ш е н н о  п о -д р у го м у .  П р е д п о л о -  ва х=х*■ 
ж и м  д л я  п р о сто ты ,  чт о  /г =  I . П о  ф о р м у л е  Б а р р о у  н а х о д и м  р е ш е н и е

¿ =  \ - ^ + С ,  т . е. х  = ----------— п-ри К С .  И н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  —  по л о -
)  х~ £ — С

в и н ы  ги п е р б о л  ( р и с .  11) .  Г и п е р б о л а  и м е е т  в е р т и к а л ь н у ю  а с и м п т о т у .
И т а к ,  есл и  прирост  н а с ел е н и я  п р о п о р ц и о н а л е н  ч и с л у  п а р ,  то к о л и ­

чество н а с ел е н и я  становится б ес к о н е ч н о  б о л ь ш и м  з а  к о н еч н о е  в р е м я .  
Физ-нчески э т о т  в ы в о д  с о о т в е т с т в у е т  в з р ы в о о б р а з н о м у  х а р а к т е р у  п р о ­
ц е с с а .  ( Р а з у м е е т с я ,  пр и  /, с л и ш к о м  б л и з к о м  к С,  и д е а л и з а ц и я ,  п р и н я т а я  
при  о п и с а н и и  п р о ц е с с а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м ,  н е п р и м е н и м а ,  
т а к  ч то  р е а л ь н о е  к о л и ч е с т в о  н а с е л е н и я  з а  к о н е ч н о е  в р е м я  б е с к о н е ч н ы х  
з н а ч е н и й  не д о с т и г а е т . )

ГоНы

Рис. 10. Рост числа оригинальных и 
реферативных научных журналоэ (пс 
книге В. В. Налимова и 3. А\. Муль- 
ченко «Наукометрия» (М.: Наука. 
1069)).
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Интересно отметить, что вторая половина гиперболы x =  (C —  t) 1 также является 
интегральной кривой нашего уравнения (если продолжить его с полуоси 0 на 
вега ось д:). Решения, соответствующие обеим половинам гиперболы, даются одной 
и той же формулой, но никак не связаны между собой. Связь между этими решениями 
восстанавливается, если считать время комплексным или если компактифици­
ровать аффинную ось х до проективной прямой (см. гл. 5).

З а д а ч а *  1. Какие из дифференциальных уравнений х =  хя определяют на аффинной 
прямой поле фазовой скорости, продолжающееся без особенностей на проективную 
прямую?

Ответ. п =  0, 1 или 2.

8. П р и м е р :  л о г и с т и ч е с к а я  к р и в а я .  У р а в н е н и е  о б ы ч н о го  р а з м н о ж е н и я  
х = к х  п р и г о д н о ,  л и ш ь  п о к а  ч и с л о  о с о б е й  не с л и ш к о м  в ел и к о .  С  у в е л и ч е ­
нием ч и с л а  о с о б е й  к о н к у р е н ц и я  и з - з а  п и щ и  п р и в о д и т  к у м е н ь ш е н и ю  
с ко р о с ти  п р и р о с т а .  П р о с т е й ш е е  п р е д п о л о ж е н и е  с о ст о и т  в то м ,  что  к о э ф ­
ф и ц и е н т  к  з а в и с и т  от  х  к а к  л и н е й н а я  н е о д н о р о д н а я  ф у н к ц и я  (п р и  не 
с л и ш к о м  б о л ь ш и х  х  в с я к у ю  г л а д к у ю  ф у н к ц и ю  м о ж н о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  
л и н е й н о й  н е о д н о р о д н о й ) :  к =  а — Ьх.

Л1ы п р и х о д и м  т а к и м  о б р а з о м  к  у р а в н е н и ю  р а зм н о ж е н и я  с  учетом  
к о н к у р ен ц и и  х  =  (а — Ьх)х. К о э ф ф и ц и е н т ы  а  и Ь м о ж н о  п р е в р а т и т ь  в 
е д и н и ц у  в ы б о р о м  м а с ш т а б о в  I и х.  М ы  п о л у ч а е м  т а к  н а з ы в а е м о е  л о г и ­
стическое у р а в н е н и е

х  =  ( 1 — х) х.

В е к т о р н о е  п о л е  ф а з о в о й  с к о р о с т и  и и п о л е  н а п р а в л е н и й  н а  п л о с к о ст и  
(/ ,  х)  и з о б р а ж е н ы  н а  рис .  12 .

М ы  з а к л ю ч а е м  о т с ю д а ,  что  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  в ы г л я д я т ,  к а к  
и з о б р а ж е н о  н а  рис .  13. Т о ч н е е  г о в о р я ,  мы в и д и м ,  что

1 ) п р о ц е с с  и м е е т  д в а  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я :  л' =  0 и * = 1 ;
2 ) м е ж д у  т о ч к а м и  0 и 1 поле, н а п р а в л е н о  от  0 к  1 , а  при  л ' >  1 —  

к т о ч к е  1 .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  0 н е у с т о й ч и в о  ( р а з  п о я в и в ­

ш е е с я  н а с е л е н и е  н а ч и н а е т  р а с т и ) ,  а  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  1 у с т о й ч и в о  
( м е н ь ш е е  н а с е л е н и е  р а с т е т ,  а  б о л ь ш е е  —  у б ы в а е т ) .

К а к и м  б ы  ни б ы л о  н а ч а л ь н о е  состояние х >  0, с течением в р е м е н и  
п р о ц ес с  выходит  к уст ойчивом у  состоянию р а в н о в е с и я  х = \ .

И з  эти х  с о о б р а ж е н и й  н е я сн о ,  о д н а к о ,  п р о и с х о д и т  л и  э т о т  в ы х о д  з а  
к о н е ч н о е  или  з а  б е с к о н е ч н о е  в р ем я ,  т . е. и м е ю т  л и  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е ,  
н а ч а в ш и е с я  в о б л а с т и  0 < х < 1 , о б щ и е  т о ч к и  с п р я м о й  х = 1?

М о ж н о  п о к а з а т ь ,  что  т а к и х  о б щ и х  т о ч е к  нет и что  эти  и н т е г р а л ь н ы е  
к р и в ы е  а с и м п т о т и ч е с к и  с т р е м я т с я  к  п р я м о й  х =  1 при /  - » - +  оо и к п р я м о й

X

О
Рис. 12. Векторное поле и поле на­
правлении уравнения л=(1 — х) х.

Рис. 13. Интегральные кривые урав­
нения А =(1 — X) X.
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х = 0  п р и  i -*— с».  Эти к р и в ы е  н а з ы в а ю т с я  логист ическим и к р и вы м и .  
Т а к и м  о б р а з о м  л о г и с т и ч е с к а я  к р и в а я  и м е ет  д в е  г о р и з о н т а л ь н ы е  а с и м п ­
т о т ы  (,г =  0 и 1 ) и о п и с ы в а е т  п е р е х о д  о т  о д н о го  с о с т о я н и я  (0 ) к д р у г о м у  
( 1 ) з а  б е с к о н е ч н о е  в р ем я .

З а д а ч а  1. Найти уравнение логистической кривой.
Ре ше ние .  По формуле (3) \dx/{x (1 — л)) — 1 n (,v/I — х), пли .v =  e 7 ( l +«')-
Эта формула доказывает указанное выше асимптотическое свойство логистической 

кривой.
З а д а ч а  2. Доказать, что интегральные кривые уравнения л* =  (1— х) х в области 

л >  I асимптотически стремятся к прямой л' =  1 при / -*-+ сю и имеют вертикальные 
асимптоты ¿ =  const.

При малых х логистическая кривая практически неотличима от экспоненциальной, 
т. е. конкуренция мало влияет на рост. Однако по мере увеличения * рост становится 
неэкслонеициальным н вблизи л: = 1 / 2  экспоненциальная кривая резко уходит вверх от 
логистической; в дальнейшем логистический рост описывает насыщение системы, т. е. 
установление в ней равновесного режима ( * = 1).

До середины XX века наука росла экспоненциально (см. рис. 10). Если такой рост 
будет продолжаться, то к XXI веку все население Земли будет заниматься наукой, а для 
печатания научных статей не хватит всех лесов планеты. Следовательно, раньше должно 
наступить насыщение: мы находимся вблизи того места, где логистическая кривая 
начинает отставать от экспоненциальной. Например, число математических статен 
в научных журналах после второй мировой войны до 70-х годоз увеличивалось каждый 
год. на 7%, а последние несколько лет — медленнее.

9. П р и м е р :  к в о ты  о т л о в а .  Д о  с и х  п о р  м ы  р а с с м а т р и в а л и  с в о б о д н у ю  
п о п у л я ц и ю ,  р а з в и в а ю щ у ю с я  по с во и м  в н у т р е н н и м  з а к о н а м .  П р е д п о л о ж и м  
т е п е р ь ,  что  м ы  о т л а в л и в а е м  ч а с т ь  п о п у л я ц и и  
( с к а ж е м ,  л о в и м  р ы б у  в п р у д у  или в о к е а н е ) .
П р е д п о л о ж и м ,  что с к о р о с т ь  в ы л о в а  п о с т о я н ­
на .  М ы  пр и х о дим  к д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  
у р а в н е н и ю  о т л о в а

х  =  (1 — х) х  — с.

В е л и ч и н а  с  х а р а к т е р и з у е т  с к о р о с т ь  в ы л о в а  и 
н а з ы в а е т с я  квотой. В и д  в е к т о р н о г о  п о л я  и 
п о л я  ф а з о в о й  с к о р о с т и  при р а з л и ч н ы х  з н а ­
ч е н и я х  с к о р о с т и  в ы л о в а  с п о к а з а н  на  р и с .  14.

М ы  в и д и м ,  что при  не с л и ш к о м  б о л ь ш о й  
с к о р о с т и  в ы л о в а  (0 С  с < 1 / 4 )  с у щ е с т в у ю т  д в а  
п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  (Л и В  н а  р и с .  14).
Н и ж н е е  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  (х  =  А ) н е у с т о й ­
чи во .  Е с л и  по к а к и м -л и б о  п р и ч и н а м  (п е р е л о в ,  
б о л е з н и )  в н е к о то р ы й  м о м ен т  в е л и ч и н а  п о п у ­
л я ц и и  х  о п у с т и т с я  н и ж е  А ,  то  в д а л ь н е й ш е м  в с я  п о п у л я ц и я  з а  к о н е ч ­
ное  в р е м я  вы м р ет .

В е р х н е е  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  В  у с т о й ч и в о  —  э т о  с т а ц и о н а р н ы й  
р е ж и м ,  на  к о то р ы й  в ы х о д и т  п о п у л я ц и я  при п о с т о я н н о м  о т л о в е  с.

Е с л и  с >  1 /4 ,  т о  р а в н о в е с и й  н ет  н в с я  п о п у л я ц и я  б у д е т  о т л о в л е н а  з а  
к о н е ч н о е  в р е м я  ( с т е л л е р о в а  к о р о в а  и т .  п . ) .

П р н  с = 1 / 4  и м е е т с я  о д н о  н е у с т о й ч и в о е  с о с т о я н и е  р а в н о в е с и я  
( А = В =  1 / 2 ) .  О т л о в  с т а к о й  с к о р о с т ь ю  при  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о й  н а ч а л ь ­

Рис. 14. Уравнение отлова 
х = ( 1  — а )  х — с .
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ной ч и с л е н н о с ти  п о п у л я ц и и  м а т е м а т и ч е с к и  в о з м о ж е н  в  т е ч е н и е  с к о л ь  
у годн о  д л и т е л ь н о г о  в р е м е н и ,  о д н а к о  с к о л ь  у г о д н о  м а л о е  к о л е б а н и е  
ч и сл е н н о с ти  у с т а н о в и в ш е й с я  р а в н о в е с н о й  п о п у л я ц и и  в н и з  п р и в о д и т  к 
п о л н о м у  в ы л о в у  п о п у л я ц и и  з а  к о н е ч н о е  в р е м я .

Т а к и м  о б р а з о м ,  х о т я  т е о р е т и ч е с к и  д о п у с т и м ы  л ю б ы е  к в о т ы ,  в п л о т ь  
до  м а к с и м а л ь н о й  ( с ^ 1 / 4 ) ,  м а к с и м а л ь н а я  квота  с =  1 /4  приводит к  
неустойчивости и недопуст им а.  Б о л е е  т о го ,  практ ически недопуст им ы  и 
б л и з к и е  к  1 / 4  квоты,  т а к  к а к  при  них о п а с н ы й  п о р о г  А  б л и з о к  к у с т а н о в и в ­
ш е м у с я  р е ж и м у  В  ( н е б о л ь ш и е  с л у ч а й н ы е  о т к л о н е н и я  о т б р а с ы в а ю т  
п о п у л я ц и ю  н и ж е  п о р о г а  А ,  по с л е  чего  о н а  п о г и б а е т ) .

О к а з ы в а е т с я ,  о д н а к о ,  что  м о ж н о  о р г а н и з о в а т ь  о т л о в  т а к ,  ч т о б ы  
у с то й ч и в о  п о л у ч а т ь  у л о в  со  с к о р о с т ь ю  1 /4  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  ( б о л ь ш е г о

п о л у ч и ть  н е л ь з я ,  т а к  к а к  1 / 4 — э т о  м а к с и ­
м а л ь н а я  с к о р о с т ь  р а з м н о ж е н и я  н е о б л а в -  
л и в а е м о й  п о п у л я ц и и ) .

10. П р и м ер :  о т л о в  с о т н о с и т е л ь н о й  к в о ­
той .  Ф и к с и р у е м  в м е с т о  а б с о л ю т н о й  с к о р о сти  
о т л о в а  о т н о с и т е л ь н у ю ,  т .  е. фиксируем  о т л а в ­
л и в а е м у ю  з а  е д и н и ц у  в р е м е н и  д о л ю  н а л и ч ­
ной популяции: х =  ( \ — х ) х  — рх .  В ид  в ек то р ­

ного  п о л я  и и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  (п р и  р < 1 ) и з о б р а ж е н ы  на  
р ис .  15.

Н и ж н е е ,  н е у с т о й ч и в о е  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  т е п е р ь  в  т о ч к е  х  =  0, 
в т о р о е  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  В  у с то й ч и в о  пр и  л ю б о м  р ,  0 < р < 1 .

П о с л е  н е к о т о р о г о  п е р и о д а  у с т а н о в л е н и я  п о п у л я ц и я  в ы х о д и т  на  с т а ц и о ­
н а р н ы й  р е ж и м  х  =  В.  А б с о л ю т н а я  с к о р о с т ь  о т л о в а  у с т а н а в л и в а е т с я  при 
эт о м  р а в н о й  с =  р В .  Э т о  —  о р д и н а т а  то чки  п е р е с е ч е н и я  г р а ф и к о в  ф у н к ц и й  
и = ( 1 — х) х  и V =  р х  (р и с .  15, с л е в а ) .  И с с л е д у е м  п о в е д е н и е  э т о й  в ел и ч и н ы  
с  при  и зм е н е н и и  р.  П р и  м а л ы х  о т н о с и т е л ь н ы х  в ы л о в а х  ( м а л ы х  р )  у с т а н о ­
в и в ш а я с я  с к о р о с т ь  о т л о в а  т а к ж е  м а л а ;  пр и  р  1 о н а  т о ж е  с т р е м и т с я  
к  ну л ю  ( п е р е л о в ) .  Н а и б о л ь ш е е  з н а ч е н и е  а б с о л ю т н о й  с к о р о с т и  с  р а в н о  
н а и б о л ь ш е й  о р д и н а т е  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  о = ( 1 — х ) х .  О н о  д о с т и г а е т с я ,  
к о г д а  п р я м а я  ь' — р х  п р о х о д и т  ч е р е з  в е р ш и н у  п а р а б о л ы  (т. е.. при р =  1 / 2 ) ,  
и р а в н о  с =  1 /4 .

В ы б е р е м  р  =  1 / 2  (т .  е. н а з н а ч и м  о т н о с и т е л ь н у ю  к в о т у  т а к ,  чт о б ы  
у с т а н о в и в ш а я с я  п о п у л я ц и я  с о с т а в л я л а  п о л о в и н у  н е о б л а в л и в а е м о й ) .  М ы  
д о с т и г л и  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж н о й  с т а ц и о н а р н о й  с к о р о с т и  о б л а в л и в а н и я  
с — 1 /4 ,  п р и ч е м  с и с т е м а  о с т а е т с я  у с то й ч и в о й  ( в о з в р а щ а е т с я  к у с т а н о в и в ­
ш е м у с я  с о с т о я н и ю  пр и  м а л ы х  о т к л о н е н и я х  н а ч а л ь н о й  п о п у л я ц и и  от 
у с т а н о в и в ш е й с я ) .

11. У р а в н е н и я  с  м н о г о м е р н ы м  ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м .  В р а с с м а т р и ­
в а в ш и х с я  в ы ш е  п р и м е р а х  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  б ы л о  о д н о м е р н ы м .  
В  б о л е е  с л о ж н ы х  с л у ч а я х  ( н а п р и м е р ,  при  у ч е т е  в з а и м о д е й с т в и я  м е ж д у  
н е с к о л ь к и м и  п о п у л я ц и я м и )  т о ч к а  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  о п р е д е л я е т с я  
н е с к о л ь к и м и  ч и с л а м и  ( д в у м я  д л я  д в у х  п о п у л я ц и й  и т .  д . ) .  О п р е д е л е н и я  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я ,  р е ш е н и й  и т. д .  в э т о м  с л у ч а е  а н а л о г и ч н ы  
в в е д е н н ы м  в ы ш е .  П о в т о р и м  эти  о п р е д е л е н и я .

Рис. 15. Уравнение 
= ( 1  —х) х —рх

отлова х—
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П у с т ь  V —  в е к т о р н о е  п о л е  в о б л а с т и  и  « - м е р н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н ­
с т в а .  А вт оном ное  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  з а д а н н о е  п олем  V. —  э т о  
у р а в н е н и е

х =  у (х), д : е У с ^ .

Р е ш е н и е м  т а к о г о  у р а в н е н и я  н а з ы в а е т с я  г л а д к о е  о т о б р а ж е н и е  ф : I -*■ I/  
и н т е р в а л а  оси в р е м е н и  в ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о ,  д л я  к о т о р о г о  й<$/сИ =  
:= v (< p (¿ ) )  при всех  I и з  / .

О б р а з  о т о б р а ж е н и я  <р н а з ы в а е т с я  ф а з о в о й  к р и в о й ,  а  г р а ф и к  *) о т о б р а ­
ж е н и я  ф — инт егральной  к р и в о й .  И н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  л е ж и т  в  п р я м о м  
п р о и з в е д е н и и  оси в р е м е н и  н а  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о .  Э т о  п р я м о е  п р о и з ­
в е д е н и е  н а з ы в а е т с я  р а с ш и р е н н ы м  ф а з о в ы м  пространством.  Р а с ш и р е н н о е  
ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  и м е ет  р а з м е р н о с т ь  п  +  1 .

П у с т ь  (/о, хо) —  т о ч к а  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  Р е ш е н и е  
<р удовлет воряет  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  (/о, * о ) ,  е с л и  ср(/о) =  *о, т . е. е сл и  
и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  п р о х о д и т  ч е р е з  т о ч к у  (¿0, * 0) .

К а к  и в с л у ч а е  о д н о м е р н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а ,  и н т е г р а л ь н ы е  
к р и в ы е  м о ж н о  о п и с а т ь  при  п о м о щ и  п о л я  н а п р а в л е н и й  в р а с ш и р е н н о м  
ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .  Т а н г е н с  у г л а  н а к л о н а  к  оси  а б с ц и с с  з а м е н я е т с я  
с л е д у ю щ е й  к о н с т р у к ц и е й .

П р е д п о л о ж и м ,  что  д а н о  п о л е  н а п р а в л е н и й  в о б л а с т и  V  п р я м о г о  
п р о и з в е д е н и я  И Х  И" и что  н а п р а в л е н и е  п о л я  н и гд е  не в е р т и к а л ь н о
( н е  п а р а л л е л ь н о  Я ") .  П у с т ь  /  —  к о о р д и н а т а  в Л, х  =  ( х | ..........х п) —  в К".

Т о г д а  в к а ж д о й  т о ч к е  с у щ е с т в у е т  (и е д и н с т в е н )  в е к т о р  п р и л о ж е н н о г о  
в  э т о й  т о чк е  н а п р а в л е н и я ,  и м е ю щ и й  г о р и з о н т а л ь н у ю  к о о р д и н а т у  
( / - к о м п о н е н т у ) ,  р а в н у ю  I.  Т а к и м  о б р а з о м ,  у к а з а н н ы й  в е к т о р  и м е ет  вид  
( 1 , » ( / ,  * ) ) ,  где v ( t ,  х )  —  в е к т о р  в К", з а в и с я щ и й  от  т о ч к и  р а с ш и р е н н о г о  
ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  И н ы м и  с л о в а м и ,  н е в е р т и к а л ь н о е  п о л е  н а п р а в ­
л е н и й  в  р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  о п р е д е л я е т  з а в и с я щ е е  от 
в р е м е н и  век т о р н о е  п о л е  в ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .

К а ж д а я  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  д а н н о г о  п о л я  н а п р а в л е н и й  о ч е в и д н о  
у д о в л е т в о р я е т  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю

х = и  (/, х ) ,

т .  е. я в л я е т с я  г р а ф и к о м  о т о б р а ж е н и я  ср и н т е р в а л а  оси в р е м е н и  в ф а з о в о е  
п р о с т р а н с т в о ,  д л я  к о т о р о г о  d y / d t  =  v { t ,  ф(/))  при всех  /. О б р а т н о ,  г р а ф и к  
в с я к о г о  р е ш е н и я  —  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  э т о го  п о л я .

Р е ш е н и е  у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  (/о; *о),  е сл и  и т о л ь к о  
е с л и  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  п р о х о д и т  ч е р е з  э т у  т о ч к у .

З а ме ч а н и е .  В координатной записи секторное поле в л-мерном пространстве 
задается п функциями п переменных. Наше дифференциальное уравнение принимает 
поэтому ви*д «системы п уравнений первого порядка»:

*1 =  0! (/; х и ..  ....... х п =  ип (/; ДГ|, .. . х п).

*) График отображения /: X -*■ У есть подмножество прямого произведения Ху  К, 
состоящее из всех пар вида (.х, /(*)), где х е , \ ;  прямое произведение ХуУ  есть множество 
всех упорядоченных пар (дг, у ) ,  где х & Х ,  у ^ У .
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Решение задается вектор-функцией (ф,, __, ф„) переменной /, для которой с1чи/(11 =
=  ф| (/), . . . .  (<)), к=  1 ,__, л, при всех /. Начальное условие задается п +1
ч и с л о м  ( (о ;  * 1.0, . . . .  Хл.о ).

12. Пример: дифференциальное уравнение системы хищник — жертва.
П р о с т е й ш а я ,  с а м а я  г р у б а я  м о д е л ь ,  о п и с ы в а ю щ а я  б о р ь б у  д в у х  в и д о в  —  
х и щ н и к а  и ж е р т в ы  ■— с о с т о и т  в  с л е д у ю щ е м .  Р а с с м о т р и м  п р у д ,  в к о т о р о м  
ж и в у т  р ы б ы  д в у х  в и д о в ,  с к а ж е м ,  к а р а с и  и щ у к и .  Е с л и  бы щ у к  н е  б ы л о ,  
к а р а с и  р а з м н о ж а л и с ь  б ы  э к с п о н е н ц и а л ь н о ,  со с к о р о с т ь ю  х  =  кх,  п р о п о р ­
ц и о н а л ь н о й  их к о л и ч е с т в у  х  ( м ы  п р е д п о л а г а е м ,  что  с у м м а р н а я  м а с с а  
к а р а с е й  м н о г о  м е н ь ш е  м а с с ы  п р у д а ) .  Е с л и  у — к о л и ч е с т в о  щ у к ,  то  
с л е д у е т  у ч е с т ь  к а р а с е й ,  с ъ е д е н н ы х  щ у к а м и .  М ы  п р е д п о л о ж и м ,  ч то  ч и с л о  
в с т р е ч  к а р а с е й  со щ у к а м и  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к а к  ч и с л у  к а р а с е й ,  т а к  и 
ч и с л у  щ у к ;  т о г д а  д л я  с к о р о с т и  и з м е н е н и я  ч и с л а  к а р а с е й  п о л у ч и м  у р а в ­
н ен и е  х  =  к х — аху .

Ч т о  к а с а е т с я  щ у к ,  т о  б е з  к а р а с е й  они  в ы м и р а ю т :  у — — 1у, в п р и ­
с у т с т в и и  ж е  к а р а с е й  н а ч и н а ю т  р а з м н о ж а т ь с я  со с к о р о с т ь ю ,  п р о п о р ц и о ­
н а л ь н о й  ч и с л у  с ъ е д е н н ы х  к а р а с е й :  у =  — 1у-\-Ь ху .

М ы  п р и х о д и м  т а к и м  о б р а з о м  к  с и с т е м е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
п р о с т е й ш е й  м о д е л и  с и с т е м ы  х и щ н и к  —  ж е р т в а :

(X — Их — аху ,
\ у = — 1у +  Ьху.

Э т а  м о д е л ь  н а з ы в а е т с я  м о д е л ь ю  Л от ка  —  Вольтерра-  по и м е н и  а в т о р о в .  
П р а в а я  ч а с т ь  о п р е д е л я е т  в е к т о р н о е  п о л е  на  п л о с к о с т и :  п р и л о ж е н н ы й  в 
т о ч к е  (х ,  у )  в е к т о р  и м е ет  к о м п о н е н т ы  ( к х  — а х у , - 1 у - \ - Ь х у ) .  Э т о  —  п о л е  
ф а з о в о й  с к о р о с т и .

Ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  я в л я е т с я  у го л  х ^ О ,  у  ^  0.
В е к т о р н о е  поле  ф а з о в о й  с к о р о с т и  н е т р у д н о  н а р и с о в а т ь ,  п р о с л е д и в  

з а  и з м е н е н и е м  з н а к о в  к о м п о н е н т  (р и с .  16) .  О с о б а я  т о ч к а  п о л я  (хо =  
=  I /Ь ,  уо =  к / а ) о т в е ч а е т  р а в н о в е с н о м у  к о л и ч е с т ­
ву  к а р а с е й  и щ ук,  к о гд а  п р и р о с т  к а р а с е й  у р а в н о ­
в е ш и в а е т с я  д е я т е л ь н о с т ь ю  щ ук,  а п р и р о с т  щ у к  — 
их е с т е с т в е н н о й  с м е р т н о с т ь ю .

— Е с л и  н а ч а л ь н о е  чи сл о  щ у к  м е н ь ш е  уо  ( т о ч к а  А 
н а  р и с у н к е ) ,  то  ч и с л а  к а р а с е й  и щ у к  р а с т у т ,  
п о к а  р а з м н о ж и в ш и е с я  щ у к и  не н а ч н у т  с ъ е д а т ь
б о л ь ш е  к а р а с е й ,  чем  их  п р и р о с т  ( т о ч к а  В ) ,  з а ­
т е м  ч и с л о  к а р а с е й  н а ч н е т  у б ы в а т ь ,  а  ч и с л о  щ у к  

Рнс. 16. Поле фазовой ско- б у д е т  р а с т и ,  п о к а  н е х в а т к а  п и щ и  н е  п р и в е д е т  и
ростн модели .\ииш:;к-;кертаа.

щ у к  к в ы м и р а н и ю  ( т о ч к а  С ) ;  з а т е м  ч и с л о  щ у к  
у м е н ь ш и т с я  н а с т о л ь к о ,  чт о  к а р а с и  с н о в а  н а ч н у т  р а з м н о ж а т ь с я  ( т о ч ­
к а  О ) ; н а ч а в ш е е с я  р а з м н о ж е н и е  к а р а с е й  п р и в е д е т  к т о м у ,  ч т о  со  в р е м е н е м  
и щ у к и  н а ч н у т  р а з м н о ж а т ь с я .  Т а к и м  о б р а з о м  б у д у т  п р о и с х о д и т ь  к о л е б а ­
н и я  ч и с л е н н о с т и  к а р а с е й  и щ у к  в б л и з и  р а в н о в е с н о г о  ч и с л а  т е х  и д р у г и х .

В о з н и к а е т ,  о д н а к о ,  в о п р о с ,  б у д у т  л и  эти  к о л е б а н и я  п е р и о д и ч е с к и м и  
ил и  ж е  нет.  Н а ш а  п р и б л и ж е н н а я  к а р т и н а  п о л я  ф а з о в о й  с к о р о с т и  не п о з в о ­
л я е т  о т в е т и т ь  н а  эт о т  в о п р о с , '  м о ж н о  в о о б р а з и т ь  р а з л и ч н ы е  с л у ч а и ,  
н а п р и м е р ,  и з о б р а ж е н н ы е  н а  р и с .  17.
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Ч т о б ы  р а з о б р а т ь с я  в  э т и х  с л у ч а я х ,  р а с с м о т р и м  о т р е з о к ,  с о е д и н я ю щ и й  
о с о б у ю  т о ч к у  с  о с ь ю  х.  К а ж д а я  т о ч к а  А  э то го  о т р е з к а  (н е  л е ж а щ а я  н а  
оси  х )  о п р е д е л я е т  ф а з о в у ю  к р и в у ю ,  к о т о р а я  с н о в а  п е р е с е к а е т  о т р е з о к  в  
н е к о т о р о й  т о ч к е  Ф ( Л ) .  Ф у н к ц и я  Ф  н а з ы в а е т с я  ф у н к ц и е й  п о с л е д о в а н и я  
(и л и  от ображ ением  П у а н к а р е ,  а  т а к ж е  м о н о д р о м и ей  или  г о л о н о м и е й ) .

ФМ Ф,1А)

Рис. 17. Функция последования.

Р а с с м о т р и м  г р а ф и к . ф у н к ц и и  п о с л е д о в а н и я .  О н  н а з ы в а е т с я  д и а г р а м ­
м о й  Л а м е р е я .  Д и а г р а м м ы  Л а м е р е я  д л я  ч е т ы р е х  с л у ч а е в  р и с .  17 и з о б р а ­
ж е н ы  на  рис .  18.

Ф{А) Х у ?

/ г .

" V

/ ¿ У  4

Ф(А) У 1 

/  А

Ф{А)

А

Рис. 18. Диаграммы Ламерея.

П о  д и а г р а м м е  Л а м е р е я  л е г к о  п о с т р о и т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о б р а з о в  
т о ч к и  Л  п р и  п о в т о р е н и и  п р е о б р а з о в а н и я  Ф .  Д л я  э т о г о  с л е д у е т  п о с т р о и т ь  
т а к  н а з ы в а е м у ю  л ест ницу Л а м е р е я  (р и с .  1 9 ) ,  а б с ц и с с ы  
и о р д и н а т ы  в е р ш и н  к о то р о й  су ть  А ,  Ф ( Л ) ,  ф 2(Л) =
=  Ф  (Ф (Л)), . . .

Т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  п о с л е д о в а ­
н и я  с д и а г о н а л ь ю  ( г р а ф и к о м  Ф = Л )  с о о т в е т с т в у ю т  
з а м к н у т ы м  ф а з о в ы м  к р и в ы м  ( ц и к л а м ) н а  ф а з о в о й  
п л о с к о с т и .

Н и к л  з а в е д о м о  у с т о й ч и в  ( н е у с т о й ч и в ) ,  е сл и  в 
с о о т в е т с т в у ю щ е й  т о ч к е  Л им еем  Ф ' ( Л ) < 1  ( >  1)- Д л я

»ПостницаРис. !9.
Ламерея.

н а ш и х  ч е т ы р е х  д и а г р а м м  Л а м е р е я  ( р и с .  18) в п е р в о м  с л у ч а е  ф а з о в ы е  
к р и в ы е  — с п и р а л и ,  н а м а т ы в а ю щ и е с я  н а  о с о б у ю  т о ч к у ,  во  в т о р о м  —  
с м а т ы в а ю щ и е с я  с  нее, в т р е т ь е м  — з а м к н у т ы е .  В ч е т в е р т о м  с л у ч а е  ф а з о ­
в ы е  к р и в ы е  н а м а т ы в а ю т с я  на  у с т о й ч и в ы й  ц и к л  и з н у т р и  и с н а р у ж и .

С о о т в е т с т в е н н о ,  в  п е р в о м  с л у ч а е  с т е ч е н и е м  в р е м е н и  у с т а н а в л и в а е т с я  
р а в н о в е с н о е  н а с е л е н и е  п р у д а ,  к о л е б а н и я  з а т у х а ю т .  В о  в т о р о м  с л у ч а е  
р а в н о в е с н о е  с о с т о я н и е  н е у ст о й ч и в о ,  к о л е б а н и я  н а р а с т а ю т .  П р и  э т о м  
н а с т у п и т  м о м ен т  в р е м е н и ,  к о г д а  ч и с л о  к а р а с е й  ( щ у к )  б у д е т  м е н ь ш е  1 ; 
к э т о м у  м о м е н т у  н а ш а  м о д е л ь  с т а н о в и т с я  н е п р и е м л е м о й ,  и н а с е л е н и е  
п р у д а  вымирает.
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В  т р е т ь е м  с л у ч а е  н а б л ю д а ю т с я  п е р и о д и ч е с к и е  к о л е б а н и я  ч и с л е н н о с т и  
к а р а с е й  и щ у к  в о к р у г  р а в н о в е с н о г о  с о с т о я н и я ;  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  
о п р е д е л я е т с я  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и . '

В  ч е т в е р т о м  с л у ч а е  т о ж е  н а б л ю д а ю т с я  п е р и о д и ч е с к и е  к о л е б а н и я  
ч и сл е н н о с ти  к а р а с е й  и щ у к ,  но ам плит уда у ст а н о в и в ш и х с я  к о л е б а н и й  не  
зависит  от н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й :  л ю б а я  ф а з о в а я  с п и р а л ь  н а м а т ы в а е т с я  
н а  п р е д е л ь н ы й  ц и к л .  В т а к о м  с л у ч а е  г о в о р я т ,  что  в с и с т е м е  у с т а н а в л и в а ­
е т с я  авт околебат ельны й р е ж и м •

К а к о й  ж е  и з  с л у ч а е в  и м е е т  м есто  д л я  с и с т е м ы  Л о т к а  —  В о л ь т е р р а ?  
М ы  пока  Не м о ж е м  о т в е т и т ь  на  э т о т  в о п р о с  ( р е ш е н и е  е го  см. к § 2 ) .

13. П р и м ер :  с в о б о д н а я  ч а с т и ц а  н а  п р я м о й .  С о г л а с н о  « п е р в о м у  з а к о н у »  
Н ь ю т о н а ,  у с к о р е н и е  м а т е р и а л ь н о й  т о чк и ,  не  п о д в е р ж е н н о й  д е й с т в и ю  
в н е ш н и х  сил ,  р а в н о  0: х — 0.  Е с л и  т о ч к а  х  п р и н а д л е ж и т  К ,  т о  г о в о р я т  
о  с в о б о д н о й  частице н а  п р я м о й  ( м о ж н о  п р е д с т а в л я т ь  с еб е  б у с и н к у  
н а  с п и ц е ) .

Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  2 , - т а к  к а к  все  д в и ж е н и е  
о п р е д е л я е т с я  н а ч а л ь н ы м  п о л о ж е н и е м  и н а ч а л ь н о й  с к о р о с т ь ю .  Н а  ф а з о в о й  
п л о с к о ст и  с к о о р д и н а т а м и  Х\ = х ,  х г = х  в о з н и к а е т  в е к т о р н о е  п о л е  ф а з о в о й  
с к о р о сти :

Х \ = Х 2 ,  *2 =  0,

с л е д о в а т е л ь н о ,  к о м п о н е н т ы  п о л я  р а в н ы  (х 2, 0) (р и с .  20) .
В с е  то ч к и  о с и  х\  я в л я ю т с я  п о л о ж е н и я м и  р а в н о в е с и я .  Р а в н о в е с и е  

т а к о г о  в и д а  в ф и з и к е  н а з ы в а е т с я  б е з р а зл и ч н ы м ,  а  в м а т е м а т и к е  неустой­
чивы м  ( п о д х о д я щ е е  с к о л ь  у г о д н о  м а л о е  и з м е н е н и е  н а ч а л ь н о й  ф а з о в о й

т о ч к и  в ы з ы в а е т  ч е р е з  д о с т а т о ч н о  бо л ь -  
Ахг  ш о е  в р е м я  не  м а л о е  и з м е н е н и е  с о с т о я -

о̂ - о*- о̂ - о̂ - X, \
Г  „___ о__ ^ __ =»£ Ф а з о в ы е  к р и в ы е  —  г о р и з о н т а л ь н ы е

п р я м ы е  хг =  с о п з 1 и все т о чк и  оси  х\.
" Я

З а д а ч а  I. Найти решение с начальным 
Рис. 20. Поле фазовой скорости свобод- уровнем (а Ь) при /0 =  9 
ной частицы. I /А иОтогт. (¿1 —  9 2 ( 0  =  Ь.

14. П р и м ер :  с в о б о д н о е  п а д е н и е .  С о г л а с н о  Г а л и л е ю ,  у с к о р е н и е  ц  
п а д а ю щ и х  в б л и з и  п о в е р х н о с т и  З е м л и  тел  п о с т о я н н о .  Е с л и  х  —  в ы с о т а ,  
т о  х = — £ .  В в о д я  к о о р д и н а т ы  н а  ф а з о в о й  п л о с к о с т и ,  к а к  в п р е д ы д у щ е м  
п р и м е р е ,  п о л у ч а е м  с и с т е м у

Х 1 = Х 2 ,  Х-2—  —

В е к т о р н о е  п о л е ,  з а д а н н о е  п р а в о й  ч а с т ь ю ,  и з о б р а ж е н о  на  рис .  21.

З а д а ч а  I. Доказать, что фазовые кривые — параболы.

15. П р и м е р :  м а л ы е  к о л е б а н и я .  В о  м н о ги х  с л у ч а я х  с и л а ,  в о з в р а щ а ю ­
щ а я  с и с т е м у  в п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я ,  с  б о л ь ш е й  ил и  м ен ьш ей  т о ч н о с т ь ю  
п р о п о р ц и о н а л ь н а  о т к л о н е н и ю  от  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  ( з а к о н  Г у к а  
и т. п.; с у щ н о с т ь  д е л а  в т о м ,  что  в п о л о ж е н и и  р а в н о в е с и я  с и л а  0, а  в м а л о м  
в с я к а я  ф у н к ц и я  п р и б л и ж е н н о  л и н е й н а ) .  М ы  п р и х е д и м  к  у р а в н е н и ю
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х — — кх. 

Коэффициент к>  0 можно сделать равным 1 выбором масштаба времени. 
Уравнение принимает вид

Х  =  — X.

Вводя по-прежнему координаты х\= х , Х2 =  Х на фазовой плоскости, 
переписываем это уравнение в виде системы

Х \  = Х 2 ,  Х г —  — X I .

Правая часть задает векторное поле на фазовой плоскости. Это поле 
изображено на рис. 22.

м а л ы х  к о л еб а н и й

Рис. 21. Поле фазовой скорости па- Рис. 22. Поле фазовой скорости малых
дающей частицы. . колебании.

З а д а ч а  1. Доказать, что фазовые кривые— окружности и их центр.
Решение .  Вектор фазовой скорости перпендикулярен радиус-вектору.
З а д а ч а  2. Доказать, что фазовая точка движется по окружности с постоянной 

угловой скоростью I.
Ре ше ние .  Длина вектора фазовой скорости равна длине радиус-вектора.
З а д а ч а  3. Найти решение с начальным условием *(0) =  а, j¿(Q)=b.\
Решение .  Согласно предыдущим двум задачам, нужно повернуть вектор начального 

условия на угол /. Получаем

x\(i) =  a cos /-{- b sin t, X2 (0 — — a s'n t-\-b eos t. •

З а ме ч а ние .  Таким образом, мы доказали, что х совершает гармонические коле* 
бания, и установили «закон сохранения энергии»: величина xi/ 2  +  jr! / 2  вдоль фазовой 
кривой постоянна.

З а д а ч а .  4. Доказать закон сохранения энергии xl/2-\-kx*/2 для системы ¿¡ =  *2, 
х 2—  — kX\.

З а ме ч а ние .  Величина х\ [ 2 называется кинетической энергией, a kx\¡2— потен* 
циальной.

З а д а ч а  5. Доказать, что интегральные кривые системы (с k —  1) — винтовые линии.

16. Пример: математический маятник. Рассмотрим невесомый стер­
жень длины /, закрепленный в одном конце и несущий на другом точечную 
массу т. Обозначим через 0 угол отклонения маятника от вертикали. 
Согласно законам механики, угловое ускорение маятника 0 пропорцио-
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/ 0 =  — m g l sin 0,

где  /  =  ;п/2 —  м о м ен т  и н е р ц и и  ( з н а к  м ин у с  о б ъ я с н я е т с я  т ем ,  чт о  м о м ен т  
с т р е м и т с я  у м е н ь ш и т ь  о т к л о н е н и е ) .

И т а к ,  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  и м е е т  в и д  ü = — к  s in  0, к — g / l .  К о э ф ­
ф и ц и е н т  к м о ж н о  с д е л а т ь  р а в н ы м  1 в ы б о р о м  м а с ш т а б а  в р е м е н и .  У р а в ­
н ен и е  п р и н и м а е т  в и д  б = — s i n 0

нально моменту силы веса (рис. 23):

Рис. 23. Математи­
ческий маятник.

&
.

"  -*> —

С '  ^

Рис. 24. Поле фа’осои скорости маятника.

Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  и м е е т  р а з м е р н о с т ь  2. З а  к о о р д и н а т ы  м о ж н о
п р и н я т ь  уго л  о т к л о н е н и я  x i = 0  и у г л о в у ю  с к о р о с т ь  л'2 =  б. У р а в н е н и е  
п р и н и м а е т  в и д  с и ст е м ы

Л'| =Л'2 , -V'2 — — Sin Л'|.

П р а в а я  ч а с т ь  з а д а е т  в е к т о р н о е  п оле  ф а з о в о й  с к о р о с т и .  О н о  и з о б р а ­
ж е н о  на рис .  24 .

З а д а ч а  1. Доказать, что начало координат (л'|=.Г2 =  0) и точка (xi=n, л*2 =  0) 
являются фазовыми кривыми.

В и д  о с т а л ь н ы х  ф а з о в ы х ’ к р и в ы х  мы п о д р о б н о  и с с л е д у е м  в  д а л ь ­
н е й ш е м  ( § 12 ) .

З а м е ч а н и е .  П р и  м а л ы х  у г л а х  о т к л о н е н и я  s in  0 э к в и в а л е н т е н  у г л у  0. 
З а м е н я я  s in  0 п р и б л и ж е н н ы м  з н а ч е н и е м  0, мы с в о д и м  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  
к  у р а в н е н и ю  м а л ы х  к о л е б а н и й  (п. 1 5 ) .  В о п р о с  о  т о м ,  н а с к о л ь к о  в ы во д ы ,  
с д е л а н н ы е  при и с с л е д о в а н и и  э т о г о  п р о с т е й ш е г о  у р а в н е н и я ,  п е р е н о с я т с я  
н а  п о л н о е  у р а в н е н и е  м а я т н и к а ,  н у ж д а е т с я  в с п е ц и а л ь н о м  и с с л е д о в а н и и .  
М ы  п р о в е д е м  е го  в  д а л ь н е й ш е м  (§ 12).

17. П р и м е р :  п е р е в е р н у т ы й  м а я т н и к .  Р а с с м о т р и м  п о в е д е н и е  м а я т н и к а ,  
п е р е в е р н у т о г о  в в е р х  н о г а м и .  В э т о м  с л у ч а е  у го л  0 б л и з о к  к  я ,  п о это м у  
е с т е с т в е н н о  в в е с т и  угол  о т к л о н е н и я  от  в ер х н ег о  п о л о ж е н и я ,  i¡) =  0 — л .  
Т о г д а  x¡} =  s i n \)3 и при  м а л ы х  'ф п р и б л и ж е н н о

Э т о  у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  «м а л ы х  к о л е б а н и й » п ер евер н ут о го  
маят ника.  Ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  д в у м е р н о .  П р и м е м  з а  к о о р д и н а т ы  
л Г | = ф ,  *2 =  ̂ .  П о л у ч и м  с и с т е м у
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В е к т о р н о е  поле  ф а з о в о й  с к о р о с т и  и з о б р а ж е н о  н а  рис .  25. Е г о  ф а з о в ы е  
к р и в ы е  мы п о д р о б н о  и с с л е д у е м  в § 2 .

18. П р и м ер :  м а л ы е  к о л е б а н и я  с ф е р и ч е с к о г о  м а я т н и к а .  О т к л о н е н и е  
о т  в е р т и к а л и  х а р а к т е р и з у е т с я  д в у м я  ч и сл а м и ,  х  и у .

У р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  и м е ю т ,  к а к  и з в е с т н о  из м е х а н и к и ,  в и д

Р а з м е р н о с т ь  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  р а в н а  4. З а  к о о р д и н а т ы  в нем

п р и н и м а е м  х \ = х ,  Х2 =  х ,  Хз =  у ,  х . \ = у .  У р а в н е н и я  з а п и с ы в а ю т с я  
в в и д е

Х1=.\'2, Х 2 —  —  XI, Х 3 =  Хл ,  Х * = — Х з .

П р а в а я  ч а с т ь  о п р е д е л я е т  в е к т о р н о е  поле  в Я4.
З а д а ч а ! .  Доказать, что фазовые кривые этого поля лежат на трехмерных 

сферах лг?+ . . .  +  л̂  =  соп5|.
З а д а ч а  2. Доказать, что фазовые кривые — окружности больших кругов указанных 

сфер.
Однако окружность не всякого большого круга сферы — фазовая кривая.
З а д а ч а *  3. Доказать, что все фазовые кривые на каждой трехмерной сфере 

сами образуют двумерную сферу.
Трехмерную Сферу 5 3 можно представлять себе как трехмерное пространство И3, 

пополненное одной «бесконечно удаленной» точкой. Следовательно, разбиение 5 3 на окруж­
ности определяет разбиение Н3 на окружности н одну незамкнутую кривую («уходящую 
обоими концами на бесконечность»). Это разбиение изображено па рис. 26.

З а д а ч а *  4. Проверить, что любые две из окружностей указанного разбиения 
зацеплены между собой с коэффициентом зацепления, равным единице (коэффициент 
зацепления указывает, сколько раз одна из кривых пересекает пленку, затягивающую 
другую, причем точки пересечения учитываются со знаками).

х =  —Л', у =  —у.

прямая

Рис. 25. Поле фазовой скорости пере­
вернутого маятника.

Рис. 20. Фазовые кривые сферического 
маятника на гиперповерхности постоян­
но» энергии.
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В эт о м  п а р а г р а ф е  и с с л е д у е т с я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  з а д а н ­
но е  в е к т о р н ы м  п о л ем  н а  п р я м о й ,  и с в о д я щ и е с я  к  н е м у  у р а в н е н и я  
с р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р е м е н н ы м и .

1. Существование и единственность решений. П у с т ь  и —  г л а д к а я  
(н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я )  ф у н к ц и я ,  з а д а н н а я  на  и н т е р в а л е  £/ в е ­
щ е с т в е н н о й  оси .

Т е о р е м а .  Р еш е н и е  ср у р а в н е н и я  х = и ( х )  с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  
(/о, *о)

1) существует д л я  л ю б ы х  / о е Р ,  хо е ( / ;
2 ) единст венно в  том с м ы с л е ,  что л ю б ы е  д в а  р е ш е н и я  с о б щ и м  

н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  с о в п а да ю т  в  некоторой окрестности точки /о;
3)  дается ф о р м у л о й  Б а р р о у :

Г
г — /о =  \  — тг  ̂ е с л и  и { х 0) ф О ,

*0
ф(/)==Хо, ес л и  и(хо) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  л-о —  не п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я .  
В § 1 мы в и д е л и ,  что :  1 ) р е ш е н и е  д а е т с я  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  /0 ф о р м у ­
л о й  Б а р р о у ,  2 )  о п р е д е л е н н а я  э т о й  ф о р м у л о й  ф у н к ц и я  ф я в л я е т с я  р е ш е ­
ни ем  и у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю .

В с л у ч а е ,  к о г д а  хо —  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я ,  ф у н к ц и я  ф(^) =  хо т а к ж е  
о ч е в и д н о  я в л я е т с я  р е ш е н и е м ,  и т е о р е м а  д о к а з а н а .

З а д а ч а  1. Указать пробел в доказательстве.

2. О п р о в е р г а ю щ и й  п р и м е р .  П у с т ь  ч =  х 2/3 (р и с .  2 7 ) .  Д в а  р е ш е ­
н и я  ф 1= 0, ф2 =  ( / / 3 )3 у д о в л е т в о р я ю т  о б щ е м у  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  ( 0 , 0 ) ,  
в о п р е к и  у т в е р ж д е н и ю  о  е д и н с т в е н н о с т и .

К о н е ч н о ,  ф у н к ц и я  и н е  д и ф ф е р е н ц и р у е м а ,  п о э т о м у  п р и м е р  не о п р о ­
в е р г а е т  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы .  О д н а к о  п р и в е д е н н о е  д о к а з а т е л ь с т в о  не и с ­

п о л ь з о в а л о  г л а д к о с т и  V . о н о  .п р о х о д и т  и в 
т о м  с л у ч а е ,  к о гд а  ф у н к ц и я  и л и ш ь  н е п р е ­
р ы в н а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  э т о  д о к а з а т е л ь с т в о  не 
м о ж е т  б ы т ь  в ер н ы м .  И  д е й с т в и т е л ь н о ,  у т в е р ­
ж д е н и е  о е д и н с т в е н н о с т и  б ы л о  д о к а з а н о  л и ш ь  
пр и  у с л о в и и  и ( х о ) ф О .  М ы  в и д и м ,  что е с л и  
п о л е  и л и ш ь  н е п р е р ы в н о  (а  не д и ф ф е р е н ц и ­
р у е м о ) ,  то  е д и н с т в е н н о с т и  р е ш е н и й  с н а ч а л ь ­
ны м  у с л о в и е м  в п о л о ж е н и и  р а в н о в е с и я  
м о ж е т  и не бы ть .  О к а з ы в а е т с я ,  гладкост ь и 
гарантирует  единственность и в  этом с л у ч а е  
(см .  п. 3 н и ж е ) .

П р и в е д е н н ы й  п р и м е р  м о ж н о  о п и с а т ь  е щ е  т а к :  пр и  д в и ж е н и и  
с о  с к о р о с т ь ю  и (х) =  х 2/3 м о ж н о  п о п а с т ь  в  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  (х  =  0) 
и з  д р у г о й  т о ч к и  з а  к о н е ч н о е  в р е м я .

§ 2. Векторные поля на прямой

' / / / / / / /  
7 / / / / /  
I I I I I

Рис. 27. Пример неединственности.
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В  § 1 мы р а с с м о т р е л и  д в и ж е н и е  в  л и н е й н о м  п о л е  (со  с к о р о с т ь ю  
у ( х )  =  кх). В эт о м  с л у ч а е  д л я  т о го ,  ч т о б ы  при й ти  в п о л о ж е н и е  р а в н о ­
в е с и я ,  т р е б о в а л о с ь  б е с к о н е ч н о е  в р е м я  ( н а п р и м е р ,  если  V (х) = — х,  то  
ф а з о в а я  т о ч к а  п р и б л и ж а е т с я  к п о л о ж е н и ю  р а в н о в е с и я  т а к  м е д л е н н о ,  
что  ей в л ю б о й  м о м е н т  о с т а в а л о с ь  б ы  д о  него  д в и г а т ь с я  в р е м я ,  р а в ­
но е  1 , е сли  бы ее  с к о р о с т ь  п е р е с т а л а  м е н я т ь с я  в э т о т  м о м е н т ) .

П р и ч и н а  н е е д и н с т в е н н о с т и  в с л у ч а е  V (х) =  х 2/3 с о с т о и т  в т о м ,  ч т о  
с к о р о с т ь  н е д о с т а т о ч н о  б ы с т р о  у б ы в а е т  при п о д х о д е  к п о л о ж е н и ю  р а в н о ­
в е с и я .  И з - з а  э т о г о  р е ш е н и е  и у с п е в а е т  войти  в о с о б у ю  т о ч к у  з а  к о н е ч ­
ное  в р е м я .

3. Д о к а з а т е л ь с т в о  е д и н с т в е н н о с т и .  П р е д п о л о ж и м ,  что гр —  р е ш е н и е  
у р а в н е н и я  х = и { х )  с г л а д к о й  п р а в о й  ч а с т ь ю  и. Д о п у с т и м ,  ч т о  
Ф и  в) = х о  —  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я ,  ср ( ^ )  = х , — не  п о л о ж е н и е  р а в н о ­
в е с и я  (ри с .  2 8 ) .  Н а  о т р е з к е  м е ж д у  /о и Л р а с с м о т р и м  б л и ж а й ш и й  
к Л м о м ен т  в р е м е н и  /г, в к о то р ы й  р ( ф ( ^ ) )  = 0 .  Д л я  л ю б о й  т о ч к и  /з м е ж ­
д у  /г и ¿1 и м е ем  п о  ф о р м у л е  В а р р о у

ХЪ
Н —  (\ =  \ —р г .  Л'з =  ф(/з).

Л у (г)Л I
Е с л и  ф у н к ц и я  V г л а д к а я ,  то интеграл стремится к бесконечност и,  
к о г д а  Хз стремится к  хг. Д е й с т в и т е л ь н о ,  т а н г е н с  у г л а  н а к л о н а  х о р д

Рис. 28. Доказательство 
единственности.

г р а ф и к а  г л а д к о й  н а  о т р е з к е  ф у н к ц и и  о г р а н и ч е н  (р и с .  2 9 ) ,  п о ­
э т о м у  | ц ( £ ) | ^ & | | —  х г | ,  где  п о с т о я н н а я  к  не  з а в и с и т  о т  т о ч к и  £ о т ­
р е з к а  [Х], Хг] ( у с л о в и е  о г р а н и ч е н н о с т и  н а к л о н а  х о р д  г р а ф и к а  ф у н к ц и и  
н а з ы в а ю т  у с л о в и е м  Л и п ш и ц а ,  а  чи сл о  к  —  постоянной Л и п ш и ц а ) .  И т а к ,

I \ — —---- I •1 3 *(&—Х2) 1

П о с л е д н и й  и н т е г р а л  л е г к о  в ы ч и с л и т ь ,  он с т р е м и т с я  к б е с к о н е ч н о с т и ,  
к о г д а  Хз с т р е м и т с я  к Хг. В . э т о м  л е г к о  у б е д и т ь с я  и не в ы ч и с л я я  
и н т е г р а л а :  вед ь  о н  р а в е н  в р е м е н и  д в и ж е н и я  м е ж д у  д в у м я  т о ч к а м и  
в л и н е й н о м  поле , а  э т о  в р е м я  с т р е м и т с я  к  б е с к о н е ч н о с т и ,  к о г д а  о д н а  
из  т о ч е к  с т р е м и т с я  к  п о л о ж е н и ю  р а в н о в е с и я .

И т а к ,  ч и с л о -|<2 — и \  б о л ь ш е  л ю б о г о  н а п е р е д  з а д а н н о г о  ч и с л а .  Ч и с е л ,  
б о л ь ш и х  л ю б о г о ,  не  б ы в а е т .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  у е л о -
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вием  в п о л о ж е н и и  р а в н о в е с и я  не м о ж е т  п р и н и м а т ь  з н а ч е н и и ,  не я в л я ю ­
щ и х с я  п о л о ж е н и я м и  р а в н о в е с и я .  С т а л о  б ы т ь ,  есл и  ф (^о) —  п о л о ж е н и е  р а в ­
н о в е с и я ,  т о  и ( ф ( / ) ) = = 0  при в с е х  /. С л е д о в а т е л ь н о ,  ф а О ,  т . е .  ф —  к о н ­
с т а н т а .  Е д и н с т в е н н о с т ь  д о к а з а н а .

З а м е т и м ,  ч т о  о с н о в н ы м  в п р и в е д е н н о м  д о к а з а т е л ь с т в е  б ы л о  с р а в н е ­
ние д в и ж е н и я  в  г л а д к о м  п о л е  V с б о л е е  б ы с т р ы м  д в и ж е н и е м  в  п о д х о д я ­
щ е м  л и н е й н о м  п оле .  Д л я  п о с л е д н е г о  д в и ж е н и я  в р е м я  в х о д а  в  п о л о ж е ­
ние р а в н о в е с и я  б е ск о н еч н о ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  оно  т ем  б о л е е  б е с к о н е ч н о  
д л я  б о л е е  м е д л е н н о г о  д в и ж е н и я  в и с х о д н о м  поле .

З а д а ч а  I. Могут ли интегральные кривые гладкого уравнения х =  у (х) сближаться 
при I оо быстрее, чем экспоненциально?

Ответ. Нет, если одна нз них отвечает положению равновесия; да — в против­
ном случае.

З а д а ч а  2. Верна ли теорема единственности в случае, когда производная 
функции V существует, но разрывна?

Ответ. Да.
З а д а ч а  3. Показать, что для единственности решения с начальным усло-

х
Г ¿5вием .Vо достаточна расходимость в х0 интеграла ^
хо

З а д а ч а  4. Показать, что для единственности достаточно, чтобы функция V удов­
летворяла условию Липшица 1 с» (а) — с/ (г/)| <  ̂ |а'—|/1 при всех а', у.

З а д а ч а  5. Доказать единственность удовлетворяющего начальному условию 
(̂/„) =  .го решения уравнения х = ‘о((,х), где и — гладкая функция.

У к а з а н и е .  Заменой х на х —  <р(0 свести решение к нулевому и затем сравнить 
поле направлений с подходящим линейным. Это сравнение доказывает единственность 
при любой размерности фазового пространства.

З а д а ч а  6 . Доказать, что фазовые кривые системы хищник — жертва (§ 1, п. 12) 
не пересекают координатные оси (например, первоначально положительное число карасей 
не может со временем стать отрицательным).

З а д а ч а  7. Доказать, что всякие два решения уравнения х  —  г (я) с гладкой V, 

удовлетворяющие общему начальному условию, совпадают всюду, где оба определены.

4. П р я м ы е  п р о и з в е д е н и я .  Р а с с м о т р и м  д в а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х
у р а в н е н и я :  . . .  . . .Х1 =  У1 (Х1), х , е £ / , ;  (I)

*2 =  ^2  (хг) ,  Х2 е  и 2* (2 )

П р я м ы м  п р о и з в е д е н и е м  э т и х  у р а в н е н и й  н а з ы в а е т с я  с и с т е м а

(3)
| х 2= о 2 ( х 2),

ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  к о т о р о й  я в л я е т с я  п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  I)  ф а з о ­
вы х  п р о с т р а н с т в  у р а в н е н и й  (1 )  и ( 2 ) .  И з  о п р е д е л е н и я  н е п о с р е д с т в е н н о  
в ы т е к а е т

Т е о р е м а .  Р е ш е н и я  ф д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 3 ) ,  я в л я ю ­
щ е г о с я  п р я м ы м  п р о и зв е д е н и е м  у р а в н е н и й  ( 1 ) и ( 2 ) , — это от ображ е­
ни я  ф: /  -*■ и  в и д а  ф (0 =  (ф 1 (0 > ф 2 (^)). г д е  ф |  и ф2 —  р е ш е н и я  у р а в ­
нений  ( 1 ) и ( 2 ) ,  о п р е д е л е н н ы е  н а  о д н о м  и том же интервале.

В ч а с т н о с т и ,  пу с ть  ф а з о в ы е  п р о с т р а н с т в а  11\ и и 2 о д н о м е р н ы .  
Т о г д а  м ы  у м е е м  р е ш а т ь  к а ж д о е  н з  у р а в н е н и й  (1)  и ( 2 ) .  С л е д о в а т е л ь ­



ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ ПА ПРЯМОЛ 33

но, м ы  м о ж е м  я в н о  р е ш и т ь  и с и с т е м у  д в у х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в ­
нений  ( 3 ) .

А именно, по теореме п. 5 § 1 решение ср с условием ф(/о) =  ̂ о можно найти 
в окрестности точки *=/о из соотношений

I V  Т  <Ге 

Х1.0 х2.0

если гм (дг|,о)*5̂* 0 ф  сг (*2.0).
Если У|(дГ|#о) =  0 , то первое соотношение заменяется на ф|=лГ|,о, а если с,2(а'2.о)“ 0 , то 

второе — на (р2 =  ̂ 2. о. Наконец, если У 1(л'1,о) =  У 2 (*2,о) =  0 , то дго — особая точка вектор­
ного поля V и положение равновесия системы (3): ф(/) =  д-0.

5. Примеры прямых произведений. Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  д в у х  
у р а в н е н и й

XI—XI, Х2 — кХ2.
З а д а ч а  1. Нарисовать соответствующие векторные поля на плоскости при 

к = 0, ±1. 1/2, 2.
М ы  у ж е  р е ш и л и  к а ж д о е  и з  д в у х  у р а в н е н и й  в о т д е л ь н о с т и .  И т а к ,  

р е ш е н и е  <р с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф(/о)  =  *о и м е ет  в и д

ф, ф2 =  Х2.ое*:(' - ,о ) . (4)

С л е д о в а т е л ь н о ,  в д о л ь  к а ж д о й  ф а з о в о й  к р и в о й  х = = ф ( / )  и м е ем  л и б о

1*2| = С и , | \  (5) 

где  С  —  п о с т о я н н а я ,  не з а в и с я щ а я  от  / ,  л и б о  * | = 0 .

З а д а ч а  2. Является ли кривая на фазовой плоскости (дги дгг), заданная 
уравнением (5), фазовой кривой?

Ответ. Нет.

С е м е й с т в о  к р и в ы х  ( 5 ) ,  где  С е И ,  и м е е т  р а з н ы й  вид  в з а в и с и м о с т и  
о т  з н а ч е н и я  п а р а м е т р а  к. Е сл и  к >  0, то  э т о  —  с е м е й с т в о  « п а р а б о л * )

Рис. 30. Узлы: фазовьГе кривые систем ¿1 —д'и х2 — кх2 для'А> 1, к — 1 и 0 < 6 < 1

с п о к а з а т е л е м  £». Т а к и е  п а р а б о л ы  к а с а ю т с я  оси х и  е сл и  1, и л и  
оси  Х2, е с л и  к <  1 (рис .  30; при  /г =  1 п о л у ч а е т с я  с е м е й с т в о  п р я м ы х ,

*) Настоящие параболы получаются лишь при к =  2 и А =  1/2. 
2 В . И .А р ч о т ь д
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п р о х о д я щ и х  ч е р е з  н а ч а л о  к о о р д и н а т ) .  Р а с п о л о ж е н и е  ф а з о в ы х  к р и в ы х ,  
и з о б р а ж е н н о е  на  р ис .  30, н а з ы в а е т с я  у з л о м .  П р и  & < 0  к р и в ы е  (5 )  и м е ю т  
в и д  ги п е р б о л  (р и с .  3 1 )  *) и о б р а з у ю т  в о к р е с т н о с т и  н а ч а л а  к о о р д и н а т  
с ед л о .  П р и  к =  0  к р и в ы е  (5) п р е в р а щ а ю т с я  в  п р я м ы е  (рис .  3 2 ) .

И з  ф о р м у л  (4 )  в и д н о ,  что  к а ж д а я  ф а з о в а я  к р и в а я  л е ж и т  ц е л и к о м  в о д ­
ном к в а д р а н т е  (и л и  на  к о о р д и н а т н о й  п о л у о с и ,  ил и  с о в п а д а е т  с н а ч а л о м  к о ­
о р д и н а т ,  к о т о р о е  п р и  в с е х  к я в л я е т с я  ф а з о в о й  к р и в о й ) .  С т р е л к и  на  р и с у н ­
к ах  у к а з ы в а ю т  н а п р а в л е н и е  д в и ж е н и я  то ч к и  ц>(1) при  в о з р а с т а н и и  ¿.

З а д а ч а  3. Докажите, что каждая из парабол *2 =  *? (6 =  2) состоит из трех 
фазовых кривых. Опишите все фазовые кривые при других значениях к (к> I, 
к= 1, 0 < А<  1, * = 0, *<0).

Интересно проследить, как один рисунок переходит в другой при непрерывном 
изменении

З а д а ч а  4. Нарисуйте узел, соответствующий £ =  0,01, и седло, соответст­
вующее к =  —0 ,0 1 .

З а д а ч а  5. Решить уравнение перевернутого маятника Х1 =  Х2, Х2 =  Х1 и нарисо­
вать фазовые кривые.

Р е ше н и е .  Введем на фазовой плоскости новые координаты: Х =  Х[-\-Х2, 
У = XI — Х2. Система распадается в прямое произведение: Х = Х, У= — У. На плос­
кости (,У, У) фазовые кривые образуют седло, как на рис. 31. Следовательно, на 
плоскости (дг|, Х2 ) также получаем седло (рис. 33). Отсюда, в частности, следует, 
что при данном отклонении маятника от вертикали существует одна и только одна 
начальная скорость, при которой он асимптотически приближается к верхнему положе­
нию равновесия при I -*■ +  оо (соответствующая фазовая кривая — прямолинейный 
луч, входящий в 0). При меньшей или большей начальной скорости маятник падает 
либо не дойдя до верхнего положения равновесия, либо перевалившись через него 
(соответствующие фазовые кривые— половины гипербол).

Решения имеют вид Х =  Хое', У=Кце~‘, откуда -с, =  Ле' +  Вг- 1  =  а сЬ/ +  6 /, 
Х2 =  Ае' —  Ве~' —  а бЬ / +  & сЬ I.

6. Уравнения с  разделяющимися п е р е м е н н ы м и .
О п р е д е л е н и е .  У р а в н ен и е м  с  р а з д е л я ю щ и м и с я  п ер ем е н н ы м и  н а ­

з ы в а е т с я  у р а в н е н и е

М ы  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  что  /  и £  —  г л а д к и е  ф у н к ц и и ,  не  о б р а щ а ю  
щ и е с я  в 0 в р а с с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и .

Рис. 31 Седло: фазовые кри­
вые системы х\=х\, х2 =  кх1, 
к<  0.

Рис. 32 Фазовые кривые Рис. 33. Фазовые кривые пере- 
снстемы х\ —х\, *2 =  0. всриутого маятника.

¿ а = Цу)
¿X 8 (х). (6)

*) Настоящие гиперболы получаются лишь при — I.
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Р а с с м о т р и м  н а р я д у  с э т и м  у р а в н е н и е м  си ст е м у

х  =  ё ( х ) ,  у  =  [ ( у ) .  (7)

Т е о р е м а .  Ф а з о в ы е  к р и в ы е  системы  ( 7)  явл яю т ся и н т егральны м и  
к р и в ы м и .у р а в н е н и я  (6 ),  и, обратно, инт егральны е к р и в ы е  у р а в н е н и я  (6 ) 
я в л я ю т ся  ф а з о в ы м и  к р и в ы м и  системы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а н г е н с  у г л а  н а к л о н а  в е к т о р а  ф а з о в о й  с к о ­
р о с т и  к оси  х  е с т ь  / ( у ) / £ ( х ) .  З н а ч и т ,  ф а з о в а я  к р и в а я  с и с т е м ы  в к а ж ­
д о й  с в о е й  т о ч к е  к а с а е т с я  п о л я  н а п р а в л е н и й  у р а в н е н и я .

О б р а т н о ,  п у с ть  д а н а  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  у р а в н е н и я  ( 6 ) .  Т о г д а  
н а  ней  м о ж н о  в ы б р а т ь  п а р а м е т р  / т а к ,  ч то  п а р а м е т р и ч е с к о е  у р а в н е н и е  
к р и в о й  б у д е т  х  =  <р(/), у  =  ф ( 0 . п ри чем  ф у н ц и я  ф —  р е ш е н и е  у р а в н е ­
н и я  х  =  £ (х) ( з д е с ь  и с п о л ь з у е т с я  у с л о в и е  £ # 0 ) .  В т о р а я  к о о р д и ­
н а т а  т}> то ч к и  с  п а р а м е т р о м  /  у д о в л е т в о р я е т  т о г д а  с о о т н о ш е н и ю  
(с1^/сИ)/{<1ч/сИ) =  \  т - е - я в л я е т с я  р е ш е н и е м  у р а в н е ­
н и я  у  =  { ( у ) .  С л е д о в а т е л ы ю ,  н а ш а  к р и в а я  —  ф а з о в а я  к р и в а я  с и с т е м ы .

Т е о р е м а .  Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (6 ) с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  (хо, (/о) 
сущ ест вует , единст венно *) и дает ся ф о р м у л о й

г_£ |_= г _£п_
' & ( £ )  3 / ( П ) .*11 !/(1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  с л е д у е т  из  п р е д ы д у щ е й  т е о р е м ы  и ф о р ­
м у л  д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  х  =  я ( х )  и у  =  [ ( у )  с  н а ч а л ь н ы м и  у с л о ­
в и я м и  (¿о, хо) и (/о, уо) с о о т в е т с т в е н н о .

3  а  м е ч а  н и е. « М н е м о н и ч е с к о е »  п р а в и л о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  с р а з ­
д е л я ю щ и м и с я  п е р е м е н н ы м и  с о с т о и т  в т о м ,  чт о б ы  р а с с м а т р и в а т ь  и л е в у ю ,  
и п р а в у ю  ч а с ти  у р а в н е н и я  к а к  д р о б и  и п е р е н е с т и  « в с е  ч л е н ы  с  х  в о д н у  
с т о р о н у ,  а  все  ч л е н ы  с у  в  д р у г у ю » :

й х _ = йу_

8 ( х )  ПУ)'  ^

П о с л е  э т о го  « п р и р а в н и в а н и е  и н т е г р а л о в »  д а е т  и с к о м о е  с о о т н о ш е н и е
с ¿и _

—— = \  т у - т + С  д л я  п е р в о о б р а з н ы х  
1'^) ^ / \У)

и л и  в  у к а з а н н о м  в т е о р е м е  в и д е — д л я  о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в .

Разумеется, это «мнемоническое» правило является, при его правильном понимании, 
вполне строгим выводом формулы для решения. Действительно, соотношение (8 ) озна­
чает равенство значений двух дифференциальных форм на любом векторе, касающемся 
интегральной кривой уравнения (6 ) (и обратно, кривая, все касательные векторы кото­
рой удовлетворяют соотношению (8 ), является интегральной для уравнения (6 )).

Интегралы форм в левой и в правой частях уравнения (8 ) по одному отрезку 
интегральной кривой уравнения (6 ) равны (так как в определении интеграла вдоль кри­
вой участвуют лишь значения формы на касательных векторах кривой, а на этих векторах 
значения форм совпадают). Наконец, интеграл формы йх/£{х) вдоль отрезка кривой

*) В том смысле, что всякие два такие решения совпадают там, где оба определён!»!.

2*
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равен обычному интегралу функции 1 /g  вдоль проекции этого отрезка на ось х, и анало­
гично для формы dy/ ¡ (y) .

Формула (8 ) называется иногда симметричной формой записи уравнения (6 ).
З а д а ч а  1. Нарисовать интегральные кривые уравнений d y / d x = y / x ,  х/у, 

—  у/х, — х/у.
З а д а ч а  2. Нарисовать интегральные кривые уравнений d y / d x  =  kx*yf, sin у/ sin х, 

sin x/sin у.
З а д а ч а  3. Нарисовать фазовые кривые уравнения маятника х=у, y = —si nx.
Ук а з а н и е .  Рассмотреть уравнение с разделяющимися переменными d y / d x  — 

=  -  (sin х)/у.
7. При мер: модель Лотка — Вольтерра. В п. 12 § 1 мы рассмат­

ривали простейшую модель взаимодействия у хищников (щук) и х жертв 
(карасей):

x =  kx — axy, y — —ly-\-bxy. (9)
Но мы не смогли нарисовать фазовые кривые.

Т е о р е м а .  Фазовые кривые системы (9) замкнутые (рис. 34).

.Р+Ч

УоА-

Рис. 34. Фазовые кривые 
модели Лотка — Вольтерра.

Рис. 35. Построение фазовых кривых модели Лотка — Вольтерра.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фазовые кривые системы (9) совпадают с ин­
тегральными кривыми уравнения с разделяющимися переменными
йу у[Ьх — 1)
dx x{k — ay)

или с фазовыми кривыми уравнения-произведения

dx dy У
dx bx — Г  dx k — ay 

(в области, где х, у, bx — I и k —ау отличны от 0).

Следовательно,  ̂ илн где

р — Ьх — 11пх, д — ау — к \п  у. Графики функций р н д имеют вид ям. 
Поэтому и график функции р +  <7 имеет вид ямы (рис. 35). Следова­
тельно, линии уровня функции р +  <7 — замкнутые кривые. Легко 
проверить, что фазовые кривые уравнения (9) не только принадле­
жат линиям уровня р +  9, но и совпадают с ними; теорема доказана.

Из замкнутости фазовых кривых следует, что количества карасей 
и щук в модели Лотка — Вольтерра меняются со временем периоди­
чески. Период колебаний зависит от начального условия.

З а д а ч а  1. Докажите, что период колебаний в модели Лотка — Вольтерра (9) 
стремится к бесконечности, когда начальное условие приближается к точке (0, 0 ).
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З а м е ч а н и е .  Математическое стремление к бесконечности нужно отличать от 
физического. Например, I/е  при е —► 0 действительно стремится к оо (например, 
при £ = 1 0 “ 6 величина I/е действительно велика). В то же время |1пе| при е -*• О 
практически остается ограниченным (например, при е = 1 0 " 6 это величина порядка 1 0 ). 
Практически с логарифмами в асимптотиках часто можно обращаться как с константами.

З а д а ч а  2. Как стремится к бесконечности период колебании в модели Лотка — 
Вольтерра (9), когда начальное условие имеет вид (л*о, е), е -*• 0?

Ответ. Логарифмически.

Р а с с м о т р и м  н е к о т о р ы е  в ы в о д ы  из н а ш и х  в ы ч и с л ен и й .
Д л я  с и с т е м ы  Л о т к а  —  В о л ь т е р р а  ( 9 ) .
1) С у щ е с т в у е т  (и е д и н с т в е н н о  при х >  0, у >  0) п о л о ж е н и е  р а в ­

н о в е с и я  (х о ,уо )■
2 )  К о л и ч е с т в а  к а р а с е й  и щ у к  при н е р а в н о в е с н ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о ­

в и я х  м е н я ю т с я  со  в р е м е н е м  п е р и о д и ч е ск и .
3 )  Ф а з о в ы е  к р и в ы е  с и с т е м ы  (9)  з а м к н у т ы .
З а м е т и м ,  что  н а ш а  м о д е л ь  в р я д  л и  м о ж е т  п р е т е н д о в а т ь  н а  в п о л ­

не т о ч н о е  о п и с а н и е  д е й с т в и т е л ь н о с т и ,  д а ж е  е с л и  о с т а в а т ь с я  в р а м к а х  
д в у м е р н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  Н а п р и м е р ,  д а ж е  в о т су т с т в и е  щ у к  п р и  
б о л ь ш о м  ч и с л е  к а р а с е й  с к о р о с т ь  р а з м н о ж е н и я  д о л ж н а  у м е н ь ш а т ь с я ,  
и н а ч е  к а р а с я м  не х в а т и т  п р у д а ,  и т. д .  М ы  м о ж е м  д у м а т ь  п о э т о м у ,  
ч т о  б о л е е  т о ч н а я  м о д е л ь  и м е е т  вид

(  x = x ( k  — a y + e f ( x ,  у)), (9С)
\  У = У {  — l +  bx  +  e g { x ,  у)),  

где  x e f  и y e g  —  о т б р о ш е н н ы е  при и д е а л и з а ц и и  м а л ы е  п о п р а в к и  к  н а ш е й  
м о д е л и  ( п о п р а в к а  в х  д е л и т с я  на  х,  т а к  к а к  с к о р о с т ь  р а з м н о ж е н и я  
к а р а с е й  р а в н а  0 , е с л и  их ч и с л о  р а в н о  0 ; по  это й  ж е  п р и чин е  п о п р а в к а  
в  у  д е л и т с я  н а  у ) .  М ы  б у д е м  с ч и т а т ь  f a g  г л а д к и м и  ф у н к ц и я м и  
( с т р о г о  г о в о р я ,  з д е с ь  и д а л е е  р а с с м а т р и в а е т с я  о г р а н и ч е н н а я  ч а с т ь  
ф а з о в о й  п л о с к о ст и ,  т а к  к а к  д л я  м а л о с т и  п о п р а в о к  п р и  о ч е н ь  б о л ь ш и х  
з н а ч е н и я х  к о о р д и н а т  н ет  о с н о в а н и й ) .

М ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  с в о й с т в о  м о д е л и  (9)  г р у б ы м ,  е с л и  о н о  (или а н а ­
л о г и ч н о е  е м у  б л и з к о е  с в о й с т в о )  и м еет  м ес т о  и д л я  в с я к о й  с и ст е м ы  ( 9 Е) , 
п р и  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  е.

Р а с с м о т р и м  с э т о й  т о ч к и  з р е н и я  с д е л а н н ы е  в ы ш е  в ы в о д ы  1 )— 3 ) .
Т е о р е м а .  У системы  (9 г) имеется г л а д к о  з а в и с я щ е е  от м а л о г о  

е п о л о ж ен и е  р а в н о в е с и я  х ( е ) ,  у  (г) такое, что х ( 0) =  хо, у { 0 )  =  у о —  
п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  системы  ( 9 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  т е о р е м е  о  н е я в н о й  ф у н к ц и и  с и с т е м а  
у р а в н е н и й  о т н о с и т е л ь н о  х, у

F{x , у , е ) = 0 ,  G(x, у , е) =  0

и м е е т  г л а д к о  з а в и с я щ е е  от  м а л о г о  е р е ш е н и е  (х (е ) ,  у (е ) ) ,  
о б р а щ а ю щ е е с я  в ( х о , г/о) при  в  =  0, е с л и  о т л и ч е н  о т  н у л я  я к о б и а н  
J =  D ( F ,  G ) / D  (х, у )| (х0.у„. о)

В н а ш е м  с л у ч а е  F  =  k  — a y  +  ef ,  G =  — l - \ - b x - { - e g ,  с л е д о в а т е л ь н о .

J = 0
b

■a
0 = 0, ч т о  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
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И т а к ,  в ы в о д  1) г р у б :  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  и м е е т с я  не  т о л ь к о  
у с и ст е м ы  ( 9 ) ,  по н у  в с я к о й  б л и з к о й  с и с т е м ы  ( 9 е).

Н а п р о т и в ,  в ы в о д ы  2) и 3) и е гр у б ы .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  п о с л е ­
д о в а н и я  д л я  с и с т е м ы  (9)  и м е е т  в и д  Ф ( Л ) = Л .  Д л я  б л и з к о й  с и с т е м ы  (9 £) 
г р а ф и к  ф у н к ц и и  п о с л е д о в а н и я  б у д ет  б л и з к и м  к д и а г о н а л и ,  но не о б я з а ­
т е л ь н о  б у д ет  с о в п а д а т ь  с ней. В з а в и с и м о с т и  о т  в и д а  в о з м у щ е н и й  /  и g  
д и а г р а м м а  Л а м е р е я  м о ж е т  б ы т ь  р а с п о л о ж е н а  в ы ш е  ил и  н и ж е  д и а г о н а л и  
ил и  п е р е с е к а т ь  ее  в о д н о й  или н е с к о л ь к и х  т о ч к а х ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
у с т о й ч и в ы м  и н е у с т о й ч и в ы м  ц и к л а м .

С л е д о в а т е л ь н о ,  в ы в о д ы  о замкнутости ф а з о в ы х  к р и в ы х  и п е р и о ­
дичности к о л е б а н и я  численности к а р а с е й  и щ у к  с  амплитудой , з а в и с я ­
щ ей  от н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  не  г р у б ы ,  х о т я  у  б л и з к о й  с и ст е м ы  ( 9 е) к а ж д ы й  
в и т о к  ф а з о в о й  к р и в о й  и б л и з о к  к з а м к н у т о м у  ци к л у ,  он не з а м ы к а е т с я  
в т о ч н о с ти ,  и ч е р е з  б о л ь ш о е  в р е м я  ( п о р я д к а  1/ е )  у с т а н а в л и в а е т с я ,  
н а п р и м е р ,  а в т о к о л е б а т е л ь н ы й  р е ж и м  ( ф а з о в а я  к р и в а я  н а м а т ы в а е т с я  на 
п р е д е л ь н ы й  ц и к л ) .

Свойство системы иметь предельный цикл уже является устойчивым относительно 
малых возмущений системы уравнений. Точнее, предположим, что цикл соответствует 
неподвижной точке Л =  Ф(Л) функции последования Ф и что Ф'(/1)#1. В таком случае 
цикл называется невырожденным.

Если система, заданная векторным полем va, имеет невырожденный предельный 
цикл, проходящий через А о, то всякая близкая система (заданная полем vt, е мало) 
имеет близкий цикл (проходящий через близкую к А о точку Л(*)).

Для доказательства нужно применить теорему о неявной функции к уравнению 
Ф (А, е) =  Л, А (О)=Л0.

Следовательно, вывод о наличии в системе автоколебаний, описываемых невырож­
денным предельным циклом, груб: во всякой близкой системе будут близкие авто­
колебания.

Заметим, что вырожденные предельные циклы могут исчезать при малом шевелении 
системы. Однако они появляются неустранимым малым шевелением образом в том случае, 
когда рассматривается не отдельная система, а семейство систем, зависящих от пара­
метра. В этом случае при отдельных значениях параметра могут сливаться между собой 
различные циклы, причем аналогичное слияние будет иметь место при некотором близ­
ком значении параметра и в любом близком семействе. В момент слияния двух невырож­
денных циклов и возникает вырожденный цикл. При этом, вообще говоря, из двух сливаю­
щихся циклов один устойчивый, а другой неустойчивый. Вырожденные циклы, возникаю­
щие при слиянии двух невырожденных, представляют интерес потому, что они всегда 
встречаются на границе области существования колебательного режима в пространстве 
параметров.

Например, на рис. 36 изображены диаграммы Ламерея при трех очень близких 
значениях параметра (кривые 1, 2 и 3). Диаграмма 1 пересекает биссектрису в двух 
точках; в этом случае в системе имеется два предельных цикла, устойчивый внутри 
неустойчивого (рис. 37). Положение равновесия неустойчиво; вся область внутри неустой­
чивого цикла является областью притяжения («бассейном») устойчивого цикла: при на­
чальных условиях в этой области (исключая лишь положение равновесия) в системе 
устанавливаются автоколебания, изображаемые устойчивым циклом.

Кривая 2 соответствует критическому значению параметра: устойчивый цикл сливает­
ся с неустойчивым и становится вырожденным. Фазовые кривые, начинающиеся в огра­
ниченной циклом области, стремятся к циклу при-возрастании времени. Однако устанав­
ливающийся при этом колебательный режим неустойчив: сколь угодно малое случайное 
изменение способно выбросить фазовую точку за пределы цикла.

При дальнейшем изменении параметра (кривая 3) цикл исчезает вовсе. Таким 
образом, слияние циклов приводит к скачкообразному изменению поведения системы: 
устойчивый автоколебательный режим с конечной областью притяжения внезапно нече-
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зает. Движения с начальным условием в бассейне исчезающего цикла уходят после его 
исчезновения в другие области фазового пространства (рис. 37). В нашем примере после 
перехода параметра через критическое значение в популяциях хищников и жертв сколь 
угодно малое отклонение начальных условии от равновесных приводит к неограниченному 
нарастанию колебаний и, следовательно, к вымиранию.

Рис. 36. Перестройка Рис. 37. Перестройка фазового портрета н поведения решений,
диаграмм Ламерея.

Перестройки качественной картины движения при изменении параметров изучает 
теория бифуркаций (бифуркация =  раздвоение), а приложения теории бифуркаций к иссле­
дованию скачкообразных реакций механических, физических, химических, биологических, 
экономических н иных систем на плавное изменение внешних условий получили в послед­
нее время название теории катастроф.

Из рисунка 36 видно, что когда значение параметра отличается от критического 
значения на малую величину Д, расстояние между устойчивым и неустойчивым цик­
лами порядка Л/Д. Следовательно, скорость сближения циклов при изменении параметра 
быстро растет по мере приближения параметра к критическому значению: в самый момент 
катастрофы оба цикла движутся навстречу друг другу с бесконечной скоростью. Это 
объясняет, почему так трудно предотвратить грозящую катастрофу потери устойчивости 
системы, когда уже сделались заметными ее признаки.

З а д а ч а  3. Исследовать бифуркации циклов при изменении параметра с в системе, 
заданной в полярных координатах уравнениями

г =  сг — г3 +  л5, <р=1 .
Ответ. При с — 0 из положения равновесия г =  0 рождается устойчивый цикл радиуса 

порядка V?; при с—  1 / 4  он исчезает, слившись с неустойчивым.
З а м е ч а н и е .  Можно показать, что рождение или смерть цикла в положении 

равновесия, как и рождение или смерть пары циклов — типичное явление, встречающееся 
при изменении параметра в общих однопараметрических семействах дифференциальных 
уравнений.

Устойчивые предельные циклы описывают установившиеся периодические колеба­
ния системы, находящейся в стационарных внешних условиях. Колебания, описываемые 
устойчивыми циклами, называются автоколебаниями, в отличие от вынужденных колеба? 
ний, вызванных периодическими внешними воздействиями и от колебаний типа свобод­
ных колебаний маятника. Возникновение автоколебаний само по себе довольно удиви­
тельно, но они встречаются, например, в таких системах, как часы, паровая машина, 
электрический звонок, сердце, радиопередатчик, ПёрсМейнЫб Звезды типа цефеид — работа 
каждого из этих устройств описывается предельным циклом в соответствующем фазо­
вом пространстве.

Однако не следует думать, что все колебательные процессы описываются предель­
ными циклами: в многомерном фазовом пространстве возможно гораздо более слож­
ное поведение фазовых кривых. Примерами могут служить прецессия гироскопа, движе­
ние планет и их спутников и их вращение вокруг своих осей (непернодичность этих
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движении ответственна за сложность календаря н трудность предвычнслення приливов), 
а также движение заряженных частиц в магнитных полях (ответственное за возникно­
вение полярных сияний). Мы рассмотрим простейшие движения этого рода в § 24 
и § 25 п. 6 . В системах с многомерным фазовым пространством фазовые кривые могут 
даже вместо цикла приближаться к множеству, на котором все близкие траектории быстро

Рис. 33. Аттрактор с разСеганнем фазовых кривых на нем.

расходятся друг от друга (рис. 38). Такие притягивающие множества получили в по­
следнее время название странных аттракторов: они связаны с явлениями типа тур­
булентности и ответственны, например," за невозможность долгосрочного прогноза 
погоды.

§ 3. Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я

Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  о п и с ы в а ю т  в л и я н и е  м а л ы х  и з м е н е н и й  н а ч а л ь ­
ны х  у с л о в и й  и л и  п р а в ы х  ч а с т е й  п р о и з в о л ь н ы х  у р а в н е н и й  н а  и х  р е ш е н и я .  
З д е с ь  я в н о  р е ш а ю т с я  и и с с л е д у ю т с я  л и н е й н ы е  о д н о р о д н ы е  и н е о д н о р о д ­
ны е  у р а в н е н и я  с о д н и м  з а в и с и м ы м  п е р е м е н н ы м :  п о я в л я ю т с я  о п е р а т о р  
м о н о д р о м и и ,  6 - ф у н к ц и я ,  ф у н к ц и я  Г р и н а  и в ы н у ж д е н н ы е  к о л е б а н и я .

1. Линейные однородные уравнения.
О п р е д е л е н и е .  Л и н е й н ы м  о д н о р о д н ы м  у р а в н е н и е м  п е р в о г о  п о ­

р я д к а  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е

с1у/йх  =  { (х )у , ( 1 )

п р а в а я  ч а с т ь  к о т о р о г о  —  л и н е й н а я  ( о д н о р о д н а я )  ф у н к ц и я  о д н о м е р н о г о  
з а в и с и м о г о  п е р е м е н н о г о ,  у.

Э т о  ч а с т н ы й  с л у ч а й  у р а в н е н и я  с  р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р е м е н н ы м и .  

Р е ш а я  е го  п о  р б щ е м у  п р а в и л у ,  н а х о д и м  й у / у  =  {(х)с1х, \ п ( у / у 0) =
X

=   ̂ / ( | ) ^ |  И з  э т о г о  в ы т е к а е т
Х0

Т е о р е м а .  В с я к о е  р е ш ен и е  у р а в н е н и я  ( 1)  продолж ает ся н а  в е с ь  
интервал о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и и  / ;  р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м

{ №№
(хо,уо) дается ф о р м у л о й  у  =  у 0еч
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З а м е ч а н и е  1. П у с т ь  у —  ср(х) —  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 ) .  Т о г д а  д л я  
л ю б о й  к о н с т а н т ы  с ф у н к ц и я  у  =  сц> (х) —  т о ж е  р е ш е н и е .  С у м м а  д в у х  ( о п р е ­
д е л е н н ы х  н а  в сем  и н т е р в а л е  о п р е д е л е н и я  /)  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  ( 1 ) т о ж е  
я в л я е т с я  р е ш е н и е м .  П о э т о м у  в с е  т а к и е  р е ш е н и я  л и н е й н о г о  о д н о р о д н о г о  
у р а в н е н и я  (1) о б р а з у ю т  л и н е й н о е  пространство.  Р а з м е р н о с т ь  э т о го  л и н е й ­
н о г о  п р о с т р а н с т в а  р а в н а  1 ( п о ч е м у ? ) .

З а м е ч а н и е  2. Р а с т я ж е н и я  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о ­
с т р а н с т в а  ( х , у )  в д о л ь  оси  у  п е р е в о д я т  поле  н а п р а в л е н и й  л и н е й н о г о  о д ­
н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  (1)  в с е б я .  П о э т о м у  ин т егральны е к р и в ы е  п о д  
дейст вием растяжений оси  у  переходят  д р у г  в  д р у г а \  в с е  о ни  м о г у т  
б ы т ь  п о л у ч е н ы  и з  о д н о й  из  н и х  т а к и м и  р а с т я ж е н и я м и  ( р и с .  3 9 ) .

Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  з а н и м а ю т  в тео р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е ­
ний о с о б о е  м есто ,  п о т о м у  что ,  с о г л а с н о  о дн ой  из  о с н о в н ы х  и д ей  а н а ­
л и з а ,  в с я к а я  г л а д к а я  ф у н к ц и я  в 
о к р е с т н о с т и  к а ж д о й  то ч к и  х о р о ш о  
а п п р о к с и м и р у е т с я  л и н е й н о й  ф у н к ­
ц и е й .  В о з н и к а ю щ а я  т а к и м  о б р а з о м  
о п е р а ц и я  л и н е а р и з а ц и и  и п р и в о д и т  
к л и н е й н ы м  у р а в н е н и я м  в к а ч е с т в е  
п е р в о г о  п р и б л и ж е н и я  п р и .и с с л е д о ­
в а н и и  п р о и з в о л ь н о г о  у р а в н е н и я  
в б л и з и  к а к о г о - л и б о  р е ш е н и я .

Рассмотрим, например, автономную 
систему с двумерной фазовой плоскостью 
(х, у), имеющую предельный цикл (рис. 40).
Введем в окрестности цикла коорди­
наты (Л mod Т, Y) так, чтобы уравнение цикла приняло вид У =  0, а обход цикла в на* 
правлении фазовой скорости соответствовал бы увеличению X на Т. Тогда фазовые 
кривые исходной системы при отображении (дг, у) н*- (X, Y) перейдут в интегральные 
кривые уравнения вида

dY/dX =  a{X, Y), где а (X, 0)^ 0 , а{Х+Т. Г)^а(Л\ Y). (2)

Линеаризация этого уравнения по К в точке У =  0 приводит к линейному уравнению 
dY/dX = f(X)Y, где f(X)=da/dY\y=0.

Заметим, что функция / имеет период Т.
Мы приходим таким образом к задаче об исследовании линейного уравнения с перио­

дическим коэффициентом /.

2. Линейные однородные уравнения первого порядка с периодиче­
скими коэффициентами.

О п р е д е л е н и е .  Л и н е й н ы м и  о д н о р о д н ы м и  у р а в н е н и я м и  п е р в о ­
г о  п о р я д к а  с  Т -п е р и о д и ч е с к и м и  к оэф ф ициент ам и  н а з ы в а ю т с я  у р а в ­
н е н и я

d Y / d X  =  f ( X ) Y ,  где  f ( X + T ) ^ f ( X ) .  (3 )

Р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (3) о п р е д е л я ю т  л и н е й н о е  о т о б р а ж е н и е  о с и  У 
в с е б я ,  с о п о с т а в л я ю щ е е  з н а ч е н и ю  ф (0) при  Х =  0 зн а ч е н и е  <р (Т) т о г о  ж е  р е ­
ш е н и я  при  Х =  Т >  0 .  Э т о  о т о б р а ж е н и е  A: R-* R н а з ы в а е т с я  моно•
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Рис. 41, Опср^ор моиодромин.

д р о м и ей  (рис .  4 1 ) .  ( М ы  с о б и р а е м с я  и с п о л ь з о в а т ь  а н а л о г и ч н ы й  о п е р а т о р  
и в м н о г о м ер н о м  с л у ч а е . )

Т е о р е м а .  Операт ор м о н о д р о м и и  А:  !?-+■ Я л и н е й н о го  у р а в н е ­
н и я  (3 )  л и н ей н ы й  и явл я ет ся  операт ором у м н о ж ен и я  н а  полож ит ельное

ч исл о  к. Е сл и  это число  к  (н а з ы в а е м о е  м у л ь ­
типликатором) б о л ь ш е  1 , то в с е  н е н у л е в ы е  
р е ш е н и я  стремятся к  бесконечност и при  
А '-^+ оо , а  если  м ен ьш е  1 , го к  н у л ю ;  если  
> . =  1 , то в с е  р е ш е н и я  о гр а н и ч ен ы .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Л и н е й н о с т ь  А  в ы ­
т е к а е т  из  того ,  что  р а с т я ж е н и я  по о си  К п е ­
р е в о д я т  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  в и н т е г р а л ь н ы е  
к р и в ы е ;  0 , т .  е. ось  X  —  и н т е г р а л ь н а я  к р и ­

в а я .  С д в и г и  на  Т  в д о л ь  оси X  т а к ж е  п е р е в о д я т  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  
в  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  ( в в и д у  п е р и о д и ч н о с т и  / ) .  И з  э т о го  с л е д у е т ,  
ч то  з н а ч е н и я  р е ш е н и я  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  <р ( 0 ) =  К При Х = Т ,  2 Т ,  3  Т , . . .  
р а в н ы  кУ, к 2 У, >„3К, . . . ;  п о э т о м у  (р (№ Г )-+  оо при N - > - + 00, е с л и  к >  1 , 
и ф (О Т )-> -0  при N - + +  0 0 , е с л и  > . < 1 .  К р о м е  то го ,  с д в и г а я  р а с ш и р е н ­
н о е  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  на  ЫТ в д о л ь  оси X,  н а х о д и м  •

Ф(^7' +  5) =  Г Ф(5),.

о т к у д а  с л е д у ю т  все д о к а з ы в а е м ы е  у т в е р ж д е н и я  ( п о ч е м у ? ) .
З а м е ч а н и е .  И з  т е о р е м ы  п. 1 с л е д у е т  ф о р м у л а  д л я  м у л ь т и п л и ­

к а т о р а
т

1п?.=5
о

Т а к и м  о б р а з о м ,  м ультипликатор б о л ь ш е  е д и н и ц ы  или м е н ь ш е  е д и н и ­
цы , в  зависим ост и от того, полож ительно или  отрицательно с р е д н е е  з н а ­
ч ен и е  ф у н к ц и и  }.

В пер во м  с л у ч а е  н у л е в о е  р е ш е н и е  л и н е й н о го  у р а в н е н и я  (3) н е у с т о й ­
чи в о ,  а во  в то р о м  —  у с т о й ч и в о  ( б о л е е  т о го ,  р е ш е н и я  с  б л и з к и м и  к 0 н а ­
ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  с т р е м я т с я  к 0) ;  в с л у ч а е  Х= 1  р е ш е н и я  с н е н у ­
л е в ы м и  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  п е р и о д и ч н ы  (рис .  4 2 ) .

, У К<1 у 1=1

—' т 27 ЗТ X т X т 21 ЗТ X

Рис. 42. Устойчивость нулевого решения.

Возникает естественный вопрос, какое отношение наша теорема о решениях линеари­
зованного уравнения (3) имеет к исходной задаче о поведении решений нелинейного 
уравнения (2 ), т. е к задаче о фазовых кривых, близких к циклу?

З а д а ч а  1. Доказать, что если ?.> 1, то цикл неустойчив и фазовые кривые, на­
чавшиеся вблизи цикла, являются разматывающимися спиралями, удаляющимися от него;
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если Х < 1 , то цикл устойчив и фазовые кривые, начавшиеся в его окрестности, являются 
наматывающимися на цикл спиралями.

Иными словами, в случаях, когда мультипликатор отличен от I, линеаризация 
приводит к правильному суждению об устойчивости цикла. С другой стороны, если Х=1,  
то, хотя решения уравнения (3) и периодичны, было бы неверно распространять этот 
вывод с линеаризованного уравнения (3) на исходное уравнение (2 ), для которого близ­
кие к У =  0 решения, вообще говоря, не периодичны, и об устойчивости цикла нельзя су­
дить по линеаризованному уравнению.

У к а з а н и е .  Рассмотреть функцию последования Ф, заданную решениями ср урав­
нения (2) и сопоставляющую начальному условию У=ф(0) при Х =  0 значение 
ф(У) =  ф(7’). Доказать, что линеаризация Ф в точке У =  0 есть оператор монодромии.

З а д а ч а  2. Исследовать устойчивость предельного цикла г—  1 для системы, задан­
ной в полярных координатах уравнениями

r = (r2 —  1) (2 .v— 1 ), <р= I (где x —  r cos (р).
3. Л и н е й н ы е  н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я .
О  п р с д е л е н  и е. Л и н е й н ы м  н е о дн о р о дн ы м  у р а в н е н и е м  п е р в о г о  

п о р я д к а  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е

d y / d x  =  f ( x ) y  +  g (x ) .  ( 4 )

П о д  р е ш е н и е м  п о н и м а е т с я  р е ш е н и е ,  о п р е д е л е н н о е  н а  всем  и н т е р в а л е  
о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  { и g .

Т е о р е м а .  Е с л и  извест но о д н о  частное р е ш е н и е  л и н е й н о го  н е о д ­
н о р о д н о г о  у р а в н е н и я ,  ty =  q>\{x), то в с е  остальные р е ш е н и я  имеют  
в и д  у  — ф 1 ( х ) -{-фо (*), г д е  фо —  р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 1 ) ;  в с я ­
к а я  ф у н к ц и я  у к а з а н н о г о  в и д а  удовлет воряет  н е о д н о р о д н о м у  у р а в н е ­
н и ю  ( 4 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  A : L \ - ^ L i  —  л и н е й н ы й  о п е р а т о р  
( р и с .  4 3 ) .  Р е ш е н и я  ф0 о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Лфо =  0 о б р а з у ю т  л и н е й  
мое п р о с т р а н с т в о  K e r / l c L i .  О б р а з  
\ m A = A L \  о б р а з у е т  л и н е й н о е  п о д п р о ­
с т р а н с т в о  в L 2. Е с л и  g e l m / l ,  то  р е ш е ­
н и я  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  A y  — g  
о б р а з у ю т  в L | а ф ф и н н о е  п о д п р о с т р а н ­
с т в о  ф 1 +  К е г /1 ,  п а р а л л е л ь н о е  К е г Л .
В н а ш е м  с л у ч а е  Л ф  =  ^ ф / ^ х — /ф. Э то  
л и н е й н ы й  о п е р а т о р * ) ,  п о э т о м у  у т в е р ж ­
д е н и е  н а ш е й  т е о р е м ы  в ы т е к а е т  и з  а л г е б р а и ч е с к о й  т е о р е м ы  о р е ш е н и и  
л и н е й н о г о  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .

Д л я  н а х о ж д е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о д о м  
« в а р и а ц и и  п о с т о я н н ы х » .

М е т о д  в а р и а ц и и  п о с т о я н н ы х  ч а с т о  у п о т р е б л я е т с я  при и з у ч е н и и  в л и я  
н и я  в с е в о з м о ж н ы х  в о з м у щ е н и й .  Р а с с м о т р и м ,  н а п р и м е р ,  д в и ж е н и е  п л а н е т  
в о к р у г  С о л н ц а .  В п е р в о м  п р и б л и ж е н и и ,  не  у ч и т ы в а я  п р и т я ж е н и я  п л а н е т  
д р у г  д р у г о м ,  мы п р и х о д и м  к н е з а в и с и м о м у  д в и ж е н и ю  п л а н е т  по к е п -  
л е р о в ы м  э л л и п с а м .  Э т о  —  р е ш е н и е  н е в о з м у щ е н н ы х  у р а в н е н и й  д в и  
ж е н и я .

КегА р, + КегА

Рас. 43. Пространство решений линейного 
неоднородного уравнения

*) Пространства ¿| и ¿ 2  можно выбирать по-разному. Например, можно счи­
тать, что — один раз непрерывно дифференцируемые, а Ц  непрерывные функции.
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У чет  в о з м у щ а ю щ е г о  в л и я н и я  п л а н е т  д р у г  на  д р у г а  м о ж н о  п р о в е с т и  
т а к ;  с ч и т а т ь ,  что  п л а н е т ы  с о в е р ш а ю т  к е п л е р о в о  д в и ж е н и е ,  но п а р а м е т ­
ры  к е п л е р о в ы х  э л л и п с о в  с л е г к а  м е н я ю т с я  со в р е м е н е м * ) .  Т а к и м  о б ­
р а з о м ,  вел и ч и н ы ,  б ы в ш и е  п о с т о я н н ы м и  в н е в о з м у щ е н н о м  д в и ж е н и и ,  р а с ­
с м а т р и в а ю т с я  т е п е р ь  к а к  ф у н к ц и и  в р ем е н и .

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я ,  о п и с ы в а ю щ и е  и з м е н е н и я  ( в а р и а ц и и )  
э т и х  п о с т о я н н ы х ,  ч а с т о  б ы в а е т  п р о щ е  р е ш а т ь  или  и с с л е д о в а т ь ,  чем  
и с х о д н ы е  у р а в н е н и я .  В ч а с т н о с т и ,  в п р и м е н е н и и  к л и н е й н ы м  н е о д н о р о д ­
ны м  у р а в н е н и я м ,  где  р о л ь  н е в о з м у щ е н н о й  з а д а ч и  и г р а е т  о д н о р о д н о е  
у р а в н е н и е ,  а  р о л ь  в о з м у щ е н и я  —  н е о д н о р о д н о с т ь ,  м е т о д  в а р и а ц и и  п о ­
с т о я н н ы х  п р и в о д и т  к  я в н о й  ф о р м у л е  д л я  р е ш е н и я .  В эт о м  с л у ч а е  н и к а к о й  
м а л о с т и  в о з м у щ е н и я  не т р е б у е т с я .

М ы  у ж е  з н а е м ,  что  в с я к о е  р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 1 ) 
и м е ет  в и д  |/ =  сср(х), где  с  —  п р о и з в о л ь н а я  п о с т о я н н а я ,  а  <р— к ак о е -  
л и б о  н е н у л е в о е  р е ш е н и е .  П о с т а р а е м с я  п о д о б р а т ь  ф у н к ц и ю  с =  с { х )  т а к ,  
ч т о б ы  у  =  с ( х )(р (.г) б ы л о  р е ш е н и е м  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 4 ) .

Т е о р е м а .  Р е ш е н и е  л и н е й н о го  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  (4 )  с н а ­
ч а л ьн ы м  у с л о в и е м  у (хо)  =  0 существует, единст венно и дается ф о р м у л о й

л
х {/«</;

В(1)с11.  (5)
■*#

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о д с т а н о в к а  у  =  с { х ) <р(х) в (4 )  д а е т  

с'ф +  сф, =  /сф +  £.
Н о  ф — р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 1 ) .  З н а ч и т ,  ф '  =  / ф и

с' =  £/Ф, сМ  =  и © /ф (1 )ло
П о д с т а в л я я  в м е с то  ф и з в е с т н о е  р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я ,  п о л у ­
ч а е м  (п о с л е  в н е с е н и я  ф (х )  п о д  и н т е г р а л )  ф о р м у л у  ( 5 ) ,  что  и т р е б о в а л о с ь  
д о к а з а т ь .

4. Ф у н к ц и я  в л и я н и я  и 6- о б р а з н ы е  н е о д н о р о д н о с ти .  Ф о р м у л а  (5 )  и м еет  
п р о с т о й  « ф и з и ч е с к и й  с м ы с л » ,  к о т о р ы й  в ы я с н я е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  
О ч е в и д е н

П р и н ц и п  с у п е р п о з и ц и и .  Е сл и  ф| и фо —  р е ш е н и я  л и н е й н ы х  
н е о д н о р о д н ы х  у р а в н е н и й  Л ф 1 = ^ 1  и А ф2 =  £ 2, то ф | +  ф2 —  р е ш е н и е  у р а в ­
н ени я  Л ф  =  £ , +  £ 2-

Э т о т  п р и н ц и п  п о з в о л я е т  при  р а с ч е т е  в л и я н и я  в с е в о з м о ж н ы х  в о з ­
м у щ е н и й  р а з д е л я т ь  р а з н ы е  в о з м у щ е н и я ,  в ы ч и с л я т ь  их в л и я н и е  п о  о д н о м у  
и с к л а д ы в а т ь  э ф ф е к т ы  в о з м у щ е н и я  (н а п р и м е р ,  если  б р о с и т ь  в в о д у  
д в а  к а м н я ,  т о  м о ж н о  н е з а в и с и м о  р а с с ч и т а т ь  во л н ы  от  к а ж д о г о  из  них 
и с л о ж и т ь  в о з м у щ е н и я ;  пр и  п о л е т е  с н а р я д а  м о ж н о  н е з а в и с и м о  в н о с и т ь  
п о п р а в к и  на  Еетер и н а  о т к л о н е н и е  п л о тн о сти  в о з д у х а  о т  т а б л и ч н о й ,  
и т . д . ) .

*) Например, колебания эксцентриситета орбиты Земли — одна из причин наступле- 
ния ледников.
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В п р и м е н е н и и  к н а ш е м у  н е о д н о р о д н о м у  у р а в н е н и ю  (4)  р о л ь  в о з м у щ е ­
ни я  и г р а е т  ф у н к ц и я  8 .  П о с т а р а е м с я  п р е д с т а в и т ь  ф у н к ц и ю  £  в в и д е  
л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  « э л е м е н т а р н ы х  в о з м у щ е н и й » ;  т о г д а  р е ш е н и е  б у д е т  
т а к о й  ж е  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и е й  р е ш е н и й  у р а в н е н и й  с э л е м е н т а р н ы м и  
в о з м у щ е н и я м и  в к а ч е с т в е  н е о д н о р о д н о с ти  д .

О п р е д е л е н и е .  8 -о б р а зн о й  последоват ельност ью  н а з ы в а е т с я  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  /гу н е о т р и ц а т е л ь н ы х  г л а д к и х  ф у н к ц и й ,  р а в н ы х  0 вн е  
с т р е м я щ и х с я  к 0 при N —>-00 о к р е с т н о с т е й  и 
о б л а д а ю щ и х  к а ж д а я  и н т е г р а л о м ,  р а в н ы м  еди-  дйж
нице.

П р и м е р  т а к о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  л е г к о  по­
с т р о и т ь  (р и с .  4 4 ) .  Ф и з и к и  го в о р я т ,  что  « п р едел  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  /гу е с т ь  6 -ф у н к ц и я  Д и р а к а ,  
р а в н а я  н у л ю  в с ю д у ,  к р о м е  то чки  0 , и и м е ю щ а я  
и н т е г р а л  1 ».

К о н ечн о ,  ф у н к ц и ц  6 -с т а к и м и  с в о й с т в а м и  не Р,1С- 4|- '‘’-образная после-
доватсльность.

с у щ е с т в у е т .
Т ем  не м ен ее  м н о г и е  в ел и чин ы ,  в о п р е д е л е н и е  к о то р ы х  в х о д я т  ф у н к ­

ци и  /г»;, при N —> - 0 0  с т р е м я т с я  к о п р е д е л е н н ы м  п р е д е л а м ,  к о т о р ы е  
и н а з ы в а ю т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  в е л и ч и н а м и ,  в ы ч и с л е н н ы м и  д л я  6- ф у н к ­
ции.  Н а п р и м е р ,  д л я  л ю б о й  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  g

|П т | Ы *)яМ <**=г(0)
Л'-*- ОО —

( д о к а ж и т е ! ) .  П о э т о м у  по о п р е д е л е н и ю
4" со

5 Ь { х ) ё { х ) а х  =  8 ( 0 ) .
-- ОО

Т о ч н о  т а к  ж е ,  с д в и г а я  в се  /гл> на  £ по о с и  л*, н а х о д и м
+ оо

1 б ( x — l ) g { x ) d x  =  g ( t ) ,
— оо

т.  е. 6 (-  — | )  е с т ь  « 6 -ф у н к ц и я ,  с о с р е д о т о ч е н н а я  в т о ч к е  §».
П о с л е д н ю ю  ф о р м у л у  м о ж н о  т а к ж е  в о с п р и н и м а т ь  к а к  п р е д с т а в л е н и е  

л ю б о й  г л а д к о й  ф у н к ц и и  g  в в и де  « к о н т и н у а л ь н о й  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и »  
6 -ф у н к ц и й ,  с о с р е д о т о ч е н н ы х  в р а з н ы х  т о ч к а х  х , с к о э ф ф и ц и е н т а м и ,  
р а в н ы м и  з н а ч е н и я м и  g  в эти х  т о ч к а х .

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р о и з в о л ь н у ю  н е о д н о р о д н о с т ь  g  в у р а в н е н и и  (4 )  
м о ж н о  р а з л о ж и т ь  в к о н т и н у а л ь н у ю  л и н е й н у ю  к о м б и н а ц и ю  « с о с р е д о т о ­
ч е н н ы х  в то ч к е»  н е о д н о р о д н о с т е й  в и д а  с д в и н у т ы х  6 -ф у н к ц и й .  С о г л а с н о  
п р и н ц и п у  с у п е р п о з и ц и и ,  д л я  н а х о ж д е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (4 )  
с  п р о и зв о л ь н о й  н е о д н о р о д н о с т ь ю  д о с т а т о ч н о  з н а т ь  э т о  р е ш е н и е  д л я  
6 -о б р а з н о й  н е о д н о р о д н о с т и .

О п р е д е л е н и е .  Р е ш е н и е  у р а в н е н и я

d l^ /d x  =  (  (х) у  +  5 (х —  I), £ >  О, 

с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  у ( 0) =  0 н а з ы в а е т с я  ф у н к ц и е й  в л и я н и я  в о з м у ­
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щ ения в момент % на  р е ш ен и е  в  момент х  (и л и  ф у н к ц и е й  Г р и н а * ) )  
и о б о з н а ч а е т с я  т а к :  y  =  G i { х).

Т е о р е м а .  Ф у н к ц и я  Г р и н а  дается ф о р м у л о й

J 0 п р и х <  I ,  (6 )

\  i/öd; 
е ? п ри  х >

З а м е ч а н и е .  К а к  о б ъ я с н е н о  в ы ш е ,  р е ч ь  идет  о п р е д е л е  п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т и  р е ш е н и й  у р а в н е н и й

d y / d x  =  f ( x ) y  +  h N (x — l), (7)

где  ( hiV } е с т ь  б - о б р а з н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  при  N  оо.
Э в р и с т и ч е с к о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  П р и  а : < |  р е ш е н и е  

р а в н о  нулю , т а к  к а к  н е о д н о р о д н о с т ь  и с ч е з а е т .  П р и  х >  £ р е ш е н и е  с о в п а ­
д а е т  с н е к о т о р ы м  р е ш е н и е м  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я ,  т а к  к а к  н е о д н о ­
р о д н о ст ь  и с ч е з а е т .  П р и  х, б л и з к и х  к 5. в т о р о е  с л а г а е м о е  в  п р а в о й  
ч а с т и  у р а в н е н и я  (7)  в е л и к о  по с р а в н е н и ю  с п е р в ы м ,  п о э то м у  и н т е г р а л  
о т  d y / d x  по м а л о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  £ по ч ти  р а в е н  чи сл у

4- оо
5 h N { x — Q d x  =  I.

— ОО

П е р е х о д я  к  п р е д е л у  при  N  -*■ о о ,  в и д и м ,  чт о  с к а ч о к  р е ш е н и я  у ( х )  
при  п е р е х о д е  л: ч е р е з  т о ч к у  g р а в е н  1, т. е.  пр и  х >  \  ф у н к ц и я  G% п е р е ­
м ен н о й  х  е с т ь  р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  
у ( 1 ) =  1 , ч т о  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .

Э т о  р а с с у ж д е н и е  м о ж н о  с д е л а т ь  в п о л н е  с тр о г и м ,  но п р о щ е  п р о в е ст и  
с л е д у ю щ е е

М а т е м а т и ч е с к о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  П о д с т а в л я я  в м е ­
сто  g  с д в и н у т у ю  на |  ф у н к ц и ю  h N в  ф о р м у л у  (5)  д л я  р е ш е н и я  
у р а в н е н и я  (4 )  и п е р е х о д я  к п р е д е л у  пр и  N  -*■ оо ,  п о л у ч а е м  т р е б у е м о е :

.<• jf/({)</; \ ю к
G; (.v)= l im  J е- hx (v — Q d \' =  e* ,

N —*■ оо хо
е с л и  xo<l<Zx.

; С л е д с т в и е .  Р еш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  (4 )  с н е о д н о р о д ­
ностью g  и с н у л е в ы м  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  выраж ает ся ч ер ез  ф у н к ц и ю

X
лиян ия  по  ф о р м у л е  у  (х) =  .( G= (х) g  (£) dg  п р и  х >  0.

О
К о н е ч н о ,  э т а  ф о р м у л а  э к в и в а л е н т н а  ф о р м у л е  (5 )  ( в в и д у  ( 6 ) ) .

Задача  I. Решить уравнение d y / d x  =  y - { - h Kt где h x (x) =  N  при U—Л | <  1/2Л\
0 при [л—11>г? 1/2/V, с начальным условием i/(0) = 0, и найти предел решения при 
N —*- со.

*) Эта функция называется также з а п а з д ы в а ю щ е й  ф у н к ц и е й  Г р и н а , во избежание 
смешения с функциями Грина краевых задач для уравнении выше первого порядка, 
которых мы тут не касаемся.
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5. Л и н е й н ы е  н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я  с п е р и о д и ч е с к и м и  к о э ф ф и ­
ц и е н т а м и .

Т е о р е м а .  Е с л и  в  у р а в н е н и и

d y / d x  =  f ( x ) y  +  g ( x )

с п е р и о д и ч е с к о й  (п е р и о д а  Г >  0 п о  х) п р а в о й  частью с р е д н е е  по периоду,  
з н а ч е н и е  f отлично от н у л я ,  то у р а в н е ­
ние  имеет Т -п ер и о д и ч ес к о е  р е ш ен и е ,  и 
притом р о в н о  о д н о  (уст ойчивое, если  
с р е д н е е  з н а ч е н и е  отрицательно, и н е у с ­
тойчивое, если  оно положительно, рис. 4 5 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  
о т о б р а ж е н и е  з а  пер ио д ,  с о п о с т а в л я ю ­
щ ее  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  ср (0) р е ш е н и я  
Ф з н а ч е н и е  ф(7") т о го  ж е  р е ш е н и я  в м о ­
м ент  Т. Э т о  о т о б р а ж е н и е  —  л и н е й н о е  
н е о д н о р о д н о е  ( п о ч е м у ? ) ;  оно  и м еет  
в и д  ф (Г) =  Хф (0) +  С,  где  К — м у л ь ­
т и п л и к а т о р  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .
Л о г а р и ф м  А р а в е н  и н т е г р а л у  ¡ по  пс-  Уста,10в-1сш,с вынужденного ко
р и о д у .  С л е д о в а т е л ь н о ,  А . ^ 1 ,  е с л и
с р е д н е е  з н а ч е н и е  ¡ не 0, о т к у д а  и в ы т е к а е т  д о к а з ы в а е м о е  у т в е р ж д е н и е

Т а к и м  о б р а з о м  при  Х < 1  в системе п о с л е  некоторого  «п е р е х о д н о г о  
п р о ц е с с а » уст анавливает ся ,  н е з а в и с и м о  от н а ч а л ь н о го  у с л о в и я ,  в п о л н е  
о п р е д е л е н н ы й  колебат ельны й реж им.  В о з н и к а ю щ и е  з д с с ь  к о л е б а н и я  н а ­
з ы в а ю т с я  вы н уж ден н ы м и ,  они в ы з в а н ы  п е р и о д и ч е с к и м  в н е ш н и м  в о з д е н е т  
вием  на  с и ст е м у ,  т. е. ф у н к ц и е й  g .

З а д а ч а  I. Найти периодическое решение уравнения

dy/dx= — у —|- sin х
и исследовать его устойчивость.

3  а м е ч а и и е. Л и н е й н ы е  н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я  е с т е с т в е н н о  в о з ­
н и к а ю т  в тех  с л у ч а я х ,  к о гд а  м ы  и с с л е д у е м  в л и я н и е  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  
н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я  и о д н о в р е м е н н о  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  п р а в о й  части 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  на  р е ш е н и е  ( п р е н е б р е г а я  в е л и ч и н а м и  
в ы ш е  п е р в о го  п о р я д к а  м а л о с т и  о т н о с и т е л ь н о  в о з м у щ е н и й ) .  Н е о д н о  
р о д н о с т ь  g  в у р а в н е н и и  (4 )  о т в е ч а е т  и м е н н о  з а  в о з м у щ е н и е  у р а в ­
нения.

Н а п р и м е р ,  п р и  м а л о м  в о з м у щ е н и и  в е к т о р н о г о  п о л я  в  о к р е с т н о с т и  
п р е д е л ь н о г о  ц и к л а  с о т л и ч н ы м  от 1 м у л ь т и п л и к а т о р о м  ц и кл  не и с ч е з а е т ,  
но л и ш ь  н е м н о го  д е ф о р м и р у е т с я ;  п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е  с о о т в е т с т в у ю ­
щ е г о  л и н е й н о г о  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  д а е т  пер в о е  п р и б л и ж е н и е  к э т о и  
д е ф о р м а ц и и  ц и к л а .

З а д а ч а  2. Пусть гладкая функция ср (/, е) — решение уравнения дс =  и(/, х‘, г), 
зависящего от параметра е, обращающееся в решение cfo (I) уравнения x — v(t, х; 0) 
при е =  0. Докажите, что производная решения по параметру, i|i (/)=  <?ср/<?е 1 ( = 0, удо -

Л Х>1
/ М /

7^ &
0 Т ZT ЗТ
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летворяет линейному неоднородному уравнению if =  /( /)  Ф + £ (/). где / и £ — значе­
ния dvfdx и ôv/dz при е =  0, х —  фо (/)• Это уравнение называется (неоднородным) 
уравнением в вариациях, так как -ф описывает малую вариацию решения под действием 
малого изменения уравнения, отвечающего е =  0 .

§ 4. Фазовые потоки

М а т е м а т и ч е с к а я  ф о р м а л и з а ц и я  п о н я т и я  д е т е р м и н и р о в а н н о г о  п р о ц е с ­
с а  п р и во д и т  к п о н я т и ю  о д н о п а р а м е т р и ч е с к о й  гр у п п ы  п р е о б р а з о в а н и й .

■ З д е с ь  о п р е д е л я ю т с я  и и с с л е д у ю т с я  о д н о п а р а м е т р и ч е с к и е  гр у п п ы  д и ф ­
ф е о м о р ф и з м о в  и их с в я з и  с  в е к т о р н ы м и  п о л я м и .  Н а м  п о т р е б у е т с я  н е к о ­
т о р а я  а л г е б р а и ч е с к а я  т е р м и н о л о г и я .  В се  т е о р е м ы  эт о го  п а р а г р а ф а  в с у щ ­
ности  о ч е в и д н ы .

1. Действие группы на множестве. Преобразованием м н о ж е с т в а  н а ­
з ы в а е т с я  его  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  о т о б р а ж е н и е  на  себ я .

З а д а ч а  1. Какие из трех следующих отображений — преобразования:

]) R-*R, л'м-е*; 2) R-H.R, 3) С-^С,
Ответ. Только второе.

Произведением fg  п р е о б р а з о в а н и й  f и g о д н о го  м н о ж е с т в а  н а з ы ­
в а е т с я  п р е о б р а з о в а н и е ,  п о л у ч а ю щ е е с я  п о с л е д о в а т е л ь н ы м  п р и м е н е н и е м  
с н а ч а л а  g, п о то м  / ,  т .  е.  {fg)[x)=f {g (*)).

З а д а ч а  2 . Приведите пример, когда ¡g не совпадает с £/.

Обратное к f п р е о б р а з о в а н и е  ¡ ~ 1 о п р е д е л я е т с я  у с л о в и ем :  е с л и  /  п е ­
р е в о д и т  х в у, т о  / - |  п е р е в о д и т  у в х.

Н а б о р  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  н а з ы в а е т с я  группой преобразо­
ваний, если в м е с т е  с к а ж д ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  в н его  в ходит  о б р а т н о е  
п р е о б р а з о в а н и е  и с к а ж д ы м и  д в у м я  п р е о б р а з о в а н и я м и  —  их п р о и з в е ­
ден и е .

З а д а ч а  3. Является ли группой преобразований равностороннего треугольника 
набор из трех отражений в его высотах?

З а д а ч а  4. Сколько элементов в группе изометрий*) равностороннего треуголь­
ника, в группе вращений тетраэдра?

Ответ. 6, 12.

П о н я т и е  г р у п п ы  п р е о б р а з о в а н и й  —  о дн о  из с а м ы х  ф у н д а м е н т а л ь ­
ных д л я  всей  м а т е м а т и к и  и о д н о в р е м е н н о  о д н о  из с а м ы х  пр о сты х :  
ч е л о в е ч е с к о м у  м о зг у  с в о й с т в е н н о  м ы ш л е н и е  в т е р м и н а х  и н в а р и а н т о в  
гр у п п  п р е о б р а з о в а н и й  ( эт о  с в я з а н о  к а к  с у с т р о й с т в о м  з р е н и я ,  т а к  и с н а ­
ш ей  с п о с о б н о с т ь ю  к а б с т р а к ц и и ) .

П у с т ь  А  —  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  X .  У м н о ж е н и е  и о б р а ­
щ е н и е  о п р е д е л я ю т  о т о б р а ж е н и я  А х А  -*■ А  и А -*■ А  ( п а р а  ( / ,  g) 
п е р е х о д и т  в ¡g, э л е м е н т  g в g - 1 ) .  М н о ж е с т в о  А ,  с н а б ж е н н о е  э т и м и  
д в у м я  о т о б р а ж е н и я м и ,  н а з ы в а е т с я  абстрактной группой (ил и ,  ко р о че ,  
п р о с т о  г р у п п о й ) .  Т а к и м  о б р а з о м  группа п о л у ч а е т с я  из группы преобра­
зований п р о с т о  забыванием п р е о б р а з у е м о г о  м н о ж е с т в а .

*) Изометрия — это преобразование, сохраняющее расстояния (так что расстояние 
между образами любых двух точек равно расстоянию между точками).
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З а д а ч а  5. Докажите, что множество Я всех вещественных чисел становится груп­
пой, если снабдить его операциями обычного сложения чисел и изменения знака.

Алгебраисты обычно определяют группу как множество с двумя операциями, 
удовлетворяющими набору аксиом вроде / (̂ Л) =  (/£) Л. Эти аксиомы автоматически выпол­
няются для групп преобразований. В действительности эти аксиомы означают просто, 
что группа образована из некоторой группы преобразований забыванием преобразуемого 
множества. Такие аксиомы, наряду с другими немотивированными определениями, служат 
математикам главным образом для того, чтобы затруднить непосвященным овладение 
своей наукой и тем повысить ее авторитет.

П у с т ь  й  —  г р у п п а ,  Л1 —  м н о ж е с т в о .  Г о в о р я т ,  что  з а д а н о  действие  
г р у п п ы  в  н а  множ естве М ,  е с л и  к а ж д о м у  э л е м е н т у  £  г р у п п ы  в  с о п о с т а в ­
л е н о  п р е о б р а з о в а н и е  Тг : М  -*■ М  м н о ж е с т в а  М ,  п р и чем  п р о и з в е д е н и ю  
л ю б ы х  д в у х  э л е м е н т о в  г р у п п ы  с о п о с т а в л е н о  п р о и з в е д е н и е  с о о т в е т с т в у ю ­
щ и х  э т и м  э л е м е н т а м  п р е о б р а з о в а н и й ,  а  в з а и м н о  о б р а т н ы м  э л е м е н т а м  
с о п о с т а в л е н ы  в з а и м н о  о б р а т н ы е  п р е о б р а з о в а н и я :  7’/в = 7 ’;7'г , Те _ = ( Т В)~

К а ж д а я  гр у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а , -  е ст е с т в е н н о ,  д е й с т в у е т  
н а  э т о м  м н о ж е с т в е  ( Г г =  £ ) ,  но  м о ж е т  д е й с т в о в а т ь  и на д р у г и х  м н о ­
ж е с т в а х .  Н а п р и м е р ,  р а с с м о т р и м  р а в н о с т о р о н н и й  т р е у г о л ь н и к .  Г р у п п а  из  
ш е с т и  его  и з о м е т р и й  д е й с т в у е т  н а  м н о ж е с т в е  из  д в у х  е го  о р и е н т а ц и й :  
в р а щ е н и я  не п е р е с т а в л я ю т ,  а  о т р а ж е н и я  п е р е с т а в л я ю т  о р и е н т а ц и и .

З а д а ч а  6 . Какие перестановки трех осей координат осуществляются при дейст­
вии на их множество группы изометрий куба ш ах(|х|, 1*/1, ! г | ) ^ 1 ?

Ответ. Все 6 .
З а д а ч а  7. Как действует группа линейных замен координат на множестве матриц 

линейных операторов из пространства в себя?
Ответ. Тгт=&т£~х.

П р е о б р а з о в а н и е  Г г н а з ы в а е т с я  т а к ж е  действием элемент а  £  г р у п ­
пы й  н а  М .  Д е й с т в и е  г р у п п ы  С  н а  М  о п р е д е л я е т  е щ е  о т о б р а ж е н и е  
Т : О Х Л 1 - + М ,  с о п о с т а в л я ю щ е е  п а р е  я е О ,  т о ч к у  Тет .

Е с л и  д е й с т в и е  Т  ф и к с и р о в а н о ,  то  р е з у л ь т а т  Твт  д е й с т в и я  э л е м е н т а  ^  
г р у п п ы  й  н а  то ч к у  т  м н о ж е с т в а  М  к о р о ч е  о б о з н а ч а ю т  п р о с т о  ч е р е з  ц т .  
Т а к и м  о б р а з о м ,  т  ( ^ т ) ,  п о э т о м у  с к о б о к  о б ы ч н о  н е  п и ш у т  во все .

З а ф и к с и р у е м  т о ч к у  т  м н о ж е с т в а  Л1 и б у д ем  д е й с т в о в а т ь  н а  нее в сем и  
э л е м е н т а м и  гр у п п ы  й .  М ы  п о л у ч и м  п о д м н о ж е с т в о  [,§■т , м н о ­
ж е с т в а  М .  Э то  п о д м н о ж е с т в о  н а з ы в а е т с я  орбитой точки ш  (п р и  д а н н о м  
д е й с т в и и  г р у п п ы )  и о б о з н а ч а е т с я  О т .

З а д а ч а  8 . Найти орбиты группы вращений плоскости вокруг нуля.
З а д а ч а  9. Докажите, что любые две орбиты одного действия либо не пересе­

каются, либо совпадают.
З а д а ч а  10. Сколько орбит имеет действие группы нзо.метрий тетраэдра на мно­

жестве неупорядоченных пар его ребер?
З а д а ч а  11. Сколько раскрасок шести граней куба шестью красками 1.......6  су­

щественно различны (не переводятся друг в друга вращениями куба)?
Ответ. 61 /24 =  30.

О т о б р а ж е н и е  ср: й - * - Н  г р у п п ы  О в группу  Н  н а з ы в а е т с я  г о м о ­
м о р ф и зм о м ,  е сли  о н о  п е р е в о д и т  п р о и з в е д е н и е  в п р о и з в е д е н и е  и в з а и м н о  
о б р а т н ы е  э л е м е н т ы  во  в з а и м н о  о б р а т н ы е :

ф(/£)=ф(/)ф(г)- ф (£ - ‘) =  (ф (£))“ '•
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Д е й с т в и е  г р у п п ы  О н а  м н о ж е с т в е  М  —  э т о  г о м о м о р ф и з м  гр у п п ы  й  
в г р у п п у  все х  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  М .

2. О д н о п а р а м е т р и ч е с к и е  г р у п п ы  п р е о б р а з о в а н и й .  Г р у п п а  н а з ы в а е т с я  
коммутативной  (и л и  а б е л е в о й ) , е сл и  п р о и зв е д е н и е  не з а в и с и т  от  п о р я д к а  
с о м н о ж и т е л е й :  ¡ ё  =  ц1 д л я  л ю б ы х  д в у х  э л е м е н т о в  гр у п п ы .

П р и м е р  1. Г р у п п а  все х  и з о м е т р и й  р а в н о с т о р о н н е г о  т р е у г о л ь н и к а  
н е а б е л е в а .

П р и м е р  2 .  Г р у п п а  в с е х  с д в и г о в  в е щ е с т в е н н о й  оси  а б е л е в а .
О п е р а ц и я  в а б е л е в о й  гр у п п е  о б ы ч н о  о б о з н а ч а е т с я  з н а к о м  + .
Н а п р и м е р ,  п о с л е д о в а т е л ь н о е  в ы п о л н е н и е  с д в и г о в  н а  а  и н а  Ь в  л ю б о м  

п о р я д к е  е сть  с д в и г  на  а - \ -Ь .  П о э т о м у  м н о ж е с т в о  все х  в е щ е с т в е н н ы х  
чи се л  с о п е р а ц и е й  с л о ж е н и я  я в л я е т с я  а б е л е в о й  гр у п п о й ;  е с т е с т в е н н о е  
д е й с т в и е  это й  гр у п п ы  на  п р я м о й  с о п о с т а в л я е т  ч и с л у  а  с д в и г  н а  а.

О п р е д е л е н и е .  О дно па р а м ет р и ч еск о й  гр у п п о й  п р е о б р а з о в а н и й  
множества  н а з ы в а е т с я  д е й с т в и е  на  нем группы  всех  в е щ е с т в е н н ы х  чи сел .

З а м е ч а н и е .  Д е й с т в и я  г р у п п ы  всех  ц е л ы х  ч и с е л  2  и н о г д а  н а з ы ­
в а ю т  « о д н о п а р а м е т р и ч е с к и м и  г р у п п а м и  с д и с к р е т н ы м  в р е м е н е м » .  Д л я  
т а к о г о  д е й с т в и я  Тп =  {Т\)п, п о э т о м у  в ся  г р у п п а  с о ст о и т  из с те п е н е й  о д н о го  
п р е о б р а з о в а н и я .

О д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  М  о б ы ч н о  
о б о з н а ч а е т с я  з н а к о м  ( £ ' ) .  З д е с ь  £ ' :  М ^ - М  —  п р е о б р а з о в а н и е ,  с о о т в е т ­
с т в у ю щ е е  т о ч к е  I и з  Л

Т а к и м  о б р а з о м ,  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ­
ж е с т в а  М  —  э т о  н а б о р  п р е о б р а з о в а н и й  £*, з а п а р а м е т р и з о в а н н ы х  в е щ е с т ­
в е н н ы м  п а р а м е т р о м  /, т а к о й ,  чт о  д л я  л ю б ы х  в е щ е с т в е н н ы х  чи сел  5 

и /

1) г 5+'= г У ,  2) я - '= ( я ' г |-
П а р а м е т р  /  о б ы ч н о  н а з ы в а е т с я  в р е м е н е м ,  п р е о б р а з о в а н и е  £* н а з ы ­

в а е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  з а  в р е м я  I.
П р и м е р  1. М = Я ,  —  с д в и г  н а  21 (т. е. ^ ' х  =  х  +  2 / ) .  С в о й с т в а  

1 ) и 2 ) о ч е в и д н ы .
П р и м е р  2. Л1 =  И, —  р а с т я ж е н и е  в е 1 р а з  (т. е. я 'л: =  е 'х ) .  

С в о й с т в а  1 ) и 2 ) о ч е в и д н ы .  О б о з н а ч е н и е  £* —  в п а м я т ь  о б  э т о м  п р и м е р е .
П р и м е р  3. М  =  11, £ (х = х 4 - Б т  I. С в о й с т в о  2 )  в ы п о л н е н о ,  а  1) —  

нет;  {§'} —  не о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а .
З а м е ч а н и е .  И з  с в о й с т в а  1 ) о ч е в и д н о  с л е д у е т ,  что  £ °  •— т о ж ­

д е с т в е н н о е  п р е о б р а з о в а н и е ,  о с т а в л я ю щ е е  к а ж д у ю  т о ч к у  н а  м есте .  П о ­
э т о м у  с в о й с т в о  2 )  в ы т е к а е т  и з  1 ) .  С в о й с т в о  1) н а з ы в а е т с я  г р у п п о в ы м  
свойством.

О д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  —  э т о  м а т е ­
м а т и ч е с к и й  э к в и в а л е н т  ф и з и ч е с к о г о  п о н я т и я  « д в у с т о р о н н е  д е т е р м и н и р о ­
в а н н ы й  п р о ц е с с » .  П у с т ь  М  —  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  п р о ц е с с а .  Т о ч к а  э т о ­
го  п р о с т р а н с т в а  —  э т о  о п р е д е л е н н о е  с о с т о я н и е  п р о ц е с с а .  П р е д п о л о ж и м ,  
1Т0  в  м о м е н т  /  =  0  п р о ц е с с  б ы л  в  с о с т о я н и и  х.  Т о г д а  в  д р у г о й  м о м е н т  £ 

с о с т о я н и е  п р о ц е с с а  б у д е т  и н ы м .  О б о з н а ч и м  э т о  н о в о е  с о с т о я н и е  п р о ­
ц е с с а  ч е р е з  ц ‘х .  М ы  о п р е д е л и л и  д л я  к а ж д о г о  I о т о б р а ж е н и е  М - + М
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ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  п р о ц е с с а  в с е б я .  О т о б р а ж е н и е  ц 1 п е р е в о д и т  
с о с т о я н и е  в м о м е н т  0  в с о с т о я н и е  в м ом ен т  /. О н о  н а з ы в а е т с я  п р е о б р а ­
з о в а н и е м  з а  в р е м я  /.

О т о б р а ж е н и е  д е й с т в и т е л ь н о  я в л я е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  ( в з а и м н о  
о д н о з н а ч н ы м  о т о б р а ж е н и е м  н а ) .  Э то  с л е д у е т  и з  т о го ,  что, по  о п р е д е ­
л е н и ю  д е т е р м и н и р о в а н н о с т и ,  к а ж д о е  с о с т о я н и е  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т  
к а к  б у д у щ е е ,  т а к  и  п р о ш л о е  пр о ц ес са .  Г р у п п о в о е  с в о й с т в о  т а к ж е  в ы ­
п о л н е н о .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с ть  п р о ц ес с  в  н а ч а л ь н ы й  м о м ен т  н а х о д и л с я  
в  с о с т о я н и и  л:. П е р е х о д  к  с о с т о я н и ю  в м о м е н т  /  +  5 м о ж н о  о с у щ е с т в и т ь  
л и б о  с р а з у  ( х ь +  g l+ sx), л и б о  с н а ч а л а  р а с с м о т р е т ь  п р о м е ж у т о ч н о е  
с о с т о я н и е  д'х ,  в к о т о р о е  п р о ц ес с  п р и д ет  з а  в р е м я  /, а  потом п о с м о т р е т ь ,  
к у д а  это  п р о м е ж у т о ч н о е  с о с т о я н и е  с д в и н е т с я  з а  в р е м я  5 . с о в п а д е н и е  
р е з у л ь т а т о в  { в ' +!х  =  § ^ ' х )  о з н а ч а е т ,  что п е р е х о д  из  н а ч а л ь н о г о  с о с т о я ­
н и я  в к о н е ч н о е  з а  ф и к с и р о в а н н о е  в р е м я  п р о и с х о д и т  в с е г д а  о д и н а к о в о ,  
н е з а в и с и м о  от  т о г о ,  в к а к о й  м о м ен т  в р е м е н и  м ы  в ы х о д и м  из  н а ч а л ь ­
ного  с о с т о я н и я .

О д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й  м н о ж е с т в а  М  н а з ы ­
в а е т с я  т а к ж е  ф а з о в ы м  потоком  с  ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  М  ( м о ж н о  
п р е д с т а в л я т ь  себ е  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  з а п о л н е н н ы м  ж и д к о с т ь ю ,  ч а с т и ­
ц а  х  ч е р е з  в р е м я  / п е р е х о д и т  в т о ч к у  х ) .

О р б и т ы  ф а з о в о г о  п о т о к а  н а з ы в а ю т с я  е го  ф а з о в ы м и  к р и в ы м и  (и л и  
т раект ориями).

П р и м е р .  П у с т ь  g t —  п о в о р о т  п л о с к о ст и  н а  у го л  /  в о к р у г  0. О ч е ­
в и д н о ,  гр у п п о в о е  с в о й с т в о  в ы п о л н е н о .  О р б и т ы  ф а з о в о г о  п о т о к а  {§') —  
т о ч к а  0 и о к р у ж н о с т и  с  ц е н т р о м  0 .

Т о ч к и ,  я в л я ю щ и е с я  ф а з о в ы м и  к р и в ы м и ,  н а з ы в а ю т с я  неп о д ви ж н ы м и  
точками  по то к а .

3 .  О д н о п а р а м е т р и ч е с к и е  гр у п п ы  д и ф ф е о м о р ф и з м о в .  П р е д п о л о ж и м  
т е п е р ь ,  что  р а с с м а т р и в а е м о е  м н о ж е с т в о  М  н а д е л е н о  с т р у к т у р о й  г л а д ­
к о го  м н о г о о б р а з и я .  П р и м е р а м и  г л а д к и х  м н о г о о б р а з и й  я в л я ю т с я :  1) л ю ­
б а я  о б л а с т ь  в е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е ;  2)  с ф е р а ;  3)  т о р .  О б щ е е  
о п р е д е л е н и е  д а н о  в  гл.  5. П о к а  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  р е ч ь  и дет  о б  о б л а с т и  
е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а .

Д и ф ф е о м о р ф и з м о м  н а з ы в а е т с я  о т о б р а ж е н и е ,  г л а д к о е  в м е с т е  со  свои м  
о б р а т н ы м .  ( О т о б р а ж е н и е  н а з ы в а е т с я  г л а д к и м ,  е с л и  к о о р д и н а т ы  т о ч к и -  
о б р а з а  —  г л а д к и е  ф у н к ц и и  к о о р д и н а т  т о ч к и  п р о о б р а з а ,  и о б р а т н о . )

З а д а ч а  1. Какие из функций — .V, хг, лЛ а г с !д  .т задают диффеоморфизм 
прямой на себя?

Ответ. Только первые две.
О п р е д е л е н и е .  О д н о п а р а м ет р и ч еск о й  г р у п п о й  д и ф ф е о м о р ф и зм о в  

н а з ы в а е т с я  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  п р е о б р а з о в а н и й ,  я в л я ю щ и х с я  
д и ф ф е о м о р ф и з м а м и ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  е щ е  с л е д у ю щ е м у  у с л о в и ю :  
ц ‘х  г л а д к о  з а в и с и т  о т  о б о и х  а р г у м е н т о в ,  /  и х.

П р и м е р  1 . М =  —  у м н о ж е н и е  на е ы.
П р и м е р  2. М  =  К 2, —  п о в о р о т  в о к р у г  0  н а  у г о л  /.
З а м е ч а н и е .  Условие гладкой зависимости от времени / необходимо для того 

чтобы избавиться от патологических примеров, вроде следующего: пусть [а | — базис
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группы К, т. с. такой набор вещественных чисел, что каждое вещественное число одно­
значно представимо в виде конечной линейной комбинации чисел набора с целыми 
коэффициентами. Сопоставим каждому числу а из базиса сдвиг прямой на какое-либо 
расстояние, совершенно не заботясь о других элементах базиса. Полагая ‘̂а* =
=  £ а! ••• ёак> мы получим однопараметрическую группу преобразований, каждое из ко­
торых — сдвиг прямой и, следовательно, диффеоморфизм, однако £  в общем случае 
зависит от I не гладко и даже разрывно.

Вместо гладкости по / можно было бы требовать одной лишь непрерывности (из чего 
гладкость уже вытекает), но нам это не нужно.

О п р е д е л е н и е .  О д н о п а р а м е т р и ч ес к о й  г р у п п о й  л и н е й н ы х  п р е ­
о б р а з о в а н и й  н а з ы в а е т с я  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  д и ф ф е о м о р ф и з м о в ,  
я в л я ю щ и х с я  л и н е й н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м и .

П р и м е р .  Р а с с м о т р и м  н а  п л о с к о с т и  с к о о р д и н а т а м и  (х ,  у )  п р е ­
о б р а з о в а н и е  ё ‘ {х , у )  =  (еа1х, е^'у).

Я с н о ,  ч т о  g ‘ —  л и н е й н о е  п р е о б р а з о в а н и е  ( з а  в р е м я  /  о с ь  х  р а с т я ­
г и в а е т с я  в е а< р а з ,  а  о с ь  у  —  в е®‘ р а з ) .

Г р у п п о в о е  с в о й с т в о ,  g ,+ s  =  g ‘g s, в ы т е к а е т  и з  с в о й с т в а  эк с п о н е н т ы  
(е “+1' =  е “<?1’) , г л а д к а я  з а в и с и м о с т ь  о т  I т а к ж е  о ч е в и д н а .  И т а к ,  {§'} —  
о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  л и н е й н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  п л о с к о ст и .

П у с т ь ,  в ч а с т н о с т и ,  с с = 1 ,  {5 =  2 (р и с .  4 6 ) .  В эт о м  с л у ч а е  ф а з о в ы е  
к р и в ы е  —  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  нуль ,  п о л о в и н ы  к о о р д и н а т н ы х  осей  и п о л о ­
вины  п а р а б о л ;  д е й с т в и е  о д н о го  из  п р е о б р а з о в а н и й  ф а з о в о г о  п о т о к а

Рис. 46. Действие фазового • Рис. 47. Гиперболический
потока на область. поворот.

на о б л а с т ь  Е  и з о б р а ж е н о  н а  рис .  46 .  П л о щ а д и  о б л а с т е й  у в е л и ч и в а ю т с я  
при д е й с т в и и  g ‘ в е 3' р а з .

Р а с с м о т р и м  е щ е  с л у ч а й  с с = 1 ,  (3 = — 1 (рис .  4 7 ) .  В эт о м  с л у ч а е  
п р е о б р а з о в а н и е  g ‘ с о с т о и т  и з  с ж а т и я  в е '  р а з  в н а п р а в л е н и и  о с и  у  и р а с т я ­
ж е н и я  в е' р а з  в н а п р а в л е н и и  оси  х.  Т а к о е  п р е о б р а з о в а н и е  н а з ы в а е т с я  
ги п е р б о л и ч е с к и м  поворотом,  т а к  к а к  ф а з о в ы е  к р и в ы е  п о т о к а  { g ' j —  
по л о в и н ы  г и п е р б о л  х у  —  c o n s t  (к о н е ч н о ,  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  0 и п о ­
л о в и н ы  о с е й  к о о р д и н а т  —  т а к ж е  ф а з о в ы е  к р и в ы е ) .  Г и п е р б о л и ч е с к и е  
п о в о р о т ы  с о х р а н я ю т  п л о щ а д и ,  х о т я  и с и л ь н о  и с к а ж а ю т  ф о р м у  ф и г у р  
(рис .  4 7 ) .

З а м е т и м ,  что н а ш а  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  л и н е й н ы х  п р е о б ­
р а з о в а н и й  п л о с к о с т и  р а с п а д а е т с я  в « п р я м о е  п р о и з в е д е н и е »  д в у х  о д н о ­
п а р а м е т р и ч е с к и х  г р у п п  л и н е й н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  п р я м ы х  ( а  и м е н н о  
р а с т я ж е н и й  о с е й ) .
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З а д а ч а  2. Всякая ли однопарамстрическая группа линейных преобразовании плос­
кости распадается подобным образом?

У к а з а н и е .  Рассмотрите повороты или сдвиги (х, у) (х-\-1у, у).

4 .  В е к т о р н о е  п о л е  ф а з о в о й  с к о р о с т и .  Р а с с м о т р и м  о д н о п а р а м е т р и ­
ч е с к у ю  г р у п п у  {§'} д и ф ф е о м о р ф и з м о в  о б л а с т и  М .

О п р е д е л е н и е .  Вектором ф а з о в о й  скорости потока  {^'} в  точке 
х  и з  М  н а з ы в а е т с я  с к о р о с т ь  в ы х о д а  т о ч к и  ц ’х  из  х,  т .  е.

(8‘х).
1 = 0

В е к т о р ы  ф а з о в о й  с к о р о с т и  п о т о к а  во все х  т о ч к а х  о б л а с т и  М  о б р а ­
з у ю т  г л а д к о е  в е к т о р н о е  п о л е  ( т а к  к а к  ц ‘х  г л а д к о  з а в и с и т  от  / и х ) .  Оно" 
н а з ы в а е т с я  п о л ем  ф а з о в о й  скорости.

З а д а ч а  I. Найти поля фазовых скоростей потоков на прямой £'х —  х-\-1, 
с'х. е~‘х.

Ответ. р(х)=1, х, —х.
З а д а ч а  2. Неподвижные точки потока являются особыми точками поля фазовой 

скорости, т. е. вектор фазовой скорости обращается в них в нуль. Верно ли обратное?
Ответ. Да, ср. п. 3 § 2.

З а ф и к с и р у е м  т о ч к у  хо и р а с с м о т р и м  ее  д в и ж е н и е  п о д  д е й с т в и е м  ф а з о ­
в о го  п о т о к а  я ' .  И н ы м и  с л о в а м и ,  р а с с м о т р и м  о т о б р а ж е н и е  ф: 1^—>-Л1, 
о п р е д е л е н н о е  т а к :  ф ( / )  =  ̂ 'хо .

Т е о р е м а .  От ображ ение  ф являет ся р е ш ен и ем  у р а в н е н и я  х  —  у ( х )  
с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф (0 ) =  хо.

И н ы м и  с л о в а м и :  п о д  дейст вием ф а з о в о г о  потока ф а з о в а я  точка дв и -  
о/сется так, что вектор е е  скорости в  каж ды й момент в р е м е н и  р а в е н  
вект ору  ф а з о в о й  скорости в  той точке ф а з о в о г о  пространства, г д е  д в и ­
ж у щ а я с я  точка находит ся .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  в ы т е к а е т  из  г р у п п о в о го  с в о й с т в а :

£
(И

ё с (ё'х) = ?№ х).
1 = 0

Т а к и м  о б р а з о м ,  с к аж дой  одн о п а р а м ет р и ческ о й  г р у п п о й  д и ф ф е о ­
м о р ф и з м о в  с в я з а н о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  ( з а д а н н о е  в е к т о р н ы м  
п о л е м  ф а з о в о й  с к о р о с т и ) ; р е ш е н и я м и  э т о г о  у р а в н е н и я  я в л я ю т с я  д в и ж е ­
н и я  ф а з о в ы х  т о ч е к  п о д  д е й с т в и е м  ф а з о в о г о  п о т о к а .

З а д а ч а  3. Верно ли обратное, т. е. всякое ли решение дается формулой 
ч>(0 =г '*о?

Ответ. Да, по теореме единственности (§ 2, п. 3).

Е с л и  ф а з о в ы й  п о т о к  о п и с ы в а е т  х о д  к а к о г о - л и б о  п р о ц е с с а  пр и  п р о и з ­
в о л ь н ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х ,  т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  з а д а н н о е  
е го  в е к т о р н ы м  п о л е м  ф а з о в о й  с к о р о с т и ,  о п р е д е л я е т  л о к а л ь н ы й  з а к о н  
э в о л ю ц и и  процесса-,  т е о р и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  д о л ж н а ,  з н а я  
эт о т  з а к о н  э в о л ю ц и и ,  в о с с т а н о в и т ь  п р о ш л о е  и п р е д с к а з а т ь  б у д у щ е е .

Ф о р м у л и р о в к а  к а к о г о - л и б о  з а к о н а  п р и р о д ы  в в и де  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ного  у р а в н е н и я  с в о д и т  л ю б у ю  з а д а ч у  о б  э в о л ю ц и и  п р о ц е с с а  ( ф и з и ч е с к о г о ,  
х и м и ч е с к о го ,  э к о л о г и ч е с к о г о  и т. д . )  к  геом ет рической  з а д а ч е  о п о в е д е н и и
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ф а з о в ы х  к р и в ы х  д а н н о г о  в е к т о р н о г о  п о л я  в с о о т в е т с т в у ю щ е м  ф а з о в о м  
п р о с т р а н с т в е .

О п р е д е л е н и е .  Ф а з о в ы м  потоком д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  
x  — v ( x )  н а з ы в а е т с я  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  д и ф ф е о м о р ф и з м о в ,  д л я  
к о то р о й  v  я в л я е т с я  в е к т о р н ы м  п олем  ф а з о в о й  с к о р о с т и .

Ч т о б ы  н а й т и  ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я ,  д о с т а т о ч н о  р е ш и т ь  п о с л е д н е е :  
g ' x о е с т ь  з н а ч е н и е  в м о м е н т  t р е ш е н и я  ср с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  tp (0) =  дго.

П р и м е  р  ы. Ф а з о в ы й  п о то к  у р а в н е н и я  x = k x  е с т ь  г р у п п а  {е4/]. 
Ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  м а я т н и к а  (x ¡= x n ,  х г = — Jti) 
с о с т о и т  из п о в о р о т о в  п л о с к о с т и  на  уго л  t. Ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я  
м а л ы х  к о л е б а н и й  п е р е в е р н у т о г о  м а я т н и к а  ( Х |= Х г ,  Х г  =  Х \ )  с о с т о и т  из  
г и п е р б о л и ч е с к и х  п о в о р о т о в .

З а д а ч а  4. Найти фазовые потоки дифференциальных уравнений 
*  =  0, I ,  х—  I;  jc — s in  х, 0 < л : < л .

Ответ, g'x —  x,  х-f-/, (.v— I) e'-f I; 2 arcctg (e~' clg x/2).
З а д а ч а  5. Найти фазовые потоки систем

( х =  у, ( х =  !/, ( х =  s in  у,
{ ¿ = 0; \ ¿=1; \ у = 0.

Ответ: (;£ +  /</, у), (x +  ty +  t2/2, y +  l), (a: +  í s in  y, y).

В о з н и к а е т  в о п р о с ,  в с я к о е  л и  г л а д к о е  векторное п о л е  явл яет ся  полем  
ф а з о в о й  скорости потока?

О т в е т  на э т о т  в о п р о с  —  о т р и ц а т е л ь н ы й .
П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  х = 1  с ф а ­

з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  0 < х < 1 .  Я с н о ,  чт о  п р е о б р а з о в а н и е  g ‘ м о ж е т  
б ы т ь  т о л ь к о  с д в и г о м  н а  t, но  при  т а к о й  с д в и г  не п е р е в о д и т  ф а з о в о е  
п р о с т р а н с т в о  в с е б я .

П р и м е р  2. Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  v ( x )  =  x 2, x e R .  Р е ш е н и е  у р а в ­
н е н и я  х  =  у ( х )  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  хо п р и  t — Q н е т р у д н о  н а й т и  я в н о :

d x / x 2 =  d t ,  —  \ / x  =  t - \ - C ,  С =  — 1 /хо ,  x  =  x a / ( l — x 0í).

И т а к ,  g ‘x = x / ( \  — tx).  Н е т р у д н о  п р о в е р и т ь ,  ч то  g t+ s  =  g ‘g s, т а к  что  на  
п е р в ы й  в з г л я д  м ы  н а ш л и  ф а з о в ы й  п оток .

К  с о ж а л е н и ю ,  о т о б р а ж е н и е  g ‘ ни при к а к о м  t, к р о м е  н у л я ,  не я в л я е т с я  
д и ф ф е о м о р ф и з м о м  п р я м о й  (о н о  д а ж е  не в с ю д у  о п р е д е л е н о ) .  П о э т о м у  
п о л е  v ( x )  =  x 2 н е  я вл я ет ся  п олем  ф а з о в о й  скорости н и к а к о й  о д н о п а р а ­
м ет рической г р у п п ы  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  п р я м о й .

З а м е ч а н и е .  П р и ч и н а ,  по  к о то р о й  о б а  п р и в е д е н н ы х  п о л я  не и м е ю т  
ф а з о в ы х  п о т о к о в ,  з а к л ю ч а е т с я  в н е к о м п а к т н о с т и  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  
В  д а л ь н е й ш е м  м ы  у в и д и м ,  что  г л а д к о е  в е к т о р н о е  п о л е  н а  к о м п а к т н о м  
м н о г о о б р а з и и  в с е г д а  о п р е д е л я е т  ф а з о в ы й  по то к .  В ч а с т н о с т и ,  п о л е  
v ( x )  =  x 2 на а ф ф и н н о й  п р я м о й  м о ж н о  п р о д о л ж и т ь  д о  г л а д к о г о  н а  в с е й  
п р о е к т и в н о й  п р я м о й  ( в к л ю ч а я  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н у ю  т о ч к у )  в е к т о р н о г о  
п о л я .  П р о е к т и в н а я  п р я м а я  к о м п а к т н а  ( т о п о л о г и ч е с к и  э т о  о к р у ж н о с т ь ) ,  
и г л а д к о е  в е к т о р н о е  п о л е  н а  ней о п р е д е л я е т  ф а з о в ы й  п о то к .  Н а й д е н н ы е  
н а м и  ф о р м у л ы  д л я  о т о б р а ж е н и й  g '  к а к  р а з  и о п и с ы в а ю т  э т о т  п о т о к :  
g ‘ е с т ь  д и ф ф е о м о р ф и з м  п р о е к т и в н о й  п р я м о й ,  а  не  а ф ф и н н о й !



действие диффеоморфизмов на поля 55

З а д а ч а  б. Докажите, что всякое гладкое векторное поле на прямой, растущее 
на бесконечности не быстрее линейного (|ü(x)1 < а  +  6 |х|) является полем фазовой ско­
рости однопараметрическои группы диффеоморфизмов прямой.

Ук а з а н и е .  Сравнив движение с более быстрым движением в подходящем 
линейном поле, доказать, что решение не может уйти на бесконечность за конечное 
время и, следовательно, продолжается на всю ось /.

З а д а ч а  7. Определяет ли фазовый поток на прямой уравнение х = е* sin х?
Ответ. Да.
З а д а ч а  8 . Рассмотрим линейное пространство всех многочленов р степени мень­

ше п от переменной х. Определим преобразование за время t как сдвиг аргумента 
многочлена на i (т. е. (g‘p) {х) =  р (лг-J-/)). Докажите, что {g1}— однопараметрнческая 
группа линейных преобразовании, и найдите ес векторное поле фазовой скорости.

Ответ. Вектор поля в точке р есть многочлен dp/dx.

§ 5. Д е й с т в и е  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  
н а  ве к т о р н ы е  п о л я  и н а  поля  н а п р а в л е н и й

О с н о в н о й  м е т о д  р е ш е н и я  и и с с л е д о в а н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в ­
нени й  —  это  п о д б о р  п о д х о д я щ е й  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х ,  т . е., в  г е о м е т р и ч е с ­
ки х  т е р м и н а х ,  п о д х о д я щ е г о  д и ф ф е о м о р ф и з м а ,  у п р о щ а ю щ е г о  д а н н о е  в е к ­
т о р н о е  поле  или п о л е  н а п р а в л е н и й .  З д е с ь  м ы  п р и в о д и м  ф о р м а л ь н ы е  
о п р е д е л е н и я  н е о б х о д и м ы х  п о н я ти й .  М ы  н а ч н е м  с н а п о м и н а н и я  н е к о т о р ы х  
п р о с т ы х  с в е д е н и й  и з  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и с ч и с л е н и я .

1. Действие гладких отображений на векторы. П р и  р а с с м о т р е н и и  
в с е в о з м о ж н ы х  м а т е м а т и ч е с к и х  о б ъ е к т о в  п о л е з н о  н а р я д у  с о б ъ е к т а м и  
р а с с м а т р и в а т ь  т а к ж е  о т о б р а ж е н и я * ) .  Н а п о м н ю  о п р е д е л е н и е  д е й с т в и я  
г л а д к и х  о т о б р а ж е н и й  н а  век т о р ы .

П у с т ь  / :  Л1 — N  —  г л а д к о е  о т о б р а ж е н и е  о б л а с т и  М  л и н е й н о г о  
п р о с т р а н с т в а  в о б л а с т ь  N л и н е й н о го  п р о с т р а н с т в а ,  и п у с ть  v  —  в ек т о р ,  
п р и л о ж е н н ы й  в т о ч к е  х  о б л а с т и - п р о о б ­
р а з а  AÍ, т .  е. с т р е л о ч к а  с  н а ч а л о м  х  
(рис .  4 8 ) .  Т о г д а  в т о ч к е - о б р а з е  f (x )  о б ­
л а с т и  N  т а к ж е  в о з н и к а е т  в ек то р ,  о б о ­
з н а ч а е м ы й ,  ч е р е з  ¡ , xv  и н а з ы в а е м ы й  о б ­
р а з о м  вектора V п р и  отображении f.
А и м ен н о

О п р е д е л е н и е .  О б р а з о м  векто­
р а  V при  от ображ ении f  н а з ы в а е т с я  
в е к т о р  с к о р о с т и ,  с  к о т о р о й  д в и ж у щ а я с я  т о ч к а  / ( ср(/)) в ы х о д и т  из  т о ч к и  
f (x ) ,  к о гд а  д в и ж у щ а я с я  т о ч к а  ц>(() в ы х о д и т  из т о чк и  х с о  с к о р о ­
с ть ю  V.

=  где  <р(0) =  х, ^ | <=0 Ф (0  =  »- ( О

И н ы м и  с л о в а м и ,  с т р е л о ч к а  v  с н и ж а е т с я  в 1000 р а з ,  з а т е м  п о д  
д е й с т в и е м  /  п р е в р а щ а е т с я  в и з о г н у т у ю  с т р е л о ч к у ,  з а т е м  п о с л е д н я я

*) В этом состоит так называемая «категорная» точка зрения. Грубо говоря, кате­
гория — это совокупность объектов и отображений (пример: категория всех линейных 
пространств и их линейных отображений друг в друга).

Рис. 48. Действие гладкого отображения 
на вектор.
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р а с т я г и в а е т с я  в 1000 р а з  и н а к о н е ц  1000 у с т р е м л я е т с я  к  б е с к о н е ч ­
ности .

З а д а ч а  1. Докажите, что образ вектора v  не зависит от выбора движения ф, 
лишь бы точка (/) выходила из х  со скоростью V.

Р е ше н и е .  Пусть \j> — другое движение, выводящее из х  с такой же скоростью. 
Тогда расстояние между точками <р (/) и (/) при малых |/ | есть о ( |/ |) . Поскольку 
отображение f гладкое, расстояние между точкамн-образами / (<р (/)) и / (\р (<)) в N  также 
есть о(Ш), что и требовалось.

З а д а ч а  2. Пусть v — положительный орт прямой, приложенный в точке а, и 
пусть / (x)=x'J. Найти ¡,„v.

Ответ. 2а • орт.
З а д а ч а  3. Могут ли две точки на плоскости, движущиеся по разным осям коор­

динат, выходить из начала с одинаковым вектором скорости?
Ответ. Да, если скорость нулевая. Пример: (р {t) =  (t2, 0), ф(/) =  (0, Î2).

М н о ж е с т в о  в с е х  в е к т о р о в  с ко р о с т е й  д в и ж е н и й ,  в ы х о д я щ и х  из  то ч к и  х  
о б л а с т и  М ,  я в л я е т с я  л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м :  э т о  п р о с то  п р о с т р а н с т в о  

в е к т о р о в ,  п р и л о ж е н н ы х  в  т о ч к е  х.  Е го  р а з м е р н о с т ь  
р а в н а  р а з м е р н о с т и  о б л а с т и  Ai. Э т о  п р о с т р а н с т в о  
н а з ы в а е т с я  касат ельн ы м  пространством в  точке х  к 
о б л а с т и  М  и о б о з н а ч а е т с я  ТХМ .

Всякому, кто сталкивается с этим впервые, трудно оторвать 
касательное пространство к линейному пространству от самого 
линейного пространства. Следующее обобщение призвано помочь 

Рис. 49. Касательное справиться с этой трудностью. Рассмотрим какую-либо гладкую 
пространстоо. поверхность Ai в R\ например сферу. Векторы скоростей, с
которыми движущаяся по сфере точка может выходить из заданной точки сферы, оче­
видно, образуют плоскость (двумерное касательное пространство сферы в заданной . 
точке л:); эта касательная плоскость ТХМ  (рис. 49) явно отделена от самой сферы Ai.

О п р е д е л е н н о е  в ы ш е  о т о б р а ж е н и е  /•* п е р е в о д и т  к а с а т е л ь н о е  п р о с т р а н ­
с тв о  к о б л а с т и - п р о о б р а з у ,  М ,  в т о ч к е  х  в  к а с а т е л ь н о е  п р о с т р а н с т в о  
к  о б л а с т и - о б р а з у  в  т о ч к е  f  (х).

З а д а ч а  4. Доказать, что отображение ТХМ Тц,)№ линейно.
Р е ше н и е .  По формуле Тейлора

I (х +  vt) =  [ (л-)+ (д'!/дх) vt +  о ( | / 1 ), 

следовательно, f*x =  df/дх— линейный оператор.

Е с л и  в п р о с т р а н с т в а х  —  п р о о б р а з е  и о б р а з е  о т о б р а ж е н и я  /  —  в ы б р а ­
ны д е к а р т о в ы  к о о р д и н а т ы  (х,,  . . . ,  х,„) и (у , ,  . . . ,  у п) с о о т в е т с т в е н н о ,  т а к  
что f  з а д а е т с я  н а б о р о м  п  ф у н к ц и й  f,- от  m  п е р е м е н н ы х  Х;, то  к о м п о ­
нен ты  в е к т о р а  f . xv  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  v  по  ф о р м у л е

/
И н а ч е  г о в о р я ,  м ат рица операт ора  /•* сост авлен а  и з  частных п р о и з ­

в о д н ы х  (d f i / d x j ).
О п р е д е л е н и е .  Л и н е й н ы й  о п е р а т о р  f . x н а з ы в а е т с я  п р о и з в о д н о й  

от ображ ения f  в  т о ч к е  х.
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З а д а ч а  5. Рассмотрим отображение / прямой в плоскость, / (х) — (sin х, cosa:). 
Найти значение его производной на положительно ориентирующем ось х векторе v 
длины 10 , приложенном в точке а.

Ответ: f»oV — (10 cos а, — 10 sin а).
З а д а ч а  6 . Рассмотрим отображение f плоскости в плоскость, / (*j, X2)= (x i+  *1*2. 

хч) (рис. 50). Найти множество всех точек х, в которых линейный оператор /•* вы­
рождается, и найти образ этого множества 
при отображении / (эти два множества на­
зываются множествами критических точек и 
критических значений соответственно).

Р е ше н и е .  Матрица оператора имеет
вид

/  3 * 1  +  Х 2 Х\  \

\  0 1 /

поэтому производная вырождена на параболе Х2= —Эх*. Ее образ — полукубическая 
парабола (í/t/2 )2 +(r/2/ 3)3 =  0.

Отображение этой задачи называется отображением Уитни {сборкой). X. Уитни 
доказал, что особенность сборки типична для гладких отображений плоскости в плос­
кость (например, всякое близкое к f гладкое отображение имеет поблизости от начала 
координат подобную особенность).

З а м е ч а н и е .  Линейная структура (т. е. сложение векторов) в касательном к об­
ласти М  в точке х пространстве определена выше при помощи линейной структуры 
объемлющего AÍ пространства, или иными словами — при помощи системы декартовых 
координат.

В действительности как множество ТХМ, так и структуру линейного пространства 
в нем, можно определить независимо от выбора системы координат, даже криволиней­
ных, лишь бы эта система координат была допустима, т. е. связана с системой декар­
товых координат гладкой заменой переменных (диффеоморфизмом). Независимость ка­
сательного пространства от системы координат не совсем очевидна, так кйк нарисо­
ванная в области М  стрелочка (приложенный вектор) при диффеоморфизме изгибается.

Не зависящее от системы координат определение вектора скорости выхода из 
точки х выглядит несколько абстрактно:

О п р е д е л е н и е .  Касательным вектором в точке х области называется класс 
эквивалентности гладких движений ср: R-*-Af, для которых 
ность определяется условием: расстояние между точка­
ми ср (/) и (/) в какой-нибудь (и тогда любой) системе коор­
динат есть o(UI) при / —► 0 (рис. 51).

Ясно, что это действительно отношение эквивалентности 
(ф~ф, <р~г|;=^~ф, ф~'ф'-'у.=>ф~х)* Класс эквивалентности дви­
жения ф определяется (при фиксированной системе коорди­
нат) компонентами сектора скорости выхода ф(/) из точки
Ф (0).

Таким образом, наш бескоордннатно определенный вектор 
превращается в обычную стрелочку, как только система коорди­
нат фиксирована. Единственное, что нужно доказывать — 
это независимость линейных операций над вектором (сложения и умножения на числа) 
от системы координат, участвующей в их определении. Но эта независимость сразу 
вытекает из линейности оператора производной отображения в точке (нужно рассмо­
треть в качестве отображения «замену переменных», т. е. диффеоморфизм, сопостав­
ляющий набору старых координат точки набор ее новых координат).

Хотя наше определение не зависит от системы координат, остается еще зависи­
мость от класса всех допустимых систем координат, связанных гладкими заменами 
переменных. Этот класс называется дифференцируемой структурой, и от него введен­
ные понятия зависят существенным образом.

Производная отображения f в точке х есть не зависящий ни от системы коорди­
нат в прообразе, ни от системы координат в образе линейный оператор 
/.х.* по самому своему определению (1) (рис. 52).

Ф ( 0 )  =  х; эквивалент*

Рис. 51. Класс эквива­
лентных движений.

Уг

У1

Kerf»,

Рис. 50. Критические точки и критические 
значения отображения Унтнн.
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З а д а ч а  7. Пусть / — диффеоморфизм Л! на N. Докажите, что отображение 
/.,: ТХМ  -<- Тц,)Ы по самому своему определению (1) (рис. 52).

З а д а ч а  8 . Верно ли обратное?
Ответ. Пет, даже если ¡.х —  изоморфизм при любом д- (см. рис. 53).

Рис. 52. Производная отображения в точке. Рис. 53. Локальный диффеоморфизм может
не. быть диффеоморфизмом в целом.

2. Д е й с т в и е  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  н а  в е к т о р н ы е  п о л я .
О п р е д е л е н и е .  В о б л а с т и  М  з а д а н о  г л а д к о е  вект орное  п о л е  V, 

е с л и  к а ж д о й  т о ч к е  х  с о п о с т а в л е н  п р и л о ж е н н ы й  в ней в е к т о р  V ( х ) ^ . Т хМ ,  
г л а д к о  з а в и с я щ и й  о т  т о ч к и  х  (е сл и  с и с т е м а  т  к о о р д и н а т  в ы б р а н а ,  то  
п о л е  з а д а е т с я  св о и м и  т  к о м п о н е н т а м и ,  я в л я ю щ и м и с я  г л а д к и м и  ф у н к ­
ц и я м и  т  п е р е м е н н ы х ) .  В е к т о р  у ( х )  н а з ы в а е т с я  з н а ч е н и е м  п о л я  V в 
т о ч к е  х.

П о с м о т р и м ,  к а к  в е д у т  с е б я  р а з л и ч н ы е  о б ъ е к т ы  при  г л а д к и х  о т о ­
б р а ж е н и я х .  К а са т е л ьн ы е  векторы  при  о т о б р а ж е н и я х  М  -► N  д в и ­
жутся в п е р е д  (т. е.  п о д  д е й с т в и е м  g  к а с а т е л ь н ы й  в е к т о р  V к М  п е р е ­
х о д и т  в  к а с а т е л ь н ы й  в е к т о р  ц , ху  к  Ы). Ф ун к ц и и  при  о т о б р а ж е н и я х  
£■; Лí N  движутся н а з а д ,  т .  е. ф у н к ц и я  /  н а  N  п о р о ж д а е т  ф у н к ц и ю  
н а  М  (е е  з н а ч е н и е  в  т о ч к е  х  и з  М  р а в н о  з н а ч е н и ю  /  в о б р а з е  то чки  х\  
э т а  ф у н к ц и я  о б о з н а ч а е т с я  з в е з д о ч к а  с в е р х у  с и м в о л и з и р у е т  д в и ­
ж е н и е  н а з а д ) .

В е к т о р н ы е  п о л я  не  о т о б р а ж а ю т с я ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  ни в п е р е д ,  ни 
н а з а д .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  пр и  о т о б р а ж е н и и  д в е  т о ч к и  п р о о б р а з а  м о гу т  п е ­
р е й т и  в  одн у  и п р и н ес т и  т у д а  р а з н ы е  век т о р ы ,  п о э т о м у  п о л е  в п р о ­
о б р а з е  не п е р е н о с и т с я  н а  о б р а з .  К р о м е  того ,  м н о ги е  к а с а т е л ь н ы е  в е к ­
т о р ы  в  о дн о й  т о ч к е  п р о о б р а з а  м о гу т  и м е ть  о б щ и й  о б р а з ,  п о э т о м у  поле  
в  о б р а з е  не п е р е н о с и т с я  в  п р о о б р а з .

О п р е д е л е н и е .  О б р а з о м  векторного п о л я  при  д и ф ф е о м о р ф и зм е  
н а  н а з ы в а е т с я  в е к т о р н о е  п о л е ,  з н а ч е н и е  ко то р о го  в к а ж д о й  т о ч к е  я в л я е т с я

о б р а з о м  в е к т о р а  и с х о д н о г о  п о л я  в п р о о б ­
р а з е  д а н н о й  точки .  О б р а з  п о л я  V при  д и ф ­
ф е о м о р ф и з м е  £  о б о з н а ч а е т с я  я*г;.

И н а ч е  го в о р я ,  о б р а з  п о л я  у  в М  
пр и  д и ф ф е о м о р ф и зм е  £  о б л а с т и  М  на  
N  —  э т о  п о л е  а  в N,  о п р е д е л е н н о е  
ф о р м у л о й  (рис .  5 4 )  XV (у) =  ( 8 , х) у ( х ) ,  
гд е  х  =  £ - ' ( / .

З а д а ч а  1 . Найти образ поля у(а- ) = 1  на прямой под действием диффеомор­
физма ц(х) =  2х.

Ответ. {8̂ )(у) =  2.

Рис. 54. Действие диффеоморфизма на 
векторное ноле.
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В е к т о р н о е  по л е  на  оси х,  е д и н с т в е н н а я  к о м п о н е н т а  к о т о р о г о  р а в н а  и, 
ч а с т о  о б о з н а ч а е т с я  *) с и м в о л о м  v d / d x .  У д о б с т в о  э т о го  о б о з н а ч е н и я  с о ­
с т о и т  в то м ,  ч т о  при р а с т я ж е н и я х  оси д / д х  в ед ет  с еб я  к а к  \ / х .  Н а п р и м е р ,  
р е ш е н и е  п р е д ы д у щ е й  з а д а ч и  м о ж н о  з а п и с а т ь  т ак :

3 д д
д х  д  ( у / 2) д у  '

В э т и х  о б о з н а ч е н и я х  ф о р м у л а  д е й с т в и я  д и ф ф е о м о р ф и з м а  п р я м о й  на  в е к ­
т о р н о е  п о л е  п р и н и м а е т  в и д  с л е д у ю щ е й  ф о р м у л ы  з а м е н ы  п е р е м е н н о й :

д  д  1 д  
е сли  и = 0 (х), то  — = — — . Т а к и м  о б р а з о м ,  о б о з н а ч е н и е  

ь  w  д у  д  (g  (х) ) g '  д х
д / д х  а в т о м а т и з и р у е т  в ы ч и с л е н и е  д е й с т в и я  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  на п о л я .

З а д а ч а  2. Найти образ поля хд/дх под действием диффеоморфизма у —  ех.
Ответ, у 1п у д ¡ду.

Е с л и  ... .......... . х п) —  ф и к с и р о в а н н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т  в R", т о  б а з и с ­
ные в е к т о р н ы е  п о л я  (с к о м п о н е н т а м и  ( 1 , 0, 0) ,  (0, . . . ,  О, 1 ) )  
о б о з н а ч а ю т с я  д / д х \ ,  . . . ,  д / д х п. П о л е  с к о м п о н е н т а м и  ( щ ,  . . . ,  v n) о б о з н а ­
ч а е т с я  п о э т о м у  V i d / d x i - \ -  . . .  - \ - V n d / д х п.

З а д а ч а  3. Найти образы «эйлерова поля» v —  x\djdx\ -\~х2д/дх2 на плоскости 
под действием следующих диффеоморфизмов: 1 ) поворот вокруг 0 ; 2 ) гиперболический 
поворот; 3) любое линейное преобразование.

Ответ, v.

З а д а ч а  4. Докажите, что диффеоморфизм, переводящий векторное поле v в поле ту, 
переводит фазовые кривые поля v в фазовые кривые поля v>. Верно ли обратное?

Ответ. Нет, пример: v =  xd/dx, & =  2хд/дх.

3 .  Замена переменных в уравнении. П у с т ь  w  —  о б р а з  в е к т о р н о г о  
п о л я  v  в  М  при д и ф ф е о м о р ф и з м е  g  о б л а с т и  М  н а  о б л а с т ь  N ,  т. е. 
w  — g * v .

Т е о р е м а .  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я

x  — v { x ) ,  ( 1)

y  — w{t/), y ^ N  (2)
эк в и ва л ен т н ы  в  том см ы сле ,  что если  q>: I  -»■ М  —  р е ш е н и е  п е р в о г о ,  
то g ° <р: /  - >  N  —  р е ш е н и е  вт орого  у р а в н е н и я ,  и обратно.

И н ы м и  с л о в а м и :  з а м е н а  п е р е м е н н ы х  y  =  g { x )  п р евр а щ а ет  у р а в н е н и е  
( 1 ) в  у р а в н е н и е  ( 2 ) .  И л и  е щ е :  подст а но вк а  g ( x )  вместо у  п р е в р а щ а е т  
у р а в н е н и е  (2 ) в  у р а в н е н и е  ( 1 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  о ч е в и д н о .  И н ы м и  с л о в а м и ,  п о с л е д о в а ­
т е л ь н о  п р и м е н я я  п р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и ,  о п р е -

d
д е л е н и е  р е ш е н и я  ср и о п р е д е л е н и е  п о л я  g , v ,  н а х о д и м  — £°Ф  =

d t

*) В сущности, vд/дx — это оператор дифференцирования по направлению поля V 
(см. § 10), но так как оператор ид/дх и поле V однозначно определяют друг друга, 
их часто отождествляют между собой.
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— ё ,х ^ )  =  ё>хУ{х) =  ю[у), г д е *  =  ср(/), у =  я ( ф ( 0 ). что и требовалось 
доказать.

З а д а ч а  1- Р е ш и ть  уравн ен и е  малых колебаний маятни ка

перейдя к полярным координатам *) подстановкой *i =  r c o s  0, jt2 =  r s i n  0.
Р е ш е н и е .  Выполнив подстановку, находим г = 0 ,  0 =  — 1, откуда xi =  Го cos (90 — <)•

Х 2 = Г ц  sin (Оо — 0-

З а д а ч а  2.  И ссл е д о в а ть  ф а зо в ы е  кривые системы

Ф азовы е  кривые этой системы на плоскости (г, 0) с овп адаю т  с и нтегральны ми 
кривыми уравн ен ия  йг/йй — г (г2— 1). Н а р и со вав  эти кривые (рис. 55)  н в о з в р а щ а я с ь  
к декартовы м  коорди натам ,  п олучаем рис. 56. Единственная  особая  т о ч к а  — начало

координат .  Н ачи н аю щ и еся  вблизи нее ф азов ы е  кривые н ам аты в аю тся  с ростом времени 
изнутри нп о круж н ость  лч +  .г?— 1. Эта  окруж н ость  является  замкнутой  ф а зо в о й  кривой 
(предельным ц и к л о м ) .  С н а р у ж и  на нее т а к ж е  нам аты ваю тся  ф а зо в ы е  кривые.

П ереход  к полярн ы м  коорди натам  п озволяет  и явно проин тегрировать  исходную 
систему.

4. Действие диффеоморфизма на поле направлений. Пусть £  
диффеоморфизм области М  на область N, и пусть в области М  задано 
поле направлений. Тогда в области N  также возникает поле направ­
лений. Оно называется образом исходного поля под действием диффео­
морфизма  £  и определяется так.

Рассмотрим какую-либо точку у  области N  (рис. 57). Она имеет 
в М  единственный прообраз, х  — д ~ 'М .  Рассмотрим направление данного 
поля в точке х. Это — прямая в касательном пространстве ТХМ. Возь­
мем любой ненулевой вектор этой прямой. Его образ под действием £

*) Разумеется,  необходимы обычные оговорки, связанные с неоднозначностью поляр­
ных координат: о то браж ен ие  (г, 0) н->- (а'■, * 2) не является  д и ф ф е ом орф и зм ом  плоскости 
на плоскость.  Н апри м ер ,  можно рассм отреть  заданный этим отображ ен и е м  д и ф ф е о м о р ­
ф и зм  области  г >  0, 0 < 0 < 2 л  на плоскость без положительной полуоси Х| н отдельно — 
о б ласти  / • > 0 .  — л < 0 < л  на плоскость без отрицательной  полуоси XI.

X  | — А'2, А ' 2 " — А' | ,

X| =  X2 +  Ai| ( 1 —  Х | — x l ) ,

* 2  =  —Xl + J C 2  ( I  —  X l  —  X i ) .

Р е ш е н и е .  П ерейдя  к п олярны м коорди натам ,  получаем 

/ =  л(1-г5), 0 = - 1 .

Рис. 55. Интегральные кривые 
»¡а плоскости (г, и).

Рис. 5G. Фазовые кривые на плоскости

(*1, Хг).
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есть ненулевой вектор в касательном пространстве ТуN  (так как ^  — 
диффеоморфизм). П рям ая ,  определенная этим вектором, не зависит 
от выбора вектора исходной прямой (так как — линейный оператор). 
Эта новая прямая и есть прямая нового поля направлений в точке у. 
Очевидна

Т е о р е м а .  Интегральные кривые исходного поля направлений в М  
переходят при диффеоморфизме М  -*■ N  в интегральные кривые  
поля  направлений в  N .  полученного действием £  на исходное поле.

Д ля  доказательства достаточно достроить данное поле направлений 
(в окрестности каж дой точки области Л1) до векторного поля, векторы 
которого леж а  г на прямых заданного поля направлений и отличны от 
нуля, а затем применить теорему п. 3.

З а д а ч а  I.  В с я к о е  ли  гладкое  поле направлений  в области  на плоскости м ож н о  
достроить  до гладкого  векторного  поля?

Ответ. Нет, если о б л а с т ь  н еодносвязна  (рис. 58) .

Сформулированная выше теорема показывает, что для решения д и ф ­
ференциального уравнения .

достаточно построить диффеоморфизм, приводящий поле направлений 
к полю направлений уравнения, которое мы уж е умеем решать — н а ­
пример, уравнения с разделяющимися переменными. Иными словами, 
достаточно подобрать замену переменных, сводящую уравнение к уж е 
решенному.

_ у х* —*
З а д а ч а  2. П о д о б р а т ь  за м е н у  п ерем ен ны х  т а к ,  чтобы  в ур а в н ен и и  + 7 *

переменные разделились .
Ответ. Годятся  п олярн ы е  координаты.

З а д а ч а  3. Н а й т и  д и ф ф е ом орф и зм ,  п р ев р ащ аю щ и й  все и нтегральны е кривые у р а в ­
нения ¿х/<И =  х — 1 в п ар а л л ел ь н ы е  прямые.

Р е ш е н и е .  Р е ш а е м  одн ородное  уравн ен ие :  дг— Се*. Находим частное  решение не­
однородного:  Се1 =  — I , С — е ~ \  х = \ .

Следовательно ,  к а ж д о е  решение неоднородного уравнения имеет ви д  х ~ \ + а е * .  
О тоб раж е н и е ,  п ере водящ ее  ( / ,  х) в (/, а), — искомый д и ф ф еом орф и зм  (а  =  е~* (х — 1)). 
т а к  к а к  вдоль и нтегральны х  кривых а — к он стан та .

Д р у г о е  р е ш е н и е :  Сопоставим точке (/, х) точку  (/,  у), где у  — о р д и н ата  
точки пересечения и нтегральной  кривой, п роходящ ей  через точку ( / ,  х) с  осью  о р д и н ат  
(рис.  59 ) .

Рис. 57. Действие диффеоморфизма на поле 

направлении.

Рис. 58. Поле направле* 

нин, не достраиваемое до 
векторного поля.

й х / Л  =  р (/,  х)
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З а д а ч а  4.  Всякое ли гладкое поле направлений,  заданное на всей плоскости, 
п рев ращ ае тся  в поле п ар ал л ел ь н ы х  п рям ы х при п одходящ ем ди ф ф еом орф и зм е?

Ответ. Нет,  см .  рис. 60.

Рис. 59. Выпрямление ин­

тегральных кривых.

Рис. 60. Невыпрямляемое поле направ­

лений на плоскости.

З а д а ч а  5.  М о ж н о  ли ди ф ф еом орф и зм ом  плоскости превратить в поле п а р а л л е л ь ­
ных прямых поле н аправлений  д и ф ф еренц иальн ого  уравн ен ия  х = х 2?

Ответ. М о ж н о ,  хотя  явную формулу  н ап исать  нелегко.

5. Действие диффеоморфизма на фазовый поток. Пусть 
(£»': М -* ~ М )  — однопараметрическая группа диффеоморфизмов, и 
пусть /: М -*- N  — еще один диффеоморфизм на.

О п р е д е л е н и е .  Образом потока ( ц ' ) под действием диффео­
морфизма  /  называется поток ¡/г': где Л, =  / я 7 -1>

Иными словами, диаграмма

М -?-+■ М
I \ I \

N  ----->- N

коммутативна при любом Л Ясно, что /  переводит орбиты группы [ £ ' )  
в орбиты группы {/г '}.

Если рассматривать диффеоморфизм / как  «замену переменных», 
то преобразование /г' — это просто преобразование ц *, «записанное 
в новых координатах».

З а м е ч а н и е .  Потоки {̂ '} и {/г'} называются иногда эквивалент­
ными  (или подобными, или сопряженными),  а диффеоморфизм / — 
эквивалентностью  (или сопрягающим диффеоморфизмом).

З а д а ч а  I. Д окаж и те ,  что (Л'| — однопараметрическая группа ди ф ф еоморф и з­
мов.

З а д а ч а  2 .  С оп ряж ен ы  ли одн опарам етри чески е  группы вращ ени й  плоскости 
и ее гиперболических  поворотов?

Пусть V — векторное поле фазовой скорости однопараметрической 
группы {§'), а V) — группы {/¡'¡, в которую ее переводит диффеомор­
физм /.

Очевидна
Т е о р е м а .  Диффеоморфизм  /  переводит поле V в поле V)', обратно, 

если диффеоморфизм переводит V в  го, то он переводит {я ' } в {1г‘ ).
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З а д а ч а  3.  П е рев одятс я  ли друг  в друга  ди ф ф е ом орф и зм ам и  векторные поля 
на прямой,  задаю щ и е  следующие пять дифференциальных уравнении: *=si n. r ,
2 sin дг. sin2* ,  sin 2 л:, 2 sin лг-f- sin2* .

Ответ. В торое  переводится  в четвертое  и в пятое.

§ 6. Симметрии

Здесь решаются однородные и квазиоднородные дифференциальные 
уравнения. Их решение основано на использовании однопараметричес­
ких групп симметрий векторных полей и полей направлений, которые 
мы прежде всего и изучим.

1. Группы симметрий.
О п р е д е л е н и е .  Диффеоморфизм g : Л! —>-Af называется сим­

метрией векторного поля v  в AÍ, если он переводит поле в себя: 
g ,v  =  v. Говорят также, что поле v  инвариантно отно-

3  а д а ч  а I. Пусть диффеоморфизм переводит фазовые кривые 
векторного поля друг в друга. Я вляется ли он 'симметрией поля?

Ответ. Не обязательно.  ^ ис* Эйлеровополе.

О п р е д е л е н и е .  Диффеоморфизм g: М М  называется симмет­
рией поля направлений  в М,  если он переводит это поле направлений 
в себя; поле тогда называется инвариантным относительно симметрии. 
Интегральные кривые поля переходят под действием симметрии друг 
в друга.

П р и м е р .  Поле направлений уравнения х  =  и(/)  в расширенном 
фазовом пространстве инвариантно относительно сдвигов вдоль оси х  
(рис. 4 на стр. 14), а уравнения х  — и (х) — вдоль оси / (рис. 6  на

З а д а ч а  2. П у сть  ди ф ф ео м о р ф и зм  переводит и нтегральны е кривые поля н а п р а в ­
лений друг  в друга .  Я вляется  ли он симметрией поля направлений?

Поле называется инвариантным относительно группы  диффеомор­
физмов, если оно инвариантно относительно каждого преобразования 
группы. В таком случае говорят, что поле допускает данную группу 
симметрий.

П р и м е р .  Эйлерово поле на плоскости допускает, среди других, 
следующие четыре группы симметрий: однопараметрическая группа р а ­
стяжений (х  е'х), однопараметрнческая группа вращении на угол I, 
однопараметрическая группа гиперболических поворотов, группа всех 
линейных преобразований плоскости, ОЬ (2 , I}).

Все симметрии данного поля образуют группу (докаж ите!) .
Задача  3. Найти группу всех симметрий эйлерова поля на плоскости.
Ответ. С Ь  (2, 1*).

П р и м е р .  Поворот плоскости вокруг нуля я в ­
ляется симметрией эйлерова поля х \д /д х \  -\-X idjdxi  
(вектор которого в точке х  есть у(х )  — х, рис. 61).

сительно симметрии g.

Фазовые кривые поля переходят под действием 
симметрии поля друг в друга.

стр. 16).

Ответ. Д а .
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2. П рименение од н оп арам етри ческой  группы симметрий д л я  интегри­
ровани я  у рав н ен и я .

Т е о р е м а .  Пусть известна однопараметрическая группа симметрий 
поля направлений на плоскости. Тогда можно явно проинтегрировать 
уравнение, заданное этим полем направлений, в окрестности каждой 
не стационарной точки группы симметрий.

Точка н азы в а е т с я  нестационарной д л я  группы п рео бразовани й , если 
не все п р е о б р а зо в а н и я  группы ост а в л я ю т  ее на месте.

Если группа  состоит из сдвигов в доль  прямой, то  ур авнен ие  с 
т ак о й  группой симметрий  реш ено в § 1, стр. 16 (ф о р м у л а  Б а р р о у ) .  
М ы  покаж ем , что общ ий  случай  сводится  к этому п одходящ и м  д и ф ф е о ­
морф измом (т. е. разу м н ы м  выбором л о к аль н ы х  к оорди нат  на пло­
скости) .

Л е м м а .  В окрестности любой нестационарной точки действия одно­
параметрической группы диффеоморфизмов на плоскости можно выбрать 
координаты (и, V) так, что данная однопараметрическая группа диффео­
морфизмов запишется в виде группы сдвигов:

£ 5 (и, и ) = ( н  +  5 , V) при достаточно малых | и | ,  | « 1, Ы .

Э та  ф о р м у л а  о зн а ч а е т ,  что коорди ната  V нумерует орбиты  данной  
группы, а  к о ор д и н ата  и на каж д ой  орбите  есть просто врем я  д в и ж е н и я  

(отсчиты ваем ое от. некоторой линии на плоско­
сти ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П роведем  через д а н ­
ную точку О линию Г, п ер есекаю щ ую  т р а н с в е р ­
сал ьн о  (под ненулевым углом ) проходящ ую  через 
нее ф азовую  кривую { £ * 0 )  (рис. 62 ) .  П усть  
и —  координата  точки у  (и) на этой линии, о т ­
счи ты ва ем а я  от точки О. Р ассм отр и м  о т о б р а ­
ж ен и е  Ф  плоскости (и, и) на н аш у плоскость, пе­

р е в о д я щ ее  то чку  с коорди натам и  (и, и) в ¿ “у (и). Это о т о б р аж ен и е  —  
д и ф ф ео м о р ф и зм  окрестности  точки (0 ,0 )  на окрестность  точки О. 
П о этом у  (и, V) — л о к ал ь н ы е  координаты. В коор ди натах  (и, и) дей ст ­
вие п риним ает  нужный вид, поскольку 5 5£ и =  £ 5+“.

Т еорем а  следует  из леммы, т а к  как  в системе координат  (и, и) наклон  
дан н ого  поля  н ап рав л ен и й  не зависи т  от и.

З а м е ч а н и е .  П риведен ное  д о к азат ел ь ст в о  д а е т  т а к ж е  метод явно­
го интегрирования у р авнения; в к о о р д и н атах  лем м ы  оно принимает  
вид йи/йи  =  гг'(и) (линию Г н уж н о  в зя т ь  не касател ьно й  н апр авл ени ю  
дан н ого  поля  в О ). П ракти чески  не всегда удобно п о льзо ваться  именно 
этими к о орди натам и . Д о стато чн о ,  чтобы л и н и и 'у  =  сопз! были орбитам и  
д ан н о й  одн оп арам етр и ческ о й  группы д и ф ф ео м о рф и зм ов ;  в качестве  
другой  координаты  вместо и мож но в зят ь  лю бую  ф ункцию  от и, 
ск а ж е м  г. В а ж н о  лиш ь, чтобы п р е о б р азо в ан и я  переводили линии 
г  =  сопБ1 д р у г  в дру га .  В системе координат  (г, V) исходное поле 
н аправлени й  определит уравнен ие  с р а зд ел я ю щ и м и ся  переменными 
с1и/с!г =  ю (и) [  (г), где { (г) =  йи/с1г.

Рнс. 62. Выпрямление одно- 
пара метрической группы 

диффеоморфизмов.
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З а д а ч а  1. П усть  известна одн о п ар ам стр и ч сс ка я  группа симметрий поля н а п р а в ­
лений в « -м ерной  области .  Свести з а д а ч у  интегрирования соответствую щ его  ди ф ф е р е н ­
циального  уравн ен и я  к нахождению интегральны х кривых поля н ап равлен и й  в области  
размерн ости  п — 1.

У к а з а н и е .  П ростран ство  орбит  группы симметрий имеет ра зм е рн ость  л — 1.

3. О днородны е уравнения .
О п р е д е л е н и е .  У равнен и е  н азы в ается  однородным , если з а д а ю ­

щее его поле  направлени й  на плоскости однородно, т. е. и н в ари ан тн о  
относительно о д н о п арам етри ческой  группы растяж ен ий , Я*(л', у) =  
=  у) (рис. 6 3 ) .

О б л ас т ь  определения  т ак о го  поля — не обя зат ел ь н о  вся плоскость: 
достаточно ,  чтобы это поле бы ло  за д а н о  в какой-лифо области ,  и н в а ­
риантной  относительно р а с т я ж е н и й  (например, в у гле ) .

З а д а ч а  I. Какие нз уравнений ¿у[6х-=у1х, х/у ,  1п <с — 1п (д : > 3 .  у > 0 )  одно­
родны?

Ответ. Все три.

Рис. 63. Поле направлений 
однородного уравнения.

Рнс. 64. Координаты 

для решения одно­

родного уравнения.

Рис. 65. Интегральные кривые одно­
родного уравнения.

Т е о р е м а .  Однородное уравнение йу /йх  =  Р(х, у) приводится 
к уравнению с разделяющимися переменными подстановкой у — их 
(г.  е. переходом к координатам (х, V)) в области х >  0.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  О рби ты  группы р а ст я ж ен и й  — это лучи п р о ­
ходящ и х  через 0 прямы х (рис. 6 4 ) .  В качестве  линии Г возьмем  прямую  
х — \ с обычным парам етро м  у  на ней. У к а зан н ы е -в  лемме к оорди наты  
и н у  — это и =  1п х  и и= у/.х.

П о  зам еч ан ию  п. 2 в к о о рд и н атах  (х , у) переменные р а зд е л я ю т с я .
З а д а ч а  2. Р еш и ть  уравнение йу /й х  =  у / х  +  у 2/ х г, х >  0.
Р е ш е н и е .  А/ =  а ёх-{- х ёи, с1у/йх =  и л' с! и/Лх, х ёи/йх =  и \  — ! / о = 1 п л :  +  С, 

У =  — х/(\п х  +  С).

Если К  — и н тегр ал ь н ая  к р и в а я  однородного  у равнения ,  то гом оте­
ти чн ая  ей кривая  е*К т о ж е  и н т е г р а л ь н а я  (рис. 6 5 ) .  Т аким  о б р аз о м ,  
д л я  и сследован и я  всех и нтегральны х кривых однородного уравнен ия  д о ­
статочно  н ар и со в ат ь  одну кривую  в к аж д о м  секторе плоскости.

З а д а ч а  3. Н а р и с о в а т ь  интегральны е  кривые уравнения

Ответ. См.  рис. 65. <1у/с1х ^ 2 у / х + у * / х *

3 В. И. Лрнольд
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О п р е д е л е н и е .  Ф ун кци я  { н а зы в а ет ся  однородной степени г, 
если она у д о в л етво ря ет  то ж д ествен н ом у  соотношению

¡ ( е ' х ) ^ е 'Ч { х ) .  (1)

Иными сл овам и ,  однородная функция степени г — это общ ин  соб­
ственный вектор всех линейны х операторов  (е5) *, с собственными чи сл а ­
ми е '\

О ператор  (действие ди ф ф ео м о р ф и зм а  £  на ф ункции) определен  
в § 5, стр. 58.

П р и м е р .  Н ар исуем  на плоскости р, д прямую  р -(- ^ =  г. М н ого­
член ^.ар-чхРи'1 однородный степени г, если и только  если п оказатели  
всех входящ их  в него с ненулевыми коэф ф иц и ентам и  одночленов л е ж а т  
на этой прямой (н азы ваем о й  диаграммой Иыотона).

Т е о р е м а  (Э й л е р а ) .  Чтобы функция  /  была однородной степени 
г, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла соотношению 
.Эйлера £ л : /3 / /й л ' /  =  г/.

С оотнош ение Э йлера  о зн ачает ,  что /  — собственны й вектор оп ерато ра  
д и ф ф е р е н ц и р о в ан и я  вдоль  изображ енн о го  на рис. 61 эй л ер о в а  поля 
(поля  ф азово й  скорости группы р а стя ж ен и й ,  е5) с собственным числом т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение Э йл ер а  получается  д и ф ф е р е н ­
ц ированием  оп редел ен ия  (1) однородной ф ункции по 5  при 5 = 0 . С оот­
ношение (1) получ ается  из соотнош ения Э йлера  интегрированием  д и ф ­
ф еренц и альн ого  ур авнен ия  с ра зд ел я ю щ и м и ся  переменными, з а д а в а е ­
мого соотнош ением Э й л ера  на к аж д о й  орбите  группы ра ст я ж ен и й :  
сЦ/с\х— г\/х.

Д ля того чтобы поле направлений уравнения с1у/с1х =  Р  (х, у) было 
однородным, необходимо и достаточно,, чтобы правая часть была одно­
родной функцией степени 0. Н апример, годится отношение лю бы х двух 
однородных многочленов одинаковой  степени.

З а м е ч а н и е .  П ереход  от координат  (*, у) к коорди натам  (х, и =  у /х )  в области  хфО  
и к координатам  (и =  .т/у,  у) в области  у ф 0 н аз ы вае тся  сигма-процессом или раздутием 
точки 0.

Эта  конструкция имеет простой геометрический смысл: она о зн ачает  переход от 
плоскости к поверхности,  получаю щ ейся  из нее вы кидыванием н ач ал а  координат  и вклеи­

ванием вместо него целой проективной прямой. 
Вот как это делается.  Рассмотрим отображение 
(расслоение) а: (Н:\ 0 ) - *  Я Р1» определяющее про­
ективную п р ям у ю * ) .

Отображение а  сопоставляет точке плоскости 
прямую, соединяющую ее с нулем. График отобра­
жения а  (рис. 66) представляет собой поверхность 
5  в пространстве Вложение Я‘\ 0  в Я"
вкладывает этот график в произведение Л1— И2Х  КР1 
(диффсоморфное внутренности баранки ) .

З а д а ч а  4. Д о казать ,  что замы кание графика 
в Л1 представляет собой гладкую поверхность.

Рис. С6 Снгмапроцссе У к а з а н и е .  Уравнения у  =  их, х =  чу определя­
ют гладкие поверхности.

*) Проективной прямой н азы вается  мн ож ество  всех п роходящ их через  0 прямых 
на плоскости.  В ообщ е,  проективное  пространство К Р ^ “ 1 есть м ножество  прямых, про- 

, ходящ и х  через 0 в Я'7’
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Э та  п оверхность  2  (зам ыкание гр аф и ка )  состоит из самого г р а ф и к а  и липни 
0 Х И Р '  (д и ф ф е о м о р ф н о и  о круж н ости ) .  П роектиров ан ие  М на первый с ом н ожи тель ,  
1 '̂, о п ределяет  гл ад к о е  отображен ие  поверхности 2  на плоскость.  Это о т о б р аж ен и е  
н азы вается  сдуванием. Оно переводит всю о круж н ость  ОХ К Р 1 в точку 0 и д и ф ф е о м о р ф н о  
от о б р а ж а е т  остальн ую  часть 2  (т. е. граф и к)  па плоскость без точки.

З а д а ч а  Д о к а з а т ь ,  что поверхность X д и ф ф сом орф м а  листу М ебиуса.
В сево з м о ж н ы е  геометрические объекты ,  имеющие особенность в точке  0, м ож но 

поднять  с плоскости без точки на 2 ,  п ользуясь  указанным вы ше ди ф ф е о м о р ф и зм о м .  
При этом о к а з ы в а е т с я ,  что при переходе наверх (н а  2 )  особенности уп рощ аю тся .

П о в то р яя  процедуру  раздутия,  можно, как говорят ,  разрешать особенности.  Н а п р и ­
мер, можно п рев рати ть  любую алгебраическую  кривую с особенностью в точке 0 в кривую, 
не имеющую особенностей,  кроме точек обычного с а ­
мопересечения.

З а д а ч а  6. Р азреш и ть  особенность полукуби- 
ческой параболы *2 =  г/3.

Ответ. См. рис. 67.
При исследовании векторных полей и полей 

направлений т а к ж е  полезно раздутие с центром в Рис. 07. Разрешение особенности, 
особой точке. Выше мы виделн, что в случае
однородного поля направлений первое же раздутие  приводит к уравнению с р а зд ел яю ­
щимися переменными.

З а д а ч а  7.  Д о к а ж и т е ,  что гладкое  векторное  поле на плоскости,  р а вн о е  0 в н а ч а ­
л е  координат ,  п однимается  на поверхность 2  в виде  поля, гла дко  п р о д о л ж а ю щ е го с я  
на вк леи ваем ую  при сигма-процессе  окружность.

4, К вази однородны е у равнения .  З а ф и к с и р у е м  на плоскости систему 
линейны х к оорди нат  (х, у) и заф и кси ру ем  д в а  вещ ествен н ы х числа 
а  и (3.

О п р е д е л е н и е .  Группой квазиоднородных растяжений плоскости 
н азы в а е т с я  о дн о п ар ам ет р н ч ес к ая  группа линейных п рео бразов ан и й

е ‘ (х, у) =  (еа!х . е^у).
Ч и с л а  а и р  н а зы в а ю т с я  весами  переменны х х  и у. ( Н а р я д у  с «ква* 
зиоднородны й»  употребляю тся  термины взвешенно-однородный, обобщен­
но-однородный.) О бозначение: а  =  с1с£х, p =  deg!/ .

Если а  =  р = 1 ,  то ¡ £ ! ) — обы чн ая  группа растяж ен ии .
О п р е д е л е н и е .  Уравнение н а зы в а е т с я  квазиоднородным (с ве­

сами а, Р), если з а д а ю щ е е  его поле н а п р а в л ен и й  на плоскости  и н в а ­
риантно относительно группы к вази од н о ро д н ы х  р астя ж ен и й .

З а д а ч а  1. П о д о б р а т ь  веса так ,  чтобы поле н ап равлен и й  уравн ен ия  й у /й х  =  — х / у 1 
б и л о  кв азиоднородным.

Ответ а =  2, р =  I.

Т е о р е м а .  Квазиоднородное уравнение йу/с1х — Г (х , у) с весами 
с1е£лг =  а,  с1е§г/ =  р приводится к уравнению с разделяющимися пере­
менными переходом к координатам  (л-, у*/х^) в области х~> 0.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  О рбиты группы к вазиод нород ны х р а с т я ж е ­
н и й — половины « п ар а б о л »  у* =  Сх  ̂ (рис. 30 стр. 3 3 ) .  В ыберем  в к а ­
честве линии Г (п. 2) прямую х = 1  с п а р ам етро м  у  на ней. К вази о д -  
нородиые р а с т я ж е н и я  п ереводят  п а р ал л ел ь н ы е  Г п рям ы е в п а р а л л е л ь ­
ные. П оэтом у  т ео р ем а  вы текает  из л ем м ы  п. 2 и зам еч ан и я  к  ней.

Выясним теперь, как  у зн ать  по пр авой  части ур ав н ен и я ,  квази -  
однородно ли оно.

Ч- С -Ж -£

3*



ь 8 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ (ГЛ. 1

О п р е д е л е н и е .  Ф ун кци я  /  н а зы в ает ся  квазиоднородной, степе­
ни г , если она у д о в л етво ря ет  то ж д еству  ¡{еазх, е^у) =  егз[ (х, у).

Иными сл о вам и , /  — общ ий  собственный вектор операторов  (и 1*)* 
(где — квазиод но ро д но е  р а ст я ж ен и е )  с собственными чи слам и  е'*.

П р и м е р .  М ногочлен  квазноднороден  степени г (при в е с а х  а ,  р), 
если и только если п о казатели  вхо дящ их  в него мономов хру ч л е ж а т  
на д и а гр ам м е  Н ы о т о н а  а р  +  рд =  г (рис. 6 8 ) .

К в ази о д н о р о д н а я  степень квазиоднородного  многочлена н а зы в а е т с я  
т а к ж е  весом. Н ап р и м е р ,  вес х  равен  а ,  вес у  равен  р, вес х 2у 3 равен  

2 а  +  3р и т. д. П р ип исы ва ни е  весов н а зы в ает ся  
т а к ж е  градуированием.

З а д а ч а  2. П одобрать  всса переменных так ,  чтобы 
многочлен х 2у-\-у* был квазноднородным степени I.

Ответ. с 1 с £ у = 1 / 4 ,  (1едлг =  3 /8 .
З а д а ч а  3. Д о каж и те ,  что функция / переменных 

весов а,- квазиоднородна степени г, если и только если она 
удовлетворяет соотношению Эйлера £  а/.г,д//дя‘, == г/.

З а м е ч а н и е .  Векторное поле £ а л д/дх1 называется  
квазиоднородным эйлеровым полем (это — поле фазовой ско* 

ростн группы квазиоднородных растяж ени й) .  Соотношение Эйлера означает,  что /  — 
собственный вектор оператора  дифференцирования вдоль эйлерова поля, с собственным 
числом г.

Т е о р е м а .  Д ля  того чтобы поле направлений уравнения й у /ё х  =
— Б (х, у) было квазиоднородным, необходимо и достаточно, чтобы 
правая часть была квазиоднородной и ее квазиоднородная степень 
была равна разности степеней у  и х:

Рис. 68. Диаграмма Ньютона 

квазиоднородной функции.

у — (Зе§д: =  р — а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о д  действием квазиоднородны х р а с т я ж е ­
ний величина у  и, следовательно , с1у у в ели чивается  в е раз, а х  (и, с л е ­
довательно , с1х) —  в е “! раз .  Ч тобы  ноле н аправлени й  переш ли при таком 
растяж ен ии  в себя  нужно, чтобы зн ачен и е  У7 в новой точке было во 
столько ж е  р а з  больш е, чем в старой , во сколько раз  увели чивается  
отношение йу/с1х (или у / х ) , т.  е. в р а з ,  что и требо вал о сь .

3  а м е ч а н и е. Таким о бразом , при вычислении весов м о ж н о  о б р а ­
щ ат ь ся  с йу/с1х, к ак  с дробью , счи тая  й  «множ ителем» веса нуль. 
Т огда  вес ¿ х  ест ь  а ,  вес йу  есть  р, вес й у /й х  есть р — а .

Условие к вазнод нород ности  ур авнен ия  состоит в том, что веса левой 
и правой  частей  одинаковы.

З а д а ч а  4. П о д о б р а т ь  веса переменных так ,  чтобы ди ф ф е рен ц и альн ое  уравнение 
ф а зо в ы х  кривых ур а в н ен и я  Нью тон а  х =  Схк было квазиодн ородн ы м .

Р е ш е н и е .  Уравн ен и е  ф азов ы х  кривых й у /й х  =  Схь/у .  С ледовательно ,  2р =  (& +  1) <*•

5. С о о б р аж е н и я  подобия и размерностей .  Квазиоднорадные уравнения 
с ф а зо вы м и  п р о стр ан ств ам и  любой разм ерн ости  определяю тся  ан алоги чн о  
тому, к а к  это  сдел ан о  вы ш е дл я  двумерного  случая .  Квазиоднородные 
векторные поля  о п р едел я ю тся  условием д/дх-,=  — с1едх,-. Н апример, 
эйлерово  поле имеет степень 0 .
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З а д а ч а  1. Д о казать ,  что если /  — квазноднородная  функция степени г, а V — ква- 
зноднородное  поле степени 5, то  п рои зв одн ая  /  вдоль V — кв аз н о д н о р о д н ая  функция 
степени г +  $.

З а д а ч а  2. П усть  х ~ Р ,  у — С}, где Р и <2 — однородные многочлены степени т .  
Д о к а ж и т е ,  что если ка к а я -л и б о  из ф а з о в ы х  кривых замкнута  и проходится за  время Т, 
то при растяж ени и  в е* р а з  из нее получится за м кн у та я  ф а з о в а я  кр и вая  с периодом 
обращ ения  е5' | “ ' ,Г.

З а д а ч а  3. Пусть л' =  и(л'), где V — квазподнородное  поле степени г. Д о к а ж и т е ,  
что если Т — период о б р ащ ен и я  по замкнутой  кривой V и б* — квазподн ородн ое  растя* 
жепне,  то — тоже замкнутая  ф а зо в ая  кривая и период обращения — е “ *'7\

З а д а ч а  4. Как зависит от амплитуды дгшах период колебании «мягкого маятника», 
х — у, у =  —х 3?

Ответ. О братно  пропорционален  амплитуде.

П р и  п р и м е н е н и и  с о о б р а ж е н и й  п о д о б и я  ч а с т о  в с т р е ч а ю т с я  не т о л ь к о  
п е р в ы е ,  но и в т о р ы е  п р о и з в о д н ы е .  П о с м о т р и м ,  к а к  о н и  в е д у т  с е б я  п р и  
к в а з и о д н о р о д н ы х  р а с т я ж е н и я х .  О ч е в и д н а

Т е о р е м а .  П ри  квазиоднородном растяжении (х, у) н>- (ег5х, е1иу) 
график функции у =  ф(.г) преобразуется в график функции у — Ф(лг), 
для которой

сРФ  , йкю
(в новой точке) (в старой точке).

И н ы м и  с л о в а м и ,  йку/(с1х),! п р е о б р а з у е т с я  к а к  у /х к (чем  и о б ъ я с н я е т с я  
у д о б с т в о  о б о з н а ч е н и я  Л е й б н и ц а ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  чтобы узнать, квази- 
однородно ли уравнение, включающее высшие производные, доста­
точно приписать букве с1 вес нуль и потребовать одинаковости весов 
левой и правой частей.

• З а д а ч а  5. Д о к а ж и т е ,  что если частица в силовом поле с однородной сте* 
пени м  силой проходит траектори ю  у  з а  время Т, то та  же  частиц а  пройдет гомотетичную 
траекторию за  время Т '~ > ^ ~ т)/2Т.

Р е ш е н и е .  Уравнение  Ньютона <£х/й(1 =  У7 (дг), в котором ^  одн ородна  степени пг, 
п ереходит в себя при п одходящ их  к в ази одн ородн ы х  растяж ен и ях :  нужно в з ять  веса а 
(д л я  х) и р (для /) т а к ,  чтобы а  — 2(5 =  та.  Берем  а  =  2, р =  I — т. Р ас тяж е н и ю  а-'=®?.а* 
соответствует

З а д а ч а  б. Д о к а ж и т е ,  что к в ад р а ты  времени п рохожден ия  подобных траектори и  
в поле  тяготения относятся  как  кубы линейных р а з м е р о в * ) .

Р е ш е н и е .  И з п реды дущ ей  з а д а ч и  при 2 (закон  всемирного тяготен и я)
п олучаем Г  =>.3/2Т.

З а д а ч а  7. Вы ясни те ,  как  з а в и с и т  от амплитуды период колебаний в с л у ч а е  
возвращ аю щ ей  силы, пропорциональной отклонению («линейный осциллятор») и кубу 
отклонен ия  («м ягкая»  с и л а ) .

Ответ. Д л я  линейного м ая тн и к а  период не за ви с и т  от амплитуды,  а д ля  м ягкого  
об р а т н о  пропорционален ей.

о о л.г да дги ..З а д а ч а  8 .  Уравнение теплопроводности  имеет вид — — - (/  — время ,  а* —
д1 дхг

расстояние ,  и — т е м п е р а т у р а ) .  И зв естно ,  что вследствие  годовых колебаний температуры  
земля в некоторой местности промерзает  на метр. Н а  какую глубину она промерзала бы 
вследствие  суточных колебаний  т е м п ературы  такой  ж е  амплитуды?

*) Это частный случай 3-го  з г л о н а  К еп лера ,  в котором подобие траектори й  не п р ед ­
п о ла га ется .  З а кон  всемирного  тяготен и я  был н айден  из двух  преды дущ их за дач ,  з а к о н  
К еп лера  был известен раньш е.
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Р е ш е н и е .  Уравнение переходит в себя при квазиоднородных ра стяж ен и ях  
(/, х) ь>- (е2Ч, е’х). Следовательно ,  уменьшение периода в 365 раз  влечет уменьшение глу­
бины промерзания  в -^365 раз.

Ответ Н а  глубину 5 см

И с п о л ь з о в а н и е  с о о б р а ж е н и й  п о д о б и я  в о с х о д и т  к Г а л и л е ю ,  к о то р ы й  
о б ъ я с н я л  ими о г р а н и ч е н и е  р о с т а  з е м н ы х  ж и в о т н ы х ,  вес  р а с т е т  п р о ­
п о р ц и о н а л ь н о  к у б у  л и н е й н о г о  р а з м е р а ,  а  п р о ч н о с т ь  к о ст е й  —  к в а д р а т у  
Д л я  в о д н ы х  ж и в о т н ы х  э т о г о  о г р а н и ч е н и я  нет, и киты  д о с т и г а ю т  г о р а з д о  
б о л ь ш и х  р а з м е р о в ,  чем ,  с к а ж е м ,  сло н ы .  М н о г о ч и с л е н н ы е  п р и м е н е н и я  
э т и х  с о о б р а ж е н и й  в р а з н ы х  о б л а с т я х  е с т е с т в о з н а н и я  н о с я т  н а з в а н и я :  
теория подобия , теория размерностей, скэйлинг, автомодельность и- др .

6. М е т о д ы  и н т е г р и р о в а н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  Е с т ь  е ш е  
н е с к о л ь к о  пр и ем о в ,  и н о г д а  п о з в о л я ю щ и х  я в н о  р е ш и т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ное  у р а в н е н и е .  Н а п р и м е р ,  р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е

¿У  _  Р  (х, у) 
йх  С? (х, у)

П е р е п и ш е м  е го  в в иде

С}с!у— Р<1х=̂  0

( 1 - ф о р м а  р а в н а  0  на в е к т о р а х ,  к а с а ю щ и х с я  и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х ) .  
Е с л и  ф о р м а  я в л я е т с я  п о л н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л о м  ф у н к ц и и ,

С}(1у — Р  йх =  с1Р,

т о  в д о л ь  к а ж д о й  и н т е г р а л ь н о й  к р и в о й  ф у н к ц и я  Б  п о с т о я н н а .
З н а я  л и н и и  у р о в н я  ф у н к ц и и  м о ж н о  найти  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е .  

Д о с т а т о ч н о  д а ж е ,  чт о б ы  ф о р м а  (¿(1у — Рс1х с т а н о в и л а с ь  п о л н ы м  д и ф ф е ­
р е н ц и а л о м  п о с л е  у м н о ж е н и я  н а  п о д х о д я щ у ю  ф у н к ц и ю  (в е д ь  о д н о в р е ­
м е н н о е  у м н о ж е н и е  Р  п С} на  о д н у  и ту  ж е  ф у н к ц и ю  не м е н я е т  и с х о д н о г о  
у р а в н е н и я ) .  Т а к а я  ф у н к ц и я  н а з ы в а е т с я  интегрирующим множителем. 
И н т е г р и р у ю щ и й  м н о ж и т е л ь  в с е г д а  с у щ е с т в у е т  (в  о к р е с т н о с т и  точки ,  
гд е  С} о т л и ч н о  от н у л я ) ,  но  н а й т и  его  не л егч е ,  чем р е ш и т ь  и с х о д н о е  
у р а в н е н и е .

О с н о в н о й  м е т о д  р е ш е н и я  и и з у ч е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  —  
п о д б о р  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  ( з а м е н  п е р е м е н н ы х ) ,  п р и в о д я щ и х  к п р о с т е й ­
ш е м у  в и ду  с о о т в е т с т в у ю щ е е  п о л е  н а п р а в л е н и й ,  в е к т о р н о е  п о л е  или  ф а з о ­
в ы й  п о то к .  Н а п р и м е р ,  д л я  о д н о р о д н ы х  и к в а з и о д н о р о д н ы х  у р а в н е н и й  
т а к и е  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х  у к а з а н ы  вы ш е.

С у щ е с т в у е т  р я д  п р и е м о в  о т ы с к а н и я  з а м е н  п е р е м е н н ы х  д л я  и н т е г р и ­
р о в а н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с п е ц и а л ь н о г о  в и д а .  С п и с к и  т а к и х  
у р а в н е н и й  и п р и е м о в  и м е ю т с я  в з а д а ч н и к а х  (см . ,  н а п р и м е р ,  « С б о р н и к  
з а д а ч  по д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и я м »  А. Ф . Ф и л и п п о в а ,  §§ 4,  5,
6, 8, 9, 10) и в с п р а в о ч н и к а х  (см . ,  н а п р и м е р ,  книгу  Э. К а м к е  « С п р а в о ч н и к  
по  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и я м » ,  с о дер ж ащ у ю ^ о к о л о  1600 у р а в ­
н е н и й ) .  К а ж д ы й  м о ж е т  р а с ш и р и т ь  эти спи ски  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :  
в з я т ь  л ю б о е  у ж е  р е ш е н н о е  у р а в н е н и е  и с д е л а т ь  в нем  л ю б у ю  з а м е н у  п е ­
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р е м е н н ы х .  М а с т е р а  и н т е г р и р о в а н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  ( н а ­
п р и м е р ,  Я к о б и )  д о с т и г а л и  этим  с п о с о б о м  з н а ч и т е л ь н ы х  у с п е х о в  в р е ш е н и и  
к о н к р е т н ы х  п р и к л а д н ы х  з а д а ч .  В п о с л ед н ее  д е с я т и л е т и е  м ы  я в л я е м с я  
с в и д е т е л я м и  н е о ж и д а н н о г о  в о з р о ж д е н и я  и н т е р е с а  к н е к о т о р ы м  с п е ц и а л ь ­
ны м  т о ч н о  и н т е г р и р у е м ы м  у р а в н е н и я м ,  к о то р ы е  о к а з а л и с ь  с в я з а н н ы м и  
с т о н к и м и  в о п р о с а м и  а л г е б р а и ч е с к о й  гео м е тр и и  с  о д н о й  с т о р о н ы  и ф и з и к »  
ч а с т и ц е о б р а з н ы х  р е ш е н и й  у р а в н е н и й  в ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  (с о л и т о н о в ,  
и н с т а н т о н о в  и т .  п . )  —  с д р у г о й .

О д н а к о  все  эти  м ет о д ы  и н т е г р и р о в а н и я  и м е ю т  д в а  п р и н ц и п и а л ь н ы х  
н е д о с т а т к а .  В о - п е р в ы х ,  у ж е  т а к о е  п р о с т о е  у р а в н е н и е ,  к а к  с1х/й1 =  х 1 — /, не  
р е ш а е т с я  в к в а д р а т у р а х ,  т. е.  р е ш е н и е  не в ы р а ж а е т с я  в в и д е  к о н е ч н о й  
к о м б и н а ц и и  э л е м е н т а р н ы х  и а л г е б р а и ч е с к и х  ф у н к ц и й  и и н т е г р а л о в  о т  
ни х  * ) .  В о -в т о р ы х ,  г р о м о з д к а я  ф о р м у л а ,  д а ю щ а я  р е ш е н и е  в я в н о м  в и д е ,  
ч а с т о  м ен ее  п о л е з н а ,  чем  п р о с т а я  п р и б л и ж е н н а я  ф о р м у л а .  Н а п р и м е р ,  
у р а в н е н и е  х3— Зх =  2а м о ж н о  я в н о  р е ш и т ь  по ф о р м у л е  К а р д а н о

х  =  д / а  +  У я 2— 1 + " д / а  — л/“ 2— 1 • О д н а к о  если  м ы  х о т и м  р е ш и т ь  у р а в ­

н е н и е  при  а  =  0 ,01 ,  т о  п о л е з н е е  з а м е т и т ь ,  что  оно  и м е ет  при м а л ы х  а к о ­
р е н ь  х х —  ( 2 /3 )  а  —  о б с т о я т е л ь с т в о  в о в с е  не о ч е в и д н о е  с т о ч к и  з р е н и я  
ф о р м у л ы  К а р д а н о .  Т о ч н о  т а к  ж е  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  х  +  5 т х  =  0  р е ­
ш а е т с я  в я в н о м  в и д е  пр и  п о м о щ и  и н т е г р а л о в  ( э л л и п т и ч е с к и х ) .  О д н а к о  
б о л ь ш и н с т в о  в о п р о с о в  о  п о в е д е н и и  м а я т н и к а  п р о щ е  р е ш и т ь ,  и с х о д я  из  
п р и б л и ж е н н о г о  у р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  (х +  х  =  0) и из к а ч е с т в е н н ы х  
с о о б р а ж е н и й ,  не и с п о л ь з у ю щ и х  я в н у ю  ф о р м у л у  (см.  § 12).

Т о ч н о  р е ш а е м ы е  у р а в н е н и я  б ы в а ю т  п о л е з н ы  в к а ч е с т в е  п р и м е р о в ,  
т а к  к а к  на них м о ж н о  и н о г д а  з а м е т и т ь  я в л е н и я ,  к о т о р ы е  и м е ю т  м ес т о  
и в б о л е е  с л о ж н ы х  с л у ч а я х .  Н а п р и м е р ,  и с с л е д о в а н и е  т о ч н о г о  р е ш е н и я  
у р а в н е н и я  х =  кх  п о з в о л я е т  д о к а з а т ь  т е о р е м у  е д и н с т в е н н о с т и  д л я  с а м о г о  
о б щ е г о  у р а в н е н и я  с г л а д к о й  п р а в о й  ч а с т ь ю  (см .  § 2, п. 3 ) .  Д р у г и е  
п р и м е р ы  д о с т а в л я ю т  т а к  н а з ы в а е м ы е  а в т о м о д е л ь н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  
м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и .

З а д а ч а  1. Н айти  решения уравн ен ия  Л а п л а с а  **) в Я2 и в Я3, з ав и ся щ и е  т олько  
от расстояни я  точки до н ач ал а  координат .

Ответ: С 1п 1 / г 4 - с о п з 1 ,  С/г - ^ с о п э !  (ньютоновские  потенциалы; строго говоря ,  
Д (1п 1 / г ) — — 2лб в Я2, Д ( 1 Д ) — — 4л5  в Д3 ( п о ч е м у ? ) ).

*) Д о к а за те л ь с т в о  этой теоремы Л н у в н л ля  близко к д о к а за т е ль с т в у  н ер а зр е ш и ­
мости уравнении степени 5 в р а д и к ал а х  (Р уф ф и н и  — А б е л ь — Г а л у а ) :  оно вы води тся  
из неразреш имости  некоторой  группы. В отличие  от обычной теории Г алуа ,  речь идет  
зде сь  не о конечной группе,  а о н еразреш и м ой  группе Л я .  Н а у к а ,  з а н и м а ю щ а я с я  этими 
вопросам и,  н азы вается  ди ф ф ер ен ц и ал ь н о й  алгеброй.

**) Оператором Л а п л а с а  в евкли довом  пространстве  R* н азы ва ется  оп ер ато р  
Д =  div g ra d  =  £  д2/дх? (Xi — декартовы  к о о р д и н а ты ) .  Уравнение  Л а п л а с а  имеет вид 
Д н =  0. Решения этого уравн ен ия  н аз ы ва ю тс я  гармоническими функциями. Н апри м ер ,  
устан ови вш е еся  распределение  температуры  з а д а е тс я  гармонической  функцией.  О п е р а т о р  
Л а п л а с а  измеряет отличие  среднего  зн ачен и я  функции  в малом ш аре  от ее з н ач ен и я  
в центре  ш ара .  С реднее  гармонической  фун кц ии  по лю бом у  ш ару  точно р а зн о  се з н а ­
чению в центре  ш ара  ( д о к а ж и т е ! ) .
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В с я к и й  р а з ,  к о г д а  н а й д е н а  т о ч н о  р е ш а е м а я  з а д а ч а ,  о т к р ы в а е т с я  
в о з м о ж н о с т ь  п р и б л и ж е н н о  и с с л е д о в а т ь  б л и з к и е  з а д а ч и  м е т о д а м и  т е о р и и  
в о з м у щ е н и й .

О д н а к о  о п а с н о  р а с п р о с т р а н я т ь  р е з у л ь т а т ы ,  п о л у ч е н н ы е  п р и  и з у ч е н и и  
т о ч н о  р е ш а е м о й  з а д а ч и ,  н а  б л и з к и е  з а д а ч и  о б щ е г о  в и д а :  н е р е д к о  т о ч н о  
и н т е г р и р у е м о е  у р а в н е н и е  п о т о м у  и и н т е г р и р у е т с я ,  ч то  е г о  р е ш е н и я  
в е д у т  с е б я  п р о щ е ,  чем у  б л и з к и х  н е и н т е г р и р у е м ы х  з а д а ч .  Н а п р и м е р ,  
у р а в н е н и е  ф а з о в ы х  к р и в ы х  м о д е л и  Л о т к а  — В о л ь т е р р а  у д а е т с я  п р о и н т е ­
г р и р о в а т ь  (п . 7  § 2 )  л и ш ь  б л а г о д а р я  т о м у ,  чт о  все эти  к р и в ы е  з а м к н у т ы  
( в  то  в р е м я  к а к  у  б о л ь ш и н с т в а  б л и з к и х  н е и н т е г р и р у е м ы х  м о д е л е й  б о л ь ­
ш и н с т в о  ф а з о в ы х  к р и в ы х — н е з а м к н у т ы е  с п и р а л и ) .



Г л а в а  2

В  это й  г л а в е  ф о р м у л и р у ю т с я  т е о р е м ы  о  с у щ е с т в о в а н и и  и е д и н ­
с т в е н н о с т и  р е ш е н и й  и п е р в ы х  и н т е г р а л о в ,  о  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и й  о т  
н а ч а л ь н ы х  д а н н ы х  и от  п а р а м е т р о в .  Д о к а з а т е л ь с т в а  и з л о ж е н ы  в гл .  4 ,  
з д е с ь  л и ш ь  о б с у ж д а е т с я  с в я з ь  э т и х  р е з у л ь т а т о в  д р у г  с д р у г о м .

§ 7. Теоремы о выпрямлении

З д е с ь  ф о р м у л и р у е т с я  о с н о в н а я  т е о р е м а  о  в ы п р я м л е н и и  п о л я  н а ­
п р а в л е н и й ,  и из нее в ы в о д я т с я  т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я ,  е д и н с т в е н н о ­
сти  и д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и я  о т  п а р а м е т р о в  и н а ­
ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  т е о р е м ы  о  п р о д о л ж е н и и  и о  л о к а л ь н ы х  ф а з о в ы х  п о ­
т о к а х .

1. В ы п р я м л е н и е  п о л я  н а п р а в л е н и й .  Р а с с м о т р и м  г л а д к о е  п о л е  н а ­
п р а в л е н и й  в о б л а с т и  и  л - м е р н о г о  п р о с т р а н с т в а .

О п р е д е л е  н и е .  Выпрямлением  п о л я  н а п р а в л е н и й  н а з ы в а е т с я  
д и ф ф е о м о р ф и з м ,  п е р е в о д я щ и й  е го  в п о л е  п а р а л л е л ь н ы х  н а п р а в л е н и й  
( р и с .  6 9 ) .  П о л е  н а з ы в а е т с я  выпрямляемым, 
е с л и  с у щ е с т в у е т  е г о  в ы п р я м л е н и е .

Т е о р е м а  1 ( о с н о в н а я ) . Всякое гладкое 
поле направлений выпрямляемо в окрест­
ности каждой точки. Если поле г раз 
непрерывно дифференцируемо (класса С г,
1 < г < о о  то и выпрямляющий диффео­
морфизм можно выбрать класса С г.

П р и  м е р. П о л е  н а п р а в л е н и й  у р а в н е ­
н и я  х =  х  (ри с .  6 9 )  в ы п р я м л я е т с я  д и ф ­
ф е о м о р ф и з м о м  (/ ,  д ((, у =  хе~ ‘). Д е й с т в и т е л ь н о ,  э т о т  д и ф ф е о м о р ф и з м  
п е р е в о д и т  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  х =  Се1 н а  п л о с к о с т и  (/, х) в п а р а л л е л ь ­
н ы е  п р я м ы е  у = С  на  п л о с к о ст и  (¿, у).

З а д а ч а  1. В ы п р ям и т б -п о л я  направлений уравнении  х =  < и х =  х г в окрестн ости  
н а ч а л а  координат .

З а д а ч а  2. В ся к о е  ли гладкое  поле н ап равлен и й  на плоскости вы прям ляем о  в це ­
лом?

Ответ. Нет,  см.  рис .  60.

О сн о в н ы е т е о р е м ы
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З а д а ч а *  3.' П ус ть  в Я3 д ано  (гладкое)  поле двумерн ы х плоскостей (в  каж дой  
точке п риложена п л о с к о с т ь ) .  Всегда  ли м ож н о вы прям и ть  его  (п р евр ати ть  в поле 
п араллельны х плоскостей  подходящ им д и ф ф е о м о р ф и зм о м )?

У к а з а и и е. В ы п р ям л яе м о е  поле яв л я е тс я  полем плоскостей,  касательн ы х  к  с е ­
мейству поверхностей.

Ответ. Нет.  Р ас см о тр и м ,  например,  поле плоскостей,  задан н ое  уравнением у  ¿ *  +  ^2 =  0 
(вектор  п р и н ад ле ж и т  плоскости поля, если на нем эта  1 -ф орм а  о б р а щ а е т с я  в н уль ) .  
Не существует ни одной поверхности,  к а саю щ е й ся  плоскостей  этого поля.

Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н о й  т е о р е м ы  1 б у д е т  д а н о  в § 32. В о т  д в е  ее  
п е р е ф о р м у л и р о в к и .

Т е о р е м а  2. Все гладкие поля направлений в областях одина­
кового числа измерений локально диффеоморфны  (переводятся друг 
в друга диффеоморфизмом).

1 =ф- 2: по  о с н о в н о й  т е о р е м е  все  п о л я  л о к а л ь н о  д и ф ф е о м о р ф н ы  
о д н о м у  с т а н д а р т н о м у  по л ю .  2  =ф- 1: и з  л о к а л ь н о й  д и ф ф е о м о р ф н о с т и  л ю ­
б о м у  полю  в ы т е к а е т ,  в ч а с т н о с т и ,  л о к а л ь н а я  д н ф ф е о м о р ф н о с т ь  с т а н д а р т ­
но м у ,  т .  е. л о к а л ь н а я  в ы п р я м л я е м о с т ь .

Т е о р е м а  3. Дифференциальное уравнение х =  г>(1, х) с гладкой 
правой частью V локально эквивалентно простейшему уравнению 
й у /й  т  =  0.

И н ы м и  с л о в а м и :  В  окрестности каждой точки расширенного фазо­
вого пространства  (/, х) существует допустимая система координат 
(т,  у) (переход к которой  —  диффеоморфная замена переменных) , в кото­
рой уравнение записывается в простейшем виде: с1у/с1х =  0.

1 =>- 3: с н а ч а л а  в ы п р я м и м  п о л е  н а п р а в л е н и й  V, а  з а т е м  р а с с м о т р и м  
д е к а р т о в ы  к о о р д и н а т ы ,  в к о т о р ы х  о с ь .в р е м е н и  т  п а р а л л е л ь н а  п р я м ы м  
в ы п р я м л е н н о г о  п о л я  н а п р а в л е н и й .  3  =4- 1: в с я к о е  п оле  н а п р а в л е н и й  
л о к а л ь н о  з а п и с ы в а е т с я  к а к  п о л е  н а п р а в л е н и й  п о д х о д я щ е г о  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .  П е р е х о д  к  л о к а л ь н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т ,  в  к о то р о й  
у р а в н е н и е  и м е е т  в и д  с?1/ /с?т  =  0, в ы п р я м л я е т  з а д а н н о е  поле.

З а д а ч а *  4. М о ж н о  ли вы прямить  во всем расш иренном ф азов ом  пространстве  
поле н ап ра влен и й  уравн ен и я  x =  v(t,  х ) с гладкой  п рав ой  частью, зад ан н о й  во 

всем этом пространстве?
З а д а ч а  5. Д о к а ж и т е ,  что систему коорди нат  теоремы 3 можно вы брать  так,  

чтобы время не п р ео б р а зо в ы в ал о с ь  (т =  /).
З а д а ч а  6. В ы п р ям и т ь  поле н аправлений  у р авн ен и я  х =  х-\-1 на всей плоскости 

сохран яю щ и м  время д и ф ф е ом орф и зм ом  (/, х) нч- ((, у (I, х)).
З а д а ч а  7. М о ж н о  ли вы прямить поле н ап равлен и й  уравн ен ия  х =  х 2 на всей 

плоскости со х р ан яю щ и м  время ди ф ф еом орф и зм ом ?
Ответ. Нет.

О с н о в н а я  т е о р е м а  о в ы п р я м л е н и и  о т к р ы т а ,  в с у щ н о с т и ,  Н ь ю т о н о м .  
В з н а м е н и т о м  « в т о р о м  п и сь м е »  Н ь ю т о н а  к с е к р е т а р ю  К о р о л е в с к о г о  
о б щ е с т в а  О л ь д е н б у р г у  (о т  24 о к т я б р я  1676 г о д а )  он  з а ш и ф р о в а л  м ет о д  
е е  д о к а з а т е л ь с т в а  в в и д е  в т о р о й  ( д л и н н о й )  а н а г р а м м ы  (п е р е п и с к у  
с Л е й б н и ц е м ,  ж и в ш и м  в Г е р м а н и и ,  Н ь ю т о н  п р е д п о ч и т а л  в е с т и  ч е р е з  
О л ь д е н б у р г а ) .  В с о в р е м е н н ы х  т е р м и н а х  м е т о д  Н ь ю т о н а  с о с т о и т  в  с л е д у ю ­
щ ем .

П у с т ь  д а н о  у р а в н е н и е  х  =  и(1, х). Б у д е м  и с к а т ь  в ы п р я м л я ю щ и й  
д и ф ф е о м о р ф и з м  ¿/ =  /г( / ,  х), д л я  к о т о р о г о  у — х  пр и  / =  0  ( в р е м я  н е  п р е ­
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о б р а з о в ы в а е м )  И з  у с л о в и я  у =  0  п о л у ч а е м  д л я  /г у р а в н е н и е  З Л / д /  +  
-\-(д!1/дх) V =  0. Р а з л о ж и м  и и Л в р я д ы  п о  с т е п е н я м  /:

Л =  Ло +  //и +  ...,  У =  и 0 +  / У | +
Т о г д а  Ло(л:)==лг, п о э то м у  дк/дх  =  Е-\- /Л | ,  +  ... П о д с т а в и м  р я д ы  д л я  /г 
и д л я  у в у р а в н е н и е  д л я  Л. Р а з в е р н е м  л е в у ю  ч а с т ь  в р я д  по /. П р и р а в н я е м  
н у л ю  к о э ф ф и ц и е н т ы  при в  этом  р я д у  (на  о с н о в а н и и  е д и н с т в е н ­
но с ти  к о э ф ф и ц и е н т о в  р я д а  Т е й л о р а ) .  М ы  получим  п о с л е д о в а т е л ь н о

!11 г о  0 »  2 //2 /м  • у о ^  1 ; =  О ,

В у р а в н е н и е  д л я  /ц. в х о д я т ,  к р о м е  него ,  л и ш ь  п р о и зв о д н ы е  о т  Ит с м е н ь ­
ш и м и  н о м е р а м и .  П о э т о м у  мы м о ж е м  п о с л е д о в а т е л ь н о  ( « р е к у р р е н т н о » )  
н а й т и  с н а ч а л а  Л ь  потом  Но и т а к  все ч л е н ы  иск о м о го  р я д а .

В эт о м  с о с т о и т  метод Ньютона интегрирования дифференциальных 
уравнений с помощью рядов. Ч т о б ы  п р и м е н я т ь  эт о т  м етод ,  н у ж н о  б ы л о  
у м е т ь  р а з л а г а т ь  д а н н ы е  ф у н к ц и и  в  р я д ы .  Д л я  эт о го  Н ь ю т о н у  п р и ш л о с ь  
о т к р ы т ь  с в о ю  ф о р м у л у  б и н о м а  (1 +  1)а—  1 + а / +  . . .

З а д а ч а  8. Р еш и ть  методом Нью тона уравнение  х =  х  с н ач альны м  условием 
Ф(о)=1.

Р е ш е н и е .  <р =  I +  /ф| +  /2фг +  ... => <Р1 +  2фг/ +  Зфз<2 +  ... =  I +  <р|/ +  ср2;2 + сле­
довательно, ф! =  1, ф2 =  ф|/2, Фз =  <Р2/3,..., откуда <р» =  1 Д !. Так и был впервые выведен 
ряд для экспоненты.

В с е  д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  а н а л и з а  д а ж е  и с е г о д н я  с л е д у е т  по н а м е ­
ч е н н о м у  Н ь ю т о н о м  пути .

Д о к а з а т е л ь с т в о м  с х о д и м о с т и  п о с т р о е н н ы х  Н ь ю т о н о м  р я д о в  м н ого  з а ­
н и м а л и с ь  в XIX в е к е .  С х о д и м о с т ь  р я д о в  д л я  /г в а н а л и т и ч е с к о м  с л у ч а е  
б ы л а  д о к а з а н а  К о ш и * ) .  Т е о р е м а  К о ш и  б ы л а  п е р е н е с е н а  н а  с л у ч а и  к о ­
н е ч н о й  г л а д к о с т и  П и к а р о м ,  е го  д о к а з а т е л ь с т в о  и и з л о ж е н о  в  § 32.

О снов ная  теорема 1 — у тверж дени е  т а к о го  же харак тера ,  как  теоремы линейной 
алгебры  о приведении к в адратич ны х  форм или матриц  линейных оп ер ато р о в  к н о р м а л ь ­
ному в и Она дает  исч ерп ы ваю щ ее  оп исание локального  поведения поля  н аправлений,  
сводя  все вопросы к трив иальн ом у  случаю  п араллельного  поля.

В анализе  родственной теоремой  я в л я е тс я  теорема о неявной функции .  Г ладкое  ото ­
бражение /; К1 —► К* называется  невырожденным в точке 0, если ранг производной 
в этой точке  имеет м а к си м ал ь н о е  во зм о ж н о е  значение (т. е. равен м еньш ему из чисел  пг-  

к л ) .  Пусть / (0) =  0.
Д в а  таких  о тображ ен и я  / ,  £  н аз ы в а ю тс я  локально эквивалентными в точке 0, если 

одно из них переходит в другое  под д е й с тви ем ’д и ф ф е ом орф и зм ов  п ространств  п р о о б р аз а  
и образа ,  оставляющих 0 на месте: Л: К"1 И"', &: 1 '̂ ГГ, /еЛ =  /го£.

Иными словами, два отображения локально эквивалентны, если при подходящих вы• 
борах допустимых систем локальных координат в прообразе и в образе (с началом в 0) 
они записываются одинаковыми формулами.

Т е о р е м а  о н е я в н о й  ф у н к ц и и .  В окрестности невырожденных точек всякие 
два гладких отображения (пространств фиксированных размерностей тп и л)  эквивалентны 
друг другу.

*) Н а  необходимость д о к а з а т е л ь с т в а  сходимости обратил внимание е щ е  Эйлер, заме* 
тивший, что ряды, п о лу ч а ем ы е  аналоги чн ы м путем в других з а д а ч а х ,  иногда р а с х о ­
д я т ся .  Эйлер искал в виде р я д а  по / решение уравнения  йх/(И — {х — О /* 2* РаВ!10е 0
при / =  0. П олучился  всюду р а сх о д ящ и й ся  ряд  л== £  ( 6 — I )!/**.
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В частности,  всякое отображение эквивалентно своей линейной части в невырожден­
ной точке. Поэтому сф о р м у л и р о в а н н а я  теорема  я в л яется  одной из многочисленных теорем 
о линеаризации .

В качестве л о к ал ьн о й  н ормальной  формы , к которой приводится  о т о б р а ж е н и е  / 
ди ф ф еом орф и зм ам и  Л и й ,  естественно в ы б р а ть  следую щ ую простейшую:

у х= х / при у, — 0 при ¿> г,

где г =  ш\п(т , п) — ранг производной  /  в нуле, х,-— координаты точки в пространстве-  
прообразе,  г/, — в пространстве  образе .  Иными словами,  /  — вложение,  если размерность  
п рообраза  меньше, чем о б р а з а ,  и расслоение  — в противном случае.

Читатель,  привыкший к более сложн ы м  формулировкам теоремы о неявной функ­
ции, легко проверит их эквивалентность приведенной простой геометрической формули­
ровке.

Все перечисленные теоремы о нормальны х формах  описываю т орбиты действи й  раз- 
личных групп («зам ен  переменных») на мн ож ествах  (м атриц,  форм,  полей,  о т о б р а ж е ­
ний, соответствен но) .

2. Т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и .  И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  1 
о  в ы п р я м л е н и и  в ы т е к а е т

С л е д с т в и е  1.  Через каждую  точку области, в которой задано 
гладкое поле направлений, проходит интегральная кривая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  в ы п р я м л я ю щ и й  д а н н о е  поле  
д и ф ф е о м о р ф и з м .  В ы п р я м л е н н о е  по л е  с о сто и т  из  п а р а л л е л ь н ы х  н а п р а в л е ­
ний. В нем ч е р е з  к а ж д у ю  т о ч к у  п р о х о д и т  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  (а  и м ен н о  
п р я м а я ) .  Д и ф ф е о м о р ф и з м ,  о б р а т н ы й  к в ы п р я м л я ю щ е м у ,  п е р е в о д и т  эту  
п р я м у ю  в и с к о м у ю  и н т е г р а л ь н у ю  кр и в у ю .

С л е д с т в и е  2.  Две интегральные кривые гладкого поля направле­
ний, имеющие общую  точку, совпадают в окрестности этой точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  в ы п р я м л е н н о г о  п о л я  это о ч е в и д н о ,  
а  в ы п р я м л я ю щ и й  д и ф ф е о м о р ф и з м  п е р е в о д и т  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  и с х о д ­
ного  п о л я  в и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  в ы п р я м л е н н о г о .

С л е д с т в и е  3.  Решение дифференциального уравнения х — у  (/,  х) 
с начальным условием  (/о ,  ха) из области гладкости правой части су­
ществует и единственно (в том смысле, что всякие два решения с об­
щим начальным условием совпадают в некоторой окрестности точ­
ки 1п).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р и м е н и м  с л е д с т в и я  1 и 2 к  п о л ю  н а п р а в ­
л е н и й  д а н н о г о  у р а в н е н и я  в р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .  П о л у ­
ч а е м  с л е д с т в и е  3.

З а м е ч а н и е .  В  с л е д с т в и и  3  и в д а л ь н е й ш е м  х  —  т о ч к а  ф а з о в о г о  
п р о с т р а н с т в а  л ю б о й  (к о н е ч н о й )  р а з м е р н о с т и  т .  Э т о  с л е д с т в и е  н а з ы ­
в а е т с я  теоремой существования и единственности решений системы т  
уравнений первого порядка.

3. Т е о р е м ы  о  н е п р е р ы в н о й  и д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и й  
о т  н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я .  Р а с с м о т р и м  з н а ч е н и е  р е ш е н и я  ср д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
н о го  у р а в н е н и я  х =  у(1, х) с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ц>(1о) — хо в м о м ен т  
в р е м е н и  /  к а к  ф у н к ц и ю  Ф  о т  ((о, лъ; 0  со  з н а ч е н и я м и  в  ф а з о в о м  п р о ­
с т р а н с т в е .

И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  1 о  в ы п р я м л е н и и  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е  4.  Решение уравнения с гладкой правой частью глад­

ко зависит от начальных условий.
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Э т о  о з н а ч а е т ,  ч то  указанная выше функция  Ф  определена, непре­
рывна и гладка в окрестности каждой точки (lg, .vo; /о) (класса С ', 
если V —  класса С').

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  п р о с т е й ш е г о  у р а в н е н и я  (г> =  0) э т о  
о ч е в и д н о  (Ф =  хо).  О б щ е е  у р а в н е н и е  с в о д и т с я  к нем у  д и ф ф е о м о р ф и з м о м  
( п о д р о б н о с т и  о с т а в л я ю т с я  ч и т а т е л ю ) .

З а м е ч а н и е .  Т е о р е м а  о д н ф ф е р е н ц и р у е м о с т н  по н а ч а л ь н о м у  у с л о ­
вию  д о с т а в л я е т  в е с ь м а  э ф ф е к т и в н ы й  м ето д  и с с л е д о в а н и я  в л и я н и я  
м а л о г о  в о з м у щ е н и я  н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я  на р е ш е н и е .  Е сл и  при к а к о м -  
л и б о  н а ч а л ь н о м  у с л о в и и  р е ш е н и е  и з ве с тн о ,  т о  д л я  о п р е д е л е н и я  о т к л о н е ­
ни я  р е ш е н и я  с. б л и з к и м  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  о т  д а н н о г о  « н е в о з м у щ е н ­
н о го »  р е ш е н и я  п о л у ч а е т с я  в п ер в о м  п р и б л и ж е н и и  л и н е й н о  о д н о р о д н о е  
у р а в н е н и е  ( у р а в н е н и е  в в а р и а ц и я х ) .  В о з н и к а ю щ а я  т а к и м  о б р а з о м  « т е о ­
р и я  в о з м у щ е н и й »  —  п р о с т о  о д и н  из в а р и а н т о в  м е т о д а  р я д о в  Н ь ю т о н а .

З а д а ч а  1. Найти производную решення ф уравнения х  — х 2 -^ х  sin t по начальному 
зн ачени ю  ср(0) =  а при а  =  0.

Р е ш е н и е .  П о  следствию 4 решение р а з л а г а ет с я  по а по формуле  Тей лора ,  
cp =  (fo-baffi  +  ••• (м ноготочие  — м а л а я  п орядка  выше первого относительно а). З д е с ь  
<ро— нсвозмуш енное  решение (с нулевым н ач альны м  услови ем ) ,  <р| — и ском ая  п р о и з ­
вод н а я .  Д ля  наш его  уравн ен ия  í f o = 0 .  П о д став ля я  ряд в уравнение  и п риравн ив ая  в левой  
и п рав ой  части члены с одинаковыми степенями а (н а  основании единственности р я д а  
Т е й л о р а ) ,  получаем д л я  уравнение  в в ар и ац и ях  ф| =  <̂ j sin ¿ с нач альны м  условием 
tpi ( ü ) =  1 (п о ч е м у ? ) .

Ответ, е 1 —cos *.
З а д а ч а  2. Н айти  близкий к оси х о трезок  ф азов ой  кривой обобщ енной  системы 

Л о т к а  — В ольтерра  х ~ х  (1 — уа (дг, у)), у =  у (х  — I), проходящей через точку х — I, 
у =  г (с  погрешностью порядка  е2) .

Р е ш е н и е .  Уравнение фазовых кривых: dy/dx  =  у (а- — 1 )/{х ( 1 — уа)). Невозмущеиное 
реш ение:  у^в  0. Уравнение  в в ар и ац и я х :  dy /d x  =  y  ( х — \)/х.

Ответ, у ~  £сх~ 1 /дг, независимо от вида функции а.
З а д а ч а  3. Найти производную решения уравнения маятника 0 — sin 0 с на* 

чальным условием 0 (0) =  а, Ó (0) =  0 по а при а  =  0.
Р е ш е н и е .  Д л я  применения следствия  4 уравнение  нужно з а п и сать  в виде системы. 

П о л у ч а ю щ а я с я  система уравнений в вари ац и ях  может быть з а п и с ан а  в виде  о дн ого  
уравн ен и я  второго поряд ка .  Удобно вы писывать не системы и их решения,  а только э к в и ­
валентн ы е  им уравн ен ия  второго порядка  и их решення.  Н евозм ущ ен н ое  решение:
0 =  0. Уравнение в в а р и а ц и я х  — это уравн ен ие  малых колебаний м аятни ка ,  0 = — 0.

Ответ, cos t.

п р е д о с т е р е ж е н и е .  П о л ь з у я с ь  п р и б л и ж е н н ы м и  ф о р м у л а м и  
д л я  в о з м у щ е н н о г о  р е ш е н и я ,  п о л у ч е н н ы м и  пр и  п о м о щ и  у р а в н е н и я  в  в а ­
р и а ц и я х ,  не с л е д у е т  з а б ы в а т ь ,  что  они  д а ю т  х о р о ш е е  п р и б л и ж е н и е  
при  ф и к с и р о в а н н о м  t и м а л о м  о т к л о н е н и и  е н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я  от  
н е в о з м у щ е н н о г о :  п о г р е ш н о с т ь  при  ф и к с и р о в а н н о м  t е с т ь  О  (в2), но  н е ­
р а в н о м е р н о  по / — оо ( к о н с т а н т а  в  О р а с т е т  в м е с т е  с  / ) .

Н а п р и м е р ,  п о л у ч е н н а я  в з а д а ч е  2 ф о р м у л а  д а л а  б ы  н е в е р н о е  п р е д ­
с т а в л е н и е  о в и д е  ф а з о в ы х  к р и в ы х  о б ы ч н о й  м о д е л и  Л о т к а  —  В о л ь т е р р а ,  
е сл и  бы  мы с т а л и  п р и м е н я т ь  е е  д л я  о п и с а н и я  в и д а  э т и х  к р и в ы х  в ц е л о м  
( к а к  м ы  з н а е м  и з  § 2, эти  к р и в ы е  з а м к н у т ы ;  д а л е к а я  о т  оси  х  ч а с т ь  к р и в о й  
о т н ю д ь  не о п и с ы в а е т с я  о т в е т о м  з а д а ч и  2 ) .

Т о ч н о  т а к  ж е  р е ш е н и е  п о л н о г о  у р а в н е н и я  м а я т н и к а  с  н а ч а л ь н ы м  
у с л о в и е м  (а, 0) б л и з к о  к  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  (с т ем  ж е
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н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м )  при ф и к с и р о в а н н о м  их. р а з н о с т ь  п о р я д к а  О ( а 3) 
( п о ч е м у ? ) .  О д н а к о  при л ю б о м  ф и к с и р о в а н н о м  а Ф  О п о г р е ш н о с т ь  
р а с т е т  с р о с то м  I и при д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х  / п р и б л и ж е н н о е  р е ш е ­
ние т е р я е т  с в я з ь  с в о з м у щ е н н ы м  ( и з - з а  р а з л и ч и я  п е р и о д о в  м а л ы х  
и и сти н н ы х  к о л е б а н и й ) .  П е р е с т а в л я т ь  м е ж д у  с о б о й  п р е д е л ь н ы е  
п е р ех о д ы  I -*■ оо и а -*■ 0  н е л ь зя !

З а д а ч а  4. Найти первый (линейный по а) член р а зл о ж е н и я  в ряд  Тейлора  
решения уравнения мягкого маятника  х = — х3 с начальным условием лг(0) =  0,
х (0) =  а.

Р е ш е н и е .  Н е возм ущ ен н ос  решение: лг =  0. Уравнение в ва р и ац и я х .  <?| = 0 .  Иачаль*
нос условие: ср|(0) =  0. ( 0 ) =  1 (почему?).

Ответ, х ~  а(.
Из теоремы о дифферсицируемостн следует, что ошибка этой приближенной ф ор­

мулы не превосходит О {а') при к аж д о м  ф иксированном /. О дн ако  при любом ф икси­
рованном аФ  0 приближение становится  совершенно неудовлетворительным при д о стато ч ­
но больших ?. Это видно,  например,  из того,  что приближенное  решение н еогран и ­
ченно растет,  а н астоящ ее  описывает  периодические колебани я  малой вместе с а ам п ли ­
туды (величина амплитуды п орядка  -^а, по соображ е н и ям  п одобия) .

Д л я  оценки об ла сти  применимости приближенной формулы можно сосчитать  следую ­
щие п рибли ж ен ия :  дг =  й^ +  а 2ф2 +  а 3фз +  -- П о д с т ав ля я  в уравнение ,  п олучаем а 2<рг +  
+  а 3(?з -К  . . =  — а 3/ 3-}-.. .  Зн ач и т ,  <£2 = 0 ,  — — / \  < г з = — /*/4, ф з =  — /5/2 0 ,  х ^ а 1  —
— а 3/э/ 2 0 - ^ • • • Второй член мал по сравнению с первым, если а 2/ 4/ 2 0 < 1 ,  т. е.
Иными словами, зн ачен и е  приближенного  решения долж но  быть малым по сравнению 
с амплитудой истинного  колебания,  а1<£.-у[а.

З а д а ч а  5. Д о к а з а т ь ,  что при указанн ом  условии относительная  погрешность 
приближенного реш ени я  действительно мала.

Р е ш е н и е .  Э то  следует из соображ ен ии  подобия.  К ва зн одн ород и и е  растяж ени я
Х =  е$х, Т =  е~Ч  п ереводят  уравнение  х — — х3 в себя.  Решение с н ач альны м  условием 
(0, а) переходит в решение с н ачальным условием (0, А = е 2*а). П риб ли ж енн ое  решение 

переходит в Х & А Т .  Выберем 5 та к ,  чтобы Д =  1. При А » I решение Х « 7 *  имеет 
малую относительную погрешность, пока Т<£ I. Но растяжения не меняют относительных 
погрешностей.  З н а ч и т ,  и относительная  погреш ность прибли ж ен ия  хжа!  м ала  при 
Т 1. Но Т =  е~и ,  а =  е ~ 2*. Зн ач ит ,  Г «С 1 при Таким обр а зо м ,  при малых а
приближение даст  м алую  относительную погрешность,  д а ж е  при очень больших /, лишь бы 
/ было мало по сравнению с большим числом I / \^а .

В ‘ п рилож ени ях  теории д и ф ф еренц иальн ы х  уравнений всегда приходится  иметь дело 
с большим числом величин, некоторые из которых «очень малы*, а некоторые «очень 
велики». Р а з о б р а т ь с я ,  что велико по сравнению с чем (т. с. в каком порядке делать 
предельные п е р е х о д и ) ,  не всегда  легко ;  исследование  этого в о п р о с а — порой полдела.

4. П р е о б р а з о в а н и е  з а  в р е м я  от / 0 д о  Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  
у р а в н е н и е  х =  и х) с п р а в о й  ч а с ть ю ,  з а д а ю щ е й  г л а д к о е  поле  н а п р а в л е ­
ний в о б л а с т и  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  (л ю б о й  ко нечн о й  
р а з м е р н о с т и  1 + / л ) .

О п р е д е л е н и е .  П р е о б р а з о в а н и е м  з а  в р е м я  от  /в до  / н а з ы в а е т с я  
о т о б р а ж е н и е  о б л а с т и  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  в ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о ,  

с о п о с т а в л я ю щ е е  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  в м о м ен т  Iо 
з н а ч е н и е  р е ш е н и я  с этим  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  в 
м ом ен т  1 (рис .  7 0 ) .

Э то  п р е о б р а з о в а н и е  о б о з н а ч а е т с я  
В о б о з н а ч е н и я х  с л е д с т в и я  4

£1„хо —Ф(/о. Х'о", /).
Рис. 70. Преобразование 0

за время-от I, до I. И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и  в ы т е к а е т
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С л е д с т в и е  5. Преобразования за время от до / для урав­
нения с гладкой правой частью

1) определены в окрестности каждой фазовой точки ха для  /, доста­
точно близких к /о;

2 )  являются локальными диффеоморфизмами (класса С  если правая 
часть класса С г) и гладко зависят от I и от 10;

3) для в и достаточно близких к  / 0, имеет место тождество 
¿ , х  =  ¿ & \ х  (для всех х из достаточно малой окрестности точки х : );

4) при фиксированном  £ функция  ф ( / )  =  £<о5 есть решение уравнения 
х  =  г>(/, х), удовлетворяющее начальному условию  ф(/о) =  5 .

С л е д с т в и е  5 с о ч е в и д н о с т ь ю  в ы т е к а е т  из  п р е д ы д у щ и х  с л е д с т в и и .  
М о ж н о  т а к ж е  в о с п о л ь з о в а т ь с я  в ы п р я м л е н и е м ,  не м е н я ю щ и м  в р е м е н и .  
Д л я  в ы п р я м л е н н о г о  у р а в н е н и я  (у — 0) все  п р е о б р а з о в а н и я  за  в р е м я  
о т  /о д о  I т о ж д е с т в е н н ы ,  п о э то м у  с в о й с т в а  1) — 4) в ы п о л н е н ы .

Р а с с м о т р и м ,  в  ч а с т н о с т и ,  с л у ч а и  а в т о н о м н о г о  у р а в н е н и я  л' = у (л ). 
В эт о м  с л у ч а е  и м е е т  м есто  о ч е в и д н а я

Т е о р е м а .  Отображение за время от /о до I для автономного 
уравнения зависит только от интервала времени / — /о и не зависит 
от начального момента  /о-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С д в и г  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  
а в т о н о м н о г о  у р а в н е н и я  в д о л ь  оси /  п е р е в о д и т  в с е б я  поле  н а п р а в л е н и и ,  
а  з н а ч и т ,  п е р е в о д и т  д р у г  в д р у г а  и н т е г р а л ь н ы е  к р ивы е .  П р и  с д в и г е  
п а  в р е ш е н и е  ср с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ср(/о) =  хо п е р е х о д и т  в  р е ш е н и е  гр 
с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  гр (10 +  5) =  Хо. П р и  л ю б о м  I им еем  гр (/ +  я) =  
=  ф(/). С л е д о в а т е л ь н о ,  й /0 =  ^}0‘̂ 5, чт о  н у т в е р ж д а л о с ь .

О б о з н а ч и м  о т о б р а ж е н и е  к о р о ч е :  О т о б р а ж е н и я
1) о п р е д е л е н ы  пр и  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  | т |  в о к р е с т н о с т и  и з б р а н н о й  

т о ч к и  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а ;
2 )  я в л я ю т с я  д и ф ф е о м о р ф и з м а м и  э т о й  о к р е с т н о с т и  в ф а з о в о е  п р о с т ­

р а н с т в о  и г л а д к о  з а в и с я т  от  т;
3 )  при всех  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  151 и | / |  и при в сех  х  из н е к о т о р о й  

о к р е с т н о с т и  и з б р а н н о й  то чки  в ы п о л н я е т с я  гр у п п о в о е  с в о й с т в о  .г =
=  81 + ‘хш,

4)  при  ф и к с и р о в а н н о м  £ ф у н к ц и я  ф ( 0  =  Я ^  е с т ь  р е ш е н и е  у р а в н е ­
н и я  х =  у(х) с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф (0 )  =  £.

С е м е й с т в о  { § '}  н а з ы в а е т с я  локальным фазовым потоком  в е к т о р н о г о  
п о л я  V.

З а д а ч а  1 Предположим, что уравнение х =  и{1,х) имеет Г-периодические 
коэффициенты {V (/ +  7'. х) =  х>(/, х )) и что все о т о б р а ж е н и я  за  время от /о до / для него 
определены всюду Д о к а ж и т е ,  что п р ео б р азо в а н и я  за  времена,  кратны е Г, об р азу ю т  

группу: =  А* при любом целом к. Какое из двух следующих соотношении верно:
а ь « & Г 5 , а .  ео = л 'е о ,  §о =£оЛ ?

Ответ. Второе.

5. Теоремы о  непрерывной и д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  зависимости от 
п а р а м е т р а .  П р е д п о л о ж и м ,  чт о  п р а в а я  ч а с т ь  д а н н о г о  у р а в н е н и я  х =  
=  г>(/, х; а) г л а д к о  з а в и с и т  от  п а р а м е т р а  а ,  п р о б е г а ю щ е г о  н е к о т о р у ю  
о б л а с т ь , / !  п р о с т р а н с т в а



И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  1 о  в ы п р я м л е н и и  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е  6 .  Значение в момент I решения с начальным усло­

вием ф(/о) =  *о гладко зависит от начального условия, времени и пара­
метра а.

О б о з н а ч и м  э т о  з н а ч е н и е  ч е р е з  Ф(^о, хо; а; /). С л е д с т в и е  у т в е р ж д а е т ,  
ч то  функция Ф  (со значениями в фазовом пространстве) определена, 
непрерывна и гладка в окрестности каждой точки (1о, Хо', ао, /о) произве­
дения расширенного фазового пространства на ось времени и на область 
изменения параметра (класса С Г, если правая часть класса С ') .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З д е с ь  п о л е з н а  м а л е н ь к а я  х и т р о с т ь .  Р а с с м о т ­
рим  « р а с ш и р е н н о е  у р а в н е н и е »  х  =  и ( / ,  х\ а), а  =  0  с  ф а з о в ы м  п р о ­
с т р а н с т в о м  р а з м е р н о с т и  ш  +  а  ( г д е  т  =  с П т | х ) ) .  Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в ­
н ени я  с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  (¡о, Хо, а) е с т ь  п а р а  (х =  <р(1), сс =  а о ) ,  
п е р в а я  к о м п о н е н т а  к о т о р о й  <р —  р е ш е н и е  и с х о д н о г о  у р а в н е н и я  при а  =  ао, 
у д о в л е т в о р я ю щ е е  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  ф(/о) =  *о. П о  с л е д с т в и ю  4 э т а  
п а р а  г л а д к о  з а в и с и т ,  о т  (¡о, х 0; ао). С л е д о в а т е л ь н о ,  и п е р в а я  к о м п о ­
н е н т а  г л а д к о  з а в и с и т  о т  э т и х  а р г у м е н т о в ,  чт о  и т р е б о в а л о с ь .

З а м е ч а н и е .  Т р ю к  с р а с ш и р е н и е м  с в о д и т  т е о р е м у  о  г л а д к о й  з а в и ­
с и м о ст и  от  п а р а м е т р а  к г л а д к о й  з а в и с и м о с т и  о т  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й .  
О б р а т н о ,  из  г л а д к о й  з а в и с и м о с т и  от  п а р а м е т р а  (п р и  ф и к с и р о в а н н о м  н а ­
ч а л ь н о м  у с л о в и и )  л е г к о  в ы в е с ти  г л а д к у ю  з а в и с и м о с т ь  от н а ч а л ь н о г о  
у с л о в и я .  Д о с т а т о ч н о  с д в и н у т ь  у р а в н е н и е ,  ч т о б ы  н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  п р е ­
в р а т и т ь  в п а р а м е т р :  г»а ((, х) =  у ((, х — а).

Т е о р е м а  о  д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  з а в и с и м о с т и  от  п а р а м е т р а  д о с т а в л я е т  
в е с ь м а  э ф ф е к т и в н ы й  м е т о д  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и й ,  б л и з к и х  
к « н е в о з м у щ е н н ы м » ,  д л я  к о т о р ы х  р е ш е н и е  и з в е с т н о .  Д о с т а т о ч н о  п р е д ­
с т а в и т ь  р е ш е н и е  в о з м у щ е н н о г о  у р а в н е н и я  в  в и д е  р я д а  Т е й л о р а  по с т е ­
п ен я м  в о з м у щ е н и я ,  п о д с т а в и т ь  эт о т  р я д  в в о з м у щ е н н о е  у р а в н е н и е  и п р и ­
р а в н я т ь  ч л е н ы  при  о д и н а к о в ы х  с т е п е н я х  в о з м у щ е н и я .  С в о б о д н ы й  член  
р я д а  д л я  р е ш е н и я  б у д е т  и з в е с т н ы м  р е ш е н и е м  н е в о з м у щ е н н о г о  у р а в н е ­
ни я .  Д л я  о п р е д е л е н и я  с л е д у ю щ и х  чл е н о в  п о л у ч а т с я  р е к у р р е н т н о  р а з р е ­
ш а е м ы е  у р а в н е н и я .  Н а и б о л е е  в а ж н о е  из  них, у р а в н е н и е  д л я  ч л е н о в  п е р ­
вой  степ ен и  по в о з м у щ е н и ю  —  это  н е о д н о р о д н о е  у р а в н е н и е  в в а р и а ц и я х  
(ср .  § 3 ) .

О п и с а н н ы й  м е т о д  п о с т о я н н о  и с п о л ь з у е т с я  во  в сех  п р и л о ж е н и я х  т ео р и и  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п о д  н а з в а н и е м  теории возмущений  или  
метод малого параметра. О н  я в л я е т с я  о д н о й  из  р а з н о в и д н о с т е й  м ет о д а  
р я д о в  Н ь ю т о н а .

З а д а ч а  1. Найти производную решения логистического уравнения х — х ( а — х) 
с начальным условием х ( 0 ) = 1  пб п арам етру  а при а = 1 .

Р е ш е н и е .  Пусть а = 1 + £ .  возмущенное решение д: =  <£о + +  О (е*). При подста­
новке в возм ущ енн ое  уравн ен ие  получаем уравнение

«Го +  £ф! +  ••• — (фо +  еф 1 +  -~) (1 — фо — £ф 1

Невозм ущ ен н ое  уравн ен ие  х =  х  (1 — х) имеет решением фо^= I . П ри ра в н и вая  коэф ф и ц иен ­
ты при £ ,  получаем уравнение в вариациях ф 1 =  1 — ф ,  с начальным условием ф |  (0) =  0 
(п очем у? ) .

Ответ

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ (ГЛ. 2
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З а м е ч а н и е .  Физик приведенные вычисления оформил бы так.  Ясно, что при 
а =  1 -Ь е  решение х — \ +  У мало  о тлич ается  от 1. Пренебрежем отличием х перед скобкой 
п уравнении  от I. П олучаем  п риближенное уравнение х « а  — х, у ~ г  — у, откуда 
г / « с  (I -~е~‘). '

Тради ци он ная  м атем ати чес кая  «строгость» зап рещ ает  п ренебрегать  отличием от 
единицы первого х в уравнении ,  по не второго.  Н а  самом деле «физическое*  р а сс у ж д е ­
ние правильно — оно просто является  удобной стенограммой приведенных выше вы­
числений.

З а д а ч а  2. Найти п роизводную  решения уравнения м аятни ка  с постоянным 
крутящим моментом. Ü =  a — sin 0 по моменту а при а  =  0. В начальный момент м а я т ­
ник покоится (0 =  0 =  0).

Р е ш е н и е .  0 =  ay + . . . ,  су  =  а — ay, у  =  1 — у, г/ — 1 = 2 , z =  — г % z  ( 0 ) =  — I , z  (0) =  0. 
г =  — cos /, y =  1 — cos /.

Ответ. В первом приближении  э ф ф е к т  малого крутящего момента  состоит в сдвиге  
полож ен ия  равновесия в точку  а ,  причем маятник соверш ает  малы е  колебания с ч а с т о ­
той 1 вокруг этой точки; поэтому п роизв одн ая  решения по а р авн а  1 — c o s / .

П р е д о с т е р е ж е н и е .  С т р о г о  г о в о р я ,  в се  н а ш и  п р и б л и ж е н н ы е  
р е ш е н и я  о б о с н о в а н ы  т е о р е м о й  о  д и ф ф е р е н ц и р у е м о е ™  т о л ь к о  при м а ­
л ы х  U | .  В д е й с т в и т е л ь н о с т и  н е т р у д н о  о б о с н о в а т ь  их д л я  л ю б о г о  к о н е ч ­
н о г о  и н т е р в а л а  в р е м е н и  \ t\^ .T ,  е с л и  т о л ь к о  в е л и ч и н а  в о з м у щ е н и я  е не 
п р е в о с х о д и т  н е к о то р о й ,  з а в и с я щ е й  от  Т, в ел и ч и н ы .  Н а  это м  и н т е р в а л е  
в р е м е н и  п о г р е ш н о с т ь  п е р в о г о  п р и б л и ж е н и я  тео р и и  в о з м у щ е н и й  о ц е н и ­
в а е т с я  с ве р х у  в ел и ч и н о й  0 ( е " ) ,  но к о н с т а н т а  в 
О р а с т е т  с р о сто м  Т.

К р а й н е  р и с к о в а н о  р а с п р о с т р а н я т ь  п о л у ч ен н ы е  
т а к и м  о б р а з о м  в ы в о д ы  на  б е с к о н е ч н ы й  и н т е р в а л  
в р е м е н и :  п е р е с т а в л я т ь  п р е д е л ь н ы е  пер ех о д ы  
t -*■ оо и е - > 0  н е л ь з я .

П р и  м е р. Р а с с м о т р и м  в е д р о  с во до й ,  в д н е  
к о т о р о г о  и м е ется  м а л е н ь к а я  д ы р к а  р а д и у с а  е 
(р и с .  7 1 ) .  Д л я  л ю б о г о  Т с у щ е с т в у е т  с т о л ь  м а ­
л о е  е, что в т е ч е н и е  б о л ь ш о г о  в р ем е н и  (t<zT)  в е д р о  почти п о л н о .  
Н о  при  л ю б о м  ф и к с и р о в а н н о м  е >  0  в е д р о  с т а н о в и т с я  пу сты м ,  к о г д а  
в р е м я  с т р е м и т с я  к  б е с к о н е ч н о с т и .

З а д а ч а  3. Н айти  п роизводн ую  решения уравнения малых колебаний м аятни ка  
С = — сгО с начальным условием 0 ( 0 ) — 1, 0(0 )  =  0 по параметру w при 0 = 1 .

Р е ш е н »  е. Точное решение д а е т с я  формулой 0 =  cos оit. С ледов а тельн о ,  п рои зв од­
ная  равна — í sin t.

Если бы мы зн али  точное решение только  при о>=1 и стали  бы искать  решение 
д ля  о  =  1 - f  е методом м алого  п ар а м е т р а ,  то  мы получили бы 0 «  cos / — zi sin t. Мы могли бы 
п одум ать ,  что истинное реш ение не ограничено,  если бы забы ли ,  что п риближ ением 
м ож н о  пользоваться  только  при м алы х  zt.

6. Теоремы о продолжении. Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в ­
н е н и е  x =  v(t,x), з а д а н н о е  г л а д к и м  п олем  н а п р а в л е н и й  в о б л а с т и  U 
р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  П у с т ь  Г —  п о д м н о ж е с т в о  о б л а ­
сти  U.

О п р е д е л е н и е .  Р е ш е н и е  ср с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  tp ( t о) =  хо про­
должается вперед (назад) до  Г ,  е сл и  с у щ е с т в у е т  р е ш е н и е  с тем  ж е  
н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м ,  г р а ф и к  к о т о р о г о  п е р е с е к а е т с я  с  Г в  т о ч к е ,  
где  t ^ ; l 0 ( <  /о) .

Е -* - 0  ¿ -» -о о

Рис. 71. Асимптотическое по­

веление решении возмущен­
ного уравнения.
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Р е ш е н и е  продолжается вперед (назад) неограниченно, е с л и  с у щ е с т ­
в у е т  р е ш е н и е  с  т ем  ж е  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и ем ,  о п р е д е л е н н о е  п р и  в сех  
1^ (о  (п р и  все х

П р и м е р .  Н и  о дн о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  х =  а-2+  1 не п р о д о л ж а е т с я  
н е о г р а н и ч е н н о  ни в п е р ед ,  ни н а з а д .

О  п р е  д е л е н и е .  М н о ж е с т в о  н а з ы в а е т с я  компактом, е с л и  из  л ю б о ­
го е го  п о к р ы т и я  о т к р ы т ы м и  м н о ж е с т в а м и  м о ж н о  в ы б р а т ь  к о н е ч н о е  п о д ­
п о к р ы т и е .

К о м п а к т н ы е  п о д м н о ж е с т в а  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  —  э т о  е го  з а м к ­
н у т ы е  и о г р а н и ч е н н ы е  м н о ж е с т в а .

Границей  м н о ж е с т в а  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  т о ч е к ,  в л ю б о й  о к р е с т ­
но сти  к о т о р ы х  е с т ь  к а к  т о ч к и ,  п р и н а д л е ж а щ и е  м н о ж е с т в у ,  т а к  и не п р и ­

н а д л е ж а щ и е  е м у  то чки .
И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и  о ч е в и д н о  

в ы т е к а е т .
С л е д с т в и е  7. Решение с начальным услови­

ем из компакта в расширенном фазовом простран­
стве можно продолжить вперед и назад до границы 
этого компакта.

И н ы м и  с л о в а м и ,  через любую внутреннюю точку 
компакта проходит интегральная кривая, пересе­

каю щ ая границу компакта как с одной, так и с другой стороны от 
начальной точки (р и с .  7 2 ) .

Продолжение единственно в том смысле, что всякие два реше­
ния с общим начальным условием совпадают всюду, где оба опре­
делены.

З а д а ч а  1 Верно ли, что интегральную  кривую любого гладкого  поля направлений 
в об ласти  е вкл и д о ва  п ространства ,  проходящ ую  через точку ко м п акта  К, м ож но про­
д о л ж и т ь  до его границы?

Ответ. Нет, пример — поле н ап равлен и и  ф азовы х кривых м аятни ка  в области
Х1 +  Х2 >  О, К — кольцо ! <  *5+  2.

Таким образом ,  для справедливости  теоремы существенно,  что поле направлений 
в расш иренн ом  ф а зо в о м  пространстве  «невертикально».

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  7. В н а ч а л е  д о к а ж е м  е д и н с т ­
в е н н о с т ь  . Р а с с м о т р и м  т о ч н у ю  в е р х н ю ю  г р а н ь  зн а ч е н и й  в р е м е н и ,  при 
к о т о р ы х  д в а  р е ш е н и я  с о б щ и м  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и ем  с о в п а д а ю т .  Л е в е е  
э т о й  т о ч к и  р е ш е н и я  с о в п а д а ю т .  Е с л и  в это й  т о чк е  о б а  о п р е д е л е н ы ,  т о  
они  с о в п а д а ю т  и в  ней, т а к  к а к  он и  н е п р е р ы в н ы .  Н о  т о г д а  они  с о в п а д а ю т  
и п р а в е е  (п о  л о к а л ь н о й  т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и ) .  З н а ч и т ,  у к а з а н н а я  т о ч ­
ка-— к о н е ц  о д н о го  из  и н т е р в а л о в  о п р е д е л е н и я .  Э то  д о к а з ы в а е т  е д и н ­
с т в е н н о с т ь  п р о д о л ж е н и я  в п е р е д  ( д л я  п р о д о л ж е н и я  н а з а д  р а с с у ж д е н и я  
а н а л о г и ч н ы ) .  Т е п е р ь  п о с тр о и м  п р о д о л ж е н и е .

П о  л о к а л ь н о й  т е о р е м е  с у щ е с т в о в а н и я  у  к а ж д о й  т о ч к и  р а с ш и р е н н о г о  
ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  е с т ь  т а к а я  о к р е с т н о с т ь ,  что  р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  
у с л о в и е м  в л ю б о й  из  т о ч е к  это й  о к р е с т н о с т и  п р о д о л ж а е т с я  в п е р е д  
и н а з а д  н а  о б щ и й  д л я  всех  т о ч е к  э т о й  о к р е с т н о с т и  и н т е р в а л  в р е м е н и .  
И з  п о к р ы т и я  к о м п а к т а  т а к и м и  о к р е с т н о с т я м и  в ы б и р а е м  к о н е ч н о е  п о д ­

Рис. 72. Продолжение ре­

шения до границы ком­
пакта.
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п о к р ы т и е .  И з  к о н е ч н о г о  н а б о р а  и н т е р в а л о в  в р ем е н и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
в ы б р а н н ы м  о к р е с т н о с т я м ,  в ы б и р а е м  с а м ы й  к о р о тк и й .  О б о з н а ч и м  его  
ч е р е з  е .

Р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  в и сходной  т о ч к е  п р о д о л ж а е т с я  
в п е р е д  на  е ( т а к  к а к  э т а  т о ч к а  п р и н а д л е ж и т  к о м п а к т у  и, з н а ч и т ,  п о к р ы ­
т а  о д н о й  из н а ш и х  о к р е с т н о с т е й ) .  В о зь м е м  з н а ч е н и е  э т о г о  р е ш е н и я  ч е р е з  
в р е м я  е / 2  по сл е  и с х о д н о г о  м о м е н т а .  Е с л и  с о о т в е т с т в у ю щ а я  е м у  т о ч к а  
и н т е г р а л ь н о й  кр иво й  е щ е  л е ж и т  в к о м п а к т е ,  то  р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  
у с л о в и е м  в ней п р о д о л ж а е т с я  в п е р е д  е щ е  на е (и то го  н а  З е / 2  от  и с х о д ­
н ого  м о м е н т а ) .  О п я т ь  с д в и г а е м  в р е м я  па е/2 (т . е. р а с с м а т р и в а е м  
з н а ч е н и е  п р о д о л ж е н н о г о  р е ш е н и я  в м о м ен т  чер е з  е по сл е  и с х о д н о г о )  
и о п я т ь  п р о д о л ж а е м  р е ш е н и е  на е, и т . д .  Ч е р е з  к о н е ч н о е  чи сл о  
ш а г о в  и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  п о к и н ет  к о м п а к т  ( т а к  к а к  е го  п р о е к ц и я  на  
о с ь  ( не м о ж е т  б ы т ь  н е о гр а н и ч е н н о й ,  а  / на  к а ж д о м  ш а г у  у в е л и ч и ­
в а е т с я  на е/2). С л е д о в а т е л ь н о ,  н а с т у п и т  м ом ен т ,  к о г д а  и н т е г р а л ь н а я  
к р и в а я  п е р ес е ч е т  г р а н и ц у  к о м п а к т а ,  ч то  и т р е б о в а л о с ь .

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что лю бое решение уравнения x =  v( t ,  х), за д а н н о го  полем 
н ап равлен и и  в И х К 4, п р о д о л ж ается  неограниченно,  если V растет  на бесконечности 
не бы стрее ,  чем первая  степень х, т. е. если \v{^, х ) | < & | х |  при всех / и \ х \ ^ г ,  
где г и к — постоянные.

У к а з а н и е .  Сравнивая  с движением в поле х = кх, построить компакты, до 
гр ан и ц  которых придется до б и р а ть ся  сколь угодно долго.

П р е д п о л о ж и м  т е п е р ь ,  чт о  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  п р а в о й  ч а с т и  у р а в ­
н е н и я  х  =  у (1, х) с о д е р ж и т  ц и л и н д р  Я х К ,  где  К — к о м п а к т  в фазовом 
п р о с т р а н с т в е .

О п р е д е л е н и е .  Р е ш е н и е  ср с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф(/о) =  Ао 
п р о д о л ж а е т с я  в п е р е д  ( н а з а д )  д о  г р а н и ц ы  к о м п а к т а  К,  е сл и  с у щ е с т в у е т  
р е ш е н и е  с тем ж е  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м ,  п р и н и м а ю щ е е  з н а ч е н и я  из 
г р а н и ц ы  к о м п а к т а  К  при  н е к о т о р о м  1^ 1 о

И з  с л е д с т в и я  7 о ч е в и д н о  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е  8.  Решение с начальным значением из данного ком­

пакта К  в фазовом пространстве продолжается вперед (назад) либо не- 
органиченно, либо до границы компакта К-

П р и м е р .  Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  м а я т н и к а  
л - ,= д - 2, x 2 = — x¡ с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  А | = 1 ,  
л'о =  0 не п р о д о л ж а е т с я  д о  г р а н и ц ы  к о м п а к т а  
X I +  А" 2 ^  2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  8.
Р а с с м о т р и м  о т р е з о к  Д =  [а ,  Ь \ оси  I, с о д е р ж а ­
щ и й  / 0. Ц и л и н д р  Д X /С  в р а с ш и р е н н о м  ф а ­
з о в о м  п р о с т р а н с т в е  ( р и с .  7 3 )  к о м п а к т е н .  П о  п р е д ы д у щ е й  т е о р е м е  р е ш е ­
ние  п р о д о л ж а е т с я  д о  е го  г р а н и ц ы .  Э т а  г р а н и ц а  с о с т о и т  из д в у х  « т о р ­
цов»  (а Х К  и Ь Х К )  и « б о к о в о й  п о в е р х н о с т и »  Д Х (д К )  (п о  ф о р м у л е  
Л е й б н и ц а ,  д (Д X  К) =  (дА )Х  К  +  Д X  (дК)). Е сли  при л ю б о м  Ь >  1„ и н т е ­
г р а л ь н а я  к р и в а я  п е р е с е ч е т  т о р е ц  Ь Х К . т о р е ш е н и е  п р о д о л ж а е т с я  в п е р е д  
н е о г р а н и ч е н н о ;  если  ж е  при  к а к о м - л и б о  Ь п е р е с е ч е т  б о к о в у ю  п о в е р х ­
н о с ть  —  то до  г р а н и ц ы  к о м п а к т а .

Дх(йК)
ЛхК ЬхК

Рис. 73. Продолжение до границы 
фазового компакта.
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С л е д с т в и е  9. Решение автономного уравнения х  =  у(х) с на­
чальным значением из любого компакта фазового пространства про­
должается вперед (назад) либо неограниченно, либо до границы этого 
компакта.

И б о  ц и л и н д р  Х / С  п р и н а д л е ж и т  р а с ш и р е н н о м у  ф а з о в о м у  п р о с т р а н ­
с т в у  а в т о н о м н о г о  у р а в н е н и я  д л я  л ю б о г о  к о м п а к т а  К  в ф а з о в о м  п р о ­
с т р а н с т в е .

З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что векторное  поле V определяет  ф азо в ы й  поток,  если все 
реш ения  у р авн ен и я  х =  г>(л) п р о д о л ж аю тся  неограниченно.

7. В ы п р я м л е н и е  в е к т о р н о г о  п о л я .  Р а с с м о т р и м  г л а д к о е  в е к т о р н о е  
п о л е  V в о б л а с т и  и.

Выпрямлением  п о л я  н а з ы в а е т с я  д и ф ф е о м о р ф и з м ,  п р е в р а щ а ю щ и й  его  
в п о л е  п а р а л л е л ь н ы х  в е к т о р о в  о д и н а к о в о й  д л и н ы  в  е в к л и д о в о м  п р о ­
с т р а н с т в е  (р и с .  7 4 ) .

И з  о с н о в н о й  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и  л е г к о  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е  10.  Всякое гладкое векторное поле локально выпрям­

ляемо в окрестности каждой неособой точки (точки, где вектор поля 
отличен от нуля).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В е к т о р ы  п о л я  в о к р е с т н о с т и  н е о со б о й  то ч к и  
о т л и ч н ы  о т  н у л я  и, з н а ч и т ,  о п р е д е л я ю т  по л е  н а п р а в л е н и й  в э т о й  о б л а с т и

№  и .

/ '■г

const
X,

Рис. 74. Выпрямление векторного 

поля.

Рис. 75. Построение вы­

прямляющих координат.

ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а .  П о  о с н о в н о й  т е о р е м е  это  п о л е  в ы п р я м л я е м о .  
В ы п о л н и м  в ы п р я м л я ю щ и й  д и ф ф е о м о р ф и з м .  М ы  д о б ь е м с я  п а р а л л е л ь н о с т и  
в е к т о р о в  п о л я ,  но  их д л и н ы  б у д у т ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  з а в и с е т ь  от  точки .  
В в ы п р я м л я ю щ и х  к о о р д и н а т а х  у р а в н е н и е ,  з а д а н н о е  н а ш и м  полем ,  п р и м е т  
в и д

Х\=и (х), Х2 =  . . .  =  х„ — 0, п ри чем  и(0)=^=0.

В в е д е м  в м е с т о  х\ н овую  к о о р д и н а т у  | ,  о п р е д е л и в  £ (х )  к а к  в р е м я  д в и ж е н и я  
от  п л о с к о с т и  = 0  д о  т о чк и  х  (рис .  7 5 ) .  Р е ш а я  у р а в н е н и е ,  н а х о д и м  это

в р е м я  по ф о р м у л е  Н ь ю т о н а :: £ (х )  =  ( —---------Д ---------- - .  В к о о р д и н а т а х
3 и Он лг2....... Хп)

(I, х 2, ..., хп) у р а в н е н и е  п р и н и м а е т  в и д  | = 1 ,  х 2 =  ... =  л'„ =  0,  т . е.  по л е  
в ы п р я м л е н о .

З а м е ч а н и е .  Т е о р е м а  о  в ы п р я м л е н и и  в е к т о р н о г о  по л я  —  е щ е  о д н а  
п е р е ф о р м у л и р о в к а  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и  п о л я  н а п р а в л е н и и  (ч т о б ы  
в ы в е с т и  в т о р у ю  и з  п е р в о й ,  д о с т а т о ч н о  в ы б р а т ь  по  в е к т о р у ,  г л а д к о  з а -
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в и с я щ е м у  от  т о ч к и ,  на  п р я м ы х  данн ого  п о л я  н а п р а в л е н и й ,  чт о  л о к а л ь н о  
в с е г д а  л е г к о  с д е л а т ь ) .

В о т  е щ е  д в е  о ч е в и д н ы е  п е р е ф о р м у л и р о в к и  с л е д с т в и я  10:
С л е д с т в и е  11. Любые два гладких векторных поля в областях 

одинакового числа измерений переводятся друг в друга диффеоморфиз­
мами в достаточно малых окрестностях любых нсособых точек.

С л е д с т в и е  12. Всякое дифференциальное уравнение  х  =  г>(х) 
может быть записано в нормальной форме Х| =  1, а'2 = ...  = х „  =  0 при 
подходящем выборе координат в достаточно малой окрестности любой 
неособой точки поля.

И н ы м и  с л о в а м и ,  всякое уравнение х  =  у ( х )  локально эквивалентно 
простейшему уравнению х  =  у (уф О  не зависит от х) в окрестности 
любой неособой точки.

З а д а ч а  1. В ы п рям и ть  векторное  поле ф азов ой  скорости м аятни ка  хгд /  дх\ — х\д /дхг  
в окрестности точки .VI =  1, дг™ =  0.

Р  е ш е н н е. Г одятся  полярные координаты. П усть  дГ| =  г с о з О ,  х г = — г э 'т  0 
( л >  0. | 0 | < я ) .  В э т и х . коорди натах  уравнение имеет вид г =  0,  6 =  1, поэтому поле 
вы прямлено:  оно имеет вид д/дО.

З а д а ч а  2. В ы п рям ить  поЛя
1) х 1д / д х 1 +  2х2д / д х 2 при д а >  0;
2) д /д х \-\-s\n х\д/дхг-
3) х \д /дх\  +  (\ — д:?) д/дхг  при х ? < 1 .

§ 8. Применения к уравнениям выше первого порядка

О с н о в н ы е  т е о р е м ы  о  с и с т е м а х  л ю б о г о  ч и с л а  у р а в н е н и й  л ю б о г о  п о ­
р я д к а  в ы в о д я т с я  з д е с ь  из  а н а л о г и ч н ы х  т е о р е м  д л я  с и сте м  у р а в н е н и й  
п е р в о г о  п о р я д к а .

1. Эквивалентность уравнения «-го порядка и системы п  уравнений 
первого порядка.

О п р е д е л е н и е .  Дифференциальным уравнением п-го порядка 
н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е

где  ^  —  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ( к л а с с а  Сг, г~^\) ф у н к ц и я ,  з а д а н н а я  в о б л а ­
сти  I) п р о с т р а н с т в а  р а з м е р н о с т и  1 +  п  ( в р е м я  /  и п р о и з в о д н ы е  н е и з в е с т н о й  
ф у н к ц и и  п о р я д к о в  о т  0  д о  и — 1 в к л ю ч и т е л ь н о ) .

Решением  у р а в н е н и я  (1 )  н а з ы в а е т с я  С " - о т о б р а ж е н н е  ср: /  Г? 
и н т е р в а л а  в е щ е с т в е н н о й  о си  в в е щ е с т в е н н у ю  ось ,  д л я  к о то р о г о

1) т о ч к а  с к о о р д и н а т а м и  (т, ф(т) ,  . . . ,  ф(', _ 1 ) (т )) п р и н а д л е ж и т  о б ­
л а с т и  11 при л ю б о м  т  и з  / ;

2 )  при л ю б о м  т  и з  /

П р и м е р .  Р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  м а я т н и к а ,  
х  =  — х, я в л я е т с я  ф у н к ц и я  ф ( / )  =  5 т ? ,  а  т а к ж е  ф у н к ц и я  ф(^) =  с о б /

(1)
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(р и с .  7 6 ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  графики решений уравнения второго порядка 
могут пересекаться  (в  о т л и ч и е  от  г р а ф и к о в  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  п е р в о го  
п о р я д к а ,  т е. и н т е г р а л ь н ы х  к р и в ы х ,  к о т о р ы е  по т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и  

л и б о  не п е р е с е к а ю т с я ,  л и б о  с о в п а д а ю т  на ц е л о м  
и н т е р в а л е )

Ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  у р а в н е н и я  м а я т н и к а  
я в л я е т с я  п л о с к о с т ь  с к о о р д и н а т а м и  (х,х): з а д а  
ние эти х  д в у х  чи се л  в н а ч а л ь н ы й  м о м ен т  о п р е д е  
л я е т  все д в и ж е н и е  м а я т н и к а  Р а с с м о т р и м  в о п р о с  о 
р а з м е р н о с т и  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  д л я  о б щ е г о  

Рис то. графики двух у р а в н е н и я  п-го  п о р я д к а  ( 1 ) :  с к о л ь к о  чисел  н у ж н о  з а -
решении уравнения вто* -1 * * • '

poro порядка д а т ь  в н а ч а л ь н ы й  м о м ен т ,  чтобы  о д н о з н а ч н о  о п р е ­
д е л и т ь  р е ш е н и е  во все  м о м ен ты  в р е м е н и ?

Т е о р е м а .  Уравнение п-го порядка  (1 )  эквивалентно системе п 
уравнений первого порядка

Х \— Х2, . . . .  х „ - \= х „ ,  Xn — F  (/; X], x „ _ i )  (2)

в том смысле, что если ср —  решение уравнения  ( 1 ) ,  то вектор из произ­
водных ( ф ,  ф, . . . ,  ф ( , ,_ | ) ) —  решение системы  ( 2 ) ,  а если ( ф ь  . . . ,  ф„) —  
решение системы  ( 2 ) ,  то ф | — решение уравнения  (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о  о чев и дн о .
И т а к ,  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  п р о ц е с с а ,  о п и с ы в а е м о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­

ным у р а в н е н и е м  п о р я д к а  п, и м еет  р а з м е р н о с т ь  п: в се  т е ч е н и е  п р о ­
ц е с с а  (ф) о п и с ы в а е т с я  з а д а н и е м  в н а ч а л ь н ы й  м о м ен т  в р е м е н и  to н а б о р а  
.п чисел  —  з н а ч е н и й  п р о и з в о д н ы х  ф п о р я д к а  м е н ь ш е  п в т о ч к е  /о.

З а м е ч а н и е .  П р и ч и н а ,  по к о т о р о й  д л я  о д н о з н а ч н о г о  о п р е д е л е н и я  
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  п-го п о р я д к а  н у ж н о  з а д а т ь  в н а ч а л ь н ы й  м о м ен т  п 
н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  с т а н о в и т с я ,  б ы т ь  м о ж е т ,  п о н я тн е е ,  е сл и  р а с с м о т р е т ь  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  к а к  п р е д е л  р а з н о с т н ы х .

З а ф и к с и р у е м  ч и с л о  / ¡ > 0  ( н а з ы в а е м о е  шагом). Первой разностью 
д а н н о й  ф у н к ц и и  ф с ш а г о м  h н а з ы в а е т с я  ф у н к ц и я ,  з н а ч е н и е  к о то р о й  
в т о ч к е  t р а в н о  ф (t-\-h) —  ф (Í). П е р в а я  р а з н о с т ь  о б о з н а ч а е т с я  Дф. В т о р а я  
р а з н о с т ь  Д 2ф о п р е д е л я е т с я  к а к  Д (Дф).

З а д а ч а  1 -Д оказать ,  что (Д3<р) (/) =  ср (/ +  2Л) — 2ср (/ +  h) +  <р (/■}.
А налогично о п ределяется  л -я  разность  Л"(р =  Д (Д” ~ 1 <f}.
З а д а ч а  2 .  Д о к а з а т ь ,  что A"if =  0, если и только если ф (/ +  АгЛ) — многочлен 

степени меньше п от í e Z .  *
Н апример ,  если вы писать  подряд  значения  к2, строчкой н и ж е — их разн ости ,  затем 

разности разн остей ,  то в третьей строке будет всюду стоять  число 2; если начать  с k¡, то

1

7

и т д. ;

4

5

9

7

16

9

25

2 2 2

8

19

27

37

64

61

125

12 18 24

6 6
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Разностное уравнение первого порядка —  это  у р а в н е н и е  в и д а

^ j= v  (¿, ц>), т .  е. ^  — ^ ^  =  у ( ^ ф ( 0 ) -  И з  т а к о г о  у р а в н е н и я ,  з н а я

о д н о  ч и с л о  ф(/о), м о ж н о  н а й т и  ф(/о  +  ^)> по нем у  ф ( / 0 +  2/г), и т. д .  
П р и  h —у 0  р а з н о с т н о е  у р а в н е н и е  п е р е х о д и т  в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е .  П о э т о ­
му н е у д и в и т е л ь н о ,  ч то  и д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п е р в о го  
п о р я д к а  р е ш е н и е  о п р е д е л я е т с я  з н а ч е н и е м  в  н а ч а л ь н ы й  м о м ен т  о д н о го  
ч и с л а .

Разностное уравнение второго порядка и м е ет  в и д  

( A l f  \  Т Д / /

т- е- ф(/-(-2А) —2ф(/ +  Л) +  ф(/)_ Р ( ,  ,п Ф(( +  Л)-Ф(0\
jp 9W. л )

З н а я  з н а ч е н и я  ф в д в а  р а з д е л е н н ы х  и н т е р в а л о м  h м о м е н т а  в р е м е н и ,  
мы м о ж е м  н айти  из  э т о го  у р а в н е н и я  з н а ч е н и е  ф е щ е  ч е р е з  в р е м я  /г. 
И т а к ,  в с е  з н а ч е н и я  ф (/о  +  /гЛ) о п р е д е л я ю т с я  д в у м я  п е р в ы м и  н з  них.

П р и  Л 0  р а з н о с т н о е  у р а в н е н и е  в т о р о г о  п о р я д к а  п е р е х о д и т  в д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н о е .  П о э т о м у  н е у д и в и т е л ь н о ,  ч т о  и д л я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  
у р а в н е н и я  в т о р о г о  п о р я д к а  р е ш е н и е  о п р е д е л я е т с я  з а д а н и е м  в н а ч а л ь н ы й  
м о м е н т  д в у х  ч и с е л  (п ч и с е л  д л я  у р а в н е н и я  n -го  п о р я д к а ) .  Т е о р е м а  
н а  стр .  86  к а к  р а з  и о б о с н о в ы в а е т  в о з м о ж н о с т ь  п е р е х о д а  к  п р е д е л у  
п р и  Л - >  0.

З а д а ч а  3. Д о к а з а т ь ,  что уравнению  d ’x /d t '  =  0 у д ов летворяю т  все многочлены 
степени меньше п и только  они.

З а д а ч а  4. Найти размерность многообразия решений уравнения Гельмгольца

^ 4 - + - Д + н  =  0 в области a'2 +  i/ 5> 0 ,  зависящ их только от расстояния до  н ачала
дх‘ ду‘
к о о р д и н ат .

Р е ш е н и е .  И с к о м а я  фун кц ия  от г д олж н а  у дов летворять  уравнению  второго по­
р я д к а ,  следовательн о ,  реш ения оп ределяю тся  двум я  числами.

2. Теоремы существования и единственности. И з  т е о р е м ы  п. 1 и т е о р е м  
с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  д л я  с и с т е м ы  уравнений п е р в о го  п о р я д к а  
(§ 7 )  в ы т е к а е т

С л е д с т в и е .  Пусть и = ( м 0; и и ..., ип) — точка области U опре­
деления правой части уравнения ( 1 ) .  Решение ф уравнения (1 )  с началь­
ным условием

ф(Ио) =  Ы|, ф(Мо) =  Н2, ..., фС'1“ ') (llo) =  и„ (3)

существует и единственно (в том смысле, что всякие два решения с общим 
начальным условием совпадают на пересечении интервалов опреде­
ления).

П р и  з а п и с и  н а ч а л ь н о г о  у с л о в и я  у р а в н е н и я  (1 )  о б ы ч н о  в м е с т о  ф п и ­
ш у т  X.
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П р и м е р .  Р е ш е н и я  e o s  t и s in  t у р а в н е н и я  м а я т н и к а  х =  — х  у д о в л е т ­
в о р я ю т  при /  =  л / 4 н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м  х ( л / 4 ) = д / 2 / 2 ,  х  ( л / 4 ) =  — \ / 2 / 2  
и х ( л / 4 ) = - \ / 2 / 2 ,  х ( я / 4 ) = - \ / 2 / 2  с о о т в е т с т в е н н о  ( р и с .  7 6 ) .  Э т и  н а ч а л ь н ы е  
у с л о в и я  р а з л и ч н ы ,  п о э т о м у  не у д и в и т е л ь н о ,  чт о  г р а ф и к и  р е ш е н и й  п е р е ­
с е к а ю т с я ,  не  с о в п а д а я .  Т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и  д л я  у р а в н е н и я  в т о р о г о  
п о р я д к а  з а п р е щ а е т  н е с о в п а д а ю щ и м  г р а ф и к а м  л и ш ь  и м е т ь  в  т о ч к е  п е р е ­
с е ч е н и я  о б щ у ю  к а с а т е л ь н у ю .  Г р а ф и к и  р е ш е н и и  о д н о г о  у р а в н е н и я  т р е т ь е г о  
п о р я д к а  м о г у т  к а с а т ь с я ,  н о  т о г д а  о б я з а н ы  и м е т ь  в  т о ч к е  к а с а н и я  р а з н ы е  
к р и в и з н ы  и т .  д .

З а д а ч а  1. П усть  известно,  что уравнение  (1 )  имеет решениями фун кц ии  / и sin t. 
Н а й ти  п оряд ок  уравн ен и я  п.

Р е ш е н и е .  У функции Í и s in  t в нуле совпадаю т  зн ачени я  производных порядков  О,
1 и 2. Если бы они у д о в летв о р я л и  общ ем у  уравнению третьего  порядка,  они совп адали  

бы по теореме единственности. Уравнение порядка  п ~ ^4, кото­
рому удовлетворяют обе функции, придумать несложно,  на­
пример, хм -{- ¿ " ~ 2>=0.

Ответ. п~ ^4.
З а д а ч а  2. Могут ли графики двух решений уравне­

ния .v +  p (0 x +  q (/) je =  0 иметь изображенный на рис. 77 вид?
Р е ш е н и е .  Нет, так  как решения сер* и имеют общее 

н ачальное условие и не совпадают.
З а д а ч а  3. Рассмотрим уравнение 2x — iyx. Решения i s O  

Рис 77 Невозмо 11 х ~ ^  °®а УД°влетв°Ря10т  начальному условию *  =  д: =  0 при
р а с п а д е н и е  еВ̂ н к о ° в !  1 =  0 ' ПочемУ онн ие совпадают?

Р е ш е н и е .  Теорема единственности относится к уравне­
ниям вида (1 ) ,  т .  е. уравнениям, разрешенным относительно старшей производном, а 
рассматриваемое уравнение нельзя записать  в таком виде (в окрестности нуля) .

З а д а ч а  4. Решить разностное  уравнение Д3<р =  0 с начальным условием f f (0 )= 0 ,  
(Дф)(0) =  0, (Д2<р)(0)=2 при i, кратных шагу А = 1 .

Р е ш е н и е .  q> =  a  +  ¿ /  +  c f2, A<f =  b +  2ct +  c, Д2<р =  2с. И з  начальны х условий 
с — \ , Ь =  — 1 , о  =  0.

Ответ. ф =  / 2 — t.

3. Т е о р е м ы  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т и  и п р о д о л ж е н и я .  П о с к о л ь к у  у ж е  у с т а ­
н о в л е н а  э к в и в а л е н т н о с т ь  у р а в н е н и я  я - г о  п о р я д к а  с и с т е м е  у р а в н е н и й  п е р ­
в о го  п о р я д к а ,  мы з а к л ю ч а е м ,  чт о  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  п -го  п о р я д к а  
г л а д к о  з а в и с и т  о т  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  и п а р а м е т р о в  (есл и  п р а в а я  ч а с т ь  
г л а д к о  з а в и с и т  от  п а р а м е т р о в ) ; ч и т а т е л ь  л е г к о  с ф о р м у л и р у е т  и т е о р е м у  
о  п р о д о л ж е н и и .

З а д а ч а  1. Н айти  в первом приближении по е вли яни е  малого сопротивления 
среды zF (х, х) на  д в иж ени е  п ад а ю щ е го  с высоты А тела.

Р е ш е н и е .  Р ечь  идет об уравнении х — — g +  tF(x ,  х) и н ач альны х  условиях 
х  ( 0 ) = А ,  * ( 0 ) = 0 .

По теореме о  ди ф ф еренц ируем ости  по Параметру, решение имеет вид <p =  <fo +  £<pi"+.. . ,  
где ((a — — g t2/2.  П о д с т а в л я я  x =  rp(¡) в уравнение и п р и р авн и в ая  члены ряда  по с,

/ s
находим . í i  =  / : (фо, <fo), откуда <pi ( 0 = $ J  F (<f о (т), (jo (т)) dx ds. Например,  если F = — x,

00-то < f i = g r / 6 .  З н ач и т ,  о тста ван и е  во времени падения в первом приближении п ропор­
цион ально  высоте: — ecpi/q:o =  е / 2/ 6  == е/г/3^ .

З а д а ч а  2.  Д о к а ж и т е ,  что все решения уравн ен ия  м аятн и ка ,  0 = — sin  0 п родол­
ж а ю тс я  неограниченно.

З а д а ч а  3.  При каких  н ату р ал ьн ы х  k неограниченно п р о д о л ж а ю т с я  все решения 
уравн ен и я  х =  хк?

Ответ, Т о л ь к о  при k — \.
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4. Системы уравнении. Под системой дифференциальных уравнений 
мы будем понимать систему уравнений относительно п неизвестных 
функций

йп‘х ■
— х, ...), 1 = 1 , . . . ,  п, (4)
й1 ‘

где среди аргументов каждой из функций находятся независимое 
переменное /, зависимые переменные х,- и их производные порядков
меньше «/ ( / = 1 ....... п) соответственно.

Решение системы определяется, как в п. 1. Следует подчеркнуть, что 
решением системы является векторная функция, заданная на интервале. 
Таким образом, (ф1, ..., фп) — это не п решений, а одно решение системы 
п уравнений — замечание, равно относящееся к системам алгебраических 
и дифференциальных уравнений.

Прежде всего выясним, какое фазовое пространство соответствует 
системе (4). п

Т е о р е м а .  Система (4) эквивалентна системе Л^= £  п‘ уравнений
<=!

первого порядка.
Иными словами: размерность фазового пространства системы (4) 

равна N.
Для доказательства надо ввести в качестве координат в фазовом 

пространстве производные х; порядка меньше п,-.
Например, пусть Л =  Л |=П 2 =  2. Тогда система имеет вид

x^=F^(t;  XI, Х |,  х2, х2), х2 =  /?2(/; *1, хи х2, х2) 
и эквивалентна системе из четырех уравнений

х 1 = х 3, Х2= Х 4, хз =  /г 1 (/; х), Х\== 2(/̂  х),

где х =  (гь хз, х2, Ха).
П р и м е р. Система п дифференциальных уравнений второго порядка 

механики Ньютона

д и  • 1 / «  ( =  1........п, (5)
<?<7/

где и  — потенциальная энергия, т ,->  0 — массы, эквивалентна систе­
ме 2п уравнений Гамильтона

• дН  . дН . ,
Ч‘ др!' п’ 

где =  а Н =  Т + и — полная энергия (Г=£т,-<7?/2 =  ][р?/(2т1-)— 
кинетическая энергия). Таким образом, размерность фазового простран­
ства системы (5) равна 2п.

Теоремы о существовании, единственности, дифференцируемости по 
начальным условиям и параметрам, а также теоремы о продо*1 жешш 
переносятся на системы вида (4) автоматически: для однозначного опре­
деления решения достаточно в начальный момент задать производ-
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ные x¡ порядка меньше n¡. Например, для системы уравнений Ньютона 
(5) достаточно задать п координат и п скоростей в начальный мо­
мент.

З а д а ч а  1. Н а  м атери альную  точку массы т ,  д в и ж у щ у ю ся  относительно  Земли  
со скоростью v, де йствуе т  (в  связан ной  с З е м л ей  системе координат) с и л а  К ориолнса  
F  =  2 m [p ,  О], где Í2 — вектор угловой скорости  Зем ли .  К ам ень  брошен (без н а ч ал ь ­
ной скорости) в ш ахту  глубиной 10 м на широте  Л ен и н гр а д а  (к — 60°).  Н асколь ко  
сила Кориолиса  о тклони т  его от вертикали?

Р е ш е н и е .  По условию * = £ + 2 [х, й]. Величину условий скорости  Земли, 
£ 2 « 7 , 3 - 1 0 " 5с " ‘, считаем малым параметром. По теореме о дифференцируемое™, 
x = X o - | - Q j r  +  0  ( Q z), Xo =  gí!/2. П одставляя  х  в уравнение,  получаем Q y  =  2 \gt, f i ] ,

21
У(0 ) = j ( 0 ) = 0 .  Значит ,  Qy — [g, ÍÍ] ('/Ъ. Следовательно, [Qy] =  —- |ft |  |£2| eosó

Ответ . К а м е н ь  отклонится  на восток на 0 ,3 мм.
. З а м е ч а н и е .  З а д а ч а  об отклонении к ам н я  с ы грала  вы даю щ ую ся  роль  в истории 

физики. Эффект отклонения камня на восток (а  не 'н а  запад,  как  это каж ется  па 
первый взгляд)  был  предсказан Ньютоном в письме к Гуку от 28 ноября  1679 года: 
Ньютон просил Гука  проделать эксперимент с камнем для  доказательства  вращения 
Земли, тогда не общепризнанного .

В ответном письме (от  б я н в ар я  1680 года)  Гук с ф орм ули ровал  за к о н  всемирного 
тяготен и я.  Н ью тон  в то врем я  неточно п редставлял  себе орбиту камня.  В о зн и к ш а я  ди с­
куссия зас т ав и л а  Н ы отои а  о т к а з а т ь с я  от его нам ерения оставить зан яти я  наукой и п о ­
с луж и ла  поводом н аписания  «М атематически х  н ачал  н атуральной  ф и лософ ии »  — 
знаменитых «Pr incipia»,  с которых началась  современная физика.

В письме Гука  правильно указан  показатель — 2 в законе тяготения (в Pr incipia  
Ньютон пишет, что  Врен, Гук и Галлей  независимо д р у г  от друга  наш ли,  что третий 
закон  К еп лера  со о тветствует  именно этому п о к аз ат е л ю ) .  Кроме закон а  К еплера,  Гук 
ссы лается  на н аблю д ен ия  Г а л л ея  об о тставан ии  маятни ковы х часов при поднятии на 
гору Св. Елены.  В письме Г ука  явно с казан о ,  что камень  д в иж ет  та  ж е  сила ,  которая  
з а с т ав л я е т  план еты  д в и га тьс я  по кеплеровы м эллипсам; критикуя  н ари сованн ую  Ныо* 
тоном спираль ,  Г у к  у т в е р ж д а л ,  что орбитой к ам н я  в отсутствие сопротивления воздуха  
будет «эксцентрический эллиптоид».

Ньютон и столковал  эллиптоид как  эллипс и заи нтересовался ,  как  Гук н аш ел  орбиту.  
П осле  больш их тр у д о в  ему удалось  д о к а за т ь ,  что орбита  действительно эллипс  (как  
при падении на З е м л ю ,  т а к  и внутри ш а х т ы ) .  Д о к а за те л ь с т в о  было (и ос т ае т с я )  столь 
трудным матем ати чески ,  что Ньютон пришел к заключению, что Гук « у тв е р ж д а л  больше, 
нежели зн а л» .  В дальн ей ш ем  он никогда не ссы лалс я  на письмо Г у к а .  В письме 
к Галлею  о своей дискуссии с Гуком Ньютон д а л  описание разницы м е ж д у  подходами 
математика и физика к естествознанию, остающееся актуальным и сегодня: «М ате­
матики,  которые все  о ткры в аю т  и у с тан ав л и в аю т  и проделы ваю т всю работу ,  д олж ны  
д о в о ль ств о в ать ся  ролью  сухих вычислителей и чернорабочих; другой,  который всего лиш ь 
все сх ваты вает  и на  все  претендует ,  п р и сваи в ает  себе все  изобретения как своих п осле­
дователей ,  т ак  и своих предш ественников».

Гук бросал стальные шары с высоты 10 м и утверждал,  что наблюдал систем а­
тическое отклонение  на юго-восток  (ч то практически  н евозмож н о и з-за  крайней малости  
этого отклонения по сравнению с аэродин ам ически ми  э ф ф е к т а м и ) .  В отсутствие  сопро­
тивления камень внутри шахты в однородной З ем л е  подчинялся  бы з а к о н у  Гука  
(сила притяжения прямо пропорциональна расстоянию до центра Земли),  но сам Гук 
в р я д  ли мог об этом  зн ать .  О рби та  к ам н я  в этом случае  — эллипс (в  н е в р ащ а ю щ е й с я  
с З ем лей  системе к о о р д и н а т ) ,  с центром в центре  Зем ли  и малой  полуосью около  
400 км (п о ч е м у ? ) ;  орбита  проходится  з а  то ж е  время,  з а  которое о б л е тает  Землю  
близкий спутник, т .  е. за  полтора  чаоа  (п очем у? ) .

З а д а ч а  2. И з газет  известно,  что косм он авт  Леонов ,  выйдя в открытый 
космос, бросил  к З е м л е  за гл у ш к у  от кинокамеры.  Куда  она полетела?

Р е ш е н и е .  Это за д а ч а  о влиянии малого возмущения начального  условия на ре ­
шение.  Уравнение  д в и ж е н и я  по закону  всемирного тяготения  можно з а п и с а ть  в виде
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г = — у г / л 3. Д в и ж е н и е  и космонавта,  и заглуш к и  происходит в плоскости круговой 
орбиты, поэтому можно считать, что r e  R*. Запишем уравнение движения в полярных 
коорди н а та х  Д л я  этого введем орты е, — г(г  и перпсндикулярны й^сму н а п р а в л е н ­
ный вперед  вдоль круговой орбиты Ясно,  что ег =  ({е̂ , е,р= — $е,. Д и ф ф ер ен ц и р у я  
величину г =  гег, мы находим r =  re, - f  rqe4, r =  гег +  -f- rqev — ry 2er С л ед о в ател ь ­
но, уравнение Ньютона в полярных координатах принимает вид системы двух у р а в ­
нений второго п оряд ка

г — ref* =  — yr 2, r $ + 2 r f p  = 0

Выберем за  единицу длины радиус  круговой  орбиты станции ( » 6 4 0 0  к м ) .  Единицу 
времени выберем так,  чтобы углов ая  скорость движении по орбите была равн а  единице 
Тогда  движ ени е  по орбите оп исы вается  формулами r=l, <p — t, и, значит,  у = 1 .  
Н а ч а л ь н ы е  условия д ля  станции (и к о с м о н ав т а ) -  г ( 0 ) = 1 ,  г (0 )  =  0, ср{0) =  0, f p ( 0 ) = l .  
Н а ч а л ь н ы е  условия для  заглуш к и  отлич аю тся  лиш ь тем, что г ( 0 ) =  — v — скорость 
броска ,  т е. н ач а л ь н а я  скорость за глуш к и  относительно косм он ав та .  П редполож и м,  
что скорость броска,  ек зж е м ,  10 м /с .  Т огда  и « 1 / 8 0 0  (так как н а ш а  единица скорости 
б л и зк а  к первой космической скорости, т е. с оставляет  примерно 8 к м / с ) .

Величина 1 /800  м ала  по сравнению с 1, поэтому мы долж ны  и сследовать  влияние 
малого изменения начального условия на н свозмушеинос решение г — 1, с р = / .  По теореме
о днфференцирусмости по начальному условию, решение, 
близкое к невозмущенному, ищем в виде г = 1 + Г | +
<p =  / - f c p , - f  где точки означают малые порядка  v
П одстав ляя  эти вы раж ен ия’ в уравнения Ньютона с 7 =  1 н 
отбрасы вая  малые порядка и-2, получаем уравнения в вариа- 
цилх

Г| =  3г1 +  2<Г1, < р 1 + 2 г |= 0 .

Решение уравнений в вариациях с начальными условия­
ми заглушки ( о  ( 0 ) = ф |  (0 )=fpi (0) =  0, Л ( 0 ) — — v) легко 
найти, заметив,  что ф ( +  2/'1 =  0 и, значит,  п  =  — г». Это решение имеет вид Г| — — и s i n /, 
(pi = 2 v  (I — cos /). П о  теореме о дифференцируемое™, истинное решение уравнений 
Ньютона отличается от найденного малыми порядка  v2 (при не слишком больших / ) .  
Следовательно, заглуш ка  описывает относительно космонавта эллипс (рис. 78) с п о л у ­
осями v и 2v Наш а единица длины — радиус орбиты, а V »  1/800.  Значит ,  длины 
полуосей эллипса составляют около 8 и 16 км.

В н а ч ал е  за гл у ш к а  дв иж ется  вниз (к  З е м л е ) ,  по затем начинает  о бгон ять  космонавта  
и уходит на 32 км вперед  по орбите: наконец,  она  в о з в р а щ а ет с я  сверху ,  описав при­
мерно стокилометровы й эллипс как  раз  за  врем я  одного оборота  станции  по орбите.

Р а зу м еется ,  в этом расчете  мы пренебрегли величинами п оряд ка  v2, и на самом 
деле  движ ени е  за глуш к и  относительно косм он ав та  не будет периодическим (виток не 
замкнется ,  причем погрешность будет порядка  1 /800 от размера  эллипса,  т е. заглушка 
пролетит  на расстоянии  порядка  10 м от станции) Мы пренебрегли т а к ж е  многими 
эф ф е ктам и  (световым давлени ем ,  отличием н ап равлен и я  броска от вертикали ,  отличием 
орбиты станции от круговой и т. д . ) ,  д аю щ и м и  большие погрешности.

В. В. Белецкий, из увлекательной  книги которого «Очерки о движении косми­
ческих небесных тел» (М.: Наука,  1972) заимствована  задача  о заглушке,  замечает,  что 
за г л у ш к а  вряд ли бы ла  видна на расстояни и  больш е километра ,  а первый километр 
элли п са  очень близок к прямой, поэтому Л еонов  увидел, как  бр о ш ен н а я  им з а гл у ш к а  
полетела прямо к Земле.

5.  Т е р м и н о л о г и ч е с к и е  з а м е ч а н и я .  Р а с с м о т р е н н ы е  в ы ш е  у р а в н е н и я  
и с и с т е м ы  и н о гд а  н а з ы в а ю т  нормальными  или  разрешенными относи­
тельно старших производных. В эт о м  к у р се  н и к а к и е  д р у г и е  у р а в н е н и й  
и с и с т е м ы  не р а с с м а т р и в а ю т с я ,  т а к  что  т е р м и н  у р а в н е н и е  и л и  с и с т е м а  
в с е г д а  о з н а ч а е т  н о р м а л ь н у ю  с и с т е м у  или  с и с т е м у ,  э к в и в а л е н т н у ю  н о р ­
м а л ь н о й  (к а к ,  н а п р и м е р ,  с и с т е м а  у р а в н е н и й  Н ь ю т о н а  ( 5 ) ) .

Рис.. 78. Движение заглушки 

относительно станции..
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Ф у н к ц и и ,  в х о д я щ и е  в п р а в у ю  ч а с т ь  с и с т е м ы ,  м о г у т  з а д а в а т ь с я  р а з ­
н ы м и  с п о с о б а м и :  я в н о ,  н е я в н о ,  п а р а м е т р и ч е с к и  и т. п.

П р и м е р .  З а п и с ь  х 2 =  х  е с т ь  с о к р а щ е н н о е  о б о з н а ч е н и е  д в у х  р а з н ы х  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  х= л [х  и х = — \[х, ф а з о в ы м  п р о с т р а н ­
с т в о м  к а ж д о г о  из  к о т о р ы х  с л у ж и т  п о л у п р я м а я  х ^ О .  Э т и  у р а в н е н и я

Рис. 79. Интегральные кри­

вые двух ураонеииП, объеди­
ненных записью **'==*.

з а д а ю т с я  д в у м я  р а з н ы м и  в е к т о р н ы м и  п о л я м и ,  г л а д к и м и  пр и  х >  О 
(р и с .  7 9 ) .

П р и  н е я в н о м  з а д а н и и  п р а в о й  ч а с т и  с л е д у е т  в н и м а т е л ь н о  о т н о с и т ь с я  
к  в ы я с н е н и ю  ее о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  и о с т е р е г а т ь с я  д в у с м ы с л е н н ы х  
о б о з н а ч е н и й .

П р и м е р .  Уравнением Клеро  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е  х =  х1 — Цх). 
У р а в н е н и е  К л е р о

х +  к - х 1/ !  (6)
е с т ь  к р а т к а я  з а п и с ь  д в у х  р а з н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  з а д а н ­
н ы х  при л : < / 2/ 2 .  К а ж д о е  и з  них у д о в л е т в о р я е т  т е о р е м е  с у щ е с т в о в а н и я

Рис. 80. Интегральные крн* 
вые двух уравнешш, записан­

ных вместе в виде уравнения 
Клеро.

и е д и н с т в е н н о с т и  в о б л а с т и  по д  п а р а б о л о й ,  х < / 2/ 2  (рис .  8 0 ) .  Ч е р е з  
к а ж д у ю  т о ч к у  это й  о б л а с т и  п р о х о д я т  д в е  к а с а т е л ь н ы е  к п а р а б о л е .  
К а ж д а я  к а с а т е л ь н а я  с о с т о и т  из д в у х  п о л у к а с а т е л ь н ы х .  К а ж д а я  п о л у к а с а -  
т е л ь н а я — и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  о д н о го  из  д в у х  у р а в н е н и й ,  о б ъ е д и н е н ­
н ы х  ф о р м у л о й  ( 6 ) .

З а д а ч а  1. И сслед ова ть  уравн ен ие  Клеро х — х! — А'3.

З а м е ч а н и е .  П р и  и с с л е д о в а н и и  у р а в н е н и й ,  п р а в а я  ч а с т ь  к о т о р ы х  
з а д а н а  н е я в н о ,  т .  е. у р а в н е н и й  в и д а  / ? (/, х, х)  =  0,  ч а с т о  б ы в а е т  п о л е з н о  
р а с с м а т р и в а т ь  з а д а н н о е  эт и м  у р а в н е н и е м  п о л е  н а п р а в л е н и й  не н а  п л о с ­
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ко ст и  с к о о р д и н а т а м и  (/ ,  л-), а  на  п о в е р х н о с ти  Е  в т р е х м е р н о м  п р о ­
с т р а н с т в е  с к о о р д и н а т а м и  ({, х, р), з а д а н н о й  у р а в н е н и е м  /7 (/, х, р )  =  О 
(р и с .  8 1 ) .

Э т о  т р е х м е р н о е  п р о с т р а н с т в о  н а з ы в а е т с я  п р о с т р а н с т в о м  1 - с т р у н * )  
ф у н к ц и и .  Е г о  т о ч к и  —  это  в с е в о з м о ж н ы е  н е в е р т и к а л ь н ы е  (т. е. н е п а ­
р а л л е л ь н ы е  оси  х) н а п р а в л е н и я  во всех  т о ч к а х  п л о с к о ст и  (I, х). Т о ч к а  
(I,  х, р) —  это  н а п р а в л е н и е  п р я м о й  с1х =  р (Н  в т о чк е  (<, х). 1 -ф о р м а  
а  =  йх  — р сМ з а д а е т  о п и с а н н у ю  
н и ж е  к о н т а к т н у ю  с т р у к т у р у  в 
м н о г о о б р а з и и  1-струй .  В е к т о р ы ,  
п р и л о ж е н н ы е  в т о ч к е  т р е х м е р н о г о  
п р о с т р а н с т в а  стр у й ,  н а  к о то р ы х  
э т а  ф о р м а  о б р а щ а е т с я  в нуль ,  
с о с т а в л я ю т  п л о с к о с т ь .  О н а  н а з ы ­
в а е т с я  контактной плоскостью.
К о н т а к т н а я  п л о с к о с т ь  в е р т и к а л ь н а  
( с о д е р ж и т  н а п р а в л е н и е  оси р).
Все кон тактны е  плоскости о б р а зу ю т  
поле контактных плоскостей  в п р о ­
с т р а н с т в е  стр у й ,  о н о  и н а з ы в а е т с я  
контактной структурой.

П р е д п о л о ж и м ,  чт о  п о в е р х н о с т ь  
£ ,  з а д а ю щ а я  у р а в н е н и е ,  г л а д к а я  Рис- 81- поверхность £ и следы контактны*

^ 1 плоскостей на нсн.
( э т о  у с л о в и е  в ы п о л н е н о  д л я  у р а в ­
н ен и й  / г= 0 с Р  о б щ е г о  п о л о ж е н и я ) .  Р а с с м о т р и м  п р о е к т и р о в а н и е  п о ­
в е р х н о с т и  Е  на  п л о с к о с т ь  с к о о р д и н а т а м и  (/, х) п а р а л л е л ь н о  р - н а п р а в -  
л е н и ю .  Т о ч к а  на  п о в е р х н о с т и  н а з ы в а е т с я  регулярной, е сл и  в ней 
к а с а т е л ь н а я  п л о с к о с т ь  п о в е р х н о с т и  не в е р т и к а л ь н а  (т .  е. не с о д е р ­
ж и т  п р я м у ю  р - н а п р а в л е н и я ) . В  о к р е с т н о с т и  р е г у л я р н о й  точки  п р о е к ­
т и р о в а н и е —  д и ф ф е о м о р ф и з м  ( п о  т е о р е м е  о  н е я в н о й  ф у н к ц и и ) ,  а  
п о в е р х н о с т ь  —  г р а ф и к  г л а д к о й  ф у н к ц и и  р  =  и ( / ,  х). Э т а  ф у н к ц и я  з а д а е т  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  х  =  и ((,х )  (в  о к р е с т н о с т и  п р о е к ц и и  р а с ­
с м а т р и в а е м о й  р е г у л я р н о й  т о ч к и ) .  В ту  ж е  то ч к у  п л о с к о ст и  м о гу т  
п р о е к т и р о в а т ь с я  д р у г и е  то ч к и  п о в е р х н о с т и ,  р е г у л я р н ы е  или нет.  К а ж ­
д о й  р е г у л я р н о й  т о ч к е  с о о т в е т с т в у е т  с в о е  по л е  н а п р а в л е н и й  н а  п л о ­
с к о с т и  и с в о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ;  в у р а в н е н и и  / г =  0 о б ъ е д и ­
н ен ы  в с е  эти  р а з л и ч н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я .

Р а с с м о т р и м  в р е г у л я р н о й  т о ч к е  п о в е р х н о с т и  Е  к о н т а к т н у ю  п л о с к о ст ь .  
О н а  п е р е с е к а е т  к а с а т е л ь н у ю  п л о с к о с т ь  п о  п р я м о й .  Т а к и м  о б р а з о м ,  
в о к р е с т н о с т и  р е г у л я р н о й  т о ч к и  н а  Е  в о з н и к а е т  г л а д к о е  п о л е  н а п р а в ­
л е н и й  —  п о л е  с л е д о в  к о н т а к т н ы х  п л о с к о с т е й .  О ч е в и д н а

Т е о р е м а .  П ри  проектировании поверхности Е, заданной уравне­
нием р =  уЦ , х), на плоскость  (/ ,  х) вдоль оси р поле следов контактных 
плоскостей на Е  переходит в поле направлений уравнения йх/с11 =  и х) 
на плоскости.

*) к-струей функции н аз ы в а е т ся  ее  многочлен Тейлора  степени к.
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С л е д с т в и е .  Указанное проектирование переводит интегральные 
кривые поля следов на Е  в интегральные кривые уравнения на плос­
кости.

К а с а т е л ь н а я  п л о с к о с т ь  п о в е р х н о с т и  Е  в н е р е г у л я р н ы х  т о ч к а х  в е р т и ­
к а л ь н а .  П о о н а  все р а в н о  м о ж е т  п е р е с е к а т ь с я  с к о н т а к т н о й  п л о с ­
к о ст ью  по п р я м о й  ( д л я  п о в е р х н о с т и  Е  о б щ е г о  п о л о ж е н и я  п о л н о е  с о в п а д е ­
ние к а с а т е л ь н о й  п л о с к о ст и  с  к о н т а к т н о й  б у д ет  л и ш ь  в о т д е л ь н ы х  иск л ю  
ч и т е л ь н ы х  т о ч к а х ) .

В о к р е с т н о с т и  н е и с к л ю ч и т е л ь н о й  н е р е г у л я р н о й  точки  па п о в е р х ­
ности  Е  с л е д ы  к о н т а к т н ы х  п л о с к о с т е й  з а д а ю т  г л а д к о е  п о л е  н а п р а в л е ­
ний. Т а к и м  о б р а з о м ,  п о л е  с л е д о в  к о н т а к т н ы х  п л о с к о с т е й  на  п о в е р х н о с ти  
Е  п р о д о л ж а е т с я  в н е и с к л ю ч и т е л ь н ы е  н е р е г у л я р н ы е  т о ч к и .  П р о д о л ж е н н о е  
по л е  н а з ы в а е т с я  полем направлений уравнения  Т7 — 0 на Е ,  е го  и н т е г р а л ь ­
ные к р и в ы е  н а з ы в а ю т с я  интегральными кривыми уравнения  / 7 =  0  на Е.

П р о е к ц и и  к у с к о в  э т и х  к р и в ы х  м е ж д у  н е р е г у л я р н ы м и  т о ч к а м и  на  п л о с ­
к о ст ь  (/ ,  л') л о к а л ь н о  я в л я ю т с я  и н т е г р а л ь н ы м и  к р и в ы м и  с о о т в е т с т в у ю щ и х  
у р а в н е н и й  с1х/с!1 =  и((,х)  ( в  ц ел о м  это  н е в ер н о ,  д а ж е  е с л и  н е р е г у л я р ­
ных т о ч е к  н е т ! ) .

П е р е х о д  о т  п л о с к о ст и  к  п о в е р х н о с ти  Е  ч а с т о  б ы в а е т  п о л е зе н  к а к  
д л я  и с с л е д о в а н и я ,  т а к  и д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я .

З а д а ч а  2.  Найт» интегральны е  кривые уравнения а2 =  / на поверхности 
р- =  / и их проекции на плоскость (/,  х).

Р е ш е н и е .  З а  координаты иа Е примем р и х. В этих коорди натах  уравнение 
следов контактных плоскостей {йх — р ¿1) принимает вид ёх — 2р2 йр. И нтегральные

кривые: х  +  С =  2р3/3. Их проекции — полукубическне 
параболы (*-{-С)2 =  4 /3/ 9 (рис. 8 2 ) .  Нерегулярные точки 
образуют линию р =  0. Все они неисключительные.

Проекция линии нерегулярных точек иа плоскость 
(/, х) называется дискриминантной кривой. В данном 
случае дискриминантная кривая — ось х.

Точка возврата  делит полукубнчсскую параболу на 
две части. К аж д а я  из них — интегральная кривая 
одного из двух уравнений х =  (или — -^7) в по­
луплоскости 0. М ожно показать ,  что проекции на 
плоскость интегральных кривых па Е для  уравнения 
общего положения имеют в обшей точке дискриминант­

ной кривой точку возврата (более того, в окрестности такой точки уравнение при­
водится к  виду х 2 =  / диффеоморфизмом плоскости (Л л-)). Однако это верно не для  всех 
уравнении.

З а д а ч а  3.  Найти интегральны е  кривые уравнения Клеро х*=1х — ^(дг) на п ове рх­
ности х=р1^-1{р),  их проекции на плоскость (/, х) и дискриминантную кривую.

Р е ш е н и е .  З а  координаты на Е принимаем р и /. Уравнение следов контактных 
плоскостей (Ак =  р(11) принимает вид / с!р +  р сИ — / '  ¿р — р (И или (/ — / ' )  (1р =*0. Пере» 
гулярпые точки: / =  / '  Все они исключительные.  Интегральные кривые на Е: /? =  соп$1 
(в области ,  где 1 ф ! ' ) .  Это прямые.  Их проекции на плоскость (/, а*) — та к ж е  прямые: 
х — 1С — / (С ) .  Уравнение Клеро — это просто уравнение семейства прямых, запараметри- 
зованных тангенсом угла наклона к оси абсцисс

Д искриминантная  кривая параметрически задастся  уравнениями / =  / ' (С ) ,  х =  1С—
— /(С ) .  В окрестности точки, где ф  0, эти формулы задают гладкую кривую, являю ­
щуюся графиком функции Действительно,  вблизи точки,  где (" фО.  можно 
выразить С через I и затем х через /. П рям ая  х =  /С  — / (С )  касается  дискриминантной 
кривой в такой точке  (п очему?) И так ,  дискриминантная кривая уравнения Клеро является 
огибающей семейства прямых, описываемого этим уравнением.

Рис. 82. Проекции интегральных 
кривых.
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П ер ех о д  от функции / к функции  £  н азывается  преобразованием Лежандра. 
П р е о б р аз о в а н и е м  Л е ж ан д р а  функции £  будет снова /  (д о к аж и те ) .  П оэтом у  функции / 
и g н аз ы ва ю тс я  двойственными друг другу.

З а д а ч а  4. Вычислить преобразование Л е ж ан д р а  функции \р\а/а  ( а >  1).
Ответ. Ш 'У р ,  г^ е сс“ | +  р * , =  1.
Геометрический  смысл п реобра зов ани я  Л е ж ан д р а  состоит в следую щем. Рассмотрим 

м н о ж ес тво  всех невертикальны х (не параллельны х оси .г) прямых на плоскости 
(/,  л-). П р я м а я  з ад аетс я  своим уравнением х =  (И — Ь. Таким образом ,  иевертикальны е  
п рям ы е  можно расс м атри в ать  как точки на плоскости с координатами  (л, Ь). Эта 
п лоскость  н азы вается  двойственной к исходной плоскости. Координаты а и Ь назы ваю тся  
тангенциальными координатами прямой.

П лоскость ,  двойственная  к плоскости (а, Ь), есть исходная плоскость ( /,  л ) ,  ввиду 
полной симметрии уравнения х-{-Ь =  а1 относительно замены (/, л-) »-► (а, Ь): прям ая  на 
плоскости  прямых есть точка  исходной плоскости.

Р ассм отри м  на плоскости (/, *) гладкую  кривую, .* =  £( /) •  К асател ьн ая  к этой кривой 
м ен яется  при движении вдоль кривой. С о ответствую щ ая  касательной  точка  двойствен­
ной плоскости описывает при этом некоторую кривую. Эта кривая н азы вае тся  двойственной 
к исходной кривой. К ривая ,  двойственн ая  к построенной,— исходная кри ва я .  Если для 
исходной  кривой ФО, то двойственн ая  кривая  является  графиком функции Ь =  !(а). 
Функции  /  и £ — п реобразовани я  Л е ж а н д р а  друг  друга.

Д оказательство  этих фактоз  (имеющих многочисленные обобщения и приложе­
ния во всех областях математики) оставляется любознательному читателю в виде 
задачи.

§ 9. Фазовые кривые автономной системы

З д е с ь  р а с с м а т р и в а ю т с я  п р о с т е й ш и е  ге о м е тр и ч е с к и е  с в о й с т в а  ф а з о ­
в ы х  к р и в ы х  а в т о н о м н ы х  систем ,  т .  е. си стем ,  п р а в ы е  части  к о то р ы х  не 
з а в и с я т  от  в р ем ен и .

1. А в т о н о м н ы е  с и стем ы .
О п р е д е л е н и е .  С и с т е м а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  н а з ы ­

в а е т с я  автономной, если  о н а  п е р е х о д и т  в с еб я  при п р о и з в о л ь н ы х  
с д в и г а х  в д о л ь  оси в р ем ени .

И н ы м и  с л о в а м и ,  с и с т е м а  н а з ы в а е т с я  а в т о н о м н о й ,  есл и  ее  п р а в а я  
ч а с т ь  не з а в и с и т  о т  в р е м е н и .  Н а п р и м е р ,  а в т о н о м н о е  у р а в н е н и е  п -го 
п о р я д к а  —  эго  у р а в н е н и е

З а м е ч а л и  е. П р и  о п и с а н и и  э в о л ю ц и о н н ы х  п р о ц е с с о в  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  о б ы ч н о  в о з н и к а ю т  и м ен н о  а в т о н о м н ы е  с и ст е м ы :  
н е з а в и с и м о с т ь  п р а в о й  ч а с т и  от  / о т р а ж а е т  н е з а в и с и м о с т ь  от  в р е м е н и  
з а к о н о в  п р и р о д ы  ( б е з  чего  н е в о з м о ж н о  н а у ч н о е  ее и з у ч е н и е ) .  Т е р м и н  
« а в т о н о м н ы й »  о з н а ч а е т  « с а м о с т о я т е л ь н ы й »  и о т р а ж а е т  н е з а в и с и м о с т ь  
э в о л ю ц и и  с о с т о я н и я  р а с с м а т р и в а е м о й  с и ст е м ы  от всех  д р у г и х .  Н е а в т о ­
н о м н ы е  с и ст е м ы  в о з н и к а ю т  пр и  о п и с а н и и  п р и р о д ы  ч а щ е  в с е г о  с л е д у ю ­
щ и м  о б р а з о м .  П р е д п о л о ж и м ,  ч то  мы р а с с м а т р и в а е м  ч а с т ь  I ф и з и ч е с к о й  
с и с т е м ы  1 +  Н. Т о г д а ,  х о тя  з а к о н  э в о л ю ц и и  всей  с и ст е м ы  со  в р е м е н е м  
и не м е н я е т с я ,  в л и я н и е  ч а с т и  II  на  ч а с т ь  I м о ж е т  п р и в е с т и  к  т о м у ,  
что  з а к о н  э в о л ю ц и и  ч а с т и  I б у д е т  м е н я т ь с я  со  в р ем е н е м .

Н а п р и м е р ,  в л и я н и е  Л у н ы  н а  З е м л ю  в ы з ы в а е т  п р и л и в ы .  М а т е м а т и ч е с к и  
э т о  в л и я н и е  в ы р а ж а е т с я  тем ,  ч т о  в е л и ч и н а  у с к о р е н и я  с и л ы  т я ж е с т и ,
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в х о д я щ а я  в у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  з е м н ы х  о б ъ е к т о в ,  с т а н о в и т с я  п е р е ­
менной .

В т а к и х  с л у ч а я х  г о в о р я т ,  чт о  в ы д е л е н н а я  ч а с т ь  I н е а в т о н о м н а .  П о э т о м у  
и в се  с и с т е м ы ,  п р а в а я  ч а с т ь  к о т о р ы х  я в н о  з а в и с и т  о т  в р е м е н и ,  н а з ы ­
в а ю т с я  н е а в т о н о м н ы м и .  Р а з у м е е т с я ,  н е а в т о н о м н ы е  с и с т е м ы  м о гу т  п о л у ­
ч и т ь с я  и в д р у г и х  с л у ч а я х ,  н а п р и м е р ,  в п р о ц е с с е  п р е о б р а з о в а н и й  
п р и  р е ш е н и и  а в т о н о м н ы х  с и с т е м .  П р и м е р :  п е р е х о д  к  н е а в т о н о м н о м у  
у р а в н е н и ю  с р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р ем е н н ы м и  при  и н т е г р и р о в а н и и  с и ст е м ы  
Л о т к а  — В о л ь т е р р а  (п .  7 § 2 ) .

З а д а ч а  ! .  Автономно ли уравн ен ие  в вари ац иях  для м алого  возм ущ ени я  реш е­
ния автономной системы при малом изменении н ачальных условии?

Ответ. Если невозмущенное  решение — состояние равновесия ,  то автономно,  в общем 
случае  — нет.

2. С д в и г  по в р е м е н и .  Н а ч н е м  с п р и м е р а .  Р а с с м о т р и м  а в т о н о м н о е  
у р а в н е н и е  и - г о  п о р я д к а

х(п)_р(х,  х, .... х('1-|>). (1)

Т е о р е м а .  Предположим , что х  =  5 т  /  —  решение уравнения  ( 1 ) ,  
тогда функция  л- =  соз  I —  тоже решение.

Э т о  с р а з у  с л е д у е т  из  с л е д у ю щ е г о  п р е д л о ж е н и я .
Т е о р е м а .  Пусть гр: Ч -* -и  —  решение автономного уравнения 

х  =  у{х), заданного векторным полем V в фазовом пространстве  (У, 
и пусть Н!: Р - > - 1 ^— сдвиг оси времени. /¡5 (/) =  $ +  /. Тогда ф°Л* 
при любом з тоже решение.

И н ы м и  с л о в а м и ,  е с л и  лг =  ср(/) —  р е ш е н и е ,  т о  х = ф ( /  +  х) —  т о ж е  
р е ш е н и е .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  о ч е в и д н о :  п оле  н а п р а в л е н и й  а в т о н о м н о г о  
у р а в н е н и я  п е р е х о д и т  в с е б я  при  с д в и г а х  в д о л ь  оси  в р е м е н и ,  с л е д о ­
в а т е л ь н о ,  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  п е р е х о д я т  при  т а к и х  с д в и г а х  в  и н т е г ­
р а л ь н ы е  к р и в ы е .

С л е д с т в и е .  Через каждую  точку фазового пространства автоном­
ной системы проходит одна и только одна фазовая кривая.

З а м е ч а н и е .  З д е с ь  и н и ж е  в сю д у  идет  р ечь  о  м а к с и м а л ь н ы х  
ф а з о в ы х  к р и в ы х ,  т. е. о ф а з о в ы х  к р и в ы х ,  я в л я ю щ и х с я  о б р а з а м и  р е ш е ­
ний,  н е п р о д о л ж а е м ы х  на  б о л е е  д л и н н ы й  и н т е р в а л  ( р е ш е н и е  ср: /  и  
м о ж е т  не п р о д о л ж а т ь с я  л и б о  п о то м у ,  что и н т е р в а л  /  у ж е  вся  п р я м а я ,  
л и б о  по то м у ,  что ф ( / )  п о д х о д и т  к г р а н и ц е  о б л а с т и  и ,  к о г д а  / п о д х о д и т  
к к о н ц у  и н т е р в а л а ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я .  П р е д п о л о ж и м ,  что  ч е р е з  т о ч ­
ку п р о х о д я т  д в е  ф а з о в ы е  к р и в ы е  —  о б р а з ы  р е ш е н и й  ср и г|з, о п р е д е л е н н ы х  
н а  всей  п р я м о й  (с л у ч а й ,  к о г д а  р е ш е н и я  не п р о д о л ж а ю т с я  н е о гр а н и ч е н н о ,  
о с т а в л я е т с я  ч и т а т е л ю ) .  Т о г д а  с у щ е с т в у ю т  м о м ен ты  в р е м е н и  а  и Ь, 
т а к и е ,  что  <р (а) =  хр(Ь) (т.  к. о б е  к р и в ы е  п р о х о д я т  ч е р е з  о д н у  т о ч к у ) .  
С д в и г а я  о д н о  из  р е ш е н и й  в д о л ь  оси в р ем е н и ,  мы п о л у ч а е м  новое  
р е ш е н и е ,  <р°Л“ ~ 4. Э т о  р е ш е н и е  и м еет  с  р е ш е н и е м  о б щ е е  н а ч а л ь н о е
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у с л о в и е  при 1 =  Ь. З н а ч и т ,  они  с о в п а д а ю т .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф п о л у ч а е т с я  
из  (р с д в и г о м  в д о л ь  оси в р е м е н и .  И т а к ,  о б р а з ы  о т о б р а ж е н и и  ср и гр с о в п а ­
д а ю т ,  ч то  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .

3  а  м е ч а н и е. Ф а з о в ы е  к р и в ы е  неавтономной с и с т е м ы  ( о б р а з ы  
р е ш е н и й  в ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е )  м о гу т  п е р е с е к а т ь с я ,  не с о в п а д а я .  
П о э т о м у  з а  р е ш е н и я м и  н е а в т о н о м н ы х  с и ст е м  л у ч ш е  с л е д и т ь  по и н т е г р а л ь ­
ны м  к р и в ы м .

З а д а ч а  1. Пусть через каждую  точку фазового пространства системы х — у {(, х) 
проходит одна и только одна фазоиая кривая. Следует ли из этого, что система 
автономна?

Ответ. Нет, пример: х =  1 -{-/2.

3. З а м к н у т ы е  ф а з о в ы е  к р и в ы е .  М ы  у ж е  з н а е м ,  что р а з н ы е  ф а з о в ы е  
к р и в ы е  а в т о н о м н о й  с и с т е м ы  не п е р е с е к а ю т с я .  П о с м о т р и м ,  м о ж е т  л и  п е ­
р е с е к а т ь  с е б я  о д н а  ф а з о в а я  к р и в а я .  И н ы м и  с л о в а м и ,  м о ж е т  л и  р е ш е н и е  
а в т о н о м н о й  си ст е м ы  п е р в о г о  п о р я д к а  н е с к о л ь к о  р а з  п р и н и м а т ь  о д н о  
и т о  ж е  з н а ч е н и е .

Т е о р е м а .  М аксимальная фазовая кривая автономной системы либо 
не самопересекается, либо сводится к одной точке, либо является замк­
нутой фазовой кривой (диффеоморфной окруж ности).

С  п р и м е р а м и  з а м к н у т ы х  ф а з о в ы х  к р и в ы х  мы у ж е  с т а л к и в а л и с ь  ( н а ­
п р и м е р ,  п р е д е л ь н ы е  ц и к л ы ,  см .  § 2 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  о с н о в а н о  на с л е д у ю щ и х  ч е т ы р е х  л е м м а х .
Л е м м а  1. Решение  ср автономной системы первого порядка, дважды 

принявшее одно значение ср(а) =  ср(Ь), ¿>>  а ,  можно продолжить на 
всю ось времени, в виде периодического отображения  Ф  с периодом 
Т — Ь — а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В с я к о е  5 о д н о з н а ч н о  п р е д с т а в и м о  в виде  5 =  .
— пТ +  а, 0 ^ с т < Г .  П о л о ж и м  Ф  (а  +  5) =  ф ( а  +  а).  Т о г д а  Ф  —  р е ш е н и е  
п е р и о д а  Т, с о в п а д а ю щ е е  с  ф н а  о т р е з к е  [а, ¿>1. Д е й с т в и т е л ь н о ,  Ф  с о в п а ­
д а е т  со сд в и г о м  р е ш е н и я  ф в о к р е с т н о с т и  к а ж д о й  т о чк и  и, з н а ч и т ,  с а м о  
я в л я е т с я  р е ш е н и е м  (п о  т е о р е м е  п. 2 ) .

П о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  м о ж е т  им еть ,  к р о м е  Т, д р у ги е  п е р и о д ы .  И з у ч и м  
м н о ж е с т в о  в сех  п е р и о д о в  о т о б р а ж е н и я  п р я м о й .

Л  е м м а 2. Множ ество всех периодов любого отображения 
прямой является подгруппой группы  Г?.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ч и с л о  Т я в л я е т с я  п е р и о д о м  о т о б р а ж е н и я  / ,  
е с л и  и т о л ь к о  если  с д в и г  п р я м о й  н а  Т п е р е в о д и т  /  в с е б я .  С д в и г и ,  
п е р е в о д я щ и е  I в с е б я ,  о б р а з у ю т  п о д г р у п п у  гр у п п ы  все х  с д в и г о в .  И б о  
е с л и  д в а  с д в и г а  п е р е в о д я т  { в с е б я ,  то и их п р о и з в е д е н и е ,  и о б р а т ­
ны е  им с д в и г и  п е р е в о д я т  /  в с е б я .

3  а  м е ч а н и е. Э т о  р а с с у ж д е н и е  п о к а з ы в а е т  т а к ж е ,  чт о  е с л и  к а к а я  
у г о д н о  г р у п п а  д е й с т в у е т  н а  к а к о м  у г о д н о  м н о ж е с т в е ,  т о  все п р е о б р а ­
з о в а н и я  группы , о с т а в л я ю щ и е  н а  м есте  ф и к с и р о в а н н ы й  э л е м е н т  м н о ­
ж е с т в а ,  о б р а з у ю т  п о д г р у п п у  и с х о д н о й  гр у п п ы .  Э т а  п о д г р у п п а  н а з ы в а е т с я  
стационарной группой  ф и к с и р о в а н н о г о  э л е м е н т а .

Л е м м а  3.  Множ ество всех периодов непрерывного отображения 
прямой замкнуто.

4 В. И. Арнольд
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п е р и о д о в  Ti о т о ­
б р а ж е н и я  f с х о д и т с я  к ч и с л у  Т, т о г д а  / ( /  +  7') =  l i m / ( ¿  +  7 ' ; ) = l ¡ m  / ( / )  =  
=  / ( / )  при л ю б о м  t.

И т а к ,  множество всех периодов непрерывного отображения прямой 
является замкнутой подгруппой прямой.

Л е м м а  4. Всякая замкнутая подгруппа G группы вещественных 
чисел R есть либо R, либо арифметическая прогрессия , образованная 
целыми кратными некоторого числа, либо (0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  G=^{0¡, то  в G е с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы е  
э л е м е н т ы  (в м е с т е  с t в G в х о д и т  — i) .

В о з м о ж н ы е  д в а  с л у ч а я :
1) в G е с т ь  с к о л ь  у г о д н о  б л и з к и е  к 0  п о л о ж и т е л ь н ы е  э л е м е н т ы ;
2 )  р а с с т о я н и я  от  0 д о  в с е х  п о л о ж и т е л ь н ы х  эл е м е н т о в  г р у п п ы  б о л ь ­

ш е  н е к о т о р о г о  п о л о ж и т е л ь н о г о  ч и сл а .
В п е р в о м  с л у ч а е  G с о д е р ж и т  а р и ф м е т и ч е с к и е  п р о г р е с с и и  со с к о л ь  

у г о д н о  м а л ы м и  р а з н о с т я м и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  э л е м е н т ы  G  е с т ь  в л ю б о й  
о к р е с т н о с т и  л ю б о й  т о ч к и  п р я м о й .  П о с к о л ь к у  G з а м к н у т а ,  G =  R. В о  
в т о р о м  с л у ч а е  р а с с м о т р и м  б л и ж а й ш и й  к  0  п о л о ж и т е л ь н ы й  э л е м е н т  
Т г р у п п ы  (он с у щ е с т в у е т ,  т а к  к а к  г р у п п а  з а м к н у т а ) .  А р и ф м е т и ч е с к а я  
п р о г р е с с и я  ц е л ы х  к р а т н ы х  э л е м е н т а  Т п р и н а д л е ж и т  г р у п п е .  Д о к а ж е м ,  
что  н и к а к и х  д р у г и х  э л е м е н т о в  в груп пе  нет.  Д е й с т в и т е л ь н о ,  л ю б о е  
д р у г о е  ч и с л о  t п р е д с т а в и м о  в в и д е  « Г + т ,  где  0 < т < Т .  Е с л и  / e G ,

т о  / — л7 ' =  т < Г — п о л о ж и т е л ь н ы й  э л е м е н т  
г р у п п ы ,  в о п р е к и  м и н и м а л ь н о с т и  э л е м е н т а  Т

З а д а ч а  1. Найти все замкнутые подгруппы:
* 1) плоскости R2, 2) пространства  R \  3) окружности

S'H-zeC: 1*1 — 1 )■
Ответ. 1) и 2) — прямые суммы замкнутых подгрупп 

прямой (рис. 83 ) ;  3) правильные л-уголышки, образо­
ванные корнями степени п из 1, и S 1

О б ъ е д и н я я  л е м м ы  2, 3 и 4, м ы  з а к л ю ч а е м ,  
что  множество всех периодов непрерывного 
периодического отображения прямой либо со­

стоит из всех целых кратных одного наименьшего периода, либо со­
ставляет всю прямую  ( т о г д а  о т о б р а ж е н и е  —  к о н с т а н т а ) .

В ч а с т н о с т и ,  р е ш е н и е  Ф  л е м м ы  1 л и б о  п о с т о я н н о  (и т о г д а  с о о т ­
в е т с т в у ю щ а я  ф а з о в а я  к р и в а я  —  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я ) ,  л и б о  и м еет  н а и ­
м е н ь ш и й  п е р и о д  0. О п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и е  А  о к р у ж н о с т и  на  ф а з о в у ю  
к р и в у ю  ф о р м у л о й  A:  (cos  a, s in  а)н>- Ф ( а 0 / 2 л ) .  Э то  о т о б р а ж е н и е  А  
о п р е д е л е н о ,  т а к  к а к  Ф  и м е ет  п е р и о д  0. А  д и ф ф е р е н ц и р у е м о ,  т а к  
к а к  Ф  — р е ш е н и е .  О т о б р а ж е н и е  А  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о  о т о б р а ж а е т  
о к р у ж н о с т ь  на ф а з о в у ю  к р и в у ю ,  т а к  к а к  Ф  не  м о ж е т  д в а ж д ы  п р и н я т ь  
о д н о  з н а ч е н и е  в н у т р и  н а и м е н ь ш е г о  п е р и о д а  (по  л е м м е  1 ) .

П р о и з в о д н а я  Л  по а  в с ю д у  о т л и ч н а  от н у л я ,  и н а ч е  р е ш е н и е  п р и н и ­
м а л о  бы  з н а ч е н и е ,  я в л я ю щ е е с я  п о л о ж е н и е м  р а в н о в е с и я ,  и т о г д а  по 
т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и  б ы л о  бы  к о н с т а н т о й .  П о  т е о р е м е  о  н е я в н о й  ф у н к ­
ци и ,  А  л о к а л ь н о  д и ф ф е о м о р ф н о  о т о б р а ж а е т  ось  а  н а  о б р а з  Ф  в ф а з о в о м

ПЛОСКОСТИ
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п р о с т р а н с т в е ,  т .  с. п а  ф а з о в у ю  к р и в у ю . З н а ч и т ,  о т о б р а ж е н и е ,  о б р а т н о е  Л, 
д и ф ф е р е н ц и р у е м о ,  т .  е. А  — д и ф ф е о м о р ф и з м .

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
Н е з а м к н у т ы е  ф а з о в ы е  к р и в ы е ,  х о тя  и не м о гу т  с а м о п е р е с е к а т ь с я ,  

м о г у т  с л о ж н ы м  о б р а з о м  н а в и в а т ь с я  с а м и  н а  с е б я .

З а д а ч а  2. Н айти  з а м ы к а н и я  ф азовы х кривых двойного м аятни ка ,  XI =  — х>, 
х г= — ‘2х2.

Ответ. Точка,  о к р у ж н о е™  и торы. См. § 24 и § 25, п. 6.

§ 10. Производная по направлению векторного поля и первые 
интегралы

М н о г и е  г е о м е т р и ч е с к и е  п о н я т и я  м о ж н о  о п и с ы в а т ь  д в у м я  с п о с о б а м и :  
на  я з ы к е  точек п р о с т р а н с т в а  или  ж е  с  п о м о щ ь ю  функций, з а д а н н ы х  
н а  нем .  Т а к а я  д у а л и з а ц и я  ч а с т о  о к а з ы в а е т с я  п о л е зн о й  в с а м ы х  р а з н ы х  
о т д е л а х  м а т е м а т и к и .

В ч а с т н о с т и ,  в е к т о р н ы е  п о л я  м о ж н о  о п и с ы в а т ь  не т о л ь к о  с  п о м о щ ь ю  
с к о р о с т е й  д в и ж е н и й ,  но и к а к  дифференцирования ф у н к ц и й ,  а  о с н о в н ы е  
т е о р е м ы  т е о р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  
о т е р м и н а х  первых интегралов.

1. Производная по направлению вектора. П у с т ь  V  —  п р и л о ж е н н ы й  
в т о ч к е  х  о б л а с т и  (У в ек т о р ,  и пусть  /:  и  Р  — д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  
ф у н к ц и я .  П у с т ь  ф: 1-+И  —  к а к а я - л и б о  п а р а м е т р и з о в а н н а я  к р и в а я ,  
в ы х о д я щ а я  из х  со с к о р о с т ь ю  V,  т а к  чт о  ф ( 0 )  =  х, ф ( 0 )  =  г». В о з н и к а е т  
с к в о з н о е  о т о б р а ж е н и е  и н т е р в а л а  /  в е щ е с т в е н н о й  
о си  в в е щ е с т в е н н у ю  о с ь ,  / ° ф :  !-*-{{, ( / ° ф ) (0  =  /(фМ)> 
т. е. в е щ е с т в е н н а я  ф у н к ц и я  в е щ е с т в е н н о г о  п е р е ­
м е н н о г о  I (рис .  8 4 ) .

О п р е д е л е н и е .  Производной функции ] по 
направлению вектора V н а з ы в а е т с я  п р о и з в о д н а я  
п о с тр о е н н о й  ф у н к ц и и  в пуле .

Э т о  чи сл о  о б о з н а ч а е т с я  ч е р е з  (£, — в честь  
С о ф у с а  Л и ) .  Ч т о б ы  о п р а в д а т ь  это  о п р е д е л е н и е ,  
н а д о  п р о в е р и т ь ,  ч т о  п о л у ч е н н о е  ч и с л о  з а в и с и т  
т о л ь к о  от в е к т о р а  V,  а  не о т  с п е ц и а л ь н о г о  в ы б о р а  к р и в о й  ф. Э т о  
в и дн о ,  н а п р и м е р ,  и з  в ы р а ж е н и я  п р о и з в о д н о й  по н а п р а в л е н и ю  ч е р е з  
к о о р д и н а т ы :  по п р а в и л у  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  с л о ж н о й  ф у н к ц и и

/ ; а I г V  д{¿ с / = —-  / ° Ф  =  /  ------- V/,
сН I 1 = 0  д X/

/»1

где производные берутся в точке приложения вектора: здесь X/ — коор­
динаты в окрестности этой точки, ^  — компоненты вектора скорости 
в этой системе координат. 

То же самое можно выразить иначе, сказав, что есть значение 
4 -формы Щ на векторе V.

а

>Пх)

Рис. 84. Производная 
функция /  по направле* 
мню сектора V.

4*
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у  (ди_ _а__вн а V
¿-'Кдр! дц, дрI )

Ответ. 0.

2. П р о и з в о д н а я  по н а п р а в л е н и ю  в е к т о р н о г о  п о л я .  П у с т ь  т е п е р ь  V —  
в е к т о р н о е  п о л е  в  о б л а с т и  и.

О п р е д е л е н и е .  Производной функции ¡: и  II по направ­
лению поля V н а з ы в а е т с я  н о в а я  ф у н к ц и я  и  -*■ Я, з н а ч е н и е  к о т о ­
ро й  в к а ж д о й  т о ч к е  л: р а в н о  п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  /  по  н а п р а в л е н и ю  
п р и л о ж е н н о г о  в  т о ч к е  *  в е к т о р а  п о л я :  (/ .„ /)  (х) =  (х)/ .  Ф у н к ц и я

н а з ы в а е т с я  т а к ж е  производной Л и  ф у н к ц и и  ¡.
П р и м е р .  П у с т ь  у = д /д х \  —  б а з и с н о е  в е к т о р н о е  п о л е ,  к о м п о н е н т ы  

к о т о р о г о  в  с и с т е м е  к о о р д и н а т  (Х[, . . . ,  хп) р а в н ы  (1, 0,  . . . ,  0 ) .  Т о г д а  
Ь.11\= д ]1д х \  — ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  ].

П р е д о с т е р е ж е н и е .  П р и  р а б о т е  с  ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  
н у ж н о  т в е р д о  п о н и м а т ь ,  что  в  с а м о м  их о б о з н а ч е н и и  к р о е т с я  о п а с ­
но сть :  ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  /  по  х\ з а в и с и т  не т о л ь к о  о т  т о го ,  
к а к а я  ф у н к ц и я  в р а с с м а т р и в а е м о й  о б л а с т и  п р и н я т а  з а  к о о р д и н а т у  
XI, но в е щ е  б о л ь ш е й  м е р е  от  то го ,  к а к  в ы б р а н ы  п р о ч и е  к о о р д и н а т ы .  
Н а п р и м е р ,  н а  п л о с к о с т и  с  к о о р д и н а т а м и  (х, у) ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  
д Ц д х  ф у н к ц и и  у  р а в н а  н у л ю ,  но ч а с т н а я  п р о и з в о д н а я  д \/д х  то й  ж е  
ф у н к ц и и  т о ч к и  п л о с к о с т и  по той  ж е  п е р е м е н н о й  х  в с и с т е м е  к о о р д и н а т  
(х, г), где  г = х + у ,  р а в н а  — 1. С л е д о в а л о  бы  п и с а т ь  5 / /5 д :1  С0П51,

д! / д х \г=соп!1-
П р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  по н а п р а в л е н и ю  в е к т о р н о г о  п о л я  л и ш е н а  у к а ­

з а н н о г о  н е д о с т а т к а  ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й :  э т о  г е о м е т р и ч е с к и й  о б ъ е к т ,  по 
с а м о м у  с в о е м у  о п р е д е л е н и ю  не з а в и с я щ и й  ни от  к а к о й  с и с т е м ы  к о о р ­
д и н а т .  Е с л и  г л а д к и е  ф у н к ц и я  /  и п о л е  V з а д а н ы ,  то  —  в п о л не  
о п р е д е л е н н а я  ф у н к ц и я  ( к л а с с а  С г~ \  е с л и  /  и V к л а с с а  С ') .  И н ы м и  
с л о в а м и ,  е с л и  д и ф ф е о м о р ф и з м  п е р е в о д и т  н а  но в о е  м есто  в е к т о р н о е  п оле  
и ф у н к ц и ю ,  то  п р о и з в о д н а я  п е р е н е с е н н о й  ф у н к ц и и  по н а п р а в л е н и ю  
п е р е н е с е н н о г о  п о л я  с о в п а д а е т  с п е р е н е с е н и е м  п р о и зв о д н о й  и с х о д н о й  
ф у н к ц и и  по  н а п р а в л е н и ю  и с х о д н о г о  п о л я .  Э т о  с в о й с т в о  о п е р а ц и и  д и ф ­
ф е р е н ц и р о в а н и я  по н а п р а в л е н и ю  н а з ы в а е т с я  естественностью. Д р у г и е  
п р и м е р ы  е с т е с т в е н н ы х  о п е р а ц и й  —  с л о ж е н и е  и у м н о ж е н и е  ф у н к ц и й ,  с л о ­
ж е н и е  п о л е й  и у м н о ж е н и е  ф у н к ц и й  н а  поле .

3. С в о й с т в а  п р о и з в о д н о й  по н а п р а в л е н и ю .  З д е с ь  мы о п я т ь  з а й м е м с я  
ф о р м а л и з а ц и е й  о ч е в и д н ы х  ф а к т о в .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  У7 м н о ж е с т в о  в се х  
б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х  ф у н к ц и й  / :  11-*Н.. Э т о  м н о ж е с т в о  
и м е ет  е с т е с т в е н н у ю  с т р у к т у р у  в е щ е с т в е н н о г о  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  
( т а к  к а к  с л о ж е н и е  ф у н к ц и й  с о х р а н я е т  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь ) ,  и д а ж е  
к о л ь ц а  ( т а к  к а к  п р о и з в е д е н и е  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х  ф у н к ц и й  
д и ф ф е р е н ц и р у е м о ) ,  или,  л у ч ш е  с к а з а т ь ,  К - а л г е б р ы  ( к о л ь ц а , . д л я  э л е м е н ­
т о в  к о т о р о г о  о п р е д е л е н о  у м н о ж е н и е  н а  ч и с л а ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  о б ы ч н ы м  
т р е б о в а н и я м ) .

П у с т ь  V —  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м о е  в е к т о р н о е  п о л е  в I/. П р о и з ­
в о д н а я  ф у н к ц и и  и з  У7 по н а п р а в л е н и ю  п о л я  V с н о в а  п р и н а д л е ж и т

З а д а ч а  1. Вычислить производную функции И по направлению вектора
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Т7 ( з д е с ь  с у щ е с т в е н н а  б е с к о н е ч н а я  д и ф ф е р е н ц н р у е м о с т ь ) .  И т а к ,  д и ф ф е ­
р е н ц и р о в а н и е  по н а п р а в л е н и ю  п о л я  V е с т ь  о т о б р а ж е н и е  Т7 Р  
а л г е б р ы  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х  ф у н к ц и й  в себ я .  Р а с с м о т р и м  
н е к о т о р ы е  с в о й с т в а  э т о г о  о т о б р а ж е н и я :

1. М / + я ) = М + ^ ;  2.
3. +  ¿.ц + 4. =  5. / . и/ .р =  /-„/ .и

Г
(/ 11 8  —  г л а д к и е  ф у н к ц и и ,  и и и —  г л а д к и е  в е к т о р н ы е  п о л я ) .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е  свойства  1— 5, кроме того из »их, которое неверно.

Т е р м и н о л о г и ч е с к о е  з а м е ч а н и е .  А л г е б р а и с т ы  н а з ы в а ю т  
о т о б р а ж е н и е  ( к о м м у т а т и в н о г о )  к о л ь ц а  в с е б я  дифференцированием, 
е с л и  оно  о б л а д а е т  с в о й с т в а м и  1 и 2 о т о б р а ж е н и я  1̂ .̂ Все  д и ф ф е р е н ­
ц и р о в а н и я  к о л ь ц а  о б р а з у ю т  модуль н а д  э т и м  к о л ь ц о м  ( м о д у л ь  н а д  
к о л ь ц о м  — о б о б щ е н и е  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  н а д  К: э л е м е н т ы  м о ­
д у л я  м о ж н о  с к л а д ы в а т ь  м е ж д у  с о б о й  и у м н о ж а т ь  на э л е м е н т ы  
к о л ь ц а ) .

В е к т о р н ы е  п о л я  в и  о б р а з у ю т  м о д у л ь  н а д  ^ а л г е б р о й  Т7 ф у н к ц и й  
в и .  С в о й с т в а  3 н 4 о з н а ч а ю т ,  что  о п е р а ц и я  п е р е в о д я щ а я  п оле  V 
в д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  —  г о м о м о р ф и з м  /-"-модуля по л ей  в  / • '-м одуль  
в с е х  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и й  а л г е б р ы  Р. С в о й с т в о  5, е сли  о н о  и м е ет  м есто ,  
о з н а ч а е т ,  что  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  ¿ ц и к о м м у т и р у ю т .

З а д а ч а *  2. Я вляется  ли гомоморфизм изоморфизмом?

А н а л и т и к и  н а з ы в а ю т  о т о б р а ж е н и е  линейным однородным диффе­
ренциальным оператором первого порядка. Э т о  н а з в а н и е  о б ъ я с н я е т с я  
т е м ,  что, с о г л а с н о  1 и . 2, о п е р а т о р  Т7 - » - / 7 Я -л и н е е н .  В к о о р ­
д и н а т а х  э т о т  о п е р а т о р  з а п и с ы в а е т с я  т а к :  1^ 2 =  и \д /д х \-{ - ... 
... -\-Vnd/д хп. В ы ш е  м ы  и с а м о  в е к т о р н о е  п о л е  V о б о з н а ч и л и  т а к и м  ж е  
с и м в о л о м  (с т р .  5 9 ) :  п о л е  ч а с т о  о т о ж д е с т в л я ю т  с  о п е р а т о р о м  д и ф ф е ­
р е н ц и р о в а н и я  в д о л ь  него .

А н а л о г и ч н ы й  о п е р а т о р  п р о и з в о д н о й  Л и  в д о л ь  в е к т о р н о г о  п о л я  
и м о ж н о  о п р е д е л и т ь  не т о л ь к о  д л я  ф у н к ц и й ,  но д л я  п р о и з в о л ь н ы х  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к и х  о б ъ е к т о в ,  п е р е н о с и м ы х  д и ф ф е о м о р ф и з ­
м а м и  (в е к т о р н ы х  п о л е й ,  ф о р м ,  т е н з о р о в )  —  п р о и з в о д н а я  к а ж д о г о  
о б ъ е к т а  б у д е т  о б ъ е к т о м  той  ж е  п р и р о д ы .  Ф р а н ц у з ы  н а з ы в а ю т  о п е ­
р а т о р  п р о и з в о д н о й  р ы б а к а :  р ы б а к  с и д и т  н а  м ес т е  и д и ф ф е р е н ­
ц и р у е т  о б ъ е к т ы ,  п р о н о с и м ы е  м и м о  него  ф а з о в ы м  п отоком .

4. А л г е б р а  Л и  в е к т о р н ы х  п о л е й .  С в о й с т в о  5  д л я  в е к т о р н ы х  п о л е й  
и и V в ы п о л н е н о  не в с е г д а .  Н а п р и м е р ,  д л я  п о л е й  и =  д/дх  и ь =  хд /д х  
на  оси х  им еем

Ь„Ь{1 =  д /д х -\-х  д2/д х 2, Ь 1!1и= х  д 2/д х2.

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что ди ф ф ере н ц и альн ы й  о п ератор  — пе ВТОРОГО
порядка,  как это каж ется  на первый взгляд,  а  первого; = £ ,  где с __
некоторое векторное поле, з а в и с я щ е е  от полей а н 6.

О п р е д е л е н и е .  П о л е  с н аз ы вае тся  коммутатором или скобкой Пуассона полей 
а  и Ь и о б о зн ач а ется  (а .  б ] .
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1. [а, 6 +  — [а > Ь) +  [а, с] , Х е  I* (линейность) .
2. (а, &]+[&, с] =  0 (кососимметричность).
3. [[а, 6], с]4-[[&, с], я ]Ч - \[с, а], 6 ] = 0  (тождество Я коби ) .
О п р е д е л е н и е .  Линейное пространство с бинарной операцией, обладающей свойст­

вами 1, 2 и 3, н а з ы в а е т ся  алгеброй Ли.
И так ,  секторые поля с операцией коммутирования образуют алсберу Ли. Эта о п е р а ­

ция столь же ф у н д а м е н т а л ь н а  для всей математики,  как  сложение  и умножение.
З а д а ч а  3. Д о к аж и те ,  что трехмерное ориентированное евклидово пространство 

становится  алгеброй  Л и ,  если определить операцию  как векторное  произведение.
З а д а ч а  4. Д о к а ж и т е ,  что пространство к в ад р а тн ы х  матриц  п оряд ка  п с т ан о ­

вится алгеброй Л и ,  если определить операцию  как А В — В А .
З а д а ч а  5.  О б р а зу ю т  ли алгебру Л и  симметричные матрицы с такой  же о п ер а ­

цией? Кососим метрические?
З а д а ч а  6. З н а я  компоненты полей а и Ь в некоторой системе координат,  

найти компоненты их ком м утатора .
Ответ. [а, Ь) ¡ — Х а1 ^Ь,/дх\ — 6; 0а\!дх\ — ЬаЬ; — Ььа,.
З а д а ч а -  7. П у с ть  {£'}— ф азовы й  поток поля а , |Л*)— поля Ь. Д о к а ж и т е ,  что 

потоки коммутируют ( я ' /И г г Л 1# ')  тогда  и только тогда ,  когда  комм утатор  полей равен 
нулю.

З а д а ч а  8. П у сть  а м — поле скоростей точек тела,  в р а щ аю щ е го с я  с угловой 
скоростью о) вок руг  точки 0 в К3. Найти коммутатор полей аа, ар.

Ответ. [ав, ар] = а т, где векторное произведение а и р .

5. Первые интегралы. П у с т ь  V —  в е к т о р н о е  поле  в о б л а с т и  II, 
/ :  —  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ф у н к ц и я .

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  /  н а з ы в а е т с я  первым интегралом  у р а в ­
н ени я  л- =  1 | (х ) ,  е сл и  ее  п р о и з в о д н а я  по н а п р а в л е н и ю  поля  V р а в н а  нулю :

С т р а н н о е  н а и м е н о в а н и е  п е р в ы й  и н т е г р а л  о с т а л о с ь  от тех  в р ем ен ,  
к о гд а  п ы т а л и с ь  р е ш и т ь  все  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  пу тем  и н т е г р и ­
р о в а н и я .  В те  в р е м е н а  и н т е г р а л о м  (и л и  ч а с т н ы м  и н т е г р а л о м )  н а з ы в а л и  
т а к ж е  то,  чт о  мы т е п е р ь  н а з ы в а е м  р е ш е н и е м .

С л е д у ю щ и е  д в а  с в о й с т в а  п е р в о го  и н т е г р а л а  о ч е в и д н о  э к в и в а л е н т н ы  
с о о т н о ш е н и ю  =  0 и м о гл и  бы б ы т ь  п р и н я т ы  з а  его о п р е д е л е н и е .

З а д а ч а  2. Д окажите три свойства коммутатора:

Рис. 85. Фазовая кривая целиком лежит на Рис. 86. Система без
одной поверхности уровня интеграла. первых интегралов.

1. Функция /  постоянна вдоль каждого решения (р: /->£/, т е. 
каждая функция /  °<р постоянна.

2. Каждая фазовая кривая поля V принадлежит одному и только 
одному множеству уровня функции ( (рис. 85).

П р и м е р .  Рассмотрим систему, фазовым пространством которой 
является вся плоскость, Х1=Х\ ,  Х2 =  Х2. Фазовые кривые (лучи) изо­
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б р а ж е н ы  н а  рис. 86. П о к а ж е м ,  что эт а  с и ст е м а  не им еет  пи о д н о г о  
п е р в о г о  и н т е г р а л а ,  о т л и ч н о г о  от  п о с то я н н о й .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п е р в ы й  
и н т е г р а л  —  н е п р е р ы в н а я  на в с е й  п л о с к о ст и  ф у н к ц и я ,  п о с т о я н н а я  н а  
к а ж д о м  л у ч е ,  в ы х о д я щ е м  из н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  с л е д о в а т е л ь н о  —  п о ­
с т о я н н а я .

З а д а ч а  I. Д о к а ж и т е ,  что п окрестности предельного  цикла  всякий первым 
и н те грал  постоянен.

З а д а ч а  2. При каких к систем а уравнении л ' |= Х | ,  хг =  кхг на всей плоскости 
и меет  непостоянный первый интеграл?

Ответ. При кё^О (см. рис. 30 па стр. 33) .
З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что  м н о ж ес т в о  всех первых и нтегралов  д анн ого  поля 

о б р а з у е т  алгебру: сумма и произведение  первых интегралов — первый интеграл.

Н е п о с т о я н н ы е  п е р в ы е  и н т е г р а л ы  в с т р е ч а ю т с я  р едк о .  З а т о  в т е х  с л у ­
ч а я х ,  к о г д а  они е с т ь  и к о г д а  их у д а е т с я  н а й т и ,  н а г р а д а  б ы в а е т  в е с ь м а  
з н а ч и т е л ь н о й .

П  р  и м е р. П у с т ь  / /  —  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  ( г ^ 2  р а з )  ф у н к ц и я  2 дч
п е р е м е н н ы х  .................  <7„ ) .  С и с т е м а  2п у р а в н е н и й  р \— — дН!дд[, ф =
— д Н /д р ; н а з ы в а е т с я  системой канонических уравнений Гамильтона. 
( Г а м и л ь т о н  п о к а з а л ,  что  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  б о л ь ш о г о  ч и с л а  
з а д а ч  м ех а н и ки ,  о п т и к и ,  в а р и а ц и о н н о г о  и с ч и с л е н и я  и д р у г и х  о б л а с т е й  
е с т е с т в о з н а н и я  м о ж н о  з а п и с а т ь  в т а к о м  в и д е ) .  Ф у н к ц и я  И  н а з ы в а е т с я  
функцией Гамильтона  (в м е х а н и к е  э т о  о б ы ч н о  п о л н а я  э н е р г и я  с и с т е м ы ) .

Т е о р е м а  ( з а к о н  с о х р а н е н и я  э н е р г и и ) .  Функция Гамильтона явля­
ется первым интегралом системы канонических уравнений Гамильтона.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

у / д Н  . дН  . \ Г ' ) " /  дН\ дН дН л

ч то  и т р е б о в а л о с ь .
6 .  Л о к а л ь н ы е  п е р в ы е  и н т е г р а л ы .  О т с у т с т в и е  н е п о с т о я н н ы х  п е р в ы х  

и н т е г р а л о в  с в я з а н о  с  т о п о л о г и ч е с к и м  у с т р о й с т в о м  ф а з о в ы х  к р и в ы х .  
В о б щ е м  с л у ч а е  ф а з о в ы е  к р и в ы е  не у к л а д ы в а ю т с я  в ц ел о м  на п о в е р х ­
н о с т и  у р о в н я  н и к а к о й  ф у н к ц и и ,  п о э т о м у  н е п о с то я н н о го  п е р в о го  и н т е г р а л а  
и н ет .  О д н а к о  л о к а л ь н о ,  в о к р е с т н о с т и  н ео со б о й  т о ч к и ,  ф а з о в ы е  к р и в ы е  
у с т р о е н ы  про сто  и н е п о с т о я н н ы е  п е р в ы е  и н т е г р а л ы  с у щ е с т в у ю т .

П у с т ь  и  —  о б л а с т ь  в п - м е р н о м  п р о с т р а н с т в е ,  V —  д и ф ф е р е н ц и р у е м о е  
в е к т о р н о е  п о л е  в II, хо —  н е о с о б а я  т о ч к а  п о л я  (и(хо)фО).

Т е о р е м а .  Существует такая окрестность V точки хо, что урав­
нение x =  v(x) в V  имеет п — 1 функционально независимый первый 
интеграл, / | ,  . . . ,  причем любой первый интеграл уравнения в V  есть 
функция от ......... [ п - I.

[ Н а б о р  т  ф у н к ц и й  функционально независим  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  
лго, е с л и  р а н г  п р о и з в о д н о й  в т о ч к е  хо о т о б р а ж е н и я  и~уЦт , з а д а н ­
н о г о  э т и м и  ф у н к ц и я м и ,  р а в е н  т  ( см . ,  н а п р и м е р ,  Г .  М .  Ф и х т е н г о л ь ц .  
К у р с  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  и и н т е г р а л ь н о г о  и с ч и с л е н и я .—  М .:  H a v к a ,  1970, 
т . 1, гл .  6 )  ] .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  с т а н д а р т н о г о  у р а в н е н и я  в  R“ у\ =  1, 
ij 2=  . . .  = ¿ „  =  0, э т о  о ч е в и д н о :  п е р в ы е  и н т е г р а л ы — л ю б ы е  г л а д к и е  
ф у н к ц и и  от î/2, . . . .  Уп■ Т о  ж е  в е р н о  д л я  э т о го  у р а в н е н и я  в л ю б о й  в ы п у к ­
л о й  о б л а с т и  ( о б л а с т ь  н а з ы в а е т с я  вы п у к л о й ,  е с л и  в м е с т е  о  л ю б ы м и  
т о ч к а м и  о н а  с о д е р ж и т  с о е д и н я ю щ и й  их о т р е з о к ) .  В в ы п у к л о й  о б л а с т и  
л ю б о й  и н т е г р а л  с т а н д а р т н о г о  у р а в н е н и я  с в о д и т с я  к ф у н к ц и и  о т  у 2, ..., (/„. 
В с я к о е  у р а в н е н и е  в п о д х о д я щ е й  о к р е с т н о с т и  н е о с о б о й  т о ч к и  з а п и с ы ­
в а е т с я  в п о д х о д я щ и х  к о о р д и н а т а х  у  в с т а н д а р т н о м  в и де .  О к р е с т н о с т ь  
э т у  м о ж н о  с ч и т а т ь  в ы п у к л о й  в к о о р д и н а т а х  у  ( е с л и  э т о  не т а к ,  з а м е н и м  
м е н ь ш е й  в ы п у к л о й ) .

О с т а е т с я  з а м е т и т ь ,  ч т о  к а к  с в о й с т в о  ф у н к ц и и  б ы т ь  п е р в ы м  и н те г ­
р а л о м ,  т а к  и ф у н к ц и о н а л ь н а я  н е з а в и с и м о с т ь ,  о т  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  
не з а в и с я т .

З а д а ч а  1. Приведите  пример области,  в которой стан д ар тн о е  уравнение 
имеет  первый интеграл,  не с в о д я щ и й с я  к функции от у 2, . . . .  </я.

7 .  П е р в ы е  и н т е г р а л ы ,  з а в и с я щ и е  от вр ем е н и .  П у с т ь  f —  д и ф ф е р е н ц и ­
р у е м а я  ф у н к ц и я  на  р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  у р а в н е н и я  
x — v (t, х), в о о б щ е  г о в о р я ,  н е а в т о н о м н о г о .

С о с т а в и м  а в т о н о м н у ю  с и с т е м у ,  ф а з о в ы е  к р и в ы е  к о т о р о й  б у д у т  и н ­
т е г р а л ь н ы м и  к р и в ы м и  и с х о д н о г о  у р а в н е н и я .  Д л я  э т о г о  р а с ш и р и м  у р а в ­

нен и е ,  д о б а в и в  к д а н н о м у  у р а в н е н и ю  т р и ­
в и а л ь н о е  у р а в н е н и е  / = 1 :

X  =  V(K), X  =  (t,x), V ( t ,x )  =  (\,v). 
О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и я  f  н а з ы в а е т с я  

зависящим от времени первым интегралом 
у р а в н е н и я  x =  v(t,x), е с л и  о н а  я в л я е т с я  nép-  
в ы м  и н т е г р а л о м  р а с ш и р е н н о г о  а в т о н о м н о г о  
у р а в н е н и я  (рис .  8 7 ) .

И н ы м и  с л о в а м и :  каж дая интегральная 
кривая исходного уравнения лежит в одном 
множестве уровня функции.

В е к т о р н о е  поле V  в н у л ь  не  о б р а щ а е т с я .  П о  т е о р е м е  п. 6  в окрест­
ности каждой точки расширенного фазового пространства уравнение 
x =  v(t, х) имеет столько функционально независимых первых интегралов 
(зависящих от времени), какова размерность фазового пространства 
(число компонент вектора х)\ причем каждый (зависящий от времени) 
первый интеграл выражается через эти специальные в указанной 
окрестности.

В  ч а с т н о с т и ,  а в т о н о м н о е  у р а в н е н и е  с л - м е р п ы м  ф а з о в ы м  п р о с т р а н ­
с т в о м  и м е ет  в о к р е с т н о с т и  л ю б о й  (не  о б я з а т е л ь н о  п е о с о б о й )  т о чк и  п 
з а в и с я щ и х  от  вр ем е н и  ф у н к ц и о н а л ь н о  н е з а в и с и м ы х  п е р в ы х  и н т е г р а л о в .

П е р в ы м  и н т е г р а л о м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (и л и  с и ст е м ы )  
л ю б о г о  п о р я д к а  н а з ы в а е т с я  п е р в ы й  и н т е г р а л  э к в и в а л е н т н о й  с и ст е м ы  
п е р в о г о  п о р я д к а .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что систем а уравнений Ньютона г = — г / г 3 имеет первый 
интеграл ,  который в полярных к о о р д и н а та х  зап исы вается  в виде r! ip (re R 2).

t

Рис. 87 Интегральные кривые 

па поверхности уровня первого 

интеграла, зависящего от вре­

мени
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Этот  интеграл,  н азы ваем ы й  секториальной скоростью, открыл Кеплер из наблюдений 
з а  дв иж ени ем  М ар са  («втором закон  К еплера»)

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что с ек то р и а л ьн ая  скорость  яв л я е тс я  первым интегралом 
уравнения г — га(г) при любом виде функции а.

С иловое  поле вида  га (г) н аз ы в а е т ся  центральным. П р ед ы д у щ ая  з а д а ч а  п о к аз ы в ае т ,  
почему из второго закон а  К еплера  нельзя  извлечь закон а  всемирного тяготения:  нужен 
третий.

З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что при движ ении  в любом цен тральном  поле в тр е х м е р ­
ном пространстве  к а ж д а я  из компонент векторного произведения [г, г] яв л я е тся  первым 
интегралом («зак он  сохранения момента количества д в и ж ен и я » ) .

З а д а ч а  4. Д о к а ж и т е ,  что если фун кц ия  Гами льтона  не зави сит  от <?/, то  р,- — 
первый интеграл уравнении Гам и льтон а .

З а д а ч а  5. П р едполож и м ,  что к а ж д о е  решение у равн ен ия  х — х ) с л -мерным 
ф а зо в ы м  п ространством м ож н о  п родолж и ть  на всю ось /. Д о к а ж и т е ,  что такое  у р а в ­
нение имеет во всем расш иренн ом  ф азов ом  пространстве п ф ун кц ион ально  н ез ав и си ­
мых первых и нтегралов  ( з а в и с я щ и х  от времени) ,  через которые все его ( з ав и с я щ и е  
от времени) первые интегралы ф ун кц ион ально  вы раж аю тся .

§ 11. Линейные и квазилинейные уравнения 
первого порядка с частными производными

^ У р а в н е н и я  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  и зу чены  г о р а з д о  х у ж е ,  че м  с 
о б ы к н о в е н н ы м и .  Т е о р и ю  о д н о г о  у р а в н е н и я  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  
п е р в о г о  п о р я д к а  у д а е т с я  с в е с т и  к  и с с л е д о в а н и ю  с п е ц и а л ь н ы х  о б ы к н о ­
в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  т а к  н а з ы в а е м ы х  уравнений харак­
теристик. С у щ н о с т ь  с в я з и  м е ж д у  у р а в н е н и е м  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  
и у р а в н е н и е м  х а р а к т е р и с т и к  с о с т о и т  в том ,  что д в и ж е н и е  с п л о ш н о й  с р е д ы  
м о ж н о  о п и с ы в а т ь  к а к  с п о м о щ ь ю  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в ­
нени й  д в и ж е н и я  ее  ч а с т и ц ,  т а к  и с п о м о щ ь ю  у р а в н е н и я  с ч а с т н ы м и  
п р о и з в о д н ы м и  д л я  п о л я .  Н и ж е  п о д р о б н о  р а з о б р а н ы  п р о с т е й ш и е  ч а с т н ы е  
с л у ч а и  л и н е й н ы х  и т а к  н а з ы в а е м ы х  к в а з и л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с ч а с т н ы м и  
п р о и з в о д н ы м и  п е р в о г о  п о р я д к а  и т а к ж е  п р и в е д е н  р е ц е п т  р е ш е н и я  о б щ е г о  
у р а в н е н и я .

1. Л и н е й н о е  о д н о р о д н о е  у р а в н е н и е .
О п р е д е л е н и е .  Линейным однородным уравнением первого поряд­

ка  в о б л а с т и  Ц  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е  ¿ агг =  0, где  а — и з в е с т н о е  век- 
.т о р н о е  поле  в о б л а с т и  и , а и —  н е и з в е с т н а я  ф у н к ц и я .  В к о о р д и н а т а х  
о н о  и м е ет  ви д  а ,  ди/д .г, +  . . .  -\-ап ди /д хп =  0, ак =  аи(х\..........х„). Ф а з о ­
в ы е  к р и в ы е  в е к т о р н о г о  п о л я  а н а з ы в а ю т с я  характеристиками  у р а в н е н и я  
Ьаи =  0. У р а в н е н и е  х  — а(х)  н а з ы в а е т с я  уравнением характеристик.

З а м е ч а н и е .  П р и л а г а т е л ь н о е  « х а р а к т е р и с т и ч е с к и й »  в м а т е м а т и к е  
в с е г д а  о з н а ч а е т  « с в я з а н н ы й  и н в а р и а н т н о »  (в  д а н н о м  с л у ч а е  и н в а р и а н т ­
но о т н о с и т е л ь н о  в ы б о р а  с и с т е м ы  к о о р д и н а т ) .  Т а к ,  х а р а к т е р и с т и ч е с к а я  
п о д г р у п п а  груп пы  —  это  п о д г р у п п а ,  п е р е х о д я щ а я  в с е б я  п р и  в се х  а в т о ­
м о р ф и з м а х  гр у ппы ,  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  
не з а в и с и т  от в ы б о р а  б а з и с а ,  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  к л а с с ы  в т о п о л о г и и  
п е р е х о д я т  в с е б я  при  д и ф ф е о м о р ф и з м а х  и т. д.

Х а р а к т е р и с т и к и  у р а в н е н и я  Ьаи —  0  с в я з а н ы  с ним и н в а р и а н т н о  о т н о ­
с и т е л ь н о  д и ф ф е о м о р ф и з м о в :  е с л и  д и ф ф е о м о р ф и з м  п е р е в о д и т  с т а р о е  у р а в ­
н ен ие  в новое, то  он п е р е в о д и т  х а р а к т е р и с т и к и  с т а р о г о  у р а в н е н и я  в
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х а р а к т е р и с т и к и  н ового .  М о ж н о  д а ж е  в д о б а в о к  у м н о ж и т ь  п о л е  а  на  
не о б р а щ а ю щ у ю с я  в н у л ь  ф у н к ц и ю  —  это  не и з м е н и т  ни р е ш е н и и ,  ни 
х а р а к т е р и с т и к  у р а в н е н и я .

З а д а ч а  I. Найти характеристики уравнения ди/дх — у ди/ду.
Р е ш е н  и е. х — 1, у= —у\ у = Се~х.

Т е о р е м а .  Ф ункция и является решением уравнения  ¿ а« =  0, 
если и. только если она является первым интегралом уравнения харак­
теристик.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  о п р е д е л е н и е  п е р в о го  и н т е г р а л а .
Н е с м о т р я  н а  о ч е в и д н о с т ь  э т о й  т е о р е м ы ,  о н а  о ч е н ь  п о л е з н а ,  т а к  к а к  

р е ш а т ь  о б ы к н о в е н н о е  у р а в н е н и е  х а р а к т е р и с т и к  л егч е ,  чем  р е ш а т ь  и с х о д ­
н о е  у р а в н е н и е  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и .

З а д а ч а  2. Реш и ть  уравнение  за д а ч и  1
Р е ш е н и е ,  и —уе '  — решение,  все решения исчерпываются  ф ункциями от этого.
З а д а ч а  3. Р еш и ть  уравн ен ие  у ди/дл: =  х ди /ду  на всей плоскости.
Ответ. Реш ения — функции от х 2 +  у 2.
З а д а ч а  4. И счерпы ваю тся  ли реш ения уравнения х д и /дх  — у д и /ду  на Иг ф у н к ­

циями от ху?
Ответ. Нет, сущ ествует  решение,  д л я  которого « ( I ,  \ ) Ф и { — I, — I).

2. З а д а ч а  Коши.
О п р е д е л е н и е .  Задачей Коши  д л я  у р а в н е н и я  ¿ ам = 0  н а з ы ­

в а е т с я  з а д а ч а  об  о п р е д е л е н и и  ф у н к ц и и  и по ее  з н а ч е н и я м  на  д а н н о й  
г и п е р п о в е р х н о с т и  ( г и п е р п о в е р х н о с т ь ю  в И" н а з ы в а е т с я  (п — 1 ) -м ер н ая  
п о в е р х н о с т ь .  Н а п р и м е р ,  в с л у ч а е  п =  2 г и п е р п о в е р х н о с т ь  е с т ь  к р и в а я ,  
п р и  и = 3  —  о б ы ч н а я  п о в е р х н о с т ь ) .

З а д а н н а я  г и п е р п о в е р х н о с т ь  н а з ы в а е т с я  начальной гиперповерхностью, 
а  з а д а н и е  н а  ней и с к о м о й  ф у н к ц и и — начальным условием, и | у =  ф.

Ф у н к ц и я  ф н а з ы в а е т с я  начальной функцией, о н а  з а д а н а  
н а  н а ч а л ь н о й  г и п е р п о в е р х н о с т и .

З а д а ч а  К о ш и  не в с е г д а  им еет  р е ш е н и е .  Д е й с т в и т е л ь ­
но, в д о л ь  к а ж д о й  х а р а к т е р и с т и к и  з н а ч е н и е  и н о с ю я н н о .  
Н о  х а р а к т е р и с т и к а  м о ж е т  п е р е с е к а т ь  н а ч а л ь н у ю  п о в е р х ­
но сть  н е с к о л ь к о  р а з  (рис .  8 8 ) .  Е сл и  з н а ч е н и я  н а ч а л ь н о й  

Рис ее неразреиш Ф у н к ц и и  в э т и х  т о ч к а х  р а з л и ч н ы ,  то  с о о т в е т с т в у ю щ а я  
мая задача Коши. з а д а ч а  К о ш и  не и м еет  р е ш е н и я  ни в к а к о й  о б л а с т и ,  

с о д е р ж а щ е й  у к а з а н н у ю  х а р а к т е р и с т и к у .
О п р е д е л е н и е .  Т о ч к а  н а  н а ч а л ь н о й  г и п е р п о в е р х н о с т и  н а з ы в а е т с я  

нехарактеристической, е с л и  х а р а к т е р и с т и к а ,  п р о х о д я щ а я  ч е р е з  э т у  т о ч к у ,  
т р а н с в е р с а л ь н а  ( н е  к а с а т е л ь н а )  к н а ч а л ь н о й  г и п е р п о в е р х н о с т и .

Т е о р . е м а .  Пусть х  —  нехарактеристическая точка на  начальной 
гиперповерхности. Тогда существует такая окрестность точки х, что 
задача Кош и в этой окрестности имеет решение, и притом только одно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  т е о р е м е  о  в ы п р я м л е н и и  м о ж н о  в ы б р а т ь  
к о о р д и н а т ы  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х т а к ,  что  п о л е  а б у д е т  и м е т ь  к о м п о ­
н е н т ы  (1 ,  0, . . . ,  0 ) ,  а  н а ч а л ь н а я  г и п е р п о в е р х н о с т ь  п р и м е т  в и д  л Г |= 0 .  
В э т и х  к о о р д и н а т а х  з а д а ч а  К о ш и  п р и н и м а е т  в и д  ди/дх1—0, и |* , = о  =  ф. 
Е д и н с т в е н н о е  в  в ы п у к л о й  о б л а с т и  р е ш е н и е :  и(х\, г(,1 =  ф(а-2, . . . ,  х„)
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З а д а ч а  I Реш и ть  за д ач у  Коши u L _ o = s m i /  для  уравнения ди/дх =  у да/ду.
Р е ш е н и е .  Н а  хар ак тер и сти ке  у =  Се~х; согласно н ач альном у условию, u =  t¡n С .
Ответ. и =  sin {е’у).
З а д а ч а  2. К ак и е  точки прямой х = 1  являю тся  н ехарактсристическнмн для  

уравн ен ия  у ди/дх  =  х ди/ду?
Ответ. у Ф 0.
З а д а ч а  3. Имеет  ли  решение за д а ч а  Коши u]i = ¡ =  y 2 для этого уравн ен ия  

па R2 п единственно ли решение?
Ответ Реш ение сущ ествует ,  но не единственно.

3  а м е ч а н и е. Р е ш е н и я  о б ы к н о в е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е ­
н и я  о б р а з у ю т  к о н е ч н о м е р н о е  м н о г о о б р а з и е :  к а ж д о е  р е ш е н и е  з а д а е т с я  
к о н е ч н ы м  н а б о р о м  ч и с е л  ( н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ) .  М ы  в и д и м ,  что у л и н е й ­
ного  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  п е р в о го  п о р я д к а  
о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  от п п е р е м е н н ы х  « с т о л ь к о  р е ш е н и й ,  с к о л ь к о  
с у щ е с т в у е т  ф у н к ц и й  от  п —  1 п е р ем е н н ы х » .  А н а л о г и ч н о е  я в л е н и е  и м е е т  
м ес т о  и д л я  о б щ и х  у р а в н е н и й  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  п е р в о го  п о р я д к а .

П р и ч и н а  с т а н о в и т с я  я с н о й ,  есл и  р а с с м о т р е т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  
у р а в н е н и е  к а к  п р е д е л  р а з н о с т н ы х .  Те ж е  с о о б р а ж е н и я  п о д с к а з ы в а ю т ,  чт о  
д л я  у р а в н е н и я  с  ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и  в т о р о г о  п о р я д к а  н у ж н о  з а д а ­
в а т ь  на  н а ч а л ь н о й  г и п е р п о в е р х н о с т и  д в е  ф у н к ц и и  ( з н а ч е н и я  р е ш е н и я  
и е го  п р о и з в о д н о й  по т р а н с в е р с а л ь н о м у  н а ч а л ь н о й  г и п е р п о в е р х н о с т и  
н а п р а в л е н и ю ) ,  и т. д .  Р а з у м е е т с я ,  эти с о о б р а ж е н и я  не з а м е н я ю т  д о ­
к а з а т е л ь с т в  с о о т в е т с т в у ю щ и х  т е о р е м  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  
р е ш е н и й .  Э ти  д о к а з а т е л ь с т в а  м о ж н о  н а й т и  в у ч е б н и к а х  по т ео р и и  у р а в ­
нени й  с ч а с т н ы м и  п р о и з в о д н ы м и ,  н а п р и м е р ,  в к н и г е  Р .  К у р а н т а  и 
Д .  Г и л ь б е р т а ,  « М е т о д ы  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и »  (М .:  Г о с т е х и з д а т ,  1 9 5 1 )

3. Линейное неоднородное уравнение.
О п р е д е л е н и е .  Линейным неоднородным уравнением первого 

порядка  в о б л а с т и  U н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е  Laii =  b, гд е  а — з а д а н ­
ное  в ек т о р н о е  п о л е ,  b —  з а д а н н а я  ф у н к ц и я ,  и — и с к о м а я  ф у н к ц и я  
в о б л а с т и  U. В к о о р д и н а т н о й  з а п и с и :  а\ди/дх\-{- ... -\-апдч1дхп — Ь, 
где  а* и Ь —  и з в е с т н ы е  ф у н к ц и и  от  .............. хп.

З а д а ч а  К о ш м  с т а в и т с я  т а к  ж е ,  к а к  д л я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .
Т е о р е м а .  В  достаточно малой окрестности любой нехарактери­

стической точки начальной поверхности решение существует и един­
ственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о и з в о д н а я  н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  по в р е ­
м е н и  д в и ж е н и я  в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к и  и з в е с т н а  ( р а в н а  Ь), п о э т о м у  ее  
п р и р а щ е н и е  в д о л ь  о т р е з к а  х а р а к т е р и с т и к и  р а в н о  и н т е г р а л у  от  b по  
в р ем е н и  д в и ж е н и я  в д о л ь  э т о г о  о т р е з к а .  Н а п р и м е р ,  е с л и  ai # 0  в и з у ч а е ­
мой точке ,  то  у к а з а н н о е  п р и р а щ е н и е  р а в н о  j b/a\ dx\ в д о л ь  о т р е з к а  
х а р а к т е р и с т и к и .

З а д а ч а  1, Ре ш и ть  задачу  Коши u l ,_ o  =  s ¡ n y  для уравнения ди/дх — у ди/ду +  у.
Р е ш е н и е .  П ри  изменении х со скоростью 1 зн ачение  и на х а р ак тер и сти к е  

У =  Се '  меняется со скоростью  Се~‘. Следовательн о ,  п р и ращ ени е  и вдоль э т о й ' х а р а к ’ 
тернстнки при изменении х  от  0 до  X равно С ( 1 — е ~ х).

Точка (X, У) л е ж и т  на хар ак тер и сти ке ,  где C — exY В этой точке  и — sin С +  С (1 — е ~ х).
Ответ. « =  s in (e 'y ) - f  у(ех— 1). '
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О п р е д е л е н и е .  Квазилинейным уравнением первого порядка 
н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е  L a« =  p о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  и, г д е  и(х) =  
=  а (х, и (х)), (5 (х) =  Ь (х, и (х)). З д е с ь  а  —  векторное поле  в .v-п р о с т р а н с т в е ,  
з а в и с я щ е е  от  т о ч к и  оси  и, к а к  от п а р а м е т р а ,  Ь —  ф у н к ц и я  в А-простран-  
стве ,  т а к ж е  з а в и с я щ а я  от  т о чк и  оси и, к а к  от п а р а м е т р а .  В к о о р ­
д и н а т н о й  з а п и с и  у р а в н е н и е  и м еет  в и д

•
ди ■ ди

а | (х ,  и ) - ------b  • • • + а „  (х ,  и ) -— =  b (х , и).
дх | дхп

О т л и ч и е  от  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  т о л ь к о  в том ,  что коэффициенты 
а и b могут зависеть от значения неизвестной функции.

П р и м е р .  Р а с с м о т р и м  о д н о м е р н у ю  с р е д у  из  ч а с т и ц ,  д в и ж у щ и х ­
ся  по п р я м о й  по и н ер ц и и ,  т а к  что  с к о р о с т ь  к а ж д о й  ч а с т и ц ы  о с т а е т с я  
н е и з м е н н о й .  О б о з н а ч и м  с к о р о с т ь  ч а с т и ц ы ,  н а х о д я щ е й с я  в м о м е н т  t в т о ч ­
ке  а-, ч е р е з  и (t, а ) .  З а п и ш е м  у р а в н е н и е  Н ы о т о н а :  у с к о р е н и е  ч а с т и ц ы  
р а в н о  н у л ю .  Е с л и  х=ц> (/) —  д в и ж е н и е  ч а с т и ц ы ,  т о  q>= и (t, <р (¿))

ди ди ди ди 
и ш =  — 4 - — <р =  - — \-и — . И т а к ,  поле скоростей среды из невзаи- 

dt дх dt дх
модействующих частиц удовлетворяет квазилинейному уравнению
th-\-uux = 0.

З а д а ч а  1. Построить график решения в момент t, если и — a r c c tg  дг
при / — 0.

Р е ш е н и е .  Д и ф ф ео м о р ф и з м  плоскости (л\ и) н** (.v +  и/,  и) сдвигает  к а ж д у ю  п р я ­
мую и =  cons t  вдоль оси х на ut и переводит граф и к  решения в момент 0 в граф и к

решения в момент / (этот диффеоморфизм ссть 
не что иное, как преобразование фазового потока 
уравн ен и я  Ныотона  для  частиц; п лоскость  
( а*, и) — ф азов ая  плоскость частицы).

Ответ. См. рис. 89.
З а м е ч а н и е .  При /Г>гх/2 гладкого ре­

шения не существует.  Начиная с этого момен­
та частицы сталкиваются,  и предположение об 
отсутствии взаимодействия между ними стано­
вится физически нереалистическим. В этих ус­
ловиях движение среды описывают т. н. ударные 
волны — разрывные решения, удовлетворяющие 

уравнению левее и правее разрыва н удовлетворяющие на разрыве дополнительным 
условиям физического происхождения (зависящ им от характера взаимодействия при 
столкновении частиц).

З а д а ч а  2. С о стави ть  уравнение  эволюции поля скоростей среды из н ев заи м о ­
действую щ их  ч ас ти ц  в силовом поле с силой F (д) в точке х.

Ответ, tit -f- иих =  F.
З а д а ч а  3. -Р ешить это уравнение  с нач альны м  условием ы | /=0 =  0 д ля  силы 

F ( х ) = - х .
Р е ш е н и е .  Ф азовый поток состоит из поворотов,  поэтому график u(t, •) — прямая 

с углом наклона —
Ответ, и (/, х )=  — х t g  / ,  ] / |  < д / 2 .
З а д а ч а  4. Н айти  максим альную  ширину полосы 0 < ^ / < С ,  в которой сущ ествует  

решение ура вн ен и я  Ui +  uux =  s\n х  с н ачальным условием w | /==0 =  0.
\ Ответ. С =  л / 2 .

4. Квазилинейное уравнение.

Рис. 89. График решения получается из 
графика начального условия действием 
фазового потока.
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5. Х а р а к т е р и с т и к и  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е н и я .  Р а з о б р а н н ы й  п р и м е р  
п о к а з ы в а е т ,  к а к  п о л е з н о  п ер ей ти  от у р а в н е н и я  с  ч а с т н ы м и  п р о и з в о д ­
н ы м и  д л я  п о л я  с к о р о с т е й  к о б ы к н о в е н н ы м  у р а в н е н и я м  д в и ж е н и я  ч а с т и ц  
с р е д ы .  Н е ч т о  а н а л о г и ч н о е  м о ж н о  с д е л а т ь  и в с л у ч а е  о б щ е г о  к в а з и ­
л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  п е р в о г о  п о р я д к а .

У р а в н е н и е  (г> ц ^ . «  =  6 (х, и (х)). о з н а ч а е т ,  что  е с л и  т о ч к а  х  в ы х о д и т  
из  л'о со с к о р о с т ь ю  ао — а(хо, но), где  ио =  и(хо), т о  з н а ч е н и е  и(х) н а ч и ­
н а е т  м е н я т ь с я  со  с к о р о с т ь ю  6 0 =  Ь (хо, ио)
(р и с .  9 0 ) .  И н ы м и  с л о в а м и ,  п р и л о ж е н н ы й  в т о ч ­
ке (хо, и о) в е к т о р  Л 0 п р я м о г о  п р о и з в е д е н и я  х-про-  
с т р а н с т в а  и оси и, с к о м п о н е н т а м и  а 0 н Ьц, 
к а с а е т с я  г р а ф и к а  р е ш е н и я .  П у с т ь  А 0фО.

О п р е д е л е н и е .  П р я м а я  н а п р а в л е н и я  в е к ­
т о р а  Ло н а з ы в а е т с я  характеристическим на­
правлением  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  в  то чке  
(Д'о, но).

Х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  н а п р а в л е н и я  во  всех  
т о ч к а х  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  
у р а в н е н и я  о б р а з у ю т  поле  н а п р а в л е н и й .  Э то  поле  н а з ы в а е т с я  характе­
ристическим полем направлений  у р а в н е н и я .  В к о о р д и н а т н о й  з а п и с и  
х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  н а п р а в л е н и я  — это  н а п р а в л е н и я  в е к т о р о в  п о л я

Л =  £ М х, „) А + * ( * , „ ) ! - .

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  з а д а н н о е  п олем  х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  
н а п р а в л е н и й ,  н а з ы в а е т с я  уравнением характеристик, а  е го  и н т е г р а л ь ­
ны е  к р и в ы е  —  характеристиками. Т а к и м  о б р а з о м ,  х а р а к т е р и с т и к и  я в ­
л я ю т с я  ф а з о в ы м и  к р и в ы м и  в е к т о р н о г о  п о л я  А .

З а д а ч а  I. Найти характери сти ки  уравнения  среды из невзаим одей ствую щ и х 
частиц ,  и, +  ии, =  0.

Р е ш е н и е .  х = и ,  I =  1, и — 0. Характеристики — прямые х =  х0 +  но/, и — ио-

З а м е ч а н и е  1. Л и н е й н о е  у р а в н е н и е  —  ч а с т н ы й  с л у ч а й  к в а з и л и ­
н ей н о го ,  по х а р а к т е р и с т и к и  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я ,  р а с с м а т р и в а е м о г о  к а к  
к в а з и л и н е й н о е ,  о т л и ч а ю т с я  от  его  х а р а к т е р и с т и к  к а к  л и н е й н о г о  у р а в н е ­
н и я :  первы е  л е ж а т  в (х, м ) -п р о с тр а н с тв е ,  а  в т о р ы е  —  их п р о е к ц и и  
в лг-простран ство .

З а м е ч а н и е  2. К в а з и л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  с о х р а н я ю т  к в а з и л и н е й ­
ны й вид при д и ф ф е о м о р ф и з м а х  х - п р о с т р а н с т в а  и д а ж е  пр и  д и ф ф е о м о р ­
ф и з м а х  п р о с т р а н с т в а - п р о и з в е д е н и я ,  г д е  о п р е д е л е н ы  е го  к о э ф ф и ц и е н т ы  
а и Ь. Х а р а к т е р и с т и к и  и н в а р и а н т н о  с в я з а н ы  с у р а в н е н и е м :  если  т а к о й  
д и ф ф е о м о р ф и з м  п е р е в о д и т  с т а р о е  у р а в н е н и е  в новое ,  то  х а р а к т е р и с т и к и  
с т а р о г о  п е р е х о д я т  в х а р а к т е р и с т и к и  н ового .  Б о л е е  т о г о ,  у р а в н е н и е  м о ж н о  
у м н о ж и т ь  на не о б р а щ а ю щ у ю с я  в н у л ь  ф у н к ц и ю  о т  х  и и —  при э т о м  
ни р е ш е н и я ,  ни х а р а к т е р и с т и к и  не м е н я ю т с я  ( х о т я  в е к т о р н о е  п о л е  А  
м е н я е т с я ) .

Рис. 90. Геометрический 

смысл квазилинейного урез* 
нения.
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З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что квазили нейн ое  уравнение  приводится подходящ им  
локальны м д и ф ф е о м о р ф и зм о м  п р остранства-п роизведени я  к с тан дартн ом у  виду ди/дх \  = 0  
в окрестности  любой точки (а\ и), в которой зн ачени е  а ненулевое.

6. И н т е г р и р о в а н и е  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е н и я .  У р а в н е н и е  х а р а к т е ­
р и с ти к  д л я  у р а в н е н и я  £  а* ди/дхи — Ь п р и н я т о  з а п и с ы в а т ь  в т а к  н а з ы ­
в а е м о м  симметричном виде

йх\ с1х„ йи

а, ап Ь '

в ы р а ж а ю щ е м  к о л л и н е а р н о с т ь  к а с а т е л ь н о й  к х а р а к т е р и с т и к е  с  х а р а к ­
т е р и с т и ч е с к и м  в е к т о р о м  (эти  с о о т н о ш е н и я  о з н а ч а ю т  р а в е н с т в о  1-ф орм  
на в е к т о р а х ,  к а с а ю щ и х с я  х а р а к т е р и с т и к и ,  есл и  з н а м е н а т е л и  о т л и ч н ы  
от н у л я ) .

О п р е д е л е н и е .  П о в е р х н о с т ь  н а з ы в а е т с я  интегральной поверх­
ностью п о л я  н а п р а в л е н и й ,  ссли  н а п р а в л е н и е  п о л я  в к а ж д о й  т о ч к е  л е ж и т  
в ее  к а с а т е л ь н о й  п л о с к о сти .

Т е о р е м а .  Чтобы гладкая поверхность была интегральной поверх­
ностью гладкого поля направлений, необходимо и достаточно, чтобы 
каждая интегральная кривая, имеющая с поверхностью общую точку, 
целиком на ней лежала.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  т е о р е м е  о в ы п р я м л е н и и  по л е  м о ж н о  
д и ф ф е о м о р ф и з м о м  п р е в р а т и т ь  в поле  п а р а л л е л ь н ы х  п р я м ы х .  Д л я  т а к о г о  
п о л я  т е о р е м а  о ч е в и д н а .

И з  о п р е д е л е н и я  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  н а п р а в л е н и я  в ы т е к а е т
Т е о р е м а .  Функция и тогда и только тогда является решением 

квазилинейного уравнения, когда се график является интегральной 
поверхностью, поля характеристических направлений.

И з  д в у х  п о с л е д н и х  т ео р е м  н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е .  Функция и тогда и только тогда является решением 

квазилинейного уравнения, когда се график содержит вместе с каждой 
своей точкой интервал характеристики, проходящей через эту точку.

Т а к и м  о б р а з о м ,  н а х о ж д е н и е  р е ш е н и й  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  
с в о д и т с я  к н а х о ж д е н и ю  его  х а р а к т е р и с т и к .  Е сли  х а р а к т е р и с т и к и  и з ­
в е с т н ы ,  то о с т а е т с я  л и ш ь  с о с т а в и т ь  из них п о в е р х н о с т ь ,  я в л я ю щ у ю с я  
г р а ф и к о м  ф у н к ц и и :  э т а  ф у н к ц и я  б у д е т  р е ш е н и е м  к в а з и л и н е й н о г о  у р а в ­
н е н и я ,  и все  р е ш е н и я  п о л у ч а ю т с я  эт и м  с п о с о б о м .

З а д а ч а  I. Д о казать ,  что за д а ч а  Коши для квазилинейного уравнения первого 
порядка имеет решение и притом только одно в достаточно малой окрестности такой 
точки Ха начальной гиперповерхности и для такого начального условия, что вектор 
а ^хо, и (лго)) не касается  начальной гиперповерхности

З а м е ч а н и е .  В отличие от линейного уравнения,  для квазилинейного уравнения 
нельзя говорить о характеристичности самих точек начальной гиперповерхности:  
будет д ан н ая  точка характеристической или ист заои сш  также  и от начального  зна­
чения.

7. Нелинейное уравнение с частными производными первого порядка.
К а к  н л и н е й н ы е  ил и  к в а з и л и н е й н ы е  у р а в н е н и я ,  н е л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  
с а м о г о  о б щ е г о  в и д а ,  Г  (х, д и /дх ,  м) =  0, и н т е г р и р у ю т с я  пр и  п о м о щ и  
х а р а к т е р и с т и к .  Н о  если  х а р а к т е р и с т и к и  л и н е й н о го  у р а в н е н и я  о т н о с и ­
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т е л ь н о  ф у н к ц и и  в  R" л е ж а т  в R", а  к в а з и л и н е й н о г о  —  в (н +  1 ) -м ер н о м  
п р о с т р а н с т в е  R ^ X R ,  т о  х а р а к т е р и с т и к и  о б щ е г о  н е л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  
я в л я ю т с я  к р и в ы м и  в ( 2 и + 1 . ) - м е р н о м  п р о с т р а н с т в е  1 -струй  ф у н к ц и и ,  на 
к о т о р о м  о п р е д е л е н а  з а д а ю щ а я  у р а в н е н и е  ф у н к ц и я  F.

О п р е д е л е н и е .  П р о с т р а н с т в о м  1-струп ф у н к ц и й  от .v =  (.vj, . . * 
., хп) н а з ы в а е т с я  (2п +  1 )-мерное  п р о с т р а н с т в о  с к о о р д и н а т а м и  

(xi, х„; р ь  . . . ,  р„; у). 1 -струя  ф у н к ц и и  и в точке  -V— это  т о ч к а  
э т о г о  п р о с т р а н с т в а  с к о о р д и н а т а м и  (х, р — ди/дх, у =  и(х)). М н о ж е с т в о  
1-струй  ф у н к ц и и  и во  всех  т о ч к а х  х  се  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  н а з ы в а е т с я  
1-графиком  э то й  ф у н к ц и и .

У р а в н е н и е  F  (х, ди/дх, м) =  0 о п р е д е л я е т  в п р о с т р а н с т в е  1 -струй  
г и п е р п о в е р х н о с т ь  Е, где  F  (х, р, //) =  0. Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  /-' =  0 —  
э т о  ф у н к ц и я ,  1- г р а ф и к  к о то р о й  п р и н а д л е ж и т  ги п е р п о в е р х н о с т и  Е.

М ы  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  что  в е к т о р  п р о и зв о д н ы х  F P (с  к о м п о н е н т а м и  
dF /dp i)  о т л и ч е н  от н у л я :  б е з  э т о го  т р е б о в а н и я  у р а в н е н и е  м о гл о  бы в о в се  
не  с о д е р ж а т ь  ди /д х  и не б ы л о  бы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м .  И з  у с л о в и и  
F p=£ 0  в ы т е к а е т ,  что  г и п е р п о в е р х н о с т ь  £  —  г л а д к а я  (по  т е о р е м е  о н е я в ­
ной  ф у н к ц и и ) .  С а м а я  т р у д н а я  ч а с т ь  т е о р и и  н е л и н е й н о го  у р а в н е н и я  с ч а с т ­
ны м и  п р о и з в о д н ы м и  п е р в о го  п о р я д к а  —  п р и д у м а т ь  с л е д у ю щ е е

О п р е д е л е н и е .  Характеристиками  у р а в н е н и я  F  —  0  н а з ы в а ю т с я  
ф а з о в ы е  к р и в ы е  с л е д у ю щ е й  т р у д н о  з а п о м и н а е м о й  си ст е м ы  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  на г и п е р п о в е р х н о с т и  Е  в п р о с т р а н с т в е  "1 -с тр у й :

x = F p, р = —Fx — pFtJ, y= p F p .
З а д а ч а  1 Д о каж и те ,  что ф а зо в ая  кри вая  этой системы, начинаю щ аяся  па гипер­

поверхности Е, целиком лежит на Е.
Р е ш е н и е .  F — Fzx -f- Fpp - f  F„y =  0.
З а д а ч а  2. Д окаж и те ,  что 1 -график каждого решения уравнения F =  0 содер­

жит вместе с каждой своей точкой интервал характеристики, проходящей через эту 
точку. Обратно, если \-график функции состоит из целых характеристик, то функция — 
решение.

Р е ш е н и е .  Вдоль 1-графика решения dy — p d x  и dp =  (d7u/dxs) dx. Д л я  х а р а к те ­
ристического вектора  первое условие очевидно выполнено, а второе вытекает из равенства 
нулю сужения dF на 1-график: сужение Ft dx-\- Fp dp-\- F̂  dy на 1-график имеет бид

(Ел +  pFy) dx +  Fp д7и/0х2 dx

Д оказательство  обратного (а т акж е  геометрическую мотивировку странного опреде­
лени я  х а рак тери сти к)  м ож но найти в книге  В. И. А рнольда  «Дополнительные главы 
теории обыкновенных дифференциальных уравнений» М., 1978, § 8, или в книге В. И. Ар­
нольда  «Математические методы классической механики», М., 1074, стр. 333— 334 • 
они основаны на геометрии поля контактных плоскостей в пространстве струн.

Результат  задачи 2 сводит интегрирование нелинейного уравнения первого порядка 
(например, отыскание решения задачи Коши) к интегрированию системы обы к новен ­
ных дифференциальных уравнений — уравнений характеристик.  По начальному условию 
строится подмногообразие пространства  1-струй, проходящие через него характеристики 
образуют 1 -график искомого решения.

З а д а ч а  3. Д о к а ж и те ,  что характеристики нелинейного уравнения,  являющ егося  
квазилинейным, проектируются в характеристики этого квазилинейного уравнения при 
отображении (х, р, у) у-*- (х, у).

З а д а ч а *  4. Д о ка зать ,  что характеристики нелинейного уравнения F — 0 и н в а ­
риантно связаны с уравнением: при диффеоморфизм ах  .v-простраиства или даж е  п р о и з ­
ведения х-пространства на ось значении функции производные преобразуются так,  что
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характеристики старого уравнения переходят в характеристики нового; при умножении 
Е на не обращающуюся в нуль функцию характеристики не меняются.

З а м е ч а н и е .  В действительности связь между гиперповерхностью Е и харак ­
теристиками на ней инвариантна относительно еще Солсе широкой группы диффеомор­
физмов пространства струй, перепутывающей аргументы не только со значениями, по 
и с производными: в а ж н о  лиш ь ,  чтобы ди ф ф еом орф и зм  п ростра н ства  струн сохран ял  поле 
контактных плоскостей (заданны х уравнением ёу =  р ¿х). Такие диффеоморфизмы 
называются контактными и образуют контактную группу, фундаментальную для теории 

уравнений с частными производными первого порядка и для  геоме­
трической оптикн.

О п р е д е л е н и е .  Уравнением Гамильтона — Якоби называется  
уравнение с частными производными первого порядка, в которое 
явно не входит значение неизвестной функции, т. е. уравнение вида 
/ /  (х, ди/дх) =  0.

З а д а ч а  5. Д оказать ,  что расстояние от точки плоскости 
до гладкой кривой на плоскости (рис. 91)  удовлетворяет уравнению 
Гамильтона —  Якоби £  (ди/дх^' — I в окрестности этой кривой (исклю­
чая саму кривую).

З а д а ч а  б. Д о к а за ть ,  что расстояние от точки евклидова пространства  до глад ­
кого подмногообразия (любой размерности) в этом пространстве  удовлетворяет урав ­
нению Гамильтона — Якоби £  (д и /д х ^  — 1 в окрестности подмногообразия (исключая 
само подмногообразие)-

З а д а ч а  7. Д о к аза ть ,  что всякое решение уравн ен ия  Гами льтона  — Якоби 
£  [ди/дх1)3=  I в достаточно малой окрестности любой точки евклидова пространства 
является  суммой расстояния до некоторой гладкой гиперповерхности и константы.

З а д а ч а  8. Д о к аза ть ,  что характеристики уравнения Г а м и л ь т о н а — Якоби / /  =  0 
проектируются на пространство (х, р) в виде фазовых кривых уравнений Гамильтона 
х =  Нр, р  =  — Нх, л еж ащ и х  на поверхности нулевого уровня функции Гамильтона.

§ 12. Консервативная система с одной степенью свободы

В к а ч е с т в е  п р и м е р а  п р и м е н е н и я  п е р в о го  и н т е г р а л а  к и с с л е д о в а н и ю  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  м ы  р а с с м о т р и м  з д е с ь  м е х а н и ч е с к у ю  с и ­
с т е м у  с о д н о й  с т е п е н ь ю  с в о б о д ы ,  б е з  т р е н и я .

I .  О п р е д е л е н и я .  Консервативной системой с одной степенью свободы 
н а з ы в а е т с я  с и с т е м а ,  о п и с ы в а е м а я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м

х = Р{х). ' (1)
где  £  — д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  н а  н е к о то р о м  и н т е р в а л е  /  в е щ е с т в е н н о й  
о си  х ф у н к ц и я .

У р а в н е н и е  ( 1 )  э к в и в а л е н т н о  с и ст е м е

¿ | = * 2, х2 =  Р(х\), (Л'1, Х 2 ) е / Х И .  (2)

В м е х а н и к е  п р и н я т а  с л е д у ю щ а я  т е р м и н о л о г и я :
/  —  к о н ф и г у р а ц и о н н о е  п р о с т р а н с т в о ;

ЛГ| = х  —  к о о р д и н а т а ;
Х2 — Х —  с к о р о с т ь ;  

х  —  у с к о р е н и е ;
/ Х Я — ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о ;

(1 )  —  у р а в н е н и е  Н ь ю т о н а ;
Т7 —  с и л о в о е  п о л е ;

Г I * )  —  с и л а .

)  1

Рис. 91 Решение 

уравнения Га- 

шиьгона — Якобн.
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Р а с с м о т р и м  е щ е  с л е д у ю щ и е  ф у н к ц и и  на  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е :
•9

/ =  —  = -------- кинетическая энергия ;
2 2 г 

X
U  —  — J F  ( | )  d ;  —  потенциальная энергия;

ч
Е  =  Т U  —  полная механическая энергия.

О ч е в и д н о ,  F  (х) = ------  ̂ , т а к  чт о  потенциальная энергия определяет
ах

систему.
П р и м е р  I. Д л я  м а я т н и к а  § I 

(р и с .  9 2 )  х =  —  sin  .V, х  —  уго л  о т ­
к л о н е н и я ,  F  {х)~  — s in  х, U  (х)^=
=  — c o s  .V. Д л я  у р а в н е н и я  м а л ы х  
к о л е б а н и и  м а я т н и к а  д -=  — х

2
F { x ) = - x ,  U ( x ) ~ .

Д л я  у р а в н е н и я  м а л ы х  к о л е б а н и й  п е р е в е р н у т о г о  м а я т н и к а  х = х

F { x )= x ,

(р и с .  9 3 ) .

Рис. 93. Потенциальная энергия маятника вблизи нижнего и верхнего положения равновесия.

2. З а к о н  с о х р а н е н и я  э н е р г и и .
Т е о р е м а .  Полная энергия Е  является первым интегралом систе­

мы  ( 2 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И м е е м

(I_ / *2 (О2
- (  Х-^ Г +  U  (X, ( / ) ) )  =  x 2x2 +  U 'x , = X 2F ( x , ) - F { x t) x 3 =  О,

ч то  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
Д о к а з а н н а я  т е о р е м а  п о з в о л я е т  и с с л е д о в а т ь  и я в н о  «в  к в а д р а т у р а х »  

р е ш а т ь  у р а в н е н и я  в и д а  ( 1 ) ,  н а п р и м е р  у р а в н е н и е  м а я т н и к а .
3.  Л и н и и  у р о в н я  э н е р г и и .  И з у ч и м  ф а з о в ы е  к р и в ы е  с и с т е м ы  ( 2 ) .  

К а ж д а я  из  них ц е л и к о м  л е ж и т  на  о д н о м  м н о ж е с т в е  у р о в н я  э н е р г и и .  
И с с л е д у е м  эти  м н о ж е с т в а  у р о в н я .

Т е о р е м а .  Множество уровня энергии
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является гладкой кривой в окрестности каокдой своей точки, исключая 
лишь положения равновесия, т. е. точки (х\,х2), где

F (x i) =  0, хг =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В о с п о л ь з у е м с я  т е о р е м о й  о н е я в н о й  ф у н к ц и н .  
И м е е м

ЭЕ Ft  ̂ ° Е—  = — F (x  1), —  =  д-2.
дх\ дх2

Е с л и  о д н а  и з  п р о и з в о д н ы х  о т л и ч н а  от  0, то в о к р е с т н о с т и  р а с с м а т р и ­
в а е м о й  т о ч к и  м н о ж е с т в о  у р о в н я  Е  я в л я е т с я  г р а ф и к о м  д и ф ф е р е н ц и р у е м о й

ф у н к ц и и  в и д а  х\= х \(х2) или х2 = х2 (л-,). Т е о ­
р е м а  д о к а з а н а .

З а м е т и м ,  что и с к л ю ч е н н ы е  в ы ш е  точки  
(лг 1, лгг), где  / ' ( x i )  =  0  и *2  =  0 ,—  э т о  в то ч н о с ти  
с т а ц и о н а р н ы е  точки  ( п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я )  
с и с т е м ы  (2)  и о со бы е  то чки  в е к т о р н о г о  п о л я  
ф а з о в о й  с к о р о сти .  Д а л е е ,  эти ж е  то чки  я в л я ­
ю т с я  к р и т и ч е с к и м и  т о ч к а м и  *) полной  э н е р ­
гии  E(x\,x i). Н а к о н е ц ,  т о ч к и  x i ,  гд е  F (x i) =  0,
—  э т о  к р и т и ч е с к и е  т о чк и  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р ­
гии  U.

Ч т о б ы  н а р и с о в а т ь  л и н и и  у р о в н я  эн ер г и и ,  
п о л е з н о  п р е д с т а в л я т ь  с е б е  ш а р и к ,  к а т а ю щ и й с я  
в « п о т е н ц и а л ь н о й  я м е »  U  (рис .  9 4 ) .

З а ф и к с и р у е м  з н а ч е н и е  п о л н о й  эн ер г и и  Е. 
З а м е т и м ,  что к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  н е ­

о т р и ц а т е л ь н а .  П о э т о м у  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р ­
г и я  не п р е в о с х о д и т  п о л н о й .  З н а ч и т ,  л и н и я  у р о в н я  эн е р г и и  Е  п р о е к т и ­
р у е т с я  на  к о н ф и г у р а ц и о н н о е  п р о с т р а н с т в о  (н а  о с ь  Xi) в  м н о ж е с т в о  
не  п р е в о с х о д я щ и х  Е  з н а ч е н и й  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  {*i е / :  V  (х \ )^ Е )  
( ш а р и к  не м о ж е т  п о д н я т ь с я  в ы ш е  у р о в н я  Е  в  п о т е н ц и а л ь н о й  я м е ) .

Д а л е е ,  с к о р о с т ь  тем  б о л ь ш е  (по  а б с о л ю т ной в е л и ч и н е ) ,  чем м ен ьш е  
п о т е н ц и а л ь н а я  эн е р г и я :  1 I [ Е — U (х\)) ( с к а т ы в а я с ь  в  я м у ,  ш а р и к  
н а б и р а е т  с к о р о с т ь ,  а  п о д н и м а я с ь ,  т е р я е т  е е ) .  В « т о ч к а х  п о в о р о т а » ,  
где  U{x\)~ E ,  с к о р о с т ь  р а в н а  0.

И з  четн о сти  эн ер г и и  п о  о т н о ш е н и ю  к х2 с л е д у е т ,  что л и н и я  у р о в н я  
э н е р г и и  с и м м е т р и ч н а  о т н о с и т е л ь н о  оси x i  ( ш а р и к  п р о х о д и т  к а ж д у ю  
т о ч к у  т у д а  и о б р а т н о  с о д и н а к о в о й  с к о р о с т ь ю ) .

Э т и х  п р о с т ы х  с о о б р а ж е н и й  д о с т а т о ч н о ,  что бы  р и с о в а т ь  л и н и и  у р о в н я  
э н е р г и и  с и ст е м  с р а з н о о б р а з н ы м и  п о т е н ц и а л а м и  U. Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  
п р о с т е й ш и й  с л у ч а й  ( б е с к о н е ч н о  г л у б о к а я  п о т е н ц и а л ь н а я  я м а  с  одним  
п р и т я г и в а ю щ и м  ц е н т р о м  £), к о г д а  F  (х) м о н о т о н н о  у б ы в а е т ,  F  (%) =  0, 
1 =  R (рис .  9 4 ) .

Рис. 94. Шарик в  потенциальной 
я м е  и  фазовая кривая.

*) Критической тонкой функции называется точка, в которой полный дифферен­
циал функцин равен  нулю. Значение функции в такой точке называется  критическим 
значением.
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Е с л и  з н а ч е н и е  п о л н о й  э н е р г и и  Е\ м ен ьш е  м и н и м у м а  п о т е н ц и а л ь н о й  
£■;, то  м н о ж е с т в о  у р о в н я  Е = Е \  пусто  ( д в и ж е н и е  ш а р и к а  ф и з и ч е с к и  
н е в о з м о ж н о ) .  М н о ж е с т в о  у р о в н я  Е  =  Е 2 с о ст о и т  из о дн ой  т о ч к и  (£, 0) 
( ш а р и к  п о к о и т с я  на  д н е ' я м ы ) .

Е с л и  з н а ч е н и е  Е з п о л н о й  эн ер ги и  .больш е  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я  
Е 2 = и ( \ ) ,  то  м н о ж е с т в о  у р о в н я  Е  — Е з —  г л а д к а я  з а м к н у т а я  с и м м е т ­
р и ч н а я  к р и в а я ,  о к р у ж а ю щ а я  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  (5 , 0) па  ф а з о в о й  
п л о с к о с т и  ( ш а р и к  к а т а е т с я  в я м е  в з а д  и в п е р ед ;  он п о д н и м а е т с я  до 
в ы с о т ы  Сз, в эт о т  м о м е н т  е го  с к о р о с т ь  о б ­
р а щ а е т с я  в 0 , и он с к а т ы в а е т с я  о б р а т н о  в 
я м у ,  п р о х о д и т  £, в э т о т  м о м е н т  его  с к о ­
р о с т ь  м а к с и м а л ь н а ,  п о д н и м а е т с я  с д р у г о й  
с т о р о н ы  и т. д . ) .

П р и  и с с л е д о в а н и и  б о л е е  с л о ж н ы х  с л у ­
ч а е в  с л е д у е т  п о с т у п а т ь  п о д о б н ы м  ж е  о б р а ­
зо м ,  п о с л е д о в а т е л ь н о  у в е л и ч и в а я  з н а ч е н и я  
п о л н о й  эн ер г и и  Е  и о с т а н а в л и в а я с ь  на 
з н а ч е н и я х  Е , р а в н ы х  к р и т и ч е с к и м  з н а ч е ­
н и я м  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  (У (£) ( гд е  
Ц ' (¡-) =  0 ), с л е д я  к а ж д ы й  р а з  з а  к р и в ы м и  со 
з н а ч е н и я м и  Е, н е м н о г о  м е н ь ш и м и  и н е ­
м ного  б о л ь ш и м и  к р и т и ч е с к и х .

П р и м е р  1. П у с т ь  п о т е н ц и а л ь н а я  
э н е р г и я  и  и м еет  т р и  к р и т и ч е с к и е  т о ч ­
ки: 51 (м и н и м у м ) ,  £2 ( л о к а л ь н ы й  м а к с и м у м ) ,  53 ( л о к а л ь н ы й  м и н и ­
м у м ) .  Н а  рис .  95 п о к а з а н ы  л и н и и  у р о в н я  £ ,  =  6 ' (51), и  (с,С)<Е2 <. и  (£3),
Е 3 = и ( Ь ) ,  и ( Ь ) < Е , < и ( Ь ) ,  Еъ= и { Ъ ) ,  Е6>  и ( Ь ) .

■ З а д а ч а  1 И зри совать  линии уровня энергии для  уравнения маятника  а* =  — э т  л 
и для уравнении маятни ка  вблизи нижнего и верхнего положений равновесия 
(х =  —х и л — *)

З а д а ч а  2 Н а р и со вать  линии уровня энергии для  задачи Кеплера *)
I С( / = з -----+ - у  и для потенциалов, представленных па рис 90.

4. Линии у р о в н я  э н е р г и и  в б л и з и  о с о б о й  т о чк и .  П р и  и с с л е д о в а н и и  
п о в е д е н и я  ли н и й  у р о в н я  в б л и з и  к р и т и ч е с к о г о  з н а ч е н и я  э н е р г и и  п о л е зн о  
п о м н и т ь  о  с л е д у ю щ и х  о б с т о я т е л ь с т в а х .

*) Уравненном Ньютона с таким потенциалом опнсыплстся изменение расстояния 
планет н комет от Солнца.
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З а м е ч а н и е  1. Если потенциальная энергия  —  квадратичная 
форма II =  кх2/2, то линии уровня энергии  —  кривые второго порядка 

2£ =  х! +  &х1.
В с л у ч а е  п р и т я ж е н и я  0  (т .  е .  к р и т и ч е с к а я  т о ч к а  0  —  м и н и м у м  

п о т е н ц и а л ь н о й  эн е р г и и  и  ( р и с .  9 7 ) ) .  В эт о м  с л у ч а е  л и н и и  у р о в н я  
э н е р г и и  —  г о м о т е т и ч н ы е  э л л и п с ы  с  ц е н т р о м  в  0.

В с л у ч а е  о т т а л к и в а н и я  / г < 0  (т .  е.  к р и т и ч е с к а я  т о ч к а  0  —  м а к с и ­
м ум п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  (р и с .  9 7 ) ) .  В эт о м  с л у ч а е  л и н и и  у р о в н я

э н е р г и и  —  г о м о т е т и ч н ы е  г и п е р б о л ы  с 
ц е н т р о м  в 0  и п а р а  их а с и м п т о т :  хо — 
=  ± л[кх\. Э т и  а с и м п т о т ы  н а з ы в а ю т с я  
т а к ж е  сепаратрисами, т а к  к а к  он и  о т ­
д е л я ю т  д р у г  о т  д р у г а  г и п е р б о л ы  р а з н ы х  
т и п о в .

З а м е ч а н и е  2. В  окрестности не­
вырожденной критической точки при­
ращение функции является квадратичной 
формой, если только надлежащим обра­
зом выбрать координату.

Т о ч к а  0  я в л я е т с я  к р и т и ч е с к о й  т о ч к о й  
д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  ф у н к ц и и  / ,  е с л и  

невырождена, е сл и  /"(0)=#=0.  П р е д п о -

XIи

Рис. 97. Линии уровня энергия для при­
тягивающего и отталкивающего квадра­

тичных потенциалов.

о[' (0) =  0. К р и т и ч е с к а я  т о ч к а  
л о ж и м ,  ч т о  [ (0) =  0.

Л е м м а  М о р с а * ) .  В  окрестности невырожденной критической 
точки 0  мож но выбрать координату у  так, что ¡ = С у 2, С  =  5£п}"(0).

Т а к о й  к о о р д и н а т о й  б у д ет ,  к о н е ч н о ,  (/ =  з д п  л ' д / | / М 1 -  У т в е р ж д е н и е  
с о с т о и т  в т о м ,  что  с о о т в е т с т в и е  х  н*- у  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  0 д и ф ф е о -  
м о р ф н о .

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  у д о б н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  с л е д у ю щ и м  п р е д л о ­
ж е н и е м :

Л е м м а  А д  а  м а р а  *) .  Пусть  /  —  дифференцируемая (класса С ') 
функция, равная в точке х =  0 нулю. Тогда ¡(x) =  xg (х), где ц  —  диф­
ференцируемая (класса С '~ 1 в окрестности точки х  =  0) функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И м е е м

/-<*>*о о
са=

ф у н к ц и я  g  (*) =  $ / '  (<*) сИ к л а с с а  С ' - 1 , и л е м м а  д о к а з а н а ,  
о

П р и м е н и м  л е м м у  А д а м а р а  к ф у н к ц и и  { л е м м ы  М о р с а  д в а ж д ы .  Н а х о ­

д и м  } = х 2ц>(х), где  2 ф (0) =  / " ( 0 )= ^ 0 .  И т а к ,  у  =  х-\/1<р(* ) | . Л е м м а  М о р с а  

д о к а з а н а ,  т а к  к а к  ф у н к ц и я  д/1ср (л:)[ в  о к р е с т н о с т и  то чки  л ' = 0  д и ф ф е ­
р е н ц и р у е м а  (г  — 2 р а з а ,  е сл и  /  к л а с с а  С ').

*) О бе лем м ы  можно распространить на функции многих переменных.
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Т а к и м  о б р а з о м ,  л и н и и  у р о в н я  э н е р г и и  в о к р ес т н о ст и  н е в ы р о ж д е н н о й  
к р и т и ч е с к о й  т о ч к и  п р е в р а щ а ю т с я  л и б о  в эл л и п с ы ,  л и б о  в г и п е р б о л ы  
при  д и ф ф е о м о р ф н о м  и з м е н е н и и  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  (х\, хг).

З а д а ч а  1. Найти касательные к сепаратрисам отталкивающей особой точки 
({/" (;)<0).

Ответ. л-2=  ± л /1  и"  ( |) |  (х, — с) (рис. 98).

Рис. 98. Касательные к сепа­

ратрисам отталкивающей 
особой точки.

5. П р о д о л ж е н и е  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  Н ь ю т о н а .  П у с т ь  п о т е н ц и а л ь н а я  
э н е р г и я  о п р е д е л е н а  н а  в с е й  о си  х. И з  з а к о н а  с о х р а н е н и я  эн ер г и и  н е ­
п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т

Т е о р е м а .  Если потенциальная энергия I! всюду положительна  *) ,  
то каждое решение уравнения

¿ и

продолжается неограниченно.
йх

(Ь)

П р и м е р  1. Пусть  11= — х*/2.  Реш енн е  х = 1 / ( /  — 1) нельзя  п родолж и ть  до  / =  1. 

У с т а н о в и м  с н а ч а л а  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж д е н и е ,  н а з ы в а е м о е  априорной 
оценкой:

Л  е м  м а .  Если решение существует при | / |  < т ,  то оно удовлетво-
т г

ряет неравенствам  | х ( / ) |  ^ У 2 £ 0, | х ( / )  — *(0)1 < У 2 £ о | / | ,  где £ 0

+  и  (х (0)) —  начальное значение энергии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  з а к о н у  с о х р а н е н и я  эн е р г и и

+

!(0 ±и(х(1) )  =  Ео,

и п о с к о л ь к у  и >  0, п е р в о е  н е р а в е н с т в о  д о ­
к а з а н о .  В т о р о е  н е р а в е н с т в о  в ы т е к а е т  из

I
п е р в о го ,  т а к  к а к  х  (/) — л: ( 0 ) = $  х  (0) ¿ 0 .  Л е м ­
м а  д о к а з а н а .  о

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  П у с т ь  
Т — п р о и з в о л ь н о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  

Р а с с м о т р и м  п р я м о у г о л ь н и к  П ( р и с .  99)

I х | х  | (0)1

Рис. 99. Прямоугольник, от» 

куда фазовая точка не вый­
дет за время Т.

на ф а з о в о й  п л о с к о с т и  

2л/2Ео Т, \х2\К2^2Ё^.

*) Разумеется,  изменение потенциальном энергии и  на константу не меняет у р а в ­
нения ( 1 1).  Существенно лиш ь,  что и  ограничена снизу.
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Р а с с м о т р и м  в р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  (х | ,  х 2, /) п а р а л ­
л е л е п и п е д  (х), х г ) е Г 1 .  П о  т е о р е м е  о  п р о д о л ж е н и и  р е ш е н и е  
м о ж н о  п р о д о л ж и т ь  д о  г р а н и ц ы  п а р а л л е л е п и п е д а .  И з  л е м м ы  с л е д у е т ,  что  
р е ш е н и е  м о ж е т  в ы й ти  л и ш ь  н а  т е  г р а н и  п а р а л л е л е п и п е д а ,  где \ t \ - T .  
И т а к ,  р е ш е н и е  м о ж н о  п р о д о л ж а т ь  д о  л ю б о г о  / = ' ± 7 ' ,  с л е д о в а т е л ь н о , —  
н е о г р а н и ч е н н о .

З а д а ч а  1. Д о к а з а ть  неограниченную продолжаемость решений системы уровне
ди

хин Ньютона т ,п и = ------- ,
с о ­

циальной энергии (£/;> 0).

N, т О  О, л е й  , в случае положительной потен-

6. Н е к р и т и ч е с к и е  л и н и и  у р о в н я  эн ер г и и .  П р е д п о л о ж и м ,  что п о т е н ­
ц и а л ь н а я  э н е р г и я  и  о п р е д е л е н а  н а  всей  оси х.  П у с т ь  Е  —  н е к р и т и ч е с к о е  
з н а ч е н и е  э н е р г и и ,  т. е. Е  не р а в н о  з н а ч е н и ю  ф у н к ц и и  И ни в о дн ой  из  ее 
к р и т и ч е с к и х  то чек .

Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  то ч е к ,  где  з н а ч е н и е  и  м е н ь ш е  Е, ( х :  II ( х ) < £ } .  
Э т о  м н о ж е с т в о  (р и с .  100) с о с т о и т  из к о нечн о го  или  с ч е т н о г о  ч и с л а  
и н т е р в а л о в ,  т а к  к а к  ф у н к ц и я  и  н е п р е р ы в ­
н а  ( д в а  из  э т и х  и н т е г р а л о в  м о г у т  п р о с т и ­
р а т ь с я  в б е с к о н е ч н о с т ь ) .  Н а  к о н ц а х  и н т е р ­
в а л о в  и ( х )  =  Е, с л е д о в а т е л ь н о ,  С / '(х )ф 0  
( т а к  к а к  Е  —  н е к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е ) .

Рис. 100. Множество точек х, где 

и(х)<Е
Р ис 101 Фазовая кривая, диф- 

феоморфная окружности.

К а ж д а я  т о ч к а  м н о ж е с т в а  {х: 1 / ( х ) ^ £ )  я в л я е т с я  по это й  п р и ч и н е  к о н ­
цом  р о в н о  о д н о г о  и н т е р в а л а  м е н ь ш и х  з н а ч е н и й .  П о э т о м у  в с е  м н о ж е с т в о  
[х: и ( х ) ^ Е ]  е ст ь  о б ъ е д и н е н и е  не б о л е е  чем  с ч е т н о г о  ч и с л а  п о п а р н о  
н е п е р е с е к а ю щ и х с я  о т р е з к о в  и, б ы т ь  м о ж е т ,  о д н о го  или  д в у х  у х о д я щ и х  
в  б е с к о н е ч н о с т ь  л у ч е й ,  или  ж е  с о в п а д а е т  со в се й  о с ь ю  х.

Р а с с м о т р и м  (рис .  101)  о д и н  и з  т а к и х  о т р е з к о в ,  а г ^ Г х ^ б ,

и ( а ) = и ( Ь ) = Е ,  и (х )< .Е  при  а < х < 6 .  

х2
Т е о р е м а .  Уравнение  —  +  II (х\) =  Е, задает на плос­

кости (Х|, х 2) гладкую  кривую, диффеоморфную окружности. Эта кри­
вая является фазовой кривой сис-темы (2) ■
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Аналогичным образом, луч а ^ .дг< оо (или — о о < х ' ^ 6 ) . ,  гдг 
является проекцией фазовой кривой, диффеоморфной прямой 

линии, на ось х\ (р и с .  1 0 2 ) .  Наконец, в случае, если II ( * ) < £  на всей 
прямой, множество уровня Е  состоит из двух фазовых кривых

*2= ± л/2 ( £ - { / ( * , ) ) .

И т а к ,  м н о ж е с т в о  н е к р и т и ч е с к о г о  у р о в н я  
э н е р г и и  с о сто и т  из  к о н е ч н о г о  и л и  сч е тн о го  
ч и с л а  г л а д к и х  ф а з о в ы х  к р и в ы х .

7. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  п. 6. З а к о н  с о ­
х р а н е н и я  э н е р г и и  п о з в о л я е т  я в н о  р е ш и т ь  
у р а в н е н и е  Н ь ю т о н а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  при  ф и к ­
с и р о в а н н о м  з н а ч е н и и  п о л н о й  э н е р г и и  Е  в е ­
л и ч и н а  (н о  не з н а к )  с к о р о с т и  х  о п р е д е л я ­
е т с я  п о л о ж е н и е м  х:

Рис. 102. Фазовая кривая, диф- 

феоморфная прямой.

х =  ±  У 2  (Е — и  (к )), (3)

а  э т о  —  у р а в н е н и е  с  одномерным  ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м ,  к о т о р о е  мы 
у ж е  у м е е м  р е ш а т ь .

П у с т ь  (лг|, Хг) —  т о ч к а  н а ш е г о  м н о ж е с т в а  у р о в н я ,  п ри чем  л-2>  О 
(р и с .  1 0 3 ) .  Р е ш е н и е  ф у р а в н е н и я  (1 )  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф(/о) =  Л'ь 
<р (/0) =  л'2 и щ ем  из  с о о т н о ш е н и я  ( 3 ) :

ч<>)
г —/о

с11

д л я  /, б л и з к и х  К 1о.
I Г

З а м е т и м  т еп е р ь ,  чт о  и н т е г р а л  -

Л1 2 { Е -и (1 ) )
(4)

с х о д и т с я ,  т а к  к а к

II'(а) ф  0, и '( Ь )Ф  0. О т с ю д а  с л е д у е т ,  ч то  ф о р м у л а  (4 )  з а д а е т  н е п р е р ы в ­
ную  н а  не к о то р о м  о т р е з к е  ф у н к ц и ю  ф, п р и ч е м  ф ( / | )  =  а ,  
ф ( / 2) =  й. Э т а  ф у н к ц и я  в е з д е  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Н ь ю т о н а  
(р и с .  104) .

Рис. 103. Половину фазовой кривой (от 

а до Ь) фазовая точка проходит за ко­

нечное время Г/2 =  /* — ¿1 .

Рис. 104. Продолжение решения уравнения 
Ньютона с помощью отражений.

И н т е р в а л  (Л, / 2) и м е е т  д л и н у  Г / 2 .  П р о д о л ж и м  ф н а  с л е д у ю щ и й  
и н т е р в а л  д л и н ы  Т/2 из с о о б р а ж е н и й  с и м м е т р и и :  ф ( /2 -Ь т ) =  Ф  (^2 — т), 
О ^ т ^ Г / 2 ,  и д а л е е  п е р и о д и ч е с к и :  ф (I +  7") =  ф (/). Ф у н к ц и я  ф, п о с т р о е н ­
н а я  т е п е р ь  н а  в се й  п р я м о й ,  в с ю д у  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Н ь ю т о н а  
К р о м е  то го .  ф(/о) =  * ь  ф(*о) =  * 2.
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И т а к ,  м ы  п о с т р о и л и  р е ш е н и е  с и с т е м ы  (2 )  с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  
(Х|, хг). О н о  о к а з а л о с ь  п е р и о д и ч е с к и м ,  с  п е р и о д о м  Т. С о о т в е т с т в у ю щ а я  
з а м к н у т а я  ф а з о в а я  к р и в а я  е сть  в т о ч н о с т и  ч а с т ь  м н о ж е с т в а  у р о в н я  Е  
н а д  о т р е з к о м  Э т а  к р и в а я  д и ф ф е о м о р ф н а  о к р у ж н о с т и ,  к а к  в с я ­
к а я  з а м к н у т а я  ф а з о в а я  к р и в а я  (с м .  § 9 ) .

С л у ч а й ,  к о г д а  и н т е р в а л  п р о с т и р а е т с я  д о  б е ск о н еч н о ст и  (в  о д н у  с т о р о н у  
ил и  в  о б е ) ,  п р о щ е  р а с с м о т р е н н о г о  и п р е д о с т а в л я е т с я  ч и т а т е л ю .

8 .  К р и т и ч е с к и е  л и н и и  у р о в н я .  К р и т и ч е с к и е  л и н и и  у р о в н я  м о гу т  б ы ть  
у с т р о е н ы  б о л е е  с л о ж н о .  З а м е т и м ,  чт о  т а к а я  л и н и я  с о д е р ж и т  н е п о д в и ж н ы е  
т о ч к и  (XI, Хъ) ( гд е  1 1 '(х |) =  0 ,  Х 2  =  0), к а ж д а я  из  к о т о р ы х  у ж е  я в л я е т с я  
ф а з о в о й  к р и в о й .  Е с л и  н а  о т р е з к е  в с ю д у  II (х)< .Е , к р о м е
0  ( а ) = и  (Ь) =  Е , и о б а  к о н ц а  —  к р и т и ч е с к и е  то ч к и  (Ц '( а )=  У '(Ь ) =  0)

Рис. 105. Разбиение критической линии уровня энергии на фазовые кривые.

т о  д в е  о т к р ы т ы е  д у г и  (р и с .  105) х 2 =  ± - \ / 2  ( Е — и  (Х | )) , а < .Х \< Ь ,  я в ­
л я ю т с я  ф а з о в ы м и  к р и в ы м и .  В р е м я ,  з а т р а ч и в а е м о е  ф а з о в о й  то ч к о й  
н а  п р о х о ж д е н и е  такой .  Дуги, б е с к о н е ч н о  ( т е о р е м а  п р о д о л ж е н и я  из 
п. 5 -{ -е д и н с т в е н н о с т ь ) .

Е с л и  и '(а) =  0, и \ Ь ) Ф 0 (р и с .  1 0 5 ) ,  то  у р а в н е н и е

~ + и ( х 1 )  =  Е , а < Х \ ^ Ь ,

о п р е д е л я е т  н е з а м к н у т у ю  ф а з о в у ю  к р и в у ю .  Н а к о н е ц ,  е с л и  U  (а) Ф 0,
U ' (Ь )Ф 0  (рис .  105) ,  т о  ч а с т ь  
м н о ж е с т в а  к р и т и ч е с к о г о  у р о в н я  
н а д  о т р е з к о м  а ^ .х \^ .Ь  —  з а м к н у ­
т а я  ф а з о в а я  к р и в а я ,  к а к  в с л у ч а е  
н е к р и т и ч е с к о г о  у р о в н я  Е.

9. Пример. Применим все сказанное к 
уравнению маятника

х — — sin X.

Потенциальная энергия равн а  1/(*)  =  
=  — eos х (рис. 106). Критические точки: 
xi — kxy 6 =  0, ±: 1, ...

Замкнутые фазовые кривые вблизи 
дг|— 0, *2 =  0 похожи -на эллипсы. Этим 
фазовым кривым соответствуют малые ка ­
чания маятника.  Их период Т мало зааи-
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сит от амплитуды, пока она мала. При  больших значениях постоянной энергии п олу­
чаются большие замкнутые кривые, пока энергия не достигнет критического значения,  
равн ого  потенциальной энергии маятника,  перевернутого вверх ногами. Период коле­
баний при этом растет (так как  время движ ени я  по сепаратрисам, из которых состоит 
критическое множество уровня,  бесконечное).

Б о л ьш и м  зн ачени ям  энергии соответствуют незамкнутые кривые,  на которых хъ н е  
меняет знака,  т. е. маятник не качается,  а  вращается.  Его скорость достигает наиболь­
шего  значения в нижнем, а наименьшего — в верхнем положении.

Заметим,  что значения хи  отличающ иеся  на 2£л, соответствуют одинаковым п оло­
ж ениям маятника . Поэтому фазовым пространством маятника естественно считать ие 
плоскость,  а цилиндр {х\ mod 2л, * 2 } (рис. 107).

Н а в о р а ч и в а я  на цилиндр нарисованную  уже на плоскости картину,  получим ф а зо в ы е  
кривые маятника на поверхности цилиндра. Все они — замкнутые гладкие кривые.

исключая д в е  стационарные точки А , В (нижнее и верхнее положения равновесия) 
и две  сепаратрисы С, D.

З а д а ч а  1. Н арисовать  графики функции xi(í)  и *2(0  для  решения с энергией,  
близкой к критической энергии в верхнем положении, но немного меньшей.

Ответ. См. рис. 108. Функции *1 (/), xi (t) вы раж аю тся  через эллиптический синус sn  
и эллиптический косинус сп. Когда Е  стремится к меньшему критическому значению, 
колебания маятника  приближаются к гармоническим,  a sn и сп переходят в sin и cos.

З а д а ч а  2. С  какой скоростью стремится к бесконечности период Т колебаний 
маятника ,  когда энергия Е стремится к верхнему критическому значению £ | ?

Ответ. С логарифмической ( ~  С In (Ei — £)).
У к а з а н и е .  См. формулу (4).
З а д а ч а  3. Н арисовать  фазовы е  кривые систем с потенциальной энергией

, ,  , ч • S‘n Х - 9и  (*)— z tx  sin X, ±  ------- , rfcsin X .
X

З а д а ч а  4. Н арисовать  фазовы е  кривые уравнения Ньютона с силовым полем

sin х .F (*)= ±.Х Sin X, ±  ----- , ±SÍn Х\X
10. М а л ы е  в о з м у щ е н и я  к о н с е р в а т и в н о й  с и ст е м ы .  И с с л е д о в а в  д в и ­

ж е н и я  к о н с е р в а т и в н о й '  с и с т е м ы ,  м ы  м о ж е м  и з у ч а т ь  б л и з к и е  с и с т е м ы  
о б щ е г о  в и д а  при  п о м о щ и  т е о р е м ы  о д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т н  по п а р а ­
м е т р у  (ср .  § 7, 5 ) .  П р и  эт о м  м ы  в с т р е т и м  к а ч е с т в е н н о  н о в ы е  и в е с ь м а  
в а ж н ы е  в п р и л о ж е н и я х  я в л е н и я  —  т а к  н а з ы в а е м ы е  автоколебания.

З а д а ч а  1. И сследовать фазовы е  кривые системы, близкой к системе уравнений 
малых колебаний маятника:

Рис. 107. Цилиндрическое 
фазовое пространство маят­

ника.

Рис. 108. Угол отклонения маятника 
и скорость его изменения при амплитуде, 

близкой к л.
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Р е ш е н и е .  При е =  0 получаем уравнения малых колебаний маятника.  По теореме
о д и ф ф еренц ируем ое™  по п ар а м е т р у  при малых е решение (на  конечном интервале  
оремеии) отличается поправкой порядка е  о т  гармонических колебаний:

—A eos (í — ío), Х2=  — A sin (/ — /о).

Следовательно, при достаточно малом £ < е о ( П  ф азов ая  точка остается вблизи о круж ­
ности радиуса А в течение интер­
вала  времени Т.

В отличие от консервативного 
случая (е =  0), при гФО  ф азов ая  
кривая не обязательно замкнута:  она 
может иметь вид спирали (рис. 109), 
у которой расстояние между сосед­
ними витками мало (порядка  е).  
Чтобы узнать ,  приближается  ли 
ф а зо в ая  кри вая  к н ач алу  коорди­
нат или уходит от него, рас ­
смотрим приращение энергии £  =

V2 %-** !  ̂ Г
~~2— 1 Г  33 один ° б ° Р от вокруг на ­

чала  координат. Нас будет особенно интересовать знак этого приращения: на р ас ­
кручивающейся  спирали приращение положительно, на сжимающейся — отрицательно, 
а  на цикле равно 0. Выведем приближенную формулу (5) ф для  приращения энергии.

Производную энергии по направлению нашего векторного поля легко вычислить: 
она пропорциональна е и равна £  (м ,  * 2) =  е (*i/i +  * 2/ 2)-

Д л я  вычисления приращения энергии за  оборот следовало бы проинтегрировать 
эту функцию вдоль витка фазовой  траектории,  которая,  к сожалению, нам неизвестна. 
Но мы уже выяснили, что этот виток близок к  окружности. Поэтому интеграл можно 
с точностью до О (е2) брать по окружности 5  радиуса А:

2л

ДE =  t  J É {A cos t, —A sin /) dt +  O (е2).
0

Подставляя  вычисленное значение É, находим *)

Д £  =  е £ ( Д ) - Ю ( е г), (5)

где F{A) =  $f](i\'2 — fidX\ (и нтеграл  берется  по окружности  радиуса  А «против 
часовой  с т р ел к и » ) .

'Вычислив функцию F, мы сможем исследовать поведение фазовых кривых. Если 
функция F положительна,  го приращение энергии АЕ за  оборот также  положительно 
(при малых положительных е ) .  В этом случае ф а зо в ая  кривая  — раскручиваю щ аяся  
спираль; система совершает н арастаю щ ие колебания. Если £ < 0 ,  то Д £ < 0  и ф азов ая  
спираль  закручивается .  В этом случае колебания затухают.

М ожет  случиться,  что функция F меняет знак (рис. 109). Пусть  До — простой корень 
функции F. Тогда  при малых е уравнению Д £ ( х ь * 2) =  0 удовлетворяет замкнутая  
кривая  Г на фазовой плоскости, бли зкая  к окружности радиуса Ао (это следует из теоре­
мы о неявной функции).

Очевидно, кривая  Г является замкнутой фазовой кривой — предельным циклом нашей 
системы.

Будут  ли близкие фазовые кривые наматываться на цикл или сматы ваться  с него,
dF Iопределяется знаком производной F' = —  . Если е Р >  0, то цикл неустойчив,
dA\ А =А0

а если tF'<Z0 — устойчив. Действительно,  в первом случае приращение энергии за  оборот 
больше нуля, если ф азов ая  кривая  находится вне цикла, и меньше нуля, если внутри; 
поэтому ф азов ая  кривая всегда удаляется  от цикла.  Во втором же случае  фазовые 
кривые приближаются  к циклу и изнутри, и снаружи, как  на рис. 109.

Рис. 109. Фазовые кривые уравнения Ван*дер-ГТоля 

и приращение энергии за один оборот.

*) Мы пользуемся тем, что d x \  =  x i d t  и dx%-= — x \ d i  вдоль 5.
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П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  . * =  - х - \ - г х ( 1 — х~) ( н а з ы в а е м о е  
уравнением Ван -дер -П оля). В ы ч и с л я я  и н т е г р а л  (5 )  при /] =  0,

¡ 2  =  л-2 ( 1 — х i), п о л у ч а е м  / г (Л) =  л ^ Л 2— — J  .

Э т а  ф у н к ц и я  и м е е т  п р о с т о и  к о р ен ь  А о =  2 (рис .  1 09) ,  при чем  при 
м е н ь ш и х  А  о н а  п о л о ж и т е л ь н а ,  а при б о л ь ш и х  —  о т р и ц а т е л ь н а .  П о э т о м у  
у р а в н е н и е  В а н - д е р - П о л я  и м е ет  при  м а л ы х  е у с т о й ч и в ы й  п р е д е л ь н ы й  
ц и к л ,  б л и з к и й  к о к р у ж н о с т и  x 2 +  .v2 =  4 на ф а з о в о й  п л о с к о с т и .

С р а в н и м  д в и ж е н и я  и с х о д н о й  к о н с е р в а т и в н о й  с и с т е м ы  (е =  0) с т ем ,  
ч то  п р о и с х о д и т  пр и  е Ф О .  В к о н с е р в а т и в н о й  с и с т е м е  в о з м о ж н ы  к о л е ­
б а н и я  с л ю б о й  а м п л и т у д о й  (в с е  ф а з о в ы е  к р и в ы е  з а м к н у т ы ) .  А м п л и т у д а  
о п р е д е л я е т с я  з д е с ь  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и .

В н е к о н с е р в а т и в н о й  с и с т е м е  в о з м о ж н ы  к а ч е с т в е н н о  иные я в л е н и я ,  
н а п р и м е р  у с т о й ч и в ы й  п р е д е л ь н ы й  ц и кл .  В эт о м  с л у ч а е  при в е с ь м а  
р а з н ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и я х  у с т а н а в л и в а е т с я  п е р и о д и ч е с к о е  к о л е б а н и е  
о д н о й  и той ж е ,  в п о л н е  о п р е д е л е н н о й  а м п л и т у д ы .  Э т о т  у с т а н о в и в ш и й с я  
р е ж и м  н а з ы в а е т с я  р е ж и м о м  а в т о к о л е б а н и й .

З а д а ч а *  2. И сследовать  автоколебательные режимы движения маятника  с малым 
трением под действием постоянного вращ ающ его  момента М:

i ’ +  sin ,V +  E.í =  ЛГ

У к а з а н и е .  Эта за д а ч а  подробно разобрана  для любых е и Л1 в книге А. А. А н- 
д р о и о в а ,  А. А. В и т т а, С. Э. X а й к и н а «Теория колебаний» (М.: Физматгиз,  1959, 
гл. 7)



Г л а в а  3

Линейные системы

Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  —  е д в а  л и  не е д и н с т в е н н ы й  б о л ь ш о й  к л а с с  д и ф ­
ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  д л я  к о т о р ы х  и м е е т с я  д о с т а т о ч н о  п о л н а я  
т е о р и я .  Э т а  т е о р и я ,  я в л я ю щ а я с я ,  в с у щ н о с т и ,  в е т в ь ю  л и н е й н о й  а л г е б р ы ,  
п о з в о л я е т  п о л н о с т ь ю  р е ш и т ь  все  л и н е й н ы е  а в т о н о м н ы е  у р а в н е н и я .

Т е о р и я  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  п о л е з н а  в к а ч е с т в е  п е р в о го  п р и б л и ж е ­
н и я  и п р и  и с с л е д о в а н и и  н е л и н е й н ы х  з а д а ч .  Н а п р и м е р ,  о н а  п о з в о л я е т  
и с с л е д о в а т ь  у с т о й ч и в о с т ь  п о л о ж е н и й  р а в н о в е с и я  и т о п о л о г и ч е с к и й  тип  
о с о б ы х  т о ч е к  в е к т о р н ы х  п о л е й  в с л у ч а я х  о б щ е г о  п о л о ж е н и я .

§ 1 3 .  Л инейны е задач и

Р а с с м о т р и м  в н а ч а л е  д в а  п р и м е р а  с и т у а ц и й ,  где  в о з н и к а ю т  л и н е й ­
ны е  у р а в н е н и я .

1. П р и м е р :  л и н е а р и з а ц и я .  Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  
з а д а н н о е  в е к т о р н ы м  п о л ем  V в ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е .  М ы  у ж е  з н а е м ,  
что в о к р е с т н о с т и  н е о с о б о й  т о ч к и  (р=#=0) п о л е  у с т р о е н о  п р о с т о :  о н о  
в ы п р я м л я е т с я  д и ф ф е о м о р ф и з м о м .  Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  у с т р о й с т в о  п о л я  
в о к р е с т н о с т и  о с о б о й  т о чк и ,  т .  е. т о ч к и ,  где  в е к т о р  п о л я  о б р а щ а е т с я  в 0 . 
Т а к а я  т о ч к а  хо я в л я е т с я  с т а ц и о н а р н ы м  р е ш е н и е м  н а ш е г о  у р а в н е н и я .  
Е с л и  у р а в н е н и е  о п и с ы в а е т  к а к о й - л и б о  ф и з и ч е с к и й  п р о ц ес с ,  т о  хо —  с т а ­
ц и о н а р н о е  с о с т о я н и е  п р о ц е с с а ,  е го  « п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я » .  П о э т о м у  и с ­
с л е д о в а н и е  о к р е с т н о с т и  о с о б о й  т о ч к и  —  э т о  и з у ч е н и е  т о го ,  к а к  б у д е т  
р а з в и в а т ь с я  п р о ц е с с  при м а л о м  о т к л о н е н и и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  о т  р а в ­
н о в е с н ы х  ( п р и м е р :  в е р х н е е  н н и ж н е е  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  м а я т н и к а ) .

П р и  и с с л е д о в а н и и  в е к т о р н о г о  п о л я  в о к р е с т н о с т и  т о ч к и  Хо, где  
в е к т о р  п о л я  р а в е н  0 , е с т е с т в е н н о  р а з л о ж и т ь  п оле  в о к р е с т н о с т и  это й  
т о ч к и  в  р я д  по ф о р м у л е  Т е й л о р а .  П е р в ы й  чл е н  р я д а  Т е й л о р а  —  л и н е й ­
ны й. О т б р а с ы в а н и е  о с т а л ь н ы х  ч л е н о в  н а з ы в а е т с я  линеаризацией. Л и н е а ­
р и з о в а н н о е  в е к т о р н о е  п о л е  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п р и м е р  в е к т о р н о г о  
п о л я  с о с о б о й  т о ч к о й  Хо. С д р у г о й  с т о р о н ы ,  м о ж н о  н а д е я т ь с я ,  ч т о  п о в е ­
д е н и е  р е ш е н и й  и с х о д н о г о  и л и н е а р и з о в а н н о г о  у р а в н е н и й  б л и з к о  ( т а к  к а к  
пр и  л и н е а р и з а ц и и  о т б р а с ы в а ю т с я  м а л ы е  в ы с ш е г о  п о р я д к а ) .  К о н е ч н о ,  
в о п р о с  о  с в я з и  р е ш е н и й  и с х о д н о г о  и л и н е а р и з о в а н н о г о  у р а в н е н и й  т р е ­
б у е т  с п е ц и а л ь н о г о  и с с л е д о в а н и я .  Э т о  и с с л е д о в а н и е  о с н о в ы в а е т с я  на  п о д ­
р о б н о м  а н а л и з е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я ,  к о т о р ы м  мы и б у д е м  в н а ч а л е  
заниматься.
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З а д а ч а  I. П окажите ,  что лин еари зац ия  — инвариантная, т. е. не зави сящ ая  
от системы координат, операция.

Точнее, пусть поле V в области V задается  в системе координат х-, компонентами 
VI (х). Пусть особая  точка имеет координаты *,- =  0 (так что г ; ( 0 ) = 0 ,  ¿ = 1 ,  л). 
Тогда  исходное уравнение записывается  в виде системы

л-, =  гч (*), /=  1, ...» п.
О п р е д е л е н и е .  Линеаризованным уравнением называется уравнение

t = £  «мЕ/. Í = 1
dv¡

= 1...... n. a¡./= T—UXj
/=  1

Рассмотрим касательный вектор %^ToU с компонентами (¿ = 1 ,  n). Л и н еа ри зова н ­
ное уравнение можно записать в виде

1=Л1,
где А — линейное отображение A: Toll -*■ ToU, заданное  матрицей а,,/.

У тверждается ,  что отображение А не зависит от системы координат лг„ участво­
вавшей в его определении.

З а д а ч а  2. Л и неаризовать  уравнение  маятника х = — sin дг вблизи положений 
равновесия ха =  кл, дго =  0.

2 .  П р и м е р :  о д н о п а р а м е т р и ч е с к и е  г р у п п ы  л и н е й н ы х  п р е о б р а з о в а н и й
R". Д р у г а я  з а д а ч а ,  с р а з у  с в о д я щ а я с я  к л и н е й н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ны м  у р а в н е н и я м , —  это  з а д а ч а  о п и с а н и я  о д н о п а р а м е т р и ч е с к и х  г р у п п  
л и н е й н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  *) л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  R".

З а м е т и м ,  ч то  касательное пространство к линейному пространству R" 
в любой точке естественно отождествляется с самим линейным прост­
ранством. А  и м ен н о ,  мы о т о ж д е с т в л я е м  эл е м е н т  ср к а с а т е л ь н о г о  п р о с т ­
р а н с т в а  r ^ R " ,  п р е д с т а в и т е л е м  к о т о р о г о  я в л я е т с я  к р и в а я  ср: /-*■ R", 
ф ( 0 ) =  х, с  в е к т о р о м

Ф (t) — xt»=Iim ——-----  e R
/-*о t

с а м о г о  п р о с т р а н с т в а  R" ( с о о т в е т с т в и е  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е ) .
Э т о  о т о ж д е с т в л е н и е  з а в и с и т  от  с т р у к т у р ы  линейного  п р о с т р а н с т в а  

R n и не с о х р а н я е т с я  п р и  д и ф ф е о м о р ф и з м а х .  О д н а к о  в л и н е й н ы х  з а д а ­
ч а х ,  к о т о р ы м и  мы бу д ем  т е п е р ь  з а н и м а т ь с я  (н а п р и м е р ,  в  з а д а ч е  об  о д н о ­
п а р а м е т р и ч е с к и х  г р у п п а х  л и н е й н ы х  п р е о б р а з о в а н и й ) ,  с т р у к т у р а  л и н е й ­
н о го  п р о с т р а н с т в а  в R* р а з  н а в с е г д а  ф и к с и р о в а н а .  П о э т о м у  мы теперь 
впредь до возвращения к нелинейным задачам отождествляем 
7’XR'I= = R '1.

П у с т ь  ( g ' ,  / e R }  —  о д н о п а р а м е т р и ч е с к а я  г р у п п а  л и н е й н ы х  п р е о б р а ­
з о в а н и й .  Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  ср: R - ^ R "  то ч к и  x o e R " .

З а д а ч а  1. Д о каж и те ,  что ср (/) — решение уравнения

, . . х =  Ах  ( ' )

с начальным условием гр ( 0 ) = лго, где A: R* R" — линейный оператор ( s = R  эндомор­

ф и зм ) ,  заданный соотношением Л х = — | V x e R " .

У к а з а н и е .  См.  § 4,  п. 4.

*) Напомним,  что мы вклю чаем в определение однопараметрической группы 
| g ' 1 днфференцируемость g'x по х и Í.



126 ЛИНЕПНЫЕ СИСТЕМЫ - [ГЛ. 3

Уравнение (1) называется л и н ей н ы м .  Таким образом, для описания 
всех однопараметрических групп линейных преобразований достаточно 
исследовать решения линейных уравнений ( I ) .

Мы увидим далее, что соответствие между однопарамстричсскнми 
группами {£') линейных преобразований и линейными уравнениями ( 1) 
взаимно однозначно: каждый оператор А:  задает  однопара-
метрическую группу {§').

П р и м е р  1. П у с т ь  л  =  1, А — у м н о ж е н и е  н а  ч и с л о  к. Т о г д а  —  р а с т я ж е н и е  
в  ек‘ р а з .

З а д а ч а  2 .  Н а й т и  п о л е  с к о р о с т е й  т о ч е к  т в е р д о г о  т е л а ,  о р а щ а ю щ с г о с я  в о к р у г  
о с и ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т о ч к у  0 ,  с у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  ел 

Ответ: г(лг) =  [ш, х].

3. Линейное уравнение. Пусть А: -»■ Я'1— линейный оператор 
в вещественном н-мерном пространстве ЯЛ.

О п р е д е л е н и е .  Л и н е й н ы м  ур а вн е н и е м  называется уравнение 
с фазовым пространством Я", заданное векторным полем у(х)  =  Ах:

к  =  Ах.  ( 1)

Полный титул уравнения (1):  система п л и н е й н ы х  од но р о д н ы х  обы кно ­
в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  первого  п о р яд к а  с постоянными  
коэффициентами.

Если в Я'1 фиксирована система (линейных) координат л-;, / =  1,. . . ,  п, 
то уравнение ( 1) записывается в виде системы п уравнений: ¿¡ =

П
=  £  а,,л';-, ( = 1 ,  . . . .  п, где (а , ,)— матрица оператора А в рассмат- 

i = ^
ривасмой системе координат. М атрица эта называется матрицей системы.

Решение уравнения (1) с начальным условием «р (0) =  лг0 дается в слу­
чае п =  1 экспонентой (1) — еА‘х 0.

О казывается, и в общем случае решение дается той же формулой: 
нужно только объяснить, что называется экспонентой линейного опе­
ратора. Этой задачей мы теперь и займемся.

§ 14. П оказательная функция

Функцию е л , Л е Я ,  можно определить любым из двух эквивалентных 
способов:

еЛ =  Е +  А + ~ г + д ] -  +  . . -  (1)

сЧ |!га. , ( £ -|4 ) "  е>

(где Е  означает единицу).
Пусть теперь А: Г Г К 1 — линейный оператор. Чтобы определить 

с , прежде всего определим понятие предела последовательности линей­
ных операторов.
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1. Норма оператора. З а ф и к с и р у е м  в  Я" с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  
и б у д е м  о б о з н а ч а т ь  ч е р е з  | |х | |  =  у(х, х) (х<=Яп) к о р е н ь  из  с к а л я р н о г о  
к в а д р а т а  х.

П у с т ь  А: —  л и н е й н ы й  о п е р а т о р .
О п р е д е л е н и е .  Нормой А  н а з ы в а е т с я  число

Г е о м е т р и ч е с к и  | |Л | |  о з н а ч а е т  н а и б о л ь ш и й  « к о э ф ф и ц и е н т  р а с т я ж е н и я »  
п р е о б р а з о в а н и я  А.

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что 0 <  ЯЛ И <  со.
У к а з а н н о .  | | / 1 | | =  sup | |Их||,  сфера компактна,  а функция ]|Лх|| непрерывна.

З а д а ч а  2. Д окажи те ,  что | |М  ¡| =  |Я| \\Л ||, И  +  В | | <  ||/1|| +  ||ВЦ, | | Л В | | <  \\А || ЦВЦ 
где А и В: К‘ -*■ К1 — линейные операторы,  — число.

З а д а ч а  3. П усть  (а,¡) — матрица  о п ератора  А в ортонорм нрованном б ази се .  
П о к а ж и т е ,  что

У к а з а н и е .  См.  Г.  Е.  Ш и л о в .  Введение в теорию линейных пространств.— М.: 

ГИ ТТ Л, 1956, § 53.

2. Метрическое пространство операторов. М н о ж е с т в о  в с е х  ли­
н е й н ы х  о п е р а т о р о в  А : И'1-» -Я "  с а м о  я в л я е т с я  л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м  
н а д  п о л е м  в е щ е с т в е н н ы х  ч и с е л  ( п о  о п р е д е л е н и ю ,  (А +  ^Б)х =  Лд:-[-АВх).

З а д а ч а  1. Н айти  размерность этого линейного пространства Ь.
Ответ, п2.
У к а з а н и е .  О ператор  з ад аетс я  своей матрицей.

Определим расстояние между двумя операторами как норму их 
разности р(А, В )= \ \А  — В\\.

Т е о р е м а .  Пространство линейных операторов £  с метрикой  р 
является полным метрическим пространством  *) .

Проверим, что р — метрика.
По определению р >  О, если А ф В ,  р(Л,Л) =  0, р (В, А) =  р (А, В). 

Неравенство треугольника р(Л, В)-\-р(В, С )^ р (Л , С) вытекает из нера­
венства | | Я + У | К | | Я | |  +  ||У|| задачи 2 п. 1 (Х =  А - В ,  У =  В — С). Итак, 
метрика р превращает I  в метрическое пространство. Его полнота 
тоже очевидна.

*) Метрическим пространством н азывается  пара,  состоящая из множества  М и функ­
ции р: Л1 ХМ-*-К , н азы ваем ой  метрикой,  если

1 ) р(дг, ( / ) > 0 , (р( .г ,  у) =  0) о  (* =  !/);
2) р(дг, у) =  р{у, х) У.г, у
3) р(х, у ) < р ( х ,  г) +  р(г, у) Ух, у, г е Л Г .

П оследов ате льн ость  хь точек м етрич еского  п ростра н с тва  М н азы вается  последователь- 
ностыо Коши, если У е > 0  3 Л̂ : р(дг,-, * / ) < е  V/, / >  N. П осле дов ательн ость  х-, сходится 
к точке  х, если У е >  О 3/У: р(дг, * , ) < £  У / >  N. П ростра н ств о  н аз ы вается  полным, если 
в с я к а я  последовательность  Кошн сходится.
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3.  Доказательство полноты. Пусть {Л,} — последовательность Коши, т. е. для всякого 
е >  0 найдется Аг(е) такое,  что р(Л„„ Л * ) < е  при т, к >  N. Пусть * e R \  Составим после­
довательность точек jc ,- eR4, ж , =  Л,д:. П окаж ем ,  что (*/} — последовательность Коши 
в пространстве  R", снабженном евклидовой метрикой р{х, у ) ~ \ \ х  — у\\.  Действительно,  
по определению нормы оператора при ш, k >  N

\\xm — Xk\\ < Р  (Лт , Ак) [!х|[ о  ИхЦ.

Поскольку Л*Ц — фиксированное (не зависящее от т, к) число, отсюда следует, 
что ( Xi} — последовательность Коши. Пространство R" полно. Поэтому существует предел

у — lim дг,^ R \
»-►00

Заметим, что [[х* — * / i [ ^ e | | * i l  при к >  N (е), причем Л' (е) то же, что и выше, не зависящ ее 
от х  число.

Точка  у  зависит от точки х  линейно (предел суммы равен сумме пределов).  Мы по- 
получаем линейный оператор Л: R ^ - ^ R 4, А х  =  у,  Л е £ .  Мы видим, что при / г > Д г(е)

р (Ai, Л ) =  Ц/U — ЛЦ =  sup 11 < е.
хФО 11*11

Значит ,  А — lim At  и пространство L полно.
к -*■ оо

З а д а ч а  I. Д о каж и те ,  что последовательность операторов Л, сходится тогда 
н только  тогда,  когда сходится последовательность  их матриц в фи ксирован ном базисе.

Выведите отсю да другое  д о к а за те ль ств о  полноты.

4. Ряды. П у с т ь  д а н о  в е щ е с т в е н н о е  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  М,  п р е ­
в р а щ е н н о е  в м е т р и ч е с к о е  п о л н о е  п р о с т р а н с т в о  м е т р и к о й  р т а к о й ,  что 
р а с с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  т о ч к а м и  М з а в и с и т  л и ш ь  о т  их р а з н о с т и ,  п р и ­
ч ем  p(?jc, 0 ) = |Х |р ( л г ,  0) ( х е М ,  ? i e R ) .  Т а к о е  п р о с т р а н с т в о  н а з ы в а е т с я  
нормированным, а  ф у н к ц и я  р(х, 0) н а з ы в а е т с я  н о р м о й  х  и о б о з н а ч а ­
е т с я  ||л:||.

П р и м е р  1. Е вклидово  пространство  A I = R "  с метрикой

Р (*. </)= II* — i/ll =-^{х — у){х  — у ) .

П р и м е р  2. П ространство  L линейных операгириь с метрикой о(А > в)=
=  II л — в в.

М ы  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  р а с с т о я н и е  м е ж д у  э л е м е н т а м и  А и В из М 
ч е р е з  'Ц̂ 4 —

П о с к о л ь к у  э л е м е н т ы  Л1 м о ж н о  с к л а д ы в а т ь  и у м н о ж а т ь  на  ч и сл а  
и п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  К о ш и  в Л1 и м е ю т  п р е д е л ы ,  т е о р и я  р я д о в  в и д а  
Л 1 + Л 2 +  . . . ,  A i^ M ,  б у к в а л ь н о  п о в т о р я е т  т е о р и ю  ч и с л о в ы х  р я д о в .

Т е о р и я  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я д о в  т а к ж е  н е п о с р е д с т в е н н о  п е р е н о с и т с я  
на  ф у н к ц и и  со  з н а ч е н и я м и  в М.

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е  с л е д у ю щ и е  д в е  т е о р е м ы :

оо

П р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а .  Если ряд £  /,- функций  /, : X  -*■ М 
мажорируется сходящимся числовым рядом: i =l

00

II/ / I K а/. X  ß / < ° ° .  “¡e R.
/=1

то он сходится абсолютно и равномерно на X.
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Д  и ф  ф е р  с и ц и р о. в а  м п е  р я д а .  Если ряд  £  /,• ф у н к ц и й  ¡¡: R - *  М  

сходится и ряд из производных сходится равномерно, то он сходится
j  00

к производной  —  у /, (/  — к о о р д и н а т а  на п р я м о й  R).
Cil l—i 

' = 1
У к а з а н и е .  Д о к а з а т е л ь с т в о  д л я  случая  Л1 =  R имеется в курсе анализа .  На общий 

случаи  оно переносится дословно.

5. О п р е д е л е н и е  э к с п о н е н т ы  еЛ. П у с т ь  А  : R " -> -R ' '— л и н е й н ы й  о п е р а т о р  
О п р е д е л е н и е .  Э к с п о н е н т о й  еА о п е р а т о р а  А  н а з ы в а е т с я  л и н е й -

00 я k
A Y"*

ны й о п е р а т о р  из R" в R" еА =  Е  +  А  + т п - + - . .  =  )  —  ( где  £  —  т о ж д е -I—, kl

с т в е н н ы й  о п е р а т о р ,  Е х  =  х).
Т е о р е м а .  Ряд еА сходится при любом А равномерно на каждом 

множестве Х  =  [А : \\А || < Г а ) ,  а е  R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  || А  ]| ^ а .  Т о г д а  н а ш  р я д  м а ж о р и ­

р у е т с я  ч и с л о в ы м  р я д о м  1 + а + ^ - + . . . ,  с х о д я щ и м с я  к еа. П о  п р и з н а к у  

В е й е р ш т р а с с а  р я д  еА р а в н о м е р н о  с х о д и т с я  при | | Л | | < а .

З а д а ч а  1. Вычислить матрицу еЛ1, если матрица Л имеет вид

1}(о г)* 2)(о о)’ 3)( - ?  оУ 4)(° 0 ' ) '' О О О 7

ч0 0 1 /

6 . П ри  м ер .  Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  м н о г о ч л е н о в  сте п е н и  м е н ь ш е  п о т  
о д н о г о  п е р е м е н н о г о  х  с  в е щ е с т в е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

Э т о  м н о ж е с т в о  и м е ет  е с т е с т в е н н у ю  с т р у к т у р у  в е щ е с т в е н н о г о  л и ­
н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а :  м н о г о ч л е н ы  м о ж н о  с к л а д ы в а т ь  н у м н о ж а т ь  н а  
ч и с л а .

З а д а ч а  1. Найти размерность  пространства многочленов степени меньше п
Ответ, п; базис,  например,'  1,  х. А'2 . . . ,  х".~'.

Б у д е м  о б о з н а ч а т ь  п р о с т р а н с т в о  м н о г о ч л е н о в  с те п е н и  м е н ь ш е  п 
че'рез R ' '* ) .  П р о и з в о д н а я  м н о г о ч л е н а  с те п е н и  м е н ь ш е  п е с т ь  м н о г о ­
ч л е н  с теп ен и  м е н ь ш е  п. В о з н и к а е т  о т о б р а ж е н и е

А:  R л Я' 1, А р  =
ах

З а д а ч а  2. Д о к а з а т ь ,  что Л — линейный оператор ;  найти его ядро и образ
Ответ. К е г Л = К ' ,  1 т Л = К 1-1.

С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  о б о з н а ч и м  ч е р е з  И ‘ (1 е  R) о п е р а т о р  с д в и г а  
н а  /, п е р е в о д я щ и й  м н о г о ч л е н  р(х)  в р(х+ 1).

5 В. И. Арнольд
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З а д а ч а  3 Д о к а з а т ь ,  что II': — линейный оп ератор .  Н айти  его ядро
п образ.

Ответ. К с г / / ' = ( ) ,  IIII/ / '  =  К4.

Н а к о н е ц ,  с о с т а в и м  о п е р а т о р  ем .
Т е о р е м а .  ел' =  / / ' .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В к у р с е  а н а л и з а  э т а  т е о р е м а  н а з ы в а е т с я  

ф о р м у л о й  Т е й л о р а  д л я  м н о го ч л е н о в :
ч / ч I с1р /2 (?р

Р (х  +  () =  р { х ) + - - + - ^ +  ...

7. Э к с п о н е н т а  д и а г о н а л ь н о г о  о п е р а т о р а .  П у с т ь  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  А
д и а г о н а л ь н а ,  с д и а г о н а л ь н ы м и  э л е м е н т а м и  ?.1.........  Х„. Л е г к о  в и деть ,
что м а т р и ц а  о п е р а т о р а  еА т а к ж е  д и а г о н а л ь н а ,  с  д и а г о н а л ь н ы м и  э л е ­
м е н т а м и  еу'1, . . . ,  е>а.

О п р е д е л е н и е .  О п е р а т о р  А: К ” Я '1 н а з ы в а е т с я  диагональным, 
е с л и  е го  м а т р и ц а  в  к а к о м - н и б у д ь  б а з и с е  д и а г о н а л ь н а .  Т а к о й  б а з и с  
н а з ы в а е т с я  собственным.

З а д а ч а  I Привести пример недиагонального оператора.
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что собственные числа д и агон альн ого  о п ератора  А ве­

щественны
З а д а ч а  3. Если все п собственных чисел оп ератора  А: вещественны

и различны , то он днагонален .

Пусть А — диагональный оператор. Тогда вычисление еА проще 
всего проводить в собственном базисе.

П р и м е р  1. Пусть  матриц а  о п ератора  А имеет вид С ! )  в бази се  в\, £2.

П оскольку  собственные числа X» = 2 ,  Х2 = 0  вещественны и различны , оператор  А д и а г о ­
налей. Собственный базис: / ( — +  ¡г=е\  — ¿‘г. М атрица оператора А в собственном

/ 2  0\  ,
базисе  есть { 1 . П оэтом у  матриц а  оп ератора  еА в собственном ба зи се  имеет вид 
/ „ 2л\ \ 0  О/а

И так  о исходном бази се  матрица  о п ератора  еА имеет вид

1 / е 2+1 е2 — 1\
2 \ ^ 2_ |  е2+ \ ) '

8 . Э к с п о н е н т а  н и л ь п о т е н т н о г о  о п е р а т о р а .
О п р е д е л е н и е .  О п е р а т о р  А:  Я л Я 71 н а з ы в а е т с я  нильпотентным, 

е с л и  н е к о т о р а я  его  с те п е н ь  р а в н а  0 .

З а д а ч а  1 Д о каж и те ,  что оператор с матрицей ( 2 1 )  нильпотентным. Вообще,

если все элементы матрицы оператора на диагонали и ниже равны 0, то оператор 
иильпотентный.

а
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что оператор  д и ф ф ерен ц и ров ан и я  —  в пространстве

ах
многочленов степени меньше п иильпотентный.

Если оператор Л иильпотентный, то ряд для ел обрывается, т. е. сво­
дится к конечной сумме.

*) Таким об р а зо м ,  мы о тож дествляем  пространство  многочленов,  в котором выбран 
ука за н н ы й  вы ше базис,  с изоморфным ему координатным пространством
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З а д а ч а  3. Вычислить ( '''(/ е ; !? ) ,  где Л : —  оператор с матрицей

О 1
О

О

О
' О

(1 только  над главной д и аг о н а л ь ю ) .
У к а з а н и е .  Один из способов решения этой за д а ч и  — ф орм ула  Тейлора  д ля  много-

(I
членов.  О ператор  ди ф ф ер ен ц и р о в ан и я  —  имеет матрицу указан н ого  вида в некотором 
бази се  (к а к о м ?) .  Реш енн е  см. в § 25.

9. Квазимногочлены. Пусть X — вещественное число. Квазимного­
членом с показателем К называется произведение е1хр (х), где р — мно­
гочлен. Степень многочлена р называется степенью квазимногочлена. 
Зафиксируем значение показателя К.

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что мн ож ество  всех квазимногочленов  степени меньше л — 
линейное пространство.  Н айдите  его  размерность .

Ответ, п. Б азис ,  нап рим ер ,  ех*, хекх..........ха~ 1еХх.

З а м е ч а н и е .  В понятии квазимногочлена, как и в понятии мно­
гочлена, кроется некоторая двусмысленность. Можно понимать (ква- 
зи-)многочлен как выражение, составленное из знаков и букв; в таком 
случае решение предыдущей задачи очевидно. С другой стороны, можно 
понимать под (квази-) многочленом функцию, т. е. отображение /: К->-Я.

В действительности оба понимания равносильны (когда коэффици­
енты многочленов вещественные или комплексные числа; мы сейчас 
рассматриваем (квази-)многочлены с вещественными коэффициентами).

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что к а ж д а я  фун кц ия  / :  1^-*-! ,̂ которую м ож н о за п и с а ть
о виде квазимногочлена, записывается в виде квазимногочлена единственным образом.

У к а з а н и е .  Д о стато ч н о  д о к а за ть ,  что соотношение еХхр(х) =  0 влечет р авенство  
нулю всех коэффициентов  многочлена р(х).

Обозначим п-мерное линейное пространство квазимногочленов сте­
пени меньше п с показателем Я через И'1.

Т е о р е м а .  Оператор дифференцирования ^  — линейный опера-

где Н‘: Я"-»- К" — оператор сдвига на I (т. е. (Н‘})(х) =  {(х-\-1)).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы должны доказать прежде всего, что 

производная и сдвиг квазимногочлена степени меньше п с показате­
лем К суть снова квазимногочлены степени меньше п с показателем К.

Действительно,

Линейность дифференцирования и сдвига сомнений не вызывает.

тор И'1-»- Я'1, и при любом
аI—

(3)

^  (еиР М ) =  Ъе’ хР М  +  V  М , е1 + °р (* +  /) =  ех* (еир {х + 1) ).
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О с т а е т с я  з а м е т и т ь ,  чт о  р я д  Т е й л о р а  д л я  к в а з и м н о г о ч л е н а  а б с о л ю т н о  
с х о д и т с я  на в с е й  п р я м о й  ( т а к  к а к  а б с о л ю т н о  с х о д я т с я  р я д ы  Т е й л о р а  
д л я  е 'х и д л я  р (х )),—  это  и в ы р а ж а е т  ф о р м у л а  ( 3 ) .

З а д а ч а  3. Вычислить матрицу оп ератора  еА1, если матрица  А имеет вид

(на ди агонали  >., н ад  д и агональю  1, остальны е  0 ) .  Например,  вычислить

схр (2!)
У к а з а н и е .  Именно  такой  вид имеет матриц а  оп ератора  д и ф ф еренц иров ан и я  

в пространстве квазимногочленов (в каком базисе?) .  Решение см. в § 25.

§ 15 .  С в о й с т в а  э к с п о н е н т ы

У с т а н о в и м  т е п е р ь  р я д  с в о й с т в  о п е р а т о р а  еА: К'1-*-!* '1; э т и  с в о й ­
с т в а  п о з в о л я т  н а м  и с п о л ь з о в а т ь  еА д л я  р е ш е н и я  л и н е й н ы х  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й . .

1. Г р у п п о в о е  с в о й с т в о .  П у с т ь  А:  — л и н е й н ы й  о п е р а т о р .
Т е о р е м а .  Семейство линейных операторов е1А: / е Я ,

является однопараметрической группой линейных преобразований 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  м ы  у ж е  з н а е м ,  ч то  е1А —  л и н е й ­

ным о п е р а т о р ,  н у ж н о  т о л ь к о  п р о в е р и т ь ,  что

е(' +5)л =  е м е 5л ( I )

и что с1л д и ф ф е р е н ц и р у е м о  з а в и с и т  о т  /. М ы  д о к а ж е м ,  что

± с 1А= Л с 1Л, (2)
0.1

к а к  и п о л о ж е н о  э к с п о н е н т е .
Ч т о б ы  д о к а з а т ь  г р у п п о в о е  с в о й с т в о  ( 1 ) ,  п е р е м н о ж и м  с н а ч а л а  ф о р ­

м а л ь н ы е  р я д ы  по с т е п е н я м  А:

^ £ + М +  —  Л +  . . .^  ^ £  +  х Л +  — Л 2+  =

= £ + (/ + *) Л +(^-+/5+|-)л2 + ...

К о э ф ф и ц и е н т  при  А и в п р о и з в е д е н и и  б у д е т  р а в е н  т а к  к а к
ф о р м у л а  (1 )  в е р н а  в с л у ч а е  ч и с л о в ы х  р я д о в  ( Л е ^ .  О с т а е т с я  о б о с н о ­
в а т ь  з а к о н н о с т ь  п о ч л е н н о го  у м н о ж е н и я .  Э т о  м о ж н о  с д е л а т ь  т а к  ж е ,  
к а к  д о к а з ы в а е т с я  з а к о н н о с т ь  п о ч л е н н о г о  у м н о ж е н и я  а б с о л ю т н о  с х о ­
д я щ и х с я  ч и с л о в ы х  р я д о в  (р я д ы  д л я  е'л и е*А с х о д я т с я  а б с о л ю т н о ,  
т а к  к а к  р я д ы  е | , | а , е и | а , где  а = | | Л | | ,  с х о д я т с я ) .  М о ж н о  и п р я м о  
с в е с т и  д о к а з а т е л ь с т в о  к ч и с л о в о м у  с л у ч а ю .
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Л е м м а .  Пусть ...........г„] — многочлен с неотрицательными коэффициентами
от переменных г , ,  г„. Пусть Л ь  Л л: — линейные операторы. Тогда

1 \р{Л..........И„)|| <р(|Ь-1, II. —  1!'Ь|).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это вытекает  из неравенств

I! Л +  В » <  I! Л || +  || В Ц, Ц Л В || <  || Л [М1В | |. С ).Л || =  I ). 11! Л Ц 

Л е м м а  д о к а за н а .
О бозначим через 5 ,„(Л) частную сумму ряда  для ел :

м , , -  I  £ .
£ — о •

5 п — многочлен с н ео тр н ц а тел ь н и м н  к о эф ф и ц иентам и  относительно А М и  д о л ж н ы
д о к а за т ь ,  что ра зн ость  Д 1Я =  5 т ( М ) 5 т (5Л ) - -  5„{(/ +  5)Л) стремится к 0 при т-+ со

З ам ети м ,  что — это многочлен с неотрицательны ми коэффициентами  относительно
бА н /Л .  Д ей ствительн о ,  члены степени не выше т по А в произведении рядов  все
п олучаю тся  перемножением членов степени не вы ше т в рядах-сомножителях.  Д а л е е ,
5 т ( ( $ * Ы И ) — частн ая  сумма ряда-прои зведен ия .  П оэтому А* — это сумма всех член ов
степени выше т по А в произведении 5 /.,(М)5 „;(5/4 ). Н о  все коэффициенты п роизведения
м ногочленов с неотрицательны ми коэф ф и ц иентами  неотрицательны.

По лем м е  ЦДт (М , ) К < Д Г;( | |М  ||, Ц яЛ | |)- Обозначим неотрицательные числа ЦМ||.
через т, а .  Тогда  Д«(т. о) =  5 и,(т)5«.(о) — +  Поскольку с'сп =  е' + \  п р ав ая

часть  стремится  к 0 при т - * о о .  Итак ,  П т  Д,,.(/Л, 5Л) =  0 и соотношение (1) доказано .
т-* оо

Для доказательства соотношения (2) продифференцируем ряд cл, 
по I формально; получим ряд из производных

00 и °° /*

к=й к=О

Этот ряд сходится абсолютно и равномерно в любой области |[Л[Ка, 
так же как и исходный ряд. Поэтому производная суммы 

ряда существует и равна сумме ряда из производных. Теорема доказана.
З а д а ч а  1. Верно ли,  что ел + а =  еАев'>
Ответ. Нет.
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что Лс1еАФ0.
У к а з а н и е .  е ~ л =  (еА) ~ ' .
З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что если оп ер а то р  Л в евклидовом пространстве косо-  

снммстрический,  то о п ератор  еА — ортогональный.

2. Основная теорема теории линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами. Из доказанной теоремы непосредственно вытекает 
формула для решения линейного уравнения

х  =  Ах,  (3)

Те оре ма.  Решение уравнения (3) с начальным условием <(-(0) =  лГо 

есть
< р ( / ) = е ,/1лг0, ( е И  (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле дифференцирования (2)
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И т а к ,  ф -  р е ш е н и е .  П о с к о л ь к у  еи =  Е , ф(0) =  *о- Т е о р е м а  д о к а з а н а ,  
т а к  к а к  по т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и  в с я к о е  р е ш е н и е  в с в о е й  о б л а с т и  
о п р е д е л е н и я  с о в п а д а е т  с р е ш е н и е м  ( 4 ) .

3. Общий вид однопараметрических групп линейных преобразова­
ний пространства К1.

Т е о р е м а .  Пусть { Я" К 1} —  однопараметрическая группа 
линейных преобразований. Тогда существует линейный оператор А :
-*■ Я '1 такой, что ц '= е м .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  Л = - ^ -  =  П т ^ —-:— .
а/ I /=о (_̂ 0 /

М ы  у ж е  д о к а з а л и ,  ч то  д в и ж е н и е  ф ( / )  =  Я/ло —  э т о  р е ш е н и е  у р а в ­
н е н и я  (3)  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф (0 )  =  ж0. С о г л а с н о  (4 )  ц ‘хъ =  е1Ах а, 
что  н т р е б о в а л о с ь .

О п е р а т о р  А  н а з ы в а ю т  производящим оператором  гр у п п ы  {¿').

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что производящ ий оператор определен группой однозначно.  

З а м е ч а н и е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е т с я  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  с о о т ­
в е т с т в и е  м е ж д у  л и н е й н ы м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  (3)  и 
их  ф а з о в ы м и  п о т о к а м и  {£'); при  эт о м  ф а з о в ы й  п о т о к  с о с т о и т  из л и н е й ­
ны х  д и ф ф е о м о р ф и з м о в .

4. Второе определение экспоненты.
Т е о р е м а .  Пусть А:  Я 1 -► Я" —  линейный оператор. Тогда

<И =  П т  ( Е + * - Т .  ( 5 )
т-*- оо V пг /

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  р а з н о с т ь

* = о

Р я д  с х о д и т с я ,  т а к  к а к  ^  — м н о го чл ен ,  а  р я д  еА с х о д и т с я . ^

З а м е т и м ,  что к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з н о с т и  н е о т р и ц а т е л ь н ы :

1 т (п г  — 1) . . .  (от — /г +  1 ) 1 

к\ т  • ш  ■ . . .  ш  /г!

П о э т о м у ,  п о л а г а я  | | Л | | = а ,  н а х о д и м
оо

* = 0
П о с л е д н я я  в е л и ч и н а  с т р е м и т с я  к  0 при  ш о о ,  и т е о р е м а  д о ­
к а з а н а .

5. Пример: формула Эйлера для ег. П у с т ь  С — к о м п л е к с н а я  п р я ­
м а я .  М ы  м о ж е м  р а с с м а т р и в а т ь  ее  к а к  в е щ е с т в е н н у ю  п л о с к о с т ь  Я2, 
а у м н о ж е н и е  н а  к о м п л е к с н о е  чи сл о  2 —  к а к  л и н е й н ы й  о п е р а т о р  А:  И2->  
—► Я2. О п е р а т о р  А  е с т ь  п о в о р о т  на у го л  arg  г  с р а с т я ж е н и е м  в | г |  р а з .
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З а д а ч а  1. l i a í i rn матрицу умножения на z = u-\-iv в базисе е, — I , 

Ответ.

Н а й д е м  т е п е р ь  сл. П о  ф о р м у л е  (5 )  н а д о  в н а ч а л е  с о с т а в и т ь  о п е ­

р а т о р  Е -1------. Э т о  —  у м н о ж е н и е  на  ч и с л о  1 т. е. п о в о р о т  н а  у го л

с р а с т я ж е н и е м  в 1 р а з
1 п 1аге( ' + я)

(рис .  1 1 0 ) .

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  чт о  при п

агв( | + я ) " , т г +■>(;)•

I 1 Н—  I =  I +  Ие — \ - о ( —  ̂ .
' п ‘ п \п  /

/  Л \ п 
О п е р а т о р  (£■ + — ^ е с т ь

(6)
Рис. 110. Комплексное число 

14*2/п.

п о в о р о т  на у г о л  п a r g (■+!)— I с  р а с т я ж е ­

нием  в  I 1 + — I р а з .  И з  ф о р м у л  ( 6 ) н а х о д и м  п р е д е л ы  у г л а  п о в о р о т а

и к о э ф ф и ц и е н т а  р а с т я ж е н и я :

^ a r g ( l + i )  =  Ilim
fl -*■ со

m z, l i m
П -*• со

+ 1  п 1

Т ем  с а м ы м  д о к а з а н а
Т е о р е м а .  Пусть z =  u - \ - iv —  комплексное число , A: R*-*- R3 —  

оператор умножения на z. Тогда еЛ есть оператор умноокения на ком ­
плексное число e “ (c o s  v-\-i s in  v).

О п р е д е л е н и е .  К о м п л е к с н о е  ч и с л о

е“ (cos ti-J-i s in  v )=  l im  (  1 + -  
П — oo Ч п )

н а з ы в а е т с я  экспонентой  к о м п л е к с н о г о  ч и с л а  z  =  u -\-iv  и о б о з н а ч а е т с я

ег =  еи (eos v-\- l s in  у). (7)

З а м е ч а н и е .  Е с л и  не о т л и ч а т ь  к о м п л е к с н о е  чи сл о  от  о п е р а т о р а  
у м н о ж е н и я  на это  чи сл о ,  то  о п р е д е л е н и е  п р е в р а щ а е т с я  в т е о р е м у  
п о с к о л ь к у  э к с п о н е н т а  о п е р а т о р а  у ж е  о п р е д е л е н а .

З а д а ч а  3. Найти е°, е\ с'. еГ', е'Г‘.
З а д а ч а  4. Докажите , что ег ,+2! =  ег|е г:(г1 е С ,  г ? е С ) .

З а м е ч а л и  е. П о с к о л ь к у  э к с п о н е н т а  о п р е д е л я е т с я  т а к ж е  р я д о м ,  
им еем

е г = 1 + 2  +  2 Г +
г е  С ( 8 )

( р я д  с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  и р а в н о м е р н о  в к а ж д о м  к руге  - | z\ ^ а).
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З а д а ч а  5. С р а в н и в а я  этот ряд  с формулой Эйлера  (7 ) ,  вывести ряды Тейлора 
для sin v, cos и.

3  а и  с ч а  н и е. О б р а т н о ,  з н а я  р я д ы  Т е й л о р а  sin  v, co s  v, еи, м о ж н о  
б ы л о  бы д о к а з а т ь  ф о р м у л у  ( 7 ) ,  п р и н я в  ф о р м у л у  (8 ) з а  о п р е д е л е н и е  е2.

6 . Л о м а н ы е  Э й л е р а .  С о е д и н я я  ф о р м у л ы  (4)  и ( 5 ) ,  мы п о л у ч а е м  
м ет о д  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  i ( 3 ) ,  
н а з ы в а е м ы й  методом ломаных Эйлера.

Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  с л и н е й н ы м  ф а з о в ы м  
п р о с т р а н с т в о м  R", з а д а н н о е  с е к т о р н ы м  п о л ем  v. Ч т о б ы  н а й т и  р е ш е н и е  ф

у р а в н е н и я  x — v(x), x e R “, с н а ч а л ь н ы м  
у с л о в и ем  х 0, посту п и м  с л е д у ю щ и м  о б р а ­
зо м  (р и с .  111) .  С к о р о с т ь  в т о ч к е  хо 
нам  и з в е с т н а :  это  v (х0). Б у д е м  д в и г а т ь ­
ся  с п о с то я н н о й  с к о р о с т ь ю  V (хо) из ЛГо в 
теч ен и е  вр ем е н и  A t — t/N .  П о п а д е м  в 
т о ч к у  *i  =  Х о  +  V  (Хо) А/. В т е ч е н и е  с л е д у ю ­
щ ег о  о т р е з к а  Б р ем ен и  А/ б у д е м  д в и ­
г а т ь с я  со  с к о р о с т ь ю  и т. д . :

Рис. 111. Ломаная Эйлера.

* 4  +  1 = д г *  +  v [хк) А / ,  к =  О ,  1 .

О б о з н а ч и м  ч ер ез  X N (t) п о с л е д н ю ю  то чку ,  
X/j. З а м е т и м ,  что  г р а ф и к ,  и з о б р а ж а ю ­

щ и й  д в и ж е н и е  с к у с о ч н о -п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю ,—  э т о  л о м а н а я  
л и н и я  из N  з в е н ь е в  в р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  R X R ' 1. Э т а  
л о м а н а я  и н а з ы в а е т с я  л о м а н о й  Э й л е р а .  Е с т е с т в е н н о  о ж и д а т ь ,  что  при 
N -*■ оо п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  л о м а н ы х  Э й л е р а  с х о д и т с я  к и н т е г р а л ь н о й  
к р и в о й ,  т а к  чт о  п о с л е д н я я  т о ч к а  X N б у д е т  при  б о л ь ш и х  N  б л и з к а  
к  з н а ч е н и ю  р е ш е н и я  ф с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф ( 0 ) = * о  в т о чк е  I.

Т е о р е м а .  Д ля  линейного уравнения  (3)  l i m X N(t)= y (t) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  о п р е д е л е н и ю  л о м а н о й  Э й л е р а  пр и  v(x) =

( A t\N
£  +  -jyJ *о. П о э т о м у  l im  X/j — e *o (см .  ( 5 ) ) .  И т а к ,  

l im  X N=<f(t) (см .  ( 4 ) ) .

З а д а ч а  1. Д окажи те ,  что не только конец ломаной Эйлера  стремится 
к <р (/), но и вся п оследовательность  кусочно-линейных функций 
графиками которых служат  л о м а н и е  Эйлера, равномерно сходится к решению ф на 
отрезке [0, /].

З а м е ч а н и е .  Л о м а н а я  Э й л е р а  в о б щ е м  с л у ч а е  (к о г д а  в е к т о р ­
ное поле  V з а в и с и т  от  х  н е л и н е й н о )  т а к ж е  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в виде  

, 1А ы
А'у =  ^ £ -1 —^  хо, где  А  —  н е л и н е й н ы й  о п е р а т о р ,  п е р е в о д я щ и й  т о ч к у  х *

в т о ч к у  у (х ).  В д а л ь н е й ш е м  мы у в и д и м ,  что  и в эт о м  с л у ч а е  п о с л е д о ­
в а т е л ь н о с т ь  л о м а н ы х  Э й л е р а  с х о д и т с я  к р е ш е н и ю ,  по к р а й н е й  м ере  
при д о с т а т о ч н о  м а л ы х  Ц |  (§ 3 1 ,9 ) .  Т а к и м  о б р а з о м ,  в ы р а ж е н и е  ( 4 ) ,
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в к о т о р о м  э к с п о н е н т а  о п р е д е л е н а  ф о р м у л о й  ( 5 ) ,  д а е т  р е ш е н и е  в о о б щ е  
в се х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й * ) .

Э й л е р о в а  т е о р и я  эк с п о н е н т ы ,  е д и н о о б р а з н а я  со  все х  с в о и х  в а р и а н ­
т а х  о т  о п р е д е л е н и я  ч и с л а  е, ф о р м у л ы  Э й л е р а  д л я  е1, ф о р м у л ы  Т е й л о р а ,  
ф о р м у л ы  (4 )  д л я  р е ш е н и я  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  м д о  м е т о д а  л о м а н ы х  
Э й л е р а ,  и м е е т  м н о го  д р у г и х  п р и м е н е н и й ,  в ы х о д я щ и х  з а  р а м к и  н а ш е г о  
к у р с а .

§ 16. Определитель экспоненты

Е с л и  о п е р а т о р  А  з а д а н  с в о е й  м а т р и ц е й ,  в ы ч и с л е н и е  м а т р и ц ы  о п е ­
р а т о р а  ел м о ж е т  т р е б о в а т ь  д л и н н ы х  в ы к л а д о к .  О д н а к о  о п р е д е л и т е л ь  
м а т р и ц ы  еА м о ж н о ,  к а к  мы с е й ч а с  у в и д и м ,  в ы ч и с л и т ь  о ч е н ь  л е г к о .

1. О п р е д е л и т е л ь  о п е р а т о р а .  П у с т ь  А:  Я" Я" — л и н е й н ы й  о п е р а т о р .
О п р е д е л е н и е .  Определителем  о п е р а т о р а  А  н а з ы в а е т с я  о п р е д е ­

л и т е л ь  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  А  в к а к о м - н и б у д ь  б а з и с е  .............. е„\ о б о з н а ­
ч е н и е :  с Ы Л .

О п р е д е л и т е л ь  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  А  не з а в и с и т  о т  б а з и с а .  Д е й ­
с т в и т е л ь н о ,  если  (А) —  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  А  в б а з и с е  е\, . . . ,  еп, то  
м а т р и ц е й  о п е р а т о р а  А  в д р у г о м  б а з и с е  
б у д е т  (В )(А )(В ~ ‘), и

сЫ  (В) (Л) ( В “ ') =  с Ы  (А).

Определитель матрицы  — это ориен­
тированный объем параллелепипеда** ) ,  
ребра которого задаются столбцами 
матрицы.

Н а п р и м е р ,  при п =  2 (р и с .  112) оп-
I *1 Х2 |

р е д е л и т е л ь  е с т ь  п л о щ а д ь  па-
1 1/1 у г 1

р а л л е л о г р а м м а ,  н а т я н у т о г о  на  в е к т о р ы  с к о м п о н е н т а м и  ( х | , г / | )  и

(*2, Уг), в з я т а я  со з н а к о м  пл ю с ,  есл и  у п о р я д о ч е н н а я  п а р а  в е к т о р о в  (1 ь | 2) 
з а д а е т  ту  ж е  о р и е н т а ц и ю  Я", что и б а з и с н а я  п а р а  в е к т о р о в  (е\, ег) и 
со з н а к о м  минус в п р о т и в н о м  с л у ч а е .

С т о л б е ц  с н о м е р о м  / в м а т р и ц е  о п е р а т о р а  Л в б а з и с е  е\...........еп
с о с т а в л е н  из  к о о р д и н а т  о б р а з а  б а з и с н о г о  в е к т о р а  Ле,-. П о э т о м у  опре­

*) Практически приближение) ре ш а ть  уравнение  с п омощью л о м ан ы х  Э й л ер а  
неудобно,  т а к  кок приходится  б р а т ь  очен ь  малый шаг й / ,  чтобы получить за д а н н у ю  
точность .  Ч а щ е  пользуются различны ми усоверш енствованиями этого  метода ,  в которых 
и нте гральн ая  кри вая  апп роксим ируется  не отрезком прямой,  а отрезком  п ар аб о л ы  тоЛ 
пли иной степени. Н аиболее  часто  исп ользую тся  методы А дам са ,  Ш т е р м е р а  и Рунгс .  
С ними можно познакомиться  по учебникам приближенных вычислений.

**) Параллелепипед с ребрами £| , . . . .  есть подмножество Я", состоящее
из всех точек вида +  . . .  0 < л - * < 1 .  При п — 2 параллелепипед назы вается
п араллелограм м ом .  Если вы зн ак о м ы  с каким-либо  определением о б ъ е м а ,  то л егко  
д о к а ж е т е  выделенное  утверж дени е.  Если же нет, то можете принять его з а  оп ределение  
объем а  п араллелепипеда.

Рис. 112. Определитель матрицы равен 

ориентированной площади параллело 

грамма, натянутого на се столбцы.
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делитель оператора А  —  это ориентированный объем образа единич­
ного куба (параллелепипеда с ребрами e t, . . . ,  е„) при отображении А.

З а д а ч а  1 П у с т ь  П  —  п а р а л л е л е п и п е д  с л и н е й н о  н е з а в и с и м ы м и  
р е б р а м и  Д о к а ж и т е ,  что  о т н о ш е н и е  ( о р и е н т и р о в а н н о г о )  о б ъ е м а  о б р а з а  
п а р а л л е л е п и п е д а  Л П  к ( о р и е н т и р о в а н н о м у )  о б ъ е м у  П  не з а в и с и т  о т  П  
и р а в н о  d e t  А

З а м е ч а н и е  Ч и т а т е л ь ,  з н а к о м ы й  с т ео р и е й  и з м е р е н и я  о б ъ е м о в  
в R \  м о ж е т  з а м е н и т ь  П  л ю б о й  ф и г у р о й ,  и м е ю щ е й  о б ъ е м .

И т а к ,  определитель оператора А  —  это коэффициент изменения 
ориентированного объема: при применении А  ориентированный объем 
любой фигуры меняется в d e t  Л  раз. Г е о м е т р и ч е с к и  в о в с е  не о ч е в и д н о ,  
что  р а с т я ж е н и е  о б ъ е м а  д л я  в се х  ф и г у р  о д и н а к о в о  ( д а ж е  в  с л у ч а е  
п л о с к о с т и ) ,  в е д ь  ф о р м а  ф и г у р ы  при  л и н е й н о м  п р е о б р а з о в а н и и  с и л ь н о  
м е н я е т с я .

2. С л е д  о п е р а т о р а .  Следом матрицы А  н а з ы в а е т с я  с у м м а  ее  д и а г о ­
н а л ь н ы х  э л е м е н т о в .  С л е д  о б о з н а ч а е т с я  t r  (от  а н г л и й с к о г о  « t r a c e » )

П
или  S p  (от  н е м е ц к о г о  « S p u r » ) :  к Л = £  ац.

/= |
С л е д  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  Л :  R'1 R" не з а в и с и т  о т  б а з и с а ,  но л и ш ь  

от  с а м о г о  о п е р а т о р а  Л .

З а д а ч а  1 Докажите ,  что след матрицы равен сумме всех п ее собствен­
ных чисел, а определитель — их произведению.

У к а з а н и е .  Примените формулу Виета к многочлену

det |/1->.Е| = ( - > . ) " - Н - ) . ) " - 1 £  а,.,+ у* 
i=l

С о б с т в е н н ы е  ч и с л а  у ж е  не з а в и с я т  от  б а з и с а .  Э т о  п о з в о л я е т  д а т ь  
с л е д у ю щ е е

О п р е д е л е н и е .  Следом оператора А  н а з ы в а е т с я  с л е д  е го  м а т р и ­
цы  d  к а к о м - н и б у д ь  (и т о г д а  в л ю б о м )  б а з и с е .

3 .  С в я з ь  о п р е д е л и т е л я  и с л е д а .  П у с т ь  Л :  R ^ - i - R '1 — л и н е й н ы й  о п е ­
р а т о р ,  s e R .  Л е г к о  д о к а з ы в а е т с я

Т е о р е м а .  При  е -»- О d e t  (Е  +  е Л ) =  1 +  е t r  Л - f  О (е2) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О п р е д е л и т е л ь  о п е р а т о р а  £  +  еЛ р а в е н  п р о ­

и з в е д е н и ю  с о б с т в е н н ы х  ч и се л .  С о б с т в е н н ы е  ч и с л а  о п е р а т о р а  £  +  еЛ 
(с у ч е т о м  к р а т н о с т е й )  р а в н ы  где  —  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  Л.

П П
П о э т о м у  d e t  (£? +  еЛ) =  [ ]  ( 1 + е Х , ) =  1 -J-e ]Г +  О (в2), что  и т р е б о в а -  

/ = 1  ¡= 1
л о с ь  д о к а з а т ь .

В т о р о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что ф  ( е ) =  det ( £ +  z A )  — многочлен 
относительно е, причем ф ( 0 ) = 1 .  Нужно доказать, что ф '(0 )  =  1г/1. Определи­
тель матрицы |ja'i j [[ обозначим через Д({я',. ; | ) .  По правилу дифференци-

П
. . ¿ф | V  д \  I dxi.i , .ровання сложной функции —■ =  > г;—  — где — элементы

^ J d e l e  =  o dXi.j  \ Е ¿ е
‘./=1 д\ I

матрицы £  +  еЛ Ч астная производная дхц, I е  равна по определению
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-— dot ( £ +  lie/ j), где , — м атрица,  единственный ненулевой элемент ко-
dh I ft =  0
тором — это I в t-й строке, / - м столбце. Но det ( £ + / i e , . j ) =  I при i=£j и 1 - f / i

. . , ,  <5Л Iесли i =  i. Итак, ---- 1 =0,
dxi / I E

если /=#/, и 1, если / =  /. Поэтому I =
de I р = о

=  у '  ^ а ;. , =  1 г Л , что и требовалось доказать.

1= I !'= I
М е ж д у  п р о ч и м ,  мы з а н о в о  д о к а з а л и  н е з а в и с и м о с т ь  с л е д а  о т  б а з и с а
С л е д с т в и е .  При малом изменении ребер параллелепипеда на из­

менение объема влияет лишь изменение каждого ребра в его собствен­
ном направлении; изменение же в направлении других ребер дает 
в изменение объема лишь вклад второго порядка 
малости.

Н а п р и м е р ,  п л о щ а д ь  п а р а л л е л о г р а м м а ,  б л и з к о ­
го  к к в а д р а т у  ( р и с .  И З ) ,  м а л ы м и  в т о р о г о  п о р я д ­
ка  м а л о с т и  о т л и ч а е т с я  от  п л о щ а д и  з а ш т р и х о в а н ­
н ого  п р я м о у г о л ь н и к а .

М о ж н о  б ы л о  б ы  д о к а з а т ь  э т о  с л е д с т в и е  из 
э л е м е н т а р н о - г е о м е т р и ч е с к и х  с о о б р а ж е н и й ;  э т о  
п р и в е л о  бы  к  г е о м е т р и ч е с к о м у  д о к а з а т е л ь с т в у  
п р е д ы д у щ е й  т е о р е м ы .

4 .  О п р е д е л и т е л ь  о п е р а т о р а  еА.
Т е о р е м а .  Д л я  любого линейного операто­

ра А :  1Г -> .  Г
с Ы  е = е  .

Рис. 113. Приближенное оп­

ределение площади паралле­

лограмма, близкого к квад­

рату.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  в т о р о м у  о п р е д е л е н и ю  э к с п о н е н т ы  

d e t  =  d e t  ^  l im  ) =  ' lm ^ d e t ^ £ + —  ̂  иб о  о п р е д е л и т е л ь

м а т р и ц ы  —  м н о г о ч л е н  (и с л е д о в а т е л ь н о ,  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я )  о т  э л е ­
м е н т о в .  Д а л е е ,  по п р е д ы д у щ е й  тео р е м е

4 £+ü 4 de<£+ 3 4 ,+̂ lr"+0Q)" “
О с т а е т с я  з а м е т и т ь ,  что  l im  ( \ - \ ——+ о ( —^  = е а д л я  л ю б о г о  a e R ,

т ч .= Л  m \ т / У
в ч а с т н о с т и  д л я  a  =  t r / l .

С л е д с т в и е  1. Оператор еА невырожден.
С л е д с т в и е  2.  Оператор ел сохраняет ориентацию  R"  ( т  е .  

de t  Л >  0).
С л е д с т в и е  3 .  (ф  о  р м у л  а Л  и у  в и л  л  я ) . Фазовый поток  {g1) 

линейного уравнения

х  =  Ах, R", ( 1 )

за время t меняет объем любой фигуры в еа‘ раз, где a  =  t r  А . 
Д е й с т в и т е л ь н о ,  d e t  g '=  d e t  eAl =  eUAt = e , t M .
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В ч а с т н о с т и ,  о т с ю д а  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е  4.  Если след А  равен  0, то фазовый поток урав­

нения ( 1 ) сохраняет объемы (т. с. £  переводит любой параллеле­
пипед в параллелепипед того же объема).

Д е й с т в и т е л ь н о ,  е°— \.
П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  с к о э ф ф и ц и е н т о м  

т р е н и я  — к

х =  — х +  кх,

э к в и в а л е н т н о е  с и ст е м е

X  | =  Л'2, Л"2 =  —  Л'1 +  к.\'2 

с м а т р и ц е й  (р и с .  114) (  ^ •

С л е д  этой  м а т р и ц ы  р а в е н  к. И т а к ,  при  ¿ < 0  п р е о б р а з о в а н и е  ф а з о ­
в о го  п о т о к а  g l ( / >  0 ) п е р е в о д и т  к а ж д у ю  о б л а с т ь  ф а з о в о й  п л о с к о ст и

Н>0

и

к=0
У  и

Рис 114. Повеление площадей при преобразованиях фазового потока уравнения маятника.

в о б л а с т ь  м е н ь ш е й  п л о щ а д и .  В с и с т е м е  с о т р и ц а т е л ь н ы м  т р е н и е м  ( / г >  0), 
н а о б о р о т ,  п л о щ а д ь  о б л а с т и  g l U, / >  0, б о л ь ш е  п л о щ а д и  (Л Н а к о н е ц ,  
к о г д а  т р е н и я  нет  (/г =  0 ), ф а з о в ы й  п о то к  g l с о х р а н я е т  п л о щ а д и '  
(н е у д и в и т е л ь н о :  в этом  с л у ч а е ,  к а к  мы у ж е  з н а е м  g , е с т ь  п о в о р о т  
пп уго л  / ) .

З а д а ч а  1. Пусть вещественные части всех собственных чисел А отрицательны. 
Д окаж и те ,  что фазовый поток £  уравнения (1) уменьшает объемы ( / > 0 ) .

З а д а ч а  2. Д окажи те ,  что собственные числа оператора с равны с \  где — 
собственные числа оператора А. Выведите отсюда доказанную выше теорему.

§ 17. П рактическое вычисление матрицы экспоненты —  
случай вещ ественных и различных собственных чисел

П р и  п р а к т и ч е с к о м  р е ш е н и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  о п е р а ­
т о р  А  з а д а н  с во е й  м а т р и ц е й  в н е к о то р о м  б а з и с е  и т р е б у е т с я  я в н о  
в ы ч и с л и т ь  м а т р и ц у  о п е р а т о р а  ел в том  ж е  б а з и с е .  Н а ч н е м  с п р о ­
с т е й ш е г о  с л у ч а я .

1. Д и а г о н а л ь н ы й  о п е р а т о р .  Р а с с м о т р и м  л и н е й н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ное у р а в н е н и е

х =  Ах,  х е К а, (1)

где  Л: Я" — д и а г о н а л ь н ы й  о п е р а т о р .  В б а з и с е ,  в к о т о р о м  м а т р и ц а
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о п е р а т о р а  А  д и аго и а л ь н а - ,  она  и м е ет  вид

где — с о б с т в е н н ы е  ч и с л а .  М а т р и ц а  о п е р а т о р а  сЛ1 и м еет  д и а г о н а л ь ­
ный вид

И т а к ,  р е ш е н и е  <р с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф 0(0) =  (дг,о, . . х ) и м е ет  
в эт о м  б а з и с е  в и д  ф» =  е >'*, ^ 0. К  эт о м у  б а з и с у  и н а д о  п е р ей ти ,  е сл и  
м а т р и ц а  о п е р а т о р а  А  д а н а  в д р у г о м  б а зи с е .

Е с л и  в с е  п с о б с т в е н н ы х  чи сел  о п е р а т о р а  А  в е щ е с т в е н н ы  и р а з ­
л и ч н ы ,  то  он  д и а г о н а л е н  (Н" р а с п а д а е т с я  в п р я м у ю  с у м м у  о д н о м е р ­
ных и н в а р и а н т н ы х  о т н о с и т е л ь н о  А  п о д п р о с т р а н с т в ) .

П о э т о м у  р е ш а т ь  у р а в н е н и е  (1 )  в с л у ч а е ,  к огда  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  
о п е р а т о р а  А  в е щ е с т в е н н ы  и р а з л и ч н ы ,  н у ж н о  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м -

1 ) с о с т а в и т ь  вековое или характеристическое  у р а в н е н и е

2 ) н а й ти  его  корни  К........... мы п р е д п о л а г а е м ,  что  они в е щ е с т в е н н ы
и р а з л и ч н ы ;

3)  н а й т и  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  § ........... .. §„ из  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й

4 )  р а з л о ж и т ь  н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  по с о б с т в е н н ы м  в е к т о р а м

В ч а с т н о с т и ,  п о л у ч а е м
С л е д с т в и е .  Пусть А  —  диагональный оператор. Тогда элементы 

матрицы еЛ1 ( / е ! ^ )  в любом базисе являются линейными комбинациями

П о э т о м у  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е ет  вид  к2 -\-k\-\- \ —  0; корпи  
в е щ е с т в е н н ы  и р а з л и ч н ы ,  к о гд а  д и с к р и м и н а н т  п о л о ж и т е л е н ,  т .  е. к о г д а  
1 / г | > 2 .  И т а к ,  при д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  (по  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е )  
к о э ф ф и ц и е н т е  т р е н и я  /г о п е р а т о р  А  д и а г о н а л е н .

с Н  \ А - К Е \  =  0;

П

П
5 )  н а п и с а т ь  о т в е т  ф ( / ) = £  Скв^с/,:

к= I

экспонент е’ к‘ , где }.к — собственные числа матрицы А.
2. П р и м е р .  Р а с с м о т р и м  м а я т н и к  с т р ен и ем

х  1 — х-2, Х2 =  — х  I — /гд'2.

М а т р и ц а  о п е р а т о р а  А  и м е ет  в ид
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Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  2. В эт о м  с л у ч а е  о б а  к о р н я  Xi, ?.2 о т р и ­
ц а т е л ь н ы .  В с о б с т в е н н о м  б а з и с е  у р а в н е н и е  з а п и ш е т с я  в виде

У\ =  X1 i/1, >.1<0, У2 =  }-2У2, ? .2<0.

О т с ю д а ,  к а к  § 2,  п о л у ч а е м  р е ш е н и е  y\(t) =  eK'tij\(0), y2(t) =  eX2'y 2(0) и 
к а р т и н к у  ( у з е л ,  р ис .  1 1 5 ) .  П р и  / - * - + о о  все  р е ш е н и я  с т р е м я т с я  к 0,

по ч ти  в с е  и н т е г р а л ь н ы е  к р и в ы е  к а с а ю т ­
с я  оси  у i, е сли  |>»2| б о л ь ш е  | ? ^ |  ( т о г д а  
У2 с т р е м и т с я  к 0  б ы с т р е е  у\). К а р т и н ­
к а  н а  п л о с к о ст и  (x t,x 2) п о л у ч а е т с я  л и ­
н ейн ы м  п р е о б р а з о в а н и е м .

П у с т ь ,  н а п р и м е р ,  k —  З 1 / з ,  т а к  что  
X, =  — ' / з ,  > . 2 = - 3 .

С о б с т в е н н ы й  в е к т о р  | |  н а х о д и м  из 
у с л о в и я  X t= — Зх2; п о л у ч а е м  £ ; i = e i —
— З е ь  А н а л о г и ч н о  %2 =  ei —Зе2. П о с к о л ь -  
к> I } <  I Хг!, ф а з о в ы е  к р и в ы е  им ею т  
вид, и з о б р а ж е н н ы й  на рис. 116. Р а с ­
с м а т р и в а я  рис .  116, мы п р и х о д и м  к 
с л е д у ю щ е м у  у д и в и т е л ь н о м у  в ы в о д у :  е с ­
л и  к о э ф ф и ц и е н т  т р е н и я  k д о с т а т о ч н о  
в е л и к  (k >  2), т о  м а я т н и к  не с о в е р ш а е т  
з а т у х а ю щ и х  к о л е б а н и й ,  а  с р а з у  и д ет  к 
п о л о ж е н и ю  р а в н о в е с и я :  его  с к о р о с т ь  х2 
м е н я е т  з н а к  не б о л е е  о д н о го  р а з а .

З а д а ч а  1. Каким движениям маятника со­
ответствуют фазовые кривые / ,  / / ,  / / /  на 
рис. ! 16? Нарисовать ’ примерный график х  (/).

З а д а ч а  2. Исследовать  движение перевер­
нутого маятника с трением, x — x — kx.

3 .  Д и с к р е т н ы й  с л у ч а й .  В се  с к а з а н н о е
о п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и и  ем  н е п р е р ы в ­
ного  а р г у м е н т а  t о т н о с и т с я  н к  п о ­
к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и и  А п д и с к р е т н о г о  
а р г у м е н т а  п. В ч а с т н о с т и ,  е с л и  А  —  д и ­

а г о н а л ь н ы й  о п е р а т о р ,  т о  д л я  в ы ч и с л е н и я  А" у д о б н о  п е р е й ти  к  д и а г о ­
н а л ь н о м у  б а з и с у .

П р и м е р .  Последовательность Фибоначчи 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 , 13, . . . о п р е д е л я е т с я  тем, 
что каждый следующий член равен сумме двух предыдущих, а„ =  а „ _  | +  а „ _ 2, и 
двумя начальными членами, а о = 0, öi =  1 .

З а д а ч а  1. Н айти  форм улу  д ля  а„. П о к а за т ь ,  что ап растет,  как  геом етрич еская

прогрессия, и найти lim ' П- °-  =  а .

У к а з а н и е .  Заметим, что вектор (а„, а „ - | )  вы раж ае тся  линейно через | « _ i :

с„ =  Л | „ _ | ,  А = {  причем l i = ( l , 0 ) .  Поэтому а„ есть первая компонента вектора

4 * - ! , .  0 /
Ответ, сх =  In ( ( V 5 +  1)/2), а„ =(>." — где Xi.2= ( l  ± л ^ )/ 2 — собственные числа А.

Рис. 115. Фазовые кривые маятника 
с сильным трением d собственном • 

базисе.

Рис. 1Ю. Фазовые кривые уравнения 
маятника с сильным трением в обычном 

базисе.



§ 18] КОМПЛЕКСИФИКАЦИЯ и ОВЕЩЕСТВЛЕНИЕ и:*

Такое  же рассуждение сводит исследование любой рекуррентной последовательности 
ап п оряд ка  к, заданн ой  правилом

ап =  С\ап~ \+ .  . .  +  скал-ь,  п =  1 , 2 , . . ,

и к начальными членами *),  к изучению показательной функции Л \  где А. И* 
линейный оператор.  Поэтом у,  когда мы научимся вы числять матриц у  экспоненты, мы 
одновременно изучим все рекуррентные последовательности.

В о з в р а щ а я с ь  к о б щ е й  з а д а ч е  о в ы ч и с л е н и и  е'и, з а м е т и м ,  что  корн и  
х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  с1е{ (Л — ХЕ) =  0 м о гу т  б ы т ь  к о м п л е к с ­
н ы м и .  Ч т о б ы  и з у ч и т ь  эт о т  с л у ч а й ,  мы в н а ч а л е  р а с с м о т р и м  л и ­
н е й н о е  у р а в н е н и е  с к о м п л е к с н ы м  ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  С"

§ 1 8 .  К о м п л е к с и ф и к а ц и я  и  о в е щ е с т в л е н и е

П р е ж д е  чем  и з у ч а т ь  к о м п л е к с н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я ,  
в с п о м н и м ,  ч то  т а к о е  к о м п л е к с и ф и к а ц и я  в е щ е с т в е н н о г о  п р о с т р а н с т в а  
и о в е щ е с т в л е н и е  к о м п л е к с н о г о .

1. О в е щ е с т в л е н и е .  Ч е р е з  Сл мы б у д е м  о б о з н а ч а т ь  л - м е р н о е  л и н е й ­
ное п р о с т р а н с т в о  н а д  п о л е м  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л  С.

Овеществлением  п р о с т р а н с т в а  С" н а з ы в а е т с я  в е щ е с т в е н н о е  л и н е й ­
ное п р о с т р а н с т в о ,  к о т о р о е  с о в п а д а е т  с  С" к а к  г р у п п а  и в к о то р о м  
у м н о ж е н и е  на в е щ е с т в е н н ы е  ч и с л а  о п р е д е л е н о  к а к  в С", а  у м н о ж е  
ние н а  к о м п л е к с н ы е  ч и с л а  не о п р е д е л е н о .  ( И н ы м и  с л о в а м и ,  о в е щ е с т  
в и т ь  С " —- э т о  з н а ч и т  з а б ы т ь  о  с т р у к т у р е  С - м о д у л я ,  с о х р а н я я  с т р у к  
т у р у  11- м о д у л я . )

Л е г к о  в и деть ,  что  о в е щ е с т в л е н и е  п р о с т р а н с т в а  С  б у д е т  2 /1 - м е р ­
ны м  в е щ е с т в е н н ы м  л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м  Я2”. М ы  б у д е м  о б о з н а ­
ч а т ь  о в е щ е с т в л е н и е  з н а к о м  Я с в е р х у  с л е в а ,  н а п р и м е р :  КС = Я 2.

Е с л и  (в | ,  ..., еп) -  б а з и с  в  С", то  (е\, ..., е„, ¡е\, ¡еп) — б а з и с  
в  кС п = 1 * 2я.

П у с т ь  Л : С "1 С п —  С -л и н е й н ы й  о п е р а т о р .  Овеществление опера­
тора А — это Я -л и н е й н ы й  о п е р а т о р  КЛ : С"' еС п, с о в п а д а ю щ и й  с А  
по т о ч е ч н о .

З а д а ч а  1. Пусть (е,, е„) — базис пространства С” , ( /ь  / « ) — базис
пространства С", (Л )— матрица оператора  А. Найти матрицу овеществленного о п ера­
тора А.

° ТвеТ' (р  а ) ’ ГДС (Л) =(а) +  '№)-
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что ^Л  -\-В)=  КЛ +  КВ, ’’(Л /3 )=  ®Л ЯВ.

2. К о м п л е к с и ф и к а ц и я .  П у с т ь  Г̂ 1 —  в е щ е с т в е н н о е  л и н е й н о е  п р о с т р а н ­
ство .  Комплексификация пространства  Я " —. это  п - м е р н о е  к о м п л е к с н о е  
л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о ,  о б о з н а ч а е м о е  ч е р е з  СЯ", к о т о р о е  с т р о и т с я  с л е ­
д у ю щ и м  о б р а з о м .

*) Тот факт, что для определения рекуррентной последовательности А*го порядка  
надо зн ать  к се первых члеиоо, тесно связан  с тем, что фазовое пространство диф 
ф еренц иальн ого  уравнения п оряд ка  к имеет р а зм ер н о сть  к. Эта с вязь  становится  
понятной,  если зап исать  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнение  в виде-предела  разностных
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Т о ч к и  п р о с т р а н с т в а  С1Г —  это  п а р ы  ( | ,  ц ) ,  где  Т а к а я
п а р а  о б о з н а ч а е т с я  5+ г 'т ] . О п е р а ц и и  с л о ж е н и я  и у м н о ж е н и я  н а  к о м ­
п л е к с н ы е  ч и с л а  о п р е д е л я ю т с я  о б ы ч н ы м  о б р а з о м ;

(и +  г V) ( | +  г т]) =  ( ы | — ут]) +  г ( и | +  иг]),

(§1 +  г’П ')+ (^ + * 1 р )= (§ 1  + | 2 ) + ^  +  Ц2)-

Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  что  п о л у ч е н н ы й  С -м о д у л ь  я в л я е т с я  л - м е р н ы м
.... еп) —к о м п л е к с н ы м  л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м :  ' 'Я ' , =  С Л. Е с л и  (е\, 

б а з и с  в Я'1, то  в е к т о р ы  е* +  ;0  о б р а з у ю т  С - б а з и с  в С л =  с 1Г.
В е к т о р ы  ^ + ¿ 0  о б о з н а ч а ю т с я  к о р о ч е  ч е р е з  §.
П у с т ь  А:  И"“- » - Я '1 е ст ь  Я -л и н е й н ы й  о п е р а т о р .  Комплексификация 

оператора А  —  э т о  С -л и н е й н ы й  о п е р а т о р  СА:  о п р е д е л е н н ы й
с о о т н о ш е н и е м  СА  ( Ц - г ч ^  = А ^ + / Л т >

З а д а ч а  1. Пусть ( е ........... е„) — базис в (*” , ................ ...  — базис  в 1Г. Пусть (Л) —

матрица оператора  А. Найти матрицу комплексифицированного оператора ( Л ) .
Ответ. (СЛ) =  (Л).

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что С(Л +  В) =  СЛ +  СВ, С(ЛВ) =  СЛ СВ.

Т е р м и н о л о г и ч е с к о е  з а м е ч а н и е .  О п е р а ц и и  к о м п л е к с и -  
ф н к а ц н и  и о в е щ е с т в л е н и я  о п р е д е л е н ы  к а к  д л я  п р о с т р а н с т в ,  т а к  и д л я  
о т о б р а ж е н и й .  А л г е б р а и с т ы  н а з ы в а ю т  т а к о г о  р о д а  о п е р а ц и и  функторами.

3. К о м п л е к с н о е  с о п р я ж е н и е .  Р а с с м о т р и м  в е щ е с т в е н н о е  2 я - м е р н о е  
л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  Я 2л =  к с К л, по л у ч ен н о е  из И* к о м п л е к с и ф и к а -  
ц и е й ,  а  з а т е м  о в е щ е с т в л е н и е м .  В эт о м  п р о с т р а н с т в е  л е ж и т  я - м е р н о е  
п о д п р о с т р а н с т в о  в е к т о р о в  в и д а  § + ¡ 0 ,  О н о  н а з ы в а е т с я  вещест­
венной плоскостью  Р ' с Н 2”.

П о д п р о с т р а н с т в о  в е к т о р о в  в и д а  0 - Н 1 ,  | е И л, н а з ы в а е т с я  мнимой 
плоскостью  »К', с Н 2' \  В с е  п р о с т р а н с т в о  Я2" е с т ь  п р я м а я  с у м м а  э т и х  
д в у х  п - м е р н ы х  п о д п р о с т р а н с т в .

¿В.” Л

Рис. И8. Комплексное сопряжение.

О п е р а т о р  / £  у м н о ж е н и я  на  ¿ в С л =  И" после  о в е щ е с т в л е н и я  п р е в р а ­
щ а е т с я  в Я -л и н е й н ы й  о п е р а т о р  к( /£ )  =  / :  К 2'1 ->- И ’'1, (р и с .  1 1 7 ) .  О п е р а ­
т о р  /  и з о м о р ф н о  о т о б р а ж а е т  в е щ е с т в е н н у ю  п л о с к о с т ь  в м н и м у ю , а  м н и ­
м у ю  —  в в е щ е с т в е н н у ю .  К в а д р а т  о п е р а т о р а  /  р а в е н  м и нус  е д и н и ч н о м у .

З а д а ч а  1. Пусть (с ........... ...  — базис Я’, (в]......... е„, ¡е\........... /е„) — базис  Я * ,=  1̂ 1 1 л.

Н ай ти  м атрицу  оператора  I в этом базисе.  
г0 - Е \

От вет
• ™ - С  . ) •
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О б о з н а ч и м  ч е р е з  а :  К2“ - +  К; " (рис .  118) о п е р а т о р  к о м п л е к с н о г о  
с о п р я ж е н и я :  а  ( | + / ц )  =  1 — /ц. Д е й с т в и е  а о б о з н а ч а е т с я  ч а с т о  ч е р т о й  
с ве р х у .

О п е р а т о р  а с о в п а д а е т  с е д и н и ч н ы м * н а  в е щ е с т в е н н о й  п л о с к о с т и  и 
с м и н у с  е д и н и ч н ы м  —  на м ним ой .  Он и н в о л ю т п в е н :  сг =  £ .

П у с т ь  А :  СЯ"‘ —>-с К'' —  С -л и н е й н ы й  о п е р а т о р .  Комплексно сопря­
женным к А  оператором А  н а з ы в а е т с я  о п е р а т о р  А:  СЯ"' -*■ СЯ'1, о п р е ­
д е л е н н ы й  с о о т н о ш е н и е м

А г  =  А г  д л я  в с я к о г о  г е с ^ л.
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что А я вляется  С-линейным оператором.
З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что м атриц а  о п ератора  А в вещественном базисе 

комплексно с о п р яж е н а  матрице  Л в том же базисе.
З а д а ч а  4. Д ок а жи т е ,  что Л -{-В =  Л АВ =  АВ, )Л  =  }.А.
З а д а ч а  5. Д о к а ж и т е ,  что комплексный линейный оператор  А: СК",-+-СЦЯ. является  

комп лекси ф и каци сй  вещ ественного  тогда  и только  тогда,  когда А —А.

4. Э к с п о н е н т а ,  о п р е д е л и т е л ь  и с л е д  к о м п л е к с н о г о  о п е р а т о р а .  Э к с п о ­
н е н т а ,  о п р е д е л и т е л ь  и с л е д  к о м п л е к с н о г о  о п е р а т о р а  о п р е д е л я ю т с я  в т о ч ­
ности  т а к  ж е ,  к а к  в в е щ е с т в е н н о м  с л у ч а е .  Они о б л а д а ю т  т а к и м и  ж е  
с в о й с т в а м и ,  ч то  и в в е щ е с т в е н н о м  с л у ч а е ,  р а з н и ц а  с о с т о и т  л и ш ь  в т о м ,  
что  о п р е д е л и т е л ь ,  бу д у ч и  к о м п л е к с н ы м  ч и сл о м ,  не р а в е н  о б ъ е м у .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е  с в о й с т в а  эк с п о н е н т ы :

*(<И) = е\  7  =  е3, с(ел) = е С'4-

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е  с в о й с т в а  о п р е д е л и т е л я :

<М КЛ =  | с Ы  А  | 2, ( З е М  =  с1еМ  , <1е1сЛ = с 1 е 1 Л .  

З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е  с в о й с т в а  с л е д а :

^ Л ^ г Л - Н г Л ,  к ' Л ’^ г Л ,  1г СЛ =  1г Л.

З а д а ч а  4. Д о к а ж и т е ,  ч т о  и в к о м п л е к с н о м  с л у ч а е

с1е 1 ел — еиА.

5. П р о и з в о д н а я  к р и в о м  с  к о м п л е к с н ы м и  з н а ч е н и я м и .  П у с т ь  ф: /  -> 
—►С'1 —  о т о б р а ж е н и е  и н т е р в а л а  /  в е щ е с т в е н н о й  о си  / в к о м п л е к с н о е  
л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  С". М ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  ф кривой.

Производная  к р и в о й  ф в т о ч к е  / о е /  о п р е д е л я е т с я  о б ы ч н ы м  о б р а -

з о м :  —  =  П т  —— -— -— '  Э то  в е к т о р  про
I /=/„ л—►о /г

с т р а н с т в а  С л.

П р и м е р  1. П у с т ь  п =  1, ф (/)  =  е "  (р и с .  119).

Т о г д а  — I = / .
<И 1 /= о

Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  п —  1 п о д р о б н е е .  П о с к о л ь ­
ку в С о п р е д е л е н о  у м н о ж е н и е ,  к р и в ы е  со  з н а ч е ­
н и я м и  в С м о ж н о  не т о л ь к о  с к л а д ы в а т ь ,  но и у м н о ­
ж а т ь :

(ф 1  фз) ( 0  —  ф ! ( О  ф 2 ( 0 »  (ф1 Ф 2 )  ( / )  =  ф 1 ( / )  ф 2  ( / ) ,  / € = / .  точке 0 равна /.

Рис. 110. Производная
отображения / н-*- е1' в



З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е  с в о й с т в а  п р о и з в о д н о й : .

сI с1<(, с/ф, й й<$\ </ф2
_  ( « г ,  +  ф 2) = Ч Г  +  -Ш ; ^  ( < № )  = Ч Г  Ф2 +  Ф .  ■

В ч а с т н о с т и ,  п р о и з в о д н а я  м н о г о ч л е н а  с к о м п л е к с н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
д а с т с я  той ж е  ф о р м у л о й ,  что  д л я  с л у ч а я  в е щ е с т в е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .

Е сл и  / ! >  I,  т о  п е р е м н о ж и т ь  д в е  к р и в ы е  с о  з н а ч е н и я м и  в С '1 н е л ь з я .  
О д н а к о ,  п о с к о л ь к у  С '! е ст ь  С -м о д у л ь ,  м о ж н о  у м н о ж и т ь  к р и в у ю  ф: / —►С '1 
на ф у н к ц и ю  /:  /  ->- С:

(Лг) ( 0 = / М ф (0. ■
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е  с в о й с т в а  п р о и з в о д н о й :

с1 (Кф) К(/ф (1 с С̂ ф Йф ¿/ф
сИ ~ ~ й Г '  ¿ Г  ^ = ~ИГ' сП= 7 1 ’

¿(ф | +<Рг)_^ф | ¿фг ¿ф
сИ ~с11 (И ' сП ~  (И ф ' ¿7 '

Р а з у м е е т с я ,  з д е с ь  п р е д п о л а г а е т с я ,  что  п р о и з в о д н ы е  с у щ е с т в у ю т .
Т е о р е м а .  Пусть Л: С 1 С  —  С -линейный оператор. Тогда су­

ществует при любом  ( е И  С -линейный оператор из С 1 в С п

—  е1Л =  А е1А. 
сП

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  м о ж н о  д о к а з а т ь  в т о ч н о с т и  т а к  ж е ,  
к а к  в в е щ е с т в е н н о м  с л у ч а е ,  но м о ж н о  и с о с л а т ь с я  н а  него .  И б о  о в е ­
щ е с т в и в  С", п о л у ч и м

Х ш  е<Л)  = 7 1 е' {*А)= (* Л )е ‘{*А) =  *(Ле‘А).
§ 19. Л и нейное уравнение с комплексным ф азовы м пространством

К о м п л е к с н ы й  с л у ч а и ,  к а к  это  ч а с т о  б ы в а е т ,  п р о щ е  в е щ е с т в е н н о г о .  
Он в а ж е н  с а м  по с ебе ;  к р о м е  то го ,  и з у ч е н и е  к о м п л е к с н о г о  с л у ч а я  
п о м о ж е т  н ам  и с с л е д о в а т ь  в е щ е с т в е н н ы й .

1. О п р е д е л е н и я .  П у с т ь  Л: С" С" —  С -л и н е й н ы й  о п е р а т о р .  Линей­
ным уравнением  *)  с ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  С '1 мы б у д е м  н а з ы в а т ь  
у р а в н е н и е  - ,
л  г  =  А г, г е С ”. ( 1 )

Решением  ф  у р а в н е н и я  (1 )  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф ( / о ) = 2 о, ( о е И ,  
г 0 б С " ,  н а з ы в а е т с я  о т о б р а ж е н и е  ф: /->■ С '1 и н т е р в а л а  /  в е щ е с т в е н н о й  
о си  I в С", е с л и

1 ) д л я  в с я к о г о  т е /  ^ / | (_ т = Л ф ( т);

2 ) / о б /  и ф(/о) =  2 о.
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*) Полный титул: система п линейных однородных дифференциальных уравнений 
первого п орядка  с комплексными постоянными коэффициентами.
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И н ы м и  с л о в а м и ,  о т о б р а ж е н и е  ср: /  - >  С" н а з ы в а е т с я  р е ш е н и е м  у р а в ­
н е н и я  ( 1 ) ,  е с л и  по с л е  о в е щ е с т в л е н и я  п р о с т р а н с т в а  С" и о п е р а т о р а  А  
о т о б р а ж е н и е  ф б у д е т  р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  с 2 /г -м ерн ы м  в е щ е с т в е н н ы м  
ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  г = кА г ,

2 . О с н о в н а я  т е о р е м а .  С л е д у ю щ и е  т е о р е м ы  д о к а з ы в а ю т с я  т о ч н о  т а к  
ж е ,  к а к  в в е щ е с т в е н н о м  с л у ч а е  (см. § 15, 2, 3 ) :

Т е о р е м а .  Решение  ф  уравнения  (1 )  с начальным условием  ф ' ( 0 ) =  

=  ,го дается формулой  ф (¿) =  е л/го.
Т е о р е м а .  Всякая однопараметрическая группа  ( / е Я ) }  С-ли­

нейных преобразований пространства С п имеет вид ¿ '  =  ем , где А: С " -*■ 
-*■ С '1 —  некоторый С-линейный оператор.

Н а ш а  ц е л ь  т е п е р ь  —  и с с л е д о в а т ь  и я в н о  в ы ч и с л и т ь  ем .
3. Д и а г о н а л ь н ы й  с л у ч а й .  П у с т ь  А:  С" С" е ст ь  С -л и н е й н ы й  о п е ­

р а т о р .  Р а с с м о т р и м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е

с Ы | Л — Х £ | = 0 . ( 2 )

Т е о р е м а .  Если п корней . . . ,  Хп характеристического уравнения 
попарно различны, то С" разлагается в прямую сумму инвариантных от­
носительно А  и ем  одномерных подпространств С п =  С |  4 -  . . .  +  С),, причем 
в каждом одномерном инвариантном подпространстве, скажем в С^, 
с сводится к умножению на комплексное число е’ *‘.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  о п е р а т о р  А  и м е е т * )  п л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  с о б ­
с т в е н н ы х  п р я м ы х :  С" =  С1 -5-  ... 4-СА. Н а  п р я м о й  С* о п е р а т о р  А  д е й с т в у е т  
к а к  у м н о ж е н и е  н а  Я.*, п о э т о м у  о п е р а т о р  ем  д е й с т в у е т  к а к  у м н о ж е  
ни е  н а  еХк‘.

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  п о д р о б н е е  о д н о м е р н ы й  с л у ч а й ,  л  =  1.
4. Пример: л и н е й н о е  у р а в н е н и е ,  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  к о т о р о г о  — 

к о м п л е к с н а я  п р я м а я .  Т а к о е  у р а в н е н и е  и м е ет  в и д
Ну
——— Кх, ^  К, (3)
а1

М ы  у ж е  з н а е м  его  р е ш е н и я :  ф ( / )  =  е и го. И с с л е д у е м  к о м п л е к с н у ю  ф у н к ­
ц и ю  еи  в е щ е с т в е н н о г о  п е р е м е н н о г о  /:

еи : К - ^ С .

Е с л и  X в е щ е с т в е н н о ,  то  ф у н к ц и я  еи  в е щ е с т в е н н а  (р и с .  1 2 0 ) .

* А # . е м

£ £ t
Л  >0 Л  <¿7 К-О

Рис. 120. Графики функций еи при вещественных Л.

*) Это — единственное  место, где комплексный случай отличается  от вещ ественного .  
П ричин а  большей сложн ости  вещ ествен н ого  случа я  — а л ге б р аи ч е с к а я  н езам кн утость  
поля И.
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В этом  с л у ч а е  ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я  (3) с о с т о и т  и з  р а с т я ж е н и й  
в си р а з .  Е с л и  X чи сто  м н и м о ,  Я, =  ш ,  то  по ф о р м у л е  Э й л е р а

е 1'1 —  е ш1 =  eos c o /+ í  sin со/.

В этом  с л у ч а е  ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я  (3) —  это  с е м е й с т в о  jg'j  
п о в о р о т о в  на у го л  u>t (ри с .  1 2 1 ) .  Н а к о н е ц ,  в о б щ е м  с л у ч а е  ?. =  а + ш

и у м н о ж е н и е  на  ех‘ е с т ь  п р о и з в е д е н и е  у м н о ж е н и я  н а  еа‘ и у м н о ж е н и я  
на  еш1 (см .  § 15 ,5 ) :

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р е о б р а з о в а н и е  g , ф а з о в о г о  п о т о к а  у р а в н е н и я  (3)  —  
э т о  р а с т я ж е н и е  в еа1 р а з  с о д н о в р е м е н н ы м  п о в о р о т о м  н а  у г о л  ш/.

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  ф а з о в ы е  к р и в ы е .  П у с ть ,  н а п р и м е р ,  а < 0 ,  с о >  О 
(р и с .  1 2 2 ) .  В  т а к о м  с л у ч а е  п р и  р о сте  / ф а з о в а я  т о ч к а  еХ1го б у д е т  
п р и б л и ж а т ь с я  к н а ч а л у  к о о р д и н а т ,  о б х о д я  в о к р у г  н е го  в н а п р а в л е н и и  
« п р о т и в  ч а с о в о й  с т р е л к и »  (т .  е.  о т  1 к  <).

В п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х ,  при с о о т в е т с т в у ю щ е м  в ы б о р е  н а ч а л а  
о т с ч е т а  у г л о в ,  ф а з о в а я  к р и в а я  з а д а е т с я  у р а в н е н и е м

П р и  д р у г и х  к о м б и н а ц и я х  з н а к о в  а  и ы ф а з о в ы е  к р и в ы е  т а к ж е  
б у д у т  л о г а р и ф м и ч е с к и м и  с п и р а л я м и  (рис .  123, 124) .

Рис. 121. Фазовая и интеграль­
ная кривые уравнения z  =  ).z 
при чисто мнимом X.

Рис. 122. Фазовая и интегральная кри­

вые уравнения z  =  >.z при >. =  а + /ы , 
а < 0 ,  и>> 0.

М = е (а+/ш)! = е а1 (41

Т а к а я  к р и в а я  н а з ы в а е т с я  логарифмической спиралью.

а  с О 
а » 0

а<0
oj<0

сс>0
ш >0

&>0
со<0

Рис. 123. Устойчивые фокусы. Рис. 124. Неустойчивые фокусы.
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В о  в сех  с л у ч а я х  (к р о м е  >. =  0) т о ч к а  z  =  0 я в л я е т с я  е д и н с т в е н н о й  
н е п о д в и ж н о й  т о ч к о й  ф а з о в о г о  п о т о к а  (и е д и н с т в е н н о й  о с о б о й  то ч к о й  
с о о т в е т с т в у ю щ е г о  у р а в н е н и ю  (3)  в е к т о р н о г о  п о л я ) .

Э т а  о с о б а я  т о ч к а  н а з ы в а е т с я  фокусом  (мы п р е д п о л а г а е м ,  что  
а Ф 0, co=5¿=0 ). Е с л и  а < 0 ,  т о  (p{t) ~ »-0 при t -*■ +  ° °  и ф о к у с  н а з ы ­
в а е т с я  устойчивым, а е сл и  а >  0 , то  неустойчивым.

П р и  а  =  0, ы Ф О  ф а з о в ы е  к р и в ы е  —  о к р у ж н о с т и ,  а  о с о б а я  т о ч к а  —  
их ц е н т р  (р и с .  1 25) .

В ы б е р е м  в С '  к о о р д и н а т у :  z =  x-\-iy .  И с с л е д у е м  и з м е н е н и е  в е щ е с т ­
в ен н о й  и м ним о й  ч а с т е й  x(t), ty(t) при  д в и ж е н и и  ф а з о в о й  т о ч к и .  И з  (4 )  
н а х о д и м

x(t) =  real c o s  ( ф +  ü>/), у  (() =  геы s in  (ф +  ш/), 

где  п о с т о я н н ы е  г  и ф о п р е д е л я ю т с я  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ( р и с .  126) .

Рис. 126. Вещественная часть е11 как функция времени.

Т а к и м  о б р а з о м ,  пр и  а >  0  к о о р д и н а т ы  x(t)  и y(t)  и с п ы т ы в а ю т  « г а р ­
м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  с ч а с т о т о й  т и с  э к с п о н е н ц и а л ь н о  н а р а с т а ю щ е й  
а м п л и т у д о й  г е '% ,  а  при а < 0  —  з а т у х а ю щ и е  к о л е б а н и я .

И з м е н е н и е  х  или  у  со  в р е м е н е м  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к ж е  в в и де  
А еа1 c o s  iot +  Beal s in  со/, где  п о с т о я н н ы е  Л  и В о п р е д е л я ю т с я  н а ч а л ь ­
ны м и у с л о в и я м и .

З а м е ч а н и е  1. И с с л е д о в а в  т а к и м  о б р а з о м  у р а в н е н и е  ( 3 ) ,  мы 
о д н о в р е м е н н о  и с с л е д о в а л и  в с е  о д н о п а р а м е т р н ч е с к и е  г р у п п ы  С -л н н е й -  
ных п р е о б р а з о в а н и й  к о м п л е к с н о й  п р я м о й .

З а м е ч а н и е  2. В то  ж е  в р е м я  мы и зу чи л и  с и с т е м у  л и н е й н ы х  
у р а в н е н и й  н а  в е щ е с т в е н н о й  п л о с к о с т и

х =  ах  — и> у, í/ =  co.í +  ccí/,

в к о т о р у ю  п е р е х о д и т  у р а в н е н и е  (3 )  п о с л е  о в е щ е с т в л е н и я .
И з  т е о р е м  пп. 2, 3 и в ы ч и с л е н и й  п. 4 н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т  

я в н а я  ф о р м у л а  д л я  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  ( 1 ) .
5.  С л е д с т в и е .  Пусть п корней  Х |. характеристического урав­

нения (2 )  попарно различны. Тогда всякое решение fp уравнения  (1)  
имеет вид

<р(0= i  сье '̂Ь, (5)
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где —  не зависящие от начальных условий постоянные вектора, 
Ck —  зависящие от начальных условий комплексные постоянные. При 
любом выборе этих постоянных формула  (5)  дает решение уравнения  ( 1 ) .

Е с л и  z i , ____ zn — л и н е й н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т  в  С", т о  в е щ е с т в е н ­
н а я  (и л и  м н и м а я )  ч а с т ь  к а ж д о й  к о о р д и н а т ы  z ¡= x i+ iy ¡  б у д е т  м е н я т ь с я  
с о  в р е м е н е м ,  к а к  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  ф у н к ц и й  <?“*' c o s  ш*/, еа*‘ s i n  cot/:

П П
x t =  Z  c o s  (<p*,/+Wi/)= Y. Ak.ieatt cos + Bk.¡eatt s in  ш*/, (6)

4=1 *=i

где  >.4 =  а 4 + Ш б ,  a г, ср, А, В  —  в е щ е с т в е н н ы е  п о с т о я н н ы е ,  з а в и с я щ и е  
от  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й .

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  д о с т а т о ч н о  р а з л о ж и т ь  н а ч а л ь н о е  у с л о в и е  по 
с о б с т в е н н о м у  б а з и с у :  <р ( 0 ) =  C i | i  +  ... + с л|п.

§ 20. Комплексификация вещественного линейного уравнения

В о с п о л ь з у е м с я  р е з у л ь т а т а м и  и с с л е д о в а н и я  к о м п л е к с н о г о  у р а в н е ­
ния  д л я  и з у ч е н и я  в е щ е с т в е н н о г о  с л у ч а я .

1. К о м п л е к с и ф и ц и р о в а н н о е  у р а в н е н и е .  П у с т ь  А:  К 1-»- 1 ^ — л и н е й ­
ны й о п е р а т о р ,  з а д а ю щ и й  л и н е й н о е  у р а в н е н и е

х = А х ,  ( 1)

К о м п л е к с и ф и к а ц и я  у р а в н е н и я  (1 )  — э т о  у р а в н е н и е  с к о м п л е к с н ы м  
ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м

г  — сА г,  г е С "  =  с Г .  (2 )

Л е м м а  1. Решения уравнения  ( 2)  с комплексно сопряженными 
начальными условиями комплексно сопряжены.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  <р —  р е ш е н и е  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  
/ у  ф(/о) =  2о ( Р и с - 1 2 7 ) .  Т о гд а  ф(/о) =  2 о- П о к а ж е м ,

-  ч то  ф —  р е ш е н и е .  Т о г д а  л е м м а  б у д е т  д о к а з а н а  
( в в и д у  е д и н с т в е н н о с т и ) .

П р и  л ю б о м  з н а ч е н и и  t и м е ем

/  1 п у

clt at

< f(t)

что  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
З а м е ч а н и е .  В м е с т о  у р а в н е н и я  (2 )  мы 

м о гл и  б ы  в з я т ь  б о л е е  о б щ е е  у р а в н е н и е

Рис. 127. Комплексно сопря­
женные решения. z =  F (z ,t ) , zí : C R-

п р а в а я  ч а с т ь  к о т о р о г о  п р и н и м а е т  к о м п л е к сн о  с о п р я ж е н н ы е  з н а ч е н и я  
в к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы х  т о ч к а х :  / ’ (г,  ()= Р (г ,1 )
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Н а п р и м е р ,  э т о м у  у с л о в и ю  у д о в л е т в о р я е т  л ю бой  м н о г о ч л е н  о т  к о о р ­
д и н а т  г* в е к т о р а  г  в в е щ е с т в е н н о м  б а з и с е ,  к о э ф ф и ц и е н т ы  к о т о р о г о  —  
в е щ е с т в е н н ы е  ф у н к ц и и  от  I.

С л е д с т в и е .  Решение уравнения  (2 )  с вещественным начальным 
условием вещественно и удовлетворяет уравнению  ( 1 ) .

И б о  если  бы ф # с р  (рис .  1 2 8 ) ,  то н а р у ш а л а с ь  б ы  т е о р е м а  е д и н ­
с т в е н н о с т и .

В с л е д у ю щ е й  л е м м е  л и н е й н о с т ь  у р а в н е н и я  с у щ е с т в е н н а .
Л е м м а  2. Функция г= (р (/) тогда и только тогда является реше­

нием комплексифицированного уравнения  (2 ) ,  когда се вещественная 
и мнимая части удовлетворяют исходному уравнению  ( 1 ) .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  СА (х-\-1у) =  Ах-{-1Ау, п о это м у  о в е щ е с т в л е н и е  у р а в н е ­
н и я  ( 2 ) р а с п а д а е т с я  в п р я м о е  п р о и з в е д е н и е :

И з  л е м м  1 и 2 в и дн о ,  к а к ,  з н а я  к о м п л е к с н ы е  р е ш е н и я  у р а в ­
н е н и я  ( 2 ) ,  м о ж н о  н а х о д и т ь  в е щ е с т в е н н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е ­
ни я  ( 1 ) ,  и о б р а т н о .  В ч а с т н о с т и ,  формулы  ( 6 ) п. 5 § 19 дают явный 
вид решения в случае некратных корней характеристического урав­
нения.

2. И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  в е щ е с т в е н н о г о  о п е р а т о р а .  П у с т ь  
А:  ГГ —► II" —  в е щ е с т в е н н ы й  л и н е й н ы й  о п е р а т о р .  П у с т ь  Я —  о д и н  и з  
к о р н е й  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  ёе1 [Л — Я £ |  = 0 ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  
к о м п л е к с н ы й .  О ч е в и д н а

Л е м м а  3. Если  | е С '1 =  с Н'1 —  собственный вектор оператора СА  
с собственным значением  Я, то % —  собственный вектор с собственным 
значением  Я. Кратности собственных чисел Я и Я совпадают.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  п о с к о л ь к у  СЛ  =  ° Л ,  у р а в н е н и е  СЛ | = Я 1  э к в и в а л е н т н о

Предположим теперь, что собственные числа %............  Я „ е С  опера­
тора А : попарно различны  (р и с .  129) .  С р е д и  них и м е е т с я  
н е к о т о р о е  чи сл о  V в е щ е с т в е н н ы х  с о б с т в е н н ы х  чисел  и н е к о т о р о е  ч и с л о  ц  
к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы х  п а р  (п р и ч е м  v  +  2 |л =  /г, т а к  чт о  ч е т н о с т ь  
ч и с л а  в е щ е с т в е н н ы х  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  р а в н а  чет н о ст и  п). Л е г к о  д о к а ­
з ы в а е т с я

{*;=Лд:, х е К ’ , 

у = А у ,  уеиП п.

Л §  =  Я.§ и х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е ет  в е щ е с т в е н н ы е  к о э ф ф и ­
ц и ен т ы .

■е----- о----- в-
■у
V

Рис. 128. Решение с вещественным начальным уело- Рис. 129. Собственные числа веществен- 
внем не может принимать комплексных значений. ного оператора.
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Т е о р е м а .  Пространство  №  распадается в прямую сумму \  инва­
риантных относительно А одномерных и р. инвариантных относительно А 
двумерных подпространств.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  в е щ е с т в е н н о м у  с о б с т в е н н о м у  ч и с л у  о т в е ч а е т  в е ­
щ е с т в е н н ы й  с о б с т в е н н ы й  в е к т о р  и, з н а ч и т ,  о д н о м е р н о е  и н в а р и а н т н о е  
п о д п р о с т р а н с т в о  в К".

П у с т ь  X, X —  о дн а  из п а р  к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы х  с о б с т в е н н ы х  
ч и с е л .  С о б с т в е н н о м у  ч и с л у  X о т в е ч а е т  с о б с т в е н н ы й  в е к т о р  | е С ' ! =  с Н'1 
к о .м п л е к с и ф и ц и р о в а н н о г о  о п е р а т о р а  СЛ .

С о п р я ж е н н ы й  в е к т о р  1  по л е м м е  3 т а к ж е  я в л я е т с я  с о б с т в е н н ы м ,  
с  с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и е м  Я.

К о м п л е к с н а я  п л о с к о ст ь  С 2, н а т я н у т а я  на  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  с, § 
и н в а р и а н т н а  о т н о с и т е л ь н о  о п е р а т о р а  СА . В е щ е с т в е н н о е  п о д п р о с т р а н ­
с т в о  1Г с : с 1Г  т а к ж е  и н в а р и а н т н о .  П о э т о м у  их п е р е с е ч е н и е  т а к ж е

и н в а р и а н т н о  о т н о с и т е л ь н о  СЛ. П о к а ж е м ,  
что это  п е р ес е ч е н и е  я в л я е т с я  д в у м е р н о й  
в е щ е с т в е н н о й  п л о с к о с т ь ю  Я 2 (р и с .  130).

Д е й с т в и т е л ь н о ,  р а с с м о т р и м  в е щ е с т в е н ­
ную и м н и м у ю  ч а с т и  с о б с т в е н н о г о  в е к т о р а

* = ^ - ( 1 + | ) е К п, у = 1 (  1 - 1 )  е И ‘.

Б у д у ч и  С -л и н е й н ы м и  к о м б и н а ц и я м и  в е к ­
т о р о в  1  и 1 , в ек т о р ы  х  п у  п р и н а д л е ж а т  
п е р е с е ч е н и ю  С 2П К Л. В е к т о р ы  х  и у С -ли-  

н е й н о  н е з а в и с и м ы ,  т а к  к а к  ч е р е з  них л и н е й н о  в ы р а ж а ю т с я  С - н е з а в и с н -  
м ы е  в е к т о р ы  1 , £:

1 = х  +  1у, Ъ = х  — 1у.

И т а к ,  к а ж д ы й  в е к т о р  п л о с к о с т и  С 2 о д н о з н а ч н о  з а п и с ы в а е т с я  в виде 
к о м п л е к с н о й  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  в е щ е с т в е н н ы х  в е к т о р о в  х  и у:

1 \ =  ах-\-Ьу, о ё  С, б е С .

Т а к о й  в е к т о р  в е щ е с т в е н  ( 1] =  ^ ) ,  е сли  и т о л ь к о  есл и  ах-\-Ьу =  ах-\-Ьу, 
т. е. а и Ь в е щ е с т в е н н ы .  И т а к ,  пересечение С 2)" !^ — это двумерная 
вещественная плоскость 1̂ 2, натянутая на векторы х  и у веществен­
ной и мнимой частей собственного вектора 1 .

С о б с т в е н н ы е  ч и с л а  с у ж е н и я  о п е р а т о р а  Л  на п л о с к о с т ь  1?2 — это 
Я и Т..

Д е й с т в и т е л ь н о ,  к о м п л е к с и ф и к а ц и я  не м е н я е т  с о б с т в е н н ы х  чи сел .  
П о с л е  к о м п л е к с и ф и к а ц и и  с у ж е н и я  Л на 1̂ 2 п о л у ч и т с я  с у ж е н и е  СЛ 
на С 2. Н о  п л о с к о с т ь  С 2 н а т я н у т а  па  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  о п е р а т о р а  СЛ 
с с о б с т в е н н ы м и  ч и с л а м и  К, И т а к ,  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  Л | К 2 с у т ь  К и Л.

О с т а е т с я  п о к а з а т ь ,  что  п о с т р о е н н ы е  о д н о м е р н ы е  и д в у м е р н ы е  и н в а ­
р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  п р о с т р а н с т в а  И -лин ей н о  н е з а в и с и м ы .  Э т о  
с р а з у  с л е д у е т  из  то го ,  ч т о  п с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  о п е р а т о р а  СЛ

Рис. 130. Вещественная часть комп­
лексного собственного вектора при­

надлежит инвариантной Естествен­
ной плоскости.
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С -л и н е й н о  н е з а в и с и м ы  и л и н е й н о  в ы р а ж а ю т с я  чер е з  н а ш и  в е к т о р ы  |i, 
( k — \, .. . ,  v) н Xk, ijk { k = \ ........  ц).

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в случае, когда все собственные числа операто­

ра А:  R" -*■ R'1 простые, линейное дифференциальное уравнение х  =  Ах, 
х е  R f , распадается в прямое произведение уравнений с одномерными и 
двумерными фазовыми пространствами.

З а м е т и м ,  что м н о г о ч л е н  о б щ е г о  в и д а  к р ат н ы х  к о р н е й  не и м еет .  
И т а к ,  д л я  и с с л е д о в а н и я  л и н е й н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  н е о б ­
х о д и м о  п р е ж д е  всего  р а с с м о т р е т ь  л и н е й н ы е  у р а в н е н и я  на  п р я м о й  (ч т о  
мы у ж е  и с д е л а л и )  и на п л о с к о ст и .

3. Л и н е й н о е  у р а в н е н и е  н а  п л о с к о ст и .
Т е о р е м а .  Пусть А :  R 2-> -R 2 — линейный оператор с невеществен­

ными собственными числами X,
Тогда А представляет собой овеществление оператора  Л :  С 1 -»■ С 1 

умножения на комплексное число X.
Т о ч н е е ,  п л о с к о с т ь  R 2 м о ж н о  с н а б д и т ь  стр у к ту р о й  к о м п л е к с н о й  п р я ­

мой С 1, т а к  что R2 =  RC 1 и /4 =  RA.
Д  о к а з а т  е л ь с т в о —  н е с к о л ь к о  т а и н с т в е н н а я  в ы к л а д к а * ) .  

П у с т ь  x  +  / r / e c R2 —  к о м п л е к с н ы й  с о б ст в ен н ы й  в ек то р  о п е р а т о р а  СА  
с с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и е м  Х =  а + / и .  В е к то р ы  х  и у  о б р а з у ю т  б а з и с  
в R2. И м е е м ,  с о дн ой  сто р о н ы ,

СА  (* +  /£/) =  (сс +  i o ) (х  +  iy) =  a x  — ыу +  i (ых +  ау )

и, с д р у г о й ,  СА (x-\-iy) — A x -1r iA y ,  о т к у д а  А х  = а х  — ыу, А у  = шх-{-ау, т .  е. 
о п е р а т о р  А: R2 R2 в б а з и с е  х, у  и м еет  ту  ж е  м а т р и ц у

( “\  —  со а  /

чт о  о п е р а т о р  КЛ  у м н о ж е н и я  на  Х =  а  +  /м  в б а з и с е  1, — /. И т а к ,  и с к о ­
м а я  к о м п л е к с н а я  с т р у к т у р а  на R2 п о л у ч и тся ,  е сли  п р и н я т ь  х  з а  1 
и у  з а  —

С л е д с т в и е .  Пусть А :  R 2 R 2 —  линейное преобразование ев­
клидовой плоскости с невещественными собственными числами  X, X. 
Тогда преобразование А аффинно эквивалентно растяжению в |Х |  раз 
с поворотом на угол a r g X .

С л е д с т в и е  2. Фазовый поток линейного уравнения  (1 )  на евкли­
довой плоскости  R 2 с невещественными собственными числами  X, Х =  
=  а ± 1ш аффинно эквивалентен семейству растяжений в еа1 раз с одно­
временным вращением на угол  и / .

В ч а с т н о с т и ,  о с о б а я  т о ч к а  0  я в л я е т с я  ф о к у с о м ,  а  ф а з о в ы е  к р и ­
в ы е  —  а ф ф и н н ы м и  о б р а з а м и  л о г а р и ф м и ч е с к и х  с п и р а л е й ,  п р и б л и ж а ю ­

*) Выкладку можно заменить следующим рассуждением. Пусть ). =  сс +  ш .  Опреде­
лим оператор /: R-’ -► R2 условием Л =  а £  +  ш/. Такой оператор /  существует ,  так  как 
ы ФО  по условию. Тогда  / 2=  — Е, так  как  оператор А удовлетворяет своем у  х ар ак тери сти ­
ческому уравнению. Принимая /  за  ум н ож ен ие  па /, получаем в R3 н ужн ую  комплексную 
структуру.



154 ЛИНЕПНЫЕ СИСТЕМЫ [ГЛ. 3

щ и х с я  к н а ч а л у  к о о р д и н а т  при  / - >  +  оо в с л у ч а е ,  к о гд а  в е щ е с т в е н ­
н а я  ч а с т ь  а  с о б с т в е н н ы х  чи сел  X, X о т р и ц а т е л ь н а ,  и у д а л я ю щ и х с я  
в с л у ч а е ,  к о г д а  а >  0  (р и с .  131) .

Рис. 131. Аффинный образ логарифмической спирали.

В с л у ч а е  а  =  0 (р и с .  132) ф а з о в ы е  к р и в ы е  —  с е м е й с т в о  к о н ц е н ­
т р и ч е с к и х  эл л и п с о в ,  а  о с о б а я  т о ч к а  —  их центр. В э т о м  с л у ч а е  
п р е о б р а з о в а н и я  ф а з о в о г о  п о т о к а  н а з ы в а ю т с я  эллиптическими по­
воротами.

4. К л а с с и ф и к а ц и я  о с о б ы х  т о ч е к  н а  п л о с к о ст и .  П у с т ь  т е п е р ь

х  =  А х ,  л г е И 2, А: И 2 - * - I I2,

—  п р о и з в о л ь н о е  л и н е й н о е  у р а в н е н и е  на  п л о с к о сти .  П у с т ь  к о р н и  Х|, Хг 
х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  р а з л и ч н ы .  Е сл и  он и  в е щ е с т в е н н ы  и

Рис. 133. Устойчивые узлы. Рис. 134. Седло.

Х | < Х г ,  т о  у р а в н е н и е  р а с п а д а е т с я  н а  д в а  о д н о м е р н ы х  и м и  п о л у ч а е м  
о д и н  и з  с л у ч а е в ,  у ж е  и з у ч е н н ы х  в гл.  1 (рис .  133, 134, 1 3 5 ) .

З д е с ь  п р о п у щ е н ы  п о г р а н и ч н ы е  с л у ч а и ,  к о г д а  Х| или Хг р а в н о  0. 
О н и  п р е д с т а в л я ю т  г о р а з д о  м е н ь ш и й  и н тер ес ,  т а к  к а к  в с т р е ч а ю т с я  
р е д к о  и не с о х р а н я ю т с я  пр и  с к о л ь  у го д н о  м а л о м  в о з м у щ е н и и .  И с с л е ­
д о в а н и е  их н и к а к и х  т р у д н о с т е й  не п р е д с т а в л я е т .

Е с л и  ж е  корни  к о м п л е к с н ы ,  Х|.2 =  а ± ш ,  то в з а в и с и м о с т и  о т  з н а к а  а  
м о ж е т  п о л у ч и т с я  оди н  из с л у ч а е в ,  п р е д с т а в л е н н ы х  на  рис. 136, 137, 138.

С л у ч а й  ц е н т р а  я в л я е т с я  и с к л ю ч и т е л ь н ы м ,  но он в с т р е ч а е т с я ,  н а п р и ­
м ер ,  в к о н с е р в а т и в н ы х  с и с т е м а х  (см .  § 12) .  С л у ч а и  к р а т н ы х  к о р н е й  
т а к ж е  я в л я ю т с я  и с к л ю ч и т е л ь н ы м и .  Ч и т а т е л ю  п р е д о с т а в л я е т с я  п р о в е ­
р и т ь ,  что  ж о р д а н о в о й  к л е т к е  с о о т в е т с т в у е т  с л у ч а й ,  и з о б р а ж е н н ы й  на 
р и с .  133 (Л.1 =  Хг< 0 ;  т а к  н а з ы в а е м ы й  в ы р о ж д е н н ы й  у з е л ) .
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5. П р и м е р :  м а я т н и к  с  т р е н и е м .  П р и м е н и м  все  с к а з а н н о е  к у р а в ­
н ен и ю  м а л ы х  к о л е б а н и й  м а я т н и к а  с т р ен и ем  х = — х — кх (к —  к о э ф ­
ф и ц и е н т  т р е н и я ) .  С о с т а в и м  э к в и в а л е н т н у ю  систем у :

Х\  =  Х 2, * 2 =  —  X I — Ъ г г -

И с с л е д у е м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е .  М а т р и ц а  с и с т е м ы

( - ?  - I )
и м е е т  о п р е д е л и т е л ь  1 и  с л е д  — &. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в -  

\?2 /  ое<0 к=0

0<Kf< \ 2

Рис. 135. Неустойчивый 

узел.

Рис. 136. Устойчивые фокусы. Рис. 137. Центры.

се>0

Рнс. 138. Неустойчивые фокусы. Рис. 139. Фазовая плоскость маятника 

с малым трением.

н е н и я  +  1 = 0  к о м п л е к с н ы  пр и  т. е. п р и  не с л и ш к о м
б о л ь ш о м  т р е н и и * ) .

В е щ е с т в е н н а я  ч а с т ь  к а ж д о г о  из  к о м п л е к с н ы х  к о р н е й  Ai,2 =  ad = ío )  
р а в н а  — /г/2 .  И н ы м и  с л о в а м и ,  при положительном не слишком боль­
шом коэффициенте трения (0 < / г < 2 ) нижнее положение равновесия 
маятника (x¡ = Х 2 =  0) будет устойчивым фокусом.

П р и  k - + 0  ф окус  п р е в р а щ а е т с я  в  ц е н т р ;  чем м е н ь ш е  к о э ф ф и ц и е н т  
т р е н и я ,  тем  м е д л е н н е е  ф а з о в а я  т о ч к а  п р и б л и ж а е т с я  к п о л о ж е н и ю  р а в ­
н о в е с и я  при + ° °  ( Р и с - 1 3 9 ) .  Я в н ы е  ф о р м у л ы  д л я  и з м е н е н и я  х \ = х  
со в р е м е н е м  п о л у ч а ю т с я  и з  с л е д с т в и я  2 п. 3  и ф о р м у л  п. 4  § 19:

x(t) =  real c o s  (<р — сüí) =  A e al c o s  о)t +  Beal s in  ш/,

где к о э ф ф и ц и е н т ы  г  и ф (и л и  А  п В) о п р е д е л я ю т с я  из  н а ч а л ь н ы х  
у с л о в и й .

*) С лучай  вещественных корней  р ассм отрен  в § 17, п. 2.
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б ы с т р е е  у м е н ь ш а е т с я  а м п л и т у д а * ) .

И т а к ,  к о л е б а н и я  м а я т н и к а  б у д у т  з а т у х а ю щ и м и ,  с п е р е м е н н о й  а м п л и ­
т у д о й  геа1 и с  п е р и о д о м  2 л / ю .  Ч е м  б о л ь ш е  к о э ф ф и ц и е н т  т р е н и я ,  тем

Ч а с т о т а  ы =  -\1 — / г / 4  у м е н ь ш а е т ­
ся  с у в ел и ч е н и е м  к о э ф ф и ц и ­
ен т а  т р е н и я  к. П р и  к — 2 ч а ­
с т о т а  с т р е м и т с я  к 0 , а п е ­
р и о д —  к оо (р и с .  1 4 0 ) .  П р и

м а л ы х  к ш « 1 — — (к-*- 0 ), т а к
о

что т р е н и е  у в е л и ч и в а е т  п е р и о д  
о ч е н ь  н е з н а ч и т е л ь н о ,  и е го  
в л и я н и е м  п а  ч а с т о т у  во  м ногих  
р а с ч е т а х  м о ж н о  п р е н е б р е г а т ь .

З а д а ч а  I. Нарисовать ф а ­
зовые кривые нелинеаризованного 
маятника с трением, х =  — sin х — кх 
(рис. 141).

У к а з а н и е .  Сосчитайте про­
изводную полной энергии вдоль ф а ­
зовой кривой.

С. О б щ е е  р е ш е н и е  л и н е й н о ­
го  у р а в н е н и я  в с л у ч а е  п р о ­
с т ы х  к о р н ей  х а р а к т е р и с т и ч е ­
с ко го  у р а в н е н и я .  М ы  у ж е  з н а е м ,  
что  в с я к о е  р е ш е н и е  (р ком- 
п л с к с и ф п ц и р о в а н н о г о  уравн ен ия  
я в л я е т с я  л и н е й н о й  к о м б и н а ­
ци ей  эк с п о н е н т  (см.  § 19, 5 ) :

Рис. 140, Переход от затухающих колебаний к ис- 

колсбателыюму движению маятника: фазовые кривые 
и графики решений при трех значениях коэффициента 
трения. ф  ( 0 =  I С к С ' “1 Ь ,

где  ^  — к а к о й - н и б у д ь  с о б с т в е н н ы й  в е к т о р  с с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и е м  >.». 
Выберем собственные векторы с вещественными собственными значе-

Рис. 141. После нескольких оборотов маятник начинает ка­
чаться возле нижнего положения раоиовесня.

ниями вещественными, 
сопряженными.

а с комплексно сопряженными  —  комплексно

*) И все ж е  при любом значении Аг<2 маятник делает бесконечное количество 
р а зм а х о в .  Если ‘же 2, маятник меняет н аправление  дв иж ени я  не более одного раза .



КОМПЛЕКСИФИКЛЦПЯ ВЕЩЕСТВЕННОГО ЛИНЕПНОГО УРАВНЕНИЯ 157

М ы  у ж е  з н а е м ,  что  р е ш е н и я  в е щ е с т в е н н о г о  у р а в н е н и я  —  это  р е ш е ­
ния  е го  к о м п л е к с и ф и к а ц н п  с в е щ е с т в е н н ы м и  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и .  
Ч т о б ы  в е к т о р  <р (0) бы л  в е щ е с т в е н н ы м ,  н е о бх о ди м о  и д о с т а т о ч н о ,  чтобы

п п
X  Cfek Yj Cifeli-
к = \ к=I

Д л я  эт о го  коэффициенты при комплексно сопряженных векторах 
должны быть комплексно сопряженными, а при вещественных —  вещест­
венными.

З а м е т и м ,  что  п к о м п л е к с н ы х  п о с то я н н ы х  Ck (п р и  ф и к с и р о в а н н о м  
в ы б о р е  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в )  о п р е д е л я ю т с я  р е ш е н и е м  к о м п л е к с н о г о  
у р а в н е н и я  о д н о з н а ч н о .  И т а к ,  д о к а з а н а

Т е о р е м а .  Каж дое решение вещественного уравнения единствен­
ным образом (при фиксированном выборе собственных векторов) запи­
сывается в виде

Ф ( / ) =  X a*<?,v S * +  X  Cte>'‘' s t + C * e v lft, ( 1)
k=l f c = v + l

где ük —  вещественные, a Ck —  комплексные постоянные.
Ф о р м у л а  (1)  н а з ы в а е т с я  общим решением у р а в н е н и я .  Е е  м о ж н о  

п е р е п и с а т ь  в виде
V v-fn

ф ( 0 =  Z  аьеХ*% +  2 Re  £  ске>к%.
k = I  A = v + 1

З а м е т и м ,  что о б щ е е  р е ш е н и е  з а в и с и т  от  v  +  2 | x = n  в е щ е с т в е н н ы х  п о ­
с т о я н н ы х  ак, R еск, Im  ск- Э т и  п о с т о я н н ы е  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я ю т с я  
н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и .

С л е д с т в и е  1. Пусть  ф = ( ф | ........фл) —  решение системы п линей­
ных вещественных дифференциальных уравнений первого порядка с ма­
трицей А. Пусть все корни характеристического уравнения матрицы А  
простые. Тогда каж дая из функций  ф„, явля тся линейной комбина­
цией функций и eah‘ c o s  ы*/, e ^ s i n a i / ,  где Хк— вещественные, а 
a i + í c o j  —  комплексные корни характеристического уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а з л о ж и м  о б щ е е  р е ш е н и е  (1 )  по к о о р д и н а т ­
но м у  б а з и с у :  ф =  fр iе i —(- ... + ф „ е „ .  У ч и т ы в а я ,  что е(а‘ ±UÚ̂ / =  еак' ( cos  u>kí±  
± i  s i n  lout), по л у ч им  т р е б у е м о е .

П р и  п р а к т и ч е с к о м  р е ш е н и и  л и н е й н ы х  систем  м о ж н о ,  н а й д я  с о б с т в е н ­
ные ч и с л а ,  и с к а т ь  р е ш е н и я  в в и де  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  ф у н к ц и й  
е,к‘ , еа’к‘ co s  ш*/ и е'**'s in  wkt м е т о д о м  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .

С л е д с т в и е  2. Пусть А  —  вещественная квадратная матрица, соб-- 
ственные числа которой просты. Тогда каждый из элементов матрицы е ‘ 
есть линейная комбинация функций e 'ki, cos  ык1, е*к‘ s i n  ш*/, где Хк —  
вещественные, a a k± ia ik —  комплексные корни характеристического 
уравнения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  К а ж д ы й  с т о л б е ц  м а т р и ц ы  е с о с т а в л е н  из 
к о о р д и н а т  о б р а з а  б а з и с н о г о  в е к т о р а  п о д  д е й с т в и е м  ф а з о в о г о  п о т о к а  
с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с м а т р и ц е й  А.

З а м е ч а н и е .  Все  с к а з а н н о е  в ы ш е  н е п о с р е д с т в е н н о  п е р е н о с и т с я  
на  у р а в н е н и я  и с и ст е м ы  у р а в н е н и й  п о р я д к а  в ы ш е  1 , т а к  к а к  они  с в о ­
д я т с я  к  с и с т е м а м  п е р в о го  п о р я д к а  (см. § 8 ).

З а д а ч а  1. Н а й т и  все  в е щ е с т в е н н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е н и и  д:| у - ( -4х  =  0,
IV . лX =Х, X -+- X =  и.

§ 21. Классификация особых точек линейных систем

В ы ш е  м ы  в и д е л и ,  что  в  о б щ е м  с л у ч а е  (к о г д а  у  х а р а к т е р и с т и ч е ­
ск о г о  у р а в н е н и я  нет  к р а т н ы х  к о р н е й )  в е щ е с т в е н н а я  л и н е й н а я  с и с т е м а  
р а с п а д а е т с я  в  п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  о д н о м е р н ы х  и д в у м е р н ы х .  П о с к о л ь ­
ку  о д н о м е р н ы е  и д в у м е р н ы е  с и с т е м ы  мы у ж е  и з у ч и л и ,  м ы  м о ж е м  
т е п е р ь  и с с л е д о в а т ь  м н о г о м е р н ы е  с и ст е м ы .

1. П р и м е р :  о с о б ы е  т о ч к и  в т р е х м е р н о м  п р о с т р а н с т в е .  Х а р а к т е р и ­
с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  —  в е щ е с т в е н н о е  к у б и ч е с к о е .  В е щ е с т в е н н о е  к у б и ­
че с ко е  у р а в н е н и е  м о ж е т  и м е т ь  т р и  в е щ е с т в е н н ы х  к о р н я  л и б о  о д и н

в е щ е с т в е н н ы й  и д в а  к о м п л е к с -

0 -  

2)-*-

3)-

4)-

5)-

0
О -

2%

&

4')-

5 Ь

О

О

ны х. В з а в и с и м о с т и  о т  р а с ­
п о л о ж е н и я  э т и х  к о р н е й  Х|,
Хз на  п л о с к о ст и  к о м п л е к с н о г о  
п е р е м е н н о г о  X в о з м о ж н о  м н о го  
р а з н ы х  с л у ч а е в .

О б р а т и м  в н и м а н и е  н а  по 
р я д о к  и з н а к и  в е щ е с т в е н н 1 
ч а с т е й .  В о з м о ж н ы  10 « г р у б ы х »  
с л у ч а е в  (р и с .  142) и р я д  
« в ы р о ж д е н н ы х »  с л у ч а е в  (см.,  
н а п р и м е р ,  рис .  1 4 3 ) ,  к о г д а  в е ­
щ е с т в е н н а я  ч а с т ь  о д н о г о  из 
к о р н е й  р а в н а  н у л ю  и л и  в е щ е с т ­
в ен н о й  ч а с т и  не  с о п р я ж е н ­

н о го  с ни м  к о р н я  (м ы  не р а с с м а т р и в а е м  с е й ч а с  с л у ч а и  к р а т н ы х  к о р н е й ) .  
И с с л е д о в а н и е  п о в е д е н и я  ф а з о в ы х  к р и в ы х  в к а ж д о м  и з  э т и х  с л у ч а е в  
не п р е д с т а в л я е т  т р у д а .

Рис. 142. Собственные числа вещественного опера* 

тора А: К1 -*• Грубые случаи.

7)— о -
о

8У & -
о

Рис. 143. Некоторые вырожденные случаи.

У ч и т ы в а я ,  что  еи ( И е Х С О )  при  ¿ - » - + о о  с т р е м и т с я  к 0, и т е м  
б ы с т р е е ,  чем  м е н ь ш е  1?еХ, м ы  п о л у ч а е м  и з о б р а ж е н н ы е  на рис .  144— 148 
ф а з о в ы е  к р и в ы е :

<р ( /)=  Ие ( с , ^ ,  +  с2ем  1г +  СзеМЬ).
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Рис. 144. Фазовое пространство линейного урлв- 

нення в случае ?.1 <>-г< А .з< 0 . Фазовый поток — 

сжатие по трем направлениям.

Рис. 145. Случай ? .1 < ? . г С ж а т и е  по двум 
направлениям, растяжение — но третьему.

Рис. 140. Случай Ре Х|.2<?.з<0. Сжатие по на- Рис. 147. Случай Хз< К еХ |.г< 0. Сжатие по на­

правлению £1 , вращение с более быстрым ежа- правлению £.», вращение с более медленным сжа­

тием В ПЛОСКОСТИ (» ! ,& ). тием в плоскости (1|,1з).

Рис. 148. Случай 13с / .| .2 < 0 <  ?-з- Растяжение по направлению вращение со сжатием в плоско­

сти

С л у ч а и  Г ) — 5 ')  п о л у ч а ю т с я  из  с л у ч а е в  1 ) — 5) и з м е н е н и е м  н а п р а в ­
л е н и я  о си  /, т а к  что  н а  рис .  144— 148 н а д о  л и ш ь  з а м е н и т ь  в се  с т р е л к и  
п р о т и в о п о л о ж н ы м и .

З а д а ч а  I . Н арисовать  фазовые кривые в случаях б ) , 7 ) ,  8), 9) рис. 143.



160 лппепны;: системы |ГЛ. 3

2. Л и н е й н а я ,  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  и т о п о л о г и ч е с к а я  э к в и в а л е н т н о с т ь .  
В с я к а я  к л а с с и ф и к а ц и я  о с н о в ы в а е т с я  на  к а к о м - н и б у д ь  о т н о ш е н и и  э к в и ­
в а л е н т н о с т и .  С у щ е с т в у ю т  по к р а й н е й  м е р е  т р и  р а з у м н ы х  о т н о ш е н и я  
э к в и в а л е н т н о с т и  д л я  л и н е й н ы х  с и ст е м ;  они  с о о т в е т с т в у ю т  а л г е б р а и ч е ­

с к о м у ,  д и ф ф е р е н ц и р у е м о м у  и т о п о л о г и ч е с к о м у  
п о д х о д а м .

П у с т ь  {/'), {¿г'}: К '1 — И '1 —  ф а з о в ы е  по то ки .  
О п р е д е л е н и е .  П о т о к и  {/ '}  и { £*} эквива­

лентны*), е сли  с у щ е с т в у е т  в з а и м н о  о д н о з н а ч ­
ное о т о б р а ж е н и е  /г: 1̂ " ->■ К", п е р е в о д я щ е е  п о ­
то к  {¡‘ } в по т о к  { § ' ) ,  т а к  что /г0/ '  =  £т'°/г д л я  
л ю б о г о  (р н с .  149) .  М ы  м о ж е м  с к а з а т ь ,
что  по т о к  { / ' )  п р е в р а щ а е т с я  в ¡ я ' )  при  з а м е н е  
к о о р д и н а т  /г.

П р и  эт о м  по то к и  н а з ы в а ю т с я :
1 ) линейно эквивалентными, е с л и  • с у щ е с т ­

ву ет  т а к о е  о т о б р а ж е н и е  Н: И “ - » - 11", я в л я ю щ е ­
еся  линейным изоморфизмом, / г е в Ь  ( К " ) ;

2 ) дифференцируемо эквивалентными, е сл и  с у щ е с т в у е т  т а к о е  о т о : 
б р а ж е н и е  /г: Я '1 ГГ, я в л я ю щ е е с я  диффеоморфизмом',

3 )  топологически эквивалентными, е с л и  с у щ е с т в у е т  т а к о е  о т о б р а ж е ­
ние /г: Я * — 1?", я в л я ю щ е е с я  гомеоморфизмом, т .  е.  в з а и м н о  о д н о з н а ч ­
ным н в з а и м н о  н е п р е р ы в н ы м  о т о б р а ж е н и е м .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что  из  л и н е й н о й  э к в и в а л е н т н о с т и  в ы т е к а е т  
д и ф ф е р е н ц и р у е м а я ,  а  из  д и ф ф е р е н ц и р у е м о й — т о п о л о г и ч е с к а я .

З а м е т и м ,  ч то  о т о б р а ж е н и е  /г п е р е в о д и т  ф а з о в ы е  к р и в ы е  п о т о к а  {/'} 
в ф а з о в ы е  к р и в ы е  п о т о к а  {£').

З а д а ч а  2. В с я к и й  л и  л и н е й н ы й  а в т о м о р ф и з м  / г е С Ь ( К ' 1) ,  п е р е -  
в о д я щ и й  ф а з о в ы е  к р и в ы е  п о т о к а  [/') в ф а з о в ы е  к р и в ы е  п о т о к а  ¡¿■'), 
о с у щ е с т в л я е т  л и н е й н у ю  э к в и в а л е н т н о с т ь  п о то к о в ?

Ответ. Н е т .
У к а з а н и е .  Р а с с м о т р е т ь  п =  1, ¡'х  =  е'х, ¿ х = е * ‘х.
З а д а ч а  3. Д о к а з а т ь ,  что  о т н о ш е н и я  л и н е й н о й ,  д и ф ф е р е н ц и р у е ­

м о й  и т о п о л о г и ч е с к о й  э к в и в а л е н т н о с т и  я в л я ю т с я  н а с т о я щ и м и  о т н о ш е ­
н и я м и  э к в и в а л е н т н о с т и ,  т. е.

/ ~ Л  Ё ~ к)= > Ц ~ к) .

В ч а с т н о с т и ,  все  с к а з а н н о е  п р и м е н и м о  к ф а з о в ы м  п о т о к а м  л и н е й н ы х  
с и с т е м .  Д л я  к р а т к о с т и  мы б у д ем  г о в о р и т ь  об  э к в и в а л е н т н о с т и  с а м и х  
с и с т е м .

И т а к ,  в се  л и н е й н ы е  с и с т е м ы  мы т р е м я  с п о с о б а м и  р а з б и л и  н а  к л а с с ы  
э к в и в а л е н т н о с т и  (л и н е й н о й ,  д и ф ф е р е н ц и р у е м о й ,  т о п о л о г и ч е с к о й ) .  И з у ­
чи м  эти  к л а с с ы  п о д р о б н е е .

У=Ьх

Рнс. 149. Эквивалентные 

потоки.

*) Введенное здесь отношение эквивалентности называют такж е  сопряженностью 
и подобием.



ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК 161

3. Линейная классификация.
Т е о р е м а .  Пусть А, В: Я '1-*- Я '1— линейные операторы, все собст­

венные числа которых просты. Тогда системы

х  =  Ах, х е ! * " ,  и у — Ву, г / е ! * " ,

линейно эквивалентны тогда и только тогда, когда собственные числа 
операторов А  и В  совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  л и н е й н о й  э к в и в а л е н т н о с т и  л и н е й н ы х  
с и с т е м  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  что бы  В  =  ЛЛ/г- ' при  н е к о т о р о м  
Л е й Ь  ( Я '1) (р и с .  150) (и б о  у =  1гх =  НАх =  !гА!1 ~ ]у). С о б с т в е н н ы е  ч и с л а  
о п е р а т о р о в  А  и /¡Л/г- 1  с о в п а д а ю т .
( З д е с ь  п р о с т о т а  с о б с т в е н н ы х  чи сел  
н е с у щ е с т в е н н а . )

О б р а т н о ,  п у с т ь  с о б с т в е н н ы е  ч и с ­
л а  А  п р о с т ы е  и с о в п а д а ю т  с с о б ­
с т в е н н ы м и  ч и с л а м и  В. Т о г д а  А  и 
В  р а з л а г а ю т с я  в п р я м ы е  п р о и з ­
в е д е н и я  о д и н а к о в ы х  (л и н е й н о  э к в и ­
в а л е н т н ы х )  о д н о м е р н ы х  и д в у м е р н ы х  с и сте м  с о г л а с н о  § 2 0 ; п о э т о м у  
он и  л и н е й н о  э к в и в а л е н т н ы .

З а д а ч а  1. П окажите ,  что системы * , = * , ,  Х2=Х2 и * |  =  .\Г| +дгг, хг =  хг линейно 
не эквивалентны, хотя их собственные числа и одинаковы.

4. Дифференцируемая классификация. О ч е в и д н а  
Т е о р е м а .  Две линейные системы

х — Ах, х  =  Вх,

дифференцируемо эквивалентны тогда и только тогда, когда они линей­
но эквивалентны *).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л: -*■ — диффеоморфизм, переводящий фазовый 
поток системы А в фазовый поток системы В. Точка д г= 0  неподвижна д ля  фазового 
потока системы А.  Поэтому Л переводит 0 в одну из неподвижных точек с потока 
системы В, так  что Вс — 0. Дифф еом орфизм  К* сдвига на с (¿1х— х  — с) переводит
ф азовый поток В в себя: ((дг — с) =  х =  Вх — В (х — с)). Д иф ф еом орф изм  Л| =  */оЛ: Я*-►К'1 

переводит поток А в поток В и оставляет  0 на месте: Н\ (0) =  0.
Обозначим ^ерез И: ^  -*• Н'1 производную диффеоморфизм а Н\ в 0. Д и ф ф еом ор­

физмы Л|с£? = е  сЛ| совпадают при любых /. Поэтому при любом * совпадают и их 
производные при д: =  0:

ИеА' =  ев‘Н,

что и тре б о ва л о сь  д о к а за ть .

§ 22. Топологическая классификация особых точек

Р а с с м о т р и м  д в е  л и н е й н ы е  с и с т е м ы :  

х  =  Ах, х  — Вх,

?) Не следует думать,  однако,  что всякий диффеоморфизм , устан авливаю щ ий  их 
эквивалентность,  линеен. Пример: А=*В=*0.

ш

Рис. 150. ЛикеПпо.эквивалентные системы,

6 В. И. Лрис.-ьд



162 ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ (ГЛ. 3

и п р е д п о л о ж и м ,  что в е щ е с т в е н н ы е  ч а с т и  все х  их с о б с т в е н н ы х  чи сел  
о т л и ч н ы  от 0 .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  т _  ч и с л о  с о б с т в е н н ы х  ч и се л  с о т р и ­
ц а т е л ь н о й  в е щ е с т в е н н о й  ч а с т ь ю  и ч е р е з  т +  ч и с л о  с о б с т в е н н ы х  
ч и с е л  с п о л о ж и т е л ь н о й  в е щ е с т в е н н о й  ч а с т ь ю ,  т а к  что т - - \ - т + = п .

1 . Т е о р е м а .  Для топологической эквивалентности двух линейных 
систем, не имеющих собственных чисел с нулевой вещественной частью, 
необходимо и достаточно, чтобы количество собственных чисел с отри­
цательной (положительной) вещественной частью в той и в другой 
системе было одинаково-.

Э т а  т е о р е м а  у т в е р ж д а е т ,  н а п р и м е р ,  что у с т о й ч и в ы е  у з л ы  и ф о к у с ы  
(р и с .  151) т о п о л о г и ч е с к и  э к в и в а л е н т н ы  д р у г  д р у г у  ( ш _  =  2), но не э к в и ­
в а л е н т н ы  с е д л у  (п1 -  — т +  =  1 ).

П о д о б н о  и н д е к с у  и н е р ц и и  н е в ы р о ж д е н н о й  к в а д р а т и ч н о й  ф о р ­
мы, ч и с л о  т _  я в л я е т с я  е д и н с т в е н н ы м  т о п о л о г и ч е с к и м  и н в а р и а н т о м  
с и с т е м ы .

З а м е ч а н и е .  А н а л о г и ч н о е  п р е д л о ж е н и е  с п р а в е д л и в о  локально 
(в  о к р е с т н о с т и  н е п о д в и ж н о й  т о ч к и )  д л я  нелинейных с и с т е м ,  л и н е й н ы е

Рис. 152. Топологическая эквивалентность системы жеНИЯ, В е с ь м а  В Э Ж Н О Г О  ДЛЯ ИС- 
и сс линеаризации. „

2. Р е д у к ц и я  к с л у ч а ю  о т _  =  0. Т о п о л о г и ч е с к а я  э к в и в а л е н т н о с т ь  л и ­
н е й н ы х  с и с т е м  с  о д и н а к о в ы м и  ш _  и т +  в ы т е к а е т  из  с л е д у ю щ и х  т р е х  
л е м м :

Л е м м а  1. Прямые произведения топологически эквивалентных си­
стем топологически эквивалентны.

То есть если системы, заданны е  операторами А\, В\: К*'1' - » ! ? ' " 1; А 2, В2: 

переводятся друг в друга  гомеоморфизмами 1и: Я™1 ->• Я77*1, Ьг' Я*” 2 Я™2, то сущест* 
вуст гомеоморфизм Л: Я , +  КШ2-* -К  'Ч-Я™2, переводящий фазовый поток системы- 
произведения х \ = А  1* 1, х2 =  А2х2 в фазовый поток системы-произаедения Х[ =  В1Х\, х 2 =  В2х2.

Д оказате льство  очевидно: надо положить к {х\,х2) =  {Н\ (*1), И2 (*2)).

П1 - ( А )  =  т - ( В ) ,  ш +{А) =  т + (В).

Рис. 151. Топологически эквивалентные и неэквивалентные системы.

ч а с т и  к о т о р ы х  не и м е ю т  чи ст о  
м н и м ы х  с о б с т в е н н ы х  чи се л .  В 
ч а с т н о с т и ,  такая с и с т е м а  в о к ­
р е с т н о с т и  н е п о д в и ж н о й  то ч к и  
т о п о л о г и ч е с к и  э к в и в а л е н т н а  
с в о е й  л и н е й н о й  ч а с т и  (р и с ,  1 5 2 ) .  
М ы  не м о ж е м  о с т а н а в л и в а т ь с я  
н а  д о к а з а т е л ь с т в е  э т о г о  п р е д л о -

с л е д о в а н и я  н е л и н е й н ы х  с и ст е м .



И з  к у р с а  л и н е й н о й  а л г е б р ы  и з в е с т н а  
- Л е м м а  2. Если у  оператора А: И ' '-» -  Я "  нет чисто мнимых соб­

ственных чисел, то пространство  Я '1 распадается в прямую сумму двух 
инвариантных относительно А  подпространств, Я "  =  К т ~ 4 - К т + , так что 
все собственные числа сужения А  на Я'” -  имеют отрицательные вещест­
венные части, а на Г{т +  — положительные (рис .  153) .

Э то с л е д у е т ,  н а п р и м е р ,  и з  т е о р е м ы  о  ж о р д а н о в о й  н о р м а л ь н о й  ф о р м е .

§22) ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК ЮЗ

д / 7 7 .

Рис. 153. Инварианты подпрост- Рис. 154. Все неустойчивые узлы топологически

ранстпа оператора, не имеющего эквивалентны.

чисто мнимых собственных чисел.

Л е м м ы  1 и 2 с в о д я т  д о к а з а т е л ь с т в о  т о п о л о г и ч е с к о й  э к в и в а л е н т ­
ности  к с л е д у ю щ е м у  ч а с т н о м у  с л у ч а ю :

Л е м м а  3. Пусть А: R "  R n —  линейный оператор, все собст­
венные числа которого имеют положительную вещественную часть 
(р и с .  154) .  Тогда система

х — Ах, х е К 1,
топологически эквивалентна стандартной  (р и с .  1 5 4 ) :

х = х, j b R " .

Э т а  л е м м а  п о ч ти  о ч е в и д н а  в о д н о м е р н о м  с л у ч а е  и в  с л у ч а е  ф о к у с а  
на  п л о с к о ст и ,  а  з н а ч и т , —  по л е м м е  1 —  и в  л ю б о й  с и с т е м е  б е з  к р а т ­
ных корней .

Д1 ы п р о в е д е м  д а л е е  д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  3 в о б щ е м  с л у ч а е .
3.  Ф у н к ц и я  Л я п у н о в а .  Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  3 о с н о в а н о  н а  п о ­

с т р о е н и и  с п е ц и а л ь н о й  к в а д р а т и ч н о й  ф о р м ы  —  т а к  н а з ы в а е м о й  ф у н к ­
ции Л я п у н о в а .

Т е о р е м а .  Пусть А: R '! - > R ' 1 —  линейный оператор, все собствен­
ные числа которого имеют положительную вещественную часть. Тогда 
з  R "  существует такая евклидова структура, что вектор Ах в каждой 
точке хФО образует с радиус-вектором х острый угол.

И н ы м и  с л о в а м и :
Существует такая положительно определенная квадратичная фор­

ма г2 в R " ,  что ее производная по направлению векторного поля Ах 
положительна:

Âxf2>  0 пРи ХфО. (1)
И л и  е щ е :
Существует эллипсоид в R ” с центром в 0  такой, что в каждой 

его точке х вектор Ах направлен наружу  ( р и с .  155) .

6*
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Л е г к о  п р о в е р и т ь ,  ч то  в се  т р и  ф о р м у л и р о в к и  э к в и в а л е н т н ы .
М ы  д о к а ж е м  (и б у д е м  и с п о л ь з о в а т ь  в д а л ь н е й ш е м )  э т у  т е о р е м у  

во в т о р о й  ф о р м у л и р о в к е .  Д о к а з ы в а т ь  ее  у д о б н е е  в к о м п л е к с н о м  с л у ч а е :
Пусть все собственные числа Я,* оператора А:  С '1 — С" имеют поло­

жительные вещественные части. Тогда существует положительно опре­
деленная квадратичная форма г2: КС'* -*■ Я, производная которой по 
направлению векторного поля кА г  есть положительно определенная 
квадратичная форма:

1кл/ 2>  0  при г ф 0 . (2 )

П р и м е н я я  н е р а в е н с т в о  (2 )  в с л у ч а е ,  к о гд а  о п е р а т о р  А  я в л я е т ­
ся  к о м п л е к с н ф и к а ц и е й  в е щ е с т в е н н о г о  о п е р а т о р а ,  а  г  п р и н а д л е ж и т

Рис. 155. Поверхность уровня функцнн 
Ляпунова.

в е щ е с т в е н н о м у  п о д п р о с т р а н с т в у  (р и с .  1 5 6 ) ,  п о л у ч а е м  в е щ е с т в е н н у ю  
т е о р е м у  ( 1 ) .

4 .  П о с т р о е н и е  ф у н к ц и и  Л я п у н о в а .  В к а ч е с т в е  ф у н к ц и и  Л я п у н о в а  г2 
мы б у д е м  б р а т ь  с у м м у  к в а д р а т о в  м о д у л е й  к о о р д и н а т  в п о д х о д я щ е м

П
к о м п л е к с н о м  б а з и с е :  г2 =  ( г ,г )=  £  П р и  ф и к с и р о в а н н о м  б а з и с е

А — I

мы м о ж е м  о т о ж д е с т в и т ь  в е к т о р  г  с н а б о р о м  чи се л  г\, . . . ,  г„ и о п е р а ­
т о р  А: С " С "  с м а т р и ц е й  (а*/). В ы ч и с л е н и е  п о к а з ы в а е т ,  что  произ­

водная является квадратичной формой:

(г,  г) =  (Аг, г)-\-(г, Аг) =  2 Не (Аг, г). (3)

Если базис собственный, то полученная фор­
ма положительно определена (рис .  1 5 7 ) .  Д е й с т ­
в и т ел ь н о ,  в э т о м  с л у ч а е

2 1 ? е ( Л г , г ) = 2  2  9.е1к \гк\ 
к =  1

( 4 )
Рис. 157. Положительная о п - 
ределениость формы (4) в 

случае « =  I.

П о  у с л о в и ю  в с е  в е щ е с т в е н н ы е  ч а с т и  с о б с т в е н н ы х  ч и се л  Л* п о л о ж и ­
т е л ь н ы .  П о э т о м у  ф о р м а  (4)  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а .

Е сл и  о п е р а т о р  А  не и м е ет  с о б с т в е н н о г о  б а з и с а ,  то  он  и м е е т  почти 
с о б с т в е н н ы й  б а з и с ,  к о т о р ы м  м о ж н о  с т а к и м  ж е  у с п ех о м  в о с п о л ь з о ­
в а т ь с я  д л я  п о с т р о е н и я  ф у н к ц и и  Л я п у н о в а .



Т о ч н е е ,  с п р а в е д л и в а
Л е м м а  4. Пусть Л: С" -*■ Сп —  С -линейный оператор и ? > 0 .

Тогда в С  мож но так выбрать базис ........... . что матрица А  будет
верхнетреугольной и все элементы выше диагонали будут по модулю
меньше е: «г „

5 /  Сп

------ :------
&  |

5 2-’| ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК ЮЗ

(Л) =

7 * /  v T

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С у щ е с т в о в а н и е  б а з и ­
с а ,  в к о т о р о м  м а т р и ц а  в е р х н е т р е у г о л ь н а я ,  с л е ­
д у е т ,  н а п р и м е р ,  и з  т е о р е м ы  о ж о р д а н о в о й  н о р ­
м а л ь н о й  ф о р м е .  ____________ /  С я ’/

Такой базис  легко  построить индукцией по п, поль- Р|„. , 53 построение Саэнса, 
зуясь лишь существованием у всякого линейного операто- в котором матрица оператора 
ра А: Сп -*■ С" собственного вектора. Пусть —  этот вектор треугольная.

(рис. 158). Рассмотрим фактор-пространство C / C I i  ^  Сл_ Оператор А задаст  
на фактор-пространстве оператор Л: С 1 “ 1 -► С 1" 1. Пусть т):, . . . .  tj-, — базис  в С"“ 1, 
в котором матрица оператора  А верхнетреугольная.  Обозначим через . . . .  каких- 
нибудь представителей классов г\:, . . . .  ti„ в С .  Тогда базис gi, 52, . . . .  %п — искомиГь

П у с т ь  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  А  в б а з и с е  § | ,  . . . ,  | л в е р х н е т р е у г о л ь н а я .  
П о к а ж е м ,  ч то  наддиагональные члены можно сделать сколь угодно 
малыми, заменяя' векторы базиса на пропорциональные им векторы. 
Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с т ь  аы —  э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  А  в б а з и с е  
т а к  что а «  =  0  п р и  / г > /. В б а з и с е  l i~ N %  эл е м е н т ы  м а т р и ц ы  о п е р а ­
т о р а  А  б у д у т  а'к1 =  аыМ1~к. П р и  д о с т а т о ч н о  м а л о м  N  д л я  все х  / >  к 
б у д е т  | а « |  < е .

Л е м м а  4 д о к а з а н а .
С у м м у  к в а д р а т о в  м о д у л е й  к о о р д и н а т  в в ы б р а н н о м  « s -почти  с о б ­

с т в е н н о м »  б а з и с е  мы и в о зь м е м  в к а ч е с т в е  ф у н к ц и и  Л я п у н о в а  (п р и  
д о с т а т о ч н о  м а л о м  е).

5. О ц е н к а  п р о и з в о д н о й .  Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  в с е х  к в а д р а т и ч н ы х  
ф о р м  в R "1. Э т о  м н о ж е с т в о  им еет  е с т е с т в е н н у ю  с т р у к т у р у  л и н е й н о г о

m (m -f- 1)
п р о с т р а н с т в а  R 2 

О ч е в и д н а
Л е м м а  5. Множество положительных определенных квадратич- 

ных форм в R m открыто в R 2
m

Т о  е сть  есл и  ф о р м а  a =  Y, Quxtxi п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а ,  то
М=1 . -

с у щ е с т в у е т  е >  0 т а к о е ,  что в с я к а я  ф о р м а  а-\-Ь, гд е  | 6 ы 1 < е  (д л я  
всех  /г, /, 1 i C /г, т о ж е  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ф о р м а  а п о л о ж и т е л ь н а  во  всех  т о ч к а х!П
е д и н и ч н о й  с ф е р ы  £  д £ = 1 .  С ф е р а  к о м п а к т н а ,  а  ф о р м а  н е п р е р ы в н а .

А =  I

П о э т о м у  н и ж н я я  г р а н ь  д о с т и г а е т с я  и, з н а ч и т ,  в сю д у  па с ф е р е  а ( л )5 з  а >  0.
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Е с л и  | 6 * / | < е ,  то на с ф е р е  | 6 ( х ) | < £  | 6 4/ | ^ ш 2е.
■Поэтому п р и  е < а / т 2 ф о р м а  а-\-Ь  п о л о ж и т е л ь н а  на  с ф е р е  и, з н а ­

чит, п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а .  Л е м м а  д о к а з а н а .
З а м е ч а н и е .  И з  н а ш е г о  р а с с у ж д е н и я  в ы т е к а е т  т а к ж е ,  чт о  л ю б а я  

п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н а я  к в а д р а т и ч н а я  ф о р м а  у д о в л е т в о р я е т  в е з д е
н е р а в е н с т в у

а  | | * | | 2 < а ( * Х Р  | | х | | 2, 0 < а < ( 3 .  (5)

З а д а ч а  1. Д окажи те ,  что множество невы­
рожденных квадратичных форм с данной сигнатурой 
открыто.

П р и м е р  1. Пространство квадратичных форм 
от двух переменных ах2 +  2Ьху +  су2 — это трех­
мерное пространство с координатами а, Ь, с (рис. 
159).  Конус ¿ 2 =  ас делит это пространство на три 

Ф°РМ- открытые части соответственно сигнатурам.

М ы  и с п о л ь з у е м  л е м м у  5, что бы  д о к а з а т ь  с л е д у ю щ е е :  при  д о с т а ­
то чн о  м а л о м  е п р о и з в о д н а я  по н а п р а в л е н и ю  в е к т о р н о г о  п о л я  кА г  от  
с у м м ы  к в а д р а т о в  м о д у л е й  к о о р д и н а т  в « е -по чти  с о б с т в е н н о м »  б а з и с е ,  
в ы б р а н н о м  по л е м м е  4, п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а .

С о г л а с н о  ф о р м у л е  (3 )  э т а  п р о и з в о д н а я  я в л я е т с я  к в а д р а т и ч н о й  
ф о р м о й  в е щ е с т в е н н ы х  и м н и м ы х  ч а с т е й  к о о р д и н а т  2* =  л'4 +  /у*.

В ы д е л и м  в ф о р м у л е  (3 )  с л а г а е м ы е  с д и а г о н а л ь н ы м и  и н а д д и а г о -  
н а л ь н ы м и  э л е м е н т а м и  м а т р и ц ы  (Л):

£ к г 2 =  Р - | - ( 3, гд е  Р  =  2 Ие £  <2 =  2 Яе
к = 1 Ь<1

З а м е т и м ,  чт о  д и а г о н а л ь н ы е  ч л е н ы  т р е у г о л ь н о й  м а т р и ц ы  (Л) —  это 
с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  Я* о п е р а т о р а  А . П о э т о м у  квадратичная форма

П
Р  =  £  2 Я е  Кк (х 2 + У 1] переменных х к, у к положительно определена и не 

*= 1

зависит от выбора базиса  * ) .
П о  л е м м е  5  з а к л ю ч а е м ,  что п р и  д о с т а т о ч н о  м а л о м  е ф о р м а  

( б л и з к а я  к Р )  т а к ж е  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н а .  И б о  к о э ф ф и ц и е н т ы  
ф о р м ы  <2 п е р е м е н н ы х  хц, уь при  д о с т а т о ч н о  м а л о м  е с т а н о в я т с я  с к о л ь  
у г о д н о  м а л ы м и  (п о с к о л ь к у  | а * / | < е  при &<</).

Н е р а в е н с т в о  ( 2 ) ,  а  с ним и . ( 1 ) ,  д о к а з а н о .
З а м е ч а н и е .  П о с к о л ь к у  ¿ л / 2 я в л я е т с я  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н ­

ной к в а д р а т и ч н о й  ф о р м о й ,  и м е ет  м ес т о  н е р а в е н с т в о  в и д а  ( 5 ) :

а /-2 ^  ¿ л . / 2 ^  $г2, (5 ')

где  р >  а >  0  —  н е к о т о р ы е  п о с то я н н ы е .  .
Т а к и м  о б р а з о м ,  с ф о р м у л и р о в а н н а я  в п. 3 т е о р е м а  о ф у н к ц и и  

Л я п у н о в а  д о к а з а н а .

*) Следует отметить,  что заданное формой Р отображение К зависит от вы*
бора базиса.
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С л е д у ю щ а я  с е р и я  з а д а ч  п р и в о д и т  к д р у г о м у  д о к а з а т е л ь с т в у  это й  
т е о р е м ы .

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что д и ф ф ере нц иров ан и е  по направлению векторного поля

Ах в И'* задает  линейный оператор Ъд\ Ц'Кл + п /г^цаС 'И -о/г  из пространства квадратичных 
форм на Я" в себя.

З а д а ч а  3. З н а я  собственные числа оператора А, найти собственные числа 
оператора Ьд.

Ответ. >•/ +  >./, I
У к а з а н и е .  Пусть Л имеет собственный базис.  Тогда  собственными векторами
будут квадратичные формы, равные попарным произведениям линейных форм» 

яв л я ю щ и х ся  собственными векторами оп ера тора ,  дуального  к А.
З а д а ч а  4. Д о к а ж и т е ,  что оператор  яв л я е тс я  изоморфизмом, если А не имеет 

противоположны х собственных чисел.  В частности,  если вещ ественные части всех 
собственных чисел о п ер ато р а  А одного зн а к а ,  то к а ж д а я  к в ад р ати ч н ая  ф орм а  на К" 
есть производная некоторой квадратичной формы по направлению векторного поля Ах.

З а д а ч а  5. Д ока ж и те ,  что если вещественные части всех собственных чисел 
оператора  А положительны, то форма,  производная которой по направлению поля Ах 
положительно  определена ,  сама  положительно определена  и, следовательно ,  удов летво ­
ряет всем требованиям доказываемой теоремы.

У к а з а н и е .  П р ед стави ть  форму в виде и н тегр ал а  ее производной вд оль  ф а зо в ы х  
кривых.

6 . П о с т р о е н и е  г о м е о м о р ф и з м а  Л. П р и с т у п а е м  к д о к а з а т е л ь с т в у  
л е м м ы  3. Г о м е о м о р ф и з м  /г. п е р е в о д я щ и й  ф а з о в ы й  п о то к  ( / ' )  
у р а в н е н и я  х =  А х  ( И е Л * > 0) в 
ф а з о в ы й  п о т о к  { }  у р а в н е н и я  
х  — х, б у д ем  с т р о и т ь  с л е д у ю щ и м  
о б р а з о м .  Р а с с м о т р и м  с ф е р у * )

5  =  { х е Г Г :  г 2 (х) =  1

где  г2 —  ф у н к ц и я  Л я п у н о в а  
из  ( I ) .

Т о чки  это й  с ф е р ы  г о м е о м о р ­
ф и з м  /г б у д ет  о с т а в л я т ь  на
м ес т е .  П у с т ь  —  т о ч к а  с ф е р ы  (рис .  1 6 0 ) .  Т о чку  }'хо ф а з о в о й  т р а е к ­
т о р и и  у р а в н е н и я  х  =  Л х  о т о б р а ж е н и е  /г б у д е т  п е р е в о д и т ь  в  т о ч к у  ^'лто 
ф а з о в о й  т р а е к т о р и и  у р а в н е н и я  х  — х:

к({ ‘х  о )= £ 1хо У / е Р ,  * 0 ^ 5 , /г (0) =  0 . (6 )
М ы  д о л ж н ы  п р о в е р и т ь :
1 ) ч то  ф о р м у л а  ( 6 ) о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я е т  з н а ч е н и е  /г в л ю б о й  

т о ч к е  х е  Ял;
2 ) что  о т о б р а ж е н и е  Ы: в з а и м н о  о д н о з н а ч н о  и в з а и м н о  н е ­

п р е р ы в н о ;
3 )  что /¡°/'  =  ̂ '° /г .
Д о к а з а т е л ь с т в а  в с е х  э т и х  у т в е р ж д е н и й  о ч е в и д н ы .

7. Доказательство леммы 3.
Л е м м а  6. Пусть ср: Я-»-Я* — какое-нибудь отличное от 0 решение уравнения 

х —Ах. Составим существенную функцию вещественного переменного I:
_____________ ____  Р(0 =  !пл! (ф (0).

*) Если угодно, эллипсоид.
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Тогда отображение р: R-»-R является диффеоморфизмом, причем
c t < d p / d / < p .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме единственности г2((,</))=^0 Vt  е  R. С огласн о  ( 5 ' ) ,
находим для d p / d t = L ^ г 2/ г ~ оценку a s ^ d p / d / i ^ p ,  что и требовалось  д о к азать .

Из леммы б следует,  что:
1) Каждая точка х ф О  представляется в виде x  — f'xo, где хцe S ,  / e R ,  {/'}— 

фазовый поток уравнения г ~ А х .
Действительно, рассмотрим решение <р с начальным условием <р ( 0 ) = х .  По лемме 6 

при некотором т будет т 2( ф ( т ) ) = 1 .  Точка  А'о—ф(т)  принадлежит S. П о л а г ая  / = — т, 
получим x = I ‘xq.

2) Такое представление единственно.
Действительно, ф азов ая  кривая,  вы ходящ ая  из х  (рис. 160), единственна и пере­

секает сферу в одной точке хо (по лемме 6 ) ;  единственность t т а кж е  следует нз моно­
тонности р (лемма 6 ).

Итак ,  мы построили взаи м н о  одн озн ачное  отображ ен ие  прямого произведения 
прямой и сферы на  евклидово  пространство без одной точки

• F: R x S ' I“ ' - > R ' ,\ 0 ,  F (t, xo)=f‘xo.
И з теоремы о зависим ости  решения от начальных условий вытекает, что как о т о б р а ж ен и е  F, 
т ак  и обратное о т о б р а ж е н и е  непрерывно (и д аж е  является  д и ф ф е о м о р ф и зм о м ) .

Заметим теперь,  что для стандартного  уравнения х  — х  имеем d p /d /  =  2. Поэтому 
отображение G: R X -S '1“ 1 - * ^ я\0 ,  G(t, xo) =  g'xo т а кж е  взаимно однозначно н взаимно 
непрерывно. Отображение  h по определению (6 ) совпадает с отображением Go/7-1 : 
R’XO-* R*\0- всюду, кроме точки 0. Таким образом, 
мы доказали,  что h: Rfl R* — взаимно одно­
значное  отображение.

Рис. 161. Гомеоморфизм Л является диффео­
морфизмом всюду, кроме 0.

Непрерывность Л и /¡- |  псюду, кроме точки 0, следует из непрерывности Г, Р~' 
и О, С - 1  (в действительности Л — ди ф ф еом орф и зм  всюду, кроме точки 0; рис. 161).

Н епреры вность  Л и /:- 1  в точке  0 следует  нз леммы 6 . Эта лемма п озволяет  полу­
чить д а ж е  явную оценку г2 (Л (*)) через г2 (д:), | | * [ К 1 :

Действительно,  пусть х =  Г(1.х„). / < 0 .  Тогда  !п г2 (х)<сс< и 1п г2 (Н (х)) =  21. Наконец,  
при х ф О  имеем * = / ’* 0, поэтому

(Л»/ ')  ( х ) = л  (¡‘ (г  (х0) ) ) = л  ( / ' + 1 ( * „ ) ) = в 1+!  Ы = е ' { й '  (х0) ) = г '  (* ( * ) ) = ( я ' « л )  (*).

При * = 0  та к ж е  (Л»/')(-*) =  (г'»Л)(*)- Итак,  утверждения 1), 2 ) ,  3) п. 6 доказаны. 
Д оказательство  леммы 3 закончено.

8 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  о  т о п о л о г и ч е с к о й  к л а с с и ф и к а ц и и .  И з  
л е м м  1, 2, 3  с л е д у е т ,  что  в с я к а я  л и н е й н а я  с и с т е м а  х  =  А х , у  к о то р о й  
о п е р а т о р  А: И'1-*- Я" не и м е ет  с о б с т в е н н ы х  чи сел  с н у л ев о й  в е щ е с т в е н ­
ной  ч а с т ь ю ,  т о п о л о г и ч е с к и  э к в и в а л е н т н а  с т а н д а р т н о м у  м н о г о м е р н о м у  
с е д л у  (рис .  1 6 2 ) :

Х, =  — Х 1 , х 2 =  х2, * 1  е  Я '"- ,  , * г Е 1Г * .
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С л е д о в а т е л ь н о ,  д в е  т а к и е  с и ст е м ы  с о д и н а к о в ы м и  ч и с л а м и  ш _ ,  т  + 
т о п о л о г и ч е с к и  э к в и в а л е н т н ы  д р у г  др у гу .

З а м е т и м ,  чт о  п о д п р о с т р а н с т в а  Кт ~ и Я"1* и н в а р и а н т н ы  о т н о с и ­
т е л ь н о  ф а з о в о г о  п о т о к а  {§ '} .  П р и  у в ел и ч е н и и  / в с я к а я  т о ч к а  
п р и б л н ж а е т с я  к 0 .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что  ¿ х - + 0  при  / - > - + о о  т о г д а  и т о л ь к о  
т о г д а ,  к о г д а  л:<=Кт - .

П о э т о м у  К т _  н а з ы в а е т с я  входящим усом  с е д л а .  Т о ч н о  т а к  ж е  
К'"-*- н а з ы в а е т с я  выходящим усом. В ы х о д я щ и й  у с  о п р е д е л я е т с я  у с л о ­
ви е м  я 'х  -*■ 0 при  / - >  — оо .

Д о к а ж е м  т е п е р ь  в т о р у ю  ч а с т ь  тео р е м ы  о т о п о л о г и ч е с к о й  к л а с с и ­
ф и к а ц и и :  у  топологически эквивалентных систем одинаково количество 
собственных чисел с отрицательной вещественной частью.

Э т о  к о л и ч е с т в о  е с т ь  р а з м е р н о с т ь  т _  в х о д я щ е г о  у с а .  И т а к ,  д о с т а ­
т о ч н о  д о к а з а т ь ,  чт о  размерности входящих усов у  топологически экви­
валентных седел одинаковы.

З а м е т и м ,  ч то  в с я к и й  г о м е о м о р ф и з м  /г, п е р е в о д я щ и й  ф а з о в ы й  п о т о к  
о д н о г о  с е д л а  в ф а з о в ы й  п о т о к  д р у г о го ,  о б я з а н  п е р е в о д и т ь  в х о д я щ и й  
у с  о д н о го  во  в х о д я щ и й  у с  д р у г о г о  (п о с к о л ь к у  с т р е м л е н и е  к 0  при  
/ +  ° °  с о х р а н я е т с я  п р и  г о м е о м о р ф и з м е ) .  П о э т о м у  г о м е о м о р ф и з м  Л 
о с у щ е с т в л я е т  т а к ж е  г о м е о м о р ф н о е  о т о б р а ж е н и е  в х о д я щ е г о  у с а  о д н о г о  
с е д л а  на  в х о д я щ и й  ус  д р у г о г о .

С о в п а д е н и е  р а з м е р н о с т е й  у с о в  в ы т е к а е т  т е п е р ь  и з  с л е д у ю щ е г о  т о п о ­
л о г и ч е с к о г о  п р е д л о ж е н и я :

Размерность пространства  1?л —  топологический инвариант. И н ы м и  
с л о в а м и ,  гомеоморфизм  /г: Я"‘ Я" существует только между простран­
ствами одинаковой размерности.

Х о т я  это  п р е д л о ж е н и е  и к а ­
ж е т с я  о ч е в и д н ы м * ) ,  д о к а з а т е л ь ­
с т в о  его  не п р о с т о  и не б у д ет  
з д е с ь  п р о в о д и т ь с я .

З а д а ч а  2. Д о к аж и те ,  что 4 седла 
с трехмерным фазовым пространством и с 
( ( т _ ,  пг+)=(3,0), (2 ,1) ,  (1 ,2),  (0 ,3 )  топо­
логически не эквивалентны (не пользуясь 
недоказанным топологическим предложе­
нием).

У к а з а н и е .  Одномерный ус состоит 
из трех фазовых кривых,  а более чем 
одн ом ерны й  — из б е с к о н е ч н о г о  ч и с л а  
(рис. 163).

Т а к и м  о б р а з о м ,  т о п о л о г и ч е с к а я  р,,с' 163' Усы сед,,,
к л а с с и ф и к а ц и я  л и н е й н ы х  с и ст е м  с
н е н у л е в ы м и  в е щ е с т в е н н ы м и  ч а с т я м и  с о б с т в е н н ы х  чи се л  в  К 1, Я 2 н 
Я 3 п р о в е д е н а  п о л н о с т ь ю ,  т о г д а  к а к  в Я "  при  л >  3  мы в ы н у ж д е н ы

? \

*) Существуют, однако,  взаимно однозначные отображения Я"1 а  т а к ж е  непре­
рывные отображения К"1 на К* при т < п  (например, Н1 —► К2) .
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ссылаться на недосказанное утверждение о топологической инвариант­
ности размерности.

З а д а ч а  3. Провести топологическую классификацию линейных операторов Л:
Я" К", не имеющих собственных чисел с модулем 1 .

§ 23. Устойчивость положений равновесия

Вопрос об устойчивости положения равновесия нелинейной системы 
решается так же, как для линеаризованной системы, если у послед­
ней нет собственных чисел на мнимой оси.

1. Устойчивость по Ляпунову. Рассмотрим уравнение-  — — —  — — —

где у — г >  2 раз дифференцируемое в области и  векторное поле. Пред­
положим, что уравнение (1) имеет положение равновесия (рис. 164). 
Выберем координаты х/ так, чтобы положение равновесия было началом 
координат: г>(0) =  0.

Решение с начальным условием <р(/0) =  0 есть <¡> =  0. Нас интере­
сует поведение решений с близкими начальными условиями.

О п р е д е л е н и е .  Положение равновесия х =  0 уравнения (1) на­
зывается устойчивым (или устойчивым по Ляпунову), если для любого 
е >  0 существует 6 >  0 (зависящее только от е и не зависящее от t,
о котором идет речь ниже) такое, что для всякого лго, для которого*) 
ЦдгоН < б ,  решение <р уравнения (1) с начальным условием <р(0)=*о 
продолжается на всю полуось / >  0 и удовлетворяет неравенству
11 ф ( 0 И < е Для всех х >  0 (рис. 165).

Иными словами, устойчивость положения равновесия по Ляпуно­
в у — это равномерная на интервале [ 0 , + о о )  сходимость (к постоян­
ному решению) решений, начальные значения которых стремятся к рас­
сматриваемому положению равновесия. Сходимость значений решений 
при любом фиксированном I гарантируется теоремой о непрерывной

х =  г»(х), (I)

Рис. 164. Останутся л» вблизи положения 

раанозесия фазовые кривые, начинающиеся 

в его достаточно малой окрестности? деинн интегральных кривых.

*) Если .. ... ............. . л ) ,  то =  . . .  +*;! .
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зависимости решения от начального условия; важна именно равномер­
ная сходимость, т. е. независимость б от

З а д а ч а  I. Исследовать  устойчивость положений равновесия:

| ) *  =  ° : 3 ) (  4 ) 1  5 ) /  * х= Х7'
2) Х — Х\ \  ¿2— —  -VI; |  Х2— — Х2‘, 1 Х2= — Х1.

З а д а ч а  2. Д о каж и те ,  что приведенное определение • корректно, т. е. что устой­
чивость  положения равн овеси я  не зави сит  от системы координат,  участвовавш ей  в о п ре­
делении.

З а д а ч а  3. Пусть известно, что для  любого N > ’0, е >  0 существует такое решение <р 
уравнения (1 ) ,  что для  некоторого О  0 |[<р(/)Ц>  N  Цср(0)ü, причем | |<p(0) j |<e .  Вытекает ли 
отсю да  неустойчивость п олож ен ия  равн овеси я  х =  0?

2. Асимптотическая устойчивость.
О п р е д е л е н и е .  Положение равновесия х =  0 уравнения (1) назы­

вается асимптотически устойчивым, если оно устойчиво (по Ляпунову) и

lim (р (/) =  О
-f- ОС

для всякого решения ф с начальным условием ф (0),  лежащим в доста­
точно малой окрестности нуля (рис. 166).

З а д а ч а  1. Р еш и ть  з а д а ч и  1), 2 ) ,  3) п. I, заменив  ве зд е  устойчивость  аси мп то­
тической устойчивостью.

З а д а ч а  2. В ы текает  ли устойчивость п олож ен ия  равн овеси я  по Л яп у н о ву  из того,  
что к аж дое  решение стремится  в этому п оложению равновесия при ¿ -» -+ о о ?

f(0)
О

Рис. 166. Асимптотически устойчивое положение равновесия: интегральные кривые.

■ О-

Рис. 1б7. Фазовые кривые уравнений (1) и (2). Рис. 168. Собственные числа оператора А.

3. Теорема об устойчивости по первому приближению. Наряду с (1) 
рассмотрим линеаризованное уравнение (рис. 167)

х = А х ,  А: (2)

Тогда »(*) =  !/, -1-о2, г/, (х) =  Ах, (л )=  О (||дс||2).
Т е о р е м а .  Пусть все собственные числа Я оператора А лежат 

в левой полуплоскости: И е Х с О  (рис. 168). Тогда положение равно­
весия х = 0  уравнения (1) асимптотически устойчиво.
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З а д а ч а  I. Приведите  пример неустойчивого (по Л яп унову)  положения равн ове си я  
уравнения  ( 1 ) ,  для  которого все И е Л ^ О .

З а м е ч а н и е .  М ож н о  д о к а за ть ,  что если вещ ествен н ая  часть  хотя бы одного  
собственного числа а  положительна, то п оложение равновесия  неустойчиво. В случае  
нулевых вещ ествен н ы х частей  устойчивость  за ви с и т  от членов р я д а  Тейлора  выше 
первой степени.

З а д а ч а  2. Устойчиво ли (по Ляпунову  и асимптотически) нулевое положение 
равновесия системы х \ —хг, хг— — *??

Ответ. Если п четно, неустойчиво (по Л яп ун ову) ;  если нечетно, то устойчиво 
(по Л яп ун ову) ,  но не асимптотически.

— 4. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы ^ С о г л а с н о  _§ 22 ,  п ._3  с у щ е с т в у е т _ ф у н к -  
ц и я  Л я п у н о в а :  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н а я  к в а д р а т и ч н а я  ф о р м а  г2, 
п р о и з в о д н а я  к о т о р о й  по н а п р а в л е н и ю  л и н е й н о г о  п о л я  ч, о т р и ц а т е л ь н о

о п р е д е л е н а :

/ . , , /■ *<  - 2 у г ,

где  V —  п о л о ж и т е л ь н а я  п о с т о я н н а я  (р и с .  169) .
Л е м м а .  В  достаточно малой окрест­

ности точки х  =  0 производная функции Л я п у ­
нова по направлению нелинейного поля V 
удовлетворяет неравенству

Рис, !69г Поверхность урозня г ч ^  2
функции Ляпунова. ' — У? • ( 3 )

Д е й с т в и т е л ь н о ,  П о к а ж е м ,  что  при м а л ы х  г в т о ­
р о е  с л а г а е м о е  г о р а з д о  м е н ь ш е  п е р в о го :

Ц /  =  0(г>). (4)

В с а м о м  д е л е ,  д л я  л ю б о г о  п о л я  и и л ю б о й  ф у н к ц и и  {

К
1̂

В н а ш е м  с л у ч а е  (и =  У2 , } =  г'2) и, =  0 { т 2) и —^  = 0 ( / - )  ( п о ч е м у ? ) ,  о т к у д а

и в ы т е к а е т  с о о т н о ш е н и е  ( 4 ) .
И т а к ,  с у щ е с т в у ю т  С >  0, а >  О т а к и е ,  что  д л я  в с е х  х с | д : | < а  

в ы п о л н е н о  н е р а в е н с т в о  | г г (л')| /г. П р а в а я  ч а с т ь  не б о л ь ш е  уг~
при  д о с т а т о ч н о  м а л ы х  | |* | | ,  т а к  что в н е к о то р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х =  0

К г 2 <  — 2уг2 +  у г2 =  — у г2.
Л е м м а  д о к а з а н а .

П у с т ь  ф —  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (1),  о т л и ч н о е  от  н у л е в о го ,  с н а ч а л ь ­
ны м  у с л о в и е м  в  д о с т а т о ч н о  м а л о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х =  0>. О п р е д е ­
л и м  ф у н к ц и ю  в р е м е н и  р с о о т н о ш е н и е м

р (/)= 1п г2 (ф (0). / > о .

По теореме единственности г 2 (у(1))Ф0, так что функция р определена
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и д и ф ф е р е н ц и р у е м а .  С о г л а с н о  н е р а в е н с т в у  (3 )

I d  ,  L vr

р==*г^ф57Г0<р==~  '
О т с ю д а  в ы т е к а е т ,  что  r 2(<p(t)) м о н о т о н н о  у б ы в а е т  и с т р е м и т с я  к О 
при о о :

P W < P ( ° ) — У1* r2 ( (p { t ) )^ r2{(f{0))e-'l‘ - ^ 0 ,  (5)

что  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
З а д а ч а  I.  У к а з а т ь  п р о б е л  в п р и в е д е н н о м  д о к а з а т е л ь с т в е .
Р е ш е н и е .  М ы  не д о к а з а л и ,  чт о  р е ш е н и е  <р п р о д о л ж а е т с я  в п е ­

р е д  н е о г р а н и ч е н н о .
Р а с с м о т р и м  т а к о е  а >  0, что  при  Ц л г Ц с а  в ы п о л н е н о  н е р а в е н ­

с т в о  ( 3 ) .
Р а с с м о т р и м  к о м п а к т  в р а с ш и р е н н о м  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  

(р и с .  170)

F  =  { x , i:  г2{х )^ а ,  | / | < Г } .

Р а с с м о т р и м  р е ш е н и е  ф с н а ч а л ь н ы м  у ело -  ( f \  

вием  ф ( 0 ) ,  гд е  /-2( ф ( 0 ) ) < а .  П о  т е о р е м е  o l l  
п р о д о л ж е н и и  ф м о ж н о  п р о д о л ж и т ь  в п е р е д  
д о  г р а н и ц ы  ц и л и н д р а  F. Н о  п о к а  т о ч к а  „ , ,  ,,

* Рис. 170. Неограниченная про-
(/, Ф (/))  п р и н а д л е ж и т  F t п р о и з в о д н а я  ф у н к ц и и  должаемость решения вперед.

г2 (ф (/)) о т р и ц а т е л ь н а .  П о э т о м у  р е ш е н и е  не
м о ж е т  в ы йти  на  б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  ц и л и н д р а  F  ( гд е  г  =  а2) и, з н а ­
чи т ,  п р о д о л ж а е т с я  д о  т о р ц а  / =  7".

П о с к о л ь к у  Т п р о и з в о л ь н о  (и не з а в и с и т  от о ) ,  р е ш е н и е  ф  п р о ­
д о л ж а е т с я  в п е р е д  н е о гр а н и ч е н н о ,  п р и ч е м  г  ( ф ( / ) ) < о 2 н н е р а в е н с т в о  ( 3 ) 
и м е е т  м ес т о  при все х  t^ 0 .

З а м е ч а н и е  1. М ы  д о к а з а л и  б о л ь ш е ,  чем  а с и м п т о т и ч е с к у ю  у с т о й ­
ч и в о с т ь  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я .  И з  н е р а в е н с т в а  (5 )  в и дн о ,  ч то  с х о д и ­
м о ст ь  ф (/)-*• 0 р а в н о м е р н а я  ( о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  хо, д о ­
с т а т о ч н о  б л и з к и х  к 0 ) .

К р о м е  то го ,  н е р а в е н с т в о  (5)  у к а з ы в а е т  с к о р о с т ь  с х о д и м о с т и  ( э к с ­
п о н е н ц и а л ь н у ю ) .

П о  с у щ е с т в у ,  т е о р е м а  у т в е р ж д а е т ,  что  р а в н о м е р н а я  э к с п о н е н ц и ­
а л ь н а я  с х о д и м о с т ь  р е ш е н и й  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  ( 2 ) к н у л ю  не н а р у ­
ш а е т с я  при  н е л и н е й н о м  в о з м у щ е н и и  112 (х) =  0 ( ||д; | |2) п р а в о й  ч а с т и  у р а в ­
н е н и я .  А н а л о г и ч н о е  у т в е р ж д е н и е  с п р а в е д л и в о  д л я  р а з л и ч н ы х  в о з м у щ е ­
ний б о л е е  о б щ е й  п р и р о д ы .  Н а п р и м е р ,  м о ж н о  б ы л о  бы р а с с м о т р е т ь  
н е а в т о н о м н о е  в о з м у щ е н и е  v 2(x,t), д л я  к о т о р о г о  \\v2 (х, /)|| < | ф ( | д г | ) ,  где  
ф ( |д г | )  =  о ( | х | )  п р и  х - > 0 .

З а д а ч а  2. Д ока ж и те ,  что в условиях теоремы уравнения (1 )  н (2) топологи­
чески эквивалентны в окрестностях положения равновесия.

З а м е ч а н и е  2. В с в я з и  с д о к а з а н н о й  в ы ш е  т е о р е м о й  мы п р и ­
х о д и м  к с л е д у ю щ е й  а л г е б р а и ч е с к о й  з а д а ч е  ( т а к  н а з ы в а е м а я  п р о б л е м а  
Р а у с а  —  Г у р в и ц а ) :
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Требуется узнать, лежат ли все корни данного многочлена о левой 
полуплоскости.

Этот вопрос решается конечным числом арифметических действий 
над коэффициентами многочлена. Соответствующие алгоритмы опи­
саны в курсах алгебры (критерий Гурвица, метод Штурма) и комплекс­
ного переменного (принцип аргумента, методы Вышеградского, Найк- 
еиста и Михайлова). См., например, А. Г. К у р о ш ,  «Курс высшей 
алгебры» (М.: Наука, 1968), гл. 9; М. А. Л а в р е н т ь е в, Б. В. Ш а б а т ,  
«Методы теории функций комплексного переменного» (М.: Физматгиз,
1 9 5 8 ) ,гл. V; "смгтакже МгМ.-П о с т н^  к о в ,  «Устойчивые многочлены» __
(М.: «Наука», 1981). Мы вернемся к проблеме Рауса ^Г урвица в § 36, 5.

§ 24. Случай чисто мнимых собственных чисел

Линейные уравнения без чисто мнимых собственных чисел деталь­
но исследованы в §§ 21, 22. Их фазовые кривые ведут себя доста­
точно просто (седло, § 22, п. 8 ) .

Линейные уравнения с чисто мнимыми собственными числами до­
ставят нам примеры более сложного поведения фазовых кривых.

Такие уравнения встречаются, например, в теории колебаний кон­
сервативных систем (см. § 25, п. 6).

1. Топологическая классификация. Пусть все собственные числа 
Х|.......  К„ линейного уравнения

чисто мнимы.
В каких случаях два уравнения вида (1) топологически эквивалентны?

З а л з ч а  1. Д окаж и те ,  что в случае плоскости {п=2, >-.¡.2=  ± ‘ыфО) д л я  тополо­
гической эквивалентности двух уравнений вида ( 1 ) необлоднлы и д о о а т о ч н а  алгебраи ­

ческая эквивалентность,  т. е. одинаковость

Пространство Я4 распадается в прямую сумму двух инвариантных пло­
скостей (рис. 171):

х =  Ах, А: (1)

К 4 =  К | .2 +  Кз, 4-
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С и с т е м а  (2)  р а с п а д а е т с я  н а  д в е  н е за в и с и м ы е :

(3)

В к а ж д о й  из п л о с к о с т е й  ф а з о в ы е  к р и в ы е  —  о к р у ж н о с т и  

5 '  = ( * е  Р , . 2: х 21+ .х2, =  С >  0 )

или т о ч к и  (С  =  0), и ф а з о в ы й  по то к  с о ст о и т  из в р а щ е н и й  (н а  уго л  
со 1  ̂ и шг/ с о о т в е т с т в е н н о ) .

К а ж д а я  ф а з о в а я  к р и в а я  у р а в н е н и я  (2)  п р и н а д л е ж и т  п р я м о м у  п р о ­
и з в е д е н и ю  ф а з о в ы х  к р и в ы х  на п л о с к о с т я х  111,2 и К з ,1- П у с т ь  эти д в е  
к р и в ы е  —  о к р у ж н о с т и .
> П р я м о е  п р о и з в е д е н и е  д в у х  о к р у ж н о с т е й

н а з ы в а е т с я  двумерным тором.
Ч т о б ы  л у ч ш е  п р е д с т а в и т ь  себ е  то р  Т2, м о ж н о  п о с ту п и т ь  с л е д у ю ­

щ и м  о б р а з о м .  Р а с с м о т р и м  в Я3 п о в е р х н о с ть  б а р а н к и  (рис .  1 72) ,  п о л у ­
ч е н н у ю  п р и  в р а щ е н и и  о к р у ж н о с т и  в о к р у г  л е ж а щ е й  в е е  п л о с к о с т и

и не п е р е с е к а ю щ е й  ее оси .  Т о ч к а  т а к о й  п о в е р х н о с т и  з а д а е т с я  д в у м я  
у г л о в ы м и  к о о р д и н а т а м и  ф], грз т о с 1 2 я .  К о о р д и н а т ы  ср1 и срз з а д а ю т  
д и ф ф е о м о р ф и з м  п о в е р х н о с т и  б а р а н к и  и п р я м о г о  п р о и з в е д е н и я  Тг д в у х  
о к р у ж н о с т е й .

К о о р д и н а т ы  <р| и ф2 м о ж но  н а з в а т ь  долготой и широтой. К а р т у  
т о р а  Тг (см .  рис .  173) Можно и з о б р а з и т ь  На к в а д р а т е  0 ^ ф 1 ^ 2 я ,  
0 ^ ф 2 ^ 2 л  п л о с к о с т и  ( ф ь ф г ) ,  « с к л е и в »  т о ч к и  (фь 0 ) и ( ф | , 2 л)  и (0 , фг) 
и (2 л,  ф2). М о ж н о  т а к ж е  с ч и т а т ь  к а р т о й  всю  п л о с к о с т ь  (гр,, ф'2), Но 
т о г д а  к а ж д а я  т о ч к а  т о р а  б у д е т  и м е т ь  б е с к о н е ч н о е  ч и с л о  и з о б р а ­
ж е н и й  на к а р т е  ( п о д о б н о  д в у м  и з о б р а ж е н и я м  Ч у к о т к и  н а  к а р т е  п о ­
л у ш а р и й ) .

Ф а з о в ы й  п о т о к  у р а в н е н и я  (2) о с т а в л я е т  т о р  Т ^ с Я 4 на  м ес те .  
Ф а з о в ы е  к р и в ы е  у р а в н е н и я  (2 )  л е ж а т  на  п о в е р х н о с т и  Т2. Е сл и  ф! 
п о л я р н ы й  уго л  п л о с к о ст и  1? | , 2, о т с ч и т ы в а е м ы й  от о р т а  х 2 к о р т у  л'|,

7'2 =  5 1 Х 5 ' = { л : е Р 4: *? +  х? =  С, хз +  л'5 =  £>1

Рис. 172. Тор. Рис. 173. Карта тора.
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то согласно (3) ф| =  Ы|. Аналогично, отсчитывая ф2 от х4 к хз, полу­
чаем ф2 =  ш2. Итак:

Фазовые траектории потока (2) на поверхности Т2 удовлетворяют 
дифференциальному уравнению

ф | = ( 0 1 ,  ф2 =  С02. ( 4 )

Широта и долгота фазовой точки меняются равномерно, и на карте 
тора движение изображается прямой линией, а на поверхности баранки 
получается «обмотка» (рис. 1 7 4 ) .

3. Фазовые кривые уравнения (4 )  на торе. Числа о)|, сог называются 
рационально независимыми, если из &1Ш1 + Й 2«>2 =  0 с целыми к\ и к2

Рис. 175. Всюду плотная кри­

вая на торе.

Рис. 176. Образы точки ок­

ружности при повторении по­

ворота па угол сс.

следует k ¡ = k 2 — 0. Например, д/2 и д/8 рационально зависимы, а V6 
и д/8 нет-

Т е о р е м а .  Если o>i и и>2 рационально зависимы, то всякая фазо­
вая кривая уравнения (4) на торе замкнута. Если же coi и ш2 рацио­
нально независимы, то всякая фазовая .кривая уравнения (4) всюду 
плотна*) на торе Т2 (рис. 175).

Иными словами.
Если а каждой клетке бесконечной шахматной доскн сидит одинаковый (и одина­

ково расположенный) заяц ,  и охотник стреляет по направлению с иррациональным тан ­
генсом угла наклона к линиям доски, то  он попадет хоть в одного зай ца .  (Ясно, 
что если тангенс у г л а ‘ наклона рационален,  то  достаточно малых зайцев м ож но рас­
положить так,-что охотник промахнется.)

Л е м - м а .  Рассмотрим поворот окружности S 1 на угол а ,  несоиз­
меримый с 2л (рис. 176). Тогда образы любой точки на окружности

*) М ножество А всюду плотно в пространстве  В, если в сколь угодно малой 
окрестности любой точки пространства В есть точка  множества А.
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при повторении поворота

Ф, ф +  а ,  ф +  2 а ,  ф +  З а , (mod 2л)

образуют множество, всюду плотное на окружности.
Д о к а з а т е л ь с т в о  м о ж н о  и з в л е ч ь  из с т р о е н и я  з а м к н у т ы х  п о д гр у п п  

п р я м о й  (см.  § 9 ) .  М ы  п р о в е д е м  его  з а н о в о .
П р и н ц и п  я щ и к о в  Д и р и х л е .  Если в к ящ иках лежит k -f-1 

предмет, то хотя бы в одном ящике больше одного предмета.
Р а з д е л и м  о к р у ж н о с т ь  н а  k р а в н ы х  п о л у и н т е р в а л о в  д л и н ы  2 л /к . 

П о  п р и н ц и п у  я щ и к о в  с р е д и  п е р в ы х  & + 1  т о ч е к  н а ш е й  п о с л е д о в а т е л ь ­
н о сти  е с т ь  2 т о чк и  в  о д н о м  п о л у и н т е р в а л е .  П у с т ь  э т о  т о ч к и  ф +  рос 
н ф +  ^ а ,  р >  q. Р а с с м о т р и м  s =  p — q. У гол  п о в о р о т а  sa о т л и ч а е т с я  
о т  к р а т н о г о  2 я  м е н ь ш е  чем  на  2 л /& .  В п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т о ч е к  <р, 
(p-j-sa, rp-j-2sa, (p-j-3sa, ... ( m o d  2 л )  (р и с .  177) к а ж д ы е  д в е  с о с е д н и е  
т о ч к и  о т с т о я т  на  о д и н а к о в о е  р а с с т о я н и е ,  м е н ь ш е е  чем  2 л /к .  П у с т ь

Рис. 177. Точки <p +  Xsa. Рис. 178. Редукция теоремы к лемме.

д а н о  е >  0. В ы б р а в  к  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и м ,  мы м о ж е м  с д е л а т ь  2 л / & < е .  
В л ю б о й  е -о к р е с т н о с т и  л ю б о й  т о ч к и  S '  е ст ь  то ч к и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

Ф +  jVsa (mod 2л).

Л е м м а  д о к а з а н а .
3  а  м е ч а  и и е. М ы  не и с п о л ь з о в а л и  н е с о и з м е р и м о с т ь  а  с 2 л .  М е ж д у  

т е м  о ч е в и д н о ,  что при  а ,  с о и з м е р и м о м  с 2 л ,  л е м м а  н е в е р н а .
З а д а ч а  1. Н а й т и  и в о с п о л н и т ь  п р о б ел  в  д о к а з а т е л ь с т в е  л е м м ы .  
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (4 )  

и м е е т  вид

ф! (0 =  ф1 (0)+Ю|<, ф2(0=ф2(0) +  СО2/. (5)

П у с т ь  to 1 и Ш2 р а ц и о н а л ь н о  з а в и с и м ы :  kicoi +  й 2М2 =  0, к̂  +  кЪфд. 
У р а в н е н и я  о т н о с и т е л ь н о  Т

со|7' =  2 л&2, а>2Т — — 2 л/г i

с о в м е с т н ы .  И х  р е ш е н и е  Т  и я в л я е т с я  п е р и о д о м  з а м к н у т о й  ф а з о в о й  
к р и в о й  ( 5 ) .

П у с т ь  Ш| и со2 р а ц и о н а л ь н о  н е з а в и с и м ы .  Т о г д а  coi/o)2 —  и р р а ц и о ­
н а л ь н о е  ч и сл о .  Р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н ы е  т о чк и  п е р е с е ч е н и я  ф а з о ­
во й  к р и в о й  (5)  с  м е р и д и а н о м  ф |= 0  (m o d  2 л )  (рис .  1 7 8 ) .  Ш и р о т ы
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Ci)9
ф 2.* =  ф2, о + 2 л  — /г (m o d  2л). 

col
П о  л е м м е  м н о ж е с т в о  т о ч е к  п е р е с е ч е н и я  в сю д у  п л о тн о  н а  м е р и д и а н е .  
З а м е т и м ,  что  п р я м ы е ,  п р о в е д е н н ы е  из т о ч е к  м н о ж е с т в а ,  в с ю д у  п л о т ­
ного  на п р я м о й ,  л е ж а щ е й  в п л о с к о с т и ,  по н а п р а в л е н и ю ,  не с о в п а д а ю ­
щ е м у  с н а п р а в л е н и е м  это й  п р я м о й ,  о б р а з у ю т  в сю д у  п л о т н о е  м н о ж е с т в о  
на  п л о с к о ст и .  П о э т о м у  и з о б р а ж е н и е

ф! ( 0 = ф |  ( 0 — 2 л  > ф г ( 0  =  ф2 (0  — 2 л

ф а з о в о й  к р и в о й  (5 )  на  к в а д р а т е  0 ^ ф 1 < 2 л ,  ф2 < 2 л  в с ю д у  плотно .  
И т а к ,  ф а з о в а я  к р и в а я  у р а в н е н и я  (4)  (и, з н а ч и т ,  у р а в н е н и я  ( 2 ) )  в сю д у  
п л о т н а  на  то р е .

4. С л е д с т в и я .  Р я д  п р о с т ы х  с л е д с т в и й  д о к а з а н н о й  т е о р е м ы  в ы х о д и т  
з а  р а м к и  т е о р и и  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .

З а д а ч а  1. Рассмотрим последовательность первых цифр степени двойки:

1, 2, 4, 8 , 1, 3, 6 . 1, 2, 5, 1, 2, 4, 8, . . .

Встретится ли в этой последовательности 7? Вообще, с любой ли комбинации цифр 
начинается 2*?

З а д а ч а  2. Д окажи те ,  что sup cos / 4 * sin - f i t  — 2.
О < /  <  со

З а д а ч а  3. Рассмотрим группу S 1 комплексных чисел, по модулю равных 1. Нанти 
все ее замкнутые подгруппы.

Ответ. 1, S ' . i v n .

5.  М н о г о м е р н ы й  с л у ч а й .  П у с т ь  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  у р а в н е н и я  (1)  
в R 2"' пр о сты  и и м е ю т  в и д

X = z b / b ) | ,  + /о )2 ,  ...» dzi^tn- /

Р а с с у ж д а я ,  к а к  в  п р и м е р е  п. 2, мы п о к а ж е м ,  что ф а з о в ы е  к р и в ы е
л е ж а т  н а  m -м ер н о м  то р е

Tm= s ' x . . . x s ' ^

=  { ( ф , , . . . ,  V,. ,>mod 2 n ) ^ R ra/ Z m

и у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и я м  ф| =  toi, фг =  сог, ...
. .  фт — оУт- Ч и с л а  о)|, • ■ р а ц и о н а л ь н о
н е з а в и с и м ы ,  если  п р и  ц е л ы х  k

(feltol -j-. . . -f- =  0) =>- {k | = .  . . =  km =  0).

З а д а ч а *  1. Д о к а з а ть ,  что если  частоты m i ........
. .  „ и .  -рационально независимы, то к а ж д а я  ф а з о в а я  кри­
в а я  ура вн ен и я  (1 ) ,  л е ж а щ а я  на торе Т"‘, всю ду  плотна на 
нем.

С л е д с т в и е .  Пусть конь прыгает скачками (л/2, -^3) по полю (рис. 179), где 
квадратно-гнездовым способом посеяна кукуруза. Тогда он обязательно сшибет хоть 
один росток.

этих точек б у д у т

1

Рис. 170. Фазовая кривая си­
стемы (fi =  l, cf2= У 2, — 
всюду плотна на трехмерном 
торе.

ф 2 ( 0 ]  

2л I
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6. Р а в н о м е р н о е  р а с п р е д е л е н и е .  В с ю д у  п л о тн ы е  к р и в ы е ,  р а с с м о т р е н ­
ны е  в ы ш е ,  о б л а д а ю т  з а м е ч а т е л ь н ы м  с в о й ст в о м  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е ­
л я т ь с я  по п о в е р х н о с т и  т о р о в .  С ф о р м у л и р у е м  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  т е о р е м у  
в п р о с т е й ш е м  с л у ч а е .  Р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  т о ч е к  <pi, ср2, ... на 
о к р у ж н о с т и  S '  = { ф m o d  2 л  }. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  н а з ы в а е т с я  равно­
мерно распределенной , е сл и  д л я  л ю б о й  дуги  Д с = 5 '  ч и с л о  N (А, к) то ч е к  
д л и н н о г о  о т р е з к а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  (ф|,  ф*) в Д  а с и м п т о т и ч е с к и  
п р о п о р ц и о н а л ь н о  д л и н е  Д:

l im  , Л |lim
k -*■ оо /ü 2 n

З а д а ч а *  1. Д о ка за ть ,  что последовательность ф, <р +  а ,  Ф + 2 а ,  . . . .  где а  — угол, 
несоизмеримым с 2л,  равномерно распределена на S 1.

С л е д с т в и е .  Числа 2п чаще начинаются с 7, чем с 8 . Если Nj(k)  и jV8 (k) — 
количества чисел ( I ,  2, 4, . . . .  2*), начинающихся с 7 и 8 соответственно, то существует 

lim [N7 (k)/Nb(k)).
ft —► оо

З а д а ч а  2. Найти этот предел и убедиться, что он больше I.
З а м е ч а н и е .  Начальный -отрезок последовательности (см. п. 4) указы вает ,  ка­

жется,  на то, что семерок меньше. Это связано с тем, что иррациональное число 
lg 2 =  0,3010 . . .  очень близко к рациональному числу 3 /10  *).

§ 25. Случай кратных собственных чисел

Р е ш е н и е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  с п о с то я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
с в о д и т с я  к в ы ч и с л е н и ю  м а т р и ц ы  ем . Е сл и  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  
м а т р и ц ы  А  п о п а р н о  р а з л и ч н ы ,  т о  я в н ы й  в и д  м а т р и ц ы  еА‘ у к а з а н  в 
§ 19, п. 5 и § 20,  п. 6. Ч т о б ы  н а й т и  я в н ы й  в ид  м а т р и ц ы  еА1 в  с л у ч а е  
к р а т н ы х  с о б с т в е н н ы х  чи сел ,  м ы  в о с п о л ь з у е м с я  ж о р д а н о в о й  н о р м а л ь н о й  
ф о р м о й .

1. В ы ч и с л е н и е  e At, где  А — ж о р д а н о в а  к л е т к а .  О д и н  из  с п о с о б о в
AIв ы ч и с л е н и я  е , где  А  — ж о р д а н о в а  к л е т к а :

^ О  1^  : r - R " ,

у к а з а н  в § 14: А  е ст ь  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  в  б а з и с е  

ek =  tkeXit/k\, 0 s ^ k < n ,

п р о с т р а н с т в а  к в а з и м н о г о ч л е н о в  с те п е н и  м е н ь ш е  п с п о к а з а т е л е м  X. 
П о  ф о р м у л е  Т е й л о р а  eAs е с т ь  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  с д в и г а  / ( • ) b^ " / ( ‘ + s ) 
в т о м  ж е  б а з и с е .

Д р у г о й  с п о с о б  о с н о в а н  н а  с л е д у ю щ е й  л ем м е :
Л е м м а .  Пусть А  и В  —  линейные операторы из R"  в R \  Если 

они коммутируют, то еА+в =  елев.

*) Первые цифры степенен тройки и населений стран мира распределены по тому 
ж е  закону.
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Я * - м + £ + . . ) ( * + « + £ + . . . ) -

4-
2
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еле

=  £  +  (Л +  В)  + 5  (А2 +  2А В  +  В 2)+  . . . ,

ел + в ==Е +  { Д + В ) + 1  (Л +  В)2 +  . . .  =  

=  Е +  ( Л + В )  +  1  (Л2 +  ЛВ +  В Л + В 2) +  . . .

Если АВ =  ВА, то ряды совпадают (так как ех+у =  ехеу для чисел). 
Поскольку ряды абсолютно сходятся, еА + в =  еАев, что и требовалось.

Представим Л в виде Л = Х Е  +  Д, где Д — нильпотентная жорданова 
клетка:

л (  ' Л .

Поскольку ХЕ коммутирует с любым оператором, то ел‘ =  е‘
=  еиеА1. Вычислим матрицу

Д 2/2 ' Д " ‘
с = E + A t + - — + . . . + - . — г т г  ( Д " = о ) .

2 1 ' ( Л -1 ) !
З а м е т и м ,  чт о  Д д е й с т в у е т  на б а з и с  е \ ,. . . ,  еп к а к  с д в и г :  0  -<-iei ч н е г  -<-) . . .  
. . .  чнс«. П о э т о м у  Д* д е й с т в у е т  к а к  с д в и г  на к м ест  и и м е ет  м а т р и ц у

И т а к ,  д о к а з а н а  
Т е о р е м а .

о . . .  о .

'1  t Г-/2 . . . Г - ' / ( п - 1 ) !
1 / . . .  ;

I Г/2
t
1

teu . . .

\  . (1)е =

С 1е1' 
е'л

Н а ш и  в ы ч и с л е н и я  п р о х о д я т  б е з  и з м е н е н и й  в к о м п л е к с н о м  с л у ч а е  
(Хе С, Л : С" Сл).

2. П р и л о ж е н и я .  И з  ф о р м у л ы  (1) н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а ю т :
С л е д с т в и е  1. Пусть А: С" С" — линейный оператор, . . . ,  ?.&— 

собственные числа, V]........  V* —  их кратности, / е К .  Тогда каждый эле­
мент матрицы еА1 (в любом фиксированном базисе ) является суммой 
квазимногочленов от  / с показателями )./ степеней меньше \и соот­
ветственно ( / = 1 , ..., к).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  м а т р и ц у  о п е р а т о р а  еЛ1 в б а з и ­
се, п ко то р о м  м а т р и ц а  /1 и м еет  ж о р д а н о в у  ф о р м у .  Н а ш е  у т в е р ж д е ­
ние т о г д а  с л е д у е т  из  ( 1 ) .  Э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  еА' в л ю б о м  
д р у г о м  б а з и с е  я в л я ю т с я  л и н е й н ы м и  к о м б и н а ц и я м и  (с п о с т о я н ­
ны ми к о э ф ф и ц и е н т а м и )  э л е м е н т о в  м а т р и ц ы  о п е р а т о р а  еЛ1 в у к а з а н н о й  
б а з и с е .

С л е д с т в и е  -2. Пусть  ф — решение дифференциального уравне­
ния х  =  Ах, г е С " ,  А: С - * - С " .  Тогда каждая компонента вектора ф 
(о любом фиксированном базисе) является суммой квазимногочленов
от i с показателями  А; степеней меньше соответственно-, ф /(О —

к
— £  e4>P¡-‘ (í), ¿de Pj.i — многочлен степени < v / .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  ф ( / ) = е ^ ф ( 0 ) .
С л е д с т в и е  3. Пусть A: R " - *  Rп —  линейный оператор, >„/ ( 1 ^  

sjCl < k ) —  его вещественные собственные числа, v; —  их кратности, 
а / ± ш /  ( 1 < / < ш )  —  комплексные собственные числа, цг — их кратно­
сти. Тогда каждый элемент матрицы еА‘ и каждая компонента реше­
ния уравнения х =  Ах, í e R “, является суммой комплексных квази­
многочленов с показателями h , (x /±ícoí степеней меньше x¡, ¡.i/ соответ­
ственно.

Т а к у ю  с у м м у  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к ж е  в м ен ее  у д о б н о м  виде:
k "I

Ф / ( 0 = Х  e'' lPi.l+  X  ( 0  C O S  СО// -f- Г j j  (/) S ¡n  СО//],

(=1 '=1
где  р, q, г — м н о г о ч л е н ы  с вещественными  к о э ф ф и ц и е н т а м и  с т е п е н е й  
м ен ьш е  V/, ц/, ц/ с о о т в е т с т в е н н о .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  z =  x-\-iy, X =  то

R e  z e u  =  R e  еы (x +  iy) (cos со/ - H  s in  со/) — £?*' (.v c o s  ío t— y  s in  со/).

М е ж д у  п р о ч и м ,  из  э т и х  ф о р м у л  ви дн о ,  что если  в е щ е с т в е н н ы е  части  
в се х  с о б с т в е н н ы х  чи се л  о т р и ц а т е л ь н ы ,  т о  все  р е ш е н и я  с т р е м я т с я  к 0 
при  /->- +  со ( к а к  э т о  и д о л ж н о  б ы т ь  с о г л а с н о  §§ 22, 2 3 ) .

3. П р и м е н е н и я  к с и с т е м а м  у р а в н е н и й  в ы ш е  п е р в о го  п о р я д к а .  З а п и ­
с а в  с и с т е м у  в виде  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  п е р в о го  п о р я д к а ,  мы с в е д е м  
з а д а ч у  к р а с с м о т р е н н о й  в ы ш е  и м о ж е м  ее  р е ш и т ь ,  п р и в е д я  м а т р и ц у  
к ж о р д а н о в о й  ф о р м е .  П р а к т и ч е с к и  ч а с т о  у д о б н е е  п о с т у п а т ь  и н ач е .  
П р е ж д е  всего ,  с о б с т в е н н ы е  ч и сл а  э к в и в а л е н т н о й  с и ст е м ы  п е р в о г о  п о ­
р я д к а  м о ж н о  н а й т и ,  не  в ы п и с ы в а я  ее  м а т р и ц ы .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  с о б с т в е н н о м у  ч и с л у  h о т в е ч а е т  с о б с т в е н н ы й  век т о р
и, з н а ч и т ,  р е ш е н и е  (р(/) — е и (р (0) э к в и в а л е н т н о й  с и ст е м ы  п е р в о г о  п о ­
р я д к а .  Н о  т о г д а  и и с х о д н а я  с и с т е м а  и м е е т  р е ш е н и е  в и д а  \¡) (t) =  e ,J\p (0). 
П о д с т а в и м  в и с х о д н у ю  с и с т е м у  •ф =  е ;',§. С и с т е м а  д о п у с к а е т  т а к о е  реш е-  
ние  ( н е н у л е в о е ) ,  е сли  и т о л ь к о  есл и  ?. у д о в л е т в о р я е т  а л г е б р а и ч е с к о м у  
у р а в н е н и ю ,  из к о т о р о г о  м ы  и м о ж е м  н а й т и  с о б с т в е н н ы е  ч и сл а

С а м и  р е ш е н и я  м о ж н о  з а т е м  и с к а т ь  в в иде  с ум м  к в а з н м н о г о ч л е н о в  
с п о к а з а т е л я м и  ).¡ и с н е о п р е д е л е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .



П р и м е р  1 . х =х .
Подставляем х =  е1%. Находим =  Лч =  J , Xi. г.з.< =  1. — 1, <. —
Всякое решение н аш его  уравнения  имеет вид

Х^=С\6,-\-С20 ^ - j - C s C O S Í - f - C iS Í n / í  

Приме р 2. xi = Хг, Хг —Х\.
Подставляем х =  ек,\. Находим Лг|]  =  ^2, =  gi. Эта система линейных уравнений 

относительно | i ,  имеет  нетривиальное  решение,  если и только  если X4 =  1. Всякое  
решение нашей системы имеет вид

Х ]= С \е1-\-С2£ 1 "i* С3 cos / +  С 4 sin /,  X2~ D i e l~^-D2G (-]-Z)3 COS/-] - / )4 SÍ n/ .

П одстан овка  в с и с т е м у " д а е т “0 |  =  C i r D 2 =  C 2,-£)3 =  —  Сз, D< =  — С*. -----  -------  —

П р и м е р  3. * IV— 2 i + x  =  0.
П одстав ляе м  х =  ех%. Находим

X* — 2Z.2 +  1 = 0 , Xs =  l ,  Xi.2.3.4 =  1, 1. - I ,  - 1 .

Всякое решение исходного уравнения имеет вид

(С|/ +  С2)е1Ч (С з /  +  С<)е~1‘.
З а д а ч а  1. Н айти  ж ордан ов у  н ормальную форму матрицы четвертого  порядка,  

соответствующ ей н аш ем у уравнению.

4. Случаи одного уравнения л-го порядка. Заметим, что кратно­
сти собственных чисел, вообще говоря, не определяют размеров жорда-  
новых клеток. Положение упрощается, если речь идет о линейном опе­
раторе А, соответствующем одному дифференциальному уравнению «-го 
порядка:

=  ... -\-апх, С. (2)

Из следствия 2 п. 2 вытекает
С л е д с т в и е  4. Всякое решение уравнения (2) имеет вид

ф ( 0 = £  eVM 0> (3)
/=1

где Х\, . . . .  Kk — корни характеристического уравнения

Г  =  а , Г - ' +  . . .  +а« ,  (4)

a pi — многочлен степени меньше v¡ (где v¡ — кратность кор­
ня Xi).

Действительно, уравнение (2) имеет решение вида еи (D, если и 
только если X — корень уравнения (4). Следствие (4) доказано.

Перейдем к эквивалентной системе уравнений первого порядка:

х = А х ,  А =

182 ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ [ГЛ. 3

Получаем
С л е д с т в и е  5. Если оператор А: Сп -*- Сл имеет матрицу вида (5) 

то каждому его собственному числу X отвечает ровно одна жорданова 
клетка, размер которой равен кратности X.
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Д е й с т в и т е л ь н о ,  с о г л а с н о  ф о р м у л е  (3)  к а ж д о м у  с о б с т в е н н о м у  ч и ­
сл у  X о т в е ч а е т  о д н о  с о б с т в е н н о е  н а п р а в л е н и е .  В с а м о м  д е л е ,  пу сть  
| — с о б с т в е н н ы й  в е к т о р  о п е р а т о р а  А ,  Т о г д а  среди  р е ш е н и й  в и д а  (3 )  
и м е е т с я  п е р в а я  к о м п о н е н т а  е'%0 в е к т о р а  е’ % Н о  т о г д а  о с т а л ь н ы е  к о м ­
п о н е н т ы —  э т о  п р о и з в о д н ы е :  =  П о э т о м у  чи сл о  X о п р е д е л я е т  
н а п р а в л е н и е  в е к т о р а  §  о д н о з н а ч н о .

П о с к о л ь к у  к а ж д о й  ж о р д а н о в о й  к л е т к е  с о о т в е т с т в у е т  свое  с о б с т в е н ­
ное н а п р а в л е н и е ,  с л е д с т в и е  5 д о к а з а н о .

З а д а ч а  I. В ся к а я  ли линейная  комбинация квазимногочленов  (3) яв л я ется  реш е­
нием уравнения ( 2 )?

5. О возвратных последовательностях. Н а ш е  и с с л е д о в а н и е  э к с п о ­
нен ты  с н е п р е р ы в н ы м  п о к а з а т е л е м  е1А л е г к о  п е р ен ес ти  на  э к с п о н е н т у  
с д и с к р е т н ы м  п о к а з а т е л е м  А ". М ы  м о ж е м ,  в ч а с т н о с т и ,  и с с л е д о в а т ь  
т е п е р ь  л ю б у ю  в о з в р а т н у ю  ( =  р е к у р р е н т н у ю )  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  о п р е ­
д е л е н н у ю  с о о т н о ш е н и е м

х* =  а !* „ _ 1 +  . . .  +акХп-к (6)

(н а п р и м е р ,  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  0, 1, 2, 5, 12, 29 ,  ..., з а д а н н у ю  с о о т н о ­
ш е н и е м  хп =  2хп-\-\-Хп - 2  и н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  хо =  0, Х| =  1).

С л е д с т в и е  6. п-й член возвратной последовательности зависит 
от п как сумма квазимногочленов от п:

Ш
Хп —  £  * •? /> / ( л ).

1 = 1
где X/ —  собственные числа матрицы А , соответствующей последова­
тельности, а р! —  многочлен степени меньше \ц (где V/ —  кратность X/).

В с п о м н и м ,  что м а т р и ц а  А  —  это м а т р и ц а  о п е р а т о р а  А: -*■ К4, 
п е р е в о д я щ е г о  о т р е з о к  д л и н ы  к из  н а ш е й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  £ ,_ 1  =  
= ( * „ _ * ,  л ' „ _ | ) ,  в с л е д у ю щ и й  о т р е з о к  д л и н ы  к, %,=(хп~к+\, ■■■, х„):

В а ж н о  з а м е т и т ь ,  чт о  о п е р а т о р  А  не з а в и с и т  от  п. П о э т о м у  хп е сть  
о д н а  из к о м п о н е н т  в е к т о р а  / Г § ,  где  £ — п о с т о я н н ы й  в е к т о р .  М а т р и ц а  А 
и м е ет  в ид  ( 5 ) .  П о л ь з у я с ь  с л е д с т в и е м  5  и п р и в о д я  А  к  ж о р д а н о в о й  
ф о р м е ,  п о л у ч а е м  с л е д с т в и е  6.

П р и  в ы ч и с л е н и я х  н е т  н у ж д ы  ни в ы п и с ы в а т ь  м а т р и ц у ,  ни п р и в о д и т ь  
ее  к н о р м а л ь н о й  ф о р м е .  С о б с т в е н н ы й  в е к т о р  о п е р а т о р а  А  с о о т в е т ­
с т в у е т  р е ш е н и ю  у р а в н е н и я  (6)  в и д а  х =  Хп. П о д с т а в л я я  в у р а в н е н и е  (6 ) ,  
н а х о д и м  д л я  X у р а в н е н и е

Хк= а \Х к 1- |-  ... + а * .

Л е г к о  у б е д и т ь с я ,  ч то  э т о  и е с т ь  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  о п е ­
р а т о р а  А.
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П р и м е р  1. Д л я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  0 ,  1 , 2 ,  5, 12 , 2 9 ,  . . .  (хп =  2 л - „ _ |  +  х „ ~ 2) н а х о д и м  
?.2 = 2 ? . +  1, Х и  =  1 ± У 2 .  П о э т о м у  с о о т н о ш е н и ю  х п = 2 л г „ _  1 +  л-„_2 у д о в л е т в о р я ю т  п о с л е ­

д о в а т е л ь н о с т и  х„ =  (1 +  У 2  )% =  а  т а к ж е  л ю б ы е  и х  л и н е й н ы е  к о м б и н а ц и и  
( и  т о л ь к о  о н и )

х „ = с Л 1 + л! 2 Г . +  С 2 ( 1 - л!2 Г .

С р е д н  э т и х  к о м б и н а ц и й  л е г к о  п о д о б р а т ь  т а к у ю ,  д л я  к о т о р о й  А о = 0 ,  а: |  =  I : С | + £ г = 0 ,  

■^2(С1— с 2) = 1 .
Ответ. х„ =  [(1 - л 1 2 П / ( 2 л Ъ) .  ,
З а м е ч а н и е .  Пр и  л - ^ - + о о  первое  сл агаем ое  экспоненциально растет ,  а второе 

экспоненциально  убывает .  П оэтому при больших п
—  — --------- — ------— л: „ « ( 1 + л / 2 ) У ( 2 л/ 2 )  ------------  ------  ------  —  ------  -

н ,  в  ч а с т н о с т и ,  х л ^ . \ / х л ~  1 +  л/2-  О т с ю д а  м ы  н а х о д и м  д л я  У2. о ч е н ь  х о р о ш и е  п р и б л и ж е н и я :  

- ^ 2 х { х н + \  — хп ) /хп. П о д с т а в л я я  лг„ =  0, 1, 2 ,  5, 12, 2 9 ............н а х о д и м

т / 2 « ( 1  — 0 ) / 1  =  1:  ^ « ( 5 - 2 ) / 2  =  1 ,5 ;
т / 2  а ; ( 1 2  —  5 ) / 5  = 1 , 4 ;  \ 2  « ( 2 9  -  1 2 ) / 1 2  =  1 7 / 1 2 «  1 ,4 1 7 .  . .

Э т о  т е  с а м ы е  п р и б л и ж е н и я ,  с п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  в ы ч и с л я л и  -\/2 в  д р е в н о с т и ;  и х  
м о ж н о  п о л у ч и т ь  т а к ж е  р а з л о ж е н и е м  ^¡2 в ц е п н у ю  д р о б ь .  Д а л е е ,  (х* +  | —  х„)/х„  я в л я е т с я  
н а и л у ч ш и м  с р е д н  в с е х  р а ц и о н а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  к  V 2 с о  з н а м е н а т е л я м и ,  н е  п р е в о с х о ­
д я щ и м и  Хп.

6 . Малые колебания. Мы р а с с м о т р е л и  в ы ш е  с л у ч а й ,  к о г д а  к а ж д о м у  
ко р ню  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я ,  к а к о в а  б ы  ни б ы л а  е го  к р а т ­
ность ,  с о о т в е т с т в у е т  о ди н  с о б с т в е н н ы й  век т о р :  с л у ч а й  о д н о г о  у р а в н е н и я  
/г-го п о р я д к а .  С у щ е с т в у е т  в  н е к о то р о м  с м ы с л е  п р о т и в о п о л о ж н ы й  с л у ­
ч а й ,  к о гд а  к а ж д о м у  к о р н ю  с о о т в е т с т в у е т ' с т о л ь к о  с о б с т в е н н ы х  ч и се л ,  
к а к о в а  к р а т н о с т ь  к о р н я .  Э т о  —  с л у ч а й  м а л ы х  к о л е б а н и й  к о н с е р в а т и в ­
ной м е х а н и ч е с к о й  си ст е м ы .

Р а с с м о т р и м  в е вк л и д о во м  п р о с т р а н с т в е  Я" к в а д р а т и ч н у ю  ф о р м у  и , 
з а д а н н у ю  с и м м е т р и ч е с к и м  о п е р а т о р о м  А:

и ( х )= 1 { А х ,х ) ,  х < = Г ,  А:  Г  Г ,  А '= А .

Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  *)

х = - £ г а й и  (7)

( и  —  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я ) .
П р и  и с с л е д о в а н и и  у р а в н е н и я  (7)  п о л е зн о  п р е д с т а в л я т ь  с еб е  ш а р и к ,  

к а т а ю щ и й с я  по г р а ф и к у  п о т е н ц и а л ь н о й  эн е р г и и  (ср .  § 12 ) .
У р а в н е н и е  (7 )  м о ж н о  з а п и с а т ь  в в иде  х =  — А х  или  в к о о р д и н а т ­

ной з а п и с и  в в и д е  с и ст е м ы  п л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  в т о р о г о  п о р я д к а .  
П о  о б щ е м у  п р а в и л у  и щ е м  р е ш е н и е  < р = е х/|  и н а х о д и м

? Л ^ ' 1 = — А е и%, (Л +  ? Л Е ) 1 = 0 ,  ёе1 \ А + к 2Е\  = 0 .

*) Векторное поле g n i d l /  определяется условием «dU ( £ ) = (  g rad  U, Е) для  всякого 
вектора  l e T R i » .  З десь  круглые скобки означают евклидово  скалярное  произведение. 
В декартовых координатах (ортонормнрованных) векторное поле g rad  U задается  компо- 

f d U  d U \
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О т с ю д а  н а х о д и м  п в е щ е с т в е н н ы х  ( п о ч е м у ? )  з н а ч е н и й  ?.2 и 2 п з н а ч е ­
ний К.

Е с л и  в се  о ни  р а з л и ч н ы ,  то  в с я к о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (7)  е с т ь  
л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  эк с п о н е н т .  Е сл и  ж е  и м е ю т с я  к р а т н ы е  к о р н и ,  в о з ­
н и к а е т  в о п р о с  о ж о р д а н о в ы х  к л е т к а х .

Т е о р е м а .  Если квадратичная форма U невырождена, то каж дому 
собственному значению }. соответствует столько линейно независимых 
собственных векторов, какова его кратность, так что каждое решение 
уравнения  ( 7)  можно записать в виде суммы экспонент*):- t p{t) —

2 а1е^%,  !* « = С \
*=|
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О р т о г о н а л ь н ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  м о ж н о  

п р и в е с т и  ф о р м у  U  к главным осям: с у щ е с т в у е т  о р т о н о р м и р о п а н н ы й  
б а з и с  e¡, .... еп, в  к о то р о м  U  з а п и с ы в а е т с я  в виде

1 "í / ( x ) = g  QkXk, x =  x¡e¡-i~ • ••  ~\~хпеп. 
ft=i .

Н е в ы р о ж д е н н о с т ь  ф о р м ы  U  о з н а ч а е т ,  что  ни о дн о  и з  ч и с е л  а* не 
р а в н о  0. В в ы б р а н н ы х  к о о р д и н а т а х  у р а в н е н и е  (7 )  п р и н и м а е т  в и д

х\ — — а\Х\, Х2 = — а 2Хп, ...,  хп= — апхп

н е з а в и с и м о  о т  того ,  е с т ь  л и  к р а т н ы е  к о р н и * * ) .  Н а ш а  с и с т е м а  р а с п а ­
л а с ь  в п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  п « у р а в н е н и й  м а я т н и к а » .  К а ж д о е  из  н и х  
( х = — ах) м гн о в ен н о  р е ш а е т с я .

Е с л и  а >  0, то  а =  со2 и

х = С i c o s  соt +  Сг s in  ы/.

Е с л и  а < 0 ,  то  а = — а 2 и

х = С \  ch  a ¿ +  С 2 s h  a ¿  =  D\ea,-\- О г е - “ '.

Э ти  ф о р м у л ы  с о д е р ж а т ,  в ч а с т н о с т и ,  у т в е р ж д е н и е  тео р е м ы .
Е с л и  ф о р м а  U  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н а я ,  то  все аь п о л о ж и т е л ь н ы  

и т о ч к а  х  с о в е р ш а е т  п н е з а в и с и м ы х  к о л е б а н и й  по п в з а и м н о  п е р п е н ­
д и к у л я р н ы м  н а п р а в л е н и я м  .............. .... (р и с .  1 8 0 ) .  Э ти  к о л е б а н и я  н а з ы ­
в а ю т с я  главными  или  собственными, а  ч и с л а  со* —  собственными часто­
тами. О н и  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и ю  d e t  |Л  — со5£1 = 0 .

Т р а е к т о р и я  т о ч к и  д: =  ф (/) в R" ( г д е  <р —  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 7 ) )  
л е ж и т  в п а р а л л е л е п и п е д е  где Xt¡ —  а м п л и т у д а  k-ro с о б с т в е н ­
н о го  к о л е б а н и я .  В ч а с т н о с т и  при п =  2 —  в п р я м о у г о л ь н и к е .

*) И н т е р е с н о  о т м е т и т ь ,  ч т о  Л а г р а н ж ,  в п е р в ы е  и с с л е д о в а в ш и й  у р а в н е н и е  м а л ы х  
к о л е б а н и й  ( 7 ) ,  в н а ч а л е  о ш и б с я .  О н  д у м а л ,  ч т о  в  . с л у ч а е  к р а т н ы х  к о р н е й  п о т р е б у ю т с я  
« в е к о в ы е »  с л а г а е м ы е  в и д а  teu ( в  в е щ е с т в е н н о м  с л у ч а е  t s i n  (at), к а к  в  пп . 2,  4 ,  5  в ы ш е .

** ) З а м е т и м ,  ч т о  м ы  с у щ е с т в е н н о  и с п о л ь з у е м  о р т о н о р м и р о в а н н о с т ь  б а з и с а  е с л и

б ы  б а з и с  н е  б ы л  о р т о н о р м н р о в а м п ы м ,  т о  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  g r a d  -  ^  не были бы

равны QkXk.
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Если частоты  Ы| и сог соизмеримы, то  т р ае к т о р и я  — з а м к н у т а я  кри ­
вая.  О на  н азы в а е т с я  в этом случае  кривой Лиссажу  (рис. 181).

Если ж е  Ы| и сог несоизмеримы, то т р а е к т о р и я  зап о л н я ет  п рям о ­
угольник всюду плотно. Это вытекает  из теоремы  § 24.

Рис. 180. Направления собственных колеба- Рис. 181. Одна из кривых Лиссажу

ний и линии уровня потенциальной энергии. с о>г =  2 u>i.

З а д а ч а  1, Нарисовать кривые Лиссажу для wi =  1, о>г —  3 и ui = 2 ,  сог —3.
З а д а ч а  2.  Д о к а з а т ь ,  что среди кривых Л и с с а ж у  с ы г = л и |  есть граф и к  много­

члена степени п.  Этот многочлен называется  многочленом Чебышева,

T„{x) =  QQS п a r c c o s  А*.

З а д а ч а  3. Как выглядят траектории * = < р ( / )  в случае £ / = дг? — jcf?
З а д а ч а  4. При каких V  п о л о ж е н и е  равновесия х  — х  — 0 уравнения (7) устойчиво 

а) п о  Л яп у н о ву ?  б) асимптотически?

§ 26. О квазим ногочленах

П р и  р е ш е н и и  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
н а м  в се  в р е м я  в с т р е ч а л и с ь  к в а з и м н о г о ч л е н ы .  М ы  в ы я с н и м  т е п е р ь  п р и ­
чи н у  э т о г о  я в л е н и я  и д а д и м  е м у  н е к о т о р ы е  н о в ы е  п р и л о ж е н и я .

1. Линейное п р о с т р а н с т в о  функцнй. Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  F в се х  
б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х  ф у н к ц н й  на  в е щ е с т в е н н о й  о с и  R с к о м ­
п л е к с н ы м и  з н а ч е н и я м и .

М н о ж е с т в о  F и м е ет  е с т е с т в е н н у ю  с т р у к т у р у  к о м п л е к с н о г о  л и н е й ­
н ого  п р о с т р а н с т в а :  если  ¡\ и /2 —  ф у н к ц и и  из  Г , то  ф у н к ц и я  C i / i + í ^ f a  
(c i ,  с 2 —  к о н с т а н т ы  из  С) т а к ж е  п р и н а д л е ж и т  F.

О п р е д е л е н и е .  Ф у н к ц и и  f ¡ , . . . ,  F н а з ы в а ю т с я  линейно незави­
симыми,  е с л и  они  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы  к а к  в е к т о р ы  л и н е й н о г о  п р о с т р а н ­
с т в а  F, т .  е .  е сл и

(c i/i-b  ••• Cnfn =  0 ) =>■ (ti =  ... =  =  0 ), 

где с i, .... с „ е С .
З а д а ч а  1. П р и  к а к и х  а,  ß  ф у н к ц и и  s i n  a l  и s i n  ß i  л и н е й н о  з а в и с и м ы ?
З а д а ч а  2 .  Д о к а з а т ь ,  ч т о  ф у н к ц и и  е1'1...........  е 1"' л и н е й н о  н е з а в и с и м ы ,  е с л и  в с е  X»

п о п а р н о  р а з л и ч н ы .
У к а з а н и е .  Э т о  в ы т е к а е т  н з  с у щ е с т в о в а н и я  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  г о  п о р я д к а  

с  р е ш е н и я м и  е ' 1' , . . ,  е’ -1 ( с м .  п.  2 ) .

С р е д и  э л е м е н т о в  п р о с т р а н с т в а  F  и м е ю т с я  к в а з и м н о г о ч л е н ы  с п о к а -
V —  1

з а т е л е м  ?, f(t) =  eu  ]Г Cktk и, б о л е е  о б щ и м  о б р а з о м ,  к о н е ч н ы е  с у м м ы  
*=о
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/  (0 =  Е  X  С/.тГ1, Ь Ф Ь '  ( 1)
/ =1  т — 0

З а д а ч а  3. Д о к а ж и т е ,  что к а ж д а я  функция вида  (1) з ап исы вается  в виде  суммы 
(1) единственным о бразом .  Иначе  говоря:

Пели сумма ( 1 )  равна 0,  то каждый коэффициент о . т  равен 0.

У к а з а н и е .  Одно из возможных решений см. в п. 2 (следствие на стр. 187).

2. Линейное пространство решений линейного уравнения. 
Т е о р е м а .  Множество X всех решений линейного уравнения

+  ... -\-апх =  0  (2 )

составляет в /■" линейное подпространство конечной размерности п.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  о п е р а т о р  £>: п е р е в о д я ­

щ и й  к а ж д у ю  ф у н к ц и ю  в ее  п р о и з в о д н у ю .  О п е р а т о р  £> л инеен :

О (с\[ 1 +  С2]2) =  С\01\ +  С2О/2.

Р а с с м о т р и м  м н о г о ч л е н  от о п е р а т о р а  И:

А = а ( 0 )  =  О'г +  а^О',- ' - \ -  . .  +а„Е.

О п е р а т о р  А е ст ь  л и н е й н ы й  о п е р а т о р  А: Р е ш е н и я * )  у р а в н е ­
ни я  (2) — это  э л е м е н т ы  я д р а  о п е р а т о р а  А. И т а к ,  Х = К е г Л .

Н о  я д р о  Кег  А л и н е й н о г о  о п е р а т о р а  я в л я е т с я  л и н е й н ы м  п р о с т р а н ­
с т в о м .  П о э т о м у  X  —  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о .  П о к а ж е м ,  ч то  X  и з о м о р ф ­
но С".

П у с т ь  ф е Х .  С о п о с т а в и м  ф у н к ц и и  ф н а б о р  п чи се л :  н а б о р  з н ач ен и й ,  
' в  т о ч к е  / =  0 ф у н к ц и и  ф и ее  п р о и з в о д н ы х  фо =  (ф(0),  ( 0 ф ) ( 0 ) ,  . . .  
. . . ,  ( О л~ ’ф ) (0)). П о л у ч а е м  о т о б р а ж е н и е

В: Х-+  С", в  (ф) =  фо,

Э т о  о т о б р а ж е н и е  л и н е й н о .  О б р а з  о т о б р а ж е н и я  В —  э т о  все п р о с т р а н ­
с т в о  С л. И б о  по т е о р е м е  с у щ е с т в о в а н и я  с у щ е с т в у е т  р е ш е н и е  ф е Х  с  л ю ­
б ы м и  д а н н ы м и  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и  фь.

Я д р о  о т о б р а ж е н и я  В н у л е в о е .  И б о  по т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и  н а ­
ч а л ь н ы е  у с л о в и я  фь =  0 о п р е д е л я ю т  р е ш е н и е  (ф =  0) о д н о з н а ч н о .  И т а к ,  
В —  и з о м о р ф и з м .

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
С л е д с т в и е .  Пусть Х\, . . . ,  Я* — корни характеристического урав­

нения а(А) =  0  дифференциального уравнения (2 ) и VI, . . . ,  V* — их 
кратности. Тогда каждое-решение уравнения (2) единственным образом 
записывается в виде (1 )  и каждая сумма квазимногочленов вида (1 )  
удовлетворяет уравнению (2 ).

Д  о к а  з  а  т  е л  ь с  т  в о. Ф о р м у л а  (1)  з а д а е т  о т о б р а ж е н и е  Ф :  С ” - * / 1’, 
с о п о с т а в л я ю щ е е  н а б о р у  п к о э ф ф и ц и е н т о в  с/,т ф у н к ц и ю  /. Э т о  о т о б р а ­

квазим н огочл ен ов  с разными показател ям и

*) М ы заранее  знаем , что все решения уравнения (2) бесконечно дифференци­
руемы, т. е. п р и н ад леж ат  Г  (см. § 25, 4 ) .
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ж е н и е  л и н е й н о .  Е го  о б р а з  с о д е р ж и т  п р о с т р а н с т в о  А' р е ш е н и й  у р а в н е ­
ни я  ( 2 ) .  И б о  с о г л а с н о  § 25  к а ж д о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (2 )  з а п и с ы ­
в а е т с я  в в и д е  ( 1 ) .  П о  т е о р е м е  р а з м е р н о с т ь  п р о с т р а н с т в а  X р а в н а  п.

Л и н е й н о е  о т о б р а ж е н и е  п р о с т р а н с т в а  С" на  п р о с т р а н с т в о  X т а к о й  
ж е  р а з м е р н о с т и  есть  и з о м о р ф и з м .  П о э т о м у  Ф  о с у щ е с т в л я е т  и з о м о р ­
ф и з м  С" и X. Э т о  и е ст ь  у т в е р ж д е н и е  с л е д с т в и я .

3. Инвариантность относительно сдвигов.
Т е о р е м а .  Пространство X решений дифференциального уравне­

ния (2 ) инвариантно относительно сдвигов, переводящих функцию 
-ф ( /)  в <¡ (/ +  s). ---------- . _____  ______  ______  ____

Д е й с т в и т е л ь н о ,  с д в и г  р е ш е н и я  б у д е т  р е ш е н и е м ,  к а к  и д л я  в с я к о г о  
а в т о н о м н о г о  у р а в н е н и я  (ср .  § 10 ) .

Примеры подпространств пространства F, инвариантных относительно 
сдвигов:

Пример  1. Одномерное пространство {се11).
Приме р  2. Пространство квазимногочленов (е ’,р < „ ( 0 !  размерности п.
П р и м е р  3. Плоскость { Ci cos со/ +  сг sin со/).
П р и м е р  4. Пространство (p <n{t) cos u>t +  q<n (t) sin со/) размерности 2л.

М о ж н о  п о к а з а т ь ,  что  в с я к о е  к о н е ч н о м е р н о е  п о д п р о с т р а н с т в о  п р о ­
с т р а н с т в а  F, и н в а р и а н т н о е  о т н о с и т е л ь н о  с д в и г о в ,  е ст ь  п р о с т р а н с т в о  
р е ш е н и й  н е к о т о р о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 2 ) .

И н ы м и  с л о в а м и ,  т а к о е  п о д п р о с т р а н с т в о  в с е г д а  р а с п а д а е т с я  в п р я ­
м у ю  с у м м у  п р о с т р а н с т в  к в а з и м н о г о ч л е н о в .  Э т и м  и о б ъ я с н я е т с я  з н а ч е ­
ни е  к в а з и м н о г о ч л е н о в  д л я  т е о р и и  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с п о с т о я н н ы м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и .

Е сл и  к а к о е - л и б о  у р а в н е н и е  и н в а р и а н т н о  о т н о с и т е л ь н о  к а к о й - л и б о  
гр у п п ы  п р е о б р а з о в а н и й ,  то  при  р е ш е н и и  эт о го  у р а в н е н и я  в а ж н у ю  р о л ь  
б у д у т  и г р а т ь  п р о с т р а н с т в а  ф у н к ц и й ,  и н в а р и а н т н ы е  о т н о с и т е л ь н о  этой 
гр у п п ы .  Т а к и м  п утем  в м а т е м а т и к е  в о з н и к а ю т  р а з л и ч н ы е  с п е ц и а л ь н ы е  
ф у н к ц и и .  Н а п р и м е р ,  с  г р у п п о й  в р а щ е н и й  с ф е р ы  с в я з а н ы  с ф е р и ч е с к и е  
ф у н к ц и и  —  к о н е ч н о м е р н ы е  п р о с т р а н с т в а  ф у н к ц и й  на  с ф е р е ,  и н в а р и а н т ­
ны е  о т н о с и т е л ь н о  в р а щ е н и й .

З а д а ч а *  1. Найти  все конечномерные подпространства  п ростра н с тва  гладких  
функции на окруж н ости ,  инвариантны е  относительно вращении окружности .

4. Историческое замечание. Т е о р и я  л и н е й н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  б ы л а  с о з д а н а  Э й л е р о м  и 
Л а г р а п ж е м  д о  то го ,  к а к  б ы л а  п о с т р о е н а  ж о р д а н о в а  н о р м а л ь н а я  ф о р м а  
м а т р и ц .

Р а с с у ж д а л и  они  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  П у с т ь  ?.|, л 2 —  д в а  к о р н я  
х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я .  И м  с о о т в е т с т в у ю т  р е ш е н и я  ех'‘ , е'’-1, 
н а  к о т о р ы е  в п р о с т р а н с т в е  F  н а т я г и в а е т с я  д в у м е р н а я  п л о с к о с т ь  
{С\еу'1‘ -\-Сге'’2‘ } (р и с .  1 8 2 ) .  П у с т ь  т е п е р ь  у р а в н е н и е  м е н я е т с я  т а к ,  что 
7.2 п р и б л и ж а е т с я  к ?.|. Т о г д а  с’ 2' п р и б л и ж а е т с я  к еу'1 и при /.2 =  X| 
п л о с к о с т ь  в ы р о ж д а е т с я  в п р я м у ю .

В о з н и к а е т  в о п р о с :  не  с у щ е с т в у е т  л и  п р е д е л ь н о г о  п о л о ж е н и я  п л о ­
с к о с т и ,  к о гд а
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В м е с т о  е1,‘ м в к а ч е с т в е  б а з и с а  м о ж н о  в з я т ь  (п р и  }.г=/=7.\) 
е ,,< и н о  ск-‘ — е ''1 — Х[) 1е''1. Б а з и с  наш ем  п л о с к о с т и
( с ' ‘, (е’’-1 — е,' ,1)/(}.2 — Я |) )  при к2 -+ > .1  пер ех о д и т  в б а з и с  {е'1\  ¡е '̂1) п р е ­
д е л ь н о й  п л о с к о с т и .  П о э т о м у  е с т е с т в е н н о  о ЖМДОТЬ, 11ТО рСШбИИЯ ПрСДСЛЬ- 
ного у р а в н е н и я  (с  к р а т н ы м  к о р нем  Я2 =  Х1) б у д у т  л е ж а т ь  в п р е д е л ь ­
ной п л о с к о ст и  {схе*' '1 ). К о г д а  ф о р м у л а  п а п и с а н а ,  се  м о ж н о  
п р о в е р я т ь  п о д с т а н о в к о й  в у р а в н е н и е .

Т а к и м  ж е  о б р а з о м  о б ъ я с н я е т с я  в о з н и к н о в е н и е  р е ш е н и й  1ке у'1 ( / г < \ ’) 
в с л у ч а е  у - к р а т н о г о  к о р н я .

П р и в е д е н н ы е  р а с с у ж д е н и я  м о ж н о  с д е л а т ь  в п о л н е  с тр о г и м и  ( н а п р и ­
мер, с о с л а в ш и с ь  н а  т е о р е м у  о д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и й  
от  п а р а м е т р а ) .

5. Н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я .  П у с т ь  А:  >-¿2  —  л и н е й н ы й  о п е р а ­
то р .  Р е ш е н и е м  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Ах  =  [ с п р а в о й  ч а с т ь ю  /  н а з ы ­
в а е т с я  в с я к и й  п р о о б р а з  . { £ ¿ 1  э л е м е н т а  (р и с .  1 83) .

Рис. 182. Предельное положение плоскости, 
натянутой из две экспоненты.

КегЛ А"'Г
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и 1 1 

Г '
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Рис. 183. Ядро и образ оператора А.

В с я к о е  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  е с т ь  с у м м а  ч а с т н о г о  р е ­
ш е н и я  Х| и о б щ е г о  р е ш е н и я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Ах =  0:

Л ~ 7  =  л-, +  К ег  А.

Н е о д н о р о д н о е  у р а в н е н и е  р а з р е ш и м о ,  есл и  } п р и н а д л е ж и т  л и н е й н о м у  
п р о с т р а н с т в у  1 т  А = А ( Ь \ ) ^ Ь 2.

Р а с с м о т р и м ,  в ч а с т н о с т и ,  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

' ¿">+аие(,,- |) +  ... + а „ х  =  / ( 0  (3)

{линейное неоднородное уравнение п-го порядка .с постоянными коэф­
фициентами).

Т е о р е м а .  Пусть правая часть / ( / )  уравнения  (3 )  есть сумма 
квизимногочленов. Тогда всякое решение уравнения  ( 3 )  является сум­
мой квазимногочленов.

Р а с с м о т р и м  п р о с т р а н с т в о  С"’ всех  к в а з н м н о г о ч л е н о

С т =  [е, 'р< т (()\

с те п е н и  м ен ьш е  т  с п о к а з а т е л е м  7,. Л и н е й н ы й  о п е р а т о р  £ )  ( п е р е в о ­
д я щ и й  в с я к у ю  ф у н к ц и ю  в е е  п р о и з в о д н у ю )  п е р е в о д и т  С т  в с е б я .  
П о э т о м у  о п е р а т о р

Л =  а ( 0 )  =  0 ' , +  а , Д ' 1- Ч  ... + а „Е :  С т -+ С т
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т а к ж е  я в л я е т с я  л и н е й н ы м  о п е р а т о р о м  и з  С "  в с е б я .  М ы  м о ж е м  т е п е р ь  
з а п и с а т ь  у р а в н е н и е  (3 )  в в и де  A x  =  f. Д л я  и с с л е д о в а н и я  е го  р а з р е ­
ш и м о ст и  н у ж н о  н а й т и  о б р а з  1 т Л = Л ( С " ' )  о т о б р а ж е н и я  Л .

Л е м м а  1. Пусть к — не корень характеристического уравнения, 
т, е, а (>.)=/= 0. Тогда А: С"' -*■ Ст — изоморфизм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М а т р и ц а  о п е р а т о р а  D: С т  -»■ Ст в п о д х о д я ­
щ ем  б а з и с е  —  ж о р д а н о в а  к л е т к а  с к на  д и а г о н а л и .  В т о м  ж е  б а з и с е  
о п е р а т о р  Л и м е ет  т р е у г о л ь н у ю  м а т р и ц у  с  а (К) на  д и а г о н а л и .  И т а к ,  
d e t  Л = ( а ( А ) ) " 1т £ 0  и Л —  и з о м о р ф и з м .
------С л е д с т  в и е .  Если к ^ н е  корень характеристического уравнения,
то уравнение ( 3)  с правой частью в виде квазимногочлена степени 
меньше m с показателем к имеет частное решение в виде квазимного- 
члена степени меньше m с показателем к.

Л е м м а  2.  Пусть к  — корень характеристического уравнения крат­
ности  V, т. е. a{z) =  (z-~ ky b (г), Ь {к )Ф  0.  Тогда A C m =  C m~ \

Д о к а з а т е л ь с т в о .  A — a(D ) =  (D — kE y b (D ) .  П о  л е м м е  1 
b{D): Cm -*■ C m —  и з о м о р ф и з м .  О с т а е т с я  п о к а з а т ь ,  что  (D  — Л £ ) ' , С И =  
=  C ra -v . Н о  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  D — kE  в б а з и с е

tk
e k = -r reU< 0 ^ k< Z m , 

k\

я в л я е т с я  н и л ь п о т е н т н о й  ж о р д а н о в о й  к л е т к о й ,  т . е. э т о т  о п е р а т о р  д е й ­
с т в у е т  на  б а з и с  к а к  с д в и г :  0  е о - и  e¡ - я ___н е » - 1. О п е р а т о р  . ( D - k E f
д е й с т в у е т  к а к  с д в и г  н а  v  м ест  и о т о б р а ж а е т  Ст на  C m-V.

С л е д с т в и е .  Пусть к  —  корень кратности  v  характеристического 
уравнения, а (? .)  =  0.  Пусть  [ е С 1 —  квазимногочлен степени меньше k 
с показателем к. Тогда уравнение  (3 )  имеет решение ф е С 1 + '  в виде 
квазимногочлена с показателем к степени меньше  6 + v .

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  н у ж н о  п о л о ж и т ь  m — k +  v в л е м м е  2.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  2  в с е ­

в о з м о ж н ы х  с у м м  к в а з и м н о г о ч л е н о в .  Э т о  —  л и н е й н о е  б е с к о н е ч н о м е р н о е  
п о д п р о с т р а н с т в о  п р о с т р а н с т в а  F. П о  п р е д ы д у щ е м у  с л е д с т в и ю  о б р а з  
А  ( 2 )  о п е р а т о р а  A = a (D ) :  2  -*■ 2  с о д е р ж и т  все  к в а з и м н о г о ч л е н ы .  Б у д у ч и  
л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м ,  Л  (2 )  с о в п а д а е т  с  2 .  П о э т о м у  у р а в н е н и е  (3 )  
и м е ет  ч а с т н о е  р е ш е н и е ,  я в л я ю щ е е с я  с у м м о й  к в а з и м н о г о ч л е н о в .  О с т а е т с я  
д о б а в и т ь  о б щ е е  р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .  О н о  я в л я е т с я  с у м м о й  
к в а з и м н о г о ч л е н о в  с о г л а с н о  § 25.

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
З а м е ч а н и е  1. Если f =  exlp < k(t), то существует частное решение 

уравнения  (3 )  вида y ^ F e^ 'q < k(t).
Д е й с т в и т е л ь н о ,  по л е м м е  2  с у щ е с т в у е т  ч а с т н о е  р е ш е н и е  в  в и д е  

к в а з и м н о г о ч л е н а  с те п е н и  м е н ь ш е  k +  v, но  с л а г а е м ы е  с те п е н и  м е н ь ш е  v 
у д о в л е т в о р я ю т  о д н о р о д н о м у  у р а в н е н и ю  (см .  с л е д с т в и е  п. 2 ) ,  п о э т о м у  
их м о ж н о  о т к и н у т ь .

З а м е ч а н и е  2. Если уравнение  ( 3 )  и к вещественны, то решение 
можно искать в виде вещественного квазимногочлена. Если ж е к — а ± ш ,  
то в виде еы (р (/) c o s  со/ +  <?(/) s in  (at). П ри  этом синус в решении может
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появиться даже и а том случае, когда о правой части был только 
косинус.

З а д а ч а  1. В каком виде можно записать частные решения следующих 
13 уравнений:

I, 2) x +  x = t2; 3, 4) х ± х  =  е̂ '\ 5, 6) x + x — te~'\

7, 8) i ' ± x  =  / 3 s ¡n / ;  9, 10) л ± х  =  te' cos /;

I I ,  12) x'zt2 ix=  / V  sin /; 13) x, V 4x =  t2e' eos <?

6. М е т о д  к о м п л е к с н ы х  а м п л и т у д .  В случае комплексных корней 
обычно проще проводить вычисления следую щим обр азом .

П усть  уравнен ие  (3) вещ ественно  и ф ункция / ( / )  п р едстав лен а  как  
ве щ е ст вен н а я  часть  комплексной  ф ункции, f(t) =  ReF(t).  П у сть  Ф — 
комплексное реш ение ур авнен ия  а ( 0 ) Ф  =  / \  Тогда ,  в з я в  вещ ествен н ую  
часть ,  у б е ж д а ем ся ,  что a(D)  <р =  / ,  где  cp =  R e ®  (поскольку  a = R e a ) _

И та к ,  чтобы найти решения линейного неоднородного уравнения 
с правой частью f, достаточно рассмотреть f как вещественную часть 
комплексной функции F, решить уравнение с правой частью F и взять 
вещественную часть решения.

П р и м е р  1. П усть  /  ( t ) =  cos ш / =  Re еш1. Степень квазим н огочл ен а  
F(t )  =  eml р авна  0, поэтому реш ение Ф  мож но и скать  в виде C / V “1, 
где С — ком плексная  постоян ная  (к о ­
т о р а я  и н азы в ается  комплексной ампли­
тудой),  V — к р а т н о с т ь  к о р н я  iw.
О кончательно

С содержит информацию и об амплитуде 
(г), и о фазе (0) вещественного решения.

П р и м е р  2. Рассмотрим поведение ^ ¿ еми-ви?ГеГ.™ ыГ(0^“?. "°Д 
маятника (рис. 184) (или иной линей­
ной колебательной системы, например груза на пружине или электриче­
ского колебательного контура) при воздействии внешней периоди­
ческой силы:

Характеристическое уравнение Я2 +  ы2 =  0 имеет корни Я = ± к о .  
Если v2=̂ ¿co2, то частное решение следует искать в виде Ф =  Сеа'. 
Подставляя в уравнение, находим

Ф (i) =  г t" cos (at +  0).

Таким образом, комплексная амплитуда

ф(/) =  Яе (С /V й'). 

Если С — геЛ, то

( А  =  / (t), ¡ (t) — cos v/ =  Re e"1.

(4)

Величину С можно записать в тригонометрическом виде: C = r ( v )  e‘0(v)
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С о г л а с н о  ф о р м у л е  ( 4 ) ,  а м п л и т у д а  г и ф а з а  0 им ею т  у к а з а н н ы е  на 
р ис .  185 з н а ч е н и я * ) .  В е щ е с т в е н н а я  ч а с т ь  Ф  р а в н а  г c o s  (\t  -f- 0). И т а к ,  
о б щ е е  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  и м е ет  вид

х =  г cos (W +  0) +  Ci c o s  (ш/ +  0 i ) ,

где  С | и 0 | —  п р о и з в о л ь н ы е  п о с то я н н ы е .
С л е д о в а т е л ь н о ,  колебание маятника под воздействием внешней силы 

состоит из «вынужденного колебания»  r c o s ( v /  +  0) с частотой внеш­
ней силы и «свободного колебания» с собственной частотой со.

г , II
-в\

к —

rt

со V со V
Рнс. 135. Амплитуда и фаза маятника без трепня как функция частоты внешней силы.

З а в и с и м о с т ь  а м п л и т у д ы  г в ы н у ж д е н н о г о  к о л е б а н и я  о т  ч а с т о т ы  
в н е ш н е й  с и л ы  V и м еет  х а р а к т е р н ы й  р е з о н а н с н ы й  вид :  чем б л и ж е  ч а с т о т а  
в н е ш н е й  си л ы  к с о б с т в е н н о й  ч а с т о т е  со, т ем  с и л ь н е е  о н а  р а с к а ч и в а е т  
си ст е м у .

Э т о  я в л е н и е  р е з о н а н с а ,  н а б л ю д а е м о г о  при  с о в п а д е н и и  ч а с т о т ы  
в н е ш н е й  с и л ы  с с о б с т в е н н о й  ч а с т о т о й  к о л е б а т е л ь н о й  с и с т е м ы ,  и м е ет  
о ч е н ь  б о л ь ш о е  з н а ч е н и е  в п р и л о ж е н и я х .  Н а п р и м е р ,  при р а с ч е т а х  в с я ­
к о г о  р о д а  с о о р у ж е н и й  п р и х о д и т с я  с л е д и т ь  з а  т е м ,  что бы  с о б с т в е н н ы е  
ч а с т о т ы  с о о р у ж е н и я  не б ы л и  б л и з к и  к ч а с т о т а м  в н е ш н и х  с и л ,  к о т о р ы е  
о н о  б у д е т  и с п ы т ы в а т ь .  В п р о т и в н о м  с л у ч а е  д а ж е  м а л а я  с и л а ,  д е й ­
с т в у я  в  т е ч е н и е  д л и т е л ь н о г о  в р е м е н и ,  с м о ж е т  р а с к а ч а т ь  с о о р у ж е н и е  
н р а з р у ш и т ь  его .

Рис. 180. Сумма двух гармоний с близкими частотами (биения) к се предел в случае резонанса 

(раскачка).

Ф а з а  в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а н и й  0 с к а ч к о м  и з м е н я е т с я  н а  — я  при 
п е р е х о д е  V  ч е р е з  р е з о н а н с н о е  з н а ч е н и е  со. П р и  V , б л и з к и х  к  со, н а б л ю ­
д а ю т с я  « б и е н и я »  (р н с .  1 8 6 ) :  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  м а я т н и к а  то  р а с т е т  
( п о к а  с о о т н о ш е н и е  ф а з  м а я т н и к а  и в н е ш н е й  си л ы  т а к о в о ,  ч т о  в н е ш н я я  
с и л а  р а с к а ч и в а е т  м а я т н и к ,  с о о б щ а я  е м у  э н е р г и ю ) ,  то у б ы в а е т  (к о г д а  
с о о т н о ш е н и е  ф а з  м е н я е т с я ,  т а к ,  что  в н е ш н я я  с и л а  т о р м о з и т  м а я т н и к ) .

*) В ы бо р  0 =  — л  ( а  не  -}*л) при  v \>  и  о п р а в д а н  прим ер ом  3 н иж е .
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Ч е м  б л и ж е  ч а с т о т ы  V и со, тем  м е д л е н н е е  м е н я е т с я  с о о т н о ш е н и е  
ф а з  н тем  б о л ь ш е  п е р и о д  би ени й .  П р и  п е р и о д  биений  с т р е ­
м и т с я  к б е с к о н е ч н о с т и .

П р и  р е з о н а н с е  ( у = с о )  с о о т н о ш е н и е  ф а з  п о с т о я н н о  и в ы н у ж д е н н ы е  
к о л е б а н и я  м о гу т  н а р а с т а т ь  н е о г р а н и ч е н н о  (рис .  186).

Д е й с т в и т е л ь н о ,  по о б щ е м у  п р а в и л у  при \' =  со ч а с т н о е  р е ш е н и е  
и щ е м  в в и д е  х =  Ие С7е,ш'. П о д с т а в л я я  в у р а в н е н и е ,  н а х о д и м  С —

/
=  1/(2/со), о т к у д а  х — —  бш  со/ (рис .  186) .  В ы н у ж д е н н ы е  к о л е б а н и я  не- 

2 со
о г р а н и ч е н н о  н а р а с т а ю т .

П р и м е р  3. Р а с с м о т р и м  м а я т н и к  с т р ен и ем  х  +  1гх+ со2х =  / (/). 
Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  Л2 +  &Л +  а)2 =  0  и м еет  к о р н и  (р и с .  187)

> Mi)
LSI

Л
-се

|- i ß
-ICO

Рис. J87. Собственные числа 

уравнения маятника с тре*

(Ü

ннсм как функции частоты внешней силы.

к I к2
Ш ,  где  « — 2" .  ^  = ~ у  ш2 — 4 " '  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  к о э ф ­

ф и ц и е н т  т р е н и я  к п о л о ж и т е л е н  и н е в е л и к  (/г2 < 4 с о 2).  Р а с с м о т р и м  г а р м о ­
н и ч е с к у ю  в н е ш н ю ю  с и л у  / ( / )  =  соэ  \’/ =  Р е  е"'1. Е сл и  к о э ф ф и ц и е н т  т р е ­
н и я  к о т л и ч е н  от  0 , то  IV не м о ж е т  б ы т ь  к о р н е м  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  
у р а в н е н и я  ( т а к  к а к  \ \ , 2  и м е ю т  н е н у л е в ы е  в е щ е с т в е н н ы е  ч а с т и ) .  П о э т о м у  
р е ш е н и е  с л е д у е т  и с к а т ь  в в и д е  е С е1' 1. П о д с т а в л я я  в у р а в н е н и е .

н а й д е м

(О2 —  V + f c ( V
(5)

, ,1спр
1

p(iy) \ а
Г I 1 ■'чУ-и,

v<0 V J  ы* - Р

p llv = сог -  v2 + kiv

З а п и ш е м  С  в  т р и г о н о м е т р и ч е с к о й  ф о р м е :
С  =  ге’°. Г р а ф и к и  з а в и с и м о с т и  а м п л и т у д ы  г и 
ф а з ы  0 в ы н у ж д е н н о г о  к о л е б а н и я  о т  ч а с т о т ы  
в н е ш н е й  с и л ы  и м е ю т ,  с о г л а с н о  ( 5 ) ,  вид, и з о б ­
р а ж е н н ы й  на  рис .  188.

Э т и  г р а ф и к и  п о с т р о е н ы  с л е д у ю щ и м  о б р а ­
зо м .  Р а с с м о т р и м  з н а м е н а т е л ь  д р о б и  ( 5 ) ,  т . е. 
з н а ч е н и е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  м н о г о ч л е н а  р на  м н и м о й  о си .  О б р а з  
о т о б р а ж е н и я  v ь*- р (/v) =  со"’ — v 2 +  /г/v н а з ы в а е т с я  кривой Михайлова 
И з  ф о р м у л ы  (5) в и д н о ,  что э т а  к р и в а я  ( д л я  н а ш е г о  у р а в н е н и я )  я в л я ­
е т с я  п а р а б о л о й .  О н а  и з о б р а ж е н а  на рис .  189. Е с л и  к о э ф ф и ц и е н т

Рис. 180. Значения характеристи­

ческого многочлена на мнимом 

осп.

- 7 В. И. Арнольд



194 ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ [ГЛ. 3

т р е н и я  к м а л ,  п а р а б о л а  « б л и з к а »  к д в а ж д ы  п р о й д е н н о м у  л у ч у  в е щ е с т ­
в ен н о й  осн .

Т е п е р ь  л е г к о  п о с т р о и т ь  о б р а з  о т о б р а ж е н и я  v h >-C(v) =  l / p ( / v ) — э т а  
к р и в а я  н а з ы в а е т с я  амплитудно-фазовой характеристикой. Д л я  ее  п о ­
с т р о е н и я  д о с т а т о ч н о  п р о д е л а т ь  с к р и в о й  М и х а й л о в а  и н в е р с и ю  и о т р а ­
ж е н и е  в в е щ е с т в е н н о й  оси .  Ч а с т ь  к р и в о й  М и х а й л о в а ,  б л и з к а я  к  О, 
п о ч ти  н е о т л и ч и м а  от  п а р ы  о т р е з к о в  п р я м ы х  и с о о т в е т с т в у е т  о к р е с т н о ­
с т я м  р а д и у с а  п о р я д к а  k т о ч е к  со и — со оси  v. П р и  и н в е р с и и  п р я м ы е  

п е р е х о д я т  в о к р у ж н о с т и ,  п о э т о м у  а м п л и т у д н о ­
ф а з о в а я  х а р а к т е р и с т и к а  с о д е р ж и т  д в а  у ч а с т к а ,  
б л и з к и х  к  б о л ь ш и м  о к р у ж н о с т я м  ( д и а м е т р а  
1/(&со)) (ри с .  1 9 0 ) .  Н а  оси v э т и  о к р у ж н о с т и  о т в е ­
ч а ю т  м а л ы м  ( п о р я д к а  к) о к р е с т н о с т я м  р е з о н а н с ­
ны х  з н а ч е н и й ,  со и — со: в с я  о с т а л ь н а я  ч а с т ь  
оси  V с о о т в е т с т в у е т  с о е д и н я ю щ е й  о к р у ж н о с т и  
п е р е м ы ч к е  и к о н ц е в ы м  д у г а м .

И з у ч и в  т а к и м  о б р а з о м  о т о б р а ж е н и е  v к>- С  (v), 
м ы  у ж е  б е з  т р у д а  и с с л е д у е м  з а в и с и м о с т ь  от v 
м о д у л я  и а р г у м е н т а  к о м п л е к с н о й  а м п л и т у д ы  С: 
их г р а ф и к и  и п р и в е д е н ы  н а  р ис .  188.

О б щ е е  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я

x = r  co s  (v/ +  0) +  C i e ~ a' c o s  (S2/ + 0 i )

п о л у ч а е т с я  д о б а в л е н и е м  к ч а с т н о м у  р е ш е н и ю  о б щ е г о  р е ш е н и я  о д н о ­
р о д н о г о  у р а в н е н и я  C ie~ al c o s  ( Q / - | - 0 i ) .

П р и  t->- - f  оо э т о  с л а г а е м о е  с т р е м и т с я  к 0, т а к  что  о с т а е т с я  т о л ь к о  
о д н о  в ы н у ж д е н н о е  к о л е б а н и е  x = r  co s  (v/ +  0).

С р а в н и м  п о в е д е н и е  м а я т н и к а  при  н у л е в о м  ( р и с .  185) и при  п о л о ­
ж и т е л ь н о м  ( р и с .  188) з н а ч е н и я х  к о э ф ф и ц и е н т а  т р е н и я .

М ы  в и д и м ,  ч т о  влияние малого трения на резонанс приводит к чиму, 
что амплитуда колебаний при резонансе растет не бесконечно, а до 
определенной конечной величины, обратно пропорциональной коэффи­
циенту трения.

Д е й с т в и т е л ь н о ,  ф у н к ц и я  г (v), в ы р а ж а ю щ а я  з а в и с и м о с т ь  а м п л и т у д ы  
у с т а н о в и в ш и х с я  к о л е б а н и й  о т  ч а с т о т ы  в н е ш н е й  с и л ы ,  и м е е т  в б л и з и
V =  со р е з к о  в ы р а ж е н н ы й  м а к с и м у м  (р и с .  1 8 8 ) .  И з  ф о р м у л ы  (5) в и дн о ,  
ч т о  в ы с о т а  э т о г о  м а к с и м у м а  р а с т е т  п р и  у м е н ь ш е н и и  к, к а к  1 /(£со).

С  « ф и з и ч е с к о й »  т о ч к и  з р е н и я  к о н е ч н о с т ь  а м п л и т у д ы  у с т а н о в и в ­
ш и х с я  в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а н и й  при  н е н у л е в о м  з н а ч е н и и  к о э ф ф и ц и е н т а  
т р е н и я  л е г к о  п р е д в и д е т ь ,  п о д с ч и т а в  б а л а н с  э н е р г и и .  П р и  б о л ь ш и х  
а м п л и т у д а х  п о т е р я  эн е р г и и  н а  т р е н и е  б о л ь ш е ,  чем  э н е р г и я ,  с о о б щ а е м а я  
м а я т н и к у  в н е ш н е й  с и л о й .  П о э т о м у  а м п л и т у д а  б у д е т  у м е н ь ш а т ь с я ,  п о к а  
не  у с т а н о в и т с я  р е ж и м ,  в  к о т о р о м  п о т е р и  э н е р г и и  на  т р е н и е  у р а в н о ­
в е ш и в а ю т с я  р а б о т о й  в н е ш н е й  с и л ы .  В е л и ч и н а  а м п л и т у д ы  у с т а н о в и в ­
ш и х с я  к о л е б а н и й  р а с т е т  о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л ь н о  к о э ф ф и ц и е н т у  т р е ­
н и я ,  к о гд а  он  с т р е м и т с я  к н у л ю .
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Сдвиг фазы 0 всегда отрицателен: вынужденное колебание отстает 
от вынуждающей силы.

З а д а ч а  1. Д о к а з а т ь ,  что всякое  решение линейном неоднородной системы у р а в ­
нений с постоянными коэф ф и ц иентами  и правой ч астью  в виде суммы к в азим н огоч лен ов  
с векторными коэффициентами

/= E * V I » . , ?  
í k

я в л я е тс я  суммой квазимногочленов  с векторными коэффициентами .
З а д а ч а  2. Д о к а з а т ь ,  что всякое  решение линейного  неоднородного  в озвратного  

у р авн ен и я  с правой частью  в виде суммы квазимногочленов

>r„ +  a i x „ _ i - f  ... + a t x „ - k = f  (п)

я в л я е тс я  суммой квазимногочленов.  Н а й т и  ф ормулу  д ля  общ его  чл ен а  п о с л е д о в а т е ль ­
ности 0, 2, 7, 18, 41, 83, ... (х„ =  2 х „ - \  + п ) .

7. Применение к расчету слабо нелинейных колебаний. П р и  и с с л е ­
д о в а н и и  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  о т  п а р а м е т р о в  п р и х о д и т с я  
р е ш а т ь  л и н е й н ы е  н е о д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я  —  у р а в н е н и я  в  в а р и а ц и я х  
( с м .  § 3 ) .  В ч а с т н о с т и ,  есл и  « н е в о з м у щ е н н а я »  с и с т е м а  л и н е й н а ,  то  
з а д а ч а  ч а с т о  с в о д и т с я  к р е ш е н и ю  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с п р а в о й  ч а с т ь ю  
в в и д е  с у м м ы  э к с п о н е н т  (и л и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й )  и л и  к в а з и ­
м н о г о ч л е н о в .

З а д а ч а  1. И ссл е д о ва ть  зави си м ость  периода  колебаний м а я т н и к а ,  о п исы в аем ого  
уравн ен ием  л?= — sin х, от амплитуды Л, с ч и та я  последнюю малой.

Ответ. Г =  2 л ( 1 + Л 2/ 1 б  +  0 ( Л <) ) .
Н апри м ер ,  при угле отклонения 30° период больше периода малых колебани й  на 2 %. 
Р е ш е н и е .  Р а ссм отри м  решение уравн ен и я  м аятни ка  с н ач а л ь н ы м  условием 

х (0 )  =  Л, д:(0) =  0 как функцию от Л.
По теореме о дифференцируемой  зависим ости  от н ач альны х  у с л о ви й  эта  функция 

г л а д к а я .  Р а з л о ж и м  се в ряд  Тейлора по Л вблизи Л =  0:

х  =  Ах\  (/)-{-Л 2л‘2 (/) +  А Зл*з (/)-{— О (/14)-

Т огда

x  =  Ax¡ + А 2Х! + A 3x¡ +  0  (Л 4),

х =  А х  i -f-Л 2л'2 Л^Хз О (Л 4),

s in х =  А х  1 - M V s - M 3 (дгз —* ? / 6) + О  (Л*).

Уравн ен и е  х — — sin х  выполнено при любом А.  Отсюда находим у р авн ен и я  д л я  x¡, Х 2, хз'.

X i  =  —  -vi, Х 2 —  —  Х 2, x z  =  —  X3+ X 1/ 6. (б)

Н а ч а л ь н о е  условие х (0 )  =  Л ,  х ( 0 )  =  0 вы полнено  при любом А. О т с ю д а  находим 
н ач ал ь н ы е  условия д ля  уравнений  (6) :

XI (0) =  1. Х2 (0) =  л'з (0) =  х, (0) =  хг (0) =  х3 (0) =  0. (7)

Р е ш а я  уравн ен ия  (6) при условиях (7 ) ,  находим a : i = c o s í ,  *2= 0, а д л я  хз получаем 
уравнение

дг’з +А'з = (cos3 0 /6 ,  xi (0) =  х’з (0) =  0.

Р е ш а я  это уравнение (хотя бы методом комплексных амп ли туд) ,  находим

лгз =  сс ( c o s / — cos  3/) +  P¿ sin í,

где a =  1/192, p = l/1 6 .

7*
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Итак ,  влияние  нелинейности (sin х ф х )  на колебания м ая тн и к а  с в о д и т с я * )  к д о б а в ­
лению с лагаем ого  4 3.v3 +  0  (Л*):

а" — Л cos I + Л 3 [a  (cos  I — cos 3 / ) + р /  s in  í] + 0  ( Л 1).

П ериод колебаний Т н аходится  как точка м аксим ума х  (I), б л и зкая  к 2л  при малых А. 
Э та точка находится  из услови я  а'(7") =  0, т. е.

Л ( — sin  / +  Л 2 [({i — a )  sin Г +  З а э т Э Г  +  рГ  cos  Г] +  О (Л3) ] =  0.

Решим это уравн ен ие  прибли ж ен но при малых Л. П ол о ж и м  Г = 2 д  +  н- Д л я  и получим 
уравнение

s in  и = Л 2 [2лР +  0  («)] +  0  (Л 3).

По теореме-  о “ неявной" функции ""и =  2 лрЛ2 +  0 ( Л 3)г т . -  е. 7"=2л(1  4 - Л 2/ 1 6  +  о (Л 2)). 
Ввиду  четности Т по А,  о ( Л 2) = 0 ( Л 4).

З а д а ч а  2. И с сл е д о в ать  зави сим ость  периода  колебаний  от амплитуды Л для  
уравнения

х  +  а ^ х + а х 1 +  6aj  = 0.

Ответ. Т = — \  1 + f - ^ V ------^ Л г + ° ( Л 2) ] -о) [  T \12u)4 8м2/ J

3  а д  а ч а 3. П олучи ть  те ж е  результаты из явной ф орм улы  д ля  периода (§ 12, п. 7)

§ 2 7 . Л инейны е неавтоном ны е уравнения

Т а  ч а с т ь  т е о р и и  л и н е й н ы х  у р а в н е н и и ,  к о т о р а я  не з а в и с и т  о т  и н в а ­
р и а н т н о с т и  о т н о с и т е л ь н о  с д в и г о в ,  л е г к о  п е р е н о с и т с я  н а  л и н е й н ы е  у р а в ­
н е н и я  и с и с т е м ы  с п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

1. О п р е д е л е н и е .  Линейным (однородным) уравнением с перемен­
ными коэффициентами**) мы б у д е м  н а з ы в а т ь  у р а в н е н и е

х — А (t) х, x e R \  A(t): Rn- > R \  (1)

где  t п р и н а д л е ж и т  и н т е р в а л у  I в е щ е с т в е н н о й  о си .  Э т о т  и н т е р в а л  м о ж е т  
с о с т а в л я т ь  в сю  о с ь  К.

Г е о м е т р и ч е с к и  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1) и з о б р а ж а ю т с я  и н т е г р а л ь ­
н ы м и  к р и в ы м и  в п о л о с е  / X R "  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  
(р и с .  191). К а к  о б ы ч н о ,  мы б у д е м  п р е д п о л а г а т ь  ф у н к ц и ю  A (t) г л а д -  
кой ***).

П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  х =  —  ы 2а \  Ч а с т о т а  w 
о п р е д е л я е т с я  д л и н о й  м а я т н и к а .  К о л е б а н и я  м а я т н и к а  п е р е м е н н о й  д л и н ы  
о п и с ы в а ю т с я  а н а л о г и ч н ы м  у р а в н е н и е м :  х = — u>2(í)x. Э т о  у р а в н е н и е

*) З д е сь  полезно вспомнить о ды рявом ведре (см. п р едостереж ени е  в § 7,  п. 5 ) :  
из появления «векового» с л аг аем о г о  t sin t в форм уле  д л я  хз нельзя д е л а т ь  никаких 
выводов о поведении м аятни ка  при / —► оо. Н аш е  прибли ж ен ие  справедливо  лиш ь на ко­
нечном и нтервале  времени; при больш их t слагаем ое  О (Л 4) стан ови тся  больш им.  И действи ­
тельно,  н асто я щ ее  реш ение уравн ен ия  колебаний м а я т н и к а  остается  ограниченным 
(величиной  А)  при всех /,  к а к  это видно из зак о н а  сохран е ни я  энергии.

**) Мы предполагаем, что коэффициенты вещественны.  Комплексный случай вполне 
аналогичен.

***) Д остаточно  было бы предполагать функцию A (t) непрерывной (см. ниже § 32, 
п. 6. стр. 23) .
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можно записать в виде ( 1 ):

{
Примером маятника переменной длины являются качели: изменяя поло­
жение своего центра тяжести, человек на качелях периодически изме­

няет величину параметра ш (рис. 192).

общим теоремам гл. 2  существует решение, определенное в некоторой 
окрестности точки /о- Для нелинейного уравнения это решение может 
не продолжаться на весь интервал /  (рис. 193). Особенностью линейных 
уравнений является то, что для них уход в бесконечность за конечное 
время невозможен.

Т е о р е м а .  Всякое решение уравнения (1) можно продолжить на 
весь интервал I.

Причина заключается в том, что для линейного уравнения

Аккуратное  д о к а за т е л ь ст в о  проводится ,  например,  так.  Пусть  [а, Ь] — компактный 
отрезок в /. Тогда на отрезке [а, Ь\ норма *) оператора  А (С) ограничена:

Д о к а ж е м  следую щ ую а п р и о р н у ю  о ц е н к у :
Если решение ф определено на отрезке [/о,/] (рис. 194), то

Д л я  нулевого решения это  очевидно. Если <р(/0)=г^О, то <р(т) не о б р ащ ается  в 0 по теореме 
единственности.  П о л о ж и м  г ( т ) =  || ф (т ) | | . Ф ун кц и я  / , ( т )  =  1 п г2 определена  при / о ^ т ^ /  

По условию, ¿ < 2 г г / г 2< 2 С .  П оэтом у Ь ( 0 ^ £  ( / о ) + 2 С  {( — /о ),  что и д о к а з ы в а е т  
апри орную  оценку  (2) .

Рис. 191. Интегральные 

кризис лнмсГжого урав­
нения.

Рис. 192. Качели. Рис. 193. Непродолжлемое 

решение уравнения х = хг

11*11 < С  ||лс||,
и поэтому решение растет не быстрее еа .

IIЛ ( 0 | [ < С  =  С ( а ,  Ь).

И т (0! Ю С ( '  ' о)11<р(/о)!1.

*) М ы предполагаем ,  что в Я4 вы б ран а  к а к а я -н и б у д ь  евклидова  метрика.
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Пусть теперь 1!*о!!2 =  В >  0. Рассмотрим компакт  в расширенном фазовом про­
странстве (рис 195)

/■ =  { / , ж: ||лг||г< 2Ве2<:(4 _ “) 1.
По тс-ореме п родолжен ия ,  решение с начальным условием ф(г'0)=д:о  п р о д о л ж ается  
вперед до границы цилиндра  Т7 Г р а н и ц а  цилиндра  У7 состоит из т орц ов  ( / = а ,  1 ~ Ь )

Т

а г0 ? Ь £

Рис 104. Ллрнсрнзя оценка ростз решения 
на [п, Ь)

и Соковой поверхности (||дс||2 =  2В<?2С^  ). Н а  боковую поверхность  реш ение выйти

не может,  так  как,  согласно априорной  оценке,  || ф (ОН < Ве~С Ь̂~ а\  И т а к ,  решение 
п родолж ае тся  вправо до 1— Ь. Аналогично  д ока зы ва ется  продолжение влево  до а.

Ввиду произвольности  а и Ь, теорема  д о к а за н а .

3. Л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  р е ш е н и й .  Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  X  в се х  
р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (1 ) ,  о п р е д е л е н н ы х  н а  всем  и н т е р в а л е  I. П о с к о л ь к у  
р е ш е н и я  —  э т о  о т о б р а ж е н и я  «р: I - >  Я'1 со  з н а ч е н и я м и  в л и н е й н о м  ф а з о ­
вом  п р о с т р а н с т в е  Я", то  их м о ж н о  с к л а д ы в а т ь  и у м н о ж а т ь  н а  ч и с л а :  
(с1ф| +  Сгф)) (0 =  С1 ф1 (0  ~Н с 2<рг (0-

Т е о р е м а .  Множество X  всех решений уравнения  ( 1 ) ,  определен­
ных на интервале / ,  является линейным пространством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Э т о  о ч е в и д н о :

(С| ср! + С 2ф2) =  С1ф| + с 2ф2 — С1Лф| +  С2Лф2= Л  (С1ф1 +  С2ф2).

Т е о р е м а .  Линейное пространство X  решений линейного уравне­
ния изоморфно фазовому пространству  К' 1 этого уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  / е / .  Р а с с м о т р и м  о т о б р а ж е н и е

В г . х - + К п, В , ф = ф ( 0 ,

с о п о с т а в л я ю щ е е  к а ж д о м у  р е ш е н и ю  ф его  з н а ч е н и е  в м о м е н т  /.
О т о б р а ж е н и е  В ( л и н е й н о  ( т а к  к а к  з н а ч е н и е  с у м м ы  р е ш е н и й  р а в н о  

с у м м е  их з н а ч е н и й ) .  Е го  о б р а з  —  все  ф а з о в о е  п р о с т р а н с т в о  Я'1, т а к  
к а к  по т е о р е м е  с у щ е с т в о в а н и я  д л я  л ю б о г о  Х о е Д ' 1 с у щ е с т в у е т  р е ш е н и е  <р 
с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  ф(/о)  =  *о. Я д р о  о т о б р а ж е н и я  В , р а в н о  0, т а к  к а к  
р е ш е н и е  с н у л е в ы м  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  <р(/о) =  0 р а в н о  н у л ю  т о ж д е с т ­
в ен н о  по т е о р е м е  е д и н с т в е н н о с т и .

И т а к ,  В ,  —• изоморфизм X  на И'1. Э т о  —  о сн о в н о й  р е з у л ь т а т  т е о р и и  
л и н е й н ы х  у р а в н е н и й .  ^

О п р е д е л е н и е .  Фундаментальной системой решений  у р а в н е ­
ни я  (1) н а з ы в а е т с я  б а з и с  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  р е ш е н и й  X.
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З а д а ч а  1. Н а й т и  ф у н д а м е н т а л ь н у ю  с и с т е м у  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  ( 1 )  где

Л--

И з  д о к а з а н н о м  т е о р е м ы  в ы т е к а ю т :
С л е д с т в и е  1. Всякое уравнение ( 1)  имеет фундаментальную 

систему из п решении гр........ . (р.,.
С л е д с т в и е  2.  Всякое решение уравнения  ( 1)  является линей­

ной комбинацией решений фундаментальной системы.
С л е д с т в и е  3. В с я к и е  п + 1  решений уравнения  (1) линейно за ­

висимы.
С л е д с т в и е  4.  Соответствующие 

уравнению  (1 )  отображения за время 
от Iо до Л (ри с .  196)

^  =  В ,А 7 ‘: Г + Г

Рис. 106. ЛмисГ'пое преобразование • фа 
зового пространства, осуществляемое ре­

шениями липеппого уравнения за время 
от /о до /|.

являются линейными изоморфизмами.
4 .  О п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о го .  П у с т ь  

е\, . . . ,  еп ■— н е к о т о р ы й  б а з и с  в ф а з о в о м  
п р о с т р а н с т в е  R". В ы б о р  б а з и с а  ф и к с и ­
р у е т  е д и н и ц у  о б ъ е м а  и о р и е н т а ц и ю  в R".
П о э т о м у  к а ж д ы й  п а р а л л е л е п и п е д  в ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  и м е е т  опре- .  
д е л е н н ы й  о б ъ е м .

Р а с с м о т р и м  п в е к т о р - ф у н к ц и й  гр*: / - >  R" (/г =  I , п).
О п р е д е л е н и е .  Определителем Вронского  с и с т е м ы  в е к т о р - ф у н к  

ци й  (pk н а з ы в а е т с я  ч и с л о в а я  ф у н к ц и я  W: I -*■ R, з н а ч е н и е  к о то р о й  в т о ч ­
ке  t р а в н о  ( о р и е н т и р о в а н н о м у )  о б ъ е м у  п а р а л л е л е п и п е д а ,  н а т я н у т о г о  
н а  в е к т о р ы  tpi(0 . •••.

117(0 =
Фи (0  Ф-.1 ( 0

Ф1.л ( 0  ф (л

«Г*М =  Т*.1 (0 е | +  ... Ч-ф*.я ( 0

В ча с тн о с т и ,  п у с ть  гд. — р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 1 ) .  И х  о б р а з ы  при 
п о с т р о е н н о м  в ы ш е  и з о м о р ф и з м е  В/ —  э т о  в е к т о р ы  ф а з о в о г о  п р о с т р а н ­
с т в а  (р<г(<)еКп. О н и  л и н е й н о  з а в и с и м ы ,  е с л и  и т о л ь к о  е сл и  о п р е д е л и ­
т е л ь  В р о н с к о го  р а в е н  0 в т о ч к е  I. О т с ю д а :

С л е д с т в и е  5.  Система решений (р......... гр„ уравнения  ( 1)  является
фундаментальной тогда и только тогда, когда се определитель Врон­
ского отличен от 0 в какой-нибудь точке (.

С л е д с т в и е  6. Если  определитель Вронского системы решений 
уравнения  ( 1)  равен  0  в одной точке, то он равен 0  тождественно 
при всех /.

З а д а ч а  1. М о ж е т  ли  определитель  В ронского  системы линейно н ез а в и с и ­
мых вектор-ф ункцнн  <;* тож дествен н о  р а в н ят ь ся  нулю?
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З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что  о п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о г о  ф у н д а м е н т а л ь н о й  с и ­
с т е м ы  р е ш е н и й  п р о п о р ц и о н а л е н  о п р е д е л и т е л ю  п р е о б р а з о в а н и я  з а  в р е м я  о т  / о 
д о  / ;

(/) =  ( d e t  g-'ío)  И7(<„).

У к а з а н и е .  Р е ш е н и е  см.  в п. 6.

5. Случай одного уравнения. Рассмотрим одно уравнение /г-го по­
рядка

A.-(n)+aiA-c',- 1)+  •• + a „ *  =  0  (3)

с п е р е м е н н ы м и ,  в о о б щ е  г о в о р я 7 1 < о эф ф й ц и е н т а м и  a¡¡ =  ah ( / ) r ¿ e / .

Н е к о т о р ы е  у р а в н е н и я  в т о р о г о  п о р я д к а  с  п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  с т о л ь  
ч а с т о  в с т р е ч а ю т с я  в п р и л о ж е н и я х ,  ч т о  им ею т  с о б с т в е н н ы е  и м е н а ,  а  их р е ш е н и я  и з у ч ен ы  
и з а т а б у л н р о в а н ы  не менсс по дро бн о ,  чем синус  и косинус  (см ., н а п р и м е р ,  Е. Я н к е ,  
Ф.  Э м д е .  Т а б л и ц ы  ф у н к ц и й .— М .:  Н а у к а ,  1 9 7 7 ) .

1 . /  V 2 \
П р и м е р  1, Уравнение Бесселя: х +  — дг +  ̂  1 — J  х  =  0.

П  р п м е р 2. Г и п е р г е о м е т р п ч е с к о е  у р а в н е н и е  Г а у с с а :

.. (a +  p +  I ) / —V аР х -1----------------------------- х Ч--------------- х = 0.
/ ( / - 1 )  1(1-1)

П р и м е р 3. У р а в н е н и е  М а т ь е :  x + (a + b co s  t)x = 0.
М ы  м о гл и  бы  з а п и с а т ь  у р а в н е н и е  (3) в виде  с и ст е м ы  п у р а в н е н и и  

п е р в о го  п о р я д к а  и п р и м е н и т ь  п р е д ы д у щ и е  р а с с у ж д е н и я .
М о ж н о ,  о д н а к о ,  р а с с м о т р е т ь  н е п о с р е д с т в е н н о  п р о с т р а н с т в о  X  р е ш е ­

нии у р а в н е н и я  ( 3 ) .  Э т о — л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  ф у н к ц и й  (р: / - * - R. 
О н о  е с т е с т в е н н о  и з о м о р ф н о  п р о с т р а н с т в у  р е ш е н и и  э к в и в а л е н т н о й  с и ­
стем ы  п у р а в н е н и й .  И з о м о р ф и з м  з а д а е т с я  с о п о с т а в л е н и е м  ф у н к ц и и  ср 
в е к т о р - ф у н к ц и и  ф== (ср, ср, ..., <p('1 - l ) ) из  п р о и зв о д н ы х  ср. И т а к :

С л е д с т в и е ? .  Пространство X  р еш ен и й  у р а в н е н и я  (3) и зом орф но  
ф а зо во м у  пространству  R“ у р а в н е н и я  ( 3 ) ,  причем и зом о рф изм  можно  
задать, сопост авляя каж дому р еш ен и ю  с р е Х  набор зн а ч ен и й  п р о и зв о д ­
ны х в к а к ой -ни б уд ь  точке to:

ср (ср (to), ср ((о).........

О п р е д е л е н и е .  Б а з и с  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  X  н а з ы в а е т с я  
ф ундамент альной  системой р е ш ен и й  у р а в н е н и я  ( 3 ) .

З а д а ч а  1. У к а з а т ь  ф у н д а м е н т а л ь н у ю  с и с т е м у  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  ( 3 )  в с л у ч а е ,  
к о г д а  к о э ф ф и ц и е н т ы  а* п о с т о я н н ы .  Н а п р и м е р ,  д л я  х + ах = 0.

Отсст \1'е"\, где 0 ^ r < C v ,  если  ?. — к о р е н ь  х ар а к т е р и с т и ч е с к о го  у р а в н е н и я  к р а т ­
ности  у .  В с л у ч а е  к о м п л е к с н ы х  к о р н е й  (?. — а ± * ш )  н у ж н о  з а м е н и т ь  eKt н а  е*‘ co s  w/ 
ti е * ' s in  со/. В ч а с т н о с т и ,  д л я  х +  ялг =  0

c o s c a /  и s in  со/, если  а — со2> 0 ;

c h a /  и s h a /  или еЛ1 и е~а‘, если а=— а 2< 0 ;

I и /,  если с  =  0.

О п р е д е л е н и е .  Определителем Вронского системы функций 
([-: / - >  R, 1 называется числовая функция W: ! R,
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з н а ч е н и е  к о т о р о й  в т о ч к е  t р а в н о

<п( 0  ... <Гл(0
W7(/)= ф, (/) ... '¡„{t)

<6”~ц(1) .. ”(0

И н ы м и  с л о в а м и ,  э т о  — о п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о го  с и ст е м ы  с е к т о р -  
ф у н к ц и й  tps: /  R", п о л у ч ен н ы х  из ф* о б ы ч н ы м  о б р а з о м :

<Г»(0 =  (гГ*(0> (0. ■••• # _ 1, (0). * = 1 .  п-

В с е  с к а з а н н о е  об о п р е д е л и т е л е  В р о н с к о го  с и с т е м ы  в е к т о р о в - р е ш е ­
ний у р а в н е н и я  (1 )  п е р е н о с и т с я  б е з  и зм е н е н и й  на о п р е д е л и т е л ь  В р о н ­
с к о г о  с и с т е м ы  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  ( 3 ) .  В ч а с тн о с т и :

С л е д с т в и е  8.  Если определитель Вронского системы решений 
уравнения  ( 3)  'обращается в 0  хоть в одной точке, то он тождественно 
равен нулю при всех t.

З а д а ч а  2. П ус ть  определитель Вронского  двух функции равен 0 в точке  /о. 
Следует ли отсюда,  что он тождественно равен 0?

С л е д с т в и е  9.  Если определитель Вронского системы решений 
уравнения  ( 3)  обращается в 0  хоть в одной точке, то эти решения 
линейно зависимы. о

З а д а ч а  3. П у с ть  определитель Вронского  двух функций тож дествен но  р а в е н  О .  
Следует  ли отсюда,  что  эти функции линейно зависимы?

С л е д с т в и е  10.  Система п решений уравнения  ( 3)  ф ундамен­
тальна, если и только если определитель Вронского отличен от  0  хоть 
в одной точке.

П р и м е р  4. Р а с с м о т р и м  с и с т е м у  ф у н к ц и й  е , | ( , ..., е Э т и  фуик~» 
цин о б р а з у ю т  ф у н д а м е н т а л ь н у ю  с и с т е м у  р е ш е н и й  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  
в и д а  (3) ( к а к о г о ? ) .  П о э т о м у  они  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы .  З н а ч и т ,  и х  
о п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о г о  о т л и ч е н  от  0.  Н о  эт о т  о п р е д е л и т е л ь  р а в е н

eUt . . .  ew 1 . . . i
117 = . . .  1„еК1 X, . . . In

к Г ' е>-" . . . }.“- 'е ,"< 1 п— 1Ai АП-1• • « Лл
С л е д с т в и е  11.  Определитель Вандермонда

1 ... 1
... К

ХГ' ... к ~
отличен от 0,  если попарно различны.

П р и м е р  5. Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  м а я т н и к а  х  +  ш2х  =  0. Ф у н д а ­
м е н т а л ь н а я  с и с т е м а  р е ш е н и и :  ( c o s  ш(, s i n  ы/). О п р е д е л и т е л ь  В р о н с к о г о

ну__ I eos a i  sin а/ I
I _ M s¡n и / m c o s m /  I = c 0  П0СТ0ЯНПЫ11- Э т о  н е у д и в и т е л ь н о ,  т а к

к а к  ф а з о в ы й  по то к  у р а в н е н и я  м а я т н и к а  с о х р а н я е т  п л о щ а д и  (с м .  § 16, 4 ) .



202 ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ [ГЛ. 3

Посмотрим теперь, как меняется объем фигур фазового простран­
ства под действием преобразований g ‘t за время от to до / в общем 
случае.

6 . Теорема Лиувилля. Определитель Вронского системы решений 
уравнения ( 1 ) является решением дифференциального уравнения

W =  a\V, где а (/) =  tr A (t) (след А (/)). (4)

С л е д с т в и е .
I i
5 й(т) S a(i)dr

—  ИГ(1) =  е‘'—  W (t0), det g } ,= V °  —  -----  - ( 5 )

Действительно, уравнение (4) легко решить:

=  a d t , In IF— In №0=Д a(i)dx .
W J

/о

М ежду прочим, из формулы (5) снова видно, что определитель 
Вронского системы решений либо равен 0 тождественно, либо не обра­
щается в 0  ни в одной точке.

З а д а ч а  1. Найти объем о б р аза  единичного  куба 0 < х , < 1  под действием п р ео б р а ­
зо в ан и я  за  время 1 ф а зо в о го  потока системы

а’ , = 2 * 1  —  Л' 2 —  Хз , Х 2 = * |  + * 2  +  А\), Л’ а = . V |  — Х 2 — Л'з.

Р  е ш е н и е. t r  Л — 2, поэтому \V ( l ) = e ‘!'W  (0) =  е21.

И д е я  д о к а з а т е л ь с т в а  теоремы Лиувилля.
Если коэффициенты постоянны, то уравнение (4) — это формула 

Лиувилля из § 16. «Замораживая» коэффициенты A (t) (положив их 
равными значениям в некоторый момент времени т), убедимся в спра­
ведливости равенства (4) при любом т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассм отри м  линейное п реобразов ан и е  ф а зо в о го  про­
стран ства  R '1 (рис .  197) за  малое время от т до т +  Д. Это п реобразов ан и е

переводит значение любого решения <р уравнения ( 1) 
в момент т в его значение в момент т +  Д. Согласно 
уравнению ( 1),

<р ( t  +  Д) = ф  (т) +  Л (т)<р (т) Д +  о (Д),

т. с. £^ +  л = £  +  ДЛ (т) +  о (Д).
С ледовательно,  согласно § 16, коэф ф и ц и ен т  

растяжения объемов при преобразовании 
равен det I +  Да +  о (Д), где a  =  t r  А.

Но ft7(t)  — это объем параллелепипеда П,, н а ­
тянутого на значения нашей системы решений в 
момент т. Преобразование  переводит эти з н а ­
чения в систему значений той же системы решений 

в момент т +  Д. П араллелеп ип ед  П г . д, натянутый па эти новые' значения, имеет объем 
W  (т +  Д). Итак,

W ( r  +  A ) = ( d e t  £?  +  Л) Г ( т )  =  [ 1 + а ( т ) Д  +  о(Д)1 У  (т), 

откуда  w =  aV?t что и тре бовалось .

Рис. 197. Действие фазового потока 

на параллелепипед, натянутым на 
фундаментальную систему решении
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С л е д с т в и е .  Определитель Вронского системы решений уравне-

I
— 1  а,(т)(/г

ния  (3 )  равен \У (1) — е V? {/о).
З н а к  м и н у с  п о я в л я е т с я  и з - з а  того ,  чт о  при  з а п и с и  у р а в н е н и я  (3) 

в в и д е  с и ст е м ы  (1) п р и х о д и т с я  п е р е н е с т и  а 1*( л - | )  в п р а в у ю  ч а с т ь .  
Н а  д и а г о н а л и  м а т р и ц ы  п о л у ч и в ш е й с я  си стем ы

0 I

а„ .. — ai

с т о и т  т о л ь к о  —  a i .
П р и м е р  1. Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  к а ч е л е й  x -\ - f( f)x  =  0. 
Т е о р е м а .  Положение равновесия х =  х =  0 ни при каком [ не 

мож ет быть асимптотически устойчивым.
Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  к а к о й - н и б у д ь  б а з и с  г| в п л о ­

с к о с т и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  R2 (ри с .  1 9 8 ) .  У с т о й ч и в о с т ь  о з н а ч а л а  б ы ,  
ч т о  g}o§ -> '0  и g¡0i i - > 0 .  Т о г д а  д л я  
с о о т в е т с т в у ю щ е й  ф у н д а м е н т а л ь ­
н о й  с и с т е м е  W (t)->0.

Н а ш е  у р а в н е н и е  э к в и в а л е н т н о  
с и с т е м е

Х\—Х2, *2 = — / ( 0 * 1

с м а т р и ц е й  ' 4 = ^   ̂ ^  • П о ­

с к о л ь к у  ir Л =  0, то W ( 0  =  c o n s t  
в о п р е к и  W  ->- 0.

Рис. 198. Фазовый поток асимптотически устой­
чивой линейной системы.

З а д а ч а  2. Ра ссм отри те  качели  с трением х +  а  (/) х  +  м2 (I) х  — 0. П о к а ­
ж ите ,  что асимптотическая  устойчивость  н ев о зм о ж н а ,  если коэф ф и ц иент  трени я  
отри ц ате лен  ( а ( / ) < 0  V/)..

Верно  ли, что при п олож и тельном коэф ф и ц иенте  трени я  п олож ен ие  р а в н о ­
весия  (0, 0) всегда устойчиво?

3  а  м е ч а н и е .  Дивергенцией  в е к т о р н о г о  п о л я  V в е в к л и д о в о м  
п р о с т р а н с т в е  Я'1 с д е к а р т о в ы м и  к о о р д и н а т а м и  XI н а з ы в а е т с я  ф у н к ц и я

d i v - Z

В ч а с тн о с т и ,  для линейного векторного поля v(x) =  A x  дивергенция  —  
это след оператора Л:

d i v / l *  =  t r  А.

Д и в е р г е н ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я  о п р е д е л я е т  с к о р о с т ь  р а с т я ж е н и я  о б ъ ­
е м о в  с о о т в е т с т в у ю щ и м  ф а з о в ы м  п о то к о м .

П у с т ь  D  —  о б л а с т ь  в е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  у р а в н е н и я  x =  v(x) 
(н е  о б я з а т е л ь н о  л и н е й н о г о ) .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  D  (/) о б р а з  о б л а с т и  D  
п о д  д е й с т в и е м  ф а з о в о г о  п о т о к а  и ч е р е з  V  ( t) о б ъ е м  о б л а с т и  D  (/).
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З а д а ч а *  3. Докажите следующую теорему. 
Т е о р е м а  Л  и у в и л л я.

— =  \ с1 IV V ах 
сН 3

0(0
(рис. 199).

С л е д с т в и е  1. Если (11V 1> =  0, то фазовый поток сохраняет объем 
любой области.

Такой фазовый поток можно представить себе как течение несжи­
маемой «фазовой-жидкостн»-в фазовом пространстве__ ______  __

С л е д с т в и е  2. Фазовый поток уравнений Гамильтона

р —  д ——  к - 1 п
дди дрк ’

сохраняет объемы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
д2Н д Н

=  0 .
ддкдрь дрк ддк

Этот факт играет фундаментальную роль в статистической физике.
7. Теоремы Штурма о нулях решений уравнений второго порядка. 

Решения линейных уравнений второго порядка обладают своеобраз­
ными свойствами колеблемости. Штурм 
говорил о «теоремах, имя которых 
я имею честь носить».

Рис. 15Э. Ни я и гч ЬСМирниИ
дивергенции 0  сохраняет площади.

Рис. 200. Решения уравнении 0.

Рассмотрим уравнения с постоянными коэффициентами (рис. 200): 

а  +  со2л: =  0 , а" —  к2х  =  0.

Решения первого уравнения имеют бесконечно много нулей. Расстояние 
между двумя последовательными нулями любого его ненулевого реше­
ния равно л/к>. Каждое решение второго уравнения, не равное нулю 
тождественно, имеет не более одного нуля. В обоих случаях между 
каждыми двумя нулями любого не равного тождественно нулю реше­
ния уравнения есть нуль любого другого решения.

Теоремы Штурма показывают, что аналогичные явления имеют 
место и для уравнений с переменными коэффициентами

л:+ (? ( 0 л' =  0  (6 )

(более общее уравнение х +  р (/)*  +  <? (/) л- =  0  легко приводится к 
виду (С)).



Р а с с м о т р и м  д л я  у р а в н е н и я  (6)  ф а з о в у ю  п л о с к о с т ь  с  к о о р д и н а т а м и  
(х ,у  =  х). Ф а з о в ы е  к р и в ы е  н е а в т о н о м н о г о  у р а в н е н и я  м о гу т  п е р е с е ­
к а т ь с я .  Т е м  не м е н е е  н е к о то р у ю  и н ф о р м а ц и ю  о б  этих  к р и в ы х  д л я  
у р а в н е н и я  в т о р о г о  п о р я д к а  п о л у ч и т ь  м о ж н о .  Э т а  и н ф о р м а ц и я  и л е ж и т  
в о с н о в е  т е о р е м ы  Ш т у р м а .

П р е д л о ж е н и е  1. Фазовые кривые уравнения  ( 6)  пересекают 
луч  А' =  0,  0 в сторону возрастания х, а луч а  =  0,  у <  0  —  в сторону 
убывания х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а п и ш е м  у р а в н е н и е  (6 )  в в иде  с и с т е м ы

х = у ,  - у = —  д{()х.

Н а  п р я м о й  х  =  0  в е к т о р  ф а з о в о й  с к о р о с т и  при л ю б о м  у  и м е ет  к о м п о ­
н енты  (у, 0) (рис .  2 0 1 ) ,  чт о  и д о к а з ы в а е т  п р е д л о ж е н и е  1.
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Рис. 201.^ Фазовая плоскость Рис. 202. Доказательство

уравнения х+  <7 (/) х =  0 . теоремы о нулях.

З а м е т и м ,  чт о  при  у ф 0  век т о р  ф а з о в о й  с к о р о с т и  на оси х — 0 о т л и ч е н  
о т  ну л я .  П о э т о м у  н у л и  л ю б о г о  (не  р а в н о г о  нулю  т о ж д е с т в е н н о )  р е ш е ­
н и я  у р а в н е н и я  (1 )  и з о л и р о в а н ы  и на  л ю б о м  о т р е з к е  оси  / их к о н е ч н о е  
ч и сл о .

И з  п р е д л о ж е н и я  1 н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т
П р е д л о ж е н и е  2. Из любых двух последовательных пересече­

ний прямой х — 0 фазовой кривой одно происходит при у >  0 ,  а другое 
при у <  0.

О б о з н а ч и м  ч е р е з  ср п о л я р н ы й  угол ,  о т с ч и т ы в а е м ы й  от  п о л о ж и т е л ь ­
н о го  н а п р а в л е н и я  о си  у  в с т о р о н у  п о л о ж и т е л ь н о г о  н а п р а в л е н и я  о си  х. 
И з  п р е д л о ж е н и я  2  в ы т е к а е т

П р е д л о ж е н и е  3. М еж ду двумя последовательными пересече­
ниями оси х  =  0  фазовой кривой величина ср вдоль фазовой кривой 
увеличивается на л .

И з  э т о го  п р е д л о ж е н и я  о ч е в и д н о  в ы т е к а е т
Т е о р е м а .  Н а отрезке между двумя последовательными нулями 

любого решения уравнения  (1)  есть нуль любого другого решения.
Д е й с т в и т е л ь н о ,  з а м е т а ю щ и й  п о л у п л о с к о с т ь  л у ч  д о л ж е н  в п р о ц е с с е  

д в и ж е н и я  о б о г н а т ь  л ю б о й  л у ч ,  о с т а ю щ и й с я  в этой  п о л у п л о с к о с т и .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассм отри м  полярный угол <р вд оль  п ервого  и вто р о г о  
решения (рнс. 2 0 2 ) ,  <р =  а ( / ) ,  ср =  р ( / ) .  П усть  нули первого реш ения  соответствую т  
/ =  ^, ц / 2. Предположим» что для  первого реш ения  при t — t\ у >  О (если это не так ,  
изменим зн ак  первого р е ш е н и я ) .  Тогда  мы можем считать а(1\) =  0. По п редлож ени ю  3
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а ( / 2) = п .  Мы м ож ем  считать,  что 0< р ( / 1) < л  (если это не так,  изменим з н а к  второго  
р е ш е н и я ) .

Если реш ения  линейно за п и сям и ,  то нули их совп адаю т  и все д о к а за н о .  Если же 
решения линейно н езависимы,  то соответствую щ ие  им векторы на ф а зо в о й  плоскости 
в любой момент времени тож е  линейно независи мы .  С ледовательно ,  в этом случае  
при любых / (3 {1)Ф а  (/).

Итак,  р ( * 0 < я  — а  ( / г ) < р  (¿г). С л е д о в а т е л ь н о ,  на о тр езк е  [ / | . /а] с у щ е с т ­
вует 1$, для  которого  Г>(/з) =  л; это и есть нуль второго  решения.

В т о р о е  с о о б р а ж е н и е ,  л е ж а щ е е  в о с н о в е  т ео р е м  Ш т у р м а ,  с о с т о и т  
в то м ,  чт о  у г л о в а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  ф а з о в о й  т о ч к и  у р а в н е н и я  (6) 
во к р у г  н а ч а л а  к о о р д и н а т  м о ж е т  б ы т ь  я в н о  в ы ч и с л е н а .

—П ”р с д  л  о~ж~е'н н е 4 ~Обозначим~через  <р скорость изменения по­
лярного угла  ф при движении фазовой точки (х ( / ) ,< /(0 )  уравнения  ( 1 ) .  
Тогда значение  <р одинаково для всех векторов (х, у), коллинеарных 
данному, и равно

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  г  —  р а д и у с - в е к т о р  ф а з о в о й  т о ч к и ,  то  
у д в о е н н а я  с е к т о р и а л ь н а я  с к о р о с т ь  р а в н а  [г, г] и в т о  ж е  в р е м я  — г 2ф 
( п л о с к о с т ь  о р и е н т и р о в а н а  к о о р д и н а т а м и  (х, у), а  угол  ф о т с ч и т ы в а е т с я  
от  оси  у  к о си  х). П о э т о м у

что  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
И з  п р е д л о ж е н и я  4 с л е д у е т ,  чт о  при равных значениях полярного 

угла ц>Фкл радиус-вектор фазовой точки того уравнения вращ ается 
быстрее, у которого коэффициент ц больше.

О т с ю д а  л е г к о  в ы т е к а е т
Т е о р е м а  с р а в н е н и я .  Рассмотрим два уравнения вида  ( 6)

и предположим, что Тогда на отрезке между любыми двумя после­
довательными нулями любого решения первого уравнения (с меньшим 
коэффициентом, д) есть нуль любого решения второго уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П редполож и м  вн ач ал е ,  что ф  строго больше д при всех /. 
О бозн ачи м  через ф =  а ( / )  полярный угол вд оль  первого решения и через ( р = Л ( / ) — 
вд оль  второго.  К а к  выше, мы можем считать,  что О, а ( / г )  =  л, 0 < Л  ( Л ) < я .
В начальны й  момент 1\ имеем Л (/1 ) >  сс ( /1)- В дальн ей ш ем ,  при / > < / < / 2, А  (/) будет 
о с т ав а т ь с я  больш е а  (/). Действительно ,  если бы ф ун кц ия  а  в некоторый момент времени т 
впервые обогнала  бы Л, то в этот момент времени значения а  и Л совпали бы и были бы 
отличны от /гл. Но тогда  в момент обгона  радиус-вектор  догоняющей точки в р а щ а л с я  бы 
строго  медленнее  ((Л ( т ) >  а  (т) согласно п редлож ени ю  4, так  как  ( ? >  д) и обгон а  не п роизо ­
шло бы. Итак,  А  ( / г )>  а  (/2) =  я. Но А ( Л ) < л .  Значит,  существует момент /2], 
где Л (/3) =  л. Это и есть нуль второго уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о  в случае  п олучается  предельным переходом от с л у ч а я  д.

■ <7(0 х2 +  У2 
*Р=  ..2 , ..2

ф =  -

X у 
и —дх

Г х'2 +  у.2 I ,,2

х  +  д (1 )х — 0, х + ( 2 ( / ) а '  =  0
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С л е д с т в и е .  Расстояние между любыми двумя последователь 
ными нулями уравнения  (б)

а)  не больше л /со ,  если q ( ¡ ) ^ со2 V / ,
б )  не меньше п/О., если д (¡):^С12 '&1. В  частности, если д (1 )^ 0 V I , 

то никакое решение уравнения (6 ) ,  кроме тождественно равного н у л и->, 
не обращается в нуль дважды.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  П у с т ь  с т р о г о  м е ж д у  п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  
н у л я м и  м о ж н о  в с т а в и т ь  о т р е з о к  д л и н ы  л /со .  Д л я  л ю б о г о  о т р е з к и  д л и н ы  
л /с о  м о ж н о  п о д о б р а т ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ¿’ +  со2х =  0 так ,  что  э то т  о т р е ­
з о к  б у д е т  о г р а н и ч е н  п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  н у л я м и  р е ш е н и я .  Н а  этим  
о т р е з к е  у р а в н е н и е  ( 6 ) с не м ен ьш и м  чем со2 к о э ф ф и ц и е н т о м  ц не и м е е т  
нулей .

Э т о  п р о т и в о р е ч и т  т е о р е м е  с р а в н е н и я .  З н а ч и т ,  о т р е з к а  д л и н ы  л / «  
в с т а з и т ь  м е ж д у  н у л я м и  у р а в н е н и я  (6 ) н е л ь з я .

б)  Д о к а з ы в а е т с я  а н а л о г и ч н ы м  с р а в н е н и е м  с у р а в н е н и е м  . г - ) - П 2л' =  0.
И с с л е д о в а н и е  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  с п л о ш н ы х  с р е д  ( з а к р е п л е н н о й  

с т р у н ы )  п р и в о д и т  к с л е д у ю щ е й  з а д а ч е  Ш т у р м а  — Л  и у в и л  л  я.
Найти решения уравнения

л' +  ('?(0 +  ̂ )-  ̂=  0, (7)

обращаюищеся в нуль на концах данного отрезка 0
З н а ч е н и я  спектрального параметра  Я, пр и  к о то р ы х  т а к и е  (не  т о ж д е ­

с т в е н н о  р а в н ы е  н у л ю )  р е ш е н и я  с у щ е с т в у ю т ,  н а з ы в а ю т с я  собственными 
значениями, а  с а м и  р е ш е н и я  —  собственными функциями.

З а д а ч а  1. Найти  собственные функции и числа в случае <7 =  0.
Ответ. Собственные функции суть (рис. 20 3 ) ,  а собственные числа

Х ,Н л/0 а.

Рис. 203. Собственные коле- ^
бания струмы.

Р е ш е н »  е. ,v +  b i  =  0,  д: (0) =  дг (/) =  0 => Х >  0 =4- х  = а cos +  b s i n - Д Г ’, * (Ь)=0  => а =
— Ъ=>лр.1 =  к71=>}.к — к'(п/1}- .

Т е о р е м а .  Д л я  любой гладкой на отрезке [0,  /] функции q задача 
Ш турма —  Лиувилля имеет бесконечное количество собственных чисел: 
соответствующие собственные функции имеют на этом отрезке как 
угодно много нулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (7)  с н а ­
ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  х ( 0 )  =  0, * ( 0 ) = 1 .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  <р =  а  ( / ,) . )  з н а ч е ­
н и е  п о л я р н о г о  у г л а  в д о л ь  ф а з о в о й  к р и в о й  д л я  э т о г о  р е ш е н и я ;  п у с т ь  
а  (0, ?.)е=0. Ф у н к ц и я  а  н е п р е р ы в н а .  Р а с с м о т р и м  з н а ч е н и е  а  ( / , / . )  к а к  
ф у н к ц и ю  от  П р и  >. —>- +  со в е л и ч и н а  а  ( / Д )  с т р е м и т с я  к б е с к о н е ч ­
ности .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с ть  <7 4 - > . >  со2, Е с л и  со д о с т а т о ч н о  в ел и к о ,  т о  
о т р е з о к  л /со  б у д е т  у к л а д ы в а т ь с я  н а  о т р е з к е  [0 , / )  к а к  у г о д н о  б о л ь ш о е  
ч и с л о  р а з  к. З н а ч и т ,  ч и с л о  ну л е й  у р а в н е н и я  со  с т о л ь  б о л ь ш и м  ?. н а  
это м  о т р е з к е  не м е н ь ш е  к ( т е о р е м а  с р а в н е н и я ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  а  ( / ,> .)^  
^ л к ( п р е д л о ж е н и е  3 ) .  И т а к ,  а ( / Д ) - >  оо при  оо. З н а ч и т
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с у щ е с т в у е т  б е с к о н е ч н ы й  н а б о р  с о б с т в е н н ы х  чи се л  Я*. д л я  к о то р ы х  
а  (1,).ь) — п1г. Т е о р е м а  д о к а з а н а .

З а д а ч а  2. Д о казать ,  что lim ).*/йг == (л / / )2.
к — оо

З а д а ч а  3. Псрсмссти результаты на уравнения вида 

(Р-0 +  ?дг =  0, р ( 0 >  О V / .  

У к а з а н и е  Р ас см о тр еть  ф азо в у ю  плоскость  (х, у), где у =  рх.

% 28. Л инейны е уравнения с периодическими коэф ф ициентам и

Т е о р и я  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с п е р и о д и ч е с к и м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
о б ъ я с н я е т ,  к а к  н а д о  р а с к а ч и в а т ь с я  на к а ч е л я х  и п о ч ем у  в е р х н е е ,  о б ы ч н о  
н е у ст о й ч и в о е ,  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я  м а я т н и к а  с т а н о в и т с я  у с т о й ч и в ы м ,  
е сл и  т о ч к а  п о д в е с а  м а я т н и к а  с о в е р ш а е т  д о с т а т о ч н о  б ы с т р ы е  к о л е б а н и я  
по в е р т и к а л и .

1. О т о б р а ж е н и е  з а  пе р и о д .  Р а с с м о т р и м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  

x  =  v (t,x ), v ( t  +  T ,x) =  v(t,x ),  * e R " ,  (1 )

с п е р и о д и ч е ск и  з а в и с я щ е й  о т  в р е м е н и  п р а в о й  ч а с т ь ю  (рис .  2 0 4 ) .
П р и м е р  1. Д в и ж е н и е  м а я т н и к а  с п е р и о д и ч е с к и  м е н я ю щ и м и с я  

п а р а м е т р а м и  ( н а п р и м е р ,  д в и ж е н и е  к а ч е л е й )  о п и с ы в а е т с я  с и с т е м о й
у р а в н е н и й  в и д а  ( 1 ) :

Л ' | = Л ' 2 ,  Х 2 =  — co2 ( / ) a ' i ;

со (/ +  7-) =  (0 (0- ( )
М ы  б у д ем  п р е д п о л а г а т ь ,  что  все  

р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1 )  п р о д о л ж а ю т с я  
н е о г р а н и ч е н н о :  это  з а в е д о м о  т а к  д л я  
л и н е й н ы х  у р а в н е н и й ,  к о то р ы е  н а с  о с о ­
б е н н о  и н те р ес у ю т .

П е р и о д и ч н о с т ь  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е ­
н и я  п р о я в л я е т с я  в с п е ц и а л ь н ы х  с в о й ­
с т в а х  ф а з о в о г о  п о т о к а  у р а в н е н и я  ( 1 ) .

Л е м м а  1. Преобразование фазо­
вого пространства за время от t\ до 

l2 : g'i‘, 'R n -*■ R"  не меняется при одновременном увеличении t\ и 
на величину периода Т правой части уравнения ( 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н у ж н о  д о к а з а т ь ,  что  с д в и г  гр (/) =  <р (/ +  Т) 
р е ш е н и я  cp(t) н а  в р е м я  Т я в л я е т с я  р е ш е н и е м .  Н о  с д в и г  р а с ш и р е н н о г о  
ф а з о в о г о  п р о с т р а н с т в а  н а  Т в д о л ь  оси  в р е м е н и  п е р е в о д и т  п о л е  н а п р а в ­
л е н и й  у р а в н е н и я  (1) в с е б я  (р и с .  2 0 5 ) .  П о э т о м у  с д в и н у т а я  н а  Т 
и н т е г р а л ь н а я  к р и в а я  у р а в н е н и я  (1 )  в е з д е  к а с а е т с я  п о л я  н а п р а в л е н и й
и, с л е д о в а т е л ь н о ,  о с т а е т с я  и н т е г р а л ь н о й  к р и в о й .

И т а к ,  +  r  =  ч то  и т р е б о в а л о с ь  д о к а з а т ь .
Р а с с м о т р и м ,  в ч а с т н о с т и ,  п р е о б р а з о в а н и е  g l,  о с у щ е с т в л я е м о е  ф а ­

з о в ы м  п о т о к о м  з а  в р е м я  о д н о г о  п е р и о д а  Т. Э т о  п р е о б р а з о в а н и е  
б у д е т  и г р а т ь  в а ж н у ю  р о л ь  в  д а л ь н е й ш е м ;  мы б у д е м  н а з ы в а т ь  е го

Рис * 204 • Расширенное фазовое прост* 
ранство уравнения с периодическими ко* 

эффицнентами.



УРАВНЕНИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 209

отображением за время Т и о б о з н а ч а т ь  (р и с .  205)

Л = ЁЪ 1Г - > - 1Г.

П р и м е р  2. Д л я  систем  

- К | = А : ,  Л'2=  — Х]\  А | = А ' | ,  А'2=  — А'?,

к о т о р ы е  м о ж н о  с ч и т а т ь  п е р и о д и ч е с к и м и  с л ю б ы м  
п е р и о д о м  Т, о т о б р а ж е н и е  А  е с т ь  п о в о р о т  и г и п е р ­
б о л и ч е с к и й  п о в о р о т  с о о т в е т с т в е н н о .

Л е м м а  2.  Преобразования образуют группу goT =  A n Кроме 
« Г +  $ „п Т того, =  £о£о •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  л е м м е  1 =  П о э т о м у
£ о Т +  1 = Я ^ +!:ЯоГ =  Я о й о Г. П о л а г а я  э =  Т, н а х о д и м  ^о’1 +  1)г =  ̂ 5 о г , о т к у д а  
по и н д у к ц и и  £ о Т =  А Л.

Л е м м а  д о к а з а н а .
В с е в о з м о ж н ы м  с в о й с т в а м  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (1 )  с о о т в е т с т в у ю т  

а н а л о г и ч н ы е  с в о й с т в а  о т о б р а ж е н и я  А з а  период .
Т е о р е м а .  1) Точка Ха есть неподвижная точка отображения А 

(А х а = х о) тогда и только тогда, когда решение с начальным условием 
дс (0) =  дГо есть периодическое, с периодом Т.

2) Периодическое решение х (/)  устойчиво по Ляпунову (асимпто­
тически устойчиво) тогда и только тогда, когда неподвижная точка Хо 
отображения А устойчива по Ляпунову (асимптотически устойчива) *).

3) Если система (1) линейна, т. е. V (/, х) =  V ( ( )х — линейная функ­
ция х, то отображение А линейно.

4)  Если, кроме того, след линейного оператора V  (I) равен нулю, то 
отображение А сохраняет объем: с!е1Л =  1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У т в е р ж д е н и я  1) и 2) в ы т е к а ю т  и з  с о о т н о ­
ш е н и я  £ о + 5 = Я о Л и из  н е п р е р ы в н о й  з а в и с и м о с т и  р е ш е н и я  о т  н а ч а л ь ­
н ы х  у с л о в и й  на о т р е з к е  [0, 7].

У т в е р ж д е н и е  3) в ы т е к а е т  из  то го ,  чт о  с у м м а  р е ш е н и й  л и н е й н о й  
с и с т е м ы  е ст ь  с н о в а  р е ш е н и е .

У т в е р ж д е н и е  4) в ы т е к а е т  и з  т е о р е м ы  Л н у в и л л я .
2. У с л о в и я  у с т о й ч и в о с т и .  П р и м е н и м  д о к а з а н н у ю  т е о р е м у  к  о т о б р а ­

ж е н и ю  А ф а з о в о й  п л о с к о ст и  л'ь х% н а  с е б я ,  с о о т в е т с т в у ю щ е м у  с и с т е ­
ме ( 2 ) .  Т а к  к а к  с и с т е м а  (2)  л и н е й н а  и с л е д  м а т р и ц ы  п р а в о й  ч а с т и  
р а в е н  0, п о л у ч ае м

С л е д с т в и е .  Отображение А линейно и сохраняет площади■ 
(с1е1Л =  1). Для устойчивости нулевого решения системы уравнений (2 )  
необходима и достато'ша устойчивость отображения А.

З а д а ч а  I. Д о к а з а т ь ,  что поворот  плоскости — устойчивое  о т о б р а ж е н и е  
а гиперболический п о в о р о т — неустойчивое.

*) Н еп о д в и ж н ая  т очка  Хо о то б р а ж е н и я  А н азы вается  устойчивой по Л я пунову  
(соответственно  асимптотически устойчивой),  если У « >  0 3 6 >  0 т акое ,  что из | х  — * 0 | <6 
вы текает  \А " х — А ’х^] < е  для  всех 0 < п < с о  ср аз у  (соответственно е щ е  А "х — А "хц 0 
при п —>■ оо).

О Г t
Рне. 205. Отображение момо- 
дромин
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И з у ч и м  т е п е р ь  п о д р о б н е е  л и н е й н ы е  о т о б р а ж е н и я  п л о с к о с т и  на  себ я ,  
с о х р а н я ю щ и е  п л о щ а д ь .

Т е о р е м а .  Пусть А  —  матрица сохраняющего площадь линейного 
отображения плоскости на себя ( d e t / l  =  l) .  Тогда отображение А  устой­
чиво, если | 1 г Л | < 2 ,  и неустойчиво, если \tr А \ >  2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  Я|,  К-2 —  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  Л .  О н и  
у д о в л е т в о р я ю т  х а р а к т е р и с т и ч е с к о м у  у р а в н е н и ю  Я2 — t r  АХ  - f - 1 = 0  с в е ­

щ е с т в е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  
Я, -j-^-2 =  t r  А,

------------------------- Я уЯ 7= d e t  Л  =  I . "

К о р н и  Я|, Яг э т о г о  в е щ е с т в е н н о г о  к в а ­
д р а т н о г о  у р а в н е н и я  в е щ е с т в е н н ы  при  
Ц г Л | > 2  и к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н ы  при
I t r  Л  | < 2  (рис .  2 0 6 ) .  В п е р в о м  с л у ч а е  о дн о  
из с о б с т в е н н ы х  чи се л  б о л ь ш е ,  а д р у г о е  
м е н ь ш е  1 по м о д у л ю ;  о т о б р а ж е н и е  А  е сть  
г и п е р б о л и ч е с к и й  п о в о р о т  и н е у ст о й ч и в о .  
В о  в то р о м  с л у ч а е  с о б с т в е н н ы е  ч и с л а  л е ж а т  
на  е д и н и ч н о й  о к р у ж н о с т и :

1 =?.,?,2 =  Я1Х1 =  I?., I2.
Рнс. 206. Собственные числа моно* а  л
дронни. О т о б р а ж е н и е  А  э к в и в а л е н т н о  п о в о р о т у  на

у го л  а  ( гд е  X i . 2  =  e±la), т .  е. с т а н о ­
в и т с я  п о в о р о т о м  при  с о о т в е т с т в у ю щ е м  в ы б о р е  е в к л и д о в о й  с т р у к т у р ы  
н а  п л о с к о ст и  ( п о ч е м у ? ) .  И т а к ,  о н о  у сто й ч и в о .

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
Т а к и м  о б р а з о м ,  в е с ь  в о п р о с  об  у с т о й ч и в о с т и  н у л е в о г о  р е ш е н и я  

с и с т е м ы  (2 )  с в е л с я  к в ы ч и с л е н и ю  с л е д а  м а т р и ц ы  Л . К  с о ж а л е н и ю ,  
в ы ч и с л и т ь  э т о т  с л е д  я в н о  у д а е т с я  л и ш ь  в с п е ц и а л ь н ы х  с л у ч а я х .  Е го  
в с е г д а  м о ж н о  н а й т и  п р и б л и ж е н н о ,  ч и сл е н н о  и н т е г р и р у я  у р а в н е н и е  на 
о т р е з к е  О ^ ^ ^ Г .  В в а ж н о м  с л у ч а е ,  к о г д а  <л(() б л и з к а  к п о с то я н н о й ,  
п о м о г а ю т  п р о с т ы е  о б щ и е  с о о б р а ж е н и я .

3. С и л ь н о  у с т о й ч и в ы е  с и с т е м ы .  Р а с с м о т р и м  л и н е й н у ю  с и с т е м у  ( j) 
с д в у м е р н ы м  ф а з о в ы м  п р о с т р а н с т в о м  (т. е. с п =  2). Т а к а я  с и с т е м а  
н а з ы в а е т с я  гамильтоновой, е сл и  д и в е р г е н ц и я  v  р а в н а  нулю . Д л я  г а м и л ь ­
т о н о в ы х  с и с т е м ,  к а к  у к а з а н о  в ы ш е ,  ф а з о в ы й  п о т о к  с о х р а н я е т  п л о щ а д и :  
d e t  Л =  1.

О п р е д е л е н и е .  Н у л е в о е  р е ш е н и е  л и н е й н о й  г а м и л ь т о н о в о й  
с и с т е м ы  сильно устойчиво, е сл и  оно  у с т о й ч и в о  и у в с я к о й  б л и з ­
кой л и н е й н о й  г а м и л ь т о н о в о й  с и с т е м ы  н у л е в о е  р е ш е н и е  т о ж е  у с ­
т о й ч и в о .

И з  п р е д ы д у щ и х  д в у х  т е о р е м  в ы т е к а е т
С л е д с т в и е .  Если  | t r  Л | <  2, то нулевое решение сильно у с ­

тойчиво.
И б о  есл и  | t r  Л  | < 2 ,  т о  д л я  о т о б р а ж е н и я  А ',  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  д о ­

с т а т о ч н о  б л и з к о й  с и с т е м е ,  т о ж е  в ы п о л н е н о  у с л о в и е  Ц г Л ' [ < 2 .
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П р и м е н и м  это  к  с и с т е м е  с п о ч ти  п о с то я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  
Р а с с м о т р и м ,  н а п р и м е р ,  у р а в н е н и е

х =  — со2(1 +  еа(1))х, £ С  1, (3)

где а ( /  +  2 я )  =  а ( / ) ,  н а п р и м е р ,  a (t)— co s t  ( м а я т н и к ,  ч а с т о т а  к о т о р о г о  
к о л е б л е т с я  о к о л о  со с м а л о й  а м п л и т у д о й  и с п ериодом  2 д ) * ) .

К а ж д у ю  с и с т е м у  (3) бу д ем  и з о б р а ж а т ь  то чк о й  на  п л о с к о с т и  п а р а ­
м е т р о в  8, 0} (ри с .  2 0 7 ) .  О ч е в и д н о ,  у с т о й ч и в ы е  с и ст е м ы  с Ц г Л | < 2  
о б р а з у ю т  н а  п л о с к о ст и  (со, е) о т к р ы т о е  
м н о ж е с т в о ,  т а к  ж е  к а к  и н е у с т о й ч и ­
в ы е  с и с т е м ы  с 1 t r  Л | >  2.

Г р а н и ц а  у с т о й ч и в о с т и  д а е т с я  
у р а в н е н и е м  | t r  Л | =  2.

Т е о р е м а .  Все точки оси со, 
исключая целые и полуцслые точки 
со = /г/2 , /г =  0 , 1 , 2 , . . . ,  соответствуют 
сильно устойчивым системам ( 3 ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  м н о ж е с т в о  н е у с ­
т о й ч и в ы х  с и с т е м  м о ж е т  п о д х о д и т ь  к 
оси о) т о л ь к о  в т о ч к а х  со =  & /2 .
И н ы м и  с л о в а м и ,  р а с к а ч а т ь  к а ч е л и  

м а л ы м  п е р и о д и ч е с к и м  и з м е н е н и е м  д л и н ы  м о ж н о  л и ш ь  в т о м  с л у ч а е ,  
к о г д а  о д и н  п е р и о д  и з м е н е н и я  д л и н ы  б л и з о к  к ц е л о м у  ч и с л у  п о л у п е -  
р и о д о в  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й ,—  р е з у л ь т а т ,  в сем  и з в е с т н ы й  и з  э к с п е ­
р и м е н т а .

Д о к а з а т е л ь с т в о  с ф о р м у л и р о в а н н о й  т е о р е м ы  о с н о в а н о  на  то м ,  что  
при £ = 0  у р а в н е н и е  (3) и м еет  п о с т о я н н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  и я в н о  р е ­
ш а е т с я .

3  а д  а ч а 1. Вычислить д л я  системы (3) с е =  0 матрицу п реобразовани я  А за  период 
Т =  2л  в базисе  (д*. х).

Р е ш е н и е .  Общ ее решение:

A '= C |  cos ш/ +  Сг sin oil.

Частное  решение с начальным условием х — 1, х =  0:

.v =  cos  со/, х =  — м sin oil.

Частное  решение с н ачальным условием х  =  0, х = \ :

.í =  (s¡n co/)/w x =  cos hit.

/  cos 2дм sin 2л ш /ы  \
Ответ. А — I )

—  со sin 2.-ТС0 COS 2.-Ш  *

П о э т о м у  | t r  А  | =  12 c o s  2озд | < 2 ,  е с л и  ы ф к /2 ,  k =  0, 1, . . . ,  и т е о ­
р е м а  в ы т е к а е т  из п р е д ы д у щ е г о  с л е д с т в и я .

Б о л е е  в н и м а т е л ь н ы й  а н а л и з * * )  п о к а з ы в а е т ,  что ,  в о о б щ е  г о в о р я  (и, 
в ч а с т н о с т и ,  пр и  a (t)= co s  t), в б л и з и  т о ч е к  со =  /г/2 ,  k = \ ,  2, ...,  о б л а с т ь

Рис. 207. Область неустойчивости при пара­
метрическом резонансе.

*) В случае  а ( 0  — c o s /  у р ав н ен и е  (3 )  н а з ы в а е т ся  уравнением Матье.
**) См., например,  разобранную ниже за д а ч у  1 п. 4.
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неустойчивости ( за ш т р и х о в а н н а я  на рис. 2 07)  дей ств и тел ьн о  подходит  
к оси (0.

Таким о б р а з о м ,  при некоторых соо тн о ш ен и я х  м е ж д у  частотой  и з м е ­
нения парам етров и с о бств ен ной  частотой качелей ( ш » & / 2 ,  /г =  1, 2, ...) 
ни ж н ее  п о л о ж ен и е  рав н ов есия  идеализированны х качелей (3 )  н еустой­
чиво и они ра ск а ч и в а ю т ся  при сколь угод н о  малом периодическом  
изменении длины.

Э т о .я в л е н и е  н а зы в а ет с я  параметрическим резонансом .  Характерной  
особен ностью  п ар ам етр и ч еск ого  р езо н а н са  явл яется  то, что он сил ь­
нее всего проя в л я ется  в сл учае ,  когда частота  изм енения пар ам етр ов  V 
(в уравнении (3) ч а ст о т а  V р а в н а “ 1)—вдвое бол ьш е~С обственн ои ча-  
стоты ш.

З а м е ч а н и е .  Т еоретически парам етрический р е зо н а н с  н а б л ю ­
д а е т с я  при беск онечн ом  набор е  соотнош ений ы / \ ’« / г / 2 ,  . й =  1, 2, ...

Практически наб л ю д а ем ы  обы чно л иш ь случаи,  
когда к  невелико (/г =  1, 2, р е ж е  3 ) .  Д е л о  в 
том, что

а) при больш их к о б л а с т ь  неустойчивости  
подходи т  к оси со узким  языком и дл я  р е з о ­
нансной частоты ы пол учаю тся  очень ж естк и е  
пределы ( ~ е /; д л я  а ( / )  =  соэ  / в ( 3 ) ) ;

б )  сам а  неустойчивость с л а б о  вы р аж ена  
при больш их /г, так как величина Ц г Л |  — 2 
невелика и собственны е числа близки к 1 при 
больш их й;

в) с к о л ь  у го д н о  м а л о е  т р е н и е  п р и в о д и т  к 
т о м у ,  что д л я  в о з н и к н о в е н и я  п а р а м е т р и ч е ­

с к о г о  р е з о н а н с а  к - го п о р я д к а  и м е е т с я  м и н и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  а м п л и ­
т у д ы  е*: при м е н ь ш и х  е  к о л е б а н и я  з а т у х а ю т .  С  р о с то м  к  е* б ы с т р о  
р а с т е т  (рис .  2 0 8 ) .

З а м е ! и м  т а к ж е ,  что д л я  уравнения (3)  в неустойчивом случае  вели­
чина х р а с т ет  неограниченно .  В реальных с и стем а х  кол ебания д о с т и ­
гаю т лишь конечной ам плитуды , так  как при бол ьш и х х с а м о  л и н е а р и ­
зо в а н н о е  у рав н ен ие  (3) тер яет  силу и н у ж н о  учитывать нелинейные  
эффекты .

4 .  В ы ч и с л е н и я .
З а д а ч а  1. Н а й т и  в и д  о б л а с т е й  у с т о й ч и в о с т и  н а  п л о с к о с т и  е ,  о  д л я  с и с т е м ы ,  

о п и с ы в а е м о й  у р а в н е н и е м

л " = - / ( 0 д - ,  ¡(1+2.1) =  ¡(1), (4)

(
о) +  £ п р и

£ «  1 •
О) —  Е п р и  л ^ / < 2 л ,

Р е ш е н и е .  И з  р е ш е н и я  п р е д ы д у щ е й  з а д а ч и  (1 п.  3 ) с л е д у е т ,  ч т о  А =  А г А \ ,  г д е  

я (  с* (0* \/1* = (  I, С*=СОЗЛ10й, 5*=;51П Л(1)*, (1)1 2 = 10± е .
\  —  Ск /

Рис. 203. Влияние малого трения 

на область неустойчивости.
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П оэтом у  гр а н и ц а  зоны устойчивости имеет уравнение

11г А | =  \2cic2 —(wt/wj4* 102/ 0)1) SiS2 1 =  2. (5)
Так  как е<С1, имеем соi/co2 — (ч>-f-e)/(ci>— е ) « 1 .

Введем о б о зн а ч е н и е  w i /w j  — 032/ ci>j = 2  ( 1 +  Д)- Тогда,  к а к  легко сосчитать ,  
Л =  2е2/о>2 4 -О  (е4)<С 1. П ользуясь  соотнош ени ям и  2ciC2 = c o s  2rte +  cos 2ла>, 25152 =  
=  cos 2 л г  — cos  2яо), перепишем уравнение  (5) в виде

— Л cos 2де  + (2- f  A )c o s  2л ш =  ± 2
или

соз 2лы =  (2 +  Д cos 2ле)/(2-|~Д),  (61)
cos 2лш =  ( — 2 +  Д cos 2ле)/(2  +  Д). (б2)

В 'п ервом  с л у ч ае  c o s '2 ла>»  1. П оэтом у полож им to =  fe +  a,  \а\  <  1; cos 2 . tg )  =  c o s  2л а  — 
=s 1 — 2 . i V  +  0  ( а 4). Перепишем 
уравнение (61) в виде

cos 2ло> =  I — —— -  ( I — cos 2ле)
2 +  Д

2лгаг +  0  (а4) =  Длге2 +  0  (е4).
П одстав ляя  значение А — 
=  (2е2/ ы 2)-|- О ( е 4) ,  находи м  
а =  ± г 2/ ы 2 +  о ( е 2) , т. е.

— (рис. 209).
Аналогично решается  урав ­

нение (62); в результате  полу­
чаем

о> =  х ± е / ( л х ) - } - о ( е ) ,  У- — к - \ ~ \ / 2.
Рис. 209. Область неустойчивости для уравнения (4).

' З а д а ч а  2. М о ж е т  ли верхнее ,  обычно неустойчивое, п оложение р а в н о ­
весия  м а ятн и к а  с т ат ь  устойчивым, если т очка  подвеса ко л еб л ется  в верти ­
кальн ом  направлении?

Р е ш е н и е .  П усть  длина м а я тн и к а  I, ам п ли туда  колебании точки п одвеса  а< С / ,  
период колебаний  точки подвеса 2т, причем в течение каж дого  п олуп ериода  ускорение  
точка  п одвеса  постоянно и равно ± с  ( тогд а  с =  8а / т 2) .  О к а зы в а етс я ,  при достаточно  
быстрых колебаниях  п одвеса  (т<§С1) верхнее  положение равн овеси я  стан ови тся  устой­
чивым. У равнение  дв и ж е н и я  м ож н о  з а п и с а ть  в виде д: =  (<о2± а 2) х  ( з н а к  меняется 
через вре м я  т), где о)2 = £ / / ,  а 2 — с/1.  Если  колебани я  подвеса  достато ч н о  быстры, 
то  а 2>  со2 ( а г =  8а / ( / т 2) ) .

А налоги чн о  предыдущей задаче ,  А — А ^А и  где

\  /  cos Qr й "1 sin Q r  \

J * \  —ñ sín Í2r  cos Q t  /

?

/  ch kx k~  sh kx 
A i ~ j

\  k sh kx cli kx

£ 2 =  a2 -{-o)2, П2 =  cc2 — (о*
Условие  устойчивости Ц г Л | < 2  имеет поэтому вид

12 ch kx  cos fír-j-(fe/£2 — Q /k )  sh kx s in  П т | < 2 .  (7)

П о к а ж ем ,  что условие  это  выполнено при д остаточ но  быстрых колебаниях  точки подвеса,  
т. с. когда  c ^ g .  Введем безразм ерн ы е  переменные е, ц:

a/í=e2<  1, й/с = ц2<1.
Т о г д а . ftT =  2 V 2 s  V T T p ? ,  Q T ^ 2 y 2 e  k / Q - Q / k  =  2y? +  О (ц4).
П оэтому при малых е, ц справедливы разложения с точностью о í е 4 -f- ц4):

ch  é r = l + 4 e 2( l - b n 2) + 2 e 4/ 3 - f  ... . cos Q t  =  1 -  4e2 (I -  n2) - f 8 e 4/ 3 - f  ....

(k /Q  — Q /k)  s h  kx  sin Q t =  ICe2jt2 +  ...
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Итак ,  условие устойчивости  (7) принимает вид

2(1 — 1бе4+  16e4/3 +  8eV  +  ...) +  16еУ <2.
П рен ебре гая  м алыми в ы сш его  поряд ка ,  находим ( 2 /3 )  16s4 ^ 3 2 ц 2е2 или 
<  е /У З ,  или е щ е  g /c < .a /(Z l ) .  Это условие м ож но переписать  в  виде N >  
>  V 3 /3 2  о ) / / а » 0 , 3  о / / а ,  где  A; =  / / ( 2 t ) — число колебаний  точки п одвеса  в еди ­
ницу времени.  Н ап ри м ер ,  если д л и на м а ятника / =  20 см, а а м п ли туда  колебаний 
точки подвеса а — 1 см, то N > 0 , 3 1  - ^ 8 0 / 2 0 * 2 0 ä 4 3  (колебаний в секунду) В частно­
сти, верхнее положение равновесия  устойчиво, если число колебаний п одвеса  в секунду 
больше 50.

§ 2 9 . В ариация постоянны х

При исследовании уравнений, близких к уже исследованным, «не­
возмущенным» уравнениям, часто полезен следующий прием. Пусть 
с — первый интеграл «невозмущенного» уравнения. Тогда для близких 
«возмущенных» уравнений функция с уже не будет первым интегралом. 
Однако часто удается узнать (точно или приближенно), как меняются 
со временем значения с (<{{/)), где <р — решение «возмущенного» урав­
нения. В частности, если исходное уравнение — линейное однородное, 
а возмущенное — неоднородное, то этот прием приводит к явной фор­
муле для решения, причем в силу линейности уравнения никакой «мало­
сти» возмущения не требуется.

1. Простейший случай. Рассмотрим простейшее линейное неодно­
родное уравнение

* =  /( /) ,  x œ R \  t e l ,  ( 1)

соответствующее простейшему однородному уравнению

¿ = 0 . (2 )

Уравнение (1) решается квадратурой:

ф ( 0  =  <р(^о) +  $ К т И т - ^
(а

2. Общий случай. Рассмотрим линейное неоднородное уравнение

x =  A ( t)x  +  h(t), ï e R " ,  1<=I, (4)

соответствующее однородному уравнению

x = A ( t ) x .  (5)

Предположим, что мы умеем решать одно­
родное уравнение (5) и х =  <р(/) — его ре­
шение. Выберем начальные условия с=<р(/о) в 
качестве выпрямляющих интегральные кри­
вые уравнения (5) координат (с, t) в рас­
ширенном фазовом пространстве (рис. 2 1 0 ). 

В новых координатах уравнение (5) примет простейший вид (2). 
Переход к выпрямляющим координатам осуществляется линейным по д:

Рис. 210. Координаты точки с яв­

ляются первыми интегралами од­

нородного уравнения.
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п р е о б р а з о в а н и е м .  П о э т о м у  в н о в ы х  к о о р д и н а т а х  н е о д н о р о д н о е  у р а в н е ­
ние  (4 )  п р и м е т  п р о с т е й ш и й  в и д  ( 1 ) ,  и мы его  с м о ж е м  р е ш и т ь .

3. В ы ч и с л е н и я .  Б у д е м  и с к а т ь  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  (4) 
в  в и де

< p (/)= g 'c(0 , с: I R \ (б)

где  g R" -*■ R n — л и н е й н ы й  о п е р а т о р  п р е о б р а з о в а н и я  з а  в р е м я  от  tо 
д о  t д л я  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 5 ) .

Д и ф ф е р е н ц и р у я  по t, н а х о д и м

4 = g ,c +  g ,c =  Ag'c +  g ,c =  A(pi-g'c.

П о д с т а в л я я  в у р а в н е н и е  ( 4 ) ,  н а х о д и м  g'c =  h(t). И т а к ,  д о к а з а н а
Т е о р е м а .  Формула (6) дает решение уравнения ( 4 ) ,  если и 

только если с удовлетворяет уравнению c =  f(t), где f{ t)= (g ')~ 'h ( t) .  
П о с л е д н е е  у р а в н е н и е  и м еет  п р о с т е й ш и й  вид  ( 1 ) .  П р и м е н я я  ф о р ­

м у л у  ( 3 ) ,  п о л у ч а е м
С л е д с т в и е .  Решение неоднородного уравнения ( 4)  с начальным 

условием 4 >{to)=c имеет вид

<Р ( 0  =  g ' ( c + $  f e T 1 А (т) d t )  .
4 i, '

З а м е ч а н и е .  В  к о о р д и н а т н о й  ф о р м е  д о к а з а н н у ю  т е о р е м у  м о ж н о  
с ф о р м у л и р о в а т ь  т а к :

Чтобы решить линейное неоднородное уравнение ( 4 ) ,  зная фунда­
ментальную систему решений однородного уравнения ( 5 ) ,  достаточно 
подставить в неоднородное уравнение линейную комбинацию решений 
фундаментальной системы, считая коэффициенты неизвестными функ­
циями времени. Для определения этих коэффициентов получится тогда 
простейшее уравнение ( 1 ).

З а д а ч а  1. Реш ить уравнение  x-{-x  =  ¡ (/}.
Р е ш е н и е .  С оставим однородную систему" двух уравнений:

л’| = хг, x 2= — xs.

Ее ф у н д ам ен та л ьн ая  систем а  решений известна:

(Xl=COSÍ, Д’2= — Sin í); (*i=S¡nf, X2 =COS /).
П о общ ем у  правилу и щ ем  решение в виде

x¡ = C i  ( 0  e o s  t +  сг (t) s i n  t. A'2 =  — f  i (!) s i n  t + c 2 (t) e o s  t.

Д л я  определения c¡ и а  получаем систему

Ci c o s  I + c a  s i n  /  = 0 ,  — ci  s i n  /  +  ¿2 c o s  t = f  (t).
Следовательно,
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Д о к а з а т е л ь с т в а  о с н о в н ы х  т е о р е м

В этой главе доказываются теоремы о существовании, единствен- 
ностй, непрерывности и дифференцируемости решений обыкновенных 
дифференциальных уравнений, а также теоремы о выпрямлении век­
торного поля и поля направлений.

Доказательства содержат также способ приближенного построения 
решений.

§ 30 . С ж аты е отобр аж ен и я

Рассмотренный ниже метод отыскания неподвижной точки ото­
бражения метрического пространства в себя применяется далее для 
построения решений дифференциальных уравнений.

1. Определение. Пусть А: М-*-М  — отображение метрического про­
странства Л1 (с метрикой р) в себя. Отображение М  называется сж а ­
тым, если существует постоянная к, 0 < Х < 1 , такая, что

р (Ах, Л ( / ) < ? . р  (*, у) У х , у ^ М .  ( I )

П р и м е р  1. Пусть Л :  Я ->  И — в ещ еств ен н ая  ф ун кц ия  вещ ествен н ого  п ер е ­
менного (рис. 2 1 1 ) .  Если п роизв одн ая  А  по модулю всюду меньше 1, то от о б р а ж е н и е  /1 

может н не быть сжатым. Но оно будет сжатым, если

П р и м е р  2. Пусть А: К1 -► К1 — линейный опера* 
тор. Если все собственные числа А л е ж ат  строго внутри 
единичного круга, то в К1 существует т а к а я  евклидова  
метрика (функция -Ляпунова,  см. § 22) ,  что А  — сжатое  
отображение.

З а д а ч а  1. Какие из следующих отображении пря­
мой (с обычной метрикой) в себя сжаты?

1) у — ъ'шх; 2) т/*2-{*-1. 3) =  агс!е лг.
З а д а ч а  2. М ожно ли заменить зн ак  ^  в неравенстве , 

( 1) на < ?

2. Теорема о сжатых отображениях. Точка х ^ М  называется не по- 
движной точкой  отображения А: М -* -М ,  если А х  — х.

Пусть А : М - + М  —  сжатое отображение полного метрического про­
странства М . в себя. Тогда А  имеет неподвижную точку, и притом 
только одну. Для любой точки х из М  последовательность образов 
точки х  при применении А  (рис. 212)

х. Ах, А 2х, А 3х, ... 

сходится к неподвижной точке.

Рис. 211. Н е п о д в и ж н а я  точка 
с ж атого  о тображ ения .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  р(дг ,A x )= d .  Т о г д а  

р {Anx , A n+'x )^ X nd.
оо

Р я д  X  X" с х о д и т с я .  П о э т о м у  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  А"х, п =  О, 1 , 2 , . . . ,
п = о

я в л я е т с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю  К о ш и .  П р о с т р а н с т в о  М  полно .  П о э т о м у  
с у щ е с т в у е т  пр е д е л  Х =  l im  А"х.

П -*■ оо

П о к а ж е м ,  что  X  —  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  А. З а м е т и м ,  что в с я к о е  с ж а т о е  
о т о б р а ж е н и е  н е п р е р ы в н о  ( м о ж н о  в з я т ь  6 = е ) .  П о э т о м у  

A X = A U m A nx — l im A n+,x =  X.
П-*- ОО Л-*. со

П о к а ж е м ,  ч то  в с я к а я  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  Y  с о в п а д а е т  с X. Д е й ­
с т в и т е л ь н о ,

р ( * .  Y) =  p(AX, Л У 0 < > . р ( Х ,  Y), Х < 1= > р(Х ,  К) =  0.

3.  З а м е ч а н и е .  Т о чки  х, А х , А 2х , ___н а з ы в а ю т с я  последовательными
приблиокениями к  ,Y. П у с т ь  лг —  п р и б л и ж е н и е  к  н е п о д в и ж н о й  т о ч к е  X

V Агх

I*
Рис. 212. Последовательность обра- Рис. 213. Оценка точности приблн-

зов точки х при повторении сжатого жеиня х к неподвижной точке X.
отображения А.

с ж а т о г о  о т о б р а ж е н и я  А .  Т о ч н о с т ь  э т о г о  п р и б л и ж е н и я  л е г к о  о ц е н и т ь  
ч е р е з  р а с с т о я н и е  й  м е ж д у  т о ч к а м и  х  и Ах:

иб о  d +  Xd +  Xгd +  ■ •• =  — ( рис .  2 1 3 ) .
I —  А

§ 31. Доказательство теорем существования 
и непрерывной зависимости от начальных условий

З д е с ь  с т р о и т с я  т а к о е  с ж а т о е  о т о б р а ж е н и е  п о л н о г о  м е т р и ч е с к о г о  
п р о с т р а н с т в а ,  что  е го  н е п о д в и ж н а я  т о ч к а  о п р е д е л я е т  р е ш е н и е  д а н ­
ного  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я .

1. П о с л е д о в а т е л ь н ы е  п р и б л и ж е н и я  П и к а р а .  Р а с с м о т р и м  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  х  =  ( / ,* ) ,  з а д а н н о е  в е к т о р н ы м  п о л е м  у

А
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в н е к о то р о й  о б л а с т и  р а с ш и р е н н о г о  ф а з о в о г о '  п р о с т р а н с т в а  1^л +  | 
(р и с .  2 1 4 ) .

Н а з о в е м  отображением Пикара  о т о б р а ж е н и е  А , п е р е в о д я щ е е  ф у н к ­
ци ю  ф: / ь-> х  в ф у н к ц и ю  Лер: 1\-+х, где

I
(Л<гНО =  * о + $  у(х, <р(т))йт.

*о
Г е о м е т р и ч е с к и  п е р е х о д  от  <р к  Л ф  (ри с .  215)  о з н а ч а е т  п о с т р о е н и е  

по  к р и в о й  (ф )  н о во й  к р и в о й  (Лф), к а с а т е л ь н а я  к о то р о й  п р и  к а ж д о м  /

Рис. 214. Цптегральная кривая 

уравнения ((, х).
Рис. 215. Отображение Пикара Л.

п а р а л л е л ь н а  д а н н о м у  п о л ю  н а п р а в л е н и й ,  но не н а  с а м о й  к р и в о й  (Лф) —  
т о г д а  Л ф  б ы л о  бы  р е ш е н и е м , —  а  в с о о т в е т с т в у ю щ е й  т о чк е  к р и в о й  (ф ) .  
И м е е м

Ф —  решение 
с начальным условием  -ФФ -(ф=Лф). 

ф(М =  *о

В д о х н о в л я я с ь  т е о р е м о й  о с ж а т ы х  о т о б р а ж е н и я х ,  р а с с м о т р и м  п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т ь  приближений Пикара  ф, Лф, Л 2ф, ... ( н а ч а в ,  с к а ж е м ,  
с  ф = * о ) .

Рис. 210. Приближения Пикара для урав­

нения а = /  (/).

х  х 0 ь ’ * Ц А г р  / А р  ¡111
/ / / / ,

¡¡НИМИ
/ ¿ Г / / / / / /

Рис. 217. ф Приближение Пикара для 

уравнения а  =  а\

П р и м е р  1. х =  Ц1) (рис. 210 ) .  (Л <{.) (I) =  х 0 +  $ / ( т ) ¿т. В этом случае уж е первый 
шаг приводит к точному решению. (0

П р и м е р  2. х—х, 1ц =  0 (рис. 217 ) .  Сходимость приближений в этом случае
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м о ж н о  у с м о т р е т ь  н е п о с р е д с т в е н н о ;  в т о ч к е  I

<р= I, (
¿<f=l + $di = I-K

Оt
Л Ч = 1 + $  (1+т) d i =  1 + /  +  /2/2, 

о .
л п(р = 1 4 - /  +  / 3/ 2 + .  . Ч - Г / л !,

lim Л а ($— с' .
П -*■ со

З а м е ч а н и е  1. Т а к и м  о б р а з о м ,  д в а  о п р е д е л е н и я  эк с п о н е н т ы

1) е ' =  l im  ( l + i ) " ,  2 ) e ' = l + /  +  L + ...
Л-*- 00 \ /  ZI

с о о т в е т с т в у ю т  д в у м  с п о с о б а м  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  п р о с т е й ш е г о  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  х =  х: с п о с о б у  л о м а н ы х  Э й л е р а  и п о с л е ­
д о в а т е л ь н ы м  п р и б л и ж е н и я м  П и к а р а .  И с т о р и ч е с к и  и с х о д н о е  о п р е д е л е ­
ние э к с п о н е н т ы  б ы л о  п р о с то :

3 )  е‘ е с т ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  х =  х с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м  .г (0) =  1.
З а м е ч а н и е  2. А н а л о г и ч н ы м  о б р а з о м  м о ж н о  д о к а з а т ь  с х о д и ­

м о с т ь  п р и б л и ж е н и й  д л я  у р а в н е н и я  x =  kx. П р и ч и н а  с х о д и м о с ти  п о с л е ­
д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  в о б щ е м  с л у ч а е  з а к л ю ч а е т с я  в то м ,  чт о  
у р а в н е н и е  x  =  kx  « с а м о е  п л о х о е » :  п о с л е д о в а т е л ь н ы е  п р и б л и ж е н и я  д л я  
л ю б о г о  у р а в н е н и я  с х о д я т с я  не м е д л е н н е е ,  чем  д л я  н е к о то р о г о  у р а в ­
н е н и я  в и д а  x =  kx.

Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  с х о д и м о с ти  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  м ы  
п о с т р о и м  п о л н о е  м е т р и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о ,  в  к о т о р о м  о т о б р а ж е н и е  
П и к а р о  с ж а т о .  В н а ч а л е  н а п о м н ю  н е к о т о р ы е  ф а к т ы  из к у р са  а н а л и з а .

2 .  П р е д в а р и т е л ь н ы е  о ц е н к и .
1) Норма. Б у д е м  о б о з н а ч а т ь  н о р м у  в е к т о р а  х е в к л и д о в а  п р о с т р а н ­

с т в а  R" ч е р е з  | х |  — У (х, х).  П р о с т р а н с т в о  R* с м е т р и к о й  р(х,  у) =  
=  1 * — у | —  полное  м е т р и ч е с к о е  п р о с т р а н с т в о .

О т м е т и м  д в а  в а ж н ы х  н е р а в е н с т в а :  н е р а в е н с т в о  т р е у г о л ь н и к а

1 * + г / К 1 * 1 +  1у1
и н е р а в е н с т в о  Ш в а р ц а

К*. ¡01 <1*1 \ У \  *)•
2 )  Векторный интеграл. П у с т ь  {: [а , 6 ] - > R ' 1—  в е к т о р - ф у н к ц и я  со  

з н а ч е н и я м и  в R", н е п р е р ы в н а я  н а  [а, Ь]. В е к т о р - н п т е г р а л
ь

I  — \ f ( t ) d t ^ R n
а

о п р е д е л я е т с я  о б ы ч н ы м  о б р а з о м  (с п о м о щ ь ю  и н т е г р а л ь н ы х  с у м м ) .

*) Напомним доказательство  этих неравенств. Проведем через векторы х  н у  
евклидова пространства  двумерную плоскость. Э та  плоскость наследует из R rt евклидову 
структуру.  Н а  евклидовой  плоскости оба  н ер авен ств а  известны из элем ен тарн ой  ге о ­
метрии. Тем самым эти н ераве н ств а  д о к а за н ы  и в любом евклидовом пространстве ,  
например в R".  В частности,  мы дока за ли  без всяких вычислений, что 

п п п b b Ь

| Y, ад  | 5<  X  х‘ X  у*' | л | /г S я2dt-
i=  I / =  1 1=1 а а а
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Л е м ы  а.
ь ь

( 1)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сравним интегральные суммы с помощью не­
равенства треугольника: |£/(<i)A/I < £  f{ti)\ |Д ;|, что и требовалось 
доказать.

3) Норма оператора. Пусть A: RmR”— линейный оператор из 
одного евклидова пространства в другое. Мы будем обозначать его

—  —  IAv| _  —  . —
норму через |Л | =  sun -------  . Тогда

Множество линейных операторов из Я"1 в И" становится полным 
метрическим пространством, если положить р (Л, В ) =  | А — В \ .

3. Условие Липшица. Пусть А: М \-+ М г  — отображение метриче­
ского пространства М.\ (с метрикой р0  в метрическое пространство 
Мг (с метрикой рг) и /. — положительное вещественное число.

О п р е д е л е н и е .  Отображение А удовлетворяет условию Лип­
шица с постоянной L (пишется: Л е У р / . ) ,  если оно увеличивает рас­
стояние между любыми двумя точками /VI) не более чем в L раз (рис. 218):

Отображение Л удовлетворяет условию Липшица, если существует 
постоянная L такая, что Л е У р / . .

З а д а ч а  1. У довлетворяю т  ли условию Л и п ш и ц а  следую щ ие ото б р а ж е н и я  (м етри ка  
везде е в к л и д о в а )?

4. Дифференцируемость и условие Липшица. Пусть /: £/ —̂  —
гладкое (класса С', 1) отображение области и  евклидова простран­
ства Г ' в евклидово пространство Я'1 (рис. 219). Касательное про­
странство к евклидову пространству в каждой точке само имеет

|Л +  В | < | Л |  +  |В |,  | Л В | < | Л |  |В |. (2 )

Рис. 218. Условие Липшица p2 ^ t p i . Рис. 219. Производная отображения f.

p2{A x ,A y )^ L p i (x,y) Vx, t /e A ii .

! )  У =  х г, -t<=R; 2) у = л [ х ,  л >  0; 3) y =  ̂ x '{+ x 'i .  (л.-|, x 2) e  R2;

З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что

сжатость =4- условие Липшица => непрерывность.
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естественную евклидову структуру. Поэтому производная /  в точке

есть линейный оператор из одного евклидова пространства в другое. 
Очевидна

Т е о р е м а .  Непрерывно диф- ь

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим точки х, г / е  V отрезком (рис. 220). 
г (/) =  х  +  /({/ — х), 0 < / < 1 .  По формуле Ньютона—Лейбница

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е .  Верхняя грань нормы производной |/* | на V дости­

гается. Действительно, по предположению / е С 1, и, значит, производная 
f• непрерывна. Следовательно, |/« | достигает на компакте V макси­
мума

Приступая к доказательству сходимости пнкаровских приближений, 
мы рассмотрим их в малой окрестности одной точки. Для описания 
этой окрестности мы используем следующие четыре числа.

5. Величины С, Ь, а', Ь'. Пусть правая часть V дифференциального 
уравнения

определена и дифференцируема (класса СГ, г~^\)  в области V рас­
ширенного фазового пространства: С /с  Г?' X  И'1- Мы фиксируем евкли­
дову структуру в и тем самым в Г* Я'1 .

Рассмотрим лЬбую точку ((о,х0) е  (У (рис. 221). Цилиндр

х е ( / с  1Г

ференцируемое отображение /  на вся­
ком выпуклом компактном подмно­
жестве V области и  удовлетворяет 
условию Липшица с постоянной Ь, 
равной верхней грани производной 
{ на V:

И

¿ =  Б и р  | /.х |  .

Рис. 2 2 0 . Из непрерывно!*! дифференцируемо- 

стн вытекает выполнение условия Липшица.

О о

Из формул (1),  (2) п. 2 и из того, что г  =  у  — х, имеем

о о

x =  v(t ,  х) (3)

Ц =  {/,ж: | / — /о К  а, I*— * о |< & }

при достаточно малых а и Ь лежит в области и.  Обозначим через С



и £  верхние грани величин М  и |г>»| *) на этом цилиндре. Они дости­
гаются, так как цилиндр компактен: | и | < С ,

Рассмотрим конус Ко с вершиной (¿0, *о), раствором С и высотой а':

Ко = { t , x :  М— /01 а', и - д г о К С | / - / о 1 } .
Если число а' достаточно мало, то этот конус Ко лежит внутри цилинд­
ра Ц. Если числа а', 6 ' >  0 достаточно малы, то внутри Ц лежит
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Рис. 221. Цилиндр Ц  и конус Ко. Рис. 222. Определение h (t, х).

также всякий конус К*, полученный из Ко параллельным перенесением 
вершины в точку (¿о,*), где |*  —

Мы будем считать, что а' и Ь' выбраны столь малыми, что К*с=Ц. 
Решение <р уравнения (3) с начальным условием <р(t0) =  x мы будем  
искать в виде <р (t) =  x-\-h (t> х) (рис. 2 2 2 ).

Соответствующая интегральная кривая лежит внутри конуса К*.
6 . Метрическое пространство М. Рассмотрим всевозможные непре­

рывные отображения h цилиндра \х — \t  — t o \^ a '  в евклидово 
пространство R'1. Через М мы обозначаем множество таких отображ е­
ний, удовлетворяющих еще условию

\ h { t , x ) \ ^ C \ t - t 0\ (4)

(в частности, h ( t ,x 0) =  0 ).
Введем в М метрику р, полагая

p(fti,ft2) =  |Ifti— ЛгП =  max \hi(t, х) — h2{t, * )|.
U  — *ol < * '

К-/о1 <а'
Т е о р е м а .  Множество М, снабженное метрикой р, является пол­

ным метрическим пространством.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равномерно сходящаяся последователь­

ность непрерывных функций сходится к непрерывной функции. Если 
допредельные функции удовлетворяли неравенству (4 ), то и предель­
ная функция удовлетворяет неравенству (4) с той же постоянной С.

Заметим, что пространство М зависит от трех положительных 
чисел: а', Ь', С.

*) Звездочкой здесь и далее обозначается производная (по х) при фиксированном I.
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7 .  С ж а т о е  о т о б р а ж е н и е  А: Л1-> М . О п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и е  А: 
М - > М ,  п о л а г а я * )

1
(ЛЛ)(/,* ) =  $ v (x ,x  +  h(x,x))dт. (5)

/о
Б л а г о д а р я  н е р а в е н с т в у  ( 4 )  т о ч к а  (г, х  +  й  (х, т ) )  п р и н а д л е ж и т  к о ­

н у с у  К* и, с л е д о в а т е л ь н о ,  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  п о л я  V.
Т е о р е м а .  Если значение а' достаточно мало, то формула (5) 

задает сжатое отображение пространства М в себя.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. П о к а ж е м ,  что Л переводит М в себя. 

Ф у н к ц и я  ЛА н е п р е р ы в н а ,  т а к  к а к  и н т е г р а л  н е п р е р ы в н о  з а в и с я щ е й  о т  
п а р а м е т р а  н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  н е п р е р ы в н о  з а в и с и т  от  п а р а м е т р а  и 
о т  в е р х н е г о  п р е д е л а .  Ф у н к ц и я  Л/г у д о в л е т в о р я е т  , ^
н е р а в е н с т в у  ( 4 ) ,  т а к  к а к  д /

| (ЛА) ( / ,* ) ! <  |  ̂» ( - .-)  с/т [ C d t \  < С |/ - /< > | .  X"----------
/о 'о

И т а к ,  А М ^ М .  ---------------
2. П о к а ж е м ,  что  отображение А сжато: 0

- Рис- 223. Сравнение v\
|] ЛЛ] —ЛЛ2 II <Х]|Л| —/г2||, 0<Л<1. »

Д ля этого оценим значение Л А,— ЛА2 в точке (/,х). Имеем (рис. 223)
/

(А А ,— АЛ2) ((,х ) =  \ (» 1 — иг) Лх,
*0

где V, (т) =  V (т, х +  /г,- (т, х)), / =  1, 2.

С о г л а с н о  т е о р е м е  п. 4  ф у н к ц и я  V (т, х) при  ф и к с и р о в а н н о м  т  у д о в ­
л е т в о р я е т  у с л о в и ю  Л и п ш и ц а  с п о с т о я н н о й  Ь  (по в т о р о м у  а р г у м е н т у ) .  
П о э т о м у

1»| (т) — V? (т)|  < / ,  |А, (т, х) —  А2 (т, дс)| ЦЙ1 — Л21|.

Согласно лемме п. 2

| ( Л А , - Л А 2) ( / , * ) | <  |$  Ь  ЦА| — Л2 II ¿ т [  < £ а ' | | Л , - / г 2 ||.
*0

П р и  1 о т о б р а ж е н и е  с ж а т о .
Теорема доказана.
8. Теорема существования и единственности.
С л е д с т в и е .  Пусть правая часть V дифференциального уравне­

ния (3) непрерывно дифференцируема в окрестности точки (/о, дг0) рас­
ширенного фазового пространства. Тогда у точки /о есть такая окрест­
ность, что в этой окрестности определено решение уравнения (3) с на­
чальным условием ф (/0) =  *, где х — любая достаточно близкая к Хо 
точка, причем это решение непрерывно зависит от начальной точки х.

*) При сравнении с от о б р а ж е н и е м  П и к а р а  п. 1 следует иметь в виду, что мы теперь 
ищем решение в виде х + Ь .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  С ж а т о е  о т о б р а ж е н и е  А ,  по  т е о р е м е  § 30, 
и м е ет  н е п о д в и ж н у ю  т о ч к у  Л е М .  П о л о ж и м  g ( t ,x )  — x-}-fi(i,x).  Т о г д а

g ( i ,  * )= .*  +  $ v(r, g (r ,  x))dx, =
¡0

М ы  в и д и м ,  ч т о  g  при ф и к с и р о в а н н о м  х у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ( 3 ) ,  
а  п р и  l  =  to —  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  g ( t ,x 0) — x. Ф у н к ц и я  g  н е п р е р ы в н а ,  
т а к  к а к  й е Л 1 .

_ С л е д с т в и е  д о к а з а н о . ___ ____  __  __  __
И т а к ,  мы д о к а з а л и  т е о р е м у  с у щ е с т в о в а н и я  д л я  у р а в н е н и я  ( 3 )  и п р е д ъ ­

я в и л и  р е ш е н и е ,  н е п р е р ы в н о  з а в и с я щ е е  от  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й .

З а д а ч а  I. Д о к а з а т ь  теорем у единственности.
Р е ш е н и е  1. П олож им  Ь' =  0 в определении AÎ. И з единственности неподвижной  

точки с ж а т о го  ото б р а ж е н и я  А: М  -*• М  следует  единственность решения (с начальным 
условием ç(/o)=*ci).

Р е ш е н и е  2. Пусть <pi и q>2 — Два решении с общим начальным условием 
(Fi Uo) =  (f2 (to), определенные при \ t  — U\ < а .  Пусть 0 < а ' < о .  П олож им  ||<f|| =  
=  шах | ^>(01- Имеем

И -М <а' {

<fi( 0 — 5 4 (0  =  5 ’Ф . Ч ’г М )  * •
и

При достаточно малом а '  точки (т, ч>|(т)} н (г, <у»(т}) л е ж а т  в цилиндре, где VŒ Lip L. 
П оэтом у [| ç i — фгП <  Z-ct'Иqri — ф» Н, откуда  при ¿ а ' < 1  вы текает  |] <pi — <ргЦ — 0. И так ,  
решения (ft, <рг в некоторой окрестности  точки to совпадают.

Л о к а л ь н а я  теорема единственности д о к азан а .

9. Д ругие применения сж аты х  отображений.
З а д а ч а  I. Д о к а з а т ь  теорем у об обратной  функции.
У к а з а н и е .  Д остаточн о  об р а т и т ь  С 1-отображение с  единичной линейной 

частью ,  у  =  ж +  ф (ж), где q f (0) =  0P в окрестности  точки O e R 4 (общ и й  случай 
с ь о д ш с н  к ы\)му  лнне&ноЛ замен ой  к о орди нат) .

Ищем решение в виде x  =  y  +  ÿ{y) .  Тогда получаем д л я  у  уравнение =

Следовательно,  искомая функция ^  является  неподвижной точкой о т о б р а ­
ж е н и я  А,  определенного формулой

(/1ф)(у)= — <р (¿/ +  ̂ 0 /))-
О то б р а ж е н и е  А  (в  п одходящ е»  метрике)  сж ато ,  потому что п рои зв одн ая  ф ун к­

ции ф в окрестности точки 0 мала  (ввиду условия 
(0 )—0).

З а д а ч а  2. Д о казать ,  что л о м ан а я  Эйлера 
стремится к решению, когда ее шаг стремит­
ся к нулю.

Р е ш е н и е .  П усть  ^ А =  д:-}-Лд — л о м а н а я  
Эйлера с шагом Д к началом Хо)— х
(рис. 224).  Иными словами, при

Рис. 221. Ломаная Эйлера. d g s (t, x ) /û t  =  v  (s (/), g^{s{t) .  * )),

где s ( 0  — /о + Л Д ,  /г — целая  часть  (¿ — /о)/Д. Отличие ломаной Эйлера от решения g 
можно оценить по формуле п. 3 § 30:

11гл-г11 =  цлд-л || иллл- л д1|.
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/ ‘
(Л А Д)(<, *) =  $ V (т. (т, х)) Л ,  к к(1, х) =  5 V ( 5  (т), g h (ь (т ) ,* ) )  Л .

/о 0̂

При Д -*■ 0 ра зн ость  подынтегральных вы раж ен ий  равн омерно  по т ,  | т  1 ^ а ' ,  стремится  к О 
(вследстви е  равностепенной непрерывности V).  П оэтом у ]|ЛЛД — Лд || ->  0 при Д ->- О 
и л о м а н а я  Эйлера  стремится к решению.

З а д а ч а *  3. Рассм отри м  ди ф ф ео м о р ф и зм  А окрестности  точки 0 в Я” на 
окрестность  точки 0 в Я", переводящий 0 в 0. П редполож и м ,  что лин ейн ая  ч асть  А в О 
(т. е. линейный оператор Л .0: К1 - »  К1) не 
имеет собственных чисел с модулем 1. Пусть 
число собственных чисел с |Х|<1 равно т _ ,  а 
с 1 М >  1 равно  т+. Тогда Л.о имеет инвари ­
антное подпространство Я -  (входящий ус) 
и инвариантное подпространство ¡(п+ (выходя­
щий ус ) ,  точней которых стремятся 0 при 
применении А ‘.о, где / / - * - + оо (для ~) или 
N -*■ — те (для  1(т  + ) (рис. 225).

Д о ка зать ,  что исходное нелинейное ото­
бражение А тоже имеет в окрестности точки О 
инвариантные подмногообразия М т~ и М  +
(входящий и выходящий усы),  касающиеся в  0 подпространств 11"‘-  и К " + { А " х -*О  
при Л?-» +  оо на Л1 ~ ,  при N - *  — 00 д ля  дгеЛ) + ) .

У к а з а н и е .  В з я т ь  какое-либо подм н огообрази е  Го размерности  т+  ( скаж ем ,  
к а с а ю щ е е с я  й  * » 0) и применять к нему степени А.  Методом сж аты х  отображ е н и й  
д о к а з а т ь  сходимость полученных приближений Т ^  =  А НТ о, N-*■ + с о ,  к Л1т + .

З а д а ч а *  4. Д о к а з а т ь  сущ ествование  в х о д я щ е г о  и вы ходящ его  усов у нелиней­
ного седла  х  =  у(х ) ,  и ( 0) =  0 (п редполагается ,  что  ни одно из собственных чисел оп е­
р ато р а  А =  и» (0) не л е ж и т  на мнимой оси) .

Н о

н да. м н

К"7'

А*0
Рис. 225. Усы отображения и его линей­

ной части. .

§ 32. Теорема о дифференцируемое™

В этом параграфе доказывается теорема о выпрямлении.
1. Уравнение в вариациях. С дифференцируемым отображением  

¡: и  -*■ V связано линейное отображение касательных пространств в 
каждой точке

/ „ :  Тхи - * Т Пх)У.

Точно так же с дифференциальным 
уравнением

х =  » ( /,* ) , х ^ и ^ К 1, ( 1 )

связана система дифференциальных урав­
нений

Г х =  » ( /,* ) , х е и с И ' ,
\ у  — у .(1 ,х)у , у ^ Т хи, (2 )

Рис. 226. Решение уравнения в варна 
цкях с начальным условием (.т, у).

называемая системой уравнений в вариациях для уравнения ( 1 ) и 
линейная относительно касательного вектора у  (рис. 226).

Звездочка в формуле (2 ) (и в дальнейших формулах) означает 
производную по х при фиксированном /. Так, и. (¿, х) есть линейный 
оператор из К" в II".
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Наряду с системой (2) удобно рассматривать систему

* = » ( / ,  х), хев1Гс = К \  г  =  » .(< ,  х )г , г: (3 )

Система (3) получена из системы (2) заменой неизвестного вектора у 
неизвестным линейным преобразованием г. Мы будем употреблять 
название уравнение в вариациях также и применительно к системе (3 ).

З а м е ч а н и е .  Вообще, если дано линейное уравнение

у — А(Г)у,  ¡ /е в " ,  (2')

то полезно рассмотреть ассоциированное уравнение

г =  А(1)г, г: Я”-*- Я", (3')

относительно линейного оператора г.
Зная решения одного из уравнений (2'), (3'), легко найти решения 

другого (как?).
2. Теорема о дифференцируемое™. Пусть правая часть V уравне­

ния (1) дважды непрерывно дифференцируема в некоторой окрестно­
сти точки (¿о, хо). Тогда решение g{t ,x) уравнения (1) с начальным 
условием ё{ (о ,х )= х  зависит от начального условия х  непрерывно диф­
ференцируемо\ когда х и / меняются в некоторой (быть может, меньшей) 
окрестности точки (/о, хо):

v e C 2=>g<вCl:

(класса С' по х).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  к е С ^ и . е С 1. Поэтому система уравнений 

в вариациях (3) удовлетворяет условиям из § 31 и последовательность 
пнкаровских приближений равномерно сходится к ее решению в доста­
точно малой окрестности точки /о. Выберем начальные условия фо =  х 
(достаточно близко к хо), г)?о =  Я. Обозначим пикаровские приближения 
через фл (для х) и 1|?я (для г) ,  т. е. положим

I
ф, + | (< ,х )= х + 5 » (т ,ф п( т ,х ) )Л , (4)

и
I

г])„ + 1 (/, х) =  Е +5 V. (т, (т, х)) -ф„ (т, х) ¿т. (5)

Заметим, что фо, =  Ч’о- Из определений (4) и (5) индукцией по п 
заключаем, что ф„+1. =  Ч,п+|- Поэтому последовательность { } — это 
последовательность производных последовательности ( ф„}. Обе после­
довательности (4 ), (5) равномерно сходятся (как последовательности 
пнкаровских приближений системы (3 )) при достаточно малом 
| /  — /о1- Итак, последовательность { ф, | сходится равномерно вместе 
с производными по х. Поэтому предельная функция g ( t , x ) =  фт.(/, х)

непрерывно дифференцируема по х, что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е .  Одновременно доказана
Т е о р е м а .  Производная g, решения уравнения (1) по начально­

му условию х  удовлетворяет уравнению в вариациях (3) с начальным
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^  £ (/, х) =  ̂  (Л £ ('. *)). - ^ g . ( t ,x )  =  v ,( t ,g ( t ,x ) )g . ( t ,x ) ,

g(to,x) =  x, g,(to,x) =  E.

Эта теорема объясняет см ы сл. уравнений в вариациях: они опи­
сывают действие преобразований за время от ¿о до I на касательные 
векторы к фазовому пространству 
(рис. 227).

3. Высшие производные по х.
Пусть г ^ 2  — целое число.

Т е о р е м а  Т,. Пусть правая 
часть V уравнения ( 1 ) г раз непре­
рывно дифференцируема в некоторой 
окрестности точки (1о,Хо). Тогда ре­
шение g ( t ,x )  уравнения ( 1 ) с началь­
ным условием g(to ,x)—x зависит от 
начального условия х г — 1 раз непрерывно дифференцируемо, когда 
х и I меняются в некоторой (быть может, меньшей) окрестности точки 
(/о, х0):

=> g e C rx~'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  г > е С г^ и . е С ' - 1 . Значит, система урав­
нений в вариациях (3) удовлетворяет условиям теоремы Т, _ ь  Поэтому 
теорема 7>, г >  2 , вытекает из теоремы Тг-\:

V е  Сг=>- V  е  Сг~ 1 =ф- g• е  Сх~2 =>- £ е  Сх~ \

Но теорема Гг доказана в п. 2. Итак, теорема Тг доказана.
4. Производные по х и /. Пусть г > 2  — целое число.
Т е о р е м а  Т'. В условиях теоремы Т, решение g ( t>x) является

дифференцируемой функцией класса С '~ 1 по переменным х и ( вместе-. 
» е С ' ^ г е С ' - 1.

Эта теорема — очевидное следствие предыдущей. Вот формальное 
доказательство.

Л е м м а .  Пусть /  — функция (со значениями в К ") , определенная на  прямом  
произведении области О евклидова пространства ^  и отрезка /  к а  оси I:

/: 6  X / К*
Составим интеграл

I
р  (Я. 0 = [ /(•*. т) ¿т, х е  С, [/о, /]<=/.

и
Если  / е С'х и / е С ' “ 1, то ^ е С ' .

Действительно, лю бая  г-я частная  производная функции по переменным XI 
и /,  с о д е р ж а щ а я  диф ф еренц ирован и е  по /,  в ы р аж ае тся  через /  и частны е  п роизводные 
функции  { поряд ка  меньше г, а потому непрерывна; вс я к а я  же г -я  ч а с т н а я  производ­
ная  по переменным х, непрерывна по условию.

условием  г ( / о ) = £ ' •

У */ ------------- 9.{х,г)у

Рис. 227. Действие преобразования за время 

от /в до I на кривую а фазовом простран­

стве и на ее касательный вектор.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Имеем
/

g{t, дг)=дг+5 V (т, g  (т, *))  Л .
и

Обозначим /  (т, х ) = ъ  (т, £  (т, *)) и будем применять лемму. Находим при 1 ^ р ^ г  

г е С р_| ПС'=> геС '.
С огласно  теореме Тг, имеем g ^ C px при р < г .  П оследовательн о  получаем 

g<sĈ , =>■g<=C'=>...^g<=C'-'.
Но, согласно § 31, ¿ е С °  (решение непрерывно зависит от (*, 0)-

Теорема  Г, д о к а зан а .

З а д а ч а  1. Докажите, что если правая часть дифференциального 
уравнения ( 1 ) бесконечно дифференцируема, то и решение зависит 
от начальных условий бесконечно дифференцируемо:

З а м е ч а н и е .  Можно также доказать, что если правая часть V 
аналитична (разлагается в сходящийся к V ряд Тейлора в окрестности 
каждой точки), то и решение £  аналитически зависит от х и I.

Дифференциальные уравнения с аналитическими правыми частями 
естественно рассматривать как при комплексных значениях неизве­
стных, так и (что особенно важно) при комплексных значениях времени. 
Об этой теории см., например, книгу В. В. Голубева «Лекции по анали­
тической теории дифференциальных уравнений» (М.: Гостехиздат, 1950).

5. Теорема о выпрямлении. Эта теорема — очевидное следствие тео­
ремы Тг. Перед доказательством вспомним два простых геометрических 

предложения. Пусть Ц  и ¿ 2 — два линейных 
подпространства третьего- линейного простран­
ства £  (рис. 228). Подпространства ¿ 1  и ¿ 2 на­
зываются трансверсальными, если их сумма 
есть все пространство /.: Ц  =  Ь. Например, 
прямая в Я3 трансверсальна плоскости, если 
пересекает ее под ненулевым углом.

П р е д л о ж е н и е  1. Для каждого к-мер- 
ного подпространства К* в К' найдется транс- 

версальное ему (п — к)-мерное (притом даже среди Скп координатных 
плоскостей пространства К').

Доказательство см. в курсах линейной алгебры (теорема о ранге 
матрицы).

П р е д л о ж е н  н е  2. Если линейное отображение А: ► М отобра­
жает какие-либо два трансверсальных подпространства на трансвер- 
сальные, то оно — на все пространство М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  А 1 =  АЦ  +Л1-2 =  А1.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и :  н е а в ­

т о н о м н ы й  с л у ч а й  (см. гл. 2, § 8 , п. 1). Рассмотрим отображе­
ние С? области прямого произведения Р х  в расширенное фазовое про­
странство уравнения

i  =  v(t,x),  ( 1)

Рис. 228. Прямая транс­
версальна плоскости ¿ 2 в 

яростраястае Я*.
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з а д а н н о е  ф о р м у л о й  О (/, х) =  (/, g (/, х ) ), где  g{t,x)  —  р е ш е н и е  у р а в н е ­
ния  (1 )  с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и ем  g(^о, х) =  х.

П о к а ж е м ,  что  й  в о к р е с т н о с т и  то чки  (/о, хо) —  в ы п р я м л я ю щ и й  д и ф ­
ф е о м о р ф и з м .

а )  Отображение й  дифференцируемо ( к л а с с а  Сг~', е с л и  ® е С г) 
по  т е о р е м е  Т,.

б) Отображение й  оставляет  ̂ на месте-. О (/, х )= ( / , £ ( / ,  х)).
в )  Отображение С ,  переводит стандартное векторное поле е(х =  0, 

/ = 1 )  в данное поле: й .е =  ( 1 ,» )  ( т а к  к а к  g{t,x)  —  р е ш е н и е  у р а в н е ­
н и я  ( 1 ) ) .

г ) Отображение С  в окрестности точки ((о, хо) —  диффеоморфизм. 
Д е й с т в и т е л ь н о ,  с о с ч и т а е м  с у ж е н и я  л и н е й н о го  о п е р а т о р а  0 , ! /()Хо н а  
т р а н с в е р с а л ь н ы е  п л о с к о ст и  Я" и Я 1 (рис .  2 2 9 ) .  Н а х о д и м :

П л о с к о с т ь  К 1 и п р я м а я  с н а п р а в л я ю щ и м  в е к т о р о м  у-\-е  т р а н с -  
в е р с а л ь н ы .  И т а к ,  О ,  е с т ь  л и н е й н о е  о т о б р а ж е н и е  Я п+1 на

с л е д о в а т е л ь н о ,  и з о м о р ф и з м  ( я к о б и а н  С .  в  т о чк е  (¿о, Хо) о т л и ч е н  о т  0 ) .  
П о  т е о р е м е  о б  о б р а т н о й  ф у н к ц и и  С  —  л о к а л ь н ы й  д и ф ф е о м о р ф и з м .  

Т е о р е м а  д о к а з а н а .
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  о в ы п р я м л е н и и :  а в т о ­

н о м н ы й  с л у ч а й  (§ 7, п. 1 ) .  Р а с с м о т р и м  а в т о н о м н о е  у р а в н е н и е

П у с т ь  в ек то р  Уо ф а з о в о й  с к о р о с т и  в т о ч к е  Хо о т л и ч е н  от  0  (р и с .  2 3 0 ) .  
Т о г д а  с у щ е с т в у е т  (п —  1 ) -м ер н ая  г и п е р п л о с к о с т ь  п р о х о д я щ а я
ч е р е з  Хо и т р а н с в е р с а л ь н а я  »о ( то чн ее ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  п л о с к о с т ь  в к а ­
с а т е л ь н о м  п р о с т р а н с т в е  Гл £/ т р а н с в е р с а л ь н а  п р я м о й  Я 1 н а п р а в л е н и я  »о) .

О п р е д е л и м  о т о б р а ж е н и е  О о б л а с т и  И х  Я "- 1 , где  К * - ' = ( ! } ,  К =  
=  {/), в  о б л а с т ь  ГГ ф о р м у л о й  О ( / , §  =  # ( / ,  Ю, где |  л е ж и т  н а  1Г_ |  
в б л и з и  хо, а  g(t, ф  е с т ь  з н а ч е н и е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (6) с н а ч а л ь н ы м  
у с л о в и е м  <р(0) =  £ в  м о м е н т  /. П о к а ж е м ,  чт о  в д о с т а т о ч н о  м а л о й  о к р е с т ­
но сти  т о ч к и  ( 1 = Х о ,  /  =  0) о т о б р а ж е н и е  О - 1  — в ы п р я м л я ю щ и й  д и ф ф е о ­
м о р ф и з м .

/= /„ = £ . О .и ':* = х е  =  о +  е.

Рис. 229. Производная отображения О ш тоя«е 

(¡о, *о). Рис. 230. Построение диффеоморфиз­

ма, выпрямляющего векторное поле.

х=х> (х), х е и с ц Я " . (6 )
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а )  Отображение й  дифференцируемо ( б е С г есл и  с е С ' )  по т е о ­
р е м е  Т,.

б )  Отображение  б - 1  выпрямляющее, т а к  к а к  й ,  п е р е в о д и т  с т а н ­
д а р т н о е  в е к т о р н о е  п о л е  е (1 =  0,  / = 1 )  в 0 , е  =  г>, п о с к о л ь к у  g(t,%) у д о ­
в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  (6 ) .

в )  Отображение й  есть локальный диффеоморфизм. Д е й с т в и т е л ь н о ,  
с о с ч и т а е м  л и н е й н ы й  о п е р а т о р  О .  !/„,*„ н а  т р а н с в е р с а л ь н ы х  п л о с к о с т я х  
К ” - 1  и И 1. Н а х о д и м  б , !*«-> =  £ ,  С , | к>е =  г>о.

И т а к ,  о п е р а т о р  п е р е в о д и т  п а р у  т р а н с в е р с а л ь н ы х  п о д п р о ­
с т р а н с т в  К " - 1  и Я 1 си Я" в  п а р у  т р а н с в е р с а л ь н ы х  п о д п р о с т р а н с т в .  
П о э т о м у  С , | /о-Хо —  л и н е й н о е  о т о б р а ж е н и е  К" н а  1Г, с л е д о в а т е л ь н о , —  
и з о м о р ф и з м .  П о  т е о р е м е  об о б р а т н о й  ф у н к ц и и  б  —  л о к а л ь н ы й  д и ф ф е о ­
м о р ф и з м .  Т е о р е м а  д о к а з а н а .

З а м е ч а н и е .  П о с к о л ь к у  т е о р е м а  о  д и ф ф е р е н ц и 'р у е м о с т и  д о к а ­
з а н а  с п о т е р е й  о д н о й  п р о и зв о д н о й  ( » е С ' ^ ^ е С ' - 1 ),  то  и у  в ы п р я м ­
л я ю щ и х  д и ф ф е о м о р ф и з м о в  м ы  т а к ж е  г а р а н т и р у е м  л и ш ь  к л а с с  г л а д ­
ко ст и  С '~х. В д е й с т в и т е л ь н о с т и  п о с тр о е н н ы й  в ы п р я м л я ю щ и й  д и ф ф е о ­
м о р ф и з м  и м е ет  к л а с с  С г; д о к а з а т е л ь с т в о  п р и в е д е н о  н и ж е .

6 . Последняя производная. В т е о р е м е  о  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т н  (п. 2) 
мы п р е д п о л а г а л и  поле. V д в а ж д ы  н е п р е р ы в н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м .  В д е й ­
с т в и т е л ь н о с т и  д о с т а т о ч н о  о д н о к р а т н о й  н е п р е р ы в н о й  д и ф ф е р е н ц и р у е -  
м ости .

Т е о р е м а .  Если правая часть V  (7, х) дифференциального урав­
нения х = г > ( / ,  х) непрерывно дифференцируема, то решение g ( t ,x )  с на­
чальным условием g{to,x) — x зависит от начальных условий непрерывно 
дифференцируемо;

v (= C , =>g^C)c. (7 )

С л е д с т в и я .
1) и е С '  =ф-g ^ C r при г >  1.
2) Построенные в п. 5 выпрямляющие диффеоморфизмы г раз не­

прерывно дифференцируемы, если х > е С г.
С л е д с т в и я  в ы в о д я т с я  из  с о о т н о ш е н и я  (7) д о с л о в н ы м  п о в т о р е н и е м  

р а с с у ж д е н и й  пп. 3, 4, 5. Д о к а з а т е л ь с т в о  ж е  с а м о й  т е о р е м ы  (7) т р е б у е т  
н е к о т о р ы х  у х и щ р е н и й .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Начнем со следующих замечаний .
Л е м м а  1. Решение линейного уравнения у  =  А { ( ) у  с непрерывно зависящей  

от I правой частью существует, непрерывно, определяется начальными условиями  
ф ( / 0) =  у 0 однозначно и зависит от уа и t непрерывно.

Дей ствительн о ,  до к азатель ств о  теорем сущ ествован и я,  единственности и непре­
рывности (§ 31) использовало  только  диф ф еренц ируемость  по х  при фи ксирован ном 
/ (ф акти чески  д а ж е  только  условие  Л и п ш и ц а  по * ) .  Поэтому д о к а за т е ль ст в о  с о х р а ­
няет  силу, если зависим ость от t предп олагать  лиш ь непрерывной. Л е м м а  д о к а за н а .

Заметим, что от решение зависит линейно, а от / — непрерывно дифференци­
руемо, поэтому п ринадлеж ит классу С 1 по уо и t вместе.

Л е м м а  2. Если линейный оператор А в лемме \ зависит еще от параметра а  так, 
что функция А  ( / , а )  непрерывна, то и решение будет непрерывной функцией от уо, / и а .

Дей ствительн о ,  решение м ож н о  построить к а к  предел последовательности  пика- 
ровских приближений. К аж д о е  приближение непрерывно зависит  от уо, t и а .  После-
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дов атс л ьн о сть  приближений  сходится  равномерно относительно у  о, t н а ,  меняющ ихся  
в д остаточ но  малой окрестности любой точки (уо,о,/о, а 0). П оэтом у предел — н епре­
р ы в н ая  фун кц ия  от уо, * и а.

Л е м м а  2 д о к азан а .
П рименим лемму 2 к уравнению в вариациях.
Л  е м м а 3. Система уравнений в вариациях

X =  V(íi,x), ¿ =  ». {¡,х)у
имеет решение, которое определяется своими начальными данными однозначно и зависит 
от них непрерывно, если только поле V класса С1.

Д ей ствительн о ,  первое уравнение  системы имеет решение по теореме существова* 
ния § 31. Это решение определено своими начальными услови ям и  ( /0, х 0) одн озн ачно  
и за в и с и т  от них непрерывно.  П одстав им  это решение во второе  уравнение .  Получим 
линейное  уравнение относительно у. Его п р ав ая  ч асть  непрерывно зави сит  от I и — 
как  о т  п арам етра  — от н ач ального  условия Хо рассм а три в аем ого  решения первого 
у равн ен ия .  По лемме 2 это линейное уравнение имеет решение,  которое определяется  
своими н ачальным и данными уа и являе тс я  непрерывной функцией от / ,  уо и параметра  Хо.

Л е м м а  3 доказан а .
Т аки м  образом ,  уравнения в вариациях разрешимы и в случае  ^ е С 1. З ам етим ,  

что в случае  р е С 3 мы до казал и ,  что п роизводная  решения по н ачальным данным 
у дов ле творяет  уравнению в в ар и ац и ях  (3 ) .  Теперь же мы не мож ем этого у тверж дать :  
ведь  мы еще не знаем, существует л и ' т а к а я  производная .

Ч тобы  д о к а за т ь  дифф сренц ируем ость  решения по н ачальным условиям, р ас -  
смотрим сперва частный случай.

Л е м м а  4. Если векторное поле г  (I, ж) класса С‘ равно  0 в точке х = 0  при всех I 
вместе со своей производной V., то' решение уравнения x ~ v { t t х) дифференцируемо 
по начальным условиям в точке х = 0 .

Действительно, по условию {и (/, х)| = о  ( | х | )  в окрестности точки х = 0 .  Оценим 
погреш ность приближения х = х 0 к решению х  =  ф ( / )  с начальны м  условием <р(/0) =  *о 
по форм уле  п. 3 § 30. При достаточно малых | х 0| и | /  — ¿о! находим

I
I <р— х 0| 5̂ (1 — I \ ? ( т ,  хо) ¿х т а х  и (т, хо),

1 ,в 1 /о < т < Г

где константа  К  не зави сит  от хв.
И так ,  I<р— х01 = о  (|хоI) , откуда следует,  что <р д и ф ф еренц ируем о  по *о в нуле, 

что и требовалось  д о казать .
А теперь  мы сведем общий случай  к специальной ситуации леммы 4: для  этого  

д остаточ но  вы брать  в расш иренном ф а зо в о м  пространстве  п о дходящ ую  систему коор- 
дннат.  П р е ж д е  всего, мы всегда можем считать р ассм атрив аем ое  решение нулевым:

Л е м м а  5. Пусть х — <р(/) — решение уравнения  х = г / ( ? ,  х) с правой частью 
класса  С \  заданной в области расширенного фазового пространства К Х  К*. Тогда 
существует Сх — диффеоморфизм расширенного фазового пространства, сохраняющий 
время ((*, х)н->“ (/, X) (1, х )) )  и переводящий решение ф в Х [ = 0.

Д ействительно ,  достаточно сделать  сдвиг Х | = Х  — ф(/) ,  поскольку ф е С 1.
Л е м м а  5 доказана .
В системе координат (/, Х|) правая  часть нашего уравнения равна  0 в точке 

Х| =  0. Покажем, что производную правой части по Х| можно т а к ж е  обратить в нуль 
при помощи подходящей линейной по х замены координат.

Л  е м м а 6. В предположениях леммы 5 координаты (/, Х[) можно выбрать га/с, 
что уравнение  х =  у ( / ,  дг) будет эквивалентно уравнению Х1 =  Г1(/, Х|), где поле  Г| 
равно  0  в точке Х!==0 вместе со своей производной дv\/дx\. Притом функцию Х\ (/, х) 
можно выбрать линейной (не обязательно однородной) относительно х.

Согласно лемме 5 можно считать, что У\ ({, 0 ) = 0 .
Чтобы  д оказать  лемму 6, рассмотрим сперва  ее частный случай:
Л е м м а  7. Утверждение леммы 6 справедливо для линейного уравнения  х =  Л (/) х.
Д ействительно ,  достаточно  п ри н ять  за  Х\ значение  реш ения  с н ач аль ны м  у сл о ­

вием ф ( / ) = х  в ф и ксированны й момент /о- С огласно  лемме 1 Х| =  £ ( / ) Х ,  где В (():
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Я " - * - К "  — линейный оператор класса  С 1 по /. В координатах (¿, * 1) наше линейное 
уравнение  принимает вид Х\ = 0.

Л е м м а  7 д о к а зан а .
Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  б. Линеаризуем уравнение х  =  у (1 ,х )  в нуле, 

т. е. составим уравнение в вариациях х  — А (Ох,  где А  (0 =  * \  (/, 0).
По условию, » е С 1, поэтому А ^ С ° .  По лемме 7 можно выбрать С ‘-координаты 

х, =  В (I )  х  так,  что в новых коорди натах  лин еари зован н ое  уравнение  примет вид х\ = 0. 
Л егк о  проверить,  что в этой системе коорди нат  п р а в а я  часть  исходного  нелинейного 
уравнения  будет иметь нулевую линейную часть.

Действительно,  введем обозначения V — А х-\-Я  (тогда Я =  о(1*1))  н х = С х \  
(тогда С =  £ ~ 1). Дифференциальное  уравнение для х\ получается из х  =  подстановкой 
х  =  Сх\. Получаем

Сх | Сх1 =  А Сх\ -}- К.

Но, по определению С, первые (линейные по Х[) слагаемые слева и сп рава  равны 
Итак ,

*, = С - , .Я (/, 0 x0  =  0 (1*11).

Л е м м а  б д о к азан а .
Соединяя леммы 6 и 4, приходим к следующему заключению:
Л е м м а  8. Решение дифференциального уравнения  х = и ( / ,  х) с правой частью 

класса  С 1 дифференцируемо зависит от начального условия. Производная г  решения  
по начальному условию удовлетворяет системе уравнений в  вариациях

х  =  т(!,х), 2 = у , { 1, х ) г ,  г ( к ) =  £ :  К1 К*.

Д л я  до к а за т е ль ст в а  леммы 8 достаточно  з а п и с ать  уравнение  в системе координат  
леммы б и применить лемму 4.

Д л я  д о к а за т е л ь ст в а  теоремы ос талось  убедиться  в непрерывности  производной 
решения по начальному условию. Согласно лемме 8 это производная существует и удовлет­
воряет  системе уравнений в вариациях.  Из леммы 3 следует непрерывная зависимость 
решений этой системы от Хц и

И так ,  теорема доказан а .



Г л а в а 5

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  н а  м н о г о о б р а з и я х

В эт о й  г л а в е  о п р е д е л я ю т с я  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е  м н о г о о б р а з и я  и 
д о к а з ы в а е т с я  т е о р е м а  о  с у щ е с т в о в а н и и  ф а з о в о г о  п о т о к а ,  з а д а н н о г о  
в е к т о р н ы м  п о л ем  н а  м н о г о о б р а з и и .

В т ео р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  н а  м н о г о о б р а з и я х  п о л у ­
чено  м н о го  и н т е р е с н ы х  и г л у б о к и х  р е з у л ь т а т о в ,  о к о т о р ы х  н е л ь з я  б ы л о  
у с п е т ь  р а с с к а з а т ь  в н а с т о я щ е й  г л а в е ,  я в л я ю щ е й с я  л и ш ь  к р а т к и м  в в е ­
д е н и е м  в эту  о б л а с т ь  на с ты к е  а н а л и з а  и т о п о л о ги и .

§ 33. Диф ференцируемые многообразия

П о н я т и е  д и ф ф е р е н ц и р у е м о г о ,  или г л а д к о г о ,  м н о г о о б р а з и я  и г р а е т  
в г е о м е т р и и  и в а н а л и з е  с т о л ь  ж е  ф у н д а м е н т а л ь н у ю  р о л ь ,  к а к  в а л г е ­
б р е  п о н я т и я  гр у п п ы  и л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а .

I .  П р и м е р ы  м н о г о о б р а з и й .  К о г д а  н и ж е  б у д ет  д а н о  о п р е д е л е н и е  
м н о г о о б р а з и я ,  то  м н о г о о б р а з и я м и  о к а ж у т с я ,  н а п р и м е р ,  с л е д у ю щ и е  
о б ъ е к т ы  (рис .  2 3 1 ) :

1. Л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  К" или  л ю б а я  его  о б л а с т ь  (о т к р ы т о е  п о д ­
м н о ж е с т в о )  и.

2. С ф е р а  5 \  з а д а н н а я  в е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  Я'14' 1 у р а в н е н и е м

от  0 )  то ч к о й .  К о о р д и н а т ы  это й
т о ч к и  (х0............х п) в К ,1+| н а з ы в а ю т с я  о д н о р о д н ы м и  к о о р д и н а т а м и
с о о т в е т с т в у ю щ е й  т о ч к и  п р о е к т и в н о г о  п р о с т р а н с т в а .

П о с л е д н и й  п р и м е р  о с о б е н н о  п о у ч и т е л е н .  П р и  р а с с м о т р е н и и  с л е д у ю ­
щ и х  о п р е д е л е н и й  п о л е з н о  и м е т ь  в в и д у  а ф ф и н н ы е  к о о р д и н а т ы  в п р о ­
е к т и в н о м  п р о с т р а н с т в е  (см .  п р и м е р  3  п. 3  н и ж е ) .

В ч а с т н о с т и ,  о к р у ж н о с т ь  5 1.
3. Т о р  Т’2 =  5 | Х 5 '  ( с р . § 2 4 ) .
4. П р о е к т и в н о е  п р о стр ан ств о  

Р Р Л = { ( * о : * | • . :жл)). В с п о м ­
ним, что  т о ч к а м и  э т о г о  п р о ­
с т р а н с т в а  я в л я ю т с я  п р я м ы е ,  
п р о х о д я щ и е  через  н а ч а л о  к о о р ­
д и н а т  в Ця + | . Т а к а я  п р я м а я  з а  
д а е т с я  л ю б о й  с в о е й  ( о т л и ч н о й Рис. 231. Примеры многообразий.
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2. Определения. Дифференцируемое многообразие М — это множе­
ство М вместе со структурой дифференцируемого многообразия в нем.

В множестве М введена структура многообразия, если задан атлас, 
состоящий из карт, которые согласованы.

О п р е д е л е н и е  1. Картой называется область £/с: Я* вместе с 
взаимно однозначным отображением <р: V? и  подмножества Ш мно­
жества М на II (рис. 232). Мы 

на карте и.
Рассмотрим карты (рис. 233)

Ф,: и7,--* (А и Ф/: Г , ->  11,. 

Если множества №■, и пе-

назовем ф(х) изображением точки

ресекаются, то их пересечение имеет изображения на обеих
картах:

1/„ =  ф ,(Г ,П 1Р/).

Переход с одной карты на другую задается отображением подмно­
жеств линейных пространств

ф.,: и  г, 11 ц, (щ (х) =  фу (ф Г 1 (*)).

О п р е д е л е н и е  2. Две карты ф , :  и/, — и,-, ф у :  У у  называют­
ся согласованными, если

1 ) множества I/,-;, и  у, открыты (быть может, пусты);
2 ) отображения ф,у и фу,- (определенные, если непусто) яв­

ляются диффеоморфизмами областей 1Г.
З а м е ч а н и е .  В зависимости от класса гладкости отображений ф,у 

получаются разные классы многообразий.
Если под диффеоморфизмом понимать диффеоморфизм класса С'., 

1 ^ г ^ о о ,  то многообразие (которое мы определим ниже) будет назы­
ваться дифференцируемым многообразием класса С'. Если положить 
г =  0 , т. е. требовать лишь, чтобы щ  были гомеоморфизмами, полу­
чится определение топологического многообразия. Если требовать, 
чтобы ф/у были аналитическими*), то получим аналитические многооб­
разия.

*) Ф ункц и я  аналитична,  если ее ряд  Тейлора  сходится к ней в окрестности каж дой  
точки.
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Есть н другие возможности. Например, если фиксировать в Я" 
ориентацию и требовать, чтобы диффеоморфизмы ср()- ее сохраняли 
(якобиан ф,, в каждой точке положителен), то получится определение 
ориентированного многообразия.

О п р е д е л е н и е  3. Атласом на Л1 называется совокупность карт 
ер,-: W¡ ->■ ¿Л, если

1 ) любые две карты согласованы;
2 ) любая точка х е М  имеет изображение хоть на одной карте.
О п р е д е л е н и е  4. Два атласа на М эквивалентны, если их объ­

единение есть снова атлас (т. е. если любая карта первого атласа 
согласована с любой картой второго).

Легко видеть, что определение 4 действительно задает отношение 
эквивалентности.

О п р е д е л е н и е  5. Структурой дифференцируемого многообразия 
на М называется класс эквивалентных атласов.

Отметим здесь же два условия, часто накладываемые на многообра­
зия, чтобы избежать патологий.

1. Отделимость: у любых двух точек х, у  еЛ 1  есть непересекаюшиеся 
окрестности (рис. 234). То есть либо существуют две карты ф,: Й7, -»- 17/,

Ф/; 1// с непересекающимися содержащими х и у  соответ­
ственно, либо существует карта, на которой изображены обе точки х, у.

Если не требовать  отделимости,  то многообразием  будет множ ество ,  полученное 
из двух  прямых Я =  {дг}, Я =  {£/} отождествлением точек с равными отрицательным и 
координатами х, у. Н а  таком многообразии  неверна  теорема единственности продол­
ж ени я  решений д и ф ф еренц иальн ого  уравнения,  хотя л о к а л ь н а я  теорема  единствен­
ности и верна.

2. Счетность: существует атлас М из не более чем счетного числа 
карт.

Д алее слово «многообразие» означает дифференцируемое многооб­
разие, удовлетворяющее условиям отделимости и счетности.

3. П р и м е р ы  а т л а с о в .
1. Сферу 5 2, заданную уравнением х2 +  х1-{-х1— 1 в К3, можно снаб­

дить атласом из двух карт, например — в стереографической проек­
ции (рис. 235). Здесь

й 7 ,= 5 2\Лг, Û  =  К?;

И72 =  5 2\ 5 ,  и 2= Я 1



Рис. 235. Атлас сферы. Семейство касаю­
щихся в точке N окружностей, лежащих 

на сфере, изображается на нижней 

карте семейством параллельных прямых, 

а на верхней — семейством касающихся 
окружностей.

Ри£ 239, Открытое ййдыножество Рнс. 240. Компактное подмножество.
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З а д а ч а  1. Н ап и сать  формулы д ля  отображений  91,2 и проверить,  что наши две 
карты согласов ан ы .

Аналогичным образом, дифференцируемую структуру 5" можно 
задать атласом из двух карт.

2. Атлас тора Т2 строится с помощью угловых координат: широты ср 
и долготы -ф (рис. 236). Например, можно рассмотреть 4 карты, соот­
ветствующие изменению ср и гр в интервалах

0 < с р < 2 я ,  — л < ф < л ;

0 < г ) ) < 2 л ,  —  я < \ ) з < л .

3. Атлас проективной плоскости ИР2 можно составить из трех 
«аффинных карт» (рис. 237):

1/2 =  — , если хофО,
Л'о

* 2 , лг 2 = — , если Х\Ф0,
X]

Ы2 =  — , если Х2 ФО. 
х2

Эти карты согласованы. Например, согласованность фо и ф 1 означает, 
что отображение фо, 1 области и  о , \ = { у \ ,  уъ  У\Ф  0 ) плоскости (у\, у 2) 
на область II 1,0 : г 1 плоскости (2 1 , 2 2 ), заданное формулами г 1 = у Г \  
22 — У2У Г \  является диффеоморфизмом (рис. 238).

Д о к а з а т е л ь с т в о :  у \ = г г ' ,  уй =  2 2 2 Г
Аналогичным образом, дифференцируемая структура в проективном 

пространстве ЯР" задается атласом из я +  1 аффинной карты.
4. К о м п а к т н о с т ь .
О п р е д е л е н и е .  Подмножество й многообразия М называется 

открытым, если его изображение фС^пО ) на каждой карте ср: №->¿7 
является открытым подмножеством области и  линейного пространства 
(рис. 239).

З а д а ч а  1. Д о к аж и те ,  что пересечение двух н объединение любого числа открытых 
подм н ож еств  многообразия  открыто.

О п р е д е л е н и е .  Подмножество К многообразия М называется 
компактным, если из всякого покрытия множества К открытыми множе­
ствами можно выбрать конечное подпокрытие.

З а д а ч а  2. Д о к аж и те ,  что сфера  5* компактна .  Компактно  ли проективное 
пространство  ИР"?

У к а з а н и е .  Д л я  решения можно восп ользов аться  следующей теоремой.

Т е о р е м а .  Пусть подмножество Т7 многообразия М (рис. 240) яв­
ляется объединением конечного числа подмножеств Т7,, каждое из кото­
рых имеет компактное изображение на одной из карт Р , а  ф,-: £ /;, 

Ф,- (Т7,) — компакт в 1 .̂
Тогда Т7 компактно.

х0 :х 1 :хг

У \= -—
Хо
хо

г \ =  — ,XI
Хо

и 1=  — ,
Х2
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { С,-) — открытое покрытие множе­
ства F. Тогда { ф,(Сг/П И7;)) при каждом i есть открытое покрытие 
компакта ifi(Fi). Выбираем из него конечное подпокрытие. Заставляя j 
пробегать полученное конечное множество значений, получаем конеч­
ное число С/, покрывающих F.

5. Связность и размерность.
О п р е д е л е н и е .  Многообразие М называется связным (рис. 241), 

если для любых двух его точек х, у  существует конечная цепочка 
карт ф,: Wi-*- V-, таких, что содержит х, Wn со ­
держит у  и Wi() Wi+\ Vi непусто, a U-, связно*).

Если многообразие М не связно, то оно есте­
ственным образом распадается на компоненты 
связности Mi.

З а д а ч а  1. Связны ли многообразия,  заданные у р а в ­
нениями в R3 (в  R P 3)

х2+у2- г 2 = С, СфО?

З а д а ч а  2. Множество всех матриц порядка п с от ­
личным от 0 определителем имеет естественную струк­
туру дифференцируемого многообразия (область  в R'*2). 
Сколько компонент связности имеет это многообразие?

Т е о р е м а .  Пусть М — связное многообразие, <р,-: tt7,- i/, — его 
карты. Тогда размерности всех линейных пространств R \ областями 
в которых являются Ui, одинаковы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это следует нз того, что диффеоморфизм  
между областями линейных пространств возможен лишь при равных 
размерностях пространств, и из того, что всякие две области И7,- и Не­
связного многообразия М можно соединить конечной цепочкой попарно 
пересекающихся областей.

Определенное в теореме число п называется размерностью много­
образия М и обозначается dim M  (от англ. «dim ension»).

Например, dim R'1 =  dim S “ =  dim 7'" =  dim RPn =  n.
Несвязное многообразие называется л-мерным, если все его ком­

поненты связности имеют одинаковую размерность п.

З а д а ч а  3. Снабдить множество О (п) всех ортогональных матриц порядка п 
структурой диф ф еренц ируем ого  многообразия .  Найти  его компоненты связности  и их 
размерность.

Ответ. О (n) =  SO (n)XZ2, dim О (it) =  n (я —1)/2.

6. Дифференцируемые отображения.
О п р е д е л е н и е .  Отображение /: A ii-> A i2 одного С'-многообра- 

зия в другое называется дифференцируемым (класса С'), если в локаль­
ных координатах на M t и М 2 оно задается дифференцируемыми функ­
циями (класса С').

Рис. 241. Связное многообра* 

зие Af и несвязное AfiUAb-

*) То есть любые две точки V: можно соединить ломаной  в ( / ¡ с  Я".
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Иными словами,  пусть ф|: ХР[ £ Л — карта  Л1|, и з о б р а ж а ю щ а я  точку 
(р2 * и 2̂ ->  1/2 — к ар та  А12. и з о б р а ж а ю щ а я  точку / ( а * ) ^ Ц 72 (рис. 24 2 ) .  Тогда  заданное  
в окрестности точки 1 (дг) отображение областей евклидовых пространств 
должно быть дифференцируемым класса С'.

Ряс. 243. При проектировании сферы 
на плоскость получается замкнутый 

круг.

П р и м е р  1. Проекция сферы на плоскость (рис. 243) есть диф­
ференцируемое отображение /: 5 2-*- Я2.

Мы видим, что образ дифференцируемого отображения — не обяза­
тельно дифференцируемое многообразие.

П р и м е р  2. Кривой *) на многообразии М, выходящей в момент ¿о 
из точки х е М ,  называется дифференцируемое отображение /: /  — Л1 

содержащего 1о интервала /  вещественной оси / в многообразие М, 
причем ¡((о) =  д‘.

*) Или  параметризованной кривой, т а к  как  кривыми на иногда  н азы ва ю т  
т а к ж е  одномерные подм н огообрази я  м н огообразия  М  (определение см. ниже,  в п. 8)

Рис. 242. Дифференцируемое отображение.

м

/
■<

Рис. 244. Кривая на многообразии Л1.

У п арам етризованн ой  кривой могут быть точки самопересечения,  точки в о з в р а т а  и т. п. 
(рис. 244)
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П р и м е р  3. Диффеоморфизмом /: Л11 — Л12 многообразия М\ на 
многообразие Мя называется дифференцируемое отображение /, обрат­
ное к которому М 2 -* М\ существует и дифференцируемо.

Многообразия М\ и ЛЬ диффеоморфны, если существует диф фео­
морфизм одного на другое. Например, сфера и эллипсоид диффеоморфны.

7. Замечание. Легко видеть, что всякое связное одномерное мно­
гообразие диффеоморфно окружности (если оно компактно) или пря­
мой (если оно не компактно).

Примерами двумерных многообразий являются сфера, тор (диффео- 
морфный «сфере с одной ручкой») и «сфера с п ручками» (рис. 245).

О а
Рис. 245. Неднффеоморфные двумерные многообразия.

В курсах топологии дока зы ва ется ,  что всякое двумерное компактное  связн ое  
ориентируемое м н огообрази е  ди ф ф еоморф н о сфере с 0 ручками. О трехмерных 
многообразиях известно мало.  Например,  неизвестно,  всякое ли комп актное  одно­
связное *) трехмерное  многообразие  диф ф еом орф н о  сфере Я3 (гипотеза Пуанкаре)  
или хотя бы гомеом орфно ей.

В больших разм ерн остях  ди ф ф еренц ируем ая  и топологическая  к л асси ф и кац и я  
многообразий не совп адаю т .  Например,  сущ ествует  ровно 28 гладких многообразий,  

гомеоморфных сфере 5 7, но не диффеоморфных друг другу. 
Они называются сферами Милнора.

Сферу Милнора  можно з а д а ть  в С5 с координатами -2и ••• 
. . . ,  гъ следующими двумя уравнениями:

4 * +  23+ г\ + 2 4  4*25 =  0 , |2| 12+  ... |г5|2 =  1.

Рис. 2-46. Подмногообразие.

При ¿ =  1, 2 ...........28 получаем 28 сфер М ил н о р а* * ) .  Одно
из этих 28 многообразий диффеоморфно сфере 5 7.

8 . Подмногообразия. Сфера в И3, заданная 
уравнением хг +  у 1 +  ¿г =  1 , доставляет пример 
подмножества евклидова пространства, наследую­
щего от него естественную структуру диффе­

ренцируемого многообразия — структуру подмногообразия Р?. Общее 
определение подмногообразия следующее:

О п р е д е л е н и е .  Подмножество V многообразия М (рис. 246) 
называется подмногообразием, если каждая точка дгеУ  имеет такую 
окрестность XV в М и такую карту <р: № -*-£/, что ф (^П Ю  является 
областью некоторого аффинного подпространства того аффинного про­
странства Я", в котором лежит и.

Подмногообразие V само имеет естественную структуру многообра­
зия (№' =  №ПV, и' =  ц>(\Г)).

*) М ногообразие  односвязно,  если всякий замкнутый путь в нем можно непре­
рывно стянуть в точку.

**) См. Е. Б  р и с к о р и, Примеры из дифференциальной топологии особенностей.— 
сб. пер. «Математика»,  1967, 1 1 ,0 ,  стр. 132— 143.
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С л е д у ю щ и й  ф у н д а м е н т а л ь н ы м  ф а к т  п р и в о д и т с я  б е з  д о к а з а т е л ь с т в а  
и не б у д е т  и с п о л ь з о в а т ь с я  в д а л ь н е й ш е м .

Т е о р е м а .  Всякое многообразие М п диффеоморфно подмногооб­
разию евклидова пространства достаточно большой размерности 
( например , достаточно N > 2 /1, где /г = ( Н т  Л Г ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  а б с т р а к т н о е  п о н я т и е  м н о г о о б р а з и я  в  д е й с т в и т е л ь н о ­
с ти  о х в а т ы в а е т  не б о л ь ш и й  к р у г  о б ъ е к т о в ,  чем  « л -м е р н ы е  п о в е р х н о ­
с ти  в / ' / -м ерном  п р о с т р а н с т в е » .  П р е и м у щ е с т в о  а б с т р а к т н о г о  п о д х о д а  
с о с т о и т  в т о м ,  что  он  с р а з у  о х в а т ы в а е т  и т е  с л у ч а и ,  к о гд а  з а р а н е е  не 
д а н о  н и к а к о г о  в л о ж е н и я  в е в к л и д о в о  п р о с т р а н с т в о ,  а его  п р и в л е ч е н и е  
п р и в е л о  бы  л и ш ь  к  н е н у ж н ы м  у с л о ж н е н и я м  (п р и м е р :  п р о е к т и в н о е  п р о ­
с т р а н с т в о  К Р П) . П о л о ж е н и е  з д е с ь  т а к о е  ж е ,  к а к  с к о н е ч н о м е р н ы м и  
л и н е й н ы м и  п р о с т р а н с т в а м и  (они все  и з о м о р ф н ы  к о о р д и н а т н о м у  п р о ­
с т р а н с т в у  {(.Г|, ..., лгп)}, но п р и в л е ч е н и е  к о о р д и н а т  ч а с т о  л и ш ь  у с л о ж ­
н я е т  д е л о ) .

9. Пример.  Рассм отрим в заключение п ять  интересных многообразии (рис. 247)^ ,
ЛЬ — Б О  (3) сеть группа ортогональных матриц третьего п орядка  с о п р ед ел и те ­

лем  +  1. П о ск о л ьк у  матрица  имеет 9 элементов,  М\ есть подмножество п ространства  Я9 « 
Л е гко  видеть, что это подмножество является  в действительности подмногообразием .

М 2=ггГ|5‘ есть множество всех касательных векторов длины  1 к  сфере в т р е х ­
мерном евклидовом пространстве .  Ввести структуру диф ф еренц ируем ого  м н огообра зи я  
в этом множестве  п редоставляется  читателю (ср. $ 3 4 ) .

Д1з =  К Р3 — это трехмерное проективное пространство.
А и — конфигурационное пространство твердого тела, закрепленного  в н еп о д в и ж ­

ной тл,п/п ^

З а д а ч а *  1. К акие  из многообразий ЛЬ — Л?5 диф ф еоморф и ы ?

§ 34. К асательн ое расслоение. Векторные поля на многообразии

С  к а ж д ы м  г л а д к и м  м н о г о о б р а з и е м  Л1 с в я з а н о  д р у г о е  м н о г о о б р а ­
зи е  ( в д в о е  б о л ь ш е й  р а з м е р н о с т и ) ,  н а з ы в а е м о е  касательным расслое­
нием *) М  и о б о з н а ч а е м о е  ТМ . К а с а т е л ь н о е  р а с с л о е н и е  п о з в о л и т  н а м  
с р а з у  п е р е н е с ти  н а  м н о г о о б р а з и я  в сю  т е о р и ю  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .

*) К асател ьн о е  р а с с л о е н и е — частный случай  векторного  расслоени я ;  ещ е  более  
общ ее п о н я т и е — расслоенное  пространство .  Все эти понятия  относятся  к числу о с н о в ­
ных в топологии и в а н а л и з е ,  но мы огран и ч и м ся  лиш ь касательн ы м  ра сс л о е н и е м ,  
которое особенно важ н о  для теории обыкновенных  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравнений.

9  В. И. Лвнольд

М,=50!3)

Рис. 247, Примеры трехмерных многообразии.

и-.12 +  и 2|г +  |г3 |2 =  2 .
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1. Касательное пространство. Пусть М — гладкое многообразие. 
Касательным к М в точке х вектором |  называется класс эквивалент­
ности выходящих из х кривых; две кривые (рис. 248)

7 1 : /  М, у2: I -*■ М 
эквивалентны, если их изображения на какой-либо карте 9 7 1 : 1 - > и ,  
ЧУ?'- I -+■ и  эквивалентны.

м

Рис. 248. Касательный вектор.

Заметим, что понятие эквивалентности кривых не зависит от выбора 
карты атласа (см. § 5): из эквивалентности на карте ср, следует экви­
валентность на любой другой ф,-, так как переход с одной карты на дру­
гую, <р/у, есть диффеоморфизм.

Множество векторов, касательных к М в х, имеет структуру линей­
ного пространства, не зависящую от выбора карты (см. § 5). Это 
линейное пространство называется касательным пространством к М в х 
и обозначается ТХМ. Его размерность равна размерности М.

П р и м е р  1. Пусть М п — подмногообразие аффинного простран­
ства (рис. 249). Тогда ТхМп можно представить себе в виде п-мер- 
ной плоскости в проходящей через х. При этом, однако, следует 
помнить, что касательные пространства к М в разных точках х, у не 
пересекаются: ТХМ П ТУМ =  0 .

Рис. 249. Касательное пространство. Рис. 250. Координаты касательного вектора.

2. Касательное расслоение. Рассмотрим объединение касательных 
пространств к многообразию М во всех его точках ТМ— и Т,М.

х  е М
Множество ТМ имеет естественную структуру гладкого многооб­

разия.
Д ей с тв и тельн о ,  рассн отри м  какую -нибудь карту  на м ногообразии  М,  и пусть ( д Г | , х„): 

1У-+ 1 / с К "  (р и с  2 5 0 ) — локал ьн ы е  координаты в окрестности  В' точки х,  за д а ю щ и е
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эту карту. Всякий вектор 5, касательный к А1 в точке д г е и 7, зада ется  набором своих 
компонент  ..., ) в у к а з а н н о “! системе координат. Именно, если у* /  -► А! — кривая ,

вы ходящ ая  из х  по направлению 5 в момент (о, то £,-=—  дг, (у(0)-  Таким образом,сИ I (— ¡о
всяки й  вектор касательн ы й  к М в одной из точек области  йг, з а д а е т с я  набором 2п 
чисел (а'1, .... х„), ( ; 1, 1т) — п координат «точки прилож ения»  х  п п «компонент»
М ы  получили карту части  м н о ж еств а  ТМ:

Ч>: ТХ?-+ Ц5\  Ч,<Ю =  (а'1. 5, ...... | я).
Р азли чн ы е  карты ТМ ,  соответствующ ие разным картам  а т л а с а  М ,  согласованы 

(кл а с са  С ' ~ \  если Л1 к л а сс а  С г). Действительно,  пусть (у \щ ..., у п) — д р у г а я  л о к а л ь ­
ная  система координат  на М  и (111, ..., г\„) — компоненты вектора в этой системе; тогда

п
.. ..  ............... ... г),- =  £  {дщ/дхй £,• (1 =  1........л),

/ = 1

— гл а д к и е  функции от лт,- и
И так ,  м ножество  ТМ  всех к асательн ы х  к  М  векторов получило с труктуру  гладкого 

м н о ге о б р а зи я  размерности  2п.

О  п р е д  е л  е н и е. М н о г о о б р а з и е  ТМ н а з ы в а е т с я  касательным рас­
слоением *) м н о г о о б р а з и я  М.

С у щ е с т в у ю т  е с т е с т в е н н ы е  о т о б р а ж е н и я  /: М - >  ТМ (нулевое сече­
ние) и р: ТМ-*-М (проекция): 1(х) е ст ь  н у л е в о й  в е к т о р  ТХМ, а р (5) 
е с т ь  т а  т о ч к а  Л', в к о т о р о й  |  к а с а е т с я  М (р и с .  2 5 1 ) .

З а д а ч а  ¡ . Д о к а ж и т е ,  что отображения  «, р дифференцируемы, что I является 
диффеоморфизмом М  на / (ЛГ) и что р о г. М  Л1 — тождественное отображение.

Рис. 251. Касательное расслоение Рис. 252. Параллслизованное И непараллелнзуемое

многообразия.

Прообразы точек х ^ М  при отображении р: Т М -+ М  называются 
слоями расслоения ТМ. Каждый слой имеет структуру линейного про­
странства. Многообразие М называется базой расслоения ТМ.

3. Замечание о параллелизуемости. Касательное расслоение аффин­
ного пространства Я'1 или его области и  имеет ещ е дополнительную  
структуру прямого произведения: Ш = У х 1Г.

Действительно, касательный вектор к и  можно задать парой (х, 
где х е У ,  а § — вектор линейного пространства для которого указан 
линейный изоморфизм с Тх11 (рис. 252).

*) Мы будем и сп о л ь зо в ат ь  это краткое н азвани е  вместо более п едантичного  термина 
пространство касательного расслоения.

9*
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Можно выразить это иначе, сказав, что аффинное пространство 
параллелизовано: для касательных векторов к области и  простран­
ства Я'1 в разных точках х н у  определено равенство.

Касательное расслоение многообразия вовсе не обязано быть 
прямым произведением, и, вообще говоря, нельзя разумно опре­
делить равенство векторов, приложенных в разных точках много­
образия М.

Положение здесь такое же, как с листом Мёбиуса (рис. 253), кото­
рый является расслоением с базой окружность и слоем прямая, но не 
является прямым произведением окружности на прямую.

О п р е д е л е н и е .  Многообразие М называется параллелизован­
ным, если в его касательном расслоении введена структура прямого

произведения, т. е. задан диффеоморфизм Г Л Г ^ Л Г Х  К", линейно пере­
водящий ТХМ в ^ХК"- Многообразие параллелизуемо, если оно может 
быть параллелизовано.

П р и м е р  1. Л ю б а я  обла сть  в евклидовом п ространстве  естественно п араллели-  
э овзн а .

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что тор Тя параллели зуем ,  а л ист  М ёбиуса нет.

Т е о р е м  а *. Из сфер Б" параллелизуемы только следующие три'. 
5 \  5 3, Б1. В частности, двумерная сфера непараллелизуема:

(Отсюда вытекает, например, что еж а нельзя причесать: хоть одна 
игла будет перпендикулярна поверхности (рис. 254).)

Читатель, решивший задачу в конце § 33, легко докажет непарал- 
лелизуемость 5 2 (указание: ЯР3 ^ 5 2 Х 5 ') .  Параллелизация окружности 
5' очевидна. Параллелизовать 5 3 — поучительное упражнение (указа­
ние: 5 3 — это группа, а именно группа кватернионов с модулем 1 ). 
Полное доказательство сформулированной теоремы требует довольно 
глубокого проникновения в топологию; оно было получено относительно 
недавно.

Аналитики склонны считать все расслоения прямыми произведе­
ниями и все многообразия пара-Ллелизуемыми. Этой ошибки следует 
остерегаться.

Рис. 253. Расслоение, не являющееся 

прямым произведением.

Рнс. 254. Теорема о еже.
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4. К а с а т е л ь н о е  о т о б р а ж е н и е .  П у с т ь  [: М -> -N —  г л а д к о е  о т о б р а ж е ­
ние  м н о г о о б р а з и я  М в м н о г о о б р а з и е  N  (рис .  2 5 5 ) .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  
¡,х и н д у ц и р о в а н н о е  о т о б р а ж е н и е  к а с а т е л ь н ы х  п р о с т р а н с т в .  О н о  о п р е д е ­
л я е т с я ,  к а к  в  § 6, и я в л я е т с я  л и н е й н ы м  о т о б р а ж е н и е м  о д н о г о  л и н е й ­
ного  п р о с т р а н с т в а  в д р у г о е :

ТхМ ^ Т Пх)Ы.

П у с т ь  х  п р о б е г а е т  М .
П р е д ы д у щ а я  ф о р м у л а  о п р е д е ­
л я е т  о т о б р а ж е н и е

ТМ-+ТЫ,  М г/1 =  / , г,

к а с а т е л ь н о г о  р а с с л о е н и я  М в к а с а т е л ь н о е  р а с с л о е н и е  N. Э т о  о т о б р а ж е ­
ние д и ф ф е р е н ц и р у е м о  ( п о ч е м у ? )  и л и н е й н о  о т о б р а ж а е т  слои  ТМ в слои  
ТИ (р и с .  2 5 6 ) .

Рис. 255. Производная отображения \ в точке д\

тм г* ты

\Р1 \Рг

Рис. 250. Касательное отображение.

О то б р а ж ен и е  / .  н азы вае тся  касательным отображением к /  (у п отреб ляе тся  
т а к ж е  обозначение  7*/: 7*Л1->■ ГЛ;).

З а д а ч а  1. П усть  (: М ¿V н £: N  -*• К — гладкие отображения,  £  о /: М -► Д' — 
их суперпозиция. Д ока зать ,  что {£ ° /), =  (£.) о (/,), т. е. что

М

N

к тм— тк
Т е р м и н о л о г и ч е с к о е  з а м е ч а н и е .  В анализе  эта ф о р м у л а  н аз ы в а е т с я  

правилом ди ф ф е р ен ц и р о в ан и я  сложной  функции  в алгебре  — ф у н кториальи осты о  
(к оварнантн ои)  перехода к к асательн ом у  отображен ию .

5. В е к то р н ы е  п о л я .  П у с т ь  М  —  г л а д к о е  ( к л а с с а  С г +  1) м н о г о о б р а ­
зи е ,  ТМ  —  его  к а с а т е л ь н о е  р а с с л о е н и е  (р и с .  2 5 7 ) .

О п р е д е л е н и е .  Векторное поле *) ( к л а с с а  Сг) V  на М  е с т ь  г л а д ­
кое  ( к л а с с а  С ')  о т о б р а ж е н и е  и: М  -*■ ТМ  т а к о е ,  что  о т о б р а ж е н и е

*) Употребляется  т а к ж е  термин сечение касательного расслоения.
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т м

м
коммутативна, т. с. р (у (х))=х .

З а м е ч а н и е .  Если М — область пространства Я* с координатами 
х\, х„), то это определение совпадает со старым (§ 5).

Рис 257. Векторное поле.

Однако в новом определении никакая специальная система коорди­
нат не участвует.

Пр и ме р .  Рассмотрим семейство вращений сферы вокруг 
оси SN  на угол / (рис. 258). Каждая точка сферы описывает
при вращении кривую (параллель) и имеет скорость

(IV (X) -
сИ

8 ‘ха ![Б *

Мы получаем отображение V. Б2—»-ТБ2; очевидно, ри = Е, т. е. V — 
векторное поле на 52.

Вообще, если М -+■ М  — однопараметрическая группа диффео­
морфизмов многообразия М, то возникает векторное поле фазовой ско­
рости на М, точь-в-точь как в § 5.

Вся локальная теория (нелинейных) обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений немедленно переносится на многообразия, так как мы 
позаботились своевременно (в § 5) о независимости основных понятий 
от системы координат.

В частности, на многообразия переносится основная локальная тео­
рема о выпрямлении векторного поля и локальные теоремы сущест­
вования, единственности, непрерывности и дифференцируемости по на­
чальным условиям. Специфика многообразия проявляется лишь при 
рассмотрении нелокальных вопросов. Простейшими из них являются 
вопросы о продолжении решений и о существовании фазового потока 
с данным полем  фазовой скорости.
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§ 35. Фазопый поток, заданный векторным полем

Доказанная ниже теорема является простейшей теоремой качест­
венной теории дифференциальных уравнений: она дает условия, при 
которых имеет смысл ставить вопрос о поведении решений дифферен­
циального уравнения на бесконечном интервале времени.

Из этой теоремы вытекает, в частности, непрерывность и дпффе- 
ренцируемость решения по начальным данным в целом (т. е. на любом 
конечном интервале' времени). Эта теорема полезна также как техни­
ческий метод для конструирования диффеоморфизмов. Например, с ее 
помощью можно доказать, что всякое замкнутое многообразие, имею­
щее гладкую функцию лишь с двумя критическими точками, гомео- 
морфно сфере.

1. Теорема. Пусть М — гладкое (класса С', /■>2) многообразие 
(рис. 259), V. М-+ТМ  — векторное поле. Пусть вектор у ( х )  отличен

ТУ(СС)

Рис. 259. Векторное поле, равное 0 сне компакта К.

от нулевого вектора ТХМ только лишь в компактной части /( много­
образия М. Тогда существует однопараметрическая группа диффеомор­
физмов я1: М->М, для которой поле V является полем фазовой ско­
рости:

^ ¿ ■ х  =  у (Ё‘х). (1{

С л е д с т в и е  1. Всякое векторное поле у на компактном много­
образии М является полем фазовой скорости некоторой однопарамет­
рической группы диффеоморфизмов.

В частности, в условиях теоремы или в условиях следствия 1 имеет 
место

Сл е д с т в и е  2. Всякое решение дифференциального уравнения

х  =  у ( х ) ,  х е М ,  (2)

можно продолжать вперед и назад неограниченно. При этом значение 
решения я'л: в момент I зависит от £ и от начального условия х гладко

З а м е ч а н и е .  Условие компактности нельзя отбросить.
П р и м е р  1. Л 1 = Я ,  х =  х2 (см .  § 1, п. 7 ) :  решения нельзя  п р о д о л ж а т ь  н ео г р а ­

ниченно.
П р и м е р  2. М =  ( *: 0 < * <  I ), х =  I
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Приступаем к доказательству теоремы.
2. Построение диффеоморфизмов g, при малых Для каждой точки 

д:еМ существует открытая окрестность 1/аМ  и число е >  0 такие, 
что для любой точки у из и  и для любого / с |/ | < 8  решение ц'у урав­
нения (2) с начальным условием у (при / =  0) существует, единственно, 
дифференцируемо зависит от I и от у и удовлетворяет условию

если | s |  < е ,  | / |  < е ,  | s  +  /| < е.
Действительно, точка х изображается на некоторой карте, а для 

уравнений в области аффинного пространства наше утверждение до­
казано (см. гл. 2 и гл. 4) *).

Итак, компактное множество К  покрыто окрестностями U. Мы мо­
жем выбрать конечное покрытие {£/,-).

Пусть е, — соответствующие числа е; возьмем eo =  min е,-> 0.
Тогда при UI < е о  определены в целом диффеоморфизмы g '\  М  Л1, 

g l+s =  g 'g s, если 1 s | , |/ |, | s  +  ii|<E, g ‘x  = x  при х  вне К.
Действительно, хотя определенные с помощью разных карт реше­

ния уравнения (2) с начальным условием х (при / =  0) a priori различны, 
они совпадают при U! <eo ввиду выбора ео и локальной теоремы 
единственности.

Далее, по локальной теореме дифференцируемости точка g‘x зави­
сит дифференцируемо от t и х, а 'поскольку g'g~‘ = E, то отображе­

ние g1 Л1 —>■ Л1 — диффеоморфизм. Заметим, что -̂ -1 g 'x -v (x ).
at 1(=о

3 .  Построение g ' при любых t . Представим t в виде н е о / 2 +  /\ где 
п — целое и 0=^/-<ео/2. Такое представление существует и единст­
венно. Диффеоморфизмы gE°/2 и gr уже определены.

Положим g1 ={g*o/2)n gr. Это диффеоморфизм Л1 на М. При UI < е о / 2  

новое определение'согласуется с предыдущим (см. п. 2) определением.

Поэтому I g 'x=v (х). 
at 1 /=о

Легко видеть, что при любых s, t

*) Д о к а за те л ь с т в о  единственности  требует небольшого доп олни тельн ого  рассуж* 
дення :  нужно проверить,  что из единственности решения с данным и начальными 
услови ям и  на каж дой  ф и ксированной  карте  вытекает  единственность на многообразии.  
На  неотделимом многообразии  единственности может н не быть (пример:  уравнение  
х = 1 , у = 1  на многообразии,  полученном из двух прямых (дг], [ у \  о тож дествлен ием  
точек с равными отриц ательн ы м и  к о о р д и н а там и ) .  Если же м н огообрази е  Л1 отделимо, 
то проходит до к а затель ств о  единственности  из § 7, п. 6 . (О тделим ость используется  
при д о к а за т е л ь ст в е  совп аден ия  значений решений ср| (Т) и (Г) в первой  точке 
н ачиная  с которой они не совпадают.)

g'+sy=g'g5y, (3)

(4)

Д ей ствительн о ,  пусть

s =  (me<,/2) +  p, t  = ( л е о / 2 ) +  ? ,  S +  /  = ( & £ o / 2 ) +  r
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Т о г д а  л е в а я  и п р а в а я  ч а с т и  р а в е н с т в а  (4 )  п р и н и м а ю т  в и д  

(§ы г? д г .. {ёи/2)т 5Р (яЕо/2'п £*
В о зм о ж н ы  д в а  случая:

I)  т  +  я =  А, р  +  ц =  г,  2) т - \ ~ п  — к ~ \ ,  р  +  д =  г + { е 0/2) .

З а м е т и м ,  что поскольку \ р \ < С г о / 2 ,  | ( ? | -< £ о /2 ,  то д и ф ф еом орф и зм ы  2®°^, и ц 9 
комм утирую т.  О тсю да  вытекает  ф о р м у л а  (4) как  в первом случае,  т а к  и во втором 

( е г °/ 2 Ё '  =  £ ре' , < так  как  ]р1, | ? | ,  И < е о / 2 ,  р +  ? =  е0/ 2  +/•)•

Остается проверить, что точка ц'х зависит от / и х дифференци­
руемо. Это следует, например, из того, что ==(§'/Л’)Л/, а ¿ ^ х  при 
достаточно больших N зависит дифференцируемо от I и х (см. п. 2) 

Итак, есть однопараметрическая группа диффеоморфизмов мно­
гообразия соответствующее поле фазовой скорости есть V,  и тео­
рема доказана.

4. Замечание. Из доказанной теоремы легко вывести, что каждое 
решение неавтономного уравнения

* =  г/(/, х), х еМ ,

заданного зависящим от времени I векторным полем и на компактном 
многообразии М, можно продолжать неограниченно.

Этим объясняется, в частности, возможность неограниченного про­
должения решений линейного уравнения

*= »(/,* ), х) =  А (/)*, / е ^  (5)

В самом деле, будем рассматривать Я'1 как аффинную часть проектив­
ного пространства ИР". Пространство ИР'1 получается из своей аффин­
ной части добавлением бесконечно удаленной плоскости: ИР" =  ЯР'1 - 1

Рис. 260. Продолжение линейного секторного по­ля на проективное про­странство.

Пусть V — линейное векторное поле в Ип(и(;е)=Лл:). Легко прове­
ряется.

Л е м м  а. Векторное поле и на ^  можно единственным образом 
продолжить до гладкого поля V' на ЯР". Поле V' на бесконечно удаленной 
плоскости ИР*“ 1 касается 1̂ Р',_1.

В частности, продолжим (при каждом /) поле »(/), задающее урав­
нение (5), до поля у' (I) на 1̂ Р'1. Рассмотрим уравнение

¿ =  и '(/,*), х еИ Р " , / е И '  (6)

Проективное пространство компактно. Следовательно, каждое решение 
уравнения (6) можно продолжать неограниченно (рис. 260).
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Решение с начальным условием в КР" 1 всегда остается в ВР" 
так как поле »' касается ЯР"-1 .

По теореме единственности решения уравнения с начальными усло­
виями в Я'1 остаются в пределах № при всех (. Но в пределах № 
уравнение (6) имеет вид (5). Итак, каждое решение уравнения (5) 
продолжается неограниченно.

З а д а ч а  I. Д о к а з а т ь  лемму.
Р е ш е н и е  1. П усть  (* 1 ......... х») — аффинные координаты в КР" ,  ( у ь  .

другие  аффинные координаты:

1-г1 (к =2 .....  п).

У«) —

\ \
* и р л-'

( / /
У/

Рис. 201 Поведение про­долженного поля вблизи бесконечно удаленной плоскости.

У\ — Х Г \  У к = Х к Х {

Уравн ен и е  Е Р " - 1  в новых коорди натах :  ¿л = 0 .  
Д и ф ф ер ен ц и аль н о е  уравнение  (5) 

п
йх V  

/=1
в новых координатах  зап ис ы в ается  в виде  (рис. 261)

¿у,Д» =  —1/1 (а|.|+£ £¡1.» Ун). к> 1; 
с!ук/й1 = а к,1 +  £  а„.1 У!—у к (01 . 1 + 1  а и  Уд, 

к> 1, /> 1 .
И з этих формул, верных при у \ф 0 ,  видно, как  доопределить поле при гл = 0 .  П ри  у  1 = 0  

находи м  ¿ у | / №  =  0 , что и д о к а зы в а е т  лемму.
Р е ш е н и е  2. Аффинное п р ео б р а зо в ан и е  можно р а сс м атр и в ать  к а к  проективное,  

о с т а в л я ю щ е е  на месте бесконечно у д ал ен н у ю  плоскость,  но не ее то ч к и .В  ч а с тн о сти ,
А1лин ейн ы е  п реоб разов а н и я  с п р о д о л ж аю тся  до д и ф ф ео м о р ф и зм о в  проективного  

п р о стр ан с тв а ,  остав ляю щ и х  на месте бесконечно удаленную плоскость.  Э ти  д и ф ф е о ­
м о р ф и зм ы  образую т  одн опарам етри ческую  группу;  ее поле ф азов ой  скорости  и есть

§ 36. Индексы особых точек векторного поля

Здесь рассмотрены простые применения топологии к исследованию 
дифференциальных уравнений.

1. Индекс кривой. Начнем с наглядных рассуждений; ниже они 
будут подкреплены точными определениями и доказательствами (см. п. 7).

Рассмотрим векторное поле, задан­
ное на ориентированной евклидовой пло­
скости. Пусть на плоскости дана зам­
кнутая ориентированная кривая, не 
проходящая через особые точки поля 
(рис. 262). Пусть точка обходит кри­
вую в положительном направлении. 
Вектор поля в рассматриваемой точке 
при движении точки будет непрерывно 
поворачиваться*). Когда точка, обой-

Рис. 202. Кривая индекса I

*) Чтобы следить з а  поворотом вектора ,  удобно снести все векторы в одну точку О, 
с ледуя  естественной лараллелизации  плоскости.
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дп кривую, вернется на место, вектор тоже вернется к исходному 
положению. Но при этом он может делать несколько оборотов в ту или 
другую сторону.

Число оборотов вектора поля при обходе кривой называется индек­
сом кривой. При этом число оборотов берется со знаком плюс, если 
вектор вращается в сторону, заданную ориентацией плоскости (от пер­
вого орта ко второму), и со знаком минус в противном случае.

П р и м е р  1. Индексы к р и вы х  се, (5, у, б на рис. 263 равны I, 0, 2, и — 1 соответ ­
ственно.

П р и м е р  2. П усть  О — н еособая  точка  поля .  Т огда  индекс  всякой  кривой, л е ж а ­
щей в достаточно  малой окрестности точки О, равен  0.

Д ей ств ительн о ,  нап равлен и е  поля  в точке  О непрерывно и в д остаточ но  м алой  
ее окрестности  меняется меньше чем,  с к а ж е м ,  на я/2.

З а д а ч а  1. З а д а д и м  векторное  поле на плоскости С без точки О формулой
у(г)  =  г п (п — целое число,  не о б я за т е л ь н о  п олож и тель н ое ) .  С о сч и т а т ь  индекс  о к р у ж ­
ности г =  е,щ, ориентированной в сторону в о з р ас тан и я  ф {плоскость о р и ен тиров ан а  
репером 1, /).

Ответ, п.

2. Свойства индекса.
С в о й с т в о  1. При непрерывной деформации замкнутой кривой 

ее индекс не меняется, пока кривая не проходит через особые точки.
Действительно, направление вектора поля вне особых точек ме­

няется непрерывно; поэтому число оборотов также непрерывно зависит 
от кривой. Будучи целым числом, оно постоянно.

С в о й с т в о  2.  Индекс кривой не меняется при непрерывной дефор­
мации векторного поля, если только при этом на кривой во все время 
деформации нет особых точек поля.

Из этих двух свойств, интуитивно достаточно очевидных*), выте­
кает множество глубоких теорем.

3. Примеры.
П р и м е р  1. Рассмотрим векторное поле на плоскости. Пусть О — 

круг, а 5 — его окружность**).

*) А к к у р а т н а я  ф о р м у л и р о в к а  и д о к а за т е л ь ст в о  сф орм ули рован н ы х  у тве рж де ни й  
т ре б ую т  некоторой топологической  техники: гомотопий,  гомологий или чего-нибудь 
в этом роде (далее  мы в осп ользуем ся  с этой целью формулой Г р и н а ) .  С м . ,  наприм ер ,  
книгу Н. С т и н  р о д а  и У.  Ч и н а ,  «П ервые  понятия топологии» (М.: Мир, 1967).

**)  М о ж н о  т а к ж е  р а ссм отреть  более общ и й  случай, когда  О — л ю б а я  п л о с к а я  
о б л а ст ь ,  огран ич ен ная  простой зам к н у то й  кривой 5 .
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Т е о р е м а .  Если индекс кривой Б отличен от 0, то внутри ограни­
ченной ею области О есть хоть одна особая точка.

В самом деле, если особых точек нет, то 5 можно внутри й  дефор­
мировать непрерывно и не проходя через особые точки, так что после де­
формации получится сколь угодно близкая к одной точке О кривая 
(можно даже просто деформировать 5 в точку О). Индекс получен­
ной маленькой кривой равен 0. Но при деформации индекс не меняется: 
значит, и вначале он был равен 0.

З а д а ч а  1 Д о к а ж и т е ,  что систем а ди ф ф еренц иальн ы х уравнений

х =  х +  Р {х. у). у =  у +  (}(х , у),

где Р и — ограниченные на всей плоскости функции,  имеет по меньшей мере одно 
п олож ен ие  равновесия.

П р и м е р  2. Докажем основную теорему алгебры:
Всякое уравнение 2"+ 01 г'1-1 +  ... +а„ =  0 имеет по меньшей мере 

один комплексный корень.
Рассмотрим векторное поле V на плоскости комплексного перемен­

ного 2, заданное формулой V (¿)=гп-{-а^*- 1 ... +а„. Особые точки 
поля V — это корни нашего уравнения.

Л е м м  а. Индекс окружности достаточно большого радиуса в по­
строенном поле равен п (ориентации — как в задаче п. 1).

В самом деле, формула
г/((2) =  2" +  /(а 12п_|+ . . .+а„),

определяет непрерывную деформацию исходного поля в поле 2П. Пусть 
/•>  1 +  1 а| | +  ... +  |а„|. Тогда г">  \ а, | г"-1 +  ... +  | а„|. Поэтому на 
окружности радиуса г во все время деформации нет особых точек. 
По свойству 2 индекс этой окружности в исходном поле и в поле гп 
одинаков. Но в поле г" он равен п.

Лемма доказана.
По предыдущей теореме внутри круга радиуса г есть особые точки 

векторного поля, т. е. корни нашего уравнения.
Теорема доказана.
П р и м е р  3. Докажем следующую теорему о неподвижной точке:
Т е о р е м а .  Всякое гладкое *) отображение ¡: О О замкнутого 

круга в себя имеет хоть одну неподвижную точку.
Будем считать, что на плоскости круга £> введена структура линей­

ного пространства с началом в центре круга (рис. 264). Неподвиж­
ные точки отображения / — это особые точки векторного поля у(х) =  
“ /(* )-* ■

Предположим, что особых точек в О нет. Тогда их нет и на окруж­
ности.

Л е м м а. Индекс окружности круга О в поле V равен 1.

*) Эта теорема справедлива для любого непрерывного отображения,  но мы здесь 
считаем все отображения гладкими и докажем теорему (см. п. 7) только в этом 
предположении.
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Действительно, существует такая непрерывная деформация поля V 
в поле — х, что во все время деформации на окружности нет особых 
точек (например, достаточно положить V/ (х) — // (х)—х,
Поэтому индексы окружности в полях Уо= — х и гм=г' одинаковы. 
Но индекс окружности |х| = г  в поле —-х легко сосчитать непосредствен­
но: он равен 1.

Лемма доказана.
По теореме примера 1 внутри круга есть особая точка поля V,  т. е. 

неподвижная точка отображения [.
4. Индекс особой точки векторного поля. Пусть О — изолированная 

особая точка векторного поля на плоскости, т. е. пусть в некоторой

■Я

Рис. 264. Отображение круга Ряс. 265. Индексы простых особых точек равны ± I
в себя.

окрестности точки О нет других особых точек. Рассмотрим окружность 
достаточно малого радиуса с центром в точке О; предположим, что 
плоскость ориентирована и что ориентация на окружности выбрана 
положительной (как в п. 1).

Т е о р е м а .  Индекс окружности достаточно малого радиуса с цен­
тром в изолированной особой точке О не зависит от радиуса окруж­
ности, лишь бы он был достаточно мал.

В самом деле, две такие окружности можно непрерывно продефор- 
мировать одну в другую, не проходя через особые точки.

Заметим также, что вместо окружности можно было бы взять любую 
другую кривую, обходящую вокруг О один раз в положительном направ­
лении.

О п р е д е л е н и е .  Индекс какой-нибудь (и тогда любой) доста­
точно малой положительно ориентированной окружности с центром 
в изолированной особой точке векторного поля называется индексом 
особой точки.

П р и м е р ы .  Индексы особых точек типа узел, седло и фокус (или центр) 
р ав н ы  + 1 ,  — 1, + 1  соответственно (рис. 265).

Особая точка векторного поля называется простой, если оператор 
линейной части поля в этой точке невырожден. Простые особые точки 
на плоскости— это узлы, седла, фокусы и центры. Таким образом, 
индекс простой особой точки равен всегда ± 1.
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З а д а ч а  1. П острои ть  векторное поле с особой точкой индекса п.
У к а з а н и е .  См.,  например, зад ач у  п. 1.
З а д а ч а  2. Д о к а ж и т е ,  что индекс  особой  точки  не -зависит от в ы б о р а  ор и е н т а ­

ции плоскости.
У к а з а н и е .  П ри  изменении ориентации  одновременно изм еняю тся  и п о ло ж и ­

тельное н ап равлен и е  обхода о круж н ости ,  и п олож и тельное  н ап равлен и е  счета  числа

5. Теорема о сумме индексов. Пусть й  — компактная область на 
ориентированной плоскости, ограниченная простой кривой 5. Ориен­
тируем кривую 5, как полагается ориентировать границу О (т. е. так, 
чтобы область О оставалась при обходе слева). Это значит, что репер, 
образованный вектором скорости обхода и вектором нормали, направ­
ленным внутрь й, должен задавать положительную ориентацию пло­
скости.

Пусть на плоскости задано векторное поле, не имеющее особых 
точек на кривой 5 и имеющее лишь конечное число особых точек 
в области Д.

Т е о р е м а .  Индекс кривой Б равен Сумме индексов особых точек, 
поля, лежащих внутри О.

Для доказательства заметим, что индекс кривой обладает следую­
щим свойством аддитивности.

Рассмотрим две ориентированные кривые 71, 72, проходящие через 
одну точку. Можно образовать новую ориентированную кривую 7 1+ 72, 
пройдя сначала 71, а потом 72.

Л е м м  а. Индекс кривой 71 + 72  равен сумме индексов кривых 71 и 72.
Действительно, вектор поля сделает п\ оборотов при обходе кри­

вой 71 и еще «2 оборотов при обходе кривой 72, итого «1+Л 2 оборотов. 
Лемма доказана.

Теперь разобьем О на части О, так, чтобы внутри каждой из них 
было не больше одной особой точки поля (рис. 266), а на границах 
чтобы особых точек не было. Ориентируем кривые 7 ,-, ограничивающие

точки поля (см. п. 8). Индекс кривой 7; равен индексу той особой 
точки, которую эта кривая охватывает (или 0, если в область Д , охва­
тываемой этой' кривой, особых точек нет). Теорема доказана.

оборотов.

эти части, как полагается ориентировать гра- 
ницы (рис. 266); тогда по лемме

Рис. 266. Индекс кривой 5 равен сумме индексов, кривых у! ч уг.

где б/ — замкнутая кривая, представляющая 
часть границы области О,-, находящуюся 
внутри О и пройденную два раза в разные 
стороны.

Индекс каждой кривой б/ равен 0, так как 
эта кривая стягивается в точку, минуя особые

З а д а ч а  I. П усть  р — многочлен степени п от комплексного переменного г ,  
О — о б л а с т ь  на плоскости переменного г, о гран ич ен ная  кривой 5 .
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П редп олож и м ,  что на кривой 5  нет норией многочлена.  Д о к а ж и т е ,  что число кор­
ней многочлена  внутри й  (с  учетом кратностей) равно индексу кривой 5  в поле 
у =  р(г),  т. с. числу оборотов вокруг 0 кривой р (5).

З а м е ч а н и е .  Мы получаем тем сам ым способ решения проблемы Р а у с а — 
Гурвиц а  (см.  § 23 ) :

Найти число п -  корней данного многочлена в левой полуплоскости.
С этой целью рассмотрим полукруг достаточно больш ого  радиуса  в лесой полу­

плоскости с центром в точке г =  0 и с диаметром на мнимой осн. Число корней в левой 
полуплоскости равн о  индексу границы этого полукруга  (если его радиус достаточно 
велик и у многочлена  нет чисто мнимых корней).  Д л я  вычисления индекса кривой 5 
достаточно  со сч итать  число V оборотов  о б р а з а  мнимой оси, ориентированной  от — 
к 4 - /  вокруг н ач ал а  координат .  Д ействительно ,  легко проверить,  что

л _  =  т с 1 5  =  у +  л / 2 ,

т ак  к а к  о б р а з  полуокружности  достаточно большого радиуса  при отображен ии  р 
делае т  приблизительно  п/2  оборотов вокруг н ач ала  координат  (тем точнее п/2,  чем 
больш е р ад и у с ) .

В частности,  все корни многочлена степени п лежат в левой полуплоскости, если 
и только если точка р (К) при изменении I от — оо до -{-сю обходит начало координат 
п/2  раз (в сторону от 1 к /).

6. Сумма индексов особых точек на сфере.
З а д а ч а *  1. Докажите, что индекс особой точки векторного поля 

на плоскости сохраняется при диффеоморфизме.
Таким образом, индекс — понятие геометрическое, не зависящее от 

системы координат. Это обстоятельство позволяет определить индекс 
особой точки не только на плоскости, но и на любом двумерном много­
образии. Действительно, достаточно рассмотреть индекс особой точки 
на какой-нибудь карте: на других картах он будет тем же самым.

П р и м е р  1. Рассмотрим сферу х1 +  у2 +  г2 =  1 в евклидовом трех- 
лерном пространстве. Векторное поле скорости вращения вокруг оси г 
(х =  у, у = —х, г =  0) имеет две особые точки: 
северный и южный полюсы (рис. 207). Ин­
декс каждой из них равен + 1.

Предположим, что на сфере дано вектор­
ное поле, имеющее лишь изолированные 
особые точки,- Тогда их конечное число, так 
как сфера компактна.

Те оре ма* .  Сумма индексов всех особых 
точек поля на сфере не зависит от выбора поля.

Из предыдущего примера видно, что эта 
сумма равна 2.

Ид е я  д о к а з а т е л ь с т в а .  Рассмотрим 
карту сферы, покрывающую ее ИСЮ, кро- Рис. 2С7. Векторное поле на сфе-
ме ОДНОЙ ТОЧКИ, которую МЫ назовем ре' "'''с,<™се две особые точки

г  ■} индекса 1.
полюсом. В евклидовой плоскости этой карты
рассмотрим координатное векторное поле в\. Перенесем это поле на 
сферу. Тогда получим полена сфере (не определенное в одном лишь 
полюсе), которое мы по-прежнему будем обозначать через е%.

Рассмотрим теперь карту окрестности полюса. На плоскости этой 
карты мы также можем нарисовать векторное поле на сфере е| не
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определенное лишь в одной точке О. Как оно будет выглядеть, показа­
но па рис. 268.

Л е м м  а. Индекс замкнутой кривой, обходящей один раз точку О 
в построенном поле на плоскости, равен 2.

Для доказательства леммы достаточно явно проделать описанные 
выше операции, взяв в качестве двух карт, например, карты сферы 
в стереографической проекции (рис. 235). Параллельные прямые пер­
вой карты перейдут на второй в окружности рис. 268, из которого ясно, 
что индекс равен 2.

Рассмотрим теперь векторное поле V на сфере. Выберем за полюс 
неособую точку поля. Тогда все особые точки поля изображаются на

карте дополнения к полюсу. Сумма индексов всех особых точек поля 
равна индексу окружности достаточно большого радиуса на плоскости 
этой карты (по теореме п. 5). Перенесем эту окружность на сферу, 
а со сферы на карту окрестности полюса. На этой карте индекс получен 
ной окружности в исследуемом поле равен 0, так как полюс — неосо­
бая точка поля. Оставаясь на этой новой карте, мы можем истолко­
вать индекс окружности на первой карте как «число оборотов поля V от­
носительно поля е 1» при обходе окружности.

Это число равно + 2 ,  так как на новой карте при обходе по окруж­
ности вокруг точки О в положительную для первой карты сторону изо­
браженное на новой карте поле е| совершает 2 оборота, а поле V  — 
О оборотов.

З а д а ч а *  2 П ус ть  [: 5 г -*  й 1 — г л а д к а я  фун кц ия  на сфере,  все критические 
точки которой просты (т. е. второй д и ф ф еренц иал  в каж д о й  критической точке н ев ы ­
рож ден)  Д о к а ж и т е ,  что т о  — т\ +пг2=2,  где т ,  — число критических точек,  у которых 
отриц ательн ы й  индекс инерции второго д и ф ф еренц иала  равен I.

Иными слова м и ,  если от числа минимумов отнять число седел и прибавить число 
максимумов, то всегда получится 2. Например,  число всех горных вершин на Земле  
плюс число всех котловин на 2 больше, чем число перевалов. Если ограничиться одним 
островом или материком, т е. рассматривать функции на круге без критических точек 
на краю, то  то — т 1 +  т (рис. 269) .

У к а з а н и е .  Рассм отри те  градиент  функции /•
З а д а ч а *  3. Д о к а ж и т е  теорему Эйлера  о многогранниках:
Для всякого выпуклого ограниченного многогранника с ао вершинами, си ребрами 

и а2 гранями ао— а | + а 2 *=2 .
У к а з а н и е .  Эту за д а ч у  можно свести к предыдущей.

Рис ,268. Векторное поле, параллель­ное на одной карге сферы, но ка 
рисованное на другой.

Рис. 269. На каждом острове сумма чис­ла вершш» с числом котлошш на \ больше числа перевалов.
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З а д а ч а *  4. Д о каж и те ,  что сумма индексов х особых точек векторного поля 
на любом двумерном компактном многообразии не зависит от поля.

Ч и сло  х н аз ы в а е т с я  эйлеровой характеристикой многообразия .  Н ап ри м ер ,  выше 
мы сидели,  что эйлерова  характеристика  сферы х ( ^ г) равна 2.

З а д а ч а  5.  Найдите  эйлерову х арак тери сти ку  тора ,  кренделя и сф ер ы  с п руч­
ками (рис. 2 4 5 ) ,

Ответ. О, — 2, 2 - 2 п.
З а д а ч а *  6 . Перенесите ре зульта ты  з а д а ч  2, 3 со сферы на любое двумерное  

комп актное  м ногообразие

тй—т\+тг — ао-~а.\-3гаг-='Ь (Л1).
7. Обоснование. Дадим теперь точное определение числа оборотов 

векторного поля.
Пусть V  —  гладкое векторное поле, заданное в области £ /  плоскости 

с координатами (х|,хг) своими компонентами У|(Х|,хг), V2 (x̂ , х2). 
Система координат (х^хг) задает на плоскости ориентацию и евкли­
дову структуру.

Выкинем из области С/ особые точки поля и обозначим оставшуюся 
область через и'. Зададим отображение области V  на окружность
формулой ¡: и '-» Б \  /(х) =  - ^ у | .

Это отображение гладкое (так как мы исключили особые точки 
поля). Рассмотрим какую-нибудь точку х области II'. На окружности 
в окрестности образа ¡(х) точки х можно ввести угловую координату ф. 
Мы получаем тогда определенную в окрестности точки х гладкую веще­
ственную функцию ф(Х|,Хг).

Сосчитаем ее полный дифференциал. Имеем при о\Ф0

, , , И2 v2dv^— v\dv2
d<p = darc^g— = ------ 2— ----- . ( 1)

V]

Левая часть равна правой и при 14 = 0 , V2ф0. Итак, хотя сама функ­
ция ф определена только локально и только с точностью до прибавле­
ния кратного 2л, ее дифференциал есть вполне определенная гладкая 
дифференциальная форма во всей области II'. Мы будем обозначать 
эту форму через d<p.

О п р е д е л е н и е .  Индексом ориентированной замкнутой кривой 
у: Б1-*■ С/' называется интеграл формы ( 1) по кривой у, поделенный 
на 2л: ,

тс] ¥ =  2 ^ ф  ^ф- (2)

V
Теперь мы можем аккуратно доказывать приведенные выше тео­

ремы. Докажем, например, теорему о сумме индексов (см. п. 5).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть О — область с границей 5, внутри 

которой данное поле V  имеет конечное число особых точек. Обозначим 
через И' область, полученную из й  выкидыванием малых круговых 
окрестностей особых точек. Тогда граница й ' с учетом ориентаций
есть дй' =  Б Б,, где 5,- — окружность, обходящая вокруг /-й особой
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точки в положительную сторону (рис. 270). Применим к области £>' и 
интегралу (2) формулу Грина. Получим ■

й °= Ф  ¿ ф- Х Ф
О' 5 I 5,

Слева стоит 0, так как форма (1) локально является полным диф­
ференциалом. Ввиду определения (2) получаем ¡пс! 5  = £  ¡пс1 5,-, что 
и требовалось доказать.

З а д а ч а *  1. Д о к а ж и т е ,  что индекс замкнутой кривой — целое число.
З а д а ч а *  2. П ровести  полностью до к азатель ств о  утверж дени й  пп. 1, 2, 3, 4.

8. Многомерный случай. Многомерное обобщение понятия число обо­
ротов называется степенью отображения.

Степень отображения — это число прообразов точки с .учетом зна­
ков, определяемых ориентациями. Например, степень отображения

Рис. 270. Область, к которой при­меняется формула Грина. Рис. 271. Отображение степени 2.

ориентированной окружности на ориентированную окружность, пари- 
сованного на рис. 271, равна 2, так как число прообразов точки у, 
учитывая знаки, равно 1 +  1 — 1 +  1 = 2 .

Чтобы дать общее определение, поступаем следующим образом. 
Пусть }: M l-*  МЧ — гладкое отображение одного «-мерного ориенти­
рованного многообразия на другое такое же. Точка х е М ?  многообра­
зия-прообраза называется регулярной точкой, если производная ото­
бражения f в точке х есть невырожденный линейный оператор /,*: ТХМ1 -*■ 
~"*■ Тцх)М2.

Например, точка х на рис. 271 регулярна, а точка х' нет.
О п р е д е л е н и е .  Степенью отображения f в регулярной точке х 

называется число cleg*/, равное + 1  или — 1 в зависимости от того, 
переводит ли f,x заданную ориентацию пространства ТХМ1 в заданную 
ориентацию пространства Tj^Mi  или в противоположную.

З а д а ч а  1. Д о к а ж и т е ,  что степень линейного а в то м о р ф и зм а  A: R " R "  
во всех точках одинакова и равн а  d e g , / l  = s g n  det А =  ( — l)”1*,  где m -  — количество 

собственных чисел оператора  А  с отрицательной вещественной частью.
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З а д а ч а  2. Пусть  Л : Я 1 Я" — линейны й автом орф и зм  в евкли довом  п ро стр ан ­
стве. О пределим отображ ен ие  единичной сф еры  н а  себя  формулой [ (х)'— А (х)/\Ах\.  
Найти степень о т о б р а ж е н и я  / в точке  х.

Ответ. сЗед, /  =  (1едЛ.
З а д а ч а  3. Пусть ¡: З " - 1  5 “- 1 — ото б р аж ен и е ,  переводящ ее к а ж д у ю  точку  

сферы в ди ам ет р а л ь н о  противоположную. К а к о в а  его степень в точке  х?
Ответ. <1е 5 ,  / = ( — 1)".

З а д а ч а  4. П усть  А: С"-+Сп — С-линейный автоморфизм .  Найти  степ ен ь  его 
«ло вещ ествлен ия ,  Л .

Ответ. Я - 1.

Рассмотрим теперь какую-нибудь точку у многообразия-образа М". 
Точка у ^ М г  называется регулярным значением отображения если 
все точки ее полного прообраза / ~ 'у  регулярны. Например, на рис. 271 
точка у  является регулярным значением, а точка у' нет.

Предположим теперь дополнительно, что наши многообразия М? 
и М% компактны и связны. Тогда имеет место

Т е о р е м а .
1. Регулярные значения существуют.
2. Число точек прообраза регулярного значения конечно.
3. Сумма степеней отображения во всех точках прообраза регулярно­

го значения не зависит от того, какое именно регулярное значение мы 
рассматриваем.

Доказательство этой теоремы довольно сложно и не будет здесь 
приводиться; оно имеется в учебниках топологии*).

З а м е ч а н и е  1. В действительности регулярными значениями 
являются почти все точки многообразия Л12: нерегулярные значения 
образуют множество меры 0.

З а м е ч а н и е  2. Условие компактности существенно не только 
для второго, но и для третьего утверждения теоремы. (Рассмотрите, 
например, вложение отрицательной полуоси в числовую прямую.)

З а м е ч а н и е  3. Число точек прообраза (без учета знаков) для 
разных регулярных значений может быть разным (например, на рис. 271 
у значения у их четыре, а у значения у" всего два).

О п р е д е л е н и е .  Сумма степеней отображения { во всех точках 
прообраза регулярного значения называется степенью отображения:

¿её* Л
х ^ Г ' у

З а д а ч а  5. Н айти  степень ото б р а ж е н и я  окруж н ости  | г |  =  1 на себя,  з а д а н н о го  
формулой /(г) =  2 '1, я  =  0, ± 1 , ± 2 , ___

Ответ, п.
З а д а ч а  6 . Н айти  степень ото б р а ж е н и я  единичной сферы в евклидовом п р о стр ан ­

стве Я" на себя,  заданного формулой /(г ) =  Лг/1  Аг\,  где Л: И ” ->  К" — н ев ы рож ден ­
ный линейный оператор.

Ответ. с!е§ [ =  $цп сЫ Л.
З а д а ч а  7. Н айти  степень ото б р а ж е н и я  комплексной  проективной п р ям о й  С Р 1 

на себя, з ад ан н о го  формулой  а) ¡(г)==г,'\ б) ¡(г) — г".
Ответ, а) л; б) — п.

*) См., например,  «Особенности дифференцируемых отображений» (М.: М ир,  1968, 
стр. 38—40) .
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З а д а ч а  8 . Н айти  степень о тображ ен ия  комплексной прямой С Р '  на себя,  
заданного  многочленом степени п.

Ответ, п.
З а д а ч а *  9. Д о каж и те ,  что индекс замкнутой кривой у: 5 '->- и ' ,  определенный 

в п. 7, совп адае т  со степенью следую щ его  о то б р аж ен и я  Л окружности  на окруж н ость .
Пусть / :  и ' - *  5'  — построенное в п. 7 с п омощью векторного поля V в области  I / '  

отображение.  П ол о ж и м  1г =  [»у: 5 ' - > - 5 ' .  Тогда

тс!  V =  с!е§ Л.

О п р е д е л е н и е .  Индексом изолированной особой точки 0 вектор­
ного поля V, заданного в содержащей 0 области евклидова пространства 
К", называется степень соответствующего полю отображения Л сферы 
малого радиуса г с центром в точке 0 на себя. Отображение Л:

5 ,,_| -»■ Я"-1, 5',_| = )хеЯ ": \х\=г]  задается формулой /г (х) =  Г° ^
IV (х) |

З а д а ч а  10. Пусть  оператор  v,o линейной части поля г» в точке 0 невырожден.  
Т огда  индекс особой точки 0 равен  степени этого оп ера тора .

З а д а ч а  11. Н айти  индекс особой точки 0 поля в К " ,  соответствую щ его  у р а в н е ­
нию х =  — х.

Ответ. ( — 1 ) \

Понятие степени позволяет сформулировать многомерные аналоги 
рассмотренных выше двумерных теорем. Доказательства можно найти 
в учебниках по топологии.

В частности, сумма индексов особых точек векторного поля на 
компактном многообразии любой размерности не зависит от выбора

поля и определяется свойствами самого 
многообразия. Это число называется эйле­
ровой характеристикой многообразия.

Чтобы вычислить эйлерову характе­
ристику многообразия, достаточно иссле­
довать особые точки какого-нибудь одного 
дифференциального уравнения, заданного 
на нем.

З а д а ч а  12. Найти эйлерову характеристику 
сферы З",  проективного пространства ЯР", тора Т". 

Ответ. х (5") =  2Х { ЯР") =  1 + ( — 1Г, х ( П  =  0.  
Р е ш е н и е .  На  торе любой размерности есть 

дифференциальное  уравнение без особых точек (см., 
например, 5 24, п. 5 ) ,  поэтому х (^ " )  =  0.

Ясно, что х ( 5 “) =  2х  (ЯР"). Д е й с т в и т е л ь н о ,  
рассмотрим отображение р: -*■ ЯР'1, переводящее 

каждую точку сферы 5 " с :  Я 11 + 1 в прямую, соединяющую ее с началом координат.  О то­
бражение р локально  диффсоморфио; при этом прообраз каждой  точки проективного 
пространства — это две  ди ам етрально  противоположные точки сферы. Следовательно, 
всякое векторное поле на ЯР" определит на 5" поле с вдвое большим числом особых 
точек, причем индексы каж дой  из двух противоположных особых точек па сфере будут 
такие же, как индекс соответствующей им точки в проективном пространстве.

Чтобы сосчитать  х ( 5 ' 1) ,  з а д а д и м  сферу  уравнением * о +  ... + * 5 = 1  в евклидовом 
пространстве  Я "+ |  и рассмотрим функцию л0:

Составим д и ф ф е р ен ц и а л ьн о е  уравнение  на сфере

х = £тад лго
и исследуем е го  особые точки  (рис .  2 7 2 ) .  Векторное  поле бгас! л'о о б р а щ а ет с я  в О

Рис. 272. Линеаризация дифферен­циального уравнения на сфере вбли- 
зи его особых точек.

_ _ . __ т . .  п я  +  1
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в двух  точках :  в северном полюсе N (дг0 — 1) н в южном 5  (дго =  — I). Л и н е ар и зу я  д и ф ­
ф е р енц иальн ое  у р авн ен ие  в окрестн ости  северного и ю ж н ого  полю са  соответственно,  
получим уравн ен ия

С ледов ате льн о ,  индекс  северного полюса равен  ( — 1 ) \  а ю ж н ого  равен ( - Ы Г »  
значит,  х (5 " ) =  1 + ( ”  1)“.

В частности,  отсюда вы текает ,  что всякое векторное поле на четномерной сфере 
имеет хоть одну особую точку.

З а д а ч а  13. П остроить  на нечетномерной  сфере 5 2п~ 1 векторное  поле без особых 
точек.

У к а з а н и е .  Рассм отре ть  ди ф ф е ренц иа льн ое  уравнение второго п оряд ка  х =  — х,
хе=



Программа экзамена

1. Теорема  о выпрямлении (§ 7, пп. I, 7) и ее д о к а за т е ль ст в о  (§ 32, п. 5 ) .
2. Теоремы о существовании,  единственности и ди фференцируемости  (§ 7, пп. 2 — 5 

и § 31, пп. 1— 8 ; § 32, пп. 1— 4 ) .  С ж аты е  о то б р а ж ен и я  (§ 30) .
3. Т еорем а  о  продолжении (§ 7, п. 6 ) и теорема  о том, что векторное поле на ком ­

пактном м ногообразии  за д а е т  ф азов ы й  поток (§ 35, пп. 1— 3 ) .
4. Ф аз о в ы е  кривые а втоном ной  системы. Теорема о зам кн уты х  ф а з о в ы х  кривых 

(§ 9 ) .
5. П р о и з в о д н а я  по н аправлению  векторного поля и первые интегралы  (§ 10, § 12).
6 . Экспон ента  линейного о п ер а то р а .  Экспонента  комплексного чи сла  и экспонента  

ж о р д а н о в о й  клетки (§ 14; § 15, пп. 4, 5; § 25, п. 1).
7. Т еорем ы  о связи  ф а з о в ы х  потоков,  линейных уравнений ,  одн опара м етри чес ки х  

групп линейных п реобразовани й  и экспонент (§ 4, пп. 2— 4; § 13, пп. 1— 3; § 15, пп. 1— 3 ) .
8 . С в я з ь  оп редели теля ,  экспоненты и следа .  Теорема  Л и у в и л л я  об  определителе  

В ронского  (§ 16; § 18, п. 4; § 27, п. 6 ) .
9. К л а с с и ф и к а ц и я  особых точек  линейных систем на плоскости (§ 2, пп. 4, 5; 

§ 17, п. 2; § 19, п. 4; § 20, пп. 3— 5).
10. Реш ени е  линейных однородных автономны х систем в комплексной  и вещ еств ен ­

ной об ла сти  в случае  простых корней характери сти ческого  уравн ен ия  (§ 17, п. 1; § 18, п. 5;
§ 19; § 20 ) .

11. Реш ени е  линейных однородных автономных уравнений и систем в случае кратных 
корней харак тери сти ческого  уравн ен ия  (§ 25)

12. Реш ени е  линейных неоднородных автономных уравнений с правой частью в виде  
суммы квазим н огочлен ов  (§ 2 6 ) .

13. Ли ней ны е  однородные неавтономные уравнения и системы. О пределитель 
Вронского .  С лучай  периодических коэффициентов  (§ 27 и § 28, п. 1).

14. Реш ени е  линейных неоднородных уравнений  с помощ ью  ва р и ац и и  постоян ­
ных (§ 2 9 ) .

15. Т е о р е м а  об устойчивости по линейному приближению (§ 22, пп. 3— 5; § 23) .
16. Ф аз о в ы е  кривые линейного  уравн ен ия  с чисто мнимыми корнями х ар ак тер и сти ­

ческого  у равн ен ия .  М алые колебани я  консервативных систем (§ 24 и § 25,  п. 6).



Образцы экзаменационных з а д а ч * )

1. Д л я  остановки  речных судов у пристани с них с б ра сы ваю т  канат,  который н ам а ­
ты ваю т на столб ,  с тоящ и й  на пристани. К а к а я  сила будет торм ози ть  судно, если ка н а т  
делает  3 ви тка  вокруг столба ,  коэффициент трения к а н а т а  о столб равен  1 /3  и рабочий 
на пристани тянет  з а  свободный конец к аната  с силой 10 кгс?

2. -Н арисовать  на поверхности цилиндра  ф азо в ы е  кривые м а ятн и ка ,  на  который 
действует постоянный крутящий момент:

х — I -f-2 sin х.

Какие  д в и ж е н и я  м аятни ка  отвечают кривым разных типов?

3. В ычислить  матриц у  eAt, где А — да н н а я  м атр и ц а  второго  или третьего  порядка.
4. Н а р и с о в а т ь  о б р а з  к в а д р а т а  |лг*| <  1 при п р еобразов ани и  ф а з о в о г о  потока 

системы

* 1  — 2 * 2 ,  * 2 = * ' l  - f  Х2
з а  время /  =  1.

5. С колькими десяти чн ы ми  зн акам и  зап и сы в аетс я  сотый член п оследовательности
1, 1, G, 12, 29, 59, ... {хп= х п- \ - f 2 * „ _ 2-}-п, х \ = х 2— 1)?

G. Н а р и с о в а т ь  ф а зо в у ю  кривую системы

X = X — у — 2У y = x + yt 2 —Зх-\-2,
проходящ ую  через точку ( 1 , 0 , 0 ) .

7. Найти  все а ,  р, у , при которых три функции sin а / ,  sin р / ,  sin yi линейно зависимы.
8. Н а р и с о в а т ь  на плоскости (* It * 2) траекторию  точки, соверш аю щ ей  малые колебани я :

Xi=¡ — д U/dx¡, U = ( 5 * ? — 8 * i* 2 +  5*г) /2 .

Н ач ал ьн ы е  условия:  *i =  l ,  *2 =  0, * i = x 2 = 0 .
9. На п ерв она чальн о  покоившийся математический м аятни к  длины 1 м и весом 1 кгс  

в течение 1 с д е й с т в о в ал а  гори зон тальн ая  сила  100 г. Н ай ти  ам п ли туду  колебани и ,  
которые у с тан о в ятся  после прекращ ения действия силы (в см ) .

10. И сследовать ,  устойчиво лц._по Л яп унову  нулевое решение системы

Г х i =  *2 , /  0,4 при 2 / г я < / < ( 2 / г - Н )  л,

1 *2 =  — со2* 1, \  0,6 при (26 — 1) t<C.2kn,

k ~ 0, i  1, ±2, ...
11. Н айти  все особые точки системы

х =  ху- \ -12, í/ =  * 2 +  í/2 — 25.

И сследовать  их устойчивость,  определить типы особых точек и н ар и с о в а ть  ф а зо в ы е  
кривые.

12. Н айти  все особые точки системы на торе  {(*, у) m o d d  2 л  }:

* =  — sin у , у =  s in s in у.

*) Во всех числовых з а д а ч а х  допускается  погрешность в 10— 20 % ответа.
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И сследовать  их устойчивость ,  оп редели ть  типы особых точек н н ар и с о в ать  ф азов ы е  
кривые.

13. Из эксперим ента  известно,  что при преломлении света  на границе разд е ла  двух 
сред синусы углов ,  о б р азо в ан н ы х  п адаю щ им и преломленным лучам и  с нормалью  
к поверхности р а з д е л а ,  обратно  пропорциональны п оказате лям  п реломления  сред: 
п i sin a i  —п 2 sin аг-

Найти ф орм у световых лучей на плоскости (* ,]/ ) с п оказате лем  преломления п (у). 
Рассм отре ть  случай  п ( у ) = \ / у  (в  полуплоскости у >  0 с таким  п о казате л е м  прелом­
ления реали зуется  геометрия Л о б а ч е в с к о г о ) .

14. Н а р и с о в а т ь  лучи, вы ходящ ие  по различны м н ап равлен и ям  из н а ч а л а  коорди ­
нат на плоскости с п оказателем  преломления у4 — */2 - Ы -

Решение этой за д а ч и  об ъ яс н яет  явление  м и р а ж а .  П о к а з а т ел ь  преломления воздуха  
н ад  пустыней имеет максимум на некоторой высоте, т ак  как в более высоких и в более 
низких горячих слоях  воздух более р а зр еж ен ,  а  п о к аз а т е л ь  п реломления  обратно  
пропорционален  скорости.  К олебан и я  л у ч а  вблизи  слоя  с м акси м аль н ы м  значением 
п о к аз ател я  преломления и воспринимаются  как мираж.

Д ругое  явление,  объясняем ое  темн же колебаниями л у ч а , — звуковой кан ал  в океане,  
по которому з в у к  расп р о стр ан яетс я  на сотни километров .  Причина этого  явлени я  — 
игра температуры  и д а вл ен и я ,  п р и в о д ящ ая  к о б р азо в ан и ю  слоя  с м акси м аль н ы м  п ока ­
зателем  преломления (т. е. минимальной скоростью з в у к а )  на глубине 5 0 0 — 1000 м. 
Зв уковой  кан ал  можно и сп ользовать ,  например, для предуп реж ден ия  о цунами.

15. Н арисовать  геодезические на торе, пользуясь теоремой Клеро: произведение 
расстояния до осп вращения на синус угла геодезической с меридианом вдоль каждой 
геодезической на поверхности вращ ения постоянно.

16. Выпрямить фазовы е  кривые уравнения х = х — х2 в окрестности точки х — 0, * = ! .
17. Выпрямить интегральные кривые уравнения x = j r - l - c o s  t.
18. Выпрямить поле направлений уравнения х =  х-\-1е1.
19. Выпрямить поле фазовой скорости уравнения х =  х  вблизи точки х =  0.

20. В каких координатах разделяю тся  переменные в уравнении

d y / d x ~ x 2 +  у 2/3?

21. Решить уравнение х =  х +  6 (/ — 2).
22. Найти производную решения уравнения х — х2 -{-Ах3 с начальным условием 

х ( 0 ) =  1, х  (0) =  0 по А при /1 =  0.
23. Найти собственные числа и векторы оператора моиодромии 2л-периоднческого 

решения уравнения х — x =  sin t.
24. Решить уравнение х = А (х  +  х> где A: R" -+■ R " — линейный оператор.
25. Могут ли  операторы А и В не коммутировать,  если

еА==еВ=еА + В = Е?

26. Найти все не зависящ ие от времени непрерывные на всей фазовой  плоскости 
первые интегралы системы х =  у, у =  х-\-у.

.27 .  Числа 1 и / — собственные для A: R3-> R 3. Имеет ли уравнение х —Ах  непре­
рывные в R3 непостоянные первые интегралы?

28. Числа 1 и — I — собственные д ля  A: R3-*-R3. Имеет ли уравнение х — Ах непре­
рывные в R3 непостоянные первые интегралы?

29. Решить задачу  Коши
xUx +  Uy — O, w|tf=o =  sin х.

30. Уравнение ¿ n) =  F{t,x t . . .  х{п~ 1)) имеет решения t и sin t. Определить п.
31 П родолж аю тся  ли решения уравнения Ar =  x 3 s i n *  на всю ось времени?
32. П родолж аю тся  ли все решения уравнения Ньютона х — — g r a d  (/, £/ =  xí +  

+  * i* 2+  * 2» неограниченно?
33. П родолж аю тся  ли неограниченно все решения уравнения

х =  1 + 2  sin jc?

34. М ож ет  ли положение равновесия уравнения Ньютона быть устойчивым по Л я п у ­
нову, не будучи точкой локального минимума потенциальной энергии?
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35. М ож ет  ли периодическое решение автономной системы, и зображ аем ое  на ф а ­
зовой плоскости предельным циклом, быть асимптотически устойчивым?

30. М ож ет  ли периодическое решение автономной системы быть неустойчивым по 
Ляпунову ,  если на фазовой плоскости оно и зображ ается  предельным циклом,  на к о то ­
рый снаруж и и изнутри наматываю тся  спирально приближающиеся  к циклу при д в и ж е ­
нии в направлении возрастания времени фазовые кривые?

37. М ож е т  ли неустойчивое по Л яп унову  положение равновесия сделаться после  
линеаризации  устойчивым? асимптотически устойчивым?

38. М ожет  ли асимптотически устойчивое положение равновесия стать  неустой­
чивым по Л яп унову  после линеаризации?

Дополнительные задачи

1. Имеет ли ограниченные н а  всей оси времени ненулевые решения уравн ен и е  • 
в вариациях  для уравнения * — — s i n *  вдоль решения с начальным условием ло =  0,
*о =  2?

2. Имеет ли неограниченные решения уравнение в вариациях вдоль решения с н а ­
чальным условием * о  =  0, * о =  I того же уравнения?

3. Реш ить уравнение в вариациях  задачи  1.
4. Найти собственные числа и векторы оператора моиодромии для уравнения в 

вариациях  задачи  2.
5. Найти производную 2л-периодического решения уравнения *-f -sin  х =  г cos t, о б ­

р ащ аю щ егося  при £ — 0 в * =  л ,  по е  при е =  0.
6. Найти наибольшее значение / ,  при котором решение задачи Коши

th-\- и и х~  — sin *, tt|/= o  =  0

продолжается  на [ 0 , / ) .
7. Найти все конечномерные подпространства  пространства  бесконечно-дифферен­

цируемых функции на прямой, инвариантные относительно всех сдвигов прямой.
8. Пусть функция V имеет в нуле 2-кратный корень. Д окаж и те ,  что ур а вн е ­

ние * =  и(*) диффеоморфизмом окрестности нуля приводится к виду y =  y 2-\-Ctj3 (п о ­
стоянная С определяется п олем) .

9. Д о каж и те ,  что нули линейной комбинации первых п собственных функций з а ­
дачи Ш т у р м а — Лнувилля

Ихх + Я (*) и=).и, u(0) — u(i) = 0t q> 0

делят отрезок [0 , / ]  не более чем на п частей.
У к а з а н и е  (И. М. Гельф ан д) .  Перейти к Фермн-частицам, т. е. к кососнмметри- 

ческим решениям уравнения £ + Z Я {хди — и воспользоваться тем, что его 
первая собственная функция не имеет нулей внутри фундаментального симплекса 
0 < * i  <  . . .  < х п< 1 .

10. (Н. Н. Б аути н) .  Д о каж и те ,  что обобщенная система Л отка  — Вольтерра

х =  х{а-\- kx +  ttj), y — y{b +  mx +  пу)

не имеет предельных циклов: се  замкнутые неточечные фазовые кривые, когда они есть, 
заполняют целиком кольцеобразные области.

11. Рассмотрим движение материн по окружности под действием переноса полем 
скоростей и малой диффузии. Д о каж и те ,  что если поле скоростей имеет стационарные 
точки и общего положения,  то почти вся масса соберется в конце концов в окрест­
ности одной из притягивающих точек.

[Уравнение эволюции плотности: и — гихх — (uv)x, где vd /dx  — поле скоростей.  На н а ­
крывающей окружность прямой поле потенциально: v — — Ux. Нели поле скоростей п о ­
тенциально, т. е. функция ¿/ периодична, то стационарное решение дается  распреде-
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леннем Гиббса
и(,х) =  Сс~и ^ /е

При малых е это распределение сосредоточено вблизи минимума потенциала.
Если функция и  стремится к — оо на — оо, то  стационарное решение имеет вид

и(х)= С  ^ ^
•—  с о

О но сосредоточено вблизи  такого локального минимума потенциала,  д л я  которого 
превышение максимального значения потенциала на полуоси левее  этого  миниму­
ма над этим минимальным значением максимально.]

12 (А. А. Д а в ы д о в ) .  Инволюцией называется  диффеоморфизм , кв ад р а т  которого — 
тождественное преобразование.  И нволюция плоскости называется  допустимой отно* 
сительно векторного поля, если неподвижные точки инволюции образую т  кривую н 
под действием инволюции векторы поля в точках этой кривой меняют знак.

Д о каж и те ,  что в окрестности неособой точки поля все допустимые инволюции об­
щего положения эквивалентны (переводятся друг в друга  сохраняющими каж дую  ф а ­
зовую кривую поля ди ффеоморфизм ам и).

[Решение этой задачи  доставляет  нормальную форму р2—х  уравнения ,  не р азре ­
шенного  относительно производной, в окрестности нерегулярной точки общего поло­
жения (она найдена Л .  Д а р а  и Ю. Б родским) .  Уравнение Р (х, у, р) =  0 определяет  по­
верхность в трехмерном пространстве.  В нерегулярной точке ее  кас ате льн ая  пло­
скость вертикальна (касается  оси р ) .  В окрестности нерегулярной точки общего  по­
л о ж ен и я  возникает  инволю ция (она  п ереставляет  близкие  точки  пересечения 
поверхности с вертикальной прям ой) .  Эта инволюция допустима относительно вектор­
ного поля, касательного к интегральным кривым уравнения на поверхности.  Приведе­
ние инволюции к  нормальной форме эквивалентно нормализации уравнения локальным 
диффеоморфизмом плоскости (*, ¿/)].

13 (продолжение).  Пусть  неподвижная кривая инволюции, допустимой относитель­
но векторного поля с особой точкой типа фокус, седло или узел, проходит через осо­
бую точку, причем модули собственных чисел седла или узла различны.

Д окаж и те ,  что любые д в е  такие  инволюции эквивалентны в окрестности  особой 
точки, если касательные к их неподвижным кривым в особой точке не разделены соб­
ственными направлениями.

[Эта теорема Д авы дова  доставляет  нормальную форму (р — кх)' — у  уравнения общего 
положения, не разрешенного  относительно производной, в окрестности  нерегулярной 
шчки,  в которой плоскость (}у— р г/г касается поверхности Р = 0; к — единственный 
модуль (инвариант относительно деффсоморфизмов) возникающего «сложенного фо­
куса, седла или узла* ,  образованного  проекциями интегральных кривых на пло­
скость (х, у) \ .

Решения зад ач  12— 13 доставляю т т а к ж е  нормальные формы семейств траекторий 
медленного движения в теории релаксационных колебаний общ его положения при 
дв ух  медленных переменных. В этой теории в трехмерном пространстве,  расслоенном 
на вертикальные прямые н ад  «плоскостью медленных переменных» за д а н о  д в а  век­
торных поля: одно («быстрое») вертикально,  а  другое («возмущ аю щ ее») произвольно. 
Нули быстрого поля образуют «медленную поверхность». Плоскости,  натянутые на 
векторы обоих полей, высекают на медленной поверхности поле направлений «медлен­
ного движения».  Речь идет о семействе проекций интегральных кривых этого поля 
с  медленной поверхности на плоскость медленных переменных.

Критические значения проектирования медленной поверхности на плоскость мед­
ленных переменных образуют (в системе общего  положения) дискриминантную кривую 
с  отдельными точками возврата .  В окрестности общей точки этой кривой семейство 
проекции диффеоморфно семейству полукубических парабол {у — с)2= х г (это следует 
из нормальной формы задачи  12).  В отдельных точках гладкости дискриминант­
ной кривой семейство проекций диффеоморфно сложенному фокусу,  седлу или узлу 
( з а д а ч а  13).  Кроме того, в системе общего положения встречаются отдельные точки 
гладкости дискриминантной кривой, в окрестности которых семейство можно описать 
следующим образом. Занум еруем  интегральные кривые параметром с и рассмотрим
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семейство их проекции на плоскость (х\ у) как  поверхность в трехмерном простран­
стве с координатами ( д у, с), разбитую на линии с =  соп${. Эта поверхность диф- 
феоморфна (локальн о)  поверхности «сложенного  зонтика» и2 =  и3а 2, разбитой  
на линии и +  и +  Наконец,  в окрестности точки возврата  дискриминантной
кривой семейство проекций описывается аналогичным образом при помощи разбие­
ния поверхности «ласточкиного хвоста» [и, V ,  Л4-{-ы>.2-{' 1/Л +  ш имеет кратный 
корень) на кривые ц =  сопз1. Последнее семейство проекций, в отличие от описанных 
раньше,  имеет бесконечное число модулей д а ж е  относительно гомеоморфизмов пло­
скости (дг, у) (в случае сложенного зонтика модулей нет с точностью до бесконечно- 
дифференцируемых диффеоморфизмов,  но в аналитическом случае п оявляется  бесконеч­
ное число независимых модулей).

Решения за д ач  12 и 13 описывают т а к ж е  особенности семейств асимптотических 
линий на поверхности трехмерного  пространства  (семейство полукубических п ара­
бол в общей точке  параболической линии и сложенный фокус, узел  или седло в от­
дельных точках  касания асимптотического направления параболической линии).
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Автоколебания 39, 121 
Алгебра Л и  102 
Атласы 234, 235 
Аттрактор 40

Б аз а  расслоения 243

Вариации 77, 226
— постоянных 44, 214

Вектор, касательный в точке 57, 242
— скорости фазовой 53 

Веса переменных 67
Возмущения малые 44, 77, 80, 121, 195, 214 
Выпрямление поля векторного 84, 246 

-------  направлении 73

Геодезическая 264 
Гиперповерхность 106

— начальная  106 
Гипотеза П уанкаре  240 
Гладкость 14

—  многообразия 233 
Голопомня 25

Д иффеоморфизм сопрягающий 62 
Дифференцнруемость 14

— многообразия 233 
Д ифф узия  267

Зависимость линейная рациональная  176, 
186, 199 

З ад а ч а  Кеплера 115
— Коши 106
— Ш турма — Л уи ви лля  207, 265 

Закон  тяготения 90
— локальной  эволюции 54 

Зонтик сложенный 266

Изометрня 48 
Инволюция 266 
Индекс кривой 250 

— особой точки 253 
Интеграл первый 102

------- , зависящ ий от времени 104
------- локальный 103

Гомеоморфизм 167 
Ги.ниморфмз.ч 14, 1С7 
Градуирование 68  
Граница множества 82 
Группа абстрактная  48

— диффеоморфизмов 51
— квазноднородных растяжений  67
— коммутативная (абелева)  50 
— контактная 112
—  однопараметрическая  50
— преобразований 48 
 линейных 52, 125-
—  симмстрнй-63
— стационарная  97

Д ви ж ен и я  медленные 266 
Д ействие группы 49 
Д и аграм м а  Л ам е рея  25

— Ньютона 66 
Дивергенция 203 
Д ифф еоморфизм 51

— контактный I 12
—  многообразия 240

Канал звуковой 264
К а р ш  234
Квазимногочлены 131, 186 
Квота отлова 21.
Колебания вынужденные 39, 47, 192

— главные (собственные) 185
— релаксационные 268 
— слабо нелинейные 193

Коммутатор 101 
Компакт 82
Комплексификацня 143

— линейного уравнения 150 
Координаты аффинные 233

— локальные 242
— однородные 233
— тангенциальные 95 

Кривая двойственная 95
— дискриминантная 94
— интегральная 14, 23
— Л и ссаж у  186
— логистическая 20
— Михайлова 193
— параметризованная  210
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К ри в ая  ф а зо в ая  23, 51 
-------  з ам кн утая  97

Лемма,  А д ам ара  116
— М орса  11 б 

Лестница Л а м е р е я  25 
Л и не ари зац и я  41, 124 
Линии асимптотические 267

— геодезические 264
— параболические 267 
— уровня энергии 113

Л и ст  М ёбиуса 67, 244 
Л о м ан ы е  Эйлера  136, 224

М аятник  27, 78, 85, 113, 120, 141, 155, 
195, 201, 208 

М етод комплексных амплитуд 191
— малого параметра  80 

М и р а ж  264
М ногообразия  аналитические 234

— дифференцируемые (гладкие) 234
— ориентированные 235
— связн ы е  238
— топологические 234 

М нож и тель  интегрирующий 70 
М одель Л отка  — Вольтерра 24, 36, 265 
М онодромия 25, 42, 264 
М ультипликатор 42, 47

Норма 128, 219
— оператора  127

О браз  вектора 55
— векторного поля 58
— фазового  потока 62 

Овеществление 143 
Оператор  диагональный 130

— комплексно сопряженный 145
— Л а п л а с а  71
— нильпотентныи 130
— производящий 134 

Определитель 137
— Вандермонда 201
— Вронского 199 

Орбита 49
Отображение  дифференцируемое (гладкое)  

55, 238
— за  период 209
— касательное 75
— локально  эквивалентное  75
— невырожденное  75
— П ик ара  218
—  П уанкоре  25
— сж а т о е  216
— Уинти (сборка) 57 

Оценка априорная 117

Параллелнзац ия  244 
Плоскость  двойственная 95

Плоскость контактная 93 
Поворот  гиперболический 52

— эллиптический 154 
Подмногообразия 240 
Подмножество инвариантное 151

— компактное 237
— открытое 237 

Поле векторное 16
-------па многообразии 241
-------  фазовой  скорости 53
— направлений 1 6 ,9 4
------- квазиоднородное эйлерово 68

• ------- контактных плоскостей 93
-------  эйлерово 63, 66

Положение равновесия 16 
Последовательность во звр а тн ая  182

— Коши 128
— Фибоначчи 142 

Постоянная Л и пш ица 31 
Поток фазовый 51

-------  уравнения 54
Преобразование Лежа-ндра 95

— множества  48 
Приближения П икара  217

— последовательное 217 
Признак Вейерштрасса 128 
Проблема Рауса — Гурвица 173 
Продолжение решений 81, 88, 117 
Произведение прямое 32 
Производная Ли 100

— отображения 56
— по направлению вектора 99
----------- поля 100

Пространство аффинное 10
— евклидово 10
— касательное  56, 242 
— координатное 10

— ТиптричнЬе Г27
— нормированное 128
— полное 127
— проективное 60, 233
— расслоения 243
— расслоенное 241
— струй 93
— фазовое 11
-------  расширенное 23

Процессы эволюционные 11 
П рям ая  проективная 66

Равновесие безразличное  26
— устойчивое 170 

Размерность  многообразия 238 
Распределение Гиббса 265 
Расслоение касательное 241

— векторное 241
Режим автоколебательный 26, 123

— колебательный 35
— стационарный 21
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Резонанс 193
— параметрический 212 

Решение уравнения 15
------- общее 157
-------  периодическое 47
—  — п -го порядка 85

Свойство групповое 50, 132 
Седло 34
Сечение расслоения 243
Симметрия векторного поля 63
Система механическая консервативная  112

—  решений фундаментальная  119
— уравнений автономная 95 
  в вариациях  225
------- Гамильтона  каноническая 89, 103

------- неавтономная 96
------- Ньютона 89

Скобки Пуассона 101 
С лед  оператора 138 
Слой расслоения 243 
С пираль логарифмическая  148 
Степень отображения 259 
Структура дифференцируемая 57

—  контактная 93
—  линейная 57
— многообразия 234 

Сфера  Милнера 240

Теорема единственности 30, 76, 87, 223 
■— Клеро 264
— Л и уви лля  71, 202
—  о выпрямлении 73, 229
------- диффереицируемости 76, 83, 226,

230
-------  неявной функции 75
------- продолжении 81, 88, 117

Теорема сравнения 205
—  существования 30, 76, 87, 223
— Ш турма 204
—  Эйлера 66, 68 

Теория бифуркаций 39
—  возмущений 80
—  катастроф 39 

Траектории 51

Узел 34
— сложенный 268 

Уравнение автономное 16, 23, 79
— Бесселя 200
—  в вариациях 77, 226
— Ваи-дер-Поля 123
— вековое 141
— взрыва  19
— Гамильтона — Якоби 112
— гипергеометрическое Гаусса 201
— дифференциальное 15
— квазилинейное 108
— квазиоднородное 67

Уравнение Клеро 92, 94
— Л а п л а с а  71
— линеаризованное 125
— лилейное неоднородное 43, 47, 189 
214
----------- с частными производными 107
-------однородное  40, 126, 133, 146, 179,
19о, 200, 203
----------- с частными производными 105
------- с периодическими коэффициентами
41, 47, 208
— логистическое 20
— Л отка  — Вольтерра 24, 36, 265
— малых колебаний 27, 78, 85, 113, 120, 
141, 155, 184
— Матье  200, 211
— неавтономное 196
— нелинейное 124, 162, 170, 195 
 с частными производными ПО
— неразрешенное  относительно произ* 
водной 91, 266
— Ньютона 69, 75, 89, 117
— однородное 65
— размножения 18 
 с конкуренцией 20
— разностное  87
— с разделяю щ им ися переменными 34
— теплопроводности 69
— характеристик 105, 109, I I I
— эволюционное 16
— п-го порядка 85, 189, 200 

Условие Липшица 31, 220
— начальное 15, 87
— устойчивости 209

Устойчивость асимптотическая 171, 209, 
265
— по Ляпунову 170, 209, 265
— сильная 210 

Усы седла 169

Ферми-частица 265 
Фокус 149

— сложенный 266
Форма дифференциальная  17, 35 

— нормальная ж орданов а  163
— симметричная 36
— уравнения, неразрешенного относи* 
телыю производной 266

Формула Барроу 30
— Кардано 71
— Лунвилля 130
— Ньютона 16
— Ньютона — Лейбница 221 
— Тейлора 130
— Эйлера  134 

Функторы 144 
Функция влияния 45

— Гамильтона 103
— гармоническая 72



ПРЕДМЕТНЫЙ! УКАЗАТЕЛЬ

Функция Грина 45
— Д и р а к а  44
— квазиодиородная  С8
— Л яп ун ова  163
— однородная  66
— последования 25
— собственная 207

Характеристика амплитудно-фазовая
— эйлерова 200 

Характеристики уравнения 105, 100, 
Хвост ласточкин 267

Цикл 25, 265
— невырожденный 38
— предельный 26 
— устойчивый 38

Цунами 264

Частота собственная 185

111 Эквивалентность потоков 62, 160 
Энергия 113, 184
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