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РУСЧА Н АШ РИ ГА СУЗ БОШИ

*  Оптималлаштириш масалалари инсон фаолиятининг 
хилма-хил со^аларида учрайди. Х,ар бир ок,илона ^ара- 
кат 1\андайдир маънода оптимал ^ам булади, чунки у, 
одатда, боища вариантлар билан тавдослангандан сунг 
танланади. Энг яхши усулда танлаш  м асалаларига 1̂ и- 
зи^иш ^амиша катта булиб келган, у кейинги йилларда  
фан ва техниканинг ж адал  ривожланиши натижасида  
янада кучайди. Бир томондан, одам ларга куп ^олда мав- 
ж уд  воситалар ва ресурслардан энг куп самара билан  
фойдаланиш  талаб цилинадиган ж араёнлар билан шу- 
рулланишга турри келса, иккинчи томондан, ^исоблаш  
техникасининг ривожланиши натиж асида инсоннинг ур- 
ганиладиган ж араёнларга таъсир ^илиш имконияти ор- 
тиб бораяпти. )^озирги замон амалий оптималлаштириш  
масалаларининг мураккаблиги билан богли^ уларо^, 
^арор 1̂ абул ^илишда борган сари «идрокка», интуиция 
ва инсон таж рибасига асосланиш  цийинлашиб боряпти. 
Текширилаётган масалаларни математик моделлашти- 
~ ..... .. асосланган илмий ёндаш ув зарур булиб бор-

Цеометрик шакл (дойра, квадрат ва к.) ларнинг 
экс*тремал хоссаларини урганиш ^а^идаги биринчи маса- 
лалар ж уда цадим зам онлардаё^  ечилган. Д иф ф ерен­
циал ва интеграл ^исобнинг ю зага келиши оптималлаш ­
тириш усулларининг ривожланишига кучли таъсир кур- 
сатиб, бу ^ол XVIII асрда вариацион ^исобнинг пайдо 
булишига олиб келди. Хозирги замон илмий техника ин- 
цилоби натижасида оптималлаштириш назарияси ва 
амалиёти ж адал ривож дана бош лади. К,ис^а ва^т ичида 
назариянинг шундай янги булимлари (чизицли програм- 
малаштириш, оптимал бош царув назарияси ва бош^а- 
лар) яратилдики, улар амалда учрайдиган куплаб экс-



тремал масалаларни ечишнинг ^атор самарали ^исоблаш  
усулларини яратишга олиб келди. Оптималлаштириш  
усуллари буйича изланиш лар узлуксиз чук,урлашиб, тат- 
биц доираси кенгаймо^да.
'  «Оптималлаштириш усуллари» курси буйича 0647  
(«Амалий математика») ихтисослиги учун м авж уд дас- 
тур асосида ёзилган мазкур у^ув ^улланмасида ^ар хил 
оптималлаштириш масалаларини ечишда ь^улланилади- 
ган, ^озирги ва^тда назарий ва амалий ишда фойдала- 
ниладиган асосий усуллар баён цилинади. Асосий эъти- 
бор оптималлаштириш усулларининг принципиал маса- 
лаларига ^аратилган. Батафсил баён эса баъзи классик 
булиб долган усуллар учунгииа берилади. Усул деб  ата­
са >;ам буладиган баъзи услублар умумий принципларни 
ам алда куллаш намунаси сифатида тайин мисолларда- 
баён цилинади.

К,улланманинг иккинчи нашри биринчисидан келти- 
рилган материалнинг ^ажми, уни баён ^илишнинг шакли 
ва тартиби билан фар^ 1\илади. Бунда Белоруссия дав- 
лат университета амалий математика факультетида ук;и- 
тиш таж рибасидан ф ойдаланиб, оптималлаштириш усул ­
ларининг охирги йиллардаги тараедиёти натижалари  
хисобга олинган.

Д астл аб  чизиь;ли программалатиришнинг классик  
усуллари баёни берилган. Биринчи наш рда бу материал  
чизи^сиз ва квадратик программалаштиришнинг умумий  
натиж аларидан кейин келган эди. Энди эса у бутун курс- 
га асос ^илиб олинган. Баённинг бундай тартиби баъзи  
университетларда ало^ида у^итилаётган чизи^ли про- 
граммалаштириш буйича маърузаларни оптималлашти- 
ришнинг умумий курси билан табиий боглаш  имконияти- 
ни бсради. 1 бобнинг натижалари оптималлаштиришнинг 
умумий масалаларини текширишда мухим булиб, к;айта- 
кайат цулланилади. Айни^с'а бу ерда тонилган тенгсиз- 
ликлар ва 1̂ авари^ купёцли тупламлар назариясидан к>у- 
шимча маълумотлар талаб ^илмайдиган ихчам ва содда  
баён цулланма таркибини узгартириш га сабаб  булди. Ав- 
вало симплекс усул ЭХ,М да фойдаланиш  учун цулай ^ол- 
да келтирилиб,сунгра мисоллар ечишда унннг ^озирги 
замон машина программаларида купдан бери ишлатил- 
маётган анъанавий ж адвал шакли тушунтирилади. Чи- 
зицли программалаштиришнинг иккиланмалик назарияси  
(2-§) симплекс усулнинг та^лилидан чицарилади. Бу унга 
маълум маънода конструктивлик бахш  этади ва табиий
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йул билан иккиланма симплекс усулни (3-§) киритиш  
имконини беради. Иккинчи наш рда ^озирги пайтда .\ар 
бир тугалланган оптималлаштириш усули учун харак- 
терли булган турри ва иккиланма симплекс усулларнинг 
бирлиги алохида кайд цилинади. На^лиёт (транспорт) 
масалаларини ечиш усуллари ^ам янгича баён ^илин- 
ган. Бунга асос ^илиб потенциаллар усули ^амда ечили- 
ши матрицавий куринишга мослаш тириладиган турли 
модел олинган.

Иккинчи нашрда ^авариц программалаштиришнинг 
(II боб) баёни асосан чизицли программалаштириш на- 
тижаларига асосланади. К,ушимча равиш да, TyFpn сим ­
плекс усулнинг бевосита умумлаш маси булган квадратик  
программалаштириш цавариц масалаларини ечишнипг 
чекли усули келтирилади.

Чизи^сиз программалаштириш (III боб) назариясини  
баён цилишда асосан биринчи нашрда келтирилган ма- 
салалар ^аралган булиб, улар I бобнинг натижаларига  
асосланган.

Чизи^сиз программалаштиришнинг ^исоблаш усул ­
лари (IV  боб) буйича материал асосан ^айта иш лаб чи- 
^илган. Усуллар кетма-кет я^инлаштириш принципи нуц- 
таи назаридан баён ^илинган. Амалий масалаларни  
ечишда фойдаланиладиган бопща оптималлаштириш  
усулларининг мо^ияти .^ам тушунтирилади.

Янги наш рда динамик программалаштириш (V боб) 
чизи^сиз программалаштиришнинг ^исоблаш усулларн- 
дан кейин келиб, у м ахсус масалаларни ечиш усули си- 
фатида тал^ин ^илинади. Физик маъноси ани^ булган  
м асалалар мисолида динамик программалаштиришнинг 
асосий принциплари ^амда масалалар хусусиятларини  
^исобга оладиган шакллари туш унтирилади. Динамик  
программалаштиришнинг оптимал бош ^арув м асалала- 
рига татби^и VII бобга кучирилган.

Классик вариацион ^исобнинг (VI боб) асосий нати- 
ж алари баъзи янги натижалар билан тулдирилган ва 
биринчи нашрдаги каби фа^ат кучсиз минимум шартла- 
ри царалган. Кучли минимум шартлари (VII боб) опти­
мал бош ^арув назарияси натиж аларидан ^осил ^илинади.

К,улланма оптимал боищ арув назариясининг асосий  
масалаларини (VII боб) куриш билан тугалланади. 
Иккинчи наш рда бу материал ^айта ишланган ва кейин- 
ги йилларда ривожлантирилиб, ам алда ^улланилаётган  
мавзулар билан тулдирилган.
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тремал масалаларни ечишнинг ^атор самарали ^исоблаш  
усулларини яратишга олиб келди. Оптималлаштириш  
"суллари буйича изланиш лар узлуксиз чу^урлаш иб, тат- 
>иц доираси кенгайморуха.

«Оптималлаштириш усуллари» курси буйича 0647  
(«Амалий математика») ихтисослиги учун м авж уд дас- 
тур асосида ёзилган мазкур у^ув ^улланмасида )^ар хил 
оптималлаштириш масалаларини ечишда ^улланилади- 
ган, ^озирги ва^тда назарий ва амалий ишда ф ойдала- 
ниладпган асосий усуллар баён ^илинади. Асосий эъти- 
бор оптималлаштириш усулларининг принципиал маса- 
лаларига царатилган. Батафсил баён эса баъзи классик  
булиб долган усуллар учунгина берилади. Усул деб  ата­
са >̂ ам буладиган баъзи услублар умумий принципларни 
ам алда куллаш намунаси сифатида тайин м исолларда. 
баён цилинади.

Кулланманинг иккинчи нашри биринчисидан келти 
рилган материалнинг ^ажми, уни баён цилишнинг шакли 
ва тартиби билан фар^ ь^илади. Бунда Белоруссия дав- 
лат университети амалий математика факультетида 5 4 й' 
тиш таж рибасидан фойдаланиб, оптималлаштириш усул ­
ларининг охирги йиллардаги т а р а ^ и ёт и  натижалари  
хисобга олинган.

Д астл аб  ч изщ л и  программалатиришнинг классик  
усуллари баёни берилган. Биринчи наш рда бу материал  
чизи^сиз ва квадратик программалаштиришнинг умумий  
натижаларидан кейин келган эди. Энди эса у бутун курс- 
га асос ^илиб олинган. Баённинг бундай тартиби баъзи  
университетларда ало^ида у^итилаётган чизицли про­
граммалаштириш буйича маърузаларни оптималлашти- 
ришнинг умумий курси билан табиий боглаш  имконияти- 
ни беради. 1 бобнинг натижалари оптималлаштиришнинг 
умумий масалаларини текширишда му^им булиб, ^айта- 
кайат ь;улланилади. Айнидса бу ерда тоиилган тенгсиз- 
ликлар ва цавари^ купё^ли тупламлар назариясидан ^у- 
шимча маълумотлар талаб цилмайдиган ихчам ва содда  
баён ^улланма таркибини узгартириш га сабаб булди. Ав- 
вало симплекс усул ЭДМ  да фойдаланиш  учун к,улай ?^оЛ- 
да келтирилиб,сунгра мисоллар ечишда унинг ^озирги 
замон машина программаларида купдан бери ишлатил- 
маётган анъанавий ж адвал шакли туш унтирилади. Чи- 
зикли программалаштиришнинг иккиланмалик назарияси  
(2-§) симплекс усулнинг та^лилидан чи^арилади. Б у унга 
маълум маънода конструктивлик бахш  этади ва табиий
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йул билан иккиланма симплекс усулни (3-§) киритиш  
имконини беради. Иккинчи наш рда ^озирги пайтда ^ар 
бир тугалланган оптималлаштириш усули учун харак- 
терли булган тугри ва иккиланма симплекс усулларнинг 
бирлиги ало^ида ^айд ^илинади. На^лиёт (транспорт) 
масалаларини ечиш усуллари ^ам янгича баён ^илин- 
ган. Бунга асос ^илиб потенциаллар усули ^амда ечили- 
ши матрицавий куринишга мослаш тириладиган турли  
модел олинган.

Иккинчи нашрда ^авари^ программалаштиришнинг 
(II боб) баёни асосан чизицли программалаштириш на- 
тижаларига асосланади. К,ушимча равиш да, тугри сим ­
плекс усулнинг бевосита умумлаш маси булган квадратик  
программалаштириш 1̂ авари^ масалаларини ечишнинг 
чекли усули келтирилади.

Чизицсиз программалаштириш (III боб) назариясини  
баён ^илишда асосан биринчи наш рда келтирилган ма- 
салалар ^аралган булиб, улар I бобнинг натижаларига  
асосланган.

Чизик;сиз программалаштиришнинг ^исоблаш усул ­
лари (IV боб) буйича материал асосан цайта иш лаб чи- 
^илган. Усуллар кетма-кет яцинлаштириш принципи нуц- 
таи назаридан баён цилинган. Амалий масалаларни  
ечишда фойдаланиладиган бош^а оптималлаштириш  
усулларининг мо^ияти 5̂ ам тушунтирилади.

Янги нашрда динамик программалаштириш (V боб) 
чизи^сиз программалаштиришнинг ^исоблаш усуллари- 
дан кейин келиб, у м ахсус масалаларни ечиш усули си- 
фатида тал^ин ^илинади. Физик маъноси ани^ булган  
м асалалар мисолида динамик программалаштиришнинг 
асосий принциплари ^амда масалалар хусусиятларини  
хисобга оладиган шакллари тушунтирилади. Динамик  
программалаштиришнинг оптимал бопщ арув м асалала- 
рига татби^и VII бобга кучирилган.

Классик вариацион ^исобнинг (VI боб) асосий нати­
ж алари баъзи янги натижалар билан тулдирилган ва 
биринчи наш рдаги каби фацат кучсиз минимум ш артла- 
ри царалган. Кучли минимум шартлари (VII боб) опти­
мал бош ^арув назарияси натиж аларидан ^осил ^илинади.

К,улланма оптимал бонщ арув назариясининг асосий  
масалаларини (VII боб) куриш билан тугалланадн. 
Иккинчи наш рда бу материал цайта ишланган ва кейин- 
ги йилларда ривожлантирилиб, ам алда ^улланилаётган  
мавзулар билан тулдирилган.
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Иккинчи нашр устида ишлашда муаллифларга Б ело­
руссия давлат дорилфунуни оптимал бош ^арув усуллари  
кафедраси ^амда Белоруссия ФА МИ нинг бонщарув  
ж араёнлари назарияси лабораториясининг ходимлари  
катта ёрдам бердилар: О. И. Костюкова II бобнингЗ- § и, 
V бобнинг 2— 5 -§  ини иш лаб чиь^ишда, В. М. Ракец- 
кий II бобнинг 4- § ини ишлаб чи^ишда ^атнашди; 
III боб, 5 -§  ининг баёни А. Я. Кругерга тааллуцли; 
В. В. Гороховик VII бобнинг 3- ва 8 - §  ларини ёзган; 
В. С. Глушенков Б лэнд модификациясининг янги исботи- 
ни ишлаб чицди; Т. Н. Турина, М. П. Димков цулёзмани  
нашрга тайёрлаш да ^атнаш дилар. М азкур урто^ларга  
чуцур миннатдорчилик из^ор 1̂ иламиз.

Муаллифлар
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1-6 о б. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Чизщли программалаштириш деб чизшуш тенгликлар 
ва тенгсизликлар билан аницланадиган тупламларда чи­
зикли функцияларни оптималлаштириш масалалари (макси- 
мумга ёки минимумга дойр масалалар) урганиладиган мате- 
матиканинг булимига айтилади. Чизикли программалашти­
ришнинг дастлабки масалалари 30- йилларда Л. В. Канторо­
вич томонидан ^уйилган ва урганилган. Бу назариянинг 
жадал ривожланиши ва натижаларннинг амалда кенг кулла- 
нилиши 40- йилларда америкалик математик Ж . Данциг то­
монидан симплекс усул асослангандан кейин бошланган.

Симплекс усул  чизшуш программалаштиришнинг асосий 
^исоблаш усулидир.

1. Каноник масала. Базис режа. Классик симплекс усул  
чизикли программалаштиришнинг каноник масаласи учун 
ишлаб чикилган булиб, у  т  та чизикли

Фк Ь2, . . . , Ьт >  0) тенгликларни ва п та чизикли

тенгсизликларни ^аноатлантирадиган п та x v  х2, . . . , хп
узгарувчиларнинг чизикли функцияси максимумини топиш 
ха^идаги

I- §. СИМПЛЕКС УСУЛ

а „ х, +  а12 х2 +  . . . +  аы хп — Ь1 

а2\ х \ ац  xt  • • • +  о2п хп — Ь2 ( 1)

а т\ Х 2 й т2 Х 2 +  й тп Х п ~~ ^т

(2)
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c\Xi +  С2х г - f  . . .  +  cn xn -► max (3)

масаладан иборат.
Бундан буён, асосан, вектор-матрицавий ёзув куллани- 

лади. У ш 'у  /  =  { 1 ,2 ,  . . ., т }, /  =  {1 ,2 , . . . , п } индекс- 
лар тупламларини киритамиз. У холда х и х2, . . ., хп уз- 
гарувчилар мажмуасини х =  x(J)  =  {x j} /£ /}  вектор курини- 
шида ёзиш мумкин. Шунга ухшаш, с =  с (J) =  { с j£J) ,
Ь =  Ь (/) =  {Ь£, ^11» ^12* • • • » ^1/!» -̂21» ^22» ■ • * ^2/1’ • * 
a mj, am2, . . атп параметрлар мажмуасини эса A —A { l , J ) =
— {ац, i £ / ,  / £ . / }  матрица куринишида ёзиш цулайдир. 
Векторлар ва матрицалар устида амаллар матрица ,\исоби- 
нинг ^оидалари буйича амалга оширилади. Бунда амалларда 
иштирок этувчи ^ар бир вектор-усгун куринишида ёзилган 
деб хисобланади. Вектор-сатрни хосил цилиш учун (') штрих 
белгиси билан ифодаланадиган транспонирлаш (агдариш) опе- 
раторидан фойдаланилади. Демак, с =  с (J), х =  х (J) вектор- 
ларнинг скаляр купайтмаси с'х куринишда ёзилади. л: век­
тор учун ёзилган х  =  0 , О ифодалар мос равишда ком- 
поненталар буйича ёзилган х. =  0, j£ J  тенгликлар ва х ;. > 0 , 
j£J  тенгсизликларни ифодалайди.

Янги белгилашларда (1) — (3) каноник масала ушбу

с 'х -* -max, Ax — b, x >  0 (4)
ихчам ёзувга эга булади.

с векторни киймат вектори (с . компоненталар— киймат 
коэффициент лари), b векторни— чеклашлар вектори, А 
матрицани эса шартлар матрицаси (%аражатлар матри­
ц а м ) ,  а / =  A (I, j) устунларни— шартлар векторлари деб 
аташ кабул ^илинган. с'х функция масаланинг максад функ- 
цияси,

Ах — b (5)
тенглик каноник масаланинг асосий чеклаши, х >  0 тенг- 
сизлик масаланинг mijFpu чеклаши деб аталади.

1- таъриф. Масаланинг барча чеклашларини ^аноат- 
лантирувчи хар бир п- вектор х шу масаланинг режаси деб 
аталади.

2- таъриф. (4) масаланинг ечими булган, яъни

с'х0 =  max с'х, Ах° =  Ь, х° >  О 
хоссага эга булган х° режа оптимал режа деб аталади.
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Симплекс усулнинг асосида базис режа тушунчаси 
ётади.

3- таъриф. Агар х  режанинг п —т  та компонентаси 
нолга тенг булиб, колган

*/,• Xi, .............Xim (6 )
компоненталарига чизикли эркли

a i i ’ a i t '  • • ■ ’ ajm (^)

шартлар векторлари мос булса, у базис режа деб аталади.
J Б — Он /2» • • • > ]т} тупламни базис индекслар туп- 

лами деб, JH =  J \ J h ни эса нобазис индекслар тралами 
деб атаймиз. 3 -таъриф цуйидагига тенг кучли: хн =  x(JH)— 
=  0, det А в Ф  0, А ъ — А ( /, УБ) булса, х  =  х (J) базис режа 
булади.

(7) туплам базис режанинг базиси деб аталади, базис- 
нинг векторларидан тузилган А ь матрица— базис матрица, 
Xj, j a B компоненталар х режанинг базис узгарувчилари, 
Х-, /6 JH компоненталар нобазис узгарувчилари деб ата­
лади.

И з ох . Базис режа учун (5) асосий чеклашлар А Б х Б =  Ь ку- 
ринишни олади, бу ерда ^ Б = ^ ( У Б )- Демак, *={дгБ , хн ) базис режани 
базис матрица орь;али 1̂ уриш мумкин: х Б =  Л Б 1 Ь, х н  - -  0. Шу туфай- 
ли, 3- таъриф урнига дастлаб А матрицанннг махсус булмаган ва

0 шартни ь;аноатлантирувчи m X n-ЬуИсм мартицасининг Л Е 
базис матрица тушунчасиии киритиб, сунгра базис режани ^уриш мум­
кин.

4- таъриф. Агар базис режанинг барча базис узгарувчи­
лари (6) мусбат (х- > 0 , /  £ / Б) булса, базис режа бузилма- 
ган  дейилади.

2. Мацсад функцияси орттирмаси формуласи. Фараз ци- 
лайлик, л: базис режа булиб, ЛБ — А ( /, УБ) унинг базис
матрицаси булсин. Бошка х — х + А х  режа олиб (базис бу- 
лиши шарт эмас), максад функциясининг

с'х — с'х =  с'А х 
орттирмаси учун формула топамиз.

Фаразимизга кура, А х  =  Ь, Ах =  Ь. Демак, режанинг 
А х  — х  — х  орттирмаси А А х  =  0 тенгликни цаноатланти- 
радп. Бу тенгликнинг компоненталар буйича ифодаси ^уйи- 
даги куринишда булади:
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A g Axg Ч" Ац A Xft —  0, A^ A (/, 

A x B =  Ax(JB), A xH =  Ax(JH). (9)
Бундан

АхБ — А Б1 А н Ахн ( 10)

ни топамиз ва натижани (8) га куямиз: 
с Ах =  с Б А х Б +  с н А х н=  б

ни киритамиз.
(12), (13) ни хисобга олиб, (11) дан мацсад функцияси 

орттирмаси учун

формулани з^осил к и лам из.
(14) формуладан ва тезликнинг хосила сифатидаги уму­

мий таърифидан А. ба.\онинг физик маъноси келиб чикади: 
А . — базис режанинг нобазис / - узгарувчиси ортганда мак,- 
сад функциясининг х  нуктадаги тескари ишора билан олин­
ган узгариш тезлигидир.

3. Оптималлич аломати. Фараз цилайлик, х  базис режа 
булиб, А б унинг базис матрицаси булсин. (4) масалани ечиш­
да савол тугилади: берилган режа оптимал буладими? Шу 
х  режа учун бах;олар вектори (13) ни хисоблайлик.

1- теорема (оптималлик аломати). Каралаётган х  базис 
режанинг оптимал булиши учун

тенгсизликнинг бажарилиши етарли, х режа бузилмаган (ай- 
нимаган) хрлда зарур ^амдир.

И с б о т и .  Етарлилиги. Базис режанинг таърифига кура 
x(Jn) =  0 тенглик бажарилади. Тугри чеклашлардан ихтиё- 
рий х  режа учун

и — и(1) потен циалларнинг т- вектори
(И)

( 12)
ни ва АН= А (У Н) бахрларнинг (п — т)- вектори 

Ан =  и А н сн (13)

№  н

A (JH) >  0 (15)
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Ax (Jн) =  х (JH) — x(JH) =  x(JH) > 0  (16)

муносабатларнннг уринли эканлиги келиб чикади. Сунгра 
(15) ва (16)лардаги А ( / н), Aх(Ун) векторларни (14) орттирма 
формуласига к,уйсак, х режанинг оптимал экинлигини ис- 
ботловчи с' х  — с'х <  0 тенгсизликка келамиз.

Зарурийлиги. Фараз цилайлик, х
х(У Б) >  0 (17)

шартни каноатлантирувчи бузилмаган базис режа булиб,
(15) тенгсизлик бажарилмасин, яъни бирор /0 £ Ун учун А/о 
бахо манфий булсин:

А, < 0 .  (18)/о 4
Ах ни ^уйидагича танлаш \исобига х =  х +  Ах векторни 

тузамиз. Нобазис компоненталарни к>уйидагича танлаймиз:

Дх/§ =  0 >  0, Ах;. =  0, /^=/о, /  £ Ун. (19)

Базис компоненталарни (10) дан топамиз:

- ^ ‘ Лн Ах(Ун) =  — (20)

Шунда х вектор, (9) га кура, \ар цандай 0 да асосий чек- 
лашларни каноатлантиради:

Ах  =  Ах  +  ЛАх =  Лх =  Ь.

Шунингдек, (19) дан х ( / н) компонента барча 0 ^ 0  лар 
учун турри чеклашларни ^аноатлантириши келиб чицади:

х ( /н) =  х (JH) +  Ах (Ун) =  А х(/Н) >  0. (21)

Сунгра, (20) ни ^исобга олсак, x (J B) компонента учун

х (УБ) =  х (УБ) +  Ах (УБ) =  х(УБ) — 9 А в 1 а 1г (22)

муносабатни оламиз. Маълумки, (17) муносабат бажарил" 
ганда шундай етарли кичик 0 > О  сон топиладики, х ( /Б) > 0 
булади. Шундай ^илиб, топилган 0 учун х вектор (4) маса- 
ланинг режаси булади. (18), (19) ларни (14) орттирма фор­
муласига келтириб куйсак, х режанинг оптималлигига зид 
булган

с'х — с' х =  — 0 А X, >  0/о

тенгсизликка эга буламиз. Теорема исботланди.
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4. Масала ечилмайдиган булишининг етарлилик шарти
Фараз ^илайлик, каралаётган л: базис режада оптималлик 
аломати (15) бажарилмасин, яъни бирор j 0£ J H учун А. ба- 
хр манфий булсин ((18) га ^.). ЛБ 1 а]о векторнинг xjjo, j £ J B 
компоненталари мусбат булмаган холни караймиз:

х//0 <  °* б-

Бу хрлда, (22) га кура, барча 0 >  О лар учун х (УБ) ком­
понента манфий булмайди, яънп х =  {х  ( / Б), х (JH)} вектор 
ихтиёрий 0 >  О учун (4) масаланинг режаси булади. (23) 
дан куринадики, 0 ортиши билан х  режада максад функцин- 
сининг ^иймати чексиз ортади. Шундай цилиб, биз ^уйи- 
даги теоремани исботладик:

2- теорема, х базис режанинг бахолари орасида манфий 
ба>;о мавжуд булса (А. <  0) ва унга мусбат булмаган ком- 
поненталарга эга А ~1 а- вектор мос булса, у холда (4) ма­
саланинг максад функдияси л: базис режанинг xf узгарув­
чиси ортиши билан чексиз усади.

5. Итерация. ЛБ базис матрицали х базис режани тах,- 
лил цилишни давом эттирамиз. Энди бирорта х,ам манфий 
А- бахр учун (24) тенгсизликлар бажарилмаган х;олни ца- 
раймиз. У холда (23) дан куринадики, (18) бажарилганда, 
(19) даги 0 нинг ортиши максад функциясининг усишига 
олиб келади. Шунинг учун, (4) масала ну^таи назаридан, 0- 
нинг максимал мумкин булган ^ийматини танлаб олиш мак- 
садга мувофикдир. Компоненталар буйича Xj =  х  — 0 х //о , 
/ £ / Б куринишда ёзилган (22) формуладан куринадики, 0 ор. 
тиши билан х(УБ) векторнинг камида битта компонентаси 
манфий булиб колади. Факат мусбат xjjo купайтувчига эга 
Xj компоненталаргина ноль оркали утадя, X/ учун бу х,ол

0 = 0 .== Xj IxjU (25)

булганда амал1а ошади.
Агар 0 <  min 0;, xjja > 0  булса, барча (25) сонлар ман­

фий булмайди ва х  =  {x (J B), х  (Ун)} вектор (4) масаланинг 
режаси булади. Агар 0 >  min 0., x jh >  0 булса, л: вектор 
компоненталари орасида манфийлари топилади. Демак,
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х =  х  +  Ах вектор режа була олиши учун энг катта 0° ку- 
йидагича булиши керак:

Агар х базис режа бузилмаган (яъни xj >  0, j£ J B) булса, у 
холда

0° >  0 . (27)

Базис режа х ни янги х — х +  Ах  режа билан алмаш- 
тирамиз, бу ерда А х— компоненталари (19), (20) булган век­
тор булиб, 0 =  0°. Бу хрлда (23) га кура ма^сад функция си
— А/о0 ° > О  миедорга ортади ва бу мицдор, агар дастлабки х 
режа бузилмаган булса, (18), (27) ларга кура мусбат бу­
лади.

Шу х нинг базис режа эканлигини курсатамиз. х., j£ J H 

компоненталар ичида факат битта х ,• =  0° компонента мус­
бат булиши мумкин. Иккинчи томондан, х., j £ J B компонен­
талар ичида битта хг-о компонента албатта нолга тенг була­
ди, чунки (25), (26) ларга асосан,

X: — X: — 0° X: . =  X : ----- —  • X: ■ =  0 .
L 0  * 0  l olo  ‘ О X ;  :  ̂ о / о*о/ о

Шундай цилиб, х режанинг п — т та

Хр  /  £  J  н> ~  н  V o )  U го>

узгарувчилари нолга тенг булади. Крлган х ,, /£ J Б, / Б =  

== ( / б \ i 0) U /о узгарувчиларга

шарт векторлари мос келади.
ЛБ* матрицанинг элементларини uif , 16*/Б, / £ /  деб бел- 

гилайлик. Таърифга кура, ЛБ ‘ матрицанинг /-у сту н и  бир- 
лик ер  =  (0 , 0 , . . . , 0 , 1, 0 , . . . , 0 } векторнинг ЛБ =  
= { а (- ,1^УБ} матрицанинг устунлари буйича ёйилмаси коэффи- 
Циентларидан иборатдир:

0° - 0,- I о (26)

О/. j £ j  Б ( 2 8 )
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I f

1.1- чизма.

агар i¥=j, j=£i0 булса, d ii<t =  — ХцJ x it>u, i £ J s \ j 0, i¥* j0\
d: j =  l/X: i .

*° 0 0
Агар / Б =  {f'i, г2, . . . , — *o> i> lV j2’ • • • > г'т ь

</Б — {^1) 2̂> • • • I Jft_p ^k~Io> JV)-1> г/г + 2  ' • •> f'm} буЛСЗ, ЯЪНИ 
J  б тупламнинг/0 индекси УБ тупламнинг г0 индекси билан 'бир 
хил жойлашган булса, D k матрица бирлик диагонал матри- 
цадан фа^ат <0- устуни билан фар^ ^илади ва ^уйидзги ку- 
ринишга эга булади:
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О 0  . . .  0  1/Xiojo 0  . . .  О ; • • • /о- ( 3 5 )

Бошланрич А ~ 1 матрица (9- бандга ц.) бирлик матри­
ца булганлигидан (34) дан

ни оламиз.
Тескари матрицанинг (36) мультипликатив куриниши биз. 

ни (Л -1) (mXm)- матрицаларни кбайта ^исоблашдан озод ци. 
лади ва дастлабки маълумотга m +  1сондан иборат тупламни 
(г0- устуннинг тартиб разами ва элементлари) ^ушиш имконини 
беради. Яхлитлаш натижасидаги хатоларнинг тупланишини 
камайтириш учун маълум бир сондаги итерациялардан ке- 
йин тескари матрица янгиланади ва сунгра яна (35) купай- 
тувчилар х^собланади. Кейинги йилларда тескари матрица­
нинг (36) дан фарц ^илувчи куринишларидан \ам  фойдала- 
нила бошланди.

7. Геометрик тал^ин. Геометрик усул. Чекли сондаги яримфазолар 
ва гипертекисликларнинг кесишуви натижасида .^осил булган туплам 
купёцли туплам деб аталади. 1.2-чизмада R 2 ва R 3 да иккита куп ё^ли 

Ц ^ь *2) • x i * 2  ~  ^  Хх 0, х 2 ^  О)j Х 2 — {{хх ,х2, х 3) : л̂1“Ь^а“Ь 
+ х 3 — 1, * i > 0 ,  х2 >  0, х3> 0) тупламлар тасвирланган. Демак, чи­
зикли программалаштириш масаласининг режалар туплами—купёцликдир. 
Купёцли тупламда базис режага четки (бурчак) ну^та (уч), яъни, туплам-

И б 1 W i " (36)

2-612
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да гула ётувчи, нолдан фарцли хеч бир чизик кесмасининг уртасига ки- 
ригиш мумкин булмаган нукта мос келади. Масалан, X t ва Х г туплам- 
ларнинг четки ну^талари А, В, С лардан иборат (1.2- чизма). Симплекс 
итерация бир четки ну^тадан унга 1̂ ушни булган иккинчи четки ну^- 
тага уларни туташтирувчи ^ирра буйлаб шундай утишга мос келадики, 
мак;сад функциясининг ундаги ь;иймати эски ну^тадагисидан кам бул­
майди. Симплекс усул—режалар тупламининг кирралари буйича шун­
дай йуналган >;аракатдан иборатки, унда ма^сад функцияси усмайдиган 
цирралар чи^ариб ташланади. Симплекс усул уз номини режалар туп­
ламининг структурасига кура олган булиб, бу туплам дастлабки ечм - 
ган масалаларда, симплекс деб аталувчи х ъ  х2 тупламлар (1 .2 -чизма) 
куринишида булган.

Агар п =  2 ва т ихтиёрий булса, {xlt х2} текисликда график усул- 
да X  =  {* : а(- х  , i — \, т, х  =  {х 1, лг2} >  0} куринишдаги туплам- 
ларлн цуриш осон. Шунингдек, чизикли с 'х  функциянинг сат^ чизиь;' 
ларини та^лил ь;илиш ёрдамида с'х->-шах, х£Х  масаланинг ечимини то' 
пиш ^ийин эмас. Чизицли программалаш масалаларини геометрик усул- 
да ечии нинг мохияти шундан иборат. Агар я =  3 булса, уни амалга 
ошириш кийин булиб, п >  3, т >  3 булганда умуман цулланилмайди.

8. Симплекс алгоритмнинг чеклилиги. Агар оптималлаштириш 
масаласини ечиш алгоритмининг ЭДМ даги реализациям  чекли сон­
даги операциялар ёрдамида (чекли ваь;т давомида) оптимал режа 
^уришни амалга оширса, бундай алгоритм (ва унга .мос усул) чекли 
дейилади. 5^ар бир симплекс итерация ЭХ,М нинг чекли сондаги опе- 
рацияларини уз ичига олганлигидан, симплекс алгоритмнинг чекли- 
лигини курсатиш учун унинг итерацияларининг чеклилигини курса- 
тиш етарлидир.

Агар чизикли программалаш каноник масаласининг барча базис 
реж алари бузилмаган б^лса, бундай масала бузилмаган масала деб 
аталади.

3- теорема. Ечимга эга булган з^ар бир бузилмаган (4) масала 
ва ихтиёрий бошлангич базис реж а учун симплекс алгоритм чек- 
лидир.

И с б о т и .  Фараз килайлик, х 1 ихтиёрий базис режа булсин. Сим­
плекс итерациялар ёрдамида xk, А в , k =  1, 2, . . . , базис режалар ва 
базис матрицалар кетма-кетлигини тузамиз. Х,ар бир xk итера-
цияда x k бузилмаган булганлигидан, мацеад функцияси с 'х  усувчи була­
ди. Шуни нгдак, c 'xk = с '(У Б) ^ (Jg )= c '(Jp )( i4 g 1 )kb булганлигидан итера­
циялар жараёнида бирорта базис матрица икки марта такрорланмайди. 
Шарт магрицаси А  чекли сондаги базис матрицаларга эга. Демак, чек­
ли сондаги итерациялардан сунг оптималлик аломатини цаноатлантирув- 
чи хк°, k0 < o o  базис режани цуриш мумкин. Теорема исботланди.

Бузилган (4) масалаларда бузилган базис режали баъзи итера- 
цияларда 0°=О  б^лганлиги туфайли ма^сад функциясининг кин 
мати узгармаслиги мумкин. Агар бу >;ол ^аторасига бир неча бор 
такрорланса, олдин фойдаланилган базис матрицага кайтиш хавфи 
тугилади. Бу ^ол кузатиладиган мисоллар мавжуддир. Бу жараён 
циклланиш  деб аталади. Равшанки, циклланиш булганда симплекс 
алгоритм чекли булмайди. Симплекс алгоритмнинг базис матрицалар 
такрорланиши юз бермайдиган махсус модификациялари цурилган. 
Бу чекли модификациялар Э \М . программаларида к?лланилмайди. 
чунки циклланиш ж уда кам учрайдиган з^одиса булиб, уни Э ^М да 
амалга ошириш ^ийин ва мутахассисларнинг таъкидлаш ича, амалий
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масалаларда кузатилган эмас. Бузилган масалаларнинг табиати шун- 
дайки, масала параметрларининг етарли кичик вариациялари мавжуд 
б^либ, улардан сунг масала бузилмаган булиб ^олади. Лекин, куп- 
гина амалий масалаларни Э ^М да ечишдаги яхлитлаш натижасидаги 
хатолар таъсири к;андайдир маънода параметрларнинг вариациясига 
эквивалент булганлигидан, 3—6- бандларда баён килинган симплекс 
усулни чизикли программалаштиришнинг ихтиёрий каноник масала- 
сини ечишнинг чекли усулидан иборат, деб ^исоблаш мумкин.

Симплекс усулнинг Блэнд томонидан тавсия этилган чекли мо­
дификация сини келтирамлз, бунда / 0 — оптималлик аломати (15) ни 
каноатлантирмайдиган Д;- бахолар индекслари /' б /  н ичида минимал ин­
декс, г0 — максимал жоиз цадам 0° ни амалга оширадиган 0,-о сонлар- 
нинг индекслари / „ б / Б ичида энг кичигидир.

Блэнд модификациясида цикл руй берган деб хисоблайлик, яъни 
ноль кадамли чекли сондаги итерациялардан сунг базис режа такрор- 
лансин. Т Б — цикл давомида ^ар доим базис индекслар туплами, Т 0— 
цикл давомида, баъзан базис, баъзан нобазис индекслар туплами, Т н — 
цикл давомида >;ар доим нобазис индекслар туплами, t эса Т 0 туп- 
ламдан олинган максимал индекс булсин. Агар / £ = / ,  яъни / базис 
булса, циклнинг р- итерациясидаги бахолар векторини Др билан, t l  =  
=  (, яъни t  нобазис булса, циклнинг q- итерациясидаги режа узгариши-
нинг йуналишини (А х — 0 /) билан белгилаймиз, l q.q =  1, A% <  0.

' о  'о
Т б, тулламларнннг таърифидан Др (Г Б)= 0 , lq (7’н)=0эканлиги келиб 
чи^ади. Шунингдек, t индекс Т 0 дан олинган максимал индекс в а / q — t бул­
ганлигидан, A p (T0\ t ) >  0. Цикл давомида х ( Т о) — 0 ва iq0 =  t. Шу- 
нинг учун lq (T0\ t )  >  0. Энди А =  А 'и  — с, А1а =  0 эканлигини хи-
собга олиб, Ар =  A4 lq A“L fi-q < 0  га эга буламиз. Иккинчи томондан:

'о 'о
А"' / р =  А Р\ Т Б) Р (Т Б)+  ДР l ] + tS \ T k) С  (Г н) + Д ;  (Т0\  () lQ(T0\ t ) =  
— &pt /^ + Д Р (T0 \ f )  lq (T0\ t )  >  0. К,арама-^аршилик Блэнд модифи- 
кациясининг чеклилигини курсатади.

Шундай махсус мисоллар ^уриш мумкинки, улар учун симплекс 
усул барча базис режаларни саралаб чиь;ишга келтирилади, биро^ сим­
плекс усулни реал масалаларга ^уллаш тажрибаси курсатадики, итера- 
циялар сони, одатда, 2т дан ошмайди. Бу эса усулнинг жуда яхши 
характеристикасидир, чунки базис режалар сони п элементдан т  тадан 
гуру^лашлар сони с™ га етиши мумкин.

9. Биринчи фаза. Энди (4) масалани юкорида келтирил- 
ган куришларга асос булган цуйидаги хоссаларсиз ^араймиз:
1) rank А  =  т\ 2) масаланинг чекланишлари ^арама-царши 
эмас; 3) бошлангич базис режа мавжуд.

Масаланинг параметрлари ёрдамида ёрдамчи
- е ' х с ->-тах, Ах  +  хс =  Ь, х > 0 ,  хс >  0 (37) 

масалани тузамиз. Бу ерда xc =  x { J c), Jc ^ = { n + \ ,  
т - \ - п } — сунъий узгарувчиларнинг т- векторы, е =  { 1, 1, ..., 
1} — бирлардан тузилган т- вектор.
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Лемма. Берилган (4) масаланинг режалар туплами буш 
булмаслиги учун (37) масаланинг (х*, х*) ечимида х*  ком- 
понентанинг нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  Зарурийлиги. Агар х* (4) масаланинг режаси 
булса, {х*, х* =  0} ифода (37) масаланинг ечимидан иборат- 
дир, чунки бу вектор (37) нинг барча чеклашларини ка- 
ноатлантиради ва бу вектор учун —е'х* — 0 булиб, (37) нинг 
ихтиёрий бошка {х, хс)  режаси учун —е'хс ^  0 тенгсизлик 
бажарилади.

Етарлилиги. Равшанки, агар {х*, х* =  0} ифода (37) 
масаланинг ечими булса, х* режа (4) масаланинг режаси бу­
лади. Лемма исботланди.

(37) масала учун бошлаетич базис режа жуда содда ту- 
зилади. x(J )  =  0, x (J c) =  b деб оламиз. У хрлда {x(J),  
x ( J c)} вектор (37) масаланинг барча чеклашларини канс- 
атлантиради. У п та нолдан иборат х;., / £ /  компонен- 
таларга эга булиб, бу компоненталар сони п-\-т та х., jdJ  (J Jc 
узгарувчилар сонидан т  та кам, х., /  £ Jс компоненталарга 
эса чизикли эркли (сунъий), бирлик диагонал базис мат- 
рицани ифодаловчи

а / =  «/_«'
шарт векторлари мос келади.

Симплекс усул ёрдамида (37) масалани ечиш (4) масала- 
ни ечишда симплекс усулнинг биринчи фазаси деб, (37) 
масаланинг узи эса биринчи фаза масаласи деб аталади.

Симплекс усулнинг биринчи фазасидан сунг (37) маса­
ланинг ^уйидаги учта шартлардан х,еч булмаганда биттасини 
каноатлантирувчи, {х*, х*} оптимал базис режаси ва Л* мат- 
рицаси курилади: а) х* ф  0 ; б) х* =  0, Л* базис матрица 
бошланрич масаланинг шарт векторларидан тузилади, яъни 
ЛБ =  Л (/, /* ) , 0 ; в) х* =  0, Л* базис матрица-
да сунъий шарт векторлари мавжуд, яъни

J Б fU c = ^ 0 -
Келтирилган хар бир холни ал охи да тахлил к,иламиз.
а) Агар х* ф  0 булса, леммага асосан, бошлангич маса­

ланинг чекланишлари ^арама-каршидир. Бу хрлда (4) ни 
ечиш жараёни тугалланади.

б) Бу з^олда х* режа (4) масаланинг А*в базис матрицали 
базис режасидан иборат. У (4) масаланинг бошлангич базис
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режаси сифатида олннади ва унга симплекс усул ^улланилади. 
Бу боскич симплекс усулнинг иккинчи фазаси деб аталади, 
бутун ёзилган тадбир эса (4) масалани ечишнинг икки фа-  
зали симплекс усули  деб аталади.

в) (37) масала ечими {х*, х*} нинг сунъий базис узга- 
рувчисини х ’' =  0, (*£ Jc П Jg, деб белгилаймиз. ,\ар бир 
j £ J, j  6 J'B учун (Л*Б)~ 1aj векторнинг /* компонентаси х,- . 
ни ^исоблаймиз. Агар бирор /* £ J учун х ^ и =£ 0 булса, i* 
элемент ни J B ва Jc дан, х,- узгарувчини эса (37) ма- 
саладан чикариб ташлаймиз ва Гъ да г* урнига /* ни кири- 
тамиз. Агар xiJ  =  0 , j^J, j£J*B булса, бу бошланрич ма­
саланинг барча шарт векторлари е{ бирлик векторга ор- 
тогонал булишини англатади, яъни асосий чекланишлардаги 
(г* — пУ тенглик масаланинг бошка тенгликларидан келиб 
чи^ади. /  тупламдан г*—п элементни, А матрицадан Л(г*— /г,/) 
каторни, Л g матрицадан эса г'*- каторни ва а,- =  ei _ п -ус- 
тунни чикариб ташлаймиз. У ^олда (37) масаланинг улчови 
т  биттага камаяди. Кичрайтирилган базис матрицага теска- 
кари (/![*) 1 матрица, эскн тескари (Л б )- ' матрицанинг /*- на­
тори ва ( ц  —  п)- устунини учириш натижасида хосил булади 
ва цуйидаги куринишга эга:

Г А ь Г ' = [ А ( \ \ а ,  +  r t y ^ V *)] -1 = A - ~ \ r B\ i , ,  l \ ( i * - n ) ) .

Ха^и^атан, А ’ъ матрицани

^ Б  =

'Л  ( l \ ( t *  - ^)> 0 (/ \ ( t *  —  я),

Л (г* —  я, ^Б 's i*) (̂ "* я, '̂*)

куринишда тасвирлаймиз, бу ерда 0 { / \ ( f *  — п), г*) —ноль 
вектор булиб, Е  (г*— п, г*) =  1. У ^олда А'в матрицага тес­
кари матрица цуйидаги куринишни олади:

д . - 1
Б I

— п, J l \ i* )  И / \ ( г * — п), (i*, г*— /г)

)^ i ^) Л (/* ■

Демак, кичрайтирилган базис матрица Л*з =  Л ( /  \  (г* — п), 
га тескари матрица эски тескари матрицадан /*- ца- 

тор ва (г* — п)- устунни учириш натижасида олинар экан.
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Ноллардан иборат барча сунъий базис узгарувчиларии 
саралаб, (37) масаланинг сунъий шарт векторлари булмаган

базис матрицасини тузамиз. Бунда асосий чеклашлар- 
дан барча чизи^ли боглиь  ̂ тенгликлар чи^ариб ташланади. 
Аъ базис матрицали х* базис режадан симплекс усулнинг 
иккинчи фазасини бошлаймиз ((б) х,ол).

Ш ундай цнлиб, ихтиёрий (4) каноник масала учун 
икки фазали симплекс усул: 1) чеклашларнинг i^a- 
рама-каршилигини аии^лаш, ёки 2 ) асосий чеклаш- 
ларда чизи^ли богли^ теигликларни чи^ариб ташлаш, 
ёки 3) реж алар тупламида ма^сад функциясининг 
ю^оридан чегараланмаганлигини курсатиш, ёки 4) оп­
тимал реж а ^уриш имкониятларини беради.

10. Каноник масаланинг икки хоссаси. Симплекс 
алгоритмдан каноник масаланинг симплекс режани  
яратиш да му^им роль уйнаган ва ^озир уни асослаш да  
куп ^улланиладиган ^уйидаги иккита му.^им хоссаси  
келиб чи^ади.

4 - теорема. Агар каноник масаланинг режалари мав- 
ж уд булса, улар ичида базис реж алари ^ам булади.

5 - теорема. Каноник масаланинг оптимал режалари  
ичида базис реж алар мавжуд булади.

Т е о р е м а л а р н и н г  и с б о т и .  (4) масаланинг 
реж алар туплами буш  булмасин. У ^олда симплекс 
усулнинг биринчи ф азаси масаланинг бошлангич базис  
режасини ^уриш билан тугалланадиган б) ёки в) ^олга 
олиб келади. 4 - теорема исботланди. 5- теореманинг ис­
боти ечимга эга булган м асалаларда икки фазали сим­
плекс усул ^амиша оптимал базис режани ^уриш би­
лан якунланганлигидан келиб чицади.

Н а т и ж  а. Каноник масаланинг оптимал режалари  
мавжуд булиши учун унинг ма^сад функцияси реж алар  
тупламида ю^оридан чегараланган булиши зарур ва 
етарлидир.

И с б о т и .  За р ур и й л и ги  уз-узидан  куриниб турибди.
Етарлилиги. Агар ма^сад функцияси реж алар туп­

ламида чегараланган булса, икки фазали симплекс 
усулнинг 9 - бандининг охирида келтирилган 1), 3) ?^ол- 
ларига мос натижалари булиши мумкин эмас. К,олган>
2 ), 4) ^олларда эса оптимал режа ^урилади. Н атижа  
исботланди.

11. Чизицли масалаларни каноник шаклга келти- 
риш. Нормал шакл. Чизи^ли программалаштириш ма- 
салалари каноник масаладан бир ёки бир неча элемент-
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лари билан фарк ^илиши мумкин. Ленин, уларнинг ба;р- 
часи каноник шаклга келтирилади, бу эса каноник ма­
саланинг умумийлигини исботлайди.

Минималлаштиришнинг уш бу чизицли масаласи
с'х -*■ min, х£Х ,  (38)

мак,сад функциясининг ишорасини узгартирганда, максимал- 
лаштириш масаласига келтирилади, яъни (38) масала i ŷ- 
йидаги

— с'х-»- шах, х£Х

масалага эквивалентдир.
Агар асосий чекланишларда бирор тенгликпинг bi пара- 

метри манфий булса, тенгликнинг хар иккала томонини — 1 
га купайтнрсак, масаланинг ечими узгармайди ва чеклаш 
каноник куринишга келади.

Чизицли масаланинг чеклашлари ичида

+  а 2х2 +  . . . +  а п хп <  0 (39)

тенгсизлик катнашсин. Бу тенгсизлик к,уйидаги
+  а 2х2 +  . . . +  а п хп +  хп+1 =  {5 (40) 

тенглик ва содда
хп+1 > 0  (41)

тенгсизликка эквивалент эканлигини курсатамнз. Ха^нк^атан, 
агар п- вектор {хг, х2, . . . , хп} (39) тенгсизликни ^аиоат- 
лантирса, п +  1 вектор {xv  х2, . . . , хп, хп+1) (бу ерда 
х п+х =  р — (0Ci*i +  а 2 х2 +  . . . +  а.п хп) (40) тенглик ва (41) 
тенгсизликни ^аноатлантиради. Аксинча, агар {xlt х2 . . . , 
х п, *,l+1} векторда (40), (41) лар бажарилса, {х1( х2, , х  „} 
векторда (39) бажарилади. Шундай килиб, чизик.ли масала­
нинг «ноканоник» элемента (39) каноник масаланинг (40), (41) 
элементларига келтнрилди. Бундай хп , узгарувчини эркин  
Узгарувчи деб аташ кабул цилинган.

Агар чизшуш масалада (39) нинг ^рнига тескари маъно- 
ли тенгсизлик катнашса, бу тенгсизликни — 1 га купайти- 
риш ёрдамида (39) га келтирилади.

Чизтуш  масалада х; узгарувчининг ишорасини и |юда- 
ловчи чекланишлар ^атнашмаслиги мумкин. Бу хрлда ху уз- 
гарувчи

х / =  х\ — x2j (42)

23



Эркин узгарувчи х 5 ни киритиб ва биринчи тенгликни 5 га булиб, ка­
ноник куринишга утамиз*:

1 Oxj +  30дг2 +  20 х3 +  15 х 4 -*■ шах, 
х 1 +  4х 2 +  х 3 +  4лг4 =  200,

5 * 2 _Ь 10 лг3 —{— 5х 4 —  500, (45)
10*3 +  10лг4 +  хъ =  700,

Xi > 0, х2 > 0, х3 >  0, л:4 >  0, х 5 >  0.
Бу масаланинг шарт матрицаси иккита бирлик устунга (а — еу ва 

аъ ~  ея) эга- Агар фу векторларни а в =  е2 вектор билан тулдирсак, 
бирлик диагонал матрица оламиз. Демак, (45) учун биринчи фаза ма- 
саласини ягона сунъий узгарувчи х в ни киритиш ёрдамида ^уйидагича 
ифодалаш мумкин:

— х 6 -*■ шах.
*i +  4 х 2 +  х3 4- 4 хх =  200,
5 х2 ~Ь 10 лгз —{— 5 лг̂ | —f— == 500. (46)

10 дг3 +  10 x t +  х5 =  700, 
xi 0, i =  1, 6.

(200, 0, 0, 0, 700, 500} вектор (46) масаланинг ЛБ =  [а1 = е 1, ай =  е3, 
ае ~  t'i) базис матрицали базис режасидан иборат.

Масалани ^улда ечиш учун симплекс жадваллардан фойдаланишга 
асослаиган, симплекс усулнинг янги (жадвал) усулда амалга оширили- 
шини куриб чи^амиз**. Бунинг учун, (П )даги  ба^оларни >;исоблаш фор- 
муласи Дн =  СБ ЛБ 1 А н —- Сн дан фойдаланамиз. У компоненталар 
буйича ёзилса,

А/ ~  СБ 1 а1 — С1 ’ i  € Jн- (̂ 7)
куринншни олади.

I. 2- ж  а д в а л

С1

ь.а;
Сп \  D базис

0 0 0 0 0 —1

ь Ol «г о« а, а, а. е

0 Qi 200 1 4 1 4 0 0 200

- 1 а 6 500 0 5 г ш 5 0 1 50

0 «5 700 0 0 10 10 1 0 70

Д 0 - 5 — 10 —5 0 0

t

* х5 эркин узгарувчининг физик маъноси эркин (режада фойдала- 
нилмагап) учинчи ресурс хажмини ифодалайди.

** 6- банддаги симплекс усулнинг амалга ошиши куп холларда тес- 
кари матрица усули  деб аталади. У тарихан жадвал куринишидан 
кейин г.ужудга келган.
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Х,ар бир нобазис шарт вектори а/ нинг базис буйича ёйилмаси, яъни 
д —1 cij векторнинг дг(-у, i £ J Б компоненталари берилган булсин (1.2- 

жадвал). У ^олда, цийматларии ифодаловчи сБ векторнинг базис ком- 
поненталарини [ х ц ,  1 6 ^ б  } векторнинг мос компоненталарига купай- 
тириб (хц  dj устуннинг элементлари), натижалар^и цушиб ва йигинди- 
дан ^  (с- каторнинг /- элементи) ни айириб, (47) (Д- каторининг /- эле- 
менти) сонни >;осил киламиз. Бу амаллар (46) масаланинг бошлангич 
базис режаси учун симплекс жадвалда амалга оширилган (1.2- жад- 
вал)*.

Бошлангич базис матрица бирлик матрица булганлигидан Ь, а (- ,
j  =  1,6 векторларнинг базис буйича ёйилмаларининг 1 .2 -жадвалда мос 
векторлар тагида ёзилган компоненталари (46) масаланинг параметрла- 
рига тенг, (46) масалада берилган маълумотлар бевосита 1.2-жадвалга 
ёзилади. 1.2- жадвалга нолга тенг базис ба.^олар киритилган булиб, 
улар, агар / н ни J  гача кенгайтирсак, (47) га зид булмайди.

Жадвалнинг Д-цаторида минимал Д ^ =  Д3 =  — 10 элементни то- 
памиз. У манфий булганлигидан, бошлангич режа оптимал эмас. Мини­
мал батога мос келган а3 устун симплекс жадвалнинг стати уступи 
деб аталади. Ь- устуннинг етакчи устуннинг мусбат х ^ а, i 6 / Б элемент- 
ларига мос лгг- , i 6 /  Б элементларини х ц о га булиб, 0,- (25) натижа- 
ларни 0- устунга ёзамиз. Минимал элемент 0° =  0 ^  =  0в =  50, равшан- 
ки, (26) формула ёрдамида берилган сонга тенг. Минимал 0° элементли 
ав ^атор етакчи цатор деб аталади. Етакчи 1̂ атор ва етакчи устунлар- 
иинг кесишувида ётган х ^ ^  — 10 элемент симплекс жадвалнинг етакчи 
элементи деб аталади.

Симплекс усулга кура янги ЛБ базис матрица эски базис <4Б ма- 
трицада а,-о векторни а/о векторга алмаштиришдан хосил булади. Бу 
хол 1 .2-жадвалда янги базисга кирувчи ва эски базисдан чикувчи шарт 
векторларини курсатувчи стрелкалар ёрдамида курсатилган. Янги сим­
плекс жадвалнинг асосий к,исми (базис каторларнинг Ь ва а(- - устунлар 
билан кесишмасидаги элементлар) b, а - , /  £ J векторларнинг янги базис 
буйича ёйилмаларидан иборат булиши керак.

А б 1 матрицанинг элементлари учун ёзилган (34), (35) формулалар- 
дан Ь, а;- , /  6 J  векторларнинг янги базис буйича ёйилмалари эле­
ментлари хi , xij лар учун

* / .“  XU lx hi>’ Ti =  xi -  XH* ‘ € //•:

\ l = xi J xi.U‘ I * J: <48>

*f/ =  ХЦ ~  *(„/ xi i J xi.„> 1 JB \ / o .  i  ■

* С  — биринчи фазанинг киймат вектори.
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формулалар келиб читали. Бу ерда дг,- , I 6 УБ > i  £ J  —  эски жад. 
валнинг элементларидир.

(48) формулалар симплекс жадвалда тугри туртбурчак цоидаси ёр­
дамида осонгина амалга оширилади. Янги жадвалда дастлаб янги базис- 
нинг векторлари булган устунлар тулдирилади. Сунгра а: - цатор, яъни 
эски жадвалда етакчи булган ^атор (а^  - цатор) тулдирилади:

Jo j  10

1.3- чизма.

яъни^етакчи катор элементлари етакчи элемент) а булинади. Долган 
x i  (х(-; ) элементларни хисоблаш учун ь;уйидагича иш курамиз. Эски 

жадвалда х  ̂ (ёки х ц ) ва етакчи элемент ёрдамида турри туртбур­
чак тузамиз (1 .3 -чизма). Сунгра х (- (мос равишда х ц ) элементдан «ён- 
дош» диагонал буйича жойлашган элементлар купайтмасининг асосий 
диагоналдаги етакчи элементга нисбатини айирамиз (бу амал, 1.3-чизма- 
да катаклар олдида «—» белги билан курсатилган). Натижада, Х( (лгг-у. ) 
элементни хосил киламиз, уни асосий жадвалнинг аввал *,■ ( х ц ) жой­
лашган катагига ^уямиз. Ау- сонларни (47) формула ёки ю^оридаги, бу 
з^олда ^ам уринли эканлигини курсатиш ^ийин булмаган, турри туртбур­
чак ^оидаси ёрдамида ^исоблаш мумкин. Шундай ^илиб, янги симплекс 
жадвал тузилди. Шунинг билан цулда хисоблашдаги симплекс итерация 
тугаллапади.

1.3- ж  а д в а л

\  С1
С Б \ 0 0 0 0 j 0 - 1

Багис ■
ь а 1 а, а, а. а.

0 «1 150 1 7 /2 0 7 /2 0 - 1 / 1 0

0 50 0 1/2 1 1/2 0 1/10

0 200 0 - 5 0 5 1 — 1
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1.4- ж а д в а л

10 30 20 15 0 0

Базис
ь ". а.

10 а 1 150 1 7/2 0 7/2 0 — 1/10

20 50 0 1/2 1 1/2 0 1/10

0 Об 200 0 - 5 0 5 0 1/10

Д 0 15 0 30 0 1

1.2-жадвал учун янги симплекс жадвал (1.3-жадвал) тузилган. 
Янги 1.3-жадвалнинг базисида сунъий шарт вектори ае цатпашмаган- 
лигидан, симплекс усулнинг биринчи фазаси тугалланади. Иккинчи фа- 
зага утиш учун, 1 .3 -жадвалдаги с1 вектор ни бошлангич (46) масаладаш 
циймат вектори с билан алмаштирамиз ва иккинчи фазанинг итерация- 
лари бошланадиган 1.4-жадвални оламиз. Бу жадвал оптималлик ало- 
матини цаноатлантиради*. Оптимал режанинг элементларини нобачис 
компоненталарни ноллар билаи тулдириб Ь- устундан оламиз: х° =  {150,
0. 50, 0}.

Пировардида симплекс усулнинг жадвал куринишини 6- банддаги 
тескари базис матрицалардан фойдаланишга асосланган усули билан та^- 
^ослаймиз. Жадвал содда** булиб, ?;улда ^исоблаганда тасодифий хато- 
лар пайдо булиши эхтимолини камайтиради. Лекин уии Э^М  да амалга 
оширишда т, п сонлар етарли катта булганда*** ^утулиб булмайдиган 
мухим.камчиликлар аницланади. Биринчидан, жадвалли итерациялар да­
вомида (m -f  I) X л матрнцаларни узгартириш ва эсда caiyia6 цолиш 
керак, тескари матрица усулининг итерацияларида эса фа^ат т х т  ма­
трицалардан фойдаланилган эди. Иккинчидан, мазкур банднинг итера- 
циялари жараёнида янги жадвалнинг элементлари фацат эски жадвал 
элементлари буйича ^исобланади. Шунинг учун бошлангич жадвал куч- 
сиз тулдирилган. бдлчши (кам фоизда ноль булмаган элементларни узи- 
да са^лаши****) мумкин булса хам, жадваллар кучли тулдирилган б у ­
либ цоладилар. Равшанки, курсатилган ^ол ЭДМ даги амаллар сонини 
орттиради ва яхлитлаш хатоларининг тез купайишига олиб келади. 
6 -банднинг усулида >;ар бир итерацияда бошлангич информациядан фой-

*1. 4-жадвалдан сунъий ав устунни чикариб ташлаш мумкин, чун- 
ки у (46) масалага ало^адор эмас. Лекин у келажакда (2,3-§ лар) сез- 
гирликни та>;лил ^илишда керак булади. Шунинг учун ае устун сацла- 
нади, лекин унинг Дв ба^оси иккинчи фазанинг итерацияларида х,еч ва^т 
^исобга олинмайди.

**Уни, муайян базиснинг элементларини узида са^ловчи устунларни 
чикариб ташлаш .^исобига янада соддароц ^илиш мумкин. Лекин, тула 
жадвал сезгирликнинг та >; л ил и ну^таи назаридан цулайдир (кейинроц,
3- § га 1̂ .).

***Амалда, т >  10000, п >  100000 булган масалалар ^ам учрайди.
****Куп амалий масалаларнинг шарт матрицалари 3 — 5 %  дан куп 

булмаган ноль булмаган элементларга эга булади.
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даланилади, бу эса нолга купайтириш операцияларини чи^ариб ташлаш 
х;исобига А  матриданинг кучсиз тулдирилганлигини самарали .^исобга 
олиш имконини беради. Масаланинг улчамлари ортиши билан 6- банднинг 
бу банд усулига нисбатан афзаллиги ортади.

13. Минимакс масаласи. Чшикли программалаш масала- 
сига келтириладиган масалалар ичида (4) каноник масаладан 
ма^сад функциясининг (махсус) чизицсизлиги билан фарк; 
киладиган, минимакс масаласи*

max V  с3/ X: — ds I - *  m in, Ах  =  b, х >  0 (49)
l< S < fe  \ j = \

алохида урин тутади. Бу масаланинг цуйидаги чизицли про­
граммалаш масаласига

П ____

**+ 2  с x , ~ d s < x  v  s = \ , k ,
х - хп + 1 1=1

Ax — b, х  >  0 (50)
эквивалентлигини исботлаймиз. Агар х° ечим (49) масаланинг 
ечими булса,

’■ < » = r S b [ 2 c- 'x i - d-) \ (51)
(50) масаланинг ечимидир. Х,акщатан хам, агар (50) масала­
нинг х* хп+1 шартни ^аноатлантирувчи {л:4', х"п {} режа­
ни мавжуд деб фараз цилсак, (49) масаланинг максад функ­
цияси учун х° ечим (49) масаланинг ечимидир, деган фикрга 
зид булган фикрга олиб келувчи

max
l<s<k £  с., *, -  “)  >  max ( I  cv x ; - i ,

тенгсизлик келиб чикади.
Энди {х*, х*п ,} ечим (50) масаланинг ечими булсин. 

У холда х* ечим (49) нинг ечими булади. ^ак^атан, агар 
(49) нинг ечими бошка х° вектордан иборат булса ва

max
l « s < 4  I S

бажарилса, равшанки (51) вектор (50) масаланинг чекланишлари- 
ни цаноатлантиради ва унинг охирги компонентаси х° + t учун

* Л. В. Кантаровичнинг дастлабки ишларидаги изланишлари шу 
синфга мансубдир.
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(52) га асосан x°n-+i <  х’ , тенгсизлик бажарилади. Бу эса (а-*, 
X* ,} режанинг оптималлик шартига зиддир.

14. Булакли- чизикли масала. Ма^сад функцияси булак- 
ли- чизикли функциядан иборат булган

k П I
2  2  с«/*i ~  min, Лх =  b, х  >  0, (53)
s = I  /= 1  I х

масала бС/лакли- чизикли масалалар синфига киради. Бу ма­
сала ^уйидаги чизикли программалаш масаласи

k п ___
У  (vs +  ws)-+  min, у  С . X, — d s =  vs — ws, s =  1, k, (54) 
t=\ x- v ’w /= l

Лх =  b, x >  0 , и >  0 , w >  0 , у =  {Uj, wa, . . . , vk), 

w  =  {ay,, a>2, ., . , wk] 

га эквивалент эканлигини исботлаймиз.
хс ечим (53) нинг ечими булсин. У \олда компонентала­

ри
П п

=  2  csix i — ds’ “'s =  0 - агаР У. cs lXj —  ds>  О булса, 
/ - 1 “  М

Us =  о, =  — 2  с *, +  ds, агар V  cs/ x] — ds <  0 ,
/= i /=i

s = l , &  булса, (55)
кабилардан иборат {х°, у0, w°} вектор (54) масаланинг ечими 
булади. Бундай булмасин дейлик, яъни (54) масаланинг шун­
дай {х*, v*, w*} режаси топиладики, унда

2  (о; +  W-J <  2  (vs +  w°t) (56)
S=1 S=1

тенгсизлик бажарилади. У холда a s, s =  T, k  нинг манфий
k

булмаган компоненталарининг йигиндисини V " а $ билан, ман-
S=1

k _
фий компоненталар йигидисини эса V  a s билан белгилаб,

К  S =  1
(54) — (56) ларни хисобга олсак,
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- ds =  2 + (®: - « » ; )  -  s "  <  2 » ; + 2  < </  Ŝ al S= 1 S—1 S—1

<  i  ( » ; + ® d = £ f  f  2  cs/ * ;  -  4> -  2 "  f  £  сц x ) - d \ -
/=-1 

k
=  V

Ssl

/=1

2
N

(57)

тенгсизликни оламиз, яъни (57) да биринчи ифода охирги 
ифодадан катъий кичикдир, бу эса х° ечим (53) нинг ечими 
булган холда бажарилмайди.

Агар {х*, v*, до*} ечим (54) масаланинг ечими булса, х* 
ечим (53) масаланинг ечими булади. Тескарисини фараз ци- 
ламиз: а “ вектор (53) масаланинг ечими булсин г»

*

5=1
V  с ■ х° — d—■ S1 Л1 
i 1

k
<  v

S=1
V  г  г* __И
2 j 5/ j ! 
/=1

(58)

x° вектор буйича компоненталари (55) дан иборат и0, до0 
векторларни тузамиз. У  холда {х'\ v°, до0} вектор (54) маса­
ланинг режаси булади ва (54) (58) лардан келиб чикадиган

2 к + < > = 2  2 ^ * ; - ч )  < 2
s = l S=1 j =  1 S=1

у  С . х * — d+-J SJ л ] 5
/=1

=  2 + «  -  О  -  2 ~  «  -  О  <  2 .(»;+  о
S= 1 S==1 ■ S= 1

муносабатга асосан, у {л:*, у*, до*} оптимал режадан яхши- 
рокдир. Олинган ?идлик (53), (54) масалаларнинг эквивалент 
лигини исботлайди.

2- §. ИККИЛАНМАЛИК НАЗАРИЯСИ

Иккиланмалик назарияси деб чизшуш программалашнинг 
шундай булимига айтиладики, бу булимда чизикли програм- 
малгш масалалари ёрдамчи, улар билан узвий боглик булган 
иккиланма масалалар  ёрдамида урганилади.

1. Иккиланма масала. Ушбу каноник
с'х-*- max, Ax — b, х >  0 (1)

масалани к,араймиз ва бундан буён уни чизшуш программа­
лашнинг mtjFpu каноник масаласи деб атаймиз.

Симплекс усулга мувофиц, А Б базис матрицали хар бир 
х° оптимал базис режага
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и А ъ — сБ, и А н ^  сн (2)

муносабатларни каноатлантирувчи потенциалларнинг т- век_ 
тори и — и (/) мос келади (1-§даги  (12), (15) ларга ц.). Чи" 
зицли функция Ь'у нинг бу вектордаги кийматини зутсоблай'
ЛИК:

Ь'и — и'Ь — сБА Б хЬ =  с'ъ х°Б — с.'х° (3 )

Фараз ^илайлик, у  (2) муносабатларнинг умумий ,\оли 
булган

А 'у  > с

тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёри т- вектор булсин. Бу 
вектор учун

Ь'у =  у'Ь == у 'А  х° >  с'х°. (4)
Бу ^олда (3), (4) лардан и вектор

min, А 'у  >  с. (5)
масаланинг ечими эканлиги келиб чи^ади.' (5) масала чизшуш 
программалаштиришнинг иккиланма (каноник)  масаласи деб 
аталади. Бу масала (1) каноник масаланинг параметрларидан 
тузилган булиб, т та у,-, i £ l  ((1) дагн п урнига) узга- 
рувчиларни хамда п та асосий чеклашларни ((1) даги т  
урнига) а'. г/у. >  cjt j £ J, уз ичига олади ва унинг узгарувчи- 
ларига тутри чеклашлар куйилган булмайди. Шундай ^илиб, 
(1), (5) масалаларнинг улчамлари гп, п ларнинг уринлари 
«алмаштирилган». (1) тугри масаладан (5) иккиланма масала- 
га утиш коидасини осонгина эсда саклаб колиш мумкин:

х - у у ,  с -*  b, ш ах- > m in, Л '= - > ; > ,

х > 0  - + y £ R m. (6)

Купинча иккиланма масалаларни тузпшнинг бош^а усули 
цулайроцдир. ( 1) масала учун

F (х , у)  =  с'х  +  у' (Ь — Ах). (7)
Лагранж функциясини тузамиз ва бу функция ёрдамида тутри 
Ф (х), х >  б ва иккиланма \|з (у), y £ R m функцияларни кири- 
тамиз:

Ф (х) =  inf F (х, у), y £ R m; г|; (у) =  sup F (я. у), х > 0 .  (8) 

Ушбу
{х >  О, ф (х) >  — оо} (9)

тупламни ^араймиз. Бу туплам фацат ва фа^ат Ах — b ( х >  0)
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мупосабатларни каноатлантирувчи х, п векторлардан иборат- 
лиги (7) ва (8 ) дан курииади. Шуидай ^илиб, турри масала­
нинг режалари ((1) масаланинг тугри режалари) туплами X  
(9) билан устма- уст тушади. Шунга ухшаш,

(г/:\|з({/) <  оо)

туплам (5) масаланинг режалари ((1) масаланинг иккиланма 
режалари) туплами Y  — | у . А ' у ^ с )  билан устма-уст тушади. 

Хрлбукн,
, . (ш ахс'х, агар х £ Х  булса, 

шах ф (х) =  { -
*--о ( — о о , агар х £ Х  булса,

min 4  ( i , ) - ! min Ь’у ' агар y i Y (‘Улса'
y e Rm ( оо, агар y £ Y  булса,

булганлигидан, тугри (1) ва иккиланма (5) каноник масала­
ларни к^уйидаги шаклда ёзиш мумкин:

ф (х )-> -т а х , х > 0 ; ф (у) min, y d R m■ ( 10)

Агар (5) масалани каноник куринишга келтириб, сунгра 
юкорида! и коида буйича хосил ^илинган масала учун икки­
ланма масалани тузсак, (1) масалага келамиз. Шундай кклиб, 
(1) ва (5) масалалар узаро иккиланма масалалар жуфтини 
ташкил цилади.

Энди
с 'х -< -т а х , А х ^ Ь ,  х > 0  ( 11)

нормал масала учун иккиланма масала тузамиз. Бу масала 
( 1-§  га ц.) ь^уйидаги

с'х-*- max, Ах ■хэ — b, х > 0 ,  хэ > 0  (12)

масалага эквивалент булганлигидан, (6) коидаларни ( 12) ма­
салага цуллаш цуйидаги

b'y-+- min, А ’у ^ с ,  О (13)
иккиланма нормал масалага олиб келади.

Бу масалада y t , i £ /  иккиланма узгарувчилар турри чек- 
лашлар i / > 0  ни каноатлангиради. (1), (5) ва (11), (13) 
масалалардан иборат жуфтларни тацкрслаб, ^уйидаги хулоса- 
га келамиз: 1) жуфтдан олинган битта масаланинг хар бир 
t - асосий чеклашига шу жуфтдаги бош^а масаланинг i- уз- 
гарувчиси мос келади; 2) агар асосий чеклаш тенглик 
куринишида булса, иккиланма масаланинг унга мос узгарув- 
чиси учун ишора белгиси булмайди; 3) агар асосий чеклаш
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т е н г с и з л и к  куринишида булса, иккиланма узгарувчи маи- 
фий булмайди; 4) агар узгарувчи ишора белгисига эга 
булмаса, иккиланма масаланинг унга мос асосий чеклаш- 
лари тенглик куринишида булади; 5) агар узгарувчи манфий 
булмаса, иккиланма масаланинг унга мос асосий чсклаши 
тенгсизлик куринишида булади.

Муста^ил равншда (7) Лагранж функцняси терминларида (11), (13 ) 
масалаларни цуйидаги

Ф (х ) шах,  0; ф ( у ) min, у  >  0
куринишда ёзиш мумкинлигини курсатинг ((10) билан таедосланг), бу 
ерда тугри <р (х), х >  0 ва иккиланма ф (у), у  >  0 функциялар (8) дан 
фарцли улароц,

Ф(лг) =  inf F (х, у), у  >  0: ф (у) =  sup F (х, у), х >  0 
муносабатлар ёрдамида аникланган.

2. Иккиланмалик назарияси. Иккиланмалик назарияси 
асосини мавжуд лик теоремаси ва иккиланмалик теоремаси 
х,амда улардан келиб чикадиган тугри ва иккиланма масала- 
лар ечимлари орасидаги иккиланмалик муносабатлари таш- 
кил килади.

1 -теорема (мавжудлик теоремаси). Чизикли программа­
лаштириш масаласининг ечими мавжуд булиши учун унинг 
тугри ва иккиланма режалари тупламларининг буш булмас- 
лиги зарур ва етарлидир.

И с б о т  и. Зарурийлиги. Каноник масала умумийро^ бул­
ганлигидан, (1) масалани цараш етарлидир. Агар ( 1) масала 
ечимга эга булса, 1- § да курсатилганидек, шундай оптимал 
базис режа х и топиладики, унга 1-бандга асосан, оптимал 
иккиланма режадан иборат и потенциаллар вектори мос ке- 
лади.

Етарлилиги. Фараз цилайлик, тугри ва иккиланма режа- 
лар тупламлари X , Y буш булмасин. У хрлда ихтиёрий 

y £ Y  лар учун (1-банддаги (4) тенгсизликнинг келиб 
чицишига к.),

с'х  <  Ь’у

тенгсизлик бажарилади, яъни (1) масаланинг максад функ- 
цняси X  тупламда ю^оридан чегараланган. Бу эса 1-§ нинг 
Ю-бандидаги натижага кура, оптимал базис режа х  нинг 
мавжуд булиши учун етарлидир. Теорема исботланди.

2 - теорема (иккиланмалик теоремаси). Чизицли программа­
лаштириш тугри масаласининг х° ечими мавжуд булиши учун 
унга иккиланма масаланинг у 0 ечими мавжуд булиши зарур
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ва етарлидир. Турри ва иккиланма мацсад функцняларининг* 
х°, у и ечимлардаги кнйматларн узаро тенг:

c 'x ° = b ' i / ° .  (14)
Зарурийликнинг  и с б о т и  1-теоремадаги зарурийликнинг 

исботи билан бир хил.
Етарлилиги. у0 ечим (5) иккиланма масаланинг ечими 

булсин. Агар бу масалани турри масала сифатида олсак, ( 1) 
масала (5) масалага нисбатан иккиланма булади ва юцорида- 
гига кура, теореманинг исботи келиб чи^эди.

1 - н а т и ж а .  Тугри х  ва иккиланма у  режалардан тузил- 
ган хар бир жуфт учун

с ' х ^ Ь ' у  (15)
тенгсизлик уринлидир.

И с б о т и  1-бандда келтирилган ((4) га к.).
2- н а т и ж а  ( ч е к л а ш л а р н и н г  б и р г а л и к д а  б у л -  

м а с л и г и н и н г  е т а р л и л и к  ш а р т  и). Агар иккиланма 
режаларнинг бирор у \  /г =  1, 2 , , кетма-кетлигида ик­
киланма максад функцияси чексиз камайиб борса:

b'yk >̂-----ос, &->- ОО, (16)

( 1) турри масала режаларга эга булмайди.
И с б о т и .  Агар х реж? мавжуд деб фэраз килсак, (16) 

га асосан шундай k0 сон топиладики, (15) га зид с'х >  Ь'у " 
тенгсизликка эга буламиз. Натижа исботланди.

3 - н а т и ж а  ( о п т и м а л л и к н и н г  е т а р л и л и к  ша р -  
ти) .  Агар бирор турри х* ва иккиланма у* режалар учун

с'х* =  Ь'у* (17)
тенглик бажарплса, х*, у* лар (1), (5) масалаларнинг ечим- 
лари булади.

И с б о т и .  (15) га кура с'х  функциянинг х  тупламдаги 
кийматлари Ь'у* дан катта була олмаслигидан ва х* учун
(17) бажарилганлигидан, х* оптимал режа эканлиги келиб 
чи^ади. у*  нинг оптимал иккиланма режа эканлиги х^м 
шунга ухшаш исботланади. Натижа исботланди.

4 - н а т и ж а  ( н о р м а л  м а с а л а д а  ц а т ъ и й м а с л и к н и  
т у л д и р у в ч и  ш а р т л а р ) .  х°, у п лар (11), (13) масала­
ларнинг ечимлари булсин. Агар х° да турри масаланинг

*г\исцалнк учун: с 'х  — m tjF p u  максад функцияси; Ь 'у  — иккиланма  
максад функцияси.
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i - асосий чеклаши пассив булса (A ( i ,  У) х” <  fy), у холда 
„о векторнинг t- компонентаси нолга тенг булади. Аксинча, 
агар у ° > 0  Лулса, i -асосий чеклаш х° да актив булади
(Л(*, J)x« =  &t).

И с б о т и .  (11) масаланинг асосий чеклашини (12) тенг- 
ликка келтирамиз; ( 12) тенгликни х° ну^тада у 0 га скаляр 
купайтирамиз:

у 0' А х ° + у 0' х°э =  ЬРу'. (18)

(13) иккиланма масаланинг tj° ну^тадаги асосий чеклаш- 
ларини х° га скаляр купайтирамиз:

у ° А х ° ^ с ' х п ( 19)

(18) ва (19) лардан с'х0 <  Ь'у0 — у ° х°  тенгсизликни оламиз, 
бу эса (14) га асосан, у0 х э sg 0 тенгсизликка келтирилади. 
Иккинчи томондан, х® >  О, у° ^  0 булганлигидан, у 0 х° >  О 
булади.»Демак, ( 11) нормал масаладаги катъиймасликпи тул- 
дирувчи шартларни ихчам шаклда ифодаловчи

т
У0' х°э =  у 0' [6 — Лх°] =  V  у° (6 . _  Л (г, У) х°) =  О

г-о

тснглик уринлидир. Натижа исботланди.
Иккиланмалик назариясидаги бош^а фактлар II бобда ис- 

ботланади.
3. Иккиланма узгарувчиларнинг физик маъноси. )^ар 

бир амалий масалада тугри масаланинг элементлари анщ  
физик маънога эга булади. Иккиланма масалани 1̂ уриш ко­
пуний характерга эгадир. Тугри масалани текширишда икки­
ланма масалада берилганлардан самарали ва ишончлиро^ фой- 
даланиш учун иккиланма узгарувчиларнинг физик маъносини 
тушуниб олиш му^им ахамиятга эга*. Аввало цуйидаги ёр- 
дамчи леммани исбот киламиз.

«Лемма. Агар х° — каноник масаланинг бузилмаган опти­
мал базис режаси булса, унга мос иккиланма масала х° ре­
жанинг потенциаллар вектори билан устма- уст тушувчи 
ягона у 0 ечимга эга:

у°' =  ы' =  С 'Л ->.

Купгина муайян масалалар учун иккиланма масалаларга хам, икки­
ланма муносабатларга дам физик маъно бериш мумкин булади, бу эса 
^>П)и масаланинг ечимлари хасида цушимча маълумот олиш нмконини

37



И с б о т и .  и ва ихтиёрий у  иккиланма режа учун цуйи- 
даги айирмани ^исоблаймиз:

Ь’у  — Ь'и =  (у  — и)' Ь =  (у'АБ — С'Б) х°Б.

Бу айирма х°Б > 0 ,  у 'Л Б — С'БФ  0 булганда мусбатдир. Д е ­
мак, ихтиёрий иккиланма оптимал режа и билан устма-уст 
тушиши керак. Лемма исботланди.

3 - теорема. Фараз килайлик, х° — х°ь режа (1) каноник 
масаланинг Ь векторга мос бузилмаган оптимал базис режа­
си булсин. У холда оптимал иккиланма у 0 режанинг ком­
поненталари

о дс Ч  д , . 1—у)  = -------- =  — шах с х, i =  1 ,т
dbi dbt Ах=ь,х>о

тенгликларни каноатлантиради.
И с б о т и .  А б матрица х" режанинг базис матрицаси бул­

син. Унда хб =  А ~ 1Ь >  0 теигсизликдан етарли кичик ||Д&|| 
лар учун А ~ х (Ь +  А Ь) > 0  тенгсизлик келиб чицади, яъни 
хь + ь ь ~ \ А б { (b '+ A b ) ,  x ° ( J h) =  0} вектор (1) масаланинг 
Ь векторни Ь +  АЬ  векторга алмаштиргандаги бузилмаган 
оптимал базис режасидан иборат булади. x°b, x°b+Aь режалар 
учун базис матрицалар умумий булганлигидан, уларга битга 
ва фацат битта у 0 оптимал иккиланма режа мос келади. 
Шундай килиб, (14) иккиланмалик муносабатидан фойдала- 
ниб (20) тенгликнинг бош^ача куринишини ифодаловчи

с'х°ь+Аь — с'х° =  у 0' (Ь +  А Ь) — у°'Ь =  у 0 АЬ

тенгликларни оламиз. Теорема исботланди.
Ишлаб чикариш масаласи терминларида ( 1-§  нинг 12- 

бандига к.) (20) тенгликлар куйидагиларии ифодалайди: у \  — 
максимал фойданинг i- ресурс хажмининг узгаришини ссзув- 
чан лик улчами (даражаси). Агар >  0 булса, (-ресурс 
^ажмининг ортиши максимал фойданинг ортишига олиб ке­
лади ва уУ i-̂ анча куп булса, ортиш шунча самарали булади. 
y°i< 0 булганда /-ресурс х1ажмининг камайиши максимал 
фойданинг ортишига олиб келади.

М и  с о  л. 1- §нинг  12-бандида ишлаб чикариш типидаги масала 
ечилган. 1 .4 -жадвалда ,vu оптимал режа ёзилган. Ж адвал дан иккиланма 
оптимал режа у0 нинг компоненталарини ^ам келтириб чикариш мум­
кин. (2) формула ва ба.^олар учун A j  — и 'aj — Cj формулага асосан, у /о 
векторнинг ( - компонентам бирлик шарт вектори еj  билан бир устунда
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бгувчи Aj батога цийматни ифодалсвчн Cj коэффиниентни цушиш срда- 
хосил цилинади. Шундай цилнб, у ({ — 10, у% =  1, у'1 =  0. Бу то- 

пиЛган ^ийматларга ^араб (20) формулага асосан хулоса 1\илиш мум- 
хинки, мисолнинг шартларида 1-ресурс хажмининг ортиши 2 - ресурс 
ка жми ортгандагига Караганда 10 марта самарали булади. ^атъий бул­
маган холда айтиш мумкинки, I-ресурс 2 - ресурсдан 10 марта циммат- 
лироцдир. 5/ша ресурс бошца шартларда (бошца масалаларда, параметр- 
ларнинг бошка ^ийматларида) бошкача цимматга эга булади. Шунинг 
учун иккиланма режа у0 нинг компоненталарининг физик улчами ций- 
матларни ифодаловчи векторларнинг улчами билан устма-уст тушганли- 
ги, юцоридагига асосан, оддий тушунишда кимматли эмас. Куп хрллар- 
да у {- бадо i -ресурснинг объектив шартланеан бахоси деб аталади.

4. Иккиланмалик назариясининг тенгсизликлар назария- 
сига татби^и. Иккиланмалик назарияси математиканинг хар 
хил булимларида татбикларга эга. Бу бандда чизикли тенг­
сизликлар назариясининг кейинрок керак буладиган бир 
неча натижаларини оламиз.

4- теорема (Фаркашнинг тенгсизлик-натижалар ^а^ида- 
ги теоремаси^.

щ х  <  0 , i — 1 ,т 

тенгсизликларни каноатлантирувчи хар бир п- вектор х  да
а'йх  <  0 (22)

1 енгсизличнинг бажарилиши учун шундай манфий булмаган 
ц* >  0 , i =  1, т  сонлар мавжуд булиб,

т

ао =  i  м л  
1=1

булиши зарур ва етарлидир.
И с б о т и .  Зарурийлиги. Агар (21) тенгсизликлардан (22) 

тенгсизлик келиб чик,са, х — 0 вектор

а'х--* -тах , а ' х < 0 , < =  1 , т  (24)

масаланинг ечими булади. Иккиланмалик теоремасига асосан 
(24) масалага иккиланма булган

т

о ' у -У  min, ^ a iy i =  а0, у  >  0 , (у =  { у г  . . . , y j )  (25) 
i= i

масаланинг у 0 ечими мавжуд булади. (25) масала чеклаш- 
ларининг биргаликда булиш шарти (23) тенгликни исбот- 
лаиди.
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Етарлилиги. Агар (21), (22) тенгсизликларнинг параметр1 
лари учун ц(- >  О, i — \,т  булган (23) тенглик уринли бйл- 
са, (23) тенгликни (21) тизимни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х векторга купайтирсак (22) тенгсизликни оламиз. Теорема 
исботланди. К,уйидаги теорема кжрридагидек исботланади.

5 - теорема (тенгликларнинг натижаси булган тенгсизлик 
^ацида). (22) тенгсизлик фацат ва фа^ат шу холда

atx =  0 , i — 1 ,т

тенгликларнинг натижаси булади, агар кандайдир р,-, i = l , r n  
лар учун (23) тенгсизлик бажарилса.

И з о >;. Агар (21) тенгсизликларни cqx <  0, i — 1 ,т, катъий тенг- 
сизликларга алмаштирсак Фаркаш теоремаси узгармайди. Були исбот- 
лаш учун мос

а0х-+  max, а[Х ^  е,-. i =  1 ,т

масаланинг ихтиёрий е; >  0, i =  \ .т лар учун ечими борлигини кур- 
сатиш етарлидир, чунки (22) га асосан унинг макс ад функцияси режа­
лар тупламида к ж оридац  чегараланган.

6- теорема (тенгсизликлар тизимининг биргаликда бул- 
маслиги). Ушбу

а \ х <  0 , i =  1 ,т  (26)

тенгсизликлар биргаликда булмайди, фа кат ва факаг шу ^ол, 
даки, агар хаммаси бир вактда нолга тенг булмаган р(- >  0

г =  1, т номанфий сонлар мавжуд булиб,
т

2 ^ - 0  (27)
i=i

бажарилса. ____
И с б о т и .  Етарлилиги. Кандайдир ( р , - > 0 ,  г = 1 , ш) л а р  

учун (27) тенглчк бажарилсин, бирок; шундай «-вектор х* 
мавжуд булсинки, у (26) тизимни каноатлантнрсин, яъни

а\х* — а  г, щ  < 0 , i — 1 ,т  (28)

г- тенгликни р(- >  0 га купайтириб, натижаларни ^ушамиз. 
Чап томонда (27) га асосан ноль оламиз, унг томонда эса
т т
2  Pi >  0 булганлигидан, V  манфий сонни оламиз. Бу

/= | /= I
эса зиддият.
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Зарурийлиги. (26) тизимнинг биргаликда булмаслиги 
шуни билдирадики, а\х, i — 1 ,т сонлар ичида хар бир л-век- 
топ х  уч \н  манфий булмаган сон топилади, яъни таха,-х,->

' 1 <1 т
5* 0 . Демак, х — 0 вектор

max а\х  ->  m in
1 <i < т х

масаланинг ечими булади.
1-§  нинг 13-банднга асосан, (29) масала ечими {х =  0,

|  =  01 вектор булган

| - > m i n ,  а[х ^  I, i = \ , m  (30)

масалага эквивалента^. Иккиланмалик теоремасига асосан 
(30) га иккиланма булган

т т
0'у  m in, ^  y i at =  0, ^ У { = \ ,  У > 0  (31) 

i=i i= i

масаланинг ечими хам мавжуд. (31) масала чеклашларининг 
биргаликда булиши теореманинг исботланганпни билдиради.

5. Чизицли программалашнинг матрицали уйинлар би­
лан богланиши. Минимакс ^а^идаги теорема. Ж . фон Ней- 
манни иккиланмалик назариясининг асосларини яратишга 
олиб келган натижалардан бири унинг матрицали уйинлар 
назариясидаги м инимакс хакидаги теоремасидир.

Матрицали уйин деб (нормал куринишдаги) шундай 
( /, J, А\ учликка айтиладики, бунда /  =  (1, 2, . . ., т\ —  
биринчи уйинчининг соф стратегиялари тупламкни, J =  
=  (1, 2, . . ., п ' — иккинчи уйинчининг соф стратегиялари 
тупламини, A =  {air  i £ l ,  j £ J |, т Х п  длчовли /пулов мат- 
рицасини билдиради. Уйинчилар бир ва^тнинг узида « £ / ,  
j £ J  соф стратегияларини (Л тулов матрицасининг сатр ва 
усгунлари номерларини) танлайдилар ва а(/ элементнинг кий- 
матига к;араб ^исоблашадилар: 1) агар a it >  0 булса, биринчи 
уйинчи иккинчи уйинчидан туловни олади; 2) агар а ((<  0 
булса, иккинчи уйинчи биринчи уйинчидан |а(-.| туловни ола- 
ди.

Масала уйинчиларга максимал ютукларни таъминловчн 
го £ Л  /о € J оптимал стратегияларни курсатишдан иборат.

Агар туловлар матрицаси (/0, / 0) эгар  н укт ага  зга бул­
са, яъни барча i =  1 ,т , j  =  1 ,п  учун
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тенгсизликлар бажарилса, г'„, / 0 лар к у й и д а г и  маънода уйин- 
чиларнииг оптимал стратегияларидир. Биринчи уйинчи 
томонидан соф стратегиянинг танланиши унга aioj юту^ни 
таъминлайди (иккинчи уйинчи цандай /  £ У стратегияни тан- 
ласа хам, у биринчи уйинчига ютукни олишга халакит 
бера олмайди). Лекин, агар биринчи уйинчи i0 ни рад цил- 
са, иккинчи уйинчида— a ioja дан орти^ро^ ютукга эга булиш 
имконияти пайдо булади.

Умумий холда А матрица эгар нуцтага эга булмайди, 
шунинг учун оптимал стратегияларни ани^лашнинг узи ^ам 
муаммо булиб колади. Келтирилган турдаги реал уйинларда 
цатиашувчиларнинг кандай маълумотга эга булиши катта 
роль уйнайди ва ютуц, одатда, куп партиялар (катнашувчн- 
ларнинг уз стратегияларини танлаш актлари) натижаси си- 
фатида .\исобланади. Шунинг учун аралаш стратегияларга 
(соф стратегияларни рандолаштиришга) утиш табиийдир 
(бу биринчи марта Э. Борель томонидан амалга оширилган 
булиб, оптималлаштириш масалаларида стратегияларни кен- 
гайгириш буйича салмокли ка дам хисобланади). ^атнашув- 
чилар эиди конкрет соф стратегияларини курсагмасдан, соф 
стратегиялар тупламлари / ,  J ларда эхтимоллар тацсимотини 
танлашади, холос. Ушбу х — | х : xi >  0, i £ /; ^  xt- — 1}

i t  I
тупламга биринчи уйинчининг аралаш стратегияси деб ата­
лади. Шунга ухшаш, У =  { у : у , >  0, /  £ У; V  у =  1|  иккин-

isJ

чи уйинчининг аралаш стратегияси булади. Шундай ^илиб, 
куп партиялардан иборат уйинда катнашувчилар узларининг 
х1ар бир соф стратегияларини танлаш эхтимоллигини кур- 
сагадилар. Лекин уйиннинг хар бир партиясидаги танлаш 
тасодифий механизмлар ёрдамида амалга оширилиб, бу ме- 
ханизмлардан бири I тупламдан олинган ва такснмотлари 
х га тенг булган тасодифий сонлар билан, иккинчиси эса У 
тупламдан олинган ва так;симотлари у  булган тасодифий 
сонлар билан иш куради. Энг содда механизм цуйидагича 
тузилган. Горизонтал доиранинг айланаси х(-, i — 1,тсонлар- 
га пропорционал ^исмларга булинган. Доиранинг марказигэ 
вертикал yi  ̂ атрофида айланиши мумкин булган мосланган 
стрелка урнатилган. Агар стрелкани ^уйиб юборсак, х^р бир 
цуйншдан кейин стрелка тухтаган ёйларнинг номерлари



кетма-кетлиги партияларда танланадиган соф стратегиялар 
кетма-кетлигидан иборат булади. Арглаш стратегияларни 
а м а л г а  ошириш учун Э Х М  ларнинг математик таъмииотидан 
о л и н г а н  тасодифий (псевдотасодифий) сонлар датчикларидан 
фойдаланиш мумкин. Уйиннинг янги усулида цатнашувчилар 
р а к и б и н и н г  кандай стратегия танлашини аниклай олмайди. 
Б у эса эски усул учун жуда мухим булган соф стратегия­
л а р н и  сир са^лаш масаласини чикариб ташлайди.

Агар партияда i £ I ,  j  стратегиялар амалга ошнрилса,
а . . — биринчи уйинчининг х( у.  эхтимолли ютурини ифода-
лайди. »

Биринчи уйинчининг уйин давомидаги уртача ютуги 
(юту^нинг математик кутилмаси)

т п

f  (*. У) =  V  V  a tj Xf У/ (33)
! = i  / = 1

га тенгдир. Биринчи уйинчи х ни танлаш йули билан (33) ни 
максималлаштиришга, иккинчи уйинчи эса у  ни танлаш йули 
билан уни минималлаштиришга интилади.

Маълум булишича, (33) функция |х°, у°\ эгар нуктага 
эга (банднинг бу асосий натижаси куйида исботланади), яъни 
барча .v, у  аралаш стратегиялар учун

/ ( * .  y ° ) < f ( A y 0) < f ( x ° ,  у)  (34)
тенгсизлик бажарилади.

Ю1\орида тушунтирилган сабабларга кура, х°, у 0 аралаш 
стратегияларни уйинчиларНинг оптимал аралаш стратегия­
лари (матрицали уйиннинг ечими) сифатида караш мумкин.

Оптимал стратегияларни цуриш максадида иккита масала 
карайлик:

т п т
m in V  V  а . ,х . у . - +  т а х , х >  О, V  xi =  1, (35)

» > о .  2 * 7 = 1  1 = 1
^ , м

т п п
max V  У  ait xi у.-*- m in, у  >  О, У  у . =  1. (36)

f t O , V I j a | ‘= 1 / 1 /->

Х,олбуки,
т п т

m i n  2 2 а ч X i у > = , m i n  2 %П ■ ,■"7 К  <п "  '
■ у> о > 2 » и ‘ н 1 / ’ 1 1=1

/ 1
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max У .  2  aH Xi y l =  ,mc-X 2 1  aU y im 1 1 .Ш  -“ ■* '
» > o ,  V  * ; = i  ' - 1 '  '  = 1 

i l
булганлигидан, l-§  даги 13-бандни хисобга олсак, (35), (36) 
масалалар цуйидаги

/п т

max, V  a,-. х,- >  Е, /  =  1, я; V  х- =  1, х >  0, (37)
*■6 Г1 Г!

п п
I]-*  min, V fl(. u. <  ii, i =  l,m ; ' ’ « = ] ,  ^ > 0 ,  (38)

*  4 / i Г?
иккиланма масалалар жуфтига эквивалент деган хулосага 
келамиз. Иккиланмалик теоремасига асосан £° =  г|°, шунинг 
учун

т п

max min V  V  а . х-.у. =
,п '* ^  т?,

* - <>• У] *i-* ^  у! 11 У 
i 1 /-1

т

— max min V  а . Xi =  шах 1 =  1° =  г)°==
"■ 1 /< п  ^  ДГ, £

* > о ,  V  * 1 = 1  
i i П
=  m in r | =  m in max V  а -.у. =

у, г| п 1 ,1 < т  •ли<  ̂ J
у >  0, ^  1/у= 1  

/-1

=  min max

/=i

(39)
11 i / iy s o ,  V  у j v-1 лг>0_ V  XI- 

i=\ i= l
га эга буламиз. Иккинчи томондан, х°, у 0 лар (37), (38) 
масалалар ечимларининг компоненталари булганлигидан,

т п т п

£° =  min V  У а ц з Ц у р  Л ° =  max 2 2 a‘/ xi y°r 
»; 0 , V r l 1 И ' 1 *>0. V , , '  l l

P̂ -\ i= l
m и

i ° = л° =  2 2 а</’ *%y r  
i= l;= l
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яъни х°, у" векторлар
т п гп гг т пт п

тенгсизликларни каноатлантиришп келиб чик,ади. (40) ни (34) 
ва (39; даги четки ифодалар билан так к, ослаб, куйидагини 
оламиз.

7- теорема (матрицали уйинлар назариясининг минимак- 
си хацида). Хар бир матрицали уйин (37), (38) чизикли ма- 
салаларнинг оптимал режалари компоненталари билан устма- 
уст тушувчи аралаш стратегиялар (?инфида {х°, у°\ ечимга 
эга хамда

max min х'Ау, min max х'Ау
*>0, e'x— 1 y>0,  e’y ~ l  y>0 , e ' y—l x >0 ,e ' x  = l

к;ийматлар >̂ амиша мавжуд ва узаро тенг:
max min х'Ау =  min max х'Ау.

х > 0 ,е 'х = \  у>0 , е'у— \ У>0, е 'у^\ х^ 0 ,е 'х~ \

И з о х .  х°Ау° сон уйиннинг ба.\осп деб аталади.
Шундай 1̂ илиб, ихтиёрий матрицали уйиннинг ечимини 

чизикли программалашнинг маълум бир масаласининг ечими 
буйича топиш мумкин. Аксинча: чизикли программалашнинг 
хар бир масаласига ечими шу масаланинг оптимал режасини 
берадиган матрицали уйин мос келади.

Каноник масалани 1-§ да баён ^илинган ечиш усулинн 
бундан буён т угри симплекс усул  деб атаймиз. Иккиланма 
симплекс усул бу тугри каноник масаланинг оптимал режа- 
ларипи иккиланма каноник масалада тугри симплекс усулни 
амалга ошириш ёрдамида куриш усулидан иборатдир. Энди 
симплекс усул деганда mijFpu ва иккиланма симплекс усул ­
лар мажмуи (жуфти) тушунилади. Чизикли программалашс 
тиришнинг амалий масалаларини чукур текширпшда симплек- 
усулнинг иккала компонентаси мухим роль уйнайди вабири 
иккинчисиии тулдиради.

1. Базис иккиланма режа. Корежа. Псевдорежа. Орттир­
ма формуласи. Иккиланма симплекс усул

3- §. ИККИЛАНМА СИМПЛЕКС УСУЛ

с ' х max,  Ax — b, х > 0  
каноник масалани унга иккиланма булган ушбу 

Ь’у m in, А'у >  с

(1)

V)
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масаланинг режаларинн алмаштириш ёрдамида ечишнинг мах- 
сус усулндан иборатдир.

2-§  да иккиланма масала (2) ни хрсил килишда курса- 
тилган эдики, А Б =  А ( /, JB) базис матрицали х° оптимал 
базис режага иккиланма масаланинг

У == СБ' У° А н ^  Сн (3)

шартларни ^аноатлантирувчи махсус у 0 — и ечими мос ке­
лади. Агар (3) муносабатларни цаноатлантнрувчи у 0 икки­
ланма режа берилса ва А ~ ]Ь >  О булса, (1) масаланинг 
х° — {АВ 'Ь, х н =  О) оптимал базис режасини цуриш мум­
кин.

Бу тах,лил курсатадики, (1) масаланинг оптимал режаси­
ни куриш имконини берадиган (2) иккиланма масаланинг 
ечимини базис иккиланма режалар деб агаладиган махсус 
иккиланма режалар орасидан излаш етарлидир.

1 - таъриф. Агар deL 4£ = ^ 0  булиб, у  векторда иккиланма 
масаланинг чеклашлари

АБу  =  Сд, Лну с, (4)

(сб =  с (^в)> =  А {1, J H), J н =  J \ J в, сн =  с (</н))

куринишда булса, иккиланма у  режа иккиланма базис ЛБ =  
=  А  ( /, JB) матрицали базис режа дейнлади.

Иккиланма базис матрицанннг а;, / £ . / в 1 устунлари маж- 
муи иккиланма базис деб аталади. ( 1) тугри масаланинг 
базиси ва базис режасининг базис матрицасини ( 1-§  га к;.) 
m'jFpu базис  ва mtjFpu базис матрица деб атаймиз.

2 - таъриф. Агар базис иккиланма режада (4) даги тенг­
сизлик цатъий булса, у бузилмаган режа деб аталади.

Кейинги ^исоблашларда базис иккиланма режа билан 
богланган иккита вектордан куп фойдаланилади.

3 - таъриф. Иккиланма режа у  да хисобланган 6 =  6 (J)

б =  А'у  — с (5)
вектор (яъни Ь > 0  булганда) ( 1) масаланинг корежаси деб 
аталади. Базис корежа — иккиланма базис режага мос ко- 
режадир. У

б ( / Б) =  0, detA (/, JB) ^  О

муносабатларни каноатлаитиради.
4 - таъриф. Иккиланма базис матрица А в буйича (базис 

иккиланма режа буйича) хисобланган, компоненталари
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*  (^ б ) =  ^ б 16» *  (^ н) =  0

булган х =  х (У) вектор (1) масаланинг базис псевдорежаси 
деб аталади.

Фараз килайлик, у  иккиланма базис режа булиб, Л£. =  
в  А (/, УБ) унинг иккиланма базис матрицаси булсин. Бош-
^а у  =  У +  А у  (базис булиши шарт эмас) иккиланма режани 
к;араймиз. Иккиланма мак с̂ад функциясининг орттирмаси

Ь'У — Ь'у =  Ь' А у *
учун формула келтириб чинарам из.

Корежа ва иккиланма базис режаларнинг таърифпдан 
куйидагига эгамиз:

А б' (УБ) =  б7 (УБ) - б '  (УБ)= 1 л 4 Б — с'  (УБ) — б' (УБ) =

Буни хисобга олсак, псевдорежа таърифидан иккиланма мац- 
сад функцияси орттирмаси учун излангзн

Ъ' Д у  =  Д у 'А в  кБ =  Хд Д б (УБ) =  2  «у Аб. (6)
W  б

формулани хосил ^иламиз.
Бу формуладан псевдорежа компонентасининг физик 

маъноси келиб чи^ади: х . — иккиланма ма^сад функцияси­
нинг г/ нуцтада (мос б корежада) б корежанинг /-компо- 
нентаси ортгандаги узгариш тезлигидир.

2. Оптималлик критерийси. Тугри режалар булмаслиги- 
нинг етарлилик шарти. Итерация. Фараз килайлик, у  —  
иккиланма базис режа булиб, А в ~  А (/, УБ) унинг икки­
ланма базис матрицаси, х — {кв — А~'Ь, х н =  0 | — мос ба­
зис псевдорежа булсин.

1 -теорема (оптималлик критерийси). Иккиланма базис 
режа у  нинг оптимал булиши учун

х Б >  О (7)

тенгсизликнинг бажарилиши етарли, бузилмаган базис режа 
булган холда зарур ^амдир. Шу у  га мос базис псевдорежа 
эса тугри оптимал режадан иборатдир.

И с б о т и .  Етарлилиги. Ихтиёрий иккиланма рзжа у  =  
=  У +  Д у  ва мос корежа б =  б +  А б учун
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Л 6 (УБ) =  б (УБ) - б  (УБ) > 0  (8)

тенгсизликни оламиз.
Иккиланма мацсад функциясининг (7), (8 ) векторлардаги 

орттирмаси (6 ) га асосан манфий булмайди. Бу эса иккилан­
ма режа у  нинг оптималлигини исботлайди.

Дар бир базис псевдорежа, таърифга кура, ( 1) тугри ма- 
саланинг асосий чекланишларини цаноатлантиради. Агар (7) 
бажарилса, бу режада ( 1) масаланинг тугри чеклашлари ^ам 
уринли булади, яъни х =  тугри режадир. Шунннгдек,

с 'л =  сБ х Б =  сБЛБ =  Ъ у

булганлигидан, иккиланмалик назариясига асосан (2-§ даги
2- натижа), и ( 1) масаланинг оптимал режаси булади.

Зарурийлиги. Фараз цилайлик, у  режа (7) тенгсизлик ба- 
жарилмайдиган бузилмаган иккиланма базис режа булсин, 
яъни

бн > 0  (9)

булиб, бирор /0€Уб учун х- компонента манфий булсин:

к,.о < 0  (10 )

6 =  6 +  А 6 корежани куйидагича цурайлнк:

“ • ■ = ( «  а г а р ' т ! °  ff , ca ' ( i i )I | 0 , агар / Ф  i0> / £ УБ булса.

(5) га асосан Аб' =  Ау А тенглик бажарилади. Базис кием 
Д6Б =  А у’ А б дан компоненталари (11) ёрдамида берилган
маълум А6б вектор буйича А у ’ =  А8'ЪА Б1 векторни топа- 
миз. У холда, Абн =  Аб(Ун) компонента учун

Абн =  Ау'/1н =  Д6Б А ^ 1А Н (12)

формулани оламиз.
Агар тугри симплекс усулдагидек, А~ а, векторнинг I- 

компонентасини Хц, i £ УБ, /  € Уи билан белгиласак, ( 11) 
ни ^исобга олганда, ( 12) формуланинг компоненталар буйи­
ча ёзилиши к,уйидаги куринишда булади:

Аб. =  бх(о/, / £ Ун. (13)

(11), (13) лардан куринадики, (9) га мувофи^ шундай 
етарли кичик мусбат б >  0 сон топиладики, унда б . =  б;. +
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- |-Д б ;. >  0 , j £ J ,  тенгсизлик бажарилади, яъни б режа ( 1)
масаланинг у  — у  +  А г/ иккиланма режага мос режасидир.
Бу режа учун орттирма формуласи (6) дан (10), (11) ларга 
мувофи^ иккиланма режа у  нинг оптималлигига »карама- 
царши булган

Ь'у — Ь'у =  Дб^ — а х0 <  0 (14)

тенгсизликка келамиз. Теорема исботланди.
Оптималлик критерийси (7) бажарилмаган ва псевдоре- 

жанинг бирор манфий компонентаси (10) га манфий булма­
ган

xi d >  ° ,  j £ J H (15)

сонлар мос келган холни караймиз. У холда (11), (13), (15) 
ларга мувофиц, б =  б +  Дб вектор ихтиёрий ст >  0 лар учун
(1) масаланинг корежаси булади. (14) дан о нинг ортиши 
билан иккиланма масаланинг максад функцияси чексиз ка- 
майиши келиб чикади (а ->  оо да Ь 'у— — «>). Бу эса 2-§  
даги 2- натижага асосан куйидаги теореманинг исботланган- 
лигини билдиради.

2 - теорема (тугри режалар булмаслигининг етарлилик 
шарти). Агар бирор i0 £ / Б учун (10), (15) тенгсизликлар 
бажарилса, (1) масаланинг чеклашлари узаро царама-царши 
булади.

Энди псевдорежанииг хар f ир манфий (10) компонентаси 
учун (15) тенгсизликлар бажарилмаган, яъни бирор /  £ JH 
учун X / . <  0 булган х,олни караб чициш ко лад и. Бу х1олда 
о  ортиши билан

а / =  - б / Ч /  ( 16)

булганда б =  6. +  ох,-- компонента нолга айланади, а > а (
булганда эса манфий булиб н^олади. Бундан б корежа б у ­
либ цолиши учун максимал мумкин булган а 0 киймат

о0 =  а. =  — б. / X; . — min (— б. / * • , )  (17) 
/0 х10/<о. /  6 j h  ' ‘4/

га тенг булиши келиб чикади. о нинг бу ^иймати учун
(14) га асосан иккиланма максад функцияси у - * у  алмашти- 
ришда у  бузилмаган иккиланма базис режа булганда мус­
кат буладиган максимал | о°к- | цийматга камаяди.

У К,урилган б корежага мос келувчи у  =  у  +  Ду  иккилан­
ма режанинг базис режа булишини исботлаймиз. ( 11) га му-
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во|ик;, б корежанинг б., /  £ /  Б компоненталарндан фа кат 
бштаси, яъни &ia (о0 >  0 булганда) ноль булмаслиги мум­
кин. Лекин унннг урнига б., / £ Ун лар ичида албатга нол- 
га тенг булган

6 =  б . +  О0 X,  , =  б —  б • X: . /  X: , =  О 
/ о  / о  * о / 0 / о  / о  i о / о  ^ о / о

компонента паидо булади.
Демак, б векторнинг хам б вектордагидек т  та нолга 

тенг компоненталари булади: б( УБ) =  0 , J h =  \  i j  (j / 0, 
б (Jн) О, Jн =  (JH \  /0) (J i0.

А (/ ,  7 б) матрица ЛБ матрицанинг а —устунини а; - ус- 
тунга алмаштириш натижасида хосил ^илчнэди, бу ерда (17) 
га мувофик; х^ы Ф  0 муносабат бажарилади. 1-§  да Л (/, 7 Б) 
махсусмас матрица эканлиги исбот ^илинган. Шундай килиб,
б вектор Л Б =  А ( /, УБ) иккиланма базис матрицали базис 
корежадан иборатдир. Л Б матрицага тескари матрицанинг 
элементларини топиш формулалари 1-§ да келтирилган. Эски 
базнс корежа б дан янги базис корежа б га утиш, аникла- 
нишига кура, кетма-кет амалга оширилган итерациялар туп- 
ламидан иборат булиб, иккиланма симплекс усулнинг итера- 
цияси деб аталади.

И з о х л а р .  1. Юкоридагк /„ индекс псевдорежанинг ихтиёрий 
манфий компонентасига тегишли булиши мумкин. Купннча ^уйидаги 
^оида цулланилади:

Kif =  min к / , f  € / Б .

Иккиланма симплекс усул 1-§ нинг техникаси ёрдамида олинди. 
Бош^а усул эса каноник куринишга келтирилган (2) иккиланма масала 
учун тугри симплекс усулнинг амалга оширилишидан иборатдир. Агар 
э^осил цилинадиган шарт матрицасининг махсус структураснни хисобга 
олсак, ю^орида баён цилинган усулга келамиз. Бу усулларнинг икка- 
ласи ^ам цандайдир бириккан холда 4- § да нацлиёт масалаларини тек- 
ширишда ^улланилади.

3. Алгоритм. Иккиланма симплекс усул алгоритмини тес­
кари иккиланма базис матрица ЛБ‘ терминларида баён кила- 
миз.

1-итерация. Биринчи итерацияда / Б туплам бошлангич 
иккиланма базис матрица (ЛБ ), — А(1, / в ) га тескари бул­
ган (ЛБ‘ ), матрица ва бошлангич базис корежанинг нобазис
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б1' (Jн ) =  с' (J's ) (A~ l ), Л (/, У* ) -  с' 0/'„ ), j'H =  У \  / Б
компоненталари маълум.

k- итерация. Фараз ^илайлнк, /г- итсрацияда УБ туплам, 
A {I, Jб ) иккиланма базис матрицага тескари (Л'Б 1 )к матри­
ца ва мос базис корежанинг нобазис б* (У* ), У* =  У \  УБ 
компоненталари маълум булсин.

1) х ( УБ ) =  (ЛБ‘ )kb векторни хисоблаймиз.
2) Агар х ., j  6 УБ сонлар ичида манфийлари булмаса, (1) 

масалани ечиш жараёни

х° =  {х0 ( Уб)  =  х(У*б ), а°(У*н ) =  0}

оптимал режада гугалланади.
3) Агар х ;, j  б Уб сонлар ичида манфийлари булса, улар 

ичида х,- <  0 , i0 — /0 (£) ни танлаймиз.

4) [ЛБ1 (;0, /)]fe Л (/, У„ ) векторнинг х,-о/, /  G У„ компо- 
ненталарини хисоблаймиз, бунда [ЛБ1 (/„, I)]k ор^али (ЛБ' )к 
матрицанинг г0-катори белгиланган.

5) Агар X; ■, j  £ У  ̂ сонлар ичида манфийлари булмаса, 
ечиш жараёни тугалланади; (1) масала .тугри режаларга эга 
булмайди.

6) Агар xitj, /  £ Ун сонлар ичида манфийлари булса, х>ар 

бир xf / < 0 , / £  У  ̂ учун Oj =  — S J x it)j сонларни ^исоблай- 
миз ва улар ичида энг кичигини топамиз: о0 =  а. , /0 =  

=  /о (6 )-
7) УБ , yfcH тупламларни янгиларига алмаштирамиз:

у =  (у*Б \ д  и /с, - С 1 =  ( 4  \ / о )  U t0-
8) Янги базис корежанинг нобазис элементларини х,исоб- 

лаймиз:

61+1 =  б * +  о» xIoj, / € У*н+ 1 \  /0, 6Н> =  а».

9) 1-§  нинг (32) формулаларида УБ =  УБ , uijt i £ УБ,
/  (Е /  ларни (/1Б1 )ft матрицанинг элементлари деб ^исоблаб, 
уша формулаларга асосан, (ЛБ' )к+1 матрицанинг uijy i £ УБ, 
/ ' £ /  элементларини хисоблаймиз.

10) (k +  1) -нтерацияга утамиз.
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Кираf7HJщ:

Хрсоблаш : 
G ‘ W b)aJA(IJ) 
-C jJ Q tW s

Х,исо&таш:
Ъ ‘А';и.1)6,

ЙОк. боа/иг.
V -Z j . j z j e ;

J j  O, j ( JH

досиш ■
„ Ч) ласам  
режага эга  

умас"

1.4- чизма.

Алгоритмнинг блок-схемаси 1.4-чизмада келтирилгач.

4. Мисол (пархез хакндаги масала). Иккиланма симплекс усулни 
жадвалда амалга ошириш. Таркибида т та туйимли моддаларни Ьи  Ь.г, 
. . . , Ьт дан кам булмаган ми^дорда сацловчи энг арзон таом тайёр- 
лаш талаб ^илинади. Туйимли моддалар сотиб олиииши керак булган 
озик- ов^ат ма>;сулотларида хар хил нисбатда булади. Бирлик (огирлик, 
хажм ва ш. у.) /  ма^сулотдаги /' туйимли модданинг ми^дори ац  га 
тенг булсин. Бирлик /  махсулотнинг бахоси Cj га тенг булсин.

Пархез ха^идаги (ва шунга ухшаш аралашмалар ^а^идаги хар хил 
масалалар) .\ар бир масаланинг узига хослиги шундан иборатки, унинг
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учуй бошлангич иккиланма базис режа осон курилади. Бу эса масалани 
иккиланма симплекс усул билан самарали ечиш имкониятини беради.

Иккиланма симплекс усулни курсагиш учун пархез масаласини кат- 
таликлари 1.5- жадвалдагн куринишда булган холда ечамиз.

1.5- ж  а д в а л

Махсулот № 

Модда № "  ~——
1 2 3 Моддалар мицдори- 

нинг куйи чегаралари

1 2 3 1 2

2 1 1 0 3

3 3 0 1 1

4 0 1 2 2

Махсулот бирлигинннг 
бахоси 1 3 1

Сотиб олиниши керак булган /  махсулот мицдори дсу ^  О, /  =  
== 1, 2,  3 булсин. У долда, cjxj — унинг бахосн ва х х +  Здг2 +  хя (1.5- 
жадвалга кура) таомнинг бахоси булади. Сотиб олинган /' мадсулотдаги 
/ модданинг микдорн а(-. Xj га тенг. Шунинг учун 2хх +  Злг2 4* х з 1-5- 
жадвал) таомдаги биринчи модданинг микдори булади.

Бошца моддаларнинг микдори х,ам шунга ухшаш хисобланади. Бу 
хисоблашларни туйимли моддаларнинг таомда булиши керак булган 
цуни чегаралари билан солиштириб, пархез хакидаги масаланинг (цара- 
лаётган мисолнинг шартларида) цуйидаги математик моделини оламиз:

*i +  3^2 +  х3 min,
2xi +  3*2 +  х 3 >  2,
Х1 ~Н х2 ^ 3 ,
3*! + * 3 > Ь  

х 2 ■■ 2х3 ^  2,
Х\ >  0, дг2 > 0 ,  х3 >  0.

Бу масалани каноник куринишда ёзамиз:

—- — Здг2 — -*■ т а х /
2xi -)- 3.£2 -f- х3 4̂ — 2,
*i +  х2 — х& =  3,
3aTj -|- х3 — x a =  1, (18)

х2 2х3 х 1 ~  2,
XI > 0 ,  i = T j .

Бу масалага иккиланма булган масала

2//1 +  3(/2 +  у3 +  2у, ->• min 
2vi +  i /2 + 3 i/3 ^ — 1,
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%i +  У\ -ГУ]. ^  — 3,
У\ 4* Уз +  2(/i — 1,
— У1 >0,

— Уг > 0,
Уз О,

- у « > 0
куринншда булади.

{О, О, О, 0} вектор (18) масаланинг манфий бирлик диагонал

ЛБ =  (<!4 > аЬ ’ пЪ> а' )  =  — Е
иккиланма базис матрицали иккиланма базис режасидан иборат булади. 
БсшланР'ич базис кореж а б нинг комлоненталарини хисоблаймиз: б — 
=  {1, 3, 1, 0, 0, О, 0 ).

Иккиланма симплекс усулнинг итерациясини амалга ошириш ма^са- 
дида иккиланма масала учун янги жадвал тузиш зарурати йуц. Б у ва- 
зифани тугри масаланинг бир оз j/згартирилган эски симплекс жадвали 
утайди (1.2- жадвал). Бу жадвалда 0 - устун олиб ташланиб, Д -^атор
б • каторга алмаштирилган ва о- цатор ц уши мча киритилган. 1.6- жад- 
валнинг асосий к,исми 1 .2 -жадвалдек тулдирилади. Бошлангич А Б 
матрица Е  дан иборат булмасдан — Е  дан ибзрат булганлигидан, (18) 
масаланинг параметрлари 1.6-жадвалга тескари ишоралар билан кирн- 
тилган. б- ь;атор мазкур корежаиинг компоненталари билан тулдири- 
лади.

1.6- ж а д в а л

о
в а. О, О, О, а4 а.

а* 2 ■2 -3 7 1 О О О

Os - 3 ЕЕ] 1 О О 1 О О

О» ) j О ■! О О 1 О

0, 7 О •/ -2 о О О г

д 1 3 1 о О О О
а 1 3

f

1.6- жадвалнинг тахлили псевдорежанинг компоненталарини узида 
са^ловчи Ь- устундан бошланади. Бирорта хам катор учун 2- теорема - 
нинг шартлари бажарилмаганлигидан (Ху <  б булган ,\ар бир цаторда 
манфий элементлар мавжуд), итерацияни ёзишга киришамиз. Аввало, Ь- 
устушшнг минимал элементини топамиз: х (- =  х 5 = — 3. У манфий 
булганлигидан бошлангич базис кэрежа оптимал эмас. х,- ни узида 
са^ловчи щ тор етакчи ка'пор деб аталади. Етакчи (уЭторнинг ^ар бнр 
манфий x i элемента учун — б,- /  нисбатларни ^исоблаймиз ((16) га 
i\.) ва натижаларни а - каторга ёзамиз. Минимал элемент ст° =  ах =  1
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( 17) сонга мос келади. су0 ни узида сацловчи уступ етакчидир. х; ^  
элемент тугри симплекс усулдагидек етакчи элемент деб аталади. Ик­
киланма базисдаги векторни га алмаштириб, чицариб ташлай­
миз. Бу амал 1.6-жадвалнинг сатрларига (а сатрдан бошка) цулла- 
нилган тугри туртбурчак цоидаси буйича амалга оширилади. Янги 1.7- 
жадвални туашп билан иккиланма симплекс усулнинг битта итерацияси

1.7- ж  а д в а л 4

\ #  о/
3 о, О,

-----

°е

V О 1 1 2 О
—

о
J j / о 0 - / О о
в о J -г и 3 1 О

Or о -г I I О 0 О 1
О 2 г 0 1 а О

б 2 г/2

тугалланади. Навбатдаги итерациянинг натижалари оптималлик криге- 
рийсини к,аноатлантирувчи 1.8-жадвалда келтирилган. Бу жадвалдан
(18) масаланинг оптимал режаси компоненталаринн ёзамиз: х® — 3, 

х° =  0, Jc® =  1, д;“ =  5, =  0, ATg — 9, х° =  0.

1.8- ж а д в  ал

b,aj

Базис ‘
01 а2 «з а 4 05 Об «7

«4 5 0 - 1 / 2 0 1 —2 0 - 1 / 2

«1 3
1 1 0 0 - 1 0 0

ав 9 0 j 7/2 0 0 - 3 1 — 1/2

а3 ■ 0 1/2 1 0 0 0 - 1 / 2

6 0 3/2 0 0 1 0 1/2

5. Сезгирликнинг та^лили. Амалий масалаларни ечишда 
куп холларда масала параметрларининг цандайдир к,иймат- 
лари учун эмас, балки уларнинг бирор туплами учун опти­
мал режа кизицарли хисобланади. А, Ь, с параметрлар ва-
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риацияларининг масала ечимнга таъсирини текшириш сезгир- 
ликнинг тахлили деб аталади. Бу муаммоии урганишда ик­
киланма симплекс усул мухим роль уйнайди. Сезгирлик та.\- 
лилининг намойиши учун ишлаб чицариш масаласида ресурс- 
лар х.ажми (Ь- векторнинг) вариациясида оптимал режалар- 
нинг коррекцияси усулини караймиз ва баён циламиз.

1-§ даги мисолга мурожаат килайлик. У ерда куйидаги 
учт? ресурслар хджми b =  {200, 500, 700) учун ишлаб чи- 
каришнинг оптимал базис режаси х° олинган (1 .4 -жадвал).
1.4 -жадвалдан л:0 режанинг тугри базис матрицасига тескари 
А ~ 1 матрицани х,исоблаш мумкин. Унинг устунлари, аншу 
ланишига кура, 1 .4-жадвалнинг бирлик шарт вектор устун- 
ларидаги элементлардан иборат.

.1  — 1/10 0 
Л” ‘ =  0 1/10 0 

\ 0  — 1 1

Фараз ^илайлик 2 - ресурс .^ажми 500 дан 800 га узгар- 
син, яъни Ъ =  {200, 800, 700} булсин. Унинг маь^сад функ- 
циясига таъсирини хп режанинг оптимал потенциаллари ёрда­
мида биринчи я^инлашишда ба^олаш мумкин (2- § нинг 36 
бандига ^.). Мазкур бандда янги шартлар учун аниц жавоб 
бериш имкониятини берадиган оптимал режани топамиз. Ма- 
саланн ечишни симплекс усулнинг биринчи фазасидан бош- 
лаш купинча вактнинг куп сарф булиши туфайли ма^садга 
мувофиц эмас. Бу ^олларда иккиланма симплекс усул анча 
самаралидир. 1 .4 -жадвалда Д-каторнинг элементлари А ь ик-

1.9- ж а д в а л

\ в  а 

Б а з и с \
b Ol 0.1 а*. а5

«1 120 1 7/2  0 7/2 0

«3 80 0 1/2 1 1/2 I 0

о5 — 100 0 ЕЮ 0 5 1

й 0 15 0 30 0

а 3

t
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А ~ ХЬ '= {  120, 80, — 100}

векторнинг компоненталари билан алмаштиргандан сунг ик­
киланма симплекс усулни куллаш учун бошлангич жадвал- 
ни (1 .9-жадвал) оламиз.

И з о  д. Агар i4g ' b вектор манфий булмаса, х° =  х°Б =  M g ' ft, 
х н =  0) янги шартлар учун оптимал режа булади ва ,\еч цандай ите­
рация талаб цилинмайди.

Иккиланма симплекс усулнинг 1 .9 -жадвал га ^улланил- 
ган битта итерацияси оптимал режаси =  {50, 20, 70, 0, 0} 
булган 1. 10-жадвалга олиб келади.

6. Масала улчамларининг узгариши. Чизикли програм- 
малаш масаласининг улчами узгарувчилар сони п ва асосий 
чеклашлар сони т  билан характерланади. Амалда купин- 
ча улчамлари оптимал режаси маълум булган масалалар 
улчамларидан кам фар^ киладиган масалаларни ечиш зару-

киланма базис матрицали 6 =  {0,15, О, 30,0} базис корежани
ташкил ^илади. Ш унинг учун Ь - устуннинг элементларини

1.10- ж  а д  в а л

[ г Ч Л  aj
Базис

ь Cl± 1 (.7*2 ал ах

50
1 0 0 7 7/10

0.1 70 0 0 • • 1/10

'
20 0 1 ° - 1 - 1 / 5

б 1 0 0 0 45

рати пайдо булади. Тугри ва иккиланма симплекс усуллар- 
нинг мохирлик билан цулланнлиши аввалги маълумотлардан 
самарали фойдаланиш имкониятини беради.

Ишлаб чикарнш масаласи ( 1-§) тилида узгарувчилар со- 
нининг ошиши—корхонанинг ишлаб чи^ариш режасига янги 
махсулот цушишни, узгарувчилар сонининг камайиши эса 
режадан ^андандир ма^сулотни чикариб ташлашни билдира­
ди. Агар корхонанинг махсулоти кушимча цайта ишлашни 
талаб килса математик модель учун асосий чеклашлар сони 
ортади. Агар ма.^сулотни к,айта ишлашнинг бирор тури чи- 
1̂ ариб ташланса асосий чеклашлар сони камаяди.
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риацияларининг масала ечимига таъсирини текшириш сезгир- 
ликнинг та^лили деб аталади. Бу муаммони урганишда ик­
киланма симплекс усул мухим роль уйнайди. Сезгирлик тах- 
лилининг намойиши учун ишлаб чикариш масаласида ресурс- 
лар хажми (Ь- векторнинг) вариациясида оптимал режалар- 
нинг коррекцияси усулини караймиз ва баён циламиз.

1-§ даги мисолга мурожаат килайлик. У ерда цуйидаги 
учтз ресурслар х1ажми Ь =  {200, 500, 700} учун ишлаб чи- 
каришнинг оптимал базис режаси х° олинган (1 .4 -жадвал).
1 .4 -жадвалдан л:0 режанинг турри базис матрицасига тескари 
А ~'  матрицани х,исоблаш мумкин. Унинг устунлари, ани^- 
ланишига кура, 1.4- жадвалнинг бирлик шарт вектор устун- 
ларидаги элементлардан иборат.

, /1  - 1 / Ю  0 \
А ~ 1 =  0 1/10 0 

V0 — 1 1/ .

Фараз ^илайлик 2- ресурс ^ажми 500 дан 800 га узгар- 
син, яъни Ъ =  {200, 800, 700} булсин. Унинг ма^сад функ- 
циясига таъсирини х° режанинг оптимал потенциаллари ёрда­
мида биринчи яцинлашишда бахолаш мумкин (2-§  нинг 36 
бандига к,.). Мазкур бандда янги шартлар учун аниц жавоб 
бериш имкониятини берадиган оптимал режани топамиз. Ма­
салани ечишни симплекс усулнинг биринчи фазасидан бош- 
лаш купинча вактнинг куп сарф булиши туфайли ма^садга 
мувофик эмас. Бу холларда иккиланма симплекс усул анча 
самаралидир. 1 .4 -жадвалда А-^аторнинг элементлари А ь ик-

1.9- ж  а д в а л

в , а
Б а з и с у

Ь «1 a-i а3 «4

«1 120 1 7/2 0 7/2 0

а3 80 0 1/2 1 1/2 0

о5 — 100 0 GEI 0 5 1

6 0 15 0 30 0

а 3

t
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А ~ 1Ь ' = {  120, 80, — 100}

векторнинг компоненталари билан алмаштиргандан сунг ик­
киланма симплекс усулни куллаш учун бошлангич жадвал- 
ни (1 .9-жадвал) оламиз.

И з о х. Агар Ь вектор манфий булмаса, х° — х°й — {Л ^1 6, 
х н  = 0 }  янги шартлар учун оптимал режа булади ва х,еч цандай ите­
рация талаб цилинмайди.

Иккиланма симплекс усулнинг 1 .9 -жадвал га к;улланил- 
ган битта итерацияси оптимал режаси х° =  {50, 20, 70, 0, 0} 
булган 1.10-жадвалга олиб келади.

6. Масала улчамларининг узгариши. Чизикли програм- 
малаш масаласининг улчами узгарувчилар сони п ва асосий 
чеклашлар сони т билан характерланади. Амалда купин- 
ча улчамлари оптимал режаси маълум булган масалалар 
улчамларидан кам фар^ кнладиган масалаларни ечиш зару-

киланма базис матрицали 6 =  {0,15, 0, 30,0} базис корежани
ташкил килади. Ш унинг учун Ь - устуннинг элементларини

1.10- ж  а д в а л

aj
Базис

b «1 fi2 а5

«1 50 1 0 0 7 7 /10

«л 70 0 0 1 1 1/10

20 0 1 0 -£\ - 1 / 5

б ! о 0 0 45 3

рати пайдо булади. Тугри ва иккиланма симплекс усуллар- 
нинг мохирлик билан цулланилиши аввалги маълумотлардан 
самарали фойдаланиш имкониятини беради.

Ишлаб чикарнш масаласи (1-§) тилида узгарувчилар со- 
нининг ошиши—корхонанинг ишлаб чи^ариш режасига янги 
махсулот ^ушишни, узгарувчилар сонининг камайиши эса 
режадан кандайдир махсулотнн чикариб ташлашни билдира­
ди. Агар корхонанинг махсулоти кушимча к,айта ишлашни 
талаб цилса математик модель учун асосий чеклашлар сони 
ортади. Агар махсулотнн ^айта ишлашнинг бирор тури чи- 
1̂ ариб ташланса асосий чеклашлар сони камаяди.
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Асосий чеклашларнинг сони ортган холга батафсил тух- 
таламиз. Фараз ^илайлик, х° режа (1) масаланинг оптимал 
режаси А в =  А (/, / Б), ы =  и (/) унинг базис матрицаси ва 
потенциаллар вектори булсин. Асосий чеклашларга цушимча 

а ' х ^  р, р > 0  (19)
цушилган булсин. Агар а'х° <  р булса, равшанки, х° век­
тор ( 1), (19) масалада хам оптимал режа булиб крлади. 
а V  >  р булсин. У .^олда (1), (19) масалани каноник кури­
нишга келтиргандан кейин унинг (т +  1) х  (п +  1) шарг 
матрицаси

л  =  {^ , °J ) =  ц .  J£J =  J и ( л + 1)}

куршшшнн олади. Агар

=  ° , 1  «в =  a ( J B) (20)I 1 (- ' б
деб олсак,

А*  “ 1
Е ’ “ к ' 1 

эканлигини текшириш осон. Ушбу (т +  1)-векторни топай- 
лик: и' \c (J B), 0) =  {ы (/), 0)' .  Бундан

n J ’ г + ,  =  0;
А. =  и'а, -  сг

д,0 режанинг оптималлиги сабабли Д;., j  £ J бахолар манфий 

булмайди. Демак, 3*0 , /  £ J ва А . =  0, j'  £ 7 Б =  JB 'J 
U (/1+  1), яъни и (1), (19) масаланинг (20) базис матрица- 

ли иккиланма базис режасидан иборат. Унга мос базис псев- 
дорежа у. — (хБ, x H=--0 j ни цурамиз:

\ = А ~ 1 Ь =  ! Л б ' . b

*в
- a V + p

(tn +  1)- векторнинг и Б- компонентаси иш+1 =  — а'х° +  
+  р <  0 манфий, яъни и оптимал булмаган иккиланма ба­
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зис рсжадир. Иккиланма симплекс усулга асосан ( 1), (19) 
масаланинг оптимал иккиланма режасини ^уриш учун хисоб- 
лашларни давом эттирамиз.

Машц тари^асида баён килинган у .ул  билан 1- § д а г и  
мисолда махсулотларнннг барча турларини ^ушимча цайта 
ншлаш шарт булиб, унга 400 бирлик хажмдаги туртинчи 
тур ресурс жалб килинганда оптимал режа куриш тавсия 
^илинади. Маълумки, биринчи ва туртинчи турдаги бирлик 
ма^сулотларнинг цайта ишланиши учун бир бирлик туртин­
чи тур ресурс сарфланади, иккинчи ва учинчи турлар учун 
эса икки бирлик сарфланади.

4- §. НАКЛИЁТ МАСАЛАЛАРИ

Чизикли программалашнинг наклиёт масалалари деб 
мах,сулоглар ташишни оптималлаштириш буйича турли ама- 
лпй масалаларнииг математик моделларига айтилади. Бонща 
физик табиатга эга булган купгина масалалар хам шунга 
келтирилади. Наклиёт туридаги мпсалаларнинг амалда кенг 
таркалганлиги уларни ечишнинг янги усулларини яратиш 
буйича тинимсиз, зур бериб килинаётган харакатларии о^- 
лайди. Мазкур параграфда тур  ва матрица шаклида  бе­
рилган наклиёт масалаларини ечиш учун янги масалалар- 
нинг махсуслигини х1исобга олган тугри симплекс усулнинг 
реализацияси сифатида потенциаллар усули  ^урилади.

1. Тур. Оким. Турли наклиёт масаласи. Тугунлар  деб 
аталган /  =  j 1, 2 , . . . , п) элементлар тупламини к,арай- 
лик. Кургазмали булиши учун уни а^оли яшайдиган пункт- 
ларнинг {Л,, Л2, . . . , Ап туплами деб тасаввур к>иламиз. 
Фараз ^илайлик, баъзи г, j  £ I  тугунлар жуфти тартиблан- 
ган. Бундай хар бир жуфтни (г, /) билан белгилай- 
миз ва уни бошланиши i ва охири j  булган ёй деб атай- 
миз. Физик тачлилда (i, /) ёй Л(- пунктдан A j пунктгача йул- 
ни ифодалайди. / X  /  да аникланган ёйлар тупламини U  би­
лан белгилаймиз.

1 -таъриф. S  =  | / ,  U ) туплам (йуналтирилган) тур  
деб аталади. Чизмаларда тугунлар ну^талар билан, ((', /) 
ёйлар i дан /  га стрелкали чизиклар билан белгилапади. 
Физик тилда тур—йул тармоклари билан бирга олинган ахо- 
ли яшайдиган пунктлар мажмуидир.

Х,ар бир i £ /  тугунга тугуннинг жадаллигини ифода- 
ловчи а(- сонни мос цилиб ь^уямиз. а,- >  0 булганда i тугун 
манба (Л,- — ь^андайдир махсулот шилаб чикариш пункти ,
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ai — ундаги ишлаб шщариш хажми), а,- <  0 булганда оциш 
(А[ — истеъмол нилиш пункти, ta-J — истеъмол хажми) 
деб аталади. ai =  0 булган i тугунлар нейтрал (транзит, 
оралиц) тугунлар деб аталади. Чнзмаларда манбалар ва 
окимлар манба-тугунга кирувчи ёки oiyni- тугундан чш^увчи 
стрелкалар билан белгиланади. Стрелкалар олдига интенсив- 
ликнииг абсолют цийматлари ёзилади. Нейтрал тугунлар 
чизмаларда белгиланмайди.

Хар бир (г, /) £ U  ёйга манфий булмаган xij сонни, яъни 
цабул килинган тасаввурда Л • дан А. га ташиладиган мах,- 
сулот микдорини ифодаловчи ей ли оцимни ((г, /') ей буйича 
оцимни) мос килиб цуямиз.

Фараз ^илайлик, i f  =  l f ( U ) = { j : (i, j)  £ U \, I ~  = I ~ ( U ) =  
=  (/, i) £ U ) — тупламлар г ( i f )  дан бошланувчи ёки i ( l~  ) 
да тугалланувчи i тугунли U  нинг ёйларини туташтирувчи 
тугунлар туплами булсин. Агар

2  xi, -  2  хп = а ‘ о )

'■ £>t I € '7
булса, яъни A t пунктда ишлаб чикариладиган ва унга ке­
либ тушадиган ма^сулот микдори A i дан ташиб кетилади- 
ган ва унда истеъмол ^илинадиган махсулот ми^дорига генг 
булса, i тугунда баланс шарти бажарилган дейилади.

2 - таъриф. Агар х — \ х ц : (г, /) £ U\ ёйли окимлар ^ар 
бир г £  /  тугунда баланс шарти ( 1) ни ь^аноатлангирса, у 
S  — \I, U j турдаги оким  (турли оким) деб аталади.

(/, /) £ U  ёйларга яна битта характеристикани, яъни бир­
лик ( х ц =  1) ёйли оким нинг киймати ctj ни мос ^илиб цуя-
миз. V  ctj x^ сонни л окимнинг циймати деб атаймиз.

/>е и
0 |\им к.ийматининг физик маъноси берилган йуллар тармоги 
буйича амалга ошириладиган ташишларнинг x — \xijt (г, j ) £ U \
режадагн наклиёт харажатларининг (сарфларинннг) микдо- 
ридир.

Турли наклиёт масаласи (туршаклидаги наклиёт м а­
саласи) ёки минимал цийматли оцим \акидаги масала деб 
^ам юритиладиган масала

2  °ц хц~+  m ''n, 2 ^-/ — 2  хц =  а<> М  I2)
(1' lfeU if. l t  it IT-
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I

масаланинг ечими буладиган х° оптимал окимни (минимал  
киймат ощ мини)  топишдан иборатдир.

(2) масаланинг ма^сэд функцияси ва чекланишлари (тенг- 
ликлар ва тенгсизликлар типидаги) функциялари xijt (i, j)£U, 
узгарувчиларга нисбатан чизшушдирлар, яъни (2) чизикли 
программалаш масаласидир. Лекин (2) чизикли программа­
лашнинг махсус масаласидир, уни каноник куринишга кел- 
тирганда махсус структурали, фа^ат бирлар (мусбат-манфий) 
ва куп ноллардан иборат катта шарт матрицаси ^осил бу- 
л а д н .  Шунинг учун (2) масалани каноник куринишга келти- 
риш ва уни симплекс усул билан ечиш ма^сэдга мувофи^ 
эмас. Мазкур параграфда наклиёт масалаларини ечишнинг 
бошка, самарали потенциаллар усули  деб аталадиган ваМ'гри 
симплекс усул амалий гоясини бевосита (2) моделда амалга 
оширадиган усул баён цилинади.

2 . Базис оцим. Дастлаб турга дойр зарур тушунчаларнн 
кирьтамиз. Йуналтиришдан холи (i, /) ёйни i, j  чегара ту- 
гунли {(', /} ъирра деб атаймиз. Лгар турнинг тугуни ягона 
(о с и р л и к ) ь̂ ирра учун чегаравий булса, тугун осма деб ата­
лади. К,ушни кирраларн умумий чегаравий тугунлар га эга 
булган хар хил к>ирраларнинг /2}, {г2, г3}, . . . , {(к_ ь 
i k } кетма-кетлиги ix, г2 тугунларни туташтирувчи (оддий)
занжир деб аталади. Агар бу занжирнинг { i lt ;2.............ik }
тугунлар кетма-кетлигида бир хиллари булмаса, занжирни 
элементар деб хисоблаймиз. Занжир буйлаб харакат йуна- 
лишини танлаб оламиз. Агар бу йуналиш занжирнинг (г, /) 
^иррасига мос (г, /) ёйнинг i-*-j йуналиши билан устма-уст 
тушса, ( i , /) — myFpu ёй булади. ^арама-царши йуналишли 
ёй тескари деб аталади. Агар турнинг ихтиёрий иккита ту- 
гунини занжир билан туташтириш мумкин булса, тур бог- 
ламли дейилади. Бундан буён, асосан, фацат содда элемен­
тар занжирлар ва богламли турлар каралади.

Устма-уст тушадиган i v  ik тугунли {tx, i.L, . . . , i k) зан- 
жнр цикл деб аталади.

1 -лемма. Циклсиз тур осма киррани узнда сацлайди.
Х^и^атан, i1 — турнинг ихтиёрий тугуни булсин. Агар

у осма булмаса, турнинг богламлилигидан {;,,  г2} цнрранинг 
мавжуд булиши келиб чицади. Агар i2 тугун хам осма 
булмаса, шундай {г2, г3} кирра топиладики, ia Ф i , булади, 
чунки турда цикллар йук;. Бу жараёини давом эттириб, чек- 
ли сондаги цадамдан сунг осма тугун ва унга мос осма 
циррани оламчз. Лемма исботланди.

2- лемма. Циклдан циррани ёки осма ^иррани (осма т у ­
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гун билап) чикариб ташлаш турнинг богламлилигшш буз- 
майди.

Исботи уцувчига цолдирилади.
Агар | /  | =  | U  | - f  1 булса, S  =  {/, U } тур шажара деб 

аталади.
3- лемма. Тур циклларга эга булмаганда ва фа^ат шун- 

да шажара булади.
И с б о т и .  Етарлилиги. 1-леммгга асосан гурда осма 

^ирра топилади. Уни мос осма тугун билан чикариб таш­
лаймиз. Колган тур 2- леммага асосан, яна богламли ва 
равшанки, циклсиз булади. Ундан осма цирра ва осма ту- 
гунни чикариб ташлаймиз. \ ! \ — 2 ^адамдан сунг ягона 
кирра учун чегаравий булган иккита тугун цолади. Шундай 
цилиб, | / 1 =  | II | +  1.

Зарурийлиги. Шажарада цикл мавжуд деб фараз кнлай- 
лик. Бу цикл тула шажара килиши мумкин змас, чунки 
унинг ^ирралари сони тугунлари сонига тенгдир. Каралаёт- 
ган циклга кирмайдиган тугунлар ва 1\нрралар ичида барча 
осма тугунлар хамда уларга мос осма кирраларни чикариб 
ташлаймиз. Агар долган ^ирралар яна битта цикл ташкил 
цилса, унда каралаётган циклга кирмайдиган киррани чика­
риб ташлаймиз. Бунда тугунлар сони узгармасдан колади, 
кирралар сони эса биттага камаяди. Бу жараённи давом зт- 
тириб, чекли сондаги ка дам дан сунг бошлангич аурдан ца- 
ралаётган циклни ажратамиз. Унда тугунлар сони кирралар 
сонига тенг. Демак, бошлангич тур-шажарада кирралар сони 
тугунлар сонидан кам эмас экэн: \ U \ ^ \ I \ .  Зиддият лем- 
мани исботлайди.

4- лемма. Шажара тугунларининг хар бир жуфти ягона 
занжир билан богланган.

5  =  { / ,  U } тур учун S* =  { /, U*} тур цисмий тур деб 
аталади, бунда U*czU. Шажарадан иборат булган кисмий тур 
5  турнинг шажараси деб аталади.

5 - лемма. S* — турнинг шажараси булсин. Ихтиёрий 
((i, /) £ U, (г, /) 6 U* ёйда S, =  { /, U x), IIх =  U*  U (/, /') ьуас' 
мий тур фа^ат битта циклни узида са^лайди.

И с б о т и .  5 ,  да циклларнинг мавжудлиги 3 - леммадан 
келиб ч и кади. Агар улар биттадан куп булса, танлаб олин­
ган битта циклдан ьрлганларининг хеч булмаганда биттаси- 
га кирмайдиган циррани чикариб ташлаймиз. Крлган S 2 =  
{ /, U2} пиемий тур учун | / 1 =  | U2 1 +  1, яъни S 2 — цикл- 
лари булган шажара эканлигини оламиз. Зиддият леммани 
исботлайди.

Банднинг асосий масаласига утамиз. Симплекс усулда

62



чизи^ли богланмаган векторларнинг тула тизимидан фой- 
даланилади. Каноник масаланинг ajt j£J  =  {1, 2 , . . . ,  п) 
шарт векторлари ичида {ajt / 6 ./Б}, I B£J  векторлар тула (чи* 
зикли эркли) векторлар тизимини ташкил этади дейилади,
агар 2  ai x i ~  0 тенглама факат ноль х;. =  О, / £ / Б ечим- 

/€ j b

га эга булиб, /£УБ ихтиёрий /+€«/, / * ^ Б да 2  а/ */ +
/'6 ^Б

+  а, х- =  0 тенглама ноль булмаган х.ф О , j£ J B{]J 0 счим- 
га эга булса.

Бунга мувофиц, (2) масала учун куйидаги таърифни ки- 
ритамиз.

3- таъриф. Агар

2 ХЦ ~  2 хц = °  ' * £ ! '  
i£'~tluБ) /£ Ч <и в)

тизим фацат ноль х(-. =  0, (/', /) £б 'Б ечимга, лекин ихтиёрий 
(»*. / * ) € ^ .  (»*. / * ) ^ Б ёй УЧУН

2  xij ■ 2 x/ t =  г ^ I
/е и***-/*)) '€ 7г (С/б и*1'*'/*’) 

тизими иолдан фар^ли х(- . ^  О, (t, /)££/Б U (г*, /*) ечимга эга 
булса, 5  =  {/, U)  турнинг U B<^U ёйлар туплами тула де$ 
аталади.

Ёйлар тупламининг тулалиги критерийсини ифодалашдан 
олдин кушимча тушунчаларни киритамиз. Хар бир г£/ ту­
гунда ( 1) тенглик бажариладиган х =  {х,-., (»,/)££/} туплам- 
ни псевдооким деб атаймиз.

6- лемма. Тугунларнинг интенсивлнги ноль (at- =  0, t£ /) 
булган турда цикл булса бундай тур чексиз сондаги псевдо- 
окимларга эга булади.

И с б о т и .  Циклга кирмаган барча {;',/} кирралар учун 
х (/ =  0 деб оламиз. Циклнинг {г0, / 0} ^иррасига мос (<0, /0) 
ёйиннг г0 /0 йуналиши буйича циклнинг айланиб утиш 
йуналишини танлаймиз. Циклнинг (г, /) ь^ирраси учун агар 
( г , / ) — тугри ёй булса, х (-( =  0 деб, агар ( г , / ) — тескари 
ёй булса, х(/ =  — 0 деб оламиз. Ихтиёрий 0 учун цурил- 
ган х =  {х(/., (»,/')£ U} туплам ( 1), г'£/ тенгликларни ^ано- 
атлантиради. Лемма исботланди.
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6- леммапинг исботида топилган псевдоо!\им 0 кийматли 
(г0, г0) циркуляция деб аталади.

1- теорема (ёйлар тупламининг тулалик критерийси).
S =  {/, И) турда 5 б =  {/, t / B} турнинг дарахти булган ва 
фа^ат шундай булган холдагина (Jb czU туплам тула була­
ди.

И с б о т и .  Етарлилиги. 5 Б да осма тугунни топамиз. 
Бу тугундаги баланс шартидан псевдоо^имнинг унга мос 
осма цирра буйлаб нолга тенг булиши келиб чикдди. Осма 
тугун ^амда киррани чикариб ташлаймиз ва операция- 
ларни такрорлаймиз. | / 1 — 1 кадамдан сунг 5 Б • да ноль 
псевдоо^им оламиз. Агар 5 Б га ихтиёрий (г, /) € U » (', 
ёйни цушсак, 5- леммага мувофик, цикл х°сил булади,- унинг 
натижасида (6- лемма) 0- циркуляция (0 >  0) пайдо булади. 
Шундай ^илиб, U B — ёйларнинг тула тупламидир.

Зарурийлиги. U B — ёйларнинг тула туплами булсин. 
S B =  {/, U E} туплам цнклларга эга була олмайди, чунки
6- леммага мувофик, хар бир циклда ноль булмаган псевдо- 
оким мавжуд. S 5 тур богламлидир, чунки акс хрлда U B га 
(г0, /0) £ U  ёйни цикл хосил к,илмасдан ^ушиш (6 o f-  
ламли булмаган турда у хамиша мумкин) /0 тугунда баланс 
шартидан келиб чикадиган xinh =  0 тенгликка олиб келади. 
Шундай кнлиб, 3- леммага асосан, 5 Б— турнинг шажараси- 
дир. Теорема исботланди.

4- таъриф. Агар xtj =  0, (г, /) £ U H, U H =  U \ U h, U B — 
ёйларнинг тула туплами булса, x =  {xi r  (г ,/)££/_} оцим 
базис оцим деб аталади.

х(1, (;, /) £ U в базис ёйли о^имлар; xijt (/, j) 6 UH нобазис 
ёйли о^имлар булади.

5- таъриф. Агар базис окимнинг барча базис ёйли 01\им- 
лари мусбат булса, у бузилмаган (айнимаган) деб аталади.

4- таърифнинг шартларини каноатлантирадиган U B ёйлар 
туплами базис туплам деб аталади.

И з о д. UB базис тупламни (симплекс усулдаги базис матрица ка- 
би) базис окимнинг таърифига асос к,илиб олиш мумкин. S =  {/, U] 
турда тула UB туплам ажратилган булсин. У долда S B =  [I, U B ) — 
турнинг шажарасидир (3- лемма). Хц — 0 ,(i, / )  6 U п , Uu ~  U \ U  Бдеб олай- 
лик. S E да пх осма тугунни ва осма {i lt i 2] циррага мсс [ i lt (2} ёйни 
топамиз. а интенсивлик буйича i даги баланс шарти ёрдамида 
х i i = с ц 1 ёйли ок,имни топамиз. UB тупламдан ( i lt i t) ёйни чицариб 
ташлаймиз. Sg =  { I \ i i ,  Б \ ( / 1л г2)} туплам яна шажара х.осил ци-
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лади (2- лемма). Унинг элементларининг характеристикаларини фа^ат 
12 тугуннинг жадаллигини дан га узгартириб, олдингидек саь;- 
лаймиз:

ai ,  rXi J 2> агаР ( ' l '  h)  цнррага (ilt  (2) ёй мос келса, 

ai , ~ x h h ’ агаР {‘ь  *2} Циррага (г2, / , )  ёй мос келса.

S  g шажара билан ^ам 5 Б каби иш курамиз. л—1 цадамдан сунг, ёйлар- 
иинг тула U B тупламидан олинган барча ёйлар буйича, х ц ,  (t , j ) £ U B 
ёйли оцимлар цурилади. Равшанки, улар х ц  = 0, {i,j) k u  н лар би­
лан биргаликда S  турда псовдоо^им ташкил ^илади. Агар цурилган 
гсевдооким оцимдак иборат булса, яъни хц >  О, (( ,/)  6 UB булса, тула 
1/в  туплам базис туплам деб аталади. Равшанки, бу оцим UB базис 
т^пламга мос базис оь;им (4 -таъриф) булади.

3. Оцим циймати орттирмасининг формуласи. Фараз 
килайлик, (2) масалада U в — ёйларнинг базис туплами ва 
х — унга мос базис ок,им булсин. Бош^а (базис булиши 
шарт булмаган) х  =  х  +  Ах 01\имни ^араймиз. О^им ^ийма- 
тннинг

2  Ci j x il 2  СЦ ХЦ ~  2  ci j ^ i j  
(i.j)<;U (/, ()€U (i.j)tU

орттирмаси учун формула топамиз.
S =  {/, U } турнинг х1ар бир г£/ тугуни учун и(- сонни 

(тугунларнинг потенциалы) шундай мос килиб ^уяйликки, 
{ы(-, г£/} туплам

0 =  ui — u] — cij' ( i , j ) £ U B (3)

тенгламалар (потенциаллар)  тизимини каноатлантирсин. 
Изланаётган и(-, г£/ сонлар мавжудлигини курсатамиз Их­
тиёрий i 1 € I тугуини танлаймиз ва щ =  0 деб оламиз. 4- 
леммага мувофи^ хар бир /£ / тугунни i1 билан 5б =  {/, U B } 
шажаранинг ягона {г\, /2, . . . , ik, i)  заижири ёрдамида ту- 
таштириш мумкин. (3) теигламаларни бу занжирнинг ёйлари 
(г\ дан г гача) буйлаб к.араб, i тугуннинг и,- потенциалини 
аниклаймиз. Масалан,

_ ( и i — С ц ^  агар (iL, ts) — тугри ёй булса,
U i,~  \ щ , +  ci j , . агар (ilt ;2) —тескари ёй булса.

Шуига ухшаш, uit га кура и(- хрсобланади ва х,. к.
Тугунлар потенциалларига эга булган холда базис бул­

маган ёйларнинг бахоларини топамиз:
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(4)
х  ва х =  х  +  Ах  окимларда (1) баланс шартлари бажа- 

рилганлигидан, ёйли окимларнинг Ахц, (i, j) £ U  орттирма- 
лари

тенгликларни каноатлантиради.
(3), (4) тенгликларнинг иккала томонини Axt . га купай- 

тириб, (г, /) £ U лар буйича йигамиз:

Энди (5) ни х,исобга олиб, окимнинг киймати орттирмаси 
учун изланган формулани оламиз:

(6) дан Д(/. бах,оларнинг физик маъноси келиб чицади: А,-1 
бахо х нуктада нобазис ёйли xif o i \h m  ортганда тескари ишо- 
ра билан олинган оким кийматининг узгариш тезлигидан 
иборагдир.

4. Базис окимнинг оптималлик критерийси. Фараз ^и- 
лайлик, х — ёйларининг базис туплами и ъ булган базис 0191м, 
Д.., (/, /) £ U H (4) формула буйича ^исобланган упга мос
ба^олар булсин.

2- теорема (оптималлик критерийси). Базис о^им х  нинг 
оптимал булиши учун

тенгсизликлар етарли, бузилмаган (айнимаган) холда эса за- 
рур хэмдир.

И с б о т и .  Етарлилиги. x(j = 0, (г, /) £ (JH ва ихтиёрий 
х  =  х +  Ах  ок,им учун ~хц >  0, (г, /') 6 U n булганлигида н

Ахц =  2 Ахц =  °> * € / (5)
/6/1 /£/Г

2 сц Ахц  =  - .  2 Аа Аха (6)

Aij <  о, (i , /) (7)

Д ^ =  — xlf >  0 , (г, /) ££/н. (8)
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(7), (8) ларни (6) га келтириб ^уйиб, 2  ctj A xtj >  0 га,
ii,j)eU

яъни х окимнинг ^иймати унинг ихтиёрий узгаришида ка- 
маймаслигига ишонч хосил 1̂ иламиз, бу эса х нинг оптимал- 
лигига тенг кучлидир.

Зарурийлиги. Дейлик, х — бузилмаган оптимал базис
0!\И М , ЯЪНИ,

x ij  >  О, ( « , / ) € * / в  ( 9 )

булсин. Фараз цилайлик, (7) тенгсизликлар (;0, /0)£ U H бул­
ганда

Л1о/о >  0 (Ю)

ба^ода бузилсин. Махсус Ах =  {А*.., (г, j )£ U }  орттирма ^у- 
рамиз. Дастлаб,

_  |  0 >  0 , агар (t, /) =  (/„, / 0) б^'лса,

I 0 , агар (г, /)=/= (<„, /о). (». /) € булса,

деб оламиз. Долган A xijt (i, j) £ компоненталарни (11) ни 
хисобга олганда хуйидаги

-у  — 0, агар i =  »0 булса,
Х‘'Г  . + 0. агар * =  /„ булса, ( 12)

/6/‘ (L'B ,£/‘ <с/б> 1.0 , агар t #  г0, /„, t€/» булса,
куринишни оладиган (5) тенгламадан топамиз.

( 12) тизимнинг 5 б= { / ,  ^/Б} шажара ва (t0, /0) ёйда аниц- 
ланган Ax(/, ечимини топамиз S B га (/0, / 0)*ёйни
Хушиш ягона {t0, / 0, fx, . . . .  /fc} циклнинг пайдо булишига 
олиб келади (5 -лемма). (г„,/0) ёйда Axij нинг циймати бе­
рилган ((II) га х-): Ах,-0/-0 =  0- У \олда (12) тенгликларнинг 
цикл буйлаб бажарилиши учун: 1) агар {(,/} — циклнинг 
Хирраси ва (г, /) ёй—циклни t0 ->  /0 йуналишда айланиб утиш- 
да тугри ёй булса, Ахц  =  0 булиши; 2) агар царалаётган 
(»,./) ёй тескари булса, А х ц = — 0 булиши зарур ва етар­
лидир. Циклга кирмайдиган цирраларга мос барча (i, j) £ U b 
ёйлар учун Ал;,-, = 0 деб олиб, (12) тизимнинг 0 к,ийматли 
(‘о> Jo)- циркуляцияни ифодаловчи ечимини оламиз.

К,урилган циркуляцияни базис окимнинг устига ь^уямиз 
У холда (11) га мувофи^ х ^  = 0  ёйли ок,им =
+  Ч . я в > °  оцимгача ортади. x ijt ( i , / ) ^ ( i 0, /l) , (» ,/)Й /н
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ёйли окимлар узгармайди. х{, ёйли ок,имлар цикл буйлаб 
| S x tj | (| Ах^\ <  0) га узгарадилар. Шунингдек, (('„, /0) дан 
танщари цикл базис ёйларнинг к,ирраларидан иборат Оулган- 
лигидан, у буйлаб (9) тенгликлзр бажарилади ва Дх(( лар-
нинг етарли кичик узгаришлари уларни буза олмайди: х ц — 
=  Хц +  Ахц 0, (г, /) £ U б- Шундай ^илиб, х f= х +  Ах век­
тор етарли кичик 0 >  0 учун 5  турда ок;имни ани^лайди. 
Орттирма формуласи (6) дан (10) (11) ларни хрсобга олган- 
да, х  окимнинг ^иймати оптимал х окимнинг кийматларидаи 
кичик булади;

2  си~хн =  2  са ха  -  0 \ , о  <  2  си хи ( 13)
(//) 6 и  (1,/)<е и  (i.i)sU

Зиддият теоремани исботлайди.
Оптималлик критерийси (7) ни текшириш цуйидаги опе- 

рацияларга келтирилади: 3- бандда баён ^илинган ^оидалар 
буйича тугунларнинг потенциалларини хисоблаймиз, улар 
буйича нобазис ёйларнинг бахоларини топамиз, уларнинг 
ишорасини текширамиз.

5. Цуйидан чегараланмаган цийматли о^им мавжудли- 
гининг етарлилик шарти. Фараз ь^илайлик, 4- бандда ^ара- 
лаётган базис о^им учун ( 10) тенгсизлик бажарилсин ва 
циклнинг кирраларига мос барча ёйлар циклни г0 ->  /„ йу- 
налишда айланиб утишда тутри булсин. Бу ^олда оптимал­
лик критерийси зарурийлигининг исботидан куринадики, бар­
ча Ахц сонлар цикл буйлаб мусбат буладилар. Шунинг учун 
х га ихтиёрий 0 >  0 цийматли циркуляцияни ^уйганда 
х  оким хосил булади. (13) дан келиб чицадики, 0 ортиши 
билан х окимнинг киймати чексиз камаяди.

3- теорема. Банднинг бошида келтирилган шарглар- 
да (2) масалада исталган даражада кичик ^ийматли оким 
мавжуд (яъни (2) масала ечимга эга эмас).

6. Итерация. 4- банддаги базис окимнинг тахлилини да- 
вом эттирамиз. (10) манфий бахр билан бирга, 5 - банддан 
фар^ли уларок, цикл буйлаб хамма ёйлар хам турри була- 
вермайдиган охирги хрлни цараймиз. Равшанки, бу >рлда х 
оким га фа^ат чекли 0 ^ийматли (/„, /0) циркуляцияни 
^уйиш мумкин. 0 ортиши билан янги окимнинг к^иймати ка- 
майганлиги учун (2) масалани ечиш ну^таи назаридан мак- 
симал жоиз 0° кийматни топиш керак булади. Цикл­
нинг ^ирраларига мос тескари ёйлар учун уринли булган
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форм у ладан
fi0= Gi . / . =  x u . = min xu  <14>

эканлиги келиб чикади, бу ерда минимум нобазис (i0, /#) ёй 
буйича ^урилган циклнинг барча тескари ёйлари буйича з̂ и- 
собланади.

х окимни х оким га алмаштирамиз, бу баён ^илимган 
амалларга мувофи^ куйидагига келтирилади: циклнинг тугри 
ёйларидаги (жумладан, (/„, /0) ёйдаги) о^имларини 0° га орт- 
тирамиз, тескари ёйлардаги окимларини 0° га камайтирамиз, 
долган ёйли окрмларни узгартпрмасдан цолдирамиз. Бунда
(13) га кура о^имнинг 1̂иймати в0 А{ . к>адар камаяди ва бу 
катталик бузилмаган х  о^им учун (10) (14;, (9) ларга кура 
мусбат булади, чункн 0° >  0 . (г*, /*) ёйни 0 Б тупламдан 
чицариб ташлаймиз, лекин унга (t0, /0) ёйни цушамиз. х{ =  
=  0 булган (г*,/*) ёйни чи^ариб ташлаш {/, U B U ( /0./о)} 
турдаги ягона циклни бузади. Демак, цисмий 5 Б=  {/, U B } 

тур й ъ =  /*) U (»о> /о)) билан бирга шажара булиб,
U b — базис ок;им булиб к,олган янги л: о^имга мос базис 
тупламдан иборатдир.

х -+ х  утиш аникланишига кура бошлангич базис о^им 
учун кетма-кет бажарилган баён килинган турдаги итера- 
цияларнинг йигиндисидан иборат булиб, пот енциа\ 1ар усу-  
лининг шперацияси деб аталади.

Бузилмаган турли нацлиёт масалалари (барча базис оцим- 
лари бузилмаган) учун потенциаллар усули чеклидир. Бу 
итерациялар жараёнида ёйларнинг базис тупламлари ок^им 
кийматининг ^атъий камайиши натижасида икки марта уч- 
раши мумкин эмаслигидан, базис тупламларнинг эса ёйлар­
нинг барча тупламида фа кат чекли сонда эканлигидан ке­
либ чн^ади.

И з о ) ( .  Баён килинган итерацияда {ig, j 0) ёй ихтиёрий мусбат (10) 
бахо буйича танлаб олинган эди. Куп холларда уни

Ч / .  = тахД 1>  ( ь п е и  н
шартдан танлаб оладилар.

I S  7. Потенциаллар усулининг биринчи фазаси. (2) масала 
учун ёйларнинг бошланшч U B базис тупламини ь^уриш по­
тенциаллар усулининг биринчи фазаси деб аталади. Купин- 
ча U B синаб куриш усули ёрдамида оддий курилади. Уму-

x  ij —  x ij ^ x ij —  x ij ®

69



мин усул цуйидагича. «S =  {/, U) турга ап , = 2  ai =  ^ жа-
1ч1

далликка* эга булган п +  1 сунъий тугунни ва агар i- ман- 
ба ёкн нейтрал тугун булса, (г, / г + 1) куринишдаги сунъий 
ёйлардан иборат U c тупламни; агар i — о^иш (куйилиш) бул­
са, ( я + 1 ,0  куринишдаги сунъий ёйлардан иборат Uc туп ­
ламни 1̂ ушамиз.

Кенгайтирилган турда сунъий ёйлар туплами базис булади 
(текширинг!) ва базис (сунъий) ёйлар буйлаб ок,имлар бош­
лангич турнинг бу ёйлар можароли булган i£ l  тугунлари 
интенсивликларининг абсолют кийматига тенгдир.

11 з о д. Агар муайян масалада бошлангич базис тупламни бнрдлн 
цуриш мумкин булмаса куп долларда | / 1 та сунъий ёйларни эмас, бал­
ки факат уларнинг унча куп булмаган ^исмини киритиш етарлидир.

Кенгайтирилган турда потенциаллар усули билан сунъий
Vеили окимлар идаиндиси ^  Хц ни минималлаштирамиз

( i  ,])eU с

(биринчи фаза масаласи). 1-§  нинг тархи (схемаси) буйича 
биринчи фаза масаласининг (i, j )£ U ,  x*i; , (г, j) £UC) ечи­
мини тахлил циламиз: 1) агар xj. ф  0, { i , j ) £ U c, булса, бош­
лангич тур оцимга эга эмас; 2) фараз ^илайлик, x'tj =  О, 
( i , j ) £ U c ва ёйларнинг базис туплами U*h ягона сунъий ёйга 
эга булсин. Бу ёйни С/Б дан чицариб ташлаб бошлангич 
масаланинг базис тупламига ва бошлангич {х]., (г, j)£U  ба­
зис окимга эга буламиз. (2) масалани 6- бандда баён килин- 
ган, базис оким цуряшдан бошланадиган усул билан ечиш 
жараёни потенциаллар усулининг иккинчи фазаси деб ата­
лади; 3) х}, — 0, (г, /') £ Ис ва U'E базис туплам биттадан ор- 
тик сунъий ёйга эга булсин. У холда, нобазис (t, /’) £ 
ёйлар ичида доимо шундай (/*, /*) ёй топиладики, и*Б базис 
ёйлардан ва (/*, /*) ёйдан ь^урилган цикл иккпта сунъий 
ёйга эга булади (S =  {/, U)  тур богламли деб фараз цили- 
нади). Бу сунъий ёйлардан биттасини базис тупламдан чи- 
^арамнз ва унинг урнига (/*, /*) £ U  ёйни киритамиз. Чекли 
сондаги ка дам дан сунг ягона сунъий ёйга эга булган базис 
тупламни оламиз, яъни 2) хрлга келамиз.

Минимал ^ийматли о^им ха^идаги масалани ечишнинг

* (2) дан, S турда о^имнинг мавжуд булиши учун 2  яг' = 0  тенг-
г’е/

ликнинг зарурлиги келиб чицади.
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1.5- чизма 1.6- чизма

потенциаллар усули н а ц л и ё т  м а с а л а л а р и н и н г  цуй- 
идаги м у ^ и м  х о с с а с и г а  ишонч хрсил цилиш имконини 
бсради: агар турнинг о^имга эга булган тугунларинннг жа- 
даллиги бутун сонлардан иборат ва о^имларнинг ^иймати 
чегараланган булса, оптимал окимлар ичида бутун сонли 
оцим мавжуд (унинг барча ёйли о^имлари бутун сонларга 
тенг) булади.

Х.а^и^атан, биринчи фазанинг бошлангич базис о^ими бу­
тун сонли булади (7- бандга ^ар бнр итерацияда эса i J 
бугун сонли оцим яна бутун сонлига алмашади. У /

8- мисол. 1.5-чизмада тасвирлангав 6 тугундан иборат турда опти- 
мат оцимни топамиз. 1 тугун-манба, 6 тугун-ок,иш булсин, | | — |ов|=
•-= 10. К,олган тугунлар нейтрал булсин. с,-- характеристикалар мос ёйлар 
устига жойлаштирилган.

К,аралаётган тур учун элементлари 1.5- чизмада йурон чизиклар би­
лан ифодаланган ёйларнинг бошлангич базис туплами осон курилади. 
Бошлангич базис ёйли окимларнинг кийматлари ёйларнинг тагига жой- 
лаштирилган (нобазис ёйли окимлар нолга тенг ва улар бслгиланмайди).

Масалани ечишни тугунлар потенциалларини к;уришдан бошлаймиз.
«4 =  0 деб оламиз (4 тугунга энг куп сондаги базис ёйлар можа- 

роли булади) ва бу сонни тугун ташкарисига ёзамиз (1 .5 -чизма). Дол­
ган нотенциаллар (3) формула буйича осон топилади. Сунгра (4) фор­
мула буйича нобазис ёйларнинг ба^оларини з^исоблаймиз ва натижаларни 
ёйлар тагига жойлаштирамиз.

Нобазис бах,оларнинг максимали Д,- — Д35 =  7 га тенг. (3.5) ёйни 
ёйларнинг базис тупламига цушамиз, у {3,5, 4, 2, 3} циклга олиб ке- 
лади. Циклнинг тескари ёйларида минимал ёйли о^им 0° =  х ,• =  
л45 =  0> So =  0 булганлигидан, итерация (4.5) базис ёйни (3.5) ёйга 

алыаштиришга келтирилади (1 .6 -чизма). Янги турда потенциаллар ва

71



бахоларни хисоблагандан сунг 
максимал нобазис Д, 2 =  6  ба.^они 
топамиз. Кейинги операцияларнинг 
натижалари 1.7-чизмада жойлаш- 
тирилган. Турдаги оь;им (1.8- чиз­
ма) оптималлик критерийснни ^а- 
ноатлантиради. 1.8 - чизма буйича, 
минимал цийматли о^имнииг ком- 
понентлариии топамиз:

4 2  —  1® '  * 1 3  * 3 2  —  * 2 4  —

* 4 5  ~  0 '  * 4 6  — 56 = 0 .

9. Матрицавий нацлиёт масаласи. Тугунлар туплами I 
иккита узаро кесишмайдиган / х (манбалар), / 2 (оцпшлар) 
цисм тупламлардан (Ix U / 2 =  / ,  / г П 1* =  0 )  ёйлар туплами 
U —ихтиёрий (t, /), i£ / lt /£ /2 куринишдаги ёйлардан иборат бул­
ган оддий S  =  { / , U }  турда  (1.9- чизма) минимал цийматли 
оцим ^ацидаги масалани ^араймиз | / х!, | / 2 | лар катта бул­
ганда турнинг тугунлари сони I/jI • |/2| катта булади ва цул- 
да хисобланганда потенциаллар усулининг турли операция- 
ларини ^ийинлаштиради. Бундай шароитда нацлиёт масала- 
ларининг бошца (жадвал) матрица модели анча цулайдир. 
Наклиёт т х п  жадвалини киритамиз (I. 11- жадвал). Ю

в 1 В ,

I. 11- ж а д в а л

В п

A t С11 С12 с \п
х п *12 *1л

А , С21 С22 с2 п
*21 *22 *2-1

.

Ат с*и
*mi

ст 2
* т 2

стп !
х  тп

а 1

bi b% . . .  Ьп

{ 1, 2 , . . . ,т) сатрни .4 ,- ишлаб чикариш пунктига мос к;илиб 
цуямиз, /£ / ,  =  { 1, 2, . . . .  п}  устунни В. истеъмол и;илиш 
пунктига мос цилиб к,уямиз. Жадвалнинг (t, j) катаги А( дан 
B j гача булган йулга мос келади. (г, /) катакнинг юцори
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унг бурчагига унинг характеристикаси >  0 ни, яънп дан 
В га бирлик махсулотни ташиб утишнинг кийматини жой- 
лаштирамиз. Ai да ишлаб чи^ариш хажми >  О ни цатор- 
дан унг томонда, В. да истеъмол килиш хажми О ни 
устуннинг пастига жойлаштирамиз. Хар бир катакнинг паст- 
ки "чап бурчагига х ташишларни жойлаштирамиз. /  тугун- 
лардаги баланс шарти i- сатр ва /- устун эламентларидан х,о- 
сил цилинадиган ва хамма ма^сулот ишлаб чикариш пункт- 
ларидан олиб чикиб кетилишини ^амда барча истеъмол пункт- 
ларининг талаблари кондирилиши кераклигини ифодалайдиган

п т

2  ХЦ = ai> 1 = т' 2  ХИ = ЬГ ] = п (15) 
i= i  i= i

тенгликларга келтирилади. (15) тенгликларни ва

Х{1 >  0 , / =  1, т, /  =  1, /г (16)

тенгсиэликларни к^ноатлантирувчи ташиш режалари х= {х1/, 
/ =  1, т ;  / =  1,«} да наклиёт харажатлари

т п

2  2  е//* // (17) 
i - i  /-1

га тенгдир. (17) функциянинг (15), (16) чеклашлардаги 
минималлаштириш масаласи матрицавий наклиёт масаласи 
деб аталади.

Ушбу банднинг максади—потенциаллар усулининг турли 
операцияларини наклиёт жадвалларига кучиришдан иборат. 
Аввало ташишлар режасининг мавжудлик критерийсини 
исботлаймиз.

3- теорема. Матрицавий наклиёт масаласининг ташишлар 
режаси мавжуд булиши учун умумий баланс шарти

т п

< 1 8 )
f I i

нинг бажарилиши, яъни ишлаб чи^арилган ма^сулотнинг 
умумий ^ажми умумий истеъмол ^ажмига тенг булиши за- 
РУР ва етарлидир.

И с б о т и . Зарурийлиги. Агар {xi r  /  =  1 ,/г} —
ташишлар режаси булса, (15) дан
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2 “ < - Ш % ) - 2 ( 2 * « ) = 2 6<-
r - " i  i - i  / =  i '  / = 1  i = i  / = i  

келиб чи^ади.
Етарлилиги. (18) тенглик бажарилсин. xij =  ni b.tа ,  г' =

т п

=  1, т, / — 1,/г, а = У й г =  'У  6/ деб оламиз. Равшаики,
___ i=i /= 1

х — {х .̂, У =  1, л} ларда (16) тенгсизликлар бажа­
рилади. Хц ларда (15) тенгликлар хам бажарилади:

п п  _______

V  xtj =  а V  Ь./а =  i =  1, т\
/ = 1  / = 1

т т _____

2  XU =  bi 2  fli/ a  =  bj' / =  !- "•
( = i  1 = 1

Шундай ^илиб, x — ташишлар режасидир. Теорема исбот- 
ланди.

Х,ар ^андай х  ташишлар режаси учун
т  п т  п  ______  ______

о Хц < 2 2  хц = 2  а « =  2  bi  <  ° ° ’ 1 ~  т ;  /==1 ,  /г
1 = 1  / = i  i =  i / = 1

муносабатлар бажарилганлигидан, ташишлар режалари туп­
лами компакт булади ва умумий баланс шарти (18) опти­
мал ташишлар режаси хп — матрицавий наклиёт маса­
ласининг ечими сифатида мавжудлиги критерийси булади.

Ташишлар базис режаси ва катакларнинг базис туп- 
ламларини киригишга утамиз. Ушбу {(г,, Д), ( iu /2), (/2> /г)’
• • • . («*./*)} {(iv  / г), ( i 'a /j) ,------ (**./*)} куринишдаги

иккнта кушни катак битта сатр ёки битта устунда ётган, 
лекин бирорта сатрда хам ва бирорта устунда хам учта кетма- 
кет катаклар булмаган х.ар хил катаклар кетма-кетлигига 
(/lf /,) катакни (ik, jk) катак билан богловчи занжир (оддий, 
элементар) деб аталади. Цикл  — четки катаклари битта i^a- 
торда ёки битта устунда ётган занжирдир. Агар наклиёт 
жадвалида занжирнинг кушни катакларини тугри чизиклар 
(занжирнинг бугинлари) билан туташтирсак, занжирнинг 
цушни бугинлари хамита узаро тик булади.

Агар |{/Б| — n- j - t n  — 1 булиб, унинг элементларидан би­
рорта хам цикл тузиш мумкин булмаса, UB c z U  катаклар 
туплами тула  дейилади.
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6 - таъриф. Агар ташишлар режаси х = { х (-,, i — l,m,  j =  
=  1, п) да п +  т — 1 тадан бошца ташишлар нолга тенг

хц — 0, ( i , /)€ * /« •  и н =  
булиб, 1\олган п  +  т ~  1 та ташишлар £/Б тула туплам таш- 
кил к^лувчи катакларда жойлашган булса, бу ташишлар 
режаси базис режа деб аталади.

xir  (i, i)  6 ташишларни базис деб, х(/, (;', /) £ t / H лар- 
iiii ьса нобазис деб атаймиз. £/Б туплам — катакларнинг 
(ташишларнинг базис режаси л; га мос) базис туплами  деб 
аталади.

7 - таъриф. Агар *,•,■> О, (/, j ) £ l / b булса, ташишлар ба- 
зис режаси бузилмаган деб аталади.

2- банддан катакларнинг базис туплами хоссалари ке­
либ чицади: 1) хар бир ь;атор ва х,ар бир устунда базис ка- 
так (UB дан олинган катак) топилади: 2) битта базис катак 
ётган сатр ёки устун мавжуд булади; 3) сатрда (устунда) 
ягона булган базис катакни сатр (усгун) билан биргаликда 
чицариб ташлаш кичрайтирилган базис туплам базис булган, 
кичрайтирилган нацлиёт жадвалга олиб келади; 4) сатр ва 
устунлардан олинган ихтиёрий жуфтни катакларнинг базис 
туплами U B нинг элементларидан иборат ягона занжир би­
лан туташтириш мумкин; 5) катакни U B базис тупламга ^у- 
шиш ягона циклни ^осил килади; 6) агар U B катакларнинг 
базис туплами булса, базис оцим ^уйидагича тикланади:
a) x^ =  0, (г, /)  £ U H, деб оламиз; б) г, ^аторда ( /, устунда) 
ягона булган базис (ilf j t ) катакни ахтарамиз: в) x,'l(l =  
=а,- (х: . =  Ь, ) деб оламиз; г) Ь, хажмни 6, — х,- га (а,-4 M/l /l Ii 4 /1 fl/l ' м
ни а ,^ — x(i)i га) алмаштирамиз ва сатрни (j1 устунни) 
царамаймиз; д) кичрайтирилган жадвалда а) — г) операция- 
ларни такрорлаймиз. п т — 1 ца дам дан сунг U в базис 
тупламга мос базис режа к,урилади.

Матрицавий наклиёт масалалари учун ташишларнинг бош­
лангич базис режасини ^уришнинг бир неча усуллари маз- 
ЖУД. Кенг ёйилган иккита усулни баён циламиз.____

Минимал элемент усули. d j ,  i — 1, т, / =  1 , п  эле- 
ментлар ичида минимал булган с,- ни топамиз. х,- , =J hit L l' /1
= m in  {a,: , b : } деб оламиз. Агар x; . =  а,- (х,-, = Ь .  ) булса, L1 г li> r  l i h  h i i  I v  J L
каторни (j\ устунни) царамаймиз, bf (а,-) сонни эса bf —x i f 
К  - х ц , )  га алмаштирамиз. Келтирилган операциял ;рни
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кичрайтирилган жадвал учун такрорлаймнз. п-\-т—1 ^адам- 
дан сунг п +  т — 1 та х£/. сон топилади. Агар долган ка-
таклар учун Хц 0 деб олсак, хосил булган {xJ(, i =  1 ,т ,

j — 1, п} туплам ташишлар режасини ташкил этиши келиб 
чн^ади. Х,ар бир сатрда (х>ар бир устунда) x i , . . . > 
сонлар хнсобланган хеч булмаганда битта катак булганли- 
гидан, ташншларнинг олинган режаси базис булади.

Шимоли-гарбий бурчак усули. Наклиёг жадвалининг 
«шимоли-гарбий бурчак» да ётувчи ( 1, 1) катаги учун х п — 
=  min{fl1( 5j} деб оламиз. Агар хп  — a1 (xll =  bt) булса, 1 
сатр (1 устун) ни ^арамаймиз, Ьу (ох) сонни эса Ь, —
— xn (° i — хп) га алмаштнрамиз. Кичрайтирилган жадвалда 
шимоли-гарбий бурчакни танлаб оламиз ва барча опера­
ция ларни такрорлаймнз. п - \ - т — 1 ^адамдан сунг ташиш­
лар бошлангич режасининг базис ташишлари курилади. Ба- 
зислик бундан олдинги усулдагидек исботланади.

Матрицавий наклиёт масалаларини ечиш учун 4- банднинг 
наклиёт жадваллари тилида ифодаланган усулидан иборат 
потенциаллар усулини баён килишга утамиз. Фараз ^илач- 
лик, х — катаклар базис туплами U ь булган ташишлар ба­
зис режаси булсин. К,андайдир (ихтиёрий) г, сатрга (/, ус 
тунга) (у._) сонни (потенциални) мос куямиз. (3) тенг- 
лама келтириладиган

U: - f  U =  С: •*i Ji Lih
тенгламадан (/,, Д) базис катак буйича vh , (uit) ни топа- 
миз.

Базис тупламнинг юкорида курсатилган (4) хоссасига 
асосан,

щ +  uj =■ cijt ( i , j ) £ U Б (19)

потенциаллар тенгламалари барча и,атор ва устунларнинг 
потенциалларини бир кийматли гопиш имконини беради. 
и о . ,  i — l,m,  /  =  1, п, потенциалларни билган хрлда (4) 
формулани к,уллаб, нобазис катакларнинг А,-. ба^оЛарина

А(7 =  uf + v — c ir  ( i , j) 6 U H (20)

формула буйича топамиз.
Ташишлар базис режасининг оптимал булиши учун

Д,.. <  0,  ( / , / ) €  UH (21)
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тенгсизликлар етарли, бузилмаган холда эса зарур хамдпр.
Агар (21) оптималлик критерийси бажарилмаса, шун­

дай (W o) катакни топамизки,
Ai.i. =  m a x (22)

булади.
Матрицавий наклиёт масаласида максад функцияси та­

шишлар режалари тупламида цуйидаи чегараланган булган­
лигидан, масала ечилмаслигини текшириш бос^ичи тушиб 
колади

(г'о,/,,) катак ва U B дан олинган катаклар ёрдамида цикл 
(у ягонадир) хурамиз. Биринчи булиб ((0, /0) дан горизоитал 
бутнии хисоблаймиз. Горизонтал бутинлар (2-банддаги тес­
кари ёйларнинг ухшашлари) охирларида ётувчи ташишлар 
ичида энг кичигини танлаб оламиз;

0° =  0,- , =  X: , =  min X:. (23)*•* I* L! '
Ташишларнинг бузилмаган базис режаси учун хам||ша 

0° >  0. Циклнинг вертикал бутинларининг охирларида (шу 
жумладан ((0, /0) катакда ^ам) ётувчи х(/ ташишларга 0° ни 
Хушамиз, циклнинг горизонтал бупшларининг охирларидаги 
ташишлардан 0° ни айирамиз ((ц , /*) катакдаги ташиш йуцо- 
лади). Долган гашишларни узгартирмаймиз. Итерация ка- 
такларнинг базис туплами U B =  (£/B\ ( i* ,  /*)) U (/„, / 0) бул­
ган ташишларнинг янги х режасини цуриш билан гугалла- 
нади. Итерацияда наклиёт ^аражатлари 0°Л1о/ га кис^арадн.

Параграфни берилганлари 1.1 2 -жадвалдагидек булганда мииимал 
элемент усули билан ташишларнинг бошлангич базис режаси топилган 
(^улайлик учун базис режалар дойра ичига олинган) кургазмали мисолни 
ечиш билан тугатамиз. 5 устунга (энг куп сонли базис катакли) vs ~  
= 0  ноль потенциални мос цуямиз (у c(-s сонлар устунининг уст ига ёзил­
ган). (19) тенгламадан (1,5) базис катак буйича 1- цаторнинг потенцна- 
лини топамиз (у биринчи цаторда — с 1(- сонлар билан бир цаторда ёзил­
ган): Ui =  5. (19) тенгламадан фойдаланиб, колган цатор ва устунлар- 
нинг потенциалларини топамиз. Сунгра (20 ) формула буйича нобазис 
катакларнинг бахоларини хисоблаймиз ва уларни катакларнинг унг 
пастки бурчакларига жойлаштирамиз. Максимал Д,о/- = Д 13==3 ((22) га 
Н ) бахо мусбатдир, яъни ташишларнинг бошлангич режаси оптимал 
эмас ((21) тенгсизликлар бузилади). (1.3) катак ва базис катаклар ёрда- 
мида{(1,3), (1,5), (3,5), (3,3) (1,3)} циклни цурамиз. Циклнинг горизон­
тал бугинлари охирларидаги минимал ташиш 0° =  дг,-/ =^д:15-—35 бу­
лади ((23) га ц.). 35 сонини (1,3), (3,5) катаклардаги ташишларга цу- 
шамиз ва (1,5), (3, 3) катаклардаги ташишлардан айириб ташлаймиз. 
Колган ташишларни узгармас к,олдирамиз. Базис тупламдан (1,5) катак­
ни чикариб ташлаймиз, (1 ,3 ) катакни унга цушамиз. Янги итерация 
J-13- жадвалдан бошланади. Навбатдаги итерацияларнинг натижалари 
114, 1.15- жадвалларда жойлаштирилган. 1.15- жадвал оптималлик кри-
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1.12- жадвал 1. 13 ■ жа д вал
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j i / г Т  4
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1.15- жадвал

85

4 вг - 1  з  в4 -г о

15 25 36 10 в5
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л1 Q.Ь 1 О 50 А‘
2 3 1 5 J 2 -2ААг -5 <?V 6 -з 40 *г
1 4 2 1 1 1 -J

*3 -7 -2 -з -6 ® ) 60
4 2 J 1 2 h -1

-2 О (7 © 2/ А$

Bj г  j  4
1 3 2 4 5

© щ ь -1 -1
3 1 5 3 г

-4 © -5 -г ©
4 2 1 5 1
-6 -г 2 -5
2 3 1 2 4
■2 -1 @ ® -1

15 25 X 10 S5

50
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Ъ

терийси (21) ни каноатлантиРаАи ' I • 1 5 -жадвалдан ёзиб олинган
=: 15, =  10, л-V, =  25, *2 2  '

15, 4 ;  = 2 5 ,  ^35 =  60,
„о _  , п о _  о о о _  о
*44  —  *14 —  Х 2 1 — Х 23  Х 24  *31 —*32 — — *‘1,* 3 3 5 4 "

=  *42= *4 5 '
0  сонлар каралаётган масалада ташишларнинг оптимал

режасини ташкил этади.
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, I I  б о б . КАВАРЩ  ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Ь\авариКс программалаштирииг деб математиканинг чекли 
улчовли  Rn фазонинг каварик X  тупламларида каварш\ 
f  (х) функцияларнинг минимумини топиш ^а^идаги

/  (х)->- min, х £ X  ( 1)
масалалар урганиладиган булимига айтилади. Каварик прог- 
раммалаштириш чизи^ли программалаштиришнинг (1 боб) 
бевосита умумлашмасидан иборат булиб, унинг вужудга ке- 
лиши ва ривожланишига чизи^ли программалаштиришнинг 
усул ва гоялари катта таьсир курсатди. Каварик программа- 
лаштириш масалаларини текшириш каварик функциялар ва 
тупламларнинг хоссалари батафсил урганиладиган /£авариц  
та\лилнинг яратилишига олиб келди.
[у 1\аварии; программалаштиришнинг асосий масаласи булган 
(л) ни ифодалашда X  тупламни Х =  \ х : g  (х) <  0, х £ Q j кури- 
нишда бериш к,абул ^илинган булиб, бу ерда Q туплам ва 
т- вектор- функция g  (х) нинг компоненталари каварик туп­
лам ва функциялардан иборатдир.

1-§ . КаваРиК тупламлар ва функциялар

Кавариь; тупламлар ва функциялар экстремал масалалар- 
нинг хозирги замон назариясида катта роль уйнайди. Улар 
цавари^ тахлилда урганилади, мазкур параграфга эса ундан 
бошлангич маълумотлар келтирилган.

1. Таърифлар. Агар п улчовли Rn Евклид фазосидан 
олинган X  туплам  узининг ихтиёрий иккита нуцтаси билан 
бирга уларни туташтирувчи кесмани х;ам уз ичига о л са (11. 1- 
чизма), бундай туплам цавариц туплам  деб аталади. Бош- 
кача к,илиб айтганда, агар х 1, х2 £ Х  булса, барча к £ [0, 1] 
лар учун х (А,) =  к Xх +_ (1 — к) х2 £ X  булади.

Кавари^ тупламларга Rn фазо ва 11.2-чизмада курсатил­
ган тупламлар мисол була ола- 
ди. 11.3-чизма да ^авари^ бул- 
маган тупламларга мисоллар кел­
тирилган.

Агар ихтиёрий х1, х2 £ Х  ва 
барча Л, € [0, 1] лар учун
/  (Kxl +  (1 - к )  х2) < %. f  (х1) +  .

+  (1 — X) / ( * 2)
v I I .1- чизма
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тенгсизлик бажарилса, давариц X  тупламда аншуганган ва 
чекли булган /  (х) функция цавари^ дейилади (11.4-чизма).

Масалан, силли^ булмаган f  (х) =  \х\, x £ R lt функция 
цаварицдир, чунки барча х 1, x2£ R v  Я,£[0 , 1] лар учун 
I^X1 — (1 — к) Х2\ <  Я, |x4 +  (l — Я) \хг\ уринли.

Кавариь; функциянинг таърифи сифатида куйидаги кри- 
терийни олиш мумкин: X тупламда f  (х) функциянинг цава- 
ри^ булиши учун унинг устграфиги ( 11.5 -чизма)

| | \A lU f/-A )x \ 1 у 
О X* X L X

II.4- чизма
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о I  о г

* / =  К*. y ) - x £ X ,  y > f  (х))

кавариц туплам булиши зарур ва етарлидир.
Скаляр таъриф. Агар ихтиёрий х, l ( z Rn лар учун скаляр 

t £ R l аргументли ф (0 =  /  (х +  It) функция каварик, булса 
ва фацат шунда /  (х), x £ R n функция кавариц булади. Сил-
лиц / ( х ) £ С (1) функциялар учун цуйидаги критерий цулла- 
нилади. Агар барча х, х* С Rn лар учун

/  (x) —  f  (х*) >  (х — х*) df  (х*)/дх
тенгсизлик бажарилса ( 11.6- чизма) ва фа цат шунда /  (х) 
x £ R n, функция цавариц булади.

Агар /  (х), x £ R n, функция икки марта узлуксиз диффе-
ренциалланувчи, яъни f  (х) £ С {2) булиб, унинг иккинчи тар- 
тибли ^осилалари матрицаси d2f(x)ldx2 >  0, х £ Rn, манфий 
булмаса ва фацат шунда функция цавариц булади.

Эслатиб утамизки, агар х'Лх квадратик шакл барча х =
п гг

=  {Xj, . . . , хJ  £ Rn учун мусбат ишорали, яъни V ^ ^ x . x ^
i=i/= |

П П

>  О ^аниц мусбат, яъни > 0 , x^=O j булса,
< =! / = !  __

симметрик п х п  матрица А  =  \air  i = \ , n ,  j = \ , n  ман- 
фиймпс (мусбат )  дейилади ва Л > 0  (Л > 0) белги ор- 
кали белгиланади. Сильвестр крипгерийлари маълум:
1) А матрицанпнг мусбат булиши учун унинг барча кетма-

II.5 - чизма II.6 - чизма

6 - 6 1 2  81



s мусбат булиши, яъни Ds= d e t (о(/кет бош мннорлари D

i — l,s, / =  l,s) > 0 , s =  1 ,n  булиши зарур ва етарлидир; 
2) А матрицанинг манфиймас булиши учун унинг барча бош

минорлари манфий булмаслиги, яъни det/4 2’ ’

>  0 , 1 <  i v  i2<  . . ,^<  is <  п\

етарлидир. Бу ерда А

1 > 2»

i

Ая
1

нинг 1л.

S  

11,

\1 к  /г» 
рак,амли

s =  1,/г,

• ••
• • . /, 
сатрлари

1 > 12 >

булиши

оркалн

' • •> Is)

зарур ва 

А матрица-

ва / р / 2,
рацамли устунларидан тузилган s X s  матрица белгиланган.

2 . ^авариц тупламларнинг хоссалари. Ихтиёрий сондаги 
каварик тупламларнинг кесишмаси ^аварих тупламдир.

К,аварих тупламнинг ихтиёрий х \  i = \ , k  злементлари-
к

нинг каварик комбинацияси (2 \ ' xI> \ - > 0 , t =  1,/г,
1-1

j шу тупламга тегишли булади.У \ . =  1
i 1

Фараз цилайлик, X , Y  — 
хаварих тупламлар булиб, 
улардан бири чегараланган 
булсин. Агар уларнинг 
ёйилмалари X , Y  i/заро ке- 
сишмаса, улар катъий аж- 
ралувчан (11.7- чизма) була­
ди, яъни ^андайдир п- век­
тор с ф  0 ва а  сонларда 
барча х £ Х ,  y £ Y  лар учун 
с'х <  а  <  с'у тенгсизлик 
бажарилади (хатъий ажра- 
лувчанлик хаки да ги теоре­
ма; с ' х — а  — ажратувчи 

гипертекисликдир).
Узаро кесишмайдиган хаварих х ,  Y  тупламлар ажралув- 

чан булади, яъни шундай с ф  0 вектор мавжудки, барча 
х £ Х ,  b £ Y  ларда с'х < с'у  булади (ажралувчанлик ха^ндаги 
теорема).

Агар х* хаварих X  тупламнинг чегаравий нухтаси бул­
са, бу нухтада X  тупламга таянч текислик мавжуд бу­
лади, яъни кандайдир с ф  0 да барча х £ Х  лар учун с'х <

II .7- чиз\га
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с'х* тенгсизлик бажарилади (таянч текисликнинг мавжуд- 
лиги хасидаги теорема).

3. Цавари^ функцияларнинг хоссалари. {^авариц /  (х), 
x £ R n функциянинг сат.\ туплами \ x : f  (х )<с) ё буш, ё ца- 
варик туплам булади.

Агар /,■ (х), x £ R n, i =  \ ,k  — цавари^ функциялар булса,
П

/  (х) =  2  a t fi W* a i >  0 ва /  (х) =  т а х / (- (х), t =  1,£ функ- 
i=i

циялар хам кавариц булади.
К,авариц /  (х), функциялар ^ар бир х нуцтада уз-

луксиздир.
К,авариц /  (х) функция xtap бир x £ R n ну^тада ихтиёрий 

l £ R n йуналиш буйича ^осилага эга:

df W  _  ]im  f (* +  U) - -  /  (*)
<3/ <-*o /

Масалан, fa М/<?/|,_0 =  |/|, (3 |x|/a/|je>0 =  /, d |лг|/а/|^<0 = — I. 
Агар барча x £ R n лар учун

/  (x) — /  (x*) >  с' (x — x*)

тенгсизлик бажарилса, c £ R n вектор каварик, /  (х), х £ R n 
функциянинг х* нуктадаги субградиенти деб аталади. х* 
нуктадаги субградиентлар туплами df (х*) субдифференциал 
деб аталади. Субдифференциал хар бир нуцтада буш бул­
маган цавариц компактдан иборат булиб, агар /  (х) функ­
ция х да дифференциалланувчи булса, ягона df (х)/дх эле- 
ментдан иборатдир. Масалан,

1, агар х >  0 булса,
[— 1, 1], агар х =  0 булса,

— 1, агар х <  0 булса.
д  |х| =

Шунингдек,
df  (x*)/dl =  гпахс'/, с £ df (х*)

формула уринлидир.
Агар — /  (х) функция ^аварии; булса, f  (х) функция бо- 

mui\ деб аталади.
Фараз цилайлик /  (х, у) функция цавариц компакт 

x £ X a R n, y £ Y a R m тупламларда ани^ланган ва узлуксиз
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булсин. Агар f  (х, у)  функция ^ар бир y £ Y  да х £ Х  буйи­
ча цавариц, ^ар бир х  £ X да эса у  £ Y  буйича ботик; бул­
са, у (х°, y°j, х ° £ Х ,  y ° £ Y  эгар нуцтага эга булади:

/  (-V0, у) <  f  (х°, у°) <  f  (х, у 0). 
ва унинг учун мини макс цсщидаги теорема уринлидир:

rnin max f  (х, у) =  max min f  (x, y).
ДГбХ y ‘ Y y s Y  xeX

4. Тупламлар ва функцияларнинг цавариц цобицлари.

conv X  =  Xi x l, х 1 £ Х ,  ^ - > 0 ,  i =  1 ,«+ 1 ;

n+i ' 1
V  >..= 1 j туплам X c z R n тупламнинг навариц цобит деб 
i=i

11.8 - чизма II.9 - чизма

аталади* (11.8- чизма). conv X  туплам X  тупламни уз ичиг3 
олувчи барча цаварик тупламларнинг кесишмаси билан устма" 
уст тушади.

/  (х), х £ Х  функциянинг каварик кобиги conv/  (х) деб 
(11.9- чизма)

conv f  (х) =  inf у  Q, R x: {х, у  \ £ convA^l 
функцияга айтилади.

Тупламлар ва функцияларнинг цавариц кобицлари цава- 
ривдир.

5. Кучайтирилган цаварицлик. Агар ихтиёрий х1, х2£ Х , 
х 1 Ф  х 2, А, с ]0 ,1 [ ларда х (Я) =  X х1 +  (1 — X) х2 нуцта X c^R :l 
тупламнинг (нисбатан) ички нуцтаси (х {X) £ intX) булса, X  
туплам, цатъий каварик деб аталади. Масалан, дойра цатъий 
цавариц тупламдир, квадрат зса ундай эмас.

Агар ихтиёрий х1, х2 £ Rn, х1ф х 2, Я- € ]0 ,1 [ лар учун

* Лгар X — борламли булса, я 4- 1 урнига п олииади.
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/  (Ххх-Ь (1 — Л.) х2) <  А, /  (х1) +  ( 1 — X) /  (х2) 
катъий тенгсизлик бажарилса, /  (х), х £ Rn функция катъий 
навариц деб аталади. Масалан, с'х, х £ /?;1 функция каварик, 
лекин катъий каварик эмас.

Ихтиёрий х, х* £ х Ф  х* ларда
/  (х) — /  (х*) >  (х — х*)' <5/ (х*)/дх

тенгсизлик бажарилганда ва фацат шу хрлдагина силлн^ 
f  (х), х Е Rn функция катъий цаварик булади.

Агар /  (х )£ С <2), x £ R n булса, /  (х) функция цатъий i â- 
варш\ булиши учун d2f  (х)/дх2 >  0 генгсизликнинг бажари- 
лиши етарлидир.

Катъий каварик функциянинг сатх туплами ё буш, ё 
катъий цаварик, булади.

Агар ихтиёрий х1, x2 £ R n, х 1Ф х 2 ва бирор ц > 0  
учун /  (xV2 +  хг/ 2) <  /  (х*)/2 +  /  (х2)/2 — р Цх1 — х2)| тенг­
сизлик бажарилса, /  (х), x £ R n функция кучли каварик. деб 
аталади.

Агар барча х, l£Rn лар ва бирор v > 0  учун / ' [<32/(х)/дх2]
> v  ||7||2 тенгсизлик бажарилса ва фа^ат шу холдагина 
/  (х )£ С <2), х£ /?„ функция кучли кавари^ булади. Масалан, 
f  (х) — х4 функция катъий, лекин у кучли кавариц эмас, 
чупки д2/  (0)/дх2 =  0. х'Ах квадратик шакл А >  0 булганда 
хам кучли, хам катъий каварикдир.

2 - ? .  КУН —  ТАККВР ТЕОРЕМАСИ

Кавариц программалашда К ун  — Таккер тсоремаси деб 
асосий натижа Лагранж функциясининг эгар нуцтаси тер- 
минида ифодаланган оптималлик критерийсига гйтилади.

1. Лагранж функциясининг эгар нуцтаси ва цавариц 
программалашнинг асосий масаласини ечиш. К,авари^ прог­
раммалашда асосий масала деб Q — цавари^ туплам, /  (х) ва 
т вектор функция g  (х) нинг g, (х), . . . ,  g m (х) компо- 
гентлари ^авари^ функциялар булган

/  ( х ) min,  g  (х) < 0 , х £ Q (1)
масалага айтилади.

( 1) масаланинг чеклашларини ^аноатлантирувчи >̂ ар бир 
п~ вектор х чизикли программалашдагидек режа (жоиз ну^- 
та, вектор, ечим) деб аталади. ( 1) масаланинг х° ечими 
/  (х°) =  min /  (х), g  (х) <  0, х £ Q оптимал режадир.

85



Каварик тупламлар ва функцияларнинг хоссаларига асо­
сан ( 1-§), режалар туплами

X  — Iх '■ S  (х) <  0, х£  Q)
ва оптимал режалар туплами

Л ° = { х : /  (х) < /  (х°), X}
ХаЕари^ булади, чунки улар цаварик, Q, ( х : g t (х) <  0),
i — 1 ,т (X  булганда) ва X , [ x : f  (х) (х0)) (Х° булганда) 
тупламларнинг кесишмасидан иборатдир.

Шундай килиб, агар (1) масалада иккита оптимал режа 
булса, бу режалар орасидаги кесмада ётувчи барча режалар 
(уларнинг сони континуум) оптимал булади.

Агар ма^сад функцияси / (х ) - -^ а т ъ и й  цавариц булса, (1) 
масаланинг оптимал режаси ягона булади. Х^ки^атан, агар 
х* — бош^а оптимал режа булса (/ (х°) =  f  (х*)), у хрлда 
р. ^ ]0, 1[ булганда зиддиятга келамиз:
/  (*°) <  /  (И х° +  (1 — и) х*) <  (i /  (х°) +  (1 — |x ) f  (х*)= / (х°). 

(1) масаланинг f  (х), g  (х) элементлари буйича
F (х, X) =  f  (х) +  X' g  (х) (2)

Лагранж функциясини тузамиз ва уни x £ Q , > .> 0 , X £ Rm 
булганда караймиз.

1 - таъриф. Агар барча X £ Q ,  лар учун

F (х*, X) <  F ( х \  X*) <  F  (х, X*) (3)
тенгсизлик бажарилса, {х*, A,*), x '^ Q , (2) Лангранж
функциясининг эгар нухтаси деб аталади.

1-теорема. Агар \х*, Л*}, x* £ Q,  А,*>0 (2) Лагранж 
функциясининг эгар нухтаси булса, у хрлда х* (1) масала­
нинг оптимал режаси булади ва

g' (х ) Г  =  0 (4)
каттикмасликни тцлдирувчи шарт  бажарилади.

И с б о т и .  (3) тенгсизликларни берилган функциялар ёр­
дамида ёзамнз:

f  (х*) +  g' (х*) X <  /  (х*) +  g' (х*) Я* <  f  (х) +  g' (х) Х \

X € Q, х >  0 (5)
(5) даги чап тенгсизликдан

g' (х*) X ^ g '  (х*) X* (6 )
келиб чицади. (6) нинг бажарилиши учун g  (х*) <  0 булиши 
86



зарур, чунки, агар бирор г, i =  1 ,т учун g i (х*) > 0  булса, 
X. — 0, / # « ,  / =  l,m  деб олиб ва Я,,- ни етарлича катта тан- 
лаб, (6) нинг чап томонида етарли катта мусбат сонга эга 
буламиз. Шундай килиб, х* режа (1) масаланинг режасндир.

(6) дан (4) цаттицмасликни тулдирувчи шарт келиб чи- 
кади. Хакицата'н, агар g' (х*) Х° =  а  <  0 деб фараз килиб, 

гк*X — —- деб олсак, (6) дан а /2 <  а  <  0 зиддиятга келамиз.

(4) ни хисобга олсак, (5) даги унг тенгсизлик /  (х*) <
<  /  (х) +  g ’ (х) X* тенгсизликка утади, ундан X* >  0 бул- 
ганлигидан, g  (х) <  0 тенгсизликни цаноатлантирувчи барча 
x € Q  лар учун /  (х*) <  /  (х) тенгсизлик бажарилади.

Шундай цилиб, х* режа (1) масаланинг оптимал режа- 
сидир ва теорема исботланди.

И з о Теоремани исботлашда Q туплам ва [ (х), g-t (х), i I ,т 
функцияларнинг цаваршушгидан фойдаланилмади. Шундай ^илиб, 1- 
теорема ихтиёрий f (х), g(x), Q лар учун уринлидир.

1-теоремага мувофик, ( 1) масаланинг оптимал рсжасини 
куриш учун (2) Лагранж функциясининг эгар нуцтасини то- 
пиш етарлидир. Лекин хар кандай (1) масала учун Лагранж 
функцияси эгар нуктага эга булавермайди. Масалан, х—>-min, 
х2 <  0 , х £  масаланинг оптимал режаси х° =  0 учун {0, А,°| 
нуцта F (х, X) — х +  X х2 Лангранж функциясининг эгар 
нуцгаси буладиган Я° > 0  сонни топиб булмайди, чунки 
dF (0, Х)/дх =  1 булганлигидан, эгар нуктада бажарилади- 
ган 3F (0, Xfl)/dx =  0 тенгликнинг бажарилишига эришиш 
мамкин эмас.

Силлиц масалалар учун Лагранж функцияси эгар нукта- 
сининг мавжудлик теоремаларига эквивалент булган даст- 
лабки натижалар Г. В. Кун ва А. В. Таккер томонидан олин- 
ган.

2. Силлиц масалалар. 1\авариц программалашнинг сил- 
лиц лшсаласини, яъни /  (у), g  (х) функциялар силлиц, ка­
варик, х,амда Q туплам

Q =  { х : х  >  0}
куринишга эга булган (1) масалани цараймиз.

Таъриф. Агар бирор х* режада
g  (х*) <  0 (7)

шарт бажарилса, цавариц программалаш асосий масаласининг 
режалар туплами (чеклашлари) равон (Слейтер шартини 
цаноат тнтиради) дейилади.



Фараз ^илайлик, / 0 (х°) =  \ t - g i  (*0) =  0 |, х° режада ак­
тив булган чекланишларнинг индекслари туплами Jn (х°) —
— {/:х9 =  0 }, 1 + (х°) — { j :x°j > 0 ), х° режанинг ноль ва 
мусбат компоненталари индекслари тупламлари булсин.

1 -лемма. Фараз цилайлик (1 )силлиц масаланинг режалар 
туплами X равон булсин. У хрлда ихтиёрий х*, х ° £ Х ,  
х°Ф  х* режалар хамда (7) ва ушбу

I'dgi (х°)/(5х<0, i £ I 0 (х°); /у>  0, / £ / 0 (х°) (8)

тизимни каноатлантирувчи / £ R n вектор учун шундай а 0 > 0 , 
/о > 0  сонлар топиладики, барча а £ [ 0 , и0], / £ [ 0 , /0] лар 
учун

X (0 =  x ° + l j  +  а  (х* — х°) t (9)

вектор (1) масаланинг режаси булади.
И с б о т и .  Етарлича кичик ос, t параметрли (9) векторда

( 1) масаланинг ^ар бир чекланиши бажарилишини курсата- 
миз. Агар х°. >  0 булса, (9) дан етарлича кичик / >  0 ларда 
Xj (i) > 0  эканлиги куриниб турибди. х° =  0 , / . > 0  булсин. 
У хрлда, агар t >  0 ва а  >  0 сонлар етарлича кичик бул­
ганда хj (t) — l t .t +  a  x*t >  0 булади. Фараз килайлик, х*=0 ,  
l,j — 0 булсин. Бу хрлда а > 0  булганда х, (/) =  a  x‘t >  0 
булади. Шундай ^илиб, х ( t )£Q,  [0, t0], g t (x0) <  0 бул­
син. У хрлда,

Si (х (()) =  g t (x°) +  / ( / *  +  «  (х - х ° ) У  dgi (x°)/d*+0 (0 ( 10)

ёйилмадан, агар t етарлича кичик сон булса, g(- (х (/)) <  0 
тенгсизлик келиб чикади.

Si (х°) =  0 , l ' ,dgi ( х° )1дх<  0 деб фараз килайлик; ( 10)

дан куринадики, етарлича кичик а  да g i (х (t)) <  0 , t £  [0 , /0], 
тенгсизлик бажарилади. Нихряг, g { (х°) =  0 , Г, dgL {х°)1дх—0 
булсин. Силлик каварик функциянинг таърифи

gi (х*) — gi (х°) >  (х* — х°У dgt (х°)/дх

дан ва (7) тенгсизликдан ( х * х 0)' d g t ( х ° ) / д х < 0  тенгсиз­
лик келиб чикади. ( 10) ёйилмадан, охирги тенгсизликдан 
фойдаланган хрлда, g t (х (/)) < 0 , t £ [0 , /„] тенгсизликни 
оламиз. Лемма исботланди.

2- теорема. Фараз килайлик, х° режалар туплами равон



булган силлик, (1) масаланинг оптимал режаси булсин. У хрл- 
да (8) тизимни ^аноатлантирувчи хар бир I вектор учун

I ' df  ( х ° ) / д х > 0  ( 11)
тенгсизлик бажарилади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, /* вектор (8) тизимни к,ано- 
атлантирсин, бироц

/1 df (х°)/дх <  о (12)

булсин. 1-леммага асосан (9) функция / £ [0, /„], /„ >  О 
учун ( 1) масаланинг чеклашларини ^аноатлантиради. Етар- 
лича кичик а > 0  ларда ( 12) га мувофиц

df  (х (,t))/dt/t=0 =  [df (х (())1дх)' dx/dt!ts=0 =

=  (/* +  а  (х* — х0)' df (x°)/dx <  О,
тенгсизлик бажарилади, ундан эса етарли кичик t >  0 ларда- 
х° режанинг оптималлигига зид булган f  (х (t)) <  /  (х°) тенг 
сизлик келиб чицади. Теорема исботланди.

2- теорема х° режа оптимал булмаганда, уни «яхшилаш» 
имконини бериш, яъни f  (х) <  f  (х°) ни каноатлантирувчи 
шундай х векторни цуриш маъносида оптималликнинг турри 
зарурий шартини ифодалайди. 2- теорема шартларини тек- 
шириш

I'df (x°)/dx min, l'dgi (x0)/dx < 0, i £  I0 (x°); 

lt >  0. j £ J o ( x ° ) ,
чизицли программалаш масаласини чегараланмаган /# ечим- 
ларни чи^ариб ташлаш учун' бирор нормаловчи шарт (ма­
салан, а < р . ,  / £ J + (х°)) билан царашга келтирилади.
Агар /' df (x°)ldx <  0 булса, (9) формула буйича янги х  =
=  х (/), f  (х) <  f  {хй) режа курилади.

2-теоремага Фаркаш теоремасини (1-боб, 2-§) к,уллаб, 
оптималликнинг иккиланма зарурий шартини оламиз.

3 -теорема. Режалари туплами равон булган (1) силлик 
масаланинг х° режаси оптимал булиши учун шундай ман­
фий булмаган т  вектор А,0 >  0 ва п  вектор ц° >  0 мавжуд 
булиши зарурки, улар учун цуйидаги шартлар бажарилсин:

1) стационарлик шарти:



2) цатгтщмасликни тулдирувчилик шарти:

g ' ( x° ) A°  =  0, х ° У  =  0. (14)
(2) Лагранж функцияси терминида (13) тенглик

OF (х°, А°)/<Зх =  р„ (15)
куринишни олади. К,авариц функцияларнинг хоссаларидан 
Лагранж функциясининг А > 0  булганда х буйича цавариц- 
лиги, яъни F (х, X°) — F( x° ,  X°j >  (х — х0)' д/7 (х°, А°)/дх 
келиб чицадн. Бу ердан (14), (15) ларпн .\исобга олиб, 
F (х, А0) >  F (х°, Я0) +  х ' р° тенгсизликки оламиз, яъни бар­
ча х >  О ларда

F (х°, А0) <  F (х, А,0) (16)
тенгсизлик бажарилади.

Иккинчи томондан, барча А >  О лар учун A'g (х) <  О 
тенгсизлик бажарилганлигидан, (14) га мувофиц эса g' (х°) А°= 
=  0 тенглик бажарилганлигидан, барча А> 0  лар учун

F (х°, А) =  f  (х°) +  X'g (х°) <  /  (х°) +  g' (х°) Я0 =
— F (х°, А,0) (17)

тенгсизликни оламиз.
(16), (17) тенгсизликлар \х°, A°j нуцта Лагранж функ­

циясининг эгар нуктаси эканлигини англатади. Охирги на- 
тижани тула ифодалаш учун бу тасдицни 1- теорема билан 
бирлаштирамиз.

4 -теорема (Кун-Таккер теоремаси). Режалари туплами 
равон булган каварнц программалашнинг асосий масаласи- 
нинг х° оптимал режаси мавжуд булиши учун шундай ман- 
фий булмаган А°;>0 вектор мавжуд булиб, )х°, А0} жуфт- 
лик Лагранж функциясининг эгар нуцтаси булиши зарур ва 
етарлидир. Шу билан бирга цаттицмасликни тулдирувчи 
шарт

g ' ( x° ) A°  =  0 (18)
бажарилади.

И зо )( . А,0 вектор х° оптимал режага мос Лагранж вектори деб ата­
лади.

Юцорида 4- теорема (зарурийлик цисми) кавариц програм­
малашнинг силлиц масаласи учун исботланган, лекин у ифо- 
даланган х,ол учун з а̂м уринлидир. Умумий х,ол учун исбот
3- бандда келтирилади.

3. Умумий )^>л. 4 -теореманинг ифодаланишида /  (х), g  (х) 
элементларнинг ^осилаларидан х,амда Q тупламнинг махсус
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куринишда булишидан фойдаланилмаган. Агар ^авариц тах- 
лил техникасидан фойдаланилса, теореманинг исботида х,ам 
улардан ь^утилиш мумкинлигини курсатамиз.

[т +  1) улчовли фазода

А =  \ у =  {г/о» W . У > Ё  (х), бирор x £ Q  да),

( 7 =  [У о. У\-Уо =  [  W . У ~  & W> .
С =  {г =  (г0, г ) : г0 <  /  (х°), г <  0)

тупламларни ^урайлик. Л ва С тупламлар цаварикдир.

Х,а^икатан, {у0, у } £ Л ва {г/0, t/} ^ Л булсин. У ^олда Лтуп-

ламнинг аншуганишига кура, шундай x £ Q  ва x £ Q  век­
торлар топиладики,

y 0>f ( x ) ,  y > g ( x ) \  (19)

У о > /  (*), У > ё  (х) (20)
булади.

[ Ху0 +  (1 — X) у 0, Ху  +  (1 — X) у), 0 <  X <  1
нуцтани ^урамиз. Бу ну^танинг компоненталари учун (1S),
(20) ларга ва /  (х), g  (х) функцияларнинг цаварицлигига 
мувофщ,

X y 0+ ( l  — X ) y 0̂ X f ( x ) + ( l — X) /  ( * ) > /  ( ^ х + ( 1  — А)х)

Ху  + (1  — A) (х) +  (1 — X) g  ( x ) > g  ( Я х + ( 1— X) х)

тенгсизликлар бажарилади.

Лх +  (1 — X) x £ Q  булганлигидан, олинган тенгсизликлар

{Хуп +  (1 — X) у 0, X у  +  (1 — X) у)  £ А эканлигини билдиради, 
яъни А —  навари^ туплам. С туплам ярим фазоларнинг ке- 
сишмасидан иборат булганлигидан ^аваршушр.

Л ва С тупламлар умумий нуцталарга эга эмас. ) ^ a i^  
к,атан, агар у  =  z, у £ А ,  z £ C  булса, бирор x(EQ да х° ре­
жанинг оптималлигига зид булган /  (х) <  у 0 =  z0 <  /  (х°), 
g  (х) <  у  =  z  <  0 тенгсизликлар бажарилади.

Л ва С тупламларни ^авари^ тупламларнинг хоссасига 
асосан ажратиш мумкин, яъни шундай (т - f  JJ- вектор с 
=  (с0, с),  11511=1 топиладики, барчл у ^ А ,  лар учун



с' IJ >  с' г (21)
тенгсизлик бажарилади. (21) дан ва С тупламнинг аницла- 
нишидан с векторнинг манфий булмаслиги келиб чикади;

0. Агар манфий с(- <  0 компонента мавжуд деб фараз
цилсак, i — уринда р2 е элементли z — \f  (х°) +  е, е ...........е,
р2е, г, . . ., е| вектор учун белгнланган е 0 ва етарлича 
кагта р да (21) тенгсизликка зид булган исталганча катта 
с' г  ми^дорни топамиз. В туплам А тупламга тегишлидир, 
шунинг учун (21) тенгсизлик у  £ В  булганда хам бажари­
лади, яъни барча x £ Q  лар учун

с0 /  (х) +  с' g  ( x ) > c ' z  (22)
булади. (22) тенгсизлик С тупламнинг барча ну^талари учун 
уринлидир. У С тупламнинг лимит нукталари учун х,ам> 
хусусий хрлда f  (х°), 0 } нуцта учун ^ам бажарилади:

/  М  +  с' g  (*) >  c j  (х°), x £ Q .  (23)
Энди с0 >  0 эканлигини исботлаймиз. Агар сд =  0 булса,
0, с ф  0 дан с >  0, с Ф  0 эканлиги келиб чикади. (23) 

тенгсизлик барча x £ Q  лар учун c'g ( х ) ^ 0  куринишни ола- 
ди.

Иккинчи томондан, (7) дан c’g  (х*) <  0 тенгсизлик ке­
либ чикади. Зиддият с0 >  0 эканлпгини исботлайди. (18) ни 
исбоглаш учун А.0 =  с/с0 деб оламиз. с() >  0 булганлигидан
(23) дан барча x £ Q  лар учун

/  (x) +  g ' ( x ) l ° > f (x° )  (24)
эканлиги келиб чикади. Бундан х — х° булганда g 1 (х°), 
К° >  0 тенгсизликни оламиз. Лекин, иккинчи томондан л°>0, 
g  (л:0) <  0 лардан, [Л,0]' g  (х°) <  0 келиб чицади. Шундай 
цилиб, (18) тенглик исботланди.

(24) тенгсизлик (18) ни .^исобга олганда, барча х £ Q лар 
учун

/  (*°) +  g' (Х°) к0 <  f  (х) +  g' (х) 1°
куринишни олади, яъни (16) тенгсизлик умумий хрл учун 
(/ (*)> g  (х ) ларнинг ^осилаларидан ва Q тупламнинг мах­
сус куринишидан фойдаланилмаганда) тугридир, К у н — Так- 
кер теоремаси исботланди.

4. Чизикли чеклашлар. Чизикли чеклашли кавариц про- 
граммалаш масаласини царайлик:

f i x ) - * -  m in, Ах — 6 < 0 ,  х ^ - 0 ,  (25)
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бу ерда / ( х ) ( ЕС<1), А =  А (/, J) т х п - матрица, b ~ b  (J) 
т- вектор, / =  (1, 2, . . ., т \  J =  j 1, 2, . . ., п).

(25) масала учун 1-лемма кучайтирилиши мумкин.
2- лемма.

А (/0 (х°), У) /* <  0, и Л ( * ° ) ) > 0  (26)

тенгсизликларни цаноатлантирувчи хар бир х° режа ва /* — 
=  (J) вектор учун х, =  х° +  I J ,  t £ [0 , /п] вектор /„ >  О 
етарлича кичик сон булганда (25) масаланинг режаси булади.

И с б о т и .  Х,ак,ицатан етарлича кичик t лар учун x°(J)_) >
>  О, А (I {, J) х° <  b ( / ) тенгсизликлардан xt (J+) >  О, А ( / +, 
J) xt<  b ( I+) {I + = / + ( х ° ) = / \ / 0, /„ =  / 0 (х°), / + = У \У 0) тенг- 
сизликлар келиб чикади. Долган чеклашлар (26) га мувофиц 
бажарилади:

Л(/„, J) x t — А (/„, У) %° +  Л (/0 , У) I J  <  О, 

х , (/„) =  л:0 (/„) +  /* (/„) I =  k  (Л>) < >  О

Лемма исботланди.
1-леммани 2-леммага алмаштириб 2 — 4- тесремаларни 

режалар тупламининг равонлигини талаб цилмасдан олиш 
мумкин.

И з  ох; л а р. 1. Бу банднинг натижасини f ( x ) £ c ^  каби талабсиз 
^ам исбот цилиш мумкин.

2 . /  (*)-*■ min, A t — b =  0 , д: ^  0 масала, агар / (х) цавариц функ­
ция булса, ^авариц программалаш масаласи булади. Бу масала учун 
(хеч булмаганда, f {х) 6 с(1* булганда) Кун — Таккер теоремасини исбот- 
лаш тавсия этилади.

3- §. И КК И Л А Н М А Л И К  НАЗАРИЯСИ

Кун — Таккер теоремаси табиий равишда иккиланма ма- 
салани киритиш ва чизикли программалаштиришнинг ухшаш 
натижалари билан бирга цаварик программалаштиришнинг 
тугалланган иккиланмалик назариясини ташкил цилувчи 
иккиланмалик муносабатларини исботлаш имконини беради.

1. Иккиланма масала, иккиланмалик муносабатлари. 
Режалари туплами X  равон булган, яъни ка н да иди р х* режа 
учун g {х*) <  0 тенгсизлик бажарилган цаварик программа­
лаштиришнинг

/ ( x ) - v m i n ,  g{x)  < 0, x £ Q  ( 1)
асосий масаласини цараймиз.



( 1) масалада f(x) ,  g (x ) элементлар буйича т -  вектор 
X ёрдамида Лагранж функциясини тузамиз.

F(x,  k) =  f(x)  +  X' g(x)
ва уни x £ Q ,  булганда цараймиз.

Тугри  ср (х), x d Q  ва иккиланма  ф (Я), X > 0 функция- 
ларни киритамиз:

Ф (х) =  sup F (х, А), А,>0;  ф (А) =  inf F (х, X), x £ Q .  (2)
*. X

Ушбу
Ф (*)-»-min, x £ Q  ( 3 )

масалани каварик программалаштиришнинг тугри масаласи 
деб,

ф ( X ) max,  (4)
масалани эса иккиланма масаласи деб атаймиз.

{х : ф (х) <  оо} туплам mtjFpu режалар туплами, А =  
=  (А, :ф(А, )>— оо) туплам иккиланма режалар туплами 
дейилади.

х £ Х  булганда ф (х) =  / (х)\ х £ Х  булганда ф (х) =  оо 
эканлигидан турри режалар туплами ( 1) масаланинг режалар 
туплами билан, (3) масала эса ( 1) масала билан устма-усг 
тушади. Шунга асосан (1) масала ^ам каварик, программа- 
лашнинг mtjFpu масаласи деб аталади.

f (x) ,  g{x)  функциялар чизи^ли ва Q =  { x : x ^z  0 ) булган­
да (4) масала чизик л и программалашнинг иккиланма масала­
си билан устма-уст тушишинн текшириш ^ийин эмас (1- боб,
2-§ га к,.).

(3), (4) масалаларнинг х°, Х° ечимлари турри ва иккилан­
ма масалалар орасидаги узвий боглшушкни ифодаловчи ^уйи- 
даги иккиланмалик муносабатларини каноатлантиради:

1) турри масаланинг х° ечими мавжуд булиши учун ик­
киланма масаланинг Х° ечими мавжуд булиши зарур;

2) (3), (4) масалаларнинг х°, Х° ечимларида
Ф (х°) =  ф  (А0)

тенглик бажарилади;
3) турри ва иккиланма режалардан тузилган хар бир 

\х, Я} жуфтлик учун

ф (*) > ф м
тенгсизлик бажарилади;

4) агар турри ва иккиланма режалардан тузилган бирор 
{х*, А,*} жуфтликда
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Ф(х*) =  д а
тенглик бажарилса, х*, X* (3), (4) масалаларнинг ечимлари 
булади;

5) агар иккиланма (тугри) режаларнинг ^андайдир Хк > 
k = \ ,  2, . . .  (хк , k — 1, 2, . . .) кетма-кетлиги буйлаб ик­
киланма (тугри) масаланинг максад функцияси чегараланма- 
ган булса, тугри (иккиланма) режалар туплами бушдир;

6) (3), (4) масалаларнинг х°, Х° ечимларида цаттицмас- 
ликни тулдирувчи

g ' (х°) Х° =  О
шарт бажарилади;

7) (4) иккиланма масаланинг ечими (1) масаланинг х° 
оптимал режасига мос Лагранж векторидан иборатдир;

8) х°, Х° вскторлар (3), (4) масалаларнинг ечимлари бу­
лиши учун уларнинг Лагранж функцияси эгар ну^тасининг 
компоненталари булиши зарур ва етарлидир;

9) минимакс хяк,идаги теорема уринлидир;
min шах F (х, X) =  max m i n / 7^ ,  А).
х £Q Х>-0 Я>0 х £Q

И с б о т и .  (р(х) ва \|)(Я) функцияларнинг ани^ланишидан 
тугри ва иккиланма масалаларнинг ихтиёрий х ва X режала- 
ри учун уринли булган

ф ( x ) ^ F ( x ,  X) ^t y { X)  (5
тенгсизликлар келиб чикади. Демак, (3) муносабат уринли­
дир. 4) ва 5) муносабатлар 3) муносабатнинг натижаларидир. 
х° тугри масаланинг ечими булсин. Агар Х° унга мос Л аг­
ранж вектори булса, Кун — Таккер теоремасидан

cp (x °) =  F  ( х ° ,  Х°) =  ф ( А 0) (6 )

эканлигини оламиз, бундан (5) га асосан, Х° (4) иккиланма 
масаланинг ечими эканлиги келиб чикади. Шундай ^илиб, 
(1) ва (2) муносабатлар уринлидир. Аксинча, агар А0, (4) ик­
киланма масаланинг ечими булса, (2) муносабатдан ((5) ни 
хисобга олганда) Х° тугри масаланинг х° оптимал режасига 
мос Лагранж вектори эканлиги келиб чикади ((7) муносабат). 
Бунда (6) шарт минимакс ха^идаги теорема уринли эканли­
гини билдиради ((9) муносабат). 6) муносабат 7) муносабат­
дан ва Кун — Таккер теоремасидан келиб чикади. 8) муно­
сабатнинг зарурийлик цисми 7) муносабатдан ва К у н — Так­
кер теоремасидан келиб чикади.

Агар {х°, А0} Лагранж функциясининг эгар ну^таси бул-



са, таърифга кура гр (х°) =  \[: (А0), бу эса 4) муносабатга 
асосан, л;0, Х° (3) ва (4) турри хамда иккиланма масалалар- 
нинг ечимлари эканлигини билдиради. Теорема исботланди.

И з о  х. (4) иккиланма масала ечимининг мавжудлигидан (3) турри 
масаланинг ечими мавжудлиги келиб чиь;майди. Масалан, /  (х) — х \  +  
+  1 / ^ 2 min, g(x) =  X i^ . 0 ,  Q =  {дс: дг2 >  0 }, x £ R 2 турри масаланинг

X2
ечими мавжуд эмас. Унга иккиланма булган г|)(Х) =  — — max,

4
масала Я0 =  0  ечимга эга.

Куйидаги бандларда иккиланмалик назариясининг энг 
содда цулланишлари келтирилади. !\айд килиш керакки, ик­
киланмалик назариясининг р о я  ва натижалари экстремал 
масалалар назариясида куп кулланнлади ва маълум маънода 
сонли усулларнинг хозирги замон даражасини характерлайди.

2. Максимал оцим ва минимал кесим ^ацидаги теорема, 
s манбали ва t оцишли 5  =  {/, U), I =  i J j s U t  турда мак­
симал оцим хакидаги

v° =  шах v, У  хи — У  х,{ =
'6'Г ,ег

I V, агар t =  s  булса,
— v, агар i =  /, 0 <  лг(-;. <  dit булса, ^

О, агар i £ /°, (г, /') € ^  булса,

масалани караймиз. dit сон (г, /) ёйнинг утказиш кобилия- 
ти деб аталади. (7) масаланинг х° =  {x°ijt (г, /) £ £/} ечими 
максимал оцим, и0 — максимал оцим катталиги деб атала­
ди.

(7) масала учун Лагранж функцияси 
F (х, X) =  — v  +  У  Я,- [S  —  2  - •  у +  =

/е';+ 'е '7
=  y(X/ - A s - l )  +  v

(». />€Ъ 7 '

куринишда булади.
Иккиланма функцияни ^исоблаймиз:

( ~  V  dir  агаР ~ " Ч  =  1 булса, 
4>(A) =  s u p F ( x ,  Я) =  к ‘- ^ °

0<jc<rf, У
I оо, агар Xt — А ф  1 булса,

Шундай цилиб,
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v  (Xt -  к ) d tj -*  min,  \  \  =  1 (8)
о 1

<«. l)£U
масала (7) га иккиланма булади.

Иккиланмалик назариясига мувофик, (7), (8) масалалар­
нинг х°, Я0 ечимларида

=  2  W ~ t f ) du (9)
я 9 -ф о

тенглик бажарилади.
Агар 5  турга (/, s) ёйни кушсак ва с<5= 1 ,  с,-у= 0 ,  

(г, /') € ^  деб олсак, (7) масала минимал катталикдаги ок,им 
^акидаги масаладан иборат булиб колади. Унинг {x°ijt (/, /)£ 
£ t/° , x/s =  и0) ечими потенциаллар усули билан олинган 
булсин.

1-боб, 2-§,  1-бандда курсатилгани каби, тугунларнинг 
u°it i £ J оптимал потенциалларн (8) иккиланма масаланинг 
ечимидан иборат булади, яъни

Я? =  н?. / € / -  (Ю)
Потенциаллар усулига мувофик, тугунлардан бирортасининг 
потенциалини ихтиёрий танлаш мумкин. и° =  1 деб оламиз. 
У х.олда ы® =  0 Еа колган i £ /° тугунларнинг и° потенциал- 
лари иккита кийматдаи биттасини кабул цилади: 0 ёки 1.

I1 =  { i£l  :u°i =  1} (11)

тупламни хурамиз. s £ / \  / С / 1 эканлиги равшан.
Тугунларнинг ихтиёрий 1* с / ,  s £/*, / 6 /* туплами учун 

U* — U (1*) =  {(/, j ) £ U  ■ i j 6 /*} ёйлар туплами /* туп­
ламга мос (турнинг кесими) деб аталади. v  dtj — кесим-

<*,
нинг кийматидир. Минимал кийматли кесим — минималдир.

Теорема (Форд — Фалкерсон теоремаси). Максимал ок,им 
катталиги минимал кесим кийматига тенгдир.

И с б о т и .  (9) дан (10), (11) ларни хисобга олиб цуйида- 
гига эга буламиз:

.°  =  2  * 1Р 
(I. I)£U (/>)

яъни максимал оким катталиги U (I1) кесимнинг цийматига 
тенгдир. U (I1) кесимнинг минимал эканлигини исботлаймиз.
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Ихтиёрий I* c z / ,  s £ /* , / £ / *  туплами и цараймиз ва у 
буйича (8) масаланинг цуйидаги режасини _курамиз;

A.s =  1, агар i £ l *  булса; Я,£ =  0 агар i  £ /*  булса.
(8) масала мацсад функциясининг бу режадаги циймати

2  га тенгдир. (8) масала ;а (10) режанинг онтималли-

гидан U  (/*) кесим минимал эканлигини англатувчи V  йц <
(I,/)£{/ ( /‘j

<  V  с/., тенгсизлик келиб чик;ади, Теорема исботланди. 
(t,/)gt/ (/*)

Форд — Фалкерсон теоремасининг исботи схсмаси буйича 
цуйидагини исботлаш ха вола ^илинади 5  =  {/, U):

v  Xj-J — V  Хц —  а,-, г € /; 0 <  Хц <  d ijt ( i ,  j) £ U

i&t  '£'Г
турда x =  {xir  (i , / )££/} оцимнинг мавжуд булиши учун:

1) я (/) =  0 : /  тугунлар тупламининг а  (I) (а (/) =  V  а(.)
ф

интенсивлиги нолга тенг булиши;
2) a ( / * ) < d ( / * ) :  ихтиёрий /* с  /  тупламнинг а(/* ) ин­

тенсивлиги у хосил килган кесимнинг d  (/*) ^ийматндан кат­
та булмаслиги зарур ва етарлидир.

3. Квадратик программалашнинг бир масаласини ечиш. 
Мусбат D п х п  матрицали ва rank Л =  т <  п булган А т Х п  
матрицали

с'х +  x'Dx/2-*- m in, Ax =  b (12)
масалани цараймиз.

F (х, X) =  с'х +  x'D х/2  - f  X' (Ах  — Ь) Лагранж функцияси 
буйича иккиланма

г|- (А) =  min (с'х +  x ' Dx / 2  +  X' (Ах  — Ь)) (13)
x^Rn

функцпяни тузамиз.
(13) даги минималлаштирилаётган функция ^агьин ^ава­

рии, булганлигидан (D >  0) унинг минимум нуцтаси х(>.) 
Лагранж функциясининг стационар ну^таси (dF(x(X),  Х)/дх —
— 0) билан устма- уст тушади: с +  Dx  (А) +  А' X =  0.

Бундан

*(Х) =  — D ~ \ A ' X  +  c). (1-0
(14) ни (13) га келтир .6 к;уйиб,

ф (X) =  — 1/2 (с' +  Х'А) D~'  (А'  Х +  с ) ~  Х'Ь (15)
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эканлигини оламиз. (12) га иккиланма булган масала *ф (А), 
Я € функцняни максималлаштиришдан иборатдир. A D ~ l 
А' > 0  ' булганлигидан (А) функция катъий ботикдир 
((— г|) (К) — катъий кавариц функция). Унинг максимум 
нуктаси Я0 стационар нуцта билан устма- уст тушади 
(д (Я°)/д Я =  0): A D ~ l (с +  А' Я0) +  Ъ -  0. Бундан,

Я0 =  — [AD ~XA ']~X (Ь +  AD~'c). (16)
(16J ни (14) га келтириб цуйиб, (12) масаланинг л:0 =  .*(Я°) 

оптимал режасини оламиз.
4. Геометрик программалашнинг иккиланма масаласи.

П т ____
/(0 =  2  Щ (0. Щ it) =  с, п t;«■/, ct > 0 , 1  =  1,п, (17) 

1-1 ]=1
куринишдаги /(/), /■= Ui, . . . , /т } €/?„, функция позином 
деб, {a,-, i =  1, п ,  / =  1, т  матрица унинг экспоненталар 
матрицаси деб аталади. Геометрик программалаш деб 
математикаиинг позином тенгсизликлар ёрдамида берилган 
тупламларда позиномларни минималлаштириш мясалалари 
к.араладиган булимига айтилади.

Геометрик программалашнинг цуйидаги масаласини ка- 
раймиз:

/ ( / ) - >  m in, / > 0, (18)
бу ерда / ( / )  — (17) позиномдан иборат.

«,• функцияларни логарифмлаб ва янги х- =  In t., j  — 1 ,m 
xm+|- =  In /ij, =  — In c-, i — 1 ,n узгарувчиларни киритиб, 
(18) масаладан унга эквивалент булган

п т _____

2  min* 2  ai i Xi — Xm+i =  bi’ l ~  П > O 9)
i = 1 /=1

чизикли чеклашли цавариц программалаш масаласига ута- 
миз.

Лагранж функцияси

F  (* , Я) =  V  / " + *  +  V  h  ( 2  aij x i -  , i  ~  bi) 
i= l /= i \ /= i

ёрдамида (19) га иккиланма булган

\|) (Я) =  inf F (х, Я) -*■ шах (20)
X

масалани ёзамиз.
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Иккиланма режалар туплами (Xt : г|> (X) <  о о |  ни баён ци- 
ламиз. F(x,  X) функциянинг хт с буйича к;уйи чегараси

xm+i ~  1п \  (21)
нуктада эришилади. Демак, иккиланма режалар

\ > 0 ,  t =  l T T  (22)

тенгсизликни каноатлантиради. х( j = \ , m  узгарувчилар 
буйича in fF (х, к) ни хисоблаб, иккиланма режалар

v  }ч ац =  0, j  =  1,т, (23)
i= i

тенгламаларни ^аноаглангиришини топамиз.
Аксинча, (22), (23) муносабатларни каноатлантирувчи х̂ ар 

бир к =  {Я1} . . . , Яп| вектор иккиланма булади.
(21) ни (20) га келтириб ^уйиб ва (22), (23) ларни х,и- 

собга олиб, (19) га иккиланма
п п п

V ^ . - f l n  П  (с£-/Х,-)Х' -v  max, ^  "Ki a i,  =  0, /  — 1,/и; 
i= i (=i i= i

Xi >  0 , i =  IГ п  (24)
масалани оламиз.

Агар экспоненталар матрицасининг сатрлари мусбат ба-
П

зис хосил килса | V  Xt аС] — 0 , / =  1,т ,  >  0, I =  1,/t дан
i=i

Я,. =  0, i =  1,/г келиб чикади), (24) масала ягона A,t- =  0,
i = l , i i  режага эга булади. ^аварии; программалашнинг ик­
киланмалик назариясидан бошлангич (18) масаланинг три- 
виал ечилиши келиб чикади: t, ^ 0 ,  /  =  1,/п. Бундан буёл 
бу хол каралмайди.

(24) масала чеклашларининг бир жинслилигидан унинг 
ечимини

П
X'- — а  б,-, 6(- >  0, i =  1 ,п; V  б(- =  1, а  >  0

i= i
куринишда излаймиз.

(24) масала янги узгарувчиларда куйидагича:
П П _____

а  У  б, (1 +  1пс,/а б,) ->  max; V  б,- а (/ — 0 , /  =  1 ,т; 
i= i 1=1
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V fy  =  i, 8. ^ 0 ,  i — I,n\ a  >  0. (?5J
i =i

а  узгарувчи факат мак сад функциясида катнашади. (25) да
П

а  буйича максимумнн хисоблаб ( a  =  f  ] (c-lb^f1 нуктада эри-
i'=i

шилади), (24) масаланинг бошка эквивалент шаклини ола­
миз:

Ч: (^) =  I I (^ /6i)6‘ max, 2  8(. ац  =  0, j  =  1 ,т; 
i=i i=i 

П

2 ** =  ь  б1> ° ,  » =  1.п. (26)
1 =1

Куп холларда (26) иккиланма масала бошлангич (18) 
масаладан содда булади. (26) масаланинг чеклашларини 
ягона ( =  1,«} туплам каноатлантирадиган (18) маса­
лалар синфи мавжуд. Бундай холларда (26) даги максимал- 
лаштириш операцияси ортицчадир.

М и с о  л. Дарёдан 400м3 шагални ташиб утиш учун улчамлари 
ty X t2X t 3 (узунлиги, кенглиги, баландлиги) булган очиц цути тайёрлаш 
талаб килинади. К,утининг ён ёклари ва таги г кв.м и 10 сум туради- 
ган материаллардаи, олд ва ор^а ёклари 20  сум/м2 турадиган материал- 
дан ясалади. Х̂ ар бир рейс 10 тийин туради. Агар 1-;ути ^амма шагални 
ташиб утилгандан кейин ташлаб юбориладиган булса, улчам-
лар ^андай булганда харажатлар минимал булади?

Кутининг ха жми t y t2-t3 м3 га тенг. 400 м3 шагални ташиб утиш 
учун 4 0 0 //1/,2/“з та рейс талаб килинади ва у 407 Г 1' /2"1^ Г 1 с^м тУРа'  
ди. Кутини тайёрлаш учун кетган материалларнинг киймати 40/2Aj +  
+  20 /^з +  lO /j/2 га тенгдир. Шундай цилиб, масаланинг математик мо­
дели куйидаги куринишда булади:

f (/) =  40 /Г 1 /3 - 1 +  4 0 V . +  2 С /Л +  1C/,/»-* гг.in, / „  /3> 0 ,  

яъни, т =  3, п =  4, Cj =  40, сг =  40, с3 =  20, с, =  10,
л_1 —1 _1

А __ Г„ Д _  . 0 1 1
1 0  1 [
1 1 oj

Бу кийматлар учун (26) масаланинг чекланишларини ёзайлик;

— +  64 =  0,
— fii +  +  64 =  0,
— fix +  б2 б3 =  0,

+  63 +  64 =  1 .
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Олинган тизим ягона 6 ; =  2/5, 6® =  1/5. б° =  1/5, fij =  1/5 ечимга 
эгадир. Демак, (26) да максималлаштирищ операцияси йу^олади ва ик­
киланма мацсад функциясининг оптимал циймаги

(40/[2/5])2/5-(40/[ 1 /5 ])1/5-(20/[ 1 /5 ]) ,/5-( 10/[ 1 /5 ]) 1/5 =  100 сумга тенг 
булади.
3-§ даги (2 ) иккиланмалик муносабатидан 100 сум — шагал::и ташиб 
утишдагн минимал ^аражат эканлиги келиб чикади. t\ ,  ларки хи- 
соблаш учун x,n+[- =  \nu'i белгилашдан, (21 ) фэрмуладаги =  InA,®
хоссадан, Хг = а б /  белгилашдан ва сО — if (6") фактдан фойдаланамиз. 
Шундай цилиб,

Щ (/0) =  ф (б») 6?, i=  !77i
тенгликлар уринлидир.

Каралаётган масала учун улар ^уйидаги куринишда булади: 100-2 / 5 =  
=  40/^* £Г 1 10 0 -1 /5  =  40^2^3, 100-1 /5  =  2Э/1/3. Бунда н цутининг 
оптимал улчамларини топамиз: t® =  2м, t \ ~ \  м, t® — ' 0,5м.

4- §. КВАДРАТИК М \С А Л А Н Я  ЕЧИШ АЛГОРИТМИ

каварик квадратик программалашнинг умумий масала- 
сини ечишнинг симплекс усулнинг умумий холи булган чек - 
ли усули баён килинади,

1. Масаланинг цуйилиши. Оптималлик критерийси. К,а 
варик квадратик программалашнинг каноник масаласи

f  (х) =  x'D х/2 +  с'х-*- min,  Ах — Ь, х  ( / +) > 0  (1)
куринишга эга. Бу ерда х  =  х  (J ), с — с (J ) лар п- вектор- 
лар; Ь =  у  (/) эса т- вектор; A =  A ( I ,  J) т Х п -  матрица; 
D  =  D  (J, J) — симметрик, манфий булмаган т X п- матрица ;

/  =  {1, 2, . . т.), / =  {1, 2, . . п}, J+ c z J .  

Ихтиёрий махсус булмаган А в =  А (/, /б ) ,  JB cz J,  mXtn- 
матрицани баше матрица деб атаймиз. х режа ва Л Б базис 
матрицадан хосил цилинган (х, ЛБ) жуфтликни (1) масала­
нинг таянч режаси деб атаймиз. Агар =  х  ( / Б ь) >  0, 
/ Б+ =  JB П J+  булса, (х, ЛБ) таянч режа бузилмаган  деб 
аталади.

И з о ^ .  Агар 1 — 0  булса (яъни, (1) масалада асосий 
чеклашлар цатнашмаса), Л Б =  0, / Б =  0  булади.

А Б Х Б +  А Н Х Н =  Ь > А Н  =  А  (^»  J Н  =

ифодадан
х Б =  г 0 +  R x H (2)
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эканлиги келиб чикади, бу ерда r0 == {rjQ, i £ J B) =  A ~ [b, 
R ^ R  (Jh, J„) =  [r, (JE), j  f .J n} =  — A ~ 'A H. Компонента- 
лари

куринишда булган векторни z;. (J), / £ Jн U 0 билан белгилай- 
миз ва

Z =  Z (J, JH) =  {г, / е / н>

деб оламиз. (2), (3) ларга мувофиц (1) масаланинг хар ран­
дам х режаси

х — Ч- £х^  (4)

куринишга эга булади. Бундан
/  (х) — x'D х/2 +  с'х =  (г0 +  ZxH)' D  (z0 - f  ZxH)l2 +

+  с' (г0 +  ZxH) =  x'nZ'DZxHl 2 - f  z0D ZxH/2  +
- f  xHZ D z j 2  +  z'cDz0/2  +  c'z0 - f  c'ZxH =

=  i -  х„Н хн +  Ло*н +  Лоо/2, (5)

бу ерда И =  И (JH, JH) =  Z'DZ, А0 =  /г0 (Ун) =  Z (£>г0 +  с), 
Ам = z ;D z 0+  2c'z0.

Н матрицанинг симметрик ва манфий эмаслигини куриш 
цийин эмас. {х, / 1К} таянч режа билан бирга х =  х  Д х  
режани караймиз. Максад функциясининг орттирмасини хи- 
соблайлик:

Д /  (х, х) ■■= f  (х) — /  (х) =  (х„Я хн — Хн Нхн)/2 +

+  h0 (x ĵ x ĵ) =  Д Ху^Н Д хн/2 "Ь Д Хн (^х ^  Ад).

Д н ”  ^ (^н) =  Н х н ho (6)
бахрлар векторини киритиб,

Д /  (х, х) =  Д х ‘и Н  А хн/2 +  Д„ Д хн (7)

орттирма формуласини оламиз:
1- теорема (оптималлик ,критерийси). {х, ЛБ} таянч режа- 

нинг оптимал булиши учун
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A,. >  0 , xj =  0 ; А = 0 ,  х. >  0 , j £ J H+\ А ^ О ,

V  =  П V  ”  V h+  (8)
муноеабатларнинг бажарилиши етарли, бузилмаганда эса 
зарур хамдир.

И с б о т и .  Етарлилиги. {х, Л Б} таянч режа учун (8) 
шартлар бажарилсин. xj =  0, j £ J H+, булганда Я  >  0, А х ^

>  0 эканлигидан, ихтиёрий х  =  А х  ража учун 

A f  (х, х) =  А х'н Н А хн / 2 +  А х^ Ан >  0,

яъни, х режа ( 1) масаланинг оптимал режасидир.
Зарурийлиги. Бузилмаган {х, ЛБ} таянч режа учун (8) 

муносабатлар бажарилмасин ва /0 £ / н улар бажарилмайди- 
ган индекс булсин.

I ~  г /. sign А/о (9)
деб оламиз. {х, ЛБ} таянч режа бузилмаганлигидап, j шун­
дай 0о >  0 сон топиладики, 0, 0 ^  0 ^  0О учун х +  0 I ну^- 
та (1) масаланинг режаси булади. Оргтирма фэрмуласн (7) 
дан, (9) ни хисобга олиб,

A f ( x  +  0 /, х) =  0 1Н Ан — 021нН1н/2 =

=  — 0 | А . | +  — 02h. ./о 2

эканлигини оламиз. |A j >  0 булганлигидан охирги нфода- 
кинг унг томони етарлича кичик 0 >  0 лар учун манфий 
булади. Бу х режанинг оптималлигига зидцир. Теорема 
исботланди.

2. Итерация. Фараз цилайлик, {х, ЛБ} таянч режада (8) 
муносабатлар бажарилмасин. 1-теореманинг исботидан кури­
надики, (9) йуналиш буйлаб (1) масаланинг ма^сад функ­
цияси камаяди. Шунинг учун х режани яхшилаш мацсадида 
шу йуналиш буйлаб х,аракат киламиз: х (0) — х  +  0 /, 0 > О . 
Бунда куйидагиларни талаб lyuium табиийдир: 1) ^аракат 
( 1) масала режалари тупламидан четга чикмасин, яъни 
0 < m i n  0,., бу ерда 0 , =  — х.//„ / , < 0 ; 2) х^ракат мак-

isJ+  1 1 i i i i
сад функциясининг циймати камайиши жараёнида давом эт- 
син, яъни 0 <  0,, бу ерда 0  ̂ эга d A / ( x  +  0f7 , х )/д0 =  0
тенгликка эквивалент булган А / ( х  +  0,/,  x) =  m i n A /  (х +

’ е
+  0 /, х) шартдан топилади.
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Шундай килиб, I буйлаб максимал мумкин булган 0е 
кадам

0° =  m in {0(>, 0Д ( 10)

га тенгдир. Бу ерда 0(- — min 0у,
3 leJ+

I — x , / L ,  агар / , .< 0  булса,П _ 7 10 1 1 /
/ “  \  о с , агар /. >  0 булса,

п =  ЛЛ/1//1/.Л» аГаР /г/о/о >  0 бУЛСа* 
t \  оо, агар ft /о — 0 булса,

Равшанки, бузилмаган таянч режа учун 0° катталик мус- 
батдир (6° > 0). 0° =  оо тенглик / йуналиш буйлаб ^аракаг 
( 1) масалани хеч качон рсжалар туплами чегарасидан чица- 
риб юбормаслигини ва бунда максад функцияси узгармас 
тезликда камайишини билдиради. Бу х.олда (1) масалани 
ечиш тугалланади, чунки максад функцияси режалар туп- 
ламида цуйидан чегарзланган эмас.

Дейлик, 0° <  оо булсин. Янги х  режани

х =  х +  0°/
формула буйича цурамиз. Бу рсжага куриниши цуйидагича 
аницланадиган ЛБ базис матрицами мос цуямиз:

а) 0° =  0(o, i0£ J B. А Б =  А (/, / Б), / Б =  (JB\ i o )  U/n> Деб 
оламиз. Л Б матрицанинг базис матрица эканлиги симплекс 
усулдагидек курсатилади.

б) 0° =  0(-о, г0 = / 0. ЛБ =  ЛБ деб оламиз.
в) 0° =  0j. ЛБ =  ЛБ деб оламиз, лекин а), б) холлардан 

фаркли уларок, янги таянч режа билан 7 0 =  {/„} с г /н туп- 
ламни боглаймиз, яъни бундан буён [х, Л Б}/ ёзувдан фой- 
даланамиз. Бошлангич таянч режа учун У° — 0 , а), б) хрл- 
ларда эса /„ =  0  деб хисоблаш мумкин.

Максад функциясининг (5) ифодаси базис матрицага 6 o f - 

лицдир. Шунинг учун а) >рлда Я , /г0, /ги0 элементлар янги 
булади;

/ (*) =  х' (Тн ) Н х (7н)/2 +h'Q х (/“ ) +  h J 2 .

К  11оо элементларии Н, /г0, /;00 лар билан богловчи 
формулаларни оламиз. Бунинг учун (5) функциями куйида- 
гича ё. амиз:
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/ ( х ) = ± х - н Н*х'н, (П)
бу ерда х'н =  х (J*H) =  {1, хн}, J ’H=  ОU Ун. Н* =  Н  (J\v  У*). 
г{ 1 ' Ф  О булганлигидан, (2) дан

х, =/о
ri,o <•/

*/•
i о/о i о/о

келиб чицади. Шунинг учун

х [ГН) =  М  (Гн, J*H) х (У*), 

бу ерда У„ =  О U Ун .

( 12)

М (У*н, У„)=

. . . О о . . о

1 о

I b d  iojo’ *• Ы—т
/г,-.1»/о

О

0 . . . . 0 0 0 . . . 1

•го
( 12) га асосан

/  (х) =  х'н И*х'н!2 = > '  (Уу АГ (Ун, У„) ™  (У„, 7 „ )Х  

X х(Ун)/2 =  х' (7 у  Н*х! (У5)/2, Я* =  М ' (Гн, Гн) Н*М  (У^.У*) 

Охирги тенгликдан

Н =  М ’Н М ,  М  =  М  (УНГ У Н). 

he = M '  (Ун, У,,) (У *,  0), 

Tiu0 =  М '  (У *,  0) Д * М  ( У * , 0 ) .  (14)

эканлигини оламиз.

106



Шунинг билан биринчи итерациянинг баёни тугаллана-
ди.

Фараз цилайлик, к- итерацияда (8) муносабатлар бажа- 
рилмайдиган {xk , A k} J k таянч режа олинган булиб, лекин

у шундай булсин: 1) Д* =  0, /  6 J*, 2) агар Jk0¥= 0  булса, 
Я* =  Нк (У*, Jq) >  0. Биринчи интерациядан сунг олинган 
I*2. А \} уэ =  {х, А б} 7' таянч режа Н20 =  Н (70, J0) булган 1),

2) шартларни каноатлантирншини куриш цийин эмас.
“ "хк режанинг (8) оптималлик шартлари бузиладиган ин- 
дексини j k £ J н деб белгилайлик. Ушбу

Д* (9) =  Л* +  Нк (/, У*н) (х* +  0 /*H) i  0, 1 а к0 (15)

айниятларга риоя килинганда, 1к йуналиш буйлаб х., /  £ У* 
узгарувчилар буйича оптималлик шартлари хамиша бажа- 
рилганлигидан, (15) муносабатларни х* режа яхшиланади- 
ган шу lk йуналишни куришга асос килиб оламиз. 1к йу- 
налишни

1к =  — sign Afk +  2  z'i ( 16)
iej*

куринишда излаймиз. y k,, j  £ JhQ коэффициентларни ^исоблаш 
учун (6), (15) лардан y k =  Gk р* sign Д* ,̂ Gk =  (Нк)~~1 ечимга 
эга булган

Л'о Y* =  P*sign Д ^, (17)

Ук =  (Т/< /  € , Р* =  Я* (Jk, j k) тенглама олинади.
д/ (хк)!д1к <  0 эканлигини куриш кийин эмас, яъни Maty 

сад функцияси 1к йуналиш буйича камаяди.
Худди (10) га ^хшаш V’ буйлаб максимал мумкин бул­

ган 0'' к;адам хисобланади:

0* =  {е?.. 9*}-
бу ерда 0* =  min Qk„

0 ieJ+  '

j — x*//*, агар lk <  0 булса,
0/ =  |  оо, агар /* > 0  булса, ^  +

||Д ^ |/а* , arap а* >  0 булса,
=  { оо , агар а к =  0 булса,
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а *  -  1*'//*/* =  /*' (У*) Я * /  (У*) -  2  ( Г /" (J*) s ig n  ДД  +

— hk ■ =  /г,г — В4' sign А* .
Jklk jkjk ' '  b  jk

Arap 0* =  оо булса (1) масалани ечиш тугалланади, чун­
ки максад функциясининг чексиз камайиш йуналиши 1к 
олинган.

Дейлик, О1' <  оо булсин. У х,олда янги
fe-f-l к , nk ,k X =  X +  0 I

режа курилади. Янги .4*+' базис матрица ва янги Jk0+1 туп- 
ламни к,уриш учун куйидаги ^олларни цараймиз:

а) 0 * = 0 * ,  i0£ J b- У н д а  Л ^ + ’^ Л  (/, У£+1 ), У ^ М ^ Л 'о )  U 

U /о» J q+> — J k0\Jo  Деб оламиз. Б у  ерда /„ индекс ш ундай - 

ки, ф  0 булиб, куй и д аги ча  танланади: а гар  г ^ ф .  О, 
/ €  /о бУлс£|> /о € /ц; акс  хода /„ =  /*;

б) 0* =  0^, г0€ У*. Унда Л | +1 =  Л*, У£+‘ =  ^ V o  Деб ола' 
миз;

в) 0ft =  0*, г'о =  Д. Унда Л*+‘ =  Л*, У*+‘ =  У* деб ола­
миз;

г) 0* =  0 .̂ Унда Л£+1 =  Л У£+’ =  У* U j k Деб оламиз.
Янги {xfc+1> /4б+1} Jo"'1 таянч режа б), в) холларда 1к йуна- 

лишни цуришнинг (15) принципига мувофиц, 1) шартни ца- 
ноатлантиради. а) холим караймиз. Унда

Д*+1 ( Л )  =  Н к+1 ( Л ,  , / н +1) Х н +\

га эга буламиз.
Н ' к+Х=  М к' (У н , У н + ')  Н*к М к ( У н , У н + ')  

булганлигидан, бу ерда М к (У^, У ^+!) матрица (13) га ух- 
шаш тузилади.

Н к+] (Уо, У н +1 ) =  М Л' (У н , Л +1 ) Н'к М к (У н ,  У н + ‘) 

булади ва демак, 

Д *+1 (Уо) =  М * '  (У н \  Уо+1) Н 'к М  (У н ,  У н + ‘) *н +1 =  

=  М * '  (Ун*. Л) Н ' к хк+] (Ун*) =  М к' (У А \  Уо) Д н \  (18) 

бу ерда А н  =  Ак ( J h )  — компоненталари 

А/ =  Д/ ( 0 \ / б / н ,  Д о = Я *  (0, У н )  x ft+1 (У н )  

булган вектордир.
Alfe ( У н , У н +1) матрицанинг цурилишидаи ва /0 индексни
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танлашга асосан М к (Jh \ J o, Jo+1) =  0 га эгамиз. Шунинг 
учун (15), (18) лардан исбот килиннши лозим булган

A*+I (4 +1) =  О
келнб чикади.

г) холда Д*+| (4 ) =  О тенглик уз- узидан куриниб туриб- 
ди. К,уйидагиларни хисоблаймиз:

< + ' = 4 +  0/ (Р*' Y ~  tik,k sign A)k) =  A l  -

— 0* a  sign A l  =  A^. — |A-J sign Akik =  0,

яъни, яна Afc+I ( 4 +1) =  0.
{xfc+!, Ab+]}jk+\  таянч режа 2) хоссага эга эканлигини

О
курсатамиз.

а) хрлда /0 g Jо булганда Jo ;1 =  Уо+1 U г0 деб, /0= / fc бул­
ганда 7 ',+1 =  Jo+1 деб белгилаб,
fik+i =  ^*+1 7*+ij =  м у  (д  4 +>) 7J+1)—

=  /И*' (Уо. Jo+ l) -H ko -M k (Jo, To+ l ) (19)
ни оламиз.

Hk0 > 0 ,  det M k(Jg , У'0~"1)фО  булганлигидан H k+i> 0. Hk+l

матрица H k~l >  0 матрицанинг диагонал минори сифатида 
мусбатдир.

б) хрлда: Нк >  0 матрицанинг диагонал минори сифати­
да Н к+1 >  0 ;

в) хрлда: HkQ+l =  H kQ > 0 .
г) хрлни ^араймиз. Фараз килайлик, HKQ+i матрица мус- 

бат булмасин, яъни шундай ноль булмаган £ =  1(Jq г1) век­
тор тоииладики,

//o+1 I  =  0 (20)

булади. (20) дан
я ^ ( . 0  +  р %  =  о

эканлиги келиб чикади, бу ерда l jk ф  0 , чунки акс хрлда 
Н к матрицанинг мусбатлигига зид хулосага келамиз. 
Умумийликни бузмасдан l jk =  1 деб хисоблаш мумкин. У 
Холда
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t ( J k0 ) =  —  (j  f>k =  — V* Sign Akjk (21)

(20), (21) лардан

н к (/*. +  =

=  hikjk —  $k' t  sign Akik =  =  0

га эга буламиз. Лекин, a fc > 0 ,  чунки 0fe =  0  ̂<  оо. Олин­
ган ^арама- ^аршилик Нк0 >  0 эканлигини исботлайди.

I JkQ | =  1 булганда (бу ерда j Jk0 | сон Jk тупламнинг эле-
fz kментлари сони) И 0 га тескари G матрицани хисоблаш 

кийинчилик тугдирмайди. | Jk0 | >  1 булганда Gk ларнй рекку- 
рент х.исоблаш учун формулалар оламиз. Уларни келтириб 
чикаришда чизикли алгебрадан маълум формулалар керак 
булади. Ушбу

куринишдаги симметрик матрица учун, p  — t  — q S  1 q ф О  
булганда, тескари

/ 5 _i S - 1 qq' S- 1
T - 1 = Р

q' S- 1
V р

матрица мавжуд булади. Аксинча, агар

[и V]

булса, v Ф  0 булганда,

S ~ ‘ =  Q —  —
V

формула уринлидир. 
а) 5̂ олни ^араймиз.

Gk+i = G k + l( J k0+ \  70*+1) =  (77*+1 Г 1,

Nk =  N k ( / + ' ,  / н ) =  [ M k (J* , / + 1) ] - 1 

булсин. (19) дан

Gft+1 =  Nk Gk N k
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келиб чицади. N (Jnr>, J kH ) матрица

1 . . .  О 0 . . .  О

Nk ( A t 1, Jh ) =
г ». l,h
О .

I .
io

r) ■ ■*0/0
О 1

. о

• r il o f п —т

0 . 0 0 .

. . In

1 о

куринишда булади. Шунинг учун Gk ' 1 матрица Ск[Л дан, 
агар /0 £ булса, факат iQ индексга мос келган цатор ва 
устунлари билан фарк; цилади; / 0 =  ;'к булганда Gl!+l = G k . 

Бундан, j 0 £ J’o булганда Gfc+1 =  Gk ва /0 £ Jk0 булганда

G*+1 =  Gk (Jk0+ \  У*+1) - ^ +1(y°+^ )^ ? /°, J °+-  (22)

эканлиги келиб чицади; 
t a  б) ^олда (22) га ухшаш,

Gfr+l =  Gk (Jk+l , Jk+') -

Gk+i (/0/ / 0)

Gk (Jk0+ \  ip ) Gk ( f0. / p + 1 ) 

Gk (io• >o)
га эга буламиз;

H = G
г) хрлда хамиша a k >  0 ва шунинг учун
в) холда Gk+l =  Gk эканлиги уз- узидан равшан;



3. Усулнинг чеклилиги. 2-бандда баён килинган усул, 
умуман айтганда, чекли булмайди. Лекин соддагина цу- 
шимча коида бу мухим хоссани таъминлаши мумкин.

4 р = ( / : / € - / н+-  х/ = = 0 ' ’ J kA = U - - ] £ J н \ С  Д / V o j  
деб олайлик. Режанинг х';, j  £ ./А,р компоненталарини /ср«- 
тм/с деб атаймиз.

Цушимча коида. Хар бир итерацияда J'l Ф 0  булганда 
j k элемент JkA дан танлаб олинади, яъни таянч режанинг 

яхшиланиши, агар мумкин булса, унинг критик компонен­
таларини узгартирмасдан амалга оширилади.

2- теорема. Агар баён кдлинган усулнинг ишлаш жараё- 
нида кушимча коидага риоя килинган хрлда, чекли сондаги 
бузилмаган таянч режалар дуч келса, баён килинган усул 
ихтиёрий бошлашпч таянч режа учун чеклидир.

И с б о т и .  Агар (я*, Л Б ) j k — бузилмаган ва оптимал 
булмаган таянч режа булса, 0 *+р^ О ,  р  =  О, 1, . . .  була­
ди. ^ацикатан, | Jkb | <  п — т. Агар 0*+р =  0 булса, @к+ р =

=0*+р, i £ 4 ' гР 03 Демак- 1А +Р+11 =  14 +Р I ~  h  ШУНИНГ
учун шундай р0 < п  — т сон топиладики, Jh0+P° =  0  була­
ди. Ушбу \хк+р\  АЬВ Р°) yg+p. =  \хк , Л* } jk+Po таянч ре­
жанинг бузилмаган булганлигидан максимал жоиз 0'(+р» 
кадам мусбатдир (0*+р« ,> 0).

Бузилмаган режалар сонининг чеклилиги хакрдаги фа- 
разга кура в* >  0 , k II 1, 2, . . . деб ^исоблаш мумкин.

Ихтиёрий {xk , Л Б ■, ^АФ  0  таянч режадан чекли сон­
даги р  итерациялардан сунг Уд+Р=  0  булган \xh+p, А:^ р ) 
режани хуриш мумкинлигини исботлаймиз. Фараз цилайлик, 
мана бундай булмасин: ихтиёрий р  >  0 учун туплам ^& РФ 
ф 0 .  У холда кушимча коида га асосан, Jk̂ p гэ J& ман- 
сублик бажарилади, яъни шундай р0 сон мавжудки, | Jk̂ p | 
const, р > р 0 булади. Демак, 8 k+p =  Qh+p, р > р 0 ва 
| У*+р+1 | =  | / 0+р | + 1 ,  р >  р0. Бошкача килиб айтганда, р-+  

оо да Мо+Р|-*- оо, бу эса | <  п — т тенгсизликка
зиддир. к

Демак, чекли сондаги итерациялардан сунг </д =  0  бул­
ган {хк , A kh } j* таянч режа хурилади.

112



Ушбу
х Dx/2 +  с 'х - *  max, Ах  =  b, х (У+) >  0, х (Jkkp) =  0 (23)

масалани царайлик. (.г, Л'Б ) / 0 режа — (23) масаланинг 
оптимал режаси эканлигини куриш кийин эмас (исботи 1- 
теорема етарлилигининг исботи кабидир). Агар бунда Ak(J*p)> 0  
булса, у (1) масалада хам оптимал булади. Акс холда чек- 
ли сондаги итерациялардан сунг k =  kx булганда (23) ма­
саланинг ечими буладиган бош^а х*‘ режа курилади ва ун- 
да максад функцияси ккчикрок киймат кабул ^илади, чун- 
ки, eft> 0 ,  k — \, 2, . . . . Шунинг учун (1) масалани 
ечиш жараёнини (23) турдаги х>ар хил масалалар учун 
оптимал булган режалар кетма- кетлигини цуриш сифатида 
^араш мумкин. Максад функциясининг режадан режага ка- 
майишидан (23) масалалардан бирортаси хам икки марта 
такрорланмайди. (23) типдаги хар хил масалаларнинг сони 
чекли хам да (1) масаланинг оптимал режаси улардан бири 
учун оптимал режа булганлигидан, ( 1) масала чекли сонда­
ги итерациялардан сунг ечилади. 2- теорема ибогланди.

И з о з ^ л а р .  1. Агар D =  0, л 1 — базис режа булса, баён цилин- 
ган усули симплекс- усул билан устма- уст тушади.

*2. Усулни симметрии D матрицали Ау =  Ь, у  (J+ ) ^  0 булганда 
(/' Dy >  0 шартни ^аноатлантирувчн квадратик масалаларни ечиш учун 
куллаш мумкин.

3. Иккинчи тартибли зарурий шартлар назариясида учрайдиган
у' D y min. Ay  =  0, у  (J_j_) ^  0

масалани ечиш учун баён ^илинган усулни бевосита цуллаб (Гулмай- 
ди. Бу з^олда !^авари^ булмаган квадратик программалаш усуллари ^ул- 
ланилади.

4. М и с о л.
x\l2  +  Хо — Xj х2 — 3*| — 4х2 -*■ min,

2xj +  xi  ^ 6 , — Xj +  sg; 5, ^  0, х2 >  0, 
масалани караймиз. х3, х4 эркин узгарувчиларни киритиб,

— х\  -+- х \  — Xj х2 — 3х1 — 4х2 ->  min,

2xi +  х2 +  х3 =  6 , — *1 +  х2 +  * 4 =  5, х г >  0, х2 > 0 ,  х3 >  0, х4 >  0
каноник шаклга утамиз.

Бошлангич таянч режанинг элементлари сифатида х 1 =  {0, 0, 6 ,5} , 
=  {а3, я4} ларни танлаб оламиз. У з^олда, J Jj == {1, 2}, Гр={6,5},

- С

1 00 1 1 _ 0
—  2 —  1 '  0 6
+  1 - 1 . 5  .
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Бупдан 

H l =  Z l 'DZl
( 1 0 Г 1 — 10  0] 1 0

0 1 — 1 2 0 0 0 1
- 2  - 1 0 0 0 0 — к — 1
+  1 - 1 0 0 0 0 +  1 --1

21

A j = { - 3, h00 0.
1^улда ^исоблаганда жадваллардан ф )йдалаииш кулайдир. Бошлап- 
1:ич маъдумотни икни ^исмдан иборат булган 11. 1- жадвалга киритамиз. 
Жадвалнйнг юкори кисмп соддалаштирилган симплекс жадвалга ухшащ 
(ундан бирлик устунлар йукотилган) булиб, а0 =  Ь вектор ва (— лу).
/ £  У^ векторлариинг «у, /  6 J б базис 

г) -, i 6  У б» / С лардаи иборат. лгь 
О,  0}

б\'йича ёйюшаси элементлари

11.1 - ж а д в а л

1 " Х “
i “ Б \

а0 O l а..

1 0 0

0.1 6 6 — 2 — 1

а 4 5 5 +  1 - 1

«0 0 — 3 — 1

“ 1 - 3  | 1 — 1

а 2 — 4 - 1 2

/  д

— 3 — 4

i t

вектор ёзилган ((11) га ^.). Жадвалнйнг пастки ^исмига (11) ифодадаги 
Я * 1 матрицанинг бошлангич базисдаги h \j , i j  в  элементларн хам- 
да ба^олар вектори Д ^ нинг Л:- компоненталари жойлаштирилган. (6 ) 
дан куринадики, Д*, /  6 У'н компонента жадвалнйнг юцори цисмидаги 
хн  сатр элементларининг жадвалнйнг куйи кисмидагн а/ сатр мос 

элементларига купайтмаларини ^ушишдан ^осил булади.
j k индексни танлаш учун \ к-к =  min Ду коидадан фойдалапами>, 

бу ерда агар Уд ^  0 булса, /  £ Уд булади. Уд =  0  булганда х*, Д* 
сонлар (8 ) оптималлик шартини каноатлантирмайдиган /  £ У*, лар тап- 
ланади. Бизнинг холда (бнринчи итерацияда k - -  1) / х =  2.
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аг цатор ва устуннн стрелкалар билан белгилаймиз. Усулнинг 
^оидаларига асосан Iх — — 4  si2n Д 2 =  4  =  { Ь r32' ' 'L )  ~  Ь 
- 1, — 1}-

4  векторнинг , / 6 компоненталарини жадвалнинг гсцори 
^исмидаги а2 устундан оламиз. О3 = — *3 /  е13 =  6 , 0{ =  5 хамда б | =  
=  | д |  [ !h\2 =  4/2 =  2 ларни хисоблаймиз (h\2 — стрелка билан ажра- 
тилган цатор ва устунларнинг кесишмасида жойлашган. Демак, 0J=  0! 
ва х* =  jc1 +  О1 11 — {0, 0, 6 , 5} +  2{0 , 1, — 1, — 1} =  (0, 2, 4, 3}.

Янги таянч {х2, Л |}  режа учун А \  базис матрица Л'Б билан уст­
м а-уст тушади. Шунинг учун, янги 11.2-жадвалда II. I-жадвалнинг 
асосий к,исми узгаришсиз колади. Фацат режанинг ва бахолар вектори- 
нинг компоненталари узгаради. Нндекси J20 : Jq =  {2 } тупламга кири- 
тилган х2 компонентага мос келган устун ва сатр II .2 -жадвалда юл- 
дузчалар билан белгиланган. Янги таянч режа учун / 4 =  1 ни оламиз. 
х1 режани яхшилаш йуналиши 1г= г \  sign Д?( -f- г \  ни курамкс. 
коэффициентни (15) тенгламадан топамиз. И 20 матрица юлдузчалар би­
лан белгиланган устунлар ва каторларнинг кесишувида жойлашган эле- 
ментлардан, Ра вектор эса стрелка билан белгиланган устун ва юлдуз­
чалар билан белгиланган к,аторларнинг кесишмасида ётувчи элементлар- 
дан иборатдир. К,аралаётган холда Н20 — {2}, Р =  { — 1 } ва шунинг

учун 2у \  =  1 ёки . Демак, /2 =  2j - f  1/2 = { 1 , 0, —2, l}-f-

+  1 / 2 - { 0 ,  1 , - 1 , - 1 }  =  {1, 1 / 2 . - 5 / 2 ,  1 /2), ©2 д 2 j / ( f t ^  _

— Р2' v2 sign Aj) =  10, =  63 =  8/2, 02 =  min (©3, } =  ©3.
а3 векторни базисдан чи^арамиз, унинг урнига эса а2 ни кирита. 

миз, чунки J20 =  {2} ф  0 ,  г \2 ~  — 1 ф  0. г \ 2 элементли )\амда кеси - 
шувида у ётган сатр ва устунни етакчи деб атаймиз. Етакчи элемент 
катак ичига олинган. 2 - бобда

/ / •*+ ■  =  М ' V &  Jн ^ 1 ) н ' к М  ( / н* , / нк+ \

эканлиги курсатилган эди, бу ерда М (./[[', ./н  "*"*) матрица (13) таркиб- 
га эга. Шунга ухшаш, курсатиш мумкинки, Л ****-1 матрица

R*k+1 =  /?** М (J^, Унк+')

матрицадан 1„ цаторни { — г^  0 / ,  I /  r f j t , ■ ■ - ,

rt i„n -m  / r i»y ) Нат0Рга алмаштириш ёрдамида олинади.
Бу формулалар II.2- жадвалда икки бос^ичда амалга оширилади.
I б о с ц и ч. а) Етакчи устуннинг (етакчи элементдан бошца) г^ о ,

‘ Ф  'о, ‘ 6 -/Б; Л* - , j  6 J h  элементларини буламиз;
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б) етакчи каторнинг (етакчи элементдан бошка) • , /' £ / ’Д  /=5̂ =/0 

элементларини (— /•*„. ) га буламиз;

в) колган < 6  4 + ' \ / о ,  /  6 \  Л?,+1, ,, /  g
! ф  »0, элементларни турри туртбурчак коидас i буйича хисоблапмиз;

г) етакчи элемеитнинг урнига унга тескари булган ми^дор ёзилади.

I I . 2 - ж а д в а л  II . 3 - ж а д в а л

V ,
о , а2

v «
/ г \

1 О г

а } 4 6 -2

м
а * J 5 1 ■7

=ГГ

ао О

-

-J ■А

о, -J 1 - /

* 1 Ч -J 2

-5
J L

Ч ан 
« \  
а( \ а0 с,

У "Ч  \
1 в/5 О

й. П/5 6 -2 -1

I

- / 3 1

яо 6 -2<* S и

а, -2 -.9 J 1

в; Е Б в -S -2

%
*

I бось;ичдан сунг олинган 11.3-жадвал оралиц жадвал деб атала­
ди. Унинг юцори 1\исмидаги элементлар R 3 матрицанинг мос элемент- 
ларидан иборат ва улар охиригача хисобланган. Пастки цисмда #* * + ' =  
=  Я*3 =  М 2 Я*3 матрицанинг элементлари жойлашган. //*fc+* =  # * 3=  
=  М 2 Я  3 матрицанинг элементларини х,осил ^илиш учун
жадвалнинг фа^ат пастки ^исми узгартириладиган иккинчи бсс^ичга 
утамиз.

II б о с ^ и ч .  а) Оралик жадвалнинг I I . l -ж адвал ва I I .2- ж адвал- 
ларда буш цолган устунига олдинги жадвалдаги етакчи сатрнинг x j  ,

*kI £ J н элементларини ёзамиз.

б) a io сатрни (энди унда етакчи элемент г ^ /о ётади) га бу­
ламиз;

в) долган 1 е у н+1 \  ч,  /  е Jн+ 1  элементларни оралиь; ж ад­
валнинг пастки цисмида г^  етакчи элемент булган тугри туртбурчак 
цоидаси буйича ^исоблаймиз.

Иккинчи бос^ичдан сунг хосил булган 11.4- жадвал буйича ба- 
х;олар векторини хисоблаб, / 3 =  1 ни оламиз. Jq—0  булганлигидан I3— 
=  {1, — 2, 0, 3} ва 03 == 03 =  21/65. Янги х1 режага мос П .5-ж ад-
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11.4-ж а д в а  л

° Б
а0 «1 "З

*Н

JrB
1 8/5 0

«2 14/5 6 — 2 — 1

“ 4 19/5 — 1 3 1

«0 24 —25 — 8

Ol —25 13 5

«3 - 8 5 2

- 2 1 / 5 0

■fr
П . 5 - ж а д ? а л

\  «н 
ЯБ

о0 «1 оз

\ v x i 1 
*Б \

1 25/13 0

0 2 28/13 6 - 2 — 1

0.1 62/13 - 1 3 1

Оо 24 - 2 5 — 8

Oi - 2 5 13 5

О., — 8 5 2

он
А

0 21/13

*
вал 11.4-жадвалдан фа^ат бахол ар вектори ва режанинг комлонентала- 
ри билан фарц ^илади. У оптималлик шартларини каноатлантиришини 
куриш ^ийии эмас. Демак, х 4 — {25/13,28/13,0 ,62/13} оптимал ре- 
жадир. 11. 10- чизмада итераииял ариинг геометрик намойиши курсатил- 
ган.
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11.10- чизма
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1. Кюнци Г. П. , Креллг В. Нелинейное программирование. —М. ; 
Сов. радио, 1962.

2. Пшеничный Б. Н. , Данилин Ю. М. Численные методы в экст­
ремальных задачах. — М. : Наука, 1975.

3. Fокафеллар Р. Т. Выпуклый анализ. — М. : Мир, 1973.

III боб.  ЧИЗИКСИЗ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Чизицсиз программалаштириш деб математиканннг чекли 
улчовли фазолар тупламларида функцияларни оптималлашти- 
риш масаласи урганиладиган булимига айтилади, Мазкур 
бобда чизиксиз программалаштиришнинг назарияси баён ки- 
линади. Чизицсиз программалаштиришнинг хисоблши у  с ул- 
дари. IV бобда баён килннади.
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1-§. ЧИЗИКСИЗ ПРОГРАММАЛАШТИРИШНИНГ УМУМИЙ 
МА САЛАГ И

( Т
Чизиксиз программалаштириш масаласи умумий холда ута 

содда куринишга эга. Лекин унга дойр тулик натижалар маъ­
лум эмас. Мавжудлик теоремаларининг узи хам масаланинг 
элементларидан маълум аних хоссаларга эга булишни талаб 
килади. Шу сабабли чизиксиз программалашнинг умумий 
масаласи факат аник масалалар куринишида текшириладн.

1. Ечимнинг мавжудлик критерийси. X  чекли улчовли 
R n фазодан олинган туплам булсин. Бу тупламнинг х  эле­
ментларини, I бобдагидек, режалар (жоиз нукталар, век- 
торлар) деб атаймиз. Фараз килайлик, режалар туплами X  
да максад функцияси деб аталган /  (х), х £ X ,  функция’* 
аниклгнган булсин. Чизиксиз программалаштиришнинг 
умумий масаласи

f(x)  -> min,  х £ X.  ( 1)

режалар тупламида максад функциясини минималлаштириш- 
дан иборатдир. /  (х) max, X, максималлаштириш ма­
салалари f  {x) ни — / (х) га алмаштириш ёрдамида (1) маса- 
лага келтирилади.

(1) масаланинг х° ечими:

/ (лг°) =  min /(х ), х  £ X,

оптимал режа деб аталади.
Дар кандай (1) куринишдаги масала хам ечимга эга бу- 

лавермайди.
I I I . l -чизмада ( 1) масаланинг энг содда мисоллари келти- 

рилган булиб, уларда хар хил сабабларга кура оптимал ре­
жалар мавжуд эмас. (1) масаланинг ечимлари мавжудлиги 
Хацидаги теоремаларни ифодалаш учун хуйидан ярим узлук- 
сиз булган функциялардан фойдаланилади.

Агар X  да аникланган f (x)  функция учун
lim  /  (х) =  /  (х*), х ->  х*, х £ X ,

бажарилса, бу функция х* £ X  нуктада цуйидан ярим уз- 
луксиз дейилади. Агар /  (х) функция X  тупламнинг хар бир

* Хамма жойда /  (л:) функция скаляр функция хисобланади; вектор- 
функция булган 6 -§ да алохнда каралади.
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f № ,КУ1

o [ X

111.1 - чизма

нуктасида ярим узлуксиз булса, у X тупламда ярим узлук- 
сиздир.

[ x : f ( x ) < c } (2)

туплам (бу ерда с скаляр) f(x)  функциянинг (с кийматли) 
сатх туплами деб аталади.

Rn да аникланган f(x)  функциянинг сатх туплами буш 
ёки ёпи^ туплам булганда ва ([закат шунда бу функция 
к;уйидан ярим узлуксиз булади.

{х :f(x) >  m in f(x)}  туплам минимал са /щ  туплами 
деб аталади.

1- теорема (чизи^сиз программалаштириш масалалари 
ечимларининг маажудлик критерийси). ( 1) масаланинг ечи­
ми мавжуд булиши учун бирор с ( — оо <  с <  +  оо) да f (x)  
ма^сад функциянинг сат^ туплами минимал сатх туплами- 
дан ёки буш булмаган компактдан (унда f  (х) цуйидан 
ярим узлуксиз булган) иборат булиши зарур ва етарлидир.
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И с б о т и .  Зарурлиги. Агар Х ° — оптимал режалар туп- 
ламидан иборат булса, [ x: f (x)  < с | ,  c — f(x°) ,  х° £ Х°, 
сатх туплами Х°  билан устма- уст тушади ва унда f  (х) 
функция цуйидан ярим узлуксиз булади: f (x)  =  f{x°),  х £  Х°.  
Зарурлиги исботланди.

Етарлилиги. Минимал сатх булган хол уз-узидан аён. 
Фараз цилайлнк, бирор — оо <  с <  оо учун (2) сатх, туп­
лами буш булмасин ва компакт булсин. Равшанки, х,ар бир 
оптимал режа, агар у мавжуд булса, шу тупламга цараш- 
ли булади. Шунинг учун (1) масалада X  тупламни цурил- 
ган сатх туплами балан алмаштириш мумкин. Вейерштрасс 
теоремасига асосан, куйидан ярим узлуксиз булган х,ар кан- 
дай узлуксиз функция компактда минимумга эришади. Д е­
мак, (1) масала х° ечимга эга. Теорема исботланди.

Купинча (2) тупламнинг компактлнгини текшириш учун 
куйидаги фактдан фойдаланилади: цуйидан ярим узлуксиз 
булган чексиз катта

Iх  || оо да /(*)-<- оо, (3)

функциянинг сатх туплами ихтиёрий с учун компактдир.
Хакицатан, агар бирор с, да (2) туплам компакт эмас 

деб олсак, у чегараланмаган булади ва (2) тупламда (с =  
г= с,) шундай хк , /г^-оо  кетма-кетлик топиладики, |U fc||->-

оо булади. (3) га асосан, бирор k0 <  оо учун / ( x ft° ) > c .  
тенгсизлик бажарилади, бу эса (2) га зиддир.

Кучли цавариц функциялар чексиз катта_ буладилар: 
( | | х| | ->-  °° да f ( x ) = f  ( 0 ) + \  д[ (0) / дх +  х' \ d2f (х) I дх2\х/2 >
>  / (0)  +  x'df{0) /дх +  р || х |j2 -*■ оо. Шунинг учун бундай 
мацсад функциясига эга булган (1) масала ихтиёрий ёпик, 
режалар тупламида ечимга эга булади. К,атъий цавариц 
мацсад функциялари бундай хоссага эга эмас. Масалан, 
f (x)  =  exp (— х) -v  min,  х >  0 , x £ R y масала d 2f (x) /dx2 =  
=  exp (— а:) >  0 , х > 0 ,  булса-да ечимга эга эмас.

Махсус масалалар учун текшириш цулай булган ечимлар- 
нинг мавжудлик теоремалари исботланган. Масалан, квадра­
тик цавариц программалаштириш масалаларида ечимларнинг 
мавжуд булиши учун мацсад фукциясининг планлар тупла­
мида цуйидан чегараланган булиши етарлидир. Келгирилган 
мисоллардан охиргиси курсатадики, квадратик булмаган ма­
салалар учун ундай эмас.

2. Масалаларнинг таснифи (классификацияси). (1) ма­
саланинг X ,  f (x)  элгментларига нисбатан I бандда к,абул
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килниган умумий шартларда унинг оптимал режалари х,а^и- 
да бирор кизи^ ва фойдали маълумот олиб булмайди. Шу­
нинг учун ( 1) масала амалда кенг ^улланилувчи турли хил 
масалалар синфларини келтириб чш<арадиган ва оптимал ре- 
жанинг синфга мос хоссалари муфассал баёни учун имкон 
берувчи X ,  /  (х) ларга нисбатан кушимча шартларда текши- 
рилади.

Аввал чизиксиз программалаштиришдан I-бобда урганилган 
чизшуш программалаштириш масалалари синфи ажратилади. 
Ундан сунг кавари^ программалаштириш масалалари ало х и да 
урганилади (II боб). Дозирги пайтда ( 1) дан X ,  / (х) элемент 
ларнинг кушимча хоссалари билан ажралиб турадиган масала­
лар синфларининг сони каттадир. Бу синфларнинг хар бири- 
нинг номида одатда, «программалаштириш» сузи ^атнашади.

Мазкур бобда ( 1) масаланинг туртта асосий тури ургани­
лади: 1) X  =  Rn булган шартсиз минимум масаласи;
2) X  =  {х : g  (х) =  0 }, g  (х)— т  векторли функция булган 
шартли минимум масаласи; 3) X  =  \ x : g ( x )  <  0 j булган 
чеклашлар тенгсизликлар типидаги минималлаштирши ма­
саласи', 4) /  (х) — вектор- функция булган векторли опти­
маллаштириш масаласи. (1) масаланинг бешинчи типи, 
яъни X  — режаларнинг дискрет (чекли) туплами булган ма­
сала (дискрет программалаштириш масаласи) минималлаш- 
тиришнинг хисоблаш усуллари билан боглиц холда IV,
V бобларда царалади.

2- §. ШАРТСИЗ МИНИМУМ МАСАЛАСИ

Умумий куйилган чизиксиз программалаштириш масаласи 
(1-§) учун оптимал режани излашнинг универсал усули ма^сад 
функциясининг режалар тупламидаги ^ийматларини танлаш- 
дан иборатдир. Бу усул хозирги замон ЭХ,М ларида хам 
жуда кам амалга оширилади. Шунинг учун экстремал ма­
салалар, одатда, дастлабки математик тадкикотларга жалб 
кили пади. Минималлаштириш масалаларини текшириш бир 
томондан, оптимал режаларга хос булган ва танлаш ^аж- 
мини камайтириш имконини берадиган хоссаларни (минимум- 
нинг зарурий шартларини), иккинчи томондан, бажарилиши 
режанинг оптималлигини таъминловчи муносабатларни (ми- 
нимумнинг етарли шартлари) хос ил килишдан иборатдир. 
Минимумнинг зарурий шартини цан оатлантирадиган оптимал 
булмаган режалар сони ^анча кам булса зарурий шарт 
шунча кучли хисобланади. Минимумнинг етарлилик шарт-
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лари эса оптимал режалари шу шартларни ^аноатлантиради-
ган масалалар синфи !^анча кенг булса шунча кучли хисоб­
ланади.

Минимумнинг зарурий шартлари ичида энг кучлиси шун- 
дан иборатки, у минимумнинг етарли шарти билан устма- 
уст тушиб, минимум критерийсини ташкил килади. Агар 
умумий, текширилиши кийин булган натижаларни хисобга 
олмасак, минимум критерийлари чизиксиз программалаш ма­
саласининг нисбатан куп булмаган синфлари учунгина маъ­
лум (I, II бобларга к,.). Кенг таркалган, кандайдир маънода 
осон текшириладиган минимумлик шартлари мураккаб маса­
лалар учун ё зарурий, ёки етарли булиб, бир томонлама 
характерга эга. Зарурий ва етарли шартлар буйича тадки- 
котлар уларни якинлаштириш максадида хар иккала турда- 
ги шартларни чукурлаштириш йуналиши буйлаб ривожлан- 
мовда. Бунда агар минимумнинг шарти ифодасида масала 
элементларининг k — тартибгача хосилалари иштирок этса, 
минимум шартнга k тартиб кушнлади. *

1. Минимумнинг биринчи тартибли зарурий шарти. 
Стационар нуцталар. Ушбу

f ( x ) - +  min,  j: £ R n, ( 1)

шартсиз минимум масаласини f(x)  функция (масаланинг 
элементн) хар бир х  £ Rn нуктада хр х2, . . . , хп узгарув­
чилар буйича барча хусусий хосилалари билан бирга аннк- 
ланган ва узлуксиз, яъни f  (х) £ с(1) булган х1олда i^apaft- 
миз.

1-таъриф. Агар

/(х°) =  min f (x) ,  х £ R n,

булса, х° ну кта оптимал режа ((1) масаланинг ечими аб­
солют ёки глобал минимум нуктаси) деб аталади.

2 - таъриф. Бирор е > 0  учун

f ( x ° ) =  min f(x) ,  || х — х° || <  е, х £ R llt

муносабатлар бажарилса, х0 ну^та локал оптимал режа 
(нисбий ёки локал минимум нуктаси) дейилади.

Дар бир оптимал режа \ар  кандай е >  0 учун локал 
оптимал режадан иборат булади (лекин аксинча эмас). Бун- 
дан буён, куп холларда локал оптимал режалар х^цида ran 
боради ва ( 1) масаланинг ечими х1акида ran борганда улар­
ни тушунамиз. Локал оптимал режа учун минимумнинг х,ар



кандай зарурпй шарти глобал оптимал режа учун ^ам ми- 
нпмумнинг зарурий шарти булади (лекии аксинча эмас).

Каварик, программалаштириш масалаларида хар бир локал 
оптимал режа глобал оптимал режа хам булади. р^акицатан, 
агар х° £ X  глобал оптимал режа, х* £ X  локал огпимал 
режа ва f ( x ° ) < f ( x * )  булса, каварик функциянинг таъри- 
фидан А £ [0,1] булганда, х* режанинг локал оптималлиги- 
га зид булган

/  (Ах* +  (1 — А) х°) <  А/ (х*) +
(1 -  А) /  (Xй) <  А/ (х*) +  (1 — А) /  (х*) =  f  (х*)

тенгсизликни оламиз, чунки кичик (1 — А) >  0 лар учун 
Ах* +  ( 1 — А)х°£ X  нукта х* режанинг етарли кичик атро- 
фига тушади.

/ (х)  функциянинг хусусий хос]'лаларидан ташкил топган
( д—, векторни ш у функциянинг градиента
{ дхп )

(grad /  (х)) деймиз ва — о р ка л и белгилаймиз.
дх

1 -теорема. Хар бир локал оптимал режа х° да станцио- 
нарлик шарти бажарилади:

df (х°)/3х =  0 , (2)
яъни grad /  (х°) =  0 булади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, х° режада [(2) тенглик ба- 
жарилмасин, яъни df ( х° ) / дхф  0 . х° нуктадан ушбу

/; df (x°)/dx <  0 (3)

шартни каноатлантирадиган /,,. йуналиш буйича харакат бош- 
лаймиз, яъни х (/) =  х° +  l.J, t >  0 траекторияни цараймнз. 
Бу харакатда мацсад функциясининг t — 0 моментдаги :\оси- 
ласи, (3) ни х,исобга олсак,

дГ (х°)
А f  (х < Щ =0 =  дГ U{t)) dx /* < 0

dl ' dx dt t = о dx

булади. Демак, барча етарлича кичик t >  0 лар учун х° ре­
жанинг оптималлигига гид булган

/  (х (/)) <  /  (х°) (4)

тенгсизлик бажарилади. Теорема исботланди.
Келтирилган исбот конструктив булиб, агар х° режа оп- 

тималликнннг биринчи тартибли зарурий шарти (2) ни цано- 
атлантнрмаса, х0 режани (4) маъносида яхшилашнинг содда
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х (() =  х° 4- V  цоидасини курсатади. Шу каби цоидалар (1) 
масалани ечишнинг турри усуллари асосида ётади (IV-боб).

Ушбу
grad /  (х) =  0 (5)

тенгламанинг ечимлари f  (х) функциянинг стационар myi\- 
талари деб аталади. Шундай цилиб, 1-теоремага асосан, 
оптимал режалар (агар умуман мавжуд булсалар) максад 
функциясининг стационар ну^талари орасида ётади. Шу са- 
бабли оптимал режаларга эга булган (I) масаланинг ечимини 
^уриш учун максад функциясининг стационар нукталариии 
топиб, уларда /  (х) функциянинг к,ийматларини та^ослаш  
ва энг яхшисини танлаб олиш етарлидир. Агар танлаш бар­
ча стационар ну^талар буйича булса, натижада глобал оп­
тимал режа олинади. k

1-теорема (1) масалани (5) тенгламани ечишга келтиради.
(5) тенгламанинг мураккаб булишига карамасдан, умумий 
х,олда ( 1) масалани ечишнинг бу (бевосита булмаган) усули 
амалиётда анча вактдан бери ва кенг кулланилади. Купгина 
цизи^ мухнм илмий в а амалий масалаларни назарий текши- 
риш ва сонли ечишда у цимматли натижаларга олиб келди.

1 - м и с о л. f  (х) — х 2 — Зх — 1 булсин. {х : х г — Зх — 1 ^  0} туп­
лам буш эмас (х — 0 ну^тани узида са^лайди), ёпиц ва чегараланган 
(1x1-*- сюда f (х)->~ оо). Оптимал режалар мавжуд ва (2) тенгликни ь;а- 
ноатлантиради: df /dx — 2х  — 3 =  0. Бу тенглама ягона х* =  3 /2  ечимга 
эга. Демак, х* =  3 /2  оптимал (глобал) режадир.

2- м и с о л. /  (jtj, л-2) =  — 2лг1-дг2 +  Х\. (5) стационарлик тенг- 
ламалари

2xt  — 2х2 + 1 = 0, 2х,  — 2хх =  0

биргаликда эмас. Бу эса (1) масала ечимга эга эмаслигини англатади. 
Бу г^олда [ {х) ни максималлаштириш масаласи хам ечимга эга • эмас, 
чунки осонгиня куриш мумкинки, максимумнинг зарурийлик шарти (2) 
билан устма-уст тушади.

3 -м  и с о  л. / '  (х1} хг) =  х2—х \  — 2х ух2 +  x t . Стационарлик тепгла- 
малари

2X l  —  2 х 2 +  1 =  0 ,  —  2 х 2 -  2хх =  0

ягона * i= —*2 =  — 1/4 ечимга эга булиб, бу ечим ( 1) ма'алапинг оп­
тимал режаси булмайди, чунки

f  ( -  1/4 , 1/4) =  -  1/8 > -  1 = - /  (0 , 1).

2,3-мисолларнинг «галати» натижалари уларнинг ечимга 
эга булмаслиги билан богли^дир.

2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. 
f  (х) £ С (2) булсин. /  (х) функциянинг стационар ну^талари 
ичидан умуман олганда оптимал булмайдиганларини чи^ариб
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ташлаб, танлашни !^ис^артиришга имкон берувчи шартларни 
топамиз.

2- теорема. Дар бир х° оптимал режада мацсад функция­
сининг иккинчи тартибли хосилалари матрицаси манфий бул- 
майди:

d2f  (х°)/дх2 ^ 0  (6)
И с б о т и .  Фараз ^илайлик, (6) га зид шундай п вектор 

I* мавжуд булсинки,

о (?)
дх* * w

бажарилсин.
Ушбу х (/) =  х° +  IJ, t 5* 0 траекторияни курайлик. 1- 

теоремага асосан, биринчи тартибли хосила df (х (t))/dt\l=0 
нолга тенг. Иккинчи тартибли ^осилани хисоблаймиз ва (7) 
ни хисобга оламиз:

dV (х (/))
d/a

__ d  I d j '  (х (Q) dx  \  __ dx'  (t ) d V  (x (/)) ^  

<=o d t  \  dx dt  / /= о dt  dx1

X —  
dt

+  d f  (X ( /) )  rf2-V

<=o dx  d t2
o.

/=0
Шундай ^илиб, барча етарли кичик / >  0 лар учун яна 

х0 нинг оптималлигига зид буладиган (4) тенгсизлик бажа­
рилади. Теорема исботланди.

И з о ш л а  р. 1 .1 ,2 -теоремаларда ryfpH чизи^ буйлаб х  (t) — х?>-\- 
-\-l*t  содда х.аракатдан фойдаланилди. Текшириб куриш мумкинки. 1- 
теоремани исботлаш учун (лекин 2- теоремани эмас) факат координата 
уцлари буйича ^аракат килишнинг узи етарли (х (1) — х* ej t .  / = 1,и ). 
Мураккабро^ ^аракатлар, масалан, х (t) — х * I t - j - p t 2, t ^  0,  1,2- 
теоремаларни кучайтириш имконини бермайди.

2. (6) ни Сильвестр критерийси ёрдамида текшириш катта я лар 
учун куп мехнат талаб ^илади. Бу .^олда, сонли усуллар ёрдамида

д*1 (х»)
v  “ Й г  / - " min’ /€ /?"

минимум цак<идаги, кушиб олинган масала ечилади.
4 - м н е  о л. /  (Xj, д:2) =  exp (— х2—лф- Стадиона рлик тенгламалари:

—  2*! exp (— * ]—- ф  =  0 , — 2 х 2 exp (— x \ —xl)  =  0

(6) шарт бажарилмайднган, ягона х ^ —х^ = 0  .ечимга эга булади; бу 
шарт да

д2/  (0 ,0 )  (—2 О]
= г1 0 - iдх2 I 0 —2 

( 1) масала ечимга эга эмас
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2,4- мисоллар курсатадики, минимумнинг зарурий шарт- 
лари ёрдамида оптимал режаларнинг йуклигини ^ам исбот- 
лаш мумкин экан.

3. Локал минимумнинг етарлилик шарти. Минимумнинг
зарурийлик шартларини юкрри тартибли (k >  2) хосилаларии 
жалб кнлган холда кучайтириш п >  2 булганда цуйидаги 
иккита сабабга кура ривожлана олмади: 1) шартларни тек­
шириш кескин мураккаблашади; 2) шундай масалалар мав- 
жудки, уларда юцори тартибли хосилаларни жалб килта 
хам стационар нуцталар тупламидан барча оптимал булмаган 
режаларни чицариб ташлашга имкон бермайдн. Шунинг 
билан бирга 2-банднинг шартларида исботланган минимум­
нинг зарурий шартларини бироз «узгартириш минимумнинг 
етарлилик шартини олиш имконини беради.

3 - теорема. Агар х* стационар нуктада

булса, бу нуцта локал оптимал режа булади.
И с б о т и .  1,2-бандлардаги хисоблашларга кура х* нук- 

танинг стационарлиги ва (8) тенгсизликка асосан хар бир 
х (/) =  х* +  It, ||/|| =  1, х,аракат буйлаб

муносабатлар бажарилади. Шунинг учун хар бир /, ||/|| — 1, 
учун шундай t (I) >  0 топиладики, барча 0 < / < / ( / )  лар 
учун

тенгсизлик бажарилади.
||/|| =  1 тупламнинг ихчамлигидан шундай узгармас сон

>  0 нинг мавжуд булиши келиб чицадики, (9) тенгсизлик 
барча t, I, | | / | |= 1 ,  0 < / < / *  лар учун уринлидир. Бу эса 
х* нинг локал минимум нуктаси эканлигшш бнлдиради. Те­
орема исботланди.

3 -теореманинг исботидан куринадики, унинг шартларини 
каноатлантирувчи х* нуцта цатъий локал минимум нук-  
тасидир: бирор е >  0 ва барча x £ R n, х=/=х*, Цх — х*|| < е  
лар учун

Шунинг учун, 3 -теоремадаги минимумнинг етарлилик шарти- 
дан ф а  ц а т  локал оптимал режалари (10) муносабатларни 
ка ноатлантирад и га н масалалар учун фойдаланиш мумкин.

д2/  (х*)/3х2 >  0 (8)

Ф

/ ( x  (t)) >  f  (х*) (9)

f  (x*) <  f  [x). ( 10)
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4. Бир улчовли масалаларда минимумнинг юкори тар- 
тибли зарурий шартлари. Скаляр холда (п — \) 2,3-тсоре- 
малар етарлп гямарали (текшириш учун) умумлашмага эга- 
дирлар.

4- теорема. Агар /  (х) £ С[к> функция учун х* нуцтада 
df (x*)ldx =  О, . . .  , d k~ lf  (x*)!dxk~ l =  0, d kf  (x*)/dxk Ф  0,

муносабатлар бажарилиб, 1) к —  жуфт ва dkf  (x*)jdxk >  О 
булса, х* — (цатъий) локал минимум нуктаси булади: 2) к— 
жуфт ва d ’lf  (x*)/dxk <  0 булса, х* — (катъий)' локэл мак­
симум нуктаси булади; 3) к — ток; сон булса, х* — минимум 
нуктаси хам, максимум нуктаси хам Гулмайди.

Исботи анализ курсида берилган.
5. Кесмада ва содда чеклашлар учун минимум шарт­

лари. 2, 3 -теоремаларининг исботи
f  (х) m in, х £ [a, b], х  £ R t

масалага осон кучирилади.
5 - теорема, а (b) ну^танинг локал оптималлиги учун

df ( a ) / d x ^ 0  (df (b)/dx <  0)
тенгсизлик зарур,

df (a)/dx  >  0 (df (b)/dx <  0)
тенгсизлик эса етарлидир.

Н а т и ж а .  Агар х° — jх\, х°, . . х°п\ — содда чеклашли

f (х )->  min, х > 0 ,  x £ R n 

масаланинг ечими булса,

xj >  0, булганда df (х°)/дх1 =  О,

х° =  0, булганда df (x°)ldxi > 0 ,  i =  1, п.

3-§. ШАРТЛИ МИНИМУМ МАСАЛАСИ

Бу масала хам бундан олдинги параграфдаги масала каби 
анализ курсларида муфассал текширилади. Мазкур курсга 
материалнинг куйилишидан асосий мацсад баён цилишнинг 
тулицлиги ва экстремал масалаларни теширишнинг бир неча 
хрзирги замон усулларини курсатишдан иборатдир.

1. Умумлашган Лагранж купайтувчилари цоидаси. 
Ушбу

/  (х) m in, g  (х) =  0 (1)
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шартли минимум масаласини унинг элементлари (/ (х) 
функция ва g  (х) функциянинг (х), gm (х) компо-
нснтлари С(1> синфга царашли булган холда цараймиз.

1- тагьриф. Агар х° режа (g (х°) =  0)
/  (х°) =  min f  (х), g  (х) =  0

м i носабатларни каноатлантирса, у (глобал) оптимал режа 
( 1) масаланинг ечими, шартли глобал (абсолют) минимум  
нукт аси)  деб аталади.

2- таъриф. Агар бирор е >  0 учун х° режа
/  (л;0) -  m in /  (х), g  (х) =  0, ||х — х°Ц <  е

муносабатларни каноатлантирса, у нисбий сптимал режа 
(шартли локал (нисбий) минимум нуцтаси) деб аталади.

(1) масалани ечишнинг содда (уз гояси буйича) усулн 
номаълумларни й^цотиш усули  хисобланади. g x (хи . . . ,  х*)= 
=  0, . . ., g m (Xj, . . ., хп) =  0 тенгламалардан т та номаъ- 
лум, масалан, дастлабки, xt =  \  (хт+1, . . ., хп), . . ., хт  =  
=  hrn (xm+v . . ., хп) номаълумлар й у котила ди. Бу циймат- 
лар максад функциясига келтириб цуйилади. Натижада п—т  
та хш+1, . . ., хп номаълумга нисбатан шартсиз минимум 
масаласи

Ф {xm+v ■ ■ •» Хп) =  /  (К  (хт+............ хп), . . .

■■■> К  (Хт+1* • • •» Хп)> Хт+.............. хп ) ^  m i n  (2)

яъни, (Г) масалага эквивалент булган (текширинг!) масала 
^осил булади: а) агар (х^, х\, . . ., х°п\ (1) масаланинг ечи­
ми булса, [х°т+1, . . ., х°) (2) масаланинг ечими булади; 
б) агар [x°m+v . . ., х°) (2) масаланинг ечими булса, (x^+I 
. . ., х°), . . ., hm (xJJ,_|_n • • •• х°), x°mJrV . . ., х°) (1) маса­
ланинг ечими булади.

Чизицсиз g  (х) функциялар учун номаълумларни йуцо- 
тиш усули, одатда, цийин амалга оширилади, лекин купчи- 
лик чизикли g  (х) =  Ах  — b функцияли масалалар учун 
хозирги замон алгоритмларида кенг кулланилади. Хусусан, 
симплекс усулни (1 боб) номаълумларни йуцотиш усули- 
нинг амалга оширилиши сифатида тахлил цилиш мумкин.

Шартли минимум масалаларини тадцик, цилишнинг ик- 
кинчи (классик) усули — Лагранж купайтувчилари усули- 
дир. Бу усул х,озирги замон иккиланмалик назариясини (II- 
боб) олдиндан башорат килиб, чизицли программалашнинг
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дастлабки иккиланмалик муносабатларини (I-боб) кашф этиш- 
да катта роль уйнади.

Юкоридаги (1) масаланинг элементларидаи умумлашган 
(кенгайтирилган) т +  \-Лагранж  вектори Я,= {Я,0Д )  (унинг 
компоненталари: кп—скаляр, Я = { Я 1( . . кт \ —Лагранж т  
вектори; >.2, . .  кт— Лагранж купайтувчилари) ёрда­
мида

Г (х, I )  =  k0 f  (х) +  k'g (х) (3)
умумлашган Лангранж функциясини тузамиз.

1 -теорема (умумлашган Лагранж купайтувчилари цои- 
даси). (1) масаланинг ^ар бир х° нисбий оптимал режаси 
учун шундай н о л ь  б у л м а г а н  умумлашган Лагранж век­
тори к0Ф  О мавжуд буладики, унинг учун

dF (х°, к°)/дх =  О (4)
булади, яъни х° (3) умумлашган Лагранж функциясининг 
к  =  к0 булгандаги стационар ну^таси булади.

Умумлашган Лагранж купайтувчилари цоидасининг ажо- 
йиб исботи ошкормас функция хакидаги теоремага асос- 
ланган: агар т- вектор функция g  (х, г) (бунда у  £ R m, z£Rp)- 
вектор функция \а, b\, а £ Rm, b £ R p нуктанинг атрофида 
аникланган ва у ерда у  буйича дифференциалланувчи хамда

Ц а , Ь )  =  0,  ...........

муносабатларни цаноатлантирса, шундай ро >  0 сон ва уз- 
луксиз h (г), (|)г — Ь\\ < р о) т- вектор- функция топиладики,

1) g  (h (г), г) =  0, 1|г — Ь\\
2) И (Ь) =  а;
3) агар g  (у, z) £ C(/i) булса, h (z) £ С(,,) булади.
1 - т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  т ^ п  учун теорема три-

виал. Дейлик, т < п  булсин. (3) га асосан (4) ифода

а и л  + V « W = o ,  1 ’ Ф 0 ,
0 дх ‘ дх

1=1
куринишни олади ва демак.

df (х°) d g , (х°) д # т (х°) /гч

дх ’ дх  .............. дх

векторлар чизикли богланганлигини англатади. Фараз ци- 
лайлик, теорема уринли булмасин, яъни (5) векторлар чи-
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зщ ли эрклв булсин. Ушбу п +  1 та х, р узгарувчиларга 
нисбатан

/  (*) =  /  (*°) +  P. (*) =  0 (6)
тизимни караймиз. Ошкормас функция ^а^идаги теоремага 
асосан бу тизим р =  О нуктаиинг атрофида аншуганган х  (р) 
ечимга эга булади. р <  0 булганда (6) дан х° режанинг оп- 
тималлигига зиддиятга олиб келадиган

/  (х (Р)) <  /  (-ч:0), g  (х (р)) =  О 
муносабатларни оламиз. Теорема исботланди.

х° ну^тада (4) тенглик бажариладиган Я0 вектор х° нуц- 
тага мос умумлашган Лагранж вектори деб аталади. х° 
ну^тага бир нечта умумлашган Лагранж векторлари мос 
келиши мумкин. *

И з о ^ .  (4) тенгликни Х° билан бирга — А.0 вектор .^ам цаноатлан- 
тиргани учун Х° векторнинг битта компонентаси ишорасини олдиндан 
танлаш мумкин. Одатда Я0 >  0 деб олинади, бу эса умумлашган Л аг­
ранж купайтувчилари ^оидасига а н и ^ л и к  к и р и т и ш д а н  иборат­
дир.

Шартли минимум масалаларини 
текшнришда куп ва^тлардан бери 
(Лагранж давридан бери) (3) дан 
А0 — 1 булганда олинадиган

F ( x ,  %) =  f ( x )  +  k ' g ( x )  (7)
(классик)  Лагранж функциясидан 
фойдаланилади.

(7) Лагранж функцияси учун, 
умуман олганда, купайтувчилар 
коидаси уринли эмас.

1- МИСОЛ. /  (Xj, х2) — х ъ  g  (ху. х2) =
=  х~1—х 2 Режалар x'f—x i  --- О ярим ку­
бик параболада ётади (III.2- чизма). Рав- 
шанки, {*» =  0 , х\
Лагранж функциясини тузайлик:

F (х, а) =  / (х) +  У.' g  (х) =  Ху (x^— x j )

Купайтувчилар ^оид; си

dF/ dX l =  1 + З Я , ^  =  0, d F / d x 2 =  —  2 Я,*2 =  О

тенгламаларга олиб келади.
х° =  {0, 0} ну^та ,̂ еч бир Я, учун бу тенгламаларни гцаноатлаитир- 

майди, яъни классик Лагранж функцияси учун купайтувчилар ^оидаси 
бу масалада уринли эмас.

о =  0} = о п т и м а л  реж а.
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2. Классик Лагранж купайтувчилари цоидаси. (1) маса­
лани текширишда цачон (7) Лагранж функциясидан фойда- 
ланиш мумкинлигини аниклаймпз.

3 - таъриф. Агар х° режага мос келган умумлашган 
Я =  (Я0, Я) Лагранж векторлари ичида Я0 =  0 кабила ри бул- 
маса, (1) масала ва унинг х° оптимал режаси нормал деб 
аталади.

Умумлашган Лагранж вектори (4) тенгликдан узгармас 
купайтувчи аницлигида аницланганлигидан, (1) нормал ма- 
салада эса Я0 компонента мусбат булганлигидан, унга Я век- 
торни булиб, (1, Я} куринишдаги умумлашган Лагранж 
векторини оламиз, яъни умумлашган Лагранж функцияси 
(классик) Лагранж вектори ёрдамида цурилган (7) классик 
Лагранж функцияси булади.

1-лемма. Нормал оптимал режага ягона Лагранж век- 
гори мос келади.

И с б о т  и. Фараз цилайлик, иккита Я, р ( Я #  р.) Л аг­
ранж вектор мавжуд булсин:

т
з/ !*•> , V  •,+  V i . » = o ,_I *" г) Vдх дх

i=i

дх

т

+ % d J 7 p - °  ( 8 >

i=i
Бу тенгликларнинг биринчисидан иккинчисини айириб, (Я —
— li)'dg(x°)/dx =  0 тенгликни оламиз. Бу эса нормал х° ре­
жага 3- таърифга кура зид булган (О, Я — р} ф  0 — умум­
лашган Лагранж вектори мос келишини англатади. Лемма 
исботланди.

Маълум булишича, х° оптимал режанинг нормаллиги чек- 
лашлар функцияси g  (х) нинг х° нуктадаги узгариши би­
лан узвий боглиц экан.

4 - таъриф. Агар х° режада
dgi (*°) dgm (х°) ^

дх дх
векторлар чизикли богланмаган булса, х° оддий режа деб 
аталади.

2 -теорема. Оптимал режа х° нормал булади факат ва 
факат шу холдаки, агар у оддий жоиз режа булса.

И с б о т и .  Зарурийлиги. х° нормал оптимал режа учун 
(9) векторлар чизшуш богланган булсин: Я'dg (х°)/<3х =  О,
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Я =  {Я1, . . К , } Ф  о. У ^олда, х° режага мос умумлаш­
ган Лагранж вектори Я — {Я0 =  0, Я} булади. Я0= 0  тенглик
3-таърифга зиддир.

Етарлилиги. х° оптимал режа оддий булсин. Агар уни 
нормал эмас деб олсак (бу хрлда у анормал деб аталади), 
унинг учун шундай умумлашган Лагранж вектори {Я„ =  0, 
X), Х ф О  топиладики, мос умумлашган купайтувчилар кои- 
даси X'dg (х°)/дх =  0 , Х ф О  куринишни олади, бу ^оида (9) 
векторларнинг чизикли богланганлигини англатади. Олин­
ган зиддият теоремани исботлайди.

Н а т и ж а .  Агар (1) масала нормал булса, т  <  п булади. 
Асосий натижани ифодалайлик.

3- теорема (Лагранж купайтувчилари цоидаси). Агар 
(1) масаланинг х° о п т т й л  режасида (9) векторлар чизикли 
эркли булсалар, шундай (ягона) Я,0 Лагранж вектори топи­
ладики, {л;0, Я0} жуфтликда

дР ( А  Х°) п dF (х°, Я.0) _

д х  д  к  ( '

тенгликлар (Лагранж функциясининг стационарлик шарти)  
бажарилади.

И с б о т и .  Теореманинг шартларида бажарилганда (1) ма­
сала нормал масала булади (2-теорема). Биринчи тенглик 
(1) нормал масала учун (7) куринишга келадиган (3) функ- 
цияга нисбатан (4) стационарлик шартидан иборатдир. Ик­
кинчи тенглик уз- узидан келиб чи^адиган g  (х°) =  0 тенг­
лик куринишига эга. Теорема исботланди.

5 - таъриф. Агар х * нук,та учун шундай т- вектор X* 
мавжуд булиб, {л:*, Я*} жуфтлик (7) Лагранж функцияси­
нинг стационар нуктаси булса, яъни

dF (x*t Х*)/дх = 0 ,  OF (.х*, Х*)/дх =  0 (11)

булса, х* шартли- стационар нуцта деб аталади.
Шартли- стационар ну^таларни излаш т +  п та х, X 

номаълумларга нисбатан т +  п та тенгламалар тизимидан 
иборат (11) ни ечишга келтирилади.

Шундай килиб, Лагранж купайтувчилари ьридасига асо­
сан, (1) шартли минимум масаласининг ечими (агар у мав­
жуд булса) мак;сад функциясининг крйматларини шартли- 
стационар ну^талар тупламида танлашга келтирилади.

Шуни ^айд ^илиш керакки, ^авариц программалаш ма- 
салаларидан фар1\ли равишда (II-боб) оптимал режалар уму-



ман олганда (7) Лагранж функциясининг к =  к0 булгандаги 
минимум ну^талари булмайди.

2-МИСО Л .  f  ( Х и  Х 2)  =  X 2 ,  g  (хх, х2) =  х2 -~ х\ .  ,v° =  {0, 0} оддий 
оптимал режадир, чунки d g  (0 ) / дх2 — \ ф 0 .  ( 10) стационарлик шарти­
дан d F/ d xx =  — 2 А х х =  0, d F/ d x2 =■-■ 1 +  X =  0 дан Лагранж функция­
си F (х,  — 1) =  х2 +  А, (х2 — x'f) учун А =  — 1 эканлигини топамиз. 
х° ну^тада F (х,  — 1) =  х \  функция минимумга эришади.

3- м и с о л. f (хх, х2) =  х\ ,  g  (хх, х 2) =  х2 —  х \ .  Олдннги мисолга ух- 
шаш, (1) масала бу элементлар билан нормал масаладир. Лагранж функ­
цияси F (х, А) —- х% +  А (х2 — xf)  учун (10) стационарлик шарти
— 2 А х х =  0, 3xi  +  А =  0, х2 — х \  =  0 тенгламаларга олиб келади. 
х« =  (0, 0} оптимал режага А =  0 купайтувчи мос келади. ха нуцта 
F (х,  0) =» #2 функциянинг эгилиш нуктаси булади.

4 - м и  с о  л. f (хх, х 2) =  — х\ ,  g  (xlt х2) =г х2. Лагранж функцияси 

F (х , А) =  — х \ - \ - к х г учун стационарлик шарти d F / d x x =  0, dF/ дх2—
— — 2к2 +  А =  0 тенгламаларга олиб келади, улардан А =  0 ни оламиз. 
F (х,  0) — — х \  функция х0 =  0 оптимал режада минимумга эмас, мак- 
симумга эришади.

Шартли минимум масалалари ичида 2-теоремага асосан 
(3-банддаги киритищ хасидаги леммани хам каранг) нормал 
масалаларнинг (демак, классик купайтувчилар цоидасининг) 
урни шу билан аникланадики, улар масалаларнинг асосий 
цисмини ташкил к;илади, уларнинг режалар туплами (п >  т  
булганда) чекли булмайди. Анормал масалаларнинг режалар 
туплами чекли хам булиши мумкин.

5- м и с о л. /  (хи  х 2) =  х х. g  (хх, х2) =  х \  +  х\ .  Масала ягона 

х °= л :2 =  0 ечимга эга.

3. Шартли минимумнинг силлиц масалаларида оптимал- 
ликнинг биринчи тартибли зарурий шартларини олишнинг 
замонавий услуби. Агар (1) масалада f  (х), g  (л:)£ С(1) бул­
са, у силлиц масала дейилади. 1,2-бандларда келтирилган 
минимумнинг биринчи тартибли зарурий шартлари конструк­
тив эмас. К,уйида келтирилган экстремал масалаларни текши- 
ришда замонавий ёндашишнинг асосий элементларини уз 
ичига олувчи конструктивроц исботлар назарий ва амалий 
нуктаи назардан ахамият касб этади. Унинг умумий кон- 
струкциялари 5-§ да баён ^илинади.

5 - таъриф. Бирор I вектор х* нук/гада g i (x) — 0 тенг- 
лик типидаги чекланиш буйича жоиз (уринма) йуналиш  
деб аталади, агар g t (х*) =  0, I'dg (х*)/дх =  0 булса.
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6 - т а ъ р и ф .  Агар I вектор х* нуктада хар бир g i (х) =
=  0,г =  1 ,т  чекланиш буйича жоиз йуналиш булса, у х* 
нуктада (1) масаланинг чекланишлари буйича жоиз йуна- 
лиш деб аталади. «.

7 - таъриф. Бирор I вектор /  (х) функциянинг х* ну^та- 
даги мос келадиган йуналиш (камайиш йуналиши) деб ата­
лади, агар I'df (x*)/dx <  0 булса.

8 - таъриф. Агар I вектор г* нуктада (1) масаланинг 
чекланишлари буйича жоиз йуналиш булиш билан бирга, 
унинг ма^сад функцияси учун мос келадиган йуналиш бул­
са, бу вектор (1) масаланинг х* режадаги мос келадиган  
йуналиши деб аталади.

4 - теорема. Агар х° режа (1) масаланинг оддий оптимал 
режаси т < п  булса, х° нуктада [(1) масаланинг мос кела­
диган йуналиши мавжуд эмас, яъни

Г df (х°)/дх =  О, t =  Ттп (12)

тенгликларни каноатлантирувчи ихтиёрий / вектор учун

I'dg; (х°)/дх>  0, i  — \ , т  (12')

бажарилади.
Теореманинг исботи экстремал масалаларни текшириш- 

нинг классик усуллари мо^иятини ёркин акс эттирувчн те- 
гишлилик хакидаги леммага асосланган.

2 -лемма (тегишлилик ^ацида). Фараз цилайлик, х* режа 
(1) масаланинг оддий режаси булсин (бу ерда т < п ) .  У 
хрлда масаланинг чеклашлари буйича жоиз булган ихти­
ёрий I йуналиш учун шундай ро сон ва р скаляр аргумент- 
нинг п вектор- функцияси h (В), |р| <  ро мавжуд буладики, 
h (0) =  х*, dh (0)ld р =  I булади ва g  (h (Р)) =  0, |р| <  ро 
айният бажарилади.

И с б о т и .  х* оддий режа булганлиги учун

dgi ( х*)/дх, . . ., dgm {х*)!дх (13)

векторлар чизикли эркли. Бу векторларни R n да к,андайдир 
силлиц g m+1 (.*), . . ., g n (x) функциялар буйича к у рил га н

dgm+1 (х*)/дх, . . ., dgn (х*)/дх (14)

векторлар ёрдамида базисгача тулдирамиз.
Ихтиёрий п- вектор / учун (12) дан

Ym+i — 1>дЁт+\ (х*)/дх, . . ., уn =  l 'd g n (х*)/дх (15)
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ларни х,исоблаймиз ва п +  1 та х, р узгарувчиларга нисба- 
тан п та
j g i  ( * ) “ 0 .................. gm ( ж ) *  О ,
[gm+i ( x ) = g m+i (x*) +  fiym+l .................. gn ( x ) = g n (х+)+ р у „ (16)
тенгламалар тизимини караймиз.

(13), (14) векторларнинг чизицли эрклилигига кура, ош- 
кормас функциялар ^ацидаги теоремага асосан (16) тизим- 
нинг шундай силлиц ечими х  =  /г (Р), |Р| <  ро, ро >  0 мав­
жуд буладики, у р =  О да х* режа билан устма- уст ту- 
шади:

h (0) =  х*. (17)
Ушбу

& (МР)) =■ 0. i = l r n ,  

g k (h (Р)) =  g k (х*) +  Р Y*. k — т + \ , п ,  |р |< 6 0 , 

айниятлардан

dg,  ( f t ( P ) ) / d P  =  [dg; (h ( P ) ) / d x ] '  dh ( p ) / d p  =  0 ,  i =  1 ,  m ,  

dgk (h ( p ) ) / d p  =  [dgk (h Щ №  dh ( P ) M P  -  v * .

ларни оламиз. Бундан хусусий ^олда

[ d g ^ y d x ] '  dh (0)/^Р =  0, i =  1 ,m,

[dgk (x*)/dx]' dh (0)/d P =  yk, k — m +  \ ,n  (18) 

келиб чицади.
(12), (15) тенгламаларни (18) тенгламалар билан таццос- 

лаб, шуни курамизки, I ва dh (0)/dP векторлар коэффици- 
ентларидан тузилган матрицаси махсус булмаган чизшуш 
тенгламалар тизимини цаноатлантиради. Шунинг учун 
dh (0)/сф =  /. (17) ни хисобга олсак бу натижа теореманинг 
исботини тугаллайди.

Из о) ^.  Ошкормас функциялар ?;аь;идаги теоремага асосан g , ( x )
i — 1 , т  функциялар ^анча марта дифференциалланувчи булсалар, h ((5 ) 
функция ^ам шунча марта дифференциалланувчи булади.

2-лемманинг геометрик маъносини тушунтирамиз. g 1 (х )=
— 0. • • •> &т (*) =  0. т < п , тенгламалар Rn да (п — т) 
улчовли силлиц М купхилликни ифодалайди. п — т  =  2 бул­
ганда у III .3- чизмадаги сиртни ифодалайди.

I га нисбатан царалаётган l'dgi (х*)/дх =  0, i  =  1 ,т,
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тенгламалар М  га х =  х* 
нук,тада К  уринма гипер- 
текисликни беради. Тегиш- 
лилик ^ан;ида ги лемма бу­
йича К  уринма гипертекис.- 
ликдан ^ар цандай у  век- 
торни олмайлик, куп хил- 
ликнинг устида шундай 
силлик чизиц угказиш мум- 
кинки, у х =  х* нук,тадан 
чщнб у  векторни узида са^ловчи уринмага эга булади.

2 -леммага асосан нормал масаланинг оптимал режасини 
р, I параметрларга боглиц режалар оиласига юклаш мум­
кин. Шунинг учун (1) масаланинг режалар туплами (т < п ) 
чекли булиши мумкин эмас.

4 - т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  Фараз цилайлик (12) тенг- 
ликлар бажариладиган, лекин (12') урнига l .d f  (х°)/дх <  О 
тенгсизлик бажариладиган /* вектор мавжуд булсин. Дей- 
лик, h (р) функция — тегишлилик ^ацидаги леммани исбот 
килишда /* вектор ва л:0 режа учун курилган булсин. У 
,\олда

df  (h (Р))/d  Р/Р=0 =  /; df (х°)/дх <  О,

яъни етарли кичик р учун h (Р) режада х° нинг оптимал- 
лигига зид булган /  (h (Р)) <  f  (х°) тенгсизлик бажарилади. 
Теорема исботланди.

(12), (12') тизим учун цулланилган тенгсизлик— натижа- 
лар .^акидаги теорема (1 боб, 2-§, 4-6. га к;.) дан шундай 

i  =  1 ,т, сонларнинг мавжуд булиши келиб чицадики,
т

df (хп) /д х +  2  M f t  (х°Удх =  0 (19)
i=i

булади.
Текширилмай долган икки хрлни цараймиз: 1) т =  п, 

(9) векторлар чизикли эркли; 2) (9) векторлар чизикли бог- 
лиц. Биринчи хрлда (9) векторлар Rn фазонинг базасини
ташкил цилади ва шунинг учун шундай Я(-, 1 =  1 ,т сонлар 
топиладики, (19) тенгликлар бажарилади. Иккинчи ^ол эса

т

шундай ф  0, i =  \ ,m ,  лар топилиб, 2  P i'dg i  (х°)/дх=0
i=i __

бажарилишини англатади. А,0 =  0, =  р,-, i =  \ ,т  деб олиб,
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X0 df (х°)/дх +  V  }ч dg t {хй)!дх =  0 (20)
i=i

ни оламиз.
Олинган (19), (20) натижалар биргаликда ^ам умумлаш­

ган Лагранж купайтувчилари ^оидасининг (1-теорема), ^ам 
классик Лагранж купайтувчилари кридасинннг (3 -теорема) 
исботидан иборагдир. Бу ^олда 3 -теорема—оптималликнинг 
биринчи тартибли зарурий шартини ифодаловчи «тугри» 4- 
теореманинг «иккиланма» вариантидан иборат экан.

Купайтувчилар ^оидасининг умумий хрли (т < п  ва (9) 
векторлар чизицли эркли булса) учун келтирилган исбот- 
нинг конструктивлиги ^уйидагидан иборат. Агар кушимча 
(нормаловчи) шартли (масалан, а £ <  /t- <  р,-, а £ >  0, fJt- >  0) 
ушбу чизикли программалаш масаласи

I'df (х*)/дх-^- min,  Idgi (х*)/дх =  0 ,  i =  1 ,m (21)

нинг /* ечими учун / ' df (x*)/dx <  0 тенгсизлик бажарилса, 
шундай 0 (t) функция топиладики, х (t) =  х* +  / t +  0 (/), 
t  >  0 ^аракатда t — 0 нуцтанинг атрофида чеклашлар ба­
жарилади, ма^сад функцияси эса |/', df (х*)!дх\ тартибли тез- 
ликда камаяди.

4 -теореманинг юцорида таъкидланган иккиланмалиги ва 
Лагранж купайтувчилари цоидасига асосан /* йуналишни 
куришда чизикли программалашнинг иккиланма усулларидан 
фойдаланиш мумкин.

4. Чизицли чеклашлар. (1) масаланинг амалда мух,им 
булган ушбу

/  (х)->  min, Ах — b (22)
хусусий ^олини ^араймиз, бунда А — (т Х п )  матрица, Ь—т  
вектор, f ( x ) £ C (l).

5-теорема. Агар х° режа (22) масаланинг оптимал режа­
си булса,

А1 =  0 (23)
тенгликни каноатлантирувчи ^ар бир п — вектор / учун,

id f{x°)ldx  >  0 (24)
тенгсизлик бажарилади.

И с б о т и .  Агар /* вектор (23) тенглик бажарилиб, (24) 
тенгсизлик бажарилмайдиган (яъни / '  д /(х0)/д х  <  0 булган 
вектор булса, x(t) =  х° +  IJ , t >  0 ^аракатда (22) масаланинг
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чеклашлари ^еч вак;т бузилмайди (Ax(t) — Ах0 -}-A I J  ^  Ь) 
ва df(x(t))/dt/l=0 — l'df(x°)/dx <  0. Бу х° режанимг оптимал- 
лигига зиддир. Теорема исботланди.

(23), (24) ларга тенгликларнинг тенгсизлик-натижа ^ак;и- 
даги теоремани (II-боб, 3-§ га к,.) цуллаб, (22) масала учун 
уни нормал деб фараз цилмасдан, классик Лагранж купай­
тувчилари цоидасини оламиз.

5. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. (1) 
мгсалани /(*), gt- (х) £ С*2>, i =  1 , in ^амда л° оптимал ре- 
жада (9) векторлар чизикли эркли булган холда цараймиз.

6-теорема. Агар х° режа (1) нормал масаланинг нормал 
локал оптимал режаси булиб, — унга мос Лагранж век­
тори булса,

l'dgi(x°)/dx — 0 , i = \ ,  in, (25)
тенгламалар билан берилган гипертекисликда

i  d%F{x°' Я,С) I >  0 (26)
дх2 у ’

квадратик шакл манфий булмайди.
И с б о т и .  Тегишлилик ^ацидаги леммага мувофпц (25) 

тизимни каноатлантирувчи х,ар бир I вектор учун шундай 
р0 >  0 сон ва Л(Р) £ С<2) функциялар топиладики, //(О) =  х°.

dh(0)/dfi =  I, g ,(/i(P ))  =  0 ,  | р | <  Ро. i — 1 .  fn,

булади. х° режанинг оптималлигидан a((i) =  /(/i(P)), | Р | <  ро 
функция р =  0 да локал минимумга эришади, яъни

da(0)/df> =  0 ,  d2a(0) /d^ >  0 .

Охирги тенгсизлик батафсил ёзувда к,уйидаги куринишни 
олади:

d2а(0) _  d. j  rfot(P) \ __ d /  df\h(p)) dA (P)\
dP \ dP /0:

- [■

... d / д Г Ш )  dh (P)\
i=0 dP \ dx dP /Э=о

d i m  &w t ) )  d_m  a m p » .  p>
dP dx2 dP dx dP2 p=o

_ г дЩх°)  df ' (x°)  d*h(0) y  «
d x 2 d x  dP2

Шунга ухшаш, Vg(ft(P)) =  0, | p | < p u айниятдан 
d№'(h(P))| r  dWg(x°) t . d\V'g(xc)Y d v m  _ Q (2g)

dP2 J p=o dxi dx dp2
тенглик келиб чикади. Агар (27) тенгсизликни (28) тенглик
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билан цушиб, натижани ) х°, Я0} жуфтликда стационарлик 
шарти (10): дГ(х°, Х°)/дх — 0 бажарилишини хисобга олиб, 
Лагранж функцияси терминида ёзсак, (26) тенгсизликни 
оламиз. Теорема исботланди.

И з о  % л а р . 1. Чизик л и чеклашли ва fix) £ С(?) булган (22) маса­
ла учун 6-теорема оптимал режанинг нормаллиги хакидаги фаразсиз 
хам уринлидир. Бу 6- теореманинг исботида 2- леммани 2- § даги 2-лем- 
ма билан алмаштириш ва 3-теореманинг нормаллик талаб ^илинмаганда 
з̂ ам уринли эканлигини з^исобга олишдан келиб чи^ади (4- бандга ц.).

2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шартлари (25), (26) лар­
ни (6- бандда цараладиган етарли шартларни хам) текшириш, узгарув- 
чилар сони етарли катта булганда, муста^ил муаммодан иборатдир. Шу 
боисдан шартли минимум масалалари назариясида туташ минимум 
масаласи царалади:

7(/) =  1’ [ д Щ х ° ,  \ °)1дх2] I-*- min, I'dgi  (х°)/дх — 0 , i =  1, т.

Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти бажарилиши учун 
Y ( / ) >  0 н и н г  бажарилиши зарур ва етарлидир.

3. (25), (26) шарт (12), (12') каби турри шартдир. (12) (12') учун 
Фаркаш теоремаси ёрдамида иккиланмалик шарти (Лагранж купатувчи- 
чилари цоидаси) олинган. Ухшаш тар^ (25), (26) учун цандай натижа- 
лар беради?

6. Нисбий оптималликнинг етарлилик шарти. Фараз цилай- 
лик, f  (х), g (x )£ C <2> булсин.

7-теорема. (1) маеалада х* шартли-стационар нуцтанинг 
локал оптимал булиши учун унга мос Лагранж вектори 
Я* да

квадратик шакл мусбат булиши етарлидир.
И с б о т и .  (30) дан келиб чикадики, а  сон мусбат:

(29) гипертекисликда х* нуцтанинг е-атрофида ётувчи 
Ле =  [х :х  =  х* +  г1, | | / | |  =  1, l'dgj{x*)/dx =  0, / =  1, т ) 
туплам киритайлик. (31) га мувофи^ Аг тупламнинг ну^- 
таларида [х — х*)'[дЩ х*, Х*)1дх2\ (х — х*) >  «е2 тенгсизлик 
бажарилади. Шу туфайли Тейлор формуласидан х* нукта-

/'dg-(x*)/dx =  0, i = l ,  т, 

тенгламалар билан берилган гипертекислида

(29)

(30)

а  =  m in l'[d2F(x*, Я*)/дхг}1, || / 1| =  1,
l'dgi(x!*)ldx =  0, i =  1, т. (31)
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нинг стационарлик шартини хисобга олганда 0 < е  <  е,, 
х £ А е учун

F(x, I*) — F(x*, I*) =  (х — х*У [d2F(x*, Ъ*)!дх2\ (х -  х*)/2 +  

+  0 ( || х -  х* II2 >  а е 2/ 2  +  0 (е)2 =  е 2 ~ ~ +  0 (e2) /e 2j  >

>  як2/4  (32)
келиб чи^ади. Энди ушбу

Ве — {x : \ lx  — х* II =  е, g(x) =  0}

тупламни ^араймиз (111.4-чизма). (29) гипертекислик g (*)=  
=  0 купхилликка уринма эканлигидан хар бир х £ В е ну^та 
учун шундай х £ В е нуцта топиладики,

|| х — х | |< / ( е 2 (33)
тенгсизлик бажарилади.

dF(x, Х*)/дх функция х  буйича узлуксиз ва дР(х*,Х*)/дх=  
=  0, шунинг учун || х — х* || <  2 е  булганда

|| dF(x, k*)ldx || <  К ,г  (34)
булади. (33), (34) ларни хисобга олсак,

| F(x, X*) -  F(x, I*) | <  || dF{x, 1*)/дх l| | | х — х || <
< К - К , г 3, (35)

v . ' v
бу ерда х ну^та х  нуцтанинг е-атрофидан, демак, х* нук;- 
танинг 2 е  атрофидан олинган бирор ну^та.
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Энди х £ Вг ну^та учун (32) ва (35) лардан, агар 0 <
<  е <  a /4 K K i  булса,

F (х, X*) — F(x*, X*) =  Г(х, X*) — F(x*, X*) +
+  [F(x, X*) — F (х, X*)] >  е2а /4  — К К ^ 3 >  О

тенгсизлик келиб чицади.
g(x) =  О купхилликда F(x, X*) функция /(х) билан устма- 

уст тушганлигидан, топилган ба^одан барча х£ В?, е <
<  min (е,, а/4/С/С,} лар учун f(x) >  f(x*) тенгсизлнк келиб 
чпцади. Теорема исботланди.

И з о ^. Теореманинг исботидан келиб чикадики, х* — катъий нио­
бий шартли минимум нуцтасидир,  яъни шундай е2 >  0 топиладики, 
барча х, х ф х * ,  х £ В е , 0 <  е < е 2 ну^талар учун /(**) С  Цх) тенг­
сизлнк бажарилади.

7. Мисоллар. 1 - м и с о л .  Сиртининг юзи S0 берилганда максимал 
хажмга эга булган цистернанинг параметрлари топилсин (1 1 1 .5 -чизма).

Цистерна сиртининг юзи S  =  2пх\  +  2ях\  ■ х2 . Цистернанинг 

х.ажми V — лх^-х1 . Ушбу

!(ху , х 2 ) — — л х \ х { , g(*j , х2 ) =  2 п х \  - f  2л х1 х2 — SQ 

функцияларни киритиб, берилган масалани

/(*)-►  min, g ( x )  =  О (36)
масалага келтирамиз.

Х,осил ^илинган масала берилган масалага эквивалент эмас, чунки 
узгарувчиларнинг физик мохиятидан келиб чикадиган

Хх >  0, х2 >  0 (37)

кушимча чекланишлар ^исобга олинмаган.
Лекин масалани зарур булган вацтда (37) чекланишларни цаноат- 

лантирмайдиган ечимларини чи^ариб ташлаб, (36) куринишида еча- 
миз. Агар (36) масала ечимга эга булса изланаётган ечим, рав- 
шанки, (36) масаланинг локал минимум нуцталари ичида булади. 
Лекин. (37) ни ^исобга олмаганда (36) масала ечимга эга эмас, чунки

>--f-oo , х2->-----оо булганда f(xlt  х2) -*■ —  ° ° • Демак, минимумнинг
исботланган зарурий шартларини цуллаш мумкин эиас.

Оптималликнинг етарлилик шартларига мурожаат циламиз. Лагранж  
функциясини тузамиз): F(x, X) — — лх^ • х \  +  X 2лх2-} -2  пху ■ х2 —

—  50 ]. Шартли стационар нуцталар

dF(x, Х)!дхх =  — л х \  -j- 2 л Х х 2 =  0, дГ(х, Х)/дх2 =  — 2 я с , • х 2 +

+  4лХх2 +  2лХх1 =  0, 2 л х 22  +  2 л х 1 ■ х2 — S Q =  О 

тенгламаларни ^аноатлантиради. Булардан

х х — 4 A, х2 =  2Х, Х =  ±  V S o /2 4 n
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Г О  — 2лЯ* |  
1 — 2лЯ* — 4лЯ* J

Я* — V  V 2 4 л  ни танлаб, ^уйидаги магрицани хисоблаймиз.'
& F  =  Г 0 -  2лх2 +  2лЯ* |
(Зх2 [ —2л*2 +  2 лЯ* —2л*! +  4лЯ* J 

(29) гипертекисликнинг тенгламаси:
(дв(х)/дх1)у1 +  (dg(0) /dx2)y2 =  2яд:гу х +  [4лд.-2 +  2пх{ \у г =

=  4лЯ*(/! +  16лЯ *у2 =  0- (38)

Бундан у  =  — 4г/2 . d^F/dx* матрицали квадратик шакл —4лЯ*(/[ у 2 —

— 4лЯ*!/2 куринишни олади ва (38) гипертекисликда г/2 Ф  0 да мусбат 

булган 12яЯ*г/2 иФ°Дага утади. Шундай ^илнб, 7-теореманинг шартлари 

*1 =  2jA S„/6n, х2 — У S 0/ 6jt нуцта учун бажарилади. Шундай пара- 
метрли цистерна ^еч булмаганда параметрлари яцин булган цистерна- 
лар ичида энг катта ^ажмга эга булади.

2- м и с о л. Берилган L узунликдиги симдан шундай тенг томонли 
учбурчак ва квадрат ясаш керакки, улар юзларинииг йигандиси макси­
мал булсин.

III.5- чизма.

Фараз цилайлик, xlt  х2 — симнинг мос равишда учбурчак ва квад­
рат учун ажратилган ^исмлари булсин. Шаклларнинг умумий юзи 
(111.6-4ii3M a)S(*j, *2 ) =  У з /  36-*^ +  1 / 16*2 га тенг* Ушбу f (xl , 

*2 ) =  — У 3 * f /3 6 — х?2/ \ 6 ,  g(xl , х2 ) =  * | +  *2 — ^ функцияларни 
киритиб, берилган масалани

/(* !, *2) min, g(Xl, х2) =  О (39)

масалага келтирамиз. d g / d x  =  {dgldxx d g l d x 2} =  { 1 . 1 } =?£= О булгаи- 
лигидан (39) масаланинг барча режалари оддийдир.

Х,озиргача (39) масала ечимининг мавжудлиги ^а^идаги масалани бир 
четга т^уйиб, шартли-стационар ну^таларни топамиз. Лагранж фуик- 
ц ияси F(xj , *2 , Я) =  — У  3 ДГ|/36 — *2/ 16 -f- Я(*4 +  * 2 — Ц  ёрдамида

dF/dxx  =  — У З х у / 18 +  Я =  0, d F/ d x2 =  — *2/8  +  Я =  0 (40)

тенгламаларни оламиз. Булардан, Xl =  6 ( л3 Я, *2 =  8Я. Я* купайтув- 
чини (39) масаланинг чекланишидан топамиз:
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6 ^ 3  I  +  8Я —  L =  О, Я* =  1 /(б У з  +  8). (41)

Шундай килиб, ( х]  =  ЗУ  3 L/(3 у г 3 + 4 ) ,  х'2 = 4 L ( 3 ^ 3  +  4)j нуцта 
шартлн стационар нуцтадан иборатдир. Минимумнинг етарлилик шар­
ти бажарилишини текширамиз.

квадратик шакл бутун фазода ва хусусий >(олда текисликда манфий 
анищлангандир. Минимумнинг етарлилик шарти бажарилмайди. Бу ерда 
1-мисолнинг тархи буйича кетилса мацсадга эришилмайди. Равшанки, 
g(xI,  хг), f(x i, х2) — — S(xх, х2) функциялар учун минимумнинг етарлилик 
шарти бажарилади. Шунинг учун топилган нукта { х\ ,  х2 j юзларининг 
йигиндиси минимал булган шаклларнинг параметрларини уз ичига олади 
(бу ^олда симни х \ / х *2 — З у  3 / 4 =  1 ,3  нисбатда булиш керак).

Берилган масала ^андай >;ал килинади? Утказнлган з^исоблашлар- 
дан даставвал куринадики (39) масала ечимга эга эмас, акс ^олда эса 
{ * | ,  *2 ) ечим (40), (41) ни ^аноатлантириши ва (42) квадратик щакл 
унда мусбат ишорали булиши керак эди. Лекин I'dgt  (х*)/дх  =  0 те­
кисликда (40), (41) тизим ягона ечимга эга булиб, бу ечимда (42) шакл 
манфий аницланган.

Физик жи>(атдан етарлича ани^ ва равшанки, минималлаштириш ма­
саласи узининг дастлабки цуйилишида ечимга эга булмони лозим. Ш у­
нинг учун ,\ам ю^оридаги натижа курсатадики, ^абул к,илинган (39) 
математик модел физик масалага тенг кучли эиас. Х аКиКатан ^ам (39) 
моделда масаланинг физик ^уйилншидан келиб чицувчи х г ^  0, х2 ^  О 
чекланишлар ^исобга олинмаган. Бу чекланишларни х,исобга олган .\ол- 
да 2-мисолни ечишни навбатдаги параграфда охирига етказамиз.

4- § .  ЧЕКЛАШ ЛАР ТЕНГСИЗЛИКЛАР ТИПИДА БУЛ ГА Н ДА  
ФУНКЦИЯЛАРНИ МИНИМАЛЛАШТИРИШ

Чизиксиз программалаштириш максимум ва минимум 
классик масалалари назарияси ривожланишининг замонавий 
босцичи сифатида чизиксиз тенгсизликлар куринишидаги 
чеклашлар билан берилган экстремал масалаларни тадциц 
цилиш билан боглиц равишда XX асрнинг иккинчи ярмида 
шаклланди. Чизиксиз программалашда классик шартли ми­
нимум масалалари тенгликлар типидаги чекланишли ми­
нималлаштириш. масалалари деб атала бошланди.

1. Оптималликнинг биринчи тартибли зарурий шарти. 
Бу бандда чекланишлари тенгсизликлар типидаги минимал­
лаштириш масаласи деб максад функцияси f(x), x £ R n ва

булганлигидан

1’ \д2Г ( х \  1")/дх2] / = — / 3  / | / 1 8 —/j /8 (42)
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чеклашлар функцияси g(x)  нинг g,(x), . . . , gm(x) компо- 
нентлари С<2> синфга к;арашли булган

/(*)-► min, g(x)  < 0  (1)
масалани тушунамиз.

Агар х° режада
f(x°) =  m in f(x ) ,  g ( x ) ^ 0

булса, х° (глобал) оптимал режа ((1) масаланинг ечими) деб 
аталади.

Агар х° режада ^андайдир е >  0 учун
f(x°) =  min f(x), g (x) <  0, || x — x° j| <  e

муносабатлар бажарилса, x° нисбий оптимал режа деб ата­
лади.

Агар ё[(х*) — 0 (gt(r*) <  0) булса, gj(x*) <  0 чеклаш х*  
режада актив (пассив) деб аталади. Актив чеклашлар ин- 
декслари тупламини / а(х*) =  [i -.g^x*) =  0) орцали белги- 
лаймиз.

1 -теорема. Агар х* (1) масаланинг локал оптимал ре­
жаси булса, куйидаги

/' df (х°)/дх <  0 (2)
I'dgi (х°) / д х <  0, t G 1а (х°) (3)

тенгсизликлар тизими биргаликда булмайди.
И с б о т и .  Тескарисини фараз циламиз, яъни /* вектор­

да (2), (3) тенгсизликлар бажарилсин. x ( t)  =  +  IJ, t >  0 , 
^аракатни караймиз. Барча етарли кичик t >  0 ларда, уз- 
узидан равшанки, х° режада пассив булган g t- (х) < 0  чекла- 
нишлар х (t) векторда бажарилади. i £ 1а (х°) учун (3) га 
асосан,

8 1 (х (0 )  =  Si (х°) +  tl'.dgi (х°)/дх +  0 (i) =
=  t i : d g i (x°)/dx +  0 ( 0 < 0 ,  t € [0, t0), t0 > 0 ,

тенгсизликни оламиз. Шундай ^илиб, барча t £ [0, /0] ларда 
x( t)  вектор (1) масаланинг режаси булади. (2) ни ^исобга 
олсак, х (/), t >  0 буйлаб, хР режанинг оптималлигига зид- 
диятга олиб келувчи

df (х (t) )d t / t=  0 =  dx' (t)/dt [df (x (/) )/dx]t =  0 =  I'.df (x°)/dx <  0 

тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.
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1-бобнинг 2-§ ида (2), (3) тизимнинг биргаликда бул- 
маслигини текшириш, чизицли программалаш масаласига эк­
вивалент эканлиги курсатилган эди. Бу масаланинг ихтиё­
рий а:* режа учун тузилган /* ечими буйича х* режа ни ях- 
шиловчи, х (t) =  х* +  IJ ,  t >  О харакатни тузиш мумкин.

Агар оптималликнииг бевосита зарурий шартини ифода- 
ловчи (2), (3) шартларга тенгсизликлар тизимларининг бир­
галикда булмаслиги х^акидаги теоремани (I боб, 2- §) i^yлла- 
сак, оптималликнииг иккиланма зарурий шартини оламиз.

2 - теорема (умумлашган Лагранж купайтувчилари цо- 
идаси). (1) масаланинг х,ар бир х° локал оптимал режаси 
учун шундай ноль булмаган умумлашган =  [Яо, Я°] Л аг­
ранж вектори мос келадики, ^уйидаги шартлар бажарилади:

(1) манфиймаслик: А °> 0 ;
2) стационарлик: дГ (х°, \°) /дх  =  0;
3) каттицмасликни тулдириш: g  (х°) /,° =  0.
Агар

dgi (х*)1дх, i £ l a {x*) (4)

векторлар чизшуш богланмаган булса, х* оддий режа де- 
йилади.

И з о % . Агар х* оддий режа булса, | / я (**) | <  п.

Агар g t (х*) =  0 булганда i d g t (х*)/дх <  0 булса ва 
g l  (х*) <  0 булганда I ихтиёрий п- вектор булса, I векторни 
х* ну^тада тенгсизлик типидаги g t (х) <  0 чекланши буйи­
ча жоиз йуналиш (ички йуналиш) деб атаймиз.

I векторни х* режада (1) масаланинг чекланишлари 
буйича жоиз йуналиш дейилади, агар у х* нуцтада хар 
бир g £ (х) <  0, г =  1 ,т  чекланиш буйича жоиз булса.

Шундай ^илиб, х* режада (1) масаланинг чекланишлари 
буйича жоиз йуналишлар (3) тенгсизликлар ор^али ифода- 
ланади, агар уларда х° векторни х* га алмаштирилса. Агар 
х* оддий режа булса, улар ^амиша мавжуд булади.

(1) масаланинг мос келадиган йуналиши тушунчаси худ- 
ди шартли минимум масаласидагидек са^ланади (3-§, З-б). 
Лагранж функцияси (умумлашган ва классик) нинг таъри- 
фини 5̂ ам илгаригидек са^лаймиз.

1-теоремадан, агар х° режа (1) масаланинг локал опти­
мал режаси булса, х° ну^тада (1) масаланинг мос келади­
ган йуналишлари мавжуд булмаслиги келиб чи^адп. (2),
(3) тенгсизликларга Фаркашнинг тенгсизлик — натижалар
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хя^идаги теоремасини тадбиц килиб иккиланма тасдикни 
оламиз.

3 - теорема (классик Лагранж купайтувчилари цоидаси).
(1) масаланинг хар бир оддий локал оптимал режаси учун 
шундай ягона Лагранж вектори топиладики, унда куйидаги 
шартлар бажарилади:

1) манфиймаслик; Я0 >  0;
2) стационарлик: dF (х°, \°)/дх  =  0, OF (х°, Я°)/дЯ — 0;
3) цаттщмасликни тулдириш: g  (х°) Я° — 0.
И з о з ( . х° оптимал режага мос Я„ векторнинг ягоналиги режанинг 

оддийлиги натижасидир (3 -§ , 1- леммага ^.).
2. Минимумнинг иккинчи тартибли зарурий шарти. Яна

(1) масалани цараймиз, лекин f(x) , g ( x ) £ C i2) деб хисоблай­
миз. 3-теоремага асосан (1) масаланинг оддий оптимал ре­
жа дс° га ягона Я0 Лагранж вектори мос келади.

Агар Я? >  0 (Я? =  0) булса, х° режада актив булган 
g  j (х) <  0 чекланиш каттик (юмилок) деб аталади. х° ре­
жада цаттик; (юмшок) чеклашлар индекслар тупламини

П  ( * ° )  =  U ■ gi  ( * ° )  =  о ,  Я? >  0 } ,  (/о (Xй) =
=  { i : g i ( x ° )  =  0, Я? =  0})

орцали белгнлаймиз.
4 - теорема. Фараз цилайлик, х° режа (1) масаланинг 

оддий оптимал режаси, Я° — унга мос Лагранж вектори бул­
син. У холда,

/ ' dgt (х°)/дх =  0; / € /+  (х°У, V dg t (х°) / дх <  0, i £l°a( x j  (5)

тизимни каноатлантирувчи I векторлар тупламида куйидаги 
квадратик шакл манфий булмайди:

l'd2F(x°, 1 ° ) / д х * 1 > 0

И с б о т и .  Фараз килайлик, векторда (5) муносабат - 
лар бажарилсин, лекин

l'.[dlF ( x \  X °)/dx2] U <  0 (6)

булсин. 7° =  {i € / ° : I ' M  (х°) / д х < 0 } ,  /°° =  {; € 7°: V . d g ^ )  
idx — Qi} деб белгилаймиз. Тегишлилик хацидаги лемма (3 -§ ) 
га асосан, шундай /i(P )£C (2) | р | < р 0 Ро > °  функцияни ку- 
рамизки, h (0) => х°, dh (0) / d p  =  /*, g t {h ф ) ) =s 0, | P I <  p0,
i£ /+  U 7°° булади. К,урилишига кура h (P) векторларда

g ' ( h ( Р ) ) Я ° - 0 ,  I P K P o  ( 7 )
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айният ва t£ /+ (x °)U  1°° индексли чеклашлар бажарилади. 
Крлган чеклашларнинг ^ам бажарилишини текширамиз. 
х° режада пассив булган g i: (х) <  0 чеклашлар учун бу 
равшан, чунки g , ( x ° ) < 0 .  К,олган, г, i £ l ° ~  индексли чек­
лашлар учун 1°а~  тупламнинг ани^ланишидан, агар (5 >  О 
сон етарли кичик булса, g (- (h (P))=g,- (х°)+Р l»dgi (х°)/дх +  О 
(Р) <  О келиб чик;ади. Шундай цилиб, етарли кичик ро >  О 
учун барча /i(P), IРI <  ро векторлар (1) масаланинг режала- 
ридир. Максад функциясининг орттирмасини ^исоблаймиз:
/  (h (Р)) -  /  (хе) =  F (h (р), V )  -  F (х«, А,0) -  g' (h (Р)) +  

+  g  (х°) А» =  р I’.-d F  (х°, Я0) / дх  +  рИ’, [d2F ( х \  A°)/dx2] I J 2 +
+  0(Р2) (8)

Бу ерда ^аттицмасликни тулдириш шартидан (3 -теорема) ва 
(7) хоссадан фойдаланилган. Агар яна стационарлик шарти 
(3 -теорема) ва (6) тенгсизликни ^исобга олсак, етарли 
кичик р > 0  да (8) дан х° нинг оптималлигига зид булган 
/  (М Р)) <  /  (х°) тенгсизликни оламиз. Теорема исботланди.

3. Локал оптималликнииг етарлилик шарти. Фараз ки- 
лайлик, (1) масалада f(x) ,  g '(x )^ C <2) шарт бажарилсин. 
Агар х* режа учун шундай Я* т- вектор топилиб,

dF (х*, Я*) / д х  =  0, g' (х*) А* =  0, А* >  0,
муносабатлар бажарилса, х* — шартли — стационар режа деб 
аталади.

5 -теорема, х* шартли — стационар режанинг локал оп­
тимал булиши учун

Г —  I > о  (9)
дх* v

тенгсизликнинг
l'dgi (х*) / дх  =  0, i £ /+ (* * ),

I’d g i ix * ) /  д х ^ О ,  i£I°a {x*) ( 10)
тизимни ^аноатлантирувчи х,ар бир I Ф 0 векторда бажари­
лиши етарлидир.

И с б о т и .  Фараз килайлик, теорема урин ли булмасин. 
У \олда, х,ар бир г к > 0  (efc-*-0, £-*■ оо) учун шундай 
хк Ф х *  режа топиладики,

f ( x k) < f ( x * ) ,  g ( x * ) ^ 0 ,  \\xk — х*|| 

бажарилади. р к сон ва п- вектор / ' ни шундай цурамизки, 

148



x k =  x* +  p ki \  ||/fe|| =  1, p, > 0  булсин. / \  Л =  1, 2, . . . 
кетма- кетликнинг лимит векторини /*, ||/*!| =  1, деб белги- 
лаймиз.

х* планда

0 >  g i (хк) =  g { (х* +  р* /*) =  gi (х*) +  р kl k'dgL (х*)/дх +  

+  H ? ' [ * g i  (**) №  lk/2  +  0 (P2), i £ I a (x*)\ (11)

o >  /  (x *) -  /  (x*) =  p k i k'df {x*)idx+ p  I f  [a2/  (x*)/ax2] ik/ 2 +

+  0 02),

тенгсизликлар бажарилади. (11) тенгсизликларнинг иккала 
томонини р/; > 0  га булиб, 6 ->  оо да лимитга утгандан 
кейин

О >  l'.dgi (х*)/дх, i£ la (х*)\ 0 >  I'.df (х*)/дх (12) 

ни оламиз.
Агар бирор t* £ /+ (x * ) да L d g it {х*)1дх<  0 тенгсизлик 

бажарилади деб фараз килсак, у холда (12) дан ва dF ^  ’ *• * ==
О Х

=  0 тенгликдан ^амда >  О, i £ /+  (л:*) дан фойдаланиб

О >  l',df(x*)/dx = — ^  t y , d g i  {х*)/дх >  О 
( e / t  <**)

зиддиятга келамиз. Шундай к,илиб, l'tdg i (x * ) /d x ^ 0, i £ /+  (>„*). 
Бу (12) билан биргаликда ноль булмаган /* вектор (10) ти­
зимни цаноатлантиришини англатади.

(11) даги I-тенгсизлик 0 >  g L (хк) ни Я,,* >  0 га купай- 
тирамиз ва шундан сунг (11) даги барча тенгсизликларни 
кушамиз. Натижада стационарлик шарти dF (х*, Я*) /дх =  О 
га асосан р/; га нисбатан чизикли барча хдцлар йу^олади. 
Хосил к,илинган тенгсизликнинг иккала томонини р£/2 га бу- 
ламиз. k - +  оо да лимитга утиб, (10) тизимни ^аноатланти- 
рувчи /* векторда бажариладиган (9) тенгсизликка зид бул­
ган 0 >  I', [d2F (х*, к*)/дх2] /* тенгсизликни оламиз. Теорема 
исботланди.

И э о ^ .  Теоремадагидан кучлиро^ булган ^уйидаги натижа ^ам 
исботланган: х* — катъий лекал оптимал режадир: шундай s < 0  мав­
ж уд булиб, g ( x )  <  0,  \ \х— х*|| ^  е, * Ф  х*,  шартларни ^аноатланти- 
рувчи барча х лар учун / ( * * ) <  f  (х) уринлйдир.



4. Чизикли чеклашлар. Агар (1) масалада чекланишлар 
чизии.ли булса, яъни g (x )  =  Ax — b, А — тхп матрица, b rn- 
вектор булса, Лагранж купайтувчилари коидаси (3-теорема) 
ва оптималликнинг иккинчи тартибли зарурий шарги (4- тео­
рема). х° режанинг оддийлигини фараз цилмасдан ^ам урин­
ли эканлигини исботлаш машц сифатида ^авола килинади.

Агар 3-, 4-§ ларнинг натижаларини цушсак, цуйидаги 
чеклашлари тенгликлар ва тенгсизликлар типида булган 
ушбу чизиксиз программалаш масаласида:

/ ( x ) - » m i i i ,  gi(x)  =  0 ,  i = l ,  m;  h j ( x ) ^ 0 ,  j  =  m + \ , p ,

оптималликнинг зарурий ва етарли шартларини оламиз.
5. Мисол. 3- § даги 2- мисолни ечишни давом этдирамиз. Аницлан- 

ган ифодада масала куйидагига келтирилади:

f ( x i ,  х2) - >  min, g ( x v  х2) =  0, x t >  0, хг >  0 (13)

бу  ерда, f  (хи  х2) — — х f 1^3/36 — л г|/16, g { x u х2) =  Xl +  дг2 — I- 
Агар g ! (х) =  g  (хи х2), g 2 (*) == — Х\, g 3 (*) =  — х2, к =  [ x lt х2} 

функцияларни киритсак, (13) масала

I (х) min, g i  (х) =  0, g 2(x) <  0, g 3 ( * ) < 0  (14)
куринншини олади.

(13) масаланинг режалари туцлами компакт булиб, f (хj, хг) функ­
ция узлуксиздир. Шунинг учун (14) масала ечдата эга. Ушбу

d g j d x ^  { 1, 1}, dg2 | дх  =  {— 1, 0 }, dg3/ d x =  {0, — 1}
векторлар жуфт-жуфт чизикли богланмаганлиги хамда фацат иккита 
чекланишлар актив" булиши мумкинлиги: яъни g i ( x )  — 0, g t (х) =  0, 
ёки g i ( x )  =  0,  g 3 (x) =  0 булиши туфайли хар бир режа оддий булади. 
Лагранж функциясини тузайлик:

dF (х,  X) =  — / 3  * j/3 6  — Ху/16 Xi(x^ +  х2 — L) — Х2 Xi — Х3 х2

Купайтувчилар коидаси ушбу

F( x,  k) /dXi  =  -  Xl / 3 ] 1 8  +  Хх -  Х2 =  0, dF^ x 'l ) - =  _  л'г/8 +
О Х  о

+  =
Х2 g 2 (х) — — Х2 Xi — 0; X3g 3 (jc) =  Х3 х2 =  0,

8 i  W  =  x t  +  хг —  I =■■ 0; X., >  0, Х3 >  0

муносабатларга олиб келади. Булардан х2, Х2, Х3 узгарувчиларни й у ко­
ти б, учта шартли — стационар режани

1) х \  =  0, x'2 - = l ,  X* =  / / 8 , Х * = / / 8, X* =  0;
2) х \  =  1, дг* =  0, Xj =  /  / 3 * / 1 8 ,  Х* =  0, Х ^ = /  / 3 7 1 8 ;

3) * ‘i =  9 //  (9 +  4 / Н  *  j  - 4 /  / 3 ) / ( 9  +  4 /3 " ) ,
Х\ =  1 / 3 7 ( 1 8  +  8 / 3 " ) ,  Х* =  Х‘ = 0 ,

150



берадиган иккита (Xx — д:1]/'3 /1 8 ) =  О, (Ях — //8  +  *х /8) (I — х 1) =  0  
тенгламага келамиз.

Масалага мос квадратик шакл

/' [ a * F / d x * ] l =  —  l]  У з  /  1 8 — г | /  8 (15)

куринишга эга булади. Х.ар бир шартли- стационар ну^та учун (10) 
муносабатларни тузамиз. Биринчи режа учун (учинчи чеклаш пассив): 
I'dgi  (х *) /  дх  =  /j  +  /2 =  0, I' d g 2 (х*) /  д х  =  — 1Х — 0. Бу ердан, 1Х =
— 12 =  0. Иккинчи режа учун (иккинчи чеклаш пассив): I d g i ( x * )  /  д х =  
=  l i  +  k  =  0, l ' d g 3 (х*) /  дх  =  — /2 =  0. Б у ердан =  /2 =  0. Учин­
чи режа учун (иккинчи ва учинчи чеклашлар пассив): I'dgi  (х*) /  д х  =  
=  k  +  =  0,  бундан /х =  — /2-

Учинчи шартли-стационар режада (15) квадратик шакл манфий 
аникланган. Шунинг учун 4- теоремага асосан бу режа масаланинг ечи­
ми булиши мумкин эмас. Дастлабки иккита режадан биттаси ечим бу­
лади. Дастлабки иккита режа 4-теоремани каноатлантиради, лекин 
уларда оптималликнииг етарлилик шарти (5- теорема) бажарилмайди. 
Масаланинг ечимини j  (х) функциянинг цийматларини таедослаш нати- 
жасида топамиз. Биринчи режада f ( x*)  =  — /2 / 1 6 ,  иккинчисида
—  /  (х*) =  — п/36, яъни {*[ =  0, х 2 =  1) глобал оптимал режа- 
дир. Шундай цилиб, бутун симдан фа^ат квадрат ясалганда Z.2/ 16 мак­
симал ю а хосил килннади.

И з о  -V Мисол фа^ат умумий усулларнинг намойиши учун келти- 
рилган. Унинг ечими тенглик типидаги чекланишдан битта узгарувчшш 
йу^отиш ёрдамида, максад функциясини кесмада тахлил цилиш ёрда­
мида осон олинади.

5- §. СИЛЛИК БУЛМАГАН М АСАЛ АЛАР

Етарли силлик; функциялар терминида ифодаланган чи- 
зиксиз программалаш масалалари к,удратли, яхши ривожлан- 
ган классик аналитик усулларни к,уллаш учун ^улайдир. 
Кейннги йилларда чизи^сиз программалаш да амалиёт талаб- 
лари асосида, элементлари мазкур параграфда баён цилина- 
диган силлик, булмаган оптималлаштириш масалалари  
назарияси ривожлана бошлади.

1. Йуналишлар буйича дифференциалланувчи функция- 
ларни минималлаштириш. Агар

d f ( x ) d l =  lim  [/(х +  е / )— f { x ) ] / e ,  е - > 0  +  (1)
(чекли) лимит мавжуд булса, f(x), х £ R n функция х нуц- 
тада I, I £ R n йуналиш буйича d f ( x ) / d l  х,осилага эга деб 
аталади. Юк,оридаги лимит ихтиёрий I € R n учун мавжуд 
булган ^олда (^ар бир олинган х учун) l - + d f ( x )  I д1 функ­
ция аникланган булиб у f (x)  функциянинг х нуцтада йуна­
лишлар буйича \осиласи деб аталади. Охирги функция, 
равшанки, мусбат бир жинслидир: aiap /1= а / 2, а  >  0, булса,
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df  (x) / d/j =  a  df (x) / dl2 булади. Шуни цайд этамизки, коси­
ла йуналишлар буйича узилишга эга булиши мумкин. Л е­
кин шуни курсатиш мумкинки, агар /(х) функция х ну^та- 
нинг атрофида Липшиц шаргини цаноатлантирса, d f ( x ) / d l ,  
I нинг функцияси сифатида узлуксиз х,амда Липшиц шарти­
ни ^аноатлангиради. Курсатилган хосса, масалан, f  (х) Ба­
варии; функция булганда уринлидир.

Йуналишлар буйича дифференциалланувчи функциялар 
синфн дифференциалланувчи функциялар синфидан анча 
кенгдир. У, масалан, цаварик; функциялар (II-боб) синфини 
уз ичига олади.

Ушбу
f{x)  =  шах ft (х), 1 <  i <  т. (х G Rn), (2)

g(x) =  min g t (x), 1 <  i <  m (x £ Rn) (3)

111.7- чизма.

функцияларни царайлик (111.7 -чизма).
Агар ft(x), g t (x), i = l ,  m  функциялар узлуксиз булса- 

лар, f(x), g (x )  функциялар ^ам узлуксиз буладилар. Х,ак,и- 
^атан, фараз ^илайлик, х * — R n да олинган ихтиёрий ну^та
булсин. ft (х), g i(x ) ,  i =  1, т функцияларнпнг узлуксизлиги- 
га асосан, ихтиёрий е >  0 буйича шундай б(- >  О, Д,- >  О, 
сонлар топиладики,

I / ( (х*) — fi М  I <  е булади, агар || х* — х || <  6г булса;

I Si (**) - -  g( (х) I <  е булади, агар || х* — х || <  Af булса, 
Дейлик, 6 =  min 6(, i Д =  min i =  1, т

булсин.
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У солда­
т а х  | /,• (х*) — fL (х) | <  е; агар \\х* — х \  < 6  булса; (4)

1 < (< т
max | g t (л:*)— £ ,( * ) <  в; агар | |х * — х\  < Л булса. (5)

\ < i < m

Уз-узидан куриниб турган
max {fi{x*) +  fi(x)\ <  max /,■ (х*) +  max /,(*)
1 < 1<т  1 < к т  1 <( <m

тенгсизликдан
max fi (х*) =  max {f t (x) +  (/£ (x*) — /,(x))) <

1 <Km l<(<m
<  max / ,  (x) +  max [f{ (x*) — Д. (x))

I <m l<l<m
эканлигини оламиз.

Шунга ухшаш,
max fi (x) <  max (x*) +  m ix  [f( (x) — ft(x * ) |.

1 < (<m l < i cm 1 < u m

Охирги иккита тенгсизликдан цуйидаги тенгсизлик ке­
либ чикади:

I max / (- (х*) — m ix  / ,  (х) I <  max I ft (х*) — f t (х) |
1 <1<т  I

Шунингдек, min g[(x) = — max (— g,(x)) булганлигидан
1 <i<m 1 < i< m

I mjn gi  (x*) — min g t(x) | <  m ix | g{ (x*) — g t (x) |
l < t  <m l<cf<m 1 < t < m

булади. Шундай цилиб, (4), (5) ларни хисобга олиб, Д х), 
g(x) функцияларнинг узлуксизлигини исботловчи

]/ (х*)— / ( х ) | < е ,  агар ||х* — х | | < 8  булса;
I g (х*) — g (х) | ^  е, агар || х* — х || <  Д булса,

тенгсизликларни оламиз.
Ушбу /(х) =  т а х ( х , — х} =  | х ', g ( x ) = m i n { x , — х) =  [х\, 

х £ R v  мисоллар курсатадики, (2), (3) функциялар / t- (х),
gi(x ) ,  i — 1, т, етарли силлиц булганда хам дифференциал-
ланувчи булмаслиги мумкин. ____

Фараз цилайлик, / (-(х) £ C (I), g { (x) £ С(1), / =  1, т, бул ­
син. У холда /(х), g(x)  функциялар йуналишлар буйича 
дифференциалланувчи эканлигини курсатамиз.

/ (х) орцали fk(x) — max (/(-(х), i =  1, т  ) булган барча 
k индекслар тупламини белгилаймиз. У холда а  =  /(х )  —
— max 1/( (х), i £ / ( х ) ) > 0 .  / ,  (х), i — 1, т  функциялар-
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нинг узлуксизлигидан шундай мусбат е* сон мавжудки. х  
ну^танинг е*-атрофидан олинган барча у  лар учун: 
fk (У) >  f ( x) —  а /2 , k g /  (х); Д. (у) <  /  (х) — а/2 , t б 1 (х) 

тенгсизликлар бажарилади. Иккинчи_тенгсизликни биринчи- 
сидан айириб, ихтиёрий k £ /  (х), i £ I (х), \\х  — у || < е *  
лар учун fk (у) >  /,• (у) эканлигини оламиз. Шундай цилиб, 
Куйидаги

f ( y )  =  max | f t (у), i =  1, m) =  max {/, («/), t 6 /(c )} , (6)
II *—у II ce*

хосса уринлидир.
Фараз ^илайлик, I — Rn даги ихтиёрий вектор булсин. 

Етарли кичик е >  0 да (6) тенгликдан фойдаланиб,

[ f ( x + e l ) — f (х)] /е =  [max {/( (х +  е/), / =  1, т )  —

— max {/(- (х), i =  1, т) /е =  max {/,• (х +  el) — / ;- (х),

i £ I  (х)} /е 
эканлигини оламиз. Бундан

д[  (x)/dl — 1 im max {[/.• (х +  el) — /,• (х)] /е, i £ /  (х)} =
Е--»0+

=  max {5/(- (x)/dl, i £ I (x)}.

Шунга ухшаш, dg (x)/dl учун формула min {g,(x). i  =  
=  1, rn) =  — max {— g( (x), i =  l,m } ифодадан келиб чи- 
^ади.

Ушбу шартсиз минимум масаласини цараймиз: 
f ( x ) - +  m in, х £  R n,

бу ерда /(х ) функцияни х° нуклада йуналишлар буйича 
дифференциалланувчи деб хисоблаймиз.

1 -теорема. х° режанинг оптимал булиши учун

d f (x ° ) /d ! >  О, Y  I £ R n

тенгсизлик зарур, /(х ) функция каварик; булганда эса, етар­
ли хамдир.

И с б о т и .  Бирор I. £ R n вектор учун d f ( x ° ) /d l ,<  0 деб 
фараз ^илайлик. У хрлда йуналиш буйича х;осиланинг (I) 
таърифига асосан шундай е 0 >  0 сон мавжуд буладики, 0 <
<  е < е0 булганда [/ (х° +  е/*) — / (х°)]/е <  0 булади. Шун­
дай ^илиб, х° режанинг ихтиёрий атрофида шундай х8 =



=  х° +  е/* режа курсатиш мумкинки, /  (хЕ) <  /  (х°) булади, 
яъни х° оптимал режа эмас.

Энди /(х ) ^авари^ функция булсин. Фараз ^илайлик, 
шундай х° план топилсинки, f ( x * ) < f ( x ° )  булсин. /* = х * —
— х° деб белгилаймиз. У холда,

df (х°) / d/* =  1 im [/ (х° +  е/*) — f  (х°)] / е =  lim [ / (ex* +
Е—►O-j- 6—►0-j-

+  (1 — е)х°) — f(x°)] / е  <  lim [е/(х*) +  (1 — ь)/(х°) —

- / ( x ° ) ] / e  =  / ( x * ) - / ( x ° ) <  0,
зиддият оламиз. Теорема исботланди.

2 - теорема. Фараз килайлик /  (х) функция х° нуцтанинг 
атрофида Липшиц шартини к;аноатлантирсин. Агар

d f ( x ° ) / d l >  0, V  /, || / II =  1,
булса, х° — локал оптимал режадир.

И с б о т  и. Фараз ^илайлик, х° локал оптимал режа бул- 
масин. У хрлда, х° га яцинлашувчи шундай хк, к — \,  2,
. . . , кетма-кетлик мавжуд буладики, /  (xfe) <  /  (х°), k — \,
2............ булади. ек — || хк — х° ||, 1к =  (хк — х°) / ек, k = l ,
2, . . . , деб олайлик. 1п да бирлик сферанинг компактли- 
гидан {1к} кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- кет­
лик ажратиш мумкин. Белгилашларни узгартирмасдан k 
-*■ оо да | | / | i  =  l деб .^исоблаймиз. Йуналиш буйи­
ча хрсила таърифидан, lim [ /  ( х° +  гк1) — /  ( х° ) ] / ей =

=  df (х° /  д/ >  0 га эга буламиз.
Иккинчи томондан, етарли катта k учун:

[/ (х° +  гк1) -  f  (х9)] l e k =  [f (х° +  lk) -  f  (*»)] / Pfc +

+  [/ (х° +  г к1) -  f  (х® +  гк lk)\ /  ek <  [/ (xfc) -  f  (*»)] / efc +

+  С i| I — 1к |*,
бу ерда С — /  (х) функциянинг Липшиц узгармасидир. Бу 
ердан

Ш  [f (х° +  efc/) -  /  (х°)] / е к < Ш  If (xk) -  f  (х°)] / eft <  0.
fe—«-00

Олинган зиддият теорема ни исботлайди.
Энди чекланишлари тенгсизликлар типида булган мини- 

маллаштириш масаласини ^араймиз:

f{x )  min,  g L (х) < 0 ,  i =  1, т, (7)
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Бу ерда f (x) ,  g; (х), i =  1, т функцияларни х° нуклада йу­
налишлар буйича дифференциалланувчи деб хисоблаймиз. х° 
ну^тада актив, яъни g ( (х°) — О ни цаноатлантирадиган чек-
ланишлар индекслари i £ { 1, 2............ т) тупламини I (х°)
деб белгилаймиз. Агар d g t (х°) / д1 <  0 булса, I G Rn вектор 
х°  нуктада (7) масаланинг i (i £ I  (х°)) чеклаши буйича му-  
носиб йуналиш  деб аталади. (7) масаланинг х° нуктада 
барча актив чекланишлари буйича муносиб йуналишлари 
тупламини /f  (х°) деб белгилаймиз.

3 - теорема. Фараз цилайлик, /Cg (x°) Ф 0  булсин. х° ре­
жанинг оптимал булиши учун

d f ( x « ) l d l >  0 , V / < E / C g (x°),

бажарилиши зарур, /(х ), g t (х), i =  1 ,т  функциялар ^ава­
рии, булганда етарли х,амдир.

И с б о т и .  Фараз килайлик, шундай /# £ K g (х°) вектор 
топилиб, df  (х°) / д/* <  0 булсин. /., £ /С? (х°) булганлигидан, 
dgi (х°) / 5/* <  0, i 6 /(х0). Йуналиш буйича хосиланииг таъ- 
рифидан шундай е0 >  0 ни курсатиш мумкинки, барча е £]
О, е„[ лар учун

[/ (х° +  е/*) — /  (х0)] / е <  0; [gt (х° +  е/*) — g,-(x°)] / е <  О, 

i 6 /  (х°),
булади. Бундан, (х°) =  0, i £ I  (х°) эканлигини ^исобга 
олсак,

/  (х° +  е/*) <  /(х°), g t- (х° +  е/*) < 0 ,  i £ /  (х°), 0 <  е <  е0,

ни оламиз. g; (х°) <  0, i £ /  (х°) булгани учун, g t (х), i £ /  (х°) 
функцияларнинг узлуксизлигидан шундай соннинг мавжуд 
булиши келиб чикадики, g (- (х° +  е/*) < 0 ,  i £ I  (х0), 0 <
<  е < е 1 булади. е* =  min {е0, ед} деб олиб, х° режанинг 
оптималлигига ка рама- карши,

/  (х° +  е/*) <  /  (х«), (х° +  е/„) < 0 , i =  Т " й ,  0 <  е <  е*,

тенгсизликларни оламиз.
Фараз кдлайлик, /(х ), g (- (х), t =  1, т функциялар цава- 

риц булсин. Шундай х* режа мавжуд булиб, g t- (х*) <  О,
i =  1, т, f(x*)  <  /(х°) булсин. 1* =  х* — х° деб оламиз. 
У холда
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<Э/(х°)/<5/*= П т [/(x° +  e / * ) - / ( x 0) ] / e < / ( x * ) - / ( x e) <  0.

Шунга ухшаш:
dgi (x°)/dl* =  Iim g . (x° +  e l j / e  <  0, i £ /  (xD).

k->0+
Фаразимизга кура /С* (x°) #  0  булганлигидан, шундай /0 
вектор мавжуд буладики, dg(- (x°)ldl0 <  0, i £ I (х°) булади. 
/ е =  е/0 - f  (1 — е) /* векторни киритамиз. dgt (x°)/dl функция 
скаляр / узгарувчининг цавариц функцияси булганлигидан,
0 <  е <  1 булганда

dgi (x°)/dle <  ейgi (x°)/dl0 +  (1 — е) dgi (х°)/д/* < 0 ,  i 6 /  (х°),

эканлигини оламиз. Бундан ташцари, d[(x°)/d l  нинг / аргу- 
ментнинг функцияси сифатида узлуксизлигидан шундай еи 
мусбат сонни курсатиш мумкинки, 0 <  е <  е0 булганда 
df (х°) /dle <  0 булади. Шундай цилиб, етарлича кичик е < 0  
учун le £ K R (х°), d f ( x ° / d l <  0 ни оламиз. Теорема исбот­
ланди.

И з о ш л а  р. 1. Агар f  (х) функция х° ну^танинг атрофида Лип­
шиц шартини цаноатлантирса, теореманинг шартларида (8) тенгсизлик 
K g (*°) тупламнинг K g (х°) ёпилмасида ётувчи барча I векторлар учун 
бажарилишини курсатиш цийин эмас.

2. Фараз цилайлик, { (х), g (- (дс), i =  1 , т  функциялар х° нуцтанинг 
атрофида Липшиц шартини цаноатлантирсин. Агар dg(  (x°)/dl  ^  0, 
t € /  (*°) ни каноатлантирувчи барча I лар учун д[  (х°)/д/ >  0 булса, х°— 
к,атъий локал оптимал пландир (исботланг!).

2. Экстремал масалалар умумий назариясининг элемент­
лари. Дозирги пайтда оптималликнинг зарурий шартини 
келтириб чикаришга багишланган адабиётда кенг тарцал- 
ган усул тупламларнинг ^ар хил локал яцинлаштирилиши 
билан боглангандир. Бу усулнинг мохияти цуйидагичадир. 
Масаланинг параметрлари ва оптимал режа буйича кесиш- 
малари буш булган цандайдир тупламлар тизими цурилади. 
Зарурий шартларни келтириб чицариш икки босцичга були- 
нади. Дастлаб тупламларнинг хар бири текширилаётган 
нуцта яцинида бошца, соддароц тузилишга эга булган туп­
ламга (масалан, конусга) якинлаштириладики, якинлашти- 
ришлар ^ам кесишмайдиган тизим хрсил килсин. Сунгра 
якинлаштирувчи тупламларга ёки (агар улар цаварик, бул­
маса) уларнинг цандайдир туплам остиларига ^аварии, туп­
ламларнинг ажралувчанлиги хакидаги теорема ёки унинг 
цандайдир турлангани кулламилади. Оптималлик шартлари-
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ни келтириб чи^аришдаги мавжуд тар^лар тупламлар тизим- 
ларини куриш усуллари билан (аргументлари фазосида, об- 
разлар фазосида) хам да кулланиладиган якинлаштиришлар- 
нинг типлари билан фар^ланади.

Тупламларнинг локал якинла штиришлари ичида кенг 
ёйилганлари_уринма  ва ички конуслардир. Фараз килайлик, 
Я € R n> x°£fi булсин. Агар z  нуцтанинг ихтиёрий U z атрофи 
ва ихтиёрий е >  0 учун шундай г, £ V г нуцта ва е, € ] 0, е [ 
сонлар топилиб, х° +  8( 2^  Q булса, z  £ Rn вектор Q туп- 
ламга  х° нуцтада уринма йуналиш дейилади. Барча урин- 
ма йуналишлар туплами Rn да буш булмаган, ёпи^, зава­
ри к булмаслиги мумкин булган конусни хоспл килади*). 
У Q тупламга х° нуктада уринма конус деб аталади ва 
Т  (х° / й ) деб белгиланади.

й  тупламга х° нуктада ички конус (I (х°/й) део белгила­
нади) куйидаги шаргларни ^аноатлантирувчи г  £ Rn векторлар 
тупламидан иборатдир: г  ну^танинг шундай U ,  атрофи ва е0 >
>  0 сон мавжуд буладики, барча zx £ U г, e g ]  0, е0 [ лар 
учун x ° - f  е ^  £ й . /  (х° / й) тупламнинг элементлари ички 
йуналишлар деб аталади. Рэвшанки, / ( х ° /  й) очик конус 
булиб, буш булиши ?̂ ам мумкин (7 (х°) / й) ф  0  булиши 
учун, Й туплам буш булмаган ички ^исмга эга булиши 
зарурдир). Бунда х,амиша / ( х ° / й )  С 7’ (x°|Q ). Агар х° £ £2 
булса, Т  (х° | й) =  /  (х° | Q) =  0  деб х,исоблашни шартлаша- 
миз.

Уринма ва ички конусларнинг таърифларидан бевосита 
келиб чикадиган баъзи хоссаларни келтирамиз:

1. Агар й х с : й 2 булса, Т  (х° | Ц )  сг Т  (х° | й 2), /(х°| й ^ с :  
С /(* °1 Й 2).

2. Т  (хи | й х П й 2) с :  Т  (х° | й ,) П Т  (х° | Й2).
3. /  (х° | Qj П Й2) =  /  (х° | ЙА) П П х °\  Й,).
4. Т  (х° I Й П Йа) ^  Т  (х° IЦ ) Л /  (х° I Й2).
5. Rn \ T ( x ° ' l Q) =  / ( x ° l  R n\ Q ) .
Учинчи ва бешинчи хоссалардан хусусий ^олда Л ухо­

вицкий — Милютиннинг биринчи теоремаси номи билан маъ- 
лум булган куйидаги натижа келиб чик,ади. У купгина 
оптималлаштирищ масалаларида экстремум шартларини кел­
тириб чицаришнинг асосида ётади.

* Шуни эслатамизки, агар хар ^андай Я >  0, х 6 К  булганда 
Я х £ К  булса, К  туплам конус дейилади.
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4 - теорема. Фараз ^илайлик, х° G П Й/ булсин. Агар
4 = 0

т
П Q.- =  0  булса,

4 = 0
т
n /  (х° | Q ) n Т (х°  i Q0) =  0 .

1= 0

Фараз килайлик, ср (х)— да олинган ихтиёрий функция 
х° £ булсин. Агар ихтиёрий е >  0 учун шундай мусбат 
е сон ва z  ну^танинг шундай Uг атрофини курсатищ мум­
кин булсаки,

| (ф {х° Ч- /г,) -  ф (x°))/t — <3ф (х°) /дг | <  е, Y  t £ ] 0, б [,

2£ и г
бажарилса, ф (х) функцияни х  нук,тада г  йуналиш буйича 
текис дифференциалланувчи деб атаймиз. Бошкача суз би­
лан айтганда, агар

дф (х°)1дг— 1 im (ф (х° +  (гл) — ф (x°)) /t
< |0 ,  2!-->г

лимит мавжуд булса, ф (х) функция х° ну^тада г йуналиш 
буйича текис дифференциалланувчидир.

Навбатдаги теорема ф (х) функциянинг сат^ тупламлари- 
га уринма ва ички конусларни тасаввур ^илишга имкон бе- 
ради.

5- теорема. Фараз к>илайлик, Qx =  {х £ R n : ф (х) <  ф (х°} , 
Q2 — {х € Rn :ф (х) <  ф (х°)} ^амда ф (х) функция х° нук>та- 
да йуналишлар буйича текис дифференциалланувчи булсин. 
У \олда,

/  (х° I Q,) =э {z £ R n : 5ф (х°) / dz <  0}, (9)

Т (х° I Qt ) cz { z £ R n :dq> (х°) / dz <  0}. (10)

Агар бундан таш^ари д у ( х ° ) / д г  функциянинг 2 функ­
цияси сифатида кавариц булса ва дц> (х°) /дг  <  0 ни ^аноат- 
лантирувчи шундай z  вектор мавжуд булса, (9), (10) ларда 
тенглик уринли булади.

И с б о т и .  Фараз ^илайлик, д ф( х ° ) / д г < 0  булсин. У ^ол- 
да таърифга кура, шундай мусбат б сон ва z ну^танинг 
шундай Uz атрофини курсатиш мумкинки, барча t £ ] 0, б [,

£ Uf, лар учун ф (х° +  tZy) — ф (х°) <  0 булади, яънп 
/ ( x° | Q] ) .  (10) муносабат >̂ ам шунга ухшаш исбот ци- 

липади.
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Теореманинг иккинчи киемини исботлаймиз. Дейлик, 
г £ /  (х° I булсин. У х;олда, г ну^танинг шундай Uг ат­

рофи ва шундай е0 <  0 сон мавжуд буладики, барча t £ ] О, 
[, z i € лаР УЧУН ф (х° + /2j) <  ф (х°) булади. z1 =  z  +

4 - е (2 — 2) деб оламиз. Равшанки, 2^  Uz, агар е > 0  етар­
ли кичик булса; (Эф (л:0) /дг  <  0. Шунннгдек, 2= (г х + е г ) /( 1 +  
-Ь е) га эга буламиз. дер (х°) / дгу нинг z нинг функцияси си- 
фатида каварик,лигидан

<3ф (л:0) /  дг <  —'—  дц> (х°) /  dzx Н----- —  «Эф (л:0) /д г  < 01 +  е 1 +  е
эканлигини оламиз, яъни (9) тенглик сифатида бажарилади.

Энди (10) дан тескари тегишлиликни курсатамиз. Фараз 
к,илайлик, дц> (х°) / дг ^  0 хамда ихтиёрий е > 0  мусбат сон 
ва 2 нуктанинг ихтиёрий Uz атрофи берилган булсин. г х =
=  2 +  б (г — 2) деб оламиз. Етарли кичик б >  0 учун гх £ U E 
га эга буламиз. Ундан ташка ри, дф (х°) 1дг нинг z буйича 
кавариклигидан d(f(x0) / d z 1 <  0 булади. Демак, етарли кичик 
£1 6 j 0, е [ учун ф (х° 4  е ^ )  <  ф (х°) тенгсизлик бажарила­
ди, яъни х° 4  е ^ ,  £ Q2, шуни исботлаш талаб килинган эди.

Исбот килинган теорема оптималлаштириш масалалари- 
да тенгсизликлар типидаги чекланишларни та.ушл цилитда 
кулланилади. Тенгликлар ёрдамида берилган туплам учун 
уринма конус нимадан иборат эканлигинн аниклаймиз (бун­
дай тупламга ички конус, равшанки, буш булади).

6- теорема. Фараз килайлик, Q =  {х £ Rn '■ g (- (х) =  g, (х°),
i =  \ ,  т) булсин, бу ерда g ,(x ), i =  1 , т  функциялар 
нуктада узлуксиз дифферснциалланувчидир. У холда,

Т  (х° | Q) с : {г £ Rn : grad gj (х°) 2 =  0, i =  1, m } . (11)

Агар бундан ташк.ари градиент лар векторлари grad g t (х°),
i  =  1, m, чизикли богланмаган булсалар, (11) формулада 
тенглик уринлидир.

И с б о т  и. Ушбу g M  =  {g,(*),. . . ,  g m (х)} функцияни кири- 
тайлик. У ^олда, Q =  {z £ R n :g(x)  =  g (* 0)}- Фараз килай­
лик, 2 £ Т (х° | Q) булсин, яъни мос равишда г ва нолга 
якинлашувчи {zk} £ R n ва ek >  0 кетма- кетликлар мавжуд
буладики, g ( x ° 4  ekzk) =  g(x°), k = \ ,  2 .............булади. Ле-
кии, g (х°  4  е*zk) — g (х°) =  [d g (х°) / дх] 2 , 4 0  (гк) булганли- 
гидан, (11) муносабат келиб чицади.
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Энди фараз килайлик, grad g t (х°), i — 1, т векторлар 
чизикли эркли булсин, яъни dg  (х°) I дх  — т Х п  мат­
рицанинг ранги т га тенг ва [dg (х°) I д х ] г  — 0 булсин. 
Ф (/, и) =  g  (х° +  /2 +  u'dg  (х°) / дх) — g  (х°) функцияни ка- 
раймиз. Равшанки, Ф (0, 0) =  О, дФ (0, 0) /ди =  [dg (х°)/дх] 
[dg (х°) /дх] — махсус булмаган матрицадир. Ошкормас функ­
ция са^идаги теоремага кура, шундай мусбат б сон ва и (/),
/ £ ] — б, б [, т вектор- функция мавжуд б^ладики, и (0 )=  
=  0; Ф(/ ,  и (/))= 0 , / € (— б, 6); d u (0 ) /d t= — [ d 0 (0 ,  0)/ди]~'Х 
ХдФ(0,  0) / сй =  0 булади. z(t)  — z +  и ' ( t ) [d g (x ° )  / dx]/t, 
t £ ] 0, б [ деб олайлик. Унда lim г (/) =  г га эга буламиз.

а о
Бунда g(x°  +  fz(t)) — g(x°), яъни z £ Т  (х°\ Q).

Юкорида келтирилган тасдиклар оптималлаштириш ма­
салаларини текширишни цандайдир конуслар тизимининг ке- 
сишмаслиги шартларини олишга келтириш имконини бера- 
ди. Одатда бундай шартлар цушма конуслар деб аталган 
конуслар атамаларида ифода цилинади.

Фараз килайлик, К  конус R n фазодаги (учи нолда бул­
ган) конус булсин. Барча х £ К  лар учун х ' х * < 0  ни ца- 
ноатлантирувчи х* £ R n векторлар туплами буш булмаган 
цавариц ёпиц конусни ^осил цилади. У А" га нисбатан цутб- 
ли деб аталади ва К* оркали белгиланади.

7 - теорема. Фараз цилайлик, К х, К 2 цаварик; конуслар 
булсин. У солДа,

(К, П К г)* => К ]  +  К \  . (12)

Агар ундан ташцари, К х Л К°2 Ф  0  булса, (12) да тенглик 
уринли булади (К0 — К  конуснинг ички цисмидир).

И с б о т и .  (12) тегишлилик уз-узидан равшан. Теорема- 
нинг иккинчи цнсмини исботлаймиз. Фараз цилайлик, К х П
п К 2 ф  0  булсин. Дейлик, х* £ J K l П К 2)* ^булсин. У?п+1 

фазада иккита К х =  {{х, р} :х  £ K v  0}, /С2 =  {{х, р } :
: х £ К 2, р <  х'х*} тупламни цараймиз. Фаразимизга кура, 
К°2 =  {{х, р): х £ К°2 , р <  х'х*} Ф  0 .  Бунда К х П К  =  
=  0 .  \щ щ ат ан,  агар {х, р,} £ К х [} К°2 деб фараз цил- 
сак, х, £ К х Г) К 2, х\х* >  0 га эга буламиз, бу х* £ К х П 
П К 2)* деган фаразимизга зиддир. Шундай к,илиб, Кл  П 
П К°2 =  0 .  Демак, /С, ва К 2 тупламлар ажралувчидир, 

яъни шундай бир вацтда нолга тенг булмаган х\ вектор ва 
у  сон мавжуд буладики,
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х' * ;  +  vji <  о, v  {*. ц} е k v
x ' x * + 7 n > 0 ,  Y  {х, Н-} £ К 2, (14)

(бу ерда {0, 0} £ К г П К 2 эканлиги хисобга олинади).
(13) дан барча х £ А", лар учун, х 'х , < 0  эканлиги ке­

либ чи^ади, яъни х\ £ К \  ва у < 0 .  Бунда y=5^0, чунки 
акс холда (14) дан барча х £ К 3 лар учун х'х* >  О экан­
лиги келиб чиь^ар эди. Бу эса, х ^ ф О  булганлигидан, /Сх 
ва К г конусларнинг ажралувчан эканлигини англатиб, П 
П К \ Ф  0  деган фаразимизга зиддир. Шундай ^илиб, v <  
< 0 .  Умумийликни бузмасдан v = — 1 деб х<исоблаш мум­
кин. (14) дан барча х £  К 2 лар учун х'х* — х'х* >  О экан­
лигини оламиз, яъни х*, =  х* — х* £ К'2, теорема исботлан­
ди.

7- теоремадан фойдаланиб ажралувчанлик теоремасининг 
^аварии; конуслар учун ^андайдир умумлашмаси хисоблан­
ган Дубовицкий — Милютиннинг иккинчи теоре.наси урин­
ли эканлигига ишонч хосил ^илиш кийин эмас.

8 - теорема. Фараз ^илайлик, /С,, К 2, . . .  , К т конуслар 
R n да очик ^авариц конуслар булиб, К 0 кавариь^ конус бул-

т
син. П К; — 0  булиши учун шундай бир ва^тда нолга 

(=о t ___
тенг булмаган. х* £ , i =  0, т, векторлар мавжуд бу­
либ,

х* +  х ; +  . . . + х ; = о  (15)

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
(15) тенглик Эйлер тенгламаси деб аталади.
И с б о т и .  Зарурийлиги. I, 0 < / < т  деб шундай ин- 

/-1 / 
дексни белгилаймизки, р| К ; ф  0 ,  лекин |~| А/ — 0  бул- 

1=0 1—0 
I- 1

син. У холда К , ва К  =  Г) А,- ^аварик; конуслар ажралув-
1= 0

чандирлар, яъни шундай ноль булмаган х* вектор мавжуд 
буладики, барча х £ К  лар учун х'х* <  0 ва х £ K i  лар 
учун х'х* >  0 булади. 7-теоремани куллаб х’ £ К }, i —

=  0 ,1 — \ ларда х* =  Хд +  х* +  . . .  +  х*_, эканлигини ола­
миз. х , =  — х*, х\ =  0, t =  / +  1, т деб олиб, Эйлер тенг- 
ламасига келамиз.
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Аксинча, ^андайдир х\ £ К] , i =  0, т лар учун (15) 
тенглик бажарилсин, шунинг билан бирга х i =  О, т  век­
торлар ичида х,еч булмаганда биттаси нолдан фар^ли. (15) 
даги нолдан фаркли векторга мос индексни г0, 0 <г'0 < т  
деб белгилаймиз. У хрлда барча х  £ лар учун х1х ■ < 0
ва (15) га асосан барча х £ К  — П К: лар учун х1х‘- >  О,

i * i „  0 
яъни х} вектор /С(о ва К  тупламларни ажратади. Бу эса

ГП
К П К ;  =  П К,- =  0  эканлигини англатади. Теорема исбот- 

h  i= о 1

ланди.

П з о ^ .  Биринчи ва иккинчи теоремалар—оптималликнииг турри ва 
иккиланма шартларидан иборатдир.

К,ушма конусларга мисоллар келтирамиз.
Фараз цилайлик, ср (х) —  субчизикли функционал булсин, 

яъни ихтиёрий x v  х2 £ R n лар учун ф (х, - f  х 2) <  ф (л:,) +  
+  ф (х2) ва ихтиёрий х £ Rn, А >  О лар учун ф (Хх) =  Аф (х). 
Ушбу К =  {г £ Rn : ф (г) <  0} тупламни караймиз. Равшан­
ки, К  очи^ ^авариц конусдир.

9 -теорема. Фараз цилайлик, К Ф 0  булсин. У хрлда,
К* =  {ах*\а. >  0, г'х* <  ф (г) барча г  £ R n лар учун}. (16)

И с б о т  и. (16) нинг унг томонида турган тупламни К х 
орцали белгилаймиз. у* £ К г булсин. У холда ихтиёрий 
z £ К  учун г'у*  =  аг'х*  <  аф (г) <  0 ни оламиз, яъни 
у* £ К*. Энди у* £ К* булсин. Барча z  £ К —U  € Rn :ф (г) <
<  0} ^лар учун г'у*  <  0 эканлиги уз- узидан равшан, яъни 
у*  £ К*.  Фараз цилайлик, у* £ К л булсин. У холда у* век­
торни цавари^ ёпик, Кл конусдан ^атъий ажратиш мумкин, 
яъни шундай z £ R n вектор мавжуд буладики, барча а  >  0 
лар ва г' х* <  ф(г),  г £ Rn ни цаноатлантирувчи х* £ R n 
лар учун

az'x* <  ~z'y* (17)

булади. а  =^0 булганда (17) дан, z ' y * > 0  тенгсизликни ола­
миз. у* £ К*  булганлигидан, теоремани исбот цилиш учун, 
ф (z) <  0 эканлигини курсатиш етарли. (17) ни а > 0  ia  
булиб ва а  ни оо га интилтириб, г'х* <  ф (г), z  £ R  ни
^аноатлантирувчи барча х* £ R r лар учун г' х* <  0 эканли-
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гини оламиз. Фараз килайлик, ф (г) >  0 булсин. У ^олда, 
{г, 0} 6 Rn+1 вектор цавариь; ёпи^ М  =  {{г, ц} £ Rn+i : 
: ф ( г ) < ц }  конусга ^арашли булмайди. Ажралувчанлик .^а- 

ь^идаги теоремага кура, шундай {х*. р} £ Rn+{ вектор топи­
ладики, барча (г, р) £ М  лар учун

Рц +  г'х\ <  г 'х ‘ (18)

булади. (18) дан z =  z булганда р < 0  эканлиги келиб чи- 
цади. Умумийликни бузмасдан, р =  — 1 деб хисоблаймиз. 
Барча z  £ Rn лар учун

г'х\ <  ф (г) +  г 'х\  (19)

эканлигини оламиз. 2 =  0 булганда (19) дан г' х \  > 0  экан­
лиги келиб чицади. Фараз килайлик, z £ Rn булсин. У хол- 
да ихтиёрий а  >  0 учун

a z 'x \  <  ф (аг) +  z'x\,

Ф (х) нинг субчизиклилигини хисобга олгаида охирги 
тенгсизликдан z х\ <  ф (г), z £ Rn эканлиги келиб чи^ади ва
юкорида исбот ^илинганига кура, х\ вектор учун г ' х\ <  0 
тенгсизлик бажарилиши керак. Олинган зиддият теоремани 
исботлайди.

9 -теореманинг исботига ухшаш равишда ^уйидаги тас- 
ди^нинг тугри эканлигига ишонч ^осил цилиш ^ийин эмас.

10-теорема. Фараз цилайлик, х\ £ Rn, i = l , m  булсин. 
К  =  {z £ Rn :z ’х] =  0, i =  1, m} деб оламиз. У холда

т _____

к *  =  {х* =  2  а ;  х}, а,- £ R, i =  1, т).
(=i

1\уйидаги

f {x )  -*■ min,  (х) < 0 ,  t =  1, т х  £ Q, (20)

масалани цараймиз. Бу ерда Qc= # n; f (x) ,  g,-(x), i =  1, т 
лар R n да скляр функциялар. Дейлик, х° (20) масаланинг 
локал оптимал режаси булсин. Q0 =  Q; Qt- =  {х £ Rn :gi (х )<
<  0}, i =  1, tn\ Qm+1 =  {x £ Rn : / (x)  <  / ( x 0)} деб белгилай-

m+1
миз. У хрлда уз-узидан равшанки, Л Qi [) U  =  0 ,  бу ер-

1 = 0
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да U х° нукданинг цандайдир атрофидир. Фараз цилайлик, 
f(x), g i(x ) ,  i = \ , m  функциялар х° нуцтада йуналишлар 
буйича текис дифференциалланувчи булсин. /  (х°) деб, 
gi(x°) =  0 булган г =  { 1, 2, . . . , т} индекслар тупламини 
белгилаймиз. t —(1, 2, . . . , т } \ 1  (х°) учун / (x°\Q) =  R n ва 
/  (х° 1£/) = # „  булганлигидан, 4- ва 5- теоремалардан цуйида- 
ги натижалар келиб чикади:

df (х°) /дг <  0; dg ,• (х°) /дг < 0 ,  i £ I (х°); г  £ Т  (х°\ Q),

тизим (г га нисбатан) биргаликда булмайди. Ифодаланган 
оптималликнинг зарурийлик шарти конуслар тизимининг ке- 
сишмаслик шартидан иборатдир. К,ушимча равишда йуна­
лишлар буйича хосилалар, яъни df(x°) /dz ,  d g t [x°)jdz, i =
=  1, m, z нинг функциялари сифатида цавариц, T (х° | Q) эса 
цавариц конус булсин деб ((зараз циламиз.

II-теорема. Фараз цилайлик, х° элементлари юцорида 
санаб утилган шартларни каноатлантирувчи (20) масаланинг 
локал оптимал режаси булсин. У солда бир вацтда нолга 
тенг булмаган, манфиймас Я,-, i =  0, m сонлар ва шундай 
х\  £ Rn< 1 =  0, гп векторлар мавжуд буладнки, барча z £ Rn 
лар учун

z'x* <  df (х°) / dz, 

z'x] <  dgi (x°)ldz , i =  1, m барча z £ Rn лар учун; (21)
m

2  \ z ' x )  >  0 барча z £ T (x° | Q) лар учун; (22)
i=i

&; (*°) =  0, t =  1, m (23)

булади.
Агар шундай z£T (x°jQ) вектор мавжуд булиб, dgi(x°)/dz<

<  0, i £ I  (х°) булса, Х0 > 0  булади.
И с б о т и .  К,уйидаги белгилашларни киритамиз: К 0 — 

=  Ш ' -df (X°)ldz <  0}. Ki -  {z£Rn:dgi(x°)/dz <  0}, i £ l  (x°), 
K m +  \ =  T (x ° \  Q). Фараз цилайлик, /( ,ф  0 ,  i £ /  (*°) U {0} • 
Юцорида исбот цилинганига кура, ёзилган тупламлар буш 
кесишмага эгадирлар. 8-теоремага асосан, бир вакдда ноль 
булмаган шундай у \  £ К}, i £ I ( x ° )  U {0, m +  1} векторлар 
мавжуд буладики, V  у  * = 0  булади. 9-теоремага 

i£l (■*“) U {0, m+I)
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асосан у  • =  х\, бу ерда барча г  £ Rn, i £ /  (х°) лар учун 
А,-5* О, г'л;*< <?/(х°) /дг,  г'х,- <<?£,• (х°)дг. 1\илинган фараз- 
ларни хисобга олиб, х\ Ф О, г £ /  (х0) U {0} га эга була­
миз. Шунинг учун, A,-, i £ /  (х0) IJ {0} сонлар ичида 
албатта нолдан фар^лилари булади. у'т £ Т* (х°| Я) булган- 
лигидан, барча г£Г(л:0 |Я) лар учун V ^ ' . v * > 0  булади.

i e T  (*°)U{0}

/=={1,  2, . . .  , m } / I ( x °) булганда Я(- =  0 деб оламиз, 
х * вектор сифатида эса барча г £ Rn лар учун z'x} <  dg ‘ (х°)/дг 
ни ^аноатлантирувчи R n дан олинган ихтиёрий векторни 
(бундай вектор dgг- (х°)/дг г  нинг ^авариц функцияси булган- 
лигидан мавжуд булади) танлаймиз. Шундай килиб, (21) — 
(23) шартлар бажарилади.

Агар бирор i0 £ I (х°) U (0} учун /С,- конус буш булса, 
а,-о =  1, х;* =  0; а ,-=  0, х(* (21) ни ^аноатлантирувчи ихтиё- 
рий вектор, г =  {1, 2, . . .  , m } / { i 0} деб оламиз. Бу хрлда 
(21) — (23) шартлар я на бажарилган булади. 11-теореманинг 
биринчи кисми исботланди. Иккинчи кисми эса тескарисини 
фараз килиш йули билан осон исботланади.

12-теорема. Фараз цилайлик, 11 - теореманинг шартлари 
бажарилсин. У хрлда бир ва^тда нолга тенг булмаган Xit

i =  0, т, сонлар мавжуд буладики, б арча z£T  (х° | Q) лар учун
m

К  df {x°)tdz +  V  X-. dg i (x°)Jdz >  0 (24)
i = i*

ва (23) шарт уринли_булади.
Агар шундай г £ Г  (х° | Я) вектор мавжуд булсаки, 

dgi{x °) /d z<  0, i £ l ( x ° )  булса, А,0 > 0  булади.
(24) шарт (21) — (23) шартларнинг уз-узидан куршшб 

турган натижасидир. (24) шартдан (21), (22) шартларни i^a- 
ноатлантирувчи х) £ Rn, i =  1, m векторларнинг мавжудли- 
ги хам келиб чикади. Шундай ^илиб, 11, 12-теоремалар- 
нинг тасди^лари эквивалентдир. (24) шарт (ва (22) шарт) 
Лагранж купайтувчилари коидасининг вариантидан иборат- 
дир. Ундан ^авари^ программалашнинг классик К у н — Так­
кер теоремаси осон келтириб чик,арилади (II бобга к,.). Буига 
ишонч хосил цилиш учун Я туплам ва <р функция ^аварик 
булганда х  £ Я булса, х — х° £ Т (х° | Q) ва ихтиёрий z£Rn
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учун дер (я°)/дг< ф (х° +  г) — ф (х°) эканлигини кайд этиш 
етарлидир.

11, 12-теоремалар чекланишлари тенгсизликлар типида 
булган чизи^сиз программалаш масаласида умумий зарурий 
шартларни ифодалайди. Улардан кандай килиб чекланишлар 
тенглнклар типида булган масалалар учун экстремум шарт- 
ларини олиш мумкинлигини курсатамиз.

К,уйидаги масалани караймиз:

f (x)  ->  min,  (x) < 0 ,  i =  1, m,

g t {x) =  0, i =  m + \ , l ,  (25)

Худди аввалгидек, f (x) ,  g i (x), t =  1, m  функциялар нукта- 
да барча йуналишлар буйича текис дифференциалланувчи ва 
уларнинг йуналишлар буйича х.осилалари цаварик функция­
лар булсин деб фараз ^иламнз. g ,(x), i =  m +  1 ,/  функ- 
цняларга нисбатан, улар х° нуцтада узлуксиз дифференциал­
ланувчи деб фараз кдламиз.

Агар Q =  {хаЯп:£[ {х) =  0, i =  m +  1, /} деб белгиласак,
(25) масала (20) куринишини олади. Фараз к;илайлик, х° (25) 
масаланинг локал оптимал режасидан иборат булиб, 
gracJg t (х°), i — m + l ,  I градиентлар чизикли богланмаган 
булсин. У холда, 6-теоремадан Т (х° | Q ) уринма конуснинг 
{z£Rn:z'gradg L(х°) =  0, t =  m +  1, /} фазоости билан устма- 
уст тушиши келиб чикади. 11-теорема бир вактда нолга 
тенг булмаган шундай манфиймас Я(-, i =  0, m  сонлар ва 
шундай x } £ R n, i =  0, m, х* £ Т (х° | Q) векторларнинг мав- 
жудлигини тасдиклайдики, (21), (23) шартлар бажарилади ва

Ш

2  ^7 х\ +  ** =  () булади. Лекин, 10-теоремага асосан,
i — о

i ___
* * = 2  A,grad g t (х°), бу ерда а,-, г =  m +  1, / — к,ан-

i =  m +  I
Дайдир хакикий сонлар. Шундай килиб,

m I

. 2  \ х i +  2  ^ g rad (х° ) = 0 
1 =  0 i =  m +  1

эканлигини оламиз ва демак,
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Xndf(x°)/dz +  2  К  dgi (x°) / dz +- 2  A,(z ' grad g ((x°)>  
i = 1 { =  m +  1

> 0 ,  V z £ R n . (26)

Агар gradg,(x°), i — m +  1, /векторлар чизшуш боглан- 
ган булсалар, шундай бир вацтда нолга тенг булмаган

i
к < =  т + 1 ,  / сонлар мавжуд буладики, 2  Я(- X

i  =  т  1

X grad g ( (xc) =  0 булади. Я,(- =  0, 1 =  0, т  деб олиб, бу 
хрлда хам (26) шарт бажарилишига ишонч хреил киламиз. 
Шундай цилиб, цуйидаги тасдик; исботланди.

13-теорема. Фараз цилайлик, ха — элементлари юцорида 
келтирилган шартларни каноатлантирувчи (25) масаланинг ло­
кал оптимал режаси булсин. У хрлда, шундай бир вацтда нолга 
тенг булмаган Я(-, i — 0, / сонлар мавжуд буладики, А.(- >  0,

1 =  0, т ва (23), (26) шартлар бажарилади.

Агар grad g (- (х°), i =  т  +  1, I векторлар чизикли эрк-
т

ли булсалар, V  Я,(- > 0  булади. Агар бундан ташцари.
i - о

шундай z £ R n вектор мавжуд булсаки, dg t [х°) /  д z <  0, t =  
=  1, т, z' grad g (- (x°) =  0, i =  m - f  1, l булса, A,0 <  0 булади.

Экстремал масалалар назариясида ю^орида келтирилган- 
лар (аргументлар фазосида)  билан бир цаторда образлар  
фазосида локал ящнлаштиришлар усули сам кенг цулла- 
нилади. (20) масалага цайтамиз. Фараз цилайлик, U — х° 
нуцтанинг атрофи булсин. Rn +  l фазода бирор x £ Q  U U 
учун, А =  { {i/0, i/„  . .  y j : y 0 > f ( x )  —  f(x°),  y i > g i { x ) ,
i — 1, т) тупламни киритамиз. Агар х°— локал оптимал режа 
булса, хэ нустанинг шундай U атрофи мавжуд буладики, 
А П К__ =  0  булади, бу ерда / ( _ =  { y £ R m+  <  0, г =
0, т ) . Бунда у° =  {0, g, (х°), . . . , g m {х°)} нуцта А туп­
ламга ва К _  тупламнинг ёпилмасига царашли булади. 4- 
теоремага асосан^Т (у° \ A)  f) I (у0 | K J )  =  0 .

Лемма. у° £ К  -  булсин. У солда,

m I
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I (l/° I AT —) =  {у — a  : У € A: _ , a  >0}
булади.

И с б о т  и.  г  £ /  (у0 1 K J )  булсин. У ^олда, етарли кичик 
е > 0  сон учун у ° - \ - г г ^ К _ _  га эга буламиз, ёки К  -  конус 
булганлигидан, у  =  в ~ 1 у° +  г £ К _ .  Бундан г  =  у  — а у ° ,  
бу ерда a  =  е _  1 >  0. Аксннча, г  =  у  — а  у° булсин, бу ер­
да у  £ ЛГ__, a  S* 0. г £ /  (г/° | /(  _) эканлигини курсатамиз. /С _  —
— очик конус булганлигидан, у  нук;танинг шундай £/, атро­
фи топиладики, U x а  К__ булади. Уз-узидан куриниб туриб- 
дики, U =  f / i — а  у 0 — г  ну^танинг атрофидир. Шундай е„ 
мусбат сонни танлаб оламизки, е0 а <  0 булсин. У ^олда, 
агар U, е £ ]0, е0[ булса, у° +  г г х =  у ° + г у х — е а у ° ~  (1 —
— е а) у0 +  е бу ерда y l £ U 1 булади. Лекин е «/ ,£/ (_,  
( 1 — еа)  у ° £ К  Демак, агар оулса, y° +  е £ / ( _  
булади, яъни г £ / ( | / ° | / ( _ ) .  _____

Энди, агар f (x),  g ( (x), t ' = l , m ,  функцияларни х° 
нукдада йуналишлар буйича дифференциалланувчи деб фараз 
цилсак, Т (у° | А) конус Л, =  {(/ £ m + ,: г/0 >  д/ (х°) / дг, у с >
>  dgi{x°) / дг, 1= 1, m бирор z £ Г  (х3 1Q да} тупламни уз 
ичига олишига ишонч х,осил ь^илиш цийин эмас. Агар Т  (х° | Я) 
конус кавари^ булиб, йуналишлар буйича хреилалар к;авари^ 
функциялардан иборат булса, А { — цавари^ конус булади ва 
ажралувчанлик х.ацидаги теоремадан фюйдаланиш мумкин. 
Шундай ноль булмаган А = { А 0, At, . . .  , ^m} £ # m + i век­
тор мавжуд буладики, барча у £ А х лар учун А' у ; >  0 ва 
барча у £ К _ ,  a  >  0 лар учун А/ {у — а  у°) <  0. Охирги шарт- 
дан Ai >  0, i =  0, m  , Xig i (х°) =  0, i =  1, m эканлиги ке­
либ чицади. Биринчи шартдан барча г£ ' Г( х° | Я)  лар учун

m
К  df (х°) / д г +  А(- dgi (х°)/дг >  0 

(' = 1
купайтувчилар ^оидасини оламиз. Шундай ^илиб, яна 12- 
теоремага келамиз.

Экстремумнинг зарурий шартларини келтириб чик,ариш- 
нинг ю^орида келтирилган услуби Дх), g { (х), i =  l ,  m 
функциялар йуналишлар буйича дифференциалланувчи бул- 
магаи х,олда ^ам ^улланилиши мумкин. Бунда оптималлик 
шарглари йуналишлар буйича ярим цосилалар, кавариц ма- 
жор.:нтлар ва к. терминларида нфода цилинади. Лекин 
бу масалалар мазкур ук,ув цулланмасида царалмайди.
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Экстремал масалалар назариясида бир вактда бир неча 
максад функцияларини минималлаштириш масалалари амалда 
кенг ёйилган булиб, танланаётган ечимлар (режалар) бир мечта 
курсаткичлар буйича бахоланадиган вазиятлар билан боглик. 
равишда юзага келди. Мазкур параграфда оптималлашти­
риш усулларининг янги сохасидан дастлабки маълумотлар 
келтирилади.

I. Самарали режалар. Фараз ^илайлик, берилган X ре­
жалар тупламида q та Д (х), . . .  , fq (х) максад функция- 
лари ани^ланган булиб, улар /  (х) =  (Д(х), . . .  , fQ(x)} .  
q — вектор — максад функциясини хос и л к,илсин. Бундай бу- 
ён битта максад функциясига минимум берувчи х° режани 
скаляр оптимал режа деб атаймиз. Векторли оптималлаш­
тириш масаласи вектор оптимал режа х° ни ^уришдан 
иборат булиб, унинг асосида максад функцияларининг берил­
ган тизимнинг минимумга эришишига интилиш ётади. Хар 
бир максад функцияси буйича скаляр оптимал режа мав­
ж уд булган вазият эхтимолдан холи булиб, амалда уни 
амалга ошириш мумкин эмас, назарий жихатдан кизик эмас 
ва бундан буён ^аралмайди. Шундай вазият умумий х.исоб- 
ланадики, унда битта максад функцияси буйича скаляр оп­
тимал булган .^ар бир режа учун крлган функциялардап 
х̂ еч булмаганда биттасининг ^ийматини камайтиришга келти 
радиган вариация мавжуд булади. Бу вазиягда вектор оп­
тимал режанинг таърифини кандай бериш керак? Векторли 
оптималлаштириш масалаларининг элементлари х,а^ида юко- 
рида келтирилган маълумотлар умуман олганда бу саволга 
жавоб бериш учун етарли эмас.

Ихтиёрий оптималлаштириш масаласи к,аралаётганда ту- 
шунарлики, режалар туплами X  буш булмаслиги зарур. 
Оптималлаштириш муаммоси /  (X) тупламнинг диаметри 
Df ( X)  натижага имконият борича я^инлашиш даражасини 
характерловчи берилган е >  0 сондан катта булгандагина 
вужудга келиши 5̂ ам тушунарлидир. Агар Df  (X) <  е булса, 
ихтиёрий х £ Х  режа максад функцияларига кони^арли кий- 
матларни беради ва танлаш муаммоси мавжуд булмайди. 
Оптимал режани танлаш муаммоси фа^ат Df ( X)  >  е булган­
да юзага келади, чунки натижа х £ Х  ни танлашга узвий 
борликдир: бир хил режаларда махсад функциялари (бир 
^исми ёки барчаси) минимал цийматларга я кин киймаглар 
кабул килади, бошкаларида эса — бу кийматлар минималлар' 
дан усокрок булади (III.  8 -чизма).

6 - § .  ВЕКТОРЛИ ОПТИМАЛЛАШТИРИШ
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III.8- чизма.

q — 1 булган скаляр хрлда x° режа учун /  (х) <  /  (х°) 
тенгсизликни каноатлантирувчи х £ Х ,  /  ( х ) Ф  /  (х°) бошца 
режа мавжуд булмаса, х° оптимал режа деб аталади. LLIун­
га ухшаш, векторли хрлда самарали режа х 3 тушунчасини 
шундай киритамизки, унинг учун

( 1)

■f{x3 )тенгсизликни каноатлантирувчи бирорта хам х, /  (х) ■■ 
режа мавжуд булмасин.

q — 2 булганда сама-рали режаларнинг X  туплам- 
даги урнини III.9 -чиз­
ма буйича кургазмали 
тасаввур цилиш мум­
кин, бу ерда самарали 
режалар туплами Х ъ га 
мос келган f { X 3 ) туп­
лам йутон чизиц билан 
ажратилган.

Скаляр солда (1) тенг­
сизлик X  нинг ичида 
шундай Х°  тупламости 
ажратадики, Df  (х°) =  О 
булади. q >  2 булганда 
принципиал узгариш юз 
беради: Х э тупламда 
Df (хъ) тенгсизлик бажа­
рилади.

Агар берилган е > 0  учун D / ( X ’ ) < е  тенгсизлик ба- 
жарилса, векторли оптималлаштириш масаласи аникланган 
Дейилади. Бунда тупламнинг элементлари масаланинг ечи.

III.9- чизма.
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ми, яъни вектор оптимал 
режалар ху° деб аталади. 
Агар D f  (х ъ) =  0 булса, век­
торли оптималлаштириш 
масаласи тула аницланган 
дейилади. Бунга ухшаш 
масалалар юцорида тилга 
олинган ало^ида масала­
ларнинг синфини ташкил 
цилади ва улар бу ерда 
^аралмайди. Уларга q =  2 
булганда 111.10- чизмада 
тасвирланган холат мос ке­
лади. Векторли оптимал- 
лашгиришнинг умумий на- 

зариясида юкоридаги каби, ^уйилишида масала аниклан- 
маган, яъни D / ( x s ) > e  булган хол умумий ^исобланади.

Бу х,олда X  тупламда танлашнинг бошлангич муаммоси 
тупламда танлаш муаммоенга утади, чунки ^уйидаги теоре­
ма уринли.

Теорема. Векторли оптималлаштириш масаласининг хар 
бир ечими х1" аникланишига боглиц булмасдан, самарали режа- 
дан иборатдир.

И с б о т и .  фараз килайлик, ундай булмасин: яъни X 3 туп­
ламга кара шли булмаган х"  вектор оптимал режа мав­
жуд булсин, у хрлда, шундай х* режа ва Д, (х) максад функ-

цняси топиладики, Д (х*) <  Д (xv°)> i =  U q булади. Шу­
нинг билан бирга Д. (х*) <  Д, (х °°). Бу эса, х* режанинг 
барча Д (х), i ф  I* максад функциялари буйича х"  дан ёмон 
эмаслигини, лекин Д (х) максад функцияси буйича эса катъий 
яхши эканлигини билдиради. Шунинг учун, «векторли опти­
мал режа» тушунчасига цандай маъно берилса ^ам, х* режа 
х v" режадан маъкулрокдир. Зиддият теоремани исботлайди.

Шундай крлиб, векторли оптималлаштириш масалаларида 
самарали режалар «ярим оптимал» режалар сифатида, оралик 
натижа каби, уз роллари буйича, скаляр шартсиз минимал- 
лаштириш масалаларидаги стационар ну^таларни эслатади. 
Бундай талкинда келтирилган теоремага минимумнинг зару­
рий шартлари >;ацидаги теоремаларни мос цуйиш мумкин. 
Лекин объектларнинг каралаётган икки группаси орасида 
мух,им фарц мавжуд. Стационар нуцталар ва минимумнинг
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бошца зарурий шартларини каноатлантирувчи элемент лар мак,- 
сад функциясининг оптимал режа атрофида узгаришини тек- 
шириш натижасида олинган булиб, умумий ,\олда cap бир 
чукУРР°К текшириш оптималликка «шубса ли» (хусусий солда, 
стационар) нук,талар тупламини торайтириш (кичрайгириш) 
имконини беради. Самарали режалар, бунга царама-царши ула- 
рок;, фацат максад функцияларининг режалартупламида мос- 
лаштирилиши натижасидан иборат ва масаланинг элементлари 
хасида юцорнда келтирилган маълумотга мувофиц бирор на- 
мунанинг йуколишига имкон бермайди. Бундан векторли оп­
тималлаштириш масаласининг аникланмаганлиги намоён бу­
лади. Аник,масликни (ёки бошкача суз билан айтганда 
D f ( X э) сонни) камайтириш учун векторли оптималлаштириш 
масаласининг куйилишида к,ушимча маълумот киритиш за- 
рурдир.

2. Танлаш принциплари. Векторли оптималлаштириш ма- 
саласини аник; цилиш имконини берадиган берилган маълу­
мот билан цушимча маълумот туплами танлаш принципа 
деб аталади. Дар бир танлаш принципи, х"“ векторли оп­
тимал режани цуришнинг маълум цоидалари (тадбирлари) 
билан бирга булади деб хисоблаймиз. Танлаш принципи 
тула дейилади, агар xv° ни куришнинг танлаш принципига 
мос цоидалари q та параметрларга боглиц булиб, бу богли(у 
лик шундай булсаки, 1) параметрларнинг жоиз цийматлари- 
нинг cap бир туплами учун xv° режа самарали булса; 2) cap 
бир самарали режа параметрларининг жоиз цийматларининг 
кандайдир термаси сифатида олиниши мумкин булса. Агар 
танлаш принципи цандайдир скаляр функциянинг минимал- 
лаштиришга келтирнлса, у скалярланувчи дейилади.

Векторли оптималлаштиришнинг кавари^ масалалари учун 
танлаш принципларининг бирмунча тарцалганларини к^арай- 
миз. Уларда /*(Х) =  { у : у  >  /  (х )}; барча х £ X  лар учун} 
туплам цаварисдир.

Максад функцияларини уртачалаш. Фараз цилайлик,
Q------- ^

бошлангич маълумотга цушимча > 0 ,  i — 1, q, \  А,- =  1
i=i

сонлар берилган булсин. А(- сон i — максад функциясининг 
мухимлик улчови (даражаси) деб шарсланади. хИорежавек-

Q
торли оптимал режа деб аталади, агар 2  f  ) =

. 9  1 = 1
=  min УХ ^ ( х ) ,  х £ Х  булса. 

i'=i
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Бу танлаш принципи- 
да / (х)  вектор максад 
функцияси скаляр X' / (х) 
функцияга алмаштирил- 
ган хамда бунга нисба- 
тан масала ани^ланган 
булиб колади. ^аралаёт- 
ган танлаш принципи 
скалярланувчи ва Х э 
тупламнинг деярли барча 
элементларин и цуриш им- 
конини бериш маъноси-

111.11-чизма. да Деярли туладир. Бу
III. 11 - чизмада геомет­
рик тасвирланган.

Мацсад функцияларининг табакаланишини киритиш. 
Максад функциялари му^имлигининг камайишн буйича тар- 
тибланган булсин:

/{ , (*) *  f  I,** . . . 5-  f iq (х)

ва a i >  0, t =  1, q, i Ф  i ^сонлар берилган булсин.
■-..лвс. ~  .•jtefesSSShs’fc

Векторли оптимал режа x]v° ушбу

/  iq (х"°) =  min fiq (х), х £ X iq, X ik =  {x£X(.ft_ , :

^ /ft _  I — “ tfe _  , ^  min / tfe _  ! ( «)* X £ X ik _ J ’ * =  « 21
X it =  {x 6 X :/(-t (x) — a lt <  min f it (x), x £ X }.

муносабатлар оркали аникланади.
Бошкача суз. билан айтганда, дастлаб, энг му^им максад

функцияси буйича оптимал 
режаларнинг X ti a (i туплами 
(/,• (х), х £ Х  максад функция­
сининг минимал жоиз кийма- 
ти топилади ва a ir мицдорга 
ён~берилади) цурилади. Суиг­
ра мухимлиги буйича иккин­
чи максад функцияси карала- 
ди. Жарэён мухимлиги буйи­
ча сунгги максад функцияси- 

Ь  ни минималлаштириш ^план 
III .1 0 -чизма. тугалланади. q =  2, fx (x) ^
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v»/2(x) хол учун геометрик намойиш III.  12-чизмада келти­
рилган.

Кафолатли сат\ларни урнатиш. Фараз килайлик, 
а  •, t = l .  q, i =  i* сонлар берилган булиб, Д, (х) максад 
функцияси танланган булсин. Векторли оптималлаштириш 
масаласининг ечими деб шундай x v° режага айтиладики,

(х°°) =  m i n / (.. (х), Д (х) <  а,-, г ' = 1 ,  7, , i =£i„ х Р Х

булади. Бош^ача ^илиб айт- 
ганда, бу танлаш принципида 
/  (• (х), г Ф  максад функция- 
лари буйича факат берилган 
а,- сатхларга эришиш етарли: 
минималлаштнриш факат бит­
та максад функциясига нисба­
тан мухим деб хисобланади.

Скаляр оптималлаштириш 
масалаларининг куп цисми век­
торли оптималлаштириш маса- 
лаларига шу танлаш принци- 
пининг ^улланилиши натижа- 
сида келиб чикади.

Идеал нуктагача булган 
массфани минималтшти- 
риш. Фараз килайлик, xl° i— 
максад функцияси буйича скаляр оптимал режа булсин. 
fa =  { /i(x 10) +  a j ,  . . . ,  f q (Х«" )■+«„}, a (- >  0 ну^тани 
ос- идеал нукта деб атаймиз. Куйидаги

II f  — /all =  min 1/ (*) — /«’!• Х^ х <

уринли булган xv° режа векторли оптимал режа деб хисоб­
ланади (III. 13- чизма).

Пропорционал чекиниш. Фараз ^илайлик, / 0 — идеал 
нукда булсин. Векторли оптимал режа сифатида шундай

f l  (х°°) —  f i  С*'°) п  • л-------- с /  fCk . г 1 \
(х‘°) =  >  ’ 1 =  ’ 4  ' f ' (Х ) =  m i l l / l  W ’

х£Х,
ни каноатлантирувчи x v0 режа олинади (III. 14-чизма).

Шартли оптималлаштириш. Амалий масалаларда куп

III.13- чизма.
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лолларда минимал- 
лаштирилувчи мацсгд 
функцияларининг бар- 
часи буйича етарли 
яхши булган х* режа 
маълумдир Бу х,олда 
векторли оптималлаш­
тириш масалалари

М * ° ) < /<(**;• 
i = \ , q ,  (2)

маъносида х* дан ёмон 
булмаган, х° векторли 
оптимал режаларни 
цуришга келтириладн.
(2) цушимча чекланиш- 
ларнинг борлиги сама­
рали режалар тупла­
мини торайтириш ва 
етарли яхши х* режа- 
ларда векторли опти­
маллаштириш масала­
ларини аницлаш имко­
нини беради.

III. 15-чизмада Х э 
тупламнинг (2) шарт- 
лар билан ажратилган 
Х хэ, цисмига мос кел- 
ган туплам йугон чи- 
зиц билан курсатил- 
ган.

Куп сатцли векторли оптималлаштириш. Мацсад функ- 
циялари туплами / та группага булинади. Биринчи босцич- 
да мак,сад функцияларининг биринчи гуру^и буйича вектор­
ли оптималлаштириш амалга оширилади, унинг натижасида 
биринчи сатх, самарали режалар туплами X ]  курилади. Х \  
тупламда иккинчи гурух,даги максад функциялари булган 
векторли оптималлаштириш масаласи царалади ва иккинчи 
сатс самарали режалар туплами X* цурилади. Жараён юцори 
сатс самарали режалар туплами X )  ни цуриш билан тугал- 
ланади. Агар D/ (()( X p < e  булса (бу ерда / , ' ( х ) — охирги

176



г у р у * ,  максад функциялари туплами) келтирилган тадбир
танлаш принципини беради. Df {t) (Xf)  >  е булганда масала
аншугапмаган булиб крлади. III. 16-чизмада q =  4, t — 2, 
/ (i) =  {/i. /*}> / (2) =  i/з ’ M  W  намойиш килинган.
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IV  б о б .  ЧИЗИЦСИЗ ПРОГРАММАЛАШТИРИШНИНГ 
Х.ИСОБЛАШ УСУЛЛАРИ

Чизикс.из программалаштириш назарияси (III- боб) экстремал 
масалалар ечимларининг купгина конкрет лолларда охирги 
натижа тугрисида етарлича тули^ маълумот олишга имкон 
берувчи мухим характеристикаларни урганиш билан бир ца- 
торда турли хисоблаш усулларини ^уриш учун >;ам асос 
булиб хизмат ^илади. Чизиксиз программалаштиришнинг хисоб­
лаш усуллари бевосита* ва билвосита усулларга булина-

* Бу грда «бевосита» сузининг маъноси икки ё^ламалик назария-
сида цабул килинганидан бошцачадир, лекин купгина бевосита усуллар
(3- ,  4- § ларга Ц.) бевосита оптималликнииг т^ ри  шартларига таянади 
(III боб).
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ди. Билвосита усуллар шундай усулларки, уларда дастлабки 
масаланинг ечими шу масалани бошка масалага келтнриш 
орцали олмнади. Масалан, функциянинг стационар нук,тала- 
рини излаш усули, яъни тенгламаларни стационарлик шарт- 
ларида ечиш усуллари шартсиз минималлаштиришнинг бил- 
восита усули булиб, бунда дастлабки масаладан минимум­
нинг зарурийлик шарти ёрдамида олинган масала ечилади. 
Бевосита усуллар бевосита бошлангич экстремал масалалар 
билан иш куради. ЭДМ да амалга ошириш учун мулжал- 
ланган купгина бевосита усуллар дискретдир, яъни улар- 
нинг ишлаш жараёнида (дискрет) векторлар кетма-кетлиги 
х \  х2, . . .  . (х° ечимга (оптимал режага) кетма- кет яцинла- 
шишлар) курилади. Одатда итерация (х,! якинлашишдан 
навбатдаги х*+1 га утиш) xk+1 — xk +  Qklk таре буйича цу- 
рилади, бу ерда 1к — йуналиш, 0fe >  0 — итерация радами. 
Усуллар бир-биридан /*, 0  ̂ ларни хисоблаш усуллари би- 
лпн фарк, килади. Агар муайян информация буйича lk, (ih 
ни хисоблашнинг бир кийматли цоидаси курсатилса, бу усул 
аникланадиган усул дейилади. Стохастик усулларда /*, ()1г 
ларни х^соблаш учун тасодифий механизмлар жалб этилади. 
Агар царалаёгган' итерацияда (lk, Qk ни хисоблашДа) масала 
элементлари (максад функцияси) нинг каралаётгаи хк. режа- 
даги циймати тугрисидаги маълумотлардан фойдаланилса, 
усул бир кадамли дейилади. Агар итерацияда масала эле- 
ментларининг аввалги (xft, xft_1, . . . , xk~p) режалардаги 
цийматлари хам жалб этилса, усул куп кадамли (хотира 
теранлиги р булган)  усул дейилади. Агар итерацияда ма­
саланинг бирор элементининг хеч булмаганда битта v — тар­
тибли хосиласидан фойдаланилса ва бундан юкори тартибли 
хосилалар ишлатилмаса, бу усул v — тартибли усул  дейи­
лади. Нолинчи тартибли (v =  0) усулларни излаш усуллари  
деб х,ам аталади.

Усуллар а н щ  ва такрибий усулларга булинади. Аник 
усулларда хар бир итерацияда масаланинг режаси яна бош- 
лангач масала режасига алмаштирилади. Агар усул план- 
нинг бир як,инлашишини боищасига алмаштиришдан иборат 
булса, у такрибий усул деб аталади. Купинча масала ечн- 
мини чекли сондаги итерациялар ёрдамида олишга имкон 
берувчи анщ  усуллар ишлатилгани учун бу усулларни чек- 
ли усуллар, такрибий усулларни эса итератив (чексиз сон­
даги интерацияли) усуллар  деб аталади.

Чизиксиз программалашнинг иккиланмалик назарияси 
етарлича тулиц ишлаб чикилган булимларида усуллар тугри

178



ва иккиланма усулларга булинади. Турри усулларда итера- 
циялар режалар ёки уларнинг бахрлари булган векторларда, 
иккиланма усулларда эса иккиланма масала режалари ёки 
уларнинг бахрлари булган векторларда олиб борилади.

Ани^ланган ёки стохастик маънода оптимал режага я^ин- 
лашувчи векторлар кетма- кетлигини хосил киладиган ите­
ратив усул яцинлашувчи усул деб аталади. Баъзан максад 
функцияси бдйича яцинлашиш (/ (х*) ->  /  (х0)) ёки шарт­
л и — стационар режага яцинлашши (хк —► х°) каралади. 
Якинлашувчи итератив усуллар сифат жихатидан купро^ 
якинлашиш тезлиги буйича бахоланади. Агар аникланган 
усулда

цх%+1 _  ,v°|| <  <7|| xh — х0!1. О <  q <  lt k >  К 0

тенгсизликлар бажарилса, чизикли т ем ик (геометрик прог­
рессия тезлигида якинлашиш) хакида гапирилади. Энди

||х*+1 — х°1К <7 ||х* — k > K0 
булган холда усул: 1 <  а  <  2 булса, чизиклидан юкрри 
тезликка эга дейилади; агарда а  =  2 булси, квадратик тез- 
ликка эга дейилади. Усулларнинг мухим характеристикалари 
ЭХМ нинг талаб цилинадиган оператив хотираси хажми, 
яхлитлаш хатоларига ва шунга ухшаш [хатоларга нисбатан 
туррунлпк ва ш.у.лардан иборат.

1-§. САРАЛАШ УСУЛЛАРИ

Узо^ замонлардан буён саралаш усули  ечим к;абул ци- 
лиш яарур булганда, альтернативалар орасидан танлаш ке- 
рак булганда ёки умуман экстремал масалани ечиш талаб к,и- 
линганда кишилар биринчи булиб мурожаат циладиган усул 
булиб колмокда. Бир томондан тажриба ва интуиция, ик­
кинчи томондан эса дастлабки (назарий ва тажрибавий) тад- 
кикотлар кишига ечим изланаётган варианглар тупламини 
доимий равишда торайтиришга ёрдам беради. Бирок хрзиргн 
замон ЭХМ лари пайдо булгунга ^адар саралаш усуллари- 
нинг имкониятлари нихоятда чегараланган эди. ЭДМ лар- 
нинг уга тезкорлиги мутахассисларнинг саралаш усулларига 
дшдат- эътиборини жалб этди. Саралашнинг эвристик усул- 
ларини тах^ил килиш натижасиди ба\олардан фойдаланувчи 
бир цатор саралаш тархлари  яратилдики, улар узок; вакт- 
лардан буён олимларнинг уринишларига буй бермай кела- 
ётган купгина комбинаторик характеридаги тадби^ий маса­
лаларни ечиш имконини берди. Шу нарсани айтиш керакки,
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янги тар^лар факат умумий курсатмаларнигнна беради ьа 
уларнинг конкрст масалага муваффа^иятли ^улланиши ма­
саланинг узига хослигини хисобга олишга, тад^ицотчининг 
тажрибаси, интуициясша, масалани дастлаб назарий (ана­
литик) урганишига куп жихатдан боглик булади. Хозирги 
замон амалиёти шундай мураккаб экстремал масалаларии 
куймокдаки, факат инсон тажрибаси, математика ва ЭХ,М 
нинг бирга цушилишигина уларнинг тугри хал цилшшшига 
умид боглашга имкон беради.

1. Вариация лар усули. Саралаш усули умумий хрлда
/  (х )-*  min,  X,  (1)

куринишдаги дискрет программалаш масаласини ечнш учун 
мулжалланган булиб, бу масалада режалар туплами X  дис­
крет, яъни чекли сондаги элементлар мажмуидан ташкил 
топган. Айнан шу X  тупламнинг дискретлиги узлуксиз тах- 
лилнинг лимитли утишга асосланган к,удратли воситалари- 
нинг (1) масалани ечиш учун ^улланилишини ^ийинлашти- 
ради. Бирок; хусусий лолларда узлуксиз усулларнинг ух- 
шашлари кизиларли натижалар олишга имкон беради. Ма­
салан, чексиз кичик орттирмаларни урганишдан иборат бул­
ган усул узлуксиз масалаларни текширишнинг асосйй усули 
булиб, уни «соф хрлда» (1) масалага ^уллаш мумкин эмас, 
лекин унинг X  туплам элементларининг содда вариацияла- 
ридан фойдаланишга асосланган дискрет ухшаши муайян 
масаланинг ечилишига олиб келиши мумкчн. Вариациялар 
усулини  тасвирлаш учун ушбу буюртмаларга хизмат ки- 
лишдаги жарималарни минималлаштириш масаласини к,а- 
раймиз.

Битта ускунада хизмат курсатиш лозим булган п та /  == 
=  {1, 2, . . ., п) буюртма берилган булсин. Айтайлик, Т- —
— (- буюртмага хизмат курсатилиши вакти, с,--шу буюртма- 
нинг бир бирлик кутнш ва^ти учун жарима мицдори бул­
син. Буюртмаларга хизмат курсатишнинг шундай оптимал 
кетма-кетлигини топиш талаб цилинадики, бунда жаъми 
жарима минимал булсин.

Буюртмаларга хизмат курсатишнинг бирор а =  {i]t г2, . . ., 
in} кетма- кетлигида s - уринда навбатда турувчи буюртма- 
нинг номерини is деб белгилайлик. Шундай килиб, ечими 
изланаётган масаланинг X  режалар туплами /  дан олинган 
п та соннинг урин алмаштиришлари туплами У  дан ибо- 
ратдир.

о урин алмаштиришда г, буюртмага хизмат курсатила-

180



ётган пайтда колган буюртмалар Т(] вакт бирлигида туриб 
цолади ва натижада бу кутншдан келадиган жарима

П
Ti 2  ci га теиг булади. г',, i2, . . . , in буюртмаларга хиз-

s= 2
мат курсатиш вактларини цараб чикиб, o f  V  урин алмаш- 
тириш учун жаъми жарима

I  t ° ) = T i . 2 % + T i . l cis +  ■ ■ ■ +
s= 2  5=3

-  5 Х  к  (2)
s = 2

s— 1
булишини топамиз, бу ерда =  V  Tik — is буюртмапинг

*=i
кутиш вацти.

о режанинг энг содда вариацияси деб унинг i s, is+1 эле- 
ментларининг транспозициясига (урин алмсиитирши усулига)  
айтилади. Янги режани о деб белгилаймиз.

i's буюртманинг кутиш вацти 74,- га ортганлиги, t s+1
буюртма учун эса Т ( га камайганлнги ва долган буюрт­
малар учун узгаришсиз цолганлиги учун (2) максад функ­
циясининг орттирмаси

/  (о) -  /  (о) =  % T is+i ~ c is+J i$ (3)

булади.
о режанинг оптималлигн учун /  (о) — /  (о) >  0 булиши 

зарур. (3) ни эътиборга олсак,

% > % > - > %  <4) I j 1п

тенгсизликларнинг бажарилмши о =  (i\, г2, . . ., режа­
нинг оптималлиги учун зарур эканлигини курамиз.

К,аралаётган масала ечимга эгадир. (4) тенгсизликни ца- 
ноатлантирувчи барча о  урин алмаштиришлар учун (2) мац- 
сад функцияси фацат бир хил киймат кабул килади. Шу­
нинг учун (4) тенгсизликлар оптималликнинг етарлилик 
шарти сам булади.
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(4) га асосан биринчи навбатда энг катта нисбий жаримаГ' ,
—  га эга булган буюртмаларга хизмат курсатиладн.
Т i

И з о v  Агар буюртмаларни кабулхонага келувчи кишилар деб 
^арасак, Т ; ва^т — i- киши масаласини куриб чи^иш учун сарфланган 
вацт, С; =  1 эса факат «майда» масалалар билан келган кишилар бирин­
чи навбатда цабул килинган тацдирдагина кабулхонада [кутиш учун 
сарфланган вакт жаъми минимал булади.

2. Бутун сонли режалар тупламини саралашнинг икки 
тархи. Компоненталари берилган натурал сонлар тупламла- 
ридан кийматлар кабул килувчи п- векторлардаи тузилган 
ушбу X  режалар тупламини

X  =  {х =  (Хк х2, . . . , хп} : х,- £ {1, 2, . . ., N (()}, t = ! / i }  

к,аоаймиз X  тупламнинг элементлари микдори |А '|: |Х| =
П

— П  N  (0 булишини осонгина ^исоблаш мумкин. 
i'=i

X туплам х,акида аник; тасаввурни IV. 1- чизмадан олии.' 
мумкин. j =  1, / =  п тутрн чизикларни туташтирувчи хар 
бир сиии^ чизик режадир, |Х| белгиланган ну^талардан ут- 
казиш мумкин булган синик; чизи^лар сонидир.

Барча режаларни щюблагнч принципи буйича ^иссблаб 
чи^иш мумкин. j  — п турри чизи^да ну^талар биринчи раз­
ряд элементлари, /  =  п — 1 турри чизикдаги ну^талар ик­
кинчи разряд элементлари ва х,. к.

Саралаш усулларини амалга ошириш пайтида X  даги 
элементларни саралашнинг икки тар^и тузилади. Ю^орида
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айтилган х,исоблагпч билан я^индан боглик, булган биринчи 
таруда X  тупламга илдизи 0 тугунда булган шажара мос 
келади (IV.2 -чизма). Шажаранинг г'-цаватдаги (0 <  i <  п— 1) 
хар бир тугунидан i +  1-цаватга элтувчи N  (г +  1) та ёй 
чи^ади. /г-^аватдаги тугунлар (ёки 0 тугундан уларга j^a- 
раб йуналган ягона йуллар) ва X  туплам элементлари ур- 
тасида узаро бир к.ийматли мослик мавжуд. Шунинг учун 
хам 1-дан п- каватгача жойлашган шажара тугунлари буйича 
X  дан элементларни саралаш ва улардан хар хил ^исм туп­
ламлар тузиш мумкин.

Саралашнинг иккинчи тар.\и куйидагпчадир (IV .3 -чиз­
ма). О ну^тадан бирор y  =  p £ N ( \ )  нуцтага тугри чизик, 
утказамиз ва уни снник, чизикнинг бугини сифатида караб, 
1-хусусий режа деб атаймиз. Равшанки, 1-хусусий режалар 

coHii N  (1) га генг. 1-хусусий режа {0, р}  га ихтиёрий 
{р, q) бугинни ^ушиш 1-хусусий режанинг 2 -хусусий режа 
{О, р,  q) га олиб келувчи ривожи деб айтилади, бу ерда 
q — хг компонента ^ийматлар туплами булган / =  2 т^гри

IV.2- чизма.

чнзиц нуцтасидир. 2 -хусусий режалар сони N ( \ ) - N  (2) га 
тенг. Хусусий режаларни ривожлантириш жараёнини давом 
эттириб, /J-^адамдан сунг п- хусусий режаларни оламизки, 
уларпи (1) масала режалари билан узаро бир ^ийматли мос 
ку i inn мумкин.
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3 . Биринчи саралаш усу­
ли* (тармо^лар ва чегара- 
лар усули). (1) масалани 
цараймиз. Айтайлик, ихтн- 
ёрий X* cz X  ^исм туплам 
учун иккита функция, яъни 
/  (х) функциянинг мино- 
рантаси /  (х, X*) ва ма- 
жорантаси ]  (х , X*) ни 
куриLLI мумкин булсин:

h  (X, X*) <  /  (х) <  /  (х, 
X*), х £ Х *

^амда уларни X* туплам­
нинг бирор Х*=эХ* кенгай- 

тирилган тупламида хам ани^лаш мумкин булсин.
Ушбу

I ( X * ) < m i n / ( x ,  X*), х £ X*; i\ ( X * ) > m i n / ( * ,  X*), 

* £ Х* ,
шарт ларни каноатлантирувчи £ (X*), г] (X*) сонлар X* туп­
ламнинг цуйи  ва юкори ба^олари (чегаралари) деб аталади.

Тармо^лар ва чегаралар усулининг х,ар бир итерацияси 
тупламлар руйхатпни тузншдан бошланади. Бошланрич S 9 
руйхат X тупламдан иборат. X тупламга £ (X), rj (X) ба- 
холарни хамда агар (1) масаланинг бошланяич режаси маъ- 
лум булмаса, r° =  оо (рекорд) сонни ва /■° =  m i n / ( x ‘) сон­
ни к ушиб ёзамиз, бу ерда минимум интерация бошида маъ- 
лум булган барча х' (j X режалар буйича хисобланган г° <
<  I  (х) +  е булганда хк° (/ (х**) =  г°) режа е- оптимал бу­
лади. Айтайлик, й-итерацияда S k тупламлар руйхати берил­
ган булсин. Руйхатнинг хар бир элемента учун |  (Х/;), г] (Xfe) 
бахоларни хисоблаймиз. Агар бунда янги режалар цурилган 
булса, максад функциясининг шу режалардаги минимал ций- 
мати fk ни топамиз. rk =  m in {г*-1 , fk} сонни рекорд деб, 
хк (гк =  /  (х*) ни эса k- итерациянинг рекорд режаси деб

* Чизи^сиз программалашда умумий икки ё^ламалик назарияси мав­
ж у д  булмасада, ушбу параграфда баён килинган усулларни чизицсиз 
программалашда йуналган саралашнинг анъанавий турри усулларига нис-
батан яккиё^лама масала деб ^араш мумкин.
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атаймиз. Агар rk ^  min 5 (XA) - f  е булса, кк е-оптимал ре- 
х к tsk

жадир. Агар я^инлашиш даражаси е бизни ^аноагл:шгир • 
маса, (1) масалани ечиш жараёнини давом эттирамиз. Бу 
^олда S k руйхатдан I  (Х р >  min rj (Xfc), X k £ S k тенгснз- 
ликни каноатлантирувчи барча Х£ тупламларни шщариб 
ташлаймиз. Сунгра руйхатнинг колган элементлари ораси- 
дан X ; тупламни тармоклаш амалини бажариш ма^саднда 
танлаймиз, яъни Х “ тупламни узаро кесишмайдигаи цисм 
тупламларга ажратамиз:

S ( k )

X I ..............K . S W  * ; - 1 >  х '>г K j П Х - , , , - 0 .  (5)
(=1

агар t = ^ t 1 булса.
X°k ни танлашнинг классик ^оидаси цуйидаги

г (хр = min их*), xtes*
тенгликка асосланган. X* тупламни S k руйхатдан учирамиз 
ва унинг урнига (5) тупламларни киритиб, янги итерация 
учун 5 ft+1 руйхатга эга буламиз.

IV.4- чизма.

Баён ^илинган фикрларни дарахт тушунчаси ёрдамида я^- 
цолро^ тал^ин к;илиш мумкин (IV .4 -чизма).

X  туплам элементларининг чеклилигидан келиб чи^ади- 
кн, ихтиёрий е > 0  учун чекли сондаги тармоклаш амали 
(итерация) бажарилгандан сунг е- оптимал режа топилади. 
Келтирилган фикрларни элементэр му^окама юритиш ёрда­
мида асослаш мумкин булгани учун уни у^увчигэ х^авола 
этамиз. Тармо^лар ва чегаралар усулидаги итерациялар на-
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зорати учун IV.5-4H3- 
мада курсатилган гео­
метрик талциндан фой- 
даланиш цулайдир.

Тармоцлар ва че- 
гаралар усулпнннг ба- 
ёнидан куриннб ту- 
рибдики, бу усул фа- 
цат умумий иш юри- 
тиш тар^ини беради. 
Унинг аииц масала- 
ларда амалга ошири- 
лиши тармоцланиш 
стратегиялгрини тан­
лаш Еа бах,оларни 

^исоблаш усулларини курсатишдан иборатдир. Амалга оши- 
рншнинг муваффацияти масаланинг узига хос хусусиятини 
хисобга олиш даражасига хам да тадцицотчининг тэжриба- 
си ва интуициясига боглик булади.

Тармоклар ва чсгаралар усулини намойиш килиш учун 
куйидаги учта аник масалани ечамиз.

1 - м и с о л (ю к х а л т а  х а ^ и д а г и  м а с а л а ) .  Бизга номерлан - 
ган п та буюм берилган булиб, уларнинг номерлари туплами / =  { 1, 2,  
. . . ,  п} булсин. i -буюмнинг огирлиги р„  бахоси С[ га тенг. Юкнинг 
берилган бахоси с буйича буюмларни улар минимал ошрликка эга бу- 
ладиган килиб танлаб олиш талаб цилинади. хг- (буль, бивалент) узга. 
рувчиларни киритамиз: л:,- =  1, агар i- буюм юк халтага жойлаштирил- 
са; Jrt- =  0, агар £- буюм юк халтага жойлаштирилмаса. У .^олда юк 
халта ,\ацидаги масаланинг  математик модели ^уйидагича булади:

п

I ( х ) =  V* pi х i =>- min,
1=1

п
2  °‘х‘ xi =  0 V Ь t = 1, л. (6)
1= 1

(6) масалани IV. 1 -жадвалда келтирилган сонли маълумотлардан ф ой- 
даланиб ечамиз. Бу масалада максад функцияси содда куринишда

I V. l - ж а  д в а л

п(Ч<)

\Г  — Г -  Л.

х=х

IV .5- чизма.

i I 2 3 4 5

Ci 20 10 12 7 6 > 40

Р ‘ 4 3 5 1 2 min
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булгани учун миноранта ва мажоранталардан фойдаланилмаса ^ам 
булади, боцщача айтганда, /  (*, X) = f  (х) = /  (*, А), х £ X  деболиш  
уумкин.

Б утун сонлардан тузилган режалар тупламини кенгайтиришнинг 
кенг ёйилган усули бутун сонли булищ шартидан таш^ари, масаланинг 
бойца барча чекланишларини ^аноатлантирадиган элементлар тупламига 
утишдан (яъни «дискрет» масаладан «узлуксиз» масалага утишдан) ибо­
рат.

Максад функциясининг кенгайтирилган X  тупламдаги оптимал цчй- 
мати дастлабки тупламнинг |  баз^осидан иборатлиги тушунарли. (6) м а ­

саланинг режалари туплами

А' =  {х : 20*! +  10*2 -f- \ 2хя +  7*4 +  6дг5 >  40, *,• =  0 V Ь 1 =  1 <5}

учун кенгайтирилган туплам 

X  — {х : 20хх +  10*2 +  12х3 +  7*4 +  6*5 >  40, 0 sg  Xi <  1, i =  FJ} 

булади. |  (X) ба^о ^уйидагига тенг:

|  (А ) =  m in  (4*! +  Зд:2 +  5л:3 +  *4 +  2*6), (7)

20*i +  10*2 +  12*з +  7*4 +  6*5 ^  40, 0 <  *£ ^  1, i  =  1,5.

Гуюмлари б$линадиган юк халта цащдаги масала деб аталувчи
(7) масаланинг (юк халта цацидаги узлуксиз масала >;ам дейиш мум­
кин) физик маъноси ^уйидагичадир: буюмлар нисбий бахосини йуцот- 
маган з^олда исталганча кичик булакчаларга майдаланиши мумкин; шу 
шартлар да юк халтага берилган буюмлардан мипимал огирликка эга 
булган юкни шундай жойлаштириш керакки, бунда юкнинг бахоси 40 
дан нам булмасин. Кейинги масала осон ечилади. Бунинг учун д а с т -  
лаб ба^о бнрлигига энг кичик нисбий р(- /c t- орирликли буюмни топамиз.
1 V .I -жадвалдан куриниб турибдики, шундай буюм туртинчи буюм 
(р4/с4 =  1/7 булади. Б у  буюмни майда булакчаларга булиб, уни ю к­
нинг белгиланган ба^осига эришилгунча ёки барча булаклар тугагунча 
юк халтага жойлайверамиз. К,аралаётган ^олда 4 та буюм тула ж ой- 
лаштирилади, чунки уни юклашдан келадиган максимал ^иймат 7 га 
тенг. Долган буюмлар билан ^ам шу тартибда иш тутамиз. Нисбий 
бахоси билан юкланувчи навбатдаги буюмлар 1 (Р1/С 1=  1 /5), 2 
=  3/10), 5 (Ръ/С &— 1/3) булади. 5 буюм туласича жойлаштирилмайди: 
белгиланган батога эришиш учун бешинчи буюмнинг ярмини ж ой лаш ­
тириш етарлидир. Натижада (7) масаланинг оптимал режаси {*, =  * 2=  

=  *4 =  1, *з =  0, *5 =  1/ 2} ни ва (6) масаланинг режалари туплами 

X  нинг бах,оси |  (X ) =  9 ни оламиз. (7) масала ечимида *g компонента 
касрдан иборат. X  тупламни иккита тупламга тармо^лаймиз:

X , >1 - { * € Х : * 1 =  0}, Х 1>2 =  { * € Х  : * ! =  1},

яъни

=  [х : х х — 0, 10*2 +  12*з +  7*4 +  6*$ ^  40; *,■ = 0 ^ 1 ,  (= 2 ,5 } ,  

X i =  {* .’* i =  1, 10*2 + 12*з +  7*4 +  6*5 ^ 2 0 ;  *(- =  0 \ /  Ь  t —  2 ,5}.
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Бош ^ача килиб айтганда: X ] , туплам (6) масаланинг шундай режалари 
тупламини, улар учун биринчи узгарувчи * х нинг ^иймати нолга тенг, 
X, 2 эса шундай режалар тупламини, улар учун х х =  1. |  (X , ,), I  (Х | 2) 
бахоларни ^исоблаш куйидаги масалаларни ечишга келтирилади:

S (X, д ) =  m in (3дг2 +  5дг3 +  *4 +  2*5),

10* 2 +  12 х 3 +  7х4 +  6 * 5 ^  40, 0 <  *,• ^  1, t =  2,5, (8)

I  (Х 12) =  m in (Здг2 +  5д-3 +  *4 +  2*6),

10*2 +  12*э +  7*4 +  6* 5̂  20, 0 < * t <  1, I — 2,5. (9)

(8) ва (9) масалаларни ю^орида баён цилинган усулда ечамиз. (8) 
масалада барча 2, 5 буюмларни кжласак ^ам курсатилган бахо 40 ни 
олиб булмайди. Демак, (8) масала ечимга эга эмас. £ (X, |)  =  оо деб 
олиб, Х ( | тупламни бундан кейин царамаймиз. (9) дан g (Xj 2) =  9 га 
эга буламиз. (9) масаланинг оптимал режаси бутун сон эмас. X ва Х | | 
тупламлар учирилгандан сунг руйхатда фацат Х | 2 туплам ^олади. Бу 
тупламни иккита Х 2 | =  {* 6 X , 2 : *2 =  0 ) , Х2_2= { х  6 X , 2 : *2 =  1} т у п ­
ламга тармоцлаймиз, яъни

Х2 , =  {х : * х =  1, *2 =  0, 12*3 +  7*4 +  6*5 >  20, *,■ =  0\J I, i =  3 ,5 ),

^ 2,2 =  {* '• x i ~  I» *2 =  Ь  12*з +  7* 4 +  6*5 >  10, *,• =  0V  1, I =  2,5}.

5 (Х2 |), £ (Х2 2) бахоларни ^исоблаш куйидаги

I  ('V2, |)  =  4 +  m in  (5*з +  * 4 +  2*5), 12* 2 +  7* 4 +  6*5 >  20,

0 sg  *,• ^  1, I =  3,5,

^ (Х2 2) =  7 +  min (5*з — *4 —f— 2*5), 12*з +  ^*4 +  ^*5 ^

0 < * , - <  1, i  — 3 ,5

масалаларни ечишга келтирилади. Булардан £ (Х 2 ,) =  9 — , ? (Х2 2 ) =

=  9. S2 руйхатда иккита Х 2 , ва Х 2 0 туплам мавжуд. Кейинги туп- 
ламнинг ба^оси энг кичик. Шунинг учун уни Х3 1# Х 3 ,  тупламлар: а  
тармоцлаймиз:

*3.1 =  Iх :xi =  * 2 =  1,*з =  о, 7*4 + 6*5 >  10, Xi = 0 V 1 , i =  4̂ 5 )- 

Х з ,2 =  : *i ~  *2 =  * 3  =  h  7*4 +  6*5 >  — 2, *,■ =  0V 1, i = 4,5}.
Б у тупламларнинг ба^олари £ (Х 3 [) =  9, |  (Х 3 .,) =  12 булиб, кейин - 
гисини ^исоблаш пайтида дастлабки масаланинг режаси х х =  1, *2 =  1, 
* з = 1 ,  *4 =  *5 =  0 ^осил булади. Ш ундай цилиб, бу рекорд режа 
булиб, рекорд 12 га тенг. Б у  рекорднинг мумкин булган минимал o fh p - 
ликдан фар^и 12 — 9 =  3 бирликдан ошмайди.

Энди руйхатга Х2 [, Х3 Х 3 2 тупламлар киради. Х 3 j тупламнинг 
ба^оси энг кичикдир. Шунинг учун уни иккита тупламга тармоцлай- 
миз:
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X 4il =  [x : Xy =  x2 =  1. *3 =  *4 •= 0, 6*5 3 ; 10. x 5 =  0 V •}.

* 4.2 =  [x : x t =  x2 =  x t =  1, x3 =  0 , 6дг5 > 3 ,  хь =  0 V • }•

Б у тупламларнинг ба\оларини ^исоблаб чицамиз: | ( Х 4 ( ) =  оо, 
5 (Х 4 2) =  9- Руйхатдан Х 3 , ва Х 4 , тупламлар учнрилгандан сунг энг 
кичик батога эга булган туплам Х 4 2 булади. Х 42  тупламни иккита туп­
ламга тармоклаймиз:

* 5 ,1  =  : *1  =  Х2 ~  X ,  —  1, х3 =  X s  =  0 } ,

*5 ,2  =  {* : * i  =  =  * 4 =  *5 =  1 ■ *3 =  0} .

Х,исоблаб топамиз: g (Х 51 ) =  оо, |  (Х 5 2) =  10. Бунда дастлабки маса­
ланинг рекорди 10 га тенг булган янги рекорд режаси x t — 1, дг2 =  1, 
х 3 =  0. х 4 =  1, аг5 =  1 ни оламиз. Янги рекорднинг минимал мумкин

булган орирликдан фар^и 10 — 9 у -  =  —  дан ошмайди (бу оптимал

режа булади, чунки бу мисолда оптимал огирликнинг бошцаларидан 
фарк,и бирдан кичик). тупламни руйхатдан учирамиз. Х 2 \ туплам ­
нинг бахоси энг кичик. Уни ^уйидаги тупламларга тармоклаймиз:

Х 6 | =  {х : x i  =  1, х2 =  х3 =  0, 7xt  +  6лг5 >  10. * ,•=  0\J  1 ,1  =  4 ,5 ), 

Х 6 2 =  (дг: x t =  1. хг =  0, х 3 =  1, 7х} -\-Ъхь 5 s 10, х i =  0 \ /  1. t ==4.5}.

1V.6- чизма.

Б у  тупламларнинг ба^олари g (X 6,i) •= 00 • 5 (Дб.г) =  ' '  ■ *2,1 т У|1лам 
руйхатдан учнрилгандан сунг Х 5 2 туплам энг кичик батога эга булади. 
Унинг бахоси рекордга тенг. Н атиж ада, охирги рекорд режа х [ — I , 
х2 =  \,  *з =  0, х4 — 1. х 5 =  1 дастлабки масаланинг оптимал режаси- 
дир. Ш ундай ь;илиб. юк халтага  1, 2, 4, 5 номерли буюмлар юклан- 
ганда огирлик минимал, яъни 10 га тенг булиб, юкнинг бахоси 43 га 
тенг булади.

Келтирилган барча ^исоблашларни график равишда тасвирлаш цу-
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лайдир (IV -6-чизма). Ш ажара тугунларида узгарувчиларнинг цийматлари 
белгиланган (узгарувчилар унг томонда ёзилган). Тугунлар снига туп- 
ламларнинг ба^олари ёзиб ^уйилган. Х,ар бир интерацияда тармо^лаш  
учун энг кичик батога эга булган осма тугун танланади.

2 - м и с о л  ( б у т у н  с о н л и  ч и з и ^ л и  п р о г р а м м  у л а ш  м а ­
с а л а с и ) .  Тармоцлар ва чегаралар усули биринчи марта ^улланилган 
масалани ^араймиз:

с '* - » - m in, . 4 x ^ 6 ,  * > 0 ,  х  —  бутун сонли вектор. (10)

х бутун сонли вектор деган галабдан воз кечиб, (10) масаланинг 
реж алар туплами X  ни кенгайтирамиз: X  =  { * : Л * < |6 ,  х > 0 } .  У х о л ­
да |  (X) сон

I  (X) =  с 'х °  =  m ine '* , Ах  <  Ь, х  >  0 (11)

X  тупламнинг ба^оси булиб ^олади. Агар чизи^ли программалашнинг 
«узлуксиз» масаласи (11) нинг ечими *° бутун сонли вектор дан и б о ­
рат булса, х° дастлабки масаланинг оптимал режаси булади.

х° векторни «яхлитлаш» (яъни унн ^уш ни бутун сонли векторлар- 
дан бири билан алмаштириш) ^амма ва^т ^ам ^они^арли натижа бера - 
вермайди ва бу усул (10) масаланинг режаси булмаган векторга ^ам 
олиб келиши мумкин.

Айтайлик xi компонента х° векторнинг бутун булмаган компоиен - 
таси булсин. X  тупламни [иккита [ Х ц .  Х 12 тупламларга тарм о^лай- 
миз:

*1.1 =  {*6.Х, -Ci,< [*!,]}, А |>2=  { х е х ,  * ( i >  [* / j  -I- 1}, 

бу ерда_[о] сон а соннинг бутун ^исмини ифодалайди. Кенгайтирилган 
*1 .1 ’ *1.2 тупламлар сифатида

А] | =  {* : Ах  ^  Ь, х  ^  0, .

* 1 , 2  =  [ х : Ах ^ b ,  х ^ О ,  X{ t ^  [ * j - ]  +  1}

тупламларни оламиз. |  (A ^ j) . 1 (Х ( 2) ба^оларни ^исоблаш учун ^у й и - 
даги

I  ( * l , l )  =  с '* 1,1 =  m in e '* . А х  ^  Ь, *  >  0, *  ( ^  [ jcJj].

5 K * i ,2) — с' х ' ’2 =  m ine '* , Ах  <  Ь, * ! > 0 ,  * , - , > [ * ; , ] +  1,

чизи^ли программалаш масалаларига э га  буламиз. Б у  масалаларнинг 
^ар бири (1) масаладан фа^ат битта ^ушимча чекланиш билан фар^ i^n- 
лади. Шунинг учун уларни икки ёцлама симплекс усул билан ечиш 
ма^садга мувофивдир, бунда (11) масаланинг оптимал потенциаллари 
асосида ^урилган режани бошлангич икки ё^лама базис реж а сифатида 
олиш мумкин (1 - боб , 3 -§ , 6 - бандга i^.) Сунгра бажариладигап амаллар 
тармоцлар ва чегаралар усули учун стандартдир.

IV .7- чизмада мисол сифатида * t  +  *2->  max, * х +  9*2 ^  27, 7*х-(- 
+  3*2 ^  14, * i ^  0, * 2 >  0 — бутун сонлар, масалани геометрик усул 
билан ечиш натижалари келтирилган.

3 - м и с о л  ( б и р  с т а н о к д а  д е т а л л а р г а  и ш л о в б е р и ш д а  
с т а н о к н и  ^ а й т а с о з л а ш  в а ^ т и н и  м и н и м а л л а ш т и р н ш
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IV .7- чизма.
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а к, и д а г и м а с а л а ) .  Универсал станокда п хил деталга ишлов бе- 
рилади. i- деталга ишлов беришдан /-д етал га  ишлов беришга утиш ста- 
нокни цайта созлашни талаб этади ва бунииг учун с,у ваь;т бирлиги сарф 
булади. Д еталларга ишлов беришнинг шундай кетма- кетлигини топиш 
талаб к,илинадики, бунда станокни кайта созлаш учун сарф буладиган 
ва^т минимал булсин.

Б у  масала бошкача терминологияда коммивояжер (сайё.к савдогар) 
\ацидаги, яъни п та шахарга бир мартадан бориб, яна уз шахрига кай- 
тиш учун энг цисца маршрутни танлаш .^ацидаги классик комбинаторик 
масала сифатида маълум. Б у  масалани ечиш учун тармоцлар ва чега- 
ралар усулининг муваффациятли ц^лланилиши бу усулга мутахассислар- 
нинг кенг эътиборини ж алб этди ва уни дискрет программалаш масала- 
сини ечишнинг оммавии усулига аилантирди. Каралаётган масалани 
график равишда ^уйидагича тушуниш мумкин. S =  { /, U) турда шун­
дай (узини узи кесмайдиган) контурни топиш талаб цилинадики, у  тар-

моцнинг барча тугунларидан утиб, мини­
мал узунликка эга булсин (1У.8-чизма). 
Бунда сГ] —  (1, j ) £ U  ёйнинг узуилиги.
i -тугундан / - тугунга борувчи ёйнинг йуц- 
лиги /  деталнинг /- деталдан кейин иш- 
ланиши мумкин эмаслигини (Сц— <х>) бил- 
днради. Буль узгарувчиси ни кирита- 
миз: Хц =  I , агар i- деталдан сунг / -  де­
талга ишлов берилса; Хц =  0, агар i- де­
талдан сунг /-д е т а л га  ишлов берилмаса. 

Ишлов берилган хар бир i 6 /  =  { I ,
2..........п} деталдан сунг I j  даги бирор

деталга ишлов берилади. Буни цуйидагнча ёзиш мумкин:

У  Х ц - Н е I .  (12)

&+
Шунга ухш аш ,

2 хч = 1’ 1 £ 1' (13>

тенглик хар бир / -  деталга бирор /  6 I T  деталдан кейин ишлов бери - 
лишини билдиради.

Станокни цайта созлаш учун сарфланадиган жами ва^т

2  СЧ ХЧ" (14>
('. /)бС/

Ш ундай ^илиб, каралаётган масаланинг математик модели (12), (13) 
тенгликлар, Хц =  0 у \ ,  (i, j ) £ U  шарт ва К талаб ((/, /)  6 (Л Хц =  1 
ли ёйлар 5  турда контур ташкил этади) ёрдамида берилган X  режалар 
тупламида (14) функцияни минималлаштириш масаласидан иборат экан. 
S турнинг контури деб S  =  { /, U } турнинг барча тугунларидан утув- 
чи контурга айтилади. И,исм контур  деб S  турнинг барча тугунларидан 
утмаидиган контурга айтилади.

192



* = {Х ; 2  ХЧ = 1 ’ 2  ХЧ =  1 ’ 1 е 7’ 0 <  *1/ <  *> (*■ /) € У }.
/ с / +  i« /—« /

булиб, X  тупламдан К  талабдан ва режаларнинг бутун сонлилиги 
ш артидан воз кечиб ^осил цилинади.

£ (X ) бахони ^исоблаш учун бахолаш масаласи

/ w = 2  сч хч min’ 2 * ‘/ =  L 2  хч = 11 (15)
/>у /6/+ 16/- ‘ I

ч,1 e i ,  o < x t l <  1. (/. л е б '

ни цараймиз. (15) масала наклиёт масалаларининг хусусий холи булиб 
(II боб. 4 -§ ), тайинлаш даги масала дейилади, чунки уни п нафар 
хизматчини п та ишга тайинлаш харажатларини минималлаштириш ха- 
цидаги масала деб ^араш  хам мумкин.

Туш унарлики, (15) масаланинг /  (х) максад функцияси дастлабки 
масаланинг /  (х) минорантасидан иборат. X тупламнинг бахосини хи- 
соблаш учун (15) масалани ечишнинг самарали усуллари (масалан, венгр 
усули) м авж уд булса-да, лекин уни ечиш ш арт эмас. § (X) бахо- 
нинг таърифига кура у

I  (X) <  m in f_ (.х), х  6 X

тенгсизликни цаноатлантириши етарли. Ш унга ухш аш  тенгсизликлар 
илгари икки ё^ламалилик назариясида учраган эди (I боб, 2- §). Эсла- 
тамизки, икки ёклама ф (А,) функциянинг ихтиёрий иккиёцлама режа- 
даги циймати ф (х ) функциянинг ихтиёрий тугри А режадаги циймати- 
дан ошмайди. (13) масалага икки ёклама масала

2  “< +  2  V‘ ~  2  W‘i max> “< +  иГ  WU <  СЧ’
le i  i e l  (i, j)eU

Щ, >  0, (i, j )  € u  (16)

Л тупламнинг кенгайтирилган туплами

булади. Ушбу

Сц , i 6 / ,  Vj =  min (c,-. — ui). j  6 / ,
It l f ( U )

щ/  =  o, a, j) 6 и  (i7)
сонлар икки ёцлама режани ташкил этишини текшириш осон. Д ем ак,

П
\  (X) ба^о сифатида 2  (“; +  vd  сонни олиш мумкин. 

i= l
Айтайлик, (16) масаланинг бирор (и, v, ш), =  0, (I, j ) £ U  ре­

ж аси маълум булсин. Шу реж а буйича кооцим 6 =  { 6 , / =  с/у +  и,-— vj,  
(i, j)  € U) цурамиз. Агар

ос,- =  m in 6i;’=  0, =  m in (бу —<хг) =  0 (18)
/ е / +  (С/) (U)
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булса, {и , v, ю) режани (б коокимни) S  =  { /, U } тармо^да мувофи^- 
лаш тирилгап режа (коо^им) деймиз.
Агар (18) мувофи^лаштириш шарти бажарилмаса. [и, V, да} режани 
яхш илаш  учун уни [и, v , да):

и . =  а , ,  <6/, Vj =  Vj +  Рj, j  g / ,  =  О,

O'. /)  6 U (19)
реж а билан алмаштирамиз. Бунда (16) масаланинг максад функцияси

2 “ | + 2 р/
ie l  j e t

ми^дорга ортади. (19) мувофиклаштирилган режага мувофицлаштирил- 
ган

6 =  (вц =  6,у - а , -  -  Ру, (г, / ) € £ / }  (20)

коо^им мос келади. Осон текшириш мумкинки, (17) режа S =  { /, U } 
тармокла мувофиклаштирилган булади. (17) режа буйича б коокимни 
^урамиз ва ёйлар туплами (У* =  {(/, / ) :  б(/- =  0, (I, /) 6 (У} ни ^ар ай . 
миз. Агар (У* тупламнинг ёйларидан S  тармокнинг /<"4. контурини ц у - 
риш мумкин булса, [х^  =  1, ( t ,  / )  6 Хц =  0, ( t ,  /)  £ U \K *}  сонлар 
дастлабки масаланинг ечими булади.

Айтайлик, £/* туплам ёйларидан тармо^да тегишли контурлар т у -  
зиб булмасин. 7*  дан олинган ёйлардан тузилгап бирорта иисм кон- 
турга тегишли ихтиёрий ( i0, /„) 6 ёйни оламиз. Л тупламни цуни- 
даги 1̂н см тупламларга тармоклайчиз:

л !,1 =  =  {•*€•* :x iojo = 0 ] ,  2 =  X  =
=■ {* 6 X : xit/-o =  1}.

Равш анки, Л =  Х | t U A j 2. Х | i f| А | 2 — 0
лг,-оу-в =  0 шарт / 0-деталга i0- деталдан кейин ишлов берилмасии 

деган талабга эквивалентдир. Агарда тармз^дан (/„, /  0) ёй олиб чаш - 
ланса (ёки ciah =  оо деб олинса), бу шарт бажарилади. Умумий ^олда 
(17) реж а буйича 1̂ урилган 6 кооким S | ( =  {/, U | ( }, U | |  =  U /{ i0, j a } 
тармок, учун мувофиклаштирилган булади. (20) ^оидаларга кура  S ( j  
тармо^да мувофик.лаштирилган кооцимга утамиз. Шунда (16) м асал а- 
ланинг максад функцияси а ,0 +  Р /в ми^дорга усади, бу ерда 
а,- =  m in б ,о/, Ру-§ =  m in “ (Р0о°— а ,) . Демак, £ ( * , [ )  =  Ц Х)-\-

' ^ и 1.1»
■ fa ,-  + Р / 0 мицдорни Х | | тупламнинг ба?;оси сифатида олиш  мумкин.

Х | 2 тупламни караймиз. х^ j =  1 шарт /0- деталдан сунг /„- д етал ­
га ишлов берилиши талабига эквивалентдир. Бундан келиб чи^адики , 
/0- деталдан сунг бирорта хам /  6 / 4  (U ) \ j 0 деталга ишлов берилмай - 

ди. деталга ишлов беришлан олдин бирорта хам i  £ / Г  ((У)/{0 детал ­
га ишлов берилмайди ва / 0- деталдан сунг i0- деталга ишлов бериш 
мумкин эмас. яъни x^j — 0,
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(«'■ / ) 6 У " 2 -  {(/о. /о ) ,  / е / t  ( U ) \ / o ;

(*'• /о ). 1 €  / /о ( ( Л \ | 0; ( /„ ,  to ) ) .

S  тармокдан (I, /)  6 t / j j2 ёйларни чицариб ташлаб, кейинги тенгликлар­
нинг бажарилишига эришиш мумкин. (17) реж а буйича курилган коок,им 
S , 2 =  {/. и  1>2Ь  И\,2 ~  { U \ U \ a }  Тармоь; учун мувофицлаштирнлмаган 
булади. (20) коидаларга кура S | 2 тармокда мувофиклаштирилган к о - 
окимга утамиз ва X , 2 тупламнинг £ (Х 1>2) бахоси сифатида (16) м аса­
ланинг мацсад функциясининг мувофиклаштирилган кооцимдагн ( му- 
вофи^лаштирнлган иккиё^лама режадаги) цийматини оламиз. Н ати ж ад а  
куйидагига эга буламиз:

u ^ , , 2) = £ w + 2  а < + 2  ь
ie l \;о /е/\/о

а,- =  min б ,, р. =  min (б.. — а.).
'ie/̂ (t/],2) 1£/Г

Х , .„  Х ]2  тупламлардан энг кичик бахога эга булганини олиб, у  билан 
худди дастлабкн X тупламдек иш тутамиз.

IV .9- чизма.
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IV .9- чизмада IV .8 -чизмада келтирилган масалани куйидаги 

С12 =  2 , Cie =  0 , с2в — 3, с2§ =  2 . с32 ~  !> с35 — I, С34 =  2 . 

с45 =  4, с46 =  5, С51 =  1, С5в — 3, Сб 1 =  2, с>я = 1 , св4 =  1
сонли ^ийматларда ечиш натижасн келтирилган. IV .9- чизмада курса- 
тилган ёй устидаги сонлар ёй коокимларига тенг.

Д еталларга оптимал ишлов беришда улар куйидаги тартибда иш- 
ловга киритилади: 1 2 - ►  3 6 4->-5-»■ 1. Б у  тартиб IV .9 - чизмада 
йугон чизиц билан курсатилган. Минимал кайта созлаш вацти эса 11 га 
тенг.

4. Иккинчи саралаш усули. К,уйидаги

f { x ) ~ *  m in, g(x)  < 0 ,  х £ Q (21)
масалани цараймиз, бу ерда f (x) ,  g  (х) скаляр функциялар; 
Q — п  улчовли R n фазонинг туплами. Жараён 0-хусусий 
режадан бошланади. Агар (21) га цушимча равишда режа­
лар маълум булса, г° рекорднн ва рекорд режани сисоб- 
лаймиз. Айтайлик, &-итерацияда /г-хусусий режалар {х}, дг, 
. . . , %ft} нинг хк туплами ва гк рекорд берилган булсин. 
/г-хусусий режа {х,, х2, . . . , хк) нинг ривожланиши икки 
хрлда маънога эга эмас: 1) уни исталган тулиц режа х  —
— {xv  х2, . . . , хп} гача ривожлантирганда f (x)  >  rk тенг­
сизлик бажарилса; 2) g ( x ) > 0 .  Бу лолларда k- хусусий ре­
жани ривожлантириб олинадиган барча режалар сараланмай- 
ди. Масалан, рекорд г2 =  0 булганда /  (х) =  Зд^ +  2х2 —
— х3 — 2х 4, х(- =  0 V 1, / =  1 ,4  максад функцияси учун
2 -хусусий режа {1,1} ни ривожлантиришнинг маъноси йуц, 
чунки бу хусусий режани ривожлантиришдан олинадиган 
{1, 1, 0, 0}, {1, 1, 0, 1} {1, 1, 1, 0}, {1, 1, 1, 1} режа- 
ларда макрад функцияси мусбат киймат к,абул килади. 
Шунга ухшаш, g ( x ) <  0, g  (х) =  2xt — Зхг +  х3 +  2х4 — 1, 
X; =  0 V 1, t =  l ,4  чекланишларга эга булган масала учун
2 -хусусий режа {1,0} ни ривожлантиришнинг маъноси йуи;, 
чунки бу хусусий режани ривожлантиришдан олинган ,\ар 
бир х  режа учун g  (х) >  0 тенгсизлик бажарилишини тек- 
шириб куриш цийин эмас.

Баъзи масалаларда k- хусусий режани xk+x нинг битта 
(ёки унча куп булмаган сондаги) циймати оркалигина ри- 
вожлантириш мумкин булади, бу хрлда xk+] нинг боища 
кийматлари орцали k- хусусий режани ривожлантиришдан 
олинган режалар сараланмайди. Масалан, рекорд г2 =  0 бул­
ганда, f (x)  — 3х1 +  х2 — Зл:3 +  х4, Xj =  0 v  1, г =  1 ,4  мак;-
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т
с а д  функцияли масалада 2 -хусусий режа {1,0} ни фак;а 
х 3 =  1 ор^алигина ривожлантириш мумкин, чунки х3 =  0 
булганда, бундан кейинги ихтиёрий ривожланиш / (х) > 0  
тенгсизликни каноатлантирувчи х  режага олиб келади. 
Ш у н г а  ухшаш, g  (х) =  2хх — 2х2 +  Зх3 — х 4 <  0, x t =  0 V
\j 1, i =  1,4 чеклаш учун 2 -хусусий режани фацат х3 =  
=  0 оркалигина ривожлантириш мумкин, чунки х 3 =  1 ор- 
кали ихтиёрий ривожлантиришда чеклашлар бузилади.

Баён ^илинган саралаш усули купннча (21) масалада 
/ (х), g(x)  (/ (х) =  ^  A'(x;)) Функциялар сепарабел функ-

i
циялар  ва Q туплам гиперкуб типида булганда ^улланила- 
ди. f (x) ,  g(x)  мураккаб функциялар булган холда рекорд- 
ни х,исоблаш па хусусий режаларни ривожлантириш билан 
боглиц бахрлашларни утказиш учун уларнинг минорантаси 
ва мажорантасидан фойдаланиш мумкин. Усулнинг шунга 
мос ту рланишларини укувчига маш^ сифатида х,авола кила- 
миз.

И з о ^ .  И кк и н ч и  саралаш усули динамик программалаш усули 
(V боб) каби динамик (куп бост;ичли) ечим цабул ^илиш (боицариш ) 
ж араёнлари учун табиий булиб, бобнинг бошида гапирилган фазовий 
(статистик) усуллардан фарцли уларо^ вацтли. (динамик) оптималлаш- 
тирнш усулларидан з^исобланади. Динамик усулларда ечимга (оптимал 
режага) я^инлашишлар улчови кичик булган (кам сондаги боск,ичлардан 
туяилган) ухшаш масалалар кетма- кетлигининг ечимларига ^араб тузи- 
лади. Бунда ечиш жараёни гуё ва^т буйича ёйилгандек булади. С та­
тистик усулларда бос^ичлар сони тайин цилинган ва итерациялар тайин 
цилинган улчовли фазонинг бир элементидан иккинчи бир элементига 
утишдан иборатдир.

2- §. БИР УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИ МИНИМАЛЛАШТИРИШ

Бир узгарувчили функцияни минималлаштириш самарали 
сонли усулларининг ах^мияти шу билан белгиланадики, 
улар купгина мураккаб экстремал масалаларни ечиш усул­
ларининг таркибий цисмини ташкил этади.

1. Силлик; функциянинг абсолют минимум нуцтасини 
• у̂риш усули. Силлик, функциянинг кесмада минимумини то­
пиш х.акидаги

/(х)->- min, х  £ X  =  [a, b] (1)
масалани караймиз. (1) масалани ечиш учун тармоцлар ва 
чегаралар усулининг гоясидан фойдаланамиз. X  тупламнинг 
£(*) бахчей

£(Х ) < /(дс), х £ Х
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«1 * / 1 4 -------------------- ^ — ±

V_______________ __

f(x)

I------

функцилларни я^ин- 
лаштириш назарияси 
ну^таи назаридан (f(x)  
функцияни узгармае 
У =  fx)*m 1(Х)  функ­
ция ёрдамида куйн- 
дан якинлаштиришдан 
иборат (IV. 10-чизма). 
Агар бирор х* £ X  да 
£ (X) =  /  (х*) — в тенг­
сизлик бажарилса, х* 
(1) масаланинг е-оп-

J X
тимал режаси була-

О ди. X  тупламни Х х, 
Х 2, тупламларга тар- 
мо^лаш булакли уз- 
гармас

IV .10- чизма.

функциялар синфида я^инлаштиришга олиб келади. Тармо^- 
лар ва чегаралар усули буйича мухркама юритишни давом 
эттириб, f (x)  функцияни булакли узгармае функциялар син­
фида тобора аникрок, куйидан якинлаштириш мумкин.

Энди ушбу банд мавзуига утамиз. Айтайлик, /(л :)£ С (1), 
\ d f ( x ) / d x \  <  L <  оо булсин. Тармо^лар ва чегаралар усу- 
лининг баён ^илинган тар^ини умумлашгириб, f (x)  функ­
цияни булакли узлуксиз функциялар синфида куйидан яцнн- 
лаштирамиз. Ихтиёрий х 1 £ X  нуктани оламиз.

X х сифатида мутахассислар томонидан (1) масалада оп­
тимал деб таклиф дилинган режани олиш мумкин. К,уйи- 
даги

функцияни цурамиз.
Z1 (х) функция /  (х) функциянинг булакли-чизи^ли я^ин лаш- 

тиришидир: f(x): / Х(х) < /(* ) ,  х £  X.  IV. 11-чизмада у {1, 2, 3} 
синик; чизиц билан тасвирланган. х2 нукта f l (х) функция­
нинг минимум ну^таси булсин: f l (x2) — min f ' (х), х  £ X .  
Агар бирор х* £ X  учун f  (х*) <  f l (х-) +  е тенгсизлик ба­
жарилса, х* (1) масаланинг е - оптимал режаси булади. е

Н*) = {
f ( x x) +  L ( x  —  хг), х  £ [а , Xх], 

f  (хх) — L (х — X х), х  £ ] х 1, Ь]
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IV .11- чизма.

нинг коникарли булмаган кийматларида ечиш жараёнини 
давом эттирамиз. К,уйидан иккинчи якинлашишни

/ 2 (х) =  шах {/* (х:), / 2' (х)} (2)
формула буйича аницлаймиз, бу ерда

,2, |  /  (х2) -f  L (х — х2), х £ [я, х2],
|  /  (х2) — L  (х — х2), х £ ] х2, Ь].

IV. 11-чизмада / 2(х) функция {4, 5, 2, 3} сини^ чизиц 
билан тасвирланган. х3 ну^тани топамиз: / 2 (х3) =  m in / 2 (х), 
х  £ X .  Агар бирор х* £ X  учун /(х*) <  / 2 (х3) +  е тенгсиз­
лик бажарилса, х* режа е- оптимал режа булади. Акс хол­
да х3 нукта буйича навбатдагн якинлашиш курилади: бу ер­
да / 3 (х) =  max {/2 (х), / 3'(*)}, * £ Х\

/з ' (х) =  I +  L (x —  А'3)> * ^ х3Ь 
j f  (х3) — L (х — х3), х £ ] х3, 6].

IV. 11-чизмада {4, 6, 7, 8, 2, 3} сннщ  чизи^ / 3 (х) функ 
цияни ифодалайди.

Хар бир s итерациядан сунг якинлашиш аник лиги оша 
боради ва /(х ) нинг кийматлари буйича (1) масаланинг гло­
бал оптимал режасига тобора якинлашувчи Xs режалар к у ­
рилади. Итерациядаги асосий амал (2) типдаги булакли-чи- 
зшуш функцияни минималлэштиришдан иборат. Шунга ух­
шаш масалалар, одатда, чизшуш программалаш масаласига 
келтирилади (1-боб, 1-§). Аммо каралаётган холда х2, х3, . . . 
минимум нукталари элементар хисоблашлар ёрдамида топн- 
лади.
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Айтиб утилган тарани 
янада умумлаштириш 
имконияти мавжуд. f (x) ,  
df(x) / д х \  <  L, \d2f (x)  
/£ х2 1 <  С функциялар 
учун яцинлашишларии 
булакли- квадратик функ­
циялар (иккинчи тар­
тибли сплайнлар)  син- 
фида цуриш мумкин.

2. Унимодал функципларнинг минимум нуцталарини 
излаш усуллари. Узлуксиз f (x ) ,  х  £ R t функция учун [а, b] 
кесмада шундай х* £ [а, Ь\ нуцта мавжул булсаки, [а, х*] 
кесмада /  (х) функция камаювчн, [х*, Ь\ кесмада эса усувчи 
булса (IV. 12-чизма), у \а, Ь] кесмада унимодал функция  
дейилади. Кагъий цавариц функция унимодал функцияга ми- 
сол була олади. Купинча f i x )  £ С(2) функциянинг минимум 
нуктаси атрофида цатъий каваршушкнинг етарлилик шарти 
d'Y (x)|dx2 > 0  бажарилганлиги учун унимодал функциялар- 
ни минималлаштиришнинг самарали усулларинн цуриш чи- 
зицсиз программалашда актуал муаммо хисобланади.

Унимодал функцияларнинг минимум нуцталарини излашда 
фойдаланиладиган асосий хоссаси шундан иборатки, ихтиёрий 
иккита f i x 1), f i x 2), х 1 ф  х 2, 1х, х2 £ ] а, Ь[ к,ийматларни 
хисоблаш х* минимум нуктаси локалланган [а, Ь] интер- 
вални торайтиришга имкон беради. Осон текшириш мум- 
кинки (IV. 12-чизма), / ( х 1) > / ( х 2), Xх <  х2 булганда албат- 
та х* £ [х1, Ь] булади. Агар /  (х1) <  /  (х2), х1 <  х2 булса, 
х* £ [а, х2] булади.

Дастлабки [а, b] интервалнинг х1, х2, . . . , хк нук,тала- 
рида f (x)  функциянинг цийматларини хисоблаш да и сунг ми­
нимум нуцтаси локаллашган интервал узунлигини A k (f) деб 
белгилаймиз. Оптимал цидириш деб, х \  х2, . . . , хк нуц- 
таларии цуришнинг шундай усулига айтиладики, унда

\  =  SUP \  if)

сон минимал булади, бу ерда юцори чегара барча унимодал 
f(x),  х  £ [а, b] функциялар буйича ^исобланган.

Опгимал цидириш алгоритми куйидаги масалани ечишга 
асосланган.

Масала. Х,ар бир k (k — 0, 1, 2, . . . ) учун кесманинг 
энг катта узунлиги Fk ни ва унда шундай k та нук,таии
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танлаш усулини курсатиш керакки, f{x)  функцияни бу нуц- 
таларда хисоблаш ёрдамида минимум нуктасини бирлик ин- 
тервалда локаллаш мумкин булсин.

Теорема. Fk Фибоначчининг k-сонидир, яъни

Fa ==Fi =  Fk =  Fk- i  +  Fk—2* k > 2 -
И с б о т и .  Бирорта хам хисоблаш утказмасдан ёки f ( x )  

функцияни фа^ат бир марта х,исоблаш билан минимум ну^- 
тасини локаллаш интервалини торайтиришга унимодал функ- 
цияларнинг асосий хоссаси имкон бермайди. Шунинг учун 
Fa =  Ft =  \ . Айтайлик, теорема барча & =  2, 3, . . . , s 
учун исботланган булсин. Уни s-f- 1 учун исботлаймиз. [О, 
L], L > F $ кесмани ь^араймиз. Ихтиёрий олинган х1, х2 : 0 <
<  х 1<  х2 <  L  нуцталарда /  (х1) ва f  (х2) ни х,исоблаймиз. 
Унимодал функцияларнинг асосий хоссасига кура бу х,исоб- 
лашлар буйича минимум нуктаси ликаллашган интервалини

IV.13- чизма.

аник, курсатиш мумкин. Бундай интервал [0, х2], [х1, L] 
кесмаларнинг бири булади (IV. 13-чизма). х° £ [0, х г] бул­
ган ^олни цараймиз. /  (х) функцияни х 1 нук,тада х,исоблаш 
навбагдаги итерацияларда хам ишлатилгани учун, локаллаш 
интервали [0, х2] ни бир марта хисоблашдан сунг олинган 
дейиш мумкин. Минимум нуктасини локаллаш учун s +  1 
та х,исоблаш ишлатамиз. f ( x 2) ни хисоблагандан сунг s та 
хисоблаш ^олади. Шунинг учун [0, х2] кесманинг узунлиги 
Fs дан ошмайди

х2 <  Fs. (3)

л:1 нуцта [0, х2] кесма учун навбатдаги итерацияда, яъни 
мумкин булган s +  1 та х,нсоблашдан иккитасини утказган- 
дан сунг к,андай роль уйнаса, х г нук,та х;ам [О, L] кесма 
учун шундай роль уйнайди. Шу сабабли хам s — 1 та \и- 
соблаш учун локаллаш интервали булиши мумкин булган 
[О, х1] кесманинг узунлиги Fs_ x дан ошмайди:

^ < F s_ v  (4)
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Мумкин булган иккинчи хол: х° £ [х1, L] га утамиз. 
Олдинги холдагидек фикр юритиб, (3), (4) урнига,

L — х1 <  Fs, (5)

тенгсизликларни оламиз.
Fs+1 соннинг аникланишидан унинг шундай L  сонлар- 

нинг юкори чегарасига тенглиги келиб чикадики, улар учун
(3) — (5) тенгсизликлар бирор х1, х 2 £ [О, L], хг <  х2 учун 
бажарилади.

(4), (5) га асосан
L  <  Fs +  х1 <  F  +  Fs_

Иккинчи томондан L =  ,FS +  FS_ ,, х 1 =  F s_, булганда 
индукция фаразига кура Д х) функцияни s марта хисоблаб, 
[О, х1] даги минимум нуктасини бирлик интервалда локал- 
лаш мумкин ва шунинг учун F s+l =  Fs +  Fs_ , . Теорема 
исботланди.

Теоремадан оптимал кидирши усули (Фибоначчи усули) 
келиб чикади. Айтайлик, Дх), х  £ [0, а] функциянинг мини­
мум нуктасини локаллаш интервалининг берилган узунлиги 
А булсин. Ёрдамчи масалада бирлик локаллаш интервали ка- 
ралдн, шунинг учун Ох уцда масштабни t =  a / A  марта уз- 
гартирэмиз. ( сон буйича шундай Fk Фибоначчи сонини то- 
памизкн, Fk_ 1< t < F k булсин. Бошкача айтганда, Д х) 
функцияни [0, Fk Л] ораливда унимодаллик хоссасинн йук,от- 
маган х,олда давом эттириш мумкин деб хисоблаб, [0, а]

С С « Г  Лr ^ . ^ J  ■к-*'-', /J

о х г' а
IV.14- чизма.

кесма буйича узунлиги A0 =  FkА булган бошлангич локал­
лаш интервали [а0, Р0] =  [О, Fk А] ни курамиз (IV. 14-чиз­
ма). Теоремага асосан Fk_ { A, Fk_ 2 А нукталар [0, Fk А] кес­
мада шундай жойлашганки, Fk А =  Fk_ { А +  Fk_ 2 А (IV. 14- 
чизма). f (x)  функциянинг x 1 =  Fk_ l A, х2 =  Fk_ 2 А пуцта- 
лардаги цийматларини хисоблаймиз ва биринчи локаллаш 
интервали [alt f5J ни ажратамиз. Унимодал функцняларнннг 
асосий хоссасига кура
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“ i =  0, Pi =  x1, агэр f  (x1) >  /  (x2) булса,
=  x2, p, =  pQ =  Fk A, агар f  (к1) <  / (x 2) булса.

Иккала хрлда хам локаллаш интервалининг узунлиги 
=  А0 — Fk_ 2 Д. Айтайлик, [as_ ,, Ps_,J интервал Xs , 2 <

<  s <  £ нук,та ^урилгандан сунг олинган локаллаш интер- 
вали булсин. Axfc_, =  /7fc_ s_ 1 А ни хисоблаймиз. xs+l — 
=  a s_ , +  Axft_ , ну^тани цурамиз. Нук,таларнннг [as_ t, Ps_,J 
да жойлашиши икки типда булиши мумкин (IV. 15-чизма).

f (x)  функциянинг [as_ ,, Ps_ (J кесманинг ички ну^тала- 
ридаги иккита к,иймати буйича / ( x s+ ‘) ни хисоблаб, янги ло­
каллаш интервали [as, p j  ни ажратамиз:

/У — I-----------1--------------------- 1--------------------- *--------------
as.f х*" x s

g  -J__________I------------ 1----------------1-----------

a 5 - i  X  X  X  f i&-1

IV. 15- чизма.

a s =  a s_ ,, Ps =  xs , агар Ps_, =  x s- ' ,  f ( x % ) > / ( x s+>) булса, 
a s =  a s_ ,, ps =  xs—1, агар a s_ ,= x s , f ( x $~ l) > / ( x s+ ') булса,

(6)
« ,  =  х$+1> Ps =  Ps- p  агаР Ps—i =  х*~‘> / (* s ) <  f ( x s+l) булса, 
a s =  xs+ ', ps =  ps_ p агар a s_, =  xs , / (х 5~ ‘) <  / ( x s+ ‘) булса.

Янги локаллаш интервалининг узунлиги As =  As_ ( —
— F k s - 1А булади. Жараённи давом эттириб, xk нуцтани 
ва узунлиги Aft_, =  Ak_ 2 — F,A =  F0A -f  Ak_ 2 — F2A =  A +  
+  At+3 — F3A =  . . . =  A - f  A0 — FkA =  А булган локаллаш 
интервали [at_ ,, pfe_,] ни ^урамиз. Шундай ^илиб, k та х,и- 
соблаш ёрдамида Дх) функциянинг минимум ну^таси узун­
лиги А га тенг булган [ссА_ ,, Рл_,] интервалда локаллашти- 
рилди.

М и с о л .  / (* )  = — X -+- 3*2 — 0,01х3, х  6 [0,1] функциянинг ми­
нимум нуктасини Д = 0 ,1  аницликда тонинг. Модомики, d%fjd x 2 — 6 —
— 0,06* >  0, х  £ [0,1] экан, функция [0,1] да унимодал булади. Ф ибо­
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наччи усули буйича иш юритиб, L =  —  =  10 ни х.исоблаймиз. Ш у-

нингдек, 8 =  F 6 <  10 <  Fe =  13 булганлиги сабабли & =  6 булади, 
яъни /  (х) функцияни олтита нуцтада хисоблаш ёрдамида масалани ечиш 
мумкин ( /(х )  функция [0; 1,3] да унимодалдир). F4A =  8-0,1 =  0,8 ни 
хисоблаймиз ва х 1 =  а 0 +  0,8 =  0,8, х2 =  р0 — 0,8 =  0 ,5  нукталарни 
ясаймиз. / ( 0 ,8 ) =  1,11488 > / ( 0 , 5 )  =  0,24875 булганлигидан [ а ,  =  
=  [0; 0,8], F3A =  3-0,1 =  0,3 ни хисоблаймиз. х 3 =  а г -}- 0,3 =— 0,3 ни 
ясаб, /' (х3) =  — 0,03081 <  /  (х2) ни хисоблаймиз. Демак, [<х2, Р2] =  
=  [0; 0,5], F 2A =  0,2, х4 =  0,2, /  (х4) =  — 0,08008 <  /  (х3) ни х.исоб­
лаймиз. Ш ундай цилиб, [ а 3, Р3] =  [0; 0,3] FXA =  0 ,1, х 5 =  0,1 / ( х 6) =  
<=— 0,90708 < /  (х4) ни хисоблаймиз, у  холда [ а 4, Э4] — [0; 0 ,2 ], 
F 0A =  0,1, х 8 =  0,1 ни хисоблаймиз. Минимум нуктаси [0,1; 0,2] кес- 
мада локаллаш тирилди.

Унимодал функцияларнинг минимум нукталарини излаш- 
нинг иккинчи оммавий усули — олтин кесим усулидир.  
Юкорида таъкидланганидек, минимум нуктасини иккита f i x 1), 
f  (х2) хисоблаш ёрдамида локаллаш вактида (IV. 12-чизма) 
янги локаллаш интервалига я 1, х2 ну^таларнинг бирортасн 
тегишли булади. Шунинг учун навбатдаги локаллаш ва^ти- 
да фа^ат битта f ( x 3) ^ийматни хисоблаш етарлидир. Х,ар бир 
итерацияда кушимча ну^тани ягона усулда ясаш ма^садида 
х 1, х2 нукталарни шундай танлаймизки, [а, я1] кесма узун- 
лигининг [а, Ь] кесма узунлигига нисбати [V, х2] кесма 
узунлигининг [а, х2\ кесма узунлигига нисбати каби булсин 
([а, Ь] кесманинг «олтин кесими»):

х 1 — а  _  х2 — х 1 ,-ч

Ь — а х2 — a '

Бу алгоритм барча унимодал функция ларга мулжаллан- 
гани учун симметрия нуктаи назаридан

х 1 — a =  b — х2 (8)
деб олиш, яъни х 1, х2 нукталарни [я, Ь] кесма учларидан 
бир хил масофада олиш керак булади.

(7) ва (8) тенгламалардан

х, =  а + 1 ^ ± ф - а )  =  а +  0,3817 (Ь- а ) .

Шундай ^илнб, олтин кесим усулининг алгоритми 
цуйидагичадир. Берилган / ( х), [а, Ь] лар буйича Дх„ =  
=  0 ,3 8 (6 — а), х 1 =  а +  Ах0, х2 =  Ь — Ах0 ни топамиз ва 
f i x 1), f { x2) ни хисоблаймиз. Агар / (х1) <  f ( x 2) булса, нав­
батдаги локаллаш интервали [otx, рг] нинг куриниши [а, х2] 
булади. f ( x 1) > f ( x 2) булганда минимум нуктаси [a lt Pj] =  
=  [х \  Ь] кесмада ётади. Айтайлик, х3 нуцта ясалгандан

204



кейин локаллаш интервали [as_ ,, Ps_,] булсин. Ajcs_, =  
=  0,38 (Ps_, — a s_!) ни хисоблаймиз ва х®+! =  a s+1 +  Axs_, 
деб оламиз. Янги локаллаш интервалининг четки нусталари- 
ни (6) формулалардан топамиз.

Олтин кесим усули ушбу маънода асимптотик опти­
мал: оптимал кидиришда локаллаш интерваллари узунликла- 
рининг нисбати Д8+1/Д 5 олтин кесим усулида s->- оо да 
сушни локаллаш интерваллари узунликларининг нисбатига 
тенг булган сонга, яъни тащрибан 0,62 га тенг сонга инти- 
лади (исботланг!).

Юцорида карал ган мисолда бошлангич локаллаш интер- 
валини 10 марта кичрайтириш талаб цилинади. Бунинг учун 
етарли булган функцияларни хисоблашлар сони k  олтин ке­
сим усулида 0,62ft-1 < 0 , l  тенгсизликни цаноатлантиради, 
яъни k  =  6 Узунлиги 0,1 булган локаллаш интервалини 
ясашни усувчига хавола циламиз.

Фибоначчи усули узининг цурилишига кура энг «ёмон» 
унимодал функциялар учун хам минимал сондаги хисоблаш- 
лардан сунг берилган узунликдаги локаллаш интервали оли- 
нишини таъминлайди. Аммо бундай «ёмон» функциялар усул­
нинг цулланилишида умуман учрамаслиги мумкин. Щу са- 
бабли купгина конкрет функциялар учун Фибоначчи усули 
билан бошца усуллар хам самарадорлик буйича рацобат ци- 
ла олиши мумкин. Минималлаштирилэётган f(x),  х £  [а, b] 
функциянинг квадратик яцинлаштиришларга асосланган 
куйидаги локаллаш усули  амалий хисоблаш ларда узини ях­
ши курсатди.

х1 £ [а, b] бошлангич яцинлашиш, Ах  >  0 — садам узун­
лиги (бирор сон) булсин.

Алгоритмнинг итерацияси куйидаги цадамлардан иборат.
1-ц а д а м . f ( x )  ни бошлангич Xх нуцтада хисоблаш. Агар 

f ( x 1 +  A x ) <  / ( х 1) булса, 2-цадамга утиш. f ( x 1 +  Ах) > f ( x ' )  
булганда Ах =  — Ах деб олиб, 2- садамга утиш.

2- с  а д а м. xfc+1 — xk Ах  ни хисоблаш.
3 -ц а д а  м. f ( x k+x) ни хисоблаш.
4 -с а д а м .  Агар f  (xk+l) ^  f  (xk ) (Ах — — Дх булганда 

f  (xfe+ l) >  f  (xk )) булса, Дх =  2Дх, k =  k  +  1 деб олиб, 2- са- 
дамга утиш. Агар f ( x k+l) > f ( x k ) (Дх =  — Дх булганда 
f ( x k+[) <  f  (xk )) булса, Ах — Ах/2, k — k + \  деб олиб, 2-,
3- садамларга сайтиш ва xfc+ l =  xm, xfc+2 =  xm_1, x k — xm~2 , 
x k~ l =  xm-3 (Дх =  — Дх булганда эса, тескари тартибда) деб 
белгилаш. К,ушни хт _ 3 , хт ~2, хт ~ ' , хт  нусталар орасида- 
ги масофа бир хил булади.
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5 -к а д а  м. f  (х) функция курсатилган туртта нуцтанинг 
кайси бирида энг кичик цийматни ^абул килса, шу нуцтани 
Р билан белгилаймиз: /(P) =  m in {/(хт _ 3 ), f ( x ’n~ 2), / ( xm~ s), 
/  (хт )}. хт ~ъ , хт нук,талардан цайси бири р дан узок рок; 
жойлашган булса, уша нуктани йукртамиз. Долган учликни
а , р, у  деб белгилаймиз; а <  р <  у.

6 -к а д а  м. х* =  р +  Д x{ f  (а) — f ( y ) ] / 2 [/(а ) — 2/(Р) +  
+  f(y)\  ни хисоблаш, бу ерда х* ушбу а , / (а ) ,  р, / ( р) у, 
f {y)  кийматлар буйича курилгам у  =  l x 2 +  £х +  г) парабола- 
нинг минимум ну^тасидир.

7 -к а д а м .  Агар | х* —  Р [ <  А ёки \ f {x* )— /(Р ; | < е  
булса, минимумни излашни тугаллаймиз, бу ерда е — максад 
функцияси буйича яцинлашиш аниклиги. Акс хрлда, f(x*) 
ни хисоблаш ва а , р, у  нукталардан шундай бирини йукот- 
иш керакки, локаллаш интервали йукотиб куйилмасин ва 
f (x)  функциянинг йукотилган ну^тадаги киймати энг катта 
булсин. 6 - кддамга утиш.

Дастлабки туртта кадэмнинг максади минимум нуктасини 
купол локаллашдан иборат: х1, х2, . . .  ну^талар иккила- 
нувчи кадам билан то функциянинг усиш оралиги биринчи 
марта учрагунча курилаверади. Бундан кейин унимодал 
функцияларнинг асосий хоссаси ёрдамида янада аникроь; ло­
каллаш учун сунгги туртта ну^та ажратиб олинади. Навбат- 
дгги амаллар фак;ат f (x )  функцияни учта «энг яхши» а,  р, 
7 , и унта л ар буйича квадратик якинлапггиришлари билан бог- 
ланган (5-, 6- ка дам лар),

Усулнинг мо^иятини ёритиш учун ю^орида келтирилган мисолни 
ечамиз. х х =  0,5; Ах  =  0,1 булсин. /  (0,5) =  0,24875 <  /  (0,6) =  0,47784 
булгани учун х2 =  х1 —  Ах — 0,4 ва f (хг) =  0,07936 <  /  (л:') ни ^исоб - 
лаймиз. л3 х 1 — 2Ах — 0,3 деб оламиз. Х,исоблаб топиш мумкинки, 
/  (х3) =  — 0,03081 <  f  (х2). х* =  х 1 — 4Ах — 0,1 булсин, у ^олда f  (х4) =  
=  — 0,90708 <  f  (х3). х'° =  0 деб оламиз. /  (х5) =  0 >  /  (х4) ни топамиз. 
х ъ =  0; jc4 =  0,1; х3 =  0,3; х2 =  0,4 нуцталар буйича р =  0,1 ни то п а ­
миз. х2 ~  0,4 нуктани йу^отамиз. а  =  х5, Р =  х 1, у =  хэ ну^талар ва 
f  (х) нинг шу нукталар’даги ь;ийматлари буйича, х* =  0,1 +  0,1 [0 +■ 
+  0,03081 ] /2  [ 1,81416 — 0,030811 =  0,1000833 нуктани ясаймиз. | дс*—
— Р | < 0 , 1  булганлигидан ечиш жараёнини Xх ну^тада тухтатамиз.

3-§ .  ШАРТСИЗ МИНИМАЛЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИ

Шартсиз минималлаштириш масалаларини ечишиинг сон­
ли усулларини мустакил (алохида) урганиш зарурати бу ма- 
салаларнинг етарлича кенг к,улланилшш ва уларни ечиш 
усулларининг чеклашли минималлаштириш масалаларини ечиш 
усулларига Караганда анча соддалигидан эмас, балки кейин -
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ги йилларда умумий экстремал масалаларни у ёки бу ^олат- 
да шартсиз минималлаштириш масалаларнга келтирувчи усул- 
ларга (масалан, итератив усулларга 4-§) кизицишнинг орт- 
ганлигидан хам келиб чи^ади.

1. Функцияларни я^инлаштириш. Чизик;сиз масалалар 
учун купро!^ табиий булган ва уларни ечишда кенг фойда- 
ланиладиган гоя -масалани яцинлаштиришдан иборат булиб, 
бу гоя масаланинг элементларини якинлаштиришга асослан- 
ган.

Ушбу шартсиз минималлаштириш масаласи

нинг ягона элемента максад функцияси f  (х) дан иборат. 
Айтайлик, f (x )  £ С{[), х  £ Rn булсин. К,уйидаги

функция х  — х* ну^та атрофида f (x)  функция билан 0 ( | |х —
— х* | | ) ( I /  (х) — fi (х; х*)| < 0  ( II х — х* II)) аницлигида уст­
ма-уст тушадики, бу хол уни /  (х) функциянинг х* нуктада­
ги биринчи тартибли яцинлаштирилиши (чизикли якин-  
лаштирилииш) дейишга асос булади.

Агар /(х ) £ С(1\  х  £ R n булса, у хрлда

функция f  (х) функциянинг х* нуктадаги иккинчи тартиб­
ли якинлаштирилииш (квадратик якинлаишшрилиши) дейи­
лади, чунки

Тейлор цаторига асосланган (2), (3) функциялар мумкин 
булган ягона чизикли ва квадратик якинлаштиришлар эмас, 
аммо ушбу китобда якинлаштиришнинг бошка усулларини 
урганиш кузда тутилмаган.

2. Биринчи тартибли усуллар. (1) масаланинг чизикли 
яцинлаштирилиши  деб ь,уйидаги

масалалар кетма-кетлигига айтилади, бунда бошланрич х1 
вектор ва xk векторларнинг г,г- атрофлари sk (xk , efe) якин-

f  (х) —>■ m in, х £  Rn (1)

Д(х; х*) =  f {x*)  +  (х — X*)' Щ р -
дх (2)

/ 2 (х; х*) =  f  (х*) +  (х — х*)' ■■

(3)

I/ (х) f2(х; х * ) | < 0 ( | | х - х * | Г ) .

Д (xfe+ '; xk ) =  m in f 1 (x; xk ), x £ sk (xk , ek), k =  1, 2 . . .

(4)
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SJzjEj) Зг(х?ег) Sj(x?£3) Sb(xHb)

IV .16- чизма.

лаштирпшнинг параметрjfapudup. Я^инлаштириш параметр- 
ларининг конкрет танланиши (1) масалани ечиш усулини 
амалга оширишни беради. Як,инлаштириш параметрлари ечиш 
жараёни бошланмасдан олдин танланиши ва жараён давоми­
да тугрилаб борилиши мумкин.

(4) га асосан к;У Ри л г а н  хк , k =  1, 2, . . . векторларни
(1) масаланинг оптимал режаси учун кетма-кет яцинлашиш- 
лар деб караш мумкин. IV. 16-чизмада (4) усулнинг геомет­
рик тасвири берилган. Купгина конкрет амалга оширишлар- 
да sk (хк , е,г) атрофлар ^уйидагича курилади. Кетма-кет 
я^инлашишлар

х/е+1 _  хк 0  ̂lk (5)

куринишда курилади, бу ерда h- вектор 1к ни хк нуцтадаги 
йуналиш, вк сон эса 1к йуналиш буйича цадам дейилади. 
sk <хк , ек) атрофии цурищ учун аввал sk (/, хк ) <; 1 тенг­

сизлик ёрдамида / векторлар учун нормалланган атроф бери- 
лади, сунгра вк I ухшашликни алмаштириш ёрдамида sk (хк , 
гк) туплам олинади.

(4), (5) дан 1к векторларни цуриш учун куйидаги
А (1к ; хк ) =  min А (/; хк ), S k (/, ) <  1 (6)

масала олинади. Бу ерда /х(/; хк ) =  l 'd f (xk ) / дх. Нормалов- 
чи S k (/, хк ) функциялар шундайки (6) масала исталган хк 
лар учун ечимга эга булади деб фараз к,илинади.

Бир ^адамли биринчи тартибли дискрет усуллар учун, 
агар f (x)  функция тугрисида к,ушимча маълумот булмаса,
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1V.17- чизма. IV.18- чизма.

бошка усуллардан афзалрои, булган S k (/, хк ) функцняларни 
цуриш цоидасини курсатиш иумкин эмас. Оптимал режа х°  
дан фарууш булган ихтиёрий хк нуцта учун ихтиёрий 1к 
йуналиш буйич? шундай S k (/, хк ) нормаловчи функция кур­
сатиш мумкинки, 1к вектор (6) масаланинг ечими булади.

Минималлаштирилаётган f  (x) функция х ^и д а  бирор таъ- 
лимот бор булган х,олда (5), (6) усулни амалга оширишда 
махсус норма ловчи функциялардан фойдаланилади. Масалан, 
агар А'° оптимал режа атрофида {х: f (x)  <  с} сат^ туплам- 
лари эллипсоидларга яцин деб хисоблашга асос булса (IV. 17- 
чизма), нормаловчи функция сифатида

S k (l, х к ) =  VDl  +  d' l,  D =  D ( x k ) > 0  (7)

квадратик катъий клварик, функцияни олиш ма^садга муво- 
фицдир.

Бу х1олда d f ( 0 ) / d x  =  d, д2[ (0 )/ д х 2 =  D /2 булган f ( x )  
квадратик функция учун (6) масаланинг 1к ечими хк нук,та- 
дан х° =  хк 4- lk га олиб боради. D =  Е, d  =  0 булганда (6) 
масалада (7) нормаловчи функциядан фойдаланиш f (x)  функ­
циянинг хк ну^тадаги антиградиенти 1к =  — 0 grad f { xk ), 
0 >  0 га олиб келади. Шундай йуналишларга асосланган 
сонли усуллар градиентли усуллар деб аталади ("уларнинг 
ани^ баёни цуйида берилади).

Агар сат.^ тупламлари сфералардан иборат булса, истал- 
ган хк нуцтадан антиградиент буйича ^аракат ^илиш мини­
мум ну^тасига олиб боради (IV. 18- чизма). Шу свбабли 
шундай махсус булмаган х =  Су алмаштириш лозим була­
дики, натижада ср (у) =  f (Cy)  функциянинг сат^ тупламлари 
сфералардан нборат булсин. Ушбу
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IV .19- чизма.

f  (х) =  x 'D x  +  d ’x  +  6, D  >  О (8)

квадратик функциялар учун С =  D 1/'2 деб олиш етарлидир. 
Бирок бу алмаштириш }(х ) функциянинг иккинчи тартибли 
хссилалари матрицаси 2D =  d2f  / дх2 ни маълум деб фараз 
килади, шу сабабли ундан биринчи тартибли бир кладам л и 
минималлаштириш усулларида фойдаланиш мумкин эмас. 
Куп цадамли усулларда олдинги xk~s, xk~s+l , . . . , хк 
я^инлашишлар ёрдамида С матрица ни якинлаштирувчи Ск 
матрицаларни [k-+ °° да Ск-+С)  цуришга эришнш мумкин. 
Узгарувчи метрикали усуллар деб аталувчи бундай усуллар 
градиентли усуллар характеристикасини анча яхшилашга им- 
кон беради. Бир и,адамли градиентли усулларнинг асосий 
камчилиги ёмон шартланган D матрицали (8) функциялар 
учунок; намоён булади (IV. 19-чизма). Кетма-кет хк , х&+|,
. . . , нуцталарда бу функциянинг градиентлари катта нор- 
маларга эга булиб, х* , . . . , xk+{ ни ^исоблаш аниклигига 
нисбатан жуда сезгир, минимум нуктаси хп йуналишига 
деярли тикдир. Буларнинг ^аммаси (1) масалани ечишни 
1̂ и й и нлащтиради.

Умумий ^олда шунга ухшаш ^одисалар кузатилувчи 
функциялар жарлик тузилшили функциялар  деб аталади 
(Ох1—«жарлик туби»—секин хараках йуналиши умумий \ол-  
да эгри чизикли). Усулларни жарлик тузилишининг салбий 
таъсиридан химоялаш воситаларидан бири кетма- кет гра- 
диентларни урталаштиришдир.

Х,исоблашларда кенг тар^алган, икки хил куринишдаги 
нормаларга асосланувчи цуйидаги

s k «  v / - ^  (9) 
i=i /=1
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п

( 1 0 )

нормаловчи функцияларни 
урганиш машц сифатида 
хавола этилади. (9) типида­
ги нормаловчи шартни f  (х) 
функциянинг сатх туплами
IV. 20-чизмада тасвирлан- 
ганига я^ин булган вактда 
киритиш максадга муво- 
фиадир.

Нормаловчи функция- 
ларнинг киритилиши Sk {Хк, 
ек) атрофларни танлаш ма- IV .20- чизма.

саласини S k (l, xk) норма­
ловчи функцияларнинг d(/. (хк), d t (хк) сонли параметрлари- 
ни танлаш масаласига келтириш имконини беради. d (..'(хк ), 
dj(xk) функцияларни куришнинг бир катор эвристик усул­
лари мавжуд, аммо уларнинг барчасида биринчи тартибли 
бир ^адамли усуллар учун мумкин булмаган кушимча маъ- 
л умотдан фойдалан илади.

Келтирилган та х л ил шуни курсатадики, мураккаб тузи- 
лишли функцияларнинг кенг синфларини минималлаштириш 
учун мулжалланган биринчи тартибли бир цадамли усуллар­
да ^уйидагича иш юритган маък,ул: хк нукта учун тасоди- 
фий lh , | |  lk II =  1 йуналиш танланади, етарлича кичик 0 > 0  
сон учун /  (хк +  ()1к ) хисобланади. Агар /  (хк +  Ык ) >  /  (хк ) 
булса, 1к йуналиш — 1к га алмаштирилади. хк ф  х°, 
grad / '  (хк ) 1к Ф 0 булганда 1к вектор (ёки — 1к ) тушиш 
йуналиии (муносиб йуналишни) беради.

(4) я^инлаштириш масаласида sk (хк , е/;) атрофии цуриш 
пайтида пайдо буладиган иккинчи масала, яъни 1к йуналиш 
буйича Од, микдорни танлаш масаласига утамиз. Бу масалани 
ечишда 0  ̂ кадамни танлашнинг учта усули цулланилзди:
1) 0ft == 0 >  0; 2) /  (хк +  0 /  ) =  m in / (хк +  Ык ); 3) / ( хк +

+  0 J k ) — f ( x k ) <  e0ft grad f ( x  ) lk , e—берилган сон, 0 <  e <
<  1. Биринчи усул нисбатан соддадир. lk = — grad /  (хк ) 
шарт билан биргаликда /  (х) функцияни минималлаштириш- 
нинг градиентли усулини  ташкнл этади. Иккинчи усулни 
амалий жи^атдан бажариб булмайди, чунки хатто скаляр
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IV.21- чизма.

аргумент буйича минималлаштириш масаласи хам (2- § ни ц.) 
\амиша бирор аницликда ечилади. Агар lk — — grad f ( x k ) 
булса, Qk кддамни танлашнинг иккинчи усулидан фойдала- 
нувчи (5) усул градиентли энг тез тушит усули  деб ата­
лади. IV. 21-чизмада кейинги i кки усулнинг геометрик тас- 
вири келтирилган. 0  ̂ кадамнинг учинчи усул билан танла- 
нишига, масалан, ихтиёрий 0 >  0 сонни кетма- кет так;сим- 
лаш  билан эришиш мумкин.

3. Иккинчи тартибли усуллар. (1) масаланинг квадратик 
яцинлаштирилиши  деб, шу масаланинг максад функцияси- 
ни квадратик я^инлаштириш ёрдамида тузилган
/ ,  (**+', хк ) =  m in / 2 (дг, хк ), х  £ s/{ (хк , гк), 6 = 1 , 2 ,  . . .

( П )

масалалар кетма-кетлигига айтилади. IV. 2 2 -чизмада (11) 
усулга кура xk , k — 1, 2 . . .  кетма- кетликни куришнинг
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геометрик тасвири келтирилган. (5) муносабатни каноатлан­
тирувчи 1к , 0* узгарувчиларни киритиб, 1к йуналишни ани^- 
лаш учун (11) дан ушбу

/ а (lk ; хк ) =  min / 2 (/; хк ), 5  (/, хк ) <  1, (12)

масалани оламиз, бу ерда / 2 (/; хк ) =  V df  (хк ) / дх +  
+  Г [d2f  {хк ) / дх2\ 1/2. Махсус булмаган хрлда, яъни опти­
мал режанинг атрофида

d2f ( x ) \ d x 2 > 0  (13)
булганда, (12) масала нормаловчи шартсиз ечилади. Факат 
бундай хол кейинрок каралади. III бобга асосан,

21'df (хк ) / дх +  / ' [d2f  (хк ) / дх2] 1-+ m in, I £ R n

масаланинг lk ечими стационарлик тенгламаси
Ьк +  Ак1 =  0 (Ьк =  df  | дх, Ak — df \ дх2) (14)

нинг ягона ечимидан булиб,

/ ‘ - - 4 Г Ч  <15)
куринншга эга.

(15) векторни Ньютон йуналиши  деб атаймиз. Куриш 
цийин эмаски, бу йуналиш илгари 1-бандда шу банд учун 
типик булган маълумотларга асосланган нормаловчи функ­
ция учун олинган эди. Эслатиб утамизки, 1к Ньютон йуна­
лиши хк нук,тадан / 2(/; xk ) ^ f ( x k ) эллипсоид (IV. 17-чиз­
ма) марказига олиб боради. (5) га кура янги хк+] яцинла- 
шишни цуриш учун 1к йуналиш буйича 0/г ка да мни хисоб- 
лашда 1-банддагидек усуллардан 
фойдаланилади. 1к Ньютон йуна­
лиши Qk =  1 булганда, (5) фор­
мула буйича кетма-кет я^инла- 
шишларни куриш усули Нью­
тон усули  дейилади. Усулнинг 
келтирилган баёнига кура агар 
f (x)  квадратик функция булса, 
бир итерация билан (1) масала­
нинг оптимал режасини хуриш 
мумкин.

Градиент усули ва Ньютон 
усули орасидаги фарц IV. 23-чнз- 
мадан яидол куриниб турибди, 
бу ерда **+■ град, х*+1 ньют ор- 1V.23- чизма.
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цали градиент усули ва Ньютон усули буйича ^урилган 
яцинлашишлар белгиланган, 1к — Ньютон йуналиши.

вк Ф  1 булган, ёки 1к йуналиш А ~ { дан (|юйдаланмас- 
дан тузиладиган ёки lk йуналиш урнига,

lk =  - A ~ x bk (16)

векторлар ишлатиладиган усуллар Ньютон типидаги усул - 
лар  дейилади, бу ерда А к, Ьк лар Ак матрица х,амда bk век- 
торнинг f  (х), d f ( x ) / d x  ларнинг хк нук,та кичик ат|юфидаги 
кийматларига асосланган яюшлаштиришларидир. Агар Ак,Ък 
лар f (x),  d f ( x ) / d x  ларнииг фацат аввалги хк~ \  х ' к~*+{, . . . , 
х к я к.и н л a ii I и uj л а р да г и к;ийматлари буйича цурилса, ( 1 )  маса­
лани (5), (16) формулаларга кура ечиш усуллари квазинью- 
тон усуллари дейилади. Квазиньютон усулларида Ak, bk 
ларнинг якинлаштиришларини ^уришнинг ^уйидаги типлари 
тарцалган: a) А к =■ d?f(x')/dx*,  ~bk =  bk, 6) A k лар f { x ) ,  
df  (x) /д х  ларнинг к;ийматларидан тузипган иродалар билан 
якинлаштириладл; bk =  bk (биринчи тартибли квазиньютсн 
методиУ, в) Ak, bk лар фа^ат ва фацат f (x)  нинг к;ийматла- 
ри ёрдамида якинлаштирилади (нолинчи тартибли квази- 
ньютон усули).  Квазиньютон усуллари, ани^ланишига кура, 
куп кадамлидир ва мо^ияти жи^атидан узгарувчан метри- 
кали усуллар  хисобланади (2-бандга к.).

4. Цушма градиентлар усули. Квазиньютон усуллари 
орасида ало^нда танилгани к$шма градиент.шр усули  б у ­
либ, бу усул купгина хозирги замон 1̂ ушма йуналишли 
усуллари учун прототип булиб хизмат килдн. К,ушма гра­
диентлар усули Ак матрица ошкор куринишда ^атнашмаган 
(14) тенгламани махсус усулда ечишга асосланган биринчи 
тартибли усулдир.

Чизикли алгебранинг хисоблаш усулларида курсатиладики, 
(14) тенгламанинг lk ечими ^уйидаги рекуррент формула­
лар

ms+1 =  т5 +  as Ps, ps =  (5S р ~ 1 — df2 (т \  xk)/dx\ 

р° =  — df2(m°\ x k)/dx, m ° £ R n , s =  0, 1 ,2 , . . . , n—  1;

a  _  _____________ — p 'd f i ( m s; x k) /дх_____________

s Ps ' [«3/2 (mS +  Ps; x k) /  dx —  df2(ms\ x k) /  дк\
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Ps =
I d /2 (ms; x k) /  dx

|| d f,  (m5- 1; xk) /  ax  || *

буйича куриладиган tn вектор билан устма—уст тушадн. 
х = х к ну^танинг атрофида f(x), f 2(x; хк) функциялар етар­
лича яцин булганлиги сабабли (17) формулаларда / 2(х; х  )=  
=  / ( х) деб олинади ва 1к =  т  булган 0*эса 1 -бандда кур- 
сатилган учта усулдан ихтиёрий биттаси билан хисобланган
(5) усул цушма градиентлар усули дейилади. Бу усулнинг
номи df2{m\  xs)/dx, s =  0, 1, 2...........п —  1 градиентларнинг
асосий хоссаси [д/2 (ms; х к)1дх\ df2 (т \ хк)/дх =  0, —
—  1 дан келиб чивдан булиб, бу хоссага асосан, p s, s —  

=  0,1, . . . , п —  1 йуналишлар кушмадир (А- ортогонал- 
Д1ф):

ps' А р* =  о, о <  s— 1.
Бу хосса куплаб кушма (иккиланма) йуналишли усулларни 
^уриш учун асос булиб хизмат к^илди. К,ушма градиентлар 
усулинннг баёнидан куриннб турибдики, у биринчи тартибли 
усулдир.

4* Биринчи ва иккинчи тартибли усулларнинг я^инла- 
шиши ва яцинлашиш тезлиги. Нолинчи ва биринчи тар­
тибли усуллар (айни^са градиентли усуллар) осон амалга 
оширилади. Иккинчи тартибли усуллар учун амалий масала- 
ларда купинча мумкин булмаган, ёки катта харажатлар та­
ла б циладиган иккинчи тартибли хосилаларни х,исоблаш та- 
лаб килинади. Аммо бу айтилган умумий фикрлар муайян 
масалани ечишда усулни сифат жихатидан бахрлаш учун 
асос булиб хизмат ь^ила олмайди. Х,озирга цадар ечиш усул- 
ларинн танлашнинг етарлича асосланган цоидалари йук;.

Агар 2- бандда айтиб утилган биринчи тартибли усуллар- 
даги sk (х*; ем) атроф (Sk (/; х )  нормаловчи функция) шундай 
булсакн, хк (/ =  0) ну^та sk (хк\ гк) тупламнинг ({/; S  к(1,
х к) <  1} тупламнинг) ички нуцтаси булса, df  (хк) / д х ф 0 бул­
ганда (4) ((6)) масаланинг ечими тушишни (релаксациями) 
таъминлайди, яъни >  0 (0fe >  0) етарлича кичик булганда
/  (хк+) < f(x) бажарилади. Иккинчи тартибли усуллардаги Н ъю- 
тон йуналиши хам тушишни таъминлайди, чункн 1к нинг униц- 
ланишидан d f ( x k +  0 1к) Id 0/о 0 =  lkd f (xK ) /дх  +  lk'[d2f ( xk )/
дх2\1к /2 <  0 келиб чикади. Х,ар бир x ‘-*-xki  1 итерацияда ту- 
шишнинг мавжудлиги—баён цилннган усулнинг муайян ма-
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салаларда етарлича цониьсарли натижалар олишга имкон бе- 
рувчи мухим характеристикасидир. Аммо умумий холда хк , 
k =  0, 1,2,  . . .  векторларнинг (1) масала ечимига яхин- 
лашишини, яъни харалаётган усулларнинг яхинлашишини 
таъмиилайди.

(5) дискрет тизимларнинг тургунлик назарияси хисоб­
лаш усуллари яхинлашиш иазариясининг асоси булиб хиз- 
мат цилади. Бу назария доирасида купгина турланишларнинг 
(масалан, Нъютон типидаги усуллар, биринчи ва нолинчи 
таргибли квазиньюгои усулларнинг) яхинлашишини, дискрет 
тизимларнинг четланишга нисбатан тургунлик хоссасинииг 
сахланиши деб тушунтириш мумкин. ^исоблаш усулларининг 
монотон булмаган (5- бандга к,-) ва эхтимолли (6- бандга х )  
яхинлашишлари тургунлик назариясида мос аналогларга эга. 
Бу мавзу ушбу курс доирасидан четга чикк;анлиги учун фа- 
Хат бу сохадаги маълум сифат натижаларни келтирамиз. Агар 
/  (х) € C(l), f  (х) >  — оо, \\д}(х)/дх— d f ( y ) / d y \ \ < L \ \ x — у|| 
булса, (5) га кура тузилган х* , k — 1, 2, . . .  кетма-кетлик 
(/ = —grad /(**)) хуйидаги \\df (х^/дх]]-^  0, &-+• оо хоссага 
эга булади. Энди, айтилганларга хушимча равишда f(x)£c<2) 
функция

mi|/||2 <  fd 2/ (x ) /d x 2/s^ М  || / 1|2, М >  т > 0 (18)

тенгсизликларни ханоатлантирсин. У вахтда курсатилган кет­
ма-кетлик чизихли тезлик билан оптимал режа х° га нхин- 
лашади.

Ньютон йуналишли ач учинчи усул билан топилган Qk 
Хадамли Ньютон типидаги усуллар (18) хамДа || д2[(х)/дх2— 
—д2/  (у)/ду21| || х — у\\ шартни ханоатлантирувчи Дх)£С<3) 
функциялар учун квадратик яхинлашишга эга булади.

Нихоят, умумий шартларда мавжуд квазиньютон усул­
лари чизихлидан юхори тезликка эга булади.

Келтирилган натижалардан куриниб турибдики, /(х) функ­
ция хахидаги хушимча маълумотдан фойдаланиш, кутилга- 
нидек, усуллар яхинлашиш тезлигини оширишга имкон бе­
ради. Муайян масалани минималлаштириш учун усул тан­
лаш куп сабабларга боглих. Бунда умумий тавсия сифатида 
шуни айтиш мумкинки, дастлабки итерацияларни нолинчи ва би­
ринчи тартибли усуллар ёрдамида хуриш, кейин, зарур бул­
ганда иккинчи тартибли усулларга утиш керак. Биринчи 
тартибли усул билан хушма градиентлар усули итерациядаги 
амаллар ха*ми буйича градиентли усуллардан кам фарх Xй- 
лади, лекин чизихлидан юхори яхинлашиш тезлигига эга.
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Аммо бу усулнинг яхлитлашдаги хатоларга нисбатан сезгир- 
лиги катта эканлигини таъкидлаш керак.

5. Субградиентли усуллар. Кавари^ программалашда 
(II боб) дифференциалланмайдиган f  (х) функциянинг мини- 
мумини топиш учун градиентнинг аналоги булган субдиф- 
ференциалдан, яъни х* ну^тада

f ( x ) - f ( x * ) > c ' ( x - x * ) ,  x£Ra
тенгсизлик билан аншуганган <5/ (х) субградиентлар туплами- 
дан фойдаланилади. Субградиент градиентнинг асосий хос- 
сасига эга булмаса х,ам, яънн х* дан —с, c£df(x*) йуналиш 
буйича х,аракат ^илганда f{x)  функция усиши мумкин бул- 
са-да, градиентни субградиентга алмаштириб, минималлашти- 
ришнинг градиентли усулларини умумлаштириш фикри- 
нинг пайдо булиши табиийдир (IV.2 4 -чизма). Шунга 
^арамасдан, маълум шартларда градиентли усулларда- 
гига ухшаб цурилган xki l= x k— Qk ck , 0А>  0, 6 = 1 ,2 ,. . .  
кетма-кетлик я^инлашувчи булиши мумкин. Аншфоги, агар

00 k 
|| с (х) || < L , 0fe-*•<), 2^0fe =  00 булса, шундай х 5 , s =  1, 2. . .

кетма-кетлик топиладики, f i x  )-*-f (х°), s =  1, 2, . . .  б у ­
лади.
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Градиентли усуллардан фарклн уларок х  r , s =  1,2, .'- 
кетма-кетлик буйлаб f  (х) функция хамма вацт ^ам монотон 
камаявермайди.

6. Стохастик градиентлар усули. Усулнинг гоясини цу. 
йидаги

N  N

/  (х) =  V  р . /. (*) _> min, р . >  О, V  pt = ! ,  
i=i i=i 

Л-(JC)€С (1), t = l j v
масалани караш билан тушунтириш унгайдир. р (-сонларни 
тасодифий микдор с, нинг /,• (х) циймат цабул цилиш эх,ти* 
моли деб ^араш мумкин. У холда /  (х) тасодифий микдор Е, 
нинг математик кутилмасини беради: f (x )  =  M%.

Градиентли усулда минимумлаштирувчи кетма-кетлик

**+, =  х * - 0 * 2  д -grad/ ,( x * ) t к =  1 , 2 , . . .  (19) 
i=i

формула буйича курилади.
Тасодифий векторлар кетма-кетлигини киритамиз:

Ук+' = Ук- % Ц ,  0 , > 0 ,  k =  1, 2, . . . , (20)

бу ерда 1]*’ — тасодифий вектор булиб, у grad / (- (хк ) ^иймат- 
ни р,- эх,тимол билан кабул цнлади.

Куриш цийин эмгски, х * , у к , к =  1, 2, . . . кетма-кетлик- 
лар х к =  М у к тенглик билан богланган. (19), (20) формула­
лар шу билан фарк кпладнки, тушиш йуналиши (19) да аниц- 
ланадиган —grad } (хк) вектордан, (20) да эса тасодифий —г|* 
вектордан иборат. Шунингдек,

Mr\k =  grad f  (хк )

булгани учун, т)* векторга f (x)  функциянинг хк нуктадаги 
стохастик градиенти дейилади.

(20) кетма-кетликни к,уриш (19) кетма-кетликни к у pi пи га 
Караганда осон рок булиб, куйидаги тарх буйича бажарилади; 
k- итерацияда тасодифий механизм тасодифий микдор 1 нинг 
/  j(k)(x) амалга оширилишини курсатади. grad f j(k) (ук ) ни \и- 
соблаймиз ва — r|* ,r|fe= g rad  f j{k)(yk) йуналиш буйича 0* кладам 
Нуямиз. Шундай килиб, >$р бир итерацияда /(х ) функция* 
нинг факат битта компонентаси градиентидан фойдаланнлади- 

Умумий х.олда дифференциалланувчи f(x), x£Rn функ-
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циянинг стохастик градиенти деб, M r | =  g rad / (х) шартни 
каноатлантирувчи г] векторга айтилади. Текширишларда маъ­
лум булишича, мураккаб функциялар учун стохастик гради- 
ентларни к.уриш купинча уларнинг хосилаларини хисоблаш - 
дан кура осонрок булар экан.

(20) дан олинган y k , k — \ , 2 ,  . . .  кетма-кет я^инла- 
шишлар тасодифий векторлардан иборат булганлиги сабабли 
яхинлашиш тушунчаси >̂ ам мос равишда узгаради*. Битта

00
натижани келтирамиз; агар M\\yk || <  с, =  с», 04-*-О

булса, бирор г/*5 s =  1, 2, . . . кетма-кетлик буйича /  (х) 
функция f{x?) га деярли якинлашиши эхтимолдан х<оли эмас.

7. Деформацияланувчи купёк; усули. Амалиётда, хусусан, 
тажрибаларни режалаштиришда содда физик конструкцияга 
асосланган куйидаги цидириш усули кенг цулланилади. R n 
фазода я + 1  та х1(1), дс1 (2), . . . х 1 (п +  1) нуцтани танлай- 
миз. (х‘ (1). / ( * 4 1 ) )  I. (*l (2), / ( х 1(2 )) |, . . . .  \ х ' ( п +  1), 
/ (хх(п +  1))} ну^таларни (п +  1) улчовли \ х , у \  фазода би­
рор механизм—кадамловчи роботнинг у  =  f  [х) сиртдаги та­
янч ну^талари деб цараймиз (IV. 25- чизма). Шу ну^талар 
орасидан «яхшиси» х' (!л) ва «ёмони» x l (mt) ни энг цуйи ва 
энг говори таянчлар буйича ашиугаймиз:

f ( x 1(l1)) =  m \ n f ( x 1(i)), i = l , / t  +  1; f{x](ml )) =
=  max f i x1 (i)),

i — 1, n-\-  1. n та x 1 (i), i = l ,  n-f  1; i Ф m v  нук,тэларнинг 
оифлик маркази x 1 in +  2) ни топамиз:

n (-2

x 1 in +  2)= ^  I*1 (0 — x x (mj)/n. 
f=i

xx (mj) ёмон ну^тадан чик;иб x 1 in -f- 2) марказга йуналган 
нурда x1in +  2) нуцтадан а  \\ Xх (п 2) — Xх (mt) || масофада 
булггн ва x l{mv) нуктага нисбатан ^арама-карши томонда 
жойлашган

х х in +  3) =  х1 in +  2) +  а  (х1 (п +  2) — х 1 (mt \  а > 0
нук,тани ясаймиз. {л:1 (п +  3)), f ( x l (n +  3))} ну^та ёмон та­
янч урнига ишлагиладиган янги таянч учун номзод си |>эти-

* «.уйидагича айтиш \ам  мумкин; яциплашчшга булган талабни су- 
еайтириш бу я^инлашишларни ^уриш амалларини соддалаштиришга им­
кон беради.
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да царалади. Аммо дастлаб, /  (х1 (п +  3)) <  /  (х1 (/J) булганда 
х х (п +  2) нуцтадан х 1 (п 3) га Караганда узоцрокда жой- 
лашган

х 1 (п +  4) =  х1 (п +  2) +  v (х1 (п +  3) — х 1 (п +  2)), у >  1
нукта синаб курилади. Агар /  (х1 (п +  4)) <  /  (х1 (/х)) булса, 
у хрлда х 1 (т ) ну^та х 1 (п 4- 4) га алмаштирилади, яъни 
робот узининг таянчини {xx(mi),  / (х1 (тх) ) ) ну^тадан (х1(л +  
- f  4), f ( x 1( n +  4))) нуцтага кучиради ва шундан кейин юкр- 
ридаги амаллар х2 (i) =  х1 (t), t =  1, п +  1, i Ф т и хг (тх) == 
=  х х (п-\- 4) нуцталар учун такрорланади.

Агар /  (х1 (п +  4)) >  f  (х1 (1^) >  /  (л:1 (п +  3)) булса, х 1̂ )  
нукта х 1 (п +  3) га алмаштирилади, яъни робот таянчни ёмон 
нуцт?дан {х1 (п +  3), /  (х1 (п +  3))) нуктага кучиради.

Шунингдек, /  (х1 ( т х)) >  /  (х1 (п +  3) ) >  f  (х1 (IJ) були­
ши >̂ ам мумкин. У хрлда таянч \ х1(т1), / (х 1^ ) ) }  
дан { х \ п  +  5), / ( х 1 (п +  5))1 га жойлашади, бу ерда
х 1 (п +  5) =  х1 (п +  2) +  р (х1 (гщ) — х1 (п +  2)), 0 <  р <  1,
яъни х 1 (п +  5) нук,та х1 (п +  2) ва х1 (тг) нуцталар ора- 
сидаги кесмадан олинади. Каралмаган сунгги имконият 
/ ( х 1 (п +  3)) >  f ( x 1(m1)) колди. Бу хрлда барча таянч 
нуцталар яхши нуцтагача булган масофани икки ба- 
равар камайтириб унга цисиладилар, яъни янги итерация 
амаллари бошланадиган янги х2 (/г) =  х1 (/х), х2 (г) =  х1 ( / j )+  
(х1 (г) — х1 (/1))/2, i\ф1х, t =  1, n +  1 нукталар тупламига эга 
буламиз. Параметрларнинг ^ у й и д а г и а = 1 , р =  0,5, 7 = 2  
цнйматларини танлаш таклиф цилинади.

Тухтатиш критерийси
л+1
2  I/ (** W) -  /  (** (« +  2))12/(^ +  1) <  е2
г=1

бу ерда е — максад функцияси кийматларн буйича х° га 
якпнлашишнинг берилган аншушгн; k  — итерация номери.

4- §. ШАРТЛИ МИНИМАЛЛАШТИРИШ УСУЛЛАРИ

Чизи^сиз программалашнинг хисоблаш усуллари орасида 
шартли минималлаштиришнинг самарали сонли усулларини 
куриш муаммоси марказий урин тутади. Оптимал боищарув 
назариясининг  вужудга келиши ва хисоблаш техиологияси- 
нинг жадал ривожланиши натижасида бу муаммога булган 
Кизи^иш кейинги йилларда янада ошди.
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1. Чизицли чеклашли масалалар. Ани^ усуллар. К,уйи- 
даги масалани караймиз:

/(x)-> -m in , Ax  =  b, x£Q, (1)
бу ерда /  (х) — скаляр максад функцияси; А =  т / л  =  мат­
рица; m < n ,  rank А =  т.

3-§  дагидек, (1) масаланинг чизикли яцинлаштирилаши 
деб,

f l (х*+ |; х*) =  min /  (х; хк), Ах  =  b, x£sk(xk, еД  k =

=  1 , 2 , . . .  (2)
масалалар кетма-кетлигига айтилади. х* кетма-кет я^инла- 
шишларни

х‘+1 =  х * + 6 * Л  f t =  1, 2, . . . (3)

формула буйича цуриб, 1к ни
/х (/* ; х* ) =  min Д (/; х* ), Л/ =  0, S k {l, х к ) <  1 (4)

масаладан аницлаймиз.
Агар режалар туплами X  =  {х \ А х  =  b\ x£Q} компакт 

булса, (4) масала (1) масрланинг тугри чеклашларидан олин­
ган

х к +  / € Q (4)

куринишдаги {/; S k (l\ х к ) <  1} тупламли S k(i, х к нормалов- 
чи функция учун ечимга эга булади. (4), (5) масаланинг /° 
ечими /(х ) функциянинг хк нуктадаги шартли антигради-  
енти деб аталади (IV.26- чизма). Шартли градиентлардан
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фойдаланувчи 0* кадам эса 3- § дэги усуллардан бири би­
лан хк 11 =  х*+ 0* l k£Q  шартни хисобга олган хрлда тан- 
ланувчи (3) усуллар шартли градиент усуллари  дейилади. 

Энди (4) масалани { / :  S k (/ ;  jc* ) <  1} туплам

Tl  <  ос, I 0, агар х) — 0, / =  1, п (6)

тенгсизликларни каноатлантирувчи I векторлардан иборат 
булган хол учун цараймиз.

IV.27- чизма.

а  >  0 етарлича кичик булган (4;, (6) масаланинг 1к ечими 
антиградиент — grad /  (х*) нинг X  тупламга проекцияси де­
йилади (IV.27- чизма). (4) ва (6) дан 1Ч вектор учун осонгина 
формула олиш мумкин. I'1 вектор йуналиш буйича шартсиз 
минималлаштириш масаласига келтирилувчи (II-бобга к..)

/, (/; xk) +  I’ 1/2 -*■ min, А1 =  О, L =  0, агар х )— 0, / =  1, п

булса, квадратик масаланинг ечими билан устма-уст тушади.
1к сифатида антиградиент проекциясидан фойдэланувчи, 

0,, кадам эса 3- § да баён ^илинган усуллардан бири билан 
х к ' £Q  шартни хисобга олган хрлда танланувчи (3) усул­
лар градиент проекцияси усуллари  дейилади.

К,уйидаги

А1 == О, I j — 0, / £ / 0, J0 =  { j  : х) = 0 ,  / =  1, п}

муносабатларни караймиз. Энди / ( J Б) =  — A ~ 4 ( J B), ЛБ =  
А (/, УБ), УБсгУ/У0, J E U J H= J / J 0, det А ъ Ф 0 ни топамиз ва 
/ (JH) векторни /={/(У0) = 0, /б =  ^ б 1( ^ ’ 4 J h)) шаРт бажа-

222



рилганда / х (/; х к ) функцияга куямиз: ф! (/ (Ун) =  \ х (/ (Ун), 
х к ). Ушбу

Ф1 (I (JH)) -*■ min, / ' (JH) I (JH) ^  1 (7)

масаланинг ечими булган —1к ( /н) вектор /  (х) функциянинг  
х": нуктадаги келтирилган градиента деб аталади.

(3) кетма-кет я^инлашишларни (7) дан олинган 1’’ (./(|) дан 
({юйдаланган холда куриш усуллари келтирилган градиент­
лар усуллари  дейилади. Максад функцияси буйича 0fe к;адам- 
ни танлаш усуллари 3- § да келтирилган. 0/; кадам учун \\у-
шммча чеклаш, одатда, хк 1 £ Q шаргдан келиб чицади.

Шундай цилиб, 3 -§  да булганидек, (3), (4) усулни анн^ 
амалга ошириш нормаловчи функция S k (/; х к ) нинг танла- 
нишига боглик булади.

Келтирилган усулларда { l : S k (i, х к ) <  1} атрофни тузиш 
чогида 3- § дагига ухшаш иш юритилиб, умуман айтганда
(1) масалага борлик булмаган содда кушимча функциялар- 
дан фойдаланилади. Шартли минималлаштириш масалаларида 
S k (I; х к ) ни асосий чеклашларни кушимча хисобга олиш 
ёрдамида тузиш имконияти мавжуд. Аммо бу (1) масалани 
ечишнинг турри усулларини сезиларли даражада цийинлаш- 
тиради. Шунинг учун хам бундай гоянинг кушимча чеклаш­
ларни хисобга олиш хийла кулай булган такрибий усуллар 
учун цулланилиши табиийдир (2- бандга к,.).

(5) нормаловчи шартнинг камчилиги шундан иборатки, f  
шартли антиградиент вектори х к нук гадан хийла узоклашган 
ва нзтижада чизикли якинлаштириш /  (х; х к ) максад функ- 
циясн f (х) билан кучеиз борланган нуцталарда X  туплам­
нинг таркибига мухим равишда борлиц булади. Бу эса шарт­
ли градиент усулларининг якинлашиш тезлигига таъсир ки- 
ладн ва шу сабабли куп холларда 1к йуналишни хисоблаш 
катта цийинчилик турдирса хам бошца усуллар тавсия цилн- 
нади. (3) куринншдаги х к £ Х  кетма-кет я^инлашишларни
(4) масаланинг ечими ёрдамида куришнинг барча усуллари 
жоиз йуналишлар усуллари  дейилади, чунки (4) масаланинг 
1к ечими хк Ф х° булганда хк нуктада жоиз йуналишни бе­
ради. Агар Xх режа (1) масаланинг режаси булса ва итера- 
цияларда 0fe к;адам (1) масаланинг чеклашлари бузилмайди- 
ган к;илиб танланса, у холда хк £Х, k >  \ булади. Аниц усул- 
ларнинг бу мухим хоссаси ечиш жараёнини исталган итера- 
цияларда тухтатганда (1) масаланинг режага эга булишшш 
таъминлайди.
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Агар (4), (5) масалада м аксад  функциясининг f t (l; x k ) 
чизикли якинлаштириши урнига / 2 (/; х к ) квадратик яцин- 
лаштиришдан фойдаланилса, 3-§  да чеклашни з^исоб-
га олганда топилувчи 0  ̂ цадамли (3), (4) усул Ньютон ти- 
пидаги усул  деб аталади.

Агар (1) масаланинг урнига унга иккиланма масалани 
карасак (албатта иккиланмалик назарияси ва зарур икки­
ланмалик муносабатлари мавжуд булганда), цилинадиган 
биринчи навбатдаги ишлар (1) масалани ечишнинг аниц ик­
киланма усулларига олиб келади. Бу йул чизикли програм- 
малаштиришда (I боб), каварик ва геометрик программалаш- 
тиришда (II боб) ишлатилади.

Агар ю^орида баён килинган амаллар тугри ва иккиланма 
масалалар жуфти учун амалга оширилса, (1) масалани ечиш­
нинг аралаш аниц усулларини  оламиз. Бундай усуллар хсзир- 
ги пайтда чизикли программалаштириш учун ишлаб чицнлган.

2. Чизикли чеклашли масалалар. Та^рибий усуллар. 
Итерацияларда кетма-кет якинлашишларнинг (1) масала учун 
(тугри ва иккиланма) режа булишини текшириб борилмай- 
диган ечиш усуллари такрибий (итератив) ечиш усуллари 
дейилади. Бунда якинлашишларни тугри (ёки иккиланма) 
режаларнинг бахрлари деб аталади.

Энг куп тар^алган такрибий усуллар як,инлаштириш ма- 
салаларининг Лагранж функцияларидан фойдаланишга асос­
ланган. Итератив усулларда хар бир итерацияда масаланинг 
чеклашларининг бажарилишини кузатиб бориш зарурати йу- 
колгани учун, (3) муносабат орти^ча булиб колади ва ечиш 
жараёнини бевосита (2) куринишида тушунтириш осонрок 
булади.

Айтайлик, sk (xk ; гк) =  {х x£Q} Q — каварик; компакт бул­
син. У вацтда (2) масала

f i ( x k+l] xk) =  min Д (х\ хк), Ax  =  b, x £ Q  (8)

куринишини олади. Иккиё^ламалилик назариясига кура (II- 
боб шундай Лагранж вектори топиладики,

F1 (x*+1; X*) =  mi n ^ (x, Д  x £ Q  (9)

булади, бу ерда Fx (x, Я) =  f x (x; x k ) +  V  (Ax  — b) — (8) ма­
саланинг Лагранж функциясидир.

Агар Хк вектор маълум булса, %*+| ни (9) дан топиш (8) 
масалани ечишга нисбатан хийла осонрокдир. X* векторни 
цуриш ^уйидаги фактларга асосланган:
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1) агар л; (Я), Fj(x(X), Я ) = т ‘ш Fx(x, Я), x£Q масаланинг ечи­
ми булса, f 1 (х  (Я); х * ) — min Д (х\ х  ), А х  — Ь= А х  (Я) — Ь, 
x£Q булади;

2) агар Яг — Я*, tV / ;  Я,. =  Я* +  0 И х  (Я) — 6],, 0 >  0 бул­
са 11А х  (Я*) — 61,) <  | [Ах (Я) — ЪЦ .

Бу ердан (1) масалани ечиш усули келиб чикади: Я1 бош­
лангич якинлашишни танлаймиз ва х 1 режанинг бошлангич 
бахосини топамиз:

F (х1, Я1) =  min F (х, Я1), x£Q,
бу ерда F (х, Я) =  /(х) +  Я' [Ах — Ь] — дастлабки (1) масала­
нинг Лагранж функциясидир. Энди, Я*, х к яхинлашиш л ар 
курилган булсин. Я*+1 =  Я* +  0Д Ах*— Ь\, 0* >  0 деб оламиз

ва х*+| ни

F ( x k+l, Я*+ |) =  m in F (х, Я*+ |) x £ Q  (10)
масаладан топамиз. /

/ "  ни (9) формула буйича, ундан кейин эса (10) фор­
мула буйича куриш мух,им камчиликка эга: Хк кичик бул­
ганда хк 1 ни хисоблаш жараёни А х  — Ь — 0 купхиллик- 
шшг атрофида тургун булмайди ва х к , Я* ларнинг кичик 
четланишлари учун катъий фаркланувчи xki 1 лар олинади. 
(9), (10) масалаларни мунтазамлаш учун (5 -бандга ^.) шу 
масалаларнинг режалар тупламини узгартирмайдиган цу- 
шнмча

(Ах  — b)'S (Ах  — 6 ) < l , s > 0 ,  (11)
чеклашни киритамиз.

(10) масаланинг (11) чеклашни хисобга олиб тузилган 
Лагранж функцияси

(х, Я) =  /(* )  +  Я' (Ах —  Ь) +  !и (Ах  — b)'S (Ax— b) (12) 
бошлангич (1) масала учун турланган Лагранж функция­
си деб аталади.

F (х, Я) функцияни р,— 1/2 булган (12) функцияга ал- 
маштирилганда ва Я"+!=  Я* +  5  ( А х — Ь) булганда юцо- 
рида баён килинган (10) усул узини купгина масалаларда 
яхши курсатди. Иккала усул хам иккиланма итератив 
усуллар  синфига тегишли, чунки уларда дастлаб Я* бахо- 
лар, кейин эса улар буйича х* ба^олар курилади.

(8) масаладан олинган { / +1, Я*} жуфт F1 (х,Я) Лагранж 
функциясиш нг эгар нуктасини ташкил этади. Шунинг учун
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хам 3- § кридалари буйича шу эгар нуктага тушиш-кутари- 
лишни ташкил килиши мумкин. Бундай усуллар аралаш 
итератив усуллар  деб аталади.

Тутри итератив усулларда дастлаб турри режаларнинг х  к 
бахолари, сунгра улар буйича иккиланма режаларнинг к к 
бахрлари к,урилади. Шундай усуллар мавжуд, аммо улар бу 
ерда кара л май ди.

3. Чизицсиз чеклашлар булган ^ол. Ушбу
g ( x ) <  0 (13)

тен гсизликнинг х  =  х*, — а  <  g  (х) ^  0, а  =-а (х*) >  0 ну^- 
тадаги чизикли ящнлсиитирилиши деб, g, (х; х*) =  g  (х*)4- 
+  (х — x*)'dg (х*) / дх <  р (х*), р (г*) >  О тенгсизликка айта- 
миз ва бунда g  (х*) <  — а  (х*) булганда р (х*) га нисбатан 
чеклашнинг йуьушгини кайд этамиз. а  (х*), р (х*) сонлар 
якинлаштириш параметрлари дейилади.

Агар g \(x ; x k ) функцияни g 2(x4, x k ) га алмаштирсак, тенг- 
сизликнинг квадратик якинлаштирилишига эга буламиз. 
Лекин бундай якинлаштиришлар хисоблаш амалиётида кам 
учрайди.

Ушбу
g(x)  =  О

тенгликнинг х*, || g(x*) || <  а  (х*) нуктадаги чизикли якин- 
лаштирилиши деб иккита

Р* (с*) <  g  (х*) +  (х —  х*)' dg  (х*)/дх< р* (х*)
тенгсизликка айтамиз, бу ерда а(х*), р* (х*), —р* (х*) >  
>  О — якинлаштириш параметрларидир.

Скаляр /(х ), т- вектор g(x)  ва /-вектор /г(х) функция- 
лари силлиц булган

/(x )-> m in , g(x) < 0 ,  /г(х) =  О (14)
масаланинг чизикли яцинлаштирилиши  деб максад функ­
цияси ва (14) масала чеклашларининг хк нуи;талардаги чи- 
зи кли якинлаштирилишлари ёрдамида олинган

h  (х; х к ) ->  min, g x (х; х к ) <  р (х*), 
р* (хя ) <  К  (х; хк ) <  р* (хк ), х £ sk(x ' ,efe) ( 1 5 )

масалалар кетма-кетлигига айтилади.
f  (х) G с<2) булганда (14) масаланинг квадратик я^инлаш- 

тирилиши учун (15) масалалар кетма-кетлигида фа^ат / Х(х; 
х к ) функция f t (х; х к ) функцияга алмаштирилади. Бундай 
кейинги цуришлар 2- банддаги конструкцияларга ух- 
шашдир.
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И з о х Кейинги йилларда булакли силлиц, булакли квадратик ва 
ва з^оказо ф ункциялар ёрдамида якинлаштириш назарияси — сплайнлар 
назарияси ривожланмоцда.

М асалан, етарлича зич ну^талар туплами дг( |) ,  х(2), . . ., * (p)€Q ни

танлас ак, (*) =  m ax {/] (х\ x t ), 1 =  1, р) функция кавариц Q туп- 
ламдаги каварик /  (х) функция учун ж уда яхши булакли чизикли яцин- 
лаш тириш  булади. /q  (дг)=^ m in масала ва /q  (х ) 4^0 чеклаш  осонгина 
чизикли холга келтирилгани учун (I-б о б ), 1 — 4- бандларда баён д и ­
линга н назарияни янги типдаги якинлаштиришлар учун утказиш цийин 
емас.

IV.28- чизма. IV.29- чизма.

4. Жарима функциялари усуллари. Айтайлик, Хс~ R n би­
рор чизикснз программалаш масаласининг режалари туплами 
булсин. Аггр

(х г) =  |°» Х ^ х  булганда,
[-*■ оо, х Е Х ,  г - у  оо булганда,

булса (IV .28- чизма), Y  (х , г), x£Rn, r£R функция X  туплам­
нинг ташки жарима функцияси деб аталади.

К,уйидагилар энг содда ташки жарима функцияларга ми­
сол була олади:

т

Y  (х, г) = г  У  g]{x),  агар X  =  {x:g (x )= 0) булса,
/=1

т

¥  (х, г) =  г V  шах {gi (х), 0}, агар X  — {х: g (х) <  0) булса. 
*=1

X  тупламнинг ички жарима (тусиц) функцияси деб,
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функцияга айтилади, бу ерда дХ  ифода X  тупламнинг че- 
гарасидир (IV.29- чизма).

X  =  { х : g  (х) <  0} тупламнинг энг содда тусик функция­
си:

Жарима функцияларнинг физик маъноси: 4f (x, г) — X  
тупламдан узоцлашганлик учун жарима микдори, Ф (х, г)— X  
туплам чегарасига якинлашганлик учун жарима мивдори, 
г — жариманинг нисбий мицдорини характерловчи параметр.

шартли минимум масаласини ечишнинг (ташки) жарима 
функциялар усули  (16) масаладан
f ( x v (r)) + 1FCx\jr(r),r) =  min {f(x) +  4r (x, r){, x £ R n, r~y 0

шартсиз минималлаштириш масалалари кетма-кетлигига утиш­
дан иборат. Худди шунингдек, тусик, (ички жарима) функ­
циялар усулида (16) шартла минимум масаласи
/ (* ф ( 0 ) + Ф ( * ф ('"). г) =  m in { / (х) +  Ф(х, г)}, x £ R n, г-*- оо

шартсиз минималлаштириш масалалари кетма-кетлигига ал­
маштирилади.

Ж уда кучсиз талабларда жарима функциялар усули цу- 
йидаги хоссаларга эга булади;

1) / ( M r2) ) < / ( M r i)). агар г2> г х; / ( х ф(г2) )<  / ( х ф (rj ) ,  
агар г2 <  г, булса;

2) f  (xv (r)) -y f  (х*), агар г - у оо; / (хф (г))-► / (х°), агар
г - у  0 булса;

3) W (Хуу (г), г) - у  0, г - у  оо булганда; Ф (хф(г), г) ->  0 г->0 
булганда.

И з о ? ( .  Ш у хоссаларга асосан Л агран ж  функцияси ва К ун— Т ак­
кер назариясининг (II боб) янгича талцинини бериш мумкин булади.

Ж арим а ф ункциялари усулларининг асосий аф зал- 
лиги шундан иборатки, бу усул ёрдам ида ш артли ми-

оо , агар g(x )  >  0 булса.

Ушбу
/(x )-* -m in , х £ Х (16)
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нималлаш тириш  масаласини ечиш учун ш артсиз мини- 
маллаш тириш  . усулларига эга булиш етарлидир. Бу 
усулларнинг камчилиги шундаки, ж арим а ф ункциялари­
нинг цушилиши, одатда, м аксад  функциясининг тузи- 
лишини ёмонлаш тириб, унинг купинча тор тузилиш ли 
булишига олиб келади, бу эса ш артсиз минималлаш - 
тириш усуллари характеристикасига салбий таъсир кур- 
сатади.

1—4 - бандларда минимум ну^таларини излаш да иш- 
латиладиган  асосий усулларининг гоя ва му^им мо- 
ментлари баён цилинди. Шуни айтиш керакки, бунда 
м асалаларнинг тузилиш идан муфассал равиш да фой- 
даланилган  эмас. Ш унинг учун хам конкрет м асал ал ар ­
ни ечишда иш латиладиган усулларнинг самарадорлиги 
куп д ар аж ад а  м асала билан шугулланувчи тад^ицот- 
чининг таж рибаси  ва уз ишига усталигига богли^ бу­
лади. Бир неча бор таъкидланганидек, м асалалар  хусу- 
сиятини ^исобга олиш усулларни му^им д ар аж ад а  
соддалаш тириш и ва уларнинг самарадорлигини оши- 
риши мумкин. Яхинлаш иш  тезлигининг ба^олари асимп­
тотик характерга эга булиб, улар кенг синфдаги функ- 
ц ияларга тааллу^лидир ва шунинг учун ^ам, 1- § 
дагидек, конкрет функциялар учун усулларнинг нисба- 
тан самарадорлиги ю ^орида келтирилганидан бошкача 
булиши мумкин.

5. Коррект булмаган минималлаштириш масалала­
рини созлаш. Чизиксиз программалаш нинг хисоблаш 
усулларини ам алга ошириш пайтида бир ^анча муаммо- 
лар пайдо буладики, ишнинг муваф ф а^ияти  оь^ибат на- 
ти ж ада шу муаммоларнинг ^ал этилишига боглик бу­
лади. Ушбу бандда шу нуцтаи назардан  му^им булган 
мунтазамлаш муаммоси  ^исцача урганилади.

Айтайлик, f (x)  >(3, х £  X c z R n, р >  — оо ва ечимлари 
туплами х° буш булмаган

/ М - * m in, х £ Х  (17)
масаланинг оптимал режаси изланаётган булсин.

Айтайлик, х к£ Х ,  k — 1, 2, . . . минималлаштирувчи  
кетма-кетлик булсин: f ( x k) ^ ~  i nf / (х) =  /°, k->~ о о .  Агар (1 7) 
масалада х,ар бир минималлаштирувчи хк£ Х ,  k =  1, 2, . . .  
кетма-кетлик Х° тупламга якинлашса:

р(л: , А 0) —*• 0, k —*• оо. (18)
(17) масала Х°  тупламга нисбатан коррект дейилади, бу
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ерда р (х  , Х°) =  inf ||х — х,\\ х £ Х ° — х  ну^тадан Х° туплам- 
гача булган масофадир.

Коррект булмаган, яъни минималлаштирувчи кетма-кет- 
ликлари (18) хоссага эга булмаган масалалар мавжуд. М а­
салан, /(х ) =  х /(  l + x 2)->-m in, х >  О масала коррект эмас, 
чунки у ягона х° =  0 ечимга эга булса-да, минималлашти­
рувчи x k =  k, k =  1, 2, . . .  кетма-кетлик х° ну^тага я^ин- 
лашмайди (f (х ) =  kl  (1 +  к2) ->  0 =  /  (х°)).

Минималлаштириш ну^таи назаридан коррект масалалар­
нинг асосий хоссаси шундан иборатки, улар учун минимал­
лаштирувчи кетма-кетлик элементларини (17) масаланинг 
такрибий ечимлари сифатида олиш мумкин. (17) масаланинг 
коррект булишлигининг бир етарлилик шартини исботлаймиз.

1 -теорема. / (х )£ С , х £ Х с ~  R tl булсин. Агар бирор С,
— оо <  С <  оо учун X с =  { х : /(х ) <  С} П X туплам ком­
пакт булса, (17) масала Х° га нисбатан коррект булади.

И с б о т и .  Айтайлик, х £ Х с, 6 = 1 , 2 ,  . . .  ммнималлаш- 
тирувчи кетма-кетлик булсин. Бу кетма-кетлнкнинг лимит ну^- 
талари тупламини X* деб белгилаймиз. X е тупламнинг ком- 
пактлигидан X* нинг буш булмаган туплам эканлиги келиб 
чи^ади. х*£Х* булсин. fix) функция узлуксиз булганлиги учун 
f° < /(x * )  =  lim f x k) =  f°, яъни х*£Х °. Демак, (18) хосса

/г—>со
уринлидир. Теорема исботланди.

(17) масала билан бир к;аторда
f { x ,  an) =  f (x)  +  a ftQ (x )-* m in , х £ Х ,  * = 1 , 2 ,  . . .  (19)

мунтазамлаштирилган масалалар кетма-кетлигини царай- 
миз, бу ерда и к>  0, Q { x ) > 0 — чексиз катта узлуксиз 
функция. Мацсад функциясининг минимал кийматини ва(19) 
масаланинг е к- ечиминн, мос равишда, /° (а к), х (ак, гк) деб 
белгилаймиз, яъни

f° (“ /,) <  f  (х К ,  ек) ) +  a k Q { x {ак, eft) ) <  f° (сск) +  е/г.

2 -теорема. Агар а*->-0, ек/ак-*-0, к-*- °° булса, &-> °о 
да р (х {ак, ек), Х°)->-0 булади.

И с б о т и .  х к =  х { а к, ек) булсин. 1\уйидаги тенгсизлик - 
ларнинг тугрилиги равшандир;

/° <  /  (х°) ^  f { x ") <  /  (х к) +  а к Q (х") <  /° (a fc) +  ек <

<  /  (х°) +  a k Q (х°) +  е* <  /  (хк) +  a k Q (х°) +  в*) (20)
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Бундам, Q (л-') <  Я (jc°) +  гк /ак. Шарт га кура оо да 
е к/ак - у 0. Демак, хк, k >  k°, k° <  оо кетма-кетлик- 
нинг барча элементлари Я (х) функциянинг шартга кура 
компакт булган бирор сатх тупламига тегишли булади. 
(20) дан

/° <  /  t f )  +  a ,  Q ( / )  <  /° +  а к Я (х°) +  ек

тенгсизликка эга буламиз, яъни х к, k — 1, 2, . . .  кетма- 
кетлик минималлаштирувчидир.

Шундай ^илиб, 1-теореманинг барча шартлари бажари- 
ладп. Бу теореманинг тасдигидан эса 2 -теорема келиб чикади.
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V б о б .  ДИНАМИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Динамик программалаштириш деб математик моделлари 
куп бос^ичли ва динамик жараёнли характерга эга булган чи­
зиксиз программалаштиришнинг махсус масалалари (I—IV боб- 
лар) ва оптимал бошкарув масалаларини ечишнинг хисоблаш 
усулига айтилади. Бу усул жараёнларнинг кетма-кет тахли- 
лига асосланган булиб*, экстремал масалаларни ечишда аме- 
рикалик олим Р. Беллман томонидан XX асрнинг 50-йилла- 
рндан бошлаб дастлаб систематик ва принципиал кенг кул- 
ланила бошланди. Мазкур бобда бу усулнинг асосий коида- 
лари чизиксиз программалаштиришнинг катор махсус масалала­
ри учун баён килинади. Динамик программалаштиришнинг 
оптнм?л бошкарув масалаларига баъзи татбшушри VII бобда 
берилади.

! • § .  РЕСУРСЛАРНИ ТАКСИМЛАШ МАСАЛАСИ

Айтайлик, с хажмли хомашё ва п  та технологик жа- 
раён мавжуд булсин. Агар хомашёнинг х  микдорини i — 
технологик жараёнда сарфланса, Д- (д:) фойда олинади.

* М азкур бобдаги усулнинг олдинги боблардаги усуллардан прин­
ципиал фарки IV бобнинг 1-§ и охиридаги изохда курсатилган.
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Максимал фонда олиш учун хом ашёни жараёнлар уртасида 
кандай та^симлаш керак?

Фараз цилэйлик, х( i- жараён учун ажратилган хомашё 
микдори булсин. У ^олда куйилган ресурс ларни пищсим- 
лаш масаласининг математик модели

П П

2  f i ( x i ) ^ ~  m a x ,  2  x i ~ c > x i t —  I» n
i =3 l i =  1

куринишни олади.
(1) чизицсиз программалаш масаласининг узига хослиги 

шундан иборатки, унииг максад функцияси f  (х) ва асосий 
чеклаш функцияси g-(x) сепарабелдир, яъни улар бир узга- 
рувчили функциялар йигиндиси шаклида ифодаланган.

Экстремал масалани динамик программалаш усули билан 
ечишнинг биринчи босцичи — берилган масалани унга ухшаш 
масалалар оиласига инвариант туркумлашдан  иборатдир. 
Бу боскич маълум маънода санъат булиб, хар бир муайян 
^олда тадк,икотчининг тажрибаси, сезгиси ва махоратига бог- 
ливдир. У (1) масала учун ихтиёрий k, 1 < 6  сондаги 
технологик жараёнларга ва у,  0 <  у  <  с хомашё гамлама- 
снга эга булган ресурсларпи тацсимлашнинг ушбу 

k k

2  fi (хд  m ax’ 2  xi =  У, x i >  0, i =  1, k  (2) 
i = i  i = i

масалаларини ^арашдан иборатдир. k — n, у  =  с булганда
(2) масалалар оиласицан бошлангич (1) масала олинади.

(2) масалалар оиласидан олинган ихтиёрий масала максад 
функциясининг оптимал к;иймати Bk (y) Беллман функция­
си дейилади:

k k

В к(у) =  шах ^  (*,), =  У' x i > 0 ’ i = s l > k -
i =1 1=1

Масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг 
иккинчи боскичн — Беллман функцияси учун тенгламани 
олишдан иборатдир. Бу босцичда Беллманнинг оптималлик  
принципи  умумий ^олда кулланилади. (1) масала учун унинг 
мо^ияти цуйида келтириладиган муло^азалар орцали берила- 
ди. Бу мулохазалар оддий математик фактларга асосланган 
ва етарлича универсалдир (кейинги параграфлар материалла- 
ри ва VII бобнинг 2 — 6-§ ларига ц.). Излзнаётган тенгла­
мани тузишда инвариант жойлашнинг тугрилиги намоён б у ­
лади. Иккинчи томондан, жойлаштириш усули тенгламанинг
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куринишида ^ам сезилади, k жараёнли ва у  хомашё гам- 
ламасига эга булган (2) масалада £-жараёнга z, 0 <  г ^ у  миц- 
дордагн хомашё ажратамиз. Бунда к- жараёндан олинади- 
ган фонда f k {z) га тенг булади. 1, 2, . . .  , к —  1 номерли 
жараёнлгр учун эса у  — z микдордаги хомашё цолади. 
Айтайлик, бу хомашё долган жараёнларга опгимал тац- 
симланган булсин. (3) нинг аншуланишига кура к — 1 та жара- 
ёндэн келадиган фойданинг максимал микдори Вк_  [ (у — 2) 
га тенг булади. Шундай ^илиб, k жараёнга г ми^дорда 
хомашё ажратилганда барча к жараёнлар ва у  хомашё гам. 
ламасидан

+  — г) (4)

фойда оламиз.
г мицдорни 0 <  г <  г/ чегарасида узгартириб, (4) умумий 

фойда максимал буладиган х°к (у) (к- жараён учун хомашёнинг 
оптимал миедори) цийматни топамиз:

//. ( 4 Ш  +  Bk - i ( y  —  4 (У))  =  maxf'/*(*) +  B k _ [{y —  z)]. (5)
О < г< у

Иккинчи томондан, (3) га асосан хомашё микдори у  
булганда k  та жараёндан олинадиган максимал фойда B k (у) 
га тенгдир. Бу к;ийматни (5) ифодаиннг унг томонига тенг- 
лаштириб, В к (у) функция учун

B u{y) =  max[fk (z) + B k _ l {y —  z)],  /г =  1, п, 0 < г / < с ( 6 )
О < г < у

тенгламани оламиз. Бу Веллман тенгламаси деб аталади. 
{6) тенглама B k (y) функциянинг k аргументига нисбатан рек- 
куренг булганлигидан уни ечиш учун бошлангич шарт бери- 
лиши керак. Уни (3) дан k =  1 булганда топиш мумкин:

В,  (у) =  шах Д (л:,), х± = у ,  хг >  0.
Шундай килиб, Беллман тенгламаси (6) учун бошлангич 
шарт

Вг (у) =  f i  (у) (7)
куринишга эга булади.

Масалани динамик программалаш усули билан ечишнинг 
учинчи (ва охирги) бос^ичи Беллман тенгламасининг ечими- 
ни излашдан ва у буйича (1) масаланинг ечимини ^уришдан 
иборатдир. (6) тенгламада k  =  2 деб оламиз:

В 2 (у) =  max [/2 (z) +  В х {у —  г) ]. (8)
0 <г<у
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Бу ифоданииг унг томонида берилган /а (г) функция ва (7) 
дан топилган В 1 (у) функция бор. Шунинг учун (8) форму­
ла маълум бир узгарувчили функцияни максима л лаштириш 
билан В2 (у) функцияни хисоблаш имконини беради. Сунгра
(6) да k =  3, 4, . . . , п деб олиб, х>ар бир ^олда бир уз­
гарувчили функцияни максимал лаштириш амалини бажариб, 
кетма-кет В3{у), В4(у), . . .  , Вп (у) функцияларни ола­
миз.

(3) га асосан Вп(с) сон (1) бошлангич масала учун мак­
симал фойдадан иборатдир. Хомашёнинг технологик жара- 
ёнлар буйича оптимал таксимотини топиш учун (5) ифодага 
мурожаат киламиз. Унда k — n, у — с деб олиб, (5) нинг 
ани^ланиши буйича агар барча я  та жараён учун хомашё 
микдори с га тенг булса, охирги жараёнга (бу хрлда п- 
жараёнга) ажратилган хомашёнинг оптимал микдори га тенг 
булган х°п (с) сонни оламиз. Шундай ь^илиб, бошлангич ма­
сала л:0 =  {.Кр . . . , х°} оптимал режасининг х° компонен- 
тасн топилди: х° =  х°п (с).

Агар л-жараён учун х° мицдор ажратилса, у лрлда 
долган п  — 1 та жараён учун с — х° микдордаги хомашё 
колади. (5) да k — n — 1, у  =  с — х°п деб оламиз ва_ хп й_  , 
(с — х“) ни топамиз. Равшанки, (1) масаланинг х° оптимал- 
нинг охиргидан олдинги компонентаси хп , =  х п ^  , (с —
— х°) га тенгдир. Ечиш жараёнини давом эттириб, (1) бош- 
ланрич масала ечимининг х°п _ 2, . . .  , х°{ компоненталарини 
топамиз.

Натижани тахлил ^иламиз. Усулнинг афзалликлари: 
1) бошланрич п  та узгарувчи буйича максималлаштириш ма­
саласи (1) битта узгарувчи буйича п — 1 та максималлашти­
риш масаласи (6) га келтирилди хамда натижа — глобал 
оптимал режадан иборат булди; 2) ечиш жараёнида масала 
элеменгларининг аналитик хоссаларидан фойдаланилмади; 
берилган функциялар жадвал, график, алгоритмик ва х. к 
куринишда берилиши мумкин эди; 3) В к {у) ларни ^исоблаш 
натижалари буйича с ва п  нинг кийматларини вариациялаб, 
(1) масаланинг ечимини осон ^урнш мумкин; бу (1) масала 
ечимининг курсатилган параметрларнинг узгаришига сезгир- 
лигиии тахлил ^илиш имконини беради.

Усулнинг асосий камчилиги Беллман томонидан «улчов- 
нинг цартши» деб аталган булиб, у шундан иборатки, (6) 
Беллман тенгламасини ечишда функцияларни эсда са^лашга
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турри келади. Берилган битта хомашёнп тацсимлаш масала- 
сида улар бир узгарувчили функциялардан иборат. Умумий 
хрлда эса аргументларнинг сони хомашёнинг хиллари со- 
нига тенг булади. ЭХ,М  да куп узгарувчили функциялар 
(п >  2) жадвалларини тузиш оператив хотира имкониятининг 
чегараланганлигидан принципиал кийинчиликларга олиб ке­
лади, шунинг учун бу усулнинг мухркама цилинаётган шу 
камчилиги куп улчовли (с-вектор) масалаларни ечишда ди­
намик программалашнинг юкррида баён килинган классик 
тар^ини амалга ошириш имконини бермайди. «Улчов царри- 
ши» ни бартараф этишнинг турли усуллари тавсия цилинган.

М и с о л  . (1) масалага оид сонли мисол к,араймиз, унинг катта- 
ликлари V-I- ж адвалда берилган.

Беллман функциясини ^исоблашни V. 2 - жадвалда бажарамиз. .\ар  
бир катакда Беллман функциясининг к;иймати билан бир каторда, цавс 
ичида

V .I- ж  а д  в а л

X 0 1 2 3 4 5

f i  м 0 1 2 3 4 5

ш 0 0 1 2 4 7

Ш 0 2 2 3 3 3

V.2- ж  а д в а л

У 1 2 3 4 5

в Л у) 1 2 3 4 5

в а у ) 1(0) 2 (0 ) 3 (0) 4(0.4) 7 (5 )

в з (у) 2(1) 3 (1 ) 4(1) 5(1) 7 (0)

(6) тенгламанинг унг томони максимумга эришадиган х \  {у) циймат ^ам 
курсатилгаи. V.2- жадвалдан куринадики, царалаётган масалада макси­
мал фойда В3 (5 ) = 7  булади. Ресурсларни оптимал та^симлашни топамиз. 
х 3 (5) =  0 булганлигидан, учинчи технологик ж араёнга ресурс ажрат- 

маймиз: х® =  0. Ш ундай цилиб, 1, 2- жараёнларга тулиц 5 ^аж мдаги 

ресурс цолади. V .2 - ж адвалдан (5) =  5 эканлигини топамиз. Демак, 
максимал фейда олиш учун х,амма ресурсни иккинчи технологик ж ара­
ёнга ажратиш  керак (дс® =  5). Ш унинг учун, х® =  0.

Масалада битта шартни узгартирамиз. С =  4 деб оламиз. V .2- ж ад-
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валга асосан бу з^олда максимал фойда Вя (4) =  5 булади, з^амда 
* 3 = 1 .  Сунгра, В, (3) буйича V. 2 - ж адвал дни * 2 = 0  ни оламиз. Д ам ах, 

* ° = 3 .

2- §. ДЕТАЛЛАРНИ ИККИ ДАСТГОХДА ВАЦТ БУЙИЧА ОПТИМАЛ 
КАЙТА ИШЛАШ

Фараз цилайлик, i =  I  =  {1, 2, . . .  , п } номерли п  та 
деталь ва иккита дастгох, берилган булсин. Дар бир деталга 
аввал биринчи дастго^да, сунгра иккинчи дастгох да ишлов 
бериш керак. i- деталга ишлов бериш ва^ти биринчи даст­
гох да а,- га, иккинчисида эса Ь; га тенг булсин. Дастгохлар 
бир вактда, t — 0 моментда ишга туширилади. Барча детал- 
ларга ишлов бериш умумий ва^ти минимал булиши учун 
деталларни ишлов беришга кандай кетма- кетликда тушириш 
кергк?

Бу мас?лани ухшаш масалалар оиласига туркумлаймиз. 
Оиланинг умумий элементини ^уйидагича ^урамиз. Бошлан­
гич / партиядан ii, i2, . . . , ik номерли k  та детални аж- 
ратиб оламиз. К,олган п — к та деталдан хар бирига аввал 
биринчи дастгохда, сунгра иккинчисида ишлов берилсин, 
лекин энди биринчи дастгох; t — 0 моментда ишга тушири­
лади, иккинчиси эса биринчи дастгох, ишга туширилганидан 
у  бирлик вакт утгандан сунг ишга туширилади.

Ушбу

Bn _ k (ilt 2̂> • • • > i j u )  (1)
оркали Беллман фунщиясин и , яъни долган п — k  та детал­
га юкорида курсатилган шартларда ишлов беришнинг мини­
мал вактини белгилаймиз.

Беллман тенгламасини тузиш учун ^уйидагича иш ку-
рамнз. Долган I k =  / \ { t \ ............. **} номерли деталлар туп-
ламидан ихтиёрий г-детални оламиз ва ишлов беришга би­
ринчи цуямпз. Биринчи дастгох; i- деталга ишлов беришни 
t =  ai моментда тугаллайди. Иккинчи дастгох г-деталдан

агар у  <  а{ булса, at +  bt моментда, 
агар у  >  at булса, у  +  bt моментда

бушайди.
Айтайлик, колган / A\{ t}  номерли деталлар ишлов бериш­

га оптимал кетма-кетликда туширилган булсин. Улар учун 
биринч I дастгохдан t =  а (- моментдан бошлаб фойдаланиш
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мумкин. Иккинчи дастго^ эса Ik\ { i }  дан олинган деталлар- 
га ншлов бериш учун (2) га асосан уларга ишлов бериш 
учун биринчи дастгох ишга туширилганидан

t i =  bi +  m ах {0, у  —  а (} (3)

ва^т бирлиги утгандан кейин ишга туширилади. Беллман 
функциясининг ани^ланишига кура /* \0 '}  дан олинган де- 
талларга ишлов беришнинг минимал ва^ти Bn _ k _ l (i1, г2,
. . . ,  ik, i/tt) га тенг. Шундай килиб, 1к дан олинган п  —
— k  та деталга юкррида курсатилган усул билан ишлов бе­
риш вакти

о »• B n — k — 1 (*г» • • •  » (4)
га тенгдир. 1к дан ^ар бир детални бнринчи навбатда ишлов 
бериш учун танлаб олиб, (4) сонлар ичида минималини то­
памиз:

min {at- + B n _ k _ l (i1, . . . , ik, Щ ) .  (5)
‘е'к

Равшанки, (5) сон (1) сонга тенгдир:

^ п - k  (*i. • • • .  W  =  ™ jn К  +  Вп -  к _  1 (*i. • • • , **.Щ )  (6) <6 ik

Беллман тенгламаси олинди. Агар k — n — 1 деб олсак, 
яъни 1 дан i дан бош^а барча деталларни ажргтиб олсак,
(6) рекуррент тенглама учун

^ ( 1 ,  . . . , t — 1, t +  1............. п/у) =

_ \а [ +  bi% агар у  <  а,- булса;
— |г/ +  агар у  >  at булса, ' >

бошлангич шартни оламиз.
(6) тенгламани (7) бошлангич шартда ечиб, деталларга 

ишлов беришнинг оптимал кетма-кетлигини цуриш мумкин. 
Лекин бу ^олда масаланинг ечимини (6) тенгламани та х л ил 
килибгина оламиз.

Агар Вп (у) ор^алн иккинчи дастгохни деталларга бирин­
чи дастгохда ишлов бериш бошлангандан у  вакт бирлиги 
утгандан кейин ишга туширилганда, /  дан олинган барча п 
та деталга ишлов бериш ва^тини белгиласак, (6) дан к =  О, 
к =  1 булганда

Вп (у) =  min {at + В п _ { Щ ) }, (8)
l e i
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/е/ЧО
эканлигини оламиз, бу ерда (3) га кура

tU =  bi +  max {°’ *»' ~  aj) ■ (10)(Ю )

(9) ни (8) га келтириб цуямиз:

a i +  cij +  Вп _  2 (i, / | 1Ц) сон /  дан олинган деталларга ичи- 
да аввал г-деталга, сунгра /-деталга ишлов берилиб, цолган 
деталларга оптимал кетма- кетликда ишлов берилгандаги 
ва^тга теигдир. Агар ({закат г'-ва /-деталларга ишлов бериш 
тартибини алмаштирсак, /  дан олинган барча деталларга 
ишлов бериш вацти ai + a j + B n _ 2 (i, j/t..) га тенгдир, 
бу ерда

Беллман функциясининг физик маъносидан келиб чицадики, 
В п _  2 (*> Ну) Функция у  буйича камаймайдиган функциядир 
(иккинчи дастгохни ишга туширишни кечиктириш деталларга 
ишлов беришнинг минимал вактини кискартира олмайди). 
Шунинг учун

тенгсизликлар бажарилади. Агар (11) да бу тенгсизликларни 
хисобга олсак, деталларни ишловга куйищнинг оптимал 
кетма-кетлигида, агар t.. < tj £ буЛса, /-дегалга /-деталдан 
олдин ишлов берилади, деган хулосага келамиз. t .. <  . бул­
ганда аввал /-деталга ишлов берилиши зарур. (10) дан 
у  =  () булганда ушбуни оламиз:
t i j= b  -fm ax{0, ^-fm axlO , 0 —a(}—a/}=fe/ +m ax{0, .— a,} —

(13), (14) дан деталларни ишлов берищга цуйищ опти­
мал кетма-кетлигини цуришнинг содда алгоритми келиб чи

/.. =  Ь/ +  шах {0, tj —  af i . (12)

Д , _ 2 (‘» № ц ) < в п - 2  &  агаР t n бУлса
i/tit) j / t j ,  агар tjt <  t ц булса,

(13)

Шунга ухшаш
j b а'гар b. <  ai булса;
| b t +  b. — а., агар b. >  a (. булса.

(14)



цади. Берилганларни У.З-жадвалга ёзамиз. a it Ь( элемент- 
лар орасида энг кичигини топамиз, у аи элементдгн ибо­
рат булсин:

a ,  f=  min а, <  m in b,. (15)'о -----• / .--  1i—l,n i=\,n
Бу^долда

* /./< * //.  - / = ! , «  (16)
тенгсизликлар бажарилишини курсатамиз. Х,акш<атан, (14) 
дан t /u =  blt + b j — a i% эканлигини оламиз. У хрлда (15) га 
асосан t jlt >  bjt tjlt >  Ь^ +  6 у— a-t тенгсизликлар уринли бу­
лади, булардан, (13) ни хисобга олсак, (16) тенгсизликлар 
келиб чикади. (16) тенгсизликлар /0- ракамли деталга бирин­
чи навбатда ишлов берилиши лозимлигини курсатади.

V. 3 -жадвалнинг о., b£, i =  1, п  элементлари ичида bja 
элемент минимал булсин, яъни

Ь/, — miri by <  m in ar  (17)
i—\,n i=i,п

Бу хрлда /о ракамли деталга охирги навбатда ишлов бери­
лиши керак. Даки^атан, (17) шартларда куйидаги

*/„г =  bot ^  b Io’ b ' l  ^  bl,  +  bi ~ а п

муносабатлар уринлидир. (18) дан (13) ни хисобга олганда 
тасдигимизнинг тугри эканлигини курсатувчи

f4. / =  п
тенгсизликлар келиб чикади.

V .3- ж а д в а л

Д еталлар
№ 1 2 i п

№1 даст- 
го>̂ «1 а2 a i ап

№ 2 даст- 
го^ bi Ь2 bn
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V.4- ж а д в а л
.................
Деталлар

№ 1 2 3 4 5 6

№1 даст-
го^ 5 3 1 4 3 1

№2 даст- 
го^ 6 5 5 3 2 2

Биринчи ва охирги навбатда ишлов бериладиган деталлар 
топилгандан кейин жадвалдан мос устун учирилади ва амал- 
лар кам сонлн деталлар билан давом зттирилади.

И з о >5 . Агар aio — 6,о булса, учириб ташланмаган ракамли де­
таллар ичида i»- деталга биринчи ёки охирги навбагда ишлов берили- 
шининг фарк;и й у к;. Унга доимо биринчи навбатда лшлов берилади деб 
дисоблаш мумкин.

Л/'
rjP7

I Vvv' И t И • ■ ^

— —. |V" "T  '. '"-"i , I
_______  I _____  Iv 'v w v v ' ■ v ' i v v л *v\.

|V V\ • v • -Л Ц

J—L _L, b > q ,1 n is <> <4 '\вок,ГГт

V .l-  чизма.

Маълумотлари V .4-жадвалда берилган сонлн мнсол учун 
оптимал кетма-кетлик цуйидагичадир: 6-»-3-»-2->- 1->4->- 5.

Деталларга ишлов бериш графиги V .1-чизмада тасвирлан- 
ган булиб, унда абсциссалар ук,и буйича ва^т, ординаталар 
уцида деталларнинг ра^амлари ^уйилган. Туташ кесмалар 
биринчи дастгох1нинг иш интерваллари булиб, тул^инсимон 
кесмалар иккинчи дастгохнинг иш интервалларидир.

3 -§ .  ТУРДА ЭНГ К,ИСЦА й У л н и  к у р и ш

Айтайлик, 5  =  {/, U) тур булиб, унда фа^ат (t, /) £ U 
ёйларнинг характеристикалари сц >  0, яъни i тугундан /  
тугунгача масофа берилган булсин. Белгиланган иккита s, 
t £ l  тугун учун s дан t гача минимал узунликка эга бул-
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ran йулни топпш талаб ^илинади (s дан t га йул деб, s  
дан t га булган шундай турга айтиладики, s дан t га г р а ­
нат цилганда унинг ёйлари тугри чизиклардир).

Бу масалани ухшаш масалалар оиласига туркумлаймнз. 
Оиланинг умумий масаласи s тугундан ихтиёрий / £ /  тугун- 
гача энг цисца йулни цуришдан иборатдир. В j деб Беллман 
функциясини — s дан /  гача энг киска йул узунлигини бел­
гилаймиз. В { функция каноатлантирадиган тенгламани тузиш- 
да s дан j  гача йул учун охирги ёйни ихтиёрий танлаб 
оламиз: (/, j ) £ U  ва s дан i £ I т  тугунга энг 1̂ ис^а йул 
топилган деб фараз киламиз, бу ерда / у  — j  билан (г, /) £ U 
ёйлар ёрдамида туташтирилган i £ I  тугунлар тупламидир. 
У х,олда s дан /  га булган йулнинг узунлиги

га тенг булади. / £ / г  тугунларни саралаб, (1) сонлар ичида 
минималини топамиз.

Равшанки, (2) s дан j  га булган энг кисца йулнинг узун- 
лигидир. Аникланишига кура Беллман функцияси В j га тенг 
булганлигидан В.  учун цуйидаги Беллман тенгламаси олн- 
нади:

куринишга эга булади ва В . функциянинг уз-узидан равшан 
хоссасини ифодалайди.

Олдинги параграфлардан фарцли улароц, (3) Беллман- 
тенгламаси рекуррент эмас. /* деб i £ /  тугунларнинг шун­
дай тупламини белгилаймизки, улар учун Беллман функция­
сининг В . киймати маълум булсин. / * # 0 ,  чунки (4) га 
асосан s £ / * .  Агар t£  I* булса, масала ечилган булади: 
B t — с дан t га булган энг цисца йулнинг узунлигидир.

Айтайлик, t £ /*  булсин. 5  турда /*, s £ / * ,  / £  /*  туп­
лам буйича U (/*) =  { (г, /) /*, /6 /* }  кесим курамиз. 
U (/*)=/= 0  деб фараз цилайлик. Равшанки, S тугундан
1 6 -6 1 2  241

(1)

min (Cjj +  B ) .  
<ei j

(2>

Bj =  min (ctJ+ B t).
io!

(3)

(3) тенглама учун чегаравий шарт
В  = 0 (4)



к £ I* тугунгача булган x^p бир йул х^ч булмаганда U (/*) 
дан олинган битта ёйни уз ичига олади. Демак, с ц >  О,
(i, j ) d U  булганлигидан хар бир k £ l *  тугун учун,

Bk >  min [В. +  с..) =  В . +  с ., k £  I* (5)
u.i)eu(r)  ̂ ч  ̂ ч

тенгсизлик уринли булади. (г*, /* )— кесимнинг ёйи булган­
лигидан г* £ /* , /* £ /* . (5) да к =  /* деб оламиз. У хрлда
(3) га асосан

В j* — В it с.у.

эканлигини оламиз. /* тугунни /*  тупламга кушамиз ва 
ечишни давом эттирамиз. Чекли сондаги цадамлардан сунг 
Bt ни топамиз, ёки U (/*) — 0  булган /*  тупламни к;ура- 
миз. Иккинчи хол 5  турда s дан / га йуллар йук; эканлигини 
англатади. Беллман тенгламасини ечишнинг юцорида баён 
цилинган тар^ини S турда белгилар усули  ёрдамида амалга 
ошириш мумкин. I* оркали Беллман функциясининг ^иймат- 
лари маълум булган тугунлар тупламини ва со (/*) =  
=  {/£/: (i, /) £ U (/*) }о рк,али I* туплам билан цушни тугунлар 
тупламини белгилаймиз. Агар со (/*) =  0  булса, S  турда s 
дан t га йул мавжуд эмас. со(/*) =  0  булсин. fi;' сонларни 
(/* билан цушни /  тугунларнинг вактинча белгиларини) 
хисоблаймиз:

fi' =  min (fi, +  C-j), /£со (/* ) (6)
‘ei*nr~</>

ва улар орасида минималини топамиз:
fi/. =  m in Б ', /£со(/*).

_ г
/*£ /* тугун учун Беллман функциясининг В(.. ь^иймати В  /* 
га тенгдир.

/* тугунни /* тупламга ^ушамиз ва амалларнн такрор- 
лаймиз. Bj,  / £ / *  сонлар тугунларнинг узгармас белгилари 
деб аталади. Дар бир итерацияда узгармас белгилар туплами 
ортиб боради. Чекли сондаги итерциялардан сунг t тугун ё 
узгармас B t белгини олади ёки уни олмайди ва со (/*) =  0  . 
Иккинчи хол s дан t га йулнинг йуьушгинн билдиради. 
Биринчи ^олда Bt — s дан t гача энг к,иск;а йулнинг узун- 
лигидир. Энг ^исца йулни (3) га асосан узгармас белгилар 
буйича куриш мумкин. fi, белги буйича В и белгини шундай
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V.2- чизма. V.3- чизма.

топамизки, B t =  c, j +  В it булсин. B it билан хам шунга 
ухшаш иш курамиз: В ^  — с . ^  В  ̂  ва х;. к.

Усулни намойиш к;илиш учун V .2 -чизмада тасвирланган 
турнинг 1 тугунидан 4 тугунигача энг кис^а йулпи топа­
миз. Турнинг ёйлари устида уларнинг С/, узун лик лари кел­
тирилган. Биринчи итерацияда фа^ат битта 1 тугун узгармас 
О белгига эга бул-ди, 1 тугун билан 2, 6 тугунлар ^ушни 
булади. Улар учун вактинча белгиларни (6) формула буйича 
х.исоблаймиз ва натижаларни тугунлар атрофига штрихлгр 
ва итерациянинг (пастки) номерини курсатувчи «1» индекс 
билан таъминлаб, ёзамиз. Минимал вактинча белги 6 тугун- 
га тегишли булади. Тугуннинг белгисини узгармас циламиз, 
яъни штрихни учирамиз. /* =  {1, 6} билан кушни {2, 3, 5} 
тугунлар учун (6) формула ёрдамида вацтинча белгиларни 
хисоблаймиз (V.2 -чизмада вактинча белгилар куйи «2» ин- 
дексга эгадир). Барча вактинча белгили тугунлар ичида ми­
нимал 1 белгига эга булган 2 тугунни топамиз. Бу белгини 
узгармас киламиз. V.3- чизмада тугунларнинг узгармас бел- 
гилари цуйнб чикилган ва 1 тугундан 4 тугунгача энг кис- 
ца йул тасвирланган.

4 -§ .  МАКСИМАЛ ОКИМ ХАКИДАГИ МАСАЛА

Максимал оцим ха^идаги (II боб, 3-§ га ^.) ушбу

v0 =  шах у , V  х .. — V  х,, —
*' v t e i f  iei~

v, агар i =  s б^лса,
— v, агар i — t, 0 <  x tj <  d lt булса,
О, агар I £ /°, (i , j) £ U булса,
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масалани манбаси s ва цуйилиши t  булган S =  {/, U),  /  — 
=  /° LI. s U t турда ечамиз.

Айтайлик, х  =  {х,у, (г, /')££/} турдаги бирор оким бул­
син. Агар тур буйлаб s дан t га харакат килинганда тугри 
ёй буйлаб x tj <  d tj булса, тескари (г, /) ёйда эса >  О 
булса, s дан t  гача занжир х  оцимни орттирувчи йул  деб 
аталади.

Ушбу тасдиц уринли: х  оцим фацат 5  турда хв окимни орт­
тирувчи йуллар мавжуд булмаганда ва факат шундагина мак­
симал булади.

Шундай цилиб, максимал окимни цуришни окимни орт­
тирувчи йуллар цуриш хацидаги цатор масалаларга келти- 
риш мумкин.

5  турни янги S (х) =  {/, U (х)} тур билан цуйидагича 
алмаштирамиз. (г, j ) £ U  ёйни иккита ёй билан алмаштира­
миз*: агар 0 < x i j < d ij булса, (г, /) £ U (х), (/, i )£U(x ) \  
агар Хц =  d t, булса, (/, i) £ U (х) ёйга ва агар xif =  0 бул­
са, уни узгаришсиз колдирамиз. Равшанки, х  окимли S тур­
да шу оцимни орттирувчи йул фацат S турда s дан t га йул 
мавжуд булгандагина ва факат шундагина мавжуд булади. 
Хар бир (i, /) £ U (х) ёйга с.. =  1 узунликни мос килиб цуя- 
миз ва s дан t га булган йуллар ичида энг цисцасини излай- 
миз. Бундай масалани ечиш усули 3-§  да баён цилинган. 
S( x )  даги энг киск;а йул минимал сондаги ёйлардан иборат 
булиши тушунарлидир. Унга 5  турда х  окимни орттирувчи 
йул тугри келади. Бу йул буйлаб окимни оргтиришни 
ё бирор тугри ёй туйдирилган булгунча (Хц =  d ..) ёки би­
рор тескари ёй озод булиб колгунча (x,j — 0) давом эттира-
миз. Янги оким учун S (х) турни курамиз ва амалларни так- 
рорлаймиз.

Агар x Cj, dtj , (г, /) £ U — бутун сонлар булса, W  бир 
итерацияда окимнинг миедори бутун сонга ортади ва шунинг 
учун чекли сондаги итерациялардан сунг бошлангич ноль 
х  =  0 оцимдан 5  тур оркали максимал ок4им курнладн.

И з о \  л  а р . 1. S  (х) турда барча (i, /)  6 V  (х) ёйлар бир хил узун- 
ликка эга булганлигидан s дан t  га энг цисца йулларни цуришнинг
3 -§  да баён к,илинган алгоритми соддалашади: барча /  6 <в(/*) тугунлар- 
нинг ва^тинча белгиларини бир йула узгармае деб ^исоблаш мумкин.

2. Келтирилган алгоритмни S  турда S  (х) га  утмасдан тулик амал­
г а  ошириш манщ сифатида тавсия цилинади.

* Б у  ёйларнинг ж уфти йуналтирилмаган [(, / ]  ёйни ^осил ^илади.
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V .4 -чизма. V .5 -чизма.

Усулни н&мойиш килиш учун V .4 -чизмада тасвирланган 
турнинг 1 тугунидан 4 тугунигача булган максимал окимни 
тузамиз. Хар бир ёйнинг устида унинг утказиш ^обилияти 
ёзилган. Белгилар усули билан 1 тугундан 4 тугунга энг 
киска йулни топамиз. V.4- чизмада тасвирланган S (6) тур учун 
иккита энг цис^а йулни ^уриш мумкин: {1, 2, 3, 4}, {1, 6,
5, 4}. Ёйларнинг биринчи йул буйлаб минимал утказиш ко- 
билияти d34 =  1, иккинчи йул буйича эса de5=  1 булганли­
гидан бошлангич ноль > окимни 2 микдорга орттириш мум­
кин. V .4 -чизмада биринчи итерациядан сунг олинган оким- 
ли бошлангич турдаги энг кис^а йул иккиланган чизицлар 
билан белгиланган (ёй окимлари ёйлар тагига ёзилган). Янги 
йул буйлаб 1 миедордаги окимни утказамиз. Бундан сунг 
турда (V.5 -чизма) окимни орттирувчи йулларни цуриш мум­
кин эмас. Шундай цилиб,  V .5 -чизмадаги оцим ^иймати 3 га 
тенг булган максимал о^имдир.

5- §. ТУРЛИ РЕЖАЛАШТИРИШНИНГ БИР МАСАЛАСИ

Турли режалаштиришда маълум технологик кетма-кет­
ликда бажарилиши керак булган куп сондаги алохида нш- 
лардан ташкил топган ва мураккаб лойихаларнинг иш- 
лар комплексининг амалга оширилиш муаммолари текшири- 
лади. Турли режалаштиришнинг асосий масалаларидан бири 
лойих,анинг бажарилиш ва^тини хисоблашдир.

Масаланинг турли моделини тузамиз. Лойиханинг ишла- 
ри мажмуидан олинган бирор ишлар тупламининг бошлани- 
шн ёки тамом булиши фактини .\одиса деб атаймиз ва унга 
i£l  тугунни мос куямиз. i £ I хрдиса билан бошланадиган 
ва j  £ I хрдиса билан тугалланадиган ишни (г, /) £ U ёй би­
лан белгилаймиз. Агар барча (/г, г) £ U, k £ l j  ишлар тугал- 
ланмаган булса, бирорта х,ам (г, /) £ U иш бошланиши мум­
кин эмас. S  =  {/, U} турда иккита тугун ажратилади: S — 
бошлангич %одиса (лойиха] бажарилишининг^ бошланиши)
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ва t — охирги %одиса (лойиханинг тугалланиши). /;г  =  0 ,  
l f = 0 .  Хар бир (г, /) £ U ёйга битта с (. >  0 характерис­
тика— (г, /) ишнинг бажарилиш вацти мос куйилади. xi$ 
i £ l — i ходисанинг руй бериш ва^ти булсин: xs =  0. Лойи- 
хада мавжуд ва турнинг тузилишида акс эттирилган техно­
логик талаблардан,

Х { + С 0 < x /t i, / £ / ,  (/, j ) £ U  (1)

ни, яъни j ходиса xt моментда бошланган барча ((, / ) ££/  
ишлар тугалланмасдан олдин руй бермаслигини ифодаловчи 
тенгсизликларни оламиз. (1) тенгсизликдан 5  турда контур- 
ларнинг йуклиги келиб чикади. Хакикатан, тескарисини фа­
раз ^илиб, (2) тенгсизликларни U* контурнинг ёйлари буйи­
ча йигсак, С (;. >  0, (г, j ) £ U  тенгсизликларга карача-^aprun

2  с, , < °
(', 1)еУ

тенгсизликни оламиз.
Бундан буён i £ l \ { S \ J t )  тугунлар учун 1 т ф 0 ,  I j  Ф  

Ф  0  шартлар бажарилган деб фараз киламиз.
Лойиха бажарилишининг минимал вакти энг кичик х\ 

сондан иборат булиб, у x t, i £ /, 1Ф /, xs =  0 сонлар би­
лан бирга (1) тенгсизликларни каноатлантиради.

Лойиханинг тамомланиши учун барча ишлар тугалланиши 
зарурлигидан s дан I га булган хаР бир йулнинг узунлиги 
йул буйлаб хисобланган У  Сц йириндига тенг булиб, x°t дан 
кам эмас (бунга ищонч косил килиш учун (1) ни й у л  
буйлаб кушиш керак). Иккинчи томондан, равшанки S  дан 
t га йулни ташкил килувчи шундай ишлар кетма- кетлиги 
топиладики, уларнинг умумий давом этиши x°t га тенг була­
ди. Шундай килиб, x°t ни х;исоблаш масаласи максимал V C ,7- 
узунликдаги s дан t га йулни топишга келтирилади. Бун­
дай йулни критик  йул деб аташ кабул килинган.

S =  {/, U} турда критик йулни кУРиш учун динамик 
программалаштиришдан фойдаланамиз. Усулнинг умумий тар- 
хига асосан (1-§) биринчи боскичда (инвариант туркумлаш) 
бошлангич масалани ухшаш масалалар оиласига киритамиз. 
Оиланинг умумий масаласи s тугундан ихтиёрий (белгиланган 
t эмас) /£  /  тугунга критик йулни кУРишДан иборатдир. Бу 
йулнинг В  ■ узунлиги Беллман функцияси деб аталади.

Bj функция каноатлантирадиган тенгламани (Беллман тенг-
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ламасини) тузиш учун 3-§ даги энг киска йулни ку- 
ришдагидек мулохаза к,иламиз. Дастлаб йулнинг s дан 
/  га охирги ёйни ихтиёрий танлаб оламиз: (г, /) £ U. 
S  дан j  га йулнинг долган s дан i га йулни ташкил 
килувчи ёйларини шундай танлаб оламизки, s дан i га 
йулнинг узунлиги максимал булсин, яъни В(- га тенг бул­
син. У х,олда s дан / га бутун йулнинг узунлиги

Cl, + B i (2)
га тенг булади.

Турнинг j  билан U дан олинган ёйлар ёрдамида туташ- 
тирилган барча i тугунларини саралаб (бундай тугунлар туп­
лами l j  билан белгиланади), (2) сонлар ичида максималини 
топамиз:

шах (С.. +  Bj).  (3)
,е/7

Тескарисини фараз килиш йули билан осонгина курсатиш 
мумкинки, (3) сон s дан /  га йулнинг максимал узунлигига 
тенг. Иккинчи томондан, Беллман функциясининг аниклани- 
ши буйича s дан /  га йулнинг максимал узунлиги В t га 
тенг булганлигидан, каралаётган масалада куйидаги Беллман 
тенгламаси хосил булади:

fiy =  max (Сц +  В;). (4)
■е/у

Беллман функциясининг s тугун учун киймати маълум:

В ,Ч  0. (5)
(5) тенглик (4) тенглама учун чегаравий шартдан иборатдир. 
Беллман тенгламасини ечиш учун белгилар усулини ишлаб 
чикамиз. 1* деб Беллман функциясининг В,- кийматлари маъ­
лум булган i £ I тугунлар 
тупламини белгилаймиз. /* 
туплам буш эмас, чунки (5) 
га асосан s£ l * .  Агар t £ l *  
булса масала х.ал, В ( — S дан 
t га максимал йулнинг узун- 
лигидир.

Айтайлик, t £ I* булсин. 5  
турда I* билан к,ушни булган
<»(/*) =  { / € / : ( / ,  j ) £ U ,  j £ l * ,
/£ /* }  тугунлар тупламини

21/
V.6- чизма.



ota-ona qanchalik aziz bo'lsa, 
ham shunchalik mo'tabardir.

— ona tuproqdan boshlanadi. 
ja  muhabbat shu tuproqqa — 
diyorimizga, uning bepoyon 
'iga, qir-adirlariga, moviy tog‘- 

dasht-u sahrolariga bo'lgan 
)batdir.
ar:

an degani nima ekan?
)n uchun eng aziz narsa nima? 
jnga muhabbat nimadan bosh- 
»di?

iulbul chamanni sevar, 
dam — Vatanni.

ytish:

omil kecha ko'chat ko'chirdi.



Q ato r ka takcha la rin i unli 
q o 'y ib  to 'ld irs a n g iz , k itob i 
shu bo 'lim iga  oid gap kelib

Boshqotirma

1 1 g ‘ b к
2 t g ‘ i g n

z b к s t
4 b У к 1 r

5 V t n
1. Munajjim bobomiz. 2. Duny 
lishni b ild iruvchi so ‘z. 3. V 
nomi. 4 va 5. Ikkinchi dars n

Rebus

+  si —

«Oy allasi» she ’ri asosida 
yeching. ^



«Qish» sh e ’ ridag i so 'z la rdan  foy - 
dalanib katakchalarni to 'ld iring .

q sh
P У a

ch n 1 r
b r n

q r

Savol va topshiriqlar:

1. Buyuk ajdodlarim iz haqida nima- 
larni b ilib oldingiz?

2. «Vatan — bu...» sh e ’rini yoddan 
aytib bering.

3. Shoir «Ota rozi — Vatan rozi» de- 
ganda nimani nazarda tu tgan?

4 . Q ishda diyorim iz tab ia tida qanday 
o ‘zgarishlar bo 'ladi?

5 .C harxpa lak  qanday vazifani bajara-
- di?

m

№

20

Am ir

Amir Tem ur bo t 
ga asos solgan. С 
ton diyorin i butun 
«Kuch — adolatc 
uzugida hamisha  ̂

B obom iz mHlat. 
ham m a narsadan 
«Olamni adl va < 
etibmen», — degj 
ilm -fan hom iysi v 
b o £lgan. Zukko va 
Tem ur be takror sr



yaxshilig ini ayamas.
•  Yaxshilikn i b ilm asang, yaxsh ila rga  

qo 'sh il.

Savol va topshiriqlar:
1 . A lisher Navoiy haqida n im alarn i 

bilib oldingiz?
2 . A lishe r Navoiy aytgan h ikm atli 

s o ‘zlarni yod oling.
3 . 0 ‘zingiz b ilgan h ikm atli so 'z la rn i 

ayting.

Boshqotirm a
Quyida berilgan m evalar rasm idan 

foyda lan ib  boshqotirm ani yechsangiz, 
m aqolning davom ini o 'q iysiz.

Aql yoshda em as — ..

5 1_|

Л

*

Alisherning

Kiyik A lishern i h 
surkaldi.

— Seni tan ir ekar 
o ‘rgatibsan o'zingga 
dan biri.

— Rost, qoyilma 
qulladi ikkinchi bola

— T og 'a m , erm  
dash tdan  o lib  kel(%
m o ‘ , b irpasgina jim  
ni erkalab Alisher.



yaxshiligini ayamas.
•  Yaxshilikn i b ilm asang, yaxsh ila rga 

qo 'sh il.

Savol va topshiriqlar:
1. A lisher Navoiy haq ida n im alarn i 

bilib oldingiz?
2 . A lishe r Navoiy aytgan h ikm atli 

so 'zlarn i yod oling.
3 . O 'z ing iz b ilgan h ikm atli so 'z la rn i 

ayting.

Boshqotirm a
Quyida berilgan m evalar rasm idan 

foydalan ib boshqotirm ani yechsangiz, 
m aqolning davom ini o ‘qiysiz.

Aql yoshda emas —

1 r

2
3
4
5

4
*
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Alisherning yoshligi

Kiyik A lishern i h id lad i. Erka 
surkaldi.

— Seni tan ir ekan, qurm agur, 
oYgatibsan o ‘zingga, — dedi bo 
dan biri.

— Rost, qoyilm an! — deya 
qulladi ikkinchi bola.

— T og 'a m , e rm ak b o ‘ lsin, 
dash tdan  o lib  ke lgan ed ila r. 
m o ‘ , b irpasgina jim  tur, — dedi 
ni erkalab Alisher.



Katakcha larn i to ‘g ‘ ri to 'ld irsa n g iz  
Am ir Tem ur amal qilgan hikm atli gap 
kelib chiqadi.

Dosnqotirm a

Savol:
Darslikdagi qaysi m atnda yuqorida- 

gi hikm atli gap aytilgan?



Катакипсиси I м
«alloma» so ‘zi kelib chiqadi. 

5
3 4 ~

1 2 Г Г

Savol va topshiriqlar:
1 .B u  bo 'lim da  kim lar haqida o ‘c
2. Am ir Tem ur o 'g itla rin i ayting.
3 .A m ir Tem ur bobom izning uzi 

qanday so 'z la r yozilgan ekan'
4 . A lishe r Navoiy haq ida nim; 

bilib oldingiz?
5. Ibn Sino nim alarga qiziqqan <
6. U lug 'bek bobom iz kim b o ‘ lge
7 . Bobur onasidan qanday sabc 

oldi?



BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

Boshqotirm a
Katakcha larn i to 'g 'r i  to 'ld irsa ng iz , 

Am ir Tem ur amal qilgan hikm atli gap 
kelib chiqadi.

1 5

Savol:
Darslikdagi qaysi m atnda yuqorida- 

gi h ikm atli gap aytilgan?
34



Boshqotirma
Katakcha larn i to ‘g ‘ ri to 'ld irs a r 

«alloma» so'zi kelib chiqadi.

Savol va topshiriqlar:
1 .B u  bo 'lim da  kim lar haqida o ‘c
2. Am ir Tem ur o 'g itla rin i ayting.
3 .A m ir Tem ur bobom izning uzi 

qanday so 'z la r yozilgan ekan'
4 . A lishe r Navoiy haq ida nim; 

bilib oldingiz?
5. Ibn Sino nim alarga qiziqqan <
6. U lug 'bek bobom iz kim b o ‘lgs
7. Bobur onasidan qanday sabc 

oldi?



BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

Boshqotirm a
K atakcha larn i to 'g 'r i  to 'ld irsa n g iz , 

Am ir Tem ur amal q ilgan hikm atli gap 
kelib ch iqadi.

4Ц -

6  i-:

V

1
2

----- 5
6

7
8

1C

113 9
—

Savol:
Darslikdagi qaysi m atnda yuqorida  

gi h ikm atli gap aytilgan?

Katal
«allomi

3 A
1 2

Savol'
1. Bu
2 . Amill
3 . Amil

qand|
4 . Alisl 

bilit)1
5. Ibn 9
6. Ulug'
7 . Boburl 

oldi?
34



BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

Boshqotirm a
K atakcha larn i to 'g 'r i  to 'ld irsa n g iz , 

Am ir Tem ur amal q ilgan hikm atli gap 
kelib ch iqadi.

Savol:
Darslikdagi qaysi m atnda yuqorida - 

gi h ikm atli gap aytilgan?
34



Boshqotirma
Katakchalarni to ‘g ‘ ri to 'ld irsa n g iz , 

«alloma» s o ‘zi kelib ch iqad i.
5

Savol va topshiriqlar:
1.Bu bo 'lim da  kim lar haqida o ‘q idik?
2. Am ir Tem ur o ‘g itlarin i ayting.
3 .A m ir Tem ur bobom izn ing uzugida 

qanday so 'z la r yozilgan ekan?
4. A lishe r Navoiy haq ida  n im a la rn i 

bilib oldingiz?
5. Ibn Sino nim alarga qiziqqan ekan?
6. U lug£bek bobom iz kim b o ‘ lgan?
7. Bobur onasidan qanday saboq 

oldi? 'Щ



Bahor gullarin ing nomini ayting.

% • *

«alia» so ‘zi kelib chiqadi



Bahor gu llarin ing nomini ayting.

№

BO ‘LIM YUZASIDAN
TAKRORLASH

Boshqotirm a
K atakcha la rn i to ‘g ‘ ri t o ‘ ld irsang iz , 

«alia» so ‘zi kelib chiqadi.



Boshqotirm a
Katakcha larn i to ‘g ‘ ri to 'ld irsa n g iz , 

ilm manbayiga oid so ‘z kelib chiqadi:

1

BO ‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

3
4
5

Rebus
Rebusni yechsangiz, k itob haqidagi 

hikm atli gap kelib chiqadi:

A
bi b

X  X  + g'i-

O 'q tr
rishida

O 'q i
hikmai

Savol
1. Kite
2 . Kor 

jar£
3 . A\/c
4 . Qu’ 

tos
5 . Bili 

da
56



lib  ke- 
U k o ‘ -
yurgan
i.
an? —j

qidirib
^and i.

eshi- 
Ji. Bir 
di:

ay.

Q o ‘ -
rnan.

Boshqotirm a
Katakcha larn i to ‘g ‘ ri t o ‘ ld irsang iz, 

quyida berilgan m aqolni bilib olasiz.

BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

— baxt kaliti.



BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH

Odobli bola ...

Boshqotirm a
Katakchalarni to ‘g ‘ ri to ‘ l- 

d irsangiz, h ikm atli gapning 
davom i kelib ch iqadi:



nim ishlab holdan toygan yurak 
dam o lm oqchi b o ‘ lib to 'x tab - 

hu payt q o ‘ l b o ‘shash ib  ikki 
iga shalpayib tush ibd i. Oyoq- 
b iri ikk inch is iga  ch irm ash ib  

nay qo lib d i. Sh ilq  e tib  bosh 
yelkaga tashlabdi. 
ik: «Yo‘q, b ir zum to 'x tashga 
n  y o ‘q ekan», — de bd i-d a , 

ishlay boshlabdi. Keyin q o ‘l, 
va boshga qarab: 
len i ehtiyot q ilish laring kerakka 
lydi. Men to 'x tasam , sizlarga 
эоЧаг ekan, — debdi kam tarlik

I:
Imaganni bild im  dema,
Imaganni q ild im  dema. 
la r:
I nima dedi?
>q nega yer tepind i?
>h nega ham m adan zo 'rm an 
Ii?
ak nima qild i?



BO‘LIM YUZASIDAN TAKRORLASH
Boshqotirm a

Katakcha larn i to ‘g ‘ ri to 'ld irsa n g iz , 
«Yer nima der?» she ’ riga oid jum la 
kelib chiqadi.

5 6
1 2  3 4
0 n ш</
e 1Ъ

M ь 0

1
/Г

V

1 v ( t О



курамиз. 5  да контурлар булмаганлиги сабабли /£со(/* ) ту­
гунлар ичида албатта 1~г, сг I* булган /* тугун топилади. 
i  G /* тугунлар учун Беллман функциясининг В.  кийматлари 
маълум булганлигидан (4) тенгламадан Беллман функцияси­
нинг г£ /"  =  {/£о^(/*).7 j c z  /*} тугунлар учун цийматини 
топиш осон. / £  /  тугунларни тупламга цушамиз ва навбат- 
даги итерацияга утамиз. Чекли сондаги итерациялардан сунг 
^ , топилади. Усулнинг сонли мисолда намойиши V.6- чизма- 
д а  келтирилган.

А Д А Б И £  Т

1. Беллман Р. Динамическое программирование. — М. : ИЛ, I960.
2. /"абасов Р., Кириллова Ф. М. Основы динамического програм­

мирования. —JV Ih h ck : И зд - в о  БГУ 1975.

V I б о б .  ВАРИАЦИОН ^ИСОБ

Амалиётда учрайдиган максимум ва минимум масалала- 
рининг \аммасини хам чизицсиз программалаштириш ма­
салалари шаклида ифодалаб булавермайди. Купгина ама- 
лий экстремал масалаларнинг математик моделларк функ­
циялар тупламида функционалларнинг опгималлаитирили­
ши масалаларига келтирилади. Бу типдаги дастлабки ма- 
•салалар математикада XVII — XVIII асрларда куйилган ва 
ечилган. Уша пайтдан бошлаб математиканинг чексиз улчов­
ли функционал фазоларда экстремал масалаларни уиганувчи 
булими вариацион хисоб деб атала бошланди. Янги булим- 
нинг номи унинг асосий усули — вариацияларни ^исоблаш 
(тахлил цилиш) дан келиб чшдан. XX асрнинг иккинчи яр- 
мидан бошлаб, хозирги замон фани ва техникасининг маса­
лалари билан борлиц хрлда вариацион х,исобнинг янги тар- 
mofh — оптимал боищарув назарияси юзага келди ва жа- 
дал ривожлана бошлади. Бу ^авда мазкур цулланманинг VII 
бобида суз юритамиз. Лекин бу бобда биз баён килмокчи 
булган классик вариацион хисобнинг асосий усуллари ва на- 
тижалари хозирги пайтгача ^ам уз ахамиятини йукотган 
эмас.

1-§. ВАРИАЦИОН Х.ИСОБНИНГ АСОСИЙ МАСАЛАСИ

Вариацион ^исобнинг асосий масаласи И. Бернулли томо- 
нидан 1696 йилда куйилган брахистохрона щкидага маса- 
лапинг бевосита умумий холи сифатида юзага келди. Бу ма-
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сала м атематик м асалалар  янги синфининг узига хос ху- 
сусиягларини муж ассамлаш тирган булиб, вариацион 
^исобнинг бутун тарихи давомида янги усулларни синаб 
куриш объекти хам да ж уда куп ^изи^арли ва му^им 
умумлаш тириш ларнинг асоси булиб хизмат ^илди.

1. Брахистохрона ха^идаги м асала. Вертикал текис- 
ликда турли сат^ларда ж ойлаш ган А, В нуцталар берил­
ган булсин (VI. 1- ч и зм а). Бу ну^таларни шундай силли^ 
чизик; билан туташ тириш керакки, бошлангич тезлиги 
ноль булганда огир моддий шар шу чизи^ буйлаб А  дан 
В га минимал вацтда етиб келсин.

Бу масаланинг брахистохрона х а ХиДаги м асала деб 
ном олиши юнонча «брахистос»— энг ^ящ а,  «хромое»— 
ва^т сузларидандир.

М асаланинг математик моделини тузиш учун VI. 1- 
чизмага м урож аат к;иламиз. Энергиянинг сацланиш  цо- 
нунига асосан А нуктада ва эгри чизи^да ихтиёрий [х , у\  
ну^тада потенциал ва кинетик энергияларнинг йигиндиси 
узаро  тенгдир: 0 +  0 =  — m g y + m v 2̂ ,  шунинг учун,

v =  V 2  g y .  ( 1)
у  =  у (х ) ,  Jt£[0, а1 берилган А, В нук,таларни туташти- 

рувчи силлик; чизи!х булсин. Маълумки,

v  =  ds/dt,  ds =  Y d x ?  +  dy3 , dy  =  y x (x) dx,

(Ух =  dyldx).  (2)

((2) ни (1) га хуйиб, dt =  1^(1 +  y 2x) / 2 g y  ни, яъни y ( x )  
чизик; буйича нуцтанинг А дан В га утиш вакти

т- \VV + y%2gi dx <3>
о

эканлигини оламиз.
Брахистохрона х^идаги масала [0, а] кесманинг четлари— 

у 0 (0) =  0 , у°(а)  =  b ^ийматларни ^абул цилувчи ва (3) функ- 
ционалга минимум берадиган у  =  у° (х), х  £ [0 , а] силлиц 
чизикни топишга келтирилди.

Келтирилган масаланинг олдинги бобларида ^араб чицил- 
ган масалалардан фарки шундан иборатки, унда чекли улчов- 
лн векторни эмас, балки чексиз улчовли фазонинг элемент и 
булган у°(х),  х £ [ 0, а] функцияни топиш керак.

2. Асосий масала. [я, Ь] кесмада аншутнган ва узпнинг



^урамиз. 5  да контурлар булмаганлиги сабабли /£ м ( /* )  ту­
гунлар ичида албатта 1у, cz  /* булган /* тугун топилади. 
i € I* тугунлар учун Беллман функциясининг B i кийматлари 
маълум булганлигидан (4) тенгламадан Беллман функцияси­
нинг i £ I =  { /£co[I*):IJ cz  /*} тугунлар учун ^ийматини 
топиш осон. /  £ /  тугунларни тупламга цушамиз ва навбат­
даги итерацияга утамиз. Чекли сондаги итерациялардан сунг 
B t топилади. Усулнинг сонли мисолда намойиши V.6- чизма- 
д а  келтирилган.
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V I б о б .  ВАРИАЦИОН ^ИСОБ

Амалиётда учрайднган максимум ва минимум масалала- 
рининг ^аммасини хам чизиксиз программалаштириш ма­
салалари шаклида ифодалаб булавермайди. Купгина ама­
лий экстремал масалаларнинг математик моделлари функ­
циялар тупламида функционалларнинг оптималлаитирили­
ши масалаларига келтирилади. Бу типдаги дастлабки ма- 
■салалар математикада XVII — XVIII асрларда куйилган ва 
ечилган. Уша пайтдан бошлаб математиканинг чексиз улчов- 
ли функционал фазоларда экстремал масалаларни урганувчи 
булими вариацион хисоб деб атала бошланди. Янги булим- 
нинг номи унинг асосий усули — вариацияларни ^исоблаш 
(тахлил цилиш) дан келиб чивдан. XX асрнинг иккинчи яр- 
мидан бошлаб, хозирги замон фани ва техникасининг маса­
лалари билан богли^ хрлда вариацион ^исобнинг янги тар- 
mofh — оптимал бошкарув назарияси юзага келди ва жа­
дал ривожлана бошлади. Бу ^авда мазкур к,улланманинг VII 
бобнда суз юритамиз. Лекин бу бобда биз баён цилмокчи 
булган классик вариацион х^собнинг асосий усуллари ва на­
тижалари хозирги пайтгача ^ам уз ахамиятини йукотган 
эмас.

1-§. ВАРИАЦИОН Х,ИСОБНИНГ АСОСИЙ МАСАЛАСИ

Вариацион х,исобнинг асосий масаласи И. Бернулли томо- 
нидан 1696 йилда куйилган брахистохрона хакидаги маса- 
тшнинг бевосита умумий холи сифатида юзага келди. Бу ма-
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сала математик м асалалар  янги синфининг узига хос ху- 
сусиятларини муж ассамлаш тирган  булиб, вариацион 
х;исобнинг бутун тарихи давомида янги усулларни синаб 
куриш объекти >^амда ж уда куп цизицарли ва му^им 
умумлаш тириш ларнинг асоси булиб хизмат ^илди.

1. Брахистохрона ^а^идаги  м асала. В ертикал текис- 
ликда турли сат^ларда ж ойлаш ган А, В  ну^талар берил­
ган булсин (VI. 1 -чизм а). Бу нуцталарни шундай силли^ 
чизиц билан туташ тириш  керакки, бошлангич тезлиги 
ноль булганда огир моддий шар шу чизиь^ буйлаб А дан 
В га минимал вацтда етиб келсин.

Бу масаланинг брахистохрона ^ацидаги м асала деб 
ном олиши юнонча «брахистос»— энг ^ис^а, «хромое»— 
ва^т сузларидандир.

М асаланинг математик моделини тузиш учун VI. 1- 
чизмага м урож аат ^иламиз. Энергиянинг сацланиш  цо- 
нунига асосан А нуцтада ва эгри чизи^да ихтиёрий [х , у\  
ну^тада потенциал ва кинетик энергияларнинг йигиндиси 
узаро тенгдир: 0 +  0 =  — m g y + m v 2/2, шунинг учун,

0 =  1^2 g y .  ( 1)
у  — у(х ) ,  л: G [0, а! берилган А, В нуцталарни туташтн- 

рувчи силлик, чизиц булсин. Маълумки,

v  =  ds/dt, ds =  У  dx2 +  dy2 , dy  =  y x (x) dx,

(yx =  dy/dx).  (2)

((2) ни (1) га цуйиб, dt =  У ( \  +  y 2x) / 2 g y  ни, яъни у ( х )  
чизиц буйича нуцтанинг А дан В  га утиш вакти

т - Г/ < 1  +  »3)2 г » *  (3)
О

эканлигини оламиз.
Брахистохрона х^идаги  масала [0 , а] кесманинг четлари— 

у ° ( 0) =  0, у 0 (а) =  Ь цийматларни цабул цилувчи ва (3) функ- 
ционалга минимум берадиган у  =  у° (х), х £ [0, а] силли^ 
чизнкни топишга келтирилди.

Келтирилган масаланинг олдинги бобларида к,араб чицил- 
ган масалалардан фарки шундан иборатки, унда чекли улчов­
ли векторни эмас, балки чексиз улчовли фазонинг элементи 
булган у°(х),  х £ [0, а] функцияни топиш керак.

2. Асосий масала. [а, Ь] кесмада аншуганган ва узининг
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V I.1- чизма. VI.2- чизма.

биринчи тартибли хосилалари билан бирга узлуксиз булиб, 
[а, Ь] кесманинг четларида берилган

у  (а) — с, у  (Ь) =  d  (4)
цинматларни кабул ^илувчи скаляр у  =  у(х)  функциялар 
жоиз эгри чизиклар деб аталади. Айтайлик, F (х, у,  z) — ска­
ляр х, у,  z  аргументларнинг берилган скаляр функцияси 
булиб, уз аргументларининг барчаси буйича С(2) синфга ман- 
суб булсин. у(х),  х £ [ а ,  b] жоиз эгри чизиклар тупламида

/  (у) =  j  F (х, у  (х), ух (х)) dx (5)
а

функционалиииг минимумини топиш масаласи — вариацион 
%иссбнинг асосий масаласи деб аталади*.

Агар бирор е > 0  сон учун

\у {х) — у° (х)| <  е, х £ [ а ,  Ь] (6)
тенгсизликни каноатлантирувчи жоиз у  (х), х £ [а, Ь\ эгри 
чизиклар ва жоиз у° (х) эгри чизиц учун

1 ( У ) > К У ° )  (7)
тенгсизлик бажарилса, у° (х), х £ [а, 6] — (5) функционалнинг 
(асосий масаланинг) к учли минимали деб аталади.

Агар (7) тенгсизлик (6) дан таш^ари, |у х (х) — у° (х)| <  е, 
х £ [а, /;] шартни хам каноатлантирувчи у(х),  х £ [а, Ь] жоиз

* Купинчп асосий масала вариацкон х.исобнинг энг содда масаласи 
деб х,ам аталади.
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эгри чизи^лар учун бажарилса, у°(х),  х £ [ а ,  Ь ] ~ (5) функ-  
ционалнинг кучсиз минимали деб аталади.

Шундай к,илиб, кучли минимал унга узларннинг циймаг- 
лари буйича яцин булган барча жоиз эгри чизиклар ичида 
энг яхшиси булиб (VI. 3 -чизма), кучсиз минимал эса жоиз 
эгри чизшушрнинг хам уз цийматлари хам уз хосилаларининг 
цийматлари я^ин булганлари ичида энг яхшисидир ‘(VI .4- 
чизма).

Равшанки, кучли минимал кучсиз минимал хам булади, 
шунинг учун кучсиз минимумнинг зарурий шартлари кучли 
минимумнинг ^ам зарурий шартлари булади. Бу бобда фацат 
кучсиз минималлар урганилади. Кучли минималлар VII боб­
да текширилади.

3. Ечимнинг мавжудлиги. Куйидаги натижани исботсиз 
келтирамиз. Айтайлик: 1) F (х, у,  z )£ C (1); 2) F (х, у ,  г) 
функция z буйича цэвари^; 3) F (х, у ,  г )> Ф ( г )  булсин, бу 
ерда г->- оо да Ф ( z ) / z оо. У холда шундай i f  (х), х £ [ а ,  Ь] 
абсолют узлуксиз функция топиладики, унда (4) тенглпклар 
бажарилади ва (5) функционал кучли минимумга эришади.

Агар (5) масалада F (х, у, г) функциянинг z буйича i\a- 
вариклик шарти бажарилмаса, (5) масала к;абул ^илинган 
маънода ечимга эга булмаслиги ^ам мумкин. Бу ^олда асо­
сий масалани кенгайтириш ^аралиб, унда F (х, у ,  г) функ­
ция урнига унинг г  буйича цавари^ крбиги к;аралади. Кен­
гайтирилган масаланинг ечими буйича берилган (5) масала 
учун минимумлашпшрувчи кетма-кетлик  цуриш мум­
кин, яъни жоиз эгри чизшуюрнинг шундай i f  (х), х £ [а, Ь], 
k —  1, 2, . . . кетма- кетлиги топиладики, k -*■ оо да /  (ук ) 

inf /  (у) булади. Курилиши куп амалий масалалар учун 
етарли булган минимумлаштирувчи кетма-кет лик ни (5) маса- 
ланннг умумлашган ечими деб цараш мумкин.
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4. Му^окама. Вариацион хрсобнинг асосий масаласи 
функционал фазоларда ушбу /  (у)-н>-min, у £ У  (бу ерда 
У  — бирор функциялар синфи) экстремал масалаларнинг  
хусусийси холидан иборатдир. Унинг узигг хослиги х.ам 
У  тупламнинг, хам /  функционалнинг ани^ куринишини (бу 
асосийси) танлаб олишдадир. Асосий масаланинг а^амияти 
(ёки бош^ача айтганда, унинг куйилишининг ютути) шу билан 
аникланадики, бир томондан, купгина амалий масалаларнинг 
математик модели шундай булиб, бошка томондан, у мавжуд 
математик аппарат ёрдамида цулланйш учун кизикарли на- 
тижаларни олиш имконини беради.

Асосий масала чизиксиз программалаштириш масалалари- 
нинг чекли улчовли фазолардан чексиз улчовли фазоларга 
утиш даги умумлаш масидан иборатдир. Бунда чизиксиз 
программалаш тириш  реж аларига вариацион х^собнинг 
ж оиз эгри чизицлари мос келади. Бу ерда принципиал 
янги элемент эгри чизи^ларнинг силли^лиги синфини 
киритишдан иборат булиб, унга масаланинг мохияти 
билан бирга ечимнинг мавж удлиги ва текшириш усули 
хам боглицдир.

айирмали яцинлаш тирилиш ига асосланган булиб, унда 
узлуксиз функциялар турсимон ф ункцияларга, хосила- 
лар  айирм алар нисбатига, интеграллар интеграл йигин- 
диларга алмаш тирилади. Вариацион м асалаларни  ечиш 
усуллари ичида жоиз чизиклар оптималлаш тирилувчи 
чекли сондаги парам етрларга боглиц булган ф ункция­
лар  оиласидан булгандаги усулларни (Ритц усули, мо- 
ментлар усули, чекли элементлар усули ва б.) ха м шу

V

VI.5- чизма.

Вариацион хисоб м асала- 
ларидан чизиксиз програм­
малаш тириш  м асалаларига- 
утишнинг учта усули маълум. 
Биринчи усул вариацион м а­
саланинг физик прототипини 
дискретлаш тириш га асослан­
ган. М асалан, агар брахисто­
хрона хзхвдзги  вариацион м а­
салада моддий нуцтани А дан В 
га чекли сондаги бугинлардан 
иборат (V I.5- чизма) занж ир 
буйича х аРакат ^илиш га маж- 
бур этсак, чизицсиз програм м а­
лаш тириш  м асаласига кела- 
миз. Иккинчи усул вариацион 
масала математик моделининг
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типга кириши мумкин. В ариа­
цион м асалалардап  чизиксиз 
программалаш тириш  масала- 
лари га утишнинг учинчи усу- 
'Ли вариацион м асалалар  учун 
олинган оптималлик ш артла- 
рининг айирмали я^инлаш ти- 
рилиш идан иборатдир.

М аищ  сифатида (биринчи 
ёки иккинчи усул билан) 
брахистохрона *;акидаги масаланинг чекли улчовли ух- 
шашини ифода цилиш ва унинг чизиксиз програм м а­
лаш тириш  масаласининг содда хусусий >^оли эканлиги- 
га ишонч ^осил ^илиш таклиф  этилади. Вариацион ^и- 
собнинг кейинги ватиж аларини ^ам  чизиксиз програм­
малаш тириш  масаласининг мос натиж аларидан  лимитга 
утиш ёрдам ида келтириб чицариш ^ам  фойдали маищ 
булади. Вариацион ^исобда бу усулни биринчи булиб 
Л . Эйлер ^улланган.

5. Вариацион ^исобнинг бошк,а масалалари. В ари­
ацион ^исобнинг асосий масаласи хилма-хил умумлаш - 
м аларга эга. Уларнинг типиклари билан ^исцача тани- 
шамиз.

Мщкамланмаган [а, Ь\ кесмали масала асосий масаладан 
шу билан фарк циладики, унда а, b сонлар (иккаласи х^м, 
ёки биттаси) олдиндан берилмаган булиб, (5) функционал- 
нинг минимуми шартидан танлаб олинади.

Чегаралари цузгалувчан масала асосий масаладан шу 
билан фар^ циладики, унда (4) шартнинг урнига у  (л) эгри 
чизицнинг чап охири берилган а(х)  чизицда, унг охири эса 
Ь(х) чизикда ётиши талаб цилинади. Асосий масалада жоиз 
эгри чизи!^ учун хушимча чеклашларни цушиш натижасида 
чеклашли вариацион масалалар синфи хосил цилинади. Агар 
бу чеклашлар

ь ____
j' G (х, у ,  у х) dx  =  с£, i = l ,  т
а

куринишда булса, масала изспериметрик масала деб атала­
ди.

Куп хрллардэ чеклашлар

®k(x ’ У’ (8)
дифс[>еренциал тенгламалар ёрдамида берилади хамда ушбу 
Ф* У) == 0, k = \ , l  куринишдаги чекли (дифференциал

VI.6- чизма.
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булмаган) ифодалар билан берилган чек ли (голоном) чеклаш- 
лардан фаркли уларок дифференциал (гилоном булмаган)  
чеклашлар деб аталади.

(5) функционални (4), (8) шартларда минималлаштириш 
масаласи Лагранж масаласи деб аталади. Агар (4) урнига 
кузгалувчан охирлар каралиб, (5) функционал куйидаги

I  (У) =  Ф (У (а), У (Ь)) -*■ min (9)
функционал билан алмаштирилса, (8), (9) масала Майер ма­
саласи деб аталади.

Больц масаласининг Майер масаласидан фарци шундан 
иборатки, унда (9) функционал урнига

ъ
1 (У) =  Ф (У {а), У {Ь)) +  J F (х, у,  ух) dx

а
функционал каралади.

Юцори тартибли хосилали вариацион масалалар эса 
асосий масаладан шуниси билан фарк, киладики, уларда мос 
чегаравий шартларда функциянинг юцори тартибли хрсила- 
лари ёрдамида берилган 

ь
1 (У) — | F (х, у,  dy/dx,  . . . , d s y ldx  ) dx

a

функционал минималлаштирилади.
Агар минималлаштириш куп узгарувчили у  (х, , . . . , хп) 

функциялар орасида бажарилса, бундай вариацион масала­
лар Kijn улчовли деб аталади.

Мазкур бобда фацат вариацион хисоб асосий масаласини 
ечиш усуллари баён цилинади. Бу усуллар юкррида номла- 
ри санаб утилган масалалар учун мос умумлашмаларга эга. 
Умумлашган вариацион масалалар учун баъзи натижалар
VII бобда олинган.

2- §. ВАРИАЦИЯЛАР УСУЛИ

Вариациялар усули Ж . Л. Лагранж томонидан 1760 йилда 
таклиф килинган булиб, функционал фазолардаги экстремал 
масалаларни назарий текширишнинг асосий усули хисоблана- 
ди. У функцияларни дифференциаллар ва жоиз йуналишлар 
ёрдамида (III бобнинг 1-§ ига ц.) максимум ва минимумга 
текшириш усулининг табиий умумлашмасидан иборатдир. Бу 
усулда х,ал цилувчи ролни фойдалэниладиган вариациянинг 
типи уйнайди, чунки олинадиган натижанинг соддалиги ва 
кучи унга богликдир.
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1. Жоиз эгри чизи^нинг вариацияси. Айгайлик,

у  =  у{х) ,  х £ [ а ,  b] ( 1)

вариацион хисобнинг асосий масаласида жоиз эгри чизик 
булсин.

Ушбу б у(х) ,  х 6 \а, Ь] функция (1) жоиз эгри чизицнинг 
(жоиз) вариацияси дейилади, агар у  (х) =  у  (х) +  б у  (х) 
функция яна жоиз эгри чизицдан иборат булса.

Кучсиз минималларни текширганда ( 1) жоиз эгри чизик* 
нинг вариациясини

6 у  (х) =  е h (х), х £ [ а ,  Ь] (2)

куринишда караш хулайдир, бу ерда е — хаки^ий сон, (2) 
ифоданинг чизиксиз программалаштиришдаги А х =  0 / ифода 
билан ухшашлиги сезилиб турибди, яъни (2) даА(х), х £ [а , Ь] 
функция функционал фазода у (х) ,  х £ [а , Ь] чизивдан бош- 
ланган ^аракат йуналиши ролини уйнаса, е шу йуналиш 
буйича кадам ролини уйнайди.

Бундан буён h(x),  х £ [а , Ь] функцияни хам агар у б у  (х), 
х £ [а , b] вариацияга мос келса, ( 1) эгри чизикнинг вариа­
цияси деб атаймиз.

Жоиз эгри чизикнинг таърифидан келиб чи^адики, h (х), 
х £  [о, Ь\ функция

h ( x ) £ C a), х £ [а , b], h(a)  =  h(b) =  О

булгандг ва факат шу холда 
жоиз эгри чизикнинг вариа­
цияси булади (VI. 7 -чизма).

2. Функционалнинг вариа­
цияси. Айтайлик, I (у) жоиз 
эгри чизи^ларда анихланган V I -7- чизма. 
функционал булсин. Агар
у берилган жоиз у  (х) эгри чизих ва h (х) вариация учун

/  (у +  е /г) -  /  (у) -  е б /  (у, h) +  е2б2 I (у, h)/2 +  0 (е2) (3)
ёйилмага эга булса, е  параметрнинг биринчи даражаси о л -  
дидаги б 1(у,  К) коэффициент 1 (у) функционалнинг у  (х) 
эгри чизик ва h (х) вариациядаги биринчи вариацияси деб ата­
лади, (3) ёйилмадаги е2/2 нинг олдидаги б21 (у, h) коэффи­
циент I (у) функционалнинг иккинчи вариацияси деб атала­
ди. (3) дан функционал вариациясини хнсоблашнинг ушбу 
содда коидалари келиб чик;ади:

h (X >
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, 64 ( y ,  h) =  £ - I ( y  +  eh)  
е=0 de2 е=0

Ы ( у ,  /i) =  - f  / ( y  +  t h )
аг

1- § даги вариацион хисобнинг асосий масаласидаги (5) функ­
ционал учун

б /  (у, h) =  j  F (х, у  +  е h, у х +  е hx) dx

=  j  [ £ £ ! * * >  л  (x) +  дП ^±УА  К (х)
ду дУх

е=0

dx, (4)

б2 /  (у, ft) =  —  ( F (х, у  +  eh,  y x+ e h x )  dx 
a t 2 J

а
b

8=0

It*  '  у. yx )_ h2 {x) +  2 g f .fe fcfc l  h {x) h {x) +
dy2

d2F (x, y, y r )
+  g В Д

oyx

dy dyx

dx. (5)

3. Фуикционалнинг вариацияси атамаларида кучсиз ''ми­
нимумнинг зарурнйлик шартлари. Кучсиз минималнинг таъ- 
рифидан келиб чикадики, у 0 (х), х  £ [a, 6] жоиз эгри чизик; 
бирор М < о о , ео > 0  ларда барча 0 <  е <  е0, \h(х)| <  М ,  
hx (х)| <  М, х £ [а, b] учун

/(yO +  Eh )> I(y°)  (6)
тенгсизлик бажарилганда ва факат шу холатдагина кучсиз 
минимал булади.

Зарур булган ^исоблашларнинг хажми катта булгани са- 
бабли (6) критерий амалий цулланиш учун нокулайдир. На- 
зарий изланишларнинг мацсади текшириш учун цулай булган 
минимум шартларини олишдан иборатдир.

Биринчи натижа етарли кичик е параметрли, яъни 
]а, Ь\ кесмада текис кичик 
булган (2) вариациялар ёрда­
мида олинади (VI.8- чизма).

I - теорема. }^ар бир у 0 (х), 
х £ [а, b] кучсиз минимал 
ва ихгиёрий h(x),  х £ [ а ,  Ь\ 
вариацияда: 1) функционал­
нинг биринчи вариацияси 
нолга тенг (стационарлик
ш арти): V I.8-чизма.
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2) функционалнинг иккинчи вариацияси манфий булмайди: 
Ь Ч ( у \  Ю >  0 . (8)

И с б о т и . Агар б / ( у 0, Н%) =  а , ф 0  деб фараз цилсак, 
(3) ва (6) дан етарли кичик е, — sign б  =  sign а  лар учун

0 <  /  (у0 +  е /г*) — I (у0) =  — |е| [|сс| +  о (е)/е] <  О
зиддиятга келамиз.

Шунга ухшаш, (7) тенглик бажарилганда 62-/(ty°, /1*) =  
=  а < 0  деб фараз к,илсак, е етарли кичик булганда 0 <
<  /  (у0 +  е /1*) — /  (у0) — е2 [а/2 +  о (е)/е2] <  0 зиддиятга кела­
миз. Теорема исботланди.

(7), (8) шартларни (4) ва (5) ларни хрсобга олган ,\олда
1-§ дагн (5) функдионалга татби^ килиб, куйидаги натижа- 
ларни оламиз: агар у 0 (х), х £ [а, Ь] вариацион .\исоб асосий 
масаласида кучсиз минимал булса, барча h (х), х £ [а, Ь] ва- 
риациялар учун

Ы ( у \  h) — 0; (7)

d F (х, у», y °J 

ду
h(x)  +

d F ( x ,  у 0, у х) 

дУх
К  (х) dx =  О (9)

тенглик ва 
ь

дгР  (х, 1/>, у°х) a*F (х , у \  у 0)
— гг +  2

ду2 ду дух
hhx +

+
'■F(х, у», ух)

~ д у *
hi dx^zO ( Ю )

тенгсизлик бажарилади.
4. Эйлер тенгламаси. Кучсиз минимумнинг (9) зарурий 

шарти (6) кригерийга нисбатан текшириш учун ^улайдир, 
чунки у h га нисбатан чизикли функционал ёрдамида ифо- 
даланган. Бу натижани VI. 7, 9-чизмаларда курсатилган 
махсус h вариациялар ёрдамида кучайтириш мумкин.

2- теорема. Вариацион х1исоб асосий масаласининг хар 
бир у 0 (х), х  £ [а, Ь] кучсиз минимали ушбу

dF

ду
d_

dx

dF

дУх
=  0, х £ [ а ,  b]

Эйлер тгнгламасининг ечими булади. 

1 7 -6 1 2

(П)
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VI.9- чизма.

И с б о т и .  (9) даги иккинчи кушилувчини булаклаб ин- 
теграллаб* ва вариадиянинг h (а) =  h (b) =  0 хоссасидан фой- 
даланиб, (9) дан

тенгликка келамиз. Бундан кейин муставил ах;амиятга эга 
булган к,уйидаги натижадан фойдаланамиз.

Лемма (Лагранж)**. Агар

тенглик узлуксиз а{х),  х £ [ а ,  Ь] функция ва барча h(x),  
х 6 [а, Ь] вариациялар учун бажарилса, а (х) =  0 , х £ [а, Ь] 
булади.

И с б о т и .  Айтайлик, бирор 0 £ [а, Ь] учун а  (0) =  а  ф  О 
булсин. Аницлик учун а > 0  деб оламиз. У холда узлук- 
сизликка кура функция 0 ну^танинг бирор е- атрофида а (х) >  
> 0 ,  х £ [ 0 — е, 0 +  е], яъни мусбат булади. Буни ^исобга 
олиб, (13) ифоданинг чап томонини h(x),  х £ [а , Ь] функция 
VI. 9-чизмада ифодаланган вариациядан иборат булганда 
хисоблаймиз:

ь
dF (х, у», у°) d dF {х, у», у°х) h ( x ) d x  =  0 (12)

ду dx дух
а

Ь
\ a { x ) h  (х) dx =  0 (13)
а

Ь 6-ье

а (х) h (х) dx  >  0 .
а 0—е

(13) дан олинган зиддият леммани исботлайди.

*Бу амал, масалан, у0 (х) 6 С* * булганда цонуниндир. Бу шарт бул­
маган хол учун 2 - теорема 5- бандда исботланади.

**Уни вариацион ^исобнинг асосий леммаси деб хам аталади.



Лемманинг (12) ифодага цулланилиши (11) тенгламага 
олиб келади ва теоремани исботлайди.

(11) Эйлер тенгламасининг батафсил ёзуви куйидаги ку­
ринишни олади:

d2F (х, у , ух ) d*F (х. у, ух ) d*F (х, у , ух )

ду\  Ухх д уд ух Ух дх дух

dF (х, у, у х )
Л ’ду

/П\
яъни у ( х ) £ С ~  булганда махсус булмаган хрлда (d'2F/dy2xф  
Ф  0) у(х),  х £ [а, b] функцияга нисбатан иккинчи тартибли 
чизиксиз дифференциал тенгламадан иборат. Бундай тенгла- 
маларнинг умумий ечими у ( х ,  Cv  С2) иккита ихтиёрий CL, 
С2 узгармасга богли^ булади.

Шундай килиб, ечимга эга булган вариацион хисобнинг 
асосий масаласи вариациялар усули ёрдамида ( 1) жоиз эгри 
чизикнинг таърифидан келиб чикадиган

у  (a, Clt С2) — Сф у  (Ь, Съ  С2) =  d
тенглик ларни каноатлантирувчи иккита С., С2 узгармасни 
излаш га келтирилди.

Асосий масаланинг Эйлер тенгламасининг ечими булган 
у  (х), х £  [а, b] жоиз эгри чизик,лари масаланинг (Эйлер) 
экстремаллари деб аталади. Янги атамаларда теорема куйи- 
да\ича айтилади: ,\ар бир кучсиз минимал масаланинг экс­
тремаллари ичида ётади.

2-теореманинг яна битта талкини учун янги тушунча ки- 
ритамиз. Аввало,

/(* +  Д х ) - / ( * )  =  а' Д;с +  0(||Дх||)
ёйилмага эга булган f(x),  x £ R n функция учун а вектор 
f (x)  функциянинг df (х)/дх хосиласи ёки grad f (x)  градиенти 
деб аталишини эслайлик. Шунга ухшаш,

ПУ +  ЬУ) — 1(У) =  j d ( x ) b y  (х) dx +  О (||б у||)
а

ёйилмага эга булган /  (у) функционал учун а (х), х  £ [а, Ъ] 
функция I (у) функционалнинг вариацион уосиласи б I (у)/ 
б у(х)  ёки градиенти grad I (у) деб аталади.

Юкррида келтирилган ^исоблашларга биноан (11) ифода- 
нинг чап томони е купайтувчи ани^лигида 1-§ нинг (5) асо­
сий масаласидаги функционал ёйилмасининг б у га нисбатан
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чизшуш кисмини ифодалайди. Демак, 1-§ даги (5) функцио- 
налнинг вариацион хосиласи

б Ну)  . dF(x,  у , у х ) d OF (х, у, Ух ) 
6^ = g r a d /(«/) = ------ Ту----------- ж

куринишни олади ва 2- теоремага асосан кучсиз минималда 
нолга тенг. Шундай цилиб, 2 -теореманинг (И ) ифодаси 
шартсиз минимум масалаларида оптималликнииг зарурий шар­
ти df (х°)/дх =  grad f  (х°) =  0) нинг ту лиц ухшашидан иборат­
дир.

5. Эйлернинг интеграл тенгламаси. Вариацион масалалар- 
ни текшнрганда функционал царалаётган функциялар фазоси 
мухим роль уйнайди. Бу бандда вариацион ^исобнииг асосий 
масаласи

I(z)  =  J F (x ,  у(х) ,  z ( x ) ) d x - +  min (14)
а

функционал
г ( х ) £ С ,  ух (х) =  2 (х), х £ [а, Ь], (15)

у  (а) =  с, y(b) =  d  
шарт ларни цаноатлантирувчи z(x)  =  у х (х), х £ [а, Ь] функ­
циялар фазосида аницланган_деб фараз цилиб, текширилади.

Худди аввалгидек, агар z (х) =  z (х) +  б  г  ( а ) функция ва 
унга (15) га асосан мос келадиган у  (х) функция 1-§ даги 
шаргларни каноатлантирса, б г (х )£ С , х £ [ а ,  Ь] функция z (х), 
х £ [а , Ь] функциянинг вариацияси деб аталади.

Ушбу
б z (x)  =  e g ( x )  

куринишдаги вариациялар фацат

g ( x ) £ C ,  f S  М  dx =  0 (16)
а

хоссаларга эга булган g(x) ,  х 6 [а, Ь] функциялар ёрдамида 
пайдо булади (VI. 10-чизма). Юцоридаги хисоблаш ларни 
такрорлаб, куйидагиларни оламиз: 

ь
I dx .б /( г ,  g) =  - ^ - <\ F ( y ,  y +  eh ,  z +  s g )  

de J
a

=  f [ af(jc’ y ’ z)-  [ g ( s ) d s +  dF{x' y ' z) 1 g(x)  
J L dy J гшУх J  dz \ t^yx

z , y x  , g =  hx  , e 0

dx.
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Агар г° =  2°(л), х £ [ а ,  Ь] ечим (14), (15) асосий масаланинг 
ечими булса, у х,олда б I (г°, g) =  0 , яъни барча g  (х), х  £ [а, 
Ь] вариациялар учун юцоридагидан биринчи кушилувчини 
булаклаб интеграллаш ёрдамида олинган 

ь

я - i
dF (х, у°, г») OF {х, t/>, г»)

ду
ds +

dz
g ( x ) d x = 0  (17)

тенгликка эквивалент 
ь

dF

-  дУ г=ух
\ g  (s) d s - \ - ~  g  {x)
J Oz г= ух

d x =  0

тенглик бажарилади. Бу холда dF/dy  функция жоиз эгри 
чизиклар буйлаб узлуксиз булгани учун бу ерда бажарилган 
амал цонунийлигини таъкидлаб утамиз.

Минимумнинг (17) зарурий шартини соддалаштириш учун 
исботи VI. 11-чизмада (бунда штрихланган киемлар конгру- 
энт) ифодалапган янги вариацияларга асосланган леммани 
келтирамиз.

2- лемма (Дюбуа — Раймон). Агар

J b (х) g  {х) dx  =  0 (18)

U
-► -t

V I.11- чизма.

тенглик Ь(х), х £ [а, b] узлуксиз функция ва барча (16) ва­
риациялар учун бажарилса, b {х) =  const, х £ [ а ,  Ь] булади. 

И с б о т и .  Айтайлик, тескари натижа уринли булсин, яъни 
©г € [«, Ь] ну^талар топилиб, Ь(в,) ¥=Ь(02) булсин. А ник- 

лик учун Ь(0, ) > 6 (02) деб олайлик. У хрлда Ь(х) функция­
нинг узлуксизлигига биноан бирор е > 0  да

min b(x) >  max Ь(х) (19)
Дге [0,— г ,  01 +  8 ]  .V6 [02— 6 , 0 J + E ]

тенгсизлик бажарилади.
VI. 11- чизмада тасвирланган g(x)  функция (16) шартларни 

каноатлантиради ва демак вариациядан иборат булади. Ш у
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вариацияда (19) ни хисобга олсак, (18) нинг чап томони мус- 
бат булади:

j' b ( y) g  (х) dx =  j  b (x) g  (x) dx +  /  b (x) g  (x) dx  >  0 ,
a 6i—e 6,—e

бу эса (18) га зиддир. Лемма исботланди.
2-леммани (17) тенгликка татбиц к;илиб, асосий масала­

нинг >̂ ар бир у° — у°(х),  х £  [а, b] кучсиз мннимали Эйлер- 
нинг ушбу

*  +  С0П5,  (20)
Эу* J  дУ

а

интеграл тенгламасини ^аноатлантиради, деган хулосага 
келамиз. Агар (20) тенгламага у ~ у ° ( х ) ,  * £ [« , Ь] функция­
ни келтириб цуйсак, хосил буладиган айниятнинг унг цис- 
ми .v буйича дифференциалланувчи булади. Демак, чап ^исм 
хам х буйича узлуксиз хосилага эга, у0 (х) буйлаб

d_ dF (х, у , ух ) 

dx дух

узлуксиз хосила мавжуддир. Эслатиб утамизки, ихтиёрий 
жоиз эгри чизи!^ у{х) ,  х £  [а, b] буйлаб (21) функция ё аник,- 
ланмаган, ёки С синфга мансуб эмас. (20) айниятдан л: буйи­
ча хосила олиб, Эйлер тенгламаси (11) ни оламиз. 2-теоре- 
манинг келтирилган к;атъий исботи курсатадики, (14), (15) 
шакл вариацион ^исоб асосий масаласининг 1-§ даги (5) шак- 
лидан табиийрокдир. Бу хакда хушимча V II-бобга царалсин.

6 . Гильберт теоремаси. 2-теоремани исбот цилишда (9) 
ифодада d F (х, у°(х), у°х {х))/дух£ С (1) булгандагина уринли 
булган булаклаб интеграллаш амали цулланилди. Осонгина 
хисоблаш мумкинки, dF/dyx дан х  буйича хосила у  (х) функ­
циянинг иккинчи тартибли у хх хосиласини уз ичига олади. 
Шу билан бирга, асосий масаланинг дастлабки цуйилишида 
у хх (х) нинг мавжуд булиши фараз ^илинган эмас эди. Бун-

дан келиб чи^адики, 4-бандда 2 -теорема С(2) синфдан олин­
ган кучсиз минималлар учун исботлангандир. 2- теореманинг 
5-бандида келтирилган исботидан з̂ ам у (.г)£С <2) эканлиги 
келиб чикмайди, чунки (21) функциянинг узлуксизлиги уни 
мураккаб функцияларни дифференциаллаш коидалари буйича 
хисоблаш мумкинлигини билдирмайди. у ° ( х ) £ С (2) буладиган
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шартни топамиз. Аввало махсус булмаган у  =  у (х)  эгри чи- 
31щ, яъни у буйлаб d2F(x,  у  (х), ух (х))1ду2х ф  0 бажарила- 
диган эгри чизиц тушунчасини киритамиз.

3- теорема (Гильберт). X p p  кандай махсус булмаган 
экстремал С(2) синфга мансубдир.

И с б о т и .  (20) интеграл тенглама ва у(х) ,  х £ [ а ,  Ь] 
экстремал буйича z(>) =  y x {x) ечимга эга булган

Ф (х, г ) - . - Г * ,(* « (»  » , м ф +  
J  бу
а

+  dFi% yx ix)’ Z)- c o m t = 0  (22)

тенгламани тузамиз. Махсус булмаган экстремалнинг таъри- 
фидан д Ф ( х ,  ?)/дг\г=Ух(х) = d 2F(x,  у(х) ,  ух (\) )/ду2х ф  0 экан­
лиги келиб чикади. Шунинг учун ошкормас функциялар 
хак,идаги теоремага асосан, (22) тенгламанинг 2 =  у х (х) ечи­
ми Ф (х, г) функция х, г лар буйича кандай тартибли хоси- 
лага эга булса, х буйича хам шундай тартибли хосилаларга 
эга булади. F (х, у ,  z )£ C <2) булганлигидан Ф (х, г) £ С {1>. 
Демак, у х ( х ) £ С ° \  яъни у ( х ) £ С (2>. Теорема исботланди.

7. Каноник узгарувчилар ва Эйлернинг каноник тенгла- 
малари. (14), (15) масала буйича р  скаляр узгарувчи ёрда­
мида

Н (х, У, р) =  — F (х, у, г) +  рг

Гамильтон функциясини (гамильтонианни) унг томондаги 
г узгарувчи

p =  dF (х, у,  г)/дг  (23)

тенгламадаги р  оркали ифодаланган деб, тузамиз.
4 - теорема. (11) Эйлер тенгламаси ушбу дифференциал 

тенгламалар каноник тизимига эквивалентдир:

dy _  а я  _ d £  _  _  дН_ .щ )
dx др ’ dx ду

И с б о т и .  Айтайлик, у  =  у  (х) (ух (х) =  г  (х)) ечим ( 11) 
тенгламанинг ечими булсин. у  =  у  (х), р (х) =  dF (х, у (х ) ,  
Ух {х))/дух (24) тизимнинг ечими эканлигини курсатамиз. (11) 
ни ^исобга олиб, (24) даги иккинчи тенглама учун
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dp d dF {x, y, yx ) dF dH

dx dx dyx dy dy

эканлигини оламиз.
Энди, аксинча, (24) тизимнинг у ( \ ) ,  р ( х ) ечими мавжуд 

булсин. у(х)  ( 11) тенгламанинг ечими эканлигини курсата- 
миз.

(24) тенгламалар (23) белгилашлардан фойдаланилганда 
у х =  г, px — dF/dy  куринишни олади. р  узгарувчининг аншу

ланишидан рх =  —  dF/dz  эканлигини оламиз. Охиргп муно-
dx

сабатлардан р , z узгарувчиларни йукотнб, dF/dy — —
dx

dF/dyх =  0 тенгламани оламиз. Теорема исботланди.
(24) каноник тизимнинг у, р  узгарувчилари каноник уз-  

гарувчилар деб аталади. Механикада ёрдамчи р  узгарувчини 
импульс деб ^ам аталади. (24) каноник тизим узининг содда- 
лиги ва симметриклиги билан ажойибдир. У ёрдамида гамиль- 
тонианнинг экстремаллар буйлаб мухим хоссаси

=  i "  (25)
dx дх

осонгина исботланади. Х,а^и^атан, dH/dx  =  dH/dx  +  y x dH/  
ду  +  pxd H / d p =  dH/dx +  дН/др ■ dH/dy  — дН/dy ■ дН/dp  —
=  дН/дх.

(25) дан келиб чи^адики, F(x,  у , г) функция х га бог- 
ли1\  булмаган асосий масалада гамильтониан хар бир экстре­
мал буйлаб узгармасдир:

Н(х,  у (х) ,  р { х ) ) =  const, х £ [ а ,  Ь],

яъни Н(х,  у,  р) каноник тизимнинг биринчи интегралидир.
8. Гамильтон—Якоби тенгламаси. Иккита х, v параметр- 

га борли^ булган

!х,АУ) =  I У (0. Ух (0) dt min,
а

У (t) € с (1), /£  [а, х], у  (а) =  с, y (x ) =  v (26)
масалалар оиласини ^араймиз. у  (t, х, и), /£ [а ,  х], 5 (х , у) 
орцали минимални ва ундаги (26) оиланинг умумий масаласи 
учун 1хЛ (у) функционалнинг ^ийматини белгилаймиз. У хол- 
Да
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X
S( x ,  v ) =  f F(t ,  y ( t ,  x, v), y x (t, x, v))dt

a
x

=  I F(t ,  y ( t ,  x, v), y x {t, x, v) )dt  +

x—Алг
+  j  F (t , у  (/, x, v), y x (t , x, v)) =  S ( x  — Ax ,

a
y ( x  — A x ,  X, v ) ) — F(t ,  y ( t ,  X, v), 

y x (t, x, г)) Д х  + 0 ( |Д х |) . (27)

Бу ерда минималнинг хоссасидан, яъни y( t ,  х, v), t £ fa, 
х — Ах]  кесма х — Ах ,  у ( х  — А х ,  х, v) параметрли (26) 
масаланинг минимали булишидан фойдаланилган. (27) айният- 
нинг иккала томониии Д х  га булиб, Д x -v O  деб олсак, ли- 
митда

ни оламиз. Айтайлик, 5  (х, у) функция аргументлари буйи­
ча дифференциалланувчи булсин. У ^олда

dS  (х, v)/dx =  dS  (х, v)/dx +  d S  (х, y j /dy  ■ ух

тенглик ёрдамида (28) тенгламани

куринишда ёзиш мумкин.
Агар y , z  — ух узгарувчилардан каноник у, р  узгарувчи- 

ларга утсак ва (23) белгилашдан фойдалансак, (29) дан 5  (х, 
у) функция учун Гамилыпон — Якоби тенгламаси деб ата- 
ладиган

тенгламани оламиз.
Гамильтон — Якоби тенгламаси ва Эйлернинг каноник 

тенгламалари орасида узвий богланиш мавжуд булиб, у асо­
сий масаланинг экстремалларини (30) тенгламанинг ечимлари 
ёрдамида цуриш имконини беради. Купгина намунавий ма­
салалар (физик масалаларнинг идеал шакли) учун (24) ти- 
эимни интеграллашдан кура (30) тенгламанинг ечимини то- 
пиш цулайдир. Бу ечимдан тойилиш назариясининг усул­
лари ёрдамида реал масаланинг такрибий ечимини цуришда

(28)

dSjx ,  у)
F ( x , y , y x) + ^ A  -Ух =  0 (29)

дх
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фойдаланиш мумкин. Хусусий ^осилали биринчи тартибли 
дифференциал тенгламалар назарияси ну^таи назаридан ка­
ноник тенгламалар Гамильтон — Якоби тенгламасининг ха­
рактеристик тенгламасидан иборатдир.

5 - теорема (Якоби). Айтайлик, S =  5  (х, у,  a )£ C (J) ин­
теграл (30) тенгламанинг тула интеграли ва d2S/dxdy  ф 0  
булсин. У хрлда d S  (х, у,  а ) /д а  =  р тенгламадан топилган 
у  (х, а , Р )£ С (|), х £ [а , Ь] функция р  (х, а , р) =  
=  dS  (х, у  (х, а , P))/di/, х £ [а, b] функция билан биргаликда 
каноник тизимнинг умумий ечими булади.

И с б о т  и. Аввало d S /d a  =  p каноник тизимнинг биринчи 
интеграли, яъни d (dS/d a) /dx  =  0 эканлигини курсатамиз. 
Ушбу

d OS d*S , d*S ,Q n---------— ---------- 1-------- . у  (31)
dx д а  дх да ду д а

ни оламиз. (30) тенглама унга 5  (х, у , а) функцияни кел- 
тириб цуйгандан сунг

dS  (х, у,  а)/(Эх +  Н  (х, у , dS  (х, у,  а)/дг/) =  0 (32)
айниятга айланади, уни а  буйича дифференциаллаш

d*S _  _  дН_ d*S ^
d.vд а  др ду д а

ни беради. Бу ифодани (31) га келтириб ^уйиб, (24) ни х,и-
,  d dS /  дН . \собга олган холда, талаб килинган---------- = ----------- r tf ,  х

dx д а  \  др j
d*SX -------  натижани оламиз.

ду да
у  (х, a , Р), р  (х, а , Р) функциялар (24) каноник тизимни 

цаноатлгнтиришни текширамиз. у  (х, а , р) нинг аншушни- 
шидан ва (33) тенгликдан.

=  _  d*S/dx д а  _  дН 
Ух ~  d*S/dy д а  дР

га эга буламиз. р  (х, а ,  р) функциянинг 5-теоремадд бе­
рилган таърифидан фойдаланиб,

d*S . 
Ру — ---------гх дхду .ду* х \ дхду  ду* дР

эканлигини оламиз.
(32) айннятни у  буйича дифференцпаллаймиз: 

d*S , дН , дН d*S



V I.12- чизма.

Агар бу натижани (34) га келтириб ^уйсак, каноник гизим- 
нинг иккинчи тенгламасини оламиз. Теорема исботланди.

9. Булакли-силли^ жоиз эгри чизиклар. Асосий масала 
сил ли жоиз эгри чизиклар синфида ечимга эга булмаслиги 
мумкин. Шунинг учун жоиз эгри чизиклар синфини булаклн- 
силли^ эгри чизикларгача кенгайтиримиз, улар у  (х), х £ [а, Ь], 
у  (а) =  с, у  (b) =  d узлуксиз функциялар булиб, [а, 6] кес­
манинг чекли сондаги нукталаридан бошка нукталарининг 
барчасида узлуксиз хосилаларга эга ва айтилган чекли нук- 
таларда хосилалар биринчи тур узилишга эгадир (VI. 12- 
чнзма).

2 -теореманинг 5-бандида келтирилган исботини та^лил 
цилиб, у х (х) функциянинг узлуксизлиги фа^ат (20) Эйлер 
интеграл тенгламасидан ( 11) дифференциал тенгламага утиш- 
дагина хисобга олинганлигини пайкаш кийин эмас. Бунда 
утиш у х (х) функциянинг барча узлуксизлик ну^таларида 
конуний булиб крлади, яъни синиш нукталари орасида куч- 
сиз минимал Эйлер тенгламасини ^аноатлантиради. Узилиш 
нукд'аларида (20) даги унг томондаги функция узлуксиз бу- 
либ цолади. Демак, (20 даги) чап томондаги функция хам 
узлуксиз булади;

яъни р  каноник узгарувчи кучсиз минимал пин г хар бир х< 
синиш нуктасида узлуксиз булади. Бу Вейерштрасс — Эрд- 
маннинг биринчи шартидир. Вейерштрасс — Эрдманнинг ик­
кинчи шарти эса кучсиз минималнинг синиш нуктасида Га­
мильтон функцияси Н (х, у 0 (х), р° (х)) узлуксиз эканлигини 
таъкидлайди, яъни

dF (х, у0 (X), у°х (х)) dF (х, у® (х). иЧ (х))

дух х = х  .—0



=  (F (дг, y°, y x) y°x OF (x, y \  у°х)/дух) 1х=х.+0.

Бу натижа VII бобда исбот килннади.
10. Мисол. Вариацион хисобнинг а>;амияти факат унинг ёрдамида 

механика, физиканинг ва бош^а мураккаб масалаларнинг ечилиши би- 
лангина эмас, балки реал жараёнлар ривожланишининг куп умумий 
цонуниятлари жуда содда вариацион ифодага эга булиши билан ?;ам 
белгиланади. Механика ва физикада энг кам таъсир принципи деб ата- 
ладиган, универ:ал а>;амиятга эга булган принцип мавжуд булиб, унга 
кура [а, Ь\ кесмада ^аракат шундай утадики, у буйлаб таъсир инте- 

ь
гралч j L (х, у, ух) dx стационар кий мат кабул килади, яъни 

а
Ъ

6 j L (х, у, ух) dx =  0. Бу ерда L — Т — U тизимнинг лаграншиа- 
а

нидир (кинетик энергия Т ва потенциал энергия U лар айирмаси).
Кучсиз минимумнинг юцорида олинган зарурий шартларинипг намо- 

йиши учун брахистохрона ха^идаги масалани ^араймиз.

F (х, у ,  ух) =  V ( \  + y l /2 g y  
булгани учун Эйлер тенгламаси

—в  V  \+ y 2x '2gy V % ey + y l / 2y V 2gy  ( 1 + ^ )  - -  

УхЛ( * +  у2]) V ^ s y  0+ * /* ) =  о,

яъни 2yyxx +  y 2x -\- 1 = 0  куринишни олади. у (l+ i/* ) =  с ифода Эйлер 
тенгламасининг биринчи интеграли булади-

d [ y ( l+ y 2x \/dx =  ух  (1 + у 2х +  2уухх) =  0.

Биринчи интегралнинг ифодасидан ух — у  (с — у)/у  ни оламиз. у —
с (1 — cost) dt

=  csin2//2  алмаштириш dx =  csin2//2  • dt = ----------- -----------  теиглама •

га олиб келади, бундан, х  =  сх +  с (t — sin /)/2 , у =  с (1 — со?/)/2. 
С, Сх ихтиёрий узгармаслар у (*) эгри чизи^нинг козрдинаталар боши 
ва В нуцтадан утиш шаргидан топилади. Шунинг учун, сх =  0.

Ушбу х  =  с (/ — sin/)/2. г/=  с (1 — cos/)/2 тенгламалар тизимии 
циклоиданинг параметрик куринишдаги тенгламасидан иборат. Демак, 
фа^ат циклоида ёйи брахистохрона булиши мумкин экан.

3 -§ .  ИККИНЧИ ВАРИАЦИЯНИ ТЕКШИРИШ

Олдинги параграфда вариацион ,\исоб асосий масаласидагн 
функционалнинг биринчи вариациясини текширишга асослан- 
ган кучсиз минимумнинг зарурийлик шартлари вариациялар 
усули ёрдамида олинди. Кучсиз минимумнинг янги зарурий­
лик шартлари хам да кучсиз минимумнинг етарлилик шарт-
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лари функционалнинг иккинчи вариациясини вариациялар усу­
ли билан текширганда олинади. Мазкур параграфда кучсиз 
минимумнинг баъзи иккинчи тартибли классик шартлари баён 
^илинади.

1. Минимум ^ацида бириктирилган масала. Агар
со (х, h, hx) =  h2d2I' (х, у  (х), у х (х))/ду2 +

+  2hhxd2F (х, у  (х), у х (а ) ) /дудух +  ( 1)

+  h2x d2F (х, у  (х), у х {х))/ду2х

деб белгиласак, 2- § даги асосий масала функционалининг ик­
кинчи вариацияси б2 1 (у, h) учун (5) ифода жоиз у  (х), 
х  £ [а, Ь] эгри чизиц буйлаб

ь
б2 /  (у, h ) =  j со (х, h, hK) dx  (2)

a
куринишни олади.

(2) иккинчи вариациянинг жоиз эгри чизи^ у  (х), х£[<7, b] 
нинг А (х), х £  [а, Ь] вариацияларида миннмаллаштириш ма­
саласи минимум цацида бириктирилган (жоиз у  (х), х£[а, Ь\ 
эгри чизи^ка мос) масала деб аталади.

. Барча А (х), х £ [ а ,  /;] вариацияларда б2 /  (у0, h ) ^ 0  бул- 
гинлигидан (1-§ даги 1-теоремани к.), минимум ^ак,ида би­
риктирилган масала у 0 (х), х £ [ а ,  6] кучсиз минимал буйлаб 
^амиша А0 (х) zr 0, х £ [а, b] ечимга эга булади ва б2/  ( if ,  h°) =  0 .

Минимум ^а^ида бириктирилган масаланинг (2) фуикци- 
онали буйича тузилган Эйлер тенгламаси

=  0 (3)
dh dx dhx

вариацион ^исоб асосий масаласининг Якоби тенгламаси 
деб аталади. Тулик; ёзувда ((1) ифодани хисобга олганда ва 
А (х )£ С (2) булганди) Якоби тенгламаси иккинчи тгргибли од­
дий дифференциал тенглама

а (х) hxx +  b (х) hx +  с (х) А =  0 (4)

булиб, унинг коэффициентлари узгарувчан булади: 
а (х) =  д2Г  (х, у  (х), у х (х))/ду2х,

Ь (х) =  ~  d2F (х, у  (х), у  (а))1ду2х,dx х х

с (х) =  j -  d2F (а, у  (х), у х (х))/дудух —  (5)
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— d2F (x, у  (x), y x {x))/dy2.
2. Лежандр-Клебш шарти. Вариациялар усули ёрда­

мида кучсиз минимумнинг хуйидагн иккинчи тартибли зару­
рий шартини исботлаймиз.

1- теорема. Х,ар бир у° (х) £ C(l), х £ [ а ,  b] минимал буй­
лаб Лежандр- Клебш шарти бажарилади:

d2F (х, у° (х), у°х {х))/ду2х >  0, х £  [а, Ь].

И с б о т и .  Айтайлик, теорема уринли булмасин, яъни 
0 £ ]а , Ь[ булганда

a * F (0, у° (0), </° (0))% *  =  а < О  (6 )

тенгсизлик бажарилсин.
Ушбу

h (х) =  sin2 п { х  — 0 +  е)/2е, х £ ]0 — е, 0 +  е[;
h ( х ) - 0 ,  д;€ ]9 — е, 0 +  е[ (7)

вариацияни цараймиз (VI.9 -чизма), у холда

h r (х) =  —  -sin л [х — 0 +  е)/е, х £]0  — е, 0 +  е[; 
х 2е

hx (х) =  0 , х € ]0 - -  е, 0 +  е{. (8)

(2) функционалнинг иккинчи 'вариацияси б2/  (у, h) (7), (8) ни 
хисобга ол ганда

0+е
б2 /  (у°, h) =  J  (0° (х, h, hx) dx  (9)

6—е
булади, бу ерда со0 (х, h, hx) ифода у  =  у° (х) буйлаб хисоб­
ланган (1) ифодадан иборат. (7), (8) дан куринадики, етарли 
кичик е >  0 лар учун hx (х) сонлар h (х) сонлардан иста л- 
ган сон марта орти^ булади. Бош^а суз билан айтганда, (1) 
ифодада кичик е >  0 ларда (9) иккинчи вариацияларга асосий 
Хисса к.ушадиган охирги h2x d2F/dy2x хушилувчи энг катта бу­
лади. (6) га кура ва

d2F (х, у° (х), у°х (х))/ду2х, х £  [а, Ь]

функциянинг узлуксизлигига кура шундай етарли кичик 
б > 0  сон топиладики, d2F (х, у° (х), у°х (х))1ду2х <  0, х £ ]0  —

— е, 0 +  е[ булади. Бу тенгсизликни (9) га ^уйиб ва ioi^op и- 
даги мулохазаларни хисобга олиб, минимумнинг зарурийлик 
шарти б2 1 (у°, /i) 5* 0 га зиддиятга олиб келувчи б21 (у0, h )<
<  0 тенгсизликии оламиз. Теорема исботланди.
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3. Якоби шарти. Агар (4) Якоби тенгламасининг h (а )= 0 , 
h (х*) =  0 шартларни каноатлантирувчи, айнан ноль булма­
ган h (х) ф  0, х £  [а, b] ечими мавжуд булса, х*£  [а, Ь] н у к ­
та жоиз у  (х), х £  [а, 6] эгри чизиц буйлаб а нуцта билан  
цушма дейилади.

2 - теорема (Якоби). Махсус булмаган у 0 (х) £ С ° \  х£[а, b] 
минимал буйлаб а нукта билан кушма х* £ [а, Ь\ нуцталар 
мавжуд эмас.

И с б о т и .  Тескарисидан Л
мулохаза киламиз: у 0 (х),
х£[а, Ь] буйлаб а га цушма /  \  / ~ W  ,
булган 0 £ ]а, Ь[ нукта мав- ^  Х З /  
жуд булсин. Айтайлик,
Ь.*(х)ф 0, х £ [ а ,  Ь] Якоби VI.13-чизма.
тенгламасининг мос ечими 
булсин (VI. 13-чизма). Равшанки,

л; (0—0)̂ = о, (10)
акс холда чизицли дифференциал тенгламалар ечимларн мав- 
жудлиги ва ягоналиги теоремаларнга кура h* (х) ф  0 , х£[а, b] 
айниятни оламиз.

Ушбу
(Н* (х), х £  [а, 0],

V I.14- чизма.

* « " t o . , 6 , 9 . 4  <»>

вариацияни ^урайлик^1.14- 
чизма). Бу вариация буй­
лаб (2) иккинчи вариацияни 
хисоблаймиз. Бир жинсли 
(иккинчи тартибли) функ­
циялар учун 2 со (,х, h, 
h ) =  ltd co/d/i +  h д  co/d/i

Л A  X ’

Эйлер формуласини, h* (х),
х £ [ а ,  b\ функция ь;аноатлантирадиган (3) Якоби тенглама- 
сини ^амда h* (а) =  h* (0) =  0 хоссани .\исобга олсак,

ь о
б2 1 (у0, h) =  j’co0 (х, h, hx) dx  =  f  со0 (x, h*, ft*) dx =

a a
0

=  1 j (h*d со°/dh +  h'x d  соVdhx) dx  =
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■ j ' H
д  со°/д/г +  h*r d со° l d h )  dx =

о

и- -  (h*dw°/dhr) dx =  -~ h*{x) ды°/д1г
dx xl 2 •*

° =  0 .

булади.
Шундай килиб, (11) вариация минимум ^ацидаги бирик- 

тирилган масаланинг ечимидан иборатдир.
(10) муносабат h x (0 +  О) =  О билан бирггликда (11) ва­

риация х --= 0 нукдада синишга эга эканлигини ифодалайди. 
Демак, х =  0 булганда 2- § даги (35) Вейерштрасс-Эрдман 
шарти бажарилиши керак:

а со°/dhA x M  =  dw°/dhx x=e+0 

бу эса тулик ёзувда
[2h*d2F (х, i f  (х), у°х (х ) /д у д у х +  2/г* д 2Г (х, у° (х),

У°х (х))1ду2х\х=в_ 0 — [2h*d2F (х, у° (х), у°х (х))/дудух +  (12)

+  2h'xd*F (х, у° (х), y°x (x))(dy2x}x^ +0

куринишни олади. h (0 — 0) =  h (0 +  О) =  О, hx (0 +  О) =  О. 
d2F (х, у° (х), у° (x))ldyl > 0 ,  х £ ] а ,  Ь[ булганлигидан, (12, 
дан, 0 — ( 11) вариациянинг синиш ну^таси булиш шартига 
карама- карши hx (0 +  0) =  0 , /г* (0 — 0) =  0 тенгламаларни 
оламиз. Теорема исботланди.

И з о х .  (11) вариация, олдинги фойдаланилган вариациялар дан фарь;- 
ли уларо^, ]а, 0[ интервалда нолдан фарцлилиги маъносида локал бул­
маган вариациядир. Шунга мое равишда 2- теоремадаги кучсиз мини­
мумнинг иккинчи тартибли зарурийлик шарти (Якоби шарти) бир- би- 
ридан чекли масофаларда жойлашган ну^талар билан богаиц локал 
булмаган шартни ифодалайди.

4. Кучсиз минимумнинг етарлилик шартлари. Содда ми- 
соллар курсатадики, исботланган учта (стационарлик, Л е­
жандр, Якоби) шартнинг бирортаси хам алохида Караганда 
кучсиз минимумнинг етарлилик шарти булмайди. Лекин 
улар биргаликда кучсиз минимумнинг етарлилик шартларига 
я^инднр.

Агар жоиз эгри чизик у  (х), х  £ [а, Ь] буйлаб: 1) d2F (х, 
У (х), Ух (*))1ду2х > 0 ,  х £  [а, Ь] к,атъий тенгсизлик бажарилса, 
У (х), х £ [а, Ь\ кучпйтирилган Лежандр-Клебш шартини 
каноатлантиради дейилади; 2) [а, Ь\ ёпи^ кесмада а ну^та
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билан к,ушма булган х * Ф а  нуцталар мавжуд булмаса, 
у  (х), х £ \ а ,  Ь] кучайтирилган Якоби шартини цаноатлан- 
тирадн дейилади.

3- теорема. Агар жоиз у  (х), х £ [ а ,  Ь\ эгри чизиц: 1) эк­
стремал булса; 2) кучайтирилган Лежандр- Клебш шартини 
к.аиоатлантирса; 3) кучайтирилган Якоби шартини каноат- 
лантирса, у вариацион х,исоб асосий масаласининг кучсиз 
минималидан иборат булади.

И с б о т и .  (1) функционалнинг иккинчи вариацияси (2) ни 
караймнз. Унда булаклаб интеграллаш ёрдамида иккинчи ку- 
шилувчнни узгартирамиз:

ь ъ

\ 2 hh.. dF
дудух

d x =“ J
d*F
ду дх

d/dxh2d x =

d*F
дудух

dx. (13)

Айтайлик,

u ( x ) £ C {'), и (x) > 0 ,  x £ [« , b]
ихтиёрий функция булсин.

Иккинчи вариациядан нолга тенг булган
ь
С d I их д2Е j  . их дгР
J 1й

<их д Ц  h2 

дУх
dx =

Ч
h* I = 0

(14)

(15)

цфоданп айирамиз.
(2) дан (13), (15) ни хисобга олган х.олда

62 /  (у, h)

- 2

l ( d2F d d*F

)  1 ~d\F
а

dx дудух

Ux_ d*F ш х д» F
и ду2х Idyl

dx \  и дух ) \

К dx (16)

ли оламиз.
и (х), х £ [а , Ь] функцияни шундай танлаб оламизки, (16) 

да интеграл остидаги катта цавс ичидаги ифода h, hx га нис­
батан тула квадрат хосил цилсин. Бунинг учун



айниятнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Шунингдек,

A  (  иххи — и \ \  d2F  и d дгР
dx \  и дух J =  ------- ------ - Г ~ 7 ТЯх \  и2 )  дух и dx дух

булганлигидан, (17) айният

f -  ихх (d2F/ду\) — их (d l d x d 2F/dy2x) +

-|- (d2F/dy2 — dldx d2Fldy дух]/и ■ д2Г1ду2 =  О

куринишни олади, яъни (5) белгилашлар ва теореманинг
2) шартини ^исобга олсак, и (х), х £  [а, Ь] функция

(а (х) ихх +  b (х) их +  с (х) и)/и =  0 , х £ [а, Ь\.

тенгламани каноатлантириши керак. Теореманинг 3) шартига 
асосан

а М  Ux x  +  ^ М  11 х +  с (х) и =  0. (18)

Якоби тенгламаси и (а) — 0, и (х*) =  О, х*£  [а, b] булган 
айнан ноль булмаган и (х), х  £ [о, Ь] ечимларга эга булмай­
ди. [а, Ь] тупламнинг компактлиги ва дифференциал тенгла­
малар ечимларининг бошлангич шартларга узлуксиз богли^- 
лигидан шундай етарли кичик е > 0  соннинг мавжудлиги 
келиб чикддики, (18) тенгламанинг и ( а — е) =  0 , их (а—е)=  
=  1 бошлангич шартларни к а н о а т л а н т и р у в ч и  ечими [а, Ь] да 
мусбат булади. Шундай ^илиб, (14), (17) шартларни каноат­
лантирувчи и(х)  функция мавжуд. У (16) ни

б2 1 (у, К) =  J  {[d2F/dy2x]112 hx -  [d2F/dy2 -  dldx d2F/dy дух -
а

-  dldx ( u jn  ■ d2F/y2x)]1 /2 h}2 dx.  (19)

куринишда ёзишга имкон беради.
(19) дан куринадики, барча h ( x ) , h £ [ a ,  b] вариацияларда 

б2 1 (у, h) >  0. Агар h* (х) =  0 , х £  [а, Ь\ да б2 1 (у, h*) =  0 
булади деб фараз к,илсак, (19) интеграл остидаги ифоданинг 
нолга айнан тенглигидан хамда d2F/dy2 > 0 ,  I f  (а) =  0 шарт- 
лардан hx (а) =  0 эканлиги келиб чикади. Лекин /г* (х) функ­
ция минимум хасида бириктирилган масаланинг ечими бул-
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ганлигидан (чунки 62 /  (tj, h*) =  0), h* (а) =  ft* (а) =  0 бул­
ганда ягона /i* (х) =  0, х £ [а, 6] ечимга эга буладиган (4) 
Якоби тенгламасини каноатлангириши керак. Олинган зидди- 
ят h ( х ) ^ 0 ,  х £ [а , 6] булганда б2/  (у, h) > 0  булишини ис- 
ботлайди.

Ушбу
ь

Ф (у, h) =  б2 I (у, h) — q/2 | /г; (.г) dx, q >  0 (20)
а

функционални караймиз. Унинг учун Эйлер тенгламаси
(,а (х) — q) hxx +  b (х) hx +  с (х) h =  0 (21)

куринишга эга.
а (х) =  d2F/dy2x, х£  }а, Ь] булганлигидан, шундай q > 0  

топиладики, а (х) — q > 0 ,  х £ [ а ,  Ь]. Фаразимизга кура (4) 
Якоби тенгламасининг

h (а) =  0 , hx (а) =  1 (22)

бошлангич шаргларни каноатлантирувчи ечими ]а, Ь[ туплам­
да нолга айланмайди. Дифференциал тенгламалар ечимла- 
рининг параметрларга узлуксиз богли^лигига кура етарлича 
кичик q лар учун (21) тенгламанинг (22) бошлангич шарт- 
ларни каноатлантирувчи ечими х,ам шу хоссага эга булади.
(20) функционал учун ю^орида (12) иккинчи вариация билан 
амалга оширилган алмаштиришларни такрорлаб, барча h (х), 
х £ [а, b] вариациялар учун Ф (у, /г)> 0 тенгсизликни ола­
миз. Бу (20) га асосан курсатадики, барча h (х) вариациялар- 
да функционалнинг иккинчи вариацияси

ь
б2/(г/, h ) ^ q / 2  | h2x (x)dx  (23)

а
тенгсизликни ^аноатлантиради.

л:

Шунингдек, h (х) =  [ hx (s) da булганлигидан, К.оши-
а

Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб,
х 2 х

h2 (х) - -  ( j’ hK (s) dsj  <  (л: — a) j h\  (s) ds <
a a

b
(b — a) \ h \  (x) dx,  x 6 [a, b],
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b b 

f k2 (x) dx  s£ (b — a) | k\  (x) dx
J  «'
a a

ни оламиз. Демак, (23) билан биргаликда
ь

б2 /  (у, k ) ^ q / 2  (b — a) j* h - (х) dx  (24)
а

тенгсизлик бажарилади.
Таърифга кура (2-§ га ц.) б2/  (у, к) иккинчи вариация

А /  (у) =  /  (у +  eh)  — I (у) =
=  е б /  ( у , к )  +  г2/ 2 - б2/  (у, К) +  О (е2, | Л;,*)

муносабатни ь^аноатлантиради, бу ерда е-»-0 да 0 (е2, ! /i||2)->0 .
Бу муносабат ва у  (х), х £  [а, Ь] асосий масаланинг экс­

тремали эканлигини (б /  (у, к) =  0) ^исобга олсак, (24) дан
ь

барча б у  (х) =  е к (х), х £  [а, Ь], к2 (х) dx  <  <р, 0 <  е <  е0,
а

агар а  <  оо ва е0 >  0 етарли кичик сон булса, — кучсиз 
вариациялар учун уринли булган А /  [у] >  0 тенгсизликни 
оламиз. Теорема исботланди.

5. Мисол. Ушбу
а

1 (У) =  J (У2Х — У)2 dx-+  min, у  (0) =  у  (а) =  0 (25)
о

масалани ^арайлик. Эйлер тенгламасини ёзамиз: ухх  +  у ~  0. Унинг 
умумий ечими (экстремаллар тенгламаси): у (х) =  csinx +  d cnsx. (25) 
даги чегаравий шартлардан у  (0) =  d =  0, у (а) — с sin а  =  0, яъни 
(25) масаланинг ечими y (x )= c s in x ,  х£ [а ,  Ь\. c s in a  =  0 эгри чизи^ 
ичида ётади.

dzF/dy2 =  2 > 0  булганлигидан, >;ар бир экстремал махсус булма­
ган силлиц булиб, у буйлаб Лежандр- Клебш шарти бажарилади.

Ихтиёрий экстремал буйлаб Якоби тенгламаси hxx  +  h =  0 булади. 
Келтирилган ^иеоблашлардан куринадики, Якоби тенгламасининг h (0 )=  
=  0 шартни цаноатлантирувчи хар бир айнан нолга тенг булмаган ечи­
ми h (х) =  у sin х, у ф  0 куринишга эга булади. Бинобарин, 0 <  а  ^  л 
булганда ]0, а [  тупламда х =  0 ну^та билан ^ушма булган нуктр.лар 
йуц ва экстремаллар Якоби шартини цаноатлантиради. Агар a  <  я  бул­
са, 3 - теореманинг шартлари бажарилади, яъни жоиз у  (х )= 0 . д гбр .а ] 
эгри чизи^ (25) масаланинг кучсиз минималидан иборат. a  >  я  булганда 
[0, а ]  кесмада х =  0 билан ^ушма булган 0 (sin 0 =  0) нуцталар мав­
жуд, яъни ^аралаётган экстремаллар Якоби шартини цаноатлантирмайди 
ва (25) масаланинг ечимлари була олмайди. (25) масалада бошца зкс- 
тремаллар булмаганлигидан, а > я  булганда (25) масала ечимга эга 
эмас.
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V I I  боб . ОПТИМАЛ В01Щ АРУВ НАЗАРИЯСИ

Вариацион х.цсоб (VI боб) ривожланишининг хозирги за­
мон боскичини акс эттирувчи оптимал бо<щарув назарияси 
техника ривожланишининг хилма-хил сохаларида амалиёт 
томонидан куйилган цатор масалаларни ечиш зарурати билан 
боглиц равншда, XX асрнинг 50-йилларида вужудга келди. 
Бу масалалар математик мохияги жихатидан вариацион бу­
либ, классик моделлар доирасига жойлашмади ва уларни 
ечишнинг янгн усулларини ишлаб чнкишни талаб килди. 
Оптимал бошкарув назариясида 1956 йилда Л. С. Понтрягин 
бошчилигидагн математиклар гурухи томонидан очилган 
Понтрягиннинг максимум принципи асосий усул (натижа) 
сифатида тан олинган. Оптимал бошкарув масалаларини тек- 
ширишда Р. Беллманнинг динамик программалаш усули (V 
боб) хам катта роль уйнайди.

1-§. ОПТИМАЛ БОШКАРУВНИНГ АСОСИЙ МАСАЛАСИ

Оптимал бошкарувнинг математик назариясидаги биринчи 
масала тез таъсир масаласи булиб, у бошкарувнинг оптимал 
тизимларини ^уриш ха^идаги купгина инженерлик масала- 
ларининг умумий холи сифатида юзага келган ва унда мужас- 
сам саволлар комплексининг муваффа^иятлилигига мувэфи^ 
асосий масала булиб холди.

1. Энг содда механик харакатни тез таъсир буйича сп- 
тимал бошкарув масаласи. Бирлик массали моддий ну^гаги

1950.

г<7

—  -----------------------

А\ х

V II .1- чизма.
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модули буйича бирдан катта булмаган горизонтал куч ёрда­
мида минимал вакт давомида горизонтал тугри чизик; буйича 
у берилган v0 тезликка эга булган бошлангич А холатдан 
берилган тезликда охирги В холатга утказиш талаб ки- 
линсин (VI 1.1- чизма).

Масаланинг математик хуйилишини боищарув объекта- 
нинг  \згаришини ифодалашдан — моддий ну^танинг х,арака­
ти дан бошлаймиз. Ньютон конунига асосан ну^танинг Ох  
буйлаб харакати

х =  и ( 1)

тенглама билан ифодаланади, бу ерда х (t) =  d'- х / d l2— нуц- 
танинг t вакт моментидаги тезланиши; и (() — бошкарув объ- 
ектига t моментда таъсир киладиган кучнинг капали ги.

Масаланинг физик ^уйилишидан x(t)  учун ушбу чеклаш­
лар келиб чи^ади:

х (0) =  0 , х (0) =  у,,, х (/х) =  р, х (^) =  vJt (2)

бу ерда х =  dxldt  — нуктанинг тезлиги; t =  0 — бошлангич 
момент; t =  t1 — хдоакатнинг охирги моменти.

Фаразимизга кура ну^тага куйиладиган и кучнинг циfi- 
мат лар и хам чегараланган:

| и (01 <  1. /€  [0 , ^ 1. (3)
Каралаётган масалага ухшаш масалаларнинг дастлабки ин- 
женерлик куйилишларида и кучнинг булакли-узлуксиз и (/), 
t £ [0, /х] функциялар мос келган и (t), t >  0 цонунлари бу­
лиши мумкинлиги эътироф цилинган.

Шундай килиб, каралаётган масаланинг математик моде­
ли (3) tx =  t\  чеклашларни цаноатлантирадиган шундай бу- 
лакли-узлуксиз и° (/), 10, /J] функцияни гопишдан ибо- 
ратки, ( 1) тенгламанинг унга мос x°(t),   ̂€ [0 , ечими (2) 
чегаравий шартларни каноатлантирсин ва охирги (° момент 
минимал булсин.

Агар хх =  х. х2 =  х фаза узгарувчилари (бошкарув объ- 
ектининг хрлат узгарувчилари) га утсак, баён цилинган ма­
сала куйидаги куринишни олади:

Xj =  Х2, Х2 =  и, I и , <  1, Xj (0) =  0,

x2 (0) =  u0, *i (̂ х) =  Р, =  min (4)
ва геометрик тилда {xv  х2} фазалар текислигида (1) тнзим- 
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V II.2 - чизма. V II.3 - чизма.

нинг шундай х°(0  =  {x°(i), x°(t)} траекториясини куриш ке- 
раклигини англатадики, у энг к, не ка вакт да во \ш да А — 
=  {0, и„} ну^тадан В =  {р, и,} ну^тага утади (VII. 2- чизма).

Берилган харакатни бошкариш масаласи бу талкинда ва­
риацион хреобдаги брахистохрона хакидаги масалага ух- 
шашдир (Vi боб, 1- §).

Ленин кушимча (3) чеклашлар, куп вацт давомида, ца- 
ралаётган масала типидаги оптимал бошкарув масалаларини 
ечишда вариацион хисоб натижаларидан фойдаланиш имко- 
нини бермай келди.

2. Оптимал бошкарув асосий масаласининг цуйилиши. 
п улчовли фазодаги харакати

x =  f ( x , u )  (5)
тенглама билаи ифодаланаднган бирор объектни к,араймиз, 
бу ерда х =  {х1} . . . , хп} — холат; л; =  d x / d t — объектнинг 
тезлиги; u =  {uv  . . . , иг} — бошкарув вектори.

г улчовли Rr фазода U c z R r туплам берилган булсин. U  
тупламдан ^ийматлар цабул килувчи: и (t) £ U, t >  О, булак- 
ли-узлуксиз и (/), t >  0 функцияни мувофик бошкарув деб 
атаймиз.

Агар (5) тизимнинг мувофик; u(t),  t >  0 бошкарув ва 
унга мос узлуксиз булакли-силлик; x(t) ,  i >  О траекгория- 
сида берилган х6, xox£Rn нук,талар учун бирор 0 < / ,  <оо да

х ( 0 ) =  х 6, х ( ^ ) =  хох (6)
тенгликлар бажарилса, улар жоиз бошкарув ва траектория 
деб аталади.

Тез таъсир масаласи (оптимал бошцарувнинг асосий ма-
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саласи) куйидагичадир: жоиз бошь^арувла.р ичида шундай 
u°(t),  t >  0 ни топнш керакки, у x°(t), t >  0 траекторияни 
х б дан х0Х га мумкин булган минимал вактда утказсин 
(VII .3 -чизма). .v°(/), / € 10, траектория ва уни хрсил 1̂и- 
лувчи жоиз u°(t), / € 10, fj] — тез таъсир вактидир.

Оптимал бошкарувнинг мавжудлиги теоремасини исбот- 
сиз келтирамиз: агар f (x,  и ) £ С  булган (5) тизимнинг жоиз 
траекториялари туплами буш булмаса ва чегараланган булса 
хам да жоиз тезликлар туплами

/  U) =  {у- y = f { x : u ) ,  u£U)  (7)
каварик компакт булса, тез таъсир масаласи улчовли функ­
циялар синфида ечимга эгадир.

И з о ) ( .  Агар муайян масалада (7) шарт бажарилмаса, бу масала 
Кабул килинган маънода ечимга эга булмаслиги хам мумкин. Бу х;олда 
Гамкрелидзе кенгайтиши деб аталган усулга утиш мумкин. Бунда ху- 
сусан, f  (х, U) туплам куйидаги навари^ кобицка алмаштирилади: 

п+1 п+1
[у:  У -  ^  « i f ( x , u t ), и, £ U, а,- >  0, »=1, л -f - l , ^  а,- —• !}, 

i= l i= 1

(5) урнига эса бошкарувлари и( , а,- , £ = 1 ,  п +- 1 булган 

п+1 и+1
х  = \ ] а ,  f ( x , u t ), и( £U, а { > 0, i =  1, п +  1 , У « '  =  1 тенг- 

(= 1 i = 1 
лама ^аралади.

Кенгайтирилган масала ечимга эга ва у оркали дастлабки масала 
учун минималлаштирувчи жоиз бошкарувлар кетма-кетлигини куриш 
мумкин.

3. Му^окама. Оптимал бошкарув асосий масаласининг ь$- 
йилишида (5) дифференциал тенгламанинг ^атнашиши уни

ф , (У, Ух) =  0, i — \ , п +  г (8)

дифференциал чекланишли вариацион хисоб масалалари би­
лан ухшаш килади. (5) да (8) муиосабатларнинг улар 
d y j d x ,  / =  / ( , . . . ,  jn хосилалариинг бир кисмига нисбатан
ечилган, долган хосилалар uk, k = \ ,  г билан белгиланган, 
хусусий >;оли ^аралади . К,айд килиб утилганидек (VI 
боб), вариацион >^исоб м асалалари  функционал фазо- 
лардаги  экстремал м асалаларнинг махсус ^олларидан 
иборатдир. Тез таъсир масаласини VI бобнинг м аса­
л алари  билан келтирилган та^цослаш  курсатадики, 
оптимал бош карув назариясида умумий экстремал ма-
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салаларнинг янада махсусрох хол л аРи Ха ралади. К а­
ралаётган  м асалаларни  бундай «соддалаш тириш » янги 
назариянинг камчилиги эмас, балки унинг мухим аф- 
заллигидан иборатдир, чунки: 1) вариацион хисобнинг 
асосий натиж алари оптимал бош ^арув назариясидан 
келиб чи^ади; 2) оптимал бош ^арув назариясида м аса­
лаларнинг махсуслигига мувофих классик вариацион 
Хисоб усуллари ёрдам ида ж уда кийин олиниши мум­
кин булган ёки олинмайдиган натиж алар  олинган;
3) х03НРги замон техникаси, и^тисодиёт ва инсон фао- 
лиятининг бошха сохаларидаги амалий м асалалар  оп­
тимал бош ^арув назарияси доирасида табиий равиш да 
моделлаш тирилади.

Оптимал бошцарув м асалалари  асосий моделининг 
пайдо булиш ида ^озирги замон техникасининг XX аср 
4 0 -йилларининг иккинчи ярмидан бош лаб ривож лана 
бош лаган со^аси — автоматик бош харув катта таъсир 
курсатди. Бу таъсир назариянинг асосий атам аларида 
Хам уз ифодасини топди. Ухшаш холлаР бошха м ате­
матик н азари яларда хам кузатилади. М асалан, вари а­
цион хисобнинг ривож ланиш ига механика, чизикли 
программалаш тириш га эса и^тисод фани сезиларли 
таъсир курсатди.

О птимал бош ^арувнинг бошца м асалаларидаги  к а ­
би, юхорида хуйилган тез таъсир м асаласида хам оп' 
тималлаш тириш  x ( t ) ,  0 траекториялар фазосида 
эмас, балки танлаш , (5) тенглама орхали биринчи н ав­
батда тизимнинг х  тезлигн ^згариш ида сезиладиган 
боищ арувлар фазосида олиб борилади. Эслатамизки, 
вариацион хисобда (VI боб) бундай у ( х )  дан у х (х)  га 
утиш янги натиж алар олиш имконини бериши ани^лан- 
ган эди. Хусусан, мазкур бобнинг асосий факти (Пон- 
трягиннинг максимум принципи) асосан бошцарувни 
оптималлаш тириш нинг асосий объекти сифатида тасав- 
вур хилишга асосланади.

К лассик вариацион хис°б усулларнни оптимал бош- 
Харув м асалаларига утказиш нинг хийинчилиги етарли- 
ча кенг, булакли-узлуксиз функциялар синфини ха- 
раш (илгари харалган  силлих ва узлуксиз функциялар 
урнига) билан хамда U туплам ёпих булиши хам мум­
кин булган (6 ) чекланиш ларни хисобга олиш (бу асо- 
сийдир) зарурати  билан боглангандир.

Шуни хайд хилиш керакки, жоиз бош харувларнинг 
оптимал бош харув назариясида хабул килинган синф-
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лари математикларнинг янада умумийрок натиж алар 
олиш истаги билан богланмасдан, балки оптимал бош­
карув назариясининг асосларини яратиш  вацтида ама- 
лий м асалаларнинг U дан ф акат чегара ^ийматларни 
Кабул к нлувчи булакли-узлуксиз, оптимал бош^а- 
рувли, етарли мазмунли мисоллари маълумлиги билан 
боглангандир.

Тез таъсир масаласининг асосий дейилиш ига сабаб 
ф акатгина унинг учун оптимал бошцару в  назария си­
нинг асосий натижаси — Понтрягиннинг максимум  
принципининг  биринчи марта ифодаланганлиги ва ис- 
ботлангани эмас, балки унда вариацион типдаги янги 
м асалаларнинг бош хусусиятлари аник намоён булган- 
лигидадир. Тез таъсир масаласи  буйича оптимал бош- 
Карув назариясининг асосий муаммоларини куриб ута­
миз. Оптимал бош ^арувнинг амалий масаласини ечиш- 
да ю зага келадиган биринчи муаммо идентификация 
(ам ал га  ошириш) муаммоси  деб аталади  ва у текши- 
рилаётган объектни, ж араённи математик ифодалаш - 
дан (моделини тузиш дан) иборатдир. Тез таъсир маса- 
ласида модель (15) куриниш да булади деб кабул ки ­
линган Эди. Т атби^ларда моделларнинг бош ^а куп тур- 
лари  кам учрайди. М оделларни тузиш да к а Рал аётган 
м асала мансуб булган фан ва техниканинг махсус 
Конунлари ^ам да физик объектлар устидаги таж риба- 
ларнинг натиж алари  кенг кулланилади. И дентиф ика­
ция муаммосидан кейингиси б ош цар ув  муаммоси  бу­
либ, унда кеч булм аганда битта жоиз траекториянинг 
мавж удлиги масаласи каралади.

Бош ^арилиш  муаммоси билан кузатилиш муаммоси  
узвий богликдир. Унинг мо^ияти куйидагичадир. А ма­
лий м асалаларда к°л ат  вектори х  ни оптималлик му- 
носабатларида, одатда, бевосита улчаб булмайди, л е ­
кин маълум маънода ^олат (ёки траектория) билан 
боглик микдорлар (чикиш лар) улчаниши мумкин. 
Агар эриш иладиган улчаш лар буйича тизимнинг ^ола- 
тини тиклаш  мумкин булса тизим кузатилувчи дей ила­
ди. Сунгра оптимал бошцарувнинг  мавжуд ли к м у а м ­
моси,  яъни жоиз бош ^арувлар синфида ^абул килинган 
сифат критерийсига оптимал киймат берувчи энг яхши 
бош карувнинг мавж удлиги ка КиДаги масала аж рати- 
лади. Бу муаммо чизи^сиз программалаш тириш даги 
шунга ухшаш муаммодан анча кийиндир.

Агар оптимал бош карув масаласи ечимга эга булса,
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жоиз бош ^арувлар ичида оптимал бонщ арувларни уз 
ичига олувчи торро^ функциялар тупламини аж ратиш  
керак булади. Бу оптималликнинг за рурий л ик  шартла­
ри  муаммосидир. Ж оиз бош царувларда баж арилиш и 
уларнинг оптималлигини таъминловчи муносабатларни 
тузиш оптималликнинг етарлилик шартлари муам моси - 
нинг  асосий масаласидир. Оптимал бошцарув назария- 
сининг асосий ва охирги муамоси уисобла ш у с у л л а р и  
муаммоси ^исобланади. Кейинги йигирма беш йил 
ичида ю ^орида санаб утилган муаммоларнинг ^ар бири 
буйича йирик натиж алар  олинган. Оптимал бош харув 
назарияси классик м асалаларни  чу^урлаш тириш  йу- 
налиш ида ^ам , ам алда ю зага чицаётган янги м асал а­
ларни ечиш ж араёнида >^ам ривож ланмо^да.

2- §. ПОКТРЯГИННИНГ МАКСИМУМ ПРИНЦИПИ

Оптимал бошхарув масалаларида масаланинг гамильтониа- 
нини максималлаштириш билан богли^ булган оптималлик­
нинг асосий зарурий шарти максимум принципи деб ата­
лади. Бу маълум биринчи тартибли зарурий шартлар ичида 
энг кучлнсидир. Мазкур параграфда максимум принципи 
«соф» натижа олишда жуда кулай булган терминал баи-  
карувнинг энг содда масаласи учун исботланади.

1. Терминал бошхарув энг содда масаласининг ^уйили- 
ши. Айтайлик, объектнинг харакати

x =  f  (х, и, 0 , х (t0) =  х0, t£T  =  [/„, (1)
тенглама билан ифодалансин, бу ерда х — п -\о л ат  вектори; 
и — г-бошхарув вектори; t —  скаляр (вацт), t0, х0 — бошлан- 
FH4 момент ва хрлат; t L — вактнинг охирги момента.

Мувофи^ бошцарувлар синфини 1- § нинг асосий масала- 
сидагидек цолдирамиз: улар

u ( t ) £ U ,  t £ T  (2 )
шартни каноатлантирувчи булакли-узлуксиз г- вектор-функ- 
циялардир. Тизимнинг траекторияларига кушимча шарт- 
лар куйилмаганлигидан, у жоиз бош^арувлар синфи билан 
устма-уст тушади.

Жоиз бош^арувнинг сифатини (1) тизимнинг охирги (тер­
минал) хрлатларида ани^ланган

/  (и) =  ф (x (^ ))->  min (3)
функционал (сифат критерийси, максад функционали)  би­
лан бахрлаймиз (VI 1 .3-чизма). (1) — (3) масала терминал
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бошкарувнинг энг содда масаласи деб аталади. Унинг ечими, 
яъни жоиз u°(t), t£T  бош карув ва унга мос x°(t),  t£T  тра­
ектория ((1) — (3) масалада) оптимал бошкарув ва траек­
тория  деб аталади. ( 1) — (3) масалани текширишда f { x , u , t ) ,  
дf(x,  и, t)/dx, (p (х), dip/dx функцияларни узлуксиз деб фараз 
киламиз.

2. Сифат критерийси орттирмасининг формуласи. Икки­
та жоиз u(t), u(t) =  u(t)  - f  А и (I), t£T  бош'^арувлгр ва (1) 
тизимнинг уларга мос x(t) ,  х (/) — x(t ) +  Ax(t),  t£T траек- 
торияларини караймиз. (3) сифат критерийсининг орттирмаси

А /  (и) —1(и) — /  (и) =м'ф (х & ))  — ф (х (/t)) (4)
учун формула топамиз. Килинган фаразларда (4) ифодани 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

А / ( и )  — Ax' (/х) <Эф (.v (ti))/dx +  0 (,i Av (/JH). (5) 

Траекториянинг орттирмаси Ax(t) — x ( t ) — x( t) ,  t£T  ушбу

Ax =  f ( x  +  Ax, и, t )  — f(.\,  u, t), Ax (t0) =  0, t £ T ,  ( 6 )

дифференциал тенгламани каноатлантиради ва уни бундай 
ёзиш мумкин:

Ал; =  д- ■*' у’ ^ А х  +  А~ъ f  (к, и, / ) +  
дх

+  “ /(*■«» 0 А х+  о, ( j А.у I, Ax(to) =  0. (7)
дх

Бу ерда A^f(x ,  и, I) =  fix, и, () — / (х, и, /), df /dx  =  {dfi/dxj,

i =  1, п, / — 1, п)  деб белгиланган. F (t), t£T,  — п х п  — 
матрицали функцияни ушбу

F = A F ,  F (0) = Е  (8)
тенгламанинг ечими сифатида киритамиз, бу ерда А =  А (/) =  
=  df (x( t ) ,  u( t ) , t ) / d х; Е  — бирлик диагонал «хм — матрица. 
Дифференциал тенгламалар назариясининг тегишли муло^а- 
залари оркали (7) тенглама 

t
A x ( t ) =  |' F (t) F~* (т) А'и /  (х (т), u ( x ) ,x ) d x  +

К
t

- f  j F(t) F ~ \ t) l«3A„ f (x ,  и, т) /дх-  Ajc+ oa (, Ax(x) j dx
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интеграл тенгламага эквивалентлиги курсатилади.
Шунинг учун (5) нинг урнига 

h
А / (и) =  [д ф (х {Lx))ldx\' ( F (/,) F -1 (0 А7 /  (х, и, t) dt +

to

+  [дф (лг(/,))/дл:]' | F ( t j  F~* (t) [dAjrf (x, и, t ) / д х - А х +
to

+  ox ( 1 A ,v (t) !') \ d t  o(\' A x (/,) || (9)
ни ёзиш мумкин. Энди

i|;■ (t) =  — F' (tj) дц> (x ( t^ /dx ,

H (x, t|j, u, 0  =  4 7  (x, u, t),

Ай Н  (x, if, u, t) =  H (x, i|), y, t) — FI (x, 4 , u, t)

деб белгилаймиз. У хрлда (9) дан изланган орттирма форму- 
ласини оламиз:

h
А/ (м) =  — Г Ай  Н  (.г, 4 , и, t) dt+ ц ,  ( 10)

to

бу ерда
11 =  г), +  г) +  л». Л1 =  о ( I А х (/х) , 

h
г|2 =  — ( Ах 'д Ай Н  (х, 4', и, t)/dxdt;  г|а =

К
ti

=  -  t y  (t) О, ( , \Ax(t ) ) d t .
to

(8) га мувофик, 4  (t) функция кушма тизим (и (/) t£,T  
буйлаб) деб аталадиган

4  =  — A' \j?, v|5 (t^ =  — дф (лг(^))/дл: ( 11)
тенгламани каноатлантиради. 4  векторнинг 4 Х . . . , 4 „» ком- 
поненталари кушма узгарувчилар деб аталади. Н (х, 4 , и, t ) 
функцияни гамильтониан* деб аташ кабул килинган. Га­
мильтониан ( 1), (11) асосий тенгламаларни ихчам (компакт) 
ва симметрии куринишда ёзиш имконини беради:

* Бу Л. С. Понтрягиннинг таклифидир; бошца олимлар уни Понт- 
рягин функцияси деб атайдилар, чунки у узининг вариацион хисобдаги 
ухшашидан фарц к,илади (VI боб).



• _  дН • = дН 
c?ij5 ’ дх

3. Игнасимон вариация. Вариацион хисоб каби, опгнмал 
бошкарув назариясининг асосий усули — вариациялар усули- 
дир. Лекин оптимал бошкарув назариясининг вариацияларп VI 
боб вариацияларидан принципиал фарк; ^илади. Янги тнпда- 
ги энг содда

• _|° ,  ^  [9 — е], 0+ е ] , (12ч
“ ( )  _  Ь -  и (t), /6 [0 -  е, 0 +  е], v£U,  0 0  /0, Ш  *  О,

i

VII.4- чизма.

вариация VII.4- чизмада тасвирланган булиб, игнасимон деб 
аталади. VI бобдаги вариациялар |/„. ^1 да текис кичик бу­
либ, игнасимон вариациянинг кичиклиги вариация нолдан 
фарк,ли булган кесма узунлигинипг кичиклиги билан аниц- 
ланади.

Кейинги хисоблашлар курсатадики, кичик е ларда игнаси- 
симон вариация ёрдамида хос ил цилинган x(t) траектория x{t) 
дан кам ({ир^ килади:

| х ( 0  — * №Г  < К \ г \ ,  t£T,  (13)

лекин унинг d x /d t  ^осиласи v£(J векторнинг ихтиёрий бул­
ганлигидан dx/dt  дан катта фарц ^илиши мумкин. Шунинг 
учун игнасимон вариацияни кучли вариация, VI бобнинг 
вариацияларини эса кучсиз вариация дейилади. Кучли вари­
ациялар оптимал бошкарув назариясида ю^орида аник,ланган 
(кучли) оптимал траекториялар мос келадиган кучли мини- 
малларни текшириш учун ишлатилади.

(13) хоссани исботлаш учун (6) тенгламани ечишни игнаси­
мон вариацияда ^араймиз. |/0, 0—е], е > 0  кесмада (6) тенглама

А х =  /  (х +  Ах, и, t) — f(x, и, t), Ах  (t0) =  0
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куринишда булади ва ягона Ах (t) 0, (£ [tn, 8 — е] ечимга 
эга булади. (6) тенгламани [0 — е, 0 +  в] кесмада ёзамиз:

А х =  /  (.V +  Ах, v, () — /  (х, и, t), Дх (0 — е) =  О.
Дифференциал тенгламалар ечимларининг интеграл узлук- 
сизлигидан шундай соннинг мавжудлиги келиб чикддики,

|| Ах (t) '| =  || х (t) — х (() | К  К г /, /£[0 — е, 0+ е ]
булади, яъни (13) хосса [0 — е, 0 + е ]  кесмада уринлидир. 
Нихоят, (6) тенглама [0 +  е, ty\ кесмада

А х = / ( х  +  Ах, и, /) — f ( x , u , t ), А х ( 0 + е )  ~ /С , !е'

куринишда булади. Дифференциал тенгламалар ечимларининг 
бошлангич катталикларга узлуксиз богликлигидан фойдала- 
ниб, бирор К г <  оо да | | х(0|1 < / С , е ,  ^ [ 0 + е ,  /2] тенгсиз­
лик бажарилишини оламиз. Шундай килиб, (13) хосса К  =  
=  max {ATj, К г} исботланди.

4. Максимум принципи. Агар жоиз u(t), tQT бошкарув 
ва дастлабк I ( 1) хамда кушма ( 11) тизимларпинг унга мос 
х(/), 4 (0 , t£T  траекториялари буйлаб тизимнинг гамильто- 
ниани максимумга эришеа:
Н (х (/), 4  (0 и (/), () =  max Н  (х (t), \|э (/), и, t), t £ [/0, / J ,  жоиз

U£U

u(t),  t£T  бошкарув максимум шартини каноатлантиради 
дейилади.

1- теорема (Понтрягиннинг максимум принципи). Х,ар бир 
оптимал бошкарув максимум шаргини каноатлантиради.

И с б о т и .  Айтайлик, u°{t), t£T  — оптимал бошкарув, x°(t), 
4°(/), t£T  — (1), (11) тизимларнинг унга мос ечимлари б у л ­
син. Фараз килайлик теорема уринли булмасин, яъни бирор 
06 Ко. М , v£U  ларда

Н  (х° (0,4° (9)> 0) — Н (х° (0), 4°(0), и° (0), 0) =
=  До Я ( х ° ( 0), 4 ° (0), и°(0), 0) =  а  >  О

тенгсизлик бажарилсин. u ° ( t ) , t £ T  бошкарувни (12) игнаси- 
мон вариация билан вариациялаймиз ва ( 10) буйича си Ьат 
критерийсининг орттирмасини х1исоблаймиз:

9 + е

А/ (а0) =  /  (и0 +  А и) — I (ив) =  — | Av H (х°, ф°, ы°, t ) ) d ( + т|.
0 — 8

(15)
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fi+e
(12), (13) ни хисобга олиб, | Av H(x0,(f°,un, t )dt=2EAvH(x(’(Q),

0—е
tp°(0), и° (6), 6) ■+ о2 (е) =  2еа  +  оа(е), о2 (е) <  К 2е2; rj, <
<  К 3е2, г)2 <  /С4е'2, т}з</Сбе2 эканлигини топамиз. Бу ба- 
холарии (15) га куйиб, оптималликнинг таърифи А /  (и°) > О 
га зид булган етарлича кичик е > 0  ларда Д / ( ы ° ) < 0  ку- 
ринишни оладиган А / (и°) <  — 2га  +  К вг 2 тенгсизликка ке- 
ламиз. Теорема исботланди.

5. Му^окама. 1-теоремадан куринадики, максимум прин­
ципи оптималликнинг биринчи тартибли зарурий шартидан 
иборатдир (унинг ифодасида масала элементларининг биринчи 
тартиблидан ю^ори булмаган хосилаларидан фойдаланилади). 
Куп текширишлар курсатадики, у оптималликнинг барча 
маълум биринчи тартибли зарурий шартлари ичида энг куч- 
лисидир ва ундан оптимал бошкарув назарияси ва вариацион 
хисобнинг бошка куп натижалари келиб чикади (4- § га к,.). 
Аммо умумий х;олда максимум принципи оптималликнинг 
етарли шарти эмас, яъни максимум принципини каноатлан­
тирувчи жоиз бошкарувларнинг (Понтрягин экстремаллари- 
нинг) ^аммаси ^ам оптимал булавермайди.

М и с о л .  х х — х, л-2 =  — х2 , *i(0) =  х2 (0) = 0 , Г = [ 0 , 1 ] ,  |« |< 1  
/  (и) =  ф(л; (1)) =  х2 (1)-»- min. Гамильтониан: / /  =  ы — гp2xf,  ^ушма

тизим ^ =  — дН/дхх =  2\p2xv  %  =  — дН/дх2= 0, ‘̂ i( l)=d(p(x(\)y 'dx1— 
=  0, ij)2(l) =  — 1. Бу ердан ^ 2( 0 = — 1. /€  [0, 1], ^.(Z) =

=  —2 (т) rfT. Ушбу и {t)= 1, t g [0, 1/3 [и (t) — — 1, t 6 [1/3, 1[ ку
ринишдаги жоиз u(t), <6[0, -  

1 ] боищарувни к;араймиз 
(V II.5- чизма). Жоиз траект- 
ториянинг биринчи xx (t) ком- 
понентаси x x(t)=t, t £ [0,1/3]; 
* i (/) =  - / + 2 / 3 .  / € [ 1 / 3 , ]  
куринишда булади. VI 1.5- 
чизмада грх (/), / £ [0, 1 ] функ­
ция ^ам тасвирланган. и (t) =  
sign 'фх (t) булганлигидан, ца- 
ралаётган бошкарув макси­
мум принципини ^аноатлан- 
тиради, лекин у оптимал бул­
майди, чунки /  (и) — — 1 /27, 
жоиз u(t) г  1,_/ € [0, 1] бош- 
карувда эса I (и) — — 1/3.

1

f
a f t )

--- w o i  _

1
1 - -  - nH)

VII.5- чизма.
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6. Терминал бошкарув масаласини динамик програм­
малаштириш усули билан ечиш. (1) — (3) масалаларнн ска­
ляр г ва п вектор х  параметрларга б орлик булган

х =  /  (х, и, t), х  (т) =  х, и ( i ) £ U y t £ T x =  [т, /],

/(« )  =  ф (« (/!))->  min (16)

масалалар оиласига туркумлаймиз.
Оиланинг умумий масаласида сн<|)ат критерийси 1 (и) нинг 

минимал ь;ийматини В (х, т) деб белгилаймиз (Беллман функ­
цияси). [т, т +  Ат], Д т > 0  кесмада Беллман тенгламасини- 
олиш учун u(t) =  v (/), t £ [т, т +  Дх] бош^арувни танлаймиз. 
Бу бошкарув таъсири остида (16) тизим х  (т) =  % ^олатдан

х (х +  Дх) =  X (т) +  Дх /  (х (х), V (х), х) +  0 (Дх) (17)

холатга утади. Айтайлик, (16) тизим / =  х +  Дх моментдан 
бошлаб, х(т +  Дх) холатдан «(/) =  u ( t \ x ( x - \ -  Дх), х+ Д х , 
t £ [х—|— Дх, /,] бошкарув ёрдамида оптимал бош^арилсин. Бунда 
Беллман функциясининг аникланишига асосан сифат крите- 
рнйси В (х(х 4- Дх), х +  Дх) кийматга эришади. Шундай ки- 
лпб, u{t) =  v(t),  t£ [ z ,  х +  Дх[, u(t) — u(t\ x (x  +  Дх), т - f  Дх), 
t £  [ t +  Ax, t x] бошцарувда сифат критерийси

В (х (х +  Дх), х 4- Дх) <  В (х, х) (18)

кийматга эришади.
Агар v (/), t£  [х, х - f  Дх [сифатида (16) масалада u ( t \ x ,  х) 

оптимал бошкарувнинг кисмини олсак, равшанки,

В (х° (х +  Дх), х - f  Дх) =  В (х, х) (19)

булади. Айтайлик, В (г, х ) £ С 0) булсин. У колда (18), (19) 
дан

В (х, х) +  Дт +  дВ’ (х, т) f  ^  v (т)) т) Д т +  
дт дх

4- о (х) <  В (х, х),

В(х ,  х) 4- Дх4~ дВ'-(х' ~  /(х , 11° (х), х) Дт 4-
дт дх

4- о (х) =  В (х, х) (20)
эканлигини оламиз.

В ( х ,  х) га кискартириб ва сунгра (20) нинг иккала томо- 
нини Дх га булиб, Дх->- 0 дан кейин минималлаштириш ама-

1 9 - 6 1 2  289



ли билан мураккаблашган хусусий хосила л н дифференциал 
тенгламадан ушбу Беллман тенгламасига* келамиз:

д В (х ,  т) . дВ' (х , т)  w
— — 7 —  =  min — j — L f ( x , v ,  т). (21)

ОТ 1>£С/ ох

(21) тенглама учун Беллман функциясининг таърифидан 
куйидаги

В (х, ty) =  ф (х) (22)
чегаравий шартни оламиз.

Понтрягиннинг максимум принципи ва Беллман тенгла­
маси орасида узвий богланиш мавжуд: агар и0 (I), л:0 (/), \|>°(/), 
t £ T  — оптимал бошкарув ва бошлангич хамда цушма ти­
зимларнинг унга мос ечимлари булиб, B ( x , t ) £ C >2} эса (21),
(22) Беллман тенгламасининг ечими булса,

т|?°(t) =  — а в (?<*)’.*) , t $ T  (23)
дх

булади. Х.а^икатан, (21) дан

( 0 t / B . . м . с ^ м ) .
дх »t

/(х°, и (о, t) >  -  — I х;  х =  х°(/) 
йе dt

келиб чицади, яъни f  (х, ы° (/), /) 5В (х, t)/dx +  дВ  (х, t) i 
функция хар бир моментда х аргумент буйича х =  х° (t) 
ну^тада максимумга эришади. Унинг учун стационарлик шар­
тини ёзамиз:

о(/) u°(0 .0  +
ав ' (х-° (/), t)

дх2 ' дх

df (x° ( t ) ,  i f l(t ) ,  t) g«B (*»(/),<) =  0  (2 4 )
Зд; dx dt

Иккинчи томондан, u° (I), x°(t),  t£T  буйлаб

d t  dx dx2

+  Г » Д (^ (0 .0  (25)
dxdt

га эгамиз. (24) ни (25) билан так^ослаб, дВ (х° (t),t)/dx функ­
ция цушма ( 11) тизимни каноатлантиради, деган хулосага

* Беллман тенгламаси Гамильтон-Якоби тенгламасининг хозирги за­
мон ухташ идан иборатдир (VI боб, 2- §, 8- банд).
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келамиз. Лекин (21) га мувофик дВ (x°(ti),t1) ldx=dff(x(’(t1))/dx 
тенглик уринли, у хрлда ( 11) тизим ечимининг ягоналигига 
асосан (23) формула бажарилади.

(23) формула максимум принципини кургазмали геомет­
рик тал^ин килиш имконини беради. и° (/) оптимал бошца- 
рув хар бир t моментда тизимга Беллман функцияси В (х, t) 
нинг х° (() нуктадаги антиградиенти ф° (/) йуналишида мак­
симал проекцияга эга булган f(x°(t) ,  u° (t),t) тезлик беради 
(VI 1.6 - чизма).

VI 1.6- чизма.

7. Оптималликнинг етарлилик шарти. 6- бандда (21) 
тенгламадан Понтрягиннинг максимум принципи анча кучли 
талабларда олинди. ^озирги ишларда (21) тенгламадан, одат­
да, оптималликнинг зарурийлик шартларини эмас, бглки 
етарлилик шартларини ифодалаш учун фойдаланилади.

2- теорема. Айтайлик, В (х, t) — (21) Беллман тенгламаси- 
нннг

В (х, /х) =  ф (х) +  Я' g  (х) (А, >  0) (26)
чегаравий шартли силли^ ечими u(x , t )  ^уйидаги

°  /  (х, у  (х, 0 , 0  =  m in /  (х, и, t) (27)
дх U(iu дх

шартни каноатлантирувчи бошкарув крнуни булсин.
Агар тенглама шундай x(t), t£T  ечимга эга булсаки, у 

ечим буйлаб и (/) =  и (х (/), t) булакли-узлуксиз ва
£ ( * ( / , ) ) <  о, X 'fir(х (/ж)) =  0 (28)

булса, u(t), t£T  бошкарув

/  («) =  ф (х (/i))->- min, x =  f ( x , u , t ) ,  (29)
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x( t0) =  x0, u ( t ) £ U ,  t£T, g ( x ( t i ) ) < 0  
масалада оптимал булади.

И с б о т и .  u(t), х (t), t £ T (29) масаланинг чеклашларини 
каноатлантирздиган бош^а жоиз бошкарув ва унга мос тра­
ектория булсин. (21), (27) дан,

дВ  (* (/), t) дВ' (х (/), /)
fx(t),  и (/), /), 

■f(x(t),  и (0,0

dt дх
_  дВ (х (t), t) дВ' (х ( / ) . / )  

dt дх

га эга буламиз. Бу муносабатлар вак̂ т буйича тули^ хосила 
атамаларида

d
dt

d—  B(x, t )  =  0, —  В (x, t) >  o (30)
u(t)U(t> d t

куринишни олади. (30) ни и (t), u(t)  буйлаб интеграллаймиз 
ва (26) чегаравий шартдан фойдаланамиз:
В (х (tj), t j  — В (х (t0), t9) =  ф (х ( t j )  +  K g  (*(/,)) — В{Х„ о, 

В (х (tj), tL) —В (х (t0), to) = ф ( X (^)) +  V  g  ( x(tx)) —
—В (х0, t0) - 0 .

Бу ердан (28) ни хисобга олсак,

/  («)  =  ф  (х ( /1) ) < ф (дГ(/1)) +  Я , ' 0 ( х ( /1) ) < ф («( / 1) )  =  / ( ы) .

яъни, и (/), t£T  — оптимал бошкарув экан. Теорема исбот­
ланди.

3- §. ТРАНСВЕРСАЛЛИК ШАРТЛАРИ

Максимум принципи бопщарувлар учун оптималликнииг 
зарурийлик шартларини уз ичига олади. Жоиз траектория- 
ларнинг чегаравий ^ийматлари учун оптималлик шартлари 
трансверсаллик шартлари деб аталади. Мазкур параграфда 
траекториянинг унг четида тенглик ва тенгсизликлар типида- 
ги чеклашлар булган оптимал бопщарув масалаларида опти- 
малликнинг зарурийлик шартларини ва трансверсаллик шарт­
ларини чи^ариш усули баён килинади.

1. Терминал бош^арувнинг умумий масаласи. Ушбу

а-= f  (х, и, 0 , х (t0) =  х0, t£T  =  [/„ / J  (1)
бошкарув тизимини караймиз. Оптимал бошкарувнинг асо­
сий масаласидагидек ( 1- §), мувофи^ бошкарувлар сифатида
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и (/)6 и ,  t £ T  (2-,
чсклашни каноатлантирувчи г- улчовли булакли-узлуксиз 
и (г), t функцияларни караймиз, бу ерда U  — R r да бе­
рилган туплам.

Айтайлик, ф(. (х), i =  0, q лар Rn да аникланган хаки- 
кий функциялар булсин.

Мувофиц (« (/) , бошкарув ва (1) тизимнинг унга 
мос x( t) ,  t £ T  траекториясини, агар улар »

1 1 {и) =  ф,- (х (/,)) < 0 , i =  1, р  (3)

тенгсизликлар типидаги ва

(«) =  Фг (̂ х)) == 0 »=  Р +  1,4-  (4)
тенгликлар типидаги чеклашларни каноатлантирса, жоиз деб
атаймиз. ___

Айтайлик, Rn да G — [x£Rn : ф,. (л) <  0, i =  1, р, ф((ал=  0,
i =  р  +  1, <7} туплам берилган булсин. Юцорида берилган 
таърифга кура, жоиз бошкарувлар шундай и (t), t ^ T  функ- 
циялардан иборатки, улар г- улчовли фазонинг берилган туп- 
ламидан ^ийматлар кабул килиб, ( 1) тизимнинг уларга мос 
x( t ) ,  I £ Т,  траекториялари t — 1] моментда G тупламга ту ­
шади (VI 1.7- чизма). Жоиз бошкарувлар сифатини

/о (“ ) =  Фо(*(0 ) (5)
функционал билан бахолаймиз.

(5) функционални (1 )— (4) 
тизимнинг жоиз бошкарувларида 
минималлаштириш масаласи тер­
минал бошщрувнинг умумий  
(ажратилган чегаравий шартли) 
масаласи деб аталади.

Оптимал бошкарувнинг юко- 
рида баён ^илингэн масаласи VII.7-чизма.
етарлича умумийдир; унга куп-
гина бошк,а масалалар келтирилади. Масалан, жараённинг 
сифати (5) нинг урнига

(«) =  Ф (X (/г)) +  I fo(x( t ) ,  u(t),  t ) d t - +  m irr (6)

функционал билан ба^олансин. Ушбу
Aq =  /о (xt и, i), х0 ( /„ )=  0 (7^
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и (т), т) dr  узгарувчини киритамиз. Янги узгарувчи ёрдами­
да (6) сифат критерийсини

/  (и) =  Ф0 ( *& ) )  +  *« (/i) (8)
куринишда ёзиш мумкин. Шундай килиб, агар (1) тизимга 
(7) тенгламани кушсак, (6) критерийли масала (8) критерий- 
ли терминал бошкарув масаласига келтирилади.

2. Бошк;аришлар, траекториялар ва функционаллар ва­
риацияси. Терминал бош^арувнинг умумий масаласида опти- 
малликнинг зарурийлик шартларини келтириб чикариш учун 
Гошкарувнинг игнасимон типдаги вариациясидан фойдалана- 
миз. 0 £ ] t0, tx [, v £ U ва р(е) — нолнинг унг томонидаги 
бирор атрофида аникланган скаляр аргументнинг хакр^ий 
манфий булмаган функцияси хамда р(0) =  0 булсин. Ушбу

п , р ш ' ,9>10, t £ [0, 0 +  р(е) [.
куринишдаги функция мувофик и° (/), t £ Т  бош^арувиииг 
игнасимон вариацияси деб аталади.

Мувофш^ и° (t), t £ Т  бошкарувнинг игнасимон вариация- 
лари тупламида кушиш амалини киритамиз.

Иккита б и (/; 0Х, v x р2 (е)) ва Ьи (/; 02, v2, р2 (е)) игнасимон 
вариациянинг йитндиси деб куйидаги куринишдаги функ- 
цияга айтилади:

1) агар 0Х Ф 02 булса, у хрлда (VII. 8- чизма)

бu(t\  0j, vx, p i( e ) )  +  6u(t\ 02, y2, p2(e)) =
—  t £ [0„  Oj +  p ^ e ) [, 

v2 — u°(t) ,  t £ [02, 02 +  p2(e) [,
0 — акс хрлда;

2) агар 0X =  02 булса, у хрлда (VII. 9 -чизма)
бu(t] 0j, v lt Pi (s)) +  6w (t, 02, v2, p2(e)) =

t Vl - u ° ( t ) ,  t £  [01( 0,  +  Pi(e)],
— ya — u° (it), t £ [0! +  Px (e), 0! +  Pj (e) +  p2 (e) [,

[ 0 — акс хрлда.

V II .9 B a  VII. 10- чизмалардан куринадикн, 0t =  02 ^олда, 
киритилган кушнш амали коммутатив эмас. Игнасимон ва-

тенгламани каноатлантирадиган кушимча х 0 (t) — j fu (х  (т),

294



д и в ^ в 2, д и а , в , ,  и,*/>.&))• fa<t-Or . r2 ./> *  >> 

C't
/л

j O i
о i0  s, в,'р,(()е< о,-v,*/) I

V II.8- чизма.

рнациялар йигиндиси тушунчаси ихтиёрий чекли сондаги ь;у- 
шилувчилар учун хам осон ёйилади.

Киритилган йигинди тушунчасининг 0j ф  02 булганда 
коррект булиши учун [0Х, 0Х +  рг (в) [ f | [02, 02 +  р2 (e)J =  0  
шартнинг бажарилиши зарурлигини к,айд лам из. 

Тойдирилган  бошкарувларнинг

8 и \  f o r t i f y ,  и , , Д ( ф д ( / и \ в г>1 / ф ( Е ) )

V<
п  

Ьп
о

ди

е**Р/(Ф?г(е)
6  s 1 0 / 9 / 6 )

V II.9- чизма.

0 , -вг , д ц а ;в г , Ог ,рг (£^ $и(с,в,, о ,,р /а )

г * !

О 'о Of в , +Q2(t)

VII. 10- чизма.
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и (е) :u(t ,  г) =  ии (() +  ^ 6» (/; fl., v{, pt- (е)), t £ Т  
1=1

оиласини караймиз, бу ерда ц — бирор натурал сон. Ку­
шимча рх (е), . . . , рд (е) функцияларни е =  0 иу^тада унг- 
дан узлуксиз деб фараз циламиз. У холда етарли кичик 
е > 6  учун тойдирилган и (t , е), t £ Т  бошкарув мувофик; 
булади ва демак, унга (1) тизимнинг ягона x (t, е), t £ Т  
ечими мос келади. Дифференциал тенгламалар тизими ечим- 
ларининг параметр ва бошлангич шартларга узлуксиз 6 o f - 
ликлигидан

l i m  x ( t lt e )  =  x°( t1)
E - t + O

эканлиги келиб чи^ади. Бунинг устига, агар р, (е), . . . .  
Рц (е) функциялар е =  0 нуктада унгдан дифференциалла­

нувчи булса,
Jim xUl' е)- ^ (̂  =  дх(^) ( 10)

д
лимит мавжуд булади ( =  белги, «аншуланишига кура тенг» 
ликни англатади).

бх(^) вектор x°(t), t  £ Т  траекториянинг t — t t моментда 
хисобланган биринчи вариацияси деб аталади.

(10) лимитни хисоблаб,

bx( t l ) =  V p . (0) F ( V  0t) А „./(д:°(0t ), и0 (9,), 0,) (И ) 
i=i

ни оламиз. Бу ерда Av f {x ,  и, t) =  f ( x , v, t) — f  (х, и, /);

р(- (0) — функциянинг е  =  0 нуктадаги унг томонлама хрси- 
ласидир. F(t,  т), < t, матрицавий функция

- J I M h j W ) J L F(tt  г), F (т, т) =  Е, 
dt dt

матрицавий дифференциал тенгламанинг ечими сифатида 
аникланади. Е  — бирлик « X п - матрица.

(11) муносабатдан куринадики, x°(t), t £ Т  траектория­
нинг u°(t), t £ Т  бош^арувнинг игнасимон вариацияси йигин- 
дисига мос келган биринчи вариацияси траекториянинг игна­
симон вариацияларига мос биринчи вариациялари йигиндиси- 
дан иборатдир. Игнасимон вариациялар йигиндиси амалининг 
нокоммутативлигига ^арамасдан, траекториянинг (9) тойди­
рилган бошкарувга мос ((11) га ^.) биринчи вариацияси иг-
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насимон вариациялар йипшдисидаги кушилувчилар тартибига 
бонлик булмаслигини таъкидлаш лозим.

Элементлари х° (/), t £ Т  траекториянинг t =  /, моментда 
хисобланган ва (9) куринишдаги тойдирилган бошкарувлар- 
нинг барча жоиз онлаларига мос Ьх(/j) биринчи вариациялар-
дан иборат булган R (/,) тупламни караймиз. Агар р, (0) =
=  Ра(0) булса, бы (/; 0, и, рх(е)) ва бы (/; 0, v, р2(е)) игна- 
cun'oii вариацияларга (аникроги, тойдирилган

(t, г) •■= и° (/) +  бы (/; 0, v, рх (е)) ва ы2 (/, е) =  ы° (t) +
+  б и (/; 0, у, р2 (е))

бошкарувлар оилаларига) траекториянинг битта ва факат 
битта вариацияси мос келади. Демак, R (/,) тупламни хосил 
килиш учун р(е) функциялар сифатида чизицли, р(е) = /е, 
/ >  0 функцияларни караш етарлидир.

Ю кори да айтилганлардан R (/,) туплам R n да каварик ко­
нус* булади, деб хулоса килиш кийин эмас, бу ерда эле­
ментлари тойдирилган ы(е):ы (/, е) =  ы° +  бы (t; '0, v, к )  ку­
ринишдаги бошкаришларнинг барча жоиз оилаларига мос ке- 
лувчи бл: (^j) биринчи вариациялардан иборат Q (/3) туплам 

учун яссвчи булади, яъни /? (/,)-=  conv Q (^). 1\ава- 
рик кобикнинг (II боб) таърифидан R 1̂ )  конуснинг ихтиё­
рий элементи бошкарувнинг п та игнасимон вариациялари 
йигнндисидан иборат вариация ёрдамида олиниши мумкинли- 
ги келиб чикади. Шундай килиб,

R ( t l) =  {8x( t1) : 6 x ( t 1) =

=  V  i( F  ( / , ,  0 .) Aoi f  (X° (0,-), h® (fl;), fl,), (12)
i= i

ej e [*„, t { t. v ( e u ,  /,• >  o}

деган хулосага келамиз.
Энди функционалларнинг вариациясинн карашга утамиз. 

Агар ф,--R n- y  R v  i =  0, q функциялар х° (/,) нуктанинг би­
рор атрофида узлуксиз дифференциалланувчи булса, / (- (и (г)),

i =  0 , q  лар е параметрнинг функцияси сифатида е =  0 нук- 
тада /,• (ы), i =  0 , q  функционалнинг u°(t)  жоиз бошкариш 
буйлаб биринчи вариацияси деб аталадиган унг томонлама

1 158-бетдаги изох,га каранг.
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1) каттикмасликни тулдирувчи шарт

Л(- > 0 ,  i =  0, р, A,t<pt. (х° (/,)) =  0, t =  0, р\

2) трансверсаллик шарти

JL . Эф,- (л:0 (Л ))

3) максимум шарти

H{x°(t ) ,  4'°(0, «°(0» 0 =  max M(x?(t),  ф°(0, и, t )
и £  и

бажарилади.
И с б о т и .  Тенгсизликлар типидаги актив чекланишларга

д
мос келган индекслар туплами / 0, / 0 =  {/ £ {1, 2 , . . . , 
р) :ф»(*°(*|)) =  0} ни 1\араймиз ва у /  =  {0} U / 0 булсин. 

х°(0  траекториянинг биринчи вариациялари конуси R  (/х)
да
dq>'- (дс° (/i)) . д(р- (х° (^))

z < 0 , i £ l ; ------------ z =  0 , i — р +  I, q (20)
ox ox

тенгсизликлар тизимини ^араймиз. Икки хол булиши мум­
кин.

I. (20) тизим R(t , )  конусда биргаликда эмас. У хрлда
1- леммага мувофик,, хаммаси бир ва^тда нолга тенг булма­
ган хамда барча z £ R ((х) лар учун

„  <3ф,- (дс° (ti))
<21)1 е ь

буладиган Я,(-, i £ / £ = /  U  {р  +  1, >  0, «' £ /
сонлар топилади.

/ j  тупламдан олинган индексли компонентлари юцорида 
олинган мос индексли сонлар билан устма- уст тушадиган, 
^олганлари эса нолга тенг булган =  X,, . . . , ^((} £ R /+l 
векторни ^араймиз. Равшанки, бундай танлаб олинган век­
торлар нолдан фар к, л и булади ва ^аттик;масликни тулдирувчи 
шартларни каноатлантиради. Бундан ташкари, (21) ва (12) 
дан барча 0 £ [tQ, tl [ ва v  £ U  лар учун,

V  \  ayt' f 0Ul)> F ( t l t Q ) \ f  (х° (0), и0 (0), в) >  0 (22) 
&о дх 

эканлиги келиб чикади.
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Ушбу
i ,  dtp, (лг° (t,))

r  (t) =  -  У  К  F' {tv  t ) , / 6 T,
Ы >

функция (14) цушма тизимни ва трансверсаллик шартини ка- 
ноатлантиришини текшириш цийин эмас. i|;°(/), t £ Т  функ- 
циядан фойдаланиб (22) шартни максимум шартига эквива­
лент булган

Ф0' (0) Ау f  (х° (0), и° (0), 0) >  0 , 0 е ] t0, t l [, и € и

куринишда ёзамиз.
Демак, 1 холда теорема уринли экан.
II. Энди шундай 2 £ R {1г) элемент мавжуд булсинки,

d<P/(*°(',i)) -  <5ф( (*° (ti))
2 <  0, i £ I] -------------- 2 = 0 ,  i =  р  Ч- 1, а, (23)

дх дх
булсин. Куйидаги каварик конусни цараймиз:

Pif l )  = { У =  {У{, • • • . У,-р)  € Rq- p  '■ Уi =

=  — ------г, 2 € R(ty),  г =  1, q — p)
dx

ва P (tt) Ф Rq_ p эканлигини курсатамиз.
Тескарисини фараз килайлик: P ( t {) =  Rq_ p- У холда Р  (it ) 

да аффин- богланмаган у [й\  у {[\  . . . , у^~ р) ну^таларг^ тор- 
тилган ва координата бошини ички нукта сифатида уз ичи­
га олган (q — р) улчовли 5  симплекс мавжуд булади.

Эслатиб утамизки, агар

2 х[У^  =  о, 2  h  =  h  >  0 . i =  0,
1 = 0  (= 1 

муносабатлардан >.0 =  Я, р =  0 эканлиги келиб
чик;са, у {0), г/(|), . . . , у(я-р) нуцталар аффин-богланмаган 
деб аталади. Симплекс а({)фин- богланмаган ну^таларнинг на­
вари^ кобигидан иборатдир. Демак, 5  =  conv { у (0), у ([\  . . . , 
у 1ч~ р)}, бу ерда ихтиёрий у  £ S  вектор ягона

У =  V  Я4- (у) у « \  \  (у) >  0, У  X, (у) =  1 
1 = 0  (= 1  

куринишда тасвирланади. Х0(у), Я, (г/), . . . , \ _ р {у) сонлар 
г/ векторнинг 5  симплексдаги бариценпгрик координатала-  
ри деб аталади.
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Фараз килайлик, z(1\  i =  0, q — р  лар R  ( t j  дан олинган

• <Эфр+/ (JC°(/i)) • . -----------  -j----------
УI ~  ---г = 0, q — p, 1 = 1 ,  q — p,

' дх

ни каноатлантирувчи векторлар булсин. Бундан ташцари, г(1' \  
I =  0, q —  / 7, лар бошкарув вариацияларининг куйидаги

6и. (в) :8ui (t, г) =  ^ 6 u (^ 0i,> у/;» h r  е)* t £ 7’> t =: °> 'Р>
/= I

оилалари ёрдамида ^осил килинган деб ^исоблаймиз.
Бошкарув вариациясининг куйидаги куринишдаги оиласи- 

ни тузамиз:

ба (у, е):бм(<, у, е) =  V  V 6« ( / ,  0у, у.., Я.(у) L. е )+
(=0 /=1

+  V  бй(/, 0„ vs, Те)  (24)
S= 1

П
бу ерда бошкарувнинг "У бы (/, 0s, vs, lse) вариацияси г  ни

S=I
^осил килади.

Айтайлик, х (t, у, е), t £ T  (1) тизимнинг и0 (() +  6u[t,  
у, в), t £ Т  бошкарувга мос траекторияси булсин.

S  симплексни Rq_ p га

( Фр-Ы (* « и  У. е)) — Фp + i  (*° (*l)) л  -  „--------------------— ---------, е > 0  булганда,
G (e):G (.(y, е) =  е

у(, в =  0 булганда,

муносабатлар билан аникланган G(e) акслантиришлар оила- 
сини караймиз. G (у, е) акслантириш кар бир узгарувчи 
буйича 5Х [0 , е°] да (е° — етарлича кичик мусбат сон) уз- 
луксиздир.

5  симплексга карашли ёпик R 7 =  {у £ Rq_ p - \ \ у \  \ > у }  
шарни олиб,

N  (ё) =  шах 11G (у, 0) — G (у, е) 11 
i/e«v

функцияни аниклаймиз. N (е) функция нолнинг бирор унг 
томонлама атрофида узлуксиз ва N  (0) = 0 ,  М (е) нинг уз-
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луксизлигидан шундай е > 0  сон мавжуд буладики, барча 
0 <  е <  е лар учун N ( e ) <  у  булади.

R v X [0 , е] да
Г (у, е) =  G (у, 0) — G (у, в) 

акслантиришни к,араймиз. Г (у, в) акслангириш хар бир в £ 
£ [0, е ] да R N (е) =  {у £ Rq_ p : \ \ y ( z ) \ \ > N  (е)} шарни узи- 
ни узига акслантиришини текшириш ь^ийин эмас. Брауэр тео- 
ремасига мувофик,, Г (у, в) хар кандай е £ [0, в ]  учун R д (е 

да ^узралмас нуктага эга булади, яъни исталган в £ [0 , к ] 
учун шундай г/(в) £ RN (е) вектор топиладики, Г (г /(в),  е) =
— г/(в) булади. Бу эса исталган в £ [0, е] учун

G(y (e ) ,  в) =  0 ва \ \ у ( е ) \ \  <  АГ(е) (25)
буладиган у  (г) нинг мавжудлигини билдиради. e - v  +  O бул­
ганда N ( e ) - * 0  булганлигидан, e -v  +  O да у(е)->~ О була­
ди. р(. (в) =  Я, (у (е)) I.. е функциялар нолда унг томонлама

Рц (®) =  (0) хосилага эга булишини эътироф этамиз. 
Бошкарув вариациялари оиласи

б«(в):б«(/, е) =  6u( t ,  у  (г), в), i £ Т,

ни ^араймиз, бу ерда бu(t,  у,  в), t £ Т  ифода (24) муноса­
бат билан аникланади.

Айтайлик, x(t ,  у (в), е), t £ T  (1) тизимнинг мувофи^ 
u( t ,  в) — и0 (/) +  б«(/, у  (в), е), t £ Т  бошкарувга мос траек­
ториям булсин. (25) дан ва G(y,  в) акслантиришнинг ании;- 
ланишидан барча г £ [0, е] лар учун

(Pi(x(/, ,  у  (г), е)) =  фДдс°(/,)) = 0, i =  p +  \,  q, (26) 

ни оламиз.
Бундан ташкари, L (и), i — 0 , р  функционалларнинг Ьи (/, 

у  (г), г), t £ Т  га мос биринчи вариацияси

д<р] (х° (ti)) -
б1/ .( « » )=  г, 1 =  0 , р

дх
булганлиги сабабли (23) га асосан етарлича кичик мусбат к 
лар учун

Ф/ И / l  У (в), е)) <  ф 4 (х° (/ ,)) ,  i £ 1 (27)

ни оламиз, в параметрга узлуксиз борли^ликка мувофнк е 
нинг етарлича кичик кийматларида
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Ф< (* (/,,  у  (в), е ) ) <  О (28)

тенгсизлик барча i £ / ,  лар учун, яъни ф. (x°(t.)) > 0  ни ка- 
ноатлантирувчи i лар учун уринлидир.

(26) — (28) муносабатлардан етарлича кичик е лар учун 
(1) — (4) масалада u°(t), t G Т,  бошкарувнинг оптималлигига 
зид булган

Фо (•*(*!. У(е). е) ) <  Ф0 (л:0 (^,)); Ф,-(* (/,, у  (г), е) <  0, t =  h p ;  

ФM ( t t, у  [г), е)) =  0, / = н Г С q,

муносабатларни оламиз.
Демак, P ( t {) ф  Rq_ p- Бу />(/,) конусга таянч булган, 

ноль булмаган (.1 =  {ц,, . . . , (Е ^ _ р> яъни барча у  £
(Е P ( t x) лар учун \ i ' y >  0 булган векторнинг мавжудлигига 
олиб келади. Энди X =  (Х0, Я,, . . 
гича оламиз:

Xq} векторни цуйида-

X. =  0, I 0 , р, X, =  |i,_p t' =  p +  1, q.

Равшанки, Я вектор нолдан фаркли, ^атти^масликни тулди- 
рувчи шартларни каноатлантиради ва бундан ташкари, барча 
г£ R ( t x) лар учун

ч

1 = 0
дх

булади. Энди I ^олдэгидек муло^азаларни давом зттириб, 
теореманинг исботини якунлаймиз.

5. Тез таъсир масаласида Понтрягиннинг максимум 
принципи. Маълумки, (1) — (5) масалада бошкарув жараёни- 
нинг давом этиш ва^ти олдиндан берилган деб фараз к,илин- 
ган эди. Энди агар tx >  t 0 моментни танлаш ва масала эле- 
ментларининг t x >  0 да аншутниш имконияти мавжуд деб 
олсак, 2 — 4 бандлардагига ухшаш вацтнинг оптимал мо­
мента учун 1- теореманинг шартларига кушимча (бу ерда tx 
урнига t \  ^уйиш лозим) t \  буйича стационарлик шарти
(4):

Я(х°(/«), г|>°(*°), u»(t°), ф  =  0

бажарилади.
Агар (5) нинг урнига (6) сифат критерийсини караеак 

Ф 0 =  0, /0 [х, и, t) =  1, у холда олдиндан берилган tx да (1)—
(5) масала 1- § да ифодаланган тез таъсир масаласига ай-
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ланадн. Мазкур параграфнинг натижаларидан ^уйидагини 
оламиз.

2 - теорема (тез таъсир масаласида Понтрягиннинг мак­
симум принципи). Айтайлик, u°(i),  t £  [О, /J], x —f( x ,u )  
тизимнинг х° (/), t £ [0 , i°], траекториясини х (0) =  лг6 £ Rn 
^олатдан х (1°) =  х0х £ R n >рлатга энг цис^а t° ва^тда утка- 
зувчи оптимал бошкарув булсин. У хрлда u°(t),  xP(t), t £  
€  [0 , t°] буйлаб,

^  =  — д H [x, 4 , и ) / д х ,  Н (х, 4 , и) =  4 7  (х, и)

кушма тизимнинг айнан ноль булмаган шундай 4 °(0 > t £ 
£ [0 , ечими мавжуд буладики, цуйидаги шартлар бажари­
лади:

1) бошкарув буйича максимум шарти:

2) тез таъсир вак,ти 1° буйича стационарлик шарти: 

Н  (х° (*°), 4 °(/°), ы° ( /? ))>  0.

4- §. МА КСИМУМ ПРИНЦИПИНИНГ КУЛЛАНИЛИШИ

Дастлаб оддий тизимлардаги оптимал жараёнлар учун 
псботланган максимум принципи мураккаб тизимларда хам 
ухшаш натижалар олиш учун асос булиб хизмат ^илди (ма­
салан, 6 — 7-§ ларга к;.). Ундан вариацион хисобшшг куп 
классик натижалари олиниши мумкин. Амалий масалаларда 
максимум принципи оптималлаштиришнинг хар хил сонли 
алгоритмларини цуриш учун цулланилади. Ушбу параграфда 
максимум принципининг энг содда кулланишларини келти- 
рамиз.

1. Максимум принципининг чегаравий масаласи. Ушбу 
оптимал бошкарув масаласини царайлик:

I (и) -  ф0 {х (/i)) -V m in, д: =  /  (х, и, t), х  (/0) -  х0.

(•'■' (О ) <  °> 1 =  1 > Р'< Ф/ (х  (^)) =  ° . i =  Р +  1. q\ и (0 £ U,

t 6 г  =  [/с, м .
Гамильтон функциясини тузамиз:

Н  (х, 4 , и, t) =  vj)'/(х, и, t)

(1)

хамда и — и (х, 4 , t) бош^арувни 
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Н (х, 4 . и (х , 4> 0). t) =  max Н (х, 4 , и, t), и £ U * 
шартдан топамиз* . Ушбу

д Н(х,  ф , и (х, ф, / ) ,  i) ;ь _  дН (х ,  if ,  и(х,  ф , /) , /)
X — -------------- — . ф — ■ —  ----------------  ,

дф  дх
Я

X {(<>) = *€* 4 (О ■= — 2  d(f‘ (х дх> 
f = 0

\ > о ,  1 =  67 7 ; 2 ! М  > о .
1 = 0

К.ф.(л:(/,)) =  0, г -•= \ , р ,  (2)

масала максимум принципининг чегаравий масаласи деб 
аталади.

2— 3-§ ларга мувофиь;, (1) масаланинг хар бир ы°(0, i £ 
£ Т  оптимал бошкаруви (2) чегаравий масаланинг бирор 
x( t ) ,  i|)(0* t € Т ечимидан олинади: и °(() =  u (x ( t ) ,  4(0(0. 
t £ Т.  Шунинг учун, агар (1) масалада u°(t), t £ Т  оптимал 
бошкарув мавжуд булиб, (2) чегаравий масала ягона ечимга 
эга булса, и° (0 , t £ Т  ни куриш учун (2) масалани ечиш 
етарлидир.

2. Оптимал бошкарувнинг сифат характеристикаларини 
олиш. Амалий масалаларда максимум принципи куп лоллар­
да оптимал бошкарувнинг шундай характеристикаларини 
олиш имконини берадики, улар бошлангич мураккаб маса­
лани бошка соддарок, масалага алмаштириш ёки мураккаб 
булмаган тахлил ёрдамида бош^арувларнинг у ёки бу синф- 
лари оптимал бошцарувни уз ичига олмаслигини исботлаш 
имконини беради. Масалан, куп амалий масалаларда (хусу- 
сий хрлда, ракетадинамика масалаларида) бошкарув тизими- 
нипг математик модели

х -  / (0) (х, 0  +  и / (1) (х, 0. |«1 <  1 (3)
куринишга эга булади.

Максимум принципи ва Н (х, 4* м> 0  — 4 7 (о) (х > 0  +  
+  «47(1) (х, 0  гамильтонианнинг тузилишидан и0 (/) оптимал 
бошкарувнинг таркиби келиб ч и кади:

Н (х ,  ■ф, /) =  Н (х,  ф, и (х, ф, t), t) функция вариацион ^исобнинг 
классик гамильтонианига мос келади (VI бэб).
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С 1, агар y\>'(t)f0) (x(t) ,  0  > 0  булса; 
ц° (/) -  — 1. агаР i>' (О /(I) (х  V), 0  <  0 булса! (4) 

(_£[— 1, 11. агар V ( 0 / (i) (* (0 . 0 ^ 0  булса.
(3) объект хакида цушимча маълумот берилганда, куп 

холларда, и0 (() бошкарув чекли сондаги утишларга ( +  1 
кийматдан — 1 кийматга ва аксинча) эга булишини исботлаш 
ёки t|>' (0 / (1) (* (0 , 0  =  0 булган ораликда махсус боища- 
рувни топиш мумкин булади. Бу фактлар (3) тизимнинг ди- 
намикаси хасида ги аник, тасаввурлар билан бирга мутахас- 
сисларга оптимал бош^арувга етарли я^ин яхинлашиш то­
пиш ёки уни аник айтиш имконини беради.

Ушбу чизикли
х =  Ах  +  Ьи, | и | <  1

тизим учун баищарилувчанлик критерийси

rank {b, АЬ, . . . , Л"-1 b} —• п
бажарилганда оптимал бошкарув (4) га асосан, фа^ат ±  1 
цийматларни кабул цилади ва чекли сондаги сакрашлгрга 
эга булади (релели бошкарув). Шунинг учун оптимал бош­
карувнинг чексиз улчовли масаласи сакраш нукталари Tj, 
т2, . . . , r fe ларни ва биринчи интервалда бошкарувнинг 
ишорасини ани^лашга келтирилади, бу чекли улчовли маса- 
ладир.

Оптимал бошкарувнинг мухим характеристикам у буй­
лаб тизим гамильтониани Н (л, ф, и, t) нинг узгаришидан 
иборат. Мувофиц бошк,арувлар и (/), I £ Т  булакли- узлук­
сиз булганлигидан Н (t) — Н (х (t), ф (t), и (t), t) функция 
улар буйлаб, умуман айтганда, булакли- узлуксиздир Шу 
факт ажойибки, U  — компакт булганда гамильтониан «° (/), 
t £ Т  оптимал бошкарув буйлаб (хар бир u(t),  t £ Т  Понтря- 
гин экстремали буйлаб) узлуксиздир. Бунга хушимча равиш- 
да, агар df / dt £ С булса, u°(t), t £ Т  бошкарувнинг узлук- 
сизлик н унта лари да вакд буйича тула хосила dH  / dt  мавжуд 
булиб, у дН / dt  хусусий хосилага тенгдир.

Х,акикатан, максимум шартидан t £ Т  ва t* =  И -  At £ Т  
моментлар учун ушбуларни оламиз:

H (t)  =  H ( x ( t ) ,  45(0, « (0 , t ) > H ( x ( t ) ,  ф (0 , и ( П ,  0 , 
H (t* )  =  H ( x ( t * ) ,  и (<*), П >

> Н ( Х ( П ,  ф (^ ) ,  « (/) , П .

Биринчи тенгсизликни иккинчисидан айириб,
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Н ( х ( П ,  и (0 , t*) — H ( x ( t ) ,  Ч>(0 . и (0 . 0  <
< / / ( / * )  — я  (0 < / / ( * ( * • ) ,  ф(/*), и (t*)> П  —

— H (x { i ) ,  г|)(/), и((*), t) (5)

ни оламиз. х  (/), (0  функцияларнинг узлуксизлигидан (5) 
даги чап четки ифода нолга интилади. Фараз килайлик, t* =  
=  tk -у -1, /г =  1, 2, . . .  кетма-кетлик буйлаб

Я (х  (/*), ф(/*), «(/*), i*) — H ( x ( t ) ,  г|з(/), и (t*), t ) >  а > 0  
булсин. U  тупламнинг компактлигидан u ( tk) £ U ,  k — \,  2, . . . 
кетма-кетликдан якинлашувчи i-̂ исм кетма-кетлик ажра- 
тиш мумкин, уни ёзувда соддалик учун бошлашич и (tk) 

и*, k - >  оо кетма-кетлик сифатида оламиз. f (x,  и , t) функ­
циянинг и буйича узлуксизлигига асосан (5) дач 0 <  а  <

<  lim [H(x { tk), и (tk), Q  — H ( x  (t), u( tk), /)] =  ()

зиддиятни оламиз. Шундай килиб, (5) даги унг четки ифо­
да t * - + t  да нолга интилади, яьни H (t * ) - * - H ( t )  ва Н (t) 
функция узлуксиздир.

(5) тенгсизликларни At  > 0  га буламиз. A t ->  0 деб олиб, 
амаллараи аввало (5) даги чап тенгсизлик учун амалга оши- 
рамиз:

Н ( х  ( П ,  Ч>(/*), и (0 , t * ) - H ( x ( t ) ,  m  и (t), t> =
At

=  Н ( х ( П ,  г|?(<*), u(t),  t*) — Н ( х  (/),  ф (/« ) , н (0 , (*)

At  

, Hixf f ) ,  Ц)(И, и (о,  t * ) - H ( x ( t ) ,  ifrtt), u( t ) ,  п  

At

+  Н ( х  (t), тц(/), и (0,  t * ) - H ( x ( t ) ,  4>(Q, в (0 , /)  <  H ( P )  —  H ( t )
At  Ы

Бунда А^—>-0 да лимитга утсак,

* '( 0 д н  (x( t) ,  ф(/), « (о . 0 / ^  +  ^ ( 0 а я ( х ( 0 , ч>(0 ,
и (/), t ) /d t y  +  d H ( x  (О, 1|> (О, U (0 , t ) / d t K d H ( t ) /  dt (6) 

булади. Шунингдек,

х =  д Н I  <Эф, ф =  — д Н / д х  

булганлигидан, (6) тенгсизлик содцалашади:
д Н (х (0, ф (0, и (О, 0 /Л  < d H ( i ) / d t .  (7)
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Шунга ухшаш, и (() функциянинг t нуктада узлуксизлигишг 
хисобга олсак, (5) даги унг тенгсизлик учун

d H ( x ( t ) ,  г(5(0, u(t),  t) / д / >  d H  (/) / dt  (8)
булади.

(7), (8) дан исбот килинадиган хосса
d H ( x  (t), У(1), u(t),  t) _  д Н  (x (i), и (I), t)

dt dt
келиб чицади.

( 1) тизимлар стационар (f (х, и, t) — f (x,  и)) булганда 
хусусий хосила нолга тенг булиши тушунарли ва шунинг 
учун тизимнинг гамильтониани Понтрягин экстремали буй­
лаб узгармасдир.

Оптимал тизимни ани^ амалга ошириш, бошкарув ^онун- 
ларининг мураккаблигидан, куп харажатлар билан борликдир. 
Бу эса куп ^олларда оптимал тизимлардан воз кечиш учун 
да лил цилиб курсатилади. Аслида эса оптимал тизимлар 
уларда оптимал тизимларга якинлашиш аниклиги амалга оши­
риш харажатлари билан мослаштирилган субоптимал тизим- 
ларни куришда эталон сифатида фойдаланилади.

3. Жоиз бошцарувларни яхшилаш. Амалий масалаларни 
текширишда оптимал бошкарув масаласини ечиш урнига ку- 
пинча мавжуд (яхши булиши хам мумкин булган) бошка- 
рувларни янада яхши сифатлиро^лари билан алмаштириш 
хакидаги чегараланган масалани ечиш етарлидир. Тизим кур- 
саткичларини 10— 15% га яхшилашга имкон берувчи сама- 
рали яхшилаш алгоритмлари катта а^амиятга эгадир.

Оптималликнииг хар бир зарурийлик шарти билан бу 
шартни капоатлантирмайдиган жоиз бош^арувни яхшилаш ал- 
горитмини боглаш мумкин. Мазкур бандда максимум прин­
ципи ва унинг натижалари билан борлиц алгоритмлар баён 
цилинади.

Айтайлик, и (/), 16 Т  терминал бошкарувнинг энг содда 
масаласи (2- §):

да жоиз бошкарув булсин, (9) тизимнинг и (/), t £ T  бошка- 
рувга мос траекториясини х  (/), / £ Г  деб белгилаймиз. Ушбу

кушма тизимни х  (/), и (/), / £ Г  лар буйлаб унгдан чапга

/  (и) =  ф (х (^ ))->  min, х  =  /  (х, и, /), 
х W  ~ хо> и { t ) £ U ,  t £ T =  [t0, ^1 (9)

г|; = д Н  (х (t), ^  и (/), t)

дх
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интеграллаш натижасида if) (/), t £ Т  функцияни топамиз. Га- 
мильтонианга максимум берувчи функцияни и* (() ор^ал и 
белгилаймиз:

и* (()£ Arg шах Н (х (/), ib {(), и, t).
ueU

Агар и (t) =  и* (/), / £ Т  булса, бошлангич бошкарув (9) 
масалада максимум принципини ^аноатлантиради ва уни оп­
тималликнинг бу зарурий лик шарти ёрдамида яхшилаш мум­
кин эмас.

Айтайлик, 0 — ]t0, /х[ тупламнинг шундай ну^таси бул- 
синки, унда и (0) Ф  и* (0) ва и (/) функция узлуксиз бул­
син. Мувофик; булган кичик со^ада и* (/) бошкарувнинг пар- 
часи киритилган ушбу

-  (« *  (0 . / € ] в — е, 0 +  е[,
U ~ 1и (0 , / Е ]0 — е, 0 +  е[, е > 0

бошцарувни ^урамиз.
Сифат критерийси орттирмасини та^лил дилиб(2-§ га ц,), 

шундай е0 >  0 сон мавжуд булишини ва барча е, 0 <  е <  е0 
учун u( t ) ,  t £ T  бошкарув и (/), t £ Т  дан яхши эканлигини 
курамиз: I ( и ) <  I (и).

(9) масалада жоиз бош^арувни яхшилашнинг иккинчи 
усулини баён килиш учун аввало максимум принципидан 
2- § да цилинган фаразларга хушимча f  (х, и, /) функция и 
буйича дифференциалланувчи, U туплам эса каварик деб 
олганда келиб чицадиган натижани оламиз: хар бир и0 (t) 
оптимал бошкарув ва (9) масаланинг бошлангич \амда ^уш- 
ма тизимларининг унга мос х° (t), of)0 (/) ечимлари учун

д Н'  (х° (t), г  (/), цо (/). п  0 =  

ди

— max * * '( *  ОТ. У  ffl. *  М. О ц, / 61,о, ц .  {10)
ueU  ди

шэрт бажарилади. ^аки^атан, агар шундай 0 £ К О, /х[ мо- 
мент^ва v £ U  элемент мавжуд булсаки, дН' (х° (0), if)0 (0), 
и0 (0), Q)/du-u° (в)==дН' (х° (0), о|)° (0), ип (0), Q /d u- v— а, 
а > 0  булса, етарли кичик е > 0  лар учун максимум шар- 
тига зиддият олинади:

Н (х° (0), if)0 (0), и0 (0) +  е (и — и0 (0)), 0) —
- И  (х° (0), Г  (0), ц° (0), 0) =
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=  г д Н '  (х° (0), i|)° (0), и° (0), 0)/du-(v — u° (0)) +  О (е) =
\ % =  е а  +  О (е) > 0 .

( 10) шартни текшириш чизикли функцияни максимал.,паш- 
тириш билан богликдир. У максимум шартини текширишдан 
соддарокдир. Оптималликнииг (10) муносабатга асосланган 
зарурийлик шартини чизицлилаштирилган максимум прин­
ципи деб аташ кабул килинган.

Айтайлик, и (t), t £ T  (10) муносабат бажарилмайдиган 
жоиз бошк.арув булсин. Ушбу

и (/) — и (0 +  е (и* (0 — и (/)), г  > 0 ,  t £ T  (11)
жоиз бошкарувни курамиз, бу ерда и* (/) £ Argmax и'дН (х (/), 
■ф (/), и (/), t)/du, и £ U.  ( 11) бошкарувни 2-§ нинг орттирма 
формуласи (10) га келтириб куйсгк, и* (t) ф и  (/), t £ Т  бул­
ганда шундай е0 >  0 топиладики, барча е, 0 <  е <  е0 учун 
/  ( и ) <  I (и) тенгсизлик бажарилади, яъни (11) бошкарув 
бошлангич бошкарувдан яхшироцдир.

(9) масала учун максимум принципининг бошка нати- 
жаси олдинги натижадагидек, /  (х, и, t) функция и буйича 
диф(|)сренциалланувчи, U  туплам эса очи^ булганда олинади. 
Бу хрлда, и° (/) оптимал бошкарув буйлаб гамильтониан-  
нинг стационарлик шарти бажарилади:

дН (х° [t), (0, и° (0. t)/du =  0, t £ ] t 0, tx[. (12)
Хацикатан, агар бирор 0£]/о, /х[ да дН  (х0 (0), -ф0 (0),' «° (0),
в)/ди =  а ф 0  булса, максимум шартига зиддиятга келамиз; 
агар е >  0 етарли кичик сон булса, у хрлда
Н  (х° (0), ф° (0), и° (0) +  6 а , В)—Н (х° (0), (0), и° (0), 0) =

=  е а  дН (х° (0), ф° (0), ы° (0), В)/ди +  0 (е) =
=  е а ' а  +  0 (е) > 0 .

(12) шартнинг келтирилган исботи 2-§ нинг орттирма 
формуласи (10) билан бирга етарлича кичик е >  0 ларда и ( t ) , 
t £ T  бошкарувдан яхши булган

и (0 =  и (/) +  е д Н  (х (0 , (t), и (t), t)/du,
t £ T ,  e >  0,

бошцарувни курсатиш имконини беради, яъни /  (и) <  /  (и). 
2-§ нинг орттирма формуласи ( 10) дан

А / (к) =  — [А  и' (t) дН (х (0, i|> (/), и (0, t ) / d u d t +
to
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+  0  (иЛи (-)И)

формула келиб чиццанлигидан, А [ ( х ) =  — Ax'gradf (х) +
0 ( А х4) формулага ухшаш,

- У -  -  grad /  (и) =  « И ,  О
tu{ t )  да

ифода /  (и) функционалнинг и (/), t £ Т  боищарувдаги вари­
ацион цосиласи (градиенти)  деб аталади.

Оптимал бошкарувнинг баъзи масалаларида бошкарувлар 
учун чеклашлар хар бир t £ Т  моментда эмас, балки бутун 
{и (/), I £ Т } функция учун ^уйилади. Мисол учун, шундай 
типдаги битта чеклашни ^араймиз: 

и
(' и (0 R  (/) и (0 d t <  L (R (0 > 0 ,  t £ Г ), (13)

to
бунда и (/) £ функциялар Г  да квадрати билан жамланув- 
чи деб хисобланади.

2-§ нинг орттирма формуласи (10) дан фойдаланиб му- 
вофик бошкарувлар синфи (13) га алмаштирилган (9) маса­
лада оптимал бошкарув максимум (интеграл)  шарти 

и
\ и 0' (О дН (х° (0 л|>° (/), М° (0 . tVdudl —
I.

11
=  max J и (/) дН (д:0 ((), i|° (/), и0 (/), t ) /dudt  (14)

to

я  и каноатлантиришини исботлаш машк сифатида хавола ки- 
линзди, бу ерда унг томондаги максимум (13) чеклашларни 
каноатлантирувчи барча и (/), t £ Т  функциялар буйича оли­
нади.

(14) шартни каноатлантирмайдиган ва и (/), I £ Т  боища- 
рувни яхшиловчи бошкарув (11) формула буйича цурилади, 
бу ерда и* (/) ушбу

ti
u*(t)£ Arg max I и' (t) дН (x (t), ф (t), и (t ), t ) /dudt

(13) ■1 о
куринишга эга.

Пировардида амалда мухим цулланишга эга булган ди­
намик тизимларни параметрлар буйича оптималлашти­
риш масалалари синфини караймиз:

/  (ш) =  ф (a: (/j)) -*■ min, x =  f ( x ,  w,  t),
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x (t°) =  xu, t £ T ,  w £ W .  (15)
(15) масалада, (9) масаладан фаркли улароц, w  вектор бош­
лангич t = t u моменгда танлаб олинадиган ва жараён даво- 
мида узгармайдиган бошкарув параметридир. Куп холларда 
бундай параметрлар ролини конструкцион параметрлар уй­
найди. (15) масалаларнинг бошка манбаи (9) масаладаги оп­
тимал бошкарувлар баъзи сабабларга кура берилган чекли- 
сондаги параметрларга боглик; булган и (/) =  и (/, w) функ­
циялар синфидан ахтари ладиган кенг тар калган усулдан 
(Ритц усулининг ухшаши) иборатдир. Максимум принципи- 
нинг исботи билан боглиц ^исоблашларни такрорлаб, (15) 
масала учун цу йидаги натижа ларни оламиз. Агар V/ кава­
рик, туплам, ф (х), йф (х)/дх , /  (х, w, t), df  (х, w, i)/dx 
df (x, w,  t ) / d w £ C ,  w°£'W  — (15) масаланинг ечими булса^ 
у холда

11
\ ' w 0' дИ (х° (/), (0 . ш°, t )ldw di =  

h

=  max I w'dH  (x° (t), \(‘0 (/), w, t ) /dwdt ,
ws\V J  *o

u
01 (a,)- =  grad 1 (w) =  — \ dH  (x (t), (/), w, t)/dw dt, (16) 

dw j
to

бу ерда x  (/), ф (t), t £ T  бошлангич ва кушма

x =  f  {x, w,  t), x  (/„) =  X0, Ф =  — dH (x (t), ф, w, t)/dx,

Ф (ti) =  — дф  (x ( t^ /d x ,  H (x, w, t) =  $ '  f  (x, w,  t)
тизимларнинг w ^ W  параметрга мос ечимларидир.

(16) формула (15) масалани ечиш учун IV бобда баён 
цилинган х,ар хил градиентли усуллардан фойдаланиш им- 
конини беради.

4. Вариацион хисобнинг асосий натижаларини олиш. 
Вариацион хисобнинг асосий масаласи 

ь
[ F (х, у,  у х) d x - >  m in, у  (а) =  с, у  ф) =  d  (17)
а

оптимал бонщарув назарияси атамаларида, яъни

x ~ + t ,  у  (*)->■ X (t), у х (*)->. л: (0 =  и, a - *  t0, b - + t x 

булганда ^уйидаги куринишни олади:
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j F (t, x, u) dt-*- min, x =  u, x  (t0) =  c, x (tx) =  d. (18)
to

Arap 3- § дагидек ^ушимча x„ (t) =  j" F (r, x, u) d x узга-
to

рувчини киритсак, (18) дан жоиз бошкарувлар учун чеклаш- 
ларсиз (U — Rr) терминал бошкарув масаласи

1 (и) =  х0 (t^-*-  min, х — и, х0 =  F (t , х, и),

х (t0) =  с, хи (t0) =  0, х  (О  =  d  (19)
ни оламиз.

(19) масала учун гамильтониан ва кушма тизимни ёза- 
миз:

Н  (х, t|j, и, 0  = \ р и  +  \J)0 F (t, х, и),
, 9F  (t , х, и) \ „

Ч; =  — Фо-----н ------L > to  =  0 .дх

ЯЪНИ
t

i[0 (t) =  const < 0 , ifc (t) =  с — \(-0 \ dF -T’ *' dx. (20)
J d x

Максимум шартидан
(0 u° (it) +  1|>° F (t, x° (t), u° (t)) =

=  max [ф0(/) u +  F (t, x° (t), и)], u £ R
ушбу
a H  (xO (<), Tpo (/), и» (t), t )  =  о (/)  +  „ dF (t, x» ( t ) ,  и» (0 ) Q (2 1 )  

du 0 du

муносабат келиб чик,ади ва у (20) билан биргаликда
t

ill? dF (t, x« (/), и°(/)) £ dF  (т, л:, и») d x
du J  dx

to
=  const (22)

тенгламага олиб келади. Узгармае микдор i|^ нолдан фарк;- 
ли, чунки ^2 =  0 лигидан (21) га мувофи^ максимум прин­
ципининг айнэн ноль булмаслигига зид г);0 (/) =  0 айният 
келиб чицади. (22) тенгликни 0 га булиб, (17) масала­
нинг бошлангич белгилашларида Эйлернинг интеграл тенг­
ламаси билан мос тушишини курсатиш ^ийин булмаган
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OF (t, -уо. и») _  С 5F ( т, х° , и°) d T  =  сопз1
du  J  d x

*0
тенгламани оламиз.
Вейерштрасс- Эрдман шартлари (VI боб) ^ушма тизим \[>° (/) 
ечимиминг узлуксизлиги ва Гамильтон функциясининг 2-банд- 
да исботланган и0 (/), х° (/), г|)° (О буйича узлуксизлигига 
келтирилади.

Гамильтонианнинг максимуми шартидан Эйлер тенглама- 
сига олиб келадиган дН (х° (/), г|з° (/), ц° (/), t)/du. — 0 тенг- 
ликдан ташкари, Лежандр-Клебш шарти

d2F (х, у 0, У°х) / ду 1<  О

га эквивалент
дЧ1 (х° (/), ф° (0 , и0 (t), t)/du2 >  О 

тенгсизлик келиб чикади. Ушбу

£  (*, у, у х, z) — F  (х, у,  z) — F (х, у,  ух) —

дух
функция (17) масала учун Вейерштрасс функцияси деб ата­
лади. Унинг учун (17) масала атамаларида (21) гамильтониан­
нинг белгилашларидан хамда <  0 тенгсизликдан фойда- 
ланган хрлда
Е (t, х• (0, и» (0, v) =  F (t, х° (0, v ) ~ F  (t, %“ (0 , и» ( 0 ) -

_ ( у _ ио (0 )  =  _ L  (Д я  (*° ( 0 ,  4'° (О,
ди 1|)0

1
и0 (О, 0  — (у — и0 (0 ) +  (и — «° (0 ) ф - 4° (0 =

=  - 1  А р Я (х° (/ ) .  г|>“ (0 . «° ( 0 . 0  > 0  \|)0
муносабатни оламиз.

Исботланган

£  (л:, у 0 W , y l  (х),  z) >  0 , Y  г  6  R

тенгсизлик вариацион х1исоэдч кучли минимумнинг Вейер­
штрасс зарурийлик шарти деб аталади.
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Оптимал бошкарув назариясида чизикли тизимларни опти- 
маллаштиришда мукаммал натижалар олинган. Мазкур па- 
раграфда учта маълум усулнинг татбицлари баён цилинади.

1. Чизицли тез таъсир масаласи. Тез таъсир масаласини 
(1-§) чизикли тизим ва боцщариш учун махсус чеклаш бе- 
рилганда караймиз:

х  =  Ах-\ -  bu, |и 1, / £ [ О, / J  
л: (0) =  х0, л: (/х) =  0 , ^ - v m in  ( 1)

Б у  ерда х  — чизикли тизимнинг холат п- вектори; и — ска­
ляр бошкарув; А — бошкарув объектипинг динамик хоссала- 
рини характерловчи п Х п  — матрица; b — бош^арувнинг . 
объектга таъсирини характерлозчи п- вектор.

( 1) тизим бош^арилувчан деб хисоблаймиз, яъни

rank {Ь, АЬ, . . . , /Г -1 Ь} =  п. (2)
Бошкарув назариясида курсатиладики, бу хрлда координата 
бошининг шундай атрофи топиладики, унинг нукталари учун 
(1) масаланинг жоиз траекториялари мавжуд булади. У хол- 
да оптимал бошкарувларнинг мавжудлик теоремасига муво- 
фик ( 1-§), хд курсатилган атрофдан олинган ( 1) масалада 
оптимал бошкарувлар ^ам топилади.

(1) масаланинг Гамильтон функциясини тузамиз:
Н  (х , \(:, и) =  т|/ (Ах +  Ьи) (3)

з а  кушма тизим тенгламасини ёзамиз:

4, =  — (4)
(2) шарт бажарилганда, кушма тизимнинг ихтиёрий ноль 

булмаган ечимидан тузилган г|/ (/) b, t >  0 функция чекли 
кесмада кук>Кл?ниш ну^тасига эга булмайди ва агар А мат­
рицанинг хос кийматлари х^и^ий  булса, п — 1 дан куп 
булмаган моментларда нолга айланади (исботланг!).

(3) функциянинг бошкарув узгарувчиси и буйича \и\ <  1 
чекланиш булгандаги максимуми

и° =  sign г|:0'й
булганда эришилади. Демак, (1) масалада и" (t), t > 0  оп­
тимал бошкарув факат релели булиши мумкин:

о f 1, агар ij:°' (i) b >  0 булса; 
и ^  ~  {— 1, агар ij5°' (t) b <  0 булса,

5- §. ЧИЗИЦЛИ ТИЗИМЛАРНИ ОПТИМАЛЛАШТИРИШ
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яъни хар бир вак;т моментида чегара ^ийматлардан бирини 
к;абул 1̂илади ва чекли сондаги сакраш ну^таларига эга бу- 
лади.

1- теорема. Агар (1) чизикли тез таъсир масаласида му- 
вофи^ и* (0 , t £ [0 , бошкарув максимум шартини и,аноаг- 
лантирса ва унга мос х* (t), £ £ [0 , /J] траектория t  — t\  мо- 
ментда координата бошига келиб тушса, — оптимал тез
таъсир вацги, и* (t), х* (t), ^Q0, t \ ] — оптимал бошкарув ва 
траектория булади.

И с б о т и . (1), (4) теигламаларчи цаноатлантирувчп их­
тиёрий и (t), х (/), ф (/), t >  0 функциялар учун и (t) функ­
циянинг узлуксизлик нуцталауида

—  ф' (0 х (0 =  f  (0  х (t) +  ф' (0 л- (0 =
[dt

=  — ф' (t) Ах (() +  ф' (/) Ах (() +  ф' (<) Ьи (0  =
=  ф' (/) Ьи (() 

тенглик бажарилади. Уни а  дан т гача интеграллаб,
Т

ф' (т) х (т) — ф' (а) х  (а) — J ф' (t) bu (t) dt (5)
а

ни оламиз.
Айтайлик, и* (/), t £ [0, ’̂] боцщарув оптимал булмасин, 

яъни шундай бош^а жоиз u ° ( i ) , - t £ [ 0, бошкарув мав- 
жудки, у ( 1) тизимнинг х° (t) траекториясини х0 =  х° (0) дан 
х =  0 га t ° <  t\ ва^тда утказади. (4) ^ушма тизимнинг мак­
симум принципига мувофик^ и* (/), 1£ [0 , /*] бош^арувга мос 
ечимини ф* (t), t £ l 0 ,  /J] оркали белгилаймиз. У хрлда,
(5) дан

ф: (/?) К ) =  м :  (Ф  * *  ( о  - ф :  (о) * *  (ом -  
-1 ф ; (ф  ( ф - ф :  (0) х° (0)] =

=  j  [ф' (/) bu* (t) — ф'„ (0  Ьи° (/)] dt  (6)
о

келиб чи^ади.
1- теореманинг шартига кура и* (t), ^ £ [0 , t\\ бошкарув 

максимум принципини ^аноатлантиради, яъни ф» (t) Ьи* { ( ) >
>  ф' (t) Ьи° (/), *£[0, /*] [0, *°]. Шунинг учун, (6) дан 
ф' (1°) х* ( ф  > 0  тенгсизлик келиб чи^ади.



Иккинчи томондан, и* ( )̂ =  sign ф' (/) Ь, (0 Ь ф  О, 
^£ [0 , t\\, t°<  t\ эканлигини ^исобга олиб, (5) дан

Г .  ( ф  х* ( ф  =  у :  ( ф  х* ( ф  -  ф :  (<;) х *  ( / ; )  =

'I '■
= —j  хр; (о ьи* (о л  =  — J 1ч>; (о ы л <  о

эканлигини аниклаймиз.
Зиддият теоремами исботланди.
Бу теорема (1) оптимал тизимнинг синтезини амалга 

ошириш, яъни тескари алока типидаги оптимал бошкарув 
куриш имконини беради:

( 1, агар л: £ 5 +  булса, 
“ , W - U a r a p , 6 S! 4 c a , S + U S _ - ^  (7)

Бу масала (1) тизимлар икки улчовли, яъни п =  2 булганда 
содда ечилади. Синтез усулининг намойиши учун 1-§ даги 
(4) масалани (3 = 0 , i \  =  0 булган холда, яъни (1) хмасала- 
нинг

1°  Ч (°1 К  
to or b~  Ii (’ Х|) ~ (

булгандаги хусусий хол и дан иборат масалани караймиз. Бун­
да

(0 1 [0 11 10) [ 1]
4 l j '  Н о  о! I l l  Н о )

векторлар чизикли эркли булганлигидан, каралаётган тизим 
бошкарил у вчидир.

(4) к,ушма тизим ф х = 0 , ф2 =  — %  куринишга эга. Га­
мильтон функциясини тузамиз: Н (х, ф, и) =  ty1x2 +  ‘i \u .  Бу 
ердан оптимал боищарувларнинг шаклини оламиз: и° (t) =
— sign (t , яъни u° (0 ! =  1.

А матрицанинг хос киймат лари (det (А — li Е) =  
(— ц 11

=  det j д | =  |.i2 купх.аднинг илдизлари) хаци^ий (и3 =
=  ц2 — 0). Демак, ф' (t) b =  (t) функция t >  0 тупламда 
биттадан ортик нолга эга була олмайди. Демак, и0 (t) опти­
мал бошкарув иккитадан ортик булмаган узгармаслик ин- 
тервалига (бошкача айтганда, биттадан ортик булмаган сак- 
раш нуктасига) эга булади.
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Бу маълумотлар (7) бошкарувнинг синтези учун етарли 
дир. х° (/) оптимал траектория

тизимларнинг траекторияларидан тузилган булиб, иккитадан 
ортии; булмаган к;исмдан иборат. Бу тизимларнинг фазо пор- 
третлари VII. 12 ва VlI.13-чизмaлapдa тасвирланган булиб, 
хг =  х\!2 +  с (Л), хх =  — х\!2 +  с (В) эгри чизи^лар тизим-
ларидан иборатдир.

Фаза ну^тасининг эгри чизиклар буйлаб хдракат йунали.
шини х2=  1 (А), х2 =  — 1 (В) пнртдан топамиз. АО тра­
ектория (VII. 12-чизма) ва ВО траектория (VII. 13-чизма) ко ­
ордината бошига олиб келади. 1- теоремага асосан улар оп- 
тималдир. АО В чизикнинг пастида ётувчи ихтиёрий x = { x v  х2) 
нуктадан Л) тизимнинг траекторияси буйлаб ВО траекторияга, 
у буйлаб эса х  =  0 нук>тага тушиш мумкинлигини ани^лаш 
(VII. 14-чизма) ^ийин эмас. Бунда биринчи сохада и =  1

В f l  Х2'

V II.12- чизма. V II .13- чизма.

бошкарувдан, иккинчида эса 
и =  — 1 дан фойдаланил- 
ганлигидан, 1- теоремага 
мувофиц, олинган траекто- 
риялар оптималдир. Шунга 
ухшаш, АОВ чизикдан гово­
рила жойлашган нукта лар 
учун оптимал бошкарув 
и — — 1 с о ха дан (траекто­
риянинг АО эгри чизи^ка V II.14- чизма.
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«° (*)

тушишигача) ва и =  1 сохадан (ЛО траектория буйлаб хара- 
кат килинганда) иборатдир. Шундай килиб,

1, агар х£АО ёки АОВ эгри чизиьуин пастда жой­
лашган булса,

— 1, агар х £ В О  ёки АОВ эгри чизикдан юкорида 
жойлашган булса.

АОВ эгри чизик (VI 1.14-чизма) утиш чизиги деб аталади.
Фараз килайлик, 1-§ даги (4) тизимнинг бошлангич по­

лати хх =  х0 >  0, х2 — х0 >  0 куринишга эга булсин. Унга 
VII. 14-чизмада С нукта мос келади. С нукта утиш чизиги- 
дан юкорида ётганлигидан, бошлангич сохада (CD эгри чи-" 
зик) оптимал бошкарув и — — 1 кийматни кабул килади, 
яъни объектга координата бошига йуналган максимал куч 
куйилади. CF сохада объект харакатни сусайтириб, унгга 
харакат килади, сунгра тезликни орттира бориб, чапга х,а- 
ракат килади (FD сохада). D иуктадан бошлаб максимал 
куч нинг йуналиши тсскарисига узгаради. Бунда объект ка- 
майиб борадиган тезлик билан чапга х.аракат килишни давом 
эттиради. Координата бошига тушиш содир булгандан кейин 
бошкарув тухтатиладн ва объект тинч куйилади.

(8) 1\онунни билиш автоматик режимда ишловч.1 оптимал 
тизим ни куриш имконини беради.

2. Охирги ^олат нормасини минималлаштириш масаласи. 
Бошкарилувчан чизикли тизимнинг охирги холатидан берил­
ган х* векторгача булган масофани минималлаштиришдан 
иборат булган ушбу

I (и) =  \ х (ti) — л'*|;2-»- min, х =  А х  +  Ьи, (9) 
а: (0) =  0 , I и ( O K I ,  t € [0, t j

оптимал бошкарув масаласини караймиз.
(9) масала учун максимум принципи ушбу

u ° (0  =  s ig n i|/ (0  b , t £ T

куринишга эга, бу ерда г|з (t ) — (4) кушма тизимнинг г|) (t1) =  
=  — 2 (х (tx) — х*) чегаравий шартдаги ечимидир. ф (х) =  
=  ||х — х*\\2 функциянинг ^аЕари^лигидан 2-§ нинг (10) орт­
тирма формуласидаги цолдик, хад т] нинг т)1 ^ушилувчиси 
манфий булмайди. (9) тизимнинг х  га нисбатан чизиклили- 
гига ва х, и узгарувчиларнинг ажралганлигига асосан г)2, г]3 
^ушилувчилар нолга тенгдир. Шунинг учун максимум прин- 
ципини каноатлантирувчи и (/), / £ Т  бошкарув буйлаб сифат
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критерийсининг оргтирмаси ихтиёрий жоиз и* (t) =  и (I) -+• 
+  А и (t), t £ T  бошкарув учун манфий булмайди. Бу эса, 
(9) масалада максимум принципи оптималликнинг етарлилик 
шартидан иборат эканлигини англатади.

Лекин терминал бошкарув масаласининг каралаётган ху ­
сусий з^оли учун максимум принципининг ушбу

х  =  Ах +  b sign г|з' Ь, х  (0 )=  0, г|> =  — Л'ф, 
ф (/,) =  -  2 ( х  ( t J - X * )

чегаравий масаласини ечиш жиддий кийинчилик билан 6 of- 
лик;. Мазкур банднинг ма^сади—(9) масалани ечишнинг боища, 
^аварик тазушл фактларига асосланган ва (9) масалани кава­
рик программалаш масаласига келтириш (редукция ^илиш) 
имконини берадиган усулни баён килишдап иборатдир.

(9) тизимнинг мувофиц и ( • ) =  {« (0. ^€[0 . ^1} ботща- 
рувлар таъсирида t — t v моментда буладиган холатлари туп­
лами Q =  Q (/j) =  { х : х  =  х (tlt
и  ( • ) ) .  \и (/)| <  1, t£  [0, f j }  м у  
вофиклик туплами деб аталади. ’
Бу туплам атамаларида ^арала- 
ётган масала х* вектордан энг 
кам узоклашган х° (tj)£Q нук- 
тани излашдан иборатдир (VII. 15- 
чизма).

Дифференциал тенгламалар 
назариясида узгармасларни вариа- VII.15- чизма.
циялаш усули ёрдамида (9) чи-
зицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг 
ечимини тасвирлаш учун ушбу Коши формуласи исботла- 
нади:

I
х  (t) =  J  exp/1 (t —  т) Ьи (т) d r ,  t £  [0 , /х]. ( 10)

о
(10) формуланинг уринли эканлигига уни (9) га бевосита 

келтириб цуйиш натижасида ишонч хосил килиш мумкин.
Фараз ^илайлик, х1 =  х (t,,  и1 (•)), х2 =  х (tv  и2 (-)) —  

мувофицлик тупламининг ихтиёрий иккита нуктаси булсин. 
(9) тизимнинг чизи^лилигига асосан, и' (t ) =  Х и 1 (t ) +  
+  (1 — Я) и2 (/) бошцарувга мос х '  (/) =  х (t, и" (•)) траек­
тория х х (/) =  X х1 (0 +  ( 1— А,) х2 (/),  ̂^ 10, ty\ тенгликни 
^аноатлантиради. Ихтиёрий К £ [0, 1] учун и ' (t), /£ [0 ,  tx\
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функция булакли-узлуксиз на |и* (01 <  А,'и1 (01 +  (1—
— X)|u2 (0 | <  1 булганлигидан х '  (^ )£ Q , яъни Q — навари^ 
тупламдир. Унинг чегараланган ва ёпиклигини 'курсатиш 
кийин эмас. Маълумки, хар бир |]х|| норма

\\х\\ =  max g'x ( 11)
I йН<1

тасвирга эга, бу ерда |jg;| — Rn га кушма булган R'n фазодан 
олинган g  элементнинг нормасидир.

(11) дан фойдаланиб,
1 (и°) =  ]\х° (/j) — х*\\ =  m in ||х  — x*,| =

xtQ

=  min max g' (x — x*) (12)
«<? Ii«ii< i

ни ёзамиз.
Минимакс хакидагн теоремадан (11 бобга к.) ва (10) ифо- 

дадан фойдаланамиз:
1 (u°)==min max g' (х — х*) =  max min g' (x — x*) =

«<3 | ! i | l<l  I igl K1 xzQ

=  max min j — g'x* +  g' exp/1 (tx — 0  bu (t) dt
i |gn<i  iu (/),<] I g

I r=  max — g'x* — 'g'exp A (t , — t) b\ dt
Гй||<1 I

=  — £o** — J  !£оехР л  (^ i — 0  dt .
0

Охирги иккита тенгликка оптимал булган
U° (/) =  — s in g g ' exp A (tx — /) b, /£ [0 ,  / J  (13)

бошкарувда эришилинади.
(9) масала

M g) =  — g'x* —  j  |g'exp Л (/х — 0  b\ d t - >  m in, \ \g \ \<l  (14) 
о

масаланинг ечимидан иборат булган g 0 векторни излашга 
келтирилди. Я, (g) функция цаварин; ва унинг g,  X(g )= /= 0  
нуктадаги градиенти

I,
grad I  (g) =  — х * —   ̂ехрЛ (/х — /) Ьи (/, g) dt,  (15) 

о
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бу ерда и (t, g) =  s ig n /  exp A (t , — 0  b, t £  [0, ^].
(14), (15) дан градиентнинг геометрик маъноси равшан 

(VII. 16- чизма). (15) формула (9) каварик программалашти­
риш масаласини (IV боб) ечишнинг самарали усулларини 
хрсил цилиш имкониятини беради.

(9) масала билан унг чети цузгалувчан тез таъсир ма­
саласи

х  =  Ах  -f- bu, ]и (0 | <  1, х  (0) =  0 , ||д (/х) — г *!1 <  б, 
tl ->  min

узвий богликдир. Х ^ и  катан, тез таъсир вакти (9) маса­
ланинг сифат критерийси /  (и) <  б тенгсизликни каноатлан- 
тирган минимал tx га тенгдир. (14) дан

<® =  m in { t ( g ) : - g ' x * ~
ng|i=i

> (я)
— j  |g'exp A (t (g) — t ) b l d t  =  b } = t  (g0) (16)

0
деган хулосага келамиз. Бунда агар

— S qX* — f \g’0 exp A (/? — i) b\ dt  — b
о

булса, оптимал бошкарув (13) куринишда булади.
Ушбу ф' (t) — — g* exp A (t° — t) b белгилашни киритиб, 

(t) (4) ь^ушма тизимнинг ф (t°) =  — g 0 бошлангич шарт- 
даги ечимидан иборат эканлигини оламиз.

(13) тенглик максимум припципига эквивалентдир. Барча 
|jx — х* ||й£б лар учун g ' (х° ( ф  — х * Х  g'0 (х — х*) бул­
ганлигидан vf ( ф  вектор учун трансверсаллик шарти деб 
агалган (3- §) ушбу

V  (Ф  (Je° (Ф -  х*) =  min V  ( ф  (х -  х*)
[]х—**||< б

шарт бажарилади.
Бу шарт геометрик тилда траекториянинг унг четида 

цуйидагиларни англатадн: х° (/), 0 <  / <  /, оптимал траек­
тория ||х — х * | |< б  тупламга таянч текислик ( ф  вектор- 
га тик булган (t|)° (/,) вектор эслатилган туплам томонига 
йуналган) (VII. 17-чизма) х° ( ф  нуктада тугалланади.
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Барча x £ Q  лар учун уринли булган g'Q (х — х*) >
>  g'0 (х° (/J) — х*) тенгсизликдан оптимал тез таъсир вакти 

(3- § га к.) учун стационарлик шарти келиб чикади.
Баён ^илинган усул ((закат максимум принципини исбот- 

лаш учун эмас, балки цушма тизим учун бошлангич шартни 
курсатиш имконини хам беради.

Усулнинг намойиши учун объектам тинч (х =  0) холат- 
дан {л', =  а  >  0, х2 =  0} нукт^га энг тез вактда утказиш 
масаласини (1-§) ечамиз. Баён ^илинганига кура тез таъсир

( \  П
ва^ги 6 =  0 да (16) га тенгдир. Сунгра ех р Л < =  |^  j j  бул­

ганлиги учун (16) дан

t°t =  m in  k  : ~ g 1 a  +  f  (h — 0 +  g 2! dt  =  o!
{ o

эканлигини оламиз.
Бошкарувнинг утиши руй берадиган вакт моменти t* ни 

топамиз:

8l (ti — И  +  £2 =  0> t* =  tx +  g j g u  g i - g i  <  0 . 
Шунингдек, gi  >  0 деб хисоблаймиз (акс холда, ^  =  О экан-

лигини олар эдик). У ^олда, — g t a +  \  [g i  (ti— i ) + g 2] d t —
оt

—  j  [^1 (*1 — 0  + ft] dt =  0. Бундан g J 2  t\ +  g 2t1+ g 22/g 1 — 
t* ____________

— a  =  0. Демак, tY =  — g j g y ±  V —  g \ l g \ + 2 a  . Опти-

V II.16-чизма. V II.17-чизма.
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мал тез таъсир вакти t\  — 2 У  а  эканлигини хисоблаш ^ийин 
эмас. Бунда g^ — 1 / ] /а  +  1, g° =  — V a / Y a + l .  Макси­
мум принципига асосан

и° (О =  sign [g° (t° - r t )  +  g°] =  sign [ V a  — t].

Масалада оптимал бошкарув и == 1 
соха ва и =  —  1 сохадан иборатдир 
(V I1-18- чизма).

3. Квадратик сифат критерийсини 
минималлаштириш. Булакли- узлуксиз 
функциялар синфида

/  (и) =  j1 [ * ' (t) Lx (t) +  u2 (01 dt -*■

°m in (L > 0 )  (17)
функционални бошкарилувчан

x =  Ax  +  bu, x (0) =  x°, t ^ T  — [0 , tx) (18)
тизим траекторияларида минималлаштириш масаласини ца- 
раймиз.

(17), (18) масала учун Гамильтон функцияси (2-§ га ц.) 
Н (х, 4‘, и) =  —x'Lx — и2 +  г|/ (Ах +  Ьи) 

куринишга эга. Кушма тизим

\|з =  — A' ij) -f~ 2Lx, \|) (tx) =  0
ни беради. Максимум шарти: w° (t) =  1/2 ф' (0 Ь.

Агар (17), (18) масаладан терминал бошкарув масаласига 
утсак ва 2-§ нинг ( 10) орттирма формуласидан фойдалансак, 
T)t =  0, г]2 =  0, т)3 >  0 булишини курамиз. Шундай кдлиб,
2-банднинг масаласидаги каби (17), (18) масала учун мак­
симум принципи оптималликнииг етарлилик шартини таш- 
кил килади. Лекин яна максимум принципининг чегаравий 
масаласи

х =  Ах +  Ы 2 • г|/ (t) Ь, х  (0) =  х0,

f  =  — А' \|5 +  2Lx, ^  (tx) =  0
чизикли булиб, уни масалан, хайдаш усуллари билан сама- 
рали ечиш мумкин булса-да, динамик программалаш усули 
билан куйида олинадиганларга Караганда жуда мураккаб ва 
амалга ошириш учун унча кулай булмаган амаллар ва на- 
тижаларга олиб келади.

° t / %  /1 ,

h i ,о 1 9 / ?  а  г f
VIL18- чизма.



V бобнинг 2-§ ига асосан (17), (18) масала учун Белл­
ман тенгламаси

—  дВ (х, т)/д х =  min {(Ах +  Ьи)' дВ (х, х)/дх +
U

+  x ' L x + u 2} ,  (19) 
В (х, ty) =  0 (20)

куринишга эга булади.
Тенгламанинг унг томонида минимум и буйича ^осилани 

нолга тенглаштиргандан сунг олинадиган

и (х, т) =  — М2-Ь'дВ (д, %)!дх (21)
н уклада эришилади.

(21) ни (19) га [келтириб куйиб, Беллман тенгламасини
— дВ (х, х)/д х =  х'А'дВ (х, х)/дх +  x'Lx — 

—  -■[Ь'дВ( х ,т) /дх ]2 (22)
4

куринишга келтирамиз. (22) тенгламанинг (20) чегаравий 
шартдаги ечимини

В (х, т) =  х'М  (т) х  (23)
куринишда излаймиз, бу ерда, М ( х )  — М '  (т) — пхп- матри- 
цавий функциядир.

(23) ни (22), (20) га к,уямиз ва х  нинг бир хил даража- 
лари олдидаги коэф(})ициентларни тенглаштирамиз:

М  =  — L — 2МА  +  Mbb'M, М  (ij) =  0. (24)
(24) тенглама матрицавий Риккати тенгламаси деб 

аталади. У килинган фаразларда Т  кесмада аникланган сил- 
лиц ечимга эга.

Шундай к,илиб, (19), (20) Беллман тенгламасининг (23)
силлик; ечими цурилди. Шу туфайли (2-§ га ц.) (21) бош-
царув (17), (18) масалада оптимал булади.

Агар (23) функцияни (21) га ^уйсак,
/

и (х, т) =  — b' М  (т) х

ни оламиз, яъни (17), (18) масалада оптимал бошкарув х 
холатга нисбатан чизиклидир.

(24) дан фойдаланиб сифат критерийсининг минимал ^ий- 
матини хисоблаш мумкин:

1 (и0) =  В (х0, 0) =  х'0 М  (0) л*,,.
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Айтайлик, (17), (18) масалада /, =  оо булсин. Бу маса­
лани ечиш учун t { -*■ оо булган (17), (18) масалалар кетма- 
кетлигини караймиз. (24) тенгламанинг танлаб олинган 
h  даги ечимини M ti (т) деб белгилаймиз.

2 -теорема. t t -*- оо булган (17), (18) масалада бош^а- 
рувнинг чизикли оптимал 1̂ онуни мавжуд булиши учун чек­
ли

lim M ti (0) =  М  (25)
*i"+oo

лимит мавжуд булиши зарур ва етарлидир.
QO '

И с б о т и .  Зарурийлиги.  Айтайлик, 1Х (и), / х (« )=  [(x'Lx-f-
o

+  и2) dt  функционал минимал киймат кабул циладиган и0 
бошкарув конуни топилган булсин. Мусбат сонлар кетма-

I кетлиги t l <  t2 <  . . .  с  tn <  . . .  ни ва квадратик шакл-
I  дар кетма-кетлиги

J  (x'Lx +  (и1)2) dt,  j  (x'Lx +  (и2)2) d t ..........
0 •] 

tn
Г (x'Lx +  (unf )  dt ,  . . .

*
? ни тузамиз, бу ерда и — ушбу /,« (и1) =  f (x'Lx +  (и‘)2)

И  ■■ V
dt

функционалга минимал ^иймат берувчи бошкарувнинг оп-
- тимал'цонунидир. Бу кетма-кетлик монотон усувчидир:

и t1
С (x'Lx +  (и1)2) dt  <  J (x'Lx +  (u*+1)2) dt <  

о о
<‘•+1
f (x'Lx +  (ы '^1)2) dt.

Бундан ташкари, у хар бир хп учун чегараланган, чунки 
исталган I1 учун

ti tl 
(* ( x ' L x -V (и1)2) d t <  j ‘ (x'Lx +  (u0)2) dt <

б; о
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f  (x'Lx -г  (u°f  ) dt .<

Демак,
•̂ o ;l (0) X | Xq M {1 (0) Xq, . . ., Xq Afp  (0) Xq, . . .

квадратик шакллар кетма-кетлиги ихтиёрий х0 ларда узгар- 
мас коэффициентли бирор х'0М х0 квадратик шакл га якинла- 
шади. Зарурийлик исботланди.

Етарлилиги.  Айтайлик, (25) шарт бажарилган булсин. 
Демак,

in
lim f (x'Lx - f  ( u f )  dt  =  Jim x  ̂ (0) x0 =

in ООО*’ X

— x'QMx0<  4~ oo

Шунингдек,
U« (X) =  — lim b'Mf , (0) x =  — fc'Afx (26)

t *—*ao
бошкарув (17), (18) масалада t1- y  оо булганда оптимал бу­
лиши тасдикланмокда. Масаланинг стационарлигидан 

tn
lim )' (x'Lx +  (и" )2) dt  =  J  (x'Lx +  (u°)2)dt (27)
tn -»oo 'o 'o

муносабат бажарилади.
Хаки катан, хар бир тайинланган t , t <  tn учун:

7
(* (х' L х  +  (u")2) dt >  [ (х' Lx +  (и0)2) Л .

‘о 'о
Бунда

in Т
]im )‘ (x 'L x  +  («")2) dt >  f  (x'L х  +  (u*)*)dt.

о о
t-+- 4 - оо да лимит утиб, 

tn
lim j’ (х' Lx  +  (и" )2) dt >  J (х* Lx 4- (н°) -2) dt  (28)

-*00 ‘о О
ни оламиз. Иккинчи томондан,

0
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,n tn
j" (x' L x +  (Un) 2)d t  <  j (x' Lx  +  u0)2) dt 
'о о

яъни
fl

lim f  ( x ' L x  +  (un)2) d t <  f  (x' Lx +  (u0)2) dt
tn _>=c 0 '0

бундан ва (28) дан (27) келиб чикади.
Айтайлик, курсатилган (26) бошкарув оптимал булмасин. 

У х,олда шундай и бошкарув мавжуд буладики,

]  (х Lx  +  и2) d t <  j° (х' L x + { u 0)2 dt  (29)
о 'о

муносабат бажарилади, бироц

_ ‘п
) (x'Lx +  и2) d t >  ) (x 'L x + (« ° )2) dt. 
о о

Демак,

|  (х' Lx +  и2) dt >  ( (x'Lx +  («°)2) dt,
о о

бу эса (29) га зиддир. Теорема исботланди.
Шундай 1̂илиб, (26) бошкарув

со
| (х' L.v+ и2) dt  ->  m in, х — Ах +  bu, х (0) =  х0
о

масалада оптимал булади.
(26) бошкарув х =  А х +  Ьи тизимни стабиллаштирар 

экан, яъни тизимни (26) тескари богланиш билан бирлаш- 
тирсак,

х =  (А — b Ь'М) х
асимптотик тургун тизим хрсил булади. (17), (18) масаланинг 
tx =  оо булгандаги ечимининг бу хоссаси бошкарувнинг ама­
лий масалаларида тургун булмаган объектларни стабиллаш- 
тиришда кенг ^улланилади.

6- §. ДИСКРЕТ ЖАРАЁНЛАРНИ ОПТИМАЛ БОШКАРУВ

Холати фацат дискрет вакт моментларида узгарадиган ёки 
улчаш мумкин булган жараёнлар (тизимлар) дискрет (куп к а ­
дамли, куп боскичли) деб аталади. Улар куп амалий масалалар-
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лари битта к,адам чегарасида урин алмаштириши мумкин. 
Шунинг учун

/  (р°, <7°) =  max m in min шах . . .
OW o)) P W о)) PU<0+1)) ?(Jtf0+ l))

. . . min max М ф (х (У ).
P W i - 1)) q W i — 1)) PiQ

(35)

(29) жараённи жараёнлар оиласига туркумлаб ва (34); (35) 
тснглнклардан фойдаланиб, цуйидаги

В(х, /) =  min max
О <1 0 qj <1

P i  = •  2  < i j  = 1  ч ' = Г  

К(0. t(/)
=  шах min

0<V/  <  I 0<Р,- <1
2 Р , - | " л / = 1  

Беллман тенгламаси ва

К (/). /.(/)
V  Pi я j В([(х, «*'. ® 'Д  * +  1)

V  р,- q, в  (/(.*, и \  w*, I), t +  1) (36)

В(х,  t y — 1) — max min
О <q/ <1  о <pi <1
2 я/ I 2 pi =i

m .  ш >
V  />■?.• tK/(.*,uVA— 1))
w
/ . /=i

(37)
бошлангич ш артга келамиз, (36), (37) тенгламаларни 
ечиш бу банднинг олдинги м асалаларидаги  Беллман 
тенгламаларини ечишга ухшашдир.

7- §. Т А К С И М Л А Н Г А Н  П А Р А М Е Т Р Л И  Т И З И М Л А Р Н И  

О П Т И М А Л Л А Ш Т И Р И Ш

Хозиргача эркинлик дараж аси  сони чекли булган 
тизимларга хос оптималлаш тириш  м асалалари  царал- 
ган эди. Бундай тизим лар мужассамланган параметрли 
тизимлар деб аталади. Купчилик реал объект ва ж а р а ­
ёнлар чексиз сонли эркинлик дараж аси га эга булади 
ва улар тщсимланган параметрли тизимлар деб ата­
лади. Бундай тизимларнинг математик ифодаланиш ида 
^ар  хил хусусий ^осилали дифференциал тенглам алар, 
интегро-дифференциал тенглам алар, четланган аргумент- 
ли дифференциал тенглам алар  ва к. ^улланилади. 
Т а^симланган параметрли тизимларни оптималлаш ти- 
ришга асос ^илиб олинган принциплар муж ассамланган 
параметрли тизимлардаги каби булиб, лекин уларнинг
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ам алга оширилиши, янги объектларнинг мураккаблиги 
дараж аси га ^араб, куп техник ^ийинчиликларга олиб 
келади. М азкур параграф да вариацион ^исоб ва опти­
мал бош карувнинг олдин куриб чи^илган м асалалари- 
га ухшаш иккита содда масала царалади.

1. Вариацион ^исобнинг та^симланган параметрли энг 
содда масаласи. Жоиз функциялар деб, R2 фазонинг G со- 
хасида аникланган ва у ерда узининг иккинчи тартибли хо- 
силаси билан бир га узлуксиз хамда соланин г чегараси L да 
берилган

v (s) =  с (s), s £ L
цийматларни цабул цилувчи г  =  {х, у } икки аргументнинг 
скаляр v =  v (х, у) функцияларни атаймиз.

Жоиз функциялар ичида шундайини топиш керакки (ми­
нимал);  унда

I ( v ) =  Ц Р ( х ,  У, v, vx, vy) dx dy  (1)
' g

функционал минимал циймат кабул килсин.
F функция С<2) синфга карашли деб фараз киламиз. 
Кучсиз минимум, жоиз функциянинг вариацияси, функ-  

ционалларнинг вариациялари тушунчалари VI бобнинг 2-§ 
идагига ухшаш киритилади. Кучсиз минимум.нинг зарурий 
шарти вариациялар атамаларида

б I (v, h) =  0 (2)
куринишга эга, бу ерда

ь,,°’ h)='}̂ {̂ r̂h+дt'г̂+£ ; h>)d,‘d!, (3)
G

( 1) функционалнинг биринчи вариациясидир.
(2) шартни соддалаштириш учун Лагранж леммасининг 

ухшашидан фойдаланилади: агар узлуксиз а (х, у), {х, у  \ £ G 
функция учун ва барча h (х, у) =  0, (х, булган h(x,
</)£С(1) функциялар учун

Ла(х,  y ) h ( x ,  y ) d x d y  =  О

булса, у хрлда а(х,  у) : 0, (л, у] £G булади.
Шунингдек,

—  hF., =  h F „  + h — F , —  hF =  h F  +  h —  Fv
dx v* A v* dx v* d y  vy y v v d y  v y 

булганлигидан, (3) га мувофик,,
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s,(a■ Л,"Я  k F°.)hdxi!l+
G

+ N ( i hF°, + Ty',F°,)dxd'J
G

деб ёзиш мумкин. Охирги интегралга ушбу Грин (формула- 
сини ^уллаймиз:

^ ( ■ f - f ) dxd!,=SPdx+Qd>
G 1.

(булаклаб интеграллаш формуласининг ухшаши):

Я  ( i : hF’. + T , hh'-,)dxd!l -  j
G L

/г (л, t / ) ^  0 , (jc, y  \ £ L булганлигидан, охирги интеграл нол­
га тенг ва функционалнинг биринчи вариацияси

G

куринишни олади. Бу ердан Лагранж леммасининг ухшаши- 
га асосан таксимланган параметрли энг содда масалаларда 
Хар бир кучсиз минимал цаноатлантириши зарур булган

д1 1 -----— f ---- — F = 0
dv дх v* ду  иУ

Эйлер- Остроградский тенгламасини оламиз.
М и с о л .  Берилган

[х,  у,  v : х  =  х (s), у  =  у  (s), v — с (х (s), у  (s)), 0 <  s <  1} 

контурга тортилган ва минимал юзга эга булган сиртни топиш ушбу

\I (v) \ j У 1 +  - f  v 2y dx dy  -*■ min 
G

масалага келтирилади, бу ерда G — {х,  у:  х  — х (s), у  =  у  (s), 0 <  s <  1} 
чизик билан чегараланган сохадир. Бу хрлда Эйлер- Остроградский тенг­
ламаси

(> +  vl ) -  2 Vxy  vx vu +  vyy  (> +  vl )  =  0

куринишга эга булади. Тенгламанинг чап томонидаги ифода мусбат 
к^пайтувчи аниклигида сиртнинг уртача эгрилиги билан устма- уст ту- 
шади. Демак, изланаётган сирт албатта ноль эгриликка эга булиши ке­
рак, яънм уни минимал сиртлар ичида излаш керак.

2. Тацсимланган параметрли бир тизимни оптимал бош-
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цариш масаласи. / узунликдаги, чап охири иссик,лик учказ- 
майдиган цилинган, унг охири эса хароратини узгарти;л(ши 
мумкин булган мухитга жойлашган стерженни к,араймиз.

v (х, t) орцали стерженнинг х нукта да t моментдаги ха- 
роратини белгилаймиз. Хароратнинг стерженда тарка .иши 
исси^лик утказиш тенгламаси

dv  __ d2v

dt дх2

билан ифодаланади. Стерженнинг чап четидаги шарт
^ ( 0. 0 _  А

дх

унг четидаги шарт

I  =  а  ( u ( t ) — v( l ,  t)),
dx

бошлангич шарт
v (х, 0) =  0

булади. Бу ерда, а  — ^арорат утказувчанлик коэффициента 
Я — иссиклик утказиш коэффициент!!; а  — исси^лик алмашиш 
коэффициента; и (/) — стерженнинг унг охиридаги мухитнинг 
харорати булиб, уни бопщариш сифатида к;абул ^иламиз. 

Жоиз бошкарув деб •
|м(/)| <  L, t >  0

чеклашни цаноатлантирувчи улчовли u(t),  t >  0 функцияни 
атаймиз.

Жоиз бопщарувлар ичида шундай u°(t) ни излаймизки, 
унда

I (и) =  f (v (х, Т) — v* (x))*dx 
о

сифат критерийси минимал к,иймат ^абул ь^илсин, бу ерда, 
Т  — берилган вакт момента; v*x — стерженда хароратнинг
берилган тар^алиши.

Айтайлик, u°(t), i £ [ 0 ,  Т] оптимал бошкарув, v°(x, Т) — 
стерженда t =  Т  моментда хароратнин г оптимал тарк,алиши, 
u{t),  /£ [0 , Т]. v(x ,  Т) бонда жоиз жуфт булсин.

ие (/) =  и° (t) +  е [и (() — и° (/)]

бошкарув исталган 0 <  е <  1 учун жоиз булади. 
и° (t) бошкарувнинг оптималлигидан
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—  / К )  I > 0ае ' |е о

эканлиги келиб чикади. Грин функцияси ёрдамида

ve (х, Т) =  \ к (х, Т, t) иЁ (t) dt 
о

деб ёзиш мумкин булганлигидан
i

—  1 (« J  = 2 \ { v \ x , T )
de ' е' 8=0

о

— с* (х)) К (х, Т, t ) (и (t) — и0 (/)) d t d x ^ z  0 (4) 
о

булади.
и (t) болщарувни игнасимон вариация (2-§ га к.) ёрдами­

да куриб, (4) дан барча \и\ ^  L лар учун

u°(t) =  — sign f (i|0 (x, T) — v* (xj) К  (x, T,  t ) d x  
о

шартга эквивалент булган
i

| V ( x ,  T) — v* (x ) )K( x ,  Т,  0) (и — и0 (в)) d x > 0  
o’

тенгсизликни оламиз.
Агар бу ерда и°(х, Т) нинг u°(t) оркали Грин функция­

си ёрдамидаги ифодасини куйсак, ечими и0 (t) оптимал бош- 
^арувдан иборат интеграл тенглама олинади.

8- §. ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ УЙИНЛАР

А\анфаатлари узаро устма-уст тушмайдиган томонлар иш- 
тирок этадиган конфликтли (ихтилофли, низоли) зиддиятли 
холатларнинг математик модели уйин деб аталади. Агар 
уйинни тавсифлашда дифференциал тенгламалардан фойдала- 
нилса, у дифференциал уйин деб аталади. Дифференциал 
уйинларнинг кенг тар^алган моделлари оптимал бошцарув- 
нинг турли максадни кузлаган кишилар томонидан танлани- 
ши мумкин булган бошцарувнинг икки ёки бир неча гуру- 
хини уз ичига олган мос моделларининг умумлашмасидан 
иборат.

1. Масаланинг цуйилиши. Ушбу
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х  — А х  ~Ь Ви C v (1)

тенглама билан ифодаланган жараёнга таъсир курсатувчи P L 
ва Р 2 уйинчилар уйиннинг иштирокчилари булсин (бу ерда 
А, В, С мос равишда (пХп) ,  (n X r ), ( n x s )  материцалар). 
Рг ва Р 2 уйинчиларнинг ихтиёрида, мос равишда, и ва v бош- 
^арувлар булиб, уйинчилар хаР бир ва^т моментида уз бош- 
царувини танлашда

u £ U ,  (2)

чсклашларга итоат цилишади, бу ерда U ва V лар, мос ра­
вишда, R r ва Rs нинг ^авари^ компакт ^исм тупламларидир. 
и — и (t) ва v =  v (/) функциялар t ва^тнинг функцияси сифа­
тида. улчовлидир.

Бундан ташцари, ^авари^ ёпи^ М  туплам — уйиннинг 
терминал туплами берилган.

Уйин шундан иборатки, Р г уйинчи х фаза нуктасини тер­
минал туплам М  га келтиришга харакат килади, бунда айни 
пайтда Р 2 уйинчи х  ну^тани М -га тушишга тус^инлик ци- 
лади. х нуцта М  га тушгандан бошлаб уйин тугаган деб 
хисобланади.

PL ва Р 2 уйинчиларнинг жоиз стратегиялари сифатида 
мохияти ^уйидагидан иборат г-стратегияларни ^араймиз. 
Бошлангич t =  О моментда Р 2 уйинчи Р х ра^ибига узининг 
ноль булмаган ех >  0 ва^т оралигидаги бошцарувини билди­
ради, бунда ех>  0 микдорни Р2 уйиччи уз ихтиёри билан 
танлаши мумкин. Шу маълумот буйича Р , уйинчи курсатил- 
ган вацт оралигида уз бош^арувини хуради. ех вацт утган- 
дан кейин Р 2 уйинчи яна е2 вакт оралигини ва уз бош^ару- 
вини билдиради ва X- к -

Агар Р 2 уйинчининг хар бир е стратегиясига Р у уйинчи 
узининг шундай е-стратегиясини ^арама-царши хуйсаки, (1) 
тизимнинг бу боищарувларга мос траекторияси Т  дан кеч 
булмаган вацтда М тупламга тушса, х0 ну^тадан бошланган 
уйин Т  вак>тда тамомланиши мумкин дейилади.

2. Тупламларнинг геометрик айирмаси. Мазкур бандда 
дифференциал уйинларни харашда хУлланила-а'иган кржрЩ 
тупламлар билан боглиц бир неча хурилмалар баён хилина- 
ди.

Айтайлик, А ва В тупламлар Rn фазонинг иккита хава_ 
риХ кием туплами булсин. А — В геометрик айирма деб, 
шундай z £ R n нухталар тупламига айтиладики, улар учун
2 -|- В сг А булади, яъни
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Л Л В =  | г 6 /?„:г +  В с Л ) .  (3)

Таърифдан (А — В) +  В с  А эканлиги келиб чикади, бу 
ерда A L B  шартни каноатлантирувчи максимал тупламдир, 
яъни D  +  B c z  А муносабатдан D c z A Z B  эканлиги келиб 
чикади.

Геометрик айирманинг хоссалари:
а) Л и  В каварик тупламларнинг А ~  В  геометрик айир- 

маси каварик булади.
И с б о т и .  г , , z2 £ A  — B ва а , 0 а  <  1 каКиКий сон 

булсин. а г 1 +  ( 1 — а ) г 2 нуктани ^араймиз. а В  +  (1 —
— а) В =  В булганлигидан

a  zx +  (1 — а) г2 +  В — a  (z} -f- В) +  (1 —
— а) (г2 +  В) а  а  А - f  (1 — а) А =  А,

бу  эса a  z t +  (1 — а) z2 £ А — В  эканлигини билдиради.
б) А, В, Л,, В} цаварик тупламлар булиб, Л ^  А, В ^ а В  

булсин. У холда
A l . B d A - B lt (4)
A ^ B c z A - B .  (5)

(4) маисубликни исботлаймиз. Таърифга кура (Л Л В ) +  
4 -В а  А га эга буламиз. В, а  В булганлигидан (Л В) 4- 
+  B1 c z A  ва демак, (А — В ) а А  — В 1. (5) мансублик шунга 
ухшаш исботланади.

в) Айтайлик, А, В лар Rn да каварик кием тупламл?р 
булиб, А — ёпик булсин. У холда А —В  ёпик туплам бу­
лади.

И с б о т и .  А —В  дан ихтиёрий |z„)“=1 кетма-кетликни ка­
раймиз ва г =  lim zn булсин. Ихтиёрий п в а Ь ^ В  элемент учун

/I—*оо
zn +  b £ А булганлигидан А нинг ёпи^лигига асосан В дан 
олинган ихтиёрий b учун г0 +  &£Л булади, яъни г0 £ Л В . 
Демак, А -LB  туплам ёпщушр.

г) Айтайлик, Л ва В лар Rn дан олинган ёпик, каварик 
Кием тупламлар булиб, В компакт булсин. У холда

б* (I, л ^ в х  б* (я, л ) —б* (я, в), а,ед„. (6)
Бу ерда б* (X, С) =  sup Х'х — каваРиК С тупламнинг таянч

хеС
функциясидир.

И с б о т и .  (Л 1 В )  + В с  Л булганлигидан барча X ^ R n 
лар учун б* (Я, (Л Л В) +  В) <  б* (Я, Л) булади. Бундан
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тацщари, 6* (Я, (А -  В) +  fl) =  б* (К Л Л  S ) -{-6* (Я, В). Бу 
муносабатни олдинги тенгсизликка цуйиш (6) га олиб кела-
ДИ.

д) Л ёпиц каварик туплам, В эса каварик, компакт бул­
син. У хрлда

(Л +  В ).1 В  =  Л. (7)
И с б о т  и. Л +  В с г Л  +  б  булганлигидан Л <= (Л 4- fl) JL

— В. Энди тескари мансубликни исботлаймиз. F A ( A - \ - B ) l -  
L  В деб белгилаймиз.

г) хоссага асосан

б* (Я, F ) <  6* (Я, Л +  В )— б* (Я, В) =  б*(Х, Л),

га эга буламиз, бу ердан .Fc: Л эканлиги келиб чикдци.
е) Л, В ва С лар Rn дан олинган завари к ^исм туплам­

лар булсин. У хрлда
(Л — В) +  С с : (Л +  С) -1В . (8)

И с б о т и .  Айтайлик, г  £ (Л — В) +  С булсин. У >рлда 
г =  х +  у,  бу ерда

х е Л Л А ,  (9)
У€С.  (10)

(9) дан геометрик айирма таърифига асосан
х +  В с Л  (11)

келиб чицади.
(10) ва (11) ни кушиб,

г £ ( Л  +  С ) Л В
ни англатувчи

z +  В а  А +  С

ни оламиз. Демак, (8) мансублик исботланди.
Фараз килайлик, Q (R n) — Rn фазонинг барча буш 

булмаган компакт к,исм тупламларининг S туплами Rn да 
бирлик шардан иборат булсин. Ихтиёрий X , У c=Q (Rri) лар 
учун

р(Х,  У) =  inf (/ >  0:  X с : У +  /5 , У с Х  +  Й )  (12) 

деб оламиз. Унда
р (X, У) =  max {шах р (х, У), шахр((/, X)}



булишини текшириш кийин эмас. Q (Rn) X Q (Rn) Да ( 12) 
муносабатлар билан аникланган р функция метрика аксиома- 
ларини ^аноатлантиришини курсатамнз:

1) Барча X, y £ Q ( R n) лар учун р(Х , У) >  О булиши 
таърифдан келиб чикади. р (X, У) — 0 деб (фараз киламиз. 
Бу Х а  У, У  а  X  мансубликларнинг уринли эканлигига 
эквивалент булиб, X =  У ни англатади. Аксинча, агар X  ---У 
булса, р ( Х ,  У) =  0 тенглик уз-узидан равшандир.

2) р функциянинг симметриклиги, яъни р (X, У) — р (У,Х)  
муносабатнинг уринлилиги уз-узидан равшан.

3) Учбурчак хоссасини исботлаймиз: р(Х,  У) <  р(Х,  Z) +  
+  р (Z, У). а =  р(Х,  Z) b =  p(Z,  У) деб белгилаймиз. (12) 
аникланишга кура

X c Z  +  flS, Z c = X  +  o5, Z c r .y  +  b S , У  cz Z +  bS
булади. Булардан

X ст. У  -f- (а -(- b) S  ва У  cz X  (а b) S .
Демак,

р (X, У) ^  а +  b =  р (X, Z) +  р (Z, У).
Шуни исботлаш талаб килинган эди.

Шундай килиб, р функция Q (Rn) тупламда метрикани 
беради. Одатда у Хаусдорф метрикиси деб аталади. 

Куйидаги натижани исботсиз келтирамиз.
Бляшке теоремаси. Фараз килайлик, G — Rn даги компакт 

булсин. У х,олда Q(G) =  .{X £Q (/?n)|X с= G) туплам Q(Rn) 
метрик фазонинг компакт кием туплами булади.

Энди хакикий укни Q (Rn) метрик фазога X (/) узлуксиз 
акслантиришни караймиз. р  оа q — хакикий сонлар булсин, p ^ q :

Uo =  р, k .............*к =  я \  t0< t l <  . tk.
Ушбу

V( Q)  =  V X ( T . ) ( I - / H )
i l

йипшдини аниклаймиз, бу ерда т £ [t(_ v  /.].
Сунгра, X (/) ни хар кандай t £ [р, q] да каварик, тупла л 

булсин деб фараз киламиз. У хо.'ща, V  (Q) каварик, компакт 
туплам булади. Шу билан бирга 2(Q )> ^  кесмани Q
булишга богликдир. 6 (Q) =  max I/. — i . . \  деб белгилаймиз.

1 <i<k
Шундай Y (р, q) каварик компакт т у т а м  мавжуд булар 
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эканкн, р (Y (p, q), V(Q)) масофа 6 (Q) билан бирга нолга 
интилади. Бу лимит У (р, q) туплам X  (/) акслантиришнинг  
интеграли деб аталади ва

У (р, q) =  j X (t) dt
p

белги билан белгилаиади. Бунда У (р, q) £ О (/?,,) интеграллаш 
чегаралари р  ва q нинг узлуксиз функцияси булади. 

Инпигралнинг хсссалари (исботсиз):
А. Агар г, р  <  г <  q тенгсизликни каноатлантирса, у хрл-

да
г q q

j' X ( t ) d t +  (' X (t) dt =  J  X (i) dt.
it r p

Я q
Б. j X ( t ) d t  интеграл у  =

i’ p 
у  нукталар туплами билан устма-уст тушади, бу ерда x ( t )— 
узгарувчи t нинг цийматлари R,, да ётувчи улчовли функцияси 
булиб, x (0 £X( / ) ,  t £ [ p ,  с,].

3. Дифференциал уйинни ечиш. 1-бандда таърифланган 
дифференциал уйинга кайтамиз. Уйиннинг терминал М  туп­
лами R:I фазонинг вектор кием фазоси булсин, деб фараз 
циламиз. /-. деб М к,исм фазонинг Rn га ортогонал тулди- 
рувчисини, л деб эса Rn фазонинг L кием фазога ортогонал 
проекциялаш амалини белгилаймиз. Энди

и  it) =  — л е А B U , V (t) =  л е А CV

деб белгилаймиз ва S  (t) — U (t) — V (t) туплам барча t >  О 
ларда L нинг улчовига тенг улчовга эга булсин, деб фграз 
циламиз.

( 1) теигламанинг бошланшч шаргдаги ечимини ёзамиз:

х (0 =  е л а'о -j- j  esA [Bu (t — s) +  Cv  (t — s)] ds.
0

Сунгра

W ( t ) =  J S ( x ) d x  ( 13)
о

деб оламиз.
T  (v), t 5» 0 нинг

л e lAx ^ W ( t )
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мансублик уринли булган минимал кийматини белгилаймиз. 
Агар бундай t мавжуд булмаса, Т  (х) =  +  оо деб оламиз. 
Факат х £  М  лар учун Т (х) =  0 булишини айтиб утамиз.

Куйидаги теорема Т  (х) таърифининг мохиятини очиб бе­
ради.

I-теорема. Агар Т ( х 0) <  +  оо булса, Р 2 уйинчи х,ар ь̂ ан- 
дай улчовли v (t) £ V, 0 < i ^ T ( x 0) бош^арувни кулламасин, 
Р, да шундай улчовли и (t) £ U  бошкарув топиладики, 
х ( Т { х а) ) £ М  булади, бу ерда x(t) ,  t > 0  ечим (1) тизимнинг, 
« (/) ва о (0 га мос ечимидир.

И с б о т и .  Т  (х0) <  +  оо булганлигидан,

п е ™ х 0 £ W ( T ( x 0))

булади. Демак, шундай улчовли w  (/), 0 <  t <  Т  (х0) функция 
топиладики,

T l x )  а  г .(АГо) п е  “ ' х0 =  [ w(t )dt ,  ( 14)
о

бу ерда w ( t ) £ S  (/), 0 <  t <  Т  (л-0).
Геометрик айирманинг таърифидан охирги мансублик

а»(0 +  л е л С К с ;  — n e ‘ABU,  О < / < Т ( л : 0)
эканлигини англатади. Бу ердан, хар кандай улчовли v (t) £ 
£ V, О <  t <  Т  (,г0) функция учун шундай улчовли u ( t ) £ U  
О <  t <  Т (х0) функция мавжудлиги ва

w (t) ■= — п etA Bu (Т  (х0 — t) — л е А Cv (Т  (х0) — /),
О <  t <  Т  (х0)

зканлиги келиб чикади. Демак, (14) дан
х ( Т ( х 0) ) £ М

мансубликка эквивалент булган

л ё ™ А х3 +  Г(Л"’ л е А (Bu (Т (х0) — t) +  Cv  (Т  (х0) — /)) dt =  О
о

муносабатни оламиз (бу ерда x(t), t >  0 ( 1) тизимнинг и (/), 
v(t )  бошкарувларга мос ечимидир). Теорема исботланди.

1-теоремадан агар Р 2 уйинчининг е-стратегияси шундай 
булсаки, 8j >  Т (х0) булса, Р у уйинчи хамиша уйинни Т  (х0) 
дан кеч булмаган вактда тамом килиши мумкинлиги келиб 
чикади.

Энди Р 2 уйинчининг е- стратегияси учун el <  Т  (х0) бул­
га 1 хол ни ^араймиз.

2 - теорема. Айтайлик, Г(л:0) <  +  эо булсин. Р 2 уйинчи

350



[О, е,] вацт орал и гида кандай улчовли v (t) £ V, 0 <  t <  ех 
бош^арувни кулламасин, Р t \'йинчида шундай улчовли и (t) £ 
£ U ,  0 <  t <  е, бошкарув топиладики, Т  (х (е,)) <  Т (х0) — в! 
булади, бу ерда x(t), 0 ^ ^ < е 1 (1) тизимнинг u(t), v(t),  
О <  t <  fj бошкарувларга мос ечимидир.

И с б о т и .  Г (х0) <  +  оо булганлигидан

ле " 'л*')А x0£ W ^  +  z x) (15)
мансублнк уринли булган ty >  0 ^ийматли туплам буш бул­
майди. ((15) мансублик t l =  T ( x 0) — el булганда уринлидир).

(15) ни унга эквивалент булган ушбу

л еи'+*')А х0 £ № ( { , )  +  } ' S ( t ) d t  (16)
i,

шаклда ёзамиз. Барча t лар учун S (t) +  V {() c i  U  (t) бул­
ганлигидан

/i+Ei Л-H i л  + ei
I' S ( i ) d t +  j  V (t) dt  c r j’ U (t) dt.

i. /. , h î+£i
(16) нинг нккала томонига j' V(t)d t)  интегрални кушиб ва

h
охирги мансубликдан фойдаланиб,

л е(1'+е'>А х0 +  V *’ I/ (0 d t c z W  ( t j  +  [ ' F' U (t) dt  
i, h 

ни оламиз. Энди бу мансубликда чап томондаги иккинчи 
хад урнига унинг элементларидан бирини, чунончи,

л е ' л f е А Cv (eL — s) ds
о

ни куямиз, бу ерда и (t), 0 Р 2 уйинчининг [0, е,]
орали^даги бош^арувдан иборат. У х,олда

л  е(/‘ гЕ,) л х0 +  л е1,А е л Cv (ej — s) ds £ W (tt ) +
о

+l U ( t ) d t .

t y нинг (17) уринли булган минимал цийматини танлаб ола­
миз ва уни яна t r билан белгилаймиз, /, <  Т (х0) — ех экан-

t  i + e ,
лиги равшандир. Бундан ташкари, i' U ( t ) d t  тупламнинг



(17) мансублик сакланадиган аник элемента мавжуд. Бу эле- 
ментни ушбу

— л е ' л f е АВи (Ei — s) ds
о

куринишда ёзамиз, бу ерда и ((), 0 <  t <  Et — u ( t ) ^ U ,  
О <  t <; Ej шартни каноатлантирувчи улчовли функция бу­
либ, уни Р х уйинчининг [0, Ej] кесмадаги бошцаруви сифа­
тида танлаб оламиз. У хрлда (17] дан

л е ' А (е ' Ах0 +  j' е А (Ви (е, — s) +  Cv (ех — s)) ds) £ W (tx)
о

муносабатни, яъни

л e‘lA х (Ej) £ W (tx)
ни оламиз (бу ерда x(t),  0 <  / е, (1) тизимнинг и ((), v (/,), 
О <  t <  вг бошкарувларга мос келган ечимидир).

Охирги мансубликдан
Г ( х ( е1) ) < / 1 <  Т ( х 0) ~  е,

эканлиги келиб чикади. Теорема исботланди.
1-ва 2 - теоремаларнинг тасдиклари Р.2 уйинчининг х,ар 

хар кандай в- стратегияси ва уйиннинг Т  (х„) <  4- °° булган 
хар кандай бошлангич х0 нуктаси буйича Р, уйинчининг х 
нуктани М  цисм фазога Т (х0) вактдан кеч булмаган ва^тда 
келтирувчи бошцарувини кетма-кет куриш имконини беради. 
Хаки катан, Р 2 уйинчининг [0, Ej] кесмада берилган v(t) бош- 
царув буйича Р х уйинчи 2 -теоремага асосан х  нуктани ё, 
моментда Т (xie^) ^ Т ( х 0) — ё, н и  каноатлантирувчи, х (е,) ха­
лат га утказувчи и (() бошкарувни куриш мумкин. Сунгра Р 2 
уйинчининг Jej, ег +  е2] кесмадаги о (() бош^аруви маълум 
булади. Яна аввалгидагидек мулохазалар юритиб, Р, уйинчи­
нинг [е^е, +  е2] кесмада шундай и (t) бош^арувини топамизки, 
х (t) траекториянинг / =  е1т £2 моментдаги, унга мос х  (е, +  е2) 
нуктаси

Т  (х (ё, +  в2)) ^ Т ( х  (е,)) — ех sS Т (х0) — (е, +  в2)
тенгсизликни каноатлантиради. Бу жараённи кетма-кет давом 
эттириб, бирор t =  Ej +  e2 +  . . . +  ек моментда, T  (х (Et +
• • • +  e ft) ) <  T ( x 0) — {e l - + . . . +  e a>) ,  T  ( x  (el +  . . . +
+  e/;) ) <  e/( i1 булган x  (et +  e,) хрлатга келамиз.

1- теоремага асосан знди Л, уйинчи уйинни бирор I* <
<  Т  (л-,,) моментда тамомлаши мумкин.
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Демак, Р, уйинчи е стратсгиялар синфида Т ( х ) <  4 . ^  
ни каноатлантирувчи ихтиёрий х 0 нуцтада бошланган уйишш 
Т ( х 0) дан ошмайдиган /* ва^тда тамомлаши мумкин.
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М У Х Т А Р А М  К И Т О Б Х О Н !

« У З Б Е К И С Т О Н »  Н А Ш Р И Е Т И  К У Й И Д А Г И  К И Г О Б Л А Р Н И  
Н А Ш Р Д А Н  Ч И К А Р Д И

1. косимое А. X Ж у р а к у л о в  X. ,  Сафаров А. Физика 
курси, I ^исм, Дажми 15,0 н. т. 5000 нусха.

К,улланма амалдаги у^ув дастури ва муаллифнинг А. Беруний 
номидаги 'Гошкент политехника олийго^ида куп йиллар давомида  
укилган лекдиялари асосида ёзилган. М азкур ^улланмада анъанавий 
мавзулар билан бир ^аторда эркинлик дараж алари, умумлашган 
координаталар, инерция маркази билан богланган сано^ тизимлари, 
.\ар хил саноц тизмларида моддий ну^та кинетик энергияси, caiyia- 
ниш ^онунларининг ф азо ва ва^т симметрияси билан богли^лиги, 
муглак нисбий тезлик ва тезланишлар, релятивистик зарра ^аракат 
тенгламасининг Лоренц алмаштиришларига нисбатан инвариантлиги, 
бусаравий энергия ва боил^а мавзулар акс эттирилган. Механик теб- 
ранма -харакат ^а^идаги мавзулар ^ам мазкур ^исмга киритилди.

К,улланма му^андислик-техника олийго^лари талабалари учун 
м$/лжалланган булиб, ундан педагогика олийго^лари талабалари >;ам- 
да шу со^ада шурулланаётган уцитувчилар кенг фойдаланишлари 
мумкин.

2. Акрамов Д\ Т., Зайнобиддинов С., Темабоев А. 
Яримутказгичларда фотоэлектрик ^одисалар. Хажми 15,0 
н. т. 3000 нусха.

К,улланмада университетларнинг «Яримутказгичлар ва диэлек- 
триклар физикаси» ихтисослиги дастурига мувофиц равишда, ярим­
утказгичлар физикасининг асосий тушунчалари, яримутказгичларда 
ёрурлик ютилиши билан борли^ булган му^им ^одисалар баён 1̂ илин- 
ган. Шунингдек, бу ^одисалар асосида тайёрланадиган, фан ва тех- 
никада кенг равишда ^улланиладиган яримутказгичли асбобларнинг 
тузилиши ва ишлаши туррисида етарли маълумот берилган.

М азкур у^ув 1̂ улланмасидан университетларнинг, техника олий 
бклимго.^ларининг, илмий тад^и^от муассасаларининг яримутказгич­
лар физикаси буйича ихгисослашаётган талабалари, шогирдлари ва 
аспирантларн фойдаланишлари мумкин.

3. А. Чертов ва бошц. Физикадан масалалар туплами.
Хажми 33,0 н. т. 3000 нусха.

М асалалар туплами техник ихтисосли олий билимго^ларда амал 
^илинаётган физика курсини уь^итиш режасига мослаб тузилган. Х|ар 
бир булимга ^ийинлиги, тартиб рацами ортиши билан ортиб боради- 
ган етарли сондаги масалалар киритилган. Х[ар бир параграфнинг 
бошланишида асосий цонунлар ва формулалар ^амда масалалар 
ечишга намуналар келтирилган. Физик катталиклар халцаро бирлик- 
лар тизимида ёки уларга каррали ва улушли бирликларда бе­
рилган.
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4. Саъдуллаев А., Мансуров X Х у д о й б е р г а н о в  Г ва 
боищ. Математик анализ курсидан мисол ва масалалар

_ т у ш!ами. 1 ^исм. Хажми 20,0 н. т. 3000 нусха.
Ч * Р * ш б у  китоб университетлар ^амда педагогика институтлари, шу- 

нингдек, олий техника уцув юргларининг олий математика чу^ур дас-

И, асосида у^итиладнган факультетлари талабалари учун мулжал- 
Stem Уни ёзишда муаллифлар Тошкент Давлат университетининг 
Ккаткк та^лил кафедрасидаги бир неча йиллик иш тажрибалари- 
дан фойдаланганлар.

Китоб математик анализга кириш, дифференциал ва интеграл 
^нсоб мавзуларини уз ичига олади.

Кулланмада 1500 дан зиёд мисол ва масалалар келтирилган бу­
либ, улариинг аксарияти батафсил ечим билан таъминланган.

5. А. Саъдуллаев, X.  Мансуров,  Г. Худойберганов,  
А. К ■ Борисов, P. Fyломов. Математик анализ курсидан 
мисол ва масалалар туплами. II ^исм. Х,ажми 15,0 н. т. 
5000 нусха.

М азкур китоб университетлар ^амда педагогика институтлари, 
шунингдек олий техника укув юртларининг олий математика чуцур 
дастур асосида у^итиладиган факультетлари талабалари учун мул- 
жалланган. Уни ёзишда муаллифлар Тошкент Давлат Университети­
нинг математик анализ кафедрасидаги бир неча йиллик иш тажри- 
баларидан фойдаланганлар.

Китоб куп узгарувчили функцияларнинг дифференциал ва интег­
рал ^исоби, функционал кетма-кетликлар ва ^аторлар, Фурье ^атор- 
лари мавзуларини Уз ичига олади. Унда 2000 дан зиёд мисол ва ма­
салалар келтирилган булиб, уларнинг купчилиги батафсил ечим би­
лан таъминланган.

6. Т. Азларов, X .  Мансуров.  Математик анализ. II
^исм. Хажми 22,0 н. т. 5000 нусха.

Мазкур дарслик университетлар ^амда педагогика институтлари, 
шунингдек, олий техника Уцув юртларининг математика чу^ур дас­
тур асосида у^итиладиган факультетлари талабалари учун мулжал- 
ланган.

Дарслик анализ курсининг 2- цисми булиб, унда куп ;узгарувчили 
функциялар, дифференциал ва интеграл >^исоб, функционал цатор- 
лар назарияси ва Фурье ^аторлари назарияси батафсил баён f;n- 
линган.

7. Т. Шодиев ва бошц. ^ишло^ хужалигини режалаш -  
тиришда ва бош^аришда математик усуллар. Х,а кми 9,0

5000 нусха.
Кулланмада цишло^ хужалигининг бозор нцтисодиётнга утиш  

давридаги мацбул хужалик ечимларини топиш а^амиятн, услублари, 
бошкаришни такомнллаштиришнинг математик ва ахборотли негиз- 
лари кенг ёритилган.

Кулланма ицтисодий олийго^ талабаларига, ицтисодчиларга ва 
ходимларга мулжалланган.



8. Мишченко Ю. ва биш/\. Физик химиядан амалий
ишулотлар. Х,ажми 20,0 н. т. 5000 нусха.

Китоб фацат амалий машрулотларгагнна бапш ланм ай, уни1' 
р бир бобида физик химиянинг турли йуналишлари буйича 
й асослар ^ис^а ва тушунарли ^илиб ёритилган.

Кулланма химик ва химиявий технология мутахассисликлари f > 
ча уцувчи талабаларга мулжалланган.

9. Т ур щ ул о в  Ё. Биохимия. Хажми 33,0 н. т. 500

Китоб педагогика институтларининг, университетларнинг биоло- 
t факультетлари дастурига мослаб умумий биохимиядан дарслик 
|)атида ёзилган.

Китобдан педагогика институтларининг биология факультетлари, 
5биёт, фармацевтика, !^ишло^ хужалик институтлари талабалари, 
нингдек, турли со^аларда ишлаб турган биохимик мутахассислар
I умумий биохимиядан дарслик ва кулланма сифатида фойдала- 
илари мумкин.

10. Юнусов Р. Органик кимё. ^ажми 20,0 н. т. 5000 
:ха.

Дарсликда енгил саноатда фойдаланиладиган табиий ва синтетик 
•икмалар з^а^ида муфассал баён цилинган.

Дарслик техника олий у^ув юртларининг кимёгар булмаган мута- 
сислари учун, айницса му^андис-технологлар учун фойдали бу-
и.

И . Убайдуллаев Р., Абдуллаев Ш. Умумий кимёдан 
1лий ишлар. )^ажми 10,0 н. т. 3000 нусха.
У^ув ?;улланмаси техника олий $^ув юртларининг мутахассисли- 

симёгар булмаган талабалари учун мулжалланган. Унда курснинг 
им мавзулари буйича лаборатория ишлари ^исца назарий мате-
1 билан бирга тавсифланган.

12. Мансуров X .  Автоматика ва технологик жараёллар- 
автоматлаштириш. Хажми 13,0 н. т. 5000 нусха.
Дарслик шу курсга оид барча мавзуларни уз ичига олади. Унда 
матика ва технологик жараёнларни автоматлаштириш, локал 
матик тизимлар, улчаш ва узгартириш ^урилмалари, объектлар- 
хоссалари ва уларнинг асосий параметрларини аии^лаш, пахта- 

астлабки ишлов беришдаги технологик жараёнларни мантилий 
^ариш тизимлари цараб чикилади.
Дарслик техника олий У^ув юртлари талабаларига мулжаллан-


